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SO‘Z BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilberd

Hozirgi jadai rivojlanish davrida agl-zakovatli, ijodiy fikrlovchi va
mustagil garor gabul giluvchi mutaxassislarni tayyorlashda matematik
ta’iim asosiy o‘rin egailaydi. Talabalami matematik tayyorlash ularning
kasbiy faoliyatida zarur boMadigan boshga tabiiy-iimiy, umumkasbiy va
ixlisoslik fanlarini o‘rganishlari uchun nazariy asoslami ta’minlashi
kerak. Bu esa 0°‘z navbatida samarali o‘gitishning muhim omillaridan
biri boigan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o‘quv
(jolkinmalarni yaratishni tagozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texniica o‘quv jairtlarining oliy matematika fani
(iasluri asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat taiim standartiari
(aiablariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi yettita bobdart
iborat bo‘lib, u oliy matematikaning chizigli algebra elementlari,
vcktoili algebra elementlari, anaiitik geometriya, matematik analizga
kiii*li, bir o‘zgaruvchi fiinksiyasining differensiai hisobi, oliy algebra
liiinciUiari  va bir o‘zgaruvchi fiinksiyasining integral hisobi
hoiimlariga bag‘ishlangan. Bu boiimlai’zamonaviy xorijiy adabiyotlar
va o'ijitish texnologiyalari tahlili asosida yaratilgangan bo‘lib, har bir
ILIV/,uni yozishda bir gancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan,
m.iv/tilar loMiq yoritilgan, tegishli bilimlar talabalar tomonidan mustaqi!
t)'/ liishlirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalaming shakllantirilishiga
liaiiida ijodiy qobiliyatlarni rivojlantirishgayo‘naltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalami, ta’riflami, teoremalami va
tij)ik iiiasaialarni yechish usullaiini ko‘rsatuvchi misollami topadi.
itiiiidti hiror lasdigning isboti keltirilmagan bo‘lsa, natijalaming ifodasi

Diirslikiiing har bir mavzusi ko‘p sondagi misol va masalalar

\('iiiiml;irida liishuntirilgan, ulami o*‘zlashtirishni mustahkamlashga

Miiiiciimiik piikclliir yordamida yechish usullaifi-felfiagdnj /A.RiV; “



Muallifdarslik goiyozmasini o°‘gib, uning sifatini oshirish borasida
btldirgan fiir va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetining
professor! B.A.Shoimqulovga, 0 ‘zbekiston  Miliiy universitetining
0 gituvchilari - professor A.Narmanovga, dotsentlar N.Jabborov va
J.Tishaboyevlarga 0 ‘z minnatdorchiligini izhor giladi.

Ayjiigsa, darslikning ushbu jildini tuzishda va mazmunini
yaxshilasbda fizika-matematika fanlari doktori ~A. Quchgarovning
beminnat yordamini muallife’tirof etishni 0‘zining burchi deb biladi.

Darslik hagidagi tanqidiy fikr va raulohazalarini bildirgan barcha
kitobxonlarga muallifoldindan o‘z tashakkurini bildiradi.
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CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

Chizigli algebraning daslabki masalasi
chizigli ~ tenglamalar  haqgidagi rnasala
hisoblanadi. Btmday tenglamalarni yechish

jarayonida determinant tushunchasi paydo
boidi.

Chizigli tenglamalar sistemasi va ulaming
determinantlarini o‘rganish natijasida matritsa
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomonidan
matritsaning rangi tushunchasi Kiritilishi

chizigli tenglamalar sistemasining birgalikda

va aniq boishi shartlarini olish imkonini
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga
kelib, chiziqgli tenglamalar  sistemasi

nazariyasini bado qgilish jarayoni tugatildi.

I...MATRITSALAR

Matritsa tushunchasi 1850-yilda James
Joseph  Sylvester tomonidan  Kiritiigan.
Kelimng 1858-yilda  chop  etilgan
«Matritsalar nazariyasi hagida memuar»

asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon

gilingan.
Daslabki vaqtlarda matritsa geometrik
obyektlarni almashtirish va  chizigli

tenglamalarni yechish bilan bog‘liq holda
rivojlantirildi. Hozirgi vaqgtda matritsalar
matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan
biri hisoblanadi.



Matritsalar matematika, texnika va igtisodiyotning turli sohalarida
keng qollaniladi. Masalan, ulardan matematikada algebraik va
differensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazariyasida fizik
kattaliklami oldindan aylishda, aviatsiyada zamonaviy samolyotlarni
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. Matritsa va uriing turlari

Matritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik funksiyalaming
katta massivlarini yagona obyekt sifatida garash va bunday massivlami
0‘z ichiga olgan masalalami gisqa ko‘rinishda yozish va yechish
imkonini beradi.

Matritsa - bu elementlar (sonlar, algebraik belgilai’, matematik
fiinksiyaJar) massivining satr harnda ustunlarda berilgan va kichik
gavslarga olingan to ‘g ‘ri burchaklijadvalidir.

Matritsaning o‘lchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan
aniglanadi. Matritsaning oichamini ifodalash uchun mxn belgi
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan tashkil
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri bilan belgilanadi.

Masalan,

3X2 Bichamli matritsa  2x3 oichamli matritsa 2x2 oichamli matritsa

@2 5\
0 1 B
3 1

-1 4r C_"siiix*—cosx'
'\ 2 5 6 X silixe

A matritsaning i-satr va j -ustunda joylashgan elementi a, bilan

belgilanadi.
A (=U0~,/=U) vyoki A=W\a,\, {i=\"j,j=\i) yozuv
A matritsa & elementlardan tashkil topganini bildiradi;
'a,.  «u a, O .-
2 T ARNaA=



Ix« oichamli /l=(a, matritsaga ¢mair ma/nto yoki
satr-vektor deytiadi. ,
X
a

matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor

deyiladi.

nxn oichamli maritsaga n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan o'ng quyi burchagiga
yo‘nalgan 072, elementlaridan hizilgan diagonaliga uning bosh
diagonali, o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo‘nalgan
o, elementlardan tuzilgan diagonaliga uning yordamchi
diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yugorida (pastda) joyiashgan barcha elementlari
nolga teng boigan

matritsaga yuqoridan uchburchak {quyidan uchburchak) matritsa
de\iladi.
Bosh diagonalda joylashmagan barcha elementlari nolga teng
boigan
th 0 .. O
A= 0 0
\0 0

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.

Barcha elementlari birga teng boigan diagonal matritsaga birlik
/«aintea deyiladi va | (yoki Z) harfi bilan beigiianadi.

Barcha elementlari nolga teng boigan ixtiyoriy oichamdagi
matritsaga not matritsa deyiladi va O harfi bilan beigiianadi.

A matritsada barcha salrlami mos ustunlar bilan almashtirish
tiatijasida hosil gilingan matrits”a A matritsaning
Iransponirlangan matritsasi deyiladi: {a,jf ={a..).



Agar A=A- bolsa, A matritsaga simmetrik mairiisa deyiladi.

1.1JZ. Matritsalar ustida arifmetik amaliar

Maritsalarmng tengligi

Bir xil oichamli A=(aJ va B=(k-) matritsalaming barcha mos
elementlari teng, ya’ni a. =" boisa, bu matritsaiarga teng matritsalar
deyiladi *a A=B deb yoziladi.

A—B <

Matritmni songa ko”*payfirish
1-ta’rif. A={aj) matritsaning k songa kopaytmasi deb,
elementlari cjj=Aaj kabi aniglanadigan C = A4 matritsaga aytiladi.

. 2 -1 0 .. . .
1-misol. A= 3 4.1 boisin. 3A ni toping.

Yechish.
2 -1 0 32 3-(-I) 30' % -3 O
N=3
3 4 -1 3-3 34 3-(-1) 9 12 -3

Matritsalarni qo‘shish va ayirish

Matritsalarni  go‘shish va ayirish amallari bir xil o'lchamii
matritsalar uchun KkiritiladL Bunda yigindi raatrisa qo‘shiluvchi
matritsalar bilan bir xil oichamga ega boiadi.

2-ta’rif. >=(a.) va B=(b.) matritsalaming vyig'indisi deb,
elementlari  =a-. +bj kabi aniglanadigan C=A+B matritsaga aytiladi.

C—-A+B G-= .+bh,,



. _a -1 4 (2 3 2~ .. —
2-misol. A= s 0 1 vaB= 10 -9 boisin. A+B ni toping.
Yechish.

A+B = 1-14 23 29 A+2 -1+3 4+2' 3 2 ¢

"3 01 10 -2 3+1 0+0 I+(-2) 4 0-1

-A =(-i)-A matritsa A matritsaga garama-garshi matritsa deb

ataladi.
3-ta’rif. A—=f{aj) va B-{b") matritsalarning ayirmasi  deb

C=A-B =A+{-B) matritsaga aytiladi. Bunda C matritsaning
elementlari ¢ +(-b") =a" kabi topiladi.

C=A-B " 4 k-

2.3 2 13

3-misol. A= ) .. boisin. A-B ni toping.

a4 T o -ij
Yechish.

"2 -3 21 3 2» "2-1 -3-3 2-2 ' a -6 o0
U -1 4 2 1=\ 2-2 -1-1 4-(-IX "0 -2 5

A-B

Matritsalar ustida chizigli amallar quyidagi xossalarga ega.

A,B,C,0 matritsalar mxn o‘lchamli va skalyar soniar bo‘lsa, u
holda:
A+B =B +A; 2. (A+B) +C=A +(B+C);
3. A+0 =A r. A+i-A) =0;
5“ X(A+B)=M +1B- 6 (X+7N)A =M +fA,
T. u(M) =A(juA) =(If.HA; S°\-A =A
9“ (A+Bf =AM +5"; 10” (M=;u4d,";

1 A+C =B bo‘lsa, C=5-" boiadi;
12 PA=0 boisa, A=0 yoki *=(9 boiadi;



13 AA-AB va boMsa, A=B bo‘ladi.

Xossalardan ayrimlarini isbotlaymiz.

Birinchi to ‘rttaxossaning isboli bovosila 2-ta’rifdari kelib chigadi.
5-xo0ssani garaymiz.

A va B bir xil oMclianili malrilsalur boMsin.

U holda

allr 19
yoki

va ikkii)chid;iM

bo'liuli.
Hii ikkila tenglikdan A(A +B)=M +AB bo‘lishi kelib chigadi.

Matritsalarni ko paytirish

Bir xil sondagi elementlarga ega bo‘lgan A satr matritsa va
B ustun matritsa berilgan bo‘lsin deylik. Bunda A satming B ustunga
ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi;

AB={a, a, .. al- = A, +«<A +-+«,A.

ya’ni ko‘paytma berilgan matritsalar mos elementlari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng boMadi.

Malrilsalarni ko‘paytirishning bu qoidasi satrniustunga ko'paytirish
qoidasi deb yuritiladi.

Ikki matritsani  ko'paytirish amali moslashtirilgan matritsalar
uchun kiritiladi.

A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlari soniga
teng boMsa, A va B matritsalar moslashtirilgan deyiladi.

4-taVif. mx p o‘lcliamli A={a.) matritsaning pxn o‘lchamli

B-{b") matritsaga kopaytmasi AB deb, c” elementi A matritsaning

10



/mmsatrini B matritsaning /-ustuniga satrni ustunga ko ‘paytirish goidasi
bilan, ya’ni

+< P +-- + <K j= k=l.,n

=

(go‘shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan mxw
oichamli C=(c") matritsaga aytiladi.

0 0 O 5d

5
P

4-misol Berilgan matritsalarni ko‘paytiring.

1 2" f5 6\ "1-5+2-7 1-6+2-8" 49 227
\3 4, 3 v "35+4-7 3-6+4-8j~"3 50)

2 '3 2
2. -3 4
0 -1 \Y

A23+1-(-1)  2-2+1.0 2-4+130 ' 5 4 |f
-3'3 +4.(-1) -3-2+4'0 -3-4+4-3 = .13 -6 0
A0-3+2-(-)  0-2+2-0  0-4+2:3° (-2 0 6,

Agar A matritsaning satrlari bilan va B matritsaning

ustulari bilan belgilansa, u holda matritsalarni ko‘paytirish
goidasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

(AN ‘A 4n m 45 A
c=rg= A A 5 = b= AA AN -

AA AA =
Matritsalarni ko‘paytirishda yozuv ikkita bir xil matritsaning
ko‘padl:masini bildiradi:
A =A-A.
n



Shu kabi
AN=A-A-A, A" =A-A-...-A.

5-misol. f{x)=--2x-x" +5 A:fL _2 bolsin. /(")ni toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f{A) funksiyaga o‘tishda 1 sonli
go‘shiiuvchi M ko‘paytma bilan almashtiriladi, bu yerda i-birlik
matritsa.

oAy eonnn is/op P 1 -n fl -i)+5

() =27- 20 2 0 2 0 2
i2 -2~ fl -3) i6 1
0 4 % o s

Matritsalarni ko paytirish amali ushbu xossalarga bo”ysimadi

r. A matritsa mx« o‘lchamli va B,C matritsalar Jixp
o‘ichamli boUsa, A{B+C)=AB+AC bo‘ladi;

2° v4ii,Cmatritsalar mos ravishda  m-x-n, nxp, pxq
o'lchamli bo‘lsa, A(BC)=(AB)C bo‘ladi;

3“ A,B,1,0 moslashtirilgan matritsalar va Zju skalyar sonlar
bo‘lsa, u holda:

1) (X4)(/iS) = (Afi)(AB); 2) A(AB) =(M)B =A(AB);

3) Al=IA=A; 4) A0 =0A-"0;
5) (ABf =B AN

A?AJ,0-n- tartibli kvadrat matritsalar va p,g manfiy
boimagan butun soniar boisa, u holda;
\) AMANAMAL 2)(Ay==(Ar;

3) A'=A; 4) Ar=I,
Xossalardan ayrimlarini  ta’riflar yordamida isbotlaymiz va

ayrimlarining to‘g‘riligiga misollami yechish orgali ishonch hosil
nilcimit



4 n
=9 12 17).
O ,.

) w2
iAB)C={3 m _
Demak, A{BC)=(AB)C.

Umuman olganda matritsalami ko‘payiirish nokommutativ, ya’ni
AB”BA. Masalan, Ixh olchamli A matritsaning «x| o‘lchamii B
matritsaga AB ko‘paytmasi sondan, ya’ni 1x1 oichamli matritsadan
iborat boisa, BA ko‘paytmasi n- tartibli kvadrat matritsa boiadi.

Bir xil tartibli J va B kvadrat matritsalar uchun AB=BA boisa,
A va. B matritsalarga kommutativ matritsalar, AB-BA ayirmaga
kommutator deyiladi.

1.1.3. Mashglar

i[.A kvadrat matritsa boisin. /4+/4"simmetrik matritsa bo‘Ushini
ko‘rsating.
fan fl"
2. A= 4 matritsani X=0.7= 1 vaZ= 0 matritsalarning chizigli
o lo. 0.
kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalang.

f-i) fio

3. boisa, a va ¢ ni toping.

4. Matritsa 30 ta elementga ega boisa, u ganday tartiblarda berilishi

mumkin?
5-8. A,B matritsalar va sonlar berilgan. AA+ /iB matritsani toping;
fl -1 -n 5_ 2 3-1 B B
5 A- 2.3 0 B_-lo 2,X—-\, u=2
i 0 -3» N2t
6. A= -2 1 3 -1,A=2 R=i.
1 4 2 -5
"2 -1 o i-3 1 n
7. A=-1 3 -2 R= 0 -1 0 | =3 M=-2

V2 3 1 1-4 -3 2)

J



2 -1 2
5 -3 3,5=/, A=, ii=-v.
-1 0 -2
9. A va. B moslashtirilgan matriisaiar bo‘Ilsin. Quyidagilami ko‘rsating:
(ifj)agar A matritsa satr matritsa bo‘lsa, u liolda AB satr matritsa bo'ladi;
(I)) agar B matritsa ustun matritsa bo'lsa, u holda AB ustim matritsa bo‘ladi.
10. 0\fx O

bo‘lsa, jcva yni toping.
13 3j10 yJ 19 0j kvay ping

11. Agar A matritsa 3x3 o‘lchamli va C esa 5x5 o‘lchamli boisa,

1//("Ico‘paytma ma’noga ega bo'lishi uchun ii matritsa ganday o‘lchamda bo‘lishi

lii'ijik?
fl ol . . . . .
12. NN matritsa berilgan. ,4ifko‘paytmani nol matritsaga
i\ Liiiliriivclii « matritsani toping.
13-16. A va 8 matritsalar berilgan. AB matritsani toping;
ij. ,.f "7 »4"
t 1 3/ ¥3 2 0
2 1
4 -2]
Lt o0 -1 fi- s 3
1 2 J
14 ri
0 1 0 -1
10, 2 1
11 12 "4 0 -2
I 1 0 14 2 -1 0
11 10, 0 -1 3
f ol o . L
tr o1 | , K )5, (" 3-31bo‘isa, (AB)C matritsani toping.
1 ¢ ' L
IN I | " ‘ bo‘lsa, A(BC) matritsani toping,
11 n o1
It t; m 1 | 1 2 niiilrilsalar berilgan. AB, B'B, A"

1 - >0



_ N

fl
20. A= 0 3.Iva f(x) =3x* +5x-4 boisin. /(y()ni toping.

21. A=A1 g boisa, ni toping.

22. Agar =l va A matritsa 2x2 oichamli boisa, ~ni toping.

12. DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastiab chizigli tenglamalar sistemasini
yechishda foydalanilgan boiib, keyinchalik determinantlar
matematikaning bir gancha masalalarini yechishga, jumladan xos
sonlarni topishga, differensiai ienglamalami yechishga, vektor hisobiga,
keng tatbiq etildi.

Biz awa! ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchaiari
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli
determinantlami hisoblash uchun asos boiadi.

1.2.1. Ikkinchi va uchunchi tartibii determinanilar

Ikkinchi tartibh determinant

kabi beigiianadi va aniglanadi.
Bunda iar detenninantning elementlari deb ataladi.

a, determinantning /-satr  va j-ustunda jo™iashgan elementini
ifodalaydi.

a,,«22 elementlar joyiashgan diagonalga determinantning bosh
diagonali, elementlar joyiashgan diagonalga determinantning

yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ilikinchi tartibli determinatit bosh diagonal
elementlari  ko‘paytmasidan  yordamchi  diagonal  elementlari
ko‘paytraas!ning ayrilganiga teng:

1
<N 2 |

16



i-misol. Beriigan detenninantlami hisoblang.

'3 -2
. =3-5-4-(-2) =15+8=23;

lya 2sina

=tga mtga - sina ®sina =1- 2sin"a =cos2a.
ssiiia  ctga

Miilcitsaning muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi.

a, N o .
kvadrat matritsaning determinanti det® bilan

lirli'iliiiiiuli va dct/(= - «,«J, kabi aniglanadi.

Miiiula inalriLsani uning determinanti bilan adashtirmaslik kerak;
Ini sonlar massivi; det® - bu bitta son (yoki ifoda).

i ‘cliliii'lii latiibli determinant
«1 &2 «3

Jol 1 W P B =2« 2%23AB. +¢.X2,«32
& B

I <lti In'li'iliiiiadi va aniglanadi.

MinliMiu'hi (Imi’onai tushunchalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi
11 Ichl
tliliiin'hi (arlibli dctcrminantiami hisoblashda o‘ng tomonidagi

1's il L IEli ]
« 'l lil'iir, htl< (joiJasb) ushbu sxema bilan tasvirlanadi:

ARM

7



Bunda diagonallardagi yoki asosiari diagonallarga parallel kx
uchburchaklar uchlaridagi elementlar uchia elementaing ko”payti
hosil giladi. Agar uchburchakiarning asoslari bosh diagonalga p;
boisa, u holda elementlaming ko‘paytmasi ishorasini saglaydi.
uchburchakiarning asoslari yordamchi diagonalga parallel F
u holda eiementlaraing ko‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«Sarryus qoidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

«12 N

~
~

«,

«23

X X
X

1) 2) @& >27 i

«21 «22 «23.

1-qoidada awal determinant tagiga uning birinchi ikkita
yoziladi, 2-qoidada esa determinantning o‘ng tomoniga uning bi
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga p;
boigan io‘g‘ri chiziglardagi elementlar uchta ko‘paytuvchiiii
giladi. Agar to‘g‘ri chiziglar bosh diagonalga parallel boisa, u
elementlarning ko ‘paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar to‘g'ri chi
yordamchi diagonalga parallel boisa, u holda elementlai
ko ‘paytmasi teskari ishora bilan oiinadi.

2 -13
2-misol 1.det*= 3 2 -1 determiiiaintni uchburcbalc qoida
1 3 -2

bilan hisobiang.



3 4 -1

t (IcU’= 2 0 3 determinantni SaiT>usning 2-qoidasi bilan
3 -1
yechish.
2-1 3 2 -1~ A3
I 3;2>-h -8 + 1+ 27 = 20, 6-6 +6=6,
I 1 N _2 ru
i1 ) 6=14
3 4
} o) det5=0+36+2-0 +9-16 =31.
+ + o+
5
i N detC=1-36-20-6-8-15 =-84,
>\3 +
I 5.>(3
[
1.2.2. n- tartibli determinant tushunchasi

n hirlihli ('li.’nninant



oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo‘yiladi.

«-tartibli determinantni bu qoida asosida ifodalash ancha noqulay.
Shu sababli yugori tartibli determinantlami hisoblashda bir nechta
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqori
tartibli determinantlami quyi tartibli detemiinantlar asosida hisoblash
usuli hisoblanadi. Bu usulda detemiinant biror sair (yoki ustun)
bo‘yicha yoyiladi. Bunda  quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli
determinantlar >oiqorida keltirilgan ta’riflar asosida topiladi.

n-tartibli detemiinantlami yoyishda minor va algebraik toidiruvchi
tushunchalaridan foydalaniladi.

n-tartibli detemiinant a. elementining minori deb, shu element

joyiashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil boigan (n-I)-ta]-tibli
determinantga aytiladi va M. bilan belgilanadi.
Determinant  elementining A*algebraikto'ldiravchisi deb,

songa aytiladi.

13 2
Masalan, 2 0 1 determinantning =2 elementining minori
'32-2
va algebraik toidimvchisi quyidagicha topiladi:
13 2
3 2 .
0.1 =>wMmj, = =-10, A,=(-irM , =10.
z —
2 -2

1.2.3, Determinantning xossalari

Determinantnmg xossalarini uchinchi tartibii determinant uchun
keltiramiz. Bu xossalai- ixtiyoriy «-tartibli determinant uchun ham
o‘rinli boiadi.

1-xossa. Transponirlash (barcha satrlarni mos ustunlar bilan
almashtirish) natijasida determinantning giymati o‘zgamiaydi, ya’ni

«13 «nN  «2, 1

detys = > 2 = 2 2 g, = et

«31  «32  «33 €3 03 a3



Ishoti. Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o0‘ng tomonidagi
ili-lcrininantlaming giymatlarini uchburchak goidasi orgali yozib oHsh
Ml olingan itbdalaming tengligiga ishonch hosil gilish kifoya.

1-xossa sair va ustunlaming teng huquqgligini belgilab beradi.
Hi)sh(,jJacha aytganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun
li.iiii o'rinli bo‘ladi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalami ham
sill llar va ham ustunlar uchun ifodalab, ulaming isbotini fagat satrlar
Vdki fagat ustunlar uchun ko‘rsatamiz.

2-xossa. Determinant ikkita satrining (ustunining) o‘rinlari
iihiKishlirilsa, uning  giymati garama-qarshi ishoraga o‘zgaradi.
Masillan,

€2 «3 «x X B
« @ &B = «l L «3
QG @ 3B dad @ 3B

Mi xossa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.

J-y(fssu. Agar detenninant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo‘lsa,
Il iiolp.a teng boMadi.

Isholi. Ikkita bir xil satming o‘rinlari almashtirilsa, determinant
(e.liliniiigdck, uning giymati) o'zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2-
wssji)>a ko‘ra  determinant giymatining ishorasi o‘zgaradi. Demak
@l 1 dci/l, yoki :2det=0. Bundan det4=0.

W .wssa. Determinantning biror satri (ustuni) elementlari 1 songa
ku pnsliiilsa, determinant shu songa ko‘payadi va aksincha determinant

lu-I(,iMd)in (iishgariga chigarish mumkin.

M.i'.iilan,
Pn ” (ﬂ «].2 «Tg
QA X2 B =N« @2 B
«1 d 3B A QP B

Ishoii  Tenglikning chap tomondagi determinant hisoblanganida
iiliii.i i) shiliivciiining hammasida A ko‘paytuvchi gatnashadi. Bu
I'l. liiisliivcliiiii  gavsdan tashqgariga chigarib, gavslar ichidagi
(jn wliiliivciiilaiilaiii  dotcrminant luzilsa, tenglikning o‘ng tomondagi
ilnilii tio.ml 1)(i'ladi.

' Missii  Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha
2(iiu iilliiii iioldii lcui.’, 1)olsa. Il ni>itla tenu boMadi.



Xossaning ¢seoi/ 4-xossadan A=0 dakeiib chigadi.
6-xossa. Agar determinantning ikki satri (ustuni) proporsional
bo‘isa, u nolga teng bo ‘iadi.
Masalan,
“L v em
A, =0.

Ishoti. 4-xossaga ko‘ra determinant ikkinchi satrining A
ko‘paytuvchisini determinant belgisidan chigarish mumkin. Natijada
ikkita bir xil satrli determinant goladi va u 3-xossaga ko‘ra nolga teng
bo'iadi.

7-xossa, Agar determinant biror satrining (usumining) har bir
elementi ikki go‘shiluvchining vyig'indisidan iborat bo‘lsa, bu
determinant ikki determinant yigUndisiga teng boiib, ulardan
birinchisining  tegishli  satri (ustuni) elementlari birinchi
go‘shiluvchiiai'dan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari
ikkinchi go“‘shiluvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi satrining har bir elementi ikkita
go‘shiluvchi yig‘indisidan iborat bo‘Isin.

U holda
+a" +a” s ta”
a B =, +a" )gx3B+ («0 + +
a. a,,

+« +<il2«32 - «  + <23l - «2 + L3 ~ i, + =

1122433 «j2K 2331 €13K21a32 ~ Nk ~’\)2’\2@33 M ana2 1Momgs Np™Mara M
< < < < < <
v 1 —_
+"132«3 -<«,,033 <i«23ff32) = R 3
M. «32  «33 «37 «32  «33

8-xossa. Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga
boshga satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko‘paytirib
go‘shilsa, determinantning giymati o‘zgarmaydi.

Isboti. detA deteraiinantning ikkinchi satri elementlariga A ga
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iit (»aylirilgan birinchi satmingmos elementlari go‘shilgan boisin:

Gi a, a,.
ar+An,,
3, a,.
«12 «13 a1 «12 3
= 22«3 T A- 1l «12  «13
31«32  «33 31«32  «33

t.)i»'sliiliivchilardan birinchisi detviga va ikkinchisi esa 3-xossaga ko‘ra
(eng. Deinak, yigindi det/lgateng.
9-xossa. Determinantning qiymati uning biror satri (ustuni)
I'k-Micntlari  bilan shu elementlarga mos algebraik toidimvchiar
ko' paytinaiarining yigindisiga teng boiadi.

Masaian, detA= +«j313
yuki
«ll «12 «13 1
22 «23 «21 «23 «21 «22
2, «22 «23 =«N + «13
32 «33 31 «33 «31 «32
(o d ~32 «33

Ishoti. Tengiikning 0'ng tomonida almashtirishlar bajaramiz;

(«33 - - «2L23B-a . A ) + )=
a,, «l2  «
@ @

3l «32 3

IO-xima. Determinant biror satri (ustuni) elementlari bilan
lioslitia  satri (ustuni) mos elemeritlaii algebraik toidimvchilari
ko paylnialarining yigindisi nolga teng boiadi.

Miisalan, fi2/4, +arAR+«23"n

Ishoti. Detenninantni 9-xossani qoilab, topamiz:

«11 «l2 «1l
1,4, F«12r2 +K 303 = «21 «22 a.
«31 «32 A3
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Bunda a,3 mos ravishda an, bilan bilan almashtirilsa,

3-xo0ssaga ko‘ra, determinant nolga teng boiadi.

1-izoh. Determinantning  xossalari asosida quyidagi teorema
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil tartibli ~ va i? kvadrat matritsalar
ko‘pa>tmasining determinanti bu matritsalar determinanilarining
ko‘paytmasiga teng, ya’ni

det(/i +S) = det/i mdetS.
1.2.4. K-tartibli determinantlarni hisoblash

n- tartibli determinantni xossalar yordamida soddalashtirib, keyin
tartibini pasa>4irish yoki uchburchak ko ‘rinishga keltirish usuilaridan
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibinipasaytirish usuli

n-tartibli determinant 9-xossaga asosan, biror satr yoki ustun
bo‘yicha yoyilsa, yoyilmada («-21)-tartibli algebraik toldiaivchilar
hosil boiadi, ya’ni «-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga
past boigan determinantlarni hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalar o‘rinli boiadi.

2-teorema. i satrining nomeri qanday boiishidan qat’iy nazar,
«-tartibli determinant uchun bu determinantni /-satr bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

det 4= + mmt "y, [ = 1«

formula o‘rinii.

3-teorema. j ustunining nomeri ganday boiishidan gat’iy nazar, n~
tartibli detenninant uchun bu determinantni /-ustun bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA=a, A, + +..+arAn, =l

formula o‘rinli.

Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha yoyishga Lapias
yoyilmalari usuli deyiladi.

Lapias yoyilmalari usulida determinantning gqaysi bir satrida
(ustunida) nollar ko‘p boisa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
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liti viclui bajarish qulay boiadi.

(ii".Uiiii(la) bitta elementdan boshga elemenilami nollarga keltirish
iiiiiiukiii. Bunda determinantning giymati shu satrdagi (ustundagi)
iiiildau fargli element bilan uning algebraik toldiruvchisining
Ko puylmasidan iborat boiadi. Shunday qilib, n-tartibli determinant

biUa (w-1)-tartibli determinantgakeltirib, hisoblanadi.

3-misol.

ilciorminantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisobiang,

Yechish. Bunda: 1) Ikkita elementi nolga teng boigan uchinchi
iisliinni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joyiashgan elementidan
lioshga barcha eiementlarini nolga  aylantiramiz, Buning uchun
ikkinchi satr eiementlarini 3 ga ko‘paytirib, uchunchi satrning mos
cloincntlariga qo‘sharaiz va hosil boigan determinantni uchinchi
iislun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

2 -10 4 2 -1 0 4
2 -1 4
an= - 213 Y23 A 10 6 s
(=" o 3.4 10 6 0 5 %
1 1 -2
110 -2 110 -2
2) Hosil gilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunning

uchinchi satri elementidan yuqorida joyiashgan eiementlarini nolga
iiylatUiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2)ga ko‘paytirib,
hiriiichi satrga go‘shamiz, keyin uchinchi satrni (-10)ga ko‘paytirib,
ikkinchi satrga go‘shamiz, hosil boigan determinantni birinchi ustun
clenicirtiari bo‘yicha yoyamiz va hosil boigan ikkinchi taitibli
ik'lcrminantni hisoblaymiz:

0 -3 8 . e
de{A= 0 -4 25 = = .75+ 32=-43.
-4 25
1 1 -2
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Uchburchak ko rinishga keltirish usuli

Bu usulda déterminant xossalar yordamida soddalashtiriladi va
uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya’ni diagonaiidan pastda (yuqorida)
joylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda

aetAni-TfAetU

bo‘ladi, bu yerda A:-satriarda va ustunlarda bajarilgan barcha o‘rin
almashtirishlar ~ soni; detf/-berilgan determinantning  uchburchak
ko‘rininshi va uning giymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak koYinishidagi determinant bosh diagonaida
joylashgan elementlarining ko ‘paytmasiga teng.

4-misol.
2 10 O
30 10
10 2 1
010 2

determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.
Yechish. Déterminant ustida quyidagi soddalashtirishlarni

bajaramiz;

- birinchi ustunni o‘zidan o‘ngdajoylashgan ustunlar bilan ketma-
ket ~=3 ta o'rinalmashtirib, to‘rtinchi ustunga o ‘tkazamiz;

- birinchi ustunning birinchi satridan pastda jeylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

- ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

- uchinchi ustunning to‘rtinchi satrida joylashgan eiementini nolga
aylantiramiz;

- (-pr=(-D" ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak
ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonaidajoylashgan elementlarini
ko‘pa}l;iramiz.

det/d=

2 10 0 100 2 100 2
ey 3010 0103 010 3
10 2 176D 455 ¢ 56D 5 1
010 2 10 2 0 00 2 -2
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= (-1)- =(-1)IM -8 =-8.

N » O O
!

O O O B

O O R O

O b O O

1.2.5. Mashgqlar

1. /1 matritsa nxn oichamli bo‘lsin. det(Ad) da A ni detenninant
lii’li".i"lidaii tashqariga chigarish uchun formula keltirib chigaring.
2. A kvadrat matritsa va A*A =! boisin. det® =xI boiishini ko'rsating.
na o _lad

aB= c d boisin. det(.4+i?) =dei.*+detii fagat a+d =Q

lio' I|',)inida bajarilishini koVsating
/5 0] _ @ r
J 2 32

I'lhoiK'h hosil qiling.

boisin. det("-ii) =det*-detii boiishiga

I

3 1
5. A= boisin. det™ ni toping,

<> A va « matritsalar 3x3 oichamli, detA=-lva det/i=2 boisin.
lupini’,;
1) (Kenell; 2) det5™; 3) det/4™”; 4) deti
7. A va H matritsalar 4x4 oichamH, det/l=4va detif=-3 boisin.
liipiii)’:
1) Vi< 2) detS~ 3) det2y); 4) detlA.
Ikkinchi tartibii determinantlami hisobiang;

g I Xy 1 a+6
X -X >+l a+b
sin’(X costa 1 tga+\ ctga-l
sin“/? cos™p " sina  cosor

Icliinclii tartibli determinantlami uchburchak va Sarryiis qoidalari bilan
liMililiiiii’;

1 1 -2 0 -4
2 1 o0 -3 13. 3 1 1
2 -3 1 ;12 -3
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Uchinchi tartibii determinantlami biror satr yoki ustun elementlari bo‘yicha
yoyib hisoblang:
1b

1 X X
4. b b o0 15 1 x -\
h o -b X | I
sino: sinP 0 tga clgP 0
16. sina 0 sin® 17. tga 0 tgp
0 sin/3 siny 0 ctga tgP
Uchinchi tartibli determinantlami xossalaridan foydalanib hisoblang:
1c¢c ab 1 1 1
18. 1 b ca 19. ax ay az
1 a be arxh
a+b b X Xty x-.y
20. b a+b b 21. x K+Z x-2z
b b a+b X X X
a a’+1 (Lraf 1l-cosa 1 1+sina
22. b 6M1 (1+6)0 23. 1-sina 1 1-cosa
c ¢l (Q+on 1 1 1

To'rtinchi tartibli determinantlami hisoblang:

1-12:1 1 13 2

3 -1 5 2 2 00 8
24. .

2.3 0 300 2

0-2 4 1 4 4 7 5

5a 2 -1 3 2 2 2
26 4 4 -3 27 9 -8 5 10

2 ¢ 3 -2 5 -S 5 8

4 5 -4 6 -5 4 7

1.3. MATRITSA USTIDA
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chizigli algebrada muhim rol
o‘ynaydi. Jumladan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
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imuiniiy ycchimini topishda, teskari matritsani aniglashda, matritsaning
iniii'iiii ~ liisoblashda matritsa ustidagi  almashtirishlardan  keng
Icydainniladi.

MdlriLsa satri (ustuni) ustida elementar almashtirishlar uch tipda
ho'liuii:

l. ikkita satrning (ustunning) o ‘mini almashtirish;

II. salrni (ustunni) noidan fargli songako ‘paytirish;

Ill. satrga (ustunga) noldan fargli songa ko‘paytirilgan boshqga
oIl 111 (ustunni) qo‘“shish.

Hiri ikkinchisidan elementar almashtirishlar  natijasida hosil
ililiii|NiGi A va B mSLir'Gsiwsii ekvivalent matritsalar 4Qy'aaiYdi A~B

1.3.1. Teskari matritsa
Asosiy ushunchalar

Matrilsalarni qo'shish, ayirish va ko‘paytirish sonlar ustida

Ma'liimki, agar ¢soni nolga teng boimasa, u holda har ganday m
iiii ucltun kx=m tenglama yagona x =" =km yechimga ega boiadi,

Im M'lda k ' soni soniga teskari son deb ataladi.

Sonlar iicliun keltiriigan bu tasdig matritsali tenglamalami sonli
u iil"liimiilarga monand yechishda muhim rol o‘ynaydi. Xususan, sonli
It iil’liinialar uchun kk 'l va k~k =\ shartlarining bajarilishi hal
ililiivdii liisoblansa, matritsali tenglamalar uchun//1'=7 va A"A=lI
Jitiiliiiiiiiij-  bajarilishi ~ muhim hisoblanadi, bu yerda /1, / - bir xil
o li Imiiil( kvadral matritsalar.

AIM ® Va/!' kvadrat matritsalar uchun A 4 * / tenglik

Hili(il ;i 1" matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Soiiliinla. k ' mavjud boiishi uchun boiishi talab etilgani
k:ilii, iii.iliilsalarda. A' mavjud boiishi uchun det*T"O boiishi talab
[|HIHiuil.

Apiii <o/l =0 boisa, A matritsaga singular matritsa deyiladi.
lliliidu singular so‘ziga sinonim sifatida «xo™ yoki «maxsus»
iv Il idaii liam foydalaniladi. Agar detA*O boisa, A matritsa
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nosingular (yoki xosmas yoki maxsusmas) matritsa deb ataladi.

Agar A matritsada avval elementlar mos algebraik toidiruvchilar
bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil boigan matritsa
A mstrixsaga biriktirilgan matritsa deyiladi va adj.4bilan belgilanadi:

AlA m ]l
adjA = A A e J1.
A -

Teskari matritsa hagida teoremalar

1- teorema. Xos matritsa teskari matritsaga ega boimaydi.

Isboti. A matritsa uchun A" mavjud boisin deb faraz qgilaylik.
U holda AA~' =I boiadi. Bundan det(~*) =deti yoki det,4-det " =det/
kelib chigadi. Bunda detva=0 va det/=I1 ekanini hisobga olsak,
0=1 ziddiyat hosil boiadi. Bu ziddiyat gilingan faraz noto‘g‘ri
ekanini ko‘rsatadi, ya’ni teoremani isbotlaydi.

2- teorema. Har ganday xosmas A matritsa uchun teskari matritsa
mavjud va yagona boiadi.

Isboti. A matritsa xosmas, ya’ni det™*O boisin. Avval A" mavjud

boiishini ko‘rsaiamiz. Buning uchun A  matritsani ——adj/4
det.”
matritsaga  ko‘paytiramiz = va ko‘paytmaga  determinantning
9- va 10- xossalarini qoilaymiz: >
A N
s, B2 det/i det/l
r 1 1, A. n,
detv4 apA det/i detn
A,, N»
detn deta)
w4, rad B, 4,+M A+ - et J1. a1, +a-N, +.
det? detj4 detA
all, +a’Ar+- m+«2.4, QA, +«22"2 +o -+5A2.]1,
det® detr det/4
«[l, +«2n+-Fa A matA. +-TUA
det” det® delA
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rdd/I

ilel/( delA
e 0
del/4 0 =1 =AM
dexA 0 0
detA®

I milk, A matritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa

1

adjA
detA

ii'ithiihi 1)ihni (opiladi. Bunda AA~=1 tenglik bajariladi,
I' I/ longlikning bajarilishi shu kabi ko ‘rsatiladi.

I mil 1" yagona ekanini ko‘rsatainiz. Buning uchun A% dan boshga
I Miiiiiii (cskari C matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz giiamiz. U
liiililiiin iili-a koia, AC-1 bo‘ladi. Bu tenglikning har ikkala
t'IHiniiiiil  .1' ga chapdan ko‘paytiramiz:
A-'AC--=A-'l.

I 1 / ho'lgani uchun/C =2"7 bo‘ladi.

lilili /(wm (" va A-"I=A"' ekanini hisobga olsak, C=A“ Kkelib
«lii.Jiiili Ifdicma loMiq isbot gilindi.

[ iiMi i-mii. I'cskari matritsa uchun ushbu xossalar o‘rinli boiadi:

[ I mairilsa a' teskari matritsaga ega bolsa, det"':a’;iT
Piii difil]
I iiuiliilsa /) 'teskari matritsagaegabolsa, (» ') '= yi boiadi;
! n oichamli A va B matritsalar A~ va S ' teskari
iit.iiiii iiliijiii I'cji holsa, (AB)™ =B~'A~' boiadi;
I 1 maliilsa /i ' teskari matritsaga ega bolsa, (A~'y'=(ArY

h.. |,.ih
[/mmei/ 1) 1 mairilsa uchun/4" mavjud boisin. Uholda AA~'=I
11 1 Mlr | dlll boiadi. Bundan det4 -det™'“=1 yoki detA~' =, l/
et/4
1 nil >liiiiiiih
I I iiiiiiMisa uchun/L' mavjud boisin. Uholda AA'=1 =A"A

)i Ml | i kii 11 ,1' matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u A
mil ili.iiiii M ni (,.('">' =/1 boiadi.



3) nxn of‘lchamli A va B matritsalar A' va B' teskari
matritsalarga ega bo‘Isin.
U hoida AB va B~A~ matritsalar uchun

(B-'A~XAB) = 5" (A-\A)B =B-'IB=5“fi=/,
(AB)(BMAY) =A(BBM)A' = AIAA =AAN=|
bo‘ladi. Demak, AB uchun teskari matritsa mavjud va {ABY =5\4™
boiadi.
4) A matritsa uchun~ ' mavjud boisin.
U holda A" va {A"\J matritsalar uchun

AMA'Y =(A\Af =1,
(A-TAN =(AA-f

boiadi. Demak, J/' uchun teskari matritsa mavjud va (A''y <(A~‘f
boiadi.

1-izoh. 3-xossani k tanxn oichamli vateskari matritsalarga ega
boigan matritsalar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin;

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

1—misoI.A:V matritsaga teskari matritsani toping va natiLani

tekshiring.

Yechish Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz;

3 4
detA = =6-4 =2
1 2

det/4liOva A matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik toidiruvchilarini topamiz;

A,=(-ir'2=2,
4,=(-ir4 =-4,
A matritsaga biriktirilgan matritsani tuzamiz;

14 A2AJ2 -4
A= )
A2 A
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2 2]
(1
"miiol. A= 2 0-1 matritsaga teskari matritsani toping .
-2 1 1
1.'(lush. 1ill matritsa uchun;
1 -2 1
2 0 -1=0-4+2-0 +4+1=35"0.
-2 1 1
0 -1 -2 -2 1
=1 AN =- =3 =- =2
1 1 11 e 0 -1
2 -1 11 1 1
=0, AN = =3, A, =- =3
) 1 -2 1 2 -1 ’
20_2 _ 1-2_3 A_1-2_4
2 1 " S N R

I DKitrilsagabiriktirilgari matritsani topamiz;

[4, A a4~ fl

adi“= i, A. =0
Ub 4S 43, 2 3

I)cmak,
. Lo oan
n 3 2 3 3
A et 0 33=011
et” .
\2 3 4 % 1 |3



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

A xosmas matxitsaning A™ ieskari raatritsasini topishning qulay
usultaridan biri matritsa satriari ustida elementar almashtirishlarga

asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.
A~ matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga

oshiriiadi.
Gauss-Jordan usulining algoritmi

T A \& | matritsalarni yonma-yon j'ozib, (A\N)

kengaytirilgan matritsa tuziladi;
2°. Elementar almashtirishlar yordamida {A\l) matritsa (/|5)

ko‘rinishga keitiriladi. Bunda B matritsa A matritsa uchun
teskari maiiitsa bo'ladi.

. 2 T . . . . .
3-misol. A= L 3 matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring.

Yechish.
I, .
3 1 0n r,+(-2)7
A= ] -2)7j
12 01
1-3 1 -2 1] -3 1 -2
1 2 0 1 0 5 -1 3 k"™ k:5
y J
2 n
1 -3 1= 2 Sr+3r, 10
S (1Y)
o 1 1 i I 1 3 '
5 5] s oog
Yuqorida keltiriigan X" belgilash i-satr bu satrga 1 songa

ko‘paytiri}gan k- satrni qo‘shish natijasida hosil gilinganini, r”rr.k
belgi esa i- satr bu satmi X songa bo‘lish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.
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Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

A Xxosmas matritsaning A~ teskari matritsasini topishning qulay
usuilaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almashtirishlarga
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A * matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

r. A va |/ matritsalami j'onma-yon 5o0zib, {A\I)
kengaytirilgan matritsa tuziladi;

T. Elementar almashtirishlar yordamida {A\l) matritsa (/|5)
ko'rinishga keltiriladi. Bunda B matritsa A matritsa uchun
teskari matritsa boiadi.

3~misol. A= matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuii

bilan toping va natijani tekshiring.

Yechish.
f3 110
(A\r) = ->r+(-2X
120 1
i | A \
1-3 1 -2A 1 -3 1 -2
12 0 1 0
\ ) LY
f
/ 2
1 -2~
LS LO s 5 (At
0 1 - o1 I 3
\Y 5 5y v 5 5:

Yugorida keltiriigan r->r. +  belgilash i-satr bu satrga X songa
ko‘paytirilgan k- satmi go‘shish natijasida hosil gilinganini, k
belgi esa /- satr bu satmi X songa boUsh natijasida hosil gilinganini
bildiradi.
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+(-2>i

A
matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan
100
30010

102
14001

0
1
1

1 3
(Ail) = -
V2

Demak, A"’

4-misol. A

Yechish.
30

0

iisuli bilan toping.

>-2+Hh

r,=r,+(-3X

f2

001__3

A Ne—HN
< ce— N o

o «— -
o — o
— o o
¥ /AN
\

0 01
~3j

Demak,



1.3.2. Mairiisaiis LU yoyish

Chizigli  algebrada matritsalamiog turli yoyilmalari keng
go‘Ianiladi.

Matrisani yoyish deb, uni biror xossaga (masaian, ortogonaiik,
simmetriklik, diagonallik xossasiga) ega bo‘lgan ikki va ikkidan ortiq
martitsalar ko‘pa>tmasi shaklida ifodaiashga aytiladi. Bunday
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda mxn o‘Ichanili A matritsa A-L U shaklda
ifodalanadi, bu yerda 1 - diagonal elementlari birlardan iborat bo‘lgan
mXm 0 ‘lchamli quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; U~ my.n
olchamii yuqgori uchburchak (m”n da trapetsiya) (Upper-triangular)
matritsa.

Masalan,

"L 00 00
100 0« * **

Txxp 0 000 5+
«x1 00000

Matritsaning LU yoyilmasi yana matritsaning LU faktorizasiyasi
deb ataladi. Matritsaning LU yoyiimasidan chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechishda va teskaii matritsani topishda
foydalaniiadi.

mxn O0°‘lchamli A matritsa A=LU shaklga keltirish (.U yoyish),
umuman olganda, A matritsaning satrlariga noldan fargli songa
ko‘paytirilgan boshga satmi qo‘shish orqali quyidagi tartibda amalga
oshiriiadi.

A matritsani LU yoyish algoritmi

r. A matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar
bajariladi va U shaklga keitiriladi;

2° Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar ketma-
ketligi asosida L yozuv hosil gilinadi va bu yozuvda barcha
diagonal elementlar ustunlarni  boiish orgali birlaiga
aj'lantiriladi.
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2 4-1 5 27
5-misol. A= 4-5 3 -8 L tritsani LU yoyin
MISOL AT 5 5 4 1 8 yoying

6 0 7 -31

Vcchish.  Matritsa satrlaiida ketma-ket elementar almasMirishlar
hai.irami/:

2 4 -1 5 -2>72 4 -1 5 -2
-4 -5 3-8 1 0 3 1 2 -3

A 5 5 4 1 8 0-9 -3 -4 10
-6 0 7 -3 0 2 4 2 g
™ 4 -1 5 -2 f24-15 -2
03 i 2-3 03 12 -3
00 2 1 00 02 1Y
W 0 4 7,00 00 5

1 inalrilsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli L matritsa 4x4
o'lcluinili bo‘ladi, Birinchi gadamda belgilangan yozuvlar L mairitsa
vi)/iivining ustunlarini tashldl giladi. Bu yozuvda barcha diagonal
I'loiuciillarni birlarga aylantiramiz:

2
-4 3
2-9 2
-6 12 4 5
2 3 2 5
[ I Y R
1 1 0 0 O
-7 1 -2 1 00
1 -3 Bundan i - 1 -3 10
-3 4 -3 4 2 L
2 4 -1 2") 1 0 00O "2 4 -1 5 -2
-4 -5 3 1 -2 100 o3 2 -3
2 5 -4 1 1 -3 10 0 02 1
6 0 7 -3 3 421 00 00 5



n- tartibli kvadrat matritsa berilgan boisin. Bunda A matritsani
LU yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday
aigoritmlardan biri bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas boisin. U holdata’ritga ko‘ra,

L 1 Uil @2 as e, WA g2 s mm,
0 - 0 0 @ &: mm «2, @l @2 23 W &2
I. 4, 1 ' 0 0 0 «33 W «G3» @2 «33  EE sl
N
gLl oo
Bundan

Bu yigindidagi oxirgi qo‘shiluvchilami ajratib, toparaiz;
agar i<j boisa; (3.1)
Lagar i>J boisa. (3.2)
« A’

Shunday qilib, L va U matritsalaming noraa’ium elementlari a, va
topilgan 4 ,MMar orqgaii ketma-ket ifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblangmki, bunda
avval barcha m larni va keyin barcha I. larai hisoblab boimaydi, va

aksincha. Bu formulalar orqgali hisoblashlar quyidagi tartibda bajaiiladi;

e/ y=12,..;

4,M,, 7=23,..4
i=3A-,n\

va hokazo, ya’ni U ning satrlari va L ning ustunlari almashlab
hisoblanadi.
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8 2 9
5-misol. A= 4 9 4 matritsani LU yoying.

6 7 9
Yechish. Beriigan raatritsa xosmas, cliunki det™ =166* 0.
LU - A yoyilmani tuzamiz:

(o o «3 "8 2 9

. 10 0 @ a8=4 9 4
0 0«33.\679

L va U matritsalaming nomaium eiementlarini (3.1) va (3.2)
lormulalar bilan aniglaymiz:

:87 :a”:27 :a” :91

14 1 1
o ~A ~ 72~ =9—w=8,
/I A7ro A~ . 1 6 3

N2=— («32-4,%n)=X T- )1 2]] ,\]1%,

|
="RB- AN =0- Q-
="B- B«3- «23=9-] 9-m ') 32

I)cmak, \
g 290 1 090 82 9
1 1
4 9 4 = 1 0m0 8 4
6 7
\ 3 11 1 0 0 83
4 16 ) 321

1.3.3. Matritsaning rang!

mXn oichaniii A matritsa berilgan boisin. Bu matritsadan biror
k {k « inin(w;w)) ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va
iislunlaming kesishishida joyiashgan elementlardan ¢-tartibli kvadrat
mairilsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga a matritsaning
k -liirtihli minori deyiladi.
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A matritsa noldan fargli minorlari tartibining eng kattasiga A
matritsaning rangi deyiladi va r(A) (yoki rang/i) kabi belgilanadi.

Tartibi r(A)ga teng boigan minorga A matritsaning bazis minori
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega boiishi mumkin.

Matritsa rangining ta’rifidan quyidagi tasdigiar kelib chigadi.

1. Matritsaning rangi 0 bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi
butun son orgali ifodalanadi, ya’ni 0<r{A) <mm{m-,n).

2. Fagat A-=0 matritsa uchun r(A) =0 boiadi.

3. «-tartibli k\'adrat matritsa xosmas boiganidagina r(A)=f]
boiadi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo ysunadl
r. Transponirlash natijasida matritsaning rangi o ‘zgarrnaydi;
2° Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o‘zgarmaydi.

Isboti. Bilamizki:

a) transponirlash natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi;

b) ikkita satrning (ustunning) o‘mi almashtirilsa, determinantning
ishorasi o‘zgaradi;

c) satrni (ustunni) noldan fargli songa ko ‘paytirilsa, determinant shu
songa ko ‘payadi;

d) satrga (ustunga) noldan fargli songa ko‘pa34irilgan boshga satrni
(ustunni) go‘shilsa determinant o ‘zgarmaydi.

Demak, transponirlash va elementar almashtirishlar natijasida xos
matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoladi, ya’ni
uning rangi o ‘zgarmaydi.

r(A) ni ta’rifasosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi; agar barcha birinchi
tartibli minorlar (matritsa elementlari) nolga teng boisa, r(A)=-.0
bo‘ladi; agar birinchi tartibli minorlardan hech boimaganda bittasi
noldan fargli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng boisa,
r{A) =\ boiadi; agar ikkinchi tartibli noldan fargli minor mavjud boisa,
uchinchi tartibli minorlar tekshiriiadi; bo jarayon yoki barcha k -tartibli
minorlar nolga teng boiishi aniq boiguncha yoki ¢-tartibli minorlar
mavjud boiraaguncha davom ettiriladi, bunda r(A) =k -\ boiadi.
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2 -1 3 -2»
6-misol. A= 4 -2 5 1 matritsaning rangini minorlar ajratish

v2 -1 1
iisuli bilan toping.
Yechish. Ravshanki, 1<r{A) <mm(3;5)=3.

IkkiBchi tartibli minorlardan biri

-1
-2 5

=-5+6 = lii:0.

Uchinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz;

2 -1 3 2 -1 -2
=4-2 5 =0 Mf= 4 -2 1 =0;

2 -1 1 2 -1

2 3-2 -1 3 -2

4 5 1=0; = .2 5 1 =0.

2 1 -1

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Demak, r{A) =2

r(/1)nl topishning minorlar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay
ho'lavermaydi, chunki ayrim hollarda bir gancha hisoblashlar bajarishga
lo‘g‘ri keladi.

Elementar almashtirishliir orqgali har ganday matritsani bosh
(liagonalning birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan
~elomentlaii nollardan iborat boigan matritsa ko‘rinishiga keltirish
imimkin. Masalan, ushbu matritsaga

0 0 0%
10 O
0 00O
,0 0 00,
Bunday matritsaga kanonik matritsa deyiladi. Kanonik
malrilsaning rangi uning bosh diagonalidajoyiashgan birlar soniga teng
boiadi.
r(A) ni kanonik matritsaga keltirib topish usuli matritsani
kdiiimik ko 'rinishga keltirish usuli deb ataladi.
4



-1 2 3-1
7-misol. A- 2 0 1 -12 matritsaning rangini uni
-1 3 -5 -10 5
kanonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping.
Yechish.
(1 -1 2 3 -r
0 1 -1 2 r,-»r,+(-2>
V-l 3 -5 -10 rh-¥r,+r.
N -1 2 3 -1n 1T -1 2 3
0 2 -3 -7 4 ~0 2 -3 -7 4
0 2 -3 -7 4/ ->r3+(-1X VO 0 0 0 O/
1 o' 0 o
-1 0 fz 0 0
2 - 0 r,+i-2X- 0 -3 0
3 - 0 r-*r,+{-y)r~ 0 -7 0
1 0 m/ K+r \O 4 0/r3->r,:(-4)
N0 O 1o
0 10 0 1
0 -1 0 +r~ 0 0
0 -1 0 +r. 0 0
o -1 o. +r. to O

Demak, r{A)=2.
1.3.4. Mashqlar

1 Agar A matritsaxosmas va simmetrik boisa,
va simmetrik boiishini ko‘rsating.

matritsa ham xosmas

2. Agar A Kkiladrat matritsa va {I-A) xosmas matritsa bo‘lsa,

A{l- =(/ - Ay"A tenglik bajarilishini ko‘rsating.

c
3. n=
d

[= Y
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N

-7
4. A va C=

= . boisin. C=A"*ekanini ko‘rsating.
13 -7j 3 2 d
r 4 0 -.01 M 0 5
5, B=\-18 1 24 matritsa A= 0 1 -6 matritsaning teskari matritsasi
[.+ 0 4 \3 0 4
(0°lishini ko‘rsating.
1 -3 '3 1 -2
6. 5- % -17 21 -11 matiitsa A= 4 2 1 matritsaning teskari
\ -10 6 2 3-15
J \% /

lunintsasi boiishini ko‘rsating.

7. Berilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud
boiadi?

3 0 5 fl -2 o0 P2
2)B= =2 2 6; D=2 3
2 ) 7 2 3¢ L
3 5 L0 3 10
0 -1 . L .
H A:U I boisin. A* =A~' va ~’ =/ boiishini ko‘rsating.

9. Berilgan matritsalardan gaysi birlari o‘zaro teskari matritsalar boiadi?

va SO 2 > va 2 "
I “ « lJ )U 2 103
. fi 2 00 7 2-6
3 ¢ is o°
;3(0 g?va . 4 023va -3 -1 3
) 13 1 2 1 -2
i-3 6 ) . o
10. A= > .5 matritsa berilgan. A * mahitsani toping.
I A=( 5 2

1 4 matritsa berilgan. A ‘matritsani toping.

(2. Berilgan shartlami ganoatlantiruvchi A matritsani toping:



1 0 0

13. ABC= -5 1 0 boisin. C ‘ii ' nitoping.
0 0 1
-3 2 3
14. yi= 4 1 6 matritsa berilgan. C=A-adjA ko‘paytmaning barcha
7 5 -1
nodiagonal elementlarini toping.
2
15. A= 0 2 4 matritsa berilgan. C=A-ad]A ko‘paytmaning barcha
3

diagonal elementlarini toping.

A matritsa berilgan. A™ matritsani toping:

fl. 1 r i 2
16. A=1 2 -1 11. A=2 6 4
2 2 4, 3 10 &

A matritsa berilgan. A" matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

r10 12" il-10n
2101 -1 010
18. A= 19. A=
1121 o 2 -112
v112 0 12 0y
20. A matritsa berilgan. Matritsaning LU yoyilmasini toping:
2 "6 4
VA = 2)A =
) 8 7 ) 12 5
312 2 32"
3)A=-9 0 -4 ; 4)A= 4 13 9
9 9 14, -6 54
"2 3 &
2 0 5 2 -4 g8 -7
5A= -6 3 -13 -3 : 6)A= 6 -5 14
4 6 16 17 -6 9 -12
v y 8 -6 10

A matritsa berilgan. /(/i)ni minorlar ajratish usuli bilan toping:
©1-123 "1

21. A=-1 3 01 22. A:-é 4 .,
L3 411, [ 2



A matritsa berilgan. r(®)ni elementar almashtirishlar usuli bilan toping;

r1 -3 2 s
) - -n
2 -1 3 -2
23. A=\ 2 -1 4-6 2. A=
1-4 3 1
1-3 -1 -6 1
1 -3 0 g

i.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMAS!

Chizigli tenglamalar sistemasini yechish masalasi chizigli
iilgchraning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika, texnika
Ml igtisodiyoining ko‘pchilik masalalari chizigli tenglamalar sistemasi
orgali ifodalanadi, masalan, geodeziyaviy olchash, elektr zanjirlarini
loyilialash, chizigli programmalashtirish va iqtisodni rejalashtirish

1.4.1. Asosiy tushunchalar

Ushbu

iayx' +a||X|+"' +a”x’1:b’7
@IN +«22-"N2+- + «2A="2. (4 1)

sistemaga n nomalumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasi deyiladi.

Ui yerda hagigiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari,
V,..jC,  NOmalumlar, hagigiy sonlarga ozod hadlar
ili'Viladi.
(™.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan
«2 -
A= @ 4 (4.2)
32

ninlrilsaga (4.1) sistemaning matritsasi {asosiy matritsasi) deyiladi.
Ml matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo‘shish orgali
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hosil gilingan

‘«u  "u
o= Q& X2 . b. (4.3)
«2

matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sisteman!
AX =B (4.4)

matritsa ko 'rinishida yozish mumkin, bu j*erda
r="2 g=Pb (4.5)

Hagigatdan ham.
"a,X,+a, XN o p A A (bA

AX = «2X,+0tNX, + w4 QA _ b. _g
-*l+Han2’2+- \ b»/
(4.2) sistema  tenglamalarini ayniyatga aylantiradig
noma’lumlaming tartiblangan giymatlariga (4.1) sistemaning

yechimi deyiladi.

Kamida bitta yechimga ega sistemaga birgalikda boigan sistema,
bitta ham yechimga ega bo‘lmagan sistemaga birgalikda bolmagan
sistema deyiladi.

Birgalikda boigan va yagona yechimga ega sistemaga aniq sistema,
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Anigmas
sistemaning har bir j'echimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi.
Barcha xususiy yechimlar to‘plami sistemaning umumiyyechimi deyladi.

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda
emasiigini anigiash va agar sistema birgalikda boisa, u holda uning aniq
yoki anigmasiigini tekshirish tushuniladi. Birgaiukda bo‘lgan sistemaning
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to‘plami bir xil boigan, ya’ni birinchisining har bir
yechimi ikkinchisining yechimi boiadigan, va aksincha, ikkinchisining
har bir yechimi birinchisining yechimi boiadigan ikkita sistemaga
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“A¥'(viilent {teng kuchli) sistemalar deyiladi.
I)silbu almashtirishiar sistemada elementar almashtirishlar deb
Miiililiidi;
sistema istalgan ikkita tenglamasining o‘rinlarini almashtirish;
sistemaning istalgan tenglamasini noldan fargli songa
Wi |)iiy(irish (bolish);
sistemaning istalgan  tenglamasiga  noldan fargli songa
Ivo (Hiylirilgan boshga tenglamasini qo‘shish.

i :iementar almashtirishiar natijasida ekvivalent sistemalar hosil
Im huii.
[ Jslibu
'a,X,+a,,X,+...+ a,x,=b,
(4.6)
n iioiiia’lumii n ta chizigli tenglamalar sistemasining
@2 - Ay,
A= @ (4.7)
«2 -
miili ilsasi kvadrat matritsa bo‘ladi.
I matritsaning
detii= & @ (4.8)

«2 Wl ©,

ili'liimiiiaiUiga(4.6)sistemaning determinanti deyiladi.
Ag;ir dct* TIO bolsa, (4.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi.
Agar dcL"=0 boisa, (4.6) sistemaga xcij'iwtema deyiladi.

1.4.2. Chizigli tenglamalar sistemasini
yeciiishning Gauss usuli

n iiomaiumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasini yechishning
iliilav iisullaridan biri - noma’lumlarni ketma-ket yo fotishga
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Sim kabi A0 deb, sistemaning uchinchi  tenglamasidan
ijU(liii (lavom ettiramiz.
Hm bosgichda, agar:

0 Oko'rinishdagi tengiiklar paydo bo‘lsa, u holda bu tengiiklar
lir.lilab yuboriladi.
0=A* (if ko‘rinishdagi tengiiklar paydo bo‘lsa, u holda

|;iliiyoM to“xtatiladi, chunki berilgan sistema birgalikda bo'imaydi.

2-bosgich. Pog‘onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon
sislciiiada k tenglamalar soni n noma’lumlar soniga teng vyoki
iio'iualimilar sonidan kichik bo‘lishi mumkin. Shu sababli bu sistema
yiinoiia yoki cheksiz ko‘p ychimga ega bo‘lishi mumkin. Agar sistema
ni hl'iinchak ko‘rinishga kelsa, ya’ni k=n bo‘lsa, sistema yagona
yi'L'liimga ega bo‘ladi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa, ya'ni
hen bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘iadi.

2X, - 4Xj - X = -2,

I-misol. -jSx, + Xj-2X3=-11, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
X-2X+4X= 8
bilan yeching.
Yechish.

1-hosqgich. Sistemada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:

-- birinchi va uchinchi tenglamaiaming o‘rinlarini almashtiramiz;

- (-3) ga ko‘pa3ririlgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va
(-2) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-
had t|o*‘shamiz;

- ikkinchi va wuchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7
(i va (--9)gaboiamiz.

2-bosgich. x, ning uchinchi tenglamadagi giymatini birinchi va
ikkinchi tenglamalarga qo‘yamiz, ikkinchi tenglamadan x"ni topamiz
va uning giymatini birinchi tenglamaga go‘yib, x. nitopamiz.

Sistemaning yechimlarini x,, X, x, ketma-ketlikda yozamiz.

2X, - AXj ~xA= -2, X - 2%, +4Xj = 8,
3+ Xj- 2%, =-11,=> 3+ X -28=-11>
X - 2xj +4x, = 8 2X - 4X, - X =-2
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X - 2Xj + 4% = 8, X- 2% +4x, = 8§

=> 7X-14X3 =-35,=> < X, -2x-=--5=>
-9x, =-18 X = 2
X,= 2, X = 2,
Xj- 202:_5’:>< x_:_i‘ri>_ x,=-1,
1°-2x,+4-2= 8 -2-(-H)= 0 X = 2.

Gauss usulining I-bosgichini sistemaning o‘zida emas, balki uning
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.
Masalan, juqoridagi sistemaning 1-bosgichi quyidagicha bajariladi:

-4 -1 -2 \o-2 4
3 1 -2 -11 3 1 -2 -11
1 -2 4 x2 -4 -1 -2/r, ->1, +(-2)r,
A \
1 -2 4 1 -2 4 8
0O 7 -14 -35 r,->r,;7 ~0 1 -2 -5
0 0 -9 -18 r,->r,:(-9) 0 1 2

y

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu
usubiing boshga bir turi Jordan-Gauss usuli go‘llaniladi. Bu usulda
kengaytirilgan (.415)matritsa ustida elementar almashtirishlar bajariladi
va A matritsa o‘mida / matritsa hosil gilinadi, ya’ni *u (/|X)
ko‘rinishga Kkeltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi
X matritsa tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi.

X- - X3=0,
2-misol.  &X*- X+ Ax, =3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan
I X +2X+33=5
yeching.
Yechish.
X / \
il -1 -1 o0 1 -1 -1 o0
5-14 3r,->r+(-5r,-0 4 9 3r,-"r,:4"
1 2 3 5 0 3 4 5
\ J \



\
1 1 10 1 -1 1 0
o1 j 0 1 431
{
N1 4 5 r,->r3+(-3)r, ) 11 1
0 -l K 4
4 4,
\ / \
| 1-1 1 -1 0 -1 r:-~r+K
" | 0 1 0 3
4 4 | 4;
nooa i -1 0o 0 1 -~1
1 0 0
-0 10 3
00 I -1
\ y
3,/3=-1,

“tiimliin - (Jilib,  Gaussning noma’lumlarni  ketma-ket yo‘gotish
Hlili.lii (11) sistema tenglamaiarda almashtirishlar bajarish orgali
tiiijMii Il libiiicliak (ayrim hoiiarda trapetsiya) shaklga keitiriladi va
li -'il i|ilili(i,im iichburchak sistema teskari o‘rniga qo‘yish orgali
M'liil'iili -~ Hii usul matematik nuqtayi nazardan, sistemani uning

Luiiiiss usulining LU yoyishga asoslangan algoritmi.
1 /0 i;/ 0 rniga qo yish. A matritsaning A =LU yoyilmasi

LY=B,

" rskiiri o'rniga goyish. LUX=B 0
gaqoy Ux=Y

r.li inn ycchiladi.

X, +2X, + 33+ X, = 3,
i "Hull w2 + x™-2x,+ x"=-5, tenglamalar sistemasini LU
X - XN-3X T2x" =-8

>1ill 1inll vecliing.



Yechish.

T 2 30 (1 2 3 Tl
A=2 1 -2 1 0j-3 -8 -1
1 -1 -3 2,r,->r,+(-I>, ,0 i-3 -6 i/r,-Ar|+ (-ir.

12

" Ao " i o o
2 -3 2 1 Bundan L= 2 1 0
by-%?’\‘ y 1ly Iy
Avval LY= B tenglamani yechamiz:
fl 0 - 3
2 1 ob. = -5
AR
Bundan
J, = 3
+J2=-5, y, =-5-2y, =-11,
N+ Yr+Y A-n j,=-8-j;,->m =0.

Endi Ux =Y tenglamani yechamiz:

N2 3 3'
0 X
0 -3 -8 -1 x - -l
0 o 2 2, O/
he:!

L+2"2+3x,+ =3, X. = -k,
3x, +8T, +X =11,  y N *ik
_ ‘ 3
2%, +2x,= 0 13 + 8A
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it 1 smilill
M.i il HLA 1 da = 7, =6, X, =-1, X, =1.

i " 11,1/ lanoma’himdan va « ta chizigli tenglamadan iborat

' iiii'i boisa, u holda bu sistemaningyechimi/,[/yoyish
(. cili ,iiliici lormulalar bilan topiladi:
yi=h.-'Zkyr *=1.2,...., (4.9)
(4.10)
"A
» |.IX, - =0,
"i  Xj+2x, =5, tenglamalar sistemasini LU yoyish
», X, =7
111
i'\h  Awill /; va U matritsalaming elementlarini topamiz.
. I 1\ 1?) l'ormulalar bilan aniglaymiz:
/ l-§7‘a' 4. =Rp
M, 1 1
111, 1-3-3 =-10, ,='323-4iW .3=2-3-(-1) =5,
»., _I38, AAZ1.2-(-1)-1-5 = -2.
«*b 1 .11 larni (4.9) va (4.10) formulalar biian topamiz;

,5-3-0=5 x,=(.-4i).-/32>72=7-3-0~1-5 =2;

| » 1, , 5-5-1-1)

L ek ey 23EDCDED A



1.4.3. n noma’lumii m ia chizigli tenglamalar sistemasim
tekshirish va yechish

n ta noma’lumdan va m ta chizigli tenglainadan iborat
(4.1) sistemani garaymiz. Bu sistemaning matritsasi A, kengaytirilgan
matritsasi C bo‘lsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3)
teagliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda boiishining
zaxuT va yetarli shartlarini anigiovchi teorema bilan tanishamiz. Bu
teorema rus va o‘zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Rroniker-Kapelli
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema. (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda boiishi uchun
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, ya’ni
r(A) =r(C) boiishi zarur va yetarli.

Isboti.  Zarurligi. (4.1) sistema birgalikda boisin. Bu
noma’lumlaming gandaydir tartiblangan giymatlari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. C matritsa ustida
quyidagi ahnashtirishlami bajaramiz; uning oxirgi ustuniga (-x°) ga
ko ‘paytirilgan birinchi usturmi go‘shamiz, keyin (-x*) ga ko‘paytirilgan
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (-x") ga
ko'paytirilgan w-ustunni go‘shamiz. Natijada, sistema yechimining
ta’rifiga ko‘ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan
quyidagi C, matritsaga oiadi:

! '
«n «12 e 0

«2, «22 ‘- 0

«.2 J 0.

Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o'zgartinnaydi, ya’ni
r(C)=/-(Cj) boiadi. c, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat
boigani uchun r(c,) =r(yi). Bundan r{A) =r{C) kelib chigadi.

Yetarliligi. r(A)=r(C)=r boisin. (4.1) sistema birgalikda ekanini
ko‘rsatamiz. A matritsaning noldan fargli ;e-tartibli minorini sistema
tenglamalari va noma’lumlarining o‘rinlarini almashtirish orgali chap
yugori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor C matritsa uchun ham
minor boiadi. Shu sababli noma’lumlaming biror giymatlari

dastlabki r ta tenglamani va shu bilan birga golgan rt-tenglamani ham
ganoatlantiradi, bu yerda A>r. U holda (4.1) sistemada oxirgi
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Il Icnglamani tashlab yuborish va uni

«JG, +.. +avx, =h,
a,x,+a,"x"+... +a,x"=b,,

(4.11)

+.. .+ =i,

I I mil hilnn almashtirish mumkin. Bunda ikki hol boMishi mumkin:
I/ viiki /<A( (r>« boMmaydi, chunki A matritsajami n ta ustunga
«I'll)
| Il )(‘lganda (4.11) sistemaning noma’lumlari soni tenglamalari
Jiiii@G,i Irng iwMadi. Bundan tashqari, sistema determinant! nolga teng
mill'.  Sim sababli (4.11) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.
I'lniiii ho'lishi kelib chigadi.
/ Il da (4.12) sistemani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
a,.Xx, +a,,X, +...4-3,,X, =6,
a, X, +a\x\ =h,

+..+a,X, X,.

Ml sistemaning koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga
Irii)i. I'nUis. U holda noma’lumiarga biror giymatlar berib,
(I 1.") sistemaning x,,x3,...,x, yechimini topsaboMadi.

noma’lumiarga istalgan giymatlar berish mumkin. Shu
dilialli (4.12) sistema cheksiz  ko‘p yechimga ega boiadi va bu
if. I-inagii ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va anigmas sistema
lin'hidi. Teorema toiiq isbotlandi.

IsliotJangan teoremadan quyidagi natijaiar kelib chigadi.

1-iiulija. Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rang!

2-iiiatija. Agar birgalikda boigan sistema matritsasining rangi
niiniit’liimlar sonidan kichik boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
lioiiuli.

(1.1) sistema birgalikda boiishining zarur va yetarii shartiga va bu
ii-.Icinani yechishning Gauss usuliga asosan n nomalumli m ta chizigli
L'iiylnmular sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga
osliiriladi.
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Tekshirish (Gauss usuli): sistemaning kengaytirilgan matritsasi
(mos ravishda asosiy matritsasi) elementar aimashtirishlar yordamida
pog‘oaasimon ko‘rinishga keltiriladi (pog‘onasimon matritsa - bu
pog‘onasimon sistemaning matritsasi).

Bimda:

- agar r(A)*r{C) boisa, sistema birgalikda bo‘Imaydi;

- agar r{A) =r{C) =n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
soniga teng boisa, sistema birgalikda va aniq boiadi;

- agar r(A) =r(C) <n, ya’ni sistemaning rangi uning noraa’lumlari
sonidan kichik boisa, sistema birgalikda va anigmas boiadi.

Yechish: Matritsaning rangi va noma’lumiari soni taqqgoslanadi.

Bunda:

- agar r(A)=r{C)=n boisa, ya’ni sistema bazis
minorining  tartibi noma’lumlar soni bilan ustma-ust tushsa, n
no’malumli n ta chizigli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

- agar r{A)=r{C)=r<n boisa, sistemada (w-r) ta  erkin
noma’lumlar hosii gilinadi. Bunda - bazis (asosiy)
nomalumlar, X"\ x™A . x erkin nomalumlar ho"\iia\.

Erkin nomaiumiami sistema tenglamalarining o‘ng tonioniga
oikazamiz:

a, X, +a,x, +.,.+

VAN N - N - - - ’
«2:M1+02272 +-+«2, N, «2-A (4.13)

+ 282 + eeet QXN = - auX,,

yoki matritsa ko ‘rinishida

AXM = +...+ X,,¢ (4.14)
bu yerda
'a,, a, ]
A= v G Bl detrino

a, a, f

/[ \ fo\
(b: «1.

R o= Koe= @ @
Uy A



(I 1) Milenui berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va uning yechimi
iilminii iilgiiii usullardan istalgan biri bilan topiladi.

I llon vcchiiiilar =C|, = giymatlar gabul gilsin.

Il linlihi (/]. 14) sistema

\

(4.15)
I diiiitliiii oladi va x,x"...x* bazisnomaiumlar c, giymatlar
wiil'ili iiin'liiiii ko‘rinishdaifodalanadi:
H(i (iiisli boMrnagan AX =B sistemaning yechimini
= (4.16)
Cc

HiiiM miilrilsa ko‘rinishda yozish mumkin.

I iin iioma’lumlar istalgan son gi”ntnatini gabul gilishi mumkin.
Mm Mihiilili (4.1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi.

(I 1)) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniglaydi.
lliiiiihin  o‘/,garmaslaming tayin giymatlariga sistemaning

mnii'.iy ycchimlari raos keladi.
I X+2x - 4xj = 0,

minisol. 5x, + - 7x, = 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va
5x, —4X, + 6X, = -i

, W JUIIF,.

Yt'clnsh, Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
"MNiM(jir almashtirishlar bajaramiz:

1 2 -4 0 1 2 -4 0
5 3 -7 8 h-»'i+(5~1~ 0 -7 13 8
5 -4 6 -1 r,+(-5)r, 0 -14 26 -1

\ J \ y
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SN

8

] 2
o -7
0 o0 -17

o &

r(A) =2#3=r(C). Demak, sistema birgalikda emas.

XN-4X1N+2X, =-1
6-misol. 2x,-Sxj- X3- 5X =-7, tenglamalar sistemasini tekshiring
X -7+ a- =-8

yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
~entar almashtirishlar bajaramiz:
elr
1 -4 2 0 -1
c=2 -3 -1 -5 -7, +(-2)r,-
3 -7 1-5 -8n +(-3)r,

\
~ -4 2 0 -1 1 -4 2 C -1
o 5 -5 -5 -5 ~ 0 -5 -5 5 7r,7r,:5~
5 -5 -5 -5 g - 0 0 o0
/8>3 +(-1>2 0 0/
\ * \
(i -4 2 0 -1 g—3g+4c, 10 0 0 O of"™~C3+c.
o 1 -1 -1 -1 0 1 «1 -1 1
o 0 0 O O/ C3->C5+C, 00 0 O 0/ ->C3+C,
N0 00 O
0 100 O
VO 0 00 0/

Yugorida keltiriigan c.”c. +?x* belgilash /-ustun bu ustunga X
0 ko‘paytirilgan a-ustunni go‘shish natijasida hosil gifinganini
S0) /adi.
b i#f(A) =2=2=r(C)<4. Demak, sistema birgalikda va anigmas.
yechish. X va x* nomaiumlami bazis deb olamiz va ekvivalent
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M It iniKii yofiiiuiz;

X, 28 AQA
15 3 dy -5
> |, va X =6] deb berilgan sistemaning umumiy yechimini
liiliiinil/ /A
o B2, +AXE . psa (A
-1 +3+X, -1 1 1
_ re
1172
/| kO. lo a

liti m'klii G, § - ixtiyoriy o‘zgarmasiar.
14.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

/L (a iioma’lumli va n ta chizigli tenglamadan iborat (4.6) xosmas
Liifii|li Iciiglainaiar sistemasi berilgan boisin.
Xosmas chizigli tenglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini

tIIMMVIILi/.
Matritsalar usuli

Un iisul (4.6) sistemaning ushbu
AX.=B (4.17)
i lisa ko‘rinishini yechishga asoslanadi.
A matritsa xosmas boigani uchun A'* mavjud boiadi.
(1.1 7) tenglikning har ikkala gismini chapdan A™ ga ko ‘paytiramiz:
A-'AX =A~'B, IX=A-'B.
Itiinilaii
X =A-"B (4.18)
I hli I'liiqadi.
(»,18) tenglamaga chizigli tenglamalar sistemasini matritsalar
milll hilan yechishformulasi deyiladi.

X, - X, + Xj= 5,
/-misol. 2%, + X+ X3=6, tenglamalar sistemasini matritsalar

X, + x¢ + 2X3 = 4

(iMili hilan yeching.
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Yechish. Sistemaning determinantini hisobiaymiz:

1 -1 1
detr = 2 1 1 =2-1+2-1+4-1=5%:0.
1 1 2

Demak, sistema —xosmas.
Determinant elementlarining algebraik toMdiruvchilarini aniglaymiz

. 2 1 2 1
— Al - = - N3 = =
1 2 ' 1 2 3, 3 11l
—113 A 1 -1
4,=- 4 o =* " 1 1
-1 1 11 A_l-l_
1 17 22— o g T 2 1_3'
U holda
1 3 -2
-3 1 1
5
1 -2 3

Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:

1 3 28 p| (5+18-S 15

X=A-B=:-3 1 1 6 15 +6+4 -5 -1
1 -2 3 4 5-12 + 12 5
=-1, =1

Determinantlar usuliyoki Kramerformulalari

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli determinantIr
nazariyasiga asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas boMsa, u holda sistenui
yagona yechimga ega boiadi va bu yechim quyidagi formulalar bilan
topiladi:

(4.19,
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|hi /' n /) <lo(crininantlar D =det™ determinantdan mos
M LI kdclliisiycntlarni ozod hadlar bilan almashtirish orqali

C/.l. i i nil
'™ LIfii  Msk'tmiiiiiig  matritsa ko'rinishidagi  yechimini,

1 4i A> - A ||V|

\, 1 .42 (',2
1) e
vV, A. A
(iiti 1
D
+-+AA
D
+-+AA
D
{IWHI
AA+ AA mmmiA A
D
¥
I~ . p.nil
M. ULl A 2270+ ifoda
N «,2
&2
«,2 -

tMi HHM i iii...,. 1 ii'iliiii elementlari ho‘yicha yoyilmasiga, ya'ni i), ga
Xii,.



(4.19) tenglikning golgan formulalari shu kabi isbotlanadi:

_Dx
D
X. (i=1n) forraulalarga Kramerformulalari deyiladi.
2X, + 2+ 1Ix, = 9,
8 -misol. X,+2j2-3x, =14, tenglamalar sistemasini Kramer

3X, +4x, + X =16
formulalari bilan yeching.

Yechish. D va D,, z=123 determinantlami hisoblajaniz:

2 3 2 9
D= 1 2 -3 =-670, A= 14 2 -3 -.12
34 1 6 4 1
2 9 2 2 9
A= ] 14 -3 =-18; A= 12 14=12
316 |1 3 4 16

Kramer formulalari bilan topamiz:

-12 A -18
:2’

D~ -6 D -6

Shunday qilib, n noma’lumli « ta chizigli xosmas tenglamalar
sistemasi yagona  yechimga ega boiadi va bu yechinftii yoki
(4.18) matritsalar wusuli bilan yoki (4.19) Kramer fonnulalari bilan
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsu chizigli tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng boigan ushbu

a, X, +ta™MxNM... + a,,,X,,=0,

_NMGyx Fanx,+..L +a,”™x,_=0,
(4,20)

sistemaga birjinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.
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I'l ‘(1) sislcma asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari
tMH im liiili. Slui sababli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga
‘oM 11l. Ic.in ((rivial) X =0 yechimga ega.

lilt Jiii.li (ciiglamalar sistemasi ganday shartlar bajarilganida
iiMihi  inii', boimagan yechimga ega boiadi? Bu savolga quyidagi

' (<'ortiiia. (4.20) tenglamalar sistemasi nolga teng boimagan
" liiiii]iii ega boiishi uchun sistema matrisasining rangi sistema

I'hotl, /arurligi. Maiumki, r<n. r=n boisin deymiz. U hoida
I 1 HMI lonmilasidagi DQ va barcha D, =0 boiadi. Shu sababli
I' iii'liiniiiliii sistemasi yagona yechimga ega boiadi:

x=" =0, A =0, "0-

I »tliiiik (4.20) sistemaning trival yechimlardan boshga yechimlari
.. € Af.ir ular bor boisa, uholda r<n boiadi.

)I'hililifN. r<n boisin. U holda birgalikda boigan birjinsli sistema
inii Jiiiii,'i boiadi. Demak, sistema cheksiz ko‘p yechirnlarga ega boiadi,

I (coi'cinn. n noma’iumli n ta chizigH bir jinsli tenglamalar
I'll iiiaM nolga teng boimagan yechimga ega boiishi uchun sistema
iiiiiii 1.iisiiiing determinanti nolga teng boiishi, ya'ni det*=0 boiishi
null Ml yetarli.

Zarurligi. Agar detA™Q ( yoki r=n) boisa, sistema yagona

iih.il yechimga ega boiadi. Demak, sistema nolga teng bo‘lmagan
" liimi'ii ega boisa, sistemaning determinanti det/4=0 boiadi.

)i i(iliiigi. Agar det*=0 boisa, r<n boiadi. Uholda 3-teoremaga
I" m sistema cheksiz ko‘pyechimlarga ega boiadi, bunda ulardan

~ li'orema. Agar Jf, va X. ustun matritsalar (4.20) sistemaning
<iliiiiihiri boisa, u holda bu yechimlarning chizigli kombinatsiyasi

c,X +



u holdaistalgan ¢, va sonlari uchun
¢c,AX,=0 dan”(c,XJ=0,
c,AX,=0 dfLn A(c,XJ==0

boiadi. Bu tengliklami qo'shamiz:

A(c,X,)+A(c,X,)=0
yoki
~(c,X,+¢,XJ=0.

Demak, X, va yechiralaming c¢,X, +¢"X* chiziqli kombinatsiyasi
(4.20) sistemaning yechimi boiadi. Bunda X, va X, yechimlar
fundamental sistema tashkil giladi deyiladi.

-X,+ X" - x,=Q,

9-misol. m3xj- Xj- X =0, bir jinsli tenglamalar sistemasini
2XM+ X - 2%, =0

yeching.
Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:
-1 1 -1
detyi = 3 -1 -1 =-2-2-3-2-1 +6=-39t0.
2 1 -2

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: x=x.=x, ="

X, - Xj- X - xr=0,

to-misol. 2x, - 2x, + X, + x*=0, birjinsli tenglamalar sistemasini
yeching.
Yechish. Sistema  matritsasini pog‘onasimon  ko‘rinishga
keltiramiz:
1 1 i 1 ] n
A= 2 -2 101

5 -5 -2 4, —»LHH) 00 3 -1
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i 1-1 0 g->(G+e, fl. o 0o o~
@ o 3 -1 G-»C,+¢c, ~ 0 0 3 -1 »
@ o o 0;,G~->c*(1)c, \p 0 0 ¢ w=g

1 a0 \ 0 0 0o f1 0 0 O
n 130 ~0 -1 0 0CQ->c,:(-»)-0 100
0 0 gy ->c,+3C] 0 0 0 0 000 g

MO 2 «=4, r<n.

| k'Mink, sistema nolga teng boimagan yechimga ega. Bunda
\ii liimhicilfHi ikkitasi bazis o‘zgaruvchilar, golgan ikkita yechim erkin
" /Hilliivciiilar boiadi.

V., (\. =0 dejTOiz va

G- =0
Hii sistema x, =3cj, X, =c, -2cj yechimga ega.

licrilgan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

rc,-2c,
C.

12
3c,

1(1 yocliimni xususiy yechimlaming chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishiga

hllirainiz:
(c: r-2c.> M fer

1

xe 4+ O L,. 0
) o S0 1
ov v3 ., O \3/

r—z\

1 0
Hunda X = 0 va JTp= 1 xususiy yechimlar yechimlaming
Wy v 3
liliidamental sistemasini tashkil giladi.
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1.4,6. Chizigli tenglamalar sistemasini
matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki raatematik
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng qoilaniladi.
Hozirgi vaqtda matematik paketlaming turli variantlari yaratilgan:
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathemaiica, Direve.

Chiziqgli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni
Maple matematik paketida yechishni qisqa bayon gilamiz. Batafsif
hayon maxsus kurslarda beriladi.

Ax=b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.

I -usul: solve buyrug‘i bilan.

Bu buyrug bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chiziqgli tenglamalar
sistema yechiladi.

2xX+6y +5z= o,
lI-misol. <2x +5y +6z =-4, tenglamalar sistemasini yeching.
5x+ly +8z=-1
Yechish.
> eq:={2*X + 6*y + 5*z2 = 0,2*X + 5*y + 6*z =-4, 5*x + 7*y +8*z =-7}:
> solve {eq, {x,y,z}};
{x=-l,y=2,2-2}
\x-7y +9z =-6, *
12-misol. m2x-3>>+5z=-3,tenglamalar sistemasining umumiy va
3jc+ y+ z= 0
bitta xususiy yechimini toping.
Yechish.
>eq:={x -7*y + 9*2 =--6,2*x -.3*y + 5*z —3 ,3*x +y+z =0}:

> s:=solve {eq, {x,y.z}};

S= x- 3 8 9 B ~
= X = 77T Iz,y = fﬂﬁh—ﬂz‘z =z

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun z o‘zgaruvchiga subs
buyrugi bilan tayin giymat berish kerak;
> subs {zf=I,s}

{x=-l,y=2,z=I}
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- iiMil \itmA\c{\,h) huyrugH bilan.
liti liiiMiui bilan linaig pdkQlia&n Ax=b tenglamaning yechimi
I iiLiili llnnJa bityrugning argumenti; A -matritsa; b - vektor.
2x+ 7y +1.2z= 0,
/1 iniMl. + 14> +12z = 18, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
3jt + 25j; + 162=--39
I'ILIT KI Miner (brmulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching.
).. lii\n
11'M.k-Miani Gauss usuli bilan yechamiz:
HIlili(1,jnear Algebra):
V  «-2,35>|<7,14,25>i<13,12,16%;
2 713
3 4
5 25 16
. <«18,39>;

~

o O N

3 3
0

7
(jniissianElimination(A,'inethod'="FractionFree");

2 7 1
0 7 -15
0 0-3

«Ke(lucedRowEchelonFoirra(<Ajb>);

100-4
0 10 3
0O 0 1-1
cmak,
X;=~4 y:=3 z:=-]
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2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:

> with(St,udeHt| LinearAlgebra]):
>d:=«2,3,5>]<7,14,25>] <13,12,16%;
2 7 13
d= 3 14 12
5 25 16
> d:=Determinani(d);
d'.=-3
>dxl:=«0,18,39>1<7,14,25>]<13,12,16>>;
0 7 13°
ift]= 18 14 12
39 25 16
> dl:=Determinant(dxl);
dl :-12
> dx2 :=«2,3,5>1<0,1879>]<13,12,16»;
2 0 13

dx2= 3 18 12
~5 39 16

> d2:=Determinant(dx2);
d2~ -9

> dx3 ;=«2,3,5>1<7,14,25>1<0,18,39»;
2 7 0

3 14 18
5 25 39

> d3:=Deierminant(dx3);
d3'=3
> x:=dl/d;y:=d2/d;z:=d3/d;
X--4 y=3 z"-1
3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:
> with(Student[LinearAigebraj):
> A =«2,3,5>]<7,14,25>|<13,12,16»;

fl. 7 1Sl
3 14 12
5 25 16



NS

76 213 98
3 3 3
12 33 15
3 3 "3
5 15 7
3 3 ~3
IN: «0,18,39»;
r-4'
X= 3
-1

linN«tlvi‘(A,b) buyrisg-ming argumenti sifatida mos ravishda A va
Ml ils.ilrir  olinsa, bu bu>Tuq bilan AX=B matritsaviy
wii] NI 1 ycichimini ham topish mumkin.

T 3 AN 13 -4 6
0 1 -2 2 4 2 matritsaviy tenglamani
Milling.
1("m//«/].
\vi((i(Stiudent(LinearAlgebraj):

A: «5,0,I>]<3,1,-1>i<-1,-2,0»;

3 -
A= 0 1 -m

\11 0;

~N BN N —
— N

~

-4.5>i<6,2,5»;

13 -4 6
Si= 2 4 2
-2 5 5
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> X:=A"(-1).B;

2 3 5
X=14 -2 o
1 1 -1

A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar io‘plaroi X ga aytiladiki,

A matritsaning bu vektorlar to‘p)amiga ko‘paytraasi nolga teng, ya’ni

Ax=0

bo‘ladi. Bunda A matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sistemasi

yechimlarini topishga ekvivalent boiadi.

A matritsaning yadrosini kernel (A) buyrugi biian topish mumkin.

X+ y =0,
4.15-misol. 2y -z =0, tenglamalar sistemasini yeching.
x+3y—z=0
Yechish.

> with(linalg):

> A =array (I[1,2 ,-1171,1,3,-1Jj)

A1 0
02 -1
i3 -1
> kernel (A):
{[-1,1,23}.

1.4.7. Mashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

X--X2+X,= 2,
41 x +x~-x, =1, 4.2. Jsx, -jCj +2x-i = 3,
=7. [4{\;, +3XN= 4,
XA+ XA+ BX,+2Xx,= |, XX 13+2x4=3,
2X. + *2 + ix, + 2Xf =-3, -4+ X - =
43. : 43 % .
2X, + 3,2 +11Ix, + 5x¢ = 2, 3xj +X2 +273 - Xa =5,
Xi+ Xxij+ 3)+4xN =-3. X, -X2+4Xx, - s5Xa = 2.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

2x,+ x3+3x,=-13, 3x, +2xj-3x, =-1,
45, x +2x.- x,= -2, 4.6. 2x;+ Xo+2x, = 4,
3x, + xj-4x~= 7. X,-3xj+ Xs= 9.
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11V

(n

) I'»

Ll 1V, -2x, =-4,

i, 138x, - 1,
1.V,- = 0,
cti, 1 o>id, =-2.

1V Y m g

1 > X, = 8
3 =0
hil i»:,-iC,, = 16

2jT, +|Cj + M= 4,
XiNF2X. +oxXN=

18 XXM +2X,+2X 1
TG + 3Xy + 2Xf = - 5,
3X,-XN+2X, =3
X,-2XN-3x;+ 54 =-1,
410 2a,- 32+256+ 5% =-3,
TTBX, -Ix™ +9xy + 108 =-8,
[ *~ = .2

1"iiKhiiniilar sistemasini Jordan-Gauss usuii bilan yeching:

1.V, I-3x, =21,
i, TKp»j | X, =18,
h, 1| *iv,-l--I-* =33,

li, Ix,-2x,=-1,
U, 1 8)d+ Xj= 5,
™M ix =2
V  xXMx= (0
\, 3V IC =-5,

U, \Ix*+Sx, = 7.

X, +3A + Xj=-

4.12. 3 -2 +3Xj =

-2+ G =5,
4.14. ml-4x, 512+ 213 :-0,
6x, - X2+ .r, =6

il -3iG +273 = |,
416.-X-29 =1
2x™ - 313 =m -3.

<iif'lanialar sistemasini matiitsalar usuli bilan yeching:

(m12x2-]Cj = 3,
w1l V2+2jc,=-1,
113L,-A3=6.
N |21+ 8=
V, | 2jt2 + 3X3 = 10,

NV, 3Xi-4 jo =-4.

21+ X2 - X3 = 2,
1.4.18. 2~ + 2j¢ -33C3 = -3,
, ot 20 -2)C3 = -5,
‘2je, , 7N - X, = 10,
1.4.20. X, + 2X2 + X3 = 2,

3% .57 +3j:, =-5.

fiinhimalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:

ly-4;2=11,
& 1222=1i.
M l2x” +3Xj = 5,
M- 202 #373 = -3,
2] 13Cj -2jrj = s,

ffi-i2je+33= s,
4ii] +5jc2+s6X3 = 9,

7X,+Sx, =-6.

f5jc, + 7x2= 1,
16¢ +4G=10

2jc,-2j;2+ X, = 8,

1.4.22.

1.4.24. X, + 3jc, + IC = -3,

13jc, +2,C2 ~2x. =-5.

ax, + ax® + :]_
1.4.26. X +arx, + X, =4,
G+ ax, +aX = 1



Birjinsli tenglamalar sistemasini yeching:

497, 42X 32 +2i} =0, L4.28. N+4.-3=0,
[3r, - x2+3x,=0. [5Ti +3x2 +3x, =0.
3jr, + XM+ =0, 2§ +3N+ x-=0,
4291 x~+2x,-3x,=0, 1.4.30. m3x, - 282 +lG =o,
5x,+5j;2-43=0 4% +3g +5.r, =0,
X+3X - 6X3+2X4=0, X, - Xj- 273+ 3y, =0,
431 2>§j- X +2X =0, 1.4.32 X +2*2 - 4AX=0,
3g - 2%2 + - 2% =0, T X(-axe+ X+10% =0,
21, + Xj+4"3+e~4 =0, 2+ 2+ 2x3- x4=0.

Bir jinsli tenglamalar sistemasining fiindarnental yechimlari sistemasini
toping:

X[-X2+ X -X4=0, X, + 3X2* ~N3. Aq =
4.33. 2x, +X2+ X3+X4=0, 1.434. 2x,—x2+ x, =0,
4x, - Xj +3x, —X4 =0, X, 10xj - 4x, - 3X4 =0,

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer formulalari bilan
matritsalar usuli bilan Maple matematik paketida yeching:

5Xi +8X2- X,= -2, X+2xj+ X = 0
4.35, I;+2Xj +3’8:'A 1.4.36. 3X,-sX. +3% =11,

72



» VckiDrlit"

* Vikloi LiNiu-7
K(FQfiIni<:! iM

Rouf-i
(ISO't
Ihiiiiliyiilik muli‘inatil-,
ini“\iimkva fi’ik.
i. inuli* m, Tt .
miiiviiiiilik-i -

iliiililiitll  h* il 1«
ja tiiirik I, w<. 'ti ("]
lilliir XWr-: 'l >
HI'I i t5-
t. iri’ilh*f'nl

isi

in,,'rf ir>
3 iifin-
inrthi kif*lgm.
UiiniiUim  w/>"Ngji-“*
UtUilifiiii i»-
""""" UiiumstiUif
i
ljillnuni.

VEKTOMLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

2.1. VEKTORLAR

Vektor nisbatan  yangi matematik
tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining
0‘zi 1845-yilda Uilyam Rouen Gamilton
tomonidan Kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son gqiymati va
yo‘nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar
bilan ish ko'rilganida duch kelinadi. Bunday
obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik
kattaliklar misol bo‘ladi.

Vektor matematikaning turli bolimlarida,
masalan, elementar, anaiitik va differensiai
geometriya boMimlarida qo‘llaniladi. Vektorli
algebra fizika va mexanikaning turli
bo‘limlariga, kristallografiyaga, geodeziyaga
tatbig qilinadi. Vektorlarsiz nafagat klassik
maiematikani, baiki boshga ko‘plab fanlami
tasavvur gilib boimaydi.

2.1,1. Asosiy tushunchalar

Tayin uzunlikka va yo‘nalishga ega
boigan kesma yeklor deb ataladi.

Vektor AB yoki 5 bilan beigiianadi.
Bunda A nugtaga vektoming boshi deyilsa,
B nuqtaga uning oxiri deyiladi.
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Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektoming uzunligi yoki moduli
deyiladi. Vektoming moduli |~S|yoki]l5] ko‘rinishda belgilanadi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi
va 6 bilan belgilanadi. Bunda jO(=Oboiadi. Nol vektor yo‘nalishga ega
boimaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va ko‘p
hollarda & orgali belgilanadi.

5 vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga 5 vektorning ort
deyiladi va 5" bilan belgilanadi.

1-ta’rif. Bir to‘g‘ri chizigda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataiadi.

fl va & vektorlaming kollinearligi 5jj¢ deb yozifadi. Kollinear

vektorlar bir tomonga yo‘nalgan (yo‘nalishdosh, ular 5tt A kabi
belgilanadi) yoki garama-garshi tomonlarga yo‘nalgan (ular a\ib kabi
belgilanadi) boiishi mumkin. Hol vektor har ganday vektorga kollinear

hisoblanadi.
2-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar

komplanar vektorlar deb ataladi.

3-ta’rif. fl va A vektorlar kollinear, yo‘nalishdosh va tzuniiklari
teng boisa, ularga vgfeor/ar deyiladi va a = Akabi j~oziladi.

Vektorlar tengligining bu ta'rifi erkli vektorlar deb ataluvchi
vektorlami xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektomi fazoning
ixtiyoriy nugqtasiga parallel ko‘chirish mumkin boiadi.

Erkli  vektorlar  tushunchasidan foydalanib, vektorlaming
kollinearligi va komplanarligi uchun boshga ekvivalent ta’riflanti berish
mumkin: agar ikkita nol boimagan vektorlar bir nuqtaga ko'chirilganida
bir to‘g‘ri chiziqda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi;
agar uchta nol boimagan vektorlar bir nugtaga ko‘chirilganida bir
tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ajrim hollarda vektoming erkli ko‘chirilishi chegaralanishi
mumkin. Agar vektorning qo‘yilish nuqtasi gat’iy fiksirlangan boisa, bu
vektorga boglangan vektor deyiladi. Agar vektoming boshi joylashishi
mumkin boigan chiziq berilgan boisa, bu vektorga sirpanuvchi vektor
deyiladi. Bogiangan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng
goifaniladi. Masalan, M nuqtaning radius vektori bogiangan vektor
boiadi; aylanma harakatda aylanish o‘gida joylashgan burchak tezlik
vektori sirpanuvchi vektor boiadi.
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2.1.2. Vektorlar ustida chizigli amallar

Vcktorlami go‘shish, ayirish va vektomi songa ko‘paytirish amaliari
Ni‘kli»iar ustida chizigli amallar hisoblanadi.

Ikkita a \a b vektor berilgan boisin. Istalgan O nugta olib, bu
iiiiijiaga OA=a vektomi parallel ko‘chiramiz. A nuqgtaga AB=b
Mkionii qo‘yamiz. Bunda birinchi vektoming boshini ikkinchi
M'klorning oxiri bilan tutashtiruvchi OB vektorga 5 va b vektorlarning
1 7 .1 'deyiladi, ya'ni OB=4a+b (1-shakl). Vektorlami qo‘shishning
lui iisiili uchburchak qoidasi aéb ataladi.

Ikkita vektomi parallelogramm qoidasi bilan ham qo‘shish
mimikiri. Buning uchun O nuqgqtaga OA=a va OC=b vektorlami
i]O'yiimiz va ulardan parallelogramm  yasaymiz. Bunda
imrallelogrammning O uchidan oikazilgan OB diagonal atb
vi'klorni beradi (1-shakl).

Bir nechta vektomining yigindisini topish uchun bu vektorlarga
k'iig vektorlardan ko‘pburchak (sinig chiziq) hosil gilinadi. Bunda
lioshi birinchi
vcklorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida boigan vektor
ko'pburchak barcha vektorlarining yigindisiga teng boiadi. Bir necha
vi'klorni bunday qo‘shish usuliga ko'pburchak qoidasi deyiladi. 2-
shaklda to‘rtta a,b,c,d vektorlarning yigindisi ? vektor tasvirlangan.

@ va b vektorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan ¢ vektorga
garania-qarshi  boigan (-6)vektor vyigindisiga aytiladi, ya’ni
(i b=a+{-b).

a-b ayirmani topish uchun a va b vektomi umumiy O nugtaga
go”yamiz. Bunda é vektor oxiridan 5 vektor oxiriga yo‘nalgan vektor
ii-b vektomi beradi (3-shakl).
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04=3 va OB=b vektorlarga qurilgan OACB paralieiogrammriing
diagonal vektorlari bu vektorlaming yig‘indisidan va ayirmasidan iborat
boiadi (4-shakl).

a vektoming songa ko paytmasi deb, a vektorga koliinear,
uzunligi  |/li-]¢ ga teng va yo‘nalishi A>0 boiganda 3 vektor
yo‘nalishi bilan bir xil, A<0 boiganda a vektor yo‘nalishiga garama-
garshi boigan Aa vektorga aytiladi,

Vektorni songa ko‘paytirisiming bu ta‘rifidan quyidagi xossalar
kelib chigadi:

1-xossa. 3 («570) va e vektorlar kollinear boiishi uchun b=Xa
boiishi zarur va yetarli, bu yerda I-birorta son;

2-xossa. fl=j5]-57(a?i0), ya’ni har bir nol boimagan vektor
uzunligi biian ortining ko‘paytmasiga teng boiadi.

Vektorlar ustida chizigli amallar ushbia xossaiarga ega.

V.a+b=b +a, 2\ {a+b)+c=3+(b+c)’,
3. a+0=5; 4% ii+(-5)=Q

5« 1ifjo) = (A =jU)a; 6°. (A+Na =A3+fj5',
N\X@B+b)= + 8" 1-5=5.

Xossalarning isboti vektorlami qo‘shish va ayirish qoidalari hamda
vektorning songa ko‘paytirish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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Misol tarigasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz.

ilin Ml BC vektor h dan iborat
1in kil (5-shakl). u hoida vektorlami
i]n'-liisliaing uchburchak xossasiga

I nWil ABC uchburchakda

AC=a+b
Im'l'uli.

Piirailelogi'ammning xossasiga

I'nii
AD=BC, DC=AB.
Vcktorlarni  qo‘shislming uchburchak xossasiga
Il hhiirchakda
AC=AD+DC=b+a
iin'liidi.
Hundan, 5+é&=0+5 kelib chigadi.
1-misol. ABCD to‘g ri
(o'I'lifurchakning tomonlari

I t /AD=4. M- DC toinonning
n'll'isi, N-CB tomonning o‘rtasi (6-
«liiikl). AM,AN,MN vektorlami mos
mvislida AB va AD tomonlar bo‘ylab
il(i(L;iiiuig.

yechish. a=\a\-a’ boiishini hisobga
lilili, (opainiz:

AB=\AB\-1=  AD=\AD\j=A].

6-shaklga ko‘ra.

HI\/I:MC:—DC:—AB:—Si_, BN =NC=
2

2 2

N'I'klorlarni qo‘shish qoidasi bilan topamiz:

AM-~AD + DM :4j’\~ir; AN =AB + BN
2

MN=MC+CN=MC-NC=

77
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AB vektor a

5-shakl.

ko‘ra, ADC

-BC =-AD =2j .
1 2

- 2j.

+2j;



2.1.3. Vektoming o‘qdagi proeksiyasi

Sanoq boshini anigiovchi nuqtasi va biriik vektori berilgan to‘g‘ri
chizigga o ‘g deyiladi.
é birlik vektor va O nuqta | o‘gni bir giymatli aniglaydi.
M nugtadan / o‘qga tushirilgan AX* perpendikulyaming A
asosiga A nugtaning | o ‘gdagiproeksiyasi deyiladi (7-shakl).
AB  {AB”™0) ixtiyoriy vektor
boisin. A va fi, bilan mos ravishda
AB vektor boshi va oxirining 7/ o‘qdagi
proeksiyalarini beigiiaymiz.
A'B vektorga AB vektoming |
o ‘gdagi tashkil etuvchisi deyiladi.
4-ta’rif. AB vektoming | o ‘gdagi
proeksiyasi deb H AB*| songa aytiladi

va 'PxAB bilan beigiianadi. Bu son 7-shakl.
45, tashkil etuvchi va T o‘q bir tomonga yo‘nalgan boisa musbat
ishora biian, aks holda manfiy ishora oiinadi (7-shakl).

Demak,
Vr,AB =+\AB,\.

5-ta’rif. 3 vektor bilan uning Zo‘qdagi tashkil etuvchisi 5, vektor
orasidagi ¢ burchakka 3 vektor bilan 1o ‘g orasidagi burchak {ikki a va
fl, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0<” <;r(8-shakl).

Vektoming o‘gdagi proeksiyasining asosiy xossalari bilan
tanishamiz.

1-x0ssa. a vektoming / o‘qdagi
proeksiyasi a vektor modulining bu
vektor bilan o‘g orasidagi ¢ burchak
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni

Pr, fl=la]cosg) .
Isboti. Agar a vektor bilan /o‘q

orasidagi burchak o‘tkir 0<g><?

boisa, 5; tashkil etuvchi va Zo‘q bir 8-shakl.
tomonga yo‘nalgan boiadi.
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1> lidlilm

Pr, fl = + 1ai 1=151GC82

li vektor bilan /o‘g orasidagi burchak o‘tmas

Im t,, . liishkil etuvchi va / o‘q garama-garshi tomonga yo‘nalgan
Imli
liolda

Pr,a=- Ifli 1=- 15 lcos(;r -(p)=\a\ cos¢?.
Afiii f--- boisa, uholda
N . v
Iila 0=15jcos-- 5 a fcosg?.

Isn  xossadan quyidagi riatijalar

I rlili cliii(adi.

I nalija. Vektorning o'gdagi
(iMiclvsiyii.si:

1) vektor o‘q bilan o‘tkir
Inm'liiik tashkil qilsa, musbat
lin liuli;

J) Vektor o0°‘q bilan o‘tmas
Itiiii'lKik tashkil gilsa, manfiy boiadi;

< vektor o‘q bilan to‘g‘ri burchak tashkil gilsa, nolga teng boiadi.

2-iiatija. Teng vektorlaming bitta o‘qdagi proeksiyalari teng
Itniiidi.

2-xossa. Bir nechta vektor yigindisining berilgan o°‘qdagi
piiieksiyasi vektorlaming shu o‘gdagi proeksiyalari yigindisiga teng,

Pr,(5+6+?)=Pr,5+Pr,6+Pr,c.

l.shoii. d =a+b+c boisin.

11lioldi) (9"Shakl)

VIiE

Pr,(5+5+c)=Fr,5+Pr,5+Pr,c.
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3-xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o‘qdagi
proeksiyasi ham shu songa ko‘payadi, ya’ni

PrA(Ifl) = A-Pr, fl.
Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining ]-xossasiga ko‘ra,
A>0 da Pr.(Aa) = Aa [cos” = Al5 lcos™ = AmPr, a.
A<Oda VrX~a)™ Aa\cos(n - 1p) =-X\a\(-cos(p) = kK\a\cos(p = X-\xa

A=0 da Pr*Oe-a) =0=0mPr,a= AP, fl.

3-naiija. Vektorlar chizigli kombinatsiyasining o ‘qdagi proeksiyasi
bu vektorlar o‘qdagi proeksiyasilarining mos chizigli kombinatsiyasign
teng, masalan,
Pi. (AS+ nb) =kVr,a+ nPr.b.

2-misol. ABC to‘g‘ri n
burchakli uchburchakning
katetlari BA=5 BC=5". ABC
uchburchak balandliklari bo‘ylab
yo‘nalgan  vektorlarning AC
gipotenuza bo‘ylab yo”™nalgan /
0 ‘qdagi proeksiyalarini toping.

Yechish.
ZBAC =(p, ZBCA=1if/ boisin
deylik.
U holda
BA 5 | _ BC 5Vv3
cos(p = = ~, COSi// =
AC N5A+(BN/3f 2 AC ~N5N+(BV3V 2

ABC uchburchak balandliklari bo‘ylab yo‘naigan vektorlar CB,
BD boiadi (10-shakl). Bu vektorlaming | o‘qdagi proeksiyalarini

topamiz:
— N .15
Pr,~5 =1/IBlecost/7=5 = =

Pr,CB =- jCj5 |=CCHl/-=-543 =

Pr, BD =\BD\-cos-- = 0.
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M .4. Vekiorkrning chizigM bcg‘MqligL Bazis

I .11 nlig\'li H fazoda vektorlai'berilgan boisin. ixtiyoriy
miiMiliiini olamiz va vektorlardan
a=aa. + +a,3, (")

eih'iiii  (ii/iimi/.. Bunda 5 vektorga aMNa.,..3, vektorlarning
« ‘Hiiii ,MI'MIlliiri deyiladi.
< (h'iH Agar vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng

I . liiMi rill Jtiiiulay a,a”\a”™ sonlar topiisa vabu sonlar uchun
aajtay+aj3j=Q (12)

@iii'lil' liii];ii lisa, a,,3",3, vektorlar sistemasiga chizigli bog liq vektorlar
it \Il nil

" (iitiir Agar (1,2) tenglik fagat a,=a”=a,=Q boiganda o rinli
I-* 1'l 1 (,.(/, vektorlar sistemasigac/iizig/ierté vgAr/o/'/ar deyiladi.

I iroicoui. 3,,3,3" vektorlar chiziqli bogiiqg boiishi uchun ulardan

In mh I'liiniaganida bittasi qolganlarining chizigli kombinatsiysidan

[.arurligi. Berilgan vektorlar chiziqli bog lig bo Isin. U
h ililii /11.2) (englik bajariladi, bunda (A=1,2,3) sonlardan kamida
I'lii ili nuljvi lcng boimaydi. a, ~0 boisin deylik.
1'* linlila
a, , «2 -
a, a,
I'M liidi, ya'ni 5, vektor qolgan vektorarning chizigli kombinatsiyasidan

1Ml
)i iiirlfligi. Berilgan vektorlardan bittasi, raasalan, golganlarining

miii. iijli l.oinbinaisiysidan iboratboisin:
a, =a,3, +a,a,.
Uiiiulan
+a-,5, +(-DfI3 =0
1. hi' i'lii(i:ndi, ya’ni (1.2) tenglik a, =-1da bajariladi. Demak, berilgan
‘ ml iiii Ini' chiziqgli bogiiq,
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7-ta'rifga ko‘ra bitta nol boimagan 5 vektordan iborat sistema
chizigli erkli boiadi, chunki a a=Qtenglik fagat va fagat a =0 da
bajariladi.

Demak, bitta a vektordan iborat sistema fagat va fagat 5=0
boiganida chizigli bogiiq boiadi.

Tekislikdagi vektorlaming chiziqli bogiiq yoki chizigli erkli
boiishi hagidagi masaiani garaymiz.

2-teorema. lkkita 5, va 5 vektor chizigli bogiiq boiishi uchun
ular kollinear boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. 5, va 5" vektorlar kollinear boisin. U holda
5-=A5, boiadi, bundan M,+(-1)52=0 yoki a.5,+aj5j =0. Demak,
vektorlar chizigli bogiiq.

Yetarliligi. 5 va 5 vektorlar chizigli bogiiq boisin. U holda
aj5j +a,«2 =0 tenglik va sonlardan kamida bittasi, masalan,

noldan fargli boiganida bajariladi. Bundan 5j=-—a, yoki  «2=”5,

kelib chigadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi,

4-natija. Ikkita 5, va 9 vektor chizigli erkli boiishi uchun ular
kollinear bo‘hnasligi zarur vayetarii.

3-teorema. Agar e va biror tekislikning ikkita kollinear

bo‘lmagan vektorlari boisa, uholda shu tekislikning istalgan
uchinchi 5 vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

«K=«N+«/2 (1-3)
ko‘rinishda yoyish mumkin.

Isboti. Bitta o nugtaga
vektorlami  go‘yamiz: CEM=e,,
0 E2=62, OA=a. A nuqtadan e, va

vektorlarga parallel ikkita to‘g‘ri

chizig o‘tkazamiz. Bu to‘g'ri
chiziglar bilan & va vektorlar
yotgan to‘gri chiziglaming

kesishish nugtalarini mos ravishda A va A* bilan belgila>Tniz (11-
shakl).
Ikki vektor yig‘indisi ta’rifiga ko‘ra, OA=OANAMNA, bu yerda
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(1 0:1 ckani hisobga olinsa
a=QA,+OA. (1.4)

., Vji 071, vektorlar koiiinear bo‘lgani uchun QA =a,e, va shu kabi
M hoMadi. Bu tengliklarga ko‘ra, (1.4) tengiikdan (1.3) tenglik
=1 1 (<.
(1t) voyilmaning a, va  koeffitsiyentlari bir giymatli
ko‘rsataraiz. Buning uchun

5=A%+M ("-5)

\Miliiin iiKivjud boMsin deb faraz gilamiz.
(1,V) Iciiglikni (1.3) tengiikdan hadma-had ayirib, topamiz:

(a,-/3,)e,+(a,-/3,)e,=0.

Nliiiilga ko‘ra, § va vektorlar kollinear emas. U holda 1-narijaga
I i, iihir chizigli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik fagat a, - A =0 va

/L 0 boiganida bajariladi. Bundan a, =ji,, a2=p,. Demak,
ill) voyilmaning a, va  koeffitsiyentlari bir giymatli aniglanadi.

'I-teorema. Tekistikdagi har ganday uchta vektor chizigli bogiiq
1 laili.

N>ofi. a,aNa, vektorlardan ikkitasi, masalan, 3, va kollinear
\rklurlii,r boisin. U holda =a.a, Yyoki =a,a, +0a,boiadi. Demak,

vektorlar chizigli bogiiq.
vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo‘lmasin.
11 holda 3-teoremaga ko‘ra 4 vektomi

3 =a,a,+a,a,,

I ci'iiiiislidayozish mumkin. Demak, a,,a,,a, vektorlar chizigli bogiiq.

1- va 4-teorernalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

5-natija. Tekislikdagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan ikkiga
Iciin.

i>-nalija. Tekislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilgandagi kabi
liiZ,iul;igi vektorlar uchun quyidagi xulosalarni ko‘rsatish mumkin:

1) Uchta vektor chizigli bogiiq boiishi uchun ular komplanar
In)iishi zarur va yetarli;

2) Uchta vektor chizigli erkli boiishi uchun ular komplanar
hoiinasiigi zarur va yetarli;
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3) Agar vektoriar kompianar bo‘lmasa, u hoMa istaigan a
vektor bu vektoriar bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyilishi mumkin,
ya’ni

5=a,e, +cljé +«36,; (i-6)

4) Uch oiciiovii fazodagi har ganday to‘rtta vektor chizigli bogMiq
boiadi;

5) Fazodagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi biian uchga teng.

I Tekislikdagi bazis deb, istaigan ikkita chizigli erkli vektorga aytiladi. |

5-natija va 3-teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istalgan a vektomi
bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish mumkm, ya’ni

a= . (1-7)
(1.7) tenglikka 6 vektorning bazis bo‘yicha yoyilmasi, a,a
sonlarga a vektoming bazisdagi affin koordinataiari deyiladi va

4={a,;a,} deb yoziiadi.

Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chizigli erkli vektorga aytiiadi.

6-natijada keltiriigan xulosalarga ko‘ra, uch oichovli fazodagi
istaigan  a vektomi bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish

mumkin, ya’ni
a= +a’e, +ae (1-8)

Bunda a™NaMNa, sonlar 5 vektoming eNeNe, bazisdagi affin
koordinataiari bo‘ladi, ya'ni 3={a.; ;a,}.

3-misol. Uchburchakli muntazam piramidada AB,AC,AD-A
uchning girralari, D O -d uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar
e,e2,23 mos ravishda AB,AC,AD qirralar bo‘ylab yo‘nalgan vektorlar

bo‘lsin. DO vektoming épéjjé, bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.
Yechish. Vektorlami songa ko‘paytirish amalining xossasiga ko ‘ra:

AB=\e”, AC™X"e®, AD=Xe,

bu yerda -hagiqiy sonlar,
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I'liiiiiMtliiiiiiig bir uchidan chiggan girralarida yotgan e.e”\g,
komplanar emas. Shu sababli DO vektorni eNene™ bazis
11. \ 1 hit vttyish mumkin.

I'liiiiiiidji muntazam boigani uchun
itMinr  li.iliiiidligi asosining medianalari
k. iilii"li  iiuqtasiga  tushadi, ya’ni
< Mililmivliak medianalarining kesishish

\ I klorlanii go'shish goidasiga ko‘ra

DO=DA+ AQO.

Hinmlii

DA=~AD=-/12,,

12-shakl.

I nillk.

DO--A¢, +-(Ase,

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

I'li/odagi bazis sifatida o‘zaro perpendikular boigan i,j,k birlik
‘1 kIDilnini  olaylik. Bunday bazis

lIniul'i A&7 ,vektorlar bazis ortlari
ili-1) iilnladi.

Koordinatalar boshidan  mos
iiivislida 1],k bazis ortlari
Mi‘iiilishida o'tkazilgan Ox,Oy,Oz
n'gliirga koordinata o‘glari deyiladi.
i\\9y,)z o'glardan tashkil topgan
th)';: koordinatalar sistemaga to'g‘ri
luiicluikii (yoki dekart) koordinatalar
miislcinasi deyiladi.

l azoda ixtiyoriy a vektorni olib,
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya’ni 4=0OM vektomi
hosii gilamiz (13-shakl).

a vektoming koordinata oq‘laridagi proeksiyalarini topamiz.
Buning uchun OM vektoming oxiridan koordinata tekisliklariga parallel
tekisliklar o‘tkazamiz va ulaming koordinata o‘glari bilan kesishish
nuqtalarini mos ravishda MY M,, M, orqali belgilaymiz. Bu tekisliklar
koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM vektor
boMgan to‘g‘ri burchakli parailelepipedni hosil giladi.

Bunda

Pria= JOM], YTa=\OMi\, Yi“a=\OM\
Bir nechta vektorlami go‘shish goidasiga ko‘ra.
a=0M, +M,N + NM.

Yoki MAN=OMi, NM=OM"m hisobga olsak,,

a=:OMi + OMi+OM,. (1.9)
Shunindek,
OMi=\OMi\-I, OM,.=\OMi\-J, OM,=\OM,\-k. (1.10)
5 =OMvektoming koordinata o‘glaridagi proeksiyalarini mo
ravishda va orqgali belgilajTiiiz, ya'ni |OM]=a,, \OMi\=a"
oM =an

U holda (1.9)va (1.10) tengliklardan topamiz:
d=aj +aj +tak. (1-112)

(1.11) tenglik & vektoming |1,j,k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb
yuritiladi. aNaNa sonlarga a vektoming dekart koordinatalari (yoki
oddiygina koordinatalari) deyiladi va a ={&™\ay,&"} kabi yoziladi.

a={a"a/, @) vektor berilgan boisin.

To‘g‘ri burchakli parallelepipedning diagonaii haqidagi teoreraani
goilaymiz:

o mY=6MxY *em2Y+H\om \\

Bundan
\aY=al+al +al
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\lili 1
a\="al+al+al , (1.12)

M Mklorning uzuniigi uning koordinatalari  kvadratlarining
\i]i ihiliMiiing kvadrat ildizigateng.
1 vi'klorning Ox,0y,0z o‘qglar bilan tashkil gilgan burchaklari rrios
t tviiliilii <t,IKy boMsin (13-shakl). cosa, cosjS, cosy lar 5 vektoming
t.1 ihiliinn'iin kosinuslari deb ataladi.
Vrkloniing o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz;

<talcosa, a, d«Icos , a=\3\cosy.

Itiiiidiiii d  boiganida

=—, ===, 0=nA, 1-13
cosce N cosy W\ COosy A\ ( )

(t,19 (cnglikdan (1.12) formulani hisobga olib, topamiz:
cos™a +cos’ N + ooy =1, (1-1~)

M Il nol boimagan  vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari

Hiiiulan 5° birlik vektorning koordinataiari cosa, cosP, cosy
D1 lislii kelib chigadi, ya’ni 5“={cosa;cosj6;cosx}.

ml-inisol. Uzunligi ]|5]=2 ga teng vektor Ox,Oy koordinata o‘glari
lllull  a =60"/3=120"li burchaklar tashkil giladi. a vektorning
luionliiialalarini toping.

Vcchish.  Vektoming o‘qdagi proyeksiyasining 1-xossasisiga ko‘ra:

alcoscf =2c0s60”"=2~ =1

a™-\a\ cos P = 2cosl20° =2 =- 1

Vektorning uzunligini topamiz:
2=+ 1+fIn
Bundan

al=2 yoki =V2, =-41.



Dernak,
a={l;-1;v2} yoki a={\--1:-42}.
a va 1 vektorlar koordinatalari bilan berilgan boisin:
5=zalJ +alJ +a™k, b=bj +bj +bk.

Vektoming o‘qdagi proeksiyasining xossalariga ko‘ra;

atb =(a™tbji +ia”th”y +(aybjk, (1.15)
Xa= XaJ+Piaj + Aan, (1.16)
a,--b", (1.17)
a,=b.
Shunday qilib,

1) vektorlar qo‘shilganida (ayriiganida) ulaming mos koordinatalari
go‘shiladi (ayriladi);

2) vektor songa ko‘paytirilganida uning barcha koordinatalari shu
songa ko‘payadi;

3) teng vektorlarning mos koordinatalari teng boiadi va aksincha.

5-misol. a=-4i - 2j + Ak vektor berilgan. Bu vektorga qarama-garshi
yo‘nalgan, Kkollinear va uzunligi |é]=9 boigan vektoming
koordinatalarini toping. -

Yechish. b vektoming koordinatalari bNDANDY ya'ni  b={b™:b™:bj
boisin.

gva & vektorlar kollinear boisa a=Ab boiadi, buyerda A-biror

son.
U holda ikki vektoming tengligi shartidan

voki
N=-AX, b"=-2k, b"N=4X.

pu koordinatalami va b vektoming uzunligini hisobga olib,
topamiz:

VIBINH4A+16AN =9, +6A =9  yoki A=+~7,
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) M/ vektorlar qarama-qarshi yo‘nalgani uchun 1<0, ya'ni

N\nor(liiiatlar boshiga go‘yilgan va oxiri Mnuqta boigan r=0M
I liHfii M nugtaning radius vektori deyiladi. M{x;y;z) nuqta radius

1l),sill nugtada va oxiri nugtada boigan
. vcklorni qaraymiz. A va B
iMii | (tliiri)iiig radius vektorlarini  mos
i,iM.uli /£ va
I"i iMIi.
I'l-shaklga ko‘ra, AB~r™-fA,
Hiiiliiii (1.15) tenglikka asosan

1L {x*-x)i +{y™-yyj +{Z2-2 )k

\lik i
-y \z, -z,}. (1.18)
Slumday gilib, vektoming
LiiDidiiiatalari uning oxiri va boshining mos koordinatalari

mivimiasiga teng.
1.18) tengiikdan AB vektoming modulini topamiz:

INL="A1- +(2-y.y+ ((2-2Zl)' m (1.19)

/I/i vektoming uzunligi A va B nugtalar orasidagi masofani
iinitiliilydi. Shu sababli (1.19) tenglikka ikki nugta orasidagi masofani
I'ljiisfi formulasi deyiladi.

6-misol Parallelogrammning uchta ketma-ket uchi berilgan:
K B{-2:-5;3), C(0;-I;1). BD diagonal uzunligini toping.

Yechish. Parallelogramm D uchning X;y;z kooidinatalarini
Diiiallclogramm uchun = ekanidan aniglaymiz. AD va BC
vcklorlarni (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:

AD={x+1;J - 3;z- 1},

EC={0- (-2);-! - (-5)1- 3}={2;4;-2}.
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u holda AD”BC tenglikdan x+1=2,y-3 =4, z-\=-2, ya'ni
0(1;7;-1) boiishi kelib chigadi. BD vektoming koordinatalarini
topamiz:

SD={1- (-2);?- (-5);-1 -3} ={3;12;-4}.

U holda

N 1=A3" 412" + (-4)" =49 +144 +16 = 13.

A(X,;y7Nz,) va nuqtalami tutashtiruvchi kesma beriigan

boisin. AB kesmani berilgan A>0 nisbatda boiuvchi, ya’'ni %: =A

tenglikni ta’minlaydigan C(x;y,z) nugtani topish masalasini yechamiz.
Masalaning shartiga ko‘ra, ACvaCB vektorlar kollinear, ya’ni
AC=ACB.
U holda
AC={x-X;y-Y,;z-2,}, CB={x, - X3y, - jNz, - 2}
inobatga olinsa,

x-x, =A(x,-x), y-y,=Hyz~yl z-z,=A(z,-2).

Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:

IH-1 1+2 1+2 =

(1.20) formulaga kesmani berilgan A nisbatda bo‘lish formulasi
deyiladi.

(1.20) tengliklardan A=1da kesma o‘rtasining koordinatalarini
topish formulalari kelib chigadi:

= TL+f.. (1.21)
2 -N 2 2 AN n

1-izok. Tekislikda yotuvchi AB kesma uchun (1.20) va (1.21)
formulalar quyidagi ko'rinishlami oladi:

XEAG Lyl (122)
I+X =1+ A
X, +Xj
1.23
, 5 . (1.23)
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ini\i'l  1(2:5) va B(4;9) nugtalami tutashtiravchi A kesmani
It 10 1 1 uishiilcia boiuvchi C nugtaning koordinatalarini toping.

] I linli Miisalaiiing shartigako‘ra, =~<C{X;y) nugtani

(I "I'Inimuhilarbilan topamiz:
2+1-4 5+--9 A |

I f- 1+-
3 3

2.1.6. Masligiar

. Afiir | k¢ | ='a-ij boisa, a va. b vektorlar ganday shartni
iJiii(iKiil iiiliriidi?

/. /1 13 |6]=19 va j5+6 =24 boisa, 15~ jnihisobiang.

Agar M-AB kesmaning o‘itasi boisa, fazoning ixtiyoriy Onuqtasi

M <w “MOA+OB) tenglikni isbotlang.

mt |I>.HLi,CF Kkesmalai- ABC uchburchakning medianalari boisa,
II' 1 H- \(/m 0 tenglikni isbotlang.

N., ;NM~ ABC uchburchakning bissiktrisasi. AB=a, AC=b, 5!=2,

'l ilm'lsa, Ji//vektorni toping.

(i. ABCD teng yonii trapetsiyada ZDAB =60 \AD\="DC\=\CB\=2,
M ' mos ravishda DC va BC tomonlarning o‘rtalari. vektorni mos

iiHi'ilidii Aii va AD tomoniar bo'yiab yo'nalgan mva f birlik vektorlar orqgali

7. ¢; nugtaga 0~ =5 va OS =06 vektorlar go'yilgan. ~05 burchak
lii'rii-lvii'isasida yotuvchi biror OM vektorni toping.

K ABCD parallelogrammda AB=a va AD=b, M - parallelogramm

II=1ilNUIF>,

*» m ning ganday giymatida c="-a-mb va d =-"j3a+6b vektorlar kollinear
I'lrlmiiV

I((. Biror bazisda 5 ={m;-1;2}, b={3:n;6} vektorlar berilgan. 4 va ;vektorlar

liulliiuuir bo‘lsa m va n ni toping.
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11. ABCD to‘g‘ri burchakli trapetsiya asoslari \AB\=A va |CZ)|=2 va
Z.AfiC=45“. AB, AD, DC, AC vektorlaming CBvektor bilan aniglanuvchi o‘gga
proyeksiyaiarini toping.

12. ABC teng tomonli wuchburchakning tomonlari 273 ga teng,
ANA-SF.Ci-uchburchakning balandliklari. AB, c3, AD, CE
vektorlarning /.BAC burchak bissiktrisasi bo'ylab yo'nalgan /o‘gga
proyeksiyaiarini toping.

13. ABCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC va CD tomonlarning
o‘rtalan. Bazis vektorlar 5, =AD va  =AB boisa, PO vektomi bu bazis
bo‘yicha yoying.

14. OACB to‘g‘ri to‘rtburchakda M va jVmos ravishda BC va AC
tomonlarning o‘rtasi. OC vektoming OM=a va ON=b vektorlar bo‘yicha
bazisga yoying.

15. ABCD piramidada P Q mos ravishda AD va BC qirralaming o‘rtasi.

Bazis vektorlar e, =A.B, =AC va ¢, =AD boisa, PQ vektomi bu bazis bo‘yicha
yoying.
16. OABC tetraedr berilgan. OB,OC vektorlardan iborat boigan

bazisda OF vektomi toping, buyerda F-asos medianalarining kesishish nuqtasi.

17. Tekislikda uchta 5={3;-2}, 5=(-2;1} va c ={7;-4} vektorlar
berilgan. Har bir vektoming golgan ikki vektor bo‘yicha yoyilmasini toping.

18. 5={2;1,0], A={1;-1;2}, c ={2;2;-1} vektorlar bazis tashkil gilishini

ko'rsating. 5 ={3;7;-7} vektoming shu bazis bo'yicha yoyilmasini toping.

19. 5={-15;-2} va A={2;-1;3} vektor berilgan. 3a-2b va --a +-b
vektorlarning koordinata o ‘qglaridagi proeksiyalarini toping.

20. 5={I;-1;2], i={-2;-3;1} va c¢c={0;-3;-2}vektorlar berilgan. -2a+3b-c
va 3a-2é+2c vektorlarning koordinata o'glaridagi proeksiyalarini toping.
21. Tomonlari a={-1;0;7} va 6={5;-4;-5} vektorlarga qurilgan

parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
22 ~S={2;6;4} va AC={4;2-2) boisa, ABC uchburchakning CP
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nugtaning radius vektori koordinata o‘qlari bilan bir xil
burchak tashkil giladi va uzunligi 3 ga teng. M nuqtaning koordinatalarini toping.

24. a vektor OXvz OZo‘qglari bilan mos ravishda 60°va 120“li burchak
tashkil giladi. Agar j¢i]=4boisa, bu vektoming koordinatalarini toping.
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M Ai'iii » (2;-U} vektorning boshi ~(3;-2;-4}boisa, uning oxirining
kiMililliiMliiliiiini toping.

ill A)ii ,i {2;4;-1} vektorning oxiri S(-IA-4}boisa, uning boshining
ti'itiillii iiiiliiiini loping.

H (Ml A nuqtalar berilgan. AB vektorning ortini toping;

o /.(«6;-10); 2)/7i(6;-19), g(2;-4;-3).

N iiv L), fi(i;-i;2), C(0,5;3) nugtalar berilgan. 3=~AB-CB vektoming

nltHI liip .

I't & 1)}, 6={lI;-3}, ¢ ={-1;3} vektorlar berilgan. a ningganday

D O iiiilii m & +ab va n=5+3c vektorlar kollinear boiadi.

»0, ( W/ 12/ +15Avektor bilan bir xil yo‘nalgan va uzunligi i6]=15 boigan
~pliii'iMiii)i. koordinatalarini toping.

H, ddilari A(-1;-3), B{2:-3), C(2;l) boigan uchburchakning perimstrini
I Ji i

m lililiiiti //(-3;-3X jS(-1;3), C(1;-1) boigan uchburchakning to‘g'ri

M Hi-lilari Zi(2;i), C(-3;2) nugtalarda boigan uchburchakka tashqi
Llii<ll]i.iii iiyLiiiiining markazini va radiusini toping.

M UI( I 2) va M-IO'A) nugtalar berilgan. to‘g‘ri chizigda yotuvchi va
N iiiiiJiiipji nisbatan M, nuqtaga 3 barobar yaqin boigan nuqtani toping.

Ikliliiri AOA), B(-5;0X C(-2;-1) nugtalarda boigan uchburchak

»7, llchliiri A(4:1;-3), S(l;4;-2), C(l;10;-8) nuqtalarda boigan ABC

2.2.VKKTORLARNING KO‘PAY™ALARI

2.2,1. Ikki vektorning .skalyar ko‘paytinasi

Skalyar ko paytmaning ta rifi

| (ii'rir, Ikki a va h vektorning skalyar kopaytmasi deb bu
\tliim liii iiZuiilikiari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasiga



teng songa aytiladi va u ab (yoki 5-6 yoki (5,2)) kabi beigiianadi, ya’ni
ab ~a\-\b\-cos(p, (2.1)

bu yarda cp-a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning
boshi bir nugtaga qo”yiladi).
(2.1) formulani boshga ko‘rinishda yozish mumkin.

Ma’ lumki,
Pria=]ajcos™ va P ¢ fos™.
Bundan
5¢H2|-Pr, (2.2)
yoki
3¢H6]-Pr,5, (2.3)

ya’'ni ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi ulardan birining moduli bilan
ikkinchisining birinchi vektor yo‘nalishidagi o‘gga proeksiyasining
ko‘paj/tmasiga teng.

Skalyar ko paytmaning xossalari

1-xossa. Ko paytuvchilarning o rin almashtirish xossasi:
ab =ba.
Isboti. ab =]al-]¢jcos(fl,6) = Jé |-]5]cos(é,a)=¢a.

2~xossa. Skalyar ko paytuvchiga nisbatan guruhlash xt»ssasi:

(M)b =I(ab).
Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, {Aa)b 9 JPr-(Aa). Vektoming o‘qdagi
proeksiyasining 3-xossasiga asosan =A<Pr-151
Bundan

(AIHI-Pri(Ad) =A-]i]|Pria]=A-(] ¢ I Pr. ] <]) = A(5¢).
3-xossa. Qo ‘shishga nisbatan tagsimot xossasi:
a{b +c)-ab +ac.
Isboti Vektoming o‘qdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,
Ptj(é +c) =P"b + P"c.
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Ilim ill

MH+i0H51 +¢)95%Pr-b+PTjc)=
=\a\-PT.b+\a\-Pr.c -ab + dc.

4 Mwii Agar d va b vektorlar perpendikuiar boisa, u iiolda
iiLiiniiii'* mIMil)iir ko‘paytmasi noiga teng ljoiadi. Sliunindek, teskari
Mgiir ah=0 (1 a 01& 0) boisa, uliolda al.b boiadi.

hhoii ,i 1 /lioiganda cos™ =0 boiadi. Bundan ab =0.
< (1N10) boisa, cose=0 boiadi. Bundan V=" ya'ni

1/
» »i»ww,  Vektoming skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga
il \tm @' -Jap.
Siiiu.'mii: =j‘=P=L
ii‘ =a-a=\a\ -|5]cosO”=]a] -[51= | .

I Loli. Agar a vektomi skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat

il'lk thii]iiiilsa, a vektoming o‘zi emas, balki uning moduli hosil
1 hull, VIIHI
<JW-al * d).
I misol. la 1=4, Yo\=6 ,<p={d",b) =" boisin. ( 3 5 (2a+4")

1" FNIIUIN toping.
)(( hish. Avval 3-xossa yordamida gavslami ochamiz va keyin
| Il ko'paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib, topamiz:

((.( h) {2d+Ab)="id-2a-b mld +'id-Ab-b -Ab =6d"™ +10ab-4b" =
=6]5P +10]a]-|6]cos™-4|dp=
:6-4"+10‘4-6-2--4-6' =96 +120-144 =72.

'misol. j«1=4, 1M1=3,9?=(a,i) =~ boisin. Bu vektorlarga

slll il |5im parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
Yci‘hish. a va 6 vektorlarga qurilgan parallelogramm diagonallarini
ml h Ml ii- h vektorlar orgali ifodalash mumkin.
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Skalyar ko‘paytmaning xossalaridan foydalanib, topamiz:

\a+b\=~(a+bY +2ab +h" +2]aljé jcosgr»+ | A=
=6+ 2-4-3' +9 =VI3,
la-y | =V («-*)' -25b+b” ="\a\"-2] 5] /Tlcosc+] e p =

N16+2-4-3~ +9=V37.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning skalyar ko paytmasi

Ikkita = va ¢ = vektor berilgan bo‘lsin,
U holda bu vektorlarni J,],k birlik vektorlar orgali ifodala
skalyar ko‘paytraaning xossalarini va |,],k vektorlarning skalyal
ko‘paytmalarini hisobga olib, topamiz: |

ab={aJ +anj + &K ’bJ + by + 1K) =arbji +ajy’ij + abj k +

+cMKTi + anbjj +a”jk +alNB + +alJjM. =
= +at + gja
Demalk,
ab = +ao + (2-4)
ya’'ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar
ko‘pas™masi ulaming mos koordinatalari  ko‘paj4malarining

yig‘indisiga teng.

3-misol. 5={4;-2;3}, 6={l;-2;0}, c={2;l;-3} bo‘lsin.
(5 +3b)-(a-b +c) ko‘paytmani toping.

Yechish. Awal m=4a +3b \an =a-b+c vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

m={4+3-I; -2 +3-(-2); 3+3-0} ={7;-8;3},
«={4-1+2; -2 +2+1,3-0-3} ={5,:0},
Bundan (2.4) formulaga ko‘ra

wW « =7-5+(-8)-1 +3-0 =27.
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Skah'ur kopaytmaning ayrim tatbiglari

/. Ikki vektor orasidagi burchak

4 M.l w 2= vektorlar orasidagi ¢) burchak

(" 1)Mil (2.4) tengliklardan topamiz:

cos™N =-

COS<i> =--7

a)+a] ml+bl+ bl

(2.5)

(2.6)

Mm k.ilii, lazodagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak kosinusi bu
tu Mnli‘ilillining mos (bir nomdagi) yo‘naltiruvchi kosinuslari
iii [tuiiii;il;irining yigindisiga teng:

G4p= cosa, cosa™ +coscosp™+cosy, cosy™.

2. Ikki vektorningperpendikuiyarlik sharti

1 1A N)(i*Isin. U holda oofig)=Gboigani uchun (2.6) tenglikdan

=0
S0t (KL

1.i/(i(ligi ikki yo rtalishlarningperpendikularlik shartini
(* /) lenglikdan topamiz:

cosa, cosal +cos cosyg + cosy,cosyj =0.

3. Vektorning berilgan yo nalishdagiproeksiyasi

I ~ ) Iengiikdan topamiz:

Pr-a=%"

Nal+al+al
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Shu kabi a{x;y;z) vektomingy o 'naltiruvchi kminuslari
cosa, cosyS, cosf bo'lgan |yo'nalishdagi (o'gdagi)proeksiyasi:

Pr, a= xcosa + vcosl3 +zcosy. (2.12

4. Kuchning bajargan ishi

MN vektor bilan f burchak tashkil etuvchi F kuch ta’sirida
raoddiy nuqta M nuqtadan N nugtaga io‘g‘ri chiziqg bo‘yiab
ko‘chayotgan bo‘isin (15-shakl).

Fizika kursidan ma’iumki, F kuchning MN=S ko‘chishdagi
bajargan ishi

~=]-P'I'i5i-C0S(?> yoki A=FS (2.13)

formula bilan aniglanadi.

Demak, moddiy  nugtaning
to‘g‘ri chizigli harakatida o‘zgarmas
kuchning bajargan ishi kuch vektori
va ko‘chish wvektorining skalyar
ko‘paytmasiga teng. Bu jumla
skalyar ko 'paytmaning mexanik
ma’nosini anglatadi.

4-misol. Moddiy nugta A(l;-2;2)

nugtadan j8(5;--5;-3) nugtaga 15-shakl

F ={2;-1;-3} kuch ta’sirida to‘g‘ri

chizig bo‘ylab ko‘chgan. *
Quyidagilami toping: 1) F kuchning bajargan ishini; 2) F

kuchning ko‘chish yo'nalishidagi proeksiyasini; 3) F kuchjiing

ko‘chish yo*nalishi bilan tashkil gilgan burchagini.

Yechish. Avval moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va F
kuchning uzimligini topamiz:

5=55 ={4:-3;-5}, i5]=VI6+9+25=5v2, J 1=/4TT+9 =VIi4

U holda:

1) N"=ra=2<«4+(-1) X-3) +(-3) -5) =26 {ISh b},

2) = “ 154
ISl 52 5
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AV 26 13v7 _ 13v'7
<y <= arccos-
1 1vi s5v2-ar14 35 35

I Hihiil M tH12) va n=5a-4b o‘zaro perpendikular vektorlar
< \'« Aliii lik vektorlar orasidagi burchakni toping.
Il 1 Mbo'lgani uchun (a+2b)-{53-4b) =0 bo‘ladi.

Hmiiil'lm
Vi -i,ih Hh =0 YyoOKi 5jap+6]a]-]blcos™-8]6p=0.

i( tti /'liiilik vektorlar bo'lgani sababli: 5+ 6cos(??-8 =0.
1 liiMit

1 . n
ws/)=- yoki 9=—

2.2.2. ikki vekiorning vektor ko™paytmasi

Vektor kopaytmaning ta’rifi

\[M iiilila vektordan qaysi biri birinchi, gaysi biri ikkmchi va
< V1 liinclii ekani ko‘rsatilgan bo‘lsa, bu vektorlarga tartiblangan
W ik ik MLuli.

Aniir komplanar bo'lmagan vektorlar tartiblangan uchliginirig
Miliiialii  vcktori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi
" ml liii~a gisga burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari bo‘lsa, bunday
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uchlikka o ng uchlik, agar soat strelkasi yo‘nalishida bo'lsa chap uchlik
deyiladi (16-shakl).

2-ta’rif. 3 vektoming b vektorga vektor ko paytmasi deb quyidagi
shartlar bilan aniglanadigan ¢ vektorga aytiladi (17-shakl);

1) ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikular, ya’nicl a vac ;

2) c vektoming uzunligi son jihatidan tomonlari a va h
vektorlardan iborat bo‘lgan parailelogrammning yuziga teng, ya’ni
Icj=]a] je |sing», bu yerda (p={a,b)’,

3) a,b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.

fl va S vektorlaming vektor ko‘paytmasi axb yoki [ab]
kabi belgilanadi.

Vektor ko paytmaning xossalari N
1-xossa. Ko‘paytuvchilarning o‘rinlari almashtirilsa vektor
ko‘paytma ishorasini garama-qarshisiga o‘zgartiradi, ya’'ni
5xb =-bxa.

Isboti. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, (fxjva 6x5vektorlar
bir xil uzunlikka ega (parailelogrammning >oizi o‘zgarmaydi), kollinear,
ammo garama-garshi yo‘nalgan, chunki 3,b,axh  vektorlar ham,
b,a,b Xa vektorlar ham o‘ng uchlik tashkil giladi.

Demak,

axb -=-bxa.

2-xossa. Skalyar ko 'paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(/15) X5 =X{axb).
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I hi .l 1 o hoMsin. U holda (Aa)xb va A(axb) vektorlar a va b
IIf 1 lu'ipiMilikuiar boiadi, chunki b, Aa va 5 vektorlar bir
vV snimli. Shu sababli (Aa)x~va ?.(axb) vektorlar kollinear.

Il I wvektorlar yo‘nalishdosh (15 wva a vektorlar
M ftiiii hilii ih) liamda ular bir xil uamlikka ega:

[(/I() xb H Aa\-\b\ sm {{Aa),b)) = I\a |-jA jsin(5""),
12i{rod)\= A\axb\= XAa\-\b jsin (5,A).

I *Lii. Ik
(/15) X A= A(5x6).

ill A- 1) da ham shu kabi isbotlanadi.
| {)()shLskga nisbatan kigsimot xossasi:

ax(b +c) =axb +axc .

Il sosMining isbotini keitinTkaymiz.

4 \tn\(i. Agar a va b vektorlar kollinear boisa, u holda ulaming
> ti.ii Kii‘|]);iyiniasi nolga teng boiadi. Shunindek, teskari tasdiq o‘rinli:
will 1 h 0 (Jtf]ii0i]?i0) boisa, u holda a va b vektorlar kollinear
R}

lJuiii. ii va b vektorlar kollinear boisa, ular orasidagi burchak

4 yoki ®=180° ga teng va sin®=0 boiadi. U holda

m /1 1 Isjlsilli?=0.Bundan
5x6=0.

1 h 0 boisa, |5xS|=|5]-'fe]sine>=0 boiadi. U holda |5!-]i]5i0

IM] J5iiii ticliun  sin*=0. Bundan <p=--0"yoki ~=180", ya’'ni a Nab
. Liiiilnr kollinear.

I misol. J,],kvektorlaming vektor ko‘paytraalarini toping.

M i‘hish. Bunda vektor ko‘paytmaning ta’rifidan quyidagi tengiiklar
< Mi'iila kelib chigadi:

i Xj =k, j xk =i, kxi =]j.
Ilinjicjatan ham, masalan, T x] =“~tenglik o'rinli, chunki:
ALIN£IT;

Y K1 1/)171sin90%“=];  3) 1J,k vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.
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Shuningdek, 1-xossagako‘ra, !

jxi=-k, kxj=-1 ixk="-j. |
Vektor ko ‘paytmaning 4-xossasidan topamiz;
ixi=jx j-kxk =0.
7-misol. 15]=3, \b\=2, (p:ia,b):? bo‘isin. J(5+2&)x(a-31) | ni
hisobiang.
Yechish. Vektor ko'paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib,

topamiz:
(5+1b)X(3- 3b)=axa +2bxa-3axb -6b xb =-5axb.

Bundan

j(5 + 2b) X (fl- 3b) H-55 x| =5]5!-]&]sin(;!T = 5- 3- 2-sin-6- =15.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning vektor ko paytmasi

Ikkita a={fl,;a™;Rj va vektor berilgan bo‘isin.

l,j,k  vektorlarning vektor ko‘paytnialari  fonnulalaridan
foydalanib, topamiz:
axb=(al +al ~a k)x (bJ +bJ +bB)=aj)R xi) +ab™{i xj)+  (/ xk) +

+ (7x0 +ay (J X7)y+a/, (@XM +ay {kxl) +ay(kx~j) + {kx k) =
%

=abji- ayj -ayk +tayi+ay]- afij={fb-ay)i - @b*- abn)j +

A k = i & T
+(«, -ay) = K 0 j+ .

ya m

axp= 1y flo i+ oty (2.14)

K K K K

Oxirgi tenglilcni quyidagicha yozish mumkin:

i j K
axb = 1. (2.15)
K K K

102



miuN ,, | 3;-1;-2},fc={0;-2;4} bo‘lsin. (a+2¢&)x(2a-3¢)
i lopii)g.
I 1IINi Awal m=3+2b \A_n=25-3b vektorlaming
kiHMilitiiiliiliii jlll topamiz:
Il {18+2<Q1le-1) +2 «-2);] «(-2) +2 =4} ={3;-5;6},
A 12-3-3-0;2(-1)-3-(-2);2-(-2)-3-4}={6,-8;-16}.
littotliiii (" 1'l) l'ormulaga ko‘ra

-5 6 . 3 6 3 -5 _ ) .
I- J+ A=128i +Mj+6ic.
-8 -16 6 -16 6 -8

Vektor ko paytmaning ayrim tatbiglari

L Ikki vektoming kollinearlik sharti

Vi kiDi  ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra, a va € vektorlar kollinear

Ini 111
3xb =0
\1kI
dxh= @ - ajiM)I- &y - aX)Jd +(B,b, - @k =0

till Tiiili

Himdan
MKl

(2.16)

M M kollinear vektorlaming koordinataiari proporsional bo'ladi va

2. Parallelogramm va uchburchakning yuzlari
Vektor ko'paytmaning ta’rifiga ko'ra |5x0i=]5]-]6 jsingj, ya’ni
S,.,=\axb\.

iliindan
1
(2.17)
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3. Nugtaga nisbatan kuch momenti

@] nuqtasi mahkamlangan qattig jism A nuqtasiga go‘yiigan
kuch ta’sirida Onuqta atrofida aylanma harakat gilayotgan boMsin,
masaian, bolt kalit yordamida buralayotgan boisin (18-shakl).

Fizika kursidan maiumki, F kuchning O nugtaga nisbatan
momenti deb O nugtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi M vektorga aytiladi;

V) MLr VAMLF, huyerda r = OA- A nugtaning radius vektori;

2) |A/HF]-|Flsingj, bu yerda
i,=(r>); _ N

3) r,F,M vektorlar o‘ng uclilik
tashkil quadi.

Shunday qilib,

M =rxF,

ya’'ni qo‘zg‘almas nuqgtaga nisbatan
kuch momenti kuch qo‘yilgan nugta
radius vektorining kuch vektoriga
vektor ko‘paytmasiga teng.

Bu jumla vektor ko paytmaning
mexanik ma 'nosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chizigli teziigi »

Yugqorida keltirilgandagi kabi qo‘zg‘almas O nuqta atrofida &
burchak tezlik bilan aylnma harakat gilayotgan qattiq jism
M nuqtasining chiziqli teziigi Eyler formulas] bilan topiladi;
V=<XF,
bu yerda f = OM - M nuqgtaning radius vektori.
9-misol. m, n ning ganday giymatlarida a ={- 2;3;n) va b ={m;-6;2}
vektorlar kollinear boiadi?

Yechish. Ikki vektoming kollinearlik shartiga ko‘ra,

m —6 2
Bundan m=4, «=-1.

10-misol. S=2]-3k vaé =4?-f2J) vektorlarga qurilgan
paralielogrararnning ~iizini hisoblang.
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I inJi  Vii/iiiu (2.17) formula bilan hisoblaymiz:

T ) m 0 -3
I < 0 4 0

=n(y.b.).

r O
w N

2.2.3. Uchta vektoming araiash ko‘paytmasi

(nifav/i ko paytmaning ta’rifi vageometrik ma’nosi

< 1 lkhia a,b va cvektorning araiash ko'paytmasi deb ax.b
Il Mu11 ' vektorga skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va
Lil'i NI iianadi.
" . hill luKiiplanar boimagan a,b,c
I il berilgan boisin. Bu ~

I''iliiiM paraiielepiped quramiz va *
Jvi'Minii yasaymiz (19-shakl).
\11,(i|l ka'paytmaning ta’'rifiga

I nl

< la, d\.h\d\=5S"",

I.. .iilii \,, - parallelepiped asosining
lii iilga ko‘ra  d-c ~d\-\c\coscp,
| w iilii @ c va d vektorlar orasidagi burchak.
) shaklda a,b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi va

yiriii cos<i)>0. U holda |cjos<g3=/Ava <= </ =K Ikkinchi
' MiKHihiii j mc={axb)-c="abc. Demak, F =
Aiir vektorlar chap uchlik tashkil qilsa, va cos”*<0
I likli, 1) liolda \\ ¢QSp=—h, V--atc.
Shunday qilib, komplanar bo‘lmagan uchta vektor araiash

I Jit(=liiiasining moduli girralari bu vektorlarning uzunliklaridan iborat
I h.ui parallelepiped hajmigateng:

V =labc\. (2.18)
Ui jumla araiash kopaytmaning geometrik ma’nosini
Miiviiladi



Aralash ko paytmaning xossalari
1-xossa. Amallarining o‘rinlari almashtirilsa aralash ko‘paytma
0‘zgarmaydi, ya’'ni
(axb)-c =d-(bxc).

Isboti. Skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish xossasiga ko'ra,
(&xh) ¢ =c -(axb).
(2.18) formulaga ko‘ra,
V=\{axb)-c\, F=I(exc)-5].

Bunda a,b,c va b,c,a uchiklaming har ikkalasi bir vagtda yoki o‘nii
uchlikyoki chap uchhk tashkil giladi. Shu sababli {axb)-c=(bxc)-a.
Bundan
(axb)-c =&-(bxc).

2-xossa. Ko‘paytuvchilarning o‘rinlari doiraviy almashtirilsa,
aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni

abc =bcéa-cab .

Isboti. 1-xossa va skalyar ko‘paytmarang o‘rin almashtirish
xossasidan topamiz:

abc=a-(b xc) =(bxc)-a=bca,
— .
hca =b m(cxa) =(cxa)-b =cabh.
3-xossa. Ikkita go‘shni ko‘paytuvchining o‘rinlari almashtirilsa,
aralash ko'paytma ishorasi garama-qarshisiga almashadi. Masalan,
abc =-bac.
Isboti. abc =(axb)-c =-{b x5)=c =-bac.

4-xossa. Agar nolga teng bo‘hnagan 5,b,c vektorlar
komplanar bo‘lsa, u holda ularning aralash ko*‘paytmasi nolga teng
bo‘ladi.

Shunindek, teskari tasdig o‘rinli: agar 3bc =0 (]5 Q]b ¥ QX 0)
bo‘lsa, u holda 3,b,c vektorlar komplanar bo‘ladi.

Ishoti. 56c =0 (|5]itO]¢ LiOclEO)  boMsin.  «,i,c vektorlar

komplanar emas deb faraz gilamiz.
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I If 111 1mi vi-Kloilarga hajmi boigan parallelepiped qurish

itNi> | wi (lan abc™O keiib chigadi. Bu 56c¢ =0 shartga

(t. ni.il  <]iliiiy.nii (araznoto‘g‘ri va a,b,c vektorlar komplanar.

> >11ik In komplanar boisin.

r limMl / I'Idi vektor a,b,c vek-torlar yotgan tekislikka
pINI'xi'lil lioiacli.

Miiiiil H ,71 Shu sababli d-c-Q yoki 5éc =0.

Koordinatalari hilan berilgan
vektorlarning aralash ko paytmasi

tMiiK < b={b/,b™bj va c={c™c/,cj vektor berilgan
Im 1 ni
1L
a &/
b= @
(ix h b7
v z . ax az
i 1+ kK (cl+cl +cW)=
h b . Kk Kk K h
y
a, a
““ b h% b b
J.
(2.19)

Il niisol. « ={-2;2;1}, i ={3;-2;5}, ¢ ={l;-1;3} vektorlar berilgan.
iiu Jtilylmani hisoblang.
1 hislt. (ibc ni (2.19) formula bilan topamiz:

-2 2 1
abe= 3 -2 5 =12+10-3+2-10-18 =-?.
1 -1 3
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Araiash ko paytmaning ayrim tatbiglari

1. Fazodagi vektorlarning o zarojoylashishi

a,b,c vektorlarning fazoda o‘zaro  joylashishini aniglasli
V =zabc boiishiga asoslanadi. Bunda agar abc>Q bo‘lsa, ii
holda vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi, agar 5&4c<0 bo‘isa, ii
holda vektorlar chap uchlik tashkil giladi.

2. Uchta vektoming komplanarlik sharti

Araiash ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra nolga teng bo‘lmagar!
a,b,c vektorlar komplanar boisa, uholda abc=Q yoki

0. (2.20)

3. Parallelepiped vapiramidaning hajmlari

Araiash ko‘paytmaning geometrik ma’nosiga ko ‘ra,
a,b,c vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini V"-"abc\ bilan va

piramida hajmini ---[\ ahc\ bilan topish mumkin.

Shunday qilib,

a a
¢ b, . V.=jmod b, B (2.21)

12-misol  Uchlari  A(23]l), S(4;1;-2), C(6:3;7), 0(-5;-4;8)
nugtalarda bo'igan piramidaning D uchidan tushirilgan h baiandligi
uzunligini toping.
Yechish. Awal piramida qgirralarini ifodalovchi vektorlarni
topamiz;
MB={2;-2;-3}, 1¢ ={4,0;6}, iZ) ={-7;-?;?}.
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liMitl" i 'iiniiii hisoblaymiz:

2728 154
| iiunl 4 0 6 ="|84+84+84+56]|=—.
-1-1 7
I»»' I 11, mi hisoblaymiz:
2
1.2 -3 2 -3 2 -2
‘I 1/ix/1Ch-, + +

0 6 4 6 4 0
=AV (-12)'+24"+8" =14.

I'L .ii J(Whiin P=-hS.
3

Flmiiililll

154
h=3Y - %= Y1y cupy
s 1 u

L11'1T liizoda A,B,C,D nugtalar koordinataiari bilan berilgan.
M ma /((57,7), C(4,6;10), D(2;3;7). Quyidagilami toping:
1l vi'Kinr proeksiyalari va yo*‘nalishini;
i m o IC, ,I/ix/1C ko‘paytmalami;
M (Al ' iK'hburchak yuzasini;
11 ail > piramida hajmini.
I. lhish. 1) 75 vektor proeksiyasini (1.18) foraiula bilan topamiz:

All = ={5- 7;7- 2;7- 2}={-2;5;5}.

....... .11 1V) Ibrmulaga ko‘ra,
At al= V (-2)' +5-“+5" = 376
1 vfklor yo‘nalishini (1.13) fonnuialar bilan topamiz:

i 5% SV6

iii,s(/ - . cos/d = — = o

KI9 Is| 18 18 =



Topilgan yechimlarni Maple paketida bajaramiz:

V:= (a)e™ + {b)e,, + (c)eN

>vi <S-7,7-2,7-2>;
vl ;= —2e,+ 5¢ + Se, .
L2.€0iiiag)
3-/6
> N<irsHalize(<a,b5C>>EMcMde8R,cei3jagate=falsi’);

a

MM
b

sla™n
> NarmatizeCVI.EadMeaKiCaalagate/false);

2) (2.2.8) formuladan ~5 ={~2;5;5}, vdC={-3,4,8} lami hisobga
olib, topamiz:
NeNn=(-2)-(-3)+5-4+5-8=66

>VAC
VAC ;= —3eN + f gn

<S~7,7-Ne 2>, <4~7.6~Xm-2>);

VectorCMlculus:-.(AB, AC) :=66
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(N L u WHur k() Jiaytmani (2.15) formula bilan topamiz:

55% -2 5 .2 5 .
= i- J- "N=20/+] +1k
48 -3 8" -3

o o >

i 7
til li 2 5
3 4

L' ]-m,>i<k,a,q»;

imq —inp + lkp —I1jg + ojrt —okm

l. 2,-3>]<J,5,4>| <k,5,8»;

I' ' mm.iimnt(axb); 2Qi+ 1 k+j

i lili iK'hhurchak yuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:

N\

n'n ABxAC :-21/20’\+1-+7- =1
2 2

.-ii" Vi‘cikr2Herm(N,2,coajKgate“=fabe}; modN := 15 -J1
o (N2 15
n (/(( ') piramida hajmini topamiz:
-2 55
F=-mod 348=—|.64=—32
6 6 3

-5 15

> - <5~2,-3>]<I,S,4>]<5,5»;
-2 55
abc=-3 48
-5 15
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OeielTTiiTMIiiit(al.lc);
-64
>VAec»:HASC(Deterificeaat(a&£))/6};

VABCD =- .

2.2.4. Mashqlar

1. Tomoniari birga teng boigan teng tomonli ABC uchburchak berilgan.

AB-"+BC-Ca+CAaB ifodaning giymatini toping.
2. Tomoniari BC =5 CA=6, =7gateng boigan ~SC uchburchak
berilgan. AB-BC skalyar ko‘paytmani toping.
3. Agar 15j=6, 16 I=4, 0 =(06,¢) =~ boisin. Toping;
)(2a+b¥Y\ 2) (2S-3b)-ia-2b).
4. a=(1;-2;2} va b ={2;4;-5} vektorlar berilgan. Toping:
1) (35-2i)-(5+¢); 2)(a~bY-
5. Berilgan vektorlar m ning qanday giymatlarida perpendikular boiadi?
1) S={l-2mfi}, & ={4;2;3in;; 2) 4={m;-5;2}, h={m-2;m;m+3}.
6. &, &j, ?, birlikvektorlar uchun 5,+é&j+5, =Oboisa, ni
toping.
7. Tomoniari a=21+j va 6=-7 +2lvektodardan iborat boigan
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.
8. Uchlari A(-1;-2;4), B(-4;-2;0), C(3;-2;) boigan ABC uchburchak
berilgan. ZB ni toping.
9. xOz va yOz burchaklarning bissektrisalari ganday burchak tashkil
giladi?
10. Koordinata o‘qglari buan tashkil gilgan burchaklari berilgan fazodagi i
yo'nalish orasidagi burchakni toping;

1)/ a | " KT 2)/.
).U2,4jy )/ .,

2.11. a={3;-6;-1}, ¢ = {l;4;-5}, ¢ ={3;-4;12} vektorlar berilgan. Quyidagilarni
toping:
Pr,5; 2) Pr,(24a-36).
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Pt i //(5;6;-)nuqgtagato‘g‘ri chiziq bo‘ylab ko‘chirishda
114 I>:i)iirgan ishini toping.

It 1 1 1’1 ovit /)={1;2;-3} velctorlar berilgan. Agar x-5=9,

(tM | u Hiip ti,- ogiga perpendikular bo'lsa, x vektorning koordinatalarini

M 1 fe). I D23} va ¢ ={I;2;-7} vektorlar berilgan. Agar
Il 1" 1. |l hii‘isa, X vektorni toping.

| I, Y1-6, &=(4,i)--'~ bo‘lsa, quyidagilarni toping;

ft] (i V;)X(5+4¢)i.
t* iiiMii[;iii fi va h vektorlar uzunliklaridan iborat bo‘lgan
"Bl diiinn yuzini toping:
It e 7 Hie buyerda rmyp=1, [ H[=1, (= {ih =

< 'uh 5ml-bu yerda 7Aij=2, |A]=3, p=(w«) =Yy,

1" Niii /] 5 |/)|=10, ab=25 bo‘lsa, 13x6 Ini toping.
IN Sitiii ] 3, '¢']=13, \jixb\=36 bolsa, ¢ioni toping.

I'> | 1 123} va ¢ ={2;-];3} vektorlar berilgan. Vektor ko‘paytmaiarini

n <l 2) (2a+6)x(36"5).
M  Idiiionlari 3 va b vektorlar uzunliklaridan iborat boigan
Mil'tiii liiiKnin].', yuzini toping:
{8 -M, 7.-{8;4;1}, 2) 3=1{3;5,-8}, ¢ ={6;3;-2}.

Il 1lililiurchak uchlari -4(!;2;0), 5(3;0;-3), C(5;2;6) berilgan. Uning B
I 1.2 1T lumonga tushirilgan balandlik uzunligini toping.

Il /luigtaga F kuch qo‘ylgan. Bu kuchning B nugtaga nisbatan
FUEELEMIE TEEe

I ) m {2;-4;5}, A(K21), fi(-!;2;3); 2) F= ~N-1;4;-2), S(2;3;-1).

M 7/ {2:2;4} kuch .4(4;2;-3) go'yilgan. 5(0;2;4) nugtaga nisbatan
I H li iiMiiiientining giymatini va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

M. Kollinear bolmagan mva «vektorlar berilgan. 3=a-m +6n va
1/ ii vektorlar a ning qanday gij'matida kollinear boiadi?

4 {-1;3;0;} va A={/3;-6.;-3} vektorlar a va ning ganday giymatlarida

== lliiiciir bo'ladi?
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26. Ikkita 3={2;-3}, ¢(={-1;5} vektorlar berilgan. Quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi x vektoming koordinatalarini toping:
\) xLa vdLh-x=I; 2) S|I38 va =17.

27. a={4;-2;-3} va i ={0;1;3} vektorlarga perpendikuiar, uzunligi 26 ga teu
va Oy o‘q bilaa o‘tmas burchak tashkil giluvchi x vektoming
koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektorlarning komplanar yoki komplanar emasligini aniglang.
1)5={3 6 ={2:1;2}, ¢ ={3;-1;-2}; 2)5 ={2;-1:2},¢ ={3;-4;7} ,c ={1;2;-3}.
29. a ning ganday giymatlarida a,b,c vektorlar komplanar bo*iadi?
1) 3={1;1;«}, i={0;1;0}, c={3;0;I}; 2) 5={a;3;1}, 6={5,-1,2), c ={-1;5;4}.
30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidaning hajmini va D |

uchidan tushirilgan balandligini toping:
1)..4(1;-2;2), B(-1;1;2), C(-1;-2;8), i)(I;1;10); 2)M (D), S(2:052), C(2;2;2), r>(3;4;-3).

31. 4 b, ¢ vektorlar berilgan. Bu vektorlar ganday uchlik taslikil etishini

aniqlang va girralari bu vektorlardan iborat boigan parallelepiped hajmini toping;
1)5=0;-2;1},b ={3;2;1}, ¢ ={-1;0;1}; 2)5 ={1;3;3},b ={-1;2;0},c ={1;2;-3}.
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ANALITIK
GEOMETRIYA

Anaiitik geometriya - matematikaning
boMimlaridan biri bo‘lib, u geometriya bilan
algebrani birlashtiradi, ya’'ni ayrim
geometrik tushunchalami algebraik tahlil
gilish va ayrim algebraik bog‘lanishlarni
geometrik izohlash imkonini beradi. Bunda
asosiy e’tibor ikkita masalaga, xossalariga
ko‘ra geometrik shaklning tenglamasini
keltirib chigarishga va tenglamasiga ko‘ra
geometrik shaklning ko‘rinishi va xossalarini
o‘rganishga, garatiladi.

Fransuz matematigi Rene Dekart
anaiitik geometriyaning asoschisi
hisoblanadi. Dekart tomonidan 1637-yilda
kiritilgan koordinatalar usuli nugtaning
o‘rnini  biror koordinatalar sistemasiga
nisbatan aniqlashga asoslanadi.

3.1. TEKISLIKDAGI
TO'G'RI CHIZIQ

3.11. Tekislikdagi chiziq

Umumiy boshlang‘ich O nugtaga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox va Oy
koordinata o‘glari tekislikda  to‘g'‘ri
burchakli Oxy koordinatalar sistemasini
hosil giladi.
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Oxy koordinatalar sistemasida ikkita x va y sonlari tekistikdagi
har ganday M nuqgtaning o‘mini to‘liq anigiaydi. Bunda nugta
kabi belgilanadi: x ga M nugtaning absissasi, y ga M nugtaning
ordinatasi deyiladi.

Oxy tekistukdagi chiziq tenglamasi deb aynan shu chiziq
nuqtalarining x va j koordinatalari orasidagi bog‘lanishni aniglovchi
ikki noma’iumli

F(x,j) =0

ko‘rinishdagi tengiamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari ikki noma’iurnli f{x,y) =0 tenglamani
ganoatlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(x;y) nugqtalari to‘plamiga
tekislikda shu tengiama biian aniglanuvchi chiziq deyiladi.

Ayrim hollarda tekistikdagi chiziq y=/(x) tengiama bilan beriladi.
Bunda chiziq y =/(x) funksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekistikdagi chiziq ikkita x=x{t), y=y{t), teT tenglamalar
bilan ham berilishi mumkin. Bunda barcha M{x(t);y(t)X teT nuqtalar
to‘plam i tekistikdagi chizigni ifodalaydi. x =x(t), y =y{t) funksiyalarga
bu chizigning parametiik tenglamalari, t o‘zgaruvchiga parametr
deyiladi.

Tekisuikdagi  chizigning ikkita X =x(t), y=y(t) parametrik
(skaiyar) tengiamalarini bitta r=r{t) vektor tengiama bilan
berish mumkin. Bunda t parametr (vaqt) o‘zgarishi bilac r=r{t)
vektoming oxiri biror chizigni chizadi. Bu chizigga nagtaning
traektoriyasi, r =r(i) tengilamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu jumla
chizigning vektor va parametrik tenglamalarining mexanik ma’nosini
bildiradi.

Shunday qilb, tekisukdagi har qganday chizigga ikki
o‘zgaruvchining biror F(x,y) =0 tenglamasi mos keladi va aksincha,
ikki o‘zgaruvchining har ganday F(x,>")=0 tenglamasiga, umuman
olganda, tekislikdakdagi biror chizig mos keladi. Bunda «umuman
olganda» iborasi a}l:ilgan.larda mustasnoga yo‘l go'yilishi mumkinligini
bildiradi. Masalan, (x-1)'+(y -4)'=0tengiamaga chiziq emas, balki
M(l;4) nuqta mos keladi; XM+ Yy +3 =0 tenglamaga tekislik
nugqtalarining hech bir geometrik o‘mi mos kehnaydi.
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3.1.2, Tekislikdagi io‘g‘ri chixiq iengtamaiari

I'il','ri chizigning tekislikdagi o‘rni turli parametriar bilan bir
¢ iHMh imiglanishi mumkin. Masa/a«, to‘g‘ri chizigda yotuvchi miqgta
iMii'ri  chizigga perpendikular vektor bilan, to‘g‘ri chizigning
......... ()‘glarida ajratgan kesmalari  bilan va hokazo. Bunday
CM(in'li i:ir to‘g‘ri chizigning tenglamalarini keltirib chigarish uchun
m o lic liuli. Quyida berilgan parametrlariga ko‘ra to‘g‘ri chiziq
Iu'liunalarini keltirib chigarish bilan tanishamiz.
/ rng ri chizigda yotuvchi nuqta va tafg i chizigga
a'fiuHkiilar bo'lgan n ={A;B} vektor berilgan.
| (o‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(X;y) nugtani olamiz va
< W vektorni yasaymiz (1-shaki).
HiKula tILM~M bo'ladi. Ikki vektoming perpendikuiyarlik
asosan io‘g‘ri  chiziq
I'iicJnniii.sini topamiz:
A(x~x,) +Bly--y") =Q (1.1
(1.1) tenglamaga berilgan nuqgtadan o tuvchi va berilgan vektorga
!, ii'fiulikular ta g Ti chiziq tenglamasi deyiladi.
To‘g‘ri chizigga perpendikular bo‘igan har ganday vektorga

< y/ri chizigning normal vefeor/deyiladi.
Demak, «={.4;i?} vektor (1.1) tenglama bilan aniglanuvchi

nir'ri chizigning normal vektori

I'll hiili.

I-misol. W, (2;3)va M f-m
iiiu]lalar  berilgan. nugtadan
I liivchi va vektorga
lii‘ipc(idiku'ar to‘gri chiziq

I M)."lliinasini tuzing.
Yechish. Awal MY vektorini

inp.iiuiz:

liiiuliin - A=-3, B=-3.
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Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini (1.1) formula bilan
tuzamiz:

-3(x-(-1))-3(3/-0) =0

yoki
X +j? +1=0.
Il. To'g'ri chizigda yotirvchi nugta va to'g'ri chizigga
parallel bo ‘lgan s={p;q} vektor berilgan.
I to‘g‘ri chizigda yotuvchi va M{x;y) nugtalardan

MgM =ix-x,”;y-yj vektomi yasaymiz (i-shaki).
Bunda s va M,M vektorlar kollinear boiadi, Ikki vektoming
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:

(12)

(1.2) tenglamaga berilgan nugtadan o'twchi va berilg
vektorgaparallel to § i chizig tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tengiama to 'g ri chizigning kanonik tenglamasi deb
ataladi.

To‘g‘ri chiziqqa parallel boigan (yoki to‘g‘ri chiziqda yotuvchi)
nolga teng bo‘lmagan har ganday vektorga to‘g‘ri chizigning
yo haltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, s={p-,q} vektor (1.2) tengiama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori boiadi. -

1-izoh. (1.2) tenglamadan to‘g‘ri chizigning keltirilgam 11 shartni
ganoatlantiruvchi boshqa tengiamalarini hosil gilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

p q
belgilash Kiritamiz.
Bundan
X =X"N+tp, y =y, +tq (1.3)
tenglamalar kelib chigadi, bu yerda i -parametr.
(1.3) tenglamalarga to'g'ri chizigning parametrik tenglamala
deyiladi.
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i Mil liiniki, tekislikdagi chizigning ikkita parametrik (skalyar)
tiiM]iLiiiMiivni  hiUa vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’ni

f=r,+/E (1.4)

iiHi ilulLi  yozish mumkin, bu yerda r={x;j}, nios
MH'liil'i Kt(x-,y), Mp>\y,,) nugtalarning radius vektorlari;
e |, .1 i0’jj,'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori (i-shakf).
<l I)Kii>ilamiagato § Ti chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
M(-2;4)nugtadan o'tuvchi va i={l;-3} vektorga parallel
I I 12. hiZi(JMing kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.
I.. htsh lo‘g‘ri chizigning kanonik, parametrik va vektor
itii] Liiiiiiliii ii)i (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

X+2_y-4

| 2+1 y=4-3t, tel-,
ror,+0, rr={-2:4}.

1] illg ri chiziqda yotuvchi ikkita
U1 1L) v MYX.Y,) nugta berilgan.
I lu K'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy
wi. 1) iuii]tani olib, = o
t M,M. IX -X.;,y,-y,} vektorlarni 2-shakl.
*el'iiMiii/ (2-shakl). Bunda M,M va
X w mxcklorlar kollinear bo'ladi.
1Lkl vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

= (1.5)
rz-y,
T T

il i) lcnglamaga berilgan ikki nugtadan o ‘tuvchi tog i chiziq
I'll.deyiladi.

/' Tof i chizigning Ox va Oy o ‘glaridan ajratgan kesmalari a
| «mhi'rilgiin.

I lo'g'ri  chizigda  yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nugtani
./ (?-sbakl).
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ACBM va AOBA o‘xshash. U liolda uchburchaklarning

o‘xshashlik alomatiga ko‘ra.

CB CM OB-OC OD
OB OA OB OA

Bundan OC=x, OB=a, OD=y, OA=b
o‘raiga qo‘yish bajarib, topamiz:

1.6
i b (1.6)

(1.6) tengiamaga togri chizigning
kesmalarga nisbatan tenglamasi
deyiladi.

3- misol. 4x+3y-12 =0 tengiama
bilan berilgan to‘g‘ri chizigni chizmada
tasvirlang.

Yechish. Tekisiikdagi to‘g‘ri
chizigni chizish uchun uning ikkita
nugtasini bilish yetarli boiadi.

oc 0D _,
OB OA
3-sfaakl.

To‘g‘ri chiziq tenglamasida, masalan x=0 deb, y =4 ni, ya’ni

N
~(0;4) nugtani va shu kabi BS/Z;gJ nugtani topamiz. Bu nugqtalami

tutashtirib, berilgan tengiamaga mos to‘g‘ri chizigni chizamiz (4-shakl).

Bu masalani boshqacha, ya’ni

lo‘g‘ri chizig”™ tenglamasini

kesmalarga nisbatan tengiamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun

tenglamaning ozod hadi (-12)ni o‘ng

tomonga oikazamiz va hosil boigan

tengiikning har ikkala tomonini 12 ga
boiamiz:

=12 =
yoKi

Bu tengiama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chiziq Ox o‘gidan
koordinatalar boshiga nisbatan o‘ng
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m . li'iig kcsrna, Oy o‘gidan esa koordinatalar boshiga
......... ) Aga teng kesma ajratadi (4-shakl).

» bey’'nihizigning og’ish burchagi @ va Oy o‘gidan ajratgan
-~ lutiily,(tn.

Kifll 1i] ifskari yo'nalishda hisoblangan < burchakka to'g'ri
L hi -iiiiin' ,n; hurchagi deyiladi.
- i[ 1.l liiirchagining tangensi, ya’'ni k=1tgPp son to'g’ri chizigning

hn' AV/MA/TA deb ataladi.

1' »li  chizigda yotuvchi
I»t" i nuqgtani  olamiz
>M I'UHIli.ik  langensi  ta’rifidan
(iMul.iliMMii/, (5-shakl):

Yy

y =lgcpx+b.

V=kx+b. (1.7)

Un Iciigiaraaga to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli
deyiladi.
"i.oh. (L7) tenglamadan to‘g‘ri chizigning k burchak
I ... UilMycntga ega boigan yana bir tenglamasini keltirib chigaramiz.
mit lu')'ri chizig MY¥N\yY nugtadan oisin. U holda bu nugtaning
.......... (1.7) tenglamani ganoatlantiradi: yj =kx,+b.
uimdim b =yj -kx”.

1 liokia (1.7) tenglamadan topamiz: Yy

y= kx- fog +J,
KT
Y~y A=k (X-X1). (19

(1.8) tenglamaga berilgan
iiiiiiituldn  berilgan yo'nalish bo'yicha
GiiiN<hi ~ to'g'ri  chiziq tenglamasi
li'Vihuli.
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Suningdek, bu tengiama toq Ti chiziglar dastasi tenglamasi dih
ataladi.

V1. To g ri chizig i =0P normalining yo halishi a va uzunligi
berilgan.

| to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy MHAY) nugtani olarniz.
6 —shaklga asosan:

Pr,OP =~r,ON +Pr,NM +VT.MP,

bu yerda P OP =p, Vr"ON=xcosa, NM =yiina, ¥r"MP =0.

Bundan,
p = Xcosa +ysma
yoki
xcosa+_ysino;-p =0. (1-9)
(1.9 tengfamaga to g Ti chizigning normal tenglamasi deyiladi.

Keltirib chigarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

x,y 0‘zgaravchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi
tekisiikdagi biror to‘g‘ri chizigni ifodalaydi va aksincha, tekisikdagi
har ganday to‘g‘ri chiziq x,y o0‘zgaruvchilaming biror birinchi
darajali tenglamasi bilan aniglanadi.

Demak, tekisiikdagi har bir / to‘g‘ri chizig tenglamasini
AX+By+C=0 (1.10)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozod had; A*+B’ a0.
(1.10) tenglamada A va B sonlar to‘g‘ri chiziq normal vektorining
koordinatalari boiishini (1.1) tengiama yordamida ko‘rsatish mumkin:

A{x-X,) +B(y-Y.) =0,
Ax+By-(Ax" +By") =0,
AX +By+C=0, C=-(4j;,, +ByJ.
Demak, A={AB}.

(1.10) tengiamaga to g Ti chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
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I e i i, limiicl;i;
" | Il lid'Isli, tenglama By +C =G ko'rinishga keladi. Bunda
J M lu ilfiiiii™ normal vektori Ox o'gqa perpendikular boiadi. Shu
Ceeeeerena Il I'ii/ig Ox o‘gga parallel, Oy o‘gga perpendikular
» .1, ,Im Kiiiti 1=() da kelib chigadigan Ax+C =0 to‘g‘ri chiziq Oy
u HI>rhiilj. 1 (\o‘qga perpendikular boiadi;
I I 0 boisa, tenglama Ax-+By=Q ko'‘rinishni oladi. Bu

(Miri"i, iiii  (i();0) nugtaning koordinatalari ganoatlantiradi. Demak,
1 r " .lii.ii] koordinataiar boshidan o'tadi;

‘I '+ nvil I :0 boisa, tenglamadan j»=0 kelib chigadi. Bu to‘g"ri
i "l I> o(]Jdayotadi. Shu kabi B=0 va C=0 da hosil bo'ladigan

I.. I il iliizig Oy o‘gdayotadi.

I'lui/ ilning ganday giymatlarida (@ +4a)x+(a-5v-2a+4=0
I € liilul WOx o‘qga parallel boiadi; 2)Ox o‘qgapedendikular
I 11h il koordinataiar boshidan o ‘tadi.
\-lilsli. Misolning shartiga ko‘ra: A=a*+4a, B=a-5,
S
I liiililii:
Il v 14/=0 yoki a=-4, a=0 da A=0 boiadi. Shu sababU
e 1)f,‘ri chizig Ox o‘gga parallel boiadi.
m|/ O yoki <=5 da 5=0va berilgan to‘g‘ri chiziq Ox o‘gqga
I" oI" ii.likiilar boiadi.

y N/ 14=0yoki a=2 da c =0 boiadi. Demak, a=2 da to‘g‘ri

..... . koordinataiar boshidan o‘tadi.
lii'C.fi  chizigning (I.)-(1.10) tenglamalaridan har birini
lii Jiil,ji icl;m keltirib chigarish mumkin.
Mi iol larigasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib
bi.]mimi/, Buning uchun (1.10) tenglikning chap va o‘ng tomonini

iiiiillovchi  kopaytuvchi deb ataluvchi M =+-j=i——= songa
I * JiinN\liriimiz.
Hosil boigan =0 tengiamada
+Br
CUS« —;\ ————i\——— sin« = _u A. n=%—= c
H+ ¥ 47~+BN 4¥+B'-

Irilii,sillar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chigadi.
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Bunda M ko‘pa>tuvchiliing ishorasi C koeffitsiyentning
ishorasiga garama-qarshi qgilib tanlanadi.

5-misol To‘g‘ri chizigning 5m-12y+8=0 tenglamasini normal
ko‘rinishga keltiring.
Yechish.

Tenglamaning chap va o‘ng tomonini M= =

(chunki C >0)soniga ko‘pa\tiramiz.

Bundan

13 13 13
yoki
Xcosa +ysina - p=0,
. 5 . 12 _ s
bu yerda coso; = — , sina=—, p=—.
13 13 13

3.1.3. Tekislikda ikki to‘g‘ri chizigning
0‘zaro joylashishi

ikki to g ri chiziq orasidagi burchak
Tekislikdagi ikki /, va 4 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak
(P bo‘lsin. .
Bu burchak to‘g‘ri chizig tenglamalarining berilishiga ko‘ra, turli

formulalar bilan aniglanishi mumkin.
I. To‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari

AX+ +C, =0 va AX+BY+Cj=0
bilan berilgan boisin.

Bunda to‘g‘ri chiziglarning 4 ={4;6,}, ={4 ;BJnomial
vektorlari orasidagi burchak to‘g‘ri  chiziglar orasidagi burchakka

teng, ya'ni ¢={(, n,/z):(«,?«z)boiadi (7-shakl).
Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz;

ns AA+BB, cosn- (1 1H
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ni chiziglar kanonik tengiamalari

X-X0_y-Vy, A-ND LYY

P, Y, Pi r
liiliiii briilgan boisin.
Kiiiuia /1 ' jt =[P4} boiadi.
1 liolda = (/, 1N)={s,,s2) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz:
costit = b= PP E | 1.12)

Il To‘g'ri chiziglar burchak koeffitsiyentli
y=kix+b va y=kx-+:2

iiiliiiiiiilari bilan berilgan boisin,
/ shaklga ko‘ra, (= E"-(p..
tliindim
1g<P2-39,
NP,
NI (
- K=h
tgm = \-k,k.L (1.13)
I"lilt chigadi.
~Nsiir bunda to‘g‘ri  chiziglardan gaysi biri birinchi va gaysi biri
Il 1iiKhi ckani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o‘tkir burchakni topish
i.ihili i]ilinsa, u holda (1.13) formulaning o‘ng tomoni modulga olinadi,
NI
k -h \

BP= e (1.14)

Sliiinday qilib, to‘g‘ri  chiziglar
li ii(i|imiaiarining ko‘rinishiga  garab,
iiliii  orasidagi burchak (1.11)-(1.14)
iMiiiMilalardan biri bilan topiladi.

G misol. jH=-4x+l va 5x-3j*-7=0

II'C. ii chiziglar orasidagi burchakni
Ycchish. Birinchi tengiamaga ko‘ra. 7-shak.
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A =-4. Ikkinchi tenglamadan topamiz:

5c-3>>-7=0, = bunda =-.
-13 3
U holda

Demak, (pP=—.

Ikki to g ri chizigning perpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to‘g‘ri  chizigning perpendikularlik shartlarini
ikki to‘g‘ri  chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib
chigaramiz.

/, /2 boisin. U holda cosg) =0 va (1.11) tenglikdan topamiz;

=0. (1.15)
Shu kabi (1.12) tenglikdan
AP2+9,42=0 (1-16)
kelib chigadi.
(1.13) tenglikdan
:I_+k’7k/(_
K-K
Uholda I"LI"aa dg(p=Q yoki
I +k,k,=0Q (1.17)
boiadi.
Demak, to‘g‘ri chiziglar tenglamalarining ko‘rinishiga

garab, ularning
perpendikular boiishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniglanadi.

Ikki to 9 'ri chizigningparallellik sharti

I. /, va to‘g‘ri chiziglar parallel boisin. U holda ulaming
normal  vektorlari n, ={4 ;fi,}va kollinear boiadi. Ikki
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Inilhiiclirlik shartidan ikki to‘g‘ri chizigning parallellik

(mmli'iiiMu/:
o ... /IVa™ to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lsa, u holda ulaming
[id iii vektorlari  ={p,;g,}va J, kollinear bo‘ladi.
MtVhl'in
No= ano)
Pi &
1 /LY. Di)lganida ular orasidagi burchak uchun =0 bo‘ladi.
pi C‘fliiHI 1'1) (cnglikdan topamiz;
kK=k,. (1.20)
"limuliiy qgilib, (1.18)-(1.20) shartlardan biri to‘g'ri
it n4i)'lainalariningberilishigako‘ra, ularning parallel boiishini
% || =]
inisol nugtadan oiuvchi va 2x+3y+4=0 to‘g‘ri
I & i |H-flicndikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

NiINNli. ro‘g‘ri chizig tenglamasini ~x +Sj+C =0 ko‘rinishda
(slit>mi/

| chizig M,,(2;) nugtadan o‘tgani sababh 2A+B-+C=0

"1 i[M4=0 to‘g‘ri chizigga pedendikuiar bo‘]gani uchun
t 1/(0 bo‘iadi.

Im li-iiglamalarai birgalikda yechib topamiz: A=-~C, B=-C.
I\ |l koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:
~~Cx +=-Cy +C=0.
4 2
Hiiiuliin
(-3x+2y +4)C=0 yoki 3x-2j-4=0.
Ikkito ‘g ri chizigning kesiskiski

Id|=rl chiziglar umumiy tenglamalari
AX+BY+C, =0 va AX+BYy+ =0
Lil.m Iu'rilgan bo‘lsin va M,(x,,;_k,,) nugtada kesishsin (7 -shakil).
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U holda nuqgtaning koordinatalari har ikkala teng]am:iui

ganoatlantiradi. Shu sababli ikki  to‘g‘ri chizigning kesishish
nuqtasi koordinatalari

A;X,"' +C5 -0,
AX,+B,y,+C,:0 (1.21

sistemadan topiladi.
Bunda kesishish nugtasi orgah o'tuvchi  to‘g'ii

chiziglar dastasi
AX+B)y +C, +I("jX +BY +Cj)=0 (1.2?)

tengiama biian aniglanadi, buyerda A-sonli ko‘pa>luvchi.
8-misol. 2x-y-2=0a to‘g‘ri chizig bo‘ylab yo‘naltirilgiiii
yorugiik nuri x-2y +2=0 to‘g‘ri chiziqgda sinadi va gaytadi. Qajtuvclii
nur yo'nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. Yorugiik nurining gaytish nugtasi 2x-y-2=Q i
x-2y +2=Qto‘g‘ri chiziglaming kesishish nuqtasi boiadi.
Bu nugta M{x;y) boisin. Uni quyidagi sistemadan topamiz;
2x- y-2=Q
X-2y +2=Q
Bundan M (2;2).
Yorugiik nuri sinadigan va yo‘naltirilgan to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak tangensini topamiz. N
Berilgan to‘g‘ri chiziglamitig burchak  koeffitsiyentlari
k =~, =2 boiadi.

Bundan

72 3

1+--2 N

Bu son yorugiik nuri qgaytuvchi va sinuvchi to'g'ri chiziglni
orasidagi burchak tangensiga teng boiadi.
U holda



| pi iftilft * nil-ciiiytuvchi to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti.

N inim k /INiiliyotgan to‘g‘ri chiziq uchun: m (2:2), 2 .
1tl lilar hilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzaniz:
j'-2 =——(x-2
) 11(- A
iKkl
IX +11>--18 = 0.
ikki to g ‘ri chizigning ustma-usttmhishi
/ "k lcingYi chiziglar umumiy tenglamalari
AX+BYy+C =0, AX+BY+Cj=0
Itd,Ill m iil)!,an boMsinva ustma-usttushsin.
Hiiiiilm:
liiiiiichidan /Ji/j bo‘iadi va ~ =— = A tengliklardan -;Uj=:0,

A @
k i/, o kelibchigadi;
ikkinchidan to‘g‘ri chizigning har bir nugtasi, jumladan,
w Il rj luigtasi, to‘g‘ri chizigda ham yotadi, ya’'ni
Ax, +By, +C, =0, AxX*+By, +C, =0
hii Mill
i lengliklarning ikkinchisini A ga ko‘paytiramiz va birinchidan
Niiiiiiii/.:
(A,-M))x, +(fi, —-AA) +(C, —ACJ =0.
Hmnlim (’]=ACz2 kelib chigadi.
cinak, to‘g‘ri chiziglarning ustma-ust tushush sharti

A =A = (1.23)
A 5 C

itiifiliklar bilan ifodalanadi.
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3.1.4. Nugtadan io‘g‘ri chizlggacfea bo‘lgan masofa

Nugtadan to‘g‘ri chiziqgga tushirilgan perpendikulaming uzunligigii
nugtadan to g ri chiziggacha bo ‘lgan masofa deyiladi.

M,(%,,;>'0) nuqta va 4x +Zv+C =0 tengiama bilan / to‘g‘ri chizii]
berilgan bo‘lsin. nugtadan | to‘g‘ri chizigga tushiurilgaii
perpendikulaming asosini
bilan belgilaymiz (8—shakl).

U holda =X, -X,;y*-y,] va
A (x;/,) nugta / to‘g‘ri chizigda
yotgani sababli Ax,+By,+C=Q, ya’'ni
C=—~Ax,-By, bo‘ladi.

n={ANS vektoming | to‘g‘ri
chiziqga peipendikuiar  boiishi
ma’lum. Shu sababli nuqtadan
| to‘g‘ri chiziggacha boigan masofani
vektoming o‘qdagi proeksiyasining
xossalaridan foydalanib topamiz:

Mo XA+ i)l

d = \Vx-MMr
n¥Te?
IAXN +By® - Ax, - By, | IAC+B/N+CI
msiFTF

%
Shunday qilib, nugtadan to ‘g ri chiziggacha ho ‘lgan masofa

+By,, +CJ| 24"

fomiula bilan topiiadi.

9-misol. 3x+4>-4 =0 va ex+8j +5=0 parallel to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x+4;y-4 =0 to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy, masalan M¢(0;1)
nugtani olamiz. U holda berilgan parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi
(i masofa M(0;1) nugtadan 6x+8=+5=0 to‘g‘ri chiziggacha boigan
masofaga teng boiadi. Uni (1.24) formula bilan hisoblaymiz:

_16.0+8-1+5] 13
lo

d (ub).
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3.1.5. Mashqlar

I clii/iglarning burchak koeffitsiyentini va koordinata o‘glaiida

Til. .. m M 2)X=3;;-2;

¢ 4 5 s 2

i L' I'ii clii/.igning tenglamasini tuzing; 1) jW,(2;-3) nuqtadan o‘tuvchi va

I (t M iiuiiii;il vektorga ega boMgan; 2) MA{-2-y) nuqtadan o‘tuvchi va
I 1 M] \htiiilliruvchi vektorlarga ega bo‘lgan; 3) M,(-2;3) nugtadan o‘tuvchi
P Ji iju-ndikular bo‘lgan; 4) M\(3;2) nugtadano'tuvchi Oy o‘qda €=5 ga

“iMi M]inliivchi.

* Ifiij"liiiTialardan qaysilari to‘g‘ri chizigning normal tenglamasini
IHAUlimill *
1. Il 2);c-2,5=0; 3) Ja—j:s;-3=0; 4) Njc+—=th+2=0

| lo‘ff'ri chiziglaming kesishish auqtalarini va ular orasidagi burchakni

. , 1 0 2x-3y+4=0; 2) y=~"x-", 4x+3y~s=0;

t | 1 5 - 2 3
Al vii noning ganday giymatlarida mx+9y-+n=0 va 4x+m;"-2=:0 to‘g‘ri
iliMijhii 1) parallel bo'ladi; 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikular bo'ladi?
< Il ningganday giymatlarida to‘g‘ri chiziglar: 1) parallel bo'ladi;
i I'i ijii niiikular bo'iadi?
Il 1iiii'l s o, ZJc+3¥+3=o; 2) 2i-33'+4=0, mx-6y+ =0.
I. , lj/7-7 =0 to'g'ri chizigda koordinatalari 2x-y +4 =0 tenglik bilan
Jiii; 1.1(qun nugtani toping.

N .-(42 nugtadan o'tuvchi va koordinata o'qlari bilan yuzi 2kvadrat
liii ' LI Ifiig iichburchak ajratuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

*> ,i(-3;2),B(5;-2),C(0;4) bo'lsa, ABC uchburchakda BD balandlik

M. 2v-v+3=0 va x+y-2 =0 to'g'ri chiziglaming kesishish nuqtasidan
. liiM Ill va 3x-4y-7=0 to'g'ri chizigga perpendikular to'g'ri chizig tenglamasini
lit— iii)i
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12. To‘g‘ri burchaki teng yonli uchburchak gipotenuzasi orgaii o‘tgan to‘g‘ii
chiziq tenglamasi 3jc+2>-6 =0Odan va uchlaridan biri nugtadan iborat.
Uchburchakning katetlari tenglamalarini tuzing.

13. Parallelograromning iklci uchi AV} va B{2-2) nugtalarda yotadi wn
diagonallari (-1,0) nugtada kesishadi. Parallelogramraning tomoniari
tenglamalarini tuzing.

14. Agar A(BR), 51;1), C(3;5), 0(6;6) to‘rtburchaltning uchiari bo‘lsa, uning
diagonallari kesishish nugtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping.

15. Uchburchakning uchlari berilgan: J1(8;3),B(2;5),C{5;-1). Uchburchak
medianalarining kesishish nugtasidan o‘tuvchi va A+7 - 2=0 to‘g‘ri chiziqga
perpendikular to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tenglamasi 4jc-3y+9=0dan i

bissektrisasining tenglamasi a:-7>'+21=0dan iborat. Burchak ikkinchi tomonining
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi J15;1),i41;3) va medianalari kesishish nuqgtasi
M 3;4) berilgan. Uchburchak tomonlaiining tenglamalarini tuzing,

18. Uchburchakning ikki uchi J12;-2),S(-6;2) va balandliklari kesishish
nugtasi A/(I;2) berilgan, Uchburchakning C uchidan tushirilgan balandlik
tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak tomonlarining o‘rtalari berilgan: M,(I;-3),Mj(2;-2),M3(-34).
Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

20. Parallelogrammning ikki tomoni 2, T+y-2=0, x-y+\I=Q to‘g‘ri
chizigiarda yotadi va diagonallari M(-3,5;3,5) nugtada kesishadi. Parallelogramm
golgan tomoniari yotgan to‘g‘ri chiziglarning tenglamalarini tuzing.

21. x-2y+5=Qto‘g‘ri chiziq bo'ylab yo‘nalgan yorugiik nuri 3x~2y+7=0
to‘g‘ri chizigda sinadi va gaytadi. Qaytuvchi nur yo'nalgan to‘g‘ri chiziqg
tenglamasini tuzing.

22. Uchlari ~(2;3),5(-1;4),C(5;5) nugtalarda boMgan uchburchak og‘irlik
markazidan o'tuvchi va AC tomonga parallel to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

23. Bir uchi A(3;4) nugtada bo‘lgan va bir tomoni 2m+53+3=0 to‘g‘ri
tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizig"da yotgan kvadratning yuzini toping,

24. 4jc-3j'+8=0 va 8jc-6y-7= Oto‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni 5;c+12y-61=0 va 5x+\2y+\N=Q tenglamalar
bilan berilgan to‘g‘ri chizigiarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini
toping.
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4l 1" n iiiujladan o'tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik
,mlii,i lu io‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzifig.

I L "I m(Jtadan o‘tuvchi va S(5;-1),C(3;7) nugtalardan teng
mivici Naiiivi i 1(E°g A chiziq tenglamasini tuzing.
ei I'i H.’) nugtaning J(-5;1)ya S(2;-3)nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri

Lun* | [Mii |.siyasini toping.

N2, IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

I'.i kiMirclitiatalar sistemasida X,y o‘zgamvchilarning ikkinchi
ilrtbti'ili I M(Mamasi bilan aniglanuvchi chiziq tekisiukdagi ikkmchi
14111 «lu. Il deyiladi.

lliii  (Jiinday ikkinchi tartibli chizigni
il...n (\ koiiiisning tekislik hifan kesishish

11124¢ 1 idiliilidii hosil gilish mumkin. Shu sababli
IUiii'lii Liilihli chiziglar konus kesimlar deb
ell...... iierilgan | to‘g‘ri chizigni uni

I mmpih kesuvchi boshqga bir fiksiriangan
I b r Il ('lii/iq atrofida o‘zgarmas B burchak
wiiil I .ivlaiilirish natijasida hosil qilingan sirt
! 1Lii/rA(W// vdeyiladi (9-shakl).
liliiida / to‘g‘ri chizigga konusning
.M, /s, L to‘g‘ri cNIPAqga konusning o ‘gi, A 9-shakl.
1A [ii] 2 konusning uchi, konusning A nugta
bit 11l iiJiiililgan gismiariga konusningpallalari deyiladi.
Niii konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):
k-kislik konusning A uchidan o‘tmasa va konus o‘giga
. m[Miiilikiiiar bo‘lsa, kesimda aylana hosil boMadi;
li'kislik konus o‘qgiga perpendikuiar bo‘lmay, konusning faqat
i”ii | pallasini kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parallel
I'4 | |vada, kesimda e//5 hosil bo‘ladi;
IckisTik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning
wailliilMiiilan birini kessa, kesim{aparabola hosil bo‘iadi;
Ickislik konusning ikkala patasini kessa, kesimda giperbola hosi!
1" liuii;
Ickislik konusning A uchidan o‘tsa, kesimda nuqgta, tog i chiziq,
I. il'n chiziglar jufti hosil bo”ladi.
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TAN
Aylana Ellips Parabola Giperbola
> \ «
Nugta To'g'ri chizig To'g rl__c_:h|_2|q|a|
jiifti
10-shakl.

Ikkinchi tartibli chiziglar fan va texnikaning ko‘p sohalarida keng
qgo‘llaniiadi.

Bunga misollar keltiramiz. »

1 Ma’lumki, avtomobil g‘iidiraklari ayiana shaklida yasaladi.

2. Quyosh sistemasiiling planetalari quyosh joyiashgan umumiy
fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat giladi.

3. Agar parabola fokusiga yorug‘lik manbayi joylashtirilsa, nurlar
uning o‘qiga parallel ravishda gaytadi. Projektorning tuzilishi bu
X0ssaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot gilinganidek, yer yuzidan gorizontga qarab
burchak ostida v,,=11,2 /em/c (ikkinchi kosmik tezlik) boshlang‘ich tezlik

hilan chigarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz
uzoglashsa, v,,>Il,2 km/c boshlang‘ich tezlik bilan chigarilgan raketa

giperbola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz uzogiashadi, v/ <\N\2 kmlc

boshlang‘ich tezlik bilan chiqarilgan raketa esa yerga gaytib tushadi
yoki yeming sun’iy yo‘ldoshi bo‘lib goladi.



3.2.1. Aylana

I II'lit  I'ckislikda markaz deb ataluvchi berilgan nugtadan teng

yoliivchi nuqgtalaming
IINtii'liil. . “NN\aylana éQyisL.Ca
L.h'iliKihi nugtadan R
otriiili yo(iivchi nugtalarni
lin nugtalardan biri M(X;y)
lilt I'lin (1 1-shaki).

NN lii‘riflga ko‘ra, \MWIN=R
Mil i i) likki ikki nugta orasidagi

miidilii liiiiiiiilnsini qoliaymiz:
=R.
HIMeetlili
(X=xy+(y-y,y=R\ @.1)
' h [fin)—>lamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
[P I aylana markazi, R masofa. aylana ra/BVIQ deb ataladi.
I 0 da (2.1) tenglamadan topamiz:
= @2)

I* ") longlamamarkazi koordintaiar boshidano ‘tuvchi va radiusi
( i It w1 iiylanani .aniglaydi.
| niNl,  Koordinataiari x=Rcost, y=Rsmt tenglamalar bilan
pi-t|l iMivrlii M{X;y) nugta aylana nugtasi boiishini ko‘rsating.
Niiliigli. MPANY) nugta koordinatalarining har ikkala tomonini
~1 nil iiyil kuMaramizvahadlab go'shamiz:
+H=R'oos t+R~—sm't=R¥YAL Y +oost) =R

Jiih
XMy =R\

jtiniiik, koordinataiari x=Rcest, y=Rant, teR tenglamalar bilan
aiill'imVLhi MX-y) nugta markazi koordintalar boshida yotuvchi
/i gateng aylanada yotadi.
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Aylanani anigiovchi ushbu

|~ = /7 cos, 2 3)
li;=Asmz, /e[o;2;r] no

tenglamalar sistemasiga ayiananing parametrik tenglamalari deyiladi.

3.2.2. Ellips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki rmgtagacha
boigan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas kattalikka teng bo‘lgan
nugtaiaming geometrik o‘miga ellips deyiladi.

F, va Fj ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi boisin.
F.p2=2c, PM=r" belgilashlar kiritamiz.

Ellipsning ta’rifiga ko‘ra, PM+F*M =23, ya’ni
r+r,=2a, (2.9)

bu yerda o-o‘zgarmas son boiib, a>c.
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q fokuslardan, Oy o‘q F¥™
kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (12-shakl).
O holda F2(-c;0) va F;(c;0)boiadi.
M nugtaning koordinatalari x va y boisin deylik, ya’ni M(x;y).
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

r,="{x-cy +y*, r"-“ix+cf +y\ -

r,va ning bu ifodalarmi (2.4) tenglikka qo‘yib, almashtirishlar
bajaramiz:

mJ(x-cY+y"N + A +cy +yN =2a,
(x-cy+fr(2a~ M{x+cy+/y,
X" = 2Xc +cN +yN =4at - 4ar{x +c)N +y* +  +2XC +C‘ +yh,
an(x +cy +y" =a™ +xc,

a™x™ +2a’xc + +dy” =o' +2a"xc +xX'c\



/" 0’ —c~ (chunki a>c) belgilash kiritib, topamiz:

b =\

("> tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.

\ «cosi, y=bsmt tenglamalar bilan anigianuvchi M(Xjy) nugta ellips
hiii]1a'.i buMishini 1-misoldagi kabi ko ‘rsatish mumkin.

I llipsni anigiovchi ushbu

P (2.61
j =esini, ie[0;2;r]

I'illipsriing shaklini uning kanonik tengiamasidan foydalanib
miMli[lll_Viniz.

(;15) tenglikda x va y ning feqgatjuft darajalari gathashgani
'mimiii ellips Ox,0y o‘glarga va 0(0;0) nugtaga nisbatan simmetrik
Im Indi. Shu sababii (2.5) tenglamani x>0, y>0 da (i-chorakda)
B> xe liiri'sh yetarli bo‘ladi.

I-cliorakda (2.5) tenglamadan y=-4a"-x"* kelib chigadi.
a

Miindii A koordinata o0 dan a gacha o‘sganida y koordinata b dan
" iMKliii kamayadi. Ellipsning qolgan chorakiardagi shaklini koordinata
"m]lii igy nisbatan simmetrik qilib chizamiz (12-shakl).

lillipsda 0(0;0) nugtaga markaz, J,(a;0), A(-a,0), B,(O;b), BXQ-b)
tuiiJiiiliirga uchlar, A, B™B. kesmalaming 2a, 2h uzunliklariga mos
iini".lidii katta va Kkichik o'glar, a,¢ sonlarga mos ravishda katta va
Il Ink yarim o‘glar, P"M, F*M kesmalaming uzunliklariga fokai

i.tiliiislar deyiladi,
lillipsning shakli — nisbatga bogiig boiadi, ammo eilipsuing
a
i ikliiii a nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.
a kattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda o0 <s <y,
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chunki o <c<a. b”"=a'-c” dan E):J'I— 9_ ,yani - =
\gj

Demak, £->lda — >0, ya’ni b kichiklashib, elHps Oy o‘giga
parallel ravishda Ox o‘gga tomon siqilib boradi, aksincha £->0 da

a 31, ya’ni ellips aylanaga yaqginlashib boradi.

X=i£— to‘g‘ri chiziglar ellipsning direktrisalari deb ataladi.

12-shakl.

Ellipsning M nuqtasidan direktrisalargacha boigan d, va d*
masofalar uchun ushbu

d, d,
tengiiklar bajariladi (12-shakil).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun
rr=a-£X rh=a+g

formulalar hosii gilinadi.
Fokuslari oy o‘gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.



IIm ikkala hol wuchun ellipsning tenglamalarini va asosiy
" MLt Ui keltiramiz.

Markazi 0(0;0) nugtada bo'igan ellipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari
| ,+ N =] >pbh>0
a b 2
Killii 0 Ox dayotadi b
Ml la gateng;
kicliiko'q Oy dayotadi / o
vii 2b gateng;
liikuslar: F,(-c;0), PACSS) -b

rab\

a>U0>0

k'lUacrqg Oy dayotadi
Ml 2a gateng;
kichik 0'q Ox da yotadi b O
M 2h gateng;
lokiislar: P{Qm-c\ FNiQic)
= " ~a

A'M u=h bo‘lsa, u hoida (2.5) tenglamadan tenglama,
RIS arkazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng
mlliiiia (cnglamasi kelib chigadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi
I iilibitiadi.

" ifiisol. 4x* +9y* =144 ellipsning o‘glari uzuniiklarini, fokuslarining
I ii.iMliiiaialarini va ekssentrisitetini toping.
)-sghisk Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz;

Uuiidan d*“=36, =16.
Domak, a=e, €=4, 2a=12, 2; =8.

Sliuiiday qiiib, eiiips o‘glarining uzunliklari mos ravishda 12 va
M (Clig.



a va e ni bilgan holda c ni aniglaymiz:
=-Ja—-b" =a/36-16=2V5.
Bundan fokuslaming koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:
F,.(2V5;0),

_C _i4s _4s
a~ 6 " 3 m

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi beriigan ikki nugtagacha
bo‘lgan masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas kattalikka teng
boigan nuqtalaming geometrik 0‘miga, giperbola t/eyiiadi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q F, va fokuslardan, Oy o‘q
FF kesmaning o ‘rtasidan o‘tadigan gihb tanlaymiz (13-shakl).

M(x;y) giperbolaning ixtiyoriy nugtasi boisin. FF\=2c, FM=r,,
M=} belguashlar kiritamiz. Giperbolaning ta’rifiga ko‘ra,

Ir,-rJ=20, (2.7)

buyerda a- o‘zgarmas son boiib, a<c.
(2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishlar kabi
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chigaramiz:
«

buyerda =c”-a’.

(2 .8) tengiamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.8) tenglikda X va y ning faqatjuft darajalari gatnashgani uchun
giperbola ellips kabi Ox,0y o‘glarga va 0(0;0) nuqgtaga nisbatan
simmetrik boiadi. Shu sababli (2.8) tenglamani x>0, >>>0 da (I-
chorakda) tekshiramiz.

I-chorakda (2.8) tenglamadan y:;4x"~a" kelib chigadi. Bunda

Xx>a va X koordinata a dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham
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n Ib lioradi, ya'ni M(X;y) nuqta cheksiziikka intiladi. Bu intilish
m t)ili. yir/, berishini ko‘rsatish uchun koordinataiar boshidan o‘tuvchi

iMiii'luik koeffitsiyenti k=- gatengbo‘lgan j =-x to‘g‘ri chizigni
a a

eliti.niiiu. Bu chizig ushbu xossaga ega: nugta giperbola bo‘ylab
limi.ilmil ()ilib koordinata boshidan cheksiz uzoqglashgani sari bu to‘g‘ri
"Il i Jiida yaginlashib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi, ya’ni
mimpldlik yaqinlashadi.

Miiiiulay qilib, giperbola 1-chorakda A@;0) nugtadan o‘tib, y=-~x
a

tl I' M chizigga asimptotik yaginlashgani holda o‘ngga va yuqoriga

fi[Milioliming tarmoglari deyiladi.

13-shakl.

I' x-x tenglama bilan aniglanuvchi to‘g‘ri  chiziglarga
a

mirrrholaning asimptoialari deyiladi.

(iipcrbolada 4(a;0), AN(-a;0), S,(0;e), BM0;-b) nugtalarga uchlar,
I ( kesmaning 2a uzunligiga hagigiy o°‘q, kesmaning 2b
ii'imligiga mavhum o‘gq, a, b sonlarga mos ravishda hagigiy va
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mavhum yarim o‘glar, F,M, "M kesmalarning uzunliklarign,

fokal radiuslar deyiladi.
S :;kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

Bunda £>1, chunki o a.
A\
dan -:Jf— -1,ya’ni - =alf' -1.
a a
Demak, ekstsentrisitet birga ganchalik yaqgin boisa, — shunchalik
a
kichik boiadi, ya’'ni £:->lda — >0 va giperbola haqigiy o‘qi tomon

siqilib boradi, aksincha s kattalashgan sayin - ham kattalashadi va
a

giperbolaning tarmogqlari kengayib boradi.
jc==x- to‘g‘ri chiziglar giperbola«/«” direktrisalari deb ataladi.

Fokuslari oy o‘gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniglanadi.

Markazi 0(0;0) nugtada bo‘lgan giperbolaning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

1 =1

- haqiqiy 0‘q Ox da yotadi
va 2a gateng;
- mavhumo‘q Oy dayotadi

va 2b gateng;
—fokuslar: Fj(c;0);
c' =aHb,

- asimptotalari: y = +=r
a

- haqigiy o‘q Oy da yotadi
va 2a gateng;

- mavhum o‘q Ox da yotadi
va 2b gateng;

—fokuslar: K,(0;-c), F2(o;c);

- asimptotalari: y = i;j ;-

142



Jdifii il'olaiiing M nugtasidan direktrisalargacha bo‘lgan d, va o
NtVoi'liiliii iK'lum ushbu

d, d,

Iwiml'l liii bajariladi (13-shakl).
Mil ifiii'liklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

x>0 boiganda r,=£x-a, =L@+
X<0 boiganda r,=-a-sx, r=a-Ex

limhmiliilm hosil gilinadi.
AmlM o‘glari teng boigan giperbolaga teng tomonli giperbola
il Niliiili
11'ii(" lomonli giperbola
(2.9)

I nil'll)l. Ekssentrisiteti ga teng va M(a/3;v2) nugtadan o'tuvchi
(iijii iliuladiiig kanonik tenglamasini tuzing. Uning yarim o‘qglari

iiMiiili)ijiii, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining,
ilin ¢ isalarining tengiamalarini tuzing.

N hish. Maiumki, £:£:V2 yoki c”=2a\ Ikkinchi tomondan
a

W |~ Bundan a=b\ Demak, izlanayotgan giperbola teng

L. A/(V3Y2) nuqta giperbolada yotgani uchun n‘ av =
a
tmey L

I K'liiak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi

Mu lenglama bilan aniglanuvchi giperbolaning yarim o‘glari «=6=1
ii Miiilikka, fokuslari F,(\f20), koordinatalarga ega boiadi,

| .diiipinlalari y==x tenglamalar bilan, direktrisalari Xx=+ "
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3.2.4. Parabola

4-ta’rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nugtadan wn
direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chizigdan teng uzoglikda
yotuvchi nugtalarning geometrik o‘migaparabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha bo‘lgan masofani p (/>>0)
bilan beigilaymiz.

p kattalikka parabolaningparametri deyiladi.

Oxy koordinataiar sistemasini Ox o‘q direktrisaga perpendikular va
fokusdan o‘tadigan, 6>0;0) nuqta fokus va direktrisaning o'rtasida
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinataiar sistemasida

Az;o nuqta fokus, x= to‘g‘ri chiziq direktrisa bo*ladi (17-shakl).
v2 .

MPANY) parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘Isin.

M nugtaning direktrisadagi proyektsiyasini N bilan beigilaymiz.

Parabolaning ta’rifiga ko‘ra NM =MF.

Bundan
y
=JI X~j
5 ] +r. N v
/-]
2 P i P i
X 4+Pl-+— =X - »X +—-+V
A4 Ao
yoki o
yr=2pX. 2.10) N F
(2.10) tenglamaga  parabolaning \
kanonik tenglamasi deyiladi. P
Parabolaning shaklini uning kanonik 2
tengiamasidan foydalanib aniglaymiz. 14-shakl.

(2.10) tengiikda jning juft darajasi
gatnashgani uchun parabola Ox o0‘qga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

Shu sababli (2.10) tenglamani jc>0, >oda tekshiramiz.

1chorakda (2.10) tenglamadan y = -flpx keiib chigadi. Bunda x>0
va X koordinata 0 dan boshlab o‘sishi bilan y koordinata ham o‘sib
boradi. Shunday qilib, y>0 bo‘lganda M(x;y) nugta 0(0;0) nugtadan
cliigadi va x o‘sishi bilan o‘ngga va }oiqoriga gqarab  bu nuqtadan
cheksiz uzoglashadi. Parabolaning j; <o dagi shaklini Ox o‘qqa nisbatan
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el.....Ink (litity chizamiz (14-shakl). Bunda o0(0;0) nugta parabolaning
I ix .« \Ui] paraboianing o ‘gz deb ataladi.

I'lti.iholiiiiing ekstsenti-isiteti £ = ME =1gateng boiadi, direklrisasi

A liYiiglama bilan anigianadi.

I misol. y~=6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini
iH' M I'okusini toping.

)ri lii.'ih. Beriigan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
1) liiliin tagqoslab, ko‘ramizki, 2p =6 yoki p=3.

Il holda berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi

N vafokusi Fig - fiol boiadi.
2 "Eé"ojh u J
rimiholaning boshga kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.

Uchi 0(0:0) nugtada bo'igan parabolaning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

r
liikus: F ~;0 '
iikus U3 \

(lircktritsa; X = - ?

VIl O i oqga simmetrik; /

77

simmetriyao‘qi-Ojr o 1>0

. =2py

tiikus: /i O;# ;

dircklritsa: y = -y

vil Oy oqga simmetrik;

simmetriyao‘qi — Oy
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3.2.5. Ikkinchi tartibli cMziglarning
umumiy tenglamasi

Ikkita X va. y o'zgaravchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy
ko‘rinishda

AXM +2Bxy +Cy” +2DX +2Ey+F =Q  +B" (2.12)

kabi yoziladi, buyerda A,B,C,D,E,F- koeffitsiyentlar.

Oldingi bandlarda ta’riflari asosida ellips, giperbola va
parabolalaming kanonik tengiamalarini keltirib chigardik va xossalarini
o‘rgandik. Bunda chiziglaming markazlarini koordinatalar boshiga
joyiashtirdik va ulaming o‘glarini koordinata o‘giari bo'ylab
yo‘naltirdik.

Ushbu bandda (2.11) tengiama koeffitsiyentlarining mos
giymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesimlardan
birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniqglashini ko‘rsatamiz. Bunda konus
kesimning markazi koordinatalar boshida yotmasHgi va o'glari
koordinata o‘glariga nisbatan og‘ishga ega boiishi qiyinchilik
tug‘dirishi mumkin. Bu giyinchilikni bartaraf qilish uchun koordinatalar
usulining ikki qurolidan - koordinatalar o‘glarini parallel ko‘chirish va
burishdan foydalanamiz.

Koordinata a ‘glariniparallel ko ‘chirish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
boisin.
Koordinata o‘glarini parallel
ko‘chiiish - bu Oxy sistemadan uning
o‘glari yo‘nalishlarini va masshtablarini
o‘zgartirmasdan  fagat  koordinatalar
boshining joylashishini o‘zgartirish orqali
yangi O'x'y' sistemaga olishdir.
Yangi O'xy" sistemaning
koordinatalar boshi 0O' eski Oxy
sistemada  (x,;y,) koordinatalarga ega
boisin, ya'ni 0'(X,,;j,)- 15-shakl.
Tekislik ixtiyoriy M nugtasining Oxy’ sistemadagi koordinatalarini
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le 11 va OXY' sistemadagi koordinatalarini (X';y) bilan
li. 1]iil,iMni/,(15-shakl).
I litldii
OM =X +yj, O0'=xj +yj, OM=xX'i +yj.
| *>shiikldan topamiz: OM —00’ +O'M.
llimdan

Xi +yj =xj +yJ +Xi+ yj

X=X, +X, Y=V, +Y. (2.12)

1’ 12) formulalar M nugtaning Oxy  sistemadagi Py
kiMtiiliniilaiarini O'X'y sistemadagi {X-Y) koordinataiar orqali topish
jl'ikiimiii beradi va aksincha.

misol.  (jc-4)"+(j +I)»=36 tenglamani Oxy koordinataiar
ii'lt iiiiisini  parallel ko‘chirish orqali
Mtililnliislitiring.

)trhish. Berilgan tenglama Oxy
Jiiinitliiiatalar sistemasida markazi
Il 1) nugtada &otuvchi va radiusi

h yli Icng aylanani ifodalaydi.

rJry koordinataiar sistemasi
1., r)=0'@4;-1) nugtaga parallel
bl ( liirilsa, berilgan tenglama yangi
I»\W sistemada ham aylana tenglamasini
1 imli. 6~shakl.

(2,12) formulalarni go‘llab, topamiz:

X'=X=-X,=X=-4, y'sy-y~t=y +l

11holda berilgan tenglama O'X'y’ sis-temada
X'"+y"=36

Im liiiishni oladi, ya’ni markazi koordinataiar boshida boigan va radiusi
r (@ gateng aylanani ifodalaydi.
Aylana grafigini va O'XYy' sistemalarda chizamiz (16-shakl).
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Koordinata o ‘giarini burisk

Tekisiikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
boisin.

Koordinata o‘glarini burish - bu Oxy sistemadan uniiig
koordinatalar boshmi va o‘glari
masshtablarini o‘zgartirmasdan

fagat koordinata o‘qglarini biror
burchakka burish orqali yangi OX'y
sistemaga oiishdir.
Oxy sistemani O nugta atrofida
soat strelkasi yo‘nalishiga teskari
yo‘nalishda a burchakka burib,
sistemaga o‘tamiz. Tekislik
ixtiyoriy M nuqtasining Oxy
sistemadagi koordinatalarini  (X;y)
bilan va OXY sistemadagi koordinatalarini (x';y) biian beigiiaymiz.
Mnugqta radius vektorining uzmiligi r ga, uning OX' o‘q bilan tashkil
gilgan burchagi pgateng boisin (17-shaki).
17-shakldan topamiz:

x =rcosip, Y =rSEICp, (2.13)
X=rcos(¢ +a), Y =rsm{c>+a). 2na)

(2.14)  tengiiklar ustida almashtirishlar  bajaramiz va
(2.13) tengliklami hisobga olib, topamiz:

X=roos(izzHa) '=r(cos<pcosa —sin (»siaa) =

= (rcos”)cosa —(rsin®)sinc!; = x'cosar —y'sin«,
Y = rsin(i3 +a) =r(sin ipcosar +C0S¢SMa) =

=r(cosf)sina +r(sin”) cosa =x'sina +Y cosa.
Demak,

X=X cosa-Vsma, y=xXsma +y cosa. (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o‘qlarini burish fonnuialari deyiladi
Bu fonnulalar M nuqgtaning Oxy sistemadagi (x;y) koordinatalarini
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11 aill iiiiiilagi (x';y") koordinatalar orgali topish imkonini beradi
I Iti~IM. 11l

c xy=-2 tenglamani koordinata o‘glarini 45°ga burish

1.1 hnli. (2.!5) tengliklardan a = 45"da topamiz:

X =Xx'c0s45° -7'sin45° =~ (x ' -y"),

V=x'sind5° H- vicosd5“ =~ - (X’ +y").

l«1l Il w -2 tenglamaga qo‘yamiz:

~(X'-y)~ (X' +y)=-2,

llii lenglama giperbolaning kanonik
<ii|iliiiiiiisi  hisoblanadi, ya’'ni XF—2
ILii]iliiiii.i hilan aniglanuvchi chizig Oxy
w i A —=1 tengiama bilan

tiiii [liiiiiivehi  giperbolani ifodalaydi.

ji. iiiiik.  y=-- funksiyaning graiigi
X
Liiiii]i](iliilari koordinata o‘giari  bilan
Il iiiiii lis! tushadigan teng tomonli
iiJii ilinliidan iborat (18-shakl). I1S—shakl.

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani soddalashiirish
Ikkinchi tartibl umumiy tenglamani qaraymiz:
A +2Bxy +Cy™ +2Dx +2Ey +F =0. @2.11)

Hiiiida /?-/-Oboisin. Koordinata o‘glarini a burchakka buramiz,
I (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalami yangi
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koordinataiar orgali ifodalaymiz:
A(x'cosa-y'smaY +2B{x'cosa -y's,ma){x'sh.a +j'cosa) +
+C(x'sinor +j'cosa)™ +2D (x'cosor - y'sma) +2E{x'bwa +y’cosa) +F =0
yoki
+2B Xy + +2D X' 42Ey + =0,
bu yerda
= Acos™a +2Bcosai,ina +Csm” a,

A =(C-")sin«cosa +5(cos™cr-sin’cir);
Cj = Asm"a -2Bcosasma +Ccos” a;

£)j =Dcosa +jEsina; £, =£sina-£)cos«; F, =F.

a burchakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tengiamada
x'y' oididagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

=(C-")sinQrcos«r +i?(cos™Q:-sin”a) = 0

tenglik bajarilsin.
Bundan

Shunday  qiiib, koordinata o‘glarini (2.16) shartni
ganoatlantiruvchi a burchakka burish (2.11) tenglamaifi quyidagi
tenglamaga keltiradi:

AN +Cj'A +2D,X' +2E,y +F, =0, AM+BA0O. (2.17)

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylanani (4 =C,da),

yoki ellipsni (4 C, >0da), yoki giperbolani (4 C, <Oda), yoki
paraboiani ([ Cj=0da) aniglaydi. Bunda ellips (aylana) uchun - nugta
yoki mavhum ellips (aylana), giperbola uchun - kesishuvchi to‘g‘ri
chiziglar juftligi, parabola uchun - paralle! to‘g‘ri chiziglar juftiigi kabi
buziiishlar boiishi mumkin.

Isboti. 4 =Cj boigan holni batafsil tahlil gilamiz.

i =C, da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz;

ax" +a0  +2D./+2E\V +F,=0,
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FNEYNE2A X 2N +N =0,

r o\ .4- +y'N+2-fy' + B =0,
{A n, v4 A [A) A)
i
.. D N Bx (2.18)
A k a, Al A
liiiMilii, (2.18) tenglama va raos ravishda (2.17) tenglama:
n e 2 boiganda markazi O, A nuqtada
[ai a AT A
| mali ilii'iiii va radiusi R = - -L ga teng aylanani aniglaydi;
A ~Aj A

r
— l=oboiganda «x H_D + y+—\=0 ko‘rinishga
A A A>

I. Mill liu tenglikni yagona O, A ._"  nugta koordinatalai'i
v a’' A/

« iiiniillimliradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» de/aiadi;
) {_A' —~ " -—<0 boiganda hech bir chizigni aniglamaydi.
A

Hunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.

(Oolgan hollarda teorema shu kabi tahlil gilinadi.

SIimnday qiiib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama)
il. .\ tartibli chiziglardan birini anigiaydi.

7-misol. 4x"-25/-24a: +50j-89 =0 tenglama bilan berilgan
il.kmclii tartibli chizig ko‘rinishini aniglang.

Ycchish. Berilgan tenglamada A=4, C =-25.

Hundan ”~mC=4-(-25)<0.

Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi.
I'engiamada almashtirishlar bajaramiz:

4x- —6X+9)~ 25" - 2;; +1) -36+25-89=0,
4(jc-3)"-25(>>-1)"=100,
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(x-3r (y-ir »
25 4
Demak, berilgan tengiama simmetriya markazi 0(3;1) nugtada
joyiashgan vayarim o‘glari a=5 h=2 ga teng boigan giperbolani
aniglaydi,

3.2.6. Mashqlar

1. Aylananing tenglamasini fuzing: 1) markazi Mj(-1;3) nuqtada joyiashgan
va radiusi [1=6 ga teng boigan; 2) markazi nuqtadajoyiashgan va A(4;4)
nugtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan. birining uchlari B(-!;3) va C(-3;5) nugtalarda
boigan; 4) £48,-4) nuqgtadan o‘tgan va koordinata o‘giariga uringan; 5) markazi
M(2;-1) nugtadajoyiashgan va urinmalaridan biri 3n+4y+3=0 to‘g‘ri chizigda
boMgan.

2. Aylanalaming markazi va radiusini toping;
1) +yM+Zx-14y +16=0, 2) X“+y"+Ax-6y-3 =(;
3) XN yN-x+2y-1=0; 4) 9"+ [ +3x-7>'-1=0.
3. A(l;-2) nugta berilgan. Uning aylanalaming ichkarisida, tashgarisida
yoki ustida yotishini aniglang.
1),*4/=5; 2)xXMy"=9:
3) T +Y-8n-4;"-5=0; 4) +Y-10x+8>—=0 N
4. XN +yN-2x+4y-20 = Oy& " +y*-\0y—+20 = Q tenglamalar bilan

berilgan aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

5. Z%:lio‘g‘ri chizigdan koordinata o‘glari kesgan kesrnani diametr

gilib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.

6. ARZ—T), S(3;4) nugtalardan o‘tgan va markazi *->-4 =0to‘g‘ri
chizigdajoyiashgan aylana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari A(-2;2),B(0;-2),C(-V-\) boigan JIBCuchburehakka tashqi
chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

8. kning ganday giymatlarida >m=kx to‘g‘ri chizig x*+y" -&Xx-Zy +i6 =0
aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

9. (x-4y +(y-2¥ =4 aylanaga uringan va koordinaialar boshidan o‘tgan
to‘g‘ri chiziglar tengiamalarini tuzing.
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Kl Aylfiiia tenglamalarini parametrik ko ‘rinishga keltiring:
i Kug 2N +yr=ay; 3) +yr=2x+2y.

11. l'okiisliiri Oy o‘gqda 0(0;0) nuqtaga nisbatan simmetrik joylashgan va
‘(Hwviilii)',!  Klwirlliimi  qanoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:

I I liik ('i)i 12 ga va ekssentrisiteti * ga teng; 2) fokusiari orasidagi masofa
Il im M tkssenirisiteti ~ gateng;  3) M,(6;0)va M0;9) nugtaiardan o‘tgan;

Il iliM'kliisaliiri orasidagi masofa ”~ gava ekssentrisiteti f =] ga teng.

2 2
12. —-+" =1 ellipsgatomonlari ellips o‘glariga parallel gilib kvadrat ichki

*lii.'lIniiii. Kvadratning yuzini toping.

LV h20/-100 =0ellipsning ;c+;;-20=0 to‘g‘ri chizigga parallel boigan
iiniiiiiiisi icnglamasini tuzing.

14. Uhx"+25y" -400 = Oellipsning bir fokusidan uning kichik o‘qiga parallel
" i]tiiii va(ari uzunligini toping.

-2 2
172, 5—O+A]§=:Iellipsning nuqgtasidan uning o‘ng fokusigacha boigan

IHMlin cliap fokusigacha boigan masofadan to‘rt marta katta. M(x;y) nugtani
i"iiiif>,

K». ~ + ~ =1 ellipsning nuqtasidan uning chap fokusigacha boigan
Miiiyolii ()'ng fokusigacha boigan masofadan ikki marta katta. .M(x;y) nuqtani
I'IHiiK,

17. Fllipsning bir fokusidan uning katta o‘gi oxirlarigacha boigan masofalar
* Ml Kgil (eng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

1« Ellipsning tenglamalarini parametrik ko'rinishga keltiring:

1) K« 1-25/-400=0; 2) 144,c"+25/-3600=0,

19. je+2v-7 =0 to‘g‘ri chiziq bilan ;t"+4/=25 ellipsning kesishish
(iinliiliinni toping.

2«. Fokusiari ordinatalar o‘gida joylashgan va quyidagi shartlami
i]iiiioiillantiruvchi giperboianing kanonik tenglamasini tuzing: 1) direktrisalari

lg 5
ciiiisidiigi masofa -- ga va ekssentrisiteti -ga teng; 2) direktrisalari orasidagi

Mii,‘iolii ..|3—ga teng va asimptotalari tenglamalari y:-i_-—sx; 3) direktrisalari
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orasidagi masofa 2 ga va hagiqgiy o‘gi 8 ga teng; 4) direktrisalari orasiilniii

masofa * gava fokuslari orasidagi masofa 14ga teng.

21. Giperbolaning nugtalaridan biri va asimptotalarining tenglamalari
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

1) M(6;2),y =£"x~, 2) M(4;2),y =+ ~x ;

M), == 4) N©E:3)i.=% " x

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Uning asimptotalari orasidagi
burchakni toping.

23. Giperbolaning asimptotasi hagigiy o‘q bilan Zga teng burchak tashkil
giladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24, 5 \Iy* -85=0 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokuslarga ega bo‘Igliii
teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

25. Giperbola 15x"+9y"=115 ellips bilan bir xil fokuslarga cgii
Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini
tuzing.

26. Assimptotalari 0'(2;-3) nugtada kesishuvchi va nugtadan o'tuvclii

giperbola tenglamasini tuzing.

27. Giperbolaning );=3—X:__—§ tenglamasini sodda ko‘rinishga keltiring.
28. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko‘ra parabolaning
kanonik tenglamasini tuzing:
1 F(-3;4), -5=0; 2)F(5;3)y +2=0.

29. Berilgan tenglamasiga ko‘ra parabolaning uchini va simmetriya o'qining
tenglamasini aniglang:

N y? -2y +]6x +65=0; 2) 2x~ +>>-8j:+5 =0.

30. Berilgan tenglamalar ganday chiziglarni aniglaydi?

2
x=Ue"“+e-*), x=—t‘
) i ’ 2) 3
/\:7
2)y=-2vjc'+I; 4) X=-JjT+4.
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boigan r masofa va Op qutb o‘gi bilan OM yo‘nalgan kesraa orasidiii'i
(p burchak bilan aniglanadi (Op nurdan boshlab burchak yo‘nalishi
soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanlanadi).

r vz. (p sonlariga M nugtaning

qutb koordinatalari deyiladi va I/M{r,(p)
M{r,cp) deb yoziladi. Bunda r masofa
qutb radiusi, ¢ burchak qutb

hurchagi deb ataladi (19-shakl).

Tekislikning barcha nugtalarini
aniglash uchun r @ kattaliklarni
O<r<+co, -7i<(p<n chegaralarda
olish yetarli boiadi. Bunda tekislikning g
har bir nuqtasiga yagona r va °
sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har
bir i) sonlar juftiga tekislikdagi
yagona nugta mos keladi.

Nugtaning qutb va to‘g‘ri burchakli koordinatalari orasidagi
bogianishni  topamiz. Bunda to‘g‘ri  burchakli koordinatalar
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o‘qini
qutb o‘gi bilan ustma-ust tushadigan

19-shakl.

qgilib tanlaymiz (20 -shakl). \V]
M nuqgta X va y to‘g‘ri burchakli
koordinatalarga, r va ¢ qutb koordi- y M\
natalarga ega boisin. »
20-shakldan topamiz: r/
X=rdB0), y*rsmg). (8.1)
. . . 7r P
Bu tengiiklar nugtaning to‘g‘ri 0 1 > .
burchakli koordinatalarini uning qutb
koordinatalari bilan bog‘laydi. 20-shekl.

(3.1 tengliklardan nugtaning qutb
koordinatalari bilan uning to‘g‘ri
burchakli koordinatalari o‘rtasida quyidagi bogianish hosil gilinadi;
r=-xX"+y tg9= — 3.2
Bunda < burchakning giymati nuqtaning joyiashgan choragiga

(x,y larning ishoralari asosida) garab, -n<qg)<n oraligda tanlanadi.
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n holda
rcos(0;-") =p. (n)
(3.4) tenglamaga to'g'ri chizigrning qutb tenglamasi deyiladi.

2-misol. M,f5;—/ va M,(5;0) nugtalardan o'tuvclii to‘g‘ri ciiizicimiiK
2

qutb tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri cliizigning M, va nugtaiai' orasidagi kesiinnl
katetiari 5 ga teng boMgan to‘g‘ri burchakil uciiburciiakmiiii
gipotenuzasi bo‘ladi. Bunda qutbdan to‘g‘ri cliiziggaciia bo4\vn
masofa to‘g‘ri burciiak ucliidan
gipotenuzaga tusiiirilgan  balandlikdan
iborat (22 -shak!).

Uning uzunligini (/ini) vayo‘nalsliini
(a ni) topamiz:

OM-OM* _ 55 5v2 __s
A +OMI| ~Vs" +5' ~ 2 4

U hoida (3.4) formulaga ko‘ra.

n .
rcod (p— s4i
4.

Konus kesimlarining qutb tenglamalari  ~

Konus kesimiarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) qutli
tenglamalarini keltirib chigaramiz. Bunda chiziglaming fokuslaridan biri
gutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko‘rinislini oladi.

Konus kesimiarning tenglamalarini keltirib chigarishda ularning bar
bir nugtasidan fiksirlangan nugtagacha (fokusgacha) bo‘lgan masofaning
fiksirlangan to‘g‘ri chiziggacha (direktrisagacha) bo‘lgan masofaga
nisbati o‘zgarmas kattalikka — ekstsentrisitetga teng bo‘lishi xossasidan
foydalaniladi. Bunda konus kesim £-<1 bo‘lganda ellipsdan, ~=1
bo‘lganda paraboiadan va e>i bo‘iganda giperboladan iborat bo‘ladi
(23-shakl).

/-konus kesimlardan birining tarmog‘i, F-bu tarmogning fokusi,
U?-qutbdan chapda joylashgan vertikal dijrektrisasi, ”~-ekstsentisitet
bo‘lsin. Fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofani p bilan
beigilaymiz (24-shaki).



J 1 { >(0:0)

e =1 S
M
Q

Z o
Q
<

23-shakl.

Il hjilii ixtiyoriy M(r,ii7)nuqtani olamiz.
I Imilla konus kesimlaming

».. t Kii I'll, ---=£ bo iadi.
M
Mtii'liiii  I'M =£QM yoki
IV i{/IF+FN)=£(p +rcos").

"ii/(i tenglikni r ga nisbatan

s-P (3.5)
\~£COS(p

i lIcnglamaga konus kesim-
tjiilh tenglamasi deyiladi. Bu

24-shakl.

/ htth. Konus kesimlaming qutb tenglamalari  direktritsaning
I" 1l .liisliiga bog‘liq bo‘ladi:

VCV-AWAAVMIG VES WSS VOAM MV VAMSVVAVNA

Direktrisaning holati —tengiama

n
«iliKiil va qutbdan chapda- r = Sp - 2
N\ -SCOH(p direktrisa
=3
.ilikiil va qutbdano‘ngda- r=— ?-£f—m
1+ETCoOsSI
. Sp-
| I va qutbdan yuqorida- r = -
~N/-3 0 3\ 0
(Miii/.orilal va qutbdan pastda - r- — — . = -
l-esin”™ i+sin”



Boshqga chiziglarning qutb tenglamalari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini
garaymiz.

Uzunligi 2a(ii>0)ga teng boigan AB kesma uchlari bilan biror
to‘g‘ri  burchakning tomoniari bo‘ylab sirpanib harakatlanayotgan
boisin. To‘g‘ri burchakning O uchidan bu kesmaga OMperpendikular
tushurilgan (25-shakl). AB kesmaning harakati vaqtida OM
perpendikular A/asosining traektoriyasini topaylik.

Masosning  (nugtaning) traektoriyasini qutb  koordinatalar
sistemasida tuzish uchun to‘g‘ri burchakning O uchini qutb, OA o‘gni
qutb o‘gi deb olamiz. wnuqtaning qutb koordinatalarini r, @ deb
belgilaymiz, ya'ni M{r;(p) deymiz.

AOM uchburchakdan topamiz:

OM—Qrc (s
r = OACOSC>.

AOB uchburchakdan topamiz:
OA= ABsing,
OA = 2asmcp.

Bundan M asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:
r =asm2(p.

Bu tenglama bilan aniglanuvchi chiziq to‘rt yaprogli gul deb ataladi.
Uning grafigini a=1da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakl).
> with(plots):

> COo6rds=38lar,
fr8iEes-60,BttBispohiis--100);

26-shaki.



I

Mitcmatikailing keyingi bo‘iimiarining misol va masalalarini
‘In .lulii foydalaniladigan chiziglarning grafiklari va ularning qutb
'h piiraiiietrik tenglamalari 1-ilovada keltiriigan.

3.3.3. Mashqlar

I. AF3l) va 5(-V3;-l)nugtaiaming qutb koordinatalarini toping.

I N
. 2- vas\],'—g—jnuqtalarning to‘g‘ri burchakli koordinatalarini

: A(S .vaB i nugtalar orasidagi masofani toping.
. 4 r lav

m Uchlari O qutbdava A{rr,g>, nugtalardajoyiashgan OAB

5. Ikkita garama-garshi uchlari A 2;-~ B 1—Itt nuqtalarda bo‘!gan
t i.lhiliiing yuzini toping.

(» Kvadratning ikkita qo‘shni uchlari berilgan: A 6;% 2; 3]
t " LIlilllillg yuzini toping.

7. Itcrilgan tenglamalami dekart koordinatalarida yozing:

unl I§iK7 2) r =503Big
"1 i N7, 4) r = 400s2<;
I . 6) r=_ 3 .
I 1 smi/? 1 — QBi»
2 _, 8)r = K2
' 1 3u)S(9’ 3 +5sin<o

N, Hcrilgan tenglamalarni qutb koordinatalarida yozing:

1 2) y=2x-I;
"l e 4)
I 1r 2avm; 6) “v=4;

* I L 1 8) =



9. Berilgan tenglamasiga ko‘ra chizigiaming turini aniglang:

Dr=— 2)r=-_~n
2+sinp’ -1 +2c0s¢g>’

r=~ ——; A)r=- 7
I+cosit | —emp

10. Berilgan chiziglaming grafiklaiini £=1, e= > f= 2 larda chizing;

1) r=—-%__; 2)r=- e
| + ECOS<p’ I+ £.sin<»"
4s 4k
r=———: 4) f=-
3 1—£sin® ) |-ecosg)

3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazoda sirt va chiziq

Umumiy boshlang‘ich O nugtaga va bir xil masshtab birJigiga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikuiyar Ox, Oy va Oz o‘glar fazoda to‘g‘ri
burchakli Oxyz koordinataiar sistemasini hosil giladi.

Oxyz koordinataiar sistemasida uchta X,y va z sonlari fazodagi har
ganday M nugtaning o‘mini to‘lig aniglaydi. Bunda nugta M(X,y;z) kabi
belgilanadi, x ga M nugtaning abssissasi, y ga M nuqtaning ordinatasi,
z ga A/nuqtaning applikatasi deyiladi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nugtalarining
X,y,z koordinatalari orasidagi bog‘ianishni
anigiovchi uch noma’lumli

Fxyz)=Q
tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari uch noma’lumli F\Xy,z2)=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi Oxyz fazonlig barcha M(X\y;z) nugtalari to‘plamiga

fazoda shu tenglama bilan aniglanuvchi sirt deyiladi.
Fazodagi sirt Xx=>{U,v), Y=j (m,v), z =z(m,v), (m;v)e D  parametrik
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it ti]iliiimliir bilan ham berilishi mumkin, bu yerda x(u,v),y{u,v),z{u,v)-
(" olhiilii berilgan sirt barcha nuqgtalarining va fagat shu nugtalaming
~m. [limill;llarini beravchi ikki o‘zgaiwchili funksiyalar.

MiiSiilan,

N\ A'sinwcosv, >=Jisinwsinv, z =Rcosu, O<u<”, 0<v<2n:

I' li iiiv'irik lenglamalar ifodalaydi.
| w/odagi chizigni ikki sirtning kesishish chizigi yoki ikki sirt
[/ T'liizigni aniglovchi ikki sirt F(x,y,z) =0 va G(x,y,z) =0

I' Mliljinialar biian berilgan bo‘lsin (27-

—iiill). U holda | chizig ikkala

t ii)iliiniiini ham  ganoatlantiruvchi

Wi I'.;) nugtalar to‘plamidan tashkil

i"Jiii(li.
Koordinatalari

'F{x,y,z) =4,

\Gix,y,z) =Q
11 Mfijamalar sistemasini
i Jiiii(mllaniiruvchi Oxyz fazoning

li Mi'liii M{x;y;z) nugtalari to‘plamiga
mniiliigi  shu tenglamalar sistemasi
Imiiim ."uiiglanuvchi chizig deyiladi.
Shu Icabi, Qhij'z fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu
i lii/it] barcha nugtalarining x,y,z koordinatalarini aniglovchi

IF(x,>>2) =0,
G(xy,2) =0
ii'H)",lamalar sistemasiga aytiladi.

I'azodagi chizigni nuqtaning trayektoriyasi deb garash mumkin.
lliliula  chiziq r =r{t) vektor  tengiama  bilan  yoki
I 4/), y—=y{t), z--z{t), /e r parametrik tenglamalar bilan beriladi.

Masalan,

X =Rcosat, y =Rsh)at, z= I_ t
n

parametrik tenglamalar vint chizig‘ini ifodalaydi.



Fazodagi anaiitik geometriyada sirlii (yoki to‘g‘ri chizigni]
o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi; geometrik xossalariga ko ‘ra, sirtning
(yoki to‘g‘ri chizigning) tenglamasini keltirib chiqgarish; tenglamasigaj
asosan sirtning (yoki to‘g‘ri chizigning) ko‘rinishi va xossalarini]
tekshirish.

3.4.2. Tekislik iengiamalari

Tekislikning fazodagi  o‘rni turli parametrlar bilan (masalan,
tekislikning koordinata o‘glarida ajratgan kesmalari bilan) bir giymatli
aniglanishi mumkin.  Shu sababli parametrlariga ko’ra tekislikning
turli tenglamalari keltirib chigariladi.

I. Tekislikda yotwchi nugta va to'g'ri chizigga
perpendikular bo lgan n={A:B;C} vektor berilgan.
Tekislikka perpendikular

boigan har ganday vektorga
tekislikning normal vektori deyiladi.

I tekislikning ixtiyoriy
M{x;y;2) nugtasini  olamiz.
M wva nuqgtaiaming radius
vektorlari mos ravishda r va
boisin.

U holda - boiadi.

M va tekislik nugtalari

boigani uchun M,,M vektor

tekislikda yotadi va tekislikning
normal vektoriga perpendikular

boiadi, ya'ni TiLM™M (28-shakl). Ikki vektoming perpendikularlik

shartiga asosan tekislik
tenglamasini topamiz:

>7(F-F.,) =0. (4.1)

Bu tenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
4.1 tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining
koordinatalarini go‘yib, topamiz:

AX-xJ+B(y-yJ+C(z-2z,) =0. 4.2)
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it li ii)." liimaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.
Idiiiiim)',(Iclv, (4.2) tenglamaga berilgan nugtadan o'tmchi va
ttfiviiiii Xkiorgaperpendikular tekislik
ilcyiladi.
I inniil.  A/(345 nugtadan o‘tuvchi va normal vektori
I i.’l IH)y'lgan tekislik tenglamasini tuzing.
) llush. Masalaning shartiga ko‘ra,

x,=3,j>,=4,2,,=5, A=-1B=-3,C=2
1 1 lii'lda (4.2) tenglamadan topamiz;

(-)-(jc=38) +(-3)-(v-4) +2-(z-5) =0
Nilki
Ir+3; -2z-5=0.
I Tekislikdayotuvchi uchta M,(ji:,;>;,;z,)./V/,(X,;yi:Zi), MMX.;.y;.2"Y)

NW/Z/1writgun.
¢ li'kislikda yotuvchi ixtiyoriy M{x\y,z) nugiani olamiz va

MM ={x-X;J -y,;z-Zj},

M,M, ={X3 -Y,=Z, — Z]

hnihinii yasaymiz.
Hiiiuki vektoriar komplanar bo‘ladi
("< liiikl). Vektorlaming komplanarlik shartidan topamiz:

V y_yy Z\_Za
W >z A2-2 =0. (4.3)

V y.,-y, Z3-Z,
(1,3) tenglamaga berilgan uchta
iiii.litiilan o'tuvchi tekislik tenglamasi

3>vihdi.
I 1,1) tengiamada
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belgilash kiritib, topamiz:

X - X y-vy, z-2,
Xz-x, y"-y, Z,-Z, =0 4.4
4.4 tengfamaga berilgan ikkita nugtadan o'tuvchi va berilgal
vektorgaparallel tekislik tenglamasi deyiladi.

Shu kabi

s"=M,M={p"-,q";I"}
belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

X=X, y-y, 2-Z,
Pi =0. (45)
Pz

(4.5) tengiamaga berilgan
nugtadan o'tuvchi va berilgan ikki
vektorga parallel tekislik tenglamasi JE X
deyiladi.

Mi(x,;j,;z,), Mj(X,;j,;z,)va im
MAix,;y{,z") nugtalar a tekislikning raos
ravishda OXx, va Oz o‘qglarda yotuvchi
nugtalari, ya’ni M,(a;0;0), Mj(0;e;0) va
M, (0;0;c) boisin (30-shakl).
U holda (4.3) formulaga ko‘ra.

30-shakl.

X-a y z
~a b 0 =0
-a Q c
boiadi.
Bundan
hex —abc +abz +acy = 0, bcx +acy +abz = abc
yoki
Xy oz (4.6)
abec
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] ililikldan ko‘inadiki, a,b, cmos ravishda a tekisliknmg Ox, Oy
i.t.i n‘ijlarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Mill siibabii  (4.6) tenglamaga tekislikning kesmaiarga
M. Il /(Hglamasi deyiladi.

"liistd.  M,,(2;-1;3) nugtadan o‘tuvchi, 5={3,0-1} va h={-3;2;2}
" mh iH liii ga parallel tekislik tenglamasini tuzing.
Nuliisk Izlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan

eilitM I/

X-2 y+I z-3
3 0 -1 =0,
-3 2 2

(x-2)-2-(>.+1)-(6-3) +(z-3)-6 =0,
2x-3j+6z-25=0.

< misol. Ox, Oy va Oz o‘qglarda mos ravishda 2, (-4) va 6 gateng
mialjir ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

)((mhisk Masalaning shartiga ko'ra: a=2; b=-4', c=6.

10kislikning kesmaiarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

Xy ¥ 322y,

2 (-4) 6

6x-3j; +2z-12=0.

lll. Tekislik fi=0OP normalining
< imlipN p va  birlik  vektori
| os«; cos/J;cos/} berilgan.
a tekislikda yotuvchi ixtiyoriy
nugtani olamiz. Bu nuqtaning
Ltililis vektori F=O0M ={jc;j;;z} bo‘isin
(1L -sluiki). Bunda 7 radius vektoming
vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi
A I.i lerig bo*!ladi, ya’ni
npj=p.
Itundan

re=p, fe-p=Q



yoki
Xcosa +j;cos;6 +zcosv-j!7 =0. 4.7)

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chigarilgan (4.1)~(4.7) fonnuialar asosida ushbu xulosa
kelib chaqgadi:

x,y,z 0'zgaruvchilaraing har ganday birinchi darajali tenglamasi
fazodagi biror tekislikni ifodalaydi va aksincha, fazodagi har ganday
tekislik x,y,z o‘zgaruvchilamiiig biror birinchi darajali tenglamasi
bilan aniglanadi.

Demak, har bir < tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+D =0 (4.8)

ko‘rinishdayozish mumkin, bu yerda D -ozod had; A" +B- +C»

(4.8) tengiamada n={AB-C) bo‘lishini (4.2) tengiama yordamida
(to‘g‘ri chizigdagi kabi) ko‘rsatish mumkin.

(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

(4.8) tengiamada: 1) A=0 bo‘lsa, tenglama By +Cz-i-D=)
ko‘rinishga keladi. Bunda tekislikning n={0;B;C} normal vektori Ox
o‘qga perpendikular bo‘ladi. Shu sababli tekislik Ox o‘qga parallel
bo‘ladi. Shu kabi i5=0 da Ax+Cz +D =0 tenglama Oy o‘qqa paralicl
tekislikni, C=0 da Ax+By+D=0 tenglama Oz o‘qga parallel
tekislikni ifodalaydi; Ax+By+D =0 tenglama 0z o°‘qga parallel
tekislikni ifodalaydi;

2) D=0 bo‘lsa, tenglama Ax+By+Cz =0 ko‘rinisbm oladi. Uni
0 (0;0;0) nuqgta koordinataiari ganoatlantiradi va tekislik koordinatalai
boshidan o‘tadi;

3) A=0, D =0 bo‘lsa, tenglamadan By+Cz =0 kelib chigadi. Bn
tekislik Oc o‘qdan o‘tadi. Shu kabi ~x+Cz =Otenglama Oy o‘qdilii
o‘tuvchi tekislikni, Ax+By=Q tengiama Oz o‘gdan o‘tuvchi tekislikni
ifodalaydi;

4) A=0, B=0 bo‘lsa, tenglama Cz+2)=0 yoki "= ko‘rinishni
oladi. Bu tekislik Oxy tekislikka parallel bo‘ladi. Shu kabi By-+D~ 0
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(t miimiiiii oxz tekislikka parallel tekislikni, Ax+D =Q tenglama Oyz

Il Kii parallel tekisiikni ifodalaydi;

I ( O /i=0, £2=0 boisa, tenglama Cz=0 yoki z=0 ko‘rinisiiga
»i Inli Un (cnglama Qsy tekislikni ifodalaydi. Shu kabi Oyz tekislik

i iii'lama bilan, Oxz tekislik y=Q
ittii'litiiiii bilan aniglanadi.

| inisol. Tekislik tenglamalarini tuzing; 1) Ox o‘gqdan
w (I M) nugtadan o‘tuvchi; 2) Oy o‘gga parallel boigan va
u lH 1),A-/j(5;-2;3) nugtalardan o'tuvchi; 3) Oxz tekislikka parallel
tiM JIMn Vil M, (;—23 nugtadan oiuvchi.

NiiliNNli.,\N) Ox o‘gdan oiuvchi tekislik tenglamasi By+Cz=0
Ih, lihli lin tenglamani  M,,(0;-2;3) nuqgtaning koordinatalari
i|'iMMiiiliiniiriidi, chunki bu nugta tekislikda yotadi.

li. iiiiik, (-2) S+3C=0 yoki B=

Oy +Cz=0

3y+2z=0.

'|(i* o‘qqa parallel tekislik tenglamasi Ax+Cz +D =0 boiadi. Uni
w (m  ]./W(5;-2;3) nugtaiaming koordinatalari ganoatlantiradi, ya’ni

3A-4C+D=Q
5A+3C+D="Q.

A=-~D vaC=—=D.
29 29
t limlilil

~Dx +~Dz +D=0
29 29

7x-22-29=0.
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3) tekislikka pa.-allel tekisiik tenglamasi Bv M
boladi. Bundan M,0;-2;3) nuqtada-2ii+/)=0 yoki D=2B WUI
chigadi.

Uholl&ifl

By +2B=Q
yoki
y+2=Q.

Tekislikning  (4.1)-(4.8)
tenglamalaridan har birini
boshqgalaridan keltirib
chigarish mumkin. Masalan,
(4.8) tenglamani 4.7
tenglamaga o‘tkazish uchun
(4.8) tenglikning chap va o‘ng
tomonini  normallovchi ko paytuvchi .
ataluvclii

M ===

songa

+C'

ko‘paytiriladi. Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi D koeffitsiyenfnint.
ishorasiga garama-qgarshi gilib  tanlanadi.

3,4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi

*

IkKi tekislik orasidagi burchak

Ikki tekisliknmg normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

AxX+B)y+Cz+n, =0, AX+BY+C"z+D, =0

tengtamalarbll!mberilganc.,”.tekisliklarorasidagiburchak ® ga
teng boism(32-shakl).

Bunda
IkKi vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

- AA +BB, +c,c.

170



A, B,C koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz;

-~Dx +-Dy--Dz +D =Q.
6 3 2

Bundan
7x-2y +3z2-6=0.

Ikki tekislikning parallellik sharti

(7, va cIj tekislikiar parallel bo‘lsin. U holda n={A%B~C} NI
={A";B»;CJ vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektoming kollinearlik
shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

A =A = (4.11,
A B, c,

Ikki tekislikning ustma-ust tushishi

g va cIj tekislikiar ustma-ust tushsin. U holda birinchidan ular
parallel bo‘ladi. Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

A B, O\
yoKi
A,-AA =0, B,-AB"=0, C, ~AC\=0. * (4.12)

ikkinchidan <x tekislikning har bir nugtasi, jumladan
(x,nuqta a, tekislikdayotadi, ya’'ni

AXx, +3y, +C,z,,+D, =0,
AXHBY,, +Cz,,+D" =0 .
Bu tengliklardan ikkinchisini A gako‘pa)*tii‘amiz va birinchi
tenglikdan ayiramiz:

A, ~")x, +(B,-ABJy, +(C,-2Q)z,, +(D. -~A) =0.

Bundan (4.12) tengliklarai hisobga olsak z3, - AD=o0 yoki ~ 7

bo'ladi.



| e mmMN\

(4.13)

lilt) tengiiklar tekisliklaming ustma-ust tushish shartini

Ioml [ 1,0l
3.4.4. Nuqgtadan teksslikkacha bo‘igan masofa

MiKiliidan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga
/ekislikkacha bo ‘lgan masofa deyiladi.

>,( >,z,) nuqta va Ax+By+Cz +D =Q tengiama bilan a
o | L= berilgan boMsin. M,, nuqtadan a tekislikka tushirilgan
I” iMMilikiiiaraing asosini bilan belgilaymiz (33-shakl).

11 holda M, nuqtadan a tekislikkacha boigan masofa

I boiadi, bu yerda ={x,, -z,}.

IUvi vektor skalyar ko ‘paytmasining xossasiga ko ‘ra.

g MM G- x)A G, -Y)B +Hz, - 2)C L

N\ - +BM+CH
lAX’ +W+C211_AX1 _Byl —CZ,
/\A/\+B/\+C/\

/1/,(x,;,y,;Z,)nugta a tekislikda yotgani sababli

A +ByN+Czj +D-Oy
1l
D =-A* ~Czj.

IUindan
Mx,,+£y,,+Cz,,+.D|
4149

Shunday qilib, nuqtadan tekislikkacha bo'lgan masofa
(11 ~) formula bilan topiladi.

7-misol. M,,(5;4;-1) nugtadan M,(3;0;3), Mj(0;4;0) va M,(oa"™
imi | (:i(ardan o'tuvchi tekislikkacha boigan masofani toping.

Yechish. Avval berilgan uchta nuqgtadan o‘tuvchi tekijjj*
I'MIJainasini tuzamiz:
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x-3 y z-3
0-3 4 0-3 =0.
0-3 4 -3-3
Bundan
-12-{x-3)-9-y +0-(z-3)=0
yoki

4x +3j-12 =0.

M.,.(5;4;-1) nugtadan
4x +3>'-12=0 tekislikkacha
bo‘lgan

masofani (4.14) formula bilan

hisoblaymiz:
aJ-*x m *"=rn.
4+ ¥T¥

3.4.5. Mashqlar

1. A/(,(2;-1;3) nugtadan o‘tuvchi va shu nugtaning radius vektoriga
perpendikular boMgan tekislik tenglarnasini tuzing.

2. n={2;-3;4} vektorga perpendikulir boigan va Oz manfi;/( yarim o‘qdii
5ga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglarnasini tuzing.

3. M(2;3;-I) nugtadan o‘tuvchi 2x-3y+5z-4 =0 tekislikka parallel tekislik
tenglarnasini tuzing.

4. M(2;5;-1) nugtadan o‘tuvchi 2jc+3;'-4z+5=0 tekislikka parallel tekislik
tenglarnasini tuzing.

5. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) W\(;3;-2) nugtadan va Oxo‘qdaii
o'tuvchi; 2) AM(2;-1;3) nugtadan o'tuvchi va Oy o‘qga perpendikulér;
3) A/((3;-2;4) nugtadan oiuvchi va Og> tekislikka parallel; 4) M,(2;-3;1), M2(3;4;0)
nugtalardan o‘tuvchi va Oy o‘qga parallel; 5) koordinataiar boshidan va

M,(3;-4;2), Afj(-1;3;4) nuqgtalardan o‘tuvchi.
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I L Illili Iciiylamalarini tuzing: 1) Mo(2;-5;4) nugtadan Oyo'qdan

(i ! ) nugtadan o‘tuvchi va Ox o‘gga perpendikular; 3)

| I liivi'lii va Oy o‘qga parallel; 5) koordinatalar boshidan va
jame ot ) nugtalardan o‘tuvchi.

I 1 16=0 tekislikning koordinata o‘qlari bilan kesishish

« ' |Ir S-130=0 tekislik koordinata o‘glarida ganday kesmalar ajratadi?
‘e I'1), M2(-1;3:2) nugtalardan o‘tuvchi va Ox, Oz o‘qlarida teng
I» . " "1" iimliinijt atuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

1] I 2) nuqgtadan o ‘tuvchi va Ox,0z o‘glarida Oy o‘gga nisbatan uch
N Mil kcsina ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
11 1M lgiin uchta nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:
i .m 1) Mi3;1;0), M,(-1;2;-1); 2) w,(1;-2;3), .W,(4:1;3),
| m \(3.39 nuqgtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikuléar
I iiii Hiijiili o‘tgan tekislik tenglamasini tuzing.
n /Y]QL5D, We(oj2 ;1) nugtalardan o'tuvchi va 5={20;1} vektorga parallel
"mi : lll. 1I'MKliimasini tuzing.
It A/]0;20), Mj2;I;) nugtalai'dan o‘tuvchi va a = {3;,0;I} vektorga parallel
1 n Il tnigbmasini tuzing.
I'l. A/,,(1;-2;3) nugtadan o‘tuvchi va 5={2;;1},i = {3;;-t} vektorlarga parallel
¢ 111liK liTiglamasini tuzing.
1( (0;1;2) nugtadan o'tuvchi va 5={2,0;t}, b - {t;l;0} vektorlarga parallel
1'i1 llk lcnglamasini tuzing.
7. Yx-2y+6z-11=0 tekislik tenglamasining kesmaiarga nisbatan va normal
[ iiiiishlarini yozing.

18. x +7y-34z+5 = 0 tekislik tenglamasining kesmaiarga nisbatan va normal
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19. Tekisliklar orasidagi burchakni toping;
1) x-2>4-2z+5=0va x-y-3 =0;

2) 3x-j+2z+I12=0va 5x+9y-3z-1=0;
3) 2x-3y--4z+4=0va 5x+2"+z-3 =0,

4) x+2y+3=0va .y+2z-5=0
20. mva nning ganday qgiymatlarida tekisliklar parallel bo‘ladi;
)3x-5>"-«z-2=0, »K+2j*-3z+Il =0; 2)nx-6y-6z+4=0, 2x+my+3z K O
21. mning ganday giyiTiatlarida tekisliklar perpendikular bo'ladi;
1) 4x-7y +22-3=0,-3x +2y +mz+5=0; 2) X-»>>+z=02x+3>>+mz-4 =)

22. Tekislik tengiamalarini tuzing:
1) M,,(2;2;-2) nuqtadan o'tuvchi va berilgan tekislikka parallel;

a) x-2y~3z=0; b) 2x+3,v+z-1=0;
2),Vfo(--I;-I;2)nugtadan o'tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikulér;
) X+2y-2z+6=0Q, x-2y +z+4=0; b) x+3y+z-1=0, 2x-y+z-2 0

3M(5;--4;3), Mj(-2;1;8) nuqgtalardan o'tuvchi va berilgan tekislikka
perpendikuiar: a) Oxy; b) Oyz; c) Oxz.

23. M(-2;l;3)nugtadan va x-2>'-2z2+6=0, 2x+3y-z +3=0 tekis!.iklamiii)i
kesishish chizig‘idan o‘txtvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24. M(2;l;-2) nugtadan o‘tuvchi va x+3.y+2z+l=0, 3x¢{2y-z-ti o0
tekisliklar kesishish chizig‘iga perpendikuiar tekislik tenglamasini tuzing.
25. M,(2;0;0), M2(0;i;0) nugtalardan o'tuvchi va Oxy tekislik bilan 45°li
burchak tashkil giluvchi tekislik tenglamasini tuzing.
26. Tekisliklaming kesishish nugtasini toping;
1) x+2y-z+2=0, x-y-2z+7=0, 3x->"-2r+M =0,
2) x-2y-4z =0, x+2y-4z+4=0, 3x+j*-z-4=0.
27. N/A5;-1;4) nugtadan A/,(3;3;0), Mj(0;-3;4), M”(0;0A) nugtalar yotuvchi
tekislikkacha bo‘igan masofani toping.
28. Oxogning 2x4-""-2z+6=0, x+2y +2z-9 = 0 tekisiiklardan tenguzoqglikdu

yotuvchi nuqgtasini toping.

176



I'"' ' t 2z-S=0tekislikka parallel bo'lgan va A/(,(4;3;-2)iuiqtadan 8=3

MI 1. iiii m'ilivchi tekislik tenglamasim tiizing.
ol 1111 i2xX+3;'-4z-4 =0 va 12a+3>'-4z +22 =0 tekisliklardayotuvchi
I it i iiniii toping.

‘(. Aid, ill)nugtaning 3x-4y+12z+14=0 tekislikdan chetlashishini toping.
U i/( 1;,0;)nugtaning 2.i+9y-6z+33 = 0 tekislikdan chetlashishini toping.

li)\i2>'-2z-5 =0, 5x+j*-z-1| =0Oparallel tekislikiar orasidagi masofani

3.5.FAZODAGI TO‘G‘RI CHIZIQ
3.S.1. Fazodagi to‘g‘ri chiziq tengiamaiari
Tog ‘n chizigning kanonik tenglamasi

Al mlllik geometfiyaning bir gancha masaialarini yechishda fazodagi
m |l chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama
I‘m (loMiandiadi. Bu tenglamani
.. liii ib cliigaramiz.
I'(i/,(jda biror to‘g‘ri chiziq
Ily,111 boMsin. Bu to‘g‘ri chiziqga
Ji.ihillicl boMgan (yoki bu to‘g‘ri
«hi/j(J(la yotuvchi) nolga teng
iHi'liliitgan har ganday vektorga bu
11 Hii chizigning  yo'naltiruvchi
\'kei deyiladi.
Berilgan nugtadan
Il liivclii va yo‘naltiruvchi vektori
{ir,-r} boMgan / to‘g‘ri chiziq
ii'n]j,lamasini tuzamiz. Buning uchun
I (*g‘ri chizigning ixtiyoriy M(X;y;z) nugtasini olamiz va

34-shakl.

N\, MM {X-X";¥y-V,,;2-2] vektorniyasaymiz (34-shakl).

Bunda s va MJd vektoriar kollinear boMadi. Ikki vektoming
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kollinearlik shartidan topamiz:

p q r

Bu tengliklami / to‘g‘ri chiziqda yotuvchi har bir M(v;r, i
nuqtaning koordinatalari ganoatlantiradi, va aksincha agar i
nugta 1 to‘g‘ri chizigda yotmasa, u holda uning koordinatalari ( 1
tengliklami ganoatlantirmaydi, chunki bunda s va M™M vekloil.u
kollinear bo‘Imaydi.

(5.1)tengliklarga toq i chizigning kanonik tenglamasi deyiladi

Bunda ixtiyoriy s yo‘naltiruvchi vektoming p, g, r koordinatalitn
bu to‘g‘ri chizigning yo‘naltimvchi parametrlari va s vektoriimii
yo‘naltiruvchi kosinuslari  bu to‘g‘ri chizigning yo'naltinivclii
kosinuslari deb ataladi.

To‘g'ri chizigning kanonik tenglamasidan uning  bosliijii
tenglamalarini keltirib chigaramiz.

To'g‘ri chizigning kanonik tenglamasini

_y-yo

p
X=X, 2-Z,

tenglamalar sistemasi deb garash mumkin. n

Bu tenglamaiaming har ikkaiasi birinchi darajali tenglamal.ii
hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari boiadi. Bundan fazodagi tog'n
chiziq ikkita parallel bo Imagan tekislikning kesishisidan hosil bo icidi
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, =" =~ to‘g‘ri chizig 2x+5y-2=0 va 3y-2z=-0
tekisliklarning kesisish chizigi boiadi.

Shunday qilib, agar a, va tekisliklarning A"={A";B,;CJ vii
« normal vektorlari kollinear boimasa, bu iekisiiklaming

kesishishidan hosil boigan | to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalanadi:

Ax+B)y +C,z +D,=Q,
NN N 2NHA =
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elll &ii|}liimaiar sistemaga toq Ti chizigning umumiy tenglamalari
HUili
(1 wiiiminiiy tengiamalari bilan berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik

| chizigning  biror nugtasi  topiladi.
luliiin awal noma’lum
» o koortiinatalardan biriga
ljltiitiii liniliuli va bu giymat
jii] Il iiglamalardagi mos

o‘rniga go‘yiladi,
lioshga koordinatalar
H | M:-.lciiiani yechish orqali

iM.iili.

I'o'g'ri chizigning s
tM hnliiiiivebi vektori topiladi. /
K i Il Thi/ig fi, va
»iH.iiliiigjt perpendekular
«til Viiiii uchun s S

lll. hull (tii-shaki). Bundan

B, c. c. A A B
s (5.3)
Q A A Ba
nAiiii iiiiigianadi.
I 1Dpilgan nugta va s vektor asosida kanonik tengiama
ilmli.

i X=2j +3z+=0, . : - -
I misol. tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
N\+>;-4z-8=0

Yit hih. Misol shartiga ko‘ra:

4=1, s,=-2, Cc,=3, 4=2, B"~=\,c,=-4.
lo‘g‘ri chizigning nugtasini topish uchun =0 deb
iiUiiii/..
1) holda
| JCo-2>'0=-I>
[2x,+ Jo= 8
lill'llliidan x,,=3, =2 ekanini topamiz.

To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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topamiz:

- 2 3 31 1 -2 H{5:10:5
5= 1051,
1 -4 4 2’ 2 1 {5:10:5}

M, nugta va s vektoming koordinataiarini (5,1) tenglamli]’,;i
go‘yamiz:
X~3 y-2 z

10 5
yoki
X-3_>'--2 7
2 ~T
(5.1) tengiamada
belgiiash Kiritamiz.
Bundan
X =X,+pt,
y =V, '+, 6.2
z=2z,+rt
tenglamalar kelib chigadi, bu yerda t e i?-parametr. N
(5.4) tenglamalarga 7o'g'ri chizigning parametrik tenglamalari
deyiladi.

Ma’iumki, fazodagi chizigning uchta parametrik (skalyai)
tenglamalarini bitta vektor tengiama bilan ifodalash mumkin.
Demak, (5,4) tenglamalami

r =r, +IS (5.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda r={x-,y,z}, fA={x";y";zj- mos
ravishda M{x;y;z), nugtalaming radius vektorlari;
s ={p;q',r} —to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori (34-shakl).
(5.5) tenglamaga to 'g‘ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
Berilgan _M,(xj;j,;z,) va MMX{,y"z"Y) nugtaiardan o‘tuvchi | to‘g‘ri
chiziq tenglarnasini tuzamiz. Buning uchun / to‘g‘ri chizigning

180



iHIihiiM 1l vcktori sifatida
i= ={ifj -z,}

(5.6)
N2-AL Yi-VYi

rii]«it. LiiMi  Ivcltirib chigaramiz.
1111 iciif.> liklarga  berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g i chiziq
| deyiladi.
rS,?,. Fazoda ikKi io‘g‘ri chizigniiig o‘zaro joylashishi

Ikki to g i chizig orasidagi burchak

* =f—f£i. va =~—h-=—h. tenglamalari bilan
r, Pi R 2
lomlilll ikki /; va to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak p boisin.

lliiiklii to‘g'ri chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari s"={pN\qr.},
iI'm'/mi} orasidagi burchak to‘g‘ri chiziglar orasidagi
In i. haklardan biriga teng, ya’ni (=il"J.)=(s"J.) boiadi.
burchak kosinusini topamiz:

00N =A —A A (5_7)

k. 1121 Va +<2 +' Vi'2+'2+"2

?-Inisol. x=3t-2, y=0, z=-/+3 vax =2i-i, y=0, z-t-3
In n'ri cliiziglar orasidagi o‘tmas burchakni toping.
Ycchish.  ToYgii chiziglar tenglamalarini kanonik shaklga
1'* Hiriiiniz;
X+2_y _z-3 X+l _y_z+3
~37 “0“ =i 7 "2 “o™M i

Il holda (5.7) formuladan topamiz:

3-2 +0-0 +(=i)- AAV2
cos<p =
P N oA (—i) VA A+ VY 2
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0 ‘tmas burchak uchun cosg - boiadi. Bundan jp=135".

Ikki tOg ‘ri chizigning perpendikularlik sharti

;14 bo'isin. U holda cos®=0 va (5.7) tenglikdan topamiz;

PiP2-"Mi+V2=""- 5K
Bu tenglik ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik  sharliiii
ifodalaydi.

Ikki to‘g ‘ri chizigning parallellik sharti

/, va /, to‘g‘ri chiziglar parailel boisin. U holda s={/ >, ; Wi
vektorlar kollinear boiadi. Ikki vektoming kollinearlik
shartidan ikki to‘g‘ri chizigning parallellik shartini keltirib chigaraami/

A = (59,
Pi r,
Ikki to‘g ‘ri chizigning Mr tekislikdayotishi
va to‘g‘ri chiziglar bitta a tekislikda yotsin. /,
to‘g‘ri chizigning nugtasi va M”"(x/,y”™;z")-to‘g‘ri chizigning mugta—;i
boisin.
U holda s={pNanr')y, ={pNasrt, MMASXN-X,yN-z2"-z"\

vektorlar a tekislikda yotadi, ya’'ni bu vektorlar komplanar boiadi.
Vektorliirning komplanarlik shartiga ko‘ra topamiz;

NN yz-yi
Pi n =0. (5.10)

P. @
Bu tejigiik ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotishi shartini
ifodalaydi.
Ikki to‘g ‘ri chizigning aygash hoHisM

I, va 1, to‘g‘ri chiziglar ayqash boisa,
={Xj-Xj; V, -zj vektorlar bir tekislikda yotmaydi, ya’ni
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No‘imaydi.
Mm ‘iihahli

N oo-n, J2-01 2
pi ~0. (5.11)

Pi A 1

"Il lihli i shart ikki to‘g‘ri chizigning ayqgash boiishini belgiiaydi.

fkki to g ‘ri chizigning ustma-ust tushishi

I va /j to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushsin. U holda bu to‘g‘ri
diwiiJliii  birinchidan, parallel boiadi va ikkinchidan,

Iwi'n 1tii L,o'g‘ri chiziglardan birida, masalan /, da yotadi.
Mil | sababli

Pi 12 "2 (512)

(1,12) tengiiklar ikki to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushish shartini
Miiiliil/iydi.

3.5.3. Fazoda to‘g‘ri chkiq bilan tekislikning
o‘zaro joylashishi

To7 *ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak

In‘g‘ri  chizig bilan wuning

I hsiikdagi proeksiyasi orasidagi
liiiiiliakka tog ‘ri chizig bilan
I, ktslik orasidagi burchak deyiladi.
= to‘g‘ri

P q r

mi/i(| bilan <« -~ x +5; +cz+D =0
iilvilyik orasidagi burchak
Im’Isin. U hoida to‘g‘ri chizigning
vii'nalliruvchi vektori s={p-,q-,r)
Ihiiiii tekislikning normal vektori



n={ANB-CG orasidagi burchak =90°-¢> boiadi (36-shakl).
cos«/ =sin(iJ tenglikni hisobga oiib, topamiz:

Sitiaw = Np+Ba+@y | A (5
_IAHBAHCAVP

I _ -2 7“5

3-misol. to‘g‘ri chiziq bilan 2x-y-z +9 (i

tekislik orasidagi oikir burchakni toping.
Yechish. lzlanayotgan burchakni (5.13) formula bilan topamiz:

V2ATh7 +(-1)«#TF7(-2)" 2

Bundan ~ =35°.

Tofq i chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

| La boisin. U holda to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi vekUni
s={p-,g-1'} va tekislikning normal vektori «={";R;C} kollinear boiadi.
Bundan
—=— == (5.M)
p q r
to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning peipendikuiarlik sharti kelib chigadi.

To 9 Ti chiziq bilan tekislikningparalellik sharti -

NN\ boisin. U holda, boiadi.

Bundan
Ap+Bg+Cr~O. (5.15)

Bu tenglik to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning parallellik shartini
ifodalaydi.

4-misol. M,,(-I;2;-3) nugtadan oiuvchiva 2x-3"+6z-1=0
tekislikka perpendikular to*g‘ri chiziqg tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shartiga
ko‘ra,

3
Bundan g=—"p, r=3p.



li* Miiik, \W,,(~1:2,-3), f=
u liolcia (5.1)tenglamagako‘ra:

X+ _y-2 z+3

P ~Ap" 4Hp
2/\

MiH iiil(ktilar boMgani sababli tekislikning normal vektori to‘gri
Sttwii Jiiiii)j;
l...... vektori boMadi, ya’'ni f ={2;,-3;6}.

Il liokla iW,,(-1;2;-3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik

X+l_y-2 7z 43
6

I misol. m nine ganday giymatida 3 = m = -+ to‘g'ri
mii. M Ml n+v-3z-1=0 tekislik parallel boMadi?

)irhish. m ning izlanayotgan giymatini to‘g‘ri chiziqg va
| I'likiiing parallellik shartidan topamiz;  3-3+1mk +(=3)—(/w+I) =0.
liuiiililii m=3.

Tof ‘ri chizig bilan tekislikning kesishishi

mNca NN boiraasa, u hoida to‘g‘ri chiziq va tekislik kesishadi.
till siibabli
Ap+Bq +Cr*Q (5.16)
' liidi.
Hi; shart to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgiiaydi.
Shunday qilib, (5.16) shart bajarilsa, to‘g‘ri chizig bilan tekislik

tM \,,y,,z)) nugtaning koordinatalari to‘g‘ri chiziq va tekislikning

M~"0_Ji~y_ CER)]



T

AXx,+By,+Cz,+D =Q. (mb 1 Hi

Bu tenglamalardan nugtani topish qu’idagi tai lih.l >

amalga oshiriiadi:
r. (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga kehiriladi:

X, =X"+pt, y,=y*+qi, z,=z"+rt\ (s Ml

2. va z lar (5.18) tenglamaga qo‘yiladi va u t ga nishiil y

yechiladi;
3. t ning topilgan giymati
Mi(xi,y,,z,) nugta aniglanadi.

(5.19) tenglamalarga qo‘sdladi

6-misol. . to‘g‘ri chiziq bilan 2x+3j-z-.< n

tekislikning kesishish nuqgtasini toping.
Yechish.
I- = = = =-2-", y,=-1-2i, z =1+3/;
2°.2(-2-i) +3(-1-2f)-(1 +30-3 =0=> /=-1;

3 x,=-2-(-)=-I, y,=-1-2-(-) =1, z=1+3-(-1)=-2.
Demak, M,(-I;I;-2).
Tofg ‘ri chizigning tekislikdayotishi

I to‘g‘ri chiziq a tekislikda yotsin.

U holda birinchidan, ?In boiadi va ikkinchidan, to‘gii
chizigning Mo(X0;y,,;z,,) nugtasi tekislikda ham yotadi.

Shu sababli

Ap +Bg +Cr=0, 20y

AX,+By,+Cz*+D=0.

(5.20) shart to*g‘ri chizigning tekislikda yotishini belgilaydi.
3.5.4. Nuqgtadan io‘g‘ri chiziggacha boigan masofa

MXx,-y%z) nugtava - -~=- A tenglama bilan / to‘gi-i
P aq r

chiziq berilgan boisin. / to‘g‘ri chizig M,(x,,;>,,;z,,) nugtadan o‘tadi va
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| v ./'l voiialtiruvchi vektorga ega bo‘ladi. nugtadan

DIJi i )i “lii'u](Jiichaboigan masofa d boisin.

I-luiiiyolgn d masofa M~ m\ va s vektorlarga qurilgan

I' riiiiMM balandligining uzunligiga teng boiadi (37-shakil).

liii p.millclogrammning
)ii.i  w A xvI gateng.
..
d IM,,M, x?|

e g

(5.21)

Af,(I;-1;-2) nugtadan

to‘g‘ri chiziggacha

37-shakl.
Misohiing shartiga ko ‘ra;

Wi L 2), M,(-3;-2;8), ?={3;2-2}.
lliiiulan

M, M, ={1- (-3);-1 - (-2);-2 - 8 ={4;1;-10}.
I Inili

tj k
4 1 -10
3 2-2

= (-2 +20)i - (-8 +30)7 +(8-3)=m -22j +5k,
1A, m Xi-1= (-22)" +5" =777, 12 +2" +{-2f = %/

r>..;1) rormula bilan topamiz;

d=- =7iuk>).

3.5.5. Mashglar

l. Dcrilgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tiizing; )Mi(l;l;-2)
mmii(JImiiii o‘tuvchi va S={23-1} vektorga parallel; 2) M;j(2;-3;-1) nugtadan
iiivilii va Oy o‘qga parallel; 3) nugtadan o‘tuvchi va
wm'l' 4z-5=0 tekislikkaperpendikular.
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2. M,,(2;-3;5) nugtadan o‘tuvchi berilgan to‘g‘ri chizigiarga parallel lo'p n
chizig tenglamasini tuzing;

DEIL.Zx 1 =£2zi; =3+ = = )
A 4 0103 [2x~ y-4z 11 n

3. M(-3;6;2) nugtadan o‘tuvchi va 0Oz o‘gni to‘g‘ri burchak ostida kcsnvi lii
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

4. Af(-1;2;-3) nugtadano‘tuvchivakoordinatao‘glari bilana =Y,
r = ™ burchaklar tashkil giluvchi to‘g‘ri chizig tengiamalarini tuzing.

5. Berilgan nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy ienglairiasiiii
tuzing;

DM, (-1:2;2),M, (3;1:-2) ; DM, -2, @a-y.

6. M(2;2;-1) nugtadan o'tuvchi va a={1;1;2}, b={-1,31} vektorlarga
perpendikuiar to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini tuzing.

7. To‘g‘ri chiziq tenglamasini parametrik ko'rinishga keltiring:

[Bx+ >'-3z+5 =0, fx+y-z-\ =0,
\&x-4y-z +6 =0; I_ji->i+2z+1=0.

8. To'g‘ri chizig tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring;

Ux~y-zH2=0 X+y-z +3=0.
y-z- 2=0 T2x=y  -1=0
9. Uchburcliakning uchlari berilgan: ~(-1;2;3),B(-1;-2;1),C(3;4;5?" uchda

o'tkazilgan rnediana tenglamasini tuzing.

10. ABCD parallelogrammnirig ikki uchi 7(-1;2;0),.S(4;1;3)va diagon:
kesishish nuqgtasi 0(~2;1;2) berilgan. Parallelogramm CDtomonining tenglamasini
tuzing.

11. To‘g'ri chiziglar orasidagi o'tkir burchakni toping:
1) je=-2+3f>'=0,2=3-r va Xx=-1+2r,y=0,z2=-3+i;

2x+y- 2-1 =0,

2 -1 3 2X-y +3z+5=0,
12. M(-2;3;-1) nugtadan o'tuvchi va berilgan to'g'ri chiziglarga
perpendikuiar to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing:
e XY _2-2 X+l _j+l_z—2 X-5_y+1_z-3 x+2_y _zil
N 2!5 TIII~TI! 2~7 ’ 4



A wii | ") nugtadan 0‘tuvchi va = to‘g‘ri chiziqga
| ) nuq 1 3 2 g aq

r(m1 i liiZi(] tenglamasini tuzing.

|4 I" w1 i'liific|larning o‘zarojoylashishim aniglang;

I) I Il 5 X=2+%ty = 6t,z=-?)-4t;
t 1
f||1 ' Il 1 X _y-1l_z+2
I ' [
M 1" i clii'/ig bilan tekislik orasidagi burchakni toping;
Y fx-2y-1=0.
h'l i V.2x+2y-9=0; ~py- —=2=0 N2>'-z+6=0
Ifi 1ii't">i cliizig biian tekislikning o‘zaro joyiashishini aniglang;
It v 3X-v+6z--12 = 0; 2) = = -, 2x+y-4z-8=0.
Lok 13=0, ' A2 8 3

I ' 1t")."'ri chiziqg bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:
17 = X.-3y-2z+5 =0; 2) = =

IN i/i-i;.T;-6) nugtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikulér

e i voo; 2) x-y+z—-5=0.
I 'm va « ning ganday giyrnatlarida = = to‘g‘ri chiziq:
949 y qly 4 4 4 9 q
11 mi | )i' -4z+«=0 tekislikda yotadi; 2) mx+ny+iz-S~d tekislikka
|thi]ii mlikiilar boiadi; 3) 2x+3y +2wz-M =0 tekislikka parallel boiadi.
/0. nugtadan o'tuvchi va berilgan to‘g‘ri chizigga perpendikular

i. jii Ik litiiglamasini tuzing:
I =12 z+2 x+3 _y-1_2z-5
1 _ _ 2) _y _
s:-3y+5=0 . . -
*U. A/(0;];2 nugtadan va to‘g‘ri diizigdan o'tuvchi tekislik
2x+y+z-2=0
I lij*Jiimasini tuzing.

22. = to‘g‘ri chiziq bilan x+y-2z-4 =0 tekislikning

Il '11,"iliish nuqgtasini toping.



23. A/(2;3;4)nugtaning = to‘g‘ri chizigciagi proeksiyasiiii
toping.
f8x +2y +3z+6=0. v-4  z- |

. X+1
24 .- . - to g n cnizTqgdan o tuvchi va_ —————- =—
12c+ 43/+ z+1=10 s g 2 3 2

chizigqa paralle! tekislik tenglamasini tuzing.

13x+v-4z+5=0, . -
25.«" to g n chizigdan va nugtadan o tgan U-4'li].
X—y +2z—i —(

tenglamasini tuzing.
26. M(2;-3;-1) nugtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani
toping:

.je=3_ 42 _ z+1_ t+l_> +2 _z +]

3.6.IKKINCffl TARTIBLI SIRTLAR

Oxyz koordinataiar sistemasida x,y,z o‘zgaravchilaming ikkiiulu
darajali tenglamasi bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyihuli
Uchta x,y va z o‘zgaruvchinmg ikkinchi darajali tengiam;iM
umumiy ko‘rinishda
AN +By™ +Cz' +Dxy +Exz +Fyz +Gx +Hy +Kz +L =0, (6,1)

kabi yoziiadi, bu vyerda AA40C Af£,F,G,A,40I,L-0‘zgarmasl.’Ir.

Har ganday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o‘glarini
parallel ko‘chirish va burish orgali kanonik ko'rinishga keltirish
mumkin. Kanonik tengiamada har bir o'zgaruvchi fagat bir marta, billa
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada gatnashadi. (6.1)
tenglama koordinataiar sistemasining o‘glari sirtning simmetriya o‘glai i
bilan ustma-ust tushganida va koordinataiar boshi maxsus tanlanganida
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanlanadi)
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

F(x.)) =0 (G(xy)=Q A(x,r) =0) (6.2)

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniglanuvchi
sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.
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Ellipsoidning Oxy tekislikka parallel tekisliklar biian kesirnfarm
garaymiz. Bu tekisliklaming har biri z=h tengiamaga ega boMiuli
Bunda N -birorta son.

Kesimda hosil bo‘lgan chiziq

6.M
z=h (

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi.

(6.5) sistema tengiamalarini tekshiramiz.
n2 2

IAl>cboiganda 57 +’B< 0 boiadi va (6.5) sirtning z=h tekislik
bilan kesishish nugtasi mavjud boimaydi.

N\N\=, ya’ni h=zc boiganda ;_Ht\) =0 boiadi. Bunda sirti.ii
(0;0,0) va (0;0;—c) nugtalarga kesishadi va z=c va z=-c tekisliki.ii
berilgan sirtga urinadi.

IA]<c boiganda (6.5) tengiamalarni quyidagicha yozish mumkin:

z=h.

buyerda « = e =bJl-~.

Demak, kesimda yarim o‘glari 5 va b, boigan eihps
hosii boiadi (38-shakl). Bunda |/
gancha kichik boisa, yarim o‘glar
shuncha katta boiadi. k=0 da
ular o‘zlarining eng katta
giymatlariga erishadi: a,=a, h=b. /
(6.4) sirtning x=fF va y=k
tekisliklar bilan kesimlari ham C-————— == n OF "4
ellipslardan iborat boiadi. [/
Shunday qilib, garalgan
kesimlar (6.4) tengiama bilan
aniglanuvchi sift 38-shaklda
keltirilgan  ellipsoiddan  iborat 38-shaki.
boiishini ko‘rsatadi.
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1N kaltalikiarga eilpsoidning yarim o'qlari deyiladi. Yarim
' i[liii liiir xil bo‘lganda ellipsoid uch o'gli ellipsoid bo‘iadi. Yarim
" o] Liiliiii istalgan ikkitasi bir-biriga teng bo‘lganda ellipsoid aylanish
Liifi'Miiili ix)* ladi.

Smiiii) o‘giarning uchalasi teng bo‘lganda ellipsoid tenglamasi

XMyM+7ZY"=R\ n=a=b=c (6.6)

I"i slcraga aylanadi.

" misol. —+’k‘) =1 ellipsning Ox va Oy oglari atrofida

a
LiM iliidan hosil bo‘lgan sirtlaming tenglamalarini toping.

Jiiliish. Agar ikkinchi tartibli chizig Fx>)=0 tenglama bilan
I >mikiiii bo‘lsa, « holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil
> 1Giii sirt /°(x;x,//T") =0 tenglama bilan, Oy oqgi atrofida
.uliimshidan hosil boigan sirt esa F=-jx* +2%y)-—Q tenglama bilan

it 1 h =lellipsning Ox ogi atrofida aylanishidan hosil boMgan sirt
le M]'Ling;,ini topamiz;

(iyr+2zy , - ,
a 0 a b

I'llipsning Oy ogi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt

llosil bo'igan tenglamaiaming har ikkaiasi aylanish ellipsoidini
Hiiijlaydi.

3.6,3. Giperboloidlar
Oxyz koordinatalar sistemasida

6.7)

liiMoilik tenglama biian aniglanuvchi sirtga bir pallali giperboloid
ill \ladi.
1B



Bu sirtili Cev tekislikka parallel z=h tekislikiar biian kesanii/.
Kesimda

yoki

-z"h.
tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi chizig hosil bo‘ladi. Bu. chizui
yarim o‘glari a,=aU t’\ va bi=b\j/I4Jc\ bo‘lgan ellipsdan iboral,

Y arim o‘giar h=0 da eng kichik giymatlariga erishadi: a, =«,& = . X\
ning o'sishi bilan ular o‘sib boradi.
Sirtning Oxz va Oyz tekislikiai’bilan kesimlami

a c_'_l
y=:10
tenglamalar sistemalari bilan
aniglanuvchi  giperbolalardan  iborat
bo‘ladi.
Kesimlaming tahlili shuni

ko‘rsatadiki, (6.7) tenglama bilan
aniglanuvchi giperboloid musbat va
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan

holda kengayuvchi «trubka»
ko‘rinishdagi sirtdan iborat boiadi (39-
shak D).

a=b boiganda (6.7) tenglama
Mr pallali aylanish giperboloidai

ifodalaydi.
Ckjzkordinatlar sistemasida
vz
6.8
or b (0-6)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ikki pallali giperboloid
deyiladi.
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W........ Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizigi

(6.9)
z=h
sistemasi bilan aniglanadi, Bunda \\< boMganda z=h
" lilili kesmaydi, N\N\=c boiganda z=c va z=-c tekisliklar
uMy iiiiizi ) va
(M1, Iiim]liilarga urinadi, \h[>c boiganda z =h tekislik sirtni kesadi,
"i] | boiganda (6.9) tenglamalarni quyidagicha yozish mumkin:

thim Ml o C &,:&J\; i

Itti. im/ii] 121 NiNg O'sishi bilan yarim
. |liii o'siivchi eilipsni beradi.
Sillning Oxz va Oyz tekisliklar

b~ or ’
Xx=0
L iiJt]iimelar sistemalari bilan
Lii. [liliniveh!  giperboialar boiadi.
MW kesimlar (40-shakl) (6.8)
‘Mimiij* ikki paliaii giperboloid deb atalishiga sabab boiadi. a=b

nhinisli giperholoidm aniglaydi.

I misol - N +HAZN +2x +8y~7 =0 tengiama bilan aniglanuvchi
‘Il liirini toping.
)i'fhish. Tenglamaning chap tomonini toia kvadratlarga ajratamiz:
jC'H2X+Hl -4 (/] +2>4-1) +47' -1 +4-7 =0,
(XH-1)'-4(3;-1)"+4z"=4.
x+)- z (y-iy
2 T =

1%



X=X+, y =y-1, z2=z deb, Oxyz sistema markazini
nuqgtaga parallel ko‘chirish orqgali O'x'yz’ sistemaga o‘tamiz.
Bu sistemada tenglama

— +—-— N =]

ko‘rinishni oladi.
Bu tenglama OY oq bo‘ylab yo‘nalgan birpailali giperboloidni
aniglaydi.

3,6.4. Konuslar
Qoyzkoordinatalar sistemasida
a b o (6-1)
kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus

deyiladi.
(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar biian kesisisli

chizig'i — +~~=~,z =h bo‘ladi. z
a b ¢
U h=0 da 0(0;0;,0) nugtaga
aylanadi.
h~O bo‘lsa, kesimda / J
.
N
.C; g,
z=h,
tenglamalar sistemasi bilan

aniglanuvchi eiiips hosii bo‘ladi. Bu
ellipsning yarim  o'glari [% ning
o‘sishi bilan o*sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar
bilan kesimlari 41-sreld.

a ¢ b ¢
j =0 x=0

sistemalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglardan ibo
bo‘iadi (41-shakl).
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3.6.5. Paraboloidiar
UiorlJinatalar sistemasida

= (7>0,b>0,c>0 (6.11)

@)y {ohy
z=h,h>Q
t Il I miiilai sistemasi bilan

NiJiIMriv'lii ellips bo‘ladi. Uning
...l ii'ijflan  XN\.ning o‘sishi bilan
i.h
miniiig Oxz va Oyz tekislikiar

, . . X
'Mml.simlarida z=— vaz=—
a

b
I'll il'iiliilar hosil boiadi (42-shaki).
M ‘“.ivibli (6.11) tenglama bilan 42-shakl.

Il (Kmmycb! sirt elliptik paraboloid
«iliiili.

1l h boiganda (6.11) tenglama aylanishparaloidim aniglaydi.

I misol MY0O;b;0) nugtadan va y=-b tekislikdan teng uzoglikda
""iitw/lii migialarning geometrik olnini toping.

)i‘chish. M(x;y;z) izlanayotgan
... [l holsin.

Miisaia shartiga ko‘ra

\M, My +bB\

/v’ +{y-bf +z' *y +b\
litiiulim
» W =2yb +b"+7N =y +2yb +HP
X' +z" =Aby



1 Z j—
- y

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekisiik bilan kesimi uslibu

X+ =Abh
[y=h, h>0

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi aylanalardan iborat. Sirtning

d

Oxy va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida y:%b va y:%\b parabolala'r
hosil bo‘ladi.

Bu sirt aylanish paraboloidini aniglaydi (43-shakl).
Oxyz koordinatalar sistemasida

(6.12)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi  sirt giperbolik paraboloid
deyiladi.
Sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi

(ahf m L

z=h,h>0

tenglamalar  sistemasi  bilan
aniglanuvchi giperboladan, Oxz

va Oyz tekisliklar bilan kesirnlari Lo
z=— va z=" parabolalardan 1 /i

a b W
iborat bo'ladi.

Shunday  qilib, (6.12)
tenglama  bilan  aniglanuvchi
sirtning ko‘rinishi «egar» shaklida bo‘ladi (44-shakl). Bu sirt giberbolik
paraloboid deb ataladi.

3.6.6. Silindrik sirtlar

Tekislikda L chiziq va bu tekislikka perpendikular | to‘g‘ri chiziq
berilgan bo‘lsin.
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I 1Liiiii)g har bir nugtasi orqali  / to*g‘ri chiziqga parallel giiib
FIl'Iktiliaii 1)'g‘ri chiziglar to'plamidan hosil bo‘lgan sirtga silindrik

ilIMilmli, Bunda L chizig silindrik j
ttuiii'n:  yii'niiUiruvchisi, I to'g‘ri /
Ml parallel  bo‘lgan  to‘g‘ri

silindrik sirtning yasovchilari
it* Miilmli (45-shaki).

1L koordinatalar  sistemasini n
fix  ..1l1 / vyasovchiga parallel va
I N\n'nalliruvchi Oxy  tekislikda

Siit()ili |i:iii qilib tanlaymiz.

45-shald.

/ vfnaltiruvchining Oxy tekisikdagi tenglamasi F(x,y) =0
= Iiii I) holda F(x y)—O tengiama yosovchilari Oz o‘qga parallel

“iliiiilrik sirtning nomlanlshl va tenglamasi
(' N iiailiruvchining shakli asosida aniglanadi.
Jipr Oxy tekisukdagi yo'naltiruvchi

(elli]i iilaii iborat bo*lganda 5+Ab_ = ltengiama
I Ihiiik siHndrni ifodalaydi (46—shakl).

1 iy = tengiama bilan aniglanuvchi
L141n'ly silindr clHptik silindrning xususiy
li..li lio'ladi.

. o _ ) . .

Sim kabi b = ltengiama giperbolik

a
kihiulrni  (47-shakl), y*=2px tengiama
I<,ihil)oHk silindrni ifodalaydi (48-shakl).

46-shakl.

47-shakl. 48-shakl.



5-misol. =2z tenglama bilan aniglanuvchi sirt shaklini chizing.
Yechish. Berilgan tengiamada y qatnashmaydi va

chizig Oxz
tekislikda yotuvchi paraboJani ifodalaydi.
Shu  sababli & - 2z tenglama
n=0

yosovchilari Oy o‘gga paralle] bo‘lgan
parobolik silindmi ifodalaydi.

Parabola j =0 tekislikda Oz o‘gqga
nisbatan simmetrik bo’ladi, uchi 0(0;0;0)
nugtada yotadi va  M,(-2;0;2), M(2;0;2)
nugtalardan o‘tadi. Chizig shaklini Maple
paketida chizamiz (49-shakil):

> wMislpiiits);

> Imlidtplot3d(fx-"2-2z], x=—~4,,4, y-—0..4,

z=-4.4, grid=[13,i3,13J);

49-sfaakl.

3.6,7. Ikkinchi tartibli sirtlarniug

to‘g‘ri chiziqgli yasovchilari

To'g‘ri chiziglaming harakatidan
hosil boiadigan sirtlarga to'g'ri
chizigli sirtlar deyiladi. Bu sirtlaming
yasovchilari to g Ti chizigli yasovchilar
deb ataladi.

To'g‘ri chizigli sirtlarga konus
sirtlar va silindrik sirtlarlar misol bo‘la
oladi. Bundan tashgari, bir pallali
giperboloid va giperbolik paraboloid
ham to‘g‘ri chizigli sirtlar bo’lishi
isbotlangan.

Bir pallali giperboloidning har bir
nugtasi orqgali

acl|[ Db
X z_1 X ZJ[f1+_
ack acl b

(6.13)
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Ilii)(,llinalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar oilasidan  fagat bitta
.hi/u] o‘tishi ko‘rsaiilgan, bu yerda a,b,c- bir pailah giperboloidning
Nllhii o‘giari, A:,/-nolga teng bo‘lmagan sonlar.

Sluinday qilib, (6.13) tenglamalar ava / ning turli giymatlarida bir
Jiiill:ili giperboloidda yotuvchi va uni tolig gqopiovchi cheksiz to‘g‘ri
Hii/iiilar sistemasini tashkil giladi. Bu to‘g‘ri chiziglarga bir pallali
iMJuMbQloidning to g'ri chizigliyasovchilari deyiladi.

Slui kabi

1
f va @ N°r (6.14)

a b
X

[a

Il iii'liiiivilar biian berilgan to‘g‘ri chiziglar giperbolik paraboloidning
Il I' I chizigli yasovchilari boiadi.
In"g‘ri chizigli yasovchilardan bir pallali giperboloid sirtlaming
L. \iiilari qurilish va
1. "lukiiiu'rig konstruksiyalarida
1. un loydalaniiadi.
Milsalun, bir pailali
iiiJt ilioloidniilg to‘g‘ri  chizigli
, .uvi'litiari bo‘yicha  metail

LilLiliir joylashtirilgan
i.iilminiiehta, suv va yadro
J(uitmidarining minoralari,

I 1liiiiiioralar (masalan, Guanjou
iSKiiyi  teleminorasi, 50-shakl),
iii]i/ikl;ir va uzatmalar (51-shakl)
hil'i konstruksiyalar ishiab
. L@Jilf :iii. Bunday konstruksiyalar
I vii mustahkam  boigani sababli keng tatbiq ettadi.

Bl-

3.6.8. Mashglar

I Sicraning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan birining uchlari
"1l '»va Al2(2-35) nuqtalarda yotgan; 2) markazi nuqtada
inii linvi 2x-y-3z T =Qtekislikkauringan.
} SCora markazining koordinatalarini va radiusini toping:
. I +a--y+z=0Q 2 X+ +Z2"-6x+SyH0z+25=G
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3 Har bir nugtasidan W,(-3;0;0) va M2(3;0;0)nuqtalargacha boMga
masofalar kvadratlarining yig'indisi 36 ga teng bo'lgan fazoviy
nugtalaming geometrilc o' mini toping.

4. M 0,%;0 nugtadan va 5 tekislikdan teng uzoglikda yotgan fazoviy
nugtalarining geometrik o'mini toping.

5. Har bir nugtasidan M,(0;0;-4) va M2(0;0;4)nuqtalargacha bo'lgan
masofalar yig'indisi 10 ga teng bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing.

6. Har bir nugtasidan A/i(-5;0;0) va M2(5;0;0)nuqtalargacha bo'lgan
masofalar ayirmasining moduli 6 ga teng bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing.

7. Berilgan sirtning ko'rsatilgan o'glar atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt
tenglamasini tuzing:

1) z=~ , Oxva Oz 2 =] Ox va ; 3) A"+ — =1 0yva Oz
) ) )1625 Oy. )64161y

8. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo'naltiruvchilari -2z+1=0,
y~z +l =0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.

9. /Vning ganday giymatlarida x +my-2 = 0 tekislik elliptik
parabaloidni 1) ellips bo'yicha; 2) parabola bo'yicha kesadi?

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizig'ini aniglang:

l)’:;+€:22, 3x-y+6z-U =0, 2) ’\4— ’:\3 =2z, 3x~y1+6z~14 =0;

3) = x-2y-1=0; 2) 5ir+2z°5 =0,

11. Har bir nugtasidan Af(3;0;0) nugtagacha va n=1tekislikkacha bo'lgan

masofalar nisbati S gateng bo'lgan fa.zoviy nugtalaming geometrik o'mini
toping.

12. Berilgan sirt va to'g'ri chizigning kesishish nuqtasini toping:

8 36 9 3 -6 4 " 9 4 4 -3 4 m

13. Berilgan tengiama bilan aniglanuvchi sirt turini aniglang;

1) 3qp—+64/-14424576=0C; 2) AYyNHZN-2(X Yy +2)~22 =0

3) 3x"+2/-12z=0, 4) 16x" +3y" +162" -64Xx-6Yy +19= (j;
5) 25M-9;u'-225=0, 6) 9o~ 4 /-362=0;

7) 4x43/-52460=0, 8) X +y" -2x-3 =0.
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MATEMATIK ANALIZGA
KIJMSH

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz
I higigiy sonlar kichiklar tahlili»ga tnos bo‘iimlar majmuasi
boiib, u differensial va integral hisobni

Sonit | birlashtiradi. Matematik analiz  sistemali
Hiro*zgamvchifiing boiim sifatida XV 11-XVIIi asrlarda |I.Nuyton.
limksiyasi G.Leybnis, L.Eyler, J.Lagranj va boshga
I'liiksis olimlar asarlarida yuzaga keldi. Uning asosi
'l —i>>, i boigan limitlar nazariyasi X1X asrda O.Koshi
wziiik tomonidan ishlab chiqildi. Matematik ana-

lizning boshlangich tushunchalari XI1X-XX
asrlarda to‘plamlar nazariyasi, oichamlar
nazariyasi, haqigiy o‘zgaruvchi funksiyalari
nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqur
tahlil gilindi va uraumlashiirildi.
Matematikaning «Matematik analizga
kirish» boiimida matematik analizning asosiy
tushunchalari boigan bir o‘zgaruvchiniiig
funksiyasi, sonli ketma-ketliklar, limitlar,

Offfusten Lui Koshi cheksiz kichik funksiyalar va uzluksizlik

(1759-18S7)- tushunchalari oiganiladi.
f'mnsui mafematiai

m mexanigi.
hiriiii kM&b chiggm, 41.HAQIQIY SONLAR
s ! o
> . — 4.1.1. To‘plam
mi;..

. |

rivfiigif  iattii &ma Toplam matematikaning boshlangich
(i»fikgmi, (taiiflanmaydigan) va muhim tushunchalari"
otin Hinii, uduknizHK, dan biri hlsoblanadl_. To‘plgm_ deganda te_lylr?
h xossaga ega boigan ixtiyoriy tabiatli

Hond, i)ai(milng mom- obyeKtlar majmuasi tushuniladi.  Masalan,
guruhdagi talabalar to‘plami, butun sonlar
to‘plami, berilgan nuqtadan oiuvchi to‘g‘ri
chiziglar to‘plami.
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To‘plamni tashKil etuvchi obyeKtlarga to‘plamning elementlari
deyiladi. To‘p'am, odatda, lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning
elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan beigiianadi.

A to‘plamning a,elementlardan tashkil topganligi A={a,b,c,d}
kabi yoziladi. Ba’zan to‘plam sonlar, belgilar, so'zlar yoki formulalar
yordamida beriladi.

a elementning A to‘plamga tegishli ekanligi g<eA deb yoziladi.
b elementning A to‘plamga tegishli emasligi Z>""(yoki bi.A") kabi
beigiianadi. Masalan, A={24,6,8} to‘plam uchun 4eAva 5WA

A io‘plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘!lsa /.
to‘plamga chekli to plam, aks holda cheksiz to plant deyiladi. Masalan,
A={x\6<x<2Q,xeN} chesli to‘plam, B={\>I5,x&N} cheksiz
to‘plam boiadi.

Bitta ham elementga ega boimagan to‘plam bo sh toplam deb
ataladi va 0 kabi beigiianadi. Masalan, A={xx*-+ =Q,xe R} bo‘sh
to‘plam, chunki x'+1=0 tenglama haqigiy sonlar to‘plami R da
yechimga ega emas.

Agar A to‘plamning har bir element! B to‘plamning ham
elementi boisa A to‘plamga B to'plamning gismi (gismiy toplami)
deyiladi va Ac: B (yoki BidA) kabi beigiianadi. Masalan, A={234} va
S={1,2345} bo‘lsa bo‘ladi.

Agar AdB vaBe A bo‘lsa " va S to‘plamlarg& teng topiamJar
deyiladi va A=B Kabi yoziladi. Demak, A="B tenglik A va B
to‘plamlaming bir xil elementlardan tashkil topganini bildiradi.

A va B to‘plamlarning har ikkalasiga tegishli bo‘lgan element bu
to'plamlarnng umumiy elementi deyiladi.

1-ta'rif. A va B toplamlarning birlashmasi (yoki yig‘indisi) deb
ulaming kamida bittasiga tegishli boigan elementlardan tashkil topgan
to‘plamga aytiladi va Au B (yoki A+B) kabi beigiianadi.

Demak, AKjB ={x\xeA yoki xeB}.

2-ta'rif. A va B toplamlarning kesishmasi (yoki ko paytmasi)
deb ulaming barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va AnB (yoki4 5) kabi beigiianadi.

Demak, AnB ={x:xe Ava xe B}.

3-ta'rif.~ to‘plamdan B toplamning ayirmasi deb A to‘plamning
B to‘plamga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va ANB kabi beigiianadi.



cinak, ANB={x:Xe Ava Xe Bj.

Masalan, 4={1357} va £ ={2,5,7,9} to‘plamlar uchun
I H {123579, Ar*B={57), yi\S={l,3}, B\"={2,9}bo‘ladi.

II to‘plam A to‘plaraning gismiy to‘plami boMsa, ANB ayiraia
Il lo~plamning A toplamga toldiritvchisi deyiladi.

| ) ta’riflaming chizmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda
| +/1, fin B, A\B bo‘yab ko‘rsatiigan.

4.1.2. Sonli to‘plamlar

Hagigiy sonlar va ulaming asosiy xossalari

IJcraentlari  sonlardan iborat boigan to‘plam sonli to'plam
Hi'yiladi.
Son matematik anaiizning asosiy tushunchalaridan biri boiib, uzoq

ijimima—-garshi sonlami va nol sonini qo‘shish bilan butun sonlar
In pliimi hosil gilingan, Matematikaning taraqgiyoti ratsional sonlarning
M kcyinchalik irratsional sonlaming kiritilishini taqozo etgan, Ratsional
tuiiliir 1) plami va irratsional sonlar to‘plami hagiqgiy sonlar to‘plami deb

iiiiili’an.
Shunday gilib, NaZzaQczR sonli to‘plamlar hosil gilingan, bu
Niiihi v={123.,.,,...}-barcha natural sonlar to‘plami;
10, 11,42,...+«,.,.}-barcha butun sonlar to‘plami;
(» ,peZ,qeN\-barcha ratsional sonlar to‘plami; R- barcha
1/ j

liiu]KJiy sonlar to‘piami.



Har ganday ratsional son yoki chekli o‘nli kasr bilan yoki cheksiz.

davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi. Masalan, | =15=(1500..),

i =0,333...-ratsional sonlar.

Ratsional bo‘lmagan hagiqgiy sonlarga irratsional sonlar deyiladi.
Irratsional son cheksiz davriy bolmagan o‘nli  kasr bilan
ifodalanadi. Masalan, V2 =14142356..., A =31415926...-irratsional

sonlar.

Shunday gilib, hagigiy sonlar to‘plamini barcha cheksiz o‘nli kasrlar
to‘plami deyish va R={x: x=a,aja,a"...} kabi yozish mumkin, bu yerda
aeZ,a,e {012..9}/=12....

Haqiqiy sonlar to‘plami R quyidagi asosiy xossalarga ega bo'ladi.

r. R to'plam tartiblangan to'plamdir, ya’ni istalgan ikkita har xil a
va b sonlar uchun a<b (yoki b<a) tengsizlik bajariladi.

2. R to'plam zichdir, ya’ni istalgan ikkita har xil a va b sonlai’
orasida a<x<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi cheksiz ko‘p x haqiqgiy
sonlar mavjud boiadi;

3’ R to'plam uzluksizdir.

Son o'gL Sonlarning sodda toplamlari

Hagigiy sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha haqiqiy sonlar
to'plami bilan to‘g‘ri chizig nuqgtalari to'plami orasida bir giymatli
moshk o'matiladi. 2

Buning uchun biror to‘g‘ri chiziqda (u gorizontal yo'nalgan boisin
(2-shakl)) musbat yo'nalishni, O hisob boshini va masshtab birligini
tanlaymiz. Musbat Xx sonini

ifodalash uchun bu to‘g‘r i ————— Q X
chizigda O hisob boshidan o‘ng
tomonda tanlangan masshtab 2-gheld.

birligida berilgan x songa teng
masofada yotuvchi M nugtani olamiz; manfiy x sonini ifodalash uchun
esabu to‘g‘ri chizigda O hisob boshidan chap tomonda X songa (bu son
hagida keyingi bandda tushuncha beriladi) teng masofada yotuvchi M
nugtani olamiz; x=0 soniga 6) hisob boshi mos keladi.

Barcha nuqgtalari uchun barcha haqigiy sonlar to‘plami bilan
ko'rsatiigan bir giymatli mosik o'matilgan to‘g‘ri chizigga son o qi (yoki
sonli to g Ti chiziq) deyiladi.



Miiiiulay gilib, har bir hagiqiy songa son o‘qgining yagona M nugtasi
MHe (Jo'yiladi va aksincha, bu son o‘qining har bir M nugtasiga yagona
I son mos keladi. Bunda haqigiy son va son o‘qgining nuqtasi

li"llmhlii «x nuqta» so‘zi ishlatiladi.

Son o‘gi hagigiy sonlaming joylashishi to‘g‘risida ko‘rgazmali
NI"hmi anglatadi, x <x2<x, tengsizlik X* nuqta x, va X nuqtalar
Miif.iilii yotishini bildiradi.

m K h&R, a<b boisin. Hagigiy sonlar to‘plamining quyidagi
i]i Ml lo'piamlariga oraliglar (intervallar) deyiladi:

It; NI={x:0< X< &}-kesma (yopiqg orahq, sigment);

{irh) ={x:a<x<b}-interval (ochiq oralig);

NN = {x:a < X<b},(a;b] = {x:a < X<h} - yarim ochiq intervallar;

( <00 = {jc;sic<e}, {-oDb)={X:x <b), Ne+Q={X:x>a),

i./.i'm pA\xa), (-00+o) = {;c;—00<x<-+c»}-cheksiz intervallar.

Himda a b sonlar mos ravishda bu oraliglaming chap
N ti‘iig
iiiKlladaii
I hapga va 0‘ngga garab cheksiz uzoglashishini simvolik tasvirlaydi.

VA%, e/?)nugtani o‘z ichiga oigan har ganday {ab) intervalga

mujianing atrofi deyiladi. Xususan, (x,,—£;X(,+£) interval X,
iiiKilaning s atrofi deb ataladi. Bunda X, soniga bu atrofning
iMii kii/i, £ (£ >0) soniga bu atrofning radiusi deyiladi.

Agar Xx,e(x,,-£;x,+£) boisa, u holda Xx,—£<x<x,+£- YyoKki
I\ mgkE tengsizlik bajariladi. Bu tengsiziikning bajarilishi X nugta
1, nugtaning £ atrofigatushishini bildiradi.

Sonning absolut giymati

4-ta’rif. X(xeil) sonining absolut giymati (yoki moduli) deb x>0
liniganida x sonining o‘ziga, x manfiy boiganida (-x)soniga aytiladi.
X sonining absolut giymati jxi belgi bilan belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko‘ra,
x, agarx>Q,

X=
—x, agarx <0.
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r. xeR daix|>0, NN\ - |x|<x<|jti;

2. «>0 da \a tengsizlik ~a<x<a tengsizlikka ekvivalent
bo‘ladi;

3. XeR,y6ifda

A

Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rijSdan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, [x+>i]"x! +[j;] bo‘lishini
isbotlaj Tniz.

Isboti. x+y>0 boisin.

Uholda x+/]|=x +\ x<|x], y 9.v] boiadi.
Bundan

Ix +m]=x +j <|x |+1i:l-

X+><0 boisin.
U holda
IX +>=(x+3;) = (-X) +(=>), -x<|x], -y<iy\

boiadi.
Bundan
iX+=(=X) H>)<|IX|

Sonli toplamning aniq chegaralari

5-ta’rif. Agar shunday M soni topiisa va istalgan xeX uchun x<M
tengsizlik bajarilsa, X hagigiy sonlar to”plami yugoridan
chegaralangan deyiladi.

Masalan, X =(-0o]] to‘plam yugoridan chegaralangan.

6~ta’rif. Agar shunday m soni topiisa va istalgan xeXuchun x>m
tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to‘plami quyidan chegaralangan
deyiladi.

Masalan, barcha natural sonlar to‘plarai quyidan chegaralangan.
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7-In’rif.  Agar X io'plam ham quyidan ham yugoridan
mi> (iiiinlangan bo‘!sa, y’ani shunday m va M sonlari topiisa va istalgan
mm \iichun m<X<M tengsizlik bajarilsa, X hagiqiy sonlarto‘plamiga
i itiiriillangan deyiladi.
Hii ta'rifdan agar X to‘plamning elementlari biror kesmada
Waslisa, u liolda bu to‘plam chegaralangan bo‘iadi degan xulosa kelib

N'ligoiidan (quyidan) chegaralanmagan to‘piamga Yyuqoridan
\iiviilan) chegaralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar
In phimi yugoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan)
I»I' isa barcha manfsy sonlar to‘plami quyidan chegaralanmagan (ammo
Nii|(iridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha
nii'.idiial soniar to‘plami, shuningdek, barcha hagiqgiy sonlar to‘plami
ham (Juyidan, ham yuqgoridan chegaralanmagan.

Agar X to‘plam 3mgoridan M soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
4 X toplamning yuqori chegarasi &eyWiéi. Bunda .Wsonidan
Lallii boigan ixtiyoriy M' son ham X to‘plamning yugori chegarasi
I'liiadi.

S-ta’'rif. Agar istalgan xeX uchun x<M bo‘lsa va yetarlicha
wcliik ixtiyoriy iT>0 musbat son uchun shunday x*eX soni topiisa va
N i <X*<M tengsizlik bajarilsa, M soniga X to plamning aniqyuqori
i til'garasi deyiladi.

Hoshgacha aytganda, X to‘plamning aniq yuqori chegarasi ning
liiirclia s'ugori chegaralarining eng kichigi bo*ladi.

N1 to‘plamning aniq yugori chegarasi M=supX (yoki Af=sup{x})

I'llmi beigiianadi (lotin tilida supremum - eng yugori so‘zidan olingan).

Yuqgoridan chegaralanmagan X to‘plam wuchun ta’rif asosida
tup X =+D deb oiinadi.

Agar X to‘plam quyidan m soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
onga X toplamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda or sonidan kichik
110 Igan ixtiyoriy m' son ham X to‘plamning quyi chegarasi boiadi.

9-ta'rif. Agar istalgan xeZuchun x>m bo‘lsa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy £>0 musbat son uchun shunday x*eXsoni topiisa va
m-x*<m +e tengsizlik bajarilsa, m soniga X toplamning aniq quyi
I licgarasi deyiladi.

Siiunday qilib, X to'piamning aniq quyi chegarasi X nmg barcha
tjiiyi chegaralarining eng kattasi bo‘ladi.

X to‘plamning anig quyi chegarasi M=infZ (yokiM =M{x})
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bilan belgilanadi (lotin tilida infimum - eng quyi so‘zidan olingan).

Quyidan chegaralanmagan X to‘piam uchun ta’rif asosida
iafJi=-00 deb olinadi. Masalan, Z = m to‘plam uchun

{2 n »

infX =0, sup.J=1.

X to'plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o‘rinli
bo‘ladi.

1-teorema. Har ganday yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'sh
bo‘lmagan hagiqgiy sonlar to‘plami anig yuqgori (aniq quyi) chegaraga
ega bo‘ladi.

4.1.3. Matematik mantiq eiemeHilari

Mantiqiy belgilar

Ta’riflaming, teoremalaming ifodalanishida va bosga matemtik
tasdiglarda ko‘pincha ayrim so‘zlar va butun ifodalar takrorianib keladi.
Bunday hollarda ulaming yozilishida mantiqgiy belgilami qo‘llash quiay
bo‘ladi.

Matematik mantigda mulohaza deb rost yoKi yolg‘onligi bir giymatli
aniglanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Yer quyosh atrofida
aylanadi», «6 oddiy son» gaplari mulohaza boisa, «kech kirmogda»,
«matematika qiyin fan»
gaplari mulohaza bo*Imaydi.

a mulohazaning mfer? a - «a emas» Yyoki «a bo,lishi to‘g‘ri
emas» deb o‘qgiladi.
a va p muN\ohaza\am konyunksiyasi anp- «a va p» deb

o'giladi.

a va p TublxataxXagxTn” dizyunksiyasi aw p- «a yoki p» deb
o‘qgiladi.

a va p mvaohaiaXxammg implikatsiyasi «agar a boisa,

u holda p boiadi» (yoki «a dan p kelib chigadi») mulohazasini
bildiradi.

a va p mulohazalaming ekvivalensiyasi cx<™3- « a va p
ekvivalent» (yoki «ce dan p kelib chigadi va p dan a kelib chigadi»)
mulohazasini bildiradi.

Mavjudlik kvantori 3- «mavjudki», «topiladiki» so‘ziarini
bildiradi.
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| tiiiiniiyli/c  kvantori VV-«har ganday», «ixtiyoriy», «barcha»
Il g ilodalaydi.
«o'rinli boiadi», «bajariiadi» so‘zlarini anglatadi.
«inoslik» ni bildiradi.
Miiiiligiy belgiJar yordamida yozilgan tasdiglami tushunish va
Ji iliiii osonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli boiganlari
Miisiilan,

MF>0@E5>0)(WK”  X-  KS)f(x) -A\<e)

,w/iiv  «ixtiyoriy £>0 son uchun shunday <5>0 son topiladiki, jcning
Jii long boimagan va |x-xj<<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
hilt I hit  giymatlarida I(x) — A\<e tengsizlik bagariladi» deb o‘qgiiadi.

Zarur va yetarli shartlar

il birorta mulohaza boisin. [ mulohaza kelib chigadigan har
.Jiii(lay« mulohazaga/? mulohaza uchun yetortV deyiladi.
// inulohazadan kelib chigadigan har ganday a mulohazaga R

Masalan, a Nx soni nolga teng» va B\ «xy ko”pajima

iiiiilaiia/alari boisin. Bunda a mulohaza 3 mulohaza uchun yetarii
url bo'ladi. Hagigatan ham, xy ko‘paytma nolga teng boiishi uchun x
mtiga teng boiishi yetarli. x nolga teng boiishi uchun xy ko‘paytma
iiiilga teng boiishi zamr. Ammo, R mulohaza a mulohaza uchun
vi-lai li shart boimaydi, chunki xy ko‘pa)l:ma nolga teng boiishidan x
amining, albatta, nolga tersg bo'lishi kelib chigmaydi.

«Agar a mulohaza rost boisa, u holda 3 mulohaza rost boiadi»
li—-oromani a=>;3 ko'rinishda yozish va quyidagi ifodalardan biri
hilan berish mumkin; «a mulohaza 3 mulohaza uchun yetarli shart
ho'ladi»;«/? mulohaza a mulohaza uchun zarur shart boiadi».

Agar a va [ muiohazalarning har biridan ikkinchisi kelib chigsa,
vn'ni (a=>R)A(R=>a) boisa, u holda a va 3 muiohazalarning har biri
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart boiadi va a o 3 deb yoziladi.

Bu yozuv boshgacha quyidagicha o‘qilishi mumkin;
1) a o'rinli boiishi uchun 3 o‘rinli boiishi zarur va yetarli;
2) a fagat va fagat 3 bajarilsa o‘rinli boiadi;



3) a fagat va fagat p rost boiganida rost bo‘ladi.

Matematik induksiya metodi

Matematik induksiya metodi muhim matematik isbotiash
usuilaridan biri hisoblanadi. Bu usul n natural songa bogiiq tasdiglarni
isbotiash uchun qgollaniladi.

Uni umumiy holda ifodalymiz: n natural songa bogiiq biror
tasdigni (masalan, formulani) isbotlash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1) tasdigning to‘g‘riiigi «=1 da tekshiriiadi (agar «=ida tasdiq
ma’noga ega boimasa, tekshirish tasdig ma’noga ega boiadigan eng
kichik « dan boshlanadi);

2) tasdiqg biror n (n>1)da to‘g‘ri deb faraz qilinadi va uning n+l da
to‘g‘ri boiishi isbotlanadi. Keyin bu tasdigning istalgan n natural son
bajarilishi hagida
xulosa chiqariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Niiyton birtomiformulasi deb
ataluvchi

(a+é)"=c,v "' +.. . +C>'mV +..+C&” 1.1)

formulani isbotlaymiz, bu yerda n - natural son; Q<k<n.
(1.1) formulada gatnashayotgan

cl=

TKN\(N-K)I

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan
fttadan guruhiashlar soni) deyiladi, bu yerda w {en foktorial) belgi
orgali birinchi n ta natural son ko‘paytmasi belgilanadi. Binominai

koeifiisiyentlar va faktorial uchun quyidagi boglanishlar o‘rinli boiadi:

p+H pi=c**-

(« )= «l(«+!) (bunda O!=i deb olinadi).
(1.1 formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to‘g‘ri
boiishini n=1da tekshiramiz:

(a+by =Cfa’ +CJa%=— a+= b =a+b\
a1 id
2) (1.1) formula biror «da to‘g‘ri boiadi deb fai-az gilamiz va

212



I. 2ill slui kabi formula o‘rinli boiishini ko‘rsatamiz, ya’ni
M + +..-C>6» +c;iiz>- (1.2)

1. HMiini,1tt | isbotlaymiz.
Hii(Jicjatan ham,

(@a+hy* =(Cy +C>'-'é +..+Cy-‘6 +., +C:¢")(fl +2)=

—Qv" + + +.. +Cafc’ +C>"¢4-..+
+ +..+C-a" +C;6" =C>"" HCM +CNa"6+..+
+(C*+C¥ +...+(C;-' +C"Jab" +

HinoiTiinal koeffitsi)'entlar uchun
ClI=\=ClI,, CI+CI=Cl,, c*+c*“ =c’,
cr-c:=c:, c>i=c:r

Inmislii inobatga olinsa, oxirgi tenglikdan (1.2) tenglik keiib chigadi.

Dcniak, matematik induksiya metodining 1) va 2) bandSari
li i;ii ilgani uchun
' .Milon binomi formulasi istalgan n natural soni uchun to‘g‘ri boiadi.

(1.1) formula gisgacha

' (a +<;)":i.lzéc>”—v

Xususan, (1.1) formuladan n=2 va «=3da tanish gisga ko‘paytirish
IniiDulalari kelib chigadi:

{a+by =Cy- +C‘a;, +C y =a' +2ab nb?

(a+by = +Cyb +Crab” +C y +3a’b +3ab” +b\
4.1.4. Mashqglar

A va B to‘plamlar berilgan. Ar*"B, AuB, A\B, B\A to‘plamlami

lliping.
N A={1,234}, B={456}; 2) A={1,348}, S={S245789;
1) AM-ixeR:x" +x-20=0), B={xeR: -x+12=0].
1. J/f-musbat juft sonlar to'plami va £ - musbat toq sonlar to‘plami boisa,
Im« va to‘p'amlarnitoping.
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3. ~~barcha 2 ga bo‘linadigan sonlar to‘plami va 5 -barcha 5 ga
boiinadigan sonlar to'plami bo‘lsa, AnB to'plamni toping.

4. ig5 irratsional son ekanini ko‘rsating.
5. V2-Vs<V3-2 ekanini ko‘rsating.

6. Berilgan to‘plam elementlarini toping.

ejV:ilogl- <2}
rXx

7. Berilgan tenglamalarni yeching.

N]I3x-4i=]; 2) | -x"2x-3]|=I;

3) 4 N +x*=0; 4) =-X+2
8. Berilgan tengsizliklami yeching.
DIix-2i>1; 2)NN=TX H2N\SX~7X H2;
3) x*+2yfix +3Y -10<0; 4) +  <-x-l.
9. Berilgan X to‘plam uchun supX va mfX larni toping,
1) X ={;ceZ:-5<jc<0}; 2) X ={xs R: x<0}.

10. Tengliklami matematik induksiya raetodi bilan isbotlang:

+ + = MeN-, 2)1 345+ +(2«-li=«”

42. SONLI KETMA-KETLIKLAR

4.2.1. Sonli ketma-ketliklar

1-ta'rif. 1,2.3,..«.. natural sonlar gatorining har bir n natural
soniga mos qo‘yilgan x,x*x*...x"... hagigiy sonlar to‘plamiga sonli
ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) deyiladi va {xJ bilan belgilanadi,

Bunda x,x"Xx,,...x"... sonlar {xjketma-ketlikning hadlari, x* bu
ketma-ketlikning umumiy hadi, n uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mumkin boMsa, ketma-
ketlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekurrent usullarda
berilishi mumkin.
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iHiililik usulda ketma-ketlikning umumiy hadi formuia iio‘rinishida
Imiiliili  Hiiiulii « ga 1,234,.,, qiymatlar beriladi va ketma-ketlikning
tiM liiiilliu i lopiladi.

miimitiiiy, X, =(-1)"=«  formula {jcJ={ - 1 , 2 , ketna-
1lilihii hiTadi.

Kt'ktirrent usulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir neclita
liiiiii. iy liadi  beriladi va keyingi hadni (yoki bir nechta keyingi

i.'Miiiihi'ii  beriladi, Masalan, x"=a", +d rekurrent fomula
Jdiilni. iik progressiyani, x"-b,, xX"\=x"q rekurrent formula geometrik
|MMiiHHsiyani beradi.

A>ir VBV uchun x*=c(ceR) bo‘lsa, {xj ketma-ketlikka
.m I' innas ketma-kettik deyiladi.

Agar shunday M soni (m soni) topilsa va \fneN uchun

Al (x»>m) tengsizlik bajariisa, {c,} ketma-ketlikka yuqoridan
m yiiirnlangan {quyidan chegaralangan) deyiladi.

Agar {x,} ketma-ketlik ham quyidan ham j-iiqoridari
- lu'pdiiriilangan bo‘lsa, ya’ni shunday m, M sonlari topilsa va \/neN
ihliiin m<x"<M tengsizlik  bajariisa, {Xj ketma-ketlikka
. hfy"uniUmgan deyiladi.

A mex{]»],[M|}boisin. ] hoida ketma-ketlikning
. lirj’.italanganlik shartini | A ko‘rinishda yozish mumkin.

4-(@'rjf. Agar V>0 son uchun {xJ ketma-ketlikning \XxJ>A
( '/1 yoki x*"<-A) tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadi topilsa, {xJ
lu'liuLi-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta'riflardan ko‘rinadiki, ketma-ketlikning barcha elementlari u:
vii(Joridan  chegaralangan bolsa, (-oo;M] orahqga, quyidan
| licgaralangan bolsa NN\ oraligga, ham quyidan ham yuqoridan
1licgaralangan bolsa [MNVN oraliqga tegishli boiadi. Chegaralanmagan
kolnia—ketlik yugoridan yoki quyidan chegaralangan boiishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misollar

keltiramiz.
\{ ={n-+}={2510,...h +1,..}-quyidan chegaralangan (m=2),

2yl ={-}={-1,-4-9,..-n\..}- yuqgoridan chegaralangan
(M =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.

215



3.Ki=M =

« i1 2 - chegaralangan {m=0,Ai =1).
12,37"I, n 7 g g { )

4-K} ={(-1)’<}={-1,2-34,...,(-1)"w...}- chegaraianraagan.

5-ta’rif. AgarV«eiV uchun: boisa, [x] keima-ketiikka
gatiy o'suvchi deyiladi; boisa, {xJ keima-ketlikka qat’iy
kamayuvchi deyiladi; boisa, {xJ ketma-ketlikka
kamaymaydigan deyiladi; boisa, {xJ ketma-ketlikka

0 ‘smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketraa—ketliklar umumiy bitta monoton ketma-ketlik
nomi bilati birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi ketma-
ketliklarga gat’iy monoton keima-ketliklar deyiladi.

Monoton ketma-ketliklarga misollar keltiramiz.

inl fl 2 n .
. o‘suvchi va chegaralangan
nHj (234 nr+1
ketma-ketlik.
2- {yj={««}={U,22,...n77,..}* kamaymaydigan va

chegaralanmagan ketma-ketlik.

3. K}= H1-- - - kamayuvchi va chegaralangan
ketma-ketlik.

hn | 22 «« -0‘smaydigan va chegaralangan

ketma-ketlik.
Ikkita {x} va (jJ ketma-ketlikning  yig'indisi,  ayirm.asi,
ko paytmasi, bo linmasi (bunda " 0)deb, har bir hadi bu ketma-

ketliklar mos hadlarining yigindisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va
boiinmasidan iborat boigan ketma-ketlikka aytiladi.
Ko‘rsatilgan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:

XjHyji=f.+yj, {XI-iyj=&,-vyij,
K}!

Xususan, {xJ ketma-ketlikning m songa ko'paytmasi m {xj deb,
har bir hadi {xJ ketma-ketlik raos hadining shu songa
ko'paytmasidan iborat boigan {m-xj ketma-ketlikka aytiladi.

216



4.2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar

6-ta’rif. Agar V>0 son uchun shunday J1?rnoTter iopilsa va
NMn>N  uchun tengsizlik bajarilsa, {a:J ketma-ketlikka c/reb/z

kciiia ketma-ketlik deyiladi.
Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaraianmagan bo‘ladi.
Ammo chegaraianmagan ketma-ketlik cheksiz katta boimasligi

mumkin. Masalan, <j<<sin’éi- shunday ketma-ketliklardan biridir.

7-ta’rif. Agar VE->0 son uchun shunday N-N{£) nomer topiisa
va N\/n>N uchun |jcl<f tengsizlik bajarilsa, {xJ ketma-ketlikka
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

1-misol. {a }:<[F1]i ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko‘rsating.
Yechish. Ye >0 son olamiz. |, s tengsizlikdan n>m
E

(cngsizlik keUb chigadi. N ni — ning butun gismi, ya’ni N= g—
S

desak, u holda V«> A uchun |aj<e boiadi. Demak, ta’rifiga ko‘ra,

- i ketma-ketlik cheksiz kichik boiadi.
ni

Keltirilgan misolda N= nomer £ gabogiiq boiadi, ya'ni
i; ning turli giymatida har xil giymatlarni gabul giladi. Masalan, =01
da n-=UL ¢$=001 da iV=100. Shu sababli cheksiz kichik ketma-
ketlikning ta’rifida N =N{£) deb yozilgan.

1-teorema. Agar {xJ ketma-ketlik cheksiz katta va x**0,neN

1oisa, u holda —1 keima-ketlik cheksiz kichik boiadi, va aksincha

{aj- cheksiz kichik va «,5*0, neN boisa, i— cheksiz kaiia
boiadi.
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Isboii. {x,} cheksiz katta ketma-ketlik, boisin. Ve>0 son

olamizva " =~ deymiz. 6-ta’rifga ko‘ra bu A soni uchun shunday |
N

N nomer topiladi va \/n>N uchun \xJ>A tengsizlik bajariladi. j
Bundan \in>N uchun -i-<—=s boiadi. Bu esa

ketlikning cheksiz kichik boiishini bildiradi. Teoremaning ikkinchi

gismi ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksb. kkhik ketma-ketliklar gisyidagi xossalarga ega,

1. ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
algebraik yig’indisi cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi.

2°.  Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi.

3°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketikka ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi.

4°, Cheksiz kichik ketma-ketlikning chekli songa ko‘paytmasi
cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi.

Xossalardan  birining, masalan, 3-xossaning isbolini keliirish
bilan chegaralanamiz.
{xJ chegaralangan ketma-ketlik, {aj cheksiz kichik ketma-ketlik

boisin. {x"-aj ketma-ketlik cheksiz kichik boiishini ishotlash kerak.
{xJ ketma-ketlik chegaralangan. Shu sababli biror ~>0 sort va
Vm uchun \xJ<A boiadi.

VE£>0 son olamiz. {aJ cheksiz kichik boigani sababli K>O son
uchun shunday N nomer topiladi va \fn>N uchun |a,,|<K boiadi.

U holda V« > Wda \x"—aj:\xj—\af\<A7A:£ boiadi.
Demak, £ aj- cheksiz kichik ketma-ketlik.
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4.2.3. Ketma-ketiikning limiti

H-@ rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N =N{e) noraer topiisa va
I Nuchun \-a\ss tengsizlik bajarilsa, a soniga {<} ketma-
ki ilikning limiti deyiladi va bu Llr(gx =a kabi yoziladi.

2-misol. Limit ta’rifidan foydalanib, —" =1boiishini
=3+l
I u'iMlling.
Yechish. Ve >0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:
3«-2_]j -3
34+ 1 M+l su+1

I v, — a <fmtengsizlikni ganoatlantiravchi n ning giymatlarini topish
luhuii tengsizlikniyechamiz:

3-e

N nomer sifatida i sonining butun gismini, ya’ni N{s)= s

Iv, I'<£ boiadi.
Shu sababli ketma-ketlik limitining ta’rifiga asosan,
. 2n-1 _
lim——_=1
2n+\

Ma’ lumki, \x*-a\ss tengsizlik had a nugtaning e atrofiga
lusluishini  bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning limiti ta’rifim
aiiyidagicha talqgin qilish mumkin: agar \inx“=a boisa, u holda a
iiuc]laning istalgan r atrofi uchun shunday iV nomer topiiadi va n>iv
iiomecrli barcha  nugtalar a nugtaning e atrofiga, ya’ni (a-£;a+s)

iiilcrvalda yotadi va bu n

berilgan  ketma-ketlikning n n
ciickii  sondagi nuqtalari 3-sheld.
joylashadi (3-shakl). Bu

jumla ketma-ketlik limitining geometrik T a hosini anglatadi.

4.2.4. Yaqiislashuvchi ketma-ketliklar

8-ta’rif. Chekli limitga ega boigan ketma-ketlikka
kelma-ketlik deyiladi.



Yaginlashuvchi bo‘lmagan ketma-ketlikka uzoglashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

{xJ ketma-ketlik yaginlashuvchi va a limitga ega bo‘isin. U holda
K "«} ={«,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi, chunki Ve>0 son
uchun shunday N(e) nomer topiladi va ¥Yn>M uchun \ag=]x"-a\<t
bo‘ladi. Shu sababli yaginlashuvchi va a limitga ega bo‘lgan ixtiyoriy
{xJ ketma-ketlikning umumiy hadini +  ko‘rinishda yozish

mumkin bo‘ladi va aksincha, {xJ ketma-ketlikning istalgan hadini
X,=da+a  ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda mx =a

boMadi, bu yerda {a,}- cheksiz kichik ketma-ketlik.

Shunday qilib, cheksiz kichik ketma-ketlikning limiti nolga teng
boiadi. Cheksiz katta ketma-ketlik hmitga ega bo‘Imaydi. Uning limiti
w deb belgilanadi.

YagqiitlasiiaveM ketma-keiiildar qayMagi xossalarga ega.

f. Yaginlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo‘ladi.

2". Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

3. Agar {xJ vaf>,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda {x"xyj ketma-ketlik yaginlashuvchi va
lim(x +y)=IlimX +limv bo‘ladi.

4*. Agar {xJ va{jJ ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda {X,,-Yj ketma-ketlik yaginlashuvchi * va
iimx -V =limX -limy bo‘ladi.

5°. Agar {xJ va {jJ ketma-ketliklar yaginlashuvchi va limy;, ~O

ix 1 ] ) ] X limx.
boIIsa, u holda ketma-ketlik yaqginlashuvchi va iim— :F*'-*

N YA

bo‘ladi.

6°. Agar {xJ ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
limc x =c-limx (cei?) boMadi.

7°. Agar {x,} va {yj ketma-ketliklar yaginlashuvchi va \/neN
uchun xX*<  boMsa, u holda limx, <lim  bo'ladi.

8. Agar {xJ va {zj ketma-ketliklar yaginlashuvchi,
lipx. =limz. == va V«£iVuchun  x <v, <z, bo‘lsa, u holda
limy”~=a bo‘ladi.
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Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan
i’'liegaralanamiz.

limx =a, limv =e¢ bo‘lsin. U holda jc =a+a va Yy,=b+R,
)()‘iadi, bu yerda {a.}, {4} cheksiz kichik ketma-ketliklar.

Hundan
x"xy~=iaxb) +(axR,,)
kelib chigadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning  1-xossasiga asosan {cr,+}
clicksiz kichik ketraa—ketlik. Shu sababli {x"+yj ketma-ketlik azb
limitga ega bo‘ladi, ya’ni

lim c* =>,) =lim  *limy”.

n 428

3~misal. {.xj= ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanini
ko‘rsating.
Yechish. BirfMichidan, x =nF2cn+2n_3n_s
n n n
Hunda V«>6 uchun boiadi. Dikinchidan, \fnsN uchun

X =-A-A>__~=N >0 boiadi. Agar jv =0, z,,:—’z‘— belgilash kiritsak,
n n .

Hmv :Ilgz,i:o va V«>6 uchun y <x~<z” boiadi. U holda 8-xossaga

ko’ra,
iirax,, =0, ya’ni berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi boiadi.

Har ganday ketma-ketlik ham limitga ega boimaydi. Ketma-ketlik
iimiti mavjud boiishi hagidagi teorema bilan tanishamiz.

2-teorema (Veershtrass teoremasi). Har ganday chegaralangan
monoton ketma-ketlik limitiga ega boiadi.

Isboti. Monoton kamaymaydigan ketma-ketlikni garaymiz.
X, <Xj <X, <..<X,, XN <... va shunday M soni topilsin va x"<M
boisin. Elementlari bu ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan X
to‘plamni garaymiz.

Shartga ko‘ra, bu to‘plam bo‘shmas va yuqgoridan chegaralangan.
U holda
4.2 banddagi 1-teoremaga asosan, X to‘plam aniq yuqori chegaraga ega
boiadi. Bu chegarani a bilan belgilaymiz va a soni berilgan ketma-
ketlikning limiti boiishini ko‘rsatamiz.
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a soni ketma-ketlik elementlarining aniq yuqori chegarasi
boigani uchun uning xossasiga ko‘ra, Ve >0 son uchun shunday N
nomer topiiadi va n>Nda x”>a-e boiadi. Ikkinchidan, aniq yuqori
chegaraning ta’rifiga asosan, barcha n lar uchun <a<a +e boiadi.
Shunday qilib, n>N uchun a-e< <a+e,ya’ni \x*-a\<s tengsizlik
kelib chiqdi. Bu tengsizlik a soni {xJ ketma-ketlikning limiti boiishini
bildiradi.

Monoton o‘smaydigan ketma-ketlik uchun teorema shu kabi
isbotlanadi.

Izoh.  Monoton  ketma-ketlikning chegaralanganligi  uning
yaginlashuvchi boiishining zarur va yetarii shartini beradi.

Hagigatan ham, agar monoton ketrna-ketlik chegaralangan boisa,
u holda 2-teoremaga ko‘ra, u yaginlashadi; agar monoton ketma-ketlik
yaginlashuvchi boisa, yagiulashuvchi ketma-ketlikning 2-xossasiga
asosan, u chegaralangan boiadi.

2- teoremadan ichma-ich qo‘yilgan kesmalar hagidagi lemma ke
chigadi.

kesmalar ketma-ketligi berilgan boiib,
bunda [a,;€]13[a2;€J=)...3[a,;¢JrD..., ya'ni har bir kesma o‘zidan
oldingi kesmaning ichiga joyiashgan va lim(6,,-aj=0 boisin.
Bu kesmaiarga ichma-ich qo™yilgan kesmalar deyiladi.

Lemma (Kantor lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich qo‘yilgan kesmalar
ketma-ketligi uchun bu ketma-ketlikning har biriga tegishli boigan ¢
nuqta mavjud va yagona boiadi. *

Bu lemma hagigiy sonlar to‘plamining uzluksizligi yoki son
o‘gining toialigi hagidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar hagidagi
teoremalar nafagat nazariy, balki amaliy jihatdan ham muhim
ahamiyatga ega. Ulardan,
masalan, ketma-ketlikiaming limitini hisoblashda keng foydalaniiadi.

4-misol. i nj—M— -~ limitni toping.

Yechish. Kasming surati va maxrajidagi ketma-ketliklar limitga
ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sababli boiinmaning
limiti hagidagi 5-xossani to‘g‘ridan-to'g‘ri qoilab boimaydi. Bu
xossani goilash uchun avval ketma-ketlikning surat va maxrajini n ga
boiamiz va keyin yaginlashuvchi ketma-ketiikning  xossalarini
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| Hiiynri/,;

3+ lim i im—
v Ba+l - 3+F3 |r!'_%1>3+u&ﬁ _ ;I]_"f” AV
liiii = lim- 178-0
PBes 8_—' lim ~ lim8-lim—
n n] n-+w n-»t* A
4.2.5, e soni

1. - ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik

riJ

Kcliiin - Nyuton binomi formulasini <=1, é:ﬁ da go‘llaymiz:

X i lj ™~ 1»(«-0 n I An{n-1in-2)...{n-{n-1}) 1
n 2 K n'
yoKki
21 (, n-I
2. 1A (2.1
nJ 2. n MV N\ n n

(2.1)tenglikdanko‘rinadiki, «ning o‘sishi bilan uning o‘ng
(omonida musbat qo‘shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashagari,

« ning o‘sishi bilan Y kamayadi va \1_nj’\l_nj’ kattaJiklar ortadi.

Shu sababii {xj= 1+- ketma-ketlik monoton o'suvchi bo*ladi.
VvV  «y

(2.1) tenglikka ko‘ra.

>2. 22

(2.1) tenglikda gavs ichidagi hai- bir ifoda birdan kichik va shu

bilan birga, «>2 da — bo‘ladi.
: n 2=

Bundan

X<l +H]+—+. . +—<l+l+-+. . +=-"=|+2 =3 23)

2! nl 2 2
2



kelib chigadi. Demak, (2.2) va (2.3) tengsizlikiarga ko‘ra, 2<x”"<3,
ya’ni {xj-chgaralangan.
Shunday qilib, {xJ ketma-ketlik monoton o'suvchi va

chegaralangan. U holda Veershtrass teoremagasiga ko‘ra u

yaginlashadi, ya’ni chekli limitga ega boiadi. Bu limitni e harfi bilan
belgilaymiz.
Demak,

im 1Y (2.4)

e soniga Neper soni deyiladi. e soni irratsional son. e soni
matematikaning bir gancha masaialarida muhim rol o‘ynaydi. e soni,
masalan, natural logarifmning asosi boiadi: x>0 sonining natural
logarifini Inx bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga fagat ta’rif
berildi va u 2<e<3 tengsizlikni ganoatlantirishi ko‘rsatildi. Keyinchlik
e sonining giymatini istalgan aniglikda topish usullari ko‘rsatiladi.

4.2.6. Mashqiar
1. Ketma-ketlikning dastlabki to'rtta hadi berilgan. Uning umumiy hadini

toping:

] 5—~n
L1} z) 12!614

3 4) 1515, .

2. Chegaralangan ketma-ketliklami ko‘rsating;

3e. =% 4) X, =Nt +-n;

5)  =(-1)"m 6) X, =In{«+)-inn.

3. Ketraa-ketliklardan gaysilari monoton va gaysilari gat’iy monoton?

5)x,=y™"\ 6)x =—.

224



"2 n " ketma-ketlik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.

17 37 65 4«'+1

4729503+ 2 ketma-ketlik 79 teng limitga ega ekanligini koliim

ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib isbotlang.

6. Ketma-ketiikiarning limitini toping:

Sall 3+2
342¢”° 2)X, ;/ 4_1(. )
FeH< 2n"+3n-1
3) T2 +3«+7° 4)X" _on+l A
5) — (n+2f _(2’\‘”)\ 6 (e 1) = («= DAN
"en+7 ) 3«'+2 ’
_ 3n’ 1-5«' 3 B«
N T 143« BaHi «+2 2«+r
9) =V«+2—\n2 10) =V« +«=Vrt'
1y  =Mn-S)-n: 12) —4p’
-l V' -1
S3 E,
) V< B 45 A& N+
15) io «H«+]! 1 - <)+
T+ y-2Aii ) (2« +3)1-(2« +2)I’
17) =2-S +4- 74;.;:2n—(2n +3). 18) x, 1+2+3+..-i-n
19) ' ! 20) X, =-L+J. + :
"1-7  7-13 (6«-5)(6« +I)’ 2-4 4-6 2«(2«r2)"
. 3"-1 6-6"+5 I
2 2 - 2 3":|
3"+ a
23) X, o2 9, 1 24) 1+3+9 +,,+3
4 ie 64 r o gmias
25) ::_rlfco;!%'?e%h; 26) —%mn ' —l-ﬁgff
) 2-b
27) g,= 1-11 28) j I+
iy’
) = 2n-1] 0% 4



43,BIR 0‘ZGARUVCHINMG FUNKSIYASI

4.3.1. FuHksiya

Ikki to‘plam elmentlari orasidagi boglanishni o‘matishga
asoslangan funksiya tushunchasi matematik anahz kursida o‘rganilsada,
nafagat bu kursning, ballci butun  matematikaning asosiy
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi

1-ta’rif. Agar X to‘plamning har bir x soniga biror / goidaga
ko‘ra, Y to‘plamning bitta y soni mos go‘yilgan boisa, x to‘piamda
funksiya berilgan deyiladi va f-.x-"y yoki ==/ (X) kabi belgilanadi.

Bunda / fijiiksiya X to‘plamni Y to‘plamga akslantiradi deb
aytiladi. X to‘plam / funksiyaning aniglanish sohasi deb ataiadi va
D{f) bilan belgilanadi, yeY to‘plam / funbiyaning giymatlar sohasi
deb ataladi va £(/) bilan belgilanadi.

Bunda Xfunksiyaning argumenti yoki erkli a zgaruvchi, y funksiya
yoki X gaboglig o zgarmchi deb ataladi.

Y=1f(x) funksiyaning x=X,(X,eX)nuqgtadagi xususiy giymati

f(xj =y, yoki =y” kabi belgilanadi. Masalan, /(x) =3x' -2 boisa,
/(0)==2 /() =i."
y=/(x) funksiyaning grafigi deb Oxy  koordinataiar

tekisligining abssissasi X argumentning giymatlaridan vf ordinatasi
y funksiyaning mos qiymatlaridan tashkil topgan barcha (x;/(x)),
xeD(f) nuqtalari to‘plamiga
aytiladi. Funksiyaning grafigi tutash
chizigdan (egri chizigdan yoki to‘g‘ri
chizigdan) iboiat boiishi yoki ayrim
nuqgtalardan tashkil topishi mumkin,
masalan, y=n\. neN funksiyaning

grafigi 1,26,... nugtalardan iborat 1 0 Al
boiadi
Har qanday chizig ham biror
funksiyaning grafigi boiavermaydi,
masalan, X' +yh=| aylana 4-shakl.
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liinksiyaning grafigi boimaydi, chunki har bir xe(-I;l) uchun y ning
liilta emas balks ikkita giymati mos keladi: y, = va y
(4-shakl). Bunda funksiya ta’rifining bir giymatlilik sharti buziladi.

Ammo aylananing quyi yarim tekisUkdagi boiagi =
liink-siyaning, yuqori yarim tekisikdagi boiagi esa y=—\N-x"
lunksiyaning grafigi boiadi.

Funksiyaning berilish usullari

Funksiyaning berilishi, ya’ni x ning har bir giymatiga y ning
yagona giymatini topish turli usulda berilgan boiishi mumkin. Amalda
lunksiya beritishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p goilaniladi.

Analitik usulda jc va j; o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish bir yoki
bir nechta formula orgali beriladi. Masalan,

x-5, agarx<s3,

=x\ =sii)2X, =
y y=si) y XN +2, aear x>3.

Funksiya y=f(x) ko‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda
funksiyaning aniglanish sohasi £)(/) ko‘rsatilmaydi. Bunda,
funksiyaning aniglanish sohasi x ning f{x) funksiya ma’noga ega
boiadigan barcha giymatiari
to‘plamidan iborat deb garaladi.

Jadval usulida x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish jadval
orgali beriladi. Masalan, logorifmik fiiksiyaiarning, trigonometrik
fuksiyalarning jadvallari.

Amalda jadval orgali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning
tajribada olingan giymatiari beriladi.

Grafik usulida fiiksiya-ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning
argumentning u yoki bu giymatlariga mos giymatiari bevosita shu
grafikdan topiladi.

X va y o‘zgaravchilar orasidagi bogianish yugorida keltirilgan uch
usul bilan chegaralanib golmasdan, boshga shakllarda beriUshi ham
mumkin. Masalan, EHMning hisoblash programmasi shaklida,
tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonligi
y =fix) funksiya X to‘plamda aniglangan va I={a,b)c-X boisin.
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2-ta’rif. Agar Vx.,xel uchun x.<x* boiganda
if{x,)> tengsizhk bajariisa,
y=f(x) funksiyaga | intervalda
0'swchi {kamayuvchi) deyiladi. J

3-ta’rif. Agar "x",x”el uchun
X boiganda /1(x,)</(%,)

{f(x,)>f(xj} tengsizlik bajariisa,

y=f{x) funksiyaga | intervalda

kamaymaydigan (o’smaydigan) ~ 2 o

deyiladi. g.3haki.

Masalan, grafigi 5-shaklda
berilgan fiinksiya (-2;!) intervalda kamayuvchi, (3,6) inten'alda
kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi.

Barcha bunday funksiyalai' / intervalda monoton fiinksiya nomi
bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarga 1
intervalda gatiy monoton funksiyalar deyiladi. Funksiya monoton
boigan intei-vallar monotonlik intervallari deb ataladi.

Funksiyaningjuft va togligi

y =f{x) funksiya X to‘plamda anigiangan boisin.

Agar VjceX uchun -xeX va /(-x) =/(x) boisa, f(x) funksiyaga
juft  funksiya deyiladi. Masalan, y=""X" y=cosX, Y =%T+x"-juft
funksiyalar.

Jufl funksiyaning gi‘'afigi ordinata o‘giga nisbatan  simmetrik
boiadi.

Agar VxeX uchun -xeX va f(-x) =-f(x) boisa f(x) funksiyaga
togfunksiya deyiladi. Masalan, y=x" v=sinx-toq funksiyalar.

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
boiadi.

Juft ham, toq ham bolmagan funksiya umumiy Kko’rinishdagi
funksiya deb ataladi. Masalan, y-x-2, y=fx- umumiy ko‘rinishdagi

funksiyalar.
fix) va gfx) funksiyalarjufl funksiyalar boisa,

fix) +g(x), f(x)-g{x), f(x)-9(x), *,(g(x)"Q)
9(x)
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I'unksiyalar ham juft boiadi.
f{x) va of¥) funksiyaiar toq funksiyaiar boisa,

HXx) +9{x), /(x)-9(x)

Funksiyaiar toq boiadi,
f()-9(x), IM,(g{x)"Q)
9(x)

funksiyalar esajuft boiadi.

I'misol. /(x)=In(2x+ ) funksiyalarning tog ekanini
koi'satijng,
Yechish. Toq fimksiya uchun
f(-x) =-f(x) yoki /(x) +/(-x) =0
boiadi .
Tekshirib ko'ramiz;
fix) +/(=x) =In(2x + +In(-2x +A/iTi?) =

= In(l +4x" -4x™) =tal =0.

Bu munosabatdan xeD{f) boisa, -xeD (f) bolshigi kelib chigadi.
Demak, fianksiya tog.

Funksiyanmg chegaralanganligi

y =fix) funksiya X to‘plamda aniglangan boisin.

4-ia’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topiisa va VeZ uchun
f{x)<M tengsizlik bajarilsa, fix) fiiksiya Xto‘piamda yuqoridan
chegaralangan dejaladi.

5~ia’'rtf. Agar shunday o‘zgai-mas m soni topiisa va VxeX uchun
f(x)>jn tengsizlik bajarilsa /(x) funksiya X io‘plamda quyidan
chegaralangan deyiladi.

6-ta’rif. Agar fix) funksiya ham quyidan, ham jnigoridan
chegaralangao boisa, y’ani shunday o‘zgarmas m va M sonlari topiisa
va VxeZ uchun m< f{x)<M tengsizlik bajaiilsa, fix) funksiya X
to'piamda chegaralangan deyiladi.

Masaian, y=I-x* funksiya yugoridan M =1 soni bilan

chegaralangan, y=2-+x* fimksiya guyidan m=2 soni bilan
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chegaralangan, >=sinx funksiya quyidan m=-\ soni bilan va
yugoridan M =1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyligi

y =f{x) funksiya X to‘plamda aniglangan boisin.

7-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T(T”Q) son topiisa va
V:n:eXuchun x+ x-re”,/{x=xr) =/(x) boisa, /(xX)funksiyaga
davriy fimksiya deyiladi. Bunda T laming eng kichik musbat giymati

ga f{x) fiinksiyaning davri deyilaidi.

Masalan, y=sinx funksiyaning davri 2n, tgx funksiyaning
davri n.

2-misol. /(x) =4sin3x+3cos3x funksiyaning eng katia giymatini va
davrini toping.

Yechish. acosx +bsmx =4a™i-b" co&(Xx—(p) (p~argtg— formulaga

a/
ko‘ra.
/(X) =V3" +4 -cos(3x-") =5c0s(3x—"?), P=aigtg—

Bu funksiyaning eng katta giymati / KTV+ =5

NOA(@*+{7) funksiyaning davri rj=— boiadi. Bundan 71=—3.
a

%
4.3.2. Teskari funksiya

Aniglanish sohasi X va giymatlar sohasi Y boigan y=/(x)
funksiya berilgan boisin. Agar bunda har bir yeY giymat yagona
X&X giymatga mos qo‘yilgan boisa, u holda aniglanish sohasi Y va
giymatlar sohasi X boigan x=<pfy) funksiya aniglangan boiadi. Bu
funksiya y=f{x) ga teskarifunksiya deb ataladi va x=(p{y) =f—\y)
kabi belgilanadi.

y =/(x) va x=fy) funksiyalar o'zaro teskarifunksiyalar deyiladi.
Bunda y=f{x) funksiyaga teskari x=cpfy) funksiyani topish uchun
f(x) =y tenglamani x ga nisbatan yechish (agar mumkin boisa) yetarli.
Masalan, y=a* funksiyaga teskari funksiya x=iog"y funksiya boiadi.
y=x* ftinksiyaga xe[O;|]da x=,/y teskari funksiya mavjud, x€[-I;I] da
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esa mavjud eraas, chunki bunda y ning har bir giymatiga X ning
ikkita giymati, masalan, y =1 g& x*=| mos keladi.

Teskari fiinksiya ta’rifiga ko‘ra, y=f(x) fiinksiya X va 7
to‘plamlar o‘rtasida bir giymatli moslik o‘rnatsagina y =f(x) funksiya
teskari funksiyaga ega
bo‘ladi. Bunda har ganday
gat’ly monoton funksiya
teskari ~ fimksiyaga ega
ho1adi  deyish mumkin
boiadi. Bunda agar fiinksiya
o‘ssa (kamaysa), u holda
uriga teskari fimksiya ham
o‘sadi (kamayadi).

y- f{x) va unga teskari
X=(p{y) funksiyalar bitta egri
chiziqg bilan ifodalanadi, ya’ni
ulaming grafigi ustma-ust
tushadi. Odatdagidek,
argument (erkli o‘zgaruvchi)

X bilan va fiinksiya (bog‘liq o‘zgaruvchi) y bilan belgilansa, y =f(x)
funksiyaga teskari fiinksiya y=(p() deb yoziiadi. Bu y=f{x) egri
chizigning M,(x,,;j/,,) nugtasi y=@{) egri chizigning My~x"Y nugtasi
bo‘lishini bildiradi. Bu nuqgtalar y=x to‘g‘ri chiziqga nisbatan
simmetrik bo‘ladi (6-shakl). Shu 29N\ zaro teskari y=f{x) va
y=< funksiyalaming grafiklari | wva Il choraklar koordinata
burchaklarining bissektrisalariga nisbatan

simmetrik bo‘ladi.

4.3.3. Murakkab funksiya

X to‘piarada giymatlar sohasi Z bo‘lgan z=(@pE{) funksiya
anigiangan bolsin. Agar Z to‘plamda j =/(z) funksiya anigiangan
bo‘lsa, u holda X to‘plamda y=f(p{x)) murakkab funksiya (yoki
z=® va y=f(,z) fiinksiyalarning superpozitsiyasi) anigiangan
deyuadi.

z=<(9 o‘zgaruvchi murakkab funksiyaning oraliq argumenti deb
alaladi. Murakkab fiinksiyaning oraliq argumentlari bir nechta bo‘lishi
ham mumekin.
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Masalan, y=cosbx murakkab funksiya, chunki u y=f{z) =cosz
va z = (pf9) =5x funksiyalaming superpozitsiyasidan iborat.

4.3.4. Elementar funksiyalar sinii

Quyida Kkeltiriigan funksiyalarga asosiy elementar fiinksiyalar
deyiladi. ]

1. 0*zgarmasfunksiya y =C{CeR).

O ‘zgarnias funksiya; />(/) = (-co,+0), £(/) ={C} chegaralangan, juft,
davri ixtiyoriy T.

0 ‘zgamias funksiyaning grafigi abssissalar o‘qiga parallel to‘g‘ri
chiziqdan iborat boiadi.
». Darajalifunksiya y™x"™; a e Ra"o.

Hamma darajali funksiyaning grafiklari (1;1) nugtadan o‘tadi.

1) a=n, K-butun musbat son. Bunda funksiyaning grafig
koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga urunadi («>2 da); n jufi son
boiganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, « toq son boiganda
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boiadi (7-shakl). « =ida

/va Il choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini
ifodalaydi (7-shakl).

sUu=-2
/-
(0]
AN
8-shakl.
2) a=-n, n- butun musbat son. Bunda fiuiksiyaning grafigi n juft

son boiganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, n toq son
boiganda esa  koordinatalar  boshiga  nisbatan simmetrik
boiadi (8-shakl). «=1da teskari proporsional bogianish grafigini
ifodalaydi (8-shakl).
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3) a=r, r=—, mva «-0°‘zaro tub butun sonlar. Bunda « juft son
n

boiganda :)(/) = r0:+00), o tog son boiganda ¢y = (cociroor
Funksiyaning grafigi n toqg va m juft son boiganda ordinatalar o‘giga
nisbatan simmetrik (9-shakl), n m toq sonlar boignida

koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boiadi (10-shakl). /<1 da
grafik koordinatalar boshida ordinatalar o‘giga urinadi (9, 10-shakl),
r>\ da grafik koordinatalar boshida abssissalar o‘giga urinadi (11-

shakl).

y N\
AN
I|
1
Y /1 {
™ 1 T
1/¢
o 1 o 1
O-sheldt. 10-sheld. 11-sheld,

4o; =i/, g=—<Q, wva «-o0°‘zaro tub butun sonlar, n*-1. Bunda
n

n juft son boiganda D(/) =(0+0o0)(12-shakl), n toq son boiganda
0(/) = (-o0;,0)u (0;+00). Funksiyaning grafigi n tog va m juft son
boiganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, n va m toq
sonlar boiganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi (13-shakl).

12-shak. 13-shakl.
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>y =arctgx: D (/) = (-o0;+00), E(f) :V ;t.—znj tog, monoton

o'suvchi (20-shakl);

ey=arotgK\. D (/) =(-00;-H»), E{f) =(0;7r), raonoton
kamayuvchi (21-shakil).

Asosiy elementar fiinksiyaiardan chekli sondagi arifmetik amallar
(go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, boiish) va superpozitsiyalash
yordamida hosil qilingan bitta formula bilan berilgan funksiyaga
elementarfunksiya deyiladi.

Masalan, y =P =3a,X" X"~ +... +a,, jC+a,, >=Ig’\(sin2x) +&%
y =arcoos—+V ? — elementar fiinksiyalar.
X

Elementar bo‘lmagan funksiyalarga quyidagi fiinksiyalar misol
boiadi:
1 agarx>0,
y =signx-i 0, agar x-0, y= x agarx>G,
_1, agarx<O0, X\ agarx<o,

X X X
= 3_5:_5 +E_ré’— 27 +- +(—I) (2« _|_|) K2« +])

4.3.5. Giperbolik funksiyaiar
%

Ko‘rsatkichli fiinksiyaiardan hosil qilinadigan quyidagi elementar
funksiyalarga giperbolikfunksiyalar deyiladi:

giperbolik sinus: y =shx, shx:e € (22-shakl);
/ .
/ ! :
iy =shx N\ ly = chx
/ \ /
-~ y
{ 0



giperbolik kosinus: y = chx, chx=e e (23-shakl);

»giperbolik tangens:y =ihx,thx = +—" = (24-shaki);
e +e
g 19~

~——— (25-shakiI).
e —e

giperbolik kotangens:y = cthx, cthx=

/st =thx 1

-1

24-shaki. 25-shakl.

4.3.6. Oslskormas va parametrik
ko‘riHishda beriigari fajaksiyalar

Agar X va- y o0‘zgaravchilar orasidagi bog‘lanish y=f(x)
ko‘finishda ifodalansa, bu fanksiyaning oshkor ko‘rinishdagi berilishi
hisoblanadi. Shuningdek, ayrim hollarda fiinksiyaning oshkormas
ko‘rinishidan foydalanishga to‘g‘ri keladi.

Funksiya X to‘plamda anigiangan bo‘!sin. Agar har bir x<=X songa
mos go'yilgan yagona y son F(x,y}=0 tenglamani gaooailantirsa,
y=1(x) fiinlisiyaga F(x,y)=0 tenglama bilan oshkormas ko ‘rinishda
berilganfunksiya deyiladi.

Agar x y o‘zgaravchilar orasidagi bogianisli iklcita x=x(i) va
y~y(1), teX funksiyalar berilgan boMsin. U holda Oxy koordinataiar
(ckisiigining koordinataiari  (x(i);>'()) bo‘igan barcha nuqgtalari
(o'piamiga parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq (egri chiziq yoki
(o*g‘ri chiziq) deyiladi. Bunda t parametr deb ataladi.

Agar parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq v=f{x) funksiyaning
grafigini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik ko'‘rinishda berilgan
funksiya deyuadi.

237



4.3.7. Mashqiar

1. Funksiyaning aniglanish sohasini toping:

3) /W =A/T=x7

10-x
5)/W =, -

7) f{X)-=4" +¥N\Q-x

9 /(X)=Vir+V2r+Vin,;
11) /(jc) = arcsinjc-arccos(4-jc);
13) /(j;) = log,Inlgji:;

15) /(*) =e'~log,(2-3x);

3-4x
17) /(x) = MB- 4jc +arccosx

19) /(A-)=: Bsin2x.

VX' -3x+2

Y= v
XN +Sx+6
IV = Vit
_\VA-3x—x"
6) 1w = VX

8 /W =V2"-Vi+l;
10) f(x)="-S+y 2,

12) /(x) = arcsin(jc - 2) +3In(x: - 2);
14) f{X) =~\smaxx

16) /W =In X +-/7-;

18) /(jc) =arccos™ +2'

20) /(.) =irZ~_3),
X

2. Funksiyaning giymatlar sohasini toping:

1)/(X)=x"+4x +2;

3) /(x) = 2sinx-5;
5) /(xX) =2--1;

NIx)=v ",

9) /(x) =3]|xi--;

11)/W =

2X'+4x +5

7N

2) f(X)=4T" +2

4) /(x) =sinX-+cosx;

6) /(X) =2 H;

8) f{x) = —arctgx-,
¥

2x-3 ,
10) /(x) =
12X-3I’

12) /(x) =
al2x'- 4 x+3’



3. /(.9 =x’3* fimksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

1) /(); 2) [(-V4); 3) /(-X); 4/ I\)or
4. Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:
1) f(x) =x* -5x+6: 2) f (X) =jc +arcsinx;
/ W=-=Vi 4) f(x) = arctgx~Xx.

5. Funksiyaning juft, toq yoki umumiy ko‘rinishda ekanini aniglang;

0o = 2) £{X) =x0+5¢ N\

g 4) f{x) = ctg3x+00s2x-,
S /« :In’\i—X/ 6) /(X)=Inx+V77i);
7) T(X) =2y, 8) f(x) = XN

9) /(x) =3"(x+sinT,);

6. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini toping;

N F(X) ={k-n)io& x+n {O<k<)\ 2) /(x) =4sind®;
3) /(x) =sin2x +cos2.t; 4) /(x) =3sinx +4co0.sx;
i) /(jr) =sin".T +cos"x; 6)/(x)=jcos4,T:j.

7. Funksiyaning monoton, gat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini
ntiiglang;

—jct2,
1)/(x) =sm'x; 2)/W _J !
X+l
0,
/\)fAX) :/\13(_‘- 4)/(x) = f X, agarx<
-3, agar X> 0.
8. Funksiyaning davrini toping;
1) /(.r) = -2cos”; 2)/(x)=c?g(2x—3);
t) / (x) mipc-cos®; 4) /(x) = sin’-008* cosxcos2x;
m) f{x) sill"x-cos" x; 6) / (X) = si)i2x +cos3Xx;

7) f(\b ISFB(', 8) /(x)=lcos3x];



9) /(jc) =sin*+cos—; 10) /(je)=igy -cigy +sin].
9. Funksiyaga teskari futvksiyani toping:

I}y =3x+5 2y =¢
3) y=4+\ogjX; 4) v =2sin3x
10* f(g(X)) va g(/(jc) murakkab funksiyalarni toping:

1) f(x) =3x+1 g(x) =xN 2) f{x) =unx, gw=|x];

; 4)/ =2'\ g(x) ='og,x
« e )/ () 909 = log

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) Y=Y, 2) y =-2sin3x;
N\, ,_ 2x-I — .
=2XZ 4)y =X
yy=-22, Y ;
5) y = xsiax; 6) =j:+siiix
7) y =arcoos]j; |; 8)N =3

12. Avyiiiyatni isbotlang:

—i =_" A N—_ N
D I-irx e Z)GHX\ShX

3) ch™x=- 4) shx=-' 5

x\+]

5)i/!(]nx) = 2x W: Ix

13. Qaysi nugta ji +cos;v-x=0 funksiya grafigiga tegishli ekanini aniglang:

14. Qaysi nugta <[;\/—t " parametrik tenglamalar bilan berilgan egri chiziqga

tegishli ekanini aniglang: >!(1;5): B12 4y\0(2;8); DG;).

15. Berilgan funksiyani y = y(x) ko‘rinishga keltiring:

x=[+2, fx = 3sini,

1) y =t +4t+5 = 2cosi.



44. FUNKSIYANING LIMITI

4.4.1. FMriksiyaniHg ~ (miti

Funksiya Umitining ia’riflari
Biror X sonli to‘piarn berilgan boMsin.
i—-ia’rif. Agar nugtaning ixtiyoriy £(E->0) atrofida X
to‘plamnmg cheksiz ko‘p elementlari yotsa, nugtaga X toplamning
limit nugtasi deyuadi.

Masalan, X =] -;«e.vl to'plam uchun =0 limit nuqta boiadi.
l« J

f{x) funksiya X toplarnda aniglangan va  nuqta X toplamning
limit nugtasi boisin.

2- ia’rif. {funksiya limiiining «keima-ketlik tilidagi» yoki Geyne
tarifi). Agar X toplamning nugiaiaridan tuzilgan nugtaga
yaginlashuvchi har qanday {xj ketma-ketlik (X, olinganda ham,
bu ketma-ketiikka mos {/(jc,)} ketma-ketlik hamnia vaqt yagona A
Uimitga iniilsa, A soniga f{x) fiinksiyaning nuqtadagi yoki
dagi limiti deyiladi va bu liraf{x) = A deb yoziladi.

3 ta’rif. {funksiya jimitining «s-S tilidagi» yoki Koshi taifi).
Agar M >0 son uchun shunday S>0 son topiisa va X ning
0<|x-.v,,]<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX, x"Xjj
giymatlarida \f(X)-AN\<s tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning nugtadagi yoki x->x, dagi limiti deyladi va bu
iim/(x) =~ deb yoziiadi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta’riflari o‘zaro
ekvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli fiinksiyaning nuqtadagi
limitini topishda bu ta’riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.

%, ga intiluvchi {x,} ketma-ketlikni y/eiarlicha ko‘p usul bilan
tanlash mumkin boiganiigi uchun Geyni ta’rifidan funksiyaning limitini
lopishdan ko‘ra, fijnksiyaning nuqgtada limitga ega boimasiigini
koi-satishda foj'daianish qulaylikka ega boiadi. Buning uchun x, ga
iiuglada limitga ega boimagan birorta {f(xj} ketma-ketlikni topish
yetarli yoki har xil limitlarga ega boigan {/(x")} va {{y’)] ketma-
kollikiami ko‘rsatish kifoya.
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1-misol. /(x) =sin- funksiya x=0 nuqtada limitga ega
bo‘!masligini ko‘rsating.

AN

Yechish. x=0 nugtaga intiluvchi ikkita * 5 we - ketma-—

—\2M
n N\

ketliklami garaymiz. Mos {/(X)} ketma-ketliklar har xil lirnitlarga

intiladi: {sinm-} ketma-ketlik nolga intiladi, sinU ketma-ketlik
y
esa birga intiladi.

Demak, /(x) =sin- funksiya x=0 nuqgtada limitga ega boimaydi.
X

2- misol. lim(3x - 2) =1 ekanini ko‘rsating.

Yechish. VE>0 son olamiz. Shunday <5>0somii ko‘rsatishimiz
kerakki, [x-1X5 boiganida [/(x)-11<s boisin.

Bunda /(x) =3x-2; |/(X)-1]=]1(3x-2)-IH3x-3H3(x-)|=3|x-1]

boigani uchun 5=" deb olsak, jx-i k&boiganda [/ (X) - 1[<e boiadi.
Demak, Ixig](Sx—Z) =1

Xususan, £=lda”*=-, s=-da 5=-.
3 2 6

Shunday qgilib, S son s songa bogiig boiadi. Shu sababli
keyingi ta’riflarda $=<4r) deb olamiz. *

Izoh. Funksiyaning X, nugtadagi limiti ta’rifida x, nugtaning o‘zi
garalmaydi. Shunday qilib, funksiyaning X, nuqtadagi giymati
funksiyaning bu nuqtdagi limitiga ta’sir gilmaydi. Bundan tashqari,
funksiya X, nugtada aniglanmagan boiishi ham mumkin. Shu sababli
X, nugtaning atrofida (x?*x,, boiganda) teng boigan ((x =X, da har xil
giymatga ega boigan vyoki wulardan bittasi yoki har ikkaiasi
aniglanmagan) ikldta funksiya x-—>Xx, da bitta limitga ega boiishi
yoki ulaming har ikkaiasi limitga ega bo‘lmasligi mumliin.

A

3-misol. /(x)=¢ J”>‘(_Q " boisa, iim/ (X) limitni toping.
Yechish. g(x) =x" —<X)<x<+=0 fiinksiya x=0 dan tashgari, barcha
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nugtalarda /(x) funksiya bilan ustma-ust tushadi va limg(x)=0
lo*ladi. Shu sababli lim/(jc) =0.

Funksiyaning nuqtadagi limiti ta’rifmi geometrik nugtayi nazardan
sluinday talgin qilish mumkin: agar A soni /(x) fiinksiyaning
\,, nugtadagi limiti bo‘isa, A nugtaning istalgan s atrofi uchun

nuqtaning shunday S atrofi y
(oDiladi va 06 atrofdagi barcha

x{xitx") nugtalarda f{x) funksiya- v = R)
ning mos giymatiari A nuqgtaning Are

i atrofida yotadi. Boshgacha A 2e
aytganda / (X) fiinksiyaning P

S atrofdagi  grafigi A-e

y=A-E va y=A+s to‘g'ri chiziglar P

bilan  chegaralangan, kengligi 0 X-8 x, o+ X
22 ga teng boMgan tasmada 26-shaki.

joyiashadi (26-shakl).

4-ta’rif. Agar VE >0 son uchun shunday $=¢(£)>0 son topilsa
va Xning jg,<fA< +¢ (%,-56<X<x] tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida !/(xX)-"|<€- tengsizlik bajariisa, A soniga f(x)
funksiyaning nugtadagi ong (chap) limiti deyiladi va
K!fLrpol(x): yoki /{x +Q=A (lim/(x) =~ yoki f(x-0)=A) kabi
belgilanadi.

/(x) funksiyaning x,nugtadagi o‘ng va chap limitlari bir tomonlama
timalar deb atajadi. Agar /(x) funksiyaning X, nuqtadagi o‘ng va chap
limitlari mavjud va bir-biriga teng, ya’'ni /(x,, +0)=/(x, -0) =" bo‘isa,
X, nuqtada f(x) fiinksiyaning limiti mavjud va limf(x)= A boMadi.

y =f(x) fiinksiya (-00;+00) intervalda anigiangan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar Ye>0 son uchun shunday 6=S(e)>0 son topilsa
va X ning X>&(x<-3)tengsizlikni ganoatlantiruvchi  barcha
giymatlarida \f(X)-A\<e tengsizlik bajariisa, A soniga f{x)
funksiyaning X=>+00 (X—>-00) dagi limiti deyiladi va
lim f(x) =A (lim /(x) =A) kabi belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi iimiti ta’rifmi geometrik nuqtayi
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nazardan bunday talgm gilish mumkin: agar QQOI{X):A (L[@G/ PH=A)
boisa, Ve>0 son uchun shunday 5=<5()>0 son topiladiki,
xe(<5+00) (xe(-oc--S)) larda f(x) funksiyaning giymatlari
A nugtaning e atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar

Funksiya limitining «ketma-ketlik tiiidagi» ta'rifi yaginlashuvchi
(limitga ega) ketma-ketliklaming xossalarini funksiyaning limiti uchun
o‘tkazish imkonini beradi. Bu xossalami ifodalovchi teoremalar bilan
tanishamiz va ulaming ayrimlarini isbotlaymiz.  Bu teoremalarda
garalayotgan funksiyalar x” x, da limitga ega deb hisoblaymiz.

1-teorema. Funksiya X(,da yagona limitga ega boiadi.

2-teorema. ikkita funksiya algebraik yigindisining limiti bu
fiinksiyalar limitiarining algebraik yigindisiga teng, ya’ni

iim (/(x) £g(x)>= W/(x) ig%g (x).

Isboti Ixtiyoriy {x,} kema-ketlik olamiz.
Bu ketma-ketlik uchun x, >\ X,p X%, X,eD{f)n D{g) boisin.

U holda
lim (/(x) £g0)) = lim ((/(x ] =g (x]) =
=lira / (x,,) £lim g(xj=Ilim / (X) £Um g(x). A
«—TC
Demak,

lim(/(x) £g(x)) = limfix) xlim g(x).

3-teorema. Ikkita funksiya ko‘paytmasining limiti bu funksiyalar
limitiarining ko‘paytmasigateng, ya’ni

lim.(/(x) m(x)) = lim/(x) *"[R)g(x).
1-natija. O ‘zgarmas funksiyaning limiti uning o‘zigateng, ya’'ni
limC =C.

2-natija. 0 ‘zgarmas ko'paytuvchini limit belgisidan tashgariga
chigazish mumkin, ya’ni

lim(* +/ () = Aslim/(x), KeR.
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3-aalija, Funksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining limiti bu
funksiya limitining shu tariibli darajasiga teng, ya’ni

4-teorema. ikki ftmksiya boMinmasining limiti bu funksiyalar
liinitlarining nisbatiga teng, ya’ni
iirii f(x)

, UmgW"O.
g(x) hm g(X) «o

5-teorema. Agar nuqtaning biror atrofidagi barcha jc uchun
J{X) <g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda lim f(x) <lim g(x) boMadi.

6-teorema. Agar nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun
J'(X)<(p(X)< g(x) tengsizlik bajarilsa va lim/(x) =lim g(jc) =/( bo‘lsa,

u holda Hm (p(}) = A boiadi.
7-teorema. limg(.r)=Q !limf{x)=C"O boisin.
U holda:

1) agar |jc-xJ<”(5>0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x

uchun --->0 boisa, iiMi*~-=4e boiadi;
ofX (.0

2) agar ! (i5>0) tengsizlikni qganoatlantiruvchi barcha
X uchun—— <0 boisa, iim-— =—<» boiadi.
9(x) o

8-ieoreiBa. Agar !&f(x):AACO boisa, u holda x, nugtaning

yetarlicha kichik airofidan olingan x(x”xj giymatiarda /(jc) fiinksiya
chegaralangan boiadi.
[sboti. Shartga ko‘ra, lim f(x) =A”co. Funksiya limitining Koshi
X6

la’rifiga ko‘ra, Vs >0 son uchun shunday $>0 son topiladi va X ning

tengsizlikni  ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
NfiX)-AN<s, ya'ni A-£<f{x)<A +s tengsizlik bajariladi. Demak, X
ning O<!x-jc,,j <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida



/(n) funksiyaning giymatlari {A-s;A +s)oraliqds. boiadi. Bu
funksiyaning ( X j , +5), x®x,, oraligda chegaralanganligini bildiradi.
9-teorema. Agar: 1) gi&)"{x):i,, va nugtaning shunday

(%,,-5;Xg+5), 5>0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha x lar
uchun (p(X)™t, boisa, 2) limf{t)=B boisa, u holda x->x, da

murakkab /(¢>(X)) funksiya limitga ega va lim/(*(x)) =2 boiadi.

Yuqorida keltiriigan teoremalar x—"4+00 daham o'rinli boiadi.
4-misol. lim*— — limitni toping.
X' -25 R %)

Yechish. Bu limit uchun ikki funlcsiya boiinmasining iimiti
haqgidagi teoremani qoiiab bo‘Imaydi, chunki x->5 da kasming maxraji
nolga tsng boiadi. Bundan tashqari, suratning limiti ham nolga teng.

Bunday hollarda ~ koiinishdagi anigmaslik berilgan deyiladi.

Bu anigmaslikai ochish uchun kasming surati va maxrajini
ko‘pa)*uvchilarga ajratamiz va kasrni x-570 (x-"5, lekin x5i5)ga
boiib, topamiz:

M’{‘X_S)(X_S)’\zlm ix—§ _

2
*5(X-5)(X+5) **x+5 10 5

5-misol. lim-" limitni toping.
X

+4x - X *

Yechish. Bu misolda x—>m da © koiinishdagi anigmaslik hosil
boiadi. Kasming surat va maxrajini X ning yudori darajasiga, ya’'ni
X’ gaboiib, topamiz:

3 N
22X 3+ 2+0+0 7
mi——-——-— A—zhm-——7—" = ————— =2
EX X =X 1+0-0
Ajoyib limitlar

Birinchi ajoyib limit, g, =+
Isboti. 0<X<—Dbo‘isin.
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Radiusi R="\ga teng boigan ayiananing radian oichovi x ga teng

boigan markaziy burchagiga mos yoyini garaymiz (27-shakl).
Shakidan quyidagilarga ega boiamiz;

AMOA yuzi < MOA sektoryuzi < ALOA yuzi;
AMOA yuzi:5, = —OA*MK = —1ssinx = =sinjc,
2 2 2
MOA sektoryuzi: S, = —OAMIA = —elex = —Xx;
2 2 2
ALOA yuzi: S,=—OA-LA=—-\-tgx = —]tgx.

Bundan sinx<x<igx kelib chigadi. Tengsizlikni sinx>0 ga
boiamiz:
’1<_i <—’i yoki’ cosx<2% <1,
sinx cosx X

Endi x<0 boisin.

sin(-x) sinx
-X X

cos(-X) =cosx ekanidan
X<odaham

smx
cosxXx<———<1.
lim cosx =],lim 1=iboigani uchun oxirgi
prs) x>0

tenglikdan 6-teoremaga ko‘ra.

hm 20X ¢
X
6-misol. iin— limitni toping.
Yechish. x-»0 da - ko‘rinishdagi anigmaslik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:

2sim sm
1- eosx
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sm

x->0da —A"Ova 1- ajoyib limitgako‘ra, lim 2 =1
Demak,
AR ANY,
SN
||m}__CCEX_|m£ u ; :11/\:1
2 2 2.

Xx=>0

Ikkinchi ajoyib limit. im O e

Isboti. Maiumki, lim q =e ne.N.
x>Ibo‘isin. n=PN\ deb olamiz. U holda x=n+a, bu yerda
O<acxl.
n<x<n -+l tengsizlikdantopamiz:
1 1 1
n+\ X n
yoki
In H
Fa+—L " < 1Y <yl 4.2)

X—=>00 da « =>00.

U holda
lim —lim 1+- lim 14— =1le=e

n) V «/ n/

@

limj 1
im l+— =— ———— A—=-=¢.
"N im 1
n+\

Shuning uchun (4.1) tengsizlikdan 6-teoremaga ko‘ra,
limu i =e
40

kelib chigadi.
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End) x<-1 boisin. A=-y deb olamiz.

U hoida
lim :mv a"'=lig 1+-
’ yj y-I
=lim mim 1-f- =e-l=e
y->e Yy -1
Demak,
im T
7-misol. lim limitni toping.
v2x-1.

Yechish x—-=>> da I ko‘rinishdagi anigmaslik berilgan.
Qavs icbidagi kasming butun gismini ajratib, almashtirishlar
bajaramiz:

1

+—
2x—I ] 2x-1

x->% da 2x--b->00 boigani sababli 2-ajoyib limitni qollab,
topamiz:’

lim 1. . =e
2x-1

3-1 3
lim— “ =- ekanidan lim = ve'
2--m 2 2x~1

4,4.2. Cheksiz kichik funksiyalar

Ta'riflar va asosiy teoremalar
6-ta’rif. Agar lim/(.x) =0 bo‘lsa, f(x) funksiyaga x”"x,, da cheksiz
kichik funksiya deyiladi.
Funksiyaning iimiti ta’rifiga ko‘ra, limf(x) =0 tenglik quyidagicha
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talgin gilinadi: Ve >0Oson uchun shunday 5=S(s)>0 son topiiadi va
X ning 0<|x-a:J<5 tengsizlikni ganoatlantimvchi barcha giymatlarda
I/ (X) ks tengsizlik bajariladi.

X- » +0,jc=> -0,X—=>+4D, X>-00da cheksiz kichik funksiya shu
kabi ta’riflanadi.

Cheksiz kichik ftmksiyalar ko‘pincha cheksiz kichik kattaliklar yoki
cheksiz kichik deb ataladi va odatda, grek alifbosining a,/3 kabi harflari
bilan beigiianadi.

Cheksiz kichik fiinksiyalarga x->0 da a=x’, jc-"3 da p=x-—3,
x-~kn,kez da Y=sinx funksiyalar misol boiadi.

7-ta'rif. Agar limf(x) = boisa, f(x) funksiyaga x->x" da cheksiz
katta funksiya deyiladi.

Bunda f{x) funksiya fagat musbat giymatlar qabul qilsa,
lim/(x) =+00 deb, fagat manfiy giymatlar gabul gilsa, )I(i_,)ngf{x) =-00 deb

yoziladi. Masalan, x-"1 da /(x)=—2—cheksiz katta ftinksiya boiadi.

X |

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o‘rinli boiadigan teoremalar bilan
tanishamiz.

10-teorema. iim/(ji:) =" boiishi uchun x-~x* da a(x)=f(x)-A
funksiya cheksiz kichik boiishi zamr va yetarii.

Isboti. Zarurligi. !_ixrgl(jc) =/4 boisin. f(x)-A =a(x) ftinksiyani
olamiz.

U holda

lima{x) = VaR\f{})-A\ = IJmf{x)-YNmA=A-A =Q.

Demak, a(x) =f(x) - A ftinksiya cheksiz kichik.

Yetarliligi. f{x)-A-a{x), bu yerda a(x) cheksiz kichik funksiya
boisin. Bundanf(x) = A+a(x).

U holda

!jg;n/ x)= )Ilgc(m +a(x)) = liniyi +Ixma{x) =A +0=A.

Quyidagi teoremalar x->x,,da deb garaladi.

11-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning
algebraik yigindisi cheksiz kichik funksiya boiadi.

12~teorema. Cheksiz kichik fiinksiyaning chegaralangan funksiyaga
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.
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4—-natija. Chekli sondagi cheksiz kichik fiinksiyalarning
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

5-natija. Cheksiz kichik funksiyaning chekli o‘zgarmas songa
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

13-teoreraa. Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bo‘lmagan
limitga ega funksiyaga boiinmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

Yuqorida keitirilgan teoremalar x =, x*x,,-0, +o0 da ham
o‘rinh boiadi.

l4-teorema. Agarx->x,da a(x) funksiya cheksiz kichik boisa,

uholda X x, da —(’\ ) funksiya cheksiz katta boiadi va aksincha agar
a(Xx

X->jc,,da /(jc) funksiya cheksiz kattaboisa, u holda da---

funksiya cheksiz kichik boiadi.

8-misol. a(x)=(x-2)’sin'-"-" funksiya x->2 da cheksiz kichik

boiishini ko‘rsating.
Yechish. lim(x-2)’ =0 ekanidan p{x)=(x-2y funksiya cheksiz

kichik.
g(x) msin' — ) X" 2 funksiya chegaralangan, chunki sin |2 <l
X = X -
a{x) funksiya cheksiz kichik P(x) funksiyaning chegaralangan
g{x) funksiyaga ko‘paytmasidan iborat. Demak, 12-teoremaga
ko‘ra, a(x) funksiya 2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taggoslash

Maiumki, cheksiz kichik funksiyalaming yigindisi, ayirmasi va
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyalar boiadi. Bu tasdigni cheksiz
kichik funksiyalaming boiinmasi uchun ta’kidlab bo‘imaydi, chunki
bitta cheksiz kichik funksiyaning boshga cheksiz kichik funksiyaga
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya’ni chekli son boiishi, cheksiz
katta boiishi, cheksiz kichik boiishi yoki limitga ega boimasligi
mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida
taqgoslanadi.

a{x) va P(x) funksiyaar x->x, da cheksiz kichik funksiyalar
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boisin.

1 Agar P A"Q{A-cheklison) boisa, a(x) va B(x) bir xil
X

tartibli cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.

2. Agar [Jmc—CX =0 boisa, a{x) funksiya p(x) funksiyaga nisbatan
yuqgori tartibli cheksiz kichik Junksiya deyiliadi va bu a =o{f}) kabi
belgilanadi.

3. Agar ITmP’{‘):‘) =a boisa a{x) funksiya p{x) fiinksiyaga nisbatan
quyi tartibli cheksiz kichikfunksiya deyiladi.

4. Agar mavjud boimasa, a{x) va p{x) funksiyalarga

taqqoslanmaydigan cheksiz kichikfunksiyalar deyuadi.

Misollar keltiramiz:

1) X 0 da dm3A- va sinx funksiyalar bir xii tartibli cheksiz kichik

mr Bl SBX_
funksiyalar, chunki lim  =in,— 3~ ___3.n
Sinx SMX ST 1

X
2) x-»0 da 2x* funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya, chunki li;2< = lim 22X =o;
% Gt

3) x->0 da sinx funksiya x* fiinksiyaga nisbatan quyi tartibli

cheksiz kichik funksiyalar, chunki lim =lim ~ =1e1 =»;
X 2 X X 0

4) xsinl va X funksiyalar x->0 da taqgoslanmaydigan cheksiz
xsi * J

kichik funksiyalar, chunki lim——-- =limsin- limit mavjud emas.
«-0 X X
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Ekvivalent cheksiz kichikfunksiyalar

Bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz
kichik funksiyalar muhim ahamiyatga ega.

a(x) va P(x) funksiyalar da cheksiz kichik funksiyalar
boMsin.

g-ta’'rif. Agar Iim/,;E") =1 boisa. u holda x—x* da a(x) va yoX)

2AX

ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va a{x)— p{x) kabi
beigiianadi.

Masalan, da sinx va x funksiyalar ekvivalent cheksiz
kichik fiinksiyalar, chunki lii—-n" =1.

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o‘rinli boiadigan teoremalar
bilan tanishamiz.

15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz
kichik funksiyalaming har ikkalasini yoki ulardan bittasini ekvivalent
cheksiz kichik ftinksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti
o'zgarmaydi.

isboti. X>X, 0@ a~a' VAar-p DOISIN,

U holda
iim &= 1im 22 = iim-2, limy R o lim =2 = i 2elim=2 = iim=2 |
p M pT KQ e p p p
ya’ni
a a
0P p'

16-teorema. Ikkita ekvivalent cheksiz kichik fimksiyaning ayirmasi
ularning har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
boiadi.

17-teorema. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik
funksiyalaming yigindisi eng quyi tartibli go‘shiluvchiga ekvivalent
boiadi .

Cheksiz kichik funksiyalaming yig‘indisiga ekvivalent boigan
cheksiz kichik funksiyaga bu yig'indining bosh qismi deyiladi.
Cheksiz kichik funksiyalaming yigindisini uning bosh gismi bilan
almasatirish yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyalarni tashlab
yuborish deb yuritiladi.
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9-misol. —_——— IimitnitoQin%

2sinjc
. A
Y echish. ’Ilm@(—tag—t———hmac-I|m—:§, chunki x~0 Ha
Isinjt: 2x 2 2

sinxva 17-teoremagako‘ra, Xx->0 da 3x+7x'+4x"~3X.

- ko‘rinishdagi anigmasliklami ochishda ekvivalent

cheksiz  kichik fiinksiyalarni almashtirish prinsipidan va ekvivalent
cheksiz kichik fiinksiyalarning xossalaridan foydalanish mumkin.

Limitlarai liisoWashcla quyidagi elcvivaleiitliklar qoilsiailaili.

1. X—0 da sinx—x; 2. X—0 da tgx—x;

3. x=>0 da arcsinx—x; 4. x—0 da arctgx~x;
5. x->0 da 1-cosx- , 6. X-»0 da € - \~x;
7. x->0 da a*-l—xlna; 8. x-~0 da In(l +x)~Xx;
9. x->0 da log,,(I +x)~x log,.€;

10. X->0 da (I +xy ~Il-mx.

10- misol. fim-_ 2~ limitni toping.
sin4dx —arctg3x

vechish. lim-. 2~ =lm
sin4x - arctg3x sin4dx — arctg3x

Xx->0da 2" -]-3xIn2, 7"-1-xIn7, sindx—~4x va
arctg3x~3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:
2N -T* —Ii 3xIn2-xIn7 _ 31n2-In7 _. 8
lirg im =m
Y sindx-arc?g3x 4x-3X 1 7

4.4.3. Mashglar
1 Funksiya limitining ta’rifi yordamida isbotlang;

1) lim(2x-3) = I; 2) lim(1-3x) = 4;

3)limx" =1; 4) lim =2
y4-Xj
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2. f{x) funksiyaning x=x, nugtalardagi chap va o‘ng limitlarini toping:

/W =Wo=3

X, x<2,

3)/W =

X"-4, x>2, Xo0=2;

3. fix) =s i~ funksiyaning
4./W ="-[X] funksiyaning
5. Limitlarni toping:

1) lini(2;c™ +3;c-1);

*x—9

3 rn XN=-2X-y

7)!
f. . XN +4XN +6X +3
V) lim
2x"M+3x + 1
L. f2x +1 -1 I
li) fim -~ X
AX -2 X -5x +67
4jc*-3x +2
13) 1an2” "3 +2,
c -3/
tsy Umi-x_x2x_,
-2;cV3

17) lim xi-yjax~r-1-2x);
19) iim
21)

x-*0 X

23) limf—-jf igx;

25) bm o221
»3* Xsia2x

=0 nuqgtada limitga ega emasiigini ko ‘rsating.

=2 nuqgtada limitga ega emasiigini ko‘rsating.
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2) /W =2"x,, =0;

4{1-x)+\1-x\

4) lim-=

R XN+ X=-2
10) lira

X"-x-x+\

12) 1im

U’'-1 X-x)

14) limMana
<H*eX' +3Xx-X

16)ta4--2™
£32x +t-4’

18) lim (-y/x"-4+X);

20) lim

*PI5JEVL 5x +2

22) Mo i i

sin3j
24) Iun—'——J—
*>*gin X

26) lim '9%~Smx



sin3j: 28) un'/2-V 1 +oosx.

27
) ’L—»»"+2 N’ sin x
1A
29 I|m 30) lim tgx—
) VSITX X ) ¥ cosx
31) \\xax-Y)ctg7x, 32) liinf—x R\
34
@] X'+X )'»2 X =2x
35) lim 36) lim X4
ux +1J ’ 3X+2
eV
37) lun_ X2 38) lim >
X+3
39) lim 40) ”m!_n_x_—_l;
»2 X-2
41) Iri_@(lﬂinx)'; 42) I|m(c032X)'“ <*;
2jc-3
43) in(3-2x)"= 44) lim(3-x)"-"
45) lim- 46) lim- |
*pZgx-2sinx’ <X@arcsinx +3x
47) M4X+I)(In(3x_'—2)_ In(3x-1)); 48) lira x(In(x+I)-tax).

6. Quyidagilarni isbotlang:
Nx”~0 da a(x)=/g2x va y8x)=3x+x" fiinksiyalar bir xil tartibli;

2)x->1 da a(x)= ”“+’I\ va /2(X)=Vx-1 ftmksiyalar ekvivalent;
3) x->+<» Oa =" wva =— ji—_fiinksiyalar uchun a= o/?);
) a9 =7 va O(x)=— ji-fiinksiyalar uchun a- o/

4) x->0 da or(X)=arcsin2x+x* va /7(X)=i-cosx fiinksiyalar uchuns =<?(«).

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik fiinksiyaiardan foydalanib toping:

1) ”m tg2x 2) A 1-cosx ‘
&=3min(l +3%) 2K +H3X

3) lim=, 2°19% 4) tim 3~
MOSINX-SIN4X arcsin 2x



5)

_ 6) hm-—————-—- ;
«2 X 4X-6 arcig(x-1)
N 8) lim~: —
ig2x «* arcsmJr+21-
A
9) lim VUsin .X | 10) )
1- cosic *5p> j:arcsin 31
dnv
_ -, 12) oH-————————— ,
i=ogVl _gWi ) arctg2x - arcsin 3x
N
13) -\ 14) iim—i -

li
kkg)ln(l —+arcsin2x)"

>Jparcsin 2x-X

sinSx T
i 16) limifgt£q!°;
15) fim 3tg4x’ 6) *—>>*sigj:Ee'*g— )
17) 18) lim :IcIn(cos3x)
. X’ +3x" i-»0 tgx-sm x
. e' —ios2x . 9‘3)*_—'
?) 5% Adic * 1 jroosx
21) Lo -1); 22) limjc-(2""'-3"*)

. -I)-ig2x
2% (T 3T cos2d)”

24) 4 etn 3 _I)

4.5.FUNKSIrANING UZLUKSIZLIGI

4.5.1. Funksiya uziuksizligining ta’riflari

f{x) funksiya x, nugtada va uning biror atrofida aniglangan boisin.
1-ta'rif. Agar f(x) funksiya x, nugtada chekli limitga ega boiib, bu
limit funksiyaning shu nugtadagi gizmaiiga teng, ya’ni

hm/(x) =/(Xo) 5.1
boisa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz &&iN\&&\
)LI'I;S\/ (© =/(jcJ tenglik uchta shartning bajarilishini anglatadi:

o0 fix) funksiya x, nugtada va uning atrofida aniglangan;
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2) f{x) funksiya x-"x,, da limitga ega;
3) funksiyaning  niigiadagi limiti uning shu nugtadagi giymatiga teng.
=limjc ekanidan (5.1) tenglikni

lim/(x) =/(limx) (5.2)

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga
o‘tish va funksiya belgiiarining o‘rnini almashtirish mumkin.

Funksiya limitining ta’rifi asosida fiinksiya uziuksizligining ta’riflni
«m-15 tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- ta’rif. Agar Vs >0 son uchun shunday &>0 son topilsaki, x I
N\X-X"\<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha  giymatlarida
I/(")-/("0o)l<s tengsizlik bajariisa, f{x) funksiya x, nugtada uzluksiz
deyiladi.

(5.1) tenglikni
Iquv(/(x)—/(x,,)) =0 (5.3)

T=

ko‘rinishda yozamiz.

X~x, ayirmaga x argumentning x, nugtadagi orttirmasi deyiladi va
Ax bilan belgilanadi, f{x)- f{x,)
ayirmaga esa f{x) funksiyaning

%, huqtadagi orttirmasi deyiladi va Y W
Ay bilan belgilanadi. s
Shunday qilib, Ax=x-x,, . t
9-+AX)
ry =f(x, +Ax)-f{x,). fm
Demak, /(x) funksiyaning IN ™Y
nuqtadagi orttirmasi X ning /("0)
fiksirlangan X, giymatida
argument orttirmasining funksiyasi ¢l X Xe+Ai X
bo‘ladi (28-shakl).
(5.3) tenglik yangi 28-shakl.
belgilashlarda
limAy =0 5.9

ko‘rinishni oladi.

(5.9 tenglikni uzluksizlikning argument orttirmasi va funksi
orttinnasi tushunchalariga asoslan-gan ta'rifi sifatida quyidagicha
ifodalash mumkin.
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3-tavif. Agar x argumentning nuqtadagi cheksiz kichik
Dfttirmasiga/(x) funksiyaning shu nugtadagi cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa, f {X) funksiya nugtada uzluksiz d&yi’s.éi.

Funksiyaning nugtadagi uzlukizligini tekshirishda keltiriigan
Ifi' riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.

I-misol. y =co%x funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. >Si=cosx funksiya xeAda aniglangan. Istalgan xnugtani
olamiz va bu nuqtada Ayni topamiz:

Ay =cos(X +AX) — coSX=-2Sin X +- mn%'
/\
Bundan fjmp* = lim{ ~2sin {x-+— ~si>X"=0 kelib chigadi, chunki

2) 2)
chegaralangan sian+—2~ funksiyaning cheksiz kichik siné‘
Yy

funksiyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik boiadi.

Demak, 3-ta'rifga ko'ra, ;/=cosx fiinksiya xnuqtada uzluksiz.

/ N\
4-ta’'rif. Agar lim /(x) =/(X,,) y_Ij_i(!\p 4)/'(x) =/(X,,) boisa,

f(x) funksiya X, nugtada o ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

1-ta'rif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chigadi: /(x)
funksiya x, nugtada uzluksiz boiishi uchun u shu nugtada ham
chapdan, ham o‘ngdan uzluksiz boiishi zarur va yetarii.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

Nugtada uzluksiz funksiyalarning xossalari

1-teorema {uzluksizfunksiyalar ustida arifmetik amallar). f{x) va
g(x) funksiyalar X, nuqgtada uzluksiz boisa, u holda /(x)%g(x),

/()-g(x) va (otc) o) funksiyalar ham x nugtada uzluksiz
g(x)
boiadi.
Iséoii. f(x) va g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz boigani
uchun ular bu nuqtada f(xj va g(xj limitlarga ega. U holda



funksiyaning iimiti hagidagi teoremalarga ko‘ra, f{x)xg{x), f{x)-g{x)

va f( )(g(xJiéO) funksiyalaming nugtadagi iimiiiari mavjud va
gx

ular mos ravishda /(xj*£g(x,), /(c,)-oA-,) va ga
teng boiadi. U holda I-ta’rifga ko‘ra, f(x)xg(x), f{x)-g{x) va

/W
a{x)

Bu teorema chekli sondagi funlisiyalaming algebraik yig‘indisi va
ko‘paytmasi uchun ham o'rinli boiadi.

2-teorema. {murakkab fiinksiyaning uzluksizligi). z=pE{)
funksiya nuqtada uzluksiz, y =f{z) fimksiya esa Zg=(p{xJ nuqtada
uzluksiz boisin. U holda y=f{(p{x)) murakkab iunksiya x, nuqtada
uzluksiz boiadi.

Isboti. z=@E{) fimksiya G, nuqtada uzluksizligidan z = (p{x),
Ikng)(X) = Ei1), ya'ni X~ j,,da z ->z, boiadi.

(a(-*0)* 0) funksiyalar x, nugtada uzluksiz.

Shu sababli z = {x) funksiyaning uzluksiligidan
limH{(p{x)) =lim/ (2) =f{z.,) =H{(p(x))

kelib chiqadi. Bu f{(p{x)) murakkab funksiyaning nugtada
uzluksizligini bildiradi. N

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumlashtirish
mumkin.

Agar z = (p{x¥) funksiya nugtada A limitga ega boiib, y=1f{z)
funksiya z=A nugtada uzluksiz boisa, u holda y =f{(p(x)) murakkab
funksiya uchun

Il[gfjf{cp{x)) =/(lim (p{x) (5.5
boiadi.

Bu tenglik uzluksiz funksiya belgisi ostida limitga o ‘fish qoidasim

ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2-misol. lim— {a>0,a"]) limitni toping.

Yechish. | i m —=lim—elog"@1+X)=limiog,,1 +X)
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logJl +a funksiya y=log’z va z=(\+xY funksiyalaming

|
murakkab fiinksiyasi. lim(l +a:)'=e va y=hg”z funksiya z =e nugtada

uzluksiz. U hoida (5.5) tenglikka ko‘ra,

Yimlogygg+xY =log lim(l + o+ =iog,e.

Xususan, 0 =1da lim— =1.

Sonlar o‘gida anigiangan f(x) =C funksiyani qaraymiz. \fx"eR da
\imf(x)=C =f(xJ boiadi. Demak, f(x)=C o‘zgarmas funksiya

istalgan nuqgtada uzluksiz.
f(x) =x funksiya ham  nugtada uzluksiz, chunki limx=A(.

Bundan l4eoremaga ko‘ra, f(x)=x funksiya ko‘paytmalaridan
iborat y=x"(nsN) darajali funksiya hamda o‘zgarmas va darajali
funksiyalardan arifmetik amallar orgali hosil gilingan
P (io) = axX" + + o+ AX+ ko‘phad (butun-ratsional funksiya)
istalgan x,,eR nugtada uzluksiz boiadi.

Shu kabi yuqorida keltiriigan teoremalar va limitlar hagidagi
teoremalar yordamida asosiy elementar funksiyalar o'zining aniglanish
sohasida uzluksiz boiishini koi'satish va ushbu teoremani isbotlash
mumekin.

3-teorema. Elementar fiinksiyalar o‘zining aniglanish sohasidagi
barcha nuqgtalarda uzluksiz boiadi.

4-teorema. Agar f(x) funksiya nugtada uziuksiz va f(x,)>A
(f(x,,)<A) boisa, u holda shunday ~>0 son topiladi va
Vxe(X,,—(5;%,,+5) uchun f{x)>A (f(x)<A) boiadi.

Isboti. f(xJ>A boisin. Aniglik uchun /(x,,) =" +/ deymiz, bu

yerda h>0. £= son olamiz. /(X) funksiyaning X, nuqtada

uzluksizligidan shunday <5>0 son topiladi va X ning 1x-x,,1<5
tengsizlikni ganoatlantimvchi barcha

giymatlarida N\ F(x)-.f(x,,)\< tengsizlik bajariladi. Bundan
Vxe(X,, <5, +5) uchun



fix)>f(x,,)-*"=A+h-"=A+">A

boiadi.

f(x,,)<A boisin. -f{x) funksiyani qaraymiz. -f{x")>-A boigani
sababli yuqoridagi isbotga asosan, nugtaning 0 >0 atrofi topiiadi va
bu atrofda - f(x)> -A yoki f{x)< A boiadi.

5-teorema {uzluksiz fimksiya ishorasining turg ‘mligi). Agar f(x)
funksiya  nugtada uzkiksiz va /(.itg)~0 boisa, u holda shunday <5>0
son topiiadi va (X,,-5;%,,+5) intervalda f(x) funksiya ishorasini
saglaydi, ya’'ni /(x,,) funksiya bilan bir ishorali boiadi.

Teoremaning isboti 4-teoremadan ~ =0 boiganda kelib chigadi.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f{x) fiinksiya (a;6) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz
boisa, u holdau (a;6) intervalda uzluksiz deyiladi.

Agar f{x) funksiya {a\h) intervalda uzluksiz boiib, a nugtada
o‘ngdan uzluksiz va h nuqtada chapdan uzluksiz boisa, u holda
f{x) funksiyaga [ab\ kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz fiinksiyalar bir gancha muhim xossalarga ega.
Bu xossalami teoremalar orgali ifodalaymiz. Bunda teoremalaraing

isbotini  keltirmasdan, fagat geometrik talginini ko‘rsatish bilan
kifoyalanamiz.

6 —-teorema {Bolsano-Koshining birinchi teoremasi'). /(x)" funksiya
e\ kesmada uzluksiz va kesmaning
oxirlarida turli ishorali giymatlar gabul
gilinsin. U holda shunday c&{a;b) nuqgta
topiladiki, bu nugtada /(c) =0 boiadi.

Teoremaning  geometrik  talqini:
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox o‘gning
bir tomonidan ikkinchi  tomoniga o -k
o‘tganida Ox o‘gni kesadi (29-shakl).

7-teorema {Bolsano-Koshining
ikkinchi teoremasi). f{x) fiinksiya {a\b]
kesmada uzluksiz va f{a)=A, f{b)=B,

C-A va B orasidagi ixtiyoriy son 29-shakl.
boisin. U holda shunday c e [a€] nuqgta topiladiki, f{c) =C boiadi.
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Teoremaning geometrik talgini; uzluksiz funksiya bir giymatdan
ikkinchi qgiymatga o‘tganida  barcha  oraliq giymatlarni qabul
guadi (30-shakl).

g8-teorema {Veyershtrassning birinchi teoremasi): Agar f(x)
fiinksiya {&a\b] kesmada uzluksiz boisa, u holda u bu kesmada
chegaralangan boiadi.

31-shaklda keltirilgan y=/(x) ftinksiya [a\j kesmada uzluksiz.

Bunda VveNa\y uchun  m< f(x) <M.
1-izoh. Teorema [a\b] kesma (a-b) interval bilan almashtirilganida

o‘rinli boimashgi mumekin.

Masalan, f(x) =— funksiya (0;) intervalda uzluksiz, lekin
X

chegaraianmagan, chunki = 0.

9-teoreiiia {Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f{x)
funksiya &h\ kesmada uzluksiz boisa, u holda u shu kesmada
0‘zining eng kichik va eng
katta giymatlariga erishadi.

31-shaklda keltirilgan y=/(x) funksiya [a6] kesmada uzluksiz.
Bunda u X nuqgtada o‘zining eng katta M giymatini va X, nuqgtada
o‘zining eng kichik m giymatini gabul qiadi.

2-izoh. Bu teorema (a;6) interval uchun o‘rinli boimasligi
mumkin. Masalan, f{x) =x funksiya (0;) intervalda uzluksiz, lekin
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0‘zining eng kichik va eng katta giymatlariga erishmaydi.

10-teorema {teskari funksiyaning uzluksizligi hagidagi). Agar
y =f{x) fiinksiya b\ kesmada uzluksiz va gai’iy monoton boiib,
[c;/1 uniiig giymatlar sohasi boisa, u holda berilgan ilmksiyaga
teskari y=@{) funksiya [cdl kesmada uzluksiz va gat’iy monoton
boiadi.

4.5.3. FuKksiyanisig uzuitsh asiqtalari

Agar /(x) funksiya uchun x, nugtada funksiya uzluksizligi
1-ta’rifining hech boimaganda bitta sharti bajarilmasa, funksiya
%, nugtada uzilishga ega deyiladi. Bunda nugta f{x) funksiyaning
uzilish nugtasi deb ataiadi.

32-shaklda dfi-afikiar biian berilgan funksiylarga garaymiz.

Bu fimksiyalamitig har biri uchun - uzilish nuqgtasi.

Birinchi holda (32,a-shakl) ta’ri&ing 1-sharti bajarilmaydi, chunki
funksiya x, nugtada aniglanmagan.

Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta’rifning 2-sharti buzilgan, chunki
limf(x) limit mavjud emas.

Uchinchi hoida (32,c-shakl) ta’rifning 3-sharti bajarilmaydi, chunki
NMF) = A*F{x,).

Funksiyaning barcha uzilish nugtalari birinchi va ikkinchi tur
uzilish nugtalariga boiinadi.

yi

/(")

32-shakl
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5-ia’ril’. Agar uzilish nugtasida /(x) funksiya chekli bir
jomonlama limitlarga ega, va’'ni X[Lryof(x) =A va )@IL@)/(x) =/} boisa,
nugtaga f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Bunda:
a) A =A boisa, bartarafgilinadigan uzilish nuqtasi deb ataladi;

b) 4 84 boisa, X§ sakrash nugtasi, NA-A\ kattalik funksiyaning
sakrashi deb ataladi.
i2x-1, -1<X<], ]
Masalan: g(x)=j~ _2~ I<x<3 funksiya uchun Xx,=1-saluash
nugtasi, bunda funksiyaning sakrashi 11-2 j=1 gateng;

sinx
Pp= X * funksiya uchun x,=O-bartaraf gilinadigan
2, X=0

uzilish nugtasi, bunda @E{)=2 o‘miga ¢)(X)=I deb olinsa uzihsh

SINXA A
bartaraf gilinadi, ya'ni cp= "X’ *uzluksiz  funksiya hosil
1, x=0

boiadi!

e6-ta'rif. Agar x, uzilish nugtasida f(x) fiinksiyaning bir
tomonlama limitlaridan kamida bittasi mavjud bo‘lmasa yoki
cheksizlilcka teng boisa, X, hugtaga /(x) funksiyaning ikkinchi

tur uzilishi nugtasi deyiladi.
Masalan, /(x) =~ fiinksiya uchunx,, =0 - ikkinchi tur uzilish
X
nugtasi.
3-misol /(X)=I’E—3 funksiyaning uzilish nuqtalarini toping va

har bir uzilish nugtasining turini aniglang.

Yechish. Funksiya sonlar o‘qgining x=” nugtasidan boshga

nuqgtalarida aniglangan va uzluksiz.
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Bunda

-1, x<|],
f(x) =
2
U holda
i3 \ 3
/--0 =-1 /( +0 =1
v~ ] V2

Demak, x= 5 sakrash nuqtasi va fiinksiyaning sakrashi » 41-(-1)j=2.

4.5.4. Tekis uzluksizik

fix) fiinksiya ia;b) inter\talda uzluksiz boisin. U holda istalgan
eia;b) nugtada VE>0 son uchun shunday 5>0 son topiladi va
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x~e{a;h)' uchun
tengsizlik bajariladi. Bunda S ham s ga, ham ga
bogiiq boiadi: &=<5(£;xJ. Bitta £>0 son uchun har xil  xeia;b)
nugtalarda S son turiicha boiishi mumkin va bunda barcha xeia;b) da
yagona S sonning mavjud boiishi kelib chigmaydi. Bunday S =Sie)>G
son mavjud boiishining talabi fix) fiinksiyaning ia;b) intervalda
uzluksiz boiishi talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi. »
7-ta’rif. Agar VE>0 son uchun shunday S =5is)>0 son topiisa
va ia;b) intervalning tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
x' va x" sonlari uchun \fix")-fix")\<s tengsizlik bajarilsa, f{x)
filnksiya ia;b) intervalda tekis uzluksiz deyiladi.
Masalan, fix) =x fiinksiya butun sonlar o‘gida tekis uzluksiz.
Bunda 8 =£ deb olish yetarii.
Agar fix) fiinksiya ia\b) intervalda tekis uzluksiz boisa, u hoida
u har bir x<tfa-b) nugtada uzluksiz boiadi. Teskari tasdiq oVinli
bo‘lmaydi. Agar bunda {a;b) interval [2;¢] kesma bilan almashtirilsa,

teskari tasdiq ham o‘rinli boiadi.
11-teorema {Kantor teoremasi). Agar f{x) fiinksiya [a;0] kesmada

uzluksiz boisa, u holda u [gZ] kesmada tekis uzluksiz boiadi.
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4.5.5. Mashqiar

1 Funksiyaning uzluksizligi ta’rifidan foydalanib, berilgan fiinksiyalaming
Vit,, 6 R da uzluksiz ekanini isbotlang;
1) /W = 3x"-7, 2) f(x) = x"+7x-6.
1. Uziuksiz funksiyalaming xossalaridan foydalanib, berilgan

funksiyalaming (-;-+o0)interN\alda uzluksiz ekanini isbotlang:

1) /(jc)=ax3ce™ 2) f (%) = \Ix=3 +sm"x *ai2

3, Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing:

~
3C-1, ;c<0
Xr2. T
4) /W = .
3 x=2A\ — , XU
, M1
5) /(x)=2""; 6) /W= 3
1 <-3 I x<2,
7) m = V9-v% -3<jc<3, 8) /W = 4, 2<x<5,
A-3, x>3; -X+7, x>5;
10) /w=-
(x~I)smx

4. a ning ganday giymatlarida berilgan funksiyalar uzluksiz bo‘iadi?

w310 e 3 x50,
D/« =) L2 _ 2) IW =1 osa+2, IT<0.
an-x, x>2;

5. /(x) funksiyaning x, nuqtadagi uzulish turini aniglang:

- =3; rw=X"72 ro=

) s W =3 0=

3) f{x)-=arctg-"", 4 /W =- | 1’ X,,=3.
6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring;

1)/ X2, x<0, 2) /(z) =2z" -3, z=t
z) = ,z= z) =2z" - 3, z=1gx.

)/ (2) z'+| X-2, x>0; o
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——— funksiyani [a,)b] kesmada uzluksizlikka tekshirine:

(x+3)(c-4)
D261 =[-4I%; 2) [61=[-23]
8. /(jc) funksiyani [0;Z],[-31],[4;5] kesmalarda uzluksizlikka tekshiring:
DIW =y, 4by 3 2)/W =tad=

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitla iidizga ega boiishini
ko‘rsating;

DX -X+3c+2=0 [} 2) sr.x-x+1=0, [

10. Limitlarni toping:

) L y" @0a%o) D o



va dtffere?isiali

>Differensiallash goida-
lari va forn-iulalari

mDi,ffcrensial bisubning
asosiy teoremaiari

’ Funksiyalami hosilalar
yordamida ieksbinsii

Gotfrid yilgelm
Leybnis
(1616--1716) —
neniis mafcmatigi,
fayiasuft,Jtagi,
Xisqugshunosi
vr, rtishimosl

i'iiUdfget  mtisimgiH -

fikirbom yanu”m. kim- ;

fismitigmt,  miitsmatik

mmriqis (fsos saigm,

0 m i sonim Ulim \
fifes

ning s'iniimssH i(Gtivifi~

HE OMNGARIJVCHI
FUMKSIYASIMNG
DIFFEEEMSIAL H.:iSOBI

Differensiai hisoh - bu matematik
analizning hosila va differeiisiai
tushunchaiari hamda ulaming funksiyalami
tekshirishga tatbigi masalalart o‘rganiladigan
boMimidir. Differensiai hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi
bilan uzviy bogiiq. Ular birgalikda
tabiatshunoslik va texnika uchun muhim
aliamiyatga ega boigan matematik
analizning asosini tashkil giladi.

Differensiai hisobning matematik fan
sifatida yuzaga chiqishini, odatda, LNyuton
va G.Leybnis (XVII asming ikkinchi
yarmida) nomlari bilan bogiashadi. Ulai
diiferensial hisobning asosiy qoidalarini
mustagil ravishda ishiab chigishgan.

5.1. FUNKSIYANING

HOSILASI VA DIFFERENSIALI

5.1.1. Hosiia tMshunciiasiga olib
keiuvchi Hiasalaiar

Eqgri chiziqoa o fkazilgan urinma

Avval egri chizigga oikazilgan
urinmaning umumiy ta'rifini  beramiz.
Uzluksiz L egri chizigda M va A,

nugtalami olamiz (1-shakl).
M va M, nugtalar orgali oiuvchi MM,

to‘g‘ri chizigqa kesmchi deyiladi.



M] nuqta L egri chizig bo‘ylab siljib, M nuqgtaga yaqinlashsin. U
holda A/M, kesuvchi M nugta atrofida buriladi va gandaydir AT limit
holatiga intiladi.

Berilgan L egri chizigga berilgan M nugtada o‘tkazilgan urinma
deb, MMVf, kesuvchining M, nuqta L egri chiziq bo‘ylab siljib, M
nugtaga Yyaqginlashgandagi MT limit holatiga (agar mavjud bo‘!sa)
aytiladi.

Endi M{x-y) nugtada vertikal boimagan urinmaga ega boigan
y =f(x) uzluksiz funksiya grafigini garaymiz va uning k=tga burchak
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a-urinmaning Ox o‘q bilan tashkil
gilgan burchagi. Buning uchun M nuqgta va grafikning x +Ax abssissali
M" nugtasi orgali kesuvchi o‘tkazamiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o‘q
bilan tashkil gilgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz.

2 —shakldan topamiz;

f _fix +AX) -fix)
MN  Ax AX
Ax->0 da fiinksiyaning uzluksizligiga asosan. Ay ham

nolga

intiladi. Shu sababli Ax=>-0 da M, nuqgta egri chiziq bo'jdab siljib, M
nugtaga yaginlashadi. Bunda MV/, kesuvchi M nugta atrofida buriladi
va MT urinmaga yaginlashib boradi, ya'ni <??-)« Bundan lim/»=a

yoki TN\oigp=tga.
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Shunmg uchun urinmaning burchak koeffitsiyenti

N a8 Fe— | (-

Mx>0 4y  A->0 Ay

To‘g ‘ri chiziqli harakat tezligi

M moddiy nugta (biror jism) gandaydir to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
liaiakat gilayotgan boisin. Vagtning har bir t giymatiga boshlangich

holaidan M holatgacha boigan nauayyan s=M,M masofa mos
keladi. Bu masofa 1 vaqgtga bogiiq, ya’ni T masofa vaqgtning funksiyasi
boiadi: s=s(t).

s{t) Aimksiyaga nuqtaning harakat qonuni deyiladi.

Nuqgtaning t vaqtdagi harakat tezligini anigiash masalasini
garaymiz.

Agar biror t vaqtda nugta M holatda boisa, u holda t+ht
(Ai-vaqgtning orttirmasi) vaqtda nugta M, holatga o‘tadi, bu yerda

=j +/On (Aj—-masofaning orttirmasi). Demak, M nuqgtaning Ai

vaqt oraligidagi ko‘chishi hs =s{t +At) - s(t) ga teng boiadi (3-shakl).

~ nisbat nugtaning Ai vaqt

oraligidagi o'rtacha tezligini Mg M M
ifodalaydi: Bunda s A
o‘rtacha tezlik At giymatga s{t+Al)
bogiiq boiadi: At gancha kichik

3-shak.

boisa, o‘rtacha tezlik nuqgtaning
berilgan t vagtdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.

Harakat o‘rtacha tezligining At vagt oraligi nolga intilgandagi
limitiga nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi (yoki oniy tezligi)
deyiladi. Bu t ondagi tezlikni v(f) bilan beigilaymiz.

U holda

40 =]imj yoki = o po —™ (*-2)

Shunday qilib, nuqgtaning berilgan t vaqtdagi harakat tezligini
anigiash uchun (1.2) limitni hisoblash kerak boiadi.

Tabiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalar (1.1) va
(1.2) koiinishdagi limitlarni topishga olib keladi.

271



Bunday masalalardan yana ayrimlarini keltiramiz:

1) agar Q =Q{t) o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi orgali vaqtning
t onida o‘tuvchi elektr toki boisa, u holda elektr tokining t ondagi
momenti

= = (1.3)

2) agar N =N(t) vaqgtning t onida reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy
modda miqgdori boisa, u holda kimyoviy moddaning t ondagi
reaksiyaga kirishish teziigi

I<(’). IAE*[P_ At (14)

A/-VO v /

3) agar fij=M(X) bir jinsli bo‘linagan sterjenning 0(0;0) va M(x;Q)
nuqtalar orasidagi massasi boisa, u holda sterjenning x nuqtadagi
zichligi

- (1.5)
AN AX AX - !

Ko‘rilgan rnasalalar fizik mazmunining turliligiga garamasdan,
(1. D-(1.5) limitlar bir xil ko‘rinishga ega: ularda funksiya orttirmasining
argument orttirmasiga nisbatining argument orttinnasi nolga
intilgandagi iimitini topish talab gilinadi.

5.1.2. Hosiianing ta’rifi, *
geometrik va mexanik ma’nolari
Hosiianing tariflari

y =fix) funksiya (a;6) intervalda aniglangan boisin. Ixtiyoriy
%, 6 (0;0) nugtani olamiz va bu nuqtada x argumentga Ax orttirma
(%,,+AxG(a;6)) beramiz. Bunda funksiya A= 1(x,, FAX)-/(X,)
orttirma oladi.

1-ta’rif. Agar limit mavjud va chekli boisa, bu limitga

fix) funksiyaning X, nuqtadagi hosilasi deyiladi va u f'{x»)
(yoki /(xJ yoki.vV ™) kabi belgilanadi.
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Shunday qilib,

Agar X. ning biror giymatida lim--=+00 = bo‘lsa, u
AX VA—NAX J

tiolda funksiya X, nugtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz
hosilaga ega deyiladi. Shu sababli 1-ta'rif bilan aniglanadigan
hosila chekli hosila deb yuritiladi.
1-misol. Z(X) =x' funksiyaning x=X" nuqtadagi hosilasini toping.
Yechish. X. nugtada x argumentga Ax orttirma beramiz va
ftmksiyaning mos orttinnasini topamiz:

Ay = fix? +AX) - /(X,,) = (X, +AX)’ - x,'=
= (%, FAX= X)X, F2LAXHAX HX] XA ) = AT +3XAX+HAX).

Orttirmalar nisbatini tuzamiz:
=3 +3%,,AX +AX".
Bu nisbatning Ax-"0 dagi limitini topamiz:
yC*0) = Y= 3xj/.
2-ta'rif y=/(x) funksiyaning X, nuqgtadagi o‘ng {chap) hosilasi

deb /:(xj=Um" j/_'(x,,)=Ibnr-1limitga aytiladi.

2-mira/. /(xX)=]x-3] funksiyaning x,,=3 nuqtadagi o‘ngvachap
hosilalarini toping.
Yechish. Berilgan fiinksiyaning x,=3 nuqtadagi orttirraasini
topamiz:
Ar=/(3 +Ax)-/(3)=!3 +Ax-3j-13-3HAX].
U holda
hm 2 = 1 YA i Xy
A ige ™
A<

o= g
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Bu misolda //(u)s/_'(0). Shu sababli /(x)q4x- 3Xunksiya uchun
Ax->0da nisbatning limiti mavjud emas va /(X)=]x-3j
AX  AX

funksiya x, =3 nuqtada hosilaga ega bo*hnaydi.

Funksiya hosilasining yuqorida Kkeltiriigan ta’riflaridan ushbu
tasdiglar kelib chigadi: agar funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘isa,
funksiya shu nugtada bir-biriga teng boigan o‘ng va chap hosilaiarga
ega boiib, fl(xj=fi(x")=f{x") boiadi; agar funksiya x, nuqtada
o‘ng va chap hosilaiarga ega boiib, f'ix,,)=fl{xj boisa, funksiya shu
nuqtada hosilaga egava /,'(xj=/"'("o)=f'M boiadi.

Funksiyaning hosilasini topish amaliga funksiyani differensiallash
deyiladi.

Agar y =/(x) funksiya biror oraligda aniglangan va bu oraligning
har bir nugtasida /'(x) hosila mavjud boisa, u holda

1,(,),, i, /<ixal)z/W
NY* - AX

formula /'(x) hosilani x ning funksiyasi sifatida anigiaydi. Bundan

keyin, agar y=/(x) funksiyani differensiallashda differensiallash

nugtasi ko‘rsatilmagan boisa, hosilani x ning mumkin boigan
barcha giymatlarida topamiz va y'{x) deb yozamiz.

Hosilaning geometrik va mexanik manolari

Egri chizigga o‘tkazilgan urinma haqgidagi masalada urinmaning
burchali koeffitsiyenti uchun ushbu
Av

k=tga = om
tenglik hosil gilingan edi.
Bu tenglikni k=/'(x) koinishda yozamiz, ya’'ni /'(x) hosila
y =f(x) ftinksiya grafigiga M{x,f{x)) nuqgtada o‘tkazilgan urinmaning
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu jumla hosilaning geometrik
ma’nosini ifodalaydi.
To'g‘ri chizigli harakat hagidagi masalada ushbu

=i
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Bu limitni v(0=s'(0 koi-inishda yozamiz, j"a’ni moddiy nuqta
liarakat gonunidan t vaqt bo‘yicha olingan hosila nugtaning t ondagi
(o'g‘ri chizigli harakati tezligiga teng. Bu jumla hosiianing mexanik
nia'nosini ifodalaydi.

Umumlashtirgan holda, agar y =f{x) funksiya biror fizik jarayonni
ilbdalasa, u holda / hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish
mumkin. 'Q/NNim\a hosiianingfizik mahosini anglatadi.

Funksiya grafigiga oHkazilgan urinma
va normal tenglamalari

y =f{x) funksiya grafigiga M{x,-,y,){hu yerda n=/("0)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tenglamasini hosiianing geometrik ma’nosidan
keltirib chigaramiz.

Urinma M\{*-yY) nugtadan o‘tadj. Shu sababli uning tenglamasini

y-y,=k{x-Xxj

ko‘rinishda izlaymiz.
Hosiianing geometrik ma’nosiga ko‘ra,

K.=nx,).
Bundan
y-y<,=A\\){x-x,) @7

urinma tenglamasi kelib chigadi.

Egri chizigga o ‘tkazilgan normal deb, urinish nugtasida urinmaga
perpendikular boigan to‘g‘ri chiziqga aytiladi.

Egri chizigga Mp-yY) nugtada oikazilgan normal shu nugtada
oikazilgan urunmaga perpendikulyar boigani sababli

t. XN
Bundan, agar / ’(jcY""O boisa

I(~0) (1-8)

normal tenglamasi kelib chigadi.
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5.1.3. Fuiiksiyaiiisig differeiisialiaiiwciiiiigi

3-tsr'rif. Agar j =/(x) funksiyaning nugtadagi Ae- ottiirmaga
mos orttirmasini

Ay = "Ax +a(Ax)Aji: (1.9)

ko‘rinishda ifodalash mumkin boisa, f{x) funksiya x, nugtada
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A-bjc ga bogiiqg bolmagan
son, a{ax)- A« 0 dacheksiz kichik funksiya, ya’'ni !ti)%«(As.) =0.
Funksiyaning nugtada differensialianuvchanligi bilan shu nugtadagi
hosilasi orasidagi boglanishni aniglaymiz.
1-teorema. y=f(x) funksiya X, nuqtada differensiallanuvchi

boiishi uchun u shu nugtada hosilaga ega boiishi zarur va yetarli.
Isboti Zarurligi. y =f{x) funksiya nuqtada differensiallanuvchi
boisin.
U holda ta’rifga ko‘ra,

Ajr = AAX +a{Ax)ax

yoki
Aj;
=Aa(A .
AX a(Ax)
Bundan

UmA’\‘/:A:f(xJ,

ya'ni y=f(x) fiinksiya x, nugtada hosilaga ega.
Yetarliligi. y=/(x) funksiya nuqgtada hosilaga ega boisin.

u holda /'(x,,):lim%. A=f'(xJ Dbelgilash kiritamiz, bunda

a(Ax) —KX——A filnksiya Ax  0da cheksiz kichik bo*!adl.
Bundan

Ay - Ata +Ct(AAX,

ya’ni funksiyaning x* nuqtada differensiallanuvchi boiishi kelib

chigadi.
2-teorema. Agar y =/(x) funksiya x,nuqtada differensiallanuvchi
boisa, u holda u shu nugtada uzluksiz boiadi.
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Isboti. y=f(x) funksiya X, nuqtada differensiallanuvchi boisin.
'a’rifgako‘ra, Ay = AM+a(Ax)Ax.

Bundan limA;; =to(y4Ax +a(AAlc) =0, ya'ni funksiya X, nuqtada
uzluksiz.

Teoremaning teskarisi hamma vaqt ham o'rinli boimaydi, ya'ni
(Linksiyaning biror nuqtada uzluksiz boiishidan uning shu nugtada

differensiallanuvchi boiishi hamma wvaqt ham kelib chigmaydi.
Masalan, y="x-2\ funksiya x=3 nuqtada uzluksiz boisa ham, u shu

nugtada hosilaga ega emas (2 -misol), ya’ni difterentsiallanuvchi emas.

Agar y=-fix) funksiya (a;¢) intervalning ([a; kesmaning) har bir
nugtasida hosilaga ega boisa, u shu intervalda (kesmada)
differensiallanuvchi deyiladi.

5.1.4. Fuiiksiyaning differeiasiaii

Differensiai tushunchasi

y =f{x) funksiya {a;b) intervalda aniglangan boiib, x,e(a;6)
nugtada differensiallanuvchi boisin. U holda Ay=f'{x")Ax +aikx)Ax
boiadi.

3-ia’rif. y =f{x) fimksiya
orttirmasining Ax ga nisbatan chiziqli
boigaii bosh qismi I'(%,,)AX ga
y =f{x) funksiyaning nugtadagi
differensiali deyiladi va dy (yoki
dfix)) bilan beigiianadi:

dy = f'ix,,)AX. (1.10)

Erkli o‘zganivchi x ning, ya’ni
y=x fimksij'-aning differensialini
topamiz.

y' =X—\ boiganiuchun (1.10)
formuladan dy=dx=Ax Kkelib chigadi, ya’ni erkh o‘zgaruvchining
differensiali uning orttirmasigateng: dx= Ax.

Shu sababli (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin;

dy~flix,)dx. (1.11)
bosbgacha aytganda, funksiyaning differensialifunksiya hosilasi hilan
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erkli o zgancvchi differensialining ko paytmasiga teng.
(1.11) tengiikdan f'{x’\):'(\jx bo‘iadi, ya’ni funksiyaning G,

nuqtadagi hosilasi fanksiyaning shu nuqgtadagi differensialining
argument differensiali nisbatiga teng.

Differemialning geomettik ma’nosi

Diiferensialning geometrik ma’nosini anigiaymiz. Bimig uchun
y =f(x) fimksiya grafigiga nugtada MT urinma o‘tkazamiz
va bu urinmaning  +Ax nuqtadagi ordinatasini garaymiz (4-shakil),
MNQ uchburchakdan NQ =tg%&x=dy ekaaligi kelib chigadi.
Urinmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra, gy =/'(X,,).
Bundan NQ =f{x")iax=dy.
Demak, j =f(x) funksiyaning x, nuqtadagi differensiali funksiya
grafigiga M™{x,-,f{xJ) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning orttirmasiga
teng. Bu differensiaining geometrik ma’nosini ifodalaydi.

Differensiaining taqribiy hisoblasMarga tatbiqi

Ko‘pchilik masalalarni yechishda y=f{x) funksiyaning
nugtadagi orttirmasi fiinksiyaning shu nuqtadagi diiferensialiga tagriban
almashtiriladi, ya’ni Ay~dy deb olinadi. Buni /(*)» f{x") +f'{x")Ax
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A migdornisig tagribiy
giymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

r. A ni x nugtada biror f{x) fiinksiya giymatiga tenglashtiriladi:
A =Rxy,

2°. x, hugta X ga Yyagin va f(x”) ni hisoblash qulay qilib
tanlanadi;

3. f{xj hisoblanadi;

/'("0) hisoblanadi;

5% /Gc.)./"((«,,) giymatlar f(x)~fix,) +f{x,)Ax formulaga
go‘yiladi.

3-misol. 2,008 ning tagribiy giymatini toping .

Yechish.

1 A=2008, / (@)=X deymiz, uholda f{x)--A va x=2008;
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2°. X*=2 deb olamiz;

3. /(",,) =2"=8;

4/'(X)=3% /V,) =12

5. fix) fix,)+/'(~0)Ax=8+12 ®,08 = 80%.

5.1.5. Mashglar
1 Hosila ta’rifidan foydalanib, fiinksiyalaming hosilasini toping:

N/« =F N,
3)f{x)"ctg2x; 4)f(x) = ch2x.

2. I'{jc,,)ni hosila ta’rifidan foydalanib hisoblang:

\)f{x)=e"*\, Xc=0; 2)/(jc) = in(1-4A:), x,=0;
X
2X+- , X, =} 4)f(x) =---, x*=1l.
3. Berilgan fiinksiyalarning fl(x,,) va hosilalarini toping:
D/C)=13%x-2]. x,.=1; 2)/«=1"=2] +U +2|, X,=2;

i X aear x < 2 bo'lsa, i
>= A = - =
3) A’ +3cagar x>2 ‘bo'lsa, x, =2 4 ) [« =WV =1, X,=0.
4. Moddiy nugta Ox o‘qi bo‘ylab x=7—2i"+3i qgonun bilan

harakatlanmoqda. Qaysi nugtalarda moddiy nuqgtaning harakat yo'nalishi
o‘zgaradi?

5. Moddiy nugta s~s{t) qonun bilan to‘g‘ri chizigli harakat gilmoqda.
Qaysi vagtda material nugtaning tezlanishi a{mic~) gateng bo‘ladi?

Ni(0=2i”+3i +I(m), a=19; 2)s{t)™MN + "N ~At+3(m),a=09.

6. 0 ‘tkazgich orgali o‘tuvchi tok rniqdori i=0 vaqtdan boshlab "=3z"-I
gonun bilan aniglanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniglang.
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5.2. DIFFERENSIALLASH
QOIDALARI VA FORMULALAK]IJ

5.2.1. Yig‘indi, ayirma, ko‘paytnia va bo‘linmani
differensialiash

Funksiyaning hosilasi ta'rifidan foydalanib, ikki funksiya
yigindisi, ayirmasi, ko’paytmasi va boiinmasini differensialiash
goidalarini keltirib chigaramiz.

l-teorema. Agar u=u(x) va y=WX) fiinksiyaiar x nugtada
differensiallanuvchi boisa, u holda bu funksiyalaming yig‘indisi,
ayinnasi, ko‘paytmasi va boiinmasi (boiinmasi v(x)*Oshart
bajarilganda) ham x nuqtada differensiallanuvchi  va quyidagi
formulalar o‘rinli boiadi:

—h

u\ u*v~Vu
1L (wxv)' =w'£v';, 2 (m-v) =mV+v'm; 3. v~O).

Isboti. 1 Funksiyaning hosilasi va limitlar hagidagi teoremalardan
foydalanib topamiz:

iii £r)" lim ~ -

—iim n N~
Ax “ Ax

)

= [ HX S22 i MELA VG i APy
2. Formulani isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-ieoremadan
foydalanamiz: x nugtada differensiallanuvchi u=mkx) va v=v(x)

funksiyalar shu nuqgtada uzluksiz boiadi. Shu sababli Ax-~0 da
A«-"0 va Av-"0.

(umw) = +r ) ~«(X) - n
~ AX

(U(x) +Am) «(V(X) +Av) —u(x) m(X) _
-0 n
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_ 3 uf{X) m(x) +u{X) mv +v(x) -Am + Am mAv - U{X) m(x) _

AX
AN
=lim Gi©)+— +m(x) — + AV—— = V(X) +lim ————— Nm(x) 1im— +
Ax Ax Axj
+limAvEIM— =mn' w+Mev' +0 -1 =nv +V'U
Ar->0 fix-——0 /"y
m(x + Ax) m(x) m(x) +Am m(x)
3 =lim () M limy(x) +Av  v(X)
' Ar->0 Ar->C Ny
- lim n -~ - lim
Ax mv(X) +Av) *v(X) Ax V' +v mhv)
Am Av . Au . Av
V-————U-—=Velim———-— u sm— , ,
- lim AX AX °AX _uv-VvUu
Afc vm-V. Av V' +v -!&%Av

5.2.2. Teskari funksiyani differensiallash

y - fix') funksiya teskari funksiya mavjudligi hagidagi teoremaning
shartlarini ganoatlantirsin va x=(p{y) teskari funksiyaga ega boisin.
2-teorema. Agar j =/(x) funksiya X nuqgtada /'(x)?”0
hosilaga ega boisa, u holda x=(p{y) funksiya mos y=f(x) nuqtada
differensiallanuvchi boiadi va

ya’'ni

Isboti. X=(p{y) funksiyaning argumenti y ga Ay="-0 orttirma
beraraiz. U holda y =/(x) funksiyaning gat’iy monotonlidan x = (p(y)

N\
funksi)(a Ax:~0 orttirma oladi. Shu sababli ™ = kabi onish
y N

AX
mumkin.
x=(p(y) teskari funksiya y nuqtada uzluksiz boigani uchun

A>—>0 da Ax—>0 boiadi: Ax->0Oda oxirgi tengiikning o‘ng tomoni

WU (/'M "~ 0)ga, chaptomoni <p'(y) hosilaga teng boiadi.
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Demak,
<= N
>0) fix)

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi berilgan funksiya
hosilasining teskari giymatiga teng.

5.2.3. Murakkab funksiyani differensiallash

y=f(u) va u=<pX) bo‘lsin. U holda y=f{(p(x)) finksiya erkii
argument! x dan va oraliq argumenti wn dan iborat murakkab funksiya
bo‘ladi.

3-teorema. Agar u=g>x) funksiya a nugtada ¢'(x) hosilaga va
y =f(u) funksiya mos u=(p{x) nuqtada /'(«) hosilaga ega bolsa, u
holda fig>{x)) murakkab funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
boiadi va

y{x) = H{u)(p'{x).

Isboti. y-f{u) funksiya n nuqtada differensiallanuvchi boigani
uchun Ay=/'(M)Am +a(AM)dm boiadi.
Bundan

Ay AU o oa ™
Ax IJ{u) ~ +a{Au)AX.

u=p{) fiinksiya X nuqgtada hosilaga ega. Shu sababl u=¢(x)
funksiya X nugtada uziuksiz va Ax—>0da An—>0.
U holda
CAY o Au . Au
lim— =/ (Mllim--—-hlima(AM)sim— .
Ny Ir->0 x>0 Ay
Bundan
y{x)*fiu)-q>'{x) +Q-(p'{¥)
yoki
V(x) = f{u)-(p\x).

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan
funksiyaning oraliq argument bo Yyicha hosilasi bilan oraliq
argumentning erkli argument boyicha hosilasining kopaytmasiga
teng.

Bu qoida oraliq argumentlar bir nechta boiganda ham o‘z kuchida
goladi. Masalan, y = f(u), u=g(v), v=h(x) boisa, =y[ -u[-v[ boiadi.
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y=f{u) va u=(p() differensiallanuvchi va y =f{(p{x)) murakkab
funksiyani hosil giluvchi ftmksiyalar boisin.

Murakkab funksiyaning hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra, y[ =y[u[
boiadi.

Bu tenglikning har ikkala tomonini dx gako‘paytiramiz:

y[dxy[u[dx.
Endi y[dx=dy va u[dx=du ekanini hisobga olsak,
dy =y, du.

di=y[dx va dy=y[du formulalarni solishtirish ko‘rsatadiki,
y = f{x) funksiyaning differensiali argument erkli o‘zgaruvchi yoki biror
argumentning funksiyasi boiishidan qat’iy nazar bir xil formula bilan
topiiadi.

Differensialning bu xossasiga differensialning invariantlik xossasi
deyiladi.

dy =y[dx formula tashqi ko'rinishidan dy=y[du formulaga o‘xshasa-
da, aslini olganda ular orasida farqg mavjud: birinchi formulada x erkli
o‘zgaruvchi va shu sababli dx-—=Ax, ikkinchi formulada esa u
funksiya X ning funksiyasi va shuning uchun du~Au.

i 5.2.4. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

Asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini topishda ekvivalent
cheksiz kichik fuoksiyalardan, teskari va murakkab funksiyalami
differensiailash formulalaridan hamda yigindi, ayirma, ko‘paytma va
boiinmani differensiallash goidalaridan foydalanamiz.

i.o ‘zgarmasfunksiya: y=C(CeR).

0 ‘zgarmas funksiya xeR  da o‘zinirig giymatini saglagani
uchun ixtiyoriy nuqtada uning orttirmasi nolga teng boiadi.

Shu sababli

(€y'=1im » =llin— =0.
Ax Ax

2,Darajalifunksiya: y=x",bunda aeR,
Bu funksiya uchun x>oda

Ay = (X +AX)“ -x*“ = X" -1
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Bundan

-1
_ X7
=X
AX AX
Endi Zxr—0da 1+ ) a— ekanligini hisobga olsak,
X
1+
. . aAXx a
lilt)— =x*“lim = ————=xlim—=ax
Ac-"0 Ar->0 AX AX oX X
boMadi.
Demak,
{x=y=ax"\
Xususan, - "~y
=4. (C)- ,yn

Ko‘rsatkichlifunksiya: y-a\ bunda aei?, a>o0, ag4.

Bu funksiyaning orttirmasi Ay = -a'= - i) boigani uchun
- =a’ - boiadi. Bundan Ax~0 da a'*-I-Axlna ekanini
AX AX
hisobga olsak,

Hm%;=%%£/}—a—q\—:—l=a J&}io—pi)il—n—a=a Ina

boiadi.

Demak,

(a”)' = <3 Ina.

Xususan, (e“y=e\

4. Logarifmikfunksiya: y=\og”x, bunda aeR, a>Q, ait\.
>=log, X funksiya x=0" funksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi
banddagi formulaga ko‘ra, x'{y)=a"Ina.
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U holda

1 1 1
X'(y) a"lna xinfl
Demak,
- 1
(!og,,X)—
Xlna

5. Trigonometrikfunksiyalar,
\)y =sinx funksiyaning orttirmasi

Ax AX
A>=sin(x +Ax) - sin X = 2sill— cos X +—
vV 27

QISHAX cos X+éx
Ay 2

AX AX

Bu tenglikdan Ax -m0 da sin'?(X ATX oi hisobga olib, topamiz:

Ax~>0

li lii i = ggbcos X cos(.x +0) = cosx
im = liin — ———i = = . = .
vV 2y

Demak,
(sinx)' = cosx.
2) j; =cosx fimksiyajiing hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi
formulasidan foydalanib topamiz:

/ A /
(cosx)' = sin' a4 x\] = cos' _T_F__ (x_ X = cos!A— X (<) =-sinX
U Jy U y U ; 2 )
Demak,
(cosx)'= -sin X.
3) y =tgx fiinksiyaning hosilasini bo‘iinma.ning hosilasi
formulasidan foydalanib topamiz:

Asinx”™ _ (sinx)'cosx-(cosx)'sinx _ cos" x +sin"x _ 1

(9" = NOOSX/ cos" X cos" x cos" x
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Demak,

itgx)' = -

COS A
4) y =ctgx fiinksiyaning hosilasini topishda murakkab fiinksiyaning

hosilasi formulasidan foydalanamiz:

, n
(ctgx)' = tg - .
eos X
u )
Demak,
(cigx)' = “3n x

6. Teskari trigonometrikfunksfyalar.
I)>i = aresinjic fiinksiya x=sin fiinksiyaga teskari.

Bunda x’(y) =cosy="1-siMy =

U holda
Demak,
(arcsinx)' = "
2)y =arccosx fiinksiyaning hosilasini arcsinx +arocosx:1

formuladan foydalanib topamiz:
(arccosx)'= %_ arcsmx = -(arcsinx)' = -
Demak,
Vit

3) y =arctgx  fimksiyaning  hosilasini teskari fiinksiyaning
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liosilasi formulasidan foydalanib topamiz:

— 1_ 1

——= =

(arctgx}/= ——l—.= cos 4 =
(tgy) | +tgy 1+x0

I)cinak,

arctgx)' =
{arctgx) 14

4) arctgx va arcctgx funksiyalar arctgx +arcctgx=? bogianishga

ega
Bundan
(n
{arcctgx)'= —arcctgx. = -{arctgx)' = -
Demak,
1 =
{arcctgx) N

1-misol Giperbolik fiinksiyalarning hosilalarini toping.
Yechish. Differensiallash qoidalari va y=e" funksiyaning

hosilasidan foydalanib topamiz:

fshxy= € 7€ € ¥ _okx, yani {shx)' = dwe.

e' +8% e -e

{cMf= =shx, ya'ni {chx)' = gx-.
Vv
57 — — A\ — A\ N
Gy = shx {skachx-shx-{ch cl—)|/x sh”™x a 1 n {thx)‘:—%«;
chx, cUx cffx cHx C¥X
chx sh”"x-ch”™x 1 5. / 1
{ctkx)’' = s yan {cthx)' =
shxj sh”*x Y i ;( h\x

5.2,5. DiffereHsiallash qoidalari va hosilalar jadvali

Keltirib chigarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar
funksiyalaming hosilalari formulalarini jadval ko‘rinishida yozamiz.
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Amalda ko‘pincha murakkab funksiyalaming hosilalarini topishga
to‘g‘ri keladi. Shu sababli quyida keltiriladigan formulalarda «x»
argument « u» oralig argumentga almashtiriladi.

BifferemmMmb fj&MaiarlL

1. (M=v) =mxV, u=u(x), v=v(jc)-differensiallanuvchi

funksiyalar;
2. (u-v)'=u'v+uv’, xususan {Cu)’=Qui\ C-0‘zgarmas son,
f r
mV - K/ . cv
3 -———j— , Xususan j- |

v V]

4. L agar =f(x) va jc=(p(y) ;

As0sfy ekmteMtmfuMkmymiurning hosikdmrJM miL

1L (©)=0
2. = -U’, Xususan
\yj M 2slu
3. (@'Y —a“lna-u’, Xususan (e")'=e"-u;
4. (iog,wW)' =— Xususan (jnu)' = --u';
ulna u
5. {sinn)’ = cosMi=; 6. (cosa)'=-sin 7/m;
1
LI 8. {ctgu)'=—r"—
=y
9. (arcsmw)’' = 1 10. (arccos«)'=* r-M;
Y/ VI =W
11. tgu)'=- ", °M; 12. {arcctgu)’
{arctgu) 4 { gu) 14H
13. (i/im)' = c/iM-a’; 14. (chu)' =shu -u;
15, (i/«) =" - .«"; 16. (cthu)'= ——
chu sh u



Keltiriigan diferensiallash goidalari va asosiy elementar
funksiyalaming hosilalar jadvali bir o‘zgamvchi fiinksiyasi differensiai
hisobining asosini tashkil giladi. Ulami bilgan holda har ganday
elementar funksiyaning hosilasini topish mumkin. Bunda yana
elementar funksiya hosil boiadi.

4-misol. f{x) =5 +arcsinx +xInx funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosilani topishda differensiallashning 1,2 qoidalari va
3,4,9-fomiialalaridan foydalanildi.

f'(x) ={&' +arcsinx’ +xinA-)' = (5”) +(arcsinx)’ +(xbx) =5*In5 +

1 ! 1 1
+-F== Tx'Inx +x(Inx) =5"In5 + M——-="+|nX +Xe- =
[-x» VF-X» X

- =5"™\B 4+~ ~fl= +\x+l.

5.2.6. Logarifmik differensialiasii

Ayrim hollarda funksiyaning hosilasini topish uchun awal berilgan
funksiyani logarifinlash, so‘ngra differensiallash magsadga muvofiq
boiadi. Bu jarayonga logarifmik differensiallash deyiladi.

3-misol. y = o 4 —— funksiyaning hosilasini toping.
X 4]

Yechish. Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalari orgali
topish mumkin. Ammo bu jaroyon katta hajmga ega. Shu sababli
logarifmik differensiallashni qoilayrniz. Buning uchun funksiyani
logarifmlaj'miz;

iny =In(x’ +]) +--In(x - 2) +xIn2 - 31n(x - 4).

Bu tenglikning har ikki gismini x bo‘jdcha differensiallaymiz:

y +1 5 x-2 X-4

Endi butengiikdan j'ni topamiz:

X* 4+l 5(x-2) X-4
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yoki

_(XA+1) A (x-2V -2 3x° 4 A3
- (x-4y X'+l 5(x-2) X~4

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosiiaiari fagat logarifmik
differensiallash orqali topiladi. Bunday funksiyalaming gatoriga
darajali-ko 'rsatkichlifiinksiya deb ataluvchi y =u' funksiya kiradi, bu
yerda u=u{x), v=v(X)- x ning differensiallanuvchi funksiyalari.

Bu fimksiyalanijig hosilasini logarifmik differensiallash
yordamida topamiz;

Inj'=v-InM, —vVv'=Vv'-IrIM+v — u, y'=yv’' \u+
y' u N\ u
Bundan
{uy =u" MUV +v-u~"u. (2.2)
(2.21) formulani eslab qolish qoidasini ifodalaymiz; darajali-

ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi u=const shartidagi ko'rsatkichli
funksiya hosilasi bilan  v=const shartidagi darajali furiksiya
hosilasining yig‘indisiga teng.

4-misol. = funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (2.1) formula bilan topamiz;
y =X7" mnx ¢(-sin3x) +cos3x ¢ i .

yoki
y = *COS3X- X" stax siN3x

5.2.7. Parametrik va oshkormas ko‘rinisfada berilgan
funksiyalarni differensiyaliash

t o‘zgaruvchining x=@{t) va y=t/(0 funksiyalari biror T={a\R)
interx'alda aniglangan boiib, bu intervalda @\, y/(t) hosilalar va
x=(p{Y) funksiyaga teskari t=@F(}) funksiya mavjud boisin. Agar
x=pf) funksiya gat’iy monoton boisa, t=<§ teskari ftinksiya bir
giymatli, uzluksiz va gat’iy monoton boiadi. Shu sababli >=V/($(X)
murakkab funksiya mavjud boiadi. Bunda y =f(x) funksiya x = g>ft) va
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I' Y//) tenglamalar bilan parametrik ko'rinishda {t parametTli)
lici'iigan deyiladi.
y =f (X) funksiya
X = (p(1),
'y wit), teT

parametrik tenglamalar bilan berilgan boisin. U holda t=@{) teskari

liinksiya mavjud va uning hosilasi ~(x)=—£ boiadi. Shuningdek,
9

yz=ill{(>{x)) murakkab funksiya hosilasi y[ =y/{i*{x))f{x) boiadi.

Bundan

yoki
y =4 - (2.2)

= "ico”t,

5-misol. < boisa, y[ ni topmg.

\{eci]ii'sh. V' = Qc_o_si)_i ———B—Sin—i :—3ctgt
(4sin/), 4cosi 4
Agar funksiya y ga nisbatan yechilmagan, ya’ni x va vy
o‘zgaruvchilar orasidagi boglanish F(x,y) =0 koVinishda berilgan

bo‘lsa, funksiya oshkormas ko ‘rinishda berilgan deyiladi.
Oshkor berilgan har qganday y=f{x) funksiyani oshkormas

kolinishda /(x)-j =0 kabi yozish mumkin, ammo teskarisini hamma
vagt bajarib boimaydi, F(x,.v) =0 tenglamani y ga nisbatan yechish
hamma vaqt ham oson emas, ayrim hollarda esa umuman mumkin

emas.
Funlcsiya oshkormas ko‘rinishda berilgan boisa, F{x,y) fiinksiya

I ning murakkab funksiyasi, ya’ni bunda y=y(x) deb qaraladi
va F(jc,>)=0 tenglikning chap va o‘ng tomoni x bo'yicha
differensialanadi, so‘ngra hosil boigan tenglamadan y' topiladi.
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6- misol y-argtgy -x* =Q boisa, Yy’ni toping.
Yechish.  Tenglikning har ikkala tomonini x bo'yicha
differensiaHaymiz;

3x"=0.
1+y
Bundan
1- =3x% y'--y"=3x"
(I |+))//’\
yoki
y'=3x

5.2.8. Yugori tartibii hosiiaiarva differerssiailar
Yugqoritartibli hosilalar

f{x) fimksiya biror {&\by intervaida aniglangan boiib, shu
intervalda differensiyallanuvchi boisin. U holda f'{x) hosila xe(a;b)
ning fiinksiyasi boiadi. Shu sababli bu fimksiya uchun. hosilaning
mavjudiigi va uni hisoblash masalalarini garash mumkin.

f'(x) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. /(x) funksiyaning fix)
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Uckinchi
tartibli hosila mavjud boisa, bu hosiladan olingan hosila® uchinchi
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi tartibiidan
boshlab yuqori tartibli hosila deyiladi.

Yugori tartibii hosilalar y“y"™ /\... ,y=\.

dry dy  dy T

(yoki r{x),f{x),f{x),....,Ff " \x),... yoki ! kabi

beigiianadi.
7-misol. y =x/Inx boisa, y“3)m toping.
Yechish. y - (X’)inx +xX’ (INX)' =3xMnx +x’ —=x\(31nx +1);
X

/[ =(xX"(BInx +1))'=(x")"(31nx +]) +x"(3tax +1)' =
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=2x(3INX +1) +x' o— =x(61nX +5);
X
1" = (XBINX+5))' =X (6 INLH5) +Xx(6 'InX +5)' = 61nNX +54-x «—=6Inx +11,
X

y« =(61nx +Hiy =-

o
Hundan
y>@=" =2,

Funksiyaning yuqori tartibli hosilasini topish uchun uning barcha
(ildingi tartibli hosiialarini topish kerak bo‘ladi. Birog, ayrim
liinksiyalaming «-tartibli hosilalarini topish imkonini beruvchi
I'ornivialar mavjud. Masalan, quyida keitirilgan formulalar bunday
I'ormulalar gatoriga kiradi:

1 (ay" = In"a(a> 0), =eY 2. (sinx)">=sin; X+r_n|
3. (x)" =a(a -1..(a- N+ eR; 4. (cosx)“ =cos X+E7r
\Y
5. (XY>=HIWN!; 6. (UEVY™ v
X

7. =Q/M, 8.

Formulalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.

3. (X =afa-D..(«-n+Dx*""aeR ning isboti.

y=x“  y'=axX", =a(a-Nx*,
y"=a{a~1){a-2)x“\ .., =a(a-1)...(a-n +nx*".

Shunday qilib,
xM" =a(a - )...(« - 1+)x*~"ae

/ N\
4. (cosx)""=cos x+£n' ning weort.



sinxzoosIXH— ,  O'm-cosx=03B

o 1 . n
V"=sinX=cos X+3m Y ’'>=C0S x + (u-1)-- =C0S X+N—
\V . 2;

Demak,

(cosx) =cos x+-"

Y J

5. (InX)« A L Ne z 2)] ning isboti.
yAnx, Yy =-=x, y’=-l-x-\ y"=(-D)(-2)x =(-IV-1-2 >¢,...,
X

JIW=(=1)2 1.2-3—. ~(«l)x=" = (= {«=D)!

Shunday qilib.
(InX) . (—!)"())— l)l

Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi

M moddiy nuqgta s=i(i) gonun bilan to‘g‘ri chiziqgli harakat qilsin.
U holda <(0 moddiy nugtaning t vaqtdagi tezligini ifodalaydi:

- (H=v(o.

Nuqgtaning i vaqgtdagi tezligi v(0, /+Ar vaqtdagi tezligi  v(i) +Av
boMsin, ya’ni Ai vaqt oraligida nugtaning tezligi Av ga o‘zgarsin.

— nisbat to g ri chizigli harakatda nuqtaning At vaqt oralig ‘idagi

o'rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nisbatning At-~Q dagi limiti M
nugtaning berilgan t vaqgtdagi tezlanishi deyiladi va u a{t) biian

belgilanadi: Um™ =a(i), ya’ni v (0 =a(0 -

Shu sababili

Demak, moddiy nugta harakat qonunidan t vaqt bo‘yicha olingan
ildcinchi tartibli hosila to‘g‘ri chizigli harakatda nuqtaning t vagtdagi
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(c/lanishiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilaning mexanik
ma hosini ifodalajdi.

Parametrik va oshkormas ko ‘rinishda berilgan
funksiyalarningyugori tartibli hosilalari

y=/W funksiya

=ifr(t), isT

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘!Isin.
U holda

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash
goidalariga ko‘ra.

Shu kabi

/ (yp:
va boshqga hosilalar topiiadi.

8-misol {I I’ boisa, ikkinchi tartibU hosilani toQin%
y=a(l-cos/) [

Yechish. (2.2) formula bilan topamiz:

,_(@l-cosr)_asint _ sini _ t
(a(i-sini))" ii(l-cosi) l-cosi 72

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,

1

(fl(?-sm?))™ a(l-cosf) 1-cos/ a(l-cosi) a(l-cosz)’
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¥, hosilani (2.3) formula ustida almashtirishlar bajarib, quyidagicha
yozish mumkin
K illK . (2.4)

y =fix) funksiya Fix.y) =0 tengiama bilan oshkormas ko‘rinishda
berilgan boisin.

Bu tengiama Xx bo‘yicha differensiallansa va y' ga nisbatan
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiiadi. Topilgan birinchi tartibli hosila
X bo'yicha differensiallansa, ikkinchi tartibli hosila kelib chigadi. Bu
hosilada x, y, y lar gatnashadi. Ikkinchi tartibii hosilaga topilgan ¥

ni qo'yib, y” ai x va y orqali ifodasi aniglanadi.

9-misol. eV + =d'i' boisa, ikkinchi tariibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash
goidasidan foydalanib topamiz;

(¢>V+«yy =(a'’), e&'-2x +a' my/=Q.

Bundan
y = %_y
U holda
X
Xy -yx Xy-y_b~n a'y ~
y &y y a’ Vv
e x'6'+aVv
a' av' «V’ ary’’

Yuqori tartibli differensiallar

Biror ia-b) intervalda differensiyallanuvchi y=/(x) funksiyaning
dy = y{x)dx differensiyaii birinchi tartibli differensial deyiladi.
U holda
didy) = dif'ix)dx) = if'ix)dx) dx=f\x)dx mix
differensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va
dy =f\Xx)dx" (2.5)
kabi yoziladi, bu yerda dx* bilan (dxf belgilanadi.
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Ikkinchi tartibli differensialdan olingan differensiai uchinchi
tartibli dijferensial deyiladi va hokazo. n-tartibli differensiai
deb («-!)-tartibli
differensialdan olingan differensialga aytiladi va d"y =p™\x)(ix" kabi
yoziladi.

Bundan :&. ya’'ni y=f{x) funksiyaning n-tartibh

hosilasi funksiya «-tartibli differensialning argument differensialining
jj—darajasiga nisbatiga teng boiishi kelib chigadi.

10-misol. y =x"+3x-\ bo’lsa, d*y ni toping.

Yechish. y’=A+3 y"=12>% y" = 24x.

Bundan
dry =y (QdxN = 24xaX\

Yuqorida keitirilgan formulalar x erkli o‘zgaruvchi boiganda
o‘rinli boiadi. Agar y=f(x) funksiyada x boshga bir erMi
o zgaruvchining fiinksiyasi bo‘lsa, Yyuqori tartibli differesialiar
invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.

Buni ikkinchi tartibh differensiai uchun ko‘rsatamiz.
Ko*pa>'tmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

dry = d(F(x)dx) = d(F{x))dx +F(x)d{dx) = F{x)dx mix +F{x)d"x,
ya’ni /
dy = f{x)dx” +f{x)d"x. 2 6)

(2.5) va (2.6) fonnulaiami solishtiramiz: murakkab fiinksiya uchun
ikkinchi tartibii differensiai o‘zgaradi, ya’ni bunda ikkinchi qo‘shiluvchi
f{x)d~x hosil boiadi.

Agar bunda x erkli o‘zgaruvchi boisa, u holda

d*x = d{dK) = dO-dK) = d xd | = dx-0=0

va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o‘tadi.
11-misol. y=x* va T=sini boisa, d"y ni toping.

Yechish y'=2x, y"=2, dx=costdt, d*x =-sintdt"
(2.6) fomulaga formula bilan topamiz:
d?y =2dx? - 2xsintdt™ = 2{costdiY - 2sini esintdt" =
=200sMdt* — 2SiMM tdt = 2c0%2tdt?,
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Boshqga yechini: y =x* va x=smt.
Bundan
y=sm"i, y=2sinicosi =sin2i, y"=2cos2t.
U holda

dry =y'dth =2c00slldt”.

5.2.9. Mashqlar
1. Differensiallash qoidalari va formuialaridan foydalanib,
funksiyalaming hosilasini toping;

).y =3x" - | x’ +In2; 2)y:6x'/\ H+3A =2X;

NMy=rx-KN\,
X 3t

2"-3*"
Dy» ;
Inx-e*
9) A _ | +cosx. 1o o
1-cosjc’ ). ’
\I)y=tgx-cigx; =X xsmx—coysx;
ACOSA +Sinj; .
,3) xcto-ife. .
14)y = thx +cihx;
xshx-chx'
15)j) =log, g 16)>"' = 4sin”;c-31gA’ +4cos” X;
n)y =ylA-3x» 18)>' = arcsinVx;
i9);i; = cos“jt-sm";i:; 20)>»-A~lnrs A
6 x+3
21)y =NJ]-x +AarcsinA:; 22) >=In(e™ +])-2flfcige’;
N\ 1 +3*
B) v= -!nl——— ; 24):i; =logh,x*;
2 1-3*
5 N _ tg3x+Incos” 3xX
26)y = 3x +cos3jc);

berilgan



Tl)y ='Je" - 1-arctgte’ -\ 28) = Inctgli'\lz)

29)y = 3arccos™-pi +VOx-4-x"; 30) 3= —i—i —— arctg-" +\a\'+2.
n% p ) M) 4,% 9
2. Berilgan x =<9 (y) funksiyalar uchun y' hosilani toping:

1) x= 2) x= 3) X=2smy; 4}x =3ctgy.
| +y

3. Quyidagi sonlarni differensiai yordamida tagriban hisoblang:
1)~ 2) iglo,2l; 3)c?g4540'; 4) 3,013l

4. Quyidagi fiinksiyalarning berilgan nugtadagi tagribiy giymatini
differensiai yordamida hisoblang;

| =47 -7X + jt=0,98; 2)y = X = 0,15;

)y \Q j Y n+x’

3)i=j- ™, x=2Q31L 4) y=\I2x-sia®, x=1,02.
X +5 v 2

5. Berilgan fuoksiyalarning birinchi tartibli differensialini toping:
Ny =xQlix-\); 2y y=n1ng 3) j;=cos"2x;
X

4)y = asm.JX. 5N =3“* 6)>' =ta’ cosx
6. Berilgan hosilalar uchun y" ni toping:
Dy ={x* - If; 2)j =e"cosx; 3) y=(\xMarctgx: Ay = X\Nsix-N).
7. Berilgan funksiyalai- uchun >**(0)ni toping:
1)>" = sin5jccos2x; 2) y = XCOosX; 3) y =x"smx: 4)y =x"re".
8. Oshkormas fiinksiyalarning hosilasini toping;
1) b\ +ayh = ; 2) 77 =X +3xy, 3) e =

4) cos(py) = A% 5)er+Xxy =g 6) ;csm>'+3"smx = 0.
9. Berilgan funksiyalar uchun %:j’ Affoping:

X=acost,
Usi -1 y =asin i;
=arcsini,

[y=t-arctgt;



10. Berilgan egri chiziqga /U, (xayo) nugtada o'tkazilgan urinma va normal
tenglamalarini tuzing;

n n
2) y =sinx M~{n,0);

3) *=i”r+x"'-1 egri chizigga y =X* parabola bilan kesishish nuqgtasida;

ut
Lt=sint.
M,,(2. 2); N\
9 % U’ J S 3 ! (2.2 Q[>>=(:052i. 1272

53. DIFFERENSIAL HISOBNING
ASOSIY TEOREMALARI

5.3.1. Ferma teoremasi

Differensiallanuvchi funksiyalaming nazariy va amaly aharaiyatga
ega bo‘lgan teoremalari bilan tanishamiz.

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya @\b) intervalda
anigiangan bo‘lib, bu interN\alning biror ¢ nuqtasida o‘zining eng katta
(eng kichik) qi}miatiga erishsin. Agar fiinksiya c¢ nuqtada cheki
hosilaga ega bo‘lsa, u holda

/'(c)=0
bo'ladi.

Isboti. Aytaylik, y =f(x) funksiya ce (a;A) nuqgtada o‘zining eng
katta giymatiga ega boMsin. U holda Vxe(a;e) uchun f{x)<f(c\ ya’ni
f(x)-f(c)<Q bo‘ladi.

y =f(x) funksiya c¢ nuqtada y
hosilaga ega. Shu sababi bu nugtada
filnksiyaning o‘ng va chap hosilalari  f(c)
mavjud va

/[ » = «(I:,bm NN <0 (X>0),

X-C

f:(c)=f:(c)=f'(c)
5-shakl.
bo‘ladi.



Bu munosabatlardan /'(c) =0 boiishi keiib chigadi.

Funksiya c¢ nuqgtada eng kichik giymatga ega boigan hol uchun
Icorema shu kabi isbotlanadi.

Ferma teoremasining geometrik talgini quyidagicha boiadi:
V=/ (M) funksiya c nuqgtada eng katta (eng kichik) giymatga erishsa va
fXc) hosila mavjud boisa , f{x) funksiya grafigiga M(c;/(c)) nugtada
o‘tkaziigan urinma Ox o‘qga parallel boiadi (5-shakl).

[ENo] kesma uchun Ferma teoremasi hamma vagt ham o‘rinli
lJoimaydi. Masalan, f{x)=x funksiya [0;]] kesmada 0‘ziQing eng
katta (x=I1 da) va eng kichik (jc=0da) giymatiga erishadi. Bu
iiugtalardahosila f'{x) =\"Q.

5.3.2. Roll teoremasi

2-ieorema {Roll teoremasi). f(x) funksiya [ab] kesmada
aniglangan, uzluksiz va /(«) =f(b) boisin. Agar funksiya (a;)
intervalda differensiallanuvchi boisa, u holda shunday ce(a;b) nuqgta
topiladiki,

f'(c) =0
boiadi.

Isboti. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [a;] kesmada aniglangan va
uzluksiz. U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra, funksiya shu
kesmada o°‘zining eng katta giymati M ga va eng kichik giymati m ga
ega bo‘ladi. Bunda M =m boisa, f(x) funksiya [a6] kesmada
0‘zgarmas va shu sababli Vxe (a;¢) uchun f\x)=¢ boiadi.

/(@) =/(*)-

6-shakil.
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Agar M"™m boisa, f{x) funksiya M w& m qgi>Tnatlardan
biriga biror ce(a;b) nugtada ega boiadi. Bunda Ferma tsoremasiga
asosan, /'(c) =o boiadi.

Roi] teoremasi ushbu geometrik talginga ega; [ab] kesmada
uzluksiz, (@\b) interv'alda differensiallanuvchi va kesmaning chetki
nugtalarida teng giymatlar gabul giluvchi funksiya grafigida shunday
(c;/(c)) nugta topiladi va bu nuqtada funksiya grafigiga oikazilgan
urinma Ox o‘giga parallel boiadi (6-shakl).

1-misol. Roll teoremasi o‘rinli boiishini tekshiring;

Nf{x) =x*-3x-A funksiya uchun [03] kesmada; 2)/(x)=V ? -1
funksiya uchun [-1;1] kesmada.

Yechish. 1) f(x) =x"-3x-4 funksiya [03] kesmada uzluksiz,

differensiallanuvchi va uning chetki nuqtalarida bir xil giymatga ega;

/(0) =/(3) =" . Shu sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli
boiadi. x ning f'(x) =a boigan giymatini topamiz; /'(x) =4x-3=0.

Bundan x=-.
4

2) /(jc) =\/2-1 fiinksiya kesmada uzluksiz, /(-})=/(l) =o,

/'(x) = Bu hosila  x=0e(-I;I) nugtada mavjud emas.

—4=.
3Mx

Demak, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli boimaydi*

5.3.3. Lagranj teoremasi

3-teorema (Lagranj teoremasi). f{x) funksiya [a€] kesmada
anigiangan va uzluksiz boisin. Agar funksiya (a;¢) intervalda
chekli hosilaga ega boisa, u holda shunday ce (a;€) nuqgta topiladiki,

I'c)=£ "In (3.1
b-a

boiadi.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi

F(x) =fix) -fia) - b_a X -2a)
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liliiksiyadan foydalanamiz. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [a€] kesmada

iiliiciiangan, uzluksiz va {&-p) intervalda hosilaga ega boigani uchun

i*\Y funksiya ham [ab] kesmada aniglangan, uzluksiz va (a;b)

intervalda hosilaga ega boiadi.

Hunda

= F(a) =Fib) =0. (3.2
b-a

Demak, F{x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini

ganoatlantiradi. U holda biror ce(a;h) nuqta uchun F'(c)=0,
=0 boiadi.
b-a
Bundan
1(*)-1(«)
b-a
Teoremaiiing geometrik talginini beramiz.

b — gqiymat funksiya grafigining A{a-J{a)) va B{b\f{b))
-a
nugtalari orgali o‘tivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniglaydi.

Teoremaga ko‘ra, shunday ce(a:b) topiladiki, C(c;/(c)) nugtada funksiya
grafigiga o‘tkazilgan urinma AB kesuvchiga parallel boiadi (7-shakl).
(3.1) tengiikdan

f(b)-f(a) = f(c)ib-a) (3.3)

kelib chigadi. Bu formulaga Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar

formulasi deyiladi.
Agar a=x, h-x +hx desak, bu formulani

/(x +AX)-/(x) =/'(C)AX (3.4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
ce{a;b) boigani uchun c=a+9(b-a), 0<6<I, deyish mumkin.

U holda (3.4) tenglik
f{x +AX)-f{x) = fXx +6AX}AX

ko'rinishni oladi.
Langranj teoremasi yordamida Aj«dy taqgribiy tengiikning

anigligini baliolash mumkin. Buning uchun f(x) fiinksiya ikkinchi
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tartibli uzluksiz /"(x) hosilaga ega boMsin deb, topamiz:
Ay-cfy = if{x +Ax)- f(x)) - F'(x)dx =f{c)Ax - F{x)Ax =
— ~f '))Ax=Ff "{)(c—)A%, bu yerda ¢ e (6;X.
lyemak, Ay-dy = f\.c.){c-x)Ax. M :bry_w/"(jc) boisin.

Ic- X[Ax va /"(c,) <M tengsizliklarni hisobga olib, topamiz:
Ay - ii0i < A/L AX i\
Lagranj teoremasidan quyidagi natijaiar kelib chigadi.
1-natija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga teng
boisa, fiinksiya shu intervalda o‘zgarmas boiadi.

2-natija. Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilaiarga ega
boisa, funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas qo‘shiluvchiga farq giladi.

2-misol. arcsinx +arccosx=", xe[-I;I] ekanini isbotlang.
Yechish. /(Xx) =arcsinx+arccosx deb olsak, (-1;1) orahqda

I'X)=-tJ= - =0.
Vi-xN  vrixh
U holda 1-natijaga ko‘ra, f(x) =C, ya’ni arcsinx+arccosx=C. C
ning qijTTiatini topish uchun x ga (-11) intervaldagi giymatlardan
birini, masalan, x=0 ni go‘yamiz: arcsinO+arccosO=C y«Ki
Bundan

arcsinx +arccosx = Vi

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi teoremasi). f(x) va g(X) funksiyalar [ab\
kesmada aniglangan va uzluksiz boisin. Agar funksiyalar (@\b)
intervalda differensiallanuvchi va ~xe(a:b) uchun
boisa, u holda shunday c£(¢i;¢) nuqgta topiiadi va

m - m _ f’(c)
gQ>)~g(@) g'(c)
boiadi.
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Isboti. Teoremaning g'(x)"0 shartiga ko‘ra, (3.5) tenglik ma’noga
ega boiishi uchun g(6);tg(a) boiishi kerak. f(x) va g(x)
lunksiyaiardan ushbu
FxX)=f(x) -m - - éia))
g{b)-g{d)
ftmksiyatii tuzamiz. Bu funksiya [a;d] kesmada anigiangan, uzluksiz va
(0;&) intervalda hosilaga ega.
Bundan tashgari,
F'(xX) =f\Xx) - . > Ha) =F{b) =0.
(=N = 1 i) ) =F{b)

Demak, F{x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi va biror ce{a\b) nugta uchun F'{c)=0, ya’ni

g{b)-g{a)
boiadi.
Bundan
f{b)-fia) fie)

gib) -g(c) g'ic) "

5.3.5. Lopital teoremasi

S-teorema — ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishning Lopital qoidasi

x, nugtaning biror atrofida /(x) va g(x) fiinksiyalar uzluksiz, difieren-

sialiariuvchi  va boisin. Agar limfix) =0, lim g(jc)=0 va
lim “_X; =k (chekli yoki cheksiz) limit mavjud boisa, u holda
g ix
lim lim (3.6)
g(x) g'(x)
bo‘iadi.

Isboti. f ix) Ys. gix) funksiyalar uchun x* nuqtaning biror atro/ida
yotuvchi ix,;x] kesmada Koshi teoremasini qoilaymiz.
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Bunda

909-9(x,) g * (O)=LA=0
hisobga olinsa,
m _fxc)
g{x) 9{c)
hosil boiadi, bu yerda ¢ nugta x va nugtalar orasida yotuvchi
biror son.
xXn da c ham x, gaintiladi.
(3.7) tenglikda limitga o‘tamiz:

3.7)

lim %) jjm T\O)

o{x) o\o)
lim T i lim T™NO) =k
g'(x) <>» g\C)
Shu sababli
lim TX) jm 1)

i gX)  exe glix)

hohlar: 1. 1-teorema f{x) va g(x) funksiyallar x=x, da
aniglanmagan, ammo lim /(x) =Ova lim g(xX) =0 boiganda ham o‘rinli
xHC x>a

boiadi. Bunda /(x,,)=limf(x)=0 va g(xj=lini g(x)=0 deb olish
X0 X0
yetarli.

2. 1-teorema jc->00 daham o‘rinli boiadi. Hagigatan ham, x=—
z

deb, topamiz;

g (o)

3 f'(x) va g’(x) fimksiyalar 1-teoremaning shartlarini
ganoatlantirsa, teorema takror qoilanishi mumkin:

g(x) XXg () 9
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J- misol.  lim — limitni toping.
e’ -e

Yechish.  f{x) =xX*-\t+lax, ~(X)=e€'-e funksiyalar x=1 nuqta

eiliollda aniglangan. Iim /(x) =Hm g(X) =0, ya'ni - ko‘rinishdagi
1 H 0

U holda I- teoremaga ko‘ra,

limP2A = jim 8 jim - m=3
*51 g(x) g'{x) e' e
| )cniak,
XM —i+Inx_ 3
im=—————== —
=1  e*—e e

s ko‘rinishdagi anigmasliklami ochish haqgidagi teoremani isbotsiz
kchiramiz.

6—-teorema i(i ko'rinishdagi anigmasliMarni ochishning Lopital qoidasi
N, nugtaning biror atrofida f{x) va g{x) funksiyalar uzluksiz,

(fiiferensiallanuvchi va g'(x)~0 bo‘lsin. Agar lim /(jc) =lim g(X) =»
r-»X5 ey

bo*lib. Iimi()2 limit mavjud boisa, u holda

g (x)
g(x) X gXxx)
boiadi.
4- misol. lim - iimitni toping.
1
Yechish. =i—l=Ilim-~ —=lim— — = -1=
In(e* -e*) 1,00] e (x-d) 0;
e _e«
:hm————e———— =lim-———=— :___i__ :__1_:
-» efix-a)+ e' | +(x-a) “{a-a) 1+0



00)
2 va — ko‘rinishdagi anigmasiikiarga asosiy anigmasiikla
deyiladi.

O yoki w-m ko‘rinisbdagi anigmasiiklar algebraik
almashtirishlar yordaraida asosiy anigmasiikiarga keltiriladi.

0, oo yoki r ko‘rinishdagi anigmasiiklar

_ g
formula yordamida Oam anigmaslikka keltiriladi.
5-misol. iimx’ Inx limitni toping.
Yechish. limx’Inx=0 o)=iitn|*~—= — =lim—* = =0.
X-¥) T->0 1 I C )GZO 3
6- misol. lim --ctgx limitni toping.
X
Yechish. limi — cigx = (co- oo) =lim SmX )fcosx )
JEriA ) VvOj
= ymSSXeoetxsine_y, - xsinx - "on
SiNX +Xcosx sinXHxcosX O
SiNX +Xxcosx o]

eosx +eosx —xSinx 2

7-misol limx”* limitni toping.

- H 7 e — oy — i ORI L —
Yechish. I(!_)rgx =(0 )—I(!_%e =e

~lirait st x

sinx..

Sty

5.3.6. Teyior teoremasi

7-teorema {Teyior teoremasi). /(X) funksiya X, nugtaning biror
atrofida anigiangan boiib, bu atrofda («-l)-tartibligacha hosilalarga
egava / “*(X) hosila x, nugtada uzluksiz boisin.
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1) ilolda

- + («O+J_,)_(x -X,,r (38)

«

lurliicli, bunda c=x,+0(a'- %), 0<0 <1.

(3.8) tenglikka Teylor formulasi deyiladi.
Ishoti. Awal

=/(XJ'+-’]:(X -X,)+" 2(!x - Rt

K.AM) =fix)-9ix,x")
lujlgilashlar kiritamiz.
£ fcn

Bunda biror ¢ son uchun RJx)=—

oy OO0 borlishi

ko'rsatilsa, teorema isbot boiadi.

Endi x, nugtaning atrofida x (x>x,, boisin) nugtani tanlaymiz va
%> kesmada

Fit) = fix) - <pixt) - x XY tE€Xx.X]

yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F(t) funksiya [q;X] kesmada usluksiz va differensiallanuvchi va

F'm—/w + - H+"N 2(1-0 - -0 +..+

«l d (x-xX*
=-0)(x-0", (3 -9 )
« (X=-X,,r
t=x, da
Fix,) =fix) -<pxx,)- 0=A )— (®)=0;
t=x da

Fix) =/(x) —fix) - -X) —...— -X)"-ii— =Q
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Demak, F(t) funksiya XN\ kesmada Rol) teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantii'adi. U holda shunday c {x"<c<x) nuqta topiiadi
va F’{c)=0 boiadi.

(3.9) tenglikka ko‘ra,

« ixX—-xjnr

Bundan

1 = fi +; N - +N N _ /\+_”+ LIVANI _
g,ix,xJ = fix,) +¢ l'{x x J _x X J | ﬁ|\x x J

ko‘phadga «-tartibli Teylor ko'phadi,

funksiyaga Teylor formulasining Lagranj ko'rinishdagi qoldig hadi
deyiladi.
n=0 da Teylor formulasidan /(x)=/(x%,,) +/'(c)(X-X,,) Yyoki
=f\.c)(x-x,) tenglik, ya’ni Lagranj formulasi kehb chigadi.
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining xususiy holi boiadi.
=0 da Teylor formulasining xususiy hollaridan yana biri

1 A K+

hosil boiadi.
Bu formulaga Maklorenformulasi deyiladi.
Ayrim  funksiyalaming Makloren formulasiga yoyilmasini
keltiramiz;

2 n r
1L e=l+——+ +—+L—x"* xsR;
2 nl  («+1)
2. sinx =Xx- Kl 5| 7 (2k l)' +(_I)-sinc;, (2n+2—)!, xeR
- XA |I)<I mn x\l‘k‘ .
3. cosx=1- 2| 4!+,,,+( 1)(2h’)\+ (1) coscx(2 ey xeR;

310



o (I fX)" =1+— + S XN +
1 2! n
@t+1) !
Xiisusan, n=m a&

nA(_n_-_])_X/\Z ﬂ(n—l)...gn—(n~2))
2!

n
I+ x)" =l +-x+-~ oA X" 4.
1

Tormuialardan ba’zilarining isbotini keitiramiz.
I. f(x) =e* boisin.

|)iiolda
fix) =fix) =fix) =..=f “*\x) =i-,

/(0)=/'0)=/'(0)=..= (0)=1

Makloren formulasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

> fIX

X X (3.10)
12 nl («+N)!
2./(:() =sinjc boisin.
U holda
/ . (/ A\ 0, njuft bo'lsa,
/<">(x) =sin » /«(0) =sin"n-— "
v I 2; (-1) ~, ntoq bo'lsa.
Bundan
N ) o2
snT;=x — F---—- +..+(-1) -———— (-1)"sin«
2 5 71 (2n_|)| (2« + 2)!

4. f(x)=(+x)" boisin.

U holda
>0 =m(m - 1)...(w - rt+1)1 +jo)"=™",
O)=mm-I)....m -n +1).
Bundan
) . 2 nl
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(n+)!

Teylor formulasi funksiyalar giymatlari va
aniglikda hisoblash imkonini beradi. Masalan,
f{x) funksiyaning x=a nuqtadagi giymatini
xatoligi E dan katta bo‘lmagao aniqukda
hisoblash uchun Teylor ko‘phadini shunday
k darajasigacha oiinadiki, bunda k son
A @)|<£ tengsizlikni ganoatilaniradigan
n larning eng kichigi qilib tanlanadi.

8-misol. e sonini 0001 aniglikda hisoblang.
Yechish. /(x) =e' fimksiyani qaraymiz.

Shartga ko‘ra, x=a=I, £=0,001.
(3.10) formulaga binoan n ning

A 9 ZE« +1)

w=6,bunda 0<c<I.

Demak,
1 i

, 101
e»l +- +—4—+ =

Tr 2 3 a

=2+0,5+0,16667 +0,04167 +0,00833 + 0,00139 =2,718.

Shukabi e sonining
topish mumkin.

5.3.7, Mashqlar

1 Funksiya uchun berilgan kesraada Roll teoremasi o'rinli boiishini

limitlarini

n
T«

BLOU)\ICD(ﬂ-bOOI\)H

<om=0001 shartni qanoatlaiitiruvchi eng

berilgan

1.0000000000000
2.0000000000000
2.5000000000000
2.6666666666667
2.7083333333333
2.7166666666667
2.7180555555556
2.7182539682540
2.7182787698413
2.7182815255732
2.7182818011464

kichik giymati

<

istalgan aniqglikdagi giymatiari jadvalirii

tekshiring. Agar o'rinli boisa, teoremadagi c ning tegishli giymatini topiog:

1) /(C) =Ax-x"+S, [0;2];

2) f{x ) =sin 2x,

K
—n

4)y/W =3-i ~ i [-22],

2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagi

tegishli giymatini toping:

2) f{x) =€\, [O;1];
4) /(x) =.r--6x-H, [01],
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3 Berilgan funksiya grafigining iirinmasi AB vatarga parallel bo'igan
Mii(Jiiisini toping:
2) fix) =Vx+T, AQu), fi(3;2).

4. Funksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasini yozing va bu
Ibrinuladagi ¢ ning tegishli giymatini toping:

I)f{x) =sin2x, g(;c) =cos2;t. 0O~ 2) f(x) =x"-3, g(x) =x"+2, [0;2],
4

5. Funksiyaning o‘zgarmas boiishlik alomatidan foydalanib, quyidagilarni
islwtlang:

-n-2arctgx, x<-l,
}-xN . . 2x
1) arccosT:L—)(’\\ =2arctgx, 0<j: <+cc; 2)arcsin, 2arctgx,

1+ 7 i
~K-2arctgx, j:>1.

6. Loopital goidasidan foydalanib, limitlarni toping;

1) lim
»*> \nx = X
3) . 4) jira——-;
Insinx g
5) Iim 6) to u
In 1+-
e” xN-1 S -
8] tenl_n_cgs_(é)i__)i)
WO SM x P Sui 2X
9) »)rpxigv\ 10) lim (I- e’*)cigx;
11) lim(sec;i- fgx); 12) lim
X_*z_ X arctgx”
13) tim (j--2;0°" ; 14) limx“"-" ;
15) lim”~2-~r"; 16) lim(cos3.x)"";
17) Iim(jﬂ;l’)‘-“ A 18) lim (jc+ 3;0)*.
P&

7
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7.Ko‘phadni (x-Xj ning darajasi bo'yicha yoying;
1) P(X) =xX"+SxN-3x +], X,=-2; 2) P(X) =x"-2x"+5x-6, X,=2.

8. Funksiyaning berilgan nuqgtada uchinchi tartibli Teyior formulasini
yozing:

1) fix) =~M1T7, =3 2) fix) =n, N0 =-2.
9. Funksiyalarni Makloren formulasi yordamida jcning darajalari bo'yicha
yoying:
1)f(x) =xe*; 2)f(x) =chx
10. Berilganlarni 0,001 aniglikda hisoblang:
1) sin36"; 2) 008325
3) 4) 1g10,09.

11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:

~ O0SIC-1 +--
11— 2) JiM=mmmmm e e j—
e -1-.--
3)t o i ; 4) ,i™l+--cosx-ViT2l
In(l +x)-x

54.FUNKSIYAILARNT HOSILAILAR

YORDAMIDA TEKSHIRISH %

Differensial hisobning tatbiglaridan biri funksiyalarni tekshirish va
grafigini chizishga hosilaning qoilanilishi hisoblanadi. Quyida bu
tatbiglami ifodalovchi teoremalami keltiramiz.

54.1. Funksiyaning monotonlik shartiari

1-teorema {funksiya monoton boiishining zariiriy sharti). Agar
(@;6) intervalda differensiallanuvchi /(jc) ftinksiya shu intervalda

o‘suvchi (kamayuvchi) boisa, u holda Vxe(a;6) da
/'(x-)=0 (/'(Jc)<0)
boiadi.
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lsluHi. f{x) funksiya {a,b) intervalda o‘suvchi boisin. @)
Il liolda Ax>0 boisa, /(x+Ax)>/(x) va Ax<0 boisa,
« | Av)</(x) bo‘ladi.
lkkala holda ham
/(X +Ax)-/(x) -0.
Ax

Icoremaning shartiga ko‘ra /(x) funksiya (a;e) intervalda

IMfcrcnsiallanuvchi.
Shu sababli

fix) fiinksiya ia;b) intervalda kama=>'uvchi boiganda teorema shu
kiibi isbotlanadi.

Bu teorema ushbu geometrik talginga ega: biror intervalda
differensiallanuvchi boigan o‘suvchi (kamayuvchi) fiinksiya grafigiga
oikazilgan wurinmalar Ox o‘gning musbat yo‘nalishi bilan o‘tkir
(o‘tmas) burchak tashkil giladi yoki ayrim nugtalarda Ox o‘giga parallel
boiadi (8-shakl) ((9-shakl)).

2-teorema {funksiya monoton bo'lishining yetarli sharti). Agar
ia;b) intervalda differensiallanuvchi fix) funksiya uchun Vx€(a:é) da
/'(x)>0 (/'(x)<0) boisa, fix) fiinksiya {a;b) intervalda o‘sadi

(kamayadi).
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Isboti. (a;b) intervalda f'(x)>0 boisin. Vjc™Xj X.<XN
nuqtalami olamiz.

f(x) funksiya uchun [x,,xj kesmada Lagranj teoremasining
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, biror
ce(x,,xj) da/(xj)-/(xj) =/'(c)(x,-X,) boiadi.

Teoremaning shartiga ko‘ra, \/xe(a;b) da /'(x)>0, shu juraladan,
ce(x,,.x:J da f'(c)>0. x~-x, >0 va shuning uchun /'(cXx~-xj>0.
Bundan fix.)-/(x,)>0 yoki /(xj> fix,). Shunday qilib, f(x) funksiya
Vxe(a;6) da o‘sadi.

/'(x)<0 boiganda teorema shu kabi isbotlanadi.

Eslatmalar. 1 Funksiya o‘suvchi va kamayuvchi boigan
intervallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.

2. ia-,b) intervaida o‘suvchi (kamayuvchi) va [a;>] kesmada

uzluksiz bo‘gan /(x) funksiya kesmada o°‘suvchi (kamayuvchi)
boiadi.

1- misol. /(X)) =x*-12x+5 funksiyaning monotonlik intervailarini
toping.

Yechish. D (f) =R, /'(x) =3x"-12=3(x"-4). U holda: /7'(x)>0 dan
x"-4=>0 yoki [xj>2; /'X)<Odan x"-4<0 yoki |x|<2.

Demak, /(x) fiinksiya (-cc;-2)u(2;+c») inteivalda o‘sadi, (-2;2)
intervalda kamayadi.

5.4.2. Funksiyaning ekstremumiari

1-ta’rif. Agar x, nugtaning shunday S atrofi topiisa va bu
atrofning barcha x~x, nugtalarida f(x)<f(x,) if(x)>fix,)) tengsizlik
bajarilsa, x, nugtaga fix) funksiyaning qat’iy lokal maksimum (gat’iy
lokal minimum) nuqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum
nuqtalar deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqgtadagi qiymati
funksiyaning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum tushunchasi fiinksiya aniglanish sohasining biror
atrofi bilan bogiig. Shu sababli fiinksiya ekstremumga aniqglanish
sohasining fagat icliki nugtalarida erishadi. Shu bilan birga,
funksiya o°‘zining aniglanish sohasida bir nechta minimumga yoki
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millsm.iiiiumga erishishi va bunda maksimumlardan ayrimiari gandaydir

3-(c«>rcma {ekstremum mavjud bo'lishining zaruriy sharti). Agar
I mullada differensiallanuvchi f{x) funksiya shu nugtada ekstremumga
I'Hii )oisa, uholda f '(xY=0 boiadi.

ishod, X} nugta f{x) funksiyaning ekstremum nugqtasi boisin. U
holda shunday {x,,~0,x,j+0)
inlcrvyl topiladi va bu intervalda
/(\) funksiya o‘zining eng katta
Miki eng kichik giymatiga ega
liniadi.

IJ holda Ferma teoremasiga
koia, /'(a")=0 boiadi.

Bu teorema quyidagicha
Icornetrik talginga ega. Agar X
luigta f{x) funksiyaning
okslremum nuqtasi boisa
(masalan, 10-shaklda X nuqta),
funksiya grafigiga shu nuqtada urinma o‘tkazish mumkin va bu urinma
Ox o‘giga parallel boiadi.

Izohlar. 1 f{x) funksiya nugtada uzluksiz boiib,
(lifferensiallanuvchi boimaganida haml, ekstremumga ega boiishi
mumkin. Masalan, uzluksiz y=\x\
funksiya x=0 nuqgtada hosilaga ega y-
emas, ammo x=0 minimum nugta
(11-shakl). /

Shunday qilib, f(x) funksiya \
nugtada ekstremumga ega boisa, bu /
nugtada f'{x) hosila nolga teng yoki \
mavjud boimaydi. 0 X

f'{x) hosilasi nolga teng boigan 11-shaKi.
yoki mavjud boimagan nuqgtaga
birinchi tur kritik nugta deyiladi.

2. Hamma birinchi tur Kkritik nugta ham ekstremum nuqgta
boiavermaydi. Masalan, f{x)=x* funksiya uchun x=0 da
f'(x)-3x” - 0. Demak, x=0 birinchi tur kritik nugta, ammo u
ekstremum nuqta emas (12-shakl).
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4-teorema (ekstremum mavjtid bo ‘lishining yetarli sharti). Agar
f(x) ftinksiya x, birinchi tur kritik nugtaning biror S atrofida
differensiallanuvchi bo‘lib, x nuqgta nugtadan chapdan o‘ngga
o‘tganida f'(x) hosila; ishorasini musbatdan manfiyga o'zgartirsa
nugta maksimum nuqgta boiadi; manfiydan musbatga o'zgartirsa
X, nugta nainimum nuqta boiadi.

Isboti. — birinchi tur kritik nuqta,
xe(X,~<5;xj da f{x)>Q va da iy =X
/'(X)< Oboisin. U holda 1-teoremaga ko‘ra, /

funksiya (jc,-(5;jc,) intervalda o‘sadi va
(ic.jc,+<5) intervalda kamayadi. Demak, f{x)

funksiyaning nuqtadagi qiymati uning /
Vxe(x,+<5) nuqtadagi giymatidan katta /
boiadi, ya’ni f(x) funksiya X nugtada /
maksimumga erishadi. p

da f'(x)<0 va xe(x,x,+5S)

da f'(x) >0 boigan hol uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. Agar x nugta x, nugtadan chapdan o‘ngga oiganida
ishorasini o‘zgartirmasa nuqgtada ekstremum mavjud boimaydi.

Funksiyani ekstremumga tekshirish - bu funksiyaning barcha
ekstremumlarini topish demakdir, Ekstremum mavjud boiishining
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning
quyidagi goidasi kelib chigadi;

r. y =f{x) funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;*

2°. Bu nuqgtalardan fiinksiyaning aniqglanish sohasiga tegishli
boiganlari tanlanadi;

3. tanlangan nuqtadan chapdan o‘ngga oiishda f\x) hosiianing
ishorasi tekshiriladi;

4°. 4- teoremaga asosan fiinksiyalaming ekstremum nuqtalari
(agar ular bor boisa) aniglanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi
giymatiari hisoblanadi.

2- misol. f (X) =Mx~ - X funksiyaning ekstremumlarini toping.
Yechish. Ravshanki,

2 1 1 oix

D{f) =R, f\x)=
" X) 3-Ifc 3 3
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n CBi 1L J% =0 nuqtada mavjud emas va =8 nuqgtada nolga teng. Bu
liliik nuqgtalar berilgan funksiyaning aniglanish sohasini uchta
| m0). (d;8), (8+00)
m Inviillarga ajratadi.
linsiliming har bir birinchi — n
7Y kritik nugtadan
[ lufl<m o‘ngga o‘tishdagi 13-shakl.
I"lioiiilarini chizmada
IK'l)ilaymiz (13-shakl. Bunda strelkalar funksij'aning tegishli
mlurvalda o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.

Demak, X =0 - minimum nuqgta, }*=/(0)=0 va

maksimum nuqta, =/{8)=-.

Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatini topish matematika,
liZika, kimyo, igtisodiyot va boshga fanlaming ko‘plab masalalarini
ycciiishda keng qo‘llaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni
(iishish haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish magsadida
islllab chigarishni tashkil etish masalasi, eng katta va eng kichik
(iymatlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib
kcluvchi optimal yechimlami izlash hagidagi boshga masalalar. Bunday
masalalarni yechish bilan matematikaning maxsus bo‘limi - chiziqgli
programmalashtirish shug'ullanadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko‘rib chigamiz.

3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning
burchaklaridan bir xil o‘lchamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq
quti yasalgan. Qutining sig‘imi eng katta bo‘lishi uchun tomoni necha
iizunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni x bo‘Isin.

IJ holda qutinmg asosi \2-2x va baiandligi x ga teng bo‘ladi.
Qutining hajmini topamiz:
V(X) =x(12 - 2xf =144x - +4x\ xe [0;6],
Bu funksiyaning maksimumini aniglaymiz.
VAX) =144- 96X +12x" =12(2 - x)(6 - X)
liosila x=2 da ishorasini musbatdan manfiyga almashtiradi, ya'ni

»=2 maksimum nuqgta boiadi.
Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x =2 (uzb), bunda

Y(2)=US {kubb).
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5.4.3. Kesmada uzluksiz funksiyaning
eng katta va eng kichik giym atlari

y =f{x) fiinksiya [a;6] kesmada uzluksiz boisin. U holda
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, funksiya bu kesmada
o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga ega boiadi. Bu
giymatlarga fiinksiya yoki ekstremum nuqtalarda yoki [a\b] kesmaning
chetki nuqtalarida erishadi.

Bundan [a;é] kesmada uzluksiz y =f(x) funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chigadi:

r. y=f(x) fiinksiyaning (a;b) intervaldagi birinchi tur Kkritik
nugqtalari topiladi;

2°. fiinksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va [a;b\ kesmaning
chetki nuqtalaridagi giymatlari hisoblanadi;

3’. hisoblangan qiymatlar orasidan eng kaiiasi va eng Kkichigi
fanlanadi.

Izohiar. 1. Agar y =f(x) fiinksiBa [a;6] kesmada faqat bitta kritik
nugtaga ega boiib, u maksimum (minimum) nuqgta boisa, bu nuqgtada
funksiya o'zining eng katta (eng kichik) giymatiga ega boiadi,
ya’ni timxf(x) =fix j (minfix) =f(x,)) boiadi.

2. Agar y =f(x) fiinksiya [a;6] kesmada kritik nugtaga ega
bo‘lmasa, bu fiinksiyaning kesmada monoton o‘sishini yoki monoton
kamayishini bildiradi. Bunda y =f{x) fiinksiya [a,b} kesmadagi eng
katta va eng kichik qiymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4-misol. y =x7-3x funksiyaning [0,2] kesmada eng Kkatta va
eng kichik giymatlarini toping.

Yechish.

T f{x) =3jc -3=0dan jc =-1, jc, =1, elo,2];
r./(l)=-2, /(0)=0, /(2)=2
S?H-~W =/(2)=2;, mn/(x)=/ (") ="2.

54.4. Funksiya grafigining botiqiigi,
qavarigligi va egilish nuqtalari

y=/(x) funksiya {a;b) intervalda differensiallanuvchi boisin.
U holda y - f{x) fiinksiyagrafigining VM (x;/(x)), x6(a,6) nugtada
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Miiiimasi mavjud bo‘ladi.

2-ta’nf. Agar (a;a) intervalda y =/(x) funksiyaning grafigi unga
iiilrivalning ixtiyoriy nuqtasida olkazilgan urinmadan yuqorida
(piisldii) yotsa, fimksiya grafigi (a;b)intervalda botiq (gavariq)
iliyil;idi(14 -shaki).

luinksiya grafigining botiq
Jisinini gavariq gismidan ajratuvchi

M{c;f(c)) nuqgta funksiya
y,ynfi}rining egiiish nuqtasi deb
iiliiladi. M
5-teorema. Agar y =f{x) yrgavariq
funksiya ia-,b) intervalda ikkinchi
/(c)

lartibli hosilaga ega va Vxe(a;e)
da /"{x)<0 (/"(x)=>0) boMsa, ii
holda v=f{x) fiinksiya grafigi {a;b)
intervalda qavariq (botiq) bo‘ladi. 14-shakl.

Isboti. \/xe(a;b) da /"(jc)<O boisin. Funksiya grafigida x,e(a:b)
abssissali ixtiyoriy Mnuqta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu
urunraadan pastda yotishini ko‘rsatamiz. Buning uchun xe(a-,b) nuqtada

y - f{x) egri chizigning y ordinatasi bilan urunmaning ordinatasini
solishtiramiz.
liranm a tenglamasi y
W .
yurr-~fM +f{x,){x~x,). J
boigani uchun y
J'- =fix') - f{Xo) - f(x,, )(X - X,,). M i
Lagranj teoremasiga ko‘ra '??1_1
fix) - f(Xo) mf'{c){x - x,), bu yerda f ]
¢ nugta x, bilan x ning orasida o X b X
yotadi. 15-shaKl.
Shu sababli
7-  =/'C)x - ) -/{x)X=-X,)
yoKki
- =iftic) - f(x]j)(x -X,).
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- f\\) ayirmaga Lagranj teoremasini takror qoilaym iz:
f'{c)-f{xJ=-f"{c"){x-x"),b\xy&casL c, nugta c bilan X, ning orasida
yotadi. Demak, y - y™ =/"(c,)(c - X,)(X - X,).

Bu tengsizlikni tekshiramiz:

1) agar x>xg boisa, u holda x-x~>0, c-x,>0 boiadi va
/"(c,)<O0;

2) agar x<x” bo‘lsa, u holda x-x,<O0, c-x,<0 boiadi va
I(c,)<oO.

Har ikkala holdaham y- =/"(c,)(c-a,)(a- )<O,ya’ni y<

Demak, \fxE{a;b) da umnmaning ordinatasi funksiya grafigining
ordinatasidan katta boiadiva (a;b) intervalda funksiya grafigi gavariq.

f"(x) >0 da funksiya grafigi botiq boiishi shu kabi isbotlanadi.

Funksiya grafigining egilish nugtasini topish quyidagi teoremalarga
asoslanadi.

6-teorema {egilish nugta mavjud bo lishining zaruriy sharti). Agar
y =f (X) funksiya (a;0) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega
va M(x,;/(X,)) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi boisa, u
holda /"(x,) =0 boiadi.

Isboti. Teskarisini faraz gilamiz: f*(x~)~0, aniqlik uchun f(xj> 0;
X, huqgtaning biror atrofida /"(x)>0 boisin. U hoida 5-teoremaga
ko‘ra, funksiya grafigi bu atrofda botiq boiadi. Bu x, nuqta egilish
nugtaning abssissasi boiadi mulohazasiga zid. Demak, gilingan fa?-az
noto‘g‘riva f"(x) =0. *

fAx) =0 boiadigan nuqgtalarning hammasi ham funksiya grafigining
egilish nuqgtasi boiavermaydi. Masalan, f{x) =x* fiinksiya grafigining
M (0;0) nugtasi egilish nugta emas, ammo x =0da 7 "(x) = 12* = 0.

Demak, /"(x,) =0 shart egilish nugta mavjud boiishining zaruriy
sharti boiadi.

7-teorema {egilish nuqta mavjud bofishining yetarli sharti)
y =f{x) funksiya x, nuqgtaning biror S atrofida ikkinchi tartibli hosilaga
ega boisin. Agar 6 atrofning x, nugtadan chap va o‘ng gismiarida
fix ) hosila har xil ishoraga ega boisa, u hoida M {x,;f(xJ) nuqta
funksiya grafigining egilish nugtasi boiadi.

Isboti. xe(x,-™;X()da /"(xX)>0 va xE{x.x,+06} da /"(xX)<O

boisin. U holda 5-teoremaga ko‘ra, x, nuqgtadan chapda fiinksiya
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iMiilifii botig va o‘ngda gavariq boiadi. Demak, M {x,;f{xJ]) nuqgta
lunksiya grafigining egilish nuqtasi boiadi.

(Vo-5;x,) da /'(x)<0 va x +H da /"(jt)>=0 boigan hol
M Iniii teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. y =f{x) fiinksiya X, nuqtaning biror 5 atrofida ikkinchi
iiHlibli hosilaga ega boiib, uning f '{x,) hosilasi mavjud boimaganida
hinn egilish nugtaga ega boiishi mumkin. Shu sababH egilish nuqgtalarni
ikkinchi tartibli hosila nolga teng boigan yoki uzilishga ega boigan
Miu)lalardan izlash kerak boiadi.

fix ) hosilasi nolga teng boigan yoki mavjud bo‘lmagan nuqgtaga
ikkinchi tur kritik nugta deyiladi.

5-misol. y=I ~ mafiinksiya grafigini botiq va qavariglikka
-X
Ickshiring.

Yechish. D (/) =(-=0;-l)w (-1;) u (I;00).

X +1 . (XL A 2x(xM+3)

y = Y Tra-xy) o (-xn

il-xvy’
Ikkinchi tartibli hosila Xj =0 nuqgtada nolga teng va x, =-1, x, =1
luigtalarda mavjud emas.
f*(x) hosilaning ishorasini oraliglar usuli bilan tekshiramiz:
Demak, fiinksiyaning grafigi (-1;,0) va (;00) intervallarda
qavariq, (=»-1) va (0l
inteivallarda  botiq  boiadi.

0(0;0) nugta finksiya —
grafigining  egilish  nuqtasi - 10 i n
boiadi.

5.4.5. Funksiya grafigining asim ptotalari

Egri chizigning asimptotasi deb shunday to‘g‘ri chizigga aytiladiki,
egri chizigda yotuvchi V/nuqta egri chizig bo‘ylab harakat qilib
koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari M nuqtadan bu to‘g‘ri
chiziggacha boigan masofa nolga intiladi (16-shak!).

Uch turdagi, ya’ni vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalar

mavjud.
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Agar lim f{x) yoki lim /(x) limitlardan hech bolmaganda bittasi
X010 XG0

cheksiz +Q0 yoki- @) bo‘lsa, X=X, to‘g‘ri chiziq y=f{x)
funksiya grafigining asimptotasi bo‘ladi. Bunday asimptota vertikal
asimptota deb ataladi.

Masalan, /(x) =;< funksiya grafigi uchisn x=0 to‘g‘ri chiziq

vertikal asimptota, chunld lim /(x) =+ va lim /(x) =-co,
N XX

Shunday qiiib, vertikal
asimptotaiarni izlash uchun x ning
unga yaqin qiymatlarida /(x) funksiya
modul bo‘yicha cheksiz o‘sadigan
Xj qiymatini topish kerak. Odatda, bu
%, ikkinchi tur uzilish nuqtasi bo‘ladi.

Agar shunday ¢va b sonlari
mavjud  bo‘lib, x—>00 (x>—00) da ™ (<)
f{x) funksiya

f{x) = kx+ b+a{x), XIm a(x)=0
ko‘rinishda ifodalansa, y-kx +h to‘g‘ri I6-sliakl.
chiziq y=fix") funksiya grafigining asimptotasi boMadi. Bunday
asimptota og'ma asimptota deb ataladi.

8-teorema. y =f(x) funksiya grafigi y = kx+ b og‘ma asimptotaga
ega boiishiuchun *

X0 = }!% (/(x)-fa) =&

boiishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. y=f(x) funksiya grafigi y=kx+h og‘ma
asimptotaga ega boisin.
U holda og‘ma asimptotaning ta‘rifiga ko‘ra, y kx+b+a{x),
lima(x) =0 boiadi.

Bundan
=k, Um(/(x) - fog)=lim(b—a(x)) =b

kelib chigadi.

324



)ihirlUiiri. lijp—  =¢. jim(f(x}-kx) =b boisin.

n liolda \hn(f(x)-iix) =b dan f (x)- kx=b+a(x), jima(x) =0 kelib
< Demak, f(x)=k<+h+a(x) boiadi. Bu esa y=—=kx-+b to‘g'ri

iiZi(] 7(x) funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.
fix)

AWIr oo lim (/{x)-foc) Umitlardan iiech boiniaganda bittasi

| .implotaga ega boim aydi.
Agar k~0 boisa, é=Ilim/(x) boiadi. Bunda y=b to‘g‘ri
"liZigga f(x) Ainksiya grafigining gorizontal asimptotasi dcyiiadi.
izoh. y =f(x) funksiya grafigining asimptotaiari x-"+oc da va

\ >0 da har xil boiishi mumkin. Shu sababli
X

liiii(/ (x)-te) limitlarni anigiashda x~+o00 va x-o00 hollarini alohida

tlarash iozim.

5 misol. y =_ -3 funksiya grafigining asim piotalarini toping.
X

Yechish. lim X _?}\z—oo, litn )—(::§=+oo.

v->0+ X X->0- X

Demak, x=0 to‘g‘ri chiziqg vertikal asimptota.

k=lim ™) mm X a3=1
X X

/.2
b=lim [/ (x) - fed=lim -3 Lim =g

3 VM x

k=limZ ¥ =fim X273 =1,
X X

) =lim/ix)-Ax]--=iim X2

Bundan
y =kx+b =x.
Demak, y-x to‘g‘ri chizig og‘maasimptota.
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5.4.6. FaHteliyaiii ieksltirish va grafgiHi
chizishniffig TTmu.miy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish ma’ium tartibda (sxema
asosida) bajariladi. Shunday sxemaiardan birini keltiramiz.

1". Funksiyaning aniqglanish sohasini topish.

2".Funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesishadigan
nuqtalarini (agar xslar mavjud boisa) anigiash.

3'. Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oratglami (/(x)>0 yoki
f(x)<0 boiadigan oraliglami) anigiash.

4. Funksiyaning juft-toqligini tekshirish,

5°, Funksiya grafigining asim ptotalarini topish.

6°. Funksiyaning monotoniik  oraligiarini  anigiash  va
ekstremumlarini topish.

T. Funksiyaning qavariqiik va botiglik oraligiarini hainda egilish
nuqtalarini anigiash.

8. r -7° bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini
chizish.

Funksiya grafigini chizish uchun keltirigan sxemaning hamma
bandlari, albatta, bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda keltiriigan
bandlardan ayrim larini, masalan r,2°,6°ni bajarish yetarli boiadi. Agar
funksiya grafigi juda iushunarli bo‘lmasa r~7° bandlardan keyin
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta go‘shimcha
nuqtalarini topish va funksiyaning boshga xususiyatlarini anigiash
bo‘yicha qo‘shimcha tekshirishlar oikazish mumkin. -

7- misol y =— H funksiyani tekshiring va grafigini chizing,
Yechish. 1°.Funksiyaning aniqglanish sohasi:
D {f) =(-ce;-1) U (-1;1) U (I;+ce).

2°. x=0 da y=-1 bo‘ladi. Funksiya Oy o‘qini (0;-I) nugtada
kesadi. Oboigani uchun funksiya Ox o'qini kesmaydi.
3" Funksiya (-~<»-1) va (;+o00) iritervallarda musbat ishorali va

(- I;i) inter\'alda raanfiy ishorali.

4°, Funksiya uchun xeD (f) da /(-\-)=/(x) boiadi,
Demak, u juft.
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5. m I =40, jin C =@
1

x> )V __ 4

X"+] r—+Il

lim =00, Im -—— =41
x-"M-0y __ 1 r-"-i+0 _1
Dciriiik. x=-1 vajc =l to‘g‘ri chiziglar vertikal asimptotalarbo‘ladi.

k=lm * =0(jc-"+ooda hamjc—="-00 da ham k =0).

XN +1
b=lim -ox =1

Demak, >»=1 to‘g‘ri chizig x->+0 da hamx-"-<» da ham

gorizontal asimptota bo*!adi.
6" Funksiyaning monotonlik oraligiarini aniglaymiz va

ekstremumlarini topamiz.

y 22X - 1) = 2X(xN +1) ax

Birinchi tartibii hosila x=-1 va
x=I da mavjud emas va x=0 da
nolga teng. Bu nuqgtalar berilgan
funksiyaning aniglanish  sohasini
to‘rtta

{-a,;-1), (-1:;0), (0;1), (+o0) \
intervallarga ajratadi. Hosiianing bu
intervallardagi va har bir birinchi tur —
kritik nugtadan chapdan o0°‘ngga
o‘tishdagi ishoralarini  chizmada
belgiiayraiz;

Demak, funksiya {-o0;-l) va 17-shak.
(-1;0) intervallarda o'sadi, (0;1) va
O;+00) intervailarda kamayadi. x=0 maksiraum nuqta, >>"=/(0)=-1.
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7°. Funksiyaning gavariqlik va botiqiik oraiiglarini hamda egilish
nugqtalarini aniglaymiz.

4x
(XN -iy-J (xN-iy XN -iy
Ikkinchi tartibli hosiia x, =-1 va x, =Ilnuqtaiarda mavjud emas.
y" hosilaning (- 00;-1), (;+=0) intervaliardagi ishoralarini

tekshiramiz;
Demak, funksiyaning grafigi
(-1;Y) intervalda qavariq, (-0g-!) va ~—1—X — —-————————————
(+o00) intervallarda botiq boiadi. * n
Funksiya grafigining egilish nuqtasi yo'q.
8. r -7 bandiar asosida funksiya grafigini chizamiz (17-shakl).

8- misol y =------ funksiyani tekshiring va grafigini chzing.
i

Yechish. Misoini Maple paketida bajaramiz.

> with(plois) :
> restart;
> readlib{extrema) :
> f—

[x+ \f
> im /
> lim
> lim /,
> |im /;
> lim . |

Jc
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> g~Xx-2;
gi=x-2
> so/ve({f=0},x);
{x=0}, {ic=0}, {x=0}
> io/ve{{f> 0},x);
[0<x}
> .yo/ve({f<0},x);
{x< -i}, {-1 <x,x<0}
d
dx
3 N
(xX+Iv~ U+
{x=~3L{x =0}, {x=0}

> extremaif, {}, {x},'s"); s;

r{x=-3K(x =0}}

> solve f>o0' .x ;
\  dx

fx < -3} {-! <x,x <0}, {O)< x}

> SOIVE']VII f<0yx
r - -1
o
6x
(x+1)N  (x+1) O (x+D)*

> sim plify ( );
bx
~+ir

27
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> sohve =0 x :

{~=0}
> solve >0 x
(0723
{o<4
> solve f<O X
m< <.x:;,x<0}
ploiilf{x),glx), [-1,i,1=-10..10] ],x = -i..5,-10 ..6, color
={[red, blue, green], linestyle= [1, 6, 5], thickness =2, discont
=tegid=50, )

54.7. Mashqlar

1. Funksiyalaming monotonlik intervailarini va ekstremumlarirti toping:

1) f(x) =x* -9x™ +15Xx; 2)/W=y-y-2X;
_ 4x

8) /1w T 4-xn 47w x4

5) f{X)=x4l-x"; 6) f(x) =3\Xx-x",

7) fix) =xe 8) f(Jc) =ch”x,

9) /W =In(x"+1); 10) /(x)=/

) /W =inix+1) ) 0=

11) f(x) =x-2sinx, 0<x<2;i; 12) /(Jc) =k+2c08"™%, Q<x <fc.

2. Funksiyalaming berilgan kesmadagi eng katta va eng kicMk
giymatlarini toping:

1) m~x~-3x, [0Z]; 2) f{x) =x* +ix'-9x-1Q, [-4;0];
3) /(x) =x+cos2jc. 0;’3\ 4) f{x") =x™Mnx, [J;e].
3.Jism 5 =21/+3i*-r gonun bilan harakatianmoqda. Jismning eng
katta tezligini toping.

4. Ko'ndalang kesimi to‘g‘ri io ‘rtburchakdan iborat to‘sinning bukilishga
qgarshiligi ko‘ndalang kesimning eni bilan bo‘yi kvadratining ko'paj'tmasiga
proporsional. D diametrli xodadan kesilgan to*‘sinning bukilishga garshiligi eng
katta boiishi uchun to‘sinning oichamlari ganday boiishi kerak?
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3. Uzunligi /ga teng simdan to‘g‘ri to‘itburcliak yasaigan. To‘g‘ri
to‘il:burchakning yuzasi eng katta boiishi uchun uning oichamlari ganday boiishi
kerak?

6. E+——9—=1ellipsga to‘g‘ri  to'rtburchak ichki chizilgan. To‘g‘ri

to‘ rtburchaknittg mumkin boigan eng katta yuzasini toping.

7. R radiusli sharga yon sirti eng kattaboigan silindr ichki
chizilgan. Silindrning balandligi ganday boiishi kerak?

8. Silindming hajmi v ga teng. Eng kichik toia sirtga ega
boigan sitindming balandiigini toping?

9. Kemada yoqiigi sarfi uning tezligining kubiga proporsional boiib, u 20
km/soat tezlikda soatiga 40 so‘m sarflaydi. Kemaning boshga xarajatlari soatiga
270 so'mni tashlcil giladi. Kemaning 1km. yoi uchun umumiy xarajati eng
kam boiishi uchun uning tezligi ganday boiishi kerak?

10. A zavoddan B shaliar orgali oiuvchi ternir yoigacha boigan gisga
masofa a km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yoiida ternir yoidagiga
garaganida ikki baravar kam boisa, yukni A zavoddan B shaharga eng arzon
yetkazish uchun A zavoddan. avtomobil yoU ternir yoiga ganday burchak
oikazilishi kerak?

11. Funksiyalar grafigining botiglik-qavariglik intervallarini va egilish
nuqtalarini toping;

1) fix) =X* -4x™ +6x; 2) f(x) =(x-5y +4x-13;
3) f(j:)=.2x-3li7; 4) f(x) =i+\j(x-3y;
5) /7(x) =x-In(l1 +.T); 6) f(x) =M | +x7y,

12. Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

i) f{N= 2) fix)= |
3) f(x) =\Fx - 3x; 4) /(M) =-xarctgx;
5)/W :;/;E 6)/(x)=T’\’):;

7)/W =3x-"; 8/«="m"
x-\



13. Funksiyalarni tekshiring va grafigini chizing:

1) f(x) =x-x"; 2) f(x) =x"-3x+2;
3)/W =" ; 4)/ (x)=
W = Vo=
5) f(x) =x+-U 6) /(X) =x--;
X X

SS.HOSILANING GEOMETRIK TATBIQ LAKI
5.5.1. Yassi egrichiziq yoyining differeasiaii

[a\b] kesmada differensiallanuvchi =m=f(x) funksiya berilgan va

uning grafigi AB yoydan iborat bo‘lsin (19-shakl). [a;b] kesmani

nuqgtalar bilan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bunuqtaiarga

AB 3oyning nuqtalari mos keladi va ularni sinig chiziq

bilan tutashiiramiz. Bu siniq chizigga M yoyga ichki chizilgan

sinig chiziq deyiladi. Siniq chizigning perimetrini bilan belgilaymiz,
ya’ni

A4

VN
bo‘g‘inlardan eng kattasining uzunligini A bilan
belgilaymiz, bunda bo‘g‘inlar soni cheksiz ortganida, ya’ni

« »®Mda A =0.

AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrining A.-~Q dagi
chekli limiti nugtalami tanlash usuliga bog‘lig bo'lmagan
holda mavjud bo‘lsa, bu limitga chiziq yoyining uzunligi deyiladi.

Yoy uzunligini | bilan belgilab, topamiz;

s=lims =jimy IM M |.

Yoy uzunligini uning biror nuqgtasidan, masalan, A nuqgtadan
hisoblaymiz.

M (x;y) nugtada AM  yoy uzunligi s ga, M'{x +isx\y +"y)
nugtada AM' yoy uzunligi s+Aiga teng bo‘lsin, buyerda
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hs-MM'* yoy uzunligi (20-shaki).
MNM’ uchburchakdan MM* uzunlikni topamiz:

MM'=y[AX'+Ay\
Geometrik mulohazalardan

MM _1 AT
MM’

lim

kelib chigadi, ya’ni chizigning cheksiz kichik yoyi va unga tortilj>iin
(o‘g‘ri chiziq ekvivalent bo‘iadi. Ushbu ekvivalentlikni hisobgn
olib, MM' uzunlikni ifodalovchi foraiulada almashtirish bajaraiul/

MM* A~
Ad Ax H A

Oxirgi tenglikda limitga oiib, 5=j(x) funksiyaning hosilasi u=limi
formula topamiz:

Bundan
ds= +dy'.

5.1) formula yassi egri chizig yoyi differensialini ifodaiiiMli
ushbu geometrik manhoga. ega: yoy differensialini chiziq urinniii-.i)i(,,,
tegishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (20-shaklda MT kesma).

lo) X X+AX i *
20-shakl.
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Agar egri chiziq x=x(t),y =y(t),teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘isa, dx=x'{t)dt, dy=y'(t)dt bo‘iadi va (5.2) ifoda ushbu
ko‘rinishni oladi:

ds ="x'(ty+yXtydt. (5.3)

Agar egri chiziqg qutb koordinatalarida r=r((p) tenglama bilan
berilgan bo‘lsa, x=rcos<p, y =rsm(p ifodaiami @ parametrli tenglamalar

deb, topamiz:

dX——géo%(p —rsm(p, dy _dr s +rcosg?,
dip dop dp op
A 1 2 y
dx - r dy’-\ - . dr
\d(pj  {d<pj \d(P
d
ds=dr~ + dp. (5.4)

5.5.2. Yassi egri chizigning egriligi
Egrilik

Egri chiziq shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uning
egilganlik darajasidir.

0 ‘z-o‘zini kesib o‘tmaydigan va har bir
nugtasida tayin urinmaga ega bo‘lgan yassi
egri chizigni qaraymiz. Egri chizigda ikkita
A VA B nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalarda
egri chizigga o‘tkazilgan urinmalar orasidagi
burchakni Aa bilan belgilaymiz (2 1-shakl).

Act burchakka AB  yoyning go shnilik
burchagi deyiladi.

Bir xil uzunlikka ega ikkita yoydan
qo‘shnilik burchagi katta bo‘lgani ko‘proq
egilgan boiadi. Har xil uzunlikka ega 2 1-shakl.
yoylarning egilganlik darajasini qo‘shnilik
burchagi orqgali baholab boimaydi. Bunda i  yoy uzunligida
Aa burchakning o‘rtacha gancha ulushi to‘g‘ri  kelishi muhirn
hisoblanadi.
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Ali yoyning o 'riacha egriligi deb, tegishli qo‘shnilik

Nliladi;
Aa

55

s (5.5)

Hitta egri chizigning turli gismlarida o‘rtacha egrillik har xil bo‘lishi
miimkin.

Bgri chizigning bevosita A nuqtadagi egiiganlik darajasini baholash
iioliun egri chizigning berilgan nuqgtadagi egriligi tushunchasini
kiiitamiz.

Berilgan egri chizigning A nuqtadagi egriligi deb ab yoy o‘rtacha
cgriligining A dagi{s Odagi) limitiga aytiladi:

A \
Aa ( a (5.6)

K =\i
B¥A A \ j—gaASJ

Aa burchak urunish nuqgtasi egri chizig yoyi bo‘ylab As masofaga
ko‘chishida urinmaning burilish
burchagini ifodalaydi. Shu sababli egri
chizigning egriligiga quyidagicha ta’rif
bcrsa ham boiadi; egri chizigning
egriligi bu - urinish nugtasi egri chiziq
bo‘ylab harakatlanganida urinma
aylanishining burchak teziigidir.

Misol uchun to‘g‘ri chizig va
aylananing oitacha egriligi va egriligini
topaylik.

1 To‘g‘ri chizigning istalgan
nuqgtasiga o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning o‘zi bilan ustma-ust
tushadi. Shu sababli Aa =0, uning ixtiyoriy nuqgtasida o‘rtacha egriiik va
egrilik nolga teng boiadi.

2. Aylana uchun Aa qo‘shnilik burchagi uning OAv& OB radiuslari
orasidagi burchakka, AB yoy uzunligi As=RAaga teng boiadi, bu
yerda R - aylana radiusi (22-shakl).

U holda

22-shakl.

K.,= — = =
RAa R R

ya’ni aylananing egriligi o‘zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng
boiadi.
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Uzluksiz  ikkinchi tartibli hosilaga ega >=/(jc) fiinksiya bilan

aniglanuvchi yassi egri  chizigning
M{x\y) nugtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chizigga M{x\y) va M~x +Ax\y +Ay)
nuqtalarda urinma o‘tkazamiz,
urinmalaming og'ish burchakiarini a va
a +Aa bilan belgilayroiz (23-shakl).

AW, yoyga mos keluvchi go‘shnilik
burchagi Accga teng (qavariq yoy uchun
Aa <O, botiq yoy uchun Aa =0).

a =a{x)va s =s(x) bo‘lgani uchun 23-shakl
da
. Aa' da gy
K =Ilim ds ds (6.7)
A

tga =y', va demak, a =arctgy’ boiadi. Bu tenglikni differensiallab,
topamiz;
da vy

5.8
dx 1+y- ©-8)

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7)tenglamagaqoyib, y =fix) egri
chizigning M (x;y) nuqtadagi egriligini topish formulasini hosil gilamiz;
K=~ LY (5.9)
Q+y'y

Agar egri chiziq x=x(t),y =y(t),teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan boisa,

boiadiva (5.9) fomiula ushbu koiinishni oladi;

(5.10)
(r+yly
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Agar egri chizig qutb koordinatalarida r =r{<p) tengiama bilan
In‘cilgaii bo‘isa, x =rcos(p, y =rsmg> ifbdalarni < parametrli tenglamalar
ili"b, topamiz:

K="- (5.11)
(r'~+ry
1-misoL y--Xx"' egri chizigning x =— nuqtasidagi egriligini toping.
Yechish. Hosilalami topamiz: y'= , Yy’ =-6x. Hosilalarning

X -~ nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

U holda
1-31 192
I+ 64
\Vj - 4,J
2-misol. x=inJ] =2~ egri chizigning t=l parametrga mos

nuqtasidagi egriligini toping.
Yechish. x{t) =2t, x'{t) =2, y'(t) =6t\ >"(/)=12i hosilalarning qiy-
matlarini t- \ da topamiz: x'=2, x"=2, / =6, j' =12.
Bundan
12-12--2-6l 3
{2~+efr  20VIO"

Egrilik radiusi, markazi va aylanasi, evolyuta, evolventa

Chizigning berilgan M nuqtadagi egriligi K ga teskari R migdorga
shu chizigning garalayotgan nuqtadagi
egrilik radiusi deyiladi;

R =—
K

voki

i/i
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Egri chizigning M nuqgtadagi normaliga egri chizigning botigligi
yo‘nalishida MC =R kesmani qo‘yaraiz (24-shakl).

C nugtaga berilgan egri chizigning M nuqtadagi egrilik markazi
deyiladi.

Markazi C nuqtada bo‘lgan R radiusli aylana berilgan egri
chizigning M nuqgtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik aylanasining bu ta’rifidan berilgan M nuqgtada egri
chizigning egriligi va egrilik ajdanasining egriligi bir-biriga teng b oiishi
kelib chigadi.

Egrilik markazining koordinatalarini a va /3 biian belgilab, uiami
hisoblash uchun formulalar chigaramiz.

==/(x) egri chizigga M{x\y) nuqtada o‘tkazilgan normal!
tenglamasini tuzamiz:

Yoy = - {X-x\ 5.i4
y =1 (5.14)

bu yerda X,Y -normalning o‘zganivchi koordinatalari.
C(@-,j3) nuqgqta normalga tegishli boigani uchun uning
koordinatalari (5.14) tenglamani ganoatlantiradi;

P-y=.-I1"{a-x). (5.15)

C{a,P) nugta M(x;y) nugtadan egrilik radiusi R ga teng masofada
yotadi, shu sababli
(a-xY+ip-yY =R\ (5.16)
(5.15) va (5.16) tenglamalami birgalikda yechib, « va /2 larai

topamiz;

Vi+/ ah +7Z
Buformulalarga(5.13)tenglikdan R ni go'yamiz;

a = i = (5,18)

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniglashtirish uchun
/>0 va 7"<0 boigan hollar alohida qaraladi. Bunda /'>0 boisa,

mos nuqtada egri chiziq botiq va y§> boiadi. Shu sababli bunda quyi
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rdionilar olinadi, ya’'ni egrilik markazining koordinatalari

P-"")

Ilimiilalar bilan aniglanadi. Bu formulalar>>'<0 bo‘lganida ham o lirili
Imi 1,uli.

Agar egri chiziq x=x{t\y =y{t\teT parametrik tenglamalar bilan
liftiigan bo‘lsa, (5.39) ifoda ushbu ko‘rinishni oladi:

3-misol. r =3{l+cos(p) kardioidaning istalgan nuqtasida egrilik
indiusini toping.

Yechish. Hosiialarni topamiz: r'=-3sing>, r" =-3cosg;j.
1) hoida

77 = 1

K 7 \r'+2r’ —=rr"\

(9(I +200s</>+Cc0OS™) +%rf‘(/>)(3‘
191 +2cos(p+cos' BH+18sin' (&=+9(cos (p+cos' (p) |

3

27(1 +2c0s9 +cos"” +sinA"
9 11+2c0s(p+cos' N +2sin' N +cos(p+cos' p|

N3(20 +cosy)™ ™ 2(2(1+cos™N =4cosn.
3(1 +cosit>) 2

Egri chizigning barcha egrilik markazlari to‘piamiga evolyuta
deyiladi.

Berilgan chizig o‘z evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma)
deb yuritiladi.

Agar egri chiziq y =f{x) tengiama bilan berilgan bo‘!sa, (5,19)
(engiamani uning evolyutasi uchun parametrik (x parametrli) tengiama
deb garash mumkin.

Egri chizig parametrik tenglamalar bilan berilgan hoida (5.20)
lenglama evolyutaning parametrik tengiamalarini ( bu tenglamalaming
o‘ng tomoniga kiruvchi Kkattaliklar i parametrga bog‘liq boiadi)
ifodalaydi.
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4-misol. parabola evolyutasi tenglarnasini toping.
Yechish. Hosilalarni topamiz: y'-2x, y"=2.

Egrilik markazining koordiaatalarini aniglaymiz;

2X (1 +4xN ’
a=X--—— L———— |) =-AX\ B=x"+-—-——-=—-
2 m

Bu tenglamalami y=x* parabola evolyiitasining parametrik

tenglamalari deb garasii mumkin. Tenglamadan x parameoni chigarib,
topamiz:

2rv. 2,

Bu tenglamayarim kubik parabola tenglamasi boiadi.
5.53. Skalyar argamentniiig vektor fiiiksiyasi

Fazodagi egrichizigning parametrik tenglamalari

Egri chizig tekislikdagi kabi fazoda ham parametrik tenglamalar
bilan berilishi mumkin.

t argumentning bir xil aniglanish sobasiga

ega boigan uchta fimksiyasini qaraJTOiz: ? N
x=x(0,
(5.21) s
z=z{t), teT. /
Bunda teT ning har bir giymatiga tayin |
x,y¥,z qiymatlar va fazoviy M{x-,y;z) nuqta
mos keladi. i o‘zgarishi bilan M nuqta fazoda v
biror / egri chizigni chizadi. Bunda
25~shakil.

egri chiziq (5.21) parametrik
tenglamalar bilan berilgan va t ga parainetr deymiz.

Biz, fazodagi to‘g‘ri chizigning quyidagi parametrik tenglamalari
bilan avvaldan tanishmiz;

X =x +pt,

y=y,+9t,
z=z"+rt, t&R.
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Yiiiia bitta miso! keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar biian
I nil',IL egri chizigni garaymiz:
X =acosi,
<j=:asini,

z = bl.

Hii egri ciiizigga vini chizig'i deyiladi (25-shakl).
| parametrning istalgan giymatida;

XMy =a’ (cos’Y +sinvy =£N

Itd tenglik vint chizig‘iBing x~+y”=a” silindrdajoyiashishini bildiradi.
Mimdan, Mnuqta vint chizig‘i bo‘yiab harakatlanganida uning Oxy

likisligidagi proeksiyasi radiusi a ga teng aylanada harakatianishi kelib
iliicjadi, bunda t parametr N miqtaning qutb burchagi bo‘ladi. 7/
luiranietr 2rc ga o‘sganida N nugta aylanani to‘lig ayianib o‘tadi, vint
i'iiZig‘i M nuqtasining z appiikatasi esaA= 2ec kattalikka o‘zgaradi.
Hii kattalikka vint chizig‘ining gadami deyiladi.

Skalyar argumentning vektorfunksiyasi

Fazodagi egri chiziq (5.21) parametrik tenglaraalari bilan berilgan
bo‘lsin. Bunda x{t), y{t), z{t) funksiyalarning aniglanish sohasi T ga
Icgishli har bir t parametrga biror M (x,j,z) nuqgta, bar bir M nuqgtaga
csa boshi koordinata boshida va oxiri M nuqtada boigan f-O M
radius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektoming koordinata
()‘glaridagi proeksiyaiari M nuqtaning koordiDatala,ri boiadi va shu
sababli vektor (5.21) fomiulaiar bilan aniglanadi.

Shunday qilib, /eT parametrning har bir giymatiga biror

r=x(fi +y(t)j +z(t)k (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektorni t skalyar argumentning vektorfunksiyasi
(yoki vektorfunksiya) deb ataymiz va ?{t) bilan belgilaymiz.

r{t) radius vektorniag oxiri chizadigan L chizigga r{t) vektoming
godogrgfi deyiladi.

7{i) vektor funksiyanmg berilishi uchta skalyar funksiyalarning
berilishiga teng kuchli, uning koordina o‘qlaridagi proeksiyaiari
jc(r), y{t), z{t) boiadi.

Vektor fiinksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tushunchalarini
kiiitarniz.
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1-ta’rif> Agar {imx(i)=X, iimj(i)=jo> umz(®)=z, boisa,
=xj +y j +zji vektorga r=x(t)l+y{t)]+z(t)k vektor flinksiyanmg
t dagi lim iti deyiladi va iitnF(i) =r, deb yoziladi.

f{i) vektor ftinksiya t= da va nugtani o‘z ichiga oigan biror
inten”alda aniglangan boisin.

2-ta’rif. Agar t nuqtada liinr(i) =F(i,) boisa, r(t) vektor funksiya

nuqgtada uzluksiz deyiladi.

r(t) =x(t)i+y(i)j+ z(t)k vektor finksiya M(x,y,z) nuqgtaning radius
vektori, ya’ni r=0M boisin (27-shakl). t parametrning o‘zgarishi
bilan M nugta L godografni chizadi. Parametrning tanlangan tayin t
giymatiga M nuqtava r{i) vektor mos kelsin.

Perimetming boshga i+Ai qgiymatini olamiz. Unga M, nuqta va
F(f +ta) vektor mos keladi. r(t +At)=0M™ va r{t) =OM vektorlarning
ayiraiasi Af =A/M, vektomi garaymiz:

Ar=r(t+At)-r(t).
Uni f{t) vektoming t nuqtadagi orttirmasi deymiz.
Af nisbat Ar vektorga kollinear, chunki Xl skalyar ko‘paytuvchi.
r

3-ta’rif. Ar vektor fiinksiya orttirmasiniiig argumentning mos At
orttirmasiga nisbatining A/”~0 dagi limitiga F(t) vektorfunksiyaning t
nuqtadagi t skalyar argument bo yicha hosilasi deyiladi va r'(t) yoki
dr(t)
d

) kabi belgilanadi.
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Shunday qiiib,

Lim it ta’rifiga ko‘ra, r'(t) - vektor.
r(0 fiinksiya hosilasini uning koordinataiar o ‘qlaritliifv
proeksiyalari biian bog‘Jaymiz.

r(t)=x(t)1 +y(t)]+z(H)k
va

F(f +Ai) =x(I +Ai)/ +y{t +At)] +2z{t +hx)k
boigani uchun
Ar =r{t +Ai) - fit) =(t(i +AiQ) - x ()T +(y(t +Ai) -y (1))] +(z(t +A/)
yoki
Ar =Axi +Ayl +AzK .

Shunday qilib,

Ar Ax : Av - Az
= =i+ 2k

A Ai Ai Ai
Bundan
A

r Q) :%ir =lun éxf +hpy

=x'(0" +V'W} +2'(t)k.

v A z -
7+um—k-

Demak,
r'(i) =x'(i)i +/(07 +™NO™- | -

(5.24) ifodadan vektor iiinksiyani differensiallash [T
vektor funksiya hosilasining geometrik va meximil........... )iss
differensial hi.sobning asosiy differensiallash qoi(lil=ni]... i......
hosilaning geometrik va mexanik ma’nolariga o‘xshash l. ti,.
chigadi.

2. r'(0 vektor r(i) radius vektor godografiga t pannn. |
yo‘nalishida oikaziigan urinma bo‘ylab yo‘nalgan boin.li i i, M|
{vektorfunksiya hosilasining geometrik ma’nosi).
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3. Vektor funksiyaning t vaqt bo‘yicha f’it) iiosilasi moc
nugtaning t ondagi iiai'akati teziigi v{t) ga teng {yektor funksiya
hosilasining mexanik ma nosi).

1. Skuiyar argumeninmg vektorfimksiymsim differemmUmhmMg

r. —(r,+n :dr. +iri _an
dr’ ~ dt dt dt

de .
T. ot =0, c-o0‘zgarmas vektor;

y. :jt (AN =A (/j\t +r T X =I{t)—t argumentning skalvar funksivasi;

is: £
d da. ~ N dr,
(5.24) ifoda va keitiriigan o‘xshashiikiar asosida fazodagi

chizigning urinmasi, normal tekisligi, yoyining diiferensiaii va egriiigi
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chigariladi.

1 (5.21) paramelU-ik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri
chizigqa parametrning t=t, giymatiga mos M,,(jc,,;j*;z,) nuqgtasida
o‘tkazilgan urinma (to‘g‘ri chiziq)

X-X, "y-y, _z-2z, *
x'(tj y%) z'(t)

tenglama bilan aniglanadi.
2. Fazodagi egri chiziq urinish nuqtasida urinmaga perpendikular
o‘tkazilgan tekislikka egri chizigga o ‘tkaziigan normal tekislik deyiladi.
Urinish nuqtasi M,(x,;>3,;2,) boigan normal tekislik

X\t,)(x - X,) +y{t, {y -vy,) +z'(i,)(z-zj =0 (5.26)

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chizig yoyining differensiali

ds =~ x'itf +y\ty +z'itfdt (5.27)
formula bilan topiiadi.
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4. Fazodagi egri chizigning egriligi

K ~ (Vy 0y
{x"N+yr+2z'y

formula bilan aniglanadi.

5-misol. x=t\ y=t\ z~t egri chizigga t=-\ paramclfa mim
nugtada o‘tkazilgan urinma va normal tekisiik tengiamalarini topiiijv

Yechish. Urinish nuqtasiniiig koordinatalarini topamiz;

x=-\, y=I, z=-1

Hosiialarni topamiz va ulaming urinish nuqtasidagi qiymadiii iiii

hisoblaymiz:
x'{t) =3t\ y\i) =2t, z'(0 =I;
x'(=) =3, y(-1) =-2, z'i-\) =\

Urinish nugtasining koordinatalari va hosilalarning hisol)lanf)tii
giymatiari asosida izlanayotgan tenglamalarni topamiz:
a) urinma tenglamasi

X+l y-1 z+1

b) normal tekislik tenglamasi

3x+D)-2(y-1) +z+1=0,
3x-2;;+z +6=0.

7- misol. Asosining radiusi R =4ga teng silindrda Joylasli)an

gadami /£=6/t ga teng vint chizig‘i tenglamasiai tuzing. Wnii)- mi,i
differensialini va egriligini toping.
Yechish. t=2n da z-h-"ii.
Demak, vint chizigining tenglamasi
X = 4cosi, >=4sini, z=3f.
Bundan
x'(0 =*4sini, y (i) =4cosi, z'(0 =3, x"(0 =-4cosi, y (0 =-4siiW, ;"(0 |
Hosilalarning hisoblangan qgiymatiari asosida i/ laiiayi>fj,iiii
tenglamalarni topamiz:
a) vint chizigi yoyining differensiali

ds- "X~ + y +z"dt=VI6sin' | +16c0s™ i +9ii/ =
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=yjl 6(sin™ t +cos™ t) +9dt =5dkt.
b) vint chizig‘ining egriligi
y'z" - y"z =4cosi«0- (-4sini) ®=12sin/;
X'z"-X"z' =(-4sin/) <0 - (-4 cos|) 8=12cos/,
X'y" -x'y' =(-4sin/) €-4sin 0 - (-4 cos?) mcosi =16,
+y ‘4z =16sin™ t +16cosN | +9 = 25;

K = Viadsin® [ +144cosV+256 20 4
25! 125 5m

55.4. Mashqlar
1. Egii chizigning egriligini toping:
1) #=cos2x, jr=— nuqtada; 2)y= 0‘q bilan kesishish nugtasida.

3) ;i=9cosi, Y =3sin/ ellipsning istalgan nuqtasida;
4) c=4(i-sini), v=4(l-cosi) sikioidaning istalgan nuqtasida;

5) r =2(1-COSl»), = nugtada; 6) ==a"sm2(p, (p=— nugtada.
4
2. Egri chizigning egrilik radiusini toping;
1)~ +~ =1, j =0 nuqtada; 2)y =ix , J:=8nuqtada,, *
3) x= y=t~-Y~5i 1nugtada; 4) r =ag>, istalgan nugtada.
3. Egri chiziq egrilik markazining koordinatalarini toping:
1) y =, x=I nugtada; 2)x =i-sinz,>i =1-cosi, i =—nuqtada.
4. Egri chiziq evolyutasi tenglarnasini toping:
)y~ =2{x+); 2)y--2x =0
3) x=2, y=f —A 4)x =fl(cosi +ismi),7 =a(sini-icosi).
5. Vektor ftmksiyaning godografini toping:
N? (/) =(i-1)7 +(-3i +2)7 +Atk, teR; 2) r(t) =4cht) -] +'ishtk, teR\
3) r(i) =2cosNii+2sin’y +i, ie[0;2;r]; 4) 2(i) =6c0s/7 +5siny+3A, /e[0;284],
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6. Egri chizigga o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini
toping:
1) (/) =fi +Pj +tk, t=1nugtada;
2) +"t'K, i =2 nugtada;

3) ?(0 =sinNii +2sinicosy +3cos™/E, |':“4 nugtada;

4) ?(;) =e'(cosf +sinf)7 +e'(sini-cosi)7 +e';, =0 nuqtada.
7. Egri chiziq yoyi differensialini toping;

1) f(i) =3cos"~am+5sinicosy+4sinzA; 2) r(Z) =5cosi;+5siny+12i£

56 TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir o‘zgaruvchining har ganday tenglamasini
/W =0 (6.1)

ko‘rimshda yozish mumkin, bu yerda f{x)-x o‘zgaruvchining biror
funksiyasi.

(6.1) tenglamaning ildizi deb shunday x= qgiymatga a>tiladiki,
bunda tenglamaning chap tomoni nolga aylanadi, ya’ni f{x,) =Oboiadi.

(6.1) tenglamani yechish deb uning ildizlarini topishga aytiladi.

y =f{x) y=m y=m
N\
\l/
y .
(o} (@]
28-shakl.

(6.1) tenglamaning ildizi geometrik jihatdan yo >=/(x) funksiya
grafigining Ox o‘q biian kesishish nuqgtasining abssissasini (28-a shakl).
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yo bu grafikning shu o‘gq bilan urinish nuqgtasini (28~b shakl)
yoki grafik va o‘gning umumiy nuqtasini (28-c shakl) ifodalaydi.

llIdizning bu interpritatsiyalaridan bir o0‘zgaruvchi tenglamasini
yechishning geometrik usuli kelib chigadi: (6,1) tenglamani yechish
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (>=0) o‘q bilan
kesishish nuqgtalarini topish kerak.

f(x) =0 tenglamani tagribiy yechish, odatda, ikki bosgichda amalga
oshiriladi.

Birinchi bosgichda tenglamaning ildizlari ajratiladi, ya’ni tengiama
yagona hagqiqiy ildiziga ega bo‘lgan chekli oraliq aniglanadi.

Ikkinchi bosqgichda ildizlar aniqglashtiriladi, ya’ni ular berilgan
aniglikda topiladi.

(6.1) tenglamaning ildiziarini ajratish uchun ushbu kriteriya
go‘llaniladi: agar /(jc) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz, monoton va
kesmaning chetki nuqgtalarida harxi! ishorali giymailarga ega bo‘lsa,
u holda (6.1) tengiama shu kesmada yagona haqiqiy ildizga ega boMadi.

f{x) funksiyaning kesmada monoton boiishining yetarli sharti
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saglashi
hisoblanadi (agar /(x) >0 boisa, funksiya kesmada o‘sadi, agar / (x) <O
boisa, kamayadi).

Agar y =f{x) funksiyaning Ox o‘q bilan
kesishish nuqtalari jojiashgan oraliglami aniq
ko‘rsatuvchi grafigini chizish mumkin boisa,

(6.1) tenglamaning ildiziarini grafik usulda
ajratsa boiadi.

/,(x) va /j(x) funksiya grafiklarini chizish
oson boigan houarda (6.1) tenglamani

6.2)

ekvivalent ko'rinishda ifodalash orqgali /
ildizlarni ajratsa boiadi. Bunda (6.2) /
tenglamaning ildizi y =f{x) va y =f{x) 29_shakl.

grafiklaming kesishish nuqgtasi boiadi.
1-misol. x’ +6x-5 =0 tengiama ildiziarini ajrating.
Yechish. Misolning shartiga ko‘ra,

/(X)=x +6x-5.
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XER da /'W =3a"+6>Q xeR boigani uchun fiinksiya ixtiyoiiy
oraligda o‘sadi. x ning manfiy giymatlarida f(x)<0 va X ning
yetarlicha katta giymatlarida, masalan, X>1da /(x)>0.

Demak, funksiya [0;1] kesmada bitta haqiqiy ildizga ega.

Berilgan tenglamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin.
Tenglamani x"=-6a:+5, ya’ni (6.2) ko‘rinishga keltiramiz. y =x" va
3=-6x+5 furiksiya grafiklarini chizamiz (29-shakl). Chizm”adan
kolUnadiki, keltiriigan grafiklar abssissasi (0;1) intei-valda yotuvchi
M nugtada kesishishadi.

5.6.2. Sdklarni aniglashtirishmng
vatarlar va uriam aiar usuliari

Vatarlar usuli

Biror (analitik yoki grafik) usul biian (6.1) tenglamaning ildizi
ajratilgan, ya’ni tenglama yagona X ildizga ega boigan [a;b] kesma
anigiangan boisin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch
shart bajaradi;

1) /(a) va f{b) sonlari har xii ishorali: /(a)-/()<O0;

2) [a;ej kesmada f\x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saglaydi;

3) i«;6] kesmada f"{x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saqlaydi.

(6.1) tengiama yechimining birinchi yaqginlashishi sifatida y =f{x)
funksiya grafigi yoyining chetki A{al(d)) va B(b;f(b)) nugqgtalarini
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o0‘q kesishish nugtasining abssissasini
olamiz (30-shakil).

Ikki nugtadan oiuvchi to”gTi chiziq formulasi asosida AB to‘g‘ri
chiziq tenglarnasini tuzamiz:

X-a y-fia) 6.3)
b-a fih)-f(a)

(6.3) tenglamaga =0 ni qo‘yib, ildizning birinchi yaqinlashishini
topamiz:
; ffib)-Dbfia)
fib)-fia) m
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(6.1) tenglamaning izlanayotgan X ildizining ikkinchi
yaqginlashishini topish uchun (6.4) ga monand formula f{x) fimksiya
chetki nuqtalarida har xil ishoralarga ega boigan [a;xj va
kesmalardan biriga qoilaniladi. Bunda, agar f(a)f'(x)>0 shart
bajarilsa (1-hol) [a;x,] kesmada

©6.4)

kabi topiiadi (30,a,b-shakl), agar f(a)f"(x) <0 shart bajarilsa (2-hoi)

kesmada
(6.5)
kabi aniglanadi (30,c,d-shaki).
Bu jarayonni davom. ettirib, ildizning keyingi

X, XN,... yaqginlashishlari topiiadi. Agar («-1!)-yaqginlashish mavjud
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Bo'lsa, «-yaqginlashish 1-hol uchun

X , X,=b, «=123,.. (6.6)

Ibormula bilan, 2—hal uchun

_bf{x,I-x,){b)

X. , X, =a, n=123,.- 6.7)

foiTnula bilan topiiadi.
Geometriii mulohazalarga ko‘ra, je, (« =1,2,3,..) soniaming ketma-

ketligi ildizga yaqinlashadi, ya’ni
limx =X. (6.8)
(6.6) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun

talab gilingan aniglik olinganga gadar davom ettiriladi.
Vatarlar usulining absolut xatoligi

/(™M 6.9)

tengsizlik bilan baholanadi, bu yerda u =mirb1 If DO\, f'{x)~0.
i
/ Urinmalar usuli
{a-b) oraligda (6.1) tengiama yagona X ildizga ega bo'lsin. y =f{x)
funksiya grafigiga A(a;f{a)) nugtada urinma o‘tkazaraiz.
Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

Bu tenglamada vy =0 deb
urinmaning Ox o‘q bilan kesishish
nuqtasining abssissasini topamiz:

x,=a—®)  sro. 6.11)
/()

yaqinlashishini beradi. Ikkinchi
yaqinlashishni (6.11) ga monand



formulani (x,;é) oraligga qoilab, topamiz:
(6.12)

lldizning keyingi yaqginlashishlari shu kabi topiiadi.
Agar (w-1)-yaginlashish mavjud boisa, «-yaqinlashish

rta -

formula bilan topiiadi.
Bu tenglamada nolinchi yaginlashish sifatida [a;A] kesmaning

/K)/"(x)> 0 6.14)

shartni ganoatlantimvchi nugtasining abssissasi oiinadi (31-shakl).
Demak, bu usulni A nugtadan boshlash shart emas.
Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) raunosabatlar o‘rinli boiadi.

Vatarlar va urinmalar usuUarining
birgalikda goHlanilishi

Vatarlar usuli bilan urinmalar usuli iidizga turii tomondan
yaqinlashishni beradi. Shu sababli, odatda, ulami birgalikda qoilash
qulay boiadi. Bunda ildizni aniglashtirish tez bajariladi va hisoblashni
nazorat qilish mumkin boiadi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda qoilanilishi*m asalasini

garaymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymJz.
Bu shartiar bajarilganida to'rtta hol boiishi mumkin (30-shakl):

a) fix) <0,fix ) >0; b)/'(x) =0, /"(x) <O;

c) fix) =0,fix ) >0; d)/'(x) <0O,fix ) <O.

\niglik uchun /'(x) >0, fix ) >0 boigan holni garaymiz (32-shakl).
Aia-,fia)) va Bib',fib)) nuqtalar orgali vatar o‘tkazamiz.
Bu vatarning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

a,=:a—

-~  —ib-a).
fib)-fia)»

Endi /(x) funksiya grafigiga Bib;fib)) nugtaga urinma oikazamiz.
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Bu urinmaning Ox o‘q bilan kesishish nuqgtasini topamiz:

fXh)

Shunday gitb, a<a,<X<b,<b.
Bu jarayonni davom ettirib, taqribiy qiyTnatlaming ik;kita ketma-
ketligini topamiz:

a<a,<a,<..<X va b=b">b">.>X,

bu verda

a, =a\ (6.15)

(6.16)

{a,} va {bj keima-ketiklar monoton va chegaralangan. Demak,
ular limitga ega. lima --a,

lim/),, =j3  bo‘!Isin. Agar 3) va

3) sharfiar bajariisa, a =R =X
f '®=0 teng-jamaning yagona
yechimi boiadi.

Agar iidizning aniqligi

£ oidindan berilgan boisa,

u holda g va lar \a™-b™M\<e
yoki eda,-b<le shaitlardan

biri  bajarilishiga gadar davom

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajariisa (yoki Zce Aj boiadi,
ikkinchi shart bajariisa boiadi.
1-misol. 2-jc-lg.i=0 tengimaning haqiqiy ildizini vatarlar va

urinmalar usullarini birgatikda qoiiab, e =0,00000! aniqglikda hisoblang.
Yechish. Izianayoigan ildizni ajratish uchun berilgan tenglamani
Jlgx=--2-x koiinishga keltiramiz va =lgjc, y="2-x fiinksiyalarning
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grafiklarini chizaraiz (33-shak!). Chizmadaii izlanayotgan iidiz [1618]
kesmaning ichki nuqgtasi boiishi
kelib chigadi.
1) va - 3) shartiarning
bajarilishini tekshiramiz.
/(jc) =2- X - Igx fiinksiya uchun:

/(1,6)=2-1,6 - 02041 =0,1959 >0
/(1,8)=2-1,8 - 02553 =-0,0553 <O;

/'(x)=-1- —Xlg e; /"(x) =>—<"Ige;

[16;1,8] kesmada f'{x)<Q, /"(x)=0.

Demak, [161,8] kesmada
1) - 3) shartlar bajariladi. Shu sababli a=16 va é=I8 deb olamiz va

aniglashtirish ft)rraulalarini goilaymiz;

a=16-M zW Xiz E; =16 +0,1559 =1,7559;

= /(1,8)-/(1,6
b =16- =16+0.1540 =1,7540,
a, =1,75558, =175557; 3=17555816; =1,7555807.

\a,-b, H 1,7555816 -1,755580710,0000009 <£. *
Demak, izlanayotgan yechim i « a, =1,7555816.
5.6,3.Mashqlar

1 Tenglamalarning hagiqiy ildizini vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda
qgo‘llab, e =00001 aniglikda toping:

1) x'-2x +7=Q 2) X +x-1=0,

3) xlgx-1=0, 4) 2x+l-smx =0.
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ELEMENTLARI

6,1. KOMPLEKS SONLAR

Kvadrat ildiz ciiigarish amali barcha
haqiqiy sonlar uchun aniglanmaganligi
sababli har ganday kvadrat tenglama ham
haqigi}® soniar to‘plamida yechimga ega
boimaydi. Bu masala hamda uchinchi va
to‘rtinchi darajali tenglamalami yechishda
yuzaga kelgan ko‘plab masalalar haqiqiy

sonlar to‘plamini kompleks sonlar
to'plamigacha kengaytirishni tagozo etdl.
Keyinchalik kompleks sonlar

matematika va amally matematikaning
ko‘pchilik muhim masalalarini yechishga

tatbiq qilindi va hozirgi rnatematikani
kompleks sonlar tushunchasisiz tasawur
qilib bo‘knaydi.

6.1.1.Komp'eks son
tushunchasi va tasviri

Kompleks son tushunchasi

z kompleks son deb maium
va y haqiqiy soniar

1-ta’rif.
tartibda berilgan «x
juftiga aytiladiva z=(jc,j) deb yoziladi.

X va J sonlarga mos ravishda z
kompleks sonning hagiqiy va mavhum
gismlari deyilib, x=Rez, j'=Imz kabi
beigiianadi.

z,=(Xi,yi) va Z kompleks

sonlarida X, va y,=y”~ boiganida ular

teng, ya’ni z =Zj deyiladi.



(0,1) son mavhum birlik deb ataiadi va i bilan belgilanadi:
~=(0,2). (1.1)
2-ta’rif. z ={x,,yj va z"=x"y”") kompieks sonlarining yig'indisi
deb

Z +72=(1,Y,) +iXr,Y2) =(XI+X",Y,+Yr) (-2
songa aytiladi.
3-ta’rif. z =(x,,>,) va z™={x"y") kompieks sonlarining
kopaytmasi deb
3 m, =(X,, ) MxNy,) =iX,X, - Y.,Y.X,Y, +Y.X) (1.3)
songa aytiladi.
Keltiriigan ta’riflardan haqigiy sonlardagi kabi
(x,,0) +(C30)=(%, +:c,0)

va
(X,,0)-(xj,0) =(x,X,,0)

kelib chigadi.
Shunday qilib, kompieks sonlar haqiqgiy sonlarni «to Idiradi».
(2.1) va(1.3) formulalar asosida topamiz:

L=ix,0), iy=01>=01)%j,0)=0< -100m0+1m)=(0,y).
Bu ifodalardan z=(x,y) kompieks son yoziiishining bcshga bir
ko‘rinishi kelib chigadi:
z ={X,y)--(x,0) +iQ,y) =x +1iy.
Kompieks sonlarni ko‘paytirish ta’rifidan topamiz:
in=»=(0,1)(0,i) =(-1,0) =-1.

Demak, i=(0,1)- kvadrati minus birga teng boigan son.

Shunday qilib, z=x+iy ifodaga fowpMs iow deyiladi, bu yerda
x,y—haqiqiy sonlar, i-mavhum birlik.

Agar z=x+iy ifodada y=0 boisa, z=x haqigiy son, agar
X=0boisa, z=iy sofmavhum son hosil boiadi.

Fagat x=y =0 boiganida z=x+iy kompieks son nolga teng
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iiu'lacii. Kompleks sonlar uchun «katta» va «kichik» tushunchaiari
I, nililmaydi.

iVlavhum qism'arining ishorasi bilan farqg qiluvchi z=x+iy va

Jimiy sonlariga qo shma kompleks sonlar deyiladi.

Haqigiy va mavhum qismlaririing ishorasi bilan farq qiluvchi
, X+iy va Zj=-x-iy sonlariga garama-qarshi kompleks sonlar
deyiladi.

Kompleks sonlaming geomeirik iasviri

Har bir z=x+iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining
M{x\y) nugtasi bilan ifodalash mumkin (bu yerda x=Rez, y =lmz) va
nksincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x-,y) nuqtasini z=x+iy
kompleks sonning geometrik tasviri deb garash mumkin (1-shakl).

Oxy tekislikka kompleks tekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi.
llunda, z=x haqiqiy sonlar haqigiy o‘q deb ataluvchi Ox o'gning
nugtalari  bilan  aniglanadi; z=iy
mavhum sonlar mavhum o‘g deb
ataluvchi Oy o‘gning nugtalari  bilan
aniglanadi. M(x;y)

Shiiningdek, z=x+/ kompleks
sonni M(x;y) nugtaning radius vektori
r =OM orgali ifodalash mumkin (1-
shakl). Bunda: r vektoming
uzunligiga kompleks sonning moduli
deyiladi va |z] yoKki r bilan
belgilartadi; r vektoming Ox o‘gning I-shakl.
musbat yo‘naiishi bilan hosil qilgan
burchagiga kompleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilai)

belgilanadi.
2 =0 kompleks sonning argumenti aniglanmagan, z~O kompleks
sonning argumenti ko‘p qiymatli bo‘lib, 2jtk(kk=Q ~I, I,-2, 2,..)

qo‘shiluvchigacha aniglikda topiladi; Argz =argz +2Tik,kez, bu yerda
mgz-argumentning oraligda yotuvchi bosh giymati, ya’ni
- K<ATgz<7i (aj/rim hollarda argumentning bosh qiymati sifatida \Q-2n)
oraligqa tegishli giymat olinadi).
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6.1.2. Kompieks sonlariiing yoziiish sbakliari

Ushbu
zZ=X+iy
ifodaga kompieks sonning algebraik shakli deyiladi.
Kompieks sonning / moduli va <p=Arg? argumentini z=x-+iy

kompieks sonni ifodalovchi r =OM vektoming qutb koordinataiari deb
garash mumkin. Bunda x=rcosgj, y =rsin® boiadi (1-shakl).

U holda z =x +iy kompieks somii z=rcosgj +irsmco yoKi
z =r(cosg) +!sin
koi'inishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompieks sonning trigonometrik
shakli deyiladi.
Bunda r Zz[ modul quyidagi fomiuia bilan aniglanadi;
r=\z\=47+y\
<pargument esa

cosp=2 sr>=Y gp="

r X

formulalardan topiladi.
(p=Argz =argz +2vk,k e zekanidan

Q8 =cos(argz InK)=cos(argz), singr=sin(argz)

kelib chigadi. Shu sababli kompieks sonning algebraik shaklidan
trigonometrik shakliga oUshda kompieks son argumentining bosh
gijonatini anigiash yetarli boiadi.

- <argz< boigani ucun tg(p- —tenglikdan topamiz:

v
arctg—, 1,1V choraMarning ichkinucitalarida,
X

y
argz arctg— + 71, 1l chorakning ichki nugtalcwida,
X

y
arctg— 7i, 111 chorakning ichki nuataiarida.
X

Agar nugta haqiqiy yoki mavhum o‘qiarda yotsa, argz ni bevosita
topish mumkin.
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Masalan, z =2 uchun argz, =0; 2z~=2 uchun agz*=n:; z"=i
iicluin argz, =y ; =-4i uchun argz, =—j (2-shakl).
Eyler formulasi deb ataluvchi
ces(p +ismq) =e* n

i(bda yordamida z =r(costp+isincy
tengiikdan z=re"ifoda keltirib chiqariladi.
Dshbu

=3 0. "z=2 X

z=/€

ifodaga z—=r{cos9 +/anf/7) kompleks sonning

ko rsatkichli (yoki eksponensial) shakli

deyiladi, bu yerda r =|z|- kompleks sonning

moduli;  tp=Argz- kompleks sonning 2-shakl.
argumenti.

Eyler fonnuiasiga ko‘ra e€* funksiya |« davrli davriy funksiya
boiadi. Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozish
uchun kompleks son argumeniining bosh giymatini, ya’ni ~=argz ni
aniqiash yetarli boiadi.

1-misol. Z=—Sin?+/cos§ kompleks sonni turli (algebraik,

irigonometrik va ko‘rsatkichli) shakllarda yozing.

Yechish. z=—sin§+icos§ kompleks son trigonornetrik shaklda

beriigan emas. Shu sababli shunday @ burchakni topamizki,

cos(P =-sin—va sinffl =cos— boisin.
8 N8

Bunday burchak T8 8 boiadi.

cos~—=- ~ —" va sin-* =-~""— ni hisobga olib, kompleks
8 2 8 2

sonining turli shakliarini yozamiz:
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6.1.3. Kompieks sonfar ustida amailar
Kompieks sonlarni qo ‘shish

Agar z, = +i\ va 2 =x*+iy* boisa, yuqgorida keltirigan kompieks

sonlarni go‘shish ta’rifiga ko‘ra,
z, +z, =(X, +X,) +i{y, +J.). 1.4)
Kompieks sonlarni qo‘shish kommutativlik va assosiativiik xossalariga
ega:
z,+z,=2,+z, (z,+z,)+z =Z +(Zj+z,).

(1.4) tenglikdan kompieks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
qo‘shilishi kelib chigadi (3-shaki).

3-shakldan bevosita ko‘rinadiki, |z, +z z , |+1Zj|. Bu tengsiziikka
uchhurchak tengsizligi deyiladi.

Kompieks sonlarni ayirish

Kompieks sonlarni ayirish amali qo‘shishga teskari amal sifatida
aniqglanadi.
z, va Zj kompieks sonlarning ayirmasi deb. z ga qo‘shilganida
z, ni hosil qiluvchi z kompieks soniga aytiladi va z=z - z* tarzda
yoziiadi.
Agar z, =q +iy* va z=x" +iy" boisa, ta’rifga koia,
2=z, -z, =X, - x,) +i(y, -V¥,) 1.5)

(1.5) tenglikdan kompieks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
ayrilishi kelib chigadi. (4-shakl).
4-shakldan koiinadiki, |z, - zJ> z, j- &, [.

3-shaki. 4-shaki.
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Kompleks sonlar uchun
1Z, - Zj i=-Jix~xNy +(y, - y

)(‘ladi, ya’ni ikkita kompleks sonlar ayinnasining moduli tekislikda bu
=sonlami ifodalovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng.

Shu sababli, masalan \z-2i\=\ tenglik kompleks tekisligida =2/
nuqgtadan birga teng masofada yotuvchi z nuqtalar to‘plamini, ya’ni
markazi z =2i nugtada joyiashgan va radiusi birga teng
aylanani aniqglaydi,

Kompleks sonlarni ko paytirish

Agar z=x"+iy® va Zj=Xx,+«2 boisa, yuqorida keltiriigan
kompleks sonlarni ko‘pal'tirish ta’rifiga ko‘ra,

z2=27, = - y2yj +HX\V: + . (1.6)

Kompleks sonlarni ko‘pa>ZLirsh kommutativlik, assosiativlik va
go‘shishga nisbatan distributivlik xossalariga ega:

2,2,=22,;
(z,z,)z, =z\z,z,);
Zi(22+23)=2Z,+7ZZ,.

2~misol. z =1+3/, z,=-3+/ boisa, z+ 720, 2zi-z2, z>z" lami
hisobiang.
Yechish. Z +Z =1 +3i) +(-3 +i) =-2 +4/

2z, - z,=(2 +6/)- (-3 +/)=5+5;i;
4 «2=1+30%-3+0=(-3-3)+/1-9)=-6- 8.
Trigonometrik shaklda berilgan
Z] =r,(cos(@ +isin(pj, Zz ="cos +isinY
kompleks sonlarni ko‘paytiramiz:

z.zj= (cos(, +isiniP,)r,(cosg?2 +isin )=
= (cos cos”2 +jsin<Hcos +icosew, sin @ - sing, sin ) =
= /'irj(COS<p. COS™J - sin oo, sin (p j + /(sin”, COSip™ + icos”), sin (P2) =

= r,r,(COS(<i9, + + isin((p, + (pj)-.



ya ni
z,z, =r,r,(cos(™, +¢),) +isin(«5, 1.7)
Demak, kompieks sonlar ko‘paytiriganda ularning modullari
ko‘paytiriladi va argumentlari go‘shiladi.

Bu goida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham oiinli
bo‘ladi. Xususan, n ta bir xil ko‘paj4uvchilar uchun

z" =(r(cos()+ /'sin™N))’ =r" {cosnqy +ismn<p) (1-8)
bo‘ladi.
(1.8) formulaga Mwiivrformulasi deyiladi.
3-misol. z-f3+i boisa, z‘ni hisoblang.
Yechish. Aw al kompieks sonnitrigonometrik shaklga keltiramiz.
x-43, y =| boiganiuchun r =VV3™+I" =2, argz=arctg— =

v3 6
Bundan

v .. rc
Z=2 COS-m t-iSin —
6

Muavr formulasiga ko‘ra:

z'=2' cos% ,oA+ i's'in%-G =64(cos.T +zsinjr) =-64.

Kompieks sonlarni bo ‘lish

Kompieks sonlarni boiish amali ko‘paytirishga teskari amal sifatida
aniglanadi.

z, va Z 0 kompieks sonlarning bo linmasi deb, 2z ga
ko‘paytirilganida z ni hosii giluvchi z kompieks soniga aytiladi va

z=— kabi yoziiadi.
2

=X+ ,Z= Ova z=x++iy boisin.
U holda (G +iy™)(x +iy) =x, +iy* tenglikdan
XX, =yy =X,
Xy-,+yX;=y,
tenglamalar sistem.asi kelib chigadi.
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Sistemadan x va 7 nitopamiz:

+y,:
27 y- 2.2 m
K+yl

Shunday qilib.
_NZ, MXX2+yy2 N X2y,-Xy2n
2 rH32 79 449

Amalda ikki kompleks sonning boMinmasi uning surat va maxrajini
maxiajning qo‘shmasiga  ko‘paytirish orqali topiiadi (maxraj
mavhumiikdan qutgariladi).

4- misol. z =1+2i, Zj=3+/boisa, ™ ni toping.
4

Yechish. — kasming surat va maxrajini ko'pajntiiib, topamiz:
2
z, 1+2/ (1+20(3-0 3+6;-/+2 5+5/1"1.
z/~ 3+/~ 3+/)3-0 ~ 9+1 0 2 2¢

Trigonometrik shaklda berilgan z, =?-(cosio, +isini9j) kompleks
sonini Z*=rMo®o" +/sin€?) kompleks soniga boiam iz:

z, _ ri(cos<p,+/sinp,) _ \cos<p,+ism(p,)—{cos(p: -ism<p.) _
72 r,(COSN+/Sin9lj) +SIN(/12)~(COS2-/sini?=j)

=;Z"(006(rft -(P2) +ism{(p™ - R)).
Dernak,
-25: -rECOS((j?, -72) + ismicp,-q>2)). (1-~0)
Shunday qilib, bir kompleks somii ikkinchisiga boiganda ulaming
raoduiiari boiinadi va argumentlari ayriladi.

Kompleks sonlardan ildiz chigarlsh

Kompleks sondan «-darajali ildiz chigarish aniall «-natural
darajaga oshirish arnaliga teskari amal sifatida aniglanadi.

z kompleks sonining n-darajali ildizi deb, w"'=z tenglikni
ganoatlantimvchi w kompleks soniga aytiladi.



z=r(cos™ +/sin”™) va w=p{cos6 +isinO) bo‘Isin.

lldizning ta’rifi va Muavr formulasidan foydalanib topamiz:
z - w” =p"(cosn9 +/sinnd) =r{cos(p +sin g;).

Bundan

p" =r., n9 =@pP+2Tk, k=0, -1, 1 -2, 2,..

yoKki
(P_*'_I;I'i_k, p=A/r
kelib chigadi.
U holda w=\iz tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:
W, = arfcos<p +ismp) = cos® < Merssm® T =0 1 H-L (111)

Sinus va kosinus fiinksiyala-rning davriyligi sababli z kompleks
sonining n- darajali ildizlari soni
n ga teng boMadi va ular k ning
n ta =0, 1, .., n-1 qgiymatlarida
aniglanadi.  lldizlarning  moduli
r hagigly sonining «-darajali
algebraik ildizidan iborat boiadi,

argumentlari esa bir-biridan — ga
n

karrali songa farq qiladi. Bunda
barcha ildizlar kompleks tekisligida
markazi z=0 nuqtada boigan va
radiusi ~/iTj ga teng aylanaga
ichki chizilgan n  burchakli
muntazam ko'pburchakning uchlarini tasvirlaydi (5-shakil).

5-misol. V- 1ning barcha ildiziarini toping.
Yechish. lldiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:

-1 =cos;r +/sin7f.

Bundan
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k ga O, 1, 3va 4 givmatlar berib, topamiz;

Tt .,.n 4
W, =C0S—+ /sin—= ----(1 + 0>
4 4 2

3c ... In 42
w, =cos— +/sin— =— (-1+0,
w =cos:—37']'——h2m£1 :XZ (-1+7),
4 4 2

5r .. Sa 4
w, =cos-y-+isin— =- “(-1- 0>
4 4 2

W COS?;i— fisi 7z V2(I i
, =COS—=- f-ISin— = -——(l-i)-
4 4 2

Bu ildizlar (z) kompieks tekisiigida birlik aylanaga icliki chizilgan
muntazam to ‘rtburchakning (kvadratning) uclilarida yotadi (6-sliakl).
6.1.4. Mashqlar
1. X,y ning ganday haqiqgiy giymatlarida z, =x- 3yi- >» -y va

Z) =2x+i" -3xi-yi™ kompieks sonlar go‘shma bo‘!adi?

2. i,> ning ganday haqiqiy giymatlarida z, =y +2f +3-2xi va
Zj =3x+8j+— +2/ kompieks sonlar teng bo'iadi?
3. X,y ning ganday haqiqiy giymatlarida z,=3x-2yi +5;" -1 va

zN--3y-f +~+2f kompieks sonlar garama-qgarshiboiadi?
4. x,y ning ganday haqigiy giymatlarida zA=Sx+'~-+3yi+f va
Zj =3v(l+i)+ f kompieks sonlar nolga teng boiadi?

5. (2) tekislikda berilgan tenglamalami yeching;
1) z~r6z +25=0, 2) 2 +Hz+H1=(,

3) /7 -2z +3¥/=0; 4) z:-6;z-5=0.



6. (2) tekislikda faeriigan sliarttar bilan ganday nugtalar to‘plami aniglanadi?
2) Imz =2,
4) <m»<arge<i//;

hagiqiy sonlar.

1) Rez =g,

3f

5)fc|zkl?, <p<argz<v/, bu yerda
7. Berilgan kompleks sonlarni turli (algebraik, trigonometrik va

ko‘rsatkichli) shakllarda yozing:

1) z=-2+2i/3; 2)z=S-i.

3ir

g L3
3) z=v3 cos— +isin—
. 4 4

4) z=2V2 @B—+isin—
.4 4]

6)
8) z=-2c0s45°-2isin45".

5) z=n2e~ *;
7) z=2c0s60°-2(sin60";
8. Berilgan kompleks sonlarning yig'indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
boMinmasini toping:
)z, =-5+3/ va Zj=2-4/; 2)z, =-3-4/ va Zj=2+3/.
9. (2) tekislikda berilgan nuqgtalar orasidagi masofani toping:
1) 1-3/ va 4/, 2) 1-5/ va -4:

3) 1+3/va 3+2, 4) 8-3/va 2+Y.

10. Hisobiang:

-2+/
4) (-1 +2iV -(1+2«N.

i+2/
3) 2+3/-(2-3/)';

11. Kompleks sonlarning hagigiy va mavhum gismlarini toping:

N3-S 2) Z+:il+8 +1
1 ,
2(V3+2/) 2+/ 40
3N
4 - 4
3) (I-77)(1+2r)’ ) 7 -5) 2
12. Berilgan kompleks sonlarning ko'paytmasi va bo‘linmasini toping;
|) z,=4 CCBE'FHHE cos§q——l—i.5i.n SC
. 4 4] 12 12]

r - r 17\
+

2) Zi=6 cos— +;sin— va Zj =cos % /si
6 6 . 3N vV 3]
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3) z, =S(cosI35" +ismI35°) va  =2(cos45“ +;sin45°%);
4) z, =8(cos90°+ ;sm90*) va Zj =cos30°+/sfi30°.

13. Darajalami hisoblang;

1-3ic .. In G
g 805t 2) nxl

3) (2-207; 4) (V2(cos20” +;sm20"))~
i4. Berilgan sonlarning barcha ildiziarini toping:
1) V2 3, 2) V=7,

3) V-8 +8V3;; 4) VT+/.

6.2. KOTHADLAR

6.2.1. Ko ‘ph2dtar ustida am ailar

Ushbu
PA(X) = a,jx" +33c™ +... + an,x +a (2.1)

funksiyaga n- darajaU ko phad (yoki butim ratsionalfunksiya) deyiladi.
Bunda a<;iO, sonlari ko‘phadning koeffitsiyentlari deb ataladi,
manfiy bo‘miagan butun n soni ko‘phadning daraja ko‘rsatkichini
bildiradi.

Xususan, «=0 da FA\x)= (@~ 0) noiinchi darajali ko‘phad hosil
boiadi.

Agar Plx) va QMx) ko‘phadlar x ning barcha giymatlarida bir
xil giymatlar gabul qiisa, u holda PMx) va ¢I(x) ko‘phadlarda X ning
bir xil darajalari oldida tiirgan koedltsiyentlar teng bo‘ladi va aksincha.
Bu ko‘phadlarga teng ko‘phadlar deyiladiva P (x)= (x) deb yoziiadi.

Ko‘phadlar ustida qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallarini
bajarish mumkin.

Ikki ko‘phadning yigindisi, ayirmasi va ko‘paytmasi yana ko ‘phad
boiadi.

Ko ‘phadlami qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish amallari algebraik
ifodalardagi kabi bajarilgani uchun arifmetik amaliaming asosiy
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Xxossalariga ega bo‘iadi.
Ko ‘phadlami bo‘lish qoldiqgli va goldigsiz bo‘iishi mumkin.
P.(x) va QJx) ko‘phadlar berilgan boisin, bunda n>m=>0.
U holda

iX) =Q,ix) = {X) +r,{x),Q<k<m (2.2)

tenglikni ganoatlantiruvchi va rjx) ko‘phadlar mavjud va
yagona bo‘ladi. Bunda P(”) boiinuvchi, QIJx) boiiivchi, i?,_,(X)
boiinma, WYX goldiq deb ataladi.

(2.2) tenglikda r~(x)sO boiishi ham mumkin. U holda P
ko‘phad R,.x) ko‘phadga goldigsiz boiinadi deyiladi.

Ko‘phadlami boiishdan hosil boiadigan bo‘linma va qoldigni
topishning har xil usullari  mavjud. Ko‘p hollarda «burchakli
usulida boiish» qoidasidan foydalaniladi.

6.2.2. Ko‘phadlarning ildizi

P(a") ko'phadning ildizi deb x o'zgaruvchining bu ko‘phadning
giymatini nolga aylantiradigan x, (haqiqgiy yoki kompieks) giymatiga
aytiladi, ya’ni bunda P(x,) =0 boiadi.

PXx) ko‘phadni x-a ga boiishdan hosil boiadigan qoldigni
boiish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan ieoremani
isbotlaymiz. n

| “ieorema. P~x) ko‘phadni x-a ikkihadga boiishdan hosil
boiadigan goldiq F (a) gateng boiadi.

Isboti. PAx) ko‘phadni x-a ikkihadga boiish natijasi

PSx) ={x-a)-R,,(.X) +T,
boisin, buyerda r biror o‘zgarmas son (O- darajali ko‘phad) boiadi.
Bu tengiikda x o‘zgaruvchiga a giymat berib, topamiz:
r =P~(a).

Teorema isbotlandi.

Bu teoremadan quyidagi teorema kelib chigadi.

2-teorema (Bezu teoremasi). a son P(jc) ko‘phadning ildizi
boiishiuchun P~x) ko‘phad x-a ikkihadga goldigsiz boiinishi
zarar va yetarli.



ildiz  k rnarta uchrashi munikin. U holda bu iidizga k karrali ildiz
deyiladi. k=\ boiganida ildiz oddiy ildiz deb ataladi.

Agar (2.1) ko‘phad 4 karrali iidizga, karrali iidizga va
umuman karrali iidizga ega boisa, (2.3) formula
PM =a,{x-a,f(x-a,)4,.(x- (2.4)
ko‘rinishni oladi, bu yerda +... +k~=n.
(2.3) tenglikda a,, a, ildizlar orasida kompiekslari bo‘lisbi

ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun o‘rinli bo‘ladigan teoremani
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar haqiqiy koeffitsiyentli P,(n) ko‘phad a-+ ib
kompleks iidizga ega bo‘isa, u holda u a-ib go‘shma iidizga ham ega
bo‘ladi.

Bu teoremaga ko‘ra, ko‘phadning (2.3) yoyilmasida kompleks
ildizlar o‘z qo‘shma juftlari bilan gatnashadi. Bu  juftga mos

chizigli ko‘pa>tuvchilami ko‘paytiramiz:

(x - (@ +ib))(x - (a- ib)) =({x - @) - ib)((x -a) +ib)=(n —af + =
=xN- 2ax+ M+ " =x™ + px +q,
buyerda p =-2a, g=a*+b\

Demak, qo‘shma ildizlarga mos chizigli ko‘paytuvchilar
ko‘paytmasini haqiqiy koeffitsiyentli, disitriminatiti manfly boigan

kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin. *
Shu kabi
(x-{a +ib)Y{x-{a- ib)Y = ((x - (A +ib)){x - (a - ib))f ={x~ + px + qf

almashtirish bajarish mumkin.

Shunday qilib, yuqorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdigni
hosil gilamiz.

6-teorema. Har qganday haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phad haqiqiy
koeffitsientli chizigli va kvadrat uchhadlardan iborat ko‘paytuvchilarga
ajratiladi, ya’ni (x)ko‘phadni

P A=a,{x-a,f {x-a,r” X
X(X"+p X+ j' (x> +px+ ) L(x +p,x+q, ¥ (2.5)
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bunda a,-ko‘phadning bosh
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kocrntsiyenti, a,- ko‘phadning mos ravishda A,
karraii ildizlari, x*+px+q (/=1/) kvadrat uchhadlar uchun

(liskreminant D= -4q<Q, k +k ..+ +2s5+42s" +..+2s =n;
rol, ¢1 A A5, 5,-natural sonlar.
2-misol. = 43X -X- 3 ko‘phadni ko‘paytuvchilargaajrating.

Yechish. PMX) =X"+3jc - x-3= (X+3)-(X+3)=

=(X +3)(x- -1) =(X +3)(x - )(x" +X +1).

6.2.4. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

ikkita g,/x) va P,(x)ko‘phadning nisbatiga

P,(x) aXx"+a" +..+fl, x+
ratsional funksiya {ratsional kasr) deyiladi.
m<n boiganda ratsional kasr tog ri kasr, m>n bo‘lganda
noto'g'ri kasr deyiladi.
Noto‘g‘ri kasrda uning g,,(x) suratini PAx) maxrajiga odatdagidek
bo‘lish yo‘!i bilan kasrdan butun gismi q{x) ajratiladi, ya’ni

PAX) PAX)
tenglik hosi! qilinadi, bu yerda q(x) - butun qism deb ataluvchi

ko‘phad, -io ‘g‘ri kasr, chunki r(x) goldigning darajasi P(x)ning

darajasidan Kichik.
_ NE DM+
3- misol R(X)= —=
X +2xX+
Yechish. Ko‘phadlami boiish qoidasi bo‘yicha kasming suratini

maxrajiga bo‘lamiz:

“ratsional kasrdan butun gismini ajrating,

3x-"-2x* +] X +2X42
- +6X" +6x* 3X'-Sx +10
-8x- -6x" +1
-8x’ -16x" -16x
_10x*+)6X +I
iOX" +20X +20
-4x~19
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Demak,

-4,c-19
S(;i)=3;«"-8x + 10 +
X +2x +2

Quyidagi to‘g‘ri kasrlarga sodda {elementar) kasrlar deyiladi;

1. (k>2, keN);
(x-ay

X +px +q

(*~2, s&N, p~-4q<0),
(x +px + qy

buyerda J, M, N, a, p, q -haqiqiy sonlar.

7-teorema. Maxraji (2.5) ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajratilgao

har ganday ~ to‘g‘ri kasmi sodda kasrlar yig ‘indisiga yagona tarzda

yoyish mumkin.

Bunda:
1) (2.5) ifodaning (x-a) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga i turdagi

A .
-——-kasr mos keladi; *
X-a

2) (2.5) ifodaning {x-ay ko'inshidagi ko‘paytuvchisiga | va i1

+ + mos keladi;

turdagi Ata kasrlar yig-‘indisi +
X-a (x-ay (x-ay

3) (2.5) ifodaning x~+px+q ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga

Il turdagi JGasr mos keladi;
X' +px+(q
4) (2.5.) ifodaning (x"+px+qy ko‘rinishdagi ko'pajituvchisiga
in va rv turdagi s ta kasrlar yig‘indisi

M,x +N, M,x +N\ Mx +N % [ I
—+..+—~~————  moskejadi.
X=+px+q (X +px+qY (X" +px+aq)

372



Sfmnday qilib, teoremaga ko'ra,

Q- A, 4 4,
PNX) x-a {x-aY {x~aY
A M +NY MAX+HNY - A A MIACHNY (26)
X'+px+q (< +px+qf O™ +px +qY’
buyerda4, 4 ,...4 , M,, NN\ M,, koeffitsiyentsar.
(2 6) tenglikdagi Homa’ium koeffitsiyentlarini topishning turii

usuilari mavjud. Masalan, nomaium  koeffitsiyentiami topishda
koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini qoilash mumkin.

Bu iisiil quyidagi tartibda amalga oshiriiadi;

1. (2.6) yoyilmaning o‘ng tomoni umumiy maxraj P(x) ga
keitiriladi. Naiiiada = ayniyat hosil boiadi, bu verda

PJx) P,X) n n
(X) - koeffitsiyentlari

noraaium boigan ko‘phad.

2. Hosil boigan a>'niyatda maxrajiar teng boigani uchun, suratiar
ham aynaa teng boiadi, ya'ni Q,(X) = 5(mbm

3 = tenglikda x ning bir xil darajalari oididagi
koeffitsiyentlar tengiashtiriladi (ko‘phad!aming aynan tengligi haqidagi
teoremaga ko‘ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil boiadi va bu sistemadan

izlanayotgan 4 >4 v—4 > koeffitsiyentlar
topiiadi.
4-inisoL —=— to‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yigindisiga
R X ¢ +1) g y yig g
yoying.

Yechish. Ji(x) ning maxrajini ko‘paytuvchitarga ajratamiz:
XN +) = (XH)OAN =x +I1)
H(X) oi 1-teoremaga asosan, sodda kasrlar yig‘indisiga yoyamiz;

+
R(x):4 A A, Mx+V
X xr X+l X =X+]

Nomaium koeffitsiyentlarini koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli
bilan topamiz. Buning uchun tenglikning o‘ng qismini umumiy
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maxi—ajga keltiramiz, hosil bo‘lgan teagliknmg har ikkala
tomonidagi maxrajlami tashiab yuboramiz va quyidagi tenglikni hosil
gilamiz:

Ax— 41 = AXDPAHL) FATXN +1) +IXMXN =X +])-r MXON\X +1) + NxMX +1).

X ning bir xil darajalari oldidagi koeffiisiyentiarni tengiashtiramiz:

A+A+M =]
X' =A+A,+M +N =0,
X" A+N =0,
X't A ==2,
X7 Aj=1.

Bu tenglamalar sistemasini yechamiz;

A=", A=-24=1, M =| =—
Deinak,
2 .1 4 Sx-4

J2X)—— +=rH———— —— i ———— )
X X Jje+) 3 —x+I)

6.2.5. Mashgqlar
1. Berilgan P{X) va g(x)ko‘phadlaming yig‘indisini, ayirmasini va
ko‘paytmasini toping:
D /-X)=2xX"- +4, o) =xre X' =X .
2) P =x"+x"-5,  e(X) =3xVx'-x/

2. P{X) ko‘phadni g(x) ko‘phadga bo‘iishda hosil boiadigan boiinraa va
qoldigni toping:
1) P(x) = xM+2x"-x +1, Q(X) =X +X-1;

2) P(X) =x* 45x" - 6x+5, Q(X) =x’ +2x" -1;
3) I'X) = +4x" +2X-L Q(X)=x" +3x+7;
4) P(X)=2x"-13x’ +32x"'-24x +|, g(x)=x'-5x+6.
3. P(X) ko‘phadni x-a ikkihadga boiganda hosil boiadigan goldigni toping
1) P =X"'-3x* -x" +1, x-2; 2) P(X) =X -6x" +x* -8, x+1;

3) P(X)=3x"+x-64, x +2; 4) P(x) =x'-6X’ +X, x-3.
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4. P{)=ca™ Hp* +x-\ va Q{xX) =?X"-x" +X-C ko‘phadlar bir-birigaaynan
teng. a, b, ¢ Sami toping.

5. ax' +XxM-ix HN X" 4o -3x+i. a, b, ¢ larni toping.
6. Berilgan ko‘phadlarni ko‘paytuvchilarga ajraiing:

N)X-16i 2)x"-S)x;

3) 5c'-40j:N-115x"-140;c+60; 4) jc*-ear +9x* -  +Gc-9.
7. Berilgan to‘g‘ri kasrlami sodda kasrlar yig'indisigayoying:

AN HAXH, 3C -5,*48x-4
XPHAXN ’

XN—|-xN-2X

8. Berilgan to‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisigayoying va
koeffitsiyentlarni noma’lum kosfFitsiyentlarni tenglashtirish usuli bilan toping:

IXA2X 3 M2XN-lix-6
XX m N XAHXN-6X
3X'=2XN-2X +7 2x-I
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« Ratsionai fiiaksiyaiartii
integrailash

* Trigonometrik
funksiyalami integrall*h

e Irraisionai ifodaiarni
iniegrallash

»Aniq integral
« Xosmas iiitvjgrailar

' Aniq integralning
tatbiglari

haak Nyuten
(1642-1727)-
ingliz matematigi, fixigi,
mexanigi va astrommi

faismg matematik ssts—
|
foriishish  gmmnini m
mi-smkanng oAU
mrii haym qii“mt
V matematik nnaUz
asaslarim, !S¥iiton binonii
fifrmuiaxmi, tmgtiimatm™>
isf yecitishnmg f-imfott
umiisti yamtgm, »cam-
m atik hisobhtihiafae! qe~

Fliilaiitopili

Bi:R O"ZGAMI.IVCHI
FUNKSIYASINING
INTEGRAL HISOBI

Integral hisoh - bu matematikaning
integral tushunchasi, uning xossalari va
hisoblash usullari o‘rgant!ladigan bo‘limidir.
integral hisob differensiai hisob bian uzviy
bog‘liq va ular birgalikda matematik
anauzning asosini taslikii giiadi.

Differensiai va integra! hisobning asosiy
tushunchaiari, jumladan, differensiallash va
integrallash amallan o‘rtasidagi bog‘lanish,
ularmning amaliy masalalami yechishga
tatbigi XVIlI asming ikkinchi yannida
LNyuton va G.Leybnis tomonidan ishiab
chigilgan. Ularning izlanishlari matematik
analizning gurkirab  rivojlanish  davrini
boshlab bergan.

Integral hisob yordamida ko‘plab yangi
masaJalar  bilan bir  qgatordam. ilgari
yechilmagan bir gancha nazariy va amali)’
masalalami yechish imkoni yaratilgan.

Integral hisobning asosiy tushunchaiari
bir-biri bilan uzviy bogiig anigmas va aniq
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlaag‘kli fuuksiya va
anigmas integra!

Berilgan funksiyaning hosilasini topish
differensiai hisobning asosiy masalalaridan
biri  hisoblanadi. Matematik  analiz
raasalalarining turliligi, uning geomeiriya.
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mexanika, fizika va texnikadagi keng migyosdagi tatbigi berilgan
f{x) funksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng boigan
F(x) funksiyani topishga olib keladi.
Funksiyaning berilgan hosiiasiga ko‘ra, uning o°‘zini topish
masalasi integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.
j =f{x) funksiya (a-b) intervalda anigiangan boisin.
1-ia’rif. Agar (a;e) intervalda differensiallanuvchi
F(x) funksiyaning hosilasi berilgan /(:p funksiyaga teng, ya’ni
F'in) =f(x) (yoki dF{x)=f{x)dx), xe (a;0)
boisa, F{x) funksiyaga (a;e) intervalda /(x) funksiyaning boshlang'ich

funksiyasi deyiladi.
Masalan: 1) F(x)=r’ fiinksiya sonlar o‘gida f{x)=3"

funksiyaning boshlangich funksiyasi boiadi, chunki xe.R da

(ry =3¢y

2) F(c) =ali-x" fianksiya (-1;1) intervalda f{x)=— f=i= fiinksiyaning
Vi

boshlangich fonksiyasi boiadi, chunki xe(-1I;1) da (Vi-x")'=—j==y -

Lemma. Agar F{X) va <X funksiyalar (a;e) intervalda fix")
funksiyaning boshlangich funksiyalari boisa, u holda F{x) va bir-
biridan o‘zgarraas songa farq qgiladi.

Isboti. F{X) va ®(x) funksiyalar (a;¢) intei-valda f(x) funksiyaning
boshlangich funksiyalari boisin: F{x)=f{x), c&'(N=/W-

U holda istaigan x e (a;6)da

(D) - Fix))'= - F'(x)=fix) -fix) =0
boiadi.
Bundan 0{x)-Fix)=C vyoki 0)(X)=F(x)+C kelib chigadi, bu
yerda C -ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Shunday qilib, fix) funksiya ia;b) intervalda biror Fix)
boshlangich funksiyaga ega boisa, uning qolgan barcha
boshlangich fiinksiyalari {F(x) +C CeR} to‘plamni tashkil giladi.

2-ta’rif. fix) fijnksiyaning ia;b) intervaldagi boshlangich
funksiyalari to‘plamiga fix) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
J/(x)i& kabi belgilanadi.



Shmiday qifib, ta’rifga ko‘ra,
N F{X)dX F(X) +C, (1.1)

buyerda f{x)~ integral ostidagifiinksiya, f(x)dx - integral ostidagi
ifoda\ X - integrallash o zgaruvchisi, J - integrallask belgisi deyiladi.

Anigmas integralni topish, ya’ni berilgan funksiyaning boshiang‘ich
funksiyalari to'plamini anigiash masalasi funksiyani integrallash deb
yuritiladi.

Demak, fiinksiyani integrallash amali funksiyani differensiallashga
teskari amal boiadi.

Berilgan /(x) ftinksiya gachon boshlangich funksiyaga ega boiadi
degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teorernani isbotsiz
keltiramiz).

1-teorema. Agar f{x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz boisa u
holda u bu kesmada uzluksiz boigan boshlangich funksiyaga ega
boiadi.

Ko‘p hollarda F(x) funksiya f{x) funksiyaning boshlangich
funksiyasi boiadigan (a;6) intensa! ko‘rsati'maydi. Bunday hoida
{&-b) interval sifatida f{x) funksiyaning aniglanish sohasi tushuniladi.
Shu sababli bundan keyin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1.1)
formula ma’noga ega deb hisoblaymiz.

Masalan, f{x)~;( funksiya (-00,0) va (O;c») iaterv'alda uzluksiz.

Shu sababli uning anigmas integrali deb

rdx j Inx +C, x>0,

—_ =In]xj+C (x"O
I In(-x) +C, x<0 i (x0)

funksiya tushuniladi.
Boshlangich funksiyaning
grafigi  integral egri chiziq deb y=m+c,
ataladi. . . . v =FX)
Anigmas integral geometrik
jihatdan ixtiyoriy C o‘zgarniasga
bogiiq boigan barcha integral egri
chiziglar to‘plamini ifodalaydi.
Agar F(x) funksiyaning grafigi
integral egri chiziq boisa, boshqga

O

1-shakl.
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integral egri chiziglar uni Oy o‘gi bo‘yicha parallel ko‘chirish
yordamida hosii gilinadi (1-shakl).

7.1.2. Anigmas integralning xossalari

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega.
r. Anigmas integralning hosilasi (differensiali) integral OvStidagi
funksiyaga (ifodaga) teng:

AfPQdx)' =f(x). {d]f{)ax=F{x)dx).
Isboti. F{X) funksiya f{x) funksiyaning boshlangich fijnksiyasi,
ya'ni F{x)=f(x) baisin.

U holda
(f(x)dx)' = (Fix) ©0 ' =F'ix) +0="fix).

{djf{x)dx = d{F(x) +C) = dFix) +dC = F\xX)dx = f{x)dx).

Bu xossa integral amali to g Ti bajarilganligini differensiallash
orgali tekshirish imkonini beradi.

Masalan, j(3x" +5)dx=x" +5x +C to‘g‘ri, chunki (t' +5x+C)' =3 +5.

2°. Funksiya differentsialining anigmas integrali shu funksiya bilan
o‘zgarmas sonning yigindisiga teng:

jdF{x)=:Fix) +C.
Isboti. F{xX)=/(x) boisin.

i holda
TAF(X) = \NF{)dx = IF{x)dx = Fix) +C.

3*. Ozgarmas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan tashqariga
chigarish mumkin:

j KE{dx = K\fix)dx, k= const,k”O.

Isboti. F\X)=fix) boisin.
Bundan

| KF)a>i =1 KF{x)dx= FikF{x))'dx= A(F(x) +C) = Ne (x) +C,=k\fix)dx
(C, =~C deb olindi).
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4°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining anigmas
integrali shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik jdgindisiga
teng:
N\ (f(X)2g{x))dx = \F)dxE=\g{x)dx.

Isboti. F'{x)=fix), G'(x) =g{x) boisin.

U holda
1{fix) xg{X))dx = 1 {F{X) xG{x))dx =

= j (*(«) = G{X))'dx = [ d{F(x) + G(X)) =
= F(X) G(X) +C = (F(x) +C]x(G(x) +C,) =
= /(X)dK £I g(x)dx, C, +C\=C.

5" Agar f/(x)d)c =F(x) +C boisa, u holda x ning istalgan differen-
siallanuvchi funksiyasi u=u(x) uchun I/(u)du =F(u) +C boiadi.
Isboti. x erkli o‘zgaruvchi, /(x) uzluksiz funksiya, F{x) funksiya
f{x) funksiyaning boshlangich ficeksiyasi boisin.
U holda ff{x)dx=F{x)+C bo‘ladi.
u=(p(X) boisin, bu yerda (p{}) - uzluksiz hosilaga ega boigan
funksiya.
Birinchi dilierensialning invariantlik xossasiga ko‘ra,
dF(u) = F'(u)du =f {u)du *
boiadi.
Bundan
N\ f{u)du = \d{F(u))=F{u) +C.

Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiladi.
Demak, anigmas integral integrallash o‘zgaruvchisi erkli o‘zgaruvchi
yoki erkli o‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega boigan ixtij/oriy
funksiyasi boiishidan gat’iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

7.1.3. Asosiy iiftegrailar Jadvaii

Integrallash amali differensiallash amaliga teskari amal boigani
uchun asosiy integrallar jadvahni differensial hisobning mos
formulalarini (differensiallar jadvalini) goiiash va anigmas integrakiing
xossalaridan foydalanish orqaii hosil gilish mumkin.

30



Masalan, d{smu)=co&udu ekanidan foos?ijiM= ]<i(sm«) =sm« +C.
Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallarjachali deyiladi.

Asmiy miegraiisrjmivali

1 {udu- +C, (a™—) 2. i-™=In]«!=C;
a+1
3. ia“du"l—’\ +C, (0<a™l); 4. |e'dH=¢e" +C;
na
5. Isinudu = -ecs VH-C; 6. leos ki/k = sinM+C;
7. jigudu =-Id joossM=C; 8. JcigWiiM = In Isin M1=C;
du C; 10. lr_du =~ctgu +C;
eos u sin“ll
. . ] u,.n ]
11. i="-=in:, +C; 12. t-iii-.ta —— +C;
' sinw 4 cosu 2 4
N
13 - Mo et ac 14, (Y SinMVI/ =N +C
f Vz7+7
15. J—d—u —=~'arctg~LJ +C; 'du —:~~--Inu_a +C;
a +l a a w -a 2a u-a
17. Ishudu =cte +C; 18. \dhudu = shu +C;
1& f—r~=tm +€:; 20 Fau —-cthu +C,
chu shu

Asosiy integrallar jadvalida integrallash c‘zgaruvchisi u erkli
o‘zgaruvchi yoki erkli o‘zganivch.ining funksiyasi (5- xossaga ko‘ra)
bo‘lishi muTTikin.

Jadvalda keltiriigan formulalaming to‘g‘riligiga uning o‘ng
tomonini differensiallash va bii differensialn.itig formula chap
tomonidagi integral ostidagi ifodaga teng bo‘iishini tekshirish orqali
ishonch hosil gilish mumkin.

Bu integrallardan birining, masalan 13-formulaning to‘g‘riligini
ko‘rsatamiz:

d arcsin—+C 1 mdu = du
a



7.1.4. Integrallash usuHari

Bevosita integrallash usuli

Integral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish
va anigmas integralning xossalarini qoilash orgali berilgan integralni
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltirib integrallash usuliga
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misoilar.
D I(SSinX— ’\Z— +x E(: 5\9\(»@(—2\—% “TN\Xdk=
XN+l +1
X
= -5cosx - 2arctgx -I—Z— HC;
r COS2X , .cos x-Sin x , T I 1 NiX—
J— = _—— D AN -
2) lCOSSXSin X \Coszxsn'w X ll,sin"x Qo XJ
. dx o, dx N 2 A
=J-T-Iz-1—1r-= -tgx +C = —-T- +C;
sm X cos X smzj:
X4
1+X" e n n +x'
= JA +Hx'dx+1mm =X+ +arctgx+C.

Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensiaining
quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga Kiritish» jarayoni)
goilaniladi:

du-d(u +d), a-son; du:gd(au); uduzgd(u"); cosudu =d{smu);

smudu = -ci(cosM); —du=d@miy, — \-du = d{tgu).
u cos U

Umuman olganda, f'{u)du =d{f{;u)).
Bu formuladan integrallami topishda ko‘p foydalaniladi.

Misoilar:

1
Diz—= K d{SX)‘ arct%3x +C :—arctgix +C;
16+ 376 +(3x) ~3. 12
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.COSX +smX. .¢/(smx-cosx . 5
2) i&= J—°—( ——————— - In|smx—cos;s:I+C.

0 ‘miga qoYisk (o‘zgaruvchini almashtirish) usuli

Ko‘p hollarda integraldagi o‘zgaruvchini almashtirish uni bevosita
iiilcgraliashga olib keladi. Integrallashning bu usuli o'rniga qo'yish
(i)'zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi
(corcmaga asoslanadi.

2-teorema. Biror T oraligda anigiangan va differensiallanuvchi
VA (pit)  fiinksiyaning giymatlar sohasi X oraligdan iboi‘at boiib, X da
fix) funksiya anigiangan va uzluksiz, ya’ni T oraliqda fig>it))
iiufrakkab funksiya anigiangan va uzluksiz boisin. U holda

Ifix)dx =Jfi(pit))q)'it)dt (1.2
boiadi.

Isboti. X oraligda i"(X) fiinksiya /(x) fiinksiyaning boshlangichi
bo‘!sin. U holda F(<pit)) murakkab funksiya T oraligda anigiangan,
differensiallanuvchi hamda

P'm)) =Flicpim'it) = fi(pit))cp'it)
boiadi.

Bundan

fi(p{t))<p'im =1 F;i<f,it))dt =Ficpit)) +C =

hisobga olinsa,
\fix)dx = \f{<pit))(p'it)dt.

(1.2) formula anigmas integralda o'zgancvchini almashtirish
formuiasi deb yuritiladi.

Ayrim hollarda t=(pixX) o‘miga qo'‘yish bajarishga to‘g‘ri keladi.
IJ holda \fi<pix)}pix)dx=\fit)dt boiadi. Demak, (1.2) formula
o‘ngdan chapga goilanishi ham mumkin.

1-misol. jxVx-3ife integralni toping,

Yechish. Vx-S =t almashtirish bajaramiz.
U holda x=f +3 dx =2tdt.



Shu sababli
jX4x- 3i&= +3) i «2tdt = 2] (?* +3tV)dt =

=2]iv? +"edt=2-y +6 ~ +C =1 -3 +2/(a-- 3V +C.

2-m/50/. f A—.r integralni toping.
A\ é g ping
Yechish. | +In;c-i" boisin.

Bundan

e\, %( = 2tdt.

Uholda (1.2) formulagako‘ra,
VI+Inx , rt-2tdt f t'di

xInx t -\ A\
AN N\
di=2+ I N e
| 2 /+1J
s il AN YAS
o+ €D camrinx e VIO Lo
| +Inx-1

=2VTThx +2InViTin” -1 - inlnj: +C.

J- misol. VI +cos* AdnZici&integralni toping.
Yechish. I +cos™x =/” deymiz.

Bundan
—2c,0sxsm.xdx = 2tdt yoki sin2x(£t = -2iin?.

U holda
I VI +cos”™x sin 2xdx = | t{-2t)dt =

3
=-2-—+C=--7(l +cos™X)’ +C.

Izoh. Ayrim hollarda integrallashning o‘zgaruvchini almashtirish
usuli takroran goMlaniladi, ya’'ni bunda bajarilgan o‘rniga go‘yishdan
so‘ng shunday integral hosil bo‘ladiki, bu integralni boshga o‘rniga
go‘yish orgali soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish mumkin

boMadi.

384



Eo ‘aklab integrallash usuli

Bo‘laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko‘paytmasining
differensiali formulasiga asoslanadi.

3-teorema. Ww{X) va Vv(X) fAimksiyalar qandaydir X oraliqda
aniglangan va differentsiallanuvchi boiib, u'(X)v(x) funksiya bu
oraligda boshlangich funksiyaga ega, ya’'ni fu'(x)v(x)dx integral
mavjud boisin. U holda X oraligda »(@)Vv'(jc) funksiya boshlang‘ich
funksiyaga ega va

"MV (X)dx = u(x)v(X) = Jv(xu' (x)dx (1.3)

boiadi.
Isboti. (U{X)v{X))'=u'(xX)v(X) +V'(X)u(x) tengiikdan

UGIV'(X) = (UGPV(X)Y = v)U'(X).

UXvV(X))' va UuXVv(x) funksiyalar X inter\falda boshlangich
funksiyaga ega boigani uchun v'(X)u(x) ham X intervalda boshlangich
funksiyaga ega boiadi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomonlarini
integrailasak, (1.3) formula kelib chigadi.

(1.3) fomiulaga anigmas integralni bo ‘laklab integrallash formulasi
deyiladi.

Ma’iumki,

v(X)dx =dv, u'(x)dx=du.
Demak, (i .3) foimulani
udv=uv-jvdu (1.9)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Boiaklab integrallash usulining mohiyati berilgan integralda
integral ostidagi f(x)dx ifodani udv ko‘paytma shaklida tasvirlash va
(1.4) formulani qoilagan holda berilgan \udv integralni oson
integrallanadigan jvdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Boiaklab integrallash orgali topiladigan integrallaming, asosan,
uchta gumhini ajratish rnumkin:
1) jP(X)arctgxdx, jP(X)arcctgxdx, jP)N\nxdx, jP(X)mcs\nxdx,

j-PCicjarccosXA (bu yerda P(x) - ko‘phad) ko‘rinishdagi 21-guruh
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integrallar. Bunda dv="P(x)dx deb, qolgan ko‘pa>tuvchiiar esa u bilan
belgilanadi;

2) "P{x)e“dx, JP(T:)siiiAXi& |P(x)cosAi& ko'‘rinishdagi 2-
guruh integrallar. Bunda u=F(x) deb, golgan ko‘pa>tuvchilar <> deb
olinadi;

3) je'Msinfaife, je*'cosfa(fe ko‘ririishdagi 3~guruh integrallar
bo‘laklab integrallash ormiilasini takroran qoiiash orqgali topiladi.

4- misol. | arctgxdx integralni toping.

u - arctgx, du=

Yechish. erctgxdx = XY = xarctgx- j ——— —dx -
N+ X
dv=dx v=Xx
1 AT N N
= xarctgx—ljrd (E)?(.)&: Xarctgx—— thi +X 2}+ C.
21 2
J- misoi. jxe'dx integralni toping.
Yechish.
u=x, du=dx
I xe'dx = =xe* —je'dx=xe' -e' +C =e'(x -1) +C.
dv=€e"dx, v-e

6- misol. /= fsinxeMdxintegralni toping.
Yechish.

. . w=e”', du=2eVdx
/ =1 sinxe’™ifc= . = —e’"cosx +2le" tesxdx =
dv-sinxdx, v=-C0OSX

u=e”*, du=2e"dx " .
) = cosx + 2(M'sinx - 2ie"~ sinxdx) =
dv =cosxdx, V=sinx

=e (2sinX- aXxBx)-4/.

Bundan
i :—5e’\'(2$inx - cosx) +C.
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Ko‘rsatilgan uchta gurah boiaklab integrallanadigan barcha

iiitegrallarni 0‘z ichiga olmaydi. Masalan, integra! yuqorida

X

keitirilgan  integrallar gumhlariga kirmaydi, lekin «ni boiaklab
integrallash usuli bilan topish mumkin:

u=x, du=dx
X< dx = Xtgx - 1tgxdx = xtgx - in lcos Xj+C
Cos x =— « Vv =1gXx ’
cos

7.1.5. Mashqglar

i. Berilgan integrallami anigmas integraining xossalari va integrallar jadvaiini
goikb toping;

Dl 2N e

3 Nx—Xe -X Y iy
6)j dx:

7)ie* I+ o s)il—;;igxx

9)ictg”xdx, 10) f oos"xd—x coe2id

e o—" —

2. Berilgan integrallami differensiai ostiga kiritish usuli bilan toping:

lgx

dx; 2) cosxsirixdx-;
dx;
.I U - 4)("— 4) x+ '5
5)|"e™ cosArtr, x~dx;
8 1_sin six dX,
in X ) _\}(
e"dx dx
9)1 7 A 10)

sia XN Ctg X



3. Berilgan integrallarai o'rniga qo‘yish usuli biian toping;

D

e* +1
3) \k6-xdx:
5) ix"Sc/dx;

7)J n
(arcsinxy VI-J

S—-4x-x"

U)ix(2x+7)' dx;

gy X

X"+2

ANV +4

) cos Ixdx
1-rSill. TCOSJc'

4;t-5
MM =
o)1 _ dx
V3-t"-2;v-i
dx
M Nt
14) bi2x dx
li)ax X

4. Integrallarni bo'laklab integrallash usuli bilan toping:

[yxarctgxdx,
3¥ehixax,
Sy"™S dx
FY>XN{x+Ndk
9) fsinInxax

11)

Cos X

5. Integrallarni toping;

jx VT ife;

3)|e*cos’ (e")ife;
IN_ _ AN
g

AN

7):I'(;c+i)(2x—3)’

388

2) Jarcsini«;*;
4)
6)jxsin2xdx,
exsmxax

10) Je"\sind;cdx.
Inarctgxax

m |+

2) sin3jcsin5;riir,

4) xdx

6
) X(-tirAY
dx

MNC(4—-.—in'X)’



mOOsNC m*xV2x-9

n)f«; 12)1nm*
¢ 1B

I3)jsm‘~~2&—; 14)jxtgVdt;

15) iy" In" X0 16)f .~

7.2. RATSIONAL FUNKSIYALARM
INTEGRALLASH

6.2 banddan bilaraizki, quyidagi ratsional kasrlarga sodda kasrlar
deyiladi;
| A
" X-a
A (k>2, keN):
(x-af
A{p" ~Ag<0);
X +px+q
iy L
v (,>2,ieiV, pr-arg<q),
{x +px+a}

buyerda A, M, N, a, p, q - haqiqgiy soniar.
I va 1l turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orgali topiladi;

—— = AN —= AIN\X-A\AC; (2.1)
X—~—a X-a

— A~-=4(x-a)-"i3f(x-a)= AN — +C=— N — ~ +C. (2.2)

Il turdagi sodda kasmi gqaraymiz.

Mx +N
XN +HpX +q
(O +px +(q)' =2x +pni ajratamiz va natijani integrallaymiz:

dx integralining suratida kasming maxrajidan olingan hosila

339



M . Mp
o fMeEN . f2 A(h=A +
I'Xpx +q X +px +q 2 9
r & M
_______ :_J +(n _ N
I 2 ,'X"+px+q 2 I 2y
yoki
f Mx+N ~ M Mp

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi
Jj =InIx" +px +g\
Ikkinchi integral maxrajida to‘liq kvadrat ajratam.iz va integralni

quyidagicha hisoblaymiz:

x+P

2 . 2X+p
i/ AN |, ... arcig—
msi4q-pt 4Aq-p”®

dx

N\ — j—

o '_lX +pX+q_
X+ P
v o a»

bunda Aqg-p~ >a, chunki £><0.

Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz;

i —ax=— O\ +px +a\+ Marctg +C. (2.3)
I +px+q /49~ -P
1-misol. | =f —¢iX integralni toping.
X +6x+\2(“' J ping
-(2x4-6) +11——*6 C LN i J
Yechish. / :1————"—————— -—adx=-f N4 —-———=
X'+6x +13 2"*x"6X +13 ¢ X"+6X +13
= =In]x* +yx+\3\-Al
Bu yerda

dx _fdx+3) 1 X+3
W= L r3) 4 T 32N Arctg-
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Bundan

—gx=~=Ini +6x+]3 1—2arct/g— — +C.
AXM6X +13 2 ' 2

IV iurdagi sodda kasming integraiini topamiz:

,  Mx+N AM, (2x+p)dx ~
O +px +qY 2 +px+qY

X +—
(2.4)

X +l  +q--
v o2,

Bu tengiikning o‘rig tomonidagi birinchi integral jadvaldagi
integralga keltirib, piladi:

r j I2x+P)dx
(X"+px +qY

= N ~ d(x® =
NP AT RS

ikkifichi integralga (»ni  bilan belgilaymiz) =t almashtirish

bajaramiz va O<g = 0* belgilash kiritamiz.
4

U hoida
X-"P
l. = —
(f+ary
X+- +g-"
n 1 thdt
" e+ an ®+ay '

Bu tenglikning o‘ng qismidagi birinchi integral / ga o‘xshash
bo‘iib, unda maxrajning darajasi s dan bir birlikka kichik. Shu
sababli, belgilashga ko‘ra, / bo‘ladi. Ikkinchi integralni boiaklab
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integrallaymiz;
F fdt 1r [eltdt
(t'+ay 27(f'-ha’y

-t I r dt

2is-(e+ary- 2(s-1)C"

Demak, /, integralni hisoblash uchun j darajani pasaytirish
formulasini hosil gilamiz;

- 1, t 1
l. +-

2aM(s-N)(f + 2d (-1’
Shunday qilib, (2.5) formula bo‘yicha /, integi‘alni topamiz, keyin
dagi barcha t ni x+" bilan ahnashtirib va /, /, integrallami (2.4)
tenglikka qo‘yib, 1V turdagt sodda kasr integialini topish uchun ifoda
hosil gilamiz.
(2.5) formula bo‘yicha f integralni topish indeksi bittaga kichik
boigan /*, integralni topishga, integralni topish esa o‘z navbatida

/_j integralni topishga Kkeltiriladi va bu jarayoa quyidagi* jadval
integralni topishgacha davom ettiriladi;

/,= r3E —= —larcugjt +C.
‘t a
Demak, (2.5) formula orqali  dan ga, so‘ngra o‘tiladi va

hokazo. Shu sababli bunday formulalar keltirish yoki reknrrent
{qaytuvchan) formulalar deyiladi.

2-misol. [—, — —ifc integralni topin
AXA +4x+8)’\ ® RING:

Vechith, T 2XHaH T  2X#4 . 1 &
-(X’\+4X +8)' (X"4X +8) "(X‘ +4x +8)"
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1 . d{x+2) _ 1 +F dt

XN +H4AX +8  N{x+iy+ Af X" +4x4-8 +a"
buyerda t=x+2, a=2

(2.5) integraldan foydalanib ayrirn hisoblashiardan so‘ng

t 1 t X+2 1 X+2
AN ————+— -arctg—= — -—————— 4— arctg——g—

2a\t’\+a’\) Id a 8(x +4x +8) 16

ekanligini topamiz.

Demak,
2x +5 .
% —H&=
(X +4x +sy
1 +2 1 +2 N
A XE — arctgz(———+C—~

8(x'+4x +8) 16 2

7,2.2. Ratsionai kasrlarni integrallash

6.2 baiiddan va yuqorida aytilganlardan kelib chigadiki,

= ratsionai kasr fiinksiyani integrallash quyidagi tartibda
amalga oshiriiadi:

1) berilgan ratsionai kasming to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanini
tekshirish; agar kasr noto‘g‘ri bo‘lsa, kasrdan butun gismini ajratish;

2) to‘g‘ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratish;

3) to‘g‘ri kasrni sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish;

4) hosil bo‘lgan ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integrallash.

3-misol. /= [ — dx integralni toping.
X -2X +2x

Yechish. R{x)= , — noto‘g‘ri kasr, chunki
X -2x +2x

m=A n=3 (m> n).
Bu kasming suratni maxrajga bo‘lish orgali kasrdan butun gismini
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ajratamiz:
jc +6 jc —2x"+2x
jct-2a:’ +2x" X+2
2 =2xN +6
2X' = 4 +4x

2N -4X +6
Bundan

RX)=Xx+2+=-~-A—
To'g‘ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
XN =2XN H2X =X -2X +2).

To'g‘ri kasmi sodda kasriarga yoyilmasi ko‘rinishida yozamiz:
2" -4x +6 N Mix+N
X{X"N-2X +2) x XN-2X+2

Yoj'ilmaning nomaium koeffitsiyentiarini topamiz:

2XN-4X +6= AX'- — 2x +2) +MX" +NX,

A+M =2,
X1 -2A+N = -4,
X°: 2A=6.
Bundan A=3, M =-|, N=2
Shunday qilib,

X X==2X+2

Ko‘phad va sodda kasrlar yig'indisini integrallaymiz:

/= fx+Dtfc+i— +F X2 = 4oxaginixi-
N x o AX'-2x-h2 v
~(2x-2) +1-2
S B dx:f+§x+31n X L™ ;—S—X—_—B——dx+
NoX-2X+2 2 T 2-"XN-2X +2

— +2x+3InIXI - 1—|a| - 2c+2 I+arcig(x —1) +C.
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7,2.3. Mashqlar
1 Integrallaj:iii toping:

R 2X+3 xdx
D (x-2)x+9 (x+D)(2x +iy
xdx 8xdx
3 () xr2)(x +3) ™M (x-H)x™ +6x+Sy
3x"2x-3 X -l
de 6) 4x\_xdl\
8/)%507(—5x—h4)
) dx
XONXHY
dx
D 1+X’
)3 )fg_jr_ag ?(:Q(ild’c 14) X dx
dx
ixX"+9y’
(¢ +2x+2r 18)f{x DO +y
dx & )
19 (X"+4x +5)(X +4x+13) O)[(X+I\"(ix’\+iy
213 ifc " 2x-1
(x"-2x +5)

3)1 A 24) | 3c—10x+H12"
& gy "N +H13AN-36

73. TMGONOMETRIK FUNKSIYALARNI
INTEGRALLASH

Trigonometrik fUnksiyalarni integrallash usuilaridan ayrimiari bilan
taiiishamiz. Fagat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar
(go‘shish, ayirish, ko‘paytirish va boiish) bajarilgan ifoda berilgan
boisin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalarni sinx va cosx
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funksiyalar orqaii ratsionai ravishda ifodalash va 72Sina-,cosx)
ko'rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. fj?(sin:i,cosx)ife ko‘rinisiiidagi iBtegrailar

R(sinx,cosx)dx ko‘rinishidagi integralni almashtirish

orgali hamma vagt t o‘zgaruvchili ratsionai funksiyaning integraliga
almashtirish, ya’ni ratsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Haqgigatan ham, ji?(sitix,cosjr)ife ifodadan

sin>; = cos X = —-——=" ~—r, X=arctgt, dx=-
1+i

tarzdagi o‘rniga qo‘yishlar yordamida t o‘zganivchiii

N2t 2dt

5 0 \‘i+|

ratsionai ftinksiya kelib chigadi.

. . dx . . .
1-misol. /=i— . integralni toping.
3sinjf: +2cosx +3

2dt
| +< 9 dt dt

3 -"N.2.iN +3
1+r

=1 -M +- AN = ANONE-H\NBXIN+HEN\AHC

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglaymiz: ~= ~
Demak,
g\ +l
=—i—(In]ii +1- In1i +5i) +C ==In "~ = In: +C.
a S 2A+5 2
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Universal trigonornetrik o‘rniga qo‘yish natijasida amalda
ko'pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil boiishi mumkin.
Bunday hollarda joiqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda
almashtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar i?(sinx, cosx) ifoda sinx ga nisbatan toq, ya’'ni

R(-sinX, cosx) = -/?(sinx, cosX)
boisa, Il holda cosx=/ o‘rniga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi;
b) agar A(sinx,cosx) ifoda cosx ga nisbatan tog, ya’ni
/2(sinX - cosx) = -A(sinx ., cosx)
boisa, u holda sinx=f o0‘miga qo‘yish orgali bu funksiya
ratsionallashtiriladi;
) agari?(smx,cosx) ifoda sinx va cosx larga nisbatan juft, ya’'ni
R(~sin X - cosx) = i?(sinx, cosx)
boisa, u holda tgx=i o‘miga qo‘yish bu ftinksiyani ratsionallashtiradi.
Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

sFer:—r—:—f r, cos X=m l l
NHgNX 1+ i+ighx | +f

X = arctgt, =

? 1+"

2-misol. | =f— ——— integralni toping.
! *'sif* x-4sinx +5
Yechish. Integral ostidagi funksiya cosx ga nisbatan toq
funksiya. Shu sababli sinx =i deb olamiz.
U holda

/= i—= = arctgit - 2) +C = arctg{s\nx - 2)\+C.

j — —=
UA-At+5 \t-2f+|

3-misol. 1~ i———d—x——inte ralni topin
' M-2sin X 9 ping.
Yechish. Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan juft
funksiya. Shu sababli tgx-t o‘miga qo‘yishdan foydalanamiz.
U holda

dt
t+\ N tgx+I N

= C.
t-1 ld tgx-1

i +f-
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7.3.2. Jsin"xcos”Xi¢i: ko‘rinishidagimtegrallar

jsin”jl.cos”jdfe ko‘rraishidagi integrallar m va. n butun sonlarga
bog‘lig holda quyidagicha topiiadi:

a) n>0 va toq bo‘lganida cosji=i o‘rniga go“\ish integralni
ratsionallashtiradi;
a) m>Q va toq bo‘lganida sin»: =i o‘miga qo‘yish orqaii integre

ratsionallashtiriladi;
c) m Ya n sonlar juft va nomanfiy bo'lganida

. 2 1-cos2a; 2 _ 1+cos2ic
s X————2———, eos X————2-——

formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m+n<Q hamda m va n juft bo‘lganida igx=t yoki ctgx=t
o‘miga go‘yishdan foydalaniiadi. Bunda m<0 va «<0 bo‘lsa, suratda

I =(sin"j: +cos™A)*, bu yerda k= almashtirishdan iborat usul

go‘llab, ratsional funksiyalami integrallashga keitiriladi;

e) m,n<Q va ulardan biri tog bo‘lganida sinjc va cosx lardan
gaysi birining darajasi togligiga garab, surat va maxrajni shu
ftinksiyaga qo‘shimcha ko‘paytirishda,n foydalaniiadi.

4-misol. jsin™xcos”xck integralni toping.

Yechish. sm”xcos™xdx {n>Q vatog, cosx=f) = jsin"xcos"xsinxi5fx =
=-J(-tyt'dt=- Nt +2]iVi-jiVi=-j +-y-y +C=

1 3 N
=— eos x+-zoos’ x—leos’ x+C.
3 5 7
5-misol. Isin" xcos™xdxintegralni toping.
Yechish. Jsin"xcos™xi/x (n,m>0 va n,m-juft)=\(sinxcosxYsn"*xdx =

'I-cos2x”
I 4 , 1 2
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1 sin4d™.  sin’ 2jc 1 sindjc  sin"2x
: hc X- ) +C.

1684 Y a8 "1 4
. dx . N
6-misol. 1= integralni toping.
sin’ xcos™ X
Yechish. Bunda k=-4, m=-2, n+m=-6<0, k= — -1=2.

Demak,
_ (sin’\X+CD§‘xy_Ck_ fsin" X+ 2sin” cos" X +cos™ X
sin X068 X sm xcos X

N N
= j —J= +2] +I —V—j Xox= igx - Ictgx — fctglxdictgx) =
=tgx- lctgx - +G-

7.3.3. JigXEC Kk~ ctg'xdx  ko‘rinlshidagi integrallar

Mg'xdx va \ogxdx (bu yerda «>0 butun son) ko‘rinishidagi
integrallar mos rasvishda tgx=t va ctgx=t o'miga go'yish orqali

topiladi.
Bunday integrallami o‘miga qo‘yishlardan foydaianraasdan,

bevosita

tg xX=— ctgx=—1—1
9 cos X 9 sm x

formulalar yordamida hisoblash ham mumkin.
7-misol [ig™iskintegralni hisoblang.

dt
|+t

Yechish. 1-usul. \tg»dx= tgx=t, dx=

tt _t* AL (d{l+) N\
Nt 4 2 2 I+t 4 2°2

=—ig’X - —fg"Xx——In!1AB*X|+C =iig “x—-—/g"x-In lcosx| +C.
4 2 2" 4= 2



f 1
2-usul. Jtg'xdx - 1tg™x mg™xdx = jtg"x dx-
o] g"X mg itg g

=jtg"x——q)3— itg™xdx= 1tg"xdQgx) —jtgx ox =
cos X

- Ztg"x - 1tgxd(tgx) - 1tgxdx = Ztg“x-Eig"x - Injcosx |+C.
7.3.4. jsinmxcosnxdx, jsmmxsmnxdx,jcosmxcosnxdx
kG'rinishidagi integraliar
Bu koiinishdagi integrallami hisoblashda
sin/nxcosnx = —(sin(/M +n)x +sin(w - n)x),

sinmxsinnx = (cos(/K - n)x - cos(m +«)X),

CQSINXCOSNX = ~“YcosiTM + N)X +cos(m — n)X)

trigonornetrik formulalardan foydalaniladi.

8-misol. Icos3xecosbxifc integralni toping.

Yechish.  cos3x=oosSxdic= | J(cos8x + c0S2X)i& =

ésﬂ& +Elsr°nl2\x_ +C = (sin8x+4sin2x) +C.
J

7.3.5. Mashqlar

1. Berilgan iniegraliarni toping:

: 2f "
5+ 4sinx 2sinx +sin.2x
)} : )} — :
¢ 3+ 5sinx + 3c0sx ]+ 2siNnX+3Cc0sx
r sinjci* f3oosy i £&
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I cos’ Xax ghrcosN+ AN,

s ;c-sin X
9)jsin’j:cos” jaiic; 10)_._".
sin cos x
i b 2 ek
2+3simy[-7cos’yc
13) sinx 14 2jccosbjiil)c;
I+ x - ) | cos2jccosbjiil)c;
15) |sin"jcoos3jr|'|’i;; 16) cosj:cos2j:cos3jdij .

74. IRBATSIONAL IFODALARNI
INTEGRALLASH

Irratsional ifodaiami 0'z ichga oigan ayrim integrallarni ko‘rib

chigamiz.
AN

3. m
A A
7.4.1. \Rx,(aX+b\' X +b dx ko‘rinfshidagi integrallar

ex+d) \ex+dj

; ca+b 1 {ax+b dx {R - ratsionai funksiya,
N\ox+d cx+dJ
i, ~2» butun sonlar) ko‘rinishdagi integrallar ax+h
cx+d
o‘rniga go‘yish }ordamida ratsionai Ainksiyaning integraliga
keitiriladi, bunda s=EKUK(["n",...).
Xususan, f/? dx integrallar ca+b=i’ o‘rniga

go‘yish yordamida, ji? jc,.x" X" ,.. pc integrallaresa x-f o‘rniga

go‘yish yordamida t o‘zgaruvchili ratsionai funksiyaga keitiriladi.

I-misol. /= +VI+X—d< integralni toping.
X

Yechish. Bu yerda A7c:W2,.3) 6 bo‘lgani uchun | ia=/" tarzda
bclgilash kirilamiz.



u holda

O+ x -t = dx = (>fdt.
Demak,
/=1 .unMdi=6 | -2f +e +\d=
=6 +C=— (37 -10im-9iN-15)+C =
= 15

=AM _(3(1 +:0" -10(1 +X) +9NJi +X +15)+ C.

7.4.2 1R(X,4ax™ +bx+c)dx ko‘rinisMdagi integraiiar

JR(x,4ax"+ bx+c)dx ko‘rinishidagi integrallar Eylerning uchta
o'rniga qo'yish usuli orqali ratsional funksiyalardan olingan
integrallarga keltiriladi;

a) «>0 boiganida vee c”~fa”c =tx4ax almashtirish orqgali integral
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi {Eylerning birinchi o0 'rniga
go Yishi);

b) 0O boiganida +bx+c =txx4c almashtirish yordamida
integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi {Eylerning ikkinchi
0 rniga qo ‘yishi)-, n

c)ax'+bx +c kvadrat uchhad a{x-x"{x-x" ko‘rinishda ko‘pay-
tuvchilarga ajralganida integral ostidagi funksiya Jax® +bx+c—~ i{x - X,)
almashtirish  bilan ratsionallashtiriladi {Eylerning uchinchi o rniga
go Yyishi).

2-misol 1=\ —--~ integralni toping.
i +4AXN +2x+2

Yechish. Bunda a>0. Shu sababli YX*+2x+2 =t-x ko‘rinishdagi
o‘miga qo‘yish bajaramiz.
U holda

XN H2X +2=f-2tx +xX», 2x+2ix=f —2.
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lhindan

- - +At+
e-2 = 100 +2x+2 = \arm © T2 ETATHA
2(1+0 2(1+0 2040 2(1+0

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:

J =1 2(1 +03f* +20 +2)MN f ' +2i +2
A(/* +4r +4)2(1 +0" m(1+0(2 +0'

Integral ostidagi to‘g‘ri kasmi sodda kasrlarga yoyamiz;

f-+2i+2 A B C
—“+———4m

(A+0(2 +0' 1+f 2+I (2+0
Koeffitsiyentlarni tengiashtirish usulini qoilaymiz; A=N\5=0, C=-2

Iilindan

/[=fr--2 -~ =In]l +0+— - +C.
14 wW(2+0 2+t

X o‘zgamvchiga gayiamiz:

/ = In1+X+alx N +2x+2 +C.
T2 +dx" +2X +2
3-misol. /=[- ;N integralni toping.
m/X—-3X +2

Yechish. x'-3x+2=(Xx-1)(x-2) bo‘lgani uchun
V(x-1)(x-2)=(x-1i
shaklda o‘miga qo‘yish bajaramiz.

U hoida

Bundan

e-2 2tdt I, fi--2 |

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:
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ai i-1 1-2i +2=
= +C=-). +
r-1 f+1 r-1

Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytamiz;

X—1 X-1
+
X=-2

x-1

y=-in C=-In13-2x+2Vx'-3x+2!4C.

Eyler o‘miga qo‘yishlari ayrim integrallarda  murakkab
hisoblasliiarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda imtegrallashriing
quyidagi usuilaridan foydalanilsa bo‘ladi.

LjR(x,—/ax™ +I)x+0)i)c ko‘rinishidagi integrallami hisoblashning
kvadrat uchhaddan to la kvadrat ajratish usuiida berilgan integrallar

o +bx +c kvadrat uchhaddan toia kvadrat ajratish yoii bilan ushbu
integrallardan biriga keltiriladi:

a) agar a>0 va é*-4ac<0 boisa, u holda +n”f)dt,

buyerda =a,
a1l 2a

b) agar a> 0va -4ac>0 boisa, u holda \R{t,4r*f —ni")dt,

buyeria 2 wP= ——=22C :X+3b :

Cc) agar a<0 va ¢{~-4ao00 boisa, u hoida

1 N
bu yeréla NZ:—a, 2_ ____ffgc' i=x-|-—b .
4a 2a
Hosil gilingan integrallar mos ravishda t=""tgz,t=——-, ?=—sinz
n nsmz n

o‘miga gqo‘yishlar orgaU J/?(sinz,cosz)i/z ko‘rinishga keltiriladi.

4-misol. \45 +4x-x"dx integralni toping.

Yechish. Kvadrat uchhaddan toia kvadrat ajratamiz, yangi t
o‘zgaravchi kiritamiz va trigonometrik o‘rniga qo‘yishdan foydalanib,
topamiz:

2=t

145 +4x - xdx = 1y]9-(x-2ydx=  © = =149-fdt=
dx=dt
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i =3sinz,
=1V9-9sm”z3cos zdz = J9cos"\zdz =
dt=coszdz

sin2z”
+—

:9J(1+00522)d22Ea z +C =—(z +sinz\/I-sin*z) +C =

z= arcs'ml :g +C =-arcsin- +-V9—-i* +C =
2 2 3 2

=—arcsin - +— (X-2)V5 +4x-x" +C,
2 3 2

2. . R \ax- +bx +c)dx ko‘rinishidagi ayrim integrallami

hisobiashning boshga usullarini keltiramiz.

a)j—7=P:(Z(2d:X:r ko‘rinishidagi integrallar, buyerda P,{X)~ n- darajali
Avax +px +c
ko‘phad:
1) «=0 da . ——— ko'rinishda boiadi; bu integral a>0

mja -Hx+c
boiganda jadvaldagi 14- integraiga, a<O boiganda jadvaldagi 13-

iniegralga keitiriladi;

2) «=1da ko‘rinishda boiadi; bu integral suratda
—Ja* +bx +c

kvadrat uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi
1-integralga va ikkinchisi 1) banddagi integralga keitiriladi;

3) «>2 boiganda berilgan integraldan keltirish formulalari
yordamida

3 {x)4"+bx +C+M\
mh +hx +C siax +ox +c
ko‘rinishdagi ifoda hosil qilinadi, buyerda koeffitsiyentlari
nomaium bo‘lgan «-1-darajah ko‘phad, M - gandaydir o‘zgarmas son.
Bunda ko‘phadning nomaium koeffitsiyentlari va Msoni oxirgi
tenglikni differensiallash haiiida x ning chap va o‘rig tomondagi bir xil
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tengiashtirish orqali topiladi.

b)i-———— N — ko‘rinishdagiintegral ax+@3 =-
AUca +i3h'ax"+bx +c t
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almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keitiriladi;

c)f-—————- f-——— = (nsZ,n>1) ko‘rinishdagi mtegralcDc +/8= -
(ax +py X +bx+c t

o‘miga qo‘yish orqali 3) banddagi integralga keitiriladi.

J- misol. j———— . integralni toping.

Yechish. x - 2 1 deymiz. U holda dx= A +5=—+1
r
Bundan
dt
f ck 1 f _ ) tdt
IX-iyrxM-AXN~ iTT A7 afFTT!

Demak, b) banddagi integral hosil qgilindi. Bunda n=2 boigani
uchun

| =(At+B)4F+1+M f

Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

Vi'+i Vi'+i  vW+i
yoki
" =A( +t") +(At+B)t +M .

t ning bir xil darajalari oididagi koeffitsiyentlarni tengiab, topamiz:

A=~ 6=0 M =--.
2 2

U holda
. A
[_tlyt: :E}X—_P___i E\_ _dt _:t_liji\__il|n| +\/r|/\| 2 +C.
2 2NVIT 7 2 2
Dastlabki o‘zgaruvchiga qaytamiz:
r ec W A D MAN s aras

+C.

N2y AX+5 22y "2 x-2
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7.4.3. "x"ia +bx")“dx binominal differensialni integrallash

AxM{a +bx"y dx ko‘rinishidagi integral binominal differensial
integrali deyiladi. Bunda integra! ostidagi ifoda x"{a-+bx‘y
binominal differensial deyiladi, bu yerda m, n, p - ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional
funksiyalarni integraliashga keltiriladi;

a) p butun son boMganida integral x=t‘ (bu yerda s=EKUK(m,n))
o‘rniga qo‘yish orgali ratsionallashtiriladi;

b) 0 butun son boiganida integral a-+bx'=t"(h\l yerda s-p

sonning maxraji) o‘rniga qo'yish yordamida ratsionallashtiriladi;

c) +p butun son boiganida integralda a-+hx"=t’x" (bu
n

yerda s—-p sormingmaxraji) almashtirish bajariladi.
Agar yuqorida keltiriigan shartlar bajarilmasa binominal differensial
elementar funksiyalar orqgali ifodalanmaydi, ya’ni integrallanmaydi.
Masalan, j41+x"dx integralning integral osti funksiyasi binominal
[ L1 _ A ) - { m+i_ 1 m+l _ 5
difierensidl: /«=0, «=3 p =3 Bunda p ST Ty T P
sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral elementar

funksiyalar orqali ifodalanmaydi.

6-misol | = I— integralni toping.
AVI+X*
Yechich. Shartgako‘ra,
1 m-+\ —3+11
m=—3,K=4 p=—_, + P = = -
A 2 n ~ 4 2

¢) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz;

1 IN+X
l+x'=iv, X=(/rr-1), dX=— f{t"~\N) \  ———
U holda
| 1 1, 1/ |, 5
=X~ HXx*) Mdx=-2(th *dt =
AN
mfi-H +C
2- 2- 2 2N



7.4.4. Elemeratar funksiyalarda ifodalaamaydigan integrallar

Biz integrallashning elementar funksiyalarning keng sinfini gamrab
oigan muhim usullarini ko‘rib chiqgdik. Bu usullar ko‘pchiiik hollarda
anigmas integralni topish, ya’ni boshlang‘ich funksiyalami aniglash
imkonini beradi,

Ma’lumki, har ganday uzluksiz funksiya boshlang‘ich funksiyaga
ega boiadi. Agar biror /(x) elementar funksiyaning boshlangich
funksiyasi ham elementar funksiya boisa, u holda Jf{x)dx integral
elementarfimksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda Kkeltirilishicha, \dx-co&xdx integral elementar
funksiyalarda ifodalanmaydi, chunki hosilasi Sc-cosx ga teng boigan
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbigda muhim ahamiyatga

ega boigan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga
misollar keltiramiz;

ieNdx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
[I__ integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
nx
iZQSxdx, Jsinx"ifc-Frenel integrallari (fizika);

I"’)‘(d X, x - integralli sinus va kosiaus;

J—dx - integralli ko‘rsatkichli funksiya.

Elementar funksiyalarda ifbdanTanmasa-da,
e , cosx% sinxK\ , — funksiyalaming boshlangich
In X X X X
funksiyalari yetarlicha o‘rganilgan, X argumentning turli

giymatlarida ulaming giymatlari uchun mufassal jadvallar tuzilgan.

7.4.5. Mashqglar

1 Berilgan integrallarni toping;

408



X+H I'x+r ° dx

oy 6
5)"\/2jc-:L-|J\(2x—1)' ) Jt- Uu- 1-x¢
dx
81
& -3.1+2 XN +2X +5
dx
—rhN="-r 10
g)V! jcll,x+1’ ) XM=2X-X""
ax
13 |
4+ VI-2x-x" NN +vV +2X+2
Y P5+4x-Xc&; 14)|¥x'-4A;
& &
{x-\)4" +bx-1 m(x-)Vx'-2x
17) xdx 18)f (27 +3)¢x .
4b-1x-xN n/ex-x -8
20)}-~
21)jx'V(I +x)"ifc; 22) Vi A;
i
AN
23)|- * - 24 A
| ) XM

75. ANIQ INTEGIIAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga
olib keluvchi rnasalalar

Anigq integral tabiat va texnikaning bir gancha masalalarini
yechishda, xususan, har xil geometrik va fizik kattaliklarai hisoblashda
keng qo‘llaniladi.

£gri chizigli trapetsiyaningyuzasi hagidagi masalasi

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi
kiritiigan va [@f] kesmada uzluksiz va manfiy bo‘lmagan y=f{x)
liinksiya aniglangan bo‘lsin.
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Yuqoridan y =f{x) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘qi bilan,
yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
figuraga egri chiziqli trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu figura —-aABb).

0ABb egri chizigli trapetsiyaning S yuzasigata’'rifberamiz.

[\l kesmani n ta kichik kesmaiarga bo‘lamiz: bo‘linish
nugtalarining abssissalarini a=x,<x"<...< X, <X.<..< <x,=b bilan
belgilaymiz. {x}={x,,X,,...,xj bo‘linish  nuqtalari  to'plamini [a;¢]
kesmaning bo‘linishi deymiz. x, boiinish nugtalari orgali Oy o‘qga
parallel x=x to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglar aABb
trapetsiyaning asoslari [X, "X bo‘lgan n ta boiakka bo‘ladi. a4Bb
trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining yig‘indisiga teng
boiadi. n yetarlicha katta va barcha [x_;Xx] kesmalar kichik
boiganida har bir n ta tasmaning yuzasini hisoblash oson boigan mos
to‘g‘ri to‘trburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin boiadi. Har
bir [x_,;x] kesmada biror = nugtani tanlaymiz, f{x) funksiyaning bu
nuqgtadagi giymati /(”.) ni hisoblajmiiz va uni to‘g‘ri to‘rtburchakning
baiandligi deb gabul giiamiz. kesma kichik boiganida f{x)
uzluksiz fiinksiya bu kesmada kichik o‘zgarishga ega boiadi. Shu
sababli bu kesmalarda funksiyani va tagriban /(*,) ga teng deyish
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi ga teng boiganidan
aABb egri chizigli trapetsiyaning 5 gayuzasi tagriban teng boiadi;

(5.1)

(5.1) taqgribiy gijmat
d = maxAx. (i=14) kattalik gancha

kichik boisa, shuncha aniq
boiadi. d kattalikka  {¢
boiinishning diametri deyiladi.
Bundas wdal O
Shunday qilib, egri chizigli
trapetsiyaning S yuzasi deb,
to‘g‘ri to‘rtburchakiar
yuzasining boiinish diametri O
nolga intilgandagi limitiga
2-shakl.
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aytiladi, ya’ni

N % »= %ﬁ— . (5—2)

Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzasini hisoblash
masalasi (5.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib 0 tUganyo4masalasi

Agar moddiy nugtaning harakat qonuni s=f(t) (bunda t- vaqt,
,v-bosib o‘tilgan yo*l) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, f{t) funksiyaning
f’(t) hosilasi moddiy nugtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi v(t) ga
(eng, ya'ni v(0=/'(0 bo‘iadi. Fizikada quyidagi masaiani yechishga
(o‘g‘ri keladi. Moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab v tezlik bilan harakat
gilayotgan va v tezlik t vaqgtning uzluksiz funksiyasi bo‘lsin deymiz.
Moddiy nuqta vaqtning /=a dan t=b gacha boigan biror [ab]
oraligida bosib o‘tgan yoi s ni topamiz. [&/7] kesmani
a=th<t<..<t"<(<..< <t,=b nuqtalar bilan vaqtning n ta
yetarlicha kichik oraliglariga boiamiz. Vaqtning Kichik
oraligida v(i) tezlik «deyarli» o‘zgarraaydi. Uni bu vaqt oraligida
0‘zgannas va tagriban v(®)) (*, e[i,_.;ij) gateng deyish mumkin. Bunda
harakat kesmada tekis boiadi. U holda bosib oiilgan yoi
bu vaqt oraligida v(®)(i, -t.,) ga, [ab] vaqt oraligida :c'l,:\((’\,)At
(O/=/ -I.J ga teng boiadi. Bu taqribiy giymat i/=maxAi, (r=1u)
kattalik gancha kichik boisa, shuncha aniq boiadi.

Shunday qilib, s bosib o'tilganyo‘l deb, yigindining ti-j—Odagi
limitiga aytiladi, ya’'ni

s= I(!_rBS = I(,!'_%(;Y((" )AL (5.3)

Demak, bosib oiilgan yoini hisoblash masalasi (5.3)
ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masaiada biror ko‘rinishdagi yigindining limitini
topishga olib  keluvchi bir xil usul qoilanildi. Tabiat va
(cxnikanitig bir qancha masalalari yugoridagi kabi yigindining
limitini topishga keltiriladi.
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7.5.2. Integral yig‘indi va aniq integral

y~fix) funksiya [a\9] kesmada aniglangan bo‘lIsin.

[AON\ kesmani ixtiyoriy ravishda
a= <jg<...< <K <..<l,, <x"=b

nugtalar bilan n ta gismga bo‘lamiz, bunda {x} ga [26] kesmaning
bo linishi, d = r@ﬁ(jc, - {i="\n) kattalikka bo ‘linish diametri deymiz.
Har bir kesmada ixtiyoriy nugtani tanlaymiz. Bunday
nuqgtalami belgilangan nuqtalar deb ataymiz. Funksiyaning /(*,)
giymatini mos Ax =X, uzunlikka ko'paytirib, bu ko‘paytmalardan

=, (5.4)

yig‘indini tuzamiz. (5.4) vyig‘indiga f{x) funksiya uchun [a¢]
kesmaning {x} boiinishidagi Riman integral yig'indisi deyuadi.
yig‘indining d  Odagi limiti tushunchasini kiritamiz.

1-ta’rif. Agar V s>Q son uchun shunday 8>Q son topiisa va
|/-WI<ET tengsizlik [ab] kesmaning diametri d<5 bo‘lgan istalgan
{x} bo‘linishida belgilangan nugtalarning tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmagan holda bajarilsa, | soniga Riman integral yigMndisining
limiti deyiladi vau / =ijmw,, deb yoziiadi.

2-ta’rif. Agar (5.4) Riman integral yig‘indisi d~O&a. chekii limitga
ega bo‘lsa, u holda bu limitga [@\g] kesmada /(x) fiinksiyadan elingan
aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va h\f{x)dx kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,

\fpodx=VmY H{Qhx. (5.5)

bu yerda /(x)- integral ostidagi funksiya, x- integrallash o‘zgaruvchisi,
a, b- integralning quyi va yuqori chegarasi, [ajé]-integrallash sohasi
(kesmasi) deyiladi.
b
[ab] kesmada \f{X)dx anig integral mavjud boMsa, j =/(x)
a
funksiya  shu kesmada integrallanuvchi (Riman bo‘yicha
integrallanuvchi) deyiladi.
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Izoh. Oliy matematika kursida boshqga aniq integrallar garalmagani
sababli bundan keyin «Riman integrali» va «Riman bo'‘yicha
integralianuvchi» iboralarini mos ravishda «integral»  va
«infegrailanuvchi» deb ishlatamiz.

Keltiriigan ta’'riflarda a<b bo‘lsin deb faraz qilindi. Aniq integral
tushuiichasini a=¢é va a>6 boigan hollar uchun umumlashtiramiz.

a>b boiganida2-ta’rifgako‘ra,

1H{x)dx = -]fix)dx. (5.6)
2-ta’rifga ko‘ra, a=b boiganida ((5.5) ga garang).
1H{x)dx =0. (5.7)

(5.4) integral yigindi berilgan funksiyaning argumenti ganday harf
bilan belgilanishiga bogUqg boimagani sababli, uning limiti va
shuningdek, aniq integral integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga
bogiiq bo‘bnaydi:

f{x)dx = \ {{t)dt"if(z)dz.

1-misol. integralni aniq integralning ta’rifidan foydalanib
0

hisobiang.
Yechish. [01] kesmada y=Xx" funksiya uzluksiz.
[G1] kesmani O= <X< ...< kx™k..<X*<x,=\ nuqgtalar bilan

uzunliklari Ax, =-(¢,=1h) boigan n ta boiakka boiamiz. Bunda
n
d = maxAx. Demak, d->Q da n->o0.

nuqta sifatida gismiy kesmalaming oxirlarini olamiz:

n
Tegishli integral yigindini tuzamiz:
= E:{(C)A*:_ = i:lﬂ' 1 =n +N—+ =

_n{n+1D2«+!)_(« +I)(2n +1)
“ ~ em -



Bundan

hmw, =limw,, =Itm=---=-—-==
a-*u

n-*x>

Demak, ta’rifga ko‘ra,

ixMdx =1
0 3

End) nugta sifatida gismiy kesmalaming boshlarini olamiz:
i—1

—
n

Bundan

=z A =(iizJX~d)

1-3 ' ' i-1 «m n 6 n 6n
yoki

y («=-1)(2«=-1) 1

Xdx= N1 WA 2

Demak, berilgan integralning giymati [0]] kesmani boiish usuliga

va bu kesmada nugtani tanlash usuliga bogiiqg emas va \xdx-
0 3

Aniq integral mavjud boiishi haqgidagi teoremani isbotsiz
keltiramiz.
1-teorema. (Koshi teoremasi). Agar y=f{x) funkSya [&0]
h

kesmada uzluksiz boisa, u holda M{x)dx aniqg integral mavjud boiadi.
a

Funksiyaning uzluksiz boiishi uning integrallanuvchi boiishining
yetarli sharti boiadi. Boshgacha aytganda, [@\b] kesmada uzilishga ega
boigan, ammo bu kesmada integrallanuvchi fiinksiyalai' mavjud boiishi
ham mumkin.

2-teorema. [a€] kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish
nugtalariga ega boigan funksiya bu kesmada integrallanuvchi boiadi.

7.5.3. Aniq integralning geometrik va mexanik ma’noSari

Egri chizigli trapetsiyaning yuzasi masalasiga gaytamiz.
(5.2) tenglikning o‘ng tomoni integral yigindidan iborat. U holda
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('S5) formuladan aniq integralning geometrik ma’nosi kelib chigadi:
iigar /(x) funksiya [ab\ kesmada integrallanuvchi va manfiy
bolmasa, u holda [a-h] kesmada f{x) fiinksiyadan olingan aniq integi'al
y=f{x), j =0, x=a va x=b chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasiga teng.

%
2- misol. X"dx integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib

hisoblang.
Yechish. Bunda x ning -3 dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi

y=79-x~ bo'lgan chizig x*+j* =9 aylananing Ox o‘gidan yuqorida
joylashganbo‘lagidan iborat bo‘ladi, Shu sababli x=-3, x=3 y=0 va
y=7J9-x* chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya
XN +y”~=9 doiraning yarmidan tashkil topadi.

Uning yuzi S=~ gateng.

Demak,

-3 A

Endi bosib o‘tilgan yo‘l masalasiga o‘tamiz. (5.3) tengiikning o‘ng
tomoni integral yig‘indidan iborat bo‘lgani uchun (5.5) formuladan
ushbu xulosaga kelamiz: agar V(i) funksiya kesmada
integrallanuvchi va manfiy bo‘lmasa, u holda v(t) tezlikdan [aft] vaqt
oralig‘ida olingan aniq integral moddiy nuqtaning t=a dan i=ggacha
vagt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘liga teng. Bujum h aniq integralning
mexanik ma nosini anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossalari

r. Agar integral ostidagi funksiya birga teng bo‘lsa, u holda
b
\dx-b—a
bo‘ladi.

Isboti Aniq integralning ta’rifiga ko‘ra,

Idx= -AX. ~ “ Vi) - ~d)--b~a.



2°. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini aniqg integral belgisidan tashqgariga
chigarish mumkin, ya’ni

A h
kf(X)dlc = kjf (x)dx, k=const.

Isboti. JA/Wife =ljmeA(i, )Ax,. =k Y Atm ,)i* =K\fix)dx.

3. Chekli sondagi ftmksiyalar algebraik yig‘indisining aniq
integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig‘indisiga

teng, ya’'ni
J(/ (x) =pf)ax ={x)dx +J(P(x)dx.

Isboti.  \(Hx) £pp))ax=lim ¢ (/(*,) HEOIAK" =

= + = if(x)dx xj(p(x)dx.

4° Agar [it6] kesma bir necha gismga bo‘lingan boisa, u holda
[&;6] kesma bo‘yicha olingan aniq integral har bir gism bo‘yicha olingan
aniq integrallar yigindisiga teng boiadi.

Masalan,

FO)dX = ]F{X)dx +\f{x)dx, ce[a;¢].

Isboti. a<c<b boisin deyiik. Integral yigindi [a;] kesmani
boiish usuliga bogiig emas. Shu sababli o ni [a¢] kesmani boiish
nugtasi qilib olamiz. Masalan, agar c=x" deb olsak, u holda  ni ikKi
yigindiga ajratish mumkin:

=E/ii,)AX,. M e

i=l
Bunda 4 Oda limitga o'tamiz:
Jf(x)dx = I f(x)dx +If(x)dx

a, b, ¢ nugtalarning boshgacha joylashishida ham xossa shu kabi

isbotlanadi.



Masalan, a<b<c boisa, J/ {X)dx=[/(X)dx +j f{x)dx boMadi.

Bundan
N/(X)dx = Jf(x)dx - jf(x)dx

yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko‘ra, ((5-")
ga garang)
JF{x)dx M f{x)*c +]f{x)dx.

5°. Agar [@\] kesmada funksiya 0‘z ishorasini o‘zgartirmasa,
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil
boiadi, ya’ni;
[a:h] da /(x)>0 boiganda, \f(x)dx>{i boiadi;
h
[2:6] da /(jc)<Oboiganda, J/(x)iic<O boiadi.
Isboti. f(x)>0 funksiya uchun integral yigindi w,>0 boiadi’

chunki /{",,))>0 va Ax >0. Bundan j/(x)ch>0. Shu kabi A&>"»

/ (X) <0 ekanidan w, <0 va |/ (X)cbc<O kelib chigadi.
a
6°. Agar [a;6] kesmada /(x) >”(X) boisa, u holda

b\f{x)ck>j2p(x)dx

boiadi.
Isboti. f(x)>(p(x) dan f(x)-<p{x)>0 boiadi. U holda 5-xossaga

A h b
ko‘ra \{f{X)-(p{Xx))dx>aydk\. 3-xossagako‘ra, j/(X)i& -] 9)(X)iEc>0.
Bundan

N\ mdx>]M{x)dx.

T .Agar m va M sonlar /(x) funksiyaning {ab\ kesmadagi eng
kichik va eng katta giymatlari boisa, u holda

m{b - a)<ff(x)dx<M(b - a)

boiadi.



Isboti. Shartga ko‘ra, m<f{x)<M . U holda 6-xossaga ko‘ra,

b b b
mdx < J / {3)dx < | Mdx .

Bunda
b b b b
I mdx=m{dx = m(b —d), N\Mdx= MN\dx=M{b~d).
U holda
m(b ~d)<\f(xyt<M(b-a).

Bu xossa aniq integralni baholash haqidagi teorema deb y-uritiladi.
8. Agar f{x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo‘isa, u holda
shunday ce[a¢] nugta topiladiki,

ff(x)dx = f{c){b ~4) (5.8)
boiadi.
Isboti. 7-xossaga ko‘ra,

m{b - a) < /f(.x)dx <M (b-d).

Bundan
if(x)dx
m<-----—- <M
h-a
N\f{X)dx
“B““:A deyiTiiz. U holda w</i<M boigani uchun Bolsano-
-a
Koshining ikkinchi teoremasiga ko‘ra, biror c&a\b] nugta uchun
f{c) =n boiadi.
Shu sababli
J{x)dx
h-a
yoki

1/(x)ife = /(c)(6-a).
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8-x0ssa 0 rta giymat haqidagi teorema deb ataladi.

(5.8) foiinulaga o rta giyrnatformulasi, f{c) ga f{x) funksiyaning
|¢)H] kesmadagi o rtacha giymati 4Qjaaai.

0 ‘rta giyniat hagidagi teorﬁema quyidagi geometrik talginga ega:
ligar f(x)>0 bo‘lsa, u holda jf(x)dx integrahiing qiyinati balandligi

a

f(c) gava asosi {b- a)ga teng bo‘!gan to‘g‘ri to‘rtburchak{iirig yuzasiga
Iciig boiadi.

Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. [a;b] kesmada aniglangan f(x) funksiya uch?in
NN <N\FX)\dx
boiadi.
2-natiJa. Agar [a;A] kesmada |/(X)j <Abolsa, u holda
1f(x)dx <k -a), (k=const.)

boiadi.

3-misol y=2x+2 fiinksiyaning [-1,Z] kesmadagi o‘rtacha giymatini
toping.
Yechish. 0 ‘rta qiymat haqgidagi teoremadan topamiz:

/m, =T Afix)itc.
- '5~aclx)|

Aniq integralning geometrik ma’nosiga y=2+2
ko‘ra, 2\{2(+2)dx integralning  giymati
3—shak|dajlkeitirilgan uchburchakning yuzasiga E
teng, ya’ni

5=—(2+l)-6=09.
Bundan

=3, -7~ 0

r
6.1 3-shakl.
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7.504. Mashqlar

1. liitegrallarni aniq integralning geometrik ma’nosiga tayanib hisoblang;

)| cosjai ;

9

2. Integrallami tagqoslang:

0/,-fcosxdx, /. =

0 0
3)/7= JVI-;c’ £fe,
-2 2

3. Integrallami baholang:

' 3-2cx)s;c

3)/j =jyfi+xdx;

4. Funksiyalaming berilgan kesmalardagi o‘rtacha giymatini toping:

D>=V 4", [27]
3)y =3x+2, [13};

= f(I-;c)ifa;

2)|(3+x)dx;

4)5/W*, / « .

2)/, = [i=— jx~dx.
- -1
4)/,= |jccos:iic, = ~xsinxdx.

X X
2 ~T

2)I=jyll+3x1dx;
1

2;"=1"1, hm
4) y =xe\ [0,

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

[-x,agar -2<x<0.

y=f(x) funksiya [a;¢] kesmada anigiangan va uzluksiz boMsin.
U holda u ixtiyoriy [aX] (a<x<b) kesmada integrallanuvchi

ya'ni istalgan xe[a;b] uchun

F{x)=1f(t)dt

integral mavjud boiadi.

420

boiadi,

(6.1)



Agar ixtiyoriy t&[a—,b]éa f(t)>0 bolsa, u holda F(X):|f(t)dt

idlegral asosi [a;X] kesmadan iborat boigan egri chizigli trapetsiyaning
o‘zgaravchi yuzasi S(x) ni ifodalaydi
(4-shakl).

[2,A] kesmada (6.1) tenglik bilan
aniglangan F(x) funksiyaga yuqori
chegarasi o'zgaruvchi aniq integral
deyiladi.

F(x) fljnksiya [asb] kesmada
uzluksiz va differensiallanuvchi
boiadi. Shuningdek, bunda F{x) 0
lunksiya uc.hu.n qyyi(.iagi fundamental A-shakl.
teorema o‘rinli boiadi.

1-ieorema (Nyuton-Leybnis teoremasi). [a;6] kesmada uzluksiz
f(x) funksiyaning yuqori chegarasi o‘zgaravchi integrali F(x) dan
yuqori chegara bo‘yicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi
funksiyaning yuqori chegaradagi giymatiga teng boiadi, ya’ni

Six)

JmdeN - =fN xsfa-b]. 6.2)
Y,

Isboti. x&@\b\ va x +Axe[a;;] boisin.
U holda aniq integralning 4-xossasini qoilab, topamiz:

Bundan (6.1) tenglik va o‘rta giymat hagidagi teoremaga ko‘ra,

XX

Al’=F(X +AX)- F(x) = j f(t)dt =f(c)Ax, bu yerda ce[x,x +A;]
F(x) funksiyaning hosilasini aniglaymiz:

F'(x) = "m_A" = =lim/(c).

y A0 A0
Ax 0da X+Ax Xvac X chunki ce[xx+AX].
Uholda /(x) lijnksiyaninguzluksizligidan

F'(x) =Um/(c) =/(x)

boiadi.



Nyuton-Leybnis teoremasi matematik analizning asosiy
teoremalaridan biri hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq
integral tushunchaiari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [gi4] kesmada uzluksiz har ganday /(x) funksiya
shu kesmada boshlangich funksiyaga ega boiadi va uning
boshlangich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F{x)
integral boiadi degan xulosa kelib chigadi.

f(x) funksiyaning boshga bir boshlangich funksiyasi F(x)
funksiyadan o‘zgarmas C songa farg gilgani uchun anigmas va
aniq integrallar orasidagi ushbu boglanish kelib chigadi:

j {x)dx =1 f(t)dt +C, Xe [a;b]. (6.3)

7.6.2. Nyuton-Leybiiis formuiasi

Anig integralni integral yiglndining limiti sifatida hisoblash,
hatto, oddiy funksiyalar uchun ham ancha  qiyinchiiiklar
tug‘diradi. Shu sababli aniq integralni hisobiashning (6.3) formulaga
asoslangan, amaliy jihatdan qulay boigan hamda keng gollaniladigan
usuli bilan tanishamiz.

2~teorema  {integral hisobning asosiy teoremasi). Agar
F{x) fiinksiya [@\J kesmada uzluksiz boigan /(x) funksiyaning
boshlangich funksiyasi bolsa, u holda

N\f{X)dx = F{b)-F{a). (6.4)

a
Isboti. F{x) fiinksiya f(x) funksiyaning  boshlangich
funksiyalaridan biri boisin. U holda 1-teoremaga asosan, x\f{t)dt

funksiya ham  f{x) funksiyaning [ab] kesmadagi boshlangich

funksiyasi boiadi.
Boshlangich funksiyalar o‘zgannas C songa farq gilganidan

if{t)dt = F{x) +C.

Bu tenglikka x=a ni qo‘yamiz va chegaralari teng boigan aniq
integrahiing xossasini qoilaymiz;

1f{t)dt=F{a) +C =0.
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Bundan C=-F{a).
U holda istalgan jce[a;6] uchun
'H{O)di--"F{x)-F{a)
boiadi.
Oxirgi tenglUvda x=b deymiz va t o‘zgaruvchini x bilan

almashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chigadi.
(6.4) formulaga Nyuton-Leybnisformulasi deyiladi.

F{b) - F(&) ayirmani shaitli ravishda /\f)|° deb yozish kelishiigan.

Bu kelishuv natijasida Nuyion-Leybnis formulasi
J(X)i&=F(4 (6.5)
a

koinishda ifodalanadi.

1-misol. f--p= integralni hisoblang.

oM+
Yechish. — —Inl' ++x* =In3+VIO -In1=InI3+ 0
VI ' » '
2-misol. —— — integralni hisoblang.
IX —2x“T10
Yechish.
i dx i dx 1 N

X-—ir )
———— = ——— ' ———-=-~arctg——— =-(arctgi- arctg0) =— .
X' —2j+10 1(jc-lf+3 3093 3]( gi-arctg0) =75

7.6.3. Aniq integralda o'zgaruvchini almashtirish

3-teoreraa. y=f{x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz boisin.
Agar: 1) x=(pft) funksiya [a;;0] kesmada differensiallanuvchi va (p{t)
funksiya [a;/3] kesmada uzluksiz; 2) x=¢j(0 funksiyaning giymatlar
sohasi [a;€] kesmadan iborat; 3)g>{a)=a va @(8=i boisa, u holda

\fix)dx =\fm )W {t)d t (6.6)
boiadi.
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Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra,

\f(x)dx = F{h)-F{a),

bu yerda F{x) funksiya f(x) funksiyaning N\ kesmadagi bosh'!ang‘ich
funksiyalaridan biri. 0(t) =F(~(t)) murakkab funksiyani garaymiz.
Murakkab funksiyani differensiallash goidasiga asosan,

<&(i) = Fip®)>\D) = f((p (tW (V).

Demak, <D()funksiya [@\P] kesmada f{<p{t))g>{t) uzluksiz funksiya

uchun boshlaiig‘ich funksiya boiadi. Nyuton-Leybnis formulasi bilan
topamiz:

i =0(ys) - =Hcp{3)) - H<pfa) =
=F(b)-F(a) = i/(x)dx.

(6.6) formula aniq integralda o zgaruvchini almashtirish formulasi
deb yuritiadi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq integralda
o ‘miga qo 'yish usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integrabi (6.6) formula bilan hisoblashda dasilabki eski
o‘zgaruvchiga qaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi o‘miga
go‘yishga mos tarzda o‘zgaradi.

s *
3-misol. j(\)/mfeintegralni hisobiang.

Yechish.x=2smt, 0<t<” belgilash kiritamiz. Bu o‘zgaruvchini

almashtirish  3-teoremaning barcha  shartlarini ganoatlantiradi:
birinchidan, f(x) =~A-x" funksiya [03] kesmada uzluksiz,

ikkiiichidan, x=2sini funksiya kesmada differensiallanuvchi va

X =2cosf bu kesmada uzluksiz, uchinchidan t o‘zgaruvchi O dan

N gacha o‘zgarganda x = 2sini funksiya O dan ~3gacha o‘sadi va bunda

(©E@Q=0Ova 92 =V3.Bunda dx=2costdt.
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(6.6) fomiuiadan topamiz:

9 3 ,
y/4-x"dx = 4 jcos' tdt = 2| (L +cos2t)dt = 2 it-o-?lsinZi

4-misol. jx-Ji+x~dx integralni hisoblang.

Yechish. <=VT+" o‘rniga qo‘yish bajaramiz.

U holda

X= -1, dx=~j"=, jc=0dai=I, x= aa t=-j2.
Vi'-1
[LV2] kesmada Nt* -1 funksiya monoton o‘sadi, demak o‘miga
go‘yish to‘g‘ri bajarilgan.
Bundan

" . tdt 2V2 -1
Nodi+x-dx = |Nith-1-t- thdt=-

hoh. (6.6) foraiulani qo‘!llashda teoremada sanab o‘tilgan
shartiarning bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa,
keltirilgan formula bo‘yicha o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga
olib kelishi mumkin.

7.6.4, Aniq integralni bo‘laklab integrallash

4-teorema. Agar u(x) va w{X) funksiyalar u'{x)va v'(x) hosilalari
bilan [ab\ kesmada uzluksiz boisa, u holda

udv=wf - vdu (6.7)
bo‘iadi.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra, u{x) va w{x) funksiyalar

hosilaga ega.
U holda ko‘paytmani differensiallash qoidasiga binoan,
{uPIVX)y = u{xV(x) +y{x)u'{x).
Bundan u{x)v(x) funksiya u{X)v'(x}+w{X)u'(x) fiinksiya uchun
boshlangich fiinksiya boiishi kelib chigadi. «(X)v'(x) +v(X)«'(")
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funksiya [ab] kesmada uzluksiz bo‘lgani uchun u bu kesmada
integrallanuvchi boiadi.
U holda aniq integralning 3-xossasiga va Nyuton-Leybnis

formulasiga ko‘ra
h b

lu{x)v'{x)dx +1v{x)u'{x)dx= k(c)v(c)l* .

a a

Bundan, u{X)dx=dw{X) va v{x)dx=dw{x) boigani uchun

b b
ludv= -jvdu.
(6.7) formula aniq integralni bo faklah integrallashformulasi deb
ataladi.
5- misol. integralni hisoblang.
0
Yechish.
u=x, dv=e"dx B e 2
= X =
du=dx, v=-e" je &

= —l-e-

7.6.5. Mashgqiar

Berilgan integrallami hisoblang:

2 T
1 +2x +lydx; 2) 1sin4xdx;
3) apd\
2
5) 1cos™ xdx;
8)J(2ar"+l)jc'i&;
>_<|_
9) !)WI +JC'A; 10) jcosxsin” jetée
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sinxcic dx

I 12)
cosx Ji -j4-9n
13)%3 AN 14) am
2
cosxdx
15 16) ] — —
) 6-5sin:)!: +sia";t' ) aa
2
17) j arcsinxA; 18)jIn™cax
1
K
19) j;csin—0& 20) J e*sin 2xdx;
o =~ U
2P\ de 22) jxINXA;
c 1
23) sin4xdx, 24) j cos(Inx)dx.

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

P>

Aniq integra! garalganida ~f{x)dx integral mavjud boiishi ucliun
ikkita shartning bajarilislii talab gilingan edi; 1) integrallasli chegarasi
chekli [a;5] kesmadan iborat boiishi; 2) integral ostidagi fiinksiya [a;¢]
kesmada aniqglangan va chegaralangan boiishi.

i\nig integral uchun keltiriigan shartlardan biri bajarilmaganda u
xosmas integral deb ataladi: 1) fagat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz
chegarali xosmas integral (yoki | tur xosmas integral) deyiladi; 2) fagat
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega boigan funksiyaning xosmas
integrali (yoki 11tur xosmas integral) deyiladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar
(I tur xosmas integrallar)

I-ta’rif./(jc) funksiya [a+o0) oraliqda uzluksiz boisin. Agar

b
Na\f{x)dx limit mavjud va chekli boisa, bu limitgayuqori chegarasi
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cheksiz xosmas integral deyiladi va \f{x)dx kabi belgilanadi:
a
y{x)dx=Yxm\f{x)dx. (7.2)

Bu hoida | f{x)dx 'mtegrel \gayaqinlashuvchi integral deyiladi.
h
Agar limjf(x)dx limit mavjud boimasa yoki cheksiz boisa,

J f(x)dx integralga uzoglashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas
integrallar shu kabi ta’riflanadi:

N FO)dx=\i"\fix)dx, (7.2)

NE)dx = Im | /PYax HANF{X)d X, (13)

-ce fl c

bu yerda c- sonlar o‘qining biror fiksirlangan nugtasi. Bunda
(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi
har ikkala xosmas intégral yaginlashgandagina yaginlashadi.

I- misol. }X’\(a > (0) integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. «9™1 boisin.

U holda

e AN . i-a

Bunda: 1) a<I| boiganda, J.EC:——\—(IimA"“—I):+X,
ixX* \-a

2) a>1 boiganda, ji')’(u=\—a—(|imi)"”‘—1)=— N
- 1-a

-a

-*+C0

3) a =1 boiganda, j— = limf— = liminx* = liminfe = -+co
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Demak, xosmas integral a>\ da yaginlashadi va O<a<I| da
1/\
uzoglashadi.

2- misol. jxcosxiic integralni yaginlashishga tekshiring.

. . . .r . .0 9. n
Yechish. xcosxifc= jim (}xcosx£(;v= lim xsinxi - hin xdx =
= I_i%(—i3sina “+cosxi® = lim(-asina - cosa +1).

Bu limit mavjud emas. Shu sababh jxcosxuic integral uzoglashadi.

+0

3-misol. |-——" integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Oraliq nugtani c=0 deymiz.
Ll holda (7.3)tenglikgako‘ra,

Y o dx dx 2N
iXA"+6Xx+10~1x"+6x+ 1 0 jx' +6x+10"
Bundan
/ N — =lim}-—-" ——=limarctgix +3)“=
iXA+6X +10  —>Z1(x +3)M+1

= arctgS - (I)l_)r)r_1)>arctg|a +3) =arctgS +—,

———=1limj ——— =limarcig(x +3| =
5%(’\+6x+|o J(x+) g& 3=

= lim arctg(b +3) - arctgS = > arctg3.
(m—->40!
U holda

dx | dx n dx
AX'+6X +10 -»X'+6X +10 ox'+6x+10

Demak, xosmas integral yaginlashadi.
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7.7.2. Gzulishga ega bo‘lgan funksiyalarning xosmas iniegrallari
(n tur xosmas integrallar)

2-ta’rif. /(x) funksiya [a;¢) oraligda aniglangan va uzluksiz bo‘lib.
b-t
A& cheksizuzulishga egabo‘lsin. Agar lim \Jix)dx limit mavjud
va chekli boisa, bu limitga uzulishga ega bo 'lgan funksiyaning xosmas

b
integran deyiladi va J/ {X)dx kabi belgilanadi:

/ {X)dx = lim 3/ {x)dx. (7.4)

Shu kabi; 1) f{x) fiinksiya x ning a ga o‘ngdan yaginlashishida
uzilishga ega bo‘lsa,

\F{x)dx = Vm]F{x)dx-, (7.5)

bo‘ladi;
2) agar /(x) fiinksiya ce [a;6] da uzilishga ega bo‘Isa,

1/ {Jek=ijm }/{)dx + {Yax (7.6)
boiadi.
n tur xosmas integrallar uchun yagqinlashish (uzoqglashish)

tushunchalari | tur integrallardagi kabi kiritiladi. 4

4-misol. ?’% i.ntegralni.vaqinlashishgatekshiring.
-

Yechish. jc=0 da integral ostidagi fiinksiya uzilishga ega.
U holda (7.6) tenglikka ko‘ra.

i dx 7 dx dx °
—  =lim —r=+ — r==-3hmx ’* -3hm
—-ixN\ix  ‘“A-ixUx MK I

=3lime ~-1-] +31imt ’ =6 =+,

Demak, xosmas integral uzoglashadi. Berugan integralga Nyuton-
Leybnis fijrmulasi fi>rnial qoilanilishi xato natijaga olib keladi:

N\oix 3 -6
Ny :
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7.7.3. Xosnias integrallaming ;*aqginlashish alomatiari

Ko‘pincha, xosmas integralni (7.1) - (7.6) fonnulalar orqgali
liisoblash shart bo‘lmasdan, faqat uniag yaginlashuvchi yoyi
ii/ogiashuvchi bo‘lishini bilish yetarii bo‘ladi. Sunday hollarda berilgan
iiilcgral yaginlashishga yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligi oldindan
iiia’lum bo'igan boshga xosmas integral bilan taqqgoslash orgaii
(ckshiriladi. Xosmas integraliaming taqgqoslash alomatlarini ifodalovchi
(coremalami isbotsiz keltiramiz.

1-teorema (/ tur xosmas integralning yaginlashish alomati).
la+co) oraligda f{x) va funksiyalar uziuksiz va 0<f{x)<<p(x)
bo‘lsin. Uholda:

4w +Q0
1) agar |<p{dx integral yaginlashsa, |/ {X)dx integral ham

yaqinlashadi;
+00 -H*
2) agar jf(x)dx integral uzoglashsa, integral  ham
uzoglashadi.

—*e
5-misol. je@Wdx integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlangVich
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integralning yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalaymiz:

je="dx= je~"dx+ fe’"dx.
0 0 I

Tenglikning chap qismidagi integrallardan birinchisi chekli
+«C
giymatga ega bo‘lgan aniqg integral. Ikkinchi xosmas jeMck

integralni yaginlashishga tekshiramiz.

[.+o0) oraligda bo‘ladi, €* va €™ funlisiyalar
uzluksiz.
Bunda
le™dx=limle'ife = !Lrlwm(—e‘“)fzr —iim~

Demak, bu integral yaginlashadi va 1-teoremaning l)bandiga
asosan, Puasson integrali ham yaqginlashadi.
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J
6-misol. j — o integralni yaqginlashishga tekshiring.
,& —COoSX

Yechish. Integra! ostidagi fiinksiya j:=0 da uzulishga ega.

xe(0;1] da —_— >
e -cosa: xe

Bundan

=-limj— =-limlnjc' =-(0 - limInl £ I) = +<.
Oxe e X e e «0

Demak, ck integral uzoglashadi va 1-teoremaning 2) bandiga
xe

asosan berilgan integral ham uzoglashadi.

2-te0reMa {1 tur xosmas integralning yaginlashish alomati).
[ab) oraligda f{x) va <P fiinksiyalar uzluksiz bo‘lsin va
Q<f{X)<(p{x) tengsizlikni qganoatlantirsin, x=bAa f{x) va )
funksiyalar cheksiz uzilishga ega ho‘Isin. U holda;
b

h
1) agar JMX)c& integral yagqginlashsa, N\f{X)dx integral harn
a a
yaginlashadi;
h b
2) agar \f{X)dx integral uzoglashsa, \pfQdx integral ham

uzogqlashadi.
Taqqgoslash teoremalari integral ostidagi fiinksiya bir xi! ishorali
boMganida o‘rinli bo‘ladi. Ishorasi almashinadigan fiinksiyalaming

xosmas integrallari uchun quyidagi a/lé)mat o‘rin\li bo‘ladi.
3-teOrema. Agar \NEXNk jl/(X)liEt  integral yaginlashsa,

N\FX)dx \]ﬂf{x)dxj integral ham yaginlashadi.
a

. n th N\
3-ta’rif. Agar NNk \N\fX)\dx  integral yaginlashsa.

f(x)dx \a\f{x)dx integralga absolut yaqinlashuvchi xosmas integral
a J

deyiladi.
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4-ta’rif. Agar \f(x)dx \f{X)dx integral yaqginlashsa va

NPONdX  |j/(X)]i&] integral uzoglashsa, f{x)dx \f{X)dx

integralga shartliyaqginlashuvchixosmas integral AeyNN\NaA

7 misai. COSX-k integralni yaqginlashishga tekshiring.
Yechish. Integral ostidagi fiinksiya oraligda ishorasini
almashtiradi.
Ma’ lumki, CoSX <
-

I-misolga ko‘ra, fq\;_i integral yaginlashuvchi.

CoSsX , . . .
U holda I-teoremaga asosan, | dx integral yaginlashuvchi va

3-teorema va 3-ia’rifga ko‘ra, f— integral absolut yaginlashuvchi

bo‘ladi.

(7.2), (7.3) ko‘finishdagi ((7.5),(7.6) ko‘rinishdagi) xosmas
integrallar uchun taqqoslash alomatiari hamda  absolut va shartli
yaqinlashish  tushunchaiari yuqorida (7.1) ko‘rinishdagi ((7.4)
ko‘rinishdagi) integrallar uchun keltirilgandagi
kabi kiritiladi.

7.7.4. Mashqiar

1. Berilgan integrallarni hisoblaitg yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang;

2)JA .
, J4+X (X
3) [jccosxiix; 4) I
dx e arctgxdx
2X
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7) le sinxdx. &

ol WInx
9) dx 10) xdx
12 )
~ -4 +37
13){;’—&; mj +6Cc+10
2. Integrallarai yaginlashishga tekshiring:
i&
olf; 2)1-,
" 3V1 + A°

/])Isinx;fa.

5317 oe i
7)3 -5 8)}-"
Yvizco ~ Qi —
3+sinT . . P29,6 2
9i A; 10)

12) je smxdx.

1.8. ANIQ INTEGRALMNG TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning go‘!lanilisli sxemaiari

X o‘zgaruvchi aniglangan [a;] kesmaga bog‘liq biror geometrik
yoki fizik A Kattalikning giymatini (tekis shakl yuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash taiab gilingan bo‘lIsin.
Bunda A Kkattalik additiv deb faraz qilinadi, ya’ni N\ kesmaning
ce[a;fi] nugta bilan [a;c] va [c;¢] gismlarga bo‘linishida A kattalikning

[a¢] kesnniaga mos giymati uning [ac] va [cA] kesmalarga mos
giymatlarining yig‘indisiga teng deb garaladi.
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A kattaliikning qij'matini hisobJash ma’lum tartibda (sxema asosida)
hiijariladi. Banda ikki sxemadan biriga ama! giiish mumkin: ]sxema
(integralyig'indilar usuli) va Ilsxema (differensial usuli).

iSXEM a aniq integralning ta’rifiga asoslanadi. Bunda;

r. [asb] kesma ij=Xo<x <jc, <...<x™j =6 nugtalar

hilan n takichikkesmalargabo‘linadi. Bunda A kattalikmos n ta

2°. Har bir ("elementar qo‘siiiluvchi» masalaning shartidan
aniglanuvchi funksiyaning mos kesma istalgan nugtasida hisoblangan
<]ijymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi;

M. « /(s")AX,.;

ning tagribiy giymatini topislida ayrim soddalashtirishlar giiish
mumkin: kichik boiakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvchi vatar
bilan almashtifish mumkin; kichik bo‘lakda o‘zgaravchi teziikni
0‘zgarmas de3”ish mumkin va hokazo.
Bunda A kattaukning tagribiy giymati integral yig‘indidan iborat
bo‘ladi:

| =

3. A kattaikning hagqigiy giymati bu integral yig‘indinilig
n 00 dagi (bunda a= %%Ax,) limitiga teng boiadi:

/1 sxema | sxemaning o‘zgargan ko‘rinishi hisoblanadi va
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cheksiz kichikiarni tashlab
juborish usuli» deb ataiadi.

Bunda:

r. @\g kesmada ixtiyoriy jc giymatni tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[;x] kesmani garaymiz. Bu kesmada A kattalik jc ning funksiyasi
bo'iadi: A= A(x), ya’ni A kattatikning boMagi noma’lum yi{x) funksiya
boiadi;

2« X ning kichik Ax=dx Kkattalilika o‘zgarishida AA
orttirmaning bosh gismini  topamiz: dA=f(x)dx, bu yerda/(x)-x
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o‘zgaruvchinirLg masala shartidan kelib chiquvchi fiinksiyasi (bunda
mumkin bo‘lgan soddalashtirishlar gilinishi mumkin);

3. M.~dA deb, dA ni adan b gacha integrallash orgali A ning
izlanayotgan giymati topiiadi:

A = \f{x)dx.

7.8.2. Tekis shaki yuzasini hisobiash

Yuzani dekart koordinatalarida hisoblash

Anig integrating geometrik ma’nosiga asosan, abssissalar o‘gidan
yuqorida yotgan, ya’ni yuqoridan y =f(x) funksiya grafigi
bilan, quyidan 0x o0°‘q bilan, yon tomonlaridan x=a va x~b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasi

S =Ifix)ck (8.1) y

integralga teng bo*ladi. r

Shu kabi, abssissalar o‘gidan pastda ,MA&
yotgan, ya’ni quyidan y=f{x} (/(x)<O0) |FI i
funksiya grafigi bilan, yuqoridan ox o°‘q I I I
bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b 1
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasi e" m il

—3 0 2
S = -\f{x)dx (8.2) 5 chald

integtegralga teng bo‘ladi.

1-misol. Ox 0‘qva y=6-x-x" parabola bilan chegaralangan tekis

shakl yuzasini toping.
Yechish. Pai‘abolaning OX o‘q bilan kesishish nugtasini
topamiz (5-shakil):

>=0=6- jc-x"=(3 +x){2- %), X, =-3, X*=2,
Tekis shakl yuzasini (8.1) formula bilan topamiz:
A
s= \{6-x-x"N)dx = 6xx———>—(——
2 3
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12. 2. . _18-2 +27_\:20§,
3; 2 i 6
Yiizani hisoblashga oid murakkabrog rnasalalar yuzaning additivlik
Xossasiga asoslaiigan hoida

ycchiladi. Bunda tekis shakl Y,
kcsishmaydigan gismlarga VEx >
iijnitiladi va aniq integralning 1
’l-xossasiga  ko‘ra  tekis _y 0

sliaklning yuzasi qgismlar
yu/aarining yig‘indisiga

(eng bo'ladi.
2-misol. y =X =xN -2X
Vil y=0 chiziglar bilan 6-shakl.
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblang (6-shakl).
Yechish Berilgan tekis shaklni j'uzalari 5 va bo‘lgan

kcsishmaydigan gismlarga ajratamiz. U holda >iizaning additivlik
Xossasiga asosan, berilgan tekis shaklning yuzasi gismlar yuzalarining
yig'indisiga teng bo‘ladi.

Demak,

5=5,+S,=1 {X'- —2x)dx-]{x' - -Ix)dx-=
4 0

0,1 4 +T4_8_4 37
u Viyv 3 12
kesmada ikkita Y*=f\X) va 37j=/j(jc) uzliksiz funksiyalar
berilgan va xe[a;0] da fA{x)>f,{x) boisin. Bu fimksiyalarning grafiklari
va x=a, x=D to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan tekis shakini
garaymiz.

Bu tekis shaklning yu.zasi yuqoridan =/j(x) va =/(.v)
funksiyalar grafiklari bilan, quyidan 0x o‘q bilan, yon tomonlardan
x=Zd va x=D to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyalar yuzalarining ayirmasiga teng bo*!adi:

S=1./;(XEx- 1, (tfe=1(/, (X) -/ (X)<C. (8.3)



Ayrim hoilarda yuzani hisoblashga oid masalalar >"uzaning
ko‘chishga nisbatan invariantlik  xossasidan foydalangan  holda
soddalashtiriladi. Bunda tekis shaki yuzasi (8.3) formulada x va Y

o‘zgaruvchilar (OX va Oy o‘glar) ning o‘mini almashtirish yoii bilan
hisoblanadi, ya’'ni (7-shakl).

5=1U x) -, {xy)dx=i(g,(y) - 9.{y}" . (8.4)

3-misol. x=y* va X=y+2 chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning abssissalar o‘gidan yuqorida yotgan qisminmg yuzasiiii
hisoblang (8-shakl).

Yechish. Berilgan chiziglaming kesishish nuqgtalarini topamiz:

yr=y+2,/-j-2 =0j.=0, j;=2

Tekis shaki yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:

5= {y+2-y")dy= =2.4-

A Zin,
3 3

Agar egri chizigli trapetsiya yugoridan X =<p(f), y =y/t), a<t<;j3
parametrik tenglamalar bilan berilgan funJisiya grafigi bilan
chegaralangan va 2= (p{a), b=f{h) boisa, (8.1) formulada X = (p{t),
dx=cp')di  ko‘rinishdagi o‘miga qo‘yish orgali  o‘zgaruvchi
almashtiriladi.
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u holda

S = \\A) (Pt (8.5)

bo‘!adi, bu yerda, a = (p{a) va b = qy{R).

4-misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.

Yechish. Koordinataiar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz.
Fiu doiraning aylanasi x= RC0St, y =Rsint parametrik tenglamalar bilan
aniglanadi va doira koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik boiadi.
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblaymiz (bunda x

o‘zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda t parametr ~ dan 0 gacha

o‘zgaradi) va natijani to‘rtga ko‘paytiramiz. U hoida (8.5) formulaga
ko‘ra:
£

5 =4S, = 4jAsini(-J?sin = 4/ =

H N
- 2R™\{l-co&20)dt = R- t —SMZ/The -

vk

2

Yuzani qutb koordinatalurida hisoblash

Qutb koordinataiar {r- qutb radiusi, <p- qutb burchagi) sistemasida
berilgan r =r(*) funksiya (pe[a-R} kesmadauziuksizboisin.

r =r{(p) fiinksiya grafigi hamda 0 qutbdan chiggan (p=a va. =8
nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chizigli sektor deyiladi.

AOB egri chizigli sektor yuzasini hisoblaymiz. Bunda || sxemadan
foydalanamiz.

r. Qutbdan chiggan < Va a burchakiarga mos nurlar bilan
chegaralangan egri chizigli sektor jTizi < burchakning S =S(<p)
funksiyasi boisin, bu yerda a<gq><R ((p=a boiganda 5(a)=0, E=8
boiganda s(B) =S).

2“ Joriy (0 qutb burchak = orttirmaolganida A5 yuza
OAB «elementar egri chuzigli sektor» 3-iiziga teng orttirma ofadi.

Bunda (S differensial AS orttirmaning (<p-ii dagi orttirmasining
bosh gismini ifodalaydi va radiusi r ga, markaziy burchagi dg) gateng
boigan OAC doiraviy sektor yuziga teng boiadi (9-shakl).



Shu sababli
dS =-r~df.

3" Oxirgi ifodaui (nza dan (= gacha integrallab izlanayotgan
yuzani topamiz;

S= ~Lr\q,)d(p. (8.6)

5-misol. r=20s3<p egri

chiziq bilan chegaralangan

figuraning yuzasini hisoblang.
Yechish. r=2c0s3c> egri

chiziq bilan chegaralangan

figuraga uch yaprogli gul

deyiladi (1-ilovaga garang). 9-shaki,
Uning oltidan bir gismi

Aiizasini hisoblayiniz:

dcos*3(pdm=" (I +cosb(p)d(fl= + T

0 6 "6’
Bundan s=%/

Agai- egri chizigli sektor  =r(¢>) va r":r"((p) da
funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo‘isa.

s=yir:i¢)-r:i<p))d<p (8.7)

boMadi.
7.8.3. Yassi egri chizig yoyi uzaniigini Msoblash

AB egri chiziq y=/(x)>0 iundisiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda
xe[a;€é], y=fix) funksiya va y =/'(x) hosila bu kesmada uluksiz
bolsin.

AB egri chiziq uzunligi I ni ii sxemadan foydalangan hoida
topamiz.

r. [3€] kesmada ixtiyoriy x nuqtani tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[a;x] kesmani garaymiziz. (X,/(X)) nugta M bo‘lsin.



M voy uzualigi X ning funksiyasi bo‘ladi: 1=1{x) {I{a)=Q va
=)

2°. X ning kichik Ax=dx kattalikka
o'zgarishida dl difFerensiaini topamiz:

d=1{x)dx. W yoyni  uni  tortib A 'XV
(iiruvchi vatar bilan aimashtiramiz va &x
I'{x) ni topamiz (10-shaki);
a +AX
_ | —o +(yy_ X X b X
10~shakl.

Demak,
di=.Ni+iy:ydx.
3. dl ni adan bgacha integi‘allaj'miz:

(8.8)

(87) tengiikka Yoy differensialining  to‘g‘ri  burchakli
koordinatalardagi fonnuiasi deyiladi.

Agar egri chizig x=g{y), y*[c;d], tengiama bilan berilgan bo‘lsa,
yuqorida keltiriiganlami takrorlab, AB yoy uzunligini hisobiashning
quyidagi formuiasini hosil gilamiz:

89

6-misol. y:'\8x\fx—4>/? egri chizig yoyining Ox o‘q bilan

kesishish nugtalari orasidagi uzunligini hisoblang.

Yechish. j =0 deb egri chizigning Ox oqg bilan kesishish
nugtalarini aniglaymiz: x =0, =2-JI.

Hosilani topamiz:

a41



Yoy uzunligini hisoblaymiz:

212 T7 ! 12€ 1|
+X =
4 AR
(X’l +xA m =4 §X’l +_3X:'r =3
| r 2U 2

Agar egri chiziq X = <p(t), Y =4@1), a<t<p, parametrik tenglamalar
bilan berilgan boisa, (8.8) formulada X=<pft) Y =y/{x).dx = (pit}dt
o‘raiga qo'yish orgali o‘zgamvchi ahnashtiriladi.

Bunda

(8.10)

kelib chigadi, bu yerda @ =<p(a) va &=
Egri chiziq qutb koordinataiar sistemasida I =1(<p), a<(p<p,
tenglama bilan berilgan boisin, bunda r{q>), r’{(p) fiinksiyalar [a/7]

kesmada uzluksiz va AB nugtalarga qutb koordinatalarida a,p
burchaklar mos keladi.
x=rcos(p, y =rin(p ekanligidan

X{(p)=r"((p)cosq)- re>)sm p,
y{ep) =r'{¢) sin (p-r{(p) cos . y

(8.10)  fonnulaga  X{(p) va Y'(X) hosilalarni qo‘yaraiz
almashtirishlar bajarib, topamiz:

P
1=737 (*) +r\(p)dg) . (8.11)
7-misol. r=a(l +a8F), a>0 kardioidauzunligini toping.
Yechish. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga garang)

hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

1-2 +€0Sq)f+a\-Sin cydp =4a dip =
0 ov 2
=4ajcos”¢ = 8asin— =8a.
oS e
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7,8.4. Aylanish sirts yuzini hisoblash

AB egri chiziq y=f{X)>Q funksiyaiiing grafigi boisiti. Bunda

ve[a¢], Y=f(X) funksiya va
y'=f{X) hosila bu kesmada
u/Juksiz bo‘lIsin.

AB egri chizigning OX o‘q
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
jism sirti  yuzini  hisoblaymiz.
Buning uchun 1 sxemani
go‘llaymiz.

r. istalgan xe[a;»] nugta orgaH
OX o‘gga perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Bu tekislik aylanish
sirtini radiusi  y =f(X)  bo‘lgan

Milm
11 tdx h

i i
i N\

1]-shakl.

aylana bo‘ylab kesadi (il-shaki). Bunda aylanish sirtidan OX o‘qgidagi
a va X nugtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o‘tkazilgan

tekisliklar ajratgan sirt yuzi x ning funksiyasi boiadi: S = S(X) B@=0

va S(h)=9S). )

2°. X argumentga 5= dX orttirma
beramiz va x+Axe[a;é] nugta orgali
OX ohgga perpendikular  tekislik
o‘tkazamiz. Bunda S = S{X) funksiya
«belbog‘» ko‘rinishida NS orttirma
oladi.

Kesimlar orasidagi jismni
yasovchisi di bo‘lgan va asoslarining
radiuslari y va y +dy bo‘lgan kesik
konus bilan ahnashtiramiz. Bu kesik
konusning yon sirti
dS=n{y ty +dy)dl = 2nydl +Tidyd  ga
teng. dydl ko‘paytmani dS ga nisbatan

12-sheld.

yuqori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: ds = 2Tiydl.
Bunda di =" + iylydx ekanini hisobga olamiz: ds = * (ylYdx.

®. (S ni fidan b gacha integrallab, topamiz:

S = 2Trj +(yiYdx

(8.12)



Shu kabi X=((y), ye[c;d} fiinksiya grafigining Oy o‘q atrofida
aylantirshdaii hosil boigan jism sirtining yuzi ushbu

S =27vjxM +(x;rdy (8.13)

formula bilan hisoblanadi.
5-misol. y=14x,\<x<2 egri chizigning OX o‘gi atrofida
aylanishidan hosil boigan sirt (12-shakl) yuzini toping.

Yechish. Misol shartidan topamiz: =T

(8.12) formula bilan topamiz:
= I+ =47 sate = 44 -N (x + — ~2-i2).
5 22]124XIV| SV*/ dx 471]1VT+|utc A 3(x ’1)/‘3 Bv3-2-2)

Agar AB egri chizig X=<pff) y=yAt), a<t<R, parametrik
tenglamalar bilan berilgan boisa, u holda AB egri chizigning
0x {0Y) o‘q atrofida aylanishidan hosil boigan jism sirti yuzi
quyidagicha hisoblanadi:

S = 2T @M + MMMt s =2mi<p)yM A t<p™()dt,  (8.14)

buyerda a="(p{a) va b = (p(R) (c =y/(a,)va d =i-2)). A
A5 egri chizig qutb koordinatalar sistemasida ' = {(p), a <<p<R
tengiama bilan berilgan boiganida quyidagi formulalar o‘rinli boiadi:

Ox: s:z7rﬂ|rsinA\/rA17Aafg>>, 0y: S=2Mﬂrcos(r}\]r"+r”‘d(p. (8.15)

6- misol. Radiusi R gateng boigan shar sirti yuzini hisoblang.
Yechish. Shar parametrik tenglamasi X = Rcost, y =Rsmt boigan

yarim aylananing OX o‘q atrofida aylanishidan hosil boiadi. Shaming
koordinata o‘giariga simmetrik boiishini inobatga olib, hisoblaymiz:

S-=2-2n RsmtJ("Rsmty +(Rcostydt =
0

1
= AnR\j sintdt = — 4nR~ cost A= AnR™A,



7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Hajmniko‘ndalang kesimyuzasi boyicha hisoblash

Hajtni hisoblanishi lozim boigan gandaydir jism (13-shakl) uchun
uiiing istalgan ko‘ndaiang kesim
yuzasi S maium boisin. Bu W
yuza ko‘ndalang kesim joylashishiga
bogiiq boiadi: s =s{x), xe[06;e].bu
yerda S{x)-[a;b] kesmada uzluksiz
furiksiya.

Izlanayotgan hajmni |l sxema
asosida topamiz. X

r, Istalgan xe[a;  nuqgta orgali
Ox o‘qga perpendikular tekislik
o'tkazamiz. Jismning bu tekislik
bilan kesimi yuzasini  SCt) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda yotgan boiagining hajmini F(x) bilan
beigilaymiz (13-shakl). Bunda Vv kattalik x ning funksiyasi boiadi:
V=Vv{x) (F(fl)=0 vaF(e)=K).

2“, F(x) funksiyaning dv differensialini topamiz. Bu differensial
Ox 0‘g bilan X va x+Ax nuqgtalarda kesishuvchi parallel tekislikiar
orasidagi «elementar gatlam»dan iborat bo‘ladi. Bu differensialni asosi
5(x)ga va balandligi dx ga teng silindr bilan tagriban almashtirish
mumKkin. Demak, dV = S{x)dx.

3. dv ni adan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

SW

it fe+r&

13-shak.

V = \S{X)dx. (8.16)

7-misol. —+ft\) +-~=1 ellipsoidning hajmini hisoblang.
a C

Yechish. Ellipsoidning Ox o'qga perpendikulyar va koordinataiar

boshidan x (-a<x<a) masofada oiuvchi tekislik biian kesamiz.
Kesimda yarim o‘glari b(x} —bjl va c(X)=cyi-" boigan ellips

hosil boiadi.



Uning yuzasi
S(x) = 7)) =T~ - 4
U holda

= —7rahc.

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yuqoridan y = f{x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o°‘q
bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy
ko‘ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X =x tekislik
bilan kesimining yuzasi S(x) = 7iy* bo‘ladi.

U holda (8.16) fomiulaga ko'ra.

V = 7t yrhdx. (8.17)

Shu kabi yugoridan vy =f(x)
uzluksiz  ftinksiya grafigi  bilan,
quyidan Oox o‘qg bilan, yon
tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan egri Gili ~vr
chizigli trapetsiyani Oy o°‘qi atrofida
aylantirishdan hosil boigan jismning
hajmi quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

V = 27tj yxdx. (8.18)

8-misol. y=4x, y=0, x=0, x=4
chiziglar bilan chegaralangan vyassi
shaklning Ox o‘qi atrofida HI
aylanishidan  hosil bo‘lgan  jism 14-shaki,
hajmini toping (14-shakl).
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Yechish. Hajmni (8.17) formula bilan topamiz:
S=nlxdx=T7F =8r.

Agar egri chizigli trapetsiya x=(p(y) uzluksiz fiinksiya grafigi, Oy
o‘gi, y =c va y =d to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan boisa,

v=7Zix‘cly (Oy) i V=27i]xydy (OX) (819

boiadi.
9-misol. Radiusi R ga va balandligi H ga teng bo‘lgan konusning
hajmini hisoblang.
Yechish. Konusni katetlari R
va H boigan to‘g‘ri burchakli
uchburchakning balandlik bo‘ylab
yonalgan OX o‘q atrofida
aylanishidan hosil boigan jism
deyish mumkin (15-shakil).
Gipotenuza tenglamasi vy = kx

boisin.
U holda
/ y =kx, k=tgf =—, y=Ex
Jti
Blindan
V= 7‘I?iy2dx - 7T ~XZdx = =-TtR™M.
3

7.8.6. Momenilar va ogirlik markaziui hisobiash

Tekis shaki va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi
uzunligini, hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalami
yechishda aynan bir xil usul goilanildi. Bunda izlaniayotgan Q
kattalikni hisoblash mtegrai yig‘indi limitini topishga keltirildi. Barcha
masalalarda Q@ kattalik biror kesma va bu kesmadagi uzluksiz

funksiyalarga bogiiq holda o‘rganildi.
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Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz giiamiz:
V. Additivlikxossasi. [a¢] kesma istalgancha boiaklarga

n
bo‘linganida ham 6 =/=l bo‘ladi, bu yerda g - gning j-bo‘lakdagi

giymati;
2°. Kichiklikdagi chiziglilik xossasi. [N\ kesraadagi istalgan kichik
kesmada Q, « ¢(Ax, bo‘ladi, bu yerda Jix, =xj —x,_,.

Quyida keltiriladigan momentlarni, og‘irlik markazi va kuchning
bajargan ishini hisoblash formulalari ham joigoridagi singari hosil
gilinadi. Shu sababli bu formulalarni kehirib chigarmaymiz va ulardari
masalalarni yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari raos ravishda bo‘lgan
Ai(xjy) AN XA YM),. AN (Xjyd tsugialar sistemasi berilgan bo’isin.
Sistemaning Ox (Oy)o‘qg& hisbatan statik momenti deb
nuqtalar  massalarini ulaming ordinatalaiiga  (absissalariga)
ko‘paytmalari )ag‘indisiga aytiladi. ya’'ni
n / 7
= m.y. m.x.

=

Sistemaning Ox (Oy) 0‘gga nisbatan inersiya momenti (™) deb

nugtalar massalarini ulaming ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko‘paytmalari yig‘indisiga a”iladi, ya’ni

Sistemaning og ‘irlik markazi deb koordinatalari bo‘lgan
m’m

nuqtalarga aytiladi, buyerda M=

Yassi egri chizigning mommtlari va og‘irlik markazi

Oxy tekislikda AB egri chizig y-f{x) (a<x<b) tenglama bilan
berilgan bo‘lib, egri chizigning har bir (x,/(X)) nuqtasidagi zichlik
r= r(x) gateng va /(x) funksiya /'(x) hosilasi bilan birga uzluksiz
bo‘lsin.

U holda AB egri chizigning momentlari va og‘irlik markazining
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koordinataiar! quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

M,=]rydl, M~=]rxdl-

J.=iryndl, IMIYxAdI-
b b
I *,ood j ydl

A=-1,---> yc=-,———>
ydl \yd

a a

bu yerda j*=/(jc), y~r{x), dl=-Jd+y'"dx, a<x<b.

(8.20)

(821)

822

10-misol. zichligi / =] ga teng boigan y =-\|R *-x\ |x|<« yarim

aylananing momentlari va ogirlik markazini toping.

Yechish. /7 =- - -=i= boigani uchun gZ=-=££==.

U holda (8.20) -(8.22) formulalardan topamiz:

=}VFAA_A=S== =R]dx = = 2R\
/\R/\ _X' _P
XRdx
=0.
i D/ D egee e
y,=  =XM)~1"= =RjRAxNdx = rfr’\cwtdt:
yR —X R
1+Q@82/ gy R 4 sin2if TR
mAdx =R
J 2
= R,
2RM 2R
x"=0 Yy =
™R n



Tekis shaklning momentlari va ogHrlik markazi

OXy tekislikda kesmada uzluksiz boigan y=f(x) funksiya
grafigi, OX o‘q, X=a va X = b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir
nugtasida Y =/(X) zichlik uzluksiz boisin. U holda tekis shakining
momentlari va ogirlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar
orqali topiladi:

MA = \yxydx; (8.23)
J.=~Wdx, JI=\yx‘ydx-, (8.24)
‘xydx —J{yy"dx
e £ s — (8.25)
| yydx | yydx

buyerda 7=f(x), j =), ,a<X<Dh,

11-misol. y=sinx sinusoida yoyi va OX o‘gining O<x<Tr boiagi
bilan chegaralangan, zichligi y:I ga teng tekis shakbiing og‘irlik
markazini toping.

YeclAAT. Siuusoidaning simmetrikligidan boiadi. U holda
M :I_f V 1&:lfsn’]’ ’ :},rl___cgﬁaxd)(:-} sin2x K
2r 2 ) 4 it

Jydx=\smxdx="-zosxI"2, y~r=~=",

a 0 z 0

Demak,

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisobiash

Moddiy nugta o‘zgaruvchan F kuch ta’sirida OX o‘gi bo‘ylab
harakatlanayotgan boisin va bunda kuchning yo‘nalishi harakat
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yo'nalishi bilan bir xil boisin. U holda F kuchning moddiy nugtani
(Ox o‘gi bo‘ylab x=a nugtadan x=b(a<b) nuqtaga ko‘chirishda
lii(argan ishi quyidagi fomiula bilan hisoblanadi:

A= F(x)dx, (8.26)
bu yerda F(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz.

12-misol. m massaii kosmik kemani yerdan h masofaga uchirish
lichun gancha ish bajarish kerak?
Yechish. Buiun clam tortishish gonuniga ko‘ra, yerning

Jismni tortish kuchi F = ga teng boiadi, bu yerda yeming

inassasi, x- yer markazidan kosmik kemagacha boigan masofa, k-
gravitasiya doimiyligi. Yer siitida, ya'ni X=R da F=mg ga teng, bu
yerda g - erkin tushish tezlanishi.

U holda

, mM
Bundan

kM=gR\ F=mg~".
X

izlanayotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:
Mh 1R

A= fmg”"- dx=-mgR"- =mgR
K X X R+h R, R +h

7.8J. Jismning bosib o'tgan yoii

Moddiy nuqgta (jism) to‘g‘ri chizig bo‘ylab o‘zgamvchan v~v(t)
tezlik bilan harakaiianayotgan boisin. Bu nugtaning i, dan gacha
vagt oraligida bosib o‘tgan yoiini topamiz.

Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra, nugtaning bir tomonga
harakatida «to‘g‘ri chizigli harakat tezligi yoidan vagt bo‘yicha olingan

hosilaga teng», ya’ni v(i) :%§t - Bundan tiS=w(j)@i. Bu tenglikni /, dan
ij gacha iniegrai'a>TOlz:

5 = |v()ifi. (8.27)
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lzoh. Bu formulani aniq integralni qgo‘llash sxemalari bilan
hamtopish mumkin.

7.8.9. Suyugqiikaing vertikal plastinkaga bosimi

Paskal gonuniga ko‘ra, suyuglikning gorizontal plastinkaga bosimi

P =g-y-S-h
formula bilan topiiadi, bu yerda (- erkin tusliish tezianishi,
y- suyuglik zichligi, s- plastinkaning yuzasi, h- plastinkaning botish

chuqurligi.
Plastinkaning vertikal botishida
suyuglikning plastinkaga bosimini bu
formula bilan topib bo'lmaydi, chunki
plastinkaning har xil nuqtalari turli y2=Fflix)
chuqurlikda yotadi.
Suyuglikka x=a, x-b, y~=1f(x),

X
X +dx

= chiziglar bilan chega-
ralangan plastinka vertikal
botirilayotgan bo‘lIsin. Bunda
koordinatalar sistemasi 16-shaklda 16-shakl.
ko‘rsatilganidek tanlangan bo‘isin.
Su™uglikning plastinkaga P bosimini topish uchun {1 sxemadan
foydalanamiz.

Bunda: .

T°. Izlanayotgan P Kkattalikning bir gismi xning funksiyasi bo‘Isin;
p =p(x), ya’ni p =p{x) - plastinkaning x o‘zgaruvchi [a;x] kesmasiga
mos  qgismiga suyuglik bosimi, bu
yerda x*[a\b] (p(a)=0 va p(b) =P).

2°.x argumentga Ax=dx oittimia D °
beramiz. Bunda p(x) funksiya Ap
orttinna oladi (16-shaklda dx /
galiniikdagi tasma). Funksiyaning dp / " \n
differensialni topamiz. dx Kkichik /
ekanidan tasmani barcha nugtalari bitta / 1 \
chuqurlikda yotuvchi to‘g'ri A b K B
to‘rtburchak deb hisoblaymiz, ya’ni
plastinka gorizontal bo‘Isin deyrniz.

(0]
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1 holda Paska! qonuniga ko‘ra,

dp=g-r-iy2-y,)-dx-x-

3% ® ni x=0 dan x=b gacha integrallaymiz:

b
P =g-Y-\{yi~yMdx
yoki
P = g-y\U'Ax)-fAx))xdx. (828

13-misol. Asoslari @ va b ga, balandligi h ga teng bo‘lgan teng
yonli trapetsiya shakiidagi plastinka suyuglikka ¢ chuqurlikda botirilgan
(17-shakl). Suyuglikning piastinkaga bosimini toping.

Yechish. Izlanayotgan bosim (8.28) formulaga ko‘ra,

cth
P = gy\yxdx

bo‘ladi.
y o0‘zgaruvchini x o‘zgaruvchi orgali ifodaiash uchun CMN va
CKB uchburchaklarning o‘xshashligidan foydalanamiz;

y-a X-c
b-a
Bundan y :a+—~F—(x—c).
U holda

P=gyj @+?be-c)hdx =gy

-ch +~{a +2b)
2 6 A

7.8.10. Mashqlar
1 Berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:
1) y=9-x", »=0; 2) y =% y =26
3) y=In(x-i 6), y =l x, y-0, #=0 Hy=\Nx y=Q x=¢
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5) X=YN\ x="y +2% 6} xy=4, x=5-y-
7)Yy =X\ y"=-X; Sy=x", y=xX\ x=-l, x=\
9)jCc = 4cosi, ME3sm/, o < f<i;r;

10) +=3(i-smO, j'=3(I-cosi) (sikloida bitta arkasi)

\l) r=3"cos2(p; \2) r = "idnl(j>.
13) r =2+3cosij; 14) r =2 bir o’rami.
2. Berilgan egri chiziglamingargumentning ko‘rsatilgan oralig‘iga mos

yoyiari uzunliklarini toping;
Dy= X=Q dan x=%3 gacha;
2) y=chx, c=0 dan x=I gacha;
3}y*=x\ x=0 dan jc=5 gacha;
4) y==arccos4x-"'Jx-x", jc=0dan x=I gacha;
5) X:Z - éln Yy, Yy=\dan y=2 gacha;
6) T=I1-Inj>"-1), >=3 dan y=4 gacha;
)x =t", >=£2—/, koordinata o‘qgtari bilan kesishish nugtalari orasidagi;
8) x=A\y= /=0dan t=I gacha; »
9) j:=2(i-siiiil), »=2(1-0080 (sikloida bitta arkasi);
10) =3(2cosi-eo0s2i), ==3(2sin<-sin2i);

11) r=a(l-exs9), r<.” kardioida bo‘lagining;

12) r=Secs'y, (E=0Odan €=y gacha.

3. Chiziglaming berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt yuzini
hisoblang:
1) y*=4x, x=0 dan ;c=3 gacha, Ox o‘q;

2) X*+y" =9, Oy 0'‘q;

3)jc=2(i-sini), »=2(1-eo0s0,bitta arkasi, Ox 0‘q;
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4) j=v'2cosi', y=wi,Ox 0'q;

4. R radiusli shar hajmini hisobJang.

J2 2
5. Asosi —+" =Teilipsdan iborat bo'igan va baiandligi k=3 gateng

clliptik konusning hajmini iiisobiang.

6. +y*+7""=16 shai hamda x=2 va x=3 tekisliklar bilan chegaralangan
jism hajmini hisobiang.

7. =1 birpallali giperboloid hamda x=-1 va x=2 tekisliklar
bilan chegaralangan jism hajmini hisobiang.

8. Berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning berilgan o‘q
atrofida aylanishidan hosil bo'igan jism hajmini hisobiang:

1) x*=4-y. y =Q,0x o‘qi;

2) X' +=~=4 yarim aylana (x>0) va =3x parabola. Ox o‘qj;
3) y =arcsinj;, y=0, x=1, Oy o‘qi;

4) y»=x\ x=1 y=0, Oy o‘qi;

5) X"=4y, x=(, y=1,0y o‘gi;

6,)2—5+i,9— =1 Oy o‘dgi;

7) x=2(t-sm.t), y=2(I-cost), bitta arkasi, Ox o‘qj;

8) x= y=t\ x=0, y=10y o'‘qi;

9) £=3(1 +a?). qutb o‘qj;

10) r=2Rcos”", yarim aylana, qutbo‘qi;

9. I=2/7sin P birjinsli ayiananing og‘irlik markazini toping.
10. x=acofi™t, y-asia”t birjinsli astroidaning Ox o‘gdan yuqgorida yotgan
yoyining og‘irlik markazini toping.
11. 4x+3y-12 =0 birjinsli to‘g‘ri chizigning koordinata o'glari orasida
joyiashgan kesmasining koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlarini toping.
12. x=0, y=0, x+y =2 chiziglar bilan chegaralangan bir jinsli tekis shaklning

koordinata o‘glariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, og‘irlik markazini
toping.



13. y=4-x~ va >'=0 birjinsli chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning
og‘irlik markazini toping.

14. Yarim o‘glari a=5 va ¢ =4 bo‘lgan birjinsli ellipsning koordinata
o‘glariga nisbatan inersiya moraentini toping,

15. x*+y"*=R" aylananing birinchi chorakda jo3/Mashgan boMagining o‘girlik
markazini toping. Bunda aylananing har bir nuqtasidagi chizigli zichligi shu nugta
koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.

16. =8cos’ i, 8=4sin’/ astroida birinchi chorakda yotgan yoyining koordinata
o‘glariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning
har bir nugtasidagi chiziqli zichligi a ga teng.

17. Prujinani 4 smga cho‘zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish fagjariLsa,
prujina ganday uzunlikka cho‘ziladi?

18. Agar prujinani 1sm ga sigish uchun NG kuch sarfqilinsa, prujinaning
8 sm ga sigishda sarf bo‘ladigan F kuch bajargan isbni toping.

19. Uzunligi 0,5 m va radiusi 4 mm boigan mis simni 2 mm cho'zish uchun

gancha ishbajarish kerak?Bunda F =E ~, ii =1210% N/min”.

20. Og'iriigi /’=157 boigan kosmik kemani yer sirtidan /j=2000 km
masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak boiadigan ishni toping.

21. Jismning to‘g‘ri chizigli harakat teziigi v=2i+3 (mis) formula bilan
ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5i davomida bosib o‘tgan yoiini
toping.

22. Nugtaning harakat tezUgi v=0,ii’ {m/s) ga teng. Nugtaning i

davotnidagi o‘rtacha tezligini toping.
f
23. Sportchining parashirtdan tushish teziigi v=— formula bilan

\ /
ifodalanadi, bu yerda g - erkin tushish tezlanishi, m - sportchining massasi,
k — proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3min davom etgan
boisa, sportchi ganday balandlikdan sakragan?

24. Nugtaning harakat teziigi v=o0,;;=« {mis) gateng. Nuqtaning harakat
boshlanishidan harakat to'xtaguncha bosib o'tgan yoiini toping.

25. Suyuglikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b>a) ga, balandligi h ga

teng boigan teng yonli trapetsiya shaklidagi piastinkaga suyuqglikning bosimini
toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m boigan to'rtburchakli shlyuzga suv

bosimini toping.
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27. Diametri 6 m bo‘lgan va suv sathida joyiashgan yarim doira shaklidagi
vcftikal devorga suv bositniui toping. Suv zichligi y= 1000 kghn”.

13. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

Ma’lumki, agar f(X) funksiyaning [a\l] kesmada boshlang‘ich
funksiyasi F{x) mavjud bo‘lsa, f{x) funksiyaning aniq integrali
Nyuton-Leybnis formulas! bilan topiiadi. Elementar funksiyalarda
olinmaydigan aniq integrallar amalda taqgribiy hisoblash usullari bilan
(opiladi. Sunday usuliardan aniq integralning integral yig‘indining limiti
hagidagi ta’rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullarni ko‘rib
chigamiz.

7.9.1.To'g'ri to‘rtburcl»aMar formulas!

b
[a;b\ kesmada uzluksiz >=/(a-)funksiya uchun \f{x)dx integralni
a

hisoblash taiab gilingan bo‘Isin. Aniglik uchun barcha da /(x)

funksiya musbat va monoton o*suvchi deb faraz giiamiz.
[a;b] kesmani a=x,<x"<...< x " <x/<..<x"M<x,=b nuqtalar bilan

uzunliklari Ax= —n bo‘lgan nta teng kesmaiarga ajratamiz.
n

Funksiyaning iChre Xy Xy, NUQtalardagi giymatlarini y»,

bilan belgilab, vy, =/(x,,), >=/ ( x , =/(jg =/{\) iami

hisoblaymiz va quyidagi integral yig‘indilarni tuzamiz:

«l
YAX Y AX +...+ AX+. FHYMVAX =

i=Q

n
VMAX +YAX +... +y M+ Yy AX = J!'y,Ax.

U holda 18-shakiga ko‘ra,

f(X)dXANA (YN +y,+... +Y, 9.1
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni tagribiy hisoblashning
to §'rito rtourchaklarformulalari deyiladi.

18-shakldan ko‘rinadiki, agar /(x) fiinksiya [a;€] kesmada miisbat
va o‘suvchi boMsa, (9.1) formula Y

berilgan integralning giymatini kami Ceni
bilan, (9.2) formula esa ortig‘i bilan
beradi.

Agar [a-b] kesmada f '{x) chekli
hosila mavjud bo‘lsa, to‘g‘ri vy M
to‘rtburchaklar formulalarining absolut o c
Xatoliklari \5,, tengsizlik !

2n 18-shakl.

bilan baholanadi, buyerda ™, =mexf (xi.

7.9.2. Trapetsiyalar formulasi

[a'M kesmani bo‘lishlar sonini awalgidek qoldiramiz va Ax
intervalga mos keladigan y=f{x) fiinksiyaning har bir yoyini bu
yoyning chetki nugtalarini tutashtinivchi N,N*,

vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri chizigli trapetsiya n ta
to‘g‘ri chizigli trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakil).

Bu to‘g‘ri chizigli trapetsiyalar har birining yuzasi a "-Ax
(/=1«) ga teng. Bu joizalaming barchasini qo‘shib, trapetsiyalar
formulasim hosil gilamiz: *

yC +Y,,
M 5 N +y,+y,+ .Y, (9_3)

Bu formulaningxatoligi tengsizlik bilan
baholanadi, bu yerda =max|/"(jc).

7.9.3. Simpson formuiasi (parabolalar usuH)

[2;€] kesmani
ATX <X <X <L <X, <.< =b

nugtalar bilan uzunliklari N = 12—a bo‘lgan n=2m ta teng kesmalarga
m
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ii|iiitamiz va har bir ketma-ket kelgan M~ nuqtalar orqgali

IKitabolalar o‘tkazamiz. Egri chizigli trapetsiyaning yuzasini
parabolalaming Mj,_,va M~._~Gi=\m) nugtalarini tutashtiruvchi
yoylari bilan chegaralangan 2m ta parabolik trapetsiyalar

yuzalarining yig‘indisi bilan aimashtiramiz.

nuqtalar orgali o‘tkazilgan parabola tenglamasini
vAAX' +BxtC  ko‘rinishda izlaymiz. A,B,C  koeffitsiyentlami
parabolaning berilgan uchta nuqgtadan o‘tishi shartidan topamiz.
I lisoblashlar qulay bciishi uchun koordinatalar  boshini o‘qlaming
yo‘nalishini 0‘zgartirmasdan kesmaning o‘rtasiga
joylashtiramiz (20-shaki).

A, y
N,
‘m M m £
. >
yolilli>"2/Jill >2, ;i
1l ill ill
0 g -x 2 An
19-shakl. 20-shakl,
Parabolaning nugtalardan o‘tishi shartidan
~2r2 = AWM - Bh +C, =C, y*, = Ah~+Bh t C kelib chigadi.
Bundan
A= —~iYr,-Z-""Y2>-14+Y2| = C=VY,_,.

Endi 2i —parabolik trapetsiya joizini anig integral orgali hisoblaymiz;

/ » 2 \
= (AX* +Bx +C)dx= A--—-hB---hUX = ""(2Ah"+6C).
3 2 ;3

Formulaga A,B,C koeffitsiyentlarning giymatlarini qo‘yib, topamiz;

2, = —b’;n(> 22 +4>2, , +J2). i
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Parabolik  trapetsiyalaming yuzlarini qo‘shib, izlanayotgan
integralning tagribiy giymatirii benivchi formulani hosil giiamiz:

bm +y,,+4(y, +y, + 2(>/, + 1, +ome+ N 2»-N))-  (9-4)

(9.4) forraulaga Simpsonform u/lasi (yokiparabolalarform ulasi)
deyiladi.

Bu formulaning xatoligi tengsizlik bilan baholanadi,

2880
bu yerda M =maxf" (x).
1-misol. . x integralni  taqgribiy hisoblash usullari bilan
1 +X
(w=10da) aniglang.
Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 ~ 09 1
y 1 09901 09615 09174 08621 08 0,7353 0,6711 0,6098 05526 0,5

1) (9.1) va (9.2) formulaiar yordamida to‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli

bilan topamiz:
%

f X « 0,1(1+0,9901 +0,9615 +0.9174+0,862]+0,8 +0,7353 +0,6711 +
ol +

+0,6098 +0,5525) = 01 #8,0998 = 0,80998 {ortig'i bilan),
014X 0,1(0,9901 +0,9615 +0,9174+ 0,8621 +0,8 +0,7353 +0,6711 +
+0,6098 +0,5525 +0,5) = 01+7,5998 = 0,75998 {kami bilan).
2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:
1+0,5
+0,9901+0,9615 +0,9174 +0,8621 +0,8 +0,7353 +

+0,6711+0,6098+ 0,5525 = 0.1 &,8498 = 0,78498.
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3) Simpson formulasi bilan hisoblaymiz:

dx
= (I +0,5 +4(0,9901 +0,9174 +0,8 +0,6711 +0,5525) +

+290,9615 +0,8621 +0,7353 +0,6098))= 0,78539
Berilgan integralni aniq giymatini topamiz:

i ox A11=r=0,787571.
i+

Tagribiy hisobiashiaming nisbiy va absolut xatolikiarini aniglaymiz:

To'g‘ri to‘rtburchaklar  To‘g‘ri to‘rtburchak!ar

(kami bilan) (ortig’i bilan) Trapetsiyatar Parabolaiar

3,3% 0.026 3,1% 0.024 0,09% 0.0003 0,04% 0,0003

Berilgan integrahiing M aple paketida yechimini beramiz.
1) To‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli bo‘yicha:
> restant:

> RiemeemSnm =, X = \K\retkai! - ieii \

"]
1579799420518583
1950414208136225

0.8099814972

> RimmtmSum —/r™. X=0..i. 1
(-} J
5929114840447087
7801656832544900

0.7.599814972
2) Trapetsiyalar usuli bo‘yicha:
>wiih (Studenil Caictihs/ 1) :

( ' mx 0..§mel.hod~ iriip&zoid
1

12245312522521419

15603313665089800

> evalf{Qy,
0.7849814972
3) Simpson formulasi bo‘yicha:
> YntMStuden*CalcuhisiX] :
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(=)
50885853158383n774901484536676836463
762490364-2650463520301694141655283000

> A2/ 9);
0.7853981632
7.9.4. Mashqlar
1
1 aniq integralni 0,001 aniglikda taqgribiy hisoblang: 1) to‘g‘ri
0

to'rtburchaklar usullari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan; 3) Simpson formulas!
bilan.
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3. ad-be ®a. 7.B.D. 8. A-*= 9. 1);2)3). 10. -
-1 0 -2 -3j
R 4 -2n 3 r2n
IT. 12)nM1 3 A=
2 1 s 0 1 101 ! -1
-9 14 -3~ 4y o o
HNr=1 -4 8 -2 . 13. 5 t o 14. 0 15. -10
g3 -4 1 o o 1,
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10 -2 -3 '8 14 -100 4 6 -3 s
6.- -6 2 2. XN -2 2. 18 -
2 6 . . 8 0 -4 6 -M™
-2 0 1 - J 2 -5 3
r2 -1 -1 0
-4 o 2-1 1 0oY2 0 fl 06 4
19. 20. 1) 7i )
2 0-11 4 1]o _1U—3.
-5 1 3-2
l oo'3 1 2 1 00'i2 0 n
3 -3 100 3 2; 4mavjudemas;5 -3 10 0 3 2 3
N321 Q04 N2 2 Jo 02 ™

10 0 0 0Y2 -3 4l
-21000 0 2 1

6 3210 00 0 21. 3. 22.2 23.2 243.
-30010 o 0
4 3 00 10 0-9

Chiziglitenglamalar sistem asi
|.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, anigmas. 3. Birgalikda, aniq. 4. Birgalikda emas.

5. X =-1 Aj=-2, X =-3. 6. =2, =-2, X, =1.
7. X =1 Xj=-;, X3=-1, x*=l. 8. X =2, X2=-|, X =-2, Xa=I.
9. X =2, Xj=c+l, X, =2c-1, X =c 10. X, =5¢; -13c, -3, X, = -8c, -1,

X6=cij, Xa=c" 11. X =3, Xj=0Q X =6. 12. X =1, §j=-1, X, =0

13. X =3, X2=4, X =-6. 4.14. X =-5, Xj =-4, X3=0.15. x, =-5, x*=1, =3,
16. X =-11, X2=-6, X, ==3. 17. X, =-1, Xj=3, X3=2, 18. X;=3, X2=-3, X5=I.
19. X =3, X2=2, X, =1 20.X =1, X=1 X =-1. 21. X =3, Xj=-2.

22. X =3, Yj=-2. 23. X=1 X=2 X3=0. 24.x =1, x,=-2, x, =2

25. X=-2, =1 X =2 26.X=Q XZ:E’ X3=Q af{a-l)(a+2) o

27. X =-c, X2=0, X, =c. 28. X =-15c, X2=1le, X3=14c.

29. X, =7c, Xj=-lle, X3=-5c. 30. X =X2=X =0.3L. x =Xj =x, =x, =Q

i 1 18
32.X, =-2¢,X2=7¢,x, = 0,x, =3c. 33. 1050101, 34. (1,0-2,3),(0,1,1,2).
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Vekiorlar

I.alb. 2, 22. 5,AN=~~- .6 . NM =#A-2rh. 7.
N\ 6]

8. —{a+b),~{a~b). 9. A=2"3. 10. m=M\«=-3. I\Mp,AB =2-]],

IIp,AD:—siZ J7p,DC =42, Np,AC~0. 12. lip,AB=3, lp,BC =0, MNp,C4 n

2 2
Mp.nb"b, MpBP=-~, Mp,CE=--1/1b.1---- .14 A5. {“,1:4
2 1 [22 3'3 {iz 272

f. — 17- 5=24+c, b= c=4a-2b .1.18. d =2a~3b +c.

19) {—7;!7;—12}:2)I?|;—7’\;| |.28. 1){-8;-4;0}; 2) {7;-3;2}.21.\a"b\"\6,
12.-M. 23, M3+ V33). 24.4 = {2;+2/;,-2} 25. 5(5;-3;-3}, 26. (-3;-1b3"

26 3 -ft

27.1):AT =
) 111] n-3.

;- 4 2)"F=(—1;—A;—1—ZJ..28. 57=
125°5 25 1 13 13 I3j

3«.8=<ly;-?]:9l. 31. p=1233. ofr;y , b4.M{~Y-5).
35. (-2:). 36. D(-3;-7) .37. AD = Ib.
Vektorlarni ko payiirish

L -1. 2 -19. 3.1)112; 2)252. 4. )-89; 2)86. S. 1) « =1I; 2) x =2, 3
6.——2. 7. 5 8. 4 10.1)7; 2)n. 11. I)fl; 2)~. 12.10(,,/\/45).
13§ =27-3]. 14. x=77+57+£. 15.1)128" 2) 12 16. 1) | (M); 2) 673",
<7. 2S/AE 18. #15. 19.1){9;9;-3}; 2){63,63;-21} .20. 1) IV2 2)
21.fi=n(0.a).22. N/ ={-8-9-4}; A?={i:-4;-7}. 23.28, ®s«=-1, cos/?=-%

/13 7 »

cosr=|. 24. a=-9. 2S.a=--,8 =2. 26. 1){3;2}; 2{-2;3}. 27. {-6;-24;8}.

28. Dyo‘q;2)ha. 29. 3) «="; 2) a=-3 30. 1) K=14(t6),A =Vidfe.A);2)
V=2(k.h.),h=U2{u.b.). 31.1)o‘nguchlik, Vv=-]2{h.h); 2) cliap uehiik, K: &7().,

Texu/blaw! to f+'ri clindg

[\)k-=-ya 4.n 3:2)7 '(( ur



NHA=-"a=~, =-. 2. )3;c+4v+6 =0; 2)3x +y +9=0; 3)x +2= 0;

An+y-5=0. 3. 2va3. .4. DAT,(1;2),¢) =45; 2)M,,(2;-1),«7=90";

j)M,je0,<p=0; 4)M,,(2;2},A=45". 5. I)m =-6,7??i3 va w=6, n?t-3;

2»1l=-6,m=3 va &6, w=-3; 3) m=0, «-chekli son. 6. i) m =-~da |;

/Ih=} rfal; 2) m=4ih jj, m=-9 dax. 1. (16). 3. x-y-1=Qva x-43"'+4=0
9. 3x+2y-11"0. 10. x-5j*+2=0. 11. 12x+9:);-17=0. 12. 5x-> +3=0,
X+5'+Il =0. 13. 3x+y-4 =0, jc+5y+8=0, y+10=0, x+5y-6-0.
U. Mi4-4),(p=~. 15. 3x-3>-8=0. 16. 3x+47-12=0.
17. ~+2j;-7 =0, 7g+2y-37=0, 5x-2y +1=0. 18. y=2x
19. x-y +7=0, 7x+4y-6 =0, 6x+5y+9=0. 20. 2n+,y+9=0, x-y-3=Q
21. 29n-2>+33=0. 22. 2jt-3j; +8=0. 23. 20(<8). 24. ™(U.iA), 25. 6V5(a.&).
26. x-2 =0, 3x-4y+10 =0. 27. y -3 =0, 4x+j*+5 = 0.8. {-12;5).

Tekistikdagi ikkinchi tariibii chiziglar
LD(X +D) +0-3)" =36; 2)(T+3)*0"-5)" =50; 3)(X+2)'+ (j-4)" =
4) (a:-4)"+(y +4)"=16, (n-20)"+(>’+20)-=400; 5) (x-2f +(y+iy =1
2. DAL(-4;7), 7=7; 2)M,(-2;3), A=4 3) A=]:4)M,, 'ZZL—’l
R=4. 3. layianada; 2)aylana ichkarisida; 3) aylanada; 4) aylana icHiarisida.

4. 5n/2{n.). 5. (:=-2)'+ J. ——21 —545. 6. (x-5)"+Cv-I)" =i3. 7. Me(3;2),

R=5. 8. O<k<-",k,=Qva L=—. 9. >-=0 va 4i'-3j>=0.
15 ~15

1Q j) i =8(l+cosi), 2 fi=2cosi, ix = I+/cosii.

|y =8smi,ie[0;2a]; | v=2(l +sini),i s [0;27r]; [y =1+/2sinZ,i s [0;2;r].
1L 1)i+ -6 =1 2)[l + . =1;3 A+—-:-4A =

V%" 1 )34 g )3 6 AT

468



12, 12(/cvi). !3. jet+7 +5=0vaji:+y-5=0. 14.

f -

5 M, 16. Af(3;0). 17. 16x425/=400.

4 4 4 ' 4 ;

+=5cosi. A=5cost,

1« 1) o 19. (3;2)..
_y=4sini,i e [0;2K]; ' ®=)23Tr,re[0;29"].

2«. I)ZI—£I=i; 2)ir=-"1=1; 32’\,—/\=|; 4 )N A =1
9 16 144 25 6 9 N 2B 24

21, = - =1 3)——¢=1; 4)~ -A =1 22 —.
24 8 )84 52 4 A2 18 3

27.¥\' =~ .

9

23. 41. 24. x~-/=6. 25. - - i =1. 26.
A 2" b N oxed

28.)x=- '6A+ ~y; 2)>»=_  -X+3.29. N.4(-4;1),>=1; 2)02;3), x=2.
i i ii

30. ) xA~y” =l-giperbola; 2)y" =-x-parabola; 3)giperbolaning pastgi yarim

lekisiikdagi
v e

33. AZ, *g =0 34

tarmog'i; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarrnog'‘i.
2

N= . _ ' i
.__2___/ 1.36. n—3>§ :I2VO.(K0 rsatma. urinma

lenglamalari; ~ +  =1-¢/lips, = (giperbcla,
a b a b*

2 =p(x +X,,)-parabola). 31. 4x+y-4=0.37. 2jSx-3y +4=0. 38. 2x-y-16=0.

Qutb koordinatalarda chiziglar

143

LA 2-A .AQ-S ,3.7h 4S= ss(t 5. 4 yh
\/2 6J 6 2 ), B 2" 2 ( Y
sY 25
6. 64 yb 7. Dx" + 2
y )X "_ r )
) %
X+§

4) (x4 /)N =4(x" =-1); 5) x*=4(1->»}; 6) / =3(3+2x); 7) - —

I
8) iL(Z_-i)i=13 2). =- ’ 13) L =—lr-n
) |16( - QI)I 3 sin ) ) 2cosf/)-sin~ ) as @ 4

; 5) ~-=2acos(-/); 6 =— 7 —:\0 r=— ...
a2’ 7 G-V K F . I Mas o
7S 9



9. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola; 4) ellips.
Tekislik
[. 2x-y +32z-14=0. 2. 2x-3y +4r+20=0. 3. 2;,c-3>'+5z+10=0,
4. x+3v-4z-21=0.5.1) 2y+3z=0; 2) y+\=(i; 3) z-4= 0;
4) x+z-3 =0; 5)22j: +14>'-52=0. 6. 1) 2x-z2=0; 2) n-3=0; 3) y+3=0;
4) x+3z+4=0; 5)8a:-y+6r=0. 7. [-3;0;0),//(0;-6;0),C(0;0;2), 1).
8. a=-15e=-10.c=6. 9. x+v+z-4=0. 10. x+3>+z-15=0.
11. )-r+3v-z-6 =0; 2)x-y-z =0. 12. x+v+z-6 =0.

13. x+j/-2z2=0. 14. x-2j-3z +3=0. 15. 1)2x-5y +z-15-0;

2)2x +4y +9z-21=0. 16. X-j<-2z+5=0. 17.  + + =

J B
gx—zy-l-—62—1:0.18. — +—+—:1;—7x+_—6v+—6r——4—2:0’.
1 n n -6 7 7 n ir n wu

19.1)45%; 2)90°; 3)90*"; 4) arccos(0,4). 20. )m = ——j,«=--"; 2)m =3ra= 4.

21. )»2=13;2)m=1, 22. l)a)x-2y-3z-4 =0; b)2x +3v+z-8 =0,

2)a)2x +3>*+4z-3 =0; b)dx+y-7z +19=0; 3) a)5x+7v+3=0; b)y-z +7=0;
C) 5x+7z-46=0. 23. 7x+14>-22+6=0,24. x->-+z+l =0

25. x+2y +"/5z-2 =0 vax +2y-V5z-2 =0 26. 1)M(-2;1;2); 2)M(2r-1;1). 27. 4(b).

28. Af(-15;0;0)va M(1;0;0). 29. 2x-y-2z =0va 2x-7-2z-18= 0. 30. §i45).

31. -2. 32. -3 33. —.

Fazodagi to‘g ‘ri chiziq

1 N2, 2)— —--Z+2-5 +1- 3zy'c—2_y+l_z+2
2 ~3 ~-1" 0 1~0"
2 Jbt-2_>+3_z-2_  x-2_j;+3_z-2. X-2 _y+3_ z-2
4 *“ 1 “ 3" nT"~en” ~7"
3. = 4. ixi=Z"=f£+3, 5. ].+4y-7=0Q 3x-2>--7=0,
-12 0 1 2 -1 4x+ z-1=0; 2y +3z+1 =0,
6. 5 3 = 4 7. 1) x=13i,y=1+i9i,z =2+28i; 2) x=f,y=1-3i,z =-2.
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a - .y~ 1)-=." =—— 9 — = = 10 x+ T,y _z-A
4 .

1m 2 2 3 m 2 -1 0 m-5 ] -3 m
" ”),/)z_ﬂ- 20 =2 12, il-% x+2_ v=3_ Z+] 2’)5_"2: v-3_z+1
v a ' 2 -5 3 ' 6 16 17

I.t. W =21/~ =£Z7?. 14. 1) parailel; 2) aygash. 15. 1)(p="; 2) P=m
16. 1) parallel; 2) to‘g‘ri chiziq tekisligidayotadi. 17. 1) M(3;2;l); 2) M{2;4;6).

18. NE£zi=Z-:1=£16; 2) = = 19. 1) m=3, n=-23; 2) m=12,
1 -2 0 1 -1 L

/=12, 20, 1)2x-3>>+4r-1=0; 2)4n--;y-2r-7=0; 3)2+=0.
21 31 +5<+2r-9=0. 22. (-2;0;-3). 23. M(2:3:4). 24. 51— 2»+22 +5=0.

25. 8x42y-9z +12=0. 26. 1) ~ (m*); 2

Ikkinchi tartibli sirtlar

1 D(x-3)4(>»+1)4(z-1)'=21; 2) (;c-3)4(y+5)4(z +2)'=56.

2.1 =—; 2)M(3,-4;-5),J?=5 3. 1)jcA / + z"=9.
vV 22 2y 2
4..x'+z"=10y.5. =) 6. (.— -—=-1. 7.1) 4/-jc"+4z'=0,
9 25 i6 9
2 M6 pi3) i) 16 64 16

= 8 Xx"+yM-z"=0. 9.1)wM0 vam ~;2)m=0. 10. Dellips;

2)giperbola; 3) parabola; 4) nugta. 11. y*+z* -2x' =-6(ikki pallali giperboloid).

12. 1) A,(34;,-2),iVI2(6;-2;2); 2) M(4;-3;2). 13. 1) ikki paOali giperboloid; 2) sfera;
3) elliptik paraboioid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr;  6) giperbolik
paraboloid; 7) ikki pallaii giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Haqiqiy sonlar

N N\NAb ={A}, /"5 ={a,3/15,6},"/5 ={123}, 5/yi={5,6};

2) NnB ={1N18), ~usS ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}"/S= {3}, 5//1 ={2,57,9};
3)/inB ={4}, "uB ={-5;3,4},"/3={-5}, BU={3}.

2. 1YAr,B= 0, A<jB=N 3.ar”B-barcha 10gabo‘linadigan sonlar.

6. /1 ={234); 2) 4=(1293. 7. 1) 4,"]; 2) 0; 3){-1,0}; 4){-cc2}.
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8. 1) (;117[38:=0); 2) (34); 3) [-»:-N; 4){-1,0}; 4){-00,2}. 9. 1) 0,-5;
2) 0, mavjud emas.

Sonli ketm a-ketliklar

1- :3:1\—i 2)x,,=r:{ e, =cos«;r; 4);t, =3+2(-1)". 2. 1); 2); 4); 6),

3. 2), 5)-monoton, 1),3),4),6)-qat’iy monoton. 6. 1) 2) G 3 48; b5) 4
6)2; 7)I; 8)9)0; 101 H)-|; 12)-j; 13) oc 14) o, 15)!; 16)0;
17)-3; 18) —2; 19) 6 20):1; 21) 0; 22) ——2; 23) :—3; 24) §5; 25)—2i; 26)2;

27)-; 28)-1-; 29) e’; 30)

Bir 0'2garuvchiningfunksiyasi
1. 1)(-00;-2)u(-2;+c»); 2) (-a0;-3)u(-3;-2)o(-2;+o0c); 3) [-22]; 4) (-2;1)u(l;+00);

—co: -10]: f-i.ry . -101- —— YD - .
5)4) (-c0;2)>(9;10]; 6) . 2 u 2y 7)[7;10]; 8) > ;9 {2

10)(2;+00); 11)0; 12)(2;3]; 13)(10;+00); 14) (2k~;(2j5 +1);e)./isz; 15) i"O,gl

16) [3;6)u(6;71; 17): 4 4 18) [-5;0)u(0;1]; 19) (-<»;nu(l;2)v4(2;+X);

20) (-3;2). 2. 1) [-2+e>); 2) [2+00); 3) [-7:-3]; 4) Ur2;v21; 5) [O+oo); 6) (53]

'7[0;3], 8) 9 —5;+>> ; 10) 11) ©:3]; 12) (6;2], 3. 1)3;

3) 4y~ 4.1 —CC;— da kamayadi, //§;+« . da o‘sadi;
/

2) (-oo+00) dao‘sadi; 3) (-00;,0)u (0;+co) da kamayadi; 4) (-oo+00) da
kamayadi. 5. I)toq; 2)juft; 3)juft; 4) umumiy ko‘rinishda; 5) toq; 6) toqg;
7)juft; 8)toq; 9toq; 10)juft. 6. N)M=nm=k 2)M =4m=-4,

3) M =2m=-"2; 4) M=V5ra=-V5, 5)M =lw=i, 6)M =Im=0,

7. 1) chegaralangan; 2) gat’iy monoton; 3) gat’iy monoton;  4) monoton.
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8. D6ir; 2)1; 3)4ir; 4) 5);r; 6) Zw: 7) 8) 9)12;r;  10)(ss
- 3)A =3“* 4) >=jarcsin].

10-1)/(gW ) =3;c'+1l,  g-(/Ge)=@x+D=;  2)/(g(x))= sin [l g(/'W)

H{o{x)) =5-x, gif{x)) =j ~ . 4) fig(x}) =x\ g{f{x})=3x
13. A:C;D. 14. A;B. 15. l)y =x"+h 2;—9+4;— =1
Funksiyaning limiti
2. fix, - 0=2, fix, +0)=3;2)fix, -0) =0, f(x,, +0) = +®;3)f(x, -0)=2,
/(x, +0)=0; 4)/(x,, -0)=i /(c,+0)=1.5. 1)8; 2)0; 3)]|: 4)| 5)I|: 6)2;
7) i ; 8)i; 9).1; 1 U)-2, 12)-1; 13)--; 14)-3; 15)0; 16)+®;
)_Il_2 )I3 ) 0) +o U) ) ) 3 ) ) )+
17)--: 18)2; 19)0; 20)2%; 21)2; 22)0; 23)1; 24)--; 25)-; 26)-; 27)6"2.
28)— ;29)0, 30)0; 31)-; 32)-; 33)-!; 34);; 35)e-’; 36)e; 37) +oo; 3B)V,
8 7 7c 2
39)e'; 40)e '; 41) e; 42)g-\; 43)e; 44)e; 45)1; 37)3; 46)|; 47)4; 48) L
6. 1)-; 2)-; 3)-l; 4)in3; 5)1; 6)5; 7)~; 8)2; 9)-; 10)-; 11)1; 12)2
3 2 2 3 6 '
13)-; 14)-In-; 15)-i; 16)--; 17)-; 18)-9; 19)3; 20)-; 21)0;
2 2 5 4 2 2 t:
22)to2; 23)-1; 24)].

Funksiyaning uzluksizUgi

4. 1)~3,3; 2)-1. 5. 1) ikkinchi tur azilish nuqgtasi; 2) birinchi tur (bartay".
gilinadigan) uzilish nugtasi; 3) birinchi tur uzilish (sakrash) nugtasi; 4) ikkincj,'
tur uzilish nugtasi; 6. 1) x =0 birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nugtasi;

x--"+nK(nez) birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nugtasi. 7. 1) =

ikkinchi tur uzilishga ega; 2) uzluksiz. 8. 1) j451lda uzluksiz,



jc=I-ikkinchi tur uzilishga ega, [-3;l]da jc=-3,a: = 1-ikkinchi tur uzilishga ega; 2)
hech bir kesmada aniglanmagan. 10.1)Ina;2) m

Funksiyaning hosilasi va differensiali

= 2)/'W =— A 5 3)/'W == A~ - 5 A)fY(x) =2shlx.
2v3iC-I (1-5-1) sin"2a
2. D)-3; 2)-4; 3)4; 4)-i. 3. 1)-3, 3 2)0, 2; 3)1, -2a+3; 4)-1, 1

4./,=1,i,=3. S.)i=2c; 2)i=lc. 6./=1Z3

Differensiallash qoidalarivaformulalari

1L Dv=12ji:"2)y'= +12r'-2; 3P = —\=+Hly?-Ix+—
xyix 3
= 6)/ =---";
in?jr-InjT-1 ,  2e'(xInj:-1) , 2sinjt , 2
11)/ == " ; '= . 13)/=-f-"-"y; 14)/=- m
) Sin 2x n)y (jccosjc-!-sin;c) y xst1x2(:hx) sh2x
15)/=- €\-; 16)/=-=-"-: 17)/=-"IL=; 18)/ == '
X)NAX" JTInc V 4 An" 2IK-X1

19)y' =-2sin2jc; 20)/ =—'F!—9; 21) y'=arcsinx 22)y'= .
c - e'-

23)ir'=Y 1N 24)/=j; 25)/ =(-i&3Ir)" 26)>"=-6e-"*sin3'c;, 27)/ =- * —;

28)/=- " ; 29)/=-~,=="==;30)/=

—ANAAL D 1)/ =
cosx NjBXx-4-x" (x'+2f @a+m"

/ =—1;3)/ =-==1=; 4)/=— -~-,3.1)2,0125; 2) 1,009;  3) 0,9942;
;C x"+9

4)27,351. 4. 1) 2,03; 2)0,97; 3) 0,31; 4)1,01. S.\)dy =\nxdx-, 2)dy=~~"ax-

3)dy =-2imAxdx\  A)ay =Ja'jm* xcoixdx', 5)ify = —sm xS“"* In3i;c;

6)cf> = -3igii:In" cosxdx. 6. I);jN" =24x(5x"-3); 2/ = (e"'(2cos.v-llsmx);
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M N2 AT = T Dsilio s 2)RABWN 3)-«(n-Dsin— 1 Hn(n-i).

(14X ) X
HD /= 2)/=4 ~; 3)/="1bi); =
aVv y =Ji 4:v-1) xsm(xy)
= 9. 1)1; 2)-——1"; 3)"—' 4)-"r72.
e’ +Xx n:co8>' +51ar 4i asin /

10. \)Ix-3y+2=0,3x+3y+4=0; 2}Ix+y-x =0,
y y-nr=0; 3)5n-y-4=0,x+5y-6 =0; 4)5x +4y-25 = 0/10x-25y +64=0;

S) i=><=0, g+>-4=0; 6) 4g+2>'-3=0, 2x-4y +| =

Dijferensial hisobining asosiy teoremalari

1. Dc= 2)c—— 3)yo‘g;4)yo‘g 2.1)c= "‘2)c-|n(e 1); 3)c=e-1;
4)c =-2, 3. 1)i-i;--\ 2)f-4;-2I. 4. Nc=-; 2)c=-, 6. )-;r; 2)n; 3)1;
1 1 l

4)0; 5)0; 6) 2; 1)-2; 8)—2; 9) 3; 10) -3; 11) 0; 12) 0; 13) 1; 14)e; 15)e-

16)6-"; 17) 1; 18) 3e. 7. 1) P{X) = \O\N{X+2)-{,x +2f+ {x +2f-,

2) Pr)=4+13(x-2) 121 - 2)" +({x-2)" +(x- 2)";

8.1)2+.U-3)-¢(.x=-3)4¢,-("-3)"'-"~r41=, c=x, +e(x-xj, 0<0<1;
4 64 512 128V(l +c)’
2) ¢ = o, +6»(n;-N(,), 0<fi><I.
9. 1) f{xX)"x +-- +" +, A~ (ftc+n +l)e*, 0<0<1;
l 2 mn-1)!
2 x, TN
2) (Ger=1+—= e . 10.1) 0,587; 0,868;
VA= 5  uy a0 03! ) 0.587; 30868,

3) 1,395; 4) 1,004. 11. 1) I; 2) o 3)1; 4)-1.

Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

1. 1) (-oe;h)u (5;+00) intervalda o‘sadi, (I;5)intervaldakamayadi,=/(1)=7,
I»» =/(5) =-25; 2) (-00;-i)u(2;+x) intervalda o‘sadi, (-I;2) intervalda kamayadi,

™ =/(-1) = E> /mn=/(2) = 3 ; 3) (0;2)u (Z2+0) intervalda o‘sadi, (-ce;-2)u (2,0)
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intervalda kamayadi, =/(0) =0, 4) (-2;2)intervaida o‘sadi, (-0a;-2)u (2;+0)

intervaldakamayadi,=/(2)=1 /., =/(-2)=-1 5) intervalda

o‘sadi, u | intervalda kamayadi, /~=/- 7=
w2j 2’

-1 6)(-«);-Du(0;l) intervalda o‘sadi, (-I;0)u(l;+00) intervalda
kamayadi, =/(-)=2 1,2 =/(1)=2, =/ ( 0)=0; ) (-c»i)mtervalda
o‘sadi,(l;+o0) intervalda kamayadi, =/(!) =— 8) (0;#)intervalda o‘sadi,

(-co,0) intervalda kamayadi, /(0)=1 9) (0;+®)intervalda o‘sadi, (-¢»0)
intervalda kamayadi, /,,j,,=/(0) =0; 10)(e;+oc) intervaldao‘sadi,

t Sti"

(0;Du(l;e) intervalda kamayadi, /~ ~=/(e) =€ 11) intervalda o‘sadi.

o Su intervalda kamayadi, =/ 5 = 555 AY] :9
. 3;

7t 5Tt

/™ =/(fj=f-"; 12 O’fgn: :7T> intervalda o‘sadi, intervalda

1 12y u2 vy J1’Uy
. S+6V3 +12 r5r 5.22.-6V3 +i2
kamayadi, =/ —1=
uz2/ 12 12 12

2. 1)M =2>m=—2; 2)M =17, m=-10; 3)M = 12 m=—g

4)A/ =eN m=0. 3.v=24 (tez.birl.). 4.— D(eni),.,/ D(bo‘yi). 5.-—,-.
) e m \Y; (tez.birl.) 3 (enl)v3 (bo‘yi) i

6.S =24(yuzbirL). 1.H=r42. 8.//= 4; 3 18. 13,5 so‘m.

1. 1) (-oo;0)u(2;+00) intervaida botig, (0;2) intervalda gavarig, ~.,(0;0), Mj(2;")
egilish nuqgtalari; 2) (5+c0) intervalda botig, (-<»;5) intervalda gavariq, M(5;7)
egilish nugtasi; 3) (-oc0)u (0;+e0) intervalda botiq, egilish nugtasi yo‘q;

4) (3+Q) intervalda botig, (-»;3) intervalda gavariq, M(3;l)egilish nugtasi;

5) (-1;+)) intervalda botiq, egilish nugtasi yo‘q; 6)(-I;l) intervalda botiq,
(-co;-lu(l;+re) intervalda gavariq, M,(-1;!In2), ,i/j(I;In2) egilish nugtalari;

7)( 1one intervalda botiq, J_X" intervalda gavariq,
w3 ' S°’S)
(13 ri o ;. ;. . ; ; ;
M, egilish nugtalari; 8) (-i;0)u(l;+00) intervaida botiq,
N\ S ’4) iv3

(-00;-i);.j(0;i) intervalda qavariq, A/,(-!;2), M2(l;-2) egilish nugtalari,
12. 1) c=#1, y=0; 2} x-0, y=1(Gc-»+00 da), y=-1 (x*-m da), 3)y=x.
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-
1" —x+1(x->+oo0 ifa), v=—X+I1 (x” -00 cfo). 5)
2 2

I 2 V=0(x-=0 da) 6)x=0 y=0

/) V 0, >=3x 8) x=I, y=T+" (Xx->+00 da), y=-x-i {x"-co da).

Hosilalarning geometrik tatbiglari

I 1)4;2) 2 3) (1+8sm"0 ~ 4) L] 51 6)h 2.1)% ,2)A Si;
165in§

N 2 4) 3. 1) (22); 2) +

a2 28 25 =£ 2)—-—=ly=-I
A 27 2 -3 4 6 9

D)J +/=21z=I; 4)i1h-Z:=i,,.3. 6. 1) izl =Zzi=£zi,
36 25 N2 3 6

8

2x+3y +6z-H =0: 2)* . =——2—i =£Z4II"3"+6y+122—70=0;

3)\.]—-—2=ZZ|=|’\ x—32+4=0;, 4) n =Z-1=~ , 2x+z-3=0.

' Z-1=
0 -3 N2 001

7. 1)5rf/; 2)I3rfi.

Tenglamalarni tagribiy yechish

I. 1)-2,2583; 2) 0,6823; 3) 2,5062; 4)-0,8879.

Kompleks sonlar
l. x=2, y=-1.2. x=5, y=10. 3. x=-l, y=21. 4.x=i, y=j.
5. 1) z, =-3 +4/, 22=-3-4i"; 2) z, Zj =-;; 3) 2,=/, Zj =-3z; 4) z, =5/, 2" =

6. 1) x=a to‘g‘ri chiziq; 2) y=b to‘g‘ri chiziq; 3) markazi 0(0;0)nugtada bo'lgan va
r, Aradiusli aylanalar orasidagi halga; 4) jpva ¥ nurlar orasidagi sektor;
5) 3) markazi 0(0;0) nugtada boigari va r, iiradiusli aylanalar orasidagi halganing?)

. 2T
{b{ﬁﬂsm— =4e -
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/ / N\ / N\ A
K r 35 .
2)n/3-r =2 cos +/sin cos— +lsm— = /3e"
u u"e6; 4 4

) . 8...n n *
4) 2+2i=2-JI cos— i-ism— =2V2e'>'5)I-i =V2[cosf-- +isin, . =42¢'
4 4 I, V 4, | 4j

6) - 3-2r=n%3 cos arcig— s + /siti arctg-"-n
y Vv 3 ,

71-E£ =2c +¢sm =2e
I 3]
BN
8)-v2-£=2 3 m =2
v Y)
8. )z ,+ Zj-=—3—!,>zl—§j:—7 + 7i. f,2r2=2 +26r, - = 10 lor,
2) z,+Zj =-1-i, r,-z, =-5-7/, z,-2,=6-17/, — = 9. 1) 5Vv2; 2) sVi;
n 13 13
3)VS; 4)10. 10. )| -yeé; 2)-1-1/; 3)24/; 4)48/. 11. )Rez =i Imz=" ;
1 20
2)Rez=0,Imz =-; 3)Rez=—,Imr =-; 4)Rez = -———-,Imz = ————.
8 5 5 5 5
12. Nz,-Zj =-4+4nf/, — =n/3-/; 2)z, «22=3/3+3i, — =-6/; 3)z,-Zj=-16,

“Y=al, )z, z,=-4HAJ3l, ~ =4+4/3i 13, 1DI6A+/); 2) - L 3) 2'41-/); 4)
Z.

-32(1+V3/), 14.1) +{S-D\ 2)/, ~-\i,Y~-\" +/), +(]-n/30;
0,
4) ‘B2 n-;gm o A -;8&0&2/\ K=0,1234.
Kophadlar

1 1) P+0 =n4.54 -g"-n+4,P-0 =—g"-r'-xd f+4,

P-2 =2n*-p +6nm' +nh-29" +13w° -4n; 2) P+g =41+ -5,
P-O=—ag“-m4--5, PR=3r+ 20+ -I16T -5x +50"
2.1)a=x+] r=-x+2 2)R=x+3 M= -6n"-5x+8

3) =3x -5, /m=-2b 7x +34; 4) fi = 2x'-3n +5, r=191-29. 3. 1) 73;2)-4;
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)%, 4)84, A a=Xb=-\,c=\. 5. 1) a=2,i=lc=1 6.1) (c-2{jc+2)("'+4);

S v(<=9)(:c +9); 3)5(x-1)(;c-2)'(;c-3); 4) (;t=-3)"(;c-D(;c'+;c +I).

N 2., 2)———+ AR 3)o+-A
X XAV X xt x4 X 3@Th Ee+2)’
3 2 2 2 1 2 3
T 52 52 .8 135 +§-- D Pl +-
) Q’X Ja— ¥H )f( X-2 k+3
2 7 3 2 1 | 1
1) 4 ) - -+ -~ o+
X X x -1 X+ 1" X X+\XN X~r=-X +1

Integrallashning asosiy usullari

I. 1)-5bcos.-c-2arrfga: +— + C ;2)M~"" +21n|x+3|+C; 3)-——~~e'-In\x\+ C;
5 2 AW

3

4)3arc/Bx-2arcs!nj: +C; 5)2X-\-z——==———-— hC; 6)x-cosx +C: 7)e“+tgx+c;

3'(In3-In2)
8)-cigsc +cosx+C; 9)-ctgx-x +C; 1Q)-ctgx+C; \V)-"arctg” +C;
12) -L-arcsin +C. 2.1)—g™"x+C; 2)--cos’ji+C; 3— iJarctg*2jc+C;)
V2 V5 4 3 16
4) —\V>n“"~+5) +C; 5)e™*+C; 6)--e-"" +C; 7)—— i~- +C;8)-2cosvi+ C;
10 3 4sin’ ¢

9) arcsin—/‘z—hC; 10) - I\[C|g4x +C. 3. 1) 2bi(l+e”)-x +C; 2) gln(x"+l) +C;

3)8arcsin] +|WI16-x'+C; 4)A"V("*+4)" +C; 5)] (X’ +3)Vr +3+C;

6) In]2 +sin2;cl+C; 7)————- A——r+C; 8)21n]| + 5]-V5arrtg-4~+C; 9)
2(arcsiniji:) V5
1 @;t+7)" _ 7Q2jf +7)
arcsin =m+€: 10) -A!n3j:-1+\292-6jr-3 +C; 11) @ity _ 7@t +7)
3 v3 12 11
12)2arcsin Vx + C; 13)71In ; 14)Inji-In211ii;c +21n2|+C.

43
4,1) iiitra/-cigy--+C; 2)Xarcsinx +"/""?‘+C; 3) — In]jc]|-— +C;
2 2 2 4

'yx

4) eMxr-2x +2)+C- 5) '—’\%x!ns—l) +C;
In

6)—sin2x-ijfcos2;c +C;7 :ch=iIn] x+1]--jc(:t-2) +C; 8) — N — —tgK+C;

)4 £ )?< Jint I 4]( ) )Zcosx 2tg
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9) ~(sinlnjx|-cosIn|x|) +C; 10) sje“(sm4j:-cos4jr) +C; M) tgx(\ntgx-T) +C;
\2) arctgxQaarcigx-i) +C. 5. )" (I +X")"VI+x" —-N1+X")VI +x* +C;

2) isin2x-"sin 8x+C; 3) N"(2 +8T1(2e*)+C; 4) -"e M *(2x+\)+C;

2x-3
5) In]smx +cosx|+C; 6)-"In|I-In™ ix]|+C; 7) ~In X+I +C;
X

8)-"arcig-i* +C; 9) xtgx+in\cosx\+C; ]0) *arcig—*—+C: 11) e“"®+C;
. 1 1
12) n/3+eM+C; 13)-x--sin3x +C; 14)~tgx"--X"+C;
2 6 2 2
15)— x’(9to'x-61nx +2) +C; \~—" N +C.
27 sin X

Ratsionalfunksiyalarni integrallask

h DIn|x"+3x-10]+C; 2)In-LUU +C; 3)--in—, -C;
2T+T 2 |(x=fi)(x=b3) |
)| In +~ +C  5)n +C;
" ji+5  xtd X X+l

6)- 44nIX1-— In 12x~1 I-— In 12x-f 1i+C;
4 16 16
7 )MN Hn +C-  8)5x-b-"1M|x|--1n|x-1]+— In|x-4]+C; *
X+1 2 3 6

+C; 10)- —-arctgx +C; 1l)iln i—2—X1€¢;
X 2 [xA 1

12)-b >+ —;\arctgg)(:_—! +C; 13)— +x2—x +—4=arcigé(’.5:'_—+6;
x"-x+l S S 3 V3 ® m
+C; 15) 'in— j--..cr"x +C;
3 X =rl¢ 4
3 +arctg”
1in:"+9 3
1/ Vv N\ 1 1 YH-7

18) 1n|x-11+- +arcfgx +C; 19)-arcfg(x +2)-— aj-cig——-+C;
Zyx +1 y O /4 3
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' N
() = (Fr{_l)————_—l— +C; 21) - 1¢(3x 5) +3arC|/Qx -G
a x'i-l  2(c+)) "8((x +l)
)— X_g ..... —1 aru%——— +C; 23) 4)(—7—f—8£|/—3 arct 2 I|-?L+C
Ll,x’\ 2x~5) 16 Nx-'-3x+3 3

.M1n Uarct.g- +C.

Trigonometrikfunksiyalarni integrallash

i. DJzarctg—A +C, 2)1 +C, 3) lin 5ig|+3

4)- ;-r£u Mg 2 —+C; g)%trcoos—\)’s’{+c 6) 3 5 +c 7) 2arctg(sinx)-smx+C:

sinr  sin\v
. A 1 1 '
8)-1In h—sinlx+C; 9)— X— sin4x+—sin’ 2x
4 I-/g» 4 6 4 3
10) to| ts»!"B'-.tC; +C; 12) -el{21n]sin2x|+61§"2x)+C;

t3) V2irc<g|*~j-r+C' 14)~(3sm7i+7sm3i)+c;

. L _ _ _
Uiy 3x-Lsmax—'smx "+ 16)—+ SN2, Sinax  sinéx
3 10 2 N 8 16 24

Irratsionalfunksiyalarni integrallash

1 1) 2Vi-3V1i+6!/i-61n(l +Vi) +C, 2)-——— ==———= 1t=+C;
N\H[
3)W A= (3 (1 +Y—-L1+x) +9\117r15) +C; 4)N(x +If +C;

5) V274-3V214 +31n(*/SA +) +C; 6)Lal— 1 —
411U-U  5°U-U

7)in]|2x-3 +2V22MIMA' | +C;  8)In jx +1 +VX*2x +5 |+C; 9)In +C;
r-++Vx+x+1

- Cox—x'i A o
10) lIB +C; I)In [-X +VI-2x-x '-Zarctgfl +V1-2x-x0 +Ci
4-X +2M4-2x-x" I +VI-2x-x" |
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12) In]l +x+Vr"~—cH | + +C
X2+ +2XH2

13) —arcsin —— +—(T-2)//5 +4*-x" 4+C;  14) —i/x 4 -2Ki +MX -4 j+C,
20 V3y 2 2

+
15)—2’;PX—"1 +C; 16)-arcsin —— +C; V7)-'j3-2x-x" -arcsin X2|J+C;

18) - 26k - x" - 8 +9arcsinfx - 3) +C; 19) 23 In +Cj
I+4x  1+H+\X

20)-# -;f"' +C; 21)# TN, +C, 22)1 (N =3)e51+V ?+C;
X

23)-Jr,C:24y,fy
Aniq integral
1. 1)0; 2)8; 3)4.t; 4) 4. 2. 1)~ >7,; 2)i, >/2 ; 3) 4) /,</,. 3. Dj<J,<n:;

2)4713 <477; 3) 2<7,<6; 4) | <i, <3. 4. 1)]; 2)1; 3)8; 4)e-2.

integralni hisoblash

1)9; 2)i; 3)1; 4)1; 5 6Y-":; 7)Inl; 8)1;:9)~"; 10)1;

12)A;13)"; 14)11(28—5—v/2); 15)In:I)); 16)1——"1‘; 17)5—1; 18)e-1; 19)4;

£

20)ifhev+2";2 1 yn, 22)n, 232 24y AL,

Xosmas integrallar
1, 1);; 2)-4; 3) uzogiashadi; 4) uzogiashadi; 5)~6-; 6)Z+I2In2; 7)%, 8)2;

9 10)~; U) 14l; 12)uzogiashadi; 13) uzogiashadi; 14). 2 l)a>lda

yaginlashadi va O<a <1 da uzogiashadi; 2) yaginlashadi; 3) yaginlashadi;

4) yaqginlashadi; 5) uzogiashadi; 6) yaqinlashadi; 7) uzogiashadi;
8) uzogiashadi; 9) yaginlashadi; 10) yaqginlashadi;
11) absolut yaginlashadi; 12) absolut yaginlashadi.
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Aniq integrallarning tatbiglari
1. 1)36; 2)]; 3)!+61n]; 4)e’ +I; 5)|; 6)~-81n2; 7)*; 8)|; 9)12x; 10)27:r;
II)9;12)—2; 13) I:$17sr+48); 14)—3 .2 I)V3+—2In(2+v5); 2)iie——e;/ 3)
5 4) 20 5)iF-liriz; 6)l+in); '14-33; 8)— (13/T3-8)  9)16; 10)48,

o7
iNd4a(2-Vv3); 12) 2-7+343. 3. 1)—;r; 2)36;r; 3)-j—T; 4)z(2 +n). 4. —di".5A2jt.

6.--,T. 7. 35r. 8,1)——r; 2)—;r; 3)— ; 4)-;r; 532®-; 6)100;;r; 7)40;r"; 8)-7f;
3 15 6 4 7 7
9)72;r; 10) —;r«*9.C(0;ii). 10. C (0;— ] 11- M, =10y, =—n C -2
3 v o~ 2

y
2_/\
.13. ¢ ¥ éy.lél./" =80a-;/ ='125x

15.C 16. c'A5;—;r 17. 5™ ; 18. 0,32 kGm.. 19. 7,68r. 20. 22-
\3 3 \ 32

21. 150 /< 22. 25 m/i. .23. N 180+ 24. 1000 m 25. yy—

26. 324 r. 27. 175.4 W.



Ayrtm chiziglarning grafiklari va tenglamalari

00 -

r = b-"acosi® (a > b)

Paskal chig‘anog‘i

r = aYyjcos2(p (a > 0)
{x"+ff-aixr-y")=0

Bernulli iimniskatasi

X=r
y=P

Yarimkubik parabola

R radiusli aylana

Uch 5'aproqii gul

£ i* =acos'"/,

" yoki }

Astroida

v..y [/

r =aip (a>0)

Arximed spirali

f=asin” (a>0)

To'it yaproqii gul

\./' 2a

0 2m
X-a(t-sin(),

>=3(1-cosO, 0>0

Sikloida

X
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3.1.3. Tekislikda ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro

JOYIAShiShi....oooooii
3.1.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziggachabo‘igan masofa...............
3.15. Mashqlar........cooo e

3.2. Ikkinchi tartibli chiziglar ...........ccccooooiiiii
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