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SO‘ZBOSHI

O'zbek tiliga davlat tili maqomi berilishi munosabati bilan oliy
o'quv yurtlarida o ‘zbek tilidagi o‘quv adabiyotlarining yetishmov-
chiligi sezilib goldi. Shu munosabat bilan darslik va o'quv qo'llan-
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo'ldi.

«Ta’lim to‘g'risida»gi Qonunning va yangi davlat ta’lim standart-
larining gabul qgilinishi darslik va o'quv qo'llanmalarga yangi talab-
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o‘quv go‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari
bo'yicha amaliy mashg'ulot darslari uchun mo'ljallangan. Kitob uch
bo'limdan iborat bo'lib, I.LA. Gafarov tomonidan kitobning Kirish
gismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag'ishlangan
birinchi bo'limi yozilgan. Ikkinchi bo'lim Y.P. Oppogov tomonidan
yozilgan bo'lib, yuqori tartibli tenglamalarni o‘z ichiga oladi.
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi bo'limda differensial teng-
lamalarning boshga asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda gisqa nazariy ma’lumotlar va foydalaniladigan
asosiy formulalar hamda namuna uchun tipik misol va masalalar
yechimlari bilan ko'rsatilgan. Mustaqil yechish uchun tavsiya qilin-
gan misollarning javoblari keltirilgan.

Kitobdagi masalalar, asosan, o'zbek va rus tilidagi mavjud ada-
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o'quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion
liisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» bo'lim-
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e’tiborga olib, 111 bobga
yugoridagi ikki bo'limni ham kiritishni lozim deb topildi.

O'quv go'llanmadan universitetlar nomatematik mutaxassisligi
hamda texnika oliy o'quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar go'lyozmani diggat bilan ko'rib chiqib, uni yaxshilash
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan Muhandislik-peda
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to'g'risida bildirilgan fikrlarni mualliflar mammmiyat bilan
gabul giladilar.



KIRISH

I- §. Differensial tenglamalar hagida umumiy tushunchalar

/- ta'rif. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma’-
luin y=f(x) funksiya va uning yf,y",..., y(n) hosilalari orasidagi
bog'lanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla-
ma umumiy holda quyidagicha yoziladi:

F(x,y,y\y",...,yIln)) =0
yoki

Agar izlanayotgan funksiya y=f(x) bitta erkli o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Umuman, noma’lum funksiya ko‘p argumentli boigan hollar
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz fagat oddiy differensial
tenglamalar bilan shug'ullanamiz.

2- ta'rif. l)itTerensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qgat-
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, (v')’ +2y' +xy3 =0 tenglama birinchi tartibli differ-
ensial tcnglamadir.

Maua bu (v") +ay'+by+cosx =0 tenglama esa ikkinchi tar-
tibli differensial tenglama.

3 -tarif. DilTerensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb,
differensial tenglamaga go‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har
ganday y—f (x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan bo‘Isin:



r sinx, y =2cosx, y =3sinx - cosx funksiyalar, iinniiii.m,

r C sinx,y =C2cosx yoki y=C,sinx + CZXosx ko‘riuishila”i
funksiyalar C, va C, o‘zgarmas miqdorlarning har gqanday giymatlar
ula ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo'ladi. Buning
lo'g'riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo'yib
ko'rib, ishonish mumkin.

2- 8. Differensial tenglamaga olib keladigan
ba’zi bir masalalar

1- masala. Massasi m bo‘lgan jism u(0) = vn boshlang‘ich tezlik
bilan biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Jism tezligining o ‘z-
garish gonunini toping.

Nyutonning ikkinchi gqonuniga ko‘raz m ~ =F , bu yerda F —

jismga ta’sir etayotgan kuchlarning yig‘indisi. Jismga fagat ikkita
kuch ta’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning garshilik kuchi

H =-kv, Kk >0, yerning tortish kuchi F2 =mg . U holda ushbu

m— =mg-ku (k >0)
differensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglamaning

u(0) = @ shartni ganoatlantiruvchi yechimi

ekanligini bevosita o‘rniga qo‘yish bilan tekshirish giyin emas.

2- masala. Hayvonlarning biror turi o‘zgarmas muhitda alohida
yashasin deylik. Urchish va o‘lishning davriyligini hisobga olmay,
ko‘rilayotgan tur individuumlari sonining o ‘zgarish qonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vaqtning berilgan kichik intervalida
urchish va oMishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional
bo‘ladi. Windividuumlar sonining o‘sishi ko‘rilayotgan intervalda N
soniga proporsional bo‘lib, bu o‘sish interval uzunligiga ham pro-
porsional bo‘ladi. Shunday qilib, N(t) funksiyani uzluksiz va uzluk-
siz differensialanuvchi deb garasak, ushbu



MEIL =e.N(t), N(t))=No>0

(liHcrensial tenglamaga ega boiamiz, bu yerda s —proporsionallik
koeHItsiyenti («o'sish» koeffitsiyenti). Urchish gonuni differensial
tenglama bilan berilgan funksiyaning ko'rinishi N (t) = N( =et['
ekaniga ishoneh hosil gilish giyin emas. Bundan kelib chigadiki,
vaqt arifmetik progressiya bo'yicha o‘zgarsa, individuumlar soni ge-
ometrik progressiya bo‘yieha o'zgaradi. Agar e > 0 bo’lsa, N(t)
o'sadi; agar e < 0 bo‘lsa, N(t) kamayadi. £= 0 bo‘lganda N(t)
o'zgarmas bo‘lib, urchish o‘lishni to‘la qoplaydi.
3- masala. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta to'g'ri chizigli har
kat gilmoqda. Uning harakat qonunini toping.
Har bir momentda G nuqtadan koordi-
X j G nata boshigacha bo‘lgan masofa x bo‘lsa,

0 m A nuqta tezligi x |x = bo‘ladi.

Moddiy nuqtaga ikki tashqi kuch: ishgalanish kuchi —bx, b >0

va taranglik kuchi —kx, k > 0 ta’sir etadi deylik.
Nyutonning ikkinchi gonuniga asosan G nuqtaning harakat
gonuni

mx = -bx - kx

bo'ladi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy
nuqta dvigatel bilan ta’minlangan bo‘lib, dvigatelning G nuqtaga
ta’sir kuchi /~’bo'lsa, u holda G ning harakat gonuni

mx. =-bx - kx +F

bo'ladi. Ko'pincha F migdor |*|< FO - const munosabatga bo'y-
sunadi.



/ BOB

BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

I- 8. Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy

tushunchaiar

Birinchi tartibli differensial tenglama

F(x,y,y') =0 (ID
ko'rinishda bo‘ladi. Agar bu tenglamani y ' ga nisbatan yechish mum
kin bo‘lsa, uni

y' =f(x.y) (1-2)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan deyi-
ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi teorema o ‘rinli bo‘lib, bu
teorema differensial tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi
haqidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y’=f(x,y) tenglamadaf(x, y) funksiya va un-
dan y bo‘yicha olingan — xususiy hosila xQOy tekislikdagi (x0, y0)
nugtani o‘z ichiga oluvchi biror sochada uzluksiz funksiyalar bo‘lsa,
u holda berilgan tenglamaning x=xQbolganda y=yQshartni ganoat-
lantiruvchi birgina y=cp(x) yechimi mavjuddir.

Bu teorema geometrik nuqtayi nazardan grafigi (x0, y0) nuq-
tadan o‘tuvchi birgina y=(x) funksiyaning mavjudligini ifodalaydi.
Teoremadan (1.2) tenglama cheksiz ko‘p turli yechimlarga ega ekan-
ligi kelib chigadi.

x=x0bo'lganda y funksiya berilgan yQsonga teng bo'lishi kerak,
degan shart boshlang'ich shart deyiladi. Bu shaft ko'pincha

y Xxo=Yo
ko‘rinishda yoziladi.



1-ta'rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
yechimi deb bitta ixtiyoriy C o'zgarmas migdorga bog‘lig bo'lgan
hamda quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi y =& (x,C) funksiyaga
aytiladi:

a) bu funksiya differensial tenglamani C o'zgarmas miqgdorning
har ganday aniq giymatida ganoatlantiradi;

b) x=x0 bo'lganda y=y0, ya’ni y L.{ =yQboshlang‘ich shart
har ganday bo‘lganda ham C migdorning shunday C=CO0 giymatini
topish mumkinki, bunda y =d¢(x,C0) funksiya berilgan boshlan-
g‘ich shartni ganoatlantiradi. Ushbu holda x0Ova yngiymatlar x vay
0 ‘zgaruvchilarning o ‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago-
naligi hagidagi teoremaning shartlari bajariladigan qismiga tegishli,
deb faraz etiladi.

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko‘-
pincha y ga nisbatan yechilmagan

o (x,y,C) =0

ko‘rinishdagi munosabatga kelib qolamiz. Bu munosabatni y ga nis-
batan yechsak, umumiy yechimni hosil gilamiz. Ammo y ni

@ (x,y,C) =0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar bi-

lan ifoda etish hamma vagqt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday

hollarda umumiy yechim oshkormas ko'rinishda qoldiriladi.
Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi ® (x,y,C) =0

ko'rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integra/i deyiladi.
Misol. Birinchi tartibli

= Z
dx X

tenglama uchun vy =z funksiyalar oilasi umumiy yechim bo ‘ladi:

buning to'g'riligini y funksiyani tenglamaga go‘yib tekshirish mumkin.
2- 8. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar
Ushbu M(x)dx+ N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o zgaruvchi-

lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o‘ziga xos tomo-
ni shundaki, dx oldida fagat x ga bog°‘liq ko'paytuvchi, dy oldida



esa l'agat y ga bog'lig ko'paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yedn
nn uni hadma-had integrallash yo‘li bilan aniglanadi:

JM(x)dx + 1IN(y)dy = C.

Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi
bu tenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi C ni yechim
uchun qulay ko‘rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx —ctgydy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
loping.

Yechish. Buyerda o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz.
IJni hadma-had integrallaymiz:

jtgx dx —jctgy dy = C yoki —In|cosx| —In|siny| = -InC.
Bu yerda integrallash doimiysi C ni —4nC ,ya’ni C= —nC orqali

belgilash qulaydir, bundan Insiny ecosx = InC yoki siny ecosx =C
umumiy integralni topamiz.
Tarif.

y=fM W
ko‘rinishdagi tenglamalar o zgaruvctiilari ajraladigan differensial teng-
lamalar deb ataladi, bu yerda/j(x) vaf(y) —uzluksiz funksiyalar.
(1.4) tenglamani yechish uchun unda o‘zgaruvchilarni ajratish
kerak. Buning uchun (1.4) da y' ning o‘rniga dy/dx ni yozib, teng-
lamaning ikki tomonini f2(y) * 0 ga bo‘lamiz va dx ga ko'paytiramiz.
U holda (1.4) tenglama

J k r Mok <5

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x o ‘zgaruvchi fagat o‘ng tomon
da, y o‘zgaruvchisi esa chap tomonda ishtirok etyapti, ya’ni o'/
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

ljw =3WK)dx+c
ekanligini hosil gilamiz, bu yerda C —ixtiyoriy o°‘zgarmas.
2- misol. y ' = y/x tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama. Ini

d ik
yerda /,(x) = 1l/x vaf2y) = y. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib, hd



tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab J— = j— +1InC, C>0

yoki Iny = Inv + InC va bu tenglikni potensirlab, y = Cx umumiy
yechimni topamiz.

Faraz gilaylik, y — Cx umumiy yechimdan x0=1, yn=2 boshlan-
g'ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab qilin-
yapti. Bu giymatlarni y = Cmx ga n va y larning 0‘rniga qo‘yib,
2=C-1yoki C=2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim y=2x ekan.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

1. x(y2—4)clx + ydy = 0.

2. y'cosx = y/\ny, y(0)=I.

3.y ' = tgx e tgy.

4. (1+x2dy +ydx =0,y(1) = 1

5. Incosy dx + x tgy dy = 0.

[op}

. lj- +ey =0, y(1)=0.

~

cyly'=Iny ,y(2) = 1

8.y '+ sin(x +y) = sin(x —y).

9. xyjl+y2dx +yn/l+x2dy =0 .

10. y' = 2%y, y(—3) = -5.

11. y ' = sh(x + y) + sh(x —y).

12. x(y6+ 1)dx + y~x4+ 1dy, y(0) = L

3- §. Birjinsli va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar
1- ta'rif. Agar ixtiyoriy X uchun
[ (kx, Xy) = X"f(x, y)
ayniyat o'rinli bo'lsa, f(x, y) funksiya x va y o'zgaruvchilarga nisba-
tan n- o'lchovli birjinsli funksiya deb ataladi.
1- misol./(x, y)=ijx' +y1 funksiya bir o'Ichovli bir jinsli funl
siya, chunki f(Xx, Xy)="*(XxY +(Xy)l = Xyjx3 +y3 =Xf(x,y).



2- misol. f{x, y) —xy —y2funksiya 2-o°‘lchovli bir jinsli Imiksiya,
chunki f(Xx, Xy) = (Xx) m(Xx) — (Xy)2 = X2xy —y2) = X2j{X, y).

3- misol. f(x,y) :X—ZQ funksiya 0- o'lchovli bir jinsli tunk-
xy
siya, chunki
f(Xx,Xy) =M z M . = =X° = X°f(x, .
J ( y) XX-Xy X xy Xy ( y)
2- ta’rif. Birinchi tartibli
5 = FO0Y) (16)

differensial tenglama x va y ga nisbatan birjinsli differensial tenglama
deb ataladi (agar f(x, y) funsiya x va y ga nisbatan 0- o'lchovli bir
jinsli funksiya bo‘lsa).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qilaylik, (1.6) bir
jinsli differensial tenglama berilgan bo'lsin, u holda shartga ko'ra

F(XX,Xy) = X°f(x,y)- Bu ayniyatda X ="~ deb olsak, f(x, y)=

j ni hosil gilamiz. Bu holda (1.6) tenglama quyidagi ko'ri-

nishga keladi:

(1.7) da u :;, ya’ni y = u mx almashtirish bajaramiz.
U holda d =u +d— ® ni hosil gilamiz. Hosilaning bu ifodasini
X X

(1.7) ga gqo‘yib, u+~-x =f(\,u) yoki /(17y)- -=~ tenglikni

hosil gilamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama-
dir. Integrallab quyidagini topamiz:



Integrallarni topgandan so‘ng u o‘rniga L ni qo‘yib, berilgan
tenglamaning integralini y =y(x, C) ko'rinishida topamiz.

4- misol. ~ = x*}  tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya 0-oichovli
bir jinsli funksiya bo'lgani uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglama, shuning uchun —=wu almashtirishni bajaramiz. U holda
y=ux, =un +x m— . Bularni tenglamaga qo‘yib u+x -* =-—~
ax dx dx I-unl
yoki x — =-~-T va o°‘zgaruvchilarni ajratib, , ya’ni
dx i- UL " X
|-y - du= tenglamaga kelamiz.
Integrallash natijasida ir = InW +In|C| yoki —Zi’\r-:]r(wcq

munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikda n o‘rniga — ni gqo*-

X2
yib, = In|Cx| tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko*-

rinib turibdiki, y ni x orgali elementar funksiyalar yordamida ifodalab
bo‘Imaydi. Birog x ni y orgali ifodalash mumkin: x =yyj-2 In\Cy\.

Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan differensial
tenglamalar

dy _ ax+by+C
dx  a\X+bly+C\ (1-8)

ko‘rinishdagi tenglamalarni birjinsli tenglamalarga keltirish mumkin.
Agar Cj = O C = 0 bo'lsa, tenglama bir jinsli bo‘lishini ko‘rish



giyin cmas.Faraz gilaylik, C va Cxlarning birortasi noldan laigli
hoMsin. x = Xj+ h, y = y{+ k almashtirish bajaramiz. U holda

dy _ dyx
dx dx™

X, y va m ifodalarni (1.8) tenglamalarga qo‘yib
X

dyx _  axx+byx+ah+bk+C
(1.10)

dxx  axxx+bxy x+axh+bxk+Cx
icnglamaga ega bo‘lamiz. h va k larni shunday tanlab olamizki,
[ah + bk + C =0,
axh +t\k +Cx =0 (1)

lenglamalar o‘rinli bo‘lsin, ya’ni h va k larni (1.11) tenglamalar sis-
lemasining yechimi sifatida olamiz. Bu holda (1.10) tenglamadan bir

jinsli axx  awxrby x tenglamani hosil gilamiz. Tenglamani yechib

va x hamda y larga xx —x —h, y{=y —h formulalar yordamida
cjaytib, berilgan (1.8) tenglamaning yechimini topamiz. Agar

ab

aA
bo‘lsa, ya’ni ab=ax» bo‘lganda, ma’lumki, (1.11) sistema yechim-

0

ga ega bo‘lmaydi. Ammo, bu holda — " = ya’ni a=Xa,
a
b=Xb bo‘ladi.
Bundan kelib chigadiki, (1.8) tenglamani

dy _  (ax+by)+C

dx \(ax+by)+Cx (112)

ko'rinishga keltirish mumkin ekan. Bu holda
z = ax + by (1)
almashtirish yordamida tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan dilln

ensial tenglamaga aylanadi, hagiqatdan, o a+ b<—|\ tenx.likd.m



munosabatni hosil gilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalarni (1.12)

tenglamaga qo'yib, o'zgaruvchilari ajraladigan 3°le J

tenglamani hosil gilamiz.

Yuqorida (1.8) tenglamaga qo‘llanilgan usulni ~ =

tenglamaga ham qo‘llash mumkin, bu yerda/ gandaydir uzluksiz
funksiya.

. d -3 . .

5- misol. = = KR [ tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun
x=Xj+h, y=yx+k almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama
dy\ xx+yx+h+k-3
~oex = xx-yx+h-k~1 ko‘nnishni Oladi. A+£-3=0, h -k -1=0 teng-
lamalar sistemasini yechib, h=2, k=\ ekanligini topamiz. Natijada

X, +

fae o dy, Y, . o Y ..
birjinsli —=— — tenglamani hosil gilamiz. — =wun almashtirish-
L x\-y1 XX
. . d du du L+u
ni bajarsak, u holda y=ux. -(}yl-: n+Xx, B—, Uu+x, * =—
1 1 dxx dxx dxx  Tu

bo‘ladi va natijada x\ o ‘zgaruvchilari ajraladigan teng-

lamaga ega bolamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz: -:I-—Uﬂ,—du =— ni
1 XX

integrallab
arctgw - |In(l +u2) =In|jcl +In|C],

arctgw = In ICx, yj(1+ n2)| yoki Cx, VI +u2 =eadg' ekanligini topa-
|

miz. v o°‘rniga ifodani go'yib, C~xf +y2 = ekanligini va




mlioyat, n va y o'zgaruvchilarga o'tib, Cyj(x-2)2+(y - 1)’
nalijani hosil gilamiz.
L. , 2X+v~I| . .
(t- misol. y' = 4x+2v”5 tenglamani yeching.

Ycchish . Tenglamani x=x{+h, y=y{+k almashtirish yordam-
id.i yechib bo'Imaydi, chunki bu holda h va k larni aniqlashga yor-

2 1

lam bcradigan sistema determinanti 4 2

nolga teng.

Bu tenglamani 2x+y=z almashtirish yordamida o ‘zgaruvchilari
airaladigan differensial tenglamaga keltirish mumkin, haqigatan,
r' z'—2 bo‘lgani uchun tenglama

z’-2 =J %
27+5
ko'rinishga yoki
7'= 5r+9
2r+5
ko'rinishga keladi. Tenglamani yechib

+M.1n|5r +3 =x +C
munosabatni, z o'rniga 2x+y ni qo‘yib esa
2 7 .
-(2x +y) +—1In 110x + 5y + 9 \=x +C yoki

10y - 5x +71In | 10* +5y +9 |=C, ni,
ya’ni y ning x ga nisbatan oshkormas ko‘rinishini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

13. (x2 + 2xy)dx +xydy =0.



15. xy'sinI?-j+x =ysin  j.

16. xy +y2 =(2x2+xy)-y".
17. xyy' =y2+2x2.

g

19. (x2+y2)dx - xydy =0.

20. (x+y +2)dx+(2x +2y - 1)dy = 0.

21. (2x +y + Ddx +(x +2y - )dy = 0.

22. 2(x +y)dy + (3x +3y~l)dx =0,y(0) = 2.
23. (x -2y +3)dy +(2x +y - Ddx =0 .

24. (x -y +4)dy +(x +y - 2)dx =0 .

4- §. Chizigli differensial tenglamalar.
Bemulli tenglamasi

1 Chil/iqli differensial tenglamalar.

Tarif Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo'lgan tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi. Bundav
tenglama

4L+ P(x)-y =Q(x) (1.15)

ko‘rinishga ega bo'ladi, bu yerda P(x) va Q(x) - berilgan uzluksiz
funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya ko‘paytmasi
ko‘rinishida gidiramiz:

y = u(x) mv(x) (1.16)

Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisi
esa (1.15) tenglama orqali topiladi. (1.16) tenglikning ikki tomonini
differensiallaymiz:

dy dv du
Ik ~Ulh +Vm -



d
lopilgan y hosila ifodasini (1.15) tenglamaga qo'yib.

dv du dv
dx  dx dx dx
>'lishini topamiz. v funksiyani

— +Pv=0 (1.18)

dx

shartni ganoatlantiradigan qilib olamiz. Bu differensial tenglamada
t>ga nishatan o‘zgaruvchini ajratib, quyidagini topamiz:
=-Pdx , integrallab —n|Cj + InJu| = — Pdx yoki v =Cle"Rk

in hosil gilamiz.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan fargli biror yechimi yetarli
bo'lgani uchun v(x) sifatida

v=e~iRk (1.19)
funksiyani olamiz, bu yerda j Pdx —qgandaydir boshlang‘ich funksiya.
lopilgan u(x) ning giymatini (1.17) tenglamaga qo‘yib,

v(x)"- =Q(x) yoki ekanligini topamiz, bu yerdan

Q) gx +¢

V(x)
ni topamiz. uva v larni (1.16) formulaga go'yib, nihoyat
Y = v(x) JP‘VQ(J‘X’;?'+ C  yoki y=elpk[jQ(x)eimdx +cl (L 20)
ifodani, ya’ni (1.15) ning umumiy yechimini topamiz.

1- misol. Aa;----;% = (x +1)3 tenglamani yeching.

Yechish. y = iw deb olsak, u holda — =u— +u—
dx dx dx

— ifodasini berilgan tenglamaga qo ‘ysak,
dx NAMAF



funksiyani aniglash uchun — - =0 yoki — = teng-
u funksiyani aniglash uchun — - v 0 yoki vV as €N9

lamani hosil gilamiz. Bu yerdan In| v |= 2Inx+1|yoki v= (x + 1)2
v ning ifodasini (1.21) tenglikka go'yib, u ni aniglash uchun

(x + I)Zd— = (x + 1)3 yoki - = x + 1 tenglamani hosil gilamiz, bu
X X

1 552
yerdan u=—y —+C. Demak, berilgan tenglamaning umumiy

yechimi y = + C(x + 1)2 bo‘lar ekan.
2. Bernulli tenglamasi.
Ta'rif
o Py =)yt on>2 (1.22)
X

ko'rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda
P(x) va Q(x) —berilgan uzluksiz funksiyalar, n ¢ 0; 1
Tenglamaning barcha hadlarini ynga bo‘lamiz

y-" P (x)-y-m =Q(x) (1.23)
X
va. z = y~mx almashtirishni bajaramiz, u holda

_*
dx y dx

Topilgan giymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, — +(-/? +\)P-z =

=(-n+\)Q chizigli tenglamani hosil gilamiz. Chizigli tenglama-
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z o‘rniga y~"H ni qo‘yib,
Bernulli tenglamasining umumiy integralini hosil gilamiz.



2- misol. Ushbu

% +xY=x!-¥3 0 -24)
leiil’l.imani yeching.
Yechish. Tenglamaning barcha hadlarini y3ga boldamiz

Y 33 +xy 2=x3 (1.25)

v-2 almashtirishni bajaramiz, u holda /(\1' :-2y~3d—. Bu
X X

tji\uiallarni (1.25) ga qo‘yib
B2 _oxz =-2x3 (1.26)
dx

(lii/ n|li tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy integralini topa-
ml/

dz dv du
Z= uv, — =U— +V— .
dx dx dx

Bu ifodalarni (1.26) tenglamaga qo‘yamiz:

d d ~ = Id 50\ d 5.3
U= +v = ~2xuv =-2xJ yokt S oxv+va= 2x°.
dx dx \dx | dx

Oavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

/:1 -2xv =0, =2xdx, InfjvIl=x2, v =ex
X

\'

lkanligini topamiz. u ni aniglash uchun

dx
linnlamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib

du =-2e~"x3dx, M =-2\e x2x3dx +C
t'k.iiiligim topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab

n=x2 X +exl +C, z=nw =x2+1+ Or"2



ifodalarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali

y g:x~2+1+ Cex2 yoki y = 1 m  boYar ekan.
4x2+\+Ce*2

Quyidagi tenglamalarni yeching:

25. y 'cosXx+y = tgx, y(0)=0. 33. y'+iL = 3x2y43m
X

26. y ' —ythx = chX. 34, y' — L-=-2— .
x-\ x-1

27. y' + =arcsin X +x . 35. 4xy '+3y = —exmx4y5.

\-x

28. Xy' — v = XZXo0sx. 36. vy’ +LI,—1— =y2(x3+ 1)sinjc,
X+

29. y'+2xy =xe X . y(0)=I.

30.y'cosx + y = 1 —sinx. 37. ydx + (x + x¥2dy = 0.

31. y' +1L= X2y4m
X

32. (x2Any - x)y' =y.

5- 8. To‘la differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

1. To‘la differensialli tenglama.
Ta'rif. Agar M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 ko‘rinishdagi tenglama-
ning chap qgismi biror u(x, y) funksiyaning to'la differensiali, ya’ni
du = M(x, y)dx + N(x, y)dy (1.27)
bo‘lsa, u holda bunday tenglama to'la differensialli tenglama deyi-

ladi.
(1.27) tenglama to‘la differensialli tenglama bo‘lishi uchun

eM _ sn

dy dx
shart bajarilishi kerak.



To'la differensialli tenglama ta’rifidan du-0, bundan //(v,y) (1
ckanligi kelib chigadi (C —ixtiyoriy o'zgarmas).

u(x, y) ni topish uchun y ni o'zgarmas deb hisoblaymiz, u hoi
da dy=0 ekanidan du=M(x, y)dx bo'ladi. Bu tenglikni x bo'yicha
inlegrallasak,

n=\M(x,y)dx + d(y). (1.28)
(1.28) tenglikni y bo'yicha differensiallaymiz va natijani N(x, y) ga

d
lenglaymiz, chunki g N(x,y);

\ A odx+vi(y) =N (F>y)
yoki

®'(y) = N(x,y)- J\OAy-dx. (1.29)
(1.29) ifodani y bo'yicha integrallab, ¢(y) ni topamiz:

dh(y) = JTw(x,y) - *?M_dx\dy +C .
ny

Demak, u{x, y)= Jm (x,y)dx + j*iV(x,y)- j*-dx*jdy +C .

Bu ifodani ixtiyoriy o'zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy
integralini hosil gilamiz.

1- misol. (3x2+6xy2)dx+(6x%/+4y3)£/y=0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

Yechish. Bu yerda M(X, y)=3x2+6xy2, N(X, y)=6x%+4y3

dN _ dN _ dM _ dN

Fy = [l]2xy, “ix Tny, ya'm Fy =

= = M (x,y) bo'lganligi sababli
- 3x2 Bxyz.
dx

Bu tenglikni x bo'yicha integrallaymiz:
= x3+3xy2+h(y).



Ad'y = N(x,y) ekanligini hisobga olsak,
cp'(y)= 6xy + 4y3~6x% yoki cp(Y) = 4y3.
Bundan
MO0 = Y4+ C.
Demak,
n= 3+ xy*+y4+ C
yoki

X3+ 3x22+ y4= C.

2. Integrallovchi ko‘paytuvchi. Agar B cbm bo‘lsa, u hold:

ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday u(x, y) funksiyani topisl
mumkinki, \iMdx + \\Ndy = du bo‘ladi. Bu u(x, y) funksiya integ
rallovchi ko paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson:

SM _ dN_

) gy ., 8 =®d(x) bo‘lganda, 1ny = \<X>(x)dx boladi.
6N dM
2) ~ -y ‘y- =®| (y) bo‘lganda, Iny = JI>(y)<iy boladi.

2- misol. (y + xf-)dx —xy = 0 tenglamani yeching.

Yechish. Bu yerda M =y + xy2, N = -x, = 1+ 2xy,
5yV__. SV dN_
dx ’ Sy Ox

Demak, tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to‘la dif-
ferensiali emas. Bu tenglamaning fagat y ga bog'lig bo'lgan inte:
grallovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani garaymiz.



dN  dM
dx dy _ -1-1-2xy _ 2

M y+xy2 ~ Y
bundan

Iny = —2Iny, ya’ni y =-Lp.
y

Berilgan tenglamani 1, ga ko‘paytirganda
—+x\dx - rdy =0
Yy J y
tenglama hosil bo‘ladi. Bu to'la differensialli tenglamadir, chunk
8M__dN___ 1
cy ax y2
Tenglamani yechib
- +4-+C=0
. Yy 2
yoki

umumiy integralni topamiz.
Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari to‘lig dif
rcnsialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (B* + y + siny)rfx + (ey + x + xcosy)dy = 0.
39. (x + y — 1)dx + (ey + x)dy = 0.

40. (xcosy —ys\ny)dy + (xsiny + ycosy)dx = 0.
41. 2xydx + (x2—y)dy = 0.

42. (2 —9xyxdx + (4y2 —6x3ydy = 0.

43. dx +(y3+Inx)dy =0.

44. (I0Oxy - 8v+ 1dx + (5x2- 8x + 3)dy = 0.
( 3\



Quyidagi differensial tenglamalarning intcgrallovchi ko'paytu
chilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47. (x2- y)dx + xdy = 0.

48. yhlx + (yx — 1)dy = 0.

49. (x2+ y2+ x)dx + ydy = o.

50. xf(xy"' +y) =1

51. (x2+ 3lny)ydx = xdy.

52. 2xtgydx + (x2— 2siny)dy = 0.
53. (e —}P-)dx + ydy = 0.

54. (1 + 3xz&iny)<ix —xctgydy = 0.
55. (sinx + ey)dx + cosxdy = 0.

6- §. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1- tartibli differensial
tenglamalar

Ta'rif.

(1.3

ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan I-tarti
tenglama deb ataladi.

Bunday ko'rinishdagi tenglamani & ga nisbatan yechib oli
magsadga muvofig bo‘ladi, ya’ni berilgan tenglamadan

=fi(x>y) (i=12,..,n) (13

ko‘rinishdagi bir yoki bir necha hosilaga nisbatan yechilgan ten
lamalar hosil gilinadi. Ammo har doim ham (1.30) ko‘rinishd;

tenglamani * ga nisbatan yechib olish mumkin boiavermaydi, u

dan tashqari y' ga nisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko'
nishdagi tenglamalar har doim ham oson integrallanavermay
Shuning uchun (1.31) ko'rinishdagi tenglamalarni ko‘pincha pai
metr Kiritish yoii bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantla
dan biri bilan tanishib chigamiz.

Faraz gilaylik, (1.30) tenglamani y yoki x ga nisbatan os



yozib olish mumkin bo‘lsin. =p parametr Kiritib, y—(x, /

hosil gilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan to'la differci
olib hamda dy ni pdx ga almashtirib

—A - A -
pdx dx.p)dx+ dp[bdpl,

ya’ni, M (x, p)dx +N(x, p)dp =0 ni hosil gilamiz. Agar bu ter

maning X = ®(p,C) yechimini topsak, u holda berilgan tengla
ning yechimi

Ix =@ (p,C),
\y =f(x,p)
parametrik ko'rinishda bo ‘ladi.
(1.30) tenglama uchun Yo K°shi masalasi (x0, y0) i

tadan o‘tuvchi va bu nugtada umumiy urinmaga ega bo'lgan (1
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bo'Imaganda
yagona yechimga ega bo'ladi. Aks holda Koshi masalasi yechimi
yagonaligi buziladi, ya’ni (x0, y0) nugta Koshi masalasi yechimi
yagonaligi buziladigan nuqgta bo'ladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudli;
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorema aniglab bera<

Teorema. y{), /7(x0,y0,>'0) = 0 tenglamaning yechimlaridar

bo'lsin. Faraz gilaylik, F(x,y,y') funksiya x bo'yicha uzlu
y va y' bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uninj
bo'yicha hosilasi noldan fargli bo'lsin:

JENX0,y0,yb) * 0.

U holda F(x,y,y') =0, .y(*0o)=Jo K°sh> masalasining x0 nu
ning yetarlicha kichik atrofida <p'(xQ=y0shartni ganoatlantiru
y=cp(X) yagona yechimi mavjud bo'ladi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) ko'rinish
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bo'lishi mumkin, \



Mnrinuly yechifudigya €ya uu usul 1HdiriiNmng,  Or udceylral cinZigu
fagat yagonalik sharti bajarilmaydigan nuqtalardan iborat bo'ladi.

Agar F(x,y,y") funksiya jcga ko'ra uzluksiz hamday vay'g

ko‘ra uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (1.30) tenglamaning max
sus yechimi, agar u mavjud bo‘lsa,

F(x,y,y") =0,
[E\gx,y,y ) =0 (132
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.

Shuning uchun, (1.30) tenglamaning maxsus yechimlarini topis
uchun (1.32) tenglamalar sistemasidan y' ni yo'qotish kerak.

1- misol. (y')3 - 2x my ")2 +y' - 2x tenglamani yeching.
Yechish . (y)3-2x (y)2+y'-2x =(y'- 2x)((y")2+ 1 =

bo‘lganligi uchun, berilgan tenglama = tenglamaga ekvi
valent. Uning yechimlari y = x2+C ko'rinishga ega.
2- misol. (y")2+y -(y - x) o' - xy’ =0 tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamani (y' +y2)my' - xy) =0 ko'ri

nishda yozib olish mumkin. Demak, berilgan tenglama y'+y~0O v
y' —xy = 0 tenglamalar yig'indisiga ekvivalent. Ulardan birinchisi

: £
ning yechimlari y= Ova y = o ikkinchisiniki esa y =C m 2.

Demak, berilgan tenglama yechimlari |y X+C)yy —C .A. i=o.

‘] ’
3- misol. y =(y') eey tenglamani yeching.
Yechish. p=y' :"d~ parametr Kiritamiz. U holda y = p2ey
X

dy =(2pep +p2en)dp. Bu yerdan p — 0 yoki x =2er +ep(p-\) +C
=ep(p+\) +C.

26



= + Do+
y=0va x ={p +1)e; +C,
[Y = P~e"-
4- misol. Iny' +siny’' - x =0 tenglamani yeching.

Yechish. _y'=/?deb olsak, x =\np +sinpdy = pdx bo'lgani
chun — =f—+cospjdp. Bu yerdan vy = J(]. + p cosp)dp =

p +cosp + psmp +C . Demak, berilgan tenglama yechimlari

X =\np + sin/?,
y =p +cosp+psmp +C.
5- misol. O )2+ (x +a)y' -y =0 tenglamani yeching.
Yechish. p =y 'parametr kiritamiz, u holda y =pl+(x +a)pdy =
-pdx va dy =2pdp +(x +a)dp + pdx tenglamalardan pdx =2pdp +
-(x +a)dp + pdx , (2p +x +a)dp =0 tenglamalarni hosil gilamiz.

lu yerdan p=C yoki 2/?+x+a=0 tenglamalar kelib chigadi. Demak,
erilgan tenglama yechimlari quyidagi ko‘rinishga ega bo ‘ladi:

y =p2+(x +a)p,

=(x+a) ®C +C~ va
y = ) 2p +x+a=0.

Oxirigi ikki tenglikdan p parametrni yo‘qotib, y=C(x+a)+C2 va

; =- 0-£— ekanligini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

56. (yD2=y3-y2. 61. (3x+1)(y)2- Xy +2)/ +9=0.
57. (yD2+y2(ln2) - ) =0. 62.x2(/)2- 2xyy'-x2=0.
58. (y')3+x(y")2-y =0. 63. x4(y')2-xy'-y =0.

59. x(y")3-y(y)2+1=0. 64.y(>")2- 2xy'+y =0.

60. x(y')2+xy'-y =0. 65. Iny' +2(xy'-y) =0.



Chap tomoni y' ga nisbatan butun ratsional funksiyadan ibor
ya’ni quyidagi

YT + p{y Y~ + PAYI~2+ +PAY + Py=0

ko'rinishga ega bo'lgan tenglama n-darajali 1-tartibli tenglama c
yiladi. Bu yerda n— butun musbat son, Pr Pv Pv ..., P lar x
y ning funksiyalari.

Bu tenglamani y ' ga nisbatan eeha olamiz, deb faraz gilayl
Bundan y > uchun, umuman aytganda, n ta har xil ifoda he
bo‘ladi:

y'=fNe,y), Y =faAx>Y), y'=fM,y)- (1.3
Bu holda
F(x,y,y") =0 (1.3
tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta
y'=f(x,y) (13

tenglamani integrallashga keltirildi. Ularni umumiy integrallari rr
ravishda quyidagilar bo‘Isin:
D,(x,y, C) =0, d2Ax,y, CH =0, ..., Pax,y, C)=0. (1.3
Bu integrallarning chap tomonlarini o‘zaro ko‘paytirib, no!
tenglaymiz:
P,(x,y, C) ed2AX,y, C) m... mdn(x,y, C)=0. (1.3

Agar (1.37) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bo'lsak, (1.’
tenglamaning yechimini hosil gilamiz, hagigatan ham, (1.34) ter
lamaning har ganday yechimi (1.37) tenglamalarning birini, binobar
(1.35) tenglamalarning birortasini va shunday qilib, (1.34) tenglai
(1.35) tenglamalarga yoyilgani uchun uni ham qanoatlantira
Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha C,, C2 ...,
0‘zgarmaslarni bitta C bilan almashtirish va tenglamani

D,(x,y, Q mOAX, y, C) »... edAX, Yy, C) =0 (1.3
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa (1.34) tenglamaning yechi

bo‘ladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun (1.38) tenglamaning n
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:

d,(x,y, C) =0, ®AX,y, O =0, ..., daAx,y, 0 =0, (1.3
28



bu yerda C —istalgan qiymatlarni gabul giluvchi ixtiyoriy o'/y.n
mas, shu sababli (1.36) tenglamadan hosil gilinadigan barcha ya Inin
lar (1.39) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar orasida bo'ladi

1- misol. (yD2--y =0 tenglamaning umumiy integralini toping
-

Yechish. Tenglamaning chap tomonini ko‘paytuvchilai>'.a
ajratib, quyidagini hosil gilamiz:

bu yerdan y'-~- =0 va y'+/\__()l

Bu ikkala tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Ular
ning umumiy integrallari

N-jN-c¢c =0, VT+"r-cCc =o0
3a 5a

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy integrali ushbu
ko'rinishda bo'ladi:

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

66. Cy')3~ 2x(y')2+y'=2x. 73. 8Cy'Y=27y.

67. (y')2+y(y —x)y' —xy3=0. 74. Cy'+1)3 = 27(x+y)2
68. (y )2+(sin x — 2xy)y'—xy’= 0. 75. y*(y,2+l) = 1

69. (y')2=4. 76. (y )2 —4jy3= 0.

70. (y')2+yl—1=0. 77. x(y")2=y.

71. x(y')2—2yy'+4x = 0. 78. yCy')3+n: = 1

72. (y)2- 2= 0. 79.4(1 -y)=(3y-2)2Ay")2

8-8 Oy, ") —0va F(x,y") = 0 ko‘rinishidagi
tenglamalar

Bu tenglamalardan y ni (birinchi tenglamadan) yoki x ni (ik
kinchi tenglamadan), shuningdek p = y' ni t parametr orqali ifo-
dalash mumkin, deb faraz gilamiz. Bu yerda tenglamaning umumiy
yechimi parametrik shaklda hosil bo'ladi.



Masalan, F(y, p)=0 tenglama boMgan hoini ko'raylik. y=cp(/} deb
tenglamadan p=y(t) ni yoki, aksincha, p=tp(t) deb tenglamadan
y=t(/) ni topdik, deb faraz gilaylik. U holda bir tomondan,
dy=pdx=\i(t)dx, ikkinchi tomondan, dy=(p'(t)dt. dy uchun ikkala
ifodani taqqoslab, \\i(t)dx=(p'(t)dt ni hosil gilamiz, bundan:

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

1- misol. y =ad¢ + (y')2 tenglamaning umumiy yechimini to-
ping.
Yechish. p—y '=sh/ deymiz, u holda y =aVIl +sh2t =a xh?,

i p dan dx :—p ni topamiz. d\>=ashtdt bo‘lganligidan dx=adt va

x=at—C.
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
x =at- C,
y = och/.
Bundan t parametrni yo'gotamiz. t:-x--t9 bo‘lganligidan
Quyidagi tenglamalar yechilsin:
80. x(y'2- 1) = 2y 85.y = In(l+y'2.
8l.y'(x - Iny") = 1 86. (y'+1)3= tv' - y)2
82.x =y'3+y 87.y = (y'- Nel
83. x=y'Jy'2+1. 88. (y)4- (y)2=y2
84.y =y'2+ 2y'3 89. (y)2- (y)2=y2
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9- §. Lagranj va Klero tenglamalari

1. Lagranj tenglamasi. Ushbu
y = )+ yy) (1.40)
tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda ¢ (y"), y(v') lary "iiiiik
ma’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p parametr kiritish iisii
li bilan yechiladi. y'=p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama usli
bu ko'rinishga keladi:
y =xd ) + \ip). (1.41)
Oxirgi tenglamani x bo'yicha differensiallab,

P =4 + (w(p) + <p'(p))?
yoki

p- w>p) = x>{p) + () i (1.42)

tenglamani hosil gilamiz. p —¢(@>) * 0 vap —\i(p) = 0 bo'lgan hol-
larni garaymiz:
a) p —o@>) * 0 bo'lsin. (1.42) tenglamani ’(; ga nisbatan
X

— TAVe YA

yechib, quyidagi ko'rinishda yozamiz: — -x ¢ .
dp p-u>(p)  p-<p(p)

Hosil gilingan tenglama x va _‘;X ga nisbatan chiziqlidir, demak,
p

X = ®(p,C) (1.43)
umumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga qo'yib, y ni p va C orqali
ifodalaymiz:

y = @(p, C¥Y o(p) + \i(p) =f(p, Q. (1.44)
(1.43) va (1.44) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini

parametrik ko'rinishda beradi: 1*
\y =f(p.C).
Bu sistemada p parametrni yo'gotib, Lagranj tenglamasining
umumiy yechimini quyidagi ko'rinishda hosil gilamiz:
F(x,y, 0 =0.



Tenglamaning umumiy yechimidan hosil boimaydigan maxsus
yechimi ham boiishi mumkin.

b) p — ¢ip) — 0 bo'lsin, ya’ni biror p=p0 da u>pa)=p0 boMsin.
Ushbu
JY = Xq>(p) +g>(p),
\p =Pn
sistemada p ni yo'qotib, y = x¢(p0) + v(/>0) yechimni hosil gilamiz.
Bu esa Lagranj tenglamasining maxsus yechimidir.
1- misol. Ushbu y = x + (y ')3 Lagranj tenglamasining umumiy
va maxsus yechimlarini toping.
Yechish. Butenglamaday ' ni p(x) ga almashtirib,
y —x +p} (1.45)
tenglamani hosil gilamiz. Uni x bo'yicha differensiallaymiz:

p=i+3/r” mBundan p- 1=3p2*
a) Agar /7—1*0 bo‘lsa, ushbu

3 P2
pi®

tenglamani integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

dx =

x=U\n\p~ N+p+ £)+ C, (1.46)

x ning hosil gilingan ifodasini (1.45)ga qo‘yamiz:

y=3(n[p- J+p+ )+ C+pi.

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametr ko‘rinishida beradi.

b) Agar /7- 1=0 bo‘lsa, p = 1qgiymatni (1.45) tenglamaga
qo‘yib, y = x+1 maxsus yechimni hosil gilamiz.

2. Klero tenglamasi. Klero tenglamasi deb, Lagranj tenglamasi-
ning g(y") =y' bo‘lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umu-
miy ko'rinishi quyidagicha bo ‘ladi:

y = xy'+ vlily') (1-47)



y' = p(x) deb olsak, (1.47) tenglama quyidagicha ko'rinishga kc
ladi:
y = xp + \i(p). (1.48)
x bo'yicha differensiallab, quyidagini topamiz:

"= A i’ -1 ni M- ’ = NL o=
y p +x i +\\||p)dx.,ya ni dX\x +h/’(p)L= 0, bu yerdan i 0
yoki

x +\\i'(p) =0. (1.49)

=0 tenglamadan p= C kelib chigadi,(1.48) da p o'rniga C ni

go'yib, Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil gilamiz:
y = Cx + y(C). (1-50)
Bu geometrik nuqtai nazardan to‘gri chiziglar oilasini tasvirlaydi.

(1.49) tenglama (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining
parametrik shakldagi yechimini beradi:

ix =-y'(p),
=-py'(P)+y(p)
Hagigatan ham, bu tenglamalardan: dx = \i"(p)dp.

dy = [~py"(p) - W'(p) + y'(p)\dp = - py"(p)dp, bu yerdan __ =p.
Buni Klero tenglamasiga qo‘yish —p\\i'{p) + \\i(p) = —p\\i'(p) + y(p)
ayniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p parametrni yo'qotib, (1.47)
tenglamaning integrali ®(x, y)=0 ni hosil gilamiz. Bu integralda C
ishtirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni,
shuningdek, umumiy integraldan C ning hech ganday giymatida
hosil gilib bo'Imaydi, chunki chizigli funksiya bo'lmagani uchun u
maxsus integral deyiladi.

2-misol. Ushbuy = xy'+ y' —(y')2 Klero tenglamasining
umumiy va maxsus yechimlarini toping.

Yechish. Klero tenglamasining umumiy yechimini y ' ni ('
bilan almashtirib topamiz:

y=Cx+C- C2



Bu tenglamani Cbo ‘yicha differensiallaymiz:
0=x+1- 2C.

Quyidagi
\y - Cx+C- C2,
[o=x+1-2C
sistemadan C ni yo‘qotib,
ji=i(*+1)2

maxsus yechimni hosil gilamiz. U parabola bo'lib, y = Cx + C —C2
umumiy yechimlar oilasining o ‘ramasini tashkil giladi.

Lagranj tenglamalarining umumiy va maxsus integrallarini toping:

90.y = xy' - (y")2m 9.y =xy' - (y"H2

91. y = 2xy' +—L| -. 100. ¥ =xy' - ay]\+(y")2.
(y'y

92. 2y = yaz 101. y =xy +I2;.

93.y = x(y "2+ (y"H2 102. yj(y)2+1+xy' -y =0.

9. y'+y =x(y "2 103. y =xy' - ey.

95. y +xy' =4n/l. 104. j = xy' —(2 +y")

96. y =x(/)2-2(/)3. 105. O )3 = 3(xy' - V).

97. &xy' -y =1 n % 106. Ay=>")2(y - xy') = 1

98. xv' ~y = Iny". 107. y =x|A + +

10- 8. Kikkati tenglamasi
Ushbu
P(x)y2+Q(x)y +R(x) (1.50)

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bu
yerda P(x), Q(x), R(x) - biror a <x <b oraligda o'zgaruvchi x ning
uzluksiz funksiyalari (-co < a, b < +00).



Tenglamada P(x) = 0 bo‘lsa, chizigli tenglama; R(x) 0 bn'K.i
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

CTzgaruvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Kikk.in
tenglamasi o‘z ko‘rinishini saqlaydi:

1) x erkli o‘zgaruvchini ixtiyoriy x = ¢(x,) ko‘rinishda (¢ - dil
ferensiallanuvchi funksiya) o'zgartirish natijasida tenglamaning
ko‘rinishi o'zgarmaydi.

Hagigatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajarib,
yana Rikkati tenglamasini olamiz:

= FIPXDID(XL)y2 + 0L (x,) ] (x1)y + N[d(x,)]1d'(x,) ;

2) y erksiz o‘zgaruvchini kasr chizigli y = ko‘rinishda (a,
YA +5

p, y, 8 —aqaralayotgan oraligda a5 - Py * 0 shartni ganoatlantiruvchi
X ning ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalari) almashtirish natija-
sida ham tenglama o ‘z ko‘rinishini saqglaydi:

dy (a~dx+ayx +8> +5") («>T+P)
dx (yyx+b)2

(6-Py)-Al-+(a'y-y'a)>12+(a'5+P"y-a8'-(3y)>"+((3'6-5'P)

(yy.+5)2

Natijani (1.50) tenglamaga qo‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil
bo'lganiga ishonch hosil gilamiz.

Erkli o‘zgaruvchi x yoki erksiz o‘zgaruvchi y ning bunday shakl
almashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi soddaroq (kanonik)
ko‘rinishga keltiriladi.

1 Tenglamada y2 oldidagi koeffitsiyentni y=w(x)z chiziqgli
mashtirish orqgali xlga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
hozircha noma’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng-
lamaga go‘yamiz, u holda

W’(‘j)—(+ zw’=P(x)w2z2 + Q{x)wz + R(x)

yoki



az ﬂx)\/vz~7+\lp.4(*\)---\-’m\{§z + A\(NX)

dx

Agar w = i-F-)-(---) deb olinsa, tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:
X

Bu almashtirish x ning P(x) * 0 bo‘lgan o°‘zgarish oralig‘i uchun
o‘rinlidir.

2) Tenglamada gidirilayotgan y funksiya oldidagi koeffitsiyentni
y=u+a(x) almashtirish orgali nolga teng holga keltirish mumkin.

Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga qo‘yamiz, u holda

™ = P(x)u2 +[Q(x) +2P(x)a(x)]Ju +R(x) +P(x)a2.
X
n oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng bo‘lishi uchun
a(x) =—"-m> , (P(x) * 0) qgilib tanlab olish kifoyadir.
2P (x)

Keltirilgan almashtirishlarni birgalikda qo‘llab, Rikkati tengla-

masini ™ =+y2 +R(x) ko'rinishda yozish mumkin.
X
1- misol. Ushbu » =y2+yll- tenglamani yeching.
Yechish. y =\ almashtirishni  bajarib, tenglamani

no=-1- j shaklga keltiramiz. Bu birjinsli tenglamani yechish-

da == n belgilashdan foydalanamiz. U holda u +*A(1bz =-1- -2|/| 2;

du dx du dx e .
="2P T ~I1F ="21 KnSllitra integrallab,

arctg(l +un) =y Inx +C
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ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, izlangan yechim quyidagicha bo'lad

Yy

1

d+tg C-j Inx

Quyidagi tenglamalmi yeching:
108. y' + ay2—axy —1=0.

109. y '+ yl1= 2/x2

110. xyl+xy + x/y2 = 4.

111. 3y'+yl1+2/x2=0.

112, xy "— (2x+\)y+y2= —x2.

113. y ' —2xy 4 y2= 5 —x2
114. y " + 2ye* —y2 = e2* +e*.
115. 3xy' —(2rf3)y +¥Y2= —H2.
116. 2xy ' —(3x+2)y+yl= —2X2
117. 5xy' —(4x+5)y + y2= —3x



Il BOB

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- 8. Asosiy tushunchalar

n, tartibli oddiy differensial tenglama deb,

r(x,y,y.y”, .../n) =0 (2)
ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, n marta differensiallanuvchi va
(2.1) tenglamaga qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi
Y = ¢p(x) funksiyaga aytiladi, ya’ni.

P[0 (x),d'(x), 0" (x).... <, (x)] = 0.

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

VIx() =y0, /(n,,) =Yo, y'(x0) =y, ..., y(H)X0) =y (2.2)
boshl;ing‘icll shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

y = o(x,C,,C2,...,C,)

funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. C,, C2 ..., Cn
oVgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orgali aniglab, tegishli xu-
susiy yechim hosil gilinadi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni hosil gilishda garalayot-
gan oraligning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardan
ham foydalaniladi.

Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni tengla-
maning tartibi bilan teng boMishini ta’kidlab o‘tamiz.

»-tartibli differensial tenglamani faqat ayrim xususiy hollarda-
ginabevosita integrallash mumkin.



Tartibini pasaytirish mumkin boMgan tenglamahi
2-8. y(m =f{x) ko‘rinishdagi tenglama

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani n marta ketma-kct integrallash
natijasida umumiy yechimi topiladi:

-fix), (2.3)
Ynl = jf(x)dx +Cl - f (x) +C, ,

Y = j[/i (x) +C,]dx +C2 =f2ix) +Cx + C2,

='» <>+ (MYT*NA+jhy. *n2+eetc- *+c-" (14)

bu yerda fn(x) = JJ... Jfix)dxa. -*"T)T’ (7&YT’ C" lar ° ‘28ar~

mas sonlar boigani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin:
y =fnix) +CxnX +C2xn2 +... + CnAx + Cn-

1- misol. y"™ - sin x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish. Y”=~t~ ekanligini e’tiborga olib, berilgan tengla-

mani -~- =sinx yoki dy" - sinxdx ko'rinishda yozish mumkin.
Ketma-ket integrallab, quyidagiga ega bo'lamiz:

y" ~ Jsin xdx +C, = - cosx +C,,
y'- J(-cosx +C,)dx +C2 =- sinx + C,x + C2,
y = J(—sin x + C.x + C2)dx +C3 = cos x + —C x2 + C2x + C3

Demak, y =cosx +Cx~ +C2x +C3, C =—C,.

Izlangan umumiy yechimga ega bo'ldik.



2- misol. y" =xe x tenglamaning y(0) =1 .y'(O) =0 bc
lang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natija-
sida umumiy yechimni aniglaymiz:

y' = jxe~xdx +C, =-xe~x-e x+C,,

y = \(-xe~x - e x +C,)dx +C2 =xe~x +e x +e x + C\x + C2

yoki
y =e x(x +2) +C,x + C2.
Boshlang‘ich shartlarni e’tiborga olsak,
1=<r°(0+2)+C, 0+C2,C2=-1,
y’=-xe x-e-x +C,

dan 0=-0e~°-e°+C,, C =1

Demak, izlangan xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo ‘ladi:

y =e-x(x +2) +x - .
Quyidagi tenglamalami yeching:
118. / v =cos2x, j>(0) = y’(0)=0,y"(0) = ymO0) =0.
119. y" =xsin x, y(0) =0,/(0) =0, y*(0) = 2.
120. _y’sindx = sin 2x .
121. y" =2sin x cos2x - sin3x .
122, y" =x«rx,y(0)=0,/(0)=2,j>'(0)=2.
123. ~-=4-.4 H=2,/(1)=1>11) =1

124. y* =4cos2x, y(0) =0,y’(0) =0.

12S-r =1ib -



127. y" =x 2.

128. ylV=rcosx .

W= A
129. vy sin X

130. y’ =xex,>0)=1y'(0) =2.
131. y" =sin2x, y(0) =6,y'(0) =0.

3- 8. Noma’lum funksiya oshkor holda gatnashmagan
tenglamalar

FOx,y(®.y(k+1)y(n) =0 (2.5)
tenglamada y funksiya oshkor holda gatnashmagan. Bu tenglamada

I1*> = p(x) (2.6)
almashtirishni bajarib, uni
F(x,p,p " p nk)=0

ko‘rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi k bir-
likka pasayadi.

1- misol. xy" =y 'In|—j tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish. Bu tenglamada y funksiya oshkor holda gatnashma-
gani uchun y' =p(x) almashtirishni bajaramiz. Bu holda y" = p'
o‘rinli bo‘ladi. Bularni tenglamaga qo ‘ysak,
X Hp :plnx— yoki p :X—IQ—.
Hosil boigan tenglama birinchi tartibli bir jinsli tenglama bo'l

ganidan -j =t yoki p =x t almashtirishni bajarsak, p' =t +xt'



ega boMamiz. Buni e’tiborga olib, tenglamani /+ xt' =/ Int yoki
xt'  /(In/- 1) ko‘rinishda yozish mumkin. 0 ‘zgaruvchilami ajrat-
sak,

dt dx

/(In/-1) X
tenglamaga ega bo'lamiz. Integrallash natijasida
In(Iln/- ) =1Inx +InC, yoki In/-1=C, x,

bundan esa t = eQAtl kelib chigadi. /=;ekanini e’tiborga olsak,

p = xeq)(-i-'

hosil boladi. p(x) =y' dan y' = xeWr> tenglik hosil bo‘ladi. Bun-
dan esa izlangan umumiy yechim

y = }xec‘x+'dx :JLILerj;+1 - _Lecixd +C2
C,
ko‘rinishda hosil bo‘ladi.
2- misol. y"(x-\)-y" =0 tenglamaning y{2) =2,y'(2) =1y"(2
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish. y" =p(x) va y”=p' almashtirish bajarsak, dast-

d d
labki tenglama p'(x - 1) = p yoki 2.~ ko‘rinishga keladi. In-

tegrallash natijasida Inp = In(x - 1) + InC, yoki p =C, (x - 1) yechin’

hosil boMadi. Dastlabki belgilashni e’tiborga olib, y" =C, (x-1)

natijaga ega bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo-
rat. Ketma-ket integrallab:

y'=Jc, (x- )dx +C2=jC,x2- C,x +C2,

y =\[2C\W«2 -C,x +C2|Jx+C3= " 3-yx2+C2x +C3

umumiy yechimni hosil gilamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib



y’(2) = I dan 1=C, (2-1) yoki C=1

y'(2) = 1dan 1=- +4- 2+ C2yoki C2= I,

y(2) =2dan 2=-]--% +2+C3yoki C3="%

natijalarni hosil gilamiz. Bundan esa

Xususiy yechimni topamiz.
3- masala. m massali jism samolyotdan boshlang‘ich tezliks

tashlandi. Unga o°‘z tezligining kvadratiga teng miqdorda havo
garshilik ko‘rsatmoqgda. Jismning harakat qonunini toping.
Yechish. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
s —jism bosib o°‘tgan masofa;

vV = ~ jism tezligi; w = —tezlanish.

Jismga quyidagi kuchlar ta’sir etadi:
p=mg — harakati yo‘nalishidagi og‘irlik kuchi;

F =mu2=x -4 - garama-garshi yo‘nalishdagi havo garshiligi.

Nyutonning ikkinchi gonuniga asosan jismning harakat qonuni-
ni ifodalovchi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:

A . dv _ Kk Igm
ga olsak, m-"~=mg - kv2 yoki . = . tenglama hosil
al belgilash  bajarsak, o°‘zgaruvchilari ajraladigiin

(:1\: - a - v2) tenglamani hosil gilamiz.
m



O'zgaruvchilarini ajratib, dv -dt integ
@2-vr

yz In = —t +C, natijani hosil gilamiz.

Masala shartiga ko‘ra, /=0 da u(0)=0 ekanligi

C=0 kelib chigadi. Shunday gilib, In 3"V 22X
a-v m
tiah  \niab \ 2 ¢
topsak, v=ale m -\)jlem +1 =a—j---- akt
em +e m
bo‘ladi.
ak _ Img k _ Ikg ds
K m m va v ~ ~dt ekanini
7: 1 tenglamani hosil ilamiz va
dt vm 9 q

s=J—alnch —t+C2=—Inch \K3t +C2 t=0
\ kg Vm K Vm

gidan C2=0 bo‘lib, jismni bosib o‘tgan yo‘li 5=j-
la bilan, tezligi esa v = ath.v—t formula bilan ifo,
m

Bu formuladagi a- J— , limun=alimth —
V K r->00 r->* v m

ligidan tushish tezligi cheksiz orta olmaydi harr



Quyidagi tenglamalarni yeching:

132. x3y" +x2y" =1 140. x2y" =y'2.

133. y" +y'tgx =sin 2x . 141. y"(ex +1)+y' =0.

134. y"x\nx =y". 142, (I +x2)y" +2xy' =x1m

135. xy" - y' =ex 2. 143. y"tgx =y' + L

136. y" +2xy'2 =0. 144, xj" +y' +x =0

137. {I - x2)y" - xy' =2. 145. ~ - L/ =x(x-1),
y(2) =Ly'(2) =-I.

138. 2xy"'wy" =y"2- a2. 146. xy" =y'+xsin” .

139. H+x2)y" +1+y'2=0. 147. (1-x2)y" +xy' =2.

4-8. Argument oshkor holda gatnashmagan tenglama

F{y.,y"y",...y(m) =0 (2.7)
tenglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu
tenglama

y'=p(y) (2.8)
almashtirish bilan tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
(2.8) almashtirishda: y" =p'(y) &' =p mp ',
ym=p\Vp " +p'2] " -
o‘rniga go'yishlar bajariladi.
1- misol. 1+y'2 =y my" tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. y' =p{y) va y" =pp' almashtirishlarni bajarsak,

dastlabki tenglama 1+ p2 =y mp «p' ko‘rinishga keladi, bu esa bl
rinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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O'zgaruvchilarni ajratib, /q/), = — tenglamani hosil gilamiz.
I+ p~ Yy

Tenglikni integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

eiln|l +/72|=1Iny +1InC, yoki 1+p2=C2%2, p=zyjc2y2- 1.
Dastlabki o‘zgaruvchi y ga qaytib, y'=+"C2%2-1 vyoki

i dy =+dx natijaga ega bo‘lamiz. Tenglikni integrallab,
VgV -i

i-In(ciy+jc 2y2-\)=x(x +c2) yoki y = £ .(er+* +~")Qj =

= 77-chC, (x + C2) izlangan umumiy yechimni hosil gilamiz.
4

2- misol. M(0; 1) nuqtadagi urinmasi OX o‘q bilan a=45° bur-
chak tashkil qiluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga teng
bo‘lgan chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Egri chizigning egrilik radiusi va normali tenglama-
lari quyidagicha edi:

R=(+y'2)y2/y", N =yjl +y'2m

Masala shartiga asosan R=Ne ekanligidan, quyidagi differensial
tenglamaga ega bo‘lamiz:

(1+y'2)y2/y" =y3dp +y'2)3-
Tenglikning har ikki tomonini (I +y'2)32 ga bo‘lib, \/y" =y3
yoki y"y3 =1 tenglamani hosil gilamiz. y' =p{y) va y" =pp' al-

mashtirish bajarsak, pp'yb = 1 tenglik hosil boladi. 0 ‘zgaruvchilarni
ajratib va integrallab, quyidagi yechimni hosil gilamiz:

"my3=1pdp=y 3dy, Lp2=-Ly-2+Lc,
yoki

P2==c¢c,-r2.



Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak, y'2=C] -y ’ lenglama Ik>il

bo‘ladi. Masala shartiga asosan y'(x0) = tg45° =1 vyoki v(0) I
v'(0)=I, bundan \=C —1, ya’ni C =2. Shunday qilib, noma’lum
funksiyani aniglash uchun birinchi tartibli y'2=2-vy 2 vyoki

/[ 2
y' = — tenglama kelib chigadi. Bu tenglamaning o ‘zgaruvchi

larini ajratib, integrallaymiz:

yoki y ="~[(2x + C2)2+ 1], lIzlangan chizigning M(0; 1) dan o ‘ti-

shini e’tiborga olsak, 1=y [(20+C2)2+1], C2=1
Demak, y =2x2+ 2x + 1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

148. y-y' +y'2 =0. 153. y'(1 +y) =y'2+/.
149. y' +2y(y')3=0. 154, yy" +y =y'2.
150. y’'tgy = 2y'2. 155. y'2+2yy" =0.
151. y"(2y +3)-2/2=0. 156. yy"-y'2=0,
152. y(I -lny)y”+ @ +In_y)/2=0. y(0) =1 y'(0) = 2.

157. Egrilik radiusining OY o'qdagi proyeksiyasi o‘zgarmas a
bo‘lib, OX o‘q bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri chiziq
tenglamasini tuzing.

158. Suyuglikka tashlangan m massali jism oz og‘irligi tufayli
cho‘ka boshladi. Agar suyuglik garshiligi jism tezligiga proporsional
boisa, harakat gonunini toping.

159. 2yy" ={y")2. 160. y"y3 =1.



161. 2yy" =1+/ 2. 163.y ' =y'ly[y.
162. y ey" =y'2+y2iny.

5- §. Noma’lum funksiya va hosilalarga nisbatan bir
jinsli tenglamalar

F{x,y,y",y',....,yWw) =0 (2.9)
tenglama x,y,y',y",...,yf* larga nisbatan bir jinsli bo'lsa,
7 =P® (2.10

almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
1- misol. 3y'2 =4y my’ +y2 tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglama y,y',y" larga nisbatan bir jinsli
ekanligidan, tenglamaning har ikki tomonini y2 ga bo‘lib,

3-f—) -4 — =1 ko‘rinishga keltiramiz. — =p(x), a’ni
yyg v 9 =Py

{x) = ~y , -—— f—) =p' yoki — =p' - p2 almashtirish ba-
p{x) =yy-~y yKy3 Pt yoki = =p" - p
jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p2-4p2-4p' =1yoki 4p'=-1- p2
birinchi tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz.

0 ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelamiz:

dp =-~dx yoki arctg/? =C, - j x, bundan esa =t c-Xxn"
I+B2 4 - y g 114 R °g|‘( 4j

yoki =tg]c - hosil bo‘lgan tenglamaning o ‘zgaruvchilarini
ajratgandan so'ng, integrallab In|j>| =4 In In |C21yoki
y =C2cos4 C, yechimga ega bo‘lamiz.
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2- misol. y'2 +yy" =yy' tenlamani yeching.

Yechish. Butenglama ham awalgi tenglama kahi vy, = In
ga nisbatan bir jinsli bo'lgani uchun yuqoridagi usulni c|o‘llasli
mumkin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifoda (yy')" >t
tengligi, ya’ni (yy')' =y'2+yy" ekanligidan (yy')' =yy' teng
lamaga ega bo'lamiz. yy' =z almashtirish bajarsak, sodda z' = ¢
tenglamaga ega bo‘lamiz va uning umumiy yechimi z = Clex ko'ri
nishda boiadi. Belgilashga asosan yy' = C,ex yoki ydy-Cxxdx m
integrallab, quyidagi umumiy yechimni hosil gilamiz:

y2 - 2C,ex +C2.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

164. yy" - y'2 =0. 171, xyy" +xy'2 =2yy".
165. (Y +Y)Y"+Y'2="°- 172. x2yy" =(y- xy')2.
166. 2xy™ wy" =y'2 - a2. 173, y" +—+J1 =— .
X X2 y
167. y' =y'ey,y(0) =0,y'(0) =1 174. x2yy" +y'2=0.
168. xyy" -xy'2 =yy". 175. x2(y'2-2yy') =y2.
169. yy" =y'2+ 15j2Vx. 176. xyy" =y'(y +y").
170. L +x2)(y'2- yy") =xyy". 177. 4x2y ly" =x2- y4.

178. x7y" =(y - xy')(y - xy' - x).

6- 8. Yugori tartibli chizigli tenglama

Y@ +ax(x)y{nd) +a2(x)y(n2) +... +anX(x)y' +an(x)y =f(x) (2.11
ko'rinishdagi tenglama n- tartibli chizigli birjinsli bo'hnagan tengla
Ta deyiladi. Bu yerda ax(x), a2( x ), a n(x) vaf(x) - ma’lum va
biror oraligda uzluksiz bolgan funksiyalar.



Agar /(x) = 0 bo‘lsa, bu tenglama chizigli birjinsli tenglama
deyiladi.
Chiziqli bir jinsli tenglamaning birorta y { xususiy yechimini bil-
gan holda
Y =W m\z(x)dx (2.12)

chizigli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini bit-
taga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo‘Imagan tengla-
ma ham z(x) ga nisbatan (n~ 1)- tartibli chizigli tenglamaga keladi.

1
1- misol. y +£ - y'+ ----y =x tenglamani y,=Inx xu-
susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.
Yechish. (2.12) formulaga asosan y - InxJz(x)cfx almash-

tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

Y =j AZjdx+zInx, y" = —y Jzdx +*- +z' Inx ,

Y*=jr\zdx~ " +2 +z"]nx

ni berilgan tengamaga qo‘yib, z(x) ga nisbatan quyidagi ikkinchi
tartibli tenglamaga ega boiamiz:

2
2-misol. y"+—y'+y =0 tenglamaning xususiy yechimi
_ smjc e|(anijginj biigan holda uning umumiy yechimini toping.
X

Yechish. (2.12) formulaga ko‘ra y = Jz(x)dx almashti-
rishni bajaramiz. Tegishli hosilalarni

XCOSX-sinx r sinx
V = - ? H @ +—



tenglamaga qo‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo'hull

sin ved +2cosx ez =0 yoki — =-2"~"-dx-
z sin .v
Tenglikni integrallab, z =—r7— yechimga ega bo‘lamiz.
sin- x

Natijani dastlabki almashtirishga qo‘yib,
, =5In f-S_dxr=— (C, -C,ctg*)
X

yoki

izlangan umumiy yechimni topamiz.
Misollami yeching:

179. y'sin2x =2y tenglamaning y — ctgx xususiy yechimini
bilgan holda tartibini pasaytiring.

180. y" - _+Y =0 tenglamaning y=x xususiy yechimini bil-

X
gan holda tartibini pasaytirib integrallang.

181. y" +(tgx - 2ctgx)j" + 2ctgxy = 0 tenglamaning y=sinx
xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy
yechimini toping.

7- §. Chizigli bir jinsli tenglamalar

(2.11) tenglamada/ (x)=0 bo'lsin, ya’ni

Yn+a,(X)Y" 0 +a2(x)y(mrd +... +an(x)y =0 (2.13)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan. yv yv ..., yn funksiyalar (2.13)
tenglamaning chizigli erkli xususiy yechimlari bo'lsa, quyidagi teo-
rema o‘rinli.



Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chizigli erkli yechim-
lari yv y2.....yn funksiyalar bo‘lsa,

y =Clyl +C%2 +... +C,y,, (2.14)
funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi (C,, C,, ...,
Cn—ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar).

Lzoh. yv y7, ynfunksiyalar (a; b) oraligda

AW\ +a2Yr + s+ amh * 0 (2.15)

shart noldan farqli a,,a2,..., a,, sonlar uchun o‘rinli boisa, bu

funksiyalar chizigli erkli funksiyalar, aks holda chizigli bogiiqfunk-
siyalar deyiladi.

Ikkita funksiya uchun a,j>, +a2y2* 0 (2.15) shart — * =C
Y2 az2

shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chizigli erkli bo‘lishi uchun
ularning nisbati o‘zgarmas son bo‘Imasligi kerak.

Masai an. 1 vy, =x,y2=x2 funksiyalar — = =—*C
y2 X2 X
bo‘lgani uchun chiziqli erkli.
2. A =ex,y2 =e x funksiyalar — =e2 *C bo‘lganidan chi-
y2
zigli erkli.
3. M\ =2e3x,y2 =5e3x funksiyalar — = =0,4 boigani uchun

yr »
chizigli bog‘lig. (a, b) oraligda berilgan (tf-1)- tartibgacha uzluksiz
hosilaga ega bo‘lgan n ta funksiyaning chiziqli erkli bo‘lishining
yetarli sharti bo‘lib, W (y,,y2, ..., Y¥,,) ~ Vronskiy determinanti-
ning noldan fargli bo'lishi xizmat qgiladi, ya’ni

Y1l y2 L] yn
Y; y2 Y.
W(yi,y2>->yn) = * 0. (2.16)
i 0 )
yi yi-"
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Agar yv y2, .., yn funksiyalar (2.13) tenglamaning Xususiy
yechimlari boisa, vronskianning noldan fargli bo'lishi zarur w ;i yetarli

(2.13) tenglamaning vronskiani (2.16) a,(x) koeffitsiyc”nl bilan
(a, b) oraligning x0nuqtasida

X J
No(ylLy2,...,y¥,,) = I/I/(yl,y2,...,yn)\ﬂ_ e * (2.17)

Liuvilli-Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.

(2.13) tenglamaning chizigli erkli yechimlari to‘plami yechim-
taming fundamental sistemasi deyiladi.
Ikkinchi tartibli

y" +ax(x)y'+ar{x)y =0 (2.18)
chizigli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi y{(x) va y2x)
funksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi

y =C.y.(x) +C22(x) (219)

ko'rinishda bo‘ladi.
Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi y*x) ma’lu m bo'lsa,
ikkinchi chizigli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy formulasi, ya’ni

» - \a\(x)dx

V2() =AYy O (220

yordamida aniqlanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama-
ning bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini pasaynirmas-
dan birdaniga (2.20) formula yordamida y2(x) ni topib, (2.19) formu-
la orgali umumiy yechimni yozishga imkon beradi.

1-misol. y* +—y'+y =0 tenglamaning xususiy yechimi

y{= bo‘lgan holda uning umumiy yechimini toping.
Yechish. (2.20) formula yordamida y2(x) ni topamiz:
-2 j—

_si Cpa. X . _ simx € ¢x cOosXx
yzfx) =X -( =Tdx = ------ —
J mn

X Jsir
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Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko'rinishda boladi:

2-misol. y-C cv +C2 ,v funksiya y’ -9y=0 tenglamaning
umumiy yechimi ekanini ko'rsating.

Yechish. v, =eX va y2=e X funksiyalarning har biri be-
rilgan tenglamani ganoatlantiradi. Bu xususiy yechimlar o‘zaro chi-

Vv :El_\X =ebx * C . Shuning uchun bu ikki
Y2 e

yechim fundamental sistemani tashkil etadi, demak,
y = Cyx+C22=C,eX +C2 X

umumiy yechim bo‘ladi.

ziqli erkli, chunki

3-misol. y” -y' =0 tenglamaning yx=eX y2 =e \y3 = chx
xususiy yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Yechish. Buning uchun vronskianni hisoblaymiz:

W Y2 w3 ex e X chx
WX)=y( ¥y2 y3 =ex -ex shx
YN 2 y3  ex e X chx

chunki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday qilib,
bu funksiyalar chizigli bog‘ligq, ya’'ni ular fundamental sistemani
tashkil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo'lmaydi.

Misollarni yeching:

182. y,=shx va y2=chx funksiyalar y” -y =0 tenglamaning
xususiy yechimlari bolsa, ular fundamental sistema tashkil etadimi?

183. y" +—>" +(1— !—?v/:O, X *0 tenglamaning Yy, =4- sinx,
X VvV 4x WX

y2 =4 - cosx Xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib bo'ladimi?



Quyida berilgan funksiyalar owning aniglanish sohasidii chl/Iqlt
erkli boMishi yoki bo‘lmasligini ani4lan8:

184. x +1, 2x +I|, x +2.

185. 2x2+1, x2-1 Xx +2.
186. yfx, \Nx+a, Xx+2a.
187. In(2x), In(3x), In {AX) m

188. vy, = e X va y2=ex funKsiyalari y’ +y' -2y =0 tengla-
maning xususiy yechimlari bo‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. y= 1va = eX funksiyalar y' -2y' =0 tenglamaga Xxu-
susiy yechim bo‘lishini va ftmdamental sistema tashkil etishini ko r-
sating.

190. y" -4y' +5y =0 tenglama  uchun YyX = e2X cos X,

y2 = e sin x funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen-
tal sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy yechimni yozing.

191. y'-y =0 tenglamaga y{ = Xususiy yechim bo‘lsa, y2 -
ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama

y® +ay(A) +a2y (2 +mm-anAy’ +any =0 (2.21)

tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama deyi-

ladi, bu yerda av av ..., an- o'zgarmas haqiqiy sonlar.
(2.21) tenglamaning yechimini
y = (222)

ko'rinishda qidirib, uni tenglama8a go‘yish orqali, (2.21) ning
Xxarakteristik tenglamasi deb ataluvchi

kn +alkn | +a2kn2 meee +anAk +a,, =0 (2.23)

algebraik tenglamani hosil gilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamaning

yechimiga mos ravishda:



1) liar bir oddiy hagigiy kK yechimga Cekxqo‘shiluvchi mos kela-
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo'ladi:
y = C,ekx +C2ekX +... +C,.ewX; (2.24)

2) har bir karrali yechimga

y = (Cx+C2x +... +Cnmxm 1)ehc (2.25)
ko'rinishdagi yechim mos keladi;

3) har bir k{2 = a =/p oddiy kompleks yechimga esa

ean (C, cospx +C2sin px) (2.26)
go'shiluvchi mos keladi;

4) har bir kl2 = a+ /p m- karrali yechimga

exx (C, +Qx +...+CmiXmtjcospx +]q +C2X +... +CT/IXTA j-sinpx

go‘shiluvchi mos keladi.

1-misol. y" -1y'+6y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. Kk2-7k +b =0 xarakteristik tenglamani tuzib,
k= 1va k2=6 ildizlarga ega boMamiz, bularga esa exva elx xususiy
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chiziqgli erkli bo‘lganidan,

umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko‘rinishda yozi-
ladi:

y = Cxex +C2ebx.
2-misol. y,v-13v" +36y = 0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama k4 -\ +36 =0 ko‘ri-

nishda bo‘lib, uning ildizlari k[2 = 3, /34 = +2. Bunga mos e”"Xx,
elx e~ eXfunksiyalar chiziqli erkli bo‘lganligidan, umumiy yechim
(2.24) formulaga asosan

y = Cte-x +C2e3x +C3e 2x +C4e2k.
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3-misol. y"-y'—~2y =0 tenglamaning y(0) 0 va r't(l) "\
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi lopilsm
Yechish. Mos xarakteristik tenglama kK2 K 2 0 k<'n
nishda bo‘ladi va uning yechimlari =-1 k2=2. Umwmiv
yechim esa (2.24) formuladan
y =C,e 1+C2eXx

ko‘rinishda bo‘ladi.
Boshlang‘ich shartlardan C, va C2larga nisbatan

C, +C2 =0,
-Cl +2C2=3
sistema hosil bo‘ladi va C, = —1, C2~ 1 ekanligini topamiz. De-

mak, xususiy yechim y = -e~x +e2x.

4- misol. y" - 2y’ =0 tenglamaning y(0)=0 va y(In2)=3 chega-
raviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 -2k =0 ko‘rinishda
bo‘ladi va ,=0, k2=2 uning yechimlari bo‘ladi. Demak, umumiy
yechim (2.24) formuladan y(x) = C, +C2elx ko‘rinishda bo‘ladi.

Chegaraviy shartlarga ko‘ra quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

Bundan esa C,=—1, C=\. Izlangan xususiy yechim y(x) = e2x - 1
ko‘rinishda bo‘ladi.

5- misol. y" -2y" +y’ =0 tenglamaning umumiy yechimi to
pilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k3 - 2k2 +k = 0 ko‘rinish
da bo‘lib, /1:,=0, k2=k=\.. Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo'lgam
uchun eox, ex, x mex funksiyalar xususiy yechimlar bo‘lib xizmat qi

ladi va umumiy yechim (2.25) formuladan y = C, +C2ex +C2xc'
ko‘rinishda bo‘ladi.



6-misol.
topilsin.

y" -4y' +\3y =0 tenglamaning umumiy yechimi

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 - 4k +13 = 0 ko'rinishda

bo'lib, RN\2 =2+3/. Bularga mos xususiy yechimlar e2vcos3x va

£2vsin3x ko'rinishda bo'lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for-

mulaga asosan, y = e2x(C, cos 3x +C2sin 3x).

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin:

192.
193.
194.
195.
196.
197.
198.

199.
200.

201.

y' -4y' +3y =0.
y" -4y' +4y = 0.
yn-4y' +\3y = 0.
y"-4y =0.

y' +4y =0.

y' +4y' = 0.
y"'—y'—=2y=0.
y" +25y = 0.
y"-y'=0.

y" +4y' +4y = 0.

202.
203.
204.
205.
206.
207.
208.

2009.
210.

Y,V -2ym+y’ = 0.

y,v +ady =0.

Y,V +5y" +4y = 0.
y"-3y' +2y = 0.

y" +2ay' +a2 =0.

y" +2y' +5y = 0.
x"(t)-2x"'(t)-3x(t) = 0.
X'(r) +w2of(/)=0(w = const).
s’ (t) +as'(t) =0 (a = const).

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

211. y" +5y'+6y =0, y(0) =1, y'i0) = -6.
212. y"-\0y' +25y =0, 37(0)=0, y'(0)=lI.

213. y"-2y' +\y=0, Y f) =0, y'(j) =eb.

214, y" +3y' =0, y(0) =1 y'(0) =2

215.
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+ =0, y(0) =0,



216. y'+y =0, y(l
217. 9y" +y =0, y

218. y'-y =0, y(0) =2, y'(0) =4
219. y"+2y'+2y =0, y(0) =1 /(0) =1

9- §. Chiziqgli bir jinsli bo‘Imagan tenglama

Y") +ax(x)Y" I*+... +a,, (X)y' +a, (X)y =f ix) (2.28)

tenglama chizigli birjinsli boimagan, ya’ni ong tomoni O dan farqli
tenglama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
teorema bilan aniglanadi.

Teorema. Agar U = U ix) funksiya (2.28) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo'lib, yv y2 ..., ynfunksiyalar esa mos bir jinsli
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
jinsli boimagan tenglamaning umumiy yechimi.

y =U +C1iy1 +C2y2 +... +Cnyn (2.29)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, bir jinsli bo‘lImagan tenglamaning umumiy
yechimi uning biror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimlari yig‘indisiga teng.

Masalaning muhim jihati shundaki, bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimini xarakteristik tenglama orgali topishni bilamiz, ammo
bir jinsli bo‘lImagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish
masalasi ancha murakkab.

Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy
yechimini topishning ikki usuli bilan tanishib oftamiz. (Mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi ma’lum deb olamiz)

1. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Bu usul bir jinsli bo‘Imagan tenglamaning birorta xususiy yechi
mini topish uchun qo‘llaniladi va koeffitsiyentlar o‘zgarmas boYuan
hoi uchun ham yaroqlidir.



Mos bir jinsli tenglamaninS fundamental yechimlari yv yv ..

s Vs
ma’lum bo'lsa, (2.28) ning birorta xususiy yechimini

U(x) =CiU)yi +C2(x)y2 +... =+C,(x)yn
ko‘rinishda qidiramiZ-
(2 30) ni (2.28) ga 40'yib, C,(x), C2(x),

aniglash uchun quyidagi sistemani hosil gilamiz:

(2.30)

Cn(x) funksiyalarm

c/loott +&(X)¥Y2+ - +c;(x>n = o,

c;(x)y{+a(x)y: +- +cn(x)y" = o,

w9

CI*)YL(~D +C2(x) » 2 +... +CA(x)y "2 =0,

C'(X)y(—» +C2(x)" D +... +C;(x>~"D =/(x). (231

Busistemadan ni<*>- C>W ... C»bl lami aniglab (2.30) ga

go‘ysak, gidirilgan xususiy yechimga ega boiamiz.
Yuqgoridagi sisteifla

y" +ax(x)y’ +a2(x)y = f(x)
ikkinchi tartibli tenglama uchun
(C;"Yy+C2(X)y2 =0,
Nc{Neyl +C2(x)¥2 =/bc)
ko‘rinishni oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda boMadi:

ryX(x)dx . ¢ fyj(x)dx
ctx) --J  yzy 2 W (yxy2)'

u holda (2.30) formulaga asosan Xususiy yechim

f y2f(x)dx Cyx¥(x)dx ...
U (x)= I/IJm yxyZ) +YjlW Y1 sz (-33)

ko'rinishda bo‘lib, bu Yerda * va yechimlar vrons-

kianidir.
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. n 2 , ctgx . . .
1-misol. ¥ +—y +y:—g tenglamaning uinuiniy yn IThmumi

toping.

Yechish. y" +3y' +y = 0 birjinsli tenglama uchun 7 § iLi"i

. sinx L . .

1-misolda yx ~— ekanini bilgan holda y2 - — cosx ni anu]li
* X

sinx cosx

gan edik va fV(yty2) =

XCOSX-SinX Xsinx+cosx
2

Demak, yxva y2yechimlar chiziqgli erkli, ya’ni fundamental sis-
temani tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechi-

mi y =C, N —C2’\’)‘(— ko'rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy

yechimni (2.33) formulaga asosan aniglash mumkin:

COSX ctgx sinx  ctgx
sinx cosx sinx rcos X"
U{x) 1— moix— mix .
1 J sinx
X
COSX | sinx COSX . sinx x *
jeosxrfx Intg- +cosx ———=sinx =—-—=1n

tg7l

Natijada (2.29) formulaga asosan

N sinx 4. cosx . sinx
=C,———C2-=—"=+—1
y ' : tg2
umumiy yechimni hosil gilamiz.
Yugoridagi misoldan ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli
tenglamasining y,(x) birorta xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
umumiy yechimi

Y = Cyy{+C2y2 +U(x)

ko”rinishda aniglanib, bu yerda



Na\(x)dx
Y2=Y — 5--dx
J N\

formula orgali, U{X) esa (2.30) formuladan topilar ekan.

I1. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Bu usuldan fagat (2.28) tenglamada koeffitsiyentlar o‘zgarmas
bo'lgan holdagina foydalanish mumkin.

+aly(nl) +a2y(n2) +... +a,y =fix) (2.39)
tenglama berilgan bo'lib,
f(x) =eax [Pn(x)cospx +Qm(x)sin px] (2.35)

ko'rinishda bo‘lsa (bu yerda P (X) va Qnm{X) — mos ravishda n va m
darajali ko‘phadlar), u holda birorta xususiy yechim

U(x) = [P, (x)cospx +Q, (x)sinpx]

ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda r daraja - kn +afknx+... +an =0

Xxarakteristik tenglamaning a-+p/ ildizi tartibiga teng bo'lgan sondir.
Agar xarakteristik tenglama a+p/ kompleks ildizga ega bo'Imasa,
r=0 olinadi. Pt(Xx) va Q"X) lar esa / tartibli ko‘phadlar bo'lib,

I = max{n,m) va P, (x) = A" +J1,x/1 +... +A,, Q, (x) = BOxI +

+B\X 1+...+ /2

y"' +wy’ +az2y = fix) (2.36)
tenglama uchun yuqorida aytilganlarni tartiblab, quyidagicha yozish
mumkin.

1. fix) = Pnix)eax bo‘lgan holda:

a) a son k2 +a{k +a2 =0 xarakteristik tenglamaning ildizi
bo'Imasa, xususiy yechim

V(x) = Qnix)eax (2.37)
ko‘rinishda qidiriladi;



b) a son xarakteristik tenglamaning bir karrali ildi/i ho'ki mi n
siy yechim

U(x) = xQn(x)eax ,.,9
ko'rinishda qgidiriladi;
d) a son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo'lsa, xusu
siy yechim
U(x) =x20Q,,(x)eax (2.39)
ko'rinishda gidiriladi.
2. fix) = eax [Pn(x)cos px +Qm(x)sinpx] bo'lgan holda:

a) a +p/ xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lImasa, u holda
Xususiy yechim

U(x) = eax [P, (x)cospx +Q, (x)sinpx] (2.40)

ko'rinishda qidiriladi, bu yerda / = Tax(/7,/n);

b) a +p/ son xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lsa, xususiy
yechim

U{x) = x —eax [P/ (x)cospx +Q, (x)sinpx] (2.41)
ko'rinishda qidiriladi, bu yerda | = max(/2m).

2-misol. y" -2y' - 3y = e4x tenglamaning y(In2) =1, y(21n2) -1
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglamaning k2 -2k - 3 =0 yechim-
lari *=-1, k2=3. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = Cte x +C2eix

ko'rinishda bo'ladi. a =4, "*j(x) =1 bo'lgani uchun xususiy ye-
chimni (2.37) formulaga asosan

U(x) = Aedx

ko'rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo'ysak:



16Ae4x -8Aedx -3 Aedx = edx yoki 51 =1 A:-i_;.

Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga asosan

y = Cx X +C2eix +1ledd

ko‘rinishda bo‘ladi. Cl va C2larni aniglash uchun chegaraviy shart-
lardan foydalanamiz:

%C’i +8C§ +—5 =1

zlref"é%z +25=

Demak, izlanayotgan xususiy yechim:

3-misol. y" +y'-2y =cosx-3sinx tenglamaning >>(0)=1,
y'(0)=2 boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 +kK - 2 = 0, uning yechim-
lari esa k=—2, ~,= 1bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y = Cxe 2x +C2ex
ko‘rinishda boMadi. /(x) = e°* (cosx - 3sinx), ya’'ni a=0, p=|
bo‘lgani uchun xususiy yechimni (2.40) formulaga asosan
U(x) = Acosx +i?sinx

ko‘rinishda izlaymiz. U(X) ni tenglamaga qo‘ysak:
—4cosx —fisinx — /Isinx + Bcosx - 2/lcosx — 2Z7?sinx = cosx -3sinx
yoki

(B -3")cosx - (3B +/l)sinx = cosx - 3sinx.
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Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga ega bo Liim

yoki /=0, 5=1

Bundan esa umumiy yechim y =Qe IX +C2ex +sin.v ko M

nishda ekanligini topamiz. C, va Clkoeffitsiyentlarni topish uchun
boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi

y = e*+ sinx izlangan yechim bo'ladi.

4- misol. y" —-y' = ch2x tenglamaning y(0)=y '(0)=0 boshlan
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama K2 - K = 0 va uning yechim
lari ~ =0, k2= 1 bo'lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y =Q +C2ex

ko'rinishda bo‘ladi. /(x) - eOx(ch2x +0+sh2x) bo'lgani uchun
(2.40) formulaga asosan xususiy yechimni

U (x) =y)ch2x +5sh2x
ko'rinishda izlanadi. U(X) ni tenglamaga go'ysak:

4/4ch2x +45sh2x - 2/4sh2x - 25ch2x = ch2x
yoki

(4/1-25)ch2x +(45-2/4)sh2x = ch2x +0-sh2x.

Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga
ega bo'lamiz:

44 -25 =1
[=2/A%48 =8 " n g yechimi A= B=-.

Demak, umumiy yechim quyidagi ko'rinishda bo'ladi:



Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun boshlang‘ich shart-
lardan foydalanamiz:

JC, +C2e° +gchO +gJ—sm= 0,

C2e® +jshO +jchO =0

yoKi

C, +C2=-],

C2+1 =-°,

Bundan, C, =0, C2 = -j. Demak, boshlang‘ich shartlarni ba-

jaruvchi xususiy yechim y = —}ex +I3c h 2x +’gsh2x ko'rinishda

bo'ladi.

Izoh: /(x) =ch2x =—y — =~(e2x +e2x) ekanligidan
xususiy yechimni U -Ux+U2 = A{e2x +Bxe 2x ko‘rinishda gidirsak
ham aynan yuqoridagi yechim hosil boiadi.

5-misol. y"-2y'+ 2y - x2 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k1 - 2k +2 = 0 va uning il-

dizlari kl2 = 1x/ boMgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y = eX(C, cosx +C2sinx)
ko'rinishda bo‘ladi.

/(x) =x2 =edxP2(x) bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(x) = AXx2 +Bx +C ko‘rinishda gidiramiz. Tenglamaga go‘yish
natijasida

2A -4AX - 2B +2AX2 +2Bx +2C = x2 yoki
2Ax2 +(-4A +2B)x +2A - 2B +2C - x2 +0x +0



ekanligidan quyidagilarni hosil gilamiz:

2A =1,
< -471 +25 =0, yoki A=",B =\,C-"r.
2A-2B +2C =0

Bundan esa dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y =ex(C, cosx +C2sinx) +j (x +1)2.

6- misol. y" +y = xex +2e~x tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 +1= 0, uning ildizlari
esa k]2 ==xi bo'ladi. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimi

y = Cj cosx +C2sinx
ko'rinishda bo'ladi. /(x) =fx(x) +f2(x) = xex +2e X bo'lgani uchun
al =1, a2=-1, p(=p2 =0, PXX) = x, demak, xususiy yechimni
U (x) = t/,(x) +U2(x) = (AXx +B)ex +Ce~x ko'rinishda izlaymiz. Te-
gishli hosilalarni hisoblab tenglamaga go'ysak:
2Aex +(Ax +B)ex +Cex +(Ax +B)ex +Ce~x = xex +2e~x,
(2Ax +2A +2B)ex +2Ce x = (Ix +0)e* +2e—~X.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:
2A =1,
<2A +2B =0, yoki A=j, B=-1, C=1
c=1
Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha

bo'ladi:

y = Q cosx +C2sinx +y(x - \Nex +e~xX.



7- misol. y™ +y" - 2y' = X — ex tenglamaning umumiy yechimi-
ni toping.
Yechish. Xarakteristik tenglamasi k3 +k2 - 2k = 0, uning il-

dizlari esa kx=-2, k2=0, k3 =1boladi. Demak, bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimi quyidagicha boiadi:

y = Cx+C2ex +C3e 2x,
f(x) =fx(X) +/2(x) = x - ex.

al =0, Px(x) =x, a2=1 RYX) =-1, p, =p2=0 bo‘lgani uchun
xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:

U (X) = Ux(x) +U2(x) = x ®AX +B) +x mCex
ko‘rinishga qidiramiz. Buni asosiy tenglamaga qo‘yib,
3Cex +Cxex +2A +2Cex +Cxex —4AX-2B - 2Cex - 2Cxex = X - ex
yoki
-4AX +(2A-2B) +3Cex =X —exm

ifodani hosil gilamiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun
quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

-4A =1,

<2/1-25 =0, yoki A=-1 B=-1 c=-1.
4 4 3

3C = -1

Natijada dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga ega
bo‘lamiz:

j =C, +C2e* +C3e2X - IX(Xx +1)-Ixe*.
8-misol. 2" +~ =3sinx tenglamaning y(0) +y'(0) =0,

+A = ~ chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

topilsin.



Yechish. Xarakteristik tenglama k2 +1 0 va uiiiiik iUi/l-hi
R\2 = +/ = 0 =/ bo'lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning iimu
miy yechimi quyidagicha bo'ladi:

y = Q cosx +C2sinx .
fix) =e0x (3sinx +0cosx), ya'ni a +p/ =0+/, x-0, | |

bo'lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bn
xil bo'lganligi uchun xususiy yechimni (2.41) formulaga asosan

U (x) = x(/lcosx + Z?sinx)
ko'rinishda izlaymiz.
U' = (-/Isinx + Bcosx)x +(/Icosx +fisinx),
U" = 2(-/4sinx +ficosx) +(-"cosx - i?sinx)x
ifodalarni tenglamaga qo'ysak,
-27sinx +22?cosx - /Ixcosx - Zbcsinx +~xcosx +i?xsinx = 3sinx

yoki -2/Isin x +2Bcosx = 3sinx +0cosx

hosil bo'ladi.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemaga
ega bo'lamiz:

Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y = C, cosx +C2sinx - "-XCosX

ko'rinishda bo'ladi. Noma’lum C, va C2koeffitsiyentlarni aniglash
uchun chegaraviy shartlarni ganoatlantiramiz:

y' = -C, sinx +C2cosx —icosx +3—xsin X,
y(0) =C, cosO +C2sin0O -y =@ mosO =C,,

y'(0) = -C, sinO +C2cosO —% mosO +2—-0 minO = C2 —’; ,



/ T\ T T 3 T 7
=C>C0S2+ 2Sin7 " 2'2'C0Ss2= 2’

)3 . 71 71 3 71 3 7 . N 3z
-C sin—+C9c0S—- —eCOS—+= s—sin—= -C. +— .
2 2 2 2 2 2 2 "4
Shunday qilib,

c, +c2-2 =o,
yoki

sistema hosil bo'ladi va uning yechimi C, = 3"2+1\ C2 =
o o

bo'ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlarni ga-
noatlantiruvchi xususiy yechimi:

9-misol. y" +6y' +10y = 80excosx tenglamaning y(0)=4,
y'(0)=10 boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 +6k +10 =0 va uning
ildizlari k]2 =-3+/ bo'lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi y =e 3 (C, cosx +C2sin x) ko'rinishda bo'ladi.
/ (X) = ex(80cosx +0esin x) bo'lgani hamda a +@ = 1+/ ekan-
ligidan xususiy yechimni (/(x) = en(Jlcosx +Z?sinx) ko'rinishda
izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga go'ysak:
ex (-2 1sinx +2B cosx) +6ex (yicosx +Bsin x - ylsinx + B cosx) +

+10ex (/Icosx +#sinx) = 80e* cosx.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:

yoki A=4 B -2.
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Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y = e X(C, cosx +C2sinx) +2ex(2cosx +sinx).
Boshlangich shartlarni ganoatlantirib, C, va C2larni anighymi/
W< _ e-3(-3C, cosx — 3C2sinx - C, sinx +C2cosx) +2ex(3cosx sinn),
j(0) =C, +4 =4, y'(0)=_3Q +C2+6 = 10, bundan C=0, C, 1
Shunday qilib, boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy

yechim:
y =4e 3Xsin x +2ex(2cosx +sinx).

10-misol. y" +y = tgx tenglamaning _y(0) = = 0 chegara

viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 +1=0, uning ildizlari
esa kx2 = -H mShuning uchun mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi:

y = C, cosx +C2sinx.

/ (X) = tgx = eOxmgx bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’-

lum koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo‘Imaydi.
Shuning uchun, o‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala-
namiz.

U (x) = Cj (x)cosx +C2(x)sinx deb olsak, C{X) va C,(x) funk-

siyalarni aniglash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

[C{(X)yx+C2(x)y2 = 0, JC1(x)cosx +C2(x)sinx =0,
NC{(X)Y[F+C{(X)Y[ =f(x) ¥ {-C,"(x)sinx +C2(x)cosx = tgx.

Bu sistemani yechib,

C (9 =- [E—dx+A=sinx Inygs f1 +A,

COsX

C2(x) = -cosx +B

ekanligini topamiz.



Shunday gilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:
y =/lcosx+ fisinx-cosxlIn tg]4 +J

Chegaraviy shartlarni ganoatlantirib, A va B ni aniglash uchun,
quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

A
Bundan A =0, B =— In3 Demak, chegaraviy shartlami ganoat-

lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:
y = — <In3 minx — cosx ¢In tg"y +

Quyidagi tenglamalami yeching:

220. y"-2y' +y - e2x

221. y"-4y =8x3.

222. y" +3y' +2y =sin2x +2cos2x.

223. y" +y = x +2ex.

224, y" +3y' = 9x.

225. y" +4y' +5y = 5x2 - 32x +5.
226. y" -3y'+2y = exm

227. y" +5y' +6y = e~Xx +e"2X.
228. y" +y" = 6X +e X.

229. y" +y' -2y = 6x2.

230. y" -5y' +6y = 13sin3x.

231. y" +2y' +y =ex.

232. y" +y' +2,5y = 25c0s2x.

233. 4y" -y = x3 - 24x.
234. y"-4y' +3y =ebx, y(0) =3, y'(0) =09
235. y'-&y'+l6y=e4*, y(0)=0, /(0) =1
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236. y' +y:COS3X, f) :4, ,'(f):l.
237. 2v' _y'=1 y(0)=0, /(0) =1

238. /' +4y =sin2x +1, y(0)=i y'(0) =0.

239. +4y =cos2x, y(0) = =0.

240. y*_y =2shx, y(0) =0, /(0) =1
241. y" -4y’ +8y = 6le2*sinx, y(0) =0, y'(0) =4

10- §. Eyler tenglamasi

0 ‘zgaruvchi koeffitsiyentli chizigli

X"y () +axxnAy (1) +.... +anAxyl +any = f(x) (2.42)
yoki

(ax+b)ny@) +ax(@ax +b)nAy(r3 +... +anA(ax +b)y'+ any =f(x) (2.43)
tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, at —bu tenglamalar uchun
o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(2.42) tenglamani x=e' va (2.43) tenglamani esa ax +b =¢' al-

mashtirish orgali o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglama holiga
keltiriladi.

1-misol. x2y"-xy"' +y =0 tenglamani yeching.

Yechish. x=¢€" yoki t =Inx, —= 4~= e 1 almashtirish
ax X al

bajarib, y = y(x) = ,y[x (0] funksiyaning murakkab funksiya sifatida
hosilalarini topamiz:

dy dy dt  m-t
=

Yy ~di"ex =ye *

Y =4i(e~'y)gs = (Yo ~e~yle~ =e2 (Y-Y)m



Bu yerda y va y ko'rinishda tbo'yicha hosilalar belgilandi.
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:

e2Zm2(y-y)-€ m'y+y=0

yoki
y-2y +y =0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
K2 -2* +1 = 0, [R\2 = J),

umumiy yechimi esa

y = (C, +C2t)er = (C, +C2\nx)x
ko'rinishda bo'ladi.

2- misol. (AX - 1)2y" - 2(4x - \)Y +8y = 0 tenglama yechilsin.

Yechish. 4x-1=¢ oki x=— +I, — =—¢ oki
y 4 ) dt 4 y

— =4e ' almashtirishlarni bajarsak,
, dydt n-tm
y =ItTx"* 4e ye
y" ~~—it* e 1Y = 'Y +48 'y)de ' =\6e2 (y -Vy).
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama
No2te 2 (y -y) -4 2¢' m~y +8y =0
yokKi
2y -3y +y =0

ko'rinishdagi o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglamaga
aylanadi. Xarakteristik tenglamasi:

2K2-3* +1 =0, (*, =1 K, =
Natijada umumiy yechim
L
y =Clet +C2e2
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yoki
y =C,(4x - )+C2n/4x - 1

ko'rinishda bo'ladi.

3- misol. y" -xy' +y - cos(Inx) tenglamani yeching.

Yechish. x =e¢€' yoki t=Inx, = e almashtirishlami

X x

bajarib, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:
y'=e'y, y"=eZ(y-y).

Topilganlarni tenglamaga qo‘ysak, quyidagi o'zgarmas koeffitsi-
yentli tenglama hosil bo‘ladi:

y - 2y +y - cost.
Xarakteristik tenglama k2 - 2k+ \=0, (kxI = 1) bo'lganidan,
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y = (Ci +C2t)e'
ko'rinishda bo'ladi.
/(x) = (1 +cost +0esin?)ed bo'lgani uchun xususiy yechimni
U(t) = zlcos/ +5sin?
ko'rinishda gidiramiz. Hosilalarni hisoblab:
U' =-Asmt +Boost, U" = -Acost - Bsmt,
tenglamaga qo'ysak,
-Acost - Bsmt +2Asmt - 2B cost +Acost + Bsmt = cost
yoki
—-2Bcost +2ylsinr = cost.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglaymiz:

= .. i
yoki B = A=0.
A=0 2



Demak, U (t) = -ysin/ hamda umumiy yechim y=(Cx+C,t)e' -

—jsin/ ko'rinishda bo'ladi.
Dastlabki o'zgaruvchiga gaytsak,

y = (C] +C2Inx)x -"sin Inx

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Quyidagi Eyler tenglamalarini yeching:

242. x2y" -2y =o.

243. x2y" +2xy' -n(n +1)}' = 0.
244, Xay" +5xy' +ay = 0.
245. x2y" +xy' +y = 0.

246. xy" +4e2y' = 10*.

247. X2y "-6y = 121nx.

248. x2y' —-xy' +2y = 0.

249. x2y" - 3xy'+ 3y = 31n2X.
250. x2y" +xy' +y = sin(21nx)
251, xoy" - 2xy' +2y = 4x.
252. +3Xx2y' +Xxy - 61nX.
253. x2y" - axy'+ ey = x3.
254. xa2y" + xy' +y = X.

255. x3y" - 3xy' +3y = 0.

256. x2y" + 3xy' -vy y() =1, yr) =o.

257. x2y" - 3xy'+ay =ix 3, j>(1)4 y(*)=°-

11- §. Differensial tenglamalarni gqator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor-
damida integrallash mumkin bolmaydi, bunday tenglamalarning
yechimini

76



Y =2Z C«(*-*0)" ~ ID

/11-0

darajali gator ko'rinishida izlanadi.

Noma’lum Cn koeffitsiyentlarni (2.44) ni tenglamaga go'yib,
tenglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi koel
fitsiyentlarni tenglab topiladi, ya’ni

y' = fx\y) (2.45)

tenglamaga qo‘yilgan y(x0) = y0 boshlang‘ich shartni ganoatlan-
tiruvchi yechimni topish hagidagi Koshi masalasining yechimini

y=£>"m){x_xar ()
n=0 "o
Teylor qgatori yordamida topish qulay, bu yerda
y(*0) = Y0, /(*0) = f{{x0-0),-

1-misol. y" - x2y = 0 tenglamani yeching.
Yechish. Bu tenglamaning yechimini

y = CO +Cxx +C2x2 +... +Cnxn +...

darajali gator ko'rinishda gidiramiz.
Tegishli hosilalarni hisoblab,

y' - C, +2C2x +3C3x2 +... +nC,, x4 +...,
y" =2¢1eC2 +32C3X +... +n(n - NOWX'-2 +...,
natijalarni tenglamaga go'yamiz:
21 «C2+3-2+C3x +... +n(n - )Cnxn 2 -
-X2(CO +Cxx +C2x2 +... +Cnxn +...) = 0.
X ni bir xil darajalari bo‘yicha guruhlasak:
2102 +3m@ «C}X +(4 +3C4 - CO)X2 +(5 mh «C5-C, )N’ +..
+[(n+4)«7+3)C,, ¥ -C,, |x/R2...,.=0



yoki

2| M2 +32C3X +]IN'[(n +4)(« +3)C,,#4 -C,, ]x', 2 = 0.
n=0
Bundan

C2=0,C3=0 , in+4)(4+3)C,,#4-C, =0
yoki

c- = (dbf) =

Bu tenglik barcha noma’lum koeffitsiyentlarni aniglashga yor-
dam beradi:

r r

=m0 S T :
an 3-4-7-8...(4n-1)4s an+ 4-5-8-9...4n(45+1)

Qn®2=Qn8B =0 (Nn=0,12,.) -
Shunday qilib, quyidagi umumiy yechimga ega bo‘ldik:

® Nn bt X4+

A3-4-7-8..(4«=1)4« 1;74-5-8-9...4a(4a+1)

Hosil bo‘lgan gator son o‘gidagi barcha nuqtalarda yaginla-
shuvchi bo‘lib, u ikkita chizigli erkli yechimlar yig'indisidan iborat:

2-misol. y' = x2 +y2 tenglamaning, y(0)=I1 shartni bajaruvchi

yechimini Teylor gatori yordamida birinchi oltita hadlari yig‘indisi
shaklida toping.

Yechish. y(0)=1boshlang‘ich shartga asosan /(0)=02+2 =1,
ikkinchi tartibli hosila y" =2x +2y ®' va uning giymati
j"(0) =2e0+2¢1¢l2=2;
uchinchi tartibli hosila y" =2 +2y'2 +2yy" va uning giymati
P"O)=2+2m2+2 1-2=8;
to‘rtinchi tartibli hosila y,v =By'y" +2yy” va uning giymati
y,v(0) =6-1-2 +21-8 = 28;



beshinchi tartibli hosila y v =6y "2 +%y'ym+2yy Vv va lining qiym,ni
/(0)=6 22 +81 8+2-1-28 = 144.
Izlangan yechim formulasi

y =i +iLy'(0) +A-y"(0) +7.y"40) +~ = /K (0) +"-y(0).

n* * 2 8x3 | 28x4  144X5
Demak y = i+—|’11-|= - Xy O
21! 3 4 g

3-misol. y" =X +y2 tenglamaning y(0) =0, y'(0) = 1 shart-
larni ganoatlantimvchi yechimini Teylor gatori ko‘rinishida to'rtta
noldan fargli had yig‘indisi ko ‘rinishida toping.

Yechish. Teylor formulasiga asosan yechim ko‘rinishi

y =y(0) +—~'(0) +~—y (0) +~.~""’(0) +—Yy,v(0) +... bo‘lgani uchun
boshlang‘ich shartlardan foydalanib:
y"(0) =0+02 =0,
ym= 1+2yy' va uning giymati y"'(0) =1+2-01 =1,
yIV = 2y'2 +2yy" va uning giymati y"40) =2-2+2-0 0= 2,
yv = 6Yy'y’ +2yy" va uning giymati >"(0) = 6 -1-+2- 0-1 = 0,
yA =6y"2+8y'ym+2y -y'V va uning giymati
yw(0) = 6-0+8-1-1 +2-0-2 =8.

X x3 2 A 8x6 X3 X4 X6
Bemak, y =X +2° + 222 4 2204 = x + 204+ X0 X0 4

13 41 6! 6 12 90

Quyidagi differensial tenglamalarning yechimlarini darajali gator-
lar ko‘rinishida toping:

258. y'+xy =0.

259. y'=x -2y, y(0) = 0.

260. y" +xy'+y = 0.

261. y"-xy'-2y = 0.

262. y" +x2y =0, y(0) =0, VYy'(0)=\.



Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko‘rsatilgan aniglikda
noldan fargli Teylor gatori yig‘indisi shaklida toping:

263. y' =x2y +v3, y(0)=1, to‘rtta noldan fargli hadlar yi-
g‘indisi shaklida.

264. y' =x +2y2, y(0) =0, ikkita noldan farqli had yig‘indisi
shaklida.

265. y”-xy2=0, y()=1, y'(0) =1 to‘rtta noldan farqgli
had yig‘indisi shaklida.

266. y' =2x -y, y(0) = 2, aniq yechimi topilsin.

267. y' =y2 +x, y(0) =1, birinchi beshta hadi yig‘indisi ko‘-
rinishidagi yechimi topilsin.

268. y" =(2x - Dy -1, y(0) =0, y'(0) = 1, birinchi beshta hadi
yig‘indisi ko'rinishidagi yechimi topilsin.
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n Il BOB

DIFFEROIETf~" IAL TENGLAMALAR
"NMSTEMASI

X o 1-8° Normal sistema

Ushbu
u,o”x,X 2,..,Xn), a=-n) 3.,

ko‘rinishdagi sistema bii\&irillC* i tartibli n ta differensial tenglamalarnii
normal sistemasi yoki x=:rx=>r -} noma’lum funksiyaning hosilasiga ni:
batan yechilgan differeierenf,a - tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunt
tenglamalar soni noma’hrl’ "luill Mnksiyalar soniga teng, deb faraz gilinad

Agar (3.1) sistemani inin# 04 *ng tomonidagi f (i =1,n) funksiyal;
x{,x2,...,xn larga nisbsoat”n chizigli bo‘lsa, u vaqtda (3.1) sistem
chizigli differensial tenglc”larl~**<ar sistemasi deyiladi.

(3.1) sistemaning (spaa; V' 1btervaldagi yechimi deb, (a; b) interva
da uzluksiz differensiallsl lar»®™" h i va sistemaning hamma tenglamasii
ganoatlantiradigan//ta a X\ \ x2(t), x3(7), ..., X,,(t) funksiya to‘f
lamiga aytiladi.

Differensial tenglam.rmal * r*}ing normal sistemasi uchun Koshi m;i

salasi shunday yechimniini ishdan iboratki, u t=t()da berilgan quyi
dagi giymatlarni gabul a qil ~ir*:

xiU/o= XI° n = X0 XANFD =X o- 3.2

Bu giymatlar (3.1) On HJI/bal sistemaning boshlang'icli shartla,
deyiladi. Ularning soni m nc”"”’lum funksiyalar soni bilan bir xil.
(3.1) sistemaning u m in ui™” yechimi deb, «ta ixtiyoriy Cr C,

o‘zgarmaslarga bogMiq q b* ’'gan ushbu X%, = ((/,C,, C2....... (AN

funksiyalar sistemasiga a3 ayf~*'3/[,. Ixtiyoriy o‘zgarmaslarning mumki
bo‘lgan ba’zi giymatlafiari- hosil boladigan yechimlar xusiisi
yechimlar deyiladi.



n- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi ham
o‘rinli, ya’ni birinchi tartibli n ta differensial tenglamaning normal
sistemasi n- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.

’;t =ax +by +/(/), (3.3)
£dtt = cx +dy +g(t) (3.4)
sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, ¢, d — o'zgarmas koef-
fitsiyentlar,/(/) va g(t) —berilgan funksiyalar, x(t) va y(t) —-noma’-

lum funksiyalar.
(3.3) tenglamadan

-«=-n,, (3.5)
ni topamiz va uning ikkala gismini differensiallaymiz:
dy_ fd2x dx df 3.6)

dt dt2 dt dt

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib go'yamiz. Natijada Xx(t) ga nis-
batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz:

1d2x
+

.+ Bl +OX+P(t) =0, 3.7)

bu yerda A, B, C - o‘zgarmaslar .
2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:
dx ,
IF'— V+I'
d - +h
dt
Birinchi tenglamadan

dx

ot (3.8)

Yy =

ni topib, uning ikkala tomonini tbo'yicha differensiallaymiz:



dy d2x

il
dt  dt2 (

(3.8) va (3.9) ifodalarni sistemaning ikkinchi tcngl;iniiisin;i kell wmill
go‘yib, x(t) ga nisbatan o‘zgarmas koeffitsiyentli ikkmclu tartibli
differensial tenglamani hosil gilamiz:

fx -X-1=0.
dt2

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

X =0 +C2e~ -1 (3.10)

(3.10) funksiyani fbo‘yicha differensiallab, (3.8) ifoddggltirib
go‘ysak,

y =C{e" -C2e~ -1

ni topamiz. Demak, sistemaning umumiy yechimi:
Ix = Cxe' +C2e -1,
[y =Cxe' -C2e-* -1.

2- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini Eyler usulida integrallash

Quyidagi bir jinsli chizigli

LLI[(:t( = ax +by +cz,
N— = alx +bly +clz, (3.11)

& = a2x +thy +c2z

sistemani garaymiz va undagi koeffitsiyentlarni o‘zgarmas deb hisob-
laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli funksiyalar
ko‘rinishida izlaymiz:

Ae, Yy =ue , z=ven, (3.12)
H\



bu yerda N/, 4, v o‘zgarmas bo'lib, ularni (3.12) ifodalar (3.11) sis-
temani ganoatlantiradigan gilib aniglash lozim. (3.11) sistemaga
(3.12) giymatlarni go'yib, ertga qgisqartirib va n, uy, v oldidagi koef-
fitsiyentlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil
gilamiz:

(a -rX +bN+cv =0,

afX +(bx-r)g+qv =0, (3.13)
a2X +buy +(c2 —)v = 0.

(3.13) sistema — X, 4, v ga nisbatan chizigli bir jinsli tenglama-
lar sistemasidir. Demak, sistema noldan fargli yechimlarga ega
bo'lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir. Shunday qilib,

a b{-r ¢ =0 (3.14)
a2 b2 22—

tenglik bajarilishi kerak.

(3.14) tenglama rga nisbatan uchinchi darajali tenglamadir, u
(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

a) Xarakteristik tenglamaning r,, r2, r3ildizlari hagigiy va har xil
bo‘lsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar siste-
masini yozamiz va A, u,, Vp X2 u2 v,; Xv y3 v3koeffitsiyentlarni
aniglaymiz. Agar (3.14) tenglamaning rr r2 r3ildizlariga mos (3.11)
sistemaning xususiy yechimlarini xp yy+Z{, x2, y2 z2, x2, yv z3
orgali belgilasak, (3.11) differensial tenglamalar sistemasining umu-
miy yechimi

x(t) = C,x, +C2x2 +C3x3,
<y(t) = C{yx+C2y2 +C31 3, (3.15)
z(t) = QX +C222 +C3z3

ko'rinishda bo'ladi.
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I- misol.Ushbu sistemaning umumiy yechimini loping

dx
dt
av ,

T, + B W
dz
dt

3X-y +z,

=X-y +3z.

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

3-r -1 |

yoki r3 - 11/2 +36r - 36 = 0. Uning ildizlari: x=2, 2=3, 13=6.
Demak, (3.16) sistemaning xususiy yechimlarini
X, =V 2, MN="e?2t, Z =v,e?,
X2 =kleit, y2 = u2e3/, r2 = v2e3,
X3 = X3e6', y3 = u3e6', z3 = v3¥%'

ko‘rinishda izlaymiz.
r=2da X u, v ni aniglash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi
quyidagicha yoziladi:

@-2)X{-u, +v, =0, Xi -, +v, =0,
-X, +6 2|y, -v, =0, yoki -XI +3u, -v, =0,
-U+@B-2)v=0 >i —H +vi =0.
Bu sistema yechimlari: X, =1, 4y =0, v, =-1
r= 3 uchun

X2 - p2 +v2 =0,
~X2 +2uy2 - v2 =0,
"2 - 1R =0
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida X, |

u2= 1, v2=1 ni olish mumkin.
16]



r=6 da (3.13) tenglamalar sistemasi quyidagicha bo'ladi:
-3A3 - (i3+v3=0.
-A.3 - u3-v3 =0,
N"3-u3-3v3=0.

A3=1l deb, u3=—2, v3=1 larni topamiz.

Shunday qilib, (3.16) sistemaning xususiy yechimlari:

X, = €2, W.=o. Zi =-e?2
X2 = e3, z2 =e3L
x3 =<6, Y3 =-2e6, zZ =¢€b.

Bu xususiy yechimlar (3.16) sistemaning fundamental yechimlar
sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaning umumiy yechimi (3.15) for-
mulaga ko'ra quyidagicha bo'ladi:

X(t) = Cle2® +C2e3 +C3e6',
y(t) = C2e3 -2C3e6, (3.17)
z(t) = —Cle2 +C2e3 +C3et&t

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lgan

holni garaymiz.
2- misol. Sistemaning yechimini toping:

dx r
T,=Xx-Sr- (3-18)
Yechish. Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi
-r -b
=r2+9=0
2 -1-r
ko'rinishda bo'lib, u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan
@-r)l -5y =0, (3.19)

2X-(1 +ny =0
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sistemaga ega bo'lamiz. r=3i uchun
f(l -31)X{-5uy, =0,
12X, -(1 +3/)u, =0.
M=5deb, L= 1—3/ ni topamiz. U holda
X, =5e3", yl =(1 -3i)edt (3.20)

xususiy yechimlarni topamiz. r=~3i ni (3.19) ga go‘yib, X,=5,
b2=1+3/ larni topamiz.
U holda xususiy yechimlar

X, =5e 3", yx- (1 +3i)e 3t (3.20)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o ‘tamiz:

(3.22)

Bundan Eyler formulasi e+ = cosar +=/sina/ dan foydalanib
X, = 5co0s3/
Yy =cos3/ +3sin3/, y2 =sin3f-3cos3/

larni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy-
idagi ko‘rinishda boladi:

X (t) = 5C, cos3r +5C2sin3/;
y(t) = C, (cos3/ +3sin3/) +C2(sin3f -3cos3/).

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo‘Isin.
3- misol. Sistemaning yechimini toping:

(123)

H/



Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi
2 /e |
=r -br+9=0
-1 4-r

r=r2=3 ildizga ega. Sistemaning yechimini

[x=®A, +Uu/)e3,
(3.249)

[y =02 +IVv)e3
ko'rinishda izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi

tenglamasiga qo‘yib

3(A +1t) +Ji] = 2A] +4/) +H2 (3.25)

tenglikka ega bo'lamiz. Chap va o'ng tomondagi bir xil darajali
t ning koeffitsiyentlarini tenglashtirib

BRA, +ji] —2A] +A2?
[Bu, =2u, +u2
sistemani hosil gilamiz. Bundan
[A2 =A +u,
N2 = H
ni topamiz. A, va u, sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz mum-
kin. Aj=C, va u2=C2 deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy
yechimi
jx = (C, +C2)e3t,
[y = (C, +C2 +C2t)elt

ko'rinishda bo'ladi.

3- §. Differensial tenglamalar sistemasining
birinchi integral!

Differensial tenglamalar sistemasi



ni integrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifmetik ainall.it
(go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) yordamida (3.26) tenglama
lar sistemasi osongina integrallanadigan

t 5 UiN) =o )

tenglamaga keltiriladi, bu yerda U = U(t, n,, X2, ..., X,,).
1- misol. Sistemaning yechimini toping:

L 2(xf_ +y2)\,

+ = AXYT. » 2S
[dr )
Yechish. Tenglamalarni hadma-had qo'shib,

" =2(x +y)>,

tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab
— +12=C,

ni topamiz. Tenglamalarni hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:

d(X-y) _ i
dt =2tix-y)1,

bundan
-+r2 =a
X-y

ni hosil gilamiz. Shunday qilib, sistemaning ikkita birinchi integra-
lini topdik:

t2+— =C, t2+— =C,. (3.29)
X+y X-y

(3.29) ifoda — (3.28) sistemaning umumiy integrali. (3.29) sis-
temani x va y noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) difle-
rensial tenglamalarning umumiy yechimini topamiz:

xfoy o CHCHH2 o -4,
2(C, -t2)(C2-t2) "' 2(C, -tL)(C2 t1)

S)



2- misol. Quyidagi sistemaning yechimini toping:

X x-y
"d Z-r '
d.  x-y
dt z-t (3-30)
dz
X-y+1
dt Y

Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla-
masini hadma-had ayirib.

d(x-y) _
dt

tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi
integralini topamiz:

0

X-y=C,-» (3.31)
(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama-
lariga qo‘yib, ikki noma’lumli tenglamalar sistemasiga kelamiz:
dy = fi
dt  z-t- (332)
dz _ )
gt C, +1.
(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan
z ={Cx+\)t +C2 (3.33)

ni topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib
go‘yamiz va
y = In]C,/ +C2]+C3 (3.34)
ni topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi:
x(t) = In]C, t +C21+C, +C3,
y(t) =In]C,/ +C2]+C3,

z(r) =(C, +Dt +C2.
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3- misol. Quyidagi

L

3.35
(8; = -Ix-%y ( )

sistemaning x|/:O:2, y\O:5 boshlang‘ich shartlarni ganoat-
t=

lantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga kolpaytirjb
ikkinchi tenglamaga hadma-had qgo‘shib,

ﬁzﬁl) = 2(2)( +y)’

tenglamani hosil gilamiz. Bundan

2X +y = Cye2x

yoki Y =Qe2 -2x (3.36)

birinchi integralni topamiz. (3.36) ni (3.35) sistemaning birinchi
tenglamasiga keltirib qo‘yib, xga nisbatan chizigli tenglamaga kela-
miz:

™ Fx

Besgo. (3.37)

Bundan
X(t) = C2e-7 +]|Qe2 (338)
yechimni topamiz. Shunday qilib, (3.35) sistemaning umumiy yechimi
X(t) = C2e*7" +|c,e2
y(t) = “\el - 2C2e"7

Sistemaning boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy
yechimini topish uchun (3.39) ga /, X va y laming o’rniga inos

‘n



ravishda 0, 2 va 5 sonlarni qo'yib, C, va C2larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

C2+]|C, =2,
(3.40)

-1C, -2C, =5.
Bundan C=9, C2=-3 ni topamiz, demak, (3.35) sistemaning xu-
susiy yechimi:
X(t) =5e2 - 3e 71,
y(t) = -e2x +bel'.

4- 8. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘Imagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash

usullari
1 0 ‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
bo‘lIsin:
X' +atx +bly +c,z = fl(t), (o]
y' +a2x +b2y +c2z = f2(t), (2) (3.41)
Z'+a3X +byy +c3z=  (t)m 3)

Bunda 4O (/—1, 2, 3) o‘zgaruvchining berilgan uzluksiz funksiyasi.
Faraz gilaylik:
X = Qxt +C2x2 +C3x3,
y = CXN\+C2y2 +C3Y3, (3.42)
r=C,r, +C2z2 +C3r3

funksiyalar (3.41) sistemaga mos bir jinsli sistemaning umumiy yechi-
mi bo‘lsin. U holda (3.41) sistemaning yechimini

x —C] (t)x1+ C2(t)x2 + C3(t)x3,
Y =C\(tp» +C2(t)y2+ C3(t)y3, (3.43)
z =C| (t)2\ +C2(t)z2+c3(t)z-i
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ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda C,(/), CX/), CJ/) nonia'liiin hml
siyalar.
(3.43) ifodalarni (3.41) sistemaga keltirib go'ysak, (3.41) m.ii
mailing (1) tenglamasi quyidagi ko'rinishga keladi:
Cjx, +C[x2 +C3x3+C, (xXi+gx1+"y, +c{ZN+ ( (,
+C, (X2 +a,x2 H\y2 +c,r2) +C3(X3 +3x3 +t\B+c,r3) =f (/).

Bunda (3.42) ga asosan barcha gavslar nolga teng, demak,
C™Xi +C2x2 +C3x3 — (3.45)
Xuddi shuningdek, (3.41) sistemaning (2) va (3) tenglamalaridan

G\ +C:y, +C3Y¥3 - fI(t)
O\ +C222 +Q23 -5 (/) (3.46)
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

C/, C2\ C3 larga nisbatan chizigli bo'lgan (3.45), (3.46) sistema

yechimga ega, chunki uning determinant Vronskiy determinanti
bo‘lib, u noldan farqgli, ya’'ni:

A=Yi Y2 3 ¢
A\ 72 13

(3.45), (3.46) sistemadan C{, C2, C3 larni topib, so‘ng integral-
lab, Cp C2 C3larni topamiz, shu bilan birga (3.41) sistemaning
(3.43) yechimini topamiz.

1- misol. Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

— +2x +4y = 1+4/,
dt 5’ (3.47)

Yechish. Awalo



sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi
tenglamasini

X=Yy- O(Ft (3.49)

ko'rinishda yozib, uni /bo‘yicha differensiallab,

no= 3.50
a d di2 (3.50)
tenglikni hosil gilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (3.48) sistemaning
birinchi tenglamasiga keltirib go'yib, y ga nisbatan ikkinchi tartibli
tenglamaga kelamiz:

i%l +A~—-6v =0m
dt2 dt

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

y =C{eZr +C2e 3L
(3.49) dan

X = —%Zr +4C-,e3

ni topamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:
x = -C,e2 +4C2e3,
y =C,e2 +C2e 3r.

Endi (3.47) sistemaning yechimini
[x =-Cl(/)e2 +4C2(t)e 31,
' (3-51)
W =Cl(t)eZ +C2(t)e

ko'rinishda izlaymiz.
(3.51) ni (3.47) ga keltirib go'yib va ba’zi bir elementar amallar-

ni bajarib, C{(t), C2(t) larga nisbatan

-C{(t)eZL +4C2(t)e 3 =1 +41],
C;(t)e2 +C2(t)e~3L=j /2



chizigli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

c;u) = c2(0 =~ 2+ 3+2)e3'

larni topib, so‘ngra integrallab.
CI(t) = -x(t +3t2)e-Z2 +C,, C2(t) = +12)eil +C, <»e,>)

ni topamiz, bu yerda C3va C4 — ixtiyoriy o‘zgarmaslar. (1.5.”) ni
(3.51) ga keltirib go'yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil
gilamiz:

x(t) -Oex +4C2e X +t +r,

y(t) = Ce2l +C2e™X "2 (3.53)

2. Anigmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o‘zgarmas koeffitsiyentli
chiziqli bir jinsli bo'Imagan differensial tenglamalar sistemasining
o‘ng tomonidagi ifoda f.(t) — funksiya, PKk(t) — ko‘phad, e™ —
ko‘rsatkichli funksiya, sinpr, cos|3r — sinus va kosinus yoki ularning
ko‘paytmasi ko'rinishida bo'lsa, sistemaning xususiy yechimini aniq-
mas koeffitsiyentlar usuli bilan topish magsadga muvofiqdir.

2- misol. Ushbu

dx = x +2y,

o (3.54)
— =X ->5sin/

| dt
sistemaning umumiy yechimini toping.

Yechish. (3.54) sistemaga mos bo‘lgan bir jinsli sistema:

dx _ X+2Yy,

dt (3.55)
& X.

dt

Birinchi tenglamani tbo'yicha differensiallaymiz:



Bundan

2x =0 (3.56)
d2  dt

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama 12—X———d)—(—Zx:IOsin/

dt2 dt
tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning K2 -k -2 =0 xa-
rakteristik tenglamasi kx= -1, k2 = 2 ildizlarga ega.
Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

| =C,e" +C2e2 (3.57)
bo'ladi. Birjinsli bo'Imagan tenglamaning o'ng tomoni /(/) = 10sir/
ko'rinishga ega. Bunda a=0, p=I, shuning uchun xususiy yechimni

X* = y4cos/ + Bsint (3.58)

ko'rinishda izlaymiz. Bundan x";, x* larni topamiz:

x’i = -As\nt + Bcost,

X*" = —y#C0SY - fifsin t. " 59

(3.58) va (3.59) larni differensial tenglamaga qo'yib, quyidagiga
ega bo'lamiz:

(BA +fi)cosr +(A +B)sint = IOsinf.
cos/va sin/larning koeffitsiyentlarini tenglashtirib,

j3A +B =0,

[A+B =10
sistemani hosil gilamiz. Sistemani yechib

A=-5 5=15
larni topamiz. Demak, xususiy yechim
x* = -5cos/ +10sin/
ko'rinishda, umumiy yechim esa
X =X +x* = Cx ‘ +C2e2 - 5cos/ +10sin/ (3.60)

ko'rinishda bo'ladi. (3.60) ni t bo'yicha differensiallab



x' = -Cxe ' +2C2e} +5sin t + 10cos/ (] >

ni topamiz. (3.60) va (3.61) larni (3.54) sistemaning birinchi u-iif.l,!
masiga keltirib go'yamiz.
U holda

y=- C , +—C22 +4"-cost - —sin/
1 2 2 2 2

ni topamiz. Demak, (3.54) sistemaning umumiy yechimi

X = Cxe~ +C22 -5cos/ +10sin/,

j; = -C, +—C2e2' +—cos/ - —sin/
; 1 2 2 2 2

ko'rinishda bo'ladi.
3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).
Ushbu

Nz axx +bhy +/, (1),
(3.62)
AL =ax +by +f2{t)

sistemani garaymiz. Ikkinchi tenglamani biror X songa ko'paytirib,
birinchi tenglamaga hadma-had qo'shamiz:

dpr-y) = (ax+Xa2)x +(bx+L )y +fx(/) +Xf2(/). (3.63)

(3.63) tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

dix+\y) _ {ax+Xa2)[x +*p-y\ +fx(t) +Xf{t). (3.64)
dt v a\+ka2 J

Endi X sonni shunday tanlaymizki, u
=X (3.65)

bo'lsin. U holda (3.64) tenglama (x+"y) ga nisbatan chiziqgli tengla
ma ko'rinishiga keladi:

diX— - ={W + W )(x +Xy) +fx(t) +Xf2(t). (3.66)



(3.66) ni integrallab

X +Xy = e>HR) [C +J[/; (1) +Xf2(t)]e-(@ +a2udt} (3.67)

ni topamiz.

Agar (3.65) tenglama ikkita haqigiy har xil X, ¢ X2 ildizga ega
bolsa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra-
li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan bo'ladi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamber usuli bilan yeching:

= 5x +4y +e',
dt y

e = 4x +5y +\

Yechish . Buyerda ax=5, t\=4, a2=4, ~ =5, f{t) =e’,
f2(t) = 1 Xsonni (3.65) formuladan topamiz:

E4ax =4 +5A = A.(5 +4X)- (367"

Bu tenglama X, = -1, X2 =1 ildizlarga ega. U holda (3.67")
formuladan X=1 uchun

Xx+y =€9(C, +\e8 +e 9)dt) =C,e9 -ie' -i ;

= -1 uchun

X -y =¢e"(C2+J1 - e~")dt) =C2e" +te' +1

larni topamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning bog'ligmas ikKki-
ta birinchi integrali

(x-y-te" -Ne " =C2
ko‘rinishda bo‘ladi.
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englamaga keltirish usuli bilan toping:

d
d)t(:_gy'
269.
dy_
dt
dx
270. Uf =y +t
dL = x -t.
| dt
i)j(_:B—Zy,
271. dy'
- =2x -21
dt
~ +3x+y =0,
111.
N—-X +y =0
[
%1( :3x—21.y—32r
273.
— =2y -2/-1
o

— =X +5y,
274. ;t/
—= - X -
at 3y,
x(0) = -2, y(0)=1.
-V,
275, d©
dy ~dx
jr—2»
x(0)=jc'(0) =1, y(0) =0
d x dy A
e tat AT
276.
ax _'_121;/ =0.
[dt dt2
dx .
277. ; x ~4y
dt_ X +y.
oy +5x = sin/,
578 dt dt
. dx+ = cos/
YT

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini siste-
naning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:



X .
= sinxcosy,

281. 3;/
= cosxsin.y.

dt y
'dx
gt = 7Y Z =12 +2xy,

282. funksiyalar sistemaning
dy y2-t z=Xx-ty2
dt X

birinchi integrali boia oladimi?

dx
Ft - — COsX, N =2/cosx - Invy,

283. funksiyalar siste-
dy _ VSin 1. Zz = 3.ycosx -y}
dt '

maning birinchi integrali bo‘la oladimi?

dx 2 2 -2 2
Et = COS a:Cos Yy +sIn Xcos Yy,
284

—m= —jsin2xsin2>\ x(0) =0, .y(O)=0.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Eyler
usuli bilan toping:

ax_ goy_x, <% = 4x-3y,
285. 288.
dy
H :X+y—
dx T ax
2ge. | =2x+y- ogg, M =91-7
Oy—:x—3y. dx
dt
x(0) =0, y(0) =0.
287. 200. @
A_=4y-2x,
N
x(0)=0, v(0O0)=-1 x(0)=-2, y(0)=1
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293.

‘ReRd®

Il
X
|
<
|

x(0)=2, v(0)=-1

= 6x -12y -2z,
202. P =+_3y-<,

N o= -4x +12y +3z.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
:garmaslarni variatsiyalash usuli bilan toping:

dx
+2X-y =-e , — +y =cos/,
204, @ 297. 3;
_ _ m
Idt+3x —22{ =6e”. e +x = sin/.
dx
X +y-cos/, =2x-Yy,
295, d 20g. @
ay
dt

[% = -y- 2X +cost +sin/. =2y -x -5€e'sin/.

=2x+y - 2" -/ +2,

g &

dx
-->m = COS/,
296. 299.

.dt:|~x'

=-X +/,

Fa

= X+y-Z-,+ 1

Quyidagi difTerensial tenglamalar sistemasining yechiinini aniq
is koeffitsiyentlar usulida toping:

c(:t(_ 3 -2y, J&— = -y +sill /,
300. 301. o

— -2x - 2/. - - X+ :

T, X & X +cos/

nil



Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Dalam-
ber usulida toping:

((11)'[( = 5x +4y, p = 2X +4y +cos?,
306. 3009. dy
* — X -2y +sin/.
X +2y. Lt y
ax _ dx _ t
Hi—6x+y, Ft_f-’,x+y+e,
307. oy 310. o
—= 4x +3y. — =X +3y -e‘.
Lt Yy a X +3y -e
dx
= 2X -4y +1,
=x+5>""
308. °* 311, ¥ X
% - -x +5y. P

x(0) = -2, y(0) =1

Mustagqil ish topshiriglari



5- §. Operatsion hisob

1. BoslilangMch funksiya va uning tasviri.

Boshlang‘ich funksiya (original) deb quyidagi shartlarni ganoat-
lantiruvchi f(t) funksiya gabul gilinadi:

1°. Istalgan chekli intervalda /(?) va f'(t) chekli sondan ko'p
bo'Imagan birinchi tur uzilish nugtalariga (chekli sakrashlarga) ega.

2°. t< 0 uchun/ (0=0.

3°./(r) funksiya ko‘rsatkichli funksiyadan tez o'smaydi, va’'ni
shunday t ga bog‘lig boMmagan musbat haqigiy o'zgarmas M va SO
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta t lar uchun

NN\ < Ale'0 (3.68)
tengsizlik bajariladi. Bunda 50 — originalning o'sish tartibini ko‘r-

satuvchi son. Original o‘zgarmas bo‘lsa, ~,=0 deb qgabu! cjilish
mumkin.



f(t) funksiyaning hagiqgiy o‘zgaruvchi t ning kompleks funksiyasi
e ga ko‘paytmasini, ya’'ni

e plw (t) (p=a+ib,a> 0) (3.69)
ni garaymiz. (3.69) funksiya ham haqiqiy o‘zgaruvchi t ning kom-
pleks funksiyasidir:

et mi (t) = e-df (t)cosbt —ie af (t)s\nbt. (3.70)

So‘ngra ushbu xosmas integralni qaraymiz:

(0 @ @
je~pf {t)dt = Ne af (t)cosbtdt - i Ne df (t)sinbtdt. (3.72)
(0] 0 (0]

Agar/(/) funksiya (3.68) tcngsizlikni ganoatlantirsa va a > SO
bo'lsa, (3.71) tenglikning o'ng gismida turgan xosmas integrallar
mavjud va ular absolyut yaqinlashuvchi.

(3.71) integral p ning bironta funksiyasini aniglaydi, u funksiya
Hjp) ni bilan belgilaymiz:

F{p) = Ge-"tf{t)dt. (3.72)
0

Tarif Kompleks p=a+ib o‘zgaruvchiga bog'lig bo‘lgan

F{p) = %e—”,f{t)dt = L{f{t)}

tenglik bilan aniglangan F(p) funksiyaga f(t) funksiyaning tasviri
yoki Laplas almashtirishi deyiladi, f(t) funksiyaning o'zi esa
H{p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

F(p)— »/(/) tasvir-original yoki f(t)— ~>F(p) original-tas-
vir, yoki
L{{1)} = F(p).

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari
. Ixtiyoriy a va p kompleks o'zgarmaslar uchun

af(t) +pg(t)<— aF(p) +$G{p). 3.73)



Asosiy originallar va tasvirlar jadvali

/(") F{p) tasvir No fit) I'(/>) lasvn
original original
I @
at _.
1 N 9.  e%sinat (p-a) ea"
()N n
10. tneat
tn pri+1 (P- a)wH
2 2
1 -a
eat 11. t cos at P
p-a (p2 +a2)2
a 2pa
sin at 12. tsin at
p2+a2 (p2 +a2)2
P . ~
cos at 13,  sin(r — a) C=ap !
p2+a2 , 2 +1
a - P
shat > 5 14. cos(t - a) e
pc-a
P sint
ch at 15. arcctgp
p2-a2 t
at . p-a 5 Tsint arcctgp
e cosa (p- a)2 +a2 . ()] oo b

2°. Ixtiyoriy o'zgarmas a > 0 uchun

[ < i Q) (3.74)

3°. Agar /(/)e< F(p) bo'lib, /*(/) original bo‘lsa, u holda

—PF(p) -/(0). (3.75)

4°. Agar /(/)< /*"(/>) bo'lsa, u holda istalgan a da

ea,f(t)+ -F(p-a). M /m



6°. Agar /(t)*-1- F(p) bo‘lsa, 1L holda

(3.78)
7°. Agar f(t,x)<—— F(p,X) bo‘lsa, u holda
df(t,x) = dF(p,x)
o o (3.79)
8. Agar /(/)<—— F(p) bo‘lsa, u holda
tf()<— F'(p). (3.80)

9°. Agar jf(z)dz integral yaqinlashuvchi va f (t)<~—F(p)
bo'lsa, u holda

rrY\n @
/'<; \F(2)dz. (3.82)
P

3. Funksiyaning tasvirini topishga doir misollar.

Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqiqiy o‘z-
garuvchining bir gator elementar funksiyalarining tasvirini topamiz.

Ba’zi funksiyalarning tasvirini topishda to‘g‘ridan-to‘g‘ri jad-
valdan foydalanib bo‘Imaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlar
yordamida funksiya ko‘rinishini jadvalga moslab olamiz.

1- misol. f (t) =a' funksiyaning tasvirini toping.

Y ec hish . Logarifmning asosiy ayniyatidan:

a'=em’ =e/m
U holda (3) formuladan



ifodani topamiz. Demak, & funksiyaning tasviri F(p) -— — ,vyii

p-Ina
2-misol. /(/) =/ cosat originalning tasvirini toping.
Yechish. 8°ga asosan

2 2 2 2
t mos a<r- a-p p--a
vp2+a2) (a2+p2)2 (a2+p2)2
2 2
Demak, L{tcosat} =— r.
(p~+a)
3-misol. tneat originalning tasvirini toping.
Y echish. <~ moslikning ikkala tomonini a

metr bo‘yicha n marta differensiallab, quyidagilarni hosil gilamiz:

teal <————— t2ed<r 2'
(p-a)2’ (p-a)3
rv' <-———- 2* tneal <-———-—
(P-a)4 m (p-all

Demak, L{tneat}=—
(/>=«)"

4-misol. /(/) = (/- 1)2e'4 funksiyaning tasvirini toping.

Yechish. t-1=r deb, funksiyani zV ko‘rinishga keltiram
Endi jadvalning 10- formulasidan

Z2ez <

ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan



4. Originalni tasviri bo‘yicha topish usullari

Operatsion hisobda originalni ma’lum tasviri bo'yicha izla:
uchun yoyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda ta
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan /(/) funksiyaning F(p) ta

virini — ning darajalari bo'yicha darajali gatorga yoyish mumk
bo'lsa, ya’ni

(3.8:

bo'lib, u r-r < R da F(p) ga yaginlashsa, u holda original quyida
12}

formula bo‘yicha topiladi:

(3.8

Bu gator 1> 0 giymatlar uchun yaqginlashadi va t < 0 da/(/)=
deb olinadi.

Endi F(p) funksiya p ning kasr ratsional funksiyasi, ya’ni
(3.84

bo‘lsin, bu yerda A(p) va B(p) — mos ravishda m va n darajc
(m <n) ko'phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicl
topiladi.

Agar B(p) maxrajning barcha ildizlari ma’lum bo'lsa, u hole
uni eng sodda ko‘paytuvchilarga yoyish mumkin:

B(p)=(p- Pt (p-Pi)RU p- Pr)kr. (3-85

bu yerda k\+k2+...+k.=n Ma’lumki, bu holda F{p) funksiyani er
sodda kasrlar yig'indisiga yoyish mumkin:



Bu yoyilmaning barcha koefHitsiycnllanm

A* " T tV i dp’ NOKL - 1(/M] "

formula bo'yicha aniglash mumkin.

As koeffitsiyentlarni aniglash uchun (3.87) ForwuKwWwWwK m'Tm i
integral hisobda ratsional kasrlami integrallashda go'llanilailiKHii >h
mentar usullardan foydalanish mumkin. Xususan, bu usulm Z*ILi 11
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’ni sodda va jull-juHi bil.m
go'shma bo‘lganda magsadga muvofiqdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya’ni

B(P) = {P ~ P\)iP ~ PI)(P ~ Pi)-~(P - Pn)"

bu yerda j + k, Pj * pk bo'lsa, yoyilma soddalashadi:

= yerda aj = N £ - oM)

F(p) ning u yoki bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu-
zishda f(p) original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:
a) B{p) maxrajning ildizlari sodda bo'lgan holda:

J«> = [ <3-89>
j=1° "pPj "

b) B(p) maxrajning ildizlari karrali bo'lgan holda:

f(n=1ihJ7 ~y » . (3.90)
j—351 'y 7
5. Originalni tasvir bo‘yicha topishga misollar
i
1- misol. F(p) = —e p2 tasvir uchun originalni toping.
P

Yechish. F(p) funksiyani p(p*0) kompleks o'zgaruvchining
butun tekisligida ushbu Loran gatoriga yoyamiz:



L

(i

F(p) :JTrDe r2=£ -Jl-m :g’--]i'

—t
n=on'.p2"H p3

L-1
5 3

2T

Up2 21pA 3lpb 4 1p*

Yoyilma birinchi teoremaning shartlarini ganoatlantirganligi sa-
babli bu funksiyaning originali quyidagicha bo'ladi:

20 2141 36l 4rgrt A n\\2n)\ !
Demak,
i
Lle I:)2 . X t2n
17-0
n
: po+p¥) - S .
2 -misol. 1 (p) = \ ; tasvirning originalini toping.
P(P4- 1)

Yechish. Tasvirning maxraji p{=0, p2=\, p3=\, p4=i, p5=—i
tub ildizlarga ega. Bu holda F(p) funksiyaning yoyilmasi (3.88)
ko‘rinishda bo'ladi:

o ..

Elpy =+ A2 .
(p) p p-1 p+l p-i  p+Hi

Av Av Av Av A- koeffitsiyentlar

A(PJ)
1 B'(pj)

formula bilan aniglanadi, bu yerda A(p) =p2+p+1, B'(p) =5p4- 1.

A - /10)- 1 a - A1 _3-n0 _jlidlI-I-

1 BY(0) 2 s'(D 4 3 B'(-l) 4~
4 - A() ‘m A _ N0 _
n 5°(0 4’ 5 5'(-/ 4

~
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Endi (3.89) formula bo'yicha originalni topaini/:

+\4eu +4 -el4+y4 - L,

:-\+J£3E + s o .:-1+j4(3e te )-|25|n/.

Mustaqil ish topshiriglari

Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping:

321. /(1) =sin2/. 326. f (t) = chatsinbt.
322. / (/) =¢" cos2. 327. /I (/) =e-Tch7/.
323. /(/) = shalcosAl. 328. /(/) =|Cos2alnN.
324. f (t) = chatcosbt. 329. /(/)=£ _1I

325. f(t) = t&hbt 330. /(1)

Quyidagi tasvirlarning originallarini toping:

331. F(p) =p - sin— 336. F(p)
P p(p +1)(/>'+4)
332. F(p) =p\n 1+4-1- 337. F(p)
v P J p2-2 p+5
333. F(p) = — 111 . 338. F(p)* P
p(pz-4p+3) p2-2p+5
334. F(p) = - P . 339. F(p)~ P+2
p(p-\)(p-2)(p-3) - (p+V)(p -2)(p2.4)
335. F(p) = —-L —. 340. F(p) =—dll—
p(l+p ) pU/> 1)2

m



Mustaqil ish topshiriglari

341. F(p)=-£- 346. F(p)
P -1 p(p-\){p-+\)
342. F(p) =
P(P4-1)
343. F(p) = 348. F(p) =
{p+\)(p2+2p+2)
P
344. F = 349. F =
(p) (/>-DH(P2+\) (P) (p+\)(p2+2p+2)
P
345. F(p) = 350. F(p) =
(p-\)(p2+l) p{p+\)(p2+2p+2)
6. DifTerensial tenglamalar va ularning sistemalarini operatsi
hisob usuli bilan yechish.
Ushbu
x"U) +af{x'(t) +a2x(t) = f{t) (3.91)

chizigli differensial tenglamaning x(0) =x0, x'(0) =X, boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsin. Bu
yerda av a2 — berilgan haqiqiy sonlar, /(/) — ma’lum funksiya.
Izlanayotgan x(t) funksiya, uning garalayotgan barcha hosilalari va
/(1) funksiya originallar bo‘lsin deb faraz gilaylik.

X(/)<——x(p) va x(t) - t2- 3t +4

bo'lsin. Originalni differensiallash qoidasiga asosan quyidagilarga ega
bo'lamiz:

x'it)<r-pxip)-xi0),
x"(t)<r-—p2x(p) - px(0) - x'(0).

Tasvirlarning chizigliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasvir-
larga o'tamiz:



p2x{p) - px(0) - JF(0) + 4 [px(p) - x(0)] +o02x(p) 1 (/>)
yoki
(p2+alp +a2)x(p)-(p +al)x0 - x, = F(p). (3.92
(3.92) tenglamani x(p) ga nisbatan yechib

+ax)xo+ F
x(p) = Lo, 5 F(P) (3.93
p +a\p+a2 p +ci\p+a2

ni topamiz. x(p) ning originali (3.91) tenglamaning boshlang‘ic
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi boiadi.

Shu kabi istalgan /r-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli dil
ferensial tenglamaning yechimini boshlang‘ich shartlarda topis
mumkin.

1- misol. x" - 5x"' +4x =4 tenglamani x(0) =0, x'(0) =2 bosli
lang‘ich shartlarda integrallang.

Yechish. x(/)<——x{(p) deymiz, u holda berilgan boshlan

g‘ich shartlarga asosan
x'<s—px(p) - x(0) = px(p),
<— p2x(p) - px{0) - x'(0) = p2x(p)- 2

4<——
P

Berilgan tenglamada barcha funksiyalarni ularning tasvirlari bila
almashtirib, quyidagi operatorli tenglamani hosil gilamiz:

(p2 - 5p +4)x(p) =;+2-

Bu tenglamadan x (p) ni aniglaymiz:

Tenglikning o‘ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda

Koy =12 v
p p-t p-4



ni hosil gilamiz. Bunda originalga o'tib, tenglamaning yechimini
lopamil/.:

X(1) = 1- 2" +eAm

Endi quyidagi o'zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar
sistemasini garaymiz:

AT = WX+ t\y + F{t),
{ld¥ = a2x + b2y + ff2(t). (3.94)

Bu sistemaning
x(0) =x0, y(0) =y0 (3.95)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bunda
biz fx(f),f2{t), x(t), y(t) funksiyalarni x!{t) va y'(t) larning originallari
deb faraz gilamiz:

x(t)<sr— x(p), y(t)<—y(p), /1(0<— ~F\(P), f2(t)x— F2(p)

bo'lsin.
(3.95) boshlang'ich shartlarni e’tiborga olib, originallarni differ-
ensiallash qoidasidan foydalanib

x'(t)<r— px(p)-x0, y'(t)+— py(p) - yQ
larni topamiz.
Endi (3.94) sistema har bir tenglamasining ikkala tomoniga Lap-

las almashtirishlarini qo'llab, x(p) va y(p) larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

px(p) =alx(p) +bly(p) + Fl(p) +x0,
{py(p) = a2x(p) +b2y(p) + F2(p) +yO0. (3 96)
(3.96) sistemaning yechimi:

Vi r) - A[RF (P}Yo I{P-b  /;)+n<l 3 97)
(p-LLL ) (P-th )~a2h

_al\R (P)+xo \+(p~a\ )\l'2(p)+Yo\ (398)
(p-a{)(p-b2)-a2h
114



(3.97) va (3.98)da originalga o‘tib, (3.94) sislcmamnj' (( "»>
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini hosil (Jilami/,

Mustaqil ish topshiriglari
Quyidagi tenglamalarning yechimini toping:

351. x"+3x =e”™\ x(0) =0.
352. x'- x =cost - sin/, x(0) =0.

353. 2x'+6x =ten ", x(0) =-i.

354. x" +6x' =12/ +2, jf(0) =0, jc'(0) =0.

355. x" +4x'+4 =4, x(0) =1, n-'(0) = -4.

356. x" +x =cos/, x(0) =-1, x'(0) =1

357. x" +3x"+2x =2/2+1 x(0) =4, x'(0) =-3.

358. x" - x'=2sin/, x(0) =2, x'(0) =0.

359. x" - 4x' +5x =2e2 (sin/ +cos/), x(0) =1, x'(0) = 2.

360. x" - 4x' =1 x(0) =0, x'(0) =-i, x"(0) =0.

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

x(0)=1, j(0)=1.

x(0)=2, v(0)=3.

x(0) = y(0)
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364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

dx

dr

§-*y

a'a'zx +2y=\' 2t,

"X

—+2— +x =0
[dt2 dt
+ = +
ot +4y +2x =4/ + 1,
civ 3 2

lo*X~y=2""

'f +y-2x-0,

-5ersint.

— +Xx-2
dt y

d2x £
N+ Xt y I}
dtl

a2y 4x - by = -3.

dx
dt
dx
dt

+-2'-(?t/-+x+y+r:0,

dy A
+h-+x+z2=0.
dt

—_ - 2— - :O,
dt dt ¥

dz)r( =X 4A

dt2 v
d2y _ ry.
dt2

x(0)=2,

x'(0) = ->/3,

x(0)=5, M0)=0, ;(0)=4.

x(0)=y(0)=x'(0)=0.

x(0)=\i0)=0.

x(0)=2, >(0)=3.

x(0)=y(0)=x'(0)=y'(0)=0.

x(0)=y(0)=1, r(0)=-2.

y(0)=0,

yio 7



6- 8. Matematik fizika tenglamalarining liplai i

Ushbu ko‘rinishdagi

A du 8U d21|J U_ d2u)

x,y,0, —, , =0 3.
| Y m rv < I’ dy2J (3:%)

differensial tenglamaga ikkinchi tartibli ikki o'zgaruvchili xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.

A\ X>Y)AT +2aU + XA~ A (X 1,)0)

ko'rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga nisbatan
chizigli tenglama deyiladi.
Agar (3.100) tenglama ushbu

. d2~ u-~ , . 87|/| , . dgu

+2a'lx-y)13r,* (x’y)Jd/l +
+u(x,y)™ +0,j(x,y)~ +ajj(Cy)u +f =0 (3.101)

ko‘rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chizigli deyiladi. Agar (3.101)
tenglamaning koeffitsiyentlari xva y o‘zgaruvchilarga bogliq bo‘l-
masa, tenglama o'zgarmas koeffitsiyentli deyiladi. (3.101) tenglamada
f(x, >)=0 bo'lsa, unga birjinsli deyiladi.

an (dy)2 - 2andxdy + a2 (dx)2 =0 (3.102)
tenglama (3.101) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

(3.102) tenglama quyidagi ikkita birinchi tartibli oddiy differen-
sial tenglamalarga ajraladi:

dy _ a\2 +\la\2 ~a\l'a2 dy _ «12-"Ni2-«11722
dx an > dx an ' (3,1(M)

Bu tenglamalardagi ildiz ostidagi ifodaning ishorasi (3.101) long
lamani tiplarga (turlarga) ajratadi.

Agar M nuqtada a\2 - an =2 >0 boisa, (3.101) tenglama M
nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Giperbolik tipd«K'
(3.101) tenglamada x va y o'zgaruvchilarni
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EZCp(le)r n= 'li(X-y)
tengliklarga asosan £ va u larga almashtirsak, (3.101) tenglama

5>2U ou d roor @ n A
o Bt Bttt/ = 0 (3.104
yoki
(-ZU ('2« dll an r /T in:
U (s v aEs @ s oazme /- D (3. 105

JE a2 %

ko‘rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.

Torning ko'ndalang tebranishi, sterjenning uzunasiga tebranish
o'tkazgichdagi clektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdag
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o ‘xshash tet
ranish jarayonlarini o‘rganish giperbolik tipdagi tenglamalarga oli
keladi.

P . . L
1- misol. x2 #u—— y2m = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishj
. dx2 dy2
keltiring.

Yechish. Bunda au =x2, a2 =0, a2 =-v2, af2 -4 aua2
= x2y2 > 0. Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakteristi
tenglamasini tuzamiz:

x2(dv)2-y2(dx)2 =0 yoki (xdy - ydx)(xdy +ydx) =0.
Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi:
xdy - ydx -0 va xdy +ydx =0.

Bundan m +7 =0 yoki xy =C,, T X =0 yoki <= C2.
Endi ¢ =xy, n =— almashtirishlarni bajaramiz. x vay o°zg;

ruvchilarning xususiy hosilalarini yangi £ va r| o'zgaruvchilar orga
ifodalaymiz:

du _du g%~ du dr\ _ du du vy

dx dt dx rt] dx d% ~ gy x2°

du du c't,,du 3ri _ du du 1
B = X -

dy dc dy dr\ dy dt, dr\ x
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Hosil bo‘lgan tengliklami berilgan differensial tenglamaga go'yamiz:

('w 2 2 odu y2 Puy?

+2.M-4
<4efn M2 2 x4 x3
v ,S-uU | 0
_y =
dt? dt,-dr\ x2 R x2
Bundan
du y . 320 1 M1
my2 + 2- 0 yoki — =0
st YO e 2 o
. I'2U -
oki ..21 =0,
U a2
Demak, tenglamaning kanonik ko ‘rinishi:
€U JL.£l=o0.
dt -ft!  2c, au
Agar M nuqtada - aua2 <0 bo‘lsa, (3.101) tenglama M

nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101)
tenglama

£=0(,>"), n=d(xy)

(b (x,y) funksiya ¢ funksiyaga gqo‘shma kompleks funksiya ) al-
mashtirishga asosan ushbu



O 8 ]J_IM B p#Bw+yY = O 3.106
n - < —_— =
7<§ +I=,5| RPTS ™ y (3.106)

kanonik ko‘rinishga keladi.

Elcktr va magnit maydonlar haqidagi masalalarni, statsionar is-
siglik holat haqidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun-
ga o ‘xshash masalalarni o‘rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

2- misol.

022 goc v 2.1 =0
Sx2  dxdy dy

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada an =1, an =-1, a2 =2, a2 ~a\lan
= —1 <0, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi.
Xarakteristik tenglamasi:

(dyf +2dxdy +2(dxf =0 yoki y'2+2y +2=0.

Bundan y'=-1%/;y+x-ix=C,, y+x+ix=C2. Quyida-
gicha almashtirishni bajaramiz: £=y +x, n=x. U holda:

<z dzdt, 8z8r_ dz dz.
dx dt,dx d\8x dt, d\’

dz _dz8t dz &

dy dtdy 5rlcy dt’

d2z (s2z 8 d2z an + 827 <4, d2z an ..o 8 Z 827
dx2 v 2 Ox 5San gyj dtfin gx g2 dx) (2 av(-
d2z ¢z dt, d2z 01 a2Z d2:
8x8y oy 8tdr\ dy 8t,drV’

82Z d2zdt, d2z on
Sy 8tp dy 8t,dr| dy

Hosil bo‘lgan tengliklarni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglama
ko'rinishini hosil gilamiz:
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Agar M nugtada a2-aua2 =0 bo'lsa, (3.119) tenglama M
nuqtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi. Parabolik tipdani
(3.101) tenglamada o‘zgaruvchilarni

%= cp(xy), T=n(x,y)

shaklda almashtirsak, u ushbu

=
=
<

,u,2|/| du du r n /
— +M3—+"B—+aB" +/ =0 (3.
Cb 3r

g~ i

w-
[EEY
O
\l

N

kanonik ko'rinishga keladi.
Issiglikning tarqalish jarayoni, g'ovak muhitda suyuqlik va gaz-

ning filtrlanish masalasi va shunga o‘xshash niasalalarni o'rganisli
parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.
3- misol.

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada an =sin2x, ol
Bundan esa a2 - aua2 =y2sin2x - y2sin2x

ma parabolik tipda ekan.
Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

sin2x(dy)2 + 2y sinxdxdy +y2(dxf =0 vyoki (sinxdy +ydx)2 =0-

= -ysinx, a2 =y2-
0. Demak, tengla-

\ = ¥etgy, u =y almashtirish yordamida x vay o'zgaruvchi-
lardan \ va n o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

dz ¢z c, 82 «ctf_ 18z ,cor2X.



2
£ dz ¢z cr JA | 1(z L X
sec* —+ - sec 'Mg—==
7T dx v PEPPT 297

Ld% y secﬁ—+ y—-sec —tg—

4437
azr rh , r2z Enl.t,£, a2~ .£4+ Rzed
C2 cy db th dyd 2 fn d, (J Pn2dy
Id tg2—+2—  tgE+47fs
2 dt, ar] 2 <4
d2z dz d azr 5n ys C_2_+_1__q;_Sec 2X
dxdy 2 dtp < o, n} dy 224, 2
1[d2z d2z 2 X , 1dz 2 X
sec’ —+ -——--- sec-"—
2172 2 o d’\’\w 2 24t 2

Hosil boigan tengliklarni berilgan tenglamaga go‘yamiz:

ldrz " dz X X .M 1
e l[zzsec i + %/d—t seczzz—lg?sm X
f32 2 n

Il£tg£ +" ’\ stecZ%lnx - ;y -secZ—nsmx +

+Y?2 etg21 +2-KA tgf T
[as 9 as ar'|g}g _é

Qavslarni ochib chigib elementar amallarni bajarsak, tenglan
quyidagi ko'rinishga keladi:

doydz -secﬁx—tg Mox + 92292 42 yoocd Xsihx = 0
2 " as 2 orf as 2

yoki
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Y—lL =TTsin-Vm
r>| <s

2t /2 . 1
" g('x )—, tgx—-:—ekanidan sinn a

1+tg (V/-) 2 n . m4
topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi ;

Lekin sinx =

c2J 2F r’
842 2 4n? <

Agar (3.104)—3.107) tenglamalarda U-U(t,,r\) funksiyani
U= V tenglikka asosan yangi V = V (b,r)) funksiyaga al
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

A2 L 4A =0

di,-cn I

ANL-~L +yVW +f =0, (giperbolik tip)

ldc2 dr

—vyv +—y +yV +f\ =0 elliptik ti
Y gy Y (ellip p)

+al2— +/, =0. arabolik ti

o1 o (p p)

Bunda vy, <3, a3, fl3 —parametrlarga bogMiq boigan o ‘zgarmas
kattalik: /, =/ «I(*n'm); k = -al3/2; u=-«23/2.

(3.101) tenglama yechimlarining analitik ifodasini xususiy hol-
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi-
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son giymatlarini topish ta-
lab gilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k.
usullar go'llaniladi.

Har bir usulning o'ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa-
laning qo'yilishiga garab, mos usullaridan birini tanlab olish
maqsadga muvofiqdir.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi tcnglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

d2z c2z 2T12.

371, X2e—="+2Xy—— +y —[=-°-
J yoxcy Cy

372. 2— + 6— =0
dx2 3%/2 AX

373. t - 0.
X2 px2 y2 ,u,y2

374. +2p0272 -3—+2—+6*=0.
dx2 Axny ay2 ax cy

n2 n2
375. 8224, +5 rr+—+2"m=0.

dx2 axny oy X ay

376. y —r+§xy 2x2n  +y N =0.
ax1 axny

7- 8. Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglama (3.103) xarakteristikalar yor-
damida kanonik ko'rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng-
lamani integrallab, avvalgi o‘zgaruvchilarga o‘tilsa, (3.101) tengla-
maning izlangan yechimi hosil bo'ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:

——=a2—Ll, (a=const) (3.108)
U{x,)IFQ = f x(x),
5U o (3.109)

Ushbu (3.109) ifoda boshlang‘ich shartlar bo'lib,/Ax) funksiya
torning boshlang'ich holatini,/2(x) funksiya esa boshlang‘ich tez-
ligini ifodalaydi.
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(3.108) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
dx2 - a2dt2 =0 (3.10)

ko'rinishda bo‘lib, unda a2 - aua2 -a2 >0, demak, tenglama
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

X-at=C,, x+at=C2, (3. 1)
u holda

\ =x-at, 1= x+at (3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama
S = 0 (3 113)

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga keladi. (3.113) tenglamani fiksir-
langan i] da £ o'zgaruvchi bo'yicha integrallab, birinchi tartibli

4~ = <(ti) (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil gilamiz. Bunda £>(r)) — ixtiyoriy
funksiyadir. So'ng (3.114) tenglamani fiksirlangan £ da r) o'zgaruvchi
bo'yicha integrallab,

U - d(?) + vi(ri) (3.115)
ifodani, ya’ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda
®(™) ham ixtiyoriy funksiya, wy(r]) = [(?(n)"11- (3.115) ifodada £ va
il o'zgaruvchilardan x va t o'zgaruvchilarga o'tsak,

U(x,t) =¢(x - at) +y(x +at). (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglamaning umumiy yechimi bo'lib,
Da/amber integrali deyiladi. Qo'yilgan masalaning yechimini topish
uchun ¢ va y funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, t)
funksiya (3.109) ni ganoatlantirsin. Buning uchun (3.116) da t= ()
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

U(x,0) - ®(x) + (x) = /[ (x). (3.117)

(3.116) ning t o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilasini topib, uiula
t=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan



-t '(x) +\|[/'(ac) = 1 /2(x).
Bundan

I
-h(*) +y(x) =- \fi{z)dz +C (3.118)
V)
ni topamiz. Bu yerda x0, C = const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

(3.119)

ni topamiz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy @ va y funksiyalarni
(3.119) ko'rinishda olsak, U(x, t) funksiya (3.109) shartlarni qanoat-
lantiradi. (3.119) ni (3.116) ga qo'yib, qolyilgan masalaning
yechimini topamiz:

U {x t) _ + ot _x) M z)dz (3 120)

Bu formula Dalamberformulas/ deyiladi.

1- misol.
n2u  d2u
tenglamaning
m du
I'-»" *e IT /o

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Bundaf(x)=x, f2(x)=~x va a2=\ ekanligini e’ti-
borga olib, (3.120) formuladan



Y -t#+x4t {Xat v
U(x,t)=> 5 7 "=
V7

* 277y C[(x+IT _(N2]=x-xt =x(I - 0
n*ar 4
ni topamiz. Demak, masalaning Yecl'I"
Ux,» =x(1~ "

2 -masala. Dalamber isu® bilan —j-=— tenglamaning

—VO0=x2 —|, 0=0 boshkil* '0% shartlarni ganoatlantiruvchi ye-
chimi topilsin.

Yechish. Masala short'8a kora, o=I, cp(X)}—x2, Wi(x)—0.
Dalamber formulasiga asosan rnasalaning yechimi

_(x-t)-J SHt) yolnj u=x2 +t2
J
ko'rinishda bo'ladi.

3 -masala. Dalamber usul» bilan dt ’(\jx =0 tenglamaning

u[ Q=cosx, f |, 0=sinx b(ishlanglich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

Yechish. Bunda (p(»=<cos* va vW =sinx bo'lganligi uchun
Dalamber formulasiga asosan

f sinaft =
X-at

=1.2-cos”™-~1~ ecosx~ar~x"ar - -i-c0Sz
2 2 | 2a X_at

1 . X+at+x-at m x-at-x-at

)

= CcOSX mosa t------ -2l 5 sin Y
2a 1 z

= COSX -co>at +-sinx-sin at

yechimga ega bo'lamiz.
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4- masala. — - a —- - 0 tenglamaning W, .=x(a - X) va
dt2 22

=e 3n boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini

cm
ctio
Dalamber usuli bilan topilsin

Yechish. Bu masalada cp(X) =x{a—x) = ax —x2 vay(x) =e 3"
Yugoridagi formuladan foydalansak,

x+at
u(x,y) :LZJa(x-at)-(x-at)2+a{x+at)- (x+at)2]+12{;1 j e 3zdz

x-at
=Zax-x2- a2t2 -e 3(v,"°]
ba
izlanayotgan yechimni topamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

L d2u 2 S2u .
Dalamber usuli bilan Er = a~&~ tenglamaning u\ u = f(x),

(:: =0 F(x) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

377. fix) =x{2 - x), Fix) =e™*

378. fix) =cosx, Fix) =sinx.

379. fix) =e~\ F(x) =sin2x.

380. fix) =x(2 - x), Fix) =ex.

381. fix) =ex, Fix) =4x.

382. fix) =cosx., F{x) =cos2x.

383. fix) =sinx, Fix) =8x3.

384. fix) =sin2x, Fix) = cosx.

385. fix) =22\ F{x) =x3.

386. Dalamber usuli bilan wn|,_0=0, EI n=x boshlang‘ich shart
larni ganoatlantiruvchi LEL 432—M- tenglamaning yechimi topilsin.

X
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= — =- ‘ - L |
387. wL0=0, dtIl_o X bo‘lsa, ot a " iriie.lamaiiiiig

yechimi topilsin.

388. u\._0=sinx, II. n=1 boshlang‘ich sharllami ganoatlan

. . 82 I c2 A
tiruvchi >3- = a —M—tenglamanlng t = — vaqtdagi yecluml topilsin.
5/2 3x2 2a

389. —y = a2—1 tenglamaning u\ 0=0, —1, 0=cosx shartlarni
dtl dx1 dt

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

c2U d2u

390. —y =—y tenglamaning t=n momentda wLO=sinx,
dtl dx
du,
—|r=0 =cosx shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
d2 d2 . d . .
391. =t - —§ tenglamaning u|. 0=x2, Z L o=sinx shartlarni
dtt  dx1 dt

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
392. —y - a ij tenglamaning w\,:O:cosx, %/:O: sin x shart-

lami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

393. EP~ aZE%J tenglamaning V\)r:O:srnx, ﬂ =0 shartlarni
dt dx dt /-0

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

8- 8. Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga go'yilgan masalalarni yechishda
keng qo‘llaniladigan usullardan yana biri o Zzgaruvchilarni ajratish
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang‘ich va nolga teng bo'lgan chega-
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda saniarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi / ga teng bo‘lgan va ikki uchi mahkam-
langan torning erkin tebranish masalasida ko ‘raylik.

d2u 2 d~u

-—a — (3.121)
dt2 dx

tenglamaning



boshlang'ich va
u(o,t) =uU(l,t) =0 (3.123)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilin-
gan bo'lsin. (3.121) tenglamaning yechimini Furye usuliga ko'ra

U(x,t) = X(x)T(t) (3.124)
ko'rinishda izlaymiz.
(3.124) ni (3.121) ga qo'yib, izlanayotgan X(x), T(t) funksiyalar-
ning liar biriga nisbatan oddiy differensial tenglamalarni hosil gila-
miz:

N +X2Ih =0, ~ - +}I*-X =0, (3.125)
dt2 dx2 a2

bu yerda X —hozircha no’ma’lum bo'lgan tebranish chastotasi, bu
tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha bo ‘ladi:

T(t) = C, cosXt + C2sinXt, (3.126)
X(x) = CSCosa—x + C4sina-1x , (3.127)

bunda Cp C2 C3, C4 —ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.

U(x,t) = X (x)T(t) funksiya (3.123) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantirishi uchun X(x) funksiya shu shartlarga bo'ysunadigan, ya’ni
[00)=04/)=0 bo'lishi kerak. x=0 va x=I giymatlarni (3.127) tenglik-
ka go'yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C\ =0, C4siné/ = 0.
Ixtiyoriy o‘zgarmas C4*0 bo‘lgani uchun
sin— =0
a
bo‘lishi kerak, bundan ne N uchun
i/ = NK.
a

Shunday qilib, tebranish chastotasi X ushbu



dcmak, har bir X uchun (3.126) va (3.127) ifodalarni (3.124) ua
go'yib va C,-C4, C2C4larning X=Xnga mos giymatlarini anva I\t lai
bilan belgilab, (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari ketma-ketligini hosil gilamiz:

Un(xj) =X, (xX)Tn(/) - X(«,, cos~ t +bnsm ~t)sm ~ x .(3.128)
/A ' ' '

(3.121) tenglama chizigli va bir jinsli boigani uchun (3.128)
yechimlarning yig'indisi

U(x,t) =~Un(x,t) =3™@ancos”™t +b,s\n~t)s\n~x (3.129)
n=\ n=\ 1
ham (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantiruvchi yechimi bo‘ladi.

(3.129) yechim (3.122) boshlang‘ich shartlarni ham ganoatlanti-
rishi kerak. Bunga biz anva bn koeffitsiyentlarni tanlab olish yoMi
bilan erishamiz.

(3.129) yechimda va uning /bo ‘yicha xususiy hosilasida /=0 de-
sak, (3.122) shartlarga asosan ushbu

®
U(x,0) = sin-~x =/, (x),
n=1
dU(xS)) = mnsinAx =f2(X) (3.130)

tengliklarni hosil gilamiz. Bundan anva bn koeffitsiyentlarni (Furye
koeffitsiyentlari kabi) quyidagi formulalar orqgali topamiz:

il ? 1
°n- . j/i (x)sin-y-xdx, bn =— \f2(x)sin-"-xJx. (3.131)
0 ank o

Bularni (3.129) ga go'ysak, masalaning ushbu



yechimi liosil boladi. Bunday ko'rinishdagi yechim Bernulli integrali
deyiladi.
1-masala. Uchlari x=() va x=1 da mahkamlangan torning

boshlang'ich holati n = f4—h\lox(l - x) parabolani ifodalasa hamda

boshlang‘ich tezligi du(d>§,0) _q bO‘Jsai uning OX o'gidan ogishi
aniqglansin.
Yechish. Masala shartiga kolra, cp(x) :4—h-x(l- x), WN(x)=0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) gator ko'rinishida izlaymiz.
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniglanadi:

ak =y J/(x) esin?p-dx = J(Ix - x2) sin™ -dx, b/(=0.
0 10
Integralni boiaklab integrallaymiz:

bl = Ix—x2, dvj =sin™-dx,

du, = (I - 2x)dx, v =

IS

5
8h,, \>rl1 KKX | _8A_ r(/_ QX)COS“”X -
COS-T o knl2o /

bundan,
ak =8N (/ - 2x)cos% g
knil o 7
n=1-2x, du2 =-2dx -
dv-, = cosﬁd‘x, v2 = —|5|.nﬂ
8h = . KKX 6 Fe KRR J i6h kkx
-(I - 2x)sin +-r-T7- Sin— Jx = — T-yCOS-
0 *V /0 / k\3

-(coskk - 1) = —-r(l - (-1)*).
K™K3 KK3
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Agar k=2n bo'lsa, I-(-1)*=0, agar k=2n+\ bo‘lsa, 1- (-I;
U holda

2n+1)aal . 29+ 1)Trx
-COS-(----- --)---- Sln-(----- )

vechimga ega bo‘lamiz.

2- masala. Uchlari x=0, x=I1 nuqtalarga mahkamlangan tor
berilgan bo‘lib, boshlangich holati OAB siniq chizigdan iborat.

Agar boshlang‘ich tezlik

3\
2ax, 0<x <//2

2a(/ - x), 1/2 <x <1

bo‘lsa, ixtiyoriy t momentdagi tor holati topilsin.
Yechish. Chizmaga asosan OB va AB to'g'ri
chiziglarning tenglamasi:

Ba. P =hnry =2y

2 (")

Cx-112 y-h _ 2A(I-x)
71112 -h v I
Demak, torning boshlang'ich holati
m}"—, 0<x <2,
f\ (%) ]
Zh(; X) , U2 <x <l

Furye usuliga asosan qo‘yilgan masala yechimini (3.129) tenglik
ko'rinishida izlaymiz, ya’ni

Utxj) = 1 0os®™ -t + bnsin®™ A sin™ x.

n=P

Bu tenglikdan an va bn koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar
yordamida topamiz:



Bo‘laklab integrallash formulasiga asosan:

m=x, dv =sin— xdx

desak, bundan

du 2 dx, v = L cos™x
NnK |
U holda
r = MK ' IX nK [ nK .
X BIN— exdx = -——-- COS— X +— C€0S— exdX =
J | NK | NnK J |
Ix 1 vk
= - COS— =X + SIn— X
NnK |
Demalk,
a, = AR sl xdx + 2 Tsin T xax —AF  esin ™ axdx
Y N / [’ / 2 ] /
' 0 1/2 1 1/2
4 K 12 4h ..nn V2 47i nn
----- X mCOS— H-—--——BBiN-— X - COS---—-X
I 0 n~n~ 0 MKk I 12
4h MK 4h n 8h - nk
+ e X © COS-mn X —  msmT -x — sin
Inn 12 n k 12 MK
4a 42 |
j/2(X)sin™ x mix m [xsin-Ax- dx+— f(/-x)sin-"x- dx.
HKaO H7UI 0 | I'IKaA |

Yuqoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,

8a/- = MK

Sill—-
n3n3a

ni topamiz.



Demak, tor tebranishining ixtiyoriy / monientdagi liolaii

ITa / S'n_' """

Mustaqil yechish uchun misollar

394. Uchlari x=0 va x=I da mah-
karnlaflgan’ boshlang'ich holati OAB
sinig chizi4ni ifodalovchi torning ixti-
yoriy /vaqtdagi holatini boshlang‘ich
tezligi 0 bo'lgan holda aniglang.

395. Uchlari x=0 va x=\ da mah-
kamlangan torning boshlang‘ich og'ishi
nolga tfiuMbo'lib, boshlang'ich tezligi esa

du cos @y agar y_L
ct /=0 h 2 2
0. agar x~h D
2 > 2

I 396. UC lharI >:nls\/aax \ da %hk%lanaégﬂa%os%%tﬁgl |%r|11 %Iapa%
u=H(s - 2x +x) ni ifodalovchi boshlang'ich tezligi 0 bo‘lgan
orning ixtiyoriy / vagtdagi holatini aniglang
397. Uchlari *=0 va x=3 da mah-
:amlangan' boshlang'ich holati OAB
iniq cbl-*®1’ ifodalovchi torning ixti-
oriy t vagtdagi holatini aniglang.
eunda 0(0, 0), A(2, 1), B(3, 0) koor-
inatalarga ega.
398. Uchlari x=0 va x=1 da mah-

tmlangan torning dastlabki og'ishi 0 bo'lib, boshlang'ich tezligi esa

du «0, agar X4 |14
1
Tt ~*
0, agar x-L mn
2 2
rmula ifodalansa, torning ixtiyoriy / vaqtdagi liolalini imia i

Ir



9- §. Sterjenda issiglik targalish tenglamasi.
Chegaraviy masalaning qo‘yilishi
I. Issiglikning chegaralanmagan sterjenda targalishi.

Pu >P1
« = a2—~|]/I tenglamaning />0, »< x< o/ sohada ¢r,0)=/(x),

-ga < X < +oo boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi
u(x,t) =—4 =-T/(0-"U.Vv)2/(4fI2)" (3.133)
2ci\lvy  =x,

Puasson integrali orgali aniglanadi.
I1. Issiglikning bir tomondan chegaralangan sterjenda tarqalishi.

P P2U .
(—tj = za- tenglamani {x>0, />0} sohada w(x,0) =/(x) bosh-
lang‘ich va u(0,t) = q(t) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi

u(x,t) =— 1= o7 f{%) .[e-<">2/<4*2> e-(E«>2/(4*20 1™ +
lasint o

+— [®d(n)-em2/(4F12(,-1))(/-ri) 2< (3.134)
2avn o
ko‘rinishda topiladi.
I11. Issiglikning chegaralangan sterjenda targalishi.

Pu P2U
— = a2 -yy tenglamaning m(x,0[,=0 =/(x) boshlang'ich va

u(0,t) = u(l,t) =0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi

aWt
u(x,t) =fjbe 2 sin? (3.135)
n-1 !
2/

ko'rinishda aniglanadi. Bunda =- f/(x)sin— dx .

10 1



1- masala. — =a —r tenglamanin
asala. o =a o tenglamaning

n(), agar i, <x <X,,,
M(n-,0],=0 =f(x) = .
0, agar X < X, yoki x > x2
boshlangich sliartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish. Sterjen chegaralanmagan bolgani uchun yechimni
Puasson integrali ko‘rinishida izlaymiz:

_ (g x)2/(4a2t)
u(x,t) = .
(1) 2a\fnt J/($)em

Shartga ko‘ra/(x) funksiya [x,, x2] oraliqda o'zgarmas uQtcm-
peraturaga, qolgan oraligda esa 0 ga teng bolgani uchun:

u(x,t) =41 = - -]ne (" )2/(4e2) -d~.

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

X1 =u, d\ =-2a\ft md\i.

2av/
U holda
XX x-x\ XX
. . 2a-Jt
u,t) =-~AL e Pdx=2"F #gx [ e~d\i
Arr X_jq i/Tr M) )
2a\Tt
yoki
ux,t) - © o Y e XY
’ 2aft 2aft

izlangan yechim bo'ladi

o2 . .
Bu yerda @ (x) :—\f/zl_(e *“dt integral Puasson integrali deb alaladi



— = —T tenglamaning x>0, t>0 da ut () =/ (x) = u0
<t X~
hoshlang’ich va wiv0 =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini toping.

Yechish. Sterjen bir tomondan chegaralangani uchun beril-
gan shartlarni ganoatlantiruvchi yechim ushbu ko‘rinishga ega
bo'ladi:

2- masala.

(i -nr (i+.V)2

=—Il= fu 4' u
u(x,t) Zvﬁ70f0 e d\
yoki
( 2 (bi1)”
n(x,/) = 7 44 ¢ 4 dc

Birinchi integralda -4 =un, d = -2\Ttd\i almashtirishni bajarib,

XF
1+ %
v2VF
ikkinchi integralda esa 2eit =, = 2\Ttd\x deb
si
(-vi)2
= 1-¢
2\Jnt J* nln Je 2 2V7
YAV/4

ga ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, yechim ushbu ko‘rinishni oladi:



3- masala. — = 0 <x <1, t>0) tenglamanin
o ( ) teng g

ct
X, agar 0 <x <—
o =/ - /- x, agar L<x <{
bo‘lsa, boslilang'ich va M =u =0 chegaraviy shartlarni ga

noatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish. Sterjen chegaralangan boMganidan, berilgan chegara
viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni ushbu ko‘rinishda izlaymi/:

nnx
u{x,t) = 2 esin—",
n-1
bu yerda
, Ther \ m nnx 32 X nnx
n=7ry =y Ixsin2=ax + - J(/ X)sin— =
;0 0 L '
2
=X, du = dx } « . 2
2% ix nnx m nnx
Yy = sTlep, Ul cos TTOCH 7} COS ngngsmﬂ
| nn 1)
2/ anv 711ZX / A 4/ nn
7 cos—+ — coeﬁ —2r-Sin -sin—.
Tu nn nznz |

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko'rinishga ega:

”(Xt)——ﬁ" mTe 2 -sf'nﬁj“
™ (21+1)- 1 perl
+
yoki wix,r) =  £(-1)"—_L e r- A( <<7 )X
*2 1?) (2a+1)
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Mustaqil yechish uchun masalalar

399. Uzunligi / ga teng, tashqi mubhit ta’siridan muhofazalangan
va MJo =/(*) = ¢-x(1-x) boshlangMch temperaturaga cga bo'lgan

bir jinsli sterjen berilgan. Sterjenning uchlari nolga teng temperatu-
rada tutib turiladi. Sterjenning t > 0 vaqtdagi temperaturasi topilsin.

400. Agar sterjenning it 0 =/(x) =~-x- sin”i boshlang'ich
temperaturasi berilgan va uchlari issiglikdan muhofazalangan, ya’ni

on _ on
dx x=0  Ox x=
muhofazalangan stcrjenda temperatura tagsimotini toping.

401. Agar uzunligi / ga teng, sirti issiglikdan muhofazalangan
sterjenning boshlang‘ich temperaturasi

=0 bo‘lsa, uzunligi / ga teng va sirti ham issiglikdan

2“0

|
I(*) =
2Juo(/- X), agar - <x </
bo‘lib, sterjenning uchlari ham issiglikdan muhofazalangan boMsa,
shu steijenda issiglik tagsimotini toping.

Quyidagi masalalarni Puasson formulasi yordamida hal qiling:

402. 41, = MH, U e2x V. 403. u, = u™, #u - X
(=0) 1=0

404. 4u, = wv, it - sinxe
1=0

10- §. Laplas masalasining yechimlarini tekshirishga
keltiriladigan masalalar

Markazi 0(0,0) nuqtada bo‘lgan doiraning chegarasida biror/(cp)
funksiya berilgan bo'lsin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz

bo'lib, doira ichida Awu - 4 ~ —0 Laplas tenglamasini va
X y~
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ur R =/ ( ) chegaraviy shartni gqanoatlantiradigan n(/e, &) limksiyii
ni topish Dirixle masalasi bo‘lib, uning yechimi

—r2

19
u(r, ¢) = — f e dx
(r. e 2n ) R- -2rRcos(T~y)+r

ko‘rinishda bo'ladi.

1- masala. Birjinsli yupga doiraviy plastinkada temperaluraning
statsionar tagsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo'lib, uning
yugori gismi I C da, pastki gismi 0° C da tutib turiladi.

0, agar — < T <0,

Yechish. Masala shartiga ko'ra /(X
1, agar 0<T<g4

bo'lsa, temperatura tagsimoti wu(r,u>) = — F R212 Tdx

2k %IR2- 2Rcos(x-4)+r2

integral bilan aniglanadi.
a) yuqori yarim doira (0 < ¢ < it) nugtalar uchun tg-y- =1 al"
mashtirishni kiritamiz, bundan cos(r - ¢) - | dx = IN~, ya’ni
+r

1+r
t integrallash o‘zgaruvchisi (-tg—) dan ctg-i- gacha o‘zgaradi.

Shunday qilib,
ctg~
) R2-r2 ctgy
. (0]
<g_(R ry2+(R+r)2 T

arctg Rttg ~%L+arctg

------- ctg—+tg-
larctg RC_2 2 arctg R2-r2
1= R#T ZArSing)
R-r

Mi



voki

R2 r
tg(W7l) = - — —, 0 < @ < A,
2Rrsin (p

Bu tenglikning o'ng tomoni manfiy, demak, O0<@<4d da

n funksiya ~ <n < 1 tengsizliklarni ganoatlantiradi. Bu hoi uchun,

ya’ni 0 <@ <4 da ushbu yechimga ega bo‘lamiz:

R2 -r2
tg(T- UK) = )

yoki

R2-r2

- 1- —arct
/ n g 2 2/sing

b) Pastki yarim doirada joylashgan nugtalar uchun (s <@ < 29)

ctg-z" =f o‘rniga qo'yishdan foydalanamiz, bundan co6(T-t) ol
zZ+

, 20 dt o . ¢ . ®
= j—J", yangi integrallash o'zgaruvchisi t esa ctg— dan

tg-y gacha o'zgaradi. U holda ¢ ning bu giymatlari uchun ushbuga

egamiz:
M(r'q3>: —1 7 """" Bl~12---— dt =
* MR+r)2+(R-r)212
-ctg
;Irc,E(-fc7,97) + Lre,g(” 7 ¢,B!
yoki
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O'ng tomon musbat (chunki simp < 0), shuning uchun 0 <wu <

Mustaqil yechish uchun masalalar

Doira ichida Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi va doira che-

garasida wu =/ (o) funksiyaga teng bo‘lgan garmonik Funksiya
topilsin.

405. / (») = cos”o. 407. | () = cosdd.

406. _/~(d) = sin3p 408. /(¢ ) =51n6¢ + co56d.



[SIENN

~N O

10.
11

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.
24.
25.
26.
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JAVOBLAR

yl-4 =Ce

iln 2ylIntg”™i + -

sin,v cos v = C.
Larctgx
y =€y

y = arccos ecx.
2e~y(y+1)=a2+ 1
2(a- 2)=In"y

.2sina + In|tg-H|-=C .

1+A +J77 =c.
Ix - 2y =§.
y =Intg(chx + C).

arctgA2 + 2arctgy3 = —.

Inlx +yl+ =C.
1 1 x+y

y =2Aarctgx.

cosil

Ca=¢e X.
y2=Cxe—.
X

y2=4a2InCx

1+sin(y/A")= Cacos(v/a).
y2=x2InCx2.

x+2y+51in|a +y - 3| =C.

a- +y2+xy+x—y=ClI,C,= C2~
3a+2>"4+21nla +Yy - 1| =0.
A2+ Xy—y2—A+3Y=C.
X2+2Xxy-y2-4x+8y=C
y—tgx—l+e~*8* .
y=clix(shx+ Q.

27.

28.

29.
30.

31. V

32. a

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.

53.
54.
55.

56.

57.

y=\ -A' —(arcsinx)--V1- A" +C .

>*=x(sinx+ C).

r=e n"(a2/ 2+ C).
COSA(A+O/(I+sillA).

1
X3 In(C/x)

1
" Inv+l-cV
y~13=Ca2/3—(3/7)a3.
>lla-1)(C -a).
j' 4=A3(ev+C).
_y=secx/(x3+1).
x=I[V(y+0 |.
ewxy+xsiny+ et=C,

e+M x 2+xy—x=C, C=C]+ 1

e*(xsinv+ vcosy—siny)- C.
3x-yl=C.

x2" 3x3>2+j'4=C.
4y\na+UN=C.

5a2y —8xy+x+ 3y=C.
x3+x3lny —y2=C.
X2c0s2y+y2=C.
u=1/x2; x+y/x-C.
u=1/y; xy—=ny=0.
2x+1n(a 2+y2)=C.
2x33—38x2=C.

X2+ Iny=Cx3; x=0.

li=cosv; A2sinv+y cos2>'=C.

H=e~2x; y2=(C—2x)e2x.
(=YUsinv; Alsinv+A3=C.
I=e~Y:; e~>'cosx=C+x.

Y —-ememeee- — Y=o, y=1.

>—psin(x+C) y=e, y=-



58.

59.

60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.

67.

68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

ppj cr .
-y

> A
J;=0_v=.vH.

v=Cv+—- , 4v3=27x2.
C2

Xx=Cp2eP, .v=C(/>+])e"; y=0.
3Cy=3CX+(C—3)2; y2+4y=12x.
2Cy+n-2=C 2.

xy=CX+C; 4xy=- 1.
y2=2Cx—C2; y==%x.

y=Cx+y InC, 2y+ I+In( —2x)=0.
y=x2+C.

Aol j(j-C e x22)=0.

(y~cosx—Q (ye~x2 ~Q=0.
y=(C£x)2.
y=sin(C%x).
y=Cx2+\/C.
ifA
W=(x+C)3.
y+x=(x+C)3; y=—x.
(je+02+7r=1; y==I.
y(x+C)2=1; v=0.
(y-Jc)2=2C (x+>")-C2;3,=0.
(x—1)4/3+yV 3= C.
>2(1->7)=(x+ C)2; v=1.

2P

X =
pl-\

Y= -Inp —1+C.

P2-1

X=Inp+—,y =p-Inp +C.
P

X =p3+p, 4y =3p4+ 2p2+C.
X=pjp2+\,3y=(2/r - V22 +1 +C.

x =3pl+2p+C,y =2p3+p2,y =0.

x = 2arctg/>+ C,y =Infl + p2), v=0.

86.

87.

89. x = +(In + 3f\~~p) +C.
y =xJl - p),y =0.
90. y=(C+y/x+ 1)2; maxsus intcral
>=0.
91. x=C?2-273;y=2Ct-3t2, bunda
t=\/p.
92. Cy=(x-Q2, maxsus intervallar
y=0 va y=—4x.
93. (Jy +y/77\)2=C, y=0.
94. x=£dnp+C
(IM)2
95. Xjp =Inp+C, y=Jp (4-Inp-Q\
y=0.
96. x=C(/>—1)—=2+2/)+lI,
y=0P(/)-1)-2+/)2; y=0;y=x-2.
97. xp2=p+C, y=2+2Cp— np.
98. y= Cx-InC; y=Inx+1.
2
99. Cx-C2; maxsus integral y =— .
100. y=Cx~a”* maxsus integral
X2+y 2= fI2
101. y=CX+-i—; maxsus integral
2c2
2
Y=1,5x3 .
102. y =J\-x2.
103. y=Cx-eC.

=jj M 7111

y =p£(\ +p)2,y =%\
=ep+C,y =(p-1)e'\ r I

>

X =+ 2y]pl- 1+ arcsinj-L 1+C.

'=+PAP2- 1, V=0,
1-V7T



104. t (x (
105. C' (Cx r1): 9v2= 4.l
106. 2CUy~ Cx)=I; 8y3:272x2.

107. y=Cx+C2+ 1; y=1—

108. Y = +X cmoomemoeeeee — \y =X
ax
C +a\e 2 dx
2Cx +1 2
109. y =
(Cx!-\)x'y X'
110. y=- + 4
X Cx5 \" X"
111.y=-1+ ! y =
112.y=x+x+c y =X
113. =X +2+ 17— :T=X+2
y Oe17_1,1 X+2
114 = 1‘ =€
Ly = X+C|Y-
. = Xy =
115y 3Ci—x+ y=x
116, y = X qeHX V=X
3Ce 2+
2X —
117. y = oy MXy=X
2Ce 5 +
M8- =1s 114 * 1+ 12C" 2*

119. y = xcosx - 3sinx + x2 + 2x.

120. y = In|sinx| + g x 2 + C2X + c3.
121. y = —sin3x - ¢,x + Ci.

122. y =-(x +3> v+4 12+ 3-
123. y =3Inx +2x2- 6x + 6.

146

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

v =1- cos2x.
y = C|X + xarctux - InV 1+x2 - C2.

y = CX+ g —In|cosx| —umumiy
ycchim, xususiy ycchim esa
y = Injcosx]|.

y = X(I - In|x]) + ~-C|X2 + €2X +c3.

171 ?
y:cosx+—6c,x +?c,x"+c3>< +c4.
y =-In|sin x| + ¢,x + c2.

y = ex(x - 2)+ C]X + c2.

r=-—sin2x +—x + 6.
4 2
v=—+c. Inx + Ci
X

y = gsinx - x - —sin 2x + c2.
y =gx(Inx - 1)+ c2.
y =ex(x-1)+qgx2+c2.

r =0 +-jl=arctg-"=.
\ci \ei

y = (arcsin x)2 + @ arcsin x + c2.

y =+4 (gx + a2ft +c2x +c3 5
15¢cc "

y =(+c,2)In|]l +gxI- cf'x +c2.

y = -+ C\X\ + c2-
ci cr 1



141. y =¢|(x - e n)+ Cr. 160. Cly2 I+ (<[\ <<)
X 161. 4(c,y —1) (@QJF <<,
142. y = — - —+ c,arctgx + c2.
162. Inly| =r,en +c2c *
143. y =c2- ¢, COSX - X.
2 163. X=galy - ( +C) I
144. y = +¢, 1n|x| + c2.
164. y =c2etv.
145. y = (3x4 - 4v3-36n-2 + 72x + 8)/24.
165. yjy2+c2+c2iny +Jy2+c2

146. y = (X2 + c?)arctg— + C,X +c,.
a = +(-y2+2c2x + 32).
147. y =n2+y (071- n2 +arcsinx) +c2.
y y ) 166. y =C€2x + C3+-jy (c,x +a2)5/2
148. y = CW +cC2
167. y =- Injl - x|.
149. y3 + ClY + ¢2 = 3x.
150. ctgy-c,X = c2. 168. y = Qec'x

151, iln|2y +3 = gX+ Cm 169. Inczy =4x52+qx, y =0.

Xfe 170. y =c2(x +Vx2 +1).

152, y =extc>,
52. y =exic> 171, y2=c,x3+c2.

153. Infc,(y + 1) - 11 = q(x + C2).
154. c2y + 1= *ch(c,x + c2). 172. y =ctne x.

155. y3=c¢,(x +¢c2)2, y =¢C 173. y=C2Xd 4 'TK

156. y = e2x.

174. |ypH =c2fx--"-j(x-C|)‘I.
157. y=-aln cos:I

175. y =c2x(Inc[x)2.

158. ., = o 176. Tiy) = 2~ 2x+ 1+ & —2IL
(12,0 1
159. y = (c,n +c2)2
177. 4c,y2 =4x +x(c. Inc. v)

[/



178. y = XIn(c2InC]x), y =cX. 202. y = { +c2x + c3eA+ cdxen.

179. 'y = €2+ (c, - c2x)ctgx. 203, v=(cic' A 2+c2 UN22)cos(xctj2/2) +

180. y =yX In2X +cXInx + C2X. +(ce" N 2-che-"N1)sm&INT).

181, y =c, sin x + c2sin2x. 204. y~cC|co&x+cisinx +c3c0s2x +c4sin2x

182. Tashkil etadi. 205. y = cte 2x +c2e X.

183. Tuzib bo'ladi. 206. y = (c,x +c2)eax.

184. Chiziqgli crkli emas.

185. Chizigli crkli. 207. y = e x(c{cos2x + c2sin2x).

186. Chizigli crkli. 208. x(/) =qe3 +c2e

187. Chiziqli erkli emas. .
209. x(0 =c, coswt +c2sin cot.

188. y =c,e 2x +cC2exX.

210. s(t) =c, +c2e
189. Chiziqgli erkli. y =c¢, + c2e2x .

211. y = 4e 3x -3e 2I.
190. Tashkil etadi. y=e2(C|Cosc+c>sinx).

212. y = xeb5x.
191. y2=-exva Yy =cC,e~X +Cc2ex.

213. y = Cc0S3X.
192. y =c,ex +c2e3x.

214. y =j(5 - 2e~3x).
193. y =(c, +cX)elx. y =i )

194. y = e2x(JTcos3x + 5sin3x). 215. y =J2sin3x.
195. y =c\eX +c2 2 = AcKLx+ Bshlix. 216. y =sinx + -\j/;cosx.
196. y =/lcos2x+5sin2x = asin(2x +9).
217. y = 2siny.
197. y =cj +c2e 4x.
198. y = cte2x + c2 X. 218. y =3ex-e X
199. y =c, cos5x + C2sin5x. 219. y = e '(cost +2sin/).
200. y = G +c2ex. 220. y = (c,x + C2)ex + e2x.
201. y = (C| + c2X)e2x. 221. y =cteX + ¢ 2X - 2x3- 3x.
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222.

223.

224.

225.

226.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

y =c,e x +c2e Ix +0,25i/2cos|*-2x
y =Jcosx +C2sinx +x +eA
y=Q+c2e jjr+-jx2- x.

y =e X(clcosx+c2sinx)+x2-8x+7.

V=0oe2x +(c, - x)ex.

y =¢, +c2 +(C3+x)e X +x3- 3x2.

y =c,ex +c2e 2 - 3(x2+x + 15).

y =cle2x +c2e3X +~(5¢0s3x-sin3X).

y =(clx +c2)e-x + jex.

X
y=e -(@cos”™ +c2sin”-)-

-6c0s2X + 8sin2x.

X X
y=ce2+ce 2-x3.

y =-!8r(e5x +22e3n + ex).
y =jx(x +2)edx.

y = --"N-cosx +4sinx-jC0s3x.

X
y =4e~ - x - 4

v = Esin 2X - I(xcost - 1.

y = — (4x - Ti)sin2x.

240.

241.

242,

243.

244,
245,

246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.

253.

254.

255.

256.

257.

258.

y = xchx.
Yy =e2l(5cos2x-sin2v I(isin v Vumi

y =— +co)x2.

X
y =c,xu+c2x ("+)).
y =x 2(Q +c21nx).

y =¢, cos(Inx) + c2sin(Inx).

y =yX2+qgx-1+c2.

y =C,X3+¢2X~2- 1nx +y.

y = x(c, cos(In x) + c2sin(In x)).

Yy =ck+cx3+1(91n2x+241nx+26).

y = Q cos(Inx) + C2sin(Inxr) -

-Isin(21nx).

y =cCtx +cX2- 4xInx.

y :Y(C. + A Inx + In3x).
y=x2(-6i-x3+c.x+c,).

y =1x +¢, cos(Inx) + c2sin(In x).
y = CX+c2x " +c3x3.

V= -21X-(1n2x +21nx + 2).

=1X3-——x2Inx.
y 2 in2
X2 x4
=c0(l- — +—- ,
y ( 2 24 246 )

=cle 2.



260.

261.

262. > =

265.

266.

272.

273.
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Cy=y (DW=l

iv-I1+£
4 4 4 2

p
%gj)ﬁ In

" 2nrl
C',f«l-er-.(zAl) ' ¥r.24 2

H)"'n2'"
1, 135, (224)

y._(.oi)™nil
“ j4-5-8-9...4«(4/;+1)

V= zﬂf(‘l S I
P2 3 4 )

8v3 _ 3An4
k2 k2 h
2 3 4

X 42X
2 6 24 24

fx = 3c, cos3/ - 3c2sin 3,

{y = c2cos3f 4-q sin 3.

JX(I =qge'-c2 "+t- 1
= C[C' 4 c2e~' -t 4-1,
x(?
ly(t
v/

1y (/

=t+q cos2r+ c2sin 2/,

=1+¢, sin2?- c2cos2/.

=e 2(1-2/),
—c 2<l 4 11).

ix(t =t2+t+0e2 +c2e3,

y(/ =1+ 1+2qe2.

274.

275.

277.

278.

280.

281.

286.

287.

[n(n)=(sin/- 2cost)e 1,

|y(t) =e 'cost.
H ') -
ly() =< - (2.

x (1) —c| + X c3/

Vft) - -(C| 4-2c3)f —t~-C3— 4-c4.

X(t) = qe '+ c2e-3,
y(/) =qc_r + 3c2e~3 +cost.

ri
mrt=a.
+t —G).
- )
X -Y =q,
X-y +(=c2
tg—y - =c,e'.
tg " =cV.
tgu +J7) = t,
tg(x-y) =/

\x(t) = 2¢,e3 - 4¢c%~
[y(?) =qe3 +Cje2.
x(1) . 0

y(t) - 0.

H?) =r?* - e,
jy(/) =e2 - 2e3.



[x(t) = e4,(ctcos3/ + & sin 3/). Qcos2/ 1C Mil V 11

288. 300. . . .
\y(t) = c4f(-q sin3/ + c2cos3/). =qsin2/ Cicos’/ i1
j.v(rj = C4(C,/ + c-,). =-c, si '

289. j.v(rj ( ) 301, c, sin/ th- cos/
}() =c4(q/ +c2-c)). = ( cos/ +cj sin/.

j.v(/) = (sin/ - 5cost)e ', =-

290, 1V = ) 302. =
y(t) = e 'cosl. =0.

* - d

291. [*() = e5 +e3, 303 =—¢) +c2- 2 ' -cos/ sm/
\y(t) =6e5 -7e3. : —+
y(® ¢ =q - ﬁe +cos/.

N() =2qe' +7c2e2 + 3c3e3,
292.  >+()) = ge' +3c2e2/ + c3<B. / 3 9
304.
r(/) =-2qe' - 8c2e2l- 3c3e3. -1 -1
3" o
x(/) =qe' +c2cos/ +c3sin/,
293.  >{/)=qe' +c2sin/ +c3cos/, 305 = gesin’,
?(1) = c2(cos/ +sin/) + c3(sin/ - cos/). = e2esh'.
V() =4e2 +2qe' +c2e ', 306 =4qe6 +c2e’,

294. v 29 & ~ =qge6 +cze'.
y(t) =— e~ +3¢g<? +c2e

bgs. (1) = (- Neos/ - sin/, 307, =qe2 +acel,
" Iy() = (/ - 2)cos/ + /sin /. =-4qe2 +4c2e".
n(/)=q cos/+c->sin/+-cos/+1 , o
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