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SO ‘ZBO SH I

O'zbek tiliga davlat tili maqomi berilishi munosabati bilan oliy 
o 'quv yurtlarida o ‘zbek tilidagi o ‘quv adabiyotlarining yetishmov- 
chiligi sezilib qoldi. Shu munosabat bilan darslik va o 'quv qo'llan- 
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo'ldi.

«Ta’lim to ‘g'risida»gi Qonunning va yangi davlat ta ’lim standart- 
larining qabul qilinishi darslik va o 'quv qo'llanmalarga yangi talab- 
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o ‘quv qo‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari 
bo'yicha amaliy mashg'ulot darslari uchun mo'ljallangan. Kitob uch 
bo 'l im dan iborat bo'lib, l.A. Gafarov tom onidan  kitobning kirish 
qismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag'ishlangan 
birinchi bo'limi yozilgan. Ikkinchi bo'lim Y.P. Oppoqov tomonidan 
yozilgan bo'lib, yuqori tartibli tenglam alarni o ‘z ichiga oladi. 
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi bo'limda differensial teng­
lamalarning boshqa asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda qisqa nazariy m a’Iumotlar va foydalaniladigan 
asosiy formulalar hamda nam una  uchun tipik misol va masalalar 
yechimlari bilan ko'rsatilgan. Mustaqil yechish uchun tavsiya qilin- 
gan misollarning javoblari keltirilgan.

Kitobdagi masalalar, asosan, o 'zbek va rus tilidagi mavjud ada- 
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o 'quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion 
liisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» bo'lim - 
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e ’tiborga olib, III bobga 
yuqoridagi ikki bo'limni ham kiritishni lozim deb topildi.

O'quv qo'llanmadan universitetlar nom atematik mutaxassisligi 
hamda texnika oliy o'quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar qo'lyozmani diqqat bilan ko'rib chiqib, uni yaxshilash 
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan N am angan M uhandislik-peda 
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining 
a ’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to'g'risida bildirilgan fikrlarni mualliflar mammmiyat bilan 
qabul qiladilar.
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K I R I S H

I - § . Differensial tenglamalar haqida umumiy tushunchalar

/ -  ta 'rif. Differensial tenglama deb, erkli o ‘zgaruvchi x, nom a’- 
luin y = f ( x ) funksiya va uning y f, y " , ..., y (n) hosilalari orasidagi 
bog'lanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla­
ma umumiy holda quyidagicha yoziladi:

Agar izlanayotgan funksiya y=f ( x )  bitta erkli o ‘zgaruvchining 
funksiyasi b o ‘lsa, u holda differensial tenglam a oddiy differensial 
tenglama deyiladi.

U m um an, n o m a’lum funksiya ko‘p argumentli b o ig a n  hollar 
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy 
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz faqat oddiy differensial 
tenglamalar bilan shug'ullanamiz.

2- ta 'rif. I)itTerensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qat- 
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, ( v' ) ’ + 2 y '  + xy3 = 0  tenglama birinchi tartibli differ­
ensial tcnglamadir.

Maua bu ( v") + ay' + by + cosx  = 0 tenglama esa ikkinchi tar- 
tibli differensial tenglama.

3 - ta ’rif. DilTerensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb, 
differensial tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har 
qanday y —f  (x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan bo ‘lsin:

F ( x , y , y \ y " , . . . , y ln)) = 0
yoki
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г s inx , y = 2 c o sx ,  у  = 3 s in x  -  co sx  funksiyalar, iinniiii.m,

г С, sin x, у  = C2 co sx  yoki y= C ,s inx  + C2cosx ko‘riuishila^i 
funksiyalar C, va C, o ‘zgarmas miqdorlarning har qanday qiymatlar 
ula ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo'ladi. Buning 
lo'g'riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo'yib 
ko'rib, ishonish mumkin.

1- masala. Massasi m bo‘lgan jism u(0) = vn boshlang‘ich tezlik 
bilan biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Jism tezligining o ‘z- 
garish qonunini toping.

Nyutonning ikkinchi qonuniga ko‘ra: m ^  = F  , bu yerda F —

jismga t a ’sir etayotgan kuchlarning yig‘indisi. Jismga faqat ikkita 
kuch ta ’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning qarshilik kuchi
F{ = - k v ,  к > 0 ,  yerning tortish kuchi F2 = mg . U holda ushbu

differensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglam aning 

u(0) = l>0 shartni qanoatlantiruvchi yechimi

ekanligini bevosita o ‘rniga qo‘yish bilan tekshirish qiyin emas.
2- masala. Hayvonlarning biror turi o ‘zgarmas m uhitda alohida 

yashasin deylik. Urchish va o ‘lishning davriyligini hisobga olmay, 
ko‘rilayotgan tur individuumlari sonining o ‘zgarish qonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vaqtning berilgan kichik intervalida 
urchish va oMishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional 
bo‘ladi. yV individuumlar sonining o‘sishi ko‘rilayotgan intervalda N() 
soniga proporsional bo‘lib, bu o ‘sish interval uzunligiga ham pro­
porsional bo ‘ladi. Shunday qilib, N(t) funksiyani uzluksiz va uzluk- 
siz differensialanuvchi deb qarasak, ushbu

2 - § . Differensial tenglamaga olib keladigan 
ba’zi bir masalalar

m —  = m g - k u  (k > 0)

s



M £ l  =  e . N ( t ) ,  N ( t {)) =  N о > 0

(liHcrcnsial tenglamaga ega boiam iz , bu yerda s — proporsionallik 
koeHltsiyenti («o'sish» koeffitsiyenti). Urchish qonuni differensial

tenglama bilan berilgan funksiyaning ko'rinishi N (t) = N () ■ et[' 
ekaniga ishoneh hosil qilish qiyin emas. Bundan kelib chiqadiki, 
vaqt arifmetik progressiya bo'yicha o ‘zgarsa, individuumlar soni ge- 
ometrik progressiya b o ‘yieha o 'zgaradi. Agar e > 0 bo’lsa, N(t) 
o 'sadi; agar e < 0 bo ‘lsa, N(t) kamayadi. £ =  0 b o ‘lganda N (t) 
o'zgarmas bo‘lib, urchish o ‘lishni to ‘la qoplaydi.

3- masala. Massasi m bo ‘lgan moddiy nuqta to 'g 'ri chiziqli hara- 
kat qilmoqda. Uning harakat qonunini toping.

Har bir m om entda G nuqtadan koordi- 
x  j  G nata boshigacha b o ‘lgan masofa x b o ‘lsa,

0 m ^  nuqta tezligi x  | x  = bo ‘ladi.

Moddiy nuqtaga ikki tashqi kuch: ishqalanish kuchi — bx, b > 0 
va taranglik kuchi — kx, к  > 0 ta ’sir etadi deylik.

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan G nuqtaning harakat 
qonuni

mx  = -b x  -  kx

bo'ladi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy 
nuqta dvigatel bilan t a ’minlangan b o ‘lib , dvigatelning G nuqtaga 
ta ’sir kuchi /-’bo'lsa, u holda G ning harakat qonuni

mx. = -b x  -  kx + F

bo'ladi. Ko'pincha F m iqdor |/* | < F0 -  const munosabatga bo'y- 

sunadi.
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/ B O B

B I R IN C H I  T A R T IB L I D I F F E R E N S I A L  
T E N G L A M A L A R  

I- § . Birinchi tartibli differensial tenglam alarga doir umumiy 
tushunchaiar

Birinchi tartibli differensial tenglama

F ( x , y , y ' )  = 0 ( I D
ko'rinishda bo ‘ladi. Agar bu tenglamani у ' ga nisbatan yechish mum 
kin bo‘lsa, uni

y '  = f ( x , y )  ( 1-2)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan deyi- 
ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi teo rem a  o ‘rinli b o ‘lib, bu 
teorema differensial tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi 
haqidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y ’ = f ( x , y )  tenglamada f ( x ,  y)  funksiya va un-

dan у  b o ‘yicha olingan — xususiy hosila x Oy  tekislikdagi (x0, y0)

nuqtani o ‘z ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar b o ‘lsa, 
u holda berilgan tenglamaning x=xQ bo lganda  y= yQ shartni qanoat­
lantiruvchi birgina y=cp(x) yechimi mavjuddir.

Bu teorem a geometrik nuqtayi nazardan  grafigi (x0, y0) nuq- 
tadan o ‘tuvchi birgina у=ф(х) funksiyaning mavjudligini ifodalaydi. 
Teoremadan (1.2) tenglama cheksiz ko‘p turli yechimlarga ega ekan- 
ligi kelib chiqadi.

x=x0 bo'lganda у  funksiya berilgan yQ songa teng bo'lishi kerak, 
degan shart boshlang'ich shart deyiladi. Bu shaft ko 'pincha

у \х=хо=Уо

ko‘rinishda yoziladi.



1 -ta 'r if. Birinchi tartibli differensial tenglam aning um um iy 
yechimi deb bitta ixtiyoriy С o 'zgarmas miqdorga bog‘liq bo'lgan 
hamda quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi у  = ф (х ,С ) funksiyaga 
aytiladi:

a) bu funksiya differensial tenglamani С o 'zgarmas miqdorning 
har qanday aniq qiymatida qanoatlantiradi;

b) x=x0 bo 'lganda y= y0, ya’ni у  L .X(| = y Q bosh lang‘ich shart 
har qanday bo ‘lganda ham С miqdorning shunday C=C0 qiymatini 
topish mumkinki, bunda у  = ф(х,С0) funksiya berilgan boshlan-
g‘ich shartni qanoatlantiradi. Ushbu holda x0 va yn qiymatlar x va у  
o ‘zgaruvchilarning o ‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago- 
naligi haqidagi teoremaning shartlari bajariladigan qismiga tegishli, 
deb faraz etiladi.

Biz differensial tenglamaning um umiy yechimini izlashda ko‘- 
pincha у  ga nisbatan yechilmagan

Ф ( х , у , С )  = 0
ko‘rinishdagi munosabatga kelib qolamiz. Bu munosabatni у  ga nis­
batan yechsak, um um iy yechim ni hosil qilamiz. A m m o у  ni
Ф ( х ,у ,С )  = 0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar bi­
lan ifoda etish hamm a vaqt ham mumkin b o ‘lavermaydi. Bunday 
hollarda umumiy yechim oshkormas ko'rinishda qoldiriladi.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi Ф ( х ,у ,С )  = 0 
ko'rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integra/i deyiladi. 

Misol. Birinchi tartibli

= _ Z
dx x

tenglama uchun у  = — funksiyalar oilasi um umiy yechim b o ‘ladi:
JC

buning to'g'riligini у  funksiyani tenglamaga qo‘yib tekshirish mumkin.

2- § . 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar

Ushbu M(x)dx+ N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga 0 ‘zgaruvchi- 
lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o ‘ziga xos tomo- 
ni shundaki, dx oldida faqat x ga bog‘liq ko 'paytuvchi, dy oldida



esa I'aqat у  ga bog'liq ko'paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yedn 
nn uni hadma-had integrallash yo‘li bilan aniqlanadi:

J M(x)dx  +  1 N(y)dy  =  C.
Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi 

bu tenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi С ni yechim 
uchun qulay ko‘rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx  — ctgydy  =  0 tenglamaning umumiy yechimini 
loping.

Y e c h i s h .  Bu yerda o ‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz. 
IJ ni hadma-had integrallaymiz:

jtgx  dx  — jctgу  dy  =  С yoki —ln|cosx| — ln|siny| =  - I n C .

Bu yerda integrallash doimiysi С ni —In С , ya’ni С =  —InC orqali

belgilash qulaydir, bundan ln sin у  • cosx =  InC yoki siny • cosx = C  
umumiy integralni topamiz.

Та ’rif.

y = f M W
ko‘rinishdagi tenglamalar o ‘zgaruvctiilari ajraladigan differensial teng­
lamalar deb ataladi, bu yerda /j(x) va f ( y )  — uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglamani yechish uchun unda o ‘zgaruvchilarni ajratish 
kerak. Buning uchun (1.4) da y '  ning o ‘rniga dy/dx  ni yozib, teng­
lamaning ikki tomonini f 2(y) * 0 ga bo‘lamiz va dx ga ko'paytiramiz. 
U holda (1.4) tenglama

j k r Mx)dx <'-5)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x o ‘zgaruvchi faqat o ‘ng tom on 
da, у  o ‘zgaruvchisi esa chap tom onda ishtirok etyapti, ya’ni o ' /  
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

l jw  = SMx)dx+c
ekanligini hosil qilamiz, bu yerda С — ixtiyoriy o ‘zgarmas.

2- misol. у ' = y /x  tenglamani yeching.
Y e c h i s h .  Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama. Ini

dy i /»
yerda / ,(x )  =  1/x va f 2{y) = y. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib, —



tenglamani hosil qilamiz. Uni integrallab J — = j — + l n C ,  C > 0

yoki lny =  ln.v + In С va bu tenglikni potensirlab, у =  Cx umumiy 
yechimni topamiz.

Faraz qilaylik, у  — Cx umumiy yechimdan x0= l ,  yn=2 boshlan- 
g'ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab qilin- 
yapti. Bu qiymatlarni у  = С ■ x  ga л  va у  larning 0 ‘rniga q o ‘yib, 
2 = C -1 yoki C= 2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim y=2x ekan.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

1. x(y2 — 4 )clx + ydy = 0.
2. у 'cosx =  y /\n y , y(0)= l.
3. у ' = tgx • tgy.
4. ( I +x2)dy +  ydx = 0, y( 1) =  1.
5. In cosy dx + x  tgy dy = 0.

6. l j -  + ey = 0 ,  y( l)=0 .

7. y /y '  =  lny , y(2) =  1.
8 . у ' +  sin(x +  y) =  sin(x — y).

9. Xyj  1 + y 2 dx  + ул/1 + x 2 dy = 0 .
10. y '  =  2*~y, y(—3) =  - 5 .
11. у ' =  sh(x +  y) +  sh(x — y).
12. x(y6 + 1 )dx  +  y ^x4 + 1 )dy, y(0) =  I.

3- § . Bir jinsli va bir jinsliga keltiriladigan differensial 
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar

1- ta'rif. Agar ixtiyoriy X uchun
/ (kx,  Xy) = X"f  (x, y)

ayniyat o'rinli bo'lsa, f ( x ,  y) funksiya x va у o'zgaruvchilarga nisba­
tan n- o'lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi.

1- m isol./ ( x ,  y )=  i jx '  + y 1 funksiya bir o'lchovli bir jinsli funk­

siya, chunki f ( Xx ,  Xy)= ^ (ХхУ + (X y )1 = Xyjx3 + у 3 = X f ( x , y ) .



2- misol. f { x ,  у) — xy — у2 funksiya 2-o ‘lchovli bir jinsli lmiksiya, 
chunki f ( Xx ,  Xy) = (Xx) ■ (Xx) — (Xy)2 = X2(xy — у 2) = X2 j{x, y).

x2- v 23- misol. f ( x , y )  = -— :— funksiya 0- o'lchovli bir jinsli tunk-
xy

siya, chunki

f (Xx, Xy)  = M z M .  = = X° = X ° f ( x ,  y ) .
J Xx-Xy X xy xy

2- ta ’rif. Birinchi tartibli

~  = f ( x , y ) ( 1.6)dx
differensial tenglama x va у  ga nisbatan bir jinsli differensial tenglama 
deb ataladi (agar f ( x ,  y) funsiya x va у  ga nisbatan 0- o'lchovli bir 
jinsli funksiya bo ‘lsa).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qilaylik, (1.6) bir 
jinsli differensial tenglama berilgan bo'lsin, u holda shartga ko'ra

f(Xx,Xy) = X ° f ( x , y ) -  Bu ayniyatda X = ^~ deb olsak, f ( x ,  y)=

j ni hosil qilamiz. Bu holda (1.6) tenglama quyidagi ko'ri- 

nishga keladi:

(1.7) da и = — , ya’ni у  =  и ■ x  almashtirish bajaramiz.
x

U holda = и +—  ■ x  ni hosil qilamiz. Hosilaning bu ifodasini
dx dx

(1.7) ga qo ‘yib, u + ~ - x  = f ( \ , u )  yoki /(1^y)- - = ~  tenglikni

hosil qilamiz. Bu esa o ‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama- 
dir. Integrallab quyidagini topamiz:



Integrallarni topgandan so‘ng и o ‘rniga L  ni qo ‘yib, berilgan 

tenglamaning integralini у  = y ( x ,  С ) ko'rinishida topamiz.

4- misol. ^  = x *} tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Tenglamaning o ‘ng tomonidagi funksiya 0-oichovli 
bir jinsli funksiya bo'lgani uchun tenglam a bir jinsli differensial

tenglama, shuning uchun — = и almashtirishni bajaramiz. U holda

y= ux , = и + x  ■ — . Bularni tenglamaga qo ‘yib u + x  - ^  = —^
ax dx dx l  - и1

yoki x — = -^ -T va o ‘zgaruvchilarni ajratib, , ya’ni
dx i - UL и x

| - у  -  du = tenglamaga kelamiz.

Integrallash natijasida — = InW + ln|C| yoki — ^- = 1п|их:С|
2 ir 2 ir ' '

munosabatlarni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikda и o ‘rniga — ni qo‘-

x2
yib, = ln|Cx| tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko‘- 

rinib turibdiki, у  ni x  orqali elementar funksiyalar yordamida ifodalab 

bo‘lmaydi. Biroq x ni у  orqali ifodalash mumkin: x  = у yj-2 In \Cy\.

Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan differensial 
tenglamalar

dy _ a x + b y + C
dx а\Х+Ь\у+С\ (1-8)

ko‘rinishdagi tenglamalarni bir jinsli tenglamalarga keltirish mumkin. 
Agar Cj =  О, С =  0 bo 'lsa , tenglam a bir jinsli b o ‘lishini ko‘rish



qiyin cmas.Faraz qilaylik, С va Cx larning birortasi noldan laiqli 
hoMsin. x =  Xj+ h, у  =  y { + к  almashtirish bajaramiz. U holda

dy _  dyx 
dx dx^

x, у  va —  ifodalarni (1.8) tenglamalarga qo ‘yib
dx

d yx _  axx+ b yx+ a h + b k + C
(1.Ю)dxx axx x+bxy x+ axh+bxk + C x 

icnglamaga ega bo‘lamiz. h va к larni shunday tanlab olamizki,

[ah + bk  + С = 0,
axh + t \k  + Cx = 0  ( l l l )

lenglamalar o ‘rinli bo‘lsin, ya’ni h va к larni (1.11) tenglamalar sis- 
lemasining yechimi sifatida olamiz. Bu holda (1.10) tenglamadan bir

jinsli tenglamani hosil qilamiz. Tenglamani yechibaxx axx x+bxy x

va x hamda у  larga x x — x  — h, y { = у  — h formulalar yordamida 
cjaytib, berilgan (1.8) tenglamaning yechimini topamiz. Agar

0
ab 
a A

bo‘lsa, ya’ni a b = a xb b o ‘lganda, m a’lumki, (1.11) sistema yechim­

ga ega b o ‘lmaydi. A m m o, bu holda — = ya’ni a=Xa ,
a b '

b=Xb  bo‘ladi.
Bundan kelib chiqadiki, (1.8) tenglamani

dy  _  (a x + b y )+ C
( 1. 12)dx \ ( a x + b y ) + C x

ko'rinishga keltirish mumkin ekan. Bu holda
Z  = ax + by ( I I I )

almashtirish yordamida tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan dilln

ensial tenglamaga aylanadi, haqiqatdan, —  = a + b —  tenx.likd.m
dx <l\



munosabatni hosil qilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalarni (1.12) 

tenglamaga qo'yib, o 'zgaruvchilari ajraladigan -j-• -71
D U X  и j

tenglamani hosil qilamiz.

Yuqorida (1.8) tenglamaga qo ‘llanilgan usulni ^  =

tenglamaga ham q o ‘llash mumkin, bu yerda / qandaydir uzluksiz 
funksiya.

_ . , dv x + y - 3
5- misol. —  =  ̂  ̂ [ tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun 
x=xj+ h ,  y = y x+ k  almashtirishni bajaramiz. U  holda tenglam a 
dy\ x x+ y x+ h + k -3
~dx~x =  xx- y x+ h - k ~ l  ko ‘nn ishn i Oladi. A + £-3= 0 , h - k - 1=0 ten g ­

lamalar sistemasini yechib, h = 2, k = \  ekanligini topamiz. Natijada
. . .  dy, x, +y,  y,

bir jinsli — = — — tenglamani hosil qilamiz. —  = и almashtirish-
Щ  x \ - y  1 x x

dy, du du 1 +uni bajarsak, u holda y = u x . ,  -у1- = и + x, ■ ——, u + x, • = —1 1 dxx dxx ' dxx 1 - u

bo ‘ladi va natijada x\ o ‘zgaruvchilari ajraladigan teng­

lamaga ega bolam iz . 0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz: -^-Д-du = —  ni1+ U 1 X X
integrallab

arctgw -  | l n ( l  + u2) = ln |jc,I + l n |C | , 

arctgw = ln ICx, yj( 1 + и2 )| yoki Cx, VI + u2 = earctg" ekanligini topa-

______  У]
miz. и o ‘rniga ifodani qo'yib, C ^ x f  + у 2 = ekanligini va



mlioyat, л va у  o 'zgaruvchilarga o 'tib , Cyj(x-2)2 +(y - I)’ ' ' 
nalijani hosil qilamiz.

. , 2 x + v ~ l  ,
(t- misol. у  = 4x+2 v^5 tenglamani yeching.

У с с h i sh  . Tenglamani x = x{+h, y= y{+ k  almashtirish yordam- 
id.i yechib bo'lmaydi, chunki bu holda h va к  larni aniqlashga yor-

lam bcradigan sistema determinanti
2 1
4 2 nolga teng.

Bu tenglamani 2x+ y= z  almashtirish yordamida o ‘zgaruvchilari 
airaladigan differensial tenglamaga keltirish m umkin, haqiqatan, 
г ' z'—2 bo ‘lgani uchun tenglama

z ’ - 2  = J ±
2 z + 5

ko'rinishga yoki

7 '=  5г+9
2г+5

ko'rinishga keladi. Tenglamani yechib

+ ^ .1 п |5 г  + 3| = x  + C

munosabatni, z  o 'rniga 2x+y  ni qo ‘yib esa

2 7
- ( 2 x  + y) + — In I 10x + 5y + 9 \=x + C yoki

10y -  5x + 7 In | 10* + 5y + 9 | = C, ni, 

ya’ni у  ning x ga nisbatan oshkormas ko‘rinishini hosil qilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

13. ( x 2 + 2xy)dx  + xydy = 0 .



15. xy ' sin l^-j + x = у  sin j .

16. xy  + y 2 = ( 2x 2 + x y ) - y ' .

17. xyy ' = y 2 + 2 x 2 .

f- +  C O S [-]K x )

19. (x 2 + y 2 )dx  -  xydy  = 0 .

20. (x  + у  + 2 )dx  + (2x + 2у  -  1 )dy  = 0 .

21. (2x + у  + 1 )dx + (x + 2у  -  \ )dy  = 0 .

22. 2 (x  + y )dy  + (3x + 3y~l )dx = 0 ,  y ( 0 )  = 2 .

23. (x -  2у  + 3)dy + (2x + у  -  1 )dx = 0 .

24. (x -  у  + 4 )dy + (x + у  -  2)dx = 0 .

4- § . Chiziqli differensial tenglamalar.
Bem ulli tenglamasi

1. Chi/iqli differensial tenglamalar.
Ta’r if N o m a ’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli 

bo 'lgan tenglam a chiziqli differensial tenglama deyiladi. Bundav 
tenglama

4 L + P ( x ) - y  = Q( x )  (1.15)

ko‘rinishga ega bo'ladi, bu yerda P(x) va Q(x) -  berilgan uzluksiz 
funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya ko‘paytmasi 
ko‘rinishida qidiramiz:

у  = u(x) ■ v(x) (1.16)

Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisi 
esa (1.15) tenglama orqali topiladi. (1.16) tenglikning ikki tomonini 
differensiallaymiz:

dy  d v  du
I k  ~ Ul h + Vm -



dy
I opilgan hosila ifodasini (1.15) tenglam aga qo'yib.

d  v du
dx dx

>'lishini topamiz. v funksiyani

d v
dx dx

—  + Pv = 0
dx

(1.18)

shartni qanoatlantiradigan qilib olamiz. Bu differensial tenglamada 
i> ga nisbatan o ‘zgaruvchini ajratib, quyidagini topamiz:

= -P d x  , integrallab — ln| Cj +  ln|u| =  —I Pdx yoki v = C le~̂ Pdx 

in hosil qilamiz.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan farqli biror yechimi yetarli 

bo'lgani uchun v(x) sifatida
v= e~iPdx (1.19)

funksiyani olamiz, bu yerda j Pdx — qandaydir boshlang‘ich funksiya.
I opilgan u(x) ning qiymatini (1.17) tenglamaga qo‘yib,

v ( x ) ^ -  = Q(x)  yoki ekanligini topamiz, bu yerdan

Q ( x )
v ( x )

dx + C

ni topamiz. и va v larni (1.16) formulaga qo'yib, nihoyat 

■Q(x),
У =  v ( x ) f^ d x + C  J v (x )

yoki у  = e l pdx [ j Q( x ) e i m dx + c l  (1. 20 )

ifodani, ya’ni (1.15) ning umumiy yechimini topamiz.

1- misol. 4 -------■ у  = ( x  + l )3 tenglamani yeching.
dx x +1

Y e c h i s h .  у  = iw deb olsak, u holda —  = u —  + u —
dx dxdx

—  ifodasini berilgan tenglamaga qo‘ysak, 
dx NAMAf



и funksiyani aniqlash uchun —  -  v = 0 yoki —  = teng-
d x  Л'+ l V A'+l

lamani hosil qilamiz. Bu yerdan ln| v | = 21n| x + 1 | yoki v = (x +  l)2. 
v ning ifodasini ( 1.21) tenglikka qo'yib, и ni aniqlash uchun

(x  + l )2 —  = (x + l )3 yoki —  = x + 1 tenglamani hosil qilamiz, bu
dx dx

, , ,2
yerdan u = — у — + C .  Demak, berilgan tenglam aning um umiy

yechimi у  =  + C(x +  l )2 bo‘lar ekan.

2. Bernulli tenglamasi.
Ta'rif

P( x )  y  = Q(x)  y",  n >  2 (1.22)
dx

ko'rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda 
P(x) va Q(x) — berilgan uzluksiz funksiyalar, n ф 0; 1.

Tenglamaning barcha hadlarini уn ga bo‘lamiz

y - " ^ + P ( x ) - y - n+' = Q( x )  (1.23)
dx

va. z  = y~n+x almashtirishni bajaramiz, u holda

y - *
dx dx

Topilgan qiymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, —  + (-/? + \ ) P - z  =

= ( - n + \ ) Q  chiziqli tenglamani hosil qilamiz. Chiziqli tenglama­
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z o ‘rniga y~"+l ni qo‘yib, 
Bernulli tenglamasining umumiy integralini hosil qilamiz.



% + х У = х :' - У 3 О -24)

leiil’I.imani yeching.
Y e с h i s h . Tenglamaning barcha hadlarini y 3 ga boblamiz

У 3 ~}  ̂+ xy 2 = x 3 (1.25)

v-2 almashtirishni bajaramiz, u holda ^ -  = - 2 y~3 — . Bu
dx dx

tji\uiallarni (1.25) ga qo‘yib

dz 
dx

2- misol. Ushbu

^ - - 2 x z  = - 2 x 3 (1.26)

(I ii/ h|Ii tenglamani hosil qilamiz. Uning um umiy integralini topa- 
ml/

d z  dv  du 
Z =  u v  , —  = U —  + V —  .

dx dx dx

Bu ifodalarni (1.26) tenglamaga qo‘yamiz:

d v  du ~ ~ з I d v  ~ \ du -  3u —  +v —  ~ 2 x u v  = - 2 x J yokt и ——  2xv  + v —— = —2x . 
dx dx \ d x  I dx

Oavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

^  -  2 x v  = 0 , —  = 2 x d x ,  ln| v I =  x 2, v = e x 
dx v

1 kanligini topamiz. и ni aniqlash uchun

dx

linnlamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib

d u  = -2 е ~ ^  x 3d x ,  и = -2  \ e x2x 3d x  + С 

t'k.iiiligim topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab

и = x 2e x2 + e xl + C , z = и ■ v = x 2 + 1 +  Or"2



2 2 2 1 у  ~ = x~ + 1 + Cex yoki у  = , ■ ЬоЧаг ekan.
4 x 2 + \+Ce*2 

Quyidagi tenglamalarni yeching:

25. у  'cos2x+y =  tgx, y(0)=0. 33. y '  +  i L  =  3x 2y 4/3 ■
x

26. у ' — y th x  =  ch2x. 34. y '  — L -  =  -2—  .
x - \  x - l

27. y ' + = arcsin x + x . 35. 4xy  '+3y = — ex ■ x4у5.
\ - x

28. x y ' — v =  x2cosx. 36. у'  + Ц - -  = y 2(x3 + 1)sin jc,
x + 1

29. y '  + 2xy = xe x'  . y(0)=l.
30. у  'cosx + у  =  1 — sinx. 37. ydx  + (x +  x 2y 2)dy  =  0.

У 2 4— = X у  
X

32. (x2lny -  x ) y '  = y.

ifodalarni topamiz. D emak, berilgan tenglam aning um um iy  integrali

31. y '  + — = x 2y 4 ■
X

5- § . T o‘la differensialli tenglama. 
Integrallovchi ko‘paytuvchi 

1. To‘la differensialli tenglama.
Ta'rif. Agar M(x,  y)dx  +  N(x, y)dy = 0 ko‘rinishdagi tenglama­

ning chap qismi biror u(x, y) funksiyaning to 'la differensiali, ya’ni 
du = M(x, y)dx  + N(x, y)dy  (1.27)

b o ‘lsa, u holda bunday tenglama to'la differensialli tenglama deyi­
ladi.

(1.27) tenglama to ‘la differensialli tenglama bo‘lishi uchun
ем _ sn
dy dx

shart bajarilishi kerak.



To'la differensialli tenglama ta ’rifidan d u - 0, bundan //(v, y) ( 1 
ckanligi kelib chiqadi (C — ixtiyoriy o'zgarmas).

u(x, y) ni topish uchun у  ni o'zgarmas deb hisoblaymiz, u hoi 
da <ly = 0 ekanidan du=M (x, y)dx  bo'ladi. Bu tenglikni x bo'yicha 
inlegrallasak,

и = \ M ( x , y ) d x  + ф(у). (1.28)

( 1.28) tenglikni у  bo'yicha differensiallaymiz va natijani N(x, y) ga 
du

lenglaymiz, chunki —  = N ( x , y ) ;

\ ^ dx + v ' ( y )  = N (*>y)

yoki

ф'(у) = N ( x , y ) -  \ ^ -d x . (1.29)
J oy

(1.29) ifodani у  bo'yicha integrallab, ф(у) ni topamiz: 

ф(у) = jT w ( x ,y )  -  ^?M _dx\dy + С .
ду

Demak, u{x, y)=  J m ( x , y ) d x  + j ^ i V ( x ,y ) -  j ^ - d x ^ jd y  + C .

Bu ifodani ixtiyoriy o'zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy 
integralini hosil qilamiz.

1- misol. (3x2+6xy2)dx+(6x2y+4y3)£/y=0 tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

Y e c h i s h .  Bu yerda M (x, y)= 3x2+6xy2, N(x, y)=6x2y+4y3.
dN n  dN n  , . dM dN—  = 12xy, —  = 12xy, ya m —  = — .
dy dx dy dx

—  = M (x ,y )  bo'lganligi sababli
uX

du  ̂ 2 r  2 ---  = 3x  + bxу  .
dx

Bu tenglikni x bo'yicha integrallaymiz: 
и =  х3+Зх2у2+ф(у).



4-  = N ( x , y )  ekanligini hisobga olsak,dy

cp'(y)= 6x2y + 4y3 ~ 6x 2y  yoki ср'(У) =  4 y 3.
Bundan

фОО =  У4 +  С.
Demak,

и =  л-3 +  3 x 2y* + у4 +  С
yoki

x3 + Зх2̂ 2 +  у4 =  С.

2. Integrallovchi ko‘paytuvchi. Agar ф —  b o ‘lsa, u hold:
Эу dx

ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday ц(х, у) funksiyani topisl 
mumkinki, \iM dx + \\Ndy = du bo ‘ladi. Bu ц(х, у) funksiya integ 
rallovchi k o ‘paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson:

S M  __ dN_

1) ду „  8x = Ф (х) bo ‘lganda, 1пц =  \<X>(x)dx bo lad i.

6 N  dM

2) ~ - y ‘y-  = Ф| (у) bo ‘lganda, 1пц =  J<I>,(y)<iy bolad i.

2- misol. (y + x f-)d x  — x^/y =  0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Bu yerda M  = у  + xy2, N  = -x ,  = 1 + 2xy,

5 y V _ _ .  ЛЛ/ dN_ 
dx ’ Sy Дх

Demak, tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to ‘la dif- 
ferensiali emas. Bu tenglamaning faqat у ga bog'liq bo'lgan inte­
grallovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani qaraymiz.



bundan

d N  d M
dx dy _  - 1 - 1 - 2  x y  _  2 

M y + x y 2 ~  У '

1пц =  — 21ny, ya’ni ц = -Lp .
у

Berilgan tenglamani ц ga ko‘paytirganda

— + x \ d x  -  r dy = 0 
У J у

tenglama hosil bo ‘ladi. Bu to 'la differensialli tenglamadir, chunk

8 M _ _ d N _ _ ___1_
су дх у2

Tenglamani yechib 

yoki
-  + 4 -  + C = о
У 2

2x
y = - - j —

x + 2 C
umumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari to‘liq dif 
rcnsialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (ё* +  у  +  siny)rfx + (ey + x  + xcosy)dy  =  0.
39. (x +  у  — 1 )dx + (ey + x)dy  =  0.
40. (xcosy — ys\ny)dy + (xsiny + ycosy)dx  =  0.
41. 2xydx  + (x2 — y ) d y  = 0.
42. (2 — 9xy1)xdx  +  (4y 2 — 6x 3)ydy =  0.

43. dx + (у 3 + In x)dy  = 0.

44. (lOxy -  8.v +  1 )dx + (5x2 -  8x + 3)dy = 0.
(  „з \



47. (x2 -  y)dx  + xdy  =  0.
48. yh lx  +  (yx  — 1 )dy = 0.
49. (x2 + y 2 + x)dx  +  ydy  =  0.
50. x f ( x y '  +  y) =  1.
5 1 .  (x2 +  31 ny)ydx =  xdy.
52. 2xtgydx  +  (x2 — 2siny)dy  =  0.
53. (e2x — }P-)dx +  ydy  =  0 .
54. (1 +  3x2siny)<ix — xc tgydy  =  0.
55. (sinx +  ey)dx + cos xdy = 0.

6- § . H osilaga nisbatan yechilmagan 1- tartibli differensial

Quyidagi differensial tenglamalarning intcgrallovchi ko'paytu
chilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan I-tarti 
tenglama deb ataladi.

ko‘rinishdagi bir yoki bir necha hosilaga nisbatan yechilgan ten 
lamalar hosil qilinadi. Ammo har doim ham  (1.30) ko‘rinishd;

dan tashqari y '  ga nisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko‘ 
nishdagi tenglam alar har doim ham  oson integrallanavermay 
Shuning uchun (1.31) ko'rinishdagi tenglamalarni ko‘pincha pai 
metr kiritish yo i i  bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantla 
dan biri bilan tanishib chiqamiz.

Faraz qilaylik, (1.30) tenglamani у  yoki x  ga nisbatan os

tenglamalar

Ta’rif.

(1.3

dy
Bunday ko'rinishdagi tenglamani —  ga nisbatan yechib oli 

maqsadga muvofiq bo‘ladi, ya’ni berilgan tenglamadan

= f i ( x >y) (i = 1, 2 ,. . . ,  n) (1.3

tenglamani ^  ga nisbatan yechib olish mumkin boiavermaydi, u



yozib olish mumkin bo ‘lsin. = p param etr  kiritib, y —f ( x ,  /

hosil qilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tom onidan  to 'la differci 
olib hamda dy ni pdx  ga almashtirib

pdx = ^ -.p ) d x +^ - pl d p ,
dx dp 1

ya’ni, M (x, p)dx + N ( x ,  p)dp  = 0 ni hosil qilamiz. Agar bu ter

maning x = Ф( p , C)  yechimini topsak, u holda berilgan tengla 
ning yechimi

1х = Ф (р ,С ),
\y = f ( x , p )

parametrik ko'rinishda bo‘ladi.
(1.30) tenglama uchun Уо K ° shi masalasi (x0, y0) i 

tadan o ‘tuvchi va bu nuqtada umumiy urinmaga ega bo'lgan (1 
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bo'lmaganda 
yagona yechimga ega bo'ladi. Aks holda Koshi masalasi yechimi 
yagonaligi buziladi, ya ’ni (x0, y0) nuqta Koshi masalasi yechimi 
yagonaligi buziladigan nuqta bo'ladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudli; 
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorema aniqlab bera<

Teorema. y {), /7(x0,y 0,>'o) = 0 tenglamaning yechimlaridar 

bo'lsin. Faraz qilaylik, F ( x , y , y ' )  funksiya x bo 'y icha uzlu 
у  va y '  bo 'yicha uzluksiz differensiallanuvchi ham da uninj 
bo'yicha hosilasi noldan farqli bo'lsin:

J £ Л х 0, у 0,уЬ) * 0 .

U holda F ( x , y , y ' )  =0, .y(*o)= Jo K °sh> masalasining x0 nu 
ning yetarlicha kichik atrofida <p'(x0)=y0 shartni qanoatlantiru 

y=cp(x) yagona yechimi mavjud bo'ladi.
Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) ko'rinish 

tenglamalar ham  maxsus yechimlarga ega bo'lishi mumkin, \



м hi I lUciy yecninuaiga ega uu usui inuiiiKiiiKi, on uuegrai cinziqu 
faqat yagonalik sharti bajarilmaydigan nuqtalardan iborat bo'ladi.

Agar F ( x , y , y ' )  funksiya jc ga ko'ra uzluksiz hamda у  va у ' g 
ko‘ra uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (1.30) tenglamaning max 
sus yechimi, agar u mavjud bo‘lsa,

F ( x , y , y ' )  = 0,

' £ ( x , y , y ' )  = 0 (132
[c.V

tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.
Shuning uchun, (1.30) tenglamaning maxsus yechimlarini topis 

uchun (1.32) tenglamalar sistemasidan y '  ni yo'qotish kerak.
1- misol. ( y ')3 -  2x  ■ (у ' )2 + y'  -  2x  tenglamani yeching. 

Y e c h i s h  . ( y ')3 - 2 x  ( y ' )2 + y ' - 2 x  = ( y ' -  2x ) ( ( y ' )2 + 1) = i

bo‘lganligi uchun, berilgan tenglama = tenglamaga ekvi

valent. Uning yechimlari у  =  x2+ C  ko'rinishga ega.

2- misol. (у ')2 + у  - ( у  -  x )  ■ у'  -  x y ’ = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglamani (y ' + y 2) ■ (y ' -  xy)  = 0 ko'ri
nishda yozib olish mumkin. Demak, berilgan tenglama y '+ y ^ O  v 
y '  — xy  =  0 tenglamalar yig'indisiga ekvivalent. Ulardan birinchisi

, £  
ning yechimlari у =  0 va у = — —, ikkinchisiniki esa у  = С ■ e 2 .

x+C

Demak, berilgan tenglama yechimlari |y

J ,
3- misol. у = (у') • ey tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  p = y '  = ^ ~  parametr kiritamiz. U holda у = p2ep 
dx

dy = (2pep + p 2en) d p . Bu yerdan p — 0 yoki x  = 2er +ep( p - \ )  + C 

= ep ( p + \ )  + C .

x+C )yy — С ■ e 24 i = o .

26



у  = 0 va
х = {р + 1)е;' + С,

[У = Р~е"-

chun

4- misol. In у ' + sin у ' -  х = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  _y'=/?deb olsak, x  = \np + sinpdy = pdx  bo'lgani

—  = f — + cos p j  dp . Bu yerdan у  = J(1 + p cosp)dp  =

p  + cosp  + p s m p  + C . Demak, berilgan tenglama yechimlari

x  = \np + sin/?, 
у  = p  + cosp  + p s m p  + C.

5- misol. O ')2 + (x  + a)y'  -  у  = 0 tenglamani yeching. 

Y e c h i s h .  p = у ' parametr kiritamiz, u holda у  = p1 + (x + a)pdy =
-pdx va dy = 2pdp + (x + a)dp + pdx tenglamalardan pdx = 2 pdp + 
-(x + a)dp + pdx  , (2p  + x + a)dp = 0 tenglamalarni hosil qilamiz. 
!u yerdan p =C  yoki 2/?+x+a=0 tenglamalar kelib chiqadi. Demak, 
erilgan tenglama yechimlari quyidagi ko‘rinishga ega bo ‘ladi:

y  = p 2 + ( x  + a ) p ,
2p  + x  + a = 0 .

Oxirigi ikki tenglikdan p  parametrni yo‘qotib, y = C (x + a)+ C 2 va

у  = ( x  + a) ■ С + C~ va

; = -  0 --£ — ekanligini hosil qilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

56. ( y 1)2 = y 3 - y 2. 61. (3x + l)(y')2 -  X y  + 2 ) /  + 9 = 0.

57. ( y 1)2 + y 2 (ln2j  -  1) = 0. 62. x 2 ( / ) 2 -  2xyy ' -  x 2 = 0 .

58. (y ' ) 3 + x ( y ' ) 2 -  y  = 0 . 63. x 4( y ' )2 - x y ' - y  = 0 .

59. x ( y ’)3 -  y ( y ' ) 2 + 1 = 0 .  64. y (>’')2 -  2xy ' + у  = 0 .

60. x ( y ' ) 2 + xy '  -  у  = 0 . 65. In y'  + 2(xy' -  y )  = 0 .

;7



Chap tomoni у '  ga nisbatan butun ratsional funksiyadan ibor 
ya’ni quyidagi

(У Г  + р {(у У~'  + Р2( У Г ~ 2 + + Р ,^ У  + Р,у =  О
ko'rinishga ega bo'lgan tenglama n-darajali 1-tartibli tenglama с 
yiladi. Bu yerda n— butun musbat son, Pr Pv  Pv  ..., P lar x 
у  ning funksiyalari.

Bu tenglamani у ' ga nisbatan eeha olamiz, deb faraz qilayl 
Bundan y ’ uchun, um um an aytganda, n ta har xil ifoda he 
bo ‘ladi:

y ' = f № , y ) ,  У'  =  f 2(x> У), y ' = f M , y ) -  ( 1.3
Bu holda

F ( x , y , y ' )  = 0 (1.3
tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta

y ' = f ( x , y )  (1.3
tenglamani integrallashga keltirildi. Ularni umumiy integrallari rr 
ravishda quyidagilar bo‘lsin:

Ф,(х, у, Cj) =  0, Ф2(х, у, C2) =  0, ..., Фя(х, у, С ) =  0. (1.3
Bu integrallarning chap tomonlarini o ‘zaro ko‘paytirib, no! 

tenglaymiz:
Ф,(х, у, С,) • Ф2(х, у, С2) ■ ... ■ Фп(х, у, С ) =  0. (1.3

Agar (1.37) tenglamani у  ga nisbatan yechadigan bo'lsak, (1.' 
tenglamaning yechimini hosil qilamiz, haqiqatan ham, (1.34) ter 
lamaning har qanday yechimi (1.37) tenglamalarning birini, binobar
(1.35) tenglamalarning birortasini va shunday qilib, (1.34) tenglai
(1.35) tenglamalarga yoyilgani uchun uni ham qanoatlantira  
Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha C,, C2, ..., 
o ‘zgarmaslarni bitta С bilan almashtirish va tenglamani

Ф,(х, у, Q  ■ Ф2(х, у , С) • ... • Фл(х, у, С) = 0 (1.3

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa (1.34) tenglamaning yechi 
bo‘ladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun (1.38) tenglamaning n 
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:

Ф,(х, у, C) =  0, Ф2(х, у, О  =  0, ..., Фл(х, у, 0  =  0, (1.3
28



bu yerda С — istalgan qiymatlarni qabul qiluvchi ixtiyoriy o'/y.n 
mas, shu sababli (1.36) tenglamadan hosil qilinadigan barcha y a  Inin 
lar (1.39) tenglamadan hosil qilinadigan yechimlar orasida bo'ladi

1- misol. ( y 1)2 - - y  = 0 tenglamaning umumiy integralini toping
a~

Y e c h i s h .  Tenglam aning chap tom onin i ko‘paytuvchilai>'.a 
ajratib, quyidagini hosil qilamiz:

bu yerdan y ' - ^ -  = 0 va y ' + ̂ - - ( ) .

Bu ikkala tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Ular 
ning umumiy integrallari

^ - i ^ - c  = o , V 7 + ^ - c  = o.
3 a 5a

Shuning uchun berilgan tenglamaning um um iy integrali ushbu 
ko'rinishda bo'ladi:

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

66. Cy')3 ~  2 x (y ')2+ y'= 2x. 73. 8Су 'У=27у.
67. (y ' ) 2+y(y — x )y '  — xy3= 0 . 74. C y '+ l )3 =  27(x+y)2.
68. (y  ')2+(sin x  — 2 x y )y ' — x y ’ =  0. 75. у*(у ,2+ l )  =  1.
69. ( y ' ) 2=4. 76. (y  ')2 — 4jy3 =  0.
70. ( y ' )2+ y1 — 1 = 0 .  77. x ( y ' ) 2 =  y.
71. x ( y ' ) 2 — 2yy '+ 4x  =  0 . 78. уСу')3+л: =  1-
72. ( у ')2 -  У2 =  0. 79.4(1 - y ) = ( 3 y - 2 ) 2(y')2.

8- §• Д у , ^ ') — 0 va F(x, у ') =  0 ko‘rinishidagi 
tenglamalar

Bu tenglamalardan у  ni (birinchi tenglam adan) yoki x  ni (ik 
kinchi tenglamadan), shuningdek p  =  y '  ni t param etr  orqali ifo- 
dalash mumkin, deb faraz qilamiz. Bu yerda tenglamaning umumiy 
yechimi parametrik shaklda hosil bo'ladi.



Masalan, F(y, p )= 0 tenglama boMgan hoini ko'raylik. y=cp(/1) deb 
tenglamadan p=y ( t )  ni yoki, aksincha, p=tp(t) deb tenglamadan 
у=ф(/) ni topdik, deb faraz qilaylik. U holda bir tom ondan, 
dy=pdx=\\i(t)dx , ikkinchi tom ondan , dy=(p'(t)dt. dy  uchun ikkala 
ifodani taqqoslab, \\i(t)dx=(p'(t)dt ni hosil qilamiz, bundan:

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

Um um iy yechim param etr ik  shaklda quyidagicha yoziladi:

x = at -  C, 
у  = och/.

1- misol. у  = а ф  + ( у ')2 tenglamaning umumiy yechimini to ­
ping.

Y e c h i s h .  p —y  '= sh /  deymiz, u holda у  = aVl + sh2t = a ■ ch?,

= p  dan dx = —  ni topamiz. d\>=ashtdt bo‘lganligidan dx=adt va 
dx p

x= at—C.

x  ~\~CBundan t param etrni yo 'qotam iz. t = ------ b o ‘lganligidan

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

80. x ( y ' 2 -  1) =  2 y '.
81. y ' ( x  -  lny ')  =  1.
82 . x  = у ' 3 + у

85. у  = l n ( l + y '2).
86. ( y '+ l ) 3 =  tv' -  y)2.
87. у  = ( у ' -  I )еГ

83. x  = y ' J y ' 2 + 1 .
84. у  = у ' 2 + 2у ' 3.

88. ( у ' ) 4 -  ( у ' ) 2 = у2.
89. ( у ' ) 2 -  ( у ' ) 2 = у 2.
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1. Lagranj tenglamasi. Ushbu
у  =  ') + y ( y ')  (1.40)

tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda ф(у'), y ( v ') lar у ' iiiiik 
m a’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p  parametr kiritish iisii 
li bilan yechiladi. y ' = p ( x ) deb belgilaymiz. U holda tenglama usli 
bu ko'rinishga keladi:

у  = х ф )  + \\i(p). (1.41)
Oxirgi tenglamani x  bo'yicha differensiallab,

P = 4>(p) +  (щ' (р)  + <p'(p))^
dx

yoki

p  -  ч>(р) =  (хц>'{р) + <p'(p)) (1.42)
dx

tenglamani hosil qilamiz. p — ф(/>) * 0 va p — v|i(p) =  0 bo'lgan hol- 
larni qaraymiz:

a) p  — ф(/>) * 0 bo 'lsin . (1.42) tenglamani ^  ga nisbatan
dx

yechib, quyidagi ko'rinishda yozamiz: —  - x  ф ^  = V|/ ^p  ̂ .
dp р-ц>(р) p -<p( p )

dxHosil qilingan tenglama x va _  ga nisbatan chiziqlidir, demak,
dp

х  = Ф(р ,С)  (1.43)
umumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga qo'yib, у  ni p  va С orqali 
ifodalaymiz:

у  =  Ф(p, СУ ф(р) +  \\i(p) = f ( p ,  Q .  (1.44)
(1.43) va (1.44) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini

parametrik ko'rinishda beradi: 1*
\ y  = f ( p , C ) .

Bu sistemada p  param etrn i  yo 'qotib, Lagranj tenglamasining 
umumiy yechimini quyidagi ko'rinishda hosil qilamiz:

F(x, y, 0  =  0.

9 -  § .  Lagranj va Klero tenglamalari



Tenglamaning um umiy yechimidan hosil boim aydigan maxsus 
yechimi ham boiishi mumkin.

b ) p — фip) — 0 bo 'lsin , y a ’ni biror p=p0 da ц>(ра)=р0 boMsin. 
Ushbu

J  У =  xq>(p) + q>(p),

\ p  = Pn
sistemada p  ni yo'qotib, у  =  хф(p0) + v(/>0) yechimni hosil qilamiz. 
Bu esa Lagranj tenglamasining maxsus yechimidir.

1- misol. Ushbu у  = x  + (y ')3 Lagranj tenglamasining umumiy 
va maxsus yechimlarini toping.

Y e c h i s h .  Bu tenglamada у ' ni p(x) ga almashtirib,
у  — x  + p } (1.45)

tenglamani hosil qilamiz. Uni x  bo 'y icha differensiallaymiz:

p = i + 3 / r  ^  ■ Bundan p -  1 = 3 p 2 ^ .

a) Agar /7— 1 * 0  b o ‘lsa, ushbu

3 P 2 dx = — -  dp p - 1
tenglamani integrallab, quyidagini hosil qilamiz:

х = Ц \ п \ р ~  l\ + p +  £ ) +  C, (1.46)

x ning hosil qilingan ifodasini (1.45)ga qo‘yamiz: 

y =  3 ( ln [p -  1| + p  + ) + C + pi .

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining um umiy yechimini 
parametr ko‘rinishida beradi.

b) Agar /7 - 1 = 0  b o ‘lsa, p  =  1 qiymatni (1.45) tenglamaga 
qo‘yib, у  = x + 1 maxsus yechimni hosil qilamiz.

2. Klero tenglamasi. Klero tenglamasi deb, Lagranj tenglamasi­
ning ф(у') = у '  bo‘lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining um u­
miy ko'rinishi quyidagicha bo ‘ladi:

у  =  x y ' +  v|/(y ')• (1-47)



у '  =  р(х)  deb olsak, (1.47) tenglama quyidagicha ko'rinishga kc 
ladi:

у  = xp + \\i(p). (1.48)
x bo'yicha differensiallab, quyidagini topamiz:

y ' = p + x ^ -  + \\i’i p ) - ! , ya’ni ^ - \ x  + h/’( p )1 = 0 , bu yerdan ^ -  = 0
dx dx dx dx

yoki

x  + \\i'(p) = 0 . (1.49)

= 0 tenglamadan p= С kelib chiqadi,(1.48) da p  o 'rniga С ni

qo'yib, Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil qilamiz:
у  = Cx + y(C). (1-50)

Bu geometrik nuqtai nazardan to‘gri chiziqlar oilasini tasvirlaydi. 
(1.49) tenglam a (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining 

parametrik shakldagi yechimini beradi:

i x  = - y ' ( p ) ,
Ь = - р у ' (р ) + у (р ).

Haqiqatan ham, bu tenglamalardan: dx = — \\i"(p)dp.

dy = [~py"(p) -  \\i'(p) + y'(p)\dp = - py"(p)dp, bu yerdan = p .
ax

Buni Klero tenglamasiga qo‘yish —p\\i'{p) +  \\i(p) = —p\\i'(p) +  y(p) 
ayniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p  parametrni yo'qotib, (1.47) 
tenglamaning integrali Ф(х, y)=0  ni hosil qilamiz. Bu integralda С 
ishtirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral b o ‘la olmaydi. Uni, 
shuningdek, um um iy integraldan С ning hech qanday qiymatida 
hosil qilib bo'lmaydi, chunki chiziqli funksiya bo'lmagani uchun u 
maxsus integral deyiladi.

2 - misol. Ushbu у  =  x y ' + у ' — (у ')2 Klero tenglamasining 
umumiy va maxsus yechimlarini toping.

Y e c h i s h .  Klero tenglamasining umumiy yechimini у  ' ni ( ' 
bilan almashtirib topamiz:

у  = Cx + С -  С2.



Bu tenglamani C b o ‘yicha differensiallaymiz:
0 =  x  + I -  2 C.

Quyidagi

\ y  -  Cx + С -  С2, 
[о = x + 1 -  2C

sistemadan С ni yo‘qotib,

j ; = i ( * + l )2

maxsus yechimni hosil qilamiz. U parabola bo'lib, у  = Cx + С — C2 
umumiy yechimlar oilasining o ‘ramasini tashkil qiladi.

Lagranj tenglamalarining umumiy va maxsus integrallarini toping:

90. у  = x y '  -  (y ')2 ■ 99 . у  = x y '  -  (y ')2.

91. у  = 2xy ' + —Ц - . 100. У = x y ' -  ay] \+(y ' )2 .
( y ' Y

92. 2y = . 101. у  = x y ' + l ~ .
'  y '+ 2 2 у

93. у  =  x(y ')2 +  (y ')2. 102. yj(y' )2 + 1 + xy'  -  у  = 0 .

94. у ' + у  = x(y  ')2. 103. у  = xy '  -  ey .

95. у  + xy'  = 4 л / / .  104. j  =  x y '  — (2 + y ’).

96. у = x ( / ) 2 -  2 ( / ) 3. 105. О  ')3 =  3 (x y ' -  y).
97. 2x y ' -  у  = l n v 106.  2{y> ')2(y -  x y ' )  = 1.

98. xv' ~  у  = Iny'. 107. у  = x |A  + +

10- § . Kikkati tenglamasi

Ushbu

P ( x ) y 2 + Q ( x ) y  + R ( x )  (1.50)
dx

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bu 
yerda P(x), Q(x), R(x) -  biror a < x  < b oraliqda o'zgaruvchi x ning 
uzluksiz funksiyalari (-со < a, b < +oo).



Tenglamada P(x) = 0 bo‘lsa, chiziqli tenglama; R(x) 0 bn'K.i 
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

CTzgaruvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Kikk.in 
tenglamasi o ‘z ko‘rinishini saqlaydi:

1) x erkli o ‘zgaruvchini ixtiyoriy x =  ф(х,) ko‘rinishda (ф -  dil 
ferensiallanuvchi funksiya) o 'zgartirish natijasida tenglamaning 
ko‘rinishi o'zgarmaydi.

Haqiqatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajarib, 
yana Rikkati tenglamasini olamiz:

= /*[ф(Х| )]ф(Х[ ) y 2 + 0[ф(х,)]ф’(х1 )y + Л[ф(х,)]ф'(х,) ;

2) у erksiz o ‘zgaruvchini kasr chiziqli у  = ko‘rinishda (a,
УУ\ +5

p, у, 8 — qaralayotgan oraliqda a5 -  Py * 0 shartni qanoatlantiruvchi 
x ning ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalari) almashtirish natija­
sida ham tenglama o ‘z ko‘rinishini saqlaydi:

dy ("a~dx+ayx +*3 '> ^  +5')(«>71 +P)
dx (уух+Ъ)2

( а б -Р у )-^ !-+ (а 'у -у 'а  )>;12+(а '5+Р 'у-а8'-(Зу ')>''+( (3'8-5'p)________dx________ __________________________
(y y ,+ 5 )2

Natijani (1.50) tenglamaga qo‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil 
bo'lganiga ishonch hosil qilamiz.

Erkli o ‘zgaruvchi x  yoki erksiz o ‘zgaruvchi у  ning bunday shakl 
almashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi soddaroq (kanonik) 
ko‘rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y 2 oldidagi koeffitsiyentni y= w (x)z  chiziqli a l­
mashtirish orqali ± lga  tenglashtirish m um kin. Bu yerda w(x) 
hozircha nom a’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng­
lamaga qo‘yamiz, u  holda

w ^ - +  zw’ = P ( x ) w 2z 2 + Q{x)wz  + R(x)
dx

yoki



dz П/ \ 7 I n /  \ w'\  ^ (x ) P(x)wz~ + ( ? (* )----- \z +
dx  \ w w

Agar w = ± ------ deb olinsa, tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:
P ( x )

Bu almashtirish x ning P(x) * 0 bo‘lgan o ‘zgarish oralig‘i uchun 
o ‘rinlidir.

2) Tenglamada qidirilayotgan у  funksiya oldidagi koeffitsiyentni 
y=u+a(x) almashtirish orqali nolga teng holga keltirish mumkin. 

Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga qo‘yamiz, u holda

—  = P ( x ) u 2 + [Q(x)  + 2P( x )a( x ) ]u  + R( x )  + P ( x ) a 2.
dx

и oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng b o ‘lishi uchun

a (x )  = — ^ -л> , (P(x) *  0) qilib tanlab olish kifoyadir.
2 P ( x )

Keltirilgan almashtirishlarni birgalikda qo‘llab, Rikkati tengla-

masini —  = ± y 2 + R( x )  ko'rinishda yozish mumkin.
dx

1- misol. Ushbu ^  = у 2 + уЦ- tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  y  = \  almashtirishni bajarib, tenglamani 

^  = -1 -  j shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechish­

da — = и belgilashdan foydalanamiz. U holda и + * 4 -  = -1 -  - и 2;
x dx 2

du dx du dx  . . .  . . ,, ,
= " 2 P  T ^ I F  = " 21 KnSllltra integrallab,

arctg(l + и) = у  In x + С
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ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, izlangan yechim quyidagicha bo'lad

1
У

-l + tg| С -  j  lnx

Quyidagi tenglamalmi yeching:
108. y '  + ay2 — axy  — 1 = 0 .
109. y ’ + y 1 =  2 /x 2.
110. xy1 +xy +  x/y2 =  4.
111. 3 y '+ y 1+ 2 /x2=0.
112. xy  ’ — (2x+ \)y+ y2 =  — x2.

113. у ' — 2xy  4- y 2 =  5 — x 2.
114. у ' +  2ye* — y 2 =  e2* +e*.
115. 3xy' — (2rf3)y +У2 =  —д2.
116. 2x y ' — (3x+2)y+y1 =  — 2X2.
117. 5x y ' — (4x+5)y +  y2 =  —3x



Y U Q O R I T A R T IB L I D I F F E R E N S I A L  
T E N G L A M A L A R

1- §. Asosiy tushunchalar

n,  tartibli oddiy differensial tenglama deb,

Г ( х , У , У ' , У ”, . . . / п)) =  О ( 2 Л )

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, n marta differensiallanuvchi va 

( 2. 1) tenglamaga qo ‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi

У = ф(х) funksiyaga aytiladi, ya’n i .

/ ’[х ,ф (х),ф '(х ),ф "(х) .. . ,ф <", (х )]  = 0 .

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

V(x(l) = y0, / (л , , )  =Уо, у '( х 0) = у£, ..., у (н)(x0) = y (0n) (2.2) 

boshl;ing‘icl1 shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

у  =  ф ( х , С , , C2, ..., C„)

funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bo ‘lsin. C,, C2, ..., Cn 
oVgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orqali aniqlab, tegishli xu­
susiy yechim hosil qilinadi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni hosil qilishda qaralayot- 
gan oraliqning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardan 
ham foydalaniladi.

Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni tengla­
maning tartibi bilan teng boMishini ta ’kidlab o ‘tamiz.

„-tartibli differensial tenglamani faqat ayrim xususiy hollarda- 
ginabevosita integrallash mumkin.

I I  B O B



Tartibini pasaytirish mumkin boMgan tenglam ahi

2 - § .  y (n) = f { x )  ko‘rinishdagi tenglama

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani n marta ketma-kct integrallash 
natijasida umumiy yechimi topiladi:

- f i x ) ,  (2.3)

У л_1) = j f ( x ) d x  + Cl -  f  (x)  + C, ,

У(п~2) = j [ /i  ( x )  + C, ] dx + C2 = f 2 i x )  + Cxx  + C2,

'  = ' » < *> + ( й у т  * nA + j h y .  * n~2 + • • • + c -  * + c - ’ (14)

bu yerda f n(x)  = J J . . .  J f i x ) d x a . -^T )T ’ (7&УТ’ C" lar ° ‘2ёаг~ 

mas sonlar boigani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin: 

y  = f ni x )  + Cxx nX + C2x n~2 +. . .  + CnAx  + Cn-

1- misol. y'" -  sin x  tenglamaning umumiy yechimi topilsin. 

Y e c h i s h .  У” = ~t~ ekanligini e ’tiborga olib, berilgan tengla­

mani -^ -  = s inx  yoki dy" -  sin xdx  ko 'rinishda yozish mumkin. 

Ketma-ket integrallab, quyidagiga ega bo'lamiz: 

y" ~ Jsin xdx  + С, = -  cos x  + C , ,

y ' -  J ( - c o s x  + C, )dx + C2 = -  sin x  + C,x + C2, 

у  = J( — sin x + C,x + C2 )dx + C3 = cos x + — C ,x2 + C2x  + C3

Demak, у  = cos x + Cx~ + C2x + C3, С = — C , . 

Izlangan umumiy yechimga ega bo'ldik.



2- misol. у" = xe x tenglamaning y(0) = 1, .y'(O) = 0 bosh- 
lang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natija- 
sida umumiy yechimni aniqlaymiz:

y '  = jxe~ xdx + С, = -xe~x -  e x + C , ,

у  = \(-xe~ x -  e x + C, )dx + C2 = xe~x + e x + e x + C\x + C2 

yoki

у  = e x (x + 2) + C,x + C2.

Boshlang‘ich shartlarni e ’tiborga olsak,

1 = <r°(0 + 2) + C, 0 + C2,C 2 = - 1 ,  

y ’ = - x e  x - e - x +C,

dan 0 = -0e~° -  e ° + С, , C, = 1.

Demak, izlangan xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo ‘ladi: 

у  = e~x (x  + 2) + x  -  I.

Quyidagi tenglamalami yeching:

118. / v = cos2 x, j>(0) = y ’(0) = 0, y"(0) = y m(0)  = 0 .

119. у " = x s in  x, y ( 0) = 0, / ( 0 )  = 0, y"(0) = 2.

120. _y” sin4x = sin 2x .

121. y" = 2 sin x cos2x -  sin3x .

122. y "  = x«rx , y (0 ) = 0, / ( 0) = 2, j>'(0) = 2 .

123. ^ - = 4 - . Я 1) = 2 , / ( 1 )  = 1> Л 1 )  = 1-X

124. у* = 4 c o s2 x ,  y ( 0) = 0, y ’(0) = 0.

12S- r = i b -



127. у " = х 2.

128. y IV = cos х .

129. У" = —^ ~ .sin X

130. у ’ = хех , >>(0) = 1, у '(0 )  = 2 .

131. у" = sin 2х, у(0) = 6, у'(0) = 0 .

3- §. Nom a’lum funksiya oshkor holda qatnashmagan 
tenglamalar

F ( x , y (k) , y ( k + l ) y (n)) = 0 (2.5)

tenglamada у  funksiya oshkor holda qatnashmagan. Bu tenglamada

/ * >  =  p ( x )  (2 .6 )

almashtirishni bajarib, uni

F( x ,  p,  p ' p n k ) = 0

ko‘rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi к  bir- 
likka pasayadi.

1- misol. xy" = y ' l n | —j tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Bu tenglamada у  funksiya oshkor holda qatnashma- 
gani uchun y '  = p( x )  almashtirishni bajaramiz. Bu holda y"  = p' 
o ‘rinli bo‘ladi. Bularni tenglamaga qo‘ysak,

x  ■ p ' = p I n — yoki p' = — In — .
X  X X

Hosil bo igan  tenglama birinchi tartibli bir jinsli tenglama bo'I 

ganidan -j = t yoki p  = x  t almashtirishni bajarsak, p'  = t + xt'



ega boMamiz. Buni e ’tiborga olib, tenglamani / + x t' = / In t yoki 

x t' /(In / -  I) ko‘rinishda yozish mumkin. 0 ‘zgaruvchilami ajrat- 
sak,

dt _  dx 
/ ( In / - I )  X

tenglamaga ega bo'lamiz. Integrallash natijasida

ln(ln / -  1) = In x  + In C, yoki I n / - l = C , x ,

bundan esa t = eC|A tl kelib chiqadi. / = — ekanini e ’tiborga olsak,
X

p = xeC[X+'

hosil bo lad i.  p( x)  = y'  dan у '  = хеЧХт> tenglik hosil bo ‘ladi. Bun­
dan esa izlangan umumiy yechim

у  = [xec'x+'dx  = J L x e C|j;+1 - _ L eciX4' + C2 
J Ч с,

ko‘rinishda hosil bo ‘ladi.

2- misol. y " ( x - \ ) - y "  = 0 tenglamaning y{2) = 2, y'(2) = 1, y"(2) -  1 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  y" = p ( x )  va y ” = p'  almashtirish bajarsak, dast-

dp dx
labki tenglama p' (x  -  1) = p yoki —  -  ko‘rinishga keladi. In­

tegrallash natijasida In p = ln(x -  1) + In C, yoki p = С, (x -  1) yechin'

hosil boMadi. Dastlabki belgilashni e ’tiborga olib, у" = C, ( x - 1 )  
natijaga ega bo ‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo- 
rat. Ketma-ket integrallab:

y '  = J c ,  (x -  1 )dx + C2 = j C , x 2 -  C,x + C2 ,

у  = \[^2 C\x2 - С , х  + С2| Jx + C3 = ^ 3 -  y x 2 + C 2x + C3 

um umiy yechimni hosil qilamiz. Chetki shartlarni e ’tiborga olib



у ’(2) = I dan 1 = С, ( 2 - 1 )  yoki C =  1,

y ' ( 2) = 1 dan 1 = -  • 4 -  2 + C2 yoki C2= l ,

у (2) = 2 dan 2 = - | - - ^  + 2 + C3 yoki C3 = ^  
6 2 3

natijalarni hosil qilamiz. Bundan esa

xususiy yechimni topamiz.
3- masala. m massali jism samolyotdan b o s h la n g ‘ich tezliksiz 

tashlandi. Unga o ‘z tezligining kvadratiga te n g  m iqdorda  havo 
qarshilik ko‘rsatmoqda. Jismning harakat qonunini toping. 

Y e c h i s h .  Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 
s — jism bosib o ‘tgan masofa;

v = ~  jism tezligi; w = — tezlanish.

Jismga quyidagi kuchlar ta ’sir etadi:
p=mg — harakati yo‘nalishidagi og‘irlik kuchi;

F = mu2 = к  - 4  -  qarama-qarshi yo‘nalishdagi havo qarshiligi.

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan jismning harakat qonuni- 
ni ifodalovchi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:

a1 belgilash bajarsak, o ‘zgaruvchilari ajraladigiin

ga olsak, m-^~ = mg -  k v 2 yoki
d v  _  к I gm 
dt m \  к tenglam a hosil

d v  _  к 
dt m

a  -  v 2) tenglamani hosil qilamiz.

11



O'zgaruvchilarini ajratib, d v

(a2-vr
-dt integ

y - ln2 a
= —  t  + C, natijani hosil qilamiz.

Masala shartiga ko‘ra, /=0 da u(0)=0 ekanligi

C = 0  kelib chiqadi. Shunday qilib, ln a + v 2 a к 
ma - v

akt aktt i a h  \ n i a b  \ ~ _ e  

topsak, v = a \ e  m - \ ) j \ e m + 1/ = a —-k-----
m

akt akt

e m +e m

bo‘ladi.

ak _ I mg к _ Ikg ds
к m m v a  v  ~  ~dt e k a n i n i

? =dt  V m 1 tenglam ani hosil qilamiz va

s = J — a ln ch — t + C2 = — ln ch \— t + C2 t= 0
\  kg V m к V m

gidan C2= 0 bo‘lib, jismni bosib o ‘tgan yo‘li 5 = j -

la bilan, tezligi esa v = ath. — t formula bilan ifo,
V m

Bu formuladagi a -  J — , lim и = a lim th —
V к  г->oo r->* v m

kS,

ligidan tushish tezligi cheksiz orta  olmaydi harr



132. x 3y" + x 2y '  = 1. 140. x 2y" = y '2 .

133. y"  + y'tgx = sin 2x  . 141. y " ( e x + l) + y '  = 0 .

134. y"x\n x  = y ' . 142. (l + x 2)y"  + 2xy' = x 1 ■

135. xy" -  y ' = ex ■ x 2. 143. y"tgx = y '  + 1.

136. y" + 2xy ' 2 = 0 . 144. x j"  + y '  + x  = 0

137. {l -  x 2) y" -  xy'  = 2. 145. ^ - _ L /  = x ( x - l ) ,

y ( 2 )  = l , y ' ( 2 )  = - l .

138. 2x y " '■ y" = y "2 -  a2. 146. xy" = y ' + x  s i n ^  .

139. H + x 2) y"  + l + y ' 2 = 0 .  147. ( l - x 2) y"  + xy'  = 2.

4 -§ . Argument oshkor holda qatnashmagan tenglama

F { y , y ' , y " , . . . y (n)) = 0 (2.7)

tenglamada erkli o ‘zgaruvchi x  oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu 
tenglama

y '  = p ( y )  (2.8)

almashtirish bilan tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.

(2.8) almashtirishda: y" = p ' ( y )  ■ y '  = p  ■ p ' ,

y m = p Vp ■ P" + p ' 2] ’ -
o ‘rniga qo'yishlar bajariladi.

1- misol. 1 + у ' 2 = у  ■ y" tenglamaning umumiy yechimini toping.

Y e c h i s h .  y '  = p { y )  va y" = pp'  almashtirishlarni bajarsak,

dastlabki tenglama 1 + p 2 = у  ■ p • p'  ko‘rinishga keladi, bu esa Ы 
rinchi tartibli o ‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
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O'zgaruvchilarni ajratib, /я//), = —  tenglamani hosil qilamiz.
I+ p~ У

Tenglikni integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

• i ln |l  + /72| = ln y  + lnC, yoki 1 + p 2 = C 2y 2 , p = ± y j c 2y 2 -  1 .

Dastlabki o ‘zgaruvchi у  ga qaytib, y '  = ± ^ C 2y 2 - 1  yoki

i dy = ±dx  natijaga ega bo‘lamiz. Tenglikni integrallab,
Vq V - i

i - l n (c iy + j c 2y 2 - \ ) = ± ( x  + c 2) yoki y = ± . ( e ^ +ĉ  + ^ ^ ) Q j  =

= 7^-chC, (x + C2) izlangan umumiy yechimni hosil qilamiz.
4

2- misol. M(0; 1) nuqtadagi urinmasi OX  o ‘q bilan a=45° bur- 
chak tashkil qiluvchi va egrilik radiusi norm alning kubiga teng 
bo ‘lgan chiziq tenglamasini tuzing.

Y e c h i s h .  Egri chiziqning egrilik radiusi va normali tenglama- 
lari quyidagicha edi:

R  =  ( l  +  y ' 2)y 2 / y " ,  N  =  y j l  +  y ' 2 ■

Masala shartiga asosan R=№  ekanligidan, quyidagi differensial 
tenglamaga ega b o ‘lamiz:

( 1 +  y ' 2)y 2 / y"  =  у 3 ф  +  у ' 2 )3 -

Tenglikning har ikki tomonini (l + y '2)3/2 ga bo ‘lib, \/у" = у 3 

yoki y"y3 = 1 tenglamani hosil qilamiz. y '  = p{y )  va y" = pp' al­

mashtirish bajarsak, рр 'уъ = 1 tenglik hosil bo lad i. 0 ‘zgaruvchilarni 
ajratib va integrallab, quyidagi yechimni hosil qilamiz:

^ ■ y 3 = 1, pdp = y 3dy, L p 2 = - L y - 2 + L c ,

yoki

P 2 = c , - r 2 .



Dastlabki o ‘zgaruvchiga qaytsak, у ' 2 = C] - y  ’ lenglama Iк > .iI

bo‘ladi. Masala shartiga asosan y '(x 0) = tg45° =1 yoki v(0 ) I 
v ' ( 0 )= l ,  bundan \ = C — 1, ya’ni С =2. Shunday qilib, n o m a ’lum 

funksiyani aniqlash uchun  birinchi tartibli y ' 2 = 2 -  у  2 yoki

152. y(l - l n y ) y ” + (1 + ln_y) / 2 = 0 .  y(0) = 1, y '(0) = 2 .

157. Egrilik radiusining O Y  o'qdagi proyeksiyasi o ‘zgarmas a 
bo ‘lib, OX  o ‘q bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri chiziq 
tenglamasini tuzing.

158. Suyuqlikka tashlangan m massali jism o ‘z og‘irIigi tufayli 
ch o ‘ka boshladi. Agar suyuqlik qarshiligi jism tezligiga proporsional 
bo isa ,  harakat qonunini toping.

/ 2
y '  = —  tenglama kelib chiqadi. Bu tenglamaning o ‘zgaruvchi 

larini ajratib, integrallaymiz:

yoki у  = ^ [ ( 2 x  + C2)2 + l ] ,  Izlangan chiziqning M(0; 1) dan o ‘ti- 

shini e ’tiborga olsak, 1 = у  [(2 • 0 + C2)2 + l ] , C2 = 1.

Demak, у  = 2 x 2 + 2x  + 1 yechim hosil bo ‘ladi.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

148. y - y '  + y ' 2 = 0 .

149. y '  + 2 y ( y ' ) 3 = 0 .

150. y ’tgy = 2y '2 .

151. y" (2y  + 3 ) - 2 / 2 = 0 .

154. yy" + у  = у ' 2 .

155. у ' 2 + 2yy" = 0 .

156. yy" - у ' 2 = 0 ,

153. у'(1 + у ) = у'2 + / .

159. 2уу" = {у' )2 . 160. у  "у3 = 1 .

I /



161. 2уу" = 1 + / 2 . 163. у '  = у ' / у [у .

162. у • у"  = у '2 + у 2 In у .

5- §. N om a’Ium funksiya va hosilalarga nisbatan bir 
jinsli tenglamalar

F { x , y , y ' , y ' , . . . , y W )  = 0 (2.9)

tenglama x , y , y ' , y " , . . . , y {̂  larga nisbatan bir jinsli bo'lsa,

7  = P (x) (2. 10)

almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.

1- misol. 3y ' 2 = 4 у ■ y ’ + y 2 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Berilgan tenglama y , y ' , y "  larga nisbatan bir jinsli 
ekanligidan, tenglam aning har ikki tom onin i y 2 ga b o ‘lib,

3- f —) - 4 — = 1 ko‘rinishga keltiramiz. — = p ( x ) ,  ya’ni
УУ J У У

p' {x)  = y y ~y , -— f — ) = p'  yoki — = p'  -  p 2 almashtirish ba-
У КУ J У

jarib, o ‘zgaruvchilari ajraladigan 3p2 - 4 p2 -4 p '  = 1 yoki 4 p' = -1 -  p2 
birinchi tartibli tenglamaga ega bo ‘lamiz.

0 ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelamiz:

dp = - ~ d x  yoki arctg/? = C, -  j  x , bundan  esa p = t g ( c - x ^
l + P2 4 -  1 4 "  ° Г  4 j

yoki = t g | c  -  hosil b o ‘lgan tenglam aning o ‘zgaruvchilarini

ajratgandan so'ng, integrallab ln|j>| = 4 In 

у  = C2 cos4 C, yechimga ega bo ‘lamiz.

In |C21 yoki
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2- misol. у ' 2 + yy" = yy'  tenlamani yeching.
Y e c h i s h .  Bu tenglama ham awalgi tenglama kahi y, \>" l.n 

ga nisbatan bir jinsli bo 'lgani uchun yuqoridagi usulni c|o‘llasli 
mumkin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifoda (yy' ) '  >•.t

tengligi, ya’ni (yy') '  = y ' 2 + yy" ekanligidan (yy' ) '  = yy'  teng

lamaga ega bo 'lam iz. yy'  = z almashtirish bajarsak, sodda z'  = <7

tenglamaga ega bo ‘lamiz va uning umumiy yechimi z  = Cle x ko'ri

nishda bo iad i.  Belgilashga asosan yy ' = C,ex yoki y d y - C xexdx  m 
integrallab, quyidagi umumiy yechimni hosil qilamiz:

y 2 -  2C,ex + C2.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

164. yy" -  y '2 = 0 .  171. xyy" + x y '2 = 2 y y ' .

165. (У + У')У" + У'2 = °- 172. x 2yy" = ( y -  xy ' )2 .

166. 2xy'" ■ y" = y '2 -  a2. 173. y" + — + Л  = — .
x  x 2 у

167. у ' = y 'ey , y ( 0) = 0, y ' ( 0) = 1. 174. x 2yy" + у ' 2 = 0 .

168. xyy" - x y ' 2 = y y ' .  175. x2(y'2-2yy' ) = y2.

169. yy" = y '2 + 15j2 Vx. 176. xyy" = y ' ( y  + y ' ) .

170. (1 + x 2) (y ' 2 -  yy")  = x y y '. 177. 4 x 2y }y" = x 2 -  y 4 .

178. x 7y" = (у  -  xy ' ) ( y  -  xy'  -  x ) .

6- § . Yuqori tartibli chiziqli tenglama

У(л) +ax(x)y{nA) + a2( x ) y (n2) +... + anX(x)y'  + a n(x ) y  = f ( x )  (2.11) 

ko'rinishdagi tenglama n- tartibli chiziqli bir jinsli bo'hnagan tengla 
та deyiladi. Bu yerda ax(x) ,  a2( x ) , a n( x)  va f ( x )  -  m a ’lum va 
biror oraliqda uzluksiz bo lgan  funksiyalar.



Agar / ( х )  =  0 bo ‘lsa, bu tenglama chiziqli bir jin sli tenglama 
deyiladi.

Chiziqli bir jinsli tenglamaning birorta y { xususiy yechimini bil- 
gan holda

У = У\ ■ \ z ( x ) d x  (2.12)

chiziqli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini bit- 
taga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo ‘lmagan tengla­
ma ham z(x) ga nisbatan (n~  1)- tartibli chiziqli tenglamaga keladi.

2 1
1- misol. у  + — у'" -  у ' + - - - -  У  = x  tenglamani у , = ln x  xu­

susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.

Y e c h i s h .  (2.12) formulaga asosan у  -  InxJz(x )cfx  almash- 

tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

У' = j  ^Zjdx + z  In x, y" = — y  J zdx + ^ -  + z' In x ,

У"' = jr\zdx~ ^  + ̂  + z"]nx

ni berilgan tengam aga q o ‘yib, z(x) ga nisbatan quyidagi ikkinchi 
tartibli tenglamaga ega boiam iz:

2
2 - misol. y"+  — y' + y  = 0 tenglamaning xususiy yechimi 

_ smjc e |(anijgin j biigan holda uning umumiy yechimini toping.
X

Y e c h i s h .  (2. 12) formulaga ko‘ra у  = J*z ( x ) d x  almashti- 

rishni bajaramiz. Tegishli hosilalarni

, xcosx-sinx r , sinx
v = ------ ? H  + —



sin .v • t!  + 2 co sx  • z = 0 yoki —  = - 2 ^ ^ - d x -
Z sin .v

r
Tenglikni integrallab, z  = — 7— yechimga ega bo ‘lamiz.

s in- x
Natijani dastlabki almashtirishga qo‘yib,

,  =  5 ! ^  f - S _ d x r = — (C, -C ,ctg*)
x  J sin x  x

yoki

„  sin x  „  cosxу  = C2 -------- C , -------
X X

izlangan umumiy yechimni topamiz.

Misollami yeching:

179. у  ' s i n 2 x = 2y  tenglamaning у  — ctgx xususiy yechimini 
bilgan holda tartibini pasaytiring.

180. y" -  — + —  = 0 tenglamaning y= x  xususiy yechimini bil-
x X

gan holda tartibini pasaytirib integrallang.

181. y" + (tgx -  2c tgx ) j"  + 2ctg2xy = 0 tenglam aning y=sinx 
xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy 
yechimini toping.

7- §. Chiziqli bir jinsli tenglamalar

(2. 11) tenglamada/ (x)=0 bo'lsin, ya’ni

У п) + а , (х )У "  0 + a2 ( x ) y (n~2) +...  + an( x ) y  = 0 (2.13)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan. y v y v  ..., y n funksiyalar (2.13) 
tenglamaning chiziqli erkli xususiy yechimlari bo'lsa, quyidagi teo- 
rema o ‘rinli.

tenglamaga qo‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglam a hosil bo'hull



Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chiziqli erkli yechim- 
lari y v y 2.......y n funksiyalar bo‘lsa,

у  = Cly l +C2y 2 +...  + C„y„ (2.14)

funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi (C,, C,, ..., 
Cn — ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar).

Lz o h .  y v  y 7, y n funksiyalar (a; b) oraliqda

а \У\ + а 2Уг + ••• + а-пУп * 0 (2.15)

shart noldan farqli a , , a 2, . . . ,  a„ sonlar uchun o ‘rinli b o isa ,  bu 
funksiyalar chiziqli erkli funksiyalar , aks holda chiziqli bog‘liq fu n k ­
siyalar deyiladi.

Ikkita funksiya uchun a,j>, + a 2y 2 * 0 (2.15) shart —  * = С
У 2 a 2

shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chiziqli erkli bo‘lishi uchun 
ularning nisbati o ‘zgarmas son bo‘lmasligi kerak.

M a s a i  a n .  1. y, = x , y 2 = x 2 funksiyalar —  = = — * С
У2 X 2 X

bo ‘lgani uchun chiziqli erkli.

2. У\ = ex , y 2 = e x funksiyalar —  = e2x * C  bo ‘lganidan chi-
У2

ziqli erkli.

3. У\ = 2e3x, у 2 = 5e3x funksiyalar —  = = 0 ,4  boigani uchun
Уг ■>

chiziqli bog‘liq. (a, b) oraliqda berilgan (tf-1)-  tartibgacha uzluksiz 
hosilaga ega b o ‘lgan n ta funksiyaning chiziqli erkli bo ‘lishining
yetarli sharti b o ‘lib, W (y , , y 2, ..., y„) ~  Vronskiy determ inanti-
ning noldan farqli bo'lishi xizmat qiladi, ya’ni

У1 У 2 ■ Уп

W(yi,y2>-> Уп)  =
у; У  2 У'„

* 0 . (2 . 16)

y i - 0
yi-"
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Agar y v y 2, .., yn funksiyalar (2.13) tenglam aning  xususiy 
yechimlari boisa, vronskianning noldan farqli bo'lishi zarur w ;i yetarli

(2.13) tenglamaning vronskiani (2.16) a,(x) koeffitsiyc^nl bilan 
(a, b) oraliqning x0 nuqtasida

X J

№ ( у 1, у 2, . . . , у „ )  = И/(у1, у 2, . . . , у п)\ e *  (2.17)• Л —

Liuvilli-Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.
(2.13) tenglamaning chiziqli erkli yechimlari to ‘plam i yechim - 

taming fundamental sistemasi deyiladi.
Ikkinchi tartibli

у" + ax( x ) y ' + аг {х )у  = 0 (2.18)

chiziqli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi y {(x)  va y2(x) 
funksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi

у  = C,y , ( x)  + C2y 2(x)  (2.19)

ko'rinishda bo ‘ladi.
Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi y^x )  ma’l u m  bo'lsa, 

ikkinchi chiziqli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy f o r m u la s i ,  ya’ni

. -  \a\(x)dx

У2 (*) = У\ (*) f  , dx  (2.20)У\(х) v

yordamida aniqlanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli t e n g l a m a ­
ning bitta yechimi m a’lum bo ‘lganda, uning tartibini p a sa y n i rm a s -  
dan birdaniga (2.20) formula yordamida y2(x) ni topib, (2.19) formu­
la orqali umumiy yechimni yozishga imkon beradi.

1 - misol. у"  + — y ' + у  = 0 tenglam aning xususiy y e c h i m i

y { = bo ‘lgan holda uning umumiy yechimini toping.

Y e c h i s h .  (2.20) formula yordamida y 2(x) ni topamiz:

-2  j —
sin x  С e x , sin x  С dx  c o s xt  s in x  f  e x , s in x  f  ( y 2(x ) = ------ ---------T dx = ------ —

x  J (sin г Л  X  J sir

<> I



Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning umumiy yechimi 

quyidagi ko'rinishda boladi:

_  г  s ' n  x г  c o s x  У '- I -------с  9 ------  .
X X

2-misol. y - C  ,c'v' + C2e ,v funksiya y ’ - 9 y = 0  tenglamaning 

umumiy yechimi ekanini ko'rsating.

Y e c h i s h .  v, = e3x va y2 = e 3x funksiyalarning har biri be­

rilgan tenglamani qanoatlantiradi. Bu xususiy yechimlar o‘zaro chi-

v ê x
ziqli erkli, chunki —  = —_  = ebx * С . Shuning uchun bu ikki

У 2 e

yechim fundamental sistemani tashkil etadi, demak, 

y = Cxyx + C2y2 = C,e3x + C2e 3x 

umumiy yechim bo‘ladi.

3- misol. у ” - y' = 0 tenglamaning yx = ex, y2 = e \ y3 = chx 

xususiy yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?

Y e c h i s h .  Buning uchun vronskianni hisoblaymiz:

У\ У 2 Уз ех е х chx

W (x) = y( У2 Уз = ех -е х shx

y"\ У2 Уз ех е х chx

chunki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday qilib, 

bu funksiyalar chiziqli bog‘liq, ya’ni ular fundamental sistemani 

tashkil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo'lmaydi.

Misollarni yeching:

182. y,=shx va ,y2=chx funksiyalar y” -y = 0 tenglamaning 

xususiy yechimlari bolsa, ular fundamental sistema tashkil etadimi?

183. y" + — >'' + ( l — !—)v/=0, x * 0  tenglamaning y, =4- sinx,
X V 4x I yjx

y2 = 4 - cosx xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib bo'ladimi?



Quyida berilgan funksiyalar owning aniqlanish sohasidii chl/lqlt 

erkli boMishi yoki bo‘lmasIigini ani4lan8:

184. x + 1, 2x + l, x + 2.

185. 2x2 +1, x2 - 1, x + 2.

186. yfx, \lx + a, x + 2a .

187. ln (2x), ln (3x), In {Ax) ■

188. y, = e 2x va y2 = ex funKsiyalari у ’ + у' - 2y = 0 tengla­

maning xususiy yechimlari bo ‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. y =  1 va = e2x funksiya lar y' -2y' = 0 tenglamaga xu­

susiy yechim bo‘lishini va ftmdamental sistema tashkil etishini ко r- 

sating.

190. y" -4y' + 5y = 0 tenglama uchun yx = e2x cos x, 

y2 = e2x sin x funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen­

tal sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy yechimni yozing.

191. y '- y  = 0 tenglamaga y{ = xususiy yechim bo‘lsa, y2 - 

ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- §. 0 ‘zgarmas k o e f f i t s iy e n t l i  chiziqli bir jinsli tenglama

y(n) + axy(nA) + a2y(n~2) + ■■■ + anAy' + any = 0 (2.21)

tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglama deyi- 

ladi, bu yerda av av ..., an -  o'zgarmas haqiqiy sonlar.

(2.21) tenglamaning yechimini

у = (2-22)

ko'rinishda qidirib, uni tenglama§a qo‘yish orqali, (2.21) ning 

xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi

kn +alkn l +a2kn~2 ■+- ••• + anAk + a„ = 0 (2.23)

algebraik tenglamani hosil qilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamaning 

yechimiga mos ravishda:



1) liar bir oddiy haqiqiy к yechimga Cekx qo‘shiluvchi mos kela­

di, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo'ladi:

у = С ,ек,х + C2ек2Х + ... + C„ек»х ; (2.24)

2) har bir karrali yechimga

y = (Cx + C2x + ... + Cmxm 1 )ehc (2.25)

ko'rinishdagi yechim mos keladi;

3) har bir к{2 = a  ± /p oddiy kompleks yechimga esa

еал (С, cospx + C2 sin px) (2.26)

qo'shiluvchi mos keladi;

4) har bir kl 2 = a±  /'p m- karrali yechimga

exx (C, +Qx + ... + Cm_iXm~l j cospx + |q +c2x +... + стЛхтА j-sinpx

qo‘shiluvchi mos keladi.

1-misol. у" - 1 у' + 6y = 0 tenglamaning umumiy yechimi 

topilsin.

Y e c h i s h .  k2 -7k + b = 0 xarakteristik tenglamani tuzib, 

k =  1 va k2=6 ildizlarga ega boMamiz, bularga esa ex va ebx xususiy 

yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chiziqli erkli bo‘lganidan, 

umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko‘rinishda yozi- 
ladi:

у = Cxex +C2e6x.

2-misol. y,v- 13v" + 36y = 0 tenglamaning umumiy yechimi 

topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k4 - \2>k2 + 36 = 0 ko‘ri- 

nishda bo‘lib, uning ildizlari k[ 2 = ±3, /c3 4 = ±2 . Bunga mos e^x, 

еЪх, e~2x, e2x funksiyalar chiziqli erkli bo‘lganligidan, umumiy yechim 

(2.24) formulaga asosan

y = Cte-3x + C2e3x +C3e 2x +C4e2k.
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3-misol. y "-y '~ 2y  = 0 tenglamaning y(0 ) 0 va r't(l) \ 

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimi lopilsm 

Y e c h i s h .  Mos xarakteristik tenglama к2 к 2 0 k<>'n 

nishda bo‘ladi va uning yechimlari = - 1, k2 = 2 . Umwmiv 

yechim esa (2.24) formuladan

sistema hosil bo‘ladi va C, =  —1, C2~ 1 ekanligini topamiz. De­

mak, xususiy yechim у = -e~x + e2x .

4- misol. y" - 2y’ = 0 tenglamaning y(0)= 0 va y(ln2)=3 chega­

raviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k2 -2k = 0 ko‘rinishda 

bo‘ladi va ^,=0, k2=2 uning yechimlari bo‘ladi. Demak, umumiy 

yechim (2.24) formuladan y(x) = C, +C2elx ko‘rinishda bo‘ladi.

Chegaraviy shartlarga ko‘ra quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

Bundan esa C,=—1, C=\. Izlangan xususiy yechim y(x) = e2x - 1 

ko‘rinishda bo‘ladi.

5- misol. y'" - 2y" + y ’ = 0 tenglamaning umumiy yechimi to 

pilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k3 - 2k2 + к = 0 ko‘rinish 

da bo‘lib, Л:,=0, k2=k=\. Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo'lgam 

uchun eox , ex , x ■ ex funksiyalar xususiy yechimlar bo‘lib xizmat qi 

ladi va umumiy yechim (2.25) formuladan у = С, +C2ex + C2xc' 

ko‘rinishda bo‘ladi.

у = C,e 1 + C2e2x

ko‘rinishda bo‘ladi.

Boshlang‘ich shartlardan C, va C2 larga nisbatan

C, + C2 =0, 

-Cl + 2C2 = 3



6-misol. у" -4y' + \3y = 0 tenglamaning umumiy yechimi 

topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k2 - 4k + 13 = 0 ko'rinishda 

bo'lib, k\ 2 = 2 ± 3 /. Bularga mos xususiy yechimlar e2vcos3x va 

£>2 vsin3x ko'rinishda bo'lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for- 

mulaga asosan, у = e2x (C, cos 3.x: + C2 sin 3x ).

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin:

192. y" -4y' + 3y = 0. 202. y,v - 2ym + у ’ = 0.

193. у" - 4y' + 4y = 0. 203. y,v + a4у = 0.

194. yn -4y' + \3y = 0. 204. y,v + 5y" + 4y = 0.

195. y"-4y = 0. 205. y"-3y' + 2y = 0.

196. y" + 4y = 0. 206. y" + 2ay' + a2 =0.

197. y" + 4y' = 0. 207. y" + 2y' + 5 у = 0.

198. у" — у ' — 2y = 0. 208. x"(t)-2x'(t)-3x(t) = 0.

199. y" + 25y = 0. 209. x'(r) + w2of(/)=0(w = const).

200. y"-y ' = 0. 210. s’ (t) + as'(t) = 0 (a = const).

201. y" + 4y' + 4y = 0.

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:

211. y" + 5y' + 6y = 0, y(0) = l, y 'i0) = -6.

212. y"-\0y' + 25y = 0, 37(0 ) = 0, y '( 0 )= l .

213. y"-2y' + \0y = 0, У f )  = 0, y '( j)  = eb.

214. y" + 3y' = 0, у (0) = 1, y'(0) = 2.

215. + = 0, у (0) = 0, =
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216. у ’ + у = 0, у (I

217. 9у" + у = О, у

218. у '- у  = О, у (0) = 2, у '(0) = 4.

219. у" + 2у' + 2у = 0, у (0) = 1, / ( 0 )  = 1.

9- §. Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tenglama

У") + ax (х )У "_1* +... + a„_, (x)y' + a„ (x)y = f  ix) (2.28)

tenglama chiziqli bir jinsli bo‘lmagan, ya’ni o ‘ng tomoni 0 dan farqli 
tenglama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi 

teorema bilan aniqlanadi.

Teorema. Agar U = U ix) funksiya (2.28) tenglamaning birorta 

xususiy yechimi bo'lib, yv y2, ..., yn funksiyalar esa mos bir jinsli 

tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir 

jinsli boimagan tenglamaning umumiy yechimi.

ko‘rinishda bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy 

yechimi uning biror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli teng­

lamaning umumiy yechimlari yig‘indisiga teng.

Masalaning muhim jihati shundaki, bir jinsli tenglamaning umu­

miy yechimini xarakteristik tenglama orqali topishni bilamiz, ammo 

bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish 

masalasi ancha murakkab.

Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy 

yechimini topishning ikki usuli bilan tanishib o£tamiz. (Mos bir jinsli 

tenglamaning umumiy yechimi ma’lum deb olamiz)

Bu usul bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechi 

mini topish uchun qo‘llaniladi va koeffitsiyentlar o‘zgarmas ЬоЧцап 

hoi uchun ham yaroqlidir.

y = U + С1У1 +C2y2 + ... + Cnyn (2.29)

1. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli



Mos bir jinsli tenglamaninS fundamental yechimlari yv yv ..., y„ 

ma’lum bo'lsa, (2.28) ning birorta xususiy yechimini

U(x) =* CiU)yi + C2(x)y2 + ... -+- C„(x)yn (2.30)

ko‘rinishda qidiramiZ-

(2 30) ni (2.28) ga 4o‘yib, C,(x), C 2(x), . Cn(x) funksiyalarm 

aniqlash uchun quyidagi sistemani hosil q ilam iz:

c / o o t t  +&(х)У 2 + -  + с ; ( х > л  =  о, 

c ; (x )y {+ a (x)y2 +- +cn(x)y^ =  о,
................................................................. ...................................... ш 9

С1'(*)У1("~2) +С2(х ) ^ 2) + ... + Cn'(x ) y f " 2) =0,

С ' (х )у (-» +С2' ( х ) ^ _1) + ... + С ; ( х > ^ ”_1) = / ( х ) .  (2.31)

Busistemadan й<*>- C>W ........  С »Ы  lam i aniqlab (2.30) ga

qo‘ysak, qidirilgan xususiy yechimga ega b o ia m iz .

Yuqoridagi sisteifla

y" + ax(x)y' + a2(x)y = f (x )

ikkinchi tartibli tenglama uchun

( С ; ^ У у +C2'(x)y2 = o ,

\c{№yl +C2 ( х )У2 = / Ь с )

ko‘rinishni oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda boMadi:

ry2f(x)dx . c  f y j(x )d x

Ct(x) - - J y2y 2 lW '(yx,y2)' 

u  holda (2.30) formulaga asosan Xususiy yechim

f y2f(x)dx Cyxf(x )d x  . . . . .
U  (x) = И J щ Ух, y2) +-У2 j Щ У 1 'У2 J (-33)

ko'rinishda bo‘lib, bu Yerda ^  va yechimlar vrons-

kianidir.

60



. , и 2 , ctgx
1-misol. У + —у + У = — tenglamaning uinuiniy yn Ihmumi

toping.

2
Y e c h i s h .  у" + —у' + у = 0 bir jinsli tenglama uchun 7 § iLi^i

1-misolda yx
sinx
—  ekanini bilgan holda y2 - — cosx ni anu|l.i
* x

gan edik va fV(yt,y2) =

sinx

xcosx-sinx

cosx

xsinx+cosx
.2

Demak, yx va y2 yechimlar chiziqli erkli, ya’ni fundamental sis­

temani tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechi­

mi у = C, - C2̂ ^-  ko'rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy
x x

yechimni (2.33) formulaga asosan aniqlash mumkin: 

cosx ctgx sinx ctgx

U{x)
sinx

1- 1
■dx-

cosx
■dx

sinx rcos x ̂  

J sinx

cosx
j c o s x r f x

X

sinx
]n tg- + cosx

cosx . sinx, 
--- sinx = --- In

sinx

* * 
tg7l

Natijada (2.29) formulaga asosan

^  sinx ^  cosx s in x , 
у = С ,---- C2----+--- In

tg 2

umumiy yechimni hosil qilamiz.

Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli 

tenglamasining y,(x) birorta xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning 
umumiy yechimi

У = Суу{ + C2y2 + U (x) 

ko^rinishda aniqlanib, bu yerda



.  \a\(x)dx

У2 = У| --- 5---dx
J У\

formula orqali, U{x) esa (2.30) formuladan topilar ekan.

II. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Bu usuldan faqat (2.28) tenglamada koeffitsiyentlar o‘zgarmas 

bo'lgan holdagina foydalanish mumkin.

+ aly(nl) + a2y(n~2) + ... + a„y = f ix )  (2.34)

tenglama berilgan bo'lib,

f (x )  = eax [Pn (x)cospx + Qm (x)sin px] (2.35)

ko'rinishda bo‘lsa (bu yerda P (x) va Qm{x) — mos ravishda n va m 
darajali ko‘phadlar), u holda birorta xususiy yechim

U (x) = [P, (x)cospx + Q, (x)sinpx]

ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda r daraja - kn + a{kn~x + ... + an =0 

xarakteristik tenglamaning a+p/' ildizi tartibiga teng bo'lgan sondir. 

Agar xarakteristik tenglama a+p/ kompleks ildizga ega bo'lmasa, 

r= 0 olinadi. Pt(x) va Q^x) lar esa / tartibli ko‘phadlar bo'lib,

l = max{n,m) va P, (x) = A^x' + Л,х/_1 +... + A,, Q, (x) = B0xl + 

+ B\x‘ 1 + ...+ /?, •

у" + щу’ + а2у = f ix )  (2.36)

tenglama uchun yuqorida aytilganlarni tartiblab, quyidagicha yozish 
mumkin.

1. f ix )  = Pnix)eax bo‘lgan holda:

a) a son k2 +a{k + a2 = 0  xarakteristik tenglamaning ildizi 

bo'lmasa, xususiy yechim

V(x) = Qnix)eax (2.37)

ko‘rinishda qidiriladi;



b) a son xarakteristik tenglamaning bir karrali ildi/i ho'ki mi и 
siy yechim

U(x) = xQn (x)ea-x ( , , S)

ko'rinishda qidiriladi;

d) a son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo'Isa, xusu 

siy yechim

U(x) = x2Q„(x)eax (2.39)

ko'rinishda qidiriladi.

2. f ix )  = eax [Pn (x)cos px + Qm (x)sinpx] bo'lgan holda:

a) a + p/ xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lmasa, u holda 

xususiy yechim

U (x) = eax [P, (x)cospx + Q, (x)sinpx] (2.40)

ko'rinishda qidiriladi, bu yerda / = тах(/7,/л);

b) a + p/ son xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lsa, xususiy 

yechim

U{x) = x - eax [Р/ (x)cospx + Q, (x)sinpx] (2.41)

ko'rinishda qidiriladi, bu yerda I = max(/2,m).

2-misol. y" - 2y' - 3y = e4x tenglamaning y(ln2) = 1, y(21n2) -1 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglamaning к2 -2k - 3 = 0 yechim­

lari ^= - 1 , k2= 3. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

у = Cte x + C2eix

ko'rinishda bo'ladi. a = 4, ^j(x) = I bo'lgani uchun xususiy ye­

chimni (2.37) formulaga asosan

U(x) = Ae4x

ko'rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo'ysak:



16Ае4х -8Ae4x - 3Ae4x = e4x yoki 5/1 = 1. A=± .
э

Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga asosan

у = Cxe x + C2eix +1е4л'

ko‘rinishda bo‘ladi. Cl va C2 larni aniqlash uchun chegaraviy shart- 

lardan foydalanamiz:

Demak, izlanayotgan xususiy yechim:

3-misol. y" + y '-2y  = cosx-3sinx tenglamaning >>(0)=1, 

y '(0)=2 boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama к2 + к - 2 = 0, uning yechim­

lari esa k = —2, ^ ,=  1 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy 

yechimi

ko‘rinishda boMadi. / ( x )  = e°* (cosx - 3sinx), ya’ni a=0, p= l 

bo‘lgani uchun xususiy yechimni (2.40) formulaga asosan

ko‘rinishda izlaymiz. U(x) ni tenglamaga qo‘ysak:

—/4 cosx — fisinx - /Isinx + В cosx - 2/lcosx - 2Z?sinx = cosx -3sinx 

yoki

1 c, + 8C2 + — = 1,2 i 2 5

1 (O SA n  256
— С, + 64C, +-- =4 1 2 5

у = Cxe 2x + C2ex

U (x) = A cosx + i?sinx

(B - 3^)cosx - (3B + /l)sinx = cosx - 3sinx.
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Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga ega bo Liim

Bundan esa umumiy yechim у = Qe lx + C2ex +sin.v ко м 

nishda ekanligini topamiz. C, va C1 koeffitsiyentlarni topish uchun 

boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi

y =  e*+ sinx izlangan yechim bo'ladi.

4- misol. y" - y' = ch2x tenglamaning у(0)=у '(0)= 0 boshlan 

g‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama к2 - к = 0 va uning yechim 

lari ^ = 0, k2=  1 bo'lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy 

yechimi

ko'rinishda bo‘ladi. / ( x )  - e0x (ch2x + 0 • sh2x) bo'lgani uchun 

(2.40) formulaga asosan xususiy yechimni

(4/1-2 5) ch2x + (45-2/4)sh2x = ch2x + 0-sh2x.

Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga 
ega bo'lamiz:

yoki /1 = 0, 5 = 1.

у = Q +C2ex

U (x) = y)ch2x + 5sh2x 

ko'rinishda izlanadi. U(x) ni tenglamaga qo'ysak:

4/4ch2x + 4 5sh2x - 2/4sh2x - 25ch2x = ch2x
yoki

1
-2/4+45 = 0. ^ n g  yechimi A= B = -.
4/4 - 2 5  = 1, 

-2/4+45 = 0.

Demak, umumiy yechim quyidagi ko'rinishda bo'ladi:



Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun boshlang‘ich shart- 

lardan foydalanamiz:

C, + C2e° + ^chO + -J-sh0 = 0,
J 3 6

C2e° + jshO  + jchO = 0

yoki

C, + C2 =-|,

C2+ I  = °.

Bundan, C, =0 , C2 = - j .  Demak, boshlang‘ich shartlarni ba-

jaruvchi xususiy yechim у = -\ex + I c h 2x + ^sh2x ko'rinishda
3 3 6

bo'ladi.

I z o h :  / ( x )  = ch2x = -— у —  = ~(e2x + e2x) ekanligidan

xususiy yechimni U -Ux +U2 = A{e2x + Bxe 2x ko‘rinishda qidirsak 

ham aynan yuqoridagi yechim hosil boiadi.

5-misol. y"-2y'+  2y - x2 tenglamaning umumiy yechimi 

topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k1 - 2k + 2 = 0 va uning il- 

dizlari kl 2 = 1 ± / boMgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy 

yechimi

у = ex (C, cosx + C2 sinx)

ko'rinishda bo‘ladi.

/ ( x )  = x2 = e0x P2 (x) bo‘lgani uchun xususiy yechimni 

U(x) = Ax2 + Bx + С ko‘rinishda qidiramiz. Tenglamaga qo‘yish 

natijasida

2 A - 4 Ax - 2B + 2 Ax2 + 2 Bx + 2C = x2 yoki 

2Ax2 + (-4A + 2B)x + 2A - 2B + 2C - x2 + Ox + 0



2 A = 1,

< -4Л + 25 = 0, yoki A = ^ , B  = \,C-^r.

2A-2B + 2C = 0

Bundan esa dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

у = ex (C, cosx + C2 sin x) + j (x + 1 )2.

6- misol. у" + у = xex + 2e~x tenglamaning umumiy yechimini 

toping.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k2 + 1 = 0 , uning ildizlari 

esa k]2 =±i bo'ladi. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umu­

miy yechimi

у = Cj cosx + C2 sinx 

ko'rinishda bo'ladi. / (x )  = f x (x) + f 2 (x) = xex + 2e x bo'lgani uchun 

a! = 1, a 2 = - 1, p( = p2 = 0, P\(x) = x , demak, xususiy yechimni

U (x) = t/,(x) + U2(x) = (Ax + B)ex + Ce~x ko'rinishda izlaymiz. Te­

gishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo'ysak:

2Aex + (Ax + B)ex + C ex + (Ax + B)ex + Ce~x = xex + 2e~x,

(2 Ax + 2A + 2 B)ex +2 Ce x = (lx  + 0)e* +2e~x.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemani 
hosil qilamiz:

'2 A = 1,

< 2A + 2B = 0, yoki A = j ,  В = - I ,  С = 1.

С = 1

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha 
bo'ladi:

у = Q  cosx + C2 sinx + y(x - \)ex + e~x.

ekanligidan quyidagilarni hosil qilamiz:



7- misol. у'" + у" - 2y' = x - ex tenglamaning umumiy yechimi­

ni toping.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglamasi k3 + k2 - 2k = 0, uning il-

dizlari esa kx = -2, k2 = 0, k3 = 1 boladi. Demak, bir jinsli teng­

lamaning umumiy yechimi quyidagicha boiadi:

y = Cx + C2ex + C3e 2x , 

f(x ) = f x (x) + / 2 (x) = x - ex.

a! = 0, Px (x) = x, a2 = 1, PQ (x) = -1, p, = p2 =0 bo‘lgani uchun 

xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:

U (x) = Ux (x) + U2 (x) = x ■ (Ax + B) + x ■ Cex 

ko‘rinishga qidiramiz. Buni asosiy tenglamaga qo‘yib,

3Cex + Cxex + 2A + 2 Cex + Cxex -4Ax-2B- 2 Cex - 2Cxex = x - ex 

yoki

-4Ax + (2A-2B) + 3Cex = x - ex ■

ifodani hosil qilamiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun 
quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

-4 A = 1,

<2/1-25 = 0, yoki A = -I В = -I С = - I .
4 4 3

3 С = -1

Natijada dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga ega 
bo‘lamiz:

j  = C, + C2e* + C3e~2x - I x (x + 1 )- Ixe* .

8-misol. ^" + ^ = 3sinx tenglamaning y(0) + y'(0) = 0,

+ ^ = ^ chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi 

topilsin.



Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama к2 + I 0 va uiiiiik iUIi/I-h i 

k\ 2 = ±/ = 0 ± / bo'lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning iimu 

miy yechimi quyidagicha bo'ladi:

f ix )  = e0x (3sinx + Ocosx), ya’ni a + p/ = 0 + /, cx - 0, |l I 

bo'lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bn 

xil bo'lganligi uchun xususiy yechimni (2.41) formulaga asosan

ko'rinishda izlaymiz.

U' = (-/Isinx + В cosx)x + (/Icosx + fisinx),

U" = 2(-/4sinx + ficosx) + (-^cosx - i?sinx)x 

ifodalarni tenglamaga qo'ysak,

-2^sinx + 22?cosx - /Ixcosx - Zbcsinx + ^xcosx + i?xsinx = 3sinx

hosil bo'ladi.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemaga 

ega bo'lamiz:

ko'rinishda bo'ladi. Noma’lum C, va C2 koeffitsiyentlarni aniqlash 

uchun chegaraviy shartlarni qanoatlantiramiz:

у = Q  cosx + С2 sin x .

U (x) = x(/lcosx + Z?sinx)

yoki -2/lsin x + 2 Bcosx = 3sinx + Ocosx

Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

у = C, cosx + C2 sinx - ̂ -xcosx

3 3
y' = -C, sin x + C2 cosx - —cosx + — xsin x ,

y(0) = C, cosO + C2 sinO - y  ■ 0 ■ cosO = C,,

y'(0) = -C, sinO + C2 cosO -1 ■ cosO + — • 0 ■ sinO = C2 - ^  ,
2 2  2



(

/  ТС \  ТС х-» ТС 3  7С 71

= С> C0S 2 + 2 Sin7  "  2 ' 2 ' C0S 2 = 2 ’

*-ч • 71 71 3  71 3  71 • Л  / ' - ' 3  7Z
-С, sin— + С9 cos— - — • cos— + - • —sin— = -С. + — . 

2 2 2 2 2 2 2  ' 4

Shunday qilib,

с,  + c 2 - 2  = o,
yoki

sistema hosil bo'ladi va uning yechimi С, = 3^2+л\ C2 =
О О

bo'ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlarni qa­

noatlantiruvchi xususiy yechimi:

9-misol. y" + 6y' + lOy = 80ex cosx tenglamaning y(0)=4, 

y '(0)=10 boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama к2 +6k + 10 = 0 va uning

ildizlari k] 2 =-3±/  bo'lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning

umumiy yechimi у = e 3x (C, cosx + C2 sin x) ko'rinishda bo'ladi.

/ (x) = ex (80cosx + 0 • sin x) bo'lgani hamda a + (3/ = 1 + / ekan-

ligidan xususiy yechimni (/(x) = ел (Л cosx + Z?sinx) ko'rinishda 

izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo'ysak:

ex (-2 Л sinx + 2 В cosx) + 6ex (yicosx + В sin x - ylsinx + В cosx) +

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemani 

hosil qilamiz:

+ 10ex (/Icosx + #sinx) = 80e* cosx.

yoki A = 4, В -2.
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у = e 3x (C, cosx + C2 sin x) + 2ex (2cosx + sin x ) . 

Boshlangich shartlarni qanoatlantirib, C, va C2 larni aniqhymi/ 

y< _ e-3* (-3C, cosx - 3C2 sinx - C, sinx + C2 cosx) + 2ex (3cosx sin л), 

j( 0 )  = C, + 4 = 4, у '(0) = _3Q  +C2 +6 = 10, bundan C=0, С, 1

Shunday qilib, boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy 

yechim:

у = 4e 3x sin x + 2ex (2cosx + s inx ).

10- misol. у" + у = tgx tenglamaning _y(0) = = 0 chegara

viy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k2 + 1=0 ,  uning ildizlari 

esa kx 2 = ±i ■ Shuning uchun mos bir jinsli tenglamaning umumiy 

yechimi:

у = C, cosx + С2 sinx.

/ (x) = tgx = e0x■ tgx bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’- 

lum koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo‘lmaydi.

Shuning uchun, o ‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala- 

namiz.

U (x) = Cj (x)cosx + C2 (x)sinx deb olsak, C{(x) va C,(x) funk-

siyalarni aniqlash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga 

ega bo‘lamiz:

[C{(x)yx + C2 (x)y2 = 0, JC1'(x)cosx + C2'(x)sinx = 0,

\C{(x)y[+C{(x)y[ = f(x )  У {-C,'(x)sinx + C2 (x)cosx = tgx.

Demak, dastlabki tenglamaning um um iy yechimi

Bu sistemani yechib,

tg(f+  f l  +A,С, (x) = - Г—1—— dx + A = sinx
4 J cosx

In

C2 (x) = -cosx + В

ekanligini topamiz.



Shunday qilib, dastlabki tenglamaning um um iy  yechimi:

Chegaraviy shartlarni qanoatlantirib, A va В ni aniqlash uchun, 

quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:

Quyidagi tenglamalami yeching:

220. y"-2y ' + y =  e2x.

221. y"-4y  = 8x3.

222. y" + 3y' + 2y = sin2x + 2cos2x.

223. у" + у = x + 2ex.

224. y" + 3y' = 9x.

225. y" + 4y' + 5 у = 5x2 - 32x + 5.

226. y" -3y' + 2y = ex ■

227. y" + 5y' + 6y = e~x +e^2x.

228. y" + y" = 6x + e x.

229. y" + y' - 2у = 6x2.

230. y" - 5y' + 6y = 13sin3x.

231. у" + 2y' + у = ex.

232. y" + y' + 2,5y = 25cos2x.

233. 4у" - у = x3 - 24x.

234. y"-4y ' + 3y = e5x, y(0) = 3, y'(0) = 9.

235. y '-&y' + l6 y = e4*, y ( 0 ) = 0, / ( 0 )  = 1.

у = /lcosx+ fisinx-cosxln tg|4 +J

я
Bundan A = 0, В = —  In 3. Demak, chegaraviy shartlami qanoat-

y = —  • In3 ■ sinx - cosx • In tg^y + .
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236. y' +У = cos3x, f)  = 4, , ' ( f ) = l .

237. 2v" -У' = 1, у(0) == 0, / ( 0 )  = 1.

238. / '  +4 у = sin 2х + 1, y ( 0 ) = i  y'(0) = 0.

239. +4 у = cos2x, у(0) = = 0.

240. У*- У = 2shx, у(0) = 0, / ( 0 )  = 1.

241. y" - 4у' + 8у = 6le2*sinx,  y(0) = 0, y'(0) = 4.

10- §. Eyler tenglamasi

0 ‘zgaruvchi koeffitsiyentli chiziqli

x"y(n) +аххпАу(пЛ) +.... + anAxyl +any = f(x )  (2.42)

yoki

(ax + b)n y(n) +ax(ax + b)nA y(n~x) + ... + anA(ax + b)y'+ any = f(x) (2.43)

tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, at — bu tenglamalar uchun 

o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(2.42) tenglamani x=e' va (2.43) tenglamani esa ax + b = e' al­

mashtirish orqali o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli tenglama holiga 

keltiriladi.

1-misol. x2y"-xy' + y = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  x = e' yoki t = lnx, = — = -i- = e 1 almashtirish
ax x gl

bajarib, у = y(x) = ,y[x (0 ] funksiyaning murakkab funksiya sifatida 

hosilalarini topamiz:

dy dy dt ■ -t 

У = 1П = ~di" ~dx = ye *

У" = 4:(e~'y)4- = (Уе ~ е~‘у)е~' = e 2' (У - У) ■ at dx



Bu yerda у va у ko'rinishda t bo'yicha hosilalar belgilandi. 

Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:

e2t ■ e 21 (y - y) - e' ■ e ' у + у = О

yoki

у - 2y + у = 0.

Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi: 

к2 - 2* +1 = 0, [k\ 2 = 1),

umumiy yechimi esa

у = (C, +C2t)er = (C, +C2\nx)x 

ko'rinishda bo'ladi.

2- misol. (Ax - l )2 y" - 2(4x - \)y' + 8 у = 0 tenglama yechilsin.

Y e c h i s h .  4x - 1 = e' yoki x = — + l), —  = — e‘ yoki
4 dt 4

—  = 4e ' almashtirishlarni bajarsak,

, dy dt л -t ■

y = ltTx ‘ 4e y•

У" ~ ~cit  ̂ e 1У = ' У + 4ё ’у) 4e ' = \6e2' (у - у).

Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama

\6e2te 2‘ (y - y) - 4 - 2e' ■ е~‘у + 8y = 0

yoki

2y - Зу + у = 0

ko'rinishdagi o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglamaga 

aylanadi. Xarakteristik tenglamasi:

2к2 -3* + l = 0, (*, = 1, к, =
2 2

Natijada umumiy yechim

у = Clet +C2e

i—i
2
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у = С, (4х - 1) + С2л/4х - 1

ko'rinishda bo'ladi.

3- misol. у" - xy' + у - cos(lnx) tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  x = e‘ yoki t = lnx, —  = — = e almashtirishlami
dx x

bajarib, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:

y' = e ‘y, y" = e 2' (y -y).

Topilganlarni tenglamaga qo‘ysak, quyidagi o'zgarmas koeffitsi- 

yentli tenglama hosil bo‘ladi:

у - 2y + у - cost.

Xarakteristik tenglama к2 - 2k+ \ = 0, (kx l = 1) bo'lganidan, 

bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

у = (Ci + C2t)e'

ko'rinishda bo'ladi.

/ (x )  = (1 • cost + 0 • sin?)e0/ bo'lgani uchun xususiy yechimni 

U(t) = zlcos/ + 5sin? 

ko'rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblab:

U' = -Asmt + Boost, U" = -Acost - B sm t, 
tenglamaga qo'ysak,

-Acost - Bsmt + 2 Asm t - 2 В cost + A cost + Bsmt = cost

yoki

-2Bcost + 2ylsinr = cos t.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlaymiz:

= .. „ i
yoki В = A = 0.

A = 0 2

yoki



—js in / ko'rinishda bo'ladi.

Dastlabki o'zgaruvchiga qaytsak,

у = (C| + C2 In x)x - ̂ sin ln x 

umumiy yechimni hosil qilamiz.

Quyidagi Eyler tenglamalarini yeching:

Demak, U (t ) = -ysin/ hamda umumiy yechim y=(Cx +C,t)e' -

242. x 2 y" - 2 y = 0 .

243. x 2 y " + 2 xy ' - n (n  + l ) } '  =  0.

244. X 2 y" +  5 x y '  +  4 y =  0 .

245. x 2 y " + xy ' + у  =  0.

246. xy" +• 2 у '  =  1 0 * .

247. x 2 у " - 6  у  =  1 2 1 n x .

248. x 2y ’ - x y '  + 2 y = 0 .

249. x 2 y" -  3 xy '  +  3 у  =  3 1 n 2 x .

250. x 2 y " + xy ' + у  =  s i n ( 2 1 n x )

251. x 2 y" -  2 xy'  +  2 y  =  4 x .

252. +  3 x 2 y '  + xy -  6 1 n X.

253. x 2 y" -  4  x y ’ +  6 y  =  x 3 .

254. x 2 y" +  xy ' + у  = X.

255. x 3 y " -  3 xy ' + 3 у  =  0.

256. x 2 y" +  3  xy' -vy y ( l )  =  1 , y ' ( l )  = 0 .

257. x 2 y" - 3 xy '  +  4 y =  i x 3 , j > ( 1 )
4 ’ y ( * ) = ° -

11- §. Differensial tenglamalarni qator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor­

damida integrallash mumkin bolmaydi, bunday tenglamalarning 
yechimini
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У = Z C«(*-*o)" (-’ ID
/ 1 - 0

darajali qator ko'rinishida izlanadi.

N om a’lum Cn koeffitsiyentlarni (2.44) ni tenglamaga qo'yib, 

tenglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi кое I' 

fitsiyentlarni tenglab topiladi, ya’ni

y' = f{x\y) (2.45)

tenglamaga qo‘yilgan y(x0) = y0 boshlang‘ich shartni qanoatlan­

tiruvchi yechimni topish haqidagi Koshi masalasining yechimini

у = £ > ^ м ) {х_ хаг (Ш )

n=0 " •

Teylor qatori yordamida topish qulay, bu yerda

y(*o) = Уо, / ( * o )  = f{x0-,y0),-

1- misol. у" - x2y = 0 tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Bu tenglamaning yechimini

у = C0 + Cxx + C2x2 + ... + Cnxn +...

darajali qator ko'rinishda qidiramiz.

Tegishli hosilalarni hisoblab,

у' - C, + 2C2x + 3C3x2 + ... + nC„xn~l + ...,

у" = 2 • 1 • C2 + 3 • 2 • C3x + ... + n(n - \)Cnx"~2 + ..., 

natijalarni tenglamaga qo'yamiz:

2 1  • C2 + 3 - 2 • C3x + ... + n(n - 1 )Cnxn 2 - 

-x2 (C0 +Cxx + C2x2 + ... + Cnxn + ...) = 0. 

x ni bir xil darajalari bo‘yicha guruhlasak:

2 • 1 ■ C2 + 3 ■ 2 • C}x + (4 • 3C4 - C0 )x2 + (5 ■ 4 • C5 - С, )л’ + ..

+ [(л + 4 ) ( a7 + 3)C„+4 -C„ ]x/,+2 ...,= 0
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2 • I ■ C2 + 3 • 2 • C3x + ]Г[(л + 4)(« + 3)C„+4 - C„ ]x',+2 = 0.
n=0

Bundan

C2 = 0, C3 = 0 , in + 4)(4 + 3)C„+4 - C„ = 0

yoki

c - = ( d b f )  =

Bu tenglik barcha noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlashga yor- 

dam be rad i:

Г - C° r  C|~ "a о ГТ": i

yoki

4л 3-4-7-8...(4л-1)4я’ 4n+l 4-5-8-9...4л(4я+1) ’

Q n+2 = Q n+3 = 0 (л = 0,1,2,...) • 

Shunday qilib, quyidagi umumiy yechimga ega bo‘ldik:

00 .̂4n °° x4”+*

^3-4-7-8..(4«- l)4« 1 ;^4-5-8-9...4я(4я+1)

Hosil bo‘lgan qator son o ‘qidagi barcha nuqtalarda yaqinla- 

shuvchi bo‘lib, u ikkita chiziqli erkli yechimlar yig'indisidan iborat:

2-misol. y' = x2 + y2 tenglamaning, y(0)= l shartni bajaruvchi 

yechimini Teylor qatori yordamida birinchi oltita hadlari yig‘indisi 

shaklida toping.

Y e c h i s h .  y(0)= 1 boshlang‘ich shartga asosan / ( 0) = 02 +12 = 1, 

ikkinchi tartibli hosila y" = 2x + 2у ■ у' va uning qiymati 

j " ( 0) = 2 • 0 + 2 • 1 • l2 = 2 ; 

uchinchi tartibli hosila y'" = 2 + 2y '2 + 2yy" va uning qiymati 

j>'"(0) = 2 + 2 ■ l2 + 2 1-2 = 8 ; 

to‘rtinchi tartibli hosila y,v = ву'у" + 2yy” va uning qiymati 

y,v( 0) = 6 -1-2 + 21-8 = 28;



beshinchi tartibli hosila y v = 6y "2 + %y'ym + 2yy,v va lining qiym,иi 

/ ( 0) = 6 • 2 2 + 81  8 + 2-1-28 = 144. 

lzlangan yechim formulasi

у = i + iLy'(0) + ̂ - y " (0 )  + ^.y"40) + ̂ - / K (0) + ^- y p/(0).

^  , 1 ^ * л _ 2 * 2 8 x3 28 x4 144 X5 
Demak, у = 1 + -гг + — - +■---+.

1! 2! 3! 4! 5!

3-misol. y" = x + y2 tenglamaning y(0) = 0, у '(0) = 1 shart­

larni qanoatlantimvchi yechim in i Teylor qatori ko‘rinishida to'rtta 

noldan farqli had yig‘indisi k o ‘rinishida toping.

Y e c h i s h .  Teylor formulasiga asosan yechim ko‘rinishi

у = y(0) +— y'(0) +— у (0) + ̂ .^ '" ’(0) +—  y,v (0) +... bo‘lgani uchun

boshlang‘ich shartlardan foydalanib: 

y"(0) = 0 + 02 = 0,

ym = 1 + 2yy' va uning qiymati y'"(0) = 1 + 2-01  = 1,

yIV = 2y'2 + 2yy" va un ing  qiymati у^ЧО) = 2-12 + 2 - 0 0 = 2,

yv = 6y'y’ + 2yy'" va un ing  qiymati >^(0) = 6 -1-+2- 0-1 = 0,

уЯ = 6у"2 + 8y'ym + 2у - y 'v va uning qiymati

yw(0) = 6-0 + 8-l-l + 2-0-2 = 8.

r-. , x x 3 2 лс4 8 x 6 x 3 x 4 x 6
Demak, у = — + —  + --- +--- + ... = x + —  + —  + —  + ...

^  1! 3! 4 ! 6! 6 12 90

Quyidagi differensial tenglamalarning yechimlarini darajali qator- 

lar ko‘rinishida toping:

258. y' + xy = 0.

259. y' = x - 2y, y(0) = 0.

260. y" + xy' + у = 0.

261. y"-xy'-2y  = 0.

262. y" + x2y = 0, y (0 ) =0 , y'(0)=\.



Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko‘rsatilgan aniqlikda 

noldan farqli Teylor qatori yig‘indisi shaklida toping:

263. y' = x2y + v3, y(0) = 1, to‘rtta noldan farqli hadlar yi- 

g‘indisi shaklida.

264. y' = x + 2y2, y(0) = 0, ikkita noldan farqli had yig‘indisi 

shaklida.

265. y ” - xy2 =0 , y(0) = l, y'(0) = 1, to ‘rtta noldan farqli 

had yig‘indisi shaklida.

266. у' = 2x - у , у (0) = 2, aniq yechimi topilsin.

267. y' = y2 + x, y(0) = 1, birinchi beshta hadi yig‘indisi ko‘- 

rinishidagi yechimi topilsin.

268. y" = (2x - Dy - 1, y(0) = 0, y '(0) = 1, birinchi beshta hadi 

yig‘indisi ko'rinishidagi yechimi topilsin.
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D I F F E R O l E f ^  I A L  T E N G L A M A L A R  

^ ^ S T E M A S I

Ж l- § ’ Normal sistema

Ushbu

u , o ^ x , x 2,...,xn), a = ~ n )  (3.,

ko‘rinishdagi sistema bii\&irillĈ  i tartibli n ta differensial tenglamalarnii 
normal sistemasi yoki x=:rx=>r - } noma’lum funksiyaning hosilasiga ni: 

batan yechilgan differeieren£,a - tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunt 

tenglamalar soni noma’hrl' ’ lui11 Mnksiyalar soniga teng, deb faraz qilinad

Agar (3.1) sistemani in in #  04 *ng tomonidagi f  (i = l,n) funksiyal; 

x{,x2,...,xn larga n is b s o a t^ n chiziqli bo‘lsa, u vaqtda (3. 1) sistem 

chiziqli differensial tenglc^larl^**<эг sistemasi deyiladi.

(3.1) sistemaning (ядaa; V' 1 btervaldagi yechimi deb, (a; b) interva 

da uzluksiz differensiallsl lar»tVV̂ h i  va sistemaning hamma tenglamasii 

qanoatlantiradigan/ / ta a X\^ \ x2(t), x3(7), ..., x„(t) funksiya to‘p 

lamiga aytiladi.

Differensial tenglam.rmal ^ r*}ing normal sistemasi uchun Koshi m;i 

salasi shunday yechim niin i ishdan iboratki, u t=t() da berilgan quyi 
dagi qiymatlarni qabul a  qil ^ ir^:

xiU/o= Xl° ^ = X20’ xn\t=t0 =xno- (3.2

Bu qiymatlar (3.1) O n  ЮГ/Ъа1 sistemaning boshlang'icli shart la, 
deyiladi. Ularning soni м n c ^ ^ ^ ’lum funksiyalar soni bilan bir xil.

(3.1) sistemaning u m i n u i ^ ^  yechimi deb, «ta ixtiyoriy Cr C,.....  (

o ‘zgarmaslarga bogMiq q  b* ’gan ushbu x, =ф ( (/,С,, C2.......(\,

funksiyalar sistemasiga аз ayf^*'ЗД. Ixtiyoriy o‘zgarmaslarning mumki 

bo‘lgan ba’zi qiymatlafiari- hosil boladigan yechimlar xusiisi 
yechimlar deyiladi.
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n- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal 

sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi ham 

o‘rinli, ya’ni birinchi tartibli n ta differensial tenglamaning normal 

sistemasi n- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.

^  = ax + by + / ( / ) ,  
at

£t  
dt

= cx + dy + g(t)

(3.3)

(3.4)

sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, c, d — o'zgarmas koef- 

fitsiyentlar,/ ( / )  va g(t) — berilgan funksiyalar, x(t) va y(t) -noma’- 

lum funksiyalar.

(3.3) tenglamadan

- « - л , ,

ni topamiz va uning ikkala qismini differensiallaymiz:

dx dfdy_
dt

fd2x

dt2 dt dt

(3.5)

(3.6)

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib qo'yamiz. Natijada x(t) ga nis- 

batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil qilamiz:

I d2 x 

~d?~
+ B^- + Cx + P(t) = 0 ,dt v / >

(3.7)

bu yerda А, В, С - o‘zgarmaslar .

2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

dx ,

! F '- V + I '

dy i—  = x + 1. 
dt

Birinchi tenglamadan

У =
dx

dt
(3.8)

ni topib, uning ikkala tomonini t bo'yicha differensiallaymiz:



d2x

dt dt2

dy

(3.8) va (3.9) ifodalarni sistemaning ikkinchi tcngl;iniiisin;i 

qo‘yib, x(t) ga nisbatan o‘zgarmas koeffitsiyentli ikkmclu 

differensial tenglamani hosil qilamiz:

( ( ‘П

kell и ill 

tartibli

f x

dt2
- x - 1 = 0 .

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

x = Cxe' + C2e~' - 1.

(3.10) funksiyani f bo‘yicha differensiallab, (3.8) ifodaga 

qo‘ysak,

y = C{e‘ - C2e~‘ -1 

ni topamiz. Demak, sistemaning umumiy yechimi:

Ix = Cxe‘ + C2e~l - 1,

[у = Cxe' -C2e-‘ -1.

(3.10)

keltirib

2- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli differensial 

tenglamalar sistemasini Eyler usulida integrallash

Quyidagi bir jinsli chiziqli

Ш[ dx
, = ax + by + cz, 

dt

^- = alx + b]y + clz,

dz ,
—  = a2x + thy + c2z

(3.11)

sistemani qaraymiz va undagi koeffitsiyentlarni o‘zgarmas deb hisob- 

laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli funksiyalar 

ko‘rinishida izlaymiz:

A,e, у = це , z = vert, (3.12) 
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bu yerda /\ /_, ц, v o‘zgarmas bo'lib, ularni (3.12) ifodalar (3.11) sis­

temani qanoatlantiradigan qilib aniqlash lozim. (3.11) sistemaga

(3.12) qiymatlarni qo'yib, ert ga qisqartirib va л, ц, v oldidagi koef- 

fitsiyentlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil 
qilamiz:

(3.13) sistema — X, ц, v ga nisbatan chiziqli bir jinsli tenglama­

lar sistemasidir. Demak, sistema noldan farqli yechimlarga ega 

bo'lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va 

yetarlidir. Shunday qilib,

tenglik bajarilishi kerak.

(3.14) tenglama rga nisbatan uchinchi darajali tenglamadir, u

(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

a) Xarakteristik tenglamaning r,, r2, r3 ildizlari haqiqiy va har xil 

bo‘lsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar siste­

masini yozamiz va А,,, ц,, Vp X2, ц2, v,; Xv ц3, v3 koeffitsiyentlarni 

aniqlaymiz. Agar (3.14) tenglamaning rr r2, r3 ildizlariga mos (3.11) 

sistemaning xususiy yechimlarini xp yy~, Z{, x2, y2, z2', x2, yv z3 
orqali belgilasak, (3.11) differensial tenglamalar sistemasining umu­
miy yechimi

(a - r)X + b\i + cv = 0, 

a{X + (bx - г)(д + q v = 0, 

a2 X + b-) ц + (c2 — г) v = 0.

(3.13)

a - r b с 

A = a, b{ - r c, = 0 

a2 b2 c2 — r

b

(3.14)

x(t) = C,x, + C2x2 + C3x3, 

<y(t) = C{yx + C2y2 +C3J 3, 

z(t) = CyZx +C2z2 + C3 z3

(3.15)

ko'rinishda bo'ladi.
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dx ,
3 x- у + z,

I- misol.Ushbu sistemaning um um iy  yechim ini loping

dt

dv ,

T, + (3. U>)

dz

dt
= x - y  + 3z.

Y e c h i s h .  Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

I3 - r  -I 

-1 5 -r  -I

1 -1 3 -r

0

yoki r3 - l l /-2 + 36r - 36 = 0. Uning ildizlari: rx = 2, r2 =3, r3 = 6 . 

Demak, (3.16) sistemaning xususiy yechimlarini

x, = V 2' ,  У\ = ^ e 2t, Z, = v, e2' ,

x2 = k 1ei t , y2 = ц2е3/, г2 = v2e3' ,

x3 = X3e6' , y3 = ц3е6' , z3 = v3<?6'

ko‘rinishda izlaymiz.

r =  2 da X, ц, v ni aniqlash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi 

quyidagicha yoziladi:

(3 - 2)X{ -ц, + v , = 0,

-X, + (5 — 2)|u, -v, =0 , yoki

- Ц + (3 - 2)v = 0

Xi -Ц, + v, = 0, 

-Xl + Зц, - v, =0, 

> i - Hi + vi = 0.

Bu sistema yechimlari: X, = 1, ц, =0 , v, = - 1. 

r =  3 uchun

X2 - [x2 + v2 = 0,

~X2 + 2ц2 - v 2 =0,

^2 - Ц2 =0

sistemani hosil qilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida X, I 

ц2= 1, v2= l ni olish mumkin.
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г =6 da (3.13) tenglamalar sistemasi quyidagicha bo'ladi:

-ЗА.3 - (.i3 + v3 = 0.

-A.3 -  ц 3 -  v 3 = 0 ,

^3 -ц3 - 3v3 = 0.

A.3= l deb, ц3= —2, v3= l larni topamiz.

Shunday qilib, (3.16) sistemaning xususiy yechimlari:

x, = e2‘, У\ =o . Zi = -e2’

x2 = e3‘ , z2 = e31;

x3 = <>6', Уз = -2e6', Zi = eb'.

Bu xususiy yechimlar (3.16) sistemaning fundamental yechimlar 

sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaning umumiy yechimi (3.15) for­

mulaga ko'ra quyidagicha bo'ladi:

x(t) = Cle2‘ + C2e3' + C3e6' , 

y(t) = C2e3' - 2 C3e6',

Z ( t )  =  -Cle2’ + C2e3‘ +C3e6t

(3.17)

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lgan 

holni qaraymiz.

2- misol. Sistemaning yechimini toping:

dx r

T ,= x - S r- (3-18)

Y e c h i s h .  Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

= r2 + 9 = 0
-r  -b

2 -1 - r

ko'rinishda bo'lib, u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan

(1 - r ))l - 5ц = 0, 

2Х -(1 + г)ц = 0
(3.19)
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sistemaga ega bo'lamiz. r=3 i uchun

f(l -3 i)X{ -5ц, = 0, 

12X, -(1 +3/)ц, =0. 

>M=5deb, Ц| = 1—3/ ni topamiz. U holda

x, = 5e3", yl = (1 -3i)e3it (3.20)

xususiy yechimlarni topamiz. r=~ 3 i ni (3.19) ga qo‘yib, X,=5, 
|л2=1+3/ larni topamiz.

U holda xususiy yechimlar

Bundan Eyler formulasi e+“" = cosar ± /sina/ dan foydalanib

Уу = cos3/ + 3sin3/, y2 =sin3f-3cos3/

larni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy­
idagi ko‘rinishda boladi:

x (t) = 5C, cos3r + 5C2 sin3/;

y(t) = C, (cos3/ + 3sin3/) + C2 (sin3f -3cos3/).

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo‘lsin.

3- misol. Sistemaning yechimini toping:

x, = 5e 3", yx - (1 +3i ) e 3it (3.21)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o ‘tamiz:

(3.22)

x, = 5cos3/

(123)
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= г  - br + 9 = О

(3.24)

2 -/• I 

-1 4 -r

r= r2=3 ildizga ega. Sistemaning yechimini

[x = (A., + Ц,/)e3' ,

[ y = 0-2 + lV )e 3'

ko'rinishda izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi 

tenglamasiga qo‘yib

3( A, + Ц| t) + |i| = 2 (A. j + Ц| /) + (Я-2 (3.25)

tenglikka ega bo'lamiz. Chap va o'ng tomondagi bir xil darajali 

t ning koeffitsiyentlarini tenglashtirib

ГЗА., + j.i| — 2A.] + A-2?

[Зц, = 2ц, +ц2 

sistemani hosil qilamiz. Bundan

[A,2 = A, + ц,,

Y e c h i s h .  Sistemaning xarakteristik tenglamasi

№2 = Hi

ni topamiz. A., va ц, sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz mum­

kin. A.j =  C, va ц2= С 2 deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy 

yechimi

jx  = (C, + C2t)e3t,

.it[у = (C, + C2 + C2t)e

ko'rinishda bo'ladi.

3- §. Differensial tenglamalar sistemasining 

birinchi integral!

Differensial tenglamalar sistemasi



ni integrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifmetik ainall.it 

(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) yordamida (3.26) tenglama 

lar sistemasi osongina integrallanadigan

f (/5 U' in) = 0 <U7)
tenglamaga keltiriladi, bu yerda U = U(t, л ,, x2, ..., x„).

1- misol. Sistemaning yechimini toping:

dx / 2 2 \ „
—  = 2(xL + у )t,

±  =  Ахут. » 2S)
[dr

Y e c h i s h .  Tenglamalarni hadma-had qo'shib,

^  = 2(x + y)>, 

tenglamani hosil qilamiz. Uni integrallab

—  + t2 = C,

ni topamiz. Tenglamalarni hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:

d(x-y)

dt

bundan

= 2 t ix - y )1,

■ + r2 = a
x-y

ni hosil qilamiz. Shunday qilib, sistemaning ikkita birinchi integra- 

lini topdik:

t2 + —  = C ,, t2 + —  = C ,. (3.29)
x+y x-y

(3.29) ifoda — (3.28) sistemaning umumiy integrali. (3.29) sis­

temani x va у noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) difle- 
rensial tenglamalarning umumiy yechimini topamiz:

/ \ Ci+Ci—lt2 , C2 —Ci
x(t) = --- ------- 5-, y(t)~  2 1

2(C, -t2 )(C2 -t2) ' ' 2(C, -tL )(C2 t1 )

S')



2- misol. Quyidagi sistemaning yechim ini toping:

dx_

~dt

dy_

dt

dz

dt

x-y 

Z - r  '

x-y 
z-t ' (3-30)

X -  у + 1.

Y e c h i s h .  Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla- 

masini hadma-had ayirib.

d(x-y)

dt
=  0

tenglamani hosil qilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi 

integralini topamiz:

x - у = С, • (3.31)

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama- 

lariga qo‘yib, ikki noma’lumli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

dy

dt

dz

dt

= _£l
z-t ’

= C, +1.
(3.32)

(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan

z = {Cx+\)t + C2 (3.33)

ni topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib 

qo‘yamiz va

у = ln|C,/ + C2| + C3 (3.34)

ni topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi: 

x (t ) = ln|C, t + C21 + C, + C3, 

y(t) = ln|C,/ + C2| + C3, 

z(r) = (C, + 1 )t + C2.
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3- misol. Quyidagi

dx ,  c
-  = 3* + 5,..

Q- = -lx-%y 
dt

(3.35)

sistemaning x| = 2, y\ =5 boshlang‘ich shartlarni qanoat-
/=0 t =0

lantiruvchi xususiy yechimini toping.

Y e c h i s h .  Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga kolpaytirjb 
ikkinchi tenglamaga hadma-had qo‘shib,

d(2x+y) ,
-- ——  = 2(2x + y)

tenglamani hosil qilamiz. Bundan

2 x + y = Cye2t

yoki У = Q e2' - 2x (3.36)

birinchi integralni topamiz. (3.36) ni (3.35) sistemaning birinchi 

tenglamasiga keltirib qo‘yib, xga nisbatan chiziqli tenglamaga kela- 

miz:

—  + 1 x = 5C, e

Bundan

^  + 7x = 5 C>e2'. (3.37)

x(t) = C2e-7' + |Q e2' (3 38)

yechimni topamiz. Shunday qilib, (3.35) sistemaning umumiy yechimi

x(t) = C2e“7' + |c ,e2' 

y(t) = ~^C\e11 - 2C2e9 _,c2' - 2C2r"7'

Sistemaning boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy  
yechimini topish uchun (3.39) ga /, x va у laming o ’rniga in os
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ravishda 0, 2 va 5 sonlarni qo'yib, C, va C2 larga nisbatan quyidagi 

sistemani hosil qilamiz:

C2 +|C, =2,

-1C, -2C, =5.

(3.40)

Bundan C =  9, C2=-3 ni topamiz, demak, (3.35) sistemaning xu­
susiy yechimi:

x(t) = 5e2' - 3e 71, 

y(t) = -e2r + be1' .

4- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan 

differensial tenglamalar sistemasini integrallash 

usullari

1. 0 ‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan 
bo‘lsin:

x' + atx + bly + c,z = f l (t), (О

y' + a2x + b2y + c2z = f 2(t), (2)

z' + a3x + Ьъу + c3z = (t)■ (3)

(3.41)

Bunda ДО  (/—1, 2, 3) o‘zgaruvchining berilgan uzluksiz funksiyasi. 
Faraz qilaylik:

x = Q x t + C2x2 + C3x3, 

у = Cxy\ +C2y2 +С3У3, 

г = С, г, +C2z2 + С3 г3

(3.42)

funksiyalar (3.41) sistemaga mos bir jinsli sistemaning umumiy yechi­

mi bo‘lsin. U holda (3.41) sistemaning yechimini

x — C] ( t )x  1 + C2 ( t )x2 + C3 ( t )x3, 
У = C\ ( t )>>, + C2 (t ) y2 + C3 ( t ) y3, 
z = C| ( t)z\ + C2 ( t )z2 + c 3 (t)z-i

(3.43)
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ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda C,(/), C2(/), C3(/) nonia'liiin hml 

siyalar.
(3.43) ifodalarni (3.41) sistemaga keltirib qo'ysak, (3.41) m.ii 

mailing ( 1) tenglamasi quyidagi ko'rinishga keladi:

Cjx, +C[x2 + C3x3 + C, (xi+qx1 + ̂ y, +c{Z\) + ( ( ,

+C,(x2 + a,x2 +t\y2 +с,г2) + Сз(Хз +<з,х3 + t\y3 + с,г3) = f  (/).

Bunda (3.42) ga asosan barcha qavslar nolga teng, demak,

Xuddi shuningdek, (3.41) sistemaning (2) va (3) tenglamalaridan

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.

С/, C2\ C3' larga nisbatan chiziqli bo'lgan (3.45), (3.46) sistema 

yechimga ega, chunki uning determinant Vronskiy determinanti 

bo‘lib, u noldan farqli, ya’ni:

(3.45), (3.46) sistemadan C{, C2, C3' larni topib, so‘ng integral­

lab, Cp C2, C3 larni topamiz, shu bilan birga (3.41) sistemaning

(3.43) yechimini topamiz.

1- misol. Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

Ĉ Xi + C2x2 + C3'x3 — (3.45)

С{У\ + С 2 у 2 + С3У3 - f l ( t )

C\Z\ + C2z2 + Q z3 - /3  (/)
(3.46)

A = Уi У2 Уз ф 

Z\ z2 г3

— + 2х + 4у = 1+4/, 
dt J

(3.47)

Y e c h i s h .  Awalo



sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi 

tenglamasini

x = y - %  (3.49)
(It

ko'rinishda yozib, uni /bo ‘yicha differensiallab,

^  = (3.50)
dt dt c/i2

tenglikni hosil qilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (3.48) sistemaning 

birinchi tenglamasiga keltirib qo'yib, у ga nisbatan ikkinchi tartibli 

tenglamaga kelamiz:

d2y с n— -r  + ^--6v = 0 ■ 
dt2 dt

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

у = C{e2r + C2e 31.

(3.49) dan

x = -Ce2r +4 C-,e3'y 1

ni topamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:

x = -C,e2' + 4C2e~3' , 

у = C,e2/ + C2e 3r.

Endi (3.47) sistemaning yechimini

[x = -Cl (/)e2' + 4C2 ( t )e 31,
' (3-51)

\y = Cl (t)e2' + C2 (t)e

ko'rinishda izlaymiz.

(3.51) ni (3.47) ga keltirib qo'yib va ba’zi bir elementar amallar-

ni bajarib, C{(t), C2(t) larga nisbatan

-C{(t)e21 + 4C2 (t)e 3‘ =1 + 41,

C;(t)e2' + C2 (t)e~31 = j /2



chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

c ;u )  = {— c2'( 0  = ^ 2+8?+2)e3'10

larni topib, so‘ngra integrallab.

Cl(t) = -±(t + 3t2)e-2' +C,, C2(t) = +12 )eil + С , <»•,>)

ni topamiz, bu yerda C3 va C4 — ixtiyoriy o ‘zgarmaslar. (1.5.’ ) ni

(3.51) ga keltirib qo'yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil 

qilamiz:

x(t) -Cxe2t +4 C2e 3t + t + r ,

y(t) = Cxe21 + C2e-3t
i '2-

(3.53)

2. Aniqmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o‘zgarmas koeffitsiyentli 

chiziqli bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamalar sistemasining 

o ‘ng tomonidagi ifoda f.(t) — funksiya, Pk(t) — ko‘phad, e"' — 

ko‘rsatkichli funksiya, sinpr, cos|3r — sinus va kosinus yoki ularning 

ko‘paytmasi ko'rinishida bo'lsa, sistemaning xususiy yechimini aniq­

mas koeffitsiyentlar usuli bilan topish maqsadga muvofiqdir.

2- misol. Ushbu

dx
~dt

= x + 2 y,

—  = x - 5sin/ I dt

(3.54)

sistemaning umumiy yechimini toping.

Y e c h i s h .  (3.54) sistemaga mos bo‘lgan bir jinsli sistema:

dx
dt
dy_
dt

= x+2 y,
(3.55)

= x.

Birinchi tenglamani t bo'yicha differensiallaymiz:



Bundan

2x = 0 (3.56)
dt2 dt

d2 x dx
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama —---- - - 2x = lOsin/

dt2 dt

tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning к2 - к - 2 = 0 xa­

rakteristik tenglamasi kx = - 1, k2 = 2 ildizlarga ega.

Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

I  = C ,e'' + C2e2' (3.57)

bo'ladi. Bir jinsli bo'lmagan tenglamaning o'ng tomoni /(/) = 10sin/ 

ko'rinishga ega. Bunda a=0, p=l ,  shuning uchun xususiy yechimni

x* = y4cos/ + Bsint (3.58)
r it

ko'rinishda izlaymiz. Bundan x * , x* larni topamiz:

t

x* = -As\nt + Bcost,

*" A t R  ' t  ^ ' 5 9 )X = -y4C0S /- jtfsin t.

(3.58) va (3.59) larni differensial tenglamaga qo'yib, quyidagiga 

ega bo'lamiz:

(ЗА + fi)cosr + (A + B)sint = lOsinf. 

cos/va sin/larning koeffitsiyentlarini tenglashtirib,

j3A + B = 0,

[A + В = 10

sistemani hosil qilamiz. Sistemani yechib

A = -5, 5 = 15 

larni topamiz. Demak, xususiy yechim

x* = -5cos/ + 10 sin / 

ko'rinishda, umumiy yechim esa

x = x + x* = Cxe ‘ + c2e21 - 5cos/ + lOsin/ (3.60) 

ko'rinishda bo'ladi. (3.60) ni t bo'yicha differensiallab



х' = -Схе ' + 2С2е}1 + 5sin t + 10cos/ ( И>| >

ni topamiz. (3.60) va (3.61) larni (3.54) sistemaning birinchi u-iif.l,! 

masiga keltirib qo'yamiz.

U holda

у = - С , + — C2e2t + 4^-cost - —sin/
1 2 2 2 2

ni topamiz. Demak, (3.54) sistemaning umumiy yechimi

x = Cxe~‘ + C2e2' -5cos/ + lOsin/,

j; = -C, + —C2e2' + — cos/ - —sin/
'  1 2 2 2 2

ko'rinishda bo'ladi.

3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).

Ushbu

^  = axx + bx у + /, (/), 

^ .  = a2x + Ь,у + f 2{t)
(3.62)

sistemani qaraymiz. Ikkinchi tenglamani biror X songa ko'paytirib, 

birinchi tenglamaga hadma-had qo'shamiz:

d{x̂ -y) = (ax + Xa2 )x + (bx + Щ  )y + f x (/) + Xf2 ( / ) . (3.63) 

(3.63) tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

d(x+\y)
= {ax +Xa2)[x + ̂ p - y \  + fx(t) + Xf2{t). (3.64)

V a\ + K a 2 Jdt

Endi X sonni shunday tanlaymizki, u

= X (3.65)

bo'lsin. U holda (3.64) tenglama (x+^y) ga nisbatan chiziqli tengla 
ma ko'rinishiga keladi:

d(X~ -  ={Щ + Щ )(х  + Xy) + f x(t) + Xf2(t). (3.66)



(3.66) ni integrallab

x + Xy = e<a>+la2 )r [C + J[/; ( t )  + Xf2 (t)]e-(a'+a2Xudt} (3.67)

ni topamiz.

Agar (3.65) tenglama ikkita haqiqiy har xil X, ф X2 ildizga ega 

bolsa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra- 

li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan bo'ladi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamber usuli bilan yeching:

= 5x + 4 у + e',
dt

—  = 4x + 5y + \.
lax

Ye с h ish  . Bu yerda ax = 5, t\ = 4, a2 = 4, ^  = 5, f {(t) = e', 

f 2 (t) = 1. X sonni (3.65) formuladan topamiz:

=> 4 + 5A. = Я.(5 + 4X)- (3-67')
5+4X

Bu tenglama X, = -1, X2 = 1 ildizlarga ega. U holda (3.67') 

formuladan X,= l uchun

x + у = e9' (C, + \(e 8' + e 9' )dt) = С ,e9' - ie '  - i  ;

X = -1 uchun

x - у = e‘ (C2 + J(1 - e~')dt) = C2e' +te' +1

larni topamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning bog'liqmas ikki­

ta birinchi integrali

(x - у - te' - \ )e ‘ = C2

ko‘rinishda bo‘ladi.
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Quyidagi diflerensial tenglamalar sistcmasining yechiiiiini lull и

englamaga keltirish usuli bilan toping:

269.

dx

dt
= -9 y,

dy_

dt

274.

dx .
—  = x + 5 y, 
dt

dy_
dt

= -x-3 y,

x(0) = -2, y (0) = l.

270.

dx

Uf = y + t'

d-L = x- t. 
I dt

275. dt2
-V,

dy ~dx

j r ~ 2̂

x ( 0 ) = jc' (0 ) =  1, y (0 )  =  ().

271.

dx

~di

dy_

dt

= 3-2 y, 

= 2x - 21.
276.

d x dy A
—Г + ~Г + Х = °> 
dt2 dt

dx d2 v 
—  + —f  = 0.
[dt dt2

I ’l l .
~  + 3x + y = 0,

^ - x  + y = 0. 
[dt

277.

dx .

л ’ х ~4у'

dy_

dt
X + y.

273.

dx ,  1 - 2  1 , 3
— = 3x--y-3r
dt 2 '  2 2 ’

— = 2y - 2/-l .
I dr

278.

. dx dy i
4—  --^- + 3x = sin/, 

dt dt

dx

~dt
+ у = COS /.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini siste- 

naning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:



281.

282.

dx

dt
= sinxcosy,

dy

dt
= cos x sin.у.

'dx

dt
=  -у,

cfy y2-t
dt X

z = t2 + 2 xy, 

z = x - ty2
funksiyalar sistemaning

b ir in c h i in teg ra li b o i a  o la d im i?

^  =  2 / c o s x  - In  y,

283.

dx 2
—  - у - cosx, 
dt

dy
—  =  - VSin JC. 
dt '

z = 3.ycosx - y}
funksiyalar siste­

m a n in g  b ir in c h i in teg ra li b o ‘ la  o la d im i?  

284

dx 2 2 - 2  2
—  = cos a:cos у + s in  x c o s  у , 
dt

—■ = —jsin2xsin2>\ x(0) = 0, .y(O) = 0.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Eyler 

usuli bilan toping:

285.

286.

dx 0
- = 8  y - x ,

dy

H  = X + y -

dx т 

l f  = 2x + y-
dy_

dt

288.

289.
= x - 3y.

<% = 4x-3y,

dx ,

m = 5л' - ^

dx

x (0) = 0, y (0) = 0.

[dx

287.
dt

= x + y,

^- = 4y-2x, 
at

x (0) = 0, ,v(0) = -1.

290.

dx

~di
= x + 5 y,

x(0) = -2, y(0) = 1.
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291.

dx dy 
—  +  2 —  
dt dt

, dx

17x +8y,

13— = 53x + 2 y, 
dt

x(0) = 2, v(0) = -1

293.

dx 
~di 

dy_ 

dt

dz
l i  = X - y-

= Л'

292.

■̂  = 6x -12 y - z ,

$ = * - 3 y - < ,

^  = -4x + 12 у + 3z.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini 

:garmaslarni variatsiyalash usuli bilan toping:

294.
+ 2 x - у = -e ,

dx 
~dt

+ 3x -2y = 6e2' . 
I dt J

297.

dx
—  + у = COS /, 
dt

dy ■ .
+ x = sin/.

. dt

295.

dx

~di

dy

x + y-cos/,

JL = -y- 2x + cost + sin/. 
[dt '

298.

dx 

~dt 

dy_ 
I dt

= 2 x- y ,

= 2y - x - 5e‘ sin /.

296.

dx
- - > ■  = COS/, 

= l~  X.
. dt

299.

= 2x + y - 2^- / + 2,
dt

= -x + /,dy 
dt

dz .- = X+y - Z-,+ I.

Quyidagi difTerensial tenglamalar sistemasining yechiinini aniq 

is koeffitsiyentlar usulida toping:

300.
3 - 2y,

dx_ 
dt

—  -2x - 2/. 
Ы/

301.

‘h.
dt
dy_

dt

—  = -y + sill /, 
dt

- X + cos/.

nil



Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Dalam-

ber usulida toping:

306.

dx

dt
= 5x + 4 y,

* - x  + 2y.
309.

—  = 2x + 4y + cos?, 
dt

dy_ 
I dt

x - 2у + sin/.

307.

dx

Hi
dy_

I dt

= 6 x + y,

= 4x + 3 y.
310.

dx т t
—  = 3x + y + e , 
dt

dy_
dt

= x + 3 у -e‘ .

308.

dx

~dt
= 2x - 4y + 1,

% - - x  + 5y.

311.
$ =x+5>’’ 

. £ ~ 3' - * '  
x(0) = -2, y(0) = l.

Mustaqil ish topshiriqlari



5- § . Operatsion hisob

1. BoslilangMch funksiya va uning tasviri.

Boshlang‘ich funksiya (original) deb quyidagi shartlarni qanoat- 

lantiruvchi f(t) funksiya qabul qilinadi:

1°. Istalgan chekli intervalda /(?) va f'(t)  chekli sondan ko'p 

bo'lmagan birinchi tur uzilish nuqtalariga (chekli sakrashlarga) ega.

2°. t < 0 uchun / (0=0.

3°./(r) funksiya ko‘rsatkichli funksiyadan tez o'smaydi, va’ni 

shunday t ga bog‘liq boMmagan musbat haqiqiy o'zgarmas M  va S0 
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta t lar uchun

\f(l)\ < A/e'0' (3.68)

tengsizlik bajariladi. Bunda 50 — originalning o'sish tartibini ko‘r- 

satuvchi son. Original o ‘zgarmas bo‘lsa, ^,=0 deb qabu! cjilish 

mumkin.



f(t) funksiyaning haqiqiy o‘zgaruvchi t ning kompleks funksiyasi 

e~p' ga ko‘paytmasini, ya’ni

e pl■ f  (t) (p = a + ib ,a >  0) (3.69)

ni qaraymiz. (3.69) funksiya ham haqiqiy o‘zgaruvchi t ning kom­

pleks funksiyasidir:

e~pt ■ f  (t) = e~al f  (t)cosbt - ie al f  (t)s\nbt. (3.70) 

So‘ngra ushbu xosmas integralni qaraymiz:

0° 00 00 _ 

je~p f  {t)dt = \e al f  (t)cosbtdt - i \e al f  (t)sinbtdt. (3.71)
о о о

Agar/( /)  funksiya (3.68) tcngsizlikni qanoatlantirsa va a > S0 

bo'lsa, (3.71) tenglikning o'ng qismida turgan xosmas integrallar 

mavjud va ular absolyut yaqinlashuvchi.

(3.71) integral p ning bironta funksiyasini aniqlaydi, u funksiya 
F(jp) ni bilan belgilaymiz:

F{p) = CC\e-"tf{ t)d t. (3.72)
о

Ta’r if  Kompleks p=a+ib o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘lgan

F{p) = ]e-”,f{ t)d t = L{f{t)}
о

tenglik bilan aniqlangan F(p) funksiyaga f(t) funksiyaning tasviri 
yoki Laplas almashtirishi deyiladi, f(t)  funksiyaning o'zi esa 

F{p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

F (p )— » / ( / )  tasvir-original yoki f ( t ) — ~>F(p) original-tas- 

vir, yoki

L{f{t)} = F(p).

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari

Г. Ixtiyoriy a va p kompleks o'zgarmaslar uchun

a f(t) + pg(t)<—  aF (p ) + $G{p). (3.73)



Asosiy originallar va tasvirlar jadvali

№ f i t )

original
!'(/>) lasvn

9. a te sin at
(1

(p - a) ♦ a"

10. tneat
//!

(P-  a )w+l

11. t cos at
2 2 p -a

(p2 + a2 )2

12. t sin at
2 pa 

(p2 +a2)2

13. sin(r - a) c~a p  1

, 2 + l

14. cos(t -  a)
-CLP P

15.
sin t 

t
arcctgp

16.
?rsin t ,
J , *
0

arcctgp 

P

№ / ( ' )
orig inal

F{p) tasvir

1. 1

- 
1 
^

2 . tn

n\

рП+1

3. eat
1

p - a

4. sin at
a

p2 + a2

5. cos at
P

p2 + a2

6. sh at
a

2 2 p - a

7. ch  at
P

p2 - a2

8. a t
e cosat

p - a 

(p- a)2 + a2

2°. Ixtiyoriy o'zgarmas a > 0 uchun

/ ( fl/ ) < _ i W ^ ) .  (3.74)
a \a)

3°. Agar /(/)•<—— F (p ) bo'lib, / '( / )  original bo‘lsa, u holda

— PF(p) - / ( 0 ) . (3.75)

4°. Agar /(/)< —— /•"(/>) bo'lsa, u holda istalgan a da

ea,f ( t ) + - F ( p - a ) .  M /м



6°. Agar /(t)*-1— F(p) bo‘lsa, 11 holda

(3.78)

7°. Agar f(t,x)<—— F(p,x) bo‘lsa, u holda

df(t,x) ■ dF(p,x)
(3.79)

dx dx

8. Agar /(/)< —— F(p) bo‘lsa, u holda

tf (t)<—— F '(p ) . (3.80)

9°. Agar jf (z )d z  integral yaqinlashuvchi va f  (t)<~— F (p ) 

bo'lsa, u holda

3. Funksiyaning tasvirini topishga doir misollar.

Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqiqiy o‘z- 

garuvchining bir qator elementar funksiyalarining tasvirini topamiz.

Ba’zi funksiyalarning tasvirini topishda to ‘g‘ridan-to‘g‘ri jad- 

valdan foydalanib bo‘lmaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlar 

yordamida funksiya ko‘rinishini jadvalga moslab olamiz.

1- misol. f  (t) = a' funksiyaning tasvirini toping.

Y e с h i s h . Logarifmning asosiy ayniyatidan:

r / \ 03
/ ' < ; \F(z)dz. (3.81)

P

a' = e'na‘ = e/,na

U holda (3) formuladan



ifodani topamiz. Demak, a' funksiyaning tasviri F(p) - — —  , y;i'

p-In a

2- misol. / ( / )  = /• cos at originalning tasvirini toping.

Y e с h i s h . 8° ga asosan

t ■ cos at<r-
2 2 2 2 a -p _ p -a

vp2+a2) (a2+p2)2 ( a2+p2 )2

2 2

Demak, L{tcosat} = — r .
(p~ +a )

3-misol. tneat originalning tasvirini toping.

Y e с h i s h . <—— moslikning ikkala tomonini a par 

metr bo‘yicha n marta differensiallab, quyidagilarni hosil qilamiz:

teal <—---- ———; t2ea'<r 2'
(p-а)2 ’ (p-a )3

rV '  <-----2* ; tnea1 <----- .
(P- a ) 4 ■ (р - аГ 1

Demak, L{tneat} = --
(/>-«)"

4-misol. / ( / )  = ( / - 1)2 e'4 funksiyaning tasvirini toping.

Y e c h i s h .  t - 1 = г deb, funksiyani z V  ko‘rinishga keltiram 

Endi jadvalning 10- formulasidan

Z 2 e z <c-
2

ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan



4. Originalni tasviri bo‘yicha topish usullari
Operatsion hisobda originalni m a’lum tasviri bo 'yicha izla: 

uchun yoyish teoremalari  deb ataladigan teoremalardan hamda ta 
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teorem asi. Agar izlanayotgan / ( / )  funksiyaning F(p) ta

virini — ning darajalari bo'yicha darajali qatorga yoyish mumk 

bo'lsa, ya’ni

Bu qator 1 > 0 qiymatlar uchun yaqinlashadi va t < 0 da / ( / )=  
deb olinadi.

Endi F(p) funksiya p  ning kasr ratsional funksiyasi, ya’ni

b o ‘lsin, bu yerda A(p)  va B(p) — mos ravishda m va n darajc 
(m -< n) ko'phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicl 
topiladi.

Agar B(p) maxrajning barcha ildizlari m a ’lum bo'lsa, u hole 
uni eng sodda ko‘paytuvchilarga yoyish mumkin:

bu yerda k \ + k 2+. . . +k . =n  M a’lumki, bu holda F{p) funksiyani er 
sodda kasrlar yig'indisiga yoyish mumkin:

(3.8:

bo'lib, u r-r < R da F(p) ga yaqinlashsa, u holda original quyida
I P\

formula bo ‘yicha topiladi:

(3.82

(3.84

B ( p ) = ( p  -  Px t  ( p  -  Pi )k2 U p  -  Pr )k r . (3-85



Bu yoyilmaning barcha koefHitsiycnllanm

A* " T t V 11111 /),)kl / ( / M|  "  p >pj dp'

formula bo'yicha aniqlash mumkin.
A s koeffitsiyentlarni aniqlash uchun (3.87) Гогшикшшк м' т и  i 

integral hisobda ratsional kasrlami integrallashda qo'llanilailiKHii > h 
mentar usullardan foydalanish mumkin. Xususan, bu usulm 11«* Il.i 11 
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’ni sodda va jull-juHi bil.m 
qo 'shma bo ‘lganda maqsadga muvofiqdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya’ni

B(P)  = {P ~ P\ ) iP ~ Pl ) (P ~ Pi)-~(P -  Pn) ' 

bu yerda j  + k,  Pj * pk bo'lsa, yoyilma soddalashadi:

= yerda a j = ^ £ -  O M )

F(p) ning u yoki bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu- 
zishda f ( p )  original quyidagi formulalar bo ‘yicha izlanadi:

a) B{p) maxrajning ildizlari sodda bo'lgan holda:

/ « >  = ■ <3-89> 
j =1 °  ' Pj '

b) B(p) maxrajning ildizlari karrali bo'lgan holda:

f ( n = i h JS7 ^ y ^ . (3.90)
j —15=1 'У  ’’

5. Originalni tasvir bo‘yicha topishga misollar

i
1- misol. F ( p )  = —e p2 tasvir uchun originalni toping.

P
Y e c h i s h .  F(p) funksiyani p (p*0) kompleks o 'zgaruvchining 

butun tekisligida ushbu Loran qatoriga yoyamiz:



F( p )  = ± e  r2 = £ -1:-1)П =1-1. — + 1._L-1._L
P n=on'.p2"+l P 1 • p 3 2! /,5 3! /

1! p 2 2 l p A 3! p b 4  Ip*

Yoyilma birinchi teoremaning shartlarini qanoatlantirganligi sa- 
babli bu funksiyaning originali quyidagicha bo'ladi:

2! 2! 4! 3! 6 ! 4! 8 ! '"  ^  n \ \ 2n) \  ' 

Demak,
i

I 2 • x  t2nL e p
/7-0

2 - misol. I ( p )  = \  ; tasvirning originalini toping.
л

p  + p + \

P(P4 - 1)
Y e c h i s h .  Tasvirning maxraji p {=0 ,  р 2= \ ,  p 3= \ ,  p 4=i ,  p 5= —i 

tub ildizlarga ega. Bu holda F(p) funksiyaning yoyilmasi (3.88) 
ko‘rinishda bo'ladi:

и ! \ Л\ A2 Ay A$F ( p )  = —-  + —— + —— + —— + — .
p p - 1 p +1 p - i  p+i

A v  Av  Av  Av  A- koeffitsiyentlar

A(Pj)
1 B'(pj )

formula bilan aniqlanadi, bu yerda A(p) = p2 + p + 1, B'(p)  = 5p4 -  1 .

A -  /1<0) -  1 a -  A{1) _ 3 - л _ j l i d l - l -
1 B'( 0 ) ’ 2 S '( D  4 ’ 3 B ' ( - l )  4 ’

4 -  A ( i )  ‘ ■ A _  Л ( - 0  _  /
^  5 ' ( 0  4 ’ 5 5 ' ( - / )  4
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Endi (3.89) formula bo'yicha originalni topaini/:

= + \ e u + ' - e 1' + У '  - L , "4 4 4 4  

= - \ + j ( 3 e '  + . = -1 + j ( 3 e '  + e ' ) - i sin/.
4  2 2 /  4  2

M ustaqil ish topshiriqlari 

Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping:

321. / ( / )  = sin2 /. 326. f  ( t )  = chat sin bt.

322. / ( / ) = e' cos2/. 327. / ( / )  = e-7' c h7/.

323. / ( / )  = sha/cosA/. 328. / ( / )  = | Cos2 а /Л .

324. f  ( t )  = chat  cos bt .  329. / ( / ) = £ __I

325. f ( t )  = t&hbt 330. / ( / )

Quyidagi tasvirlarning originallarini toping:

331. F ( p )  = p  -  sin—. 336. F ( p )
P p ( p  + ! ) ( / > ' + 4 )

332. F ( p )  = p \ n  1 + 4 - 1 -  337. F ( p )
v P J p2 - 2 p+5

333. F ( p )  = ----- 1 1 1 ------. 338. F ( p ) * ____ P___
p ( p z -4p+3)  p2 -2p+ 5

334. F ( p )  = ---------- p— _______ . 339 . F ( p ) ~  P+2
p ( p - \ ) ( p - 2 ) ( p - 3 )  • ( p + \ ) ( p  - 2 ) ( p2 . 4 )

335. F ( p )  = -----L — . 340. F ( p )  =.— d ll—
p ( l  + p  ) p U / >  I )2
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Mustaqil  ish topshiriqlari

341.  F ( p ) = - £ -  
P -1

346. F ( p )
p( p - \ ) { p - + \ )

342. F ( p )  =
P(P4 -1)

343. F ( p )  = 348. F ( p )  =
{p+\ ) (p2+2p+2)

344. F ( p )  = 349. F ( p )  = P
(/>-!)( P2+\) (p+\)(p2 +2p+2)

345. F ( p )  = P 350. F( p)  =
( p - \ ) ( p 2+l) p{p+\)(p2 +2p+2)

6. DifTerensial tenglamalar va ularning sistem alarini operatsion 
hisob usuli bilan yechish.

Ushbu

chiziqli differensial tenglamaning x(0) = x0 , x'(0) = x, boshlan- 
g‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilinsin. Bu 
yerda a v  a2 — berilgan haqiqiy sonlar, / ( / )  — m a ’lum funksiya. 
Izlanayotgan x(t) funksiya, uning qaralayotgan barcha hosilalari va 
/ ( / )  funksiya originallar bo ‘lsin deb faraz qilaylik.

x(/)<—— x ( p )  va x ( t )  -  t 2 -  3t  + 4

bo'lsin. Originalni differensiallash qoidasiga asosan quyidagilarga ega 
bo'lamiz:

x"(t)<r- — p 2x ( p )  -  p x ( 0) -  x '(0 ) .

Tasvirlarning chiziqliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasvir- 
larga o'tamiz:

x"U)  + a{x ' ( t )  + a2x ( t )  = f { t ) (3.91)

x ' i t ) < r - p x i p ) - x i O ) ,



р 2х { р )  -  р х ( 0) -  Л-'(о ) + я, [ р х ( р )  -  х (0 )]  + о2х ( р )  I (/>) 

yoki

( р 2 + а1р + а2 ) х ( р ) - ( р  + а1 )х0 -  х, = F ( p ) .  (3.92

(3.92) tenglamani х ( р )  ga nisbatan yechib 

(p+ax)xo + x , F (p )
x ( p )  = — -------------+ -5------------- (3.93

p +a\p+a2 p +ci\p+a2

ni topamiz. x ( p )  ning originali (3.91) tenglamaning boshlang‘ic 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi boiadi.

Shu kabi istalgan /г-tartibli o ‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli dil 
ferensial tenglamaning yechimini boshlang‘ich shartlarda topis 
mumkin.

1- misol. x" -  5x'  + 4 x  = 4 tenglamani x(0) = 0, x'(0) = 2 bosli 
lang‘ich shartlarda integrallang.

Y e c h i s h .  x(/)<—— x ( p )  deymiz, u holda berilgan boshlan 
g‘ich shartlarga asosan

x '<—— p x ( p )  -  x (0)  = p x ( p ) ,

x"<——  p 2x ( p )  -  p x { 0) -  x '(0 )  = p 2x ( p ) -  2 ,

4<—— —.

P

Berilgan tenglamada barcha funksiyalarni ularning tasvirlari bila 
almashtirib, quyidagi operatorli tenglamani hosil qilamiz:

( p 2 -  5 p  + 4 ) x ( p )  = — + 2 .
P

Bu tenglamadan x ( p ) ni aniqlaymiz:

— / ч 4+ 2  p
X { p )  = ----- 5— ------.

p ( p 2 -5p \-4 )

Tenglikning o ‘ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda
—, . 1 2  I
x ( p )  = --------- - + ■

p p - t  p - 4



ni hosil qilamiz. Bunda originalga o 'tib, tenglamaning yechimini 
lopami/.:

x ( l )  = 1 -  2e'  + eAt ■
Endi quyidagi o'zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar 

sistemasini qaraymiz:

^ г  = ЩХ + t \ y  + f \ { t ) ,

dy , f  . (3.94)
{J f  = a2x  + b2y  + f 2 (t) .

Bu sistemaning

x (0 )  = x0 , y ( 0 )  = y0 (3.95)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bunda 
biz f x( f ) , f 2{t), x(t),  y(t)  funksiyalarni x!{t) va y'(t) larning originallari 
deb faraz qilamiz:

x(t)<r— x ( p ) ,  y ( t )<—— y ( p ) ,  /1 (0 < — ~F\(P) ,  f 2 ( t ) ± — F2 ( p )  

bo'lsin.
(3.95) boshlang'ich shartlarni e ’tiborga olib, originallarni differ- 

ensiallash qoidasidan foydalanib

x'(t)<r—  p x ( p ) - x 0, y ' ( t ) + — p y ( p )  -  y Q 

larni topamiz.
Endi (3.94) sistema har bir tenglamasining ikkala tomoniga Lap­

las almashtirishlarini qo'llab, x ( p )  va y ( p )  larga nisbatan quyidagi 
sistemani hosil qilamiz:

p x ( p )  = al x ( p )  + bl y ( p )  + Fl ( p )  + x0 ,
{p y ( p ) = a2x ( p )  + b2y ( p )  + F2 ( p )  + y 0 . (3 96)

(3.96) sistemaning yechimi:

vf r-) -  /?1 [ Fl- (_Р}±Уо 1 ь( P - b  /;)+л<»1 (3 97)
( р-Щ ) ( P-th )~a2b\

_  al \ F\ (P)+xo \+(p~a\ )\Г2 (р)+Уо\  ( 3 9 8 )
( p - a { ) (p -b 2 ) -a2b\
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(3.97) va (3.98)da originalga o ‘tib, (3.94) sislcmamnj' ( (  '»>) 
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini hosil (|ilami/,

Quyidagi tenglamalarning yechimini toping:

351. x'  + 3x = e ^ \  x (0 )  = 0 .
352. x'  -  x = cos t  -  s in /, x (0 )  = 0.

353. 2 x '  + 6x = te^ ' , x(0)  = - i .

354. x" + 6x'  = 12/ + 2, jf(0) = 0, jc'(0) = 0.

355. x "  + 4 x ' + 4 = 4, x(0)  = 1, л-'( 0 )  = -4.

356. x" + x = cos/, x (0) = -1, x '( 0 )  = 1.

357. x" + 3x ' + 2x  = 2 /2 + 1, x (0 )  = 4, x '( 0 )  = -3.

358. x" -  x ' = 2 s in /, x (0 )  = 2, x '( 0 )  = 0.

359. x" -  4 x '  + 5x = 2e2' (sin/ + cos/) ,  x (0 )  = 1, x '(0 )  = 2.

360. x" -  4 x '  = 1, x (0) = 0, x '( 0 )  = - i ,  x"(0) = 0. 

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

Mustaqil ish topshiriqlari

x (0 )= l ,  j (0 ) = l .

x(0)=2, v(0)=3.

x (0 )  = y(0)
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364.

dx . 

dr

§-*y
x(0)=5, M0)=0, ;(0)=4.

365.

—  -  —  - 2 x  + 2 y  = \ -  2t ,  
dt dt
d̂ x_

[dt 2
+ 2—  + x = 0. 

dt

x(0)=y(0)=x'(0)=0.

366.
+ 4 у  + 2x  = 4 /  + 1,

cit
civ 3 2

1 Ф * Х ~ У = 2 '  '

x(0)=\i0)=0.

367.
' f  + y - 2 x - 0 ,

—  + x  -  2 у  = - 5 e r sin t. 
dt

x(0)=2, >’(0)=3.

368.

d 2 x r
- ^ -  + X + у  = 5,
dt1
d 2y -  4 x  -  Ъу = -3.

369.

dx - . dy  „—  + 2-^- + x  + у + г = 0, 
dt dt
dx dy  A
—  + ^ -  + x  + z = 0. 
dt dt

—  -  2—  -  у = 0, 
dt  dt  y

x(0)=y(0)=x'(0)=y '(0)= 0.

х(0)=у(0)=1, г(0)=-2.

370.

d 2x  A
— r  = x - 4  y ,  
d t 2

d 2y
d t 2

= - x  + y .

x ( 0 ) = 2, y ( 0 ) = 0,

x ' ( 0 )  = -> /3 ,  y ' { 0)
73
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Ushbu ko‘rinishdagi

J  , ,  dU 8U d2U d2U d2u )  „^  x , y , U , — , — , —T , — — , —  = 0  (3.‘W)
l ГЛ' rv OX < '  1 r  dy 2 J

differensial tenglamaga ikkinchi tartibli ikki o'zgaruvchili xususiy 
hosilali differensial tenglama deyiladi.

°\ 1 (Х>У)^Т + 2aU + (X^ ~ ^  + f (X' 1 ,)0)

ko'rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga nisbatan  
chiziqli tenglama deyiladi.

Agar (3.100) tenglama ushbu

2 7 9, . d ~ u ~  , . 8 и , . d~u
+ 2 а 'Л х -у ) 1 3 Г ,*  ( x ’y ) J /  +

+ “u ( x , y ) ^  + o , j ( x , y ) ~  + ajj (JC, y ) u  + f  = 0 (3.101)

ko‘rinishda bo ‘lsa, bunday tenglama chiziqli deyiladi. Agar (3.101) 
tenglamaning koeffitsiyentlari x v a  у  o ‘zgaruvchilarga bog liq  bo ‘l- 
masa, tenglama o'zgarmas koeffitsiyentli deyiladi. (3.101) tenglamada 
f ( x ,  >’)=0 bo'lsa, unga bir jin sli deyiladi.

an ( d y ) 2 -  2 an dxdy + a22 (dx)2 = 0 (3.102)

tenglama (3.101) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
(3.102) tenglama quyidagi ikkita birinchi tartibli oddiy differen­

sial tenglamalarga ajraladi:

dy _ a\2 + \ la\2 ~a\ 1 'a22 dy _  «12- ^ i 22-«11^22 
dx an ’ dx an ' (3 ,I(M )

Bu tenglamalardagi ildiz ostidagi ifodaning ishorasi (3.101) long 
lamani tiplarga (turlarga) ajratadi.

Agar M  nuqtada a\2 -  an ■ a22 > 0  bo isa ,  (3.101) tenglama M 
nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Giperbolik tipd«K'
(3.101) tenglamada x va у  o'zgaruvchilarni

6 -  § .  M a t e m a t i k  fizika tenglamalar in ing Iiplai i

117



£, = ф ( х ,у ) ,  П = 'I i ( x - y )  

tengliklarga asosan £, va ц larga almashtirsak, (3.101) tenglama
->2 л
С  U O'U Cl l  г  гу , «ч , л  *

«13 — + «13 — + «зз H + /  = 0 (3.104oqcrj CC, (11
yoki

2 ?(;"U ('■« dll ди г а  /Т i n :
--- ----------— + a 13 — - +  (32з —-  + Я33М + /  -  0  (3 . 105
ЛЕ, дц2 <%

ko‘rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.
Torning ko'ndalang tebranishi, sterjenning uzunasiga tebranish 

o'tkazgichdagi clektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdag 
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o ‘xshash tet 
ranish jarayonlarini o ‘rganish giperbolik tipdagi tenglamalarga oli 
keladi.

Я2 Я2
1- misol. x2 ■ 0 u- -  y 2 ■ = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishj

d x 2 d y 2
keltiring.

Y e c h i s h .  Bunda au = x2, a{2 =0, a22 = - v 2, af2 - 4 au a22 
= x 2y 2 > 0 .  Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakteristi 
tenglamasini tuzamiz:

x 2 ( d v ) 2 -  y 2 ( d x ) 2 = 0 yoki (xdy -  ydx ) (xdy  + ydx)  = 0 .
Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi: 

xdy  -  ydx  - 0 va xdy  + ydx  = 0 .

Bundan —  + —  = 0 yoki xy  = C , , —  -  —  = 0 yoki — = C2 .
у  X у  X X

Endi с = xy, г) = — almashtirishlarni bajaramiz. x  va у  o ‘zg; 
ruvchilarning xususiy hosilalarini yangi £, va r| o'zgaruvchilar orqa 
ifodalaymiz:

du __ du д% ^  du dr\ _  du du у

dx  d t  dx  rt] dx  d% ^  дц x 2 '

du  du c't du  3ri du du 1 ■ H--------- - = ---- X + -
d y  dc d y  dr\ dy  dt, dr\ x
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H osil b o ‘lgan tenglik lam i berilgan differensial tenglam aga qo 'yam iz:

( -г j 2 _2 2 
о и у с и уз и 2 2

<'4 • f'n .v2 cr)2 x4

- y
dt?

______ -V , S-U I
dt,-dr\ x2 c?n2 x2

+ 2 . ^ - 4
x3 

=  0 .

Bundan

r% • dr\
■y2 + 2- du у 0 yoki 32U I ЙМ 1

yoki l'2U
dt, - <3r| 2 £, (5r| 

Demak, tenglamaning kanonik ko‘rinishi:

5E, • dr\ 2 dr\ xy 

. . 21 = 0,

—  = o

c2u - J L . £ l  = o .
d t  - ft! 2c, дц

Agar M  nuqtada  -  au a22 < 0  bo ‘lsa, (3.101) tenglama M  
nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101) 
tenglama

£ = ф(х,>’), л = ф (х ,у )
( ф ( х , у )  funksiya ф funksiyaga qo‘shma kompleks funksiya ) al- 
mashtirishga asosan ushbu



с" и д и
73" + Т Т<4 с’П

I и 
а11 —  - 

< S
С и /• гч

«23 —---ь #33 w + у = О
~ п-| (3.106)

kanonik ko‘rinishga keladi.
Elcktr va magnit maydonlar haqidagi masalalarni, statsionar is- 

siqlik holat haqidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun- 
ga o ‘xshash masalalarni o ‘rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib 
keladi.

2- misol.

d2 z
Sx2 dxdy

d2< + 2 - ^  = 0
dy

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Y e c h i s h .  Tenglamada an =1, an = -1 ,  a22 = 2 ,  a(2 ~ a\\an  

=  — 1 < 0 ,  bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi. 
Xarakteristik tenglamasi:

( d y f  + 2 dxdy + 2 ( d x f  = 0  yoki y ' 2 +2_y'  + 2 = 0.

Bundan y '  = -1 ± /; у  + x  -  ix = C,,  y  + x  + ix = C2 . Quyida- 

gicha almashtirishni bajaramiz: £, = у  + x ,  r\ = x.  U holda:

<-z
dx

dz dt, 8z 8r| _  dz dz . 
dt, dx dr\ 8x dt, dv\ ’

dz _  dz 8t, dz _  8z__ 
dy dt, dy 5r| с у dt, ’

d2Z ( s 2z 8 d2z an + 82 z < 4  , d2Z an
dx2 M 2 dx 5 San Bxj d t f i  n dx  82 >i dx)

d2z c~z. dt, d2Z 0П a2Z

i i .
d ?

d2z

+  2 -
8 Z 82 Z

8v(-

8x8y ду 8t,dr\ dy 8t,dr\’

82 Z d2 Z dt, d2z on
Sly 8tp dy 8t,dr| dy

Hosil bo‘lgan tengliklarni tenglamaga qo ‘yib, kanonik tenglama 
ko'rinishini hosil qilamiz:

120



Agar M  nuqtada  a22 - a u a22 = 0  bo 'lsa , (3.119) t englama M 
nuqtada  parabolik tipdagi tenglama deyiladi. Parabolik tipdani
(3.101) tenglamada o ‘zgaruvchilarni

% = cp(x,y), T| = n (x ,y )  
shaklda almashtirsak, u ushbu

2
д и du du r r\ /т  w nv
—  + 1̂3 — + 2̂3 —  + я3з" + /  = 0 (3.107)
8 ^  сь 3ri

kanonik ko'rinishga keladi.
Issiqlikning tarqalish jarayoni, g'ovak muhitda suyuqlik va gaz- 

ning filtrlanish masalasi va shunga o ‘xshash niasalalarni o'rganisli 
parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.

3- misol.

d 2 Z ■ 2 T • S2Z 2 d2Z n------ sin x  -  z y s m x -------- + у  — T = 0
дх дхдУ dy2

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Y e c h i s h .  Tenglamada an = sin2 x , o12 = - y s i n x ,  a22 = y 2- 

Bundan esa a22 -  au a22 = y 2 sin2 x -  y 2 sin2 x = 0. Demak, tengla­
ma parabolik tipda ekan.

Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

sin2 x ( d y ) 2 + 2 у  sin xdxdy + y 2 ( d x f  = 0  yoki (sin xdy + yd x )2 = 0 -

\  = У • t g y ,  ц = у  almashtirish yordamida x va у  o 'zgaruvchi- 

lardan \  va r\ o ‘zgaruvchilarga o ‘tamiz:

dz cz cc, 8z  ct| _  1 8z , , cor.2 X .



а2 г

£ d'z,
T7T dx

1 d^ i

4 a ?

r h
• *  +

,2
с  Z С'Г| ТА' 1 ( z  1 -V . .X■ у sec* — + ------ у sec — tg— =

2 2 dt 2 2

7 4 X I dZ 7 X . Xу sec4 — + - у — • sec- —tg—; 
2 2 d t  2 2

r2z £п1. t„ £  , a2~ . £4 + <l2z c~4 
(̂ 2 cy d% t?n dy J 2 f?n dt, (J Pn2 dy

I d • tg2 — + 2—
4  2 dt, Эг] 2

tg£ + d ~ Z . 
1 ’

<'4

d 2 Z
dxdy  2

d Z d% 
.2

а2 г 5n
dtp <> ct, ri} dy

2 x 1 dz 2 Xу sec- — + ------ sec —
2 2 dt, 2

1 [ d 2 z d 2 z 2 X  1 d z  2 X■ ysec — + ------ sec- —.
'  2 2 dt, 22 | ^ 2 2 dt, dr\̂

Hosil bo igan  tengliklarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

1 dr z 2 4 x  ■ 2 1 dz  2 X  . X  ■ 1  - ■ y z sec - s in "  x  + - y —  secz — ■ tg—sin- x
4 t̂ 2  •' 2 2 dt, 2 2

f 32 -i2  ̂
l l £ t g £  + ^ ^

2 5 2 as ft!
• y 2 sec2 —sinx  -  — у • sec2 — • s inx  +

7 2 as 2

+У2 [ • tg21  + 2 - ^ - ^ - tg T  + —r
as

с z . r£ + ^ _ i
as ar| ° 2  зл2

=  0 .

Qavslarni ochib chiqib elementar amallarni bajarsak, tenglan 
quyidagi ko'rinishga keladi:

1 d z  7 X  . x  ■ 2 d 2 Z 2 d z  7 X  ■ r.- •  y — • sec2 —tg—sinz x + ——у ------ ysec2 —sinx = 0
2 as 2 2  orf as 2

yoki
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У— г  = TTsin-V ■
г>Г <s

2 tg( х/  2) х  • )■ 11

Lekin sinx = " а ' —, tg— = — ekanidan sin л
1 + tg ( v/ - )  2 n . ■ 4

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi ;

с 2 J 2 £ г ’
о 2 -2 2оц с, + n <*,

Agar (3.104)—(3.107) tenglamalarda U - U ( t , , r \ )  funksiyani 

U = V tenglikka asosan yangi V = V (Ъ,,г[) funksiyaga al
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

c2V
^  + + A =o,
di,-c П

^ L - ^ L  + yV  + f  = 0, (giperbolik tip)
I dc,2 d r

— y  + —y  + yV  + f\  = 0 (elliptik tip)
3\ drf

+ a12 —  + / ,  = 0 . (parabolik tip)
cl1 с>П

Bunda y, <7|3 , a23 , fl33 — parametrlarga bogMiq b o ig an  o ‘zgarmas 
kattalik: / ,  = /  • <Г(̂ п‘п); к = - a l3/ 2 ;  ц = - « 23/2 .

(3.101) tenglama yechimlarining analitik ifodasini xususiy hol- 
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi- 
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son qiymatlarini topish ta- 
lab qilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k. 
usullar qo'llaniladi.

Har bir usulning o'ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa- 
laning qo'yilishiga qarab, mos usullaridan birini tanlab olish 
maqsadga muvofiqdir.
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Mustaqil yechish uchun misollar 

Quyidagi tcnglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

371. x 2 • d2Z c2z — + 2 xy——
2 Г2.

+ У — Г = °-
дх~ ох су Су

372. 4 - з 4 ■ -  2 —  + 6 —  = 0.
dx 2 дхду <?у2 дх ду
1 -2 .

373. 1 с Z _ 0.
x 2 дх2 у 2 ду2

374. + 2 д z -- 3-—— + 2— + 6 * = 0 .
dx2 дхду ду2 дх су

375. 82 Z л2 л2
+ 4  + 5  г + — + 2^ ■  =  0.

dx2 дхду ду дх ду

376. 2 г у - >2 Z ->
—г- + 2 xy 2х2^ + у ^  = 0.

дх1 дхду

7 - § . Tor tebranish tenglam asini Dalam ber usuli 
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglama (3.103) xarakteristikalar yor- 
damida kanonik ko'rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng- 
lamani integrallab, avvalgi o ‘zgaruvchilarga o ‘tilsa, (3.101) tengla­
maning izlangan yechimi hosil bo'ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:

—— = a 2 —Ц-, (a=const) (3.108)
8 1 2  d x 2

U{x,t)|f=Q = f x (x ),  

8U r  /  \—  = f 2 (x)-at t=0
(3.109)

Ushbu (3.109) ifoda boshlang‘ich shartlar b o ' l ib , /Дх) funksiya 
torning boshlang'ich h o la t in i , /2(x) funksiya esa boshlang‘ich tez- 
ligini ifodalaydi.
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dx2 -  a2 d t 2 = 0 (З.ИО)

ko'r in ishda b o ‘lib, unda a22 -  au a22 - a 2 > 0 ,  demak, tenglama 
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

x -  at = C , , x  + at = C2 , (3. I l l )
u holda

\  = x  - a t ,  r| = x + at  (3.112)

almashtirish yordamida (3.108) tenglama

= 0 (3 113)Scpx\

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga keladi. (3.113) tenglamani fiksir- 
langan i] da £, o'zgaruvchi bo'yicha integrallab, birinchi tartibli

4 ^  = <2(ti) (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil qilamiz. Bunda £>(r|) — ixtiyoriy 
funksiyadir. So'ng (3.114) tenglamani fiksirlangan £, da r) o'zgaruvchi 
bo'yicha integrallab,

U -  ф(^) + v|/(ri) (3.115)

ifodani, ya’ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda 
ф(^) ham ixtiyoriy funksiya, vy(r|) = | ( ? (л )^ т1- (3.115) ifodada £, va 
i"! o'zgaruvchilardan x va t o'zgaruvchilarga o'tsak,

U ( x , t )  = ф(х -  at) + y ( x  + a t ) . (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglamaning umumiy yechimi bo'lib, 
Da/amber integrali deyiladi. Qo'yilgan masalaning yechimini topish 
uchun ф va y  funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, t) 
funksiya (3.109) ni qanoatlantirsin. Buning uchun (3.116) da t =  () 
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

U ( x , 0 )  -  Ф(х) + ф(х) = /[  ( x ) . (3.117)

(3.116) ning t o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilasini topib, uiula 
t=  0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan

(3 .108) ten g lam an in g  xarak teristik  tenglam asi



- ф ' ( х )  + \|/'(дс) = 1 / 2(х ).

Bundan

I
-ф (* )  + у (х )  = -  \ f i { z ) d z  + C  (3.118)

-V)

ni topamiz. Bu yerda x0, С =  const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

(3.119)

ni topamiz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy cp va у  funksiyalarni
(3.119) ko'rinishda olsak, U(x, t) funksiya (3.109) shartlarni qanoat- 
lantiradi. (3.119) ni (3.116) ga qo'yib, q o lyilgan masalaning 
yechimini topamiz:

U { x  t )  _ _  +  ± _ x J M z ) d z  ( 3 1 2 0 )

x-at

Bu formula Dalamber form ulas/ deyiladi.
1- misol.

n2u  d2 и
d t 2  d x 2

tenglamaning

11\ dU
I ' -» "  *• I T =  - X

/=0
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Bunda f ( x ) = x ,  f 2(x )= ~ x  va a2= \  ekanligini e ’ti- 
borga olib, (3.120) formuladan



I Xrt\ -t+x+t \

• 2
Л' “ 4 г

i - t + x + r  I r ,
U ( x , t ) = > 5 7  J ' =

.V 7

- [ ( х + / Г _ (л' “ /')2] =  X - X t  = x( l  -  о
X r t

= X
X  t  4

ni topamiz. Demak, masalanin§ Уес11'П1‘
U ( x , »  =  x( 1 ~  ')•

2 - masala. D a lam ber  i)su^ bilan —j- = —j  tenglamaning

— V 0 = x 2 — |, o = 0  boshki11̂ ' 0*1 shartlarni qanoatlantiruvchi ye- 

chimi topilsin.
Y e c h i s h .  Masala short'§a ko r a ,  o = l ,  cp(x)— x 2, \\i(x)—0. 

Dalamber formulasiga asosan  rnasalaning yechimi

_  (X - t  )- J -' + t') y o l^ j  u = x 2 + t 2
Jj

ko'rinishda bo'ladi.

3 - masala. Dalamber usul» bilan ^  = 0 tenglamaningdt dx

u[ Q = cos x , f | , 0 = s i nx b(ishlanglich shartlarni qanoatlantiruvchi

yechimi topilsin.
Y e c h i s h .  Bunda (p(»=<cos* va v W = s in x  bo'lganligi uchun

Dalamber formulasiga asosan

f  sin aft  =
' x-at

= 1 . 2 - c o s ^ - ^ 1^  • c o s x ~ar~x ^ar -  - i - c o s z
2 2 I  2 a  x _at

1 . x+at+x-at ■ x - a t - x - a t
= cosx ■ cos a t ------- 2,йШ------ 5--------s in------- ч------

2a 1 z

= cosx - co>at + - s i n x - s i n  at 

yechimga ega bo'lamiz.
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4- m asala. —-  -  а —-  -  0 tenglamaning и\, . = х ( а  -  х )  va
dt2 дх2

си
ct
Dalamber usuli bilan topilsin

= e Зл boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini
i о

л у и  — л )  =  ил  — л  va vj/^ л ) =  t  Зл"

Yuqoridagi formuladan foydalansak,
Y e c h i s h .  Bu masalada cp(x) = x(a -  x) = ax -  x2 va y(x) = e

x+at
u(x , y )  = U a ( x - a t ) - ( x - a t ) 2 + a{x  + at) - ( x  + at )2] + 1 -  j e 3zdz

2 J 2 a

= a x - x 2 - a2t2 - e  3(v,"°]
b a

izlanayotgan yechimni topamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

d2u 2 S2u

x-at

du
dt

Dalamber usuli bilan —r  = a ~— ~ tenglamaning u\ = f ( x ) ,
dt dx '~u

F ( x )  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:
/=0

377. f i x ) = x { 2  - x), F i x )  = e - X

378. f i x ) = cosx, F i x )  = sin x.

379. f i x ) = e ~ \ F ( x )  = sin2 x.
380. f i x ) = x(2  - x), F i x )  = ex .

381. f i x ) = ex , F i x )  = 4x.
382. f i x ) = cosx., F { x )  = cos2x.
383. f i x ) = sinx , F i x )  = 8x3.
384. f i x ) = sin2x , F i x )  = cosx.
385. f i x ) = ?2' \ F { x )  = x 3.

386. Dalamber usuli bilan и |,_0 =0, — I  n = x  boshlang‘ich shart
dt

62 и d2 иlarni qanoatlantiruvchi —— = 4 - —- tenglamaning yechimi topilsin.
dt dx
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387. w L0 =0, — L о = -  x b o ‘lsa, - a' ' '! iriie.lamaiiiiig
dt 1 ?t~ , v

yechimi topilsin.

388. u\._0 =s i nx,  —  I. n=l  boshlang‘ich sharllami qanoatlan 
dt

82 и I с2и , . я , ■ , ,tiruvchi —r- = a —— tenglamaning t = —  vaqtdagi yeclumi topilsin.
5/2 3x2 2 a

389. —у  = a 2 — 1  tenglamaning u\, 0=0, — I, 0=cosx shartlarni
d t 1 d x 1 1 dt

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
с  2 U d 2 U

390. —у  = — у  tenglamaning t= n  m om entda  w L0 = sinx ,
d t 1 dx

du,
— |r=o =cosx shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

d 2u d 2u du391. —T - — y  tenglamaning и |. 0 = x 2, — L 0 =s i nx shartlarni
d t 1 d x 1 dt

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
8 U 2 d U . | du392. —y  -  a  — j  tenglamaning w|,=0=cosx, — = sin x shart-

/=0

т т  di2U 2 d 2U . . | ■ du393. —r ~ a —т  tenglamaning w r=0=sinx, —
dt  d x  dt

lami qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Ли

= 0 shartlarni
dt /=o

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

8- §. Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga qo'yilgan masalalarni yechishda 
keng qo‘llaniladigan usullardan yana biri o ‘zgaruvchiIarni ajratish  
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang‘ich va nolga teng bo'lgan chega- 
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda saniarali natija beradi.

Furye usuli ni uzunligi / ga teng b o ‘lgan va ikki uchi mahkam- 
langan torning erkin tebranish masalasida ko‘raylik.

d2u 2 d~u
—  = a —  (3 .121)
dt2 dx

tenglamaning



U( 0 , t )  = U ( l , t )  = 0 (3.123)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilin- 
gan bo'lsin. (3.121) tenglamaning yechimini Furye usuliga ko'ra

U ( x , t )  = X ( x ) T ( t )  (3.124)
ko'rinishda izlaymiz.

(3.124) ni (3.121) ga qo'yib, izlanayotgan X(x), T(t) funksiyalar- 
ning liar biriga nisbatan oddiy differensial tenglamalarni hosil qila­
miz:

^  + Х2Г = 0, ^ -  + }-^ -X  = 0 ,  (3.125)
dt2 dx2 a2

bu yerda X — hozircha no ’m a’lum bo'lgan tebranish chastotasi, bu 
tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha bo ‘ladi:

T ( t )  = C, cosXt  + C2 s in X t , (3.126)

X ( x )  = C3 cos—x + C4 s i n - x  , (3.127)
a a

bunda Cp C2, C3, C4 — ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.
U (x , t ) = X ( x ) T ( t )  funksiya (3.123) chegaraviy shartlarni qanoat- 

lantirishi uchun X(x) funksiya shu shartlarga bo 'ysunadigan, ya’ni 
Д 0 ) = Д / ) = 0  bo'lishi kerak. x=0 va x = l  qiymatlarni (3.127) tenglik- 
ka qo'yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C\  = 0, C4 s i n - /  = 0.
a

Ixtiyoriy o ‘zgarmas C4*0 bo ‘lgani uchun

sin — / = 0
a

bo ‘lishi kerak, bundan n e N  uchun
>. .—/ = пк. 
a

Shunday qilib, tebranish chastotasi X ushbu

b o sh la n g 'ic h  va



qiymatlardan birini qabul qiladi xolos. n ning liar bir qiymali ik Iiiiii, 
dcmak, har bir X uchun (3.126) va (3.127) ifodalarni (3.124) ца 
qo'yib va C,-C4, C2'C4 larning X=Xn ga mos qiymatlarini an va l\ t lai 
bilan belgilab, (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni 
qanoatlantiruvchi xususiy yechimlari ketma-ketligini hosil qilamiz:

Un ( x j )  = X„ (x)Tn (/) -  X («„  cos~ t  + bn s m ~ t ) s m ^ x  . (3 .128)
/,=i ' ' '

(3.121) tenglama chiziqli va bir jinsli b o ig a n i  uchun (3.128) 
yechimlarning yig'indisi

U ( x , t )  = ^ U n ( x , t )  = J^ (an c o s ^ t  + b „ s \ n ~ t ) s \ n ~ x  (3.129)
n=\ n= \ 1

ham  (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni qanoat­
lantiruvchi yechimi bo‘ladi.

(3.129) yechim (3.122) boshlang‘ich shartlarni ham qanoatlanti- 
rishi kerak. Bunga biz an va bn koeffitsiyentlarni tanlab olish yoMi 
bilan erishamiz.

(3.129) yechimda va uning / b o ‘yicha xususiy hosilasida / = 0  de- 
sak, (3.122) shartlarga asosan ushbu

oo
U (x ,0 )  = s in - ^ x  = / ,  (x ) ,

n=1

dU(xS)) = ■ bn s i n ^ x  = f 2 ( X )  (3.130)
5 t  Z i  1  1

tengliklarni hosil qilamiz. Bundan an va bn koeffitsiyentlarni (Furye 
koeffitsiyentlari kabi) quyidagi formulalar orqali topamiz:

i 1 ? 1 
° n =  t  j / i  (x)sin-y-xdx, bn = —  \ f 2 (x )s in -^ -x Jx . (3.131)

о апк о
Bularni (3.129) ga qo'ysak, masalaning ushbu



yechimi liosil boladi. Bunday ko'rinishdagi yechim Bernulli integrali 
deyiladi.

1 - masala.  Uchlari x=() va x = l  da m ahkamlangan torning

(4 h\boshlang'ich holati и = I —  I • x ( l  -  x)  parabolani ifodalasa hamda

boshlang‘ich tezligi du(x,0) _ q b0 ‘]sai uning OX  o 'q idan  og ish i
dt

aniqlansin.
4 hY e c h i s h .  Masala shartiga ko lra, cp(x) = — • x ( l - x), \\j(x ) = 0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) qator ko'rinishida izlaymiz. 
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniqlanadi:

ak = у  J / ( x )  • s in^ p -d x  = J(Ix -  x 2) ■ s in^ - d x ,  b/( = 0.
0 I 0

Integralni boiaklab integrallaymiz:

ы, = Ix — x 2, d v j = s in^ - d x ,

du, = (I -  2 x ) d x ,  v = —-— • cos—y—;
kn I

8 h , ,  ?\ I ккх
> h  cos- r

8 A  г ,  , т  , Л тгх  ,+ — -  (/ -  2 x) cos—-—ox .
0 kn l2 0J /

bundan,

8 h ~ , ккх iak = — — (/ -  2 x )c o s —— dx 
kni1 о 7

m2 = I -  2 x ,  du2 = - 2 dx -

, ккх , I ■ ккхdv-, = cos—— dx, v2 = — sin——
I  K K  I

8 h , ,  ~ . . ккх  -(/ -  2x)sin 16h г • ккх  , 16h ккхi ОЙ Г • КЛЛ J iu/1 I
+ - r -тт - S in — J x  =  — T -yC O S-

0 * V / 0J / k \ 3

-(cos кк  -  1) = —r - r ( l  -  (-1)*).
к^к3 к^к3
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Agar k=2n  bo'lsa, l - ( - l ) * = 0 ,  agar k = 2 n + \ bo‘lsa, 1 -  ( -I  ;
U holda

( 2 л + 1) я а /  . ( 2 я + 1)тгх -cos------ ------ sin------

3\

/2  ( ^ )

vechimga ega bo‘lamiz.
2- masala. Uchlari x=0, x = l  nuqtalarga m ahkam langan tor 

berilgan bo‘lib, boshlangich holati OAB siniq chiziqdan iborat. 
Agar boshlang‘ich tezlik

2ax , 0 < x < //2
2 a (/ -  x ), 1/2 < x  < I

bo‘lsa, ixtiyoriy t momentdagi tor holati topilsin.
Y e c h i s h .  Chizmaga asosan OB va A В to'g'ri 

chiziqlarning tenglamasi:
п л  2 x  у  2 hO A . T  = -h ^ y  = - x ,

. x - / / 2  y - h  _  2 A ( / - x )
7 ' / - / / 2  - h  У  I 

Demak, torning boshlang'ich holati

r2hx_
/ ’

2 h( l -x)f\ (* )

/

0 < x < //2 , 

, 1/2 < x  < I.

Furye usuliga asosan qo‘yilgan masala yechimini (3.129) tenglik 
ko'rinishida izlaymiz, ya’ni

i n  1 апп , , апк \  . nnU { x j )  = COS — -t + bn s in —  Л Sin —
n=P

X .

Bu tenglikdan an va bn koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar 
yordamida topamiz:



B o‘lak lab  in teg ra llash  fo rm u lasig a  asosan:

desak, bundan

U holda

и = x,  d v  = s in—  xdx

1 1  l  ПКdu = dx,  v = ------ cos— x.
ПК I

Г ■ ПК , Ix ПК l  Г ПК ,x ■ s in—  • xdx  = ----- cos—  x + —  cos—  • xdx =
J l  ПК l  ПК J I

Ix nn I
= -------COS—  ■ X +

ПК I

2
■ U Ksin— x.

Demak,

4  / ; l ' 2
,  ,  1 / 2  Л ,  1 A ,  14  h r  - П К  ,  4 li r . пк ,  4  h r  . пк , a„ = —  x • sin —  xdx  + —  sin —  xdx  — — x • sin —  • xdx  /2 J / / • ’ / /2 J /
'  0 1 / 2  1 1 / 2

4  h ПК 1/2 4 h nn 1/2
4 / i nn----- X ■COS— X H------—— ■ s in --- X -------- COS------X

Inn / 0 n~ n~ / 0 ПК I 1/2

4 h пк
+ ------- X • COS------- X

Inn I

пка
j / 2(x)sin™

/ /  2 П K'

4 2

4  h ■ пк 
—  ■smT -x

x ■ dx ■ 4a
H 7 U I

1/ 2 П к' 

I

8 h - пк 
—  s i n - ,

0 0 

Yuqoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,

[x s in -^x -  dx + —  f(/  -x ) s in -^ x -  dx.
• I пка ̂  I

8a/- 
n3n3 a

■ ПК  
S i l l -----

2
ni topamiz.



Demak, tor tebranishining ixtiyoriy / monientdagi liolaii

u ( x , t ) = J L - f  — "  1 2

/та /
• П П  ■ / / / l . VSin--- s i l l-----

2 /

Mustaqil yechish uchun misollar

394 . Uchlari x = 0  va x=l da m ah- 
karnlaflgan ’ boshlang'ich holati OAB  
siniq cbizi4ni ifodalovchi torning ixti­
yoriy /vaqtdagi holatini boshlang‘ich 
tezligi 0 bo'Igan holda aniqlang.

39 5 . Uchlari x = 0  va x=\  da mah- 
kamlangan torning boshlang‘ich og'ishi 
nolga tfUM bo'lib, boshlang'ich tezligi esa

du
c t

”(
COS 4 } agar v /

/=0
h X ~ — 

2

o. agar x ~ h
2

2 ’ 
h

>  2

l0nS2f Uchlari >-nISa’ “ T ?  ,Xt,̂ ny ' va4tdagi holatini aniqlang.
396. Uchhm  * = 0  va x = \  da mahkamlangan, boshlang‘ich holati

u = H(s  - 2 x + x ) ni ifodalovchi boshlang 'ich tezligi 0 bo ‘lgan 
orning ixtiyoriy / vaqtdagi holatini aniqlang

3 9 7 . Uchlari * = 0  va x=3 da m ah- 
:amlanga n ' boshlang'ich holati OAB  
iniq сЫ-^Ф1’ ifodalovchi torning ixti- 
oriy t  vaqtdagi holatini aniqlang.
•unda 0 ( 0 ,  0), A(2,  1), B(3, 0) koor- 
inatalarga ega.

3 9 8 . Uchlari x = 0  va x=l da m ah- 
tmlangan torning dastlabki og'ishi 0  bo'lib, boshlang'ich tezligi esa

du «0, agar
X 4 | 4

■ Л
Tt ~ '

0, agar

1

x - L
2 2

rmula ifodalansa, torning ixtiyoriy / vaqtdagi l io l a l i n i  ; 111 м 11 a  11

I г



9 - § . Sterjenda issiqlik tarqalish tenglam asi. 
Chegaraviy m asalaning qo‘yilishi

I. Issiqlikning chegaralanmagan sterjenda tarqalishi.

Pu -> P1 и
(—  = a 2 —J  tenglamaning / >0 ,  »< x< ••/ sohada ф г ,0 )= /(х ) ,  

-д а  < x < +oo boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi

u ( x , t )  = — ±L = - T / ( 0 - ^ U_v)2/(4fl2,)^  (3.133)
2 c i\lvJ  -x,

Puasson integrali orqali aniqlanadi.
II. Issiqlikning bir tomondan chegaralangan sterjenda tarqalishi.

Pu 2 P2U
—  = —-  tenglamani {x>0, />0} sohada w(x,0) = / ( x )  bosh-
( ' Px

lang‘ich va u ( 0 , t )  = q ( t )  chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimi

u( x , t )  = — 1 =  ■ 7  f {%)  . [ e -< ^> 2/<4*2'> _ e-(£«>2/(4*2o ] ^  + 
las ln t  о

+ — /Ф( л ) - е ■■v2/(4fl2(,- i ))( / - r i )  2</r| (3.134) 
2 a v n  о

ko‘rinishda topiladi.
III. Issiqlikning chegaralangan sterjenda tarqalishi.

Pu 2 P2U |
—  = a -y y  tenglamaning m(x,O|,=0 = / ( x )  boshlang'ich va 

u ( 0 , t )  = u ( l , t )  = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi

a W t
u ( x , t )  = f j b„e i2 s i n ^  (3.135)

n -1  '

2 /
ko'rinishda aniqlanadi. Bunda = -  f / ( x ) s i n — dx .

1  о  1



1- masala. —  = a —г  tenglamaningdt Яг

м(л-,О|,=0 = f ( x )  =
n(), agar л', < x  < x„ ,

0 ,  agar x  <  X, yoki x > x2

boshlangich sliartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y e c h i s h .  Sterjen chegaralanmagan bo lgan i uchun yechimni 

Puasson integrali ko‘rinishida izlaymiz:

u ( x , t )  =
2a\fnt J / ($) •■

(q x ) 2 / ( 4 a 2 t )

Shartga ko‘ra / ( x )  funksiya [x,, x2] oraliqda o'zgarmas uQ tcm- 
peraturaga, qolgan oraliqda esa 0 ga teng bo lgan i uchun:

u ( x , t )  = ^ Л = -  ] e (^ )2/(4e2,) -d^.  
■*12aVrt7

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

X- 1  = u, d \  = - 2 a \ f t  ■ d \ i . 
2av/

U holda

X-X2 x -x \

2 a 'JJ  . 2  . Un 2 a { ‘ ..2

X-X2 
2 a-Jt

u( x , t )  = - ^ L  [ e d\x = —  f  ̂ d\x [ e ^ d \ i
. A r r  J  i  / ТГ J  J

x-jq 
2 a\Tt

yoki

u ( x , t )  - «о Ф X - X \

2a f t
- Ф X —X j

2 a f t

izlangan yechim bo'ladi

2 * .2Z Г tBu yerda Ф (х )  = —== \e dt  integral Puasson integrali deb alaladi
V7T



2- masala. —  = —T  tenglamaning x>0, t>0 da u\t () = / (x)  = u0
< t rx~

hoshlang’ich va w|v=0 = 0  chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimini toping.

Y e c h i s h .  Sterjen bir tomondan chegaralangani uchun beril­
gan shartlarni qanoatlantiruvchi yechim ushbu ko‘rinishga ega 
bo'ladi:

u ( x , t ) = —! =  f
2 Vti7 ,

00 ( i  -Л- Г (i+.V)2

|"o e 4' ■ -U d \
0

yoki

n (x , / )  =
2 ^ U t  j

( )2 (ь+л' )”
С41 41 dc

Birinchi integralda ^ - 4  = и, d = -2 \T td\i almashtirishni bajarib,

2x/F
1 + Ф

v
x

2VF

ikkinchi integralda esa = ц, = 2\Ttd\x deb
2 sit

(-vi)2
^7 = J* 4' J e
2\Jnt '  л/л ; 2

1 - Ф
2V7

2 V7

ga ega bo ‘lamiz.
Shunday qilib, yechim ushbu ko‘rinishni oladi:



3- masala. —  = (0 < x < I, t > 0) tenglamaning
ct ГЛ-

4= o = /(*) =

x, agar 0 < x < —,

/ 1 // -  x , agar -  < x < I

bo‘lsa, boslilang'ich va м| = и| = 0 chegaraviy shartlarni qa

noatlantiruvchi yechimini toping.
Y e c h i s h .  Sterjen chegaralangan boMganidan, berilgan chegara 

viy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni ushbu ko‘rinishda izlaymi/:

u { x , t )  = ,2
n - 1

nnx•s in— ,

bu yerda

т / - 2 - /
, 2 r r  г \ ■ nnx , 2 г лях , 2 Г/, , • nnx ,
л = 7  у  = у  Jxsin—— ax + -  J(/ -  x) si n— =

; 0 о L '
2

IИ =  X,  du =  dx  } (  , ,2
2 ix nnx I ■ nnx

} ,  ■ nnx , / TtTOCf- 7  I COS_/  ̂ 2 2 sm ~7“fly  =  S in ----- f l t ,  U --------- COS------  nn I nl nA I
I nn I )

2
+7

/  2 2
l ~ Я/IV iv  7I/ZX /  • Я/U '

----- COS—— + — COS—--------—̂ r-Sin——
7 Ш  l  П П  I  n Z n Z  I

4 / . nn 
-sin— .

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko'rinishga ega:

. , 4 /  v—' I • nri ,1 ■ Я/1Л
u ( x , t )  = —  2 ^ - y s m — e ' -sin —

7Г „=| Я  ̂ '
Jt/1 ,2

yoki w(x, r)  = £ ( - 1 ) " —-L _  e
*2 nt?) (2я+1)

тг (2/1+1)- I
r- ■ sin-я(2«+1 )x

7
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Mustaqil yechish uchun masalalar

399. Uzunligi / ga teng, tashqi muhit ta ’siridan muhofazalangan

va MUo = / ( * )  =
c .x ( l - x ) boshlangMch temperaturaga cga bo'lgan

bir jinsli sterjen berilgan. Sterjenning uchlari nolga teng temperatu- 
rada tutib turiladi. Sterjenning t > 0 vaqtdagi temperaturasi topilsin.

400. Agar sterjenning u\t 0 = / ( x )  = ^ - x -  s i n ^ i  boshlang'ich 
temperaturasi berilgan va uchlari issiqlikdan muhofazalangan, ya’ni

on
dx

_  о и
x=0 OX x=1

= 0 bo‘lsa, uzunligi / ga teng va sirti ham issiqlikdan

muhofazalangan stcrjenda temperatura taqsimotini toping.
401. Agar uzunligi / ga teng, sirti issiqlikdan muhofazalangan 

sterjenning boshlang‘ich temperaturasi

/ ( * )  =

2 “о
I

2 u0
j ( /  -  x ) ,  agar -  < x < /

bo ‘lib, sterjenning uchlari ham issiqlikdan muhofazalangan boMsa, 
shu steijenda issiqlik taqsimotini toping.

Quyidagi masalalarni Puasson formulasi yordamida hal qiling:

402 . 4 и, = мн , и 

404 . 4 u, = wxv, it

t=о
e2x v‘ . 403. u, = u^,  и -  x  ■ e

1=0

-  sinxe
1=0

10- § . Laplas m asalasining yechimlarini tekshirishga  
keltiriladigan masalalar

Markazi 0(0,0) nuqtada bo ‘lgan doiraning chegarasida biror/(cp) 
funksiya berilgan bo'lsin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz

bo'lib, doira ichida A и 
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ur R = / ( <p) chegaraviy shartni qanoatlantiradigan и(/•, ф) limksiyii 
ni topish Dirixle masalasi bo‘lib, uning yechimi

1 я —r 2
u(r,  ф ) = —  f / ( x ) —----------------------- d x

2 n ^  R- -2rRcos(T~y)+r

ko‘rinishda bo'ladi.
1- masala. Bir jinsli yupqa doiraviy plastinkada temperaluraning 

statsionar taqsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo'lib, uning 
yuqori qismi Г С da, pastki qismi 0° С da tutib turiladi.

0, agar — л < т < 0,
1, agar 0 < T < я

Y e c h i s h .  Masala shartiga ko'ra / ( x)

i г R2 —к2bo'lsa, temperatura taqsimoti и(г,ц>) = —  f —---------------------- Tdx
2k  3n R2 - 2 R c o s ( x - 4>)+r2

integral bilan aniqlanadi.

a) yuqori yarim doira (0 < ф < it) nuqtalar uchun t g - y -  = 1 al"

mashtirishni kiritamiz, bundan cos(r  -  ф) =  dx = l^ ~ , ya’ni
l+ r  1+ r

t integrallash o ‘zgaruvchisi ( - t g —) dan ctg-i- gacha o ‘zgaradi. 

Shunday qilib,

ctg~
I r2 R2- r 2

( R - r ) 2 + ( R + r ) 2 
<g-

arctg R+r . Ф1 _ c t g ^ )  +arctg

Фctgy

Ф
T

R + r (  ф m-------  ctg—+ t g -
I t  R - r  I 2 2-  arctg —— —------—

1- R + r
R - r

1 R2 - r 2
— a rc tg — ——к ZArSinq)

Ml



v o k i

R2 г
t g ( W 7 l )  =  - — — ----- , 0  <  ф  <  Я ,

2 Rr  sin  (p

Bu tenglikning o 'ng  tom oni manfiy, demak, 0 < cp < я da 

и funksiya ^ < и < 1 tengsizliklarni qanoatlantiradi. Bu hoi uchun, 

ya’ni 0 < ф < я da ushbu yechimga ega bo‘lamiz:

tg( 7Г -  UK)  =
R2 - r 2

2 /?rsin cp 

yoki

и -  1 -  —arctg R2 - r 2
n 2 /?/-sin cp

b) Pastki yarim doirada joylashgan nuqtalar uchun (я < ф < 2 я)

c tg - ^  = f o ‘rniga qo'yishdan foydalanamiz, bundan соб(т-ф) -,
2 tz +1

, 2  dt ( . ф \
= j—J", yangi integrallash o'zgaruvchisi t esa ctg —j dan

tg-y gacha o'zgaradi. U holda ф ning bu qiymatlari uchun ushbuga 

egamiz:

f > 1 7  R l ~r2и(г,ф)  = —  --------5----------— dt  =
* \ { R + r ) 2+ (R - r) 2 12

-ctg^

;lrc,E(-fc7 ,g7) + !,rc,g( ^ 7 c,B!

yoki

142



1 t ( R2 - r ~ ) ,  и = — arctg----------- , л < <p < 27
л 2/?/-siiup

O'ng tomon musbat (chunki simp < 0), shuning uchun 0 < и <

M ustaqil yechish uchun masalalar

Doira ichida Laplas tenglamasini qanoatlantiruvchi va doira che-

garasida и = / ( ф ) funksiyaga teng b o‘Igan garmonik Funksiya
/■=i

topilsin.

4 0 5 . / (ф )  = cos”ф . 407. / (ф )  = cos4ф.

406 . _/~(ф) = sin3ф 408. / ( ф )  = 51п6 ф + с о 56 ф.

и  I



JAVOBLAR

1. у 1 - 4  = Ce

2 . i l n 2y l n t g ^ i  + -

3. sin,v cos .v = C.
К—arctgx

27. y=\ -A"

4
5,

6
7. 2 (a  -  2) = In" у

8 . 2 sin a  + ln|tg-^-| =

у = е ц
у  = arccos ecx.

2 e~y (у  + 1) = a 2 + 1.

1 + A +

i | - c .  

J 7 7  = c .9.

10.

11. у  = In  tg (chx  + C).

12.

Iх -  2y = — .
32

arctgA2 + 2 arc tg y 3 = — .

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20 .
21 .
22 .

23.
24.
25.
26.

= C.ln lx  + у  I +
1 1 x + y

у  = 2Aarct gx.

c o s i l
Ca = e x . 

y 2 = Cxe——.
X

у 2 = 4 a 2 In Cx.
1 +sin(y/A ')=  C acos(v/a). 
y2=x2lnCx2.
x+2y+51n |a  + у  -  3| =C. 
a - +y2+xy+x —y= СI, C, =  C2 ~ 
За+2>’“ 4+21п |a  + у  -  l| =0.

A2+Xy —у2 —A+ 3 У= С. 
x2+ 2 xy-y2-4x+8y= C. 
y— tg x —1+е~*8* . 
y = c llx (sh x +  Q .

— (arcsinx)- - V 1 -  A"

28 . >*=x(sinx+ C).

29. r= e л” (a 2/  2 + C ) .
30. C0SA(A+O /(l+sillA).

31. V 1

32. a —

x^/3 In (С/х)  

1

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.

53.
54.
55.

56.

57.

In v+l-CV 
y ~1 / 3= Ca2/ 3 —(3 /7 )a3 . 
>Ц а - 1 ) ( С - а). 
j ' 4=A3(ev+ C ). 
_y=secx/(x3+ l ) .  
x=l/[.V’( y + 0 |. 
ev+xy+ xs i n.y +  e>’= C.

e>'+ ^ x 2+xy—x=C, C=C] +  1.

e*(xsi n v+ vc о sy—si ny)-  С.
3 x2y-yl=C. 
x2“ 3x3>'2+ j '4=C.
4y\ п а + И =  С.
5 a  2 у — 8 xy+x+  3 y=C. 
x3+ x 3ln y —y 2= C. 
x2cos 2y + y 2= C. 
ц=1/х2; x+y/x-C. 
ц=1/у; x y —\ny=0.
2х+1п(а 2+y2)=C.
2x3y 3—3 x2=C. 
x2+ 1 ny= Cx3; x=0.

|j=cosv; A2s in v + y  cos2>'=C.

H=e~2x; y2=(C—2x)e2x.
(л= 1 /s in v ; A/sinv+A3=C. 
1л=е~У; e~>'cosx=C+x.

у ----------— y= о, y= 1.

>-=e.s in (x+ C ) y=e, y= -

144
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58. л =
1 с рр с/г/; +------ —  ^ у  =  __ j _;

(/>-!)" - (И)'
86 . = Inj/j| 111 1^/11 I

j; = 0;_v = .v+l.

59. v = C v + —i -  , 4v3= 2 7 x 2.
С2

60. x=Cp2eP, .v=C(/>+l)e"; y= 0 .
61. 3 C y = 3 C 2x + ( C —3 )2; ,у2+4у=12х.
62. 2Су+л-2= С 2.
63. xy=C2x+C; 4x2y= - 1.
64. y2=2Cx—C 2; y=±x.

65. y =  C x + у  InC , 2y+ l+ ln (  — 2x)=0.

66 . y=x2+C.

67. ^ - - I _ j ( j - C e x2/ 2 )= 0 .

6 8 . (y~cosx— Q ( y e ~x2 ~ Q = 0 .
69. y=(C ±x)2.
70. y=sin(C±x).
71. y=Cx2+\/C.
72. j f A
73. _y2= (x + C )3.
74. y + x = (x + C )3; y = —x.
75. ( j c + 0 2+ ^ = 1 ;  y = ± l.
76. y(x+C)2= 1; v=0.
77. (y-Jc)2= 2 C (x + > ') -C 2 ;3;=0.
78. (x —1 )4/ 3+ yV 3=  C.
79. >-2( 1 -> ’)= (x +  C)2; v= I .

y  = p±(\ + p)2,y  = ±\.

87. x = ep + C, y  = ( p - l ) e ' \  г I

x  = ± 2y]p1 -  1 + a rc s in  j-L I + C.

’ = ±P^P2 -  1, v = 0.

89. x  = ±(ln

80. x  = 2 P 

p 1 - \
У =

P2-l
-In p — 1 + C.

81.

82.

83.

84.

85.

x  = In p + — , у  = p -  In p + C.
P

x  = p3 + p, 4y = З р 4 + 2p2 + C. 

x  = p jp 2 + \ ,3y = (2 /r - 1) /̂/?2 +1 + C. 

x  = 3 p1 + 2  p + C,y = 2 p3 + p2,y  = 0. 

x  = 2arctg/> + С, у  = lnfl + p2), v = 0.

1-V7T
± 3 f\~~p) + c.

у  = ±Jl -  p ) , y  = 0.

90. y=( C+ y/x + 1 )2; m axsus intcral 
>=0.

91. x = C ? 2-2 ? 3; y = 2 C t-3 t2, bunda 
t=\/p.

92. C y= (x -Q 2, m axsus in tervallar 
y= 0  va y =  —4x.

93. (Jy  + y / 7 7 \ ) 2=C, y=0.

94. x = £ d np+ C
(/M)2

95. x j p  =lnp+C, y= J p  ( 4 - ln p - Q \  
y= 0 .

96. x=C(/>—1)—2 + 2 /)+ l , 
у = О Р ( / ) - 1) - 2+/)2; y = 0 ; y = x - 2.

97. xp2=p+C, y=2+2Cp—\ —\np.
98. y= C x -ln C ; y = ln x + 1.

2

99. C x - C 2; m axsus integral у  = —  .

m axsus integral100. y=Cx~a^
X 2+ y 2 = f l2

101. y = C x + -i— ; m axsus integral
2c2

2
У= 1,5x 3  .

102. у = J \ - x 2.
103. y=Cx-eC.

II-



104. г ( х (
105. С '  '(С х  г): 9v2 =  4.vl
106. 2 СЧу~ Cx)= I ; 8y3= 2 7 x 2.

2
107. y =  C.x+ С 2 + 1; y =  1 — —  .

108. у = +x -------------- —  \ y  = X.
ax

C + a \ e  2 dx

109. у  =
2Cx +1 2

(Cx:' - \ ) x ' y  x '

110. у  = -  + 4

111. у  = -  +

-x' C x5 \ ’ ' x '
1 1

у  =

112. у  = x  + у  = x. 
x+ C  -

1

113. у  = x  + 2 +

114. у  = в

115. у  =

116. у  =

—17— ; .1’ = X + 2. Се -1

х+С
; у  = е

ЗС i-x
х

117. у  =

3 Се 2 +1 
2х

+ X, у  = х.

;-----Н X, V = X.

■ + X, у = X.

123. у  = 3 In х  + 2 х 2 -  6х  + 6 .

124. v = 1 -  c o s 2 x .

2.V
2 Се 5 +1

М8- = Is  ’1'1 4 * ! + 12С“ 2*-
119. у  = х  cos х  -  3 sin х  + х 2 + 2х.

120. у  = ln |s in x | + q x 2 + с2х  + с3. 138. у  = ±4

121. у  = —s in 3 х  -  с ,х  + Ci.

122. у  = - ( х  + 3 >  v + 4 Л'2 + 3 -

125. у  = С|Х + xarctux -  I n V l+ x 2 -  С2.

126. у  = C|X + Cj — ln |c o sx | — um um iy  

ycch im , xususiy ycchim  esa
у = ln|cosx|.

127. у  = x(l -  ln |x |) + ^-C|X2 + c2x + c3.

1 ^ 1  ?
128. у  = cosx + - c ,x  + —c ,x " + c 3x  + c4.

6 2

129. у  = - ln |s in  x| + c ,x  + c2.

130. у  = ex (x -  2 ) +  C]X + c2.

131. г = -  — s in 2 x  + —x + 6 .
4 2

132. v = — + с. In x  + Ci. 
x

133. у  = Cj s in x  -  x  -  —sin 2x + c2.

134. у  = q x ( ln x  -  l ) +  c2.

1 3 5 .у  = ex( x - l ) + q x 2 +c2.

136. r  = Ci + - j != a r c tg -^ = .
Vci Vе i

137. у  = (arcsin x )2 + C] arcsin x  + c2.

(qx  + a2 ft + c2x  + c3
15c,.2 ■

139. у  = (l + c , 2 )ln|l + q x l -  c f 'x  + c2.

140. у  = ---------+ c\x \ + c2-
ci cr 1
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141. у  = с |(х  -  е л )+  Ст.

X
142. у  = —  -  — + с, arctgx  + с2 .

143. у  = с2 -  с, cos х  -  х.

2
144. у  = + с, 1п|х| + с'2.

145. у  = (3х4 - 4.v3 -3 6 л -2 + 72х + 8)/24.

146. у  = ( х 2 + c ? )a rc tg —  + с,х + с ,.
Cl

= л 2 + у  (л'7 1 -  л2 + arcsinx ) + с2.147. у

148. у  = сух  + с2

149. у 3 + С|У + с2 = Зх.

150. c t g y - c ,x  = c2.

151. i l n |2 y  + 3| = С] X + С2 ■

X f С2
152. у  = е х+с> .

153. ln [c ,(y  + 1) -  l] = q ( x  + с2).

154. с2у + 1 = ± ch (c ,x  + с2).

155. у 3 = с ,(х  + с2)2, у  = с.

156. у  = е2х.

157. .у = -a  In c o s :
I

158. ,  = +
к к

159. у  = (с ,л  + с2)2

160. С |у2 I + (< | \ < < .)

161. 4 (с ,у  — 1) (С|Л- •< •,) '

162. ln |y | = г ,е л + с2с *.

163. X = д/у -  С| + С, ) I

164. у  = c2e t v .

165. y j y 2 + С2 + с2 In у  + J y 2 + с,2 

= ±(-у2 +2с2х + Зс2).

166. у  = с2х  + с3 ± - j y ( c , x  + я 2)5/2

167. у  = -  lnjl -  х | .

168. у  = С2ес'х .

169. In с2у  = 4 х 5/2 + q x ,  у  = 0.

170. у  = с2(х  + V x2 + 1).

171. у 2 = с ,х 3 + с 2.

172. у  = стле х .

173. y = C 2|x|Cl 4 ' ПК

174. | y p +l =c2f x - - ^ - j ( x - C | ) ‘l .

175. у  = c2x ( ln c [x )2.

176. 1п)у) = 1п|х2 -  2х + Г|| + J- _2<Л_
(л l)2,0  I

177. 4 с ,у 2 = 4х  + х(с. In с. v)

I I /



178. у  = х  ln (c2 In C]x), у  = сх.

179. у  = с2 + (с, -  с2х )ctgx.

180. у  = у Х  In 2 х  + с^х In х  + с2х.

181. у  = с, sin х  + с2 s in 2 х.

182. T ashkil etadi.

183. T uzib  bo 'lad i.

184. C hiziq li crkli em as.

185. C hiziq li crkli.

186. C hiziq li crkli.

187. C hiziq li erkli em as.

188. у  = c,e 2x + c2ex .

189. C hiziq li erkli. у  = c, + c2e2x .

190. T ashkil etadi. y = e 2x(C|Cosc+c>sinx).

191. y2 = ex va y  = c,e~x + c2ex.

192. у = c,ex + c2e3x.

193. у  =(c, +c2x)e lx .

194. у  = е2х(Л co s3 x  + 5 s in 3 x ) .

195. у  = c\e2x + c2e 2x = AcKLx+ Bshlx.

196. у  = /lc o s2 x + 5 s in 2 x  = asin(2x + 9).

197. у  = с j +c2e 4x.

198. у  = cte2x + c2e x .

199. у  = c, c o s5 x  + c2 s in5x .

20 0 . у  = C\ + c2ex .

2 0 1 . у  = (C| + c2x)e2x.

148

2 0 2 . у = C[ + c2x + c3eA + с4х е л .

203. v = (cic' ^ 2 + c2e ul̂ 2/2)cos(xctj2/2) +

+ (с3е ” ^ 2 -  c4c- '"Л / : ) sm&Jl/T ) .

204. y ~ c | co&x + ci sinx  + c3 cos2x + c4 sin2x

205. у  = cte 2x + c2e x .

206. у = (c,x + c2)eax.

207 . у  = e x (c{ c o s2 x  + c2 s in 2 x ).

208. x (/)  = q e 3' + c2e

209. x (0  = с, cos wt + c2 sin cot.

2 1 0 . s(t) = c, + c2e

211 . у  = 4e 3x - 3 e  2 l .

2 1 2 . у  = x e 5x.

213. у  = cos3x .

214 . у  = j ( 5  -  2e~3x).

215 . y  = J 2 s in 3 x .

216 . у  = sin x  + - j= c o s x .
V3

217 . у  = 2 s i n y .

218 . у  = 3ex - e  x.

2 19 . у  = e '(cost + 2 s in /).

2 2 0 . у  = (c ,x  + c2)ex + e2x.

221 . у  = cte2x + c2e 2x -  2 x 3 -  3x.



222. у  = с,е х +с2е lx + 0 ,25i/2cos|^-2 х

223. у  = С] cos х  + с2 sin х  + х  + еА.

224. у = С] + с2е jjr + - j х 2 -  х.

225. у =e 2x(cl cosх+с2 sinx)+x2 -8х+7.

226. ,v = схе2х + (с , -  х )е х .

228. у = с, + с2х + (с3 + х)е х + х3 -  Зх2.

229. у = с,ех + с2е 2х -  3(х2 + х + 1,5).

230. у = cle2x +с2е3х +^(5cos3x-sin3x).

231. y  = (clx  + c2)e-x + j e x .

X
232. у = е - (С| c o s ^  + c2 s in^-)-  

-6cos2x  + 8sin2x.

х х
233. у = с,е 2 + с,е 2 -  х 3 .

234. у =-!г(е5х + 22е3л + ех ).
8

235. у  = j x ( x  + 2 ) е 4х.

236. у = --^-cosx  + 4 s in x - j C 0 s 3 x .

X
237. у = 4е~ -  х  -  4.

238. v = — sin 2х -  — (x c o s2 x  -  1).
8 4

239. у = — (4х -  Ti)sin2x.

240. у = xchx.

241. у = e2l(5cos2x-sin2v I (isin v Vumi

242. у  = —  + С-)Х2 .
X

243. у = с ,хи + с 2х ("+|).

244. у  = х 2(С) + с2 1пх).

245. у  = с, cos(lnx) + с2 sin(lnx).

246. у = у Х 2 + q x -1 + с2.

247. у  = с ,х3 + с2х~2 -  1пх + у .

248. у  = х(с, cos(ln х) + с2 sin(ln х)).

249. у = с1х+ с2х3 +1(91п2х+241пх+26).

250. у = С) cos(lnx) + с2 sin(lnxr) -  

- ls in (21n x) .

251. у  = ctx  + с2х 2 -  4 x l n x .

252. у  = — (с. + Ci In х + In3 х).
х

253. у = x 2(-i-x3 + с.х + с,).
6

254. у = l x  + с, cos(lnx) + с2 sin(ln х).

255. у  = С|Х + с2х ' + с3х 3.

256. v = -1-(1п2 х + 2 1пх + 2).
2х

257. у = 1 х 3 ---- — х 2 In х.
2 in 2

х 2 х4258. у = с0(1 -  —  + —- , )
2 24 2 4 6

= с()е 2 .

I |ч



259.

260. 

261 . 

262.

263 .

264.

265.

266 .

267 .

268 .

269 .

270.

271.

272 .

273 .
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y = y ( l ) W = l , . i v - l  + £  
4-/?! 4 4 2 274.

|л (л  ) = (sin / -  2 cos t)e 1, 

| y(t) = e ' cost.

Z
(-i; л

n Л)
Н ) " л 2" ' '( 1)”л-"

2-4-6.. In 1 ^  1-3-5.. .(2az+1)/7=0

V =  С■о I
.v" 2n r I

„ «1-3--.(2^1) ' ,)fr.2'4 '2" 

> = y ._ ( . : .i ) ^ 4nil
“ j4-5-8-9...4«(4/;+l)

. X 3x~ 17xJ
V =  1 4----- + ---------- 1----------

1! 2' 3!

.x2 1 2 a-5

У 2! + ' 5!

, .v ,v3 4.v4
V =  I 4------4- -------4------------4- . . .

I! 3! 4!

,1/1 V -V2 x 3 .v4V = 4 ( 1 — 4--------------+ -----
l! 2! 3! 4!

. Зл-2 8,v3 34л-4
У =  1 4- X  4----------1----------1------------h

2! 3! 4!

1--1 1 ’ 5 4 1  ̂
V =  X -----X ------AJ  4------ X -------

2 6 24 24 

f x  = 3c, co s3 / -  3c2 sin 3t,
{y = c2 cos3 f 4- q  sin 3/.

J x(I

W
fx(? 
1 y ( t

f.v(/

1у (/

j X ( t

y(/

= q e '  -  c2e ' + t -  1, 

= C[C' 4- c2e~' - t  4 -1 ,

= t + q  c o s2r + c2 sin 2/, 

= 1 + с, sin 2? -  c2 cos 2/.

= e 2'( l -2 /) ,
— C 2'<l 4- It).

= t2 + t + сле2' + c2e3' ,

= / + 1 + 2q e 2'.

275. H ' ) - '
|y ( / )  = <?' -  (?2'.

276.

277.

278.

x ( / )  — C‘| +  c2t c 3/  ,

\'{t) -  -(C| 4- 2c3)f — t~ -C 3 —  4- c4.

) 279.

x(t) = q e  ' + c2e~3',

y (/)  = q c _r + 3c2e~3' + cos t.
Г I
-----+1 = q ,
Л + Г

л-у + t — C-).

280.

281.

284.

285 .

286 .

287.

x - У  = q, 
x - y  + ( = c2.

tg —y -  = c ,e '.

t g ^  = c V .

tg U  + J ’) = t,
t g ( x - y )  = / 

\x ( t)  = 2c, e3' -  4c9e~
[y(?) = q e 3' + C j e 2'.

x(l) .  0 , 

y(t) - 0 .

„ 2 /  „ 3 ;! л-(?) = r ‘ -  eJ , 
jy(/) = e2' - 2e3'.



289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

296.

297.

298.

299.

288.
| x(t)  = e4,(ct co s3 / + c~) sin 3/). 

\y(t)  = c 4f( - q  s in 3 / + c2 co s3 /).
300.

C| co s2 / 1 C, Mil V 1 1
= q  sin 2/ Ci co s.’/ i 1

j.v(rj = C4'(C ,/ + с-,).
301.

= -c , s in / t (c, l)c o s /

}(/) = c 4' ( q /  + c2 -  c , ). = C| co s / + cj sin /.

j.v (/) = (sin / -  5 c o s t)e ' , = - / ,
1 y(t)  = e ' cos/.

302.
= 0 .

[* (/)  = e 5'  + e3' , = —с-]/ + c2 -  2e ' - c o s /  sm /
303.\y ( t)  = 6e5' - 7 e 3'. -4 — /

= q  -  2e + cos/.
,\'(/) = 2 q e ' + 7c2e 2' + Зс3е 3',

3 9 

= 1 , - 1

>•(/) = q e '  + 3c2e 2/ + c3<?3/. /

г (/) = - 2q e '  -  8c2e21 -  3c3e3'.
304.

3 9 '
x(/) = q e ' + c2 co s / + c3 sin /,

>’(/) = q e ' + c2 s in /  + c3 cos/, 305.
= q e sin',

?(/) = c2(cos/ + sin /) + c3(sin / -  cos/). = e2esh'.

.v(/) = 4 e 2'  + 2q e '  + c2e ' ,
306.

= 4 q e 6'  + c 2e ',

/ v 29 •?/ ~ = q e 6'  + c2e '.
y(t) = — e~ + 3q<? + c2e .

\x(t) = (1 -  / ) c o s /  -  s in /, 307.
= q e 2' + 4c2e7',

[y (/) = (/ -  2 )c o s /  + /s in  /. = - 4 q e 2' + 4c2e " .

л(/) = q  cos/+c-> sin / + - c o s /+ 1.
= 4 q e ' + Cie6'  - 1  

62
/ . 1 308.

K0 = -q s in /+ c 7c o s /— s in /— cos/. 
1 2 2

/ 6t i= c\e' - c 2e - - .

j jc(/) = q e '  + c2e “r + sin /,

[>'(/) = - c , e '  + c2e~'.
f v

309.
= q  (1 + 2/) -  2c2 - 2cotf -  3si11/.

1 = - q /  + c2 + 2sin/.
Jx(/) = q e  + c2e + e ' (2 cos/ -  si n /) ,

= q e 4' + c2e2' - e ' ,[>'(/) = q e ' - c 2e3' + e'(3cos/ + sin/). 310.
/)

x (/) = q e '  + c2 sin / + c3 cos/, 1 = q e 4'  -  c2e 2' + c '.

y (/) = - q e '  + c2 c o s / -  c3 s in / + /,
311.

= (sin / -  2 co s/)c  ' ,
z (0  = c2 s in /  + c3 co s/ + 1. = e~' cos/.

1 4



312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

320.
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y(t) = c, + c2e2' - U t 2 + /) , 321. f (t) = V  ( - 1) " ________
Г о  [(2/i+l )'|"

z(t) = c2e2' - c ,  + j ( /2 - / - 1).

y ( 0  = - = ^ - r
(c2-0 -

322. f ( t ) =  ]T ( - 1 )

Z(/) =
ci 323. / ( / )  = \ -  e2' + e2" .

Cl~‘ 324. / ( t) = - L + e > - l e 2t Л е * .
6 2 3

r . qo A n
y(t ) = t  + £Le c, 325. / ( , ) = y l _ (_ i r i.

f 2 (4л!)
J_

z(t) = Q e  1 • 326. / ( / )  = -!----- —c o s /  4——c o s 2/.
4 3 12

2;*<0 = h e 2' + ^ - e  2' , 327. /(/) = _ I e' + * *2/ + J _ e - 
V 2 2 3 4 12

.HO = J~2 e2' ~~2~e 2' ■ ' ^28. / ( 0  = e'{cos2/+ -isin2/}.

f^ = cl-v’ 470 f(t\ — 1 ^ , 1 2̂/ 1 „„--v L i329. Л 0 = — e“'+ V - - c o s 2 / ~ s in 2 / .
2 3 _ 2 __  15 6 10 5

330. / ( / )  = 8 + 5/ + / 2 + (3/ -  8)e '.
k v 2  = C l

x{t) = e ( C |  co s /+ c2 sin /),
2

[M /)= e 6'[(c, + c ,)c o s /- (c , - c 2)sin/]. 3 3 1 ‘ />(/>2+4)

|jc (/) = (c, +C2t)e2', 3 3 2 _ p (/,2+2„ + 3)

= -(c , + C2( 1 + t))e2' . (p-l)(p2 -2p+5)'

x(t) = c \e '  +c2e2', 3 3 3 .F ( p )  = a(p2- a 2-b 2)
y(t) = c3e - '  +C2e 2',  / '|( /) -о )2 +62 ||(/)+ я)2+621

г(/) = -(с , + c 2)e - ' + c2e 2'.  334. / ■ ( / > ) = ■  P ( P 2 - a 2 + b 2 )

. . |(/>-а)2+Л2][(/>+я)2+А2]
х  + у - г  = c.e + —e + —e - 4 ,

2 . 4 . 335. F ( / > ) = ____?£*___.
x  + y + 2z = c2e2' + — e' + — e3' +8, (p2+b2)2

2 4

x - y  = c3e -2' + I e ' - I e 3'.  336. F (p )  = .  ^ 2+fl2- * 2>
4 [(p-a)2+62][(p+a)2]



337 . F(p)

338. F(p)

339. F(p)

340. F(p)

341. / ( / )  =

342 . f i t ) :

343 . / ( / )  =

344 . / ( / )  =

345 . / ( 0  =

346 . / ( 0  =

347 . / ( / )  =

348 . / ( / )  =

349 . / ( / )  =

3 50 . / ( 0  =

P- 7

(p+7) -4 9

p2+2a2 
p2(p2+ 4 a 2 )

= In-
p-l

= arctg-

y  (ch? -  c o s /) .

(c h / + cos t -  2). 

(sh / -  s in /) .

j ( e '  -  sin t -  cos t ) .

~ ( e '  +  sin t -  cos t ) .

— ( er + c o s t -  s in ?  -  2). 
2

i ( / c o s /  + s in /) .

e '(1 -  cos t ) .  

e ~ '( s in t  + c o s t  -  1).

— e (cost -  sin t -  2) + —.
2 2

351 . x(t)

352 . x (/)  = s in /.

e~2' -  e~3'.

353 . x(t) =

354 . x(t) =

r - 2

f~.

355.

356.

357.

358.

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

I 4/e 

= ( t i I) si 111 cos t

=  r  - 3 / + 4 .

= e1 + c o s t -  s in /.

= e 2'[( l - / ) c o s /  + (I + / ) s in / |  

t
~  ~4

i = 4e 2' -  3e~3t, 

i = 3e 3' - 2 e  2'.

I = —— + — co s2 / -  3 sin 2 /, 
4 4

3 13
I = —/ + 3 co s2 1 н-----sin 2/.

2 4

i = у  (s in / + co s /) ,

I = y ( s i n / - c o s / ) .

i = l + 3e2' + e~2t, 

i = e2' - e-2',

= 2e 2/ + 2e~2'.

i = 2(1 -  e~‘ -  te~'), 

i = 21 -  2e~' -  2te '.

,3
i = t - —  + e',

6

= 1 + — / 4 - e ' .
24

= e '( 2 c o s / -  s in /) ,

= e '(3 c o s /  + s in /) .

= 12(ch / I) / slu.

= It sli/ 17(cli/ I)
I '< i



369.
jx(t) = 3 -2 e~ ' ,  382 . U(x,t)  = c o s*  cos «/ + ^  +

)•(/> = с ,
н----- cos 2л-sin 2a/.

z(r) = e ' -  3. 4<;

383 . U(x,t)  = c o s .ts in a /  + 8xt(x2 + crt2).

370. | TS/l / / / v  — J___ 1384 . U ( x , t ) = -------- cos 2x  cos 2a /  +
j v(/) = - l ( c o s / - e  v ’') .  ' 2 2

+ — cos л  sin at. 
a

->
cr\-

372. = 0 , £, = x  + y, r] = 3x + y.
^  ^  ' 387 . .V(1 — / ) .

^  ' r ‘ * - + ± - ^ ]  = 0, 388 . W = -!L

385 . U(x.t) = elxch2at + x t(x2 + a 2t 2).

386 . x  t .

^ +

S = r . n =
_2

1 dz
e^dt\ 2,-. ~

Ц -+-^ 4 + -

2 a

389 . — c o s x s in  at. 
a&-r 1 A*

374. . . . . . . . .  ■■ M = . s i n x .

391 . x 2 + t 2 + sin .v sin /.
375. , , ;  , ,

an 392 c o s x  cos at н— sin x  sin at. 
a

376. —4  + — r  + 7— • т г  + • -y- = 0, 3 9 3 . sin дс cos о/.
д%1 дц- о t, 2rj 5л

£ = X2 n = X2 "20 4  ̂ • kv.s ’ 1 394 . u(x,t) = —r--2^—T-sm — X
i 1 K~ k]l<~ 2

377. U(x,t) = 2 x - x 2 - a 2t2 + —  e~xshat. . ккх knatla x s in ——  • c o s—— .

378. f / (* ,/)  = c o s x c o s a /  -  — s in x s in a / .  . kn knh
2 м 2 1 rc i sm— cos-----

4/ Л 1 2 /395. M( * , / ) = 2 1 H .£ J _ .  2 . 2
379. U(x, t) = e :chat + -  - - - cos 2.v si n 2at. n a  k = ]k

2 4 a . Лто: . knat 
x  s in ------ Sin------- .

I 1 1
380. U( xj )  = 2 x -  x 2 -  a2t2 + - V s h a / .

/ ч 96Л  ̂ 1
396 . u(x,t) = —  --------- - x

381. £/(.v,/) = eAch a / + 4x/. 71 *=o(2*+l)
x  co s(2& + l)jtat ■ sin (2& + l)rcx.

■ x
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, 0,9 1 2/от
397. и(л ',/) = ■ У —  - s i n —— х

л iл 3 402‘ (| f / ) - (, ,
I

. кпх knat
х s i n ------ c o s ------- .3 3

398.

403 . u{x,t)  =* ,
-v • (l f 4 /) V

71 “ “ 4 04 . u ( x , t ) ^ ( , 4  v
. /от/; . *тю/ . fat/: (1 + / )  - sin Ml " .

x s in ------ s in --------- sin
2/  /  /

( I n  t I )- 7Г-

1+/

405 . н(/',ф)
vrf

-(l + /■2 co s2 ф)

8c ^  1 i
399. i f c / ) = 4 l - — I е /_ x 406 . « (г ,Ф) ^  w  . ,  . x 

ti „ ] (2»+l) 4-\3 sin ф -  r sin 3(p)
. (2n+l)nx 

x S il l--------------- .
407 . u(r,ф) 4  3 r2 _ 2 ГrA•JT + —  cos^ ф н— — cos4ip.

x p  ' “ ,Ч*
400. u(x, /) = ;i + У ----------r— ------------ x _

^n(2k+\)~(2к-\)(2к+У) 408‘ “ ( r ’<pK £  + 2 r 4 cos4V
8  8

,2 (2 « + l)n x
xe ' cos-----------.

2(2 /i+ 1)
. 00 COS—-----------их
4«o V’ I

401. U( x j ) = ^ - ^ Zл ~> /—j 92 п я=о (2/7+1)

2(2п+|)2л2а2Г
x  e

I
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YUS U PJ ON PU LATOV! СИ OPPOQOV, 
NURMAT TURGUNOV,

ILGOR AXMEDJONOVIСИ GAFAROV

ODDIY DIFFERENSIAL 
TENGLAMALARDAN MISOL VA 

MASALALAR TO‘PLAMI

Oliy texnika о ‘quv yurtlari talabalari uchun 
о ‘quv qo 'llanma

Toshkent — « Voris-nashriyot» — 2009

M u h a rr ir  
B adiiy m u h a rrir  

Sahifalovchi

M.Shermatova 
B.Ibrohimov 
Sh. Rahimqoriyev

O riginal-m aketdan bosishga 3.08.2009 da ruxsat ctildi. 
Bichimi 6 0 x 8 4 '/1( . Ofset bosma usulida bosildi. Bosnia t. 10,0. 

Shartli b.t. 9,30. N ash rt. 8,0. Adadi 500. Buyurtm a № 3 5 2 .

«V oris-nashriyot» M C hJ, T oshken t, S h iroq  k o lchasi, 100. 

«N iso  poligarf» ShK  da  chop  etild i, T oshken t, H .B oyqaro , 41.



22.193
0  63

Oppoqov Y.P.
Oddiy differensial tenglamalardan misol va masalalar to'plami: Oliy 

tcxnika o 'quv  yurtlari talabalari uchun  o 'q u v  qo 'llan m a/Y .P .O p p o q o v , 
N .Turgunov , I.A .G afarov; 0 ‘zR  O liy va o 'rta -m ax su s  ta 'l im  vazirligi.
— Т.: « V oris-nash riyo t» , 2009. — 160 b.

I. Turgunov N . II Gafarov I.A
BBK 22.193ya73
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