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SO‘ZBOSHI

0 ‘zbek tiliga davlat tili magomi berilishi munosabati bilan oliy
o'quv yurtlarida o‘zbek tilidagi o‘quv adabiyotlarining yetishmov-
chiligi sezilib goldi. Shu munosabat bilan darslik va o‘quv qo‘llan-
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo'ldi.

«Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning va yangi davlat ta’lim standart-
larining gabul qilinishi darslik va o‘quv goilanmalarga yangi talab-
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o‘quv go‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari
bo‘yicha amaliy mashg'ulot darslari uchun mo‘ljallangan. Kitob uch
bo‘limdan iborat bo'lib, I.A. Gafarov tomonidan kitobning kirish
gismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag‘ishlangan
birinchi bo‘limi yozilgan. Ikkinchi bo‘lim Y.P. Oppogov tomonidan
yozilgan bo‘lib, yuqori tartibli tenglamalarni o‘z ichiga oladi.
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi bo‘limda differensial teng-
lamalaming boshga asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda gisga nazariy ma’lumotlar va foydalaniladigan
asosiy formulalar hamda namuna uchun tipik misol va masalalar
yechimlari bilan ko‘rsatilgan. Mustagil yechish uchun tavsiya qilin-
gan misollarning javoblari keltirilgan.

Kitobdagi masalalar, asosan, 0‘zbek va rus tilidagi mavjud ada-
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o‘quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion
hisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» boiim-
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e’tiborga olib, 111 bobga
yuqoridagi ikki bo‘limni ham kiritishni lozim deb topildi.

0 ‘guv go‘llanmadan universitetlar nomatematik mutaxassisligi
hamda texnika oliy o‘quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar go‘lyozmani diggat bilan ko‘rib chigib, uni yaxshilash
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan Muhandislik-peda-
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to‘g‘risida bildirilgan fikrlarni mualliflar mamnuniyat bilan
gabul giladilar.



KIRISH

1- 8. Differensial tenglamalar hagida umumiy tushunchalar

1- tarif Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma’-
lum y=f(x) funksiya va uning y',y",..., y(n) hosilalari orasidagi
bog‘lanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla-
ma umumiy holda quyidagicha yoziladi:

F(x,y,y,y",....yw ) =0
yoki

Fr v ELEIL £EE£ 0.
dx ’dx2 "’ dic'"

Agar izlanayotgan funksiya y=f(x) bitta erkli o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Umuman, noma’lum funksiya ko‘p argumentli bo‘lgan hollar
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differéfcsial tenglama xususiy
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz fagat oddiy differensial
tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

2- ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada gat-
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, (y')2 +2y'+xy3 =0 tenglama birinchi tartibli differ-
ensial tenglamadir.

Mana bu (y")2 +ay' +by +cosx =0 tenglama esa ikkinchi tar-
tibli differensial tenglama.

3- ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb,
differensial tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har
ganday y=f(x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan bo‘lsin:
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y=sinx, y - 2cosx, Yy =3sinx- cosx funksiyalar, umuman,

y =C, sinx, y = C2cosx yoki *=C,sinx + CZosx ko‘rinishdagi
funksiyalar C{va C, o°‘zgarmas miqdorlarning har ganday giymatlar-
ida ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Buning
to‘g‘riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yib
ko‘rib, ishonish mumkin.

2- §. Differensial tenglamaga olib keladigan
ba’zi bir masalalar

1- masala. Massasi m bo'lgan jism u(0) = v0 boshlang‘ich tezlik

bilan biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Jism tezligining o ‘z-
garish gonunini toping.

Nyutonning ikkinchi gonuniga ko‘ra: - F, buyerda F —

jismga ta’sir etayotgan kuchlarning yig‘indisi. Jismga faqgat ikkita
kuch ta’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning garshilik kuchi
Fx=-kv, k >0, yerning tortish kuchi F2=mg . U holda ushbu

m— =mg-kv {k >0)

differensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglamaning
u(0) = v0 shartni ganoatlantiruvchi yechimi

ekanligini bevosita o‘rniga qo‘yish bilan tekshirish giyin emas.

2- masala. Hayvonlarning biror turi o‘zgarmas muhitda alohida
yashasin deylik. Urchish va o°‘lishning davriyligini hisobga olmay,
ko‘rilayotgan tur individuumlari sonining o°‘zgarish gonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vaqtning berilgan kichik intervalida
urchish va o‘lishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional
bo‘ladi. N individuumlar sonining o‘sishi ko‘rilayotgan intervalda NO
soniga proporsional bo‘lib, bu o‘sish interval uzunligiga ham pro-
porsional bo‘ladi. Shunday gilib, N(t) funksiyani uzluksiz va uzluk-
siz differensialanuvchi deb garasak, ushbu
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—¢p- =&aN(t), N (i0) =N0>0

differensial tenglamaga ega boflamiz, bu yerda e —proporsionallik
koeffitsiyenti («o‘sish» koeffitsiyenti). Urchish qonuni differensial
tenglama bilan berilgan funksiyaning ko‘rinishi N(t) = Namec(,~0
ekaniga ishonch hosil gilish giyin emas. Bundan kelib chigadiki,
vaqt arifmetik progressiya bo‘yicha o‘zgarsa, individuumlar soni ge-
ometrik progressiya bo‘yicha o‘zgaradi. Agar e > 0 boflsa, N(t)
o‘sadi; agar s < 0 bo‘lsa, N(t) kamayadi. s —0 boflganda N(t)
0°‘zgarmas bo‘lib, urchish oflishni tofla qoplaydi.

3- masala. Massasi m boflgan moddiy nugta toffi chizigli hara-
kat gilmogda. Uning harakat qonunini toping.

Har bir momentda G nuqgtadan koordi-
L x J~ nata boshigacha boflgan masofa x boflsa,

0 m N nugta tezligi x |x = bofadi.

Moddiy nuqtaga ikki tashqgi kuch: ishgalanish kuchi —bx, b >0
va taranglik kuchi —kx, k >0 ta’sir etadi deylik.

Nyutonning ikkinchi gonuniga asosair G nuqgtaning harakat
gonuni

mx =-bx - kx

bofadi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy
nuqta dvigatel bilan ta’minlangan bodib, dvigatelning G nugtaga
ta’sir kuchi / ’bodsa, u holda G ning harakat gonuni

mx =-bx - kx +F

bo'ladi. Kofpincha F miqdor |/| < FO =const munosabatga bo#y-
sunadi.



I BOB

BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- 8. Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy
tushunchalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

F(x,y,y') =0 (1.1)
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar bu tenglamaniy ' ga nisbatan yechish mum-
kin bo‘lsa, uni

y' =f(x.y) (12)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan deyi-
ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi teorema o‘rinli bo‘lib, bu
teorema differensial tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi
hagidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y' =f(x,y) tenglamadaf{x, y) funksiya va un-
dan y bo‘yicha olingan — xususiy hosila xOy tekislikdagi (x0, y()

nugtani o‘z ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar bo‘lsa,
u holda berilgan tenglamaning x=x({ boMganda y=y0shartni gqanoat-
lantiruvchi birgina j=<p(x) yechimi mavjuddir.

Bu teorema geometrik nugtayi nazardan grafigi (x0, y0) nug-
tadan O‘tuvchi birgina y=cp(x) funksiyaning mavjudligini ifodalaydi.
Teoremadan (1.2) tenglama cheksiz ko‘p turli yechimlarga ega ekan-
ligi kelib chigadi.

x=x0bo‘lganda y funksiya berilgan y0songa teng bo‘lishi kerak,
degan shart boshlangich shart deyiladi. Bu shart ko‘pincha

yx=xo=y<> (1-3)
ko‘rinishda yoziladi.



1-ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
yechimi deb bitta ixtiyoriy C o‘zgarmas migdorga bog‘liq boigan
hamda quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi y = @(x,C) funksiyaga
aytiladi:

a) bu funksiya differensial tenglamani C o‘zgarmas miqgdorning
har ganday aniq giymatida ganoatlantiradi;

b) x=x0boflganda y=y0, ya’ni y\x>a =y0 boshlang‘ich shart
har ganday bo‘lganda ham C migdorning shunday C=CO0 giymatini
topish mumkinki, bunda y =q(x,C0) funksiya berilgan boshlan-
g‘ich shartni ganoatlantiradi. Ushbu holda xOva y0 qiymatlar x va'y
0°‘zgaruvchilarning o ‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago-
naligi hagidagi teoremaning shartlari bajariladigan gismiga tegishli,
deb faraz etiladi.

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko*-
pincha y ga nisbatan yechilmagan

kofinishdagi munosabatga kelib gqolamiz. Bu munosabatni y ga nis-

batan yechsak, umumiy yechimni hosil gilamiz. Ammo y ni

0(x,_y,C) =0 munosabatdan foydalanib elcTnentar funksiyalar bi-

lan ifoda etish hamma vagt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday

hollarda umumiy yechim oshkormas ko‘rinishda goldiriladi.
Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi <t>(x,y,C) =0

ko‘rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.
MisoL Birinchi tartibli

= Z
dx X

C

tenglama uchun y =— funksiyalar oilasi umumiy yechim bofadi:

buning to‘g'riligini y funksiyani tenglamaga qo‘yib tekshirish mumkin.
2- 8. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar
Ushbu M(x)dx+N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o zgaruvchi-

lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning ofziga xos tomo-
ni shundaki, dx oldida faqat x ga bogfiq kofpaytuvchi, dy oldida



esa fagat y ga bog‘lig ko‘paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yechi-
mi uni hadma-had integrallash yo‘li bilan aniglanadi:

i M(x)dx + | N{y)dy = C.

Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi
bu tenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi C ni yechim
uchun qulay ko‘rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx —ctgydy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Y echish. Buyerda o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz.
Uni hadma-had integrallaymiz:

jtgxdx —Jctgy dy = C yoki —n|cosx| —In|siny| = —nC.
Bu yerda integrallash doimiysi Cni —nC, ya’ni C= —nC orgali

belgilash qulaydir, bundan Insiny ¢cosx = InC yoki siny *cosx =C
umumiy integralni topamiz.

Tarif

y d-4)

ko‘rinishdagi tenglamalar o zgaruvchilari ajraladigan differensial teng-
lamalar deb ataladi, bu yerda/j(x) vaf2y) —uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglamani yechish uchun unda o'zgaruvchilarni ajratish
kerak. Buning uchun (1.4) day ’ning o‘rniga dy/dx ni yozib, teng-
lamaning ikki tomoninif 2y) * 0 ga bo‘lamiz va dx ga ko'paytiramiz.
U holda (1.4) tenglama

-m =Mx)dx <5>
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x o‘zgaruvchi fagat o‘ng tomon-
da, y o'zgaruvchisi esa chap tomonda ishtirok etyapti, ya’ni o‘z-
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

Sjw > \f'*x)dx*C
ekanligini hosil gilamiz, bu yerda C —ixtiyoriy o0‘zgarmas.
2- misol. y ' = y/x tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama, bu

yerdafxx) = Ux vafZy) =y. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib,

T x
9
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tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab ] = f—+InC, C>0
y iX

yoki Iny = Inx + InC va bu tenglikni potensirlab, y = Cx umumiy
yechimni topamiz.

Faraz qgilaylik, y —Cx umumiy yechimdan x0=1, y = 2 boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab gilin-
yapti. Bu giymatlarniy — C-xgaxvaj larning o‘rniga go‘yib,
2=C| yoki C=2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim y=2x ekan.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
1. x(y2—4)dx + ydy = 0.
2.y'cosx = y/iny, y(0)=I."

3.y "' =1tgx etgy.
4, (1+x2dy +ydx=0,y(l) = L
5. Incosy dx + x tgy dy —O.

j6. 2ZI+ey =0, y(1)=0.

7.ylyt =1ny ,y(@2) =1

8.y "'+ sin(x +y) = sin(x —y).

9. xyj\ +y2dx +yVI +x2dy =0.
10.y'= v, y(—3) = -5.
1l y'"=sh(x +y) + sh(x —y).

12. x*y6+ 1dx +/(x 4+ Ddy, y(0) = 1L

3- 8. Birjinsli va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar
1- tarif. Agar ixtiyoriy X uchun
f(Xx, Xy) = Xi(x, y)

ayniyat o'rinli bo‘lsa, fix, y) funksiya x va'y o°‘zgaruvchilarga nisba-
tan n- o 1chovli birjinslifunksiya deb ataladi.

1- misol. f(x, y) =yjx3+y3 funksiya bir o‘Ichovli bir jinsli funk-
siya, chunki/ (Xx, Xy) =y](Xx)3 + (Ay)3 = X"\Ix3+y3 =Xf(X,y).
10



2-misol./(x, y) - xy —y2funksiya 2-o‘Ichovli bir jinsli funksiya,
chunki/(Ax, ky) = (A) « (A) —(Ay)2=)?(xy —y9 = X2f(x, ).

3-misol. £(x,y) =X%"V2 funksiya 0- o‘Ichovli bir jinsli funk-
siya, chunki
= = = ; ;= I
f(Xx,Xy) AcAy UJ,X/)%yI/I X >I<y° X»/U *>

2- tatif. Birinchi tartibli

tx * f(X’y\ <16)

differensial tenglama x va y ga nisbatan birjinsli differensial tenglama

deb ataladi (agar/ (X, y) funsiya x va y ga nisbatan 0- o‘lchovli bir
jinsli funksiya boisa).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qilaylik, (1.6) bir

jinsli differensial tenglama berilgan boisin, u holda shartga ko‘ra

[ (Ax,Ay) = A°/(x,y) mBu ayniyatda X =1i deb olsak, fix, y)=

/11,7~ ni hosil gilamiz. Bu holda (1.6) tenglama quyidagi ko‘ri-
nishga keladi:

£-44 47)

(1.7) da v = ,ya’ni y= n mx almashtirish bajaramiz.
U holda $5)-( =u +";X. X ni hosil gilamiz. Hosilaning bu ifodasini

(1.7) ga qo‘yib, n+~ x=/(1, n) yoki =y tenglikni

hosil gilamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama-
dir. Integrallab quyidagini topamiz:

= 7AN 1 - N ___ -
LdRyu = Ferine fm Gy = e



Integrallarni topgandan so‘ng u o‘rniga L ni go‘yib, berilgan
X
tenglamaning integralini y =y(x, C) ko‘rinishida topamiz.

4- misol. ax x _y2 tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya 0-o‘lchovli
bir jinsli funksiya bo‘lgani uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglama, shuning uchun L =u almashtirishni bajaramiz. U holda

=ux, — =u+x m— . Bularni tenglamaga qo‘yib u+x m— =—
y dx dx g ga g ‘y dx \-u

yoki x e~ =-2i  va o°‘zgaruvchilarni ajratib, *~*."du =—, ya’ni
dx 1-u~ w3 X

(i7"~ <) = ten§amaSa kelamiz.
Integrallash natijasida —"--InW =InW+In|CI yoki —\r =
ntegrallash natijasida iy n n n|Cl yoki 2I\rr \n\lux(\

munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikda u o‘rniga * ni qo*-
X

yib, X-Zy = In|Oc| tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko*-
rinib turibdiki, y ni x orgali elementar fiinksiyalar yordamida ifodalab
bo‘Imaydi. Birog x ni y orqgali ifodalash mumkin: x =yj-2]n\Cy\.

Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan differensial
tenglamalar

dy _  ax+by+C
dx  a\X+b\y+C\ <18)

ko‘rinishdagi tenglamalarni bir jinsli tenglamalarga keltirish mumkin.
Agar Cj = 0, C = 0 bo'lsa, tenglama bir jinsli bo'lishini ko‘rish
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giyin emas.Faraz gilaylik, Cva Cj larning birortasi noldan fargli
bo‘lsin. x = Xj+ h, y —y{+ k almashtirish bajaramiz. U holda

dy _ dyx
dx  dx| (1'9)
X, y va ™ ifodalarni (1.8) tenglamalarga qo‘yib
dyx _  axx+byx+ah+bk+C (110

dxj axxx+ t\y x+axh+bik+Cx
tenglamaga ega bo‘lamiz. h va k larni shunday tanlab olamizki,
[ah +bk +C =0,
ah +t\k +CX=0 (Ul1)

tenglamalar o'rinli bo'lsin, ya’ni h va k larni (1.11) tenglamalar sis-
temasining yechimi sifatida olamiz. Bu holda (1.10) tenglamadan bir

jinsli A tenglamani hosil gilamiz. Tenglamani yechib

va X hamda y larga Xj = x —h, yY=y —h formulalar yordamida
gaytib, berilgan (1.8) tenglamaning yechimini topamiz. Agar

ab

aA
bo‘lsa, ya’ni ab=ax bo‘lganda, ma’lumki, (1.11) sistema yechim-

=0

ga ega bo‘lmaydi. Ammo, bu holda "al_=’\bL=x, ya’ni a1=Xa,

b=Xb bo‘ladi.
Bundan kelib chigadiki, (1.8) tenglamani

dy _  (ax+by)+C
dx  X{ax+by)+Cx

ko‘rinishga keltirish mumkin ekan. Bu holda
Z=ax + by (1.13)
almashtirish yordamida tenglama o ‘zgaruvchilari ajraladigan differ-

ensial tenglamaga aylanadi, hagigatdan, PR +b<§§< tenglikdan



=1 *e £ 114
dx b dx~ b ( )

munosabatni hosil gilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalarni (1.12)
tenglamaga qo‘yib, o‘zgaruvchilari ajraladigan {)'~d)r( ; X2+C{
tenglamani hosil gilamiz.

ax+by+C |
x+Hy+Cy)

tenglamaga ham go‘llash mumkin, bu yerda/ gandaydir uzluksiz
funksiya.

Yugorida (1.8) tenglamaga go‘llanilgan usulni ~ =/

5- misol. (}y = Xﬂ;_:i tenglamani yeching.
Y echish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylaMirish uchun
x=xl+h, y=y{+k almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama

: h+k-3 .
Yy _ Xyt +—r Ko 'rinishni oladi. h+k—3=0, h~k—1=0 ten%

T YR

lamalar sistemasini yechib, h=2, k=1 ekanligini topamiz. Natijada
Lo dyy Xy, . oY ..
bir jinsli o Xy tenglamani hosil gilamiz. % U almashtirish-
Lo _ \dy, _ du ,du _ l+u
ni bajarsak, u holda y,—ux.i 'i/oZ_Uﬂ(’ W u+x,1 N T

bo'ladi va natijada x\ I o0‘zgaruvchilari ajraladigan teng-

lamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz: j-"du =~ ni
integrallab

arctgn - j In(l +un2) =Inix 1+ In|C|,

arctgu =In ICxj w{(! +12)| yoki Cxx4\ +u2 =ére’u ekanligini topa-

miz. n o‘rniga —' ifodani go‘yib, CJx. +y2 = x‘ ekanligini va
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) ) ) i A 7  ade—
nihoyat, x va y o‘zgaruvchilarga o‘tib, C\/(x-2~+(y-1) =e €2
untijani hosil gilamiz.

6- misol. y' = tenglamani yeching.

Y echish. Tenglamani x=xl+h, y=yi+k, almashtirish yordam-
ida yechib bo‘Imaydi, chunki bu holda hva k larni aniglashga yor-

dam beradigan sistema determinanti nolga teng.

4 2

Bu tenglamani 2x+y=z almashtirish yordamida o‘zgaruvchilari
njraladigan differensial tenglamaga keltirish mumkin, hagigatan,
y '=z'—2 bo‘lgani uchun tenglama

z'~2 7~
27+5
ko‘rinishga yoki

, _ 5z+9
125
ko‘rinishga keladi. Tenglamani yechib
|z +~rIn|5E +3 =x+C
munosabatni, z o‘rniga 2x+y ni go‘yib esa
g(Zx +y) +'%gn | IOX +5y +9|=x +C yoki

IOy - 5x+7In [IOX +5y +9|=Q ni,
ya’ni y ning x ga nisbatan oshkormas ko‘rinishini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

13. (X2 +2xy)dx +xydy =0.



15. xy'sin 7+x =ysin

\x
16. xy +y2=(2x2+Xy) ¢y ".
17. xyy' =y2+2x2.

19. (x2+y2)dx - xydy =0.

20. (x+y +2)dx+(2x+2y - )dy =0.

21. (2x+y +D)dx +(x +2y -1)dy =0.

22. 2(x +y)dy +(3x +3y~l)dx =0,y(0) = 2.

23. (x- 2y +3)dy +(2x +y -1)dx =0. A
24, (X-y+4)dy+(x+y-2)dx =0.

4- §. Chiziqli differensial tenglamalar.
Bernulli tenglamasi

1. Chiziqgli differensial tenglamalar.

Ta'rif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo‘lgan tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi. Bunday
tenglama

N +P(x)y =Q(x) (1.15)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda P(x) va Q(x) - berilgan uzluksiz
funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya kofpaytmasi
ko‘rinishida gidiramiz:
y = u(x) mv(x) (1.16)
Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisi
esa (1.15) tenglama orqali topiladi. (1.16) tenglikning ikki tomonini
differensiallaymiz;
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Topilgan ~r: hosila ifodasini (1.15) tenglamaga qo'yib,

UTX*Tx', *Puv =Q Y°m " (A~ +H +1 “"e <107)
boiishini topamiz. v funksiyani

— +Pv =0 (1.18)

shartni ganoatlantiradigan gilib olamiz. Bu differensial tenglamada
0 ga nisbatan o‘zgaruvchini ajratib, quyidagini topamiz:

—m=-Pdx , integrallab —n|CTJ + Injuj = AP dx yoki n =Cxe~yk

ni hosil gilamiz.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan fargli biror yechimi yetarli
boigani uchun v(x) sifatida
v =e-iRk (1.19)

funksiyani olamiz, bu yerda | Pax —agandaydir boshlang‘ich fimksiya.
Topilgan v(x) ning giymatini (1.17) tenglamaga qo‘yib,

v(x)*~ =Q(x) yoki ekanligini topamiz, bu yerdan

n= J%(’;-dx +C

ni topamiz. wvau larni (1.16) formulaga go‘yib, nihoyat
y="(*) JMdx+ C yoki y =e-"Pa&x"Q {x)¢ Rddx +C" (1.20)
ifodani, ya’ni (1.15) ning umumiy yechimini topamiz.

-misol. EL— " .y =(x + i ing.
1- misol E;IT Y (x +1)3 tenglamani yeching

Yechish.j=Mu deb olsak, u holda EL =U— +v—
dx dx dx

™ ifodasini berilgan tenglamaga qo‘ysak,



v funksiyani aniglash uchun — - -2—v =0 yoki — =—— teng-
dx  x+l v x+1

lamani hosil gilamiz. Bu yerdan In| v |= 2Inx+ 11lyoki v = (x + 1)2
v ning ifodasini (1.21) tenglikka go‘yib, u ni aniglash uchun

(x +I)2’(;; =(x +1)3 yoki é)’(‘: x +1 tenglamani hosil gilamiz, bu

iX+
yerdan u -5 I- + C . Demak, berilgan tenglamaning umumiy

*
yechimi y =-x”" +C(x +1)2 bo‘lar ekan.

2. Bernulli tenglamasi.
Tarif.

AP (x) y=0Q(x) y\ n>2 (1.22)

ko‘rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda
P(x) va Qfx) —berilgan uzluksiz funksiyalar, n* 0; 1
Tenglamaning barcha hadlarini y" ga bo‘lamiz

y~n"+ P (x)-y-ni =Q(x) (1.23)
va z = y~n{ almashtirishni bajaramiz, u holda

dz -n dy

Topilgan giymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, & +{-n+\)Pm =

= (-« +1)-Q chizigli tenglamani hosil gilamiz. Chizigli tenglama-
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z o‘rniga j “"+. ni go‘yib,
Bernulli tenglamasining umumiy integralini hosil gilamiz.



2- misol. Ushbu

% +xy =x'-y" (1-24)

Nuglamani yeching.
Yechish. Tenglamaning barcha hadlarini y3ga bo‘lamiz

y3A +xy*2=x3 (1.25)

va z = y~2 almashtirishni bajaramiz, u holda il -2y“3&. Bu
(Jiymatlarni (1.25) ga qo‘yib
No-2XZ =-2Xi (1.26)

chizigli tenglamani hosil gilamiz, Uning umumiy integralini topa-
miz:

dz dv du
Z=u, — = +v—.
" dx dx dx

Bu ifodalarni (1.26) tenglamaga go‘yamiz:

3

uRyy A Ry =-Bx7 yoki u €=\i - Dxul +vAY = - 5x
dx _dx \dx I dx

LI
Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

~ - 2Xv =0, — =2xdx, Injvj=x2 v =ex
dx v

ekanligini t'opamiz. u ni aniglash uchun

-[i =-2x3
dx
tenglamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib
du=-2e*2x3dx, u=-2\e~*2’dx +C
ekanligini topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab
u- x2e~x2 +e~x2 +C, z—uw =x2+1+Ce
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ifodalarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali

y

T =x"+1+CeX yoki y =® ...>- ... boiar ekan.

Vx2+1+Cex2
Quyidagi tenglamalarni yeching:

25. y 'cos™+y = tgx, y(0)=0. 33. y' +-L = 3x2y4/3.
X

26. y' —ythx —chX. 4. y'—Z =JL_.

y y y x-T  x-IC
27. y'+ . =arcsin X +Xx . 35. 4xy '+3y = —e? e x"y5.

-X
28. xy' — = XZXoOsX. 36. y'+ N (x3+1)sinx,
X +1

29. y' +2xy = xe“X2. j(0)=lI.
30. y'cosx +j = 1—sinx. 37.yilx + (x + tfyrdy = 0.

31. y’+|)_<= X2y 4.
32. (xdny —x)y"' —y.

5- §. To‘la differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

1. Toia differensialli tenglama.
Ta'rif. Agar M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 ko‘rinishdagi tenglama-

ning chap gismi biror u(x, y) funksiyaning toia differensiali, ya’ni

du = M(x, y)dx + N(x, y)dy (1-27)

boisa, u holda bunday tenglama toa differensialli tenglama deyi-
ladi.

(1.27) tenglama toia differensialli tenglama boiishi uchun
dM _ dN
8y dx

shart bajarilishi kerak.
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To‘la differensialli tenglama ta’rifidan du*O, bundan u(x, y)=C
ckanligi kelib chigadi (C - ixtiyoriy o‘zgarmas).

u(x, y) ni topish uchun y ni o‘zgarmas deb hisoblaymiz, u hol-
da dy =0 ekanidan du=M(x, y)dx bo‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha .
mtegrallasak,

u="M(x,y)dx +<p(y). (1.28)
(1.28) tenglikni y bo‘yicha differensiallaymiz va natijani N(X, y) ga

tcnglaymiz, chunki — = N(x,y) t

M x +y ) =N (xy)
yoki
cp'ly) = N(x,y) - \~-dx. (1.29)
(1.29) ifodani y bo‘yicha integrallab, <py) ni topamiz:
cp(y) = MV (X,y)- A-dx~rdy +C..

Demak, u(x, y)= *"M{x,y)dx + jAjV(x,y)- *— dx"dy+C .

Bu ifodani ixtiyoriy o‘zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy
integralini hosil gilamiz. \
1- misol. (3x2+6x/)dx+(6x/+4yJify=0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.
Yechish. Bu yerda Mix, y)=3x2+6xy2, N(X, y)=6x&+4y3
. 8M _ 8N

S a3 8N _ ,
€y|-12xy, & -19xy, ya'm o

— = M(x,y) bo‘lganligi sababli
¥ 32+ 6xy2.

Bu tenglikni x bo‘yicha integrallaymiz:

U = x3+3xd 2+0p(j).



Bundan

~ =6xy +1p(y).

N =N(x,y) ekanligini hisobga oisak,

PCn)= 6xy + 4y3—6x¥ yoki '(y) = 4y3
Bundan
By) =/ +c.
Demak,
n=>X+ 3xz& + yd+ C

yoki

X3+ 3x2¥+ y4= C.

2. ilitegraliovchi ko‘paytuvchi. Agar ¢o——Dboisa, u hoid|/

ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday u(x, .y) funksiyani topish
mumkinki, \xMdx + \iNdy —du bo‘ladi. Bu u(x, y) funksiya integ-
rallovchi ko paytuvchi deyiladi.

8x

Quyidagi hollarda integrailovchi ko*paytuvchini topish oson:
8M 8N

1) my X =d(x) boiganda, Inu = J<&(x)dx boiadi.

8N 8M
2N ox M oy 50°‘igan(ja) Inu= j(b"dy boiadi.

2- miso!, (y + xy*)dx —xdy = 0 tenglamani yeching.

Y echish. Buyerda M =y + xj2 N = -Xx, =1+ 2¢

=-{ 8V~ 8N
)Y 8x

Demak, tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning toia dif-

ferensiali emas. Bu tenglamaning fagat y ga bogiiq boigan inte-
grallovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani garaymiz.



ax ay _ -1-1-2xy _ 2
M y+xy2 y
mudan

Iny = —2Iny, ya’ni u=\
y
Berilgan tenglamani u ga ko'paytirganda

1+x\dx -Ardy =0

Yy r y2
Icnglama hosil bo‘ladi. Bu to‘la differensialli tenglamadir, chunki
dM _dN__ _I_
ay dx y2
Tenglamani yechib
++E. +c =0
. y 2
yoki
_ 2Xx
T xg+2C

umumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalaming chap tomonlari toiiq diffe-
rcnsialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (e? + y + siny)lix + (ey + x + xcosy)dy = O.
39. (x + y — uix+ (ey + x)dy = 0.

40. (xcosy —ysinyWy + (xsiny + ycosyidx = 0.
41. 2xydx + (x2—y-)dy = 0.

42. (2 —9xyxdx + (dy2—6x3ydy = 0.

43. —dx +(y3+Inx)dy =0.

44, (I0xy —8y + 1)dx + (5x2—8x + 3)dy = 0.
45, 3x2(1 tIny)dx = f2y - y j dy .

46. 2xcosydx + (2y —x&in)dy = 0.



Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko‘paytuv-
chilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47. (x2—y)dx + xdy = 0.

48. Jp-dx + (yx — Ddy = 0.

49. (x2+ y2 + x)dx + ydy —0.

50. xy-{xy'+y) — 1

51. (x2+ "i\ny)ydx = xdy.

52. 2xtgydx + (x2—2siny)dy = 0.

53. (e —}P-)dx + ydy —O0.

54. (1 + 3x&iny)dx —xctgydy = 0.

55. (sinx + ey)dx + cosxdy —O0.

6- 8. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1- tartibli differensial
tenglamalar i

Tarif

r(x'y'ty="° <>30>
ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan 1-tartibli
tenglama deb ataladi.
Bunday ko‘rinishdagi tenglamani ~~ ga nisbatan yechib olish
magsadga muvofig bo‘ladi, ya’ni berilgan tenglamadan

% = 0'=1,2,...,«) (1.31)

ko‘rinishdagi bir yoki bir necha hosilaga nisbatan yechilgan teng-
lamalar hosil gilinadi. Ammo har doim ham (1.30) ko‘rinishdagi

tenglamani ~ ga nisbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, un-

dan tashqgari y' ga nisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko‘ri-
nishdagi tenglamalar har doim ham oson integrallanavermaydi.
Shuning uchun (1.31) ko‘rinishdagi tenglamalarni ko‘pincha para-
metr kiritish yo‘li bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantlari-
dan biri bilan tanishib chigamiz.

Faraz qgilaylik, (1.30) tenglamani y yoki x ga nisbatan oson

yechish mumkin bo‘lsin. Masalan, uni y =f(x,y") ko‘rinishda
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yozib olish mumkin bo‘lsin. dy =p parametr kiritib, y*fix, p) ni

liosil gilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan toia differensial
olib hamda dy ni pdx ga almashtirib

pdx =dfAP )dx +* P Idp,

ya’ni, M(x,p)dx +N(x,p)dp =0 ni hosil gilamiz. Agar bu tengla-
maning X = <£€(/?,C) yechimini topsak, u holda berilgan tenglama-
ning yechimi

[x = <&(>C),

[y =f(x.p)
parametrik ko‘rinishda bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun y(x0)= y0 Koshi masalasi (x0, y0) nug-
tadan o‘tuvchi va bu nugtada umumiy urinmaga ega bo‘lgan (1.30)
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bo'lmagandagina
yagona yechimga ega bo‘ladi. Aks holda Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladi, ya’ni (x0, y0) nugta Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladigan nuqta bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudligi va
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorema aniglab beradi.

Teorema. y0, F(x0,y0,y¢) =0 tenglamaning yechimlaridanbiri
bo‘lsin. Faraz gilaylik, F(x,y,y") funksiya x bo'yicha uzluksiz,
y va y' bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning y '
bo'yicha hosilasi noldan fargli bo‘lsin:

A(x0,y0,yj>) "°-

U holda F(x,y,y') =0, j(x0=y0 Koshi masalasining x0 nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida cp(xQ=yOshartni ganoatlantiruvchi
j*-cpix) yagona yechimi mavjud boiadi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) ko‘rinishdagi
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bo‘lishi mumkin, ya’ni
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shunday yechimlarga ega bo‘lishi mumkinki, bu integral chiziglar
fagat yagonalik sharti bajarilmaydigan nugtalardan iborat bo'ladi.

V Agar F(x,y,y") funksiya x ga koia uzluksiz hamday vay' ga

ko‘ra uzluksiz differensiallanuvchi berlsa, (1.30) tenglamaning max-
sus yechimi, agar u mavjud bo‘lsa,

F(x,y,y') =0,
£(x,y,y') .0 = <1 32)
oy

tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.

Shuning uchun, (1.30) tenglamaning maxsus yechimlarini topish
uchun (1.32) tenglamalar sistemasidan y ’ ni yo‘gotish kerak.

1- misol. (j/)3 - 2x my’)2 +y' =2x tenglamani yeching.
Yechish. (y'f - 2x -(y)2+y'~2x =(/ - 2x){{y)2+1) =0

boiganligi uchun, berilgan tenglama d 2x =0 tenglamaga ekv’i-
valent. Uning yechimlari y —x2+C ko'rinishga ega.
2- miso!, (y")2+y my - x) &' -xyb =0 tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamani (y'+y2)my1l- xy) =0 ko‘ri-
nishda yozib olish mumkin. Demak, berilgan tenglama y'+y2=0 va
y' —xy = 0 tenglamalar yig‘indisiga ekvivalent. Ulardan birinchisi-

ning yechimlariy = Ova y = ! , ikkinchisiniki esa y =C e 2.

Demak, berilgan tenglama yechimlari jy — cC eT] =®

3-misol. y =(y) mey tenglamani yeching.
Yechish. p =y'=— parametr kiritamiz. U holda y =p2ep,

dy =(2pep +p2ep)dp. Bu yerdan p = 0 yoki x =2ep+ep(p- )+C=
=ep(p +\) +C.
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Demak, berilgan tenglama yechimlari
y = Ova w={p+\)ep+C,
ly =p2ep.
4- misol. Iny' +siny’- x =0 tenglamani yeching.
Yechish. y'=p deb olsak, x =\np +sinpdy =pdx bo‘lgani
uchun — :\E—+ cospjdp. Bu yerdan y - j(l +pcosp)dp =
P P
p +cosp +psmp +C . Demak, berilgan tenglama yechimlari
[x = Inp + sinp,
[y =p +cosp +psmp +C.

5- misol. (y')2+(x +a)y' - y =0 tenglamani yeching.
Yechish. p =y ' parametr kiritamiz, uholda y =p2+{x+d)pdy =
pdx va dy =2pdp + (x +a)dp +pdx tenglamalardan pdx =2pdp +
i(x +a)dp +pdx , (2p +x +a)dp =0 tenglamalarni hosil gilamiz.
Mu yerdan p=C yoki 2p+x+a=0 tenglamalar kelib chigadi. Demak,
berilgan tenglama yechimlari quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi:
iY=P2+(x +a)p,
[2p+x +a- 0.
Oxirigi ikki tenglikdan p parametrni yo‘gotib, y=C(x+a)+0 va

y=(x+a) C+C2 va

y - - ekanligini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

56. iy')2=y3-y2. 61. (3x+D(/)2- 3(y+2)y+9=0.
57. (y)2+y2(InZ- 1) =0. 62. x2(y")2- 2xyy' - x2=0.
58. (y'Y +x(y")2-y =0. 63. x4(yd2-xy'-y =0.

59. x(y")3-y(y)2+1=0. 64 y(y)2-2xy'+y- 0.

60. x{y")2+xy'-y=0. 65, Iny'+2{xy'-y) =0.
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7- 8. n- darajali 1- tartibli tenglama

Chap tomoni y ' ga nisbatan butun ratsional funksiyadan iborat,

ya’ni quyidagi

(Y'Y + PYXyT _I+ Py )nm2+ - +Pnfy’+ Pj =0
ko‘rinishga ega boigan tenglama n-darajali 1-tartibli tenglama de-
yiladi. Bu yerda n—butun musbat son, Pv Pv Pv ..., Pnlar x va
y ning funksiyalari.

Bu tenglamani y ' ga nisbatan echa olamiz, deb faraz gilaylik.
Bundan y' uchun, umuman aytganda, n ta har xil ifoda hosil
bo'ladi:

yI :/1(*! y)! y. =fZX’ y)! ] yI - fr(X, y) (133)

Bu holda

F(x,y,y") =0 (1.34)
tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta
y'=f(x,y) (1.35)

tenglamani integrallashga keltirildi. Ularni umumiy integrallari mos
ravishda quyidagilar bo‘lsin:

0,xy, C)=0,0%xy, CQ=0, .. &nxy C)=0.(1.36)

Bu integrallarning chap tomonlarini ofzaro ko'paytirib, nolga
tenglaymiz:

$,(*,y, Ci) mi>2x,y, CAm... +Onx,y, C) = 0.  (L37)

Agar (1.37) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bo‘lsak, (1.34)
tenglamaning yechimini hosil gilamiz, hagigatan ham, (1.34) teng-
lamaning har ganday yechimi (1.37) tenglamalaming birini, binobarin,
(1.35) tenglamalaming birortasini va shunday qilib, (1.34) tenglama
(1.35) tenglamalarga yoyilgani uchun uni ham ganoatlantiradi.
Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha C,, C2 Cn
o0°‘zgarmaslarni bitta C bilan almashtirish va tenglamani

«Djix,y, C) mdAX,y, C)m... «®nX,y, Q =0 (1.38)
ko'rinishda yozish mumkin. Bu esa (1.34) tenglamaning yechimi

bo‘ladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun (1.38) tenglamaning n ta
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:

$!1(*,y, Q =0, A%y, 0 =0, .., ®nx,y, C)=0, (139)
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Itii yerda C —istalgan giymatlarni gabul giluvchi ixtiyoriy o‘zgar-
mas, shu sababli (1.36) tenglamadan hosil gilinadigan barcha yechim-
lar (1.39) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar orasida boiadi.

1- misol. (y")2 . =0 tenglamaning umumiy integralini toping.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini ko‘paytuvchilarga
ajratib, quyidagini hosil gilamiz:

=0, bu yerdan / - ~ =0va y'+£L =0.

Mu ikkala tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Ular-
ning umumiy integrallari

AN ¢ =0,V?2+M - C =0

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy integrali ushbu
koiinishda boiadi:

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

66. (y')3- 2x(y ")2+y '=2x. 73. S(y )3=27y.

67. (y')2+y(y ~ x)y' —xy3-9. 74, (y'+1)3= 27(x+y)2
68. (y)2+(sin x —2xy)y,—xy}= 0. 75.yriy 2+l) = 1

69. (y')2-4. 76. (y')2- 4f =0

70. (y)/-1 =0. 77.x(y")2=y.

71. x{y")2- 2yy'+4x = 0. 78. y(y)3+* = 1
72.0/"2- y2=0. 79.4(1 —y )=0y~ 2)2y'f.

8-8 F(y,y') = 0vaF(x,y") = 0 ko‘rinishidagi
tenglamalar

Bu tenglamalardan y ni (birinchi tenglamadan) yoki x ni (ik-
kinchi tenglamadan), shuningdek p = y"' ni t parametr orqali ifo-
dalash mumkin, deb faraz gilamiz. Bu yerda tenglamaning umumiy
yechimi parametrik shaklda hosil boiadi.
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Masalan, F(y, /?)=0 tenglama bo‘lgan holni ko‘raylik. y=(p(t) deb
tenglamadan p=y(t) ni yoki, aksincha, p=ip(t) deb tenglamadan
y=(p(0 ni topdik, deb faraz gilaylik. U holda bir tomondan,
dy=pdx=\\i(t)dx, ikkinchi tomondan, dy=g>'(t)dt. dy uchun ikkala
ifodani taqgoslab, \\i(t)dx=<p'(f)dt ni hosil gilamiz, bundan:

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

1- misol. y - a™i +(y')2 tenglamaning umumiy yechimini to
ping.

Yechish. p=y'=shr deymiz, u holda y =a\fl*sh2 =a mft/,

=p dan dx =~ ni topamiz. dy=ashtdt bo‘lganligidan dxr=adt va
x=at~C.
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
jx =at-C,
[y =acht.
Bundan t parametrni yo‘gotamiz. t=-1— bo‘lganligidan
—achXt<
y =acn-—

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

80. x(y'2—1 = 2y". 85.y = In(l+y2).

8l. y'(x~Iny') = 1 86. O'+1)3= 0" - y)2
82. x =y'3+y". 87.y=(y'~ ley.

83. x=y'V/r+T. 88. (y)4~ (y)2=y2
84.y =y /2+2y 3 89. (r-)2-(y")2=y.
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9- §. Lagranj va Klero tenglamalari

1. Lagranj tenglamasi, Ushbu
y = xep(y’) + vii(y") (1.40)

lenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda d(y)> \|/(y") lary ’ning
ina’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p parametr Kiritish usu-
li bilan yechiladi. y'=p{x) deb belgilaymiz. U holda tenglama ush-
bu ko‘rinishga keladi:

y = Xp(p + vil0). (1.41)
Oxirgi tenglamani x bo'yicha differensiallab,
p = (P + (EE + PP
yoki

p- &) = (ep'(p) + @'(P))r (1-42)
tenglamani hosil gilamiz. p —aqip) ¢ 0 vap —\i(p) = 0 bolgan hol-
larni garaymiz:

a)p —cpP * 0 bo‘lsin. (1.42) tenglamani . ga nisbatan
X
yechib, quyidagi ko‘rinishda yozamiz: — AT
dp p-Mp)  p-<p(p)

Hosil gilingan tenglama x va % ga nisbatan chiziglidir, demak,
p

Xx=®(p,C) (1.43)
umumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga go‘yib, y ni p va C orgali
ifodalaymiz:

y = ®(p, Q mp(p) + m/0) =f(p, C). (1.44)
(1.43) va (1.44) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametrik ko‘rinishda beradi: \ X
[Y =f(P,C).
Bu sistemada p parametrni yo‘qotib, Lagranj tenglamasining
umumiy yechimini quyidagi ko ‘rinishda hosil gilamiz:
F(x,y, C) =0
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Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo‘Imaydigan maxsus
yechimi ham bo‘lishi mumkin.

b) p —<pP) = 0 bo‘lsin, ya’ni biror p=pQda q(pQ=pfiboisin
Ushbu
(y =xep(p) + (p(>),
\p =Po
sistemada p ni yo‘qotib, y = xcp(pd) + \|[/(p0) yechimni hosil gilamiz.
Bu esa Lagranj tenglamasining maxsus yechimidir.
1- misol. Ushbu y = x + (y ")3 Lagranj tenglamasining umumi
va maxsus yechimlarini toping.
Yechish. Butenglamada y ' ni p(x) ga almashtirib,

y =x + /23 (1-45)
tenglamani hosil gilamiz. Uni x bo'yicha differensiallaymiz:

p =\ +3p2+ . Bundan p -1 =3p2EL.
dx ax
a) Agarp —1*0 bo‘lsa, ushbu

3 p2
pi®

tenglamani integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

dx =

x = 3(In[p —11+/?+ -y)+C, (1.46)

x ning hosil gilingan ifodasini (1.45)ga qo‘yamiz:
y=3(np-I\ +p+ *-)+ C +p2.

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametr ko‘rinishida beradi.

b) Agar p —1 = 0 boisa, p — 1 giymatni (1.45) tenglamaga
go‘yib, y = x+1 maxsus yechimni hosil gilamiz.

2. Klero tenglamasi. Klero tenglamasi deb, Lagranj tenglamasi
ning (p(y) = y' bo‘lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umu-
miy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

y = xy' + vl/(y)- (1-47)



r' p(x) deb olsak, (1.47) tenglama quyidagicha ko‘rinishga ke-
likil:

y =xp + y(p). (1.48)
\ ho‘yicha differensiallab, quyidagini topamiz:
rr/ X dx ya’ni ’(‘j)—([x +h/'(p)] =0, buyerdan i 0
yoki
x +\\i'(p) =0. (1-49)

o 0 tenglamadan o=C kelib chigadi,(1.48) dap o‘rniga Cni
ilo‘yib, Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil gilamiz:
y = Cx + \[/(C). (1.50)
Bu geometrik nuqtai nazardan to‘gri chiziglar oilasini tasvirlaydi.
(1.49) tenglama (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining
panimetrik shakldagi yechimini beradi:

iXx =-v'(p),
[y =-pv'(p) +v(p)
Hagigatan ham, bu tenglamalardan: dx = —\i"(p)dp.

dy = [-pvI={) - Y (p) + W{p\dp = -py\i"(p)dp, bu yerdan » =p.

Ikini Klero tenglamasiga qo'yish ~p\i'(p) + \>{p) ——p\\i'(p) + \\i(p)
nyniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p parametrni yo‘qotib, (1.47)
lenglamaning integrali t>(x ~)=0 ni hosil gilamiz. Bu integralda C
ishtirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni,
shuningdek, umumiy integraldan C ning hech ganday giymatida
hosil gilib bo‘Imaydi, chunki chizigli funksiya bo‘lmagani uchun u
maxsus integral deyiladi.

2-misol. Ushbuy =xy' +y' - (y")2 Klero tenglamasining
umumiy va maxsus yechimlarini toping.

Y echish. Klero tenglamasining umumiy yechiminiy ' ni C
bilan almashtirib topamiz:

y=C+C- C2
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Bu tenglamani Cbo‘yicna differensiallaymiz:
0=x+ 1- 2C
Quyidagi
(y=Cx+C-C2,
10=x+1-2C
sistemadan C ni yo‘gotib,
y=-L(x+1)2

maxsus yechimni hosil gilamiz. U parabola bo‘lib,y = Cx + C- C2
umumiy yechimlar oilasining o ‘ramasini tashkil giladi.

Lagranj tenglamalarining umumiy va maxsus integrailarini toping:

90.y = xy'- (y")2e 99.y = xy'- (yH2

91. y =2xy' +-jj2 m 100. y =xy' - ajl +(y")2. |
92.2y=;‘:2. 101. y=xy'+ziy.

93.y =x{y")2+ (y")2 102. M(y)2+1 +xy' -y =0.
9. y'+y =x(y")2 103. y =xy' - ey.

95. y +xy' = 4yjy7. 104y —xy' — (2 +y").

96. y =x(y')2- 2(y"'f. 105. (y )3 = 3(xy"' - V).

97. Xxy' - y= Iny". 106. 2(y")2(y - xy') = 1
98. xy'—y = Inj". 107. y =x|—+y'j+y".

10- 8. Rikkati tenglamasi
Ushbu

P(x)y2+Q(x)y +R(x) (1.50)

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bu
yerda P(x), Q(x), R(x) - biror a <x <b oraliqda o ‘zgaruvchi x ning
uzluksiz funksiyalari (-00 < a, b < +°0).
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Tenglamada P(x) =0 bo‘lsa, chizigli tenglama; R(x) =0 bo‘lsa
Hcmiilli tenglamasi hosil bo‘ladi.

()‘zgamvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati
i. iir.lamasi 0‘z ko‘rinishini saglaydi:

1) Xerkli o‘zgaruvchini ixtiyoriy x = ¢p(q) ko‘rinishda (g —dif-
ierensiallanuvchi funksiya) o‘zgartirish natijasida tenglamaning
KiZbrinishi 0 ‘zgarmaydi.

Hagigatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajarib,
sana Rikkati tenglamasini olamiz:

"= PIOGO)IR (xE)y2+ 0 [p(xDIP'(xD)y + D (X,)]d'(x,) ;

2) y erksiz o°‘zgaruvchini kasr chizigli y :f%hI_E ko‘rinishda (a,

|1y, 5 —qaralayotgan oraligda a5 - By 0 shartni ganoatlantiruvchi
\ ning ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalari) almashtirish natija-
sida ham tenglama o0°‘z ko ‘rinishini saglaydi:

dy (a~dx+ayx+~ *(w +8)-(y-"L+r>1+S")-(ay )
dx (yy{+0)2

(a6-By)Ni-+ay-Y*a)> R+@S+RY-a8-RY')>"+EB5-5)
(yyi +5)2

Natijani (1.50) tenglamaga qo‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil
boiganiga ishonch hosil gilamiz.

Erkli o‘zgaruvchi x yoki erksiz o‘zgaruvchi y ning bunday shakl
Jlinashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi soddaroqg (kanonik)
ko‘rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y2 oldidagi koeffitsiyentni y=w(x)z, chizigli
mashtirish orgali *lga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
hozircha noma’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng-
lamaga go‘yamiz, u holda

W +zw' = P(x)w2Z2 +Q{x)wz + R(x)

a

yoki
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Agar w==¢ O deb olinsa, tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:

£ =x72>+IQW-%g)zxPM-R(x).
Bu almashtirish x ning P(x) * 0 bo'lgan o‘zgarish oralig‘i uchun
o‘rinlidir.
2) Tenglamada gidirilayotgan y funksiya oldidagi koeffitsiyentn

y=u+a(x) almashtirish orgali nolga teng holga keltirish mumkin.
Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga go‘yamiz, u holda

N = P(x)u2+[Q(x)+2P(x)a(x)Ju +R(x) + P(x)a2.
u oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng bo‘lishi uchun

a(x) =~2p*x)”’ tanlab olish kifoyadir.
Keltirilgan almashtirishlarni birgalikda go‘llab, Rikkati tengla-

masini = +y2+R(x) ko‘rinishda yozish mumkin.

1- misol. Ushbu ~*-Y 2+y 1 tenglamani yeching.

Yechish. almashtirishni  bajarib, tenglamani
No=-1- shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechish-
da j =u belgilashdan fovdalanamiz. U holda u+x— =-1-i« 2;

du - -

U242042 ~2X’ M«+D)2 ™ “ 27 tengiikKm integranao,

arctg(l +u) =- InX+C
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yoki

u+l=tg(C--Inx),

Z=X -1+tg(C-"~Inx

ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, izlangan yechim quyidagicha bo‘ladi:

Y--

Quyidagi tenglamalrni yeching:
108.y ’+ ay2—axy —1=0.
109.y "+ y2 = 2/x2

110. xy2+xy + xly2= 4.

111. 3y’ +y2+2/x2=0.

112, xy "—(2x+1)y+y2= —X2.

1

113y " —2xy + y2—5 —X2
114,y ' + 2ye? —y2 — e2* +ex.
115, 3xy ' —(2x+3) v +¥Y2= X
116. 2xy *—(3x+2)y+y2——sx2.
117. 5xy ' —(4x+5)y + Y2= —3x.
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Il BOB

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- 8. Asosiy tushunchalar

n- tartibli oddiy différénsial tenglama deb,

FOGYyhy™,...ym) =0 (21)
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, n marta differensiallanuvchi va
(2.1) tenglamaga qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi
y =cp(X) funksiyaga aytiladi, ya’ni.

F [x, <p(x), (p'(x), cp"(x)... ma(n) (x)] = 0.

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

y(Xo) =y0, y(.x0)=ya, y"(x0 =yo, y(n(x0 =y~ (2.2)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

y =tp("™ CXC2, C.)

funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi boflsin. C,, C2 ..., Cn
o0°‘zgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orqgali aniglab, tegishli xu-
susiy yechim hosil gilinadi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni hosil gilishda garalayot-
gan oraligning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardan
ham foydalaniladi.

Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni tengla-
maning tartibi bilan teng bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.

n- tartibli differensial tenglamani fagat ayrim xususiy hollarda-
gina bevosita integrallash mumkin.
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Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan tenglamalar
2- 8. y(n =/(x) ko‘rinishdagi tenglama

Ikinday ko‘rinishdagi tenglamani n marta ketma-ket integrallash
nal jjasida umumiy yechimi topiladi:

Yn=/(*), (2.3)
Y™ - \f(x)dx +Cl =fl(x) +ClI ,

Y2 = i[fl(x) + Cl]dx + C2 = f2(X) + CIx + C2,

y =fAX) +jeyy. A +(A)i N +oeem +Cun, (24)

hu ycrda fn(x) = JJ... jf(x)dx". (a)!” °nlar°‘zSar_
mas sonlar bo‘lgani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin:
Y- fn(x) +Qx™1+CxX"~2+... +C,_Xx+C,*
1-misol. y* =sinx tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish . V*=E( ekanligini e’tiborga olib, berilgan tengla-
mani -él)—(n:sinx yoki dy"~ sinxdx ko‘rinishda yozish mumkin.
Ketma-ket integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

y" - Jsinxdx +Cj =- cosx + Cj,
y'=J(-cosx +Cj)dx + - -sinx +CjX+ C2,
y = J(-sinx + CjX + C2)ifx + C3 =cos x +jQ x 2+ C2x + C3

Demak, y =cosx +Cx2+C2x +C3, C =

Izlangan umumiy yechimga ega bo‘ldik.
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2- misol. y" =xe~x tenglamaning y(0) =1, y(0) =0 bosh
lang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y echish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natija
sida umumiy yechimni aniglaymiz:

y' = jxe~xdx +C, =-xe~x - e~xx +C,,

y =\(~xe x~ex+C,)dx +C2=xe~x +e x +ex +C,x +C2
yoki
y =ex(x +2) +C,jc+ C2.
Boshlang‘ich shartlarni e’tiborga olsak,
| =éT°(0+2)+Q -0+C2,C2=-1,
y' =-xe~x -e~x +C,
dan 0=-0e~°-e°+C,, C, =1 \
Demak, izlangan xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y =eX(x +2) +x - 1

Quyidagi tenglamalarni yeching:

118. / v =cos2x, *(0) =+, y'(0) =0,y'(0) =1, y(0) =0.
119. y- =xsinx, y(0) =0,/(0) =0,y'(0) =2

120. j¥’'sindx =sin2x.

121. y" =2sinxcos2 - sin3X .

122, y" =xe x,y(0) =0,y'(0)=2,y'(0) =2.

123, y" =A, j,(0) =2,i, () =L y"() = L.

124. y" = 4cos2x, y(0) = 0, y'(0) = 0.
1

1+x

125. y" =
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126. y* ==Lk Q} =Inn2,y' Q) =1.

127. y*"' = 2.
128. j 17 = cosx .

129. y" =-"T~.

Sin
130. y" =xex,y(0) =1, y'(0) =2.
131. y" =sin2x, y(0) =6, y'(0) = 0.

3- 8. Noma’lum funksiya oshkor holda gatnashmagan

tenglamalar
F(x,y(K),ykH\...,y(n) =0 (2.5)
tenglamada y funksiya oshkor holda gatnashmagan. Bu tenglamada
=p(x) (2.6)

almashtirishni bajarib, uni
F(x,p,p",...,pnk) =0

ko‘rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi K bir-
likka pasayadi.

1- misol. xy" =y 'In|— tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Y echish.Bu tenglamaday fimksiya oshkor holda gathashma-
gani uchun y’- p(x) almashtirishni bajaramiz. Bu holda y" - p’
o‘rinli bo'ladi. Bularni tenglamaga qo ‘ysak,

XPp =p|nx— yoki p =7I>r<1—.
Hosil bo‘lgan tenglama birinchi tartibli bir jinsli tenglama bo‘l-
ganidan -j =t yoki p =x-t almashtirishni bajarsak, p' =t +xt' ga
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ega bo‘lamiz. Buni e’tiborga olib, tenglamani / + Xxt' =/ In/ yoki
xt' =/(In/- 1) ko‘rinishda yozish mumkin. 0 ‘zgaruvchilarni ajrat-
sak,

dt _dx
I(In/-1) X

tenglamaga ega bo‘lamiz. Integrallash natijasida
In(In/- 1) =Inx +InC, yoki In/-1 =C,x,

blindan esa t = ecxH kelib chigadi. t - — ekanini e’tiborga olsak,

p = xe(xH
hosil bo‘ladi. p(x) - y' dan y' =xeQx# tenglik hosil bo‘ladi. Bun-
dan esa izlangan umumiy yechim

y = Jixec'x—l-ldx :6 xecixH - -L ecx+l + C2

ko‘rinishda hosil boiadi.

2- misol. y’(x-1)-y" =0 tenglamaning y(2) =2,y'(2) =1y"(2) =1
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. y"=p(x) va y" =p' almashtirish bajarsak, dast-

d d
labki tenglama p'(x - 1) =p yoki — = = ko‘rinishga keladi. In-

tegrallash natijasida Inp =In(x - 1) +InG yoki p =C, (x - 1) yechim

hosil bo‘ladi. Dastlabki belgilashni e’tiborga olib, y’ =C,(x -1)

natijaga ega bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo-
rat. Ketma-ket integrallab:

y'=Jc((x - 1)ix+C2=yC[X2-C,x +C2,
y =\["» C\xl ~C{x +C2"dx +Ci ="-x3--y-x2+C2 + C3

umumiy yechimni hosil gilamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib
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/'(2) =1dan 1=C,(2- 1) yoki C=1,

y'(2) =1dan 1=1 «4- 2+ C2yoki C,=1I,

ji(2) =2 dan 2=j -1 +2+C3yoki C3= |

natijalami hosil gilamiz. Bundan esa

Xususiy yechimni topamiz.

3- masala. m massali jism samolyotdan boshlang‘ich tezliksiz

tashlandi. Unga oz tezligining kvadratiga teng migdorda havo
ciarshilik ko‘rsatmoqgda. Jismning harakat gonunini toping.
Yechish . Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
s —jism bosib o‘tgan masofa;
v = ds —jism tezligi; w = a2 —tezlamsh.
Jismga quyidagi kuchlar ta’sir etadi:
p=mg — harakati yo‘nalishidagi og‘irlik kuchi;

F =mv2 =k lgi —(qarama-qarshi yo‘nalishdagi havo qgarshiligi.

Nyutonning ikkinchi gonuniga asosan jismning harakat gonuni-
ni ifodalovchi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:

= - i NA_J- - - —_— ~ = ini 1 -
mw B kv 2 yoki Tollt'l2 mg &\(dt)) it v ekanini e’tibor

ga olsak, m”~--mg-kv2yoki » =~ ~12) tenglama hosil
bo‘ladi.

a2 - belgilash bajarsak, o°‘zgaruvchilari ajraladigan
ﬁ\t :H{az- v2) tenglamani hosil ﬁl|amIZ.
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0 ‘zgaruvchilarini ajratib, J[r fv ) =—dt integrallash yordamida
a -v m

\ a+v _k_ . . . .
@ In.., = t+0 natijani hosil gilamiz.
Masala shartiga ko‘ra, t=0 da v(0)=0 ekanligini e tiborga olsak,

C=0 kelib chigadi. Shunday qilib, In &*"

a-v

( 2st  \/( 28\ - -
topsak, v =aie m ~\)/ie m +l)=a 4 e dg=gh— posil

em-+e m
bo'ladi.
ak _ fmg k _ [kg ds
va Vv ~Tt ekanini hisobga
ds lkg : S . .
i t tenglamani hosil gilamiz va uning yechimi
S = Vkg vm T2 =T"n ., +"2»t=0da 50)=0 ekanli-

gidan CL=O bo‘lib, jismni bosib o‘tgan yo'li 5= -I:\-In ch.\;é-t formu-
m

| k&
la bilan, tezligi esa v =ath.vﬁt formula bilan ifodalanadi.

Bu formuladagi a = limv =alimth./—/ =a = /— ekan-
V k f->» e \m Vk

ligidan tushish tezligi cheksiz orta olmaydi hamda tezda v ="

limit giymatga erishadi va xuddi shu holat parashyut bilan sakrashda
ham sodir bo‘ladi.
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Quyidagi tenglamalarni yeching:

132. *V +*V =1 140. x2y" =y'2e

133. y" +j/'tgx =sin 2x . 141, y"{ex +\) +y' =0-
134. y"xInx =y". 142. (1 +X2)y" +2xy' = X3¢
135. xy" -y' =ex mX2 143, NMgx - y' + L

136. y" +2xy'2 =0. 144, xy" +y'+x =0

137. (1 -x 2)y" -xj/l =2, 145. y'-_ L/ =x(x-1),

y(2)=1,/(2) =-1.
138. 2xy"'m" =y’2- a2.
139. (i +x2)j" +1+y2=0. 147. (1 - X2)j" +xy' = 2.

4-8. Argument oshkor holda gatnashmagan tenglama

F(y.y"y",...yW) =0 2.7)
tenglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu
tenglama

y' =p(y) 28
almashtirish bilan tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
(2.8)  almashtirishda: y" =p'(y) ' =pm"',
ym=p[pep’ +p'2],
o‘rniga go‘yishlar bajariladi.
1- misol. 1+y'2 =y w" tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. y'=p(y) va y" - pp' almashtirishlarni bajarsak,

dastlabki tenglama 1+p2 =y p m' ko‘rinishga keladi, bu esa bi-
rinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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0 ‘zgaruvchilarni ajratib, — T =— tenglamani hosil gilamiz.
P y
Tenglikiii integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

i-In|]l +p2/=Iny +InCj yoki 1+p2=C2%2, p=xJc2y2- 1.
Dastlabki o‘zgaruvchi y ga qaytib, y' =+"Jcy2-1 yoki

=+dx natijaga ega bo‘lamiz. Tenglikni integrallab,
mCy2A

i-In (ciy +jciy2-1)=+(x +c2) yoki y = + .y (x> +e/\cadj -

=7"-chCj (x + C2) izlangan umumiy yechimni hosil gilamiz.

2- misol. M(0; 1) nuqgtadagi urinmasi OX o°‘q bilan a=45° bl
chak tashkil giluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga teng
bo‘lgan chiziq tenglamasini tuzing.

Y echish. Egri ehizigning egrilik radiusi va normali tenglam
lari quyidagicha edi:

R=(+y'2)V2ly", N =y~ +y'2e

Masala shartiga asosan R—Ne ekanligidan, quyidagi differensial
tenglamaga ega bo'lamiz:

(I +y'2Y/2ly" =y3(Jl +y'2)3-
Tenglikning har ikki tomonini (1+y'2)3/2 ga bo‘lib, Iy" =y3

yoki yy3=1 tenglamani hosil gilamiz. y' =p(y) va y”=pp' al-

mashtirish bajarsak, pp'y3 = 1 tenglik hosil bo‘ladi. 0 ‘zgaruvchilarni
ajratib va integrallab, quyidagi yechimni hosil gilamiz:

y3=1pdp =y~y, jp2=-ly~2+Ic,
yoki

pl=Q - y-2.
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Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak, y'2 - C, -y 2 tenglama hosil

boMadi. Masala shartiga asosan 3>'(x0) = tg45° =1 yoki y(0)=l,
bundan I—C —1, ya’ni C,=2. Shunday gilib, noma’lum

lunksiyani aniglash uchun birinchi tartibli y'2 #2-y'2 yoki

221
y' = -—tenglama kelib chigadi. Bu tenglamaning o‘zgaruvchi-
y

larini ajratib, integrallaymiz:

yoki y =i[(2x +C2)2+I1], lzlangan chizigning M(0; 1) dan o‘ti-

shini etiborga olsak, 1=-j[(2 «0+C2)2+1], C2=1.
Demak, y =2x2 +2x + 1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

148. y -y" +y'2 =0. 153. yn{\+y)=y'2+y.
149. y" +2y(y')3=0. 154, yy7+y =y'2.
150. y’fgy =2y 2. 155. y'2+2yy" =0.
151. y’{2y +3)-2y'2=0. 156. yj"-y'2 =0,
152. y(I - Iny)y" +(@ +Iny)/2=0. y(0) =1 y(©O)=2.

157. Egrilik radiusining OY o‘qdagi proyeksiyasi o‘zgarmas a
bo‘lib, OX 0°‘q bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri chiziq
tenglamasini tuzing.

158. Suyuglikka tashlangan m massali jism o0‘z og‘irligi tufayli
cho‘ka boshladi. Agar suyuglik garshiligi jism tezligiga proporsional
bo‘lsa, harakat gonunini toping.

159. 2yy" =(y f . 160. y'y3=1.
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161, 2yy" =1+y'2. 163.y 7=y Tyfy.
162. y w" =y'2+y2\ny .

5- §. Noma’lum funksiya va hosilalarga nisbatan bir
Jinsli tenglamalar

F{xy,yhy",....yW) =0 (2.9)

tenglama x,y, y",y",...,y” larga nisbatan bir jinsli bo‘lsa,

7 = (2.10)
almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.

1- misol. 3y'2 =4y w" +y2 tenglamani yeching.

Y echish. Berilgan tenglama vy, y',y" larga nisbatan bir jins|
ekanligidan, tenglamaning har ikki tomonini y2 ga bo‘lib,

3-"yj -4--y =1 ko‘rinishga keltiramiz. y =p(x), ya’ni

p'(x) = yy’2‘ =p' yoki — = p' - p2 almashtirish ba-
y ' y

\y)

jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p2-4p2-4p' =1yoki 4p’=-1- pl
birinchi tartibli tenglamaga ega bo ‘lamiz.
0 ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelamiz:

~Y =-~dx yoki arctgp =Cx-"x, bundan esa ?=tg|c~-|
yoki =tglc~ hosil bo‘lgan tenglamaning o°‘zgaruvchilarini
ajratgandan so‘ng, integrallab In|y| =41n eos  --ij + In|C21yoki

y =C2e0s4ICt - — yechimga ega bo‘lamiz.
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2- misol. y'2 +yy" =yy" tenlamani yeching.

Y echish. Butenglama ham awalgi tenglama kabi y, y y" lar-
ga nisbatan bir jinsli bo‘lgani uchun yugoridagi usulni go‘llash
inumkin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifoda {yy’)' ga
lengligi, ya’ni (yy')'=y'2+yy” ekanligidan (yy')'=yy' teng-
lamaga ega bo‘lamiz. yy' =z almashtirish bajarsak, sodda z' =Z
tenglamaga ega bo‘lamiz va uning umumiy yechimi z = Cxex ko‘ri-
nishda bo‘ladi. Belgilashga asosan yy' =Cxex yoki ydy - Cjexdx ni
mtegrallab, quyidagi umumiy yechimni hosil gilamiz:

y =2Cy¥ex +C2.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
164. yy" -y'2=0. 171 xyy”+xy'2 =2yy".
165. (y +y)y' +y'2=0. 172 x2yy" = (y - xy")2.

166. 2xy" -y" =y'2- a2.

167. y"=yey,j(0) =0,y'(0) =1 174 +y2=0.
168. xyy" -xy'2=yy". 175. x2(y'2-2yy’) =y2.
169. yy" = y'2 +\5y2fx. 116. xyy" =y'(y +Yy') .
170. (1+ X2){y'2- yy") = xyy". 111, 4xy " =x2- y4.

178. xy" =(y-xy")(y-xy'-x).

6- 8. Yugori tartibli chizigli tenglama

y @ +ax(x)y(@) +o2Ax)yY ) +... +anl(x)y +a,,(x)y =f(x) (2.11)
ko‘rinishdagi tenglama n- tartibli chizigli birjinsli bo imagan tengla-
ma deyiladi. Bu yerda ax{x), a2( x ) , a n(x) vafix) —ma’lum va
biror oraliqda uzluksiz bo'lgan funksiyalar.
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Agar /(x) = 0 bo‘lsa, bu tenglama chizigli birjinsli tenglama
deyiladi.

Chizigli bir jinsli tenglamaning birorta y| xususiy yechimini bil-
gan holda

y ~ Y\ e\z(x)dx (2.12)

chizigli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini bit-
taga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli boimagan tengla-
ma ham *,(x) ga nisbatan (/7-1)- tartibli chizigli tenglamaga keladi.

1-misol. y"+-fy"-y' + y =x tenglamani yt =Inx Xxu-

X ixi X
susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.
Yechish. (2.12) formulaga asosan y =Inx "*z(x)dx almash-

tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

y’ Jzdx + ¢Inx, y" = —" jzdx + +z'Inx,

y*= Jzdx-" +7"Inx

ni berilgan tengamaga qo‘yib, z(x) ga nisbatan quyidagi ikkinchi
tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz:

z7Inx Mty Xjrz e - nxjz-x.
2-misol. y" +—y* +y =0 tenglamaning xususiy yechimi
y{= ekanligini bilgan holda uning umumiy yechimini toping.

Yechish. (2.12) formulaga ko‘ra y = Jz(x)dx almashti-
rishni bajaramiz. Tegishli hosilalami

, xcosx sinx r ., Sinx.
= ? e Jofc +— |,
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tenglamaga qo‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo'ladi:

sinxm'+2eosx ® =0 yoki — =-2 dx.
z

sinx

C
Tenglikni integrallab, z =—  yechimga ega bo‘lamiz.
sin X

Natijani dastlabki almashtirishga qo‘yib,

RIS S -s-'-rl-X(Cz C.ctgx)

X jsin X

yoki

y=—
izlangan umumiy yechimni topamiz.
Misollami yeching:

179. j"sin2x =2y tenglamaning y = ctgx xususiy yechimini
bilgan holda tartibini pasaytiring.

180. y’~7+§(I§ =0 tenglamaning y=x xususiy yechimini bil-

gan holda tartibini pasaytirib integrallang.

181. y" +(tgx - 2ctgx)y" + 2ctgxy =0 tenglamaning j*=sinx
xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy
yechimini toping.

7- §. Chizigli bir jinsli tenglamalar
(2.11) tenglamadaf(x)=0 bo‘lsin, ya’ni

y +a (x)y(nd) +a2(x)/"-2) +... +an(x)y =0 (2.13)

ko'rinishdagi tenglama berilgan. yv yv yn funksiyalar (2.13)
tenglamaning chizigli erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi teo-
rema o ‘rinli.



Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chizigli erkli yechim-
lari yv y2, ..., ynfunksiyalar bo‘lsa,

y =Cwx+C22 +... +Cryn (2.14)

funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi (C,, C2 ...,
Cn—ixtiyoriy o0‘zgarmas sonlar).
Izoh . yvy2 ..., ynfunksiyalar (a; b) oraligda

“Itt +422+ - +aj, *0 (2.15)

shart noldan fargli c”, a2, ..., a,, sonlar uchun o'rinli bo‘lsa, bu

funksiyalar chizigli erklifunksiyalar, aks holda chizigli bog'ligfunk-
siyalar deyiladi.

Ikkita funksiya uchun a,» +a2y2* 0 (2.15) shart %% * a2 =C

shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chizigli erkli bo‘lishi uchun
ularning nisbati 0‘zgarmas son bo'lmasligi kerak.

Masaian. 1 y,=x,y2=x2 funksiyalar 21 =_L- 2 *¢c
y2 X1 x
bo‘lgani uchun chizigli erkli.

2. yx =ex, y2 = e~x funksiyalar %L =eX bo‘lganidan chi-
ziqli erkli.

3. - 2e3x,y2 =5eX funksiyalar %} = 15 =0,4 bo‘lgani uchun

chizigli bog‘lig. (a, b) oraliqda berilgan (n~ 1)- tartibgacha uzluksiz
hosilaga ega bo‘lgan n ta funksiyaning chiziqgli erkli bo‘lishining

yetarli sharti bo‘lib, W(yx,y2, y n) ~ Vronskiy determinanti-
ning noldan fargli bo‘lishi xizmat giladi, ya’ni
yi y2 = yn
Wiyly2,..yy= YL Y2 m W o o
yinx Ax~l) o ¥y "
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Agar yv yv .., yn funksiyalar (2.13) tenglamaning xususiy
ycchimlari bo‘lsa, vronskianning noldan fargli bo'lishi zarur va yetarli.

(2.13) tenglamaning vronskiani (2.16) a,(x) koeffitsiyent bilan
(a, b) oraligning x0nuqtasida

- Jal(x)dx

W(y{,y2,..., Y,) = W(yi,y2,..., y N> e (2.17)

Liuvilli-Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.
(2.13) tenglamaning chizigli erkli yechimlari to‘plami yechim-
larningfundamental sistemasi deyiladi.
Ikkinchi tartibli
y" +ax{x)y'+a2(x)y =0 (2.18)
chizigli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi y~x) va yx)
funksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi
y = Clyl(x) + C2y2(x) (2.19)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi y,(x) ma’lum bo‘lsa,
ikkinchi chizigli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy formulasi, ya’ni

/.g-Joiw*
Vi (x) =y, (*) ] dx (2.20)

yordamida aniglanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama-
ning bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini pasaytirmas-
dan birdaniga (2.20) formula yordamida y2(x) ni topib, (2.19) formu-
la orgali umumiy yechimni yozishga imkon beradi.

1- miso!. y"+—y'+y =0 tenglamaning xususiy yechimi

bo‘lgan holda uning umumiy yechimini toping.

Yechish. (2.20) formula yordamida y2(x) ni topamiz:

sinx e X _ ., sinx ” cOosX
y2(x)= = e pdxE s T = e
x  ENsIinXj X ¢Sin X X
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Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

r sinx r CcoOSx

2- misol. y = Cxtx + C2e~kx funksiya y ”- 9y - 0 tenglamaning
umumiy yechimi ekanini ko'rsating.

Yechish. y{=e3x va y2 = e~ix funksiyalarning har biri be-
rilgan tenglamani ganoatlantiradi. Bu xususiy yechimlar o‘zaro chi-

\%

zigli erkli, chunki — ==5 =e6éx * C . Shuning uchun bu ikki
Y e

yechim fundamental sistemani tashkil etadi, demak,
y =Clyl +C2y2 = Cyelx + C2e~x
umumiy yechim bo‘ladi.
3- misol. ym- y' - 0 tenglamaning y{=ex,y2 =e x,y3 = chx

xususiy yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Yechish . Buning uchun vronskianni hisoblaymiz:

W Y2 V3 e* e~X chx
W{x) = ¥ Vi oy T ex -e-x shx
w Vi ¥ ex e-x chx
chunki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday qilib,

bu funksiyalar chizigli bog‘liq, ya’ni ular fundamental sistemani
tashkil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo'Imaydi.

Misollarni yeching:

182. y~shx va y2=chx funksiyalar ym- y =0 tenglamaning
xususiy yechimlari bo‘lsa, ular fundamental sistema tashkil etadimi?

183. y"+—y' + (I —
AT

=0, X* 0 tenglamaning w =-jLsinx,
4x X

y2 = ;/L cos X xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib bo‘ladimi?
X
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Quyida berilgan funksiyalar o‘zining aniglanish sohasida chizigli
rrkli bo‘lishi yoki boimasligini aniglang:

184. x+1, 2x +\, x+2
185. 2x2+1 x2-1, x+2

186. yfx, \Ux+a, sjx+2a.

187. In(2x), In(3x), In(4x).

188. yx=e~2 va y2 = ex funksiyalari y" +y'- 2y =0 tengla-
maning xususiy yechimlari bo‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. y,=I va y2 - e2x funksiyalar y" - 2y' =0 tenglamaga xu-
susiy yechim bolishini va fundamental sistema tashkil etishini ko‘r-
sating.

190. y”- 4y' +5y =0 tenglama uchun vy, =e2xcosx,

y2 = e sinx funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen-
tal sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy yechimni yozing.

191. y" -y =0 tenglamaga y, = e x xususiy yechim bo‘lsa, y2 —
ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- 8. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama

y(n +a,y(nd) +a2y (n2) +..+anAy' +any =0 (2.21)

tenglama o ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama deyi-
ladi, bu yerda av av an—o ‘zgarmas hagqiqiy sonlar.
(2.21) tenglamaning yechimini

y = (2.22)
ko‘rinishda qidirib, uni tenglamaga qo‘yish orgali, (2.21) ning
xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi

kn+axnA +a2kn2 + ... + anAk +an =0 (2.23)

algebraik tenglamani hosil gilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamaning
yechimiga mos ravishda:
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1) har bir oddiy haqiqiy k yechimga Cekxgo'shiluvchi mos kela-
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:
y =C, ekx +C2elkX + ... + CneK ; (2.24)
2) har bir karrali yechimga

y ={Cl + C2x + ... + CmxmA ) e kx (2.25)
ko‘rinishdagi yechim mos keladi;
3) har bir kl2 =a+ /p oddiy kompleks yechimga esa

eKX (Cj eos p* + C2 sin px) (2.26)
go ‘shiluvchi mos keladi;
4) har bir kl 2 = a £ Zp m- karrali yechimga

+C2x +...+Cmlixmdjcospx +(c, +c2x +... + cmIxm) -sinpXj

go‘shiluvchi mos keladi.

1-misol. y"-7y" +6y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. k2-7k +6 =0 xarakteristik tenglamani tuzib,
k =\ va k2=6 ildizlarga ega bo‘lamiz, bularga esa e€*va e6bx xususiy
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chizigli erkli boiganidan,

umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko‘rinishda yozi-
ladi:

y = Cjex +C2e6x.
2- misol. ylv- 13y" +36” =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.
Y echish. Xarakteristik tenglama k4 -13k2 +36 =0 ko'ri-

nishda bo‘lib, uning ildizlari kl2 = +3, k3j4 = +2 . Bunga mos e~ix,
edx e~lx, exfunksiyalar chizigli erkli bo‘lganligidan, umumiy yechim
(2.24) formulaga asosan

y = Cje~3x + C2e3x + C3e~2x + Clelk .
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3-misol. y"-y'-2y =0 tenglamaning y(0)=0 va y'(0) =3
hoshlang‘ich shartlarni ganoatlantimvchi xususiy yechimi topilsin.

Y echish. Mos xarakteristik tenglama k2 - k- 2 =0 ko‘ri-
nishda bo‘ladi va uning yechimlari k{=-1, k2=2. Umumiy
yechim esa (2.24) formuladan
y =Cxe~x +C2e2x

ko‘rinishda bo‘ladi.
Boshlang‘ich shartlardan C{va C2larga nisbatan

C, +C2 =0,
-Q +2C2=3
sistema hosil bo‘ladi va Cj = —1, C2= 1 ekanligini topamiz. De-

mak, xususiy yechim y = -e~x +e2x.

4- misol. y" - 2y' =0 tenglamaning A0)=0 va j(In2)=3 chega-
raviy shartlarni ganoatlantimvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 - 2k =0 ko‘rinishda
bo‘ladi va ~=0, k2=2 uning yechimlari bo‘ladi. Demak, umumiy
yechim (2.24) formuladan j(x) = C, +C2e2x ko‘rinishda bo‘ladi.

Chegaraviy shartlarga ko‘ra quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

cl +C2 =0,
| C, +4C2=3

Bundanesa C(=—, C2=1. lIzlangan xususiy yechim y(x) =e2x -1
ko‘rinishda bo‘ladi.

5- misol. ym-2y”+y"' =0 tenglamaning umumiy yechimi to-
pilsin.

Y echish . Xarakteristik tenglama £3-2k2 +«k =0 ko‘rinish-
da bo‘lib, >1=0, k2=k3- 1L Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo4gani
uchun eax, ex, x mx funksiyalar xususiy yechimlar bolib xizmat qi-
ladi va umumiy yechim (2.25) formuladan y - C, +Crex + C2xex
ko‘rinishda bo‘ladi.
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6-misol. y"-Ay"' +13y.=0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Y echish . Xarakteristik tenglama k2 - 4A + 13 = 0 ko‘rinishd.
bo‘lib, k{2 =2+3i. Bularga mos xususiy yechimlar e2*cos3x va
e2xsin3x ko'rinishda bo‘lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for-
mulaga asosan, y = e2x (Cxcos3x + C2sin 3x).

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin:

192. y'-4y'+3y =0. 202. yIV - 2ym+y" = 0.

193. y" - 4y'+4y =0. 203. yIV + a4y =0.

194, y"-4y'+13y =0. 204. ylv +5y" +4y =0.

195. y" -4y =0. 205. y"-3y'+2y =0.

196. y"+4y =0. 206. y" +2ay' +a2 =0.

197. y" +4y'=0. 207. y" +2y’+5y =0.

198. y"-y'-2y =0. 208. x(t) - 2x'(t) -3x(t) =0.
199. y" +25y =0. 209. x'(/)+w 2(7) =0(w = const).
200. y"-y*' =0. 210. s'M +oy'(/) =0 (a =const).

201. y"+4y'+4y =0.

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

211. y"+5y'+6y =0, y(0) =1, y'(0) =-6.
212. y"- 10y'+25y =0, y(0) =0, y'(0) = 1.

213. y"-2y'+10y =0, ¥ f) =0, y'
214, y"+3y'=0, y(0) =1, y'(0) =2

215. y"+9y =0, y(0) =0, y Jj =1
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216. y"+y =0, y (0) =1, /(f)=0.

217. 9y +y =0, y(y) =2, /I(y) =0.

218. y'-y =0, y(0) =2, y'(0) =4
219. y"+2;/+2y =0, j>0) =1, /(0) =1

9- §. Chizigli Mrjinsli boimagan tenglama
/

+« (x)y'+a, (x)y =fix) (2.28)

tenglama chizigli birjinsli bo 1magan, ya’ni o ‘«g tomoni 0 dan fargli
tenglama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
teorema bilan aniglanadi.

Teorema. Agar U = U (x) funksiya (2.28) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo‘lib, yv y2, ..., ynfunksiyalar esa mos bir jinsli
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
jinsli bo‘Imagan tenglamaning umumiy yechimi.

y - U+C{y{+C2y2+..+Cnyn (2.29)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, birjinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy
yechimi uning biror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimlari yig‘indisiga teng.

Masalaning muhim jihati shundaki, bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimini xarakteristik tenglama orqali topishni bilamiz, ammo
bir jinsli bo‘Imagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish
masalasi ancha murakkab.

Chizigli bir jinsli bo‘Imagan tenglamaning birorta xususiy
yechimini topishning ikki usuli bilan tanishib o‘tamiz. (Mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi ma’lum deb olamiz)

I. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Bu usul bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechi-
mini topish uchun go‘llaniladi va koeffitsiyentlar o‘zgarmas bo‘lgan
hoi uchun ham yaroglidir.
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Mos bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari yv yv ..., yn
ma’lum bo‘lsa, (2.28) ning birorta xususiy yechimini

U(x) =CI(x)yl +C2(x)y2 +... +Cn(x)yn (2.30)
ko‘rinishda gidiramiz.
(2.30) ni (2.28) ga qo‘yib, Cj(x), C2(x),..., Cn(x) funksiyala
aniglash uchun quyidagi sistemani hosil gilamiz:

CL(x)y{ +C2(x)y2 +... + G, (x)yn =0,
CL)Yy{ +C{(X)y{ +...+¢c; (x)y’ =0,

Ci(X)y{r,i>+C2(x)y™ U+..+C;(X)y% =f{x). (231

Bu sistemadan C{(x), C2(x), ..., C,(x) larni aniglab (2.30) ga
go‘ysak, gidirilgan xususiy yechimga ega bo‘lamiz.
Yugoridagi sistema

y" +ax(x)y* +al(x)y = f(x)
ikkinchi tartibli tenglama uchun

C{(x)yl +C2(x)y2 =0,

cy (x)y{ +C2(x)y2 —f (x)

ko‘rinishni oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

(2.32)

U holda (2.30) formulaga asosan xususiy yechim

ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda JV(yt,y2)~ yj va y2yechimlar vrons-
kianidir.



. o2t ctgx . . L
1- misol. y" +—y" +y =—— tenglamaning umumiy yechimini

loping.
Yechish. y"+—y'+y =0 birjinsli tenglama uchun 7- 8§ dagi

misolda y{ = 2% ekanini bilgan holda y2 :—1cosx ni anigla-
X X

sinx COSX
gan edik va W (yuy?2) =

XCOSX-Sinx XSinX+C0SX

Demak, y{ va y2yechimlar chizigli erkli, ya’ni fundamental sis-
temani tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechi-

mi y =C, « « ko‘rinishda bo'ladi. Bundan esa xususiy

yechimni (2.33) formulaga asosan aniglash mumkin:

COSX Ctgx sinx ctgx
v S sinx f COSX sinx rcos X
[ 0)'4 max . dx -
()= T3 P-T sinx
X2 X
sinx COSX _. P
e jcosxax = Intg-J + COBX sinx =22 Zntg
X

Natijada (2.29) formulaga asosan

y :’C\:Xsmx c2 cosx+ smxIn tg:

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Yugoridagi misoldan ko'rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli
tenglamasining j>,(x) birorta xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
umumiy yechimi

y =Clyl +C2y2 + U (x)

ko‘rinishda aniqlanib, bu yerda



formula orgali, U(x) esa (2.30) formuladan topilar ekan.

Il. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Bu usuldan fagat (2.28) tenglamada koeffitsiyentlar o‘zgarmas
bo‘lgan holdagina foydalanish mumkin.

yin) +fliy - ) +aiy(n-2) + +dny =/(x) ' (2.34)

tenglama berilgan bo‘lib,

[(x) =e"“*[P, (X)cosBx + Qm(x)sinBx] (2.35)
ko‘rinishda bo‘lsa (bu yerda Pn(x) va QJx) —mos ravishda n va m
darajali ko‘phadlar), u holda birorta xususiy yechim

U(x) = xre“ [Pj (x)cosBx + Q, (x)sinfx]

ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda r daraja —kn + aykn/1 +... + an =0
xarakteristik tenglamaning a+R/ ildizi tartibiga teng bo‘lgan sondir.

Agar xarakteristik tenglama a+@/ kompleks ildizga ega bo‘Imasa,
r=0 olinadi. Pj(x) va Qfx) lar esa / tartibli ko‘phadlar bo‘lib,

I = max(n,m) va Pj(x) = A" +v4xM +... + A}, Q (x) = BOxI +

+OAXM +...+Bjm

y" +ajy’+azy =f(x) (2.36)
tenglama uchun yuqorida aytilganJarni tartiblab, quyidagicha yozish
mumkin.

1. f(x) = Pn(x)eax bo‘lgan holda:
a) a son k2 +axk +a2 =0 xarakteristik tenglamaning ildiz
bo‘lmasa, xususiy yechim

U(x) = Qn(x)edr (2.37)
ko‘rinishda gidiriladi;
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b) a son xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi bo‘lsa, xusu-
siy yechim

U(x) = xQn(x)eax (2.38)
ko‘rinishda qidiriladi;
d) a son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lsa, xusu-
siy yechim

U(x) =x2Q,,(x)eax (2.39)
ko‘rinishda qidiriladi.
2. f(x) =eax[Pn(x)cosBx + Qm(x)sinBx] boUgan holda:

a) a +RB/ xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘Imasa, u holda
Xususiy yechim

U (x) =eax [P/ (x)cosBx +Q, (x)sinBx] (2.40)

ko‘rinishda gidiriladi, bu yerda I = max(n,m) ;

b) a + R/ son xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsa, xususiy
yechim

U (x) = x «e"“*[Pi (x)cosBx +Q, (x)sinBx] (2.41)
ko‘rinishda gidiriladi, bu yerda / =Tax (s,T).

2- misol. y" - 2y’ - 3y = eAx tenglamaning j(In2) =1, j;(2In2) =1
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish . Xarakteristik tenglamaning k2 - 2£-3 =0 yechim-
lari kx-~\, k2=3. Demak, birjinsli tenglamaning umumiy yechimi

y =Cxe~x +C2e3x

ko‘rinishda bo‘ladi. a =4, PO(x) = 1 bo‘lgani uchun xususiy ye-
chimni (2.37) formulaga asosan

U(x) = AeAx
kofrinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga go ‘ysak:
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16/1edx -8Aedx -3/1edx =edx yoki 5A =1,A=j.

Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga asosan
y =C,e~x +C2e3x +je 4x

ko‘rinishda bofladi. C, va C2larni aniglash uchun chegaraviy shart-
lardan foydalanamiz:

NC1l+8C2+JE =1,
jo, +61C2+8 =1

Demak, izlanayotgan xususiy yechim:

3- misol. y"+y'-2y =cosx-3sinx tenglamaning j(0)=
y '(0)=2 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y echish. Xarakteristik tenglama k2 + k - 2 = 0, uning yechir
lari esa k = —2, k2—1 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y = C,e~2x +C2ex
ko‘rinishda bo‘ladi. f (x) =eOx (cosx - 3sinx), ya’ni a=0, B=I
boigani uchun xususiy yechimni (2.40) formulaga asosan
U (x) = ™Mcosx + /Esinx

ko‘rinishda izlaymiz. U(x) ni tenglamaga qo ‘ysak:
-v4cosx - Bsinx - Msinx + Bcosx - 2/4cosx - 25sinX = cosx - 3sinx
yoki

(B - 3v4)cosx - (3B +”")sinx = cosx - 3sinx.
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Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

Blindan esa umumiy yechim y = Cle~2x +C2ex +sinx Kko‘ri-

nishda ekanligini topamiz. C, va C2 koeffitsiyentlarni topish uchun
lioshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi-

y = ex+ sinx izlangan yechim bo‘ladi.

4- misol. y" - y' =ch2x tenglamaning y(0)=y '(0)=0 boshlan-
L‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y echish. Xarakteristik tenglama k2 - k = 0 va uning yechim-
lari k2Q, k= 1bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y = Cj + C2ex

ko‘rinishda bo‘ladi. /(x) =e°*(ch2x +0esh2x) bo‘lgani uchun
(2.40) formulaga asosan xususiy yechimni

U(x) = Ach2x +5sh2x
ko‘rinishda izlanadi. U(x) ni tenglamaga qo‘ysak:

ANAch2x +4& h2x - 2Msh2x - 25ch2x =ch2x
yoKki

(4A-2B)ch2x + (4B - 274)sh2x = ch2x +0sh2x.

Shunday qilib, mos koefFitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

4A - 2B =1,
|'-§A +4B =8. Buning yechimi A = -, =,

Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda boladi:

y = Cx + C2ex +\30h2x +—6i-sh2x.
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Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun boshlang‘ich shart-
lardan foydalanamiz:

C, +C2e° +i3ch0 +i63h0 =0,
C2e° +4sh0 +~chO =0
|2 3 3
yoki
Q+Q =-i

c2+i =0.

Bundan, C, =0, C2 =-j. Demak, boshlang‘ich shartlarni ba-

jaruvchi xususiy yechim y = ~ g +’§ch2x + i63h 2Xx ko‘rinishda
bo‘ladi.

lzoh: /(x) =ch2x =-—y — =j(e2x +e2x) ekanligidan

xususiy yechimni U = UX+ U2 = Axe2x + Bxe~2x ko‘rinishda gidirsak
ham aynan yuqoridagi yechim hosil bo‘ladi.

5-misol. y"-2y' +2y =x2 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 -2k +2 =Qva uning il-
dizlari ki2 =1/ bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y =ex(C, cosx + C2sinx)
ko‘rinishda bo‘ladi.

f(x) =x2 =e0xP2{x) bo'lgani uchun xususiy yechimni
U(x) = Axl+ Bx + C ko‘rinishda gidiramiz. Tenglamaga qo'yish
natijasida

2A - 4AX-2B+ 2AXx2 +2Bx+ 2C =x2 yoki
2AX2 + (-4 A +2B)x +2A-2B +2C =x2+0x +0
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‘Lmligidan quyidagilarni hosil gilamiz:

2A = 1
< -4A+2B =0, yoki A=j, B=1I, C=j.
2A-2B+2C=0

Itimdan esa dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y - ex(Cj cosx + C2sinx) +-1(x +1)?.

6- misol. y" +y = xex +2e~x tenglamaning umumiy yechimini

loping.

Y echish. Xarakteristik tenglama k2 +1 =0, uning ildizlari

esa kl2 = £i bo‘ladi. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimi

y =Cj cosx + C2sinXx
ko‘rinishda bo‘ladi. / (x) =/, (x) +f2(x) = xex + 2e~x bo‘lgani uchun
og =1 a2=-1, =p2=0, p\(x) =x, demak, xususiy yechimni

U (x) = f/,(x) + U2(x) = (Ax + B)ex + Ce~x ko‘rinishda izlaymiz. Te-
gishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo ‘ysak:

2Aex +(Ax + B)ex + Ce~x +(Ax + B)ex + Ce~x = xex + 2e~X,
(2Ax +2A +2B)ex +2Ce~x = (Ix +0)e* +2e~x.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:
2A =1,
«2A+2B =0, yoki A=j, B=-j, C=1.
c=1
Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
bo‘ladi:

y = Cj cosx + C2sinx +-"(X - l)ex +e~x.
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7- misol. y"" +y" - 2y'=x - ex tenglamaning umumiy yechimi-
ni toping.

Yechish . Xarakteristik tenglamasi k3 + k2 -2k =0, uning il-

dizlari esa k{ =-2, k2 =0, k3 =1bo'ladi. Demak, birjinsli teng-
lamaning umumiy yechimi quyidagicha bo ‘ladi:

y = Cx+C2ex + C3e~2x,
f(X)=/((x)+f2(x) =x - ex.

a, =0, P{(x) =x, a2=1, Pq(x) ==&, p, =p2 =0 bo'lgani uchun

xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:
U (x) = Ux(x) + U2(x) = x *(Ax + B) + X *Cex
ko‘rinishga gidiramiz. Buni asosiy tenglamaga go‘yib,
3Cex + Cxex +2A +2Cex +Cxex -4 Ax-2B - 2Cex - 2Cxex = X -e X
yoki
-4 AXx +(2A - 2B) +3Cex =X - exm

ifodani hosil gilamiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun
quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

4A =1

«2/4-25 =0, yoki A=-\, B=-\, C=-i.
4 4 3

3C=-1

Natijada dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga ega
bo‘lamiz:

y =C, +C2ex +C3e~2x -jx (x +1)-jxex.
8- misol. j" +j =3sinx tenglamaning y(0) +y'(0) =0,

y[?) +y"il) =~ c”e8araviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

topilsin.



V echish. Xarakteristik tenglama k2 + 1= 0 va uning ildizlari
A, =%i=0=%i bo‘lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning umu-
niiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y = CXcos X+ C2sin X.
fix) =e0x (3sinx + Ocosx), ya’ni a+B/=0+/, a=0, B=1

bo'lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bir
\(1 bo'lganligi uchun xususiy yechimni (2.41) formulaga asosan

U (x) = x("4cosx + Asinx)
ko'rinishda izlaymiz.
U' - (-"sinx +5cosx)x + ("cosx + Asinx),
U™ =2(-"sinx + Bcosx) + (~"4cosx - 1?sinx)x
ilbdalarni tenglamaga qo'ysak,
2y4sinx + 2i?cosx - v4xcosx - fttsinx +”xcosx + Atsinx = 3sinx
yoki -274sinx +2Bcosx = 3sinx + Ocosx

liosil bo‘ladi.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

f-2A =3, 3
[25 =0 yoM A=~T B =°-
Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y = Cj cosx + C2sinx -y XCcoSX

ko‘rinishda bo'ladi. Noma’lum C\ va C2koeffitsiyentlarni aniglash
uchun chegaraviy shartlarni qanoatlantiramiz:

y' =-C] sinx + C2cosx - 3 cosx +3xsmx :
_y(0) = C, cosO + C2sinO - y «0 +cosO = Cu

y'(0) = -C\ sinO + C2cosO - 12 *cosO + ’5 0 *sin0O = C2 x
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Shunday qilib,

Cl +c2-| =0,
yoki -

sistema hosil bo'ladi va uning yechimi C,
bo‘ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlarni ga-
noatlantimvchi xususiy yechimi:

y :-3[(FI +2)cosx - (n - 2)sinx] - 34<cosx .

9-misol. y"+ Gy'+10y =80e* cosx tenglamaning y(0)=4,
y '(0)=10 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 + +10=0 va uning
ildizlari kl2 =-3 £i bo‘lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi y = e~ (Cj cosx + C2sinx) ko‘rinishda bo ‘ladi.
/(x) =ex(80cosx +0esinx) bo‘lgani hamda a +B/=1+i ekan-
ligidan xususiy yechimni U(x) = ex (Acosx + A&sinx) ko‘rinishda
izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo ‘ysak:
ex (-2™4sinx +25c0sx) + 6ex (y4cosx + 5 sinx - Msinx + i?cosx) +

+10e* (Acosx + 5 sinx) = 80ex coSX.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:

yoki A =4, B=2
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Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y = e~-3x (C\ cosx + C2sinx) +2ex (2cosx +sinx).
Boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirib, C, va C2larni aniglaymiz:
y' =e3x (-3C\ cosx - 3C2sinx - Cxsinx + C2cosx) +2ex (3cosx - sinx),
»(0) =Cj +4 =4, y'\0) =-3C, +C2 +6 =10, bundan C=0, C2x=4.
Shunday qilib, boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy

yechim:
y =4e 3xsinx +2ex (2cosx +sinx).

10- misol. y*" +y = tgx tenglamaning y(0) = = 0 chegara-
viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y echish. Xarakteristik tenglama k2 +1 =0, uning ildizlari
csa kx2 = £i. Shuning uchun mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi:

y = C, cosx + C2sinx.

/(x) =tgx = e0x-tgx bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’-

lum koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo'Imaydi.
Shuning uchun, o‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala-
namiz.

U (x) = Cj (x)cosx + C2(x)sinx deb olsak, C,(x) va C2x) fimk-
siyalarni aniglash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

iC/(x)yx+C2(x)y2 =0, oia 1~~~ QX+~ sinx =0,
ICi'(x)j>," + C2(xX)y2 =/(x) ¥ j-C/(x)sinx + Q (x) cosx = tgx.
Bu sistemani yechib,

2
S i b A = siny -
Cigx) i X dx + A =sinx - In +A,

C2(x) =-cosx +B
ekanligini topamiz.
71



Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:
y - y4cosx + Asinx - cosxln tg

Chegaraviy shartlarni ganoatlantirib, A va B ni aniqglash uchun,
quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

14c0s0 + AsinO - cosO «In g7 =0,

AcosZr BsinEcosEln _(f) = 0.

Bundan A - 0, B =24In3. Demak, chegaraviy shartlarni ganoat-
lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:

(x 7N

y - mn3mwinX - cosx mn g + )

Quyidagi tenglamalami yeching:

220. y'- 2y' +y = e2x.

221. yr-4y = 8x3.

222. yr+3y' +2y =sin2x + 2c0S2X.
223. V" +y = x + 2ex.

224. Y" +3y" = 9x.

225. y+4y' +5y =5x2- 32x +5.
226. y" -3y’ +2y =ex-

221. yr+5y" +6y = e~x +e~lx.

228. Y +y" = 6X +e~x.

229. yr4y' - 2y = 6X2.

230. yr-5y' +By = 13sin3x.

231. y"+2y' +y =ex.

232. y» +y' +2,5y =25c0s2x.

233. 4y *-y =x3- 24x.

234. y'-4y' +3y =e5x, y(0)=3, y(0)=0.

235. y"-8y' +16y =edx, y(0)=0, y(o) =1
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236. /' +y =cos3x, y(]) =4, /(]) =L
237. 2y"-y' =1, 3/(0)=0, y'{0)=1

238. y" +4y =sin2x +1, y(0) =i-, y'(0) = 0.

239. y" +4y =cos2x, j>0)=y(]) =0.

240. y'-y =2shjc, y(0) =0, /(0) =1
241. y" - 4y'+ & =6\e2sinx, y(0)=0, j'(0) =4,

10- 8. Eyler tenglamasi
0 ‘zgaruvchi koeffitsiyentli chizigli
xny (M) +alx"_V ("D + e + an-\xyY1 + 6n™ = /(*) (2.42)
yoki

(ox+b)ny{n + g (ax+b)pAy(nX +... +anA(ax+% ' + =/(x) (2.43)

tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, aj - bu tenglamalar uchun
0°‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(2.42) tenglamani x=¢ va (2.43) tenglamani esa ax +b = e al-

mashtirish orgali o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglama holiga
keltiriladi.

1- misol. X2y" - xy'+y =0 tenglamani yeching.

Yechish . x =¢" yoki t = Inx, =5 = = e~‘ almashtirish
bajarib, y =y(x) = y[x(t)\ funksiyaning murakkab funksiya sifatida
hosilalarini topamiz:

dx dt  dx

y' = gpie ) oL = (Ve - e~'y)e~t = e2 (Y~V)-
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Bu yerda y va y ko‘rinishda t bo'yicha hosilalar belgilandi.
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:
et m~2t(y-y)-efm'y+y =0
yoki
y-2y+y =0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
k2-2k+1=0, (kX2 - 1),
umumiy yechimi esa
y =(Q +C2t)et = (C\ +C2Inx) x
ko‘rinishda bo‘ladi.

2- misol. (Ax- 1)2y" - 2(Ax - 1)y' +8y =0 tenglama yechilsin.

Yechish. Ax-l =e‘ yoki x:-4{et+\), a=-4e yoKki
— = Ae~' almashtirishlarni bajarsak,
, — dy dt ='&e-t ]
5¥ dt dx E// ’
y'= ‘e~ty 'L = W +4eNy)de~t =16e 2t (y - y).

Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama
16e2le~2t (y - y) -A mef e~'y +8y =0
yoki
2y-3y +y =0

ko‘rinishdagi o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglamaga
aylanadi. Xarakteristik tenglamasi:

2k2-3k+1=0, Iy =1, k2=1).

Natijada umumiy yechim

y = Clet + C2e2"
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yoki
y =C,(4n: - D+ C2Vix - 1
ko'rinishda bo'ladi.
3- misol. y" - xy'+y =cos(Inx) tenglamani yeching.
Yechish. x =¢" yoki / =Inx, il e 1 almashtirishlarni
bajarib, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:

y'=efy, y"=e2(y-y).

Topilganlarni tenglamaga qo'ysak, quyidagi o‘zgarmas koeffitsi-
yentli tenglama hosil bo‘ladi:

y - 2y +y = cost.
Xarakteristik tenglama k2 - 2k +1- 0, [kl2 =1) bo‘lganidan,
birjinsli tenglamaning umumiy yechimi
y = (Cl +C2t)e"
ko‘rinishda bo‘ladi.
f(x)=(1ecost + 0esing)ed bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(t) = Acost + Bsint
ko‘rinishda gidiramiz. Hosilalarni hisoblab:
U' =-,4sin? + Bcost, U" =-v4cos/- Bsint,
tenglamaga qo ‘ysak,
-Acosi - Bsint +2Asint -2Bcost + Acost + Bsint = cost
yoki
-2Bcost + 2Asint = cosi.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlaymiz:
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Demak, Uit) = -"sini hamda umumiy yechim y =(Cl +Qi)e' -

—sin/ ko‘rinishda bo‘ladi.
Dastlabki o ‘zgaruvchiga gaytsak,

y =(Q +C2Inx)x --"-sinlnx

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Quyidagi Eyler tenglamalarini yeching:

242. x2y" -2y =0.

243, x2y" +2xy' - n{n + 1)y = 0.
244, x2y" +5xy' +4y =0.

245. x2y" +xy' +y =0.

246. xy" +2y' = IOx.

247. x2y" - 6y = 121nx.

248. x2y"-xy' +2y =0.

249, x2y"-3xy"' + 3y = 31n2x.
250. x2y" +xy' +y =sin(21nx)
251, x2y" -2xy' +2y =4x.
252. x3y" +3x2y" + xy = 61nx.
253. x2y"-4xy"' +6y = x5.
254, x2y" +xy' +y =X,

255. x3ym-3xy' +3y =0.

256. x2y" +3xy' +y =L y() =1, y'(l) =0.
257. x2y"-3xy' +4y =jx 3, y(l) =], y(4) =0.

11- §. Differensial tenglamalarni gator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor-
damida integrallash mumkin bo‘lImaydi, bunday tenglamalarning
yechimini



Y =X c«(x - xo)" 2.44
X «( ) (2.44)

(liirajali gqator ko‘rinishida izlanadi.

Nomalum Cn koeffitsiyentlarni (2.44) ni tenglamaga qo‘yib,
iinglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi koef-
liisiyentlarni tenglab topiladi, ya’ni

y' =f(x3y) (2.45)

Icnglamaga go‘yilgan }>(x0) = y0 boshlang‘ich shartni ganoatlan-
liruvchi yechimni topish haqgidagi Koshi masalasining yechimini

Y=XA~AT N (x~xof (2.46)
=0

Teylor gatori yordamida topish qulay, bu yerda
ybl  =yo, [(*<>) =/(*0;>D)>-
1- misol. y" - x2y = 0 tenglamani yeching.
Yechish . Butenglamaning yechimini
y =Cg+ X+C2X2+—+Cnxn+..

darajali gator ko‘rinishda gidiramiz.
Tegishli hosilalarni hisoblab,

y'=Q +2C2x +3C3x2 + ... + nC,xm +...,

y" =2mleC2+3-2-C3x +...+n(n- NCnxn2 + ...,
natijalarni tenglamaga qo‘yamiz:

2-1mC2+3mC3x +...+n(n-\)Cnxn2 -
-x1(CO+Cxx +C2x2 +...+Cnxn+..)=0.
x ni bir xil darajalari bo‘yicha guruhlasak:
2ml-C2+3m+C3x +(4-3C4- CO)x2+ (5m+C5-C,)jc3+...
+[(H +4)(n + 3)C,;4 - Cn]xm2 0
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yoki

2m C2+3-2-C3x +¢[(n +4)(« +3)C,;4-C,,]xH2 =0.

17=0
Bundan

C2=0,C3= 0 (n+4)(@4+3)C,#4-C, =0
yoki

C'+4 = (A+3)(1+d) (" = 0'12-)-

Bu tenglik barcha noma’lum koeffitsiyentlarni aniglashga yor-
dam beradi:

i Q Ao Q
"An 3-4-7-8.(Aw-1)4a’ 4l ~ 4-5-89..4n(dntl) °

Q/i+2 - Qn+3 - 0 (n- 0,1,2,...) .
Shunday qilib, quyidagi urnumiy yechimga ega bo‘ldik:
00 védn © van+l
Y =0 urg (an-l)ali  104-5-8-9..4s(4n+1) °

Hosil bo‘lgan gator son ofgidagi barcha nuqtalarda yaqinla-
shuvchi bo‘lib, u ikkita chizigli erkli yechimlar yig‘indisidan iborat:

2- misol. y' = X2 +y2 tenglamaning, j(0)=1 shartni bajaruvc|

yechimini Teylor gatori yordamida birinchi oltita hadlari yig‘indisi
shaklida toping.

Yechish . y(0)=1boshlang‘ich shartga asosan ¥ (0)=02+2 =1,

ikkinchi tartibli hosila y*" = 2x + 2y my ’ va uning qgiymati
y"(0)=2-0 +2-1-12=2;

uchinchi tartibli hosila y"** =2 + 2y'2 + 2yy" va uning giymati

AM0)=2+2el2+2-1-2=8;

to‘rtinchi tartibli hosila y IV =6y'y”+ 2yy'"" va uning giymati

yIV{0)=6-1-2 +2-1-8 = 28;
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beshinchi tartibli hosila yv = Gy’2 + 8y'ym+ 2yy/v va uning giymati
/ (0)=6-22+8-1-8+2-1-28 =144,
Izlangan yechim formulasi

y =1+Zy'i0) +i-y"{0)+"*y "(0) + 0 +~/(0).

Demak, y = 1+ % +_2X2 £ 8334 281,4 . 14@,)(5.

3- misol. y" - x +y2 tenglamaning y(0) =0, y'(Q) = 1 shart-
larni ganoatlantiruvchi yechimini Teylor qgatori ko‘rinishida to ‘rtta
noldan fargli had yig‘indisi ko‘rinishida toping.

Yechish. Teylor formulasiga asosan yechim ko‘rinishi

y =y(0) +7*y*(0) +-~y(0) +y-j**(0) +-7y,v(0) +... bolgani uchun
boshlang‘ich shartlardan foydalanib:
"0 =0+02=0,
y'"' =1+ 2yy' va uning giymati y'’(0) =1+ 201=1,
yIV =2y'2 + 2yy" va uning giymati y ™ (0) =2-12+2-0-0 =2,
yv = 6y'y" +2yy" va uning giymati yK(0)=61+2 01 =0,
yN = 6y"2 +8y'ynt+ 2y my IV va uning giymati
/ 1(0)=6-0+81-1+20-2 =8.

Demak, " = ’ﬁi‘-B +EX4 +@(6 +..=X +°f'3+2‘4 +_X6+m

Quyidagi differensial tenglamalaming yechimlarini darajali gator-
lar ko‘rinishida toping:

258. y' +xy =0.

259. y' =x-2y, y(0) =0.

260. y" +xy'+y =0.

261. y"-xy'-2y =0.

262. y"+x2y =0, y(0) =0, y'(0)=\
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Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko‘rsatilgan aniqglikda
noldan fargli Teylor gatori yig‘indisi shaklida toping:

263. y' =x2y +y3, y(0) =1 to‘rtta noldan fargli hadlar yi-
g‘indisi shaklida.

264. y' =x +2y2, y(0) =0, ikkita noldan fargli had yig'indisi
shaklida.

265. y" - xy2 =0, y(0)=1 y'(0) =1, to‘rtta noldan fargli
had yig‘indisi shaklida.

266. y' =2x -y, y(0) =2, anig yechimi topilsin.

267. y' =y2 +x, y(0) =1, birinchi beshta hadi yig‘indisi ko*-
rinishidagi yechimi topilsin.

268. y" =(2x - hy - 1, y(0) =0, y'(0) = 1, birinchi beshta hadi
yig'indisi ko‘rinishidagi yechimi topilsin.
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Il BOB

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
SISTEMASI

1- §. Normal sistema
Ushbu
A - =fi(t,xy,x2,...,xn), (i=1,n) 3.1

ko‘rinishdagi sistema birinchi tartibli n ta differensial tenglamalaming
normal sistemasi yoki xj=xft) noma’lum funksiyaning hosilasiga nis-
batan yechilgan differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunda
tenglamalar soni noma’lum funksiyalar soniga teng, deb faraz gilinadi.

Agar (3.1) sistemaning o‘ng tomonidagi fj (i =\,n) funksiyalar
xl,x2,...,xn larga nisbatan chiziqli bo‘lsa, u vaqtda (3.1) sistema
chizigli differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

(3.1) sistemaning (a; b) intervaldagi yechimi deb, (a; b) interval-
da uzluksiz difierensiallanuvchi va sistemaning hamma tenglamasini
ganoatlantiradigan nta xj(t), x2(t), x3(t), ..., X,(t) funksiya top-
lamiga aytiladi.

Differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun Koshi ma-
salasi shunday yechimni topishdan iboratki, u t=t0da berilgan quyi-
dagi giymatlarni gabul qilsin:

XLU =x°’ x2U -X20,-,XHJ/b =Xn0. (3.2)

Bu giymatlar (3.1) normal sistemaning boshlang‘ich shartlari
deyiladi. Ularning soni noma’lum funksiyalar soni bilan bir xil.

(3.1) sistemaning umumiy yechimi deb, nta ixtiyoriy Cv C2 C
o‘zgarmaslarga bog‘lig bo‘lgan ushbu xj =(pj(t,Ci, C2, Cn)
funksiyalar sistemasiga aytiladi. Ixtiyoriy o'zgarmaslarning mumkin
bo‘lgan ba’zi giymatlarida hosil bo‘ladigan yechimlar xususiy
yechimlar deyiladi.
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n- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi ham
o‘rinli, ya’ni birinchi tartibli n ta differensial tenglamaning normal
sistemasi n- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.
dx
at = ax + by +f(t), (3.3)
I%Vt—:cxwy +g(t) (3.4)

sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, ¢, d —o‘zgarmas koef-
fitsiyentlar,/(/) va g(t) —berilgan funksiyalar, x(t) va y(t) —homa’-
lum funksiyalar.

(3.3) tenglamadan

- _fldx i
y b\dt ax f(t) (35)
ni topamiz va uning ikkala qismini differensiallaymiz:

dy_ (d1x dx
dt \ i S

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib qo‘yamiz. Natijada x(t) ga nis-
batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz:

(3.6)

A9 L BAL s x4 P() =0, 3.7)
dt,,
bu yerda A, B, C —o‘zgarmaslar .
2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

dx .
a4 =Y Fh
%—:X+1.

Birinchi tenglamadan
(3.8)

ni topib, uning ikkala tomonini t bo‘yicha differensiallaymiz:
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£ = 3.9
dt dt2 (3.9)

(3.8) va (3.9) ifodalarni sistemaning ikkinchi tenglamasiga keltirib
go‘yib, x(t) ga nisbatan o‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli
differensial tenglamani hosil gilamiz:

42 x4 =8,
dt2
Bu tenglamaning umumiy yechimi:

x = Clef +C2 -'- 1 (3.10)

(3.10) funksiyani /bo ‘yicha differensiallab, (3.8) ifodaga keltirib
qo ‘ysak,

y =Cxet - C2e4 -1

ni topamiz. Demak, sistemaning umumiy yechimi:
iXx =Cje{+C2e~*- 1,
jy =Clet - C2e~* -1.

2- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini Eyler usulida integrallash
Quyidagi bir jinsli chizigli

W ax + f)y + cz,
dt

= axx + by + o, (3.11)
g _ az2x + by + c2z

sistemani garaymiz va undagi koeffitsiyentlarni o'zgarmas deb hisob-
laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli funksiyalar
ko‘rinishida izlaymiz:
X =Xerl, y = jre'l, z =vert, (3.12)
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bu yerda r, k, fi,v o‘zgarmas bo‘lib, ularni (3.12) ifodalar (3.11) sis-
teman! ganoatlantiradigan gilib aniglash lozim. (3.11) sistemaga
(3.12) giymatlarni go‘yib, ert ga gisqartirib va k, \x v oldidagi koef-
fitsiyentlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil
gilamiz:

(a- rk +hli+cv =0,
<alk + (t\ - rja+qv =0, (3.13)
a2k + b2\i + (c2 - r)v =0.

(3.13) sistema —k, ja v ga nisbatan chizigli bir jinsli tenglam
lar sistemasidir. Demak, sistema noldan fargli yechimlarga ega
bo‘lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir. Shunday qilib,

a-r b c
A= ax b{-r ¢ =0 (3.14)
a2 b2 c2-r

tenglik bajarilishi kerak.

(3.14) tenglama r ga nisbatan uchinchi darajali tenglamadir, u
(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

a) Xarakteristik tenglamaning rv r2, r3ildizlari haqiqiy va har
bo‘lsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar siste-
masini yozamiz va kx Vjj kv §2 v,; k3, B v3koeffitsiyentlarni
aniglaymiz. Agar (3.14) tenglamaning rj, r2 r3ildizlariga mos (3.11)
sistemaning xususiy yechimlarini xv vy,, zj; x2, y2, z2' x2, y3, z3
orqali belgilasak, (3.11) differensial tenglamalar sistemasining umi-
miy yechimi

"x(t) = Cxx{ + C2x2 + C3x3,
<y(t) = Cxyx+C2y2 +C3y3, (3.15)
z(t) = Cxzx +C 222 + C3z3

ko‘rinishda bo#fladi.
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1- misol.Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

dx

ot =3x-y +z,

3{‘ mX+5y-z7, (3.16)
-dZ:X-y +!32.

Yechish . Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

3-r -1 1
-1 5-r -1 0
1 -1 3-r

yoki r3 —11r2 +36r - 36 = 0. Uning ildizlari: x=2, ”2=3, B3=6.
Demak, (3.16) sistemaning xususiy yechimlarini

X, = Xxe2t, yl = \We2t, 4 =v,e2*

X2 = X0&x  yo. = n2e3t>Zi VA ¢!

X3 = X3eb6t, y3 = v3ebt, z3 =v 3eb*
ko‘rinishda izlaymiz.

r=2 da X n, v ni aniglash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi
quyidagicha yoziladi:

(B—=2X, —m! +v, =0, X -n, +v, =0,
Aj +(5-2)N -v, =0, yoki -Al +3lj-M =0,
Xx- (.+(@B-2)v=0 Al -ji]l+Vv =0
Bu sistema yechimlari: A, =1, ~ =0, Vj =-1.
r2—3 uchun
"2 ~M +v2 =0,
-X2+202~v2=
2 ~12 =N

sistemani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida X2=1,
lo2=1, v2=1 ni olish mumkin.
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r3=6 da (3.13) tenglamalar sistemasi quyidagicha bo‘ladi:
-3X3- B +v3 =0,

' ~N3 ~ H3 ~ v3 - 0

A0 1B m3v3 “0.

A3=1 deb, u3=—2, v3=1 larni topamiz.
Shunday qilib, (3.16) sistemaning xususiy yechimlari:

Bu xususiy yechimlar (3.16) sistemaning fundamental yechimlar
sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaning umumiy yechimi (3.15) for-
mulaga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi:

X (t) = Cxe2t + C2e3t + C3ebt,
y(t) = C2e3* -2 C3e6t, (3.17)
z(t) =-Cle2t + C2e3t +C 3e6t.

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lgan
holni garaymiz.
2- misol. Sistemaning yechimini toping:

Yechish . Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

ko‘rinishda bo‘lib, u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan

@-r)A-54=0,

(3.19)
2X-(1 +r)(@a=0
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sistemaga ega bo'lamiz. r=3i uchun

J(1 - 3)A(- 30 =0,
[2Al - (1+30w =0.

A,=5deb, u,=1-3/ ni topamiz. U holda
Xj =5e3", yx=(1- 3¢)e3t (3.20)

xususiy yechimlarni topamiz. r2=—3i ni (3.19) ga qo‘yib, A2=5,
u2=1+3/ larni topamiz.
U holda xususiy yechimlar

X, = 5e~3it, Y1=(1 +3i)e-3it (3.21)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o ‘tamiz:

(3.22)

Bundan Eyler formulasi e+ail = cosa/ +/sin at dan foydalanib

Xi =5c0s31], x2 = 5sin3i,
yx=c0s3/+3sin3/, y2 =sin3/- 3cos3i
larni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy-
idagi ko‘rinishda bo'ladi:
x(t) =5Cj cos3/ +5C2sin31\
y(t) = Cx(cos3i + 3sin3i) + C2(sin3/“- 3cos3t).

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali boisin.
3- misol. Sistemaning yechimini toping:

(3.23)
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Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi
2-r 1
-1 4-r
r=r2=3 ildizga ega. Sistemaning yechimini

r2z-6r+9=0

[x = (A, +jul)e3/,
2 (3.24)
[y = (h +V2f)e”

ko‘rinishda izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo'yib

3Aj +jol) +[il=2(" +|ilV) + (A2 +P20 (3.25)

tenglikka ega bo‘lamiz. Chap va o‘ng tomondagi bir xil darajali
t ning koeffitsiyentlarini tenglashtirib

[3" =2n, +n2
sistemani hosil gilamiz. Bundan
A2 =A + (]
U2=H
ni topamiz. A, va jij sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz mum-

kin.  =Cj va |"2= C2 deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy
yechimi

[x =(C, +C2t)eit,
U =(Q +C2+C2i)et

ko‘rinishda bo‘ladi.

3- §. Differensial tenglamalar sistemasining
birinchi integrali

Differensial tenglamalar sistemasi



ni integrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifmetik amallar
(go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) yordaniida (3.26) tenglama-
lar sistemasi osongina integrallanadigan

<]-27>
tenglamaga keltiriladi, bu yerda U = U(t, xx, x2, X0).
1- misol. Sistemaning yechimini toping:
mE=2(*W )/,
~ = 4xyt. 328>
dt
Yechish. Tenglamalarni hadma-had qo#fhib,
d(x+yl =2(x +y)2t
dt \
tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab
;y +t2 = Q
ni topamiz. Tenglamalarni hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:
d(x-y) .
dit 2t(x - yy ,
bundan
lm+12 = a
X-y

ni hosil gilamiz. Shunday qilib, sistemaning ikkita birinchi integra-
lini topdik:

2+55, =C, 1245, =C2 (3.29)

(3.29) ifoda —(3.28) sistemaning umumiy integrali. (3.29) sis-
temani x vay noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) diffe-
rensial tenglamalarning umumiy yechimini topamiz:



2- misol. Quyidagi sistemaning yechimini toping:

dx _ x-y
dt z-t '
dy _ x-y
&zt (3.30)
dz
=X-y+1
dt y

Y echish. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla-
masini hadma-had ayirib,

d0¢-y) _ g
dt

tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi
integralini topamiz:

X-y =Cje (3.31)

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama-
lariga go‘yib, ikki noma’lumli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

o R,

dt -t

oo (3.32)

£oC, +1.

Idt

(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan
z=(Cl+\)t+C2 (3.33)

ni topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib
go'yamiz va

y =\n\Cxt + C2\+ C3 (3.34)
ni topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi:
x(r) =In|Cli + C2|+ C1+C3,
y(t) = In|CYV + C2| + C3,

2(t) =(Q +1)/ +C2.
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3- misol. Quyidagi

il)t( = 3x + by,

o (3.35)
- =-2X- 8y

dt

sistemaning x| =2, Wy =5 boshlang‘ich shartlarni ganoat-
=0 /=0

lantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko‘paytirib,
ikkinchi tenglamaga hadma-had qo‘shib,

d(2;<t+y) =2(2x +y)

tenglamani hosil gilamiz. Bundan

2x +y = Cre2t

yoki y =Cle2t- 2x (3.36)
birinchi integralni topamiz. (3.36) ni (3.35) sistemaning birinchi
tenglamasiga keltirib qo‘yib, x ga nisbatan chizigli tenglamaga kela-
miz:

dx — e At

4 F1x =50 e! (3.37)

Bundan

x(t) =C2e +yc{e? (3.38)

yechimni topamiz. Shunday qilib, (3.35) sistemaning umumiy yechimi

X(t) = C2e~t +~Cle2t,

y(t) = ~iJ,(CIe - 2coe it (3.39)

Sistemaning boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy
yechimini topish uchun (3.39) ga x va y larning o‘rniga mos
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ravishda O 2 va 5 sonlarni qo“ifcs C{va C2 larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

(3.40)
-1C, - 2C2 =5.

Bundan Cj=9, C2=—3 ni topamiz, demak, (3.35) sistemaning xu-
susiy yechimi:

x(t) =5e2t - 3e 11,
y(t) =-e2° +6e~T7t.

4- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash

usullari
1. 0 ‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
bo‘lIsin:
X' +alx +bly +cox = (D
ey'+ a2x +h2y +c2z = f2(t), (2) (3.41)
z'+a3x +b3y +c3z =/3(0- 3)

Blinda./?) (/=1, 2, 3) o‘zgaruvchining berilgan uzluksiz funksiyasi.
Faraz qgilaylik:

X = Qx, +C2x2 + C3X3,
Y = Cxyx + C2y2 + C3y 3, (3.42)

z —QyA +C2z2 +C3z3

funksiyalar (3.41) sistemaga mos bir jinsli sistemaning umumiy yechi-
mi bo‘lsin. U holda (3.41) sistemaning yechimini

X —C\ (NX][ +C2(t)x2 + C3(t)x3,
y =Ci (t)yx+ C2(t)y2 + C3(t)y3, (3.43)
z =ClI(t)zl +C2(t)z2 +C3(t)z3
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ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda C,(/), C2(t), C3(t) —noma’lum funk-
siyalar.
(3.43) ifodalarni (3.41) sistemaga keltirib qo‘ysak, (3.41) siste-
maning (1) tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
Qx, +Cx> +Qx3+Cl(xj+alxl +t\y{+clzl) + N
+C,(4 +alx2+biy2+clz2) + Ci (xj +aixi +bly3+c&) =fx{t).
Bunda (3.42) ga asosan barcha gavslar nolga teng, demak,
Cj'xj +C2x2 + C3x3 —fi (t). (3.45)
Xuddi shuningdek, (3.41) sistemaning (2) va (3) tenglamalaridan
ciyx+C{y2+Cjy3 =f2(/)
C{zi +C2z2+Qz3 =13(t)
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.
C{, C2, C3 larga nisbatan chizigli boigan (3.45), (3.46) sistema

yechimga ega, chunki uning determinanti Vronskiy determinanti
bo‘lib, u noldan fargli, ya’ni:

(3.46)

*1 X 2 *3
A=3 y2 y3*0.
A 2 It
(3.45), (3.46) sistemadan C{, C2, C3 larnitopib, so‘ng integral-
lab, CI? C2, C3larni topamiz, shu bilan birga (3.41) sistemaning

(3.43) yechimini topamiz.
1- misol. Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

/(\jt_ +2Xx + Ay =\ + At,
(3.47)

Yechish. Awalo



sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi
tenglamasini
= )
X =y /&t (3.49)

ko‘rinishda yozib, uni tbo‘yicha differensiallab,

bt " bt - fe d S»>

tenglikni hosil gilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (3.48) sistemaning
birinchi tenglamasiga keltirib qo‘yib, y ga nisbatan ikkinchi tartibli
tenglamaga kelamiz:

£i++-6y,0.
a2 dt

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

y=Cije2r + C2e~3t.
(3.49) dan

X = -Cxe2t +4C2e~3"
ni topamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:
X =-Cxe2t +4C2e~3t,
y = Cie2t + C2e~3t.
Endi (3.47) sistemaning yechimini
\x = -Cx{t)e2" +4C2(t)e~3t,
\y =Cx{t)e2t + C2(t)e~3

ko‘rinishda izlaymiz.
(3.51) ni (3.47) ga keltirib qo‘yib va ba’zi bir elementar amallar-
ni bajarib, C((t), Cj (t) larga nisbatan

C{(t)e2t +4 Q(t)e~3t =1 +41,
C{{t)e2t +Ci(t)e-3t =+t2
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chizigli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

_ _ '2t 3/
ci(t) = (6t 4/5I)e (3t +Sl':)+2)e

larni topib, so‘ngra integrallab,

cuy = 4</H312)e2, +Cr ¢2(0 =~ (2t+12)e3t +C4 (352)

ni topamiz, bu yerda C3va C4 - ixtiyoriy o‘zgarmaslar. (3.52) ni
(3.51) ga keltirib go‘yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil
gilamiz:

X(/) =-Cye2t +4C2e 3t +t +12,

y(t) = Cxe2t +C2e™* -it2. (3.53)

2. Anigmas koeffiisiyentlar tisuli. Agar o‘zgarmas koeffitsiyentli
chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining
0‘ng tomonidagi ifoda f~t) - funksiya, Pk{t) - ko‘phad, eat -
ko‘rsatkichli funksiya, sinpi, cosp? - sinus va kosinus yoki ularning
ko‘paytmasi ko'rinishida bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini anig-
mas koeffitsiyentlar usuli bilan topish magsadga muvofiqdir.

2- misoi. Ushbu

gx X + 2y,
t (3.54)
i - X 5sin/

sistemaning umumiy yechimini toping.
Yechish. (3.54) sistemaga mos bo‘lgan birjinsli sistema:

dx _ X +2y,

dt (3.55)
EL =

at X.

Birinchi tenglamani t bo‘yicha differensiallaymiz:



Bundan

NE FE 2x.'=0 (3.56)
dt2— dt
. . . . d*x  dx .,
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama P a——2x = 10sini
t t

tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning k2 - k- 2 =0 xa-
rakteristik tenglamasi kx - - 1, k2 =2 ildizlarga ega.
Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

X = Cxe~* +C2e2t (3.57)
bo‘ladi. Birjinsli bo‘lImagan tenglamaning o‘ng tomoni /(i) =10sini
ko‘rinishga ega. Bunda a=0, p=I, shuning uchun xususiy yechimni

X* = y4cosi + 5sini (3.58)

r ]
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan x*, x* larni topamiz:

/
X* =-Asint + Bcost,

f . (3.59)
x* =-Acost - Bsint.

(3.58) va (3.59) larni differensial tenglamaga qo‘yib, quyidagiga
ega bo‘lamiz:
(3A + B)cost + (A + B)sint = 10sini.
cosi va sini larning koeffitsiyentlarini tenglashtirib,

(3A +B =0,
[A+B =10
sistemani hosil gilamiz. Sistemani yechib
A=-5 5=15
larni topamiz. Demak, xususiy yechim
x* = -5 cosi + [Osini
ko‘rinishda, umumiy yechim esa
X =X+x* =Cte" +C2e2 - 5cosi + 10sini (3.60)

ko‘rinishda bo'ladi. (3.60) ni i bo‘yicha differensiallab
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X' =-Cje " +2C2e2" +5sinr + 10cos/* (3.61)

ni topamiz. (3.60) va (3.61) larni (3.54) sistemaning birinchi tengla-
masiga keltirib go ‘yamiz.
U holda

y=z-Cxe~" +"C2e2" +™-cost -jSint
ni topamiz. Demak, (3.54) sistemaning umumiy yechimi
X =Cxe~‘ +C2e2t - 5cos/ +10sin/,
=-Cxe { +jC2e2t + Y cost~"smt

ko‘rinishda bo ‘ladi.
3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).
Ushbu

=alx +bly +f(t),
(3.62)
Nz ax +thy + f2(t)

sistemani garaymiz. lkkinchi tenglamani biror X songa ko ‘paytirib,
birinchi tenglamaga hadma-had go‘shamiz:

AOGEY) = (i + Xa2)x + (b + Xb2)y + Fx(t) + XF2(t) m (3.63)

(3.63) tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
d{x+Xy) =(ax+ Xa2){x +~" Py \ + fx{t) + Xf2{t). (3.64)
dt ax+Xa:
Endi X sonni shunday tanlaymizki, u
A . =X 3.65
%%@ (3.65)
bo‘lsin. U holda (3.64) tenglama (x+Xy) ga nisbatan chizigli tengla-
ma ko‘rinishiga keladi:

dt ~ =(ai +”2a2Xx +™Y)+/i (O +V2(0O - (3.66)
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(3.66) ni integrallab
X + Xy = e(>p&2>'{C+ +\f2(t)y (@+a291dt) (3.67)

ni topamiz.

Agar (3.65) tenglama ikkita haqgigiy har xil A, ¢ x2 ildizga ega
bo‘lsa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra-
li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan bo‘ladi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamber usuli bilan yeching:

N =5x+4y +e’,

\;\ax:4x +5y +\.

Yechish. Buyerdaa =5 b{=4, a2=4,\ =5 fylt) =e‘,
f2(/) =1 Xsonni (3.65) formuladan topamiz:

~ - =X"™4 +5X=X(5+4X). (3.67")

Bu tenglama X{ =-1, X2 =1 ildizlarga ega. U holda (3.67")
formuladan X=\ uchun

x+y mEed (C, + (e~ + e~0%t)dt) = Cxedt - i e - i ;

A=-1 uchun

X-y=e*(C2+ J(1- e~*)dt) =C2er +tel+1

larni topamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning bog‘ligmas ikki-
ta birinchi integrali

(x +y+”7e* =C1?

(x-y-tel-\)e~{=C2
ko‘rinishda boMadi.
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Quyidagi difierensial tenglamalar sistemasining yechimini bitta
tenglamaga keltirish usuli bilan toping:

269.

270.

271.

272.

273.

dx ,
n="9%

dt

T,=y+"

¥ ox- 21
dt

X 3x+y -0,
~dt

Nj-- =
X +y =0.

dx a 1 n2 1 3

*=3x-2y-3t -2t+2’

=2y - 2f-1.

274.

275.

276.

277.

278.

dx

< X +5y,
oy
.dt x-3Y,

x(0)=-2, y(0)=1

(fix

Wdy |
~dx

o= 2kt

x(0)=x'(0)=1, A0)=0.

=2 +y'

d2x dy r
—T-+-T+* =
dtT dtf 0,

—+7Z. =0
dt  dt2

dx .
* = x-4y'
ay.

x4y
gt - Y

dx d Ay — CinT
4Et_----a?t’.+3x = Sini,

dx

It +y = QO6t.

Quyidagi difierensial tenglamalar sistemasining yechimini siste-
maning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:



dx

¢ - sinxcosy,
281. &

gt -~ cosxsiny.

dx

He =Y z =12+ 2xy, _ _ )
282. funksiyalar sistemaning

dy _ y2-t Z=x-ty¢

dt X

birinchi integrali bo‘la oladimi?

2 osx
283, ;‘;':
g Cysinx.

Z- 2icosx - Iny,

,  funksiyalar siste-

Z=3YyCO0SX -y

maning birinchi integrali bo‘la oladimi?

dx

284,

= cos?xcos’y +sif xcos'y,

,g{y = -—lsin2xsin2.y, x(0)=0, y(0)=0.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Eyler

usuli bilan toping:

(:I)t( =8y -x,
285. dy

_m:x+y_

eoey
286.

ah*-3-

x(0) =0, y(0) =0.

dx

7o X+ Yo
287. df

— = - 2X,

dt y

x(0) =0, 3/(0) =-1.
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dx _

dt—4x 3y,
LY.
. 3X +4y.

288.

dx
dt
dx
dt

=5x-vy,
289.
=X + 3y.

290.
dy_

dt
x(0)=-2, y(0)=1

=-3y-X;.



dx

17x +8 N =x==

+ = 17x + 8y,

291, 4t dt 203, W -
13-7 = 53x +2j dt

dt dz

x(0)=2, y(0)=-1. N =x-~y-
* = 6Xx -12y -1,

292,

4- = -4x + 12y + 3N
dt

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
0 ‘zgarmaslami variatsiyalash usuli bilan toping:

}g)tf+2x-y =-e2t, %(+y=cost,
204, 0 297. dt

A _ y . .

+ - = et -

dt 3X - 2y = 6e2t. Tt X - smt.

dX:x+y—cost .
295, ;;‘ 298, IF " 2x~y’

—=-y - 2X + Ccost +sint. ~ = - X- 5e'sinl.

dt y X I Gt 2y - X- 5e'sinl

A — - -

ix oer it 2X+y-2z-t+2,

296, Ut Yo 209, W
" dy © S -X*u
£ = 1-X.
I dt dz

Yo X+y-z-t+1

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini aniq-
mas koeflitsiyentlar usulida toping:

dx
300. 301.

= 2 - 2t.
lat ~ <~

= -y +smt,

d .
v X + COsl.
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ber2 B 4 5 I “ elN8laMalal SiSteraaSinta8 yeChimini LU aT -

dx
T XA 9 9% + My + eost,
306.
dy 309. dy
~di~x+2y- =x-  +sin/.
dx
dt 3(—3x+y +e'
307. o, L a0, @ !
at T X Ty Oy—=x+3y ~er.
.dt
~ =2x-4y +1, dx
308. gt = X oY,
311.
~ = ~X +5y. dy___3 X
dr - Y X

x(0) =-2, y(0)=1.

Mustaqil ish topshiriglari



5- §. Operaision hisob

1. Boshlang‘ich funksiya va uning iasviri.

Boshlang‘ich funksiya (original) deb quyiaagi shartlarni qanoat-
lantiruvchi/(/) funksiya qabul gilinadi:

1°. istalgan chekli intervalda f{t) vaf'(t) chekli sondan ko‘p
bo‘lImagan birinchi tur uzilish nuqtalariga (chekli sakrashlarga) ega.

2°. /< Quchun/(/)=0.

T.f(t) funksiya ko'rsatkichli funksiyadan tez o'smaydi, ya’ni
shunday t ga bogflig boAimagan musbat hagiqgiy o'zgarmas M va SO
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta t lar uchun

F{t)\ < Meg)L (3.68)

tengsizlik bajariladi. Bunda SO - originalning o‘sish tartibini ko‘r-
satuvchi son. Original o‘zgarmas bo‘lsa, 5*=0 deb gabul qilish
mumkin.



[(/) funksiyaning hagiqiy o°‘zgaruvchi t ning kompleks funksiyasi
e~p' ga ko‘paytmasini, ya’ni

ept-f(t) (p=a+ib,a>- 0) (3.69)
ni garaymiz. (3.69) funksiya ham hagqiqiy o‘zgaruvchi t ning kom-
pleks funksiyasidir:

e~pt m/(/) = e~af (t)cosht - ie~atf (t)smbt. (3.70)

So‘ngra ushbu xosmas integralni garaymiz:

’Zi)e o f{t)dt- 0§e~atf (t) cos btdt - i0§e~atf (t)sin btdt. (3.71)

Agar/(/) funksiya (3.68) tengsizlikni ganoatlantirsa va a > Sf|

bo‘lsa, (3.71) tenglikning o‘ng gismida turgan xosmas integrallar
mavjud va ular absolyut yaginlashuvchi.

(3.71) integral p ning bironta funksiyasini aniglaydi, u funksiya
F(p) ni bilan belgilaymiz:

F(p) =]e-plf(t)dt. (3.72)

Ta'rif. Kompleks p—a+ib o0‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan

F(p) = ;Le-*f{i)dt =L{f{t)}

tenglik bilan aniglangan F(p) funksiyaga /(/) funksiyaning tasviri
yoki Laplas almashtirishi deyiladi, f(t) funksiyaning o‘zi esa
F(p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

F(p)-~-+f(t) tasvir-original yoki f(t)— +F(p) original-tas-
vir, yoki
L{m) =F(P).

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari
I". Ixtiyoriy a va B kompleks o‘zgarmaslar uchun

af(t) +Rg(t)+— aF(p) +BRG(p). (3.73)
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Asosiy originallar va tasvirlar jadvali

f_it_) F(p) tasvir Ne m.
original original
1
1 b 9. eat sinat
n
tn pn+ 10.  tneat
1
eat p _a ll t CcoS at
2 12 i
sin at . tsinat
02442
P .
cos at 5 9 13 sin(/ - a)
p-ta
: 14. cos(i - a)
shat . I-
02 a2
hat P 15 sin t
cha .
pt- af t
t
p-a Sl
at !
e cosat ) - . 1 g
(p-a)2+a 0

2°. Ixtiyoriy o‘zgarmas a >0 uchun

pF(p)-f(Q).

eatf (t)+-F (p-a).

F(p) tasvir

a
m-@2+a
n\

2

p2-az2
(p2 +a2)2
2pa
(p2 +a2)2

r-aP 1
p2+1

-ap P
P2 +1

arcctgp

arcctgp
P

(3-74)

3°. Agar f(t)<——F(p) bo‘lib, /'(/) original bo‘lsa, u holda

(3.75)

4°. Agar /(/)<-——F(p) bo‘lsa, u holda istalgan a da

(3.76)
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5° Agar f(t)<-)—F(p) bolsa, u holda 7 >0 bo‘lganda
f(t- 1)<—-epxF(p) . (3.77)
6a Agar /(0<——F(p) bolsa, u holda

(3.78)
7°. Agar f(t,x)<-—F(p,x) bo'lsa, u holda
df(t,x) = 8F(p,x)
dx dx (3.79)
8. Agar / (?)<-—F(p) bo‘lsa, u holda
tf(0 <—F"'(p). (3.80)

9a Agar jF(z)dz integral yaqginlashuvchi va /7 (?)<-—"(p)
bo‘lsa, u holda

f({)ajF(z)dz. (3.81)
p

3. Funksiyaning tasvirini topishga doir misollar.

Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, hagiqgiy o‘z-
garuvchining bir gator elementar fimksiyalarining tasvirini topamiz.

Ba’zi funksiyalarning tasvirini topishda to‘g‘ridan-to‘g‘ri jad-
valdan foydalanib bo‘lmaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlar
yordamida funksiya ko‘rinishini jadvalga moslab olamiz.

1- misol. /(/) =a‘' funksiyaning tasvirini toping.

Y echish. Logarifmning asosiy ayniyatidan:

U holda (3) formuladan

e
p-lna
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ifodani topamiz. Demak, a' funksiyaning tasviri F(p) = _j— >ya'n>

2- misol. f (1) =t mosat originalning tasvirini toping.
Yechish. 8°ga asosan

\

tecosat < P

Demak, L{tcosat} =

(p 2+a2.)2
3-misol. tneat originalning tasvirini toping.

Yechish. eat <— moslikning ikkala tomonini a para-
metr bo'yicha n marta differensiallab, quyidagilarni hosil gilamiz:

Demak, L{tneat}=----- — r.
(P-arl

4- misol. / (t) =(t- I)2e* 1 funksiyaning tasvirini toping.

Yechish. t- 1=z deb, funksiyani Z2" ko‘rinishga keltiramiz.
Endi jadvalning 10- formulasidan

ni topamiz. U holda 5°-xo0ssaga asosan

ga egamiz.
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4. Originalni tasviri bo‘yicha topish usullari

Operatsion hisobda originalni ma’lum tasviri bo'yicha izlash
uchun yoyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda tas-
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan f{t) funksiyaning F(p) tas-

virini ~ ning darajalari bo'yicha darajali gatorga yoyish mumkin

bo‘lsa, ya'ni

bo‘lib, u jij- <R da F(p) ga yaginlashsa, u holda original quyidagi

formula bo‘yicha topiladi:

00 fn

(3.83)

n=0

Bu qgator /> 0 giymatlar uchun yaginlashadi va t <0 daf(t)=0
deb olinadi.

Endi F{p) funksiya p ning kasr ratsional funksiyasi, ya’'ni
(3.84)

bo'‘lsin, bu yerda A(p) va B{p) —mos ravishda m va n darajali
(m <n) ko‘phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicha
topiladi.

Agar B(p) maxrajning barcha ildizlari ma’lum bo‘lsa, u holda
uni eng sodda ko'paytuvchilarga yoyish mumkin:

B(P) = (p~ Pi)il (p - P2)K2..(P - Pr)kr, (3.85)

bu yerda kxtk2+...+kr—n Ma’'lumki, bu holda F(p) funksiyani eng
sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin:

(3.86)

kKi-s+1

108



Bu yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini
AL =-j-L. lim » - pj ke (p)\ 3.87
5 =ik im A [(p - pj)lesF(p) (387)

formula bo'yicha aniglash mumkin.

As koeffitsiyentlarni aniglash uchun (3.87) formulaning o‘rniga
integral hisobda ratsional kasrlarni integrallashda go‘llaniladigan ele-
mentar usullardan foydalanish mumkin. Xususan, bu usulni gollash
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’'ni sodda va juft-jufti bilan
go‘shma bo‘lganda magsadga muvofiqdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya'ni

B(p) =(p-pi)(p~ P2)(P - Pi)-(P ~P,)"

bu yerda j * k, p; * pk bo‘lsa, yoyilma soddalashadi:

Fip) =ti™ 7’ bu yerda A<’ ] <avee

F(p) ning u yoki bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu-
zishda f(p) original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:
a) B{p) maxrajning ildizlari sodda bo‘lgan holda:

/«) - ' (189)
b) B{p) maxrajning ildizlari karrali bo‘lgan holda:

. _ N " o
f(0 H)l:ijs K]%;.ePJt (39°)

5. Originalni tasvir bo‘yicha topishga misollar
[
1- misol. F(p) =—=e pl tasvir uchun originalni toping.
P

Yechish. F{p) funksiyani p(p*0) kompleks o‘zgamvchining
butun tekisligida ushbu Loran gatoriga yoyamiz:
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Yoyilma birinchi teoremaning shartlarini ganoatlantirganligi sa-
babli bu funksiyaning originali quyidagicha bo‘ladi:

f2 A 6 ] o / ,\nt2n
f(t) =1-L. +—--- |--mm- L..,=yH ) 1
Iw 21 2141 36l 418 m(2n)\
Demak,
19 © o7
7 n

2- misol. F(p)= mee 1 tasvirning originalini toping.
A= -1)

Yechish . Tasvirning maxraji px-0, £2=1, i?3=1, A=/, P5=~i
tub ildizlarga ega. Bu holda F(p) funksiyaning yoyilmasi (3.88)
ko‘rinishda bo‘ladi:

Fo)=— +2+ 58 424 479
] p-1 p+1 p-1 p+i

Av A2, Av A4, A5 koeffitsiyentlar

a -
J B'(pi)

formula bilan aniglanadi, bu yerda A(p) =pl +p+1, B'(p) =5p4-1.



Endi (3.89) formula bo‘yicha originalni topamiz:
/() =_l.e% +le™ +je-" -ce-"

1~ t  -ts 1e|tea_
+ 0 «« &

-y -

Mustaqll ish topshiriglari

Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping:

321. /(/) =sin2/. 326. /(0 =cha/sinZ)/.

322. /(/) =6 cos2/. 327. /(/) =e~Tchi/.
t

323. /(/) =shaleos™/, 328. /(/) = Jcos2alil/.
0

324. /(/) =cha/cosd/. 329. f(t) =et~|

325. /(/) = /shé/ 330. /(/) ="

Quyidagi tasvirlarnmg originallarini toping:

331. F(p) =p- sin— 336. F(p) = L
p p(p2+\)(p2+4)
332. F(p) :plan_ly"_ 337. F(p) - s
043
333. F(p) = 338. F AP e,
(P) P(P ~4p+3) (p) p -2/H5
_ y p+2
334. F(p) = 339, _
(P) = pp-wip-2)P3) (1) (N-2)(p244)"
_ 1 /sy — P2
335. F(p) = 340. /(/>) =
=1 2= iy
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Mustagqil ish topshiriglari

341.F(p) =-E— 346. F(p) = 1
P4- 1 ' P(P-\)(p2+\)
342. /m(/)=— i — . 347. F(p) =
P(P4-1) ' (=2 +1)2
343. F(p) =-+% -. 348.7/-(/»)= 1
P4-| * (/mL)(//+2/R)
344, F(p) = L . 349. F(p) = |--------
(p-DH(/+1) (p+)(/>2+2/7+2)
345. /(/>) =-—-- Ll . 350. F(p) 1
(P-1)("2+1) © o p(p+D)(pe+2p+2)
6. Differensial tenglamalar va ularning sistemalarini operatsior
hisob usuli bilan yechish.
Ushbu
X" (t) +af{x'(t) +a2x(t) =f (t) (3-91)

chizigli differensial tenglamaning x(0) =x0, x"(0) =xx boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qilinsin. Bu
yerda av a2 —berilgan haqiqiy sonlar, /(/) - ma’lum funksiya.
Izlanayotgan x{t) funksiya, uning qaralayotgan barcha hosilalari va
f(t) funksiya originallar boisin deb faraz gilaylik.

x(t)<-—x(p) va x(t) - 12-3t +4

bo‘lsin. Originalni differensiallash goidasiga asosan quyidagilarga ega
bo‘lamiz:

x'()<— px(p)-x(0),

—p2x(p) - Px(0) - *(0)-

Tasvirlarning chizigliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasvir-
larga o‘tamiz:
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p2x(p) - px(0) —4c'(O) +ax[px{p)-x{0)] +a2x(p) =F(p)
yoki
(P2 +ap +a2)x(p) - (p +a{)x0-x, =7/'(")-  (3.92)
(3.92) tenglamani x(/?) ga nisbatan yechib

(/>+¢*1 )*o+xi F(p)
X( 5( p +a{p+a2 +p +alp+a2 (3.93)

ni topamiz. x(p) ning originali (3.91) tenglamaning boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.

Shu kabi istalgan rc-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli dif-
férénsial tenglamaning yechimini boshlang‘ich shartlarda topish
mumkin.

1- misoL x'' - 5x" +4x =4 tenglamani x(0) =0, x'(0) =2 bosh-
lang‘ich shartlarda integrallang.

Yechish. x(/)<——x(p) deymiz, u holda berilgan boshlan-
g‘ich shartlarga asosan

x'<s—px(p) - x(0) = px(p),
X'<—p2x(p) - px(0)-x"(0) =p2x(p)-2,

Y —
P

Berilgan tenglamada barcha funksiyalarni ulaming tasvirlari bilan
almashtirib, quyidagi operatorli tenglamani hosil gilamiz:

(P2 - Sp +4)x{p) =-"+2.

Bu tenglamadan x(p) ni aniglaymiz:

S 4+2p
X(p) =oroob —
p(p2-5p+4)

Tenglikning 0‘ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda



ni hosil gilamiz. Bunda originalga o‘tib, tenglamaning yechimini
topamiz:
X(t)=1- 2e‘ +ed m
Endi quyidagi o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar
sistemasini qaraymiz:

N o=alx +bfy +

¥ —ax + oy + fi2 (1). (3-94)

Bu sistemaning
*(0) =x0, j>(0) =yQ (3.95)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bunda

biz X(t), y(t) funksiyalarni x'(t) va y'(t) larning originallari
deb faraz gilamiz:

x()<— x(p), yO)<r— y(p), fI(O)<— FI(p), f2(/)<—F2(p)
boisin.

(3.95) boshlang'ich shartlarni e’tiborga olib, originallarni differ-
ensiallash goidasidan foydalanib

X"(t)<r-px(p)-x0, y'(t)<r— py(p)-y0

larni topamiz.

Endi (3.94) sistema har bir tenglamasining ikkala tomoniga Lap-
las almashtirishlarini qo‘llab, x(p) va y(p) larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

ipx(p) =axx(p) +bly(p) +Fx(p) +x0,
\py(p) =a2x(p) +k2y(p) + F2(p) +y0.
(3.96) sistemaning yechimi:
~ bl [F2 (p)+y0 ]+ (p-b2)[FI (p)+x0) ~
(p-a™p-1"yc”by
~ o @[ (p)+X0\¥(p-ai )[H (p)+y{i\
Hp) =-----—--- Xr-0 )-il —=--mmmmmmmmmee- ‘ (198)
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(3.97) va (3.98)da originalga o‘tib, (3.94) sistemaning (3.95)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz.

Mustagil ish topshiriglari
Quyidagi tenglamalarning yechimini toping:

351. x'+3x =e21, x(0) =0.
352. x'- x =cost - sin/, x(0) =0.

353. 2x'+6x =/3, x(0) =-=%.

354, x"+6x' =121+2, x(0) =0, x'(0) =0.

355, X" +4x" +4 =4, x(0) =1, x'(0) =-4.

356. X" +x =cos/, x(0) =-1, x'(0) =1.

357. x" +3x'+2x =222 +1, x(0) - 4, x'(0) =-3.

358. x" - x'=2sin/, x(0) =2, x'(0) =0.

359. x" - 4x' +5x =2e2 (sin/ +cos/), x(0) =1, x'(0) =2

360. x"- 4x' =1 x(0) =0, x'(0) - -i, x"(0) =0.

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

x(0)=1,X 0)=1.
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364.

365. \

366.

367.

368.

369.

370.

dx .
S =iy *1'

% -* e

Tt=4y'

/\_f.-._
dt
d2x +§%¥ +X =0.
dt t

a+4y +2x =4t +1,

dy 3 ,2

o

1A

d2x

X +y - 5,
an Y

dzy 4x - 3y =-3.

{dx =d
g 2 'dEf
dx dy p

In +n +* +1r =0'

* 2% =0
dt—  dt y '

N - =x-4y,
dt2 Y

d2y
dt2

-X +y.

-~2X +2y~I1~2r,

— +X- 2y =-5¢'sin/.

x(0)~5, y(0)=0, r(0)=4.

x(0)=j(0)=x'(0)=0.

x(0)=y(0)=0.

x(0)=2, X0)=3.

x(0)=j/(0)=1, z(0)=~2.



6- §. Matematik fizika tenglamalarining tiplari

Ushbu ko‘rinishdagi

xy,uy, ™M ™ L, ~f] =o 3.99
Y dx dy ext F()jx-8y dyll) (3.99)

differensial tenglamaga ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.

q,(x,,)0+2aa(x,y)" +b2(X,yp + M p | ) =0 (3.100)

ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga nisbatan
chizigli tenglama deyiladi.
Agar (3.100) tenglama ushbu

82U d2u

an (x.yJ— +2an (x,y5w +a2 (x,y)2 +

+alB(XY)fE +aB(x ,y +&B(x,y)u+f =0 (3.101)

ko‘rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chiziqgli deyiladi. Agar (3.101)
tenglamaning koeffitsiyentlari xva y ofzgaruvchilarga bogiiq bo'l-
masa, tenglama ozgarmas koeffitsiyentli deyiladi. (3.101) tenglamada
/ (X, y)=0 bo'lsa, unga birjinsli deyiladi.

an(dy)2 - 2 andxdy +a22(dx)2 =0 (3.102)
tenglama (3.101) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

(3.102) tenglama quyidagi ikkita birinchi tartibli oddiy differen-
sial tenglamalarga ajraladi:

dy _ a\ +'laR~an a22 dy _ a\2 ~\la\2 ~all "a2
dx oji ©odx au m (3-103)

Bu tenglamalardagi ildiz ostidagi ifodaning ishorasi (3.101) teng-
lamani tiplarga (turlarga) ajratadi.

Agar M nugtada a\2 - an 2 >0 bo'‘lsa, (3.101) tenglama M
nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Giperbolik tipdagi
(3.101) tenglamada xva y o'zgaruvchilarni
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£=cp(cy”), q=y(x.y)
tengliklarga asosan Eva tj larga almashtirsak, (3.101) tenglama

L
d’u du du r_ A,
FaN g @ Mg+ agy +fy =0 (3504
yoki
g’u du du du r r /omn
N T '3 %5, +%“+/7 40 <3J05)

ko‘rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.

Torning ko‘ndalang tebranishi, sterjenning uzunasiga tebranishi,
o‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdagi)
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o'xshash teb-
ranish jarayonlarini o‘rganish giperbolik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

1- miso!. x2 l82 -y2nm i =0 tenglamani kanonik ko‘rinishga

. dx2 dy2
keltiring.

Yechish. Bunda an =x2, an =0, a2 =-y2, a2-4ana2 =
=x2y2 >0. Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakteristik
tenglamasini tuzamiz:

x2(dy)2 - y2(dx)2 =0 yoki (xdy - ydx)(xdy +ydx) =0.
Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi:
xdy - ydx =0 va xdy +ydx =0.

Bundan 7+7 =0 yoki xy =C,, v x =0 yoki X_=C2_

Endi 1 =xy, r) =— almashtirishlarni bajaramiz. x va y o‘zga-
ruvchilarning xususiy liosilalarini yangi Eva r] o‘zgaruvchilar orgali
ifodalaymiz:

du_du di, du Sj_du du vy
dx dt, dx 8\ dx d, ~ d\ x2’
du_du di, du dA_du du 1
dy ddy d\ dy di d\ x’

118



a2un d rdu d2u dun an'

N _ N 4

57 dx\d% axUn x3) n o2 ox o Sioax ™

2w b . < jV y du 2y d2u o02n y

AU et dx g dXytx2 FO X3 [di2 Y T, X2,
d>u du yn y du 2y CPU-;Q-Z- ™yl +&w yL+2 du Y.
d\ Yy o x2, an J ai dt-dr\ X2 orf2 X4 ftl X3

d2n  ‘d2u d2u X+ d2u d, d2u au

dy?2 dy a™-py NuEb, dy gy 8Y/

(?U &u 1 &u #u\
+

- * X + - -
Pii dt,-dr\ X o\-au 0 x dK dt-dr\ ai2 x2

Hosil bo‘lgan tengliklami berilgan differensial tenglamaga qo‘yamiz:

d2u

se EN-OU X2 a2 x4 A\
d2u _¥2 8ou J_ 0.
ps2 AY%-AL -2 2 x2

Bundan

d2u du 1 du 1 _Q
A0 AU X dt-dr\ 2 Ay xy
yoki d?2u 1 du_q
dombri 2£ gy,

Demak, tenglamaning kanonik ko'rinishi:

d2u 1 du

Shepn 2t Ay

Agar M nuqgtada a2 - ana2 <0 bo‘lsa, (3.101) tenglama M

nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101)
tenglama

0.

M= (xy), n=d(xy)
(cp(x,y) funksiya d funksiyaga qo‘shma kompleks funksiya ) al-
mashtirishga asosan ushbu
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kanonik ko'rinishga keladi.

Elektr va magnit maydonlar hagidagi masalalarni, statsionar is-
siglik holat hagidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun-
ga o‘xshash masalalarni o'rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

2- misol.

d2z d2z. +2-— 0
4x2  dxdy oy

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada an =1, an =-1, a2 =2

=—1 <0, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi.
Xarakteristik tenglamasi:

(dy)2 +Idxdy +2 (dxf =0 yoki y'2+2y'+2=0.
Bundan y'=-1+/ y+x-ix=C,, y+x +ix =C2. Quyida-
gicha almashtirishni bajaramiz: C=y +x, r]=x. U holda:

dz dz<¥p dzd\ dz i z.
dx UWEox d\ox @V

dz dz&E |dzd) Oz
dy S5dy dA\dy d»

d2z  d2zZ o ~ d2z O d2z £n d2Z |2 d2Z |d2
dx2 dx 90Tl dx  did\ dx dx  dQ d] +
d2z d2z 0N A d2z

dxdy g”2 dy dodA\ dy g~ doox|
d2Z  d2zd\+_d2z d\ d2z
dy2 di? dy d™d\ dy g~

Hosil bo‘lgan tengliklarni tenglamaga go'yib, kanonik tenglama
ko'rinishini hosil gilamiz:



AN +2m Nod— - 2-M -+ =0

QR on2 &9 ol o2
yoki

NN =0,

02 an2

Agar M nugtada 62 -inuya2 =0 bo'lsa, (3.119) tenglama M

nugtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi. Parabolik tipdagi
(3.101) tenglamada o‘zgaruvchilarni

4=dp(x,y), n=n(x>0
shaklda almashtirsak, u ushbu

(3.107)

kanonik ko‘rinishga keladi.

Issiglikning targalish jarayoni, g‘ovak muhitda suyuqlik va gaz-
ning filtrlanish masalasi va shunga o‘xshash masalalarni o‘rganish
parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.

3- misol.

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada an =sin2x, af2 =-ysinx, a2 =y2.

Bundan esa a2 - ana2 =ylsin2x - y2sin2x =0. Demak, tengla-
ma parabolik tipda ekan.
Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

sin2x(dy)2 +2ysinxdxdy +y2(dxf =0 yoki (sinxdy +ydxf =0.
4 :YI9§, n =y almashtirish yordamida x vay o'zgaruvchi-

lardan 4 va r] o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

iz _&Z & | dz Q] *
8x b 8x &\ dx
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Hosil bo‘lgan tengliklarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

L0 AL\ secﬂxsr'h yx 42 v80/ -sec%—-tg—shr X -

4 2
2sec2—sinx - -secZ—-smx +
2 2 & oen OF3 a’)
N A N N _
+Y e tg2£+2 d\tgi+3/\§ = 0.

Qavslarni ochib chigib elementar amallarni bajarsak, tenglama
quyidagi ko‘rinishga keladi:



Lekin th___g_t_g_&z) tgX —ekam%lan Sinx=_—20__
w97 L4 Yz

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi :

dzz _ 2§ dz
a2 2+n2 d=

Agar (3.104)—3.107) tenglamalarda U =U{l,YD funksiyani

U =eX=m V tenglikka asosan yangi V =V(t,r\) funksiyaga al-
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

W +/ =o, (giperbolik tip)

(elliptik tip)

(parabolik tip)

Bunda vy, al3, a23, a3 - parametrlarga bog‘liq boigan ofzgarmas
kattalik: /7, =/ m X=-au/2; "=-a2/2.

(3.101) tenglama yechimlarining analitik ifodasini xususiy hol-
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi-
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son giymatlarini topish ta-
lab gilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k.
usullar go'llaniladi.

Har bir usulning o‘ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa-
laning qo'yilishiga qgarab, mos usullaridan birini tanlab olish
magsadga muvofigdir.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

371, X2 mweoxy-B2Z 242

y —
dx2 dxay dy

372. 924 922 51 a2 +6— =0
dx2 dxdy dy? clx oy
373, 1 dz 1

- 0.
X2 dx2 Y dy2

374, 8224, W02 4 L5 4 =
dx2  dxdy ~gy2 d® o dy

375. +4-*  4+5dlz +9+8/\ =0.
dx2  dxdy gy1r dx dy

376. y2%%f+3xy  +2x28 i+ =0
8x;, dxdy dy2 dy

7- 8. Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglama (3.103) xarakteristikalar yor-
damida kanonik ko‘rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng-
lamani integrallab, awalgi o‘zgaruvchilarga o'tilsa, (3.101) tengla-
maning izlangan yechimi hosil bo‘ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:

E- =a2n-~,  (a=const) (3.108)
dt2 dx
U =7, (x),
(3.109)
o = O

Ushbu (3.109) ifoda boshlang‘ich shartlar bo‘lib,/j(x) funksiya
torning boshlang'ieh holatini, /2(x) funksiya esa boshlang‘ich tez-
ligini ifodalaydi.
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(3.108) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
dx2 - a2dt2 =0 (3-110)
ko‘rinishda bo‘lib, unda a}2-ana2 =a2 >0, demak, tenglama

giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

x-at =Cx, %+at =C2, (3.1112)
u holda

\=x-at, A= x +at (3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama

er° S113>
ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga keladi. (3.113) tenglamani fiksir-
langan t] da 4 o'zgaruvchi bo‘yicha integrallab, birinchi tartibli

Ad\ =0(n) (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil gilamiz. Bunda Q(r\) —ixtiyoriy
funksiyadir. So‘ng (3.114) tenglamani fiksirlangan 4 da n o‘zgaruvchi
bo'yicha integrallab,

U =d(@) +1)/(n) (3.115)
ifodani, ya'ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda
d(4) ham ixtiyoriy funksiya, vjAr]) = "Q(r\)dr\ * (3.115) ifodada E va
ri o'zgaruvchilardan x va t o‘zgaruvchilarga o‘tsak,

U(x,t) - - at) +\Ni(x+at). (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lib,
Dalamber integrali deyiladi. Qo'yilgan masalaning yechimini topish
uchun dvay funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, t)
funksiya (3.109) ni ganoatlantirsin. Buning uchun (3.116) da 7=0
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

U(x,0) =th(x) +\[/Q) =  (x). (3.117)

(3.116) ning to‘zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilasini topib, unda
t=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan
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yoki

-h'(x) +\|/(¥) =1 72(x).
Bundan

D) +y(x) =35 }/2(2)dz +C (3118)
*0

ni topamiz. Bu yerda x0, C —const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib

(3.119)
V(x) =jf, (x) +¢ ] f2(z)dz +j

ni topamiz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy pva VY funksiyalarni
(3.119) ko‘rinishda olsak, U(x, t) funksiya (3.109) shartlarni ganoat-
lantiradi. (3.119) ni (3.116) ga qo'yib, go'yilgan masalaning
yechimini topamiz:

W,r}=fi(x~at)§f' (x+at) =L ) 27z, (3.120)

x-at

tenglamaning
ni du
=2+ *" ~dijt=0~ «
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Bundafj(x)=x, f2(x)=-x va a2=1 ekanligini e’ti-
borga olib, (3.120) formuladan
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1 2X+t
=x -j[(x +tf - (x -tF~\ =x . xt =x(I - /)

X -t 4
ni topamiz. Demak, masalaning yechimi

U, t) —x (I —i).
2- masala. Dalamber usuli bilan tenglamaning
da 8

%Jlk% xg ||=o 0 boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi ye-

chimi topllsm.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra, a=\, <p(X)=x2, \|/(X)=0
Dalamber formulasiga asosan, masalaning yechimi

n= A Xiz=> yoki n=x2 +t2

ko‘rinishda bo‘ladi.

2 2
3- masala. Dalamber usuli bilan —%- a2—" =0 tenglamaning
dtt x2

«|r ) =cosx, 4yf=o=sinx boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimi topilsin.
Yechish. Bunda (p(x)=cosx va y(x)=sinx bo‘lganligi uchun
Dalamber formulasiga asosan

cos(x- at)+cos(x+at) |

Vv
u(x,y) == -—--f4 - o

1 x-at+x+at x-at-x-at 1 ,
= 2 -C0S eos — COSI.
2 2 2 2a X-at

1 =~ m x+at+x-at _.m Xx-at-x-at
=CO0Sx mosat - >a VAT 5 Sin 5

=co0SXx mosat +;sinx esin at

yechimga ega bo‘lamiz.
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2 2
4- masala. e€-—a2—£ =0 tenglamaning « .= x(a - x) va
dt2 X =0

du -3X . . . . o
. =€ boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
t=o0

Dalamber usuli bilan topilsin.
Y echish. Bu masalada <p(X) =x(a-x) =ax~x2vay(x) =e T
Yuqoridagi formuladan foydalansak,

j j x+at
u(x,y) :-Z\a(x - at) - (x - a/)2 +a(x +azd - (x +at)2] - ] e3zdz =

X-at
=ax-x2- a212-|\g|ae Hxdl) - e-3(x+a)]
izlanayotgan yechimni topamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

Dalamber usuli bBilan ~AT~a’ ** tenglamaning NSO =/ (x),

" =F (x) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

0T t=0
377. /(x) =x(2-x), F(x) =ex.
378. /(x) =cosx, F(x) =sinx.
379. /(x) =ex, [’(x) =sin2x.
380. /(x) =x(2-x), F(x) =ex
381. /(x) =ex, F(x) =4x
382. /(x) =cosx, /'(x) =cos2x
383. /(x) =sinx, /'(x) =8x3.
384. /(x) =sin2x, fix) =cosx
385. /(x) =e2x, F(x) =x3.

386. Dalamber usuli bilan «]i=0=0, — |0 =x boshlang4ch shart-

2 2
lami ganoatlantiruvchi y —4d—’\ tenglamaning yechimi topilsin.
X
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2 2
387. mi=0=0, “\t=a—x bo‘lsa, ~ =a2— tenglamaning

yechimi topilsin.

388. mpH=sinx, |*|i=0=I boshlang‘ich shartlarni ganoatlan-

2 2
tiruvchi — =a2—9% tenglamaning t = vaqtdagi yechimi topilsin.
dt2 dx2 2a
2 2

389. " =a2 tenglamaning wj=0=0, ~]E=cosx shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

390. — =—5 tenglamaning /=c momentda wLO0O=sinx,
dtl dx;

— |0 =cosx shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

d2u _ d2 . 2 d
301, M =0 tenglamaning u\,0=x ,—u 1.0 =sin
dtl dxr dt
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
392. -d%-’ =a’ Szmtenglamaning1 uL 0=cosx. du
dt dx ~d (0
lami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
393. %——az%‘f tenglamaning MLO=sinx du
t X

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

8- §. Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga go‘yilgan masalalarni yechishda
keng go‘llaniladigan usullardan yana biri o‘zgaruvchilarni ajratish
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang‘ich va nolga teng bo‘lgan chega-
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda samarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi | ga teng bo‘lgan va ikki uchi mahkam-
langan torning erkin tebranish masalasida ko‘raylik.

= <3.121)
dt2 dx2

tenglamaning
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4=0 :/,(*),(%t:(): Ne ) (3.122)

boshlang‘ich va
u@,t) =U(l,t) =0 (3.123)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilin
gan bo'lsin. (3.121) tenglamaning yechimini Furye usuliga ko‘ra
U(x,t) =XX)T (1) (3.124)
ko‘rinishda izlaymiz.
(3.124) ni (3.121) ga qo'yib, izlanayotgan X(x), T(t) funksiyalar-

ning har biriga nisbatan oddiy differensial tenglamalarni hosil gila-
miz.

a +X2T =0, ?-%+ +L-X =0, (3.125)
dt2 dx2 a2

bu yerda X—hozircha no’'ma’lum bo‘lgan tebranish chastotasi, bu
tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha bo‘ladi:

T(t) =Cl cosXt +C2sinXt, (3.126)

X (x) :C3cosa—X+O1 sina—X, (3.127)

bunda C,, C2, C3 C4 —ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.

U(x,t) =X(x)T(t) fimksiya (3.123) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantirishi uchun X(x) funksiya shu shartlarga bo‘ysunadigan, ya’ni
[00)=047)=0 bo‘lishi kerak. x=0 va x— giymatlarni (3.127) tenglik-
ka qo'yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C3 =0, C4sin—/=0.
Ixtiyoriy o'zgarmas C4*0 bo'lgani uchun
sin—/=0
a
bo‘lishi kerak, bundan ne N uchun

;l =mi.
Shunday qilib, tebranish chastotasi X ushbu
i _an_ an-gﬂ » ann
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giymatlardan birini gabul giladi xolos. n ning har bir giymati uchun,
demak, har bir X uchun (3.126) va (3.127) ifodalarni (3.124) ga
go'yib va C,-C4, C2~Cilarning X=Xnga mos qiymatlarini anva bnlar
hilan belgilab, (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari ketma-ketligini hosil gilamiz:

()]
U, (x,t) =Xn(x)Tn(t) =£(a,, eos~1t +msin-’1\/)siin-’\x. (3.128)
«

(3.121) tenglama chizigli va bir jinsli bo‘lgani uchun (3.128)
yechimlarning yig‘indisi

@ @
U(x,t) ='Yjdn(x,t) =YJ(ane o s +bnsm”p-t)un”-x (3.129)
« = 1

ham (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantiruvchi yechimi bo‘ladi.

(3.129) yechim (3.122) boshlang‘ich shartlarni ham ganoatlanti-
rishi kerak. Bunga biz anva bn koeffitsiyentlarni tanlab olish yo'li
bilan erishamiz.

(3.129) yechimda va uning tbo'yicha xususiy hosilasida t=0 de-
sak, (3.122) shartlarga asosan ushbu

@
U(x,0) = sin-y-x =fx(x),
=]
=f N~ t . Imsin?x =f2(x) (3.130)
dt ti 1 1

tengliklarni hosil gilamiz. Bundan anva bnkoeffitsiyentlarni (Furye
koefFitsiyentlari kabi) quyidagi formulalar orgali topamiz:

an =)H'/i (x)sin’\7xi/x, =2 j\f2 (x)sin-’\}qlx. (3.131)

Bularni (3.129) ga qo‘ysak, masalaning ushbu

® 1 N
U(xJ) =2¢sin*x(yCo0s N I/, (4) esin ™M~ +
n=I 0

ann

+— sin— tJ/2(£,)sin™") (3.132)
* 0
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yechimi hosil bo'ladi. Bunday ko'rinishdagi yechim Bernulli integral;
deyiladi.
1- masala. Uchlari x=0 va x=I da mahkamlangan torning

boshlang‘ich holati u=j”~ j (Il - x) parabolani ifodalasa hamda

boshlang‘ich tezligi ﬂfé(dggl\% =0 bo'lsa, uning OX o‘gidan og'ishi
aniglansin.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra, cp(X )——-x(I X), \W\¥=0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) gator ko rinishida izlaymiz.
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniglanadi:

ak = j\f{x)-un~dx =~~(Ix-x2)-s,m”™-dx, bt=0.
0 1o

Integralni bo‘laklab integrallaymiz:

=/x-x2, dvx=sin™-dx,

du{ =(/- 2x)dx, v :_ti«TEOSJIi_;

2\ | knx 1 oAl k

=_° b .}c letzx
ak = {Ix X )k os " anEO 2x)cos dx .

bundan.
yA
=9 {7 9%t os—Pdx

w=Il-2x, du2 =-2dx,

av7 = eosK™dx, v7 = sthknx
/ Kn I
N
7 knxl ‘}6"3 sm—dx —_n eosﬁ
0 knlgq | k\3 i

I6h Ajt- 1) =~y4-(1 -
fcm(cos jt- 1) fgm(
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Topilgan ak va bk larni (3.129) tenglikka go‘yamiz:
/ v E 164 K tVO\  knat - b
u(x>0=2Z ttT M~(-1) )cos sin— .
KAk 1 1

Agar k=2n bo'lsa, 1—3*=0, agar k=2n+| bo‘lsa, 1—H{—3)*=2.
U holda

u(x,t'y =£—2 . CoO -Zlf'rﬁ‘-"i‘fsm g2t hnx
n3 rE(2«+1)3

yechimga ega bo‘lamiz.

2- masala. Uchlari x=0, x— nuqtalarga mahkamlangan tor
berilgan bo'lib, boshlang'ich holati OAB sinig chizigdan iborat.

Agar boshlang‘ich tezlik yA

[2ax, 0<x <I/2
[2a(/-x), [12<x </
bo'lsa, ixtiyoriy t momentdagi tor holati topilsin.
Y echish. Chizmaga asosan OBva AB to‘g'ri
chiziglarning tenglamasi:
2X Yy 2h
I~=h=>y=T X
ab.x-1/2 vy-h 2h(I-x)
ABT4ri=~
Demak, torning boshlang‘ich holati

2hx

. T’
/W oha-x)

/

Furye usuliga asosan qo'yilgan masala yechimini (3.129) tenglik
ko‘rinishida izlaymiz, ya'ni

f2(x)

0 <x <1/2,

172 <x <.

f}(x,t) =X cos2™ -t +h,sth@ AN sind0 ox.
rﬁ-l

Bu tenglikdan anva bn koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar
yordamida topamiz:
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a, =g]F/f&)sinm-xéx A e -<dx+@§/$(/- X) *sin A exdx
lo 1 ro 1 r 1

Bo‘laklab integrallash formulasiga asosan:

=X, dv =sinxdx
desak, bundan

du = dx, V-1 cosilnx

nn

U holda

P osin L exlix ——Xcos M eX +— Tos ™M exdx
J | nn | nnJ /

— XM ex+ 2 _egin™M.x
Y/ /

nn |

DeTak,

12

\ =f1'rpi _rX-gi'nnl -xéix + 4R Tom D aid - 22 T esm ™ xadx
I i 1 1 1 12 o |

Inn

/2 . 12 |
ARG e 4 4A2 M‘Jﬁl X A epsM xx
0 MK 0 y//)

4A vn
s x 0205 Mex 4A . oAan 8A m

/1 /7 g SINT “Xyp o g1 SINT °

y//

=~ i/2(x)sin~x mx =— Jxsin-"x edx+22 ¥(/- x)sin—x s¢fe.
| nna / V//A

Yugoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,

8a/
sth "
mna 2
ni topamiz.
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Demak, tor tebranishining ixtiyoriy t momentdagi holati
«fra? a/ _s rnzat) 1hCsl «rtx

/(x0 =ys S E— sin—=" sip=sin—7

Mustaqil yechish uchun misollar

394. Uchlari x=0 va x=I da mah-
kamlangan, boshlang‘ich holati OAB
sinig chizigni ifodalovchi torning ixti-
yoriy t vaqtdagi holatini boshlang‘ich
tezligi 0 bo‘lgan holda aniglang.

395. Uchlari x=0 va x=I da mah-
kamlangan torning boshlang‘ich og'ishi
nolga teng bo'lib, boshlang‘ich tezligi esa

du cos- agar X --
~dto
0, agar .,

formula bilan aniglansa, torning ixtiyoriy tvaqtdagi holatini aniglang.

396. Uchlari x=0 va x=1 da mahkamlangan, boshlang‘ich holati
u=h(xA- 2x3 +x) ni ifodalovchi boshlang‘ich tezligi 0 bo‘lgan
torning ixtiyoriy tvaqtdagi holatini aniglang.

397. Uchlari x=0 va x=3 da mah-
kamlangan, boshlang'ich holati OAB
siniq chizigni ifodalovchi torning ixti-
yoriy t vaqtdagi holatini aniglang.
Bunda 0(0, 0), A(2, 1), B(3, 0) koor-
dinatalarga ega.

398. Uchlari x=0 va x=I da mah-
kamlangan torning dastlabki og‘ishi 0 bo‘lib, boshlang'ich tezligi esa

«, agar y .,

It 0, agar /
X 2

formula bilan ifodalansa, torning ixtiyoriy tvaqtdagi holatini aniglang.
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9- §. Sterjenda issiglik targalish tenglamasi.
Chegaraviy masalaning go‘yilishi

I. Issiglikning chegaralanmagan sterjenda targalishi.

a. a~1\ju tenglamaning />0, - co<x <-k» sohada w(x,0) =/(x),

-00 <X <D boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi

U0 =g W/ (4) we-n-X02/ (P2 ) (3.133)

Puasson integrali orgali aniglanadi.
I1. Issiglikning bir tomondan chegaralangan sterjenda targalishi.

du
— =a iwtenglamani {x>0, /0}sohada w(x,0) =f(x) bosh-

lang‘ich va «(0,0 =qx0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi

W(X,0 =SV T (M) -le-(M)2(de) - e- (An2/ (e +

2a\Int
A md(r)) se-x2/(*2(*-n)) (t _ u)~lay, (3.134)
2as/n o

ko'rinishda topiladi.
I11. Issiglikning chegaralangan sterjenda targalishi.
d.l N
~dt=a tenglamaning m(x,O]-0 =/(x) boshlang‘ich va

u(0,t) =u(l,t) =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

M(x,0 =; 6,6 "2 -shZk (3.135)
n=| 1
? : :
ko'rinishda aniglanadi. Bunda  =- ?J/(x)sm’\-llx .
0
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au i g~1n
1- raasala. — =a tenglamanmg
dxz
fud, agar ¥ <x <x0,
Uxt\ =7/ -, _
e (x) [0, agar x <X yoki x >x2

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish. Sterjen chegaralanmagan bo‘lgani uchun yechimni
Puasson integrali ko‘rinishida izlaymiz:

LI(X’t) i>PQQ )

2a\fnt

Shartga ko‘ra/(x) funksiya [x,, x2 oraligda o‘zgarmas w) tem-
peraturaga, qolgan oraligda esa 0 ga teng bo‘lgani uchun:

“0 £0-(C-x)2/(4a2t)
u(x,t) 2ayfit *i' d\.

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

* \=a, dt=-20VF mhx.
2a4t

U holda
XX x-x\ XX
2 asit , ladt 7 2a~Tt
u(x,t) =—=1J ax=-"r J d\i--j= J e”d\i
0 ™ o
2a41
yoki

v (Al A
UOGD =Y Toaat) U WF

izlangan yechim bo‘ladi.
2 * 2 - - - -
Bu yerda ®(x) =—=\e~ dt integral Puasson integrali deb ataladi.
y/n Q
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2- masala. - - ILI tenglamaning x>0, t>0 da IN=) =f(x) =it}

boshlang‘ich va w0 =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini toping.

Yechish. Sterjen bir tomondan chegaralangani uchun beril-
gan shartlarni ganoatlantiruvchi yechim ushbu ko‘rinishga ega
bo‘ladi:

1 tt-xV ERY
u(x,t) e 4 -e 4
yoKki
tt-x £+
41y ( 41)
2\fnt .
Birinchi integralda N =-2n/7¢ almashtirishni bajarib,
© (6-*T 1%
+ N
2yfrzt . ! 0124t

ikkinchi integralda esa ):f d\ =2"Jlda deb

(x+y2
- M,
2 24t

X

=Tt

ga ega boiamiz.
Shunday qilib, yechim ushbu ko‘rinishni oladi:



3- masala. — =" (0 <x <I, t>0) tenglamaning
St de

agar 0 <x <
/- X, agar —<x </

bo‘lsa, boshlang'ich va My gy O chegaraviy shartlarni ga-
noatlantiruvchi yechimini toping.

Y echish. Steijen chegaralangan bo‘lganidan, berilgan chegara-
viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni ushbu ko‘rinishda izlaymiz:

u(x,t) =2"bre 1 -sin—
g=1

bu yerda
/ 2 /.
=2{700%in— % = fxsin™4 x +3 37 -xjsin 2% dx =
0 0 i
2
W= X, du =dx

A Tmx, | _mnx

: -=-C0s— +— -sSin—
.+ Jinx / TNeX § —7
v =sin2Bax, vy — cos— I7< m IRY 1

of p 7tnx | be nnx | = nnx 4 . mn
B—
y in I I nln I 1 o sml-

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko‘rinishga ega:

u(x,t) =-2’\-Tsm7e 1 .s.n,m;x
K rdn

N K (2«+)2t
Q 1
yoki  u{x,t) =T £ (-1),,_—-e UGS



Mustaqil yechish uchun masalalar
399. Uzunligi /ga teng, tashgi mubhit ta’siridan muhofazalangan
va ujd =fix) = CX7(|2'X) boshlang‘ich temperaturaga ega bo‘lgan

bir jinsli sterjen berilgan. Sterjenning uchlari nolga teng temperatu-
rada tutib turiladi. Sterjenning t > 0 vaqtdagi temperaturasi topilsin.

2tc - 2 tzx

400. Agar sterjenning W0 =/(x)  2¥x - sin—= boshlang‘lch
temperaturasi berilgan va uchlari issiglikdan muhofazalangan, ya'ni

8u du
dx x=0 dx x=I
muhofazalangan sterjenda temperatura tagsimotini toping.

401. Agar uzunligi /ga teng, sirti issigqlikdan muhofazalangan
steijenning boshlang'ich temperaturasi

2%
I 2’

2M’(/-x), agar - <x </

0 bo'‘lsa, uzunligi Iga teng va sirti ham issiglikdan

agar 0 <x <
fix)

bo‘lib, sterjenning uchlari ham issiglikdan muhofazalangan bo‘lsa,
shu steijenda issiqlik tagsimotini toping.

Quyidagi masalalarni Puasson formulas! yordamida hal qiling:

402. am. =ur, u 12X X 403. t- UM U =X m
o
404. 4ut -u”™, U_ =smxe
[=9)

10- 8. Laplas masalasining yechimlarini tekshirishga
keltiriladigan masalalar

Markazi 0(0,0) nugtada bo‘lgan doiraning chegarasida biror/ (cp)
funksiya berilgan bo‘lsin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz

2 2
bo‘lib, doira ichida Au:d—’\ g =0 Laplas tenglamasini va
X y
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ur_R =7 (9) chegaraviy shartni ganoatlantiradigan u(r, o) funksiya-
ni topish Dirixle masalasi bo'lib, uning yechimi

1 } R
_1 )= dx
u(r,9) y (1) R~-2chos(X-q>)+r“y

ko‘rinishda bo‘ladi.

1- masala. Birjinsli yupga doiraviy plastinkada temperaturaning
statsionar tagsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo‘lib, uning
yugori gismi 1° C da, pastki gqismi 0° C da tutib turiladi.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra /(x):-['li’ gggF 0<x<n

1 R&2 gy

bo'lsa, temEeratura tagsimoti «(r,<p%: R —2 Rcos(x—p)
v cos(x—p)+r

integral bilan aniglanadi.
a) yugori yarim doira (0 <@<w) nugtalar uchun tg”"p =t al-
mashtirishni kiritamiz, bundan eos(r - = dx - a’'ni
(r-o 1+r 1+r y

t integrallash o‘zgaruvchisi i— dan ctgy gacha 0‘zgaradi.

Shunday qilib,

ctgf 9

(<) =! " —B212 5 gt =larctg RN
1 ,(R-r) +(R+r) t * \R~r | -tgn
-l 2

4 [aoe( " dlyaad " ®il -

R+rf . @ gA

A o

l: -a rctg Z____!:_g_g___'__’_g_zz J— a[lctg . —

7 fR+ry X 2i<rsm(p
“U-r)
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yoki

R2-r2
2/2/-sin(p '

tg(un) =- 0 <9p<t.

Bu tenglikning o‘ng tomoni manfiy, demak, 0<@<tc da
u funksiya ~ <u <1 tengsizliklarni ganoatlantiradi. Bu hoi uchun,

ya'ni 0 <9 <n da ushbu yechimga ega bo‘lamiz:

. _R2-r2
tg(jt - un) ~Biirsin(p

yoKki

u=1— arctg
n 2_/?rsintp ’

b) Pastki yarim doirada joylashgan nuqgtalar uchun (n <<$<2n)

ctgii:t o‘rniga qo‘yishdan foydalanamiz, bundan cos(x-<p) =;2+1,

jo_ 2dt . . I @
~~ " Vangj integrallash o‘zgaruvchisi t esa l—€tg— dan

tg-j gacha o‘zgaradi. U holda <pning bu giymatlari uchun ushbuga

egamiz:
! R 12 -
u(r,lp) =---j ) (Rar2+(RN282 dt =
~ag
adg(~7 8) +ady ~ ¢d).
yoki
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I (/2_/2
=—arctg’——— , T<E<2T
T 2Krsin@

0 ‘ng tomon musbat (chunki sirup < 0), shuning uchun 0 <un <

Mustaqil yechish uchun masalalar

Doira ichida Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi va doira che-

garasida wr:1=/(cp) funksiyaga teng bo‘lgan garmonik funksiya
topilsin.
405. / () =cos2q 407. /(d) =co54

406. /() =8t 3 408. /(cp) =37 6cp+Cc086h
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JAVOBLAR

boy2-d=ce 27. y=JI"T _arcsinx)2-V I-x2 4
2 Yin2y Intghy +yj. 28. jfex(sinx+ C).
3. siny cosn =C. 29. y=e-x2(x2/2 +C).

—Tgctgx 30. cosx(x+C)/(I+sinx).
Loy=ed 3.y -
5. y =arccose* . X"3LLUC/X)
6. 2e~y(y+D)=X2+1 32. x =

\ny+1-Cy '

T 20x- 2 =In2y. 33, y1/3=Cx2/3-(3/7)X3.

34. A (x-D(C-X).
35. y 4-x3(ew-C).
36. ji=secx/(x3+1).
9 1 +x2+Jl+y2 =C. 37. x=1/[>a(C)].
38. eN+xj+Asinj+e”C.

8. 2sinx +In tg™-l =C.

10. 2x- 2y :-32
39. A +xy-x=C, C=Ci+l.
1.y = Intg(chx +C) + I X 2+Xy-X
40. e(xsir>+ycos>"—sin y)—€.

12. arctgx- +2arctgy3 =1 . 41. 3x2y-y3=C.
42. x2-3xV+/=C.
13. Inlx+ +71_LV=C. 43. 4j'Inx+/t=C.
' 44. ByJi>—8x~ =
14. 'y = 2xarct»x. 45 i)é?;agg(y::,xngh ©
~ 46. x2c0s2y+y2=C.
15. Cx=e x. 47. HEV/yx+y/x=C.
16. y2=Cxe~. 48. ii=l/y- xy-Iny=0.
X 49. 2x+In(x2+y2)=C.
17. y2=4x2InCx. 50. 2x3y3—-3x2=C,
18 L+sin(ji/x)= Cxcos(y/x). 51, x2H>>=C'x3; x=0.
19, ~2=x2InCx2. 52. n=cos.y; x2sin”+ycos2jfcC.
20, x+2jH-5In |x+y - 3| =C.
! Px+y -3 53. u=e-2% y2=(C-2x)e2*
21. x2+y2+Xy+x-y= Ch C{=C2-1. 54. n=I/siny; x/siny+x3=C.
22. 3x+2y-4+2In |x+y —| =0. 55. U=e~Y, e=>tosx=C+x.
23. x2+xj;-j 2- x+3j =C. 56. y = O, .bl.
24. x2+2xj/-y2-4x+87= C. cos2x+C
25. y=tgx—+R-tg* . 2
26. y=chx(shx+Q. 57. jisin(x+y=f y~_
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58-

59.

60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.

68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.

75.
76.
77.
78.
79.

80.

81.

82.
83.
84.
85.

1 c PP Cr .
*__2-ptn = - W
y=0;y=x+1

>=Cx+ [Or-, 4y3=27x2.
C2

x=Cp2eP, y=C(p+1)eP; y=0.
3Cy=3C2x+(C-3)2;"2+4y=12x.
2Cy+x2=C2.

Xy~O-X+C; 4xy=—1.
V2=2Cx—C2; j>=tx.

y=C x + InC, 2y+1+1n(—2x)=0.
y=x2+C.

[y-~yce”™O

{y cosx OCvé~-x —€)=0.
y=(Cxx)2.

y=sm(C=x).

y=Cx2+1/C.

y=e°*x.

y2=(x+Q3.

y+x=(x+C)3; y=-X.
(x+C)2+y2=1; y=+I-
y(x+C)2=1; y=0.
(y-x)2=2C(x+")-C2; y=0.
(x-1)443+//3=C.

M2 (1-)0=(x+C)2; y=1.

X =

X=\np+—Yy =p-Ilnp+C
P

X =pb+p, 4y =3p4 +2pl +C.

X=Pipi+\¢y =Qpl-\)ipi+\+C.
X =32 +2/J+C,ji/ =2/ +p2,y =0.
x =2arctgi>+C,y =In(l +p2),y =0.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.
93.
94.
95.

96.

97.
98.

99.

_ e VIHi-i ;
x = 14+ JnT ot +3)jp+\+c,

y =pH1+p)2y =+l
x=e/+C,j;=(p-e/,y =-1I.
/

X =% 2yip2-1 marcsin +C,
Y=+w '1,y:0.

_ LV-ET  onq .
X = +(In 1lp 3N - /H+C,

y=+JT7)] =0

y=(C+Jx +1)2; maxsus interal
y:°-

x=Ct2~2fi-, y=2Ci-3t2, bunda
/.

Cy=(x-C)2, maxsus intervallar
y=0 va y=—4x.

(Vy +Vx +1) 2=C, y=0.

X = "N,

(P-1)2
x-Jp =\np+C, y=Jp (4—p—0O;
y=0.
x=C(p-1)-2+2p+I,
y=Cp2(p-\)-2+p2\y=0; y=x-2.
Xp2=p+C, y=2+2Cp—\—p.
y= Cx-InC; y=Inx+l.

X2
Cx-C2; maxsus integral ¥ =—

100. y=Cx-a”+c2' maxsus integral

X2+1/2=f12.

101. y=Cx+ -JIr- ; maxsus integral

2c2
2

y=1,5x3.

102. y =" -x 2
103. y=Cx-eC.
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104.
105.

106
107

108.

109.

110.

111.

112

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.
120.

121.

122.

12,3.

146

y=Cx~C2.
C3=3(Cx-y); 9y2 = 4x1
. 2C2(y—Cx)=I; 8y3=27x2.

. y=Cx+C2+ 1 y=1-— .

y = +X- y =X
C+a\e 2 dx
_2oeH 2
T (cx -i)x’ X
2
N = N__ _
* X -X T X
_ _1+ 1 B
Y7 2 YEX
Cx3+x
=x+2_1y =x
Y prbciRd '
y =X+2 y =X +2.
Ce4x-1
=e L. =eA
y x+c Y TEA
+Xy =X
cex Y
Crt Xy =X
3Ce 2+
y :-_-_-_2.),(&(_ +X,y =X
2Ce ~+
y =1 )<’4+Lx2+—1 COS2X.
48 < 8 32

y =X C€0SX-3sinx +x2 + 2x.

y =In|sinxj + O\ +¢2x +c3.
y =1sin® X +gqX +c2.
y =-(X +3)e~Xx +-|x2 +3.

y =3Inx +2x2 - 6x +6.

124.y =1- cos2x.

125.y =C,x +xarctgx - InVI +x2 +C2.

126.y =gx +q - Injcosx] - umumiy
yechim, xususiy yechim esa
y =-In|cosx;.

127.y

X(I - Injx]) +—qx2 +c2x +c3.

128.y =cosx+-gqx +-cXx +C3X+Q.

129.y =-Injsin x] + qx +c2.

130.y

ex(x - 2)+ gx +c2.

131,y =- Tsian +2—x + 6.

132.y :iX +q Inx +c2.
133.y =q sinx - X - -i-sin2x +c2.
134.y =Cix(Inx -1 )+c2.
135.y =e*(x-1)+clx2 +c2.
136.y =c2+-i=arctg
A \fi

137.y =(arcsinx)2 +q arcsin x +c2.
138.y =+ (gx a2 +2x +c3 52

139.y =( +C]2)In]l +gx] - q 'x +c2.

140.y =—---1Injl +gx] +c2.
ci ¢



141.

y=a(x-e)
3

142, - 71.7. CaGyC+Qm

143.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.
153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

y =Cc2- g cosX- X.

.2
q Injx] +c2.

y =(3x4 - 4x3 - 36X2 +72x +8)/24.

y =(x2 +q3)arctg— +gx +c2.
C1

y =x2+-y (x/ 1-x2 +arcsinx) +c2.
y =qx +c2.

y3+qy +c2 =3x.

ctgy-gx =c2.

iln]2y +3 =qgx +c2.

X2
y =e*+Cl.

In[q(y +1) - ] =q(x +c2).
c2y +1==xch(gx +c2).
y3=q(x +c2)2, y =c¢
y =e2c.
y =-a1n cosx—

a

mZg\e-I{| ) ”gt

K

S

y =(gx +c2)2

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

ClY2 =1+(c|x +c2)2.

4(qy - ) = (C]X+c2)2.

Inly] = cjex +c2e~x.

X=VA" g ci In@Mj7+q) +c2.
y =c2e(dX

yjy2+Qy +c2Iny +Jy2+G
=+(--y2 + 2c2x + 3¢2).

y =c2x +c3 +— y(ctx +a?P’?

y =-In]I-x].

y = Qecjx .

Inc2y =4x52 +qgx, y =0.
y =c2(x +-JX2 +1).

y2 =0gx3+c2.

d
y =QXe

y=c2pf& 2™

Ve x-- (X-q)1

y =c2x(Ingx)2.

Infyl=npe-2x +cipt 3 2
(x-1) +c2-1

4qy2 =4x +x(q 1nc2x)2.
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178.

179.

180.

181.

182.
183.
184.
185.

186.
187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199

200

201
148

y _ xIn(c2Ilngx), y - ex.
y =c2 + (c,- c2x)ctg*.
y =yxIn2X+qgxlIn m+c2x.
y =g sinx +c2sin2x

Tashkil etadi.
Tuzib bo'ladi.
Chizigli erkli emas.
Chizigli erkli.

Chizigli erkli.
Chizigli erkli emas.

y = Je2X + c2ex.

Chiziqgli erkli. y =q +c2e2x.
Tashkil etadi. y=e2{d cosx+cNir\x).
y2 =exva y =ge“x + czex.

y =qe* +c2e3x.

y =(q +c2x)elx.

y =e2x(v4cos3x +Rsin3x).

y =ge2x+ce*2x =ylch2x + sh2x.
y =v4cos2x+/Esin2x = asin(2x+cp).
y =q +q.e“%*

y =qex +c2<r\

. Yy =(Q cosbx +c2sin5x.

.y =Qg +c2ex.

.y =(gq +c2x)e2x.

202. y =cj +C2x +c3ex + clxex.
203_y ={gexg 2/2 +C2e-x°alk)cos™ / 2)+
+(C3exaM r +cde~xaN/2)sin(aj2/2).

y =ci COSx+22 Sinx+C3 M2x+C4sin2 v.
205. y =qge-2* +c2e~x.

206. y =(qx *c2)eax.
207- Y =e**(ci cos2:sc +c2 sin2x).
208. x(0 =qged +cze—<
209. x(0 =g coscai +c2sin coi.
210. s(t) =g +c2e-at.
211. y =4e*3x -3e’ 2*.

212. y = xe5x.

213. y =— e*cos3x.
3

214. y =~(5- 2e_3j0).
215. y =V2sin3x.

216. y =sinx +4=cosx.
3
217. y =2sin—.
3

218-Y =3ex - exX.
219. y =e"(cosi +2sin/).
220. y =(gx +c2)ex +e2x.

221. y =qe2x +c2e-x - 2x3- 3x.



222.

223.

224.

225.

226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

y=cije x+c2 b +0,25i/2c0os"j-2x

y =Q cOoSX +c2sinX +X +ex.

3

y=q +c2e +2%% - x.

\£e 7X(q cosx+c2sinx)+x5-8x+7.
y =cle2x +(c2 -x)ex.

y=le™ +xe® +qe +c2.
y=q +cX +(c3+x)e~x +x3- 3x2.

y =c,ex +c2e~2x - 3(x2 +x +15).

y =cle2x +c2e3x+"(5c0s3x-5in3x).
y =(c,x +c2)e~x +j-ex.

y=e 2(c, coss')6 +c2 s’|r|3§/(3-

-6Cc0S2X +8sin2x.

y- qe2 +c2e 2 _XS

-(e5x +22e3x +ex).
y =jx (X +2)e4dx.

y =- -©C0sX +4sinx

O:osSx.

y =4e2 - x- 4.

=-l-gj - -
y 8s,|n2x T(xcost 1.

y =-]j(4x - 9)sin 2x.

240. y =xchx.
241.

242. y =— +Cc2x2.
X

243. y =cIx" +c2x-(s+H]).

244. y =x~2(q +c2Inx).
245.

5 .
246. y =jX +cjx +c2.

247. y =qgx’ +cx - Inx +
248.
249,
250.

-~sin(21nx).
251. Y =qgqx +c2x2- 4xInx .

252.

253. Y =x2¢ X 3+0x +C2).
254,

255. Yy =qx +c2x 1+c3x3.

256. :2— (In2x +21nx +2).
X

257. j>=—x3 -—-—x2Inx.
In2

2

=c0(1-A4% +ft -

£
=cle 2.

258 .,

y =—({ +c2Inx +1In3Xx).

y =e2(5e0s2x-sin2x+6sinx-5c0sX).

y =cicos(Inx) +c2sin(In x).

y =x(qg cos(Inx) + c2sin(Inx)).
y =clx+c2x3 +7M(91n2x+241nXx+26).

y =q cos(Inx) +c2sin(Inx) -

y =y x +q cos(In x) +c2sin(In x).

+.) =
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259, (Dn@ga 1~ 1 £ X(x) = (sin /-2cos/)e
_, 4n! 4 4 2 214
n=2 y(t) =e lcost.
260. t) =e'.
a6, 1ff 1as.m 275, <O 7@
y(t) =e' -e 2.
°c 207 00
261.
V=C5,1-3"...(2«1) +q 276, X(t) —q et + G
262 f (_l)nx4l-+l y(t) :-{q +2C3)/' LL'].Z' c3 + C4.
' 4-5-8-9.. 4/7(4/7+)’
—V2 -tf2
X 3x2, 17x3 x0=""+1 - f.
263. y = 1+ +22XEp X2y 277. \ /
12 3
264 i 2 2
y= x(i) = ge~f +c2e“3r,
X, X3 , 4x4 278.
265. y = 1+1—'+3 +“4_1'"+ j>(0 =qge~" +3c2e~3 +cost.
| | | 1 +t- ¢
266. .r .><2 .V3 .r4 X+ - - ,
) =4+ _ir+ir_-) 278 D
-+/—2
[.x-y /—2

267. Y=1+5 4+ N A+
23 4
1.2 1.a.5 280. X2-Y 2=a.

268, =X-IX{mXIR=X o X5 x  +/=c2.
2 6 24 24
269, X'=3q cos3r - 3c2sin 3t, - tg-y- =qe’,
y =c2cos3? +q sin 3t. -
tg)-(7‘Y :CZe'(
270, x(t) =ce'-c2e + t-1 G +y) =t
y(0 =qe" +c2e /- 1+1], 284. 9 )=t
tg(x —y) —t.
271 x(r) =t+Qgcos2t +c2sin 2t,
©y(t) =1+q sin2/- c2cos 22, og5. X(U =2qe3 - 4c2e-3,
|i/0 =qe3 +c2e~3'.
272. X(/O) :e'z'/(: '22/)' 255 X =0
—e + 2t). .
y( (1 +2t) 700 - 0.
273, X(t) =t2 +t +cle2' +c2e3, vg7 x(r) =ex - e3t,
y(t) =t+1+2cle2'. ' y(t) =e2 - 2e3.
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288.

289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

296.

297.

298.

299.

X(/) =e4'(q cos3/ + c2sin3/).
y{t) =e4'(-q sin3/ +c2cos3/).
X(/) =ed(a/ + c2),
[(/)=ed'(q/ +C2-c,).

[x(/) = (sin/ -5cos/)e’,

[[>(/) = e~" eos/.

[X(/) =e5 +e3,

ly(/) = 6e5' -le 3.

X(/) =2ge' +lc2e2" + 3c3e3,
y(t) = qe’ +3c2e2 +c3e3,
z{t) =-2qe" - 8c2e2' - 3c3e¥.
d()=qe' +c2eos/ +c3sin/,
>a/)=qe"' +c2sin/+c3eos/,

r(/) = 2(eos/+sin /)+c3(sin/ - eos/).

X(/) =-|e2 +2qe' +c2e~,

y(t)=-y e 2" + 3qe" 4-026"".
ix(/) =( - /)eos/- sin/,

\y(t) =(- 2)eos/+ /sin/.

X(/)=q cos/+c2sin /+-COS/+,

W) =-q sin 1+c2eos/—tsin/--(}os/.

ix(/) =qe' +c2e~" +sin/,

ly(t)=-cle' +c2e~".

ix(/) =qe’ +c2e3 +e'(2e0s/ - sin/),
Iv#) =c,e’ - c2e3 +e'(3cos/+sin/).

x(f) =qe’ +c2sin/+c3eo0s/,

y(/) =-qe' +c2eos/ - c3sin/+/,

z(t) = c2sin/ +c3eos/ +1.

300.

301.

302.

303.

304.

305.

306.

307.

308.

309.

310.

311.

x(t) =
() =
X(/) =-Cj sin 1+(c2-1) cost,
y{t) =

x(t) =

Y (0 =

x(/) =

* > X

XN=_f_i

>(0 = H -—

x(/) ::Ciesin/

y(t) m2e™

x(/) =4cie +c2e’,
A0 —meb +c2e'.
X(/) =qe2' +4c2eT,
j40= nt, /4
x(0= —g
j40 =Cle - c2*

X/)== (L+2t)- 29 - 2co4a - 3sin/,

e2-e',

X(/) = M'n
/\(0 - n
x(t) = (sin/-2cos/)e

At)-
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313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

320.
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y(t) =c, +c2e2 -j(t2+1),

z(t) =c2e2' - Cl+ j(t2-t-1)

2,
yo= = o
(c2—0
2t =_£_
JO=i+—e C
c2
z(t) = Qeq.
*(0 :/\Y/\+_y< 74
-2/
u=w

.

4¥) =e-6' (g cosi +q sini),

>/)=eN'f(ci +cj)cosi-(q -q)sin/].

x(0 =(c, +c2t)e2",
y(t) =~(cl +c2{\ +1t))e2".

x(t) =qe-' +c2e?,

j>(0 =c3éT +c2e?,

z(t) =-(q +c2)e~" +c2e2'.
X+y-z =cle” +7e" + N 3 -4,
X +y +2z =c2e2 +"e' +-"ed +8§,

X-y =c3e~a+?ef-~21e3’.

321.

322.

323.

324.

325.

326.

327.

328.

329.

330.

331.

332.

333, |

334.

335.

336.

brr+1

/()= £ (-)n-L _
.=0 [en 2
1= £ Tei2d)

/(/) =1- e2i +e3d

_ 32t 42

f(t) = ' +et S e® +i¢,
6 2 3
e A
(© ¥ o (na
4II|
f{t) .=l Lcosi+—eos2i.
/(/)__ 1et 42 41 p-21

4 12

/(/) =e'{cos2/ +isin2i}.
/() =—et+yex —ligoszi--ginzi.
[o]

/(/) =8 +5i +12 + (3t- 8)er.

ey 2
p(p2+4)
/,(/?)_ p(p2+2p+3)
(p-N(p -2p+d)
_ a(p2-a2-b2)
p[{p-a)2+b2][(p+a)2+b2]
F(p) - p(p2-a2+h2)
[(p-a)2+b2)[(p+a)2+h2)’
_ 2 pb
F =
) (p2+b2)2 *
F/>) = b(p2+a2-b2)

[{p-aj2+b2][{p+d)1]’



337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.
352.

353.

354.

P-7

F(p)
(p+7) -49
F(p) p2+2u?
p2(p2+4a2)
F(p) ln-p_l.
F(p) = arctg—

f(t) . —{ch/ - cos /).
f(t) y(cht+cost- 2).

fit) - y(sh/ - sint).

fit) =jie" - sint- cost).
fit) =jie"' +sint- cost).
fit) =jie" +cost- sint- 2).
fit)

m—it cost + sin/).

fit) :e*(l - cost).

fit) me~'isint +cost-1).

fit) =y e~'(cos/ - sint- 2) +-£
e-2-e-3.

Xit) =sin/

Xit)

xit)

xit) /2.

355.
356.

357.

358.

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

x{t) =1- 4/e-2".
Xit) =it +1)sini - cost.

x(t) =t2- 3t +4.

xit) =er +cost - sin/.

x(/) =e2'[(l - /cost + (1 +/)sin/].
0)=-T-

Xit) =4e*2" -3e~3t,

yit) =33t - 2e~2L.

Xit) :-zt1 +-"1\0052/ - 3sin2/,

yit) =’2\-t +3cos2/ +T sin2/.

Xit) =y(sin/ +cos/),
yit) =y(sin/-cos/).
xit) =1+3e2 +e-2,
yit) =€Z -e~2t

|it) =2e2t + 2e~2t.

Xit) =2(1- e - te~),
yit) =2/ - 26~ - 2te*.

xit) %~T +€"’

yit)

Xit) =e'(2cos/-sin/),
yit) =e'(3cos/ +sin/).

Ixit) 12(ch/ —1) —/sh/,

ly(/) =7/-sh/-17(ch/-).
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369.

370.

371.

372.

373.

374.

375.

376.

377.

378.

379.

380.

381.
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X() =3- 2 ',

() =e~,

z(t) =e~" - 3.

x{t) =cos/+e
y(t)=j(cost-e~").
—_ :U, :y, =V.
& €=y =y

- - =0 ,MN X+y, 4=3x+y.

4_+4 +Ifl. &+l .~ =0,
a2 di2 20 %: rl orj
£=y2, A=x2.

& 1d& n s ,
e N +2N =a A=x+* TI=3x\-

&z dz,8& n T

Si "4 Nn X
az ax 1 a 1 d n
@ d2 4 A d\
%=X2, =X2.

U(x,/) =2x - X2 - a&%+.£%\e ~shat.
U(x,t) =cosx cosat - —sinx sin at.
= - —\ i 1
U(x,t) e->(chat+l2 4acos 2xsin2ai.
U(x,t) =2x - x2- a2t2 +i exshat.

U(x,t) =exc\\at +4xt.

382.

383.

384.

385.
386.
387.

388.

389.

390.
391.

392.

393.

394.

395.

396.

U(x,t) = cos Xcosat +—+

+Za1 c0s2x sin2ar.

U(x,t) =cosxsinfli +8x/(x2 +a2t2),
U(x,t) =y - -~-cos2xcos2a/ +

1 .
+cosxsinat.

U(x,t) =e2xchlat +x/(x2 +a2t2).
Xt

n
2a

n

1 .

—CO0S X sin at.

a

n=-sinx.

X2 +12 +sinxsinf.

cos x cosat +;sin x sin at.

sinx cos at.
u(x,t) =— *> — -sm— x
*2 t\ k2 2
.. Kixx knat
Xsin-j- ecos— m
. kn ___knh
Moh @ - Sm—cos——
u(x,t) = .. o }
na khb ~T2-k3n2
X Si.n K Sin __I_g_r]_e}'g
/ /-
M(X,0 =— o, —
b *to(2*+1)5

X €0S(2& + \)nat min(2K + 1)sx.



397.

498

399.

400.

/ 4 0,9 n 1 rK-K
Il -r.s.n — X
n~ k=l
Xsin@-cos-—e@r
3 3
w/(x,/) v/, YA L Sin—/-q‘X
1M k=ik 2
, ., knat knk
x sin eSiN---—---- §in-------
u(x,t)y=-j——e / X
xsin@HTC
/
u(x,t) =n+ 9 32 X
cTon(2k+) (2&-1)(2k+3)
fRfcHIA
(2wH1)Tiic
+
® coHH e
T2 8o M) T
2<cNA2
xe 2

402.

403.

404.
405.

406.
407.

.no
408-

I 2x-x2n

nx,/) =Xe(l +At) 2e 1+4'.

1 SHAE
M(x,0 =(I +i) 2Sin-i-e"4 .

u{r, =-i (I +rlcos2d)

m(r,dp) ="-(35LU b-r2 51n3cp)

3 r2 rd
u(r, )= 8_+7 cos q)+?co$4q).

. . 5 3 4 ,
“(/HP) =g +-gr cosdq.
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