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СУЗ БОШИ

Дифференциал тенгламаларга багишланган китоблар рус, инглйз 
ва бошка тилларда куплаб чоп этилган. Улар ичида совет олимлари 
Л. С. Понтрягин, В. В. Степанов, И. Г. Петровскийлар томонидан 
яратилган дарсликларни алохида цайд к,илиб у'тиш лозим. Узбек ти- 
лида илк дарслик академик Т. Н. К,ори-Ниёзий томонидан 40- йил- 
ларда ёзилган. Утган давр ичида дифференциал тенгламалар наза- 
рияси ва унинг татбиц доираси кенгайди ва янада бойиди. Шу муносабат 
билан узбек тилида хозирги замон талабларига жавоб берадиган, 
амалдаги программаларга мос келадиган дарслик ёзиш зарурати ву- 
жудга келди. Мазкур китоб шу йулда куйилган илк кадам булиб, 
унга авторларнинг В. И. Ленин номли Тошкент Давлат универси­
тета математика хамда амалий математика ва механика факультет- 
ларида узок; йиллар давомида укиган лекциялари асос килиб олинди, 
Дарслик университетларнинг «математика» ва «амалий математика» 
ихтисосликлари студентлари учуй мулжалланган, лекин ундан' педа­
гогика институтларй, олий техника у^ув юртлари студентлари ^ам 
фойдаланишлари мумкин.

Дарсликда дифференциал тенгламалар назариясини баён к/илиш 
билан бирга уларнинг амалий масалаларни ечишга татбик этилишига 
^ам катта эътибор берилди. Бу «дада Л. С. Понтрягиннинг рус 
тилида чоп этилган китобидан кенг фойдаланилди.

Ф. Энгельс узининг «Табиат диалектикаси» китобида дифференциал 
з̂ исобнинг имкониятлари хакида бундай деган эди: «Дифференциал 
з̂ исобгина табиатшуносликка факат холатларни эмас, балки жараён- 
ларни: харакатни ^ам математик тавсифлаш имконини берди»*>.

Дарз^икат, физика, экономика, биология, химия, медицина ва 
бршка фанларда учрайдиган куплаб жараёнлар дифференциал тенг­
ламалар ёрдамида тавсифланади. Щу тенгламалйрни урганиш билан 
тегишли жараёнлар ^акида бирор маълумотга, тасаввурга эга була- 
миз. Уша дифференциал тенгламалар урганилаётган жараённинг ма­
тематик моделидан иборат булади. Бу модель к;анча мукаммал булса, 
дифференциал тенгламаларни урганиш натижасида олинган маълумот- 
лар жараёнларни шунча тула тавсифлайди. Шуниси кизикки, табяат- 
да учрайдиган турли жараёнлар бир хил дифференциал тенгламалар

*) Ф. Энгельс. Диалектика природы. Изд. Политическая литература, М. ¡975. 
стр. 23?



билан тавсифланиши мумкин. Бу эса «бир у к; билан икки ^аррани 
уриш» имконини беради, яъни агар бирор математик моделни тула 
урганилса, тегишли натижадан турли жараёнларни тушунтиришда 
фойдаланса булади. Айтилган фикрлар дифференциал тенгламалар- 
нинг умумий назарияси ва амалий масалаларни ечишга татби^и му^им 
а^амият касб этишини англатади.

Дарслик олий ук;ув юртларининг - дифференциал тенгламалар бу- 
йича мавжуд программалар асосида ёзилган булиб, баён этилган 
материал тилининг равонлигига, математик жиддийлигига катта эъти- 
бор берилди. Купчилик мавзулар баёнига ижодий ёндашилди. Ж  ум- 
ладан, дифференциал тенглама (тенгламалар системаси) ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналиги, е- тацрибий ечим, чегаравий масалалар, чи- 
зи^лн бир жинсли ва бир жинсли булмаган тенгламаларнн (система- 
ларни) урганишда Грин функциясидан фойдаланиш, лимит давралар, 
ечимларницг туррунлиги каби к.атор мавзуларни санаб утиш мумкин.

Китобдаги биринчи тартибли хусусий ^осилали дифференциал 
тенгламаларга оид материалнн академик М. С. Сало^итдинов, оддий 
дифференциал тенгламаларга оид материални эса доцент Р. Насрит- 
динов ёзди̂  ~я/>-

Двторлар^китоб кулёзмасини синчиклаб у^иб чициб, уз фикр- 
мулс^азаларйни билдирган китобнинг илмий му^аррири УзССР Фан- 
лар Акадёмиясининг мухбир аъзоси, физика-математика фанлари док- 
тори, профессор Нуман Юнусович Сатимовга,- шунингдек, УзССР 
Фанлар Академиясининг мухбир аъзоси, физика-математика фанлари 
доктори, профессор Т. Д. Джураевга ва физика-математика фанлари 
доктори, профессор X. Р. Латиповга узларининг чуцур миннатдорчи- 
ликларини из^ор этадилар.

Авторлар



К И Р И Ш
1« §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АЛАР ХДКИДА ТУШ УНЧА

Табиатда учрайдиган турли жараёнлар (автомобиль ^аракати, са- 
молётнинг учиши, физик, химик ва биологик жараёнлар ва я,, к.) уз 
^аракат ^онунларига эга. Ба"Ьзи жараёнлар бир хил к>онун буйича 
содир бу'лиши мумкин, бу ^ол эса уларни урганиш ишини енгил- 
лаштиради. Аммо жараёнларни тавсифлайдиган ^онунларни тугридан- 
турри топиш ^ар доим ^ам мумкин булавермайди. Характерли мик,- 
дорлар ва уларнинг ^осилалари ; ёки дифферендиаллари орасидаги 
муносабатни топиш табиатан енгил булади. Бунда номаълум функ­
ция ёки вектор-функция ^осила ёки дифференциал ишораси остида
цатнашган муносабат з̂ осил булади. Жумладан, — у) биринчи
тартибли оддий дифференциал тенглама дейилади. F(xiyiy ' ) ~ 0 — 
биринчи тартибли хрсилага нисбатан ечилмаган оддий дифференциал 
тенглама дейилса, y(n)~ f {x ,  у, у', ..., y(n~ l)), F  (х, у, у', ..., yw ) = 
= 0 — п- тартибли оддий дифференциал тенглама дейилади. 
у{п) = f (х, у, у ... ,у{п~1>) — п-тартибли ю/̂ ори тартибли %оси- 
лага нисбатан ечилган оддий дифференциал тенглама дейилади. 
Агар f(x, у,... , у{п~1)) ёки F (x ,y ,y ', ... , yw ) лар у, у ,  ..., у{п~1) 
ва*у(п) аргументларга нисбатан чизицли функциялар булса, тегишли 
дифференциал, тенглама чизицли дейилади. Юкоридаги дифференци­
ал тенгламаларда номаълум функция бир аргументли деб царалади. 
Аелида номаълум функция куп аргументли булган Доллар ^ам тез- 
тез учрайди. Бундай ^олда дифференциал тенглама хусусий хосилали
дейилади. Ушбу F  (и, —, — ) = 0 тенглама биринчи  тарти б ли

\ дх ду!
х ус у си й  ^осилали  тен глам алард ан ,

ф ( и, д“ , д̂ ,  Щ  = 0
\ дх ду дх2 дхду ду2 /

тенглама эса и к к и н ч и  т а р т и б л и  х у с у с и й  ^осилали  диф­
ф е р е н ц и а л  тенгламалардан иборат. {̂ уйидаги

да о д2и ,  ,— = <г —  ( исыщлик утказувчанлик тенгламаси),

^ 4  + ^  = 0. (Лаплас тенгламаси),
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4- —  = f(x, у) (Пуассон тенгламаси)
дх2 дуг

тенгламалар иккинчи тартибли хусусий ^осилали дифференциал тенг- 
ламаларнинг мухим хусусий ^оллари ^исобланади, уларда номаълум 
функция икки аргументлидир.

2- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АГА  ОЛИБ КЕЛИНАДИГАН 
БАЪЗИ МАСАЛАЛАР

1-м ас а л а. Массаси т  булган жисм v(0) — v0 бошлангич тез- 
лик билан бирор баландликдан ташлаб юборилган. Жисм тезлиги- 

нинг узгариш ^онунини топинг (1- чизма). 
Ньютоннинг иккинчи ^онунига кура:

-K0=Ft dv r>m — — F,dt
mg=F2

бу e рда F  — жисмга таъсир этаётган кучларнинг 
йигиндиси (тенг таъсир этувчиси). Жисмга факат 
иккита куч таъсир этиши мумкин деб хисоблай- 

j .  лик: ^авонинг к,аршилик .кучи F x= — kv, k>0\
чилиа. ернинг тортиш кучи F2= mg. Шундай ^илиб, ма­

тематик нуктаи назардан F куч
а) F j га; б) F„ га; в) F ± + F 2 га тенг булиши мумкин.
а) F  = F2 булсин. Унда биринчи тартибли т ~  — mg диффе­

ренциал тенгламага эгамиз. Оддий ^исоблашлар . бу тенгламада но­
маълум функция v1 (t) = gt + С (С — ихтиёрий узгармас сон) кури- 
нишда булишини курсатади. v (0) = и0 булгани учун С = v0 деболиш 
мумкин, у ^олда изланган ^онун v jt) = gt +  v0 куринишда булади.

б) Агар F  — F x булса, т ~  = — kv, бунда v{t) — v0e т экани 
равшан.

в) F  = Fj4- F 2 булсин. Бу ^олда ушбу т = mg — kv(k> 0) 
дифференциал тенгламага келамиз. Демак, нома'ълум функция v

V (t) =  Ce“  ”  f - ,  4 0 )  =  о0,- V2 (0  =  Я - f )  +  т

куринишда булишини курсатиш ^ийин эмас.
Равшанки, lim v±(t) = V i(t). Даки^атан,

тlim v2(t) = lim ifü0— — \ e m + 2Ü = u 0lime
k—*0 ' k~r>0 l\ k J k A-*0

- k- t

— mg Ihn (----( — — )  = v0+ gt = vy{t).
\  t J \ m Jt 

m

6



2-масала. Массаси т  булган моддий нуи;та турри чизик;ли а̂- 
ракат к.илмо^да. Унинг ^аракат к;онунини топинг.

)̂ ар бир моменгда й ну^тадан координата бэнягача булган ма-
софа х булса (2- чизма), ну^танинг тезлиги х ( х

дий нук,тага икки ташк;и куч: иш^аланиш кучи - 
лик кучи — кх, & ;> 0  таъсцр этади дейлик. 
^онунига асосан в  ну^танинг ^аракати

тх  = — Ьх — кх

йх

'(И булади. Мод-

- Ьх, Ь >  0 ва таранг- 
Ньютоннинг иккинчи

крнун билан содир булади. Бу ик­
кинчи тартибли дифференциал тенг- 
ламадир. Агар моддий ну^та двига­
тель билан таъминланган б^либ, дви- 
гателнинг в  ну^тага таъсир кучи ^ 
булса, у ^олда Ь нинг ^аракат конуни

I
т

2 - чизма.

тх = — Ьх — кх +  Р
булади. Купинча Р  мии;дор | Р | <
< Р0= сся^ муносабатгаЗбуйсунади. ^

3-м а сала. Туртта икки цутб- 
ликлардан тузилган ёпи  ̂ электр 
занжири берилган (3- чизма). Икки 
^утбликлар: аЬ — индуктивлик (L),
Ъс — каршилик (Я ), сс1— сиг им (С); 
кучланиш манбаи (и  (())— с1а. Ва^т 
утиши билан ёпи  ̂ электр занжирида 
электр токи / (0  нинг узгариш о̂- 
нунини топинг.

Кирхгофнинг биринчи конунига кура ([1], 83—84- бетлар)

Шунга ухшаш,

яъни

и * ) + /*(<) = о 1аь{ц = 1.(1).

Кирхгофнинг иккинчи крнунига кура: 

Энди
<*/(0



муносабатлардан фсйдалансак:

L  +  R I (/)+ ± [ l { t ) d t - U  (t) = 0. 
at С J

V

4 - чмэма.

Агар U (t) 6 С1 (С1— бир марта узлуксиз дифференциалланувчи 
функциялар синфи) булса, у ^олда ю^оридаги тенгламанинг а̂р бир 
^адини i буйича диффереНциаллаб, I  (t) нинг узгариш конунини

ифодало вчи
L v m + R d m  + i I(i)==duu)

dt* dt С w  dt

тенгламага келамиз. Албатта, бу масала- 
да хам турли хусусий холларни к^риш 

^ мумкин эди.
4- м а с а л а. Математик маятникнинг 

^аракат тенгламасини келтириб чи^аринг.
Вертикал текисликда ётган I радиусли 

К  айлана буйлаб орирлик кучи таъсири 
остида ^аракат килувчи т  массага эга 
булган Р  нукта математик маятникни тас- 
вирлайди (4- чизма). Х̂ ар бир моментда 

Р  ну^танинг урни др (t) бурчак билан тула ани^ланади. Масаланинг 
шарти буйича Р  нуцта факат огирлик кучи таъсири остида харакат 
килади. Аммо бу ^аракатда айлананинг роли бор. У  Р  нуцтани ай­
лана буйлаб ^аракат к,илишга мажбур этади, яъни Р  нуктага айла­
нанинг 11чки нормали буйича йуналган F  куч билан таъсир этади. 
Агар тортиш кучи mg ни иккита ташкил этувчига ажратсак: F x= 
= — sinф, F2= — mgcos'<p, у ^олда Р3+ Р,=  0 булади. Шундай 
килиб, Р  га таъсир этаётган кучларнинг тенг таъсир этувчиси F = 
~  F t+  F.,+ F3— Р х= — mg sinф.Демак, P  нуктанинг .̂ аракат тенг- 
ламаси Ныотоннинг иккинчи к̂ онунига асосан

гп1ц> = — mg sin ф ёки’ /фЧ -’g in ф = 0
куринишда булади.- 
$ 5- м а с а л[а. Агар ёрурлик ман- 
баи О нуктага урнатилган булса, 
кузгунинг формаси ундан кайтгаи 
нурлар горизонтал ! ук^а параллел 
б^лишй учун ^андай булишн ке- 
рак?

Горизонтал уцни Ох, вертикал 
удни Оу дейлик. Кузгу сиртини 
хОу текислиги билан кесишдан о̂- 
сил булган эгри чизи^ни кур«мнз.

Р  (х, у) — шу чизицдаги ихтиёрий гфкта бу'либ, унда олингам эгри 
чизивда утказилган уринма билан 0|| укининг кесишган ну^таси О 
булсин (5- чизма). Равшанки, OPQ ^  - OQP (чунки нурнинг тушнш 
ва цайтиш бурчаклари тенг булад% яъни . ^  APB = .с OPQ = к).

5 - чизма.



Шу сабабли, \OQ\ = \OP\ — V x 2+ У* , У = RP. Агар у > 0 десак,
ЁК =  1р^1 = У ёки — = —  *а+ yi~  - 
dx \QR I ]Л г * + i/2-fx ■ dx у ’

Бундан
■у + уу' _  ,

дифференциал тенглама келиб чщади. Унда номаълум функция у(х) 
ушбу

у"2 = 2С(х + ~ j ,  С = const, г/ >0

куринишга эга эканини текшириб куриш ь;ийин эмас. Бу эса С Ф  О 
булгани учун параболадан иборат.

Масаланинг шартига кура, шу эгри чизи^ Ох у^ига нисбатан 
симметрик булади. Шунинг учун ю^оридаги функцияда у <  0 були- 
ши ^ам мумкин  ̂ Шундай ^илиб, цуйилган масалани текисликда кур- 
сак, ёр>тлик манбаи параболанинг фокусида булади.

Агар параболани Ох уци атрофида айлантирсак, айланма пара­
болоид’ ̂ осил булади. Демак, кузгу формаси айланма дараболоиддан 
иборат булиб, О ну^та унинг фокусида ётади.

6-м а сала. ^айвонларнинг бирор тури узгармас му^итда ало̂ и- 
да яшасин дейлик. Урчиш ва улишнинг даврийлигини ^исобга олмай 
курилаётган тур индивидуумлари сонининг узгариш. ^онунини топинг.

Масаланинг шартига кура ва^тнинг берилган кичик интервалида 
урчиш ва улишлар сони берилган моментда индивидуумлар сонига 
пропорционал булади. N индивидуумлар сонининг усиши курилаёт-' 
гаи интервалда N сонига пропорционал булиб, бу усиш интервал 
кичик булганда унинг узунлигига ^ам пропорционал булади. Шун-
*" * . ‘ dN \дай ^илиб, N сон t нинг функцияси ва унинг усиши |яъни —  jN (t )
га пропорционалдир. N (t) функцияни узлуксиз ва узлуксиз чиффе- 
ренциалланувчи деб к;арасак, ушбу

йШ  = гЫ{1), N (t0) = N0> 0
at

дифференциал тейгламага эга буламиз, бу ерда е — пропорционаллик 
коэффициент« («усиш» коэффициента). Урчиш к;онуни дифференциал 
тенглама бил ан берилган функциянинг куриниши N (t) = N0/A ‘ ~ <*> 
эканига ишонч ^осил к.илиш ^ийин эмас. Бундан келиб чицадики, 
вацт арифметик прогрессия буйича узгарса, индивидуумлар сони гео­
метрик прогрессия буйича узгаради. Агар е > 0  булса, N усади; 
агар е < 0  булса, N камаяди. е = 0 булганда N = const булиб ур­
чиш улишни тула цоплайди.

Бу масалада му^итни узгарувчан деб ^исоблаш ва бу му^итда 
^айвонларнинг бир неча тури яшаяпти деб ^араш, сунгра турларнинг 
орасидаги баъзи муносабатларга к;араб ^ар бир тур индивидуумлари 
сонининг уэгариш ^онунини топиш масаласини ^ам ^уйиш мумкин. 
Биз бунга тухталмаймиз.
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1 ~ б о б

ДОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 
ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1- §. ЕЧИМ ТУШУНЧАСИ. КОШИ МАСАЛАСИНИНГ К^ЙИЛИШИ

Даставвал биз биринчи тартибли битта дифференциал тенгламани 
курамиз. Юкорида

Р(х , У, У') = О (1.Г)
тенгламани биринчи тартибли ^осилага нисбатан ечилмаган оддий 
дифференциал тенглама деб атадик, унда х — эркли узгарувчи, у —
унинг номаълум функцияси, у' эса номаълум функциянинг 30-
силаси. (1.Г ) куринишда ёзиладиган тенгламаларни биз 3-боб да 
урганамиз. Хозир (1.Г) нинг му^им хусусий ^олига тухталамиз. 
( 1.Г ) тенглама учта х, у ва у' узгарувчини бор лай ди. Баъзи лол­
ларда бу тенглама у' ни х ва у нинг функцияси сифатида аниклай- 
ди, Бу ^олда (1.1') тенглама ушбу

^  = У) (1.1)ах

дифференциал тенгламага тенг кучли булади. ( 1.1) тенглама, одат- 
да, хосилага нисбатан ечилган дейилади. Куп ^олларда (1.1) кури- 
нишдаги тенгламаларни урганишнинг ^улайлиги бор. Энди биз (1.1) 
тенглама ( 1.1') ни у' га нисбатан ечищ натижасида ^осил булган 
деб карамасдан, балки (1.1) да ¡(х, у) функция Г  со̂ ада*> берил- 
ган деб караймиз. Мазкур бобда ана шундай дифференциал тенгла­
маларни у’рганамиз.

1.1-таър ’иф. ( 1.1) тенглама берилган брлиб, унда?(х, у) 
функция И2 текисликнинг Г сохасида анщланган булсин. Агар I  
(очиц, ёпиц. ёки ярим очщ) интервалда анщланган <р (х) функция 
учун цуйидаги уч шарт:

1°. (X, Ф(Х))6 Г, Г с: Л 2, ха,
2°. ф(х)еСЧ1)*% (1.2)
3°. =  / (х, ф(х)), Хб/,

йх

*) Со^а дейилганда фа^ат ёшщ ёки фа^ат очик Сорланган т^пламни тушуниш- 
ни келишиб оламиз. ^айд ^иламизки, агар берилган Г  тупламнинг ихтиёрий икки 
ну^тасини туташтирувчи ва шу тупламга тегишли бирор чизщ мавжуд булса, у 
^олда Г  туплам' борланган дейилади.

**) Агар 1 интервал ёпи^ булса, у з̂ олда унинг чап учида унг ^осила, унг 
учида эса чап косила назарда тутилади. Кейинги муло^азаларда хам шуни назар- 
да тутиш лозим.
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бажарилса, у хрлда бу функция 1 интервалда ( 1.1) дифференциал 
тенгламанинг ечити дейилади.

Агар ф (х), х£/ функция ( 1.1) тенгламанинг ечими булса, у (1.1) 
тенгламани каноатлант и рад и, деб ^ам айтилади.

( 1.1) дифференциал тенгламанинг ^ар бир у = ф (х) ечимига мос 
келган эгри чизик (яъни у = ф (х) функциянинг графиги) шу тенгла­
манинг интеграл эгри чизири (ёки соддагина, интеграл чизиги) 
дейилади.
0 Ушбу ^  — 2х тенглама учун Г  = Я2 булиб, ф (х) = х2+ 1 функ­
ция К1 тупламда (яъни — оо< д ;< + о о  интервалда) ечим булади. 
Хаки!\атан, таърифга кура:

1°. (X, Х2+ 1) 6R3, X6R1; 2°. Х2+ 1 6C4R1); 3
Шунга ухшаш, —

dx
1

й (хг+  1) 
dx 2х.

' -А
,_____ тенглама учун / = (— 1, 1) К'либ,У 1 — х2 "

Ф (а) = arc sin х — 2 функция шу (— 1, 1) интервалда ечим булади.
Бу ^олда Г (х, у): — 1 < х <  1, — — - • 2 <  у с  --- я | (G- чизма).

( 1.1) тенгламанинг ечими баъзи лолларда 
ошкормас Ф(х, у) = 0 куринишда булса, 
баъзи >;олларда параметрик х = х (t), у — у (t),
¿о<*<^> x '(t )  Ф  0 куринишда булиши мум- 
кин. Хулоса килиб айтганда, тенгламанинг 
берилишига караб унинг ечими ^уйидаги 

у = ф(х); Ф  (х, у) == 0;
- х — X (t), У — У (t) 

куринишлардан бирортаси ор^али ёзилади.
Коши масаласининг ^уйилиши: (1.1) 

тенглама берилган булиб, унда f (х, у) функ­
ция R2 текисликнинг Г  со^асида аниклан- 
ган, узлуксиз ва / интервал х у^идаги ин­
тервал булсин, х0 ни уз ичига оладиган / 
интервални ва шу I  интервалда аниклан- 
ган узлуксиз дифференциалланувчи ^амда 
ушбу

1°. (х, Ф(Х ) )6Г ( Х 6 -/),
2°. ф!(х) =  /(х» ф(х)(х£/),
3°. ф (х 0) = уи, (х0, г/0) б Г

шартларни каноатлантирувчи у — ф(х) функцияни топиш талаб эти- 
лади. Бу масала кискача

y ' = f ( x , y ) ,  У{х9) = У о
каби ёзилади ва (1.1) тенглама учун Коши тасаласи (ёки бошлан- 
рич масала) деб айтилади. Юкрридаги 1°, 2 ва 3° шартларни i\a- 
ноатлантирадиган функция 1 интервалда (К) Коши шасаласининг 
ечими дейилади. Яна (К ) масаланинг ечими ф(х) х0, у0 бошланрич 
^ийматларга эга ёки ф(х0) = г/0 бошлангич шартни ^аноатлантиради, 
деб юритилади.

6 - чизма.

(1.3)
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Энди Г ссцанинг (К ) масала ягона ечимга эга буладиган (х, у) 
ну^таларидан тузилган к,исмини [D* с  Г Ф 2=  Г) деб белгилайлик. 
Шунга кура £>* тупламнинг ^ар бир (х, у) нук т̂асидан ( 1.-1) тенгла- 
манинг ягона интеграл ч и з и р и  утади.

1.2-таъриф. (1.1) дифференциал тенглата ва х, С узгарувчи- 
ларнинг бирор узгариш со^асида аницланган %ашда х буйича уз­
лу ксиз дифференциалланувчи

функция берилган брлсин. Агар ихтиёрий (х, у) 6 D*2 нуцта уч$к
(1.4) щносабат С нинг

| С = г|) (х, у) (1.4')w
ций’матини бир кийтатли ан щласа ва б у цийматни ушбу

тенгликка цуйиш натижасида (1.1) тенглата хосил булса, у цол- 
да (1.4) функция (1.1) тенглашанинг D\ туплатлда анщланган уму- 
ший ечиши дейилади.

(1.4) функция ихтиёрий узгармас С га боглик; ва демак, (1.4) 
га чизшузар оиласининг тенгламаси деб ь;араш мумкин. Баъзида С 
ни параметр деб ^ам юритилади.

1.3-таъриф. (1.1) тенглаш ва (1.4) чизщлар оиласи берил­
ган булсин. Агар: 1) ф(х, С) функция I  интербалда х буйича уз- 
луксиз хосилага эга булса; 2) %ар бир (х, у) £ нуцгпа учун (1.4) 
щносабат С нинг« (1.4') цийтатини бир ций'матли анщласа;
3) y — <f(x, г|з(х, у)) функция ( 1.1) тенгламанинг е ч и т  б$лса, у 
%олда (1.4) функция (1.1) тенглашанинг умумий ечими дейилади.

Хар бир ну^тасида Коши масаласи ягона ечимга зга буладиган 
ечим хусусий ечит дейилади. Таърифдан куринадики, D* тупламнинг 
^ар бир нуцтасидан хусусий ечимга мос келган интеграл чизиц 
утади.

Дифференциал тенгламалар назариясида (1.1) тенгламанинг барча 
ечимларини топиш асосий масала ^исобланади. Барча ечимларни то- 
пиш жараёни дифференциал тенгламани интеграллаш (ечиш) дейила­
ди. Агар (1.1) тенгламанинг ечимини элементар функциялар ва улар- 
нинг интеграллари ёрдамида ёзиш мумкин булса, у ^олда диффе­
ренциал тенглама квадратураларда интегралланади дейилади.

Ю^оридаги белгилашлардан D — D JD m2 тупламнинг х,ар бир (х, у) 
ну^тасидан утадиган интеграл чизи^лар ягона эмаслиги келиб чита­
ли. >̂ ар бир ну^тасида ечимнинг ягоналиги бузиладиган ечимлар 
тахсус ечишар дейилади. Умумий ечим формуласи (1.4) махсус 
ечимларни уз ичига олмайди. '  •

У = Ч> (х, С) (1.4)

(1.4")

Агар
Ф (х, у, С )-  О (1.4'")

муносабат D! тупламда у — ф (х , [С) ~ умумий ечимни аник.ласа, у



Холда (1 А"*) ни ( 1.1) дифференциал тенгламанинг умумий интеграла 
дейилади. Шундай ^илиб, биринчи тартибли дифференциал тенгла­
манинг умумий ечими у =  ф (х, С) битта ихтиёрий узгармас сонни 
уз ичига олади. Бир параметрли силлиц чизиклар оиласининг диф­
ференциал тенгламаси биринчи тартибли дифференциал тенгламадан 
иборат.

Хакдаатан, (14) силлйк; чизиклар оиласи берилган, яъни ф(х, С) 
функциянинг аникланиш сох.асида узлуксиз Ф^(х, С) ва Ц>с(х, С) хр- 
силалар мавжуд булсин. (1.4) ни х буйича дг.фференциаллаб куйи- 
дагини ^осил ^иламиз:

у '= у х(х, С).- (1.4")
Агар (1.4") нинг унг томони С га бог лик, булмаса, биз С ни чика- 
риб ташладик деб ^исоблаб,

У'= 4>х{х)
дифференциал тенгламани ^ссил киламиз. Агар (1.4") нинг унг то­
мони С га богли^ булса, (1.4) нинг унг темени х̂ ам' С га богли  ̂
булади, яъни Ф с (х ,  С ) ф  0. Шунинг учун (х 0, С с) ну^танинг бирор 
атрофида С ни х ва у нинг функцияси С — ^ (х, у) сифатида аник;- 
лашимиз мумкин. Равшанки, í  ва С лар буйича ^ (х , ф (х , С)) = С 
айният уринли. С учун топилган к̂ ийматни (1.4") га куйиб,

у '= % (х , ^;(х, у))
биринчи тартибли дифференциал тенгламага эга буламиз. (1.4) функ­
ция ихтиёрий С учун шу дифференциал тенгламанинг ечими эканига 
ишонч ^осил ^илиш кийин эмйс.

Ю^оридаги муло^азалар берилган. силлик; чизиклар оиласининг 
дифференциал тенгламасини топиш йулини ^ам курсатади.

Масалан, у — Се* чизиклар оиласи берилган булсин. У  ^олда 
у '= С е х= у . Изланган дифференциал тенглама у '— у булади. Рав­
шанки, бу тенгламанинг умумий ечими: у =  Се*. ■

(1.1) дифференциал тенгламанинг (1.3) муносабат уз ичига олма- 
ган ечимлари ^ам булиши мумкин. Биз кжорида бундай ечимларни 
тахсус ечим деб атадик. Махсус ечимларни топиш усулларига ке- 
йинрок; тухталамиз.

Агар умумий ечим маълум булмаса-, Кеши масалаеини ечиш цийин- 
лашади.' Бунда дифференциал тенглама такрибий интеграллаш ме- 
тодлари ёрдамида ечилади. Биз бу методларга тухталмаймиз.

М и с о л л а р .  1 . г/ =  sin (jc -f- С), — оо < х < +  оо, — оо < С < +  оо чизиц« 
лар оиласининг дифференциал тенгламаси топилсин.

Ушбу
у '=  eos (х +  С), 
у =  sin (х +  С)

муносабатлардан у '— Y 1 — у2, \у \ < 1 , — < х  < +  00 дифференциал тенгла­
ма келиб чи^ади.

2 . у '— у ctg х, 0 < х < п, — оо < г/< +  оо дифференциал тенгламанинг

ч I ) -
2  щартни цаноатлантирадиган ечими топилсин.
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Берилган тенгламанинг умумий ечими у =  С sin х б^либ, ундан щартга кура 
я

2 =  Csin-:r ёки С =  4 булади. Демак, ф (л:) =  4 sin л: функция изланган ечимдир.о

2 - §, М АВЖ УД ЛИ К ВА ЯГОНАЛИК ТЕОРЕМАЛАРИ

«Хар бир (1.1) куринишдаги дифференциал тенглама учун Коши 
масаласи ( (1.1), (1.3)) нинг ечими борми ёки йу1\ми? Агар бундай 
ечим бор булса, улар нечта? Биттами, иккитами?» — деган саволлар- 
га жавоб бериш керак булади. Сунгра «Качон Коши масаласи ечим- 
га эга эмас?» — деган саволга жавоб бериш мумкин булади.

Ю^оридаги саволларга жавоб берадиган теоремалар мавжудлик ва 
ягоналик теоремалари деб юритилади. Куйида улардан асосийларини 
келтирамиз.

1.1-теорем а (Ко ш и  теоремаси) .  Агар f(x , у) функция Г 
cocada аницланган ва узлуксиз булиб, унинг у бС/йича хусусий %о-
силаси бирор Q (QC Г ) cocada анщланган ва узлуксиз
булса, у %олда:

I o. (1. 1) тенгламанинг х0 ни г/з ичига оладиган бирор интер- 
валда аницланган ва %ар бир берилган (х0, yB)£ Q  нуцта учун 
у (х 0) = у0 бошлантч илартни цаноатлантирувчи ечи'ми мавжуд.

2° Агар (1.1) тенгламанинг иккита у — <р(х) ва у = (х) 
ечимлари х0 да устма-уст тушса, яъни ф (хй) ---^(хь) ~  уй бул­
са, у уолда бу у — ф (х), у = ^ (х ) ечишар анщланиш со.халари- 
нинг умуыий щсмида устма-уст тушади.

1. 4-таъриф. Aeapf(x , у) функция Г cocada анщланган бу­
либ, шу функция учун шундай тусбат L сон мавжуд булсаки, их- 
тиёрий (х, í/ОбГ. (х, у2) нукргалар учун ушбу

\ f (x , Í/1>—  í(x , í/2)| <  L \ y y  —  Уг\ ( Ц

тенгсизлик бажарилса, у цолда f (х, у) функция Г cocada у буйи- 
ча Липшиц шартини цаноатлантиради дейилади, L  эса Липшиц 
{¡згар'маси дейилади.

1.2-теор ем а  ( К о ш и — П и к а р — Лин д е  л еф те о р е м а ­
си). Агар [ (х, у) функция Г  cocada х ва у буйича ашщланган ва 
узлуксиз булиб, Г  cocada у буйича Липшиц шартини каноатлан- 
тирса, у уолда шундай узгармас /г >  0 сон топиладики, натижада
( 1.1) тенгламанинг (х0, уй) ¿ Г  булганда (1.3) бошлангич шартни 
цаноатлантирадиган ва I —{х: \ х — ха j < h) ёпиц интервалда 
аницланган ягона ечими. мавжуд булади.

1. 3-теорема  (П е а н о  теоремаси ) .  Агар f(x, у) функ­
ция Г  cocada анщланган ва узлуксиз булса, у %олда Г соланине 
берилган ( х0, у0) в Г  нуктасидан (1. 1) тенгламанинг камида бит- 
т а  интеграл чизири tjmadu.

Ю^оридаги теоремаларнинг ^улланилишига дойр мисол курайлик. 
Ушбу



Ко1ни масаласида Г = Н2, — \ у  га к5'Ра

<г=&и<?2. Q<= Г
экани келиб читали, Равшанки, Г  = (2и{(х, у)', г/= 0} ва (— 2,1) 6

4 “ /* + С\ЗЙЙ
6 <32с : ( ) с : Г .  у ' = у тенгламанинг умумий ечими у — | I —
кубик параболалардан иборат. Бундан х — — 2; у = 1 булганда С=5

( X ! 5 з| булиб,
3 ,/

бу ечим (¡2 да ягонадир. Бунга ишонч ^осил килиш учун, масалан, 
Коши теоремасининг шартлари (—2,. 1) ну^тада берилган дифферен­
циал тенглама учун бажарилишини текшириб чикиш кифоя.

Ушбу
_2_

Ь '  = г/3 .
\у(—2) = 0

Коши масаласини курсак, унда Г — Ца ва (—2, 0)([Г. Аммо (—2, 0)

ну1\ т а д а = §■ У 3 функция узлуксиз эмас. Демак, Коши тео­
ремасининг шарти бажарилмайди. Шунинг учун ягоналикни тасди^- 
лаб булмайди. Аслида (—2, 0) нуктадан утадиган интеграл чизик- 
лар сони санок.сиз (континуум) тупламни ташкил этади. Дакикатан,

/ X Л- 2 3 " * ■(—2, 0) нуцтадан у = ' — | кубик парабола утади ва у интеграл
чизш\дан иборат. Шу (— 2, 0) нуцтадан у = 0 инте?рал чизик; ^ам 
утади. Шунинг учун, масалан, ушбу

|(~ 3~~)3* аГ3  ̂ Х ^ ^  булса,
<р (*)=.> 0, агар — 2 < х < — к, & > —-2 булса,

11 I , агар .V > —к булса

функция берилган тенгламанинг И2 да ани^ланган ечими булади. 
Бундан к нинг ^ар бир кийматида унга мос ечим ^осил <\илиш мум- 
кин. & нинг & > — 2 тенгсизликни ^аноатлантирадиган ^ийматлари 
саноксиз тупламни ташкил этгани учун ккоридаги тасдикнинг туг- 
рилиги келиб чи^ади.

_2_

Курилган масалада ¡(х, у) — у 3 функция На да узлуксиз. Пеа- 
но теоремаси буйича Ка нинг ихтиёрий тайинланган нуктаси- 
дан берилган дифференциал тенгламанинг камида битта интеграл чи- 
зиги утиши керак. Юкоридаги мулохазаларга кура К2 нинг ихтиёрий



тайинланган нук/гасидан саиокриз интеграл чизицлар утади, аммо 
V JL  

Qi ёки Q2 тупламда каралган у1 = у 3 дифференциал тенгламанинг 
бу тупламнинг (Qx нинг ёки Q,t нинг) .̂ эр бир тайинланган нуктаси- 
дан ягона интеграл чизири утади.

Ушбу

у = y f= r>  г  == {*• у)'-— 1< х <  1. —°= < ^ < + ° ° }
дифференциал тенглама учун у (— 2) — 0 шартни каноатлаатирувчи 
ечим мавжуд эмас, чунки (—2, 0) i  Г.

Х у л о с а .  1 . ( 1. 1) дифференциал тенгламанинг ечимлари сони чексиз куп. 
Хусусий ечимларни у =  ф (х . С), С — ихтиёрий узгармас, формула ёрдамида то- 
пилади. Шунинг учун (1. 1) тенгламанинг барча ечимлари сонини топиш масала- 
сини к<'йиш зарурати йук;.

2. (1. 1) дифференциал тенглама унун Коши масаласи ечимга эга булганда, 
шу масала ечимларининг сонини ашщлаш му^им а^амйятга эга.

Мавжудлик ва ягоналик теоремаларида ф(х) ва -ф(Х) ечимлар 
узлари ани^ланган интервалларнинг умумий ¡̂ исмида бир хил були- 
ши ^акида ran боради. Жумладан, агар ф (й  функция 1Г = {x:r1<i 
<л'С/-2} да, Ф (х) функция ! s — {x:sx< x < s z} да аншушнган ва 
х0 € /г П /s учун ф (х0) = ^ (*<>) булса, у з̂ олда

Ф(л-) =  ф(х), л:€/г П /s- 
Лекин бу| тасдивдан 1Г = I s экани зшцор келиб чикдоайди. Агар 
] г :о /5 булса, I s да аникланган г/ = ijj (х) ечим у = ф (х) ечимнинг 
давоми дейилади. Бизни, албатта, давом эттириш мумкин булмаган 
ечимлар. цизиктиради. Бундай ечимларни давожиз ечимлар деб юри- 
тамиз. Аникрори, vazap у — ф (х )  функция (1. 1) тенгламанинг 1Г 
интервалда аникланган ечими булиб, шу ечимнинг давошдан ибо- 
рат булган %гч кандай ечим, 'мавжуд булмаса, у холда у — ф(я) 
ечиж давомсиз ечим дейилади.

Давомсиз ечимларнинг ани^ланиш интервали / шу ечимлар аниц- 
ланишининг максимал интервали дейилади. Кейинрок; ( 1-бэб, 11-§ 
га каранг) у5ар бир ечим давомсиз ечимгача ягона усул билан давом 
эттирилиши мумкинлиги исботланади.

Бундан кейинги муло^азаларда интеграл чизи^ сифатида давом- 
CHS ечимнинг графиги тушунилади.

1̂ айд ^иламизки, у — у (х) ечимнинг геометрик маъноси сифати­
да ф(х) функциянинг графиги тушунилган эди. Энди (1.1) тенг­
ламанинг геометрик маъносига тухталамиз: Г  со^анинг ^ар бир 
(х, у) нуцтасидан f(x, у) бурчак коэффициентли I (х, у) турри чи- 
зи!\ни утказамиз. Сунгра х,ар бир (х, у) нук,тада тегишли I (х, у) 
турри чизик, буйлаб йуналган, Ох у'Ц билан arctgу' бурчак ташкил 
этадиган стрелкаларни к;уйиб чикамиз. Натижада (1. 1) тенгламага 
мос йуналишлар тайдони зфсил булади.

}̂ ар бир- у — ф (х) интеграл чизик; узининг ^ар бир (х, ф (х)) 
нук;тасида I (х, ф (х)) турри чизиода уринади, Бу эса (1. 1) диффе­
ренциал тенглама билан унинг ечими орасидаги богланишни беради.



3-§. ИЗОКЛИНАЛАР 1

( 1. 1) дифференциал тенгламани курайлик. Дар бир (х, у)£Т 
ну^та учун./(я, у) ми^дор (х, у) ну^тадан утадиган интеграл чи- 
зшда (агар у мавжуд булса) утказилган урййманинг бурчак коэф- 
фициентини ифодалайди. Бундан интеграл чизицларни гахминан 
чизишда фойдаланиш мумкин. Щу ма^садда изоклина тушунчасини 
киритамиз.

1. 5-таъриф. Изоклина деб твкисликдаги шундай нуцталар- 
нинг геожтрик уркига айтиладики, у нуцталарда берилган (1,1) 
дифференциал тенглама интеграл чизицларига утказилган урин- 
малар Ох щининг муобат йуналиши билан бир хил бурчак тсии- 
кил этади.

Таърифга кура, изоклина тенгламаси

к^риншдда булади. Аввал шу таърифга дойр мисол курамиз.
Ушбу у' = х2 — у дифференциал тенглама берилган булсин. Бунда

х Г = R* булиб, ихтиёрий (х, у) £ Г учун — — — 1. Коши теоре-
С: масига кура R2 текисликнинг ихтиёрий (х, у) нуктаси ор^али бе- 
чч  рилган дифференциал тенгламанинг ягона интеграл чизири утиши 
^  келиб чи^ади. Демак, интеграл чизи^ларни чизиш г̂ а̂ ида мулохаза 

юритиш маънога эга. Изоклина тенгламаси х%— y — k, k — const. 
^  Бу R 2 текисликда ботик;лиги ю^орига караган параболалар оиласи- 

дан иборат. k нинг ^ар бир к;ийматида тегишли изоклинага эгамиз. 
Жумладан, k = 0 да у — r*. k — 1 да у = х% — 1, k = — 1 да у =
— xs +  1 ва боццалар. Равланки, у — х2 параболани интеграл чи- 
зиклар кесади ва кесишиш ну^таларида интеграл чизиклар горизон- 
тал уринмаларга эга булади (7-чизма, а). Шунга ухшаш, у — х2— 1 
параболани кесадиган интеграл чизтугарнинг 5̂ ар бир ну^тасида 
уринманинг бурчак коэффициента 1 га, у ~  х2 +  1 учун эса тегиш­
ли бурчак коэффициент— 1 га тенг (7-чизма, б, в). Дар бир изок-

f(x, у) = k, k ~  const

У
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лин а кесиб утишдаги йуналишларни 
стрелкалар билан к;урсатамиз. Нати- 
жада текисликда йу'налишлар майдо- 
ни ^осил булади. Текисликда ихтиё- 
рий (х, у) ну^тани олайлик. Бу 
нуцтадан утадиган шундай эгри чизщ 
чизамизки, бу чизи^ узининг ?̂ ар бир 
нуцтасида тегишли майдон йуналиши- 
га эга булсин. Бу чизик, (х, у) ну^та- 
дан утадиган интеграл чизии;ни тах- 
минан тасвирлайди (8-чизма).

Маш^. Ушбу дифференциал 
тенгламаларнинг интеграл чизи^ла- 
рини изоклиналар ёр^амида тахминан 
чизинг:

1 . у ' — а, а =  consl;

2. у ' =  2х — 1 ;

3. у ' =  JL iX
я |  л4. у ' =  — •

У

4- §. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ СОДДА ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Биз бу параграфда содда дифференциал тенгламаларнинг икки 
турини интеграллаш билан шугулланамиз.

1. dydx — f (х) куринишдаги тенгламани интеграллаш. f (х) функция 
бирор I  интервалда узлуксиз булсин. Бу ^олда умумий ечим

X
У(х) — | f(l)dc, + С, х £ /, х0 ÇI, (С — ихтиёрий узгармас) кури­

ло
нишда ёзилади. Ундан y' = f(x). С нинг С = 0 к,иймати тенглама- 
нинг г/(х0) = О шартни, С = у0 киймати эса у (х0) = у0 шартни ца- 
ноатлантирувчи ечимига мос келади.

Берилган дифференциал тенг- 
лама учун

Г — {(х, у):х£1,
— оо<у<;-{-оо}

(9- чизмага ^аранг, унда 1= {x :rv<
<  х <  /"о}.
Энди Г со^анинг ихтиёрий (х0, у0) 
ну^тасини олайлик. Унга С = уд 
турри келади. Бундан Г со^анинг 
ихтиёрий ну^тасидан берилган 
дифференциал тенгламанинг фа- 
кат битта интеграл чизиги утиши 
келиб чикади.

■ >
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М а ш к;. Ушбу

1. ^  =  Sxa. 2. <î l  =  c o sx , * £ R ;  3. %l =  — L - x £ f t .  
dx  dx dx  1 -f- x 2

дифференциал тенгламаларни интегралланг ва интеграл чизшумрини чизинг.

2. = g(y) куринишдаги тенгламани интеграллаш. Бу тенгла- 
мада g (у) функция / интервалда узлуксиз ва нолга айланмайди 
дейлик. Агар берилган тенглама ÿpmira

d x __ I
dÿ — ~8{у)

тенгламани курсак, бу ^олда F  (у) = функция ^ам 1у интер­
валда узлуксиз бÿлaди. Щундай экан, охирги тенглама учун аввал- 
ги пунктдаги мутщазаларни юритиш мумкин. Бошкача айтганда, 
тегишли тенгламанинг умумий ечими

У

X (у) = | -77|- (11+ С, у ÇIу, у0 Ç1 у [(С — ихтиёрий ÿ3rapMac)
Уа-

куринщнда ёзилади.

Э с л а т м а .  Ю^орида курилган содда дифференциал тенгламаларда /( х) ва 
8 (у) функциялар тегишли интервалда узлуксиз ^амда g (у) нолга айланмайди 
деб ^аралди. Агар / (х) функция I х интервалда битта ёки бир нечта нуцтада
1-тур ёки 2 -тур узилишга эга булса, бу г̂ олда берилган дифференциал тенгла­
ма учун ечим ва умумий ечим тушунчасини киритиб, «интеграл чизи^лар» устида 
гапириш мумкин эди. Шунга ухшаш, g (у) функция интервалда узлуксиз ва 
битта ёки бир нечта ну^галарда нолга айланган ^олда >$ам ечим тушунчаси ва 
«интеграл чизи^лар» ^а^ида флкр юритиш мумкин эди. Биз бунга тухталмаймиз,

5- §. УЗГАРУВЧИ ЛАРИ  АЖРАЛАДИГАН Д И ФФЕРЕН Ц И АЛ ТЕНГЛАМ АЛАР

Ушбу
d£  =  f ( x) g( y)  (1-5)

куринишдаги Гтенгламалар узгарувчилари ажраладиган дифферен­
циал тенглаиалар дейилади. (1. 5) дифференциал тенгламани ин­
теграллаш билан шугулланамиз.

1.4-теорема. Агар f(x) функция Iх интервалда, g (у) функ­
ц и я I  интервалда услуксиз булиб, g(y)¥=L0, у£1у булса, Q — 
= {(х, у )\xÇjx, у E ly} mÿppu туртбурчакнинг ихтиёрий берилган 
инки (х0, у0) нуктасидан (1.5) дифференциал тенгламанинг фа- 
цат б и тта  интеграл чизири утади.

Исбот. Теоремани исботлащ учун (1.5) дифференциал тенгла­
манинг (х0, у0) 6 Q нуцтадан утадиган интеграл чизири борлигини 
ва унинг ягоналигини курсатиш кифоя. (1.5) тенгламанинг îp (хй)= уа
2* 19



шартни цаноатлантирадиган у*= у(х) ечими бор 'деб фараз этамиз. 
У  ^олда * .

~f(x)g(cp(x)), (х, cp(x))£Q.

Бундан

~Т  7T, — f (x)dx, (х, ф (x))eQ, е (<р (*))
чунки g (у )ф  0, у£1у. Охирги тенгликнинг  ̂ икки томонини х0 дан 
х гача интеграллаймиз:

! # ( ф Ш )  ■)
X, Xо

ёки
<р (*) х

.) г (Ф© )  J 1 [ )Ф <jre) = уа х0

Агар Ф  (у) функция учун, F  (х) функция эса ff(x) учун
бирор бошланрич функция булса,- у ^олда тенглик бундай ёзилади: 

Ф(Ч>(х)) — Ф(Уо) = ^ (х )~ Р (х 0). (1.6)
ё(у)~-5̂ 0, у £ / га кура Ф  (у) функция / интервалда монотон функ.

I
циядир, чунки Ф ' (у) = Yiy) ^  0- Шунинг учун (1.6) тенгликни ф(х) 
га нисбатан бир цийматли ечиш мумкин:

Ф (х) =  Ф “ 1 [Ф (у 0) +  F ( x ) ~ F  (*„)], (1.7)

бунда Ф -1 функция Ф  га [тескари функциядир. Демак, 'тешили 
ечим бор деб фараз этилса, у ечимнинг ягоналиги ва (1.7) формула 
билан ёзилиши исбот этилади.

Энди (1.5) дифференциал те нгламанинг Ф(х0)= г /0 шартни к,а- 
ноатлантирадиган у — ф (х) ечими| борлигини исботлаймиз. Да^ика- 
тан, (1.7) формула билан ифодаланган ф(л') функция х0 нук,танинг 
бирор атрсфида (1.5) дифференциал тенгламанинг ечими булади. 
Бунинг учун (1.6) ни х буйича дкфференциаллаймиз:

■" У м ”  f ' W - F - W .
бундан

(*) = /(*) ёки * 2 £ L = f (x )g (  ф(дс)).

Равшанки, ф(х0) — Ф ~’(г/о) [ф_1 = Уо■ Шундай цилиб, (1.7) функ­
ция изланган ечимдир. 1.1 -теорема тула исбот булди.



Э с л з т м а .  Ю^оридаги мулохазалар (1.5) дифференциал тенглаыанииг уыу- 
мий ечимйни ёзишга имкон беради. Агар 1.1-теореманинг шартлари бажарилса, у 
холда (1.5) нинг ^амма ечимлари ушбу

формула (С — ихтиёрий узгармас) ёрдамида ^фодаланадк. Х,акикатгн Ф (*0) =  у9 
шартни цаноатлантирган у =  ф (дг) ечим учун (1.8) дан С =  0 келиб чи^ади. Шун- 
га ухшаш ^ар бир ихтиёрий олинтан (хх, ,1/д) £ <3, (хг, Ух),ф (х0> у0) нуцтага С 
нинг факат битта циймати мос келади.

М и с о л. Ушбу

дифференциал тенглама интеграллансин.
Бу (1.5) куринишдаги дифференциал тенгламадан иборат. (1.8) формулага 

кура

3. —■ =  еу э т  х, (х, у) £ 1*2;

6-§. БИР ЖИНСЛИ ВА УНГА КЕЛТИРИЛАДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ
ТЕНГЛАМ АЛАР

1. Бир жинсли тенгламалар.
1.6-таъриф. Ушбу

крринишда ёзиладиган тенгламалар бир жинсли дифференциал 
тенглама дейилади.

У X
(1.8)

4у _  1 + уа
¿X 1 + X3 ’ С =  {(*> у) -— °° <  х < +  ос. —  00 < У < +  ° ° }

У х

деб ёзиш мумкин.
М а ш ц .  Ушбу дифференциал тенгламалар [интеграллансин:

2 У) ^ Я2. У > О-

о ¿Л.

(1.9)
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(1.9) тенгламада h (^ j  функция фацат -L нисбатнинг функ.
цияси булиб, у нолинчи тартибли бир жинсли функциядир*>. 

h(u) функция a<iu<cb интервалда аникланган дейлик. (а
а< Си^Ь, а ^ и ^ Ь  интерваллар учун ^ам муло^азалар 

шунга ухшаш булади.) х > 0  булганда /г/— , функция ах<С.у<ах
 ̂ \ X '

тенгсизликлар билан аникланган со^ада, х < 0  булганда эса Ьх<С 
<С у < а х  тенгсизликлар билан аникланган сох,ада берилган булади. 
Икки х;олда >̂ам бу со^ани Г  деймиз.

1.5-теорема. Агар h (u ) функция а<С и <Cb интервалда 
узлуксиз булиб, шу интервалнинг барча нуцталарида Н(и)ф и

булса, %ар бир (х0, у0) 6 Г ну^та- 
дан (1.9) дифференциал тенгла'На- 
нинг фацат б и тта  интеграл чи- 
зиги утади.

Исбот.  у — их десак, (1.9) 
тенглама

хи' + и — h(u)
куринишда ёзилади. Ундан ^ушбу 

du И. (и) — и 
dx х

10-чизмй. узгарувчилари ажраладиган диф­
ференциал тенгламага келамиз.

5-§ даги белгилаш ларга кура f (х) — g(u) = h(u) — и ва
g (u )ф 0 , а < и < Ь . Демак, Г со^анинг ихтиёрий берилган (х0, у0) 
ну^тасидан битта интеграл чизик утади (10- чизма). Умумий ечим 
эса (1.8) формулага кура топилади. Аницмас интеграл куринишдаги
ушбу

.d x __ Г du
х J h (и) — и

муносабатдан умумий ечим формуласи

In | х \ = Ф  (и) +  С ёки In | х | = Ф I ] +  С

келиб чи^ади. Бу ер да Ф(и) функция д  ̂ -— функциянинг бирор

бошлангичи. Агар h , — 1 =  — булса, g ( y )^ y  ва g(y) = 0, у = 0
V X 1 X

*) Агар ушбу М  (k £, k г]) =  kmM  (|, rj), m Ç R ,  k £ R муносабат барча 
(S, ri) лар учун уринли булса, М  (|, т)) функция т- тартибли бир жинсли функ­

ция дейилади. т — 0 булганда М ( | ,  r|) —М 1̂ ,-jpj =  М*

Бир жинсли функциялар таърифини Л. Эйлер киритган.
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(* й сбулада. Агар й (и) = и, и — ии . . .  , ип булса, I ----интеграл-
«о

нинг «->и5(5 = 1, 2, . . .  , п) да я^инлашувчи ёки узо^лашувчи 
булишига ^араб и — ив (яъни ¡у — и,.*, 5 = 1, 2, . . . ,  п) чизи^лар- 
нинг з̂ ар бир нуцтасидан чексиз куп ёки битта интеграл чизиц утади

(11, а, б-чизма). Бунда ^ар бир у — и$х(з = 1, 2, . . .  , п) чизиц
(1.9) дифференциал тенгламанинг интеграл чизиги эканини ^исобга 
олиш лозим.

М аш ц. Дифференциал тенгламаларни интегралланг ва интеграл чизицла- 
рини чизинг.

1. * - ^ :  3. ^ / Г 7 [ 5 Т * ;  1 , 4 . й ^ + 1 !
йх X йх Г у х I с1х X К

йу X
2. —  =  —  —

йх у
Лу . У . У_  С05г — I —. 

х х

бу
2. Бир жинсли тенгламага келтириладиган тенгламалар. А, Уш-

\
а\Х +  Ьгу 4- сг

)
(1.10)йу _

йх V а%х + Ьгу + с2
дифференциал тенгламада/^н) функция бирор а<и< 6  интервалда уз- 
луксиз булсин. У  ^олда (1.10) тенгламани узгарувчилари ажрала- 
диган дифференциал тенгламага келтириш ^мумкин булган .̂ олларни 
урганамиз.
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I. С1 = С2 — 0 булган з̂ ол.
 ̂1 'чх±ь1У, дифференциал тенгламага эгамиз. Агар Д »  а,£

Ах \а2х-{-Ь}у1
— а Л ^ О  булса бу тенглама (1.9) куринишга келади, чунки

/ „  I «,йу __
с/*

Агар Д = О булса, — = — = & а2 &2
ёки ах—аЛ, 61 — деймиз. Бун- 
да ^  = /(А’), га келамиз. Бу диф­
ференциал тенгламанинг умумий 
ечими у = ¡(Щх +  С булиб, бурчак 
коэффициенти /(£) га тенг булган 

тугри чизик;лар оиласидан иборат [(12-чизма).
II.  С\+ С%ф О (яъни Сх ва С2 лардан камида биттаси нолдан 

фарцли) булган хрл.
Агар Д = 0 булса, у х,олда ах — аЛ, Ьх — ¿>2/г га кура:

12 - чи?ма.

(¡1 _  I ! к(а2х +  Ь2у) +  Сх 
йх \ к 2х + Ь 2у +  С2 )

Ушбу
г = а2х +  Ь2у -  (1. Н )

алмалгирляни бажарамиз, унда г — янги номаълум функция.
(1.11) дан у  — а2 +  Ь2 ^  курилаётган ^олда Ь„ =, 0 шарт 4- §

¿2  ̂ С1Х
да курдлган ?рлга олиЗ келади. Энди Ь2Ф 0 булсин.— =г — — __^йх 6, йх ь3
ни охирги дифференциал тенгламага к;уйсак,

1 ¿г

1 йг а, 
Ь2 йх Ь,

йг + С! 
г +  С2

еки
^ = :а „ + ь2Н ^ ± ^ - )
йх “ V г +  Со /г +  С2

дифференциал тенгламага келамиз.
Энди Д^О булсин. Ушбу

I X  —  ̂4“  Хд,

алмаштиришни бажарамиз.
йу ¿г] 
йх й\
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'  '  ах] — * ( а^  + ЬхЦ + а1* °+ Ьм° + с* \ (1 13)
сЦ \ (а21 +  м  +  а2х0 +  Ь2уа +  Сг/

(1,12) алмаштиришда х0 ва у0 сифатида
{а^  +  Ь^ +  Сх — О, 
\а2х +  Ьгу +  с3 = О

системанинг ечимини оламиз. Бу система ягона ечимга эга, чунки 
Д^М). Шундай цилиб, (1.13) бундай куринишга келади:

=  ? (а£ + М \ „
\о2|  +  Ьг1\)

Бу тенглама Д= 0̂ булганда мазкур параграфнинг I (цисмида ку- 
рилган.

Хулоса килиб айтганда, ('1. 10) куринишдаги дифференциал тенг­
лама Д ыинг ^ийматига к.араб, масалан, Д=0 булганда ё (1.11), ёки
(1.12) алмаштириш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган дифферен­
циал тенгламага олиб келинади.

Б. Б и т т а  с у н ъ и й  у сул[г а т у х та л а м и з .  (1.1) дифферен­
циал тенгламада

У = гт (1.14)
алмаштириш бажарамиз, бу ерда г — янги номаълум [функция, т — 
бирор ха^икий сон:

а1  т - 1  а г  т ,
а х =  тг  ах'  ̂ ах ^Х,г

бундан
%  = ~ г 1-т 1(х,гт )=: ё {х,г). (1.15)

Агар т  нинг бирор ^нйматида g(x, г) функция бир жинсли'бул- 
са, у ^олда (1.14) алмаштириш маънога эга булади.

М и ф л .
2

ХУУ' = 1 - < в —У* +  Уг,хф 0 , уфО, |*3/></а

дифференциал тенглама интеграллансин. Бу тенгламани интеграллаш учун аввал 
(1.14) алмаштиришни бажарамиз. Содда [хисоблашлар '

—  х-гт т £ п~ х —  ша У  х% _  г*т  I Лш
3 йх х 2

ёки

А г _  3 У  х*—гАт + г2т 
й х ~  2 т  х-г2т~ 1

булишини к^рсатади. Бу  дифференциал тенглама бир жинсли буяиши учун «=»
3 .1 _  _

“ — булиши равшан. Шундаб’цилиб, у = г 2. Бундан щ =  У  г*=  г\Гг , ^*=|г8| . 1е-
рнлган днффереициал тенглама ^уйидагича ёзилади:

Ух*~-г* + гз 
ах "** хг2



иЧи йх
V I  — ив х

дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграллаб, аввал и— —  дан, сунгра
2_ Х
3

г — у дан фойдалансак, дифференциал тенгламанинг умумий ечимини

. У2 агс з1п —— =  1пСх3
\хЩ

куринишда ёзиш мумкин булади (^исоблашларни тула бажариш китобхонга топ- 
шири лади).

7- §. ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕН ГЛА М АЛА Р

1. 7- таъриф. Ушбу
^  = а{х)у +  Ь(х) (1.16)
йх

крринишдаги тенгламалар биринчи тартибли чизицли дифференци­
ал тенглама дейилади.

(1.16) тенгламада а(%) ва Ь(х) функциялар бирор I  интервалда 
ани^ланган ва узлуксиз булсин. Демак, Г со^а текисликда у ихти- 
ёрий булганда х га цуйилган х £ [ шарт билан ани^ланади, яъни 
Г  = {(х,у): х£1, — о° <  у<  + °о}. Бу туплам интервалнинг кандай бу- 
лишига к;араб полоса (кенглик), ярим текислик ва текисликдан ибо- 
рат булиши мумкин.

1.6- теорема. Агар а(х) ва Ь(х) функциялар 1 интервалда аниц- 
ланган ва узлуксиз булса, у \олда Г соханинг ихти'ерий олинган 
(Л>> У о)' нуцтасидан (1.16) тенгламанинг / интервалда аниц- 
ланган б и тта  интеграл чизит угпади ва у

X X

У = (Уо +  § е~А{х)Ь(т) йх)еАМ , А(х) = |  а(т) йх (1.17)
*0 Х0

формула билан ифодаланади.
Исбот .  Аввало (х0, уа) ну^тадан’ утадиган интеграл чизи^нинг 

мавжудлигини текширайлик. Х^ки^атан, (1.16) дифференциал тенгла­
мада 1(х, у) = а(х)у +  Ь(х) булиб, бу функция Г со^ада ани^ланган
ва узлуксиз. Ундан ташкари, —— = а(х) ^осила / интерралда уз-

ёу
луксиз. Демак, Коши теоремасига кура Г соханинг ихтиёрий олинган 
(х0, у0) нуктасидан утадиган интеграл чизик; мавжуд ва ягонадир. 
Энди уша интеграл чизи^ни ифодаловчи функцияни излаймиз. (1.17) 
функция изланган функция эканини исбот этамиз. Бу функция учун 
у(х )̂ — у0 экани равшан. Унинг хрсиласини ^исоблайлик:

а(х)еА{х] = Ь(х) + а(х)у.

г  — их алмаштириш натижасида
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Шундай килиб, (1.17) функция учун ечим ^ацидаги ,1.4-таъриф- 
нинг шартлари уринлидир. (1.17) формулада иштирок этган функ- 
циялар / интервалда аник,ланганлигини ^айд к,иламиз. Демак, (1.17) 
функция I  интервалда ани^ланган. ва давомсиз ечим булади. Бу чи- 
зикли дифференциал тенгламаларнинг музрш хоссасидир. Теорема 
исбот буглди.

1.7-теорема. (1.16) диффе рен ци ал тенгдаманинг ум умий 
ечими

X
у — (С4- j  é~A(T)b(r)dr)eA(x), (С — ихтиёрий ÿ3rapMac) (117')

Ха

формула билан ифодаланади.
Исб]от. Равшанки, (1.17') функция (1.16) тенгламанинг ечими-. 

дир. Энди (1.17') формула ^амма ечимларни уз ичига [олишини кур- 
сатамиз. г/=ф(л) функция (1.16) дифференциал тенгламанинг бирор 1х 
интервалда ани^ланган ечими булиб, |0==<Р(то)> то€/*> бу'лсин. Юкр- 
ридаги муло^азалардан ( 1.6- теоремага ^аранг) 1хс 1  экани келиб чи- 
кади. (1.17) формуладан С ни танлаш усули билан шу у =ф(х) ечим- 
ни хосиЛ килиш мумкинлигини исботлаймиз. Унинг учун

т»

(С +  \ е - АМЬ( x)dx))eAiu)= l 0
х 0

тенглама С га нисбатан битта ечимга эга булиши зарур. Куриниб 
турибдики:

Ч
C = l 0é-AM<je - AiT)b(x)dx.

Х 0

Энди у = ( ф ) (х ) ечим  учун
Т0 X

ф(*) =  а 0 е~Л(т‘)]  e-^{T)b(x)dx -ь j  e~A(x)b(i)dx)eÂ(x)
¿0  *0 '

формулага эга буламиз. Теорема исбот [булди.
Юкорида исботланган (1.17) формулани иккинчи усул билан ис- 

ботлайлик. Агар (1.16) [дифференциал тенгламада Ь(х)=0 бÿлca, у 
з̂ олда

%  = а(х)У (1.18)

тенглама (1.16) га мос бир жинсли дифференциал тенглама дейи- 
лади\ Ь(х)ф  0 булганда (1.16) тенглама биринчи т а ’ртибли чизщ- 
ли бир жинсли булмаган (бир жинссиз) дифференциал тенглама де- 
йилади. (1.18) тенгламанинг бир жинсли деб юритилиши (1.16) да
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b(x)s= 0 бу'лиши билан богланган булиб, (1.9) бир жинсли диффе­
ренциал тенгламага ало^аси йук;.

(1.18) дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган тенг- 
ламадир (5- § га к;аранг). Унинг умумий ечими

у — СеАМ (С — ихтиёрий узгармас) (1-19)
ку'ринишда ёзилади. Энди (1.16) тенгламанинг умумий ечимини

[у = тр(х)елм ( 1.20)
куринишда излаймиз. у(х) бу ерда / интервалда ани^ланган изла- 
надиган функция. Тавсия этилган усулни узгармасни вариациялаш 
усули деб юритилади. Фаразга кура, (1.20) функция (1.16) диффе­
ренциал тенгламани айниятга айлантириши лозим:

У'(х)еМх) + Мх)а(х)еА1х) =  а(х)Цх)еАМ +Ь{х)3
ёки

Ц'(х)ет  =£(*).
Бундан

X
E’t’W = С + J  e~A{-x)b{t)dx (С—ихтиёрий узгармас),

ф(х) функция учун топилган ифодани (1.20) ^уйсак (1.17') формула 
келиб чи^ади,

Л JT
М и cJo>. 1. у ' +  у tgjc =  sec*, Г  =  {(* , у): — — <х < — »— оо < ^<+оо},

дифференциал тенглама интеграллансин.
Бу тенгламада а(х) =  — tgx, b(x) =  secx. [Унинг] умумий ечими (1.17') га

к^ра
у = ( с  +  j  e № * 's e c x d x )e 4 texax-

=  | С +  Г - ~  -Veos х =  С cos х +  sin х.
V J  cos д? )■

Демак, у =  С cos х +  sin *.
2. Ушбу

dtj 1 л  jt— = —--------- р iix уу_-- < х < —* 00<у < ^_00)
dx y tg x  — secx 2  2  '

дифференциал тенглама интеграллансин. Бу  тенгламада у — номаълум функция бу­
либ, х эркли узгарувчидир. Куриниб турибдики, берилган тенглама чизицли эмас. 
Агар х ва у ларнинг ролларини алмаштирсак, 1- мисолдаги дифференциал тенг­
ламага келамиз.

«-§. БЕРН УЛЛИ , ВА РИККАТИ ТЕНГЛАМ АЛАРИ

1. Бернулли тенгламаси. >
1. 8- таъриф. Ушбу

£  = а(х)у + Ь{х)уа (1-21)
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тенглама Бернулли тенгламжп дейилади. Бу тенгламада а(х) ва 
Ь(х) лар бирор I интервалда аншутнгая функциялар, ос — бирор а̂- 
циций сон («6Ю- Равшанки, агар а = 0 булса, (1.16) дифференциал 
тенгламага эга буламиз, агар а = 1 б^лса,

' 2  = [а(̂  + Ь^ ]у
тенгламага келамиз, Бу эса узгарувчилари ажраладиган дифферен­
циал тенгламадир. Демак, Бернулли тенгламаси а = О, а =  1 бул- 
ганда бизга маълум дифференциал тенгламаларга айланади. Энди 
а  Ф  0, а  ф  1 деб фараз этамиз.

1:8- теорема. Агар а(х), Ь(х) функциялар / интервалда атщ- 
ланган ва узлуксиз булиб, а > 1  булса, у холда Г  = {(х,у): х£1,
— оо <  г/< +  оо} соланине ихтиёрий олинган (х0, у0) нуцтасидан 
( 1.21) тенгламанинг I  интервалда анщланган битта  интеграл чи- 
зиги утади.

Исбот .  (1.21) тенгламада ¡(х,у) => а(х)у +  Ь(х)уа ва —1 =з
ду

— а(х) 4- аЬ(х)уа ~ . а>1 булгани учун бу функция Г да узлуксиз. 
Демак, Коши теоремасига кура, Г  со^анинг ихтиёрий (ха,уа) нуцта- 
сидан ( 1.21) дифференциал тенгламанинг битта интеграл чизиги 
утади.

Агар у0 = 0 булса, а >  1 булганда Бернулли тенгламасининг 
ечими г/=5, х£1 булади. Бу хусусий ечимдир. Аммо а<1 булганда
— функция у —0 да узилишга эга ва (х0, 0) нуктада ечимнинг яго- 
ду
налиги бузилиши мумкин. Агар 0< а <  1 булса, г/=а 0, х£/ функция 
махсус ечим булади, яъни г/г=0 нинг ^ар бир ну^таси оркали ка- 
мида битта (курилаётган х,олда бирдан ортик;) интеграл чизик, утади. 
Буни курсатиш учун аввал (1.21) т  п]ф0; 1 да квадратураларда 
интеграллаймиз. уф 0 дейлик. Дифференциал тенгламанинг барча а̂д- 
ларини у* га булиб,

у 1-а *= г  ( 1 .2 2 )
алмаштиришни бажарамиз:

г-*йу йг

у ~*7х = аМ У 1~* + Ь(х),

%  = 0  — «)а(х )г +  (1 — а)Ь(х). (1.23)

Бу (1.23) тенглама 2 га нисбатан биринчи тартибли чизик ли. диф­
ференциал тенглама. У  нинг умумий ечими

г =  {С +  [ «Г -0_а>аи)^(1 -а)Ь(х)^х)й ̂ ~ а)а{х) Лх в  СА{х) +  В(х)

куринитада ёзилади. Бу ерда А(х), В(х) лар I  интервалда узлуксиз 
функциялар. ( 1.21) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:
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V  у = (СА(х)+ В (х ))х~а
Агар х=х0, у= уо = 0 ва 0<а<1 булса, бу формула ёрдамида 

ушбу

( С - Л ^  + а д ) 1 “  = 0

тенгламадан С нинг , ягона ^ийматини топа оламиз, яъни С = —
1

— 4гт- Шундай ^илиб, (х0,0) нуктадан у=  (— ^^-А(х)+В(х)У~%ьо Л(х0) V А(хй) } /
интеграл чизщ утади.

Равшанки, 0 < а < 1  булганда (1.21) тенглама у =  0, х£/ ечимга 
^ам эга. Бу ечим ^ам (х0, 0) нуктадан утадиган интеграл чизицни 
ифодалайди. Демак, 1) Бернулли тенгламаси квадратураларда интег- 
ралланади; 2) Бернулли тенгламаси 0 < а < 1  булганда у =0, х£/ 
махсус ечимга эга. - -.
2. Риккати тенгламаси.

1.9- та]ъриф. Ушбу

£  = а(х)у2 +  Ь(х)у + с(х) (1.25)

тенглама Риккати тенгламаси дейилади. Бунда а(х), 1(х), с(х) функ- 
циялар бирор I  интервалда аникланган ва узлуксиз булиб, Г = 
= {(х,у)\ х£1, — оо <  г/< +оо}. Равшанки, агар (1.25) да й(х)=еО, 
х£/ булса, чизи^ли тенгламага с(х)==0, х£/ булса, Бернулли тенг- 
ламасига эга буламиз. Шунинг учун кейинги муло.̂ азаларда / интер­
валда а (х )ф  0, с(х)ф0 деб фараз этилади.

(1-25) дифференциал тенгламанинг унг томони Г со^ада аник;- 
ланган ва узлуксиз булиб, у буйича узлуксиз дифференциалланувчи
(чунки = 2а(х)у + Ь(х)). Демак, Г со^ада Коши теоремасининг
шартлари уринли. Г со^анинг ихтиёрий олинган (х0, у0) ну^гасидан 
Риккати тенгламасининг битта интеграл чизиги утади.

Шуни к,айд киламизки, умуман айтганда, Риккати тенгламаси 
квадратураларда интегралланмайди. К>уйида битта хусусий ^олни 
келтирамиз.

1.9-теорема. Агар Риккати тенгламасининг би тта  хусусий 
ечи'ми 'маълум булса, бу тенглама квадратураларда интегралла- 
нади.

И с бот. у = ф(х), х£/ функция (1.25) тенгламанинг бирор хусу­
сий ечими булсин. у —у(х)-\-г алмаштириш бажарамиз:

ёу с1($(х) ^  ¿г 
йх с1х (¡х’

+  у  = а(*)[ф(*) + г]2 + ¿(х)[ф(х)+г] + с(х).
ах ах
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Бундан з= а(л-)[ф(л:)]2'+  1(х)у(х) + с(х), х£1 эканини ^исобга 

олсак, ушбу
*  =а [2а(х)ф (х) +  Ь(х)]г + а(х)г2

Бернулли тенгламаси келиб чикади. Бу тенглама эса квадратура- 
ларда интегралланада. 1.9-теорема исбот булди.

Мисоллар куришда баъзи ^олларда Риккати тенгламаси учун хусусий ечимни 
бирор куринишда излаш ва уни топищ мумкин булади. Ушбу

^ = — У* + %ху + (5 — х2)

тенглама Риккати тенгламаси булиб, унинг хусусий ечимини ф(дс) =  ах +  Ь кури* 
нишда излаш ма^садга мувсфщдир. Бундан

- =  а, а — — (ах +  Ь) 2 +  2х(ах Ь) +  (5—л:2) ва а=  1 , Ь = ^ 2
йх

,келиб чикади. Текшириш курсатадики, ф(*) =  х-\-2 ^ам, <р(лг) =  дс —  2  ^ам хусу­
сий ечим булади. Агар ф(*) =  х-\-2 ни олсак, тегишли Бернулли тенгламаси

6.2
_  =  — 4 г - г 2< йх

куринишда булади {у=у(х) +  г =  х +  2 + г алмаштириш бажарилган).
1 с1и

Энди г =  —  десак, —  =  4« +  1 тенгламага келамиз. Бу узгарувчилари аж* 
и йх

раладиган дифференциал тенгламадир. Унинг умумий ечими 4и +  1 — Се4х кури­

нишда булиб, и — —  ва ?=  у  — (х +  2) алмаштиришлар ёрдамида берилган Рик- 
г

кати тенгламасининг*) умумий ечимини ёзамиз:

у =  х +  2
СеАх

9- §. ТУЛИК ДИФФЕРЕНЦИАЛЛИ ТЕНГЛАМ АЛАР

Дар бир (1.1) куринишдаги тенгламани символик равишда dy—
— f (x, y)dx — 0 куринишда ёзишни келишиб оламиз. Биз ^атто 
бундан умумийро^ •

М (х, y)dx-\~N(x, y)dy — 0 < (1.26)
тенгламани курамиз. Уни биринчи тартибли ^осилага нисбатан ечил- 
ган дифференциал тенгламанинг дифференциал формат деб юри- 
тилади. (1.26) да М (х, у) ва N (х, у) функциялар Г  со^ада ани^- 
ланган ва узлуксиз.

*) Биз ю^орида Риккати тенгламасини тула урганмадик. Унинг турли хосса- 
лари ^а^ида, иккита ёки учта хусусий ечими маълум булгандаги квадратуралар 
^ацида туларо^ маълумотни В. В. Степановнинг [31 китобидан уциш мумкин.
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1.10-таъриф. Агар (1.26) тенгламанинг чап томони бирор 
U(x, у), U (х, у) 6 С1 (Г) функциянинг. тулщ  дифференциалидан 
иборат булса, у холда (1.26) т у  лиц дифференциалли тенглама 
дейилади.

Агар (1.26) тенглама тули^ дифференциалли булса, у ^олда
(1.26) тенгламанинг (аницроги, —  =  •— ^  т » N  (х, у )Ф 0, (х, у)£Г

dx N (х, у)
тенгламанинг) Ĵ ap бир у = Ф (х) ечими учун U (х, <р (х)) — const 
айният уринли. Аксинча, бирор интервалда ани^ланган ва

(Üx, í/) = С (1.27)
тенгламадан ошкормас функция сифатида ани^ланадиган .̂ ар бир 
у = ф(х) функция (1.26) тенгламанинг ечими булади. X a»W aTaH» 
у = ц>(х) (1.26) тенгламанинг I  интервалда аншуганган ечими бул- 
син. Бунда нуйидагига эгамиз:

ÑI (х, ф (х)) 4- N (х, ф (х)) ф'(х) =  0 ёки — U(x, Ф (х)) = 0, х:£/.
ах

Бундан U (х, ф (х)) = const экани келиб чи^ади. Энди у = ф ( х ) 
функция U(x, у) — С тенгламанинг ечими булсин, яъни U (х, ф(х)) = 
= С. Буни х буйича дифференциа ллаб,- топамиз:

М (х, ф (х)) +  N[(x, ф (х)) ф' (х) = 0.
*

Бунда у — ф(х) функция (1.26) нинг ечими экани келиб чи^ади. 
Юкоридаги (1.26) тенгламанинг чап томони U (x ,y ) функциянинг 
ту лик дифференциалидан иборат булганда (1.27) муносабат (1.26) 
нинг умумий ечими (ущмий интеграли), U (х, у) функция эса
(1.26) нинг интеграли дейилади. Аммо з̂ ар доим ^ам

dU(x, у) = М(х, y)dx +  N{x, y)dy (1.28)
муносабат 5’ринли булавермайди.

1.10-те орем а. Агар Г  cocada М (х, у), N (х, у) функциялар
ан'щланган булиб, илу cocada М  (х, у), N (х, у), ~  функ-

ду дх
циялар узлуксиз булса, у холда (1.30) дифференциал тенглама ту- 
лиц дифференциалли б у лиши учун

> * (х, у)€ТС: (1-29)ду\ дх

айниятнинг ¿/ринли булиши зарур %ам етарли*\
Исбот. З а р у р  лихи. (1.26) тенглама тулик; дифференциалли 

булсин. У  з̂ олда Г  со^ада аникланган бирор U (х, у) функция учуй
(1.28) муносабат уринли булади. Шунжнг учун:

dUSS2.v\ «= М  (х, у), — = N (х, у).
дх ду 4 ’

*) 1.29) шартии Л. Эйлер (1707— 1783) топтан,
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Теореманинг шартига кура ' ' -
дги  (х, у) =  дМ (х, у) дЮ (х, у) ÔN (х, у)

дх ду ду ду дх dx / .

тенгликлардан Г  со^ада (1.29) айниятнинг тутрилиги келиб чи^ади.
Е т а р л й л и г и .  Энди (1.29) айният Г  сохада тугри булсин.

(1.26) дифференциал тенгламанинг тулик; дифференциалли эканини 
йсбот этамиз. М {х, у) функция Г  сохада бирор V (х, ÿ) функциядан 
х буйича олинган ^осилага тенг деб ^арашимиз мумкнн, яъни

- м  (X, у) : }х, у) € г. ' л  ; ■ м а  .30)

ЭйдйU{x, у) функцияни'шундай. танлаймизки, N (x, у) W  
V- ” v . ду
.тёнглик^ам уринли булсин. У  нинг. учун (1.30) ни л6 дан х гача 
интеграллаймиз: ' л у. ■;

• U ( A-, у) - ]’ М  (х, у) dx +  <р(у), (х, у )£ Г , х0Ы- (1.31)
;Д> - у.' . : : W  "Д  • ,Т
By U (х, у) функция учун (1:30) бажариладй. Энди (1.31) ни у 
буйича дифференциаллаймиз: '.  / '

d t- 'w 'iy ), (л-,.г/) 6 Г, л-06/. 
ду J  ду v . ••

; . *» 'ч ■ ■■• У' .' • ., . -• .
(1.29) айниятдан фойдалансак;

dt +  ф Щ  y) ~ N  (х0, у) + ч ’ (у).
vV . -V-J* ' • : • '• ~

Агар <р' (у) = N (х0, у) деб танланса, мацсадга эрщнамиз. Бу содда 
дифференциал тенглама булиб, N (х0, у) функция ихтиёрий (х0, у)£Г 
нуктада узлуксиз булганн учу« (л:0, у) нуктадан ягона интеграл чи- 
зиц утади. Масалан, ф (¿/0) = 0 шартни каноатлантирадиган ягона 
ечим  ̂ "

'■ ■■■ ' ., ' 4 ' ; ■. 
ф(У) J  N (х0, s) ds, (х0, у0) 6 Г, (дй, у )е  г ,

■ ■ ' ÿ.* ' -
формула бйлан ёзилади. Топилган ифодани (1.31) га куйиб, U(x, у) 
функция учун

О (^. У) — J  М (t, у) dt + j  N (jc0, s) ds
X q У»

ифодани з̂ осил ^иламиз. Теорема исбот булди. Теореманинг етарли- 
лигини исботлаш бир ва^тда тÿлиц дифференциалли тенгламаларни 
интеграллаш усулини з̂ ам беради. Аммо майн< вак,тида осонрок, усу- 
Лини цулланса з̂ ам булади. Буни мисолда курамиз.
3—2455 зз



М и с о л. Ушбу (х2 +  2у) dx +  (2х +  у2) dy =  0 'дифференциал тенгламанинг 
тулик дифференциалли экани текширилсин ва интеграллансин.

дМ dN
Тенгламада М =  х2 4- 2м, N =  2х 4- и2. Бундан —  =  2, —  = 2 . Демак, тенг-

ду дх
лама тули^ дифференциа'лли. Энди уни интеграллаймиз.

— =  х2 +  2у дан U = ~  +  2 ух +  ф (у), d- j =  2х +  ф' (у) =  2х+у2, <р'(у)= 
ох 3 ау

У3=  у2| ф (у) — ~  +  Cj келиб чи^ади. Топилган натижани урнига нуйсак (Сг == О
О

деб),

U  (х, у) — —  +  2ху +  ~  =  С
) * О О

у мумий ечимни топамиз.
Ушбу

М (л:) dx +  N (у) dy — О

дифференциал тенглама тули^ дифференциалли, чункй — = — е- о.
ду дх

Содда ^исоблашлар ёрдамида цуйидагини топамиз:

д̂  = М (х), ^ = N ( y ) ,  U = $M(x)dx +  <f(y)t 
дх ду

^  = ф' (у), ф' (У) -  М(у)- 
ду

Дифференциал тенгламанинг интеграли
U = f М  (х) dx +  j N (у) dy 

функциядан иборат. Умумий интеграл эса
ФЛх) +  Ф  Л у) =  С 

куринишда булади, бу_ ерда Ф г {х) функция М (х) нинг бирор бош- 
лангич функцияси булса, Ф 2 (у) функция N (у) нинг бирор бошлан- 
гич функциясидир.

Агар (1.5) тенгламада f{x) = М  (х), g(y) = — , N (у) Ф  О
дейилса, юкррида курилган тули^ дифференциалли тенгламага кела- 
миз. Демак, курилган дифференциал тенгламага узгарувчилари аж- 
раладиган ва тулик дифференциалли деб к,арасак *ам булаверади.

1.11-теорема. (1.26) дифференциал тенгламада М (х, у),
N (x, у), дМ | ---  ва дЫ {*---- функциялар Р  = {(х,у)\х£1х, у£1 у), 

оу ох
Р с Г  тугри туртбурчакда узлуксиз булиб, N (х, у)ф О , (х, у )£ Р  
вад— ~  — , (х, у )£ Р  булса, у \олда Р  тупламнинг %ар бир берил-

д у д х
ган (х0, у0) нуцтасидан (1.26) тенгламанинг фацат б и тта  ин­
теграл чизиги дтади.

Небо  т. Теореманинг шартига кура дифференциал тенгламанинг
чап томони тулик, дифференциалдир, яъни М (х, */) =  —> N (*, У̂  =-
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н= — . N ix, у )ф О , (х, у )£ Р г а  кура (1.26) дифференциал теигла- ду
мани

М (х, у )+  N (х, у) у' = О 
куринишда ёзиш мумкин. Ундан

du {х, и) _  q 
dx

^осил булади ^осила и\х> у) дан олинган тулщ косила). Энди
\dx

у(х), х £1х функция (1.26) тенгламанинг ечими булиши учуй
и(х, у (х )У -С , х£1х (1.32)

булиши зарур ва- етарлт Фарвзга кура ^  = N (х, jj)¥=0, (х, у) £Р.
Шу сабабли, (1.32) ни у (х) га иисбатан бир к;ийматли ечиш мумкин. 
С нинг и (х0, у0) = С муносабат билан аникланган циймати (1.26) 
тенгламанинг {х0, у0) ну^тадан утадиган ягона интеграл чизигиии 
белгилайди ва у ' v ,v

и {х, у) = и(х0, у0)
формула ёрдамида иффдаланади. и(х, у) функцияни излаш усули 
эса аввалги теоремада берилган.

"  10-§. ИНТЕГРАЛЛОВЧИ КУПАЙТУВЧИ

1. Г  оцада аникланган бирерта з̂ ам U (х, у) функция учун
(1.28) тенглик уринли булмасин. Баъзи лолларда (1.26) тенглама­
нинг чап томони уни бирор ц(х, у) функцияга купайтирганда ту- 
лиц дифференциалга айланишй мумкин.

1.11-таъриф. Агар Г соцада берилган М  (х, у), N (х, у ) ва 
бирор ix (х, у ) функциялар учун ушбу

dV(x, y) = ii(x, у) Af(x, у) dx +  Ц (х, у) N (х, y)dy (1.-33)
щносабат уринли брлса, {1.26) - дифференциал тенглама т у  лиц 
дифференциаллига келтиринадиган тенглама, ц(х, у) функция эса 
унинг интегралловчи крпайтувчиси дейилади.

Интегралловчи купайтувчи, агар ундай функция мавжуд булса, 
Г  соз̂ ада нолдан фарцли булади, яъни ц(х, у )ф 0, {х, у)£Т.

1.12-теорема. Агар 0Ф\1{х, у )£ С х{Т), М (х, у) £ С1 (Г), 
N(x, у) £ С1 (Г) бдлиб, у — у(х), у (х0) = у0 функция / интервалда 
аницланган щмда ушбу

ц(зс, у) М (х, y)dx +  ц(х, у) N(x, y)dy = 0 (1.34)
тенгламанинг ечиш б$лса, у хрлда уша функция (1.26) тенглама­
нинг \ам шу 1 интервалда аницланган ечими бС/лади.

И сбот ,  Шартга кура, \х{х, у (х ))ф  0, х£1 ца у(х) функция 
(1.34) нинг ечими. Демак, ушбу

•. #
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.u(x, y {x ))M {x , у(х)) +  ц(х, y(x)\N\x, у (х ))у '(х ) =  0, x £ l

айният уринли. ^Ундан М (х, y (x ))+ JV (x ,y (x )y '(x ) =  0, х£1 ай­
ният келиб чик;ади. Бу эса ,у{х) функция (1.26) тенгламанинг ечи- 
ми эканини билдиради.

Шуни кайд к,иламизки, (1.34) да ц(д:, у) функция, умуман айт- 
ганда, интегралловчи к^найтувчи булиши шарт эмас. Фа^ат ц (х, у ) Ф  

’ Ф О , (х, г/)€Г Кулиши етарли. Бу теоремадан (1.26) тенглама тулиц 
дифференциалли булмаган з̂ олда тегишли интегралловчи купайтувчи 
fi (л, у) Ф  0 ёрдауида з$осил Дилинга» тули^ дифференциалли тенг­
ламанинг умумий интеграли и(х, у) — С берилган (1.26) тенглама­
нинг з̂ ам умумий интеграли булиши келиб чи^ади.

Энди интегралловчи купайтувчини туларок, урганамиз. (1.34) 
тенглама тулиК дифференциалли булсин. У  з̂ олда Г  сохада'

а (ц (ж, у) М (х, у)) ^  d(\i(x, у) Ы (х, у)) 
ду дх ’

айният уринли. Бундан з̂ осилаларни ^иссбласак 

■ ду ду дх дх

(х, у)ет (1.35)

еки

ду дх \дх ду ) 

ёки ¡х(х, у )> 0 , (х, у )£Т  десак,

. ду дх дх ду
муносабатга келамиз.

1.13- теорема. Агар (1.26) дифференциал тенглаш U(x, у )~ С  
. умумий интегралга эга булса, у %олда бу тенглаш учун интег­

ралловчи купайтувчи шавусуд булади.
И сбот .  Равшанки, д~ -x-— dx -f —  —  ~  dy — G ёки — Ф  О,

дх ду ду
dU

(х, у) С Г  десак, — = — — . (Кайд киламизки, агар — ==—, =  о, 
dx (№ дх ду

Ч к *  ду
(х, у)£ Г булса, 0-dx + 0-dy = 0 тенгламадан текисликнинг ихтиёрий
нуцтаси ечим була олиши келиб чи^ади, яъни бу з̂ олда интеграл-
ланувчи дифференциал тенгламага эга буламиз. Агар

^асалан, — ^=0, ^  =  0, (х, г/) б Г ) булса, биз dx — 0 ёки
V дх ду ) ,

х=' const га эга буламиз. Бу з̂ олда ихтиёрий вертикал х =  const 
турри чизик; интеграл чизик булади.

Иккинчи томондан, (1.30) га кура



Шунинг учун
дЦ

М  дх
dU dU

Бундаи

~-- д77 ёки ду
N М ~~W-

ду

д £ _  м  д U
дх М М ' ^  =  1̂

м Г м к Г э Рн д Г Лй -  CPW a аНИ^ ЙГан М *  У) Функцияни киритиш

М (Mdx + Ndy) ^nM dx+ ix  Ndy = W.dx + dU dg =* di/ = Q • Й
дх dy

муносабатлардан Ц (х, уУ функция (1.30) дифференциал тенглама' 
учун интегралловчи купайтувчи экани келиб чикали Куйила иккита 
теоремани. исботсиз келтирзмиз. - чинади‘ ^ уиида ИККита -

1Л4- теорема. Агар ji(x , у), fx u\ fp  п  261 дифференциал 
тенгламанинг интегралловчи Ш а й тувч и ш  бйлиб U (х и) финк- 
ция шу тенгламанинг интеграли 6 ^ % ^ t r ^ u a  Т *

k l(* . у ) ~ и ( х ,  у)Ф (с/), Ф (и (х , У) ) е с 1(г)
функция нам интегралловчи купайтивчи

1.15-теорема. (1.26) дифференшт У а ... „
интегралловчи купайтувчиси ушбу Ц ал ™^ламанинг ихтиерии

■' ( х> У) =  ф  (U )  |1 (* .  у у

формула билан берилади, бинда ц (у ,л * *
пайтувчи, Ф  эса (1.26) тенглаш unmeJn ^n интегРа*Л0.т “  *луксиз функцияси. - Ро.ли U нинг ихтиерии уз-

Кайд киламизки, бу теоремадан Икки катъий сЬаок килувчи и ва >' 
ц, интегралловчи купаитувчилар маълу* «лгайдГ дифф^нЕии |  

■тенгламанинг умумий интеграли Ь  _  const ж а т  ^

ржа Ш убПа™ Гм™ "“ }2 о ИШц г"Г Т ’ и“
ловчи купайтувчи факат х нинг ёки и н'иш ' \ h u t  Ш'! f, ' Г 
лар эиг содда Доллар ^исобланади. функцияси булган _

а) ц {х, у) — ^ (х) булсин. Бунда (1.36) тенглама соддалашаД*!;' 
(чункн '

. ,v- i* — л " i i
дх %  'У

аг



ц(х, y) функция учун ю^орида цилинган фараз (1.37) нинг унг то- 
мони факат х нинг функцияси б '̂лишидан иборатдир. (1.37) нинг 
икки томонини х0 дан х гача интеграллаймиз:

&М oN х-

dx N  '

ду дх

х0
i  f V 1*

¡л(х) =  Се . (1.38)
Бизни бирорта интегралловчи купайтувчи цизицтираётгани учун 

С = 1 деса б>'лади.
б) Энди ц(х, у) = ц(у) булсин. (1.36) тенглама бундай куриниш- 

га келади:
A4 d 1п И — Ш .__^

dy дх ду
Ундан у0 дан у гача интеграллаш натижасида ((х, у„) € Г ),

(х, у)£Т)
х < м _ ш

ц(у) = Ceh . (1-39)

ифодани. топамиз.
М и с о л л а р. 1. Ушбу

—  =  а (х) у-т Ь (х) 
dx

чизи^ли дифференциал тенглама берилган булсйн. Уни
[а(х ) у  +  Ь (*)]Jdx — dy =4)

куринишд а ёэамиз. Бунда М[(х,' у) =  а {х ) у +  b (*), N  (х, у) =  — I. Равшанки,
дМ dN . . а (х )
—  = а ( 4  — — =  — а(х ).

~ ■ ду дх N
Демак, ц == ц {*)• ( 1.38) га кура:

-J a(l)dl
, ! (* )  =  * *  • _ <1.4°1 .

Шундай чилиб, биринчи тартибли чизицли дифференциал тенгламанинг интеграл­
ловчи Kÿn айтувчиси (1.40) куринишда булади.

2. Ушбу^
(ху2 — y)\ix +  xdy =  0 

дифференциал тенглама тулнц дифференциалли эмас, чунни: 
дМ „  . dN . дМ 9N



М  хуг—у
Демак, ц, =  ц (у) б^лади. Шунинг учун

Н "  - W  , , ,0̂ г/0 / ц \ — 2Ц (У) = е . = е
( £ ) '

ёки =  1 деб ц {у) =  —  интегралловчи купайтувчига эга буламиз.
У

Берилган тенгламани интеграллаш жараёнини охирига етказиб цуямиз. Уни
—  га купайтириб, тулиц дифференциалли тенгламани хосил риламиз;
У

/ 1 \ х х— I d x + —  d y = 0 .
у I и*

Бу теиглама учун

Т - 7 “ с
умумий ечим булади.

в) I1 (*• У) — Hi (*)hs(#) Дейлик. (1.26) дифференциал теиглама 
шу куринишда интегралловчи купайтувчига эга булиши шартини чи- 
^арамиз. (1.36) дан

М- — N — = — __^
ца |dy p.t dx дх ду

ёки
Ш М ^ Ы (х )_ м  ) (1.41)
ду дх

га эгамиз, бу ерда

= —  4>iW =  - ^ .  (1-43)l>2 [dy Hi dx
Шундай !̂ илиб, агар — — —  ифода (1.41) куринишда ёзилиши

ду дх
мумкин б^лса, у ^олда (1.26) тенглама ,u = Hi(x)fi2(i/) куринишда 
интегралловчи купайтувчига эга булади, бунда ^ (х )  ва ц2(у) функ- 
циялар (1.42) формулалар ёрдамйда топилади:

, ч . \ Hi(y)dy
-f*i W  = е , М * )= е

М и с о л л а р .  1. Ушбу •
Му (х) М г (у) d x + N i (х ) ,V2 (у) dy =  О,

М 1(у )ф О , Мг (х )ф О , (х, у) £ Г, х £ Г х , у £ l v

дифференциал тенглама (х) и2 (у) куринишда интегралловчи купайтувчига эга. 
Да^и^атан, агар



I .)

( ';

5 •

/V (х, у) =  (х) Ы2 (у) десак,
дМ дЫ ... _  ¿М 2(у)

Бундан

ёки

еки

Демак,

=  М х (х) М  2 (у) 

' =  М  (х,у)

(*) = —

I <Ш2 (у\ 1 ЛЫ1

- ЛГ (дг. у) 1

1 ¿Л^х)
Л̂ ! (х) ёх

4ч
(1, ¿х

-1 5 ?̂
Л?х ¿X ’

'Ра (У) = ~

1 ¿11]
И2 ¿У

N1 (х) <1х

1
Л*, (у) ¿у

- I
М 1 й(/

1
1̂ = /Мх)

И(*. У) =

ц,=

1

М г (у)

N1 (*) М2 (У)
Берилган тенгламанинг икки томонини шу функцияга купайтирсак, узгзрув- 

чилари ажраладиган
М ^ х ) , . Ы2(х) . „
----- ¿х  4- —---- йи =  О

дгх (х) т  Л1г (х) ^ ,
дифференциал тенгламага келамиз. Унинг умумий интеграли

( М Й + | М ^ С.
,) Ых (X) Л М 2 {у)
х. V,

2. Ушбу
1 2

(у4 — 4х(/) ¿х 4- (2 x113 — Зх2) йу =  0, х > 0, у > О, —  у3 < х < ~  у3
4 I

дифференциал тенглама интеграллансин.
Бу тенглама т^лиц дифференциалли эмас, чунки

дМ дN „ .
М  =  у* — 4х|/, N ~ 2  хц3 — Зх2 ва =  4#3—4х, — =  2» 3 —[6 хах

а>м лу
муносабатлардан —  #  — тенгсизлик келиб чнкади.

ду дх
Берилган дифференциал тенглама (г (х, у ) =  цг (х) ц2 (у) куринишдаг« интег­

ралловчи купайтувчига эга, чунки

—  —  — =  4 у3 — 4х — (2 у3 — 6 х) =  (2ху3 — Зх2) * — — (у4— 4 ху) * —  =  
ду дх х у

=  N  —---М
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2  2  i ~ d x  f  -  dy
Бундаи ф, (x) =  — , ф2 (у) =  —  ва (x) «= e °  x =  x2, ца (у) =  e-1 v =  y3- 

X У
Демак, интегралловчи купайтувчи ц(х, у) =  хгу2 куринишга эга (берилган 

тенгламани ц =  х2г/2 булганда тулиц дифференциаллига келтириб, сунгра уни ин- 
теграллаш китобхонга мустакил иш урнида топширилади).

Машц бажараётганда баъзи холларда интегралловчи купайтувчи 

ц(ж, у) = ц(х, у), Ц(х, у) = 11 (- jj, |Х(ДГ, \у) = ц(х2 — у2)

ва бошца к^ринишларда изланиши мумкин.
г) (1.26) дифференциал тенгламада М (х, у) ва N (х,у) функ- 

циялар Г  со^ада ани^ланган, дифференциалланувчи ва т-тартибли 
бир жинсли булсин. У  зсолда (1.26) тенглама

М (х, У) = - (1.43)
хМ-\- yN

куринишда интегралловчи купайтувчига эга. ^а^икатан,

М (х, у) — хтМ .(\, — j, М (х , y) = xmN\ 1, —^

ва

(], + N ( l ,  •£) dy = 0.

Агар — = и десак, хтМ  (1, u) dx 4- ( 1, и) (xdu + udx).~ 0 екр.

: [дст Л4(1, и )-}-ыл:тУУ (1 , u)]dx +  * ?+ W ( l ,  u)du = 0.
Бундан интегралловчи купайтувчи .учуй

М * .  У )~  xm+l[M (l u)+wyv(1jtt)]

формула келиб чикади. [Берилган тенглама учуй аввалги белгилаш- 
ларга цайтиб, (1.43) формулани ^осил «¡иламиз.

Д) 1.15-теоремага кура, (1.26) дифференциал тенгламанинг их- 
тиёрий интегралловчи купайтувчиси щ (х, у) = Ф  (U) р (л:, у) форму­
ла билан ёзилиши мумкин. Бу формула интегралловчи купайтувчини' 
топиш учуй аввалги булимларда баён этилган усуллардан фар  ̂ ци- 
ладиган усулни кулланишга олиб келади. Янги усул куйидагидан 
иборат: (1.26) тенгламани шартли равишда иккига буламиз:

[yVfi (л:, y)dx +  N1(x, y)dy] +  [М2(х, y)dx +  N 2(x, y)dy] = 0, 
бунда M t + = М, Nk -f N2 = N. Сунгра ушбу

M xdx +  Nxdy = 0, M 2dx + N2dy = 0
тенгламаларни айрим-айрим курамиз. Албатта, бу дифференциал 
тенгламалар учуй интегралловчи купайтувчини нисбатан осонлик би­
лан топа оламиз, деб ^исоблаймиз. Тегишли тенгламаларнинг интег­
ралловчи купайтувчиларини мое равишда ва ц2, интегралларини
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эса Ut ва i/2 дейлик. У  щчда юкоридаги формулага аеосан ^ар бир 
дифференциал тенглама учуй ихтиёрий интегралловчи  ̂купайтувчи- 
ни

}ij == Щ Фв (^з)
куринишда ёзиш мумкин. Ф 1 ва Ф 2 ларнинг ихтиёрийлигидан фойда- 
ланиб, уларни шундай танлаймизки, ушбу

К  == Н
муносабат уриили булсин. У  холда (л функция берилган (1.26) диф­
ференциал тенглама учун интегралловчи купайтувчи булади. Амалда 
Ф х ёки Ф 2 функцияни 1 га тенг ^илиб олиш мумкин.

М и с о л. Ушбу (ху2 +  y*)dx +  ( * 2 — ху3) dy =  0, х > 0, у  > 0, х > у3 диф­
ференциал тенгламанинг интегралловчи купайтувчиси топилсин.

Бу тенгламанй

d (ху) +  —  (ydx — xdy) =  0  
х
* У3куринишда ёзиш мумкин. Ундан ц 1 =  jij Ф х (ху) =  Ф г (ху). —• (ydx — xdy\ — 0

тенглама учун ц, эканини в) булимдаги усул билан исботлаш мумкин.
х ж_ * * 0

Энди =  \i2 булиши учун Ф 2 =  1 десак, .

келиб чикади. Демак, —“— функция берилган дифференциал тенглама учун
х2 у2

интегралловчи купайтувчи булади.

11-§. ПИКАР ТЕОРЕМАСИНИНГ ИСБОТИ*)

Аввал (1.3) бошлангич шартни цаноатлантирадиган ва — х0|</г 
ёпиц интервалда аницланган ечимнииг мавжудлигини, сунгра бу 
ечимнинг ягоналигини исботлаймиз. •

Исботга бевосита утшидан аввал баъзи ёрдамчи тасдик;ларга тух- 
таламиз. Г  сохада Р  = {(х,у): \х—х0| \у— мс| < Ь} ёпиц турри 
туртбурчакни курайлик, Г да узлуксиз булган f(x,y) функция шу 
Р  да >̂ам узлуксиз булади. Р  ёнщ. б^лгани сабабли f(x, у) унда 
чегараланган булади. Энди

шах lf(x,y)l = М, М  >  0
(х,у)вР

булсин. Шу Р тугри туртбурчакнинг ихтиёрий (х,ух) ва (х,у2) нук,- 
талари учун ^ам (L) тенгсизликнииг бажарилиши равшан (1.2- 
теореманинг шартига кура). 1̂ айд ^иламизки, (х0, у0) 6 Р  ну^та Р

*> Э. Пикар (1856—1941) мавжудлик теоремасини 1893 йилда кетма-кет якин- 
.дашиш методи билан исбот кидган.



т^ри туртбурчакнинг марказидан иборат. [Энди (1.1) дифференциал 
тенгламанинг (1.3) бошлангич шартни кганоатлантирадиган ва \х—
— х0\ ^ к , ёпик, интервалда ани^лангак ягона ечимининг мав- 
жудлигиии исботлаймиз, Бунинг учун биринчи кадам дифференциал 
тенгламадан интеграл тенгламага утишдан иборат. _ ,

I. у= ф(х) ( 1.1) тенгламанинг \х— х0| Н интервалда аник,ланган 
бирор ечими булиб, у (1.3) бошлангич шартни ^аноатлантирсин. Шун- 
дай экан, биз ушбу

^— ^ = !(х М М  (1.44)

айниятга эгамиз. Бу ^олде ц>(х) функция учун [х — а-0| < /г интер­
валда - "

х  '2,

ф(*) =  У о +  ]  /(т, ф (т))с*т (1.45)
*»

интеграл айният урин ли. Аксинча, агар бирор узлуксиз ф(я) функ­
ция учун \х — к0| С  И интервалда (1.45) айният уринли булса, у о̂л- 
да у —ф(д:) функция дифференциалланувчи, ( 1.1) тенгламанинг ечими 
ва (1.3) бошлангич шартни л^аноатлантиради. Боцщача айтганда, 
(1.45) интеграл тенглама (1.3) бошлангич шарт билан бирга олинган
(1.1) тенгламага эквивалент. Бу тасдицни исботлайлик.

(1.45) муносабат уринли булсин. Унда х=х0 деб <р(х0) = у0 ни ^осил 
рилами з. Шуидай цилйб, (1.45) дан (1.3) бошлангич шарт келиб чи- 
кади. Равшанки, (1.45) айниятнинг унг томони х буйича дифферен­
циалланувчи, шуиинг учун унинг чап томони ^ам х 'буйича диф­
ференциалланувчи булади. (1.45) ни дифференциаллаш натижасида 
(1.44) айниятни ^осил ^иламиз.

Энди (1.3) ва (1.44 ) муносабатлар уринли булеин. (1.44) ни х0 
дан х гача интеграллаб

X

ф(х) —  ф(х0) = |/ (т , ф(т)Мт
*0

ни ^осил киламиз. (1.3) га кура, бундан (1.45) ни ^осил ^иламиз. 
Тасдик исботланди.

II. (1.1) дифференциал тенгламанинг (1.3) бошлангич шартни цанр- 
атлантирадиган ва \х — хь\ < /г интервалда аншутанган ечимининг мав- 
жудлигини курсатиш (1.45) интеграл тенгламанинг худди шундай 
ечимининг мавжудлигини курсатиш га келтирилдц. Тавсия зтиладигав 
метод ёрдамида аввало ечимнинг мавжудлиги исботланса, кейин у 
ечимни берилган ани^ликда та^рибан ^уриш мумкинлиги ^ам к^р» 
сатилади.

Бошлангич (нолинчи) яцинлашиш сифатида у0 ни и;абул циламиз. 
К^уйидаги ,

X

Н х) = Уо+\ /(£> У М  £.
X, 'ЭТ



у*х) ^ У о + jfG ,y iG № , (1-46)
Х0

Уп(х) = Уо +  f (£)) dl,
i»

цоида билан г/^х), у2(х), . . уп(х), . . . функцияларни к;урамиз. 
Улар «маълум ма^нода» тацрибий ечимлар булади. Бу функЦиялаР 
цуйидаги хоссаларга эга:

1) Равшанки, yk(x0) =  y0(k= 1,2, . . .)* Демак, з̂ ар бир у ~ у к(х), 
k= 1,2, . . .  функциянинг графиги (х0,г/0) нуктадан утади.

2) Агар ft = min (а, р  | бу'лса, |х—x0j < ft интервалда анйк;лан-
ган yk{x), fe=l,2, . . . функцияларнйнг графиги Р  турри туртбурчак- 
дан чикиб кетмайди. /\акикатан, элементар муло^азалар ёрдамида 
h нинг аникланишига кура цуйидаги тенгсизликларни зфсил ^ила- 

! миз:

• Ы * )  — i/oH f /(£> Афе — *oi < Mh <

f t ^ x ( i ) d  E l  < |  J  1 К Ш Ю ) !  d s !<  M | x - x 0|< M ft< ft .
I *0 *0

| Уп(*) — i/o| -  l f  ^  |J|f(£.i/„_i(l))№ l < M\x~x0\ < Mh <b,
X t  X  0

Энди г/ь(л;) функциянинг графиги Р  дан чщмайди, дейлик.
х

Унда | /(|, уь(1))й1 интеграл аникланган ва |у£х) — г/и| < Ь тенгсиз-
*0

лик урин л и булади. Шунга асосан

I V ,  - У . I- 1  ] т ,  У . ( I )  М 1 К 1  /1/(1 ,% (£ ))! ¿11 с  М  | х - х 0| <  М А  <  6
х0 дгв

! муносабатга эга буламиз. Щундай цилиб, агар бирор натурал в соки 
учун у^х) функциянинг графиги Р  дан чщмаса. яъни (х, уз(х))£Р, у 

•1 з̂ олда 5+ 1 учун з̂ ам (х,уг1 (х))£Р булади. Демак, ^улланилган мате­
матик индукция методи (х,ук(х))^Р, к == 1,2, . . . эканини исбот этади, 

л 3) ук{х) (к = 1,2, . . .) функциялар \х—х0\ интервалда аник- 
; ланган ва узлуксиз. Х,акикатан, равшанки, •
•Т*' • X >

уМ  =
:].Г  ' Хъ



функция \х—лс0| < А интервалда узлуксиз, чунки f(x,y) функция fwa 
интервалда узлуксиз. Шунга ухшаш, f(x,y1(x)) функция з$ам ¡л:— ".

, X ..... г
— x0j < А интервалда узлуксиз булгани учун у.^х)=у0 + | f( l, у Д ) ) Ц

х, * :
функция хам уша интервалда узлуксиз булади. Долган у3(х), . . ., 
у п(х), . , . функцияларнинг тегишли интервалда аницланганлиги ва 
узлуксизлиги математик индукция методи билан осонгина. исботла- ' : 
ниши мумкин.

III.  (1. 46) функциялардан тузилган {Ук(-<)} функционал кетма- 
кетлик |лг—х0| < А, А = min ин'гервалда текис я^инлашади.
Буни исботлаш учун
Уо+ \ У М ~ У 0\ + [y2(x)—iJi(x) ]+ .•• + [уп(х) — уп̂ (х)] +  . (1.47) 
функционал к,аторни курамиз. Равшанки, k- хусусий йигииди S k(x)— ;
= yk(x). Агар (1.47) катор текис якинлашувчи булса, ундан' {yk{x)} 
кетма-кетликнинг тегишли интервалда текис якинлашувчилиги келиб 
чик,ади. ' ' ■ '

Энди (1.47) к,аторнинг з$ар бир з̂ адини бахрлаймиз:
Ы х ) ’~ У о \< М \х~ ^ 0\,

X ,  х „

Интеграл остидаги айирма учун -Липшиц шартини к,улланамиз ва 
\yiix) — Уо\ УЧУН топилган баз̂ одан фойдаланамйз:

Ы х )  -  У1(х)\ < L j]  I Уг(1) ~  Уо\ dlI < LM |]  \1 -  х0Щ\ —LM

Шунга ухшаш,

* — *0  

2!

Ы х )  — уг(х) ] =| j[f(|,i/2.(E))—f ( l ,y i (Ш41 < IJ
X q X o

- к ш а т  к м ]  b i ) -
x „  X ,

Математик индукция методи ёрда.мида ихтиёрий натурал п учун 
куйидаги тенгсизликни топамиз:

\уя(х) -  Уп_,{х)\ <  \x ~ x f.. ( 1.48)
п!

\х—х0\ < h интервалдан олинган х лар учун
\Уг(х) — Уо\ < Mh,

№
\УМ  — ух(х)\<, M L~^ ,
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Ш - У п - М  \ < M L a- ' ^ .fl I
• ' i7-

муносабатларга келамиз. Бундан куринадики, (1.47) функционал ца- 
I торнинг з̂ ар бир з̂ ади мусбат з̂ адли

i; °° hk
W + 2 M i *т <>.•«>

■\ k= 1

сонли ^аторнинг тегишли з̂ адидан катта эмас. (1.49) цатор эса Да: 
ламбер аломатига кура я^инлашувчи, чунки

Um M t*-' ^ Щ п  “  _  о < 1.
Woo kl h M Lk~ 2 k->00 k

Г,;; Шу сабабли, (1.47) цатор Вейерштрасс аломатига кура \х—x0\^h
интервалда текис я^инлашувчи ва демак, {yk(x)} кетма-кетлик з̂ ам
текис яцинлашувчи булади. Бу кетма-кетлик уша интервалда бирор
узлуксиз Y(x) функцияга текис я^инлашади, яъни

lim уп(х) = Y(x), х0—h < х < х0 + h.
■■•у: k—>oo

* Энди У(х0)= у 0, (x,Y(x))£P, \х — х0\ < h эканини исбот этамиз.
^ак.и^атан,

Y(x0) = lim yk(x0) =  lim y0 ~  y0, яъни Y(x0) = y0.k—̂OO k-ct-OO
Ущбу \yk{x)—yn\ < b тенгсизликда (ft oo да) лимитга у там из ̂  
\Y(x)-~у0\ < b. Бундан (я, Y (x ))£P келиб чик;ади.

IV . \х—х0\ < h интервалда ани^ланган У(зс) функция (1.45) ин­
теграл тенгламанинг ечими эканини исботлаймиз.

Юк,орида исбот этилгани буйича {ук{х)} кетма-кетлик —х0\ < h 
интервалда Y(x) функцияга текис я^инлашади. Демак, ихтиёрий 
е>0 учун шундай N = A'(e) натурал сон топиладики, k нинг k>N{t) 
цийматлари учун \х — х0| < h интервалда ушбу

\Ук{х) — У{х) |< е

тёнгсизлик уринли булади. Липшиц шартидан фойдалансак, ^уйида- 
;/ гини хосил циламиз:

1 ] к ш ш - \ f ( i ) ,Y (m i\ ^ \ ]m ,y k( i ) ) - m m )\ d i\ <
• Х$ Ха Xq
‘Т- X •
il < I £ I </fe(£) — y (| )ld i\  < L e U  — x01 < L s / i О, arapß->0 булса.

: л„
'&■ v .
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Шунинг учун k-*- оо да ихтиёрий х учун ушбу
X  X

JfC6. Y (m h  \х-х0\ <А
X q X t

муносабат уринли. Энди (1.46) да (л-̂ -оо да) лимитга утамиз:
X

Y(x)=y0+ i  f ( l ) , Y ( m i ,  \х-х0\ <Л.
*0

Бундан У(*) функциянинг (1.45) интеграл тенгламанинг ёки унга 
эквивалент булган (1.1) дифференциал тенгламанинг \х — х0\ < А ин- 
тервалда аншуюнган ва У(х0) = уп бошлангич шартни цаноатлантира- 
диган ечими экани келиб чицади.

V. Энди \х— х0\ < А интервалда аникланган ва У(х0) = г/0 шартни 
каноатлантирадиган y—Y(x) ечим ягона эканини исбот этамиз. Фа- 
раз ^илайлик, у = Z(*) — ушбу Z(x0) = г/0 бошлангич шартни кано­
атлантирадиган ва бирор |х — ,v0| < d ^ a  интервалда аникланган 
ечим булсин. \х—х0\ А ва \х—  х0\ < d интерваллар умумий х0 ну^- 
тага эга. Уларнинг умумий кисмини |х — л;0|<А*,  A* = min{A, d} 
деймиз. Биз шу \х—х0| < А* интервалда Y(x) = ¿(x ) айниятнинг Урин­
ли эканини усбот этамиз. Бунинг учун —л:0| < At интервалда ани̂ - 
ланган и(х) = |У(х)— Z(x)\ > 0 функцияни курамиз. Сунгра шундай
мусбат сон г ни оламизки, у e<min тенгсизликни а̂ноат-
лантирсин. Биз Y(x)=Z(x) айниятнинг гугрилигини [х0, х0 + е] ин­
тервалда курсатамиз. Бу интервалнинг бирор т нуи;тасида и(х) функ­
ция узининг максимумига эришади. У ни т  дейлик, яъни

шах и(х) = и(т) = т .
[х е [х0, х0 +  ej

Содда алмаштирйшлар ёрдамида ушбуни топамиз (х^[х0,х0 + е]):
X  X

и(х) =  |У (Х ) -  Z(x) | = |  f  f(l,Y(x))dt - J  № ,Z (№ t\  <
x o X 0

X  • X

< |jV (S ,y (i))-  № , ?<5))№ l< L ¡$ ¡Y (S )- Z (№  g|<
X q  x 0

- x?^ e
< L\ \ u(l)dl\ < Im e ,

¿o
яъни

u(x)<Lm e, x^[xü, x0 +  s]. (1.50)
Агар tn=О булса, бундан u(x) <0 келиб чицади. Аммо и(х)> О 

(киритилиши буйича) тенгсизликни ^аноатлантиргани учун [х0,х0 +  е] 
дан олинган барча х лар учун охирги икки тенгсизликдан и(х) з= О 
•кани келиб чицади. Агар т > 0 булса, (1.50) да х=х деб m cLme
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ёки 1, га эга буламиз. Аммо в Нинг танланишига кура ¿е < 1. 
Виз шу тенгсизликка зид булган тенгсизликка келиб к,олдик. Демак, 
факат т —О булиши мумкин. Биз [хп,х0 + е] интервалда У{х) =~ '¿(х) 
айниятни исбот этдик. Жумладан, У(х0 +  8 ) = ¿(х0 +  в). Бу кий- 
матни уе дейлик. Равшанки, х0 +  е <  х0 + ¡г*. Биз е >■ 0 ни шун- 
дай танлашимиз мумкинки, х0 +  2е <  х0 +  /г* булади. Энди [х0 +  е, 
х0 +  2е] интервалда ^ам У (х )^ Е (х ) айният у'ринли эканини кур- 
сатиш мумкин. Мулохазалар худди ю^оридагидек булади. Шунга 
ухшаш «> 0  ни кичиклаштириб бориш ^исобига х0 + А* га етарли 
я^ин булган х0 +  кг (к — натурал сон) сонни ^осил ^илиш ва [ха+ 
+(& — 1 )в, л:0 + кг] интервалда бир хил У{х0-\-(к— 1)в)_ = Z(xй + 
■+(* — 1)е) = у бошлангич шартни ^аноатлантирадиган У(х) ва 
Z(x) ечимлар устма-уст тушишини исботлаш мумкин. Шундай к,и- 
либ, [хй, х0 4- к*] интервалда У(х) =  2(х) айниятнинг уринли экани 
исбот этилди. Худди шундай мулодазаларни [х0 — к*, х0] интер- 
валга з̂ ам татбик, этиш мумкин. Демак, \х—хд\ < А* интервалда 
У(х) =  2(х) экани исботланди.

Эслатиб утамизки, А* = Н булганда ягоналик исбот этилди де- 
йиш мумкин. /г* = А булсин дейлик. Бу з̂ олда й<.1г булади. Агар 
У{х) ва 2 (х) лар У(х0+г?) — 7.(х0 +  с1) = ус! бошлангич шартни ца- 
ноатлантирадиган ечимлар булса, унда [х0 + с1, х0+/г] интервалда 
У(х) т  1(х) айният уринли булади. Буни курсатиш учуй яна юк,о-
ридагидек мулодаза юритиш лозим булади, факат 8 < т 1п (А,--)
дейилса етарли. Шундай муло^аза [х0— А, х0 — (1) интервал учун 
юритйлиши мумкин. Шундай килиб, \х—х0\ < А интервалда аниклан- 
ган ва У(х0) = у0 шартни каноатлантирадиган ечим ягона булади.

V I. Биз ечимнинг мавжудлигини ва ягоналигини \х—х0| <А ин­
тервал учун исботладик. Агар бу интервал # = <р(х)» ф(хй) ~ у 0 ечим­
нинг аницланишининг максимал интервалидан иборат булмаса, у 
3{6лда бу ечимни давом эттириш мумкин. ^а^и^атан, ф(х04-А) = у{01) 
дейлик. Равшанки, (х0+к, у{01)) нукта Г сох.анянг ичида ётади. Бу 
340 лда Г  га тегишли

тугри туртбурчак куриш 'мумкин. Мл = та х } (х, у) деймиз. Агар
<*. А?) €

бошлангич кийматлар сифатида х(1>,г/<‘> ни ь̂ абул цилсак, исбот

интервалда аникланган ва у(х ,̂у)=  у1̂  бошлангич шартни каноатлан­
тирадиган ягона ечимга эга булади. I  = [хй — к, х0 +  К] интервал­
нинг учи билан 1Л = [зс̂ 11 — Ни х^'+И.^ интервалнинг уртаси устма- 
уст тушади (чунки х ^ =  х0 4- К). Шу нуктада ^ар ' икки курилган 
ечимлар бир хил Цийадат кабул килаДи- Ягоналикка кура бу ечим­
лар / П-/х интервалда устма-уст тушади. Аммо 1Х интервалнинг яр- 
ми (4 1>, х<‘) 4-^1) / дан ташкарида ётади. курилган ечим шу ин-

Р (1) = {(х,у):\х — 4 »|<  аъ \у—у^\ < Ьг)

этилганига кура ( 1.1) тенглама |х — х^ < /



тервалда аввал I интервалда ьдонлган ечимнинг давоми булади, дей- 
миз. Агар ф(41! +  ^ i)= ^ 2) Десак, (х{а2\ #<2>) £ Г,х<2>==х</> + ^  бул- 
ганда х(02>, у&) бошлангич кийматларга эга булган ва /2 = [х<2>—h2,
хо2) + h2], hi = min ̂ ¡s»^) интервалда олинган ягона ечимни куриш
мумкин. /о ^ам /х га нисбатан Í L ва / интервалларга ухшаш жой- 
лашган булади. /х Q /2 Да янги ечим аввалги (/j да аникланган) ечим 
билан бир хил булади. /2 нинг иккинчи ярмида эса аввалги ечим­
нинг давомига эга буламиз. Шунга ухшаш мулол;азалар х нинг ка- 
маювчй цийматлари учун ^ам олиб борилиши мумкин, Курсатиш 
мумкинки, шундай давом эттиришлар ёрдамида Г со>;анинг чегара- 
сига исталганча я кин бориш мумкин, яъни ечим мавжудлигининг 
максимал интервалини топиш мумкин.

Шундай килиб, 1.2-теорема тула исбот булди.
V II. Энди кетма-кет я^инлашиш ёрдамида дифференциал тенгла- 

манинг аник ечимини унга т- якинлашиш билан (ут(Х) билан) берил- 
ган ани^ликда алмаштиришга тухталамиз. Ушбу

+ Ут+ М ) ~  Ут(ХЪ + ÍУт+2 ~  Ут+у) + • • • ‘
функционал каторни курайлик, II булимдаги муло^азаларга кура 
((1.48) тенгсизликларга к̂ аранг) бу к а тор Y(x) функцияга \х — xe| < h 
да текис я^инлашади. Демак, \х—%0| ^  h интервалда

В Д  =  Ут (х) +  \Ут + 1 ( * )  —  Ут Ш .+  1Ут+2(х ) —  Ут+ 1 (х ) ] +  • • • '

Бундан, (1.48) тенгсизликлардан фойдалансак: ■

т  -  » . w i « \ х - 4 * +’- +  ■■■

еки

L* г,Х - Х 0\* +  . . (1.51)
(«+3)1

келиб чикади. Бу (1.51) тенгсизлик ут (х) функциянинг аник ечим 
Y(x) дан фарцини ба^олайди. Агар \х—xu] < h эканиии ^исобга ол- 
сак, \х—х0\ < h интервалнинг ^ар бир ну^тасида ушбу •

\ Y ( x ) ~ y m( x ) \ < L mM h m+' (1.52)
. ( m + l ) !  ’ (m+2)> (m +  3)!

муносабат уринли. (1.52) да M ,L ва h — маълум микдорлар, т  эса 
талаб этилган аник;ликдан топилади. Агар з$ар бир х£{х0 — h, x0+h] 
нуктада \Y{x)—ут (х)\ < е тенгсизлик бажарилиши талаб этилса, у 
^олда т  ни топиш учун .

m mi., Г 1 , ¿A , 1 ,,
L Mh [(от+1)! (m-f-2)! (m+З)! +  ’ ’J ^  О-53)

тенгсизликни ечиш лозим булади. 'Амалда цулланиш учун (1.51) ва 
4— 2455 • • 49



(1.52) тенгсизликлар урнига уларга нисбатан ^у по л рок, лекин к;у лай- 
рок; тенгсизликлардан фойдаланилади. Ушбу

вт (* )= |У(ДС) — %»(*)!» »» = 0,1, . . .
белгилашни киритамиз. Равшанки, 1 булганда:

вт (х )= \У (х )-уЛ х )\< \$№ , К (6) ) - « £ ,  Ут_ № ) № | <

< I ]' 1/(1. Г т - П 1 у т^ & )  №  < ¿ | ) ет_, (БМ£|.

Бундан
*о’

I*—*о|2 
21

М 1-

(V 
|! ■Ц ■Ч

II

■„М  < < 1-т м
т -\-1

, т — 1, 2, . . . .
ДГ0

(1,54)

(т+ 1)!

Шундай килиб, ушбу
е0(*) < М\х—х0\,
е (* ) <£т Л4 |*~*о|т+' . «  = 1.2, . . .
"д ’ (т+  1)!

тенгсизликларга эгамнз.. Бундан |л:— я0| Л интервалда т-*-оо да 
&т (х) -*■ 0 келиб чи^ади.

М и с о л. Кетма-кет яцинлашиш методи ёрдамида 
(¡и— = х—у, Г =  Р =  {(х,!/): 0 < * < 1, 0 < у < 1}

дифференциал тенгламанинг у(о) =1 бошлангич шартни ^аноатлантирадиган тацри- 
бий ечими топилсин ва 4- яцинлашишнинг хатоси ^исоблансин.

У М  — 1 [дейлик,

дан

У1

л
у= 1 + 1 (1— 

о
X 2

= 1 + | ( | - 1)^ = 1-х + ~ ,

Уз — 1 +
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X3 X1
у3= 1 - Х + Х * -  —  + — , яя 1 з 24

< уЗ v4 * у б
т  3 12 120

ларни ^осил циламиз. Берилган дифференциал тенгламанинг унг томони х ва у 
ларнинг ихтиёрий цийматларида ани^ланган, узлуксиз ва I/ буйича узлуксиз диф- 
ференциалланувчи. Шунинг учун бирор Р  туьри ьтуртбурчакни олайлик:

Р  — {(х,у)'- 0  < х < 1# 0  < у «  1}.

У  ^олда h =  min (а , 7 7 I ,  М  =  max |f(x,y)l га кура
\ М )  (Х ,У )£ Р

М  =  2, h =  min| 1 , -^-1 =

Бунга ухшаш ~ =  — 1 булганидан 
ду

\ 9Цх,у) L  — max -----(х.у)(Р\ ду 
ушбу

=  1 булади. Шундай ^илиб, 0 < *  < > *о =  0 иктервалда

е4(*) =  \Y(x)— yi(x)\ < !*• 2 '- |-  = ^ j

муносабат уринли. Ш у интервалда хатоликни топамиз:
1 1

е4 =  max е4(х )=  =  — — «  0,0005.
4 „  1 60-32 1920

*<Т
Куриниб турибдики, 4- я^инлашиш билан аниц ечим 0<jc< —  интервалда ^ар бир

х учун купи билан га фар^ ^илар экан. Демак, 0,0005 хатолик билан 0<
1

< х < —  интервалда ани  ̂ ечимурнида 4- яцинлашиш yt(x) ни олиш мумкин.

du у , 1
Машк;. 1 .—  =  За:---- дифференциал тенгламанинг Р  {(х ,у): —  < х < 2, 0<

dx х 2
< у <2} тупламда </(1) =  1 шартни цаноатлантирадиган ечими учун иккинчи я^ин- 
лашиш у3(х) топилсин ва хатолик ^исоблансин.

dy
2. —  =  х2 +  У2 дифференциал тенглама учун ах

Р  — {(х,у): — 1 < х < 1, — 1 < у < 1}
тупламда у(0 ) = 0  шартни цаноатлантирувчи иккинчи я^инлашиш у2(х) топилсин 
ва хатолик хисоблансин.

dy ’ 1
3. —  =  х ~ уг дифференциал тенглама учун Р  ={(*,(/): 0<х < — , — 1 < у < 1

З Х  '  *
тупламда у{0) =  0 шартни ^аноатлантирувчи учинчи яцинлашиш у3(х) топилсин ва 
хатолик ^исоблансин. 

dy
4. —  — у, — оо < у <  оо дифференциал тенглама учун ух(х) , у2(х), . . . .  

dx
у т (х) . . . кетма-кетлик тузилсин ва У(х) =  lim ут *х1 топилсин.

m-rfoo
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12-§. ДАВОМСИЗ ЕЧИМ ЛАР

1.1 6-теорема. ( 1.1 ̂ дифференциал тенглама берилган булиб, f(x,y) 
ва Щ~£! фунщиялар R “ текислигининг Г  соцасида анщланган. ва
узлуксиз булсин. У  хрлда: 1) (1.1) дифференциал тенгламанинг Г 
сохадан олинган ихтиёрий берилган х0, у0 бошлантч цийматларга 
эга брлган давомсиз ечими мавжуд; 2) агар ( 1.1) дифференциал 
тенгламанинг бирор давомсиз ечими унинг бирор бошка ечими би­
лан х нинг %еч булмаса битта  щйматида устма-уст тушса, у 
%олда давомсиз ечим уша ечимнинг давоми булади; 3) агар ( 1.1) 
дифференциал тенгламанинг икки давомсиз ечими х нинг %еч бул- 
маганда битта  цийматида устма. уст тушса, у холда бу ечимлар 
айнан устма-уст тушади, яъш  улар у мумий ашщланиш интерва- 
лига эга бЦлади. .

И с бот. (х0, у0) нукта Г соханинг ихтиёрий нуцтасй булсин.. 
х0, у0 бошлангич цийматларга эга булган шундай г/ = ф(х) ечимни 
курамизки, бу ечим ( 1.1) дифференциал тенгламанинг шу бошлангич 
цийматларга эга булган ихтиёрий ечимининг давоми булади. Бу би­
лан теореманинг 1-цисми исбот этилган булади.

( 1.1) дифференциал тенгламанинг х0, у0 бошлангич цийматларга 
эга ^ар бир ечими учун уз ани^ланиш интервали бор. Бундай ечим- 
ларнинг аницланиш интервалининг чап учлари тупламини гД  унг 
учлари тупламини эса г2* дейлик. т х = infrx*, т 2 = supr2* 
( т л = — сю, т 2= + оо доллар ^ам булиши мумкин). Энди хь, у0 
бошлангич цийматларга эга ва т х<  х < т 2 интервалда аницлан- 
ган у ~  ф (х) ечимни цурамиз. х* нуцта шу интервалнинг ихтиёрий 
нуцтаси булсин. А ник лик учун х0 < х* дейлик. т г сон тупламнинг 
аниц юцори чегараси булгани учун ( 1.1) дифференциал тенглама­
нинг х0, у0 бошлангич цийматларга эга булган ва аникланиш интер­
вали х* ни уз ичига олган у = 1{з(ж) ечими [мавжуд. Энди ф (х*) = 
=*Ц> (х*) деймиз. х* да ф(х) функцнянинг циймати тасодифан танланган 

(лг) ечимга боглиц эмас. Дацицатан, агар у = ф(х) урнига у — х(х), 
%(хо) — Уо функцияни олсак ва х* бу функциянинг аницланиш интер- 
валига тегишлибулса, у ^олда Коши теоремасига кура -ф (.v*) — X (х*) 
га эга буламиз. Шундай цилиб, у ~  ц>(х) функция т х< .х < т 2 
интервалда бир кийматли аницланган. Шу билан бирга у =<р (je) функ­
ция учун ф  (х 0) =  у0 ва бу функция (1 .1 ) тенгламанинг ечими, чун- 
ки цурилишга кура у = ф (х) функция т х <  х <  т г [интервалнинг 
^ар бир х* нуцтасига яцин нуцталарда ( 1.1) тенгламанинг бирор 
ечими билан бир хил булади.

Энди у — ф(х) функция ( 1.1) дифференциал тенгламанинг х0, ув 
бошлангич цийматларга эга булган ва х <  г2 интервалда аниц­
ланган ечими булсин. ¡У ^олда гх£гх*, гг6 га* ¡ва т х rx, r% < т 2<
* Ф (х0) — ф(*о) булгани учун Коши теоремасига кур a гх<;х-<г2 
интервалда ф (х) =  ф(л:).
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Бундан у — ф (л:) ечим у ~  ф(х) ечимнинг rL<Zх < г 2 интервалдан 
та ища риг a. (m1< x < m 2 интервалгача) давоми экани келиб чикади.

Курилган у = ф (х) ечим давомсиздир. Бундай булмасин дейлик. 
г/ = ф(л:) ечим у = ф (х) ечимнинг давоми булсин. Унда х0, уй ни 
у =  \)>(я) ечим учун бошланрич к,ийматлар к̂ илиб олиш мумкин. Юк,о- 
ридаги исботга кура у = (р(х) ечим у = ¡р(х) ечимнинг давоми (ф (х) 
нннг курилишига эътибор беринг!) Бу муло^азалардан у — ф(%) ечим 
у = tj3(x) нинг ва аксинча, у = \р(х) ечим у = ц> (х) ечимнинг давоми 

; J  экани келиб чикади. Демак, у ~  ц(х) ечим ягона давожиз ечим. 
Теореманннг 1) ^исми исбот булди.

у = ф ( х )давомсиз ечим булиб, бирор бонща у = q> (х) ечим би- 
,Ш лан бирор а:* нуктада устма-уст тушсин: ф(х*) =ф(х*). У  ^олда л*, 

у* давомсиз г/=ф(х) ечим учун з̂ ам, у ~  ф ( х ) учун з̂ ам бошлан­
рич кийматлар булади. Шунинг учун юкорида исбот этилганига ку­
ра ¿?=ф(х)ечим у = ф (а-) ечимнинг давоми булади. Бу билан 
теореманинг 2) цисми исботланди.

Агар у = ф(х) ечим давомсиз булса, у ечим ю^оридаги муло^аза- 
ларга кура у = ф (х) ечимнинг давоми булади. Шунинг учун ф(л:) ва 
Ф (х) ечнмлар тула устма-уст тушади. 3) к,исм ^ам исбот бу’лди. 
Демак, 1.16-теорема тула исбот этилдн.

Н а т и ж а л а р .  1) (1.1) дифференциал тенглатанинг ихтиёрий 
бошланрич цийтатларига зга булган у — ф (х) ечими Коши теоре- 
масининг шартлари бажарилганда давожиз у — ф (х) ечитача да- 
вовя этгНирилиши шумкин. Шу 'Маънода давожиз ечишар диффе­
ренциал тенглатанинг барча ечишарини уз ичига олади;

2) агар Г  соха чегараланган булса, т у ва т г лар чекли булади;
3) агар Пикар теоре'масининг шартлари факат щмма нукта- 

лари билан Г  со\ада ётган Р  тугри туртбурчакда уринли булиб 
цолтай, балки ихтиёрий Р*, Р* <= Г tnijFpu туртбурчакда уринли 
брлса, у хрлда \х — х0 \ h интервалда атщланган ва х0, у0 бош­
ланрич цийшатларга эга булган у =  ф ( х ) ечиши давожиз ечита­
ча давош эттириш муткин. Бунинг исботи юкоридаги теореманинг 
исботига асосланади; ■

4) агар у=<р(х) (1.1) дифференциал тенгламанинг давомсиз 
ечими булиб, унинг 'мавжудлигининг такситал интервали т х <: 
<Zx<Cm2 б$лса, у х1олда у=ср(х) ечиш х-+ тх ва х-*-т2 да Г  
соланине чегарасига интилади.

М н со л. Ушбу
¿У 1 , ,

дифференциал тенгламанинг <j(0 ) = 0  бошланшч шартни каноатлантирадиган давом­
сиз ечими цурилсин.

Аввало
У

f(x, У) =  - ¿ r Ba F ^ =  ' (S2—у2—1

т



ФР(у)=х-}-С ёки - у  — у =  х + С

муносабат билан ёзилади. Бошлангич шартга кура С ~ 0. Равшанки, у2— 1=0 дая
2 2 2 2 

«/=^1, Р (— 1)=” , ^  (1) =  — - у .  Энди т х =  — - у ,  яг3= ~ у  дейлик,. Агар
2 2

х  — - у  < х < - у  интервалда узгарса, у — 1 < х < 1 интервалда узгаради. Щу
2 2 г/3. _ _ _ <  х < у-интервал — — у= х ечим учун аникланишнинг максимал инт€рвали

У3 2 2
булади. Демак,-у —  У =  х ечим — “ < х < ~  интервалда давомсиз ечим бу­
лади. у3

Агар ф(х„)=0, х0фО булса, С ф 0 ва С = —х0. Бу холда — ---у= х—х0 ечим

4 2
узунлиги-у га тенг булган ани^ланиш интервалига эга, яъни — х0 < х <

2 2 2 У3
— * 0. т 1== — —  — дг0, т 2=  -у- — Шувдай к,илиб, - у -  У —

2 2
€ЧИм — "С  — х0 < х < д----х„ интервалда давомсиз ечимдир (13-чизма).

Берилган тенгламанинг барча ечимлари

: х — ха

13- чизма. 14 - чизма.

Курилган мисолда т г ва^т2 лар чекли.

М а ш ц . У ш б у Ц  =  х -<>0 дифференциал тенгламанинг ф(0)=0 бошлан-
рич шартни каноатлантирадиган давомсиз ечими топилсин ва унинг анщланйш ин- 
тервали учун (%= 0, т 2—+оо экани курсатилсин (14-чизмага каранг).



2-боб

е-ТАКРИБИЙ ЕЧИМ. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА ИНТЕГРАЛ ТЕНГСИЗ-
ЛИКЛАР

1-§. е-ТАКРИБИЙ ЕЧИМ. ЭЙ ЛЕР СИНИЦ ЧИЗИРИ

1. ( 1.1) дифференциал тенглама берилган булиб, унда / (х,у) 
функция Г  со^ада узлуксиз б^лсин.

2. 1-таъриф. Агар бирор 1 (очиц, ёпиц, ярим очиц) интервал­
да аницланган ф (х) функция учун ушбу

1°. (*,Ф«)ег, ху,
2°. <р(х)бС(/), ф (х)£С*(1\$) (бунда 5 т у  плат функция

• й х
1-тур узилишга зга булган ёки гиавжуд бул’маган нуцталар туп- 
лати;

■ 3°. /(*, ф(*)) <е, x & \ S .dx
4o. S — чекли туплам, 

mijpmma шарт уринли булса у %олда ц.{х) функция I  интерва'лда
( 1.1) дифференциал тенгламанинг в-тацрибий ечи'ми дейилади.

Таърифдан кюрина дики, е = 0 ва S  = 0  булганда = f(x, w(x)),.
dx

х 6 / булади. Бу ^олда 1.4-таърифда берилган ечим таърифини о̂- 
сил циламиз,

^уйида биз е- так,рибий ечимнинг мавжудлиги масаласнга тухта- 
ламиз.

2. 1-теорема. Агар f(x,y) функция Г  cocada ётган Р  — 
в~{(х,у)". jx — х01 ^  а, | у — г/01 ^  6} ёпщ турри гпрртбурчакда уз­
луксиз б$лса, у хрлда ихтиёрий шусбат е учун ( 1.1) дифференциал

тенгламанинг \х—х01 < h, h =  m inia, —  V М — тах j f(x,y)j ин-. \ М  ] (х, y)(LP
тервалда ф(л*0) = у0 бошлангич шартни щноатлантирадиган е- тац- 
рибий ечити ф (х) си авжуд. »

И сбот .  е > 0  берилган булсин. х0 < х «£ х0 + h интервалда 
е-та^рибий ечимНи ^урамиз (х0 — h < х < х0 интервалда тегишли 
ечим шунга ухшаш цурилади). Ушбу
Ph -  {(х>У) *• i х—хо I <  h, \ y  — y0\*Zb}, Р+ =  {(х,у) -.х0 ^ х  «S х4) +h,
| у — г/01 < турри туртбурчакларни ^урамиз. Равшааки, PhczP, 
P+czP. f (х,у) функция ёпи  ̂ Р  тупламда узлуксиз булгани учун 
шу тупламда текис узлуксиз булади. Демак, берилган е > 0  буйи- 
ча шундай 6(в) >  0 топиладики, агар (х,у)£Р, (х, у)£Р нуцталар учун
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\ х ~  *|<б(в) ,  [у — у | < 6(е) 
тенгсизликлар уринли булса, -

I/ (х,у) f (х, 1/) | < е (2 .1)
тенгсизлик ^ам уринли булади. Бу муло^азадан кейинрок фойдала- 
намиз.

Энди хи х2, . . .  , хп_ х нукдалар ёрдамида [x0,x0+h] интервални 
шундай п та булакка буламизки, >̂ар бир [х*_Р лсА1 интервалнинг 
узунлиги ушбу

max I xk — xk-i 1 ^  min ̂  6 (е) г ^  j> ft = 1,2, . . .  , п; xn-=x0 + h
тенгсизликни ^аноатлантиради.

(х0, у0) "нуцтадан бурчак коэффициента М ва — М га тенг бул- 
ган икки турри чизщ  утказиш мумкин. Бу турри чизицлар учун

М = tga = ~  булсин. Агар h — а булса, М — h = ~  бул-
ь ь ь  ъ

ганда М = 'Х ==_6_:>~  бУлади- Демак М Бун дан келиб чи^а-
~М

дики, Р£ т\три туртбурчакда (х0, у0) 
ну^тадан утУвчи М ва — М  
бурчак коэффициентли турри чи- 
зицлар у ^ у й-г-Ь ва у = г/0 +  6 
горизонтал турри чизи^лари билан 
абсциссаси х < х0 +  а, х = х0 + h 
булган нукталарда кесишишади. У  
нукдаларни В  ва С, (х0, у0) нук;- 
тани эса А дейлик (15-чизма). 
Досил булган ABC учбурчакни 
P t \  Ph ' cr Pfi деб белгилаймиз.

(*о> У о) ну^тадан утувчи f(x0> у0) 
бурчак коэффициентли турри чи- 

зи^нинг [х0, xt] интервалга мое кесмасини чизамиз. Турри чизиц- 
нинг чизилган бу булаги Р£1 учбурчакда ётиши равшан. Унннг тенг- 
ламаси у — у0 = f (*0> Уо) (х ~  хо) куринишда, х = хх турри чизик; 
билан кесишиш нуктасининг координаталари эса

(■*i> Ui) ~  (xi> Уо “Ь f (хо> Уо)(х1 хи)) 
булади. Сунгра (х1У ух) нукдадан утувчи f(x lt yL) .бурчак коэффи­
циентли т^рри чизик,нинг [х1( х.] интервалга мос кесмасини чизамиз. 
Унинг тенгламаси у — ух — f(xlt уг) (х — хх) куринишда, х = х2 турри 
чизиК[ билан кесишиш нукдаси координаталари эса

(■̂2> Уг) = (xz’ У1 f (xi> У1) (x2 ^i)) 
каби булади. ‘

Шу усулда давом этсак, х0 < х < х0 +  h интервалда ани^ланган, 
графиги P t '  учбурчакдан чшуяайдиган си ник, чизи^ чизиш\мумкнн.



Унинг учларини Д0 =  А, Ах =  (хъ у х), . . . , Ап_ { =  г/п_,),
Ап — (хп, г/л) =  (х0 +  й, деб белгилаймиз. Х(осил булган Л0ЛХА2
• • • сини^ чизицни ц>п(х) дейлик. Бу функция изланган, ку-
рилиши лозим булган е- тагфибий ечимдир. Шуни исбот этамиз.
2 . 1-[таърифнинг шартларини текширамиз.

1° шарт бажарилади, чунки (х, фя(х)) с: а  Р. Агар 
{хи х2, лгп_,} тупламни 5 десак, 2 шарт [х0, л:0+ /г ]\5  тупламда 
бажарилади.

Энди 3° шартни текшириш цолди. [хк_ 1гхк] интервални курамиз> 
к =  I, 2 , . . .  я. Агар ^ар бир [хА_ р хл] интервалда 3° шарт бажа- 
рилса, у ^олда [*„, х0 +  Н] интервалда у  =  ф„(л') функция учун 3* 
шарт бажарилади. Равшанки, [хк_ х> хк\ интервалда

Хк- 1 ^

I<Р« * (х) — ф{пк) (х) | =  | /(хА_ р у к_ х)|. | х — х | ^  М |х — * |. 

Агар * =  хА_, булса, ,

келиб чицади. к га 1, 2 , . . . , п ^ийматлар берсак ^ам шу тенгсиз- 
лик уринли булади. Демак, (х0, х0 +  /г)/5 тупламда 3° шарт бажа­
рилади: 4° шарт уз-узидан бажарилган.

Юцорида ^урилган А0 Ах . . . Ап сини^ чизик; фп (х) — е- ечим 
булиб, уйи Эйлер синиц чизит  дейилади.

| *  —  х к_ х 1 <  ш ах | х к —  х к__х 1 <  Ш1П (б  ( г ) ,  - ^ 1  ̂ <  б (е ).

Бундан

|Фпк) (X) — Ф^ (**_,) I <  М  | х — | <  М  шш (б (е), =

Демак,
| Фа1 ( х)  —  ф Г  (.**_,) | <  б (е).

Маълумки, хк_ х < .х < х к интервалда

® -ф Г М  -  Я*. фГ(*>) I =  I ((*»-,. ч>1*' (*»-1» — К*. < А *)) I

V
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Синищ чизи^нинг А0 Ар  АуАг , , Лп_, Ап булакларини 
ф',0 (х), <р(п2)(х)...........q>W(x)

П
деб белгиласак, ц>п(х) =  U (рЦ\х) булади. Дар бир (p'JHx) ни топиш

/ = |
учун (2 .2) формула кулланилади. <рп(х) ечимни к; у лай лик учун еп- так;- 
рибий ечим деб атаймиз.

Биз е„- такрибий ечимни турри туртбурчакда курдик. Тегиш- 
ли ечим Р~ =  {(х, у ) : х0 — h ^  х ^  х0, \ у — у0 \ ^  Ь} тупламда ^ам 
цурилиши мумкин. Шундай цилиб, Ph тупламда фп(х0) = у0 шартни 
^аноатлантирадиган гп- такрибий ечимни и,урилди деса булади. Шу 
билан теорема исбот булди.

dy
Машк, —  =  cos х  

dx

дифференциал тенглауа берилган булиб, Р  =  {(л:, у):  | х  | .<  я , | у  | <  —  J, ха =  О,

у 0= 0  б^'лсин. h =  m in | 'а , - — 'j =  m in ^я, =  б^лгани учун Ph =  {(x,y) :

i i - ^  I i , \ n . .  5я я  я  я
1*1 <  ~  интервални x t =  — , х 2 = — , *з =  ~ .

я  2я
*4 =  ~тг> xb =  ~ Z  нуцталар билан булайлик. Масала бундай цуйилади:Z о

Теоремада келтирилган усул билан 0 <  х  <  интервалда Эйлер синик
6

Зя
чиэири ф, (х) курилсин ва х — —  ну^тада хатолик ^исоблансин.

2 . 2- т а ъ р и ф .  Агар \ х — х01 <  h интервалда аницланган функ- 
цияларнинг

h (x ) , h (x ), . . . , fn(x), . . . (2.3)
функционал кетма-кетлиги учун шундай b узгармас сон топилсаки, 
барча нашу рал п сонлари ва \ х — х0\ < /г интервал учун

I Ц х) \ < ь
тенгсизлик уринли булса, у %олда (2.3) кетма-кетлик ёпиц \х—х0| 
интервалда текис чегараланган дёйилади. .

2 . 3 -таъриф.  Агар ёпиц \ х — x0\ ^ h  интервалда анщланган 
функциялардан тузилган (2.3) кетма-кетлик берилган булиб, %ар 
цандай е > 0  учун шундай б >  0 топилсаки, барча п лар учун
I х' — х" I <  Ö тенгсизлик бажарилганда ишбу
1 1 № ' ) - № " ) | < е
тенгсизлик уринли булса, у хрлда (2.3) кетма-кетлик. текис дара- 
жали узлуксиз дейилади.

2 . 2 - т е о р е м а  ( А с к о л и —А р ц е л  т е о р ем а с и ) .  Агар (2.3) 
кетма-кетлик чекли \х  — х0 1 <  h интервалда текис чегараланган 
ва текис даражали узлуксиз брлса, у %олда (2.3) кетма^кетликдан

\



рша интервалда текис яцинпашувчи цисмии кегпми-кетлип, и,ъпу[лл> I VI***« 
щ ш и н .

2 . 3- т е о р е м а .  Агар ёпиц \х — д:0|< / г  интервалдаузлуксиз бул- 
ган функцияларнинг (2.3) кетма-кетлиги шу интервалда текис
■ ящхнлашувчи булса, у  д¡олда бу кетма-кетлик текис чегараланган 
ва текис даражали узлуксиз б$лади.

Бу теорем аларнинг исботи математик анализ дарсликларида бор 
булганидан унга тухталмаймиз. Аммо бу теоремалардан келажакда 
ф'ойдаланамиз.

1.3- теореманинг исботи. Шундай {ел}, ел> 0  сонлар кетма-кет- 
лигини оламизки, п-*~оо да ел- > 0  булади. 1.18- теоремага кура (1. 1) 
дифференциал тенгламанинг ( х—х 01 <  Н интервалда аникданган 
<рп(х) =  у0 бошланрич шартни ^аноатлантирадиган ва графиги Рл туп-
ламдан чикмайдиган ел-так,рибий ечим бор ва бирор х, х0 — к <  х  <  
< х 0 +  Л учун

келиб чикади. Бу (фп(*)} кетма-кетликнинг текис чегараланганлиги- 
ни тасдицлайди. Ю^оридаги муло^азалардан |{ф„(х)} кетма-кетликка
2 .2-теоремани кулланиш мумкин.

{Ф„4(х)} кетма-кетлик {фп (х)} кетма-кетликдан ажратилган ва
бирор узлуксиз ф(х) "функцияга текис як,инлашувчи булсин. К,улай- 
лик учун {ф„й(*)} к,исмий кетма-кетлик учун ^ам {ф„(х)} белгини ишла-
таверамиз.

(2.4) дан п —*-оо д а  |ф(л:)— ф (х) | <  М ( х — х\. 
е„- так,рибий ечим учун тегишли интеграл тенгламани ёзамиз:

Ал(л:) == 0, Энди {%к(х)} ^исмий кетма-кетликни олайлик:

(2.4)

Шу-

Ушбу
|Ф „(*)-* /о1>  |ф„(*)| — \Уо\

тенгсизликдан

|фл М | < 1г/о! +  &

х
ф „м  = уо+ ¡ т ,  + \ а м ,  • (2.5)

бу ерда | Дл(х )  | =  — ! (х ,ф л (*)) I <  ел, х 6 {  | х  — х 0 1 <  /г}\5, .



г..

I

k̂ OO л
<РЛ&(Х)— (2 -5) га асосан ц>Пк(х)= у0 +  J ( f( l, ни

ва k -*■ оо да е

I
¡V

оо эканини ^исобга олсак:
X

<р(х) = ^ 0 + 1  f ( l , v ( l ) ) d £ .  ■
*«

Бундан ф(х„) =  у0. f(x,y) функция Р да узлуксиз булганидан =
dx

=  /(* , ф(х))- Демак, ф(х) функция ф (х0) ~  у0 шартни к;аноатланти- 
ради ва | х — x 0| < f t  интервалда ( 1. 1) дифференциал тенгламанинг. 
ечими. Теорема исбот булди.

2. 2 .4-теорема.  (1.1) дифференциал тенгламада f(x ,у) функция 
Р(Р а  Г) mi/Fpu rni/ртбурчакда у буйича L константа билан Лип­
шиц шартини цаноатлантирсин. Агар Фх(х), ф2(х) функциялар I 
интервалда ( 1. 1) тенгаашнинг ¡нос равишда £j- ъа е2- тацрибий 
ечишари ёулиб, I интервалдан олинган бирор т учун ва Цациций 
сон 6> 0 учун

(ф Д т )—  <Еа.(х) | <  б  (2 .6 )

тенгсизлик $ринли булса, у %олда I интервалнинг барча нуцтала- 
рида ушбу

L\x
Г

е =  ei +  б2 (2.7)

С

h-

i-v  t
i>V-;: j
("V, '

тенгсизлик рринли б$лади.
И с б о т :  Аввал т <  х, х£ 1  интервални курайлик (х  <  т, х £ /  

^олда муло^азалар шунга ухшаш булади). фг(х) ва ф2(х) функция­
лар ег  ва е2-так;рибий ечим^булгани учун { х : т <  х, х £ I ) \S  т^пламда

1 фх(х))|
dx

¿<Рг(х)
dx

1»

f i x ,  ф»(*))

уринли булади. Бу тенгсизликларнинг икки томонини т дан х  гача 
интегралласак:

* ' 1 Х I dm .it)
къ> v i d m i  < е х(х—т),фх(х) — фх(т) — | / ( g ,  (£))d£ | <  j J

* I *
ФгМ — ф2(т) — J f(t,q>2( i) )d l  <  J

<%(Е)
dl

d l

Дар икки тенгсизликликнинг улг ва чап томонларини ^адма-^ад
кушиб, 8i +  e, =  е .ф ^ х ) — <р2(х) = g ( x ) , \  q(x)\  =  q(x) десак ва
маълум | а — Р ] < | а |  +  |Р|  тенгсизликдан фойдалансак, куйидагига 
эга буламиз:

€0

4



l 'q(x) — q  (т ) — I j Ш 5 ,ф х (I ))  —  f  (£,Фг (I ))] d% | «Ï e (x —  t ) .  

Бундан

<  <?(■*) —  <7(t )
T

ЛГ
—j” (£)> — f(i, 

тенгсизлик ÿpинли бÿлгaни учун "
X  ' ' '

q{x) <  ç(t) +  j J f(l, фд(|)) — f(l, фа(|)) I d% +  e(x — t  )
T

муносабат келиб чии;ади. f(x ,y )  функция Липшиц шартини и,аноат-

лантиради. Шунинг учун q(x) ^  q(т) +  L$q(%) dl +  в (х) — т).
Т

. Агар охирги тенгсизликда тр(х) =  q(x) +  е(х‘— т), - ф(|) =  <?(£), 
X — L деб, кейинги параграфда исботланадиган (2.9) тенгсизликни 
куллансак ва <?(т) <  Ô эканини ^исобга олсак, ушбу q(x) <  beL(K~~x) +  
+  ~  {еЦх т> — 1) тенгсизликни ^осил килам из. Биз (2.7) муносабат-
ни т <  х, х £ /  интервал учун исботладик. Агар х  <  т, х £ /  интер- 
вални курсак, тегишли интеграллашлар х  дан % гача олиб бсрилади ва

q(x) <  be - Цх~х) +  ± -  (е~ L^ -  1 )

тенгсизликни з̂ осил к;иламиз. Икки ^олни умумлаштириб ёзсак, (2.7) 
муносабатга-келамиз. 2.4-теорема исбот б>глди. .

1- н а т и ж а .  Агар ег  тацрибий ечим учун <р, (х) з 7 ( 4  х £ /  60- 
либ, Y(x) (1.1) дифференциал тенгламанинг анщ  ечими брлса, у  
%олда 0, е2-> 0 да ф2 (х) Y  (х) булади.

Да^ицатан, (2.7) дан F(x) —  ф2(х)| <  ôeL|jc_T| +  (eL 1 х_х  1 —  1) .

Агар 6 ->- 0 , к2 —► 0 булса, изланган муносабат ^осил булади.
2 - н а т и ж а .  (2.7) тенгсизликдан ягоналикни исботлашда фой- 

даланиш мумкин.
Ушбу у  =  фх(х) ва у — ф„ (х) функциялар (1.1) дифференциал 

тенгламанинг бир хил х0, у 0 бошланрич к,ийматларга эга бÿлгaн ва 
тегишли /,, / 2 интервалларда ани^ланган икки аник; ечими булсин. 
Равшанки, х0 Ç Ilt (1 / 2, Фх(*0) =  ф 2( х 0) .  Шунинг учун | ф^х) — ф2(х0) |<  
< 6  дан 0 =  0 экани, ф^х), ф2(х) ларнинг аник; ечимлигидан ег =  
=  0 , гг — 0 экани келиб чикади (2.7) га кура 1г П / 2 интервалда 
Ф1 (х) =  Ф2 (х).
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2- § . ИНТЕГРАЛ ТЕНГСИЗЛИКЛАР

Мазкур параграфда баъзи му^им интеграл тенгсйзликлар ва улар- 
нинг цулланилиши билан шугулланамиз.

1. 2.5-т е о р е м а .  Агар гу <  х  <  гг интервалда аницланган ва 
узлуксиз <р(х) >  О, ф ( х )  >  0 ва Х(х)  >  0 функциялар учун

X
ф(*) < $ ( * )  + {х (5) ф гё )#  (2 .8 )

■ . . ■ ■ 'I
муносабат Гринли брлса, улар.учун г1 <  (х) <  /-2 [интервалда ушбу

X X
ф(х) <  $(*) +  ] х ®  д а  ехр( Гх(и)йи)(11 (2.9)

Гг Б
муносабат %ам уринли брлади; (2.9) тенгсизлик Беллман тенгсиз- 
лиги деб аталади.

X
И с б о т .  <?(*) =  |х!(£)ф(5)<*1 деб белгилаймиз. Равшанки1

г,
^(г1) =  0. Бундан — %(х)  ф(д:) к ели б чицади. Энди

ах

^ -  =  Х(*)ф(*).
X

2С(х)<7(х) =  х(^)|х(8)ф(8)Й5
* . . ■ г‘ 

системани курайлик. Биринчи тенгламанинг чап ва унг томонлари- 
дан мое равишда иккинчисини айириб, (2 .8) дан фойдалансак,

-тХ '(*М *) <*(*№ (*)•
X

Бу тенгсизликнинг икки томонини е§%(и)йи га купайтириб, гх дан х
9

гача интеграллаймиз:
X X X

х \хШи ■ Х |  X <«) ¿и х Г гШи
¿ 1 -  ] т ж ) е  я -

' ‘ г1 п
Чап томондаги биринчи интегрални булаклаб интеграллаймиз:

X X X
\х(и)(Шх х (*<«№ х (*(«)<*« х

Щ * | +  , [ < 7 ¿1 - ] % ( Ш У  4  <  ] х Ш  (1)Х
/-1 г, >г,т

Х(и)4й



Бундан
и)4и

X
£х(и )Ли х Гзс(и).

д(х)е <  ^  С (&) Ч>"(Б)«

X
|х(ы)йи 
х

келиб чикади. Энди бу тенгсизликнинг икки томонини е га бул- 
сак,

* л
~^Г ,Ш их \%Ш а х Г5С(и)*<-|Х(«>*<

а ( х ) ^ е х ^  =  * «
Гх

X
х ЫиУОи+̂ хМйи х ГхМА*

= |х (£ Ж & )е *  т « = ^ х Ш Б ) е  4 .
Г\ ' <4

Шундай цилиб,
X |х(и)йя

<?(*)< |%(Е)Ч>(6)в6 ¿Б*
г»

(2.8) дан <7[(*)1< ф(л?) — ф(х) булгани учун охирги муносабат (2.9) 
нинг узидир.

Биз цуйида Гронуолл— Беллман тенгсизлигининг тез-тез учраб 
турадиган икки хусусий ^олини таъкидлаб утамиз.

2. 6 - т е о р е м а. Агар г1 ^ х ^ г , 1 интервалда аницланган, узлук- 
сиз (р(х) > 0 ,  %> 0 функциялар ва бирор узгармас сон С >  0 учуй

X

ф(др) ' <  С  +  (6)ф  <1Б (2 .1 0 )
Т\

тенгсизлшс уринли булса, у %олда шу гх <  гг интервалда
X

Ф(х)! <  С ехр | х (?) ¿6 (2.И)
»■,

тенгсизлик %ам рринли брлади. Бу тенгсизлик Гронуолл тенгсиз. 
лиги деб юритилади.

2 . 7 - т е о р е м а .  Агар х ^ г г интервалда анщланган ва уз- 
луксиз ф (х) функция учун а  5* 0 , р >  0 ихтиёрий узгармас булганда

X
Ф(х)< ^(аф(5) +  Р) (2 .12)

Г1
тенгсизлик рринли брлса, у  %олда интервалда

1) ф(х) <  —  ( еа[х~г,)— 1 ), агар а >  0 , р >  0 булса; (2.13)
а

вз



2) ф(х)<(3(х — гх), агар a — Q, Р > 0  булса, (2.14)
тенгсизликлар хам рринли булади.

2. Энди Гронуолл тенгсизлиги ^улланиладнган ягоналикни исбот- 
лашга дойр масала курайлик. Бирор гг <  л' <  г2 интервалда аник-
ланган x(t) ва у ф  функциялар мос равишда ушбу

~тт~  Ш>х), x(t0) = x о,
a t  *

— f у)> т - v »a t
Кении масалаларининг ечими булсин, бунда f(t,x) £ С(Г).
Бу ^олда ушбу

■ -

x\t) = x0+  ¡f(s,x(s))ds,
to

' t  ■■ j

y(t) = y0 + }< f(s,y(s))d*
t$

интеграл айниятлар уринли. Бундан куйидагига эга буламиз:
<

x(t) — y ( t ) \ < \ x 0- ~y 0\ +  \§\ f (s ,x(s) )  — f(s/y(s))\ds\.
U

|С, Lip) деб t0 <  Т  интервалда узлуксиз ва . иккинчи аргументи 
(буйича Липшиц шартини к,аноатлантирадиган икки аргументли функ­
циялар тупламини белгилайлик. Агар f(t, х) 6 (С, Lip), яъни fc > 0
ва (t , Xj) 6 Г, (/, х.г) 6 Г учун

| /  ( t . * l )  —  №  ¿С г) \ < k \ X l - X , \

тенгсизлик уринли булса, у ^олда юкрридаги тенгсизликни
t

1 x(t) — y(t) | <  | *0 —  y 01 + 1 f  к | x(s) — y(s) | ds |
¿9

куринишда ёзиш мумкин. Агар | x0 -— г/01 "  z(̂ >) — С, | *(s) — y(s) 1 — 
=  2(s),
I x(t) — y(t) | = z(t) десак, t > t 0 булгани учун

z{t) <  С +  J&z(s)<is 
t e .

тенгсизликка Гронуолл тенгсизлигини татби^ этиб, ушбу
t
1

z(t) <  Се° =  Cew ~U)
муносабатни ^осил циламиз. Бундан x(t0) =  y(t0) ■- х0, | х0 — у0 \ — 
=  z(t0) — С О ва охирги тенгсизликдан z(t) m  0 , яъни x(t) =  y(i) 
айният келиб чикади.



Агар ¿0 <  / <  Т  интервалда [узлуксиз ГА(/) >  0 функция мавжуд 
булсаки, (¿,хд) £ Г, (¿, х.,) £ Г нукталар учун ушбу

I /  (<, *1) — / (¿. *2) I <  * (О I *1 — ** I
тенгсизлик уринли булса, аввалгидек муло^азалар ёрдамида

г
I *(9  — 0(0  | <  | *0 — Уо I + ¡1  к (т) | *(в) — у(в) | йз 

тенгсизликка келамиз. Бундан Гронуолл тенгсизлигини татбик, этиб
I
|’*(т)йх

\ х ® - Ут < С е и
муносабатни хосил киламиз. Агар С — | х 0— у0 | — О булса, бундан 
хУ) =  у(Ц, t0 ^ : t ^ T  айният келиб чик;ади.

Мазкур параграф охирида ягоналик ^акида я на бир му^им тео- 
ремани келтирамиз. •

Я г о н а л и к  т е о р е м а с и .  Агар ¡(х,у) 6 С, (х,у)  6 Г булиб,'(х0,г/0)£Г 
нуцтанинг бирор атрофида ушбу

\ f \ ix ,  Уг) — Цх,  У2) \ ( х — Хо) <  к \ у % —  г/11, 0 < £  <  1 (2.16)

тенгсизлик рринли булса, у  %олда (1.1) тенгла'Ма у ( х 0) — у 0 
шартни каноатлантирадиган купи билан битта ечимга эга.

Бу теореманн 1909 йилда 0 <  к <  1 учун Розенблат, 1926 йилда ¡1 — 1 учун 
Нагумо (юкрридаги тенгсизлик цатъий булганда) исботлаган, вт к:1\оя г, 1928 
йилда Перрон теоремани \х — л:0| <  а  учун

I /  I С*. У г) — /  (*> у г) | (х — х0) <  | у 2 -  у г | - (2.16)

тенгсизлик бажарилганда исботлаган.

И с бот.  Дифференциал тенгламанинг у  =  ф(х), у  = \р(х) ечим- 
лари \х —  х0| <  а  интервалда аникланган ва бир хил бошлашич ций- 
матларга эга бч/лсин, яъни ф (х„) =  ф (х0) =  у 0 .

Р{х) = Ш - Ж 1, 4ФХо
х  — х0

деб белгилайлик. Равшанки, Лопиталь ^оидасини ^улланиб, ^уйида- 
гини топамиз:

[Иш/7(х )=  Иш ф И . ^  /(х 0, у 0) — /(х 0, у 0) =  0 .
х~*х9 х-*х9 1

Шунинг учун (агар Т7 (х0) =  0 деб ^исобласак) /7 (х) функция | х —
— х0 1 <  а интервалда узлуксиз ва х =  х0 да нолга тенг булади. 
Шу ^(х)'функция |х  — х01 <  а  да айнан нолга тенг эканини ис- 
ботлаймиз. Фараз этайлик, Р ( х ) ^ 0 ,  \х — х0| < а  булсин. У ^олда 
| х — х0 1 <  а  да шундай х* нуцта топиладики, унда | Т7 (х) | функ­
ция узининг максимумига эришади, уни (2 дейлик. Равшанки, 
0 <<2=т^0. Содда хисоблашлар курсатадики, (2.16) га кура
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0 < < 2  = У (_£*) — (Л̂ ) 
х* — «о х* х$ [/ (х, ф (х)) — / (х,- г|7 (х))]Лг)

<
1 х* — -Со I

ф (х) —  П5 (х) йх —
■*о1

*0
^  (х) функция |х — х0| <  ос интервалда узгармас булмагани учун

1 1 Р ( х ) \ ё х 1 « г
I ** — *0 I Xо

булади, шунинг учун £?<£?. Бу зиддиятлик теэремани исбот этади.

3 -§ . МАКСИМАЛ ВА МИНИМАЛ ЕЧИМЛАР

2 . 4-таъриф.  /  (х, у) функция бирор Г со\ада *анщланган 
в а узлуксиз булсин. Агар у — у0 (х) функция Коши [масаласининг 
даво'мсиз (мавжудлигининг 'максимал интервалида анщланган) ечи­
ми ва у ( х )  функция рша масаланинг ихтиёрий ечими булиб, бу 
ечишар учун мавжудлик интервалларининг ущ мийцисмида

1у (х) < У ° ( х) ' (2.17
тенгсизлик рринли булса, у %олда у =  у0 (х) ’ечим Коши [масаласи­
нинг 'максимал ечими дейилади.

Минимал ечим тушунчаси ^ам шунга ухшаш киритилади. Фа^ат
(2.17) урнига у(х) > у0 (х) тенгсизлик ишлатилади. .

Таърифни мисолда тушунпгирайлик. 1-бобнинг2-§ ида ушбу

Ау_
(¡X У \  У ( 2) =  1

Коши масаласини курган эдик. Интеграл чизи^лар абсциссага ури- 
ниб утадиган кубик параболалардан иборат булиб, у — 0 чизик ^ар 
бир ну^тасидан сано^сиз интеграл чизицлар утадиган ечим эди.
( _ 2 , 1) ну^тадан утадиган кубик парабола у  =  абсцисса ук,и

билан (—5, 0) нуцтада кесишади 
Абсцисса укининг шу нуцтадан 

АзЧап томондаги ^исмини Аг Л8 ва 
интеграл чизи^нинг (—5, 0) нук- 
тадан юцори шохчасини Л8Л„Л7 дей-

* лик (16-чизма). У ^олда Л ^ ^ Л ,  
(3)0)а5 чизик юцорида и^уйилган Коши ма­

саласининг ечими булади ва мав­
жудлигининг максимал интерва- 
ли (— со, + о о )  булади. Боищача 
айтганда бу ечим давомсиздир. Ик-

1 6 - чизма. кинчи томондан, айтилган ечим

А/у А



максимал ечим. Буни курсатиш цийигн эмас. у0 (х) =  ЛлЛ8Л6Л7 десак, 
(—2 , 1) ну^тадан утувчи ихтиёрий у =  у{х)  интеграл чизин̂  учун 
у(х0) =  у°(х0) =  г/0 ва [—5. —2] интервалда у°(х) =  у (х). Энди у (к) 
сифатида Л8Л8Лв интеграл чизикни оламизми ёки Ап А10АяЛв ихтиёрий 
интеграл чизикни оламизми, барибир, тегишли интервалда у°(х) > 
> Л ( х )  тенгсизлик уринли. Агар у (х) сифатида ЛвЛ7 ёйни олсак, у 
зфлда [—2, +оо)  интервалда у(х) =  у°(х) булади. Демак, берил- 
ган Коши масаласининг ихтиёрий ечими у(х)  ва олинган давомсиз 
у°(х) ечим орасида тегишли интервалда (2 . 1/) муносабат уринли. 
Демак, у0 (х) =  Л1Л8ЛвЛ7 ечим максимал ечимдир.

Ушбу

с1х У У (3) =  О

Коши масаласи учун АхА.гА3 =  у0 (х) чизик максимал ечимдир 
(16- чизма).

Шунга ухшаш, минимал ечимни >̂ ам тушунтириш мумкин. Лв =  
=  (—2, 1) ну^та учун у0(х) ечим Л9Л8Л6Л7 чизиедан, Л8 =  (—5, 0) 
нук>та учун эса Л9Д8ЛЯЛ5 чизивдан иборат булади. ШунинГдек, Л2 
ну^та учун ЛдЛД; чизик х;ам минимал ечимдир (16- чизма).

Бу курилган мисолда абсцисса у^ида ечимнинг ягоналиги бузи- 
лиши мумкин эди. Энди Г со^анинг барча нукталарида ечимнинг 
ягоналиги бузилмайдиган мисол курайлик. Ушбу

й х
У> у  ( 0 )  =  0 .

Коши масаласи учун у0 (х)]= 0,
— оо <; х  ■< +  оо ечим максимал 
ечим булади. Шу билан бир вак,т- 
да у минимал ечим хам булади, 
яъни у° (х)=е 0 , — о о С х С о з .
■Да^икатан, куйилган Коши маса­
ласининг ихтиёрий (ги Го) интер­
валда аникланган у(х)  ечими учун 
у(х) =  у°(х) =  у0{х) (17-чизма).

Шунга ухшаш, агар у (  1) =  е 
бошлангич шартни ^аноатлантира- 
диган интеграл чизикни олсак, 
уни — со <  х  С  +  оо интервалга
давом эттириш мумкин, у°(х), у0{х) ечимлар учун у°(1) =  г/„(1) =  е, 
у0 (х) =  у0 (х) ва улар — со с  х С  +  со интервалда давомсиз булади.
17- чизмада Л2 =  (1, е), у(х)  =  Л А Д ., у9(х) =  у 0(х) = А  4Л,Л1Л.,Л5 
ва (ги г2) интервалда уь (х) -== у 0( х ) ^ у ( х ) .

2 .8- т е о р е м а .  ¡0(х, у), ^ ( х ,  у), ¡.2(х, у), . . . , ¡я (х, у) . . . 
кетма-кетликни ташкил этузчи фунщиялар Р* =  {х, у ): х а <  л: <  
< х 0 +  а, \у  — у01 <  Ь) тргри туртЗурчакда узлуксиз були5, 
{!п{х, у)} кетма-кетлик /0 (х, у) га текис яцичлашсич, яъни Р* да

17 - чизма.
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fo (х > У) ~  Um fn (x, y). (2.18)
tl-+oo

Сунгра, yn(x) функция [xQ, x0 +  а] интервалда

df x =  fa(x-, y), y ( xn) = y n, n =  1 , 2 , . . .  (2.18n)

K.ouiu масаласининг ечими ва n со da
xn~*x о* Уп~+Уо (2.19)

булсин. У %олда [л'0, х0 +  а\ интервалда текис ящнлашувчи уп (х), 
у  (х) , . . . щсмий кетма-кетлик мазжуд. Исталган шундай пие­
мий кетма-кетлик учун

у0(х) =  lim у  (х) (2.20)
k-+OQ *

лимит функция [х0, х0 +  а] интервалда

у ' =  fo (*. У). у Ы  =  У о (2.180)
d x

Коши масаласининг ечими гбулади. Хусусан, агар [х0, х0 +  а] ин­
тервалда (2.180) масала я гона у0 (х) ечимга эга булса, у %олда

г/о (л) =  lim уп (х)([х0, х0 +  а] да текис) (2 .21)
п-к>о

брлади.
И с б от .  fi (х, у), /,,(х, у), . . .  функциялар Р* турри туртбур- 

чакда узлуксиз булиб, унда (2.18) даги яцинлашиш текис булгани 
учун шундай мусбат узгармас К  мавжудки, « = * 0 , 1, 2 , . . . ва 
(х, у)£Р*  учун \ у п(х)\ =  у { х ) ) \ < К  тенгсизликлар бажари-
лади. Бундан К  Липшиц узгармаси экани келиб чикади. Демак, 
{fn(x, у)} кетма-кетлик текис даражэли узлукенз булади. Бу кетма- 
кетлик ¿текис чегараланган ^ам, чунки | у п (х) — у01 <  Ь. Шунинг 
учун текис як,инлашувчи к,исмий кетма-кетликнинг мавжудлиги 2 .2 - 
теоремадан келиэ чикади. Элди (2.18) муносабатдан, (2.20) даги 
я^инлашилнинг текислигидан ^амда 2.3-теоремадан &->оо да [х0, 
х0+ а ]  интервалда fnk(x, ynk{x))-*f0{x, у(х))  текис я^инлашиш

\ X
келиб чикади. Демак, уп(х) =  уп +   ̂ fn(l, y n(£,))d% тенгликда ( я —

=  nk ва /г->-оо да) интеграл остида лимитга утиш мумкин. Бун­
дан (2.18) муносабат бйлан ани^ланадиган у 0{х) функция (2Л80) 
масаланинг ечими экани келиб чикади.

Теореманинг охирги тасдигининг тугрилигига идэнч ^осил ^илиш 
учун (2.180) масаланинг у0(х) ечими ягона деб фараз этилиши текис 
я^инлашувчи y L(x), у г (х), . . . , уа(х), . . . кетма-кетликнинг з̂ ар 
бир кисмий кетма-кетлигининг лимити шу Уо(х) функциядан иборат 
эканини англатади. Буадан 2.2-таэрзмага к^ра (2.2 1) нинг тугри- 
лиги келиб чикади.
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2.1-л емм  a. f(x,  у) функция Р* =  {(%, у):х0 <  * <  х0 +  а,
IУ — У о | <  b) тугри туртбурчакда анацлангйн ва узлуксиз, | f (x,

I Ь \
у) ] <  М а  =  min а, — ) булсин. У %олда Коши масаласи х0 ^  х <
<  х0+  а  интервалда шундай у  =  у°(х) ечимга эга буладики, ушбу

у  =  f ( x , У), У (х0) ^  у0
а х

масаланинг ихтиёрий у  — у{х) ечими учун х0 <  х  <  х0 -f  а  интер­
валда у (х) <  у0 (je) тенгсизлик уринли булади.

И с б от .  0<Г<х ' <а  булсин. Ушбу

^  *=/(*,  у) +  —, У (х0) =  у0 (2.22)
ах  п

Коши масаласини курамиз. Бу масала п етарли катта булганда 
х0 <  х <  х0 +  а ' интервалда у =  у п (х) ечимга эга. 2.7- теоремага ку­
ра шундай ^исмий кетма-кетлик nlt п2............nk, . . .  , п1 <; п2 <
<  . . .  <  пк <  . . .  мавжудки, лимит функция (якинлашиш текис)

у0 (х) =  lim у (х)
k-KX> k

ушбу ^  =  f i x ,  у), у (х0) =  у0 масаланинг х0 <  л: <  х0 +  а'  интер- 
dx

валда аншуганган ечими булади. Энди етарли катта п учун

У(х) < У п(х), х0 <  х  <  х0 + V  (2.23)

тенгсизликни исбот этамиз. х  =  хи х0< х 1< х 0 -{-а' нуктада 
y { X i ) > y n(x}) булсин. У зфлда узлуксизлик туфайли х 0 <  х < хк 
интервалда шундай х2, х0 <  xt <  л'х нук;та топиладики, х2 <  х <  хг 
интервалда у ( х ) > у п(х), у(х.г) =  уп(х2) булади. Бу бир томондан. 
Иккинчи томондан, х0 <  х <  х0 +  а ' да (2.22) тенгламанинг ечими 
уп(х), демак,

yn(x) ^ f ( x ’ */„(*)) +  - ,  Уп (х») =  Уо-п

х =  х2 булганда уп(хг) = }(х2, уп (х2)) +  -^- у (х2) =  (лгг) ни х;исоб-

га олсак, уп (х2) =  f (x2, у {х2)) +  ^  =  {/' (* * )+ -“ ■
Энди х2 нуктанинг етарли кичик унг атрофидаги нуцталарида 

Уп (х ) УЧУН Тейлор формуласини ёзамиз (x2< x < x 1):

Уп (* ) =  Уп (**) +  0П (**) (*  —  **) +  О (\ X —  Х г |) =

— Уп (**) +  у' М ( х  — х2) +  ~ ( х  — х,) +  0: ( \ х — х2 \).

Равшанки, х2 <  х <  хг интервалда

г/ (*) =  У (**) +  У' (**) С* — *г) +  о?. (\ * — \).
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Бундан фойдалансак:

уп М  =  Уп (**) +  у (*) — у (хА ~  °2  (Iх — 1 +
+  — (х — х2) +  O l  (I л: — х2) \. 

п

х — х3 > 0  ва (hfl*  — *s/) — oa( | *N-x2f) =  о( |х — x¡) булганидан 
етарли катта п лар ва х нинг xz га я^ин ^ийматлари учун

У„( х ) > У ( х ), x.2< x < x j
^ринли. Бу тенгсизлик юкорида ^илинган фаразимиз натижасида ^осил 
булган тенгсизликка зид. Демак, (2.23) тенгсизлик исбот булди. 
а ', а ' < а  сон ихтиёрий танланиши мумкин ^булгани учун 2 .1-лем­
ма исботи тугади.

2.9-т е о р е м  а. Агар f(x,  у) функция Г сох ад а узлуксиз булиб, 
(х„, у  о) б г булса, у У{олда ушбу

~r  —  f ( x ’ У)> У (х о) =  У»ах

Коши тасаласи <м аксимал еа минимал ечимларга эга булади.
Юкорида .исботланган 2.1-лемма ва давомсиз ечимлар ^акидаги 

1.16-теоремадан бу теореманинг исботи келиб чикади.

4- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГСИЗЛИКЛАР

Dn y W  =  lim »- <-» + » > - »И,  DAy ( x ) =  lim 
11 o+ h л-*о— п

белгилашлардан фойдаланамиз.
2.10-т е о р е м  a. f(x,  у) функция Г cocada узлуксиз булиб,  

у — у°(х) Коиш масаласининг максимал ечи’ми булсин. Ундан таш- 
цари, z(x) функция х0 <  х <  х0 +  а интервалда узлуксиз, z (x0) <  
sg у0, (х, г (х)) 6 Г ва х0 < х < х 0 +  а интервалда ушбу

Du z ( x ) ^ f ( x , z ( x ) )  . (2.24)

тенгсизликни цаноатлантирадиган Du г(х) унг \осилага эга бул­
син дейлик. У %олда у°(х) ва z(x) функциялар учун атцланиш  
интервалларининг умумий цисмида

z (х) <  у°(х) (2.25)
тенгсизлик уринли булади.

И с б от .  (2.25) тенгсизликни х0 < х ^ х 0+ б  ( 6 > 0 б и р о р  ^а- 
цщий сон) интервалда исботласак етарли. Дакикатан, агар у°(х) ва 
z(x) функциялар x0 < x < x 0+ ß  интервалда аншуинган булса, 
у з^олда айтилган 6 мавжуд булганда х нинг (2.25) тенгсизлик 
уринли буладиган кийматлари тупламининг ани^ юк,ори чегараси ß 
дан фарк; к,илмайди.

я >  0 етарли катта булиб, унга боглиц булмаган >̂ олда шундай 
б > 0  танланган бл/лсинки, ушбу



y ' = f ( x ,  у ) + —, y ( x о) = УоП
мае ала хд <  х  <  х0 +  б интервалда у  =  уп (х) ечимга эга булсин. 
2.1 - леммадаги каби г ( х ) ^ у а(х), х0 < х < х 0 +  6 тенгсизликнинг 
тугрилигига ишонч ^осил килиш к̂ ийин эмас. Бу тенгсизликдан дар^ол 
(2.25) келиб чик;ади.

2.1- н а т и ж а. Агар z  (х) функция а <  х <.Ь интервалда уз. 
луксиз булиб, унда ушбу Dnz{x)  <  0 унг цосилага эга булса^ 
z(x)  «£ z(a) брлади.

2 . 2 - н а т и ж а .  f(x,  у) ва у°(х) функциялар 2.9- теоремадаги ка­
би анщланган булсин, g(x,  у) функция Г соуада узлуксиз ва

g(x,  y ) < f ( x ,  у) (2.26)

шартни цаноатлантиради дейлик. Агар z — z(x) функция бирор 
х 0 <  л: <  х0 -(- а интервалда '

£  =  g (x ,  г), 2 (Х0) =  20 (20 <«/о) (2-27)

Коши масаласининг ечими брлса, у %олда (2.25) тенгсизлик х — х0 
нуцтадан унгда, z (x)ea у0 (х)1функциялар анщланиш интерваллари- 
нинг умумий цисмида уринли брлади.

Э с л а т м а .  2.10- теоремани ва 2 .2 -натижани минимал ечим учун ^ам айтиш 
мумкин. Фарки шуки, бунда (2.25) ва (2.26) тенгсизликлар ишорасини алмашти- 
риб, у° (х) урнига у„ (х) ни ёзиш лозим булади.

2 . 3 - н а т и жа .  Агар g(x,  у), f (x,  у), z(x),  у°(х) функциялар
2 .10- теорема ва 2 .2- натижадаги каби аницланса, у  %олда (2.26) 
тенгсизликнинг икки томонини х 0 дан х ', х0 <; х' <  х0 +  а гача 
интеграллаш мумкин, натижада (2.25) тенгсизлик келиб чщади. 
Жумладан, агар Dn z(x) < 0  тенгсизликни а дан х ( а < х  ^ Ь )  гача 
интегралласак, 2 . 1- натижанинг исботи келиб чщади.

2.11-т е о р е м а .  Агар 1) f(x,  у) функция Р  =  {(х, г/):х0 < х <  
< х 0 +  а, — оо <  у <  +  оо} трпламда узлуксиз брлиб, у брйича 
камаймаса; 2) у  =  у0 (х) функция

7  =  /(* , У), У (х0) =  у 0dx

Коши масаласининг х0 <  х <  х0 +  а интервалда анщланган шкеи- 
мал ечими брлса; 3) х0 <  х <  х0 +  а интервалда ушбу

г ( х ) < 20 +  Jf(g,  z{ l ) )d l ,  z0 < y 0
x9

интеграл тенгсизликни цаноатлантирадиган z (х) функция берилган 
брлса, у хрлда х0 <  х <  х0 т  а интервалда

г { х ) ^ у ° { х )
тенгсизлик уринли брлади.
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И с бот.  Z(x)  =  z„ -f  j / ( i ,  2 ( |) ) d |  дейлик. Бундан z(x) ^  Z(x),

Z' (x) = f (x ,  z (х)) келиб чи^ади. Теореманинг 1) шартидан фойдалан- 
сак, Z’ {х) ^  f  (х, Z(x)). Шунга кура 2.10-теоремага асосан х0 <  
< : х ^ х 0 + а  интервалда Z(x)  <  у°(х), яъни] Z ( x ) ^ y ° ( x )  тенг- 
сизлик келиб чи^ади.

К,айд ^иламизки, 2 . 11- теоремадан хусусий >;ол снфатида 2 .6 - 
теорема келиб чицади.

Биз ю^орида 2 .6- теоремани Беллман тенгсизлигидан фойдаланиб 
исботлаган эдик. Энди унинг бош^а исботи билан хам танишдик. 
Бунда Коши масаласининг максимал ечими тушунчаси му^им роль 
ÿfiHaflH.

Mauj rç.  2 .1 1  - теоремада z0 ÿpmira бирор узлуксиз z0 (х) фуикция цуйиб, те- 
гишли теоремани исбот этинг.

5 -§ .  !*У =  1(х) КУРИНИШДАГИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ
ах
ТЕНГЛАМАНИ ГРАФИК ИНТЕГРАЛЛАШ

Мазкур параграфда дифференциал тенгламани бевосита интегра л- 
лаш билан эмас, балки унинг ечимининг баъзи хоссаларини диффе­
ренциал тенгламанинг унг томонига у̂ араб 5'Рганами3- Бу со^ада 
француз математиги Анри Пуанкаре [8], рус математиги А. М. Ля­
пунов [9] ва бошкалар «Дифференциал тенгламаларнинг сифат наза- 
рияси» деб аталган | назария яратганлар. 10—11-бобларда «сифат» 
назариясига дойр баъзи маълумотлар берилади.

Дозир биринчи тартибли ^оснлага нисбатан ечилган оддий диф­
ференциал тенгламанинг унг томони фа^ат эркли узгарувчига 6of- 
лик булиб, у функция уз графиги билан берилган холда дифферен­
циал тенглама ечимининг хоссаларини урганамиз.

I. Аввал функцияларни график интеграллаш билан шугуллана- 
миз. Бу ани1\ интегралларни та^рибий ^исоблаш мавзусига мансуб- 
дир.

Масаланинг куйилиши: Бирор а <  х <  Ь интервалда узлуксиз 
f(x)  функциянинг графиги буйича бошлангичининг, яъни /’’(х) =

X
=  | f ( x ) d x , a < ^ . x ^ b  функциянинг графиги чизилсин.

а
Бошкача айтгаида, шундай у — F (х) чизикни ясаш лозимки, 

унинг х,ар бир х  га мос келган ординатаси асоси [а, х] кесмадан 
иборат ва у  =  f (x)  чизиги билан чегараланган эгри чизи^ли трапе- 
циянинг юзига тенг булсин.

Ушбу F (а) — 0 тенгликка кура, куршщши лозим булган функ­
ция графиги х =  а ну^тада абсцисса у^ини кесиб утади. Бу F (х) 
нинг графиги 5̂ акида дастлабки маълумот.

Энди [а, х] кесмани а =  х0, хи . . . (x0< * i <  . . .) ну^талар 
билан булакларга буламиз. Булиш нук;талари тупламига f(x)  фуик-
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циянинг характерли ну^таларини 
(экстремум ва бурилиш ну^талари- 
ни, нолларини, бурчакли нуктала- 
рини) киритиш лозим. Булиш ыук- 
таларидан ордината у^ига парал- 
лел чизиклар утказамиз. Улар 
у =  /  (х) чизоти билан кесишиб, 
эгри чизикли трапециялар зфсил 
цилади (18-чизма). Урта ^иймат О 
^акида теоремага кура [хк, хй+1] 
кесмада шундай £й+1 нукта топи- 
ладики,

хк+1

й'Хо X, X! X* Хкн X

1 8- чизма.

I  /(*)<*х =  / ( | , + ,)(хА+1- х Д  /г =  0 , 1 , 2 ------
хк

муносабат уринли булади. Шунга асосан куйидаги муносабатлар 
уринли

Р (х^  =  (  f (х) (1х =  ( [  (х) с(х +  Р (х0) = Р (х0) +  I ( У  (ха — х0),
а х9

Р(х«) =  [/(х)с*х {(х) ё х +  | '/(х )  (1х=Р(х1) -Ь /(52)(х2—хх),

*1-1
•}(2.28)

^  (х)  =  [ ?(х) йх =  |  /  (х) йх +  Ц ! (х) с1х =
а  : х а '

*  ^  ( V 1) +  / ( у  (*,- — ),

Равшанки, ^ар бир ¥ (*г_,), 1 =  1, 2, . . .  , миадор учун /^х .) 
микдорни топиш мумкин. Энди бошланрич Р (х) функциянинг х0, хх 
. . .  , х^, . . .  нуцталардаги кийматларини топиб, (х0, /7(хп)), (х1( 
Р(х1)), . . . .  (хА, ^ (х ,)) . . . ну^таларни ясаймиз ва уларни турри 
чизик. кесмаси билан туташтирамиз. Синик; чизиц ^осил булади. ГЦу_ 
синик чизик бошланрич функциянинг тахминий графиги булади. 
[а, х] кесманинг булиш ну^талари тупламига [(х)  функциянинг ха­
рактерли ну^талари киритилгани учун Р (х) функциянинг тахминий 
графиги х;ам тегишли характерли нук^таларга эга булади. 1̂ айд ^и- 
ламизки, булиш ну^тал'шини к,анча я^ин ^илиб олинса, Р (х) функ­
циянинг графиги шунча ани^ булади.

Куйилган масала ечимини охирига етказиш учун (х(., /7(хг)), / =  
=  0 , 1, 2 , . . .  , ну^таларни ясаш билан шурулланамиз. £2, . .
1-к, . . .  нуцталарга мос келган ва у =  /  (х) чизигида ётувчи нук,та- 
ларни /(51)), А1Й (^2, /(5Х)), . . .  деб белгилайлик. Улар-
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ни ор ди н ата  укига проекциялаймиз, Н а т и ж а д а  М х (0 , /  (€1)), ' (О, 

/(1г))>  • • • н у ^ т а л а р  доеи л  б у л а д и . Б у  нукталарни ц у т б  д е б  аталув- 
чи ф , <Э =  (1 , д ) , } <? 1 =  1 н у ^ т а  билан туташ ти р ам и з. Д осн л  бул ган  
нурл ар ни  О .М \ ,  0 .М '2 , • • • дей м и з. Э н ди  / г ( х )  ф у н к ц и я  граф игини  
N ¡ ¡ N ^ 2  . . . сини*; чизири биЯан алм аш тирам из. Б у  ер д а  Л̂ 0 —  
— # о (* о >  0 ) , Л/’х = ]У 1(д:1, F(л:I)) , N .2 ^ N 2 ( x 2, Р ( х 2))  . С т т \  чизи^- 
нинг б у г и н л а р и  м ос нур л арга  парал л елди р , я ъ н и  # 0А/]Д| ( } М \ ,  

\ \ ^ М ' 2 , . . . .  Х ак и ^ атан , N  ,Ы.+ 1  буриннинг б у р ч а к  к оэф ф и ц и ­
е н т а  (2 .2 8 )  га  к ура

F (ílJ.,) — (лгЛ

Я саш га к ур а  ф М ' , .  н урн и н г бур ч ак  к оэф ф и ц и ен та эса

4 ; =  = / (5,+ |).

( 1 8 -  чизм а).Д е м а к , 0 , М .

, К у й и д а  икки ф ункция уч ун  бош лангич ф ункциянин г графиги т ах -  
миний чизилган (2 0 , 2 1 -ч и зм а л а р ).

У '
' ! I I !

19 - чизма.

, М а ш ц  / ( * )  функциянинг цуйидаги берилган графиклари буйича Т7 (х) =
X

=  | /  (¿) ¿И функциянинг графиги чизилсин. (?2 - а, б, в, г чизмалар). 
а
Э с л а т м а .  К,утб <3 ни абсцисса у^ида О ну^тадан чапда ёки 5'нгда танлаш- 

нинг а^амияти йу^. [Бизнинг мулохазалар учун ординатадан унгда жойлашган
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— г-
а - и х т и е р и и

4 .

5) г)
22- чизма.

У
I I I 1 ! 1 1 1 |

^  С 0 5 Х

1

I I I
И  |

1 1 1 ! 
1 1 1 1

1 1 
1 1

- ) Л Л -
Ч Ы , 1

1 Г

х*
^  с

■ -/

"ГТТ и  т  1 4 1  1 I

- м г о и + ы *
1 И  1 1 1 1 1 1 1 1

Ж X

2 0  - чизма.

график учун (? нуцта ундан чапда, чапда 
жойлашган графикни чизиш учун эса р  
нуцта унгда танланиши машвда цулай бу- 
лади. Акс ^олда тегишли нурларни (си­
ниц чизиц бугинларици) а  бурчак ости- 
да эмас, я — а  бурчак остида утказиш  
лозим булади.

2. Энди
21 - чизма.

куринишда дифференциал тенглама берилган булнб, унда / (х) функ­
ция бирор а <  л; <  Ь интервалда узлуксиз графиги билан берилган 
булсин.

а-ихтиёрий х  

6)

а -ихтиерии
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Масаланинг цуйилиши: (2.29) дифференциал тенгламанинг Г =
— {(х, t/) :а <  х <  6 , — оо <; у < ; -f-оо} ео^анинг (х0, у0) ну^таси- 
дан утадиган интеграл чизири тахминан чизилсин ва бу интеграл 
чизицнин^ характерли хоссалари текширилсин.

Масалани ечиш учун аввал f(x') функциянинг бошлаетич функ-
X

цияси F(x) <= j1 f ( I)dl ,  a < x ^ b  ни чизиш керак. Буни биз била-
Ü **

Х 0 X

миз. Сунгра F (х0) — j' f { l ) d l  б^лга-нидан у ( х ) =  j  f (£)d g +  C0 фор-
a

Xo

мулада C0 =  y 0—  1 f (%) dl  булади. Шундай цилиб, y(x)  =  C0 +  Fix)

дан куринадики, F (х) функциянинг чизилган графигини ордината 
y ip  буйича С0 узгармасга силжитсак, (2.29) дифференциал тенгла­
манинг (х0, у п) ну^тадан утадиган интеграл чизири  тахминий чизил­
ган булади. Агар х0 — а булса, С0 =  у0 булади.

Чизилган интеграл чизик^нинг экстремум ну^талари f(x) функция 
графигининг абсцисса уцини кесиб утган ну^таларига мос келади. 
(20, 21- чизмаларга ^аранг). f{x) функция графигининг экстремум ну^- 
таларига F (х) функциянинг бурилиш нукталари мос келади. Агар 
бирор гу <  х  <  г3 интервалда f(x)  функция камаювчи булса, уша 
интервалда f  (х) <  0, демак, F" (х) с  0 булади. Демак, гх <  х <; г» 
интервалда F (х) функция графигининг кавариклиги юкорига караган. 
f  (х) >• 0 булганда эса тескариси булади. Шунга ухшаш, агар би- 
р<)р r 1 C x < . r 2 интервалда f ( x ) < 0 булиб, /'1< х < г * .  r * < r 2 да 
f ( x ) > 0  булса, у зфлда г1< х < г *  да F ( x )  =  / ( x ) > 0  ва F (х) 
функция усувчи, акс ^олда камаювчи булади.

20- чизмада 0 <  х <  зх интервалда графиги билан берилган у —
=  cesx функция учун — =  cosx, у (0) — 0 Коши масаласи такрибан

dx
ечилган. 21- чизмада эса r 1< x < r 2, rL <_ — 1, г2~> 1 интервалда
графиги билан берилган /(х) =  Зх2— 1 функция учун — =  Зх2 — 1,

dx
у  (0) — 0 Коши масаласи тахминан ечилган.

Э с л а т м а .  Анщлик катта булмагани учун баён этилган усул билан (2.29) 
куриншпдаги дифференциал тенгламаларни интеграллаш унча мацсадга мувсфик 
эмас. Аммо куп соха л а рд а (физика, химия, биология ва бошца) функция турли 
асбоблар ёрдамида график усулда аницланиши мумкин. Ш унда дифференциал 
тенгламаларни график интеграллашга т^рри келади. Албатта, техникада айтил- 
ган масалаларни кузда тутиб турли интегратер/.ар  яратилган, улар /  (л;) функ- 

' х

циянинг графиги буйича дархол F (х) ~  j f  (g) d  |  функциянинг графигини чизиб
а

беради; Интеграторларнинг конструкцияси (2.29) куринишдаги дифференциал 
тенгламаларни график интеграллаш назариясига асосланган.

М a mi j ,  Унг томони 2 2 (а, б, в, г)- чизмада берилган чизицлардан иборат 
dy

булган —  =  f  (х ) дифференциал тенгламани график интегралланг (унда а =  х0 

дейилиши кулай).
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3- боб
^ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН БИРЙНЧИ ТАРТИБЛИ 

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1- § . ЕЧИМ ВА УМУМИЙ ЕЧИМ ТУШУНЧАСИ.
КОШИ МАСАЛАСИ

1. )^осилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли оддий диффе­
ренциал тенгламалар ушбу

■ F(x,  у, у') — 0 (3.1)
куринишда ёзилади. Бу ерда F уч аргументли функция булиб, уч 
улчовли фазонинг очик, D3 тупламида (D3 сох,ада) аникланган. Агар 
бу тупламни R2 текислигига ортогонал гроекцияласак, R2 да бирор 
очи^ Г туплам (Г со\s )  ^осил булади.

3 . 1 -т а ъ р и ф .  (3.1) дифференциал тенглама берилган булиб, 
F (х, у, у ') функция R3 фазонинг D3 со\асида аникланган булсин. 
Агар I (очиц, ёпиц ёки ярим очиц) интервалда аникланган ф(х) 
функция учун цуйидаги учта иларт

1°. (х, ф(х))еГ, х£1,  (х, ф(х), ф' (x))£D3, Tc:R2, D3czR3; )
2°. ф (x)eC'(I)-, . (3.2)
3°. F(x,  ф(х), ф'(х)) =  0 , x £ l  J

бажарилса, бу функция I интервалда [(3.1) дифференциал тенгла- 
Iманинг ечи'Ми дейилади. (3.1) тенгламанинг ечи'мига мое эгри чи- 
зиц, (яъни г/ =  ф(х) функциянинг графиги) унинг интеграл эгри 
чизиги (ёки соддагина интеграл чизиги) дейилади.

Агар паражтрик куринишда берилган x = x ( t ) ,  y =  y(t), t £ I t 
( I — параметр t нинг узгариш сохаси ёпиц, [очик, ярит очиц ин- 
тервалдан иборат) функция учун x\t)=f= 0 , t £ l t булиб, цуйидаги 
учта иларт

(*(<), У (0 ) 6 Г, (x(t), y(t) ,  £ &  c Da, t a t-,X yl)-
¡ , ( 0 6 £?(/,), 

f ( > w ,  »(o, 5 g ) = ° .

бажарилса, у уолда x  =  x(t), y  =  y{t) функция I t интервалда (3.1) 
дифференциал тенгло'манинг ечити дейилади. Баъзи холларда ечит- 
ни шу куринишда излаш ёки ёзиш щлай булади.

(3.1) дифференциал тенглама учун ^ам (1.1) дифференциал тенг-
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лама учун аитилганидек ечим уч: у  — ф(х); Ф (х, у) =  0 ; x ~ x ( t ) ,  
y ~ y ( t ) { t £ l t)
куринишдан биттаси ор^али изланади.

Агар (3.1) дифференциал тенглама у  га нисбатан бир ^ийматли 
ечилиши мумкин булса, у ^олда (1. 1) дифференциал тенгламага ке- 
ламиз ва 1- бобдаги барча муло^азалардан фойдаланишимиз мумкин. 
Аммо (3.1) доим бир кийматли ечилавермайди.

(3.1) дифференциал тенглама очик; Г тупламнинг ^ар бир (х, у) 
нуктаеида у '  нинг битта ёки бир неча цийматларини аникласин дей- 
лик. Х’ар бир (х, у) ну^тада у'  дан фойдаланиб, битта ёки бир неча 
бирлик вектор чизамиз. Натижада йуналишлар майдони ^осил була- 
ди. Энди интеграл чизи^ларнинг та^рибий тасвирини олишимиз 
мумкин. Ечим тушунчасини мустахкамлаш учун мисоллар курайлик:

г*
М и с о л л а р .  1. Ушбу у  — х - =  0, D 3~  {(х, у, у ' ) \  0 <  х  <  +  оо, — со <

<  у <  т  х ,  — оо <  у ' <  +  °°} дифференциал тенглама учун у '  =  ±  х, 0  <  х  <
<  -f- оо. Ордината уцига нисбатан унг ярим текисликнинг з^ар бир (х, у) нуцта- 
сидан у ' = х  ва у ' - - — х  дифференциал тенгламаларнинг фацат биттадан интеграл 
чизицлари утади (23- чизма, а). Аввал йуналишлар майдонини чизиш цийин эмас. 
Бирлик векторни у ' =  х  учун туташ чизицлар  билан, у ' =  — х  учун эса пунктир- 
лар билан белгилаймиз (23- чизма, б). Сунгра бу йуналишлар буйича интеграл

«изицларни чизамиз. Албатта цулайлик учун аввал (к  =  k  ва х — — k, k — цщ и-

ций сон) изоклиналарни чизиб чициш керак. Текшириш цийинмаски, —  +  С,

х̂  У
9  =  — "j- +  С  функциялар С нинг з^ар бир цийматида 3.1» таърифнинг барча

шартларини цаноатлантиради ва ечим булади.
2. Ушбу

М" —  (1 +  у) у '- \ -  у  =  0, D 3=  {(л:, у ,  у ') :  — оо <  *  <  +  ро, — ос <  у  <  -)- <»,
— оо <  у '  <  +  ор}

дифференциал тенглама учун у ’=  I ва у ’— у . Улардан биринчиси бурчак коэф­
фициента 1 га тенг т>три чизиклар оиласини ифодаласа, иккинчиси у  =  Сек экс­
поненциал функциялар оиласини ифэдалайди (24- чизма). Осонгина текшириш



мумкинки, у  =  х  +  С ва у  — Сех функциялар С нинг з а̂р бир цийматида 3.1- таъ- 
рифнинг шартларини каноатлантиради,

Умумий ечим тушувчасини киритишдан аввал (3.1) тенглама учун Коши ма- 
саласини цуямиз.

Коши масаласи:  (3.1) дифференциал тенгламанинг у (х0) — у 0, (хи, y t ) Ç T  
бошлантч шартни цаноатлантирувчи ечими топилсин ёки геометрик ну к таи  
назардан,  (3.1) дифференциал тенгламанинг  (х0, у 0) нуцтадан утуьчи интег­
рал 4U3UFU кррсатилсин.

(3.1) дифференциал тенглама у '  га нисбатан ечилиши мумкин дейлик. У  хол­
ла (х0, i/0) нуцтанинг бирор атрофида у ’ учун бир неча хацшущ цийматларш  
(^ациний функцияларни) топамиз:

У, =  fk (х' У)<  ̂ 2, ... , т. (3.3)

Агар хар бир ¡к (х , у)  р  =  1, 2, . ..  , т )  функция бирор мавжудлик ва ягоналик 
теоремасининг шартларини цаноатлантирса, у з^олда (х 0, у 0)  нуктадан (3.1) диф­
ференциал тенгламанинг т  та интеграл чизиги утади. Баъзи / j . ,  ... , / А..

(*2« <  т) функциялар комплекс булса, у з^олда биз фацат / Ип , • • •  . . /„ ф у н к ­

циялар билан иш курамиз. Бу з^олда (х0,у 0) нуктадан тегишли дифференциал тенг­
ламанинг т — k2n та интеграл чизиги утади.

А гар  (3.1) дифференциал тенгламанинг %aiçutçuü f x(x, у),  ... , f k (х, у) (k <  т) 
функцияларга мос келган еа (дг0, у 0) нуцтада унинг интеграл ч и зщ л а р ш а  утка-  
зилган иринмалар турли бурчак коэффициентларига эга булса , у цолда Коши ма- 
саласи ягона ечимга зга дейилади.

М а е  а л а н ,  1- мисолда курилган у'  — хг— 0  дифференциал тенглама учун 
дар бир (О, у) (у  — ихтиёрий) нуктадан иккита интеграл чизии, утади ва уларнинг 
уринмалари горизонтал тугри чизицлардан иборат. Демак, ордината уцининг их­
тиёрий ну^таси учун Коши масаласи ягона ечимга эга эмас, Аммо унг ярим те- 
кисликнинг ихтиёрий нуцтаси учун Коши масаласининг ечими ягонадир.

3. Ушбу

у ' 3 — ех у'~ +  х 1у '— хЧ х =  О, Z?3=  R3

дифференциал тенгламани курайлик. Уни (у ' — ех ) ( у ' 2 +  х*) *= 0 куринишга кел- 
тириш мумкин. Бундан у ' — е* = 0 ,  у ' 2 +  х2=  0 дифференциал тенгламалар ке- 
либ чицади. Иккинчи дифференциал тенгламани у '  га нисбатан ечсак: у ' — ¡х, 
у ' — — ix  (¡ — мавз^ум бирлик). Демак, (фс,  у) =  ех , / 2 (х, y ) = i x ,  f3(x, у ) = — ix. 
Равшанки, у '— е* =  0 дан у = е х +  С ва тенгсизликнинг ихтиёрий нуцтаси учун 
Коши масаласи ягона ечимга эга ва ихтиёрий берилган (*0, у 0) нуктадан берил- 
ган дифференциал тенгламанинг фацат ягона интеграл чизиги утади.

3 . 2 - т а ъ р и ф .  (3.1) дифференциал тенглама (х0, у„) нуцтанинг 
бирор атрофида у' га нисбатан ечилиши мумкин, яъни (3.3) тенг- 
ламаларга ажралади дейлик. Агар хар бир (3.3) тенглама

У ~  %{х, С), k =  ], 2, ... , т (3.4)
и щ ’мий ечимга ёки

Фк(х, у) — С, k = }, 2, ... , т, С — ихтиёрий узгар’мас (3.5)‘

умумий интегралга эга брлса, у \олда (3.4) утумий ечимлар mÿn- 
лами (ёки (3.5) умумий интеграллар туплами) берилган (3.1) диф­
ференциал тенгламанинг умумий ечими (ёки умумий интегралы.) 
дейилади.

Киритилган таъриф (3.1) тенглама у' га нисбатан чексиз куп 
ечимга эга булган ^олда ^ам т$трикелади. 1- мисолда у '*— х* — 0



эди. Ундан 0 <  х«< +  оо интервалда у ' ~ х ,  у' =  — х  булиб, бирин-
u у2 у2

чисининг умумии ечими у  — j -  +  С, иккинчисиники эса у — —
. у _  у2 у2

булади, Берилган тенгламанинг умумий ечими у  — у-1- С, г/= — j- +  
+  С булади, (

Мисол. Ушбу ' /

sin  « /'=  О, D 3 =  R3

дифференциал тенгламани курайлик. Ундан y ' = k n [ ( k  — бутун) ва у  =  к п х - \ - С  
келиб чицади. Умумий ечим ушбу

у  =  С, у  = —  n x - j - C ,  у  =  п х  +  С, ... , у  =  — пх +  С, у  =  п т  +  С,  ... (п—  
натурал сон) чексиз куп функцийлар т^пламида» иборат.

3.3- т а ъ р и ф. Агар (3.1) тенгламанинг бирор I интервалда аник- 
ланган у «= ф (х) ечимининг хар бир нуцтасида Коши масаласи яго- 
на вчи’мга эга брлса, у х1олда у = у  (х) (х£ 1) ечим берилган тенгла- 
танинг хусусий ечи’ми дейилади. I- ва 2 - мисолларда мос равишда

X2 X“ - х ■у ~ — у ,  у  =  у , у  — х, у  =  е функциялар тегишли дифференциал
тенгламаларнинг хусусий ечимларидир.

Юкоридаги таърифлар муносабати билан махсус ечим тушунчаси- 
ни киритиш лозим булади.

3 . 4 - т аъ р и ф .  Агар у — у(х) функция бирор I интервалда (ЗА) 
дифференциал тенгламанинг ечими булиб, унинг хар бир нуцта­
сида ягона ечижа эга (ягоналик хоссасига эга) бул’маса, яъни унинг 
%ар. бир нуцтасидан бир хил йуналишда камида иккита интеграл 
чизиц ртса, у х1олда у =  ц(х) функция (3,1) тенгламанинг уша 
интервалда аницланган махсус ечити дейилади.

1- мисолни — оо <  х <  -f- оо интервалда курсак, ордината ук.и- 
нинг з̂ ар бир нуктасидан горизонтал уринмага эга булган икки ин­
теграл чизи^ утади. Аммо Оу уки берилган дифференциал тенгла­
манинг ечими эмас. Демак, уша мисолда махсус ечим йук.

Мисол ( y ' f =  г/\ Da={(x,  у, у')\ — оо  < х <  +  о о , —  оо < у <
2

<; +  сю, 0 <  ; / <  +  о о }  дифференциал [тенгламани у =  у 3 куриниш- 
да ёзиш мумкин. Маълумки, абсцисса уки (яъни у =  0 чизик;) ва

(х 4-ПЗ " •
у  =  • ~27 кубик параболалар бу тенглама учун интеграл чизик бу­
либ хизмат килади. Аммо у  =  0 чизикнинг з$ар бир нуктасидан ка­
мида иккита интеграл чизи^ утади. Шунинг учун у =  0 махсус 
ечимдир.

2- § . ■ КВАДРАТУРАЛАРДА и н т е г р а л л а н у в ч и  б а ъ з и  ТЕНГЛАМАЛАР

1. п- даражали биринчи тартибли дифференциал тенглама.

Р(х,  у, у' )  =  а0(х, у)(у')п+  аг(х, у)(у'У1'~‘+ \ . .  +  ап_ ,(х, у)у'  +
+  «„(*, У) =~0 ' (3 -6)

ао(х > У)Ф® куринишда ёзилади. By у  га нисбатан п- даражали



тенглама. Агар п =  1 булса, а0{х, у ) у ' + а 1(х, у) =  0 ёки а0(х, y)^Q  
булгани учун у '=  — — f (% У) булади, яъни ( 1. 1) дифферен­
циал тенгламага келамиз. Албатта, (3.6) дифференциал тенгламада 
а0( х , у ) ,  ах(х, у), ... , ап(х, у) функциялар бирор очи^ Г тупламда 
аншутнган ва узлуксиз. Энг содда .\олда at(x, у) =  bt=  const (i = 0 ,
1, ... , п) булиб, yui6yj

F { y l «  W +  -  +  6„ _ i / +  0
тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг у ' га нисбатан ечимларини 
А?Д/=  1, 2, ... , т, т < л )  дейлик. У ^олда y ' = k j дан у  =  k.x +
+  С ёки k,=  У ~ С келиб чи^ади. Щунинг учун Fj=——- j =  0 бе-
рилган дифференциал тенгламанинг умумий интеграли булади.

Агар аи(х, у), ... , ап(х, у) функциялардан камида биттаси очи^ 
Г тупламда- ани^ланган функция булса, у холда (3.6) тенгламани 
у' га, нисбатан ечиб, улардан ^а^щий кийматларни олсак, цуйидаги

у), k = \ ,  2 .........т, т < п  щ
дифференциал тенгламаларга эга буламяз. Кейяяги муло^азалар fk (х,у)  
функцияларга боглщ булади. Бу функциялар учун Г тупламда Ко­
ши теоремасининг шартлари бажарилади дейлик. Унда бу туплам- 
нинг хар бир нуктасида Коши масаласи ягона ечимга эга булади. 
Шуни кайд ^иламизки, Г туплам f lt /2, ... , f m функциялар аник,- 
ланиш сщалари Г1( Га, ... , Гт  нинг кесишмасидан иборат, яъни

т
г =  п гг

Й е
М и с о л л а р .  1. (¡/')5-г  V  3 (« /')4— у ' —  > ^ 3  =  0 дифференциал тенгламани 

курайлик. У у '  га нисбатан 5- даражали. Бу тенгламани ((г/')2+  1) ( ( у ' )3— 1) X 
X (у'-Ь  V  3 )  == 0 куринишда ёзиш мумкин Равшанки, унинг ^ациций ечимлари 
j / ' =  1 , у ' — —  1, у ' =  — Y  3 булади: Аммо дифференциал тенгламанинг интегра- 
лини битта

формула билан ёзиш мумкин. Бунда 1 \ =  Г 2=  Г3=  R2, Г =  Г1ПГ2ПГа=  R1. Д е ­
мак, кжоридаги тенглама учун R t  текислигининг ихтиёрий {х0, у 0) нуктасида 
Коши масаласи ягона ечимга эга.

2. Ушбу у '  га нисбатан иккинчи даражали

( y ' f ‘— (2х  +  cos х) у ' +  2х  cos х  =  0

дифференциал тенгламадан
у ' — 2х, у ' — cos х  

келиб чи^ади. Бундан берилган тенгламанинг умумий ечими

у  =  С, у  — sin  а: +  С

булади. 2- мисолда R2, Г а=  R2 ва Г в Г ^ П Г ,— R*. R3 да  ягоналик хоссаси 
уринли. Худди шунингдек,

6— 2455 ' ЬХ



( „ ' )  2— / V  +  — - 1--------)  У '+  , gX------- =  ° ’ D  “ К * -  У)'- —  1 < X <  I ’ — ° ° <
l  V 1 —  * 2 /  V \  —  Х г

<  y  <  +  00} (DCR2) дифференциал тенглама учун Г =  Г!П Г 2=  R2 f|Z) =  D  экан- 
лигини курсатиш цийин эмас.

Агар F ( y ' ) = 0  дифференциал тенгламанинг у '  га  нисбатан илдизлари бирор
у  — С \

интервални тула цопласа, у ^олда тегишли дифференциал тенглама ----------) = 0

интегралдан фарцли ечимларга ^ам эга булиши мумкин. Жумладан, у ' — | у '  | = 0  
дифференциал тенглама учун 0 <  k <  +  с» интервалда y ' = k .  Ундан у  — 
=  kx  +  С  (0 <  k <  +  00) келиб 'чикади. Бу интеграл чизицлардан фарцли яна 
у  =  ха  (— оо <  х  <  0 ; а  >  1) интеграл чизицлар ^ам мавжуд.

2. Номаълум функцияни уз ичига олмаган

F(x,  у') =  0 - (3.7)

куринишдаги дифференциал тенгламаларни курамиз. Агар (3.7) тенг- 
ламани у'  га нисбатан ечиш мумкин булса, у ^олда бирор I интер­
валда узлуксиз fk( x ) ( k— 1, 2 , ...) функциялар учун y ’= f k{x)(k —
=  1, 2, ...) тенгламаларга келамиз. Ундан у =  f f k(x)dx +  С (k =  1,
2, ...). Бу ечимлар туплами умумий ечим булади.

Баъзи ^олларда (3.7) тенгламани у'  га нисбатан ечишга Караган­
да х га нисбатан ечиш осонро^ булади. Бунда х =  'ф/г/') (¿ =  1,2, ...) 
дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграллаш учун ^уйидаги- 
ча иш курамиз: аввал у ’— р деймиз. Равшанки, dy — y'dx =  pdx, 
d x =  сЦя|>Др)) =  y\>'t(p)4p. Шунинг учун dy =  p ^ ( p ) d p  булади. 
Бундан

У = ¡ py' t{p)dp +  c,  _
х =  %(р) ,  l = U 2 , ...

келиб чикади. (3.8) формулада р — параметр вазифасини утаяпти. 
Демак, (3.8) ечим умумий ечим булади.

М и с о л л а р .  1 . {у ' )2— — -—- =  0 , | * | <  1 дифференциал тенгламани кй- 

райлик. Уни у ’ га нисбатан ечиш осонроц. Шунинг учун уш буга эгамиз:

» ' = ± 7 г = Г . М < 1 '

Ундан у  =  arc sin  х  +  С. у  — — arc sin х  4 - С ни хрсил циламиз. Бу умумий ечим­
лар туплами берилган дифференциал тенглама учун умумий ечим булади.

2. Ушбу е ^ (у )2 —  хг =  0 дифференциал тенгламани х га нисбатан ечайлик:
!+(»')* 

х — ±  е 2

Содда дисоблашларни [бажариб,

1 + Р »  1 + р 1 1 + Р а р I + P ’

dx  — pe 2 dp, d y = d z p * e  2 у  —. ±  (pe 2 — j e  2 dp)  +  С



ларни досил циламиз. Шундай цнлиб, ушбу
1 + Р 1 . 1 ± Р 1  „  1 + р »

х  — е 2 , у  =  р е 2 —  ^ е 2 с1 р - \ -С \

1 + р 1 1 + р " г  1+ р »

*  =  — е 2 , у  = — р г  2 +  ] е 2 ( 1 р +  С

умумий ечимлар туплами берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
булади.

3. Эркли узгарувчини уз ичйга олмаган .
Р(У, У') =  0 . (3.9)

куринишдаги дифференциал тенгламалар ^ам ё у' га ёкй у га нисба- 
тан осонрод ечилади дейлик. Биринчи ^олда у' — !к{у){к. — 1, 2, ...) 
дифференциал тенгламаларга келамиз. Агар ¡к{у) Ф 0, у  £ /  булса,
Г) Тк Ту) =  х +  С(£ =  1, 2 , ...) ечимларга эга буламиз. Агар !к{у) =  О 
тенглама у =  Ьт (т — 1, 2 , ...) илдизларга эга булса, у ^олда у= Ьт, 
т — 1 , 2 , . . .  функциялар ^ам (3.9) нинг ечими булади.

Энди (3.9) тенглама у га нисбатан ечилган булсин: у  =  ф;(г/'),

/ =  1, 2, ... . Яна у '— р деймиз ва йх — -^-йу, йу =  1}з'(р)¿р ни ^о-

сил циламиз. Шунинг учун р Ф  0 булганда с1х =  у'ф '(р) с1р булади. 
Буни интеграллашдан ^осил булган

х =  ^ ^ ¡ ( р ) й р  +  С, у = %( р ) ,  1 = 1, 2, ... ,

ечимлар туплами (3.9) тенгламанинг умумий ечими булади.
АгарХр =  0 ёки у '=  0, демак, у — <*1 (£ =  1, 2, ...) лар тенглама­

нинг ^а^икий илдизлари булса, щорида йу = рйх ни р га булиб, 
у =  а ;. ечимларни йукотган булар эдик. Аммо у =  а1 ечимлар (3.10) 
ечимлар орасида йук; ва демак, улар махсус. ечим булиши мумкин.

р р|
Агар р -► 0 +  (р -*-■ 0 —) булганда ( у  *¡(1) (ёки | у  г|>’ (5) с11) ин-

р  1 р

теграл якинлашувчи булса, у ^олда у — а{ ечимлар махсус булади.
Акс ^олда, яъни ю^оридаги [икки интеграл узо^лашувчи булганда 
тегншли ечимлар махсус булмайди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу уеу == ( у ' )1 дифференциал тенгламани у  га нисбатан 
ечамиз. Бундан у  — {у')'1е ~ и , у ' — р, У =  Р2е ~ р, й у  =  (2ре~ р— рге ~ р) Лр,

с1х =  —  =  ( 2 е ~ р — ре~~р)(1р. Охирги муносабатня интегралласак, берилган диф - 
Р

ференциал тенгламанинг умумий ечимини ^осил циламиз:

1 * « =  е - Р ( Р ~ 1 ) + С ,
\  у  =  р2е р .

6* 83



Агар у2е*у — (у')*  дифференциал тенглама берилган булса, ундан у  =
— ±  (у')'1е ~ у ' келиб чицади. Бу ^олда берилган дифференциал тенгламанинг уму» 
мий ечими

х =  е ~ р (р — 1) +  С ва |  х = ~ е ~ Р ( р ~ 1 ) + С .
у  =  р ‘е р ( У =  — ръе р

умумий ечимлар т^пламидан иборат булади.
2 . ( у ' )2е2у=  у ~ 2 дифференциал тенглама цуйидаги у ' =  +  у ~ 1е ~ ’и ва у '  =  

=  — у —1е ~ и дифференциал тенгламаларга эквивалент. Бундан уеи йу  =  ±  йх  ёки 
( у — 1) еу =  ± х - \ - С  умумий ечимга эга буламиз.

4. Энди (3.1) дифференциал тенглама ё х  га ёки у  га нисбатан 
осонлик билан ечиладиган ^олларни курайлик.

а) (3.1) тенгламани ушбу
х ^ Ф к(у, у ) ,  к = \ ,  2, ... (3,11)

куринишда ёзилган булсин. Яна у ' =  р деб параметр киритамиз.
(3 .11) муносабатнинг икки томонини у  буйича дифференциаллаймиз: 

йх дФк дФк й р  йх 1 1

Бундан

йу д у  др йу' йу  йу
йх

дФ„

7  =  Ь ® ^ ^ 0 .  (3.12)
й у  (М'к др

до

(3.12) тенгламанинг унг томони у  ва р нинг функцияси, демак,
биз — =  /.(г/, р) куринишдаги дифференциал тенгламага келдик.

й у
Унинг умумий ечими р =  ^ к(у, С) дейилса, (3.11) дан х  =  Фк(у,
X (у, С)) хрсил булади. Бу ечимлар туплами умумий ечим булади.

б) (3.1) тенглама
У =  Щ х , у%  к  =  1, 2, ... (3.13)

куринишда ёзилган дейлик. у '= р деб, ундан ва (3.12) дан

дФь дФи йр ,йр р  дх  дФ ь 

Р ~ - д Г + - а Г " &  ~ й х =  ^
др

га эга буламиз. Охирги тенглама ^  =  }к{х, р) куринишдаги тенгла­
ма булиб, унинг умумий ечимини р — ^ к(Х; С), к =  1, 2, ... деб 
ёзамиз. (3.13) га кура берилган дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими у =  \Р^(х, гМ х> С)) каби ёзилади.

Курилган а) ва б) ^олларда х — Фк{у'), у =  Фй (//') тенгламалар 
хусусий хол булиб, улар учун мулсцазалар янада содда булишини 
аввалги пунктларда курдик.

84



М и с о л л а р .  1. х ( у ' ) 2= у ,  х > 0  дифференциал тенглама у  га нисбатан
с1р

ечилган. р  — у ’ , у  =  х р 2, р  =  р2+  2хр  — десак, узгарувчилари ажраладиган

с 1 р \ — р  I С \
—  = ---------- дифференциал тенглама хосил булади. Уни интеграллаб о — 1— -7 = )
а х  2х '■ у х /

берилган тенгламага цуйсак, унинг умумий ечими: ( / = х ^1  — у ^ )  ®ки ^ —*)2=

=  2Сп(у  +  х) —  Сд, С0=  С2 куринишда ёзилади. Равшанки, у  — О ^ам ечим бу- 
либ, у махсус ечимдир.

2 . у  (г/')3+  х  — 1 =  о, у  Ф  0  дифференциал тенгламани х  га нисбатан ечамиз: 
х  =  1 — у  ( у ' )3- < /'=  р  (у) десак, з^исоблашлар

, а *  1 о п „ ¿Р Лр 1 +  р4Х =  1 — У {у' 3, — =  —  =  — р3 — Зр*у— , —  =
с1у р  (Iу йу З р 3у

булишини курсатади. Бу дифференциал тенгламани интеграллаймиз:

1 й (1 +  р4) с1у 1 1
------- , , —  =  —  — , —  1п (1 +  Р4) =  —  —  п \ у  +  1п С
4 1 +  р1 Зу  4 ' 3 ^

-Г  С Л/ ~  £4 3 
ёки (1 +  р4) =  з 1 Бундан р3=  1 /  - — - __м  ни з^осил циламиз. Энди

у I у  \ у  к >
берилган тенгламага р 3 учун топилган ифодани цуйсак,

Л.
(1 — х) 3 +  \/"у* =  С0, С0=  С4

умумий ечимга келамиз.

5. (3.1) дифференциал тенгламада Р (х, у, у') функция х ва у га 
нисбатан т- даражали бир жинсли функция булса, у ^олда (3 .1) ни 
бундай ёзиш мумкин:

хтР ^ ,  у '}  =  0 ёки Р ( £ ,  р) =  0, р =  (3.14)

Бу тенгламани р га нисбатан ечиш осон булган холга тухтал- 
маймиз.

(3.14) да у  урнига янги номаълум функция г (х) ни у =  хг(х) каби 
киритсак, Р(г,  р) =  О тенглама ^осил булади. Уни г га нисбатан 
ечиш к,улай булсин дейлик: 2 =  1]^(р), к =  1, 2, ... . Ушбу

Ау =  гйх +  хйг, (1у =  -фк(р) йх +  х $ к(р) йр, 
йу =  рс1х, р(1х =  ^  к(р) йх +  х $к(р) с1р

(¡X •$'к(р)с1р
^исоблашлардан сунг х  ва р ларга нисбатан — =  р _ у  дифферен-

'Фь(р)циал тенгламага келамиз. Агар щ  функциянинг бошлангич 
функцияси / к(р) дейилса, охирги дифференциал тенгламадан х =  
=  Сехк{р) ^осил булади. г (х) =  — булганидан у — хфА(р), х =  СеХк{р)
( й = 1, 2 , ...) муносабатлар берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимини ифодалайди.
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М и с о л .  4 - пунктдаги 1 - мисолда х  ( у ' )2— у ,  х > 0  дифференциал тенглама 
курилган эди. Бу тенгламани F (х, у ,  i f )  =  х  ( у 1)3— у =  0 куринишда ёзсак, 
F (х, у, у ’ ) функция х  ва у  га нисбатан 1- даражали бир жинсли функция эка- 
ни куриниб турибди. Энди бу дифференциал тенгламани шу 5- пунктдаги усул  
билан интеграллаймиз. Тенгламани

o r - j =  0  ёки х  ( р2 — —  = 0 , р  =  у ’

куринишда ёзамиз. у  =  xz  десак, р 2— г =  0 га келамиз. Ундан г  =  р2 =тр(р),  
\ р ' ( р ) = 2 р  ни досил циламиз. Энди тегишли

d x  2  p d p  dx  2  d p
—  = ---------еки — ----------- , р ф  1 -
X р  — р2 X 1 — р

С
дифференциал тенгламага эгамнз. Интеграллаш натижасида р =  1 — —=  форму-

V  X
лани, ундан яна интеграллаб (р =  у ’)

( у  -  х)2=  2 С0 ( у + х ) ~  C l  С0— С2

умумий ечимни топамиз.

6 . Ю^оридаги пунктларда у ' = р  деб параметр киритдик. Умуман
айтганда, параметрни янада умумийрсж усул билан киритиш к,улай
булган доллар ^ам булади. Шу муносабат билан параметр кири-
тишнинг умумий метода билан танишамиз.

Маълумки, Ах +  By +  Су’ +  D — 0 дифференциал тенглама х, у, у '
£<21

узгарувчиларнинг фазоси R 3 да текисликни, ^  +  р- +  ---- 1 = 0
дифференциал тенглама шу R3 да эллипсоидни ающлайди. Баъзи 
^олларда берилган еиртнинг тенгламасини параметрик куринишда 
ёзиш мумкин булади. F (я, у, у') =  0 сирт тенгламаси ушбу х 
v), у = Х(и, v)., y' =  w(u,  v) (и, v — параметрлар) параметрик кури­
нишда ёзилган булсин. У ^олда

F(ty(u, v), х(и,  v), со (и, v)) == О

тенгламага эгамиз. Агар г|>, X, со функциялар бирор очи^ Т  -туплам- 
да аникланган ва дифференциалланувчи булса, унда

dx =  j Z  du +  - g d v ,  dy =  Sfcdu + % d v  

булади. Энди =co(u, v) булгани учун

■ f  du + §  dv =  “> V) [ | г ‘du +  - W  dv \

тенглама а  ва о параметрлар орасидаги дифференциал богланишни 
тасвирлайди. Бу тенгламани бундай

ёзиш мумкин. Агар ~  — ш булса, и ни номаълум функция,
v ни эса эркли узгарувчи деб, ушбу 
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4 “ = ( 0 | L _ ^ . / | L _  (3.15)
do dv dv /  du du . '

^осилага нисбатан ечилган дифференциал тенгламага келамиз. Шунга 
ухшаш, агар со — : ^  ф  О булса, у ^олда ушбу

д% дф
dv _  ди ~ w ди /о  i c ' \
ди — дЦ дх ( ¿ . I D  >

w dv  - dv

дифференциал тенгламага келамиз.
Агар (3.15) ёки бари-бир (3.15') дифференциал тенглама квадра- 

тураларда интегралланса, у ^олда берилган (3.1) дифференциал тенг­
лама о^ам интегралланади. ^аки^атан, агар (3.15) тенгламанинг уму- 
мий ечими u=u(v ,  с) булса,

и =  u(v, с),
X =  >К«(и, с), V), 
у  =  X(u(v, с), и)

(бу ерда v — параметр, С — ихтиёрий узгармас) (3.1) тенглама ечи- 
мининг параметрик куриниши булади. (3.15') учун умумий ечим

v =  v (м, С), 
л: =  1|з(м, г (и, С)), 
у =  %{и, v(u,  С))

куринишда (бу ерда и — параметр, С -^ихтиёрий узгармас) булади.
Масалан, F (х, у, у ') ‘=  0 тенглама y =  f(x,  у') куринишда ёзи- 

лиши мумкин булганда и =  х, v — у'; х =  f (y ,  у') куринишда ёзил- 
ганда эса ы =  у, v =  у'  дейилиши лозим. Биринчи з^олда (х =  х,

д[_
y — f(x,  v), у'  =  i j  дифференциал тенгламага, иккин-

v ~ ~ d T
чи ^олда эса (х =  f(y,  i), у  =  у, у' =  0)

д!_
dy __ v dv

дифференциал тенгламага эга буламиз.
7. Параметр киритишнинг умумий методини ^улланишга дойр му- 

^им мисол курамиз. Агар “ф(г/'), Х(у') функциялар бирор интер- 
валда дифференциалланувчи булса,

у ~*хЪ(у ' )  +  %(у') ■ (3.16)
дифференциал тенглама Лагранж тенгламаси деб юритилади. Бу 
тенглама квадратураларда интегралланади. Хакик.атан, у' — р десак, 
у =  хя|?(р) +  Х(р) булади. Энди буни х буйича дифферёнциаллаб,

Р =  Ц(Р) +  ^ ( Р ) ^ + Х ' ( Р ) ^
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еки

i

га эга буламиз. Агар ~  =  0 булса,dx у ^олда p =  pi (pi =  const).
Бу ю^оридаги дифференциал тенглама р =  i|> (р) куринишга келганда 
содир булади. Демак, р =  pi булганда р — г|> (р) =  0 тенглама шу 
р =  pi ечимга эга булади ва ушбу у =  x\J)(p(.) +  х (p.), i =  1,2 , . . .  
турри чизй^ларни ^осил циламиз.

ф  0 булса, (3.17) тенглама номаълум х  га нисбатан ушбу

'Р'(Р) „  , Х'(.в)

Агар

dp * +  • (3.18)D — Ф(Р) ’ Д> — 1|>(р)
биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламадан иборат. Унинг 
умумий ечими’Ф(х, р, С) =  О булади. Берилган дифференциал тенг­
лама умумий ечимининг параметрик куриниши бундай:

Ф (а -, р .  С) =  О,
г/ =  х ф ( р )  +  X ( р) ,  р  — параметр.

Агар р — 1)5(р)^ = 0  булса, у ^олда (3.16) тенгламада параметр- 
ларни

X =  х,  у =  ху(р)  +  х(р), У' =  Р
каби киритсак, (3.15) дифференциал тенглама урнида (3.18) диффе­
ренциал тенглама ^осил булади.

Агар р — $(р) == 0 булса, тенгламани га булганда р =  С(С=
=  const) ечим (яъни i/ =  л: гр(С) +  X (С) ечим) йукртилади. Аммо бу 
^олда берилган дифференциал тенглама ушбу

у =  х у ' + Х ( у ’) (3.19)
куринишга келади. .Бу тенглама К.леро тенгламаси деб юритилади.
Унинг икки томонини л: буйича диффергнциалласак, р — P +  +

+  х'(Р) %  ёки (л: +  Х'(р))^£ — 0 га эга буламиз. Бундан ё =  0
(демак, р =  С) ёки х -4-Х'(р) =  0 келиб чик;ади. Биринчи ^олда 
умумий ечим у =  Сх +  х(С) ку'ринишда ёзилса, иккинчи ^олда эса

[у  =  хр +  Х(р)\
1 х +  X' (р) — 0 , р — параметр

куринишда булади. у =  Сл:+д(С) турри чизшутр оиласининг урама- 
си (3.20) чизикдан иборат.

М и с о л л а р .  1. у  =  х у ' — у '  К и р о  тенгламаси берилган булгин. Унинг у м у .  
мий ечими, яъни бир параметрли интеграл т^рри чизи^лар оиласи у  =  Сж — С 
куринишда булади. у  =  С { х —  1) дан к^ринадики, б у  ( 1 ,0 ) ну^тадан утадигак t ? f -  
ри чизицлар дастаси булиб, унинг урамаси шу ( 1 ,0 ) ну станин г узи (агар у  =  Сх  -f- 
+  Х (С) тугри чизи^лар оиласи дастани ташкил эгса, урама битта ну^тадан иборат 
булиши хам мумкин) булади.

(3.20)
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2 . Энди ушбу у  =  2 x i/'— у '  Лагранж тенгламасини курайлик. Агар у '  =  р  
десак, у  — 2хр — р  булади. Ундан

р =  2р + 2 х ^  — g ,  ( 2 x - l ) - § r ~ - p  

do
келиб чи^ади, уни га булсак:

d x  d x  2 )
—  р  - г -  =  2 х — 1 ёки - г г  =  — —— х +  Р  Ф $-  н dp ,  d p  р  р

Уни интегралласак: x = ^ C + - i - j e P . Демак, берилган тенглама умумий 

ечимининг параметрик ёзилиши бундай булади:

> - ( с + 4 ) А
. у  =  2хр  — р.

Биз р =  0 холни курайлик, ундан «/ =  С  (берилган тенгламага кура С =  О), 
яъни I / =  0 келиб чнкади. Бу у  =  О ечим махсус булиши эхтимоли бор. Уни 4- § 
да курамиз.

3- §. ЕЧИМНИНГ МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ

3.1-т е о р е м а .  Агар (3.1) дифференциал тенгламада F(x, у,  у' )  
функция учун ушбу иккита шарт:

1°. F(x0, у0, у' )  =  0 (3.21)
тенгламанинг бирор хациций илдизи у0 учун (xQ, yQ, y0) £ D 3((x0, 
у0) £Г) нуцтанинг бирор ёпиц D° атрофида F (х, у, у ')  функция 
узлуксиз ва биринчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга;

2°. Fy,(x0, у0, у0) Ф  О 
бажарилса, у хрлда шундай h > 0  мавжуд бдладики, (3.1) диффе­
ренциал тенгламанинг — х0\ <  1г интервалда анщланган у(х0) =
— у0, у (х0) =  у0 шартларни каноатлантируечи я го на у =  у(х) 
ечими мавжуд.

И с б о т .  Ошкормас функциялар ^акидаги маълум теоремага кура
(3.1) тенглама у' ни бир кийматли функция сифатида ани^лайди, 
яъни

%  = У)< (3-22)

бунда f(x,  у) функция ёпик, Г0, (Г0с: Г) тупламда узлуксиз, бирин­
чи тартибли узлуксиз хусусий ^осилаларга эга ва f ( x 0, уй) =  у0,
(хО’ГУо) € ^о- Шунинг учун f(x,  у) функция ёпик Г0 тупламда у  буйи- 
ча Липшиц шартини каноатлантиради. Демак, (3.22) дифференциал 
тенглама Пикар теоремасига асосан \х — х0| С  h интервалда аниклан- 
ган ягона у  =  у(х) ечимга эга булиб, у(х0) =  у 9 булади. Худди шу 
ечимга (3.1) тенглама ^ам эга. Энди у (х0) =  у'0 эканини курсатай- 
лик. Да^и^атан, (3.22) тенглама у  =  у(х) учун айниятга айланади:
dj~§- =  f(x, у(х)), ¡х — х0\ <  1г.
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■ Arap х =  х0 булса, у'(х0) ==/(*„, y(x0) )=f (x0, у0) =  yQ.
3 . 1 - н а т иж а .  3.1- теореманинг шартига к(/ра (х0, у0, у 0) нуц-

танинг D° атрофида - Ф  0 . | ~   ̂ i 0 < Л = c o n s t .

3 . 2 - н а т иж а .  Агар (3.21) тенглама бир нечта ^а^и^ИЙ у\{1— 1,
2 , . . .  , т) илдизларга эга булса, з̂ ар бир (х0, у0, £/') ну^танинг
ёпи^ Du атрофида (3.1) дифференциал тенглама у' ни бир цийматли 
аниклайди, яъни у' = ft{x, у). Шу билан бирга ^ар бир £(1 <  i < m )
учун тегишли дифференциал тенглама (х0, у0) 6 Гв. нуцтадан утувчи 
ягона интеграл чизикка эга. Бошкача айтганда, (х0, у0) ну^тадан т 
та йуналит буйича фа^ат m та интеграл чизик> утади.
.. Агар (х0, уь) нуктада Коши масаласи ягона ечимга эга булса, у 

нук,тани odduü нукта дейилади. Бу ну^тага мос ечимни odduti ечим, 
интеграл чизикни эса оддий интеграл чизиц дейилади.

Шунга ухшаш/аГар (х0, у0) нуктада Кощи масаласи учун ягона- 
лик уринли булмаса, у ^олда бу ну^та (3.1) дифференциал тенгла- 
манинг махсус нуцтаси дейилади. Махсус нуцталар туплами мах- 
сус ечим дейилади з^амда унинг графиги махсус интеграл чизиц 
дейилади. Демак, (х0, у0, у0) нук;танинг етарли кичик ёпиц атрофи­
да 3.1 - теореманинг бирор шарти бузилганда махсус ну^тага эга бу- 
лишимиз мумкин. 3.1 - теорема фа^ат етарли шартни белгилагани 
учун (х0, у0, у0) ну^та айтилган ^олда махсус булиши ^ам, бул- 
маслиги ^ам мумкин. Шу муносабат билан махсус нукта ва махсус 
ечим тушунчаларига мукаммал тухталамиз.

4 §. МАХСУС НУ^ТА ВА МАХСУС ЕЧИМ

1. Аввал махсус ну^та тушунчасига тухталамиз. Бунда (3.1) диф­
ференциал тенглама у' га нисбатан ечилиши мумкин деб ^араймиз: 
у' =  f(x, у). Агар f(x, у) функция Р ёпи^ тугри туртбурчакда узлук- 
сиз булиб, у  буйича Липшиц шартини цаноатлантирса, у-^олда 
Пикар теоремасига кура (х0, у 0) £Р нуцтадан ягона интеграл чизи^ 
утади.

Энди f(x, у) функция Р нинг (х0, у 0) дан бош^а ^амма нук,та- 
ларида узлуксиз булиб, (х 0, у0) нуктада узлуксиз булмасин. Унда 
Куйидаги доллар руй беради:

1) у) =  А, А — чекли ^аквдий сон;
Х ~ + Х 0
У->Уь

2 ) lim f(x, у) — оо (аник, ишорали чексиз);
х-*х0
У-*У%

3) {(х, у ) функция (х0, ув) нуктада лимитга эга эмас.
1) ^олда f(x0, у0) =  А деб f(x, у) функция к,ийматларини тулдир- 

сак, Р да узлуксиз функцияга келамиз.
2) холда эса —  =  тенгламани ^ам куриб ~  у =  0 деб

-е,- 1 . функциянинг кийматини тулдирамиз. Бунда яна Пикар тео- 
А*» У)
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ремасини к,улланиш [мумкин ва дифференциал тенгламанинг . инте­
грал чизири (х0, у0) нуцтада вертикал уринмага эга булади.

3) ^олда (х0, у0) нук,та ажратилган махсус нуцта дейилади. 
Шундай нукталар атрофида интеграл чизикларнинг сифат хоссалари- 
ни урганиш мумкин булиб, бу дифференциал тенгламалар назарияси 
кулланиладиган барча со.^аларда керак булади. Ажратилган нукта- 
лар атрофида интеграл чизикларни урганиш ^ар жи^атдан му'раккаб. 
¡(х, у) функция каср-чизикли булганда баъзи интеграл чизикларни 
чизамиз. Шундай килиб, ушбу

М .  =  (3.23)
( 1 х с х  +  а у  4

(бунда а, Ь, с ва с1. лар— ^а^и^ий сонлар) дифференциал тенгламани
курайлик. Унг томондаги функция учун А =  °  ^ ф  О булганда
(0 ,0) ну^та ажратилган махсус ну^тадир. Унинг атрофида интеграл 
чизикларни текширамиз. Д ни (3.23) тенгламанинг детерминанта деб 
юритамиз.

Агар
X
с1 — 0 характеристик тенглама >̂ ар хил ^а^и^ий к1У 

ечимларга эга булиб, ^  +  булса (масалан, ^,=#=0 булса),
У .^олда (3.23) тенгламани чизи^ли махсусмас алмаштириш ёрдамида

йV
¿и ь _

>ч
V

и
(3.24)

куринишда ёзиш мумкин. Ундан
Ь*.к

о =  С\ы | (С — ихтиёрий узгармас) (3.25) келиб чи^ади. ва А.3 
ларнинг ^ар бири нолдан фар^ли ва бир хил илорали ёки турли 
ишорали булишига «¡араб мос равишда тугун ёки эгар расмларига 
зга буламиз (25- ва 26- чизмалар). Агар Х1< 0  булганда Зц =  0 бул­
са, и =  с горизонтал интеграл чизи^ларга эга буламизки, (0, С) нук- 
талар туплами махсус нук,талар туплами булади. (27-чизма.)

С.

25 - чизма.
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'-ч»*щрг

тУ

* '
•

О

А < о, jtt  = o

27 - чизма.

Ю^оридаги 25-, 26-, 27- чизмалар 
/Ч ва ).2 ларнинг маълум кийматлари 
учун келтирилган.

Характеристик тенглама бир жуфт 
к,ушма комплекс а  ±  ф  илдизга эга 
булсин. У ^олда (3.23) тенгламани 

dv =
¿/ы сш — ру 4 7

куринишга келтириш мумкин. Бу бир 
жинсли дифференциал тенглама бу- 
либ, уни интеграллаш мумкин:

г — Се , r = Y u 2 +  v2, <P =  arctg — , С >  0.

Бу формула ос Ф  0 булганда логарифмик спиралларни, а  =  0, бул- 
ганда эса, концентрик айланаларни белгилайди (28, 29- чизмалар). 
Яна А2 0; А3 =  0, Яг=  0, Я2=#=0 доллар учун ^ам чизма- 
ларни келтириш мумкин.

Агар f(x, у) функция каср-чизшуш булмаса, ажратилган махсус 
нуцта атрофида интеграл чизикларни урганиш масаласи анча мурак-

28 - чизма. 29 - чизма.

каб булиб, у «дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси» да 
урганилади.

2 . Энди биринчи тартибли ^осилага нисбатан ечилган дифферен­
циал тенгламаларнинг махсус ечимларини чукуррок, урганамиз.

Маълумки, агар ~  =  f(x, у) тенгламада f(x, у) функция бирор 
. ёпик Р ( Р а Т )  тупламда узлуксиз ва у буйича узлуксиз хусусий хр- 
силага эга булса, у ^олда

№ М ^ к  +  оошах .
(*. ду
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га эгамиз ва Пикар теоремасига кура з̂ ар бир (х0, у0) £ Р  нуктадан диф­
ференциал тенгламанинг ягона интеграл чизири утади. Демак, Р туп- 
ламда махсус интеграл чизик булмайди. Маеалан, Р тугри туртбур- 
чакда аникланган ¡(х, у) функция у  буйича куп^ад булиб, у шу Р 
да узлуксиз булса, Р тупламда махсус ечим булмайди. Агар
¡{х, у) = % к УРинишда б у л и б , /,(х, у) ва Ц х, у) функциялар
х ва у ларга нисбатан куп^ад ва Р тупламда узлуксиз (яна 
/2(.ж, у) Ф  0, {х, у) 6 Р) булса, у з^олда Р тупламда фацат оддий ин­
теграл чизиклар булади. Бу Р ёпик тугри туртбурчакда Пикар тео- 
ремасининг шартлари бажарилишидан келиб чи^ади. Шундай килиб, 
махсус ечим Пикар теоремасининг шартлари бузилган нуи^талар тупла- 
мида мавжуд булиши мумкин. Агар /(х, у) функция Р тупламда у  буйи­
ча чекли хусусий ^осилага эга булса, у з^олда бу функция Р да у 
буйича Липшиц шартини каноатлантиришини 1- бобда айтиб утган
эдик. Энди Р тупламда з^осила чегараланмаган ну^талар
з̂ ам бор б '̂лсин дейлик. Бундай нукталар тупламини Р’ деб белги- 
лаймиз (равшанки, Р’ сг Р). Р тупламнинг ну^талари

,  дПхду  у). =  +  о о  ( 3 .2 7 )

муносабатни ^аноатлантирадиган нукталардан иборатдир. Шу Р’ туп­
ламнинг ну^талари махсус ечимдан иборат булиши мумкин. Аслида, 
махсус ечимни топиш учуй ^уйидаги кридани тавсия этамиз:

1) (3.27) шарт бажариладиган нук,талар туплами топилади;
2) бу туплам нукталаркнинг геометрик урни ~  =  Цх, у) тенглама-

ницг ечими булиши ёки булмаслиги текширилади;
3) айтилган ечим бор булса, унда ягоналик бузилиши ёки бузил- 

маслиги текширилади.
Агар бирор ф(х), х£/ ечим учуй унинг з̂ ар бир нуктасида {3.27) 

тенгсизлик бажарилса ва ягоналик бузилса, унда бу ечим махсус 
ечим булади.

з
М и с о л л а р .  1 . 1- бобда курилган у '  =  у  дифференциал тенглама учун (а, 0 )

нукдада (а  —  ихтиёрий з^авдий сон ) косила чегараланмаган.Ч _ 1
ду -  3

Ш у косила чегараланмаган нуцталар туплами Р '  =  {(х ,  у ) . у  =  0 , х —  ихтиёрий} 
дан иборат булиб, у  =  0  берилган тенгламанинг ечимидан иборат. Бу ечимшшг 
э;ар бир нуктасида ягоналик бузилишини курсатган эдик. Демак, у  =  0  (абсцисса 
у^и) берилган дифференциал тенглама учун махсус ечим булади.

_2_ < 
з

2. Ушбу у '  =  у  -+-1, — оо < # <  +  оо дифференциал тенглама учун з̂ ам

I <?/ I 2 | —Т  I
(а,  О) нуцта атрофида -щ -  == - д -  у  | чегараланмаган, аммо у  =  0  ечим эмас.

У холда у —О чизиц махсус ечим була олмайди, демак, берилган тенгламанинг 
максус ечими йу^.

3. Бу пунктда хосилага нисбатан ечилмаган дифференциал тенгла- 
малар учун махсус ечим мавжудлиги масаласи билан шугулланамиз.
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Биз махсус ечимни топшйнинг икки усули билан танишамиз: 
а) (3.1) тенглама учун 3 .1 -теорема шартларидан камида битта- 

си бажарилмаган, б) (3.1) дифференциал тенгламанинг умумий ечи- 
ми маълум.

а) Асосан Р(х, у, у') функция £)3 тупламда узлуксиз ва узлук- 
сиз зфсилаларга эга булган з^олни курамиз. Бу з^олда махсус ечим
3 .1 -теореманинг 2 -шарти бузиладиган ну^талар тупламидан иборат
булиши мумкин. Бошцача айтганда, р =  ~  параметрни кнритсак,
махсус ечим ушбу

системани каноатлантирадиган (х, у ) нукталар тупламидан иборат 
булиши мумкин, бу тупламни £>3? дейлик. Агар (3.28) системанинг 
тенгламалари биргаликда булмаса, у з^олда Д | туплам буш .булади 
(яъни Ир — 0 ). Агар £>£=#= 0  булса, бу туплам ну^таларининг гео­
метрик урнини текшириш керак. Шу геометрик урин (3.1) дифферен­
циал тенгламанинг р — дискриминант чизиги дейилади. Уни фС(х) 
(г =  1, 2 , . . .  , т)- деб белгилайлик. <{<£(х) чизиклар ечим булиши 
з а̂м, цисман ечйм булиши з̂ ам ва бутунлай ечим булмаслиги хам 
мумкин. Бундай коида келиб чи^ади:

1) р — дискриминант чизиклар (яъни ф"(х) чизиклар) топилади;
2) топилган р — дискриминант чизиклар ечим (ёки кисман ечим) 

булиши тещнирилади.
3) р — дискриминант чизикларнинг ечим булган шохчаларида яго- 

налик уринли булиши ёки уринли булмаслиги текширилади.
(3.28) дан р — дискриминант чизиклар учун ( р ни чикариб таш- 

лагандан кейин) я|з.(х, у) — О (I =  1,2 , . .  . , т) тенгламалар келиб
• дфгчикади. Агар бирор (х0, у 0) нущтада —ф- ф  0 булса, тенгламаларни 

шу нуктанинг етарли кичик атрофида у га нисбатан ечиб, у=  <р.(л:) 
куринишда ёзиш мумкин.

Агар бирор у — ф((л) функция ёки гр;(х,у) =  0 ошкормас тенглама 
р — дискриминант чизшуларни белгилаб, бу чизик; (3.1) дифферен­
циал тенгламанинг ечими булса ва унинг з̂ ар бир нуктасида ягона- 
лик хоссаси бузилса, у хрлда тегишли чизик махсус интеграл чизик, 
булади.

системага эгамиз. Ундан у  =  0 келиб пщ ади. Б у р  —  дискриминант чизикдир. 
Содда муло^азалар курсатадики, бу чизик берилган тенгламанинг ечими булиб,

(3.28)

Л-3 •
М и с о  л л а р . 1. ( у' )2 — у  дифференциал тенглама учун ушбу

4
з

94



унииг хар бир нунтасидан бир йуналишда камида икки интеграл чизиц ^тади 
(би ттаси — у — О, иккинчиси —  кубик парабола). Шундай цилиб, ^ =  0 махсус 
счимдир.

2. Аввал 3- § да курилган у '  =  2ху '  — у '  Лагранж тенгламасини оламиз. Бу  
тенгламанинг махсус ечими йу^лигини курсатамиз. Тегишли

[ F(x, у, р)  =  у  —  2хр +  р  =  О,
{ dF
I ~др =  Т  2 х  +  1 =  0

системадан у  == 0 , х  =  - у -  келиб чицади. Бу ну^та у  =  0 ечимда ётади ва у  =  0
1

ечим ихтиёрий х  лар учун анщланган. Аммо юцоридаги система х  нинг х  =  -75-

^ийматидагина биргаликда- булади. Демак, у  =  0 ечим махсусмас.
3. Энди у  — 2ху '  +  (у 'У  =  0 тенглама берилган бз'лсин. Ушбу

I у  — 2хр  +  р2 =  О,
\ —Г - - ‘• 2х  +  2р  й= О

системадан р  =  х  келиб чи^ади. р дискриминант чизикининг тенгламаси у  — 2 х х - \ -  
+  хг =  0 ёки у  =  х2 булади. Аммо бу парабола берилган тенгламанинг интег­
рал чизири эмас, чунки x ik— 2х(хг)'  +  ((ха) ' ) 2 Ф  0.

Демак, у =  хг парабола махсус ечим була олмайди. Берилган диф­
ференциал тенгламанинг умумий ечими

\у =  2хр —- р2, (р —  параметр, С — ихтиёрий узгармас) 
куринишда ёзилади.

3.2-т е о р е м а .  Агар F(x, у, р), р — —  функция бирор ёпиц
Z>° тупламда анщланган, узлуксиз ва биринчи тартибли узлук-
сиз %осилаларга эга булиб,. uiy да Р̂ ~ Ф  0 булса, у %ол-
да (3.1) дифференциал тенгламанинг р — дискриминант чизиги 
игу тенгламанинг ечими бХ/лиши учун ушбу

У.’.Р) +  р W & JL A . =  0 (3.29)
дх  г  ду  '  ’

тенгликнинг бажарилииги зарур ва етарли.
И с бот.  З а р у р л и г и .  р — дискриминант] чизиц ечим булсин ва 

унинг тенгламасини параметрик куринишда ёзиш мумкин деб фараз 
этайлик, яъни

х =  х(р), У — У(Р), (Р — параметр) 
бу ерда х(р), у(р) функциялар дифференциалланувчи. Биз ушбу

П*. у . р У -  о. Щ ь Л - - о ,  ?  =  %

муносабатларга эгамиз. Юцоридаги фаразга кура F(x (р), у (р), р )= 0 . 
Ундан р буйича тули^ ^осила олсак,

Щ х ( р ) ,  у(р),  р )  d x  , dF(x(p), у(р) р) d y  , 
дх  др  ду d p

+  J£Mph_M(EL-PL =  о (з.зо)
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Л Р
ёки -— =  О булгаии учун (3.29) келиб чи^ади.

ор

Е т а р л и л и г и. F — О, =  О, +  р —  =  О муносабатлар
урин ли булсин. Биркнчи иккитасидан у ва р ларни х  нинг функция- 
си сифатида топамиз: у =  у(х), р =  р(х). Бу у (х) функция (3.1) 
тенгламанинг ечими эканини курсатамиз. У нинг учун F =  О ни яна 
х  буйича дифференциаллаймиз:■

dF(x, у(х),  р(х))  , dF(x, у(х), р(х)) d y  dF(x, у(х),  р(х)) d p  п  
дх  "г  ду d x  ' d p  dx

Бундан (3.29) ни дисобга олсак, ~ ~  =  р(х) келиб чикади. Шу билан 

бирга: F ( х, у{х), р(х)) =  F(x, у(х), =  0, Демак, у  =  у(х)
функция ечим экан.

4. 3 -рдаолда курилган у — Чху' +  ( у ) 2 =  0 дифференциал тенг- 
лама учун у — х2 —* р парабола дискриминант чизик булиб, ечим 
эмас эди. Буни ^озирги усул билан текширайлик. Хакицатан, F(x,
У. р) — У ~  2хр +  р \  “  =  ~  2х + 2 р, ~  =  1, ~  =  — 2р муноса-

батларга к ура +  р ~ ^  ~  —  2 р  + р - 1 =  —  р Ф  0.  3 .2 - теорем анинг

L
ш арти баж ари л м ади . 1 - м исолда курилган Q/ ' )2 — ¿/3 =  0  диф ф ерен-

4_ J_

циал тенглама учун F =  р2— у 3, ~  =  2р, -Ц  =-- 0, ~ = =  -  |

ва ~  +  р ~  =  0 +  р( — - |-  у 3 1‘Аммо - |£  == 2р =  0 дан р =  о ке­
либ чикади. Щунинг учун охирги ифода айнан нолга тенг. Демак, 
у — 0 (р — дискриминант чизик) махсус ечим булади.

б) 3 . 4 - т аъ р и ф .  Ушбу
Ф(х, у, С) =  0 (3.31)

бир параметрли силлщ  чизицлар 
оиласи берилган булиб,  С6 [Сх ,С2] 
булсин. Агар бирор I чизиц £/зи- 
нинг %ар бир нуцтасида (3.31) 
сила чизицларидан бирортаси би­
лан умумий уринмага эга булса, 
у уолда I чизищ (3.31) оиланинг 
урамаси дейилади.

Ушбу у =  (х  +  С)2 параболалар 
оиласи учун у =  0 чизши у рама 
булади (30- чизма). Аммо ^ар к,ан- 
дай силли^ чизи^лар оиласи дам 
урамага эга булавермайди.

3 .3- т е о р е м а .  (3.31) бир параметрли силлиц чизщлар оиласи 
I берилган б$либ, Ф(х, у, С) функция бирор D'l тупламда аницлан-
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ган, узлуксиз ва биринчи тартибли узлуксиз %осилаларга эга 
%амда

( £ / + £ ) >  о (3.31')

тенгсизлик уринли булсин. У %олда тенгламаси параметрик крри- 
нишда

х =  х  (О, У =  У (О, х(() 6с1 [¿ъ у ,  у  (Ос с1 {^, У  (3.32)
берилган чизиц (3.31) оиласининг урамжи б у  лиши учун ураяанинг 
%ар бир нуцтасида ушбу

( Ф(х((), у(0, С) — О
ю т .  у(о. с) п (3.33>

I [5с 0
тенглатлар щнстлаитирилиши зарур ва стерли*

И с б от .  З а р у р л и г и .  (3.31) оила тенгламаси (3.32) билан ёэил- 
ган | :урамага эга булсин. t параметр ¿2] интервалда уэгарганда 
урама (3.31) оиланинг турли чизикларига уриниб боради, яъни I уэга- 
риши билан С узгариб боради. Шунинг учун С =  С(¿) деб караш 
лозим. Албатта, 16 [¿£, /2] да С'(()фО,  акс ^олда (яъни С'(/) =  0, 

У  булса)[/°, с: [/р /2] инТервалдан олинган / к.иймат- 
ларида урама тегишли оиланинг фак,ат битта чизигига уринади. Д е­
мак, [/?, ф  интервалда урама уша чизик, билан устма-уст тушади. 
Бу (3.32) чизи^нинг уРама эканига зид. Шундай цилиб, С'(/) Ф  О, 
*61*1. у .  Энди (3.32) ни (3.31) га к.уйсак, Ф(*(0, #(*)* С ( ф ^ О  аР̂  
ният досил булади. Айният чап томонидаги функцияда» ¿ б>'йича ту- 
лик, ^осила оламиз:

дх  Л  ^  ду  <И ^  дС еИ и ‘

Энди (3.31) оила чизигига утказилган уринмавинг бурчак коэффи­
циента™ к деб, уни топайлик. Раншанки, ф  0 булганда

у ,  С)

6Щ у,Р .  +  «, с> М . =  0 дан *£ =  * ■= -
дх ду  _ йх  м </* 6 Ф(*, у , С)

ду

—  ФО булганда -а^ Я  с )= 0  Дан
а ф  ^  3 ^  ЙДГ ¿л: ду

¿ ф \

а .

■ 5 - /
келиб чи^ади. (3.31) тенгсизлигига кура бурчак коэффициент 
аникланган. Шунга ухшаш, \>рамага утказилган уринма бурчак коэф- 

фициентини Д?! десак,
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ь _ M l  -  м Ж  / V  ~  X'V) \
1 dx(t)  x ' ( t )  [  KI -  y ' ( t ) )

булади. A mmo k =  kx булгани учун (3.30).ни дисобга олиб
ГдФ , дф п  .ъ  * ( 0 + ^ ( 9  =  о ■

муносабатга эга буламиз. Бу тенглик ва C'(t) Ф  0, t2] га -кура
(3.34) дан =  о келиб чи^ади. Зарурлик исбот этилди.
■ • Е-тар лил иг и. Агар бирор (3.32) чизи^нинг ну^таларида (З.ЗГ) 

тенгсизлик уринли булиб, (3.33) муносабатлар ^оноатлантирилса, у 
Долда (3.32) чизи^ (3.30) оиланинг урамаси булади. Шуни исбот эта- 
миз..

Хаки^атан, ф  о; t£[tь  дейлик. Энди (3.33)
система тенгламаларидан биринчисини t буйича дифференциаллаймиз. 
Натижада (3.33) нинг иккинчи айниятини ^исобга олнб,

V v . :. ;  - f ^ + f у ч о - о

ёки
<ЭФ

VI0 и
; V 1 *'(о =  -  ^

. .-у, _ : V  ду
муносабатга келамиз. Бундан тегишли ну^тада~(3.32) чизи^ (3.31) 
оиланинг чиздаи билан бир. хил бурчак коэффициентига эга экани 
келиб чик,ади. Етарлилиги исбот этилди.

(3.33) система аник,лайдиган чизик, (3.31) оиланинг С—дискриминант 
чизиги дейилади.

Берилган силли^ чизи^лар оиласининг урамасини топиш учун 
куййдаги ^оида келиб чи^ади: .

1) (3.33) системадан С ни чии,ариб ташлаб, С — дискриминант чи- 
зи^ топилади;

2) топилган С — дискриминант чизикдан

V  Ч  *? =  0, — = 0  (3.35)
дх ду

тенгламаларни ^аноатлантирадиган (л:, у) ну^таларни чи^ариб ташла- 
нади. С — дискриминант чизик,нинг долган кисми берилган оиланинг 
урамаси булади. Агар (3.35) системанинг тенгламалари биргаликда 
булмаса, у долда С — дискриминант чизиц тулалигича урамадан ибо- 
рат булади. Агар С — дискриминант чизи^нинг дар бир ну^тасида
(3.35) уринли булса, у долда берилган оиланинг урамаси мавжуд 
энас.

I  / Ш  (  3. / ш
V  \у V V  *у

берилган булсин. Уни интеграллаш учун х  га нисбйтан ечиш осон. Бу >;олда те-

' ' Мисо л. Энди у == V/ 1л: I дифференциал Тенглама



гишли усу л билан ^исоблашлар олиб борсак, умумий ечим ушбу у — Сэх2 - f  2С*дг—
— С =  0 куринишда топилади. С — дискриминант чизицни топайлик. Ушбу

( у  — CW +  2 С2х  —  С =  О,
1 —  3 C V  +  4 C * — 1 = 0

системанинг иккинчи тенгламасидан х >  0 булганда С =  — ; х  <  0  булганда эса
Зх

С — — • С  учун топилган икки ифодани >;ам системанинг биринчи тенгламасягя 

^уйсак, икки С  — дискриминант чизик, яъни

у  =  0 , ' х ф 0 ;  у  — -— ; х ф О  (3.36)
Tlx%

чизицлар ^осил булади. Улардан бири абсцисса ук,и булса, иккинчиси шохчалари 
1 - ва 3- квадрантларда жойлашган гиперболадан иборат (31- чиэма).

Энди топилган (3.36) С —  дискриминант чизицлар урама ёки урама эмаслигини
дФ

текшнрамиз. Курилаётган ^олда Ф =  у — С3х2 +  2С2х  — С. У ндан—  =  — 2СЭ* +
дх

дФ
+  2С*,—  =  1 =£ 0 .  Демак, (3.36) даги ^ар икки чизик ^ам урамадир.

3.4- т е о р е м а .  (3.30) силлщ  
чизицлар оиласи (3.1) дифферен­
циал тенгламанинг умумий ечими 
булиб, уша чизицлар оиласи ура- 
мага зга брлса, у хрлда бу урама
(3.1) тенгАаманинг махсус ечими 
брлади.

Ис б от .  Ураманинг тенгламаси
М * .  У) =  0 (ёки У =  (•*)) ку- 
ринишда булсин. Унда ихтиёрий 
{х0,у0) ну^тани оламиз, яъни (х0, у0)£
£ /, I- урама. Олинган нуктада ура- 
мага утказилган уринманинг бурчак 
коэффициента k  шу ну^тадан утув- 3 1 -чизма.
чи интеграл чизицлардан бирорта- ,
сига утказилган уринма бурчак коэффициента k1 билан устма-уст 
тушади. Демак, I — урама (3.1) дифференциал тенгламанинг ечими 
булади. Шундай цилиб, (х0, у0) ихтиёрий булгани учун I — урэма- 
нинг э̂ ар бир нук,тасидан шу I чизири ва (3.30) оиланинг битта ¥чи- 
зиги утади. Бундан / —^рама (3.1) дифференциал тенгламанинг мах­
сус ечими экани келиб чи^ади. Теорема исбот булди.

Юцорида курилган мисолда умумий ечим у  — С3х2 -f  2С2х  — С =*
=  0 куринишда б^либ, шу чизщлар оиласи учун у  =  0, у  =  ^  чи-
зиклар урама эканй курсатилган эди. Демак, бу чизи^лар тепнпли 
дифференциал тенгламанинг махсус ечимлари булади (31- чизма}.

Юк;оридаги муло^азалардан равшанки, дифференциал тенгламанинг 
барча ечимларини топиш учун унинг умумий ечимини ва агар »ав- 
жуд булса, махсус ечимларини топиш лозимдир.



Маш^ Ушбу дифференциал тенгламаларнинг барча ечимлари топилснн:
1 .  у'  =  У Г — </2, |(/| <  1; 4- ( 2 х у ' ~  у)* — 4 х 3 =  0, х >  О;

2. у '  =  3/ ( У - х ) *  +  5, 0 3 = Я 3; 5- *а (г/')2 — 2 *5^ ' +  2 ху — О,

3 .  х  -  у  =  ^  О / ' ) 3 . =  в 3 ; < О, дс =?£= О, у' < 1.

5- §. ИЗОГОНАЛ ВА ОРТОГОНАЛ ТРАЕКТОРИЯЛАР

3.5- т аъриф.  Агар тгкисликда бир парамгтрли силлиц I чизи$- 
лар оиласи

Ф(х,  у,а) =  0 ( а— п а р а м е т р ) (3.37)
берилган булса, у ,\олда бу оила чизицларини узгармас а бурчак 
остида кесиб утувчи 1г чизщ  берилган (3.37) оиланинг изогонал 
траекторияси дейилади. Таърифга кура I ва 1Х чизицларнинг кесиш- 
ган нуцтасида уларга утказилган уринмалар орасидаги бурчак а  га 
тенг.

Агар а  =  -^ -булса, изогонал траектория ортогонал траектория

деб юритилади. *
Энди берилган (3.37) оиланинг изогонал траекторияларини топиш 

билан шугулланамиз. Шуни 1\айд ^илиб утамизки,^ а  =  0 булганда
• биз тегишли оила учун урамага эга эдик ва бу урамалар мавжуд 
булиши з̂ ам, булмаслиги х.ам мумкин эди. Курилаётган ^олда (яъни 
а ф О  булганда) берилган силлик, чизнклароиласининг изогонал траек- 
тппияляпи мяижугг ля бы  тпаектооиялар туплами чексиз тупламдир.

Бу тупламни ф., (3.37) чизи^лар 
оиласини эса Ф,, деб 'белгилаймиз. 

Аввал аф-т} булсин. Ф( туп-
ламдан бирор 1г чизи^ни ’олайлик. 
Унда узгарувчи координаталар хи  
ух булсин. (3.37) оиланинг диффе­
ренциал тенгламаси тузилади. Уни 
биз биламиз. ос =  /е дейлик. 
Агар ф (3.37) оила чизигига ут­
казилган уринманинг бурчак коэф­
фициента булса,

_А у
(3.38)

* с1х1 йх

булади (32- чизма). Бундан
дФ (*1, 1/ 1 , а) ¿¿.'I

+
дФ(хь у ь  а)

Л V



Агар Ф (хь  у и  а) — 0 ва (3.39) муносабатлардан параметр а ни 
чи^ариб ташласак,

р  (хи  у и  ^ )  =  0 (3.40)

дифференциал тенгламага келамиз. Бунда х1 — х, у х =  у  дейиш мум- 
кин. (3.40) дифференциал тенгламанинг умумий ечиминиЧ* (х1г у и С)=* 
=  0 десак, биз (3.37) оиланинг изогонал траекториялари .туплами 
Ф ; ни ^осил циламиз.

Агар а  =  — булса, о|) — ф =  — ва г|> =  — ^  ф, —  — — бйла-
2 2 йхх йу *

ди. Демак, Ф (хх, у и а) =  0 ва —  (Х1'.Ь'Л\ Уи а1. =  о тенг-
дхх . <1х1 дцу

ламалардан а ни чи^ариб, ортогонал траекторияларнинг дифферен­
циал тенгламасини топамиз. Уни интеграллаб, ортогонал траектория- 
лар оиласини топиш мумкин.

Агар силлик; чизшумр оиласининг дифференциал тенгламаси то- 
пилган ёки берилган булса, у з^олда изогонал ва ортогонал траекто- 
торияларнинг дифференциал тенгламасини топиш осонлашади. ^а^и- 
катан, (3.37) оиланинг дифференциал тенгламаси

булсин. У ^олда (3.38) дан:

^ - к  
йи ёх ,Л - ¡ —-Л------ .
йх 6 ^ + 1  

ах1

Буни (3.41) га цуйсак (х =  хи у  =  у ± деб)

) = 0 (3-42)
V  * а & + у

я;осил булади. Биз изланган дифференциал тенгламага эгамиз. Агар 
а  =  ~  булса, ^  =  ни (3.41) га к;уямиз:

=  (3-43)
V с1X1/

Ми  с о  л. у  — ах  тугри чизицлар оиласининг изогонал ( а ф - — '] 

ларини топайлик. Берилган оиланинг дифференциал тенгламаси (о.



=  — — . Бундан t g a —k десак: 
У

dy
dx■£~k

. dJL.
dx

■ —  ёки k (ydx — xdy)  =  xdx  +  ydtf.  
У

ydx  —xdy
Охирги муиосабатнинг икки томонини х2 +  у 2 Ф  0 га буламиз: k ^  , 

xdx  +  y d y  
хг +  у 2 '

Бундан k arctg —  — - j l n  (хг +  у2) — In С ёки arctg 7 - =  <р,

~\/ х2 - f  у 2 — г  дейилса, г =  С e**, С >  О 
формулага келамиз. Бу логарифмик спи- 
раллар оиласидан иборат (33- чизма). Ку- 
рилган чизи^лар оиласининг ортогонал 
траекториялари маркази координата бо- 
шида булган концентрик айланалардан 
иборат булишини курсатиш цийин эмас.

а  =  О булганда изогонал траектория- 
лар туплами битта нуцтадан (координата 
бошидан) иборат булиб, у  нуцта тегиш- 
ли дифференциал тенгламанинг ажратил- 
ган махсус нуцтаси булади.

М а ш ц .
1. Ушбу у  =  ах2 параболалар оила­

сининг ортогонал ва изогонал траекто­
риялари топилсин;

а
2. Ушбу у  =  —  , а  >  О гипербола-

х
лар оиласининг ортогонал ва изогонал 
траекториялари топилсин.



4 - боб

»-ТАРТИБЛИ ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ЛАР 

1- § . УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР ВА МАВЖУДЛИК ТЕОРЕМАЛАРИ

Ушбу
F ( x , y , y ' ,  ... , у {п)) =  О (4.1)

куринишдаги тгнглама п- тартибли оддий диффгргнциал тенглажл 
дейилади. Бу ерда F ( x , y , y ' t ... , y in)) функция (п +  2) улчовли 
jRR+2 фазонинг ®п+2 со^асида ашцланган. Куп ^олларда (4.1) тенг- |  
лама ушбу

У{п) =  f (X, у, у' ,  ... , у (п~Г}) (4.2)

куринишга келгирилади. Бу тенглама кцори тартибли хосилага нис- 
батан ечилган ёки каноник куринишдаги п- тартибли. оддий диф­
фгргнциал тгнглама деб юритилади. (4.2) тенгламада f (x,  у, у' ,  ... , 
у п~ 1) функция (п -г Г) улчовли R n+l фазонинг Д  f со^асида ани^- 
ланган.

Агар (4.1) ва (4.2) да п =ч 1 бужа, бяринчи тартибли оддий диф­
ференциал тенгламага эга буламиз. Бу ^олни 1- ва 3- бэбларда кур- 
ганмиз. Энди п >  2 бу'лсин.

1. Аввал (4.2) дифференциал тенгламани чук;уррок; урганамиз.
4. 1-т аъ р и ф .  (4,2) тенгламл бгрилган булиб, f i x ,  у, у ’, ... ,

|  фуНКция R n+l фазонинг Dn+l сохасида анщланган булсин. Агар 
/  интервалда аницланган бирор щ х )  функция учун щ&идагц. учта

Г ,  Ф( х )ёСп(1У, ■ /  ' 4 )
2°. (г, ф ( 4  ф'(х), ... , (.к:)) 6 А.-И, х £  I; \ (4.3)
3°. (pM(x) ~ f  (x,q>(x), ф '(х), ... , ф('г- ‘) (х)), х £ 1  ) - \

шарт бажарилса, у хрлда ф(х) функция I интервалда (4.2) диффе­
ренциал тгнгламанинг ечими дейилади.

(4.2) тенглама ечимининг графита, яъни у =  ф(х) функциянинг 
графиги, унинг интеграл чизит  дейилади.

М и с о  л Л а р. у"  +  со2у  — О, D 3 =  R-1 тенглама учун п =  2 булиб, у  =
=  sin со*, I =  R 1 функция унинг ечимидир. Равшанки, бу холда 4.1- таърифнинг 
барча щартлари бажарилади, .

2. у"' f  3у '  — 2у  — О, D i ~  IV  3- тартибли дифференциал тенглама булиб, 
у  =  с‘х  функция унинг — оо <  х <  +  оо интервалда аницланган ечимидир. .
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п п
3. у" =  2уу'  учун О, =  Л3 ва у =  tg * функция — тр < * <  ■тг ннтервалда 

берилган ечимидир.

Эслатиб утамизки, биринчи тартибли дифференциал тенгламалар- 
даги каби юкори тартибли дифференциал тенгламаларда з̂ ам ечим 
баъзида ошкор у  =  ср (х) куринишда ёзилса, баъзида ошкормас 
Ф (х, у) ■== 0 функция куринишида ёзилиши мумкин. Ечимни баъзан 
параметрик куринишда

х  =  х  (0 , у =  у  (0 . * 6 (/ — параметр)

излаш ^ам кулай булади. Биз параметрик куринишда ёзиладиган 
ечимнииг таърифини келтириб утирмаймиз.

4.2- т а ъ р и ф  (4.2) дифференциал тенглама ва х, С1,С 2, ... ,С„ 
£/згарувчиларнинг бирор узгариш щ асида аницланган уа'мда х бу- 
йича п марта узлуксиз дифференциалланувчи

у  =  <р(х, Съ Сг..........Ся) (4.4)

функция берилган брлсин. Агар ихти'ерий (х, у, у ' , , г/(я-1))б  
6 ^ п+1 нуцта учун ушбу

у =  (р(х, С*, С3, ... Сп),
У — Ф* (̂ > С1 > С%, ... | Сп),

у \п-\) =  ^ ¡ ( х , ' с \ , ' с 2, \ ' . . ‘

щносабатлар Си С,, ... , Сп ларнинг
С п)

(4 .5 )

'х =  (X, у ,  у ' ,
'i =  % ( x , y , y ' ,  ■ • , У1п~ 1)) (4 .6 )

п =  % ( х . у ,  у ' , . .  , «/<"-») ' '  ■

цийматларини бир циймт,тли аницласа ва бу цийгматларни ушбу 

> >  =  ф И ( х , С 1, С2..........Сп) (4.7)

тенгликка цуйиш натижасида айнан (4.2) тенглама хрсил булса, у  
%олда (4.4) функция (4.2) тенглотанинг Dn+[ cocada аницланган 
умумий ечиш дейилади.

Шундай килиб, (4.2) дифференциал тенгламаиинг умумий ечими 
п та ихтиёрий узгармас сонни ^з ичига олади.

(4.2) дифференциал тенгламаиинг барча ечимларини тепиш асосий 
масаладир. Умумий ечим формуласи (4.4) ни олайлик. Унда Си С2Г 
. .. , Сп ларга маълум цийматлар берсак, тегишли ечим з о̂сил була­
ди. Умумзи айтганда (4.2) тенгламаиинг (4.4) формула уз ичига ол- 
маган ечимлари \ам булиши мумкин. Бундай ечимлар -махсус ечим- 
лар дейилади. Бу тасдицнинг далили сифатида иккита мисол кура- 
миз.
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мия умумий ечим булади. ^ацицатан, у '  =  ' g ' +  Ci. у" =  х  ^осилалардвн охир-

гисида Сг ва С4 лар цатнашмайди, у  муносабат берилган тенглама билан устма- 
уст тушади. Уму ми й ечим формулам тенгламанинг барча ечимларини уз ичига
олади.

2. 9" — D a =* ^(*> У> У')'■ — о о < х < + о о , у > 0 ,  — о о < 1/ , < +  оо |

дифференциал тенглама учун у  =  е с ,х + с ‘ функция умумий ечнм булади. X a W a -

тан, у '  =» Су ес ‘*+ с », у" =  С, е с1дг+ с * ёки у ' =  Сху, у" =  С ^у= | — |  у  =  Бу

охирги муносабат бернлган диффэренциал тенглама билан устма-уст тушади. Аммо 
умумий ечим фэрмуласи берилган тенгламанинг барча ечимларини уз ичига олмай- 
ди. Курилаётган з^олда y = s C ( C  =  const ф  0) функция ^ам ечимдир. Бу ечим уму­
мий ечим формуласи у  =  e€lX+c‘ дан Сх ва Са ларнинг биронта з̂ ам цийматида 
^оснл бУлмайди. Шундай ^илиб, у = * С ф  0 ечим махсус ечим булади.

(4.2) дифференциал тенгламанинг унинг умумий ечими формуласи 
(4.4) дан Ci , C2, ... , Сп ларга ^ийматлар берлб )рсил /хилинадиган , 
з̂ ар блр ечим ! (4.2) теагламзнинг хусусий ечам1 дейилади.

Хусусий ечамни излал K omi  мгсаласининг ечимши излалга 
келади.

Агар (4.2) тенглама, (х0, у0, у0' , ... , у^~ х~> ) €£>„+, ну^та ва ушбу
У (*о) =  ¿/о. У’ (хй) = У 0', ••• , У{п~1){Хо)-  (4.8)

муносабатлар берилган булса, (4.2) д.ч^еренциал тенгламанинг (4.8) 
тенгликларни ^аноатлантирадиган ечимлни излай (4.2) тенглама учун 
Коши м'жаласи дейилади. Ун да (4.8) тенгликлар боллангич Шарт, 
х0, у0, Уо, ... , у§~1) ^ийматлар эса бэллангич. цийматлар деб юри- 
тилади. п — 2 булганда Коли масаласи аник; геометрик маънога эга. 
Масалан, у" =  f(x,  у, у') тенглама учун у{х0) =  уа, у'  (х0) =  у0' 
шартни ^аноатлантирувчи интеграл чизи^ тегишли со^анинг (х0, у 0) 
нуцтасидан берилган уй' бурчак коэффициентли уринма билан утиши 
лозим.

Агар (4.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими (4.4) маъ- 
лум булса, тегишли Коши масаласини ечиш учун ушбу

ф(*0» ^1* ^2> ••• » Сп) =  Уц,
ф (-̂ e> C j , . ... , С„) =*= t/j,

М и с о л л а р .  1. у ” — х, =  тенглама учун у =  -¡г - fC x it- fC , ф ук*

Ф<',~ ,)(^о.с1) с 2, ... , с„) =  г/0(,,- , ) ,:.
тенгламалар системасини Си Са, ... , Сп ларга нисбатан ечиш керак 
булади. Бу система ягона ечймга эга булиши, биттадан ортиц ечим- 
га эга булиши ёки умуман ечймга эга бу'лмаслиги мумкин. (4.9) сис­
тема ягона ечймга эга булганда (4.2), (4.8) Коши масаласи ягона 
ечймга эга дейилади. Акс ^олда тегишли Коши масаласида ягоналик 
бузилган булади.

Агар (4.2) дифференциал тенгламанинг хусусий ечими Ф(х, у) =  О 
курйнишда берилса, бу муносабат берилган дифференциал тенглама-
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нинг интеграла деб аталади. Агар умумий ечим ф(х,  у, Clt Сг, 
... , Сп) 5= 0 куринишда ёзилган булса, бу мунсеабат (4.2) тенглама­
нинг утумий интеграли дейилади,

(4:2) дифференциал тенгламанинг барча (хуеусий ва махсус) ечим- 
ларини топиш дифференциал тенглам ани  ин те гр злл а ш  жараёни була- 
ди. Тенгламани и н те гр а л л аш  жараёни аникмас интегралларки  ^иссб- 
лашга келганда дифференциал текглама КЕадратураларда интегралла-- 
нади дейилади.

Энди ю^орида келтирилган таърифларга миссл курайлик.
М и с  о л. у" -j- ш2«/ =  О дифференциал тенглама иккинчи тартибли булиб, унинг. 

уыумий ечими у  — C-¡ cos слх- f  C¡¡ sin  mx булади.
А гар y" - f  (ü2y  =  0 дифференциал тенглама >чун у  (0) =  1, у '  (0) — — 1 бош- 

лангич шартни цаноатлантирадиган ечимни топиш талаб ^илинса, умумий ечимдан 
фойдаланиб, 1 =  у  (0 ) =  С ,;— 1 —у '  (0) — С2ю тенгликларни ^осил циламиз. Бундан:

Сг  =  Í ; С2 =  — —- ,  ío =5¿= 0. Демак, аникланган (ягсна) ечим у  =  cos а'д: — —  sin  сох 

булади.
2. Энди (4.2) дифференциал тенглама учун ечнмнинг мавжудлик 

ва ягоналик теоремаларини келтирамиз.
4 . 1 - т е о р е м а  ( К е ш и  т е с  ре мас>).  Асср (4.2) дифференциал

т енглт ада ушбу f (х, у, у ’, ... , ¿ п~ ц ), —, ... , г т & г  функ-
ду  ду  дукп ’

циялар TDп+1 сгД"+ 'еохада аникланган еэ узлуксиз булса, у г;слда:
Io. (4.2) дифференциал тенгламанинг бирор / интервалда ани^- 

ланган, у (х0) =  у0, у ' {х0) ^ у 0', ... , У(п~ 1} (х0) = у0{п~ 1у {х0, у0, у 0, 
... , €D t:+l бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими мавжуд.

2°. Агар ф(х), х 6 /j  ва (х), х 6 /,2 функцияларнинг ^ар бири (4.2) 
дифференциал тенгламанинг ечими булиб, Серилган хд учун ф (х0) =
— ÍP (х0), ф' (х0) =  (х0), . . . ,  ф("~1} (х0) =  t|>(n~ 1) (х0 ) булса, бу 

Ф(х) в а ij?(х) ечимлар аниьланиш сс^аларининг умумий к.исмида устма- 
уст тушади. Бошкача айтганда, агар x06 l i f \ h  ну^тада ф(,) (х0) =  
—. V 0 (х0), i  — 0,1, ... , п — 1 булса, у х,олда 1г [\!.г интервалда 
Ф(х)н=<р(х) булади.

4.3- т а ър и ф .  Агар f(x,  у, у ’, ... , y{n~ v’) функция Dn+]c~ R n+l 
cocada барча аргутентлар буСича аникланган, узлуксиз булиб, бу 
функция учун шундай шусбат L сон шаежуд булсаки, ихтиёрий 
(х , Уъ y i ,  ... , í/i(n-1)) (zDn+l, (X, y t , у2‘, ... , y¿n+l))e D n+l нуцта- 
т р  учун ушбу

! {х , УъУ 1 , ... , yiin~ l)) — f{x, у2, уг\  ... , ¿/¡¡‘"“ O K
(I)п—1

< L  2 w - í 4°!).
¿=0

y¡0> — Угу í40)=  </2> L > Q  
тенгсизлик бажарилса, у хрлда f(x,  у, у ... , у(п~ п)функция Dn+i
cayada у , у ', ... , у{п~ 1,лар брйича Липшиц шартини цаноатлан- 
тиради дейилади, L эса Липшиц узгаршаси дейилади.
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4.2- т е о р е м а  ( Коши—П и к а р  — Л и н д е л ё ф  т е о р е м а с и ) .  
Агар f(x,  у, у', . . . , y{n~S)) функция Dn+lc z ñ n+l cocada барча ар- 
гумштлари буйича анщланган ва узлуксиз булиб, шу D [ Л cocada 
у, у ' , • • • i ^ " " ‘'лар буйича Липшиц шартини ^аноатлантирса, у ^ол~ 
да шундай узгариас / i >  О сон топиладики, натижада (4.2) тгнгла- 
т нинг (*„, у0, у0', ... , у0{п~]) 6 Dn+¡ булганда (4.8) бошлщрич шарт- 
ларни цаноатлантирадиган ва I =  {я : | х  — х0 | <  А} интервалда 
аницланган. ягона ечими млвжуд булади.

4.3-т е о р е м а .  Агар f  (x, у, у ,’ ... , y¿n~v>) функция D n+l coca­
da. аницланган. ва узлуксиз б$либ, (х0, у0, у0’......... у0(п~ц) € ®п+%
булса, у %олда (4.2) диффзрзнциал тзнгламхнинг (4.8) бошлантч 
шаршарни щноатлантирадигач камгда битта ечимг мгзясуд.

4 . 2 - т е о р е м а н и н г  и с бо т и .  Исбэт икки ^исмдан иборат: ав- 
вал (4.2) тенгламанинг (4.8) бэшлангич шартларни каноатлантиради- 
ган ва /  ёгщ  интервалда ани^ланган ечимининг мавжудлигини, сунг- 
ра бу ечимнинг ягоналигини исбэтлаймиз.

Даставвал баъзи ёрдамчи мулодазалар юритамиз. Dn+l со^ада 
(п +  1) улчовли ёпик;

Р =  {(х, у, у ' , ... , í/',1- 1>):|*— A'oi<a,  \у — у0\ <  Ь, ... , 
\У{п~1)- У о {п~ 1)\ <Ь}

параллелепипедни курамиз. D . , со^ада узлуксиз булган f (х, у ,  
у,', ■■■ У{п~1}) функция Pcz Dn¡ í да хам узлуксиз булади. Р  ёпи^ 
булгани учуй f (x,  у, у ' ] ‘... , у{п~1)) функция унда чегараланган бу­
лади. Шунинг учун

шах\ f {x,  у, у ', ... , í/̂ n IjI =  М , M j > 0
(X, у,  !/'............У[П~ 1)) £ Р

дейлик. Шу Р параллелепипеднинг ихтиёрий (х > уи  г//, ... , y¿n~ ^) 
ва (х, yt , у / , ... , Уг{п~1)) ну ¡^талари учун (/-) тенгсизлигининг ба- 
жарилиши радшан (4.2- теореманинг шартига кура). КаВД киламизки, 
(*о. У а, Уо’> ••• • Уо<,1-1)) нукта Р параллелепипеднинг марказидан ибо­
рат. Энди (4.2) дифференциал тенгламанинг (4.8) бэллаигич шарт­
ларни цаноатлантирадиган - ва ёпиц | х  — х01 <  h, h «5 а интервалда 
ани^ланган ягона ечимининг мавжудлигини исботлаймиз. Бунинг учун 
аввал (4.2) тенгламани цуйидаги куринишда ёзамиз:

d y  ,
— =  У dx а

ах

i  te '“- 8’) =  у '" -" .dx

- f  ( « Д ' , , ) =  К * .  У,  У ’ .............У{п ) )-
¿ X

(4.10)
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А.: Иеботни Пикарнинг кетма-кет якинлашиш [методи билан олиб 
борамиз. Бунинг учун аввал (х0, у0, у0', .... , y¿*-l.))£P  дейлик.. 
Ушбу

Уо (*о) =  i/о. Уо (*о) =  i/o'. •• • . y j n~l) (Ч) =  Уап~А) (4-11) 
муносабатларни к^ноатлантирадиган ва /  интервалда аникланган

У Л * ) -  Уо +  Уо' {х —  *о) +  — *о)2 +  -  +21
„(П—1)

+  ^ т ( * - * о Г ! (4.12,)(п—1)1
функцияни оламиз. Агар к  ни

h. =  min(a, l i / l - f ^ ^ ,  Ai* =  шах(M, |г/'|, \у"\......... |г/,'л_1)|)

деб танласак, у з^олда (х, у0 (х) , ... , у(0п~ 1)(х)) £Р, х  6/■ муносабат 
уринли булади.^акикатан, /  интервглда к,уйидагиларни ^осил ^иламиз:

\ У » { х ) - У о \ = \ У о '  (х —  х 0) +  ... + ^ 2=ГТсТ.( х  — ^0)n_I | <

х0| + I* — *ola +  ••• +

(я— 1 
U-Х о Г 1 <  М* (еи ~*л - -  1) <21 1 ••• 1 (я—1)!

<  М* (е'Л (,+ ^  -  1) <  А Р.^ .  =  6,1 i/o' (*) -  Уо\ =  lí/o" .(* -  *о) +  

+  -  + ( 1 = ^ ( х - ло Г 2 ^ М* ( е ' х- х° ' - \ ) < Ь ,  .

l y ^ i x )  —  ̂ ол_1)| =  0 <
Демак, (*, у0(х), у0(х), ... , < - ‘>(д;))6Л *€ / •  Шу шартни ца- 

ноатлантирадиган (4.12o) функцияни изланган ечимга нолинчи щин- 
лашиш. деб оламиз. Энди биринчи якинлашиш сифатида ^уйидагй му- 
носабатларни цаноатлантирадиган у1 (х) функцияни оламиз:

* / '  . 
Ух (х) = у0 +  ] У о (х) dx, х  6 /,

Хо
X

у\ (х) — Уо Ч- ] y ’0{x)dx,  х£1,
х*

у\«~2) (х) =  у ^ -Ъ  +  j  г/^'-Ч (л:) dx, х  6 /,
«i

11 (X )  =  £ / ( « - » +  j  f ( x , y 0(x), У 0 ( Х ) ,  . . .  , 

y{o~l)í x ) ) d x , x £ l .

(4.12,)



1) Равшанки, ух (х0) =  у0, у\ (х0) — у'0, ... , у£ц г  ( О  =  У$,' 
Демак, уг(х) функция учун (4.8) муносабатлар бажарилади. -

2) Ушбу у1(х), у\{х) .......... у[п- 1)(х) функциялар /  интервалда
аникланган ва узлуксиз. Бу у ’0{х), уй{х)......... у{0п~ 1)(х) ва / ( х , уа(х),
у'0(х), ... , у<п- ]> (х)) функциялар ва улардан х0 дан х  гача блинган 
интеграллар I да узлуксизлигидан келиб чи^ади. Энди (х, у1 (х), 
у\{х),  ... , у(\ - 1))6.Р, х£1  муносабатнинг уринли эканини курсата- 
миз. Ха^икатан, /  интервалда ¿ — 0, 1, 2, ... , п — 2 учун

I У\0 (х) — у101)I =  I |  у\>Ш) (х)с1х\<\  5 \у\1+Х)(х)1с1х\^,
Х 0 Х 0

— х01 <  М*И <  Ь, 'Х
бунда

М* — тах(М, \у'\, \у"\,'... , Ц^~п|). 

х — п — 1 булганда эса к.уйидагига эгамиз:
X

\у \п̂ 1)( х ) ~  < - '> 1  =  | ]  ¡ {х , у , у ' 0, ... , у(£~-")с1х\<
Х 0

X
<1 I  | / (*.  Уо> Уо' . ¡/Ц*-1)) \ й х \ < М \ х  — х0| <

<  М* | х  — х01 <  М* И <  Ь.

(4.12!) дан куриниб турибдики, (х0, Ух(хо), у[{х 0), . .
У{" ^ (х о)) — (Хо, у о, уо, • • ■ , у (п~ 1)) £ Р  ва (4.12,) муносабатлар- 
дан охиргисига кура у1 (х) функция /  интервалда биринчидан \п—1|- 
гача ^осилалар билан бирга п- тартибли ^осилага ^ам эга, яъни 
у[п)(х) =  Цх,  у 0{х), у0(х), . . .  , у ^ -1 (х)). ,

Энди ечим учун иккинчи як.инлашишни бундай танлаймиз:

УЛх) ~ У о  +  |  уЦх)(1х.
X.

У'2 (х) =  Уо+ 1  у['(х)<1х,
*о

У^ У( Х)  =  у(п-2)+ |  (X) (IX,
X« " '

£/<»-1)(ж) -  ^ - 1 )  +  |  у|») (X) ^  +  /  1(Х, Уо, у0,
. дг0

(4.12,)

Бунда аввало г/2 (х) функция /  интервалда аник,ланганлиги ва
(4.8) бсшлангич шартни ^ансатлантириши келиб чиьади. Курсата-
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мнзки, /  интервалда (х, туъ(х), у'2(х), . . . , у$~Х){х))£Р.  Бу яна
аввалгидек содда исботланади. XaiW aTan, i — О, 1 , 2 ............п — 2
булганда

I #  00 — Уо' I =  If Уи+Х) ( x ) d x \ < \ $  | ф '+ » (х) dx\ < | М* \х —лгв| <  Ь,
Хщ Х 9

i == п — 1 булганда эса 

life4"- 11 (лс) — 4 n-1)l = | J  У[п) (*)d x \ < \ ]  If (x,  yL(x), у[(х), .  . . . ,
*0 Xв

y\n~ l) (х)) \dx\ <  М \х — х0\ <  Ь.
Шунга ухшаш муло^аза юритиб, т- якинлашишни ^ам тузишимиз 
мумкин:

Ут( х ) = У 0+  ] y'm_i (x)dx ,
Хщ

у\п~2)(х) = У(оп- 2’ +  J  y%Ip(x)dx,
X,

y(n-D(x) = y ( f - О +  J yM_t (x)dx,
Хо

(4.12m)

бунда y%L\{x) =  f  (х, Ут__х (х), у'т_ х (х), . . . , у£~}>(х)). Бу ^олда 
^ам ут{х) функция (4.8) бошлангич шартни к;аноатлантиради, яна 
(х,  Ут{х), ут{х)............ У%~1))(х)) € Р, х 6 /  муносабат уринли, чунки

¥ £ (* )  —  0o°l ^ ь> ¿ =  0, 1, 2.............п ~  1.
Б. Ю^оридаги муло^азалар ёрдамида п та кетма- кетлик тузиш 

мумкин: {ут(х)}, {у'т(х)}, . . .  , {(/£-*>(х)}. Уларнинг ^ар бири 
т-у- оо да I интервалда тегишли функцияга текис я^инлашади. Бу- 
ни курсатиш учун к,уйидаги п та функционал цаторни тузамиз:

У р  + I (х) — Уо]} + \уЧ] (х) -  у[1) (*)К+ • • • + [у% (х) — y ^ l 1 (*)1 +
+  . . . , I =  0, 1, 2, , « — 1. (4.13)

Бу ^аторнинг ^адларини бахолаймиз. Содда ^исоблашлар ку'рса- 
тадики, (4.12,), . . . , (4 .12т ), (4.10) ларга кура к;уйидагига эга бу- 
лаыиз:

\У(11,(х) — У(оП1 =1J y*o+l)(x)dxl  <  | J j y ^ ( x ) \ d x \  <  М* \х—х 0\\



| г/«"“ » (х) -  г/'"“ 1’ (41 <  I I  И я> (4  — 1Лп) I ¿А =  |' ] | /  (*) Ух (х), у'£х),
X, х„ , н

. . . .  (*)) — ?(*. //о. Уо, • • ; • у$~Х))\<1х\ <  . • !!. ■>

ь \  [ ( 2  1*4°М ~ ^ ° )1  ¿*1 < п Ш * •
Ха 7 = 0  !

Агар п1 «£ 1 булса, Ц»> (х) — #»> (х)| <  А4* ** -*0* (Г =  О, 1, 

. . .  , п—г 1), п1 >  1 булганда эса |г/М (х)— у\‘Нх)\ 21
булади.

Фараз этайлик, \у(£__х (х) — //^12 (*)! ифода учун бахо топилган 
булсин, • яъни 1^).! (х) — у<£ (х)| <  М* ! ( ' = 0 ,  1, . . .  ,

я -  1, т  <  1); 1^)_, ( х ) - е 2( х ) ! < ^ * ( ^ Г  . 4-.«

«= 0, 1, . . . , п — 1, пЬ >  1/
Тегишли тенгсизликлар (4.13) функционал ^аторнинг навбатдаги 

з̂ ади учун )̂ ам тугрилигини курсатамиз. Да^и^атан, 1 —0 , 1, 
п — 1 ва пЬ <  1 булганда 1\уйидагига эгамиз:

1) I =  0, 1, . . . , п — 2:

Хо

IУ£ [х) -  у"I ,  (*)! <  I ] у№ $  (х) -  у ^  (х) | йх |<  

__1
( т  _  Г)!м* ■ 1 лгI ]  \Х- х0|т-* ¿хI <  м *  — "■"■Г;

*•
2)

К л- ,)^ )  (*) ! < 1 1^1 , (х)'- ^ № 1  =
*0

Н Л К * .  • • •  • (*)) - / ( * •  Ут-2  (*)- ••

*  л— 1

^ Г 2,) (4 )  I | <  11 |  Щ  \У1т-1 (х) -  УЦ12 (X) I ) ¿х

<пЬМ*

Ха 1 = 0

X
(п1)т~2| [ ]* - ХлГ~' (1х\ <( т -1 ) !

: М* (л ! )« -1 1х~-х°±-  <Л1*|х
т\ т\



Энди tiL >  1 булган х;олда тегишли тенгсизлнк шунга ухшаш 
ксботлаяади.

Шундай цилиб, ихтиёрий натурал т учун туррн булган охиргн 
тенгсизликлардан (1.13) функционал ^аторнинг ^ар бир ^ади абсо­
лют цнймати буйича мусбат ^адли сонли цаторнинг тегишли ^ади- 
дан катта эмаелиги чицади, яъни:

W W - e , W | ^ * J  ^ < 1 .  ¿ =  0 ,1 ..............п - 1;

< M * ( n L y * - i  h£ ,  nL  >  1, i =  0 ,1 ............. n - L

Бевосита текшириб куриш мумкйнки, ’ушбу

т—I [т—1
сонли к,аторлар я^инлалувчи. Демак, (4.13) н;аторлар /  интервалда 
текис як^инлашувчи булади ва улар тегишли интервалда узлуксиз 
функцияларга текис я «¿инлашади, Уша функцияларни Y (x),  Y  (х) , 

уИ™-0 (х) деб белгилаймиз. Бошкача айтганда, i — 0 да (4.13) 
^ а т а р Т (х )  функцияга текис я^инлашса, i =  k, k =  1, 2, r t ,, n  да 
тегишли ^атор Y  (x) функциянинг k- х;осиласига текис якинлашади.

Хак,икатан, i =  0 да (4ЛЗ) i^arop Y { х) функцияга текис як̂ ин- 
лашсин дейлик. Шу цаторнинг ^адлари у {% (х) — у№_х (х), т =  1, 2, 
. . .  , |х — интервалда п — 1 марта узлуксиз диффгренциал-
ланувчи булиб, 1Ф  0 булганда тегишли (4.13) к̂ атор текис я^инла- 
шувчи булгани учун математик анализ курсининг теги л ли теорем а- 
сига кура (4.13) цатор Y  (х) функциянинг ^осиласига, яъни Y U) (х)  
функцияга \х — х0| <  h да текис я^инлашади.

В. Энди топилган Y  (х) функция /  интервалда (4.2) тенгламанинг
(4.8) шартни каноатлантирадиган изланган ечиял зканини исбот эта- 
миз. Ушбу

lim yjj} (х) =  7<‘> (х) (4.14)

муносабатдан у (£ ( х 0) =  уЦ> тенгликка кура уЦ) =» lim У{£  (х#),=*
т -* о о

~ Y {l4 xo) келиб чикади. Демак, (4,8) шарт бажарилади. Y (х) функ­
ция /  да (4.2) нинг ечими эканини исбэтлал цолди. Аввало 

! (х , Y(x),  Y ' {  х), ... , Y {n~ l)(x) )£P ,  х £ 1 ,  чунки }у% (х )— уЧЦ <  Ь,
¿ =  0 , 1, ... , п — 1 тенгсизликдан т - >  оо да (л:) — у<0г>| ^  b ке- 
либ чикади. Бу эса ю^оридаги тегишлидикни исбэтлайди. (4.14) га 

; кура ихтиёрий е > 0  учун шундай N N (г) топиладики, т  нинг 
m > N ( c) ^ийматлари учун I интервалда

k W - i ™ ( * ) ! < « .  * =  о, 1, ... , л - 1  (4.15)
тенгсизлик уринли булади. (4.12) муносабатлардан охиргисини ола- 

j миз: _
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у£-1>(х)  =  +  ]  ¿#1 , (х) йх
X,I

X

СКИ

^ ~ 1)^ )  =  «/(о““ 1)+ ^ ( Х- * « - |( * ) ‘. У'т—1 М ..............^ { К * ) )  ¿X.
х,

<4.10), (4.15) тенгсизликларга к^ра ^уйидагига эга буламиз:
X X

I Ут- Х{х), у'я - № , \ . .  , (*))<& — * ] / ( * ,  У (х) ,У '(х ) ,
Хш х,

х
. . . .  К<*-»> (*))</* | <  | |  / ( * ,  ут _ , (х), г/т _ , (* ) , . . .

, • • . Ф,?-1Чх)) — } (х ,  У (х), У'(х),  , К<'»-1>(х)) (1х\ <
*  Л— I

I 1 ( - 2  (*)-*-У(,,(*)|)<**| < Ь |- е 1 х  — х 0|< 1 л в А - * - 0 ,
х ,  / = 0  ;

агар е ~ > 0  булса, , *
Демак, тп -*? оо  да /  интервалдан олинган ихтиёрий дс учун к,уйи- 

даги муносабат уринли:

0т _1(х), ^ - 1  (х), ... , Р%11Ы) ¿ х -+
х л

X
- * ] ) ( * ,  У(х), У ’ (х) ............. У ^ \ х ) ) й х .

*•
Энди(4.12т ) муносабатларнинг ^ар бирида т -» -о о  да лимитга 

утсак, ушбу
*

У ( х )  + у 0 + § У ' ( х ) й х ,
Х 9

X
У' ( х)  =  у'0 +  ¡ У ’ М й х ,

У{п~2) (х) =  у[л~2) |  У1*- 0  (х) ¿х,
ДГ,

X
у (п_1)<*) =  1^Г,) +  I  К*, У( х) ,  У ( Х ) , , У ^ Ш х

Х%

(4.16)

муносабатларни ^осил ^иламиз. Бундан куранадяки, У(х)  функция
(4.2) тенгламанинг /  интервалда ани^ланган, (4.8) бэллангич шарт­
ни ^аноатлайтирадиган ечимидир/
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Г. Бу булимда (4.2) тенгламанинг I интервалда аки^ланган ва
(4.8) бошлангич шартни каноатлантирадиган У (х) ечими ягона эка- 
нини курсатамиз.

Ф араз этайлик, y = Z ( x )  (4.8) бошлангич шартларни цаноатлантира- 
диган ва бирор \х — л'0| <  d, d <  а интервалда аникланган ечим бул- 
син. К,айд ^иламизки, \х — х0| h ва jx — x0\ < d  интерваллар^ ум у-', 
мий х0 нуцтага эга. Уларнинг умумий цисмини |х — х0| h*, h*— 
=  min (/г, d) деймиз. Виз ш у \х — х0|< /г *  интервалда У (х) =  Z (х} 
айниятнинг уринли эканини исботлаймиз. Бунинг учун |х — х0| <  h*

.  * !
интервалда аникланган и (х) — |У w — Zj'> | функцияни [-курами».

1=0
Сунгра шундай мусбат сон е ни оламизки, у e < m i n  (h*, —

\  1+ L /
тенгсизликни каноатлантирсин. Шу е учун e - ( L - f l ) - < l  тенгсизлик 
албатта бажарилади. Y (x )  =  Z (x )  айниятнинг тугрилигини [х0( х0 +  
4- е] интервалда исботлаймиз. Шу интервалнинг бирор т ну^тасида
ушбу \ Y { x ) - Z ( x ) \ ,  IY ' ( x ) - Z ' ( x ) l ............. ¡F<rt_1) ( х ) ~  Z ín~ l) (х)|
функцияларнинг ^ар бири узининг максимумига эришади. Уларни 
(шу максимал кийматларни) мос равишда т0, ти . . .  , tnn_ x ва
П—1 п— 1 _,L“  "
^ т , — т  деб белгилаймиз. снди цуйидаги и{х)  =  (х) —
г=о í—о
— Z(,) (х)|, X 6 [х0, х0 +  е] функцияни курайлик. Равшанки, шах и (х ) =

X flic С, дг.+е]п—1 с

<=0
=  i =  т. Сод да ^иссблашлар ёрдамида ушбу ни ^осил килами з:

X

|У (х )  -  Z (x)¡ <  IJ I Y' (X ) -  Z' (X) [dx¡ < т 1Г,
X 0

X

\ Y ' ( x ) - Z ' ( x ) [ K \  j | y "  { x ) ~  Z" { x ) \ d x \ < m ^ r

Л

jy (/- 2) (*) _ 2 (n- 2)(x) I <  I j  \Y{n- X)(x) ~ Z (n~ X){x) \dx{ <  т я_ , t ,
*q W ................... ’ * * '

X

|У(п-1)(л:) — Z(n~ ])(x) I <  I j | y (n) ( x ) - Z (n)(x)¡dxl<

X

<  I jj f(x, Y(x), Y \ x) , \  , у (л-1) ( x ) ) - f ( x ,  Z(x), Z ’ (x)............
X q

X  n — 1

Z(n_1) {x))\dxI <  L I J ( 2  |У(0( * ) -  Z(í) (*))) dx I <  Lme.
X, ¡= 0

114



Топилган тенгсизликларнинг чап ва унг томонларини мос равиш- 
да ^ 'ш ам из:

и(х) <  т^ъ +  т г е -|~ ... +  Я1П_, е +  Ьт в  <  т 0 г  +  т1в +  ... +

+  т п ~ 1  8 +  Ьт г =  ш е +  Ьт е =  (1 +  /.) т  е,

Шундай цилиб, биз

« М < ( 1  + Ц « 8 ,  * € [ * 0. *0 +  8] • (*)
тенгсизликка эга булдик.

Агар т  =5 0 булса, (*) дан а{л;)«3 0 , х£[*о> хо +  > аммо 
и ( х ) >  0 (белгиланишига кура) булгани учун и(х) =  0, яъни Уи)( х ) =  

:г (х), » =а 0. 1, ... , п — 1, х £ [ х 0, х 0 + е ]  экани келиб чи^ади. 
Агар т >  О булса, (*) дан

шаха(д;) <  (1 +  Ц т г  ёки т < ( 1 + 1 )  т е  
хе[х0, дг0+  е]

тенгсизликни з^осил циламиз. Бундан (1 4- Ь) в >  1 га эга буламиз. 
Аммо бу в нинг танланииига зад. Б у  зяддият т >  О була олмас- 
лигинн курсатади. Демак, ф а^ат т =  0 булиши мумкин. Бу з^олда 
юцорида .айтганимиздек, У и)(х) = 2 (,)(х),  / — 0, 1, . . .  , я — 1, 
х £ [ х 0, *0 +  е], яъни энг му^ими Y ( x ) г = Z ( x ) ,  х £ [ х в, х0 +  е] ай- 
ниятга эга буламиз.

Биз юцорида [х0, х0 +  е] интервалда (4.8) бошлангич шартларни 
каноатлантирадиган очим ягона эканини исботладик. Шунинг учун 
У (х0 +  е) — 7 (х 0 +  е) тенглик уринли. Я на равшанки, х0 +  е <  х0 +
4- к*. 3 - бобдаги муло^азалар ёрдамида (47- бетга] ̂ аранг) \х—х0\ <  к* 
интервалда я;ам У (х) -^ 1 {х )  айният уринли эканини курсатиш мумкин.

1(айд ^иламизки, к* =  к булганда ягоналик исбот этилди, дейиш 
мумкин. Энди к* =  с1 буЛсин, дейлик. Бунда й < . к  булади. Агар 
У (х) ва 1  (х) лар У (х0 +  О) =  1 { х ь +  Л) =  у а, У  (хй +  0) =  2 ' (х0 +  
+  й) =  у ’с1, .... , У{п (х0 4- д.) = г (г: ' (х,г \-й) = у Л(п_ Х) бошланяич 
шартларни каноатлантирадиган ечимлар булса, у з^олда [х0+<1, х0 +  
-\-к] интервалда У (х)==Е (х) (У(1} (х) ^ 1 (1}(х)) айният уринли бу­
лади, фа^ат бунда е < т т  [к, ——] дейиш етарли. Шундай муло-

V 1+^/
з^аза [х0 — к, х0 — интервал учун з^ам юритилиши мумкин. Шун> 
дай к,илиб, \х — х0\ <  к интервалда ани^ланган ва (4.8) бошлангич 
шартларни каноатлантирадиган ечим ягонадир.

Д. Биз (4.2) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги ва 
ягоналигини [д:— х0\ <  к интервал учун исботладик. Агар бу интер­
вал у ~  У (х), У {1) (Х„) =  Уо\  г =  0, 1, . . .  , п — 1 ечимнинг аник,- 
ланишининг максимал интервалидан иборат булмаса, у з^олда бу 
ечимни давом эттириш мумкин.

Мулоз^азалар 1-бобда биринчи тартибли дифференциал тенглама- 
нинг ечимини давом эттиришда олиб борилганидек булгани учун биз 
бу ерда давом эттириш масаласига тухталиб утирмаймиз (48- бет­
га царанг).
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Шундай цилиб, 4.2- теорема тула исбот булди. 3
3. Бу пунктда ю^ори ^осилага нисбатан ечилмаган (4.1) диффе- а  

ренциал тенгламани урганамиз. я
4 . 4 - т а ъ р и ф ' .  (4.1) дифференциал тенглата берилган брлибг Щ  

F (х, у ,  у ',  . . .  , у (п)) функция Rn+2 фазонинг бирор очиц D„+2 туп- Я  
ламида аницланган булсин. Агар I интервалда аницланган ф ( * ) ; Я  
функция учун цуйидаги учта шарт >

1°. Ф(х ) е С п(1)-, . 1
2°. ( х , Ф (* ) )  €  Do, (х, ф ( х ) ,  ф ' ( х ) ,  ... , ф ^ л ^ О ^ Д ^ с : ! * , , ,  ? 

х£1-, . J  
3°. F (x ,  ф ( х ) ,  ф ' ( х ) ,  . . . .  ф:п) (* ) )= =  О, х £ 1  ?

бажарилса, у  :\олда бу функция I интервалда -(4-1) дифференциал |  
тенгламанинг ечити дейилади. I

^ а р  бир ечимнинг графиги тенгламанинг интеграл эгри чизиги 
(^ис^агина, интеграл чизиги) дейилади ва унинг графиги Р  текис- ■ 
ликнинг бирор D-i тупламида чизилади. .

Биринчи тартибли дифференциал тенгламалардаги каби бу х,олда J 
^ам ечим параметрик куринишда ёзилиши ёки изланиши мумкин. j

Агар (4.1) дифференциал тенглама у [п) га нисбатан бир ^ийматли \ 
ечилса, (4.2) дифференциал тенгламага келамиз. Умуман айтганда,
(4.2) тенглама г/п> нинг бир неча, >;атто чексиз куп 1\ийматини аниц- Д  
лаши мумкин. Ж умладан, (у")г — х1 — 0, л:> 0  дифференциал тенг* 3 
лама у"  нинг иккита у"  — ±  х2 цийматини у" +  \у"\ =  0 дифферен« \ 
циал тенглама эса у" нинг ■*- с» < ;  у" <  0 интервални цоглайдиган 
цийматларини аниклайдй.

Текшириб куриш мумкинки, бу тенгламалар учун у  =  ±  ^
dx̂  .

— о с < х < + о о  ва у  — -----—. лар мсс равкшда (а — ихтиёрий .\а-

ци^ий сон) ечим булади. .
(4.1) дифференциал тенглама учун >;ам Ксиш 'масаласини цуйиш I 

мумкин: (4.1) дифференциал тенгламанинг у (х с) — у 0, у ' ( х 0) =  y '0t а 
. . . , г/<п-1)(х0) =  у (о ~ Х) шартни к.аноатлантирувчи ечими топилсин. J

(4.1) дифференциал тенглама у 1п) га нисбатан ечилиши мумкин 
дейлик. У ^олда М 0 =  (х0, у 0, y 0j . . . , y l0n- l)) e D n+i н у^ан и нг 
бирор атрофида ушбу

У1П) =  /*(*• У, У'...........У " “ 1’), k =  1, 2, ... (4 .17)
муносабатларга эга буламиз. Агар (4.17) дифференциал тенгламалар- 
нинг >̂ ар бири учун ечимнинг мавжудлик ва ягсналик теоремасининг 
шартлари бажарилса, у ^олда М нуцтада Коши масаласи ягона ечим- 
га эга дейилади.

4 . 4 - т е о р е м  а. Агар  (4.1) дифференциал тенглажа F {х, у , у ' ,
. . . , ,  у {п)) функция учун икки шарт

1 •• F (х0, у0, у'о...........у (0п- ,}, у (п)) = 0
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тенглсшанинг \бирср х^и^ий илсиеи \у' п̂) учун (хв, у 0, у'0, . . .  г 
Уоп)) ^ ^ п+2 н у щ а н и н г  бирср ¿ниц Г)° ' стрсфида х, у ,  у',  . . . »
//<л)) функция узлуксиз еа 1- тартибли узлуксиз хусусий цссилалар- 

га эга\

&  (*<,. Уо< ¡/¡г — . 00°) Ф  о
[ ду{п)

бажарилса, у  %олда шундай щ сбат  Л сон шаежуд буладики, (4.1) 
дифференциал тенгламанинг \ х ~  х0\ < Н  интереалда аницланган,

(4.8) шартни еа яна у {п) (х0) =  у (оп) щносабатни каноатлантира- 
диган ягона у  =  у {х )  ечими шаежуд.

Бу теорема 3 .1 -теоремага ухшаш исботланади.
4.1- н а т и  ж  а. 4.4. теоремага кура (х0, у 0, у0} ... , у™) Нуи;та-

нинг Б 0 атрофида д- х̂’ у ’ у. ’ ■‘—у—-  ф  0, 1
дукп)

п — 1. Демак, ягоналик бузиладиган нуцталар туплами

^  =  0, - ^  =  0
д у ^

муносабатларни цаноатлантиради. Тегишли ну^талар махсус нуцта- 
лар дейилади. Юцори ^ссилага нисбатан ечилмаган (4.1) дифферен­
циал тенгламанинг >*ар бир ну^тасида ягоналик бузиладиган ечими 
унинг махсус ечими дейилади. Махсус нуцталар туплами махсус 
ечим булиши ^ам, булмаслиги ^ам мумкин. Махсус ечимнинг графи- 
ги махсус интеграл чизиц дейилади.

4 . 5 - т а ъ р и ф .  (4.1) дифференциал тенглаша (х0, у 0, у'0, ...
Уоп)) нуцтанинг бирор атрофида у~п) га нисбатан ечилиши, яъни
(4.17) тенгламаларга ажратилиши щ м кин дейлик. Агар \а р  бир'-
(4.17) тенгламя

У =  Сх, С2, . .  . , С„), к — \ ,  2, . . . (4.18>

куринишда умумий ечимга (ски
Фк (х, у ,  Си  С2, . . . , Сп) =  0, £ =  1, 2, . . . (4 .19>

ум у ш й  интегрсига) эга булса, у  ){олда (4.18) умумий ечимлар 
туплами (ски (4.19) умумий интеграллар туплами) (4.1) диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечими (ёки умумий интеграли) дейи­
лади.

М и с о л л а р. 1. (у")г — х* =  0, х  >  0 дифференциал тенглама учун ихтиё- 
рий ( * „ ,  у 0, у'0, у 0 ), у'0' ,ф  0 ну^та атрсфида иккита у ” =  хг, у ” =  — х2 диффе- '

х*
ренциал тенгламага эгамиз. Мос равишда уларнинг умумий ечимлари у  — — -|-

-ЬСхХ +  Сг, {/ =  — у^ +  С1 дг+С2.
Улар биргаликда берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.

я  ,
2. со« у" =  0 дифференциал т енглама учун у" — ±  —  +  2А я . к  — бутун сон.
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i /ндан у  =  ; ±: —■ +  2й я  ] ~ - +  Cj* +  Са. Энди k га барча ^ийматлар бериб, 

умумий ечимлар тупламини олсак, берилган тенгламанинг умумий ечими чицади.

:2 -§ . я-ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ К8 АДРАТУРАДА

1. у (п) — f  (л:) куринишдаги тенглама Мавжудлик ва ягоналик 
теоремасининг шартлари бажарилиши учун f(x )  функция бирор I 
-интервалда узлуксиз булиши етарли. Шундай деб фараз этайлик. У 
т^олда дифференциал тенгламани п марта кетм а-кет интеграллаб, 
умумий ечимки топиш мумкин: •

Б уни  математик анализдаги Дирихле формуласи ёрдамяда соддаро^,

куринишда ёзиш мумкин. (4.20) формула y w  ~ f ( x )  тенгламанинг 
"барча ечимларини уз ичига олади ва умумий ечим булади. Махсус 
■ечимлар йу^. Коши масаласининг ечими бундай ёзилади:

Бу формулада у й, у ‘й, . , у 10п~~1) микдорларни ихтиёрий деб ка - 
раш  мумкин. <У ,^олда бу формула Коим формасидаги умумий 
ечим булади.

2. F (x ,  у (п]) =  0 куринишдаги тенглама. Агар бу тенгламани у{п) 
г а  нисбатан ечиш мумкин булса (яъни у (п) = f h(x), k — l,  2, . . .  ) 
у  холда бу тенгламаларни интеграллаб, берилган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечимини топамиз.

F (х, у (п) ) =  0 тенглама у (п) га нисбатан ечилмасин дейлик. х  ва 
у {п) лар параметрик куринишда ёзилиаш мумкин, деб ф араз этамиз,

ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ БАЪЗИ ТИПЛАРИ

X X X

у( х)  =  ¿ ¿ Т у. I  1 d z +  1 +  • . .  +  с,
X

(4.20)

+  У0(х — х0) +  у 0.

¡яъни x — ty(t), у п) — %(t). У ^олда dy{n — у (п) dx  га кура 
<dyin~  У} =  X ( 0  ^ ' ( t )  \dt. Б  у нда н:

U S , v .



=  Xj {t, Cj), y(n- 2) =  X2(¿, Cx, 0 2), . . . , 
y  ~  X„ (̂ > Cj, C2, • . .  , C„).

Шундай цилиб, умумий ечим x =  ^(0» y =  Xn (í, Clt C2, . . . ,  
C„) булади.

3. F (y (n~ l), y w ) ~  О куринишдаги тенглама. а) Тенгламани 
у (п) га нисбатан ечиш мумкин булсин: yfn) ~  f (у(п~ ])). Агар z —.y(n~ ]> 
десак, г' = /  (г) га келгмиз. Бу узгарувчилари ажрэладиган биринчи 
тартибли дифференциал тенглама. У е и н г  умумий ечими х -

Í (Í7 •"—  булади. Бу тенглик г  га нисбатан ечилиши мумкин булиши

)$ам, булмаслиги ^ам мумкин. Агар уни z  га нисбатан ечиш мумкин
булса (яъни г — 'Фх (х, Cj)), у хслда уХп~ ]) =  % { х ,  С ,) дан у  — 
=  tyn (x, С,, С2, . . . , Сл) умумий ечим келкб чикади. Мабодо ю^о- 
ридаги тенглик z га нисбатан ечилмаса, параметр киритиш усулидан 
фойдаланилади.

б) Тенгламани у<я) га нисбатан ечиш мумкин эмас, аммо у <п) — 
=  Х (0 , У<л_1)=  ^ ( 0 — параметрик ифода маълум дейлик. У ^олда
, ( п - 1) (п) j  , dy{n- l) V ( t ) d t  Г Г  (0  di

dy =  У dx  дан =  =  ва x = J  — +  ке-

либ чикади. Энди d y {n'~2) — y <n_1) dx  дан у (п_2) =  J  у  ] dx  -f- С3 =

=  íij>(¿). — — dt~\- С2 ни ^осил риламиз. Шунга ухшаш муло^азалар
J % (0 [ . . . .

юритиб,
d y in~ 3) — у{п~2) dx, . . .  , dy — y'dx  

тенгликларни интеграл^аймиз ва у  =  j  y 'd x  +  С„ дан у  учун пара­
метрик ифодани топамиз. Маълумки, х нинг параметрик ифода- 
сида битта (С]) ихтиёрий узгармас, у {п~2) да ^ам битта (С2), у (п~3> 
да иккита (С2 ва С.), . . . , уп~‘п~ 1) да п]— 2 та, у да эса п — I 
та ихтиёрий узгармас катн^шади. У ^олда х ва у ларнинг парамет­
рик ифодаларида п та ихтиёрий узгармас ^атнашади. Демак,

х  =  J  +  с 1- у =  J  ^  +  Сп
умумий ечим булади.

4. F ( y in~2), у (п)) = 0  куринишдаги тенглама. Ушбу у {п~2)—г  ал- 
маштириш берилган тенгламани F (г, г") =  0 куринишга олиб ке- 
лади.

а) Охирги тенгламани г"  га нисбатан ечиш мумкин булсин:- г"—
— f(z) .  Бу тенглама 1-пунктда курилган усул билан интеграллана- 
ди. Бсищача усули цуйидагича: унинг икки томонини 2г' га купай- 
тирсак, d ( z ' f  — 2f(z)d z  булади, ундан (г ')2 =  2 J / ( г ) dz +  Сх ке-

либ чикади. Энди уни интегргллаб, ушбу | ------ . . . .  Аг =
J - ] /  2 { / Wd a  +  Cj
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кин: х  =

=  х - f  С, формулага келамиз. z урнига у (п-2) ни цуйсак, Ф (у[п~2\  
X, Си  Сц) =  0. Бу тенглама 2- пунктда курилган дифференциал 
тенглама куринишига ухшаш. Уни интегралласак, яна п — 2 та их- 
тиёрий узгармас катнашади ва берилган тенгламанинг умумий ечими 
^осил булади.

б) Берилган тенглама у (п) га нисбатан ечиушасин, аммо 
у{п-2) — ^  у ) ,  у {п) — х (t) — параметрик ифэда маълум дейлик. М аъ- 
лумки, dy{n~ h — y <n)dx, d y n~2) — у{п~Х)dx. -Б у  теягликлардан

ёки У *-"  dy(n~ l) =  y w  dy(n~ 2) =  X(t) у ' ( t)d t  му-
У У ________________ _____

носабат келиб чицади. Бундан — ±  2 j  X (/)ij) '(0^+ ^a •
Кейинги муло^азалар 2 - пунктдаги каби булади. х  учун топиладиган 
ифодада икки ихтиёрий узгармас (Сх ва С2) ^а гнашади. Охирги тенг­
ламани кетма- кет интеграллаб борсак, яна С3, С4, . . .  , Сп — ихтиё - 
рий узгармаслар иштирок этади,- Умумий ечимни бундай ёзиш мум-

z!L  Л- г _(‘ w dt г
i и(л-1) 1 \ i  /■ --------- :----------- ' и

V У J - K 2 j x ( 0  ♦'(О Л +С,

у « Ф ( / , С : , С ,..............С„).

5. /?(</п))==(</(',))* +  а 1 (y(n))ft_l +  . . . +  a„_i ( «/<п)) +  ал =  0, a ;=s
=  const, í =  1, 2, . . .  , n  куринишдаги тенглама.

Бу дифференциал тенгламани г/л> га нисбатан /г- тартибли алгеб- 
раик тенглама деб ^араймиз. Унинг ^а^и^ий илдизлари ри рг, . . .  , 
p s, s <  k булсин. У ^олда y in) =  p¡, /  =  1, 2, . . . , s дифферен­
циал тенгламани п марта интегралласак,

У =  P i - W + C x  + - - -  +  Сп - 2 ~ +  С„_, X +  С„

келиб чи^ади. Ундан:
ni /  хп— 1

р 1 S y ~~Cl (л—1)1 '~ ~ Сп- 1 Х— Сп)-

Ш у топилган p¡ ни берилган тенгламада y w  урнига цуйсак, унинг 
умумий ечими

^осил булади. Агар

<//(я>)* +  fli (л:, у, у' ,  . . .  , у (п~ 1)) (у{п))к~' + .  . . + а  (лг, у, у ' ,  

..........  / - ‘V 10+  «*(*. у,  у'..........у(Л_1)) -  о, в; €CCDa+.j)
дифференциал тенглама курилса, у ^олда уни z/w  га кура k- тартиб­
ли алгебраик тенглама деб цараш мумкин. Агар ^а^и^ий илдизлар-
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ни топиш мумкин булса, у холда ушбу ю^ори ^осилага нисбатан 
ечилган

у (п) =  Pj(x, у ,  у ' ,  . . .  , У(п'_1)), / ~  11 2, . . .  , s, s  ^  k- 

тенгламаларга эга буламиз.

3-§. ОРАЛИК ИНТЕГРАЛЛАР. ТАРТИБИ КАМАЯДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ
ТЕНГЛАМАЛАР

1. 2-§  да курклган кЕадратургларда интегралланувчи ю^ори 
тартибли дифференциал тенгламаларга баъзи дифференциал тенгла- 
маларни келтириш мумкин. Бунда оралиц интеграллар тушунчаси 
керак булади. Визга (4.1), F (х, у ,  у ',  . . . , у {п)) =  0 дифферен­
циал тенглама берилган булиб, Ф (х, у ,  Си  . . .  , Сп) — 0 унинг 
умумий ечими булсин. Таъриф буйича бу муносабат ва унинг ^оси- 
лаларидан ^ссил булган муносабатлардан CL, С2, . . .  , Сп узгармае- 
ларни чи^арсак, (4.1) дифференциал тенглама келиб чик,ади.

Энди - '

ty1 (х > У’ У > • • • » У > ^а+2’ • • • > Сп) — 0, 1 <  k <  п
' (4.21)

муносабат берилган булиб, ихтиёрий узгармаслар п — k та булсин 
хамда k- хрсила албатта катнашсин. (4.21) ни х  буйича п —  k мар­
та дифференциаллаймиз:

(4.22)

4 . 6 - т а ъ р и ф  (4.21) ва (4.22) п — k +  1 та муносабатлардан 
п — k та Ck+V Ck+2, . . . , Сп ихтиёрий узгармасларни чицариш 
натижасида (4.1) дифференциал тенглама хосил булса, у  хрлда
(4.21) муносабат (4 .1) дифференциал тенгла'манинг оралщ интег­
рала дейилади.

Хусусан, агар  (4.21) муносабат фацат битта ихтиёрий узгар- 
тасни ijз  ичига олса, уни  (4.1) дифференциал тенгламанинг би- 
ринчи интеграла дейилади

Куриниб турнбдики, (4.21) муносабат к- тартибли дифференциал 
тенгламадир. Уни. интегралласак, янги k та С1( С,, . . . , Ch ихтиё­
рий узгармаслар иштирок этади. (4.21) тенгламанинг ечими узидаги 
п — k та С^+1, . . .  , Сп узгармаслар билан бирга ^аммаси булиб п 
та ихтиёрий узгармасга эга булади. Бу ечнм (4.1) тенгламанинг 
умумий ечими булади. Агар г/ =  ф(х), х £ 1  функция (4.21) тенгла­
манинг ечими, яъни ф( х ) £С*( 0>  =  =  0 ^ л и б ,  ф ( х ) б С ” (/> 
булса, у ^слда /  интервалда у — <р(х) функция (4.1) дифференциал
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тенгламанинг ечими булади. ^ а ^ а т а н ,  ф(я) функция учун (4.21) 
эза (4.22) муносабатлар айниятга айланади. Орали^ интеграл таъри- 
<фига кура бу у  — ф(х) функция (4.1) тенгламанинг ^ам ечими була- 
ди. Шундай и;илиб, бирэр (4.1) дифференциал тенгламанинг оралии; 
интеграллари маълум булса, берилган тенгламани интеграллаш маса- 
ласи тартиби ундан паст булган дифференциал тенгламани интег- 
раллашга келади. Х^атто, агар (4.1) дифференциал тенгламанинг п 
та биринчи интеграли

'М * .  У, у',  • • • , Уп~ \  сх) =  0, . . .  , у п(х, у ,  у ’ , . . . ,

у ,а~х\  Сп) =  0

маълум булса, у ^олда бу муносабатлардан у ' , у", . . . , у (п~ 1) 
ларни чи^ариб, берилган тенгламанинг умумий ечимлни ^осил килиш 
мумкин.

М и с о л . у'' — 2уу' =  0 диффгренциал тенгламанинг биринчи интегралини 
d

топиш осон. Уни у" =  — (у2) куршшшда «зсак, биринчи интеграл у '  =  у г +  С*

1 у
келиб чи^ади. Яна интеграллаб, Сх >  0 булганда - r = a r c t g  ~т=г =  x-\-Cr, Ct < 0

____  г Ч  У Ci

булганда эса, „ In у ~ -  Y ~ ~ Cl . =  х  4- С* умумйй интегрални хосил 
2 У - С х  у + у - Cí 

^иламиз. ..

2. Бу пунктда куриладиган дифференциал тенгламаларни интег­
раллаш масаласи аввал оралик; интегрални топишга, сунгра ш у ора­
ли^ интеграл билан берилган дифференциал тенгламани интеграл- 
лашга олиб келинади.

а) ti- тартибли дифференциал тенгламада номаълум функция у  ва 
унинг кетма-кет келган ^осилалари у у ' ' ,  . . . , у {к~ Х) к;атнаш- 
масин дейлик. У ^олда дифференциал тенглама

F (x, f  \  / +2), , у {п)) =  0, 1 < ¿ < «

куринишда ёзилади. Бу э^олда у 1к) =  г  дейилса, F (x ,  г, г', , 
z {n~ k)) — 0 (п — к)- тартибли дифференциал тенглама ^осил булади. 
Уни интеграллаш мумкин десак, Ф (х, z, Clt С2, . . , С„_А) — О
умумий ечим булади. Энди z  =а у (к) булгани учун Ф(х ,  y ik) , Cl t C2, 
• • •  * Cn_ k) =  0 ни ^эсил ^иламлз. Бу k- тартибли дифференциал 
тенгламани интегралласак, умумий ечимга эга буламиз.

б) Агар п- тартибли дифференциал тенгламада эркли ' узгарувчи 
ошкор ^олда к;атнашмаса, яъни тенглама F(y, у . . . ' ,  ¡/(,1|) - 0  ку­
ринишда булса, у  ни янги эркли узгарувчи, Р =  £  ни янги номаъ. 

лум функция деб, ушбу алмалтиришяи бажарамиз (х - * - у ,  y - * p ) '

у ’ — Р>

и" =  ^  ^  ^  =  п — 
dx dy dx dy'
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У dx dy \  ay)  dx и  [ н dy* [d y l  \  y dy2 н \dy l
„  -  .. dku dp d^—ipБу хисоблашлар ердамида —\  микдор р ,  - f  . . .  ,  • ■-■■■- мшуюрлар»

dxR dy dyK~ l
оркали ифодаланишини математик индукция методи билан курсатииг.
мумкин. Шу алмаштиришни бажарсак, (k — 1)- тартибли

Ч у ’ р ' % ............Р ? ) " °
дифференциал тенгламага келамиз. Демак, курилаётган ^олда диф­
ференциал тенгламанинг тартибини битта камайтириш мумкин. Агар< 
з^сскл булган тенгламанинг умумий ечими

Ф {у, р , С и . . .  , Сп_ ,)  =  0 ёки Ф (у, g ,  Си  ■ • • , Ся_ , ) = 0

булса, шу мунссабат берилган F (у, у', . . .  , yin)) — 0 тенгламанинг 
оралик, интегра^и булади. Зиди берклган дифференциал тенгламанинг 
умумий интегралини тогиш учун унинг оралик; интегралини биринчи 
тартибли дифференциал тенглама скфатида интеграллаш кифоя.

в) (4.1) дифференциал тенгламада F (х, у ,  у ',  . .  . , у {п)) функция 
у ,  у ’, . . .  , у (п) ларга нисбатан т- тартибли бир жинсли ^функция 
булсин, яъни ушбу

F (x, ky, k y \  . . . , kyw ) =  kmF (x, у,] у ',  . . .  , y (n))
айкият урикли б\лсин. Бу у л д а  агар у~>  0 б)"леа ( у <  0 ^ол 5^ам 
шунга >хш£ш курилади), у у л д а  янги нсмаълум функция г (л:)-ни 
киритиш йули билан берилган дифференциал тенглама тартибини 
битта камайтирип мумкин. Ха^и^атан,

JгШх /ЛУ =  е (4.23)

дейлик. Кетма- кет дифференциаллаб, топамиз:

\zdx \zdx 1zdx
у ’ =  ze , у" =  (г' +  z2) /  , у"’ =  (г" +  3* z' +  z3)?J , ..............

Математик индукция усули билан ихтиёрий / учун

у ,п) =  (2(/“ !) +  а\ {г) г(/~ 2) +  . . . +  a j_ 2(z) z '- f  а{_i (г)) е 
формулани исбот этиш мумкин, унда а{ (г), . . . , aj_, (г)’’ функциялар 
г  нинг бутун функция лари. Энди тспилган ифодзларни (4.1) тенгла­
мага к;уямиз ва янги узгарувчи z га кисбатгн п — 1 -тартибли уш­
бу

zdx Izdx zdx , ,
F ( x , e J , геУ , (г ' +  г У  , . . . , (  г ^ "  +  ап, (z)z(n~2) +

\zdx m\zdx
+  . . . - f  an-\{z)) e = e  F (x, 1, z,  z ' +  z*.
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• • • , г {п~ 1) 4  а! (г) г {п~ 2) +  . . . +  (г)) ^ 0
дифференциал тенгламага кеддик. Агар бу тенгдзмани интеграллаш 
мумкин булса, унинг умумий интеграли

Ф  (х, г, СХ1 С.,, • • • I Сп_ 1) =  0, Ф [ X, У—, Сх, С 1, . . .  , С „_,) ~  О

берилган (4.1) тенгламаяинг оралик; иатегрзлл б /ладя  (чунки] (4.23)
формуладан г  — — ва ^ушбу Ф !х, у-~, Си С,, . . . , Сп_ Л  — 0 ора- 

У \  У /
Ли^ интёгралга келамяз). Бу бириячи тарти5лл дж^фэргнцяал тенг- 
ламадир. Уни интегралласак, яна битта Сп — ихтиёрий узгармас 
^атнашади.

Баъзи холларда ^  функциянинг бир [жянслйлиги эркли узгарув- 
чига • нисбатан ^ам урлш м булд5, бгрллган (4.1) дяффзреяциал
тенгламани (х, у, с1х, йу, <Ру.............. йпу) — 0 куринишда ёзилса,
ушбу

¿^(бх, ку, Ы х, М у, ксРу, . . . , Ы пу) —
=  ктР1 (х, у, с1х, йу, (12у, . . . , йпу)

айнияг баждрлладл. Бу \зл д а  -.^ам эрхлл у'згарузчлни, ^ам номаъ- 
лум функцияни алмалтирилади. Агар х =  е ,̂ у  =  ( |  — янги эрк­
ли узгарувчи, и — янги номаълум функция) алмаштириш . бажарил- 
са, эркли узгарувчини уз ичига ошкор олмаган п- тартибли диффе­
ренциал тенгламага келамиз. Бундай тенгламаларнинг эса тартибинн 
биттага камайтириш мумкин. Агар х - < 0  булса, х =  —г5, у  =е ие" 
каби алмаштириш бажарилади.

Шунга ухшаш, Р функция умумлашган бир жинсли булган ?^ол- 
ни (бу я;олда х  ва йх~~  1 улчэвля, у, йу, й2у, . . .  — т з?лчовли,
демак — ~ { т  — 1) улчовли, — — (т — 2) улчовли ва ^.к.) з^ам 

йх с1х2
ку р и т  мумкин.- Бунда х — в’, у  — ие? алмаштириш (4.1) тенгламани
Эркли узгарувчи |  ни уз ичига олмаган п- тартибли дифференциал
тенгламага олиб келади. Унинг таргиЗини блттага камайтирил
мумкин.

г) Агар (4.1) 'дифференциал тенгламада /^(х, у ,  у ',  , у (п)) 
функция бирэр Ф {х, у ,  у ',  . . .  у (п~"У}) функциянинг тули^ диффе-.

ренциали булса, яъни ушбу ?\(х , у, у ’, . . . ,у1п)) -  ~ Ф ( х ,  у, у \

. . .  , у{п~Х)) муносабат урячлл булса, у х;олда (4.1) тенгламанинг 
битта биринчя интеграли Ф(х,  у, у  , . . . у (п~ 1}) =  Сх куринишда 
ёзилади. Бу эса, ¥з назбатя^абзрллган длф{>ерэнциал тенгламага Ка­
раганда тартиби битта кам (п — 1 )-тартибли дифференциал тенгла- 
м адир.

1-бэбда 1 -тартибли тулик диффэренциаллига келтириладиган 
тенгламаларни курган эдик. п- тартибли дифференциал тенгламадар-
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нинг баъзя типлари з?ам интегралловчи купайтувчига купайтириш 
усули билан тулик; дифференциаллига келтирилиши мумкин, яъни

{*(*. У> У', • • • > У1п~ 1)) Р ( х ,  у ,  у ' ............. у (п)) ~

=  £ Ф 1(^, У, У \  . . .  , у(п~1)).
Б у  ^олда р. функци'яни излалнинг умумийрэ^ мегоди йук;. Ку'пинча 
■берилган дифференциал тенгламанинг махсус ку’риниши ц ни топиш- 
га имкон беради.

Масалан, говори тартибли ^осилага нисбатан ечилган дифферен­
циал тенглама у(п) — ¡(х, у, у ' ,  . . .  , у {п~ 1)) учун унинг унг то- 
монини т^ли^ дяфференциалга келтиряш кифоя. ^а^ицатан, агар

Н х, у, у ’, . . .  , У{п~ 1)) =  У’ у ’> • • • * У{п~2)) булса, у ^ол-

да  4-(У(П~ 1)) — Т ф (х, у, у ' ,  . . . , у {п~2)) деб  ёзиш мумкин. Бун-
ах ах

дан биринчи интеграл у {п~ 1) =  Ф (х, у, у ’, . . . , у {п~ Г)) +  С келиб 
чи^ади. п =а 2 булганда у '  +  а (х , у ) у '  +  Ь (х ,  у)  =» 0 дифференциал 
тенглама тули^ дифференциалли булиши учун а (х ,  у) у ’ +  Ь (х, у)
ифода тйлик дифференциал булиши лозим. Бунинг учун =

дх

— дЬ —- ^  айниятнинг бажарилиши зарур ва етарли. 
ду  I

Куйида ку’рилган ^олларга мнсол келтирамиз.

М и с о л л а р .  1. УшЗу у у '' — (у')% — (у ' ) 4 =  0 дифференциал тенглама эрк-
ди узгарувчини уз ичига олмайди. Шунинг учун у '  = [р ,  у" =  р^Е. десак, бирин-

а у
чи тартибли у р ^ Е - р * — р4 =-Э дя{)5>2рзн';иал тенгламага келамиз. —

2. Уш 5/ хгуу" —■ х2 (у*)2 — 5 х у у г +  4г/2 = 0  тенглама у , у* , у" ларга нисба­
тан иккинчи тартибли, бир жлнсля. Шунинг учун (4.23) алмаштиришни бажара- 
миз:

А * “ * (г' +  *’) - Х > г * е ^ х : -  5 х е ^ х - г е ^ х +  А е ^  =  О

ёки
х2 (г' +  г2) -»  *2г2 — 5хг - [ -4  =  0. .

5 4Бундац биринчи тартибли чизицли г' =  —  г — —  дифференциал тенглама ^осил

2
булади. Уни интегралласак, биринчи интеграл г — Сгхъ -1—  топилади. Энди (4.23)

Зх

3/~ г  г"**га кура у  {х) ни ^исоблаймиз: у  =  С2 у  х1 е

уушГ 3. У ш б у — 1 + ---------- 4 (у ' )3 =  0 дифференциал тенглама .учинчи тартибли*  ̂ у'у"
булиб, уни и =  у 1 у" га купайтирсак, тули^ дифференциалга келади. ^ ав датан , 
купайтириш натижасида (у ' ф  0 , у" =/= 0 )

—у'у" +  уу"'— Цу')3 у" = 0
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(У'У" +  УУ"') —2 y ’t f  — 4 (У Г У  =  О
ёки

£ ( у ^ ~ т х ( у у ~ £ ( у ' у - °
каби ёзамиз. Энди куринадики, дифференциал тенгламанинг чап томони тулиц дм  
ференциалга келди. Демак, бириичи интегралии ёзамиз: уу" — {у')* — (у )*  =  q

4- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ  
ГГАФИК ИНТЕГРАЛЛАШ

Биз 2-бсбда бирм-чи тартибли дифференциал тенгламалар^ 
такрибий интеграллаш хакдда баъзи маглумотларни ургандик. Иц. 
кинчи тартибли диФц еренциал тенгламгларни з^ам так,рибий интеграл, 
лаш методи мавж^д. Бу мавзуви «Хиссблаш. методлари» предмет^ 
чуцур урганади. М азкур параграфда иккинчи тартибли ^сеилага вцСч 
батан ечилган дифференциал тенгламалар учуй график интегралла^ 
у сули билан танишамиз.

Бунинг учун аввал иккинчи тартибли хосилага нисбатан ечилгац 
тенгламанинг геометрик маъносини аник,лаймиз. Ушбу

У" — f (*> У, у )  . (4-24)
дифференциал тенглама берилган булиб, f(x ,  у ,  у ')  функция Jja 
фазонинг бирор очик. D.t тупламида аникланган ва узлуксиз булеи(!ч 
D s тупламнинг х, у  узгарувчиларнинг R 2 текислигига проекция^ 

D 2 ^булсин: npR1D3 =  D.,cz R*

Энди — =  tg ф дейлик. Интеграл чизикларнинг бирор нуцтасида зк
dx

рилик радиусн R — П +  (y'f) 1%_ формула билан аницланади. М аълу^,
\ у" I

ки, агар у " с 0 булса, цабариклик юкорига, у " > 0  булса, ^абари^ч 
лик пастга ^араган булади. Содда ^иссблашларни бажарамиз:

y' =  tg 9 )  1 - f  { y ' f  =  i +  tg2<р =  — !— , ( i  +  ( i /T )3/2= = - ^ - :
COS2 Ф [C 0 S 3 <p|

Шунга кура
I у"  l = ---------!— r .

1 IR  cos® (p |
Д емак, (4.24) тенгламани бундай ёзиш мумкин:

~7р~ ~ 3 ! =  \  f (*’ У’ *8 ф) IIR  соs 3 ф I
ёки

R =  -----------— i -------------. (4.25)
I cos3 f  \ - \1  (х, у, tg ф ) I

Туларо^ ёзсак:

R — —-------------- --------------- , агар £ /" > 0  булса,
I cos3 ф 1 /  (х, у, tg <р)

R  = ------------------- ---------------- , агар у " <  0 булса.
I COS3 ф 1 - / ( * ,  у, tg ф)

*осил булади. Буни



Топилган (€ 2 5 ) формуладан ^уйидаги натижа келиб чи^ади: 
агар интеграл чизицда бирор (х , у) ну^та ва шу нуктада унга ут- 
казилган уринманинг йуналиши берилган булса, у ^олда (4.24) диф­
ференциал тенглама (х, у) нуктада интеграл чизи^нинг эгрилик ра- 
диусини аницлайди.

Ю^ориДаги муло^азалардан фойдаланиб, интеграл чизи^ни та^_ 
рибий ясаш билан шурулланамиз. Бощлангич шарт, у(х0) =  у 0' 
у' (х0 )~ У '0 булсин. Координата л а ­
ри х0, у 0 булган ну^тани М 0 дей-
лик. Шу М0 нук,тадан г/(*о)==*ёФ =
— у0 йуналишда М 0Т 0 нур у т. 
казамиз (34 -чизма). Сунгра (4.25) 
формула буйича Я 0 ни ^исоблай- 
миз. М 0Т0 йуналишга перпенди- 
куляр утказамиз. Агар /  (х0, у0,
1 £ ф );> 0  булса, улга перпендикул- 
ярда М 0 дан Я0 масофада шундай - —
С0 нуцтани оламизки, М йТ 0 нурни 
сбат стрелкасига ^арши йуна- %
лишда ~  бурчакка бурсак, М 0С0

кесма ётган нур ^осил булади.
Агар ¡(х0, у 0, tg ф ()) < 0  булса, аксинча и л  тутамиз (3 4 -чизмада 
/ <  0 булган х;ол чизилган). Энди мэркази С0 нуктада' булган /?„
радиусли МдМх ёй чизамиз. Б у  ёй М 0Т 0 йу’налишда олинади. Ал-
батта, М 0/Их ёй узунлиги ^анча кичик бу’лса, шунча яхшн. М у —
~ М 1(хи  у ^ в а М у Т х  эса М 0МХ ёйга нуктада утказилган уринма 
йуналиши булсин.

Яна (4.25) фэрмула ёрдамяда /?х ни ^исоблащ мумкин. М 1Т1 га 
перпендикуляр утказиб, / ( % ,  ^ ф А) нинг ишорасига ^араб уш а 
перпендикулярда М 1 дан масофада Сх нук;тани ясаймиз. Сг ну^-
тани марказ к;илиб, радиус билан /И'1Д42 ёй чизамиз. М г ну^тани 
М г нук;тага «я^ин» к,илиб оламяз. Кейин б у муло^азаларни давом 
эттириб, маълум [хп, а] ингервалда булаклари айлана ёйларидан
иборат М 0М.1 . . .  М к силла^ чизи^ чизамиз. Бу чизи^ [х0, а] ин- • 
тервалда интеграл чизи^нинг тацрибий тасвиридир. Агар к да

>1 -I ■— 1 Ч ■ ■ и -' ¿¿Л

лимитга утилса, Игл'МЛМ 1 . . . М А =  ф(л:), х £ [ х 0, а] келиб чи^ади
А-* оо

(ф (х) — интеграл чизи^). Буяянг исботига тухталмаймиз.
Ушбу у" — 2 содда х,олда Цх, у , у') =* 2 > 0 ,  у" >  0. Энди 

, # (0 )= ! О, у ' ( 0 ) = г 0  бэллаягич шартни цаяоатлантирган интеграл 
ЧИЗИК.НИ ю^оридаги усул билан та^рибий чизиш к;ийин эмас (35-
чизма). Содда ^исоблашлар курсатадики, / ( 0 ,  0, 0) =  2, Я0 — —,

2
М 0Т 0— абсцисса у^ининг мусбат иуналшди, ф0= 0 ,  /"(л:,, у и t g y l)—2,



Ю коридаги тенгламада узгарувчилари аж  ралади: г
с1р __ а йд

р У'^ +  Р* V у  *
(4 .28) дан у > 0 ,  Х  — х > 0  булгани учун р < .  О келиб чи^ади. Бу- 
ни з^исобга олиб, юк;оридаги тенгламани интеграл лайм из:

а
г> .

Фаразга кура А'0 =  Х р ва ¡V  вектор пастга вертикал йуналган була-

=  Ро =  00» ~  — 0 булади. Бундан фойда- 
(=0 Ро

лансак, СА =  — га эга буламиз. 'Ш унга кура:
Во

ди. Шунинг учун —
(IX

7
Энди (4 .3 0 ) 'ни

+  1 - { £ ) ' •  (4-30)

Уо/

куринишда ёзиб,* унда чап томоннин!' [мазфажини иддиздан чи^ара-
миз:

р

(4.30) ва (4.31) лардан

!( - Г  ч - ГЧл I \Уо1
2_
Р уУо1

еки
а

- ? { ( £ ) ’ - ( £ )  > ■  (4-32) 
, Кейинги мулохазалар а  ва у лар Горасидаги муносабатга боглик;. 

Аввал и >  а  булсин. (4.32) ни интеграллаймиз:

1+ “
У о

X = г) Ч с 2. (4 .32 ')¡/о/ / а \ -у0 1/  а \  У о! / а \ !
2 ( '  +  7 )  Т " » )

Бундан у  =  у ,  булганда Сг =  г/0 -д +  *о келиб чикади. М



нукта Р  нук,та билан устма-уст тушса, у холда у  — 0 булади. Юко- 
ридаги муносабатдан у  — 0 булганда ,

Р  нуцта хх — хе масофани а тезлик билан босиб утгани учун сарф 
этилган ва^т .

булади. Д емак, и^> а  булганда уйин чекли ва^т Т  да т\тайди. 
Энди и =  а булеин. Бунда (4.32) ушбу

каби ёзилади.
Топилган чизик Л40(х0, у 0) ну ̂  та дан утиш и равшан. Агар

Бундан куринадики, чекли вактда М  нукта Р  нуктани кувиб етол- 
майди, яъни уйин тугамайди.

Шубхасиз, V <  а булганда хам уйин тугамайди. (4.32') муноса- ' 
батдан г / ~ * 0 + д а л : - > - 4 - 00-

Шундай килиб, масаланинг ^уйилишидаги уч сааолга ,^ам жавоб 
берилди.

Ю^орида курилган масалада Р0 ва М 0 нук;талар бир вертикалда 
жойлашган эди. Тулалик учун бош^а з^олларни ^иск.ача эслатиб ута- 
миз. Агар М 0 нукта Р0 нуктада урнатилган вертикалдан унгда ж ой­
лашган булса, у ^олда

1) ¡з булганда М  нукта Р  нук,тага етиб олиши учун, маса- 
лан, хар бир моментда тезлик «векторини Р  га йуналтириш мумкин.

2) V =  а  булганда М 0Р0 кесманинг уртасидан перпендикуляр ут- 
казиб, уни абсцисса уки билан кесишгунча давом эттирамиз. Кеси- 
шиш нуктасини N  десак, М  ну^та Л10/У чизиги буйлаб харакат 
^илиши лозим булади. Хрк.икртан, А Р 0М 0Ы тенг ёнли булиб 
Р 0Ы — М 0Ы. Щунинг учун V— а булганда М  нукта М 0М буйлаб N

Т  =  х* ~ х* — (4.33)
а V1 —  а'

куринишда ёзилади. Уни интесралласак:

Бундан и(х0) =  у 0 га к>'ра С2 =  ~ . ( — у 0 1п у0) — х0 келиб чи­

тали . Шундай килиб, кувлаш чизигининг тенгламаси

(4.34)

г/ 0 -(- да лимитга у т с а к , — у 0 1п—" -* -+ 0 0  ва демак, х —*- +  оо.
У

га келганда Р  нукта Р0 дан N  га келади (36-чизма).
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3) и < а  булганда ^ам баъзи М 0(х0, у 0), х0> Х 0, у 0 >  О нуц- 
талардан Р  ну^тани цувиб етиш мумкин. Шундай нукталар туп- 
ламини топайлик. Р ну^танинг узгарувчи координатаси X  булсин. 
М 0Р кесманинг узунлиги 5  =*= У ( Х — х0)2 +  у \  . Бу масофани М  
нукта £ = — вацтда босиб утади. Худди шу ва^тда Р  нукта X  — Х 0

36 - чизма.

масофани утади, яъни Ь =  

миз. Бундан:

37 - чизма.

п  5  X  — Х„Д емак, — = -------- - тенгликка эга-

еки

у  / о 1 V V а~У ^  —*о)2+  Уо +  vX0X  =  (аЭ +  уХ 0 ) — еки X  = ------- ------- ------ £--------- .

Энди л: ни топайлик:
[1’Х - иХ 0)* =  а * [ ( Х - х 0)* + у 1 )

(и2 -  а 2) X 2 +  2 ( а %  -  и*Х0) X  +  и Щ  -  а 2 (** +  у\)  =  0.

Бу X  га нисбатан квадрат тенглама булиб, унинг дискриминанта:

О =  а 2 [а2 (х0 -  Х 0у  +  (V2-  а 2) у $ .

М асала ечимга эга буладиган (х0, у й) нукталар ‘ учун Б  >  0 тенг-
сизлик бажарилади. Бу тенгсизликни

к
Уо <

*Хп
' Х° У  а2 — и2 (4.35)

/ а 2 — и2
куринишда ёзиш мумкин. Шу тенгсизликни к,аноатлантирадиган 
(а'0, у 0) нукталар туплами изланган туплам булиб, I чоракнинг 
Р М 0ф нур билан абсцисса ук,и орасида жойлащган ^исмидан иборат 
(37- чизма). Шу каби к,увлаш ва^тини ^ам ^исоблаш мумкин. X  га 
нисбатан квадрат тенгламанинг тегишли илдизи

— (а2х0 — г>2Х 0) +  а У  о2 ( * 0 — .’С0)2 +  (и2 — а2) у%
Л х ------------------------------- „ — .----------------------------- , (4.36)

демак, ^увлаш ва^ти 
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Курилган ^олда цувлаш траекториясининг дифференциал тенгламаси 
М 0Р  турри чизи^нинг бурчак коэффициента орк.али ёзилади:

бу ерда Х г юкрридаги (4.36) формула ор^али берилган.

М а ш ц .  М  ва Р  нуцталар бошлангич моментда бир вертикалда жойлаш- 
ган. V >  а булганда М йуцта Р  ни энг тез к,увиб етиши учун ^андай стратегияни 
ц;улланиш лозим? Энг тез кувиб етиш ва^ти ^исоблансин.



\

5 - 6  О б

и-ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1‘  § . л-ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ УМУМИЙ ХОССАЛАРИ

1. п- тартибли дифференциал тёнгламаларнинг му^им хусусий холи 
п- тартибли чизщ ли дифференциал тенгламалар булиб, улар

У{п) +  P i { x ) y {n~ l)+  +  Рп_ 1(х)у '  +  Рп( х ) у =  g (x )  (5.1)

куринишда ёзилади. Б у  ерда Pl (х), . . . , рп_ х{х), g (x )  функцжялар 
бирор /  интервалда аникланган ва узлуксиз булиб, g (x )  функция
(5 .1 ) тенгламанинг дне томони ёки эркин %adu, p i(x),  . . .  , рп{х) 
функциялар эса унинг коэффициентлари деб юритилади.

Агар (5.1) тенгламада g {x )  функция /  интервалда айнан нолга 
тенг булмаса, у ^олда (5.1) тенглама чизицли бир минсли булма- 
ган тенглама дейилади. Агар §(х)еееО , х £ 1  булса, мос дифферен­
циал тенглама -  - .

У(п) +  Pi (х) у {п !) +  +  Рп(х) у  =* 0 (5.2)

чизщ ли бир жинсли тенглама дейилади.
Энди (5.1) дифференциал тенглама учун Коши масаласи ечими- 

нинг мавжудлиги ва ягоналиги билан шугулланамиз. (5.1) тенглама- 
ни ю^ори ^осилага нисбатан ечиш мумкин:

У[п)= ё  (х) — Pi (х) z/n-1) — р2 (х) у 1п~ 2) — . . .  — рп (х ) у .  (5.3)

4- бобдаги белгилашга кура

f(x ,  у ,  у ,  , y in~ l)) =  g ( x ) —P i(x )y in~ l)-r- . . . —р„ (х) у. (5.4)

Бу функция Dn+i—{x, у, . . ., y in~ l)) : x £ I ,  — со,<  у {,) <  Ц- оо, t =
=  0 ,1, . . .  , п — 1} со^ада аникланган. Агар P i ( x ) , ............. Рп(х) ’
g {x )  функциялар ёпик [хи  х 3] сг /  интервалда узлуксиз булса, у 
^олда (5.4) функция тегишли Dn+l со^ада, узлуксиз ва у, у ' , . . . ,
уп~ ) лар буйича Липшиц шартини Каноатлантиради. ^акдоатан , f 
функция у, у' . . .  , у (п_1) лар буйича — оо <  у и) <  +  со (£ =  0,1, 
. . . , п — 1) интервалда узлуксиз ва узлуксиз ^осилаларга эга,
чунки =  — рп_. (х) ва (х) {-V,, л-,1 да узлуксиз.

Агар max 
*>1
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. . • . Ln -i)  =  L Десак’ /  функция [xu x2] да у, у ' ,  , у {п !> 
лар буйича L константа билан Липшиц шартини каноатлантиради. 
Бундан х.0 6 [х1у х2] учун (5 .1) тенглама у  (х0) ^  у 0, ¿/(i) (х0) =  г/о° 
шартни каноатлантирадиган ягона ечимга эгалиги келиб чии,а- 
ди, Аммо бу ечим [xL, хг] интервалда ани^ланган буладими? — де- 
ган савол турилади. Пикар теоремасига кура тегишли ечим I*  —

,  ь \
— хп I «S h да аникланган булиб, h — m in I а , — ------ ;------*------- , . ~V

01 . л V лих (Af. |у|, I^ 'J.... |у<*—1)D/
булади. ,Бунда \ f \  <  М, \ у и)— y 0{l) | <  b, i =  О, 1..............га — 1.
Курилаётган (5.1) чизикли дифференциал тенглама учун Ь етарли 
катта булиши мумкин. Шунга ухшаш М, \ у \ ,  \ у ' \ ,  . . .  , \ у {п~1)\ 
микуюрлар \ х ~  х01 < а  интервалда^ функция ва у, у' . .  . г/п-1) 
лар к,анчалик тез усишига богли^. Шунинг учун (5.1) тенглама 
ечимининг аникланиш интервали Пикар теоремаси ёрдамида яна 
тулароь; аник,ланиши лозим. Биринчи тартибли чизикли дифферен­
циал тенгламаларнинг нормал системаси учун ечимнинг мавжудлиги 
ва ягоналиги з^акида теорема (Пикар. Коши, Пеано) 7-бобда кури- 
лади. Унда курамизки, (5.1) дифференциал тенгламанинг тегишли 
бошлангич шартни каноатлантирадиган ечими унинг коэффициент - 
лари ва унг томони /  интервалда аникланган булади. Бошкача айт- 
ганда, 5.1 чизикуш дифференциал тенглама учун /  интервал ечим 
шавжудлигининг мйксиШал интервали, тегишли ечим эса давомсиз 
булади. Б у  п- тартибли чизикуш дифференциал тенгламаларнинг му- 
^им хоссасидир.

Агар ало^ида айтилмаган булса, кейинги муло^азаларда р 1(х), 
р , (х), . . . , рп (х) коэффиииентлар бирор. I интервалда аникушнган 
ва узлуксиз деб фараз этйлади.

2. Энди (5.1) дифференциал тенгламанинг яна му^им икки хос- 
сасига цисцача тухталамиз.

1) Эркли узгарувчини алмаштириш натижасида (5.1) дифферен­
циал тенглама яна чизикуш дифференциал тенгламага утади.

Агар х — ф (I), ф ( | ) £ С п, ф '( |)= 5^0  алмаштиришни бажарсак, 
бевосита' ^исоблашларни амалга ошириб, ушбу

+  • • •  + b ^ ® %  +  b j l ) y - g № ) )

куринишдаги тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг чап ва унг то- 
монларини [ф '( |)Г  га купайтириб, яна (5.1) типидаги дифферен­
циал тенгламани ^осил киламиз.

2) Номаълум функцияни чизикли алмаштириш натижасида (5.1) 
тенглама яна чизикущ дифференциал тенгламага утади.

Агар у  =  u ( x ) z  -f- v(x), и ( х ) £ С п, v ( x ) d C n, и ( х ) Ф  0 алмашти­
ришни бажарсак, (5.1) тенглама яна шу типдаги тенгламага утади. 
Бунга бевосита ^исоблашлар ёрдамида ишониш мумкин. Эслатиб 
утамизки, v (x )  щк 0 булганда бир жинсли чизикуш дифференциал 
тенглама, умуман айтганда, яна бкр жинсли тенгламага утмайди.
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Агар v (х) =  0 булса, у = и ( х ) г  алмаштириш бир жинсли тенглама- 
ни яна бир жинслига утказади. Шу алмаштиришдан г  буйича диф­
ференциал тенгламада ^осилани чикариб ташлашда зам фой- 
даланилади. Бунинг учун х;осила олдидаги коэффициент и (х) 
ни танлаш ^исобига нолга айланишй лозим. Хакикатан, у  — и %х) z 
алмаштириш натижасида (5.2) «Ьбйцли бир жинсли тенглама ушбу

и (х) г{п> +  (пи' (х) +  р[х) и (х)) 2("-г) +  . . .  = 0

тенгламага келади. Бундан пи’ ( х ) р ^ ( х )  и(х)  ни нолга тенгласак, 
биринчи тартибли узгарувчилари ажраладиган пи'(х) +  р%(х) и(х) = 0  
тенгламага эга булами-з. Бизга тегишли алмаштириш учун бирор 
и( х)  функция етарли булганидан уни

-  4 - j pMdx
и(х) — е (5.4)

деб танлашимиз мумкин.

2 -§ . л-ТАРТИБЛИ ЧИЗИЦЛИ БИР ЖИНСЛИ ТЕНГЛАМАГА?

1. Энди (5.2) дифференциал тенгламани ало^ида ургапайлик. 
Номаълум функция у(х) га нисбатан (5.2) тенгламанинг чап томо- 
н и да  курсатилган амаллар (дифференциаллаш, рД х) функцияларга 
купайтириш ва ^ушиш) кулланиш натижаси п- тартибли чизи^ли диф­
ференциал оператор деб юритиладива L [у] деббелгиланади, яъни:

L Ш  =  У(п) +  Pi (х) у {п- 1) +  . . . +  р п_ j (х) у ’ +  рп (х) у. (5 .5 )

Бу оператор ёрдамида (5.1) ва (5.2) тенгламалар

¿-•[г/] =  g(x) .  (5.1 ')

L [у] =  0 (5 .2 ')

куринишда ёзилади.
Киритилган L [у] огераторнинг куйидаги мух им икки хоссаси 

бор:

1°)- L [у% +  у2] =  L  ti/i] +  L {yz\ , г/i  6 С 1, у.2 6 Сп; 2°). L[Cy} =  
=  CL[y] ,  у £ С п, С =  const. Бу хоссалар аслида ^а^иций узгарувчи- 
нинг комплекс функциялари учун >;ам уринли, С ^ам комплекс сон 
булиши мумкин. Аммо бу ^ацда тула маълумот 4- § да берилади. 
Биринчи хоссани исбот этиш учун (5.5) ифодадаги у  ва унинг Щг 
силалари урнига y L +  г/, ва унинг ^осцлаларини куямиз:

L [yi +  У-.] =  (г/i +  г/2)(п)’+  Р t (х) (у,  +  ffg)<n-I) +  • • • +  Рп_ , (* ){у г +

+  У-г) +  Рп (-'■)( lh  +  У2)  =  <»• ’ Pi  ( х ) I /"  +  ’ • • +  Рп- 1 ( А’) # |  +

+  Рп (*) у д  +  (У * \  +  Р Ф )  У^~Х) +  • • ■ +  Ра-1 С*) У2+  Рп (*) у г)  =  
=  L [ y i \ + L [ y i \ -  Бу хоссадан ушбу
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ц  2 ^ 1 =  2 I  1^1. у > е с п (к  — ихтиёрий натурал сон) форму- 
Ьг=1 Л =̂1 

ланинг тугрилиги келиб чикади.
Иккинчи хосса ^ам биринчиси каби исбот этилади. Юкоридаги 

икки хоссадан ушбу натижа келиб чицади:

к И к
(5.6)

/=1 _ /=1

Си С2, . . .  , Ск — ихтиёрий узгармас сонлар. Ь{у\  операторнинг 
юкорида келтирилган хоесаларига асосланиб му^им теоремаларни 
исбот этиш мумкин.

5 . 1 - т е о р е м а .  Агар у-1_(х), у 2{х) функциялар /  интгрвалда 
(5 .2 ') тенглатанинг ечимлари булса, у  %олда у 1{х)-{-уг (х) функция 
ца'М I интервалда (5 .2 ') нинг ечими булади.

И с б о т .  Теореманинг шартига кура 1,{г/1] =  0, Ь [г/2] =  0. Бун- 
дан 1° хоссага кура 1 { у 1 +  у 2] == Ь [г/,] +  1 [ у % ] ~  0. Теорема 
исбот булди.

5 . 2 - т о  р е м  а. Агар у^{х) функция 1 интервалда (5 .2 ') нинг 
ечими булса, у  %олда С у1(х) (С — ихтиёрий узгармас) функция 
%ам игу I интервалда (5.2) тенгламанинг ечими б у  лад и.

И с б о т .  Ш артга кура ¿. [у^] =  0. 2° хоссага кура бундан 
Ь. [Сгут] =  а  [у1] =  0 келиб читали. Теорема исбот булди.

5 . 1-н а т и ж а .  Агар у г (х), у ?(х)............... У Л Х) функциялар I
интервалда (5 .2 ') тенгламанинг ечими булса, у  %олда шу интер- 

к
валда  ^ С , у . (х) функция %ам  (5 .2 ') нинг ечи'ми булади.

1=1
/ Исботи 5.1- ва 5 .2 -теорем а лардан келиб чикади.

5 . 3 - т е о р е м а .  Агар коэффициентлари р^х), х £ 1 ( 1 — 1, 2, 
. .  . , п),% щ ищ й булган  (5 .2 ') тенглама у (х )  =  и (х) +  ¿и (х) ком­
плекс ечижа эга булса, у  %олда и(х)  ва 1 (х)_, х £ 1  функциялар- 
нинг Цар бири  (5 .2 ') тенглманинг ечими булади.

И сб о т. Ь[и (х) +  ¿у (х)] =  0 дан Ь [и (я)] +  И  [и (х)] =  0 га эга 
буламиз. Бу айният бажарилиши учун £ [ а ( х )  1 =  0, £ О (х)] =  0 
булиши зарур ва етарли. Теорема исбот булди.

Агар 5 .1 -натиж ада к — п булса, у ^олда п та ихтиёрий узгар- 
масни уз ичига олган

У =  С^х (х) +  С2у 2(х) +  ... 4* Сп уп(х) • (5.7)

функция ^ам (5 .2 ') тенгламанинг ечими булади. (5 .2 ') тенглама п- 
тартибли булганидан унинг умумий ечими формуласи п та ихтиёрий 
узгармасни уз ичига олиши лозимлигини биз 4- бобдан биламиз. Ун- 
дай булса, (5.7) формула билан берилган функция (5 .2 ') тенглама 
учун умумий ечим була оладими? Бу саволга жавоб Ух(х), ... , 
у “(х) ечимлар орасидаги муносабатга богли^.
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2. Бирор I интервалда аникланган ср^х), ср,(л;), ... , ц>к{х) функ- 
; '* циялар берилган булсин.

5 . 1 - т а ъ р и ф . Агар бир вацтда нолга тенг булмаган шундай 
а ъ  а 2, ... , а к узгармас сонлар тавжуд' брлсаки, 1 интервалда

I ушбу

а ^ х )  +  а2ф2(л:) 4  ... 4*а*фД-*) == 0 (5.8)
; айният уринли брлса, у  \олда  фх(л:), ;р2(х)...........% (х) функциялар

I интервалда чизщли боглщ  дейилади.
Агар юцорида айтилган а и  а 2, ... , <хк сонлар 'мавжуд бул'ма- 

са, яъни (5.8) айният рзгар'масларнинг фацат нолгд. тенг ций'мат- 
ларидагина уринли булса, у  холда фх(х), ф2(х), ... , цк{х) функция­
лар I интервалда чизщли эркли дейилади.

5.2- н а т и ж а .  Агар I интервалда ф.(дг) =  0, 1 <  г <  к брлса, у  
%с/лда Ф^х), ... , фДх), ... , фДх) функциялар I интервалда чизиц,- 
ли борлиц булади. Д акдаатан ,

С / ф  0, С х =  С2— ... =  ... — Ск= 0
к

деб танласак, 2  ^  0 ва С;ф;( х) =  0 булади.
/=1

Агар к2, к3, ... , %т — баъзи комплекс сонлар, ?х(х), /2(х), ... 
!т(х) лар х  га нисбатан куп^адлар б^лса, ушбу

Р(х) =  Ь(х)ех'х+ ! 2(х)е%‘х+  ... +Цт{ х ) е ^ х

куринишда ёзиладиган хар бир Р(х)  функция квазикупхад дейилади,
5 . 1 - л е м м а .  Ушбу Р (х) — / 1(х)еЯ,‘д:4  ¡.2(х)ех,х-\- ' ■•• +  !т {х)е%тХ 

квазикупхад берилган ва  Лц Я2, ... , К лар узаро турли сонлар 
булсин. Агар шу квазикупхад бирор I интервалда айнан нолга тенг 
брлса, у %олда %амма ¡\(х), / 2(х), ... , ¡т(х) купхадлар айнан нолга 
тенг брлади.

И с б о т .  Исботни т сони буйича индукция билан исботлаймиз.
' т  сонни квазикугцаднинг тартиби деб атаймиз. т =  1 булганда 
! 5.1- лемма турри, чунки бу холда /г (х) =  [1(х)е)"х ва 1г(х) е"х — О, 

х£1 айниятдан { Х(х) == 0, х£1 келиб чик,ади. Энди т — 1. дан т(т ,> 2) 
га  индуктив утишни бажарамиз. Агар Р( х)  квазикупхад I интервал 
да айнан нолга тенг булса, у холда бу натижа ушбу

О(х) =  р/+1(Р(х)е~1тХ)

квазикупхад учун хам УРИНЛИ (бу ерда р  — дифференциаллаш опера- 
тори, I эса ¡т(х) купхаднинг даражаси). Бевосита хисоблаш ёрдами- 
да

С ( 4  =  §!{*) е(К %т)х+ Ы х )е<к1~  *т)х+  -  +  ё т̂ (х )е (К~ %т)х
ни курсатиш мумкин, бунда 
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й'гм  =  ( р + к У +1 / / * ) » 1 = 1» 2 ’ ••• • т — 1 •

С (х) квазикугдаднинг тартиби / п — 1 га тенг. Шу в ( х )  квазикуп- 
>̂ ад /  интервалда айнан нолга тенг булгани учун индукция фарази-
га кура барча ё1(х), ё .,(х)...........ё т - \ ( х) куп^адлар /  да айнан нолга
тенг. Фараз этайлик, Ъ(х), ... , !т_ х(х) кугдадлардан биронтаси (ма- 
салан, ¡¿х),  нолга. тенг булмасин, яъни ? 1 {х )ф 0 ,  х£1. Шу ^(х) куп- 
^аднинг даражаси & булснн, яъне /х(х) =* а0хк а.1Хк~ х +  ... +  ак, 
бунда айф  0. Бевосита текшириш мумкинки:

г

ё 1(х) =  ( р + к - к У +1Ш г = ^ - хтУ+1^ 1‘+

Энди =  0, х £ 1  айниятга кура (А,!— ^тУ+1 а0 =  0 тенгликка 
эга буламиз. Аммо 'к1Ф'кт га кура бундан а 0=  О келиб чикади. Бу 
зиддиятлик 1г(х), ... , !т_ 1{х) куп^адлар I да айнан нолга тенглиги- 
ни исботлайди. Демак, /г (х) =  ¡т( х) 1к"гХ га эгамиз. Бундан ^  (х) =  О 
булиши учун 1т{х) кугцаднинг барча коэффицйентлари нолга тенг- 
лиги келиб чикади. Шундай ^илиб, /■'(л;) =  0, х £ 1  айният уринли 
булса, ¡т(х) =  О, х 6 /  айниятлар хам уринли булиши исбот этилди.
5 .1 -лемма исботланди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу 1, х, х2, ... , хк функциялар (— <», +  с») интервал­
да ани^ланган булиб, улар шу интервалда чизи^ли эркли. Бу тасдиь; ихтиёрий, 
чекли интервалда ^ам уринли.

Агар тескарисини фараз этсак, бир вактда нолга тенг булмаган а х, а 2, ... , 
к

ак лар (яъни '^ ( ¿ ¡ф О )  учун курилаётган чекли ёки чексиз интервалдан олинган
/=о

х  нинг барча цийматларида'

а 0+  а гх +  а гх2 +  ... ^ з О

айният уринли булиши керак. Аммо алгебранинг асосий теоремасига кура бу 
тенглик х  нинг куп булса к та цийматидагина уринли. Бу зиддият юкоридаги 
фикрни исботлайди

2. Ушбу

екх , ек‘х, ... , е s • Ы ф  I Ф  /
функциялар исталган 1 интервалда чизшуш эркли.

Буни исбот этиш учун шу функциялар 1 интервалда чизи^ли бог л и к; булсин
дейлнк, яъни бир вактда нолга тенг булмаган шундай а и  а г..........сонлар
мавжудки, I  интервалда

Р  (х ) = а 1е1к'х +  а 2/***+ ... +  а 51к х̂ =  О

айният уринли. Бу айниятнинг чап томонида турган функция квазикуп^ад булиб, 
унда Ъ(х) = а ъ  ... [3(х) =  а а. 5.1- леммага кура Р (х) =  0 айният бажарилса, 
ундаи а ! = а , =  ... =  а ^ = 0  келиб чикади. Бу эса а 1( ... , а $ ларнинг танлани- 
шига зид. Демак, берилган функциялар /  интервалда чизицли эркли.

3. Агар Ф  ¿у. £ ф  ] бу'лса, ушбу

1351

1-



еМ » xek'x, ... , eklX,
xek*x, ... , * s= ek‘x.

k X k„X Jz ■е Р  , хе Р , ... , jс Pep-

(5.9)

функциялар ихтиёрий 1 интервалда чизи^ли эркли. Улар чизик;ли боглик; булсин 
дейлик. Бу ^олда бир ва^тда нолга тенг булмаган шундай а 1, а 2, ... , a N , 
N  =  S j +  ... + S p + P  сонлар мавжуд буладики, (5.9) нинг 1- йул функцияларини 
мос равишда а 0, a v  ... , aSj га, 2 - йул функцияларини a s + 1 , a Sl+2> — > a sH-s,+l 
га ва к. охирги йул функцияларини +  _ +   ̂ +  <р _  t) +  j +  _ +

4 sp_ !  +  s -{- ( p - i )  + 1 га купайтириб ь;ушсак, натижада ушбу

F (х) =  Q1(x)ekíX +  0 2(х) ek,x+  ... +  Qp (х) екрх =  0

айниятни ^осил циламиз. Бу ерда ц г(х), Q2(x), ... , Qp (x) лар мос равишда тартиби 
s1( s2, ... , sp лардан иборат булган куп^адлардир. Яна 1- леммага кура шу ай- 
ниятдан Ch(x), Q2(x), ... , Qp(x) кугцадлар I  интервалда айнан нолга тенг були-
ши келиб чикади, яъни .барча a 1( а 2 ..........a N сонлар нолга тенг булиши келиб
чикади. Бу эса зиддият. Демак, (5.9) функциялар систем аси 1 интервалда чизиц- 
ли эркли функциялар системасидан иборат.

X
4. Ихтиёрий 1 интервалда ушбу 1, cos х, cos2 у  функциялар чизи^ли богли^-

х
дир. ^акикатан, a x - 1 +  a 2-cos х +  ccg-cos2 -^- ■ =  0  ифодада a x=  1 , а 2=  1 , а 3=

X
— — 2  дейилса, тригонометриядаги 1 +  cos х  г  2  cos2 (бунда х  — ихтиёрий) ай- 
нйят з^осил булади.

М а ш ц .  1. Ихтиёрий 1 интервалда tpj(;c) =  cos х, <р2(х) =  sin х функциялар 
чизи^ли эркли экани исботлансин, ' .

X
2. Ихтиёрий 1 интервалда q>i(*) =  1, ф2(дг) == sin х, ф3(х) =  sin2 y  функция­

лар чизицли борлиц экани -исботлансин.
3. К,андай интервалда ф^х) =  1 , ф2(л) =  tg2x, ф3(х) =  sec2x  функциялар чи- 

зи^ли борлир̂  булади?
4. Ушбу Ф1(*) =  х, Ф2(*) =  2х, ф3(х) =  arcsin х функциялар чизик л и эрклими 

ёки борли^мн? К,андай интервалда?

3. Ю^орида функцияларнинг чизикли бсгликлиги ва эрклилиги 
текширилди. Текшириш таъриф буйича олиб борилди. Агар (pi(x),..., 
фй(я) функциялар I интервалда аник;ланган ва узлуксиз булишидан 
таш^ари яна баъзи шартларни каноатлантирса, текшириш соддала- 
шади. Шу мак^садда ... , фа(*) функциялар I интервалда (k— 1)-
тартибгача узлуксиз хосилаларга эга булсин, дейлик, яъни ф ^ ( л г ) 1 (/) 
Ушбу

W { x ) = W [Фх, Ф„ Ф*] =

Ф1

Ъ

Фа

Ъ
%

фр-1) ф(*-1)
%(ft— 1)

(5.10)

детерминант Вронский детер’минанти ёки вронскиан дейилади. 
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5 . 4 . - т е о р е м а .  Агар  <Pi(*), Ф2(х), . . .  , 4>к(х) функцияаар I 
интервалда чизицли боглиц булиб, ( k — 1)- тартибгача узлуксиз 
Цосилаларга эга булса, у  %олда I интервалда бу функциялардан 
тузилган Вронский детерминанта айнан нолга тенг булади.

k
И с б о т .  Теореманинг шартига кура, а ь  а 2, ... , a k, ^ а ^ О л а р

i=* 1
учун I интервалда

ai<Pi(*) +  +  ... -г  =  О
айният уринли. Уни ( k — 1) марта дифференциаллаб,

+  ••• +  ®*Ф*(*) =

«1Ф1‘(* - ‘>(х) +  a 29 ^ _1)(x) + +  =  0
a k ларгаайниятларни хосил ^ и л а м и з .  Б у айниятларни а ъ  а 2,

нисбатан тенгламаларнинг бир жинсли системаси деб караш мумкин. 
k

Аммо ^ « ¿ = 7^0 булгани учун бу система тривиалмас (тривиал бул- 
1=1

маган) ечимга ' эга. Алгебрадаги 
маълум теоремадан системанинг 
детерминанта (яъни Вронский де­
терминанта) айнан нолга тенг бу- 
лиши келиб чикади.

Э с л а т м а .  Йсбот этилган тео­
рема функцияларнинг чизи!ули бог- 
лик булиши учун факат зарурий 
шартни беради. Бошкача айтганда 
агар бирор L интервалда (k — 1) 
марта узлуксиз дифференциалла- 
нувчи ф ^х), ф2(х), ... , Ф>/х)функ- 
диялардан тузилган Вронский де­
терминанта айнан нолга тенг бул­
са, бундан у функцияларнинг чи- 
зи^ли богли^лиги, умуман айтган­
да, келиб чикмайди.

Масалан, цуйидаги икки функ- 
цияни олайлик (38- чизма)

(х —  2)3, 0 <  х <  2,
0, 2 <  х <  4,
0, 0 <  х <  2,

(л:— 2)3, , 2 < х < 4 ,

Vi(x) =

Ф2(х) =

Бу функциялардан тузилган W [ф1( ф2] =

38 - чизма.

(38- чизмада 
ABC чизиги)
(38- чизмада 
ОВСг чизиги).

ф,2 =  0, О ^ х  < 4 .
. Ф1 Ф2 I

Аввало бевосита ^исоблаб куриш мумкинки, узлуксиз ф^х), ф„(х) 
функциялар учун ф|_(2) =  ф1+(2), ф2+(2) =  Ф^_(2)- Демак, фх ва ф2
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(х,— 2)3 О 
3 ( х ~ 2 )2 О

функциялар 0 <  х <  2 интервалда'] узлуксиз'1 дифференциалланувчи. 

^олаверса, О С  х  2 да W ■■
О ( х __2)3

^  ~  О 3 ( х —-2)2 =  О- Демак, 0 < х < 4  интервалда W7 [фх, ф2] = 0 .
Аммо ф,(х), ф2(х) функциялар шу интервалда чизикли эркли (38- 
чизма). Хакицатан, 0 <  х <  2 йнтервалда садр^х) +  а 3ф2(х) =  О айни- 
я т д а н а 1= 0 , 2 < х < 4  интервалда шу айниятдан а 2=  О келиб 
чи^ади.

4. 5 . 5 - т е о р е м а .  Агар Фх(х)', ф2(х), ... , фп(х) функциялар (5.2) 
тенглашанинг I интервалда аникланган ва тегишли бошлангич 
шартни цаноатлантирадиган ечишари булиб, улардан тузилган 
Вронский детерминанти бирор х =  х0> х06 /  нуцтада нолга гпенг 
брлса, у  %олда I интервалда IV' [фь  ... , ф J  =  О ва Ф1(х), ... , Ф„(х) 
функциялар чизикли бог лиц булади.

Юкорида исбот этилган 5.4- теорема чизикли боглицликнинг зару- 
рий шартини, бу 5.5- теорема эса етарли шартни беради.

И с б о т .  Ушбу тенгламаларни курамиз:

[ oW i.(*o)'+  ® i i W +  ••• + а яфп(х 0) =  0,
I a ^ , ( x 0) +  a ^ ; ( x 0) +  ... +  а„ф„(*о) =  0,

! а 1ф11л_1)(х0) +  a . ^ - » ( x 0) +  ... +  а пФп-1 )(^о)= 0.

Бу системада а и а 2, ... , а п ларни номаълум деб ^ар й м и з. (5.11) 
системанинг детерминанти И7 [ф х (х 0>, . . .  , ф „(х0)] =  IV(хп) =  0 булга- 
ни учун шу. системанинг нолга тенг булмаган (тривиалмас) ечимлари 
Хам бор. Улардан бирортаси а , ,  а ’, ... , а° булсин. Энди ушбу

Ф(х) = a ^ ( x )  +  а^ф2(х) -Н ... + а лфп(х) (5.12)

функцияни курайлик. Бу функция 5.1- натижага кура /  интервалда 
аникланган булиб, (5 .2 ') тенгламанинг ечимидан иборат. ф(х) функ­
ция учун бошлангич шартлар куйидагича ёзилади:

ф(*о) =  2  “ &(*<>). -
‘п1 (5.13)

Ф % о ) = 2 « > Я * о ) ,  i  =  1, 2, ... , п— 1.
i=i ,

(5.11)  муносабатларга кура, равшанки, ф (х0) =  0, ф^х,,) =  0, ... , 
Ф<п1)(х 0) =  0. Теоремани исбот этиш учун ф(х) =  0, х £ /  эканини 
курсатиш лозим.-Аммо Пикар теоремасига кура факат ф(х) =  0, 
х 6 /  ечимгина ф (х0) =  ф'(х0) =  ... =  ф('1~ 1>(я0) =  0 бошлангич шарт-

п>
ларни к;аноатлантиради. Демак, ф (х ) =  0, х £ / .  Бундан 2

»=1
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тенгсизликка кура ф ^х), ф.(л'), ... , ц>п(х) функцияларнинг I интер- 
валда чизикли богликлиги келиб чикади. Энди, агар ф(х) функция- 
дан (п — 1)- тартибгача х°силалар олсак, п та айниятга эга буламиз. 
Унин^ детерминанта V? [ф1; ... , фп] = 0 ,  х б /  булади.

5 . 6 - т е о р е м  а. (5 .2 ') тенгламанинг I интервалда аникланган 
Фх(х), ф2(х), ... , ф„(х) ечимлари чизикли эркли б у  лиши учун б у  
ечишардан тузилган Вронский детерминанты I интервалнинг би- 
рор х0 нуцтасида нолдан фаркли булиши зарур еа етарли. Шу 
билан бирга агар № (х0)Ф О  булса, у \олда  \У (х )ф О ,  х £ / ;  агар 

(х0) = 0 ,  х £ /  булса, у  %олда И 7 (х )з= 0 , х £ 1  брлади.
И с б о т .  Е т а р  л ил и г  и. \Р(х0) ф О  дейлик. фх(*), Ф^х)., ... , 

Фп(х )  ечимларнинг чизикли эркли эканини курсатамиз. Бу ечимлар
П

чизикли бо^лик  ̂булсин, яъни а 1г а 2, ... , ап, 2 “ / ^ ®  лаР
¡=1

учун I интервалда

« 1ф](х) 4  сс2ф2(х) +  ... +  а пЧ>п(х )  0

айният уринли. Ундан { п — 1)- тартибгача хосилалаР олиб, х =  х0 
деймиз:

I а 1 (? 1  ( х п) 4  а .Фг (х0) +  ••• 4  и„фл (х 0) =  0

I (х0) 4  а .,ф ^-Ч (х0) +  ... 4 - а яЧ ^ ~ 1)Х х 0) =  0,
ч

п

бундан ^ а Я ф О  булгани учун \Р (х0) — 0 экани келиб чикади. 
<=1

Бу эса \Р (х0) ф О  га зид. Демак, №'(хо) =  0 булса. ф ^х), фй(х), ... , 
Ф„(х) ечимлар чизикли эркли. Аммо 'Ф (х0) ф О  булса, № (х )Ф О ,  х £ /  
булиши хам келиб чик.ади. ^ а к щ а т а н , агар УХ/ (х.,) =  0, хгФ  х0 бул­
са, бундан /  да № (х) =  0, масалан, х =  х0 да хам № (*о) ~  0 экани 
чикади, бу эса № (х 0) ф О  га зид. '

З а р у р  л иг  и. Ф^х), ф,,(х), ... , ф„(х) функциялар /  интервалда 
(5 .2 ')  тенгламанинг чизикли эркли ечимлари булсин. У х,олда ^^(х^Ф® 
булади. Акс х,олда № (х0) =  0 дан (¡с) =  0, х  £ /  ва демак, <Рл(х)> 
ф.,(х), ... , фп(х) ечимларнинг чизикли богликлиги келиб чикар эди- 
Теорема тула исбот булди.

5. Ушбу Ф^х), ф./х), ... , фп(х) функциялар I интервалда (6 .2 ') 
тенгламанинг (х0£ / )

Ф 1 ( * о ) - 1 .  Ф2 (л-о) =  ° .  ••• > Фп(*о) =  °>

Ф1(^о) =  0> ФаХ^о) =  1» ••• ’ Ф„(хо )= ° >

ф(/г 1) _  0> ф ^ - 1 )  =  0 ,  . . .  , Ф ^ ‘>(Х0) =  1

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимлари булсин. Энди (5 .2 ') ' 
тенгламани
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У{п)=  — Р ^ ) у {п 1)— р 2.(х)у(П 2)— ••• — Рп̂ ( х ) у ' — Рп(х)у

куринишда ёзсак, бу тенгламанинг у нг томони у , у ',  ... , 
ларга нисбатан ихтиёрий сохада Липшиц шартини каноатлантиради. 
Куринадики, Ип+2<= сохада Пикар теоремасининг юкрридаги
шартларнинг ^ар бирини ^аноатлантирадиган ягона ечими мавжуд. 
Шунинг учун

1 0  . . 0

^ [ ф1(Хо), .. . Ф„(*о)1 =
0 1 . . 0

0 0  . . 1

тенгсизликка кура п- тартибли чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг п та чизщли эркли ечимлари мавжуд.

Энди умумий ечим хакидаги теоремани келтирамиз.
5 . 7 - т е о р е м а .  Агар фх(х), фа(х), ... , фп(х) фунщиялар  (5 .2 ') 

дифференциал тенгламанинг 1 интервалда аницланган чизикли эркли 
ечимлари булса, у  Холда умумий ечим ушбу

У =  СхФ^х) +  С2ф.2(х) +  ... + С п ф„(х) (5.14)

(Сх, С.2, ... , Сп— ихтиёрий узгармаелар) формула билан ёзилади.
И с б о т .  ф ^х), ф.2(х), ... , фп(х) функциялар /  интервалда чизи^- 

ли эркли булгани учун \(/ [фх, ф2, ... , ф„ ] ф 0 ,  х £ 1 .  Масалан, х0£ /  
ну^тада ^ам Ш(х0)ф О .  Энди у  — ф ( х ) ,  х £  I функция (5 .2 ') тенг­
ламанинг ихтиёрий бошлангич шартни, яъни

' [ ф(*о)=0о .  Ч>'(х) =  уо, ... , ф^“ 1’( х0) =  у (о ~ 1)

муносабатларни цаноатлантирадиган ечими булсин. Бунда икки х°лни 
^араш лозим булади. Аввало /  интервалда ф(х)  =  0 булиши мумкин. 
Бу ечим (5.14) формуладан (С1, — С2=  ... =  Сп =  0 булганда) ^осил 
булади. Энди ф ( х ) - ^ 0 ,  х £ 1  булсин. >(5.14) га кура:

Уо =  Схф^Хр) +  С'гФг^о) "Ь 4" Спфл(х0),
Уо =  с 1%(х0) +  С2Ч>2(хи) +  ... +  Спц>'п(х„),

у ^ У =  С1ф{п- 1)(х0) +  С2ф('1- 1>(х0).+  ... +  Сп̂ - 1)(х„)-

Курилаётган хрлда (5.15) система С ь  С2, ... . Сл ларга нисбатан 
детерминанти Ш (х()) Ф  0 булган бир жинсли булмаган системадир. 
Бу система ягона С\, С°, ... С°п ечимга эга.  Демак, ф(х)  =  С^ф1(х )+  
+  С^ф2(х) +  ... +  С°фл(х). Олинган ф(х)  ечим ихтиёрий бошлангич 
шартни к,аноатлантирадиган тривиалмас (нккинчи ^олда) ечим булга­
ни учун (5.14) формула умумий ечим формуласидир. Теорема исбот 
булди.

Биз юкорида п та чизикли эркли ечимлар ((5.2 ') тенглама учун) 
мавжудлигини курсатдик. Бундан (5 .2 ') тенгламанинг чизикли эркли
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ечимлари сони п дан нам эмаслиги келиб чи^ади. Аммо п- тартибли 
чизикли бир жинслн (5 .2 ') тенгламанннг чизикли эрклн ечимлари 
сони п дан ортик була олмайди. Хакикаган, исбот этиш учун (5 .2 ') 
тенгламанннг ихтиёрий ( я + 1 )  та ечими чизикли богли^ эканини 
исбот этиш етарли.

Ф х(х), Ф2( я ) ,  ... , фп( х ) ,  фп , i(x), х £ 1  функциялар (5 .2 ') тенглама- 
нинг ечимлари булсин. Агар ф ^ * ). ф 2( д:), ... , %(х), х £ 1  функция­
лар чизикли эркли булса, у холда юкорида исботланган 5.7- теоре- 
мага кура шундай С°, С°, ... , С° у згармас сонлар топиладики, ушбу

Ф»+1 (х) =  с ° <P¿(*) +  £ > 2(х) +  • • • +  СХ (*)» х ^ !
айниятга эга буламиз. Бундан фх(х ), ... , ф/г+1(лг) ечимлар /  интер- 
валда чизикли бор лик; экани .келиб чикади. Агар фх(л), ф2(х), ... ,
Фл( х )  функциялар I да чизикли боглик; булса, у холда 

é П

а1ф1(^) +  а 3Ф-Лл:) + ” - + ° У Р „ М  =  °.
1—1

айният уринли. Демак,
(З Д  (*) +  ••• + а лФ„(^) +  0 .ф п+1(х) =  0, х е  I

айният уринли. Бундан яна фД х) ............. Фп+1(л:) ечимларнинг
I интервалда чизикли борликлиги келиб чикади.

М а ш ц .  Агар ф!(дс), ф2(*)’ > Фя+ iM  функциялар I  интервалда (5.2') 
тенгламанннг ихтиёрий (ti +  1) та ечими булса, у ^олда шу 1 интервалда врон­
скиан W [фх, . . .  , = 0  эканини исботланг.

5 . 2 - т а ъ р и ф .  п~ тартибли чизщли бир жинсли дифференциал 
тенглашанинг чизщли эркли ечимлари ф^(л:), ф2(х), • • • , ф„(*), х£1  
ечишарнинг фундажнтал системаси дейилади.

Бу таърифга ва 5.7- теоремага кура бир жинсли дифференциал 
тенгламанннг умумий ечимини топиш учун фундаментал системага 
тегишли хамма ечимларни ихтиёрий узгармасларга купайтириб к;у- 
шиш керак.

М и с о л л а р .  1 . y"-\-k2y  — 0, й ^ О тен гл ам а  учун <Pi(*) =  cos kx, Ф2(х) =  
=  sin kx  функциялар ихтиёрий /  интервалда ечим булади. Бу функцияларнинг 
Вронский детерминанта

I cos kx  sin kx I 
W ( X )  =  \

I — CO Sin kx  0) COS kx  I
Демак, coskx  ва sin kx  — фундаментал системани ташкил этади. У з^олда умумий
ечим бундай ёзилади:

у  =  СjCos kx +  C2sin kx.

2 .y '"  — k2y — 0, k >  0 тенглама учун <pi(x) =  1 , ср2(х) =  ekx, q>3( x ) = é ~ kx 
функциялар ихтиёрий I  интервалда фундаментал система булади. Х,акикатан, бу 
функцияларнинг ечим эканини бевосита текшириб билиш мумкин. Энди вронскиан- 
ни ^исоблайлик:
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1 ек* е - ^ >г 1 съ
1

, 3 1 1 —  1 1 
=  Й 1 1 1 |

0  кекх —  к ё ~ кх =

к \ кх Ъ?е~кх0 к?екх к Ч ~ кх

=  2£3=£0 (> 0).

Демак, 1, екх, е кх функциялар фундаментал системани ташкил этади. Шу- 
нинг учун умумий ечим

У =  Сх+ С2екх +  С3е~ кх \
к^ринишда ёзилади.

3. Ушбу
( (х —  2 )3, 0  <  х  <  2 , ' ( О, 0  <  х  <  2 ,

=  \  0, 2 <  *  <  4, 2 < , « 4

фувкциялар 0 <  х <  4 интервалда дифференциалланувчи ва чизикли эркли. Аммо 
улар коэффициентлари [0, 4] да узлуксиз булган бирорта з̂ ам дифференциал тенг- 

' ламанипг ечими эмас (38- чизма). Масалан, фх(х) функцияни текширайлик. Агар 
бу функция бирор иккинчи тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгла- 
манинг ечими булса, х0=  3 ну^тада фх (3) =  0 , ф] (3) =  0  бошлангич шартларни 
олишимиз мумкин. Бундай ечим ягона булищи керак. Иккинчи томондан, дг0=  3> 
ну^гада тррвиал ечим ф (х) ~  0  учун з̂ ам ф (3) = 0 , ’ф '(З ) =  0  бошлангиЧ шарт- 
лар „бажарилиши лозим. Бу м.авжудлик ва ягоналик теоремасига^ зйд. Шунга ^х- 
шаш, ф2(х) функция з̂ ам з̂ еч бир бирйнчи ёки иккинчи тартибли бир жинсли 
дифференциал тенгламанинг ечими эмас. Яна шуни к;айд киламизки, бу фх(зс) ва 
Ф2(х) функциялар учинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламанинг ечими 
була олмайди, чунки ф1(х) ва Ф2(х) фуикиияларнинг х — 2 ну^тадаги учинчи ва, 
ундан юцори тартибли з^осилалари мавжуд эмас.

6. 5 .8 -т е о р е м а .  Агар бирор I интервалда анщланган. Ф х(.г), 
ф.,(х), . . . , ф„(*) функциялар чизикли эркли булса, у  Цолда бу 
функциялар ягона п- тартибли чщицли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг фундажнтал ечи'млар системаси булади.

И с б о т .  Берилган фундаментал системага ушбу иккита чизикли 
бир жинсли дифференциал тенглама1 мос келсин дешвдк:

У{п) +  р М у {п- 1)+  ■ ■ • + р п( х ) у  =  0, (5.16)

. У(п)+  ?х (х ) у {п~ п +  . . .  +  дп(х).у =  0, ' (5.17)

бу ер дар Д х)6С (/), <?г(д:)6С (/),Ч  =  1, 2 , . . . ,  п.  Энди р^х)  з^ Д х ),
¿ =  1, 2,  . . .  , п,  х £ 1  экаиини исботлаймиз. Унинг учун (5.16) дан
(5.17) ни хамда-хад айирамиз:

1 р ^ ) ~ Я 1(х )]у {п--1)+  . . .  +  1Рп(х) -  Йп{х)]у =  0. ' (5.18)

Бу дифференциал тенглама хам (5.16), (5.17) тенгламалар каби Фх(х), 
Ф2(х), . . . , ф п( х ) ечимларга эга. (5.18) тенгламада бирор / (1 < / < « )  
учун р,(х0) — <7/*б) ^=0,  х0£1  булсин. У ХРлДа Р ^  — ц^х) коэффи­
циент х  нинг етарли кичик атрофида нолдан фарк;ли булади. Демак,
(5.18) тенглама (п — 1)- тартибли чизицли бир жинсли дифференциал 
тенглама булганда п та чизикли эркли ф;(х), ф2(а:), . . . , ф„(%) ечим­
ларга эга булиши керак. Бу зиддиятлик. ¡Демак, р [х )  =  ^¡(х), х£1<
/  =  1, 2 , . . .
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Фундаментал система мос чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламани тула аниклагани учун бу дифференциал тенгламани то- 
пиш масаласини к,уйиш мумкин.

Энди ф ^ х ), ф2(х), . . .  , фп(х) функциялар /  интервалда ани^лан- 
ган булиб, ечимларнинг фундаментал системасини т ашкил этсин дей- 
лик. Ихтиёрий ф(х), х £ 1  функция шу функциялар билан чизшуш 
боглик; булгани учун ф,(.г), фг(х), . . . , фа(х), ф(х) функциялардан 
тузилган вронскиан айнан нолга тенг булади ( г/£ — <р((х), у  — <р(х)):

№ 1Уи У............... Уп, У] =

Ух У 2 • • • Уп У

у \ У2 ’ • • Уп У'

У\п~ ■ • У {Г Х)
у ( п - 1)

у \п) У[п) - • . У(п) укп)

=  0. (5 .1 9 )

Аслида биз изланган дифференциал тенгламани ёздик. Бу тенг- 
лама чизикли бир жинсли зканига ишониш учун (5.19) даги детер- 
минантни охирги устун элементлари буйича ёямиз:

ИЧ Уи У'21 уп] У[п) —

Ух У 2 • • Уп
у\ У г • • ■ Уп

уТ-2) у(п~ 2) . . . у
у\п)У(2П) ■ ■ • У1пП)

(п-2) + +

+  ( -  1)"
У\ У2

у[п) уТ

Уп

У{пП)
у  =  0. (5.20)

Равш анки, чизикли эркли ечимлар учун [уи  у2, . . . , 0.
Шунинг учун (5.20) тенгламанинг ^амма ^адларини иУ[ух, у г, . . ., уп]
га буламиз,-Н атижада (5.2) куринишдаги тенглама х°сил булади. 
М асалан, (5.2) даги рк(х) учун ушбу

РАх)

У1 Уп

У?~2) • • • У 
У\п) • ■ • У(„п)

(л-2)

муносабат чи^ади. Бундан вронскиан учун му^им формула чицариш 
мумкин. Унинг учун аввал
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А щ * ) = = £
йХ йх

. У» • • • Уп Уу Уг ■ • • Уп
У\ У 2 • • Уп

у(П-1) ■ • ■ у (" - 2) =

уТ~1) ■ • • у!Г". у[п~ 2) у'*~2) ■ 

у\п) у Т  ■ • 0(„л)

айният уринли эканига ишонч хосил киламиз. Йул элементлари буйи- 
ча детерминант ^осиласини оламиз:

<1х
№( х )  =

у \ У 2
, У у г/г Уп

Уп п

у\ % . . . Уп
УI У2 • • ’ Уп

+ 01 02 * ' • Уп

у  у - 21
у<п-П

г/о(л_2) • • • < - 2) 

• к г 0

....................... . . .
г 2
г/2(п_1) • • 01

01

(п-2) у ^ п—2) _ 

(п-1) ^  <п—1) _
• • */<Г2)

01 у,  . . . 0«
1 Уу Уг • - 0л

+ . . +
01 % • • • Уп у[ ¿/2 • • 0«» +
у { п~ 1) 02<Л-1) • • у , п - 1, у } п~ 2) 02(Л_2> * • 0 „ (Л- 2)

У \ п~ 1) г/2(л_1) • • •0л(л- 1) У ^ у!(л> •• • 0„(Л)

+

Равшанки, вронскианнинг хосиласи п та п- тартибли детерминантлар 
йигиндисидан иборат булиб, охиргисидан аввалги (п — 1) тасининг 
^ар бири 2 та бир хил* йул элементларга эга. Шунинг учун улар 
нолга тенг булиб, фа^ат охирги детерминант колади. Бу эса излан-
ган детерминантдир. Шундай ^илиб, ушбу р х(х) УУ'(х)

VI/(х) формула
хосил булади. Уни биринчи тартибли узгарувчилари ажралган диф­
ференциал тенглама каби интеграллаймиз:

р . (&>

№ (х ) =  Се х° , I, х £ / .

Бундан х =  х0 да С =  1Р (х0). Демак,

\Р (х )* = \Р (х 0)е
(5.21)

формулага эгамиз. Бу формула Остроградский — Лиувилль номи би- 
лан аталади. Остроградский — Лиувилль формуласидан аввалдан маъ- 
лум натижа (яъни Ф (х0) =  0 булганда Ф (х) =  0, х  £ /; 1^ (х„) Ф  О 
булса, ] Р ( х ) ф О ,  х £ 1  экани) келиб чик,ади.
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Я на бу формуладан иккинчи тартибли чизикли дифференциал 
тенгламаларни уларнинг битта хусусий ечими маълум булганда ин- 
теграллаш учун фойдаланилади. Да^и^атан,

У " + P i ( x ) y ' + Р2(х) у  =  0

тенгламанинг хусусий ечими у  =  (х) Ф  0. х £ 1  булсин. (5.21) фор- 
мулага кура

~  — P i W  ¿ X  .. , /  \ , / /  \  / о  — Г РЛх) <¡x=  Сге J еки г[з (*) у  — у  tf> (х) =  J

Б у  биринчи тартибли дифференциал тенглама булиб, унинг чап то- 
мони р. =  — т— га купайтирилиши натижасида ту лик. дифференци-

алга келади, яъни

У

Бундан:

_  Сх e~ j p d x > d x
dx  "ф (х) /  яр2 (х)

— [  P d x ) d x
P. J

ф (х)

еки

у  =  С $ ( х ) ^ ^ ~ е  ^рЛх) dx dx  +  C .$ (x )  

келиб чикади.

Э с л а т м а л а р .  1) Исталган чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар 
(албатта коэффициентлари 1 да узлуксиз булган) чексиз куп фундаментал систе- 
маларга эга.

2) Агар ф^х), ф2(д:), . . .  фл (х), х £ /  функциялар ихтиёрий ( « — 1) марта 
узлуксиз дифференциалланувчи чизикли эркли булса, у холда бу функцияларга 
мос чизикли бир жинсли дифференциал тенгламада y in> олдидаги коэффициент W 
. . .  , ф„ ] нолдан фар^ли булсин деб шарт цуйнлиши лозим. Акс ^олда W (х )=  0 
тенгламани ^аноатлантирадиган нуцталар тегишли дифференциал тенгламанинг 
махсус ну^талари булади.

М и с о л. Фундаментал системаси фх(х) =  cos со х, ф2(х) == sin со х  булган диф­
ференциал тенглама тузилсин. (5.20) формулага кура

cos со х  sin со л: у
— со sin СО X (О cos сох у '
—  coacos со *  —  ш  asin СО X  у"

=  0  ёки cos ю х sin со х
—  со sin (О X  СО COS <ü X  \ у

_  COS со х  s in  со л; , . —  со s in  СО X ш cos со х I _  „
I— co2c o s c o x — cí>2sin сох I У "* I — co2coscox  — co2s i n c o x | ^

Бундан:
со г/"+ сй3у  =  0  ёки у"-\- о)2</ =  0 .

Шунга ухшаш фундаментал системаси ф^х) =  1, ф2(х) =  cos х булган диффе­
ренциал тенглама х ф к п  (k — бутун сон) да у"— (ctg х) у ' =  0 дифференциал 
тенгламадан иборат эканини курсатнш мумкин.
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7. Бу пунктда чизикли бир жинсли тенгла маларнинг тартибини 
камайтириш масаласи билан шурулланамиз.

(5.2) тенглама у , у ' , . . у(п) ларга нисбатан биринчи тартибли
?z(x)dx

бир жинсли булгани учун у  =  е алмаштириш (4- боб, 4- § га 
каранг) тенгламанинг тартибини биттага камайтиради.> Аммо хосил 
булган дифференциал тенглама z га нисбатан чизикли булмайди.. Бу 
купинча ма^садга мувофик булмайди. Шу муносабат билан бош^а 
усулни, яъни баъзи хусусий ечимлар маълум булганда тенглама 
тартибини камайтириш усулини баён этамиз.

5 . 9 - т е о р е м а .  Агар п-тартибли чизщли бир жинсли диффе­
ренциал тенглашнинг г та чизикли эркли хусусий ечимлари fмаъ­
лум булса , у  холда тенгламанинг тартиби г бирликка ка’майти- 
рилиши щ ш и н ,

Ис бо ^ т .  Маълумки, п- тартибли чизикли бир жинсли дифферен­
циал тенгламани интеграллаш учун унинг п та чизикли эркли ечим- 
ларини (ечимларининг фундаментал системасини) топиш керак. (5.7- 
теоремага к,аранг). М азкур теоремада г та чизикли эркли |ечимлар 
маълум булган хол куриляпти. Бунда, маълумки, г  < п .  Агар г ~ п  
булса, ечимларнинг фундаментал системаси маълум булади ва уму- 
мий ечимни бевосита ёзиш мумкин. Теореманинг тасдигига кура, 
г<сп булган дифференциал тенгламани интеграллаш масаласи (п—г)- 
тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани интеграл­
лаш масаласига келтирилади. Агар (п—г)- тартибли тенгламанинг 
(п—г) та чизикли эркли ечимлари топилса, бу билан берилган [тенг­
ламанинг фундаментал системаси топилади.

Энди биз r < j i  булган тенглама тартибини г  бирликка камайти­
риш билан шугулланамиз.

Ушбу Фх(х), Ф?(х), . . ., фДх), х 0  функциялар (5 .2 ') тенглама­
нинг чизикли эркли ечимлари булсин. Аввал /  да фх(х)-#0 деб,
и — {—— \ (бунда и — янги номаълум функция) алмаштириш бажа-

рамиз. Унинг учун г =  — ёки у —ц>Ах)г дейлик. Энди охирги ал-
фЛ*)

маштиришни бажарсак, 2-§ да айтилганидек, тенглама ян а- га- тар­
тибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламага келади:

ф10 ф (я) +  q1'(x)z{n~u - г  ■ • ■ +?(„..,) (х)г‘ +  /-[ф1(х)] z =  0.

Аммо Ц ф ^х)] =  0 булгани учун, г' =  и деб тенгламанинг зай ­
ма хадларини ф,(л") га булсак, и га нисбатан (п— 1 )-тартибли чизик­
ли бир жинсли дифференциал тенглама

и{п~ Х) +  Яг(х) и{п~2) +  . . . +  <7Я_ ,«  =  0 (5.22)

Хосил булади. Бу (5.22) тенглама (г— 1) та чизикли эркли ечимларга 
эга. Улар куйидагича ёзилади:

j Фа (*) /ФзОО j ' ,  > /4>г (* )У

U i W / <■*)/ * * ’ W ife/*
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Хаки^атзн, улар чизикли богли^ булсин дейлик. Унда ^ о ^ ^ о б у л -
¡=2

г-анда

c j ! E iW ) '+  а  ( ц & у  +  . . . + *  ( Щ '  =  о 
\ф ! (•*)/ \ф  i (x )J  г \ф 1 (х)/

булади. Энди бу тенгликни интегралласак:

Ш  +  a¡¡ Ф^£) +  . . . + a r 2¿í*> =  —а 1г 
«P iW  ‘ Ф1 W  <Pi (*)

(бунда a¿ — интеграллаш узгармаси) муносабатга келамиз. Буни 
« 1 Ф1М  +  а аФ2( * )  +  • . • + а гФ ,(*) =  0, х £ / деб ёзсак, ф^х), ф2(х), . . 
Фг(х) функцияларнинг • чизикли эрклилиги х,акидаги фаразга зид бу­
лади. Ш ундай'^илиб, (5.22) тенглама (г— 1) та чизикли эркли ечим- 
ларга эга.

(5.22) дифференциал тенгламага яна юкрридаги муло^азаларни 
кулланиб, тартибини биттага камайтирамиз. Шу усул билан берил- 
ган тенгламанинг гартибини г  га камайтириш мумкин. Теорема ис- 
бот булди.

я л
Ми с о л. Агар ФхО*) =  cos сох, — — <  х <  —  (со >  0) хусусий ечим булса;

у" +  а>2у  =  0  тенгламанинг умумий ечими топилси’н. у  =  (cos со х)г алмаштиришни 
бажарамиз. У ^олда. - -

у '  =  (cos сох)г' — co(sin со х)г,

у" =  (cos со х)г" —  ш (sin ®х)г' — co(sin (ох)г' — со2 (cos со х)г.

Бу ифодаларни берилган тенгламага куямиз:
(cos ш x)z" — 2 со (sin io í ) z '  — co2(cos шх)г +  co2(cos со x)z =  0 .

Энди z '  — и десак, ушбу
(cosíй х ) и ' — 2 (fl(sin<o x)u — 0

биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграллаб, 
^уйидагини топамиз:

и'
— =  2 со tg со х, 
и

г . с ,
lnlul =  2со i (tg со х) á x + ln  С, — — 2 ln Icos сох! - f in  С,- u~ ------------- г '— u б^л-

J eos2 сох
c '  Q Q

гани учун г'  = -----Í—  дан 2=  —i  tg со х + С 2. Агар —1 =  Сх десак, у  = (co s сох) г —
cos2cox со со

=  C isincox+C 2coscox келиб [чи^адн. Бу берилган тенгламанинг умумий ечимидир 
(6 -пунктдаги 1- мисолга царанг).

3 - § .  л-ТАРТИБЛИ ЧИЗИЦЛИ БИР ЖИНСЛИ БУЛМАГАН ТЕНГЛАМАЛАР

1. п- тартибли чизикли бир жинсли булмаган тенгламалар бир 
жинсли тенгламалар дан унг томонида g(x) функция борлиги билан 
фар^ килади. Шунинг учун (5.1) тенгламанинг умумий ечими хацида
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фикр юритишда (5.2) тенглама ечимлари хак,идаги тасди^лардан фой- 
даланамиз.

5 . 1 0 - т е о р е м а .  А г а р у = у ( х ) ,  х 0  функция (5.1) бир жинсли 
брлмаган тенгла'манинг бирор хусусий ечими булиб, фх(х), (р./х), 
Ф„(*). х£1 функциялар тегишли (5.2) бир жинсли тенгла'манинг 
фундашнтал си стемаси брлса, у  уолда бир жинсли бул'маган 
тенгламанинг у ’му’мий ечи'ми унинг хусусий ечими '1г(х) билан те-

П
гишли бир жинсли тенгламанинг у щ м и й  ечими ^  С ф / х) йигин-

»= 1
дисидан иборат булади, яъни:

П

/=1
И с б о т .  ¥ (х) функция (5.1) нинг ечими булгани учун £[ф(*)1 =  

—ё (х )  булади. ЭнДи (5.1) тенгламадан
у = г  +  \р(х)  (5.24)

алмаштириш бажарайлик. Бундан:

ё ( х )  =  [у] =  [̂  [г +  ф(х)] ~  Ь[ г ]  +  Ь рР(х) =  I  [г] +  £ (* ).

Д емак, Л, [г] =  0. Бу (5-1) га мое бир жинсли тенгламадир. Агар 
фх (лс), ф2 (х), . . ф„(х), х 6 / функциялар фундаментал система бул.

П
са, г — ^  С(фг (х) ечим (5.2) тенгламанинг умумий ечими булади. У 

1=1 ]
Холда (5.1) тенгламанинг умумий ечимини топиш учун (5.24) ал­
маштириш да г урнига ифодасини к;уйиш кифоя.

^аки.<атан, у  — 1{х)  (5.1) тенгламанинг /  да аншутанган ва их- 
тиёрий бошлангич шартни(яъни Х(х0)—у0х'(х0) —у'0, . . 1 {п~ 1\ х 0) —
— у (0п~ 1) муносабатларни) ^аноатлантирадиган ечими булсин. (5.23) 
формуланинг икки томонидан (п— 1)- тартибгача ^осилалар олиб, уш- 
буга эга буламиз (х — х0 да):

¿=1

+  (5 2 5

1 *=•
Агар уЦ) =  ¿ =  0,1, . . п — 1 булса, (5.25) дан № (хоУф=0 

булгани учун С1 — С2 — . . . — Сп =  0 келиб чик,ади. Бу бир жинсли 
тенгламанинг тривиал ечимига ^тугри келади. Шунинг учун Цх) з=

152 ••



= ^ ( x ) ,  x£l  булади. Бу хол Цизщ змас. Энди Ф  ¥ 0<г> O ^ i ^ n — 1 
булсин. Равшанки, бир жинсли булмаган тенглама тривиал ечимга эга 
эмас, шу сабабдан у ^ ф О ,  ¿^=0,1,  , п — 1. Д емак, (5.25) 
тенглама С1( Сг, . . . , Сп ларга нисбатан п та биринчи тар- 
тибли алгебраик тенгламаларнинг бир жинсли булмаган системаси- 
дан иборат. ,Б у  системанинг детерминанта W(x0) ф  0. Шунинг учун 
у ягона C°v  С°, . . ., С® ечимга зга. Демак, ушбу

П

Х(х)  s  ^ С ®  ip. (х) +  Ф (х ) , х£1
¡=-л

айниятга эга буламиз. Шундай ^илиб, у0, у'0, . . ., y0in~ l) бошлаетич 
к,ийматлар ихтиёрий булганидан (5.23) формула умумий ечимдан

Î иборат булади. Теорема исбот булди.
5 . 3 - н а т и ж а .  Агар чизицли бир жинсли булмаган тенглама- 

нинг битта хусусий ечими 'маълум булса, уни интеграллсии маса- 
I ласи тегишли бир жинсли дифференциал тенгламани интеграллаш- 
! га келади. \ ,

5.4 - н а т и ж  а. Агар чизицли бир жинсли бС/лмаган тенглама- 
нинг г та хусусий ечи'Ми ipi(^), %.(*), . . . ^ (д :), х£1 маълум бу-  

f либ,

■ ■ • ,♦ * _ ,(* ) — ^ 4+1W —
| — i|5fe<дс), 1

функциялар чизицли эркли булса, бир жинсли булмаган тенглама­
ни интеграллаш ( п — г +  \)-т арт ибли бир жинсли тенгламани 
интеграллашга келади.

И с б о т .  (/= ф А(л:)4-2Десак, z = y —tyk{x). бÿлaди. Бунда г бир жинс­
ли тенгламанинг ечими. Шунинг учун у — ^ (дс), у='\>2(х), . . .J у — 

У — • • •. У ~ ^ г(х) Десак> бир жинсли тенглама­
нинг г — 1 та ечимини, яъни

Zj =  ipj(x) — q k(x), =  ф2(х) —^ (д :) . , . . ., zk _t — ip<£, — Ц»л(х ), 

z*+1 =  (х) -  ^ (х)............. гг =  %  (х) — % (х)

ечимларни ^осил киламиз. Бу ечимлар чизицли эркли булганда те ­
гишли бир жинсли тенгламанинг тартиби г — 1 га камайтирилиши 
мумкин. Натижа исбот этилди.
■ 2. Мазкур пунктда бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий 

ечимини топишда му^им роль уйнайдиган Лагранжнинг узгармасни  
вариациялаш ш етоди билан танишамиз. %

Маълумки, бир жинсли тенглама учун умумий ечим унинг чи- 
зик,ли эркли ечимлари орк,али. (5.14) формула билан ёзилар эди. 
Ж . Лагранж (5.14) формулада С ( лар урнига a L{x) функцияларни 
цуйиб, бир жинсли булмаган тенгламанинг ечимини

П

У =  ' V a i(x)(pi(x) (5.26)
1=1
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куринишда излаш методини берган. Бир жинсли булмаган тенглама­
нинг ечимини (5.26) куринишда излаш мумкинлиги, яъни а.(х) функ- 
цияларни бир ^ийматли топиш мумкинлиги (ундай функдияларнинг 
мавжудлиги) цуййдаги ^исоблашлардан куринади.

(5.26) функция ва унинг (п— 1 )-тартибгача хосилалари маълум 
шартларни цаноатлантириши аДх) функцияларнинг мавжуд булиши 
учун етарли булади. Да^и^атан (5.26) нинг хосиласини ^исоблайлик:

П П

у ' =  2 а^ * К м + 2 0/ лЭД*)- 
¿=1 ¡=1

Бунда
П

2  о 'Д х )Ф ,(* )= °  (5 .27,)
г= 1  '

деймиЗ. Иккинчи тартибли ^осилани хис°блаймиз:

П П

у" = 2  ( * > + 2  (х)-
1=1 ¿=1

Энди -

2 ® ', ( * ) ф ; М - 0  (5.27,)
¿=>1

деймиз. Шунга ухшаш, (п— 1 )-тартибгача хосилаларни ^исобласак:

У  (я - 1> = 2  ° 1  ( * )  ( х ) +  2 СТ̂  ф г<Л'_2>  Х ’

1=1 ¿=1

бунда

' 2 а И *)ф /п-2)( * Н °  (5 -27,-1>

деб оламиз. Навбатдаги у (п) ни ^исоблаймиз:

у  <П) =  2  а №  Ф«<П) (х)+ 2 ^ ф / п_1)(^)- 
1=) г=1

Ю^оридаги (5 .27х) ...........(5.27(п__1?) тенгламаларни хосил ^нлишда чи-
зи^ли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламадан фойдаланма-
дик. 0 ;(х) учун охирги муносабатни топишда ундан фойдаланамиз.
(5 .1) тенгламага юкрридаги ^исоблашлардан у , у', у ", . . ., у (п) лар- 
нинг ифодаларини к^уямиз: ■ .
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[У е ,.(х ) 'ф ^ Ч * )+ 2 °Н * ) Ф/"“ "(*)] +  рМ  [ 2 ° ^  ф/л~ ,)(х)] +  
¿=1 1=1 1=1

+ л Ц 2 ^ ) . Ф / ^ а>« ] +  ■ • .+ /»я- . Ц 2 » 1 ( * ) ф, ( * ) ] +
¿=1 ¿«1 

п

+ р п( * ) [ 2 ° г^ Фг(* )] =¿=1
еки

. 2 » х * ) Ф / ^ 1м * ) + 2 а ^ * ) 1ф<м(* ) + А ( ? ) ф*,в-1) (*) +  ••  • +
»•=1 ” ¿=1

+  Р„_ 1 (X) ф) (X) +  Рп (Х) Ф, (* ) ]= £  (*)•

Аммо бундан ф£(х), г == 1, 2, . . ., п функциялар /  да Ц у]  =  0 тенг- 
ламанинг ,ечими булгани сабабли, ушбу

*  ̂ ' j

2 ® ^ ) ф / л“ 1)( 4 = « ( ^ >  (5.2 7л)
¿=1

муносабат ^осил буЛади. Шундай килиб, (5.27;), / =  1 , 2 , . : . ,  п 
системага эгамиз. ё (х)ф.® дан бу система сг(х), / = 1 , 2 ,  . . ., п лар- 
га нисбатан бир жинсли эмас. Унинг детерминанта №[Фь*.-. фп] ]= ^ ,  
х£1. Шунинг учун о'}, . . . , ап ларни бир ^ийматли тоиамиз:

о'.(х) =  6.(х), х =  1,2, . . и, %£/.

Бундан:

а ;(х) — | 8{(х)йх +  Сг  

ТопилГан ифодани (5.26) га к$ямиз: '

У =  щ \ х ) \ 8 1{х)(1х + . . . +  ц>п(х ) \  8п(х)(1х (х).  (5.28)
г=1

Бу (5.1) тенгламанинг умумий ечимидир. Ундан С1 =  С.г — ■ ■ ■ — 
=  Сп ~  0 булганда бир жинсли булмаган тенгламанинг ушбу

У =  Ф1 ( ^ ) |б1 (*) ¿ х +  . . . + Ф „ М | 8а (х)с1х (5.29)

хусусий ечимини топиш мумкин.
Шундай ^илиб, агар бир жинсли дифференциал тенгламанинг п 

та чизикли эркли ечимлари маълум булса, (5.27. ) ,  1 =  1,2, . . ., п
системани тузиб, ундан бх(х), ■. . 8п(х) ларни, сунгра (5.29) фор­
мула ёрдамида бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини
топамиз.



М и с о л л а р .  1. Ушбу у" +  а?у =  ах, афО, а ф  0 дифференциал тенглама­
нинг умумий ечими ёзилсин.

Мос бир жинсли тенглама у" -j- ш2г/ = 0  аввал курилган булиб, унинг фунда- 
ментал системаси cos сох, sin со х функциялардан иборат ва демак, умумий ечимн

у  =  C jcos со х +  С2 sin сох эди. Бир жинсли булмаган тенглама учун у  ■■

функция хусусий ечим булади. Бунга бевосита хисоблаб куриб ишониш мумкин. 
5.10- теоремага кура берилган тенгламанинг умумий ечими:

(0я 7

у  =  С1 соз со х +  С2 sin оме -1------ х.

1- мисолда берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимини узгармасни 
вариациялаш методи билан топайлик. Ечим у =  cos шх -¡-сга (х) sin шх кури- 
иишда изланади. o¡(x) о2 (х) лар учун система бундай ёзилади:

01(x)coscox+  ffj(x) sin(flx=0,

—crj(x) со sin x  +  <j2(x)a¡ eos co(x) =  ax

еки

cr,(x) eos tox + a 2 (x) sin со x  =  0 ,

ax.

Бундан

0 j(x) sin сdx—o'2(x) eos cúx~ — —

ax , ax
<j,(x)=— —- sin со (x), o ,(x) =  —  eos ax. 

со со

Интеграллаш натижасида ушбу

ах а — .
tfiix) =  —  cos сох — — sin со х +  С , , 

со2 со2

ах а —
aJ x)  =  sin со х  +  —  cos со х +  Со 

со2 ш3

функцияларни топамиз. Энди бу ифодаларни уз урнига куйсак, аввалдан маълум 
формулага келамнз:

(ах  а . —- \
у  =  —- cos ш х  — —- sin шх +  С, cos со х  +' Éft2 М8 /'CD

/ад:(ах  а —
+  sin со X н------ COS CD X + C 2)sin CD X =

\ CD CD3

ax
=CX COS CD X +  C2sin CD x~\-

Бундан хусусий ечим яна ~г дан иборат лиги куриниб турибди. 
со2

2. Юкоридаги мисолда хусусий ечимни танлаш мумкин эди. Аммо з а̂мма лол­
ларда >;ам бу осон булавермайди. Ушанда узгармасни вариациялаш методининг 
а^амияти алохида куринади. Шу мацеадда ушбу

1 п л



дифференциал тенгламани олайлик. Уяга мое бир жинсли тенглама

У" +  (tí*) У' =  О
у" ' dосонгина интегралланади. Агар уни —  =  — tg х ёки —  (In у ' )  =  — tg* деб ёз-
У dx

сак, биринчи интеграл ln |¡/'| =  ln|cos х\ +  In Сх ёки у '  = С Х cos х  куринишда ёзила- 
ди. Энди умумий ечимни (бир жинсли тенглама учун) топа оламиз: у  =  Сг sin х +  
-)-С 2- Бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини топиш учун ечимни 
г /= а 1(х) sin jc -j- сг2(лг) куринишда излаймиз. Бу х;олда фД*) =  sin *, ф2(*) =  1. Шу- 
нинг учун ,9 Í(x) =  cos X' ф^х) =  0. Энди (х), а 2(х) лар учун системани ёзамиз:

< о\  (*) sin X +  о'2 (х) ■ 1 = ' 0  

сг jc*) cos * +  а2(х) ’0 —
cos х

1 , sin *
Бундан ог,'(де) =  — — , о , (х) — --------- —  келиб чи^ади.

1 cos2 х  cos2 х

Энди a¡(x), а(х) лар учун ушбу

Oi W=t g*  +  Ci, а8(х):
cos х

ифодаларни топамиз. Шундай цилиб, берилган [тенгламанинг умумий ечиМи бун- 
дай ёзилади;

S{n2 Х 1 * ттт —__ —» _
у = а 1(х) sin х  +  а,(х) =  ---------  — ---------- (- С. sin х  + С .  =  — cos х + C ,s in  х+ С ~ .

cos х  - cos х

3. Энди бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини 
топишнинг Коши жтоди билан танишамиз.

Чизи^ли бир жинсли булмаган дифференциал тенглама (5.1) нинг 
коэффициентлари p¿(x) (i — 1,2, ■: . ., п) ва унг томони g  (х)  бирор 
а <  х  «S Ь интервалда узлуксиз булсин. Мос бир жинсли тенгламанинг 
фундаментал системаси маълум булсин деб фараз этамиз. У  холда 
бир жинсли тенгламанинг £ параметрга богли^ булган шуидай К{х,1)  
ечимини тузиш мумкинки, у ечим ушбу

т л ) = о. к н .  D = о— , к  (пхп Л  a ,  D  -  о, к (ях -1\ а л )  =  i (5.зо)

бошлангич шартни ^аноатлантиради. Шу К  (х, | )  ечим оркали' бир 
жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими

X
V( x )  =  $ K ( x , t ) g ( t ) d l  (5.31)

а
формула ёрдамида топилиши мумкин. Буни исботэтиш учун L[ty х ] =  
—g  (х) эканини курсатиш лозим. ^а^ик,атан, (х) фуикциядан кетма- 

кет ^осилалар олиб, (5.30) шартдан фойдаланамиз:

У ( х ) = К ( х ,х )  g  (х) +  ] К'х(х,1) g i l )  d i  = ) к ' х{х,1) g  {I) di,
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Г(х)=-К'х(х ,х )ё (х)  +  ] » , £ )  ё  (®й ? = ] ' К х,(х, 1 )8 {1)й1,

к '* - 1» ( х ) = к  %■%( х , х Ш + № ; 1 \  (х, г) 8 ( |)  й 1 = \ к (п̂ \ { х ,  ъ)ё (?) а  ?,
а л

ф((„, =^.(п-_1) (х> х) ё ( х ) + ] к ^п (х, № ( Ц й г = ё ( х ) + ^ : )п(х, ъ ш

Топилган ифодаларни (5.1) тенгламанинг чап томонига ^уямиз: 

ёХ + ] к {?п(х,1) ё  (I) <11 + Р1{ х ) ] к ^ Л { х ,  1 )ё (1 )й 1  +
а

х
• • • + Р п(х) \ К ( х Л ) ё ( 1 ) с 1 ^ ё ( х) + ^ {Пхп ( х Л ) + Р Л х ) К {пхп-\(х Л) +

а а

. . . +  рп(х)К(х,Ъ)]ё (1)сЦ.

1\авс ичидаги ифода нолга тенг, чунки К(х,  5) функция мос бир
I жннсли тенгламанинг хусусий ечими. Бундан 1|>(я) функциянинг бир 

жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими экани келиб чикади. 
Равшанки, ф(х) ва унинг ^осилалари учун ушбу

■ф(а) =  0, ц''1\а )  =  О, £ =  1,2, . . , п— 1

^ а р т  бажарилади. Бу шарт бир жинсли тенглама тривиал ечими 
учун ёзиладиган шартдан фарк; к;илмаса-да, бир жинсли булмаган 
тенгламада гр (л ;)^0 , а < 6  булади. Акс ^олда ё(х)^- 0 тенгсизлик 
билан зиддиятлик ^осил булади.

Энди (5.31) формулани боищача куринишда ёзамиз. Унинг учун 
ушбу

^ ^  г0, а <  х  <  £,•
О ( * . ! ) =  ’ (5.32)

функцияни киритамиз. Равшанки, 0 ( 1 , 1 )=  0, <  Ь. Ундан таш- 
, ^ари х = 1  ну^тада (5.30) шартга кура:

0 $  а  +  0 ,Е (=  ( |  - О ,  I) *= о, I =  1,2, . . ., п— 2, 

в (пх̂ 1  а + о , |  -  о (пхп-1 ( | - о , | ) = 1 .

Охирги муносабатда (5.32), (5.30) га асосан:

0 ^ - 1  (1 + 0 , 1 ) =  1, 0, | ) = 0 .

168



Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар учун келтирил- 
ган хоссаларга эга булган G (х , | )  функция Коши масаласи учун 
Грин функцияси дейилади. (5.32) формуладан фойдаланиб, (5.31) 
формулани ани^ интеграл шаклида бундай

W *) =  \ G ( x , l ) g  (1) d£  (5-33)
a

: t 
ёзиш мумкин. Бу формула Коши'формуласи  [дейилади.

1 7t Л *
М и с о л.' Ушбу у" +  (tg*) у ’= --------— < х <  —  дифференциал тенглама-

cos х  2  2  i
нинг хусусий^ечими Грин функцияси ёрдамида топилсин. Маълумки, (2 -пунктдаги
3-мисол) мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси 1 , sin х  лардан 
иборат булиб, умумий ечими-эса у  =  Сх +  С2 sin х. Эрди тегишли К(х,%) ечимни

К  ( * , Й “ ’М Е М  +  ’М Ь >  s i n x
куринишда излаймиз, бунда ЯГ.(£,‘£) =  0 . 5 ) *= 1 булиб, 'l’i( i) ,  <p¡ (|)ларни шу 
шартдан фойдаланиб топит Елозим.

Х,а ци^атан: К (Ы )  =  MJx(S> +  W S ) sin S =  0 ,
^ ( 6 ,6 ) cos 6 - 1 .

Б у системани ечиб ушбуни топамиз:

^  =  Т Г Т ’И’1 =  — tg^cos §
»1

Шундай к,илиб, К(х, 5 )=  — tg I Ц-------- — sin х.$
cos s

Энди (5.31) формула буйича хусусий ечимни [топамиз (ф (а) =  0 булгани учун 
интеграллаш узгармасн С =  0 дейилган):

X X X .
1 . . 1 1  С sin I  Г

* w  = .f[ ~ tgE +  c ' ¿ F sinx] ¿ I =  -  f i S ? +  ( s i n í

1

a
x

COS £
| (sin x)(tg 6 )

1 1

cos X cos а
+  (sin JC) [tg X  tgfl] =

a

=  — cos X + --------—(tg a )  s í h  x <
c o s  a '

Соддалик учун а =  0 десак, ф (л:) =  1 — cos л: куринишни олади. Текшириш 
цийин эмаски, бу функция берилган бир жинсли булмаган дифференциал тенгла­
манинг хусусий ечимидир. 2 - пунктдаги 3- мисолда ^ам шу дифференциал тенгла­
манинг бу if (* )=  1 — cos х  функциядан узгармас кушилувчига фарц киладиган 
хусусий ечими у  =  — cos х топилган эди'

М а ш ц .  у" тгу =  ах, <£>ф&, а=/=0 бир жинсли булмаган тенгламанинг хусу­
сий ечими Грин функцияси ёрдамида топилсин.

4. Агар (5.1) тенгламада у'нг томонидаги g  (х) функция* ушбу

г ( * )  =  2 ' / , ( 4  Ц х ) е с { п
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куринишда булса, L [у] — ^  (х) тенгламанинг хусусий ечимини то-
¿=1

пиш учун s та L[ y J — fx(x),  L[y]  =  f2(x ) ............L[y] =  fs (x) тенглама­
нинг xaP бири учун алохида-алохида хусусий ечим топамиз. Улар 
мос равиш даТ 1(д:), ^ 2'(a')> . . ., i}’s (х) функциялардан иборат булсин.

У  ^олда берилган тенгламанинг хусусий ечимини деб ёзиш
£=1

мумкин. ^а^и х атан , фараз буйичаL [^1  — /,.(*), i — 1,2, . . ,s .  Шу-
s s s s

нинг учун L = g ( x ) .  Демак, V tf. (х) —
»=1 ¡=1 i=i i= 1 

бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими.
М аш  к. 1. Агар мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси ех ва 

е ~ х булса, ушбу у" — у  =  е2х +  х — 1 тенгламанинг хусусий ва умумий ечими 
топилсин.

2. Агар мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси 1, ccs х, sin х 
булса, ушбу у'" +  у ’ =  х  +  cos 2х  тенгламанинг хусусий ва умумнй ечими то­
пилсин.



6 - боб

п-  ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТ ЛИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Чизикли узгармас коэффициентли дифференциал тенгламалар чи­
зикли дифференциал тенгламаларнинг мухим хусусий холи булиб, улар 
элементар функцияларда охиригача интегралланади. Мазкур бобда 
чизикли узгармас коэффициентли тенгламаларни ва унга келтирила- 
диган узгарувчи коэффициентли чизиЦли тенгламаларни .урганамиз, 
Аввал комплекс дифференциал тенгламаларга тухталамиз.

1- §. КОМПЛЕКС ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Агар чизикли дифференциал- тенгламаларда коэффициентлари 
Хакик,ий функциялар булса, тенглама %щиций чизикли дифферен­
циал тенглама дейилади. Коэффициентлари комплекс функциялардан 
иборат булса, тегишли тенглама комплекс чизицли дифференциал 
тенглама деб юритилади. Купинча, коэффициентлари узгармас бул- 
ган чизикли дифференциал тенгламаларнинг комплекс ечимларини то- 
пиб, сунгра ундан хакик,ий ечимларни ажратиб олиш цулайро^ була- 
ди. Шу муносабат билан баъзи тушунчалар киритамиз.

6 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар бирор I интервалда <р(7) ва ^(1) хсщиций 
аргументли %ацщий -функциялар берилган булиб , шу интервалдан 
олинган I нинг ¿¡ар бир цийматига ушбу

- 5С(0 =  Ф (0 +  (¿)
комплекс сон мос црйилган булса, у  %олда 1 интервалда %щщий  
аргументли комплекс функция 1(1) берилган дейилади. <р (1) функ­
ция %(0 фунщиянинг %ацщий цисми, ^  (/) функция эса унинг мае- 
%ум щ ем и дейилади.

Агар ф(/), г[) (/) функциялар /  интервалда узлуксиз булса, у долда 
комплекс функция % (I) хам 1 интервалда узлуксиз дейилади. Комп­
лекс функциянинг дифференциалланувчилиги тушунчаси хам шунга 
ухшаш киритилади. Аншфоги, агар /  да ф ( 0 . ^ ( 0  функциялар диф- 
ференциалланувчи булса, у х°ДДа Х(0 функция хам I  Да дифферен-
циалланувчи дейилади ва у(1) — ср(/) +  «¿(0 деб хисобланади. Бунда 
функция ишорасининг устидаги нукта / буйича х°силани билдиради. 
Равшанки, комплекс функциялар учун хам ушбу

4 г ( и п + % т - и о + т
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-¡¡? (Ы О ■ уЛ О )  =  Хх(0 Х,(0 +  &(*) Х*(<). .

Л .  ( хЛОЛ _  %1(0 уЛ*) — 11 (0x 2(0 V / л  / о 
Л  Гх2( о ]  х !(0  ’ Х г(0^ и

формулалар уринли. Бунга бевосита ^исоблаш йули билан ишониш 
мумкин. Ушбу я- тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенг* 
лама

(л) . (л— 1)
г +  й, г +  . . .  +  ял_ , г +  апг =  0 (6.1)

берилган булиб, коэффициентлари I интервалда ани^ланган ва узлук- 
сиз функциялар булсин.

6 . 2 - т а ъ р й ф .  Агар г — %{1) функция / хс : /  интервалда аниц- 
ланган булиб, цуйидаги икки шарт:

1°. т е с п(П ,
(л) (л-- 1)

2°. х(0 +  а! У(0 +  • . • +  йя_ , Х(/) +  а„ Х(0 =  0, / £ / ,

бажарилса, у  холда г  =  Х(0 функция / А интарвалда (6.1) тенгла- 
манинг ечими дейилади.

(п-1)
6 . 1 - т е о р е м а .  /0, г0, . . .  , г0 лар бошлантч цийматлар- 

нинг ихтиёрий системаси булсин. У Холда 1) (6.1) тенгламанинг
(л—1) (л— 1)

ушбу %(10) =  г 0, %((0) =  г 0 , . . .  , х(^о) =  20 бошлантч шартни 
цаноатлантирадиган ва 1 интервалда аницланган ягона г  — Щ) 
ечими жавжуд; 2) бир хил бошлангич шартни цаноатлантирадиган 
ихтиёрий икки Хх(0> Хг(0 ечим 1 интервалда устма-уст тушади.

Бу теореманинг исботи 4.1- теореманинг исботидан келиб чицади. 
Х<акик1атан, г  — х +  1у алмаштириш бажарайлик. У холда (6.1)~тенг- 
лама ушбу иккита п- тартибли

(л) . (л -1 ) . (л -1 )
X =  [((,  X,  X, . . .  , X,  у ,  у ,  . . .  , у) ,
(л) . (Л-1) . '  (л -1) ( О . / )
у  =  §(*, X, X, х, у ,  у ,  . . .  , у)

дифференциал теигламага ажралади. Унда /  ва ^  функциялар х,
(л-1) . (л—1)

х, , х, у, у ,  . . .  , у  узгарувчиларга нисбатан коэффициент­
лари узлуксиз чизшуш функциялардир. Аншфоги, (6.1) да а1 — +  
+  1а\, . . .  , ап =  а'п-\- 1а"п десак, /  за  £  функциялар бундай

(Л— 1) " "  ( П—  I)я 1п—1
(а\ х — а1 у),

г (я /) (/I—I)
£  =  — 2 * (а] х +  а г У)
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куринишга эга булади. 9- бобда курамизкн, а\, а], i — 1, 2, . . .  , я  

функциялар I интервалда узлуксиз булгани учун — ^  -¿—щ*
дх дх

—“ ft* i — 1, 2, . .  , п функциялар хам ШУ интервалда у з ­
ду ду
луксиз булганидан (6.2) система тегишли бсшлашич шартни ^аноат- 

.лантирадиган ягона ечимга эга.
Иккинчи томондан, агар a¡ £СП, а,-£ Сп булса, (6.2) системанинг, 

масалан, биринчи тенгламани кетма-кет п марта дифференциаллаб,
(n) (n+lj <2п)

системанинг иккинчи тенгламасидан фойдалансак, х , х, . * . , х ва 
(л )
у  лар учун ёзйлган (п +  2) та тенгламага эга буламиз. Агар тегиш­
ли якобиан нолдан фаркли булса, (п +  2) та муносабатдан у, у ,

(п)
у, . . . , у ((п +  1) та) узгарувчиларни чикариш мумкин булади. 

Натижада х  га нисбатан (2 п)- тартибли чизикли дифференциал тенг­
ламага келамиз. Агар а\, а". лар узгармас булса, у ^олда тегишли 
якобиан узгармас детерминантдан иборат булади. '

2. Куйида экспоненциал комплекс функцияларнинг баъзи хоссала- 
ри билан танишамиз. Аввал со =  и +  iv ихтиёрии комплекс функция
булганда е (eos v - f  i sin i )  деб ёзамиз. Бу формуланн ушбу

0) * , ' | СО , , 0> i
е == 1 -J- ю Ч 2| f" • • •  +  • • •

катор ёрдамида исботлаш мумкин. Равшанки, ею =  е“ , Да^и^атан,
в“ ¿= еа (cos V — i sin v) =  eu~ iv=  ea .

Энди ушбу

е“1 щ =  иг -\- =  u.¿ +  iv2 (6.3)

формулани исбот этамиз. Содда дисоблашлар

в®«в®*«в fUt(cos %  +  i s in r j)-e “2(cosí'2 - f  isinv.,) =
е= e “1+!<í[(COS Vx COS Щ — sin V1 sin V2)  +  /(.sin  VL COS Vn +  cos Vx sin У2)1 =5 

=  Icos (vx +  ü2) +  i S in  (vx +  v„)] =  *<«****■«*+*>„ ¿M -ч.

булишини курсатади. Ушбу

^ - ^  =  XeXí, X =  jí +  h  (6.4)

ыухим формулани исбот этайлик. Аввал Я ~  iv булсин. У холда:

ем  — ~  (eos vi +  i sin vi) =  — v sin vi +  i v eos vi «

=  t‘v (eos vi +  i sin vi) =  ive"‘,
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Энди Ä, =  p-|-iv  булсин. Унда (6.3) формуладан фойдалансак:
d  (ц+ iv j i  d  Мt ivt d  tvt . d  . M .

H i  e = ~ d l e  e + e H t  (e )  “
д t ivt , ui . ivt . ui+iv< . M

— \ie e rf- e -ive =  ( p + i v ) e  — Ke ,

Исбот этилган (6.3) ва (6.4) формуладан кейинги муло^азалари- 
мизда тез-тез фойдаланамиз.

3. Ушбу

z =  Кг, К =  р  +  iv, z =  x  +  iy 

xt
тенглама учун z =  Ce (С — ихтиёрий комплекс узгармас) функция 
ечим булади. Агар ?(0) =  г 0 десак, С — z0 ва z =  z0e булади. z0=a 

е= r e ‘a, г 'S*0 (а  — ха^икий сон) булганда

la Xi M+icc 
z — re е — re

Берилган тенгламани бундай ёзамиз:

х  +  iy =  (р +  iv ) (х -f- iy) =  (рх — VI/) +  i (vx +  цу)
ёки

' X =  рх — Vi/,
(6.5)

у  — vx -f- pz/.

Бу системанинг ихтиёрнй ф(0, Ч"(0 ечими комплекс тенгламанинг их­
тиёрий ечими билан к,уйидагича богланган булади:

. - , / л  Xi+ ta  ( H + W + t a  u i- fHvt+a)<f (t) +  ity(t) =  re — re — re ~

— r e 1 [cos (vt  +  a ) -f-1 sin (vi +  a)].
Бундан:

x  =  ф (t) — r e *  cos (vt - f  a ) , (/ =  ij)(i) =  reU*sm (vt +  «)•

Шунга ухшаш 2 — i22 комплекс дифференциал тенглама содда Xй'  
соблашлар ёрдамида к,уйидаги икки ^ а к ^ и й

х — — 2 ху,  

у  — х 2 +  у 2 

дифференциал тенгламага ажралади.

2- §4ЧИ ЗЩ ЛИ БИР ЖИНСЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТ Л И ТЕНГЛАМАЛАР

4- бобда п- тартибли дифференциал тенгламаларнинг баъзи ин- 
тегралланувчи типларини курганда купинча “ =рбелгисидан фойда-
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ланган эдик. Бунда у  — номаълум хаи<й^ий функция эди. Энди но- 
маълум функция сифатида ха^иций агрументли ихтиёрий г (^ а к ^ и й  
оки комплекс) функцияни оламиз. Масалан, ^аки^ий аргументни / де- 
сак, г Щ  =  х. (О +  ну (0  (хЩ, у{1)  — хаки к ии .функциялар) деб ёзилиши 
мумкин. Агар бирор /  интервалда г/(0 =  0 булса, шу интервалда 
г(У  =  х (0  функция хаки^ий булади.

Ушбу бобда г  функциядан t  буйича олинган ^осилани рг  — ~ г  

деб дифференциаллаш операторный символик равишда ~  =  р деб 

белгилаймиз. Худди шундай ~  =  I = Р 2, . • • . — р к сим-

___ п 2,

—волларни киритсак, шу символлар ердамида =  рг, -^§-

с1к Xр2г  . . . , —^  — р г  муносабатларга эга буламиз. (6.1) дифферен­

циал тенгламанинг чап томонини ¿(г) деб белгиласак, уни киритил- 
ган символлар оркали ёзиш мумкин:

(п) («—1)
. /, (г) =  г +  а, г  +  . .  . +  ап_ х г +  ап г =*

я  л—1
=  рг +  а, р г +  . . .  +  ал__, рг +  а„г =

=  (Рл +  о, р*~х+  . . .  + о п_ 1р +  ап)г  =  ^ ( р ) 2.

Шундай килиб, (6.1) тенгламани

I  (р) 2 =  0 <6. Г )

деб ёзамиз, бунда I ( р )  куп^ад я- тартибли алгебраик куп^ад.
К,уйида дифференциаллаш оператори р га нисбатан I- (р) куп^ад- 

нинг икки хоссаси билан танишамиз.
А) Цр) ва М (р)  — дифференциаллаш оператори р га нисбатан 

ихтиёрий к у щ  ад, г и  г2, г лар эса I нинг функциялари булса, у  
%олда ушбу

1. I  (р) (2а +  2,) =  (р) 21 +  I  (р) 22,
2. (/. (Р) +  М (Р)) 2 -  I  (Р) 2 +  М (Р) 2 ,
3. I ( Р ) ( М ( р ) 2) =  ( I ,(р )М (р ))2

айниятлар рринли, Бевосита х,исоблашларни бажариб, бунга ишо- 
ниш мумкин.

Б) Лгар 1 ( р )  кущ ад  р га  нисбатан бирор кущ ад булса, ушбу

ТГ/ \ ^  Т /А \¿ Г(р )е  =  Ц Х ) е  (6.6)

формула уринли, бунда % — хацикий ёки комплекс сон.
И  с б о т. Биз юкорида =  %л формулани исбот этган эдик.
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rr U л М г, 0 м / Ч  ,,Д емак, ре — ле . Равшанки, р2<? —р(ре ) — р ( \ е  ) =  

<='Ve}'‘ , . . . , p*eW = k k e>J. Шунинг учунL(p)eU= p n eU +

+  a 1pn l e +  . . . +  an_ j pe +  fl„e — TJ'e Ц- .

*Ь an_^ke -f- ane =  e (Xn -f- GjA/1 -Ь . . . -f- an_ -f- an) — L(X) e .

(6 .6) формула исбот этилди.
Агар Я 1(р)  купх.эднинг илдизи булса, (6.6У фсрмулага кура еи  

функция (6 .1 ') тенгламанинг ечкми булади. Шу мунссабат билан 
L(p)  купхад (6 .1 ') тенгламанинг характеристик купхади дейилади.

Энди (6. Г ) тенгламанинг умумий ечимини (комплекс ечимини) 
ёзишга тухталайлик. Бунда ккки хрп юз беради- I. Характеристик 
куп^ад оддий илдизларга эга (яъни каррали илдизлар йук,.). И. Ха­
рактеристик куп^ад илдизлари орасида карралилари хам бор. Дар 
бир х°.гши ало^ида курамиз.

I. L(р) к$п%аднинг илдизлари сддий. Бу холда асосий натижа 
цуйидаги теорема билан берилади.

6 . 2 - т е о р е м а .  А г а р L (р) кущаднинг илдизлари Я,, Я2, . . . , Яп 
булиб, уларнинг ичида карралилари брлмаса, у  %олда (6.1) тенгла­
манинг барча ечимлари ушбу

%lt _ Я t
z  =  Cxe +  C2e +  . . . +  Cne ( 6 .7 )

формула билан ифсдаланади, бунда Cv  С2, . . .  , Сп узгармаслар.
Я t я t я t

И с б о т .  Аввало z1 — e ' ,  z2 ~ e ' \ . . . , z n — e n фуккциялар
— оо < / <  +  оо интервалда аншутанган булиб, улар (6.1) тенглама­
нинг ечкмидир. К,славерса, (6.7) функция хам (6.1) тенгламанинг ечими 
булади. Хак.щ атан, С,, С2, . . . , Сп лар узгармас булгани учун 
L(X.) =  О, г — 1,2, . . .  , п тенгламаларга кура:

L ( p ) z ^ L ( p ) ( C l eKt+ c / lt +  .... +C„eV ) =

, = C / ( p ) e V -f C3L { p ) e *  +  . . .  +  C „I(p )e V =

=  CXL (* ,) /■ '+  C2L[(k2)eKt +  . . . +  CnL (Я „)Л  =  0, -  oo <  i <  oo. 

Энди z*=z*( t )  функция (6.1) тенгламанинг

( л - 1 )  ( л - 1 )

Z*(0 ) = z 0. 2*(0) =  Zq, . . .  , 2*0) =  z0 (6 .8)

бошлангич шартни кансатлантираднган ечими булсин. Албатта, бу 
ечим— оо < / <  +  оо интериалда аникланган. (6 .7 )  формуладан ком­
плекс узгармаслзрнинг бирср цийматида шу z — z*(t) ечимни ^осил 
кила слиш мумккнлигини курсатамвз. (6.8) шартга кура (6 .7 )  дан 
^осилалар слиб t — 0 да ушбу
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Сд +  с2 + +  Сп— z n>

(6 .9)

с ^ Г ' + с л Г '  + +  а д - , =  г Г - 1)'ге"п
тенгликларни ^осил ^иламиз. z*(t) тривиал ечим булмагани учун
(6.9) система С,, С2, . . . , Сп ларга нисбатан бир жинсли эмас. Бу 
системанинг детерминанти ущбу

=  ( К - \ )  ■ . .  ( К - К - М К - 1 -
А,) . . . (A.n_j ^л_ 2) • • • (К ^1 )7^0

1 1 . 1
A, a2 . • К
4 4  ■ . X2n

A«- А Г 1 • . A "-1

Вандермонд детерминантидаи иборат булиб, у нолдан фар^ли, шун- 
га кура (6.9) дан С,, С2, . . . , Сп ларни топа оламиз. С\,  С°2, . . .  . С°п 
лар (6.9) системанинг ечими булсин. У ^олда

П

л о  =  2  с \ еЧ *
1=1

булади. Олинган г — г*(/) ечим ихтиёрий булгани учун (6.7) форму­
ла умумий ечим формуласи экани келиб чи^ади.

Агар (6.1) тенгламанинг а1У а.2, . . .  , ап коэффициентлари \аци- 
ций булса, шу тенгламанинг барча комплекс ечимлари ичидан ха^и- 
кий ечимларини ажратиб олиш масаласини куямиз.

(6.1) дифференциал тенгламанинг! (р) =  0 нинг илдизларига, яъни 
Ар А2, . . . , %п, Хк Ф  Ар к Ф  ] ларга мос келган ечимларини

г, =  еМ (6 .10)
дейлик. Бизни (6.7) формула %щщпй ечимларни бериши учун ком­
плекс узгармасларнинг кабул киладиган ^ийматлари кизи^тиради.

Фараз этайлик: z¡ =  z2, > ?2é-l Z2k' =  zu / = 2 6 + 1 ,  . . . ,n.

Бошк.ача айтганда, (6.10) функциялардан 2k,k  <  - j -  таси ^ушма
комплекс функция булибл долган ( п— 2к)  таси ха^ш уш  функциялар- 
дир.

6.1- л е м м а .  Агар (6.7) формулада цушма комплекс ечимлар 
олдидаги коэффициентлар цам цушма комплекс булиб, хщ щ и й  ечим­
лар олдидаги коэффициентлар цацикий булса, у  %олда тегишли 
формула хщ щ ий ечимни аницлайди.

И с б о т. Б и р о р z2S_ , =  z.,s (1 <  5  «5 k) му носабатни олайлик. У

Холда z2S =  e'2S‘ булади. Агар A,2S=  a2S+  tv2S десак: z2S —

=  e l2si (cos v2S t +  i sin v2st), z2S_[ =  е"25‘ (eos v2¿¿ — i sin v'2St).
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Энди C2S • C2S т  i C2S, C2S_ , o 2S i C2S булса,

C 2 S - l  +  C 2Sek2S‘ =  ( C 2 S ~  ‘  С « ) 6“ 25'  ( C0S V  ~  ¿ SÍI1 V )  +

+  ( C 2S +  '  C 2s) б '12б/ ( C0S V2S¿ +  * SÍn V2 =

~  1^25 ^ 0S V2S ^ ^"25  ̂ S*n  ^2 5  C<̂  V2S O
4- C2S eos V2¿¿ — c ¡s sin v2s/ — i (C¡s  sin v2S t - f  C"2S eos \ 2S t)} —

=  eM2S* (2C2Scosv2St — 2C2Ssinv2s¿) булади. Охирги ифода хакМ и й
функциядир. Бундан ушбу 
k k

2  ( C 2S-1 e " 2£_ I +  C 2S e" 2S<) =  2  ^ 2S<( 2 C 2S C0S' V  ~  2 C 2S Sín V2S0 
S = 1  S =  1

(6.11)
муносабаткинг уринли экани ва унинг унг томонидаги функция хаци- 
ций экани келиб чикади. h2k+l, . . .  , Кп лар хак>ик,ий булгани учун 

кикий C2k, v  . . • , Сп козффициентлар орк^али тузилган

йиганди Xa м хаНик.ий булади.
Шундай килиб, ушбу

2 =  Í ( C 2S_ ie ,k2S- 1, +  C2/ 2S,) +  2  Cs e s * (6 .12)
s = i  . S = k + l

функция хскикийдир. Лемма исбот этилди.
Дак^гьип Со, С2 0) . . .  , ^°k} ^ 2* ^ 2-2’ » ^ 2k коэффициент- 

лар ихтиёрий булгайи учун (6.11) муносабатдан фойдаланиб, (6.12) 
формулаии куйидаги

к п

z =  eos v i  Ч- С] sin V. í) +  2  С .eV  (6.13)
>=1 . í=*+ i

куринишда ёзиш мумкин. Унда п та ихтиёрий хак.икин
с j, с2, . . .  , с к, СрС2, . . .  , с А, . . .  , сп

узгармаслар катнашган.
Бу (6.13) формулага (6 .1 ') тенгламанинг козффициентлари хаки- 

кий булганда унинг фундаментал еиетемаеини топиш нули билан хам 
келкш мумкин. Текшириш кийин эмаски, ушбу

i к< .е ecsv2 í, е eosv4 r, . . .  , е cosv2/¡r,
m í . , М  . , V-2 к1 ■ iе sin v2r, e s¡nv4r, . . . , e s i nv2&r,
H2A+1¿ /2*+2< M

(6 .14>

функциялар ~  c e  < / < ; - ) -  oo интервалда ( 6 . Г )  тенгламанинг чизик,ли 
эркли ечимларидан кборат. Демак, улар .(6.’Г ) тенгламанинг фунда-
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ментал системасини ташкил этади. Шунинг учун умумий ечимни
(6 .13) куринишда ёзса булади.

Равшанки, характеристик тенгламанинг барча илдизлари ^а^ик;ий
П

булганда умумий ечим z =  2 * ^ i e (С, — хакщ ий, К. — хаки^ий)
i=i

куринишда ёзилади.
' - k

1 - э с л а т м а .  (6 ЛЗ) ф ормуладаги  би ри нчи  й и ги н д и н и  ^ P t e  * cos (v¿ f-f-
2 = 1

-\- a ¡), pi >  0 ка би  ё з и ш  ц ац  мумкин. У н да  a ¡  (i =  3,2, . . .  , А) лар ихт и ёрий  
у з га р м а с .  Б аъ зи  уолларда  т у  ЩритШ цул айр оц  булади .

М и со  л л а р .  1. Ушбу г — г =  0 тенгламанинг умумий ечими топилсин, 
Аввал умумий комплекс ечимни топайлик. Х арактеристик тенглама р2 — 1 = 0  
куринишда булиб, илдизлари р х = — ! ,  р 2 =  ! булади.

Берилган тенгламанинг ихтиёрий комплекс ечими г  =  Се~1 +  d e 1 ~  (С г 4 -  
+  * С2) e—í +  + i d 2) é  (Ci, С2, d x, d 2 — ихтиёрий ^а^и^ий) куринишда ёзилади. 
Х.апшуш ечим эса характеристик тенгламанинг илдизлари рх =  — 1 . р 2 =  1 ^а^и- 
■¡\ий булгани y 4 VH г = - С 1 е~ 1 +  d l e t (C1d l  — ^ак;и^ий) куринишда б ул ад и .

<•»)
2. Ушбу г  — г  =  0 дифференциал тенгламанинг умумий ^а^и^ий ечими топил­

син.
Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси р4 — 1 = 0  булиб, унинг илдизлари 

p ¡ 2. =  r t  i, р 3 4 =  =Ь 1. Умумий комплекс ечим
2 =  С: e lt +  С2 4 - С3 +  С4 e t (С,, С2, С3, С4 — комплекс) куриниш га 

э га . Умумий ^а^икий ечим эса (6.13) ф ормулага” кура
г  =  Cj cos t +  С2 sin  i  +  C 3 +  C4 e* (C t , C\, C3, C4 — ^а^и^ий) каби ёзи ­

лади. 1- эслатмага асосан, уни яна
г  =  р cos (t  +  а )  +  С° ( +  С4 e f  (р >  0 , а ,  С®, С\ — .^а^и^ий) куринишда 

<ззиш мумкин.

И. L (р) куп^аднинг баъзи илдизлари каррали. Характеристик 
кугц ад  L (р) — рп + aL рп~1 +  ... +  ап_{ р +  ап турли илдизларга эга 
булган холда L (р) z — 0 тенгламанинг п та чизикли эркли ечимла- 
рини курсатиш мумкин булган эди. Агар L (р) кугцаднинг баъзи 
илдизлари каррали булса, турли илдизлар сони т<_п  булади. Шу­
нинг учун еи  куринишда т  та ечим ёзилса, долган п — т та ечим- 
нинг куринишини излаш лозим булади. 1\уйидаги теорема бу масала- 
пи ечиб беради.

6 .3 -  т е о р е м а .  Бизга п- тартибли чизицли бир жинсли узгар-  
mac коэффициентли (6 .Г )  тенглама берилган булиб, тегиилли ха­
рактеристик L(p)  купхад турли  Х1( к2, ... , Кт илдизларга эга 
булсин. Бунда илдиз k ¡—каррали (/ =  1, 2, ... , гп) булсин де-  
сак, k1 Jr k2+  .. .  +  km — п булади.

Ушбу



ф ун щ и ялар— о о с ^ с '+ о о  интервалда аницланган б$либ,  (6 .1 ') 
тенглатанинг ечими булади.  Шунга ухшаш

z =  C 121 4- C 2 z2 +  . . .  +  Cn zn (6 .16)
функция ихтиёрий комплекс Сх С2, ... , Сп узгар'маслар учун  (6 .1 ') 
тенглашанинг умумий комплекс ечими булади.

Теоремани исбот этиш -учун аввал иккита леммани келтирамиз.
6 .2 - л е м м а .  Агар L (р) — ихтиёрий п- тартибли купхад, X— 

ихтиёрий комплекс сон, f  (t) — етарли марта дифференциалланувчи 
ихтиёрий функция булса, у  У̂ олда ушбу

L(p)  (eu f ( t )) = e u  L(p + X)f (() (6 .17)

формула уринли.  У ни силжиш формуласи дейилади.
И с б о т . Бу формулани L (p ) =  p булганда осонгина чикариш мум- 

кин. Дакикатан,

р (еи  / ( t)) =  Xe}Jf ( t )  +  eu f ( t )  =,eu  (X f (t) +  p f  (t)) = e%i (p  +  X) f (t). 
Агар L (p) =  a p +  b, а ф  0 булса шундай иш тутамиз:

(ар +  Ь) (e%t f  (0 ) -  ар (eXi f  (t)) +  beu  f  (t) =  aeu  (p + X)f  (t) +
+ bextf ( t )  = e u [a(p + K)+b] f ( t ).'

Шундай цилиб, (6 .17) формула L(p)  купхад тартиби п =  1 бул­
ганда исбот этилди. п-  тартибли купхад учун (6,17) ни исбот этиш 
учун математик, индукцияни к.улланамиэ. Уша формула (п — 1) -  
тартибли (п :> 2) купхад учун уринли булсин, дейлик. У холда 
п- тартибли L (р) купхад учун (6.17) формулани исбот этамиз. L (p)  
куп^адни L (р) =  Lx (р) L2 (р)  куринишда ёзгмиз. Бунда Ь1(р) купхад 
биринчи тартибли, ¿ г (р) эса ( п — 1)- тартибли купхад. Фараз буйича 
Lx(p)  ва L2(p)  куп^адлар учун формула тугри. Шу сабабли к,уйида- 
гига эгамиз

L (р) (e%t m  = L2 (р) (ем }( t ) )~ ¿ а (р) [ i J l 2 (р +  X)f (t)) =
■ =  L1(p ) ( eu  F (t)), F(t )  = L2(p + X)f(t)

ёки
I  {P) f  ( 0 )  =  lx  (P) F (t))  =  eXi Ll (p +  X)F (t) =

=  eu  h  (p + X) l 2 (p +  X) / (0  =  eu  L(p + X)f (t).
(6.17) формула исбот булди.

6 .3 - лемма. Агап L(p)  K(jn%ad р сижолга  нисбатан ихтиёрий 
купЦад, b)r (t) эса ушбу  соr ( t )= L( p) t reM (А, — комплекс сон) форму­
ла билан аникланган цациций аргумент t нинг ф унщия си  булиб, ,  
Хсони L(p) куп^аднинг каррали илдизи булс а , У %олдa io0(t)ssO,  
сох(/) == 0, ... , coA_ j ( i )  =  0 айниятлар Гринли; аксинча, агар со0(/), 
со1(t), ... , сол,_1 (f) фунщиялар  t нинг t = t0 цийматида нолга 
тенг, яъни

«о  (*о) =  “ 1 (¿о) =  ••• = ® * _ 1 ^ о ) = 0  (6 -18>
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брлса , у  \олда X сони  L(p) куп.^аднинг  s(; >  k) каррали илди зи  
б улади .

И с б о т . 6 .2 - леммага Kÿpa f  (t) =  tr булганда

со, (t) =  L (p) f e xt =  ext L(p +  X) t r (6 .19)
лемманинг бирннчи к,исмиии исбот этамиз. X сояи L(p)  кугтх,адчинг 
k каррали илдизи булсин. Унда L (р) ни L(p)  — М (p ) (p  — I )  k(M (р)  — 
тартиби (п — k) булган купхад) куриниошда ёзиш мумкин. Агар р  ни 
р +  Х га алмаштирсак,

' L (p +  X) =  М (p +  X) pk (6.20)

формулага келамиз. L(p +  X) учун толилган бу ифэдани (6 .19) га
^уямиз:

<s>r (t) =  eu M (p  +  X)(pktr), г - 0 ,  1............ k -  1.

Ammo pk f  — 0 , чунки r< .k .  Шулилг учун со, (t) =  0, r  =»Ô,l, ... , 
к  —  1.

Энди лемманинг иккинчи ^исмини исбот этайлик. (6 .18) сонли 
тенгликлар ;уринли булсин. Рав ланки, L (р +  А) =  (р  +  Х)п +  аг (р  +  
+  Х)п +  .. . +  ап_х (p +  X) +  ап. К,эвглар:ш очаЗ чл:\иб, ^осил 
булган  куп^адни

L(p +  X) = b0 +  bi P +  ... +  bn_ lPn- ' + p n, bn =  1 (6 .2 1 )

куринишда ёзамиз. Энди г =  0 булсин. У ^олда t = t0 да (6 .19) дан

a 0(t0) =  e v °L(p +  X). 1, / ( 0 - 1

ёки L (p +  1)-1  +^о булгани учун ((6 .2 1 ) га кура)

(̂ о) =  е  ° о̂-
Аммо (6.18) га кура coa (í0) = 9 .  Д ем ак , Ь0 — 0. Шунга ÿ x u a u i, 
b0 =  b1=  ... =  br_ , =s 0, г  <  k— 1 булсин дейлик. У ;рлда (6 .19) 
ва (6 .2 1 ) ларга кура:

<в,(/0)

Бундан (6.18) га асосан 6Г =  0 келлб чи:<;ади. Шундай ^иляб,

=  =  ••• =  b k- \ ~ 0  в з  ^ ( Р  +  к у п х а д  у л э у  L ( p  +  A ) = »

=  ^ +  bk+lpk+1 +  ... -ь ьп рп = ( ь к + ь к+1р +  ... +

+  bn pn- k) p k =  M l ( p ) p k 
куринишга эга. Энди р  ни p — X га  алмаштирамиз:

L(p) = M1( p - X ) ( p - X ) k.
Бу ифодадан p — X сони L (р) куп^аднинг карраси k дан кам булма- 
ган илдизи экани келиб чи^ади. Кайд циламизки, ML (р  — Я,) купхад
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учун Я яна илдиз булиши э^тимели бср. Бу, масалан, bk =  0 б^л- 
г анда содир булади. Лемманикг кккинчи кисми хам исбот этилди. 
Д ем ак , лемма тула исботланди.

Энди 6.3- теореманинг цсботига утамиз. 6.3- лемманикг биринчи 
к,исмига асосан (6 .15) функдиялар L (р) z — 0 тенгламанинг ечими 
булади. (6 .16) формула умумий комплекс ечим эканини исбот эта-
миз. z =  z*(t) функция (6 . 1 ')  тенгламанинг z*(t0) — z0, z*(t0) == z0,

(n—1) ( n - l )
. . .  ,-z* (t0) = zо* бошлангич шартнн каноатлантирувчи ечими булсин. 
Бу ечим — оо <  х <  +  ос интерЕалда аникланган. Си  С2, . . .  , Сп 
комплекс узгармасларни топиш учун ушбу

(s) (s) (SI

Сх z1(t0) +  C2 z¿(t0) +  ... +  Ca zn (t0) 
s =  0 , 1 , ... , n — 1

(s)
= Z„.

системага эгамиз, Бу система дан Сь  ... 
ларини топиш учун унинг детерминанта

d =
z,

(*о)

0 о)

( g  

c g

(6 .22 )

Cn ларккнг яги : а цкймат-

zn ( g  

( g

( n - l )

« i ( g
(n-l)
г2 i ( g

(n-l)
( g

нолдан фар^ли булиши етарли. Фараз этайлик, d =  0 булсин, яъни 
шу детерминантнинг масалан, йуллари чизикли бстлкк. У хслда бу 
детерминантни шундай узгартириш мумкинки, натижада .\осил бул- 
ган детерминантнинг у ёки бу ñwi элементларй нолга тенг булади.

и— i
Даки^атан, шундай 1 =  Ь0, Ьг , ... , kn_ v  ^  узгармасларни

i=о.
оламизки, 1'- йул элементларини Ьп_ { га , 2- йул элементларини 6П_ 2 
га, ... , охирги йул элементларини b0(h0 =  1) га купайтирибцушсак, 
натижада хосил булган детерминантнинг масалан, 1 - йул элементларй 
нолга тенг булади. 1 - йул /- устун злементини ёзайлик:

■ %  V o )  +  ¿ i  V *  ( д  +  -  +  Ьп_  2 z , ( g  +  bn̂ Zj(tü) — 0 .
Бу сонли тенгликни яна

M (p )z ¡  |/=/or=0, j - 1 , 2 ,  ... , п  (6 .23)

деб ёзса булади. Унда Ж (р) — pn~l +  р”-2  +  ... +  Ъп-ч  р  +
- f  bn_ x. 6 .3 - леммага кура (6.23) дан / = 1 ,2 ,  ... , к\ булганда 
сони М (р)  купхадкикг кгмкда 1\ каррали, / — кг +  1, А’а +  2. ... , 
kL +  k2 булганда Я2 ссни М (р) нинг ками-да каррали илдизи, шун- 
г а  ухшаш мулохаза билан, сони j  — /?: +  к2 +  ••• +  ^т- 1 +  
+  1 , ... ,\кг +  к2 +  и булганда AÍ (р) куп^аднинг ками-
да  km каррали илдизи гкани келиб чикади. Бундан М(р)  куп^ад
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тартиби п — 1 булишига карамасдан камида п та илдизи бор деган 
хулосага келамиз. Бу зиддият й =  0 деган фараздан чикди. Демак,
(6 .22) системанинг ечимини С°, С°2, . . .  , С°п десак, >

П .

2* ( 0 =  1 с ,М ‘ )
1=1

формулага келамиз. Теорема исбот этилди.

2 - э с л а т м а .  (6.1У) тенгламанинг умумий комплекс ечими (6.16)  формула 
билан ёзилса цам уни амалда цулай курчнишда, яъни

г  (/)  =  (О ех,< +  /2 (0  +  . . .  +  /,„ (/) '  №-24)

формада ёзиш мумкин. Бунда /у ( 0  — тартиби  — / ¿»он квд>и булмаган к$п- 
цад бЦлиб, унинг коэффициентлари цар бир ечим учун тЦла аницланади.

Агар 1 ( р ) г  =  0 тенгламанинг коэффициентлари Цациций уз гар-  
тас  булса, курилаётган ^олда хам тенгламанинг комплекс ечимлари 
ичидан % щ щ и й  ечитларни  ажратиб олиш масаласини к,уйиш мум­
кин. Бунда  6.1- леммага ухшаш леммани келтириш ва  исботлаш 
м у ш и н .  К,уйидаги муло^азалар фикримизни тасдиклайди.

Фараз этайлик,

А-1 — Я2, =  Х4, . . • , Я25_| =  Х2з,

^ 2а+1 =  ^2з+ 1 ...............^т~ г

Куриш кийин эмаски, ушбу е  2,-1 ва * е 2/ 1 , 6  =  0 , 1, . . . , 
к2]_ х — 1 ( / = 1 , 2 , . . .  , « )  функциялар узаро цушма комплекс^ечим- 

ларни ташкил этади. Агар 6.1- леммада айтилгани дек, ш у цушма 
комплекс ечимлар олдидаги козффициентлар хам ^ушма комплекс сонП"
булса, у  холДа 2 — 2  г ‘ Ф°РмУла ечимни беради. Хак,и-

1=1 ■ т •
^атан, Я2/_ , =  ц2/_  1 +  I у2Ь, , С 2/_ , =  С ’Ь1  +  * Сц- \ , С2/_ ,  =  С2( =

=  С2/-1 — / булса, содда ^исоблашлар С2)._1 ¿е —1 ‘ 4 -

+  С 2(_ .  *б ё^ ~ 1((2С’21_ 1 cosvr¡_ l 1 -2 С [,и  8 ш у 2, _ , 0

эканини курсатади. Бу охирги ифода хаьдаий функция. Д ем ак , (6 . Г ) 
тенглама учун курилаётган ^олда ушбу

9 ^¿¡—l

2  2  (С2,_ , ?  ‘ + С 2,_ 1 ^ / 2/ -»<) =

9_ * а м  , (6.25)
= 2  2  ^  е'Л2Ь1 г (2 с 2ы со5 * - 2 с ’2/- 1 51п у 2/_ 1  о  

/ = 1  6 = 0

формула уринли. Энди умумий ^ак^кий ечимни ёзиш м умкин :
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2 34 2  2  t& e L2¡~1 ¿ (2 С2Ы eos v2/_ , t -  2 C'r¡_ { sin v2/_ , t) +
¡=i e=o

(6 .26)

+ [  W . / ! ,+ ' '  +  ^ ' +  • ■ • +  f ,„  (0  '  ] .

бунда f k (t) функция тартиби ^  — 1 , q =  2 s, . . . , m  дан юцори
булмгген хацик.ий коэффициентли куп^ад.

Бу формулами яна ушбу.

2 =  2  2  ^  е"2Ь ‘ ' Р2/-1 C0S (V2S- 1  1 +  +/=1 6—0
т

+  2  U 0 * * 7 ', P2S-1 >  0 (6-27)
/=2s+l . 1

куринишда хам ёзиш мумкин.
Бу формулада п  та ха^икий узгармас ^атнашган, чунки ундаги 

биринчи йигиндида 2 k 1 + 2 k .á  +  . . .  +  262s_ , та, урта цавс ичида 
эса k2s+l +  k2s+2 +  . . .  +  km та ихтиёрий узгармас булиб, к г +  kz +  
+  . .  . +  km =  п  ва kx — kír k3 =  kt , . . . , k2s_ t =  ks булгани учун 
2 k t  +  2 k a  +  . . .  +  2 ft2s_ , +  k2s+í +  k2s+2 +  . . .  +  km — n  б^лади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

iz  +  2 z+z— 0

генгламанинг умумий комплекс ва хаь;икий ечимлари топилсин.
Характеристик тенглама

L (р) =  р3 +  2р2 +  р  — 0

куринишга эга. Ундан Aj =  0, %2 3  =  — I, демак, умумий комплекс ечим: г а  
<=Ci +  (С2  +  C3t) Clt С2, С3— комплекс сонлар,'чунки X = —  1 икки каррали
илдиз ва ечимлар системаси:

г х =  1, г2 =  e~ f, z3 =  t e~ f ,

Умумий ^ а вд и й  ечим ^ам шунга ухшаш г =  С, +  [С2 +  с\ t) г ~ 1 (С1, ’С'2>

С3  —  ^аци^ий сонлар) куринишда ёзилади.';
2. Ушбу

(В) О, . 
г  +  2 г  + г  =  0

теегламанинг умумий комплекс ва хаки^ий ечимлари топилсин.
Мос характеристик тенглама

L (р) =  р6 +  2 р3 +  р  =  0

ш унинг илдизлари рх =  
i икки каррали. Энди умук

г  =  Сг  +  (С2 +  C3t~eu  +  (С , +  C,í) е~ и .

булиб, L (р) =  р (р2 +  I )2 дан унинг илдизлари рх =  0, р2 =  i¡ р3 =  — I. Бунда 
р , =  » ва Рз =  — / илдизлар икки каррали. Энди умумий комплекс ечимни ёзамиз:
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Умумий хаки^ий ечим эса (6 .26), (6.27) формулага асосан 

г  =  C j -! (С2 -р  С3 t) cos t "h(C^ Cg t) s in  t

ёки
z =  C j +  P i cos (t +  a x) +  i  p2 cos (t  +  a 2) , pt >  0 , p2 >  0  

куринишда ёзилади.

3 - § .  ЧИЗИК ЛИ БИР ЖИНСЛИ БУ.ПМАГАН УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТДИ
ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу
(л) (л— 1)
z +  а г z . . .  ап—1 z -|- ап z =  F (t) (6.28)

дифференциал тенгламада аг , о2, . . .  , ап узгармас.коэффициентлар 
булиб, F (t) бирор / интервалда аникланган узлуксиз функция бул- 
син. У х°лда, биламизки, берилган тенгламанинг ихтиёрий ечими 
мавжудлигининг максимал интервали шу I интервалдан иборат бу- 
лади. Бу бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини топиш 
усуллари бизга маълум. Агар (6.28) тенгламанинг бирор хусусий 
ечимини билсак, шу тенгламанинг умумий ечимини ёза оламиз. Да- 
кикатан , тегишли бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини доим 
топа оламиз, чунки унинг коэффициентлари узгармас ва L (р) =  0 
тенгламанинг илдизларини топа оламиз. Энди 5.10- теоремани кулла- 
ниш ь;олади. М азкур параграфда (6.28) тенгламанинг унг томони, 
яъни F(t)  функция махсус куринишда булганда хусусий ечимни из- 
лаш/ билан шугулланамиз, Аник.роги, F (t) функция квазикупхад  
(квазиполином) булган ^олни курамиз.

5- бобдан маълумки, агар %lt Х2, . . . , Хт комплекс сонлар,
• • • . fm if) Функциялар t  га нисбатан куго^адлар булса, 

у  ^олда ушбу

F (t ) ~  h  (0  +  ¡ ¿ t )  +  • • • +  /,„(/) е %т ' (6.29)

функция квазикупхад  дейилади,
Энди F(t)  квазикупхад булганда

L(p)z — F ( t )  (6 .28 ')
тенгламанинг хусусий ечимини z*(t) десак, бу ечим ушбу

L (Р) г  ~ f . *, f =  1. 2 ...............т  (6.30)

тенгламаларнинг мос хусусий ечимлари z\ (t), z\ (t) .............. zni ( t )  йи-
m

гиндисидан иборат, яъни г* (t) =  J r  z* (t). Шунинг учун муло^йза-
i=  1

ларни F(t)  =  f ( i ) e l булган ^олда олиб бориш етарли. Асосий нати- 
ж а  куйидаги теорема билан берилади.

6.4- т е о р е м а .  -Ушбу
L(p )z  — I (t) е 4 (6 .31)
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б и р  жинсли б  у  ¿таган тенгламани курайлик, ун да  f ( t )  tcÿtvçad t e a  
нисбатан г- тартибли  куп^ад,  Я — комплекс сон. Агар L (Я) Ф  О 
бС/лса, 6 =  0 ва L (Я) =  0 б£/лса, Я 'с они k каррали илди з  бул син .  
У ф л д а  (6.31) тенглашанинг

z==tkg ( t ) e *  (6 .32)
KijpuHuiuda хусусий ечи'ми таежуд, унда g ( t )  купХад г-т арт ибли  
нсмаълум когффициентли куп^ад. Бу  g ( t )  куп^аднинг коэффи- 
циентлари нсмаълум коэффициентлар ж т оди  билан топилиши  
яуткин.

И с б о т . f ( t )  ва g ( t )  кугцадларни

f ( t )  =  a0f  4- f*(t). (6.33)
/* (t) =  a/ ~ l + ----- +  аг_ , t +  art

g  ( 0  =  V r +  g*  (/),
g * (/) = bt f - x +  . . .  +  br_J t +  bt (6.34)

к$-ринишда ёзамиз. Энди Я сони L (Я) =  0 тенгламанинг k каррали 
нлдизи булгани учун L(p)  кугцадни

L (p ) =  A í ( p ) ( p -  Я)* , (6.35)
каби ёзиш мумкин. Фаразга кура, М (Я) Ф  0. Акс ^олда, ^ сони 
k дан купрок каррали булар эди. Агар (6.32) функция (6.31) тенг­
ламанинг ечими бÿлca, L (р) (е11 t k g  (t)) — e iL(pJr ’k)tk‘ ,g ( t )  =  e l<f  ( f ) “  
шарт бажярилиши лозим. Бу шартни яна .

L(p  +  K)tkg ( t ) = ' f ( t )  - ( б Щ
куринишда ёзиш мумкин. Энди М (р) да р ни р  +  Я га алмаштир- 
сак , М (р +  Я) куп^адга эга буламиз. Равшанки, М (р +  Я) | 0 «  
ев М  (Я) Ф  0. Шунинг учун М (р 4- Я) ни

AÍ (р +  Я) =  AÍ (Я) 4- М* (р) р  (6.37)
деб ёзамиз. (6.35) да р ни р 4 -  Я га алмаштирсак,

L (р +  Я) =  М (р 4- Я) pk =  М (Я) р* М*(р) рш  (6.38)
муносабатга келамиз. (6 .33), (6.34), (6.38) лардан фойдаланиб, (6.36) 
шартни к.уйидагича ёзамиз. Аввал (6.36) нинг чап томонини узгарти- 
рамиз:'

L (Р +  Я) tk g  (t) =  L (p  4- Я) tk -(b0 f  4- g* (t)) «
=  L (p 4- Я) b j  4- L (p +  X)tkg*( t )  =*

=  b0 [M (Я) pk +  M* (p) pk+l] tk- f  +  L(p  +  X) tk g*  (Í) =*
=  b0M (Я) pk tk+r 4- b0 M* (p) Pk+l tk+r 4 -L (P  +  Я) tk g* (t). 

Шундай (\илиб, (6.36) шарт бундай ёзилади:]

Ь0 М (Я) рк tHr  4- b0 M* (р) pk+l tk+r 4- Ц р  4- Я) tk g * (0  =*
= a0tr +  f* (t). (6.39)
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Унг томонда i r нинг коэффициент аа. Чап томонда р t  r =  (k +  
+  г) (k +  г — 1) . . .  (r +  \)tr булгани учун тегишли коэффициент 
b0M(k)(k +  r)(k +  r  — 1) . . . ( г '+ 1) булади. Бу коэффициентларни 
тенглашТириб b0M (X){k +  r)(k  +  г — 1) . . . {г +  1) =* а0 ни, ундан 
М (к) Ф  0  булгани учун Ь0 ни бир ^ийматли топамиз, яъни:

Ьп ----------------------------^ ---------------------- . (6.40)
0 (k +  r)(k +  r -  1) . . .  ( г + \ ) М ( к )

Агар Ь0 шу (6.40) формула билан топилди десак, (6.39) муносабат 
ушбу

Ь0 М* (р) pk+l t k+r +  L (р +  A) tkg * (t) -  Г  (О

£ (Р +  А)g * (0  -  /* (t) -  bQМ* (р) P k+X tk+r (6.41)

куринишни олади. Бу тенгликнинг унг томонида ( г — 1)- тартибли 
маълум куп^ад. чап томонида эса ( г — 1) - тартибли номаълум куп- 
Хад турибди. Шу (6.41) муносабатга яна аввалги (6.36) муносабат 
учун бажарилган амалларни к;уллансак, t r~l нинг олдидаги коэффи­
циентларни тенглаб Ьх ни бир к,ийматли топамиз. Шунга ухшаш, 
Ь2. . . .  , Ьг_х ларни хам бир цийма-тли топиш муь-кин. Бу мулоха- 
залар (6.31) тенгламанинг (6.32) куринишда ечими борлигини исбот- 
лайди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу г  +  г  =  2 i2— 1 тенгламанинг хусусий ечими то- 
пилсин.

Тенгламанинг унг томони нккинчи тартибли кугц ад  булиб, у  квази кугц ад - 
нинг хусусий куринишидир. Бунда / (/) = 2/3 — 1, к = 0 . Мос бир жинсли тен гла­
манинг характеристик тенгламаси L (р) =  р2 -f- 1 *= 0 , к l 2 =  ~ i  илдизларга эга . 
6.4- теоремага кур а  k =  0, к — 0, т =  2 ва хусусий ечим

[г =  Ь0 № -|- 6]/ -f- Ь2

куринишда изланиши лозим. (6.36) шарт ^уйидагича ёзилади:

[(р +  к ?  +  1] ( V 2 +  V  +  Ь2) =  2t* -  1
ёки

(р2 + 1) (baP  +  b1t  +  b2) - - = 2 P - l
ёки

260 +  V 2 +  b1t +  b i  =  2 t»—  1-

Бундан 2Ь0 +  Ь2 =  — 1, Ъх — 0 , Ьа — 2

келиб чи^ади. Ш ундай ^илиб, Ьд =  2 , =  0, Ь2 =  — 5 ва хусусий ечим г  — 2t% — 5 
функциядан иборат. Берилган тенгламанинг умумий ^а^ик;ий ечими

г =  Сх cos t +  С2 s in  t +  2 i2 — 5
куринишда ёзилади.

2. Ушбу г  — г = 2 е 1 тенгламанинг хусусий ечими топилсин.
Бу тенгламада F (t) = 2 е ‘ булиб, / (¿) =  2, А, =  1. Мос бир ‘жинсли тенглама­

нинг характеристик тенгламаси L (р) =  р2 — 1 = 0  булиб, к , =£ 1. 6 .4 - теоре­
м ага  к у р а  k — 1, r  =  0, А =  1. Шунинг учун хусусий ечим

z = V / ,  g (0  = *o
12—2455 (  \П



куринишда изланади. Б у холда (6.36) ш арт цуйидагича ёзилади:
[ (р  +  I ) 2 — 1 ] =  2 ёки Ь0 (р2 +  2р) i  — 2  ёки 2 Ь0 =  2 .
Бундан ft0= l .  Д ем ак , 2 =  t e 1. Ш укинг учун берилган тенгламанинг хлкикий уму- 

ыий ечими

г  =  С ^ - *  +  C ¡e f +  t é
каби ёзилади.

3. Ушбу г  - j - г  — / cos2 тенгламанинг хусусий ечими топилсин.
Тенгламанинг унг томонини узгартирамнз:

„ t / 1 +  cos t  \ 1 1 
F U )  =  t cos2 —  =  t\ --------------  =  —  t  ------- t eos t.

2  V 2 / 2 2

1 1
Аввал L (p) z =  — t  тенгламанинг, сунгра L (p) z =  — t eos t  тенгламанинг x ycy-

1
сий ечимларнни топамиз. F\ (i) =  — t булсин. Равш анки, L (p )  =  0 тенгламанинг

илдизлари Xj 2 =  — í- 6.4- теоремага кур а  k — О, Л =  0, г  == I , / (¿) =  -^  ШУ* 
нинг учун хусусий ечим

гх = ¿о / +
куринишда изланади. (6.36) шарт бу ^олда куйидагинй беради:

[(р+ o)2+ i]  (У  + ь,) = ~  t.

i i i
Бундан V  +  =  — t  ёки 6 0 =  , Ьх =  0. Д ем ак , г г =  — t.

Энди (Í) =  í  eos í  булсин. Бу ^олда функциянинг куринишини Эйлер фо{*- 

муласидан фойдаланиб узгартирамнз. М аълумки:
e l t e~ le e >l— e~ lt

c o s  t = -------------- , s in  / = ----------------.
2  2  i

Демак, Г2 (t) =  — t é f -f- ~^te~U =  К  (0  +  ^ 2' А гаР г  (0  Функция L (p) z =  F2 (t) , 

L (p )  — p 2 -\- 1 тенгламанинг ечими булса, z (I) (z ( t )  нинг кушмаси) функция

L ( p ) z  =  F ¡  ( t )

тенгламанинг ёчими булади. Б у равшан. Шунинг учун бу тенгламалардан бири&. 
чисини куриш етарли. Ш ундай ^илиб,

z +  г  =  —  Lelt 
4

тенгламани курамиз. Бу >>олда т =  1, k =  1, i ,  / (t) — t. Д ем ак , 6.4- теоре­

м ага  кура хусусий ечимни

z2 =  t ( b 0t + b i )  е "  

куринишда излаймиз. (6.36) шарт куйидаги куринишпи олади:

1(/> + /)г + П  í ( V  +  *i) = T<4
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(ра +  2 p i )  ( V a +  bt t)  ~= t.
4

еки

Цавсларни очиб чи^сак:

бундан

2^о +  460 [Y +  26^  =  — <, 
4

1 1
Wf) —  *—' ¿} :l¡= •

16 1 16

Ш ундай ^илиб, г2 = ^ — i  И 4* e lt . Равшанки, L (p ) z = f "2 (<) тенглама.

• __ 1 ,Л 1
нинг хусусий ечими г2 =  г 2 =  í  — i t  +  ~ е ~ и  булади. Энди / 2 =  —• t

V16 16 / 216 ”  ‘ 16 '  I ~J "~~............. ..  '  2 2 ' C°s
булган  ^олда хусусий ечимни топиш учун  г 2 ва г 2 ларни кушиш лозим:

г2 + 22 = ^  ( * ~ <20  е«  +  ±  +

=  ^  t ( e lt +  e~ l ‘ ) -  t2 i  ( e lt -  e~ lt ) =  

í  e lt 4~ e ~ lt t2 e lt — e ~ lt t  t*
”  7  ~ ¿ “ + ? — — ■ Т ю* ' + Т * |п'-

Ш ундай цилиб:

/ , i2 
*2 — cos t +  —  sin  t.

г  =  zx 4* z2 =  — t +  — t eos ¿ +  — t2 s in  í .

Д ем ак , берилган тенгламанинг хусусий ечими
1 1 1

— t +  — t cos i 4—
2 8 8

умумий ^а^ик;ий ечими эса

г =  Сх cos / 4- С2 s in  ¿ 4 - “  t  4 - — t cos 1 4 -  * r  t2 s in  t .
2 8 8

3- э  с л а т  м а. Агар F (/) ф ункци я  ц уй и да ги

F (/) =  s in  t - c o s  2 t - e i l  

к у р и н и ш да  б у л с а , б у  ф у н к ц и я м  к з а з и к д щ а д н и н г  умумий ш я к а и д з  ё з а  миг.

pit __ g~—it giit _j_ 2í̂
F ( t )  = p it_

2 i

=  — - 7  t e (4+3,)< -  -  i  е (4~ г)'  4 -  -  / e(4+i) 4 - ¡  e(4—3 i) ' .
4 4  4 4

Б у мулохазалар L (p ) z  — F ( t )  тенгламада F ( l)  функция келтирилган ва щу„_ 
г а  ухшаш куринишларда булганда хусусий ечимни топишга б.4- теоремани ^Улла" 
яиш имконини беради.

М а щ ц . Ушбу дифференциал тенгламаларнилг хусуедй- ечими топилсин:
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Г*«' о/
1. z +  z =  cos<«e ,

2. г  —  г  ='sin_i-cos 2t;

3. г —  3 г +  З г  —  г  =  (/2 +  t) sin  t-e1;
ID ~

4. г —  г  =  t cos t e .

4- § . КОМПЛЕКС АМПЛИТУДАЛЛР МЕТОДИ

Еиз 3- § да (6.28) тенгламанинг хусусий ечимини танлаш усули 
билан танишдик. Бунда тенгламанинг унг томонидаги F (/) функция- 
нинг куриниши асосий роль уйнайди. Агар тенгламанинг коэффици- 
ентлари хаки^ий булиб, F(t)  функция гармоник булса, яъни F(t) =  
е= г  cos (со t +  а)  булса, у  холда

L (р) х — rcos(<üt +  а ) ,  г  >  0 (6 .42)
тенгламанинг хусусий счемккн кглаш учун комплекс амплитудалар' 
методини кулланиш мумкин.

Маълумки, ушбу

х +  <л"х =  0 (х — хакикий функция) (6.43)
тенгЛама г а рж н и к  осциллятор  тенгламаси деб аталади ва умумий 
ечими гармоник фуккциядгн ибсрат, яъни:

х — г cos  (со t +  а ) , г  >  0. , (&.44)

Бунда г  — тебраниш амплитудаси, а  — унинг бошлангич фазаси, 
со — хос тебраниш частотаеи дейилади. Бир секундда тебранишлар
сони v =  27t • (6.44) функция гармоник тебраниш процес сини  ифо-
далайди. Тебраниш процесслари техника ва физиканкнг, биология ва 
химиянинг хамда бошка фанларнинг турли булимларида мухим роль 
уйнайди. Шунииг учун гармоник процессларни чуцурро^ урганиш 
максадкда комплекс амплитудалар методининг баёнига утамиз.

1. Д аки^ий гармоник функция (6.44) билан бирга унга мос ком­
плекс гармоник функцияни, яъни ушбу

ре' “ ‘ ~ (6 .45)
функцияни хам курамиз, унда:

р =  /-ега , г > 0 .  (6.46)

Равшанки, г  =  |р|, р е 1 10‘ = г еНа1^а) =  r c o s ( a t  +  а )  +  i>sin(coi + а ) ,  
яъни (6.45) нинг хакдаий ^исми (6.44) функция билан устма-уст ту- 
шади. (6.46) комплекс сон комплекс амплитуда  дейилади.

Энди L (р) купхаднинг козффициентлари,хак,и^ий булсин. (6.42) 
тенгламани ечиш учун аввал

L(p)z = pe i a t  (6.47)
тенгламани ечиш тавсия этилади. Агар z = x-\- iy  шу (6.47) тенгла­
манинг ечими булса, у хслп,а х хам (6.42) тенгламанинг ечими'бу-
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лади. I(t(i>)=7^0  деб фараз этиб, (6.47) тенгламаг.ккг хусусий ечими- 
ни комплекс гармоник функция, яъни

z — o e i a t , а  =  ^ ‘ р (6 .48)
куринишда излаймиз. Бу функцияни (6.47) тенгламага куямиз, (6 .6 ) 
формулага кура:

бундан

Равшанки

о  L(i (ù)e = ре ,

а  v (6 -49>L (i ш)

s =  о =  •
L (г ю) ! | L (г со) |

Энди (6 .42) га с  га  р нкнг кфодаларинн купсак,
if» ге1 “(Гр 1 =2 ---------

L(i (ù)

формулага келамиз. Ундан s урнкга ккйматини куйиб, сунгра р нй 
топиш мумкин. Д емак, (6.48) функция тула аникланди. Комплекс 
амплитудалар методи ана шунден кбсрат. с иди хакикий ечимни 
яъни (6.42) тенгламанинг хакиккй хусускй ечимшш ажратиб олиш 
учун (6.48) функцияни бундай ёзамиз:

z =  o e i a l — se113 е ‘ “ ‘ = s e ‘ (<ü <+р) =  s ces (о / 4  р) +  к  sin (со t +  Р). 

Бундан курикадики, (6.42) тенглгмакикг хусускй ечими

х== и  COs(b^  + Р )| L о  со) |

куринишда изланиши лозим экан.
2. Баён этилган методни ташки гармоник куч таъсиридаги гармо­

ник осцилляторнинГ тенгламасига татби^ этамиз. Айтилган осцилля­
тор тенгламаси ушбуу

л: +  со? х — г  ccs (со t +  а )  (6 .50)

куринишда ёзилади. Бу тенглгкакикг \ p a ir  а тегишли комплекс тенг- 
ламани курамиз:

г  +<оЬ =  г е 1ш  + а). (6.51)

а) со^со^ У ^олда (6.51) тенглама z — a e l a t  куринишда хусусий
О Г 6^  ^  ^

ечимга эга. (6.49) формулага кура о =  —-— = —т,------, s ——-,------ .
L ( i  Сй) 05| — ш'- I CÛJ— Ш2|

Ш укккг учун (6.50) тенгламанинг хусусий ечими —

х — —~ — ■ cGs(coi +  |3) (6 .52)
| (ûj — ш2|
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куринишда ёзилади. Бунда Р сони ^уйидагича ани^ланадн. Ушбу

Г el Р _  Г i а 
j СО 1 —  Ш2 | (ù\  —  0 а

•тенгликдан 1) со^со булса, а  => р булади; 2 ) бÿлca,
— -—-  е1 е== — -— 7 е ‘ (“+л) дан р =  а  +  я  келиб чи^ади.
CÛ2— <Й[ СО2— 0)[

Бу халда (5.50) тенгламанинг умумлй ечими

X =  Г1 COS ((ùjt +  oti) +  , '  cos (cù t +  P)’
I Ш] — Ш2 1

каби ёзилади, унда /"¿cos (<aL/ -f- ce,) — йо г  блр жлнели тенгламанинг 
умумий ечими.

б) (о = % . Бу х°ДДа 6.4-, теоремага кура хусусий ечимни г  =э 
= o Liei(ùt (<тх— комплекс; сон) курининда изла л  лэзлм. (3.33) ]шарг 
f ( t )  — re i a , k = l , X  — i(ù, g (  t )= ( J i  булгади учуд хул ц аглч а ёз i- 
лади :

[(/? + i ш)2+  со2] a j  =  r e 1
бундан:

re1 “
1 2 icû '

Демак, тегилли хусусий ечим бундай ёзилади: 

r(en<*t+.a) riiet«i>t + a ) rt
г  = â i cos( ~ ï )  +  t'sin( - f ) ] x21 w 2а> 2(ù

y  eH < ù t+ a )_  r± ~ 1 l ' ¿ { (ù t  +  a) _  rt_ <«*< + « -  y-)
2 a  2co

Бундан (6.50) тенгламанинг со =  булганда хусусий ечямл ке­
либ чи^ади, яъни

х — — cos (са/ +  а  — — ) =  — sin (o )i +  а ) .
2со V 2  / 2м

Бу фэрмуладан куринадики, t ва^т ортган сари амллитуда чек-
сиз ортиб бэради. Ам\п рэал х?латларда амллитуда чексиз 
ортиб бэра олмаса-дэ, асбэбяяяг ёки бэнца бир ^урллманинг 
конструедиясига ^араб кунгилсиз хЭДисалар хам буллли мумкин. Б у 
Ходиса ре зонанс  цодисаси.  дейилади.

5- § .  ТЕБРАНМА ЭЛЕКТР ЗАНЖИРИ <
1 -б эб , 2 - §  да курллгая 3 - масала элекгр занжирига тегил1ли 

эди. Унда туртга иккя хуголиклардза тацкил топгая ёпих электр 
занжари курлллб, занждрдэ элгхгр тэхд I (t) нлнг ÿ 3rapnm хонунини 
топиш ма:аласи хуйилган эдя. /(/) функция учун ушбу
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иккинчи тартибли чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенг- 
ламага згамиз. Бу тенгламада Ь, Я, С лар мусбат узгармаслар бу- 
либ, мос равишда индуктивлик, к.аршилик ва сигимни билдиради. 
и  (¿) функция эса кучланиш манбаидир.

Дифференциаллаш оператори ёрдамида (6.53) тенгламани ёзамиз.

Ь р 2 +  Яр +  - Ц /(*) =  />£/(*)*>. (6 .53 ')

Бунда I  (р) =  ЬрЧ- Яр  +  Ушбу г ( р ) =  =  Ьр +  /? +  ^  
функция операцион царшилик,  унга тескари функция, яъни С(р)  =  
е= - "  - у ■ ! функция эса операцион утказувчанлик  де- 
йилади.

Агар электр занжирида актив элемент, яъни кучланиш манбаи 
олиб ташланса, пассив электр занжири ^осил булади ва ток кучи- 
нинг узгаришини текшириш учун ушбу

Ьр2-\-Яр ±  ~ у  У) 0 (6 .54)

тенгламага эга буламиз. Албатта, аввал электр занжирида ток кучи 
булмаган булса, бу тенглама учун ечим тривиал, яъни /(О-— О 
булади. Агар мазкур электр занжирида ток бор деб фараз этилса, 
у  ^олда вакт у тиши билан б у тскнйнг узгаришини уРганишимиз 
мумкин. Хакикатан, (6.54) тенгламага мос характеристик тенглама

Ьр2+ Яр  +  =  0 (6 .5 5 )

илдизларини ?.2 дейлик. У ^олда:

i, 2 2L
¡ R \2 1Дискриминантни А деб белгклаймиз. Уни А =  (-—I — —  деб ёз-

са булади. Агар Д < 0  булса, (6.54) тенгламанинг ечимлари теб  ран­
та характерга эга булади, А >  0 булганда sea апериодик  булади.

А <  О булган холга мос келган электр занжири тебранма электр  
з анжири  деб юритилади. Бундей электр занжирида каршилик бул­
маган ^ол (факат назарий) айникса к.изшудар. Агар шундай фараз 
этсак , электр занжири тенгламаси

( р 2 + Г с ) 7 ( 0  =  0  ( 6 ' 5 6 )

*) (6 .5 3 ')  тенгламада индуктивлик Ь билан оператор Ь (р)  ни фар^ цилиш 
керак.



куринишда ёзилади. Бу тенгламанинг умумий ечими
1/ ({) =  /^сов (со^ +  Р), со^

У ю
каби ёзилади. Бундан куринадики, пассив электр занжирида ^арши- 
лик булмаса, с унмас тебранишлар  юз беради. Сунмас тебранишлар
частотаси, яъни 2л секундда тебранишлар сони сох=  булади.

Шунинг учун %  ми^дор пассив электр занжирининг хос частотаси  
дейилади.

Энди электр занжирида актив элемент бор булсин. Тебранма 
электр занжирида кучланиш манбаи и (/) функция гармоник функ­
ция булган ^олни курамиз, яъни и  (() — г  соэ со / - > 0  (бунда г  — 
ха^икий амплитуда). Комплекс амплитудалар методини ^улланиш 
учун и ^ )  — г е1<а> деймиз. У ^олда (6 .5 3 ') тенгламанинг унг томони 
р и у )  =  р ( г е !ш *) =  и а г ё  “ ' ,  яъни комплекс амплитудали гармоник 
функция булади. Хусусий ечимни /(¿) =  а е\а ‘ куринишда излаймиз. 
Бунда комплекс амплитуда а  цуйидаги формула билан ани^ланади:

____Р _____ __________ £™>____________ - г_________

1(Ш) Я +

Бундан ^ак^и й  амплитуда 5  учун ушбу

5  =  | а  I =

V
ифода келиб чи^ади. Агар со =  _  булса, 5  амплитуда узининг

У
максимумига эришади. Бу ^олда 5  ва г  орасида ушбу 5  =  му-

носабат булади. Боцща ^олларда 5  <  — булади. Бу ^одиса ^ам
ре зонанс  деб аталиб, у  билан дастлаб аввалги параграфда танишган 
эдик.

6 - § .  УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИГА КЕЛТИРИЛАДИГАН ТЕНГЛАМАЛАР

1 . Узгармас коэффициентлига келтириладиган чизик;л'л дифферен­
циал тенгламаларнинг барча синфлари  маълум эмйс. Албатта, тенг- 
ламани узгармас коэффициентлига келтириш учун шундай алмашти- 
риш бажариш керакки, натижада чязя^лилик бузилмай цолсин. Бундай 
алмаштиришлар, биламизки, ё номаълум функцияни у  =* и (х) г  деб 
ёки эркли узгарувчини х =; =>$ (х)) деб алмзштиришдан ибо- 
рат булиши мумкин. Биз «¡уйида тенглама узгармас коэффициентлига 
келиши учун зарурий шарт билан танишамяз. Бу шартни чик;ариш 
учун т =  г|з(л:) алмаштириш бажарамиз. Содда ^исоблашлар к;уйида- 
гича булишини курсатади:
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f u f y « ,
dx  dx

7 ! 4 ! ( w )2+ ! № ) -dx2 Л 2 a t

¿"У
dx"

£ £ W ( x ) f +  . . .  + f V n)W -dx" dt

Топилган ифодаларни ушбу

L (Р\У =  8  (x), I  (p) =  «/(n)+  fli(*) г/<л_1)+  • • • +  ап_,(*)«/'+ a„(x) #
тенгламага цуйсак, $ ’( х )Ф  0, х = 'ф~1(т) булганда

dn y
л "

dn- V
+  <2iW ^ s = r  + + , W - M

(*)
dx ' (г|>'(*))л

тенгламага эга буламиз. Унда Qx(x), . . . , Qn_ ,(x ), ап(х), g  (х) функ- 
цияларнинг аргумента х урнига х — ^ _ 1(т) ифода цуйилкши керак. 
Агар берилган L (p ) y  — g  (х) тенглама г  =  ф (х) алмаштириш билан 
узгармас коэффициентлига келиши мумкин булса, у  ^олда цуйидаги

Qi(x) — const, Q2(x) — const, . . .  , Qn_ j(x ) =  const,

<?„w = — A — const
№'W)n

мунбсабатлар уринли булади. Охирги муносабатдан

т =  1|з (л;) =  A J  " ап(х) dx (6 .57)

формула келиб чикади.
6 .5 - т е о р е м а .  Эркли уз гарувчи  х ни  т =  i); (х), Ир'(х)ф 0  ал­

маштириш натижасида L(p)  у  =  g  ( а )  тенглаша уз гармас  коэффи­
циентлига келиши учун  (6.57) формуланинг уринли булиши зарур .

Ха^ш^атан, (6.57) формула уриьли булганда Qn(x) — А =  const 
булади. A m m o  (^ (х ), . . .  , -Qn_ , функциялар узгармас булиши шарт 
эмас. Баъзи чиЗикли узгарувчи коэ$<\ пцкентли тенгламалар учун бу 
(6 .57) формула бклан алмаштириш ( арча Qjix), . . . , Q„_i(x), Qn(x) 
коэффидиентларнинг узгармас булиг, ы :кег хам зарурий, х.ам етарли 
шарти булади. Бундай тенгламаларга Нклернинг бир жинсли, бир 
жинсли булмаган тенгламаси, Чебишев тенгламаси ва бошкалар 
мисол бу’ла олади.

Аввал цуйидаги
( 1 - х 2)

Чебишев тенгламасини 
бундай

dx2

d?y _  
dx3

курайлик.

_  X d y  
1 — х2 dx

x d-^ +  n*y 
dx

Агар

0

х ф  ±  1 булса, уни яна

l —х‘ у =  О
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ёзиш мумкин. Бунда aL(x) =  -  j - L - j ,  а 2(х) =  — Энди (6 .57) 
формулага кура

т =  г||>(х) =  Л j  j / y ^ i  d f  =  Л/г J  у====- =  Л « arc sin х +  C.

Соддалик учун А = \ , С =  0 дейлик. Бу ^олда т =з ф (х) =э 
«=п arc sin а:. Иккйнчи тартибли чизяцли бир жинсли теяглама

3 » = : »  

учун T =  ty(x) алмаш триш  натижасида ^осил буладиган

3  +  <Ы^ + « * ) » - 0  

тенглама коэффициентлари куйидаги

Q =  m  +  a W J l W . QÁX) =  (6 .5 8 )
№'(*))2 д  <ч>'(*))* v ’

формула билан ёзялади. Буни бгвэсита ^исоблаб чи^ия мумкин. Ку’- 
рилаётган ^олда:

Í ф 'М  =  тт==-ш, ■ № )  =  "*]Л  — Xa’ ' w  (1—je2)’/* ‘
Шунинг учун:

ПХ I /__  X \ п

eU x )  =  < ' - * " i ‘1' Ц Ь ^  ^  -о.
1 — ж2

«2 I _ у2
Q (*) == _ 1 _  . ¿---- -- =  1 .

А  '  1 - х 2 п

Демак, х — п  arc sin  х алм алги ряя натижасида Чебилев тенгла- 
маси ушбу

dP-y i п—  +  У — о 
d%¿ *

куринишга келади. Бу тенгламанинг фундаментал системаси у х(х) =я 
' =; cos т, y jx )  — s inx  булиб, х — п  arc sin л: буйича эски эркли узга- 

рувчига ^айтсак, у х(х) =  cos и arc s in x , у г(х) =  sin « a r e  s in x  булади. 
Амалда купрок; А — — 1, С =  0 деб олинади. Бунда ij) (х) = п arc cos х 
келиб чикади. Шунинг учун фундаментал системани

у у(х) — cos п  arccos х , ( у 2(х) — sin  п arc cos х
деб ёзиш мумкин. ^Чебишев тенгламасининг умумий* ечими

у  (х ) =5 Cjcos п arc cos х - f  C2sin я  arc cos x
каби ёзилади.

Маълумки, cos arc cos х =* х ва cos п ф функция ti бутун булган- 
да cos ср нинг п- тартибли купхади куринишида ёзилади. Шунинг



учун co sп arc ccs X функция n бутун булса, х га нисбатан п- тар' 
тибли купхад булади. Бу кугдад  Чебишев куп^ади  дейилади ва

деб белгиланади.
Билер тенгламаларига у п и т а н  ЕЕЕал тагкиллаб утамигки, но- 

маълум функциями у<= u{x)z алмаштиргш катъж асвда узгармас 
козффициентлига келадиган текглЕкалар учун (6.57) тиг.цдаги зару- 
рий шарт м агж уд змее. Ш уьккг учун 6.5- тесрема капежа берма- 
ганда ф а^ат танлаш йули бклан турли алмаштиркшлар бажариб, 

берилган тенгламани текшириб курилади.
К*уйидаги

куринишга елкб келади. У еи кг  фундаментал системаси zx*= cosx ,

гармас козффг.циентлига келади i t  умумий ечими

курииишда ёзилади.
2. Бу булгмда узгармас Koscfcj ициентлига келадиган тенглама- 

л а р ггн г  Эйлер тенглсмаси  деб аталуЕЧи синфини курамиз.

(бунда a i е= ccnst, / = 1 , 2 , . . .  п) п- тартибли чизикли узгарувчи 
кезффициектли махсус тенглама Эйлернинг бир жинсли тенглсмаси  

дейилади.
(6 .5 7 ) фермула буйкча (6.53) тенгламани хп га булиб юбориб,

Тп(х) =  cos л[агс cos х

г"+.г  =  О

У ш бу

+  . . . +  ип_ хх А~ +  апУ 1= 0, * > 0  (6.59)

ей х.сскл ккламиз. Агар С ®= 0, А — булса, энг содда
У ап .

т =  \пх (6 .60)
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алмаштиришга эга буламиз. (6.60) дан х — ех. Агар я < 0  булса, 
т =  1п|х| ва х =  — ех деб ёзамиз. Биз х > 0  ^олни кура^из. Эйлер- 
нинг бир жинсли тенгламаси % =  е% алмаштириш натижасида узгар-

с1̂  ымае коэффициентли тенгламага келади. ^аки^атан, аввал —
йх*

к — 1 , 2 , . . .  , п  ^осилаларни т буйича олинган ^осилалар билан 
ифодалаймиз:

¿ у  _^с1у Jl____—т ¿ у.  ̂ 1,1 ■ 1  ̂ ^
(1х <1х йх  •  Л

йх
сРу  _ с!_ / (1у йх  __ е ~*х с Р у __<1у
йх1 ёх \  йх (¡х  ̂ ¿ т 2 с/т

к- тартибли ^осила учун . ушбу

<1хк \  йхк +  1 йхк~ '  +  +  ах

формула уринли булишини курсатиш кийинмас, унда а г , . . , а к-1 
лар узгармас. Уни индукция йули билап исботлайлик. к — й учун 
уш а формула уринли булса, & =  я +  1 учун 5̂ ам уринли эканини 
курсатамиз. Равшанки,

й / у \ _  с! [  5( ( ^ сР_лу
Ас9+1 Ле I с!х& ) ах

+  а  А‘- 1ёх
йх = е -(з+ 1) х 
д.х

Хосил булган ифода юкрридаги фикрни исботлайди.

Энди ^ар бир ^  (й = 1 ,2 , . . ., п)  ^осила учун топилган ифо- 
дани (6 .59) тенгламага цуйсак, тегишли ^ад

ап кхк ^  =  ап к е * е ~ кх1 ^  +  а11£±У+  п-к йхк п-к . \йхк ахк~ х 1

=  а  (*-М. 4- а  ак~1У 4- -4- а  &
П~ к\йхк 1 йхк-\ ' '

куринишда ёзилади. Бундан куринадики, натижада биз узгармас ко­
эффициентли тенгламага келамиз.

Шундай цилиб, Эйлернинг бир жинсли тенгламаси узгармас ко- 
эффициентлига келиши учун эркли |узгарувчини (6.57) формула ёр- 
дамида алмаштириш зарур ва етарли. ^осил буладиган тенгламани

7 ?  +  г,‘ 5 = г +  • • • : + А _ У +  К у -  о (6-61)
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(Ь1г . . ., Ьп лар узгармас) куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг 
хусусий ечимлари, характеристик тенгламанинг каррали илдизлари 
булмаса, екх — (ех) к — хк куринишда булади. к ни топиш учун

кп +  6г/г” 1 +  . . . -\~Ьп_ук-\-Ьп =  О

тенгламани ечиш керак. Аммо 1\, Ь„, . . Ьп коэффициентларни то­
пиш анча дисоблашни талаб килади. Бу амалда кУлай эмас. ^улай  
усулни курсатайлик.

(6 .59) тенгламанинг хусусий ечимини у —хк куринишда излаймиз.¿т/хк\ '
Ундан хосилалар олиб, яъни хт ——  =  А(6— \)(к—2) . . . (&—т +

(1хт
-\-\)хк , т ^ к  сунгра (6.59) га  ^уйсак, цуйидаги алгебраик тенгла- 
ма ^осил булади:

Цк~\) (к—2) .. . {к—п + ^  +  а ^ к  — 1) . .  .(к—п+2)  +  ...}+
+  Оя_2А: {к— \)-\-ап_ 1к+ а п =  0. (6 .62)

Бу А: га нисбатан л-тартибли булиб, уни Эйлер тенгламасининг 
характеристик, тенгламаси дейилади.. Агар хк =* ек 1,1 * эканини ^и- 
собга олсак, характеристик тенгламанинг илдизларига ^араб аввал 
Эйлер тенгламасининг комплекс ечимини, сунгра ^а^и^ий ечимини 
ёзишимиз мумкин. Агар факат умумий ^а^и^ий ечим суралган 
булса, умумий комплекс ечимни ёзиб утирмасдан бирданига умумий 
^а^и^ий ечимни ^ам ёзиш мумкин. Буни 5 -§  дан'биламиз 

М и с о л л а р .  1. Ушбу
х9 у ’" з ж2у"  — 2 х у '  +  Зу  =  О

Эйлер тенгламасининг умумий хаки^ий ечими топилсин.
Х арактеристик тенгламани ёзамиз:

й (й _ 1 ) (6 _ 2 )  +  Зй(й— 1 )-2 А  +  3 = 0
ёки

( ¿ + 2 )  (& -1 )2 =  0 .

Бундан =  —2 , к 2,3 =  1. Д ем ак , £ = 1 —икки каррали илдиз.
Берилган дифференциал тенгламанинг фундаментал системаси:

х~2, х, х 1п х ( е~ 2х, е х ,хех ).
Шунинг учун умумий ^акиций ечим

1
у = С 1 * —  +  С2х +  С3х 1п х

каби ёзилади.
3- э с л а т м а. Ц уйида га

( ах  +  +  аЛах  + * )" “ ' +  • • • +  а л—1 (ах  +  6) ^  +  а п У = °

к р р и н ш и д а ги  т енглам а %ам ах-\~Ь = е х , т  =  1п(ах-{-Ь), а х -{■ Ь> 0 ал м аш т и риш  
ё р д а м и да  коэффициентлари  у з га рм а с  т ен глам ага  к елт ирилади .

4- э с л а т м а .  Ушбу

* " ^~п +  • • • +  * п -\ х 2 х + а п У== - * > 0  (6 6 3 >

189



т енглам а  Э йлернин г  б и р  ж и н сл и  булмаган дифференциал  т ен гл а м с си  д ейилади .  
Ю корида баён этилган усул  билан, яъни эркли узгарувчини т  =  1п х, х = е т ал- 
маштириш ёрдамида бу бнр жинсли булмаган тенглама э^ам коэффициентлари уз- 

гармас бир^жинсли булмаган тенглам ага келтирилади. Фар^и шундаки, унг томов- 
даги  F(x) функция аргументида х урнига ёх цуйилади.

2. Ушбу
х2у "  — х у '  +  2i/ =  х In х, х > 0

тенгламанинг умумий ^ациций ечими топилсин.
. Мос бир жинсли тенглама] •

хfly"  — х у '  +  2(/=0
каби, характеристик тенглама эса

k(k— 1) — ¿ +  2 = 0
каби ёзилади.. Бундан к2 — 2/г +  2 [=  0 келиб чицади. Унинг илдизлари k¡,2 = 1 :Ы . 
Бир жинсли тенгламанинг умумий хакикий ечими :>

у = е х (C j cos т  +  C¡> sin -t) =  х(С1 cos lux  +  С2 s in  Ira ) .
Энди бир жинсли булмаган  тенгламани курайлик. Унда Г(х) — х ¡пх  булиб, 

F ( eT ) =  т е 1 булади. Равш анки, хусусий ечимни у  =  (ат  +  Ъ) ет =  х ( о 1 л х +  Ь} 
кУринишда излаш лозим. Тегишли >;осилаларни хисоблаб, берилган тенглам ага 
цуямиз:

а  а
у '  =  a  In х +  6+д:» —  =  а \пх +  6 +  а , ц "=  — ,* ' X

* 2^-— — х(а  1п х + х +  b +  а)  +  2х (a lnx  +  b) =  х In х

ёки

ах— ox  In х — (а +  Ь) х  +  2ах In х +  2bx =  х In х
ёки

ах  In х +  bx =  х  In х.
Бундйн а = 1 , 6 = 0  келиб чик,ади. Ш ундай цилиб хусусий ечим у = х ] п х  функцпя- 
дан иборат. Д ем ак , берилган бир жинсли булмаган Эйлер тенгламасининг умумий 

хакикий ечими

у  —\х (Сх cos ln x -\ -  С2 sin In х) +  х In х
каби ёзилади.

5- э с л а т м а. Ю цорида ги  2- мисолда  б и р  ж и н сл и  булмаган  т ен глам анин г  
х у с у с и й  еним ини  у н г  т ом онга  ¡ -араб  и зладик  ва  топдик .

1\айд килам и зки ,  а г а р  (6.63) т ен глам анин г  у н г  т ом онида ги  Г{х) ф унк ци я  
(6.29) ф ункция  ка би  ц уй и д а ги

т
F(*) = 2  f/ On*)***7

/= 1  -
к у р и н и ш д а  ё з и л г а н  к еа зи к уп \ аддан  и б орат  б ул са ,  у  з(олда ш у  б о б д а г и  6 .4 -т ео р е -  
мадан  ф ой д а л а н и б  х у с у с и й  ечимни излаш мумкин.
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ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ЕЧИМЛАРИНИНГ 
НОЛЛАРИ ^АЦИДА. ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

| -§ . ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ КУРИНИШИНИ
СОДДАЛАШТИРИШ

Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенгламаларни
у" +  Р(х)у' +СКх)у = 0 (7.1)

ёки
а0(х)у" +  а1(х)у’ + аг(х )у  = 0 (7 .1 ') ,

куринишда ёзиш мумкин. Бунда Р(к), (2(х),а0(х )Ф  0, а^х), аг{х) 
функциялар бирор I интервалда ани^лангая ва узлуксиз. Маълумки, 
бу тенгламалар у(ха) =  у 0, у'(х0) =  у 0, х(0  шартни каноатлантира- 
диган ягона ечимга эга. Шу ечимчинг хоссаларини чуцуррэ^ урга- 
ниш учун купинча тенгламани «еоддалашгириш», ашщрэги, бсшща 
куринишда ёзиш' кулай булади.

Ушбу

+  Я(х)у = 0. (7.2)

р'(х)ЕС1(/), С) (х)аС(!) теиглама иккинчи тартиоли узига куш\п диф­
ференциал- тенглама дейилади.

7 . 1 - л е м м а .  %ар цандай иккинчи тартиоли чизщли бир ж и н с ­
ли дифференциал тгнгламлни х нинг бирор ц(х), х£1 ф унщиясига  
купайтириш йули билан у зи га  цушмл куринишга келтириш мум­
кин.
***? Исбот. (7 .2) тёнгламада ^осилани очиб ёзсак:

Р Ш "  +  Р (*)У + Я (*)У =  О 
тенглама ^осил булади. Унда у '  олдицаги коэффициент у'' олдидаги 
коэффициентнинг ^осиласидан иборат. Бу узига цушма тенгламалар- 
нинг узига хос хоссасидир. Биз шундан фэйдаланамиз.

(7.Г)тенгламанинг чап ва унг томэнини мэс равишда/ интервалда 
узлуксиз дифференциалланувчи бярэр и(^) функцияга купайтирамиз:

Н(х) а0 (х)у"-¥ Ф )  0-1 (х)уг +  \1(х)а.,(х)у =  0.
Хосил булган тенглама узига кушма булиши учун

7 - (ИМ Ф ) )  =  И(х) аг (х), х£1 ах

7 -  б о б
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айният уринли булиши зарур ва етарли. Бу равшан. Топилган ай- 
ният р(х) функцияга нисбатан биринчи тартибли оддий дифференци­
а л  тенгламадан иборат. Уни интеграллаймиз. Унинг учун тенгламани

«оМ  ~  +  а '( - Ф  -  №(х)ах  0 *

ёки

а й(х) ^  =  ( a jx )— а'0(х))ц 
ах

каби ёзамиз. а0(х )Ф  0 , х£1 булсин (йо(х) = 0  тенгламанинг нлдизла- 
ри бор булса, улар махсус нуцта булади, бу текширишда эса мах- 
сус ну^талар чи^ариб ташланади). У  ^олда биз узгарувчилари аж- 
раладиган тенгламага эгамиз. Интеграллаш натижасида

>fg.w ,
I \ 1 JtoM , 7 оч

К * ) =  — г г е ( 7 -3)
v  ай(х)

функцияни топамиз. Буни тегишли тенгламага куйсак

d j  о  -  а°Ю d y  ц _  а 2(х) J  а°м  о

19

[°Ж7* [aJ H dx
■ а2(*) Ja<l

dx\  d x j  а х{х)

муносабат ^осил булади. ’(7 .2) тенглама та^кослаш ^уйидагича бу* 
лишини курсатади:

Г • № *
p(x) =  e ',a «w  > 0  , q { x ) ^ ^ - e ^ aM ‘

о0( х)

Лемма исбот булди.
7.2- л ем  м а. Эркли уз гаруечини алшаштириш ус ули билан их- 

тиёрий  иккинчи тартибли чизицли бир жинсли тенгламани у ш б у
y" +  Q ( x ) y ~ 0  (7 .4)

крринишга келтириш т/мкин, б у н д а  Q(x)^_C(I).
И с б о т .  7 .1-леммага кура-ихтиёрий иккинчи тартибли [чизи^ли 

бир жинсли тенглама (7.2) куринишга келтирилган деб ^арашимиз 
мумкин. Энди (7.2) да р (х )< 0 ,  х£1 булгани учун

dx  е С dxd l  =  еки | — I ——
Р (*) J  Р(х)

алмаштирищни бажарамиз. Бу алмаштириш формуласидан ~~ =?

s= - i— >  0  булгани учун £ узгарувчи х нинг монотон усувчи функ- 
р(х) „

циясидир. Бундан чик,адики, х х(ам | нинг узлуксиз ва дифферен- 
циалланувчи функцияси сифатида I интервалга мос келган /^'интер-
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валда акиклгкгди. Уин х =  х(§) десак, — = ^  ~ б^лади.
ах ¿ъ йх р(х) аъ

Равшанки:

_  ¿У а1
ах а1 ¿к

а1= 1
ах р(х)

—( р(х) —\=~(р{х)4М  .  _ 
ёх\ ах; а1 \ <11 р

Шунинг учун (7 .2 ) тенгламани

_  ¿Г Й (| ) + <,М» ” 0гк“ $  +
куринишда ёзиш мумкин. Бунда ф'(£) =  р(х(£))<7 (МЮ)- Аввалги ( 7 . Г )  
тенглама коэффициентлари оркали к,уйидагини ёзамиз:

_  Га» ^ [¡ху 2Га- (х>
=  «о <*) =  _£*(*) е ]  «. м -*

^(х) х=Х(1Ь

Лемма исбот булди.
7 . 3 - л е м м  а. Номаълум функциями чизикли алмштириш  у с у  ли 

Стлан ихтиёрий иккинчи тартибли чизикли бир жинсли дифферен­
циал тенгламани (7 .4) куринишга келтириш мумкин.

И с б о т .  (7.1) тенгламада
у  — и (х) г  (7.5)

алмаштиришни бажарамиз. Бу функциянинг з^осилаларини ^исоблай- 
лик: -

у'  — и (х) г' +  и.'(х) г, у" =  и (л:) г" +  2 и ’(х) г' +  и"(х) г.
Топилган ифодгларни (7.1) тенгламага куямиз:

и(х)г" +  (2 и'(х) +  р(х)и(х))г' +  (и"(х)р(х)и'(х) +  С1(х)и(х))г — 0 .

Энди г' слдидаги коэффициент™ нслга тенглаштириб, ушбу
2и' +  р (х ) и  =  0

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келамиэ. Уни интеграл* 
лаб, ушбу

-  — Гр (хих 
и ( х ) ~ е

функцияни тогамиз. Содда ^иссблашлар

. — -  \ Р (дг)Лг _— Г/><х)</х
и'(х) = ^ Р { х ) г  ^  , и"(х)= ( —Р2(х)— -Р' (х)  е  2->

\ 4 2

булишини курсатади. с  иди б у ифодаларни г  га нисбатан тенгламага 
^уйиб, соддалаштирсак

2" + , ( * ) ) *=о (7.6)

тенгламага эга буламиз. Бу (7.4) куринишдаги тенгламадир. (7 .6) 
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тенгламада I  (x) = '— - i  Р*(х)~ ~ Р'(х) +  Q (х) функция ( 7 . i )  тенгла-

манинг инварианти дейилади. Лемма исбот булди. 9
М и с о л .  Ушбу

1 -
ху" у ’ — у  =  0

тенгламани узи га  1$ш м а  тенгламага келтирилсин. /

Бу ^олда ай (х) =  х, ах (х )=  — а г(х) =  — 1 > — 00 < *  <  00•

Биз тенгламанинг коэффициентларини х нинг х  >  О кийматларида курамиз. (7.3) 
ф орм улам  к^ра х > 0  б^лганда .

 ̂— dx . _ — q
j i (x )  — — е  ■' 2х =  — е1п у  *  + ,пС_  =  —= . Б унда соддалнк учун С = 1 де-

х х х ' х
■сак, ц(х) =  ——  булади. Берилган тенгламанинг чап ва ун г томонларини шу

1 X х
,ji(x) =  — фунпиияга  купайтирсак,УХ

У х у "  +  1 Г ~  у '  — - ~ z y =  0 ёки ( У х у ' ) '  — ~ ~ Z  У — О 
2У  X V  х У х

тенгламага келамиз. Энди тенгламани (7.4) куринишга келтирайлик. Унинг учун

р  (х) =  V x, q(x) =  — 1 булганидан d\  =  ёки I  =  2 У х  алмаштиришни б аж а-
V %

рамиз. Равшанки:

_  ¿У _dy_  2_ 
dx  d l  dx  d%

efjc* “ 46 rfg2 I2 ¿5/ 6 ’ 
d ? y

Бу ифодаларни тенгламага ^уйсак, —— — у —0 тенглам ага келамиз. Унинг уму-

мий вди ц и й  ;ечими_у==С!е* +  С2е 6 ёки аввалги эркли узгар увч и га к,айтсак у =
2Ух _2 Ух= С хе  + С 2е  , х > 0  куринишда ёзилади.

К урилган  мисолда тенгламани икки марта узгартириш уни квадратураларда_
интегралланувчи тенглам ага олиб келди. Аммо буни аввалдан билиш цийин.

w  2 - § .  ТЕБРАНУВЧИ ВА ТЕБРАНМАС ЕЧИМЛАР

7 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар оддий дифференциал тенгламанинг / интер- 
еалда аницлйнган тривиалмас ечи'ми ш у интервалда биттадан 
ортиц нолга эга бул'Маса, у  %олда б у  ечим I интервалда тебран- 
мае ечим дейилади, акс %олда тегишли ечим тебранувчи ечим дейи­
лади.

Мисол сифатида аввэл гармоник осциллятор тенгламаси со2у = 0  
ни курайлик. ((6.43) га каранг). Бу тенгламанинг ихтиёрий ечими 
y = r  cos (сол: а)  (/->0) ((6.44) га каранг) билан берилади. Энди
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соб (ш:+ос) = 0  т ржене мет I ик тенгламанинг барча ечимлари <ахк +
4 - а  =  — +  к л (к  — бутун) ёки хк — к~— — формула билан

2 2© ш в> “  1
ёзилади. Бундан хк+х—хк Д емак, гармоник функциянинг нол- 

лари узаро тенг узо^лашган б у л и б ,  ихтиёрий кетма-кет келган нол- 
лари орасидаги масофа — га тенг. Шуни ^ам айтнш кераккит гар­

моник функция ноллари чексиз тупламни, аникроги, санок,ли*1 туп- 
ламни ташкил этади. Узунлиги ~~ дан ортиц б у л г а н  интервалда ечим-

0)
нинг камида битта ноли, узунлиги — дан кам булган интервалда

0)
2 л  *>эса (ошиб борса) битта ноли, узунлиги — дан орти^ булган интер- 

валда камида 2  та ноли бор ва к.
п

Агар гармоник осциллятор тенгламаснни r 1<Zx<ir„, r 2— 

интервалда курилса, унинг ечими шу интервалда тебранмас булади. 
Ушбу /\<2 г 2, г Л ■— г х > — интервалда эса ечим тебранувчи бу-

(О
ладя.

Энди у " — а>гу  — 0, » > 0  тенгламани олайлик. Унинг у мумий 
^Ж\и1̂ ий ечими у — Схе м +С.;е~'“л'(С1,С ,— ха^и^ий сонлар) каби ёзилади. 
liy  ечим— оо <zx <  +  оо интервалда аникланган булиб, шу интервалда 
битта дан ортик нолга эга эмас. Бунда тривиалмас ечимлар, яъни C'j ~Ь

+€¿¥=0 булган ^ол назарда тутилади. Агарсо>0, Су • С2<  0 булса, С'1гыг-|~

■ I С.,е~ах =  0 тенглзма ушбу * =  — 1п
Лкс ^олда курсатилг&н тенглама ечимга эга эмас. Шундай килиб, 
курилаётган дифференциал тенгламанинг ихтиёрий тривиалмас ечими 
тебранмас ечим булади.

Юкорида курилган иккита дифференциал тенгламани битта у " - г  
■I qy ~ 0, q =  const тенглама шаклида ёзсак q^O  булса, тенглама- 
пинг тривиалмас ечимлари ихтиёрий интервалда тебранмас булиб, 
(/>■ 0 булганда етарли катта интервалда тебранувчи булади. Бу му- 
¡йщаззларни у " ,+ Q'(x)y =  0 тенгламага татби^ этиб, умумлаштира- 
Mila ((7.4) га ^аранг).

7. 1 - т е о р е м а  Агар х нинг  / интервалдан олинган барча ций- 
мппгларида Q (х)  <  0 тенгсизлик уринли булса ,  у  %олда (7.4) 
тенглама ечимлари ш у  интервалда тебраншас булади.

И с б о т .  (7.4) тенгламанинг бирор у  =  ф(х) ечими I интервалда 
камида иккита нолга эга булсин дейлик. <р (х )  функциянинг кетма-

С%
ечимга эга булади.

*) А гар  бирор А тупламнинг элементларига натурал сонлар туплами N нинг 
июмоптлари узар о  бир нийматли мос келтирилиши мумкин булса, А туплами 

г а п щ я и  т уп л а м  дейилади. Ш ундай ки^кб санокли туплам элементларинн номер- 
л.чб чи^иш мумкин булади.
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кет келган нолларих0£/, x^ I ,  х0С х 1 булсин. Демак, (р(х)фО, х0< х < х х. 
Шуни сйтиб уламизки, тривиалмас у  =  ф(х) ечимнинг ноллари аж- 

ратилган  булади. Бош^ача айтганда, бу ечимнинг дар бир х* но­
ли шундай (х* — е, х* .+ г), е > 0  интервалга эгаки, бу интервалда 
ечимнинг бош:\а ноллари булмайди. Акс долда х* ну^тада ф(х*) =  О 
булиб, я*  нук;та нолларнинг куюкланиш (лимит) ну^таси булар эди. 
Бунда уш бу \imxn =  x*,

муносабатларга, эга буламиз. Демак, (7 .4) тенгламанинг у=<${х) ечи- 
ми ф(л*) = 10, ф'(дс*) =  0  бошлангич шартни к,апоатлантиради ва шу- 
нинг учун / интервалда ф(х) = 0  булади. Бу у(х)Щ0, х£1 деган фа­

ра зга зид.
Энди ф(л)>0, х0< х < л :1 дейлик (ф(х) < 0 , х0 С  х<хх доли шун- 

га ухшаш курилади). ф(л:0) =  0  булгани учун ф'(*о) > 0  булади.
(7 .4) тенгламада <2(х) <  0, х£1 ва демак,

С(л:)< 0 ,’ х о<  х < ^ 1, Ф"(х) =  — С?(х)ф (^ )> 0 , х0< х < х 1.
Бундан ф'(л) функция х() <[х <  х, интервалда камаймайдиган 
функция экани чикади. Чекли айирмалар дакидаги теоремага [кура

Ф(*1)>Ф(*о)-'+-Ф'(*оХ*1— *о )-Ф '(* о Х * 1—* о )> ° »  яъни Ф(х1) > 0 . Бу 
тенгсизлик хх ну^та ср(л) функциянинг ноли эканига зид. Теорема 
исбот булди.

Мисол сифатида ушбу у " — ху =  0 Э й р и  т е н г л а м а с и н и  
олайлик. Унда (¿(х) = — х булиб, 0 < х < + о о  интервалда унинг 
барча ечимлари тебранмас булади.

‘ ч-" ' 7. 2 - т е о р е м а  ( Ш т у р м  т е о р е м а с и )  Агар х0 ва хх нуцталар  
бирор  иккинчи тартибли чизицли дифференциал тёнглама ечими- 
нинг кетжа-кет келган и кт т а  ноли булса ,  у  \олда б у  ечим билан 
чизицли эркли, ихтиёрий боища ечимнинг шу  х0 ва хх ноллар ора- 
с ида  аниц битта ноли булади.

И с б о т .  х0 ва хх нолларга эга булган ечимни ф1(х), бу ф](*) 
ечим* билан чизикли эркли ечимни ф.Дл') деймиз. Аввал ф,(а') ечим 
х0 ва ху лар орасида нолга эга эмас деб фараз кцламиз, яъни 
ц>.х(х)'ф0, х£(хй) хх). Маълумки, фг (х0) =  фа(х ,) =  0. Шартга кура фДдс)

* ва ф^х) функциялар чизикли эркли булгани учун фХ-̂ о) Ф  0 .
Ф  0 . ф^лс) ва ф.,(х) функцияларнинг вронскианини тузамиз:

ёки Ф ^ ф ^ х ) — ф|(ж)ф4(л:) =  W(x), W(x)=£Q. Бу тенгликнинг икки 
томонини ф (̂ж) га буламиз:

=  ф'(х*) — 0  (Hm(^n — х*) — lim h — 0)
ti—*oo h-*0

Фх(а) ф,(х)

Ф ,(х)Ф з(х)— ф!(дс) <р'2(х) X) 

ф2 ~  <Рг(*)
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Ундан х0 дан хг гача интеграллаб, цуйидагини топамиз:

ф2М  1 ■! Ф2 (•*)
Х0 Ха

Бу тенгликнинг чап томони Фх(*0)  — Фх(#х) =* 0. ф*(*)¥=0, 
*£ 1*о> х1  ̂булгани учун нолга тенг, аммо унг томони нолдан фар^ли. 
Х,ак,ик;атан, \Х'(х) ФО,  ва демак, (х0>*1) интервалда у з  ишорасини 
са^лайди, шунингдек ф |(л:)>0: л:6 [л;0,л:х] . Шундай цилиб, зиддиятга 
келдик. Бу эса'’̂ , ^ )  интервалда ф.,(.г) функция камида битта ноЛга 
эга деган натижани беради. Энди шу функция (л:0, хх) да иккита 
нолга эга була олмаслигини исбот этамиз. Шу ма^садда (х0, ху) ин­
тервалда ф.г(х) функция иккита нолга эга булсин дейлик, яъни Ф2(т0) =  
=Фг(т1) — 0. « 0 < T 0 <TA <X 1 . Теореманинг исбот этилган биринчи 
кисмига кура ф2(х) билан чизикли эркли фх(х) ечимнинг (т0, г 4) ин­
тервалда, ва демак (х0, х )̂интервалда камида битта ноли бу'лиши 
лозим. Бу зиддиятлик.чунки ф^х) учун хд ва хг лар иккита кетма-кет 
келган ноллар булиб, (х0, хх) интервалда фх (х)ф0.  Худди шу сабаб- 
ли ф2(х) функция {х0,Х1)  интервалда иккитадан орти к нолга хам 
эга була олмайди. Теорема исбот булди.

7 . 1 - н а т и ж а .  Агар бирор I интервалда чизикли бир  жинсли 
тенгламанинг бирор  ечими иккитадан ортиц. нолга э га  б ул са ,  у  
%олда тегишли тенгламанинг барча ечимлари ш у  I интервалда  
камида иккита нолга э га  булади,  демак, барча ечимлар ш у  интер­
валда тебранувчи брлади.

7 .2 - теорема ва 7 . 1 -натижа ушбу //"+со2//= 0 тенгламанинг 
ечимларида осонгина текширилади.

И с б о т .  Бир жинсли тенгламанинг тривиалмас ечими у х(х) I ин­
тервалда иккитадан орти^ нолга эга булсин. Масалан, у х{ х) ечим­
нинг ноллари учта х0, х1 ва хг булсин, яъни уХхо) = У ^ г )  —У(хг)~  
= 0  ва х0£1, х£1, х . 0 .  Энди бир жинсли тенгламанинг тривиалмас ва 
у\(х) дан фарк;ли ихтиёрий ечимини у г(х) де йлик. Агар у./х) ечим 
у г(х) ечим билан чизикли бэгли^ булса, у  ^олда а^у-^х) +  а гу г(х) Ф0 ,  
а\-\- а 1 Ф 0 ,  х£1 булади. Аммэ [ух{х) ва у.,(х) ечимлар тривиалмас 
ечим булгани учун ^ ф д ,  а 2ф 0 ,  чунки агар а 1 =  0  б^лса, а.¿уг(х)^з 
= 0 , х£1 айниятдан « ¿ = я 0  келиб чик;ади; ш унга ухшаш, агар а 2 = 0  
булса, ос1(/1(лг) = 0 , х£1 айняягдая « ¿ = 0  келиб чик;ади. Бу э с а  а\ +  
-\-а22Ф О  мунэзабатга зид. Шундай ^илиб, а х Ф  0. а 2Ф  0 . Шунинг учун

у г(х) =  —̂ у у(х), х0 .  Бундан у г{х) ечимнинг ноллари у х(х) ечим-
И 2

нинг ноллари билан устма-уст тушиши келиб чи^ади. Д ем ак , у х(х) 
тебранувчи булганидаи у 2(х} ечяч ^ам тебранувчи булади.



Энди у'¿(х) ва у х{х) ечимлар чизикли эркли булсин. У долда 
Штурм теоремасига кура у 2(х) ечим ( х , ^ )  ва (хъ х,) интервалларда 
биттадан нолга, яъии у 2(х) ечим / интервалда иккита нолга эга 
булади. Д емак, у.2(х) ечим / интервалда тебранувчи. Агар у х(х) ечим- 
нинг ноллари учтадан куп булса, у  долда шу ечимдан фаркли их- 
тиёрий тривиалмас ечим / интервалда иккитадан куп нолга эга бу­
лади. 7 .1 -н ати ж а исбот булди.
\ ^ '7 .3 -  т е о р е м а  ( т а ц к , о с л а ш  т е о р е м а с и ) .  Агар уш б у  иккита

дифференциал тенгла’ма берилган булиб ,  1 интервалда  ^ (х )  <<72(х) 
тенгсизлик  С/ринли булса ,  у  %олда (7 .7 ) тенгла’манинг б ир ор  ечи- _ 
мининг кетма-кет келган иккита ноли ора сида  (7 .8) тенглама  
ихтиёрий  ечи'мининг ка'мида битт а  ноли ётади .

И с б о т .  (7 .7) тенгламанинг бирор у — Ф д (х ), х £ /  ечимининг кет­
ма-кет келган ноллари х0£1, хгУ ,  х0<.х1 булсин. Шартга кура, 
[*„,.*!] сг/ интервалда дам ах(х) <  д2(х) тенгсизлик бажарилади. Фа- 
раз этайлик, ф2(х), х£/ функция (7 .8) тенгламанинг [х0, х ,] интер­
валда бирорта ^ам ноли булмаган ечими булсин, яъни <р8( х )# 0 , 
*€ [х 0, х ,] . Аницлик учун ф2( х ) > 0 , х 6 [х0,х 1],ф1(х) >  0, х 6 [х0, х х] 
дейлик (бопща доллар шунга ухшаш курилади). ф ^ х ,,) =  Ф ^Х х) = 0 , 
фг (х) 5* 0 . х£[х0, хх] булгани учун ф|(х0) > 0 , ф|(хх)<;0  тенгсизликлар 
уринли. Акс Долда, яъни агар ф| (х0) =  0 булса, Ф)(х0) = 0  булганидан 
<р1(х ) = 0  га эга булар эдйк.

Энди (7.7) ва (7 .8) тенгламаларда мос равишда у —у^х )  ва 
у = ф2(х ) деймиз. >^осил булган айниятларнинг чап ва унг томонла- 
рини мос равишда ф » (х )  ва ф ^ х )  функцияларга купайтириб, иккин- 
чисидан биринчисини айирамиз:

Хосил булган тенгликнинг икки томонини х0 дан х} гача интеграл- 
лаймиз:

Бу тенгликнинг чап томони манфий эмас, аммо унг томони ман- 
фий. Зиддйятга келдик. Теорема исбот булди.

Шунй айтиб утамизки, исбот этилган теоремадан аввалгц, Штурм 
теоремасини келтириб чицариш мумкин. Бунинг учун (7 .7) тенгла­
манинг ечими ш у ечим билан чизикли эркли булган бош^а ечими 
билан таедосланиши етарлидир.

(7.7)

(7.8)^ Р ( х ) у ) +  (1г(х)у = 0, р ( х ) > 0 ,  х& йх , йх!

Ш х )  —  <7х(х)] Ф х( х )  ф,(х) -  ф2(х )  Щр(х)  _  ф1(х )  хйхи йх I
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М а ш ц .  Тащослаш теоремасини тенглама (7 .4 ) куринишда ёзилганда х;ам 
исбот этйнг (унда (5х(х) <<22(х)0у "  +  =  0, у" +  С}2(х)у =  0 ).

' ^ , 2 - н а т и ж  а .А г а р  (7 .7) ва  (7 .8) тенгламалар учун мос  ра- 
вишда  ф^х) ва  Ф2(х) е ч и т а р  умумий х0 нолга э га  б улиб ,  ф^х) 
ечимнинг х0 дан к ейин ги  навбатдаги  ноли х1г дс0 <  хх ора си да ги  
интервалда  <72(х ) >  Я&х) тенгси злик  Гринли булади ган  нуцталар  
мавжуд  б()либ, долган нуцталарда  <72(х) > д 1(х) тенгсизлик $ринли  
булса , у  %олда ср2(х)  ечимнинг нав батдаги  ноли хх нуцтадан  чап- 
да жойлашган булади .

, Исбот. ф2( х )  нинг х0 дан унгдаги навбатдаги нолини х\ дейлик. 
Агар х\ — хх булсин десак, (7 .10) фэрмулэда зиддиятлик ^осил бу­
лади, чунки ф , ( х ! )  =  0 , ф2 (х0) — 0  дан формуланинг унг томони нол- 
дан иборат, чап томони эса мусбат булади. Энди х ^ > х х булсин. 
Бу ^олда ф 2( а:*) =  0, Ф ^ ^ О  ва (7 .10) нинг унг томони манфий, 
чап томони эса мусбат сондан иборат. Яна зиддиятга эгамиз. НатиЖа 
исбот булди.

7.4- т е о р е м а  ( С о н л и  т а ^ о с л а ш  т е о р е м а с и ) .  Агар б  и- 
рор I интервалда Я1( х )< . д 2(х) тен гси злик у  ринли б$либ,  ф^х) ва 
ц>г(х) функциялар илу интервалда анщлан ган  ва ш>с равишда  (7 .7 ),
(7 .8) тенгламаларнинг  б и р  хил бои глангш  шартни,  я ъни

Ф 1К )  =  Ф а (*о )  =  */о, ф 1 (* о )  = Ф г ( * о )  ( 7 - 1 1 )

щло са за -пл арни  %аноатлантирадиган  ечимлари бул са ,  у  %олда х0 
дач у н г д а  ц>̂ (х) ечим нолга айлачмайдиган интервалда уигбу

|ф1(*)1>|ф2(*)[ (7 .12)

тенг си злик ¡)ринли. Шунйнгдек,  " функция  х=ях0 б ул ганда  ца-
Фа(*)

бул  к,иладиган 1 щ йм ат идан  бошлаб у с ади .
И с б о т .  (7 .11) бошлангич шартга кура

Р(х о) 0 .ах 4х ]
Энди (7 .9 ) айниятни х0 дан х гача (,С>л;0) интеграллаймиз:

р(х)
X

Ф.(*) -  Ъ(х)  4- ^ - ]  =  [ [ ? 2(х) -  яМ Ш х )ъ (х )< 1 х .  (7 .13)
*0

Г>у муносабатнинг унг томони мусбатлигини курсатамиз. (7 .11) шарт­
га к^ра Ф^х) ¥*(-«) нолга тенг була олмайди ва х0 билан ‘ х(х >  х„) 
орасида ишэрасини узгартирмайди. х = х„ ну^тада Ф^х,,) фЛ*о) — 
^Уо'Уо — Уо- БУВДан> агаР У о ^  булса, ф ^х)• ф2(л:) функция х = х 0 
ну^тадан унгдаги етарли кичик атрэфда мусбат булиши келиб чи- 
цади. Агар у о — 0 булса, ф^х,,) Ф>(*0) =  0 булади. Бу ^олда албат-- 
та у'йФ  0  ва х 0 дан унгдаги бярэр етарли кичик атрофда яна 
Ф1(*)Фг(*) >  0  эканини курсатиш мумкин. Х ^ик;атан , х0 булганда
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ушбу <р1- — функция ни олайлик. Бу функциянинг х-*-хв да лими- 
(X—Л0)2

тини ^исоблаймиз (ф1(х0) — ф.г(л:0) =  у 0 =  0 ):

Нш ъ т м  =  П т Нт - Ш  =
Х -*Х „+  (X — Х0) 2 Х -+ Х ,+  х — Х0 X— * 0

= Н т - 1(- ' ~  =  Н т фз(̂  ~ <Ра̂ ) =  ф;(х0).ф2(л-а)=  (г/ц) г > 0 .
х~-*Хц-‘ -  X Х о х — хХ Х$

Бундан юкрридаги тасдик,нинг исботи 'келиб чицади.
Шундай к;илиб, (7 .13) муносабатнинг унг томони л:0 нинг бирор 

унг атрофида мусбат. Шунинг учун х0 дан унгда р(х) >  0 булгани 
учун:

с!х (1х * йх ф2(*) /

Бундан <р2(х) Ф  0 , х > х „  булгани учун — > 0  экани, яъни
<1х \ф2(^) /

функциянинг х >  х 0 да усувчи экани келиб чик;ади.
Ф2(*)

Равшанки, у 0=£0 булганда =  1 Ва у 0=  0 булганда эса
Фа(*о)

Н т * ! & =  Нт ^ 4 » 1 .
Х-*Х, ф2(*) Х-+Х, ф2(л:) у0

Д ем ак, ’̂1-— > 1 ,  агар л :> !х 0 булса. Бундан (7.12) тенгликнинг
Фг( )̂

исботи келиб чикади.

2- эс л а т м я .  Агар х0 дан унгда бирор интервалда дг(х) ва д2(х) функциялар 
айнан но ага тенг булмаса, <?2(Х) >  Чг(х) тенгсиэликни ундан кучсиэроц Ч^.х)>д\(х) 
тенгсиэлик билан алмаштириш мумкин.

3 - э с л а т м а .  7.4- теоремадан 7-2- натижанинг исботи куриниб туради.

7.5- т е о р е м а  ( В а л л е  П у с с е н ,  X а р т м  а н, В и н т н  е р т е-
о р е м  а си) .  Агар дифференциал тенгла’ма

у" +  а,(х) у ' +  а2(х)у = 0 (7.14)

к уринишда  берилган булиб ,  а^х),  а2(х) коэффициентлар бирор  
г х <  х <  г.г интервалда у зл ук си з  ва

К(*}| < М !, |я,(х)| <  УИ2 (7 .15)

булса ,  у  %олда (7 .14) тенгла'Манинг \ар  б и р  тривиалмас ечи'ми- 
нинг  кетма-кет ихти'ерий иккита ноли ора си да ги  масофа И учун

!г у/ °2М* + 16аМ* ~ Ш \, ягар М2> 0 . 0 < а < л 2 булса, (7 .16)
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й >  ~м~, агар М2 =  0  булса,
2

(7 .16 ')

|/_!1_, агар М 1 =  О булса, (7.16")

Л = + о о ,  агар Мх = 0 ,  М 2 =  О булса. (7.16"')
И с б о т .  Аввал М х =  О, =  О ^олни курайлик. Бунда биз

(7 .14) тенглама урнига у" =  О га эгамиз. Унинг умумий ечими у  — 
-^С^ +  Сз (СЪС, — узгармаслар) каби ёзилади. Агар С2\ +  С1ф  О 

булса, бу ечим тривиалмас. Агар С 1 =  0 ва Са=т̂  О булса, у 2 =  С2 
ечим битта ^ам нолга эга эмас. А г а р С 1 # 0 , (С2 — ихтиёрий) булса, 
у ^олда у  =  +  С., ечим горизонтал булмаган тугри чизик,ни тас- 
иирлайди. Бу чизик, фак;ат битта нуцтада абсцисса у^ини кесиб ута- 
ди, яъни тегишли чизикли функция факат битта нолга эга . ^ар  икки 
курилган ^олда к =  +  оо деб ёзишга келишамиз.

(7 .16). (7 .16 ') ва (7.16") тенгсизликлар Н учуй цуйи ба^оии бе- 
ради. Уларни исботлаш учун ёрдамчи муло^азалар юритамиз. Бош- 
(\ача айтганда, [0 , /г] интервалда узлуксиз ва узлуксиз дифферен- 
циалланувчи ф ( х ) функция учун ^уйидаги

х Н Ь л

Л ф (х) =  С £ ф ' ( 1 ) ^ - [  ( / 1 ~ 0 ф ' ( 6 ) й ! +  [  ф ( 1 Ш  (7.17)
О х  О

айниятнинг урлнли эканини курсатамиз. Равшанки,
X X
| £Ф' (£)Л£ =  * Ф ( * ) — [ 
о о

л л
1 (/г — £)ф' (Ъ )й1 =  — (Л — х)ф (х) +  |  ф(£)4£. 
о *

Бу тенгликларнинг биринчисидан иккиичисини мэс равишда айирсак,
(7.17) келиб чицади.

Энди (7.14) тенгламанинг бирор у (х)  ечимиии олайлик. х =  0 ва 
х —■ И унинг кетма-кет келган иккита ноли булсин (нолларни ихтиёрий 
|\илиб, яъни хаф О .  хх =  х0 +  И танланса ^ам муло^азалар шунга 
ухшаш булади). Агар (7 .17) айниятда ф (х) =  у ' (х )  булса, у ( 0 ) — 
-= у(1\) =  0 булгани учун

Л к
\ ' ф(5 )<*5-  I у'{\)<1\ = у ( Ь ) - у ( 0 ) = . 0  
о о

урин ли ва ушбу
х л

Ьу'{х)=.  | 1 у" (1 ) сЦ ~  [
О х

айниятга эга булэ\пз. Бундаги у ” (\) урнига (7 .14) дан у"( I )  =  
(;)*/'(=) — <*Л1)У{Ъ) ифэдани 1̂ уямиз: ' <
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О X
х  Л

— \ 1а . (1 ) у{1)й1Л- \ { Н - 1 ) а г {\)У(1)й1. (7 .18)
О х

тах \у’ (х)\ — \л деб белгилаймиз. у (х )  функция х — О ва х =  Н да 
*£1о, л]
нолга айлангани учун [О, к] интервалда бир вак,тда

10 (6)1 <1*5. IУ (6)] <  р (А — £)
тенгсизликларнинг ^ар бири бажарилади. Хакикатан, у  (х) функция 
учун х =  0 ва х =  Н нук,та атрофида Лагранж формасида к,олдик, 
^ад билан Тейлор форууласини ёзамиз ( у  (0) =  у  (А) — 0 эканини ^и- 
собга олган ^олда):

У {х )  =  у ' (Ъх)х ,  0 <  6 <  1, 
у ( х )  =  у '  (А + .0  {х— А)) (х — Л), О < 0 < 1 ,

Бундан
М *)1 =  |г/'(0* 1М  < !«•* , * 6 [О,Л],

У [ (*) I =  I У’ (А +  б (х — Л)) \ | х — Л | <  (А (А — х), х£ lO.fi]
тенгсизликларни ^осил циламиз. Бу тенгсизликлардан [О, А] интер­
валда ушбу

| ¡/(Е)[ ш1п (6 , А — £)
р, £, агар 0 <  \ <  булса, 

р (А — I), агар — <  | <  А булса

тенгсизлик келиб чикади.
Энди (7.18) ифоданинг охирги икки ^адини ба^олайлик:

- 1  н
[ 1 а2а ) у (1 ) (Ц \  +  \ | [ к - 1 ) а , { 1 ) у ( 1 ) а Е|<
о X

2 Ь
\ ъ ы ъ  +  ( ( к - 1 у < ц ]  =
о 5_ ' •

2 -  -

Шунга кура (7 .18) учун ушбу текгсизликка келамиз:

+  ( 0 < * < А ) .

Охирги тенгсизлик у '  (х) га  максимум берадиган нук,тада ^ам 
уринли. Шунинг учун

ц < М 1 ~  +  М211~ ^ М 1 ц ^ +  0 < о  С  л 2<  12

ёки
М г -  +  М 1 ~  1 > 0  (7 . 19)
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тенгеизликка эгамиз. М., — +  —  А — 1 = 0  квадрат тенглама ушбу
-  а 2 ,

— а  Мх — ]/ "  а'2 М\ +  16 аМ 2 ~ < зМ х -\-'|/~а г М \-\ -\Ъ аМ г

4М2 4М2
клдизларга зга. Юкоридаги квадрат тенгсизликнинг ечими

о2 + 16 аМ2 —а Мх
А ^  —___ ___ —--------------------------- -

4 М 2

куринишда ёзилади. Агар М2 = 0 булса, (7.19) дан (7 .16 ') тенгсиз­

лик келиб чи^ади. Агар Мх = 0, М 2> 0  булса, (7 .19) дан А >  V  ^
тенгсизлик ^осил булади. Эслатиб утамизки, Мх — О, /И2 — 0 бул- 
ганда ноллар орасидаги масофани бахолаш масаласини ^уйилиши мум- 
кнн эмас. Бу ^олда у" =  0 тенгламага келинади. Аммо унинг ечим- 
лари у  =  Схх +  С2 турри чизии,лардан иборат булиб, у ф  0, яъни 
С? +  С\ ф  0 булганда у  — Схх +  С2 тугри чизик, биттадан ортщ  нол- 
га эга була олмайди. Демак, ечим тебранмас булади. Биз кураётган 
масала зса тебранувчи ечимларга тегишлидир. Теорема исбот этилди.

М и с о л .  Гармоник осциллятор тенгламасини, яъни ушбу \у" +  (о2 ¡/ =  0 тенг- 
ламани олайлик. Унинг умумий ад и ^ и й  ечими у  =  г с а  (со/ +  а )  ( г  > 0 ) функция-

я
лап иборат. Ноллари орасидаги масофалар тенг булиб, — дан иборат. Дациь;а-

тан, соб (ь>{ +  а) фуикциянинг ноллари ¿ . = — ( —\ - k n -  а\  & — бутун сон, фор-
а> V 2 /

Л
мула билан ёзилади. Бундан =  — . Бу тенгламада М х =  0 , М % — со2.
Шунинг учун (7 .1 6 ')  тенгеизликка к ур а

л  ^  л / Ц  У у  
н >  V ж =со Г М2 со

Ьупдан а  =  я 2 келиб чиь;ади.
Исбот этилган Валле Пуссен теоремаси кетма-кет келган  ноллар орасидаги 

масофани бир томондан, цуйидан ба^олайди- Ш турм теоремасидан фойдаланиб, 
нйтилган масофа учун икки томонлама экстремал (кучайтириб булмайдиган) ба^о 
чицариш мумкин.

7.6- т е о р е м а .  Ушбу
/̂' +  Q (x ) y  = 0 (7.4)

дифференциал тенгламсГр. (х) функция  / ’интервалда аницланган,  
11:1лук си з  ва

т 2 т > 0, М >  0 (7.20)
тенгсизлик (/ринли бул син .  У цолда  (7.14) тенглама ечимининг  
кетма-кет келган иккита ноли ора сида ги  масофа Н уч ун

— < А < -  (7.21)
М т  v '

тенгсизлик уринли.
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И с бот .  Бу теоремани исботлашда так;к;ослаш теорем асидан к енг  
фойдаланамиз. Унинг учун аввал куйидаги

£У + т *у=  0 ва ^ Ц + М 2и =  0 (7.22)
dx2 dx*' У V ’

узгармас коэффициентли тенгламаларни оламиз. Уларнинг умумий 
ечимлари мос равишда

у  =  Ах sin т(х  — a t), у  =  А2 sin М(х  — а 2)
куринишда ёзилади. Фараз этайлик, х0 =  =  а 2 нукта (7 .4), (7.22) 
тенгламаларнинг бирор ечимларининг ноли булсин, яъни у  ечимларни 
мос равишда ф (х), фт  (* ), фм ( х )  деб белгиласак, ф (х0) =  ф„ (х0) =  
=  ФЛ1 (-':о) =  0  булади. фт  (х) ва фм (х) ечимларнинг навбатдаги нол-

tlTC tlJtлари мос равишда х0 4 — , х0 Н----- (п — бутун сон) формулалар би­от м
лан топилади. ф(х) функциянинг ха дан унгдаги навбатдаги нслини 
ху дейлик. Унда хх— х0 =  h булади. (7.20) тенгсизликдан таадослаш 
теоремасига к$ра (7.4) тенглама ф(х)  ечимининг ихтиёрий кеш а-кет 
келган иккита х0, х1 (х0 <  х г) ноллари орасида срм (х) функциянинг 
камида битта ноли ётади. Аммо ф^ (х) функциянинг х„ дан унгдаги

навбатдаги ноли х0 4 - булгани учун х0 4 - <  хг тенгсизлик урин-

ли булади. Шунга ухшаш, (рт(х) ечимнинг дг0 ва x0 + — нолларит
орасида ф (х) функциянинг камида битта ноли булади, яъни х0 <  
<  хх <  Д'о 4* Топилган иккй тенгсизликни бирлаштириб, — <; хк —

— х° ^  ~ni ни’ яъни (7 .2 1 ) тенгсизликни ^ссил киламиз. Теорема ис- 
бот булди-

(7 .21) тенгсизликни янада кучайткрш мумкин змас, яъни —,

— интервални кичрайтиркш мумкин змас. Бунинг боиси, Q (х) функ- т
ция узгармас булганда (7.21) тенгсизлик урнига h = ^  ~  тенг- 
ликка эришамиз.

Мисол сифатида ян а гармоник тебранишларни олсак, М х =  0 ,
М 2 = М2 =  со2 булганда h =¡ Бундан h =  булгани учун
а  =  я 2 келиб чикади.

Берилган тенглама ечимлари тебранувчи булса, курилаётган ора- 
ликда ечимнинг ноллари сони ^акида фикр юритиш мумкин.

7.7 - т е о р е м а  ( К н е з е р  т е о р е м а с и ) .  Агар (7 .4) тенгламада
Q(x) функция  x 0 < x < - f ° o  интервалда  0 < Q (a :)< £ ^ -  т ен г с и з ­
ликни цаноатлантирса ,  у  хрлда  (7.4) тенгламанинг ихтиёрий  
т р и в и а л ш с  ечиши х0 <  х <  +  оо интервалда ч ек си з  к$п нолларга 
э г а  брла олмайди; агар  хх х <  +  оо интервалда Q (х) функция
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уш б у  Ü i î  < Q ( x )  (a  =  const > 0 ) тенг си зликни цаноатлантирса,  
4*2

у  хрлда ихтиёрий  тривиалмас ечи'М х 1 < х <  +  оо йнтервалда 
чексиз  к$п нолларга э га  б улади .

И с б о т .  Таккослаш теоремасини кулланиш ма^садида

У" +  ^ У  = ° ( а ф О ,  х > 0 )  (7.23)

Эйлер тенгламасини олайлик. Бунда Q (х) =  ^2- >  0 булгани учун
(7.23) тенглама ечимлари тебранма характерга эга були.ди ^ам мум- 
кин. Тегишли характеристик тенглама k (k — 1 ) - Ь а а =  0 ёки k2—

— k +  а2 — 0, унинг илдизлари эса kx 2 =  у  ±  Y а*- Бундан

куринадики, а 2 >  ~  бу'лганда Эйлер тенгламасининг ечимлари теб­
ранма характерга эга булади. Шу ^олда умумий ечим

у  = Сх 'j/xcos ^ ] / a 2 — -i- l n x j  +

+  С2 1 / 7 sin ^a2 — -^ -ln x ), [1 < x <  +  oo

куринишда ёзилади. Шундай килиб, (7.23) тенгламаиинг ечимлари
а 2 <  ~  булганда ( 1 , +  оо) йнтервалда тебранмас, а 2>  ^  булганда
эса шу йнтервалда тебранувчи ва чексиз куп нолларга эга булади. 

Энди ушбу

У" +  ¿  У =  °  {Х >  Хо)' (7‘24) 

y " + l ¿ r y = = 0  ( * > 0 , x > x i )  (7.25)

тенгламаларни курамиз. Улардан- биринчисида (7.23) га кура а2 =
1 о 1 "Ь a _ 1=  —, иккинчисида эса а* — —— >  —.
4 4 4

Агар 0 < Q (x )  <  ¿  (х > х0) тенгсизлик уринли булса, у  ^олда
(7.4) тенглама ихтиёрий ечимининг ноли орасида (7.24) тенглама ечи- 
мининг камида битта ноли ётиши лозим. Бу булиши мумкин эмас, 
чунки (7.24) тенгламаиинг ечимлари тебранмас. Д емак, бу ^олда 
х0 <  jc <  +  оо йнтервалда (7.4) тенглама ечими чексиз куп нолларга 
эга була олмайди.

Агар Q (х) >  —— , a  >  0, х >  xL тенгсизлик ÿpwMH булса, у 
4х2

.у>лда ечимлари тебранувчи булган (7.25) тенглама ихтиёрий ечими- 
пинг кетма-кет келган иккита ноли орасида (7.4) тенглама ечимининг 
камида битта ноли ётади. Бундан (хх, +  оо) йнтервалда (7.4) тенг­
лама ечимлари чексиз Kÿn нолларга эга экани келиб чицади.
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4- з с л а т  м а. К н е э ер  т еор ем а сидан  tci/ринадики, а г а р  0 < Q (х) <  т ен г -
с и зл и к д а  А '-^оо д а  Q (х) ф ункци я  нолга  етарли  т е з  я^инлаш са ,  у  %олда т е ги ш .ш  
ечимлар т еб р ан м а с  б ул а ди .  4ммо а г а р  Q (х) к  0 б дл са ,  р а вм ан ки ,  у"  =  0 тгнгла-  
манинг ф ундам ентал си ст ем а си  ф, (х) =  1, фа (х) =  х ф ун к ц и ял а р д а н и б о р а т .  Агар  
Q (х) ф ункция  х-*- оа да  нолга  етарли  т е з  я цинлаш са ,  Q(x) ф унк ци ян и н г  ишора -  
си д а н  цатъи н а з а р  х н ин г  етарли кат т а  кийматларида  у"  +  Q (х) у  =  0 тенг-  
ламанинг ф ундам ентал си ст ем аси  { ф, (х) — 1, ф2 (х) =  *} си ст ем адан  « кам» фар к, 
цалади . Б у  Ц1пет т еоремаси  д е б  юритилади.

У 1
М и с о  л. Ушбу у " - 4 = 0  тенгламада Q (х) =  ~% булиб, унинг фундамен­

тал  системаси {1, х] га  х нинг етарли к атта  цийматларида яцин эканини курса- 
тамиз.

Г уГ
Б у  тенгламада у  =  е~  * zdx, — =  — г алмаштиришни баж арамиз. Н атн ж ада

1 У 1 / 1
г '  =  гг +  —. Риккати тенгламасига келамиз. Унинг умумий ечими z =  —- c t g  +

je х1 V х 
\ 1 y '

+  С ------- ([3 ] г а  каранг). —  =  — г  булгани учун
} X у

у  =  А х s in  ( —  +  С 
\ X

Равшанки:

1 1 ** 1 1 / 1 \x s i n — ==1 — — -4-------- — . . . = 1  +  01 — ):
х  31 ^ 5 ! * *  Т  [ х Ч

1 1 1 1 1  / 1 \
х cos — =  х — -------------------- — . . .  =  дс +  0  — I,

х 2 ! х 41 х ' х2 )

бу ерда О f — 'j функция учун О j  j  касР х-> -оо  да чегаралангаи . Шун- 

дай  цилиб, фундаментал система сифатида

Фх(х) =  1 +  О Ф2 (x) =  x + 0

функцияларга эгамиз.

3- § . ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

1. Чегаравий масалаларнинг Цуйилиши. Биз аввалги бобларда 
биринчи ва юцори тартибли одднй дифференциал тенгламалар учун 
Коши масаласи билан шугулландик. Бу масаланинг геометрик маъно- 
си берилган нуктадан утадиган интеграл чизи^ни излашдан иборат 
эди. Шу интеграл чизиц яна бошка шартларни каноатлантирадими 
ёки йукми, бу бизни кизиктирмас эди.

Агар 1 интервалда' аншуюнган у  =  cp(.v) функция y (n) — у,  
у ’ , . . . , у {п~1) («  >  1) дифференциал тенгламанинг ушбу

ф(*о) =  Уо, V  (х0) =  У0> • • • . Ф("“ °  (х0) =  < _1). *0 6 J (7.26)
шартни ^аноатлантирадиган ечими булса, тенгламанинг шу г/ =¡ ср ( х) 
ечими яна
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ф(* 1 ) =  & , ф' (х1) =  у [ ...............Ф(п_1) (хг)
= У{п~1), х0ф х и  х£1 (7 .27)

шартни ^ам каноаглантирадими?— деган савол тугилади. Бунда
1(х> У, У\ • • • . У(п~Х)) функциянинг ани^ланиш со^аси очик; £> п+1 
тупламдан иборат булиб, (х0, у 0, у 0, , у[п~х-)£Пп+1, (х1г у и  
у\, , У\п~1)) € Нпл | шартлар албатта бажарилади. Акс ^олда 
цуйилган саволнинг маъноси булмайди.

Саволга жавоб бериш учун (7.26) шарт билан тула аникланган 
маълум у  — ср (л:) функция ва унинг ^осилаларини х == хх нуцтада 
.^исоблаб, (7.27) шартни текшириш лозим. Савол доим юк,оридаги 
каби куйилмаслиги хам мумкин. Номаълум функция ва ^осилалари- 
пинг х — х0 ва л' =  хг нук,талардаги ^ийматларидан тузилгаи п  та 
муносабат бажарилишини талаб этиш ^ам мумкин. Шу муносабат 
билан ^уйидаги масалани к;уямиз.

Ч е г а р а в и й  м а с а л а н и н г  ^ у й и л и ш и :  агар ушбу

(а 0 6 7. * !£ / , х0Ф х ъ  ¿ = 1 , 2 , . . .  , п) муносабатлар берилган бул­
га , (4 .2) тенгламанинг шу (7.28) муносабатларни каноатлантирадиган 
счимини излаш чегаравий масала  дейилади. Бу масала, Коши масала-

- 1,2, . . .  , п  булганда Коши масаласи келиб чицади. Агар п — 2
булиб,

булса, иккинчи тартибли тенгламанинг интеграл чизири бошлангич  
!/(х0) =  у 0 ва тугал у ( х г) ~ у х  шартни ^аноатлантириши лозим бу- 
лади. Яна, агар п  =  2 булиб

булса, бу ^ам тез-тез учрайдиган чегаравий масаланинг шартидан 
иборат. Баъзи ^олларда ечимнинг да зрийлиги  чегаравий шарти  деб 
юритилувчи (п — 2 )

шарт ^ам учрайди.
1 - м и с о л сифатида (4- боб, 5- § да) курилган масалани олиш 

мумкин. У  масалада абсцисса ук,и буйлаб унинг мусбат йуналишида 
^аракат цилаётган объект (нукта) I чоракда ^аракат килиши муМкин

(4.2)
тенглама ва

ё\{х0, у { х й), г ' ' * ' » У * (-̂ о)» х1у У (х*) ,
(7 .28)

сига Караганда умумий булиб, ундан =  у и 1\х0) — у\и °  =  0 ,*«=»'

(7.29)

£1 =<*У'(х0) +  Р у (х 0) = 0, 
ё г  =  УУ' (х1) +  8 у ( х 1) =  О (7.30)

(7.31)
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булган ну^та томонидан кувланиши курилган эди. Кувловчининг тез- 
лиги V, кочувчиники эса а  эди. Агар V >  а  булса, чекли Т вактда 
кувловчи кочувчиии кувиб етиши исбот этилган. К,увловчининг диф­
ференциал тенгламаси эса

у" = - ~ У 1 + ( у ' Г ,  У> О  
У У

куринишда. Агар у  (х0) =  у 0 >  0 , у  (х^ =  0 , хх =  х0 + у й —
V 1 ----  и -

чегаравий масалага (кувловчи учун) келамиз. (4.29) тенгламанинг 
умумий ечими

(4.29)

десак,

1 (СгУ)
М- 1

(«с , у ) 9 + С
2С ' 1 - а '

1\ V,

булгани учун чегаравий шартлардан Сх =  С2 = у 0 ——— {- х0 ке-
Уо о2 —

либ чи^ади, ‘Демак; ушбу

У» <л ( у \1 0 1 и аи I х

ечим чегаравий масала шартларини ^аноатлантиради.
Чегаравий масзланинг ^уйилишига дойр ' яна брахистохрона*) ^а-

к^идаги масалани курайлик:
Вертикал текисликда турли ба- 

ландликда икки А ва В  нукдалар 
берилган. Л ва Б нукталар шун- 
дай силлик чизик; билан туташти- 
рилсинки, шу чизиь* буйлаб ^ара- 
кат киладиган моддийшарча Л дан 
В  гача йулни энг к,иска вактда 
утсин.

Бу масалани ечиш учун коор­
дината системасини куйидагича 
танлаймиз: абсцисса уки горизонтал 
ва мусбат йуиалиши чапдан унгга, 
ордината уки вертикал ва мусбат 
йуналиши ю^оридан пастга, коор­

дината бсши А нуктада (39- чизма). Энергиянинг саклаииш к,онунига 
к ур а  А ва В  ну кагала рда потенциал ва кинетик энергиялар йирин-

диси узаро тенг булиши лозим, яъни О +  О =  — п щ у  + ^ т и 2. Бундан 

ю = У 2 ц у .  Изланган чизикнинг тенгламасини у  = у(х)  десак, и —

х-----

39 - чизма.

*) Брахистос — энг ^иска, хронос — ва^т.
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—, с1ч =  У d y 8 +  dx2, d y  =  — dx =  у '  dx. Шунинг учун ушбу dt — dt dx x
__ y T i  + [ y x

2
Xj

2 -у 1 ¿х  га  эгаМиз. Бу тенгликнинг икки томонини 0 дан
Ь гача интеграллаб, А дан В  гача йулни утиш учун с арф буладиган 
Т ва^т учун ^уйидаги

* /У 2 цу (х)О
ифодани топамиз. Куйилган мае ала шу функционалга минимум ^ий- 
мат берадиган, [О/ Ь\ интервалда аникланган ва дифференциалланув-
чи ^амда у ( 0) =  0, у ф )  =  С, С =  — шартни цаноатлантирувчи у  =

я
— У (х) функцияни топиш масаласига келди.

Агар у  — у  (х), 0 <  х ^  Ь функция ^уйилган масаланинг ечими 
булса, у  ^олда бу силлиц чизик,нинг дифференциал тенгламаси

2уу" +  ( у ?  +  1 =  0 (7.30)

к у ринит да булади ([10], 304- бетга каранг). Биз бу тасдикнинг ис- 
ботига тухталмаймиз. Чагаравий шарт  « (0 )  =  0, и (Ь) = С муноса- 
батлардан иборат,

Ушбу у  (1 +  (г/'))2 =  Сх муносабат (7.32) тенгламанинг биринчи 
нитегралидир. Хаки^атан:

£  ¡У (1+(УУ)]=>У'(1+(У ')2) + У 2 у ' у ' '  =

= у ' ( 1 + ( у У  + 2уу") = 0.

Шунинг учун у '  — |/ тенгламага эгамиз. Агар бунда у  =
У

- C jS in2 j -  алмаштирищни баж арсак , куйидаги

dx =  Ct sin2 —dt = C1 1 ~ cos< dt
2 1 2

енгламага келамиз. Интеграллаш натижасида ечим учун

х =  С2 +  — (t — sin t),
2 (7.33)

у  = ~  (1 — cos t)

муносабагларнл толаМ^з. / =а 0 булганда нукта координата бошида 
булади. Шу сабабли С, = 0 экани келиб чикади. Энди t = Т бул­
ганда у  (Г) - -  С, х (Г) =5 Ь тенгликлар бажарилиши лозим. Бу шарт- 
лардан фэйдаланиб, С j ни з;ам топамиз. Бунинг учун уш бу 6 =
=  _J (Г — sin Т), — =  ( 1 — cos Т) муносабатлардан 1 ~  cos Т =

2 Я 2
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2 '=  — (Т — sin Т) тенгликни ^осил киламиз. Т >  0 булганидан охир-
Я

ги тенглик уринли булиши учун Т — я  булиши лозим. Шунга кура
Сг =  — =  С. Д емак, моддий ну^та (0,0) и уктадан х=  L  ( t — sin t),

% я  . 2Q
у  — (1 — cos t) чизик буйлаб р р а к а т  цилади ва Т  =  я  ва^тда 

( b, — I ну^тага келади. Шу ну^тага я  дан кам ва^тда келиши мум-
Я  /

кин эмаслигини курсатиш мумкин. Буни китобхонга топширамиз.
Эслатиб утамизки, (7.33) муносабатлар диаметри G га тенг бул- 

ган дискнинг тугри чизго> буйлаб еирганмасдан гилдирашида унинг 
гардишидаги бирор D ну^танинг чизган чизигини аник лайд и. Бу чи- 
зи^ циклоида  деб аталади (40- чизма) ([9 ], 304- бетга ^аранг).

2 . Бир жинсли чегаравий м а­
сала. Чегаравий масала ечимининг 
мавжудлиги ва ягоналиги му;$им 
роль уйнайди. Бу мавзуга тегиш- 
ли баъзи маълумотларнй баён 
этиш 'учун (7.28) муносабатларда

— g i фуикциялар уз аргументларига 
нисбатан чизикли форма'дан ибо- 

4 0 -чизма. рат булган ^олни курамиз. Аниц-
poFH g i функциялар куйидаги

8 i  (У) =  <*{?’ У (х о) +  а (/> у'  (х0) +  . . .  +  а ® . ,  ( х 0)  +

+  $ )y ( x 1) +  ¥>[l)y ' ( x L) +  . . .  +  ß Ü ! y {n~l) {X $ - A i  =
=  g°i (y) +  A  ( 7 -3 5 )

(бунда a f ,  ß(/>, A/,i= 1, 2 .................  / =  0 ,1 , 1 — узгармас)
куринишда булсин. Агар Äi =  0  ( ¿ = 1 , 2 ,  . . .  , п)  булса, ^уйилган

П
масала б и р  жинсли  чегаравий масала  дейилади. Агар ^  Щ ф 0

г=1
булса, тегишли масала б и р  жинсли  булшаган  булади. 

п- тартибли чизикли бир жинсли
L ( p ) y  =  0j ц (*)

тенглама ва (7 .28) — чегаравий шартлар берилган булсин, (*) ва 
(7.28) муносабатларни A¡ =  0 булганда каноатлантирадиган у  (х) 6  С(п) 
функцияни топиш масаласи (*) тенглама учун б и р  жинсли чегара­
вий масала дейилади.

Равшанки ^ар бир бир жинсли чегаравий масала ,камида битта 
тривиал ечимга, яъни у  (х) =  0, х £ [х0, хх] ечимга э га . Аммо бир 
жинсли чегаравий масала тривиал булмаган ечимларга ^ам эга  б у ­
лиши  мумкин. Шу муносабат билан цуйидаги теоремани келтирамиз.

7 . 8 - т е о р е м а .  Агар у 1(х ) , у , (х ) ,  . . . , у п (х),х£{х0, x j  функ­
циялар  (*) тенглашанинг чизикли  э р к м  ечимлари брл са , у  %олда



L( p ) y  =  0 , g ° ( y )  =  0  Micала т р и ш а л м ю  ечимга э г а  б (j лиши уч ун
чшбу

D =

к \ Ш  8 л Ш  ■ ■ ■ ё° (Уп) 
в а '(л )  (У.) ■ • ■ ё1(Уп)

S°n(y i)  fiS ii'a) • • * в£(0л)

(7.36)

детерминантнинг нолга тен г  б улиши  з а р у р  ва етарли.
И с б о т .  Теореманинг шартига кура у х{х), у%(х), . . .  , у п (х) 

(|>ункциялар [х0, x j  интервалда чизшути эркли ечимлар. Шунинг учун

^  Сг-т^О булганда (*) тенгламанинг барча ечимлари
П

у  =  2  с  j у/ о*)

t =i

/=i
формула билан берилади. Ж умладан, g\ ( y )  — 0, i — 1 , 2, . . .  , п 
шартни ^аноатлантирувчи ечими ^ам шу формула билан берилади. 
Шу сабабли

Si ( 2  CJ У] = ° . -i =  I . 2 . • • • . п
Hi

(7.37)

муносабатларга эгамиз, яъни-

vKli

2  C j g ] ( y j ( x ) ) =0
м

Cig i  (tfi) 4* C2g l  (г/г) 4* • • • +  Cng i  ( y n) — 0, 

^ ig 2 (i/i) +  C2g 2 (г/г) +  • • • +  Cngz (y n) =  0 ,

c 1g°n(yl ) +  c 2g U yd +  ■

(7 .37 ')

+  Сп8°п(Уп) ~~ °-
»иди бир жинсли тенглама бир жинсли чегаравий шартни к;аноат-

П

лантирадиган тривиалмас ечимга зга  дзйлюс. Унда  ̂С2 ф  (•' була-
/=1

ди. Шунинг учун (7.37) дан D =, 0 экани келиб чи^ади.
Агар D — 0 булса, у  ^олда (7 .37 ') дан Си С\,

Y  2
^ С ] Ф 0  узгармаслар топилади. Д емак, ушбу

Г°

/ -1

у ( х) = У , с °У/(х) 
i=i
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функция тривиалмас булиб, бир жинсли чегаравий масала шартла- 
рини ^аноатлантиради. Теорема исбот булди.

5 - э с л а т м а .  Агар  g*(i/) =  0 ч е га р а ви й  ш а р т да  i =  1, 2 . . .  , т , т < п  
брл са ,  у  %олда б и р  ж ин сли  ч е гаравий  масала т риеио/м а с  ечимга э га ;  а га р  (D)
м ат рица  'ранги г ,  г  <  n ( i  = 1 , 2 ................п) б$л са ,  у  хо/.да б и р  т м с т  чегаравий
масала Сг , С2, Сп лар га  н и с б а т а н  %сп>Шф (n<— i)  tr.a читк/м аркли ечимга  
э г а  булади .  Бу тасди^ларнинг исботи равшан.

6 - э с л а т м а .  (D) м а т р и ц а н ш г  ран ги  фундаментал си стема y L, у 2, ■■■ , у п 
н и  т ан лаш га  б о г  лик, змас.  Дакицатан, бир y v  у г , . .  . , у п фундаментал система- 

дан иккинчи’ у 1Гг/2, . . .  ,~уп фунда ментал системага утиш чизикли алмаштириш 
ёрдамида, яъни ушбу

п
^  aii У\ . » '=  1. 2 , . . .  , п

/= 1
формула билан амалга оширилади, бунда а ц  лардан тузилган детерминант нолдан 
фар^ли. Алмаштириш натижасида (£>) матрица (ац  ) матрицасига купайтирилади. 
Шунинг учун (D) матрицанинг ранги узгар м ай ди . (D) катрииа ранги чегаравий  
масала  ранги дейилади.

3. Бир жинсли чегаравий масала учун Грин фуькцикси. Диф­
ференциал ифода L( p ) y  куйидаги куривкшда булсин:

И Р )У =  <*0(х) у (п) +  a1(x ) y{n~i )+  . . .  +  ай_ , (х) у '  +  ап(х)у,  (7.38)
ай{х)Ф  0 , х£1.

7 . 2 - т а ъ р и ф .  Ушбу
L ( p ) y ^ 0 ,  g°,(y) = 0 (7.39)

чегаравий масала учун Грин функция си  д еб  ш^нйЫ С(х, I )  функ- 
цияга^айтимадики,  у  функция  {(*, £): х0 ^  х ^  xlt х0 <  I <  хх} 
соЦада аницланган булиб ,  [х0, хх] интервалдан олинган Хар б и р  I 
учун  х нинг  функцияси  сифатида  ц уйи да ги  шартларни цаноат- 

~ лантиради :
1 °. G(x} 6) функция  х еа I Суйича [хс , х}] интереалда узлук-  

сиз,  х б$йича  (п  — 2 )- т а [т и б га ч а  у зл ук си з  дифференциал/.анувчи;
2°. [х0, хх] дан  олинган ихтиёрий  тайинланган I учун G( x, Q 

функция  х б уйича  [xQ, £] ва [|, хг] интереаллернинг  %ор бирида  
( п — 1) - вап-  тартибли %оси/ала;га %сш эга ,  елмо  ( п — 1 )- тартиб-.  
ли ЦоСиласи х =  £ н уцт ада  чекли у зилишга  зга, яъни:

f ^ o a  + o, D - f ^ G d - о, £ )--------(7.40)
дх п 1 дхп , а 0 (|)

3°. [х0, 1 )] ва (£, хх] иктереал/.сряинг  %ap бирида  х нинг  
функцияси  сифатида G(x,  |) функция  (7.SS) муносабатларни ка- 
ноатлантиради,  я ъ ни  L ( p)G (х, |) =  0, g°i(G(х, •;)) ~  0, • i =  1,2, 
. . .  , п.

7 . 9 - т е о р е м а .  Агар (?.££) ч е г с р с с ь й  тсса/а фа\ст тривиал  
ечимга э га  бул са ,  у  %олда ш у  mac ала учун  я г ена  Г / ин функция-  
си  тавжуд.
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И с бот .  У_г (х% Щ(х), , у п (х), х£\хош х х] функциялар 
1 ( [ ) у  = 0 тенглгманинг чизикли зркли ечимлари булсин. У ^олда 
бу тенглгманинг барча шдалари у  ~ С1у 1(х) +  . . + С пу п (х) фор­
мула билан ёзилади. Шунинг учун Си  С2 , Сп ларнинг бирор 
кийматида бу фсрмуладан С (х, ?) функцияни ^осил кила олсак, 
теорема исбот булган булади. Агар Грин функцияси мавж уд булса, 

л'о <  х <  | интервалда
в ( х ,  I) =  **(£) Ух (х) +  а г (е) у  о (х) +  . . .  +  ап (1)уп (х),

| <  х <  хг интервалда эса
в  (х, %) =  Ьх (|) у  г (х) +  Ь2 (£) у 2 (х ) +  . . . +  Ьп (|) у п (х)

мунссабатлар уринли булиши керак. Бундан (п — 2)- тартибгача хр- 
силалари узлуксиз булгани учун х  =  § булганда ушбу

1а 1 (| )^ (Б )+  . + а па ) у п а ) ] - м ) у1 ( 1 ) + . . .  +  ьп® у пт ~  о, 
м *1 ? ; ( £ ) +  • • •  +  ап& )у ’п ш ] -  1ь1 (Е )^ ;(б )+  . . .  +  

+ ь пт У; а ) ]  = о,

[ a i  ®  y i n~2) ©  +  • • • +  %  ( i )  Уп ^  ( i ) ]  -  \ь% а )  у\п~2) а )  +

+  . . .  + ь п(1)у(г п т = о
тенгликларга зга буламиз; (п — 1)-тартибли ^осила учун эса

[a i (l)í/ (r 1)© +  • • •  + a n ( l ) y í n- 1)m - [ b 1( l ) y [ n- " a )  +
+  . . .  + 6. ( 6) ^ * » « ) ] -------

тонгликка эгамиз. Агар Cv (с) =  bv (£)— av (£) Десак, юкоридаги 
тенгликлар цуйидагича ёзилади:

А  (&)&(£> +  • • •  + С пШг/п(£) =  0 ,
С Л ) У \ & ) +  . . .  +  c j D y ' j i )  =  о,

............................................................................. (7 .41)
Сх (I) у [п~2)(1) 4- . . .  + С па ) = 0 ,

Ci (I) У{Г Г)&)+  . . .  4 - с „ ( ^ Г 1,(6)= = ~ 1Г

Бу системанинг детерминанти чизикли эркли Уг(х), . . .  , у п(х) 
(д0 <  х <  х,) функциялар врснскианининг х =  £ нуктадаги киймати- 
дан иборат. М аглумки, бу ^олда IF(£)=£0. Шунинг учун (7.41) 
система детерминант и колдан фаркли бир жинсли булмаган система
ст.фатида яге га  еи.мга зга.  Шу ечимни С? (g), Cf ( I ) ...............С° (£)
д(б белгнлгймкз. Д емгк, (7 .41) система Cv (|) ларки бир к4ийматли
аниклайди. Знди С? (g) =  t\ (6) — av (g) булгани учун t\ (I) ва а° (5)
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ларни аниклаш билан шурулланамиз. (Бу коэффициентларни чегара- 
зий шартлардан фойдаланиб топамиз. Унинг учун {у) ни бундай 
ёзамиз:

в? (У) =  в?« (У) -Н (7.42)

бу ерда
П— 1

£?а (у) =  2 0С/1)У<'! ( * о ) .  ё% (у) =
1=0

. п -1

=  2 Р,1г)0 Ш ( л:о ) . I =  1 , 2 , . . . , п.
/=о '

Агар (7.42) да г/ урнига б  (л:, £). фушщияни ¡^уйеак,

^ ¿ ( С ( х ,  £)) =  (I) ^га (^1 (х )) +  . . .  +  ап (6) ^  ( уп (х))  +
+  ъх (| ) § % (у ,  (х ) )  +  . . .  + ь п (Б) ё % ( У п  (X) )  =  О

тенгликка келамиз. Бунда лар урнига Ьк — С\ ларни ^уямиз:

(£) ё ф  {Уг (* )) +  . . .  +  Ьп (|) (у п (х)) 4 *

+  (Ьх (£) -  С°1 (Ю) &  (г/1 (*)} + . . .  + ( Ь п (|) -  С° (£)) й?в (</„ (х)) = 0 . 

Бундан (7.42) га кура

*1 (I) ё° (У1 (х)) + ■ ■ ■ + Ь п (1)ё° (Уп [х)) =  С? (|) дЪ (у,  {х)) +
. . + С т ё 1 а ( у п {х)) (7.43)

келиб чи^ади. Агар г =  1, 2, . . .  , п дееак, (7.43) дан Ьи  Ь2> . , . 
. . .  , Ьп ларга нисбатан п та чизикли тенгламалар системасини ^о-

/ - п
сил киламиз. Бу бир жинсли булмаган система, чунки ¿ ( С / ) 8(|)^=0

м
ва ё ’|3 (г/у ( х ) ) # 0  ( 1 =  1, 2,  . Л  , п; / = 1 , 2 ,  . . . , « ) .  Агар 
£&* (*// (х)) =  0' . булса, (7 .43); дан Ь°($ =  С° (6) , а “ =  0 келиб 
чик,ади. Бу ^олда теореманинг исботи равшан. Энди ¿ ¡ а (У1 (х)) ф  0 
^олни курайлик. Бунда 7 .8 -теэремага кура (7.43) систе.манинг детер­
минанта (Ьи Ь2, . . . , Ьп ларга нисбатан) нолдан фар^ли, Демак, 
Ьх( ! ) , - .  .< , Ьп (|) ларнинг ягона кийматини топа оламиз. Уша кий- 
матларни Ь\ (£), $(%),  . . .  , Ь°п {1) десак, щ (I),  а°(Ю, • ■ ■ , а ° ( 1 ) 
лар а/(|) =  Ь/ (Е) — С° (|) формулалар "билан топилади. а, (|) ва 6 , (|), 
¿ =  1 , 2 , . . . , п  лар учун топялган ^ийматларни тегишли; ифодага 
^уйсак, в  {х, £) учун
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♦
( п

2 а / (Б) У/ (*)•
о ( х .  1 ) = з /: 1 (7.44)

формулага эга буламиз. Шундай к.илиб, ,Грин фуккциясининг мав- 
жудлиги ва ягоналиги исбст' этилди. Бу теореманинг исботи тегиш- 
ли Грин функциясини курр.ш усулики у з  ичига олади.

Бир жинсли чегаравий масала чизикли бир жинсли булмаган 
дифференциал тенглама учун ^уйилган булсин, яъни ушбу

ыа беради.
7 . 10- т е о  р е м а .  Агар (7.39) масала фа^ат триеиал  еч иж а  

э га  бдлса ,  у  \олда [х0, хг] интереалда  у зл ук си з  булган ихтиёрий 
!  (х) ф ункция  уч у н  (7 .45) масаланинг  ечиши маежуд.  Бу ечим ушбу

у  (х) =  | в  (х, I) / (I) й I  (О (х , £) — Г р и н  функциями) (7.46)

формула билан ифодаланади
И с б о т  (7.46) формула бклан аник,ланган бирорг/(х) функцияни 

олайлик. Бу функция (7.45) масгланинг ечими эканини, ягни ушбу

айниятлар ’ уриг^и зкгьгьи исбстлгЕмкз. Аеегл (7 .45" ) ни курса- 
тайлик. С ( х ,  |) 4 У*;к ге * 1.кнг тьгркфкга кура слккггн у ( х)  функ­
ция ( п  — 2)- тарткбгача узлуксиз дифферегцкгллакувчи. Шунинг 
учун ^осилаларни

у м ( х ) = Х{ £ . 9 ^  Б) /(£)<*£, V =  1 ,2  . . . , п  — 2
I  дх*

каби ёзиш мумкин. (7 .47) формулани у — п — 2 да к.уйидагича
ёзамиз:

1 ( р ) у ( х)  =  Цх)  
8°1 (У М ) =  0

(7 .4 5 ')
(7 .45")

л 0 х

Бу нд аняна  .г буйича хссила оламиз:

X



Аммэ - d— ^1*’ —  функция x — l  ну^тада узлуксиз булгани учун 

охирги ифода соддалашади:

У(П~Х) (* ) =  1' f ® d t  +  j  ~ dp - Xi -  f ®  d l  =
X o X

°  f  81 n l ) d t  ( 7 -48) 
x0

Бу формуладан яна бир марта дифференциаллаб топамиз:

/ ' м .  ,-_g- ' 0  0 . 1)
v

*0
-  п - 1

./1—1 f (* ) +
i~x—û

*0

Маълумки, (г/) ифода у  (х) ва унинг (п — 1 ) - тартибгача ^оснла- 
ларининг х =  х0 ва х — хл ну^тадаги ^ийматларини уз  ичига олади. 
Шунга кура, (7.46) (7 .47), (7.48), лардан содда узгартиришлар ёр- . 
дамида куйидагига эга буламиз:

ё° (у) = " 2  а(1} у1 ( *о) +  2  Р}° уа) ы = 0 +  2  р/° ^(П =
/ = 0 /—0 /=0

=  ^  р<» | д,а^ ; ^- / (1) й § =  [  ( §  Р}0 *  °^ /  1>- } / (6) | =
/= 0 Л'о ; л »  1 = 0

= ] ё ? ( 0 ( х ,  t ) ) f ( Ъ) d l .
Хо

в ( х ,  £) функция таъриф буйича (у) =  О (I =  1 , 2 , . . . , п)  
чегаравий шартни ^аноатлантирадн, яъни £? (С(х ,  £)) =  0. Шунинг 
учун охирги интеграл нолга тенг ва (£/(*)) =  0 , ¿ = 1 , 2  . . .  , п 
муносабатларга эгамиз. Бундан олинган у ( х)  функция [х 0, д^] ин- 
тервалда чегаравий шартларни ^аноатлантириши келиб чи^ади. 
Д ем ак, (7.45") исбот этилди. Энди, (7 .45 ') ни исбэт этамиз. Теоре- 
манинг шартига кура (7.39) масала фа^ат тривиал ечимга эга.
7 .9 -теоремадан ¿ ( р ) О ( х ,  |) =  0 экани чикади, Шунинг учун олин­
ган у  (х) функция ^осилаларининг уряига (7 .4 7 ), (7 .48), (7 .49) фор-
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мулалардан фойдаланиб, уз  ифодасини £ (р) у  дифференциал ифода- 
га  цуямиз:

г  I

1 { Р ) у { х )  =  а0 (х) 

$

J  дхп а0 (х) +

а”- 1  С (лг, |) 

дхп-
Х0

+  \ ^ I L f a ) d l  +  an ^x) i G( x ,  S ) f a ) d t  =
дх

Хо *0

= 1
_ , .А д " 0 (х,1) , . л а"- 1  в(х,  1)
°с ( х ) — 5 7 —  +  ° 1 (х )— ^ 7 = ^  +  • • •  +

+  (*) +  ап (х) О (х, I)] ¡® (1Ъ+}(х )=*

| (М р ) О ( х -  I ) )  Н1)й1 +  1 (х) =  / (* ).

Демак, (х0 £) интервалда Ь (р) у  (х)=в{ (х) айният уринли. Шунга 
ухшаш (Б, а' )̂ интервалда ^ам шу айният уринли экани курсатила- 
ди. Шундай ^илиб, [х0, х̂ \ интервалда узлуксиз !{х) функция учун 
олинган у  (х) функция (7.45) чегаравий масаланинг ечими булади. 
Теорема исбот булди.

4. Бир жинсли булмаган чегаравий масала. (7.35) формулада
П

^ А ^ Ф О  булсин. Бу >;олда биз бир жинсли булмаган чегаравий 
¿=1
масалани курайлик. Асосий хулосани куйидаги теорема ифода этади.

7 . 1 1 - т е о р е м а .  У ш б у 1 ( р ) у  =  0 тенглама б и р  жинсли б у л :  
маган шартни  цаноатлантирадиган я гона ечи'мга яга б улиши  
уч ун  мос б и р  жин сли чегаравий 'масала фацат тривиал ечимга 
э га  б длииш  з ар у р  ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Бир жинсли булмаган чегаравий маса­
ланинг ечими у ( х)  функция булсин. Унда ¿ (р ) г/ ( х )  =  0, х£[ х0, 
■*1!- £,• (У (■*)) — А1 =  0 айниятлар уринли булади. Бир жинсли диф­
ференциал тенгламанинг фундаментал системаси у 1(х), у 1{х), . . .  , 
У,ЛХ) Функциялардан иборат булсин. У ^олда ихтиёрий ечим у  —

— ̂ С1У'(х) формула билан ёзилади. Узгармас Сь  С2, . . . , Сп лар- 
¡=1

нинг бирор кийматида у{х)  ечим ^осил булсин дейлик, яъни у ( х)  =  
п

=  ^  С?у. (х ). Бу функцияни бир жинсли булмаган чегаравий шартга
¿=1
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и$ямиз. Содда ÿзгapтиpишлap натижасида куйидагини ^осил ди л  амиз:
л - 1  / л  \ </) л - 1  / л  \ </>

о =  2 а !° + 2 й "  2 с х ы  - А , -
1=0  \V=1 / /=о \v=i , У . ■

- 2 a"’ ( ¿ Э Д м )  +  2 4 *  - а , ~/=0 \ v = l /  1=0 \ v = l /

■= 2  с ° Г 2 ® ^ ^  ( * « ) + 2
v = l  L / - 0  /=-0 J

=  2 а д ( ^ ) - ^ г
V“ I . j

Демак, уш бу : i

2 О Д ( ^ )  =  А* / = 1 ,  2, , п . (7 .50)
V=1

системага эгамиз. Бу системанинг детерминанта D фО  ((7 .36) г а
П П

каранг), чунки ^ ( С ° ) 2 ^ 0 , =5̂ 0 . Аммо й ф  0  булганда мос 
¡ = i  г =1

бир жинсли чегаравий масала 7 .8 -теорамага кура фа^ат: тривиал 
ечимга эга булади. :

Е т а р л и л и г и .  Бир жинсли чегаравий , масала фа^ат тривиал 
ечимга эга булсин. У ^олда й ф О  булади. Демак, (7.50) га  K ÿp a 
бир жинсли булмаган чегаравий масала ягона тривиалмас ечимга

П
эга, чунки (7.50) дан V C ^ # 0  тенгсизликни цаноатлантирадиган

V=1

C i, С2, . . .  , Сп 5'згармас бир цийматли топилади. Теорема тула 
исбот булди.

7 . 3 - н а т и ж а .  Агар б и р  жинсли  булмгган  чегаравий масала 
иккита y  = q>L{x) ва y=*<P i(x .) ,  9 i ( ^ )  ^ ф Л * )  ечимга э г с сЩ лса , у  
%олда у  =  Ф1 ( х ) — ф, (х) функцйялар м к  б и р  ж ин сли  чегар'йвий ма- 
саланинг  тривиалмю ечими б улади ;  аксинча, агар б и р  я син сли  че­
гаравий млсала тривиалмю ечимгарга э г а  бул са ,  у  %олда б и р  
жинсли булмаган чегаравий мгсала ё  б и р о ят а  %ам ёчамга э г а  
б у л м ш ди  ёки чгксиз  ечимгарга э га  б ул а ди .  * -

И с б о т .  Аввал натижэнияг бяринчи цисмини исботлаймиз. { 
Равшанки, L (р) фх (л;) == 0; L (р) ф} (х) =  0 ва демак, L (р )  (je) —

— фа (*))= =0, яяа  шунга ухшаш g° (фх (х))  =* Л ., g? ( ф 2 (*))== А  
(t =  1 , 2 . . . . , п) мулосабатлардая g¿ (фх(х)  — ф 2 ( я )  ¿з'О келиб 
чи^ади, Шунинг учун у  =* фх (х) — фг (.*:) функция бир жинсли чега­
равий масала L( p ) y  — 0, g°.(y) =  0 учул трявдалмас ечик булади.

Энди, агар бир жйзсли чегаравий масала тривиалмас у*=*, у  (х )ф0 ,  
х£[х0, Ху] ечимга эга булса, D=а 0  б>^ладя ((7 .35) га' ^аранг).
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У ^олда (7 .50) система ё ечимга эга булмайди ёки чексиз куп 
ечимга эга булади. Натижа исбот этилди.

Энди чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламани 
олайлик, яъни Ь(р)  у  — }(х), шу билан бирга бир жинсли булмаган 
чегаравий шарт ^ам берилган булсин. Бошкача айтганда, ушбу

И р ).у — !(■*) -

' *? (*> = 4 . ' * = 1 , 2 . . . ,  л (7 ,51)
»=1

бир жинсли булмаган чегаравий масалани курайлик, Бу масаланинг 
ечими ^ацида фикр юритиш учун аввал (ч (* ))=  А  шаРтни На"
ноатлантирадиган ихтиёрий т| (х) £ С" [х0, хх] функцияни оламиз. 
Сунгра г (х)  = у (х)  — т)(х) алмаштиришни бажарамиз. Бу г (х)  функ­
ция учун

ё ]{ г (х ) )  =  ё°1(у{х) — г](х)) =  §о(г/(х))-ё® (т](х)) =  0 , .

ЯЪНИ

« ? ( * ( * ) )  =  0 (7.52)

бир жинсли чегаравий шартга эга буламиз. Берилган дифференциал 
тенглама ( г (х)  функцияга нисбатан)

¿ ( р ) г ( х )  +  т\(х))=/(х)
ёки

I  (р) г (х)  = 1 (х) — Ь (р) ц(х) = Р (х) (7.53)

куринишга келади. Энди (7.53), (7.52) бир жиясли чегарзвий маса­
лани куриш мумкин. 7.10-теоремага кура, агар Р(р) г{х)  — 0, 
ё°{г(х)) =  0 масала факат тривиал ечимга эга булга, у р л д а  
[х0, Ху] интервалда узлуксиз булган ихтиёрий Р (х) =  ¡(х) — Цр)х\(х) 
функция учун (7.53), (7 .52) масаланинг ечими мавжуд ва

г ( х)  = ] в ( х ,  £)Г(  1)й1 (7.54)
Х о

куринишда ёзилади. Агар г| (х) функция мос бир жинсли тенглама- 
нинг ечими булса, у  ^олда 1. (р) ц(х)  =  0, Р(х) = Кх)  булади ва

*1
(7 .54) формула г ( х ) = \  0{х,  |)/(£)с(£ куринишда ёзилиши мум-

*0
кин.

Шундай килиб куйидаги теорема исбот этилди.
7 . 12- т е о р е м а .  Биз га  (7.51) б ир  жинсли булмлган чегаравий 

масала берилган бул син.  [х 0, я г] интервалда у злуксиз бдлган  ва 
ё °1 (у) — би р  жинсли б дл ’маган чегаравий шартни цачоатланти-  
радиган  ихтиёрий функцияни ц(х)  дгйлик. У %олда, агар 
Ь{р) {у (х) — г) (л:)) =  0 , ё ° ( у ( х)  — ц(х) )  = 0  мгсала фа^ат триви-
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ал ечимга э га булса ,  у  %олда (7.51) мзсала еш м га  эга ва б у  ечим 
уш б у

у ( * ) - Ч ( * ) + ] < ? ( * .  l ) F { l ) d l  (7 .51 ')
*•

{бунда F(x)  = f ( x) ~L( p ) x\( x) )  формула билап берилади .  Агар 
£ ( Р ) л ( * )  — 0 . ¿Г? (Л (-«)) =  Al (£ =  1, 2 , . . .  п) му.чосабатлар С/рия- 
ли б$лса, у  %олда F ( x ) = f ( x )  ва (7 .51) млсаланинг ечими

y ( x ) ~ n ( x )  +  ] Q ( x t & f a ) d t  (7 .51)
хо

к уринишда  ё з илади .

4- § . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ОПЕРАТОРНИНГ ХОС ЦИЙМАТЛАРИ 
ВА ХОС ФУНКЦИЯЛАРИ

1. Бир жинсли чизицли тенглама учун  хос ^иймат ва  хос функ­
ция тушунчаси.

7 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар ш ун дай  О ф  у  (х) £Сп (/) ф ункция  топил-  
саки, б у  функция  уч ун  уш б у

L ( p ) y  (х) s = l y ( x ) t х£1  (7.55)

айчият  дричли булса ,  у  %олда X сочи  L( p)  о п ераторнинг  хос 
циймлти, у ( х)  ф у ч щ и я н и ч г  р зи  э са  L(p)  о п ераторнин г  хос функ-  
ци я си  дейилади.

Ушбу бир жинсли чегаравий масалани, яъни

L (р) у  = X у  е ] ( у )  = 0 (7.56)

масалани курайлик. Щу масалачинг тривиалмас ечимларига мос 
келган X нинг ^иймаглэря L (р) операторнинг хос цийматлари,  
тегишли тривиалмас ечимлар эса хос фучкциялари  дейилади.

Агар y L(x) ва у 2(х),  х£1  функциялар X нинг битта цийматига 
мос келган тривиалмас ечим, яъни хос функциялар булса, у ^олда 
бу функцияларнинг чизшуш комбинацияси ^ам X га мос келган хос 
функция булади. ^а^и^атан, агар

L( p ) y 1 (x) =  k y l (х), L ( p ) y 2(x) =  Xy i ( x ) , x e i
айниятлар уринли булса, ундан

L (Р) ( С м  (х) +  Сгу ,  (х)) =  X (C1y i  (х) +  С»у2 (х))
келиб чик;ади. Аммэ L (р) у  =  К у  'бир жинсли тейглама чизи^ли 
эркли ечимлари п та (п — тенгламанинг тартиби) булгани учун 
ушбу



айният к нинг 6 <  п  тенгсизлигини ^аноатлантирган цийматлари 
учун тутри булади. Агар к > п  булса, чизи^ли бир жинсли тенгла- 
манинг ихтиёрий п +  1 та , демак /: та (6 > л )  ечими чизи^ли бог-

ли?; булгани учун ^ С {у { (дс) =а 0, х£1  айниятга келамиз. Бундан
1

олинган X сонига тривиал ечим мос .келиши чи^ади. Бу эса хос 
киймат ва хос функция таърифига зид.

7.8- теоремага' кура, (7 .56) масала тривиалмас ечимга эга були- 
ши учун ушбу

((7.36) га ^аранг) детерминант нолга тен'г булиши зарур ва етарли. 
Бунда £>(Я) функция X га  нисбатан бутун аналитик функция бу­
див*), у  I  (р ) оператор,чинг характ ери стик  д ет ерминанта  дейила- 
ди. Бу урннда тушунарли булиши учун (7 .55) тенгламанинг

(бунда /, V =  1 ,2 , . . .  , п) бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи 
фундаментал системасини

деб белгилайлик. У  ^олда I интервалдан олинган х нинг з а̂р бир 
(фиксирланган) тайинланган ^ийматларида (7 .59) функциялар X нинг 
бутун аналитик функциялари булади. Шу сабабдан И (X) ^ам ана­
литик функциядир. ■

Ю^оридаги фикрлар ва мураккаб булмаган муло^азалар ёрдамида 
ушбу теореманинг уринли эканига ишонч ^осил килиш мумкин.

7. 1 3 - т е о р е м а .  1) И(X) функциянинг  ноллари  1 (р )  оператор-  
нинг  хос щйматларидан  иборат\ 2) агар  О (X) функция айнан 
нолга тенг  булмаса, у  %олда Ь (р) оп ераторнин г  хос цийматлари  
санок,ли туплам булиб ,  улар  чекли лимит нуцтага  э г а  б у ла  ол- 
майди.  V . .....

Айтиб утамизки. агар О (X) функциянинг ноли булмаса, у  ^олда 
Ь (р) оператор хос ^ийматларга эга була олмайди. Аммо хос ^иймат 
X Ь  (X) нинг каррали ноли булиши мумкин.

Агар Х0 сони Ь  (>1) функциянинг оддий ноли булса, бу Х0 L (р) 
операторнинг о д дий  хос циймлти  дейилади.

*) Агар бирор / интервалда ани^ланган % (х) функция шу интервалнинг ^ар 
бир х0 нуцтасининг атрофида х — д:0 нинг дараж алари  буйича шу функцияга 
яцинлащувчи дар аж аля ^аторга ёйилса, у ^олдэ % (х) функция I интервалда а н а ­
литик ф ункци я  дейилади.

к

0(Х)  =

ё °1 ( л )  яЧ (у-а) • • • ё ° ( у п)

ё1(Ух) ё Ц У г )  • • • ё Ц у п) (7 .57)

8°а (Ух) ё п Ш  • • • (Уп)

агар 1 Ф  V,
агар ] — V

(7.58)

У X), у , ( х,  X)................у п {х, X) (7.59)
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2. Бир жинсли булмаган чизицли тенглама учун хсс киймат ва 
хос функция тушунчаси. Ушбу

масалани курайлик, бунда Я— бирор параметр, {(х) функция Ь( р )  
оператор коэффициентларининг анщланиш интервалида ан шуган ган 
ва узлуксиз. Бу масала учун хос к.иймат ва хос функция тушунчаси 
тегишли (7 .56) масала учун киритилган тушунчанинг узгинаси була- 
ди. Бу ^олда асосий натижа куйидаги теорема билан ифодаланади.

7. 14 - т е о р е м а .  Я нинг  хос цийматлардан фарн; ки/адиган бар-  
ч'а щйматлари  уч ун  / (х) ихтиёрий у зл у к с и з  б ул ганда  (7.60) ш -  
сала ечимга эга.

И с бот .  Теореманинг шарти буйича аввал Ь(р)  у  — Ху,  £°(г/)=о 
масалани куриб, тегишли (г ==1,2, . . .) ларни топайлик. У 
^олда £ (р)  у } (х) =  Я?(г/у (х), (у. (х) =  0 булади. Энди Я ф  Я° учун
(7.60) масала ечимга эга экани равшан, чунки у  (7.45) масалага 
келади. Х ^икатан :

м асалага келади. Д ем ак, 7.10- теоремага кура (7.60) ыасала ечимга 
эга. Теорема исбот булди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

чегаравий масалани ечайлик.
Берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у  =  Сг с о з  .V  X х 4 - С2 в т  V  X х
каби ёзилади. Бундан чегаравий шартлардан фсйдаланиб, хсс ккйматларки ва хсс 
функцияларни топишимиз мумкин. Чегаравий шартларни бундай ёзайлик:

1/2 =  5 ? п  У  X х Функциялардан иборат. Шунинг учун цуйидэгиларга эгамиз:

(7.60)

Ь( Р ) у  — Ху = ай (х) у (п) 4- (х) у ^ - 1') + . . . + ■
4- ап_ х (ж) у '  4- ап (х) у  — Ху = а0 (х) у<п\+ а1 (х) +  

' 4- . . .  4- ап_ х(х) у '  4- (ап (х) — Я) у  =  1 0 (р) у ,
бунда

^о(Р)  =  а ‘х )р(п>4- • • • 4- ол_ , ( х) р  4- (ап (х) — Х). 
Ш ундай к,илиб, Я Ф  Я® булганда (7.60) масала ушбу

— у" =  Ху, у(0) =  у  (1 ), у' (0) =  у' (1 ), о « * « 1

й? (уг) *=■Уг (0) — У1 (1) =  1 — сое У  X , 
ё° (г/2) = У2 (0) -  у 2 (0  = — »¡п у Х ,
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D(X) = =  0 .

g° ( y i )  =  y ' i i ° ) — s in  У X,

я1 (У 2) =  У2 (0) -  у'2 ( ! )  =  V T - У Т  eos У Т ,

1 — COS V  X — si n У~К

У~х sin  уТ  УТ — УТ eos у т
Охирги тенгламадан (I — eos У X )а +  s in 2 У X =  0 ёки eos У X =  1 келиб 

чи^ади. Бундан У  X — 2кл  ёки Хк =  (2Ая)2 (А =  0, 1 , 2 , . . . ) .  Д ем ак , к  ф  0 бул- 
ганда ^ар бир хос киймат Хк учун . икки чизи^ли эркли хое функция eos (2kn) х, 
s in  (2k я )  *  турри келади, яъни ^ар бир хос к,иймат Xk икки каррали хос циймат- 
дир. А гар  k =  0 булса, Х0 =  0 булади. Бу хос к;ийматга узгармас купайтувчи аниц- 
лигида у  г  1 хос функция т ^ р и  келади, яъни Х0 =  0 бир каррали хос ^ийматдир.

2. Ушбу
— у "  =  Х у + J  (х),  у ( 0 )  =  Ав, у  (/) == Av  0 < х < [  

чегаравий масалани к^райлик. Мое бир жинсли дифференциал тенгламанинг фун- 
даментал еиетемаси у  у (х) — eos У  X  х, у 2 (х) =  s in  У  X х функциялардан иборат.

Агар g j  ( у )  =  у  (0 ), g® (у) =  У (0  эканини ^исобгаD (X) детерминантни тузамиз. 
олсак:

D (X) = уА  0) í/2 (0) 1 0

Ух (0 У 2 « eos У  X 1 ' sin  У  X 1
s in  А, /.

2
—  | , k =  1, 2 , . . .  . Ш у хос ций-

матлар учун берилган масалада (/ (х) =  0 ^олда) ё мавжудлик бузилади 
нинг ягоналиги бузилади. 7 .1 4 -теоремага кур а  X нинг Х ф Хи  киймат.нинг ягоналиги бузилади. 7.14- теоремага кура 
берилган масала ечимга эга . Энди

_  у"  =  X у ,  у  (0) =  0, у  (I) =  0 
бир жинели чегаравий масалани ечамиз.

М аълумки, берилган тенгламанинг умумий ечими 
у  — eos у Т х  +  С2 s in  У Т  х куринишда ёзилади. Ундан

еки ечим- 
цийматлари учун

ёки Су =  О,  С2

Су =  0, Су eos Y  X I +  С2 sin  У~Х I =  0 

: 0 булиши лозимлиги учун s in  У  X1-— 0 дан яна Xk
-  ( т )  •

ечими& =  1, 2 , . . .  келиб чицади. Шунинг учун берилган чегаравий масаланинг
k 71

у  — Сг s in  — х (С3 — ихтиёрий узгармас) функциядан иборат булади. Равшанки,

агар  1 =  п  булса, Xk =  k2 булади. ЕчА.;нинг куриниши у  — Сг  s in  kx каби булади. 
Курилган маеалага олиб келадиган амалий масала баёнига тухталамиз.
Узунлиги I булган бир жинсли таранг 

стержень горизонтал х Уци буйлаб жой- 
лашган булиб, Р  кучи таъсирида кисиляп- 
ти. Бунда стерженнинг бир учи силжи- 
майди, иккинчи учи эса х у^ида цолса-да, 
муста^камланган ну^та атрофида эркин 
бурилнши мумкин (41- чизма, а). Р  кучи- 

Р

О)

нинг ми^дори Р  (критик ми^дор) га 
етганда стержень цайила бошлайди (41- 
чизма, б). Агар у  деб стержень нуцтаси- 
нннг кундаланг силжиши белгиланса, бу 
х нинг функцияси булади, яъни у  — у  (х),
0 <  х <  I. И ккита учи ма^камланган 
(кундалангига силжимайди) булгани учун

I ////////
.. .  . Ркр

’///////,

41 - чизма.
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у  (#) =  а  (/) =  0 булади. Материаллар каршилиги курсидан маълумки, у  (х) функ-
Р *

цияси катта аникликда ушбу у" +  у  =  0 дифференциал тенгламани ^аноатлан-
EI

тирада. Уида Е ва / — мос равишда стержень материалининг <Юнг модули* ва 
кундалавг кесимининг «инерция момента».

Бу тенгламани ва чегаравий шартни

— У" — — У. У(0) = у(1) = 0 EI
куринишда ёзсак, бир жинсли чегаравий масалага келамиз.

Таърифга кура, -----< I — ) булганда юцоридаги масала факат тривиал ечим-
El \ I I

га эга, яъни бу >;олда стержень цайилиши руй бермайди. Р  кучини орттира бориб, 

_*ip =  тенгликка эришнлса, ^уйилган масала фацат тривиал ечимгагина эга

булиб к.олмай, тривиалмас ечимга хам эга булади; уша ечим у =  С sin — х  кури­

нишда булади. Бу з^олда стержень цайилиши руй берадн. Ркр кучни топиб цуямиз 

Бу ифода 1757 йилда Л. Эйлер томонидан топилган.



ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ

1- § . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ НОРМАЛ СИСТЕМАСИ.
УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР

п- тартибли оддий дифференциал тенгламалар 4- бобда курилган 
эди. У нда номаълум функция битта у (х )  булиб, тенгламада унинг 
^осилалари иштирок этар эди. ((4 .1 ) ва (4 .2 ) ларга каранг). Агар 
номаълум функциялар п т а  булиб, улар битта эркли узгарувчининг 
функциялари булса, куиидаги п та  дифференциал тенгламани куриш 
мумкин:

8-боб

бунда Р,,  . . .  , Рп функциялар (т1 + т „ +  . . .  +  т п +  п +  1) 
улчовли фазонинг бирор ' + ш +п+1 тупламида ани^ланган.

Бу ( 8 . 1) система у\п°, ■ • • > уТ п) ^осилаларга нисбатан ечи-
лади деб к.арасак. уш бу

системага келамиз. Равш анки, /\ функциялар т1 +  т . ,+  . . .  +  
-|- т п -V 1 улчовли фазонинг бирор ^ т1+т,+ ...+т +] тупламида аниц*
ланган деб караш  лозим. Шу (8 .2 ) тенгламалар системаси дифферен­
циал тенгламаларнинг каноник системаси  деб аталади. Каноник 
системаларни яна баш ка Куринишда ^ам ёзиш мумкин. Дифференцая 
тенгламаларнинг икки системаси бир хил ечимларга эга булса , бу 
системалар эквивалент дейилади. Энди каноник систбмаларни ун га  
эквивалент система куринишига келтирамиз:

(8 .2 ) системада бундай белгилашларни баж арам из:

Ух =  Ум, У\ =  У[о =  У н. У\ =  Уп ~  У 12* • • • * УТ1~ Х) =  Уы>-\' 
Уч Уго, У% ~  У20 У н ' У% ~  У2\ ~  ^22’ ' • • > У\ГС =  У~тг—1>

Велгилашлар натижасида п та у ъ  у 2, . . .  , у п номаълум ф ункцяя-

(8 .2)

Уп УпО> Уп У пО — У пи Уп ~  У п\ Уп2’ •••> Уп  П
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v л аР урнига т = tn.¿ -\- . . .  - f  tnn та номаълум ф ункцияга эга- 
миз. Берилган (8 .2 ) система бундай ёзилади:

У\о =  ^11»

^11 =  У12’
Ухт^-Ъ ~  У\т,-\,

У\т.1—\ —Л  ( Л'> ^10’ ^И> • ' ' > У\т1—{' У20’ У21 * • • • >

У2тг—1 ’ • • ’ ’ У.пО1 Уп\> • • • * Упт„-\У’

УпО ~  Уп\ * 

Уп 1 ~  ^п2>

У птп—2

У пт n—l ~ f n ( X > У\0> Уц ' • • • 

Учгпъ—Х' • • ' > У„0> Уп1

У птп—1'

Ухrtií-1’ ^20’ ^21'

’ Уптп—\,
Биз биринчи тартибли дифференциал тенгламалар системасига эга- , 

миз. Бундай системалар текшириш, интеграллаш  учун  анча ^улай ■ 
хусуси ятл ар га  э га . Биз юкорида уш бу

У\ Ух i Уч i • • • > Уп)<
У2 У\, У а  • • • i Уп)>

у'п =  /п (* . ¿/1- ^ 2. • • • . #„)

(8 .3 )

системанинг хусусий куринишига келдик. Шу (8 .3 ) система курини-| 
ш ида п - тартибли дифференциал тенгламани, яъни уш бу

у(п) — f (х> у . y ' ...........y in~l))
тенгламани >$ам ёзиш мумкин. Унинг учун бундай

У — Ух> У' ~  У\— Уъ У" = У2 ^ У з ,  • • • - У{п~Х) =  Уп•
У(п) — У’п —f  (* . Ух, У г, • • • . Уп)

белгилашларни бажариш  етарлн.
Ш у муносабат билан биз асосан (8 .3 ) куринишдаги системаларни | 

урганамиз. Бундай системалар о д дий  дифференциал тенглапалар• 
нин г  норпал системаси  дейилади. (8 .3 ) системада п  — системанинг j 
т арт иби  дейилади.

п  т а  биринчи тартибли тенгламаларнинг нормал системаси м а ъ - : 
лум  шартлар бажарилганда битта п-  тартибли тен глам ага  келтирили- 
ши мумкин. Юк;оридаги (8 .3 ) системани у х г а  нисбатан п-  тартибли
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тенглам ага келтирамиз. Бунинг учун аввало /\, . . . , функ- 
циялар у.2, . . . , у п лар буйича п  марта узлукси з дифференциал- 
ланувчи деб караймиз. (8 .3 ) нинг биринчи тенгламасини дифферен- 
циаллаймиз:

г'. =  ^ + ^ » ' + Й г'=+
ёки

дк
у 1 = Г  +  Г  ^  +  Г ^  +  • • •  ал: дух Ш/2

! п =  Рг {х, у и , у п).

А гар ^осил булган муносабатни яна дифференциалласак,

Шуи га ухш аш  топамиз:
у <„-2> =  (Х> у и  . . .  г у п),

дРп—2, , ( '¡ - 1) ______
•'1 ¿X +

арл -2
а</1

=
л-1 +

а/7,«-̂ -1

ар,л - 2
Гл /1—1 (* , ¿/1,

л- 1
1п = р п (х> Учдя ' ду1 дуп

I Пундай цилиб, куйидагига эгамиз:

У [ = Р Л х ,  У1, • • • , Уп), Л  =  Л,  
• г/; =  Р., ( .г , у и  . . . , £/„),

</„)•

. упУ

Уп)-

( Л - 1 )г/'. Рп- г  (*• У1................Уп)’
Рп\х, Ух, . у п).

(8 .4)

Эслатиб утамизки, кетм а-кет дифферендиаллаш мумкин булиши 
УЧУН /и Гг. • • ■ < ! п функциялар барча аргументлари буйича (п +  1) 
улчовли бирор тупламда ( п — 1) марта узлуксиз дифференциал. 
ланувчи булиши етарли. Энди г/2, у.А, . . .  , у п ларни номаълум деб 
цараб, уларга нисбатан уш бу системани курайлик:

У[ =  р и

У1 а>

Бу система г/г, у 3, 
ши учун ушбу

якобиан у.г, г/3, .

(8 .5 )

=  Рп-У
. . . , у п ларга нисбатан ечилиши м уикин ’ були-

Р(^1. ^г............^л-О
£> (¿/2. У».............5/л)

у п ларнинг {х, у и  у 2, , Уп) е О п+1 шартни
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цаноатлантирадиган к4ийматлари тупламидан олинган ( у?2, у°, . . .  , у°) 
нуцтанинг бирор атрофида нолдан фарк цилиши етарли. Ш ундай 
булсин дейлик. У  ^олда (8 .5 ) системадан топамиз:

У2 =  Ы Х, Уи y'v • • ■ , У[п~ Х)),  • • • , Уп =
=.^п {Х: у и  у\, . . . , у\п~ ») .  ■

Бу ифодаларни (8 .4 ) системанинг охирги тенгламасига куй сак , 
п-  тартибли юкори хосилага нисбатан ечилган битта

у (п) = р п (х, у ъ  %  (х, у и у\................у\п- '>) ...................

Уи У{, • • •, « У\п~ Ц) (8 -6 )

тенглам ага келамиз.
Агар ил ==®i(jc). x f l  функция (8 .6 ) тенгламанинг ечими булса, 

у  ^олда у 2, . , у п лар учун- ушбу

Уъ =  Ф2{ * ) Ф х ( * ) ,  <P¡ ( * ) ._ •  • ■ , Ф Г-1 )  ( * ) ) ,

Уп =  % ( х ' ) ^ У п ( х ' 4>i(*). Ф.К*)...............Ф(1П-1)(* ))
муносабатларни топамиз. Кейинги муло^азаларда зарур булган (8 .3 ) 
системанинг ечими тушунчасини киритайлик.

81- т а ъ р и ф .  Биз га  (8 .3 ) система берилган булиб , ун да  f x, . .\  , 
f п Функциялар (п +  1) рлчовли фазонинг  Dn+1 тупламида анщлан-  
ган булсин.  Агар бирор  I интврвалда ашкланган

y L =  Фх (х), у 2 =  ф2 (х) ................у п =  ф„ (х) (8 .7 )

функциялар си стемаси уч ун  цуйида ги  унта uiapm:
I o. ф . ^ б С 1 */), / = 1 , 2 ,  . . .  / п ;
2 °. (х, Ф1 (х), . . .  , j p n ( x ) ) e D n+1, х£1;
3°. ф'¡ (x)á=f l (х, ф,. (х) ............... <Рп (х)), x e l . i ' = l , 2 , ' .  . .  , п

уринли булса ,  у  у ол да  (8 .7 ) функциялар си ст емаси  (8 .3 ) с и ст е м а ­
нинг  ечими д ейилади ;  (8 .3 ) системанинг  %ар б и р  (8 .7 ) е ч им инин г  
графиги у н ин г  интеграл э гри  чизири ёки с о д д а ги н а  интеграл  чи- 
3Üfu дейилади.

Энди ю^оридаги муло^азаларни давом эттирамиз, яъни

í/i =  < P iW , У i — Ч’ г» -• • • . У п - ^ п

функциялар (8 .3 ) системанинг ечими эканини курсатам из. Равш анки, 
уш бу

<?[(x) =  h  (х, ФХ (х), i|>„), х£1
т ’ /у} — t i A. M i  f

айниятлар уринли . Улардан биринчисини х буйича дифференциалла- 
сак:
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Бундан охирги айниятларнинг иккинчисини ^адм а-^ад  айирамиз:

Бу системани ф2— . . . , ц>'п— ларга нисбатан каралса, 
упинг  детерминанта ш артга кура нолдан фар^ли. Ш унинг учун (8 .8 ) 
система факат тривиал ечимга э га , яънн уш бу

яйииятга эгамиз. Энди ср| =  /х булгани учун Ф^х), . . .  , ф„(я) 
функциялар системаси (8 ,3 ) системанинг ечими экани келиб чикади. 
Д ем ак , (8 .3 ) система билан (8 .6 ) тенглама эквивалентдир.

К,айд ^илиб утамизки, агар  (8 .3 ) системада ^  функция г/,, у 3,
■ ■■ у  п ларга бог ли к, булмаса, бу системани у х га  нисбатан п- тар- 
тибли битта дифференциал тен глам ага келтириб булмайди. Бу ^олда
У1 =  /1 (*> У1)  булганидан

айниятга келамиз. Бундан куринадики , берилган системани ихтиё- 
рий у .  (1 < { < л )  г а  нисбатан п- тартибли битта тенгламага келти- 
рнш, умуман айтган да , мумкин эм ас. А гар бирор г/; учун

1 Пун га ухшаш ^исоблашлар ёрдамида куйидагиларни топамиз:

Аммо ф|(х) =  /х булгани учун к,уйидаги системага келамиз:

(8 .8)

ларга эгамиз. Аммо бу Р3, . . . , функциялар у 2, ....................у п
ларга боглик; булмагани учун

Р М *  • • • ■ Рп-\)
о  (У г, Уз...............Уп )
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D (F V F t , . . . .  F 

D (V v  ••• . üi— i > y ¡+ 1> • ■ • . У*)

булса, у  долда ш у у 1 ф ункцияга нисбатан п-  тартибли битта диф­
ференциал тенгламани досил цила оламиз.

М и с о л. Ушбу

( < = <’
{ У 2~  — У\

система учуй Уу =  cos х, у 2 — — sin л: функциялар системаси ечим булади. Бу ^олда 
D 3 — R 3 булиб, 8.1- таърифнинг шартлари cos х в а — sin х  лар учун — оо <  х < 
< .+  оо интервалда бажзрилади. Берилган системани битта иккинчи тартибли 
тенгламага келтириш осон. Унинг учун системанинг биринчи тенгламасини диффе- 
ренциаллаймиз ва иккинчисидан фойдаланамиз:

У\ ^ У \  =  — У1 ёки í/| У\ — 0.

D (F j) dFy ,
Равшанки, Fy — у 2> F3 — Уо(— — У i)  булганидан —  —  =  —~  =  I 0 ва г/, =

D (y2) , дУг,
— Fy (яъни у х =  у 2) дан у 2 учун ифодани у л — ёки г/, =  у2 тенгламага цу- 
йиш лозим. Шу сабабли юкоридаги у j  -)- у х =  0 тенгламага эга буламиз. Бу тенг- 
ламанинг умумий- ечими Уу — Су cos х  +  C2sin х. у 2 =-\-У\  булгани учун у г =  
=  — Су sin х  +  C2cosx келиб чицади. Шундай килиб, берилган системанинг ихти- 
ёрий ечими

Í у х =  Су cos х  +  С2 sin х,
\ У 2 — — Су sin х  +  С¡¡ cos х

формула билан ёзилади.

Курилган мисолда ихтиёрий ечим формуласи топилди. Бу умумий 
ечим туш унчасига олиб келади. Шу муносабат билан умумий ечим- 
нинг цатъий таърифини келтирамиз. Муло^азаларни осонлаштириш 
учун аввал Коши масаласини курамиз.

К о ш и  м а е а л а с и н и н - г  ^ у й и л и ш и :  (8 .3 ) система берилган 
булиб, унинг ун г  томонидаги f u  /2, . . .  , f n функциялар Dn+U
Dn+1cz R n+i тупламда аникланган булсин. А гар (х0, у\, у*2, . . .  , 
y ° )^D n+1 н укта  тайинланган булса, у  долда (8 .3 ) системанинг

y i ( x 0) =  У°, Уг(*о) =  У\...............Уп(х о) =  У1 (8 -9 )

шартларни к,аноатлантирадиган ечими топилсин. Бопщача айтган да , 
Коши масаласи Dn+l тупламнинг тайинланган (х0, у®, . . .  , г/*) нук,- 
тасидан утадиган  интеграл чизгщни топишдан иборат. Шуни таъ- 
кидлаб утам изки , Коши масаласида ечимнинг аникланиш интервали
курсатилмайди. (х0, y°v............... у°) ну^тадан  (8 .3 ) системанинг битта,
иккита ёки ундан  куп  интеграл чизгщлари утиш и мумкин. Кейинги 
мулодазаларни назарда тути б , D ’+i билан ш ундай нукталар тупла- 
мини белгилаймизки, бу тупламнинг дар бир нуктасидан (8 .3 ) си с­
теманинг ягона интеграл чизиги утади . Равш анки, Dn+\ c z D n+\.



8 .2 -  т а ъ р и ф .  Хар б и р и  п та  Су, С2, . . .  , Сп ихтиёрий р з -  
гар'масларга б о г л щ  булган п та ихтиёрий

.г/i =  (х. Су................Сп),
У2 — Фг (х> Clt . . . , С ) ,

(8 . 10)

Уп^Уп(х> С,. . . • , сп)
функцияни  олайлик. Агар DaJr 1 трпламнинг \ар  б и р  (х, у и  . . .  , 
у'п) нуцтаси  учун  (8 .10) система Су, С2, . . . , Сп ларга ни сбатан

С к =  У к ( х ' У ...................y J ’ * = 1 . 2 ...................  «  (8 .1 1 )
ечимга э га б улиб ,  б у  i|>ft ф унщ иялйр ни  ц уйида ги  

dyb
(* . • . . , С „). k =  1 , 2 ................п (8 . 12 )

тен гл аш лар га  цуй ганда  (8 .3 ) си стема Уносил булса ,  я ъни  у ш б у  
dyk
-37 =  Ф* (*. 4>i (* . г/ i .............. у п), ■ • • , % ( х ,  у и  . . . , Уп)) =

=  ffe(^)í/i> • • •  1 */„) (8 .13)

туносабат уринли  булса ,  у  \олда (8.10) функциялар системаси
(8 .3 ) с и ст е ’манинг D*n+l т$пламда анщлан ган  у щ м и й  ечшми дейи-  
лади.

М и с о л. Биз юцорида курилган мисолда г/, =  у 2, у2 =  — у у системанинг их­
тиёрий ечими учун Уу — Су cos х  +  С2 sin х, у 2 — — Сх s in x  +  Ca cos х формула- 
га эга эдик. Бу формула умумий ечимни беради. Х.ак;икатан, Су ва С2 га нисба­
тан ёзилган

1C у cos х  +  С2 sin  х  =  Уу, 
(Cj sin *  — Г■С2 cos х =  — у 2

Сир жинсли булмаган чизицли алгебраик тенгламалар системасидан (унинг детер- 
минанти (— 1) га тенг) Су — Уу co s  х  — i/2 s i n x ,  C2 — y 2 cos х  +  уу sin  х  гаэгамиз. 
Бу ифодаларни у { =  — Су sin х  +  С2 cos х ,  у2 — — Су cos х  —  С2 sin  х  тенгликларга 
цуямиз:

у х —  —  (у у  cos х — у 2 sin  х )  s in  х  +  (</2 cos х  -f- уу  sin  х )  to s  X —  

j=s —  Уу COS X sin  X +  y 2 s in 2x  -f~ у 2 COS2X +  Уу sin  X c o sx  —  у 2\ 

у  2 = —  (Уу  COS X —  у 2 sin х )  COS X —  ( у 2 COS X -f- Уу sin‘x )s in  х =

=  —  у У COS2 X +  у 2 s in  X COS X —■ y 2COSX sin  X  —  y  y sirt2x  =  —  Уу.

Бундан куринадики, берилган система келиб чицди.
Ю^орида киритилган Dn+i тупламнинг дар бир нук,тасидан (8 .3 ) 

системанинг ягона интеграл чизиги утади . Умумий ечим таърифига 
кур а  С1г С2, . . . , Сп узгармасларнинг турли ^ийматларида биз сис­
теманинг тегишли ечимларини досил циламиз. Б у ечимларни хусу* 
с и й  ечим дейилади. >¡*ap бир хусусий ечим учун , яъни

У у =  ц>у(х, С°............С»), у.2— ф2(* ,С °................С®),..., у а*=%{х, С®, . . . , С°)



ечим учун уш бу [(х .ф Л * ,С°, . . . , С°п) , ,  <рп(х, С°, ••• . С«)) г€ ^ ’ +1 
тегиш лилик шарти  бажарилади. ( п + 1)улчовли £>*+] туплам хусусий 
ечимларнинг графикларидан иборат булган интеграл чизиклар билан 
^опланган, яъни D*+x тупламнинг ихтиёрий (х, у и  . . у п н укта- 
сидан ягона интеграл чизиц утади  (таъриф буйича).

Энди Dn+l тупламнинг Ь я * , тупламга тегишли булмаган н укта- 
ларини, яъни уш бу Dn+l\ D n^ { — D° тупламнинг нукталарини тек- 
ширайлик. Бу D0 тупламнинг ну^таларидан ё битта дам интеграл чи- 
зик, утмайди, ёки биттадан ортик; интеграл чизик, утади . Аммо биз
(8 .3 ) системанинг ун г томони Dn+] тупламда узлуксиз булган долни 
кураяпмиз. Бу долда дар бир (х,уи  . . . , у п ££>п+, нуцтадан , дем ак , 
дар бир {х, г/ь  . . . , y n) iD a ну^тадан камида битта интеграл^чизи^ 
утади . Биз кураётган  долда D° тупламнинг дар бир ну^тасидан 
биттадан ортик; интеграл чизик, утади , яъни D° тупламнинг дар бир 
ну^тасида ечимнинг ягоналиги шарти бузилади. Хар бир нуктасида 
ечимнинг ягоналиги бузиладиган ечимлар системанинг  махсус  ечи'ми
дейилади. ___ '

f k(x,yi, ■ • •, y n) ,k =  1, 2 функциялар ёшщ D*+1 =  Dn'+l 
туплам да ^араляпти дейлик. Ечимнинг ягоналиги бузиладиган ну^та- 
лар шу тупламнинг чегарасида ётади , чунки белгилаш буйича £>Д, 
тупламда умумий ечим аникланган ва дем ак, бу тупламнинг биронта 
дам ички ну^тасидан м ахсус ечимнинг графиги утмайди. Агар 
dDn+l деб Dn+i тупламнинг чегарасини белгиласак, юкорида кири- 
тилган D0 туплам асосан ш у dDn^ l дан иборат булади, яъни D0 =  
=dDn+r Бу долда =  (очик, туплам ), D° = Dn+l\D*n+l. М ах­
сус ечим ихтиёрий узгармасларни дам у з  ичига олиши мумкин. А м ­
мо у  ечимлар (гг+Г) улчовли туплам  чегарасида ётгани учун ихтиё­
рий узгармасЛар сони п  дан кам  булади ;*)

dy г— dx 
М и с о л. Ушбу — =  2 у  у  , —  =  у ,  у  > О

a t ■ dt

системанинг умумий ва махсус ечимлари топилсин.
Бу системанинг умУМий ечими

y = ( t  +  c 1)\ Х = {± ± .£А* + с 2

формула билан ёзилади. Буни таърифга кура бевосита зугеоблаб билиш мумкин. 
Аммо у  =  0, х — С (С — ихтиёрий узгармас) функциялар з̂ ам ечим ва умумий ечим 
формуласидан Сх ва С2 ларнинг биронта з̂ ам ^ийматида з^осил булмайди. Демак, 
у  =  0, х = С  — махсус ечимдир. fx(t, х, у) — 2 V  У, /2 ((> х < У) =  У функциялар 
учун D2 =  {(t, х, у): — о о < х < о о , у  > 0}. Бу туплам ёпик;, унинг чегараси 
дЪ2 — {у — 0}. Махсус ечим шу чегарада ётади ва битта ихтиёрий узгармасни уз 
ичига олади.

*) Умумий ва махсус ечимлар з^и даги  тула маълумотни Н. П. Еругиннинг ки- 
тобидан у^иш мумкин [12].
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Яна тупламга кайтайлик. Шу тупламга тегишли ^ар бир (х0, у® ,
Уп)£^п }-1 ну^та учун ягона С?, С° , . . . > С° цийматлар москелади, ва аксинча, 
х --- ха булганда С\, с\, . . .  ,С  °п ларга ягона у\, у \ , . . . ■ ,у°п лар мос келади. 
Шунинг учун баъзи доллар да ечимни

Ук =  <РА(*, х0, уЧ, . . ., у°п), ¿ = 1 ,2 ,  . . . ,п  (8.14)

куринишда хам ёзилади. Бу ерда х0, у . ■ , у\ лар ихтиёрий булгани учун 
(8.14) куринишда ёзилган ечимни Коши формасида ёзилган умумий ечим дейилади.

2- § . НОРМАЛ СИСТЕМА УЧУН МАВЖУДЛИК ВА ЯГОНАЛИК ТЕОРЕМАЛАРИ

1 . М авж удлик ва  ягоналик теоремаларининг баёни . Биз (8 .5 ) сис­
тема учун м авж удлик ва ягоналик теоремалари билан танишамиз 
Л ввал  (8 .3 ) системанй (ёзувни анча кулай л аш ги р ади ган ) вектор кфор 
м ада ёзамиз: .

~ = К Х’ У)> (8 -1 5 ) '

б ун да у  =  ^ f  = | ^лар устун  [векторлар.- Баъзи

долларда яна кээрдинаталзр ёрдзмлда ёзяш га  ¡^айтамиз. Вектор фор- 
мада умумий ечим]

у  =  ф(ж, С) ёки у=<р(х,х0 ’у°) . ~

куринишда, хусусий ечим эса у = ф’(х )  "ёки х0, у° лар тайинланган 
булса, у  — ф’(х , х0, у 0) куринишда ёзилади. f(x, у )  вектор-функциядан

у  вектори буйича олинган досила ^  уш бу

/ дА дА . . . * ы
dyi ду2 дУп

ду \[ дА d h ] .'.Шп
дуг дУп

матрицадан иборат. Р
8 . 1 - теорема  ( К о ш и  т е о р е м  а с и). Агар (8 .3 ) с и с т е ш д а  

ф унщ ияла р  ( « + 1 ) улчовли  Д п+1 тупламда  анщлан ган  ва у з л у к - 
с и з  б ули э ,  б у  функцияларнинг  у у, . . . , у п лар б уйича  цосиласи ,

(1>/ =  1,2..........п) ф унщиялар  о ч щ  Яп^ п+х<=:Оп+х)
тС/пла’мда аницланган. ва у зл у к с и з  бул са ,  у  %олда:

1°. (8 ,3 ) си стеманинг б ир ор  I интервалда анщ лан ган  ва ихтиё­
рий  тайинланган  (х0, у\, . . . , у°п) Ф п+х нук±та учун. (х0) =  ^
О =  1 , 2 , . . . , п)  шартни щноатлантирувчигечитии мавжуд ;
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2 °. Агар ср (х) , х£1г ва ^(л :), х£1., вектор-функцияларнинг  %ар 
б и р и  (8 .15 ) тенгла'манинг ечими брлиб, ц>(х0) =  'ф(Хо) =  у 0, у 0 — 
~(у°1, • • • , У°п)* шартбажарилса ,  у  %олда б у  у  — ц(х) ва у —\ (х ) 
е ч и ш а р  аницланиш интервалларининг умумий цисмида"'усгпма-уст 
тушади ,  яъни

< р ( х ) =  <!>(*), * € / 1 П / г-

8 . 3 - т а ъ р и ф .Агар}1{х,у1....... у п), ¡ 2(х,ух............ у п), . . . , ¡п{х,уъ
• • • уУп) Функциялар В п+1 с щ а д а  барча аргумент, 'ари б уйича  
анщланган ,  у зл ук си з  б улиб ,  ш у  функциялар учун шундай  тусбат  
Ъ сон шавжуд булсаки ,  ихтиёрий икки ( х , у {1)) €-Е>п+1, (х, г/(2))£Оп+1 
н щ т а у ч у н  у ш б у

|^(*.0 ( 1>)—//(«.¿<2,) 1< ^ ^ 2 Ы 1)—У12п1 г‘ =  Ь  2 . • • -  л (8 .16 )

тенгсизликлар урин  ли булса ,  у  %олда тегишли функциялар  Оп+1 
сохада у х, у г, . .  у п лар б уйича  Липшиц шартини  щноатланти.  

■ради дейилади, э са  Липшиц у з г аршаси  д ейилади  (4 .3 - таърифга 
^аранг).

8 . 2 - т е о р е м а  ( К о ш и - П и к а р — Л и н д е л ё ф  т е о р е м а с и ) .  
Агар х, у )  вектор-функция  1>п+1 сохада барча аргументлари  бг/- 
йича анщлан ган  ва у зл ук си з  б улиб ,  ш у  Ип+Х сохада у 1 , . . . , 
у  лар б уйича  Липшиц шартини  цаноатлантирса , у  Холда ш ун ­
дай рз гармас сон  /г>0 топиладики,  натижада  (8 .3 ) си ст еманин г  
(*о»* У°1> ■ • • > У1)Фп+ 1 бул ганда  <р (х0) =  у 0 бошлангич шартни  
цаноатлантирадиган  в а  / =  {х: \х — х0\ <  Н) интервалда аницланган  
я  гона ечими шавжуд.

8 . 3 - т е о р е м а  ( П е а н о  т е о р  е м  а с  и). Агар ¡ (х,у)  вектор-функ­
ц и я  (? г+ 1 ) улчовли /?п+1 сохада анщлан ган  ва у зл ук си з  булиб ,  
(хо>У°)^п+\ б ул са , у  Холда (8 .15 ) тенгла’манинг у (х0) =  у° шарт­
ни  цаноатлантирадиган  катида битт а  ечими шавжуд.

2. Ёрдамчи фикрлар. А ) Вектор белгилашлардан эркин фойдала- 
ниш учун вектор ва  вектор-функциялар учун баъзи таъриф ва тенг. 
сизликлар билан танишиб чикамиз.

А гар у* = (Ух, . . ., у п)* (* — транспонирлашни англатади) вектор 
берилган булса, унинг узунлиги ёки модули \у\ ни

\у\ = + Уу\ +  - --  +  у2п
формула билан ани^лаймиз. А гар  модул ш ундай аникланган булса, 
у  ва г  векторлар учун

\у +  г\ <  |г/| +  |?|
тенгсизлик уринли эканини исботлаш [мумкин. Бу тенгсизлик чекли 
сондаги векторлар учун дам тутри, яъни

|/ > +  . . .  + г/ (0|<|{/(1)| +  - • - +  \уУ  (8 .17 )



А гар у  = ц (х) ,  ф (х) =  (фх(л:), . . . ,Ф л (* ) )*  'вектор-функция би- 
рор / интервалда аниклан ган ва  узлукси з б^лса, у|долда / дан олин- 
ган а'0 учун уш бу

X

•ф(*) =  | ф (х )Л , 4>(л) =  Ш * )>  . . Ч»„(*))* 

нектор-функцияни аницлаш- м ум кин , бу ерда:
х

Т|).(,*)= (фДтЖ  х£1, ¿ = 1 , 2 , . . п,
Х0

бундан ташцари

1 1  ф (г)сгт|>|| |ф(т)|^т|,х6/
X  о X q •

тепгсизлик дам уринли.
Бу муносабатларнинг уринли эканини исбот этиб утирмаймиз. 

Исботини содда булгани учун китобхонга топширамиз. Энди нуцта- 
сикинг координаталари у и у.г, . . у п узгарувчилардан иборат бул- 
ган п  улчовли бирор ф азода А туплам  берилган булсин. ’ А гар 
UW= (y i l) , ••• , y h l)) * ^  ва  у {2) =  ( у ? ) , • • • , Уп2))€А н у^талар  ихтиёрий 
булиб, шу y (V> в а  у {1) ну^таларни туташ тирувчи кесманинг дамма 
нукталари А туплам га тегишли булса, у  долда бу туплам ц а в а р щ  
туплам  дейилади. М асалан , исталган улчовли параллелепипедлар, 
шар, дойра, текислик, ярим текислик, турри чизш\ бун га мисол бу- 
ла олади.

8 . 1- л е м м  а.  Агар уш б у
8(У) =  (giUtu ■ ■ • • Уп)> • • • • 8п(У1............Уп))

à'gi < к .псктор-фунщия  цаварик, туплам  А да  берилган булиб ,
dÿj

у  £Д, f c > 0  тенгси зликни  цаноатлантирса,  у  %олда А тупламнинг  
ихтиёрий у  ва г  нукталари  учун ц уйида ги

\ё(У) — g(z)| <  п*К\у — z\ (8 .18)
тенгсизлик уринли.

И с б о т .  Куйидаги u(s)  =  z +  s ( y— z), 0 < s < l  белгини киритай- 
лик. А гар s узгарувчи  0 < s <  1 интервалдаги дамма ^ийматларни rça- 
бул килса, u(s)  ну « т а  у  ва z нуктани  туташтирувчи кесмани чизиб 
чи^ади. Аммо А тутаа м  цавари^ булгани учун бу « (s )  н у^ та  'доим 
шу тÿплaм дa к;олади, ун дан  чидиб кетмайди. Равш анки, и(0) =  г ,  
ы(1) =  у .  Ш унинг учун Л агр ан ж  формуласига Kÿpa

i ^ ) - f t ( z ) « f t ( « ( l ) ) - f t ^ 0 ) )  =  i i ^  , О < 0 < 1 .
ÜS S—0

Б ун да
dgj(u(s)) _  dgjju^s), . . ,,un(s)) _  

ds ds
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п п
dgj(“i(s)> ■ ■ Un(s)) duk(s) \ l dgi(u1(s), . . .,un(s))

Z i  d y k • ds ~ 2 U  d y h U k - h ) -
A=*l ft=l

Ш унинг учун :

I&i (у)—Si (z)j < У К [у к —ч  К  Л % —Z| =  nK\y-z\.
*=i *=i

Охирги тенгсизликнинг икки томонини квадратга ошириб, i буйича
1 дан п  гача й и р и н д и н и  оламиз:

П П
Ш  -  8 (2) I2 «  2  Ы у )  -  ЯДг)|2 < 2  ( и *  I у -  z!)2=  п*-К2‘ ( у  ~ ф п ,  

¿=1 /=1
Бундан 

\g(y) — &(г)| <  П2 -К\у— z\ <  п2к  \y—z\. .
8 . 1 - лемма исбот этилди.
Б) А гар г/=ф(х) функция (8 .1 5 ) тенгламанинг ср(х0) =  г/° шартни 

^аноатлантирадиган бирор ечими булса, яъни

f(x , ф (х) ) ,  ф (х0) =  £° (8 .1 9 )

муносабатлар уринли булса, у  долда бу (8 .19 ) муносабатлар битта

ф(*) =  У ° +  J  f(T, ф (т))йт (8 .2 0 )

муносабатга эквивалент. Буиииг исботи равшан.
В) ($ .20 ) муносабатдан фойдаланиб, графиги Qn+1 тупламдан 

чи^майдиган дар бир ф (х ) вектор-функцияга уш бу

Ф *(*) =  У0 +  f /(т, ф(т))с/т (8 .2 1 )
¿0-  X

функцияни мос д уям и з . А гар  А ф =  у 0 +  j  f (т, ф (r))dx операторни
*0

киритсак, (8 .2 1 ) муносабат

ф* =  Лф . (8 .22 )
куриниш да ёзилади. (8 .2 0 ) интеграл тенглама эса

ф—Лф (8 .23 )
куринишни олади.

Г) А гар ф(х) вектор-функция бирор / интервалда аникланган ва 
узлукси з булса, у  долда унинг нормасини бундай

Цф|| =  шах 1ф(х)|
xi I

аницлаймиз.
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Энди ш у норма туш унчасидан фойдаланиб, / интервалда узлук- 
сиз бу'лган уш бу

Ф0, ФЬ Ф » • • - ,фг, • • • (8-24)

вектор-функция,лар кетма-кетлигининг текис я^инлаш иш и таърифини 
келтирамиз: Агар 1ш || ф — ф, || = 0  щ н о с а б а т  дринли  булса ,  у

/ —> оо
%олда (8 .24 ) к ет ш -к ет лик  I интервалда у зл ук си з  ф вектор-функ-  
ция га  т еки с  щинлашади .

(8 .24 ) кетма-кетлик узлуксиз ф ф ункцияга I д а  текис я^инла- 
шиши учун ш у интервалда

оо
II ф|+1 — ф1 1! <  а.{ V  а . — яцинлаш увчи катор) булиши етарли.

4 г = 0
Ю^орида келтирилган А ), Б), В ), Г) пунктлардаги туш унчалар- 

дан 8 . 1 - теореманинг исботида бевосита фойдаланамиз.
3. 8 . 1 - т е о р  е м  а н и н г  и с б о т и .  Олинган - (х0,у°) н у^та очи^ 

^„+1 т Уплам га тегишли булгани  учун , ш ундай ц ва а  сонлар мав- 
ж у д  буладики , уш бу

|я — хс\ <  у, \у — у*\ <  а (8 .25 )
тенгсизликларни ^аноатлантирадиган (х,у)  нукталар  яна ф „  туплам* 
га  тегишли булади. (8 .25 ) тенгсизликлар билан аникланган туп л ам ­
ии П деб белгилаймиз. Шу Г1 туплам ёпик ва  чегараланган . Шу- 
п инг учун П тупламда

дЫх.у)Жх,у)\.< М, 1 , 2 , . . . , п (8 .26)
дУ1

тенгсизликлар уринли. Энди П тупламда ян а Г1г тупламни курамиз:

Иг у)'\х~ хо! < г > \у — у°\ < а )>
бунда

- /■<(/. (8 .27 )
Графиги Пг тупламдан чикмайдиган, \х — А'0| <  г  интервалда 

аникланган  ф(дг) вектор-функциялар оиласини дейлик.
Белгилаш га кура \х—%| <  г  интервалда аник.ланган ф функция 
га тегиш ли булиши учун ш у интервалдан олинган ихтиёрий х 

учун

№*> ~  У°\ <  а  ( 8 -28)
тенгсизлик бажарилиши зарур ва етарли. Бун дан ИГ туплам кава- 
рш§ экани  куриниб турибди.

Куйидаги икки шартни баёи этайлик:
а) А гар ф@Зг булса, у  долда ф* =  Лфбй,..
б) Ш ундай к сони, 0 < £ < 1  м авж удки , ЗСбР, функциялар 

учун ушбу

тенгсизлик уринли булади.
Ц Л ^ - Л ^ Ж / г П ^ - х Ц  (8.29)



Ш у а) ва б) шартлар бажарилиши учун г  сони цандай булиши 
лозимлигини урганамиз.

А ввал  а) шартни олайлик. Равш анки, ср* =  булиши учун
\х— jc0| < r  интервалда |ф*(х)—//и|< а  тенгсизлиги бажарилиши за- 
рур ва етарли. Содда дисоблашлар (8 .2 1 ), (8 .2 6 ) ларга кура

- |ф* (х)'—у д| =  ! |/(т:,ф(т))йгт|<|j|f(T, ф(т))|Л| <  М\х—х0\ <  Mr
Хо X q

булишини курсатади . Бундан

г ^ та (8-3°)
тенгсизлик бажарилганда |ф*(х) — у°\ <  а  келиб ч и кади ва  а) 'шарт 
уринли булади.

Энди б) шартни оламиз. Куринадики, Qr кавари^лигидан^(8 .18) 
тенгсизликка кура утибуга эгамиз:

№ (х) — Х*М! =  |J (Ш, ^(Т)) —f(% х(т)) dr\ <
хй

< I j  I /(т, W * )) — f(t,X(T))|ift[<f j  п2Щ х ) —х(х) I с/т|.
Х9 х9

Бундан

|| Л  г|; —  А  X ¡1 =  Ц V  —  Х*|1 <  ^ К г  |№ —  хЦ 

тенгсизлик келиб чицади. б) шарт бгжарилиши учун

л < 1 , <8 ,31>л2 К
тенгсизлик уринли булиши лозим. Ш ундай ^илиб, г  сони (8 .2 7 ) ,
(8 .30 ) ва (8 .31 ) тенгсизликларни цаноатлантиради. Куйида шу тенг- 
сизликлар уринли деб  цараймиз. ф 0(а:) s= у 0 деб белгилаб, \х—х 0| 
интервалда аникланган  ф1(х ) , . . . , ф Дх ), . . . вектор-функциялар 
кетма-кетлигини

Ф/+1 =  Ар,-. i  =  0, 1 , ------ (8 .32 )

формула ёрдамида анш деймиз. ф0££2г булгани учун ф16^ г, ФабЦ-............
Фг0 2 г , . . . .  Куйидагиларга эгамиз:

||ф. _  фй [I =  max |Фх(х ) — у°\ <  а ,
U —*„| < г

цф(+1 — ф* 11 =  1Ифг — Л ф ^ Ц  < £ Ц ф , “ - ф , _ 1|! 1| ф ._ !~  ф._2 а <

<  . . . <  kl \|фх —  ф0Ц <  kl а.

Ш ундай ¡ум и б :

ЦФц-i — Ф г||< ~  k*а - ( 8 -33)
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Д ем ак , г) г а  кура Í8.32) билан ани^ланган кетм а-кетлик Qr га  те- 
гишли узл укси з ф ф ункдияга текис якинлаш ади. Шу функция 
(8 .23) тенгламани ^аноатлантиради. /^адикатан, аввало Лф0, Ащ,
...............Лфг, . . . кетма-кетлик Лф ф ункцияга текис якинлаш ади,
Буни курсатиш  учун б) ш артга кура |] Лф— Лф. || <  k || ф — ф.|| тенг- 
сизликни ёзамиз. (8 .32 ) д а  гч -о о  да лимитга утсак , ф=Лф досил 
булади.

Ш ундай ^илиб, (8 .15 ) вектор-тенгламанинг ф(х°) =  у 0 шартни 
цаноатлантирадиган ва \х — х0\ < г  интервалда анш уганган г/=ф(х) 
счимнинг м авж удлиги  ку'рсатилди.

Ечимнинг я г он али гти  курсатамиз. у  — ij)(x) ва у  — %(х) функ- 
циялар дар бири у з  аницланиш интервалида (8 .15 ) вектор-тенгла- 
маппнг ф(х0) ;= Х(х0) = у 0 шартни 1<аноатлантирадиган ечими бÿлиб, 
аникланиш интервалларининг умумий ^исми г ,  <  д- <  г% бу'лсин. ^ ° -  
зир интервалнинг бирор хг ну^тасида тенг-
лик бажарилиишдан |х — х : | < г  (г— етарли. "кичик мусбат сон) ин­
тервалда я|5(х) =  А(х) айният уринли экани келиб Ч1ц и ш и н и  исбот- 
лаймиз. у 1 =  ф(х^ == х(*\) Десак, х 0,г/° ларни бошлангич ^ийматлар 
сифатида олишимиз лозим. Б у ^ийматлар х0, у° лардан фар1\ килмай- 
дн, чунки ш у кийматлар учун дам ЧЧ-тп) =  %(хо) =  У0- Ш унинг учун 
.v<(, у 0 лардан фойдаланамиз. Олинган г|(л) ва %(х) функциялар 
счим булгани учун уш бу ф^Лгр, айниятлар уринли. Аввал-
гпдек тупламда маркази (х0, у ° ) н уц тада булган И тупламни
оламиз, сунгра Пг тупламни ш ундай танлаймизки, г  сони (8 .27 ),
(8 .30 ), (8 .3 1 ) тенгсизликларни ^аноатлантириши билан бирга \х—
- -х0| <  г  интервалда ва X функциялар учун

№ (*) —  У°\ <  а ,  1х (х )  —  У°\ <  а  
тенгсизликлар уринли бу-лсин. Бу мумкин, чунки тКх), Xí.v) ф унк­
циялар узлукси з. Ш унинг учун \х— х 0| <  г  интервалда аншущнган 
ij'(x ) , Х(х) функциялар Q, оилага тегишли б\,лади. Д ем ак,

У*ф— х| =  ¡|Лг1>-Л(-/)!| ^  k |№ — х!1
тс'нгсизлиги уринли бу^иши лозим. Бу муносабат фа^ат |jo|3— xll =  0 
ёки \х—х0\ <  г  да i|i(x)=X(x) айният уринли булгандагина тугри.

Энди -ф(х) s  Х(х), /-1 < х < г г эканини курсатамиз. Бирор х* , 
/"iCx* < г г нук;тада ^ (х * )  =f= х (х*  ) бÿлcин. А лбатта х0-фх*, чунки 
х„ н уктада  t¡S(x0) =  Х(х0). Аниклик учун х * > х „  дейлик ( х * < х „  
булган да  дам мулодазалар ухш аш ). Уш бу х0 <  х  <  х* интервалнинг 
1(?(х) ва х (х ) функцияларнинг ^иймати тен г б\тладиган ну^талари 
тупламини А7* деймиз. Шу N.¿ туплам ёпид. ^ аки ^ атан , т ь т2, , . . лар 
N# тупламнинг т  иу^тага якинлаш адиган нукталари кетма-кетлиги 
булсин. Бунда ^ (т ^  =  x (T¿) ßa ’'K-’Oj У-(х) Функцияларнинг узлуксиз- 
лиги. учун

■ф(т) =  lim  г)?(тг) =  lim Х(тг) — х (т ),
i-ïoo  / —>оо

дем ак , xg i V* .  Ш ундай ^илиб, N  ̂ туплам ёпиц. Унинг говори чега- 
расини Xi дейлик. Равш анки, хл ф х *  в а х ! < х * ,  ф(хх) =  xixi)-
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Юкррида исбот этилганига кура бу тенгликдан г|)(х) ва  У.(х) функ- 
циялар бирор \х—~-х±\ <  г  интервалда устм а-уст  тушиши керак. Д е ­
м ак , х!  н у^та тупламнинг юк,ори чегараси була олмайди. Б у зид- 
дият ечимнинг ягоналиги исботини, ш у билан бирга 8 . 1 - теорема 
исботини, ни^оясига етказади .

, 3 - § .  НОРМАЛ2СИСТЕМАНУЧУИ|г-ТАКРИБИЙ ЕЧИМ .

1. е-такрибий ечим тушунчаси ва унинг ; мавжудлиги ^ацида 
теорема. Нормал система учун хам хосилага нисбатан ечилган би- 
ринчи тартибли битта тенгламадаги каби е- так,рибий ечим туш унча- 
сини киритамиз.

8 . 4 - т а ъ р и ф .  (8 .15 ) вектор-тенглажа берилган б улиб ,  у н да  
¡ (х , у )  вектор-функция В п+1 тупламда у зл ук си з  бул син .  Агар б и ­
рор I интервалда аницланган у  =  ф(х) вектор функция уч ун  уш бу  
т урт та  шарт:

1° .  ( х м х ) ) е о п+1, хв\
2°. ф(л-) £ £ . ф(л:) 6С1, л:6//5, бунда 5  туплам ^осила 1-тур

<1х
у зилишга  эга булган ски 'мавжуд б у .та ган  ну^талар туплами ;

3°. |[ _  1(Х, ф(х)) || <  е, хе  / / 5 ;
с!х

4° 5  — чекди туплам, 
уринли  бул са ,  у  Цолда у  = у(х) вектор-функция I интервалда  
(8 .15 ) вектор-тенгламанинг  е- тацрибий  ечими дейилади.

Бу таърифдан куринадики, агар е =  0 ва  5 — 0  булса, ф (х)6С1,

х£1 ва =  /(*, /ф(*)), *€/ булади. Б у ^олда биз система учун
с1х

ечим таърифига э га  буламиз.
8 . 4 - т е о р е м а .  Агар (8 .15 ) вектор-тенгла'мада ! ( х , у )  вектор- 

функция уа'мма нуцталари билан Ип+{ тупламда ётган  ( я + 1) 
$лчовли Р =  {(х,у ): \х — х 0| <  а,  | у 1 — г / 9 =  1, . . ., п} параллеле- 
пипедда  (8 .2  - теоремага царанг) у з л ук с и з  бул са ,  у  Холда е > 0  
цандай булмасин  (8 .15) вектор-тенгламанинг \х — х0\ <  /г, 

( Ьк —г о т а  ~  Мш&х\(х, у)\ интервалда  ф ( х 0) =  у  бошлангич шарт-
'  V ’ М  (х , у ) ( Р

ни  щноатлантиради ган  у  — ф(х)£- пкщрибий  ечими мавжуд.  .
Исбот. е >  0 берилган булсин. Биз х0 <  х <  х0 +  /г интервалда 

г-такрибий  ечимни курамиз (х 0 — /г <  интервалда ^ам е- тац-
рибий ёчим ш унга ухшаш курилади).

Энди Р  параллелепипед билан бйрга уш бу '
Р/1 ^{(х,уУ-\х — х 0\ < А , \у.— г/®| < ¿ , ¿ = 1 ,2 , . . . п )

р н ={ (Х’ У)-х0 < х < х0 +  Н, \у1 — у 0. | <  Ь,1 == 1 ,2 , . ,  . , п)
параллелепипедларни курамиз. Равщ анки, Р + а Р на Р г  ¡(х, у )  вектор- 
функция ёпик* Р  тупламда узлукси з, ш унинг учун у  ш у тупламда



текис узлукси з булади. Д ем ак , .берилган з > '0  га  кура шундай 
6 ( е ) > 0  топиш мумкинки, агар  (х,у)£Р,  (х , у )  ’ну^талар учун 

\х — х\ <  6 ( 8) ,  \у—~у\ <  6 (е) 
тенгсизликлар уринли булса,

\Кх,у)~ Нх.'у)] <  е (8Д 4)
тснгсизлик ^ам уринли булади.

Олинган х0 <  х  <  х0 +  /г интервални т  т а  тен г булакка була- 
миз. Булиш нукдалари * 0, х1г хг , . . . , хт лар куйидагича булади:

н
Хк х0 + к —, .к — О, 1 ,2 ..............т.

т

Бу нукталарни ш ундай танлаймизки, ^ар бир хк_ х < х <  хА, к — 1, 
2 , . . .  , т  интервалда

т а х  | хк — хк_ х\ <  т т  ^б(е) 6(8) \
’ м ) -

тснгсизлик бажарилади. Текширилаётган х 0 <  х  <  х 0 +  Н интервал­
да аникланган булакли-чизицли вектор-функцияни тузамиз:

. , У° Л - ' 4 г 1 П ХМ п г ) ^ Х ~ Х^ ХЛ т ) ) ,  ,я  _  У1т)( х ) =  1=о (8 .35 )
хк < х  <  хк+1, к =  0 , 1 , . . . , т — 1 ,

б ун да у {‘1} — вектор микдор булиб, пастки индекс булаклар сонини, 

юцоридаги индекс у (т) (х) векторнингх; = х 0 + 1  —  нуцтадаги  кийма- 

тини англатади . Шу векторни бундай ани^лаймиз:

У { т Г У 1 т ) + ~ К Х1-1’ У[т)1))- .

(8 .35) формула билан ёзилган у {т)[х) вектор-функция (8 .1 5 ) век- 
тор-тенгламанинг х0 <  л: <  х0 +  Н интервалда аницланган е- та^- 
рибий ечимидир. Х а^икатан , аввал  е-так,рибий ечим таърифицинг 1° 
шаргини текширайлик. Буни математик индукция усули билан 

исботлаймиз. к == 0 булсин. Бу ^олда

У{т)[х) =  у° +  (х — х0)[(х0,у°), х0 <  х  <  х г;

Равш анки, | у (т)(х) — у й | =  \х— х0 1 • Ц(х0, у ° ) \ <

<  -М =  Ь, яъни (х , у м (х)) Ф араз этайлик, х0 < ‘х  <  хк
интервалда ( х , у (т)(х)) £Р+ булсин. (8 .35) ф ормулага кура

1 У(т)(Х) - У °  1 =  1 КХгУ\т>) + ( Х ~  Хк)1(Хк, у\т) )( <

* ' /=°
А V I « /  г N I ^ И _  А2  =  - ¿ - М  =  6 .

/=о
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Д е м а к  х 0 <  х  *£ х А+1 интервалда (х , у (т){х)) в Р^-  Ш ундай килиб,
1 0 ш арт бажарилади. 2° шарт ^ам бажарилади, чунки (8 .35 ) ф унк­
ция булакли-чизикли узлуксиз вектор-функция. Таърифдаги 5  туп-
лам  хи  х.2, . , хт_ 1 ну^талардан  иборат.-^(г/(т)(х ) ф ункция бу- 
лакли-узлуксиздир.

Энди 3° шартни текширишга утамиз. Содда ^исоблашлар

| х  -  хк \<  т а х  | х А+1 — хк\К  (б (е ), <  М <  б (8) , хк <  х"<  х

|г/(т)М - ^ т ) |= \х— хк \\ ¡ ( х кУ*ш ) \ < ^ м  =  6 (е ) , х^ < х .< х *+1

булишини курсагади . Топилган тенгсизликларга асосан

I /(**• У(т)) — К * ’ У(т)) I <  8 - * к <  Х <  Хк+и
яъни

аУ(т)(х)

*+»•

Г(Х > У(т) ( Х ) ) е.¿х
(8 .35) дан х  =  х 0 б ул ган да у (т)(х0) = у 0, чунки бу ^олда х 0=  хк 
!г — 0. Ш ундай килиб, 8 .4 - теорема исбот этилди деса булади, чунки 
Р ^ —{(х,у) : х0 — К <  х  <  х 0, |у {— у°1 1 <  Ь I =  1 ,2  . . .  , п)  тупламда 
з^ам (х 0, у 0) бошлангич кийматларга эга булган е-так,рибий ечимни 
^уриш мумким.

2 . Нормал система учун  Пеано теоремаси. А ввал  куйидаги ту- 
шунчаларни киритамиз.

8 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар в ектор -ф унщиялардан  тузилган
Ых), М х) ............... гт (х ) , . . . (8 .36)

функционал кетма-кетлик уч ун  ш ундай  Ь уз г армас  сон топилсаки,  
барча натурал  т сонлари еа  х0 — Н <  х <  х 0 -+- /г интервала уч ун

\ и х) \ ^ ь
тенгсизлик Гринли булса ,  у  хрлда (8 .36) вектор кетма-кетлик т иц  
х0— Н <  х  <  х 0 +  /г интервалда текис  чегараланган дейилади.

8 .6 - т а ъ р и ф .  Агар спиц\х0 — /г <  х  <  х0 +  И штереа/.да у з л ук ­
с и з  вектор-функциялардан тузилган  (8 .36 ) кетма-кетлик берил ган  
булиб ,  %ар цандай  в >  0  берил ганда  \ом шундай  6 >  0  топилсаки,  
барча т лар уч ун  \х'— х" ] С  б тенгси злик бажарилганда уш б у

\ и х' У -  и х")1< в  (8-37)

тен гси злик  %а’м уринли  б$лса, у  Холда (8 .36 ) кетша-кетлик т е ­
к и с  даражали узлуксиз  дейилади.

Энди А сколи-Арцеланинг му^им теоремасини келтирамиз:
8 . 5 - т е о р е м а .  ( А с  к о л и - А р ц е л  а т е о р е м а с и ) .  Агар (8 .36) 

вектор кетма-кетлик чекли х 0 — /г *£ х  <  х 0р+  Л интервалда т е ­
к и с  чегараланган ва т еки с  даражали у зл ук си з  брлса, у  Х1олда
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(8 .36) вектор кетма-кетликдан у ш а  интгрзалда т еки с  яцинлашув-  
чи цисмий кет'ма-кетлик ажратиш  ж у  ш и н .

Баён этилган теореманинг исботини математик анализ дарслик- 
ларидан у^иш мумкин. Ш унинг учун биз уни келтирмаймиз. Аммо 

'  бу теоремадан Пеано теоремасини исбот зтиш да фойдаланамиз.
Ни^оят, система учун Пеано теоремасининг ( 8 .3 - теоремага ка- 

ралсин) исботига утам из. Dn+l туплам учун ш у тупламнинг кисми- 
дан иборат ёпик; Ph параллелепипедни куриш мумкин. х 0‘— h <  х <  
<  х0 +  h  интервалда аншушнган ва у (х0) — у 0 бошлангич шартни 
цаноатлантирадиган камида битта ечим борлигини исботлаймиз. Рав-
ш анки, (х, у )  £Рп д а  ш ах \ f (x , y )\ = M ,  h =  m in • Энди

ш ундай {ел}, еп >  0 сонлар кетма-кетлигини оламизки, л -> -о о да  
t'n —>0. 8.4-теоремага кура ю^оридаги шартлар бажарилганда Ph туп- 

ламда (х0,у°) ну^тадан утувчи , х0 — h ^ x ^ x 0 +  li интервалда 
лпик;ланган У{т)[х )— вт- та^рибий ечимга мос Эйлер с и н щ  чи зи ги
м авж уд . Бирор х£[х0 — h, х0 +  /?] нуцтани олайлик. Б у нук;та учун 

^У(т)(ХУ~У(тМ)\<М \Х—'Х\ (8 .38 )

■гспгсизлик уринли. Б ундан {у(т){х)} кетма-кетликнинт текис дара-
жали узлуксизлиги келиб чикади. х — х0 булсин. У  ^олда \х — х0 \ <

<  /г <  —  булганидан:
М

\У(т)(Х) — У(т)(Хо ) \ < М \х — Х0\<Ь.

М аълумки, уш бу

I У(т)(х) ~У° \>\ V )  ( * ) I ~  I У° I

текгсизлик доим турри. Бундан | у {т)(х) | <  1 у°\ +  Ь. Охирги муно- 
сабат {у(т){х)} кетма-кетлик текис чегараланганини курсатади . Энди 
Асколи— Арцела теоремасига кур а  {уип)(х)} кетма-кетликдан вектор- 
функция у(х)  Fa х0— h <  х <  х0 +  h  интервалда текис якинлаш а’ 
диган кисмий вектор кетма-кетлик ажратиш  мумкин. Уни {y(t* j} 
деб белгилайлик. Кулайлик учун пиемий кетма-кетлик уРниДа яна 
{yfn)(x)} белгидан фойдаланамиз. (8 .38 ) да т .-* -  ос д а  лимиТга ут - 
сак ,

! У (х))— у(х)  I <  М \х — х I

тенгсизликка келамиз. ет -так,рибий ечим учун ун га  мос интеграл 
тенгламани ёзиш мумкин:

X
У(т) ( х ) =  У» +  J (№, У(т){1)) +  а та т , (8 .39 )

*0
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бу ерда 1 ■

1 Ат ( * ) =  ~ ^ Х) —№Х'\У(т)(Х)) < 8т , х 6 [Х0 — Ьи х 0 + й ] \ 5  

Дт (л:)==0, * 6 5 .  Энди (8 .39 ) муносабатда [ у{т){х)}
^исмий кетма-кетлик булса , т-*-  оо да  уш бу

X
у(х) =  у ° +  \ я 1 , у а ) с 1 1

X
интеграл тенгламага келамиз. Бун дан у(х°) = у °, ян а }(х,у) ф унк­

ция Р  параллелепипедда узлукси з булгани учун Цх,у (х)).
Д ем ак , у  — у ( х )  вектор-функция у (х0) — у 0 шартни каноатлан- 

тиради ва  х0 — Н <  х *£ х0 +  к интервалда (8 .15) вектор тенглама- 
нинг ечимидир. Ш ундай цилиб Пеано теоремаси исбот булди.

4- § . ЕЧИМНИНГ БОШЛАНРИЧ КИЙМАТ ВА |ПАРАМЕТРЛАРГА 
УЗЛУКСИЗ БОРЛИКЛИГИ

Дастлабки маълумотлар. Аввалги параграфда бошлангич кий- 
матлари х0, булган ечимни ц{х, х0, у 0) деб белгиладик. Бу век­

тор-функция (п +  2 ) улчовли тупламда аникланган булиб, х, х0, 
У0, > У°п ларнинг функцияеидир. х  буйича тегишли интервалда узлик- 
сиз ва узлуксиз дифференциалланувчи булган бу вектор-функция х0 ва 
у°, . . .  ,у° ларга цандай богланган? — деган савол тугилади.

Уш бу

У' = {(х,У),  (8 .15 )
. У Ы  = У° (8 .40 )

Кеши масаласида х  =  £ — х0, у  = г\ — у° алмаштиришни бажарамиз 
н ати ж ада юкоридаги масала куйидаги

■^ =  № — х0, ц  — у 0),
11(0 ) =  0

Коши масаласига келади, бунда бошлангич к.ийматлар тайинланган; 
5 =  0, т] =  0. (8 .15 ) вектор-тенгламани —  =  /(£ — х0, ц)— у°) каби

ёзиб, х0, у 9 ларни параметрлар деб караб , ечимнинг ш у параметр­
ларга борликлигини текшириш мумкин. Шу усул  билан ечимнинг 
бошлангич ^ийматларга борликлигини текшириш тегишли ечимнийг 
параметрларга борликлигини текширишга келтирилади.

2. Ечимнинг-параметрларга узлуксиз богли^лиги. Уш бу

^ -  =  Кх,ул и ), (8 .41 )
ах

У =  (*/1............... Уп)*, И =  (1*1.................. И.)*.
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вектор дифференциал тенглама берилган булиб, унинг у н г  томони 
[  (x ,i/ ,p) вектор-функция (п +  / +  1 ) улчовли JR"+i+ 1 фазонинг бирор 
очии, Dn+i+i тупламида аницланган ва узл укси з , ш у билан бирга

Щ Ы 1), ¿ , / д  1 ,2 , , п  (8 .42 )
dyj

функииялар з^ам уш а Dn^l+1 туплам да узл укси з . #п+!+1 фазонинг 
пу^таларини (х,г/,р) деб белгилаймиз. х 0 ва  у 0 бошлангич циймат- 
ларни тайинлаймиз. М  билан р параметрнинг ш ундай .^ийматлари 
тупламини белгилаймизки, (х 0, у 0, р) нун,та Dn+l, t туплам га тегиш- 
ли булади. Демак,""агар р б М  булса, у  ^олда (х0, у°, р )£Dn+l+1 бу- 
лади, ва аксинча, агар  (х0, у 0, u ) £ D n+;+1 булса, у  з^олда р £ М  
булади.

Киритилган М туплам очик. )^ар бир (р ь  . . .  , ц е) £М н у^ тага  
(8 .41 ) вектор-тенгламанинг х 0. у 0 бошлангич ^ийматл'арга э га  бул- 
ган ва  m^ii) < .х < .т г(\х,) интервалда аникланган  давомсиз ечими 
Ф (х,р) мос келади (1 - боб, 12-§ даги муло^азалар вектор-тенглам а 
учун з$ам уринли). Шу У(х, (-0 ечим аникланган тупламни • Т дей- 
лик. Бу туплам х, и жуф тликлар туплами булиб, ун да  ф(х, р.) аниц- 
ланган . Д ем ак , Т тупламнинг ну^талари учун р. £М,  т 1( р ) < х <  
< т . , ( р )  муносабатлар уринли. /И туплам I улчовли, Т туплам  эса 
(/ +  1) улчовлидир. Энди ечимнинг параметрларга узлуксиз боглик,- 
лнги ^акида теоремани баён этамиз:

8 . 6 - т е о р е м а .  Т туплам очиц тС/пла'мдир. Вектор-функция  
Ф (х,и), э са  барча ар г уж нтлари  б уйича  Т тупламда у зл ук си здир .

Й с б о т .  (х*, р*) £Т — ихтиёрий н у^та . (х*,р*) н у^ та га  етарли 
и^ин булган (х ,р ) нук;та ^ам Т тупламга тегишли ва  ф (х,р) — ф ( х *, 
р*) айирма кичик эканини исбот этамиз. У  з^олда теорема исбот 
этилган б ул ад и ..

А ввал х* >  х0 дейлик. ф(х, р*) функция х — х* д а  аницлан ган  
булгани учун х * < т 2(р*) булади, ш унинг учун ш ундай г 2 сон мав- 
ж уд ки , x * C r 2< :m 2( î*) тенгсизлик уринли ва ф (х, р*) ечим, ж ум - 
ладан , х 0 <  х  <  /"а интервалда аникланган булади. х  узгар увчи  ш у 
интервалдаги ^ийматларни ^абул цилиб чи^са, (х , ф (х, р * ), р*) 
ну^та ^ам #n+i+1 фазода бирор Q чизи^ни чизиб чикади . Энди а 
ва b икки мусбат сон булсин. П деб  Rn f  7+1 фазода уш бу

х 0 <  х  <  г 2, |у — ф (х , р*) | <  а,  |р — р * | < 6  (8 .43)

тенгсизликларни ^аноатлантирадиган ( х , г/ ,р)  ну^талар  тупламини 
белгилаймиз. М аълумки, Q,— ёпик, чегараланган туплам . Ш унннг 
учун ш ундай а  ва  b лар м авж уд  буладики , уш бу П Dn+l+l me-  
гишлилик  шарти бажарилади. Бундан кейин а  ва b лар шу шарт- 
ларни к,аноатлантиради деб ^исоблаймиз.

f ( x , y , р ) вектор-функцияни П тупламда курамиз. (8 .4 2 ) ф ункция- 
лар узлукси з булгани учун (8 .18 ) тенгсизликка асосан П тупламда

I f  (х,у\ц)  — f (x , y ‘г-, р ) I <  п 2К  | Уг — У1 1, (8 .4 4 )
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бундан

I дУ] 1(х,у,ц(П

тенгсизликка э г а  буламиз. Эслатиб утам изки , ¡ (х ,у ,ц )  функция П 
туплам да текис узлуксиздир . Бундан ш ундай мусбат монотон |32 (е ) , 
е > 0  ва е билан бирга нолга интилувчи ф ункциянинг м авж удлиги  
келиб чи^адики, П тупламнинг (х,у,\1 *)  ва \х,у,\х) ну^талари учун

1 / (* ,У,И) — / (х,у,Р*).\ <  Р4( | Ц — I** I) (8 .45 )
муносабат уринли б улади ,

у  =  ф (х,ц) (| ^  — (г* | <  6) функция (8 .41) тенгламанинг (х0, у 0) бош- 
ланрич кийматларга э га  булган ечими булсин. Давомсиз ечимларнинг 
хоссасига кура (1-боб , 12 -§ ), ( х, ф(л:,|и,), ¡и) нук,та ёпик; П ту'плам- 
дан х->~т2(ц)  д а  чи^иб кетади . Шу нук,танинг П туплам  чегараси- 
га биринчи марта боришига тугри келган х нинг к,ийматини х2 
дейлик. Равш анки, х0< х 2 ^  г 2. Энди х0 <  х <  х2 интервалда ц  ва 

лар учун (8 .41) тенглама урнига интеграл муносабатларни ёзамиз:
X

ср(х,и) =  у °+ | / (т , ф(т ,  ц ) ,ц К г , х 0 ^ х  < х ., ,
X*

X
ф (Х,р*)  =  у 0 +  ] /  ( т , ф ( т , ц * ) ,  И * ) Л ,  Х0 <  X <  хг .

Х„

Б ундан :
X

Ф ( х ,ц ) —  Ф (х ,  И*) -  ¡ ( ¡ ( Г ,  Ф(Т,Ц) 1х)— Кх,ц>(г,[1*),ц*))с1г,х0' ^  X <  Хг.
X,

Бу айирмани ба^олаймиз. (8 .44 ) ва (8 .45 ) муносабатлардан фойда- 
ланиб, ^уйидагини топамиз:

X
I Ф (X, ц)  — ф ( Х .р , * )  I <  1 [  [ / ( *  ,Ф (т ,ц )|1)— ,/(т,ф (т,ц*)ц)| +

X •
X

+  | / ' ( х ,ф ( т ,ц * ) ,  и )—  / ( т , ф ( т , н * )  И*) | ] й т <  _1 [ п г/ С | ф ( т , ц )  —  ф(т,н*)1 +
*•

+  Р»(||* —

Охирги м ун осабатда . о (х) =  | ф (х, ц)  — ф (х,ц.*) | деб, шу муносабат- 
га (2 .1 3 ) тенгсизликни ^уллансак, х0 <  х <  х2 интервалда ^уййда- 
ги га  э га  буламиз:

I ф <*,,.) -  <р(*,ц*) I «  * • « * - * » -  1) <

^ ’ - 1) - Л ( 1й - ^ 1 ). I8 « )
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Ушбу

Р2 <Ь, (8 .47 )

£ М > 2) < я  (8-48)

тенгсизликларни к,аноатлантирадиган р2 мусбат сонни оламиз. П ара­
метр ц

| ц  — ц* | <  р2 (8 .49 )

тенгсизликни каноатлантиради деб ^исоблаймиз. х 2 =  г ,  эканини 
курсатиш  мумкин, яъни бунда ф (х,р) функция х 0 х  <  г г интер- 
палда ани^ланган булади . Х аки катан , (х 2, ф(х2,[г),р ) н укта  шарт 
буйича П тупламнинг чегарасида ётади . Ш унинг учун (8 .43) тенг- 
сизликлардан кам ида биттаси ани^ тенгликка . айланиши керак. 
(8 .47) ва (8 .49 ) тенгсизликларга кура | ц — ( 8. 46) ,  (8 .48 ) 
на (8 .49) муносабатларга кура |ф(х2, р ) — ф(х2,р.*) | < а .  Ни^оят, 
х 2 > х 0 булганидан ф акат х г =  г.г булиши зарур. Д ем ак, х 2 =  г2.

Ш ундай ^илиб, х* >  х0 булганда ш ундай г2, ва р2,
(>, >  0 сонлар м авж уд  буладики , х 0 <  х <  г„ ва | р •— р.* | <  р2 бул­
ганда (х ,ц ) н у «та  Т туп лам га тегишли ва (8 .46) тенгсизлик уринли 
булади .

Ш унга ухш аш , х* >  х0 б улганда з^ам ш ундай г 1С х * ,  р . р ^ О  
сонлар м авж удки , г г <  х  <  х0 ва ,|(х — И * | < р 1 булганда (х ,^ )  нуц- 
та Т туплам га тегишли ва

1 ф ( х , и ) — ф(лс,|**) | <  сарл( I (х — ц *| ) (8 .50 )

тенгсизлик уринли булади.
Ю^оридаги фикрларни бирлаштирамиз. Агар (х*, ¡и*) н укта  Т 

тупламга тегишли булса , у  з^олда х 0 нук;тага нисбатан х* нук,та 
кандай жойлашган булмасин,-доимо ш ундай мусбат г  ва р сонлари 
м авж уд  буладики,

| х  — х* | < г , | р. — р* |<  р (8 .5 1 ) -

булганда. (х , ц)  нуцта Т тупламга тегишли ва .

1|ф(х,Ц) — ф (х,р*) | <  сР( | ц — Ц* |) (8 .5 2 )

тенгсизлик уринли булади. (8 .5 1 ) тенгсизликни каноатлантирадиган 
(х ,р)  ну^талар туплами (х*, |а*) ну^танинг атрофини ташкил этга- 
н и учун Т туплам очивдир. Энди ф (х,р) функция (х*, р.*) ну^тада 
узлукси з эканини курсатамиз. Равш анки,

| ф(х,(л) —  ф(х*,ц*) | <  I ф(Х,Ц) — Ф(х,|А*) 1 +  I ф (х, р.*) — ф (х*, ц*)  |.

Б у тенгсизлик у н г  томонидаги биринчи хад  |(и— ц*| ифода кичик 
булганда, иккинчи з$ад эса | х — х*| ифода кичик булганда з а̂р ^ан- 
ча кичик булиши мумкин. Бундан ф (х,р) 'ф ункция у з  аргументлари 
буйича узлуксизлиги  келиб чикади. Теорема исбот булди.
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3. Ечимнинг бошлангич цийматларга узл укси з боглнцлиги.
Куйидаги

=  ?(х,у)  - (8 .53 )

вектор-дифференциал тенглама берилган булиб, унинг ун г  томонида- 
ги /(х,г/) вектор-фунция (п +  1) улчовли Р "1' 1 фазойинг бирор очщ  
Оп , 1 тупламида аницланган ва хусусий з^осилалари , г, / =  1 ,
2 , . . .  , п  билан ш у ту п лам да узлуксиз булсин,' Оп+1 туплам-
нинг хар бир (Е,Г|) ну^тасига (8 .53) вектор-тенгламанинг х 0 — 
у 0— г] бошлангич шартни ^аноатлантирадиган ва  тх(1,ц) <  х </?г2(|,т)) 
интервалда аникланган давомсиз ечими ф(х,£,т]) мос келади. 
х , £, т)!, г)2, . . .  , »]п узгарувчилар фазосининг туплам га те - ,
гишли (|,г)) ну^таларга ва т^,г\)  <  х < т й(Ъ„г\) тенгсизликни к;а- 
ноатлантирадиган х  ларга мос келган ну^талардан тузилган
тупламини 5  деб белгилаймиз. Энди ечимнинг бошлангич кийматлар- 
га  узлуксиз богликлиги ^а^ида теоремани келтирамиз.

8 . 7 - т е о р е м  а. (8 .53 ) вектор тенгла'манинг  £,т] бошлангич ций- 
матларга э га  брлган давомсиз  ечими  <р(х,£,г]) аникланган  5  туп-  

'  лам х , £,%,  : . . , т)„ уз гар увчилар  фазосида очи^дир. Срнгра  ф (х,  
|,г|) вектор-функция барча аргументлари б уйича  Б трпламда у з -  
луксиздир .

Бу теоремани исбот этиш учун узгарувчиларни алмаштириш ёрда- 
мида тайинланган бошлангич дийм атларга эга булган ечимнинг па- 
раметрларга боглшушгини текширишга олиб келинади, сунгра 8 .6 -тео- 
ремани ^улланиладп.]

5- § . ЕЧИМНИНГ БОШЛАНРИЧ КИЙМАТ ВА ПАРАМЕТРЛАР ¡БУЙИЧА ДИФФЕ­
РЕНЦИАЛ ЛАНУВЧИЛИГИ

1. Ечимнинг параметрлар буйича дифф еренциалланувчялиги.
Бизга (8 .41 ) вектор дифференциал тенглама берилган булиб,

, , . д !1 %  (х,у,ц) . . >
/¡(хI > ¿ ¡ у  * 1  ̂>2 | . » • ,  п, к  1 , 2 , . . . ,

функциялар (п +  /’+  1 ) улчовли очи^ Оп+1+1 тупламда аникланган 
ва узлуксиз булсин.

Диффереициалланувчилик з^тдида теоремага у™ ш дан аввал  кела- 
ж акд а  ишлатиладиган Адамар леммаси билан танишамиз.

8 . 2 - л е м м а  ( А д а м а р  л е м м а с и ) .  Ушбу  £ (х ь  хг, , х р; иъ  
и2, . . . , ид) скаляр функция  р +  ц а р г уж н т л и  б улиб ,  у  ш у  ар-  
г у ’мгнтлар фазосидаги  А трпламда аникланган, ва А туплам и и  
и *........... .... и„ лар брйича  к а в а р щ  б ул син .  Ц{х,и) в а -8- - - - ,  / =  1, 2.

4 ди7-
. . . , q, х  =  (хь  . . : , хр) и  =  ( ии  . . .  , и , )  функциялар  А трп-
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ламда у зл у к с и з  дейлик. У %олда А дан олинган икки (х, и{1) ), (х, 
и<2>) нуцта у ч у н  ц уйида ги

я
ё (х,ит ) ~  ё (х,и{1)) =  ^ ( х , и ° \  и (2)) (и/2> -  и )») (8 .54) 

/=1
муносабат рринли , б у н д а  Ь.(х, и (1), и<2)) , } =  1,2, . . .  , ^ фг/нк- 
циялар (р  +  2<?) та  х ь  . . . .  , хр-, и ' » ,  . . . , и*1'; и<2>, . . . , и<2> ар- 
гу 'ментларнинг цийматлари уч ун  аникланган ва у зл у к с и з  (агар , ху-  
с у сан ,  и(1) =  и<2) булса ^ам (8 .54 ) уринли ва

Л/(х, и) =-£-<?(*,«)).

И с б о т .

а(5 ) =  и(|) +  5(«<2) — и(|>), 0 < Й < 1  (8 .5 5 )

вектор-функцияни курайлик. Равш анки, ш(0) =  и(|), ш (1 ) ]= и <2) б у­
либ, (8 .55 ) формула буйича 5 нинг (0 ,1 ] интервалдан олинган барча 
1Чийматларида « (1) ва  и{2) нукдаларни туташ тирувчи кесманинг нук,- 
•галари ^осил булади. Сунгра к,уйидагига эгамиз:

ё ( х , и {2)) — ё  (х, и11))=  ё(х,(й ( 1)) — £ (*,(0(0 )) =
I д д

= ( ж 8 х̂,(й  аГ* =  ~дГ8(-х ’ы^ '  • • • ’ со?(5  ̂ =
0

=  2 ^ - Т '  т г  = < ’ - “ ">■ ¡  =  >,2................*
/ = 1  *

Ушбу

, , Ж 19Л, \SgixMs)) .
/?.(*,?/ \ м1 ') =  ]  — ^ —а8 

белгилашни киритсак,

8{х,ит ) -  £ (х, и{1)) =* 5* ( 2  д Ф ^ - ( и Г  ~  и? ’) *  =
• /==1 7

=  2 ( № ^ ) и 2> - « | ,)) ~  2 ¥ * Л « (2>) И 2, - « Г ))
)=1 0 1 /=1

муносабат ^осил булади. Бу эса (8 .54 ) муносабатнинг узгинасидир. 
Адамар леммаси исбот булди, чунки юкрридаги белгилашдан

~ ~  ^  • • • > Я нинг узлуксизлигидан /г; ларнинг уз -
луксизлиги келиб чи^ади. Кейинги муло^азаларда 8 -6 - теоремадаги 
белгилашлардан фойдаланамиз.
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8 .8 - т е  о р е м  а. Агар (8 .41 ) вектор дифференциал тенглашада  
/ (* .г/,И) вектор-функция ва унин г  у  ва ц лар буйича  барча х у с у -  
сий  Цосилалари (п  +  I +  1)  улчовли очиц Е>п , 1+1 туплатда аниц- 
ланган ва у з л у к с и з  булса ,  у  холда берилган т е н гл а ш н и н г  Т т у п ­
латда аницланган  ф (х,р) ечи'ми тун.  , ¿ =  1 , 2 , . . . , п ;

Ф *
к = 1 , 2 , . . . , /  хусусий  Хосилалар ш у  туплатда анщлан ган  ва у злук -

д2Ц>: (х,и)
с и з  булади.  Ундан т а ш щ р и —~р———г =  1 ,2 , . . . , п,  й =  1 ,2 , . . . ,  /

аралаш %осилалар ха’М Т тупламда анщланган ,  у зл у к с и з  ва диф- 
ференциаллаш тартибига борлиц. булжайди.

И с б о т .  Теоремами исбот этиш учун Т тупламнинг ихтиёрий 
(х*, ^*) нуктаси  атрофида у(х,  р.) функциянинг ^осилалари м авж уд  
ва узлуксизлигини курсатиш  лозим. Унинг учун авзвал х, у ,  ¡х Фз- 
гарувчилар фазосида у  ва р лар буйича кавари к  булган А тупламни 
курамиз.

ф(;с,р*) вектор-функция х — х* д а  аникланган. Шунинг учун хп ва 
х* ни у з  ичига оладиган ш ундай г г <  х к, г г интервал (/1< х й< . г г , 
Г1 < х * < г . л) м авж удки , ф(х, р*) функция ш у интервалда аниклан­
ган булади. л; узгарувчи  г 1 <  .г <  л, интервалдан кийматлар каб ул  
к илганда (х, ср(х,р*>, р*) н у^та очик, Оп+1+1 тупламда узлуксиз чи- 
зик чизади. а  в а  6 — икки мусбат сон булсин. Ушбу

\у — ф(х, р*| |р — ( 8. 56)  
тенгсизликларни к,аноатлантирадиган туплам очик тупламда'
хамма нукталари билан жойлашган булсин. Шундай р > 0  м авж удки , 
2 р < д  ва |р — р*| -< 2р  булганда Ф (х,р) функция г 1 <  х  ^  г 2 ин­
тервалда аникланган  ва  шу интервалда | ф (х,р) — ф (х ,р * )! <  а тенг- 
сизлик урин лиг-булади: Куйидаги.

/-1 < х < г 2 \у — ф(л:, р * ) ! <а,\ р — р* | <  2р
тенгсизликларни 1<;аноатлантирадиган (х, у ,  р) ну^талар тупламини 
Д деб белгилаймиз. Равш анки , бу Д туплам очик ва у ,р лар буйи­
ча 1<аварид.

Энди ек билан I улчовли фазонинг к  у^и  буйича йуналган бир- 
лик векторни белгилаймиз. р (1) уш бу |р(!> — р * | < р  тенгсизликни 
каноатлантирадиган бирор вектор, т  эса , [ т  ] <  р тенгсизликни цано- 
атлантирадиган сон булсин. р <21 =  р ( ! ' +  хек дейлик. У  ^олда уш- 
б уга  эгамиз:

|р( ' ! — р * | < 2р, |р(2) — р * ! < 2р.
Ш унинг учун г х <  х <  г 2 интервалда

* I Ф (Д',Р Л ) — ф(*,Р*) I <  а, | фО, р ( ) — Ф ( х , р * )  I <  а 
■тенгсизликлар урин ли. Ш ундай к;илиб, х узгарувчи  г1< х < г 2 ин­
тервалдан барча кийматларни ^абул  килганда (х, ф, (х, р (1)) ,  р <1!) ва 
(.V, ф(х, р (2)) .  р (2>) нуи;талар барча нукталари билан очи^ Д да ёт-
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ган  чизи^ларни чизади. А гар х =  х, и ~ (у,  и ), g (x,  «)]•= f i (х , у , ц)  
десак,[ . (х,(р(х,ц(2)), [i(2)) — f.(x,<p(x, ц (1)), ц0>) айирмага Адамар лем- 
масини куллаииш  мумкин,- яъни:

^ ( х , ф У 2)), V(2)) — fi(x,  Ф (Jf, М(1)) . Й(1)) =  (8 .57 )
П I

=  2 ^ ,  (ф. (.X, ц 2)ф (х, ц<1)) +  2  h\n+V(x,iiw ,T) (fi*2) — ii*l}).
/=.1 *=1

Ушбу

ифодани тузиб, т ^ О  да лимитга утам из.
И кки вектор-функция у  =  ф(х, у  =  ф(х, ^ <2>) берилган (8 .4 1 ) 

вектор-тенгламанинг ечими булгани учун

/ ’)

айниятлар уринли. Биринчисини иккинчисидан айириб, (8 .57 ) га  к у ­
ра толамиз:

• ’"Т' = 2 ^ /)(х’ и<1)’ x^ i  ('х ’ fx<1)’ т ) + 2  h? +k)(x ’ и (1), т ) ,
/=1 *-=i

t =  1 , 2 ............... п. (8 -58)

Бу муносабатлар

r l < x < r i , |ц(1) — ¡¿*|<  р,' |т|< р, ХфО
тенгсизликлар тугри булганда уринли булади. А гар г|>. (хи  ¿г(1), т) =  
=  2(. десак , бу функциялар уш бу 

п I
*£ =  V ЫУ>{х, ц(,\ т ) г , +  V Мя+ *)(х , и (1\ т ) , т # 0  (8 .59 )

JmJ  ' ^  ‘/=Т *=1

чизи^ли дифференциал тенгламалар системасини каноатлантиради. 
Бошланрич кийматлар бундай :

m v фг (*о. (•*., У п> У*—У*
«М *о . и ( ) - т ) = ------------------------------------- -  — - 0 .

Гарчи i])f (х, |л(1>, т ) , 1 =  1 , 2 , . . . , и функциялар ф а^ат 1 =И=0 
^ийматлар учун аницланган б ул са -д а , (8 .59 ) система ту- =  0 да  ^ам 
ани^ланган . Бу системанинг коэффициентлари М'>, i , j  =  1 , 2 , . . . , «
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ва озод ^адлари h\n+k), t =  1 , 2 , . . .  , п,  т  =  0  да  ^ам аницлан- 
ган . (8 .59 ) системанинг ун г  томони уш бу

Г ! < х < г 2, |fi(I' — fi*|< р , |т|< р (8 .60 )

тенгсизликлар билан берилган очик; тупламда аникланган ва  узл ук- 
сиз. Ш унинг учун 8 .6 - теоремага ва 8 .1 - теоремага кура (8 .5 9 ) сис­
тема (х 0, 0 ) бошлангич цийматларга эга  булган

Zi« =  %2(х, ц (1), т ) ............... г а =  %п (X,  fi(1), т ) (8 .61 )

ечимга э га . Бу ечим (8 .60 ) тупламда аникланган  ва  узлукси з. Я н а
8 . 1 - теоремага кур а  т ^ О  б;улганда (8 .60 ) тупламда

* £(* . И(1), *) =  £ ,( * ,  Н'(1), * ) , i — 1 . 2 ................. п
айниЯт уринли. (8 .61 ) д а  т ->-0 да  лимитга у т с ак ,

dw¡ (х, - * 
------—щ—  =  lim  ij) (х, т) =  П т х Д ^ .ц О ,  х) =  %(х,  М-0 ), 0 ).

0|A¡¡, ' Х-+0 1 т-*0 .

(8 .62 )

Б у муносабатлардан 7 . (* , ц(1>, 0) ф ункция

г 1< х < г г , ffi(1) — fi*| <  р (8 .63)

очик; тупламда аниклангани учун ш у  тупламда —  - Х’?ьт ~ хусусий

^осила ^ам аникланган ва узлуксиз. Х усусан , ш у хусусий ^осила 
( X*, ц*) нуцтанинг бирор атрофида аникланган ва  узлуксиз.

Равш анки, z¿ — ^ -̂ 7 77- -— , t — 1, . . . , я ,  А =  1, . . . , / функ-

циялар (8 .59) системани ^аноатлантирадн, чунки z — X¡ (х, т ) ? 
i — 1 , 2 , . . . , п ф ункциялар т =  0  булган да ш у системани ^аноат-

лантиради. Ш унинг учун —  - -Чт;- - -  функциялар (8 .60 ) очщ  со^а-
т

д а  X буйича хусусий .^осилага э га . Бошцача ай тган да , уш бу

аралаш ^осилалар (8 .60 ) очиц туплам да аникланган ва  узлукси з.
Ш унга ухшаш* y i =  срДх, fx(1)) . i =  1, 2 , . . . , п  функция- 

ларни (8 .41 ) вектор тенглам ага к;уйсак, (8 .60 ) очш^ тупламда

— — - 3 = f ( (x,<p (х, р.(1>) , fx(l)), i =  1 , 2 .  . . . п  (8 .65 )

ай н и ятга  э га  буламиз. Бу айниятнинг чап томони и*1’ лар буйича 
хусусий  ^осилаларга ((8 .60 ) д а ) э га , чунки (8 .65 ) айниятнинг унг

252



томони теореманинг шартига кура р.у> лар буйича узл укси з хусусий 
^осилаларга э га . Ш ундай килиб, (8 ,60 ) очиц туплам да уш бу

аралаш  ^осилалар ани^ланган ва узлуксиз. Энди (8 .6 4 ) в а  (8 .6 6 ) 
аралаш  ^осилалар битта (8 .60 ) очи к тупламда узлукси з булгани 
учун м атем атик анализнинг маълум теоремасига асосан бу аралаш 
хосилалар айнан тенг булади . Шу билан теорема исбот булди.

2 . Ечимнинг бошлангич кийм атлар  буйича дифференциалланув- 
чилиги. А ввалги параграфдаги каби (8 .53 ) вектор тенгламани кур а - 
миз, У нинг у н г  томони, яъни }{х, у )  вектор-ф ункция очиц туп ­

ламда ани^ланган ва хусусий  з^осилалари — , г, =  1 , 2 , . . . , п
билан ш у Оя+! туплам да узл укси з. ^ п+] тупламда олинган (5 , т|) 
н ук та  учун | ни. | =  х0 деб тайинлаймиз, т) эса узгарувчи  булиб 
н^олаверади.

8 . 9 - т е о р е м  а . (8 .53 ) вектор тенглама б ерилган  6$либ,  ср(х, 
* 0. Ч) =  Ф (* . л ) =  (Фх (*# п ) . • • • . ф„ (* . я ) )  функция  у н ин г  (х0, т)) 
бошлангич щйтлатларга э г а  б ул ган  д а в о ж и з  т иш и  бул син .  У 
%олда 8 .7 - теоремадан  ф (х, т)) функциянин г  х, % , . . .  у зга - 
рувчилар фазосининг  б ир ор  о ч щ  Б' т у  планид  а анищланган ва у з - 
лук си зли ги  к елиб  ч щ а д и .  Шу билан б и р г а  Б' тупламда у ш б у
дф 1 ^  ¡ =  1 г 2, . . . , п  х у с у с ий  щ и л а л а р  шавжуд  ва у з -

2, . , п аралаш %осилалар у зл у к с и з  ва дифференциаллаш т ар - 
т иби г а  б о г л щ  эмас>

Б у теоремани исбот этиш узгарувчиларни алмаштириш ёрдайи- 
д а  ечимнинг параметрлар буйича дифференциалланувчилиги ^олини 
исбот этиш га келтирилади в а  8 .8 - теорема кулланилади.

3 . Вариацияли тен глам алар  системаси . (8 .53 ) вектор тенглам а 
берилга н булиб, ср(х, V) =  (Фх (х , п ), ф2 (х , V)................Ф„ (*, Т))> век ­
тор- ф ункция ш у тенгламанинг (х 0, г)) бошлангич кийматларга э га  
булган ва  — у 0 б улганда т 1< .х < .Щ  интервалда ани^ланган да- 
вомсиз ечими булсин. 8 .9- теоремага асосан т] — у 0 ну^тада ^исоб- 
ланган ва  /п1 < х < / п 2 интервалда ани^ланган  хусусий  ^осилалар

белгилашларни киритамиз. Бунда ( * ) ]  Зфузкциялар т 1< .х< .  т г 
интервалда аницланган. К^уйидаги

(8 .66)

. » Т / - 7  " - - 1 и  а  %
дЦ1

лук си з ;  б у н д а н  ташцари, ш у  Э' тупламда д%(х,  д){ ’ и- . I, I =  1
дх

(8 .67)

м авж уд . Уш бу



=  у  fi (X) zr  t  =  1 , 2 ,  . . . , «  (8 .6 8 )

*  i=1
чизикли тенгламалар системаси /п1 < л : < ; т 2 интервалда аникланган 
булиб, вариацияли  тенгламалар системаси  (бошлангич цийматлар 
буйича) дейиладн. У ш бу zx =  rpj (х), . . .  , г п — Ц>> (х)  ф ункциялар
(8 .6 8 ) системанинг

tpj (х0) =  6 {, = 0 , i Ф  /, 61 =  1 , i ~ j  (8 .69 )

бошлангич кийматларга эга  булган ечими булади, бунда 61 — К р о - 
неккер с и ш о л и  деб юритилади. Б у тасди^ни исботлаш бевосита ^и- 
соблаш билан олиб борилади. Ани^роги, у=ц>(х,  т]) функция (8 .5 3 ) 
га  ^уйилади, сунгра ^осил булган айниятни т]. лар буйича диффе- 

;■ ренциалланади. Кронеккер символи (8 .69 ) уш бу (8 .67 ) ва ф .(х , rj) =  
|; =  г|; муносабатлардан келиб чикади .

6- § . НОРМАЛ СИСТЕМАНИНГ ИНТЕГРАЛЛАРИ

1. Системанинг биринчи интеграллари. Уш бу 

| f x =  f{x ' у) <853>
\ вектор-дифференциал тенглама берилган булиб, унинг  ун г томони- 

даги f{x, у)  вектор-ф ункция (n +  1 ) улчовли Я',+) фазонинг бирор 
D , .  тупламида аникланган ва хусусий ^осилалари — , i, j  — 1 ,

> т. ду‘. . . , п  билан бирга Dn+1 тупламда узлуксиз булсин.
8 . 7 - т а ъ р и ф .  Dn+I тупла'мда ун ин г  цисмидан иборат булгшн 

; бирор очиц. G тралам олинган булсин.  Агар и (х, у ,  , у я) =
, ~и (х, у )  функция uiy G тупламда анщлан ган  ва ху с у сий  %осилалари 

билан б и р г а  у зл у к с и з  б улиб ,  (8 .53 ) тенгламанинг траектория си  G 
тупламда жойлашган ихтиёрий у  =  ф (х) ечимини игу и (х , у )  
функция  ар гументига цуйганда х буйича уз г армас  Уносил бул са  

I (я ъни  и (х, ф (л:)) функция х га  эмас,  ф (х) функциянинг  танлани-  
шига  6 o f a u $  булса),  у  холда и (х ,  у)  функция  (8 .53) вектор- т ен г ­
ламанинг биринчи  интеграли дейилади.

Д ем ак , агар и(х, у )  биринчи интеграл булиб, ф (х), (х, ф (x))czG, 
вектор-ф ункция ечим булса, у  холда

и (х, ф (*)) =  С9 (Сф =  const)

деб ёзиш мумкин. О датда узгармас соннинг нндекси ф ни ёзиб 
утирилмайди.

Агар иг (х, у),  и»(х, у ) ,  , ип (х, у)  функцияларнинг ^ар би- 
ри (8 .53) тенгламанинг биринчи интеграли булиб, и.(х, у)  = С.)
(х> y)£G  муносабатлар у .  =  фг (х, Си  . . .  , Ст) — умумий ечимни
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а н и к  л а с а , у  ^олда ш у ф ункциялар системаси берилган тенгламанинг 
у-мумий интеграла  дейилади. Умумий интеграл учун уш бу

иг {х, ф ( * ) ) - С ь  
и г (х, ф(* ) )  = С 2,

(8 .69)

ф(*)) =  с „
муносабатлар уринли (б ун да у  = ф(х ) .  х£1, {х, ф (х)) £ G , — ихтиё­
рий ечим).

8.10- т е  о р е м а .  Х ус у сий  Цосилалари билан G тупламда анщлан -  
ган ва у з л у к с и з  и (х, у )  функция  (8 .53 ) тенгламанинг биринчи  
инте грали  б улиши уч у н  ц уйида ги

д- ^ Г  + X  т И  и {Хш у) ~  0 <8'?0) 
1=1 1

ялуносабатнинг уринли б улиши  з а р у р  ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  и (х ,  у )  ф ункция (8 .53 ) тенгламанинг 

биринчи интеграли булсин. Б у ф ункция учун (8 .70) шартнинг ба- 
жарилишини курсатамиз. Ш ундай ихтиёрий тайинланган т] =  (тц, 
. . .  , г\п ) векторни оламизки, (х, tj) £G булиб, у  — ф (х, rj) функ­
ция (8 .5 3 ) тенгламанинг ф (|, т)) =■ т] бошлангич шартни к;аноатлан- 
тирадиган ечими булсин. У  ^олда и ( х , ф( х ,  г\)) функцияни диффе- 
ренциаллаб, и (х ,  ф(х ,  rj)) — С эканини ^исобга олиб, х =  £ да 
цуйидагини топамиз:

' 0  = ± и ( х ,  ф ( х . ч ) )  I =  . j g d i i i l l  +  . ■ ■ +
dx [**=$ \дх дух dx

п
, ди(х, q>(x, Г])) d<$n (x, Т|) ди(\, я )  , \ ^ д и (Ъ ,г \ )  „

+  — W. ~ ) и --------- « •  *>■ ¿=1

(£. л) НУ^та G тупламнинг ихтиёрий ну^таси  булгани учун' G туп- 
ламда (8 .70 ) муносабат бажарилади.

Е т а р  л и л и г  и. Энди (8 .70 ) муносабат и (х, у ) функция учун урин­
ли б^либ, у  — ф (х) — (8 .53) тенгламанинг траекторияси G тупламда 
жойлашган ечими булсин. У  холда и (х, у )  г а  у  =  ф (х) ни и,уйиб, 
яъни v ( x ) — u(x ,  ф (х)), хосил булган функцияни дифференциал- 
лаймиз ва (8 .70 ) ни з^исобга оламиз:

П
до (х) _  ди(х, ф (л:)) , ди (х, ф (х)) t / / ^  = 0  

дх дх 2 ^  dyi h \  >’

Бундан v (х) — и (х, ф (jk)) функция х га  богли^ змаслиги келиб 
чи^ади, яъни и (х, ф ( jc) )  =  С. Теорема исбот булди.

Энди биринчи  интегралларнинг  нуцтада  эрклилиги  тушунчаси- 
ни киритамиз.
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8 .8 - т а ъ р и ф .  Агар (8 .53) тенгламанинг G тупламда  ани^лан- 
ган k та  « j l ( x ,  у ) ,  щ{х, у ) ,  . .  . , и к (х, у )  биринчи интеграллари  
(a, b)£G, f ( a ,  Ь )Ф  О нуцтанцнг  бирор атрофида аницланган б у -  
либ, у ш б у

(дщ  (а, Ь)\ , , .
\ ~ду~ • • •  » » ] 1» . . .  , П

функционал шатрицаяинг  ранги k га тен г  булса ,  у  у олда  
и1 (х, у ) ,  . . . , ип (х, у )  биринчи интегрйллар (а, Ь) н уцтада  
зркли б  у  лада.

Кейинги муло^азаларда биз уш бу

f = f ( y ) , y £ G  (8 .71)
ах

куриниш даги автоном вектор-тенгламанинг биринчи интегралларини 
f ( b )  Ф  0 булгайда b,  b £ G ну^танинг бирор атрофида фак;ат локал
урганамиз.

8 -1 1 - т е о р е м  а. (8 .71 ) вектор-тенгла’манинг b нуцтанинг б и ­
рор атрофида ( п -— 1 ) та эркли биринчи интвграллари мавжуд.

И с б о т .  , fn (b))* = f  ( а ) ф  0 булгани учун бу вектор
координаталаридан камида биттаси нолдан фарцли. М асалан, 
f„ (b) ф  0  дейлик. £ =  (ii> , .  . , Ья) н укта  b н у^тага яцин 
булиб, у  — ф (х , I) эса (8 .71 ) тенгламанинг (0 , £) бошланшч ций- 
матларга эга  б\"лган ечими бу'лсин. Бу ечимни яна у  = Ц>{х,\1и
• • • - Ь п ) =  ф ( * .  - S „ _ i ) ,  ЯЪНИ

У1 =  Ф ,(* . S i, • • • . (8 .72 )

куриниш да ёзиш мумкин. Бу (8 .72) функциялэр системасини х, £,
• • • . ê„_i ларга нисбатан тенгламалар системаси деб к,араймиз. 
Агар у 1 =  ¿>1( у  < = Ь.г , . . . , у п — Ьп бу\лса,

=  Ф1 (^ , S i, * • •• , Ê„_i) ) .....  ■

Ь„ =  Ф,>(*- "Si............... ?„_ ,)

система уш бу . . .  , £я_ р =  ¿?г1_ 1, х =  0/ечимга эга ва^ (8 .72)
системанинг якобиани нолдан фар^ли. Д а^икатан , ф. (О, l it . . . , 

t =  1 , 2 , . . . , л — 1 , -фп (0 , , S„_i) =  ¿ у  ш унинг
учун

Эфг (0 , б1( . . . Ьп_{)

д1
/ = 1 , 2 ,  . . .  , п —  1;

0{, ¿ =  1 , 2, . . .  , я ; '

дх
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бунда [6J — Кронеккер символи.

Энди ■ якобианни тузиб, ¿Гнуктада ^исоблай-
и \х< 6i> • • • , Srt_l)

миз. Равшанки,

Р(ф1. .................. Фя)
& (•*> £li £а> • • • i £n_l) lv—b

h ( b )  б{ б? . . .  б г 1
и Ф )  Ь \ ь \ . . .  б - 1

ь f„_, (Ь) б„_, . . . б - }

fn(b) W  . . .  бГ ‘
' Ш  l o . . 0
h ( b )  o i . . 0

Ф)  о 0 . . 1
fn (b) 0 0 .  . .  0

=  ( - 1  )n+' f n (b)

1 0 . .  0
0 1 . .  0

0 0 . .  1
(и— 1) та  й ул =

(п— 1) та устун 

=  ( - i ) n+1/n (6 ) ^ 0 - 
Шу сабабли (8 .75 ) система у Ф а  булганда ^ам ечимга эга . Уни 

^уйидагича ёзамиз:
l i  =  « i ( у ) , Ь  = и2( у ) ................l n_ l =  un_ i {y), x =  v ( y ) .  (8 ,7 4 )

Ш у 5i. • •• » ?„_i ф ункциялар (8 .71 ) тенгламанинг биринчи интег- 
раллари булиб, а н уктад а  эркли интеграллардир. Х ,акикатан,
0(1/!, и2..............и ,) „
--------------------------- г -  якобианни b н уктад а  текшираилик. (8 .72 ) сис-
D(y  1, у2............ у„_ ,)
теманинг якобианини Ь н ук тад а  ^исоблаганмиз. Бу якобиан эса Ь ну^-

/ D (tty, « 2> • • • . и. ,) \
тад а  бирга тейг, чунки | —------------------------ — ] матрица бирлик матри-

J > ( y v  У г..............Уп- \ )
цадан иборат. Д ем ак , иъ  . , ип 1  функциялар b н уктада эркли. 
Энди бу функциялар (8 .71 ) тенгламанинг биринчи интеграллари эка- 
нини исботлаймиз. (8 .74 ) муносабатлардан

“ ¡(<?(х, D)  =  i — 1. 2 ...............п —  1 . (8.75)
Аммо ^осил булган glf . . . , микдорлар х га боглик; эмас. Д е ­
мак, u i функциялар биринчи интеграллардир. Теорема исбэт булди. 

8 . 1 2 - т е о р е м  а . Ушбу
(У)............... ип(У) _  (8 .76)

функциялар  (8 .7 1 ) вектор-тенгламанинг b, b£G н уктада  (n — k) 
та эркли биринчи интеграллари булсин.  Шу (8 .76) функциялар  
с р дамида  (8 .7 1 ) тенгламанинг тартибини  (п — k) га  камттириш ,  
яъни берилган  (8 .71 ) тенгламани тартиби  k бул ган но ржал с и с -  
те'Мага келтириш мумкин.

И с б о т .  (8 .76 ) биринчи интеграллар эркли булгани учун уш бу
/ди1 (Ь) \
( " д у .  ')> « — & +  1 , . . .  , п; ' j  =  1 , 2 , . . . , п  функционал матрица 
ранги (п — k) га  теяг булган квадрат матрицага эга . Ани^лик учун
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*’ / ~  ^ +   ̂> • • •  * п  матрицанинг ранги {п — к) дейлик.

Ш у матрицам инг детерминанти нолдан фар^ли. Энди Ь н у  к, та  атро- 
фида янги узгарувчиларни киритамиз:

г 1 =  Уи  • • • . гк — У к’ 2н-1 =  1 (УЬ ' • * * гп ~  ип ( 8 .7 7 )

(8 .71 ) вектор-тенглама янги 21; . . .  , узгарувчилар  ёрдамида 
бундай ёзилади:

1 а
- 

II *У1 =
'

ёх ¿л:

= Ь  (21» * • * , г к, % +, (гж , . •• •• • . V  («*+!• - , 2П)),

_ =
¿я ¿дс

/"2 (21 • • • » **> ;Ч»*+1 (гА+Р • > 2„), ••• * $ »  (**+!’

<*Ук
йх (1х -

= М 2 1 г , ,  % +] ( г к+л, .. * 2„), ... 2п>>

**+1
йх ь

д“k+i (ч  ••• >' гк ^А+1> • ”• % ) т а й+1 (г1> —, гк ^*+1* ... , ^
йх- дУ]

'
1=1

йх

(8 .7 8 )

_  <4 , (?!, ... . гк , Г|>А+1, ... , %  ) ( (? !........г* • % 1, - Ц
дх ^  дУ)

Б у системада (гй+1, . . . .  гп) =  у й+1, . . .  , (2, + ь . . . .  
лар (8 .77 ) функцияларнинг охирги ( л — к) тасидан топил- 

ган . Ш у $ й+1, . . .  , функцияларнинг аргумент лари (8 .7 8 ) сис­
тем ада ^исцалик учун ёзилмаган. (8 .78 ) системани ^ис^ача

йг
(8 .79 )

куринишда ёзиш мумкин.
Теореманинг ш артига кура (8 .77 ) дан . . .  , я  бул-

ганда
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п

Л
аг 1

яъни г =  к 4 - 1, . . .  , п  булганда —— — 0 булади, Д ем ак , (8 .79 ) 
система урнига к,уйидаги к- хартибли системага э га  буламиз:

Теорема исбот булди.
2. И нтегралланувчи комбинациялар. Дифференциал тенгламалар- 

иииг нормал системасини интеграллаш учун иложи ‘борича купрац 
биринчи интегрални топиш: керак. Дар бир биринчи интегрални то- 
пиш учун интегралланувчи дифференциал тенгламани излаш зарур 
булади. Берилган нормал системанинг иатижасидан иборат булган , 
,1ммо осон интегралланувчи дифференциал тенглама интегралланув­
чи комбинация  деб юритилади. Х усусан , (1Ф (х, у ъ  . . .  , у п) ~  О 
тенглама нормал системадан хосил булган бул  са, у  интегралланувчи 
комбинация булади. Ундан Ф ( * ,  у и  . . .  , у п) = С 1 битта биринчи 
интеграл топилади. К ,и зири ш ундаки, биринчи интеграл геометрик 
пуцтаи назардан (п 4- 1) улчовли фазода жойлашган п  улчовли сирт- 
дап иборат. Агар бирор интеграл чизик шу сирт билан битта ум у- 
ми й нуктага  э га  булса, у  ^олда ш у интеграл чизик; барча ну^та-  
лари билан айтилган . сиргпда етади.  Нормал системанинг биринчи 
иитеграллари узаро кесишмайдиган п  улчовли сиртлардан иборат. 
Биринчи интегралларга мос келган сиртларни нормал /Системанинг 
са)Щ сиртлари  деб ^ам айтилади.

М и с о л. Ушбу

гнггсманинг биринчи иитеграллари ва умумий интеграли топилсин.
Бу системанинг иккита эркли биринчи интегралларини топиш огон. Унинг 

учуй система тенгламаларини мос равишда ^ушамиз:

• .■ > г к> Ц

• умдан.

«1 =  Ух +  Уг +  Уз .= Сг (8.81)

би г : а биринчи интеграл топилади. Энди система тенгламаларини мос равишда 
//,, у., ва у ,  ларга купайтириб чушамиз:
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«а =  У? +  у ! +  Уз =  с а (8.82)
иккинчи биринчи интеграл топилади. Топилган биринчи интеграл лар эркли. 
Х аадатан , у\ +  у\ +  у\ Ф  О, чунки бизни тривиалмас ечим кизицтиради. Шунинг 
учун ушбу

Бундаи

' ди1 дих ди1 
дУх дуг ду3 
ди3 ди2 ди2 

кдуг ду2 дуг

- Г  1 1 )- 2 у 1 21/2 2у3 }

матрицанинг ранги 2 га тенг. Агар (8.80) системанинг биринчи тенгламасини
у г га , иккинчисини у1 га купайтириб цушсак,

£  (Уь У г) =  У 2 У»—УI +  У1 — У1 Уз 

муносабатни ^осил циламиз. Шунга ухшаш

£  (Ух. Уз) =  У\— Уз Уз +  У г У»~уЬ

СУ'*• Уз) =  Ух Уз —у\ +  у\~УхУз

муиосабатларни з̂ ам ^осил цилиш мумкин. Топилган тенгликларни мос равишда 
1$ш сак :

яъни

— (У1 Уз +  Ух Уз + У з  У )*=<>* йх

и3 =  Уг У2 + У 1 У з+ У г Уз =  С3 (8.83)

яна битта биринчи ннтегралга эга буламиз. Энди топилган учта биринчи интеграл 
эрклими ёки йукми? — шуни текширамиз. Унинг учун ушбу якобианни ^исоблаймиз:

Р ( и 1, и2, и,) _  

О (УV У2, Уз)

1 1 1
2 У1 2Уъ 2 у9 

Уз+Уз У1+ У 3 Ух+Уг
1 0 0 Уз—Ух Уз—Ух Ух—Уз Ух—Уз

= %Ух '2(уа—у г) 2 (Уз—Уд — 2 т =  —2

Уз+Уз У л—Уз Ух—Уз Ух—Уз Ух—Уз Ух—Уз Ух—У*

¡=0 .

Демак, ЦД’ и1  = д. Шундай цилиб, топилган учта биринчи интеграл*
0 (У и  У%, Уз) *

лар эркли эмас эеан. Шунинг учун улар интеграл була олмаиди. Учинчи эркли 
биринчи интегрални топиш учун (8.81) ва (8.82) лардан уи Уi ларни топамиз:

Ух! \  ( С х - У , -  |/2С2-  С\ +  2Сг у , - З у 23),

Уй=  —  (Сх — ] / 2 С ,  — С) +  2С *У |— Зу|)
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Бу ифодаларни (8.80) системанинг охирги тенгламасига Щ'ямиз:

“  =  ] Í 2 C 2 ~ C 2l + 2 C 1y s - 3 y %

Бу биринчи тартибли квадрату рада интегралланадиган дифференциал тенглама • 
Уни интеграллаб, топамиз:

arc sin  —j= = = —==r — у  3 x = C t- 
У  б са — 3cf

Энди С\ ва Са лар урнига (8.81) ва (8.82) лардан уз ифодасйни к,уйсак,

и, н  arc sin ■■■—  - / 3 1  =  С* (8.84)
-  V  У\ +  УЪ +  У1 —  УхУг —  УхУз —  УгУа

учинчи биринчи интегрални топиш мумкин. Текшириш цийин эмаски, (8.81), (8-82í 
ва (8.84) муносабатлар билан ани^ланган биринчи ■ интеграллар эркли булади ' 
Д емак, шу учта биринчи интеграл (8.80). системанинг умумий интегралини беради'

3. Нормал системанинг симметрик формаси. Нормал системанинг 
симметрии формаси деб, ущ бу

dx, dxо
* 1 (•*•!> x í ’ • • • I *n ) X2............ *n ) ''n (•*!> x ¡, . ■ • , xn )

(8 .85 )

системага айтилади. Бу системада грамма хи  x.¿, . . .  , хп узгарув- 
чилар номаълум ф ункция булиб, улар тенг цук^уцлидир. Аммо биз- 
га  таниш булган

[  Ц х  =  / ( х и  у и  , у п),
1 dx

. 1  ................^  (8 .86 )

, ~  =  /п ( х > У  и ...............У  г )

системада ^амма узгарувЧилар т ен г  хуь^щли э'мас. У нда х — эркли 
узгарувчи , у  у, . . .  , у  п лар эса номаълум функциялардир. Щ уидай 
булса ^ам (8 .89 ) нормал системани симметрик формада ёзиш м ум ­
кин.

dx _  ______dy±_______ __ ______ dfa_________ _
1 fi(x> Ук  • • • . Уп) М * .  Ух.............Уп) • • • ~

= * Т 7 — — -------Г '  (8 -87)ín  (JCi. У ъ  Уп)

Бу (8 .87) системани норшал с и с т е ш г а  тос келган симметрии фор- 
ш д а г и  си стема  дейилади. Бу (8 .87 ) системада энди ^амма у з га - 
рувчилар тен г ^ук,уклидир.

Нормал системанинг симметрик формаси берилган нормал систе­
манинг интегралланувчи комбинацияларини, ш у билан бирга бирин­
чи интегралларини топишда му^им роль уйнайди. Б у ж араёнда з^ам-



м а у’згарувчилар тен г зуцуцли будгани учун энг ^улайини эркли 
ÿsrapyBMH деб эълон цилинади, Ш унга мос равиш да биринчи инте- 
граллар топилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
dx dy dz

у  +  г x + z  х +  у
системанинг умумий интеграли топилсин.

Купинча симметрик формада ёзилган нормал системалэрни интеграллашда тенг 
касрларнинг. ушбу элементар хоссасидан фойдаланищ мумкин булади:

Си с «
Агар 7“  Г~ =  • • • =  г -* =  О булса, у з^олда ихтиёрий kv k2, . . .  , k„ лар¿>1 bçi bp

учун цуйидаги
^ igi  4~ kia i +  . . .  -j- крар ^
k1b1 +  k2b2 +  , . .  -f- kpbp

муносабат ÿpmwH. Бунинг исботи содда. Агар a 1 =  ôôx, . . .  , ap =  &bp эканиии 
з^исобга олсак, ' . •

fejfli Ч~ кга г - f  . . .  крйр _ô (k1b1 +  кфг +  . . .  -f- kpbp)  ̂ ..
k l b1 +  k.J}2 +  . . .  kpbp k 1b1 +  è3è2 4- . . .  -j- kpbp

Берилган системани интеграллашда шу доссадан фойдаланиш максадга мувофик;. 
Содда ^исоблашлар ёрдамида

d (х — у) d (у — г) d {х +  у  +  г) d (x  — y)---------------------- _  ----------------------- в а  ----------------------------  _  —  --------_ _ ---------

х у у — г 2 (*+ £/ + г) х — у
тенгламаларга эга буламиз. Улардан иккита биринчи интеграллар топиш мумкин:

х — у =  С% (у -  г),
(х +  у  +  г) (х — у)2 == С2.

Бу биринчи интеграллар симметрик формада ёзилган иккинчи тартибли система­
нинг умумий интегралини беради.

2. Куйидаги
dx d y d z  
х у z

система берилган булса,

х + У_  г  г —у 
г +  *  х +  у

функциялар биринчи интеграллар экани курсатилсин ва уларнинг эркли ёки эркли 
эмаслйги текширилсин.

Агар берилган системада х ни эркли С/згарувчи деб эълон %илсак, у  системани 
ушбу .

dy у dz г 

dx х ’ dx х
нормал система куринишида ёзиш мумкин. Бу системанинг тенгламалари узгарувчи- 
лари ажраладиг&Гбиринчи тартибли тенгламалардир. Интеграллаш натижаснда

у =  С1 х, г =  С2 х
ларни топамиз. Биз иккита биринчи интегрални топдик. Улар эркли, чунки иг =

у  z
«  —■* и» — — ва х Ф О  даX X
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D (yb Уз)
= ~Ф0.

Демак, топилган биринчи интеграллар умумий интегралдан иборат.
— ' х  +  У — г  — у  .

Энди юкорида езилган и . = -------  ва и» =  — ;— функциялар хам биринчи инте*
г + х  х +  у

грал эканини курсатамиз. Бу функциялардан берилган системани з^исобга олиб, 
х буйича досила оламиз:

du, _  f 1 +  Ц )  (г +  Х) ~  (* +  у) ( f x +  0  _  "
dx (г +  *)а

( i + f )  ( , + J , _ ( , + r t ( ¿ + i )

(? +  *)*
г +  дг^О, *=/=0 ,

*  (г  4- х)

dx

( - - - i' * X/

flffra_______
¿л:

(•* +  У) — (г •

dy
dx (х +  у)- Лг- У)[\  + dJLy '

(х +  у ?

( г — у) [(дт +  у )  — (*  +  у)] _
(х + у)2

х +  у ф Ч , х ф О .
X (X +  y f

Бундан куринадики, ва иг функциялар биринчи интегралдир. Энднбуфунк- 
пияларнинг эркли эканлигини исботлаймиз. Унинг учун тегишли якобианни зркоб- 
лэймиз:

D (иг (х, у, г), и\ (х, у , г))
D (y , г)

2 __ Х +  у  
г + х  (г +  x f

х  +  г  1
(х +  у)ъ х + у

г +  х 
(г +  х)*

- (х +  у) — (г — у) 
(Х +  у)*

1

Х +  у  
'  (г +  х)» 

Х + У  

( Х + У ?

( х +  у) (х +  г)
(х +  у) (г +  х) (х +  г/)2 (г +  х)г

= 0.

Демак* uí ва « ,  биринчи интеграллар эркли эмас. Куриш кийин эмаски, улар opa- 
гида

“1 =  Г«4 +  1

муносабат Гринли, ^аци^атаи: ut +  \
. х  +  у

+ 1 г +  х 
Х+у '

1_
Ül



Ч И ЗЩ Л И  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ НОРМАЛ
СИСТЕМАСИ

А гар  8 - боб&а урганилган  дифференциал тенгламаларнинг нормал
системасида fx{x, у и  . . .  , у п) ................f n (х, у и  . . . , у п) функция-
лар у х, y it . . .  , Уп аргументлари буйича. чизикли, яъни f  (х, у х;

9- боб

са , биз нормал системаларнинг му^им хусусий куринишига э га  бу- 
ламиз. Бундай системаларни чизицли дифференциал тенгламалар­
нинг  нор'мал си стемаси ,  кис^ача ч и зщ л и  си стема  деб юритилади.

система чизицли дифференциал тенгламаларнинг  нормал си ст емаси  
дейилади. Б ун да ац (х) функциялар си стеманинг ко эффициентлари, 
b t ( х) функциялар эса  о зод  % ад л ар и дейилади. Барча а^(х),  ft. (/ ) , 
i, j  — 1 , 2 , . . .  , п  функциялар бирор / интервалда аникланган в а  
узлуксиз. А гар  а<7 (х) > — аа — const булса, у  ^олда (9 .1 ) система 
ч и зщ л и  рзгармас  коэффициентли  деб юритилади. Бундай система- 
ларни ало^ида урганамиз. К,улайлик уч ук  уш бу белгилашларни кири- 
тамиз:

П
- • . Уп) “  2  ац ( хУУJ + bi ( x)> i =  1- 2, • • • » п  куриниш да бул

1- § . УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР, МАВЖУДЛИК ВА ЯГОНАЛИК ТЕОРЕМАСИ 

Уш бу

%  (*) <h* ( * ) • • •  а1п (х) 
ап  (х) агг (X) . . .  а2п (х)

Ь(х) =
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(бунда * белги транспонирлашни ан глатади ). Ш у А(х) матрица ва  
Ь{ х) ус тун -вектор  ёрдамида (9 .1 ) система

f  = A( x ) y  +  b(x)  <9.3)
ах

крринишда ёзилади . А гар  система (9 .3 ) куринишда ёзилган булса, у  
вектор-матрица фортласида берилган дейилади.

Агар4 Ь (х) ф. 0 , х 6 / муносабат урин ли булса, (9 .3 ) тенглама ни- 
я щ л и  б и р  жин сли  булмаган тенглама  дейилади.

Уш бу
%  = А( х ) у  (9 .4 )
dx

тенглам а эса чизи^ли бир жинсли булмаган (9 .3 ) теи глам ага тос чи- 
иицли б и р  жинсли  тенглама  дейилади.

А гар  А(х)  матрицанинг барча элементлари, яъни а., (х), i, j  =*
— 1 , 2 ...............п  функциялар бирор I  интервалда узлукси з булса, у
^олда А (х) матрица ш у I интервалда узлукси з дейилади. Я на Ь (* )  
векторнинг координаталари бирор / интервалда узлуксиз б ул ган да , 
шу b (х) вектор I интервалда узлуксиз деб юритилади.

9 .1 - т е о р е м а ,  Б из га  (9 .3 ) ё ектор-шатрЩа к уриниш ида  чизиц-  
ли с и ст е м а  берилган б улиб ,  А(х) матрица ва Ь(х) вектор-функ­
ци я  б ирор  I  интервалда анщлан ган  ва у зл у к с и з  бул син.  У %олда 
ихтиёрий бошланрич щ й н а т л а р

Х0, y°v  у°2, .  • • .  У°п, Х0 £ 1  ёки циск;ача х а, у 0, х0£ I (9 .5 )

учун  (9.3) тенгламанинг uiy бошлантч 'цийматларга э га  б$лган ва 
I интервалда аницланган ягона ечими мавжуд.

Х усусан , агар  Л (я )  вз  Ь {х) лар — оо < ; х  < ; +  оо интервалда 
у зл укси з б^лса, у  долда \ т  ихтиёрий (9 .5 ) бошлангич цийматлар- 
га  эга  булган в а ш у  ■— оо ■< я  <  +  оо интервалда анш уганган ягона 
ечим м авж уд  булади.

И с б о т .  8 - бобнинг 8 .1 - теоремасидаги каби бу ерда ^ам A one* 
раторини киритамиз: графиги Qn+1 тупламдан чи^майдиган ^ар бир 
<р (х) ,  ф (х0) — у 0 вектор-ф ункдияга уш бу

X
Ф* (х) =  у° +  J  (Л (т) ф (т ) +  Ь (т) dx ,  (9 .6)

Х• X
вектор-функцияни мос !$ я м и з . У ш бу Лф =  у 0 +  j (Л (т) ф (т) +

X,
4* b (т ) ) dx операторни киритсак, (9 .6 ) ни бундай

Ф* =  Лф (9 .7 )

ёзса  булади . Энди берилган вектор-матрица тенглама в а  у ( х 0) =  у 0 
бошланрич ш артга, яъни Кодвр масаласига эквивалент булган^инте- 
грал тенгламани, яъни

т



У =  У0 +  Ц (Л (Т )у  +  6(т))  дх
Хо

тенгламани ш у А оператор ёрдам ида

Ф =  Лф
каби ёзамиз.

(9.8)

<Р0 {х) деб у° ни олайлик. Б у  функция / д а  аникланган. ц>1(х),
■ , ф¡ (х) ,  . . .  функцияларни эеа

Ф̂ + 1 =  Лфг. ¿ =  0 , 1, 2 , . . (9 .9 )

деб ани^лаймиз. Бу функциялар з^ам / интервалда рникланган була- 
ди ((9 .6 ) га  ^аранг). - '

I  интервалдак ш ундай ёп щ  q1 <  х <  д2 интервал ажратиб ола- 
мизки, бу интервал учуй 9*16/, <?1 < * Ь < 9г муносабатлар
5'рЯНЛИ булсин. '

Шу % <  х <  д % интервалда

Фо (■*), Ф х ( х ) , . . . .  Ф г (л;), (9 .10 )

кетма-кетлик (9 .8 ) тенгламанинг ечимига текис яцинлахпишини кур- 
сатамиз. Равш анки, ¡{х, у )  — А(х) у  +  Ь (х)  вектор-функциядан

Уи • • • , Уп лар буйича хосила олсак, у-~ — Л (х) муносабатгаду
э г а  буламиз. А(х)  матрица / интервалда узлуксиз. Ш унинг учун

д^х, у)
епик <  х <  оа интервалда хар бир — — • г, / — 1 , 2 , . . .  , п  х у -оуI

5/г (х, у)
дУ]сусий ^осила чегараланган булади, яъни:

»= 1 ,2 , . . . , п.  ф0 (л:) ва  Ф х(*) вектор-ф ункциялар ин­
тервалда чегараланган, дем ак, ] фх (х)  — ф0 (л ) | модул чегараланган, 
яъни | Фх (л:) — Ф0 ( д ; ) ! < С ,  С > 0 ,  х  6  / .Э н д и  ! ф2 (* )  — Фх (* ) |, • • •  , 
IФ/+1 (х) — фг (х> [, . . . модуллар учун  юк;оридаги„ тенгсизликлардан 
в а  (8 .19 ) тенгсизликдан фойдаланиб ба^олар чщ арамиз:

.  I Фа М  — Ф1 (■*) I =  3,(/ (Т, ф! (т )) — / (т , ф0 (т ))) й х | <
х0

X . .
*8 | 1 1 ! ( * ,  Фх (т )) — / (Т, Фо;(т )) I I <  п2КС\х~~х0\,

х,
бунда

аммо
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! (Х,  ф { * ) )  =  Л ( х ) ф ( х )  +  Ь(х)Л%,  Ф х ( т ) )  —  ^ т ,  ф 0 ( х ) )  =  

т  А (т) фА (т) — Л (Т) ф0 (т) =  Л  (т) (ф! (т) — Фо (т)),

дП
дУ/

<  К  булгани учун (8 .19 ) тенгсизлик уринли булаверади;



я

|ф |(*)~ < Рг(*)| =  I J  ( f ( r > Фа (^)) — f (Т, Фг (т)))с?т|

X
< \  Л/М* (т)—f(т*ч>1 (T))IdTl < ~fp  \ x — x o \ * i

х%

г  . л

I Ф/+1 (* )  — ф, (х) I =  I J  (f  (т, ф, (т )) — f  (т , ф/_ 1 (т ) )  dx\ <
X,

X
< |  \ | f (T , Ф Д т ) )  —  / (т г ,Ф|—1 ( x ) ) | d t |  <  \Х — ха\*.

X, (I .
Ш ундай к;илиб, qx <  х0 <  <?а тенгсизликларни ^исобга*

олсак, к,уйидаги

1Ф1+1 ix) -  Ф, <*) | <  (7 , -  (?!)'

муносабат уринли. Равш анки, уш бу

(п2К)1
( « . - о . » '

(=0 i!
м усбат хадли сонли ^атор я^инлашувчи. Буни курсатиш  учун , хусу* 
сан , Даламбер аломатини к,улланиш етарли. Д ем ак , (9 .10 ) кетма-кет- 
лик qx <  х <  q2 интервалда бирор узлуксиз вектор-функция ф (а:) г а  
текис я^инлашади, я£ни lim  Фг (х ) — ф (х ), q1 ^ x ^ t q2- Шу ф(х)

i«*oo2
функция учун ^уйидагига эгамиз:

X
Н Лф; — Лф II =  max l j  | / ( т , Ф , ( т ) _ / ( т ) ф ( т ) ) | Л | <

qt<x<q, I Xt

< п * к ( щ - я д  it ф<—  ф к .
Бу тенгсизликнинг ун г  томони i ^сган сари исталгайча кичик 

•^илиниши мумкин, чунки д а  lim  ф. (х ) =  ф (х ).
¡«*«0

Ш унинг учун
Лф0, Лфх, . . . .  Л ф ,, . . .

кетма-кетлик цам qx <  х <  q2 интервалда Лф га  текис яи,инлашадй, 
яъни ш у интервалда

lim  Лф. =  Лф.
: ¿«00

Энди (9 .9) муносабатларда i -*~оо д а  лимитга у т с ак ,
ф S3 Лф

тенгликка келамиз. Д ем ак , ф(х )  функция (9 .8 ) тенгламанинг qx <
<  х <  <?а интервалда ани^ланган  ечими. Аммо qx <  х <  qt интервал

Ш



уз  ичига х0 ни олган ва  / интервалда жойлаш ган ихтиёрий интер- 
валдир. Шунинг учун  (9 .10 ) кетм а-кетли к / интервалнинг ^ар бир 
нуцтасида якинлаш ади. У ндай булса, ф (х) функция (9 .8 ) тенгла- 
манинг I интервалда анн^ланган ечими булади.

Авйалги бобда исботланган Коши тёоремасида бир хил бошлангич 
^ийматларга эга  булган икки ечим ани^ланиш интервалларининг ум у- 
мий к,исмида устм а-уст  тушиши цайд цилинган эди. Агар чизикуш 
система учун у  =  ф (л;) ва у  =  'ф (х ) лар ф (х0) =  ^  (д:0) =  у 0 бошлан- 
рич шартларни ^аноатлантирадиган икки ечим булса, у  ф л д а  бутун  
/ интервалда ф (х) =  ф (х) булади. Ч унки теореманинг биринчи 1\ис- 
уи га  кура ^ар икки ф (х ) в а  ■ф (х) ечим ^ам I  интервалда аницлан- 
ган. Ш ундай к,илиб, теорема тул а  исбот этилди.

Шуниси мутртмки, чизшуш системалар учун  ечимнинг аницланищ 
интервали А(х)  ва Ь(х)  ларнинг анш уиниш  интервали билан бир 
хил. Д ем ак , ш у 1 интервал ечим м авж удлигининг максимал интерва­
ли булади.

Бошцача айтганда, теоремада м авж удлиги  исботланган у  =  ф (х) 
ечим I  интервалда аницланган давомсиз ечим булади. Б у чизик,ли 
системаларнинг му^им хоссаларидан биридир.

М и с о л . Ушбу

¿Ух 
йX — Уъ> ¿У»

(¡X= —У 1

нккинчи тартабли чизи^ли система берилган булиб, бошлашич рбы атлар у1 (0) •= 0, 
у я (0) =  1 б^лсин. Теоремада ^лланилган усул билан шу Коши масаласининг ечи-

мини топамиз. Содда з^исоблашлар курсатадики, ф(0) =  ( =  (  ° )  десак, цуйи- 
, о ,ч  / * ? ' /  ы
1 - 1  0Гдагиларга эга буламиз: А ■■

< ■ « - .( !)+ /(-Л Э + 1  (¿)— (?)+(о)=(Т>о о

и  -  ( 1 ) + I  ( Л о )  ( ] )  ■ -  ( 1 )  + 1 Ц )  -

-»-(?)* /пм(.-5 )—с-*;
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d'i = +

4!-/

o u t ' - 5  +
■1 о) 1

X3
зГ + . . . + ( -

— +  2! т V • +  ( ~

( 0 1\
/  I 3

1 зГ
V—1 о)

- Г т

si- 1 T2í—1

Р ' - 1» U  =  
т 2 / - 2

(2/ — 2)!

,¿-1 v2í— I '
(2/—1)!

(2í )¡

><-• - í ? L \  
(2i — l)i

(20!

dx =

/
_2«+1

Бу ифодалардан

x --------- f- . . .  +  (— 1)
31 (2t +  I)!
X̂  ̂ х̂ ^

1 - 5 F  +  -  +  (- 1 ) í W

lim  <p(,) (x) =  fŜn *), — о о < д г<  +  оо
I woo ' cos x

/sin *\
келиб чицади. q¡ (х) =  I I функция тегишли бошлангич шартни ^аноатлантиради: 

\cos *  /
sin  0 =  0, cos 0 =  1.

2- § .  ЧИЗИКЛИ БИР ЖИНСЛИ СИСТЕМАЛАР

1. Чизщли оператор ва  унинг хоссалари. М азкур параграфда

(9 .4 )йУ л / \7х =*а ( х) у

куриниш да ёзилган системаларни, яъни чизшуш бир жинсли систе- 
маларни урганамиз.

Кейинги муло^азаларнинг цулайлиги учун L операторни

1 (У) =  df x  —  A { x ) y (9.11)
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тенглиги ёрдамида киритамиз. Агар р  —— ва Е+- бирлик п  х  п  м ат

рица булса, (9 .11) ни яна ушбу
./

Ц у )  =  (рЕ — А (х))  у

куринишда ёзиш мумкин. Киритилган L  оператор ёрдамида (9 .4) 
тенглама ушбу содда.;

айният рринли.
^ а к д а т а н ,  I  (Су)  =  — А (х) (Су) =  С ^ ' - С А  (х) у  =  СЦу) .

“Л йх
2- х о с с а .  Агар Си  С2, , Ст — ихт и ёрий  {¡згармас сонлар  

булса ,

айният рринли, б у н д а  у ^ ,  */<2>, , у ^ — бир ор  вектор-финк- 
циялар.

^ацицатан, содда муло^азалар ёрдамида топамиз:

Бу хоссалардан фойдаланиб к,уйидаги теоремаларни исботлаймиз.
9 .2 - теорема .  Агар ф(1) (х ), ф(2) (х), ... . , ф<т) (х) вектор-функ-  

цияларнинг  %ар б и р й  б и р о р  I интервалда (9.4) тенгламанинг ечи- 
м и булса,  у  %олда б у  функцияларнинг  ч и зщ л и  ком5инацияси #хм 
ечим брлади.

‘ И с б о т .  Теореманинг шартига кура Ь (ф<0 (х )) =. О, х£1,  1 . 
. . . , т.  Шунинг учун 2- хоссадан фойдалансак:

(9 .4 ')

'Ь ( 2  С, <,«>) =  2  С 11 (У(1)) 
«=1 1 1=1

т  т

т  \ И / т  \ / т
4 2  V  2  с , у т ) -

Й=1 . /=1 . '  '¿=1 '
т  т  т  ,

= 2  (¿« и  ~  2  с< (А (*) у{1)) -  2  (¿г ^  -  а  (х) у<‘>) =
т
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\
\

т т

и % с ^ ‘\ х ) = 2 с м ^ Щ ^ ° -
\ / = 1

9 . 3 - т е о р е м а .  Агар у  =  ср(х)  вектор-функция  (9 .4 ) тенглста-  
нинг  б и р о р  I  интервалда аницланган ва  ф(х0) =  О, хе£1 бошлангич  
шартни цаноатлантирадиган  ечими булса,  у  %олда I интервалда 
Ч-(х) функция  айнан нолга т ен г  б улади ,  я ъни  <р(х) = 0 , х£1.

И с б о т .  (9 .4 ) тенгламанйцг тривиал у  — 0 ечими м авж уд . Аммо 
теореманинг ш артида к;айд к,илинган у  =  ф ( х ) ечим ш у тривиал ечим 
билан бир хил бошлангич цийматларга эга . Ш унинг учун чизикли 
системалар учун м авж удли к ва  -ягоналик теоремасига кура у  =  ф(х) 
ечим тривиал ечим билан бутун / интервалда устм а-уст  туш ади, 
яъни ф(х) =  0 , х£1. ,

9 . 4 - т е о р е м а .  Агар (9 .4 ) тенгламада А{х) матрица хацщ ий  
брлиб,  ш у  тенглама у  =  q>(x) +  i g (x) ,  х£1 комплекс ечимга эга 
брлса , у  %олда %ар б и р  y ( x ) , g ( x ) ,  х£1 ца^иций вектор-функция-  
лар %ам (9 .4 ) тенгламанинг ’ ечими брлади.

И с б о т .  Дацицатан, шарт буйича 1(ф (х) +  <&(*)) =  Бун-
дан 1 - ва  2 - хоссаларга кура

Аммо комплекс функция нолг-а тен г булиши учун унинг да^и^ий 
ва мав^ум к;исми нолга тенг булиши зарур ва етарли. Ш унинг учун

2. Вектор функцияларнинг чизицли боглицлиги ва  эрклилиги.
Кейинги муло^азаларда му^им роль йунайдиган вектор-функциялар- 
нинг  чизш уш  богли^лиги ва эрклилиги туш унчасини киритамиз.

9 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар б и р  вацтда нолга тенг  булмаган шундай  
а и  . . . , otk узгармаС сонлар мавжуд б ул саки ,  улар  уч у н  бирор  I
интервалда у ш б у  а 1 Ф(1) (х) +  а .2 ф2 (х ) +  . . . +  а Аф(* '( х ) = 0  айни-  
ят рринли  булса., у  %олда ф(1, (х ) . ф(2)( х ) .............4 w {x), ср(1,(х) —

йилади.  Агар юцоридаги айният фацат а и  . . =  а А — ,0 булган-  
да гина  рринли брлса , у  уолда  ф(1)(х)> • • ц>(1г)(х) вектор-функция-  
лар I интервалда чизикли эркли дейилади.

9.1- таърифдан куринадики, агар ф(1, (х) ,  . . . , ф(А)(х ) вектор, 
функциялардан бирортаси' масалан ф<;,(х)., г < £  вектор-функция 
ноль вектор-ф ункция булса, у  холда фП)(дс), . . . , ф(*> (х ) функциялар^ 
чизицли боглик, булади. Буни исбот этиш учун а.у~ а 2 — . . . =  а (._ [ =  
=  а.+1 — . . . = а к —0, а ; Ф 0  деб танлаш етарли.

М и с о л. Ушбу а>(х№ =  ( С0$ *  ] ф<2> ~ (  5Ш *  | векторлар ихтиёрий 1 интер­
н е т  х ) {х> \ со эх /  

валда чизикли эркли. Х авдатан , улар чизикли бог ли г; булсин лей ли к. У з^олда

1(ф (х) +  i g ( x ) ) =  L{ф(х)) +  iL(g(x))  s s  0 , хе /•

Цц>(х))т0, L(g(x) ) ' s s  0 , х£1.

вектор-функциялар I интервалда чизикли б о г л щ  де-

271



“i. ®a. “i +  сонлар учун I¡ интервалда -f- a a<p(2) (x) = 0, x  £/ :V
'I

I
ёки

¡а\  cos x  — a a sin x  = 0 , *£/M<
la i ¡[ sin д; +  a 2 eos x  = 0, x£I\ а

айниятлар Гринли булиши керак. Аммо [/ интервалдан олинган ихтиёрий ж учун 'i
а г ва а 2 ларга нисбатан ущбу /  ;]

fa jco s jc  —  a 2 sin х = 0 ,  1
lotj sin д: +  a 3 cos x = 0  i

система штрицасининг детерминанта I  га тенг. Шунинг учун бу система ихтиёрий *<
х£1 учун фацат тривиал ечимга эга булади, яъни а х =  а 2 =  0. Бу тегишли век- |
тор-функциялар чизи^ли борлиц булсин деган фараздан келиб чиадан зиддият. Де- ,¡¡
мак, олинган вектор-функциялар чизицли эркли. |

Энди уш бу Ü
(1) (2) (О /<Р[П( Х ) \  % 

< р (х ),ф ), • • •, ф(т)(* ).ф (* ) =  •,-------. / ** 1 .2 ................т  (9 .12 ) i
. . .. ; д а /  |

вектор-функциялар бирор / интервалда аницланган булиб, (9 .4 ) тенг- |
ламанинг ечимлари булсин. К|уйидаги теорема уринли. ■>

9.5- т е о р е м а .  Агар х нин г  I интервалдан олинган камида бит-  |
та х0, х0£1 циймати уч ун  \

Ф(1) (*о). Ф(2, (*о). • • м ф1т>(*о) (9.1-3) ..
векторлар ч и зщ л и  б о г л щ  булса ,  у  \олда (9.12) ечимлар I интер- \ 
валда ч и зщ л и  бо г  ли% булади .  Бошцача айтганда, агар (9.12) ечим­
лар I интервалда чизицли эркли брлса , у  %олда х нин г  I  интер­
валдан олинган биронта  %ам цайматида (9.12) -ечимлар ч и з щ л и  
борлиц булмайди.  Я

И4с б о т .  (9 .13 ) векторлар чизицли борли^ булсин, яъни
т

« 1 . « * .  ■ • •» a m. 2  a / сонлаР учун * W o )  +  • • • +  ®2 Ф(2> (хо) +  
/=1

+  а т (Рт (Д:о) ==0 
тенглик уринли. Энди.

ф(*) =  « i  Ф° V) +  а 2Ф<2> (х) +  а тЧ{т)(х)
деб  белгилайлик. 9 .2 - теоремага кур а  гш у <р(х) вектор-функция ^ам
(9 .4 ) тенгламанинг ечими* булади. Аммо ф(х) функция теореманинг 
ш артига кура х=х0 н уц тада нолга тенг. Ш унинг учун 9 .3 - теоре­
мага кура ф(х) = 0 , х£1, яъни а х ф(1,(х )  +  . . , + о т ф(т) (х ) =  0 , д:£1. 
Теорема исбот будди.

3. Ечимларнинг ф ундаментал системаси.
9 . 2 -  т а  ъ  р и ф. Агар б ир ор  I интервалда аницланган

(/) / Vi\x)\
Ф<!> (х ), Ф(2> (х) , • • ., ф(л) (х ) ,, ф(х) =  : 1. } =  1. • • п  (9  14)

\фМ(х)/



\

вектор-функцйялар системаси  (9 .4 ) тенгламанинг ч и зщ л и  эркли 
вектор ечимлари си стемасини ташкил этса,  у  %олда б у  система  
е ч и ш а р н и н г  фундамттал си стемаси ёки цищача  фундамгнтал  
система дейилади.  \

9 .6- т е  о р е м  а . Дифференциал тенгламаларнинг  чизицли бир  
жинсли  си стемаси  уч ун  фундамгнтал си стема мавжуд.

И с б о т .  Чизи^ли бир Жинсли (9 .4 ) системани оламиз. Я н а би- 
рор <я(1), а{2\ . . . , а(п) узгармас векторлар системаси чизикли эркли 
булсин. Узгармас векторларнинг бундай системаси м авж уд . Буни

курсатиш  учун а (1)=| ; ] , ' а (2) =

О

/О \  / о  \
О

1 * а (">=

\°

деб тан-

1
лаш етарли, чунки бу векторлардан тузилган  матрица детерминанти 
нолдан фарк;ли (1 га  тенг)., Энди уш бу

Ф(1)(*о) =  а (1).............ф(л)(*о) =  а (п>
бошлангич шартларни цаноатлантирадиган (9 .14 ) ечимлар системасини 
курамиз. Танлаш га кура ф (1)( х 0), . . ., ф (п) (л:0)  векторлар чизшуш эрк­
ли. Д ем ак , 9 .5 - теоремага асосан (9 .1 4 ) ечимлар системаси чизикли 
эркли, яъни ш у ечимлар системаси фундаментал системани ташкил 
этади.

9 . 7 - т е о р е м а  ( у м у м и й  е’ч и м  }$ а ци д а ) .  Агар (9 .14 ) ечимлар 
фундамгнтал системани  ташкил этса, у  %олда барча ечимлар  
уш б у

Ф (*) =  С&(\(х )  +  С2 Ф(2)(х ) +  . . . +  С„ф(п)(х )  (9 .15 )

формула билан топилади,  б у н д а  С1} С.г , . . Сп — ихтиёрий  у з ­
гармас лар.

И с б о т .  Бирор ф*(х) ф ункция / интервалда ани^ланган булиб,
(9 .4 ) тенгламанинг ф*(хв) = ф 0?==^°, х0 £/ бошлангич шартни к,аноат- 
лантирадиган ечими булсин. Ушбу

С»Ф(1)( * 0) +  ф (2)(х 0) +  . . . +  с У п)(х0) =у°  ( 9 .16 )

вектор тенгламани курайлик. Б у Си  С2 Сп ларга нисбатан чи-
зик,ли алгебраик тенгламалар системасидан иборат. Агар у 0 =  0 бул- 
са , (9 .16 ) дан ф (1,( * 0) ,  . . . .ф*"’ (х 0) векторлар чизикли эркли б ул ' 
гани учун С 1==С2 =  . . . —Сп = 0 келиб чицади. Бунда Ф * ( х ) — три* 
виал ечим булади. Энди у ° Ф 0 булсин. У  ^олда (9 .16 ) система б и р  
жинсли  эмас. Унинг  детерминанти ф (1)( х 0) ,  . . . , ф<л)(д:о) векторлар­
дан тузилган булиб, теореманинг щ артига кура улар чизикли эркли 
ва дем ак, улардан тузилган детерминант нолдан фар^ли. Ш унинг. 
учун (9 .16 ) дан ягона С°г  С®, . . ., С°п ларни топамиз. Д ем ак , ф * ( х ) 
ечимни бундай ,

ф*(д:) =  С“Ф0 )(Х) +  С2°Ф<2) (* ) +  . . . +  С^ф(п)(х )
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ёзиш мумкин. Ш ундай ^илиб, (9 .4 ) тенгламанинг и;ггиёрий ечими 
уч ун  тегишли Съ  С2, ■, Сп узгармасларни я гон а  ус у  л билан т а н - ' 
лаш мумкин. Б у таърифга кур а , (9 .15 ) формула,/(9.4) тенгламанинг 
умумий ечими эканини исботлайди. Теорема исбот булди.

4. Вронский детерминанти. (9 .4 ) тенгламанинг I  интервалда

ани^ланган п та  ечими ср<1! (х), , . . , ц>{п) берилган булсин. Бу век- 
тор-функциялардан уш бу •

• • • ф 5Л)М  • • • ф 1п)(* ) \
Ф$Цх). . . ср^(х) . . . ф<2п>(а-) 

ч Ф ^ л ;)  . . . ф<*>(*). . . (р^(х) 7

(9 .1 7 )

матрицани тузамиз. У нда биринчи устун да ф ‘ !>( х )  векторнинг коор- 
динаталари, к- устун да ф(А) (х), к =  2, . . п ьж торнинг координа- 
талари жойлаш ган. Щу матрицанинг детерминанти Вронский д ет ер ­
минанта  дейилади ва 'М'(х) ёки Щ ф(1), . . . , ф </!)] деб белгиланади; 
яъни — №(х).

Равш анки, агар ф'!,(х ) , . . . ,ср<п>(х) ечимлар чизикли эркли бул-  
са, у  ^олда .Вронский детерминанти х нинг / дан олинган биронта 
Зам кийматида нолга айланмайди. Д аки катан , ф (1)( д:), . . . , ф (п)(х ) ,  

х£1 вектор-ф ункдиялар чизикли эркли булгани учун уш бу

+  • • • 1+"а„ф[Я)(х ) ЕЕг 0,' хеI  

айният ф акат а 1~ а 2 =  . . . =  а п =  0  булгандагина уринли. / ин -
.  . % П

тервалдан олинган ихтиёрий тайи'нланган х учун а 1^ ( х )  — О,

|=  1, . . ,, 'п системани ( а ь  . ап ларга нисбатан) курайлик. У бир 
жинсли булиб, фацат триви^л а } = . . . ~ а п — 0 ечимга эга . Д ем ак , 
бу системанинг детерминанти учун ]%/(х)Ф0,  х£1 м уносабат уринди. 
Б у муло^азалардан ю^оридаги ечимлар чизшуш боглик, булса, 
ЦР(х)^0, х£1 айният уринли булиши келиб чикдди. Ечимлар фун- 
дам ентал  системани ташкил этса , тегишли (9 .17 ) матрица интеграл 
п а т р и ц а  ёки фундажнтал  матрица  деб юритилади.

Энди х ) матрицанинг устунлари (9 .4 ) тенгламанинг ечиулари 
булгйни учун ш у Z(x) матрица ушбу

-  =  Л (х )2  (9 .18 )йх

матрицали тенгламанинг ечими булади, А гар (9 .18 ) матрицали тен г­
ламанинг детерминанти нолдан фаркли матрицали ечимини. тонсак, 
бу билан (9 .4 ) вектор-матрицали тенгламанинг фундаментал система- 
сини топган бу^амиз. А ввал (9 .18 ) матрицали тенгламанинг битта 
хоссасини келтирамиз: -
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N.

9 ,1 - л е м м а . 4 Агар 1*(х) матрица (9.18) тенгламанинг I интгр- 
валда а нищ ан ган  бирор  матрицали ечими б улса ,  у  %олда тарти-  
би  п б ул ган  ихтиёрий у з гармас  С матрица уч ун  1*(х)С матрица  
хсам. е ч им  брлади .

Исботи ж у д а  с о д а ,  ^а^иц атан , (9 .18 ) .тенгламанинг теки  томо- 
нини ун гдан  С матрицага купайтирамиз:

А(х)г*(х)С

ёкн С = соп з^булгани  учун

а{2*(х)С).= А ( х Х г * ( х ) С ) .
4х

Бундан 9.1- лемманинг исботи келиб чи^ади.

Э с л а т м а .  (9.18) матрицали тенгламанинг ихтиёрий матрицали ечими ЕС 
(С — ихтиёрий п хп -м атр и ц а) фундаментал м атрица булавермайди.

9 . 8 - т е ' о р е м а .  Агар 1(х)  матрица I интервалда анщланган.  
у зл у к с и з  ва у зл у к с и з  диффергнциалланадиган ихтиёрий  Ф(/)(х ) , /= 
=  1, . . .  , п вектор ечимлардан тузилган. б улиб ,  д ет ерминанти
I да нолдан фарцли булса,  у  %олда б у  1(х) матрица  (9 .4 ) чизик,- 
ли тенгламанинг I интервалда аницланган фундаментал система-  
с и  брлади.

И с б о т .  А ввало (Ы  1 ( х ) Ф 0 ,  х£1. Ш унинг учун х) матрица 
фундаментал булади. Z(л:) матрица ечйм булган и учун уш бу

^ -  ~А{х)1г(х),  х в  (9 .19)
йх

айниятга эгамиз. Бунда Ъ(х) матрицанинг детерминанти шарт бу- 
йича нолдан фар^ли. Ш унинг учун  бу матрицага тёскари (х) 
матрица м авж уд , яъни уш бу

1(х)1~11(х) = Z ~ l (x)Z(x) —Е (Е—бирлик матрица) тенгликни ц а . 
ноатлантирадиган 1~1 (х) матрица м авж уд . Б ун да (х) матрица, 
м асалан ,

формула билан топилиихи мумкин, бун да (х) — 2(х)  матрицанинг 
ф|(х), /,/== 1, . . .  , п  элементининг алгебраик тулдир увчи си .  Эн­
ди (9 .19) айниятнинг икки томонини ун гд ан  Ъ~х (х) г а  купайтира­
миз: • ""у

- в . Г ' И . щ .  (9 .2 1 )

Бу айниятдан А{х) матрицанинг а .Д х) элементлари ягона усул  би*
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й1{х) _1 / '
лан аницланади. ва  1  (х ) матрицаларнинг элементлари I
интервалда узлукси з булгани учун А(х) матрицанинг элементлари 
з^ам ш у интервалда узлуксиз. Теорема исбот этилди.

5. Остроградский—Л иу вил ль формуласи

9 . 9 - т е о р е м  а. Агар (9 .18 ) шатрицали тенгламада А(х) мат­
рица  I интервалда у зл у к с и з  брлиб, 1(х)  матрица  (9 .1 8 ) тенгла-  
манинг ш у  интервалда анщлан ган  шатрицали ечими булса ,  у  
%олда I интервалдан олинган ихтиёрий х ва х0 лар уч ун  у ш б у

х
| 5рА{т)(1х

1(х) — сИ  1(х0) е*' (9 .22 )" ;;
/

формула рринли. Б ун да  5рА(х) белги А(т) матрицанинг  б ош  диа-  
гонал элементлари йи гинди сидан  иборат булиб ,  А(т) матрица - 
нин г  и з и  дейилади.

(9 .22 ) формулани Остроградский— Лиувилль*'1 формуласи  деб * 
юритилади. Уни Вронский детерминанта орцали ^ам ёзиш мумкин:

?  Вр А(х)4х

№(х) =  Г ( х 0) <?*» (9 .2 2 ')  -

И с б о т .  (9 .22 ) формулани исботлащ учун ’№(х) детерлинантдан 
х буйича ^осила оламиз. Анализдан маълумки, ~№{х) нинг ^осиласи

й№(х)
(¡X

1 ^ ( * ) + . . . + № „ ( * ) (9 .2 3 )

формула билан ^исобланади. Бу формулада — п-  тартибли детер­
минант булиб, №(х) детермин антдан ¿- йули билан фарк, к, ил ад и. Бу 
I- йул эса №(х) нинг  /- йул элементларини дифференциаллаш билан 
^осил ^илинади. А лбатта, /- йул урнига г- устун  туррисида гапир- 
с а к  ^ам муло^азалар уринли булаверади. Энди Й'Дх) ни ёзайлик:

Г  .(*) =

г п (х) г п {х) . . • г 1„(*)
г 21(х) г к (х) . . • 2 2„(*)

г п (х) г ’12(х) . • 2’т(Х)

гпМ)  Ы х) • • • г пп(Х)

*) Остроградский—Лиувилль формуласи иккинчи тартибли чизицли дифферен­
циал тенгламалар учун 1827 йилда Н. Абель томонидан, п- тартибли чизицли диф­
ференциал тенгламалар учун 1838 йилда Ж. Лиувилль томонидан, система лар учун 
умумий ^олда М. В. Остроградский томонидан чи^арилган.



Бунда I- йулдаги ^осилалар урнига (9 .18 ) матрицали тенглама- 
нинг координаталар орк,али ёзилишини назарда тутиб, тегишли ифо- 
даларни цуямиз:

г п (х) г а (х) . . . г ы( х) 
гп (х) г гг(х) . . . г 2п(х)

Щ * ) =  $  . . V  ^  /  ч
2  а Ц г !\(х) аЦ г/г(*) • • • 2 л аЦ г 1п(х)
1=1 /=1 ,  /=1

г п\(х) • • • г пп( х )

Энди I- дан бонща ^ар бир йул, 6 =  1,2 , . . , , /— 1, ¿ +  1. . . . ,п 
элементларини тегишли а.к г а  купайтириб, /- йул элементларидан 
айириб ташлаймиз. Н атиж ада к,уйидагига э га  буламиз:

-2п (х) г 1г(х)‘ ■ ■ г 1п(х)
- г.21(х) г 22(х) • • г2„(х)

аи г п (х)а.. 2 ,2(х) . . . а н г.п(х) = а ^ ( х ) ,  1 — 1,2

■ ■ гпП(Х)
Шундай ^илиб, (9 .23 ) формулани бундай ёзиш мумкин:

=  Е Щх) ёки = л № ) - (9 -24>¿=1
Биз Вронский детерминанте учун биринчи тартибли бир жинсли 

дифференциал тенгламани ^осил ^илдик. Б у узгарувчилари ажралд- 
диган тенглама. Ш унинг учун (9 .24 ) тенгламанинг Ш(хй) =  бош- 
лангич шартни ^аноатлантирадиган ягона ечими (9 .22 ) формула би- 
лан ёзилади. Д ем ак , О строградский— Лиувилль формуласи исбот 
б^лди. ,

9 . 1 0 - т е о р е м а .  Бирор ¿{х), п у . п  матрица  (9 .18 ) тенгламанинг
I интервалда аницланган ечими бул син .  [Бу 1(х)\матрица  фун - 
даментал булиши уч ун  уш б у

й е\ г(х ) .= №( х) ф0*хе 1

муно сабатнин г рринли б у лиши  з ар у р  ва етарли.
9 . 1 - н а т и ж а .  Агар 1{х), матрица  (9 .18 ) тенгламанинг Ч ин­

тервалда аницланган фундаментал матрица си  булса,  у  %олда их- 
т иёрий  махсусмас  (я ъни  детерминанти нолдан фарцли) С п х п -  
матрица уч ун  1(х)С матрица %ам (9 .18) тенгламанинг фунда ­
ментал матрицаси брлади.
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И с б о т .  <М 2(1)С = д е кС ф  0 (2 7 4 -бетга ва  275* бет* 
даги 9 .1 -л ем м ага  ^аранг).

Со
9 .2- н а т и ж а .  Агар С — ихтиёрий  ( « X I ) -  вектор брлса,-

ф ун дат нт ал  матрица орщли.  (9 .4 ) вектор-штрицали тенглаыащ~‘ 
нин г  у ’мумий ечими

. у(х)  = г (х)С  (9.2?
кдринишда  ёзилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

У1 =  — Уг,У2 =  Ух

система учун
( 1)

У(х)
/с о в  X \  (2) / — БШ Х \

: ( в т х ) » а УМ=( с о вх )
вектор-функциялар —оо < х <  +  оо интервалда ечим булади. Буни бевосита текши- :• 
риб куриш мумкин. </'’(•*) ва у 2̂,(х) ечимлар фундаментал системани ташкил 
этади. -\аки^атан, бу ечимлардан Вронский детерминантини тузамиз:,

Щх) = С05 X

в1п х
-вш х

СОБ X = СОБ2 X 4- вдл2* =  1 ФО.

Демак, Щ х) Ф  0, — оо <  х <  +  оо. Шунинг учун у^\х) ва у 2̂\х) ечимлар фун- | 

даментал системани ташкил этади. Берилган системада А(х) — (  ̂ ^ Ш у н д а й

цилиб
сое X — ЭШ X
5Ш X СОЯ X матрица

д.!  /0 —1\ 
¿/ж — (1 о )1 (9.26)

матрицали тенгламанинг фундаментал матрицаси булади, Энди фундаментал мат­
рицам

/сое х  —эШхХ 
\siri х соэ х )

г(х) =

,  _  • йг(х) —бшх —сое х \
булган чизикли бир жинсли системани тузаилик. Равшанки,------- =  . 1

йх \ сое х  — ж}

=  соэ2 х +  вш’  х =  1, алгебраик тулдирувчилар

Энди 1  (х) матрицаии топамиз: аввало
. , ,  соэ х  —в ш х  

«1е1 г (х )=
51П X соях

Ахх =  соэ х, А 21 =  в т  х , Л1а - — з т  х, -4,3 =  сое х.

„—I М и  ^ я \  , сов X вШ X \ „Шунинг учун г  х — I ) =  ), Бундан
\Аи  Ам ) ' —ы п х с о ъ х ]

¿(Х\= ( а и  а1»') =  2~х(л)~ С0!5* 81П х\ _  /0 —1\
\ а 21 а гг . Ч соэх —51П хД ~ -зш х сое х) \1 0/
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Шундай цилиб, берилган фундаментал [матрицага ягона матрицали дифферен­
циал тенглама мос келади вй у  (9.26) тенглама билан устма-уст тушади. (9.26)

. , СОSX — sinx\ 
матрииали тенгламанинг умумий ечими 2(х)  =  | . ^

ган нормал системанинг умумий ечими эса
( c o s  х  —sin хi y i ( x )  N __ fcQs'x  —sin л: \ _  / c o s x  —s in x  \/Ci\

\Уг(х) / I s in x  co sx  / \ s in x  cosx j\C2)

j С  куринишда, бери л-

:)
C1 cos x—C¡¡ sin x 
C2 sin  x +  C2 eos x,

куринишда ёзилади.
2. Дуйидаги у\ =  ¡/¡¡, (/2  =  —  Ух +  1у г система учун

»'■’и - ( Д ,  л » - ( ^ +|)е,

вектор-функциялар оо <  х <  +  00 интервалда ечим булади. Шу билан бирга бу 
вектор-функциялар фундаментал системани ташкил этади, чунки улардан тузилган 
вронскиан нолдан фар^ли:

е* х ек
Щх)

Шунинг учун умумий ечим
ех (х+ 1)е*

+  Сг

=  е 2х Ф  0.

( х + \ ) е х )
куринишда ёзилади. Берилган система урнига [матрицали тенгламани, яъни

01> 
rfx \—1 2/

(9.27)

тенгламани ку рамиз. Энди фундаментал матрицаси Z (х)=
е х ( х+ 1)г-*

булган мат­

рицали тенглама тузамиз. Равшанки, det Z(x) =  е2х , Ап (х) =  (х +  \)ех, А1а(х) =  
= —е*,  Лг1(х) =  — хех , Агг(х) — Шунинг учун

Л (х).
е-1 ( х +  1)ех 
е* (х  +  2) е*

- С Т - Г Г И - '

\ '2* /(* + 1)е-*
г  u *

0 1 ).
1 2 i

• дге 
г

Демак, Л(х) =  (  р 2 ) '  ^ уи дай  Нили(5, (9.27) тенглама берилган фундаментал

матрицанинг ягона дифференциал тенгламасидир.
Энди берилган фундаментал матрица буйича чизщли . с и ст ем ани  т у з и ш  йули-  

п и  курсатамиз.
Ушбу «/(1) (х), |/(2)(х), . . . , х/п) хфункциялар I интервалда чизицли ёркли 

функциялар булиб, шу интервалда дифференциалланувчи функция булсин. Яна у(х)  
*ам 1 интервалда ани^ланган, узлуксиз дифференциалланувчи функция булсин. 
Агар у {'к\х), & =  1, . . п  ва у(х)  функциялар бирор чизицли системанинг ечими 
булса, у  ^олда ^уйидаги айниятларни ёзиш мумкин:
¿а.
—  =  а 11(х )у1 +  ап (х )у2 +  . . . + а 1п(х)уп ,

=  а п1{х)ух +  a n i (x ) y t  +  . . . +  ann(x )gn

(Oí)

(0Я)

(0)
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(1) '  1 
У1 =«xM11 + fl 12 И21' +  • • • +  а1пУп̂  I (lj)dx

(1)

(U

¿„(n)
— =  вцУ(1П)+  +  ■ •+• а 1л У(пп)

К )

,(л)
dx

in)
(П п)

f  J

I (n)

( a ¡ ¡  =  a ¡ ¡  (x). Езилган (0), (1 )............ (п) сисТемаларнинг биринчи тенгламала-
рини олиб система тузамиз:

d_yi
dx

dÉL.
dx

—  апУ1 +  û i 2 ^ 2  амуп,

Л)

di/”*
—  = «uÿ(1,,)+ « l^ n) + . . . +  alnÿf -dx ;

Бу системанинг чап томонини >;ам унг томонга утказиб, тегишли ^осилалар олди- 
даги коэффициентлар (-—1) га тенг булганк учун уларни a la (а10 =: — 1) деб бел- 
гилаймиз. Натижада а 10, а и ..............а 1п ларга нисбатан ушбу /

d y x
010 лГ + а^У1 + й1гУг + ‘ + йшУп = ° ’

d y\ l) 
°10 ~Т~ + аиу[1  ̂+ 012 у 2 J + ■ • • + а1П Ул* — 0. dx

dy\n)
ûio +  a lxy\n) +  а 12 у (2п) 4 - .  • . +  а 1пу^п) =» 0

системага эга буламиз. Бу система тривиалмас ечимга эга, чунки а 10 =  — 1 =?ь О. 
Шунинг учун унинг детерминанта нолга тенг б^лиши керак, яъни

dУ1
dx У1У* -  •

í f f  ,<*> „(U
dx ÿ l  У2

dÉL
dx y f  y[n) №

=  0, x£/.
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Шунга ухшаш, (0 ),.(1 ), . . . , (п)  системаларнинг мос равншда [к- тенглама- 
ларини ол*б, тегишли мулохаза юритсак, цуйидаги

d»k
dx Ух Уз ■■ • Уп

dÆ
dx • • у ^

dÆ
dx y f У Г  ■ .

=  0, x£I, Л = 1 , 2 (9.28)

муноеабатларга келамиз. Биз k нйнг хар бир 1 < k < п  ^ийматида битта бирин- 
чи тяртиблк чизикли бир жинсли дифференциал тенгламага эгамиз. Демак, к =
- 1, 2 ..............п  булганда (9.28) муносабатлар хосиласи олдидаги коэффициента

Вронский детерминантидан иборат биринчи тартибли чизикли бир жинсли 
тенгламалар системасидан иборат.

Ю^орида курилган 1- ва 2- мисоллар учуй берилган фундаментал системага 
мос чизикли системани шу усул билан чи^ариш мумкин.

3 -§ . ЧИЗИКЛИ БИР ЖИНСЛИ БУЛМАГАН СИСТЕМАЛАР

Ушбу
%  = А ( х ) у  +  Ь(х)
dx

(9.3)

система берилган булсин. Бунда А (х) квадрат матрица ва Ь ( х ) ^ 0  
устун вектор / интервалда аншушнган ва узлуксиз. Чизикли L опе- 
ратори ёрдамида (9.3) система

L ( y )  = b(x)  (9 .3 ')
куринишда ёзилади.

9 .1 1 -т е о р е м а . Агар tjj(х), х £ / в ектор -ф ункцця  б и р  жин сли  
брл'маган (9 .3 ') тенгла'Манинг } б и р о р  ечими б у л и б ,  ¡р (х) , х Ç / 
в ектор -ф ункция  у н г а  'мос б и р  жин сли  (9.4) тен гламанин г  б и р о р  
ечиши брлса ,  у  холда ш у  в ектор -функциялар  й и т н д и с и  ф(х) -f- -ф (л:) 
б и р  ж и н сл и  булмаган  тенгла'Манинг е ч и ц и  б ула ди .

И с б от . Бевосита L (ф (х) +  т|) (х)) ни ^исоблаймиз, / .(ф (х ))^ 0 , 
L((p(x) )  =  b (x )  зканини ^исобга олсак, ушбу L (ф (х) -j~ 'Ф (х)) — 
=  L (ф (х)) +  L (ф (х)) =  0 4- b (х) айният теоремани исбот этади.

9 .1 2 -т е о р е м  а (ум  у ми й еч и м  д а ^ и д а ) . Чизикли  б и р  
ж и н сл и  б улма ган  с и ст ем ан и н г  ум уший  ечими у н и н г  б и р о р  х у с у -  
с и й  ечими билан  мос  б и р  ж и н сл и  с и ст ем а  ум ум ий  е чим инин г  йи-  
р и н д и с и д а н  йборат .

И с б о т . Агар бир жинсли (9.4) системанинг фундаментал мат- 
рицасини Z(x) ,  бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимини 
■ф (х) десак, теореманинг тасдики буйича бир жинсли булмаган сис­
теманинг умумий ечими ,

y ( x )  =  Z ( x ) C + i j)(x)
(С — ихтиёрий узгармас устун вектор) куринишда ёзилади. 9.11- 
теоремага кура Z (х) С +  "ф (х) вектор-функция (9 .3 ') тенгламанинг

2*1



^чими.' Энди бу ечим умумий эканини ’исботлаймиз. у  =» у* (х), х£1  
вектор-функция (9 .3 ') тенгламанинг ^  (х) дан фар^ли ихтиёрий 
ечими булсин. У ^олда ягона С° узгармас вектор учун / интервал- 
да

у° (х) =б г  (х) С° +  Ц (х)
айният уринли эканини курсатиш мумкин. 5^ак;икатан, у°  (х) функ­
ция у ° ( х 0) =  у° ,  ф(л:) функция ф(х0)= ф °  бошлангич Шартни ^а- 
ноатлантирсин. Ушбу

у° =  г ( х 0) с  ч - г
ёки

, г  (х0) с = У° -  ф». 2 (:уч -  Г , ) я ф О
¿=1

вектор-тенгламани курамиз. Бундан 2  (лг0) матрицага тескари мат­
рица мавжуДлиги учун (чунки сН 1  (х0) — № (*„) Ф  0) ягона С° ни 
топамиз:

С® =  *“ * (^0);(у° —
Шундай к;илиб, у 0 (х) функция учун

У0 (* ) з= г  (*) 1~\ (х0) ( у0 — Ч>°) +- ^ (*)
формулага эга буламиз. Теорема исбот булди.

Машцда му^им роль уйнайдиган яна икки теоремани келтира- 
миз.

9 .1 3 -т е о р е м  а. Агар у ш б у
* /*{"><*)\ 

ь (У) = 2 ъ{т) {х), : и  Ь1т) (х) е С (/) (9.29) 
\  ^  м /

б и р  жин сли  б ул м а ган  тенглама б е рил ган  б у л и б  1|з(1) (х), 
гр<2> (х ) , . . . , ,ф(*) (х) в ектор -функциялар  I интер валда  мос  р а ви ш да

Ь (у )  =  Ь{1) (х), I  ( у)  =  Ь<*> (Х), . . . , I  ( у )  =  Ьт  (х) (9.30)
тен гламаларнинг  е ч и ш а р и  б ул с а ,  у  %олда 1 интервал да

г|> (х) =  V "  М  +  Ф<2) (х) +  . . . +  Ц{к)(х) '  (9.31)
в ектор -ф ункция  б е р и л г а н  (9 .29) тенгламанинг  еч ими  б у л а д и .  

И с б о т . Теореманинг шарти буйича к;уйидаги

I  01>(т) (*)■) ^  Ь(т) (X), X €/ , т  =  1. 2 , . , к 
айниятларга эгамиз. Ь операторин инг ^осиласига асосан топамиз:

£ .(*.(*)) =  ¿ ( 2  »<*> Ц * Ш ( х ) ) ^ У Ь < т) (х).
\ т = 1  / т= 1 т=* 1

Теорема исбот булди.

282



9 .14-т е о р е м а . [Агар Ь (х) — Ь{1) (х) +  ¿Ь{2) (х) , х£1 комплекс  
в ектор -функция  б$либ ,  у ш б у

^ Ь ( у )  =  Ь0 ) (х) +  1Ь(2)(х) 
тенглама  чи зицли  о п е р ат ор  I  (у ) н и н г  коэффици ентлари  цациций  
б д л г а н д а  у  =  ф(1) (х) +  ф (2) (х) ¡комплекс  в ектор - ечимга  э г а  б ул са ,  
у  %олдаг ^ (1) (х) ва 1}5<2) {х) в ектор -функциялар  мое  ра виш да  "

I  (</) =  &(1) (* ), Ц у )  =  Ь(2) (х)
т ен гламаларнин г  ечими б  у  лад  и.

И с б о т . Биз ушбу
1*(${1)( х ) +  ¡ у™  (х))==Ь0) (х) + 1Ь{2)(х), х£1  ■

айииятга эгамиз. Бундан .

I  (Ч>(1) (х)) +  и .  ( ^ 2) (*)}. =  Ь<!) (х) +  /Ь(2) (х)
ёки~

I  (ф(1) (х}) ^  Ь(1> (х), I  (У 2) (*)) =  Ь{2) (х)
айн'иятлар келиб читали. Теорема исбот булди.

1. Узгармасни вариациялаш усули. Коши формуласи. Бу усулни 
Ж. Лагранж  номи билан аталади. Унинг мазмунини баён к,иламиз. 

Ушбу '  '•

ф(1) (Д)> Ф<2>(*)> • • • . Ф("’ (х) 
функциялар I интервалда (9.4) тенгламанинг фундаментал системаси 
булсин. (9.3) тенгламанинг (яъни кбир жинсли булмаган тенглама­
нинг) ечимини цуйидаги

у  =  а 1 (х)  ф(,) (х)  +  а 2 (х)  ф(2) (х)  +  . . . +  ап (х)  ф(п) (х) ( 9.32)

(ст. (х), х£1,  ¿ = 1 ,  2, . . . , п- бирэр • номаълум скаляр функциялЗр) 
.куринишда излаймиз. Бу (9.32) функция" (9.3) тенгламанинг ечими 
булиши учун аввало стг (х), 1 =  1, 2 функциялар I  интер­
валда дифференциалланувчи булиши зарур. Долган шартларни (9.32) 
функция ечим булиши шартидан чи^арамиз. Шунинг учун (9.32) 
функцияни "(9.3) тенгламага куямиз:

<•=1 •* 1=I
Аммо Ь (ф(0 (х)) =  О булганидан ^уйидагига эгамиз:

У ^ - Ф  {1)(х) =  Ь(х). .  (9.33)

Топилган вектор-тенглама скаляр функциялар .. . . . ,
■< с1л ¿х

■ .  З&З



учун чизшуш бир жинсли булмаган тенгламадир. Унинг детерминан­
та вронскиандан иборат. ф(1)(* ) , , ф(п> (х) вектор-функциялар / 
да фундаментал системани ташкил этгани учун бу вронскиан нол-
дан фарк,ли. Демак, (9.33) вектор-тенгламадан da‘ М , i  =  1 2 .........

dx
п  функцияларнинг ягона ифодасини топамиз:

Í S ¿ Í 2 L ^ e , ( * ) ,  1 =  1, 2, X V .

Бундан
X

а.{х)  -  j* б; (x )d T +  Сп  х £/, x0 £ l ,  i  =  1, 2 .............. п
хо • v ■

(Clt С4, . . .  , С„-ихтиёрий узгармаслар). Топилган ифодаларнн 
(9.32) га цуямиз:

1/ =  2  C ^ (,) (лг) +  2  Ф<0 ,(*) j  6¿ (т) т- (9-34)
Í = 1  1 = 1  Хв

Топилган ифодада Си  . . .  , С„ лар ихтиёрий узгармас булгани учун
Я

2 C (q»(í) ( х ) — Ф (^) вектор-функция (9.4) тенгламанинг умумий ечи-

П X '
'ми б^/лади. (х) == 2  Ф<!> (* ) j  б4.(т )й т  вектор-функция эса бир

¿=1  х 0

жинсли булмаган системанинг хусусий ечимидир.
Шуи дай к,илиб, умумий ечим ^ак,идаги 9 .1 2 -теоремага асосан 

(9.34) формула (9.4) тенгламанинг умумий ечимини ифодалайди.
Узгармасни вариациялаш усулидан бир жинсли булмаган тенг- 

лама учун Коши масаласини ^ал цилишда ^ам фойдаланиш мум- 
кин. Хак,ии;атан, бизга ушбу

^  = А (х) у  +  Ъ (х), х 6 /, у  (х0) =  у 0 (9 .35)
ах

масала бёрилган булсин. (9.4) тенгламанинг х — х0 булганда бирлик 
матрицага айлану^чи фундаментал матрицасини Z (х, х0) дейлик. 
Демак, Z (х0, х 0) =  Е. Бундай матрица (9.4) тенгламанинг нормал  
фундаментал  ш а т рица си  дейилади. Агар узлуксиз дифференциал- 
ланувчи номаълум о (х) вектор-функция учун а (х0) — у 0 тенглик 
бажарилсин десак, (9.35) масаланинг ечимини

у ( х )  Z (х, х0) а  (х) х (9.36)

куринишда излаш мумкин. Аввало у  (х0) =  Z (х0, х0) о  (х0) — Еу°=у° .  
Энди (9.36) вектор-функциядан ^осила олиб, (9.4) га к, у ям из:

О (x) +  Z (х, х0) =  Л W  Z ( * •  хо) o { x ) + b  (X ) .
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Бундан

айниятга кура цуйидагига эга бу'ламиз:

Z {x,x0) d-^ p -=  b(x).

Бу тенгликнинг икки томонини чапдан Z~l (х, х0) матрицага ку- 
пайтирамиз:

_  Z“ 1 (* , х , )Ь (* ) .
dx

Энди х„ дан х  гача (х 6 1, х0 6 1) интеграллаб топамиз:

а  (х) =  а  (х0) +  j z ~' (т , х о) b (*) d х. (9.37)
Х9

Топилган ифодани (9.36) га ^$йсак, цуйидаги формулага келамиз: 

у  (x) =  Z(x, х0) (у 0 +  J  Z- 1 (т, х0) Ь (т) d х)
Хщ

ёки

у  (х) =  Z (х, х0) у° +  j  Z (х, х0) Z-1 (т , х0) Ъ (т) d т. (9.38) 
*•

Бу (9.38) формула (9.35) масаланинг ечимини беради ва К о ш и  
ф о р щ л а с и  деб аталади.

Агар (9.38) формулада у0 вектор ихтиёрий булса, бу формула 
ч«зик;ли тенгламанинг умумий ечимини беради. Унда <р (х) — 
=> Z (х, х0) у 0 — мое бир «синели чизикли тенгламанинг умумий

X
ечими булиб, ijj( х) =  j*Z (х, х9) ZTl (т, x0)b (x )d x  вектор-функция

X,
эса чизикли бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими 
булади. i|) (х) вектор-функция хусусий ечим эканини бевосита ^исоб- 
лаб текшириш мумкин:

=  -^ Х—  f  2-1 (т . *о) Ь (т) d  х +  Z (х, х0) Z~x (х, х0) Ь (х) =
' ах' ах  J  • тХш

=  А (.х ) Z (х, х0) j  Z~x (Т, х0) b (x )d x + b (x )  =
Хщ

— А(х) § Z(x, х0) ZT1 (х, x0)b (x)d x  +  b(x)=* А (х )^ (х ) + Ь (х).
х ч>

, d- ^ A ^ A ( x ) Z ( x ,  х 0)

Ju)



Коши формуласини яна ’ содда куринишда ёзиш мумкин. Унинг 
учун ушбу

Z(x,  r ) = Z ( x ,  x0)Z~' (г ,  х0) ,  (9.39)
х£1,  хоб/, т< дс

айниятни исбот этамиз. К^уйидаги ?

Ф(1) (х) — Z(x,  т), Фm (x) =  Z(x,  x0) ZTl (х, х0) 
белгилашларни .киритамиз. Равшан ки,

Ф (!) (т) =  Z (т,т) =  Е ,  Ф(2) (т) =  Z (т, х0) Г х (т, х0) =
демак,

фш (т) =  Ф(2)(т). (9.40)

' Щуб^асиз, Ф,-) (х) матрица (9.18) тенгламанинг еч«ми. Ф(2> (х) мат­
рица дам шу ^9.18) тенгламанинг ечими булади. >'ак,и катан, 
Z~1 (т , %) =  С деб белгилвсак, бу матрица х га боглик; булмагани 
учун 9.1-леммага кура Z (х, д:0) С матрица ^ам ечим булади. Шун- 
дай цилиб, ечимнинг мавжудлиги дакидаги. 9 .1 -теоремага асосан, 
фи! (х) =  Ф(2) (х) , х£1  айният, ва демак, (9.39) айният уринли.

Шу (9.39) айнйятдан фойдаланиб, (9.38) формулани
X

у  (х) — Z (х , х0) у 0 +  j Z (х, т) Ь (т) d  т„ (9,41)

куринишда дам ёзса булади.
2. Чизицли бир жинсли булмаган системанинг ечимини ю^ори- 

дан ба^олаш. Бу пунктда баъзи табиий шартлар бажарилганда 
чизшуга бир жинсли булмаган системанинг ечимини юкоридан ба- 
холаймиз. (9.3) тенгламада А(х)  матрицанинг нормасини бундай 
ани^лаймиз: ,

'  ' .4 ;• . П
|| А (х) ¡| =* sup 1А (а-) ¡, | АIх), \ — V  \ац (х)\, q%< x ^ q . .

г. /=1
9 .2 -л е м м а . Агар г/= у  (х) в е ктор -ф ункция  ^  <  х <  интер -  

валда  (9.3) тен гламанинг  у  (х0) =  г/°, qx <  х0 <  qi бошланрич игарт-  
н и  цан оат лант ира ди г ан  ечими б$лса ,  у  %олда q ^ ^ x  <?2 интер- 
валда ушбу X X

х -  Г |W(s) || it J  И Д<т) IIЛ I

\ y (x )\ < { y °  +  \ \ b ( j ) e  х* d x \}е х° , (9.42)

т ен г с и зли к  у ри н ли .
И сб о т . (9.3) тенгламада — ифодани бундай ба^олаш мумкин:

dx -
dy
dx

< 1 М ( х ) .| Н у ! + | 6 ( х ) '
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Энди ¡^уйидаги

¿ j  Н М  (■*) II “  +  I ъ ( * ) ! .  и ( х о) ■* |'У ( * 0) | = " ¡У 0 I

масаланинг х0 <  х <  qi ннтервалда ани^ланган (таъриф буйича) 
максимал ечимини (2 -боб, 4-§ га ^аранг) и°(х) деб белгилаймиз. 
У долда и0 (х) фундия учун уз ифодасини ёзишимиз мумкин:.

• X X
х -jM {s)yds

“ 4 x )  =  {\y°\ +  ¡ \ b ( x ) \ e  *  d x ) e x>
Xa I

2 .8 -теоремага к^ра х0 < х < < 73 интервал да j у (х )  | <  и0 (х) тенгсиз- 
лик уринли.

Шунга ухшаш qt <  х  <  х0 интервалда •

¿ : =  — \\A(x)\\u — \b(x)\, и (х 0) =  \у°\

тенгламанинг минймал; ечимини и0 (х) деймиз. Ю^оридагига ухшащ 
ив (х) функция учун (?! <  х <  хв интервадда

X X
Х Г II Ж .) I *  -  ]■ И Л(т) II dx

“в (-<) =  { i I— J iM * ) !« * *  d x } e  т -
Хв

ифодани ёзиш мумкин, Бундан qx <  х <  х0 интервалда || у {х ) || > 
>  и0х тенгсизлик ^осил булади.' Агар охирги тенгликда’ х0 дан х 
гача олинган интегралларда интеграл лимитлари урнини алмаштир- 
сак, qt <  х  <  х0 интервалда р м  шаклан и0 (х) фУнкДия учун то- 
пилган ифодани досил диламиз. Шунинг учун qt <  х <  х0 ва х0 <
<  х <  qt интерваллар учун топилган тенгсизликларни умумлаштир- 
сак, изланган (9.42) тенгсизликка эга б^ламиз. Лемма нсбот булди.

М и с о л . Ушбу чизн^ли бир жйнслй булмаган

| У\ = —Уг +  I
I *4 ~  Ух +  sin  х, b (х) =» ( . )

\sinx/
системанинг у мумий ечими топилсин.

Мос бир жинсли булмаган системанинг фундаментам системаси 2 -§ , 1-ми- 
солда топилган эдн:

/eos *\ (2) ( —sin х\

\ sin X/
У(х)  = Г

¡ eos х/
Энди бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимини нзлаймиз. Бунинг 

учун узгармасни вариациялаш усулинн 1$лланамиз, яъни ечимни (9.32) кури-

нишда ёзамиз. У кда' г/'!) (х) =  cp(i) (х), t/2' (х) =  mv¿)x булиб, ^  —  , t =  1, 2
■ dx

функциялар учун (9.33) снстемадан фойдалаимнз:
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аа , ¿о ,
со* х ——-  — эш х  — -  

ах ¿х
______ *  ,* т  х —;— +  соб х ------

1.

:.51П  X.
¿Р!
¿X ' ¿X

Ёзилгаи системанинг детерминант« 1 га тенг. Шунииг учун:
<1 рх 

<1х
1 — э т  х 
э т  х сое х =  С 05 X +  З Ш * X ,

Л <г,

01 (х)

СОЭХ 1 | 
вШЛ *1ПХ<1х

(сое X +  ЭШ1 х) (¿X

= зШхсоэ х — * т  х;

1 — сое 2х I

- й
со* х  +

=  з т х  4 - —- х  — — в т  х  4- С.
2 4 1

а 2 (* ) — У (5Ш Х «К  X — МП х) ¿¿х =  J  з т  2х  — ^¡п х| <1х —

=  — — сое 2х +  соз х 4- С2

Энди берилган системанинг умумий ечимини ёзиш мумкин

У (*) X + —■ X 
2

1 . \ созх\ / 1 \ / -л л х
— в т  2х 4- — — сое 2 x 4 - со* х  [ 4-
4 / вш х  I \ 4 / \ соб х )

соэ *  
бш л: 4- С ' V соэ х)

4- ЧИЗИКЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ БИР ЖИНСЛИ СИСТЕМАЛАР

1. Характеристик тенглама. (9.4) тенгламада А матрица узгар- 
мас булсин. Бу долда биз ушбу

* - Л у ,(¡X
А — coпst (9.43)

чизи^ли узгармас коэффициентли (матрицали) бир жинсли вектор- 
матрицали тенгламага эгамиз. Агар ^ ^—  А =  р  — А оператори-

дан фойдалансак, (9.43) тенгламани ¿  ( у )  =  0 ёки (рЕ — А) у ~  О 
ёки

( А - р Е ) у ^  О (9.44)
куринишда ёзиш мумкин. Равшанки, Л — р£ = £(р) ва бу Ь ( р )  
оператор Р га нисбатан п- тартибли л атрицадан иборат. Уни коор- 
динаталарда ёзамиз:

' а11 Р а 12 • • • О)

(9 .45)
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Демак, (9.43) ки яна L. (р) у  *= 0 куринкшда ёзиш мумкин. Знди 
det L (р)  =  D (р) деб Селгилаймиз. Шу D (р)  детерминант ёрдамида 
тузилган тенглама (9.43) тенгламанинг характери стик  тен гл смаси  
дейилади. Кейинги мулодазаларимиз характеристик тенгламанинг ил- 
дизларига к,араб (9.43) тенгламанинг п  та чизикли зркли вектор- 
ечимларини тогишга багишланган булади. Бунинг учун биз аввал 
(9.43) тенгламага’ ёки бари бир L (р) у  =  0 тенгламага нисбатан 
умумийрок, чизикли бир жинсли системани интегргллаш усули би­
лап шугулланамиз. Бу усул чицарищ т гт с д и  нсми билан аталади.

2. Чикаркш методи. Ушбу

матрица берилган булгб, унда дар бир L. (р>) элементга нисбатан 
бирср тгрткбли купх^д булсин. Ж}младан. агар Lj s (p)  «*.í?ís, j¥=s, 
L¡¡ (p)  *= c i j j— p  булса, (9.47) матрица юксрида курилган (9.45) мат­
рица билан устма-уст тушади. Зйди

всктор-матрицали тенгламани курамиз, унда у  —

б$дкб, f  (x) Еектср-функцня бирср / интервглда аникланган М ' кё- 
раклнча ДЕфференциглланувчи. (9.48) тенглама кссрдинаталарда 
сзклса, Lfs (р) у 9 кфода y s ва унинг хссилаларин инг чизикли кембф 
нациясидан кборат. Нсмаъл}м фупкциялар секи тенглакалар ссйиЬа 
тенг. Агар бирор 1 ^ ( р ) щ к  0 булкб, (9.47) ма^иЦЕНиш' келган ?ле- 
ментлари айнан нелга тенг булса, у х;олда би.з у 3 га нисбатан :Ы-  
рор тартибли чизикли узгармас козффицкентлж бир жинсли ’б$'лщ- 
ган (унг тсмони f s (х) бу'лган) битта тенгламага sra б5ламиз.! Бу 
хс/.ки 6- бсбда i f  t a  ургакганкиз. Еерилган (9.48) тенгламани^ 
тарткби бурдай аикклакадй. Ln  (/;), Ln (p) ,  . . .  , Ln l (p)  к^пхад- 
ларнинг su r катта тарткби qu  Ln {p), Ln (p) ,  . . , , Ln i (p)  к$Д ад- 
ларнинг st г катта тарткби q2 га ц. к. Lln (pY L2n(p),  ... . .,. Lm (p)  
купхадларккнг енг катта тарткби sea qn дейилса, системанинг. тар- 
тиби g  =  q-, +  q2 - f  . . .  -f qn формула билан аникланади.

¿  (p) матрицанинг детерминантини D (p),  L,s (p)  элементы инг 
алгебракк тулдируЕчксини (яъни тегишли ишораси билан олинган 
минорини) Mjs (р)  деРлкк. У хелда слий алгебра курсидан маълум-
ки, D (р)  детерминант алгебраик т5'лдирувчилар оркали буидай 
ёзилади: ’ ’ :

¿11 (Р) ¿12 (Р) • ■ ■ l'\n iß)  
¿21 (?) ¿ « ( Р >  • • • ¿2п(Р) (9.47)

; }

L n l  (Р) 1 п2  (Р) • • • 1 п п  (р)

L ( P ) y ^ f ( x )
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р |(( ^ „ ( / > ) - 6 / ( р ) ,  (9.49) 
М

бунда б5г —Крэнеккер симзоли ((8.72') га ^аранг). (9.43) тамглама-
ни координаталарда ёзамиз: "•

= М * ). 2> • • • * п - (9 ,48')
£=1

Знди у ( х )  вектор-функция щу (9.48') системааинг бирэр ечими 
булиб, етарлича тартибгача дифферёнциалланувчи булсин. (9.48') 
системанинг икки томонини ^ар бир / учун (р ) га купайтириб,
/ буйича й и р и н д и с и н и  оламиз:

2 2  м н (р ) 1 ^ р) уЛ х) - ^ м ^ р) ! 1 ^
/=1 «=1 /=1

(9.49) формулага кура к,уйидагига эгамиз:

0 ( р ) у 1(х) =  ^ М 11(р)1 ! (х),  1 =  1, 2 ..............п.  (9.50)
/=»

Бу си стем ам и  ^нг тэмэздща ^(х), ¡¡¡(х). •• •  , Тя(х) Функ- 
цияларнинг ва уларнинг маълум тартибгача ^осилаларининг йигин- 
диси турибди, у ни (х) дейлик. У ^олда

°  (Р) У, (*) =  ^ (х)  (9.51)

тенгламага келамиз, бунда /г( (я)-функция I  интгрвалда ани.^лангач 
узлуксиз функция деб ^аралади. Равшанки, О (р)  — бирор куп^ад 
(р га нисбатан). Бу Г) (р)  — чизи^ли дифференциал оператор дан 
иборат. Шунинг учун (9.51)' тенглама ^  га нисбатан бирор тар- 
тибли чизицли бир жинслн булмаган дифференциал тенгламадир. 
Бундай тенгламаларни интеграллашни биз биламиз. Баён этилган 
усул берилган (9.48) системани \ар бири биттадан номаълум функ- 
цияни уз ичига олган п  та пизицли дифференциал тенгламалар 
системасига келтиради. Чи^арищ методининг мазмуни ана шундан 
иборат. '*

(9.48) тенгламанинг з̂ ар бир ечими у ( х )  >учун у {(х) функция
(9.51) тенгламанинг ечими булади. Аммо шу (9.51) тенгламалар- 
нинг ихтиёрий ечими (9.38) тенгламанинг ечими булиши шарт эмас.

Амалда ^ар бир (9.51) тенглама ууумий ечими орасидан интег- 
раллаш формуласини танлаш ^исобига (9.48) тенгламанинг ечими 
топилади.

Чи^ариш методини / (х )= 0 , х£1  булган ^олга, яъни ушбу
¿(р)*/ =  0 (9.52)

(бунда ¿ ( л ) — (9.47) матрица) бир жинсли системани иятеграллашга 
татбик; этамиз. Ь (р )  матрицанинг детерминанта (О (р)  айнан нолга
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тенг булмасин ва к  — D (р) куп^аднинг k каррали илдизи б^лсин. 
У  з^олда (9.52) тенгламанинг ечимини

«я ' '
функциялар тартиби ( к — 1), когф^ициеьтлари ксмаадум булган 
куп^адлардир. Энди (9.53) функцияни (9.52) тенгламага цуямиз:

Бу муносабатнинг тугрилиги (6.17) формуладав келиб чицади. Фа- 
кат (6.17) формула да Ь(р)  кугцад эди. Бизнинг ^олда I  (р) элемент- 
лари кугщадлардан иборат матрица. Шу / (/:) матрицани £(х)е,"х век- 
торга купайтириб, з^осил булган Еекторнинг хар бир ксординатасига 
5'ша (6.17) формулани татбик, этилса, юцсридаги муносабат чикади. 
Энди (9.54) дан е и  га цискартириб топамиз:

Шундай цилиб, (9.53) Еектср-функция (9.52) тенгламанинг ечими
булиши учун (а ) .............. g n(x) куп^адлар (9.’55) муносабатни ^аноат-

лантириши зарур ва етарли. Агар (9.55) ни кссрдинаталарда ёзсак:

^ар бир;', 1 учун (9.56) тенгламада чап томони k^— 1-тар-
тибли кугдаддан иборат. х нинг барча даражалари слдидаги . коэф- 
фициентларни нолга тенглаштириб, g ,(x) кчп^аднинг коэффициент- 
лари учун к та чизикли бир жинсли алгебраик тенгламалар система- 
сини ^осил диламиз.

Демак, чийариш методи бир жинсли (9.52) тенгламанинг ечимини 
излаш масаласини чизикли бир жинсли алгебраик тенгламалар сис- 
темасини ечишга олиб келади.

(9.52) тенгламанинг умумий ечимини излаш масаласини цуйидаги 
теорема ечиб беради.

9. 1 5- т ео р ем  а. (9.52) тенглаша б ерилган  б^либ,  у н д а  D (р)=* 
*=detL (р) д ет ерминант  айнан  нолга  т е н г б $ т а с и н  еа  Я2, . . .  ,
— D(p ) к у г ц а д н и н г  ¡нос гра вишда  vku  ¿ 2, . . . , km каррали  т урли  
илди злари  бул син .  У %олда (9.52) ’ тен гламанинг  умумий  е ч и ш  
цуйида ги

у  =  g(l) (х) е Кх +  gm(x )e^  +  . . .  +  g {т) (х) е к" х (9.57)

к(/ринишда ёзилади, бунда g (i)(x) «= (g\l)(x), * . . .  , g (n°(x))* ва 
g (/4x)m— тартиби k j— 1 булган к$п%ад. Бундан кдринадики, (9.52)

y  =  g ( x ) e hc, (9.53)

куринишда излаймиз, бунда g 1(x)............... g n (x)

О =  L(p)g (x) eu ~ e u L(p +  k ) g ( x ) . (9.54)

Ц р .+ ь )& х )  =  о. (9.55)

( р  +  X)gt (x) =  0, j  =  1,2, . . . , п.  (9.56)
П
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тен глам ант г  хар  би р  е ч и ш  х н ин г  б а рча  циймлтларида,  я ъ ни
— оо <  х <. +  оо а п т г р т л д а  аницланган вклада .

И сб о т . Равшанки, ^ар бир (9.53) куринишдаги ечим — со <  
< х <  +  оо интервалда а»иклангаи. Шунинг учун (9.57) 'формула 
билан ёзилган ечим ^ам шу — оо<_х<.  +  оо интервалда [аникланган 
буЛади. Энди (9.57) формула умумий ечимни ифода этишини курса- 
тамиз. Аввал (9.57) функция ечим эканшш исботлаймиз. Унинг 
учун (9.57) функцияни (9.52) тенгламага ^уямиз. Агар ^ар бир 
е 1*'(х) e V  вектор-функция (9.53) га кура ечим эканини хисобга 
олсак, \

Цр) (8{1>(х) e líX +  . . . +  g im)(x) е х"‘х) =

■ ш р ц р  +  XJg™ (* );+  . . t+  Цр +  k ¿ g lm)(x)]~ о

тёнглйкка келамиз. Энди (9.57) формула умумий ечимЛягини курса- 
тиш крлди

Бирор / интервалда антуганган у(х)  вектор-функция (9.52) тенг- 
ламанинг ечими булсин. У ^олда уни (9.57) курин ишда ёзиш мум- 
кин. Х(ак,т<;атан, у (х ) 'функцияниаг ?;ар бир коэрдинатаси D ( p ) y  (х) —О 
тенгламани ^аноатлантиради, ва демак, ’(6.24) формулага асосан у г(х) 
функция ушбу

т
у з(х) =  2  ё и (*) * Ч  s ~  1,2, . . . . п  (9.58)

í=i

куринишда ёзилищн м ум м ч , булда y ¡ s(x) куп^ад (Ц  — 1)-тартибли 
^-характеристик тенгламанянг (яъни D(p)  0 тенгламанинг) 
kt каррали иддизи. Шундай”̂ илиб, з̂ ар бир координатаси (9.58) ку- 
ринишда ёзиладиган и(х) векгор-функция ^ам (9.57) куринишда 
ёзилади. Теорема исбот булди. у

М и с о л л а р .  1. Ушбу

у['+ Ух — У 2 “ О,' * у\ — у "¡/7=О

етстемани чицариш метода билан ечамиз. Уни ¡

Í (Р-М). Ух—У2= 0  
\ Р2Ух—{Р+1)У2= 0

жУринишда ёзсак, D(p)  детерминант учун топамиз:

т * ¡ {p± i )  | -  -  ( P f  1)2+рз = —2р ~Т.5

К^ринадикя, D[p) — барчнча гаргиЗта кул.^ад. Унинг илдизи ?< --------- 1-, Д ем ак,

бернлган системашшг ечимини y  =  í j =

пшли ^осилалар олиб системага !$ямиз:

392
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1 1 1
1 2Х 2Х 2 Х 

* _ ±  Ае + ^ e  - B e  =  0,

i ‘ i i
1 Т *  1 2Х ~ Т Х 

- J - Ае + - 2  B e  — B e  = 0 .

1 ,
—~>хБундан е  га цис^аршриб топамиз:

А 1 1
— —П=0, —  А— — 5 = 0 .

2 4 2
Бу икки тенгламадак бири иккинчисидан ^огил ^илиниши мумкин. Шунинг учун биз 
битга икки номаълумли тенгламага эгамиз. Унда б = С  — икгиёрий узгармас %н- 
либ танланса, ¿4=2 С булэди. Демак, бэрялган системэнинг умумий ечимн

у  =  I , '  I (С—ихтиёрий узгармас) куринишга эга. 

. Се
2. Яна бундай

У\ +  5 у\ +  2 у 2 +  О,

системани ^ам курай.так. Уни

Í (р2-Ь5р)У1+(2/7+1)«г = 0  
1 (3pJ+ 5 )ÿ1'i-(p-)-3)ÿ2= 0

куринишда ёзиб, детерминантини топамиз:

т - - =  I £ / + §  2¿ f 3 l I =  (Р3-Ь5р) (p-h3) -  (2/3-p i) (3/Я }-5) =»

=/?3-{-8ра- !-15p—6p3—3p2— Юр—5 =  — 5р '+ Ъ рг + э р - 5 ^ Ч р ' 1—р'1-Ь р - 1 ) = -
=  — 5(p—1)2 {р-h l) .

Бундан D(p) кугцадшшг илдизларини топамиз: Ax=al (икки каррали), A,ä=»—I. Kÿ* 
ринадики, í/(l) ва векторларни цуйидагича излаш лозим:

(i , _ f  \ (2)j!/V i2)\ ( d ie~x\
У{ ) - [ у р Г [ ( а 2+Ь2Х)е* ) 1 ^ / .

Содда ^исоблашлар ёрдзмнда шуни топамиз:

Демак, умумай ечим

,  ,  _  ( (С,+С,хУ ! -f С3е - Х \
У(х) -  [ ( —2Cl—Cí —2C.ix)ex — 4С2е

каби ёзилади.

3. Чи^арнш мегодининг чши^лл бир жинсли узгармас коэффи- 
циентли норм ал системасинн интеграллашга татдици. Чи^ариш ме-



тодини (9.43) тенгламани интеграллашга татбиц этамиз. Бу ^олда 
Цр) матрица (9.45) куринишда булиб,

¿„ (р ) =  а, — pSsi, },s =  1,2, . . . , п,

6^ — Кронеккер символи ва D(p)  детерминант А =  (аг/) (i, j —\ , . . . , n )  
матрицанинг характеристик детерминанта (ёки тегишли характе­
ристик тенгламаси) булади. Кейинги муло^азалар D(p)  кугцаднинг 
илдизлари оддий ва каррали булишига борли^. Шунинг^ учун ^уйи- 
даги икки ^слни ало^ида курамиз.

1) D(p) к уп^а днин г  илдизлари %ар хил. Т11у куп^аднинг илдиз­
лари Я2, . . .  , >,п булсин. У ^слда бу илдизлар о д дий ,  яъни ^ар 
хил булгани учун илдизга мос ечим

У{1) — g (i) е>"‘ * (9 .59 )
куринишда изланади, бунда g u> = (g[i}, g f ............... - уступ
^згармас вектор. v

Бу y {i) векторни (9.43) тенгламага цуямиз:

X. g il)e K‘ x — AgU)e x‘ х .

Энди х га ^искартириб топамиз: Agil)— X. g U). Бундан g U) век­
тор А матрицанинг Xi хос сонига (характеристик сонига) мос хос век-
тори экани келиб чи^ади*). Юкоридаги тенглик g (1) векторга коли- 
неар булган барча векторлар учун бажарилади. Шунинг учун бирор 
тайинланган h U) векторни олиб, g u) — Ci h ii) (Ci — ихтиёрий ^згар- 
мас) каби танлаймиз. 9.7-|деоремага кура курилаётган ^олда чизик л и 
бир жинсли узгармас коэффициентли системанинг умумий ечими

у  =  Сд Н0 ) е х,х+  Сгк {2) еКх +  . . . +Сп h in) е х" х (9.60)

.куринишда ёзилади. Шундай цилиб, цуйидаги теорема исбот этилди:
9 .1 6 -т е о р е м а . (9.43) тенгл  ст ада  А 'матрицанинг хос  с онлари  

Ки  Я21 . . . , Хп л а р % а р  хил бЦлиб, /г(|), Н{п)= ул а р г а  'мос хос  в ек ­
т орл ар  бЦлсин. У холда  (9.60) с е ктор -функция  (9.43) тенгла ’манин г  
у и у ы и й  ечимини  [ифода этади .

Эслатма. Юкоридаги мулох;азаларда А матрица умуман айтганда комплекс 
алементларга эга эди. Агар А матрица хацикий булса, у  з^олда хос вектор- 
ларни шундай танлаш лозимки, ха^икий хос сонларга ^а^иций хос векторлар, цуш- 
ма-комплекс хос сонларга цушма-комплекс хос векторлар мос келсин. Бу холда 

натижада цушма-комплекс ечимлар олдидаги ихтиёрий узгармасларни цушма-комп- 
ле«с хакикий ечимлар олдидаги коэффидиентларни ^а^и^ий _цнлиб танланса, >;аци- 
ций умумий ечимга эга буламнз.

Келажакда биз А матрица ^аадий  булган .\олни курамиз.

*) Агар узгармас А матрица учун Ah =  Xh тенглиги бажарилса.у ^олда X сони 
А матрицанинг хос сони, h  вектори эса X га мос хос вектори дейилади (1].
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У\=х а. Уг=Ч

системами интеграллаш суралган б^лсин- Бунда А  ̂^ ^ Э  (X) =  | ^ ^ | =»
=  X4—1. Бу £>(>.) кугцаднинг илднзлари Хх =  — 1, X, =  1 — дацдоий ва з^ар хил. 
Шунннг учун

е~*. у™ =  Л(2> е* , Л<2> = ( А|?̂

ечимларни излаймиз, бунда А(1) ва й(2) з^ицкй хос векторлар. Равшанки, Ак (1) =- 
=  Хх Л<‘> тенглик куАидаги системага эквивалент:

-гЪкР + н<1>- о, | Ар  +  Аи) =  0
л[,>-х1̂ 1)=о ( А(» + Л(1)= 0 .

^ар  икки тенглама бир хил булгани учун Л^1)=1 десак, к (21) =. — 1 булади. Д емак,

I)-
Шунга £хшаш Лк<2) =  к 3к (2> урнига

- х ал<2Цл<2>=о . [ -Л<2> +  Л<2>= о,
А}2> - Х ^ 2>=0 еК" (  А<2>-А<2>=0

системага эгамиз. Бундан А1(2)= 1 , Л^|]=1 деб танланса булади. Д емак, Д <2)* .  

Шундай ^илиб, берилган'системанинг умумий ечими

(-1 )* ^  ! Р 3  ( )
каби ёзилади, бунда Сх ва С ,— з^аций ихтиёрий узгармас сонлар.

2. Энди цуйидаги

У\=Уч у '2=\— Ух 
системани интеграллайлик. Унда А матрица э^аци^ий б^либ,

л ==( - ? о ) ,  д(х)= | _ 1 '-я | = у + 1-

С(Х) к^пз^аднинг илднзлари Х1=»(, Ха= —/, Хх=/ хос сонга мос А (1> кос вектора
-1к\х) +  А ^ =  О,

—к\Г) — ,‘А<1)= 0

системадан топамиз. Бусистеманинг тенгламалари эквивалент булгани учун—
— 1к2 '= 0  дан /¡2 = 1 , дейиш мумкин.
Демак,

Умумий задепртй ечимни назария буйича

у = {С ^ 1 С г) ( - {  ) У* + (Сх -  *Са) ( 5 )  Г <х

к^ринишда ёзилади. Бу ифодани соддалаштириб чи^илса ( е 1х па е~ 1х у \ ун  Эйл«р 
формуласидан фойдаланиб),

М и с о л л а р .  I. Ушбу
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I  2C¡ sin  x -f2C S eos x \ _  / C2 eos x +  Gx sin x  \ q ~—,2C C '= ^ C
V 2Cj eos x—2C2 s i n x . J  \ C j C o s x — C2 s i n x  / ’ 1 1 2  2

вектор-функцияни з^осил к,иламиз. Амалда бирорта хос векторни, масалан, 1 j j  ни 

олиб, тегишли экспотецциал функцияга (бизда é~ íx га) к$'паптириб чи^илади:
(  i  \ г í  i ■ ■ % I sin х +  i  cos х \
( l  ) е  = ( - 1  J (c ° s^  — tS, n^)  =  ( cos .с — ¿ s i n ^  ) .

Бундан | ^  *  j  ва _Cs° ^  ) вектор-функциялар ечим экани келиб чицади, чунки

(  c o s x )  ( - s t a í  ) — комплекс вектор-ф\i:ki ля ечгм. Демак, ум)ыкй ечим

r  / s i * x  \ . r  ( cos Cj sin x + C 2 cos х \
1 \ cos х )  3 \ — sin лг / \ Сх cos х—С2 sin х )

куринншда ёзилади.

2) D(p)  к у п х а ди и н г  илби злари  каррали.  Шу куг^аднинг турли 
илдизларини Я2) . . . Кт, т  <  п дейлик. Бунда /., илдиз qt каррали,
Яг — q2 каррали..............Хт — q ~  каррали булсин. Равшанки, i7i+<72 +
+  • • • +  Чт ~  п булади.

9 .15-теоремага асосан умумий ечим (9.57) формула билан ёзила­
ди. Бу формулада ^ар бир g (1) (х) вектор-функция координаталари 
тартиби (</ — 1) га тенг булган куп^адлардан иборат. Бу купдад-, 
нинг q¡ та коэффиииентларини g {i) (x )e%i х функция чизикли бир 
жинсли системанинг ечими эканидан фейдгланиб тспамиз. Бош1\ача 

айтганда, g  <J>(X) куп^аднивг козффицкентларини узгармас козффи-
циентлар метсди билан тспал из. Масалан, g (n(x) -вектор-функция­
ни бундай ёзайлик:

g [ 4 x )\  /  «io •+ а и х  +  -■ +  х ’~ *'

. . . + < >  h i ; + í + - +e S H  s " ,(x> + %LiX‘
^ H X) J -~¡íq • — '*1 • -- ■ —1

Энди g U)x e Ki x ни (9.43) га к,уямиз:

( g (4 x))e%i x +  e U)(xYkie  x‘ x =  ^  («ón+  a i ]x 

\k
a^\ =  I a 2k ] , A: —  0, 1.......... V r  (9 ' 5 1 >

Хрсил булган (9.61) вектор-тенгламанинг икки томонида х нинг 
бир хил[даражалари олдидаги коэффиииентларни тен глаштирсак, g {¡) (л) 
векторнинг ^ар бир координатаси ролини уйнаётган куп^аднинг 
козффиииен тларин и топамиз. Бу козффициентлар учун чизикли бир 
жинсли алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз.
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У[— —Уи Уч ~У\ У2 

системанинг матрицаси Л— ( | ® характеристик детерминанта

0 ( к ) =  | 1 | =  +  (1 +  Х)а. Демак, 0 (Я )= 0 тенглама Х1а —  1—бит*

та икки каррали илдизга эга. Ундай булса, ечимни у  =  (ах-\-Ь)е~х, у ^ ( с х + с 1 )~ * 
куриншцда изланади. Т^гишли] з^осилаларни олиб, берилгая системага 1^ямиз ва 
е~ х га хо:ил булган тенгликларнннг икки томонини булиб юЗорамиз:

а  — (ах +  Ь) =  — (а.г+ Ь), 
с  — ( сх  +  (1) =  (ах  + 6 )  — ( сх  +  й).

Бу системадан /
а — й = « — 6, ва | с — ¿  =  6 —
— а  =  ~ а  \ — с  =  а ^ - с

тенгликларни топамкз. Булардан а =» 0, & =  с =  Сх, ¿=>С2(С1, С2 — ихтиёрий узгар ­
мас) ^чйштларга эга буламлз. Щ/ндай бзриагая системанинг умумий ечими

г/1 =  С1е_д:, г/2 (Схх +  Сг) е- *
куринишда ёзилади 

М а ш ц .  1. Ушбу
система интеграллансин. Бунда ‘к 1 ф  Х2, =? Х2 булган доллар ало^ида текширилсин. 

2. Ушбу

У\ — 0^1— Ьу2,
У2\ = ЬУ 1+  аУ 2 

система интеграллансин, унда й]^=0.

5 - § .  Ч И З Щ Л Л  УЗГАРМАС КО ЭФ М Ц И ЕН Т Л И  БИР ЖИНСЛИ БУ Л М А ГА Н
с и с т е м а л Ар

Чизикли бир жинсли булмаган системаларда А матрица узгармас 
булган ^олчи ало.^ида урганамиз. Баз га ,ушбу

— =* Ау +  Ь(х), А — сопз1 (9.62)
¿х  .

чи^и^ли узгармас коэффициентли (узгармас матрицали) вектор-мат-
/ а д \

рицали тенглам! бэрилгач б'С'л:и1. Унда Ь(х) =1 вектор-функ-
\Ьп(х)/

ция бирэр / ичтервалда ачиупнгаI ва узлуксиз функция. Бу ^олда 
{9.62) системага- мэс бир жяясли системанинг умумий ечимига кура 
Лагранжчичг узгармасни вариацичлаш мзтэди ёрдамида бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечими ¡и тэлищ мумчин. Крлаверса, 
^9.62) сигтемачи ичтеграллал учун Коши фэрмуласини ^улланшл 
мумкин ((9.38) фэрмулага ^арачг).

Агар бир жинсли булмаган сигтемада Ь(х) вектор-функция их­
тиёрий булмай, удинг ^ар бяр коэрдичатаси квазикугцадцач иборат

М и с о л .  Ушбу
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Г

тодинн (9.43) тенгламани интеграллашга татбиц этамиз. Бу ^олда 
Ц р )  матрица (9.45) куринишда булиб,

L>j(p) =  ац— Р5*/* />s “  1,2, i . . , я ,

6 ^ — Кронеккер символи ва D(p) детерминант Л = (ог;) (t, }~ 1 , . . . ,  п)  
ш трицанинг характеристик детерминанта (ёки тегишли характе­
ристик текгламаси) булади. Кейинги муло^азалар D(p)  кугцаднинг 
илдизлари оддий ва каррали булишига бсглщ, Шунинг^ учун цуйи- 
даги икки ^слни алохида курамиз.

1) D{p) к у п ^ а дн и н г  илдизлари %ар хил. Т11у кущаднинг илдиз­
лари Аь  Я2, . . .  , Хп булсин. У хрлда бу илдизлар од дий ,  яъни ^ар 
хил булгани учун V илдизга мос ечим

y {i) ^  g {i) е у ‘ х (9 .59 )

куринишда изланади, бунда g {t) == (g\l ) , g f , . . .  , g (n‘})*> - у с ту »  
узгармас вектор. v

Бу y w  векторни (9.43) тенгламага цуямиз:

К. g (i)e %iX — AgU)е х‘ х .

Энди е * 1 х га цис^артириб топамиз: Ag(l)— X{g uK Бундан g (,) век­
тор А матрицанинг X. хос сонига (характеристик сонига) мос хос век-
тори экани келиб чи^ади*). Юкоридаги тенглик g (l векторга коли- 
неар булган барча векторлар учун бажарилади. Шунинг учун бирор 
тайинланган h (,) векторни олиб, g ' l) =  Ci h {i! (Ci — ихтиёрий $згар- 
мас) каби танлаймиз. 9.7-[теоремага. кура курилаётган ^олда чизицли 
бир жинсли узгармас коэффициентли системанинг умумий ечими

у  =  Сг h liy/ tX+ C zhm  ек * +  . . . - f  C„ h in) е  х (9.60)

куринишда ёзилади. Шундай килиб, цуйидаги теорема исбот этилди:
9 .1 6 -т е о р е м а . (9.43) т е н г л с ш д а  А 'матрицанинг хос  с онлари  

Аь  Я2............. Я„ л а р ‘%ар хил б ул и б ,  h°\ Ь,(п)—ул ар г а  шос хос в ек ­
т орлар  бул син .  У холда  (9.60) вектор -функция  (9.43) т е н г л а ш н и н г  
ум ум ий  е ч и т ш и  [ифода этади .

Эслатма. Юцоридаги муло^азаларда А матрица умуман айтганда комплекс 
элементлаpi a s ra  эд». Агар А матрица хакикий булса, у  ^олда хос вектор- 
ларш  шундай танлаш л озимки, хакикий хос соиларга ^аетщий хос векторлар, куш- 
ма-комплекс хос сонларга чУшма-комплекс хос векторлар мос келсин. Бу холда 

яатижада цушма-комплек с ечимлар олдидаги ихтиёрий узгармасларни ^ушма-комп- 
ле«с хакикий ечимлар олдидаги коэффициентларни ^ и ^ и й  дилиб танлаиса, хаки- 
ций умумий ечнмга эга буламиэ.

Келажакда биз А матрица ^ щ и й  булган ^олни курамиз.

I .

*) Агар Узгармас А матрица учун Ah =  тенглиги бажарилса.у ^олда К сон» 
4  матрицанинг хос сони, А вектори эса Я га мос хос вектори дейилади (1 ].
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у\=хг, 1/2=*!

системаяи интеграллаш суралган б>'лсин. Бунда А  ̂® р ) ,  0  (X) =* | ~ ^ =
=  X8—1. Бу £>(Х) кугцаднинг илднзлари Хх =  — 1, Ха =  1 — \а^щ нй  ва ^ар хил. 
Шунинг учун

у ( 1 ) = ^ ) е - Х '  у(2) =

Ми с о  л л а р. I. Ушбу

ечимларни излаймиз, бунда Л(1) ва А(2) ^авдий хос векторлар. Равшанки, Ак  (|) =» 
= х1л<1> тенглик ^уйидаги системага эквивалент:

+  й('>= 0, .  } А{‘ ) +  А<» =  О
л ^ - х ^ - о  еки ( * } • )  +  а‘ ‘> = о.

З^ар икки тенглама бир хил булгани учун А|1)=1 десак, =. — 1 булади. Д емак,

Шунга £хшаш ЛЛ<2) =  Х3Л(2) урнига

( - Х ак\2> + Н ?= 0 .  I -А<2) +  Л<2>= 0.
\ а '2> - х ^ ) = о  еки (  А<2> _ А <2>=0

системага эгамиз. Бундан А{2)= 1 , А^=»1 деб танланса булади. Д емак, Л(2)=» 

==(})• Шундай ¡^илиб, берилган'системанинг умумий ечими

» -С , ( _ ! ) ' - '  + С,( ■ )“ ^  (  )

каби ёзилади, бунда Сг ва Са— ^а^и^ий ихтиёрий узгармас сонлар.
2. Энди цуйидаги

У[=У» Ух='.— Ух 
системам интеграллайлик. Унда А матрица еди^ий б^либ,

О(Х) к?п^аднинг илдизлари Я1=/, Х,=*—/, \у=1  хос сонга мос А (1> кос вектора»

- /  А ^  +  аУ>= О,
,-Л < ‘ > - » А ^ = 0

системадан топамиз. Бу'системанинг тенгламалари эквивалент булгани учун— М 1»' _
— ;Л ^ '= 0  дан =  1, А^*=—£ дейиш мумкин.
Демак,

Умумий адиций ечимни назария буйича

у= (С 1+*Сг) ( - { )  У *  +  ( С , - ¡ С , )  ( 5  ) е~1х

к^ринишда ёзилади. Бу ифодани соддалаштириб чицилса ( е 1х а а е ~ 1х у ч у н  Эйл«р 
формуласидан фойдаланиб),
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(  2Сг sin  x+ 2C 2cos jc\ _  !  C2 eos x +  Сг sin x \ ¿ ^ _ 2 C  C '= 2 C  
\ 2CX eos x—2 C ¡ s i n x J  y C j C o s x  — C2 s in ;t  ) '  1 v  2 2

вектор-функцияни ^осил циламиз. Амалда бирорта хос векторни, масалан,  ̂j  j  ни 

олиб, тегишли экспотенциал функцияга (бизда е~ 1Х га) купайтириб чицилади:

( ‘ ) « - " - ( . ; ) ( ■  : « * « - “ <n * > - ( £ í ± S í ) .

Бундан *  ) ва ( _'sin je ) вектоР'ФУнкциялаР еч,ш экани келиб чщади, чунки

( c o s í )  ^~г ( _sin х  ) — комплекс вектор-ф; ккния счш. Демак, ум)мкй ечим

г  ( si» X ] , г  ( COS X \ _  ( Сх sin x-¡-C2 cos X \
У ~  1 \ COS X ) ' 2 \ — sin X ) \ C j COS X— Сг sin X )

куринишда ёзилади.

2) D(p) к у п у а д н и н г  илди злари  каррали.  Шу куп^аднинг турли 
илдизларини Хь  ла, . . .  Хт, т  <  п дейлик. Бунда /M илдиз q¡ каррали, 
Яг — q.¿ каррали, . . .  , krn — q ~  каррали булсин. Равшанки, <h+q2 +  
+  ■ • ■ + с1т =  п  булади.

9.15- теоремага асссан умумий ечим (9.57) формула билан ёзила­
ди. Бу формулада ^ар бир g (1) (х) вектор-функция координаталари 
тартиби (q1 — 1) га тенг булган купхадлардаы иборат. Бу купхад-, 
нинг q1 та коэффидиентларини g U) ( х ) ех‘ х функция чизикли бир 
жинели системанинг ечими эканидан фойдаланиб тспамиз. Бошк.ача 

айтганда, g  (,)(х) куп^аднинг козффицкентларини узгармас коэффи-
циентлар метсди б клан тспакиз. Масалан, g <n(x) -вектор-функция­
ни бундай ёзайлик:

/ g [ 4 x ) \  / «№ + «!?*  +  -  + % Í ^ b 1 '

« tf  ю  I -  «< e+ «s¡’* +  . . . + \ j “ » ’+ + -  +g(x)—

nq ¡_ { ■

Энди g u>xe^i x ни (9.43) га ^уямиз:

— ( g (fí( x ) ) exi * +  A o v ( a °i >+a<,i>x +  • ■ • +  a í V b l )>

( ~ {l)
(/) _

a \k
°4* | ,  A « o ,  1, . . .  , V i -  <9-5 1 >

\ <
Досил булган (9.61) вектор-тенгламанинг икки томонида л: нинг 

бир хил[даражалари олдидаги козффиииентларни тенглаштирсак, g U) (х) 
векторнинг ^ар бир косрдинатаси рслини уйнаётган куп^аднинг 
козффиииентларини топамиз. Бу козффициентлар учун чизикли бир 
жинели алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз.
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У1- —У1, У'2 = У1— У» 

системанинг матрицаси <4=*  ̂ | _® j ,  характеристик детерминанта

D (\ )~  j 1 j | = +  (I +  ^)2- Демак, D(X)=0 тенглама 2 «■—I-^бит-

t s  икки каррали илдизга эга. Ундай булса, ечимни у  =  (ax-{-b)e~x, y t -^ ( cx - j -d )~ M 
куринищда изланадн. Т?гишяи| ^огилаларни олнб, берилган системага ^уямиз ва 
е ~ х га зрэсил булган тенгликларнинг икки томонини булиб гаЗорамиз:

/ а  — {ах +  Ь) =  — (ах+Ь),
I с  — (сх  +  d)  =  (ах +  Ь) — (сх  +  d).

Бу системадан /
( а  — & =  — 6, ( с  — d  =  b — d ,

'■ \ — а  — — а  | — с ~ а ~ г - с

тенгликларни топамиз. Булардзн а  =  О, b =* е =  Сх, d ^ C 2(Cx, С}— ихгиёрий узгар- 
мас) (^иЯматларга эга буламлз. Щ/ндэй цяляЗ, бгрллгая системанинг умумий ечими

Ух =  Сге~ х, у г (Схх +  С2) е~х
куринишда ёзилади I у ' _

Ма шЦ-  1. Ушбу| ^  = Х 2г/а,
система интеграллансия. Бунда Ях У= л2, =? Ха булгая доллар ало^ида текширилсин, 

2. Ушбу

I У ь=  Щх— b y 2 ,
{ y'.2S= ьУх +  аУг

система интеграллансин, унда Ь]фО.

5 -§ . ЧИЗЩЛЯ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ БИР ЖИНСЛИ БУЛМАГАН
СИСТЕМАЛАР

Чизи^ли бир жинсли булмаган системаларда А матрица узгармас 
булган ^олчи ала^ида ургаяамиз. Блзга ,ушбу

— =* Ay +  b(x), А — const (9.62)
dx  ,

чизик;ли узгармас коэффлциаятли (узгармас матрицали) вектор-мат-
А (х )\

рицали тенглама бгрилган бу'лсил. Унда Ь(х) —\ 1 вектор-функ-
\bn(x ) J

ция бирэр / илтервалда ан и уп н га ! ва узлуксиз функции. Бу ^олда 
{9.62) системага мос бир жинсли системанинг умумий ечимига кура 
Лагранжнинг узгармасяи вариациялал мгтэди ёрдамида бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечими ш тэлиш мумчин. К,олаверса, 
<9.62) система ли илтеграллая учун Коши фэрмуласини ^улланшл 
мумкин ((9.38) фэрмулага ^араиг).

Агар бир жинсли булмаган системада Ь(х) вектор-функция их- 
тиёрий булмай, ули л г ^ар бир координатаси квазикуп^ададл иборат

М и с о л .  Ушбу
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булса, у ^олда бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимини 
топиш ва 9.12- теоремадан фсйдаланиб умумий ечимини ёзиш мум» 
кин. Биз мазкур параграфда хусусий ечимни тогиш (танлаш) билан 

шугулланамиз.
Биз квазикуп^аднинг таърифини 6- бобда берган эдик (6.3- таъ- 

риф). Энди 1(х) вектор-функциянинг ^ар бир b^x),  / =  1,2, . . , , п  
координатаеи квазикуп^ад булсин, яъни

Ь.(Х) =  Ь]"(х)еКх +  b f \ x ) e %tX +  . . . +  b\m\x)eKl\  (9.63)

бунда “ки  ?.2, . . . ,кт лар узаро хар хил хакикий ёки комплекс сон-
лар, b\k)(x), k =  1,2.............т-  бирор куп^ад. Агар 9 .1 3 -теорема куз.
да тутилса, Ь}(х) -  Рт(х)еух, Pmj(x),  /= 1,2 , п  тартиби т ) б$лган 
кущ ад деб муло^азалгр юритъш етарли.

Хусусий вектор-ечимнинг куринишини ёзиш учун 
т а х{тг , т %, . . . тп) — т  дейлик.

V) у  сони мсс бир жинсли системанинг матрицаси учун хос сон 
эмас, яъни £(у)=£0. Бу ^олда хусусий ечим цуйидаги}

$ ,(* ) =  У,(х) =  , } =  1,2............п  (9.64)~
(Q m (x) ~ m -  тартибли к у щ а д )  куринишда изланади. Номаълум 
/ «  1,2, . . . , п  купхаднинг когффицкентлари нсмаълум коэффици- 
ентлар методи билан топилади.

2) у сони мос бир жинсли системанинг характеристик тенгла* 
маеи учун s каррали илдйз.

Хусусий ечим ушбу

i  «  = 1,2, (9.65)
(Qj J^Jx ) -  тартибли ( m + s )  га тенг куп^ад) куринишда изланади 
1^айд к.илиб утамизки, хусусий ечим ajу ( х )  =  xs Qm\x)eyx куринишда 
эмас, (9.65) куринишда изланиши лозим. Бу ^елда ^ам купхаднинг 
коэффициентлари 'аникмае ксзс^ициентлар методи билан топилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

У\ =  2 у х — у 2 +  хе3х,

.у'ъ = Ух +  У̂г
система ивтеграллансин. Характеристик [тенгламани ёзамиз:

 ̂ ёки X2 — 6Х - f  9 =  0.£>(*) =
1 4—X

Бундан Xi =  Хг =  3. Демак, X =  3- икки каррали илдиэ. Мос бир жинсли системен« 
олайлик:

У\ = 2̂ 1 —У г,
,У2 ^ У х  +  4 У г - ;

Курнлаётган з^олда бу бнр жинсли системанинг ечимини

Ух =  {ах +  Ь)е3х , у 2 =  (сх  +  d ) e 3x
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куринишда излаймиз. Олдин зрсилаларни з^исоблаймиз;

у [  = а е3х +  3(а* +  Ь)е3х = е 3х(Зах +  о+ 36), 

у'2 =  е3х(Зсх +  с +  3(1).

Бу ифодаларнй бир жинсли системага цуямиз:

е3х (Зад: + а +  36) =  2 (ах  +  6) е3х —(сх +  4) е 31 •
е  (Зсх +  с  +  34) =  (ах  4- Ь)еЛх +  4 ( сх  +  4)е 

Натижада цуйндаги тенгликларни ^осил цнламиз:
Зал: +  (а +  36) =  (2а — с)х  +  (26 — <1),
Зсх +  ( с  +  34) =  (а  +  4 с )х  +  (6 + 4 4 ).

„Зг

Бундан

За =  2а — с ,
а +  36 = 2 6 —4, ёли 
Зс =  а  +  4с ,  
с + 3(1 = 6+44

а = —с, 
а  +  6 =  —4, 
а  =  — с. 
с ^ Ь  + (1

еки

а = 0 !, 
с === —С,
6 = С 2
¿  =  - ( С 1 +  С2),

<5у ерда б?!, С2 — ихтиёрий ^а^иций узгармаслар.
Шундай цилиб, бир жинсли системанинг умумий ечими

ку1 — (Схх +  Са) е 3х 
[Уг ~  — (СгХ +  С2)е3х

каби ёзилади.
Энди бир жинсли булмаган системани текширамиз. Бу снстемада/

Ь(х) = (  ^ =  (хе ) ва (9.63) квазикугцад учун бизнииг з^олда у 1=я\1 =  3 , 
\°2(Х)/ '0  /

т 1=  1. 7 =  3 сон характеристик тенгламачинг икки каррали илдизн ва /п+а =» 3  
булгани учун бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечкмини

{У1 =  (а 1* 3 +  а 3х2 +  а 3х +  а4) е3х 
|Уг = ( V 3 + 63*3+ 63* + 64) е3* 

куринишда излаймиз. Аввал бириичи тартибли косилалар оламиз:

у\ =  е®'*(3а1дс3 +  За3*я +  За3*  +  Зa^ +  3 а х*а +  2а3*  +  а 3) , 

у'2 =  е3*(3&!*3 +  ЗЬ3х2 +  З63* +  364 +  ЗЬхх2 +  2Ьгх +  63) .

Бу ифэдаларни берилган бир жинсли . булмаган системага ц^ямиз ва ^осил
га цисцартирамиз:булган тенгликларнинг и'кки томонини е 3х

[^а1*3 +  (Заа +  З а ^ *2 +  (За3 +  2а2)*  +  (За4 + ’а 3) =
I =  (2ах —  6,)*3 +  (2а3 —  62)*3 +  (2а3 —  6 „ +  1 )*+ (2 а 4 —  64),
3 6 ^  +  (З63 +  36Л*2 +  (36, +  263)*  + ' (364 + * ,)= =

1 =  (аг +  46^*3 _)_ (а3 +  463)*2 +  (а 3 +  463)*  +  (а,, +  464).

Энди тенгликларда *  нинг бир хил даражалари олдидаги (чап ва унг томонда) ко- 
эффнциентларни тенглаштирамиз:

За! = 2а! —6!,
За9"(“ 3 а х =  2 аг — 63,
3а3 +  2а2 =з 2а 3 — 63 +  1, 
За4 +  а 3 =  2а4 — 64,

' 36х =  а х +  461,
З63 +  3&! =  а 3 +  463,
363 +  263 =  а 3 +  463,
364 +  63 =  а 4 +  464
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ш
ах = —Ьг
а  5 + 3 0 ! * = — ¿2 
с?з + 2 о2 = — 63 + 1,- 
а4 4" о3 = —64.

О — (¡1 + &1, 
3«х = 02+^2. 
2*2=03+{3, 
¿3=а4+*4-

Бу икки чизикли системанинг биринчи на иккинчи тенгламаларндан 

С1 =  —йх, <7г +  Ьг ж= —3«! <?2 4  ¿>2 *= Збц <?! =  — Ь1 

келиб чикади, учинчи тенгламалардан о3 +  Ьв =^2Ьг, а3 4  Ьй =  1 — 2а2 ёки 2£г =н. 

*=1—205,Й2 +  Ь2 = * '— ни тогвкиз. Шункнг учу н ккорпдаги мунсегбатлардан фсйда-

лансак, ~^3а1 — •— ал *= —  ва =  —— булади. Энди ушбу а1 ~\-Ь1 =  ~ а 3, 2 6 о
ai Jr b ^ ^ b s тенгликлардан — аъ= Ь 3 ёки о8+ 63 =  0 экани келиб чикади. Бу 5̂ олда

с 3 +  ¿з ■= 1—2с2, <73 4  Ьа =  2Ь2 лардан Ь2 — 0, о2 = -[ ни топиш мумкин. Аммо

йд +  &„ «= О дан  Ссшк.а т у  кик.дорларви бо п тй д и ган  мукссабат келмагани учун 
улардан  бирини ихтиёрий, яъни хусусан (бизга бошка ккй м атл ар н и н г кераги х.ам 
йу^) Ьа =  0, демак, о3 =  О деб танлайыиз. Ш унинг учун о4-)-64 =  0 булади. Бун- 
дан ю ксридаш га ухш еш  о 1 —  Ь^ =  0 дсб с т - и з . .  Х улсса ш .ткб ёгглшз:

_1__ 

6 '
, с3= я 4 = 0,

{■! = ' 1 , Ь%~ 0 , у3 — :О
Шундай цилиб, бир жинсли булыаган системанинг х у су си» ечими

—■ Ьа -- 0.

У 1 ~ 1 ~ Т х3+ т * 2 е3' ,  У 2

умумий ечими эса

У\ =  (С IX +  С2)е3* +  ( — — X + —  X2 „Зх.

У г =  ~(с%х +  С1 +  е2) е гх +  — - Л 3*О
кУринишга эга. 

2. Ушбу

Ух =  21/1 — у г + е : 
у 2 4 у г +  хейх со5 х

Й1П X.
,3х ,

система интеграллансин.
1- мисолда мос бир жинсли системанинг ум уш й ечими тонилган. Звди ^бир 

5КИКСЛИ булмаган системанинг хусусий ечимини топиш билан шугулланамиз, Кури-

лаётган хрлда Ь(х) —
хе3хсов х

ва т 2=  1, 72=^Х1 =  3, чунки Т2 =  3 + / . Шу-

винг учун тегишли }\акикий хусусий ечнм

Ух =  ег*[ (а,¡х +  аг) ссз х  4  (а$х 4  *1. 

у 2 =  е 3х ( Ьхх  +  Ьг) со б  х  +  (Ьг х  4 ' % )  5 1п  * }  

еуринишда изланиши мумкин.
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Энди номаълум коэффициентлар методи билан ах, аг, a¡, ait bv  b2., bt , ¿4 лар* 
ни топамиз. Агар у х ва у г лардан ?;осила олиб, берилган бнр жинсли булмаган сяс* 
темага »;уйсак, куйидагиларга эга буламиз:

3 [(Oj* +  а г) cos *  +  (а3 *  + о 4) sin х] 4  ах cos х— (ctj х +  о2) sin  х +  а$ sin * 4  
+  (а3 х +  а 4) cos х =  2 [(Oj х 4  а 2) cos х 4  (a sx +  о4) sin х] — \(Ьхх 4*
4  Ьг) cos* 4  (i>3* 4  bt ) sin  л:] +  sin x,
3 [(*ijc +  fc2) eos x  +  (b3x  +  ¿4) sin x] +  bL eos x  — (bxx  +  b2) sin x  + í>3 sin л 4  
+  (* з  x  +  í 4) eos x  =  (axx  +  a¡) eos *  4  (о3* +  j 4) sin x  +  4 [(i^* +
4 - t i )  eos x  +  (b3x 4  b4) sin x] 4  x  cos'*.

Arap бу тенгликларнинг чап ва fu r томонларида cos* ва s i n *  лар олдидаг* 
коэффициентларни тенглаштирсак, яна б\ндгй снстемага келамиз:

' 3 ( а хх +  аг) 4  ах 4 - asx  4  a ¡  =  2 (ахх  4- a t ) — (bxx  +  Ьг),
3 (aax + a 4) —  (alx + a i ) +  aí  =  2 ( a 3x + a i) —  (bsx + b l ) +  l,
3 ( b i*  +  b ¡)  4* bx -j- (b3x 4  64) =  (a i*  +  a 2) +  4 (bxx +  í>2) 4" x >
3 (b ¡x  4- 64) — (bxx +  bz) 4- 63 =  (a sx. 4- Oí) 4 - 4 (í>3* - f  é4).

Знди бу тенгликларнинг чап ва унг томонларида *нинг олдидаги коэффицнент- 
ларни j/заро ва озод ^адларни ) а̂м j/заро тенглаштирамиз:

■Í 3ах 4 о3 =  2ах — Ьх.,
За2 4  +  а4 =  2а2 — Ьг,
3^8 • ох =  2а 3 — Ь3,

. Зс4 — а 2 4  о3 =  2at  — 64 +  1 ,
3Ьх 4 ' =  а х 4  4bx +  1,

3b¡ 4  Ьх 4- Ь4 =  аг 4" 4b¡,
3b3 — Ьх =  ая 4  4¿>3,
3Í?4 — 62 4" b¡ =  с4 4" 4¿>4

Охирги системада (1) ва (5) дан о3 4  ¿8 =  1» шувинг учун (7) дан í>i = — 1» 
(3 ) дан ах =  1 келиб чи^ади. Бундан равшанки, а х -t- ftj =  0, демак, (1) дан £Xj =  0. 
Энди (3) дан bs  =  о, =  1. (2) билан (6) дан с4 4  4̂ =  0 демак, (4) дан а г =  — 1, 
(8) дан b2 =  1 келиб чикади. (6) дан &4 =  1 ва «г4 +  *4 =  0 дай <г4 =  — 1 ни топа­
миз. Шундай ^илиб,

ах — 1, а2 — — 1 > "з = 0, й4 =» — 1
ЬХ =  1 , ¿>2 = 1 , ¿?дЖ=1 , ¿)4 = 1 .

Хусусий ечимни ёзамиз: •

у х =  еЪх [(*  — 1) cos *  — sin  *],
У2 =  е3х [ (— *  4- 1 ) cos* 4- (* +  1) sin * ].

Берилган бир жинсли булмаган спстемашшг )м\мий ечимкни хам .ёзамиз;

У1 =  +  ( Сх х 4  Сг) е3* +  [ ( * — 1 ) cos * — sin *] eZx,
У2 =  —  (C i*  4  Q 4 -  Сг)е 3х 4- {(— * 4 -  1) c o s * +  ( * 4  1) s i n*]  e 3x.

3. Ушбу

y\ =  2yx —  y t 4 -  *  еЪх 4  ê x - s i n * .

Уг =  Ух +  4-  ■ e3x eos *
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( i )  a x +  bx = — a 3.
(2)
(3 )

4  Ьг — — Oj — a it

ёкп

a3 -\- b3 =  ax
(4) o4 +  bt  =  1 4* —at ,
(5) Oj 4- bx =  b3 — 1,
( 6 )  a 2 4  b ¡ =  bj 4 '  bt , 
ü )  а з 4  b ¡ —  —  bx,
(8 ) a 4 4 "  bt  =  — 62 4*  Ьз•

</
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система интеграллансин. Бу *олда вектор-квазику пз̂ а д 

д р  (х)\ (  4>|2) (х)\ _  ( хе3х / е3х бзп х  
*е3*соз*

к^ринишга эга. Х,а Р блР * (*)> 6(2) (*)лар учун тегишли}хусусий ецнмлар топилган. 
Шунннг учун берилган бир жинсли булмаган системанинг умумий ечими^и ёза ола- 
миз:

Ух =  (Су* +  Сг) е3х +  ( — х3 +  ^  хг )  е3х +  ^(х — Осоед: — зЫ х | е3х,

у у = - ( С 1х + С 1 + С 3) е 3х +  - х * < ? *  +
1 Зх

(— 1)-С05 *  +  (лс +  1) 81П х е ■
л

6- § . ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ НОРМ АЛ 
СИСТЕМАСИ УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

К Масаланинг цуйилишя. Чизщли нормал системалар учун ^ам 
п-  тартибли чизи^ли дифференциал тедгламалар учун к,уйилган чега- 
равий масалаларни курищ мумкин.

Ушбу

^  =  Ы * .  Ух ................Уп ) ,ах
.................................................  (9.66)

~  Ъ (х> Ух.............. Уп)

нормал система берилган булиб, /ь  . . .  , /л функциялар { п+  1) ?л- 
човли фазонинг бирор £>я+1 тупламида аницланган ва узлуксиз б?л- 
син. Ля+1 тупламдан икки ну^та оламиз:

(*о . У х (Ч ),  • • • , Уп (х о)) 6 ^ „ + 1 . (хи У Л х х), ■ • • . Уп ( * * ) )  г  

Чегаравий масаланинг  ^ дйилиши:  атар (9.66) нормал система

(х0, У х{х0) ..................Уп {хо)'> У х(х х)> • • • . У Л Х1)) =
=  О, I =  1, . . .  , п  (9.67)

муносабатлар бзрилган булиб, системанинг (9.67) шартни ^аноат- 
лантирадиган ечимини излащ талаб этилса, у ^олда нормал система 
учун чегаравий масала цуйилган дейилади.

Агар
ё ( =  ^ (*о ) — Уп » - 1 , 2 ..............п

б^лса, (9.67) чегаравий шарт Ю:ня масаласичияг шаргига айланади.
2. Бир жинсли чегаравий масала. Элдч (9.67) муносабатларда 

функциялар к,уйидаги куринишда булсин:
ёх (У) =  « > ,  У (х о)) +  К 0 , У Ы )  —  А х =  ( у )  —  Ах,

§ п (У) =  ( « Г .  У (х оУ) +  ( * ? > ,  У 0 0 )  — А п =  ё 1  (У) —  А п ,
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бундд 4

“ f j z  (“ <!*• а /?» • • а 1п)*» » =  1 . 2 ;  / =  1, . . .  , п  узгармас
векторлар, Аи  . . .  , Ап ~  узгармас сонлар, (а , у )  ^авслар скаляр 
кулайтмани билдиради. Агар Ах =  . . .  =  Ап — 0 булса, масала 
б и р  жинсЛи че гаравий  масала дейилади. Акс ^олда биз б и р  жин сли  
булмаган  че гаравий  масалага  эгамиз.

Кейинги муло^эзаларни чизюуш тенгламаларнинг нормал систе- 
маси учун олиб борамиз. Бизга ушбу

L (р) у  =  0 ёки L (у)  =  О (L ( у )  =  — А (х) y j  (9.4')

бир жинсли нормал система берилган булиб, чегаравий шарт

ё ° ( у )  =  0, s =  1, 2 , , я  (9.69)

куринишда булсин. Бошк,ача айтганда, бир жинсли нормал система 
учун бир жинсли чегаравий масала к.уйилган булсин. Мухим теоре- 
мани келтирайлик.

9. 17-т е о р е м а .  Агар уП)(х)> У<2) (х), • • • > у {п)(х) в ектор-функ-  
ц и ялар  б и р о р  I интер валда  (9 .4 ') тен гламанинг  чиз гщли эркли  
ечимлари брлса ,  у  %олда L (р) -у  =  0, g°  ( у )  — 0, s =  1, . . .  , п че­
г а ра вий  масала тривиалмас'лечигмга э г а  б у л и ш и  у ч у н  у ш б у

g\{yw ) 8° (У®]) • • g? (м(я))

D = $ ( УП}81(Ут ) • • • g i ( y {n))

§°п {у(1))  g ° ( y {2i) • ■ ё ° (у <я))

детерминантаинг нолга тенг булиши зарур ва етарли. !
Теореманинг исботи 7.8- теореманинг исботи каби.
Бир жинсли чегаравий масала ^ацида яна 7.5- эслатма ва 7.6- эс- . 

латмаларни бир жинсли система учун ^ам айтиш мумкин. 7- бобдаги 
каби бир жинсли чегаравий масала учун Грин функциясини киритиш 
мумкин. Бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимини шу 
Грин функцияси ор^али ^зиш ^ам мумкин. Шунга ухшаш, чизи^ли 
вектор-дифференциал оператор £ учун хос сонлар ва хос вектор- 
функциялар тушунчасини киритиш, цолаверса, бир жинсли булмаган 
чегаравий масалаларни ^ам урганишимиз мумкин эди. Аммо бу маса- 
лаларни куришда муло^азалар 7- бобдаги каби булиб, 7- бобда тегищ- 
ли масалалар атайин туларор; урганилгани учун, биз бу ерда муло- 
^азаларни кайтариб утирмаймиз.
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10- боб
> л

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАИАЛАРНЯНГ АВТОНЭМ СИСТЕМАСИ

Автором системалар дифференциал теагламалар системасининг 
му^им хусусий ?$олидир. Жуда куп амалий Амасзлаларни ечищ авто- 
ном системаларни урганишга олиб келади.

1. 10. 1 - т а ъ р и ф .  Агар о д д и й  диффзргнциал  тгнгламллар с и с -  
темаси га  эркли у з г а р у з ч и  ошкор кирмаса ,  б у н д а й  с и ст ем  1  а зт о -  
но<м систгм-л д г й ила ди  ва цуйиЭагича ё з ила ди :

Автоном системаларнинг физика ва техника масалаларидан келиб 
чи^иш маъносига цараб эрклй узгарувчи сифатида Л ва^т олинади. 
Бундан кейин биз шу бглгилаш ш к,абул рилами з. Таърифдан кури- 
надики, автоном системалар билан тасвирланадиган номаълум функ- 
цияларнинг узгариш ^оиуни пакт утиши билан узгармайди. Физик 
цонунларда одатда шундай булади.

Нормал автоном система ушбу

1- § . АВТОНОМ СИСТЕМАЛАР

бунда
¿1̂1} •

=  ^ г ,  / = = 1 , 2 , . . .  , п,  к '=  1, 2, . . . , т ] .

( 10.2)

Хп = ! п ( * и  *2, • • • , *„),

курин ишда ёки вектор формада

х =  Ц х ) (10.3)
курин ишда езилади. 
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Агар бу (10.2) системада эркли узгарувчи I сифатида ва^тни ту- 
шунилса, бу система динаМШ си ст зм з  деб аталади. Кейинги муло- 
^азаларда биз асосан динамик системалар билан иш курамиз.

Биз куйнда баён этадиган хоссалар ва тасдиклар умуман (10.1) 
куринищдаги /автоном системалар учун уринли. Аммо биз уларни
(10.2) куринищдаги лормал автсном системалар учун исбот этамиз.

Бундаа кейинги муло^азаларимизда (10.3) вёктор-тенгламада I (х) 
векгор-Функция бирор Оп тупламда аникланган ва бу тупламда би- 
ринчи тартибли хусусий ^осилалари билан узлуксиз деб фараз этамиз.

10. 1 - т е о р е м а .  Агар (10.3) нормал автоном вектор-тенглама  
бприлгач б$либ,  х — вектор-функция у н и н г  б и р ор  ечими бул-  
са, у  %олда шундай  £/згар,час С"лар топиладики ,  улар  уч ун  х =
— Ф* ОТ =* Ф (  ̂+  С), в з кп зр -ф учкцич  %ам (10.3) тенгламзнинг  ечи ­
ми булади .

И с б о т .  Мураккаб функциями дчффгренциаллэщ иоиД^си буйича 
содда ^исоблашлар ёрдамида цуйидагняи топамиз:

ф* (0  ^  ~~ ф* (0  —  ~~ ф (I с) =  — -—  ф {I С) ' =т *  V ) й 1 х с/ (* +  С) <11

=  Ф ( *  +  С И  = ' ф (* +  С ) .

Эяди ф* (0 функция (10.3) тенгламанияг ечими эканини исбот-
лаймиз. Теореманинг шартига кура х =* ф (£) функция (10.1) тенгла- 
манинг бирор ечими, демзк, ушбу ф ( 0 = / ( ф ( 0 )  айният уринли.
Бунда £ ни ( +  С га алмаштирсак, ф (/ +  С) =  / (ф (/ +  С)) айниятга 
эга буламиз. Топилган муносабатдан

<?* (0  =* Ф (# +  с )  / (т  (* +  О )  -  / (ф* (/)).
Шу билан теорема исбот булди.

•% *

Мисол сифатида х == х2 тенгламани курайлик. Равшанки, — оо<;- 
< ¿ < 1  интервалда ф(*) =  —5— функция ечим. Агар С < 0 булса,

Ф (£ +  С) — ---- ------ функция хам —  оо <  I <  1 интервалда ечим б у-
1 — t — С

лади. Бу функция С > 0  учун ечим эмас.
2. Автолом системалдрлинг, жумладан, (10.2) системанинг ^ар 

бирх = ! ф( 0  вехтор-ечимига п- улчэвли фазэда (х1, . . .  , х п) — х 
нуктанинг заракатини мос келтирамиз. ^аракат давомида х нукта 
уша фазэда бирор чизнц чизади. Щу чизик,ни х нуктанинг %аракапг 
траекпгорияси  деб атаймиз. Автоном сисгемаларда нуктанинг ^ара- 
кати туррисида тули^ маълумэгга эга булиш учун нуктанинг фак;ат 
траекториясини беришетарли эмас, 
булинг учун траекторияда, хеч 
булмаса, ^аракат йуналишини ^ам 
бериш лозим (42- Чизма).

10. 2 -т е о р е м а. Агар х — ф (¿) 
ва х (¿) вектор-функциялар 42- чизма.
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(10.3) тен гламанинг  икки  ихтиёрий  е ч и ш  б ул са ,  у  % о л д а б у е ч 1 
лар  ёки  б и р о р т а  %ам н у ц т а д а  к е с ишмайди ,  ёк и  б ут ун л а й  у с гт  
у с т  т у ш а д и .  Б о ш щ ч а  айт ган да ,  а г ар  t■i Ф ^ 2 брлиб ,  ф (^) =  “ф 
б у л с а ,  у  у о л д а  (¿) =  ф (£ +  С), С =  щ н о с а б а т / у р и н л и
лади  (43- а, б чизма).

Л

И сб от .  Теоремани исбот этиш учун ф (/) ечим билан бирМ  ̂
Ф* (0  *?= Ф (* +  С),  С — ^ — 1 2 ечимни ^ам курамиз. Бундан

((г) =  ф \{к +  с )  *= ф (4 +  и — /,) =  <р (/,) =  $ (/ г),
яъни

ф* (и) = Ч> (<*)•
Шундай цилиб, (10.3) тенгламанинг иккита дс — ф* (0 ва х =  ( ^  

ечймлари бир хил бошлангич цийматларга эга. Демак, Коши теоре* 
масининг шартлари  бажарилади ва ягоналик уринли, яъни х я* 
=  Ф*(0>  я  =  ( 0  ечимлар устма-уст тушади (аникланиш интервал* 
ларининг умумий кисмйда). Бу эса теоремани исбот этади.'к Агар ,

— к  булса, тесреманинг натижаси тривиал булади.

2- § . АВТОНОМ СИСТЕМА ТРАЕКТОРИЯСИНИНГ МУДИМ ХОССАСИ

Автоном системанинг гло^ида олинган биттачл: =  ф (¿) траекто— 
рияси уз-узини кеса оладими, яъни 44- чизмада курсатилган ^сл юз 
берадими ёки йукми?—дёган савол цуяйлик. Бу саволга жавсб ав­
тоном системанинг учинчи му^им хоссасини очиб беради.

10. 3 - т е о р е м а .  х =  ф (I) ф ункци я  (10.3) тенгламанинг  г г <С 
< 1  < г 2 интер валда  аницланган  б и р о р  е ч и ш  б ул син .  Агар ф(^) =

= ф Ьг), *1 ф  и  ва  ф (¿,) ф  ф (/8) , и  <  *,< /а брл-  
с а ,  у  %олда ш у  х = ф ( / )  е ч и м н и —  о о  ■ < £  < ;  +  о о  
инт ервал га  давож э т т и р и ш  щ м к и н .

И с б о т .  10.1- теоремага кура ф (^) =  ф (4 )Л  
булгани учун л; =  ф (̂  +  С), С = t1~ t 2 функ­
ция ^ам ечим булади ва ушбу ф (¿) =  ф (/ + С), 
r í < t < . r 2 айният уринли. Бу айниятдан ф(х) 
функция г 1< . 1 < г 2 интервалда аник;лангани 

44 - чизиа. учун ф (/ +  С) функция г 1 —  ¡С| <  / <  +  | С  |
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мптервалда ани^ланган булади. ^а^и^атан, га <  ¿ +  С < г а тенгсиз- 
лнкдан С > 0  булганда r l  — C < t < r 2 ва демак, ечимни г х дан чапга 
С; мивдорга давом эттириш мумкин; шунга ухщаш, С < 0  булганда 
л , < ^ < г а — С, яъни ечимни г 2 дан ^нгга —- С = | С | микдорга давом 
уггириш мумкин булади. Х̂ ар икки ^олни бирлаштириб, ечимни 
г , — | С | <  t <  г й +  | С | интервалга давом эттириш мумкинлигани ^айд 
^иламиз. Шу интервалда аницланган ф(1)(0  ечим учун бари бир 
Ф(" (/) =  (t +  С) айният уринли. ф (1) (t +  С) =  ф̂ 1) (/) десак, 
«,и» (t j )  =  ф<‘) (tt +  С) =  Ф (У  = Ф (¿а), яъни ф>‘ ) (t)x =  ф (¿2), бундан 
лпвалгидек фУ>'(t  +  С) =  ф(1) (i) экани келиб чикади. фУ*(0 функция 
/1 -  /"г +  |С| интервалда аникланган булгани учун охирги
ийниятдан фойдаланиб мавжудлик интервалини янада кенгайтириш 
мумкин. Бэш^ача айтганда, г х — 2 |С| <  t <с г 2 +  2 |С( интервалда ани^- 
ланган ечимни ^уриш мумкин. Тегишли ечимни ф(2)(/) деб белгилай- 
мнз. Шунга ухшаш, мавжудлик интервали r y — kC < t < . r 2 +  kC дан 
иборат булган ф№ (t) ечимни к,уриш мумкин. Ю^оридаги тенгсиз- 
лнкда &->оо да лимитга утсак, — о о < / < -| -о о  интервал ^осил 
булади (r t ва г 2 лар ^андай булишидан ^атъи назар). Шу интервалда 
аникланган ечимни ф° (t) деймиз. Шундай ^илиб, теорема исбот 
булди. Аммо исбот давомида автоном системанинг ^ар н;андай траек- 
торияси чекли ва^тда чексизга кетиб цолмаслигидан фойдаланилди. 
Аслида курилаётган ^олда шундай. Шу муносабат билан к;уйида етар- 
ли шартни берадиган лемуа келтирамиз.

10. 1- л е м м а .  Агар D п тупламда  f i ( x u  . . . , хп),  . . . , f n (xlt 
■ ■ ■ i хп) ф щ щ и я л а р  б  арча ар г ум  гнтлари  б у й и ч а  чекли х у с у с и й  
\осилалар га  э г а  б ул са ,  у  %олда (10.3) автоном с и ст ем а н и н г  %еч 
цандай  т р а е к т о р и я с и  чекли в ацтда  ч е к си з га  к е т и б  цолмайди ,  я ъ н и  
у ш б у

lint |ф (/)| =5 оо, |ф(01 =  / ф ? (0  +  . . .  +  ФД(0t*AT.

<MjHoca6am Цринли б у л а  олмлйди.
I dfiИ с б о т .  Лемманинг ш артигакура U j-  =* 1,2,  . . .  , п,

0 < A i  — чекли сон. Элди /,(*) функция учун х=*0  ну^та атро- 
фида Лагранж фэрмуласини ёзамиз:

С Г  \  С /Ад  I 9 M 9 < - * )  i , d f i  ( Qi -  x )  ,  nft (*) =  fi (0) Л-------------xi +  • • « +  ---- ------- xn, 1 ~  1. 2, . . .  , n,OX1 oxn

бунда 0 <  8i <  1, ^¡х — у  £Dn. |/(0)]=»C дейуиз. 

ни ба^олайлик:
dxi

модул-

dfWi.'x)
дх.
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Бундан фойдаланиб, f  (х) вектор-функциянинг модулини ба^олащ. 
мумкин. ^акикатан, равшанки

\ f , ( x ) \ < C +  У п  М  2 | jc ,  I < c - V n  +  V.nM 2  I*,I 
1= 1 ¿= 1

= V n [ c + M  +
<4=1 /=[

бунда N =  шах (С, M).  Бу тенгсизликдан фойдаланиб топамиз:

I Нх)
<=i 4 ¿=1 1

— nN [ 1 -f■ 2  \xi\j  i= 1 '

Фараз этайлик, г у < х < г 2 +  2  \с т \ интервалда [аникланган ва
. т= 1

t-*-% — г 2-\- 2 1 с ,2~г z-i I I Да чексизга интилувчи х =  ф'(?) ечим мавжуд,
т = 1 k

яъни да | q: {t) |-> оо (т =  г г — 2  \Ст \ булганда ^ам исбот
т~\

шунга ухшаш булади. У хслда шундай т * < т  тспкладнки, т* < / <  
< т  интервалда | ф (0  |> 1 булади. Шунинг учун интер­
валда куйидагига эгамиз:

,  |.ф(01<1ч>1«)| +  Гч>2(01 +  •• •  +  1<рm (t )\<  
tl

< N V n ( l  +  2  I Ф/(01) < 2 N y n , \ ( f  (i)|.

Бундан
i=i

ф(0 I 1 ф (О I
Бу тенгсизликниьг икни томонини т* дан t гача интеграллаб топа­
миз:

2 N уп (/— . Тф <  t <  т.
Аммо

t -+ x  да 1 ф (т) | <  | ф (т^) |е:,2N  Y t t  ( т —т * ) оо.

Натижада фаразимиз зиддиятликка олиб келди. Демак, чекли вак,тда 
х =  ф (t) траектория чексизга кета олмайди. Лемма исбот этилди.
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Кейинги муящазаларда шу лемманинг шартлари ёки бошка етар- 
ли шарт бажарилган деб ^араб," х ='ф (t) ёчим — оо < t < .  +  оо ин- 
тервалда акикланган деб ^иссбланади. Хусусан, 10.3- теоремада

Ф (^i) ■s=s Ф ( У *  h Ф  4
булгани учун

к
ф(0^ - ф (t +  c j ^  . . .  =  Ф ( <+ У, с , )

/=! '
аГшият бажарилади ва ф (t) функция t г->т (т- чекли сон) да чексиага 
иптилмайди. Аслида ф (/) ечим чекли вактда чексизга интилмаслиги 
учун ф (/j) — ф (4 ), муносабатнинг бажарилиши ^ам етарли
шартлардан биридир.

Навбатдаги теоремада ^ам автоном системанинг ечими ф(^) = 
*= Ф (4 ). U Ф  к  булганда — оо <  х <  +  оо интервалда аншущнган 
деб хисобланади.

10, 4 - т е о р е м  а ( м у в о з а н а т  ^ о л а т  в а  ё п и ц  т р а е к т о -  
р и я л  ар ^ а к и д а ) .  Агар (10.3) тенгдс'манинг б ир ор  ф||) ечими 
уч ун  ф (¿1) =  ф (t2) t ^ t 2 тенглик бсжарилганда  чуйида ги  б и ри  
иккинчисини инкор стадиган икки хол юз бериши мумкин:

1) Барча t лар учун
Ф (i) =  a ,  а =  const, a£Dn;

2) Шунда1 м у с б ст  сон Т масжудки , ихШйсрий t учун
Ф (t +  Т) =  ф (t)]

тенглик бажарилиб,  \х1 — т2\<.Т бул ганда

Ф ( Ti )  Ф  Ф (хг)
тенгсЫзлик у р и н  л и.

1) холда вакд' утиши бклан ф (t) нукта х,аргкат килмайди, у доим 
Dn тупламнинг а нукдасида буу: ад и Шу ц (J) ечим ы  а нукта 
(10.3) тенглгманинг, яъни йсрмад гвтгнсм системанинг туеоза-  

нат .\олати ёки мувозанат нуц-  
таси  дейилади. Баъзида уни тинч-  
ланиш нщтщси  деб ^ам аталади 
(45, б- чизма);

2) ^оЛда х =■ ф Щ) ечим даврий 
ечим, унинг графиги спиц траек­
тория  ёки цикл (давра)  деб ата­
лади ( 45 - а чизма). ' щ 45-чизма.

10. 4-  т е о р е м а  н ин г и с б о т и .  Ушбу
4 ( 0  <l(t +  C) (10.4)

айният уринли б^ладиган х.ар бир С ссни л = q. (t) ечимнин г  да ври  
дейилади. Шу х ~  ф {t) ечимнинг барча даврларидан тузилган туп-, 
лам F булсин. )^сзкр бу сон ли тугламнинг баъзи хсссаларини тек- 
ширамиз.
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1°. Агар C£ F  булса, — С £F вулади. Дацикатан (10.4) да t ни 
t  — С га алмаштирамиз: ср (/ — С) з= q* (t). Бундан ~ С  6 F келиб чи­
тали.

2°. Агар qp (i) =  ф (t +  С4), t =* 1, 2, . . .  , к, С. 6 F булса, у ^ол-

3°. Z7 туплам ёпи^. ^ ак^ атан , ушбу С2, . . . , СА, . . . кет- 
ма-кетлик F туплам элементларидан т'узилган булиб, бирор С0 га 
я^инлашувчи булсин. C0 (zF эканини курсатамиз. Равланки, ф (0 =  
=  ф(/+СА). Шунинг учун ф(/) функциянинг узлуксизлигига кура 
аргументда лимитга 'утиш мумкин, яъчи цуйидзги амаллар уриали:

Ф (t) — lim ф (/) =  lim ф(? - f  С Л — q>(t +  lim C .) =  ф [t +  С0).
k-+oo k~+oo h-*oo

Демак, C0 (zF ва F ~  ёпиц.
4°. F туплам нолдан фар^ли сонларни уз ичига олади, чунки 

<10.4) да С ф О
Энди теореманинг исботига утайлик. F туплам учун к,уйидаги 

икки ^ол булиши мумкин:
1) F туплам барча ^ и ^ и й  сонлар тупламидан и борат;
2) F тупламда шундай кичик мусбаг Т сони мавжудки, у туп­

лам шу Т сонга бутун каррали сонлардан иборат.
Бош и, а доллар була олмайдч. Бунн исбот этамиз. F  тупламда мус­

бат сонлар бор, чунки 0 $F  булиб, С, — С лар унинг элемента.
У7 тупламда энг кичик мусбат сон булмасин, яъчи ихтиёрий мус­

бат е > 0  учун шундай С давр топнладики, С < 8  булади. 23 хосса­
га кура т-  бутун булса, тС  ^ам давр булади. С <  е булгани учун их­
тиёрий ^ и ^ и й  С0 учун шундай бутун т  топиладики, | С0 — тС | <  е 
тенгсизлик бажарилади. Бундан ихтиёрий С0 сон F тупламнинг 
лимит ну^таси экани келиб чицади. Шу билан бирга F туплам ёпяц, 
булгани учун у барча а̂.-̂ ин;ий сонлар туплами билан устма-уст 
тушади.

Энди F  туплам барча ^а^и^ий сонлар туплами билан устма-уст 
тушмасин, дейлик. Ю^орида исботланганига кура бу ^олда F туп­
ламда энг кичик мусбат сон Т мавжуд. С — ихтиёрий давр булсин. 
У ^олда шундай бутун сон ш  ни танлаш мумкинки, ушбу |С —
— т Т | < Г  тенгсизлик бажарилади. Бунда С — г п Т Ф  0 дейлик.

Ф (0 =  ф (# +  <?!), 

Ф (0  =  Ф (* +  С%) s  ф (i +  С, +  С,),

310



Аммо С ва т Т  лар давр булгани учун С — пгТ ^ам давр булади. Д е­
мак, \С — тТ\  ^ам давр булади. Шунинг учун |С — т Т |>• 0 ва 
|С — т Т \ < Т  тенгсизликлардан F тупламнинг Т дан кичик булган 
мусбат даври мавжуд. Бу булиши мумкин эмас, чунки Т сони F  
тупламда эн г кичик мусбат давр эди. Зиддиятлик С =  т Т  булиши 
кераклигини исботлайди. Демак, С =  тТ.  Шундай килиб, к^рилаёт- 
ган ^елда F туплам Т га каррали сонлардан иборат. Натижа килиб 
айтганда, даврлардан тузилган F туплам ё барча ^а^иций сонлардан 
иборат, ё унда энг кичик мусбат сон 71> 0  мавжуд ва F туплам шу 
Т  га каррали сонлардан ташкил топган.

Биринчи ^олда ср (t) ечим учун ихтиёрий ^акикий сон давр була­
ди; бу факат ф (/) вектор-функция узгармас вектордан иборат бул- 
гандагина мумкин, яъни агар ф (t) =  a,  a £ D n булса, у ^олда С — 
ихтиёрий ^авдий  сон булса ^ам ф (/ +  С) =  а  тенглик бажарилаве- 
ради. Биз мувозанат ^олатига эгамиз. Иккинчи '^олда F тупламнинг 
энг кичик мусбат сони Т  ф (t) ечимнинг даври (энг кичик “мусбат. 
даври) булади. Биз даврий ечимга эгамиз. Шундай ¡\илиб, теорема 
тули^ исбот булди.

Y  / 3 - § .  АВТОНОМ СИСТЕМАНИНГ Х.ОЛАТЛАР ФАЗОСИ

1. ^олатлар фазоси. Автоном система (10.2) нинг унг томони* 
даги функциялар л- улчовли фазонинг бирор очик А тупламида аник,- 
ланган. Шу тупламнинг ^ар бир (xf, . . .  , х°) = х° нуцтасига ушбу

f i  (х°)> f2 (*°). • •• ,

п  та сонлар кетма-кетлигини мос келтириш мумкин. Уларни п  ул- 
чоВли фазонинг х° ну^тасидан чикарилган f  (х°) векторнинг коорди- 
наталари деб к,араш мумкин. Бундан куринадики, автоном системага 
очик А тупламда аник ланган в ектор 'майдон мос келади.

х° нукта А тупламнинг ихтиёрий ну^таси булсин. Автоном сис- 
теманинг геометрик маъноси ну к, та и назаридан шу х0 нуктага ундан 
чикадиган f  (х°) вектбр мос келтирилган. Мавжудлик ва ягоналик 
теоремасига кура (10.2) системанинг ф (t0) =  х° шартни ^аноатлан- 
тирадиган х =  ф (() ечими мавжуд. Бу ечимга t — t0 да трзекторияси 
х° нуктадан у таДиган нуцтанинг ц ара ка т и  мос келади. ^аракати 
давомида х =  q> (t) ечимни белгилайдиган н^танинг t0 моментдаги
тезлиги f  (х°) вектор билан ифодаланади, я ъ н и (^ -^ )  —j ( x 0).

\ dt 1
Энди Хдлатлар фа зо си  тушунчасини киритамиз. 
w  10. 2 - таЧриф.  (10.2) автоном с и ст ем анин г  %олатлар ф а з о с и  
д е б  ш у н д а й  п  рлчовли фа зо га  айтиладики ,  у н д а  ш у  с и ст ем анинг• 
е ч и ш а р и  т ра ект ори ялар  билан ,  с и ст ем ани г  у з и  э с а  в ектор май-  
дон билан  тавсифланади .  Тра екториялар  %олат т р а е кт ори яла ри  
д е б ,  в екторлар  %олат тезликлари  деб айтилади.

10.5-  т е о р е м а .  У ш б у  а = { а и  . . .  ап) £Dn (Dn —А) н у ц т а
(10.2)' с и ст ем анин г  муво занат  Уплати б у л и ш и  у ч у н , я ъ н и  ш у  с и с -



т еж т ин г  щ (t) s s  a, a — const лйният tjринли буладиган  х =  ф (t) 
ечими мавжуд б улиши  уч ун  Dn трпламчинг а нуцтасида  У о̂лат 
тезли ги  нолга т ен г  б улиши за р ур  ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  a £ D n ну^та мувозанат ^олати дейлик. 
У >̂ олда (10.2) системанинг cp ( t ) ^ a  айният уринли буладиган
х — ц> (t) ечими мавжуд. Шунинг учун f  (а) =  — cp (t) == — а  =  0.

d* dt
Демак, ^олат тезлиги f ( x ) x  — a  ну^тада нолга айланади.

Е т а р л и  л иг  и. а в  Dn нук/гада f  (а) — 0. Бу ^олда cp(i)==0 
■функция (10.2) системанинг ечими булади. Ха'чикатан, ср (Л а (; С1 
a £ D n, ф (i) == — =  0 ва f  (а )  — 0. Теорема исбот булди.

10.1-  н а т и ж а .  (10.2) автоном с и ст ем м и н г  'мувозанат %олат- 
лари (нуцталари)  у ш б у

f i ( a u  . . .  , ап) =  0,,

............................. • (Ю.5) 
/„ (fli, • • • , ап) =  0

чекли тенгла'М2лар с и ст ем г синин г  ( ун га  Цосилалар ки рм ш ди )  ечим-
dxларидан  иборат.  Хусусан, — = ( х — I)3 тенгламанинг мувозанат
dt

ну^таси х =  1 ну^тадан иборат, чунки ( х — 1)2 =  0 тенглама шу 
dxечимга эга, — = ( х — 1)3 (л: +  2) тенглама иккита х =  1 , х  =  — 2 
dt

мувозанат нуцтасига эга. Яна ушбу

х1 =  Х1х1,

Х-2 — 2̂

{К1ф ' к 2, — ^а^и^ий, ^# = 0, Х2ф 0 )  системанинг мувозанат
^олати координата бошидан иборат булиб, D2 туплам- бутун текис- 
ликдир. Шунга ухшаш

хх =  ах1— Ьх3,
хг — Ъхг +  ахг (Ь фО ,  а  — ̂ а^и^ий сонлар)

системанинг мувозанат холати хам координата бошидан иборат, 
чунки

| ахл — Ьхг =  0,
{ bxt +  ах2 — 0

система фацат тривиал ечимга эга (системанинг дэтгрмяначти а 2 +  ' 
-\-Ь2Ф  0). Юкрридэги ^олларда битта, иккита мувэззнат ^олзтлэри- 
га эгамиз. Аммо мувозанат ну^талари санок,ли ёвд сало.^сиз булиши
з а̂м мумкин. Хусусан, x = s inx учун x ^ k n  (¿  — бутун сон) Hyiv 
талар мувозанат ну ̂ талари булиб, сано^ли тупламни талки л к,илади.
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* Х.г система учун хг = 0  чизиги ( х 2 уи.и) мувозанат ^олатини
I Х2 =  Ху

беради. Биз сано^сиз тупламга эгамиз. Агар х. — 0, ; — 1, . . . , п  
система берилган булса, мувозанат нукталари п  улчовлн фазода» 
иборат. Агар х.'= 0, xk =  а к ф= 0, i — 1, . . .  , п,  1 <  k <  п, i f -  k 
система берилган булса, унинг мувозанат нуктасм мавжуд эмас, » 
чунки ¡ ф О .

2. Скаляр автовом тенгламанинг ^олатлар т]’гри чизиги ва муво­
занат ^олати. Ушбу

.V =  / (.v) (10.6)

скаляр автоном тенгламаии курамиз. Бунда / (л) — бутун R1 тугри 
чизикда узлукс! з ва узлуксиз дифференциглланувчи функция. Яна 
^ушимча фараз этамизки, f  ( х )  функциянинг ноллари (улар берилган 
автонсм тенгламанинг мувозанат нукталаридир) лимит нуктага эга' 
булмасин. Бу фаразга кура f  ( х )  нинг ноллари бутун тугри чизи^ни 
чекли ёки санокли интервалларга булади. Эрг чап интервалнинг чап. 
охири— со, энг унг интервалнинг унг учи +  оо дан иборат. Шу 
интерваллар систёмасини ^  билан белгилаймиз. Агар / ( х )  функция 
R 1 тугри чизикда битта ^ам нолга эга булмаса, система битта 
(— оо, +  оо) интервалдан иборат булиб, f  ( х )  — битта .г0 нолга эга 
булган У  система иккита (— оо, х0), (х0, °о)^интервалдан иборат 
булади.

10 .6 - т еор  ем  а. У  с и с т е м т и н г  б и р о р  инт ер валини  (а,  I )  д ей -  
лик,  я ъ н и  (а, I)  6 У,, я н а  х0 £(а,  Ь) б у л с и н .  Агар х =  ф (t) б е р и л ­
г ан  тен гламанинг  (0, х0) бошлан гич  цийматлар га  э г а  б ул ган  ва.  
r v <C.t-<.r2 иытервалда а н щ л а н г а н  да вомс  излечим и б ул са ,  у  %олд а 
f  (хо) >  0 б у л г а н д а  у ш б у

. a < c p ( t ) < b ,  r x< t < л2; (10.7)
Jim ф (t) — a,  lim tp'ff) — b (10.8)
i - » r ,  <->rs

щ н о с а б а т л а р  у р и н л и ;  ш у  билан  б и р г а ,  а г а р  а  ( ёк н  I ) чекли б у л ­
са ,  у  %олда г г (ёки г 2) ч ек си з  б ул а ди .  Шундай цилиб ,  %ар б и р  
( a ,  t ) интер вал  б и т т а  %олат т р а е кт о ри я с и д а н  иборат .

И с бот .  f  (х 0) > 0 ,  х0Е ( а , ! )  булгани учун (теоремани f ( x 0) c  О 
булганда ^ам тегишлича баён этиб, исботлаш^ мумкин, (а, I ) интер-
валда / ( , v )>0  ва х > 0  булади. Бундан г{а, /)~да ^олат нуктаси 
чапдан унгга ^аракат к.илиб, ^олат^ траекториясини чизиши кел-иб 
чикади (46- чизма). Демак, t усиши 
билан ф (t) нук,та (a, t )  интер­
валдан фа^ат унг охири ор^али с . > t t , 
чи^иб кетиши мумкин (агарбумум- -г -/ о / ' х 
кин булса). Дейлик, t =  tx булган-
да ф (ti) =  b булсин. Эслатиб ута- 4б - чизма.
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мизки, f  (b) =  0 ва b — мувозанат ну^таси, бу Ъ нуцта ^ам 10.4- тео- 
ремага кура мустацил траекториядан ибэрат. Аммэ кх^оридаги фараз- 
га кура х — b ва х =  <р (t) траекториялар t =  tx да кесшцади. f (х) 
функция узлуксиз дифференциалланувчи булгани учун (10.6) тенг- 
лама ихтиерий тайинланган бошлангич шартни каиоатлзнтирадиган 
ягона ечимга эга. Шунинг учун биз зиддиятга келдик. Демак, t уси- 
ши билан ф (t ) нуцта (а,  Ь) интервалдан чи^иб кета олмайди. ф (t) 
ну^та t камайиши билан (а,  Ь) интервалдан чап охири ор^али чи- 
«\иб кета олмаслиги ^ам худди шундай курсатилади. Демак, ушбу 
« < Ф  ( t ) < . b  тенгсизлик уринли. Шундай к;илиб, (10.7) муносабат- 
лар исботланди.

Энди (10.8) муносабатларни исботлаймиз. Унинг учун lim ф (t) =  Ь
ни исботлаш етарли. Долган муносабат шунга ухшаш исботланади.

lim ф (i) Ф  Ь, яъни lim ф (t) =  с* <  b
t-tr,

деб фараз этамиз. (а ,Ь )  интервалда / (х) >  0 булгани учун f  ( с*)  ;> О 
булади. (10.6) тенгламанинг (0,с*) бошлангич цийматларга эга бул-
гаи ечимини ф (t) дейлик. Де\'ак, ф (0) =  с*, ф (t) =  f  (ф ( t) ) .  Бундан 
f  (с*)  >  0 булгани учун бирор / =  /* <  0, ( r i< Л») булганда ф (/ * )< ' 
< с *  келиб чи^ади. Иккинчи томондан, t-* -r2 да ф (t) ->с* булгани 
учун ф ( t j  < с \  /*< л , булади. Бу тенгсизликларга асосан ф (/*) =  
=  ф (¿*) =  х^, а <  *# <  с* <  6 деб танлащ мумкин. Бэщк;ача айтгай­
да, (10.6) тенгламанинг иккита ф (t) ва ф (t) ечимлари бир хил бош­
ланрич шартни Г^аноатлантиряпти. Бу ечимнинг ягоналигига зид. 
Шундай н;илиб, (10.8) муносабатлар исботланди деса булади.

Теореманинг охирги тасдирини исботлаШ и,олди. Унинг учун 
Ь —  чекли булсин дейлик, яъни 6 <  +  оо; г г =  +  оо эканини исбот­
лаймиз. Фараз этайлик, г . ,<  +  оо. Ушбу функцияни киритамиз:

Бу функция (10.6) тенгламанинг ечими, аммэ - бунинг булиши мум­
кин эмаг. Акс ^олда икки ечим х =* х (0  ва х =  Ь лар £ =  г 3 б ул -  
ганда бир хил ^ийматларга эга булади. Шундай килиб, га =  +  оо 
Худди шунга ухшаш а >  — оо (яъни чекли) булганда г х — — оо 
экани исботланади. Теорема ту ли к, исбот булди.

Келтирилган теорема (10.6) тенглама ечимларининг му^им хосса- 
сини беради. Навбатдаги хоссани баён этишдан аввал баъзи тушун- 
чаларни киритамиз.

Берилган (10.6) тенгламанинг бирор мувозанат нуцтасини Ь ун- 
дан чап ва унг томондаги энг я^ин мувозанат ну^таларни а  ва с 
дейлик. Агар~’(о Г Ь) интервал 2  системанинг . энг чап, (Ь, с )  эса 
унинг энг унг интервали булса, у ^олда а — оо, с  — +  оо булади. 
Куйидаги муло^азалар шу ^олларда ^ам уринли.  Демак, (а, Ь) £ 2 .  
(Ь, с )  6 2 -  Лар бир (а, Ь) ёки (Ь, с)  интервалда / ( х )Ф О .  Шу ¡ ( х )  
функциянинг мусбат ё манфийлигига к,араб (а,  Ь) ва (Ь, с )  интер-
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валларда ^олат ну^таси I ортиши билан ё 6 га я^инлашади, ё ун- 
дан узок[лашади.

Агар ^ар икки (а,  Ь) ва (Ь, с) интервалларда хам ^олат нуцтаси 
( ортиши билан 6 га якинЛашса, у ^олда нуцта (мувозанат нуцтаси) 
т у р г у н  дейилади; агар t ортиши билан з̂ ар икки интервалда ^ам 
^олат ну^таси 6 ну^тадан узо^лашса, у ^олда 6 нук,та т у р г у н  мае  
дейилади; агар  ̂ ортиши билан ,\;олат ну^та бир интервалда Ь га 
я^инлашиб, иккинчи интервалда ундан узоцлашеа, у ^олда 6 ну^та 
я р и ж  т у р г у н  дейилади.

х =  х тенгламанинг битта х =  0 мувозанат ну^таси бор. Демак, 
6 =  0 ва 2  система иккита (— сю, 0) ^амда (0, ,+  о°) интерваллар- 
дан ташкил топтан. Равшанки, (— оо, 0) интервалда ^олат ну^таси 
6 дан узо^лашади, яъни д :< 0  булгани учун ^аракат унгдан чапга 
булади. (0 ,.+  оо) ин тервалда эса ^аракат чапдан ;унгга булади, яъни 
э^олат нуцтаси ва^т утиши билан Ь ну^тадан яна узо^лашади. Шун-
дай 1̂ илиб, х = х тенглама учун 6 = 0 ну^та т ур г у н м а с  мувозанат
нуцтадир. Шунга ухшаш, агар х = — х тенглама курилса, х — 0 
ну^та тургун мувозанат ну^та эканини курсатиш мумкин.

Муло^азаларни интеграл чизиклар ёрдамида ^ам олиб бориш мум­
кин эди. Хусусан х =  х тенглама учун л: =  0 мувозанат ну^тасига 
(¿, х) -текисликдаги тривиал ечим, яъни  ̂ уки мос келади. Бу гори- 
зонтал у^нинг ю^ори ва пастки ^исмидаги интеграл чизиклар I орти­
ши билан борган сари шу укдан узоклашиб кетади (47- чизма). х =  
= — х тенгламада эса бунинг акси булади.

Шундай к,илиб, (10.6) тенгла­
ма учун Ь мувозанат ну^танинг 
атрофида, ани^реги (а, Ь) ва (6, с)  
интервалларда ^олат нуцтасининг 
харакати тугрисида куйидаги те­
орема уринли.

10. 7- те  оре ма .  (10.6) т е н г ­
ламанинг  муво з анат  н уцт а си  6 
т у р г у н  б у  лиши у ч у н  (а,  £) и н ­
т ер валда  ! ( х ) > 0  ва (Ь, с) и нт ер ­
валда  / (х) <  0 б ул и ш и  з а р у р  ва 
етарли\ муво занат  н щ т а  Ь т у р ­
г у н м а с  булиши у ч у н  (а, Ь) д а  
/ (х) <  0, (Ь, с)  да / (*) <  0 б  (/ли­
ши  з а р у р  ва  етарли\ н щ о я т ,  Ь , 47. чизма. 
ну^та  ярим т у р г у н  булиши у ч у н
/.(х) ф у н щ и я н и н г  ишора си  ( а, Ь) ва (6 , с)  интервалларда б и р  хил 
б улиши  з а р у р  ва  етарли.

Бу теореманинг нсботи юкоридаги мулохазалар ва таърифларга 
асосан равшан.

Шуни эслатамизки, бу теоремада фойдаланиш учун функция- 
нинг ишораси ни у ёки бу интервалларда текшириш лозим. Агар / (х)
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функциянинг хосилаларидан фэйдалансак, текширищ осонлалади. Шу 
м /носабат билан куйидаги теоремани келтирамиз.

10 . 8 - т е о р е м а .  (10.6) тз.чгламл у ч у н  Ь м у з о з л ч а п  н у ц т а б д -  
либ,  ?(х)  ф ункци я  ш у  н у^тадач  2 э +  1 (я — б у т у  и  н а ш у  рал с о н ) -  
т а р т и б г а т  у з л у к с и з  %осилаларга э г а  бС/лсин. Агар у ш б у

Г (Ь) =  [ . . . =  }[2з- 1) (Ь) -  0, /(2з) ( Ь )Ф  0 (10.9)

'Муносабатлар б ажарил са ,  Ь н у ц т а  ярим  т у р р у н  музозан. ат н у ц т а  
б^лади ;  ш у н г а  ухшаш,  а г ар  у ш б у

V (Ь) =  . . .  =  /(25) (Ь) =  0 , \^+Х)(Ь) Ф  о ] ( 10 . 10) 

мунос абатлар  б а ж а р и л и б  

а) /<2Ж)(6) <  0 б у л с а ,  Ь- т у р г у н ,  (10.10')

б) /(2*"И) (Ь) >  0 б ул с а ,  Ь- т у р г у н м л с  (10.10")
щ в о з а н а т  н у ц т а  б у л а д и .

Ис бот .  (10.6) тенгламада ¡ ( к )  функдия б ч г п  -к- тартибгача 
узлуксиз .^осилаларга эга булсин. У ^олда [ (*)■ функция учун х =а Ь 
ну^танинг атрэфида Лагранж формуласини ёзамиз:

1(х )=1{Ь)  +  £ & { х - Ъ У + £ $ Х х - Ь ) ' +  . . .  +

+  № Щ ( х ~Ь)*  +  0 ( х - Ь ) к ),

бунда Ит^-^-=з0.  Энди к =* 2; булсин. У ^олда (10.9) муносабат- 
у-*о У 

лардан фойдалансак,

+  о ^ - ^ ) 23) '9

формулага эга буламиз. -х£(а, Ь) дейлик. Бу ^олда х — Ь <  0;- Шу* 
нингдек, х 6 (Ь, С) булса, х — Ь > 9. Ахшз (х — Ь)2* > 0  б^лади. 
Шунинг учун форууланинг унг томонидаги 0 {{х — Ь)*) ифэда 

(Ь) ,  , . 2 3
—•̂25)Г" \х — ь> ^аднинг илэра;ига таъсир эта олмаганидан

г№) /<.И
$ щ п ! ( х )  =3 8%л * 6  (а?Ь), х£(Ь,  с)

мунасабат уринли. Лзкин ¡ {2з)( Ь ) ф  0. Шунинг учун ?(х)  функция 
(а,  Ь) ва (Ь, с)  интерзалларда бир хил иШэрага эга. Демак, (10.9) 
муносабатлар бажарилганда Ь нук;та ярим тур?ун булади.

Энди (10.10) муносабатлар уринли булсин дейлик. У ^олда 
Лагранж фэрмула:идз к =  2> 4-1,  з =з 0, 1, . . .  деб топамиз:

! ( * )  ( х - Ь ) * +\ + 0 ( { х - Ь ) * + 1) .
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Бу фэрмулада унг томоннинг ишэраги биринчи ^ад бллан ани^ла- 
нади, ищарага 0( ( х  — ft)2s+1) ^ад таъ_ир эта оллайди. Аввал (a,ft) 
интерзални курайлик. Унда % — ft<  О, демак, (х — &)<2з+1)<С0. Бук- 
дан (а,  ft) ва \(х)  нинг идэраси f (2sJhl) (Ь) шгаг ищэрасига тескари 
булиб чи^ади, яъни (а, ft) интервалда

f(2s+l) /1,4 -
sig П f  (х) — —  sig п  ■ ̂ Р Т ) Г ’ х £ ( а ’ ^  ( 1 0 . 1 1 )

(ft, с )  интервал учун x — b >  0, ( х — Ь) ' > 0  ва (ft, с )  да
f(2s-f¡)

S i g n f p )  =  si g « - ( 2 l + l ) i  ’ x ^ b' с) - (10.12)

Топилган (10.11) ва (10.12) муногабатлардан f(2fl )( 6 ) < 0  булса, 
f ( x ) >  0, x g ( a ,  ft), f ( x ) < 0 ,  х 6 (ft, с) тенгеизликлар" келиб чи^ади. 
Бу ^олда таъряф буйича ft нукта туррун булади. Агар /(2s+1) (f t)> 0  
булса, ул б у  f (x)<C 0, х^(а,Ь'У, f ( x ) >  0, .v £ (ft, с) тенгсизликларга 
эгамиз.. Бу .%олда эса ft ну.\га тур.-улмд: булади. Теорема исбот 
булди.

}^озир исбэтланган таорзмада келтирилган (10.9) ва  (10.10), 
(10.10'), (10.10 ') .шартлар мувэзанат ну^тасининг ярим туррун, тур ­
рун ва туррунмас булиши учун етарли шарт вазифасини ^аж ар  япти. 
Аслида бу шартлар з а р у р  ва етарлидир .  Здрурлигининг исбзти ^ам 
ю^оридаги кабн булади.

М и с о л л а р ,  1. Аввал х  => х  тенгламани олайлик. Унда f  (х) =* х  булиб,
/ '(0) = ‘1 > 0 . Демак. 10.8- теорэмага кура х  =  0 ну.',та туррунмас. Агар х  =  — х  
тенгламани олсак, унда / (л:) =  — х  аз /' (0) =  — 1 < 0. Бу ^одда х  =  О ну^та
туррун булади. Энди х  =* р  (х  — 1) (х Щ х  4 - %  0 Ф  р  =  const тенгламани к^- 
райлик. Унда / (*) =» р (х  — 1) (х +■ 1) (л: +  2) булиб, % ^ 1 ,  %==■— 1, х а =  ~~ 2 
ну^талар мувозанат ну^таларидан иборат. }\осилаларни ^исоблаймиз:

Г М  =  р [(* +  i )  (X 4- 2) — 1) (X 4- 2) 4- (х — 1) (х "4-1)]

Куриниб турибдйки, /' ( ! )  => 6р. f  (—1) =  — 2р, -  f  2) =  3р  ва р ф  0 булгани 
учун бу ^осилалар нолдая фар^ли. Биз 2s -f- 1 =  1 б^лган ^олга эгамиз. Агар 
р >  0 булса, 6/7 > 0 ва =  1 .ну^та тур- 
£унмас; — 2р < 0 ва х2 =  — 1 нукта тур  - -х„
fvh; Зр < 0 ва х 3 =  — 2 ну^та тургунмас Т *  Í - * *-t"*-----+------- :-----------•-<
булади (48- чизма). ’ о с  ц

2. Ущбу jt=>sinA: тенглама учун 4 8 - чизма.
мувозанат ну’̂ талари sin х  — 0 тенглама-
нинг илдизларидан иборат. Илдизлар х =  п к  (п  — бутун сон) куринишида ёзяладя. 
Бу *^олда f  (х) =» (sin х )’ =  cos х булиб;

rns г  / > °> агаР •* =  * — бУтУн сон,
1 < 0, ’агар х  =  (2k +  1) я , ft — бутун сон.

10.8- теоргмага кура, х  — 2кл  куринишдаги ну^талар туррунмас, х  =  (2/г -f- 1) я  
кур'.нишдаги ну^талар эса туррун булади. К,айд ^илиЗ утамизки, берилган тенгла- 
манинг мувозанат цуцталари сано^ли булиб, лимит ну^тага эга эмас,
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(10.14

3. Автономия с системанинг долатлар фазосига мисол. Ушбу 

х1 —а,
=  3Ы 2, а >  0, Ь >  0 

автономмас системани слайлкк. Унинг умумий ечими
х1 =  а? +  
х2 =  +  с2

куринишда ёзилади. Еерилган е*:ста гда я — 2 бултб, ^  =  о, /2 
~ З Ы 2 функциялар i, х, ва х2 лар буйича узлуксиз дифференциал 
ланувчи. Коши теоремасига кура, (/, Хц хг) узгаруьчиларнинг фаз 
сида ихтиёрий тайинланган (¿0, х° лг2°) ну^та^гн берилган система 
нинг ягсна интеграл чйзиги утади. Бу бир тсмсвдан. Энди систе 
манинг ечимини ^олатлар фазссида тасвирлаини курайлик. Унин 
учун (10.14) дан параметр I ни чи^ариб ташлаймиз:

(10.13

^2 =* ~ЛХ~  Сх)3 +  С2-I
(10.15

Бу кубик парьболалардан кбсрат б ул  б, (Сд, с2) ну^тадан утади ва 
хг — с 2 чизикдан ластда к.аваринлиги юк^срига, шу чизикдан ю^ори-

да эса  кавариклиги пастга караган булади. Шу билан бирга'у х =  с* 
чизщка уринади хам. Агар ё с[ — с], с2ф с г  ёкн с\фс\ ,  с 2 =  с,2 
булса, тегишли кубкк параболалар узаро кесишмайди (49- чизма). 
Буни аналитик усулда исботлан кийкн эмас. Параболалар кесишади 
дейлик. У ^олда

И =  ^ , и - с ' , ) + с 2,
лардан

У =  ^ { х - с [ ) + с ' 2

Л =  -^ > 0 .
а3 (10.16)
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тенгликка эгамиз. Агар с\ =ас\, с'2ф с ’2 ёки с \ Ф с [ ,  с 2 =яс2 гмуноса- 
батларни курсак, ю^орида зиддиятликка келамиз. Демак, кубик па- 
раболалар кесиша олмайди.

Энди с\ ф  с", с 2Ф с 2 булсия. У ^олда теги или кубик парабола- 
лар (10.16) тенглик урияли булган^а узаро кесищади. Демак, (хи х3) 
текисликнинг ^ар бир ну^тасидан ягона кубик парабола утмайди 
(49- чизма, в). Аммо (/, хь *2) фдзода ягоналик урин ли эди. Шун- 
дай цилиб, шу мисолдан к^ринадики, автономмас системаларни-улар- 
нинг ^олатлар фазосида текширищ мак;садга мувофи^ эмас.

М а ш ц .  Ушбу  системаларникг е-щмларк цалатлар фазосида тасвирлансин:
, | Х1 = —« х 2,

I х, = «  хх, о  > 0;

3. * = ( *  — 1)* (х +  2) (мувозанат ну^талари ^ам текширилс ин);
4. х =  (*  — Ч)% (мувозанат ну^таси >;ам текширилсин).

4 - 1 . ЧИЗЩЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ БИР ЖИНСЛИ 
СИСТЕМАНИНГ Х,ОЛАТЛАР ТЕКИСЛИГИ

1. Системанинг каноник куриннши. Бизга ушбу

чизи^ли узгармас коэффициентля блр ж-шгли система берилган бул- 
син. Бу системанинг детерминанта:

(10.17) система учун 'координата бэши (0,0) доим мувозанат ну^та- 
си булади. Аммо ундан бощ^а мувозанат ^олатлар ^ам булиши мум- 
кин. Агар Э ф 0 булса, (10.17) системанинг координата бошидан 
боища мувозанат нук;таси була олмайди. Afap О ф О  булса, равшан - 
ки, А => (ау7), ¿ , / = 1 , 2  матрицанинг ^ар икки хос сонлари нолдан 
фарк;ли булади.

Х,озир биз А матрица хос сонларига цараб, (10.17) системанинг 
куринишини соддалаштириш билан шугулланамиз.

а) А м а т р и ц а н и н г  х о с  с о н л а р и  ^ а ц и ^ и й ,  ^ а р  х и л  в а  
н о л д а н  ф а р^ л и .  Уларни ва Х2 дейлик. Бу ^олда (10.17) сис- 
темани махсусмас алмаштириш ёрдамида

Хх =* Ац Хх +  0̂ 2 ̂ 2>
Х2 "  2̂1 " I 2̂2 ^2

(10.17)

Оц <3x2
Oai Огг •

(10.18)

куринишга келтириш мумкин.
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(10.19).

Шу муносабат билан ^уйидаги алмаштиришни бажарайлик:
y t =  a  х х +  $ х 2,
У г =  У x i +  б х 2, 

а  б — P v ^ O .
Хосилаларни хнсоблаб, (10.17) дан фойдаланамиз:

У\ =  а  х\ +  р х2 =  (ап а  +  сил р) х г +  (с15 а  +  й22 р) х2>

У г =  V *1 +  § *2 =  («и Y +  а 21 б) -vx +  (aJ2 V +  «22 б) * 2- 
. Бу ифодаларни мсс раЕкшда Х1г/1 ва Я;  г/2 ларга тенглаштирамиз:

■Йп«+ о.! f ) Л'] + (Oj£а + «22Р) *2 — >•! (а + Р*2).
(«XIY -Ь “ а  6 ) ^ 1 +  («12 7 +  «22^)x2 =  Я2 (v*x +  6х 2). .

Энди ва х2 лар олдидаги коэффидиентларни тенглаштирсак, 
ушбу

i (ап  — Х1) а  +  a2i Р =  О,
\я12а  +  (а.й — Ях) Р =  0;

! («11 — К ) У +  «216 =  ° -
1а1зу +  («22 — Л-2.) 6 =  0

системаларни хссил кклаыиз. Равшанки ва К  учун

( 10.20)

( 10.21)

« 1 1 - К  «12_ л ’ = 0, i - l ,  2; бунда D (К) = (7ц— 1 0 12

«21 «22 ^7 í̂ 2l ^‘22 ^
0(Я,.) =

Шунинг учун D* (%¿) — а п — \  а21
■X, — 0 булади. Бу тенгликка

12 22

асосан (10.20) ва (10.21) скстемалар а , р ва у ,  б ларга нисбатан 
тривиал булмаган ечимлгрга хг:м зга. Хусусан,

«  = «2i. Р —— ( « и — КУ, v =  «-л. ;б =  — («п — К) ( i °-22)
деб тан ласа булади. Агар (10.22) тенгликлардан фойдалансак,
(10.19) алмаштириш махсускас була оладими? Шуни текширайлик. 
К,уйидагига эгамиз:

аб — Py = — аг1 (йц — Я2) -J- {йц Я̂ ) fí2i =  «2i (^2 ^ i)-
Бундан ап Ф  0 булганда аб — fiy Ф  0 экани келиб чикади. Агар 
a ¿1 =  0 булса, а12 — 0 булганда (10.17) система

Xi =  аг1 х и

~  (¿22 **21 '

куринишдг, *ъки (10.1£) курикниида ёзилган булади. Энди агар 
« 2i =  0 булиб, а 12ф 0  булса, у >,олда (10.17) система ушбу

J Xi =  й ц  Х-± 4“ «12 X<¿,
[Хо -- #•>-> Л о
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куринишни олади. Бунда хх ва х* лар ролини алмаштирсак,

системага эга буламиз. Энди бу системада а 21 урнида ап  турибди, 
Шунинг учун ап  ф  0 булгандаги мулохазалар -аГ2ф О  булганда ^ам 
утади. Шундай ^илиб, (10.17) системани унинг матрицаси ^а^иций, 
з$ар хил ва нолдан фаркли хос сонларга эга булганда (10.18) кури- 
нищда сзиш мумкин. Бу (10.18) система курилаётган з^олда (10.17) 
системанинг кан оник  куриниши дейилади.

б) А м а т р и ц а н и н г  х о с  с о н л а р и  ^ у ш м а к о м п  л е к с. 
Уларни ^  =  ¡л +  17 , =  ц — I у , у  Ф  0 дейлик. Аввало (10.22) ций- 
матлардан фойдалансак, (10.19) алмаштиришни бундай ёзиш мум-

[ у 1 =  ап  х1— (а11~ ' к 1) хг ,
=  «21 Х1 —  ( » и  —  К )  х1- 

Шу алмаштириш формулалари X,, лар комплекс булганда ^ам 
уринли. 'к1 ва К  лар урнига уз ифодаларини цуямиз:

келиб чикади. Содда ^исоблашлар ёрдамида (10.18), (10.23) ва 
(10.24) ларга кура ^уйидагига эгамиз:

кин:

Ух =  «21 * 1 —  («11 —  Ц » Т) -*2, 

У г =  »21 Х1 — («11 — И +  * 'V) *2-
(10.23)

Бундан, агар.
Ух =  и, +  ш21 
У2 =  Н1 * «2

деб белгиласак,

(10.24)

£¡1 '+  I £¡1 =  (ц +  г V) [од хх — (ап  — ц — ¿ г )  х г] 
а г а г  1

=  (|А«1 —  V ы2) +  I (V ы2 +  ц  ы2).

Шундай к;илиб, ушбу

+  11 и =  (| * « 1 —  *  “ г) +  * (V « х +  (1 и,)

тенгликдан

(10.25)

21—2465 321



муносабатларни ^осил ^иламиз. Шу (10.25) система берилган сис- 
теманинг хос сонлар комплекс булган ^олда каноник куринишидан 

иборат.
Албатта, (10.25) системани интеграллаб, (10.24) формулалар ор- 

1̂ али ху (/) ва хг (/) ечим топилади.
■ в) Л м а т р и ц а н и н г  х о с  с о н л а р и  у з а р о т е н г  в а  н о л ­

д а н  фа рк;ли.  Курилаётган ^олда \  =  Хг Ф  0. О (К) =  0 тенгла-
мадан 112 =  °и а88 экани келиб чикади. Бу ^олда ^ам а) ^оли-

даги каби муло^азалар юритиб, берилган системани унинг коэф- 
фициентларига ^араб хусусан ушбу

каноник курин ишга келтириш мумкин.
г) А м а т р и ц а н и н г  х о с  с о н л а р и  т е н г  в а  н о л д а н  

и б о р а т ,  я ъ н и  Х1 =  Я,3=5 0. Бу ^олда 0(А,_2) = ; 0  муносабатдан
«п  =  ап  =  а 1з ал =  «1! ^ а 21 — — ап  =  — а.12~ а  Ькани  келиб 
чицади'Бу холда каноник куринищ ^уйидагича булади:

(ач = а ( х 1— х2) ,  /V1 " " 0,
[я* =  а (х1 — х2)  ёки I у 2 — 0,

4/1 =  Уо, =  ^1— 2̂

Х\ =  |-̂ 1 =  0,
х2 =  0, |х2 я21
Я21 =  О, 0 ,  #12 =

Ю^орида биз чизи^ли узгармас коэффициентли бир жинсли сис- 
теманинг куринишини унинг хос сонларига к,араб соддалаштирищ 
билан* шугулландик. Энди каноник куринишда ёзилган иккинчи тар- 
тибли чизикли системаларнинг траекторияларини ^олатлар текисли- 
гида^урганамиз.

2. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли системанинг ^олат- 
лар текислиги. Хос сонлар хакикий ва комплекс булган ^олларни 
ало^ида текширамиз.

А. А матрицанин г  хос  с онлари %ар хал ва  нолдан
фарцли .4Хос сонларни ва К  десак, уларга мос келган чизикли 
эркли хос векторларни топиш мумкин (9 -боб, 4-§ га -даранг). Шу- 
нинг учуЦ (10.17) системанинг умумий ечими .

х =  С1/1(1)ем  +  С2Ь(2)/*‘ <10.28)

куринишда ёзилади. Уни яна

д; =  ё, Л0) +  (Ю-29)
бунда |2 =  Са ем  (10.30)
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куринишда Ы-" ва /г(2) векторлар буйича ёйкб ёзиш мумкин. ва 
£а сонлар ^олат текислигида тугри бурчакли Декарт координатала- 
ридан иборат булиши шарт эмас, бу Нп> ва /г<2) векторлар -буйича 
йуналган уцларга богли^. ^олатлар текислигини Р  дейлик. Унда 
1Х ва уцлар Ь(1) ва Н{2) векторлар буйича йуналган булади (50- 
чизма). Аффин алмаштиркш ёрдамида Р  з^слат текислигини шундай 
Р* текисликка акслантириш мумкинки, унда й(1) ва Н(2) векторлар 
узаро перпендикуляр е х ва е2 бирлик векторларга утади, Р  текислик1

"Р* \

нинг (1: , 12) ну^таси Р * текисликиинг тугри бурчакли декарт коор- 
динаталарига утади, «ъни Р  да х =  %х И(,) +  /г(2) булеа, Р* да 
х =  е х +  £2е и  ех ± е 2 булади. Курилаётган холда (10.17) систе­
мами каноник куринишда ёзиш мумкин ((10.18) га царанг). (10.18) 
екстеманинг траекториялари Р* текисликда лизилади, чунки унинг 
хос векторлари (1,0) ва (0,1) дан иборат.

Энди (10.18) системанинг траекторияларини тасвирлашга утамиз. 
Аввал |̂ 1|<!Яа| ва Х2< Х 1< ;0  ёки Яг >Я,1> 0  тенгсизликлар урин- 
ли булсин. (10.30) Дан куриниб турибдики, биринчи чоракда чизил- 
ган траекториялар ёрдамида долган чоракдаги траекторияларии х;ам 
ёзиш мумкин. Ундан ташкари, Я2< Я 1< 0  булган холда СХФ 0, 
С„ = 0 булса, §х =  Схе и  , £а =  0, 
яъни у^ига эгамиз. Унда Сх>0 
булганда ^аракат унгдан чапга,
Сх <. 0 булганда эса чапдан унгга 1 
булади. Бош^ача айтганда, +
+  оо да С нинг ишорасидан цатъи 
назар, Нт =  Нт Схе х̂  — 0 ва

¿-►-{-оо >~}-оо
координата бошидан иккй томонда 
^аракат шу нуктага йуналган бу­
лади. Худди шу хусусият 12 уцига 
^ам тегишли (51-чизма). Энди 
Са >  0-, С2> 0  булганда, яъни I 
чоракда траекторияларнинг к,ава- 
ри^лигини текширайлик. Равшанки, 51 - чизма.
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“bl W

й г = = ^ ( К - К У е (Х' - К ) ‘ > 0 .
“Si c i «

Бундан I чоракда траекторияларнинг к;авариклиги пастга ^арагаили- 
ги келиб чикади. Ушбу

lirn -1з- =* Пш ^
f-»+0O <-»-t .00 1

(Я2 — Ях) e(W ,)  ' =  0

- f  °° траекториялар абсцисса [у'^ига уриниши чи-
CZX2 e K,t < 0  булгани учун

муносабатдан t -
цади. I чоракда —  =  С1Л1ех,< <  0, —  

d t j   ̂ d t
ва лар i ортншй билан камаяди, ва демак, ^аракат ю^оридан 

пастга ^амда унгдан чапга йуналган булади (51- чизма). Траек­
ториялар чекли ва^тда координата бошига кела олмайди. Координата

бошй берилган система учун 
ягона мувозанат йуцтасидан ибо- 
рат булиб, у  муста^ил ечймдир. 
Долган чораклардаги траектория- 
ларни шу чизилган траекториялар- 
дан уларни ва £2 у •утри га нис- 
батан симметрик айлантириш ёрда- 
мида ^осил циламиз. Шундай к;и- 
либ, бутун текисликда траекто­
риялар чизилди дейиш мумкин 
(5Ьчизма). Я , > Я * > 0  булганда 
^ам худди шу усул билан траекто­
риялар чизилади. Траекториялар 
аввалгисидан фар^ цилмаса-да,улар- 
да йуналиш тескари булади(52- 
чизма). Хос сонларнйнг Я,2<[А.1<;

<  0 цийматларига мос картина (51 - чизма) т у р г у н  т у г у н ,  Аг >  >  О 
^ийматларига мос картина'эса (52-чизма) т у р г у н м а с  т у г у н  дейи- 
лади. Эслатиб утамизки, траекториялар Я2 <  < 0  булганда 

00 да, Я.2> Х 1> 0  булганда эса /-н>— 00 да Р* текисликда 
у к. и га уринади; Р  текисликда бу ^ол Ях га мос келган хос век- 

торнинг йуналиши билан богли^ булади. Айтилган хосса мисоллар 
куришда ^улайлик тугдиради.

Хос сонлар учун Я1< 0 < А ,2 (Я2'< 0 < Я х) тенгсизлик уринли 
булсин дейлик. Бу ^олда хос сонлар турли ишоралйрга эга. Ях С  
< 0 < Я 2 булганда ук;и буйича з^аракат координата бошига 
йуналган бйлиб, £2 У^и буйича даракат координата бошидан узок,- 
лашади. Траекторияларни куршл учун уларни I чоракда ^урил 
етарли. Аввал каварикликни текширайлик. Я2 — Ях >  0 булгани учун

0 б у л а д и ,"демак, I чоракда каваршушк пастга карага;г. Шунга 

ухшаш ушбу

52 - чизма.
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Hm =  lim £& (X, — X,) e( l i_ i l)  '  =s - f o o .
i-C+OO <->-(-00

f lim ^  = l i m  a  (X2 — Xx) e(W ,)  '  =  0, lim (f) =  0,
*—oo — CO

lim£2(0  =  +  oo 
/->-f 0°

муносабатларга эгамиз. Бундан I чоракдаги траекториялар параба- 
лаларга ухщашлиги ва уларда з^аракат унгдан чапга ва пастдан 
ю^орига йуналганлиги келиб чи^ади (53- ччзча). А.<пантирши

ёрдамида траекторияларни бзнца чоракларда з̂ ам чизамиз. Агар хос 
сонлар Х2< 0 < Х ,  тенгсизликни к;аноатлантирса, ю^оридаги усул 
билан яна траекторияларни к,уриш мумкин (54-чизма). ХаР икки 
з^олда з̂ ам з^осил булган картина э г а р  дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
! - ' V
Xi =  — 3xt + x 2

х2 =  4xt  — Зхц . ,

системанинг траекторияларн чизилснн ва мувозанат нуцтаси атрофидаги картина 
аншупаисин. А матрицани ёзамиз: А =  ( ^ _gV Бу матрицанинг хос сонларини

___ о  1 1 I

4~ _3_ j J  =  0 ёки (3 - f  X)2 — 4 =  0. Бундан 3 X =  ¿5 2 ёки Xj =
=  — 1, Х2 =  ->-5. Равшанки, %2 < \ v  |Х2| >  |Хх|. Хос сонлар ^ар хил ва манфий 
б^лгана учун биз т у р г у н  т у г у н г а  эгамиз. Энди шу картинани чизайлик. Унинг

учун хос векторларни топиш керак. =  — 1 га мос хос вектор /г(1)=  ¿ ш ]  Уш'

б у . Ahw  =  (— 1) Zt(1) ёки ^ 3'[П))  =  (  А̂ 1' )  системадан топилади.

Равшащси, биз — 2/х^+ А ^ == 0 тенгламага эгамиз ва ундан =  Л У1 => 
=  2 деб олиш мумкин. Агар =  — 1, =  — 2 десак з̂ ам уша йуналиш чи- 
>;арилади. Шунга ухшаш Х2 = — 5 хос сонга мэс хос вгкгор топилади:
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55 - чизма. 56 - чизма.

Энди текисликда координата бошидан шу векторлар йуналишида турри чизи^- 
лар утказамиз. Абсолют ^иймати буйича кичик хос сон =  — 1 булгани учуй 
траекториялар шу хос сонга мос Л'!) вектор йуналишига ¿-*- +  со да уринадв 
(55- чизма).

2. Ушбу
| х х — Зхх +  х г, 
и 2 =  4х1 + 3 х г

о 1 ч V 1 |
система учун А =  ( 4 3 ) ва хос сонлари Ь 3—/. --- 0 тенгламадан топилади: 

31| >= 1 , Я2 «= 5. Хх =  1 га ысс хос вектор А*1* =  | ^  ва Х2 =  5 га  мос хос век­

тор аса А(2) =  ( 2 ) дан ибсрат. Хос сонлар турли ва мусбат булгани учун би»

т ур р ун м а с  т у г у н г а  эгамиз, Траекториялар к~>—  со да : | вектор йуна-
ляшига координата бошида уринади (56- чизма).

Б) А м ат рицанин г  хос с онлари ксмплекс .  Бу з^олда хос сонлар 
вдшма комплекс булиб, уларни Я. = [х +  ¿V, X — }г— IV, ч ф О  деб 
белгилаймиз. V ни дсим \’> 0  ;еб  ^аргш мумкин. Шу хос сонларга 
мос хос векторлар з̂ ам кушма комплекс булади. Агар На)  ва И(2)лар 
дйки^ий вектор булса, мсс хсс векторларни /г ва /г деб белгиланади 
ва бундай аникланади:

И =  - I  ф ({) — 0 2)),

бунда /г(!) ва /г(2) лар чизи^ли зркли, акс ^олда /г ва Н лар чизик; 
ли боглик, булар эди. Шунинг учун Ь0) ва к( )  ^ и к .и й  вектор­
ларни Р  текисликда хос йуналишлар деб к;араш мумкин.

Энди Р* текисликда траекторияларни цурамиз. Курилаётган ^ол- 
да берилган системанинг каноник формаси маълум. Уни ёзайлик 
((10.25) га ^аранг):
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l í a  =  v£a +  f*Sv
(10.25)

Бу системанинг умумий ечими

Í6i (í) =  Ce>1‘ cos "(v t - \- у) ,  
U , (/)=»■ Ce^ sin ( v i +Y)-

куринишда ёзилади (С вз — ихтиёрлй узгармаслар). Унда t ни па­
раметр деб карасак, биз траектэрияларяинг пардметрик тенгламаси- 
га эгамиз. Улараи ^уриш учун к;утб координаталарига утиш кулай- 
лик турдиради. Шу ма^садда I j ^pcos cp ,  1, — р sin ф (р, ф — цутб 
коордйнаталари) дейлик. Щунинг учун ю^орида ёзилгая умумий 
счим

р =  Cev‘t (С >  0), ф =ч \t +  у .(v >  0) (10.31)

куринишни олади. Бу муносабатларга кура t усищи билан ф бур- 
чак ^ам .усади (чунки v > 0  деб ^араяпмиз). Бэадача айтганда, 
координата бошидан чикадиган нур (^ (/ ) ,  (/)) ну^тадан утиб се- 
кундига у  р а ди ан  тезлик билан соат стрелкасига царши йуна- 
налишда бурилади. (10.31) дан t ни чи^арамиз:

i —ф
Р = K e v , (10.32)

-ü-v
бунда К  —Ce v =* const. Траекторияларнияг куриниши р>>0,
| i< 0 , р =  0 к;ийматларга цараб ^ар хил буладй. р < 0  булсин.
v > 0  булгани учун lim p =  0, чунки < 0  ва lim ф =з +  с». Де-.

t -* + o o  ч V ¿-»-f-oo

мак, /-> +  оо да .^олат ну^таси координата бошига я^инлащади 
(57- чизма). Х,осил булган картина mypFyn фокус  дейилади. Агар 
/i >  0 булса, юк;оридаги каби муло^азалар ёрдамяда турр унма с  ф о ­
к у с  картинасини ^уриш мумкин (5 8 -чизма). ,
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Агар ц =  0 б\-лса, (10.32) фор- 
муладан р =  К  (К — const) келиб 
чи^ади. Бу эса, маркази координа­
та бошида булган концентрик ай- 
ланалардан иборат (59- чизма). >̂ о- 
сил булган картина 'марказ деб 
аталади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

*1 =  3 ^  —  Х2,
х2 =  4хг +  3*2

59 - чизма. система учун

»ва

Д емак, е= 3, v  *= 2, X =  3 +  2/ хос сон учун хос векторни излаймиз.

(5 ~1) й )  -  ( й ( « ; + 4 )  -  ( Ш й .
Бувдан

I З/i! — Ла = ЗЙ! + 2Й!  ̂ i—h2 = 2iftj 
14At +  ЗЛ2 =  3A2 +  2iAa еки \ 4A, =  2/Л,.

Охирги нкки тенгликнинг бири иккинчисидан ?;осил цилиниши мумкнн. Шунинг 
учун /*1=1, А2 =  — 2/ деб танланса булади. Энди к — векторни бундай тас- 

вирлаймиз: 2

К^ринадики, Л(,)=  Л(2) =  ^  векторлар изланган булиб, улар абсцисса
ва ордината уклари буйича йуналгандир. Курилаётган мисолда р. = 3  >  0 булгани 
учун биз т ур г у н м а с  ф ок у с  картинасига эгамиз.

2. Ушбу

|*1 =  — 2х1 +  10д:2,

1*2 =  — *1
система учун

А =  ( ~ 1  '[ ¡ )  ва Х]_ 2 =  — 1 ±  Зг, |а =  — 1 <  0, г= 3 .

Аввало биз ц < 0 булганидан т у р г у н  ф ок у с  картинасига эгамиз. Энди хос 
векторларни топайлик. Содда ^исоблашлар курсатадики,

<*и
(г? ’S) (й " <- . +3'> (й.

f— 2Ai +  10Л2 =  —  Ai +  Ш х,
I—h i  =  — Аа —{- 3ift2



ёки • •
/(— 1 — 3/) Aj+ 10Л, = О,
К + ( - 1 + 3 / ) А а =  0.

Охирги икки тенглик узаро эквивалент. Шунннг учун h x — 10, Л, => 1 +  3 i 
деб танланиши мумкнн. Энди h  — j  вектор учун куйидагига эгамиз:

Бундан ^а^и^ий хос векторлар сифатида

(1°J- * " - ©
векторларни, ёки бари бир,

*“> -  (И- ‘r a - (?)
векторни олиш мумкин.

В) А матрицанин г  хос с онлари т ен г  ва нолдан фарцли. А мат- 
рйцанинг хос сонини X дейлик. Унга мос хос векторлар учун икки 
хил ^ол юз бериши мумкин:

1-^ол.  Р  текисликда шундай иккита *чиз;щли эркли h {1) ea/i(2) 
векторлар мавжудки, улар учун ушбу

Л/г(1) =  Xh{[), Лй,2) =  Xhi2) ; (10.33)
тенгликлар уринли. ,

2- о л. Р  текисликда шундай иккита ¡чизи^ли эркли /г(1)в а  Н(2) 
векторлар мавжудки, улар учун ушбу

Ah(1) =  Xh°\ Ah(2) т  Xh™ +  Л(1) [(10.34)
тенгликлар уринли.

Шу (10.33) ёки (10.34) тенгликларни цаноатлантирадиган h (i) 
ва h <2> чизицли эркли векторларнинг (базиснинг) мавжудлигини кур- 
сатамиз.

h (1> — А матрицанинг хос вектори булиб, Д(2)— унга коллинеар 
булмаган ихтиёрий вектор булсин. У ^олда

Л/г(1) =  Xhlt) [ва Ah(2) =* аН(1) +  p/i(2)
тенгликларга эгамиз. Улардан /г(1) ва ft<2> ларни топиш учун систе­
ма сифатида фэйдаланищ мумкин. Бу системанинг матрицаси

Q  ■
булиб, хос сонлари X ва ¡3 дан ибэрат. Щунинг учун р =я X. Агар 
■а — 0 k булса, (10.33) тенгликларга эгамиз. а ф О  булганда эса 
<10.34) тенгликларда ft(1) векторни унга коллинеар a / i (1> билан ал- 
маштирамиз. Шу билан (10.33) ёки (10.34) ларни ^ноатлантира- 
диган базис векторларнинг мавжудлиги исбот этилди.
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1-^олда умумий ечим

х =  Сх/г(1) ¿*  +  СгН{2) еи  =  х° еи  (10.35)
куринишда ёзилади.

Бу ечим учун х (0) =  х°. Биз к ф  0 ^слни кураётганимиз учун 
(10.35) ечим координата бсшидан чикаднган ярим тугри чизи^ларни 
ифодалайди. Уларда харакат л <  0 булганда координата бошигз 

'йуналган  булиб, к >  0 булганда эса йуналищ бунинг акси булади 
(60- чизма).

60- чизма.

Юк,орида курилган ^олларда [к <  0 булганда тур г ун  тугилма  
тугун .  Я >  0 булганда эса т ур г у н ’мас туги/гма т у г у н  картинала- 
рига эгамиз.

2- ^олда умумий ечим

х =  Са /г(1) е ‘ +  Сг +  /1(2)) еи
куринишда ёзилади. Буни яна базислар буйича ёйиб ёзиш ^ам мум- 

кин:

х=*(С1 +  С4) еи к {1) + С . А (2).
Бундан Р  текислигида траекториялар тенгламасини топамиз:

| = (С 1 +  Са0 еМ, 1у =  С2 ек‘. (10.36>
Бу траекторияларни Р* текислккда цурамиз.

Аввал Я ,< 0 булсин. (10.36) формулалардан Сг ни — Сх га, С2 
ни — С2 га алмаштирсак, координата бошига нисбатан симметрия 
з^осил булади. Шунинг учун тргекторияларни ю^ори ярим текислик- 
д а  чизамиз. Сунгра ундан пастки ярим текисликдаги траекториялар­
ни ^ссил ^илиш мумкин.

Дастлаб С2 =  0, Сг ф  0 дейлик. У ^олда (10.36) дан == 
е=Схе *  , |2 — 0. Бундан Я < ;0  булгани учун ^ < 0  булганда чагс 
ярим абсцисса, }кига Сх> 0  булганда эса унг ярим абсцисса уцига



траектория сифатида эгамиз. Чап ярим уада ^аракат чапдан унгга;, 
ун г ярим у^да эса унгдан чапга йуналган булади.

Энди О, С2> 0  булсин. (10.36) дан ушбуга
Ъг = С^еи , 12 =  С2 еи , С2>  0 (10.37)

эгамиз. Агар /==0 булса, бун^ан (О, С2) ну^тани тола\шз. Энди
* узгарувчи ¿ > 0  ^ийматларни ^абул ^ила бэщласа, (Ъи  £3) ну^та- 
нинг ^аракатини, ва демак, траекториясини ани^лайшз. Албатта, 
■(10.37) дан куриниб турибдики, t нинг нолга етарли я^ин ^иймат- 
ларида £х>  0, |2> 0  ва (£ь  £>) иу.^та (О, С,) ну-^тадан унгга ба­
раках ^илиб, I чоракка киради. К,уйидаги

¿Е» __ X 
1+^

ифода / нинг нолга етарли я^ин цийматларида манфий (чунки Х<0). 
Шунинг учун £2(/) функция аввал камаюзчи функция каби узини
тутади. Бу хосса t = 0 дан /* — — -  гача давом этади. Аммо

( » •  - г )

%
интервалда

и§1' а  Их (1+М)2 ’ С2еи(1+Х0
Л ■

Я.2
С2 (1 + Х 0 3 ея'<

булгани учун шу интервалда ^аварик;лик кцорига ^араган булади.
Равшанки, ¿* =  4 —  моментга мое ну^тада траектарияга утказил- 

"к
гаи урйнма вертикал. Шундай ^илиб, (О, С2) нук;тадан / =э 0 да 
^аракат бошланиб, I чоракда чапдан унгга ва юрридан пастга
йуналган булади, бу ^аракат ( ^ ( Н .  1а(Н ) =* ( ~ ^  е_1» с ие~г )  
яу^тагача давом этади.

Ни^оят, / > ---- - булганда ну^танинг ^аракатини ург анамиз.X
<10.37) га кура Я-<0 булгани учун функция камаюзчи. Бу хосса
I нинг барча / > 0  ^иймэтларица Тутрй. Энди нинг / буйича ^о- 
силасини ^исоблаймиз:

Бундан

ш

> 0 , агар 0 <  I <  - - 5 - ,
А

< 0 ,  агар / ;> -----
А<
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Демак, — т - моментдан бсшлаб, (Sí , У  нукта унгдан чапгаА»
ва ю^оридан пастга ^аракат килади. Куйидаги лимитларни ^исоб- 
лаймиз (Лопиталь коидасини цулланиб):

lim (t) =  lim C2te%i=  lim =  lim —
íd-j-oo /-э-j-00 /-r>-f-oo e . /—►̂_00 —"he t =  0;

lim |2(¿) =  lim C2ew ="0.

Бундан куринадики, (g,, l ¡ )  нукта ва^т =  — — дан ортиб боргав 
сари координата бсшига якинлаб боради га / ->- -f оо да ^  ут^игз 
ну^тгнинг траектория«! уринади (61-чигма). Траектсриянинг (------ г

\ % \
4 -оо^  интервалга мос келган булагининг кавариклиги пастга i^apa-

ган. Бунинг туррилиги ( — +  оо ) интервалда >  0 эканидав\ а / dl\
келиб чи^ади.

Энди t <С 0 булганда траекто- 
рияни текширайлик. Равшанки, бу 
холда t узгарувчи 0 дан — оо га- 
ча камайиб борса, нукта ^ам op­
eara, яъни унгдан чапга ва паст- 
дан юцорига II чоракда ^аракат 
^илади. (10.37) га кура унгдан 
чапга пастдан ю^орига Караганда 
тезро^ ^аракат ^илади (61-чизма). 
Энди агар С2 га барча мусбат 
кийматлар берсак, тегишли траек- 
ториялар ю^ори ярим текисликни 
тула ^оплайди (6 1 -чизма).

Агар (10.36) формулаларда Сг 
ихтиёрий булса хам худди ш у 

муло^азалар уринли булади, яъни* (Сх +  Cst) еи  ва C2t c u  функция- 
ларнинг дифференциал хсссалари бир хил. Хусусан, бу ^слда ^ара-
кат (Clt С2) нуктадан бошланади. ( — оо, — Сг + % Сх . интервалда

( С -4- 'к.С' ** \----- — — í-, -J- оо интервалда эса пастга ца-
. АС2

раган булади. Сг ва С2> 0  ларга ихтиёрий кийматлар; берсак, мос 
равишда курилган траекториялар юкори ярим текисликни тулдиради.

Агар С2 <  0 ва Сх — ихтиёрий узгармаслар учун ю^оридагидек, 
муло^азалар юритсак, пастки ярим текисликда траекториглар цури- 
лади. Шундай к,илиб, F* текисликни тула к,сглайдиган траектория­
лар чизилади (61-чизма). Бу хелда биз т ур г ун  т у г и м а  т у г у н  
картинасига эгамиз. Агар Я >  0 булса >;ам мулохазалар ухшаш (62- 
чизма). Бунда тургунулас  тугилма т у г у н  картинаси курилгди.

61 - чизма.



М и с о л. Ушбу -1

\х}  =  — х1 
и 2 =  Х1 — х2

система учун

ва Х15=Л2 = - 1 .

Содда ^исоблгшлар ёрдамида топамиз:

( ? ) - . - . ( $ )  ■■ № « . ) - И
Бундан А(/> =  О, =  1, (А ^  — ихтиёрийлигидан). Д емак,

' Л<2>

62 -чизма. 63- чизма.

вектори ушбу

I 1 - 0  ( а< | )]- ( 1}
тенгликдан топилади. Уни соддалаштирсак,

1 *»>_*?>; - 1 * ?+ !,)  

тенгликка келади. Бундан А ^ =  1, =  1, =  ихтиёрийлигидан). Д емак, Л(2)=э 

' — ( } ) .  Ш ундай цилиб, базис сифатида ( 1) ва (| )  векторларга эгамиз. X =  — 1
булгани учун бу базислар асосида тургун  тугилма тугун  картинасини чнзамиз 
(63- чизма).

Г) А ш т р и ц а н и н г  хос сонларидан. ка'мида биттаси  нолга 
тенг.  Бунда икки ^слни ало^ида курамиз.

1-^ол . Фак,ат битта хос сон нолга тенг, хусусан, ХхФ О, Я3 =  
*= 0 булсин. Бу ^олда ечимни
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Демак, ** - моментдан бсшлаб, (|ь  L¿) нукта унгдан чапга
ва^ю^оридан пастга ^аракат килади. Куйидаги лимитларни хисоб- 
лаймиз (Лопиталь ^оидасини цулланиб):

J im S j(t) =  lim C.2 teu ~  lim ~^f-r  =  lim —^
(e-foo /->-foo e . ¿->-foo —

C„<
=  0;

lin ig2(/) =  lim C2ew = "0.

Бундан куринадики, (|,, |2) нукта ва^т ^  — дан ортиб боргав 
сари координата бощига якинлаб боради ва i -> +  оо да ^  уц и т
ну^тгнинг траектория« уринади (61-чизма). Траектсриянинг (---- -  г

\ X í
4 - o o j  интервалга мос келган булагининг кавариклиги пастга i^apa- 

ган. Бунинг тугрилиги í — j - ,  +  оо интервалда ~ ~  >  0 эканида»
келиб чи^ади.

Энди t <  0 булганда траекто- 
рияни текширайлик. Равшанки, бу 
холда t узгарувчи 0 дан — оо га- 
ча камайиб борса, ну^та ^ам op­
eara, яъни унгдан чапга ва паст- 
дан юк,орига II чоракда ^аракат 
к,илади. (10.37) га кура унгдан 
чапга пастдан юк,орига Караганда 
тезро^ харакат килади (61-чизма). 
Энди агар С2 га барча мусбат 
кийматлар берсак, тегишли траек- 
ториялар ю^ори ярим текисликни 
тула ^оплайди (6 1 -чизма).

Агар (10.36) формулаларда Ct 
ихтнёрий булса хам худди ш у 

муло^азалар уринли булади, яъки' (С, - f  C2t) еи  ва С4  с ,л функция- 
ларнинг дифференциал хсссалари бир хил. Хусусан, бу ^слда ^ара-
кат (Сх, С2) нукладан бошланади. ( — оо, ~  с ? + Ci j интервалда

\ ' хс2 )
( С -I- \----- — — í_i оо интервалда эса пастга ца-

раган булади. Сх ва С2> 0  ларга нхтиёрий кийматлар; берсак, мос 
равишда к.урилган траекториялар юкори ярим текисликни тулдиради.

Агар С2 <С 0 ва Сх — ихтиёрий узгармаслар учун ю^оридагидек, 
муло^азалар юритсак, пастки ярим текисликда траекториглар цури- 
лади. Шундай к,илиб, F* текисликни тула ксллайдиган траектория­
лар чизилади (61-чизма). Бу х/'лда биз т ур г ун  т у г и ш а  т у г у н  
картинасига эгамиз. Агар Я >  О булса >;ам мулохазалар ухшаш (62- 
чизма). Бунда тург унмас  тугилма т у г у н  картинаси курилгди.

61 - чизма.
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62 -чизма. 6 3 - чизма.

М и с о л. Ушбу

система учун

Л '=  ( “ } _ } )  ва Х15= Л 2 = - 1 .

Содда хи соблгшлар ёрдамнда топамиз:

1 - 0  ( $ ) — ’ ( } )  ■■ « Г - Л - й
Бундан А(11) =  0, —  1, (А ^  — ихтиёрийлигидан). Д емак, 

вектори ушбу

........  , , ,  / Я  +  И ’
' Ч * п  и "

тенгликдан тогшлади. Уни соддалаштирсак,
_*<*> Ч /_„<*> \

(—1 °\ ( ЛИ1 1 - и Ы 27

тенгликка келади. Бундан А(2 ,=  1, — 1, =  ихтиёрийлигидан). Д емак, А<2'=» 

'= ( ] ) ■  Ш ундай килиб, базис сифатида (| )  ва (| )  векторларга эгамиз. % =  — 1
булгани учун бу базислар асосида тургун тугилма тугун  картинасини чизамиз 
(63- чизма).

Г) А ш т р и ц а н и н г  хос сонларидан ка'мида биттаси  нолга 
тенг .  Бунда икки ^олни ало^ида курамиз.

1-^ол . Фа^ат битта хос сон нолга тенг, хусусан, Яа =з
е= 0 булсин. Бу ^олда ечимни
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h {l) +  l 2 h (2)

куринишда ёзилади ва = Cxe 1 , g2 =  C2 =  const. Агар Яг <  0 булса, 
з^аракат |8 =  Сг горизонтал чизиги буйлаб, з̂ ар икки томондан |2 
уцига томон йуналган булади. g2 у^ининг, яъни ^  =  0 тугри чизи- 
рининг з^амма нук;талари мувозанат холатидан иборат (64-чизма, а).

64 - чизма.

з^олати бу'лади. Х,ар икки з^олда

О %

Г V

Агар Xj >  0 булса, з^аракат ю^оридагига Караганда тескари йуналган 
булади (64- чизма, б). Бу з^олда з̂ ам =  0 тугри чизиги мувозанат

з̂ ам 1Х =  О булганда х = C2h'2> =  
=  const га эгамиз. Бундан юк;ори- 
даги фикримизнинг далили кури- 
ниб турибди.

2 - ц о л .  Икки хос сон з̂ ам нол- 
га тенг. Бу зрэлда ечим 1) х — 
=  Cth(t) +  C2h(2)=  const каби ёзи­
лади. Биз Р  текисликнинг барча 
ну^талари мувозанат ну^таси бул- 
ган з^олга эгамиз. Бу А матрйца- 
нинг барча элементлари нолга
тенг булгандагина содир булади.
2) х — (Сг +  C2t) h{1) + Cz h{2), Ei = 
—C1 +  C2t, 1г = C2 каби ёзилади. 

Агар C2 == 0 булса h  ук,и мувозанат ну^таларидан иборат булади.
укдан юкорида С2 >  0 ва з^аракат чапдан унгга, пастда эса С2<О 

ва з^аракат унгдан чаига йуналган булади (65- чизма).

5-§. АВТЭНЭМ СИСГЕУ1\НННГ Х.0ЛАГ ТЕ5Л>1ГИ ВЕКТО?Л1ЯМГ 
^АРАКАТИ Х,АК,ИДА

Мазкур параграфда иккинчи тартибли автоном системаларни ур- 
ганишда музрш роль уйнайдиган з^олат тезлиги векторининг з а̂ра- 
катини текширамиз. Бу вектор вак,т утиши билан, умуман айтганда, 
ё у ёки бу йуналишда бурилади, узунлигини з̂ ам узгартиради.
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(10.2) системани курайлик. Унда х — \ '■ I вектор холат тезлиги

Хп
векторидир. Унинг модули ^ар Сир моментда

x \ ^ V ( x 1)2 +  . . .  +  (xnr = l|/
'. . /=1

формула билан аникланади. Энди п =- 2 булганда х векторнинг ар- 
гументи ва^т утиши билан бур-якшийи текширамиз. Унинг аргу-
ментини a '= a r g x  деб белгилайл из. Бу функция ихтиёрий t учун 
узлуксиз. Агар fx (х) ва f 2(x) функцжлар узлуксиз дифференциал-
ланувчи булиб, (х^2 +  (х.2)2ф  0 булса, у ^олда функция ^ам (t 
буйича) узлуксиз дифференциалланувчи булади. Кейинги муло^аза- 
ларда шу шарт бажарилган деб фараз этамиз.

Юкоридаги белгига кура

cosa =  7= =  — ■ rs in a —
У П л - f l  ~ VTx + ft

Содда хкссблаи'лар ёрдамида cosa ва sin a  ларни дифференциал- 
лаб, топамиз:

-  (eos a ) =  — sin a  — =  h  =  sina •
d t - dt (j\ +  f\) f ¡  +  f l

— (sin a ) = eos a  — =  Щ ^ - Ф 4 г  ~  cosa ~4~~ ̂ í~ • dt  K ' dt (/I + /I )SA ñ + f ¡

Бу мунссабатлардан ихтиёрий t моментда s in a  ва cosa лардан 
камида биттаси нелдан фаркли. Шунинг у ч у н  ^уйидаги

— sin a  — =  — sin a  — Ь~--ф , 
dt . ñ + f l

eos a  — =  cosa — 4  ~ V 2 
dt í ¡  + f ¡

тенгликлардан бирортасида ё s in a  га, ё cosa га {-;искартириш мум- 
кин. Н аткжада игланган фермулага келамиз:

da — ! Í  Y  — x 2 ~ x l x 2 __ f l  h — f i f i  /1(1.. a r g  X . 2 , 2 2 , i2 •
*1 - f  *2 /l "T* /2

Бу формула буйича баъзи системалар учун з^олат теэлик Еекторинн 
урганайлик.
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ТУРРУНЛИК НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1-§. ТУРРУНЛИК Х.АКИДА

1. ^исцача тарихий маълумот. Оддий дифференциал тенгламалар» « 
ни интеграллашнинг элемент ар методлари XVIII асрда уз равнаци- 1  
ни топган классик математик анализдан мерсс булиб ^олди. Тенг- , 
ламаларни кнадратураларда интеграллаш билан шурулланиш , 
И. Ньютон, Г. Лейбниц ишларидан бсшланиб, XIX асрнинг иккинчи 
ярмида С. Ли ишлари билан якунланди. XIX асрнинг биринчи яр- ; 
ми^а дифференциал тенгламаларнинг умумий назарияси*> сунгра - 
Дифференциал тенгламаларни та^рибий интеграллаш методлари ри- 
вожлантирилди. Бу борада Пикарнинг кетма-кет якынлашиш мето 
дидан кенг фойдалакилди. Амалий математиканинг зарурати билан 
яратилган такрибкй интеграллаш методлари мутахассисларни каноат- 
лантирмас эди, чунки хар бир Кеши масаласи битта нукладам ута- 
диган интеграл чизи^ни так,рибий ксашдан иберат булиб, янги ну^- 
та учуй ^иссблашларни такрерлгшга тугри келар эди. Щунинг учун ■ 
х;ам бу усул билан дифференциал тенгламаларнинг умумий назария- 
сини ривежлантиркш мумкин змас эди.

XIX асрнинг охирларида диффер-енциал тенгламаларнинг уму- - 
мий назариясини равожлантириш йулида янги метедлар яратилди. 1 
Бу метедлар биргалккда «дифференциал тенгламаларнинг сифат на- 
зарияси» деб аталиб, А. Пуанкаре, А. М. Ляпунов нсми билан 
чамбарчас бегланган. А. Пуанкаре нермал дифференциал тенглама- 
ни (системами)- интегралламасдан, угинг унг тсмснига караб интег­
рал чизикларнинг хсссгларини $ргаиандек умумий масалани уртага 
ташлади. Бу масала дифференциал тенглама^ар сифат назарияси- 
нинг асссий масаласи х.иссбланади.

‘ Дифференциал тё.йгламаларникг сифат нагарияси жуда кенг 
булиб, биз харакатьинг тургунлиги масаласнкигкна урганамиз.

2. Тургунлик, Ту рг у к л и к ' т } ш у н час и хаётда хар кадзмда учрай* 
ди, масалан, иелссипедчи харакатини слайлик, у ^аракати даЕсмида 
йи^илмаслик учун рулни го^ чапга, гох; унгга буркб туркшга маж- 
бур булади. Шунга ухшаш, дербез ар^сн устида юраётганда уз 
мувозанйтини саклаш учун ^улидаги лангар чупини цимирлатиб 
туради.

*) Дифференциал тенгламаларнинг умумий назариясики яраткш да О. Коши» 
А. П уанкаре, П. Пенлеве, Э. Пикар, Э. Линделёфларнинг килган ишлари^ асосий 
ролни уйнаган.



Хар икки мисолда баён этилган жараён ^ам туряунлик тушун- 
часи билан бэгланган булиб, ^аракат бирида велосипед рули би- 
лан, иккинчисида лангар чуп билан бопцарилиб туради. Агар шу 
бощк;арищ булмаса, велэсипедчи ^ам, дорбоз ^ам албатта йи^и- 
лади*>.
* *. Велосипедчи ва дзрбэзнинг х;аракати дифференциал тенглама 
билан ^ифэдаланиши мумкин, шунингдек, куплаб ^урилмаларнинг 
(машиналарнинг, асбобларнинг ва бэпщаларнинг) ищи ^ам диффе­
ренциал тенгламалар билан тавсифланади. Хамма $олда ^ам маъ- 
носи буйича уша тенгламалар чексиз куп ечимга эга булса-да, те- 
гишли жараён бирэр битта ечимга мос келади. Унда мос жараён- 
ни режим  деб юригилади. Гарчи бэшлангич ^ийматлар шу режим- 
га мос келмаса-да, жараён е тар л и узо,^ давом этса, бошлангич 
¡учйматлар уз мав^ёини йукотади ва ^урилма уз ишини маълум 
режимга тушириб олади. Бу режимни стационар режим  дейи-
лади, Мисол сифатида скаляр х = ¡(х) тенглама учун мувозанат 
^олатининг тургунлигини, иккинчи тартибли чизи^ли бир жинсли 
системалардаги туррун, гургун фокус ва тургун тутилма долларни 
келтириш мумкин. Бунда« татщари, биз ^уйида математик маят­
ник ва соат маятниги ^аракатларини шу ну^таи . назардан тушун- 
тирамиз.
’#т Математик маятник куйидагидан иборат: массаси т  га тенг бул- 
ган Р  нук/га уз огирлик кучи таъсирида I р'адиусли К  айлана буй- 
лаб |^аракат ^илади, бу айлана 
вертикал текисликда жойлашган.
I— маятникнинг узунлиги дейила- 
ди. К. айланада координата кирита- 
миз, унинг энг пастки ну^тасини 
координата боши деб хисоблай- 
миз. Р  кук/ганинг узгарувчи коор- 
динатасини ф  =  ф(/), ф (^0) =  ф 0,
0<ф0<л; деб белгилаймиз. Шу 
иук,та ^  — m g — огирлик кучи 
таъсирида ■булади. Маълумки,
Т7 =  куч вертикал йуналган.
Бу кучни икки ташкил этувчига 
ажратиш мумкин: бири /С айлана 
нормали буйича йуналган булиб, 
иккинчиси айлана уринмаси буй- 6 6 - чизма.
лаб йуналган. Охирги ташкил этув-
чи — тдвш ф  (бунда мусбат йуналил ф бурчагининг усишига 
мос цилиб олинади). Агар ишцаланиш ва ^азэнинг ^аршилиги 
х;исобга олиамаса, математик щ ятних тзнгла Н>:огон цонунига 
асосан цуйидагича (65- чизма) ёзиладя:

*) К-лтирилган жараёнлар  «Оптант бзщярши* кур :ида  курллищ я м ум кин . 
Аммэ вглэгипед рулини ёки лангар чулнянг маълум ^элагига  м э ;  келган  ^ар'акат- 
на урганиш туррунлик тушунчаси билан бэгланган.
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т1 ф =  — m g  бшф
ёки

1ц> +  ^вШф =  0. (11.1). ;;
Бу иккинчи тартибли чизикли булмаган дифференциал тенгламадан • 
иборат. Янги узгарувчиларни киритиб, уни иккинчи тартибли нор- } 
мал автоном система куринишида ёзайлик (ф =  фх, ф = ф2):

икки мувозанат з^олатига (нуцтасига) эга буламиз, Улардан бирин- 
чиси маятникнинг энг ^уйи Р0 з^олатига (координата боши), иккин- 
чиси энг ю^ори Рп ^олатига мос келади (67-чизма). Назарий жи- 
^атдан математик маятник Рп ^олатда туриши мумкин/’ Аммо Р^ 
ну^та урнига унга К  айлана буйича исталганча я^ин турган Р'п 
ну^тани олсак, бу нуктадан маятник у з  огирлик кучи таъсири  
остида К  айлана буйлаб пастга з^аракат цила бошлзйди. Шу куч 
сабабли Рп ну^та К  айлана буйлаб Рл ну^тага 'етиб кела олмайди. 
(Рп ну^тага бошлангич тезлик берилмайди деб цараляпти). У Р~ 
з^олатга келиб, яна {пастга з^аракат ^илади. Бунда Р'л нинг з^олати 
Рп дан пастровда булади. Шу йул билан з̂ ар бири [аввалгисидан 
пастрок; з^олатда жойлашган нукталар кетма-кетлиги [хосил булади;

Шубхасиз, ва^т утиши билан — У Р0 мунссабат уринли булади.

Бошкача айтганда, Р  нуцта «¡уйи мувозанат з^олатга интилади. Бу 
муло^азаларга асосан юцори мувозанат з^олат тург уныас ,  ^уйи му­
возанат з^олат т у р г у н  деб атаймиз. Демак, агар Р  ну^та говори 
мувозанат ^олатдан бир оз силжитилса, у  яна шу з^олатга цайтиб 
келмайди; Р  ну^та цуйи мувозанат з^олатдан силжитилганда эса у  
чекли ва^т давомида кна шу з^олатни эгаллайди.

(11.2)системанинг мувозанат х о  ; 
лати

Ф1 — Фг
И- с! (11 .2) 1?

-------/
/

—/  • 
/  У

\ тенгламалардан аницланади. Шу
(11.3) системанинг ечимлари (£л,0) "¡1 
(к — бутун сон) куринишда б^ла- 
ди. Агар /г =  0, к = 1  булса, би» 
ушбу

ч

67 - чизма. (0,0) ва (л , 0)



Энди coatn ш я т н и г и  харакатини урганайлик. Осма соатлар ма- 
ятникнинг маълум цулочи  билан юради. Агар соатни юргизишда унинг 
маятнигини -етарли секкн силж тилса, маятник озроц тебраниб- 
тухтаб услади. Агар маятникни каттарок кулочга силжитилса, кис­
ка вацтдан кейлн маятник анщ  к.улсч буйлаб, маълум амплитуда 
билан етарлича узсц ез^т ёки чексиз узок Еакт з^аракат килади. 
Соат харакатини ифсда этадиган тенгламалар системаси икки ста­
ционар холатга эга булиб, бири—х.аракат булмайдиган мувозанат 
холатидан, иккинчиси sea ссатнинг нормал юришига мос даврий  
ечимдан иборат. Тенгламалар системасининг ихтиёрий бешка ечим- 
лари шу икки ечимдан бирига тез якинлашади Еа фар^ цилмай ус­
лади. Демак, з^олатлар фазсси бу з^олда икки co lara булинадн. Уни 
тортилиш со\алари деб юритилади. Бир тортилиш соз^асидан бош- ч 
ланган з^аракат муЕсганат хслатига якинлашеа, иккинчисидан бош- 
лангани эса даврий ечимга якинлашади.

i
2- §  ТУРГУН КУП^АДЛАР

1. Куп^адларнинг тургунлик шартлари.

1 1 .1 -таъ р и ф . Агар козффициентлари з^иций булган

Цр)  =  a0Pn*+a~i рп~' +  • ■ • '+ ап-\Р +  ап (1 1 .4>

купз^аднинг барча илднзлари (неллари) манфий з^а^иций киемга эга 
булса, у  холда (11.4) купхад т у [ г у н  цуп^ад  дейилади.

Тургун купз^адларнинг илдизлари комплекс узгарувчининг текис- 
лигида мавхум укдан чапда жойлашган булади. Купз^ад тургунлиги- 
ни текширишнинг Раус-ГурЕКЦ белгиси билан танншамиз. Умумий 
з^олни куришдан аЕЕал п — 1, 2, 3 булган хгслларга алоз^ида тухта- 
ламиз. п ~  1 булганда (11.4) купх.ад а ^  +  йу — L(p) куринишни
олади. Бу икки з̂ ад ягона р =  — —, а0 ф  0 илдизГа эга..

— — <  0 булг.ши учун а0 Еа аг (а2 Ф  0) козффкциентлар бир уил-
О0 ' •

ишорали булиши зарур ва етарли. Демак, биринчи тартибли чизи^л» 
тенгламанинг илдизи манфий булиши учун унинг коэффициентлари 
бир хил ишерали булини зарур Еа етарли. Бу тасдик,нинг исботи 
равшан. Агар а0>О дейилса, Oj>0 булганда биринчи тартибли куп- 
>;ад т ур г у н  булади.

■ с i í  и fi — 2 t у j  с i н . Е}>да С i з и н н и  таргбли
L (Р) = о0Р2 +  Щр +  а2, а0 > 0]

купз^адга, эгамиз. Юксрида ос> 0  деб елдик. Агар й0< 0  булганда 
~L{p) — L*{p) деб белгиласак, 1*(р) учун р2 елдидаги коэффици­
ент мусбат булади. L (р) Еа 1.^(р) купз^адлар зк Е И Е а л е н т  булгани. 
учун £*(р) купЗ^ад билан гш кургш мумкин. Бу мулох.аза п- тар- 
тибли купхадлар учун хам айтилиши мумкин. Шунинг учун доим 
ofl> 0  деб олинса булади.
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КЦоридаги квадрат уч^аднинг илдизлари ушЗу

* . . - - £ ± / 1 1
Ъ~

'л* ’ 1 '¿а0 / а0
формулалар билан ^исоЗдаяади. Бундан ди:криминант нэлдан кичия
-булганда илдизлаэнянг ^ахи^ий ^исми-----— дан иЗэрат булади.

2а,
^ > 0  булганда— — <  О ( а „ > 0) ва кущ ад туриуя булади. Агар 

2й0
а 1 <; 0 булса, — —  >  0 булади. Бу ^олда куп.^ад тургун була

2а0 '
олмайди. Агар дискриминант нолга тенг ёки нолдан катта булса, 
^ > 0 ,  а2> 0  булганда Р12< .0 тенгсизлик уринли бу'дади. Бу ^ол- 
д а  куп^ад яна тургун булади. Бош^а ^олларда кугщад тургун була 
олмайди. Агар кугцад туриун булса, илдизлар фэрмуласидан ах >  О, 
■<аг > 0 келиб чи^аци.

Шундай ^илиб, квадрат уч^ад тургун булиля учун унинг коэф- 
фициентлари мусбат булили зарур ва етарли.

11 .1 -т е о р е м а .  УшЗу Цр) — р п +  ах р п~1 +  • ■ • +  ап_ хр  +  ап
к у п щ д  турпуч  булим'л у  чу л у ш и  а, ,  а , .................ап коэффициент-
лари м/сба'п б у лими  з арур.

И сб о т . Цр)  кугцадяинг илдизлари п  та. Ундан 2 г таги ^уш- 
ма-комплекс ва п — 2 6 таси ^а^и^ий булсин. Уларни мос равищда 
{X. ± ^ ¡ ,  /=51, 2, . . 6, Яв, б =  1, 2, . . .  , п — 2к  деб бглгилэй- 
миз. Шартга кура кул^ад тур?ун. ]Ш уяяяг учун ^ -< 0 , /= ¡1 ,2 ,

. . . , &; А6< 0 , б =5 1,2, п — 2к. Энди Цр)  ]ни ^уйидагича
ёзиш мумкин:

£ я—24
Ц р) =  П  Ср —  (|̂ | +  ^ |) ] [ р  —  (¡а ,-— ¿V ,)] • П ( р — Ч )  =

7=1 \ в=1 
к п—2к

=  П (Р2 +  а[!)р +  а,2 )у. П (р +  * <в)).
)=1 б=-1

бунда а (/> =  — 2цу > 0 , а\]> — (х? +  V2.> 0 , 6(6) — — Я б> 0 .

Демак, Цр)  куп^ад кээфф'щизнтларя мусбат булган ра 4- агр + а л 
ва р +  Ь куринишдаги куп^адларнинг купайтмаси шаклида ёзилади. 
Бундай куп^адларни купайтириб чиксак, коэффициентлари мусбат 
•булган кул^ад чи^шли равшан. Теорема исбот булди.

11 2 - т еор  е ма. ¡ ( о зф рици гнт гари  щ^и^ий. б ул ган
Цр)  = а0р3 +  а.1р2 +  агр +  а3, а0>  0

.к у щ а д  т ур г ун  булиши учун  аи а2, а3 к о эфрщ и гнтлари  мусЗа'п 
б  р  лиши билан б  ирга у шб у

тен гси злик  бажарилиши з а р у р  ва етарли.
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Цр)  =  р3 +  ар1 +  Ьр + с  (11.5>
к^гщадни курамиз.

3  а р у р л и г и .  Бу ^слда (11.5) купхаднинг тургунлигидан
аЪ>с  (11.6)

тенгсизликккиг бажарилишини келтириб чикарамиз. А е е з л о  11.1 
теоремага кура а~>О, ¿> 0 , с > 0 тенгсизликлар уринли. Исбот этиш- 
д а купхаднинг илдизлари козффициентларига узлуксиз бсгланганли- 
гидан кенг фойдаланамиз.

Комплекс текисликни курамиз. Унда горизонтал укда ^а^и^ий 
илдизларни, вертикал укда мавхум илдизларыи жойлаштириш мум- 
кин.

Аввало (11.5) купхад р —0 илдизга эга змас, акс холда ундан. 
с — 0 келиб чикар эди. Энди (11.5) купхаднинг ялдизи мавхум, 
яъни р =  {а, &Ф0 булсин дейлик. Illy купхадии ушбу

L(p) — ( p + a ) ( p 2 +  t) — ab +  c (11.7)
куринишда ёзайлик. ¿(/и) ни [хисоблаймиз:

I(í'cú) — (г со +  а)(— (а2 +  Ь) — ab +  с  — т (  —о)2 +  Щ +  а(—со2‘+ £)—]
— ab +  с.

Бундан р  =  ко мавхум сон илдиз булиши учун —со2 +  6 = 0 ва 
a b = c  булиши лозим. Агар a b —c булса,

Цр)  ■■= (р + а)(р2 + I.) =  0
дан р  =  ±Ц/Ь . Шундай к.илкб, I (р) кугхад манхум илдизларга эга. 
булиши учун аЪ — с  тенгликнинг бажарнлиши зарур еэ етарли. L (р)- 
купхаднинг а, Ь, с  козффициентлари хам комплекс текисликда уз­
луксиз ^аракат цилиб боради. Шу ^аракат даисмида мавхум ув| a b =  
—с  булгандагина кесиб утклади.

Энди (11.6) (яъни аЬ~>с) тенгсиглвк Сажарилмасин дейлкк. У 
Хелда ё ab =  с, ё a b < . c  булади. Биринчи х°лда купхад мавхум ил- 
дизларга эга, демак, у тургунмас. Иккинчи хслда хам купхад тур­
гунмас эканини курсатамиз. а ы Ь  ларни (о > 0, Ь~>0) шундай уз­
луксиз узгартирамизки, биринчидан улар нелга интилса, иккинчидан 
ab <ic  тенгсизлик бузилмасин, Бувдай ) згаРтиР1;и-гДа купхаднинг 
илдизлари мавхум укнинг Сир тсмснидан кккинчи тсмснига у та ол- 
майди, акс х;слда c l < . c  тенгсизлкк бузилган булар эди. Демак, 
купхаднинг тургун ёки тургунмаслиги узгаркайди. Агар а —Ь=О* 
булса, (11.5) дан р3 +  с га  эга буламиз. Унинг илдизлари рх =
*= \ г~ с<$  п Демак, р3 +  с  купхад мавхум укдан

Г  2 ,3  ¿  2

унгда жойлашган 2 та ±/ .=1-1- илдизга эга. Бу х,олда купхад,
тургунмас (яъни мавхум укдан j нгда жойлашган илдизлар бор).. 
Магкур xccca а Еа b ларв^кг кслга етарли я^ин кийматларида хам 
уринли, чунки илдизлар купхад козффициентларининг узлуксиз функ-

И с б о т. а0 >  0 булгани учун биз
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* . •
циясидир. Шундай цилиб, ab<.c  тенгсизлик бажарилганда L(p) куп­
хад туррунмас.

Е т а р л и  л и г  и. (11.6) тенгсизлик бажарилсин дейлик. Бу ^олда 
L(p) купхад туррун эканини исбот этамиз. a b > c  тенг'сизликда с  ни 
шундай узгартирамизки, у 1) нолга интилсин, 2) a b > c  тенгсизлик 
«бузилмасин. Агар с= 0 булса, ушбу

Цр)  =  р (р2 +  ар  +Ь)
а 1 / а ттшт*

куп^адга эгамиз. Бу купхад рх =  0 ва р23 = ------ ±  |/ b илдиз-
.ларга эга. Бундан р23 ларнинг ^ и ^ и й  ^и:ми манфяй экани куриниб 
турибди. Агар с  нинг нолга етарли я^ин мусбат ^ийматларини ол- 
сак, р23 илдизлар мав.^ум у к дан чапда цолади. А ш о ноль илдиз 
мав^ум уцдан ё чапга, ёки унгга етарли кичик миедорда силжийди. 
Иккинчи томондан маълумки, кугцад илдизларининг купайтмаси тес- 
кари ишора билан олинган озот; хадга тенг (купхад учун Виет теоре* 
маси). Шунинг учун курилаётган ^олда р с р » - р 3 — — с< 0; р2-р3> 0  
тенгсизликлардан р, <  0 (.^а^и^ий илдиз)? экани келиб чи^ади. 
Шундай к,илиб а> 0 , 0, о  0, ab  > с  тенгсизликлар бажарил­
ганда Цр) купхад туррун булади. Теорема исбот булди.

Умумий. ^олда куп^аднинг туррунлиги шартини баён этамиз. 
Зслатиб утамизки, бирор

P u Pia'** Ры 
Pi 1 Р22 * " * Р2п

Pnl Рп2 Рпп

матрица берилган булсин, унинг к- тартибли бош минори деб ушбу

Рц Pis ’ ’ ' P\k 
Р 21 P i 2 ’ ‘ * Рг*

Pfti Рki ‘ ‘ ‘ Рkk

матрицанинг детерминантига айтилади. Уша минорни Д.(Р) деб бел- 
гилаймиз.

1 1.3- т е о р е м а  (Р а у с — Г у  р ви ц  б е л г  и си ). Ушбу

L (Р) =  аоРп +  fliPn_1 • • • +  ап_ х Р +  ап, а0> 0 (11.4)
коэффициентлари хациций булгач п- тартибли  купхад б ерилган  
б ул син .  t\yüuda купхад н и н г . а0, а г • • • , ап коэффициентларидан  
л- тартибли  матрица тузамиз :
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(11.4) купхад  т у р г у н  б  у  лиши уч ун  %ажма бош ыинорлар  
А2(С). ’ ' * Ап(0) мус бат  б$лиши зар ур  ва етарли*>

Исбот. <2 матрицанинг &- устунини ёзамиз:

■ '' а *+?а *+1а *ал—1 а*-2- • • ■

Бунда ак+1- элементлардан ак бош диагоналда жойлашган, шунинг- 
дек , агар ¿+/'<0, ¿+ / > л  булса, ак+1 =  0.

11.3-теоремадан аввал исботланган 11.2-теорема хусусан келиб 
чик,ади. Да^и^атан, 11.2- теоремада п —3 эди. Шунинг учун учинчи тар­
тибли ф матрицани .тузамиз:

I
/а, а3 0 \

<2 =  а0 а 2 0 I
\0 а, а.3'

Бундан:

А^О) — а1» ^г(С) — ах а3 
ао а2

а л —а0а3,

' Д 3(<Э) =  а .  д 2(<3).

11.3- теоремага кура:

а0 >  0. « 1> 0 , а3 >  0, а1а.2 — а0а3>  0.

Охирги тенгсизликдан аг ’> ‘̂ - ' > 0 келиб чикади.
ах

Энди п — 4 булганда К ■ ■
/ах а3 О О

/-) __ ( а0 а2 а4 9
I 0 а , О 
\ 0  а0 а2 а4

матрицага ку’ра:

Д^С?) =  а г; Ая(<3) =  — а0а3; А3(<2)=а3 Дг (С?) — а?««;

Д4(<2) = а4Д3(<3).

Бу матрицанинг мусбатлиги шартидан

а0>  0, ах > 0 , й2> 0 ,  а3>  0, а 4> 0 ,

А3(С?) =  а л а з  — ае а !  — а 1а< >  0 
тенгсизликлар келиб чикади. <

* ) Бу теореманннг исботини Н .Г . Четаевнинг «Устойчивость движения» (Гос- 
техиздат, М ., 1955, 79—83- бетлар) китобидаи уциш мумкин.
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Шунга ухщаш, п—5 булганда

матрицанинг б эт  минорлари к;уйидагича ¿булади:
А^З) — а и  АЛ(С) ■= а ,а 2 — а0а3, А3(<2) == а3А2« ))  — а ]а 4 ,

А ^ ( ^ 7  ~  А з(5) - <25(12 А 2(ф) Яо^ 5  (®1^4 ^0®б)> 

А6(С) =  а6А4(<2).
Бу минорларнилг мусбатлигндан (а0> 0)

а 0> 9 ,  ^ > 9 ,  а 2> 9 ,  а 3> 9 ,  а 4> 0 г а 5> 0 ,  

а д а ,  — а0а  ̂— а*а4 +  а 0а 1а5 >  0,

Д0а|—а?а4 +  ао ^ аа )^ — аа(ала|—,а0а ^  — а0а ^  +  а2а6) >  О
тенгсизликлар келиб чикади.

2. Ечим модулининг баэрси. Бмзга п- тартибли чизик;ли узгармас 
коэффициентли бир жинсли Ц р)г  =  0 дифференциал тенглама бе- 
рилган булсин. Бу теяглдма характеристик тенгламаси Цо)  --=* Э 
нинг барча илдизлари

куриниида ёзилган булсин. Унда баъзи лар нолга тенг булили 
мумкин, т<.п булганда эса каррали илдизлар ^ам мззясу* булади. 
Дамма ^олда ^ач п та чази^ли эрхля елимни, яъни фуядаментал 
системани толил мумкин. Щу п  та ешмяи г 17 г.,, •••, г„ деб бел-
гилаймиз. У ^олда умумий ечим ф(£) =*0^  +  С2г 2 + ----- НСлгпка-
би ёзилади.

11 .4-т е о р е м а . Агар I  (р)  к$п%ад т ур г у ч  б$лса , шундай  мус - 
бат  а  топиладики,  у ш б у

тенгсизлик уринли  булади-, ш у  билач б и р г а  б у  %олда Ь(р ) г=зО 
тенгламгчичг  \ар бцр  е ч а н г  у ч у ч  шучдай  м у о э а п  со я  М топи-  
ладаки, е ч им ш н г  'Модули уч ун  уш б у

тенг си злик С/ринли булади .
И сб о т . Аввал (6.15) функциялар системасидан олияган ихтиё- 

рий г $, б =  1,2, . . . , п  ечим учун ,(11.9) фэрмулани исботлаймиз. 
^а^и^атан,

Я, =  +  ¿V., / = 1 ,2 , т ‘<  п

( 11.8)

|Ф( 0 !<  Ме-°*,  г > о (11.9)
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ечимни олайлик. Бу формуланинг икки томонини е  at га буламиз:
?s _  р е ( b j '+ o c V  _  р е  H j  t + l V j  t + a t  _  +  a ) t  g  iV j  t  .

Энди I e'Vj \. — 1 булгани учун ушбу муносабатга эгамиз:

= tre (>li +a)t.e~at
A mmo ( П . 8 )  га кура р , . +  а < 0 .  Шунинг учун Лопиталь ^оВДасишг 
кетма-кет вдллансак:

lim tre v'i +a)t — )im ц - -— =  litn --------- ~̂ ПГ~
¿-*+oo / - + »  е  t » i  + « ) '  (— \ ) r p .r ¡ е  <м/ +oc,/

Бундан V e(ili +a)i функция ¿ > 0  булганда чегараланганлиги келиб 
чи^ади. Шундай ^илиб,

еки N '
|г, | <  М е~а\ I > 0

деб ёзиш мумкин. Бу ба^одан фойдаланиб, ^(/) ечимнинг шдулннв 
ба^олаймиз. Равшанкн, - 1

№*) I <  И  ¡2x1 +  |С2| |г2| +  . . . +|СЯ| \гп I <(1^!  м ,  +  \с21 м +  • • • ; +

+  \Сп\Мп)е~а‘ = Мё~ы - '
Демак, ¿>0 булганда (11.9) тенгсизлик уринли. Бундан куринадики, 
<р(/) ечкмнинг мсдули экспоненциал функция буйичанолга интилади

11 .5 -т е о р е м а . Виз га  чизицли б и р  жинсли  £)згар'мас коэффи-
циентли система х — Ах берилган булиб ,  ^(¿,£) вектор функция  
у н и н г  0, | бсшлангич кии'матларга э га  булган ечи'ми брлсин.  Агар 
А татрицанинг  барча хос сонлари гманфий %ацщий цисмларга э га  
бул са ,  у  халда шундай  щ с б а т  г  Еа а  сонлар топиладики , у ш б у

*>о ( 1 1 . 1 0 )

тен гси злик  уринли  бС/лади.

И с б от . Ушбу А — {аИ), L (р) — (а1} — р6ц) белгилаЙшарни ки-
П

ритсак, берилган системани 2  -̂ц (Р )х, — 0, » =  1 ,2 , . . . , п  каби
/=1

ёзиш мумкин булади. Агар Ю (р) деб I  (р) матрицанинг детерминан- 
тини белгиласак, 9- бсбдаги мулохазалардан маълумки,

гг

2 ' м « ( р ) * «  (р ) =  ^ ° ( р )¿=1
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муносабатлар уринли.
1 1 .2 - таъ р и ф . Агар 1) шундай  сон  р > 0  ш в ж у д  бул саки,

11 — а\ <  р бЦлганда (10.3) вектор-тенгламанинг  ф (/, £) ечими t н и н г  
барча мус бат цийматларида амщланган б$лса, 2) %ар бир  щ с б а т  
с он  е >  0 учун ш ун дай  щ с б а т  ö, б <  р топи лейки, / £ — а  | <  б бг/л- 
ганда t нинг  барча щ с б а т  цийжатлари уч ун  J ф (t, 1) — a J <  е тенг-  
еизлик бажарилса ,  у  холда (10.3) вектор-тенглежанинг мувозанат  
%олати а Ляпунов маъносида т у р г у н  деййлади.

Агар Ляпунов маъносида тургун булган мувозанат ^олати а  учун
3) шундай мусбат сон о ,а < р  мавжуд булсаки, || — а | < а  б ул -. 
ганда ушбу

Ига (ф(/, I) — öf == 0 
¿->+00

муносабат бажарилса, у ^олда (10.3) вектор-тенгламанинг мувозанат 
^олати а асимптотик т у р г у н  дейилади.

1 ф (М )— а | < е  тенгсизликни координаталар билан ёзсак* 
У (ф! (t, D —üy)2 +  . . .  +  (фл (/, £) —ап)2 < е  тенгсизликка эга бу- 
ламиз. Бунга эквивалент п  та

| ф ! ( / , 6 ) —  f l i | <  .................1 Ф„ (*> I )  —  I <
У п у  п

П
2  k] = п, k. >  0, i =  1, 2, . . .  , п 
»=1

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Агар шу тенгсизликлардан камида 
биттаси уринли булмаса, тегкшли ф (t, |) вектор-ечим Ляпунов маъ-. 
носида т ур г унма с  дейилади. Бунга кисел цилиб, ^олат текислиги- 
даги эгар картасини келтириш мумкин.

Энди п- тартибли чизикли бир жинсли автоном системани олай- 
лик. Маълумки, агар А матрипанинг хсс сонлари манфий ^акикий 
^исмларга эга булса, у э^олда 0, | бешлакгич кийматларга эга бул­
ган -ф (/, £) ечим учун (11.10) тенгсизлик уринли. Чизикли бир жинс- 
лик системада а =  0 бл/ади. Шукинг учун г — бирор мусбат сон
булса, б —'— деб олиш. мумкин. Бу >;олда j i J < A  булганда

1ф(*,|)|<г)£| e~at< r ~  еГш < е ,  чунки е~“'<  1, а > 0 ,  / > 0 . Д е­

мак, чизикли бир жинсли автоном система учун а =  0 нук;та Ляпу­
нов маъносида тургун. Бундан ташкари, (11.10) тенгсизликка кура о 
деб ихтиёрий кичик мусбат сснни олинса ^ам lim I ф (/, Е) ] =  0 тенг-

¿»-*-foo
ликка эгамиз. Демак, а = О- нуцта Ляпунов маъносида асимптотик 
тургун.

п- тартибли чизикли )"згармас козффициентли дифференциал тенг- 
ламанинг тривиал ечимики х.ам тургунликка текшириш мумкин.

ф (0 , £) =  £ ( 1 1 . 1 1 )
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Бунинг учун тенгламани каноник узгарувчилар ёрдамида азтонйм 
системага келтирилади. Сунгра координата б э и т а н  иозрат булган 
{(хъ  . . , хп) лар фззосида) мувозанат ^элатининг туррунлиги тек- 
шириладн. Бунда ц; < 0 , / = 1 ,2 ,  , т  тенгсизликлар уринли 
булганда яна (11.10) тенгсизлиги уринли булади ва асимптотик тур- 
рунлик келиб чи^ади.

Ю^орида айтганимиздзк, агар А матрицачи:1г бирор хос сонининг 
^аци^ий ^исми нолга тенг булиб, к;олганла?ини:<и манфий булса, у 
^олда мувозанат ^олат Ляпунов маънэсида туррун булади. Аммо у 
асимптотик туррун булмайди. Агар бирор хос соннинг. ^а^икий ^ис- 
ми мусбат булса, мувозанат ^олат туррун була олмайди. Шу муно- 
сабат^билан туррунмас мувэзанат ?рлатинин г таърифини келтира- 
миз.

11 .3- таъ р и ф . Агарда шундай  мус бат  сок а м г вж у д  бул саки,  
{10.3) тенгламгнинг  \ар бир  ср(/, £) е ч а т г а  мос тра ектория си  
у ш б у  || — а\<С.о'шгрчинг н у^т г си дан  бошланиб,  шу шар-
дан албатта чик;са ва унга б эл\а  ^айтиб келмаса (боищача айтган- 
да, шундай мусбат сон Т =  Т (?) топилсаки, £ =  Т (£) булганда 
Ф(¿, |) ечим ани^ланган ва Ь нинг шу ечим аншутнган t > T  ^ий- 
матларида |ф(/, — а| тенгсизликни ^аноатлантирса), у ^олда
(10.3) вектор-тенгламанинг мувозанат ^олати а бутунлай  туррун -  
т с  дейилади.

Туррунмас мувозанат ^олати, умуман айтгандд, бутунлай туррун- 
мас була олмайди.

Бутунлай туррунмас мувозанат ^олатига мисол 1̂ илиб, т ур г у н м г с  
тугун, нуцтлни,  т у р г у нм г с  фоку :  нуцтлни, т у р г у  1Мгс т у  гм г т у ­
г у н  ва фокус  ну^таларни (рммаси тек цирялаци) келтирил мумкин.

2. Автоном система ечимининг грулпалаш хоссаси^
1 1 .1 - л е м м а . (10.3) вгктор-тгнгламгнинг  0,1 бошлангич г$ий- 

ш т л а р г а  э га булган  ф (I, £) ечим I уч ун  у ш б у
Ф (*,Ф(5,Е)) =  Ф(5 +  /,Е), (11.12)

айния  п $р:шли булид  г ( б у  ердл я- эркли у з г а р у зш л а р ) .
(11.12) айният билан ифодлланган хосса автоном систгмл ечи­

мининг группалаш хоссаси д г б  юритилади.
И сб о т . Маълумки, \ тайин ну.^та. Энди 5 ни ^ам тайинлаб,

Г] =  Ф (5, I) (11.13)
дзб белгилаймиз. (Ю.З) взктор-тенгламанинг ф (|) (£) =  ф (¿, г|) ечими- 
ни курайлшс. Леммада курсатилганидек, ф (/, £) вектор-функция
(10.3) тенгламанинг ечичи. Шунинг учун (10.3) тенглама автоном 
булгаяидан ф(/ +  5, I) функция ^ам ечим булади. Уни ф<2)(0  деб 
белгилаймиз. Шундай ^илиб, (10.3] тенгламанинг иккита ф(1)(/)ва 
Ф(2>( 0  ечимларига эгамиз. Бу ечимлар умумий бэлланрич к>иймат- 
ларга эга, чунки

Ф(,) (0) => ф (0, Г1) =а Т),
Ф <2) ( 0 )  ф  ( 0  +  з ,  I )  =  г ]
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тенгликлар уринли. Демак, ягоналик теоремасига аеосан <p<f>(f) =  
s  ф(2>(/) ва шу билан бирга (11.12) айният Гринли, 11 .1 -лемма 
исбот этилди.
Y/3* Мусбат аникланган квадратик форманинг баъзи хоссалари-

п  улчовли фазонинг узгарувчи векторини х — (xlt . . . , хп) дейлик. 
Шу х векторнинг квадратик формаси деб ушбу

П П

W (х) — 2  2  i0ij xi х\ ~  ®/i — \а^ик;ий сонлар)
г=1 /=1

формула билан аникланган W (х) функцияга айтилади. Шуб^асиз, 
W (0) =  0 тенглик уринли. х ф О  б^лганда квадратик форма ани^ 
мусбат ёки аник манфий ишорали булиш хрллари му^имдир.

Агар ихтиёрий х ф  0 учун W (х) >  0 булса, квадратик форма 
W (х) му сбат  аницд-анган дейилади. Мусбат аникланган квадратик 
форманинг кейинги мулохазаларда зарур булган хоссасини келти- 
рамиз.

1 1 .2 - л е м м а .  Ихтиёрий щ с б а т  аникланган квадратик форма  
уч ун  шундай  иккита мус бат ц ва v  сонларни топиш щ ш и н к и г 
исталган х вектор и уч ун  уш б у

|U IX Is ^ W ( x ) ^  v|*|3 (11.14)

тенгсизликлар Гринли бС/лади.
И с б о т . (11. 14) тенгсизликларни исботлаш учун

1 S I - 1  ( £ + £ + ’. -  + 6 * -* 1 )  (П .15 )

бирлик сферани олиб, W (Е) функдияни шу сферада курамиз. W (Е) 
функция (11.15) сферада узлуксиз ва мусбат аникланган, сферанинг 
узи эса ёпи^ чегараланган туплам. Шунинг учун W ( ! )  функция 
(11.15) сферада узининг энг кичик р ва энг катта v ^ийматларига 
эришади. Сферанинг барча I векторлари нолдан фаркли булгани учун 
р ва v сонлар мусбатдир, Шу р ва v сонлар (11.14) тенгсизлик ба- 
жарилиши учун изланган сонлар эканини исбот этамиз. Ю^оридаги 
муло^азалардан

| K W (| )< v , бе{Е :|£|= 1>  (11.16)
тенгсизликлар келиб-чи^ади, унда р > 0 ,  v > 0 .  Шу сферанинг век- 
тори ёрдамида х — Я £ векторни тузамиз, унда X — ихтиёрий ^а^и- 
!<ий сон. Равщанки, |^) =  |Х||в=|Я|||| =  |Я|. Энди (11.16) тенгсиэ- 
ликларни Я2 га купайтирамиз:

рЯ2’< Я 2 W (|) <  X2v,
бундан

р|х|2 < Я 2Г ^  < v | jc ls 

ёки W (~ j  — ~  W (х) тенглик уринли булганидан изланган (11.14)
/
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тенгсизликлар келиб чикади. Шундай килиб, (11.14) тенгсизликлар 
исбот этилади.

4. Ляпунов функцияси квадратик ферма сифатида. Эслатиб у.та- 
мизки, агар очик; тупламда бирор дифференциалланувчи Р(х1,
. . . , хп) функция берилган булса, бу функциядан (10.2) системага 
кура I буйича косила ^уйидагича аникланади. (10.2) системанинг 
Ф (¿0) =  х бошланрич шартни каноатлантирадиган ечимини ф (/) дей-
лик. (10.2) системага кура Р (102) (л) ^осшта

П
^(10.2) (*) =  ~  р  (Ф (*)) \м , ёки 5 (10 2) (X) =  2  — ^ ■ и ( 4

формула билан аникланади.
Энди

п
•^ = 2  ац хг  1 =  1,2, . . .  , п  (11.17)

/=» ; 
чизикли бир жинсли нормал система берклган булсин. 
ц / 1 1 .3 -л е м м а . Агар (11.17) система иатрица сининг  барча хос 

сонлари ‘манфий Цакиций цисмларга э га  булса ,  у  %олда шундай  Мус- 
ват  анщланган  квадратик форма № (,х) маежудки,  б у  фор'мтинг 
(11.17) системага кура  I буйича  цосиласи у ш б у

й {ПЛ7)( х ) < - ¥ , Ж ( х )  • (11,18)

тенгсизликни цаноатлантиради , у н да  х- ихтиерий вектор,  р- диус- 
бат ва х га б о г  лиц булмаган хациций сон.

И с б о т . Лемманинг исботи тегишли шартларни каноатлантиради­
ган формани ^уришдан иборат. (11.17) системанинг 0, £ бошланрич 
кийматларга эга булган ечимини ф(/, Е) дейлик. У ^олда 11.5-тео- 
ремадан маълумки, г|; (/, I) ни бундай ёзса булади:

П . . .
ч > м -  2  ?,ч>(1)(0 , (Ц-19)

(=1
бунда ф(г) (?) векторн 11 .5-теоремада ^урилган вектор.

Ушбу
со ' '

[ |Ц>(т, Е)|2й(т (11.20)
о

хосмас интегрални курайлик. Унинг якинлашувчи эканини курсата- 
миз. (11.19) мунссабатдан фойдаланиб, (11,20) интегрални

П П со

2  2  М И  ( т ) ,^ ( т ) )  егт (11.21)
,=1 /=1 о

куринишда ёзиш мумкин. Хар бир ^  (т), /г= 1, 2 л функция
11.5- теоремага кура | (т) [ <  ]/ п Я е~а‘ (( ;> 0) тенгсизликни ^а-
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ноатлантиргани учун (11.21) ифодадаги ^ар бир хосмас интеграл 
я^инлашувчи. Демак, (11.20) хосмас интеграл ^ам якинлашувчи. Уни 
№ (£) билан белгилайлик.

оо

Г ( £ )=  (“ |ф(т,£)|*<*т. (Ц .2 2 )
6

V? {%) функция (11.21) га кура . . .  ^  узгарувчиларнинг квад­
ратик формасидир. Шу квадратик форма мусбат ани^ланган, чунки 
(11.22) формулада интеграл остидаги ифода учун мусбат.
Демак, 1Г (| )> 0 . Энди ушбу №(11Л7) 1 (|) ^осилани ^исоблаймиз. Ав- 
вал \Р(\К *, I)) 'функцияни курамиз. У цуйидагича анщланади: 
группалаш хоссасига кура

оо оо

№(Ъ(хЛ))=  [ | * (г  +  т,| )|24т =  (' \У(т,1)\Чх.
• *

Равшанки, Ш (ф (/, £)) [<==0 =  ЧР (1|> (0, £)) =  № (| ) .. Шунинг учун

а и - г !  1 » ( » . 0 | * л и т

Демак,

^(11.17) (^ ) ~  1^|2-

(11.14) тенгсизликлардан иккинчисини оламиз: 

бундан— — 1£|2. Шундай ^илиб,

Демак, (11.18) тенгсизлик V? (I) олдида р =  — коэффициент билан
V

,бажарилади. - .
5. Ляпунов — Пуанкаре теоремаси (1 -метод). Биз ^уйида келти- 

радиган теорема мувозанаТ ^олатининг асимптотик тургун булиши 
^а^ида булиб, у  етарли шартни беради. Купинча бу теоремада тав- 
сия этиладиган методни биринчи яцинлашиш буйича туррунлик ёки 
Ляпунов  — Пуанкаренинг  биринчи ж т о д и  деб юритилади. Мазкур 
метод автоном системалар учун баён этилади.

Бизга (10.2) автоном система берилган булиб, а = (ах..............апу
унинг мувозанат нуцтаси булсин. Ушбу

. х{ =  а. +  у.,  ¿ = 1 , 2 ..............п  (11.23>
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алмаштириш ёрдамида янги у ъ . у.2, . . . , у п номаълум функцияларни
киритамиз. Равшанки, х. — у г  Энди (10.2) системанинг унг томони- 

д а  ^ам (11.23) алмаштириш бажариб, ^ар бир (хл, . . ,  , хп) функ- 
цияни а нуцта атрофида Тейлор каторига едсак, цуйидагига эга бу-
ламиз:

У) = Ъ(а) +  +  * = 1 , 2 , . . . ,  л , (11.24)

бунда Я{ — янги у ъ  . . .  у п номаълумларга нисбатан иккинчи тар- 
тибли кичик микдорлар. Фараз буйича, а нуцта мувозанат нуцтаси 
булгани учун (а) =  0. Шунинг учун х1 =  у .  — /. (а +  у )  эканини 
^исобга олиб (10.2) системани цуйидаги куринишда ёзамиз (янги 
номаълум функциялар билан):

• _  V  дЬ  №  , о  • 1 л
У[ — 2^ дх1 У‘ »’ 1 ~~ ’ * • • • ’ п '

Агар
д{, (а)

а ^ - ± -  (I I . 25,

деб белгиласак, охирги системани бундай ёзиш мумкин:
П

У1 =  2  а цУ\ +  Я, > I — 1, 2 ..............п. (11.26)
/=1

Агар (11.26) системада колдиц ^адларни (Я( ларни) тушириб цол- 
дирсак, ^осил булган ушбу

П

ац У! » ¿ = 1 , 2 ( 1 1 . 2 7 )
/=1

^система биринчи яцинлашиш с и с т е ш с и  дейилади.
>/ 1 1 .6 - т е о р е м а  ( Л я п у н о в — П у а н к а р е  т е  о р ем  ас  и). Агар 
А =  (а ..) т т р и ц а н и н г  ((11.25) га царанг) барча хос сонлари ман- 
фий Цациций цисмларга з га  б ул са ,  у  %олда (10.2) системанинг 'Му­
возанат %олати и  асимптотик т ур г у н  булади ;  т у  трок, айтганда,  
шундай  сон а  >  0 тавжудки,  | | — а  | <  о  булган да уш б у

■ Iф(¿, | )— а| </• |& — а\е~ы 1 (11.28)

(бунда г  ва а  — I  га бог лиц булмаган [мусбат сонлар) гтенгсизлик  
Уринли булади.

И с б о т . Мувозанат ^олати координата боши билан устма-уст 
тушади, яъни а — 0 десак, умумийликка зид булмайдн. Бунга са- 
баб, у  — г +  а  алмаштириш х — а мувозанат ^олатига 2 — 0 муво­
занат ^олатини мос цуяди ва ушбу
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г 1 =  /Дг +  а) =  (а) +  2  г1 +  Я?  ¿ =  1 ,2 ..............п

система ^осил булади. Бундан А матрица узгармагани куриниб ту- 
рибди. Шундай цилиб (10.2) сиетеманинг мувозанат ^олати а уч ун  
а  = 0 деб ^исоблаймиз. Демак, (11.23) алма итиришдан х1 — у 1, I =  
*=г 1, 2, . . .  , п  келиб чщади.

Шу ¿абабли (11.26) система
П

X, =  2  ац * , +  #*» • 1. 2, . . . .  п  (11.29)
/=1

куринишда ёзилади. Кейинги муло^азаларни (назарда тутиб, цол- 
дицнинг куринишини хам ёзиб куяйлик:

1 з2/,(0дс)
xk"dxjdxh/= i А=1

Й7(х) энди (11.27) чизи^ли бир жинсли нэрмал системанинг Ля- 
гунов функцияси булсин. Шу функциядан t буйича (11.29) система- 
па кура хосила оламиз:

i=i /=1 i=1

-  '  1 у ч  dW(x) п~ W( Ц.87)(*) +  ^i*
¿=1

Щх). функция (11.18) тенгсизликни цаноатлантиради. Шунинг 
учун ушбуга эгамиз:

« '.и л о м  <  «/•
; = 1  1

Энди (.11.14) тедгсизликка кура, шундай кичик [Ь>0 мавжудки,
№(х)^Ь > (11.30)

тенгсизликни цаноатлантирадиган [вектор х£Рп. Шу Щ х) <  Ь тенг- 
сизлик Оп тупламда эллипсоидни тасвирлайди, бу аналитик геомет- 
риядан маълум. Юцорида Я1 учун ёзилган-формула буйича ^  функ­
ция квадратик формадан иборат. Яна (11.14) тенгсизликка кура

1#г| < к\хг\ <  — Щ х), .й=сопэ1

ва KI <  —  W(x) тенгсизликка асосан чизицли формадан иборат 

б^улган учун ушбу
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тенгстлик уринли. Шундай цилиб, шундай мусбат сон q мавжуд- 
ки, (11.30) тенгсизлик бажарилганда цуйицагига эгамиз:

/=1
Шундай мусбат сон с  ни ¡¡танлаймизки, ущбу тенгсизликлар уринли 
булсин:

Шу.белгилар ва ю^оридаги бй^олар ёрдамида шуни топамиз:

тенгсизлик ^ам бажарилади.
Энди Е (11.31) эллипсоиднинг ихтиёрий т к и  нуцтаси булсин, 

яъни £ нуцта учун

тенгсизлик бажарилади.
(11.29) системанинг О, £ башлангич цийматларга эга булган 

ечимини ф(̂ , £) ва И7(ф(  ̂ £)) ни эса со(̂ ) деб белгилаймиз. Бу со(/) 
функция I нинг ¿ > 0  тгнгсизликни цаноатлантирадиган ва ’ф(£,£) 
ечим аницланган барча цийматларида аншуганган булиб,

тенгсизлик ^ам 'бажарилади. ^озир ф( ,̂ £) ечим барча / > 0  учун 
аникланганини исботлаймиз. Фараз цилайлик, ф(/,£) функция I нинг

П

^(1 1 .2 9 ) (* >  <  +  ЯЩх))* =  ЩХ) ] - Р  + <1УЩХ) ] ^

<  Щ х ) [ - р  +  д\г с ]  <  № (х) [ -  Р +  } ]  =  - \ Щ х ) ,

яъни агар
№(х) <  с (11.31)

тенгсизлик бажарилса, куйидаги

булганда

^(1) < с (11.32)

<»(0 <  с (11.33)
тенгсизлик бажарилганда, со(I) нинг .^осиласи учун ущбу ]

со(0 <  — 2асо(^) (11.34)



барча мусбат цийматларида аникланган булмасин. У ^олда х=ф(/,£) 
ну^та Гнинг ортиб бориши билан (11.31) эллипсоиддан албатта чи- 
киб кетади ([1] 24-§. Б пунктга каранг). Тегишли ну^та ( 11.31) 
эллипсоиднинг чегарасига биринчи марта келган моментини V, / '>0 
дейлик. Шунга кура интервалда ср(/, |) нуцта (11.31) эл-
липссидга тегишли на (11.34) тенгсизлик уринли булади. Бун дан
со(<) <  0 чицади. Демак, с =.<»(/') <  со(0) < с  га эгамиз. Бу эса зид- 
дият. Шундай цилиб, ш(0 функция £ нинг мусбат булган циймат- 
ларида аникланган. Агар 1=̂ =0 булса, со(^)>0 булади, чунки 
1Р(<р(Ц)) > 0 , агар ср(М) 4^0 булса, маълумки, ф ( 0 , £ )  =  ?(/= О да), 

^#0. Демак, факат 1=0 буЛгандагина 1¥^(^(?,|))=0 були- 
ши мумкин ва 1=̂ =0 д а й (/ )> 0 . Шунинг учун цуйидаги содда ^исоб- 
лашларни амалга оширамиз.

' < - « • ' > ' ».
о * •

еки

еки

1 п со(/) — 1п со(0) <  —а/

1п Щ ф ,(1 ))-1 п Г (| )<  — 2«г

й 7 (ф (/,1 ) )< 1 Г (г )е “ Ш .

Энди (11.14) дан д:=ф(/,|) булганда ц.|ф(<, |)|2 <  №(ср(<,|)) ва’ х =  
в= 1 булганда Щ£) <^1|2 эканлиги чи^ади. Шунга кура 
булганда цуйидагига эгамиз:

ц| Ф(*, I),2 < Щ ф (Щ  < <  х Ш2 е~ш
ёки

|Ф( / , | ) |2 < ^ | 1 | 2 е~ 2Ш (11 .35)

Яна (11.14) тенгсизликдан

Ш < а =  | / 1  (11-36)

муносабат уринли булганда (11.32) тенгсизлик келиб чик,ади. Шун­
дай цилиб, агар (11.36) мунссабат уринли булса, у ^олда (11.35) 
тенгсизлик уринли'булади. Шу (11.35) нинг, икки [томонидан квад­
рат илдиз олсак,

^ > 0 .  (11.28)

ш у; билан а — 0, учун (11.28) тенгсизлик ва демак, Ля­
пунов-П уанкаре теоремаси исбот булди.



1 1.7- т е о р е м а . Агар А — - ) 'матрицанинг барча хос сон-
лари мус бат %а$ищй ци смгар га  ага б ул са ,  у  %олда ( 10.2) с и с ­
тем 2 чинг  музозача п ропати а б ут унлай  тур гунмлс  б улади .

И сб о т . Аввалги теоремадаги каби а = 0 деймиз. (10.2) система 
билан бирга ушбу

; = - / ( * )  [(11.37),
вектор-тенгламани курамиз. Бу тенглама учун ха»( а=;0 мувозанат 
^олати булади. 11 .6-теэремадаги мулэ^азаларга кура щу (11.37) 
тенглама учун ^ам Ляпунов функцияси мавжуд ва -Щ х) тенг- 
сизлик бажарилганда

< 1.37) ( х ) ^ - 2 * Ч Г ( х )  
муносабат уринли. Бундан:

П
<  - 2 а Г М

1=1
€КИ

^(Ю.2) (х) >2<*№(х)) (агар №(х) < с булса).
Эндн I—(11.31) эллипсоиднинг ички ну^таси булсин. ©(¿) =Щф(/,£)) 
дейлик. Бу ^одда ш(/) функция

со(*) >2око(<) (агар ©(¿)]<с булса) (11.38)
тенгсизликни цаноатлакт^ради. 1=60 булганда <в(х) > 0 .  Шунинр 
учун цуйидагн ^исоблалларни бажарищ мумкин:

' & < * « > * * » » » .
О

О)(0>ш-(0)е2а<, Щф(/, | ))> Щ 1 )е2а/-
Охирги тенгснзликдан куринадики, í нинг ус.или билан х =а ф(*,Е) 
нук;та (11.31) элипсоиддан албатта чик;иб кетади. Щу нуцта эллип- 
соидга бэшк;а цайтиб келмаслигини исботлаймиз. Тескарисини фараз 
этамиз. Шундай мусбат .V >  0 топиладики, <в(/') =  с  ва етарли ки- 
чик мусбат А£ лар учун ш(Г +  Д )̂ < с  муносабатлар уринли булсин.
Лекин бу муносабатлардан © (/')< 0 экани келиб чи^ади. Топил- 
ган тенгсизлик (11.38) га зид. ((11.38) тенгсизлик 1=*Р да тугри, 
чунки со(0 =*с). Шундай цилиб, (11.31) эллипсоиднинг ички х=* 
=1 нуцтасидан бэшланадиган траектория х — ф( ,̂1) вак;ти билан щу 
эллипсоиддан албатта чикиб, сунгра унга бэл^а ¡^айтиб келмайди.
Ушбу №(х) <  у|л:|2 ва [|| <  а =  / I  тенгсизликлардан №{%) < с  ке­
либ чик,ади. Демак, Щ < о  шар ]У(х) <  с эллипсоид ичида ётиши
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г
V курсатилди. Шундай килиб, бутунлай тургунмаелик таърифига кура 
!■• теореманинг исботи якунланди.

¡ d f ; (а)\
[ 11.8-т е о р е м  а. Агар А =  ( —) 'матрица хос сонлари ичида

камида б иттаси  ’мус бат %аци$ий кисмга эга бул са ,  у  %олда муво-  
занат %олати т ур г унма с  б  у  лада.

Исботи юцоридаги икки теореманинг исботига ухшаш.

)j • М и с о л. Математик маятник тенгламасини, яъни ушбу

V . /<p+gsin(p = 0 (U.1) 

i, г тенгламани ёки каноник узгарувчиларда

Фх = фг>
g  . ,  (П.2>

ф2 — — s in  фх

системани курайлик. Бу автоном системанииг муёозанат холатлари (0 ,0), (&я,0) 
(А — бутун сон) нуцталардан иборат булиб, саноцли туш амни  ташкил этади. k 
нинг ж}фт кийматларига маятникнинг куйи холати, k нинг ток; кийматларига эсз  
юкори холати ь:ос келади (67- чизма). Бу нукталарнинг туррун ёки туррунмаслиги- 
ни текшириш учуа  фацат иккнтасини, яъни к<>) =  (0,0) па а <2) == (зх.О) ну^таларнв 

текшириш етарли. Аввал аО) =  (0,0) ну^тани слайлик. Мос бирикчи я^инлашиш 
системаси

Ф1 =Фг-
g  (Н .2 ')

Фг =  — J  Ф1

° Х\куринишда булиб, А =  (fl(J ) =  I _£  q I. Бу матрицанинг хос - сонлари =

=  * | /  j - ,  ^2=  — f j / ”~ . Куринадикн, хос сонларнинг ^ациций ^исмлари нолгз

тея г . Бундан (0, 0) ну^та (11.2) система учун Ляпунов маъносида асимптотик тур- 
гун  эмас. Аммо маятникнинг кичик тебранишлари учун 51Пф1~ф£ ва бу холда

(0,0) нуцта туррун булади, чунки (11 -2 ') учун 4 i(t)=  — А \ /  —cos 1/ — f+  a  Y
л -  g  1 ’

«p2( í)  =  A sir/  "J/ j - 1 - j - a  (A >  0, a — ихтиёрий Узгармаслар) ва модул ]ф(/)| че- 

гараланган. Ш унга ухшаш а*2* =  (л ,0 ) н уктага мос биринчи якинлашиш системаси

Ф1 =  Фг 

Фг — "^^1

Хос сонлардан бири мусбат булгани учун (л , 0) ну^та (11.2) система учун 
Ляпунов маъносида туррунмас (1 1 .8 -теоремага каранг).
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6. Ечимнинг тургунлиги. Бнзга (10.2) автоном система бзрилган 
булиб, ф(М ) функция шу системанинг ф(0, £) = g шартни цаноат- 
лантирэдиган ечими булсин.

11.4-таъриф. Агар ихти'рий  е> 0 уч ун  шундай  б>-0 м звж уд  
бул саки,  1) |г|— ?|< б тгнгси зликчи  цаноатлантирувчи  г] лар уч ун  
<[>(¿,11) ечим барча  0 лар уч ун  ачицлачган\ 2) <p( t , l ) — ф(^,ц)'<е 
тенгси злик барча t^O лар уч ун  рринли булса ,  у  Цолда (10.2) 
системанинг  cp(i,c) ечила Ляпуно з  лиъчо сида  т у  pF у н  дейилади. 
Акс холда тггишли ечим турр унли с  д гйилади .

Агар 11. 4-таърифдаги 1) ва 2) шартлар билан бирга яна ушбу 
шарт бажарилса, яъни 3) шундай кичик а > 0, а< б  топилсаки, 
|г|—э|< а булганда ушбу l im ф(/|) — ф(/, т])| =  0 муносабат уринли

булса, у .^олда (10.2) си:тгмани-гг ф( ,̂5) е ч н т  а сим гтотик  т ур -  
г у н  дейилади. Тургунмас ечимлар учун ушбу

fo> i(U ) — 1Ф, { t ,T l) \<  ~ = ,  . ■ ;1<Рп(*,Ю — фя( ^ л ) 1 <  р = ,

2 ^  =  « . * ¿ > 0 , i = 1 ...............п
1=1

тенгсизликлардан камида битгаш бажарилмайди. Агар бу тенгсиз- 
ликлар бир ва;^тда бажарилмаеа, (10.2) системанинг ф(/, I) ечими 
б утунлай  т у р г у н м ю  дейилади.

Ечимнинг тургунлигини текшириш масаласи автономмас система 
мувэзанат ^олатининг туррунлигини текширитга келтирилиши мум- 
кин. ^акш-^атан, (10.2) системанинг бирэр ечимини олайлик. Уша 
системада

y  — x ~ f f ( t , l )  (11.39)

алма цтиришяи бажарамиз. Равшанки, (11.39) д ан 'х  =* ф(/,|) бул- 
ганда у  =0 келиб чи^ади. Алмашгириш (10.2) системаяи цуйидаги

y  =  f ( y  +  <e(t,Z))-f(<P(t,l))  (11.40)

тенгламага олиб кзлап,и. Бу вектор-тенглама учун у —0 ечим (му- 
вэзачат ^олати). Фа:^ат эслатиб утамизки, биз мувэзанат ^олати ту- 
шунчасини азтоном системалар учун киритган эдик. (11.40) тенг- 
лама эса автоном эмас. Аммо

y  =  F(t,y)  (11.41)
t

курияишдаги тенгламалар учуя .^ам у  нинг F(t,y)  функцияни 
нолга айлантирадиган цийматлари мувозанат ^олати дейилади. 
Агар t ни параметр деб царалса, ечимнинг графигини ( у и . . . , уп) 
узгарувчилар фазосида урганилади. Бунда тегищли ечимнинг графи-
ги (11.41) тенгламанинг траекторияси ,  ( yL.............у п) узгарувчилар
фазоси R ‘ эса ^олатлар фазоси деб юритилади.
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7. Автономмас система ечимининг тургунлиги. Ечимии давоя® 
•ттириш мгсаласи. Бизга (11.41) вектор-тенглака берилган булиб, 
F( t , y )  функция Dn+l сохада ечшнинг магжудлиги Еа'ягсналиги ^а- 
цидаги теоремалардан бирсртасининг шартларини каноатлантирсщ* 

дейлик.
11.5- т аъ ри ф . Агар t—t0 да бсш/.антич у  ¡(to) =  i= l ,2  . . 

цийщатлар берилган б улиб ,  (11.41) тенгламанинг бирор  у —ц((} 
(О г ^ с о о )  ечити уч ун  ихти'ерий е > 0  берилганда  %ст шундай  
8(e , t0) топилсаки,  (11.41) тенглотацинг б сшца  ихти'ерий y~ ty ( t )T 

ечити. уч ун

lv ( to )—W o ) \ < 8 
тенгси злик баока^илганда барча t ^ t 0 ларда

|Ф(/) — г|)(0| < е

тенгси злик бажарилха, у  %олда {/«= q(t) ечим Ляпунов ш ъ н е с и д а  
т ур г у н  дейилади.  Агар 6> 0 сон t0 га Шлиц брл'маса, у  =  
ечим теки с  т ур г ун  дейилади.

1 1 .6 -т аъ р и ф . Агар у  — ч{1) ечи’м т ур г ун  булиб ,  ун дан  таш-  
цари шундай  б0>-0 сон таежуд  б ул саки , ихтиёрий бсшца у  — ij;(/) 
ечим учун

v |?^о )~  W o ) j< A
тенгсизлЬк бажарилганда§

t—> J-oo

бул са ,  у  .= tf (/) ечкм Ляпунов 'маъносида асимптотик т ур г ун  д е ­
йилади. Агар у  =  if (0  ечим т ур г у н  бултаса, у  т у р г у н ’мас дейилади.

(11.41) системанквг y —q(t)  ечимининг тургунлигини текшириш 
масаласи бирор бошка системанинг тривиал- ечимининг тургунлигини 
текширишга келтирилади. Жумладан, (10.2) ¿истеманинр <f(i,l) ечи- 
мини текширкш (11.40) тенгламанинг у*= 0 ечимини текширишга 
(11.39) алмаштириш ёрдамида келтирилади. Шу (11.39) алмашти- 
риш (11.41) тенгламага хам цулланилиши мумкин.

1- бсбда ечимки давом эттйриш ва давомсиз ечимлар хакидаги 
масала биринчи тартибли дифференциал текглама учун курилгав 
эди. Нормал (автономмас ёки автовом) системалар учун ^ам ечим- 
ни давом эттириш тушунчаси худди шунга ухшаш киритилади. Чу- 
нончи, y —q(t)  функция (11.41) тенгламанинг /г интервалда аник- 
ланган, y —^(t)  функция эса 5ша тенгламанинг 1-$ интервалда аниц- 
ланга'н ечими булсин. Агар Is гэ/г булиб, у ~ ^ ( 1 )  ечим 1Г интер- 
валда у  — ц(()  ечим билан устма-уст тушса, у л;олда y  — ty(t) ечим 
y ~ q ( t )  ечимнинг давсжи  дейилади. Агар y  = ^(t}, i£Js ечим учун 
унинг давомидан иборат булган хеч кандай ечим мавжуд булмаса, 
у  ^олда шу y=ty( t )  ечим д а в сж и з  дейилади.

Дар бир ечим ягона давомсиз ёчимгача даЕсм эттирилиши мум­
кин. Бу тасдикнинг исботи 1 -бсбда битта тенглама учун олиб бо- 
рилган исботдан фарк килмагани учун биз уни келтириб утирмай-



миз. Аммо цуйидаги ечимни давом эттирищ мумкин булишининг 
етарли шартларидан бирини берувчи лемма келтирамиз.

11.4-л е м м а  (Ф и л и п п о в  л е м м а с и ) . Биз га  (11.41) вектор-  
тгнглама бгрилган булиб ,  у н д а  t£ T  =  (7\, Т.,) (ихтиёрий  чекли 
интервал) , yZ-R* ва • .

(iУ, F (t , у ) ) < С  (1 + \<j\2), С >  0 — const (Ф)
б улиб ,  y  — q>(t, t0, х°) — ф(/) функция  (11.41) тенгламанинг их• 
ти'ерий тайинланган t0, у 0 бошлангич циймлтларга э га б ул ган  
ечими брлса, у  =  ф (t) ечим б ут ун  Т интгрзалда аницланган б у -  
лад,и.

И сб о т . (Ф) тенгсизлик А. Ф. Филиппов т ен гси зли ги  деб юри- 
тилади, унда (у,  F (t , у )  ифэда у  ва F (t , у )  векторларнинг скаляр 
купайтмасини англатади. Курсатиш цийин эмаски, агар |F (t, у\ ^  
^  k (1 -f- \у), k > 0  const тенгсизлик бажарилса, (Ф) тенгсизли­
ги ^ам 1 +  k2, = С кэнстанта билая бажарилади. Эзди лемманинг 
бевосита исбэтиса утамиз. яр (t) =  1 +  |ф (t)|а, ф (t0) =  1 -f- |x°j2 =  А 
булсин. Содда муло^азалар ёрдамида цуйидагига эга буламиз:

— } = 7 t [1 + S * * (i)] = S  2 ф£ (0 = 2 (Ф {t) ,!(Ф {t))dt ¿=1 i=i
=  2 (ф (0 , F(t,  ф (0 )< 2 С (1 + | Ф (0| 2) =  2 С ф (0 ,

яъни ушбу

< 2Сф (/)•

дифференциал тенгсизликка эга буламиз. Уни аввал t0 дан 
t  (t0 <  t <  Г2) гача интеграллаймиз: ф (¿) <  Ае2С <  Ае2С , 
сунгра t дан t0 (7\ <  t < . t 0) гача интеграллаймиз: ф ( i )>  Ae2C(t~U) >  
>  Ae2ClT'~la). Шундай цилиб, Аегс  ^  ф (t) ^  Ае20 тенг-
сизликларга эгамиз. Бундан ф (t) нинг ифодасига кура 1 +  |ф (0I2 
функция ёки |ф(01а функция, ни^оят, |cp ( i) , модул чегаралакгани 
келиб чи^йди. Лемма исбот булди.

К,уйида авТономмас система ечимияинг туррунлигини текщирищ- 
га оид мисол курам из.

М и с о л . Ушбу

|лг‘х =  In (I -ь  — 2дгх) +  Злг2 -J- з^3 +  1, ,
U 3 — x l — 2tx1 — 2x1 — х2

системанинг xL =  t, х2 =  — Р ечими туррунликка текширилсин. Бунинг учун 
(11.39) алмаштиришни бажарамиз:

у1 =  х1 — (, у2 =  хг +  /2.
Н атижада цуйидаги

|у1 =  1п(1 — 2У1) +  3у2 ( = / i ) ,

(Уз -  yi — 2yt ~  yt ( =  /а).

363



■системага келамиз. Ляпуновнинг 1-методи буйича мулохаза юритамиз. Содда дисоб- 
лашлар курсатадики, бу системашнг (0, 0) мувозанат ну^тасида

(Ёк)\ = _ 2> ( Щ
\ дхх I ](0, 0) ’ - дхг ! (0, 0)(I

А матрица (~~q —? )  куринишда булиб, унинг хос сонлари =

\дх, ' (0, 0)
1 < 0, Я2 =

- 2 < 0  лардан иборат. Д емак, ЛяпунсЕ— П уанкаре тео р ем си га кура (0, 0}
нуЦта асимпилкк т ур 1ун булади. Бундзн Серплган 
ечими ^ам асимпточик тург^н экани келнб чицади.

системгшшг х , =  t. = — íz

4- § .  УАТТ БУР МАШИНАСИНИНГ ИШЛАШ ПРИНЦИПИ Х.АКИДА

XVIII аср охирида инглиз инженери Уатт бур машшаснни кашф 
этди. Машина маълум режимда кшлар еэ  машинанинг иши б у  ре- 
жимдан огишганда автоматик бсшцарилар эди. Автоматик бошка- 
ришни марказдан цсчирма ре гулятор  ердшида амалга сшириш 
Уаттнинг мухим кашфиёти хиссбланади.

Марказдан цсчирма регулятор га унинг гш/аш принципи билан 
танишамиз.

Марказдан кочирма регулятор уз Еертккал < ки атрсфида айлана 
сладиган Еертикал S  стержендан кборат булиб, унинг юцсри учига

бир хил юкли иккита Lx ва ¿ 2 
стержень шарнир ёрдамида бирик- 
тирилган. Бу Lx ва L2 стержен­
лар яна цушимча шарнирлар би­
лан шуидай богланганки, улар уз 
вертикал ^олатидан бир вацтда. 
бир хил ф бурчакка огиши мум- 
кин. Бунда ва ¿ 2 стерженлар 
доим вертикал текисликда ^аракат 
циладилар. S  стерженга Al муфта 
кийгизилган булиб, Lx ва ¿ 2 стер­
женлар уз вертикал ^олатидан ф 
бурчакка сгишганда бу муфтанк 
^аракатга келтиради. Шу муфтадан 
S стерженнинг юцори- учигача бул- 
ган масофа cos ф га пропорцио- 
нал. Lx ва L2 стерженлар узунли- 
гини 1, уларнинг учига урнатил- 
ган ^ар бир юкнииг массасини 
т  деб белгилаймиз (68- чизма). 
Агар S стержень 0 бурчак тез лик. 
билан айланса, Lx ва ¿ 2 стержен­

лар эса уз вертикал ^олатларидан ф бурчакка огишган булса, у  
^олда стерженлардаги хар бир юкка марказдан кочирма

пт в 2 s in  ф

..Заслонкага.I

Лор 
маш ина- 
£ и н и т  
цилиидла- 
р и г а

68 - чизма.

куч ва
m g

(11 .42>

(11.43)
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огирлик кучи таъсир этади. (11.42) кучни ташкил этувчиларга аж- 
ратамиз: улардан бири ф нинг усиш йуналишида булиб,

m б ^ т ф  cos ф , (11.44)
(11.43) кучнинг уша йуналишдаги ташкил этувчиси

— m g  sin ф (11.45)

дан иборат булади. (11.44) ва (11.45) кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси

.г
/п02БШф соэф — mg sin ф (11.46)
куч экани равшан (69-чизма).

Марказдан кочирма регулятор 
ишини соддалаштирилган ^олда 
тушунтирсак, Lt ва L2 стержен- 
лар S  стерженнинг бурчак тез- 
лиги в берилганда (11.42) ва (11.
43) кучлар таъсири остида ушбу
т  В2 sin ф соэф— /тгф sin ф =0 (11.47) 

тенгламанинг 0 <  ф <  ^  интер-

валда аникланган ечими ф бур- 
чакка, узгаради. Бошцача айтганда, (11.46) куч нолга тенглаштири- 
лади.

т  масса (11.46) куч таъсири остида дифференциал тенглама 
билан баён этиладиган ^аракат килади. Бунда т  массага яна шар- 
нирлардаги ишкаланиш кучи ^ам таъсир цилади. Соддалик учун бу
куч т  массанинг харгкат тезлиги ф га прспорционал деб караймиз,
яъни уни — Ьф, Ь =  const деб белгилаймиз. Агар ф деб т  масса­
нинг ^олатини белгилайдиган ксордииатайи белгиласак, у ^олда 
ш у ф никг увгариш цонуни ушбу

тф = т  02 sin ф cos ф — m g  sin ф — b ф (11.48)

иккинчи тартибли чизикли булмаган дифференциал тенглама билан 
ифода этилади,

Энди буг машинасининг ишини тушунтирайлик. Бу машина / 
инерция коментига эга булган бугнинг кучи таъсирида айланма 
^аракатга келтириладиган гилдиракдан  иборат. Шунинг учун бур 
машинасининг дифференциал тенгламаси

/ш = Р  ̂— Р  (11.49)

куринишда ёзилиши мумкин. Бунда о) — гилдиракнинг айланиш бур­
чак тезлиги, Рг — буг таъсир кучи моменти, Р  — гилдиракка у 
айланищи натижасида кутариб берадиган (масалан, шахтадан) юк- 
нинг таъсир кучи моменти. Ру куч заслонканинг куп ёки кам очи- 
лишига боглиц.
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Пар машин аси текие ишлаши учун унга марказдан цочирма 
регулятор бириктирилади. Бу регулятор гилдиракнинг айланиш тез- 
лиги 'ортиб кетса, зaqлoнкa тешигини кичрайтириб, бур беришни 
камайтиради. Агар рилдирак тезлиги камайиб кетса,, бур беришни 

/ орттиради. Уатт бур машинасида автоматик бошкариш принципи ана 
шундан иборат (68- чизма). Айтиб утамизки, гилдирак билан верти­
кал стержень 5  тишли у т к а з г т  ёрдамида бэгланган булиб, со ва
0 лар орасида

0 =  псо , (11.50)

(п <— утказиш сони) муносабат мавжуд. Бундан таш^ари М муфта 
заслонка билан борлангак булиб, ушбу

Pi  == +  & (cos Ф — cos Ф*) (11.51)

муносабат бу борланишни ифодалайди. Унда <р* бурчак ф нинг 
шундай «уртача» цийматики, бошкарилаётган ф нинг циймати шу 
Ф * га яцин цилиб сацланиши лозим; Р куч ф — ф* булганда Р  куч- 
нинг циймати, к >  0 пропорцион а ллик коэффициента.

Шундай ^илиб, (11.51) муносабат регуляторнинг бур машина- 
сига таъсирини белгилайди: агар ф ортиб кетса, бугнинг берилиши 
камайтирилади ва аксинча, ф камайиб кетса, бугнинг берилиши 
орттирилади. Биз бур машинасининг регуляторга таъсири ва регуля­
торнинг бур машинасига таъсирини ургандик. Натижада машина- 
регулятор системаси ^осил булди. Энди шу системанинг динамика- 
сини, унинг туррунлигини урганамиз,

(11.48) — (11.51) муносабатлардан машина-регулятор [системаси 
ушбу

(11.52)1тф =[mn2co2sin ф cos ф — m g  sin ф — Ь ф,
I/со =  ¿cos ф— F

(бунда F — Р  — Ft +  k cos ф*) система билан ифэдаланади. Бу сис­
тема ij? — ф алмаштириш ёрдамида цуйидаги нормал автоном систе- 
мага келади: '

Ф =г1з,

ф =  /г2 со2 sin ф cos ф — ^ бшф — — гй,
т

со =  — cos ф 
/ Т

£
I

(11.53)

ByF машинасининг турри иши, яъни максадга мувофик; режими 
(стационар режими) шундан иборатки, бугни узатадиган заслонка 
^аракатсиз булади. Бошкача айтганда ф =  const булиб цолади. Ал- 
батта, бунда Р  кучи узгармай цолиши лозим. Агар Р кучи узгариб 
турса, заслонканинг холати унга мос равйшда узгариши лозим. 
Шундай цилиб, (11,53) системанинг

Ф — Фо- Фо = ® =  ®о (11.54)
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куринишдаги ечимини излаш лозим. Аммо (11.54) мщдорлар (11.53) 
системанинг мувозанат холатини ифода этади. Демак, биз шу сис­
теманинг мувозанат ^олатини излашимиз лозим. (11.53) системанинг 
унг томонини нолга тенглаштириб куйидагини топамиз:

^0 =  °.
F

COSÍfo — — ’

п2аА- (11.55)
COStfo

Энди системанинг мувозанат ^олатини тургунликка текширайлик. 
Шу макс ад да

Ф =  Фо' +  А ф> 'Ф — Ч̂о +  A i f , и  =  со0 +  A to 
алмаштириш бажарамиз. Содда ^исоблашлар ёрдамида ушбу

А ф =  Дг|\
Д =  п2 со I cos 2 ф0Аф -f  t v  <üq sin 2 ф0Айз — g  cos ф0 Аф-------Аф,

т
А(о =  — у  5Шф0Дф

системага келамиз. (11.55) мунссабатларнинг охиргисини бу систе- 
мавинг иккинчисига цуйсак, ^уйидаги биринчи я^инлашиш систе- 
маси хосил булади:

Аф =  AoJ), 

Аг{> = Дф_ A A t + 2j r sif J i o. Ас0;
cos(p0 т .  со0

А а  — —- j  sin ф0 Аф.

Éy (11.56) системанинг характеристик купх.адини топамиз:
-р  1 О

= 2 gsin<Po
т

О

(11.56)

D  ( Р )

g  sm 2 9 0

! COS фо 
k :■ — sm<Po

ш0 

— p

Детерминантни очиб чициб  ушбу га эга буламиз:

D (p ) Р3+ ~ Р 2 +  
т

g  sin 2 фо 2 kg s in 2 фо

cos ф0 1 íú0
(11.57)

(11.57) куп^аднинг коэффиииентлари мусбат, демак, кугщадлар тур- 
гунлигининг зарурий шарти бажарилади. Энди (11.57) кую^ад тур- 
гун булиши уч у н ' (11.6) тенгсизлигининг бажарилиши етарли 
булади. Курилаётган ^олда (11.6) тенгсиз^ик куйидаги
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g s in 8 Фо J . 2 kg s in 2 ф0
COS ф0 / co0

еки
b_l >  2 k cos ф0 _ 2 F  (11 5 8 )

m co0 шо
курииишда ёзилади. Шу (11.58) муносабат Ляпунов—Пуанкаре 
теоремаси буйича машина-регулятор системаси тургунлигининг 
етарли шартини ифодалайди.

Вишнеградский натижаларини баён этиш 'учун  6yF машинаси 
юришининг нотекислиги тушунчасини киритамиз. Р  кучининг узга-
риши билан со0 мивдорнинг узгаршлини мивдор белгилайди.

dP
Ушбу v =  мщдор машина юришининг нотекислиги  деб юрити- 

dP
лади. Техникада бу тушунча му^им роль уйнайди. (11.55) га кура 
F = const, бундан ^  чунки dF = dP. Шундай

цилиб, v =  —-  . Шу муносабатдан фэйдаланиб, (11.58) ни бундай 
2 F

~ -v > l (11.59)
т

ёзиш мумкин. Вишнеградский шу тенгсизликни топиб, ундан ^уйи- 
даги хулосаларга келган:

1. Lj ва 12 стчержень учларидаги юк массаси т  ни орттириш
(11.59) тенгсизликнинг бузилишига олиб келиши мумкин (чунки т 
ортиши билан (11.59) нинг чап томони камайиб боради);

2. Ишк,аланиш коэффициента Ь ни камайтириш (11.59) нинг 
бузилишига олиб келиши мумкин (чунки о нинг камайиши билан
(11.59) нинг чап томони камайиб боради);

3. Рилдиракнинг инерция моменти I ни камайтириш ^ам (11.59) 
нинг бузилишига олиб келиши мумкин;

4. Шуига' ухшаш, нотекислик v ни камайтириш ?̂ ам (11.59) 
тенгсизликнинг бузилишига олиб келиши мумкин.

Шундай ^илиб, (11.59) тенгсизликнинг бажарилиши туррунлик- 
ни таъминлайди.

\ '
5- § . ЛЯИУН08НИНГ ИККИНЧИ МЕТОДИ

r 1. Ани^ ишэрали функциялар. Ляпунов тавсия этган ва унинг 
биринчн методидан фарп̂  к,иладиган метод куп аргументли функция- 
ларнинг маълум синфини топишга богланган. Виз куйида баъзи 
тушукчаларни киритамиз.

11 .7 -таъри ф . 1. Агар бирор  очш\ Dn тупламЭа анщлан ган  
v (х1} . . .  , хп) скаляр функция  фацат  1) хг = . . . =  хп — 0 нуцтада  
((О, . . .  , О G DJ нолга айланса,  2) шундай  мус бат сон h мавжуд  
брлсаки, \x\<h, Dit = {x:\x\<h}£Dn бул ганда  v (x x............... хп) =
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= v(x) функция фа^ат б и т п а  ани^ ишорали циймгтларни ц а б у л  
цилса, у  %олда ц(х) функция  D, тупламда а ч щ  ишорали д е й и -  
лади.

Шу таърнфни ^аноатлантирган функциялар учун

ыуносабатлар уринли.
2. Агар бирор  очиц Dn тупламда аниклангач v (x lt . . .  , хн ) 

скаляр функция  h щ ч ч а  кичик б у л м ю и ч  D;i тупламда %ам мус - 
бат, %ам манфий цийматлар цабул цилса , у  х^олда v  (х) =
— v(xx, . . .  , хп) функция D, тупламда у з г а р у з ч и  ишорали функ­
ция  дгйилади .

Функцияларнинг ани^ ёки узгарувчи ишорали булишининг уму- 
мий белгилари йуц.-Аммо баъзи хусусий ^олларда бундай белгилар 
мавжуд. Кейинги муло^азаларда худди шу хусусий доллар билан 
иш курамиз.

Курилаётган v(x)  функция m-тартибли бир жинсли форма бул- 
син (т =  2 булганда квадратик формага эгамиз), яъни ихтиёрий % 
учун ушбу

муносабат уринли. Энди v (х) квадратик форма булсин. Уни

11.8- т е о р е м а (С и л ь в е с т р  т е о р г м а с и). (11.60) квадратик  
формл мугбат а чщ лан га ч  брлишл уч ун  матрица  детерминанти-  
нинг  барча бош мичорлари, я ъ ч и  у ш б у

мщдорлар  мусбат булиши зар ур  ва етарли.
Бу теореманинг исботини чизщли алгебра кулланмаларидан то- 

пиш мумкин.

v (x\ j> 0 ,  x£Dh, х ф О  
V{ J { = 0 , х — 0

v(x )  j<С0, х £ Dft) х Ф  0 
=  0, х — 0

v ( k x lt . . .  , Я, хп) =  v(kx )  =  Kin v (х), x£Dh

п п

каби ёзамиз. Унинг матрицасини Р  деб белгилаймиз: Р —

t'nl Vn2 • • • v,
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2. Тургунлик ва асимптотик тургунлик эодида Ляпунов теоре-й 
малари. Биз яна нормал автоном системалар билан иш курамиз^! 
(10.2) система берилган булиб, а  — 0 унинг мувозанат -^олати бул- 
син. Куйидаги теоремаларда ишлатиладиган v (x 1, . . .  , хп) функ* 
ция Ляпунов ф у н щ и я с и  дейилади.

11.9-т е о р е м а  ( т у р г у н л и к  ^ а ц и д а ) . Агар (10.2) с и ст ем ой  
уч ун  тупла'мда анщлан ган  дифференциалланувчи V (х) функ-Ж 
ц и я  мавжуд б улиб ,  у  Он т^плашда уилбу шартларни каноатлан-\  
тирса:  . .. щ

1) и (х )> 0 , а гар  х 0 ) к б ул са ; V (*) =  0 ф щ ат  х — 0 б$лганда ;|  
я ъни  V (х) функция, к о о р динат а  б сишда  цатъий т иним ут а  э га ;

2) t ^ í 0 б ул ганда  ( 10.2) с и ст т анин г  х =  ср ((), ф (¿с) =  х• 
траектория си  буйлйб

— ^  М  _  ’
( 10. 2) ( ф  ( 0 ) dt

dv (х)
dX: fi(x)

тен г си злик  уринли,  у  %олда (10.2) систешаяинг  а =  0 муеозанат\  
%олати Ляпунов  маъносида  тир гун  булади.

И с б о т . z ~ v  (х) функция учун v (х) — с  мунссабат (с *= const) J  
с а пщ  сиртларинн беради. Агар с -  0 булса, сащ сирти координата^ 
бошидан иборат, с^> 0 булганда i  (х) *= с  ёпщ сат^ сирти булади. 
Бу сирт уз ичига координата бсшини олади. Бирор е>-‘0  [олайлик. 
v  (х) «= с  да с  етарли кичик булса, шу сирт координата бддтивинг | 
е-атрофи 0g да жойлашган булади (70- еэ 71- чизмалар), аммо| 
координата бошидан утмайди. Шунинг учун шундай 6 ;> 0  мавжуд" §

ки, координата бошининг б-атрофи 06 v *= с’ сиртнинг ичида ёта- 
ди, яъни шу б-атрсфнинг ну^тагари учун i < c  тенгсизлиги 
бажарилади- Агар бсшлангич нуктани л® десак, я е£06 булганда, 
(яъни v  (я0) — сх< с  булганда) t >  t0 учун шу л° ну^тадан чик;- 
ц  ан х (t, х°) траектория 0g атрофдан, ^атто v  =  с .сат^  сиртидая
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■чщиб кета олмайди. ^а^и^атан, теореманинг (2) шартига кура 
<10.2) снстеманинг х° ну^тадан чи^адиган х ((, х°) тр^екторияси 
б^йича и(х)  функция'усмайди, чунки:

П
и(Ю.2) (Х (1> Х°)) =  ^

до(х(( ,  х »)) 
д х . ¡1 (х( ( ,  * « ) )< 0 .

Шунинг учун / >  ¡о булганда
V (х (¿, х°)‘) <  Сг <  С.

Бу эса Ляпунов маъносида тургунликни курсатади. Аммо ' бундан, 
умуман айтганда,

келиб чи^майди. КЦоридаги (11.61) муносабатлар уринлн булиши 
учун 11.9-теорема щартлари етарли эмас. Дозир шу масала учун 
етарли шартни берадиган теоремами келтирамиз.

11.10-т е о р е м а  ( а с и м п т о т и к  т у р г у н л и к д а к ; и д а ) .  Агар
(10.2) си стемг учун  В п т$пламда аникланган дифференциаяланув-  
чи и(х) с каляр функция м гвжуд  б улиб ,  б у  функция'  1) координа­
та бошида щ т ъ и й  мшимумга  э га  ва р (0 )= 0  б 1]лса\ 2) 
б ул ганда  (10,2) сж т ем ш и н г  х  =  ер (/), ф (10) — х° траекториям  
б$йлаб

муно сабат уринЛи, координат з б ош инин г  06 =  {х: |х| <  бх}, 61> о
атрофидан таищарида V {10 2) (ф ( ¿ ) )  <  — р <  0, р  >  0 тенгсизлик  
дринли Щлса, (10.2) нинг  а =  0 м/юзанат фолата асимптотик  
турр ун  б улади .

И с бот. Бу теоремада азвалги теореманинг барча щартлари 
бажарилади. Демак, у,ар бир в >  0 учун шундай б (е) >  0 топищ 
мумкинки, 0Й атрофдан чикдан х (¿, х°) траектория  ̂ булганда 
0£ атрофдан таш^арига, чи^иЗ кэта олмайди. Лекин ^ > Т 0 > ^0 
булганда шу рс^,  х°) траектория буйлэЗ теореманинг 2) шарти ба­
жарилади. С атрофдан таш^арида и (х.) функция монотон камаюв- 
чи, шу сабаЗли ¿-> 4- оо да о(х)  функдиянянг чекли £лимити мав- 
ж уд , яъни;

=•0 келиб ВД^ади. Энди « > 0  булсин. У 5р л д а  , / >  учун .х (¿, я0) 
траектория и > а  со^ада жэйлашган булади. Демак, бошкача айт­
ганда, х  (/, х°) траектория I >  £„ булганда Оз. атрофдан таищари- 
да жойлащган булади. Шу 06 атрофда цуйидагига эгамиз:

Ншу(х, (, хй)) =  0, яъни Нт х хе) — 0 (11.61)

Н ти (х  ((, х0)) =  а  >  0.
/-+4-оо

Агар се =  0 булса, теорема и:бэт булади, чунки ундан' Игл л: (¿, *°) =
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^(10.2)■(* (^> X0)) ^  Р ^ О ,  1 ^ Т 0'

Бу муносабатни Т0 дан I гача [интегрэллаймиз:
v (x  ((, х°)) — и ( х ( Т 0, д ° ))<  — р ( * _ : г 0)

ё̂ си
V (х (*, д:0)) <  у (дс (Т0) л0)) _  Р (* _  г 0).

Бундан етарлн катта мусбат * лар учун I (х (¿, л0)) <  0 тенгсиз- 
лик келиб чщади. Бу теореманинг 1) шартига зид. Демак, а > 0  
була олмайди. Шундай к.илиб, а  =  0. Теорема исбот булди.

1 1 .1 1 -т е о р е м а  (Ч е т а е в  т е о р е м а с и ) .  Агар (10.2) система  
учун шундай  дифференциалланувчи V (х) та сжуд  брлсски,  б у  функ­
ция  координата б сшинин г  бирор  ёпиц  £>л атрофида уш б у  шарт-  
ларни цаноатлантирса :

1) координата б ошининг  бирор  и  атрсфида шундай  туп  лам 
мавжудки, ун да  у >  0 ва б  у  т у п л ш н и н г  чегараларида V = 0 игу 
билан бирга  ц(0) = 0; 2) г > 0  бул ган т$пламда (10.2) система-  
нинг  х ~  (?((),  <р(£р)= .л :0 траект ори ям  буйлаб

П

. ‘ ’„ . .ч < тм ) = У ! 5У г  и  м  > о¿ти I *=ф(0 /■*=г

ва V >  0 ,  а >  0  тупламда  1’(10.2) (ф  ( 0 )  >  Р > 0  б$лади,  уУ{олда
(10.2) систе'манинг мцвозана п Уплати а — 0 т у р г у н т с .

И с б о т . Бошлангич ну^та х° 
ни О тупламнинг у > 0  ^исмида 
оламиз. Шу к;исм тупламни1^(у>0) 
деб белгилаймиз. Демак, V (х°)= а,  
а  >  0 деса булади. Равшанки, 
х°^и (и >• 0)£(У (72- чизма).

Теореманинг шартига кура (10.2) 
систейанинг х =  ф (¿) ф (¿0) =  х°
траекторияси буйлаб у(10 2) (ф (/))> О 
булгани учун V (х) функция ка- 
маймайДй. Шу сабабли я  =  ф(£) 
траектория ^урилган и  ( у  >  0) туп- 
ламдан чиЦиб кетмагунча шу тра­
ектория II (и > а)  тупламда ^олиши 

лозим. х — ф(^) траектория < = ¿0 да V (у >  0) тупламдан бошланиб, 
ва^т утиши билан и  (и >  а ) тупламдан чи1\иб кетади. Фараз этай- 
лик, да х — ф (¿) траектория 0  0) тупламдан чициб кет-
масин, я ъ н и  t^Szt0 булганда <р(/) с : ¿//,у> 0). Теореманинг 2) шартига 
кура I >  ¿о булганда у(102) (ф (0) >  Р > °  тенгсизлик уринли. Агар
бу тенгсизликни / 0 дан  ̂ гача интегралласак:

V (ф(?)) —  у (Ф (/0))- >  Р (* —  *о)



ёкн
о (ф (0 )— v{x°) > p ( i  — 10) . 

мунссабатга эга буламиз. Ундан v  (л°)чекли ва мусбат б^лгани учун 
t +  оо да v  (ф (.t)) функция х  я= ф (t) траектория буйлаб исталгаи- 
ча усиши келиб чикдци. Бу ^олда х  =  ф (t) траектория координата 
бошинккг исталган чегараланган атрсфидан, хусусан, i/ ( y > a )  
атрсфидан хам чикиб кетади. Юкоридаги фаразга зид натижа чикди.
Эслатамизки, U cz Dh, ва унда и(*) функция узлуксиз,
демак, чегараланган. Юцорида эса v (ф (/]) функция исталганча катта 
була олиши мумкин зди. Тесрема исбот булди.

3. Ляпунов фуккциясини цуриш. МуЕОзанат ^олатининг тургун- 
лигини Ляпуновнинг иккинчи методи ёрдамида текширилганда Ля­
пунов функцияси >̂ ал ^илувчи роль уйнавди. У ёки бу конкрет 
масалада шу функцияни топиш масаласи му^им булиб, Ляпунов 
фуккциясини умумий ^олларда излаш методи мавжуд эмас. Баъзи 
^олларда маълум усулларни тавсия этиш мумкин, холос. Шуниси 
цизшуш, агар (10.2) системанинг бнрор биринчи иитеграли маълум 
булса, к.уйилган масала ^ал булади. Хак,икатан,

Ф (*1( . . .  , хп) = С = const

(10.2) системанинг биринчи интеграли булсин. Агар Ф (х) функция 
мусбат ишсрали (яъни Ф (0) = 0; Ф ( а ) = С > 0 ,  хФ  0) булса, у 
^олда Ляпунов функцияси сифатида шу Ф(л') функцияни олиш мум-

¿CD Iкин. Равшанки, -— — 0, ф ( х ) > 0 .  Демак, Ляпуновнинг тур- 
М 1(10,2)

рунлик ^акидаги тесремасикикг шартлари бажарилади. Шунинг учун
(10.2) системанинг мувсзайат ^слати о —0 тургун булади.

4. Ляпунов фуккциясини излашникг сунъий усули. Баъзи лол­
ларда Ляпунов функциясини ушбу

п
v (x lt . . .  , x J ^ F M  +  . . .  +  Fn (xn) ~  У  Ft (xt) (И.65>

куринишда излаш самарали натижа беради. Хусусан, (10.2) систе­
манинг у кг тсмсккдаги функция; арк-кнг х.гр бири (11.65) хусусият- 
га  эга булган дейлик, яъни

Н

¡ л ч ..............Ч )  = У,  /'/’ Ц ) .
/=i

..................................................................  (11.66)
,  п

f j x »  ■ ■ ■ . Хп) -  2  fn (Xj)-

Энди (11.65) фуккииядан (10.2) системага к^ра шу (11.66) ифода- 
ларни назарда тутиб ^осила оламиз:
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П / п
' « (1в.а> (*) =  2  р / (*/) ¡ ¡ н (хр +  ^ ( * 1) ■ ( 2  /(/> '(*,)) +  ••■• +/=1 ;=2

. . ( ”| й ’ (*,>)• ■ ,

^осила учун топилган ифода ^ам у ( х ) функциянинг (11.65) га ух- 
шаш куринишига келтирилади. Унинг учун

^  Ы  ( ^  (■«,)') +  ^  (* ,)' ^2 т 1 (■'/)) +  ■ • ;  +

+ ' ’> » )  ( 2 й 1 ’ (*/>)=0 < " - и

тенгликнинг бажарилишини талаб этиш етарли. Юкоридаги (11,67) 
тенгликнинг чап томонида ^ (2) белгиси йириндида иккинчи ^ади 
^атнашмаслигини билдиради, цолган ^олларда .^ам шундай хосса 
>бор. Агар натижада ^осил булган

П П

V (X) =  2  Р1 (Х,) ’ У(Ю 2) (*) =  2  Р] <*/) /?) (*/>/=1 /=Г
функциялар тургунлик .^а^идаги теоремалардан бирэртасииинг шарт- 
ларини цаноатлантирса, биз ма^садга эршлган буламиз.

Келтирилган усул иккинчи тартибли системаларда купро^ яхши 
яатижа беради. Масалан, аввал ушбу

П
Х1 ~  2 ац х/' ац соп5* (11.68)

•системани олайлик. Бу ^олда (11.65) функциянинг ^осиласи цуйида- 
гича ёзилади:

■ * Я ,
¿(„.68, (Х) =  2  а «< ^  (*/) +  Р1 (*0  (аПХ2 +  . . .  +

+  а 1дх„) + р 'ЛХг){аг1Хх + а г3х3 +  . . .  Ц- а ^ х я) +
+  • * • +  ^ Ю ( « Л,* ,  +  • . . +  апп_ 1 хп_ х).

Агар а., <  0, а11 — —а }1, Р'1(х1) = 2х1 булса, бундан
П

11.68) (■*) ~  ^ 2  ^  ^  ®¡=1
келиб чщади. Равшанки, (х(.) функцияларни /г( (л:;.) =« деб тан - 
лащ мумкин. Шундай ^илиб, Ляпунов функцияси ушбу

П
м  =  2 * ?

*=1
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к^ринишга эга. Курилаётган ^олда координата боши Ляпунов маъ- 
носида тургун буладн. Энди

х =  х3 — г/, (11.69)
у  = х +  у 3

система учун г =  ¿4 (х) +  (#) десак, соддадисоблашлар ёрдамида 
цуйидагини топамиз:

>.69) (*» У) =  р \ М  (х3 — У) +  К  (У) (х +  У3) ~
= 1Р'1 ( х )х 3 +  р'2 ( у ) у 3] +  1—у Р [ ( х )  +  хР2 (у)],

бундан
у  р[  (Х) =  д: Р' (у)

ёки /Г1 (х ) =  х, Р'2(у) =  у  ва /71(х) =  х2, Рг{у )*=у2 Деб танласа 
булади. Шундай цилиб,

V {х, у )  = .х 2 +  г/2 >  О, 1Г(1169) (х, г/) =  2 (х4 +  г/4) > 0.

Деыак, Четгев тесремасига кура берилган система учун (0,0) ну^та'
тургунмас.

• /

6- § . ЛИМИТ ДАВРАЛАР. ЭРГАШ ФУНКЦИЯ  ̂ ,

Лимит давра (цикл) еа з р г сш  функция  тушунчаларини улуг 
француз математиги А. Пуанкаре ккритган булиб, бу тушунчалар 
хакида дастлабки илмий натижалар унинг узига тегишли. Лимит 
давралар техникада тур/и асбсб га цуршшаларни лойщалашда му» 
а;им роль уйнанди. Техникада сиш ас тебранишлар шу лимит давра­
лар тушунчасига мсс келади. Бу кссликни биринчи марта соЕет оли- 
ми А. А. Андронов аницлаган.

Яна нормал автоном (10.2) системани курайлик. Унда ¡ 1(х1, . . . „
хп)> ■ • • . (хх..............хп)(кискача /(х) вектор-функция) функция-
лар п улчовли фазскинг бирср очи^ Р п тупламида ани^ланган^ва 
узининг хусусий хссилалари билан узлуксиз деб ^араймиз. У ^олда 
Р>п тупламнинг хар бир нуктасидан (10.2) системанинг фак,ат битта 
траекторией утади. Кейинги мулох.азаларда купинчап=2 булган 
х;ол курилади. Унда соддалик учун Оп туплам сифатида бутун Р' 
текислик каралади.

I. Лимит давра ва унинг я^инидаги траекториялар. Энди лимит 
давра тушунчасини киритамиз (п —2).

I I . 8 - т а ъ р и ф .  (10.2} автонсм системанинг ажратилган  (изо- 
ляцияланган) даврий ечими лимит давра  (цикл) д е й и л а д и .Т у л а р щ  
айтганда,  х =  ср (/) вектор-функция  (10.2) системанинг даврий сни­
ми б$либ, К чизиги  зса Р  текисликда шу ечимнинг графиги' (ёпи^. 
згри чизик, ёяиц траектория) булсин. Агар шундай мусбат с о п р > - 0  
мавжуд булсаки, Р  текисликдаги К  эгри чизикдан р дан кичик ма-
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софада жойлашган | ну^та ^андай булмасин, (10.2) системанинг шу 
ну^тадан утадиган ечими даврнй булмаса, у ^олда х =  ср (¿) ечим 
<ёки К траектория) (10.2) системанинг лимтг давраси  дейилади.

Таърифдан куринадики, агар х£К,, 1 $ К  ва | д: — ^( <  р булса,
(10.2) системанинг 0,£ бошлацяич цийматларга эга булган х =
— ф (¿, £) ечими даврий булмайди. Бош^ача айтганда, лимит даврага 
яцин масофада системанинг ёпи^ траекторнялари мавжуд эмас 
(73- чизма).

Ундай булса, лимит даврага я^ин траектор.иялар узини ^андай 
тугади. К^уйида биз шуни урганамиз.

11.12 - т е о р е м а. х — ср (0 ечим (10.2) систем шин г  (п =  2) лимит 
давра си б  у  лив, К  ун га мос ёпик, траектория. б$лсин. Вп:щ траек-

нади ган  барча ички траекториялар ё  ¿ - » - +  оо да, ски t ~*■— ос да 
спирал каби К  га ура  лад и. Худди  ш у  тасдиц  т а щ и  тра ектория - 
лар учун %ам уринли  (74- чизма а, 6)). Б у  тгоргманинг ис ботига  
утиигдан аевал баъ эи  ёрдамчи тасдицлар керак булади .

Агар К  га я щ н  барча ну^талардаи бошланадиган барча траек - 
ториялар (хох ички, хох таищи булмасин)  ¿-> +  оо да  К га у  рал - 
са,  у  \олда лимит давра т ур г ун  дгйилади  (74- чизма, а). Агар К г а  
яцин барча нуцталардан бошланадиган траекториялар  £ -> — оо д а  
К  га уралса, у  холда лимит давра б утунлай  т ур г унм г с  дгйилад и

73 - чизма.

тория, маълумки, текис -  
ликни икки ички ва таш-  
ци со^ага б  (¡лад и. Авто- 
ном системанинг траек- 
ториялари уз аро  кесиша  
олмгслиги учун  (10.2) с и с ­
теманинг ,\ар бир  К дан  
фарцли траекторияси  у н ­
га нисбатан ё  ички, ё  
ташци булади.  Х,ам таш-  
ци, %ам ички траекто­
риялар учун бири  иккин-  
чисини инкор циладиган  
цуйидаги икки \ол юз бе-  
риши мумкин. Яъни,  К  
га яцин Нуцтада бошла-

74- чизма.



(74- чизма, б) .  Долган икки %олда (хусу сан,  ички траекториялар  
К  га t -+ — co  да, таищи траекториялар  /-> +  оо да уралса, ва 
аксинча)  лимит давра ярим т ур г ун  дейилади  (74- чизма, в).

Лимит давра я^инидаги траекторияларнинг хоссаларини, яъни 
уларнинг лимит даврага 5рзлишини баён этишда эргаш функция  
тушунчаси му.^им роль уйнайди. А. Луанкаренинг катта хизматла- 
ридан бири шу функцияни киритиб, ундан фойдаланганлигидадир. 
Эргаш фуыкцияиинг таърифини икки огиз с>з билан баён этиб бул- 
майди, уни маълум маънода цурилади.

Р  текисликда даври т булган даврий ечимнинг графигидан нбо- 
рат ёпи^ эгри чизик,ни К  дейлик. L sea Р  текисликда ётган.шундай 
тугри чизш^ли кесмаки, у К  эгри чизи^ни L га нисбатан ички бул­
ган ягона а  нуцтада нолдан фарцли бурчак сстида (яъни уринмас- 
дан) кесиб утсин’(75- чизма).

L кесмаси ётган тутри чизик,- 
да сонлн координата киритамиз. 
а ну^танинг координатасини и0,
L кесманинг а дан фар^ли ихти- 
ёрий нуцтасини р  деб, унинг ко­
ординатасини и деб белгилаймиз.
Шундай 1̂ илиб, а — а ( и 0), р  —
= р (и ) .  Экди р  нуцтадан (10.2) 
системанинг ср (t, р) траекторияси- 
ни утказиб, шу траектория буйича t 
'нинг усишига мос йуналишда ^а- 
ракат киламиз. Агар р  ну^та а ну^- 
тага яцин булса, у ^олда К  нинг 
яцинида бош!<а ёпш  ̂ траектория 
йу^лигидан ф (í , р)  траектория *ар 
т га якин ва^тда L кесмани ке­
сиб утади. Шу траекториянннг 75 -чизма.
L кесма билан р нуцтадан кейин
биринчи учрашув нук,тасинн q , унингГхсординатгсини эса Xi (w.) 
деймиз. Агар р нуцтадан ф (t, р) траектория буйлеб, ¿ ’нинг кама- 
йишига мос йуналишда ^аракат ^илсак, шу траектория т га я^ин 
ва^тда L билан биринчи марта учрешзди. Шу нуцтани г, коорди­
натасини эса х_, (и)  Деб белгилаймиз^' (76- чизма,í а, б).  76- чизмаДа 
р нуцта К  ёпи^ чизигидан тэцщйрида олингсн. Худди шу чизмалар- 
ни р нукта К  нинг ичида ётганДа ^гм келтириш мумкин (77- чиз­
ма, а, б ).  Юк.срида икки Xi (и) ъа Х—i (« ) функциялар киритилди. 
Улар узлуксиз ва }заро тескари^ функциядир, яъни

X—i (Xi (и)) — и, Хх(Х—i (и)) = и.
Х аад атан , q ну^тгдан t нинг камаш'шига мсс йуналишда траек­
тория буйлаб ^аракат цилинса, L кесмани биринчи марта р нуцтада 
кесиб утади, демек, х_х (Xi (и)) ~ ги. Шунга ^хшаш, агар г  нуцта- 
дан t нинг усишига мос йуналишда тегишли траектория буйлаб >̂а- 
ракат цилинса, у ^олда бу траектория биринчи марта L кесмани р  
ну^тада кесиб утади, демак, X ¿(x-i (и)) = и. Кейинги пунктда Xi {и),
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71- чизиа.

Х~Ли) функцияларнинг хоссалари урганилади. ^озирчз фан;ат к;айд
и,илиб утамизки, ул (и)  функция эргаш функция  дейилади, бу функ­
ция узлуксиз ва узлуксиз тескзри функцияга эга булиб, XI1 (и) =* 
=  Х- 1  (и) хосса уринли. Эргаш функциям

% =  Хх(и) (11.70)
деб белгилаймиз. Элди 11.12- теэрэмзнинг исбэтнга утамиз.
'  11 . 12- т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  Р такясликаа шундай Ь кесма 
оламизки, у К  эгря чизи^ни ягона а ну^тада уринмасдан ра ¿  га 
нисбатан ички ну^тадз кесиб утсин. I  кесмада сон координата (па­
раметр) киритамиз ва и0 билан а ну^танияг коэрдинатасини белги­
лаймиз. Зарурат булса, и0 параметр ёрдамида а ну^танинг Декарт



координаталарини тспиш мумкин. Унннг учун L кесма ётган турриг 
чизиктшг параметрик тенгламесини ёзиб, параметрга и — ив циймат 
бермп етарли. Албатта, и параметрнинг усишига L кесма буйича 
бирор йуналиш мос келади. Шу параметр бирор ёпщ интервалда 
кийматлар кабул кк л ганда кесманинг бирор учидан бощ^а учигача 
булган нукталарни кеш а-кет хссил  килиш мумкин. Хусусан, биз 
кураётган з^олда L кесманинг К  дан тйпщарадаги ^исмига параметр- 
минг и0 дан катта кийматл'ари, кесманинг д  нинг ичидаги кисмига 
эса и0 дан кичик ^ийматлари мос келсин, дейлик. L кесмага мое 
эргаш функцияни % (и) деб белгилаймиз. иа 6/С'булгани учун х ( “о) = 
=  и0 булади. Энди а  — етарлв кичик мусбат сон булсин. У ^олда
I и — г/01 с  сх интервал учун (10.2) системанинг координатаси шу ин- 
тервалдан олинган p ( u ) ^ L  нуктгдян чикадиган траекторияси ва^г 
утиши билан L кесмани биринчи марта q ну^тада кесиб утади. Шу 
jHyt\TaHHHr ксордкнатасини % (и) — v дейлик. Агар q нук;танинг ко- 
ординатаси ^ам р  ну^тасиникидек и га тенг булса, у Холда р  Ну^* 
тадан чикадиган траектория яна шу ну^тага, яъни q (Х(м)) — р (и.) 
ну^тага келади, демак, траектория булади, Бу 5$ол уринли бу- 
лиши учун ушбу

■ * («)= *  и (11,71)
*

тенглкк уринли б;улкши лозим. Аммо К  чизиги (11.71) системанинг 
ажратилгсн тргектсригси булгеки учун | и — й0| < а  'интервалда: 

“ (11.71) тенглама ягона ечимга эга. £нди лимит давра/С дан ташца- 
рида унга етарли я^ин тргектсрияларни ургангмиз, бу траектория- 
ларга й4 С  (-‘ < И (1 +  а  кьтерЕш  мсс келади. и0 — а  <  и <  и0 интер­
в а л а  мсс ички траектсриялар шунга ухшаш урганилади.

Шундай ки/кб, юкоридаги муло^азалардан и0С и С  и в а  ин­
тервалда к.уйидаги икки тенгсизликдан бири бажарилади:

Х (и )< и ,  (11.72)
X (и) >  и. (11.73).

Агар курилаётган интервалнинг бир ^исмида (11.72) тенгсизлик,. 
иккинчи кисмида sea (11.73) тенгсизлик уринли булса, у ^олда 
X (и)  функциянинг узлуксизлиги туфайли и0< и < « 0 +  а  интервал­
да (11.71) тенглик уринли буладиган ну^та топилар эди. Бу були- 
ши мумкин эм ес . Олинган p i K ,  р € ¿  ну^та К  дан ташцарида бу- 
либ, бу нуктада бошланздиган' траектория К  ни кесиб ута олмагани1 
учун q£L ну^та \гы К  дан Ташк.арида ётади. Шунинг учун и > и 0 

булганидан
X ( u ) > u t  , ■ (11.74)

тенгсизлик уринли.
Етарли [кичик 1/с< и С « 0 -Ь а  интервалда (11.72) тенгсизлик 

уринли булсин. Курйлаётган интервалдан ихтиёрий иг сонни ола- 
миз. Энди üj, Un, us , . . .  сонлар кетма-кетлигини

«í+i e  X(ßf). í  =  3, 2, . . . (11.75)
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формула ёрдамида ани^лаймиз. (11.72), (11.74), (11.75) муносабат- ; 
лардан и >  и0 ва и1'> >  и3 >■ . . .  тенгсизликлар келио чи^ади. 
Бундан {«.} кетма-кетлик кэмаюзчи §кани куриниэ турибди. Бу кет- 
ма-кетлик ^уйидан и0 билан чегараланган булиб, кзмаюзчи эканидан ■ 
унинг лимита мавжуд. Лимитни и* дейлик: Пт и1 =  и*. Аммо и*
ну^та и0< и < . и 0 +  а  интервалга тегишли, шунинг учуя (11.71) 
тенглама ечимининг ягоналигидан и* =  и0 келиб чи.^адн. Демак,
1 ¡гп и1 =  и0. Ь кесманинг координатага мое ну^тасини р1 десак,

эканига ишонамиз. Албатта, р [ ну^тадан р 1+1 ну^тага тегишли траек­
тория буйлаб* келиш ва^ти т га я^ин. Шунинг учун р 1 нуцтадан 
чш^адиган траектория билан К  траектория орасидаги минимал масо- 
фа ва^т ортиши билан камайиб бэради. Агар бирор моментда кама- 
йиш жараёни булмаса, худди шу мэментга мос ну^та ор^али Ь кес- 
мани утказиб, {иД кетма-катликнинг камаюзчанлигига зид натижа 
оламиз. Бу муло^азалар курсатадики, р х ну^тадан чи^адиган траек­
тория ва^т ортиши билан К  га урала бошлайди (спирал каби). Шун- 
дай цилиб, (11-72) тенгсизлик бажарилганда Ь кесманинг « 0< ы <  
< и 0 + а  интервалдан олинган координатаси ихтиарий ну^тасидан 
чи^адиган траектория с» да /С га спирал каби уралади,-

Агар и0< . и < и 0 +  а  интерзалда (11.73) тенгсизлик бажарилса, 
Х(и) функцияга тескари функция учун бярэр « 0< и < ц 0 -+-
4* Р. р > 0  интервалда ушбу

тенгсизлик ^ринли булади. Энди кцорядаги каби, Ь кесманинг ко­
ординатаси V,  ий< о < и 0 4-Р булган ну^тасидан чик;^ан траектория 
4-*---- оо да К  га спирал каби уралади.

Шундай ^илиб, лимит дазрага я^ия траекторияларнинг барчаси 
урганилди. Улар ё ¿-»--|-оо д а  ё —оо да /С га спирал каби ура­
лади. Демак, теорема исбот булди.

Э с 'л а т м а ,  КЦорида исЗотлаяган теоргмада м авж уд  >;олла.рни ¡бирлаштириш 
.ма^садида ушбу

тенгсизликларни курамиз. А гар  К чизирининг ички ёки таш^и ярим атрофида, ёки 
кесманинг а ну.^тага яцпн булган К  га  нисбатан [ички ёки таш^и ну^таларида

(11.76) дан биринчиси бажарилса, траекториялар К га +  оо да спирал каби 
Уралади; шунга ухш аш ; агар  айгилган ярим атрофда (11.76) дан иккинчиси б аж а­
рилса, у  ^олда траекториялао К г а  — уо д а  спирал каби уралади.

2. Эргаш функция ва унинг хоссалари. [(10.2) [системанинг 0,£ 
бошлангич ^ийматларга, эга булган ечимини ф(^,|), даври т булган 
ва а  ну^тадан утадягач даврий ечимичи ф(¿,а) деб балгилайшз.

ю^оридаги муло^азалардан
Нт р1 — а

X“ 1 ( у )  <  и

(11.76)
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<f(t,a) ечимнинг графигини-ёпи^ эгри чизи^ни К, ui у  эгри чизи^ни 
ягона ички а ну^тада уринмасдан кесадиган тугри чизшуш кесм а-- 
ни L дейлик. L кесмада параметр v  киритамиз. Шу координата ёр- 
дамида L -кесманинг парамегрик тенгламаси x=g(v)  булсин. а  ну^- _ 
танинг координатасини v — и„ дейлик. Етарли кичик мусбат сон 
а > 0  берилгаида ^ам ушбу ф(t,g{u), — ф(t,u) траектория |и — м0|<а 
интервалда L кесмани t нинг мусбат ^ийматларида ^ам, манфий 
^ийматларида з̂ ам кесиб утади. ф(£>м) траекториянинг ¿кесмани t 
нинг минимал мусбат t^u)  кийма.гида кесиб утсин, %л(и) эса, t^u)  
моментда кесишиш нуцтасининг координатаси булсин. Шунга ух- 
шаш миадор L кесмани траектория кесиб утиш моментининг
абсолют ^иймати буйича минимал ^иймати, эса шу момент-
га мос кесишиш ну^тасияизг координатаси булсин. Агар етарли 
кичик мусбат сон а> Э  бэрилгат булса, у ^олда \и— и0|<а  интер­
валда ю^орида курилган.

к  (и). Xi(u), L i (u ) ,% -  i(m) ' 
функциялар узлуксиз ва цуйидаги

^l(^o) =  Т> Xi(Mq) — иа, t_¡(Мд) =  т, %_](w0) —ид

шартларни ^аноатлантиради. Шу билан бирга %1 ва функциялар 
етарли кичик и лар учун узаро тескаридир, яъни

X _ i(X i( « 0 )  =  5С1(Х _ 1(ы ) )  =  и

ва узлуксиз дифферэнциалланувчидир. Бунда Х=%!(и) функция эр- 
гаш функция дейилади. Эргаш функцияларнинг бу хоссасини исбот 
этмаймиз*).

3. Эргаш функциянинг геометрик тасвири. Нэрмал автоном сис- 
темаларнинг лимит давраларини урганиш учун мос эргаш функциями 
урганиш етарли. Албатта, з̂ ар бир система учун эргаш функцияни 
тузиш мумкин булавермайди. Бу кийин масала. Куйида биз эргаш» 
функция мавжуд деб фараз этиб, уни сифат ну^таи назаридан тек- 
ширамиз. Соддалик учун эргаш функцияни %(и) деЗ белгилаймиз, 
ушбу

о =  Х(и) (11.77)
эгри чизи^нинг графигини урганамиз. Аслида биз (11.71) тенглама- 
нинг ечими ва (10.2) системанинг унга мос лимит даврасини ур-, 
ганишимиз лозим. Шу ма^садда и,и узгарувчилар текислигида 
(11.77) эгри чизи^ билан

v = u  (11.78)
биссектрисами н г кесишиш иу^таларили урганамиз. Фараз этайлик, 
ы0> 0 ва %(ид) =я и0 булсин. Шу и0 коэрдинатага (параметрга) мос

.*) Исботни Л . С. Понтрягиннинг «Обыкновенные дифференциальные уравнения» 
китобидан у^иш мумкин [I]

' '
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лимит давранинг етарли кичик атрофини урганишимиз керак. Демак„ 
графиклар координаталар текислигининг I чорагида урганилади.

и ва у  узгарувчилар текислиги еэ унда чизилган V =  Х(ы) ва* 
ь —и  чизиклар графиги Л а т  рей диаграммам  дейилади.

(11.71) тенгламанинг барча ечимларини топиш учун (11.77) в а  
(11. 78) чизицларнинг барча кесишиш нуцталарини топиш лозим. 
Биз (и0, и 0) нуцтани (м0> 0) чукурроц урганамиз. Боцща кесишиш 
нуцталари хам шунга ухшаш лрганклади.

и = и 0 га мос келган спик траектория лимит давра булиши учун 
(«„, ы0) ну^та ажратилган булиши зарур ва етарли. Агар %'(и0)Ф1 
булса, у х.олда (и0, и0) нукта ажратилган булади. Бу ^олда (и0, 
и0) ну^тада (11.77) ва (11.78) чизицларнинг графиги узаро урин- 
майди. Мос лимит давра эса ц$пол лишитj  давра  дейилади. Аммо 
Х'(ы0) =  1 булса, лимит давранинг туррунлиги ю^ори тартибли ^о- 
силалар ёрдамида текширилади. Ушбу

х(и) =  Х(и)— и (11.79)

ёрдамчи функцияни киритамиз. Равшанки, лимит даврага мос кел­
ган и = и0 учун н ( и о) = 0 булади. Муло^азаларимизда х функция

керакли тартибли барча ^осилалар- 
га эга булсин деб фараз этамиз. 
и0 нук;танинг етарли кичик атро- 
фийи 10 = {и: \и—и0| < а , а > 0 }  
деб белгилаймиз. Биз иш куради- 
ган барча и ну^талар шу /0 ин- 
тервалдан олинади. Буни доим ай- 
тиб утирмаймиз. и=ы биссектриса 
/ координата бурчагини икки 1г = 
={(и,ь): v > u )  ва /2={(и с ) -л<и}  
булакка булади (78- чизма). №цо- 
ят, и = и0 нук,танинг /0 атрофида 

у.(и) функция учун Тейлор формуласини ёзамиз:

х(и)  =  х '(ы0)(и — и0) +  - р -  (и — и0)*+  . . .+  — (и—и0)т +

+  0 ( | и - и / ) ,  ( п -80>

бунда П т ^ -  =  0, х '(ы 0) =  х '(ыо) “  Ь *"(«о) “
г-*0 г

=  Х > о), • • Л « » ! )  =  Х(к)Ы ...............
Л и м и т  давранинг тургунлигини эргаш функция ёрдамида т е к -  

шириш учун куйидаги ^олларни курамиз:
1. и'(ы0)=^0 ёки барибир, Х'(и0) ф  1. (Купол лимит давра). 
а) х '(ц0) < 0 ёки барибир Х '(«о)< 1-
Агар и < и 0 булса, Х(и) >  и  ва демак, 0>Х(ы) — и0> и —и0 « н г -  

сизликлар уринли. Бундан \У.{и) —и0\<\и—и01 тенгскзлик келиб 
чи^ади. Шунга ухшаш, агар и > и 0 булса, Х (ы )< « ва демак, 
0<Х (и )  — и0< и  — и0 га эгамиз. Бундан яна |Х(а) —« в| < | а—
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теигсизлик ^осил булади. Демак, х ’( « 0) < 0 булганда (11.78) тенг- 
сизлнклардаи бяринчиси бажарнлади. 380 - бетдаги эслатмага кура, 
х '(и ,)< 1  булганда и0 га мос лимит давра тургун  булади (79- 
чизма).
И1 б)  х'(м#)>Оёкибарибир х '(а 0) > 1 .Б у  ^олда худди а) ^олидаги 
муло^азалар ёрдамида '(11.76) тенгсизликлардан 4 иккинчисига э га  
•буламиз. Демак, и9 ну^тага мое лимит давра бутунлай тургунмас 
булади [(80- чизма).

II. к '(и ,) («„) =* 0, ¿ к\и0)Ф> 0, к =  1,2.............п. ,
Демак, х 'Ы  =* 1 булган хрл курилаяпти.
а) к =  2 булганда и '(ио) — 0, ■л"(и0)ФО га эгамиз. Демак, х '(ио) —

— I. Шунинг учун х(«) функциянинг графиги биссектрисага \и0, и„) 
ну^тада уринади. (11.80) форму ладан шу ^олда ушбу

х(и) = ( и - и 9) ' ^ + 0 ( \ и - и Х )

муносабат келиб чи^ади. Унинг унг томонидаги ифоданинг ишораси 
и  нинг /в интервалдан олинган ^ийматларида Х"(и0) мицдорнинг 
ишораси билан ани^ланади. Шунинг учун х"(ы0) >• 0 булганда 
х (ы )> 0ёки х («)> «, и£/0 тенгсизлик уринли. Демак, х(и) функциянинг 
графиги/ ,тупламда жойлашган булиб, « 0 ну^танинг /0 атрофида ца-

79 - чизма. 80 - чизма.
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вари^лиги пастга ^араган булади. Шунга ухшаш, х"(ы0)< 0  булганда 
1{и) функцнянинг графиги Д тупламда жойлашган булиб, /0 ин- 
тервалда ^авари^лиги юкорига ур аган  булади (81- чизма, а, б).  Биз 
лимит давранинг ярим тургун булган ^олига эгамиз.

б) Энди ¿ = 3  булсин. Бу ^олда и '(«0) = 0, х'(и0) = 0), х'"(и0) ^ 0
(11.82) формуладан куйидагига эгамиз:

* (« ) ~  ~ {и—и о)3 +  0(|«—и0|3). (11.83)

Аввало х"(ы0) =  х"(«о) =  0 булгани учун (и0, и0) нуцта х(«) Функ­
циянинг бурилиш нуктаси булади. Демак, функциянинг графиги 
V—и биссектрисанинг бир томснидан иккинчи томонига унга ури- 
ниб утади. Бунда яна икки ^ол юз беради:

б,) х"'(и0) =  х " 'Ы > 0 .
(11.83) ' формулага кура бу ^олда и С и 0 булганда x (w )<  0 ёки 
7i (u)<Zu, и > и 0 булганда эса и(и)>»0 ёки у . ( и )> и  тенгсизликлар 
урннли булади. Куринадики, х{и) функциянинг графиги v —u. бис- 
сектрисани кескб /г -тупламдан /2 тупламга утади 380 - бетдаги 
эслатмага Kj’pa (80-чизка) бнз бутунлай тургунмас лимит даврага 
эгамиз.

б2.) х"'(и0) — %"'{ив)<.0. Бу хрлда б1 даги мулохазалар ёрд амида 
ut га тургун лимит даьра мсс келишини курсатиш мумкин.

в) к —2/?*, =  1,2, . . . . Бу ^олда (11.80) формуладан топа-
миз:

х (“) =■ и й г  (и~  u^ kt + ° ( í«—"oí щ )
Худди к — 2 булган а) ^олдаги мулохазалар каби бу ^олда ^ам 
лимит давра ярим тургун булади.

г) k—2k*, +  К  =  0, 1 , 2,  . . . . Бу ^олда ^ам (11.82) формула­
дан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

• х(ц) =  {и -  uo ? kt+1+  0 ( 1“- » ( Г +1)- ..(•ьй* i и! *
Знди б) ^олида юритилган Мулохазаларни кулланиб, x(~*j;*+1) 

булганда лимит давра .бутунлай тургунмас ва х(2*‘+1(и0)<  
< 0  булганда sea лимит давра тургун эканини тасди^лаш мумкин.

III. х'(и„) = *"(«») =  • ■ • =  « <É)(«o) =  • • • *= 0, 
ёки.барибир

х ' К )  =  1 > х " ( » о )  =  - . .  =  х № ( » )  =  . . .  =  0-

Б у ^олда (11.80) формуладан 
х(и)==0 ёки барибир %(и) = и келиб чикади. Курамизки, L кесма- 
нинг и0 координатали а нуктасидан етарли кичик масофадаги барча 
нук,таларидан ёли^ траекториялар утади. Шунинг учун таърифга 
кура « ,  га мсс лимит давра К  ажратилган ёпик траектория була
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олмайди. Бу ^ол иккинчи тартибли чизицли [бир жинсли автоном 
системанинг ^олат текислигидаги марказ картинасига ухшайди.

Шундай цилиб, биз эргаш функцияни тула ургандик, й =  1 бул- 
ганда лимит давра оддий  дейилади, 1 булганда эса k нинг 
жуфт ёки ток булишига караб мос равишда жуфт каррали  ёки тощ 
каррали  лимит давраларга эгамиз. А>1 га мос лимит даврани ^ис- 
^ача щ р а к к а б  лимит давра  деб ^ам юритилади.

Юкоридаги мулохазалардан куйидаги натижа келиб ч щади,
Н а т и ж а .  (10.2) системанинг у н г  томонидаги ф унщ иялар  она - 

литик б  у  лив, б у  . система учун  ёпиц траектория жлвжуд брлса ,  у  
%олда б у  траектория ё  ажратилган, демак, лимит давра булади  
ёки унинг  атрофидаги барча т р а е к т ор и я^  р  ¿пищ булади.

Шуни эслатамизки, эргаш функцияни урганишда, уни Тейлор 
каторига ёйиш мумкинлиги аввалдан фараз этилди. Демак, %(и) 
функция аналитик деб н,аралди. Бу хрл (10.2) системанинг унг то- 
монидаги функциялар ^ам аналитик булгандагина содир булади.

4. Ляпуновнйнг характеристик курсаткичи. Биз бу пунктда Ля- 
пуновнинг характеристик курсаткичи тушунчасини киритиб, у ёр> 
дамида лимит давранинг туррунлиги ва тургунмаслиги шартини 
ифодалаймиз.

(10.2) системанинг даври т га тенг булган К  ёпю  ̂ траектория- 
сининг параметрик тенгламалари (п—2 булганда)

(11-82),
У =  W 0 '

булиб, системанинг узи куйидаги куринишда ёзилсин дейлик

\х =  Р{х,у),
 ̂ ( И ‘83> у  =  <3(х,у).

Бунда Р(х, у )Д(х, у )  функциялар бирор очиц £>2 тупламда биринчи тартиб-
дР дР дО до  ̂ .  г ,ли хусусии зосилалари—, —, — , — билан бир га узлуксиз дебфа-
йх ду дх ду

раз этамиз.
11 .9 -таъри^ф. Ушбу]

( 1184)

О ■*

ифода К  ёпиц траекториянинг  характеристик курсаткичи дейила­
ди  ва Ляпунов номи билан аталади.

11.13-т е о р е м а .  Агар Ь<0 б ул са ,  ёпиц. К  траектория  т ур « 
г у н ,  Ь>0 булса,  б утунлай  тур гуншас  лимит давра бдлади*).
"У"'

*) Б у теореманннг исботинн китобхон [30] кит обдан у^иши мумкин.
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Ми с о л. Ушбу

х =  у  +  лс{ 1 — (*» +  у*)], (= Р )
У = — X + у[1 — (х* +  у») 1 (=Ç)

снстеманинг т'раекториялари ^олат текислигида ^урганилсин. 
Параметрик тенгламалари билаа берилган •

!К\ f*  =* cas(t—t0), (=<р(0
1 '  [У = s !n (i—10) (=t|?(0

(11.85)

(11.86)

чязщ маркази координата бошида ва радиуси 1 га  тенг булган айланадан иборат 
б?либ, (11.85) системанииг ечимидир. (11.85) системанииг умумий ечими

cos(<—19)

V l  +  С е - 2<‘ - и * 9  V l  + С Г ад - ,*>

формула билан ифодаланади. Були исботлаш учуа к,утб [координаталарига ÿ -гиш 
етарли. Бундан С =  0 булса, ю^орида эслатилган ërmrç траектория- айлана ^осил 
бУлади. Шу ёпиц траектория (11.85) системанииг ажратилган ënnrç траекторияси- 
аир, чунки унинг етарли кичик цийматларига мос келгав боцща ёпиц траектория 
ыгвжуа эмас. Энди бу (К) траекториянинг туррунлигини Ляпуновнинг характерис- 
тии курсаткичи ёрдамида текширамиз. (11.86) траектория буйлаб г  =  2л га тенг.

.......................  dQ(<f(t)M‘) • ,  .------ 1----------- хосилаларни хисоблаймиз:
ду

sin (t— t0)

р щ .  т
дх

дР
дх

ÔQ
ду

х-Ф  V<) =  (1—Зха)
y -W)

X— (P (f )
I y=*W)

— 1—3 cosV, /0

x—W) « ( 1 - 3 ® * ) x=*W) =  1—3 sin 2/, tn
y*- w )

= 0 .

Содда здасоблашлар ёрдамида h ни топамиз: 
2я

1
А

2я 2я

—  Г[(1 —  3 COS2/) - ь  (1— 3 s in ’ / ) ] r f / = ~ l( — \)dt=— 1 < 0 .
!я  J  2п J  ,2я

Шуи дай цилиб, й < 0  ва демак, (11.86) ëmnç траектория туррун. Бу траекториям 
висбатав ички траекториялар 0 0  га, таш^и ¡¡траекториялар эса —1 <  С <  О ций- 
матларга мос келади.

7*§. ЛИМИТ£ЦАВРАЛАРНИНГ1МАВЖУДЛИК БЕЛГИСИ

I .  с о - лимит туплам ( п  —  ихтиёрий). (10.2) системанииг бирор 
Ф(i)  ечими / > / „  д а  ани^лангаи булиб, t  нинг шу цийматларида - 
очик А  т5шламда жойлашган ёпиц чегараланган туплам F  дан чи-

цвб кетмасин.
I I . 1 0 -  т а ъ р и ф .  А г а р  t  н и н г  t b  д а н  к а т т а  ц и й ш т л а р и н и н »  

ш у н д а й  ч е г а р а л а н ж г а н  ÿ с у в ч и  к е т я а - к е т л и г и

? 1< • • • > • • • » П т  ses - f - 0 0

яаежуд б^лсаки, (10.2) систетнинг  <р(£) ечижл учун ушбу

lim  ф(tk) - p ,  pÇFk**ao
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муносабат урин ли булса, у %олда р нуцта cp(i) ечимнинг ©- ли­
мит нуцтаси дейилади.

Агар t нинг t0 дан кичик щйматларининг шундай чегаралан- 
шган кашювчи кетма-кетлиги

tk, и ............. tk, . . lim th =  — оо
■* k-*<x>

мавжуд бдлсаки, ( 10.2) систешнинг бирор ^(¿) ечими учун ушбу
lim -${tk) =  q, q£F
k-*oa \

муносабат уринли булса, у %олда q нуцта ty(t) ечишинг а-лимит 
нуцтаси дейилади. ' >

Ф(/) ечимнинг барча ш- лимит ну^талари тупламини Q деб бел* 
гилаймиз. Шу тупламнинг хоссал’арини урганиш максадида куйида* 
ги теоремани келтирамиз.

11 .14-теорема. ( 10 .2) системанинг о> лимит трплами Q б$Ш 
змас, чегараланган, ёпиц ва бутун траекториялардан ташкил 
топган. Охирги иборанинг маъноси шуки, агар cf-Q. булса (0,1) 
бошлангич цийматларга эга булган ечим ф (/,£) t нинг барча t> 0 
цийматларида аницланган булиб, y (t,l) czQ муносабат'Гринли б$- 
лади.

Исбот. F  туп лам Ds да ёпщ ва чегараланган булгани учун Q 
туплам буш эмас ва чегараланган. Унинг ёпшушгини курсатамиз. 
Q тупламден F  тупламнинг р ну^тгсига як.кнлгшувчи

P u  Pä> • • • Рь> • • •

ну^талар кетма-кетлигини оламиз. p£Q эканини исбот этамиз. Уш­
бу еи е2, . . . ,ек, . . .  ва sx> s2.............sk, . . . кетма-кетликлар учун

lim s. =  0 , lim s. == оо
к«* вс

тенгликлар уринли булсин. ркф>. бундан шундай t^> sk топила- 
дики,

экани келиб чи^ади. Топилган tt, t ü, ........... tk, . . ., i im ^ =  +оо
лар учун к~*°°

П т ф (д  =  р,
бундан pgQ.

Ни^оят, Q туплам бутун траекториялардвн иборат эканини ис­
бот зтамиз. £ ну^та й дан олинган ихтиёрий нуцта булиб, cf (i,|) 
ечим (0, I)  бошлангич кийматларга эга булсин. Энди Т  (мусбат 
ёки манфий) t нинг шундай цийматики, y(t,%) нуь,та мавжуд, яъня 
I6Q. Шунинг учун шундай чексиз усувчи

h, tit . . . .  tk, , lim tk =  Ч-оо
к~**о

кетма-кетлик мавжудки, lim ф(t.) — g (11.87)
к«  а»
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муносабат уринли булади. ф(t) ечим t нинг етарли катта циймат- 
ларида аницлангани учун бирор k дан бошлаб берилган Т  учун
( 1 1 . 12) га асосан

<р(^ +  л  =  Ф (т\ < р (д )

нуцталар анщланган. (П .87) га кура бундан

lim ф(tk +  Т) =  lim ф(Т, ф(tk)) =  ф(Т,1)
kr̂ OO k-*oo

ёки ф(Т,%) ну^та Q тупламга тегишли экани келиб чи^ади. Д е­
мак, ф( ,̂£)£/\ Шундай 1̂ илиб, i нинг камаювчи ^ийматлари учун 
^ам, усувчи ^ийматлари учун ^ам траектория F  тупламдан
чи^иб^кета олмайди. Демак, ф(/,с) траектория t нинг барча ^иймат- 
ларида ашщланган булади. Теорема исбот булди.

со-лимит тупламга мисоллар: 1) ф(t)s= x°, х° — мувозанат ^олати. 
Бу ^олда й=л:0булиб, со- лимит туплам битта ну^тадан иборат; 2) q>(t) 
ечим ёпиь> К  траекторняни тасвирлайдиган даврий булса, у  ^олда шу 
Ф(/) ечимнинг co-лимит туплами бутун К  траекториядан иборат, яъни 
Q=K\ 3) Агар К —даврий ечимга мое ёпи^ траектория булиб, ф(/) 
унга ¿->-+оо да ураладиган ечим булса, у ^олда шу ф(£) ечим учун 
^ам 2) ^олдагидек со- лимит туплам К  дан иборат булади; 4) Агар 
К- даврий ечим булиб, ф(0  ечим t-=>— оо да унга ураладиган ечим 
булса, у ^олда ¡ (  траектория ф(£) ечимнинг а -  лимит тупламидан 
иборат булади; 5) Агар ф(t) =  х° булиб, х0- мувозанат ^олати бул­
са, у  ^олда х° нуцта фа^ат co-лимит тупламгина булиб цолмай, у 
а-лимит туплам ^ам булади; 6 ) Агар п = 2 булганда ёпи^ К  тра- 
екториянинг ичидаги унга етарли яцин ихтиёрий q>(t) ечим /->+оо 
да, ташкарисидаги унга етарли я^ин ихтиёрий ip(i) ечим /->+оо 
да К  траекторияга уралса ^амда /С= 0  туплам (траектория) ф(/) 
ечим учун со- лимит туплам булса, бу туплам \|)(/) ечим учун «-ли­
мит. туплам булади; 7) Равшанки, чекли интервалда аншушнган ф(t) 
ечимларнинг на со- лимит ва на а -  лимит тупламлари булади. Бу те ­
гишли лимит* тупламларнинг таърифидан куринади.j

2 . Епи^ траекторияларнинг ]  мавжудлиги»^

1 1.1 5 - т е о р е м а  (п= 2). ( 10 .2) системанинг  унг томони очи% 
D0 т$пламда ашщланган, булиб: F- бу туплажшнг ёпиц чегараланган 
цисми булсин. ф( )̂ функция ( 10.2) системанинг t нинг 6ap4art> t0 
цийматларида анщланган ва F  тупламдан чицшйдиган ечижл, Q 
эссГ унинг со- лимит шкалами дейлик. Агар Q туплам мувозанат 
%олатларини уз ичига олмаса, бу %олда у фацат би тта  /С ёпиц 
траекториядан иборат булади. Бунда икки %ол юз бериши мумкин:

1 ) ф(£)- даврий ечим булиб, К -  унга мос траектория-,
2). ф(t) ечимга аюс траектория /-Н|-оо да К, ёпиц траекто­

рияга спирал каби уралади*).
.............— ■ ч А

•) Бу теорема исботини [1] китобдан у^иш мумкин. \
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Н а т и ж а . Агар (10.2) системанинг (п—2 да) унг тошнидаги 
fi(x)> f-Ax) функциялар аналитик булса, у %олда 11.15.- теореша- 
даги 2) %олда К  даврий ечим лижгт давра булади. 
р " И сб о т . Курилаётган ^олда <p(¿,|) функция^ ?1г g2 ларнинг ана­
литик функцияси булади. Эргаш функцияни ^урищда L  кесма х=я 
—g(v). Si> g r  аналитик функцйялар, параметрик тенглама билан 
берилган деб ^араймиз. %{и) — и функциянинг нолларига даврий 
ечимлар мос келади. '/(«) функция хам аналитик булгани учун куй- 
идаги иккита бири иккинчисини инкор этадиган ^ол юз беради: 1) К  
лимит давра, бу и0 ну^та К  а) —и функциянинг ажратилган ноли 
булган ^ол; 2) Даврий ечим К. даврий ечимлар оиласига 1 киради. 
Бу %(и)—и функция айнан нолга тенг булган ^ол. Агар К  траек­
ториям ^андайдир бэщ- î траектория спирал каби уралса, у  ^олда 
К  даврий ечиммр оиласига мансуб булмайди ва албатта,' лимит 
давра булади. Натижа исбот булди.

3. Епи^ траекторияларнинг м авж уд булмаслиги. Биз бу пунктда 
ёпиц траекториялар мавжуд булмаслигининг ^уйидаги иккита бел­
гиси билан танищамиз.

11. 16 -т е о р е м а  (Б е н д и к с о н  б е л г и с и ) . (11.83) система­
нинг унг томэнидаги Р(х,у) ва Q(x,y) функциялар бирор D.¿ coca­
da аницланган ва биринчи тартибли хусусий \осилалари билан
узлуксиз булоин. Агар D "c:D , ёпщ сохада В(х,у) = — ^  +

дх ду
функция рз ишорасини узгартирмлса ва айнан нолга тгнг брлма- 
са, у холда D* cocada (дО* =  Г) (11.83) систгмлнинг траектория- 
ларидан тузилган ётщ чизиц мавжуд эмас.

И сб о т . Ю^орида келтирилган В(х,у) фупкциядан D¿ со^а буй­
ича интеграл оламиз ва Грин фэрмуласидан фэйдаланиб, ушбу

Í Í (Тх +  д£  dxdy  =  § ( p d y  +  w  ( U .S S )
(О*) г ,

тенгликн« ёзамиз, бунда чизи^ D* со^анинг чегараси (контури).
Агар Г контур (11.83) системанинг траэктор'иясидан иборат булса, у
холда ^ - 2 -  дан шу Г буйича Pdy — Qdx^sO алният келиб чи- 

dx Р  . ’
^ади. Д ё т к , бу ^олдз (11.83) тенгликнинг чап томонидзги икки 
каррали интеграл ^ам нолга тенг були пи керак. Ам.мэ" теореманинг
шарти буйича др(х’у'> _j. д911Й.=^о, (x,y)^D*. Ундай булса, те-

дх д у
гшпли интеграл нолга тенг булиши учун бу ифода Г нинг ичида 
уз иаюрасини узгартирипи здрур. Бу теореманинг шартига зид. Шу 
билан теорема исбот булди.

11.17-т е о р е м а  (Д ю л ак-Б е н д и к с о н б е л г и с и ) .  (11.83) 
системанинг унг тоМ).чидлги Р(х,у), Q{x,y) функциялар ва бирор 
R (x ,y)^0  функция D, cocada аницланган ва биринчи тартибли 
хусусий цосилалари билан узлуксиз булсин.  Агар D f ётщ cocada

=  г  № (х'УХР(*> У)) +  т  Функция уз. ишораси'Г; дх ду
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ни ÿ3rapTHpMaca ва айнан нолга тенг бз^лмаса, у  ^олда D* со^ад® 
(11.83) системанинг траекторияларидан тузилган ёпиц чизи^ мав- 
ж уд  эмас.

И с б о т . Яна аввалги теоремадаги каби D3 со^а буйича D(x,y} 
функциядан олинган икки каррали интеграл учун Грин формуласи- 
ни ёзамиз (dD* =  L); ■

I f \Îx (RP)+ fy  (* Q)] dxdy  =  R(Pdy~®dxÏÏ- 
(D*)

Энди Яф-О, (x,y) ÇjD* булгани учун Г контур траекториядан ибо- 
рат булганда теореманинг шартларига кура ^зиддиятга келамиз. Те­
орема исбот булди.

М и с о л л а р . 1. Ушбу
/

х — к гх,
У=КУ ^ав,ик,ий)

система ёииц траекторияларга эга эмас. Бу натижа бизга маълум, чункш 
юцоридаги системанинг холат траекюриялари текйслигини Х1 ва Х2 ларнинг барча 
цаци^ий булган э^олларида курганмвз. Дозир Дюлак-Бендиксон белгисини к^улла-

ниб Kÿ рамиз. Ргвшанки, Р=Хгх, Q — Хгу  дан В =  — +  Агар ?•!+

-fX,=£0 булса, Бендиксон белгисига кура берилган система ёпиц траекторияларга 
era эмас. Агар Я-j +  Xs =  0 булса, В=0  булади ва бу белги натижа бермайди. Шу

i l  Hi
*олда, яьни Xj+^-2 — 0 булганда R(x,y) — е2 ёки R(x,y)=e2 дейилса, биринчв 
з^олда D(i(,y) =  иккинчи з^олда эса D{x,y) =  У.2у г ифодаларга эга буламиз. Бу- 
ларда D(x,y) функциянинг кшораси Я, ёки Я, ларнинг ишораси билан ани^ланадв 
ва айнан нолга тенг эмас. Шундай цилиб, Дюлак-Бендиксон белгиси буйича берил­
ган система ' ёпщ траекторияларга эга эмас.

2- УшбУ ' \х=ах-Ьу ,
lÿ  =  Ьх+[ау

дР dû
тебранма системанинг ёпиц траекторияларини тСкширайлик. Унда — =  — =  а б у -
либ, Ь(х,у) =  2а булади. Агар а ф 0 булса, Бендиксон белгисига кура ёпиц траек- 
ториялар мавжуд эмас. Агар а — 0 булса, В(х,у) s  0 ва Бендиксон белгиси нати­
ж а  бермайди. Аммо биз биламизки, ю^оридаги система учун с = 0 булганда марказ 
картинаси мавжуд. Шу ^олда Ляпуновнинг характеристик курсаткичи А =  0 ваг 
х '(0 ) =  1. Х"(°) =  Х<4)(0) == • =0- Маълумки, бу з̂ ол марказ картина-

сига мансуб.

*- § . ЛАМПАЛИ ГЕНЕРАТОР ВА АНДРОНОВ МИСОЛИ

Биз маэкур параграфда' даврий электр тебранишларининг манбав 
булган лампали генератсрнинг соддалаштирилган цурилмасини ÿp- 
ганамиз. Лампали генератсрнинг чизи^ли булмаган тенгламасини 
биринчи марта А. А. Андронов урганиб, даврий тебранма cÿHMac 
^аракатлар математик тушунчалардан лимит даврага мос Келишини 

исботлади.
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1. Триод— 0.115 уч ^утблик булиб, унинг шарт- 
ли тасвири 82-чизмада берилган, унда а- анод, 
¿-катод, я— тур. я ва /г ^утблар орасига тур 
кучланганлиги берилада, аммо в ва к цутблар 
орасида ток булмайди; а кутбдан А кутбга лампа 
орцали анод токи !а ок,ади. Триод ишини изо^лай- 
диган ^онун ушбу

шартларни цаноатлантиради деб э^исоблаймиз, / - триоднинг туйин. 
ган токи (83-чизма). Одатда 0 5 — нук,та /(#5) функдиянинг бури- 
лиш ну^таси деб ^аралади. Агар /" (0 я) мавжуд булса, ;бу ^олда 
? '  (0 ) =  0 булади. У

2. Анод занжирида табранма контурли лампали генератор. Бу 
генератор ^уйидагича тузилган: у туртта тугун га эга: а, 5, Ь; 
1(0^ характеристика ли а, /г, э триоддан; С сиримли ак конденса- 
тордан; Я  ми^дорли аЬ ^арщиликдан; Ь  миедорля Ък индуктивлик-

дан ва яна Бк индуктивликдан иборат (8 4 -чизма). Индуктивликлар 
узаро манфий у з и н д у к ц и я  — М билан бэрланган. Ушбу 1Ьа =  1кЬ — I  
белгилашни киритамиз.. /а-анод токи, 1ка= ка  конденсатор ор^али 
утадиган ток бул'са, Кирхгофнинг биринчи ^онунига кура [ 1]

Агар тебранма (контурга) занжирга Кирхгофнинг искинчи ко- 
нунини татби^ этсак [ 1]

формула билан берилади. Бунда / — триоднинг 
характеристикаси дейилади. Триод характеристи­
к а м  мусбат, монотон усувчи ва ушбу

(11.89)

82- чизма.

¡ ч  =Р

83 - чизма. 84 - чизма.

(11.90)
Триоднинг хоссасига кура

I (П .91)
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Ьа И а к

еки

1 7« +  ^ 1Ьа +  ¿Г Кк ~  0 (11.92)

иккинчи тартибли дифференциал ^енгламага келамиз. Энди кЪ ва Ь.$ 
индуктивликлар орасидаги узиндукцияга кура

и = М 1 кЪ (11.93)

муносабатни з^ссил циламиз. Шундай [^илиб, (11.90) — (11.93) му- 
носабатлардан ушбу '

¿ 7 + / ? /  +  !  1 = ± п м тп (11.94)

иккинчи тартибли чизик;ли бир жинсли булмаган дифференциал
тенглама келиб чи^ади. / =  /,, /х =  /2 деб белгилгсак, (11.94)тент- 
ламани каноник куринишда ёзиш мумкин:

К =*»/,.

еки

булганда:

Л  в ( а « — =  2 б
¿С I

Л “ /,

/2 =  - с о 2/1 - 2 б / 2+ ^ - [ ( М / 2) .

(11.95)

Бу системанинг мувозанат ^олатини топиш кийин эмас:

/2 =  О, -  <о2 /х +  / (0 ) =  0 ёки /2 -  0 , /х —{(О)'

Д емак, (ДО), 0) ну^та /х, /2 узгарувчилар текислигида (11.95) [сис­
теманинг м уво зан ат  ^олати . Щу муЕозанат х.олатининг тургунлиги 
ва унинг атрофидаги траекториялар > а̂кида куйидаги теорема урин-

лн.
11.18- т е о  р е м а . (11.95) системанинг мувозанат \олати (ДО), 0)

(11.96)Я > ~ Г _ ( 0 )

тенгсизлик бажарилганда асимптотик тургун,

ж £ г ( 0 ) (11.97)
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тенгсизлик бажлрилганда бутунлай тургунмас брлади. А . Ь  Р-  
гарувчилар текислигининг чексиз узоцлашган нуцтаси %амма Хил­
ларда %ам бутунлай тургунмас, яъни /1( /2 лар текислигида 
шундай к а тта  К  дойра борки, (11.95) систгманинг %ар бир траек- 
торияси бирор момгнтдан бошлаб игу доирага келади ва унда цо- 
лади. (11.97) тенгсизлик бажлрилганда %ам /((0), 0)) ну^табутун- 
лай тургунжгс булади. 11.15- теорем па кура мувозанат фолата- 
дан фарц циладиган ихтисрий траекториянинг ю- лимит тралами 
ёпиц траектория булади. Шундай цилиб, (11.97) 'тенгсизлик ба- 
жарилганда лагмпали генератор 
даврий сун'м ю электр тебраниш- 
лари шнбаидир.

И с б о т . (11.95) системада

/1 = *  +  /(0), 12= у  (11.98) 

алмаштиришни бажарамиз:

*  =  У, 
у =  — со2* • 6 У + £ (* / ) . 

1

(11.99)

бунда ц\у) =  -— [¡{М у )— /(0)] (35 -чизма). (11.93) га асосан

(11.99) системанинг мувозанат ^олати х, у узгарувчилар текислиги­
да координата бэши (0, 0) ну^тадан иборат. Энди (11.99) системани 
чизи^лаштирэмиз, унга мос биринчи я^инлашиш системаси

[ (1 1 .1 0 0 )с . ^ У '
[у  =  — со2д:— 2бг/ + > ' (0 ) у  

кэби ёзилзди. Унинг характеристик куп^зди

Я2 +  ( 2 б - § ' ( 0 ) ) Л + с о 2 ;

тургун булиши учун 2 6 — £ '( 0)>-0  булиши зарур ва етарли, бундан
2 (0) келиб чи^ади ва у (11.97) тенгсизликнинг янги белгилаш- 
лар ёрдамида ёзилишидан иборат. Равшанки, 2 б < § '( 0 ) ,  яъни 
(11.95) тенгсизлик бажарилса, (0, 0) ну^та бутунлай туррунмас / 
булади. Теореманинг бир цисми исбэт этилди.

(11.99) системанинг траекторияларини текисликнинг узо^ ^исм- 
ларидэ урганзмиз, баъзида траекторияларни глобал урганамиз ^зм 
дейищади., Буиинг учун Ляпунэвнинг биринчи методини ^улланамиз.

Ушбу

*  =  У,
у =  — со2* — 28 у

чизи^ли'системани олайлик. Уни (11.99) системадан бутун ’ текис- 
ликда чегараланган g.(y) ^адини ташлаб юборищ йули билан ^осил 

^илищ  мумкин. ( 11 .101 ) системанинг характеристик куп^ади



+  26Х +  С02
булиб, 2 8 > 0 ,  ю2> 0  тенгсизликл^рга кура бу кугцад тургун . 

Ш унинг учун 11.3-леммага асосан (11.101) системаучун ушбу

^(П ..01 >(х, у ) ^ - № ( х ,  у) ( 1 1 .102)
((11 .18 ) га царанг) тенгсизликни ^аноатлантирадиган Ляпунов функ­
ц и я м  \Р(х, у) м авж уд. Энди шу Ш (х, у ) функциядан I буйича
(11 .90) системага кура досила оламиз:

К ь т  (*• У) =  < 1 и о 1 )С * . У) +  ~ ^ В ( У ) -  (П - Ю З )

Аммо (11.14) тенгсизликдан Щ  <  | /  У? (ху ̂  . хп) келид чи^канЛи- 

гидан № (х, у )  учун

Ш : ^  1  /  ^  (*, У) 
ду ** I и

тенгсизлик хссил булади. Шундай килиб,
(л:, I/)
д у

муносабатга эгамиз. Энди
2? Р с  =  а —
Р’ 4

десак, (11.103) дан кукидаги муносабат келиб чикади:’

^<11.99Ь (*> У) < — 2аШ(х,  у) ,  агар У ' ( х , у ) > с \  [(11 .104)
Равшанки, И? (х, г/) — икки аргументнинг квадратик форма® бул- 

гани учун
Ш(х, у )  — с 3 (11 .105)

тенглама эллипсни тасвирланди. (11.104) мунссабатдан куринадики, 
(11.105) эллипсга тегищли (х, у)  ну^тада № (х, у)  функция (11.99) 
сиетеманинг шу ку^тадан утадиган траекторияси буйлаб камаяди. 
Ш ундай^илиб, (11.99) сиетеманинг барча траекториялари (11.105) 
эллипсни кесиб утиб, унинг ичига киради. Энди

х ~  Ф (%  # =  (11 .106)
тенглама (11.59) сиетеманинг (11.105) эллипсдан ташкаркда ётгав 
(I» *0 ну^тадан утадиган траекториясининг параметрик тенгламас» 
булсин. Шу .траектория буйлаб № (х, у )  функцияни текширамиз. 
А гар

: ®-(0 =  ^ ( ф <0.
деб белгиласак, со(0 учун



мунрсабатни ёзищ мумкин. Бу тенгсизликнинг икки томонини 0 дав
4 гача интеграллаймиз:

lnco (t) I* <  —- 2 а  i 
[о

lnco (¿) <  lnco (0) —- 2 a t 

ln№ (cp(0, ^ (0 );< ln U 7 (cp (0 ), oJj(O)) — 2 a t

еки

еки-

еки
-2 at

Охирги тенгсизликдан куринадики, (11.106) траектория 1 L  за
1 с*® ^— — _ in _ _ _ — моментда (11.105) эллипсни кесиб, сунгра цгу 

2 «  w  Ц, л)
эллипснинг ичига киради (^ * > 0 , чунки а > 0 , 0 <  —- < î j .

I lly  билан бирга ^еч бир траектория эллипсдан чи^иб кета олуайди, 
чунки унинг чегаравий ну^таларидан траекториялар фа^ат эллипс 
ичига киради.

Текислик^а (11.105) эллипсни ÿà ичига олган бирор айланани 
К  дейлик. Юкоридаги мулохазалардан (11.99) сйстеманинг исталган 
траекторияси шу К, айланага киради ва ундан к;айтиб чи^майди. 
Бунда мувозанат ^олатидан фар^ли траекториялар кузда тутилади.

Аммо биз бутунлай турруимас мувозанат ^олати (0, 0) билан 
ищ кураяпмиз (текисликнинг узо^ ^исмларида траекториялар урга- 
нилаяпти). Ш уяинг'учун ^ар бир траекториянинг со- лимит туллами- 
га  шу (0, 0) ну^та кирмайди. Демак, 11.15- теоремага кура (11.106) 
траектория ё даврий ечимга спирал каби ÿpaлaди ёки узи даврий 
ечимдир.

Шу билан 11.18-теорема тула исбот булди.
3. Андронов мисоли. А. А. Андронов лампали генераторнинг 

характеристикаси учун ^уйндаги му.улм хусусий ^олни курган эди:

■ g ( y ) = ú b:  ь > 0 ,
(0 , у <  0 .

/
ь

а

^улайлик учун!/ (0) =  —

»
— со2 а , у <  0, 

со3 а , у >  0

функцияни курамиз. Юкоридаги функцияни узгарувчини алмашти- 
риш йу,ли билан (11.107) куринищга келтирса булади. Бу (11.107) 
функция бутун текисликда ани^ланган булиб, булакли- узгармасдир. 
Энди (11.99) системани шу функция ёрдамида ёзамиз: агар у >  О 
б)ллса, ^аракат



.X -  у,
[у =  — сЛ: — 2 бу’ -}-о)2а 

системанинг траекторияси буйича, у с  0 булганда эса

(11.108)

(11.109)

системанинг траекторияси буйича ссдир булади. Биз Я2+ 2 бЯ+(о2 
купз^аднинг илдизлари комплекс деб цараймиз. Бу ^олда (11.101) 
системанинг мувозанат долати тургун фскус булади. (11.108) ва
(11.109) системалар (11.101) системадгн шу билан фгр{̂  килади- 
ларки, уларнинг мувозанат ну^талари координата бсшидан мос ра- 
вишда (а, 0) ва (— а, 0) ну^таларга еилжиган. Бундан ташкарй„ 
з̂ ар икки з^олда ^ам

тенгсизлик уринли, буни (10.37) формулага асосан ^иссблаш осон. 
Демак, (11.98) ва (11.99) еистемаларкинг траекториялари буйлаб 
^°лат тезлиги вектори соат стрелкаси йуналишида манфий йуна- 
лишда бурилади (86- чизма, а, б).Энди (11.99) системанинг траек-

торияларини текисликда тасЕИрлашга утамиз. Юк,ори ярим текисликда 
бирор (I, г)), ^ > 0  нукда олкб, бу нуцтадан (11.96) системанинг 
траекторияси (спирали) буйича абсцисса ук, билан кесишгунча ?̂ а- 
ракат циламиз; кесишйш ну^тасининг абсциссаси а дан катта бу­
лади, бу раЕшан. Сунгра шу ну^тадан (11.99) системанинг траек­
торияси буйлаб абсцисса у^и билан кесишгунча ^аракат киламиз, 
кесишиш ну^таси (— а, 0) дан чапда ётйди. Шунга ухшаш, (х, у} 
текислигини (11.99) системанинг траекториялари билан тулдирамиз. 
Унинг учун (£, Г]) нуцтани ихтиёрий танлаб олшл етарли. Знди 
ясалган траекториялар ичидан ёпиц траектория излаймиз. Бунинг

— г^ (х , у) = со2 х2+ 2 бх у +  у* р 
Д« +  у*<и

У

X

86- чизма.
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учун (11.99) системанинг абсцисса уцида ётган (£, 0), £ > 0  нуи,та- 
дан чикадиган траекториясини оламиз. Шуб^асиз, £ > 0  булгани 
учун а < £  булади. Олинган ну^тадан (11.109) системанинг траек- 
торияси буйлаб ^аракат ^иламиз. Бу траектория (§, 0), £ > 0  ну^- 
тадан чи^иб, навбатда абсцисса уки билан (^_х, 0), ?_ х< 0  ну^та- 
да кесишади. (£, 0) ну^тадан (—а, 0) ну^тагача масофа а + £ булиб, 
^осил булган (£_х, 0) ну^тадан шу (—а, 0) ну^тагача масофа албат- 
та Я (а 4 - 1). Я < 1  булади (чунки (— а, 0 ) ну^та туррун фокус). 
Демак, (£_1( 0) ну^танинг абсциссасини топсак:

§ 5_х =  — а — Я (а +  Е) — — [я +  Я (а +  £)].
Энди шу (^_!, 0) нуктадан ^аракат юкори ярим текисликка (11.108) 
системанинг траек'горияси буйлаб давом этади. Абсцисса у^и билан 
навбатдаги кесишиш нуцтасининг абсцкссасини деймиз. Бунда £а 
учун ушбу

£г — а •+- Я {2а +  Я (а +  £)]
формула з^ссил булади. Рагшанки, абсцисса укида х — а нуктадан 
унгда жойлашган £ кеш а олинса, £01 ва £2£Л мунссабатлар ¡урин- 
ли. Шунинг учун =  х (I) дейиш мумкин, яъни:

Х(£) = а Ч -Я а  +  Я2а + Я 2£. %
Бу (11.99) [системанинг эргаш '>к 
функциясидир. [Ёпщ$ траекторияни 
излаш учун

я  2 Я й Я2 с -¡- Я2£ = £
тенгламаки ечиш лозим. Бундан £ 
учун ягсна ^ийматни (ечимни) 
топамиз:

Е _  с ( 1 + ^ ) 2 _  о (1 :+ Я ) .
5° 1 — 1 — \ 8 7 - чизма.

Демак, (11.99) системанинг ягсна К  траекторияси мавжуд. Шу­
нинг учун к  лимит давра булади. Знди %' (£0) < Я 2<;1  тенгсизлик- 
дан шу .лимит даЕра (ц£пол) тургун давра зкани келиб чицади (87- 

чизма).

*



БНРИНЧИ ТАРТИБЛИ ХУСУСИЙ ^ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ
ТЕНГЛАМАЛАР

1. §. ЕЧИ1У1НИНГ МАВЖУДЛЙГИ ВА ЯГОНАЛИГИ ХМИДА ч

1. Асосий тушунчалар. Мазкур китобнинг. кирши, ^исмида хусу- 
сий ^осилали дифференциал тенгламалар тугрисида тушунча берган 
эдик. Умумий ^олда п та хи . . .  , хп эркли узгарувчили хусусий 
^осилали тенгламани ушбу

Р ди ди д2и
1’ *. • • > X , Ч, , . . .  , ,  > . 2 > д л >\ , дху охп дх\ д х г дх2

<121)

куринишда ёзиш мумкин. Бунда Т7 — уз аргументларининг берилган 
функциясидир. ( 12 . 1) тенгламада иштирок этаётган номаълум функ­
ция ^осиласининг энг говори тартибини шу тенгламанинг тартиби 
дейилади. ( 12 .1) тенгламанинг ечими деб, хи . . .  хп ларнинг бирор 
узгариш со^асида тснгламага кирган, узининг ^осилалари билан аниц-
ланган ва тенгламани айниятга айлантирадиган и — а {х1..............хп)
функцияни айтилади.

Ушбу ' '

р \Хи- • • • * * •  “ * • • •  ’ ё ) " 0 (1 2 ,2 )

куринишдаги тенглама биринчи тартибли п т а  узгарувчили хусу­
сий %осилали тенглаш  дейилади.

Биринчи тартибли хусусий ^осилалар учун купинча ^ис^артирил- 
ган ушбу

ди ди ди
— Ри  ,  ‘— Рг‘ • • • » г  * — Рл 5*1 дхг дхп

12-6 об

белгилашлар ишлатилиб, булар ёрдамида ( 12 .2) тенглама буидай 
ёзилади:

Р — (%и • • * » хп< Ри • • • > Ря) 5=1 0. (12 .2  )

Эркли узгарувчилар сони иккита булган ^олда уларни х ва у,
номаълум функцияни г, зоС’илаларни эса — =  р, -  =  о оркали бел-

дх д у
гилаб, тенгламани 
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куринишда ёзилади.
М аълумки, п- тартибли оддий дифференциал тенглама ч е к с н з  

куп ечимларга эга. Х усуси й  ^осилали дифференциал тенгламаларда  
эркли узгарувчиларнинг сони биттадан о р тщ  булгани учун  бундай  
тен глам алар  з$ам чексиз куп ечимга эга  эканлигини кутиш  мумкин.

М и с о л л а р .  I. Номаълум г  (х, у)  функция у !ун

Т - одх
тенглама г  (х, у)  нинг х га бсялиЦ выведшими курсатади. Демак,

г  =  ф (у),

бунда ф (у) — у  нинг ихтиёрий функцйяси.
2. Ушбу

д г  (х, у) _  д г  (х, у) 
дх д у

хусусий з^осилали тенглама эркли узгарувчиларни

х +  у  =  1, х ~ у  =  г] 

формулалар ёрдамида алмаштириш натижасида

ЙГ1
куриншша услади, бунда г  (х, у) =  V (£, т|).

Охирги тенгламадан V (£, г)) функция г) га б енлщ  эмаслиги келиб чицади. Шу- 
нинг учун

»(£ . п) =  <р (!)

деб ёзиш мумкин, бунда ф (£) — £ нинг ихтиёрий функцияси.
Демак, г  (х, у) =  ф (* +  У)- Худди шунга ухшаш, а  ва р лар узгармас з̂ ациций 

сонлар булса,

дг , о дг< х _ + р — = 0  
дх д у

тенгламанинг ечими учун г  [х, у) =  ф фдс +  а  у)  ни ■ х,осил киламиз, бунда ф (Р* -Ь 
+  а у )  — ихтиёрий функция.

3. Ушбу \ •

Р \ х , у , г , р , ^ )  =  0 (12.3)

д 2г  (х, у)  „
— ——  =  0 еки 

д х д у дх )
дг

тенгламани курамиз. Уни х буйича интеграллаб, — =  ф (у) тенгламани ^осил
ду

миз, бунда у  нинг ихтиёрий функцияси ф (у). Энди у  буйича интеграллаб, 

г (х ,  у )  =  $ Ф (у) ¿ у  4- Ф1 {х)

тенгликни х,осил киламиз, бунда х нинг ихтиёрий функцияси ф! (х). ]" ф (у) (¡у == ф| (д) 
деб белгилаб, натижада г  (х, у\ =  ф! (х) +  ф2 (у) формулага эга булами5, бунда 
Ф (у) ихтиёрий булгани учун фа (у) ^ам у  нинг ихтиёрий дифференциалламувчи 
функциясидир.



Юцорида келтирилган мисоллар биринчи тартибли хусусий ^оси- 
лали дифференциал тенгламанинг барча ечимлари формуласи, яънв, 
умумий ечими битта ихтиёрий функцияга, иккинчи тартиблиники ик- (; 
кита ихтиёрий функцияга, т- тартибли тенгламанинг умумий ечими 
т  та ихтиёрий функцйяга богли^ булиши керак деган фикрга олиб 
келади. Бу фикр тугри булса-да, лекин уни ани^лаш зарур. Шу мац- 
садда хусусий ^осилали дифференциал тенглама ечимларининг мав- 
жудлиги ва ягоналиги ^ак,идзги С. В. Ковалевская теоремасини 
келтнрамиз. т- тартибли ю^ори хосилалардан биттасига нисбатан 
ечилган ушбу

д ти
•дх? = ! (х1, хг, . , X . и,

ди д*и
дх2 дху дх2

ди 
дх~1 

д т и \
’ К /

д :п~ 1и 
дхГ“ 1 ’

(12.4)

тенгл^мани курамиз. Оддий дифференциал тенгламаларга ухшаш 
(12.4) тенглама учун ^ам маълум шартларни, масалан, бэшлангич 
шартларни ^аноатлантирадиган ечимни топиш масаласини к;уйищ 
мумкин. (12.4) тенглама учун бошлангич шартлар цуйидаги кури- 
нишда булади:

и =  Ф0 (*2, . . . .  хп), =  ф! (хг, . . . , хп),ОХ}

(12-5)

бунда Ф0, Ф1 . . • » Фт _, — берилган функциялар. (12.4) тенглама­
нинг (12.5) шартларни ^анозтлантирздиган ечимини топилни Коши 
тасаласи дейилади.

2. Ковалевская теорёмаси. Агар (12.5) бошланрш шартда бгрил-
Ф т-г функциялар бошлангич (х°2, х°п) НУЧ'ган ф0, .

танинг атрофида аналиЬик функция, / функция эса г/з аргумент- 
ларинииг ушбу бошлангич циймшлари х*{, х°,

«о =  Ф о (4  ■ • ■ * ”). =  Ф х К *  • • • » х “)>

дт и\ I,дт ф

дх” К
уО ■

—  уО

атрофида аналитик булса, у цолда (12 .4 ) . тенгламанинг (х], . . . , 
хп) нУКт а  атрофида аналитик булган бирдан-бир ягона ечими 
мавжуд.
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Шундай цилиб, Ковалевская теоремасига асосан (12 .4 ), (1 2 .5 ) 
масаланинг ечими бошланрич <р0, . . . , <рп_, функциялар ёрдамида 
анщланади.

Келтирилган теореманинг исботи аналитик функциялар назария- 
сига асосланган булгани учун биз уни келтирмаймиз.

Шу нарсани таъкидлаб утамизки, (12.4), (12.5) масала кичик со- 
^ада, яъни (х°, х\, . . .  , х °). ну^танинг етарли кичик атрофида цу- 
йилган булиб, шу атрофда бирдан-бир ечимга эгадир.

3. Коши масаласининг геометрик интерпретацияси. Эркли узга- 
рувчиларнинг сони иккита булган ^олда биринчи тартибли хусусий 
^осилали дифференциал тенгламани интеграллаш масаласи ^амда 
Коши масаласи жуда содда геометрик интерпретацияга эга. Биринчи 
тартибли (12.3) тенгламани ёки хусусий ^осилалардан биттасига 
нисбатан ечилган ушбу

P — f{x , у, z, q) (12.3')
тенгламани текширамиз.

( 12. 3) ёки ( 12 . 3 ') тенгламанинг ечими ни топиш
г =  Ф (х ,у ) (12.6)

функцияни топиш демакдир.
( 1 2 .С) функция (х, у, г) узгарувчиларнинг фазосида сиртни ифо- 

далайди, бу сиртни одатда ( 12 . 3) ёки ( 12 . 3 ') тенгламанинг интеграл 
сирти дейилади. Демак, хусусий ^осилали дифференциал тенглама­
нинг ечимларини топиш масаласи интеграл сиртларни топиш масала- 
сидан иборатдир. ■

Агар (12.6) ни сиртни ани^лайдиган тенглама деб ^арасак, бу 
сиртга \х, у, г)] ну^тада утказилган уринма текислик

Z - z  = f ( X ^ x ) + f -  (У - У )дх ду
ёки

Z — z = p (X  — x )+ q (Y  — y)

тенглама билан ифодаланзди, бунда X , Y, Z узгарувчи координата- 
лар, р ва q лар уринма текислик нинг бурчак коэффициентларидир.

Шундай ^илиб, бгрилган хусусий ^осилали (12.3) тенглама изла- 
наётган интеграл сирт ну^тасининг х, у, г координаталари билан бу 
сиртга шу ну^тада утказилган уринма текисликнинг бурчак коэффи- 
циентлари р ва q орасидэги муносабатни ифодалайди. (12.3') тенг­
лама учун Коши масаласи ^ам содда интерпретацияга эга. (12.3') 
тенглама учун Коши мгсаласи бундай ^уйилади: (12.3') тенглама­
нинг шундай ечими топилсинки, у ечим х узгарувчининг берилган 
бошлангич цийматида у узгарувчининг берилган функциясига тенг 
булсин, яъни

х = х0, г =  Ф (у) . (12.7)

(12.7) тенглама фазода эгри чизи^ни ифодалайди. Демак, Коши ма­
саласи берилган (12.7) эгри чизи^дан утувчи интеграл сиртни топищ-
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дан иборат. (12,7) эгри чизик, махсус куринишга эгадир; у  YOZ т е -1 
кисликка параллел булган х = х0 текисликда ётувчи ясси эгри чи- # 
зивдан иборат. Х'згарувчиларнинг бундай тенг х/укукли эмаслиги :
(12.3) тенгламада х узгарувчининг махсус роль уйнаётганлигидан 
келиб чикади. Агар тенглама (12.3) куринишда берилган булса, Коши 
масаласини шундай ^уйиш мумкинки, узгарувчиларнинг ^еч цайсиси J 
махсус ролни уйнамайди. Кошининг бундай умумлашган масаласи 
цуйидагича куйилади: (12.3) тенгламанинг берилган

х =-ц> (t), z =  %(t)
эгри чизицдан утуечи интеграл сирти топилсин. Эслатиб утамизки, J 
икки узгарувчили дифференциал тенглама учун ишлатилган геомет- | 
рик терминларни узгарувчиларнинг сони куп булган Зфлда хам иш> 
латиш мумкин. х} , х2, . . .  , хп, и узгарувчиларнинг сонли ^иймат- 
лари тупламини (п +  1) улчовли фазонинг ну^таси, бу фазода ( 12.2) ; 
тенгламанинг ушбу "Ц

и =  Ф (xv . . . , х п)
куринишдаги ечими эса п улчовли интеграл гиперсирт ёки сирт 
дейилади. Кошининг бошлангич сиртлари, масалан, [(п — 1) улчовли ,

(хг =  х\ да) и — <р (х2, . . . , хп)
гиперсиртдан иборат булиб, бу сирт оркали изланаётган интеграл 
гиперсирт утиши керак.

Юкррида келтирилган Ковалевская теоремасига асосан тенгламада 
бошлангич шартларда иштирок этаётган функциялар аналитик булса, 
бу тенгламанинг ихтиёрий функцияларга бог-лик булган аналитик 
ечимларинйнг тупламини, я*ьни умумий счимини з^осил цилиш мум­
кин. Аммо ж уда куп тенгламалар учун умумий ечимнинг мавжудли- 
ги з а̂л ^илинмаган.

Хусусий ^осилали битта номаълум функциями биринчи тартибли 
тенгламалар иккита содда хоссага эга. Биринчидан, улар битта их­
тиёрий функцияга боглш^ булган умумий ечимга эгадир. Иккинчидан, 
хусусий хосилали биринчи тартибли тенгламани интеграллаш масала­
си оддий дифференциал тенгламалар системасини интеграллашга 
келади.

Бу тенгламалар орасида бундай якин богланиш борлиги туфайли 
хусусий з^осилани биринчи тартибли тенгламалар назариясини оддий 
дифференциал тенгламалар назарияси курсида баён ^илиш табиийдир.

2- § . БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ХУСУСИЙ ^ОСИЛАЛИ ЧИЗИЦЛИ БИР ЖИНСЛИ
ТЕНГЛАМА

1. Дастлабки тушунчалар. Ушбу

Х г {xv  +  Х.г(х1г х3, . . . , хп) +  . . .  +

+ Xa(Xl, Xt..............х „ ) ^  =  0 (12.8)
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тенгламани текширамиз. ( 12 .8) тенгламани биринчи тартибли хусу- 
сий досылали чизикли бир жинсли тенгламл дейилади. ( 12 .8) тенг- 
ламанинг X lt . . .  , Х п коэффициентлари берилган (x°v . . . , дф ну^- 
танинг бирор атрофида айщданган, узларининг биринчи тартибли 
^осилялари билан узлуксиз ^амда бир вак,тда нолга айланмайди деб 
фараз киламиз. Масалан,

хя (■*?«. • • • i х„) ¥= О
деб ^исоблащимиз мумкин.

( 12.8) тенглама билан бир ^аторда ушбу
_____¿ f i____________ _______ _ __ ______ dxn_____ g g«

(xl< • • • > xn) (Xi, . . . , Xn) Xn (xj . . .  , xn)
симметрик формадаги оддий дифференциал тенгламалар системасини 
текширамиз. X lt . . . Х п коэффициентларга нисбатан ю^орида цуйил- 
ган шартларга асосан (12.9) система (п — 1) та эркли биринчи ин­
теграл ларга эга:

$ l (% »  • •*  ’ Хп) **  • • • > _1 (л'1> • • • » хп) ~  Сп—1‘ (1 2 .1 0 )

Бу фактнинг тугрилиги (12.9) системанинг ушбу (я -~ 1 ) та
dx i _ X j dx 2 __ Х 2 dxп~х _^-n—i  , i л  1 1  \
dxn Хп ’ dxn Х п’ ‘ ' ' ’ dxn Х п К ' }

тенгламаларнинг нормал системасига тенг кучлилигидан, ( 12 . 11) сис­
тема учун нормал система интегрзлларининг мавжудлиги ^а^идаги 
теорема шартларинйнг бажарилишидан келиб чи^ади. Интеграллар- 
нинг ( 12 . 10) системаси xlt . , . , хп узгарувчиларнинг фазосида (п — 1) 
параметрли чизи^лар'ойласини анщлайди. Бу чизщларни (12.8) тенг- 
ламанинг характеристикалари дейилади.

12.1 - т е о р е м а . (12.9) системг ихтиёрий биринчи ,
хп)= С  интггралининг чап ц,исмл хусусий \осилали ( 12 .8) тенгла- 
шлнинг ечимлдан иборат. '

И сб о т . Биринчи интегралнинг таърифига асосан (12.9) система- 
нинг ихтиёрий интеграл чизиги буйлаб г|) функция айнан узгармасга 
тенг булади, яъни ife =  С. Демак,

1 П
^ = 2 § 7 <Ц =  0 . ( 12 . 12)

Бунда dxlt . . .  , dxn_ x дифференциалларни (12,11) тенгликларга 
асосан уларнинг цийматлари билан алмаштирсак, ушбу

[ Ü  “ i  +  É í í t  +  +  Хп
[дХ1 Хц дх% \-2 дхц Хд пЦ/Л1 /\п и л, 2 л 2 илп АЯ

ёки

dx„ =s о

^ í —  +  —  +  . . .  +  X  =з 0 (1 2 .1 3 )
dxi дх2 п дхп

айният ^осил булади, ' .
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(12.9) система интеграл чизшутри учун хл, хг, узга*
рувчиларнинг текширилаётган узгарщп соз^асининг ^ар бир нуктасида 
ягоналик уринли ва (12.13) айкиятнинг чап темени Си . . .  , Сп__, 
узгармасларга борли^ булмайди. Шундэй к,илкб, (12.13) айният бирор 
интеграл чизи^ буйлаб уринли булибгина к.олмай, балки барча тек­
ширилаётган со^ада уринлидир, бу зса и ¡= ф (.гд, . . .  , хп) функция 
бёрилган ( 12 .8 ) тенгламанинг ечими гканкни билдиради.

12 .2 - т е о р е м а ,  ( 12 .8 )) тенгламани цснсстлантирсдиган ихти­
ёрий ф (;% . . .  , хп) функциями $згаршас сонга тенглсштирилса.
(12.9) системанинг биринчи интегралы %асил Б уладив '

И с б о т . « ,=  ф (хх.............. хп) функция (12.8) тенгламанинг ечими
булсин. У з^олда (12.13) айният уринли.

ф функциянинг тули1\ дифферёнциаливи зсиссблаб, (12.9) ёки
( 12 . 10) системага асосан ^уйидаги тенгликка эга буламиз:^

^  ^  х  ' А #= с1х2 +
дх, дх„

+  ^  йх =  
дхп п

Х ^ + Х 2 ^
дхх дх. Н~ +  х я д̂-

" дхп
--- йха.
Хп ”

Бу тенгликдан (12.13) айниятга кура ¿г]) — 0, яъни (12.9) скстема- 
нинг (ихтиёрий интеграл чизиги буйлаб ф (хх , . . .  ,х п)= С . Ушбу
Ф (ф], гра..............;Ф„_1) = С  ифода з̂ ам (бунда Ф — ихтиёрий функция

(12.9) системанинг биринчи интегралидан ''иборат, чунки (12.9)
системасининг интеграл чизиги буйлаб барча фх............... фп_ ,
функциялар узгармасга айланади, шунинг учун Ф(ф15 . . . , фл-О 
функция з̂ ам (12.9) системанинг интеграл чизиги буйлаб узгармасга 
айланади. Демак, гг =  Ф(г|)1, . . . , фп), (бунда Ф — ихтиёрий диффе- 
ренЦиалланувчи функция) ( 12 .8) чизш^ли бир [жинсли” тенгламанинг 
ечимидир.

12.3- т е о р е м а . Ушбу
«= Ф (ф х1 (д:1. . . ,  хп), -ф2 (хи . . . , ха), . . . , Ф ,^ * » »  . . . .  хп)) 

функция (бунда Ф — ихтиёрий функция) ( 12 .8 ) тенгламанинг 1/му­
мий ечимидан иборат, яъни ( 12.8) тенгламанинг барча ечимларини 
$з ичига оладиган ечимдир.

И сб о т . Фараз килайлик, «  =  ф (х1, . . . , хп) функция (12.8) 
тенгламанинг бирор ечими булсин. Шундай Ф функциянинг мавжуд 
эканини курсатамизки, бу функция учун ф — Ф (ф1( . . . , ф ) бу- 
лади. ф, фь . . . , функциялар ( 12 .8) тенгламанинг ечимлари 
булгани учун

..............2 * ,г=1 ¿=1 г==1

9*п-1
дх, 0. (12.14)

(12.4) тенгламани хи , , . , хп ларга нисбатан п та тенгламадан тузил- 
ган чизикли бир жинсли система деб ^араймиз. хи . . . , ха лар
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шартга кура бир вактда нолга айланмагани учун текширилаётган 
соланин г ^ар бир хъ . . . , хп ну^тасида (12.14) система тривиал- 
мас ечимга эга. Бундан бу системанинг детерминанта

д$ дгр
дхх дх2 дхп
6Ч>1
дХу

_

дхг ' дхп

<Э%_1 сН|у_,
дхг дх2 дх„

текширилаётган со^ада айнан нолга тенг деган хулосага келамиз. 
Аммо ‘ф, 'Фз, . . .  , :ф„_] функциялар яксбианининг нолга тенгли- 
ги бу функциялар чизшущ бсгли^ эканини курсатади, яъни

..............=  (12.15)
(12.9) системанинг ^ (Х ц  . . .  , хп) — С. { I — 1, 2, . . .  , п) биринчи 
интеграллари чизшущ эркли булгани учун

£>(%%, ■ . - Ч у , ! )
В(х1,х2, . . . ,хп

якобианнинг
Р(1[)) , 'фз, ■ ■ ) •

£>(ха 1'ха,< ■ • -’ ха п—1)

куринишдаги (п—1)- тартибли минорларидан камида биттаси нолда» 
фар^ли булади. Демак, (12.15) тенгламани

■Ф =  Ф (^ х ............Фя_ ,)

куринишда ифсдалаш мумкин. Шу билан теорема исбот булди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу 
ди

'  Х1д х , ' "* дхг ' ' " " дхп
тенгламанинг умумий ечими топилсин. Бу тенгламага мос оддий дифференциал 
тенгламалар системаси куиидагидан иборат;

ди , ди
+  х2 ~Т~ "Ь • • • +  хп а „ =  О

('/Л" 1 &Хп ёхп

Бу системанинг чизицли эркли биринчи интеграллари
Ч  х ^ .

— С-1» ,= 
Хп Хп

лп-  1
хп ■ — (Хп ̂  )̂* 

Берилган тенгламанинг умумий ечими

« = Ф р ^ ...........Ла=1)
'•*л хп хп ]

и  — ихтиёрий нолннчи даражали^бир жинсли функциядир.
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2. Ушбу
дг д г

у я-- х тдх д у

Берилган тенгламага мос оддий тенгламалар системаси бу з̂ олда битта тенгла­
ма дан иборатдир:

йх ё д

тенгламанинг умумий ечимн топилсин.

Бу тенгламанинг интеграли л;21+ 1/2=  С. Демак, берилган тенгламанинг умумий 
ечими г=ф(дс3+ у г) (бунда Ф — ихтиёрий функция) булиб, айланиш у^и Ог дай 
«борат булган айланма сиртлардир.

|2. Чизи^ли бир жинсли тенглама учун Коши масаласииинг ечи-
лиши. (12.8) тенглама учун Коши масаласи ^уйидагича куйилади:
( 12 .8) тенгламлшнг шундай и =« . . . , хп) ечими топилсинки 
У ушбу

“  ' V  ** =  • " х п-\)  (1 2 .1 6 ) .

бошлангич шартни цаноатлачтчрсин, бунда х°п берилган ^а^и^ий 
сон, ср(хь  . . . ,хп) берилган узлуксиз дифференциалланувчи функ­
ция.

Юкорида исботланганига асосан (12.8) тенгламанинг умумий ечи­
ми

И =  Ф (^ 1 , Ч»2. • • • . ^ „ - х )

формула билан аницланади. ■ . '
Коши масаласини ечиш учун (12.16) ‘'шартга кура Ф функцияня 

шундай аниклашимиз керакки,

Ф (^1, Ч>* , . . - , ¡х  =  *о =* Ф (*х •

тенглик бажарилсин. Ушбу.

$ 1(Х1.Х2
ЫХ 1,Х2 ............. х°)=1{>2,

>хп-1) (12.17)

(12.18)

[(12.19)

Ь ^ ( Х ь Х 2,

белгиларни киритиб, (12.17) тенгликни к,уйидагича ёзамиз:

ФОФх.'ФаГ • • • , ^ _ ц )  =  Ф(^х, * 2 , . . . .V п_ 2).

Биз Х п функцияни (х°1г . . . , х°п) ну^тада нолдан фар^ли деб фа- 
раз к;иламиз, яъни Х п{х\, . . х%)'Ф.О. У з^олда (12.18) системани 
^еч булмаганда (х”, х%) ну^танинг бирор атрофида х1г . . .  ,
х п-\' • • • » хп_ х ларга нисбатан ечищ мумкин булади, яъни

х 1 =  еэ1(£ 1, ^ 2, . . . , ¿ . 1) ,

х г =  (03(^1 ......... /̂1- 1),

хп_ х =  ®л_ 1(^ 1,^ 2, . .

(12-20)
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§  1 функциялар

. цийматларни цабул килганда уларга мос <в(. функциялар я® ( / = 1,2 
, . ; п—1) ^ийматларни ^абул [килади. Шу билан бирга ^  функ­
циялар ¡^осилаларга зга булгани учун са{ лар ^ам дифференциал- 
лайувчи булади. ЭндиФ сифатида ушбу

Ф($1.$2. г • • , Фя—1) “  Ф(®х№ь $ 2 . • • • . ^я_,).®2(фь г|)2, , .
, . .  . , (0̂ ! ^ ! ,  ............ ( 12.21 )

функцияни олсак, бу функция ( 12 .8) тенгламани ва (12.16) шартни 
цаноатлантиради. Хакикатан, ( 12 .21 ) ифода хусусий ^  ечимларнинг 
функцияси булгани учун, узи ^ам ( 12 .8) тенгламанинг ечимидан 
иборат булади. Агар хп — х® десак, (12.18) га асосан ф; мшудерлар
ф, ларга тенг булади. Шу сабабли (12.20) тенгликларни эътиборгэ 
олсак,

Ф (% Г ¥ *. • • • . 'Ф п-!) =  ..............^ п_ ,)

----- - Фл_1)1 =  <Р(*1. х2Ц>, . . . .  х п—|).
Демак,

и =  <р[%,11)2 . - . , г|у_,) , • • , ю„_1№ ,Ч’а» • .^ л_ 1)]
функция (12.8) тенглама учун ^уйилган Коши масаласининг ечи­
мидан иборат булади.

дг  д2
М и с о л л а р .  1. у  т~ — х — =  0 тенгламанинг г!„=о — ф(*) шартни цаноат- 

д х д у  у
лаитирувчи ечими топилсин. Биламизки, у ) тенгламанинг умумий ечими (аввалги пункт- 
яинг 2- мисолига ^аранг)

г  =  Ф(х2 +  у 2)• 1 ' '» _
дан иборат. Бу ^олда ^(х,у) =  х5 +  У2, =  х2, бундан х = | / И з л а н э -

ётган ечим г  ~ <${Уф ) =  ф {Ух2 4* У2)-
ди , ди ди  

2. Ушбу у г  — +  хг  — +  ху — — 0 '
д х , д у  дг

тенгламанинг и\у_ул — ц(х,г) шартни цаноатлаптирувчи ечими топилсин. Берилгав 
тевгламага мос оддий дифференциал тенгламалар системаси:

■ ¿х йу  <1г 
у г  хг ху

Бу системанинг чизи^ли эркли биринчи интеграллари
=  г2 — у2 =  сх, г|)2 =  х2 — У2 — с г 

нарвав иборат. У з^олда умумий ечим
и — Ф (г2—у2, х2 — у 2).

4’1(*> «/о.?) =  г2 —  у\ =  ^ 1, Ы Х ’Уог) -  хг—у20, ’¡’а
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Булардан

Демак, изланаётган ечим

и (х,у,г) = v ( \ / ^ ~ + ? Q, У ^  +  у\)=>

=  Ф ( — у2+  у ‘20, У * * - у* +  у1)

г — +  i/о.

3-§. БИРЙНЧИ ТАРТИБЛИ ХУСУСИЯ ХОСИЛАЛИ ЧИЗЭДЛИ БИР ж ители
БУЛМАГАН ТЕНГЛАМА

1. Ечим, умумий ечим ва махсус ечим тушунчалари. Ушбу 

X i(x i, . . ., х , и) __  -{-Х2(х, . . . ,  хп, и) ^
дх± дхг

+ Ч хг, . .  . ,хп,и) =  Я (*1( (и) ' ( 12 .22) |
°хп

куринишдаги тенгламани хусусай %осилили чизицли бир зюинсли 
булшган тенгламз дейилади. Бу тенглама ^осилаларга нисбатан 1 

/чизшуш булиб, номаълум и функцияга нисбатан, чизик;ли бул- | 
маслиги мумкин. Шу сабабли (12. 22) тенгламани квазичи- 
зицли тенглама ^ам дейилади. ( 12.22) тенгламадаги X t ва R  функ- 
цияларни xL, хг, . . ., хп, и узгарувчиларнинг текширилаётган узгариш 
со^асида узлуксиз дифференциалланувчи деб ва бир вактда нолга 
тенг булмайди деб фараз циламиз. ( 12 .22) тенгламани чизи^ли тенг- 
ламага келтириш йули билан интеграллащ мумкин. Шу ма^садда 
«(12,22) тенгламанинг и ечимини ошкормас куринишда излаймиз:

v(xi,x.it . .  . ,  Хп, и) — 0, (12.23)

•бунда ~  ¥=0, u — i'(xu . . . хп) функцияни (12.23) тенгликдан ду
ани^ланган деб ^иаоблаб, ушбу v(xy , хп ,и(хи . . x„)) =  0 ай- 
ниятни х1 буйича дифференциаллаймиз:

■Бундан

ди

ди_ ¡ . д а  du 
t e i  +  д и dxt ~

dv_
du ____"dxi
Эх, dv

ди

^ - хусусий ^осилаларнинг бу ^ийматларини тенгламага цуйиб, тенг-
dvламанинг з̂ ар икки томонини — — га купайтирамиз. Натижада ^у» 

йидаги чизи^ли бир жинсли тенглама ^осил булади:
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\ V ( * i ,  . . .  ,xn, u ) ~  +  R(xu . . ., xn, u ) £  =  0. (12.24} 
i=i

Шундай ^илиб, (12.24) чизи^ли бир жинсли тенгламани (12.23) тенг- 
ламага асосан айниятга айлантирэдиггн v функцияни топиш керак.
(12.24) тенгламага мос оддий дифференциал тенгламалар системасини 
тузамиз:

dx-y_дх% _dXji du  /19 2 Ŝ
~ * 7 ^  ‘ ' ‘ ~ Yn ' =  r '

Бу системанинг n та чизиг^ли эркли биринчи интегралларини 
топамиз:

cp^Xi, . . . , хп , и) = С1}
Фг(хг, . . .  ,х п, и) = Сш, (12.26)

%{Xi ------ хл,и)  =  С„.

(12.24) тенгламанинг ’умумий ечими ^уйидаги куринишга эга бу- 
лади: '

1) =  Ф(г1>1, . . .  - , f „ )

бунда Ф — ихтиёрий функция.
Охирги функцияни нолга тенглаштириб, (12.23) тенгликка асо­

сан берилган ( 12 .22) тенгламанинг ечимини ушбу
Ф[ф1(х1 . . . , хп,и),Мр2(х.............хп, и)............. ,

*„ ,« )]) =  0 (12.27 >
к^ринишда топамиз. Бу ечимни (12.22) тенгламанинг умумий ечими 
дейилади.

Бу усул билан топилган ечимлардан тапщари v(xy , . . . ,хп,и)= О 
тенгламадан ани^ланадиган и ечимлар булиши мумкин, бу ерда v 
функция (12.24) тенгламанинг ечими булмай, у тенгламани фацат 
а(хи . . . , хп, и) =  0 тенгламага асосан айниятга айлантиради. Бун- 
дай ечимларни махсус ечимлар дейилади.

М и с о л л а  р. 1. Ушбу

/ ч ди  i / ч ди ди—a  i) —  +  (х2 — а 2) ------ f- . . .  +  (хп — а„) —  =  и — а,  (а , a t , аг , . . . ,
0Х\

а„ — const
тенгламанинг умумий ечими топилсин. (12.24) тенглама цуйидаги куринишга эга 
в^лади:

dv , dv . du dv
<*• - 1“ ■> к  +  "■ - « > > * , + • • •  +  < * . -  *■> d Z  + Т.  -  °-

Бу тенгламага мос оддий дифференциал тенгламалар системасини тузамиз:
dxt dx2 dxn______ du

Xj—« j  х а—a 2 x„—a„ x—a
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Бу системанинг чизи^ли эркли «нтеграллари ^уйидагилардан и борат:

О , —— и « ,  .  .  .  |и — а  и — а  и—а
Демак, берилган тенгламанинг умумий 'ечими

ф (XI—<■Ч . хг—а 2 Хп—а,
\и — а  ’ и — й ' ’ и—аи—а

2. Ушбу
_________ _ ди ди

(1 +  Т/ц — х — у )  дх +  ^  —

тенглама интеграллансин.
(12.25) система цуйидагича булади:

<1х (1у ё и

биринчи интегралки топамиз. Бу системадаги учинчи |касрнинг "сурат ва махра: 
дан биринчи иккита касрниаг сурат ва махражини айириб

биринчи шггегрални ^осил ^илачиз. Цемак, берилган ¡тенгламанинг умумий ечими

Ф(и—2у,2У и—х—у  +у)  =» О

куринишга эга булади. Текшириб куриш ^ийин эмаски*
и =  х + у  $ \

функция берилган тенгламани ^анэатлантиради. Бу ечим топйлган умумий ечимдаа 
келиб чи^майди. \а^ицатан, агар и^*х-\-у ни умумий ечимга олиб бориб ^^йсак, 
Ф (*—у, у) =  0 тенглик х;осил булади. Бу муносабат (х ва у  эркли узгарувчилар 
булгани учун) Ф(ф, яр) -функцияяи ихтиёрий тайланганда ^ам уринли булмайди. 
Агар и=ц—х—-у ифздани у учун ^осил булэдиган тенгламанинг чап томонига олиб 
бориб цуйсак, —У и—х —у =  — УV тенглнх ^эсил булади, бу ифода фа^атгина 
о= 0  тенгликка асосан нолга айланади. Шундай ^илиб, и=*х-\-у функция берилган 
тенгламанинг махсус ечимидан иборат.3

2. Чизи^лн бир жинсли булмаган тенглама учун Коши масала- 
сининг ечилишя. Коши мхсаласи (12.22) тенгламанинг

шартни цаноатлантирадиган и]—[(х1, . .  . , хп) ечими топилсии, бун­
д а  ф бзрилган узлуксиз дифференциалланувчи функция. (12 .22 ) 
тенгламанинг умумий ечимини билган ^олда Коши масаласи ечиминн 
цандай топщц кераклигини курсатамиз. Бу ерда асосий масала уму- 
мий ечимдаги Ф функЦиянинг куринишини анщ лаш га келади.

¿ (и—х—у) бу
—У  и—х—у  1 

ннтегралланувчи комбинацняни топамиз. Бундан

£ +  2 У и х—у  =  Са

(12.28)
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(12.26) биринчи интегралларда хп урнига бсшлангич *® цийматни
ц^йиб, ^осил килинган ифодаларни 1р; лар ор^али белгилаб оламиз,
яъни _

. % (* 2 -* 1 ..............^
* 2(Л „ « ! , -------- ДС®,ы) =  фи (12.29)

Ч>п(Х1’ хг, . . ■ , х„_]} х°п, и) =  Г|)„.

(12.28) бошлангич шартни ушбу куринишда ёзамиз:

*/. =  ДЭ и  =  Ф (*1.*2. • • • .» ^*_1) =  °- 
Бу шартни (12.27) тенглкк билан такксслаб, Ф функцияни

Ф (^1> ^ ¡. • • ■ . ^ п) =  и—ц{хих2. . . , хп) (12.30)
тенглик бажариладиган килиб танлаймиз.

(12.29) системани хх, . . . хп_ х, и ларга нисбатан ечамиз:

^1 =  . . . ,^ 2) , 
хг «= (й2(1|)ь ,̂2 ( . . . 'У п),

и  =  <0(11)!, 11)2 , . . . , 1|))-

Энди Ф учун
'Ф(*1.^2. ■ • ■ Ч>„) = Ю(Ч>1. ^2. • • • -,Ч>„) — Ф К (  №1 . . 4>в), • • • ,

® „ _ ,( ф !, . ,Ф „)1

функцияни олсак, (12.30) шарт бгжарилади. Демак, ушбу
© (Ш ! ,© , , .............. а п ) — ф[<о1( ф 1..............$ в ) ,  . . . ,<о„_,(11)1............... 4>ж) ]  =  0 (12.31)

формула изланаётган Коши масаласининг ечимини ошкормас ^олда 
беради. (12.31) тенгламани и га нисбатан ечиб, Коши масаласи 
ечимини ошкор куринишда топамиз.

г—— — - ди ди •
М и с о л. (1 +  У и—х—у ) -----К — =  2 тенгламанннг

дх д у  .
|/=0 да и=2х

бошлангич шартни цаноатлантирувчи ечими топилсин (3- §. 1- пунктдаги 2- мисолга 
царанг).

Маълумки,

I \|)! =  и — 2у, 4:3 = 2 У и —х— у + у .
Бу интегралларда у = Одесак,

и =  ^ ,  2]/ и—х =  ^
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х — Ъ.— « “ ’Рг!
4

Цемак, (12.31) форму лага асосан

$ 1  — 2[ ‘Фх — . ^ ) =  о ёки .2фх—-фг =  о, |
V 4 ' I .<»11

%  ва Фа лаР Урнига уларнинг ифодасини ^уйиб, к$йилган Коши масаласининг ечи- 
мини топамиз: ______

2и—4у— (2 У и ~ х ~ у  + ' у ) г=0
ёки

АуУи—х—у  =  Ах—2и—у2,
Бун дан |

и =  2х +  +  ~  у2—2у У х  — у  +  | !.
... * '  * >&

Текшириб куриш т̂ ийли эмагки, бу фэрмуладаги радикал олдидаги манфий ишора 
тенгламадаги радикал олдидаги мусбат ишарага мос келади.

4-§. ПФАФФ ТЕНГЛАМАСИ
Ушбу

Рйх]+ 0_с1у +  Яс1г=* 0 (12.32)
тенгламани (х,у,г) узгарурчиларнинг фэзогида 'IIф  гфр тгнгламаси 
дейнлади, бунда Р, 0. ва Я~х ,у,г  ларнинг фунвдиясндир. Бу функ- 
цияларни бирор й  со^ада узлуксиз дифференциалланувчи деб фараз 
циламиз. ’

Р Д  ва Я  функдиялар Э  со^ада берилди *деган суз геометрик 
тилда бу со^анинг ^ар бир ну^тасида "бяэор Р=зР/-|-5 /+/?^ век­
тор, яъни векгор майдэн бералганлигияи бялдиради. (12.32) тенгла- 
ма нолдан фар^ли ихтиёрнй купайгувчига купайгирилганда тенг 
кучли тенгламага утганлиги учун, аслида £бизга векторнинг йуна- 
лили, гболк;ача айтганда, йуналиллар майдони берилган булади. 
Агар (12.32) тенглама бялан аних;ланэдиган сиртлар'оиласини (агар 
улар, мавжуд булса) 11(х,у,г) =  С ор^али белгилаб, бу]сиртларга 
уринма текисликда ётадиган векгорни I ор;^али бзлгнласак (яъни 
t =stdx+ } йу-\-kdz), у ^олда (12.32) тенглама вектор куриниш- 
да бундай ёзилади:

(7%Т) =  0 .

Бу эса и(х,у,г) =  С сиртларнинг ^  вектор майдонга ортогонал 
эканлигини курсатади.

Щундай цпжб, геэмэтрлк тияда (12.32) тенгламани ечил Р =* 
=Р1 -Ь С} / 4 - Нк вектор майдонга ортогонал булгдн сиртлар оиласи­
ни топилдан иборатдир. Пфафф тенгламасини икки хил тал^ин ^и- 
лиш мумкин. Биринчи ;$олда х,у ва г ларни бирор t параметрнинг

система г̂ осил булади. Бу системани х ва а га нисбатан ечиб, топамиз:
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функцияси деб, иккинчи з^олда эса бу учта мщдорнинг биттасини, 
масалан, z ни цолган .иккитасининг функцияси деб ^аращ мумкин. 
Пфафф тенгламаснни тгкширишни иккинчи з^олдан бощлаймиз. Агар
(12.32) тенгламанинг чап томони бирор U(x,y,z) функциянинг тули^ 
диффэранциалндан иборат булса, яъни

р _ди .rv да  г , _  ди
дх д у  д г

бош^ача айгганда F  потенциал майдон булса (яъни"F  =  g rad  U  бул­
са), у з^олда изланаётган сиртлар U потенциал функциянинг U(x,y,z)=> 
—С сат^ сиртларидан иборат буладн. Бу з^олда изланаётган сирт- 
ларни топит ,̂ еч цандай ^ийинчилик турдирмайди, чункн бу з^олда

(х .у .г)  я

U  =  j" Pdx-{-Qix -f- Rdz, ’
(х„,у0,га)

бу ерда эгри чизшуш интеграл тайнн (х0, уа, z0) ну^тани узгарув- 
чи (х, у, г) ну^та билан бирлащтирувчи ихтиёрий йул буйича, маса­
лан, координата у^ларига параллел булган кесмалардан ташки л 
топган сини^ чизи^ буйича олинади.

Ю^орида айтганимизга асосан z\ ни х ва у нинг функцияси деб 
цараб, текширилаётган со.^ада R=£d деб фараз циламиз. J

Бу з^олда2( 12.32) тенгламадан

dz =• PLdx +  Qxdy ^бунда [Pi =  Qi =  (12.33)

Иккинчи томондан, z функциянинг тули^ дифференциала ¡|учун 
цуйидаги ифодага эгамиз:

dz =s — dx-\-~dy.' 
дх д у

Бу икки тенгликдан dx ва.'dy диф'ференциаллар богланмаган бул- 
гани учун

~ ^ Р г{х ,у ,г),. (12.34)
дх

' j -  =* Qi(x, у ,  г )  (12 ,35 )
д у

тенгликларни з^осил циламиз.
^  г функцияни х ва у лар; буйича иккинчи тартибли ’з^силаларга, 
Р г ва Qx ни эса уз аргументлари буйича биринчи тартибли з^осила- 
ларга эга деб фараз ^иламиз.
У ш бу

д2г  дгг
дх д у  д у  дх г

тенгликнинг уринли ̂ Зулиши кераклигидан
dPj  дР хд г  дО, dQl д г  
д у  д г  д у  дх д г . дх
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д у  п д г  дх ' д г  * ' --------'

шарт келиб чицади. (12.36) шартни бундай ёзиш мумкин:
(дС1 д Р \ ,  п  /дЯ д Р  > , 0  /дР  до\ п

Демак, Б  вектор майдонга ортогонал булган и(х, у, г) =  С сирт- 
лар оиласининг мавжуд; булиши учун (12.37) шартнинг бажарили- 
ши зарур, (12.37) шартни (12.32) тенгламанинг т у  лиц интеграл- 
ланувчилик ёки битта 11 (х,у,г) — С муносабатда интегралланцвчи- 
лик шарти. дейилади. '

Агар Б  майдон потенциал майдон булмаса, айрим з^олларда шундай 
скаляр ц (х ,у,г) купайтувчини танлгб олиш мумкинки, Унии(х  
га купайтирилгандан сунг потенциал майдон хссил булади. Агар
шундай купайтувчи мавжуд булса, у  ^олда цР =  grad V- ёки и Р= ^

дх *
рф =  —, 'р# =  —. Охирги муносабатлардан

ди . дг

еки

дх дг

д Р _
4д у дх И V

дЛ dR  _ J J
дг д у  ~ А

dR дР i

дх ~ д г  ~ t*

д у  дх ’ дг  д у  ’ <?* дг

Q dVL— P dJL 
дх д у  I

\ д у  д г  1

<3г дх.

тенгликлар з^ссил булади. Бу тенгликларнинг биринчисини R  га, 
иккинчисини Р  га, учинчисини эса Q га купайтириб, з^осил булгаи 
тенгликларни з^адлаб ^ушсак, ушбу

+  Р  — —  \ +  Q О
\ д у  дх|! 1 дг  д у  I Id* д г  )

тенглик з^осил булади. Бу тенглик зса (12.37) шартнинг узгинаси- 
дир.

Демак, агар Пфафф тенгламаси учун интегралловчи купайтувчи 
мавжуд булса, у з^олда тули^ интегралланувчилик шарти бажарила- 
ди. Энди (Í2.37) шартни "берилган вектор майдонга ортогонал бул­
ган сиртларнинг мавжудлигининг фа^ат зарурий шарти эмас, балки 
етарли шарти эканлигини хам курсатамиз.

Текширилаётган D  сохада (12.37) шарт айнан бажарилган ва 
Р х, функциялар уз аргументлари буйича биринчи ва иккинчн 
тартибли узлуксиз з^ссилаларга эга деб фараз ^иламиз.



У ^олда D со^анинг '^ар бир ну^тасидан (12.33) системанинг 
ёки бари бир, (12.32) тенгламанинг битта вэ фа^ат битта интеграл 
сирти утади.’ Аввало (12.33) системанинг берилган А(х0, у0, za) ну^- 
тадан утади га н ечимининг ягоналигини курсатамиз, Щу ма^садда 
(12.34), (12.35) тенгламаларни текщирамиз. (12.34) тенглама у ~ у 0 
текисликда А (х, у0, г0) нуцтадан утуачи ягона интеграл чизик, L  ни 
анщлайДи. (12.35) тенглама эса, х бирор узгармас ^иймат кабул 
^илганда, х= const текисликда ётувчи L  эгри чизикнинг ну^таси- 
дан утадиган ягона 1(х) эгри чизи^ни аник;лаиди. L  чизикнинг бар- 
ча ну^талари учун тузилган 1(х) чизик;лар туплами (12.33) система- 
сининг А(х0, у0 ,гй) нуцтадан утувчи бирдан-бир 5  интеграл сиртини 
анщлашини'Курсатамиз. Бу сиртнинг тузилишидан равшанки, унинг 
барча ну^талари учун (12.35) тенглама ^аноатлантирилади. S  сирт­
нинг барча ну^талари учун (12.34) тенгламанинг ^аноатлантирили- 
шини ^ам курсатамиз.

S сиртнинг тенгламасини
z=z(x,y)

курийишда ёзиб олсак, аввалги параграфларнинг [натижаларига асо­
сан z(x, у) функция х буйича биринчи тартибли узлуксиз ^осилага
эга булади. — нинг (12.34) тенгламанинг ^аноатлантирищйни кур-

дх
сатиш керак. 5  сиртнинг тузилишига асосан (12.34) тенглама у —уй 
да ¡^аноатлантирилади. Унинг у узгарувчининг боища ^ийадатларида 
з̂ ам ^аноатлантирилишини курсатиш учун ушбу

^ - P 1(x ,y ,z )~ F
дх

BFбелгнлашни киритиб, — ^осилани топамиз. г(х, у) [функция (12.35)

тенгламани цаноатлантирищидан ^амда бу тенгламанинг £нг томони 
барча аргументлари буйича биринчи тартибли ^осйлаларга эга экан-
лигидан ^осиланинг мавжудлиги келиб чи^ади. Шундай к;и- 
либ,

dF д  / дг\ дР± dPi д г
д у  ду\дх/ д у  д г  д у  .
_3Qi dQif e  dPi d z_

дх д г  дх д у  д г  д у

+ d_ 0 lF — дЛ _ д1 г  q  ' (12.38)
I dx д г  д г  д у  д г  4  1 }

Ю^оридаги ифодани ^исоблашда
-н ~  ** Qi тенгликлардан фойдаландик. (12.37) ёкидуХдх) дх д у )  д у
(12.36) шартга асосан . (12.38) тенглик ^уйидаги куринищда ёзи- 
лади!

д у  д г  *

41®



Р ( х , ф  =  р ( х , у 0) е у°
Р функция у—у0 да нолга тенг булгани учун охирги тенглик- 

дан унинг барча текширилаётггн у ларда нолга тенглиги ке-
либ чи^ади. Демак, г(х,у) функция (12.34) тенгламани ^ам цано- 
атлантиради.

Энди Пфафф тенгламаси учун (12.37) тули^ интегралланувчилик 
шарти бажарилмаган _^олни курайлик. Ю^орида баён килингандан 
маълумки, бу халда Р  майдонга ортогонал булган сиртлар мавжуд 
б^лмайди. Шу сабйбли, Пфафф тенгламасини аввал айтганимиздек, 
биринчи хил талкин [дилиб, V ьайдонга ортогонал булган сиртлар- 
ни Змас, балки шу хусусиятга эга булган чизи^ларни топиш 
масаласини ^уямиз. Бопщача айтганда, Пфафф тенгламасини битта 
муносабатда эмас, балки иккита

муносабатда интеграллгш керак. Масалзда куйилган чизи^ларни 
топиш учун ю^орида ёгилган тенгликлардан биттасини, масалан,

ни ихтиёрий бериш мумкин.
(12.32) ва (12.39) тенгламалардан эркли узгаРУвчилаРДан бит­

тасини, масалан, 2 ни чи^ариб,

куринишдаги оддий дифференциал тенгламани ^ссил ^иламиз. Бу 
тенгламани интеграллаб, ихтиёрий танлаб олинган иу(х,у,г) =  О 
сиртда изланаётган чизи^ларни топамиз.

И зо ^ . Агар (12.32) тенгламани бевссита интеграллаб булмаса, 
соддароц ^олни текшириш ёрдами билан уни айрим долларда ин- 
теграллаш мумкин. Бу усулда эркли узгарувчилардан биттасини, 
масалан, г ни узгармас ^исоблаб, ушбу

оддий дифференциал тенгламани интегралланади, бунда р  параметр 
ролнни уйнайди:

(12.40) тенгламанинг интеграли булсин. Бу ердаги [ихтиёрий узгар­
мас г параметрнинг функцияси булиши мумкин. Бу С(г) функцияни 
шундай танлаб олинадики, (12.32) тенглама ^аноатлантирилсин.
(12.41) ни дифференциаллаб, куйидаги тенгламани ^осил киламиз:

и ^ х ^ ^ - О , иг = (х, у ,г)—0]

их(х,у,г) -  0 (12.39)

М(х,у)йх +  Ы(х,у)йу =  0

Р(х,у,г)с1х 4 - (¿(х,у,г)йу ~  0 (12.40)

и(х,у,г) =  С (12.41)

~ й х +  -йу+ \-~ — С'(г)}с1г = 0. * (12.42)
дх д у  [<1г }
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(12 .32), [(12.42) дифференциал тенгламаларнинг коэффициент лари 
пропорционал б^лиши керак:

Ушбу

дЛ  дЛ  дЛ _ с ,(г)
dx dd дг

ди  д и

Р ~  R

тенгламадан С' ( г )  ни топиш мумкин.
Мисоллар. 1. Ушбу

(6х Ч- yz)dx +  (■** — 2y)dtj +  (ХУ +  2z)dz =  О 
тевглама ннтеграллансив. Бу ыисолда

F  =  (6*  +  у г)Т  +  (хг — 2у)Т +  {ху + 2г)Г.

Текшириб к^риш цийин эмаски, rot F ~  0. Маълумки, бу шарт бажарнлгадда F 
потенциал майдондан иборат булади, яънн F — grad U.

Демак,
(х.У.г)

U =  | (б х + у г )^  +  (xz—2y)dy +  (ху +  2z)dz.
(0,0,0) .

Интеграл ftj/ли сифатида бугинлари 'координата у^ларига параллел булган сти к  
чизицни олаыиз. Интеграллаш натнжасида V == 3*’  — у* •+• г* ■+■ ^осил б?лади 
Шундай цнлиб, изланаётган интеграл,

Зх* — уг +  га +  хуг =  С.
2. Ушбу

ydx - f  (z—y)dg +  xdz — 0

тенгламани к,аноатлвнтирувчи ва 2х—у ~ г = 1  текисликда ётувчи эгри чизик лап то- 
пилсин.

Берилгав текислнх тенгламасини дкфференциаллаймиз:

2 dx — dy—dz =  0 .

Бу тенгликни ж га хупайтирнб, досил циливган тенгликни берилган тенглама л«п,а 
^ушамнз:

(у - f  2 x)dx +  (г~ х—y)dg — 0 . 
z x= 2x—y~\  булгани учун

(y+2x)dx +  (x—2y~\)dy — 0
ёкн

2x dx — (2 у +  1 )dy +'d(xy) =  0 

тенгламани з̂ оснл киламиз. Охирги тенгламадан изланаётган эгри чнзи^лар оиласн

х* — у3 — у +  ху =  Са
мсанлиги челиб.чицади.
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г

yzdx +  2zxdy — 3 xydz =  О
тенглама интеграллансин.

Изовда курсатилган усул билан бу тенгламани интеграллаймнз. г  ни узгар.мас 
деб ^исобласак, йг=0  булади ва берилгаи тенглама цуйидаги тенгламага айланади.

ydx  +  2xdy =  0.
Бу тенгламанинг интеграли

ху1 — С
дан иборат., Бу тенгликдаги С ни Z нинг функцияси'деб здисоблаб ва уни дифферен- 
циаллаб ущбу

уЫх +  2 ху dy  — C’ (z)dz =  0

тенгламани досил циламнз. Бу тенглама берилган тенглама билан бир хил б^лиши 
учун буларнинг коэффициентлари пропорционал булиши керак, иъни

£  =  2Л  =  . •
у г  2гх —Зху 

Охирги тенгликдан С(г) =  ху2 эканлигини эътиборга олиб,

dC 3dz
. „ С ~  г
тенгламани зфсил циламиз. Вундан

С(г) =  az?, а — const.
Деыак, берилган тенгламанинг ечими

ху* - аг3
лав иборатдир.

5- §. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ч и зи к л и  БУЛМАГАН ТЕНГЛАМАЛАР

1 . Ту.пик интеграл. Аввал номаълум функция иккита |эркли уз- 
гарувчига боглиц булган ^олни текширамиз.

Биз биламизки, бу ^олда биринчи тартибли хусусий ^осилалн 
тенглама цуйидаги куринишга эга булади:

F(x,y,z, p,q) =  0 ,
бувда

д г  д г  
Р ~  дх’ q ~  Ту

Биринчи тартибли хусусий ^осилали тенгламанинг иккнта ихтиё- 
рий узгармасларга боглиц ечимини унинг mg лиц интеграли дейи* 
лади. Ту лиц интеграл ошкормас формада ушбу

Щ х,у,г,а,Ь) =  0 i (12.44)
куринишда ёзилади.

Тулин йнтегрални бснщачароц ^ам таърифлаш мумкин. 
интеграл учта узгарувчи ва иккита ихтиёрий узгармас орасидаги 
шундай муносабатки, ундан ва уни эркли узгарувчилар буйича диф- 
ференциаллаш натижасида ^осил буладиган муносабатлардан узгар*

3. Ушбу

(12.43)
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,масларни чщариб ташлаш натижасида берилган тенглауа ^осил 
булади. Бу иккита таъриф бир-бирига эквивалентдир. Ленин биз бу- 
нинг исботига т^хталмай ([23] га царанг), берилган тенглама б^йи- 
ча тулщ  интегрални топиш методини келтирамиз. Тулиц интег- 
ралнинг иккинчи таърифига асосан (12.43) тенглама ушбу

■Ф (x,y,z,a,b) =  О,
5Ф <ЭФ п 

Р = 0 ,
дх йг

дФ  , дФ л  п—  j ------ qz=i О
д у  д г  v

(12.45J)

системадан а ва b ларни чицариш натижасида досил булган ” тенг- 
ламага/ эквивалентдир. Биринчи тартибли хусусий ^осилади тенгла- 
маларнинг ^амма ечимларини тулик интегралдан узгармасларйи ва-' 
риациялаш усули билан ^осил, цилиш [мумкинлигн Лагранж томони- 
дан курсатилган.

Фараз килайлик, а ва b дар х,у узгарувчиларнинг бирор [функ- 
циялари булсин. z нинг х ва у буйич'а ^осилалари, яъни р  ва q лар 
ушбу ' .

ЙФ . ЗФ , ЗФ да дФ дЬ п—— —-  р  4-----------4-  —  — =  0,
дх д г  да дх дЬ дх
дФ , дФ  . аФ да , дФ  дЬ п
------- -------Ц + • --------- Ч------------== од у  дг  да д у  дЬ д у

£(12.46)

муноеабатлардан ^исобланади. (12.45) ва (12.46) формулаларни тац- 
цослаб, цуйидаги тенгламаларни ^осил лам из:

дФ да дФ d i _ Q  
да  дх дЬ дх ’
дФ да дФ дЬ
да ду. дЬ д у

0.
(12.47)

Бу тенгламалардан а ва b [функцияларни’ аниклаш керак. Уч трл 
булиши му1мкин: , " '

1) Агар
I 3® =  о ,* ? = ;о  (12.48)

д а  дЬ '  '

тенгликлар бажарилса, (12.47) тенгламалар ^аноатлантирилади. 
(12.48) тенгламаларни а ва b га нисбатан ечнш мумкин деб ¡фараз 
циламиз. Бу тенгламаларни ечиш натижасида ^осил булган х ва у 
нинг функцияларини, яъни а ва b нинг цийматдарини ( 12.44) га 
цуйсак, ^осил булган ифода (12.43) тенгламанинг ихтиёрий j  узгар- 
масларга ^ам, ихтиёрий функцияларга ?;ам боглщ булмагаы ечими- 
дан иборат булади. Бу ечимни шхсус интеграл дейилади.

2) Энди~!=  ~  =  — =  — =  0 булсин. Бу ^олда а =  const, 6= const
дх д у  $х д у

булиб, биз тулиц интеграйга ^айтган буламиз.
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3) Умумий ^олда, (12.47) ни икки номаълумли иккита чизщли 
алгебраик тенгламаларнинг системаси деб царзб, унинг ечимга эга 
булиши учун ушбу

й(а,Ь)
П (Х ,У )

* 0  (12.49)

шартнинг бажарилишн зарурлиги келиб чицади. (12.49) тенглнк а 
ва Ъ уртасида функционал боглщлик мавжудлнгннн к^рсатади.
Агар масалан, — ̂ 0  ёки — =*¿0 булса, у  ^олда бу бэрлщликнн

дх д у
Ь — <а(а) (12.50)

куринишда ёзиш мумкин, бу ердаги ю — ихтиёрий функция. (12.50) 
га асосан, (12.47) система цуйидаги битта муносабатга келади:

5Ф . 5Ф , ,  V п
—  +  —  и  (а) =  0.да до

Агар бу тенгликдан а ни х ва у нинг функцияси сифатида топиш 
мумкин б}/лса, у ^олда (12.50) тенгламадан Ь ни >{ам эркли узга- 
руЕЧИларнинг функцияси сифатида топамиз. а ва Ь никг топилган 
цийматларини (12.44) га цуйиб, (12.43) тенгламанинг ечимиии :цоеил 
циламиз. Дифференциалланувчи а>(а) функцияни ихтиёрий танлаб 
олингандаги ечимларнинг бундай тупламн (12.43) тенгламанинг 
ущмий интегралы дейклади. Ихтиёрий а>(а) фуикцияни ^ар бир 
танлаб олинишига, ум ум ан  айтганда, умумий интегралга кирувчи 
бирор хусусий ечим мос келади. Шу маънода, умумий ечим ихтиё­
рий функцияга бог лиц булади деб айтишимнз мумкин.

Биринчи тартибли хусусий ^осилали тенгламанинг тулнц умумий 
ва махсус интегралларини соддагина геометрик интерпретация цилиш 
мумкин. Хусусий ^осилали тенгламанинг ечнми (х, у, г) координата- 
лар фазосида сиртни аницлайди, бу сиртни интеграл сирт деб ата- 
лади. Бешта (х, у, г, р, (?) микдорлар тупламиии элемент дейилад», 
бунда х,у,г бирор нуцтанинг координаталари, р ва ц эса щу нуцтада* 
^'тувчи текисликнинг бурчак коэффициентлари. Бу таърифга асосан 
{12.43) тенгламанинг ечимини топиш масаласи цуйидагича цуйилиш* 
мумкин: шундай сирт топилсинки, бу сирт нинг нуцталари ва урин- 
ма текисликларнинг бурчак коэффициентларидан ташкил топган 
элементлар (12.43) муносабатни цаноатлантирсин. (12.44) тулии; ин­
теграл икки параметрга боглиц булган сиртлар оиласидан иборат- 
дир. Энди геометрик нуцтаи назардан умумий ва махсус интеграл- 

/ лар нимадан иборат эканини курамиз. Умумий интегралга кирадиган 
ечимнн топиш учун ихтиёрий (12.50) муносабатни олиб Ь нинг ций- 
матини (12.44) га  ц у т б ,  а параметрни ушбу

Ф (х,у,г,а,Ь) = 0 ,  +  ^ -© '(а )  =  0 оа до
муносабатлардан чицарган эдик. Охирги икки тенглама эса бир па- 
раметрли сиртлар оиласининг ¿/рат сиртини анщлайдн. Бу нарса



геометрик нуцтаи назардан цуйидагини ифодалайди: '(12.50) муно- 
сабатни асосан берилган икки параметрли (12.44) оиладан бир 
параметрли бирор оилани ажратамиз, сунгра бу ойла урама сирти- 
ни топамиз. Урама сирт узининг :цар бир нуцтасида уралувчи сирт- 
лардан биттасига урингани учун, яъни умумий элементга эга бул- 
гани учун бу урама сирт з̂ ам берилган тенгламанинг ечимидан ибо- 
рат булади.

Ни^оят, биз биламизки, махсус интеграл ушбу

ф =  о,  —  =  0,  —  =  0
да дЬ

тенгламалардан а ва Ь ни чи^ариш натижасида з^осил булади. Бу 
жараён, маълумки, икки параметрли сиртлар оиласининг урамасига 
(агар у мавжуд булса) олиб келади. Юкоридагидек муло^аза юри- 
тиб, бу урама сиртнинг з^амма элементлари берилган тенгламани 
цаноатлантиришига, яъни интеграл сирт эканлигига ишонч ^осил 
циламиз.

М и с о л л а р .  1. Берилган % радиусли, марказлари хОу текислик ну^таларида 
б^лган шар сиртларининг оиласи

(х—а)2 +  ( у—Ь)* +  г2 =  К2
икки а ва Ь парамгтрли ояладаи иборатдир. Бу оила тумц  интеграл буладнган 
хусусий ^ссилали тенгламани топиш учун г ни х ва у  нинг функцияси деб з̂ нсоб- 
лаб, берилган муносабатни х ва у  буйича дифференциаллаймиз:

х—а-\-гр =  0, у—¿+г<7 =  0.
Бундаи’х— а —— гр, у —Ь = — гд. Бу ифодаларни берилган тенгликка цуйиб, тули ^ 
интегралга мое булган тенгламани топамиз:

г2(1 +  р2 -Ь д2) =
Умумий интегралга кирадиган ечимни т̂ осил ^илиш учун Ь =  м(в) муносабатни ки- 
ритамиз, яъни марказлари у=л(х),  г= 0  чизиеда ётувчи шарлар оиласини ажра­
тамиз. Бундай оилапинг ^ар ^андай урама сирти интеграл сирт булади ва умумий 
интегралга киради.

Нихоят, махсус интеграл куйядаги учта тенгликдан а ва Ь ларни чицариш на- 
тижасида з̂ осил булади:

I . (х—¿¡)2 +  ( у—Ь)2 +  г2 =  Я2, х — а =  0, у  — Ь =  0.
Буидан г=  :2= Я. Дар бир шар сиртига битта ну^тада уринувчи иккита текислик 
тенгламасини ^осил ^илдик.

Куп доллар да тули^ интегрални топиш унча катта к,ийинчилик тугдирмайди.

1)А гар (12.43) тенглама Р(р, <у) =  0 ёки р ~ ф(?) куринишга эга 
булса, д=а деб з^исоблаб (бунда а — ихтиёрий узгармас^

Р — ф(а), йг =  рйх +  дйу — ф(а)с1х +  ас1у
тенгликларни з^осил циламиз. Охирги тенгламани 'яитеграллаб ушбу

г =  (р(а)х +  ау +  Ь
тулик; интегрални топамиз.

2) Агар (12.43) тенгламада узгарувчиларни ажратиШ мумкин 
булса, яъни тенглама

Ф (х,р) = Ц(у,д)
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куринишга эга бул<;а, <£(*, р)—$(у, ц) — а  деб з^исоблаб (бунда а— 
ихтиёрий узгармас), бу тенгликларни (агар мумкин булса) р ва у 
га нисба'тан ечиб, р — ф1(х ,а), <7 =  ^ ( я .я )  ларни топамиз. Суигра 
ушбу

с1г — рс!х +  дс!у — ух(х, а)йх +  >̂1(у,а)йу 
Пфафф тенгламасини интеграллаб

2 = 1  ср^х^йх +  | Ь(у>а)с1у +  ь 

тулиц интегрални топамиз.
3) Агар берилган тенглама <■

Р(г,р,я) - О  1
куринишга эга булса, у ^олда г=г(и) деб хисоблаб (бунда и=ах4 - 
+ у), ушбу

Р к а , “1 , И ) =  0
\ йи <1и)

оддий дифференциал тенгламани хсеил киламцз. Буни интеграллаб 
г= Ф (и,а,Ь) (бунда Ь— ихтиёрий узгармас) ёки

2 =  Ф(ах 4- Ь,а,Ь) ,

тули ц  интегрални топамиз.
4) Умумлашган Клеро тенгламаси

■г =  рх 4  ЧУ +  Кр,Я)
куринишга эгад'ир. Текшириб куриш кийин эмаски, унинг тулиц_  
интеграли куйкдоги ифодадан иборатдир:

г — ах 4- Ьу 4 - ¡(а,Ь).
2. Ушбу

p = 3q»

тенгламанинг тулик. интегралй топилсин. Бу тенглама 1) з^олга тугри-келади: 

д= а, р =  За3, </? =  За3̂ х 4  чёу ,  г -— За5* 4  о у  4  Ь.
3. Ушбу

р—З*2 =  — у
тенгламанинг тулик интеграли ‘топилсин. Бу тенгламада узгарувчилар ажралган. 
Шу сабабли 2) х,олда курсатилган усул билан тулщ интегрални топамиз:

р—Зх2 = а , р =  Зха 4  а; —у=а ,  <? =  ~1̂ у-\-а,

ё г  =  рёх  4  (¡¿У — (За:2 4  о)с1х 4  V У 4  а  ¿У-

г =  ж» + а х + ~  (у-{-а)гп+Ь.

4. Ушбу > •
гЦр1! 2 4 ? 2) =  1

4-/2 . . .  <



тенгламанинг тулш^ интеграли тоПилсин. Бу тенглама 3) ^олда курилган тенглама- 
га тугри келади;

, . , Лг йгг  =  г(к), и = ах +  у, р  = а ~ , д = - ~ ,йи, йи

(¿ г  \2 ё и  ,
— 1 (а2г3+ 1) =  1, — =*2: г(аггг-Ь 1)1/2, 
ё и !  ё г

м+й =  ± 0 ° ' ёки <уа4(сгд; +  у  +  Ь)г — (а2гг +  1)3.
о  О

2 . Лагранж-Шарпи методи. Ушбу '
Г(х,у,г,р^) — 0 (12.43)

биринчи тартибли хусусий з^осилали дифференциал тенгламани тек- 
ширамиз. Лагранж—Шарпи методи ихтиёрий а узгармасни уз ичига 
олган шундай •'

Ф {х,у,2,р,ц)=~а (12.51)
тенгламани танлашдан иборатки, | (12,43), (12,51) системалардан 
аншуганган р~р(х,у,г,а) ва г? =ц(х,у,г,а) ^функциялар ^битта квад- 
ратурада интегралланадиган

¿2 — р(х,у,г,а)йх +  ц(х,у,г,а)йу (12.52)
Пфафф теигламасига олиб кёлади. У з^олда Пфафф тенгламасининг 
и(х,у,г,аЪ) — 0 интеграли, бундаги Ь (12.52) тенгламани интеграл- 
лашда з^осил буладиган ихтиёрий узгармас, (12.43) тенгламанинг 
Тули^ интеграли булади. Ф функция (12.52) тенгламанинг битта 
квадратурада интегралланувчанлик шартидан, яъни

■ Р $ - ч  Г - Г  +  Г = °  ' <12-53>• дг д г  д у  дх

тенгламадан аншушнади. (12.53) шартни р ва д ни х,у,г ларнинг 
функцияси сифатвда анщЛовчи (12.43), (12.51) системалар учун 
ёзиб оламиз. Бунда ошкормас' функциялардан хосилаларни ^исоблаш
формулаларидан фойдаланамиз. (12.53) шартга нуйиш учун —, —,

• дх д у
—, --- з^осилаларни зсисоблаш етарлидир.
дг  дг

р ва ни х,у,г нинг функциялари деб ^араб, (12.43), (12.51) 
тенгликларни х буйича дифференциаллаймиз:

\ • \
^  , д£_др дР^д£ 0
дх др  дх д д  дх. , ’
дФ д Ф д р  д Ф д д  _  Q
дх др дх дд дх.

I. 1

Бу системадан — детерми ;антни нолдан фар^ли з^исоблаб, 
о(р,й)

— ни топамиз:
дх

• ?
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D(F,<D) 
g í  ,  — D(P,x) 
dx D(F,Q) '

D(p,q)
Худди шунга ухшаш (12.43), (12.51) системани у  буйича дифферен-
циаллаб, — ни топамиз:

ду
D(F, Ф)

^  = —  °(9 .Ч ) 
д у  D(F,a>) ‘

. D(p,q)

Ни^оят, (12.43), (12.51) системани г буйича дифференциаллаб, xfi-
сил булган системадан — ва — ни топамиз:

dz д г
£>(ЛФ) Р(Р,Ф)

др  _  _  Р(г , д )  , dq _  _  Р(р,г)
. 7г ~  Р (Л Ф ) а г ~  Д(^.Ф)

£>(М) £ (?,?)

Топилган носила ларни интегралланувчилик шарти (12.53) га нуйиб, 
тенгликларнииг хар икки томонини нолдан фарцли деб фараз нилин-
ган детерминантга купайтириб, нуйидаги тенгламани носил

D(p,q) ^
Ниламиз:

Р[

+

ёки >
ар  ̂ OF 6 А 5 Ф _

dpdx dq д у  \^ др ^ dqj  дг

- í r  +  p f ) T - ( r  +  q f ) T  = °- (12-54)\дх д г  ¡ др  \ду dzjdq

Ф функцияни аниклаш учун чизик,ли бир жинсли (12.54) тенг- 
ламаин носил нилдик. Бу тенглама 2-§ да курсатилган метод билан 
интегралленади. (12.54) тенгламага мсс булган сддий дифференци­
ал тенгламглар системаси, яъни характеристикалар тенгламаси нуйи- 

дагича ёзилади.

— — 'dz _  .. РР - ______ ¿2___  (12 55)
dF dF dF dF dF , dF dF , dF
—  —  o — - + a ----  --------r P ‘-----  --------- r ¡ 7 ----dp dq d p . dq dx dz д у  дг

(12.55) теигламанинг ихтиёрий узгармасни уз ичига оладиган битта 
хусусий ечимини топиш кифоядир, яъни (12.55) теигламанинг (12.43)

424

' dFd  Ф dFd  Ф\ , „ ( д р д Ф
+  , U 7a7

d Fd  Ф
д г  dp dp dz ) dq dz,
i  dF 5Ф dF дФ^l + Í É Í * ® dF д Ф ,
д у  dq dq dy ,Г Х д х д р dpdx )



билан биргаликда р ва д га нисбатан ечилиши ыумкин б^лган 
битта

Ф у(х , у , г , р , д )  = а
биринчи интегрални топиш етарлидир. Демак, рут ф^я.у.аг.а) ва 
<7 =Ф2(х,у , г ,а )  мивдорларни ушбу

\Р(х,у , г ,р ,ч )  =а О,

системадан ашщлаб ва
¿г  = р(1х -\-qdy

тенгламага ^уйиб, битта квадратурада ингегралланадиган , Пфафф 
тенгламасини ^осил циламиз:

dz =  ф 1(x,y,z,a)dx +  ф2(д:,у,г,а№у.
Бу тенгламани ечнб изланаётган

и{х,у,г,а,Ь) «= О
тули^ интегрални топамиз.

И зо^ . Агар шартли |ушбу

И 4 - — Р — — — -и —
ёх  дх д г  ’ йу  й у  д г  ^

белгиларни киритсак, (12.54) тенгламанинг ёки ундан олдин ёзил- 
ган тенгламанинг чап цисмини

(*\Ф) =

д ^ ё £
др  ёх

+
дд ё у

дФ ё Ф дФ(1Ф
др  ёх дд с1у

куринишда ёзиш мумкин. Бу ифодани Майер цавси дейилади. Агар- 
да берилган тенгламада изланаётган функция ^атнашмаса, яъни 
тенглама

Р(х,у,р,д) =  О
куринишда булса, иккинчи тенгламани худди шу куринишда 
изланади, яъни

Ф (х,у,р,д) -  а.
Бу ^олда Майер цавси ушбу

М д Р
др дх дд  д у
дФ дФ

+
дФ дФ

др дх дд д  у( В Д  =

куринишга эга булади. Бу ифодани Пуассон цавси дейнладн. П уас­
сон ёки Майер цавсини нолга айлантирадиган иккита функцияни
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инволюцияда булган фунщиялар дейилади. Шундай г^илиб, Лагранж- 
Шарпи методининг идеяси биринчи тенглама билан инволюцияда 
булган иккинчи тенгламани топишдан иборатдир.

Ми со л. Ушбу •
F = 2 хг—рх2—2qxy +  pq =  0 \

тенгламанинг тулик интеграли топилеиц.
(12.55) характеристикалар тенгламаси'да ^атнаШадиган ^осилаларни ^исоблай-

миз:
dF „ , dF „ , дГ

— x*+q, — • = — 2ху+р: -- = 2г — Ухр — 2yq др дд ■. • • дх
dF dF
—  =  — 2qx , —- =  2х. 
д у  д г  ‘

(12.55) характеристикалар тенгламаси ^уйидаги куринишга эга булади:
dxk dy  ______ dz dp___  dq

—xa+ ç —2xi/+р —p x2— 2xyq-\-2pq 2z—2 yq 0

Бу системанинг биринчи интегралларидан биттаси ç= a  дан иборатдир. q=a  ни бе- 
рилган тенгламага ^уйиб р  ни топамиз:

2 х(г—ау) р -- ; --------

Демак,

Бундан

ёки

2х(г—ау)
dz =  pdx +  qdy  =  ---- ------- dx. +  ady

xl—a

dz — ady  2 xdx

ln \z — ayj  =  In \x2 — a| +  ln b

~ . z =  ay  +  b (x2 — a)
• .Tÿvrorç интегрални ^осил. циламиз.

■ 3.' Интеграл сиртки тспкш. (12.43) тенгламанинг т|лш$ интег­
рали

Ф (х, у , г, а , Ь) — О
маълум булган Цолда (12.43) тенглама учун Коши масаласини, яъни 
берилган .

х =  Ф Й ), У = ^ '(0 , z =  X(0 (12.56)
эгри чизикдан утуичи (12.43) тенгламанинг интеграл сиртяни топиш 
'масаласини ечиш мумкин.

У мумий интегрални аникловчи тенгламаларни оламиз, яъни b ~  
=  со (а) булганда •

Ф (x, у, z, а, (й(а)) — 0, -(12 .$7)
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й Ф рс, у , г, а, а  (а)) ЭФ(х ,  д, г . а,  ю(д)) ^  ^  _  0  |̂  2 58 ) 
да дЬ

Ь —<й(а) функцияни шундай танлаб олшя керакки, (12.57) (12.58) 
тенгламалар билан анщланадиган сирт, яънибир параметрли (12. 57) 
оиланинг урамаси берилган (12.56) эгри чизиадзн утсин. Берилган 
эгри чизицнинг ну^таларидз иккала (12.57) ва (12.58) тенглама I 
буйича айниятга айланади:

Ф ( ф ( 0 ,  Ч»(<). х(0 , :  а, с о ( а ) ) - 0 ,  (12.59)
ЭФ-(ф(0, ф(0, -х(0. а, м (а)) , дФ(д>((), X (0. я. ^ (д)) , , ,  _  0 

За 36
(12.60)

Бу „тенгламалардаи Ь — со (а) функцияни ани^лаш анча мураккабдир. 
Щу сабабли одатда бощк,ачйрок йул тутилади, (12.59) тенглик 
« (а) функция маълум булгаида а ни4 узгарувчи ор^али аницлай- 
ди. Шундай ^исоблаб, (12.59) тенгликни ¿ буйича дифференциал- 
лаймиз:

<р' (/) +  ^  х'(*).+  —  +  ^  со' (а)
дх ду  1 дг За дь

<1.а_0
Л  ~

<12.60) тенгликни эътиборга олиб, ушбу

. ' ~  ф' (9 + +  - * ' ( * )  = 0 ■ (12.61) ал: д у  \дг •

тенгламани ^осил ^иламиз. (12.59) ва (12,61)' тенгламалар система- 
сидан Ь' — и>(а) функцияни аник;лаш йнчз ¡^улай булади. Агар
(12.56) эгри чизшда утказилган уринма векторни t ор^али, Ф = 0 
сиртга утказилган, ва демак, мэс ну^таларда изланаётган урамага 
утказилган нормалнинг векторини А? ор^али белгилаб олсак, (12.61) 
тенглик ^иск,ача

(А/, 0 = 0 .
к^ринишда ёзилади; (12.61) щарт геэметрик иу^таи назардан шу 
нарсани билдирадики, изланаётган сирт берилган эгри чизиадан 
утиши керак, ва демак, бу эгри чизик^э утказилган уринма. изла­
наётган сиртга утказилган уринма текисликда ётиизи керак.

Ми с о л. Ушбу
2 =  /«.-{-ад +  Зрг — <?5.

тенгламанинг лг.=== 0, г =  у'- эгри чизиедан угувчи интеграл сирти топилсин.
Берилган тенглама уму.млашган Клеро типидаги'тенглама булгани учун укинг 

тули^ интеграли г =  ах -\~Ьу -{- За3 —Р  дан иборатдир. Берилган эгри чнзи^нинг 
тенгламасини параметрик формада ёзиб оламиз: х — О, у  =  г  — /а. Текширилаёт- 
ган ^олда (12.59) (12.6!) тенгламалар

Р  =  Ы •+• За2 — 63, Ш =  Ъ >
куринишга эга булади. Булардан:

Ь =х 2а, г  — а (х +  2у) — а2.



г =  а {х +  2у) — а2, * +  2у — 2а =  О
тенгламалар билан анщланади. Охирги тенгламалардан а ни чщариб, изланаётгав 
сиртни топамиз:

Бу оиланинг ^рамаси

Агар (12.55) системани интеграллаш цийинчилик тугдирмаса, Кошининг умумлаш- 
ган ечимини топишда цуйида баён цилинадиган характеристикалар ёки Kouiu ме- 
тодидан фойдаланиш ну лай буладн.

4. Коши методи. Кошининг умумлашган масаласи ^уйидагича 
цуйилади: (12.43) тенгламанинг берилган

эгри чизикдан утувчи г = г(х, у) интеграл сирти топилсин. Одатда 
цуйилган масаланйнг ечимини ^уйидаги

x = x(t, s), y = y (t, s), t — г (t, s) (12.62)
параметрик курииишда излаш ь;улай булади, бунда s параметр. 
Бундай куринишда излаймиз деган ифодани, берилган эгри чизиедан

деб зисоблаш мумкин). Бу эгри чизшутрда ётувчи нуцталарнинг 
туплами изланаётган интеграл сиртни ташкил к,илади. г = г(х, у) 
функция

F (x , у, z, р, q )- 0  (12.43)
тенгламанинг интеграл сиртидан иборат булсин. (12.43) айниятни 
х ва у буйича дифференциаллаймиз:

(х +  2у)*г  =
4

X0 =  х0 (S), у0 =  у0 (s), z0 =  z0 (s)

утувчн 2 — г (х, у) сиртни бир 
параметрли (12.62) эгри чизицлар 
оиласнда ётувчи ну^талардан таш­
кил топади деб тушу ниш керак.
(12.62) эгри чизшугарни характе­
ристикалар дейилади (88- чизма). 
Коши методининг гояси цисцача

яХ /et куйидагидан иборат: аввало бир 
у * у (с) нечта параметрга бог лиц булган 
*" °У . характеристикалар оиласи топила-

С О Л £ о \ Ъ }  _  »  _ о  тт о п и и  и  г*ди, сунгра характеристикаларнинг 
A'o =  *o (s ), Уо =  Уо (s). z0 =  Z0(s)  -
эгри чизиц нуцталаридан ^тиши- 
дан ва яна айрим шартларни цано- 
атлантиришидан фойдаланиб, бир 
параметрли х = х (t, s), yi— y{i,s), 

чизиклар оиласи-
•__ ч /нда s ни параметр

88 - чизма.
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= dt (12.64)

ОН =  ^  булгани учун аввалги тенгликларни цуйидагича ёзиш мум-
д х д у
кин:

F ,  +  l F !  +  F p f  +  F t  |  =  0 . <12' 63)

' 'Бу тенгликларда г т  х ва у нинг маълум функцияси деб ^исобла- 
нади. р ва q га нисбатан квазичизикли булган тенгламаларнинг
(12.63) системаси учун характеристикалар тенгламаси цуйидагича 
ёзилади:

d x _d g __ ___ f dp  d x _d y ________ dq
7p ~~7q ~ ~  Fx+pFz' Fp Fq Fu+qFz

. \ • -
ёки бу икки системани бирлаштириб, ушбу

d x _d g __ dp  _ dq
Tp ~ J q ~  FX+ PFZ ~  Fu+qFz

курииишда, ёзишимиз мумкин. 
г функция р ва q лар билан

dz =  pdx +  qdy
тенглама билан богланган булгани учун, характеристика буйлаб

+  , Й !  =  Л + , Р  
dt d t  dt

ёки х

-----(12.65)
pFp+qFg

тенглик ^осил б^лади. (12.65) эса (12.64) системани яна бир тенг­
лама билан тулдириш имконини беради. Шундай цилиб, функцияни
(12.43) тенгламанинг ечими деб ^исоблаб, ушбу

= d l  (12 .65 ')Fp Fg p.Fp +pFq Fx ~\~pFz у  g

системага келдик. (12.65'') тенгламалардан (12.43) тенгламанниг 
z = z{x, у) ечимини билмаган ^олда х — х (t), у — у (t), г — z(t),

Ч = <7(0  функцияларни топиш мумкин, яъни характерис­
тикалар деб аталувчи

x - x ( t ) ,  у ~  у (t)> 2 =  2 ( 0  
эгри чизицларни ^амда ушбу

Z ~ z  = p ( X - x )  + q ( Y - y )  (12—66)

текисликнинг йуналишини аншуювчи р =  p(t) ва q — q (t) сонларни 
характеристиканинг ^ар бир нуцтасида топиш мумкин.
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Характеристика ва унинг ^ар бир нуцтасига оид (12.66) текис- 
лик биргаЛикда характеристик полоса (кенглик) дейилади.- Энди
(12.43) теигламаиинг интеграл сирти характеристикалардан тузили- 
ши мумкинлигини курсатамиз. Аввало (12.65') системанинг интеграл 
чвзиги буйлаб F  фуикциянинг циймати ÿerapMac, яъни

F  (х, у, г, р, q) =  С
булишига, бошцача айтганда, F  (х, г/, г, р, q) функция (12 .65 )'сис­
теманинг биринчи интеграли эканлигига ишонч ^оеил цилиш кчийин 
ш ас. Да^икатан, (12.65') системанинг интеграл чизири .буйлаб

-  F  (х, у, г, р, q) — F  — +  F  — + Fy ~ '+ p F  ̂  +  F 4 
d t  '  x dt #dt dt d t  q dt

~F„FP+ Fy Pq +  F, (PFp +  f,)  ~FP(Fx +  /*.) ~F,(F, +  W  - 0-
Демак, (12.65') системанинг jçap бир ечими буйлаб]

F  (x, у ,  z, р, q) =  С, ' С = F (x 0, у 0, z0, р0, q0).
(12.65') системанинг интеграл чизшутари буйлаб (12.43) тенглама 
цаноатлантирилиши учун x0'(s), г/0 (s), г0 (s), p0(s), q0(s) кбощлангич 
адийматларни шундай танлаш керакки, улар| :

Ft*.о. So* z0, р0, % ) = 0  ,т т т
тенгламани цаноатлантирсин. Бу тенгламани цаноатлантирадиган 

y0 =  y0(s), z0~zAis), Л0 =  A ,(s), qn = q„ (s) бошлангич 
шартларда (12.65') системани интеграллаб, x — x(t, s), y ~ y ( t ,  s). 
ze=z(t, s ) ,  p = p(t, s), q — q(t, s) ларни топамиз. s нинг тайин
д^ийматида характеристикалардан биттасига эга бÿлaмиз:

• -:-<--тмтт
X =  x (t, s) ,  у  — у  (t, s), Z — Z(t ,  s) .

s m  узгартира бориб бирор сиртни досил циламиз. Бу сиртнинг ^ар 
бйр нуцтасида p — p(t , î) , q = q(t, s) бÿлгaндa (Ï2.43) тенглама
^аноатлантирилади, аммо шу билан бирга р — —,, q= — ёки dz —

,дх д у
«  pdx +  qdy муносабатнинг ;уринли ёки уринли эмаслигини анщлаш 
керак. Охирги тенгликни л ва у лар s ва t узгарувчиларга боглик 
булгани учун бундай ёзиш мумкин:

dz =  p l f d , + % # )  +  , % b + % * ) - f < b + % < U .
\ds d t . ) ds dt 1 ds dt

Бу.теиглик эса ушбу

P — +  <7 — — — — О, (12.67)
ds ds ds

Р ~  +  Ч р -  —  - = 0  (12.68)
dt dt dt

иккита тенгЛамага эквивалентдир. (12.65') системага асосан 
' дх /у д у _ р dz ^ с* î «  Га



булгани учун ((12.65') системада в тайин ^ииматга эга деб з̂ исоб- 
дх ди д г  „ йх йу  с1г ..лаганимиз учун —, —, — лар урнига —, — езган эдик ( 12 .68)
д/ дI 9? <11 сН (И

тенглик бажарилади. (12.67) тенгликнинг айниятга айланишини ис- 
бот цилиш учун унинг чап цисмини и орцали белгилаб оламиз,, 
яъни

дх . д у  д г  /
«  =  / > - +  ?  з г  — - •  да да да

и дан t буйича ^осила оламиз:

дЛ  — р  I д_± ду  I „  &У___.Ё!|£.. 1
& д/ дь д(дв д1 да <Э/д5 д/д*

( 12.68) айниятни в буйича дифференциаллаймиз:
д р д х  д 2х дд д у  , д гу  д ' г  ^  р 
д$ д/ йд/ дь Ы диК

Аввалги тенгликдан кейингисини айирамиз:
' d u _ d p d x . d q .  d y __д/з Й£__ dq д у

д( д( д$ dt да ds dt да Ы

ёки (12.65') тенгламаларга асссан

дь  х г > дь '  у  г ’  дв р а5 «а*

___ / г  ^  I г  р I р  §£ I с <?£\__
I 2 &  *■&]

с  / дх . д у  д г  ,
— р г [ Р Г +{1 Г ~ Г Г\ дэ д$ д5ч

Р(х, у, г, р, (?)=0 тенглама /г функция аргументлари урнига л: (¿, в) 
. . . , <7(?,. х) ларни цуйганда айниятга айланади. Шу айниятни
5  буйича дифференциаллаймиз:

р — +  р дУ-Л- р д± Л-р ^Я л- р 1̂ = 0. 
х д ?  у д* ^  "а*  - « а »

Кейинги икки тенгликнинг бирицчисидан иккинчисини айириб, ушбу

■ ‘ =  / 
л  * V & л

=  Г - Р и

еки
ди

: V  ' V ,  *  ,
тенгламани ^осил ^иламиз. Бу оддий дифференциал тенгламани ин- 
теграллаб, « н и  топамиз: -

г0  ?  - .
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бу ерда и0 — и|г=0. Охирги тенгликдан куринаяптики, и нинг нолга 
айланиши учун и0 — 0 булиши зарур ва етарлидир, яъни х0 (в), 
Уо(5), г0(з), р0($), <7а (5) бошланрич функцияларни шундай танлаш 
керакки, улар ушбу

М * ) ^ в +  ?„<*) сЬ

тенгликни ^аноатлаитирсин. Щундай ^илиб, Коши методи билан
(12.43) тенгламани х0 = х0 (я), у0 =  у0 (э), г0 =я г0 (я) бошланрич 
шартларда интеграллаш учун ушбу

у0 (5), 20 (я), Ро (з), (/о») =  О,

Р о ( 5 ) ^  +  <7о(5) § 2 - ^  =  0 
а% а$ а$

тенгламалардан рв =  р0 (б), д0 д0 (я) функцияларни аня^лаб, сунг- 
ра (12.65') системанннг I =* 0 да л=д г 0 (з), у =  у0 (в), г — гД »), 
р — рь (в), д — де (в) бошлангич шартларни цаноатлантирадиган ечи- 
мини топиш керак. (12.65') система ечимларидан учта

* =  * (* , «), у  =  у (и  &), Ш — в)
функция (12.43) тенглама изланаётган интеграл сиртнинг |парамет- 
рик к^ринищдагн тенгламаснни беради.

5. Умумнй зцол. Юцорнда баён цилинган Коши методи п та эрк- 
ли узгарувчили хусусий досилали ушбу

Р (х А> * 2, хп, и, ри ..............Р„)=^0 (12.69)

( бунда р{— ~  , 4 — 1 , 2 , . . .  , в )  теигламага ^ам бевосита умум-

лаштириш мумкин.
Коши масаласи: (12.69) текгламанинг бернлган (п — 1) ^лчовли

'-¡в , I — 1, 2 ,  . . .  , п ,
(12.70)«о-— (%» ®а> • • * * ^«—1)

сиртдан утувчи п улчовли и =  и (х1, хг..............хп) интеграл сирт
топилсин. 4- пунктдагн муло^азаларни такрорлаб, ушбу

¿х. ах. йи

Р\ ГР<х 

р Х1 +  Р^и

2  о , л ,  |=»1

¿Рп си. (12.71)

(2я + 1) иомаълумли (2/1+ 1) та теигламалариинг системасини ^осил 
фдамиз. Вацтинча функцияларнинг бэшланеич цийматлари

Рщ — Рю (®1> • • • ( {}> I. =* 1» 2, . . .  , га). (12.;2)
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ларни маълум деб фараз циламиз. У ^олда (12.71) системани (12.70), 
(12.72) бошланрич цийматларда интеграллаб, цуйидагиларни ,^осил 
^иламиз:

Щ/5=3.%{> %> ■ • • >
и  =  и  ( 1 ,  5 и  ‘

...............®п_,)>
¿.== 1 , 2 , . . . .  п.

[ ( 12,73)

52..............8 ( параметрларнинг тайин ^ийматларида
Щ =  X. (¿ , . . . , и ~ и ( ( ,  5Х, . . . , 5„_ [)

тёнгламалар (*1( . . .  , хп< и) узгарувчиларнинг фазэсида характе­
ристикалар деб аталувчи эгри чизщларни анщлайди, р1 — а  (/, 51г
• • • » в ^ сонлар эса характеристикаларнинг ^ар бир нуцтасига 
утказилган ушбу ' -

и - и = ^ р 1(Х1~ х () (12.74)
/=1

текисликларнинг йуналишини аницлайди. Характеристикалар (12.74) 
текисликлар билан биргаликда характеристик полос ала р (кенглик- 
лар) дейилади.

в!, $£* . . .  ,, 5П_1 параметрлар узгарганда (п — 1) улчовли (12.70) 
сиртдан утувчи (п — 1) параметрли х1^ х 1(Ь, з1( . . .  , зл_1), и =* 
~ы{/, % . . . , « _ . )  характеристикалар оиласига эга буламиз. 
Энди (12.72) функциялар аниц танлаб олингаида изланаётган п ул ­
човли сиртиинг (12.73) характеристикалар оиласида ётувчи нук,та- 
лардан ташкил топишини курсатамиз. Бунинг учуй цуйидаги икки 
айниятнинг бажарилишини курсатищ керак:

1) (*1 (¿> 31, • • • > ^1, . . .  , 8Д_ ! ) ,
ы (^ , . . .  , $¿—0 ’

р1 ( »̂ > ^ —1) ’ •*'*"»'  Рл ( “» 51> • • • > 8Я_ ] ) ^

— з * г > * =* 1» 2 > • • • * ёки  =  2  Р 1 ¿ х г
/=!

Аввало Р (%  . . .  , дсп, « , рХ) . . .  , рл) 'функция г( 12.71) система- 
нинг биринчи интеграли эканини курсатамиз. (12.71) тенгламаларга 
асосаи

^ V  п' ^Х1 г. ¿и
Р  (Хи  • • • » *„,  и ,  Р±, , р п } В= РХ1 +

сГде, . „  с1и7
__ XIы\

2 8 -2 4 5 5  433



п п

+  2  F —  нн 2  F F +F-  ' 2  P-F  — - 2  F (F -f- ' I
' i t i  Pi d t  Xi P t ‘ ‘ ^  1=1 p i v *i I

+  P4 Fuy ^ 6 .  ■ t

Демак, (12.71) системанинг интеграл эгри чизиклари буйлаб 
F  , л’л, и, р» . . . , /?rt) ™ С,

бунда ... • ' ■
С =  F  (xiQ, . . . , х„0, и0, р 10, . . . , Рп0)-

Шундай килиб, (12.73) функциялар (12.71) системанинг интеграл 
чизиклари буйлаб (12.69) тенгламаии каноатлантириши уч ув  
р j0 (sA.............sn_ ,) бошлангич кийматларни шундай танлаш керакки,

ушбу -

(-? 10 ( Sl> •• • * > V i ) -  • ’ ‘ ’ ^nO ( Sl> • • • > Sn—l^J « 0  ( SX> • • • > Sn—li-  

P № ( Sl .  • • » .%—|)» • • * , Ряо .............. Sn_ l ) )  ^

тенглик бажарилсин. Энди • '
ft'"

' du= V  p( dxii
(=1

n—1 1 i n  „ n—1du 
dt * + g  - Ч - - Ч Т  I ,  p,  $ - ■ *  +  )

айниятнинг тугрилигини текшириб куриш керак. Охирги айният 
цуйидаги п та айниятга эквивалентдир:

й - 2 ' . З - *  <|2-75> 
1= 1

А П fix
f t ~  2  ' ,« 5 Г “ °> / - > •  2 .  . . ■ . ' » - I .  (1 2 -7 6 ) 

'  1 = 1  '

(12.75) айниятнинг'туррилиги. (12.71) системага асосан келиб чита­
ли. >^акицатан, (12.71) тенгламаларга асосан:

* i=  у  р F , ~ ~  =  F  , i =  1 , 2 ..............п.
d i jLi Pi dt Pi 

i= i

du dx:  ' .
Бу ерда биз j j  ва урнига хусусии ^осилалар ездик, чунки
(12.71) системада барча s, лар тайин деб ^исоблаган эдик. Демак»

d u - i » . di r =  2 3 v « - 2 ^ a
¡=¿1 , 1=1 i=i
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{12,76) айниятларнинг уринли эканини исботлаш учун уларнинг чап 
^нсмини И] орк,али белгилаб оламиз':

р‘ %  ’ = ' • 2.............. " - 1-

и, ни' I буйича' дифференциаллаймиз:

л ,  _  |  _  £  а_5_ ;

(12.75) айниятни 5 , буйича Дифференциаллаш натижасида з^осил 
булган ушбу

а*и у  д%  у  д_р_1_ эх,  _ о 
дШ/. ' 1 д!да/ , ^  дэ/ дt

айниятни эътиборга олиб, (12.77) тенгламани куйидагича ёзиб оли- 
шнмиз мумкин:

ди , у  Щ дх1 ’ у  дРс Щ 
<М ¿л  да/ д/ д{ да/

(12.71) системага асосан:
.1

ди/ V  дЛ±_ Р ^  /с л . ‘п Р ч
а/ (=1 ■ > ¿=>1

«  у  (р  ’ д- 2 -  +  р аА - \ + р ^  у в * 1 )  ■
Г ч  да/ ' Р1 дх/1 > «&>,,• « '% • д з/Г

Р ~ 0  айниятни з. .буйича дифферендиаллаш натижасида ^осил 
булган айниятга асосан аввалги тенглама куйидагича ёзилади:

^  =  — Р  и., I  =  1 , 2 , . . . -, п.
ш  • ,

Бу оддий дифференциал тенгламани интеграллаб, унинг ушбу
я  V

- К  л  ,
Ы>1 т— 1Л ̂

ечимини
и I =* Ы/ М  еки

топамиз. Демак, и .~ О  айниятнинг | бажарнлиши учун



булиши зарур ва етарлидир, Шундай цилкб, (12,69.) тенгламанинг 
( л - 1 ) улчовли .(

I хю “  *10 ■(% • • • . 5„_1). 1 =  1 , 2 , . . .  , ' •;
| Ы0 =  и 0<(5, •

сиртдан- утувчи интеграл сиртни топит учун р.0 ^  , зп_ 1) бощ- 
. лангич ^ийматларни ушбу

I (х]0, . . . , хп0, и0, р!0, . .  . , рл0) = р ,

ди, дХщ

и - <0г =  О,. / — 1, 2 , . . .  , я — 1 (12.78)

(12.79)

тенгламалардан ениклгб (албатта, бу системани рш ларга нисбатан 
ечищ мумкин деб фараз киламиз), сунгра (12.71) системани (умав- 
гкудлик ва ягоналик тесремаларининг шартларини цаноатлантиради 
деб фараз киламиз) ушбу

.  ХЮ ~  хю • > ^ 1- 1) >
и в — и 0 ($|,( . . . , 8я_5) »

р*о = Ра ...............вп-0
; I =  1, 2 , . . . , п  

бошлангич шартларда интеграллаб, унинг цуйидаги ечимини >’осил 
киламиз: »

х.  =  л-г (¿, . . .  , 8Я_ ,)

«  =  « №  « ! .  • • • . Бл—¡)

р / = м * *  ч  ■ • • .
■ / =  1 , 2 , . . . , п. (12.80)

(12.79), (12.80) функциялар изланаётган интеграл сиртнинг пара­
метрик тенгламаларидан иборатдир,

М и с о л л а р .  1. Ушбу

? =  1
тенгламанинг у 0 =  2, г0 =  2х0 1 тзтри чизивдан утувчй интеграл сирти топил- 

син.
Берилган тугри чизицнинг тенгламасини параметрик кУринишда ёзиб олашз:

хо = Уо1— 2- го =  25 +  К
(12.78) тенгламалар ^уйидаги куринишга эга булади:

- - 2 ¡ = р 0д0, 2 — р0 == О,
Булардан- р0, (?0 бошлангич к.ийматларни ани^лаймиз: р0'= 2, д0=  б.

(12.71) система ёки (12.65) система ушбу
йх йу  (1г йр йа



куринишга эга булади. Бу системани интеграллаб, унинг ечимларини топамиэ: 

р  =  Сге \ q =  C%e х — С2е * -)- С3, у = С г е ^ Ci,  
г  =  CjC2e ^  -j- С,.

I =  0. x0 =  s, у 0 = 2, z0 =  2 s + l ,  р0 =  2, q0 =  s
булгани учун

р  =  2e~l, q =  se—i, x — s ё~‘ , у  — 2е~*, г  =  2se~2/ +  1.
Демак, изланаётган интеграл сирт

■ ■ У х — se~‘ , у  =  2 ё~*, г  =  2 se~~‘ -J- 1
ёки

г  =  ху  +  1 ] ,
дан иборатдир.

2 . 'Ушбу
р * + ?  =  1

тенгламанинг х0 =  cos s, у 0 =  sin s, г  =  •—■[шартни каноатлантирувчи интеграл сирти 

топилсин.
(12.78) тенгламалар цуйидаги

Р о+ 9о=  \  +  P ;s in s  — 9ocoss =  0

куринишга эга булади. Бу тенгламалардан

р 0 =  ±  cos (s +  p0 =  ± cos ( s — <70 =  sin (s +

n
ss — sin ( s — —

)

бошлангич ^ийматларни топамиз. Берилган тенглама учун (12.65) система цуйидаги- 
ча ёзилади: *

dx ¿У dz dp dq
2 p  2 q 2 р г +  2 q2 0 0

Бу системани интеграллаймиз:
p  =  Cj, q =  C2> x — 2C t̂ -f- C31 у  — 2C%t -j- C4,

г =  2(С? +  С| )<+C6.

Ушбу

* 0 =  cos s, у  о =  sin s, г0=  —, p0 =  cos ( н - f ) ,  <?o =  sin ( 5+ ^ )

бошлангич шартлардан фойдалансак, '

p =  c o s ^ s + ~ ^ ,  q =  sin -^s+  x — 2t cos ^s +  ̂ - j  +  coss,
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Бу тенгламалардан охнрги учтаси изланаётган снртнинг ^параметрик трнглама- 
ларидан иборатдир. Худди шунга ухшаш р„ ва ларнияг бош^а ^ийматлариг* 
мос' интеграл сиртлар топилади.

(12.69) тенгламанинг хусусий ^оли булган ушбу

Н у, хи . .  . , хп, р1( . . . , рп) =  0 (12.81)

(бунда = Н  эса уз аргументларининг берилган функцияси-

дир) тенгламани курамиз. Ю^орида баён цилинган Коши метода 
(12.81) тенгламага к,улланилганда уни куп ^олларда Якобининг би- 
ринчи тто д и  дейилади. (12.81) тенглама характеристикаларининг 
тенгламаси к,уйидагича ёзилади: '

с а  йхг Лхп 'йУ
1 дИ_ дН_

д рх дрп
дУ . ¿К

¡5 1  др1 «

Лрх _  <1рп
' дн_ ‘ а#_'
дх  ̂ дхп

(12.82)

Текдшрилаётган долда аввалги (12.71) системадагига ухшаш ёрдамчи 
эркли узгарувчи киритилишининг ^ожати йу^, чунки унинг ролинн 
эркли узгарувчи / уйнаши мумкин. (12.82) системадан 

йх1 дН дИ
~ЗГ “  д р Г '  =  ~ д !~ '  1 = 1 ,  ...............п

М  V «  д Ц  у дУр . £ Л  +  °-1  (12.83)
Л1 д1

еки
¿=1

$ - 2 * И ~ л  “ 2-84> ¿=1

2п та тенгламадан ташкил топган (12.83) систеиада номаълум функ­
ция I7 иштирок этмаяпти, дцу сабабли уни (12.84) тенгламага боглиХ 
булмаган ^олда интеграллащ мумкин. (12.83) куринишдаги тенгла- 
малар механикада тез-тез учраб туради, уларни каноник система- 
лар деб аталади, Н  функцияни эса Гамильтон функцияси дейила- 
ди. Коши методидан фэйдаланиб, (12.83) системанинг ечимини 
¿илган ^олда (12.81) тенгламанинг ечимини топиш унча к;ийин бул- 
майди. Фараз цилайлик,  ̂— ¿0, х(. =  х(0 р£ =  р(0 бошлангич ^ийма?’ 
лардаги (12.83) системанинг ечими

Х1 * / ( * •  ^0» -^Ю................ х п0’ Р\0’ * • * » Рпо)’

Р{ =  Р,- (¿> ¿в х ю> ■ • • I х п0' Р\0’ > РяО »̂ •
■ 4 — 1 , 2 ,  . . .  , п

(12.85)
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булсин. Номаълум функцияни топиш учун xi ва р. ларнинг (12.85)
. ^ийматларини (12.84) тенгламанинг унг томонига олиб бориб гцуй- 
сак, у з^олда jfrir томон t нинг функциясидан иборат булади. Сунг* 
pa V квадратурада топилади, яъни

V== f ( 2  Р‘ £ г ~ И) d t +  f t -  **>’ • ■ • ’ * «° ’ Р т  • • • , ■ /
о (-1 '

Рао) +У о*
' . . . ’ ' % /

М а п ц . 1 .  Дуйидаги тенгламаларнинг^ умумий интеграллари топилсин:

д'г д г
1 у 7 " + л;1 г := 0;д х д у

дг дг ' .  '
2 . хг — +  уг — =  х; 

дх _ ду
ди , <Эи х3 5«

3. — 0;
d x j 2 д * 3
ди ди ди4. +  ( , ,  +  „) —  =  * ,4 - * , .

II. К,уйидагй тенгламаларнинг берилган шартларни цаноатланти- 
рувчи ечимлари топилсин: ^

дг дг
х- Х а---У Г  = °> Х== 0< г =  У 'д у  дх

. ди ди ди л
2. (лг3 — дг2) —  +  х3 —-  +  х2 -—  = 0 , Xj =* 0, г =  2х2 (дт2 — ха);

O X j  ' О Х 2 О Х з  '

дг дг
3. ху — — У2 — =  X, х =  а, 2ауг =  а 2 +  2;

дх  ду
ди ди ди .

J
. v  \

III. К,уйидаги Пфафф тенгламалари интеграллансин:

.1 . л (^ — I) (г — 1) dx +  у  ( г — 1) ( х — 1) ify +  г  (х — 1) ( у  — J) dz = 0;
2. 2 yzdx +  2 xzdy — ху zdz — 0;

•3. (2х2 +  2 xi/ +  2 хг2 +  1) dx d y  +  2 г^г =  0.

V I. Куйидаги тенгламаларнинг тулик; интеграллари топилсин:

\. р =  2?2 +  1; ' 5. р2 =  9 + х ;
2. p v = i ;  , 6- 9 =  *2/р2; .
3. pq =  р +  <?; 7. иг =  pq
4. pi? =  дгу; ’ 8. г3 =  де*;
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10. рху +  рд-\-ду — у г= -0 ;  12. р2 +  <?2 +РЧ — р у—2г+  х у = 0

V. Куйндаги тенгламаларнинг тули^ интегралларидан фэйдала- 
ниб, берилган эгри чйзи^лардан угузчн интеграл сирглар топилсин:

1. р х+ .ду  — р? =  0, х  =  0, г =  у;
РФ

2 - . г  =  рх +  д у  у  =  0, г  ±= хг .
4

VI. К,уйидаги тенгламалар Коши методи билан интеграллансин:
1. г =  р?, * 0 =  1, г0 =  у 0;
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