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So4 bhoshi

"Matematik fizika nietodlari" kursi matematikaiiing fizikadagi
bogiyos effektivligiga yaqqol misoldir. U fizik jarayonlarni va
gonuniyatlarni matematik yol bilan talgin qgilish nagadar unumli
ckanligini ko'rsataqi. Kurs davornida tala,balar fizika soliasidagi
masalalarni matematik korrekt formada' qo‘yish, boshlarig‘ich va
chegaraviy shartlarni talgin gilish va yéchishni o‘rganadi. Matem-
atik fizika tenglamalari soliasidagi tan olingan metodlarning deyarli
hammasi mazkur darslikda keltirilgan.  Nazariy materiallarga
ularni tushuntiradigan deyarli girgta rnisollar keltirilgan. Yuzdan
ortig mashqglar o‘zlarining yechimlaii bilan berilgan. Bu misol
va mashglardan ko‘rinib turibdiki, matematik fizika fanining
tushunehalari va nietodlari toiqin, massa hamda issiglik targalishi
jarayonlarini toiiq ravishda qgamrab oigan, matematik fizika
nietodlari yordainida bu sohalarda yechib bo‘lImaydigan masala
yo‘q.

Ushbu kitob mualliflarning 0 ‘zbekiston Milliy universiteti
fizika fakultetidagi ko‘p vyillik ish tajribasi asosida yozilgan.
Matematik fizika nietodlari sohasida ajovib matematik natijalar
va yutuqlar juda kolp, animo fizik-talabalarga o'tiladigan kursda
amaliyotga yaqin bo'lgan masalalarni yecliish nietodlari va ularga
misollar birinchi oXinda turishi kerak. Mualliflar 0 ‘zbekiston
universitetlarining fizika fakultetlari bakalavr-talabalari uchun
ushbu kitobning foydasi tegadi degan umiddadir.

Mualliflar



| BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR

81. Silindrik funksiyalar (Bessel funksiyalari)
Quvidagi ko’rinishdagi tenglama
X" (x) + xy'(x) F{x2- v2)y{x) = 0 (1)

silindrik (yoki Bessel) tenglamasi deyiladi. Keyin ko’ramizki, ushbu tipdagi
tenglamalar matematik fizika tonglanialarini silindrik sistemada ochganimizda
paydo bo’ladi. Tenglamaning yechirnini

y(x) = x* CnXn = xs(cO+ C\X + ¢2x2 + €3x34-—--)
n=0
ko’rinishda gidiramiz. Tenglamaning yechirnini bunday ko’rinishda. gidirish
Frobeniusl rrietodi deyiladi. Hosilalarni topaylik:
y' = A2 cAn + s)2n+s“) = scox*'1+ (s 4 Ici.xs+ (s + 2)c2xstl H----
n=()

y" = cv,(n+ s)(n + s - I)xn+s~2 —
n—o

= s(s —I)cozs“2+ s(.s 4 I)cixs 14 (s 4 2)(s4 1)c2Xs H-—-

Oxirgi uchta tengliklarni (l)-ga olib borib qo’yamiz va ar-ning har bir darajasi
oldidagi koeffisientlarni yig’ib nolga tenglashtiramiz. Umumiy ko’rinishda

oo

lecn(n4 s)(n4 s - Dx"+s4 cn(n 4 s)xnts 4 (x2—u2)cnxn+s = 0. (2)

Bu cheksiz gatorning birinchi bir necha hadlarini ochib yozib olavlik:

Gas(s —1)xs 4 Ci-s(s 4 1)x*1 H------- b cosx44 Ci(s 4 l)xs+l H-—--

4 (x2- v2)(coxs 4 CiX+l H----) = 0.

Ferdinand Goorg Frobenius (1840-1917) - ncmis matematigi



x—ning darajasi eng past bo’lgan had xs, uning oldidagi koeffisientlarni
yig’amiz:
co(s2- v2) = 0. ®))

xs+1l—monomiiing oldidagi koeffisientlarni yig’aylik:
Ci[(s+ 1)2- v2]= 0. 4

Umurniy ko’rinishda (2)-ning yecliimi quyidagicha:

O Tinfy sCn2 0
(3)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:
co= 0 yoki s= zy. 6)
(4)-dan esa
c\=0 yoki s=z+v —1.
Bizning magsadimizga
s=i/ va G=0 @)
deb gabul gilish mos keladi. Ko'rilayotgau differensial tenglama - ikkinchi
tartibli, s = —v hol ikkinchi yechimni berishi kerak, amino bunday
tanlangan ikkinchi yechim v = n butun son bo‘lgan hollarda mustaqil yechim
bo'Imaydi (buni keyin (llI)-formuladan ko'ramiz). Shnning uchun ikkinchi
yechimni boshqgacha yo‘l bilan keyin ta riflaymiz. Demak, (5)-formula quyidagi
ko’rinishni oladi:
n- — 2379y OF2 N
Bu formulaning nomi - rekurrent munosabat, uni (7)-formula bilan
solishtirsak fagat c0, c2, ¢4, c6, ... largina noldan fargli ekanligini ko’rarniz, va
d = @B = G= «e-= 0 bo’ladi. Ya'ni, fagatgina juft indeksli cn lar noldan
fargli. Shu sababdan qulaylik uchun

n=2k k=012 3,...

deb olamiz. Bu bizni

Cc2k = ~~1§T(r .Q%l%-Jr, W’cz(ib-l) (9)



formulaga olib keladi. Ushbu rekurrent munosabatni yechish giyin emas:

1 Y "E-2)
ok~ ~2k-2{k+u) Kk T~ m ' 2k(k - 1) +22{k + V){k + v - 1)

= I .
1 J 2k!(k + V)! 4h

Demak, quyidagi yechimni topdik:

Qk+v

()-tenglama chizigli bo’lgani uchirn og koeffisientni tanlab olisli o’ziinizning
go’limizda. Odatda uni

60 ~ ¥u\
ko’rinishda tanlab olish gabul gilingan. Hosil bo’lgan funksiya silindrik, yoki
Bessel funksiyasi 2 deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

LA (S X\
W)~ Ak {k +V)\K2) (10)

1.1-mashgq.
M-xf= (-1YJ,,(x)

okanligiga ishonch hosil giling.
1.2~mashq. Agar v = n butun son bo’lsa

J{X) = (12)

ekanligini ko’rsating.

Bessel tenglamasi ikkinchi tartibli tenglama., demak, uuing ikkita chizigli
mustaqil yechimi mavjud bo’lishi kerak. Ikkinchi yechimni (6)-ga garab s =
—v ga mos keladigan. gilib tanlab olishimiz mumkin deb o’ylashimiz mumkin,
ammo (I)-dan ko’rinib turibdiki, v = n butun son bo’lgan holda bu yechimlar
mustaqil bo’lmaydi. Shu sababdan ikkinchi yechim boshqgacharoq ko’rinishda
olinadi. Uning ta’rih:

Nu(x) - (12)

2Silindrik tenglama va silindrik funksiyalar shveytsar matematigi Daniel Bernoulli (1700 - 1782)
tomonidan ochilgan, ammo nemis matematigi va astronomi Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - .1846) bu
tenglamaning yechimiarini birinelii bo4ib klassifikatsiya gilib chiqgau



Bunday tanlab olingan funksiyalar]lVeMmann3 funksiyalari deyiladi. Ko’rinib
turibdiki, v = n holda bu munosabatning surati va rnaxraji nolga teng. uni

I’Hopital 4 qoidasi bo‘yicha ochish kerak.
1.3-mashq. v —n butun son bo’lgan holda

N{x]="M _{*r*M
du ov

ekanligini ko’rsating.
Chizigli tenglama yechimlarining ixtiyoriy chizigli kombinatsiyasi yana shu
tenglamaning yechimi bo’ladi. Masalan,

HP(x) = Jv(x) + iNv(x), H?"\x) = Jv(x) - iNv(x) (13)

fnnksiyalar (ularnmg nomi - birinchi va ikkinchi tur Hankel 5 funksiyalari)
harn Bessel tenglaxnasi (I)-ning yechimlaridir. Bundan keyin Bessel funksiyalari
uchun keltirib chiga-riladigan rekurrent rrmnosabatlar mana shu to’rta funksiya
uchun o’rinlidir.

81.1. Bessel funksiyalari uchun hosil giluvchi funksiyasi

Quyidagi munosabatni isbot gilaylilc:

5(s,t) = e,M )- J2 Ux)tn- (14)
Bu tengliknirig chap tomonida,gi g(x,t) funksiya Bessel funksiya.larining hosil
giluvchi funksiyasi deyiladi, qator esa shu funksiyaning Laurent gatoridir. Isbot
giyin emas:

Ny = B g s S AR Y
i=0 v k=0
1k=Q
Quyidagi alrnashtirish kiritaylik: | —k = n, unda | = n + Icbo’ladi va n soni

—o0 dan oo gacha o’zgaradi:
® /® / \E

n=—e0 \k=0 X ' n=-no

3Karl Gottfried Neuntann (J832-1925) - nemis matematigi
4Guillaume Fransois Antoine de I’Hépital (1661-1704) - fransuz matematigi, rus tilida - JloimTajn».
5Hermann Hankel (1839-1873) - nemis matematigi
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81.2. Bessel funksiyalari uchun rekurrent munosabatlar

Hosil qiluvchi funksiyadan foydalanib rekurrent munosabatlarni keltirib
chigaraylik. Buning uchun (14)-tenglikdan bir marta t bo’yicha, bir marta
X boyicha hosila olamiz. t bo‘yicha hosila olaylik:

Ng(x,t) = (i +¢) ef(i”h) = E nJn(x)tn-\
Bu tenglikning chap tomonini ochib yozaylik:

| X I E W BEE vuses

n= —00 71— —00 71— —CG

Tenglikning chap va o’ng tomonlaridagi tn darajalari oldidagi hadiar bir-biriga
teng bo’lishi kerak:

X
2 2 2~
yoki,
. o Al
Jn-i(x) + j,+i(x) = = JIn(x). (15)

Demak, bizga (n —1)- indeksli va (n)—indeksli Bessel funksiyalari berilgan
bo’lsa biz (n + 1)—indeksli Bessel funksiyasini ular orgali ifbdalab olishimiz
mumkin ekan. Bunday munosabatlar rekurrent munosabatlar deyiladi.
Hosilalarni 0’z ichiga olgan rekurrent munosabatlar ham bor. Buning uchun
hosil giluvchi funksiyadan x bo‘yicha hosila olamiz:

¢?(m) =1(-)

71= —o00

Yana (14)-ta’rifni ishlatamiz, ya’ni, olingan tenglikning chap tomonini u
yordamida ochamiz:

2F MirHgE Un= E iy
Chap va o’ng tomonlardagi £ning bir xil tartibli darajalarini solishtirsak,

Jn-i(x) - JIn+i(x) = 2In(x) (16)

ko’rinishga ega bo’lgan rekurrent munosabatga kelamiz.



1.1-misol.
4{x) = i (JLi(ar) - Ji(x)) = i (- Ji(x) - Ji(®)) = - Ji(x).
(15)- va (16)-larni keltirib chigarishda biz fagat butun indeksli Bessel
funksiyalari Jn lardan foydalandik, ammo ular
* ixtiyoriy butun bo’lmagan v indeksli silindrik funksiyalar uchun o’rinlidir;
® hamrna silindrik funksiyalar uchun - Jv, Nv, H\//l‘ - o’rinlidir.
Rekurrent munosabatlarning yana bir qulay formasi bor. Ularni olish uchun

(15)- va (16)-laini bir marta go’shamiz va bir marta ayiramiz. Natijada

T R T f
Jn-1 —JnH XJn ntl—xi,, Jn
ko’rinishdagi munosabatlarni olamiz. Ularning birinchisini xn ga va ikkinchisini

Xx~n ga ko’paytirsak quyidagi tez uchrab turadigan munosabatlarga kelamiz:
dd_ xnJn[x) =xnJn-i(x) va nJn(x) = -X nJn+i(x). (17)
X

Bu munosabatlarni eslab qolish yanada oson bo’lgan ko’rinishga keltirib
olishimiz giyin emas:

. d
ﬁd} [xndn(x)\ = x*J"ix) va <dx (18)
1.4-mashq. Quyidagilarni isbot giling:
XU} = (19)
J,,(X
(@Y o v @

81.3. Bessel funksiyasi uchun integral tasawur

©

e*M> = £ In(X)tn
formula chap tomondagi funksiyaning Laurent qatoridir. Kompleks
o’zgaruvchilar nazariyasidan ma’lumki, gator koefHsienti (bizning holda bu J,,)
uchun quyidagi formulaga egamiz:



n butun son bo’lganda G kontur koordinat boshini 0’z ichiga olgan yopiq
konturdir, masalan, birlik radiusli aylana.

81.4. Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari

(10)-gatorda v = 1/2 deb olaylik:

iL A _ljfe , X 5 2k+\/2

Jil2(x) = ?T_Orfc!gm 1/2) (2)

Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan
K\ (k+\ 1 y/r2 (2k +1)! 2)
formuladan foydalansak ([9], 19-bet) yuqoridagi gator quyidagi ko’rinishga

keladi: .
2 N (™K x2k+Hi 12

sm x.
Xuddi shunday yo’l bilan v = —1/2 holni ham soddalashtirishimiz mumkin:
(- 1)* 1/2 X k~1/22~2%+1/2
VA8 = 1 a2y (1) B-D o (26)T
JicO
r
COS X.
ttx ' ' (2fc)!

Ana endi (20)-rekurrent munosabatni ishlataylik. Undan kelib chigadiki,

h /2(2)
\xdx) yIx

2xmHR2 ( dy (M
g \xdx) \ x

Xuddi shu yo’sinda (19)-ni ishlatsak quyidagini olamiz:

J-m-N2(N \j A % «
® J 0 ( )

Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari Helmholtz tenglamasini sferik
sistemada yechganda ham paydo bo‘ladi (6-bobning ohiridagi shar uchun
issiglik targalishi masalasining yechilishida paydo bolgan (75)-tenglamaning
analiziga garang).
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81.5. Mavhum argumentli Bessel funksiyalari
Agar (I)-silindrik tenglamada x —=ix almashtirish bajarsak,
X2y" + xy' —(x2+ v2)y —0 (23)

tenglamani olamiz. Albatta, Jv(ix) funksiya bu tenglamaning yechimi, ammo
bu holdagi yechim uchun quyidagi belgilash gabul gilingan:

Iv(x) = i~vJIv{ix).

Keltirib chigarish giyin emaski,
I ()=r"y  (-<-m 2kv=T 0L - (x)2

IkkincHi yechim odatda

2 SinZmm
ko’rinishda tanlab olinadi. Bu funksiyaning nomi Macdonald funksiyasi (ba’zi-
bir kitoblarda- Kelvin funksiyasi). Xususiy hollar:
I'MX)=][~ shx’ UR(x) =~C hx.

K1U2(x) = /I<-,/12(x) =

81.6. Bessel funksiyalarining nollari. Ortogonallik munosabatlari

(I)-tenglamada x = kr almashtirish bajaraylik:

d2JJk dJJk
T ;—.——r r)(kr Y ).Jv%«)
ari
Bu tenglamani
dr (r Trdv(kr?) + if* “ V) =° (24)

ko’rinishga keltirib olaylik. Shu tenglamani bir gal kx parametr bilan, bir gal k2
parametr bilan yozib olib, k\ li tenglamani Jv(k2r) ga, k2 li tenglamani Jv{hr)
ga ko’paytiramiz va birini ikkinchisidan ayiramiz. Natijada

Jv(k2r) (rd'(fcir))' - M hr) (rJ'(fc2r))' = (fe| - k\)rJ,,{kir)Ju(k2r)

u



formulard olamiz (har bir shtrih - r bo'yicha hosila). Tenglamaning chap
tomonini bizning magsadimiz uchun qulayroq korinishga keltiraylik:

M k2r) (rJ'Akir)Y - Jp{hr) (rJ'(fc2r))' =
ddr r iyw@2r) N Jvki) - Jv(kir)~Jvkan)\

Demak,

i

I Jv(kir)Jv(kir)rdr = (rIp(k2r) ~ Jv(kir) - rdv(kir)~Jv(kar)®

o

. 2
Faraz gilaylik, k\ va k2 sonlar quyidagi tenglamaning yechimlaridan bo’lsin:
aJvik) + BkJ'v(k) =0, a+/3>0, a>0 B=>0. (26)

Unda (25)-ning o’ng tomoni k\ ¢ k2 holda nolga teng bo’ladi va biz olamiz:
=1
J Jv(kir)Jl/(ka2r)rdr = 0, kin k2. 27)

ki = k2 holni quyidagicha ko’ramiz. (25)-ning o’ng tomonida k2 = k\ + 6
deymiz va 6 —0 limitga o’tamiz:

1 N e
K& K\Iv{k\ + S)J'v(k{) —(k\ + S)Jv[ki)J'v{ki + &)

2 NM(*i) 2|(]ILIJ bl KY +bmMbllb)).
Bessel tenglamasidan
kIJ'Xh) + kxj\k i) = (i/2- k\)U ki)
kelib chigadi, shuni ishlatib
b 12 R e

/ reran Lo g O (28)

12



munosabatga kelamiz. (27)- va (28)-formulalar Bessel funksiyalarining o’zaro
ortogonalligini va normasini ko’rsatadi.

(26)-ga qaytib kelaylik. Agar /3 = 0 bo’lsa k soni J,,{k) = 0 tenglainaning
yechimi, ya’ni, Bessel funksiyasining noli bo’ladi. Bessel funksiyalarining nollari
masalasi adabiyotda keng muhokama gilinadigan masaladir. Ma’lumki, Jo(0) =
1 bo’ladi va Jtt(k) ning birinchi noli kx = 2.4844 ga teng, qolgan nollari shu
songa taxminan mr, n = 1,2,3,.. larni gqo’shib olinadi. J,,(k), n > 1 holda
Bessel funksiyalari koordinat boshida nolga teng bo’ladi Jn(0) = 0, ularning
boshga nollarini rnatematik ladvallardan topish mumkin.

81.7. Helmholtz tenglamasi silindrik sistemada
Quyidagi Helmholtzié tenglamasi deb ataladigan tenglamani
Al + k2f =0

silindrik sistemada ochamiz:

Ushbu tipdagi tenglama rnatematik fizikaning ko’pgina gismlarida uchraydi -
elektromagnit nurlanish rriasalalarida. issiglik targalishi rnasalalarida va li.k.
Masalada silindrik simmetriya bor deb faraz gilamiz, boshgacha so’z bilan
aytganda, z ga bog’liglik yo’q deymiz: / = f{r,ip). Yechimni

f(r, ip) = R(r)$(ip)
ko’rinishda qidiraylik:

\(rdﬁr(r)\ + Rg dﬁ{;’) 4k2R(r)((p) =0.

r dr

Bu tenglarnaning quyidagi ko’rinishga kelishini tekshirib ko’rish giyin emas:
rod fIR(r)\
R(r)dr \ dr J

Tenglamaning o’ng tomonida yangi konstanta A paydo bo’ldi. Uning kelib
chigishining sababi quyidagicha. Tenglamaning chap tomoni fagat r ning
funksivasi, 0’ng tomoni esa fagat €8ning. Demak, r ni o’zgartirsak, tenglikning
o’ng tomoni o’zgarmaydi, bu degani. chap tomoni ham. Xuddi shunday,

6Herman Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894)- nemis fizigi. Ruschasi - TejibMrojitu
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ip ni o’zgaxtirsak tenglikning chap tomoni o’zgarmaydi, dernak, o’ug tomoni
ham. Xulosa - tenglikning ikkala tomoni ham o’zgarmas son, shu sonni A deb
belgiladik. Bu son musbat bo’lishi kerak, buni tezda tushunamiz. Natijada biz
ikkita tenglamaga egamiz:

"ar\ o ogr g TAVZARM =0

[IM +Aaim-0.

Ikkinchi tenglamaning yechimi:
= cicos(a/aq) + C2siri(VAy?)-
(pvs.<p + 27 burchakiar bir nugtaga mos kelgani uchun yechimdan
<) =<1+ 2m

bo’lishini talab qilishimiz kerak. Bu degani, %A= m,rn = 0, 1 2, ... bo’lishi
kerak. Shuni hisobga olsak, R uchun tenglamaniiz quyidagi ko’rinishni oladi:

r2fi"(r) + rR'(r) + (k2r2- m2)fi(r) = 0. (29)
Agaida kr = x va y = i? deb belgilasak, tenglamaniiz
x2il'(x) + xy'(x) + (x2—m2y(x) = 0 (30)

ko’rinishga keladi. Bu esa Bessel tenglamasi (I)-ning o’zidir, fagatgina u
yerda ixtiyoriy bo’lgan son i/ ning o’rniga butun son m turibdi. Agar
Helmholtz tenglamasini sferik sistemada yechsak, yarim butun indeksli Bessel
funksiyalariga kelarniz - (75)~tenglama,ga garang.

1.5-masbq. (14)-formulada t = e* almashtirish bajarib

@

—D

formulara oling.
1.6-mashq. Yuqoridagi formulada» gayidagilarni keltirib chigaring:

cos(xsin6) —~  J,,(x) eos(nd); (31)
oc

sin(a;sm0) = J,,{X) sin(n0). (32)
-a

14



1.7-mashq. 8 —tt/2 deb olib yuqoridagi formula'ardan
cosa; = Jo{x) —2Ji(x) + 2J,j(x) + mm

sing = 2Jj (x) —2J¢(x) 4......

laxni keltirib chigaring.
1.8-mashq. 0= 0 deb olib

i —Jo{x) + 2J¢(x) + 2-I'  + 2/fiGr) ! wmm

formuiani keltirib chigaring.

1.9-mashqg.
J cos(nO) cos(mO)do = ~dlim ~ j sin(n6)sm(m6)d6 = ~Srm (33)
0 0

munosabatlardan foydaslanib

i Jn(x), n -juft;

eos(a;sin 0) eos(nO)do = \ o, n - tog.

0

/0 n juft;

siiifa; sin 0) sin(nff)dd =\ I, 1 - tog,

ekanligiui isbot giling.
1.10-mashq. (14)-formulada t = iel® almashtirish bajarib

e" “8" =--jrinin(x)ei,0

formuiani oling (Jacoby-Angcr formulasi).
1.11-mashq.

formuiani keltirib chigaring.
1.12-mashq. Schlafly integralidan

Jn(x) = i j'dOeos(n() - xsin6), n=20,1,2.3,... (34)
0]
ekanligiui keltirib chigaring.

1.13-mashq. (15)-formula.dan foydalanib Js(x) ni JO(x) va Ji(x) orgali ifodalang.
1.14-mashq. (34)-formuladan foydalanib Jo(Q) = 1, /,(()) = 0, n > 1 ekanligini isbot

giling.
1.15-mashq. (34)-formuladan foydalanib Jg(x) = —J\(x) ekanligiui isbot giling.
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82. Legendre polinomlari. Sferik funksiyalar

Oddiy elektrostatik masaladan boshlaylik. z = a nuqtada joylashgan q zaryad
A nuqtada quyidagi potensial hosil giladi:

Rasmdan ko’rinib turibdiki,

_ r\ = \Jr2+ a2 —2racoss.

Bu formulani masalaning geometriyasidan
kelib chigadigan vektor munosabatdan
keltirib chiqgarish giyin emas:

rj=r—a — r\=
I.I-rasm: z- o’gida joylashgan zaryad

=r2+ a2- 2rea=r2+ a2—2racos0.

Demak,

<) = Ar2+ a2 —2racos0) lj2= —-—

ekan. Quyidagini faraz qilib: r a, olingan ifodani a/r boyicha gatorga
yoyaylik. Qator koeffisientlari fagat cos B ning funksiyasi bo’lishi mumkin:
()
(35)

n=0
Hosil bo’lgan qatorning koeffisientlari Pn(cosO) Legendre7 polinomlari
deyiladi. Ularni quyidagi hosil gilish funksiyasi orgali ta’riflash qulaydir:

X, t 36
969 VI- xt+t2 g (36)

82.1. Rekurrent munosabatlar
Hosil qgilish funksiyasining tarifidan ko’rinib turibdiki
PO(x) =g(x,t=0)=1 (37)
7Adrien-Marie Legendre (1752-1833) - fransuz matematigi. Ruschasi - Jlexxanap
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Undari tashqari,

Pi(x) = *g(x,t) (38)
to
Albatta, bittama-bitta Pn larni bu tartibda hisoblab topish katta ishni talab
giia.di. Rekurrent munosabatlardan foydalanib Pn(x) larni topish bu nuqgtai-
nazardan katta qulaylik tug’diradi. Ularni topaylik. Bulling uchun g(x,t) ni
bir marta 1 bo‘yicha, bir marta x boYyicha differensiallaymiz.

dg{x,t) S =% nPJx)f
dt (- 2xt+i)/

Tenglikning chap tomoni:

X —1 X —t
1- 2xt+i232*“ 1- 2xt+t n=0

Dernak,
x-olU =(@- + i 1
n=0 n=0

ekan. Bu tenglikdagi t ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlarni
tenglashtirsak, quyidagi birinchi rekurrent munosabatni olamiz:

2n + DxPn{x) = (n + DPn+i(x) + riPn..i (%) (39)
1.2-misol. n — 1 deylik:
3a2—1
3xP~x) = 2P2+ PQ -> P2(x) = -——---—nm
Bu yerda (37)- va (38)-formulalar ishlatildi.
1.3-misol. n = 2 bo’lsin.
5xP2=3P3+ 2Pi -> P3= - \x.

1.16-mashgq.

(39)-dan foydalanib Pu(x) ni keltirib chigaring.

1.17-mashq. Po(x), Pi(x),P2(x), P3{x)va,P.i(x) larning -1 < ,x < 1 sohadagi
grafiklarini cliiziug.

(39)-dan ko’rinib turibdiki, P,,(x) - »rung n-darajali polinomi.

Endi hosil giluvchi funksiyadan x bo‘yicha hosila olamiz:

do{x,t) _ t =/
dx 1- 2xt+t232 ~ 2

”




yoki,

00 00
1-2x1+t2)J2 K(x)tn=1t53 Pn(x)tn.

n—Q n=0
Yana chap va o’ng tomondagi t ning bir xil darajalaxining oldidagi
koeffisientlarni tenglashtirsak, quyidagi rekurrent munosabatni olamiz:

K+1(*) + K -M = 2xK(z) + Pn{x). (40)

Agar (39)-ni differensiallasak, ikkiga ko’paytirsak va. undan (40)-ni ayirsak yana
bitta muhim rekurrent munosabatni olamiz:

—Pn-i(x) — ft7L+ 1)Pn(*).

Yugoridagi uch munosabatlardan foydalanib quyidagilarni ham Kkeltirib
chigarishimiz mumkin:

K-i(x) = -nP,,{x) + xP"x)- Pn+1{x) = xP'"n{x) + (n + 1)P,,(s);

1 - x2PMx) = nPn-i{x) - nxPn(x).
(41)
Oxirgi formulani olishda undan oldingisida n -¥ n —1 ahnashtiramiz va paydo
bo'lgan P',.* ning o'rniga shu uch formulaning birinchisini ishlatarniz.

82.2. Differensial tenglama

Legendre polinomlari bo’ysunadigan differensial tenglamani keltirib chigaraylik.
Bulling uchun (41)-ning ohirgisidan bir marta hosila olaylik:

-2xP'nix) + (1 - x2)P:1(x) = nP'_x(i) - nP,,(x) - nxP'n(x).

(41)-ning birinchisidan foydalanib bu yerdagi ni yo’gotishimiz mumkin,
natijada quyidagi differensial tenglamaga kelamiz:
1- x2PYx) - 2xP'n(x) + n(n + )Pn(x) = 0. (42)

Bu tenglamaning nomi - Legendre tenglamasi. Uni boshga formada ham yozib
olishimiz mumkin:

1B+ e = 0 @3)

Agar o0zining kelib chigishi bo’yicha x = cos0 ekanligini eslasak, Legendre
tenglamasi quyidagi forrnaga keladi:

1 d ts dPn_(cost -|-n{n+j)//\g3°)—° A
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§2.3.  Xususiy hollar
(36)-da x = 1 deb olaylik:

1 1 @ .
= —— =V pn(i)tn.
vVTAr+v -t i
Ikkinchi tomondan
i 00}
Demak,
Pn{1) = 1
ekan. Endi (x,t) -> (—ar, -i) almaahtirish bajaraylik:
l oo fele)
Demak,

P,(-x) = (-)"P,(a:)
ekan. Xususari,
Pn(-1) = (-1)"
bo’ladi.
8-bobdagi VIIl.I-misolda P,,(0) ning giymati kerak bo'ladi. Uni topaylik.
| @®
sO)=(TT~“5 POF

dan kelib chigadiki, uning yoyilmasida t ning toq darajalari uchramaydi.
Demak,

P2+i(0) = 0. (45)
Binomial koeffisientlaxning ta rifidan

1 A (-1/2)"  (in _ V s r(1/2) f2n
AL+ QU2 27 (—4/2 - n)In! ACT(L/2 - n)F(n + 1)

Gamma-funksiyalar uchun quyidagi ([9], 18-bet)

ri“+*w i-=*)= .-~ » rQ)

1
<
-
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formulalardan foydalanib qatordagi koeffisientni quyidagi ko‘rinishga Kelti-

rarniz:
F(1/2) _cos(mn)r (| +n)

F(I/2 - n)I\n + 1) y/fir(n + 1)
Quyidagi Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan ([9], 19-bet)

T(2z) = 22~ \-1'2T{z)Y Q + (A

va gamma-funksiyaning zF(z) = F(z + 1) hossasi ko'rilayotgan koeffisientni
quyidagieha ifodalashga imkon beradi:

cos(w7nr (| + n) ____2T(2n _ (=Dn(2n)!
y/Ar(n + 1) 2xr(n)r(n + 1) 22i(nh2 '
Deinak,
()" (@2n)i
PRO) - qray2 (46)

}2.4. Ortogonallik

Ortogonallik munosabatlari maxsus funksiyalar uchun juda muhiin rol 0’ynaydi.
(43)-ni Pm(x) ga ko’paytiraylik:

Pm(x) dx [I_)éd;ldnx(x) + n(n + )Pm{x)Pn(x) —O0.

Shu tenglamaning o0°zini n <>m almashtirib vana bir marta yozamiz va ularning
birini ikkinchisidan ayiramiz:

1- x")P'Ix) 1 - x2Pm{x) —PnPm{n(n + 1) —m(rn + 1)].
Chap tomon quyidagi xoasaga ega:

@- x2Pn(x) - Pr (1- X2Pm{X)

dx (1 =x*Nex) (1- x2Pm(x)
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Olingan munosabatni x bo’yicha -1 dan +1 gacha integrallaymiz, bunda. uning
chap tomoni nologa teng bo’ladi (ixtiyoriy n,m lar uchun), o’ng tomoni esa
fagat n ~ m dagina nolga teng:

i
J dxPn(x)Pm(x) —0, n Em. (47)
-1
Bu munosabatni sferik koordinat sistemasida ham yozib olishimiz mumkin:
T
j Pn(cos0)Pm(cosd) sin GdO= 0, n“m. (48)
0
n = m holda yuqoridagi tenglikning chap va o’ng tomonlari 0 = 0 ko’rinishga

ega. Shuning uchun bu holm boshgacha yo’l bilan ko’rib chigamiz. Hosil gilish
funksiyasining kvadratidan integral hisoblaylik:

1 1/ oo \' ~ o o ~

—e KK Rk (ZQ)

Bu munosabatni olishda biz (47)-ni ishlatdik. Chap tomondagi integralni
hisoblash giyin emas:

dx 1I 1-hi

1-2xt+t2 t 1-t

Ikkinchi tomondan

(In(l 4-t) = t- i2/2+ £3/3 - £4/'4Awm). (49)-ning ohirgi gismi bilan (50)-
ni solishtirsak Legendre polinomlarining "normasi" ning kvadratini topgan
bo’lamiz:

@D
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82.5. Integral tasavvur (Shlafli integrali)

Yana hosil gilish funksiyasiga gaytib kelaylik - (36)-ga. Kompleks analiz

goidalari bo'yicha undan quyidagi integral formulani olamiz:
1
PJz) = L K

Kontur C - ( = z nuqtani oz ichiga oigan ixtiyoriy kontur.
o’zga.ruvchi. Bu formulani qulayroq ko’rinishga keltirish uchun

v/l —2< -K 2= 1- (V

almahtirish bajaramiz, bu yerda 1j - yangi o’zgaruvchi. Bu holda

—z
C= Z—D
T - 1. rf—1

bo’ladi va integral quyidagicha formaga keltiriladi:

Fm2- a0

Pn(z) 2m "' J (fj—z)nl "
c

kompleks

(52)

Bu integral Schliifli8 integrali deyiladi. n butun bo’Imaganda integral osti
funksiyada uchta tarmoglanish nugtasi bor -r] = z, +1. Shu sababdan konturda
ikkita Icesma bo’lishi kerak - (-1) dan —00 gacha va 1 dan z gacha - (1.2)-rasmga

garang.

1.2-rasm: Schlafii integrali uchun kontur

8Ludwig Schlifli (1814-1895) - shveytsar mateinatigi
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§2.6. Rodrigues formulas!

Cauchy teoremasi

ni eslab Schlafli integralidan
1 dn
W -sas:«'* - 1]* (53)
formulan! olamiz. Bu - Rodrigues9 formulasi deyiladi.
1.18-mashq. Bevosita Rodrigues formulasidan quyidagilami keltirib chigaring:

P(x) =1, Plix)=1x(x>-1)=s, P2x)=¢ | i@2-1)2=i(3x2-1).

82.7. Laplace tenglamasi sferik sistemada
Laplacel0 operatorining sferik sistemadigi ko’rinishini quyidagicha:

19/2d?¢J\, 1 9 /. _82u
U r28r\ drvJ ” r2sin080 \ dO)  r2sin20dip2
Laplace tenglamasi
Au=0

ning yechimini sferik sistemada o’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan
gidiraylik:

«m,9,(p) = R(r)Y(0,ip).
Bu holda,

Y i R\ R d . SYL o R_d
U= T (" @ 3 * tosmoso $5"Pgad * rasino dipd )

tenglamani olamiz. Agarda shu tenglamani r2 ga ko’paytirsak va. RY ga bo’lsak

ld (2dR\ = _1. 1 8 f _ dV\ 1 d2y

- = — . sinQ4—) + . .

[’dr \ dry Y sin080 V. “80J ' sin20 dip2

tenglamani olamiz. Bu tenglamaning chap tomoni fagat r ga bog’lig, o’ng
tomoni esa (d,ip) ning funksiyasi. Demak, tenglikning na chap, na o’ng
tomoni hech ganday o'zgaruvchi emas, konstanta ekan, shu sababdan biz o’ng

9Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) - framraz matematigi
I0Pierre-Simon Laplace (1749-1827) - fransuz matematigi. Rus tilida - Jlannac.
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tomonning oxirida hozircha noma’lum konstanta A kiritdik. Shu sababdan
ushbu tenglama ikkita tenglamalar sistemasiga aylanadi:

(55)
1d
sinB 4B
Ikkinchi tenglamada yana bir marta o’zgaruvchilaxni ajratish mumkin:
¥(8,%)=b{9)lU'p). (57)

Bu holda (56)-tenglama

ko’rinishga keladi. Uni sin2B ga. ko’paytiramiz va 0® ga bo’lamiz:

sin9d
0 do
Chap tomon fagat B8 ga bog’lig, o’ng tomon - fagat < ga, tenglik ixtiyoriy
9, ip larda bajarilishi uchun ikkala tomon ham konstanta bo’lishi kerak. O’sha,
konstantani /i harfi bilan belgiladik. Natijada bitta xususiy hosilali tenglama
o’rniga ikkita oddiy hosilali tenglamaga ega bo’lamiz:

(58)

sinfl% iysino du 5;‘ 4- (Asin2tf - /n)0 (0) = 0. (59)

1 konstantani aniglaylik. Buning uchun (58)-ning umumiy yechimini yozib
olamiz:
® (") = Acos Ajlip + c2sin yijiip.

ip—burchak, burchak 2ir ga 0’zgarganida biz yana o‘sha nuqtaga qaytib kelamiz.
Demak,
P(tp+ 27r) = D<)

bo’lishi kerak. Bu shart bajarilishi uchun esa

R=m2 m=0123,...
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bo’lishi kerak. Demak,

ekan. Koeffisient shunday tanlab olindiki,

2w

munosabat bajarilsin.

A konstantani aniglaylik. Buning uchun (59)-tenglamada o‘zagruvchini
quyidagicha ahnashtiramiz: cosO = x ((59)-tenglamani (43)- va (44)-
tenglamalar bilan solishtiring).  Bu ahnashtirishdan keyin (59)-tenglama
quyidagi ko‘rinishni oladi:

A- konstanta, u o'zining Kiritilishi bo‘yicha m ga bog'liq emas. Shuning uchun
ishni yengillashtirish magsadida m = 0 deb olamiz. Hosil bo‘lgan tenglama

ning yechimini silindrik tenglamani yechganimizdek Frobenius metodi bilan
izlaymiz (x = 0 nuqta atrofida):

00

0(rr) = 53 cnxa—c0 + CjX + Cx2 + ¢3x3 H----. (63)
n=0

Oydinki,

0'(x) = 53 ncnX™1= O+ 2cX + 3¢3xX2 +----,
=0

0"(x) = 53 n(n ~ l)cnXn 2= 2c2+ 6c3x + 12c4x2 + eee
n—0

Topilgarliarni (62)-ga olib borib go'yamiz va x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffisientlarni yig'ib chigamiz:

00

53 [n(n- Dc,,xn 2+ (A2- n(n + 1))c,.En] = 0.
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Bu tenglik bajarilishi uchun x ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlar
yig'iiidisi nolga teng bollishi kerak, bulling uchun

A- n{n+ 1
01+2 (n+ (n+ 2)°n

bo'lishi kerak. Ko'rinib turibdiki, (63)-gator |x| = 1 nuqtalarda yaginlashuvchi
bo‘lmaydi, chunki bu hollarda

Cn+2

Demak, gatomi uzib, uni polinomga aylantirish kerak. Bulling uchun
A= n(n + 1), n=0,123,... (64)
desak, yetarlidir. Bu holda (62)-tenglama Legandre tenglamasi (43)-ning 0°zi
bo'ladi:
d
dx (- +n(n+1)6(a)=o0
va 0(a:) = Pn(x) bo'ladi.
Auchun topilgan giynaatni R(r) uchun (55)-tenglamaga olib borib goyamiz:

A. (r2dR(r _
A (RO n re =0

Bu tenglamaning yechimini R ~ rs ko'rinishda qgidirsak, s = nvas = — - 1
bo‘lib chigadi, yani

R(r) = Arn+ A, B - const. (65)
Agar ko‘rilayotgan masala r —0 nugtani 0°z ichiga olgan boisa,
R(r) ~ rn

deb olish kerak. Agar tashgi chegaraviy masala (VII-bobga garang)
ko'rilayotgan bo‘lsa,
R(r) ~ r«"«1

bo'ladi.

26



82.8. Umumlashgan Legendre polinomlari

(61)-tenglamadagi Aaniglangandan keyin, uning ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

d
- *) = 66
dx dx + (n(n + 1) ©(*) = 0. C9)
Bu tenglama m — 0 holda Legendre polinomlari uchun (43)~tenglamaning

o'zidir.  Uning ixtiyoriy butun m dagi yechiini umumlashgan Legendre
polinorni deyiladi va u quyidagicha yozi.ladi:

e@)=P-=(i-x2r /2— pn(x). (67)

Umumiy holda bu yechimni tekshirish bir muncha hisob-kitobni talab giladi.
1.19-mashq. Legendre polinomlari P,,(x) uchun (43)-tenglamani bir marta
differensiallab

P* = VI - x*—PJx)

belgilash Kiritilsa tenglama

d XFQ
dx

x + (n(n 4-1) - PAx) =0

ko‘rinishga kelishmi kolrsating. Olingan tenglama (66)-da m = 1 deb olishga teng.
Ushbu inashqdagi amalni m marta bajarsak, (67)-formulaning to!g‘riligiga
ishonch hosil gilish mumkin. Ko’rish giyin emaski,

P%(x) = Pn(x), P}(x) = (1- x2¥2=sin9,

R}(x) = 3x(l -x2V2= 3cos9sin9 va h.k.

Agar (67)-formulada Pn(x) uchun Rodrigues formulasini ishlatsak,

1 dm+n
*TO  omll -* W8yt a-1)"

munosabatni olamiz, undan ko’rinib turibdiki,
<N <m<n

bo’lishi kerak.
Umumlashgan Legendre polinomlarining xossalari juda ko’p, ulardan fagat
ba’zi-birlarini misol sifatida keltiraylik:

p™(-x) = (-1)n+tmP™(x), P™{+1) =0, m>0, vahk
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Umumlashgan Legendre polinomlari uchun quyida.gi ortogonallik va norma
sharti bor:

Sferik sistemada:
\%

IP™(cos0)Pj?(cos9) sin9de = 2/ ifa-m )\5nk'

1.20-mashq.
Pr‘(cos6) = (2n- 1! sin"e, n=0,1,2;..

ekanligini ko'rsating. Bu yerda (2n- 1)l = 1-3e5¢7ee¢(2n- 1). Masalan,
P1= (I-a;212=sin® P|=3(1-z2=3sm20, P|=15(1-z232= 15sin*0 vah.k.

§2.9. Sferik funksiyalax

(57)-formula bizga Laplace tenglamasi yechimining burchak gismi Y (0,<p) ni
beradi. Agar (60)- va (67)-forrnulalarni hisobga olsak Y ni quyidagicha tanlab
olishiiniz mumkinligi oydin bo7adi:

<>
Bu formuladagi koeffisient shunday tanlab olinganki,
é/< MTM*((9 ip)Y™2(0, tp) = dfi = sin (70)
0
bo'lsin. Sferik funksiyalarning bir necha xususiy holini keltiraylik:
*»- -h-r = K==/ 1 ““8"= e
Undan tashqari
Yn(°, 9= 1/"¢ " P n (COS0). (71)

Shu paytgacha yiggan bilimlarga asoslanib, Laplace tenglamasining sferik
sistemadagi eng umumiy yechirni quyidagi ko'rinishga ega boiishi kerak degan
xulosaga kelamiz:
00 ni—
u(r,0,Pe=Yu E [<w" + bamr-n-x] Y™(O, .p). (72)

n—Qm—mn
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Laplace tenglamasiga olib kelgan masala sferik simmetriyaga ega bo'lganda

bu tengla.ma sferik sisteinada yet'hiladi. Olingan yechimning birinchi gismi

rnY™(0,tp), n = 0,1,2,.. sferaning ichki sohasida r < R ishlatiladi,

r-n-iY™(6,ip), n =0,1,2,.. gism esa sferaning tashqi gisinida ishlatiladi.
Faraz gilavlik sferaning ustida r = R yechim f(0, ip) ga teng bo‘lsin:

00 m-—~n

u(R, e,ip) = f(0, P =J2J32 A™Ynis, <y (73)

n—om—mn

Laplace tenglamasi uchun chegaraviy masalalarning aniq qo‘yilishi 7~bobda
muhokarna gilingan, bu yerda bizni Anm koeffisientlarni topish gizigtiradi. Anm
koeffisientlar (70)-munosabatda.n foydalanib topiladi:

Anm=Jdn Y™*O0,tp)Ne ¥m (74)
Bu munosabatning bir xususiy holi keyingi paragrafda inuhim rol o‘ynaydi.

(71)-dan foydalanib quyidagini yozamiz:

Ano= 1 dn Y°*(G, <p)Ne ip) = j <Nef(0, ip)Pn(cosO). (75)

Ikkinchi tomondan

G m=n
. i i2zn+ 1
Neip) = E E AnrnY™(0,ip) = Ano

77— m—mn

chunki F™(1) = SmfiPn(l) = Smo va natijada

ym(eo, x~\/)gn4+l_lll(£]rlr:61_|_)! (]xjnw;\//ZnH

bo‘ladi. Demak,
I {0, <)Pn{cos6) dil = - Q) (76)

§2.10. Legendre polinomlari uchun gqo‘shish teoremasi

Fazoda ikkita vektorlar ri.va r2berilgan bo'lsin, ular orasidagi burchakni 7 deb
belgilaylik (I.3-rasmga qarang). Agar  ning sferik sistemadagi koordinatlari
r'i>$i> <A va r2 ning sferik sistemadagi koordinatlari r2,02, \22bo‘lsa,

cos7 = cos0i cos 02 + sin  sin 62 cos(<pi —ip2) (77)
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1.3-rasm: Qossliish teoremasiga oid

bo‘ladi. Bu munosabatni rj va r2 vektorlar orasidagi skalar ko'paytmani ikki
xil yo‘l bilan ifodalash orgali isbot gilish muinkin. Birinchidan,

rj er2=r2r2cos7.
Ikkinchi tomondan xuddi shu skalar ko'paytina
FI mr2=rixr2x+ n yr2y + Tizr2z =

= rir2[sinoysin 62(cOSipi GOB(R2 + sin ipi sin ip2) + G350l cos 07]

ga teng. Shu ikkala formulani solishtirish (77)-forniulaga olib keladi. 7 ga
mos keluvehi azimut ip ni rasmda ko‘rsatganimiz yo‘q, chunki uning keyingi
mulohazalarda ahamiyati yo‘g.

Legendre polinomlari uchun qo'shish teorernasi quyidagidan iborat:

m=n
Pn(c0S7) = 2n-P~l E Pi)Km(02, w). (78)
m—-~n
Buni isbot gilish uchun Pn(c°S7) ni burchaklar bo‘yicha (73)-gatorga
yoyamiz:
00 m=n'
Pn(cos7) = 53
n'=0m—n"

Bu yoyilmada. (02, y2) burchaklar parametr sifatida garalyapti. Qatorda
hagigatda fagat v! = n hadgina qoladi, aks holda ifodaning chap va o‘ng
tomonlari har-xil juftlikka ega bo‘lib golishi mumkin:

mn
Pn{C0s7) = A Im(02,¥°2)*ir(01,¥>1)-
m=n
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Koeffisientlar quyidagicha aniglanadi:
4~ 2%)=1 Yr(Ou(P)Pn(coS1)di\m.

Bu formulaga (76)-ni ishlatsak

AN (02,V2) = i(77))[7=0=1 71 yr (02" 2)

ekanligi kelib cliigadi. Shu bilan go'shish teoremasi (78) isbot gilincli.

§2.11. Misollar

1.4-misol. z-o’gida koordinat boshidan a va —a masofadajoylashgan +q va —¢
zaryadlar sistemasi(dipol)ning kuzatish rmqtasi A da hosil gilgan elektrostatik
maydonini toping (l.4-rasmning a)-gismi) (r  a yaqginlashuvida).
4
a'd 2?2
2 a

29 /
/

/
4d-a

»

1.4-rasm: Zaryadlar sistemalari
z = a nuqtadagi zaryad hosil gilgan maydon

\n

®
a .
V(49 A’H)'I-";? _% PE(™MO (7)  syeor Lt Pi(cos6)- + P2A(cos O)— H-—

a nuqtadagi zaryad hosil gilgan maydon
—a

~Q i 5 N
r M 1- Pi(cos0)~+ Pz(cos 0)"2 m
7—0
Superpozitsiya prinsipi bo'yicha to’liq maydon ikkalasining yig’indisiga teng,
noldan fargli bo’lgan birinchi had aiiigligida (yuqori tartibli hadlarni tashlab

yuboramiz, chunki a/r <C 1):
2q . a gacosO0



Bu fbrmulaning vektor ko’rinishiga o’'taylik. Buning uchun avval dipol momenti
degan kattalikni kiritamiz: d = 2¢a, bu yerda a = {0,0, a}, shundan keyin
formulamiz quyidagi ko’rinishga keladi:
1.d-r
4uaf(] r3
1.5-misol. l.4-rasmning b)-gismida ko’rsatilgan sistema uchun elektrostatik
maydonni toping (r S> a vyaqinlashuvida) (sistemaning nomi - chizigli
kvadrupoi).
Uehta maydonni go’shib chigishimiz kerak:
z = a nugtadagi zaryad hosil gilgan maydon
1+ P](cOS0)- + P2(cOS&)%; + »
Anear r re

u n=0

-a nugtadagi zaryad hosil gilgan maydon

3 Y3 An(Q8°)

1—iJI(cOS O)-+P2(cos0)Ar—
0 I T

Aireor r 4TTEQT

z —0 nugtadagi zaryad hosil gilgan maydon:

© _ -~q
N-2) 2s0r!
Umumiy maydon:
195 ¢os0)-2 + ger —
® 47Eol” (l ) 47Fco|'3(3 eos2e —1) +

Uning vektor formasi:

g 3(a-er)2—azr2
" 4o 7
Quyidagi kattaliklarni kiritaylik:

Dij  AGiTT]  0)-

Kiritilgan kattalik D.jj - sistemaning kvadrupoi momenti deyiladi, yig’indi
harnma zaryadlar bo'yicha, n; esa birlik vektor. Bu holda

o 1 Dijujyj

" emEe 13
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1.21-mashq. Kuzatish nuqgtasi uchun r < a bo'lsa (ya’ni, koordinat boshidan
zarvadgacha masofa kuzatish nuqtasigaeha masofadan katfca bo'lsa) potensial uchuri quyidagi
ifoda to:g‘n. bo‘lishini koSsating:

00

. £ PEEO "

Ushbu mashqda olingan natijani (35)-formulabilan bitta formulaga birlashtirish

murakin: o o

V(r) = }}I:EO_FSE‘ H’(CIB&)(\B) > r»>r<

Bu yerda ikkita masofa kiritilgan - r> va r<, ularning biri zaryadgacha masofa,
ikkinchisi - kuzatish uugtasigacha masofa. r> belgi ularning kattasini, r< belgi
esa kichigini bildiradi.

1.22-mashq. 1.4-rasmning c) gismida kcrrsatilgan chizigli okfcupol deyiladigan sistema
uchun clektr potensiaiui topiiig.

83. Kvant mexanikasida impuls momenti

Bu paragraf asosiy tekstga kirmaydi, uni 6.1-paragrafdan keyin o‘qish tavsiya etiladi.
Impuls momenti quyidagicha ta’riflanadi:

L=[rp],
bu yorda p = -iftV. Impuls momeiitmiiig komponentalari:
Lx=-1Cy¢-%) 7 » = )" L°=-ihjdy-yi)-
Momentning kvadrati: -
2=+12+11

Momentning kvadratini sfcrik sistemada ifodalaylik. Buning uchun x,y, z va r,8,tp lami
bog'laydigan formulalami oiish kerak:

X = rsin9eos tp, y —rsin9sintp, Z —reoss,

i z
r—\J%x2+ y2+ 22, 9 —arccos--, = arctany—.

Shulardan foydalanib d/dx ni hisoblaylik. Birinchidan:

9 _drd d9.d dtpd_
dx dxdr dxdO dxdtp

Ikkinchidan,

dr_
dx”

X _ sindeostp, 20 = Leosueostp, 9P sintp
o Poa T P dx rsin9
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Demak,

. - sintl’cosi d + 1cosi%osi A Si?'iP'q
ox Par Tt oS IPs rsmiidt

Quyidagilarni ham xuddi shunday yo‘l bilan topish mumkin:

9 | 1 . .d cosip d
— = 4-: B bt ——
ay smesm Ip& rCOS am Ipa) rs{anip'

Bu formulalar yordamida harakat. migdori momenti operatori I. komponentalarming sfcrik
sistemadagi ifodalarmi topamiz:

. 8 d
Lx=1ih smip— =
smi ™ + ctg Ocostpdip

cosqaa% —cty 8sm Wfﬁp_
. d
L, = —h-—
dip
Olingan formulaJardan foydalanib iinpuls momenfcining kvadrati quyidagi ifodaga
tengligini ko‘rsatish giyin cmas:
i a i a2

Al +Lj+Ll=-ft2 sin0x !+ | .
sinBAB sin2s dip2

Laplace operatorining sferik sistemadagi ifodasi (54)-dagi
. 8 sin6a + | .’ (79)
sinB A8 an) Mdlpz
gism Laplace operatorining burchak gismi deyiladi. Demak,
L2= -/200p.
(56)-tenglamani olingan ma’lumotlar asosida

L2Y(0, ip) = h2Y (e, ip)

ko'rinishga keltirish mumkin. Bu esa harakat migdori momenti operatori kvadrati uchun
xususiy giyinatlar masalasidir, bu masala §2.7.-paragrafda yechUgan, uning vechimi (64)-
formula orgali ifodalanadi. Demak,

L2Y(9,ip) = h2n(n + 1)F(0,tp), n=0,1,2,..
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84. Hermite polinomlari

84,1. Hosil gilish fumksiyasi

Hermitell polinomlarini boshga hamma klassik polinomlardek bir necha
yo’llar bilan kiritish xnumkin. Biz yana hosil giluvchi funksiya metodidan

foydalanamiz:
®

g(x,t) = e~td42xt = 53 Hn(x)-. (80)
n—o
Bu formula - Hermite polinomlari Hn(x) ning ta’rifidir. Ta’rifning chap
tomonini Taylor gatoriga yoysak,

1 t2
1- 24 Xt + —-(-i2+ 2xXt1)2+ omm= 1+ 2xt + —[AX2- 2]+ -ee
darrov topishiiniz mumkinki
HOo(x) =1, HI{x) = 2x, [/2(x) = 4x2 2, vah.k. (81)

(80)-tarifdan bevosita ravishda quyidagi xususiy hollarni keltirib chigarishirniz
mumkin:

Ihn(0) = (-D -M , H,n+1(0) =0, 1U-x) = (-1)nHn{x).
84.2. Rekurrent munosabatlar
Rekurrent munosabatlarga otaylik.
(0] 00 oo J'n—l

Jt9(x,t) = (—Ri4-2x)e-t2+2ast = (- 2i+ 2x) #,(:e)" E AXM-T)r
n—o *  n=0

Bu tenglikdan

H,,+i(x) = 2xHn(x) - 2nHn-\ (&) (82)
rekurrent munosabatga kelamiz.
o} 00 m+1 E in
gg{x,t)=2% ~ =2x: = KW -y
n=0 n=0
yoki,
2nH™1(x) = 4;(x). (83)

Ikkita rekurrent munosabatni topdik: (82) va (83).

1Charle Hermite (1822-1901) - fransuz matematigi. Rus tilida- LWapnb Ipmut
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84.3. Rodrigues formulas!

Ta’rif (80)-boYyicha
dn

Shu formulani qulai ko’rinishga keltirish uchun

p-t?+2xt _  -(t-x)2+x2
deb olamiz, unda
dn " edo0
t=0 | =0}
(84)
i=0

forrnulaga kelamiz. Bu - Hermite polinomlari uchun Rodrigues formulasi.
1.23-mashqg. Rodrigues formulasidan foydalanib Hn(x) ni n = 0,1,2 iar uchun toping
va ularni (81)-formulalar bilan solishtiring.

84.4. Differensial tenglama

(83)-ni (82)-ga olib borib goyamiz va hosil bo’lgan munosabatdan x bo‘yicha
hosila olamiz:

Hn+\{x) = 2xHn(x) —Hn(x) = Hn+Il(x) = 2H.,,(X) 4- 2xH'n(x) —H"(x).
Bu tenglikning chap tomonida (83)-ni yana bir marta ishlatsak
/I"(*¢) - 2xU'n(x) + 2n//,,(x) = 0 (85)

tenglamaga kelamiz. Bu - Hermite tenglamasi.

84.5. Hermite polinomlarimng ortogonalligi va normasi

Quyidagi munosabat 0’z-o’zidan oydindir:

00 00 J.
e~x2g9(x, t)g(x,s) = e-*2-t24Xte-»4xs =y ''P erx*Hn(x)Hm(x)ﬁ%

Qulay ko’rinishga keltiraylik:
e~X2, -t 242t e~s24+2s _ e—g—{st*))22x*
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Chap va o’ng toxnondan x bo‘yicha integral olamiz:

/OD A, 7-vi7 O'n Of]
=E E.u, [/
) f-am=g A

Chap tornondagi integral oson topiladi:

0 O *nQn r
VSFe28* = X;ﬁ&m“ﬂ / da: e~x2Hn(x)Hm(x).

Eksponentaning ta’rifi bo'yicha
% & (2st)n

71—1!’] n -

Demak,

W , nNi»: <$6>
-0

Kvaiit mexanikasida garmonik ossillator masalasini yechganimizda to’lgin
funksiya Hermite polinomlari orgali ifodalanadi:

Ux) =e 2 HNK) @87)
y/2nn[y/n
Yugoridagi formula bilan solishtirsak,
X
J dx jpn(JijHn()  8jim (")
-

ekanligini ko’ramiz.
1.6-misol. Yuqorida aytganimizdek Hermite polinomlari chizigli ossilla-
torning kvant analizida uchraydi. Bit o'lchamli Schrodinger tenglamasi

H2 d2ip(x)

2m  dx2
ga U(x) = ~kx2 potensialni kiritamiz. Bunday potensial F =—U"'(x) = —kx
chizigli gaytaruvchi lcuchga olib keladi. Bu tenglamada k = rmo2 va £ —
y/rnoj/Tix almashtirishlar bajarilsa, Schrédinger tenglamasi

«0+ (S—fa«ozo
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ko'rinishga keladi. Olingan tenglamada
Noe =e-?/211(0

almashtirish bajarilsa quyidagini olamiz;
H"(0 - 2CH'(C) + - 1) H(O =0 (89)

Hosil boigan tenglamaning yechimini Frobenius metodi bo'yicha gidiramiz:

H(o=T/a/h= @+cN+Cc+——-

Qulaylik uchun a = 2E/(fiu>) —1 belgil&sh Kkiritilsa, cn koeffisiontlar uchun
quyidagi rekurrent inunosabat kelib chigadi:

a—2n
2= 'r Xn+2)c~
\cn/cn+90. nisbat katta n larda cheklangan emas, demak, bu cheksiz gator
yaginlashuvchi bo'lmaydi. Shuning uchun gatorni a = 2n tanlash asosida n-
tartibli polinomga aylantiramiz. Bu. esa birinchidan, (89)-tenglamani Hermite

tenglamasi (85)-ga aylantiradi, ikkinchidan kvantlangan ossillatorning yaxshi
ma’lum bo‘lgan energetik sathlarini beradi:
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Il BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY
HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNING KLASSIFIKATSIYASI

81. Ikkita mustaqil o‘zgaruvchili hoi. Umumiy nazariya

Ikkita mustaqil o’zgaruvchilarni (x,y) noma’lum funksiyani esa u(x,y) deb
belgilaymiz.  Noma’lum fuiiksiyaning xususiy hosilalarini esa quyidagicha
belgilaymiz:

du(x,y) du(x,y) d2u(x, y)
Ux=~fa~~" Uy=~~di~"" Uxx~ dx2
deu(x,y) 92m(x,Y)

Uxy dxdy ’ Uw dy2
Noma’lum funksiya, uning hosilalari va mustaqil argumentlar orasidagi quyidagi
funksional bog’lanish

F(x, Vi U,Ux: thy, UxxjUxy, Uyy) 0 1)

ikkita, o’zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladil Agar tenglama

IUX +2(1i20% - 02llyy “H F\(x,y, U, W, 1ly) 0 @)

ko’rinishga ega bo’lsa (va an, «12 hamda 02 koeffisientlar fagat x,y larga

bog’lig bo’lsa) bunday tenglama yuqori tartibli hosilalarga nisbatari

chizigli tenglama deyiladi. Agar koeffisientlar an, 012 va 02 noma'lum

funksiya u val/yoki ux, uy larga bog’liq bo’lsa, tenglama kvazichizigli deyiladi.
Quyidagi ko’rinishdagi tenglama

(MU 2(Ly "o 02Uy ' bxux “F b2y QU+ J(x,y) O ®)

agar ay, bt,c, f lar fagat x,y larga bog’liq bo’lsa, chizigli tenglama deyiladi.
Agar J(x,y) =m0 bo’lsa, (3)- tenglama bir jinsli tenglama deyiladi.

1 Albatta, bu munosabat bdiyoriy (®,;y,u) iar uchun ayniyat bo'Imasa. Masalan, quyidagi tenglik ixliyoriy
(x,y>u) Jar ucliun ayniyat bolib tenglama bo'ia olmaydi: cx>s(ux -f uy) —cosux cosuv + sinuxsinuy —0
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Bizning inagsadimiz x,y laming o’rniga shunday yangi o’zgaruvchilar

C= <@ Y), V= V) @

kiritishki, natijada ko’rilayotgan tenglama biz uchun qulay bo’lgan kanonik
deb ataladigan ko'rinishga. kelsin. Mana shu almashtirishni (2)-tenglamaga
go’liaymiz. Albatta, almashtirish yakobiani noldan faxgli bo'lishi kerak:

da(,Vv) _r , ,n

d(x,y) ~ Qrh A A e

Hosilalarni ahnashtirishdan boshlaymiz:

du d(du dijdu du
W~ ~dx ~ fadt + didij = + vy =dij= QU<+ Thlk-
3
Ux ~ ~dx M XV AxU = + ZCAWKUQI + rixUvn + + WU,
uxy = «jl«C + %UV) = (5)

— CxCyu C('I" iCxVy + CyVx)u (rj + TjxVyUjpj 4~ Cxyuc T Txyurl

3
Uy —— 4" 4 nCyvyvv 4- Myv-ifq 4- Cyyrc 4" VyyUy

Bu formulalarni (2)-ga olib borib qo’ysak uning korinishi quyidagi holga keladi:
&UUCC+ 2d12v<v + ;22u,m+ F = 0, (6)
Bu yerda

fin = «uCi 4- 2ai2CROF+ «2* .  «22 = oiiij* 4- 2al2rixr)y + 02*,

™
fil2 GO 4- A2 (Cr\y 4~MxQy) 4 a2Cy\Vy

F - noma’lum funksiyaga va uning birinchi tartibli xususiy hosilalariga
bog’ligdir.

Endi C va n o’zgaruvchilarni shunday tanlab olaylikki, yangi koeffisient-
larning bir gismi nolga teng bolib ehigsirt. au va a2 larni nolga tenglashdan
boshlaylik. (7)-tenglamaning birinchi va uchinchi gismlarining ko’rinishi bir
xildir, ya™ni

anzl + 2an zxzy 4- a22z" = 0. 8)



Mana shu tenglamani yechib 2 = z(x, y) funksiyani topsak va C= z(x, y) deb
olsak fiu = 0 bo’ladi, i] = z(x, y) deb olsak «22 = 0 bo’ladi.
Teorema. (8)~tengla,maning yechimi

a\\dy2 —tandxdy 4-a*dx2—0 9)
tenglamaiimg umumiy integrali ip(x, y) = const ga tengdir.
Isbot.
dip= 0= (pxdx + tpydy
dan

dx tpy
kelib cbigadi. Bu degani (9)-ni

fluf—V +2a12— +02=0
\<Py) y v

ko’rinishga keltira olamiz. Bu tenglamani

allPx + 2ai2<Px<Py+ a2<Py= O

ko’rinishga keltirsak (8)-ning o'zini olamiz(.z = tp(x, y)).

(9)-tenglama (2)-ning xarakteristik tenglamasi deyiladi, uning umumiy
integrali esa (2)-ning xa/rakteristikasi deyiladi.

(9)-ning ikkita yechimi bor:

dy _ ai2+ \fa\2-qijo22

dx an

n (10)
dy ai2—VvV0L2—alla2
dx au

Agar D = a2—au «22 belgilash kiritsak, (2)-tenglama D -ning ishorasiga qarab
quyidagi uch xil turga bo’linadi:

1. D > 0- giperbolik;
2. D = 0 —parabolik;
3. D <0- elliptik.
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Keyin biz ko’ramizki, tenglama o°zining tipiga garab alohida xususiyatlarga ega
bo’ladi - har bir tipdagi tenglama. faga.t ma’lum tipdagi fizik jarayonlarnigina
ifodalaydi. Bundan kelib chigadiki, D - ning ishorasi (2)-tenglainaning muhim
bir xarakteristikasidir. D - ning ishorasi (4)-almashtirishga bog’liq emas:

4f2—anaz = (af2~ alla22{CMy ~ CYVK)2; 11)

ya’ni, tenglamaning tipi (4)-almashtirish bajarilganda o’zgarmaydi.
2.1-mashq. (II)-nmnosabatm keltirib chigaring.
Shu uchta holni alohida ko’rib chigaylik.

82. Giperbolik hol (D > 0)

Bu holda (9)- va (I0)-tenglamalarning ikkita har xil yechimi bor:

Pxy) = cu p{x,y) = @ (12)
Shu yechimlardan foydalanib,
c=(p{xy),  D=ip(x,y) (13)

almashtirish bajaramiz. Natijada au = 0 va «2 —0 bo’ladi va (2)-tenglama
quyidagi kanonik ko’rinishga keltiriladi:

dar_ Wii = cDC v, u, uc,uv) (14)

Bu yerda (> = —F/{24]2- Tenglamamizni yana bir boshga ko’rinishga
keltirishiiniz mumkin. Yangi almashtirihs bajaraylik:

C=t+z n=t—z,
yoki,
4_ C+V __C-v
2 2
Bu holda

du_ 1fdu du\ du_ 1fdu du\ d2u 1
5C ~ 2\dt +dz)’ &i=2\dt ~lh) ' dC& =4"
Demak, tenglamamiz
«ff - Uz = $i(x,i/, ururu,,) (15)

ko’rinishga keltirildi. Bu ko’rinish giperbolik tenglamalarning ikkinchi
kanonik ko’rinishi deyiladi, ((14)-esa birinchi kanonik ko’rinish edi).
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83. Parabolik tenglama (D —0)

Bu holda,

dy an

dx an
bo’ladi va xarakteristikalarning soni ikkita emas bitta bo’ladi. Mana shu bitta
yechimdan foydalanib, yangi Co’zgaruvchi kiritamiz, rj sifatida esa ixtiyoriy bir
funksiya olishimiz mumkin:

C=<plxy),  T=ri(xy). (16)
Bu yerda rj(x,y) - ixtiyoriy funksiya (<p(x,y) ga chizigli bog’lig bo’lmagan).
D —0 dan kelib chigadigan = y/aua” va undan tashgari gxdx + gydy —

Odx + Qdy = 0 munosabatlaxdan foydalansak
QW = (MU nCx + \/“22(y)* = 0;

al2= (v/GliCi + y/aeCy) {y/anVx + n/022Vy) — 0
ekanligini topamiz. Demak, parabolik tenglamaning kanonik ko’rinishi

uw = @8(C V. u, «¢c>un) (17)
bo’lar ekan (3= —F/a22).

84. Elliptik tenglama (D < 0)

Bu holda haqiqgiy xarakteristikalar mavjud emas, chunki (10)-ning o’ng
tomonlari kompleks funksiya]a.rdir:

d w 4 -, 4 2+ i\Zana2- a2
y gy = A(x,s), \v(x,y) =2 — . (fé;)q

Birinchi tenglamaning yechimi 9(x,y) = c¢ kompleks funksiyadir, shunga
yarasha ip*(x,y) = c* ikkinchi tenglamaning yechimidir. Shundan foydalanib
yangi o’zgaruvchilaxni quyidagicha tanlab olamiz:

P=4 f- ©

Ya'ni, kompleks funksiya <p(x,y) ning haqigiy gismini C deb oldik, mavhum
gismini esa 1/ deb oldik. <> y) ning ta’rifi boyicha




Kompleks tenglikning hagigiv va mavhum qismlarini alohida nolga ten-
glashtirishimiz kerak, btming uchun

P= (;+ irjv |p*: C- ir), ifl = &- VI + 2*C*0A),

~ dxdy CxCy  VxVy " iCxVy 4" "Cyty-t

munosabatlardan foydalanamiz. Natijada

anQx + 2ai2CxCy + a22Cy = aiivl + 2ai2VxVy + «22»2,
ya’ni
Gji = A22, (20)
va
a-nCxVx + al2(CxVy + Cy%) + «22Q/Vy = «12 = 0 (21)
munosabatlarni olamiz. Demak, elliptik tenglamaning kanonik ko’rinishi

utt + uwi = ©*(C, V, % LL, uv) (22)

bo’lar ekan (»4 = —F/&au).

Xulosa qiiib olingan natijalarni bir joyga yigiaylik.  Xususiy hosilali
ikkinchi tartibli ikki o’zgaruvchili (2)-tenglama,ni quyidagi uch xil ko’rinishga
keltirish mumkin ekan (kanonik ko’rinishga keltirib olganimizdan keyin ixtiyoriy
o’zgaruvchilarni ishlatishimiz mumkin):

« giperbolik tip: uxx - uyy = ®1yoki uxy = ®2;
* parabolik tip: u~x = ®3;
» elliptik tip: uxx + uyy 4.

Bu tenglamalarning ixcham va sodda ko’rinishi ularni kanonik deb atashga
sabab bo’lgan. Bunday Klassifikatsiya nuqtaga bog’lig: a;j koeffisientlar
tekisliktadi (x,y) - nuqtaning funksiyasi bo’lgani uchun D ning ishorasi bir
nuqtadan ikkinchisiga otganda o’zgarishi mumkin va demak, tenglamaning
kanonik ko’rinishi ham o’zgarishi mumkin.

2.1-misol. uxx —2uxy —3uyy + uy = 0.

Koeffisientlarni topamiz: an —ml,ai2= - 1,«2 = —3.

Diskriminant D = 4 > 0, demak, tenglamamiz giperbolik tipga tegishli
ekan. Xarakteristik tenglama:



Xarakteristikalar:
C=x-1y, = 3x+y.
Demak, (x —1, = -1, nx= 3, % —1 Hosilalarni hisoblaylik:

ux —U(+ 3uv, uy= —Y(+ Uj, vahk.
Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

uG+ y6(uv- UO = 0.

2.2-misol. yuxx + uyy = 0.
Bu tenglamaning nomi - Trikomi tenglamasi. U aerodinamikada uchraydi.
Koeffisientlar: on = y,ai2 = 0,022 = 1- Diskriminant D = —y, ya”
tenglama

» y < 0 sohada, giperbolik;
» y > 0 sohada elliptik;
a) y < 0 giperboliklik soha. Xarakteristik tenglama:

de =+ _1

Xarakteristikalax:

Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

b) y > 0 elliptiklik sohaai. Xarakteristik tenglamalar:

— =1 1
i£r Ny

Ularning umumiy integrallari:
<P=A"xzxiyly*.

Yangi o’zgaruvchilar:



Tenglamaning kanonik ko’rinishi:
U« ‘TN, ~ —0.

2.3-misol. xUxx '2 xyuty “F YVyy 28y —"e
Koeffisientlar: an = x, ai2 = —y/xy, <2 —y. Demak, D — 0, tenglama
parabolik tipga tegishli. Xarakteristik tenglama:

Uning umumiy integrali:

=+
Ikkinchi mustaqil o’zgaruvchi sifatida ixtiyoriy (lekin C ga chizigli bog’lig
bo’lmagan) o’zgaruvchini olishimiz mumkin. Masalan, ri = y/x. Kerakli
hosilalarni hisoblab berilgan tenglamaga olib borib goysak

1,
~ LW+ fijj) —0
ko’rinishdagi parabolik tenglamaga kelamiz.

2.2-mashq. Kanonik korinishga keltirmg: uxx —6«*" + 10u,/s + ux —3u,, = 0.
2.3-mashq. Kanonik korinishga keltirmg: 4uxx 4-4uxy + uyy — 2uy = 0.
2.4-mashq. Kanonik korinishga keltiring: uxx —xuyy = 0.

2.5-mashqg. Kanonik ko’rinishga keltirmg: uxx —yuyy —O.

2.6-mashqg. Kanonik ko’rinishga keltirmg: xuxx +yuy = 0.

2.7-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx 4- x2uyy —O.

2.8-mashq. Kanonik korinishga keltirmg: x2uxx + y2uyy = 0.

2.9-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: x2uxx —Y2yyw O

2.10-mashq. Kanonik korinishga keltiring: y2uxx —xXpy = 0.

2.11-mashq. Kanonik korinishga keltiring: (1+x2uxx+ (1+y2)uyy+xux+yny-2um = 0.
2.12-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: x2uxx - 2xuxy 4- Uyy ==0.
2.13-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx 4- 2yuxy 4-um = 0.
2.14-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx 4- 2xyuxy 4- x2uyy = 0.

85. n ta mustaqil o‘zgaruvchili hoi
Mustaqil olzgaruvchilarni xi, x2,xj,—,xn deb belgilaymiz. Noma’lum

funksiyaning argumentida esa bu n ta o'zgaruvchini gisgalik uchun bitta x
harfi bilan belgilaymiz: u(x) = u(xi,x2,X3, xn). Yuqori hosilalarga nisbatan
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chizigli bo‘lgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning
ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi:
n on 1 i L L
o*J555+ 1> 5]+ " «-A*>, L3>
¢J=1 i
Buyerdaa,% va ckoeffisientlar uzliksiz bo‘lib koordina.talarga bog‘lig bo'lishi
mumkin: aij = ciij(x), bi = bi(x), ¢ = c(x). Yozilgan tenglamani kanonik
ko'rinishga keltiramiz. Buning uchun g koordinatlar ustida

*-*Q=Q(), i—1,2,n  0GC2Bn), det t6 0

(24)
almashtirish bajaramiz. Almashtirish determinanti noldan fargli bo‘lga,ni uchun
x = x(() ni topishiniiz mumkin (determinant noldan fargli bo‘lgan hamrna
nugtalarda). Shuni hisobga olib u(() = u(x(()) deb belgilaymiz. Hosilalarni
hisoblashga o‘tamiz:

du ~ dQdu
dXi  h~i dXidt'
d2u d dQ du dQ dCk d2u d2Q du

dxidxj dxj~ dxidQ 7 dx{dxjd0,dQ Tj-j txidxjdo "

Topilgan hosilalarni (23)-tenglamaga olib borib go'yamiz:

h\h<didi ) h \ h d>1h J)*

+cu(<) = /(©).

Ikkinchi tartibli hosilalaming oldidagi yangi koeffisientnlarni quyidagicha
belgilaymiz:
(25)
ij=1 LN}
Qolgan hadlarning harnmasini bitta $(£, u, du/dQ harf bilan belgilasak
(tenglamaning kanonik tipiga ularning daxli yo‘gligini bilamiz) yangi
o'zgaruvchilar tilida berilgan tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:



Tenglamaning Klassifikatsiyasi nugtaga. bog'‘ligligini avvalgi paragrafiarda
ko‘rdik, shuning uchun ma’lum bir x0 nugtaga o'tamiz. Bu nugtada G = C(a0)
bo'ladi. Keyingi mulohazalarni yaxshiroq tushunish va soddalashtirish uchun
(25)-formulada

@7

deb belgilaymiz, unda (25)-formula
(28)

ko'rinislmi oladi. Bu yerdagi har bir ikki indeksli kattalikni n x n o'lchamli
matritsa deb garash qulaydir. 0 ‘zining ta’rifi bo'yicha qu matritsa x —¥
C koordinat almashtirish matritsasidir, matritsariing indekslarming o‘rnini
almashtirsak transponirlangan matritsaga o‘tgan bo'lamiz: gkj = qjk, shuning
uchun (28)-formula matrik formada quyidagi ko‘rmishni oladi2:

(29)

(23)-differensial tenglamani kanonik ko'rinishga keltirish shunday qu matritsaga
olib keladigan x -mC koordinat almashtirishni bajarishki natijada & matritsa
diagonal ko'rinishga kelsin va uning diagonalida fagat +1, -1 yoki O sonlar
bo‘lsin: ki = akSkh ak = £1,0. Bu holda (26)-tenglarnanmg ikkinchi hosilali
hadida fagat k = | bo'lgan hadlar goladi. Chizigli algebra kursida bunday
almashtirishni hamma vaqt bajarish mumkinligi isbot qgilinadi. Bu masala

30)

kvadratik formani

det(p) & O (3D

almashtirish yordamida

2Matritsalarning ko'paytirish qoidasini eslatib o'taylik: n x n bo'lgan /1 va B matritsalar berilgan bol'sa,

«
ulaniing ko'paytmasi quyidagicha aniglanadi: (AB).;j = E AikBKi.



formaga keltirish masalasi bilan bir xil. Chizigli algebra kursida isbot qgilinadiki,
(30)-fonnani hamina vaqt

k m
E&2~E & 2 m -n (32)
j=1 =&H

kmnishga keltirib olish mumkin.

(30)- va (31)-larni (28)- va (29)-formulalar bilan solishtirilsa p va ?
matritsalar o‘zaro transponiriangan ekanligi ko‘rinadi: q = p1.

Ma’lumki, k va rn sonlar (31)-almashtirishga bog'lig emas (bu tasdiq
kvadratik iorriialarning inersiya qonurii deyiladi). Demak, differensial
tenglamaning kanonik ko'rinishi fagatgina fly koeffisientlarning xq nuqtadagi
giymatigagina bo‘g‘liq ekan.

(24)-almashtirish natijasida (23)-tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga
kelsin:

m

e | ?2-e |i+w NN )= o

#l et
Agarda k = n yoki k= 0,m = n bolsa, olingan tenglama elliptik tenglama
deyiladi. Bu holda tenglamadagi ikkinchi tartibli hosilali hadlarning hammasi
bir xil ishorali boiadi. Agar rn = n bo'lib 1 < k < n —1 bo'lsa, tenglama
giperbolik deyiladi (xususan, agar k = 1 yoki k — n —1 bo'lsa, tenglama
normal giperbolik deyiladi). Va nihoyat, agar m < n bo‘lsa, tenglama
parabolik (xususan, rn —n —1bo‘lib k -m1yoki k = n —1 bo‘lsa, normal
parabolik) deyiladi.

2.4-misol. uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz = O tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

(30)-bo‘yicha

Q = 0jj +2«i C2+ 2dq+ 43 +5al
forma tuzib olamiz. Bu formani darhol
Q —(aj +Oiif + («2 + 2as)“ + oof
ko'rinishga keltirish mumkin. Ko'rinib turibdiki,
Bl =ai+a2 02 = a2+ 2a3, /3= a3 33
belgilashlar kiritilsa boshlanglich forma
Q= @+ 02+ fit
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ko‘rinishni gabul qgiladi. (33)-formulalardan
ai —Bi —RBi +2/73, a2 = [%%—2(03, a3 = 33

kelib chiqadi, bularni

Va3

rnatrik ko'rimshda olsak, py matritsa topilgan bo‘ladi:

dotp = 1 ekanligi ko‘rinib turibdi. q matritsa p ga transponirlangan bo'lishi
kerak:

/1. 00
o=pl=(4 io
v 2 -2 1

(transponirlash —satrlar va. ustunlarning o'rnini almashtirish). Olingan matritsa
(27)-formulaning ma’nosi bo‘yiclia Q va X, y, z o‘zgaruvchiiarm bog'laydigan
matritsadir: / l

chn /1 00
- -1 10 y
Vcay \N2-21x/ V 2-21) \z

Ya'ni,

ad=x, Q—Y-x, GB=2x-2y+z
Hosilalarning hammasini hisoblab chigib tenglamaga olib borib go'ysak, u
kaiionik ko‘rinishi elliptik bo'lgan tenglama ekanligini topamiz:

uclel + ue<e + U3 —o-

2.15-mashq. uxx —4uxy+ 2uxz 4-4uyy + uzz £3ux = 0 tenglamani kanonik ko'rinishga
keltiring.

2.16-mashq. uxx—2uxy—2uxz4-3uyy —2uyz 4-3uzz —O0 tenglamani kanonik ko’rinishga
keltiring.



Il BOB. GIPERBOLIK TENGLAMALARGA
OLIB KELADIGAN FIZTIK JARAYONLAR

81. Torning ko’'ndalang tebranishlari

Uzunligi | bo’lgan ingichka torning ko’ndalang tebranishlari masalasini ko’rib
chigaylik. Uning bosh va oxirgi nuqtalarini a va b deb berlgilaymiz.
Torning muvozanat holatidan siljishini kiehik deb garaymiz, ya’ni, biz kichik
tebranishlar masalasini ko’ramiz. Torning x koordinatali nugtasining t vagt

moraentida 0’z muvozanat holatidan siljishini u(x71) deb belgilaymiz.
Siljish kichik deganimiz tga =
ddY) du(x, t)/dx ham kichik bo’ladi
deganimizga tengdir. Bu holda siljish
natijasida torning uzunligi o’zgarmaydi
deb olishimiz kerak (chunki uning
o’zgarishi ikkinchi tartibli kichik son

bo’lib chigadi):
i
X I=J \Ndw+dx2=

a
Ill.I-rasm: Torning ko’ndaiaug tebranishiga
doir

a

Tor boYicha tagsimlangan tashqgi kuch

zichligini F(x, t) deb belgilaylik, bu kuch
bar bir nugtada torga perpendikuldr yo’nalgan bo’lsin. Torning taiangligini
T(.'r) deb belgilaymiz, albatta T(.-r) nutadan nuqtaga o’tganda o’z yo’nalishini
o’zgartiradi, lekin uning son giymati T = [T] o’zgarmaydi. Bu tasdiq torning
uzunligi o’zgarmasigidan kelib chigadi -torning uzunligi o’zgarmas ekan uning
tarangligi ham o’zgarmaydi. Tor massasi zhichligini p(x) deb belgilaymiz, ya’ni
p(x)dx -torning x va x + dx nuqtalari orasidagi massadir. Torning mana shu
kichik dx elementi uchun harakat tenglamasi - Newton tenglamasini tuzamiz:

@



(Newton gonuni: ta’sir gilayotgan kuch-massaxtezlanish). Siljishlar kicbik
bo’lgani uchun

tga
sina = - —-=——— ~tga = —
V 1+tgia X
Ya'ni,
i m b ~ e AMEx +dx) _ 3u(.0 _ d2u(x, g
dx dx dx1
Demak,

d2u dau(x,t) _ ,

PW - Dx2 + A
torning kichik ko’ndalang tebranishlari tenglamasi ekan. Bu tenglamani
quyidagicha yozib olamiz:

d2u(x,t) 2d2u(x,t)
dt2 a B"r— +HXxA ©)

bu yerda/ = F/p, a2=T/p. Uni bizga ma’lum bo’lgan kanonik ko’rinishda
ham yozib olishimiz mumkin:

utt — a2uxx = /. 4

Ko’pincha bu tenglama bir o’icharnli to’lgin tenglamasi deyiladi.
Keltirib chiqarish jarayonida taranglikni o’zgaruvchan deb olsak, (2)-ning
o’rniga
da d (du'
9dt2 dx[l dx>+F ®

tenglamani oigan bo’lar edik.

82. Sterjenning bo’ylanma tebranishlari

Bizga bir sterjen berilgan bo’lsin. Bir o’ichamli bo’ylanma tebranishlari
hagida gapirar ekanmiz, sterjenning har bir kesimi deformatsiyasiz x o’qi
bo’yicha 0’z muvozanat holatidan siljiydi, deb garaymiz - (l11.2)-rasmga garang.
Tashgi kueh (agar mavjud bo’lsa) x o’qi bo’yicha vo’nalgandir. u(x,t)
funksiya (x) nugtaning | vaqt momentidagi 0’z muvozanat holati (x) dan siljish
kattaldigini ifodalaydi. u(t, x + dx) funksiya esa (x + dx) nuqgtaning t vaqt
momentidagi 0’z muvozanat holati (x 4-dx) dan siljish kattaligini ifodalaydi.
Sterjenning boshlang’ich uzunligi dx bo’lgan bir bo’lagini olamiz -iv ai+ dx
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koordinatalar orasidagi. Kichik tebranishlar hagida gap ketayotgani uchun
hamma yoyilmalarda dx ning birinchi darajasi bilan cheklanamiz:

u(t, X 4-dx) ~ u(x, t) + ux(x, t)dx.

Bu forinuladan ko’rinib turibdiki, sterjenning nisbiy cho’zilishi (sterjen
bo’lakchasining t vaqt momentidagi uzunligining t — 0 vaqt momentidagi
uzunligiga, nisbati)
u(t, X 4-dx) —u(x,t)
~&h ~ W
ga teng. Hookel gonuni bo'yicha,
T = ESux.

Bu verda E -Young moduli, S -sterjen kesimi.
g Wpeiekt) Bu holda taranglik T ning son giymati
X ga bog’lig bo’ladi chunki sterjenning
uzunligi o’zgaruvchandir. Yana harakat
tenglamasini tuzaylik:

T(X 4-dx) - T(X) 4&F(x, t)Sdx =

= g@g(@de,t)

Ill.2-ra.sm: Sterjenning kesimlari BLI. yerda q . sterjen bo’yicha taqsim—

X xick

langa kuchning xajm ziehligi, S - sterjen-
ning kesim sirti. Chap tomonni gatorga yoyamiz:

T(X 4-dx) - T(X) = ES (ux(t,x 4-dx) - ux{x, /,) :rESEy’\\léx. 6)

Olingan tenglama

PN , n d2u V.
Ed*"+ FM —~PW @)
yoki,
2 2 f_F @
Ub &Mx—J: n p1l p

ko’rinishga ega.bo’ladi. Biz yana giperbolik tipdagi tenglamani oldik: (4)- va
(8)-tenglamalar fagatgina a2 ta’rifi bilan farq qiladi. Biz keyin ko’ramizki, a -
to’lginning muhit bo’yicha tarqalish tezligini beradi.

Olingan tenglamalar - (4) va (8) - to’lgin tenglamasining bir o’lchamli
ko’riiiishi. Ikki o’lchamli to’lgin tenglamasi

Ult Uxxa' VAp) ~ fe (9)

1Robert Hooke (1635-1703) - buyuk inglia olimi. Rus fcilida - PobepT lNyk.
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ko’rinishga ega bo’ladi. Bunday tenglamaga, biror ikki o’lchamli sirtning
(masalan, membrananing) tebranishlari inasalasirii ko'rsak, kelar edik.
Quyidagi tenglama esa

utt - a2 (uxx+uyy+uzz) = /, (10

yoki,
utt - a2Au = / (1

uch o’lchamli to’lgin tenglamasi deyiladi.

83. Giperbolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh-
lang’ich shartlar

Masalaning bir giymatli yechimini topish uchun shu masalaga mos keluvchi
boshlang’ich va chegaraviy shartlarni berishimiz kerak. To’lgin tenglamasi vaqt
bo’yicha ikkinchi tartibli tenglama bo’lgani uchun noma’lum funksiya u(x, t) va
uning vaqt bo’yicha birinchi tartibli hosilasi boshlang’ich vagt moment! t = 0
berilgan bo’lishi kerak:

u(x, 0) = <p(x), ut(x, 0) = ip(x).

Bunday shartlar boshlang’ich shartlar yoki, Caushy2 shartlari deyiladi.
Agar masalada faqat boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, bunday niasala
Caushy masalasi deyiladi. Boshla.nglich shartlarning fizik manosiga to’xtalib
o'taylik. Masalan, ip(x) ~ 0 va tp(xX) = 0 bo’lsin. Bu - tor (sterjen)
nuqtalarining boshlang’ich siljishi noldan fargli va boshiang’ich tezligi nolga
teng degani (dutor, rubob, gitara va shunga o’xshash asboblarda uchraydigan
boshlang’ich shart). <p(X) = 0 va tp(x) * O bo’lgan hoi esa tebranishning
boshida torning (sterjenning) hamma nugtalarida muvozanat holatida turibdi,
lekin ularga boshlang’ich tezlik berilgan (masalan, bolg’acha bilan urib)
degani. Bunday boshlang’ich shartlar pianino, do’mbira va shunga o’xshagan
asboblarga mos keladi.

Chegaraviy shartlarga o’taylik. Agar tor yoki sterjenning uzunligi chekli yoki
yarim chekli bo’lsa, unga chegaraviy shartlar qo’yishimiz kerak. Ular quyidagi
turlarga bo’linadi.

1 Uzunligi | bo’lgan tor(sterjen)ning boshi va oxiri mustahkam biriktirilgan
(masalan, devorga):
u(t,0) = u(t,l)=0.

2Angustin-Louis Cauchy (1789-1957) - fransua matematigi. Rus tilida - OnocTen-Jlyu Kojim
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Boshqgacha yozsak:
u(x, NU=o = uxt)\o= = 0.
Umumiy holda chegaraviy nuqtalar berilgan gonun bo’yicha harakat giladi:
u(Xjt) 1a=0 ti(Xm 12(0"
Bu yerda /ii(/;) va "¢ (t) funksiyalar —berilgan funksiyalar.

2. Sterjenning (turning) xq nugtasiga berilgan v(t) kuch ta’sir gilayotgan

bo’lsin:
du v(t)
dx T
X
Hagiqatan ham,
du L .
de e — T sin Qi€ /(i).
Agar shu chegaraga hech ganday kuch ta’sir gilmasa, ya'ni shu chegara
ozod bo’lsa,
du
0,
dx

deb yozishimiz kerak.

3. Tor(sterjen)ning chegarasida elastik kuch ta’sir gilsin. Chap chegarada:
(Tux - kuy>e = 0, yoki uxpco — hiN\e=o, h = k/T. O’ng hegaiada:
(-Tux - kuyx= = 0, yoki uxXi = -huN\x=. Ishoralarni quyidagicha
tushunish mumkin. Chap chegarada taranglik kuchi inanfiy yo’nalishga
ega, 0’ng chegarada taranglik kuchi musbat yo’nalishga ega.

Umumiy holda uchinchi chegaraviy shart
XIx0 h(u 0(t))

ko’rinisbda yozilishi kerak, bu yerda 6{t) -berilgan funksiya, u torning shu
chegarasining berilgan harakatini ifoda.la.ydi.

Masalada ham boshlang‘ich, ham chegaraviy shartlar berilgan bo‘lsa bunday
masala aralash masala deyiladi.

3.1-misol. Ikkala uchi mahkamlangan tor berilgan. Tor nugtalarining
boshlangich tezligi nolga teng, boshlang’ich siljish esa p(X) = ax(x —1)
ko’rinishga ega.



Yechim. Tenglama:
ult - a2uxx = 0.

Masalaning shartida tashqgi kuch hagida hech narsa déyilmagan, shuning uchun
tenglama bir jinsli.
Bashlang’ich shartlar:

u(x, 0) = ip(x) = ax(x - 1), ut(x,0) = ip(x) = 0.

Cliegaraviy shartlar:
u(0,t) = u(l, t) = 0.

O’zgaruvchilarning o’zgarish sohasi:
O<x<l 0<t < o0

3.2-misol. Erkin tushayotgan liftning shipiga | uzunlikdagi og’ir sterjen
osib go’ylgan. Lift uning tezligi vo ga erishganda keskin to’xtaydi. Sterjenning
tebranishlari masalasi qo'yilsin

Yechim. x -o’qini liftning shipidan pastga garab yo’naltiramiz. g -erkin
tnshish tezlanishi. Bu holda tenglama:

ua - a2uxx = g.
Boshlang’ich shartlar:
m(X 0) = P = 0, ut(x,0) = ij){x) = VO.

Chegaraviy shartlar:
u@©,t) =0, ux(l,t)=0.

O’zgaruvchilarning o’zgarish sohasi:
O<x<l, 0O0<t<oo

3.1-mashq. Idéal gaz bilan to’ldirilgan bir uchi ochiq truba 0’z o’gi yo'iialishida v tezlik
bilan ilgarila.nma haiakat gilaypti. t —0 vaqtda traba to’satdan to’xtaydi. Trabaning yopiq
uchidan x masofadagi gazning muvozanat vaziyatidan siljishi masalasini qo’ying.

3.2-mashq. Ikki uchi mahkamlaugan tor uchun ko’ndalang tebranishlar masalasini
qo’ying. Tor garshiligi tezlikka proportsioual bo’lgan muhitda joylashgan.

3.3-mashq. Bir uchi mahkamlangan ikkinchisi 0’z tezligiga proportsional bo’lgan kuch
ostida bo’lgan bir jinsli elastik sterjenning bo’ylanma tebranishlari masalasini qo’ying. Muhit
garshiligi hisobga ouininasin.

3.4-masbq. Og'ir sterjen ozining bar bir migtasi muvozanat holatga keltirilib, siqgib
go’yilgan holatda vertikal ravishda bir uchidan osib qo’yilgan. t —0 vaqtda sterjen siquvchi
kuchdan ozod bo’ladi. Sterjenning majburiy tebranishlari masalasini qo’ying.
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3.5-mashg. ( = 0 vaqgtdan boshlab elastik sterjenning bir uchi berilgan goimn fi(t)
bo'yicha tebranayapti, ikkincbi uchiga uning o‘qi bo‘yicha yo'nalgan ®({) kuch qo'yilgaii.
( = 0vagtda sterjenning ko'ndalang kesimlari 0‘z muvozanat holatida qo'zg'olmasdan turgan.
Sterjenning tebranisblari masalasini qo'ying.

3.6-mashg. lll.2-misoldagi sterjenning quyi uchiga og‘irligi P bo'lgan yuk osib go'yilgan
bo'ism. Masalaning qo'yuishi gqay darajada o'zgaradi?

84. Tebranish energiyasi

Tebranayotgan tor yoki sterjenning energiyasini topaylik. Boshlang’ieh shai'tiar
quyidagicha bo’lsin: u(x, 0) = ut(x,0) = 0. Torning uzimligi I. To’liq energiya
E = K + U, K -kinetik energiya, U potensial energiya.

Energiyani tor(sterjen)ning kichik elementi uchun aniglashdan boshlaymiz.
dx uzunlikdagi torning kinetik energiyasi

ekanligini hisobga olsak, butUn torning kinetik energiyasi

ga teng bo’ladi.

Ta'rif bo’yicha "potensial energiya— / kuch x siljishelementi" ga teng.
dx elementga ta’sir gilayotgan kuch Tuxxdx ga teng (T sin a\x+dX—T sin a\x ~
Tuxxdx), dt vaqt ichidagi siljish ufdt ga teng, demak

it i i
U= Tuxdxdtut = Twmx dt —\] Tuxuxtdt =
oo 0 0

0 0 0

Shundy qilib to’lig energiya quyidagiga teng:

(12)



Energiya uchun ifodani umumlashtirish inagsadida, toming ko'ndalang
tebi'anishlari tenglamasi (5)- va sterjenning bo‘ylanina tebranishlari tenglamasi
(7)-larni umumlashtirib quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

~ fa +o{X)u{x, t) = F(x,t). (13

Bu yerda
p{x) >0, ax) >0, p(x) > 0.

Boshlang‘ich va chegaraviy shartlar o‘zgarinasin.
Quyidagi kattalik mana shu tenglamaning energiya integrali deyiladi:
i
1
E- N Jdx {Peui +Px)ul +J12) m

(12)-bilan solishtirganda bu ifodada paydo bo'lgan qo'shimcha had gv2 ning
ma’nosi (bu had (13)-tenglamadagi qu go‘shimcha had bilan bog‘liq) ko'rinib
turibdi: bu had potensial energiyaga qo‘shilgan hissa.

Energiyadan vaqt bo'yicha hosila hisoblayiniz:

E
at = J dx [putUtt + puxuxt + quuf] .
o

Ikkinchi hadni bo‘laklab integrallaymiz:
i i i
\] dxpuxuxt — puxut —J dxva~ (puX).
0 0 o

Natijani energiyaning hosilasiga olib borib go‘yib (13)-tenglamani hisobga
olsak, )

dE

~dt= dxuiF(x") + PUXth

o]

ni olamiz. Birinchi had tashqi kuch F bajargan ishni ifodalaydi, ikkinchi had
boshlang‘ich shartlarni hisobga olganda nolga teng bo‘lib ketadi. Agar tashqi
kuch bo'lmasa



bo'ladi. Bu - energiyaning saglanish qonuni. Tashqgi kuch mavjud holda

i
dE

dt

ga egamiz.

85. Aralash masala yechimining yagonaligi
Eng umumiy ko'rinishdagi giperbolik tenglamaga gaytaylik:

_ N )M +alux, t) = F(x, £). 14

Bu yerda
px) >0,  ax) >0 p(x) > 0.
Tenglamaga quyidagi boshlang'ich va chegaraviy shartlar qo‘yilgan bo‘lsin:
u(x,0) = ip(x), ut(x.,0) =ip(x), «(0, t) = ni(t), u(l,t) = ye(i).
15
Faraz gilaylik, masalaning yechimi ikkita bo‘lsin: ui(x,t) va u2(x,t). Bu
yechimlarning farqini
v(x, t) = ui(x, ) —U2(x, D

deb belgilaymiz. (14)-tenglama bilan bog‘liq bo'lgan aralash masalalar
yechimlarining yagonaligini isbot gilish v(X, t) = 0 ekanligining isbotiga tengdir.
Noma’lum v(X, t) funksiya uchun masala quyidagicha go‘yilgan:

pMI? - i (p()8) Haihvix'i] =" 19

w(x',0)=0,  Vf(T,00=0, Vv(0,§=0 v(lI) = 0.

Bu tenglama uchun energiya integralini yozib olamiz:

I
Ea v j dx (p(x)vt + PX)VI +172) »
0

Bu ifodadan vaqt bo‘yicha hosilani hisoblaymiz.  (16)-tenglamada tashqi
kuclming yo'qgligi va boshlang’ich hamda chegaraviy shartlarning birjisnliligi



ga olib keladi (awalgi paragrafning oxiridagi hisob bilan solishtiring). Demali,
E{t) = E{0)
ekan. (16)-dagi boshlang‘ich shartlarni hisobga olsak
i
E(i)= E(0) =i \] dx (p(X)vR + p(X)vR + qv2)

ekanligiga kelamiz. Ammo energiya, integralidagi har bir had - musbat had,
musbat hadlarning yig‘indisi nolga teng bo‘lishi uchun ularning har biri nolga
teng bo'‘lishi kerak. Buning uchun esa v(x,1) = 0 bo'lishi kerak. Demak,
(14)-tenglamaning (15)-shartlar bilan aniglamivchi yechimi yagonadir.



IV BOB. PARABQLIK TENGLAMALARGA
OLIB KELADIGAN JARAYONLAR

Molekulalar orasidagi to’gnashuv jarayonlari parabollk tenglainalar tilida
ifodalanadi. Buni quyidagi ikkita misolda ko’raylik.

81. Issiqglik tarqalishi masalasi

Issiglik targalishi tenglamasini keltirib chigaraylik. Quyidagi belgilashlardan
foydalaiiainiz:

e u(r, t) muhitning r = (X, y, z) nuqtasidgi t vaqt momentidagi temperatura;

¢ p(i, t) —mubhit zichligi, uni. izotrop deb garaymiz;

® c(r)- muhitning issiglik sig’imi;

* k(n)~ issiglik o’tkazish koeffisienti;

® F(r, i)-issiglik manbasi zichligining intensivligi.
Issiglik o’tkazish koeffisienti k issiglik ogimi q(r, t) (birlik sirtdan birlik
vaqgt ichida o’tgan issiglik miqdori) va temperatura gradientini bog’laydigan
koeffisient:

q(r,i) = —kVu.

Bu munosabat Fourierl gonuni deyiladi. Bu gonundagi minus ishora
issiglik ogimining temperatura gradientiga garama-garshi yo’nalganligi bilan
bog’lik. Albatta, bu chizigli munosabat fagat temperatura gradienti kichik
bo’lgandagina o’rinlidir, umumiy holda temperatura gradiéntining yuqori
darajalari ham kirishi kerak, arnmo biz ushbu gradient kichik deb olamiz. Bu
holda chizigli qonunning o’zi yetarlidir.

ixtiyoriy V hajm uchun issiglik balansini tuzaylik.

Issiglik ogimi natijasida (i, £ + dt) vaqgt ichida shu hajm ichidagi issiglik
miqgdorining o’zgarishi

q+dSdt = J kVu miSdt = ] k— dsdt
S S S

Loseph Fourier (1768-1830) - frausuz fizigi va matematigi. Pyc Twmpaa - >Kosed ®ypbe
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ga teng. Oxirgi tenglikka otishda biz sirtga norma] birlik vektor n
tushunchasini kiritdik. n vektor bilan dS vektorlar bir xil yo’nalishga ega,
shu sababli u yerda skalar ko’paytma belgisini ham yozmadik.

IV.lI-rasm: Issiglik ogimlari

Integral  oldidagi minus ishoraga
to’xtalaylik. (IV.)-rasmdan ko’rinib
turibdiki, agar ogim tashqariga yo’nalgan
bo’lsa, q va dS vektorlari orasidagi burchak
o’'tkir, demak, ularning skalar ko'paytmasi
rnusbat bo’ladi. Ogqim tashqariga bo’lgan
holda hajm ichidagi issiglik miqgdori
kamayishi kerak, shu sababdan integral
oldiga minus ishorasini qo’ydik. Agar

ogim ichkariga bo’lgan holni tahlil gilsak, rasmdagi ikkita vektoming skalar
ko’paytmasi manfiy son bo’lishini ko’ramiz, integral oldidagi minus ishora bu
gal hajm ichidagi issiglik migdorining o’sishini ta’ininlab beradi.

Gauss teoremasi bo’yicha

Qi= —) q-dsdt = _J divgqdvdt = J div(kS7u)dVdt.

S \Y

\Y

Issiglik manbai hisobiga paydo bo’lgan issiglik migdori:

Q2= f F(t,r)dVdt.

Mana shu ikki sabab bo’yicha temperaturaning (t,t -f dt) vaqt ichidagi

o’zgarishi:

u(t +dt, r) —u(t,r) — utdt. @

Temperaturaning bunday o’zagarishga mana shu V hajm ichidagi issiqglik
migdorining quyidagi o’zgarishi mos keladi:

Qs j C<ngngt.

Issiglik balansi:

Q3= Qi +Qz2,

yam,

dvdt (c/j-" —div(/cgrad'«) —F ) = 0.

/m
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Hajm va vaqt ixtiyoriy bo’lgani uchun
cpd—u = div(fcgradu) + F(r, t) ()]
tenglamani olainiz. Bu -issiqlik targalishi tenglamasidir. Agar muhit bir
jinsli bo’lsa, ya’ni c, p, k lar o’zgarmas bo’lsa, tenglamaning ko’rinishi
N o= alAti+ /(r,t) (©)]

bo’ladi(a2= k/c.p,f = F/cp). Bir o’lchamli holda

ut = a2rxx+/.

§2. Diifuziya masalasi

Diffuziya tenglamasini ham xuddi avvalgi paragrafdagidek balans prinsipidan,
bu gal modda balansi prinsipidan keltirib chigaramiz. Bu gal gap modda
balansi hagida ketadi. Ushbu masalada. u(t,r) - moddaning konsentra.tsiyasini
bildiradi. Modda ogimi uchun quyidagi Pick? qonuni o’rinlidir:

q = —DbVw. 4
Bu formulada q - modda ogimi zichligi, D - diffuziya koefRsienti. Shu ogim
borligi natijasida dt vaqt ichida S sirt ichidagi hajmda modda migdorining
o’zgarishi

Ni —J q +dsdi = J div(i>Vu)dvdt
S \%

bo'ladi. Integral oldidagi minus ishora yuqorida issiglik targalishi masalasida
muhokama gilingan. Hajmning ichida F(r, t) zichlik intensivligiga ega bo’lgan
modda manbasi bo’lsin. Uning hisobiga hajm ichidagi modda migdorining
0’zgarishi

N2= j F(r.t)d,Vvdt
bo’ladi. Konsentratsiyaning shu vaqt ichida o’zgarishi
w(r, t +dt) —u(r, t) — ufdt, 5)

V hajm ichidagi modda migdorining o’zgarishi

Ng= [ ptdVvdi
Jv

2Adolf Fick (1829-1901) - nemis fizigi.
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bo’ladi. Modda balausini tuzaylik:
N3= Nx + N2

Undan biz quyidagi tenglarnaga kelamiz:
— = div(DVw) + F.

Bir o’lchamli holda
NEx +-F.
Agar D = const bo’lsa, uch o’lchamli holda

ut—DAuU +F ®)
bo’ladi, bir o’lchamli holda esa

U DuUxx+f

tenglamani olamiz.

Olingan diffuzuya tenglamasining ko’rinishi issiglik targalishi tenglamasidan
farqg gilmaydi. Sababi nimada? Sababi slmndaki, ikkala jarayonlar asosida
molekular to’gnashuvlar yotadi. Issiglik tarqalishi — bu energiyasi kattaroq
bo’lgan molekulalarning to’gnashuviar orgali 0’z energiyasini energiyasi
kamroq bo’lgan molekulalarga tarqatishi bo‘lsa diffuziya jarayoni bir modda
molekulalarining ikkinchi modda molekulalari ichiga o’zaro to’gnashuvlar
asosida targalishi yotadi.

Issiglik targalishi va diffuziya tenglamalari parabolik tipdagi tenglamalardir.

83. Parabolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh-
lang’ich masalalar

Issiglik targalishi va diffuziya tenglamalari vaqt bo’yicha birinchi tartibli

tenglama bo’lgani uchun, bitta boshlang’ich shart - temperaturaning
(konsentratsiyaning) muhitdagi boshlang’ich tagsimoti berilishi kerak:
u(x, 0) = ip(x).

Chegaraviy shartlar quyidagi uchxil turga bo’linadi:
1 Chegarada ma’lurn temperatura (konsentratsiya berilgan)
uN\s = Wo(r,t).
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Masalan, uzunligi | ga teng bo’lgan (0 < x < ) sterjenning
temperaturasini aniglash masalasi hagida gap ketayotgan bo'lsa chegaraviy
shartlar

wO,t) = w, u(l,t) =W

ko’rinishida beriladi.

2. Chegarada ma’lum issiglik (modda) ogimi berilgan:

-k~  =4q(,5S).
S
Sterjen hagida gap ketgan xususiy holda, uning chap va o’ng chegaralarida

kux(0,t) = qi, kux(l,t) = —<
deb yozamiz. Birinchi shartda ishoraning o’zgarislii chap chegarada normal

bo’yicha hosilaning x koordinata bo’yicha hosilaga teskariligidan.

3. Chegarada Newton gonuni bo’yicha issiglik (modda) almashinishi ro’y
berayapti:

bu yerda h -issiglik (modda) almashinishi koeffisienti deyiladi.

Parabolik tenglainalar uchun ham ko'proq aralash masalalarni yechishga
to‘g‘ri keladi.

4.1-misol. Boshlang’ich temperaturas) w bo’lgan sterjenning chap uchida
o’zgarmas «i temperatura ushlanib turibdi. Sterjenning o’ng uchida o’zgarmas
issiglik oqirni g berilgan. Issiglik tarqalishi masalasi go'yilsin.

Yechim.

W —aluxx=0, 0<x<1 0<t< 00,
u(x, 0) = ii0, ii(0,t) = Mj, ux(l,t) = g/k.
4 2-misoi. Ingichka sterjenning boshlang’ich temperaturasi ip(x). Ikkala
uehining temperaturasi o’zgarrnasdir:

u(0,t) = ui, U(t) —, 0<t< 00.

Sterjenning yon sirti orgali temperaturasi w, bo’lgan tashqgi muhit bilan Newton
gonuni boyicha issiglik almashinishi ro’y berayapti. Shu sterjen uchun issiglik
tarqgalishi masalasini qo’ying.



Yechim.

Masalaning shartidagi "ingichka sterjen" ni shu darajada ingichka deb
garaymizki, lining yon sirti bo’yicha tashqi muhit bilan bo’layotgan issiglik
almashinishi natijasidagi issiglik ogimining zichligi

kdu (u - M)
= —-K—-—~— = —-al(u -
a on
ni butun sterjen bo’yicha uzluksiz tagsimlangan manbaning ta’siri deb
garashimiz mumkin bo’lsin. Ya’ni, tenglamani

u = addxx+/

ko’rinishda gidiramiz. Manba, intensivligi F = fcp ni Gauss teoremasidan
topamiz. Sterjenning uzunligi I, S = pi -sirt yuzasi (p - perimetr), shu sirt
yuzasidan 1 sek da o’tgan issiglik miqdori qS manba intensivligi F dan hajm
boyicha olingan integralga teng bo’lishi kerak:

gpl = fcpSl.

Demak, / = = ——m- uf). Shularni hisobga olib masalaning qo’yilishi

quyidagicha ekanligiga ishanch hosil gilamiz:

2 Cl_gl \'%
ut - a8 b= ~~| ~ uoh
cp
u(x,0) = <p(x), u(0.t) —u'i, u(l,t)—u2, O0<t<oo O0<x<IL

84. Konvektiv oqimni hisobga olish

Issiglik targalishi va diffuziya tenglamalarini keltirib chigarganda, issiglik
tarqalayotgan muhitda va diffuziya ro‘y berayotgan muhitda konvektiv harakat
yo‘q deb faraz gilingan. Agar muhit nugtalari v(r, 1) tezlikka ega bo‘lgan
konvektiv ogimlarda ishtirok etsa, issiglik (modda) bir nuqtadan ikkinchi
nuqtaga mana shu ogimlar yordamida ham ko‘chiriladi. Agar aniglik uchun
modda ko‘chishi jarayoni hagida gapirsak. modda ikkita sabab bo'yicha
ko‘chirilayapti — molekular to‘gnashuvlar (ular Pick qonuni (4)-da hisobga
olingan) va. konvektiv ogim hisobiga. Konvektiv ogimni quyidagicha hisobga
olish mumkin. Muliitning t vaqtda r koordinatali nuqtasi v (r,f) tezlik bilan
haraliat gilayotgan oqin) bilan ko‘chgani uchun, bu nuqgtaning t + dt vaqtdagi
koordinatasi

r(t+dt) ~ v(t) + (dr/dt)dt. = r(t) +v(r, t)dt
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bo'ladi. Shuni hisobga olib, (2)- va (5)-formulalarni boshgacha hisoblash kerak:
u(r(l €dt), t +dt) - u(r(t), t) ~ u(r(t) +v(r, t)dt, t +dt) — u(r(t),t) —

~ (ut4-v m/u) dt

Natijada, issiglik tarqalishi tenglamasi (3) da go'shimcha - konvektiv - had
paydo bo'ladi:
ut +v eV« —a2& = f. @)

Diffuziya tenglamasi (6) harn xuddi shunday o'zgaxadi:

U+v -V« —DA = F. ®)

Mashqlar.

41-mashq. 0 < x < | sterjenning yori sirti issiglik o’tkazmaydi, ikkala uchi
berilgaa temperaturada ushianadi, Sterjenning temperaturasini aniglash bo’yieha ehegaraviy
masaiani qo’ying.

4.2-mashq, (Bu masalaga 8-bobda delta-fimksiyani o'rgangaiidan keyin gaytib kelirig.)
ingiclika. cheksiz termoizolyatsiyalangan sterjen bo'yichat —O0 vaqtdan boshlab o‘ng tomonga
v tezlik bilan issiglik manbai harakat gilayapti. Uning quvvati g ga teng. Sterjen bo'yicha
issiglik targalishi masalasi qo‘yilsin.

4.3-mashg. Radiusi R bo'lgan bir jinsli shaming iehida i = 0 dan boshlab
o‘zgarmas zichiik Q bilan tagsimlangan issiglik manbalari ta’sir qgila boshlaydi. Shar
nuqtaJarining boshlang’ich tempcraturasi fagat markazgacha bo'lgan masofaga bog‘Hq deb
issiglik targalishi masalasini quyidagi chcgaraviy shartlarda qo‘ying:

a) shar sirtida nolga teng temperatura ushlanib turibdi;

b) shar sirtida tempcraturasi nolga teng bo'lgau tashgi muhit bilan Newton gonuni bo'yicha
konvektiv issiglik alrnashinishi ro’y berayapti.

4.4-mashg. Radiusi R va boshlang'ieh temperaturasi nolga teng bol‘gan bir jinsli shar
berilgaa. Shar sirfcining liamma nuqtalari o'zgarmas g ogim bilan isitilyapti. Shar ichidagi
temperatura tagsimoti masalasini qo'ying.

4.5-mashqg. Asosining radiusi a va balandligi h bo’lgan bir jinsli silindr berilgan.
Quyidagi hollarda silindming bargaror tagsimlangan (vagtga bog‘liglik yo‘q) temperaturasini
topish bo'yicha ehegaraviy masala qo'yilsin:

a) Quyi asos va yon sirt temperaturalari nolga teng, yuqori asos temperatura« fagat r ning
funksiyasi;

b) Quyi asos temperaturasi nolga teng. yon sirti issiglik o’tkazmaydi, yuqori sirti
temperaturasi uo(r)\

c) Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti esa temperaturasi nolga teng tashgi muhit
bilan sovntilyapti, yuqori sirti temperaturasi uO(r).
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V BOB. TARQALAYOTGAN TOLQIN
METODI

81. Cheksiz tor: erkin tebranishlar masalasi

Cheksiz tor uchun quyidagi Cauchy masalasini yechamiz:

Uu —a2uxx —0,
u(x, 0) = <P, ut{x 0) = tp(x), 6

O0<t< 00, --00<X< 00. J

Bu tenglamani yechish uchun xarakteristika metodidau foydalanamiz. Xarak-
teristikalar:

Bundan kelib chiqib,
£ = x +at, =x-at (7))

almashtirish bajarsak,
«E, =0 3)

tenglamani olamiz. Bu tenglamaning yechimini umumiy holda
) = KO +g(r) @

ko’rinishda gidiramiz. Bu yerda /wf) va g(f]) funksiyalar o’z argumentining
ixtiyoriy ikki marta, differensiallanuvchi funksiyasidir. Demak,

u(x, t) = h(x +at) +g(x - at).
Boshlang’ich shartlarni ganoatlantirish goldi:
u(x, 0) = h(x) +g(x) = cp(x), a(h'(x) - g'(x)) = ip(x). (6)

Shartlarning ikkinchisini



ko’rmishga keitirib quyidagilarni olamiz:

1 I f
K Xx) = +2, dz +

™
1 I f
Nx)=2"M3)~2n/ iz™ z

X,

Demak, (I)-Cauchy masalasining yechimi

X+at
u(x, t) = —1(ip(x 4 at) + Pp(x —at)) 4——I f/ dzip(2)

X—at

ko’rinishga ega ekan.

Olingan natijaning ma’nosiga kelaylik. /(£) = /(:r 4 at) - ning argumenti
o’zgaimasligi uchun dx/dt = —a bo’lishi kerak. Demak, chapga —a tezlik bilan
harakat. gilayotgan sistemaga o’tsak to’lqginimiz /(£) = f[x +at) shu sistemada
o’zgarmasdan turar ekan. Bu esa /(£) ko’rinisbdagi to’lgin chap tomonga ~a
tezlik bilan harakat giladi degani. Xuddi shunday, argumenti x —at bo’lgan
funksiya o’ng tomonga a tezlik bilan harakat gilayotgan to’lginga mos keladi.
u(x. t) funksiya esa boshlang’ich g’alayonning ikkiga parchalanib chap va o’ng
tomonga targalayotgan to’lginlar superpositsiyasi ekan.

82. Cheksiz tor: majburiy tebranishlar masalasi
Endi quyidagi ko’rinishdagi Cauchy masalasini yechaylik:

utt - a2uxx = f(x, t),
u(x,0) = ip(x), ut(x,0) = ip{x), > 9

O<f<OO, “ 00 < X < oo0. j

Bu yerdagi f(x, t) funksya tor bo’yicha tagsimlangan tashqi kuchni bildiradi.
Xarakteristikalardan foydalanib, yana (2)-almashtirish bajarsak, quyidagi
tenglamani olamiz:

—daugn= /(£, rj). (10
Bir jinslimas tenglamaning to’lig yechimi birjinsli tenglamaning umumiy
yechimi va birjinslimas tenglamaning xususiy integralidan iboratdir. Bir
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jinsli tenglamauing umumiy yechimi (8)-orgali ifodalangan. Bir jinslimas
tenglamaning xususiy integralini topish giyin emas, uni bevosita (10)-dan
keltirib chigaramiz:
i ¥
(E»?) = -¢2 J J dzdrif(t:,v)- (ii)
@ o
Almashtirish yakobiani df£dg = 2adxdt ekanligioi va (V.l)-rasmda ko’rsatilgan

X

N

V.l-rasm: Integrallash chcgaralarini aniglashga doir

integrallash sohasini hisobga olsak, (9)-ning yechimi

xfat
1 i f
ux.0 = > (M(x +ai) +<A* - ai)) +." / dzili@2)+
Xt
|
i E+o(i-r) (12)
i dyffv'm
0 a—a(i—r)

ekanligini topamiz. Bu formula D 'Alembertiformulasi deyiladi.

83. Bir tomondan cheklangan tor. Akslantirish metodi

Bir uchi mahkamlangan va ikkinchi tomoni cheksiz bo!lgan tor berilgan bo'lsin.
Torning mahkamlanish nuqtasini x = 0 deb olsak, mahkamlanganlik sharti

|. Tcan-Baptiste le Rond D 'Alembert (1717-1783) - fransuz olimi. Rus tilida -;%ojiaM6ep
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u(0, t) = Oko'rinishga ega bo‘ladi. To'lgin targalayotgan solia x > 0 boisin.
Masalani quyidagicha qo‘yish kerak:

uu - a2uxx = 0,
u(x, 0) = P((x), uj(x,0) = ip(x), wu(o,t) =0; 13)
O<t< oo O<x<o0.

Tolgin tenglamasining 5-yechimiga yuqoridagi chegaraviy shartni go'llasak,
0 —h(at) + g(—at)

munosabatni olamiz. Dernak,

k(x+at) h(x-rai)

-h(-x+at) K(-x-+at)

x=0 0

V.2-rasm: Bir uchi mahkamlangan tor bo'yicha tcvliqgin targalishi

u(x, i) —h{x 4+at) —h(at —x) (14)

ekan. Bu yerda h{x + at) - o‘ngdan chapga harakat gilayotgan to'lgin,
—h (—x + at) esaehapdan o‘ngga harakat gilayotgan to‘lgin, ular V.2-rasmda
ko‘rsatilga.n. Fizik jarayon x > 0 sobada ro‘y berayapti, lekin (V.2)-rasmda
qulaylik uclmn x < 0 soha ham ko‘rsatilga.n. Shunday qilinsa 14-formulaning
talgini yengillashadi, uni butun —o0 < X < 00 sohada o'rinli deb garash
mumkin. Rasmdan ko'rinib turibdiki, bu holda 1 = 0 vaqtda boshlang‘ich
h(x) to‘lginda.n tashqgari (nofizik) x < O soltada -h{—x) ko'rinishdagi to‘lgin
hahi berilgan, uning vazifasi x = 0 nuqgtada i;(0, t) = O chegaraviy shartning
bajarilishini ta’minlash. Bu soha masalaga kirmagan soha bo'lgani uchun, u
yerdagi to'lginlar rasmda shtrixlab ko'rsatilgan.

X > 0 o‘gida o‘ngdan chap tomonga harakat gilayotgan to‘lgin h(x + at)
chegaraviy x = 0 nugtada devordan akslanib, ishorasini o‘zgartirib, o‘ng
tomonga harakat gila boshlaydi. Agar biron Xo > 0 nugtada tm O vaqgtda
g'alayonlanish hosil gilinsa yetarli darajada katta boigan t > 0 vaqt ichida
ixtiyoriy XN\ > 0 nuqtaga ikkita to‘lgin galma-galdan yetib keladi: Xi < xq
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bo'lsa, boshlang'ich to'lginning cha,p tomonga ketgan gismi va akslangan teskari
ishorali to'lgin, xi > xO0 bo'lsa boshlang'ich to‘lginning o‘ng tomonga ketgan'
gismi va akslangan teskari ishorali to‘lgin. Xarakteristikalardan foydalanib bu
holatlarni (V.3)-rasmdagidek tasawur qilishimiz rnumkin. To'lgin tenglamasi

V.3-rasm: Bir uchi mahkamlangan tor

uchun xarakt.eristikalar x & at = const formula orgali aniglanadi. t = 0 da x0
nuqtada boshlangan to‘lgin uchun const = xo ga teng. Demak. X —at — xq.
Akslanib gaytayotgan to'lgin uchun esax—at — - x0. G'alayonlangan nuqgtadan
chapga ketgan to'lgin uchun x+&at = »x0- Mos keluvchi xarakteristikalar rasmda
strelkali chiziglar bilan ko‘rsa,tilgan.

Kuzatish nugtasi Xi > x0holni ko'raylik, uuga (V.3)-rasmning birinchi gismi
mos keladi. x0 nugtadan o‘ng tomonga ketgan to'lqin x1 nugtaga tj = (xi —
x0)/a vaqtda keladi, xuddi shu Xi nuqgtaga chap tomonga ketib x = 0 chegarada
akslanib gaytgan to'lgin 2 = + x0)/a vaqgtda yetib keladi. Demak, X\
nugtadan ii va I%momentlarda ikkita to‘lgin o‘tar ekan - biri to‘g‘ri to'lgin,.
ikkinchisi akslangan to‘lgin.

(V.3)-rasmning ikkinchi gismi xj < x0 holga mos keladi. Bu holda ham
Xi nugtadan ikkita to'lgm galma-gal o'tayapdi: N\ = (xq —Xi)/a Vvagtda xo
dan chapga ketgan to’lgin. t2 = (X0 - xXN)/a + 2x¥a = (XO+ x i)/a vaqtda
chegaradan akslanib gaytgan to'lgin.

Har gal ham akslangan to'lgin go'yoki (fiktiv bo'lgan) Xq = -x0 nuqtadan
chigib kelayotgandek ko'rinadi.  Shuning uchun akslangan to'lgin uchun
X —at = —XB

Yechim qidirilayapgan soha x > 0, ammo formal nuqtai nazardan
formulalarni —o0 < X < 00 soha uchun yozganimiz qulayrog. Yechimning
butun x o'giga davomini U(X, t) deb belgilaymiz. (14)-dan kelib chidagiki, bu
funksiya toq bo'lishi kerak: (X, ty ——(—x, ). U(X, v) ning togligiu(o,t) = 0
chegaraviy shartning avtomatik ravishda bajarilishiga olib keladi. Boshlang'ich
shartlarni ham butun x o'qgiga toq ravishda davom ettiramiz:

<p(x,t) T(p(x.t) = -<p(-x.£E), ip(x, t) $(x,t) = —4>(-x, t).
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Albatta, ko‘rilayotgall funksiyalarning sinfi o'zgarmasligi kerak: u G
C2(fi2), (p G C2(R), 4G C1n?). Yangi kiritilgan u, (p, pfunksiyalar tilida (13)-
masalaning golyilishi (I)-masaladan farg gilmaydi. Shuning uchun ko'rilyapgan
masalaning yechimini darhol yozib olish mumkin:
X+at
1 _ I f -
u(x,t) = —{<p(x + at)+ip(x-at.)) + — / dztjj(z). (15)
x—at
Bu formulani hagiqiy to‘lginlarga keltirish uchun x —at > 0 va, x —at < 0
sohalami alohida ko'rish kerak (har gal ham x > 0). _
a) X — at > 0 : Bu sohada jp(x - at) = ip(x - at), tp(z) —ip{z). Demak,

X+at
u(x, t) ——1 (P(x + at) + Ifi(x - at)) + L f / dztp(2), X > at.
X—at
b) x —at < 0 : Bu holda ~(a: — at) = —ip(—x+at), ip(z) = ~ip(-z),z < 0.
Demak,
X+at
i . i )‘ . .
u(x,t) = =(@p(x + at)~ipip(=x + at)) + — dzip(2): X < at.
—x+at

Xuddi shu yo'l bilan bir uchi ozod bol‘gan
ux(0,t) = 0

yarim cheksiz tor masalasini ham yechish mumkin. Bu holda ham to‘]gin x = O
nuqgtada aksla.nadi, ammo bu holda u o'z ishorasini o‘zgartirmaydi:

h'(at) +g'(-at) —0, = h(at) = g(-at) + const.
Bu holga to‘g‘ri keluvchi yechim:

u(x, t) = h(x +at) +h(at. —or) 4-const.

84. Akslantirish metodi: cheklangan tor (sterjcn)
Tor(sterjen)ning ikkala uchi mahkamlangan bo'lsin:
ti(0,i) = u(M) = 0.
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Bu shartlarning birinchisi (14)-ga olib kelgan edi, ikkinchisidan esa
h(x) = h(x + 21)

bo'lishi kerakligi kelib chigadi. Demak, h(x) - davri 21 bo‘lgan davriy
funksiya ekan. (V.4)-rasmning birinchi gismida xg nuqtadan chap tomonga
ketgan to’lgin ko'rsatilgan. uning vaqt bo‘yicha 21/a davrli funksiya ekanligi
ko'rinib turibdi. Ikki chegarada akslanishi natijasida bitta nuqtaga bir necha

V-4-rasm: Ikki uchi inahkamlangan tor

nuqtalardan chiggan to'lginlar bir vagtda kelishi mumkin. (V.4)-rasmning
ikkinchi gismida (x, i) tekisligidagi bir M nuqtaga a va fi nugtalardan chiggan
to‘lginlarning kelishi ko'rsatilgan. a nuqtadan chiqggan to‘lgin o‘ng devordan
bir marta akslanib, ¢ nugtadan chiggan to'lgin esa bir marta o‘ng devordan, bir
marta chap devordan akslanib M nuqgtaga kelgan. Bu tolginlarni fiktiv bo‘lgan
a va b nugtalardan chiqgib, to‘g‘ri yetib kelgan, deb garashimiz mumkin.

D’Alembert formulasini bu holga moslash uchun unga kirgan hamma
funksiyalarni 21 davrli funksiyalarga davom ettirish kerak. Bu masala |3-
kitobda ko‘rib chigilgan.
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Mashqlar.

5.1-masfaq. [2]-kitobning lI-bobidagi 52-57 scmli inasalalarni yechib chiging.
5.2-mashq. uxx - 2uxy —3uyv —O0 tenglainaning umumiy yechimini toping.
5.3-mashq. 3uxx- Suxy - 2uyy + 3ux-fuy = 0 tenglainaning umumiy yechimim toping.
5.4-mashqg. uxv+ aux4-buy + aba —O0 tenglainaning umumiy yechimini toping.
5.5-mashq. Awalgi masalaning natijasidan foydalanib

uxy —2ux —3uy 4-6u = 2exty
tenglamaiiing umumiy yechimini toping.
5.6-raashg. X2uxx —y2um —O0 tenglainaning umumiy yechimini toping.

5.7-mashqg. Cheksiz tor bo'yicha f(x —at) to‘igin harakat gilayapti. Shu to‘lginni
boshlang'ich ahart sifatida olib t > 0 da tor bo'yicha targalayotgan to’lginni toping.
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VI BOB. FOURIER METODI

81. Xususiy funksiyalar va xususiy giymatlar masalasi

Klassik matematik fizikaning deyarli hamma tenglmalarining fazoviy qismi
quyidagi ko’rinishga egadir:

—div(p grad u) +qu = Au. @
Bir o’lchamli holda bu tenglamaning ko’rinishi quyidagichadir:
—(pu’)" +qu = \u. @
Agar (l)-dagi operatorni
L = —div(pgrad ) +q (©))

deb belgilab olsak, (1)- tenglama bilan bog’liq bo’lgan chegaraviy masalalarni
quyidagi ko’rinishda yozib olishimiz murnkin:

Lu = Xil

4>

Bu yerda 5-tenglama o’rinli bo’lgan sohaning chegarasi, n-shu cliegaraga tashqi
normal , a va B lax chegaraviy shartlarni aniqlab beradilax, a + 3 > 0.
Albatta, funksiya u tenglama berilgan G sohada va uning chegarasi S da
kerakli bo'lgan silliglik, ya’ni, uzluksiz hosilalarga ega bo'lish xossalariga ega,
deb olamiz. Ushbu masalaning yechimi u funksiya operator L ning xususiy
funksiyasi va A son esa L ning xususiy giymati deyiladi. Masala A
ning shunday giymatlarini topishdan iboratki, bunda berilgan tenglamaga va
chegaraviy shartlarga bo’ysunuvchi u funksiya mavjud bo’lsin. Bunday masala
xususiy giymatlar masalasi deyiladi. Bir o’lchamli tenglama (2)-haqgida
gap ketganda bunday masala Sturm-Liouvillel masalasi deyiladi. Odatda
xususiy funksiyalar va xususiy giymatlar soni ko’p bo’ladi va har bir xususiy
giyinat A,, ga o’zining xususiy funksiyasi un mos keladi. Shuning uchun

Lun = Anun, n —to'plam ®)

1 Cliaa-le-Prancois Stui'in (1803-1855) va Joseph Liouvillc (1809-1882) - fiansuz nxateinatiklari. Rus tilida
m_Uapjib-OpaHcya IlIxypM na >Ko3ec™> Jlhybhjti.

76



deb yozamiz. Xususiy giymatlaming to‘plami {Xn} L operatorning spektri
deyiladi.
Xususiy giymatlar masalasi bilan bir necha misollarda tanishamiz.
6.1-misol. (2)-dap —1, g= 0va.0 <x <1 bo’lsin:

u" + Am= 0. 6)
o d2 . S R )
Bu deganimiz, biz L = i operatorning xususiy giymatlarini gidiryapmiz:
t N
u"+Xu=0 = Lu= An, L= ———-.
dxz
Chegaraviy shaxtlarni quyidagicha tanlab olamiz:
m(@) = u(l) = 0, ™

yani, /3= /2=0vaa\=a2= 1

Xususiy qgiymatlar A<0, A = 0, A> 0 bo‘lishi mumkin. Qo'yilgan
chegaraviy shartlarga fagatgina A > 0 mos kelishini isbot qilaylik.

1 A< 0 boisin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(x) = Clexs +c2e-TVv~"
bo'ladi. Birinchi chegaraviy shart m(0) = 0 dan
ci+c2=10
kelib chigadi. Ikkinchi chegaraviy shart u(l,) = 0 dan
Cle'VW +C3e-p/W = 0

kelib chigadi. Bu tenglamalarning yechimi ci = c2 —0 boiadi. Demak, A< 0
bo'lishi mumkin emas.
2. A= 0 bo'lsin. Bu holda (6)-tenglama,ning umumiy yechimi

u(x) = Ci +c2x

bo‘ladi. Chegaraviy shartlar yana c\= c2 = 0 ga olib keladi.
3. A> 0 boisin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(x) = Cicos(\Ar) + c2sm{\fXx) 3
boiadi. Birinchi chegaraviy shartdan
u@=g=2=0
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kelib chigadi. Ikkinchi chegaraviy shartni ishlatamiz:
u(l) = @sm{Vv)d) = 0.

Qo 0deb
y/K| —Tin, n—1.2.3...
yolci
n2a2

deb olisliimiz kerak. Masalaning xususiy qiyrnatlari ixtiyoriy butun son n ga
bog’lig bo’lib chiggani uclnm xususiy giymatlarga ham indeks n ni biriktirib
go’ydik. Demak, (6)-(7) xususiy giymatlar masalasining yeehimi quyidagicha

ekan:
naumz I M'KX\

n=-~pr’  UnX)=@2sm{—~)> M= 1,23, ©)

6.2-misol. Yanap —1 gq= 0vaO0< x < | bo’lsin:
n'+An=0. (10)
Ammo chegaraviy shartlarning birini o’zgartiramiz:
u(0) = u'(l) = 0, (11)

yoki, Bi = 0, /2= 1lvaai = 1, a2= 0 bo’lsin.

Bu holda ham A < 0 va /1 = O variantlar chegaraviy shartlarga mos
kelmasligini tekshirib chigish qiyin emas. Demak, A > 0.

Tenglamaning umumiy yechimi o’slia:

u(x) = qcos(\NAX) + @3uw(/Ar). 12)

Birinchi chegraviy shartdan yana a = 0 kelib chigadi. Ikkinchi chegaraviy
shartni qanoatlantirish uchun

VXI = w n=0,123,.

deb olishimiz kerak. Demak, (10)-(11) xususiy giymatlar masalasining yechimi

(n+ 2 ((n+ L)m
Ki= —f —, un(x)=csml-—-A~1, n=0,1,23,. 13
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6.3-misol. Yanap = 1, g= 0va 0 < x < | bo’lsin. Chegaraviy shartlar
esa
i/(0) = u'(l) = 0O, 14
A = P2= 1lva«i = a2= 0 bo’lsin. Yana yuqoridagidek tahlil qgilib A <
0, A = 0 hollar chegaraviy shartlarga mos kelmasligini topishimiz mumkin.
Tenglamaning umumiy yechimi yana o’sha:

u(x) = cicosiVXx) + @sin(v/Aa). 15)

Chegaraviy shartlarni qo’llasak, xususiy giymatlar masalasining (14)-
chegaraviy shartlarga mos keluvchi yechimi

ekanligini topamiz.

Bir narsaga ahamiyat berish kerak: uchchala misolda differensial operator
bir xil edi. ammo har gal bitta chegaraviy shartni o’zgartirib turdik. Bu
misollar xususiy giymatlar masalasi uchun chegaraviy chartlarning ahamiyatini
ko'rsatadi. Albatta, shunday bo’lishi kerak ham - tabiatdagi hamma to’lgin
jarayonlar o’sha bitta to’lgin tenglamasi bilan ifodalanadi, ammo har gal har
xil to’lgin kelib chigishiga sabab har xil chegaraviy va boshlang’ich shartlardir
(keyin ko’ramizki, boshlang’ich shartlar (l)-dagi q ga ta’sir giladi).

6.4-misol. (56)- va (64)-formulalami solishtirsak, sferik funksiyalar
Y™(O, tp) Laplace operatorining burchak gismi bo'lgan

operatorning (minus ishora, bilan) n(n + 1) xususiy giymatiga mos keluvchi
xususiy funksiyaJari ekan:

Buning to'liq isboti 1.83.—paragrafda. berilgan.

82. Punksiyalarning ortogonalligi va normasi

Bizga kerakli bo’lgan yana bir necha tushunchani kiritaylik. Buning uchun
yaxslii ma’lum bo’lgan ba’zi bir tushunchalarni unmmlashtiramiz.
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Bizga ikkita uch oichamli vektor berilgan bo’lsin - / va y (bu yerda
vektorlarni strelkalar bilan belgilaymiz, shunisi qulayroq). Ularning skalar
ko’paytmasi quyidagicha aniglanadi:

3
[+ 9=10i9i +i22+/3BB=£ f&-
i=1
Agar n oichamli fazoning elementlari bo’lgan vektorlar f va g berilgan boisa,
bu hdélda, ularning skalar ko’paytmasi
1
f'9 =J2f'9i a7
=il
ko’rinishda aniglanadi. Ko’pincha skalar ko’paytma uchun quyidagi belgi
ishlatiladi:

/9= (/,9) m
Ikkita vektorning skalar ko’paytmasi tushunchasini umumlashtirib ikkita

haqigiy funksiya f(x) va g(x) larning skalar ko’paytmasi tushunchasini
kiritamiz:

(/,9) = | fx)g{x)d,x.

Biz bunda awalgi forrnuladagi vektor indekslar bo’yicha yig’indini
funksiyalarning argumentlari bo’yicha uzluksiz yig’indi - integralga
almashtirdik. Agar ko’riyapgan funksiyalarimiz koinpleks boisa, ularning
skalar ko’paytmasi quyidagicha ta’riflanadi:

b
(f,9) = J r(x)g{x)dx.
a
Agar f m = (“f, —O0 bo’lsa, bunday vektorlar o’zaro ortogonal deyilar edi,
xuddi shunday, agar
{fig)=0

boisa, f(x) va g(x) funksiyalar o’zaro ortogonal deyiladi. Masalan, awalgi
paragrafdagi (—d2/dx2) operatorining xususiy funksiyalari (9)-larni olaylik.
Ular uchun:

K,N) =4/sin(i=)sin(!2p) =4 .. (18)
0



Ko’rinib turibdiki, n ~ m iiolda un(x) va um(x) funksiyalar o’zaro ortogonal
bo’lar ekan:
(un,um) = 0O, n/m.

Yani, {un,n = 1,2.3,...} funksiyalar to’plami o’zaro ortogonal funksiyalar
to’plamini tashkil gilar ekan.
Qulay tushunchalardan biri - norma, tusbuncliasi. U quyidagicha Kiritiladi:

- yU)-

Ko’rinib turibdiki, oddiy uch o’lchamli fazoga gaytsak, bu formula vektorlarning
normasi, yani, uzunligining o’zi bo’ladi. Agar |Vl — 1 bo’lsa, funksiyaning
normasi birga teng deyiladi.

(9)-sistemaga qaytib go’shimcha ravishda

() —~mm ~ 0,1,2,..
bo’lishini talab qilsak, bunday normalari birga teng va o’zaro ortogonal
funksiyalar to’plami {uni n = 0,1,2,...} ortonormal sistema deyiladi. (9)-

i2
funksiyalar to’plamini ortonormal sistemaga aylantirish uchun @ = y'y deb

gabul qilishimiz kerak. Shunda quyidagi cheksiz ketma-ketlik

2 . /mndN\
X)=Yysin(— =, n=1,2,..

0 < x < | intervalda ortonormal sistemani tashkil giladi. Bu sistemaning
elementlari o’zaro ortogonalligini yuqorida ko’rdik, har bir elementining
normasi esa birga teng:

IKil2= (un,un) - 1- (29)
Quyidagini ko'rsatish giyin emas:
|
rmx rmrx |
dx cos-j- cos—y- = -6mn.
o

Ushbu misoldan ko'rinib turibdiki,

UX) = —ylycos ("y*") , n=201.2,..

funksiyalar to'plaini ham 0 < x < | intervalda ortonormal sistemani tashkil
qgiladi.
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Ortonormal sistemalarning ahamiyati nimadan iborat? Oddiy misol - uch
o’lchamli fazodagi o’zaro perpendikular ortlar sistemasi

{c®i 67,6} = {ei,i =1,2, 3}, (e, €l) = ¢y.

Bu sistema uch o’lchamli fazoda ortonormal hazis rolini o’ynaydi. Bu degani,
uch o’lchamli fazodagi ixtiyoriy vektor A ni mana sliu ortonormal sistema
bo’yicha gatorga yoyishimiz mumkin:

A = Axex + Ayey + Azez = A (20

Matematik fizika tenglamalarining yechimlari bo’lgan mnksiyalar avvalgi
paragrafda ko’rsatilganidek, cheksiz ketma-ketliklarni tashkil giladi. Bu cheksiz
ketma-ketliklar ortonormal sistemalarga aylantirilgandan keyin mos keluvchi
cheksiz funksional fazolarda, ortonorma.1 bazis rolini o’ynaydi.

Biror bir funksional fazoda (ya’ni, elementlari funksiyalardan iborat bo’lgan
fazoda) bizga bir to’plam G va ortonormal sistema &m} G G berilgan bo’lsin.
Yuqorida (20)-formula orga.li ixtiyoriy uch o’lchamli vektorni {e;, i = 1,2,3}
ortonorma.1 sistema bo’yicha gatorga yoyganimizdek ixtiyoriy / € G funksiyani
ham ortonormal sitema {qn} 6 G bo’yicha gatorga yoyishimiz mumkin:

f(x) = aiPn{x). (X))
n
Bu qator f(x) funksiyasining Fourier qatori deyiladi. {"n} ning
ortonormalligidan cn — (/, pn) ekanligi kelib chigadi:
(/j Vii) = / " em(piii fn) = / jonsm = on.

n m
Sistema {ipn} G to’liq deyiladi, gachonki / £ G uchun uning (21)-qatori shu
fazoning normasi bo’yicha tekis yaginlashsa:

1/ - fnll —>0, n —>o00, (22)

Bu yerda
Y n

fn A AMEnPmm
m—1

Boshqgacha so’z bilan aytganda, {</?,} G da to’liq bo’lsa, G da noldan fargli va
hamma ipn larga ortogonal bo’lgan funksiya topilmaydi.
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6.5-misol. = #] intervalda davriy va /(—w) = /(-#) shartga
bo’ysunadigan funksiyalar to’plarnini ko’raylik va quyidagi sisternani kiritaylik:

tn lar shu davriy funksiyalar to’plamiga kiradi va to’liq ortogonal sisternani
tashkil qgiladi:

Ixtiyoriy f(x) ni shu sistema bo’yieha gatorga yoyamiz:

Bu gator / ning Fourier gatoridir. Qator koeffisientlari uehun rna’lum forraulani
olamiz:

Yuqorida 1,2,... wva

eos (—2) ,n —0,1,2,... funksiyalar sistemalari hain ortonormal bazisni
tashkil giladi, demak, ular bo'yieha ham 0 < x < | intervalda tegishli juftlik
hossasiga ega bo‘lgan funksiyalarni sinus va cosinus Fourier-qatorlariga yoyish
mumkin.

Xususiy givmatlar masalasidagi L operatorimizga gaytib kelaylik. Uning
spektri va xususiy funksiyalarining asosiy xossalari quyidagi tasdigda
mujassamlashgandir:

()-dagi L operatorning xususiy giymatlari manfiy bo’lmagan, sanogli
cheksiz, cheksizlikka intiluvcbi va karraligi chekli bo’lgan sonlar to’plamini hosil
giladi:

Xususiy funksiyalar {un} o’zaro ortogonal, to’liq va haqigiy funksiyalar
to’plainini hosil giladi.

Biz bu tasdigning isbotini keltirib o’tirmaymiz, uning isbotini [3] kitobda
topish mumkin. Faqgat bir narsani aytib ketamiz: {«,} to’plamga kirgan
funksiyalarni har doim normalashtirishirniz mumkin, bu degani, ixtiyoriy to’liq
ortogonal sistemadan to’liq ortonormal sisternani (bazisni) olishimiz mumkin.
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Matematik fizikaning harxil sohalarida (aynigsa, kvant mexanikasida)
uchraydigan operatorlarning hammasi (I)-ko’rinishga ega bo’lavermaydi, ular-
ning xususiy funksiyalari ham shunga yarasha haqiqgiy funksiya bo'lavermaydi.

83. 0O’zgamvchilarni ajratish metodi - Fourier metodi.
Giperbolik tenglamalar

Matematik fizikada eng ko’p go’llaniladigan inetodlaxdan biri —o’zgaruvchilarni
ajratish metodi. Uning inohiyati quyidagicha. Biz yechayotgan tenglamaga
kirgan funksiya u(Xx,y, z, I) fagatgina bir o’zgaruvchining funksiyasi bo’lgan
funksiyalar ko’paytmasi sifatida izlanadi. Masalan, dekart koordinat
sistemasida

u{x.y, 2) = X(X)Y(¥)Z(2)T (1),

sferik sistemada:

va h.k. Natijada, xususiy hosilali differensial tenglama to’liq hosilali differensial
tenglamalar sistemasiga keltiriladi, ularni yechish esa ko’p marta osonroqdir.
Afsuski, bu yo’l hamma inasalalaida ham o’tavermaydi - fagat ma’lum
differensial operatorlar ma’lum. koordinat sistemalaridagina o’zgaruvchilarni
ajratishga yo’l qo’yacli.

Bizning kursiinizga oid bo’lgan shunday misollardan bir nechtasi keyingi
paragraflarda ko’rsatilgan.

83.1. Erkin tebranishlar masalasi

Quyidagi masalani ko’raylik:

(23

Bu -ikkala uchi mahkam biriktirilgan | uzunlikdagi torning (sterjenning) erkin
tebranishlari masalasi. Ham boshlang‘ichj ham chegaraviy shartlar berilgan
rnasala aralash rnasala deyiladi. Yechimni

u(x, t) meX(x)T(t) (24)



ko’rinishda gidiramiz. Buni tenglamaga go’ysak,

X(x)T"(i) - a2X"(x)T(t) =0 (25)
ga kelamiz. Boshgacha so’z bilan,
X HX) rw _ v

X(ar) aZr (t)

Tenglamaning chap tomoni x ning funksiyasidir, o’ng tomoni esa t ning
funksiyasi. Agar x ni (i ni) o’zgartira boshlasak tenglikning o’ng (chap) tomoni
o’zgarmaydi, demak, haqigatda tenglikning chap (0’ng) tomoni ham x ga (i ga)
bog’lig emas ekan. Ya’'ni, tenglikning ikkala tomoni ham bir o’zgarmas songa
teng ekan, shu sonni —A deb belgilaylik:

X(X) 0?T{t) 1
Naiijada, biz boshidagi bitta xususiy hosilali differensial tenglamaning o’miga
ikkita oddiy diiFerensial tenglamalar sistemasiga egamiz:

X"{x) + XX (x) = 0, X(0) = X(I) = 0;
(28)
T"(t) + XaZT(t) = 0.
Hosil bo’lgan tenglamalarning birinchisiga masaladagi chegaraviy shartlarni
ko’chirdik, chunki chegaraviy shartlar masalaning fazoviy gismiga go’yilgan
shartdir.  (28)-sistemanmg birinchisi yuqorida muhoka.ma gilingan xususiy
giymatlar masalasi (6)-(7) ning o’zidir, uning yechimlari (9) ham bizga ma’lum:

A» = X n(x) = G<Sin , n=0,1,2,3,... (29)

A > 0bo’lib chiqdi, (27)-dagi ishora tushunarli bo’ldi. Agar A < 0bo’lsa, ikkala
chegaraviy shartlarni ganoatlantira olmas edik ( §&paragrafdagi muhokamani
eslang).

( 28)-ning ikkmchisimng yechimini topish giyin emas (A-ning, giymatlarini
Xxususiy giymatlar masalasidan olamiz):

/ t
'rln,,{t?: ansinnn— + neo mra n= 8123 (30)
Chizigli tenglamaning to’lig yechimi uning xususiy eychimlarining superpozit-
siyasidir:
. 1VKQ,t\ .4
u(x, t)= y un{X, t) = 2_] sm—y— iansm—y—+me os— . 1. (31;
»=1 n-j '



Bu yechim o’zining fazoviy qismi orqali chegaraviy shartlarni ganoatlanti-
radi. Boshlang’ich shartlarni ganoatlantirish qgoldi. Buning uchun Fourier
gatorlari nazariyasini (yoki ortonormal gatorlar hagidagi nazariyani) eslasak
yetarlidir:

u(x, 0) = <P = 5’\ 6, sint.X 32
Ut{x, 0 = mx)4= \é’ anDET—asiniﬂbl. (33$\I

n=1
Ikkala gatorni sm(nmx/l) ga ko’paytiramiz, O dan | gacha integrallaymiz va
i
. rmx . ToaX | 4
dx sm— - sm—y— = -&m, (34)
o}
ekaniigini eslaymiz. Na.tijada,
i 2
— f d NN bn = i dxi in"n 35
& — e Xip(x)sin YJ Xip(X)sin . (35)
O 0

formulalarni olamiz.
Topilgan yechimni yana bir qulay holga keltirib olishimiz mumkin:

Ui, D= X,00Tn() = Qhsma™Xgm fIWat o, (36)

bu yerda
Nn = al + tgan = bn/a,,.

Yechirrming bu tasavvuri shu hilan qulayki, undan shn yechimning fizik
ma’nosini bevosita aniglash mumkin:  (36)-formula xususiy chastotasi
un = — , (maksimal) amplitudasi Nn, tugunlari soni (0 < x <l da) (h —1)
bo’lgan turg’un to’lqinni ifodalaydi - (VT.l)-rasmga qgarang. Har bir
chastotali tebranish (turg’un to’lgin) garmonika deyiladi. Ba’zi bir hollarda
garmonika so’zining o’rniga moda so’zi sihlatiladi - tebranish modasi degan
termin ham bor. Til

Quyida.gi terminologiya ham keng targalgan: = — chastotali tebranish
asosiy ton deyiladi, golgan tebranishlar T2X 2, T3X 3, ... obertonlav ketma-
ketligini taskil giladi. Torning xususiy chastotalari uning fizikaviy xoss/lari
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bilan bog’langan:

nira

(31)- va (36)- formulalardan foydalanib tebranishlarni ochib yozaylik:

. . T . rai .o 2irx ./ 2irat
i(x,t) Nisin-j- sin +«1 ]+ N2sin | Sl o+ li2}+
@7
. 3nx Fdixat
+A3SX-y - SIN [ — h<23)+ ..

Bu (VLI)-rasmda ko’rsatilgan garmonikalarning birinchi uchtasi. Qatorni
ochib yozganirnizdan magsad garmonikalarning amplitudalari Nn laming rolini
muhokama gilish. Muayyan misollar shuni'ko’rsatadiki, n oshib borishi bilan,
Nn karnaya boradi. Ya'ni, har bir keyingi garmonikaning umumiy tovushga
go’shgan hissasi kamroq bo’ladi. Ammo mana shu tebranishlarning yig’indisi
tovush tem.hrhn tashkil giladi.

n-garmonikaning  energiyasini  (12)-

| ~ 1 formuladan topishimiz mumkin:

B x =

(39
Bu yerda M —pl -torning to’lig massasi.
6.6—-misol. Ikki uchi mahkam biriktir—
Vll-rasrn: Turgun folgirilar ilga_n tor ke_ngligi 26 bo’lgan_ bolg’ac_ha zz_irbi
ostida quyidagi boshlang’ich tezlik bilan
muvozanatdan siljitilgan:

0, 0< x< xa—¥§b,
Ut(X,O) = If)(X): Vg, x0o - 6 < x < Xq+ 6,
0, xa +S<x<l

Shu torning erkin tebranishlarini toping.
Yechim. Torning ikkala uchi biriktirilganligi u(0,t) = u(l. t) = 0 ekanligiga
teng. Boshla.ng’ich siljishning yo’qgligi: u(x,0) —ip(x) = 0, 0 < x < |
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Tenglama bir jinsli bo’lishi kerak, chunki masaJada tor bo‘yicha tagsimlangan
kuch berilmagan:
W - a2uxx = 0.

Masala go’yildi. Uni yechishga o’taylik.
Noma’lum funksiya u(x, t) da. o’zgaruvchilarni ajratamiz:

u(x,t) = X{xX)T(1).

Natijada, yana osha, (28)-tenglamalar sistemasiga kelamiz, chegaraviy
shartlarni hisobga olsak (29)-formulani olamiz:

. . mrx
Xn{x) = C,SM——, n= 1,2,3,....

Demak, umumiy yechim
u{x 8\ y"sm -y~ a,,smnlat + bnco mrat\l

ekan. Boshlang’ich siljishning yo’qligidan

ux,0)=0=2"sm—-an=>m=0, n=1,23,.

m{
ckanligi kolib chigadi. Koeffisient an (35)-formulaga asosan
I Xipth
J.-l[//\-mﬂX x®F f. . m 4l . . mrxQ . mrd
a — |jsm—~dx = —/ Sln——((,E ——+~Sin—--sin—
e J | nlra,)KJ) ] nrm2a | |
0 -

ga tengdir. Demak, masalamizning hamma. chegaraviy va boshlang’ich
shartlarni hisobga oigan yechimi

. 4\, 1 . mrx . mrxO, mra mrat
u(x, H=— > —Zsm—l——sm—l—sstm——l—

4vq|f.7IX g . /O. T 1. 2mx . 2nx0  2nd _ 2irat
Ba sm— sm— SM— sm— + -SmM——sm——sSin—sin—--—-(
ir T | | 4 | i i i

1 . 3mrx . 3o . 3mY 3nal
“—sm—-sMm——sm— sm—— 1-..

ko’rinishga ega ekan.



E’tibor bering: gi2= chastotali garmonikaning (obertonning) ampli-

tudasi birinchi garmonika coi = ™ ning (asosiy torming) amplitudasidan 4
marta kaxn, undan keyingi garmonikaning amplitudasi esa birinchi garmonikaga
nisbatan 9 marta kam va h.k”.

Agar shu yechimda vO = y — deb olib S —> 0 limitga o’tsak, x = xa nuqtada
/ impuls beruvchi ko’ndalang zarba oigan torning tebranishlari masalasini
yechgan bo’lamiz:

/. 2i vV~s1 . mxx . nirxo . rmat
“C*’m)=" £ -sm— sm-y-sin—
n—

83.2. Majburiy tebranishlar masalasi

Ifebranish masalasiga tor bo’yicha tagsiinlangan tashqgi kuch. f(x,t) ni
kiritaylik:

«tt — a?uxx = f(x, t),

u(o, ) = w(/,i) =0,

u(x, 0) = <p(x); ut(x, 0) = ip(x),

O<i<oo O<x<l

(39)

Chegaraviy shartlaini hisobga olib, bu masalaning yechimini qgnyidagi
ko’rinishda izlash tabiiydir:

u(x,t) = Y Un(t)sin—. (40)

Boshga hamma funksiyalarni ham xuddi shunday Fourier gatoriga yoyamiz:

f(x,t) =Y fn{t) = j J dxf(x, t)sin—
A

TIKX

- . T (42)

") =ENsin?, i dxi’'(x)sin-"-.
n=1 \f» ¥
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Bu gatorlarni (39)-tenglamaga olib borib qo’sak quyidagi tenglamaga kelamiz:
@ .
Es'inlfrLx [an® + BSun(®) - fn(v)} = o, W, = — . (42)

Demak,

in{t) +wnMy(i) —fn(t) = 0, MO) = fu, it(0) = ipn. 43

Umumiy metodga asosan birjinslimas tenglamaning umumiy yechimi bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi va bir jinslimas tenglamaning xususiv
yechimlaridan iborat:

un{t) = uf\t)+ur\t). (44)

Erkin tebranishlar tenglamasining yechimi ma’lum:
u™M\t) = a,,sin(£jni) + bncos(ojnt). (45)

Bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini topish ham qiyin emas:
t
un](t) = — [sin(wn(t - r))/,,(r)dr. (46)
o}
Bularni (44)- va (40)- larga olib borib go’ysak, (39)-masalaning yechimini
topgan bo’lamiz:

ux.t) = ¢ sin— | ~ nsin(w,,i) + ~iRncos(unt) -f

t
w——/ sinw,.i - r))/..(r)dr
un

83.3. Birinchi umumiy chegaraviy masala

Chegaraviy shartlar birinchi turga tegishli umumiy holda bo’lsin:
un - a2uxx = f(x, L),
u(0,t) = u(l,t) =

u(x, 0) = (p(); w(x, 0) = ip(x),
O<t<o00 O<x<1l



Bunday masalaning yechimini quyidagi ko’rinishda izlaymiz:
u(x, t) = UK t) +v(x, t). (49

Agar U(x,t) funksiyarii maxsus ko’rinishda tanlab olsak:
u(x,t) = m(t) + j(n2() - miCoO) (so)

yangi noma’lum fanksiya v(x, t) bir jinsli chega.raviy shartlarga bo’sunadigan
bo’ladi:
w(O, t) = v(l, t) —O0. (51)

Natijada, v(x, t) uchun avvalgi paragrafda ko’rib chigilgan masalani olamiz:

vit - a?vxx = /(1, t),

v, t) = V{l,t) = O,

V(X, 0) = d(X); Vi(x, 0) = 4{X),
O<i<oo O<xc<l

Bu yerda

f(x,t) = f(x,t) - Ua{x,t), d(x) = ip(x) - U(x, 0), ~(a) = ip(x) - Ut(x,0).

83.4. Statsionar ozod hadli chegaraviy masala
Awvalgi punktdagi masalamizning bir xususiy holini ko’raylik:

utt - a?uxx= /(q),

u(0,i)=ui, u(l,i)-u2 ,53.
MOK, 0) = y>(5); M(5a, 0) = W»(X),

O0<i<oo, O<x</

Ténglamamizdagi ozod had va chegaraviy shartlar vaqtga bog’lig emas. Bu
holda vechim quyidagicha. gidiriladi:

u(x, t) = v(x, t) +w(x). (7))

Shu tarzda kiritilgan ikkita yangi v(x,t) va w(x) funksiyalarni quyidagi
masalalarni yechimlari sifatida izlaymiz:
w(x) uchun masala:

aV (i) +/(i)=0", L 0)=«i, w(0 = «a (55)
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V(X, i) uchun masala:

VU - a2vxx = 0,

u©,t) = y(l,t) =0,

V(x,0) = ip(x) - w(x); Vi(x, 0) = ip(x),
O<t<oo O<x<l

(56)

(55)-tenglama to’liq hosilali tenglama, uni yechish giyin emas, (56)-masalani

esa ko’rib chigganmiz.
6.7-misol.
Quyidagi masala yechilsin:

utt-uxx=2b, b= const, u(0,i) = u(l,t) =0, u(x,0) = ut(x,0) = 0.

Yechish
(55)- ga muvofiq

w'(x) +2b=0, w(0)=w()=0
tenglama va chegaraviy shartlarga egamiz, bulling yecliimi:
w(x) = —bx(x —I).
Shunda v(x,t) uchun quyidagi masalani olamiz:

Mt vxx—0,

v(0,t) = v(l,t) = 0.

v(X, 0) = bx(x - U; vt(x, 0) = 0,
O<t<oo O<x<lI

"+ (57)

Bu - erkin tebranishlar masalasining o’zi, uning yechimi (31)-formula bo’yicha

t o nirxil . rrmat rmat;j
v(x, t) = 2" sm~ :°nSm~j~ + nCB——Jm

71=1 n !
Bizning holimizda -X) = O bo’lgani uchun an = 0O bo’ladi,
quyidagicha topamiz:

i
; 2b f nirx w2

bn= —  dxx(x - )sm— = — —((-1)" - 1).
1] | nmn
0
Ko’rinib turibdiki, 2= fid= b6= msm= 0. n = 2k + 1 bo’lganda
hia] = 8bl2
Z Tk + 133
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Ko’rinib turibdiki, asosiy garmonika - birinchi garmonika, keyingi hadlarning
amplitudasi (va demak, tovushga qo’shgan hissasi) garmonikaning nomeri
oshishi bilan keskin kamayib ketadi.

§3.5. Misollar

Og’ir sterjenning tebranishlari masalasi
Quyidagi masalani yechaylik:

utt - a2uxx=g¢g, u(0,t)=0, udl,t)=0, u(x,0) = kx, ut(x,0)=0.
(58)
Bu masalaning ma’nosi - bir uchidan shipga osib go’ydgan sterjen ikkinchi
(ozod) uchidan elastik ravishda tortilgan va t = 0 vaqt momentida go’yib
yuborilgan. Yechimni quyidagicha gidiramiz:

u(x, t) = v(x, t) +w(x).
Agar w(x) ni quyidagi masalaga bo’ysundirsak,
a?u"xX) +5=0, U0 =0, w({=0
V(X, t) uchun bir jinsli masalani oigan bo’lamiz:

vit-a2»xx= 0, u(0,t) =0, ux(l,t) =0, u(x 0) = kx—w(x), ut(x,0) = 0.
(59)
w ni topish oson:

(59)-ni yechaylik.
v(X,t) = X(X)T(t)
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deb olsak, X(x) uchun
X"(x) +X2X{x) = 0, X(0)=X'(l) =0

masalani olamiz, uning yechimi bizga ma’lum:
)}qx) = cisin ‘z—niirx}.
Dernak, umumiy yechim quyidagi ko’rinishga ega:

2n + |

2n+1_ \ . f2n+
T ™ a«cos [———itatJ + bnsin [ ———nal

v(x,t) = y" sin
n—0

vt(x, 0) shart bizga bn = 0 ekanligini beradi. Ikkinchi boshlang’ich shartni
olaylik:

E S”‘F2n+ll \ = kx _ g {/X_\f}

n~-0

Bundan

S O Y P N

ni topamiz. To’liq yechim:

8/ ()™a2fc@n+1)—gl . (2n+1 N\ (2n+1
™22/ J----- (\r————y--— sm\; oy TX; cos | —5— Kat

Tashgi kuch davriy bo’lgan ho]

Quyidagi masalani yechaylik:

uu-uxx= cost, O0<x<ir, m@,i)= u(wt)—0, u(x,0)=ut(x,0)=0.
Chegaraviy shartlar yechimni quyidagi ko’rinishda qidirishni tagazo qiladi:

u(x, t) = Whn(i) sin TIT.



Tenglamamizning ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:
@
(Un(t) +n2u(t)) sinna; = cos;.

71=1

IkkaJa tomonni sinnx ga ko’paytirib integrallaymiz (0 dan t gacha):

un(t) +nau(t) = — (1 —(—1)” i. 60
n(t) +n2i(t) = — (1 —(—1)") cosf (60)
n = 1 holni alohida ko’rishimiz kerak, chunki bu holda rezonans bor:
4
UON+ UN— —costt.
m

Bu tenglamaning xususiy yechimi

mity'= Zesint.
m
Uning umumiy yechimi
2
m(t) — sint + Clsin t + c2cos t-

Ammo boshlahg’ich shartlardan Ci = c2= 0 ekanligi kelib chigadi. n —2,3,...
hollar uchun esa (60)-ning yechimi (boshlang’ich shartlaini hisobga oldik):

4 1
un{t) = ———-———(cost —cosnt), n=2k-}1, k= 1,2,3,..
7roft — 1
n = 2k juft bo’lganda boshlang’ich sha.rtla.mi hisobga olsak yechiin trivial

bo’ladi. To’lig yechim:

2 1 .cc, 1
u(x,t) = —tsintsinx +-J2 Y(2k +Y X¢+T)(cOSf " QUS2A + r)t) S[hnX"

Albatta, bu yechimning qo’llanilish sohasi kichik t lar bilan cheklangan -vaqgt
o’tishi bilan birinchi had ckeksiz 0’sa boshlaydi va kichik tebranishlar sohasidan
chigib ketiladi.

Mashqlar
O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan quyidagi masalalarni yeching:
6.1-mashq.

utt = Uxx, 0 <x<Il, u(0,f) =0, u(l,l) —t, u(x,0) = ut(x,0) = 0.
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6.2-mashq.

ua=uxx,0< X< 1 u(0t) =t+1 u(l,t)y=1t2+2, u(x,0)= X+ 1, ut(x,0) = 0.

6.3-mashqg.

Ut = «XX- 4«, 0< x < 1, u(0,t) = 7i(l.i) = 0, u(x,0)=r3- x, ut(x,0) = 0.

6.4-mashq.

Kit = + 1, 0<a<2u(0,i)= 2t u(2,t) =0, wn(T,0) =0, «j(x,0)=0.

6.5-mashq.
Ut= «XI+0,0< X< i,un0,1i)=0u(l.i)=1t u(x,0) = 0:wx 0) = x/l.
6.6-mashq.
utt- A** =0, «(0,t) =u(i,i)=0, u(x,00=0, ut(x,0)=sin

6.7-mashq.

Utt —a2uxx = 0, u(0,t) = ux(l,t) = 0. un(x,0) =sin ot ut(x, 0) = “”E'
6.8-mashq.
ut ~<@uxx =0, u(0,i)= ux(l,t) =0, ux,0) =x, Utx.0)=sin — +sin”".
6.9-mashq.
utt - a2uxx= O Ux(0,i) = it(,t) = 0, u(x,0) = cos ut(x, 0) = cos ol + C0S ol
6.10-mashgq.

utt - a2k = 0, «x(0,t) = unrf, i) =0, u(x,0) = x, 0=1

84. Parabolik tenglamalarga Fourier metodini qo’llash

O zgaruvchilarni ajratish metodini parabolik tenglamalarga qo’llash yo’llarini
ham bir necha misollarda ko’rib chigamiz.
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84.1. Bir jinsli chegaraviy masala

Eng sodda masaladan boshlaymiz: uzunligi I bo’lgan sterjenning ikkala uchida
nolga teng temperatura ushlanib turibdi, sterjen bo’yicha teinperaturaning
boshlang’ich giymati - ip(x). Sterjenning t vaqt momentidagi temperaturasini
toping.

Berilgan masalaning matematik ko’rinishi quyidagieba:

ut - a?uxx = 0, ]
if(0,t) = u(l, t) = 0,

u(x, 0) = ip(\
0<t<oo, 0<x<l]

(61)

Yechiinni quyidagi ko’rinishda izlaymiz:
u(x,t) = X(x)T(t).

Deinak,
T'{t)X(x) = a2T(t)X"(x), (62)

o nt) xW_ A ®
az2T(t) X(x)
Ikldnchi tenglikdan keyin noma’lum o’zgarmas son A ning paydo bo’lishi
yana o’sha mantiqiy mulohazalardan keyin kelib chigadi: galrna-galdan t va,
X o’zgaruvchilarni o’zgartirib chigsak na chap tomon va na o’ng tomonning
o’zgarniasligini ko’ramiz. Demak, ikkalatomon ham o’zgarmas songa teng ekan,
bu sonni —A deb belgiladik. A > 0 bo’lishi kerak, bulling sababi Xuddi (29)-
tenglamadan keyingi ko’rsatilgan sa.babning o’zidir. Natijada, quyidagi ikkita
tenglamani olamiz:
X"(x) + XX(x) = 0, X(0) = X(I) = 0;
(64)
T'(t) + Aa2T{l) = 0.
Bu sistemaning birinchi gismi bizga yaxshi ma’lum bo’lgan xususiy giymatlar
masalasi, iming yechimi ham bizga ma’lum:

[ TN - /i . nirx Voo
w ) W) = c2m™7~" n= 1,2,3,... (65)

Ikkinchi tenglamani yechaylik:

T _ __r_'?aé”_zd'{- => T(t) = bexp #--D—%@Nzt\) - E66Y
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Ikkala funksiya oldidagi noma’lumlarni birlashtirib bitta xususiy yechimni

olamiz:
77TT I n2n2T2 \

un(x,t) = Xn(x)Tn(t) = ansin7-y expl —~ —1tJ. (67)

Xususiy yechimlarning superpozitsivasi to’lig yechimni beradi:

u{x, t)y = 2_, ananiTiexp f___rj_@einZl,\i . (68)
n—1 ' !
Boshlang’ich shartdan foydalanib, an koeffisientni topamiz:
® nnx 2 f n-KX
omsin—y— = IM@) => an=y [ dXip(X)sm~—. (69y
n=I /

Masala to’lig yechildi.

84.2. Tashgi manba bo’lgan hol
Quyidagi bir jinslimas masalani ko’raylik:

u. —a2uxx = f(x,t),
u(0, t) —«(/,i) = 0,

u(x,0) = P(x); (70)
0O<t<oo O<x<l
Avvalgi masalaga nisbatan o’zgarish bitta - issiglikning sterjen bo’yicha

tagsimlangan tashqi manbasi paydo bo’ldi (agar bu dissuziya masalasi bo’lsa,
bu manba - modda manbasi bo’ladi). Bunday masalalarning yechish metodi
giperbolik tenglama.la.rga qo’flangan metod bilan bir xildir. Yechimni sinus»
Fourier gatoriga yoyish metodi bilan gidiramiz:

[e]e]

[\ \ . n7l% C
uxIr = (71)
n=|
Chegaraviy shartlar bu formulada avtornatik ravishda hisobga olindi.
Masaladagi boshga funksiyalarni ham sinus-Fourier gatoriga yoyamiz:

00 00
vnsin— f(x, 1) = ¢ [In(i)siiiy. (72)
n—1 n=1

Shuni aytish joizki, fransuz matematigi Fourier mana shu masalani yechish
davomida o’zining mashhur Fourier qatorlarini kiritgan. yuqorida yozilgan
gatorlar shu gatorlaning bir xususiy holidir.
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(71)- va (72)- gatorlarni (70)-ga olib borib go’ysak

tenglainani olamiz. Bundan Kkelib chigadiki, un koeffisient.lar quyidagi
inasalaning yechimidir:

" CL '™ 'IT LV Irv\
V>n\t) H 42 An\p) ~ frit ~rgn.

Bu tenglamani yechish giyin emas (masalan, o’zgarmaslarni variatsiyalash yoki
operatsion metod bilan). Natijada, (70)-masalaning yechimi siiatida quyidagi
formulani olamiz:

(73)

(0]

85. Umiimlashgan hollar

Xuddi giperbolik tenglamalardagidek, yana ikkita muhim hollarda to’xtab
otishimiz kerak, matematik nuqtai nazardan ular giperbolik holdan farq
gilmagani uchun ular ustida gisqa to’xtab ketamiz.

85.1, Birinchi umumiy chegaraviy masala:

ur o XX 07
u(0,t) = HUi(i), u(l,t) =
u{x, 0) = p(x)\
O0<t<oo O0<X<l

(74)

Bu holda yechim
u(x, t) = U(x, t) + v(x, t), U(x, t) = BI(t) + y(/il (i) - fi-2{t))

ko’rinishda qgidiriladi. Natijada, v(x, t) funksiya uchun chegaraviy shartlari bir
jinsli bo’lgan masalani olamiz, bunday masalalarni esa yechishni bilamiz.
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85.2. Manba statsionar bo’lgan hoi

Tashqi manba statsionar bo’lsin: / = /(at). Bu holda yechimni
u(x, t) —v(x,t) 4-w(x)

ko’rinishda qidiramiz va chegaraviy shartlarni (agar ular bir jinsli bo’lmasa)
w(x) ga tashlaymiz. Magsad - v(x,t) uchun bir jinsli chegaraviy shartli
masalani olish.

§5.3. Misollar

Sterjenning chap uchi issiglik o’tkazmaydi, o’ng uchida u2temperatura berilgan
Quyidagi masalani yeching:
W —uxx = 0, wT(0,t) —0, u(l,t) —u2, u(x,0) = yx.

Yechimni quyidagicha gidiramiz: u(x, t) = u2+ v(x, t). v(x, t) uchun quyidagi
masala olinadi:

«t~wvx=0 wvx(0,t)y=v(l,t)=0, u(x,0)=jx - u2
Davom etamiz:

V(x, 1) = XEOT() =>X'(0) =X (1)=0=> X(x) = cos 2”;47@

+1 -
exp& (2n -f 1)2an2

=» v{x.t) = ~2 ancos
™ 4/2

4T(2n+1)7r(A-Tt2)(-1)B-A]
mE2n + 1)2

2n + 1
(¢cat (ya; —u2]cos 7731
2?
Sterjenning chap uchi issiglik o’tkazmaydi, o’ng uchida Q issiglik ogimi berilgan
U- auxx= 0, «(at,0) =0, ux{0,1)=0, «*(/,£= QA.

Yechimni
u(at, t) = Ax24- Bx 4-v(x. i)
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ko’rinishda gidiramiz. Nima uchun? lkkita chegaraviy shartlarni ikkita
noma:lum A va B lar orgali ifodalarnogchimiz:

ux{0,t) = B + uc(0,t) =0 =>a B =0, (0,i) =0.

ux(l,t) —Q/k = 2MZ--~(Z,i) = A= iy=0.
Deraak,
«OM) = + v(x>0-
t; uchun esa quyidagi inasalaga kelamiz:
vt - avxx = vx(0,t) = 0, vx(l.t) - 0, wv(x,0)=--"ie?2,

Buniug yechimini 0’z navbatida

v(x, t} = go_Zl, + v(X, t)
ko’rmishda gidiramiz, Hamma amallarni bajarsak

. X2 2 Z 201~ (—H)n+l tafiog r nVoli
u(x, t) = %J gkr: - %(— ----- ;%— > -(---—) €0S —— exp " ------- = —t>
ir2k fi= n2 | \ 12 }

yechim topiladi.

Qor ostidagi yerning sovish tezligi

Yerning ustida | galinlikdagi qor yotibdi, havo temperaturasi 22 va u juda past.
Qor ostidagi yer sirtining boshlang‘ich temperaturasi T\ va qor sovug‘i ostida
u pasaya boshlaydi. Yerdan ma’lum bir migdordagi issiglik ogimi bor q bor.
Qancha vaqt ichida yer sirtining temperaturasi Tqgacha tushadi?

Masalaning qo'yilishi:

ut- a2uxx =0, ux{0,t) = u(l, t) = T2, u{x,0) = Tx+ [(T 2- Tj),

0< x<| 0< t< 00.

Bu yerda boshlaiig‘ich temperatura Yer sirtidan qor sirtigacha chizigli 0‘zgaradi
deyildi. Yechimni

m(x ;) = T2 _R(X —I) + v(x, t)
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7, +0da)

(((TTTIXIOI117

ko‘rinishda izlaymiz. Bunda v(x,t) uchun quyidagi masalaga ega. bo'lamiz:

vi-auxx- 0, vx(0,t) = v(I,t) =0, v(x,0)= (x- I) TZ'I e
Standart metodlarni qo'llab, quyidagi yeehimni olamiz:
L CerlY, @nH)nr.
u(x,t) = T2- -r(x -1) + TH- T2- ™ n XK e-a22r+)211/(20r

)

Tushunarliki, yechimda fagat n = 0 had sezilarli bo'lishi mumkin, shuning
uchun

Ti-Ta- aq Cos e “ N 212
yechim vyetarli darajada yaxshi yaqinlashuv bo'ladi. Ko'rinib turibdiki,
u(0, t0) = 70 bo'lishi uchun (a2 = k/(cp))

T2T0—T2,+ gllfc
8 Jj —T2—qllfc

vaqt kerak.
Manba temperaturaga proporsicmal
Quyidagi masalani ko’ra.ylik:
we- Wa = -4m, 0< X< T, u(0,£= u(tY,t) —0, u(x,0)=X2- mTX

Ikki xil yo’l tutishimiz mumkin. Birinehisi yechinmi u(xA) — e~uv{x,t)
ko’rinishda gidiramiz, shunda v(x, i) uchun masalaning go’yilishi bizga tanish
bo’lgan holga keltiriladi:

vt - vx =0, O0<x< T n0Ot)=uv(rt)=0 v(x,0 =x2- irx
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Ikkinchi tomondan birmchi tenglamada bevosita u(x,t) = X(x)T(t) deb
olishimiz mumkin, bu holda tenglama

XT' - X"T+4XT =0

ko’rinishga keladi, bu yerda o’zgaruvchilarning ajralishi oydindir, masalan:

X uchun oldin bir necha marta yechgan masalamizning o’zini oldik, T uchun
r+ @4+ AT =0

tenglamani oiamiz. Chegaraviy shartlarni hisobga olsak
Xn(x) = Qsinnx

bo’ladi, T uchun esa
T(t) = ane-AtnH

yechimni oiamiz. Umumiy yechim

u(x, t) = e~A ans4f mke* 72,

— [ dX{X¢ —-nx) sin nx _ A (DY)
K

Shar uchun issiqlik targalishi masalasi.

Markazi koordinat boshida, radiusi a, boshlang‘ich temperaturasi f(r,0)
bo'lgan shaming sirt temperaturasi nolga teng qilib ushlanib turilibdi. Shar
uchun temperatura tagsimoti masalasini yeching.

Masalaning go'yilishi:

ut = Au, u(a,6,t) =0, «(?,0,0) = v(r,B),

0<r<a O<0<m O0<tc<oo

Masalaning sharti bo'yicha unda ip burchakka bog'liglik yo‘q, demak, n =
u(r,6,t). Yechimni u{r,6,t) = f(r,9)T(t) ko'rinishda gidiramiz, unda

™ =A fM =
T f{r, B)
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munosabatga kelamiz. Demak, birinchidan
T(t) = Ce~X,
ikkinchidan, masalaning fa.zoviy gismi uchun Helmholtz tenglamasiga egamiz:
AI/M) +A/M) =0.

Albatta, A> 0, aks holda temperatura 0‘z-ozidan o'sib ketishi kerak.
Masala sferik koordinat sistemasida yechilishi kerak:

f(r, 0) = R{r)Q(0) alinashtirish quyidagi munosabatga olib keladi:

1 d ( 2dR(r)\ 2 i d (.
R{r)dr\r dr ) + ” 0(0)sin0dO\Sm do0 )~ ~

Bu yerda ikkinchi noma’lum doimiy ji ni Kiritishga to‘g‘ri keldi. Bu noma’lumni
aniglash giyin emas, buning uchun 0 bo'yicha tenglamani yozib olish yetarli:

sk616 ) + “0

Bu tenglama I-bobdagi 82.7.-paragrafdagi (62)-tenglama bilan bir xil, uni
tahlil gilganimizda ko'rsatilgan ediki, ji —n(n + 1), n — 0,1,2,... bo'lishi
kerak. Ya’ni olingan tenglama Legendre tenglamasi, uning yechirnlari esa bizga
ma’lum:

(9) = P,,(cos0), n=20,1,2,.

Masalaning faqat radial gismini yechish qoldi:
i (20 ) +n " +D)i[) =°
Bu yerda y/Xr = x va R(x) —Z(x)fy/x almshtirishlar bajarilsa
X*Z"(x) + XxZ'(x) + *x2- *n+ "™ "N Z(x)—0

tenglama olinadi. Uning yechimi yarirn butun indeksli Bessel funksiyasi

Z('N  IntV2(3) = IntV2(yTXr).
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Shu yerda chegaraviy shart u(a, @t = 0 ni qo‘llash kerak:
«4+1/2(v~a) = o-
Demak, Ason yarim butun Bessel funksiyalarining nollari orgali aniglanar ekan:
0™a = /47+1/2), k= 1,23,..

yoki,

To'lig yechim:

u(r, 0,t) = Cnke XkPn(cos 6)
n,k

Boshlang'ich shartni ishlatish goldi:

u(r, 9,0) = £ cnkPn{cos9)

Legendre polinomlari uchun ortogonallik va norma shartlari (47)-va (51)-larni,
Bessel funksiyalari uchun ortogonallik va norma shartlari (27)- va (28)-larni
ishlatish natijasida noma’lum cnk larni aniglash mumkin2:

s a
cnk = ----me- 2n--~— 2 Id95ui9 [ drr3d2v(0,r)Pn(cos9)In+/2(\/\k T)
[« W ~J 0 {

Mashqlar

6.11-mashq. Yon sirti issiglik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < x < |
Sterjenning uchlari issiglik o’tkazmaydi, boshlang’ich temperaturasi u0(k) = A = const,
f > 0 dagi temperatura tagsimotini toping .

6.12-mashq. Yon sirti issiglik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < x < I.
Sterjenning uchlarida o’zgarmas u(t, 0) = ui, u(t, I) = Ui temperatura ushlab turilgan holda
undagi temperatura tagsimotini toping. Boshlang’ich temperatura «(0, X) = u0 = const.

6.13-mashq. Yon sirti issiglik o’tkaamaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < X < I
Sterjenning uchlarida o’zgannas u(t, 0) = u(t, I) = tii temperatura ushlab turilgan holda
undagi temperatura tagsimotini toping. Boshlang’ich temperatura «(0,®) = Ax(l —
X), A — const.

2(28)-iii ishlatganda Jn+i/aiv~fe) = 0 ekanligini unutmang
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6.14-mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan iugichka sterjen berilgan: 0 < x < I
Sterjenning chap uchi issiglik o’tkazmaydi va o’ng uchi o’zgarmas u(l, t) =u2temperaturada
ushlab turiladi deb undagi temperatura tagsimotini toping. Boshlang’ich temperatura
u(x. 0) = —x, A —const.

6.15-mashqg. Yon sirti issiglik o’tkazinaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < x <
I. Sterjeraimg chap ucbida (0.t) — W temperatura berilgan, o’ng uchida tashgaridan
o’zgarmas q issiglik ogimi berilib turibdi. Boshlang’ich temperatura u(x,0) = uo(x).
Temperatura tagsimotini toping.

O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan quyidagi masalalarni yeching:
6.16-mashq. 4= «** 0< x < I. ux(0,t) = 0, ux(l,t)= 0, u(x,0)=z2- 12
6.17-mashq. ut4-« = uxx; 0 < x <1, u(0,i) = u(l,t) —0, u(x,0) —1
6.18-mashq. 0 —uxx- Au, 0 < x <T, ti(0,t) = u(n,t) =0, u{x, 0) = x2—nx.
6.19-mashqg. - a?uxx= 0, «(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0)= Ax.
6.20-mashq. u, —a?uxx —0, u(0,t) —ux(l,t) =0, u(x,0) =A(l - x).
6.21-raashq. ut- d2uxx=0, ux(0.t) —u(l,t) =0, u(x,0)= A(l —x).
6.22-rnashg. ut- a2uxx =0, ux(0.i) = ux(l,t) =0, u(x,0)= uO.
6.23-mashq. ut- a2uxx —-fiu. u(0,i) = u(l,1) =0, wu(x.0)= Ax.
6.24-mashq. ut—a2uxx= 0, u(0,t) =u\, u(l,t) =u2, wu(x,0) = 0.
6.25-mashq. - a2uxx = sin(#x/¢), u(0,t)=u(l,t)=0, u(x,0) =0
6.26-mashqg. O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan 1V.2-misolda keltirilgan masalani
yeching.
6.27-mashq. W—a?uxx —0, «*(0.t) —hu(0,t.) - ux(l,t) = 0, u(x.0) = ip(X).
6.28-mashqg. ut- a2uxx =0, ux(0.t) —hu(0, t) —0, ux(l,t) -f hu(l,t) ~=0,
u(x, 0) = <p(x).



VIl BOB. ELLIPTIK TENGLAMALAR
UCHUN CHEGARAVIY MASALALAR

81. Chegaraviy masalalarning go’yuishi

Elliptik tenglamalarning ichida eng ko’p uchraydiganlari quyidagilardir:

Au = 0, Laplace tenglamasi;
All= Poisson tenglamasi; 1)
Au + k2u = 0, Helmholtz tenglamasi.

Bu tenglamalar to’lgin, issiqlik va modda tarqalishi jarayonlarining statik
va statsionar hollariga mos keladi. Undan tashqari, ular elektrostatika,,
gidroatatika va inagnitostatika masalalarida ko’p uchraydi.

Odatda bunday tenglamalar uehun chegaraviy masalalar quyidagicha
go'yiladi :

S chegarali V sobada o’rinli bo’lgan (1)- tenglamaning shunday yechimi
u(x,y, z) topilsinki, u shu chegarada quyidagi shartlarning biriga bo’ysunsin:

Us = fi —  birinchi chegaraviy masala - Dirichlet masalasi; (2)
du N - . :
— Ik = — ikkinchi chegaraviy masala - Neumann masalasi; (3)
cm
u
—) Is—h(u —/3) = 0 — wuchinchi chegaraviy masala. O]
on

Chegaraviy shartlarning eng umumiy fbrmasi:

( +aul =/, a+6>0a>0/3>0.
\' dn )3

Bu yerda /1,/2,/3 - berilgan funksiyalar. Chegaraviy masalalar ichki va
tashqgi masalalarga bo’linadi. Ichki inasalaning yechimi biror bir cheklangan
G sohaning ichida izlanadi, tashqi inasalaning yechimi gandaydir cheklangan
sohaga tashqi bo’lgan G sohada izlanadi. Ikkinchi holda, yechimdan cheksizlikda
nolga intilish talab qilinadi: u -m 0, r -f 00 (Helmgholtz tenglamasidan
tashqgari).
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u funksiya yopig soha G da garmonik dcyiladi, gachonki bu sohada
A « = 0 bo'lsa, u ikkinchi tartibli hosilalari bilan uzliksiz, soha chegarasida
uzliksiz bo’lsa.

82. Chegaraviy masala yechimining yagonaligi

Poisson tenglainasi uchun birinchi ichki masala - Dirichlet masalasidan
boshlaylik:
Am=/, u\s = Uq

Faraz gilaylik, bu masalaning yechimi ikkita bo’lsin: a u2. Bu holda u =
Wy —U2 uchuil
Au=0, ws=0 (5)

masalaga ega bo’lamiz. Quyidagi oddiy mulohazaga qaraylik:
J dV(Vu)2=J dvX7(uVu) - J dVUuAu = 9>u~dS = 0. (6)
G 0] G S

Oxirgi tenglikka otganda biz (5)-dan foydalandik. (Vti)2 > 0 bo’iishigina
mumkin, undan olingan integral (integrallash sohasi ixtiyoriy) nolga teng ekan
birdan-bir imkoniyat:

(Vu)2=0-4 u—const u=0,G.

Demak, ichki Dirichlet masalasining yechimi yagona ekan.
Neumann masalasiga, kelaylik:

d = i
Au=1t gr = U
Bu holda ham (6)-tenglik o’rinli bo’ladi, demak, yana (Vu)2= 0 bo’lishi kerak.
Ammo bu galda.
(Vw)2= 0 —yu = const -> M —M = const (7)

debgina yoza olamiz. Demak, Neumanning ichki masalasini yechimiga ixtiyoriy
0°zgarmas sonni qo’shib go’yishimiz mumkin ekan - vechim yagona emas.

Ammo Neumanning tashgi masalasi yagona yechirnga ega, chunki bu holda
cheksizlikda yechimmhg nolga intilishi kerakligi sharti u —=0, r -» oo (7)-dagi
constantaning nolga teng bo’lishiga olib keladi: const = 0.
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Neumann masalasi uchun yana bir shartga egamiz (Gauss teoremasidan kelib
chigadi):

f~ dS= [ dVAu =] dVf- ®
S e e
Ko'rinib turibdiki, Neumann masalasi uchun chegaraviy shartlar ixtiyoriy
bo'lishi mumkin emas, ular (8)-shartga bo‘ysunishi kerak. Masalan, Laplace

tenglainasi uchun
15 P

/ ~g~dS — 1 UidS =10 9)
s s
bo'lishi kerak, aks holda chegaraviy masala noto‘g‘ri qo‘yilgan bo‘ladi.
Helmholtz tenglamasiga o‘taylik. Agar cheksiz fazodagi to’lgin tenglamasida
yechimning vaqgtga bog’ligligini monoxromatik desak tenglama bir jinslimas
Helmholtz tenglamasiga aylanadi:

KAUN
~ = A u ~ exp(zxickot) => Au + k®u= 4up.

Muammo shundan iboratki. sin(fcr)/r ftmksiya bir jinsli Helmholtz
tenglamasining yechimidir. Bu degani, Helmholtz tenglamasining yechimlariga

u—=m0, r 0o shartning qo’yilishi ularni bir giymatli aniglab bera olmaydi.
7.1-mashq. VI1I1.8~mashqgning nafcijasidan foydalaiiib, sin(kr)/r funksiya Au 4-k2u = 0
fcenglanianing yechimi ekanligini ko’rsating.

Yechimning yagonaligini ta’minlash uchun ular Sommerfeldning2 nurla-
nish shartlari deyiladigan quyidagi qo’shimcha shartlarga bo’ysundiriladi:

du
u(x,y,z)—=0 (l/r), —--—-iku=o(l/r), r ->o00
- tarqaluvchi to’lgin;
@
u(x,y,z) = 0(l/r), ——hiku —o(l/r), r —o00

- yig’iluvchi to’lgin3. Bu shartlarning kelib chigishi quyidagicha. Faraz gilaylik,
uzoqdan bir chegaralangan sohaga (jismga, nishonga) yassi to'lgin elkr tushsin,
shu nishondan akslanib targalgan to'lqin yetarli darajadagi uzoq masofada
sferik to'lqin ko‘rinishiga ega bo‘ladi:

+ o(l/r).

2Arnold Sommerfeld (1868-1951) - nemis fizigi. Rus tilida - 3oMMepcl)gjurA.
60{x) va o(x) belgilaming ma’nosi quyidagicha: 0(x)fx -> A < oo, x —>00 va 0(x)/x -> 0, X —>00.
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Paydo bo'lgan / (r/r) funksiya sochilish arhplitud&si deyiladi.  Ko'rinib
turibdiki, ushbu targalgan to'lgin yagona bo'lishi uchun Somineifeldning
birinchi sharti bajarilishi kerak.

83. Doira uchun ichki va tashqi chegaraviy masalalar

Doira uchun ichki va tashqi Dirichlet xnasalalarini ko’rib chigaylik:
Am = 0, aradiuslidoiraning ichida, u\p=r = f.

Bu yerda u = u(x,y), f = J'(x,y). Doira uchun masalani qutb koordinat
sistemasida yechish qulaydir. Laplace tenglamasining qutb sistemasidagi
ko’rinishi:

18/ du\ l1du n

~Mp \ plTpJ + ~
Eslatib ketainiz p2 = x2+;y2, x = pcosip, y = psin jp. Yechirnni Fourier metodi
boyicha qidiramiz:

u(p.<p) = R(p)$(ip). (11)

Buni (10)-ga olib borib qo’ysak,

p dp\ dp J pA d(p1
tenglamani olamiz va uni quyidagi ko’rinishga keltiramiz:
p df dR(p)\ 1 d2e((3)
R{p) dp dp ) &(I") dip2
Chap tomondagi A2 konstanta yuqorida ko’ marta muhokama qgilingan
mulohazalar asosida paydo bo’ldi.

Shu bilan (10)-xususiy hosilali tenglamani ikkita to’lig hosilali tenglamalar
sistemasiga keltirdik:

(14
AN + A > =0
Bu sistemadagi tenglamalarning ikkinchisining yechimi
$(<p) = Acos(Xip) + Bsin(A<p). (15)
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A=n, n—0,%1,+2,..

bo’lishi kerak. (14)-sistemaning ikkinchi tenglamasi A — n butun sonlarga
bog’lig bo’lgan quyidagi ko’rinishli yechimlarga ega bo’lib chiqdi:

<t (v?) = Ancos(nip) + B,, sin(n”). (16)

Masalaning radial gismiga kelaylik:
17

Uning yechimini R = p1l korinislida gidirsak p, = =n ekanligini topamiz.
Demak, (17)-tenglainaning eng umumiy yechimi

Rn(p) = CnPn+ DnP-n+ Ehxp

ko’rinishga ega bo’lishi kerak. Bu formuladagi oxirgi had n = 0 holga to’g’ri
keladi. Ichki masala, hagida gap ketayotgan bo’lsa, Dn= 0,E = 0 (p= 0
da yechimning cheklanganlik shartidan), tashqi masala hagida gap ketayotgan
bo’lsa, Ch = 0, E = 0 (p — oo da yechimning cheklanganligi shartidan).
Topilgan yechimlarning xususiy sistemalarini yozib olaylik:

u,,(p, 7P = pn(Ancos(nip) + Bnsin(nip)), p < a;
(18)
un(p, ip) —p " (Ancos(nip) + Bnsin(ncp)), p > a

Umumiy yechim mana shu xususiy yechimlarning chizigli superpozitsiyasidan

iborat:
00

u(p, ip) = Pn (A,, cos(nip) + Bnsin(rc<p)), p < a;
(19)

u(p, ip) = P " (Ancos(nip) + Bnsin(ntp)), p > a



An va Bn koeffisientlarni chega,raviy shartlardan topainiz:
u(a, = atn (Ancos(niP) + Bnsin(nip)) = f(<p). (20)
n=0
f(tp) ni Fourier gatoriga yoyaylik:
@
f(<p)=y + (QnA@S(n(P) + Pnsin(nv?)) (21)

n=1
Bu yerda
27 21T 27r

“0=~J/ 0 “«="J fiv) cos(nip)dip, Pn= ~j f(<p) sin(nip)dip.

0 0 0
(22)
(19)- va (21)-formulalarni solishtirsak, ichki masala uchun:
= 72 = = - =
A) % 1, an B,, an” 1,2,3,... (23)
va tashqi rnasala uchun:
Gin
"N=y = anan, Bn- /3,an, n= 1,2,3,... (24)

ekanligini topamiz. Shularni hisobga olib, yechimlarni yana bir inarta yozib
olaylik:

a0 2 /pwn
up. P=y + 2_, -) iancos(nip) + Asm(nip)), p< &
n—l
(25)

oo

\ H
up, P = < + £ EQ) («n QB(tup) + fin sin(n<p)), p> a.
z n-x

7.1-misol. Au = 0, m|s = Acosip masalani p — a doiraning ichida
yeching.

J'(ip) = A cos ip funksiyani Fourier gatoriga yoysak fagat a\ —A, va boshqga
hamma koeffisientlar uchun an —0, /3n = 0 ekanligini topamiz. Demak,

u(p, tp} = ECos ip= X
a a
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Neumann masalasiga. kelaylik:

du

Am= 0, —
dp
p

Je

—a

Tenglamaning yechimi o‘sha (18)-formula orgali aniglanadi, bajarilishi shart
bo'lgan (9)-formula doira uchun

n
d<pf{a,ip) = 0 (26)
/m
ko'rinishga ega bo'ladi. Bu shartni ganoatlantirmaydigan masala to‘g‘ri

go'yilmagan masala bo'ladi, uning yagona yechimi mavjud ernas. Ichki masala
uchun chegaraviy shart
00
= nan 1(Ancos(rvp) + Rnsin(ny>)) = A\ cosip+ B\ sin <>+

71=1
+2aA2cos(2ip) 4 2aB2sin(2<) + 3a2Aj cos(3ip) + 3a2B3sin(3<p) H----
ko‘rinishga ega bo'lgani uchun A$ koeffisientni chegaraviy shartdan aniglab
bo'Imaydi. Bu - (7)-formuladan keyin muhokama gilingan noaniqlikning o‘zidir.
Oxirgi formulani (21)-formula bilan solishtirsak, Dirichlet masalasidagi (23)-
formulaning o'rniga

poe @B (1 90

nau~L’ nan
formulalarni olamiz. Umumiy yechirn
up.ip) = a> '\-Pin
no a8

(ancos(nip) + finsin(nip)) + 6°, p< a

ko'rinishga ega boiadi, bu yerda C- noaniq konstanta.
Tashqi Neumann masalasida bunday noaniglik yo‘q, lim”~oo'u = 0 sharti
Aqg= 0 boiishiga olib keladi. Yechim

00 ™ yc\ on

ulp, P=-a.2r-[-) K cos{nip) + pnsin(nip)), p> a

ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerda (24)-fbrmulaning o‘rniga



ifodalarni ishlatdik. an va /3 lar (22)-Fourier formulalaridan topiladi (n —0
dan tashqari).

M ashqlar.
7.2-mashq. Ichki va tashqi Dirichlet masalalarining yechimlarini quyidagicha
birlashtirib:
© )
7=l v o * ’
va cosnipcas(mp) + sin(mp)sin(nip) — cos(n(ip - tp)) fomiuladan foydalanib quyidagi,

Poisson formulalarini keltirib chigaring:

1 /iln az2- p2
up. i) 2w TW - 2aR008((p- ") +a2 V' P< @
f(<p), p=a
1 P-a2 . .
u(p, = - 0 Pr=omas =iz P (28
). p—a

7.3-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasmi yeching:
Au =0, «(1,ip) —cos2p
7.4-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet rnasaJasini yeclung:
Au=0. u{1 ip) = cos4™>
7.5-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet inasalasini yeching:
Au =0; u{\, ip) = sin3yx
7.6-masbq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasmi yeching:
Au =0, «(1,ip —mind" + cos'V-
7.7~mashg. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasmi yeching:
A« =0, (gij)JS-:K = Acosip.

(26)-bajarilganmi yo‘qini?
7.8-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasmi yeching:

Au=0, %rj |__» = Acos2ip.

(26)-bajarilganmi yo‘qmi?
7.9-mashqg. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasmi yeching:

/ﬁt =0, [r=H= sm”<
(26)-bajarilganmi yo‘qmi?
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84. Helmholtz tenglamasi - doira uchun chegaraviy
masala

Doira uchun quyidagi xususiy qiymatlar masalasini ko‘raylik:
-Ait = Au, u (29)

Qutb koordinatlarida masala quyidagicba ko'rinishga ega:

1d fdu\ 1dau N

PO \JFa *pidp U= A=
Noma’lum funksiyani u(p,(p) -- R(p)$(<p) ko'rinishda qidira,miz, natijada

$"(<p) + —O0, = ®[<p+ 2M)
va
p2R"(p) + pR\p) + (Ap2- fi)R(p) = O, R(@) =0

masalalarga egamiz. Birinchi masalauing yechimi yugorida muhokama gilingan

((14)-(16) formulalaxga garang), bu yerda u yechimning boshga forrnasi
qulayroqdir:

1

An(r) /i=n2, n=0,1,2,..
Ikkinchi tenglama Bessel tenglamasidir, uning yechimi Jn(\/\p). Chegaraviy
shart Jn(y/\a) = 0 xususiy giymatlarni beradi: \/Aa = pif),, I = 1,2,...,
bu yerda p™) - Bessel funksiyasi ning nollari: /,.(//, ) = 0, 1 = 1,2,...
Masalan,

pf]l= 2,4048..; = 55201...; pf]= 8.6537..,

= 3,8317...; /41 = 7,0156..,; = 10,1735...

va h.k.

Shu bilan ikkinchi masalaning yechimlari ham topildi:

Rni(p) = Cnidn (//|n)~) «

{rl(ip)} funksiyalar (0,27r) intervalda to'liq va ortonormal sistemani tashkil
giladi, Rni(p) funksiyalarni ortonormal sistemaga aylantirish uchun cnk
koeffisientlarni quyidagicha tanlab olish kerak:

1

il \ pdp =
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Bu ibrmulani keltirib chigarishda (28)-ishlat.ildi. Shu bilan (29)-masalaning
normasi birga keltirilgan yechimlari sistemasi topildi:

Jn U n)?-) eiup ()
(U TT(OIES ) P — a ,. Xi =, n= 12. 1= 1-2
A « 4(M;(n)
(30)
Bu funksiyalar to'plami to'liq ortonormal sisteman! t.ashkil giladi: (unk, u,,a) —
&bkl -
Yechilgan masalaning fizik ma’nosiga kelaylik. Quyidagi ikki o'lchamli
to'lgin tenglamasi
/ 92 g2\
utt - @ Ju=utt- 2Au= o0

ning doira ichidagi statsionar yechimini topish kerak bo'lsin:
u(t, x,y) = e~luti(x, y).
Bu holda G uchun Helmholtz tenglamasini olamiz:

Ccr

Al + k20 = 0, k2 = .
2

Ko'rilyotgan masala - chetlari mahkam biriktirilgan membrananing tebran-
ishlari masalasi, topilgan yechimlar sistemasi (30) - radiusi a bo'lgan
membranadagi turg'un to'lginlar, garmonikalar. Urnmniy yechim (e™“ i ning

haqiqiy va mavhum gismlarini alohida yechim sifatida olamiz)

In (iE\b)E )l e c
y,t) = Y {a,ieos(urdt) + busin(w,iji)) = - fl

Ui sfa, /(i) a
3D

ko'rinishga ega. anj va bnj koefEsientlar boshlang‘ich shartlardan topiladi.
Garmonikalar (30)-formulada kompleks ko'iinishda berilgan, tebranishlarni
o‘rganish uchun yechimning haqigiy qgismini olamiz: Reu. VIl.I-rasmda
cos(n<¢>) ko’paytuvchi bilan bog’lig bo’lgan manzara n = 1,2,3 hollar uchun
ko’rsatilgan. "+" ishorasi kosinusning musbat bo’lgan sohasi, ishorasi
kosinnsning manfiy bo’lgan sohasi. Agar membrana sirti muvozanat, holatida
shu varaq sirti bilan mos tuslisa deb belgilangan sohalarda membrana
sirti varaq sirtidan yuqoriga koarilgan bo’ladi, ishorali sobada esa
teskari - pastga tushgan bo’ladi. To’g’ri chiziglar sirt tebranishi amplitudasi
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VII. I-rasm: Membrana tebranishlariga oid

VIl1.2-rasm: Jo va J\ uiug grafiklari

nolga teng bo’lgan sohalar. Animo bu hali hammasi einas. Jo va J\
Bessel funksiyalarining gra.fiklari VI1.2-rasmda ko’rsatilgan. Ko’rinib turibdiki,
Bessel funksiyaJari markazdan targalayotgan va markazdan uzoglashgan saii
amplitudasi kamaya borayotgan turg‘un to’lginlarni ifodalaydi. Shu VII.1-
va VII.2-rasmlarni (garmonikalarning yuqori hadlariga mos keluvchi rasmlarni
ham) o’zaro ko’paytirsak, membrananing garmonikalari hagida tasavvur oigan

bo’lamiz. VIl.3-rasmda .J”p”~p/a) cos(3<p) turg'un to'lginga mos keluvchi

rnanzara ko'rsatilgan. "+" va ishoralarning vato'g'ri chiziglarning ma’nosi
yuqgorida tushuntirilgandek. Membrana U34 chastota bilan tebranadi, ya'ni,
rasmda ko‘ratilgan manzarada. "4-" va ishoralar W& chastota bilan o‘rin

almashinib turadi.
7.2-misol. Radiusi a bo'lgan va cheti mahkamlangan membrana uchun
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VI1.3-radin: p/a) cos(3<>) tliirg‘un to'lgiuga mos keluvchi mauzara

tebranishlar masalasi quyidagi boshlang‘ich shartlarda yechilsin:

1. Boshlang'ich chetlanish u(p,0) = AJa(jiflp/a) ga teng, boshlang‘ieh
tezlik nolga teng.

2. Boshlang‘ich chetlanish va boshlang'ieh teziiklar fagat p ning funksiyasi:
u(P, 0) = /(p), ut(p, 0) = F(p).

Yechim.
1. Boshlang‘ich tezlikning nolga tengligi (31)-formulada bnl = 0 ga olib
keladi. anl koeffisientlar quyidagicha aniglanadi:

} F i A, f14n)- ) eirp
ank = A | dpp / dipJg"Hi "p/a)--------—---— = A5ngdd-
| | Na j;Mn])
Demak, yechim:
O

u(p, 1) = Acos a 0 (a”(o)agi .
2. Bu holda (31)-formuladagi koeffisientlar quyidagicha aniglanadi:

a

ani = /[ d*pf(p)uni(p,ip) = 0 [ dppf(p)IQ(p~-) 6nfl;
J a2J{(p\ ) J \Y
a
bnl = fd, pF(p)unl(p,ip) — © 1 dppF(p)Jo
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Masalaning yeehimi:
@

U{p>0 = vy ; («of cos(wozi) + boi Sin(anii)) .
/=1

85. Helmholtz tenglamasi - tortburchak uchun chegar-
aviy masala.

Helmholtz tenglamasini yechishga oid bir misolni korib chigaylik:

d2u d'u .

+ 4tz —~Au, u\L= 0,
dx~ °y (32)
0<x<1, 0<i/<m.

Bu (x,y) tekislikda to’rl.burchak ichida berilgan Dirichlet masalasi. Tort-
burchak chegarasi L da noma’lum funksiya nolga teng. Shu vaqgtning o’zida
bu masala xususiy giymatlar masalasidir, chunki bu masalaning yeehimi har
ganday Auchun ham mavjud bo'lavermaydi. Masalaning yechimini

u(x,y) = X(x)Y(y)

ko’rinishda gidiramiz. Bu bizga quyidagini beradi:

Y*(y) ,

Bu tenglamaning mumkin bo’lgan ko’rinishlaridan biri:

(34,
X(x) Y{y)
Bu yerda biz yangi noma’lum doimiy fx ni Kiritdik. Natijada, biz ikkita xususiy
giymatlar masalasini olamiz:

X"(x) + /j.X(X) = 0, X(0) = X(I) = O;
(39)
Y*(y) + uY(y) =0, Y (0) = Y'(a)=10 u= X—fi

Bunday masalalarni yechishda tajribamiz bor. Birinchi satrdagi maslaning
yeehimi
[ iforN2
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giymatlar uchungina, ikkinchi satrqadi masalaning yechimi esa

JT\ 2

giymatlar uchungina mavjuddir. Demak, A ham ixtiyoriy emas:

Yechimlarni ham keltirayiik:
i2 . knx oo [2 . jny
){sm t Yi(y) = \Vm—sm—m-
Umumiy yechim:
. knx , jny
u(x,y) = Xk(x)YM = £ sin — sm-
k% k% 1 m
{Xfc} va {Yj} to'plamlar to‘liq sistemalarni hosil giladi, demak, masalaning

boshga xususiy giymatlari va yechimlari yo‘q. Akj xususiv giymatlar karrali
boTishi mumkin, uning karraliliga

M, =M+
12 nr? 12 m?2

tenglamaning butun sonlardagi yechimlarining soniga bog'liq bo‘ladi. Masalan,

I = m = 1hoi uchun A% ning Kkarraligi uchga teng: As5 = A7l = Ai7.
7.10-mashq. Laplace tenglamasi Au *-0ning 0 < x <a, 0 < y < btorburchak ichidagi

yechimim toping. u(x, y) shu to’rtburchak chcgaralarida quyidagi qiymatlarni gabul giladi:

“(0,y) = Asiiiy=, u(a,y) =0, u(x,0)= Bsin—  u(x.b) —0.

86. Shar uchun Dirichlet va Neumann masalalari.

Radiusi a bo‘lgan shar uchun ichki va tashqi Dirichlet va Neumann masalalarini
yechaylik. Masalalarning go'yilishi quyidagicha. Ichki masala:
ail
Au=0, r<a r=a da D):u=/; N):O—r:f.

Tashqgi masala:



Ko'rilyapgan sohada u E C2, chegarada esa u £ C - Dirichlet masalasi uchun
vaa e Cl- Neumann masalasi uchun. Neumann masalasi uchun

j dsf = a2J dQf{0,y) = 0

bo'lishi ham kerak.

Haqigatda 8§2.7.-paragrafdagi (72)-formula Laplace tenglamasining sferik
sistemadagi yechimlarini beradi, ammo u yerda chegaraviy shartlar muhokama
gilinmagan edi. Tushunarliki, ichki masala haqida gap ketayotgan bo'lsa, (72)-
ning birinchi (rn ga proporsional bo‘lgan) gismini olishimiz kerak, tashqi masala
hagida gap ketayotgan bo‘lsa (72)-ning ikkinchi (r“B_1 ga proporsional bo'lgan)
gismini olishimiz lozim.

Chegaraviy shartni ifodalaydigan funksiya / = (9, (p) ni sferik funksiyalar
bo'yicha gatorga yoyamiz:

oo 171=71 f
f{g, = <), Aun = | dn ym(6>,?)Ne <).
n=0m=-—
Aytilganlarni (shu jumladan, 83.-paragrafdagi chegaraviy shartlarning muhoka-
masini) hisobga olib, quyidagi natijalarga kelish mumkin:
Dirichlet ichki masalasining yechimi:

00 771—71
u(r,0,<p) = '$2 (~) J2 AnmY”I(0,<), r < a
71=0 m=~71

Neumann ichki masalasining yechimi:

00 m-—-=n
ur,o<m=Y,~0" ~ A™MYn\~ 4+ r <a;
U1 Th=—4
Dirichlet tashgi masalasining yechimi:
(o]0 . 771=71
u(r, 9,ip) = AnmY”l{9,ip), r > o;
71—0 m-—=n

Neumann tashqi masalasining yechimi:
00 J iri"=n
u{r,0,<p) = ~ Y I © Y, A,mY™{0,ip), r > a.
n=0 in— -n
Paydo bo'lgan hamma gatorlar yaqinlashuvchi boiadi va o'zining yaginlashuv
sohasida tekis yaginlashuvchi bo‘ladi, buning isbotini [3] kitobning 8§25 dan
topish mumkin.

vl



Ikkinchi masala: Bu gal ikkinchi chegaraviy shart quyidagicha:
ur(a, z) = 0, = f0(Xa) =- Ji(Aa) = 0.

Demaky Xa = /inl- ,/| ning nollari. Yechim:
@

u(r,z) = na ("3 sh(A10 -

Yuqori asosdagi chegaraviy shart:

@ . / h
u(r,h)y = /(r) = £ ¢,J0(M110 sh
n=I n

dan cn larni topamiz:
oOnh—
To’lig yechimni topdik:

ur,2) g . Vv _

=i aads (1) sh vxexla) drrie Jo(he a}-

Uchinchi masala:
Bwu galda chegaraviy shart murakkabroq:

ur(a, z) = —au(a, z), a > 0.
Buni quyidagicha yozishimiz kerak:

d
+ aJo(Xa) = 0.

Agarda JQ deb, uning argumenti bo’yieha hosilani belgilasak, yuqoridagi
tenglama quyidagicha yoziladi:
Jg(Xa) + —Ja{Xa) = 0.

Hosil bo’lgan tenglamaning yechimlarini /1,, deb belgilaylik. Yana yugoridagi
amallarni bajarsak, cn koeffisieriti uchun quyida,gi ifodard topamiz:
a

= +all\1)ul xn) I drrfr J° (Ad)
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VIIl BOB. GREEN FUNKSIYASI METODI

81. <5-funksiya

Matematik fizikada moddiy nuqta, nuqtaviy zaryad, zaryadlanga.n sirt va h.k.
shunga o’xshash ideallashtirilgan tushunchalar ko’p uchrab turadi. Bunday
katta.liklariiing zichligini oddiy funksiyalar yordamida ta’riflab bo’Imaydi.
Masalan, massasi m ga teng bo’lgan moddiy nuqta tushunchasini ko’raylik.
Agar chekli massa bir nuqtada joylashgan bo’lsa, (shu nuqta koordinat boshi

bo’lsin) lining zichligi uchun
{00, r=0;
")

0, r>¢ O

deb olishimiz kerak. Tabiiyki, bunday funksiyaga oddiy funksiyaga. qaragandek
garay olmaymiz - uni na, differensiallash mumkm, na integrallash. Vaholangki,
jismning zichligidan oJingan. intc'.gral shu jismning massasini berishi kerak:
d3xp(r) = m. (2)
!
Demak, nuqgtavij® kattaliklarning zichligiga boshgacha yondoshishimiz lozim.
Buning uchun biz tajribada biror jismning nuqtadagi zichligini o’lchaganda
hagigatda shu nugtaning kichik atrofida bo’lgan o’rtacha zichliknigina o’lchay
olishimizni eslashimiz kerak. Odatda shu o’rtacha zichlik nuqtadagi zichlik deb
e’lon gilinadi. Shunga asosan nuqtaviy zarra zichligi hagida gapirganimizda
uning massasini yetarli darajada kichik bo’lgan e radisuli shar bo’yicha bir
tekisda tagsimlangan deb garab, uning o’rtacha zichligi uchun (zarraning
massasi birga teng m = 1va u koordinat boshida joylashgan deb olaylik)

W : ®

ifodani ko’rish tabiiyroqdir. Albatta, e -—> 0 limitda biz yana o’sha(l)-
formulani olamiz, ammo (l)-dan fargli o’laroq bu gal p£ dan hajm bo‘icha
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olingan integral shu hajmdagi massani beradi:

I pE(r)dzX @

Ana endi e -> 0 limitga o’tishimiz mumkin! Bundan ko’rinib turibdiki, e — >
0 limitni nugtadagi limit ma’nosida tushunish, yai, (3)~formulada bevosita
e — >0 limitga o’tish to’g’ri natijaga olib kelmaydi. Bu limitga (3)-funksiyani
mtegrallaganimizdan keyingina o’tishimiz mumkin.

Shu mulohazadan xulosa qilib {pe(r), e — >0} limitni sust lim it ma’nosida
tushunaylik. Bu degani, e — >0 limit fagatgina integral ostidagina ma’noga
ega: ya’ni, bu limitga integral ostida pe(r) funksiyamiz boshqa ixtiyoriy bir

uzluksiz funksiya ip(r) bilan kirgandagina otamiz: | J pE(pd3x,e —>0][. (3)-

ta’rifdan keltirib chigarish giyin emaski,
Um / Pe(*)<fi(r)dx = ¥>(0). (5)
Darhaqiqgat, <p(r) funsiyaning uzluksizligi shuni bildiradiki, ixtiyoriy > 0

uchun shunday e > 0 topiladiki, jr| < e bo’lganda [(/2(r) —<>Q)]! < 1/ .
Natijada,

J b(r) - ¥(0)]d3x <

t\<E

J Pe(r)<p(r)d3X - <p(0) Arre3

©)

J In(r) ~ ~(0)]d3x < V

|x|<£

<
4ne3

niolamiz. Demak, </2(0) son J d3rip(r)pe(r) = (tp,pe), e — >0 ketma-ketlikning
sust limiti bo’lar ekan. Ixtiyoriy uzluksiz <p(r) funksiya uchun bunday limit
uning noldagi giymati <0) ni mos qo’yar ekan.

Xuddi shunday, massasi birgateng m = 1 nuqtaviy zarracha r = rg nuqtada
joylashgan bo’lsa, uning zichligi sifatida quyidagini gabul gilamiz:

[r- r0] < e;
47redl
pE{r - r0) (7

0, jr-rQ|>e.
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(6)-ni keltirib chigargandek

Eﬁjziojl pEv - ro)tp(r)d3x = ip(t0) (8)

ekanligini ham tekshirib ko’rishimiz mumkin.

Bundav hoi matematikada quyidagicha ta’riflanadi: {/j&r),e — 0} ketina-
ketlikning sust limiti yetarli darajada sillig bo’lgan ip(r) f'unksiyalar ustida
aniglangan ehizigli funksional <p(ro) ni beradi 1.

Har gal {p5(r), e — >0} deb yozib otirmaslik uchun

Jinjft(r) = &(n

belgi kiritaylik. Bunda biz (birlik massali) nuqtaviy zarracharxing zichligini

p(r) = i(r)
deb belgilagan bo’lamiz. Massasi m bo’lgan zaxracha uchun esa
p(r) = mS(r)

deb yozishimiz kerak.  Yangi kiritilgan S— funksiyaning asosiy xossasi
quyidagichadir:

/.5(T)ip(r)d?x —<N0). ©)

Buni ko’pincha
(6,cp)=<p(0) (10)
ko’rinishda ham yoziladi. Yangi Kkiritilgan funksiya Dirakning delta-
funksiyasi deyiladi.
Agar Tk,k = 1,2,3,... nuqtalarda joylashgan vik diskret massaJar sistemasi
berilgan bo’lsa, bu sistemaning zichligi
n

Pir) = E mkS(T~ rk)
k=1

formula orqali ifodalanadi. Ko’rinib turibdiki,

n
! (f'xp(i-) = mk
| k=1

1 Funksional deganda biror bir f(x) funksiyadan olingan va shu funksiyaning ko’rinishiga bog’liq bo’lgan
aniq integral - songa aytiladi.
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bo’ladi.
Xuddi shunday, nuqtaviy zaryadlar sistemasi haqgida gap ketsa,
n

n(r)y=1Y lek6(v ~ rft)
k=1

deb yozishimiz kerak.

Biz ko’rdikki, nugtaviy massa va shunga o’xshash tushunchalarni Kiritish
uchun sust limit tushunchasidan foydalanishimiz kerak. Bunday ka,ttaliklarnmg
nuqtadagi giymati hagida. gapirishning ma’nosi yo’q - bu shu kattaliklarning
fizik ma’nosiga ham to’g’ri keladi. Yugqorida aytganimizdek, tajribada fagat
o’rtacha, ya'ni, integral kattaliklar o’lchanadi - kiritilgan 5—funksiya ham xuddi
shunday ma’noga ega.

Biz t—funksiya,ni uch o’lchamli holda Kiritdik, uning xossalarini bir o’lchamli
holda o’rganish osonroq. Shuning uchun shu paytgacha aniglagan xossalarni bir

joyga yigaylik:
1 &x- xo0) = ([O X>§1):x'r[f'>; .

00
2. J dx6(x —xq) = 1;

3. J dxf(x)6(x - x0) = ,f{x0).

—00

Birinchi xossa shartli ma’noga ega.
Uch o’lchamli $—funksiya quyidagicha aniglanadi:

6(r - r0) = 6(x - x0)6{y - yo)S(z - z0).

Ba’zi -bir hollarda u (r —r0) ko’rinishda ham belgilanadi.

Ko’pincha ¢ —funksiya oddiy funksiyalarning limiti sifatida ham ko’riladi.
Fizik inasalalarni yechganda. ba’zi hollarda shunday qilish magsadga, muvofiq
bo’ladi. ¢-ni oddiy funksiyalarning limiti sifatida berish uchun yuqoridagi uch
xossaning bajarilishini tekshirib ko’rishimiz kerak. Shu magsadda eng keng
tarqalgan to’rta misolni ko’raylik va yugoridagi uchta xossalarning e —t 0 da
bajarilishini tekshiraylik (f(x) funksiya uzluksiz va cheksiz tartibdagi uzluksiz
hosilalarga ega deb garaymiz):
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i m, M <eg
I. Birinchi misol: pge(x) = < 0. bl >

oo, x-= 0:
Lm0, ppo.

2 J tefxydx = | ~-dx =1

—00 —C

@

£
3. jlim Y s(aoeanr - /(0)] < J|/(*)- /(o) dx —0.

—0
1 la:2

1
1. 1kldnchi misol: pge(x) = —2=-exp

L jigaet) o M o

00

JL [ lexp - /(aK'c - /(0) <

oo

Y exp (-12) |/(ey) « /(0)1 fiy =0, ¢ ~O.

<

Uchinchi va tortinchi misollar sifatida quyidagilarni olamiz:

SINEX) ¢ > oo ()
™

. 8Jx) =

V. @(X) = f)<2—+—e§,’ (] 0.

Bu funksiyalar uchun harn uchala xossalarning bajarilishini bevosita tekshirib

chigish mumkin.
Keltirilgan misollardan oydinki, ¢-funksiya juft funksiyadir:

12)

¢ (-x) = 6{x).

(5-funksiyaning hosilasini ham sust limit ko’rinishida kiritish mumkin.
Buning uchun yana asosiy funksiya J\x) larning yetarli darajada silligligi va
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cheksizlikda yetarli darajada tez nolga intilishini ishlatamiz:

oo oG

(<*) = J dxS'(x)f(x) = ¢(aO/Wl-oc - J dx6{x)f'(x) = -/'(0).

—a —0

Va shu mulohazani davorn ettirib, umuman olganda,

(i(n),7)=(-1)8 ()
bo’lishini topish mumkin. Bu xossani
JW (X)f(x) = (- I)r7 ()(0)i(i)
ma’noda ham tushunish mumkin. Xususan, n = 0 holda:

S(x)f(x) = ¢(@)/(0).

(13)

(14)

(15)

(16)

Umumlashgan funksiyalar ichida eng ko’p targalganlaxidan biri teta-

funksivadir (pog’onacha):

1, x>0
6x) 0: X < Oj
Bu funksiya. uchun
¢0(x) = 0(x)
ekanligini isbot gilaylik:
® 00
(04,) = [ dx9"(x)(x)f(x) = 0(x)f(x)\amo - j df(x) = /(0).

F£-funksiyaning Fourier tasvirini topaylik. Buning uchun
co
1 - :
(k) = — | dko(k) exp(—ikx)
—00

formuladan uning teskarisiga o’tamiz:

6(k) = j dxo(x) exp(ikx) —1.

-00
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Ya'ni, 5 - funksiyaning Fourier-tasviri birga teng ekan, bu esa bizga 6 -
fimksiyaning eng mashhur tasawurini beradi:

()]
5(x) = it J[ dk ex.p(—ikx). (19)

—00

Du tasavvurdan foydalanib S(x) funksiyaning yuqoridagi uchinchi limit
formasini keltirib chigarishirniz mumkin:

0 f o . sin(La)
5(x% - lim — / dkexp(-ikx) = lim ---——---= .
\Y L->00 2ir J y L+o0 T7TX
-L

Uch o’Ichanili $—funksiyaning integral tasawurini topavliki:

¢Q(r) = S(x)6(y)S(2) =

00 00 00
= J dkx(iXp(~ikxX)\] dkvexP(~ikwy) j dkzexp(-ikzz) = ~
—oc —o00 --00

=./(0 i“p<"ikr)-

Bu formula nmtematik fizikada. ko‘p ishlatiladigan formulalar qatoriga kiradi.
8.1-maskq. Quyidagini isbot gfling:

6[a(x - z0)] = 7-fS(* _ xo0)-
8.2~mashq. Quyidagini ko‘rsating:

5u'p))NM N\ I\ s{x~ x0)’ /(s0) = 0-

Avvalgi misol shu misolning xususiy holidir. Agar f(x) = 0 tenglainaning yechimlari bir
nechta bo‘lsa, {xi, ¢= 1,2,...}

*(/())=] | No  AS{x~ )

bo‘ladi.
8.3-mashq.



funksiya uchun limn-«*,5,,.(X) —S(x) ekanligini ko'rsating.
8.4-mashq. Sferik {r,9, ip) sistemada <5 —rt) funksiya
-j5(-& ro)d(cos0 - 00a60)S(ip —\Vo)
bo'lishini ko‘sa.ting.
8.5-mashq.
-¥) =1 Y] exP - A2
ekanligini isbot qiliug.

8.6-mashq. O-funtaiya uchun quyidagi tasavvurni isbot giling:

X > 0;

A=z [ A8 ={5 x<o

82. Chiziqli differensia! operatorning fundamental
yechirni (Green funksiyasi)

Matematik fizika tenglamalariuni yechishning vana bir muhim metocli - Green
funksiyasi metodidir. Bu metodni Kiritish uchun ixtiyoriy chizigli differensial
tenglamani olaylik:
Lu =/, (21)

bu yerda L - biror differensial operator, masalan,

r A d2 d2 d2 , d2

i " A=4? +V +4?' yoki L=W>-&
va h.k. Noma’lum funksiya u(x) shu tenglamaning yechimi gidirilayotgan
sohada va uning chegarasida yetarli darajada silliq deb hisoblaymiz.

L operatorning fundamental yechimi, yoki Green2 funksiyasi G(x)
quyidagicha Kiritiladi:

LXiG{x1,x2) = S(xi - Xx2). (22)

x deganda, 7?-0lehamli fazo véktorini ko‘zda tutamiz: x = {xI,x2,x3,...,xn}.
n —3 bo'lganda x —»r bo‘ladi. Shunga yarasha ¢(0-j —x2) -funksiya ham n-
o‘lchamli funksiyadir. LX deganirnizda operator x Largumentga ta’sir gilayapti
demogchimiz. Fundamental yechim mavjud bo’lsa (22)-ning yechimini bir
zumda yozib olishimiz mumkin:

u(x) = Uge) + j dx' G{x,x") f(x"), (23)
2George Green (1793-1841) - ingliz rnatematigi. Rus tiii.da - FpuH.
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Lu(x) —J dx' LG(x,x") f(x") —\] dx' 6(x - xJ f(x") = f(x). (24)

Uo(x) haddan cliegaraviy shartlarni qanoatlantirish uchun foydalanish
mumKkin.

Quyidagi teorema differensial operatorlarning fundamental yechimlarini
topishda muhim rol o'vnaydi:

Teorema: .
.sin at
6(t)e va
funksiyalar
d d2 2
5 +° v* m?
operatorlarning fundamental yechimlari bo‘ladi.
Isbot:

Bevosita hisoblab topamiz:
(jt+a) O(t)é~at = S(t)e~at - aO e + ab(t)erat = S(t)e~al = S(t)
Bu yerda 16— va 17- formulalar ishlatildi.

Teoremaning ikkinehi gismini isbot gilish uchun quyidagidan boshlaylik
(Z(t) - ixtiyoriy ikki marta difierensiallanuvchi funksiya):

~ (0(i)Z(1)) = 6'()Z(t) + 25(1)Z°(t) + 6{t)Z"{L) = - 6{L)Z\t)+

+26{L)Z'(l) + 0(t)Z"(I) = 6{t)Z\t) + O{t)Zz"{t) = 6{t)Z\0) + 9{t)Z"{t),
bu yerda 15-formula n —1 va n = 0 hollarda ishlatildi. Oxirgi natijadan kelib
cliiggan holda, quyidagini olamiz:

(25)

Teorema isbot qgilindi.
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83. Laplace operatorining fundamental yechimi

Laplace operatorining fundamental yechimini topish uchun
AG(r) = i) (26)

tenglamani yechish kerak. Bailing uchun Fourier alrnashtirish metodidan
foydalanamiz:

=/ (2~ 3»")exPHKk"'r), o(r) = j exp(—ik mr). (27)

Birinchisini (26)-ga olib borib qo‘yavlik:

(fti- _ r ffil-
/ G (k)Aexp(-ik er) = j ~-"(~k2)G(k) exp(—=k mr).
n (28)
Demak,
[ (™ " k2)Mk)expH k’r)y=1/ (f*3 exPH Kk er)p
yoki,

G(k) = -1 (29)

formulaga kelamiz. Shu bilan Laplace operatorining Green funksiyasining
integral tasawuri topildi:

G(r) = J Noexp(-Tk er). (30)

Ammo bu integralni bevosita hisoblash cheksizlikka olib keladi. Shuning uchun
uning o'rniga
- 1 f d%k
Gi(r)y =-(S ?/ FTATexp(*“’k'r) (31)
ni hisoblaymiz va oxirida A —» 0 limitga o’tamiz. k fazoda sferik koordinat
sistemasini Kiritib, k va r vektorlar orasidagi burchakni 0, deb belgilaylik:

00 2iT m
1 /" k2dk f )
GawWw =" (2M3J /o , \¢J dvJ deeM -ikr cos6) =
0 b o

- -W W rOj w f x (exp(ifcr) - -
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Oxirgi integralni hisoblashda ohegirmalar nazariyasi va Jordan lemmasidan
foydalandik. Integra! ostidagi funksiya k = i\ nuqtalarda birinchi tartibli
qutblarga ega3, birinchi integralni hisoblashda k —+*A qutb olinadi va Jordan
lemmasi bo'yicha kontur yuqori yarim tekislikda joylashgan yarim aylamna
bilan to'ldiriladi. Ikkinchi integralni hisoblaganda k = —/A qutb olinadi
va Jordan lemmasi bo'yieha kontur quyi yarim tekislikda joylashgan yarim
aylamna bilan toidiriladi. Oxirida A nolga intiltiriladi. Demak,

(32)
yoki, umumiyroq formada
(33)
ekan.
Shu natijadan foydalanib, Poisson tenglarnasi
= -/ (34)

ning yechirnini topish mumkin. (23)-formula bo’yicha bu tenglamaning yechimi
(35)

ga teng. Elektrostatikada nuqtaviy zaryad uchun /(r) — p(r) = e0(r)
ekanligini hisobga olsak,

(36)
ifodani olamiz. Bu - Coulomb4 gonuni.
ilisoblarimizda.it kelib ehigadiki.
A= —47T1(r). @7

maxsus nuqta orasida siqilib golgan bodar ekari, pinch deyiladigan bunday rnaxsus nuqta integrallanuvchi
maxsus nuqtalarga kirmaydi.
4R us tilida - Kyjioii. Charles-Augustin de Coulomb (14.06.1736 - 23.08.1806) (Illapjii>-OnocTCH p,e Kyjion)
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Bu formulani bevosita tekshirib ko’raylik. lining uchun sierik koordinat
sistemasiga o'taylik. Agar r ~ 0 bo:lsa.

rr2dr\ drrr
ekanligiga ishonch hosil gilamiz. r = 0 nuqta maxsus nuqtadir, bu nuqtada
liosila olib bo’lmaydi, ammo Gauss teoremasidan foydaianib (37)-ning o’ng
tomonida delta-funksiya borligini ko’rsatishimiz mumkin:

\] (firA- = rfVdiv grad-- = - \] dS mr/r3= -irw

Oxirgi ikki formula (37)-ning yana bir isbotini beradi.

84. Ikki o‘lchamli Laplace operatorining Green funksiyasi
Ikki o‘lchamli Laplace operatorining Green funksiyasi G2
A2G2(x,y) = + 3 G2x,y) = 6(x)6(y) = 5(r)

formula orqali aniglanadi.

G2(r) = %ﬂ?lnr
ekanligini isbot gilaylik. Bu esa
A2lnr = 2nS(v) (38)
ekanligini ko'rsatishga t.eng. Isbotni uch gismga boiamiz. Birincludan,
ldie) \.
AolInr = {r—lnr = 0. r~ 0.
ror \ or

Ikkinchidan, A2Inr dan ixtiyoriy R radiusli doira bo‘yieha integralga Gauss
teoremasini qo‘llaymiz:
n 1
I d?rA2Inr = j) dSeViInr= R j dpjj = 2.
S 0

Ikkita oxirgi natijadan delta-funksiyaning birinchi va ikkinchi xossalari
bajarilganligi kelib chigadi. Ixtiyoriy cheksiz sillig /(r) funksiya uchun uchinchi
xossasini tekshiraylik:

J drA2Inr/(r) = j d2r A2Inr [/(r) - /(0) + /(0)] = 2tt/(0)+

136



+J (FrA2inr[i(n)-1(0)].

r £ 0 da A2Inr = 0 bo'lgani uchun integralga fagat r = 0 nugtaning
atrofi hissa qo'shadi.  Shuning uchun integralni Kkichik e radiusli doira
bo'yicha integralga almashtiramiz va integrallash o'zgaruvchisi ustida r = er
almashtirish bajaramiz. Bunda integral 0 < f < 1 bo'yicha olingan bo‘ladi:

3 o nawne [ - Q1= oot mon Ffeny - (O] —o

Shu bilan (38)-formula isbot gilindi.

85. Multipol yoyilma

Bizga VTII.I-rasrnda ko‘rsatilgan zaryadlar tagsimoti berilgan bo'lsin. Shu
zaryadlar sistemasining P nuqtada hosil qilgan elektrostatik potensialini
topaylik. Elektrostatik potensial uchun tenglama

Aip= -p

ga Green funksiyasi (33)~ni qo'llasak, potensial uchun
yechim kelib chigadi. Agar sistema, diskret zaryadlardan tashkil topgan bo‘lsa,

bo'ladi.

p(r) - cheklangan zaiyadlar tagsimotiga mos kelsin, ularni o0‘z ichiga oigan
sohaning o‘lchami a kuzatish imqtasigacha bo‘lgan masofa R ga nisbatan kichik
bo‘lsin: a <CR. r < a bo‘lgani uchun r <C R bo'ladi. Undan tashqari

IR _rl = V(R - r)2: y/B')_ 2R er+ r2= m- 2 N\ cost» + (£)2

$ burchak R va r vektorlar orasidagi burchak. Bundan kelib chiqadiki, integral
ostidagi 1/|R —r| ifodaga Legendre yoyilmasi (35)-ni qoilash muinkin:
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VIII. 1-rasm: Zaryadlar tagsimoti
Shu bilan potensial quyidagi ko‘rinishga keltirildi:
(cosi?).

(VIIL.D-rasmdagi burchaklarga digqat bilan qaraylik. Sferik sistemada
dA = drr2d6sin Qdip,

demak,

(03] jo > r(
"R)= 40 E drr'2Pir)\]d93TMO df (jT) K(cos-a).

100 0 0
Qo’'shish teoremasi (78) bo'yicha (1.3- va VIII.I-rasmlarni solishtiring)
Pn(costf) = __ £ Ym(O,v)Ymt(e,<t>),
m—n

bu yerda (0, <) burchaklar r vektor (0 - r va £-0‘qi orasidagi burchak) bilan
bog‘lig, (6, ® burchaklar R vektor (0 - R va 2-0‘gi orasidagi burchak) bilan
bog‘lig. Qo'shish formulasini integralga qo'yamiz:

n=0 i m§—nW<e’*) =

®© (39)

=y"y (M(R) =90 + n + H-—-,

71=0
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bu yerda

oc m 27T

Q= \I+H j diznd dsin 9/ dFHIN(E'Y) o)
0 0 0

va

=sshivS tf |

Olingan yoyilma (39) multipol yoyilma deyiladi. Ma’lum bir n uchun m
sonim = -n dan m — +n gacha bo'lgan 2n + 1 ta qiymat gabul qilgani
uchun Q™ lar 2n+ 1ta komponentaga ega bo‘lgan kattalikni tashkil giladi, ular
sistemaning 2“~pol momentlari deyiladi - n — 1 da dipol, n =2 da kvadrupol,
n = 3 da oktupol va h.k. Agar sistemaning to'lig zaryadi noldan fargli bo‘lsa
yoyilma

(N — * d3 = ==
X AnR.} rp(r) 47TIR

haddan boshlanadi. Undan keyingi had
+ Q\Y?* + QlIn1*),

sistemaning dipol momentiga mos keladi. 82.11.-paragrafda yechilgan misollar
mana shu multipol momentlarga tegishli edi.

8.7-mashq. 1.4-misolning natijasidan foydalanib dipol moment! d va (Q™, m —- 1,0,1)
lar orasidagi bog‘lanishlar quyidagicha bo‘lisliini ko'rsating:

Qi =dz, Q{= ~=(dx+ idy), = -— (dx -idy).

8.1-misol.  VIIl.2-rasmda ko‘rsatilgan zaryadlangan halganing elektr
rnaydon potensialini toping. Halganing toiiq zaryadi - g, halganing radiusi
- a, A - kuzatish nuqgtasi.

Zaiyad taqsimoti quyidagicha ifodalanadi (delta-funksiyaning sferik sis-
temadagi ifodasi VIIl.4-mashqgdan olingan):

p(r) = \s(r —a)6(cos0).

Bu ifodani (40)-ga qo'yamiz:

0o 27T

Qn =qJ Lj drrnS(r - a)J d(cosG)S(cosO)J d(pY™(6, ip).
0 -1 0

139



Sferik funksiyaning (69)-ifodasidan foydalanib bo'yicha integralni birinchi

hisoblaylik:
e

f dipeinr = — (e2™ - 1) = 2T6MO.
J im, v

Demak, multipol momentlarning fagat
m = 0 bo'lgan hadigina noldan fargli
bo'lar ekan:

Qn = ganPn(0).

Ammo P2n+i(0) = 0 (l-bobdagi 45-
formulaga garang), shuning uchun mul-
tipol momentlarning faqgat juffclari goladi:

tt ‘n\dn + p €0s6).
R) 4ttR "~ R?n\4 4 n(0)Pn 6
n=0 n=0

P?.n(0) uchun (I-bobdagi 46)-formuladan foydalanamiz, natijada a-radiusli
zaryadi q boMgan halganing potensiali

23C0S20 - 1 R >
AKR -0 a.
ko'rinishda ifodalanishini topamiz. Albatta. i? » a masofalarda
—*
VR) 47tR

bo‘ladi.

8G. Xususiy funksiyalar, xususiy giymatlar, ¢-funksiya va
Green funksiyasi

Chizigli L operator berilgan bo'lsin. ipn(x) funksiyalar uning (An xususiy
giymatlarga mos keluvchi) xususiy funksiyalarining ortonormal sistemasini
bersin:

L<pn(x) AT (x).
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x deganda, fc-ollchamli fazo vektorini ko‘zda tutamiz: x = {xi, X2, xg,
k —3 bo'lganda x —r bo'ladi.
¢-funksiyani quyidagi yoyilma ko‘rinishida gidiramiz:
S(xi - x2) = M« ,, (X 2V?,(X1),
h
««(*2) —noma’lum koeffisientlar. Bu formulaning ikkala tomonini tp~(x1) ga
ko'paytirib X\ bo‘yicha integrallaymiz. Chap tomondan

00

\] dxi Pm(xi)S(xi - x2) = Pm{x2)

—00

kelib chigadi. 0 ‘ng toinondao (fn laming ortonormalligidan)

Y2 an(x2) / (f'Xi (@n(xi)ipn(xi) —am(x2)
n
kelib chigadi. Demak,

S(x! - x2) = PMR) M xi) (41)
n

ekan.
Quyidagi birjinslimas tenglama berilgan bo'lsin:

Lil>+ Aip= —p. (42)
Bu tenglama uchun Green funksiyasini quyidagicha ta rifiaymiz:
(L+\)G(xi - x2) = S(xj - x2).
Green funksiyasini L operatorining xususiy funksiyalar orqgali ifodalaylik:

G(x1- x2) = Y | bn(x2)<pn(x1).
n
Ko'rinib turibdiki,
(L4 AG(xi - x2) = y*bn(x2){\n+ A@Bu(xi) =~ (x 2",(a;i).
n n
Demak,

n
(42)-tenglamaning yechimi uchun quyidagiga egamiz:

49=- ) ceGx- T
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87. Helmholtz tenglamasining Green funksiyasi

Quyidagi tenglama Helmholtz5 tenglamasi deyiladi:
ANj(r) + K2ijj(r) = —47rp(r). 43)
Laplace operatorining xususiy funksiyalari va xususiy giymatlarini
{A™(r )> deb belgilaymiz:
Asen(r) = -kl<pn(T), n=0,1,2,... (44)
Helmholtz tenglamasining Green funksiyasini

G{n - r2 =
n

ko‘rinishda gidiramiz. Helmholtz operatorining unga ta’siri ¢-funksiyani beradi:

Y b, (T2){-kl + k2)pn(rj) = <5(n - r2) =Y ~n(r2) n(H)’
n n

Helmholtz operatori uchun Green funksiyasini topdik:

G(ri-r)=zZ M ™ P }- <>
n n

Agar bu formulada k2 = 0 deb olsak, Laplace operatorining Green funksiyasini
topgan bo‘lamiz. Rostdan ham, quyidagi funksiyalar
*(*>m=

(44)-ning yechimlarining ortonormal sistemani hosil giladi. Bu funksiyalar (44)-
ning yechimi ekanligini va ulaming ortogonalligini ham tekshirish giyin emas:

(<Po(r), gm(r)) = 7 A= 0(kn- km).
Demak, (45)-dan k2 —0 hoi uchun quyidagini olamiz:
e-*ku(ri--r2)

Agar toiqin vektorlari uzluksiz sistemani hosil gilsa, yig‘indining o‘rniga
integralga o'tish kerak:

-1 f d3k_e -ik(n-r2)_
Qrt- ~07 I

5Rus tilida - I'ejiLMrojiLn
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Laplace operatorining fundamental yechimi uchun (3Q)-formulani gaytatdan
oldik.

Helmholtz operatorining Green funksiyasiga o'taylik. Uni ham Laplace
operatorining xususiy funksiyalari orgali topamiz. Boshidan uzluksiz
impulslarga o'tib (kn » g, Helmholtz tenglamasidagi k bilan adashtirmaslik
uchun), quyidagini olamiz:

G(n - r2 1 "e"|r|r2
1(1 ﬁ (2vr)3 J k?- q q( )

Integral ostidagi funksiya q2 = k2 nuqtada qutbga ega, bu maxsus nugta

integrallash konturining ustida yotibdi. Shuning uchun uni aylanib o‘tish yo‘lini

ko'rsatishiiniz kerak. Hagiqiy o‘q ustidagi maxsus nuqta - qutbni aylanib o‘tish

yo'lini quyidagicha tanlab olamiz:

Gln -0 = s il ke Tt
Bu holda qutblar g2 = k2+ ie tenglama orqali aniglanadigan yangi nuqtalarga
ko‘chib o‘tadi, e - cheksiz kichik boigani uchun ularni q\ = k + ie va g2 —
—k -ie deb belgilaymiz. Yangi qutblar haqgiqiy o‘qdan g kornpleks tekisligining
yugori va quyi yarimtekisliklariga siljiydi. Ularning yangi holati VII1.3-
rasmda ko'rsatilgan. Shu rasmning o‘zida Jordan lemmasidan foydalanib, qi

VII1.3-rasm: Helmholtz operatorining Green funksiyasiga. oid

va g2 qutblar uchun konturlarni ganday yopish kerakligi ko'rsatilgan: Jordan
lemmasidan kelib chigadiki radiusi cheksizga intiltirilganda C+ va C_ konturlar
bo'yicha integrallar nolga teng.
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Integralni hisoblaylik:

00 T 2t

. 1 f g2dq f . .
G(ri-r2)=-— limJ ysin®expHgln -rzl cosO) J ap =
0 0] 0
0o
. 188/ - r T )~ «p (axi-rr]))-
0
00
= _ 0 Y2l--mmmm—- 1 i ; - ~ ;N
02r(§>|<§2\%1 —r2|ry-r>no JI q¢ — fe'l—re (exp (—c¢lr3- r2)) - exp (¢ r2))
—o00

Integralni oqutbni inobatga olib hisoblasak,
G(ri-r2)=-- -p———-r——zr'exp (ifcin - r2|) (46)

formulani olarniz, g2 qutbni inobatga olsak,

o(ri ~r2) = exp Hfclri ~ I2) (47)

javob topiladi. Bu ikki funksiyalar o‘zaro koinpleks go‘shmadir.
8.8-mashg.

AG(r) 4-k2G(r) = i(r)

teiiglamaga (46)- va (47)-fommlalarni qo'yib bevosila hisoblash orgali bu tenglamaning
bajarilishini ko‘rsating.

88. Green formulalari

Elliptik tenglamani ehegaralangan sobada yechganimizda chegaraviy shartlarni
hisobga olishimiz kerak.  Green funksiyasi metodida bu ish quyidagicha
bajariladi.

Bizga ikkita u(r) va v(r) funksiyalar berilgan bo’lsin. Masalaning yechimi
gidirilayotgan sohani G deb va uning chegarasini S deb belgilaylik. Unda

u,v&C2G), u,veC(S)
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deb taJab gilamiz. Gauss teoremasidan foydalanib,

| avnav=Jiivvuve) - ] dvwu svv = | uvy mds - | dvvu svy
\% \Y% \Y% S \Y%

l u~dS - J dVVu m7v

formulani keltirib chigarishimiz mumkin.  Ba’zi-bir hollarda bu formula
Greenning birinchi fonnulasi deyiladi. Agar bu formulada u va v
funksiyalarning o’rinlarini almashtirib olinganini yuqoridagidan ayirsak,

J dV(uAv —vAu) = J “vdn) ~ n9)
\Y S

forinulaga kelamiz. Buning nomi Greenning ikkinchi formulasi.

89. Chegaraviy masalaga Green formulalarini go’llash

Quyidagi chegaraviy inasalani ko’raylik:
A«=/(r) GG. + Buj —ip(r). (50)

e Agara = 0, B~ 0 bo’lsa bu Dirichlet inasalasi;
®Agara 0, —O0 bo’lsa bu Neumann masalasi;
®Agar a ™ 0, B 0 bo’lsa bu uchinchi chegaraviy rnasala.

Albatta, har bir rnasala ichki yoki tashqi bo‘lislii mumkin. Bu bagidagi
informatsiya G sohaning ta’rifida berilgan bo'ladi, deb garavmiz. Masalan,
G soha R radiusli shaming ichi desak, ichki rnasala hagida gap ketayotgan
bo'ladi. G soha shaming yoki ellipsoidning tashqarisi deyilgan bo'lsa, tashqi
chegaraviy rnasala hagida gap ketayotgan bo'ladi.

Green funksiyasidan esa quyidagilar talab gilinadi:

AG=5 eG, {ar +RG) =0- (51)
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Avvalgi paragrafdagi (49)-formulada v(r) = G(r — m) deb olaylik.
AG(r — r0) = 5(r —ro) ni hisobga olsak, quyidagiga kelamiz:

«(ro) =J dVG(r- r0)/(r) +j A~tt(r)dG™n r°r - G(r ~ ds-
v S
(52)
ronuqta G sohada yotibdi. Ikkinchi integral chegara S bo‘yicha olinadi, integral
ostidagi r o'zgaruvchi mana shu S sirtning ustida yotadi. n normal S sirtning
har bir nuqgtasida unga perpendikulédr bo‘lgan yo‘nalishga ega.
Agar birinchi chegara,viy masala ko'rilyapgan bo’lsa,

G =0 wu o)
bo’ladi va yechim quyidagi holda aniglanadi:

u{ro) = \] dVG(ro—r)/(r) +\] dStp(r)*~-—. (53)

Ikkinchi chegaraviy masala uchun

dG du

0
dn Cghi Y

Ammo Green funksiyasiga qo‘yilgan bunda\' shart, Green funksivasining tarifi
bo‘lgan
ArG(r —r") = <G —r')

formulaga ziddir, chunki bu formulaga Gauss teoremasini qo'llasak,
[ dVATIG(
dn

shart kelib chigadi. Shuning uchun Green funksiyasi uchun

dG _ 1

dn S
shart kiritish kerak, bu yerda S - V hajmni o‘z ichiga olgan sirtning yuzasi.
Agar tashqi Neumann masalasi hagida gap ketayotgan bo‘lsa, unda S — 00

va Green funksiyasi uchun ikkala shart bir xil bo‘ladi. Agar iehki Neumann
masalasi haqida gap ketayotgan bo‘lsa, uning yechirni

«(ro) = j dVG(r0- r)/(r) + (u)s - \] dSip(r)G(r0- r). (54)
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bo'ladi, bu yerda (u)s - u funksiyanmg S girt bo'yicha o'rtacha giymati. Bu
- konstanta, ichki Neauman masalasi ixtiyoriy konstantagacha aniglanganligini
inuhokama gilgan edik.

Uchinchi chegaraviy masala uchun esa

du P | — - _g.
dn aUS a dn o
va .
u(r = \]dVG{r' - r)/(r) - i J dsGip. (55)
\Y% S

(53)-, (54)- va (55)- formulalar birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy
masalaJarning yechimlarini beradi, ulardagi ikkinchi hadlar chegaraviy
shartlarni 0’z ichiga olgan. Ularga kirgan Green funksiyasi G Laplace
operatorining cheksiz fazodagi Green funksiyasi |/(—47r|[r—'|) ning 0’zi ernas,
balki (51)-masalaning yechimidir. Bu yechirnni biz

G = Gn4-7%(n), G)r'-n=- _. Av=0¢€G
") ! ) 47rjrt —r|*
ko’rinishda olishimiz kerak. Birinchi chegaraviy masala uchun G 0 bo’lgani
ucnun
1
471 —r|

deb olishimiz kerak.
Misollar

Idea) o’tkazgichdan tashqgarida joylashgan zaryad

(VI111.4)-rasmning a) gisxnida o’tkazgich sirtidan tepada turgan e zaryadning P
kuzatish nuqtasida hosil gilgan potensialini toping. Masalaning qo‘yilishi:

Aip = -47re5(r), ip's = 0.
Yechiin: e p
<pln) ror
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= 8
Vill-4-rasm: e zaryad hosil gilgan potensial

Masalani yechish uchun biz inavhum zaryad —e kiritdik, u tekislikdan pastda
joylashgan. Elektrornagnetizmda bunday metod akslantirish metodi deyiladi.
Oydinki,

A—= —r<ix(r/) = 0,

chunki masala berilgan soha - sirtdan yuqorida yotadi, P nuqtani yugori yarim
sirtning xohlagan joyida olsak ham hamma vaqt r! A~ 0 bo’iadi. Deinak, ip(r)
tenglamani ham, chegaraviy shartni ham ganoatlantiradi.

To’g’ri burchakli ideal o’tkazgich uchun masala

Cheksiz to’g’ri burchakli sohada joylashgan e zaryad hosil gilgan maydonni
toping, to’g’ri burchakning sirtida jp= 0. Bu rnasalaning yechimi

ko’rinishga ega bo’iadi ((V111.4)-rasmning b) gismiga garang). Fiktiv zaryadlar
r*i,r2, r"3nuqtalarga qo'yilgan.

810. Issiqglik targalishi masalasi

810.1. Issiqlik targalishi operatorining fundamental yechimi

Issiglik targalishi (diffuziya) tenglamasining

u(x,y,z, t) = f(x,y,z1)
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umumiy yeehirriini topish uchun issiglik targalishi operatorining fundamental
yechimini topamiz:
(iL ~°2A) G tr=6" 6

Bn tenglamaning ustida uch o'lcliamli Fourier almashtirishi bajaramiz:
| rekr - 22 Q1) = J dekKB6() = &)
Green funksivasi uchun quyidagi formulani ishlatib:
o f ok~
G(r,i)=J ~ p G(k>0 exp(-*k °r)
(28)-formulani hisobga olib, yuqoridagi tenglamani
([- + a2 G(k,t) =i(i)

ko'rinishga keltiramiz. Bu tenglamaga 8§2.-paragrafuing oxiridagi teoremaning
birinehi gismini ishiatsak,
G(k, t) -

ekanligini darhol topamiz. Demak, izlanayotgan fundamental yechimning
integral tasawuri quyidagicha ko‘rinishga ega ekan:

k vektor bo'yicha integralni hisoblash qiyin einas. Bulling uchun
eksponentadagi ifodani to'liq kvadratga keltirish yetarli:

G(r,t) =6{t) f + *r/(2a2f))2i - r2/(4aH) = ‘W_ e "H,
J (@m" \2a'Kt)i

810.2. Cauchy masalasining yechimi

Cheksiz fazoda ut- a2Am = / tenglama uchun Cauchy masalasining yechimini
Green funksiyasi yordamida ifodalab olishga hamma narsa tayyor. Cheksiz
fazoda bu tenglainaga fagat boshlang‘ich shart u(r, 0) = ip(r) beriladi, <
funksiya yordamida bu shartni tenglamaning o‘ng tomonidagi manbaga qo'shib
go'yishimiz muinkin:

ut(r, t) - a2Au(r,t) =1/(r,1t), I'Cir, t) = /(r, t) + 51)<p(r). (56)
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Ko'rinib turibdiki, bu formula boshlang'ich shartni 1 = 0 vaqt momentida ta ’sir
giluvehi manba sifatida talgin qgilishni taklif etadi. Fizik mulohazalar nuqtai-
nazaridan bu talgin manbaning ham, boshlang‘ich shartning ham ma’nosiga
mos keladi. (56)-formulalar issiglik targalishi (diffuziya) masalasining ma’lum
bir go'yilishiga mos keladi. Bu masalaning yechimi (cheksiz fazoda, chegaialar
yo‘gq!) Green funksiyasi metodida quyidagicha ifodalanadi:

u(r,t) = I drj d3r'G(r —r*,t —r)/,(r',r) =

(67)

1 / dT (jz itui ~ foo(r“r/2

=TwwJ (TrwWJ dr® r’™ { - 4a2t—x)

Bu formulaga /' ning ta’rifini go;yamiz:
t 2 (58)
s (r-r
+7—m -——--—TH1 / d3r'f T-
2 g et D e Tt —r)

(57)-formulada integral ostida S(t) ni ishlatganimizda r ni nolga yuqoridan
intiltiramiz deb hisoblash kerak. buni odatda quyidagicha belgilanadi: r — O4-
Olingan formula uch o'lchamli fazoga tegishli, uni bir 0‘lchamli fazo uchun yozib
olish giyin emas:

“IM)= £ h .1 +

(59)
1 f dr f ., I (x- x")2

J J X

§10.3. Chegaraviy shartlar

Ghegaraviy shartlarni muhokama qilish uchun issiglik targalishi tenglamasini
(3)-formada yozib olaylik (fc = const deb olarniz):

du
cp;t = kAu + F.
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Eslatib o'tamiz, ¢ - muhitning issiglik sig'imi (inuhitni muvozanatda turibdi
deb garaganimiz uchun ¢ = cp bo:lishi kerak), p—mubhit zichligi, k - issiglik
targalish koeffisienti, F- rrianba zichligi.

Muvozanatda turgan va umumiy chegaraga ega bo’lgan ikkita muhit berilgan
bolsin. Ikkita muhitning chegarsida temperaturalar teng bo'lishi kerak
(muvozanat shai'ti):

'«i = u2.
Undan tashqari, bir muhitdan (Aji) chigayotgan issiglik ogimi ikkinchi muhitga
(fc2) kirib kelayotgan issiglik ogiiniga teng bo'lishi kerak. Ixtiyoriy sirt elementi
<iS uchun buni
kivuidS —k-iS/U'idS

ko'rinishda yozib olish murnkin. Gradieiitning sirt elementiga proyeksiyasi shu
sirtga normal liosila bo'ladi, shuning uchun bu chegaraviy sliartni

dui du=z
1dn 2dn

ko‘rinishda olish qulaydir.
Agar muhitlar chegarasida tashqi issiglik manbalari rnavjud bo‘lsa

A - = <>
dn un

bo’ladi, bu yerda gW _manbaning sirt zichligi.

§10.4. Xususiy hollar

Boshlang'ich temperatura fagat bitta koordinataga bog‘liq

Faraz qgilaylik, tasliqgi manba bo‘lmasin va
Vir) = <PiX)

bo'lsin. Bu holda u(x,y,z,t) temperatura ham koordiriatlardan fagat x ning
funksiyasi bo‘lib chigadi:

"(T° = (gyM) J 1M X ')CXP

9y i roion (XXX
Zﬂn»f dx'cpxYexp VoAt
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Biz bu natijani olishda yaxsbi ma’lum boigan
@

—0

formulani ikki marta ishlatdik.

Endi faraz giiaylik, butun boshlang‘ich issiglik x —0 nuqta atrofidagi cheksiz
kichik gatlamda mujassamlangan bol'sin, buni ip(x) — <po6(x) orgali ifodalash
mumkin. Bu holda

(= *© ( x2\

Issiglik (modda) x = 0 nuqtadan X — | nugtaga yetib borgan
bo'lsin, | nugtadagi temperatura (konsentratsjya) boshlang‘ich temperatura
(konsentratsiya) ip0 bilan solishtirilganda sezilarli bo‘lishi uchim eksponentadagi
faktorning tartibi bir atrofida bo'lishi kerak: 12/a2t ~ 1. Demak,

Diffuziya masalalari uchun
| ~ VtD. (61)

Ya'ni, issiglikning (modda konsentratsiyasining) targalish sohasi o‘lchamining
tartibi vaqtdan olingan ildizga proporcional ekan.

Agar boshlang‘ich temperatura (konsentratsiya) bitta nuqtadagina noldan
fargli bo'lsa (issiglikning ma’lum bir migaori r = 0 nugqtada mujassamlashgan
bo‘lsa),

) = <0(r)
bo'ladi va (58)-formula bu holda quyidagi natijaga olib keladi:
t A 0(t) ( r2\

Ulr't)=T2* Sy “neXP{-"1)-

t vaqt ichida issiglik (modda) tarqalishi sohasi oichami uchun (60)- va (61)-
formulalar bu holda ham o‘rinli, fagat endi | markazgaeha masofani bildiradi.

Olingan formulaning fizilc ma’nosini talqin giiaylik. Bu formuladagi <a
had o'zining kelib chigishi bo'yicha issiglik manbai ziehligi intensivligi F bilan
quyidagicha bogiangan:

F(r,t) = cp<p0S(T)S(t).
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S—funksiyalarning o'lchamliklarini hisobga olsak, ( [¢(a;)] — [X]-1) cpipn ning
o'lchamligi issiglik migdori Q ning o'lchamligi bilan bir xil bo'lib chigadi ( SI
sistemasida [Q] = Joule, CGS sistemasida [Q] = erg). Q = 1 deb olaylik,
bu bolda r = 0 nuqtaga t — 0 vaqt momentida (oniy) birlik issiglik migdori
kiritilsa, u hosil gilgan temperatura t > 0 da fazoda quyidagicha tagsimlangan
bo'ladi: 2

u{r't]*vp (2 6XP

cpu dan olingan integral butun issiglik migdori Q ni berishi kerak, rostdan ham
bu formuladan butun fazo bo‘yicha integral hisoblasak, Q = 1 ni olamiz.

Yarim-fazodagi issiqlik tagsimoti: birsnchi tur chegaraviy shart

X > 0 yarim-fazo uchun birinchi chegaraviy rnasala berilgan bo‘lsin:
X — 0 sirtda ma’lum temperatura berilgan, uni nolga teng deb olamiz -
u(0,y, z;t) = 0, x > 0 sohada temperaturaning boshlang'ich tagsimoti berilgan
- u(x,y,z;0) = ip{x.y,z).

Umumiy formulalarni qo'llash magsadida, masalaga X < 0 soha ham
quyidagi yo‘l bilan kiritiladi: faraz gilaylik, t — 0 vaqt momentida x < 0
sohada ham temperatura tagsimoti berilgan boisin, va u tagsimot

tp(-X,y,Z-,O): 'ip(X,y1Z§0) (62)

shartga bo'ysunsin. Bundan chegaraviy shartning £= 0 da avtomatik ravishda
bajarilishi kelib chigadi:

«(0,v,z;0) = ip(0,y,z) = -ip(0,y,2) = 0.

Boshlang'ich tagsimotning simmetriyasidan kelib chigadiki, bu chegaraviy shart
ixtiyotiy t > 0 da ham bajariladi. (58)-yechimda / = 0 deb olamiz va dx’
bo'yicha integralni ikki gismga bo'lainiz: —eo0 dan 0 gacha va 0 dan oo gacha
va (62)-shartni ishlatamiz:

(y-,jf +{z- ¢t
expl © 7 -
(2asfrty 3 *J 4aH
ood o v {x —x")2\ [ (r+ al)2
XWOGYSZ) gxp 1 A TET) ~OPV  AdH
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Agar temperaturaning boshlang'ich tagsimoti fagat x ga bo'glig bo'lsa bu
formulada y' va z' bo'‘yiclia integrallarni hisoblab tashlash mumkin:

CG

N\ — X Y '
x<>§y,2,i)— Jdx'<p(x') exp (X—x exp Do 't

4a2t 4a2t

Yarim-fazodagi issiglik tagsimoti: ikkinchi tur chegaraviy shart

Fazo x = 0 tekislik bilan ikki gismga bo'lingan bo'lsin. Masalani quyidagicha
go'yamiz: x > 0 yarim tekislikda boshlanglich temperatura (p(x,y, z)
berilgan, x = 0 tekislik issiglik o't.kazmaydigan bo'lganda x > 0 yarim
tekislikda temperatura tagsimotini toping. Bu shartlami matematik ko'rinishga
keltiraylik:

= 0.
x=0

(63)
Chegaraviy shartni ganoatlantirish uchun masalani x < 0 sohaga simmetrik
ravishda davom ettiramiz, buning uchun boshlang;ich shartni

®PIi = KAu® UX'V'A = UXV'Z = PX'V X>°" fr

p(_lelZ) = <p{X,y,Z)
deb olsak, yetarlidir. Bu holda

duo0 dip(0,y,z) d<p(0,y:z) n
dx 90 dx dx
bo'ladi. Masalaning simmetriyasidan ixtiyoriy vaqt momentida ham

(du/dx) S 0 boishi kelib chigadi. Demak, boshlanglch shartni simmetrik
X

ravishda butun fazoga kengaytirsak, chegarviy shart bajarilgan bo'lib chigadi.
Shuning uchun (63)-masalaning yechimi (58)-formuladan osongina olinadi:

4y o m : . (y~y)2+(z~ z'f
Y,zit) = - |
u(x,y,z;t) j dy dz'es A%t
. . : (x +x")2
’ N
y ax'ip(x', y’,z') exp 14aé ®EXp a2t

Chegaraviy shart (du/dx) =0 0 ning bajarilishi ko‘rinib turibdi.

154



Ikkinchi chegraviy masalaning umumiy ko‘rinishiga o'tish muinkin: x = 0
chegarada vaqgtning ma’lum funksiyasi bo'lgan issiglik ogimi berilgan boisin:

,du

kai . AO

*-0
Boshlang'ich shart:
«ofoV,z) = u(x,y,z0) = 0.

Agar boshlang'ich temperatura noldan fargli bo'lsa, uni yechimga qo'shib
go'yish giyin emas.

x —O0 tekisligida berilgau issiglik ogirnini shu tekislik bo'yicha tagsimlangan
manba sifatida garaymiz: / ~ q(t)6(x). 0 ‘Ichamliklarning tahlilidan

[~ Nq(t)o(x) ~ -j-q(t)o(x
CIDq()() ko)
bo'lishi kerakligini topish mumkin. Ammo bu manbadan chigayotgan issiglik

ogimi x > 0 soliaga ham x < 0 sohaga ham ketayapti, shuning uchun uni 2 ga
ko'paytirishimiz kerak:

/| = —=<I(t)6(x) = ~-q(t)6
5100 = ~-a(V6()
Manba uchun bu formulani (58)-ga qo'ysak berilgan masalaning yechimi

topiladi (integral ostida y, z larga bog'liglik yo‘q bo'lgani uchun ular b'oyicha
integrallab tashlandi):

N T (rexd, (e —o»

Masalan, x = 0 nuqtada ((y,z) tekislikda), temperatura
t

uoyz9=-Q i;h =2,(7)

bodadi. Agar g = const bo‘lsa,

bo'ladi.
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811. Uch o‘lchamli fazoda to‘lgin tarqgalishi masalasi

811.1. To‘lgin operatorining fundamental yechimi

Uch o‘lchamli fazoda to'lgin tarqalishini (ll)-tenglama ifodalashini keltirib
chigargan edik. U tenglamada a pararnetr to'lqin targalishi tezligi edi. Endi
uni c harfi bilan belgilaylik. Quyidagi operator

d2 _ _JP_ 32 d2 d2
cadt2 c2dt2 dx2 dy2 dz2

D '’Alembert, yoki to ‘1qin operatori deyiladi. Shu operatorning fundamental
yechimi G(t, r) ni topaylik. Uni quyidagicha ta ‘riflaymiz:

Bu yerda to'rt o'lchamli delta-funksiya o'zining odatdagi ma’nosiga ega:
BG4(t,r) = ¢(i)J(r). Tenglama ustida yana uch o‘lchamli Fourier-almashtirish
bajaramiz:

/ d3reikt - «2A) =1 = 6(t).
Green funksiyasini ham uch o'lchamli Fourier-integraliga yoyamiz:
<3(r,t) =J ~~G (k,t)exp(-?k -r).
Natijada,
(™ + k2)G(k,t) = S(@v)
tenglamani olamiz. 133-bet,dagi teorema bo'yicha bu tenglamaning yechimi
G(k, t) = e(t)csm[ckt”, k = Vk2. (64)

Quyidagi integralni hisoblash goldi:

f d?k csmickt)
i-N

G(r,t) = 0(t) J exp(-ikT).

Sferik sistemaga o‘tib avval burchaklar bo'yicha integrallarni hisoblaymiz:

2K T
J dipJ d6sin0 exp(—krcos6) = ~ (eifor - e~lkr).
0 0
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Qolgan integral:
@
G(rt) = J dksin(cfei) (etkr - e-ikr)

0o

co J dk (e~ika - eiket) (eikr - e~ikr) =

87r2r

[e]e)

jodk(e - eiket) (eikr - e-ikr) = (65)

— C@@) I ~ ~eik(r-ct) e-~ik{r-cl) _ eik{r+ct) _ e~ik(r+ct)j __

— 00

=sm m -r)-Sct+r)="¢ (c¥ -r2.
47Tr zir

Hagigatda oxirgi tenglik simvolik ahamiaytga ega, cliunki 0(1) borligi uchun
t > 0 va ikkinchi delta,--funksiyaning argumenti hech gachon nolga teng bo'lishi
mumkin emas. Shuning uchun hagigatda

G(rit) =" (c< -r) (66)

deb olishimiz kerak. Ainmo yuqoridagi (65)-formula o'zining Lorentz-
invariantligi sababli ko‘p hollarda qulay bo‘lishi mumkin.

Formulaga O(t) kirgani uchun t < 0 da G(r,t) = 0 bo'ladi. Bunday Green
funksiyalari kechikuvchi deyiladi.

811.2. Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlar hosil gilgan maydon

j(r,t) tok zichligi (harakatdagi zaryad) hosil gilgan kechikuvchi vektor-
potensialni topaylik. Elektromagn.it maydon vektor-potensiali quyidagi
tenglamaga bo'ysunadi:
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Green furxksiyasi metodi bo'yicha bu tenglamaning yechimi
A(r,t) = — J G(r —r', t —t)j(r', t') cPr'dtl

ga teng. Green funksiyasi uchun (66)-formulani ishlatamiz:
t

—0C

VIll.I-inashg natijasidan foydalanib yorug‘ik tezligi ¢ ni delta-funksiya
argumentidan chiqgarib tashlaymiz:

t
Aty  J dtd

t' bo'yicha integralni delta-funksiya yordamida hisoblasli giyin einas, natijada,

(68)

formulani olamiz. Topilgan ifoda kechikuvchi potensial deyiladi. Bunday
nomning sababi intégral ostidagi tokning vaqt argumentida - t vaqtda r
nuqtadagi potensialni t —|r —r'j/c vaqtda r' nuqtada turgan zaxyadlar hosil
giladi. Bu formulada elektromagnit rnaydonning yorug‘lik tezligi bilan harakat
gilishi hisobga olingan bo'lib chigayapti: r' nugtadan r nuqtaga yetib kelish
uchun maydon |r —r'|/c vaqt sarf gilishi kerak, u kechikib keladi.

Olingan formula (68) da tok zichligi vaqtga bog‘iq bo'Imasin, deb faraz
gilaylik: j = j(r). Bu holda

(69)

formulaga. kelamiz. Olingan natija Laplace operatorining Green funksiyasi
orgali ham olinishi mumkin edi. Bunga ishoncli hosil qgilish giyin emas - vaqtga
bog'liglik yo‘gligida (67)-tenglama Poisson tenglamasiga aylanadi:

(33)-, (34)- va (35)-formulalarni eslash qoldi, ularni qo‘llasak, yana (69)-
yechiinga kelinadi.
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Yana bir xususiy holm ko'rib chiqaylik - hara.katdagi zaryadlar hosil gilgan
maydoimi monoxromatik to'lginlarga yo'yish masalasini. Monoxromatik to'lgin
vaqtga sodda bo'lgan e~tU ko'rinishda bog'liq boiadi, bu yerda u - mana shu
to'lginning chastotasi:

A(r, t) = e-"*A(r).

Albatta tok zichligi ham vaqtga shunday ko'rinishda bog'lig bo'lishi kerak:

i 0 = e

(68)-yechimda mana shu almashtirishlarni bajarsak va ui = ck formula orgali
to'lgin vektori Kiritsak kechikuvchi maydonning monoxromatik komponentasi
uchun

(70)

formulani olarniz.

Xuddi shu formulaga boshga nuqtai nazardan kelish mumkin. A vaj lar
uchun monoxromatik holdagi vaqtga bog'liglikni (67)-tenglamaga qo'ysak, u
Helmholtz tenglamasiga aylanadi:

(A + 12)A(r) = —j(n).

Bu tenglamaga Helmholtz operatorining Green funksiyasi (46)-ni qo'llasak yana
(70)-yechimni olamiz.

§11.3. KirchhofF formulasi

Yuqgorida topilgan hamma yechimlar birjinsli bo'Imagan ((67)- va undan

olingan) tenglamalarning xususiy integrallaridir. Birjinsli bo'lmagan

tenglamaning umumiy yeehimi mana shu xususiy yechim + birjinsli

tenglamaning umumiy yeehimi bo'lishi kerak. Shu yechimni topaylik.
Masalaning qo'yilishi:

Bu - Cauchy masalasi. Green funksiyasi metodidan unumli foydalanish
maqgsadida boshlang'ich shartlarni oniy taXsir qiluvchi manbalar sifatida
garaymiz va (71)-tenglamadagi / manbani quyidagi umumlashgan / manbaga
almashtiramiz:

/0,1)=/(r>0 + (r) +
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Bunday vondashishga asos quyidagicha. Tenglamani yangi o‘ng tomon bilan
yozib olaylik:
dau(r,t) A_/_ fl_jAi 1l tsil
c2
Tenglamaning o‘ng tomoni o:zgargani uchun raring yechimini ham boshqa harf
bilan belgiladik. Bu tenglamani t bo‘yicha —e dan e gacha integrallab e —0

limitga o'tamiz. t — —e da u(r, t) va uning hamma hosilalari nolga teng,
natijada, fagat quyidagi hadlar qoladi:

8u(r, t)

dt = «i(r). (73)

t—o
Delta-funksiyaning hosilasi kirgan oxirgi hadning nolga tengligi ham oydindir:
e e
J dt6'(t)uo(r) - ~ J = 0-
—e -e

Endi oxirgi hadni chap tomonga o'tkazamiz:

_d_ ("0 _ g(e)Uo(r)n = Au(r,i) + f(r,1) + ~ 6(i)wi(r)
Chap tomondagi ifodaning vaqt bo'yicha hosilasi delta-funksiya kirmagan
bitta funksiya va delta-funksiyali haddan iborat, (17)-formulani eslasak, oxirgi
tenglamaning integrali
(xt] . .
— - S(tyufi(r) = 5i(r, t)) + 0(i)ui(r)

ko'rinishga ega bollishi kerakligini tushunish giyin emas, bu yerda f/i - bir
uzluksiz funksiya. Shu yerda yuqoridagi amalni yana bir marta bajaramiz:
bu tenglikni t bo‘yicha —e dan e gacha integrallab, e -> 0 limitga o‘tamiz.
Natijada, quyidagi hosil bo'ladi:

u(r,0) = wo(r). (74)

(73)- va (74)-formulalar u(r, t) funksiyasiga qo'yilgan boshlang!lich shartlarning
0°zi, shuning uchun (72)-tenglamaning yechimi (71)-tenglamaning yechimining
0‘zi. Bu mulohazalar boshlang:ich shartlarni (72)-tenglainaga o‘tish yo‘li bilan
hisobga olishning to‘la.-to’kis isboti emas, aniq isbotni [3 kitobning 8§13 da
topish mumkin.
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(72)-tenglamaning qulayligi unga boshlang'ich shartlar manbaning gismi
sifatida bevosita kiritilgan, bu esa bu tenglamaga Green funksiyasi metodini
bevosita go'llash imkoniyatini beradi:

w(r,i) = [ dt'<Pr'G(r- r',t- t)/(r", /).

Bu yerda Green funksiyasi sifatida (66)~formula olinadi. Intégral osti uchta
haddan iborat, ularning birinchisi elektromagnit potensial misolida keltirib
drigarilgan (68)-formula ko'rinishga ega (fagat koeffisient o'zgaradi), ikkinchi
va uchinchi hadlarning ustida esa quyidagi amallami bajaramiz. Ikkinchi had:

Jire 4 Ty=[0K( = 0 ~ Ir ~ r/HA(t)ui(r)dtd3,

Birinchi delta-funksiyaning argumentida |[r —r'| ga bog‘lig bo‘lgan badning
mavjudligi d3r' bo‘yicha, integraldan radiusi |r—l'J = c¢(t —t") bo'lgan sirt dSr'
bo‘yicha integralga o‘tishga imkon beradi:

47rc2
uiiy') ning argumenti mana shu sirtning ustida yotibdi. Delta-funksiyadan

foydalanib vaqt bo'yicha integralni oson hisoblaymiz:

_J"dS{rrt}Uiv).
42| {rrjuiv)

Vaqt bo'yicha delta-funksiyani ishlatgandan keyin integrallash sirti r = et
radiusli sferaga aylanadi. Uchinchi had:

47IfCJf P 1 } s (@ _ ) - |r- r[ S Uo(Tdl/d3r.

Yana birinchi delta-funksiyadan foydalanib d3r' bo'yicha integraldan radiusi

[r —r] = c(t —f) bo’lgan sirt d,Sri bo'yicha integralga o'tamiz:

1 3 &-~-5\i1)x~{v,)drdsr,
41rc2

Vaqt bo'yicha integralga delta-funksiya o'zining hosilasi bilan kirgan, (14)-
formulani n —1 holda qo'llasak yuqoridagi ifoda. quyidagi holga keladi:

frrcad ) 1 uONdSAT
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Olingan hamma formulalarni bir joyga yig'ib quyidagi Kirchhoff 6 formulasi
deyiladigan yechimga kelamiz:

u(r,t)= Jf dt'd3r'G(r - r't —i")/(r',i") = ﬁTJ/ d3r'~— T_T—-—H

1
A

1 .f d X C .
+#0H J dSAtM r) - -A -dl -y d5{odtior)

(75)
812. Ikki o‘lchamli fazo uchun to'lgin tenglamasining
yechimi

Ikki o'lchamli fazoda to'lgin tenglamasi uchun Cauchy masalasi quyidagicha
go'yiladi:

dau{x,y,t) _(& _ cP_\ _
c2d 2 gy2 v - y'
iz0" «o(X,y), ut 0" ui(x,y); uc C2R x T.
Tenglamaga kirgan operatorning fundamental yechiminining ta rifi:
A az2 a2
( |2~Aa G TN = r= A2 te» + 9j/2

r = {X,y} bo‘yicha Fourier almashtirish bajaramiz:

(¢edi2 + NokTA =
(25)-formuladan foydalanib quvidagini olamiz:

Go(A;, 1) = 09(t)~S'T(d¢)

8.9-mashq.

B2
| dDeos OJo(kRcor 9)

ekanligini kolrsating.

6Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) - buyuk uemis fizigi. Rus tilida - K;ipx.:orb.
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8.10-mashq.

i
\]Zd9COSGJc(Xc036) stx

0
ekanligini ko'rsating.
Shu ikkala mashgning natijalaridan foydalanib Green funksiyasini olamiz:

Toir t) - oS S[{kCH) ¢ Ikr d** = — 9{ct~IL
) ﬂJ [& ) (2t)2  2ttv/7 F A~

Formulada O(ct - r) bor bo‘lgani ucliun 0(t) ni tashlab yubordik.
Yugoridagi muhokama asosida Cauchy masalasini quyidagi ko'rinishga
keltirib olamiz:

9 ~ A2“(r’n = AR + N I5(i)ux(r)-

Topilgan Green funksiyasi G2{t, I) bu masalaning yechimini darhol yozib olishga
irnkon beradi:

@ ] ]
u(/r’t)\:_(: l[»,[,, 0 (c(t - t)l- [r-r*])

2 J yle2(t - tY2—|r —r'l2

I(r*,0 + £6(t)ui(r) + T¢'(i>o(r")) »

Birinchi had quyidagi ko‘rinishga keltiriladi (qulaylik uchun t' = r var' = p
belgilashlar kiritaylik):

[e]e)

2tt J ] JHP(E-tt)2-N\T-T'rK

d?pf(p.t)
2r J —r)2—]|r \2’
3(/t D )2—I[r —p

bu yerda U2 - markazi r nuqtada va radiusi ¢(E —r) bo'lgan doiraning ichi.
Agar ikki o'lchamli masalani 2 o‘giga bog'ligligi yo‘q uch o‘lchamli masala
deb garasak, bu doira ixtiyoriy z = const tekislikning ustida yotadi. Integral
ostidagi 0-funksiya argumentining ko'rinishidan shu xulosaga kelamiz.

Ikkinchi had:

0 . O LV
J_ f 2/ 1 Q(cjt-t’) - [r-r']) , - 1 [ dpu¥p
27TCJ \(]J yi(2(t - t)2- |r- r12 1 Z<rel ylex2- r- pl2’
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bu yerda Uz - radiusi et bo'lgan doiraning ichi.
Uchinchi had:

0o

-L [é, jéiipird)-Ir- ) f(>(r.)

2?rcJ .(]) yje?(t —th2 —|r —r'12
00
=— 1*9 0 -t)- k- /»d ,
2ttc J J dry/c2(t —r)2—|r —p|2

1 9 f dPpuo(p)
ZHCdtd y/cH2 —|r —p\

Topilgan uchala hadlarni bir joyga yig'amiz:

t
«(rt) =f fdl’ [ .- e r+
2tt J-Ja-{t—rfr" W—pp
0O u 2
1 f d Apwii(p) . 1.d f  dpud{p
2trc ./ yjec22 —|r —pp  I-iic.dl —jr—pp

Olingan formula Poisson formulasi deyiladi.

813. Bir o‘lchamli fazo uchun to‘lgin tenglamasining
yechimi

Bir o‘lchamli fazoda to‘lgin tenglamasi Cauchy shartlari bilan berilgan bo'lsin:
du(x,t) d2u(x,t) e, Y / e s
"W e = Ut=o=Mx)’ Ut =UI{x)- (?6)

Bir o'ichamli fazo uchun to‘lgin operatorining Green funksiyasi quvidagicha

aniglanadi:

[ d2 d2\
(Tw 'a? = «(*)«Nee

Ushbu Green funksiyasini hisoblab topib va undan foydalanib, D’Alembert

formulasi (12)-ni keltirib chiqaraylik.

Green funksiyasi uchun tenglamada. X o'zgaruvchi bo'yicha Fourier-
almashtirish bajaramiz:
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(25)-formuladan foydalanib quyidagini olamiz:

&k, ' = codSnkek)

Fourier almashtirish bajarib Green funksiyasiga gaytib kelish mumkin:

(08] a

clz)=¢ 1 dke-ibGi(k,) =171 1

Integral ostidagi 1/A: funksiyani 1/(k-ie) ga almashtiramiz va integralni &-)m 0
ma’noda tushunamiz:

[e]e)

Ix, ) = =2 e ib; ((ct™) -
GIx, 1) 4—7rr.]|<—|s'3|(\}:(c)e

—00

Jordan lemmasidan foydalanib quyidagilarga kelinadi:
o > 0 holda,: ikkinchi had nolni beradi, birinchi haddan

f) = ~Aco(s(ct - ¢)

kelib chigadi.
a; < 0 holda: ikkala had harn hissa qo'shadi -

Gy(x, i) = tcO{t){1- 0(Jz] - ci)) = ~cO(i)0(ci - |*]).
Ko‘rinib turibdiki, ikkala formulani birlashtirish mumkin:
Gi(x,t) =] 9(ct - |x]).

0(t) ni tashlab yuborildi, chunki ikkinchi 0-funksiyaning argumenti kuchliroq
shartni o‘z ichiga oigan.

Topilgan Green funksiyasi bir o‘lchamli to‘lgin tenglamasining yechimi
darhol beradi:

(x, )=~ 1 dx"J dt'sfe(t- th—\x- x] e

—X) —o00

f(x',t") + ™ 6(tYui{x") + ~ 6'(t")uo(x")" .
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Birinchi hadni quyidagi ko'rinishga keltiramiz (avvalgi formulalar bilan
solishtirish qulayligi uchun integrallash o‘zgaruvchilari ustida (x t') —=(y, r)
almashtirish bajardik):
00 00 t X+cC t—r)
[ 1 dy I ¢ro[c(i-r) - W-y\lf(y,r) = | fdr 1 dyf(y,r).

-00  -00 0 xc(t-t

Chegaralar quyidagicha aniglanadi:
X —y >0 Ix/Isin, bimda c¢(l —r) —x+y >0 — y>x—c(t—r);

X —y< 0 bo'lsin, bunda c(t—r) —y+£>0 — k< x+c(l —r).
Vaqt bo'yicha integraldagi chegaralarning aniglanishini tushunish giyin emas.

Ikkinchi had:
00 00 x+ct
~ I dy I dTO[c(t-T)-\x-y\W6(T)ully) =~ J dyux(y).
—00  —oc x—ct

Chegaralar avvalgi holdagidek aniglanadi, S(t) ning mavjudligi ularni yanada
soddalashtiradi. Uchinchi had:

- lay] drfee- o - w- 5 =
~2ch dy J dTOMuo(y)~e [c(t- r) - - y\]
m -00 —0C
| f 1
=2 /[ dya(ct- X - yD=o(y) = 2 + ct) + «o(X - <*)) e

—00
Hamrna qisinlarni bir joyga to‘plab yana, albatta, o‘zirnizga ma’lum bo’lgan
D’Alembert formulasi (12)-ni olamiz:

x+ct t x+c(t~r)
u(x,t) = Mun(x + ct)+u0(x-ct))+-~ J dyul@y)+~Jdr J dyf(y,r).
x—€t 0 X—c (i—r)

Oxirgi had oldidagi koeffisientning V-bobdagi (12)-formulaning oxirgi hadi
oldidagi koeffisient bilan farqi V-bobdagi (9)-tenglarnaga / ning (71)-
tenglamadagi / ga nisbatan boshga koeffisient bilan kirganligi bilan
tushuntiriladi.
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Mashqglarga ko‘rsatmalar va ularning
yechimlari

n—o 4
1.2. n > 1 butun son bo‘lganda (--n)! = oc, demak,

*

-0

Shuning uchnn Bessel funksiyasi gatori (10) K = 0 emas
boshlanadi:

K <n.

, K — n haddan

7 (\ v (*Y kn= (- 1)n (1Y 4 (-ke1 (FY A2 reeee =
- z"/cl(fc n)I bl nl Vv2/ (n+ DY \2/
IX\ &+n

“Hi-igig LA 81 (s)
1.3. I’Hopital goidasini go‘llang.
1.4. (18)-formulaga olib kelgan amalni m-marta qo'llang.
1.5. (14)-forrnulada t = e,in almashtirish bajaramiz va

t--= eie—e i0= 2isinB
ekanligidan ioydalanaraiz.
1.6. eb@in>—cos(e sin 0) + ism(xsmO0) dan kelib chigadi.
1.7. Bevosita hisoblanadi.
1.8. Bevosita hisoblanadi.

1.9. (31)-formulani cos(nB) ga ko'paytirib 0 dan 7 gacha integrallaymiz:



Shu joyda birinchi mashqdan foydajanilsa, talab qilingan javob kelib chigadi.
Iklanchi formula ham xuddi shu yo‘l bilan olinadi.
1.10.
t—j = ié° + ie~fi= 2ieos0
formuladan kelib chigadi.

1.11. (18)-formulaning ikkinchisidan = 0 deb olinsa, quyidagi kelib chigadi:

d
xdx

Bu ifodadan d/(xd,x) bo‘yicha yana bir marta hosila olamiz, uiiing o‘ng
tomoniga (18)-forrnulani yana bir marta qo'llaymiz:

wdxj 00 F -Gy T,

va h.k.
1.12. (21)-integraldagi C kontur nol nugtani o‘z ichiga oigan birlik aylana
deb olinsa z = éff> dz = iéitidd va

3t T 21

Jn(x) = i doelxsinO~nfl = — / dOei x s + — [ deea:sin0-t>
J 2nj 2nJ

2t

0 0 ™

bo'ladi. Ikkinchi integralda 0 — 0 —n almashtirish bajarilsa quyidagi olinadi:
J,,(X) = — /| dderw (eixsm0 + (-1)V * ™¥*),
0
n juft, bo'lganda:
Jn(x) = -- \] dOe inS (e sind + e~*xsmfl) ——Af d.9cos(.x sin 0) cos(n0);
0 0
n toq bo‘lganda:

™ 7t

Jn(x) = — j dCe InS (elxsmff _ e~"smQy _ _ j sin(rc sin 0) sin (rié?.
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Tashlab yuborilgan integrallarning nolga tengligi ularning
ifodalarining integrallash sohasida toqligidan kelib chiqadi.
natijalari bu ikki formulani birga ko'rishga imkoniyat beradi:

integral osti
8-mashqning

Jn(x) = —J dO[cos(a; sin B) cos(nff) + sin(x sin 0) sin(néJ] =
o
= - Jd,0cos [nNO—Xsin (\.

0
1.13.

W = (i 7+ W+ 02 - 2 g

1.14. Bevosita hisoblanadi.
1.15. Bir tomondan

r

jNe ) =-- j d6sin(xsin0)sin0,
ikkinchi tomondan
Jj.() = i 1 dOcos(0 - xsind) = ] dOsin(xsin0)sin0,
chunki
J dOcos(x sin0) cos &= i sin(xsin0) = 0.
0
1.16.

Ps(x) = i (63x5- 70x3+ 15qr) m

1.17. Javob VIIl.5-rasmda ko'rsatilgan.
1.18. Bevosita hisoblanadi.
1.19. Bevosita hisoblanadi.

1.20.
nn( . 1 2\"/2 L2 W\L_ A ,2n2 X
n~ ~ 2nn!~ XA dx2 2nn! ' ' dx2n
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VIIL.5-rasm: Po(x),Pi(x), P2(x), P$(x) va Pt(x) laming grafiklari

=5 (1 Tr%(IZ)n/Z @n)! = (2n- DI (1 —X2),i2 = (2n —I)!1smnQ,
chunki

@2nm)! =2n(2n - (2n - 2)(2n - 3)(2n - 4) w1 =
= 2n m2n - 2) «(2n- 4) eee(2n- 1) ¢(2n- 3)-(2n- 5)e-+1= 2"n!(2n- 1N

1.21. Potensial uchun

ip(r) = —(r2+ a2 —2racos 6)-1/2
4vre0

ifodani kichik parametr bo'yicha gatorga yoyish kerak, kichik parametr esa bu
holda r/a < 1, shuniug uchun

co
r) =
) 4ttEga | r2 r 47T Eoa
| + -~-2-c0s6> n=0
a;j

1.22. Zaryadlar sistemasining potensiali:

N =
(r) 41eoT
n = 0,1,2 hadlar nolni beradi, noldan fargli birinchi had n = -3bo'lgan had:

3(ya! 5c0s30 —3cos 0 +

aAr _P3(cos0)12-r H-—-=
. I (c0s0) 2T ra

47760

2.1-mashqg. Bevosita hisoblanadi.
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2.2-mashq. D = -1 < QO tenglama - elliptik. £ = y+3x, rj = x almashtirish
yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:
«CI: N /\r! N
2.3-mashq. D = 0, tenglama - parabolik. C = 2 - 1 —V+ \x

almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

1 1 .-n
uw 200 2Wh

2.4-mashg. D — x. x > 0 sobada D > 0, tenglama giperbolik tipga
tegishli. C= y+|x 32, j ~ y—|x J2almashtirish yordamida quyidagi kanonik
ko‘rinishga keltiriladi:
Uc"= 6 (c”)(uc" u')
X < 0 sohada D < 0, tenglama elliptik. ( =y, V = |(-x)32 almashtirish
yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

1
«ce + uw —3™u'f

2.5-mashg. D = y. y > 0 sohada tenglama giperbolik tipga oid £ > 0.

£ = 2yly+x, ri= 2" y—x almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga
keltiriladi:

y < 0 sohada tenglama elliptik tipga oid D < 0. C = 2% ¢ rj = X
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:
. 1
u(i +um —-uc.
2.8-mashg. Bu tenglama uchun D = —xy. Birinchi va uchinchi choraklarda
D < 0, ikkinchi va to'rtinchi choraklarda D > 0. Birinchi chorakda £ =
2yly, r = lyfx almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

u(c +uvl - ~uc- yufi=0.

Uchinchi chorakda C = 7yf-y-, V = 2y/~x almashtirish bajarsak, xuddi shu
tenglamani yana olamiz.
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Ikkinchi chorakda (y > 0, x < 0) £ = AW+ y/l—x, 1j = —
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

ucr+ "2 _ fiauU> @ _ rm Y ~

To'rtinchi chorakda (y < 0, x > 0) ( = \f—§ + \/x, 1] = \f--y —\fx

almashtirish yordamida yana xuddi shu kanonik ko‘rinishning o'zini olagmiz.
2.7-mashq. D = ~x2y2 < 0, tenglama elliptik tipga oid. C= |r/2, rj= [x2

almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

wee + um + 20U 2pUl=

2.8-mashq. D = —x2y2 < 0, tenglama elliptik tipga oid. £=Iny, = Inx
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko'rinishga keltiradi:

U 4-uvwy —ug—uv = 0.

2.9-mashqg. Giperbolik tenglama: D = x2y2 > 0. £ = y/x, 1j = Xy
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

2.10-mashg. D = x2y2 > 0, tenglama giperbolik tipga oid. ( = | (y2 —
x2> V — K-x2 + ¥2) almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko'rinishga
keltiradi:

4n - 2(@-if) M+ 2C2- riyu = °" .
2.11-mashg. D — —1 + x2( + y2) < 0, tenglama - elliptik.
C = In(x + \/l + x2), 1= 1n(r/+ \/1 + y2) almashtirish yordamida quyidagi
kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

itff + um—2u —O0.

2.12-mashqg. D —0, tenglama parabolik tipga oid. C= y+Inx, A =y-~Inx
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinisliga keltiradi:

wn ~D PR
2.13-mashqg. D = 0, tenglama parabolik tipga oid. £ = |y2—X, ri= |j/2+x

almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko'rinishga keltiradi:

Um 4C+mar un=A
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2.14-mashqg. Parabolik tenglama: D = 0. ( = y2- ¥2), ] —|(x2+ y2)
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

C Vv
um+ 72 + i _ "2Ui =

2.15-mashg: ( ~ x, W=\{x+y+12z), £=|BX Y1/ —jz) almashtirish
yordamida tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga keladi:
3 9
+ Upf —Ueg + 3ug + —un+ i = 0.

2.16-mashq: ( —x, 1= i(aH-y), £ = 2x+y+z almashtirish yordamida
tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga keladi:

«C Uil —o.

3.1-mashg. Masalaning qo‘yilishi:
Ut - a2uxx = 0, wu(0,t) =0, ux(l,t) =0, u(x,0) =0, w(x,0)=y;
0O<x<lI t>0

Bu yerda a = n/'ypo/po tovush tezligi, 7 = cp/cy-
3.2-mashaq.

utt —a2uxx = -aut, u(0,t) =u(l, t) = 0, u(x,0) = <P, w(x,0) = d(x)-,
o<x<lI t>0.

3.3-mashq.
Ut - a2uxx = 0, «(0,t) =0, ux(l,t) =

u(x,0) = <p(x), ut(x,0) = d(x), 0<x <1, t>0.

a - sterjen o‘ng uchining elastiklik koeffisienti.
3.4-mashg.

utt - a2uxx = g, u(0,t) =0, ux(,t)=0,
u(x,0) —w(x,0)=0; o0<x<lIl t=>o0.
3.5-mashg.
Ut ~uxx=0, m@£)=Tfjt)-] ux(l,t) ,
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n(x,0) = Uut(x,0) = 0; 0< X < 1, t > 0.
3.6-mashg.

utt - a2uxx - g, u(0,t) = u(l,t) =0, u(x,0) =0,

Putt(l, I) = —ESux(l,t)+ P, 0< X<l t>0.

Oxirgi chegaraviy shartning kelib chigishi quyidagicha: Putt(l, £)--sterjenning

x = | nuqtasiga ta’ir gilayotgan kuch, u ikki gismdaa iborat - birinchisi

qaytaruvchi elastik kucli —ESux(l, t), ikkinchisi - yukning og’irlik kuchi P.
4.1-mashq.

w —a2uxx =0, u(0,t) = -ui, u(l,t) = «2, u(x,0) = tp(x), u(x}0) = 'd(x).
4.2-mashq.
W —a2uxx = -C6(x —vt), u(x, 0) = <p(x), a2= k/(cp), —o0 < x < 00,1t > 0.

4.3-mashg.

Issiglik tarqalishi tenglamasi sferik simmetriyani hisobga olib yozilgan,
masalaning shartlarida 9 va <p burchaklarga bog‘lanish yo‘q. Chegaraviy
shartlar: a) u(R,t) = 0; b) ur(R,t) + hu(R,t) = 0. Ushbu va keyingi
masalalarda |u(0, i)| < oo bo'lishi kerak.

4.4-mashg.

4.5-mashqg. Tenglama:

Masalada <p ga bog’lig bo’lgan shartlar yo’gq, shu sababdan tenglamadagi
ikkinchi had ham yo’q:

Chegaraviy shartlar:
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1 u(r,0) —0, wu(a,z) =0, u(r,h)=f1(r):
2.u(r,0 =0, ur(az) =0, u(rh) =/,
3. u(r,0) =0, ur(az)——-au(a, z), a>0, u(r,h)=f(r).

Temperaturaning bargaror tagsimoti hagida gap ketayotgani uchun bosh-
lang'ich shartlar yo:q.

5.2-mashq. Bu tenglama giperbolik tipga oid, D = 4 > 0, uning ikkita
xarakteristikasi £ = y —x varj = y + bx. Demak, uning umumiy yechimi

u(x,y) = f(y - x) + Q7+ 3x).

5.3-mashqg. Bu giperbolik tenglama, uning xarakteristikalari ¢ = y —
x/3, 1) —y + 2x. Tenglamaning kanonik ko‘rinishi:

3 6
Vv 7uv~  49-

Bu tenglamani

G
dr] "49
ko'rinislida yozib olsak,
3 6.
uc--u =--gn +/i(C)

ekanligini topish mumkin, bu yerda /i(C) - 0z o'zgaruvchisining ixtiyoriy
funksiyasi (argumentining o‘zgarish sohasida C2 sinfga tegishli, albatta).

n=ve3d'7

almashtirish bajarib

V= 1137+ /20 + g(v)

ekanligini topamiz, bu yerda /2 va g funksiyalar yana C2sinfigategishli ixtiyoriy
funksiyalar. Yechim:

ulx,y) = \ly 4-2x) + 13y -x)+ g(y + 2x)ePy=x)/7.

5.4-mashq. u(x,y) = v(x,y)e~bx~ay almashtirish bajarsak, vxy = 0
tenglamaga kelamiz. Demak, berilgan tenglamaning yechimi

Y) = (f {x) + a(y)) e~bx-ay.
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5.6-mashg. Berilgan tenglama ( = y/x va 1] = xy almashtirish orqali
quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi (11.9-mashgning yechimiga garang):

n = vyitjv almashtirish bajarsak, bu tenglamaning yechimi darhol topiladi,
undan esa

yechimni topamiz. Bu - birinchi kvadrantda. Umumiy holda,

deb yozamiz, \xy\ - har bir kvadrantda rnasbat gilib tanlab olinishi kerak.

5.7-mashg. Boshlang'ich shartlar: u(x,0) = <p(X) = f(x), ut(x,0) —
ii>X) = —af(x), bularni (8)-formulaga go'ysak, u(x, t) = f(x —at) ekanligini
topamiz.

6.1-mashqg.Yechimni
Xt 4
ulx,ty = —+ v(x, t)

ko‘rinishda gidiramiz. v(x, t) uchun masala:

vit - vxx = 0, w(0;t) = v(I,t) =0, v(x,0) = 0, vi{x, 0) =
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Bu masalani yechib u(x, t) ni topamiz:
. xt 21\ A1 rmrx . Tinl
A*) =T +722J37smT  smT -
6.1-mashq. Yechimni
«(a;, i) = t4-14-x(t2—t + 1) + v(x, t)
ko'rinishda gidirainiz. Bunda
VU - vxx = -2x, w(0,t) = w(, i) =0 v(x,0) =0, vt(x,0) = x

Ikkinchi bosgichda
V=V+ w(@a)

almashtirish bajaramiz, bunda w(x) uchun quyidagi masalani olamiz:
w"(x) = 2x, w(0) = w(l) = 0.

Uning yechirni:

W=, O
v uchun inasala:
Vu- vxx =0, v(0.t)=C(l,t) =0, wv(a,0 =" (@2- 1), vt(x,0) =
Bu masalani yechish giyin emas, boshlang‘ich masalaning yechirni:
u(x,t) —t -1+ x(t2—t H 1) +- gO*2 -0“
2 °°AN [ (A\n .
- Y ~ sin(n7rx) (--—-—-— COS(n7Ti) + sin (ATQ)
TIZ 23 721 \n
6.3-mashg. Tenglama u(x,t) = X(x)T(t) almashtirish yordamida
r(t) _X"(s) _
T(i) N(r;
ko'rinishga keltiriladi. Natijada,
X"(®) + AX(x) = 0, X(0) = X(I) =0 va T*"E)+ 4+ A)T()

masalalarni olamiz. Demak, yechirn
@
u(x, t) = sin(wrx) (ancos n2m" + 6,sin ( ~ +n2IT
n—
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ko‘rinishga ega. Boshlang‘ich shartlarni ishlatish quyidagiga olib keladi:

«(*.F) = cos 4+T20 +1)2tt2] .

6.4-mashqg. Yechimni
neK, i) m-i(2 —X) + w(x, i)
ko'rinishda gidiramiz. v(x, t) uchun quyidagi tenglamaga kelamiz:
Vit - Wx-v =t(2- x).

Uning vechimini
\ V=V 4. nnx
vfx, t) = 2_Jvn{t) sra—
!
ko'rinishda gidirish kerak, chunki v(0,t) = v(2,1) = 0. 0 ‘ng tomondagi t(2 —
x) funksiyani sin”2 bo'yicha Fourier-gatorga, yoysak quyidagi tenglamaga
kelamiz:

Vn{t) + A22n(i) = — t, AR=(y) ~L
Uning yechimi:
v, (0 'At*+an A,i) 4 bnsin(A,,{
»(0 — cos(A,,i sin(A,,i).
0 — S (A.0) (A.0)
Demak,
o @ 5 @
N \ vV 1 0 TVKX AN TITIX \ (N
u(x, t) = i(2-a:)+—2"—jsm-y-+2_,sin-y (a,cos(Ant) + bnsméAnlj).
n—1 n n=1
Boshlang'ich shartlardan foydalangandan keyin quyidagini olamiz:
n nJ X
u{x,t) = f2- x)+ £ ~ - 0| SmT--
n—i 7

6.5-mashq. Yechish bosgichlari awalgi masaladan farg gilmaydi. Yechim:

ra=l
6.6-inashq. Yechim bitta garmonikadan iborat:

| 2-nX 2nat
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6.7-mashg. Yechim ikkita garmonikadan iborat:

o 5nx 57rat 2 . X , ‘ira
«(*,i) - sm »Ss — - Bn- sin
6.8-mashg.
, . 84 (-1-)" . (2n-\-\)'Kx (2n + lnat
»<* S>- 2 £ » . “s a
n=() VvV
2/ . X 7ra| 2¢ . 31X . 37I'a|
Y—sin — sm — sSm —— sm
ra 21 21 3ma 21 21

6.9-mashg. Yechim uchta garmonikadan iborat:

, X wat 21 3mx . 3alrt 21 5irx . b5ant
“(*,V=*“ 2(CBIF +ta 0051T an~2T + ta cos"ITsm

6.10-mashg. Umumiy yechim:

nirx % nirat , . rnrat\
u(x t) = 2_|cos——- a,, Cos Ebnsm l,
n=0
boshlang'ich shartlardan
an= Y2 ((* -0" ~ 1) va bn = n"o
va
sin(‘'mra)

®—y, T 2rizir2
71=0

ekanligi kelib chigadi. Umumiy yechimdagi gavs ichidagi ikkinchi hadda n —0
limitga ehtiyotkorlik bilan o‘tish kerak:

. I 4 1 (2n + IwWx (2n + lant
® 1)~2<+4 n=0 4 ;7 2fenaeemn ]
6.11-mashqg. u(x,t) = A.

6.12-mashqg.

X
u{x, i) =«1 + y («2 —Ui)+

2 v— W —«i + («2 ~ Mi)( -)n . Trx ( nwW

i E, ; Fep(— p—
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6.13-mashag.
2n +1)nx, (2n + 1)272a2 \

(50=e+" L @ Tjam 2w Y.

6.14-mashg.
4(A - u2)~ vage N A IWX [ (2n + 1)2m2a2 \
= BTt P T 4

8 A 1 (2n + 1TIX f @n+1)W
- *T r|1__ QZI'T T?“5 21 “ P L 4P - '
=Q
6.15-mashq. Chegaraviy shartlar birjinslimas bo'lgani uchun -
u(o,t) = «i, ux(l,t) = g/k - yechim u(x,t) = w + gx/k + v(x,t)
ko‘rinishda gidiriladi, bunda r>(0,t) = vx(l,t) = 0 bo‘lib chigadi:

o 8ql (—1)" « @n+ D7k ( (en + Vi3
ux,t) = «1+7-j~a Xj (2n+ 1)2sin 21 exp i 42

l[4(up-m) vy, 1 (2n + l)nx [ @2n+1)W .

T 3_02n+1' Z 1V 4R J !

6.16-mashq.

itox, /) — c0S ——=
n--0 7

n= 3? /réa:z- Ipfcosn—?;:—rd’a;: f‘lj-l)* 1 n™0 a0z 22

A o]
0
Yechim:

o 2,2 42~ (-1)" WX | n2Tazt\
u{x,tj = --¢g2-f-j-» cos— exp | —— -

n=|
6.17-mashq.
4 n 1 . (2n+ 1)Ta r( @rr + 1)272\]
n—o
6.18-mashq.
8 % 1

nx, t) = —--—(2r0"+ IP s*h”A n A exp(_" ~"n
n=l
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6.19-mashq:

2AI1T (-1) .. MIX ( nZi2a2l

ulx, tj = == D [y RV I ——
T 7121 | \% ?
6.20-mashq:
4F * (2n + 1)TTX (2n + l)2a2m
& -2(—1)T SM = exp a2
-0 (2n + tt
6.21-mashq:
. SAl 1 (2n + 1)TX (2n + 1)2a27r2 1
ci)y= _2 > €08 -----= —----- exp S0
2 o an +1)2 Z i
6.22-mashq: u(x, t) = tio-
6.23-mashq:
. 2AI (—l)n . n2ir2a2t
uex, ty = - .sm —f - exp i ﬁ)t
t ﬁ_::i n 12
6.24-mashq:
A it n2ir2a2t
2 —Ix + (—l)rlt(,zs.m FEI'Z exp

limi-foo dau ~ w + y(ti2 ~ui) bo‘ladi.
6.25-mashqg: Yechimni u(x, t) = v(x, t) +w(x) kolrinishda gidiramiz, bunda
w(x) funksiya uchun tenglama, chegaraviy ahartlar va yechim quyidagicha:

j2
a2w"(x) + sin —0 w(0) —w(l) —0; w(x) = Asin -
To‘lig yechim.:
12 n2a2 "x
u(x, t) 1 —exp sm T
6.26-mashq: Yechimni quyidagicha gidiramiz: u(x,t) = w + v(xt).

v(X, i) uchun quyidagi masala paydo bo‘ladi (qulaylik uchun h = a/(cp) deb
belgiladik):

vt —a2vxx ——hv, v(0,t) = ui —uw, v(l, t) = e —tio, v(x, 0) = ip(x) —uy
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Chegaraviy shartlarni bir jinsliga aylantirish magsadida
VX, i) mUL- «0+ ¥ (2 —UI) + v(x, I)
almashtirish bajararniz. v uchun tenglama:
vt- o?2vxx= -hv - h (vt - uQ+ j(u2- utyj.
v uchun chegaraviy shariar bir jinslidir. Noma’Lum v ni yana ikkiga bo‘lamiz:
v{x,t) = z(x,t) + w(x) va w(x) ni quyidagi tenglama va shartlarga
bo'ysundiramiz:
a2w"(x) = hw(x) + h ~ui —ixg+ j (U2~ ui)) > w(0) -w(l) =0
Bu tenglamaning yechimi

sITix
sh

S

w(x) = (wj-wojch

Vhx u2- u0- («i. - Uo)ch~-
.

X

i+u0--7 (u2-ul).

gAVM ui+uo I(u ul
a

Shu bilan quyidagiga keldik:

Tix '¢2- u0- (ui - uQch”~ t VAX
}“2 (_ = 9 sh

P
a h sH a

u(x,t) = ug+ iu] —«o)chV hz(x,t) =

= p(x) + 2(.T.£).
z(x,t) uchun masala:
.- azxx=-hz, z(0,f)=z(,t)=0 2(1,0) = tp(x) - p(x).

Bu masalaning yechimi:
® Q%5\
. . 71
%y = 2n T ép(f kt===-1"

an=j J (v(x) --p(x))sin-"-dx.
0
6.27-mashq: Masalaning fazoviy gismi uchun quyidagiga egainiz:

X (x) = Gicos Xx + c2sin Xx, X'(0) —hX(0) = 0, X'(I) = 0.
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Uniiig yechimi:
h .
Xk(x) = ci ~cos Xkx + y sin Acrj tg(AfcZ) ,)A(jk' A=10,1.2, ..
Quyidagini hisoblab topish mumkin (bu bir muncha hisobni talab giladi):
|
(Xn,Xm) = cf I dxXn(x)X.Jx) =0, m ¢ ri.
b
Agar ci ni quyidagicha tanlab olsak:

1 9%/2Ak

2 y/h+1(XI +h2
y j dx (cos Xkx +  sin XKx

XK(x) funksiyaning normasi birga teng boiadi: |[Xfc|| = 1- Natijada,
{Xk(x), k =0,1, 3,...} funksiyalar to‘plami ortonormal sistemani hosil giladi:
(Xn,X m) —Smn. Demak,

[
u(x, t) = Y akX k(x)e~Xa ak=- / dxip(xZ)X/k(x).
k=0 b

6.28-mashq: Awvalgi mashgdan oz farq qiladi. Masalaning fazoviy qismi
uchun quyidagiga egarniz:

X (X) = cicos Xx + ¢2sin Ax, X'(0) —hX @©) 0, X'(lI)+ hX(l) =0.

Uning yechimi:
Xk(x) = g ~cos\kx + Y sin Xkx"j , tg(Akl) = g2~ ~ 2> *=10,1,2,...

Agar ci ni quyidagicha tanlab olsak:

1 2n/2A\h
R \2 (A + h2)sin(Afc2\fh + Z(Al + h2)
y j dx "cos Xkx -I- Yk S™ ~kx j
Xk(x) funksiyaning normasi birga teng bo‘ladi: iXfc|[ = 1. Natijada,

{X*(ar), k —0,1,3,...} funksiyalar to'plami ortonormal sistemani hosil giladi:

183



A x rny —3mme Demak,

no,7) = "Y,ak X k (x )eak=] I dxfpxb).
k=0 J

7.1-mashq: VII1.8-mashqgning natijasiga asosan

/Qsin kr «sin kr
= — .
r r

7.2-mashq: Poisson formulalariniiig isboti quyidagi

sodda hisobga
asoslangan:

3 1 1 @ /
-+ Y cosna=--+-Y trfeia+ e~ia)= : 11(.0.1 + L
mem * 1- te
1 1—tcosa 1 1—t2
2 1+t2—2tcosa 21 + 12 —2icosa
7.3-mashq:
U=\ +\p2cos(x)= \ +\(x2- y2)r
7.4-mashq:

| +y cos(2) +y cos(4") = g +- y2) - |c 2+ i(x4+ yd).
7.5-mashq:
= -3JPsin\P- p—33i':nff§v?3= 3}3 ->§2y+ -y13_
7.6-mashq:
1 pt 5 pA
U= 2~ 32cos(2* + U cos(4™) + cos(6v?) =

=2+ 3272~ + 16+ yA~ 6x2y2) + 32 0~ yb+ 15x2Y1(¥Y2- x1)) ¢
7.7-mashq: (26)-shart bajarilgan.

u=Apcostp+ C —Ax + C.
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7.8-rnashq: (26)-shart bajarilgan.
Ap- —iP
u= W +c=a™ - +c.
7.9-mashq: (26)-shart bajarilgan.
u=-Famn AP rc=- Y L XY O3, ¢

7.10-mashqg: Yechimni u(x, y) = v(x,y) + w(x,y) kolrinishda gidiramiz, i
va w funksiyalar uchun quyidagi chegaraviy shartlarni olamiz:

u(0,y) —Asin v(a,y) = v(x,0) = v(x, b) =0

_ 7YX
B sin — .

w(0,y) = w(a,y) = w(x,b) = 0, w(x.0)
v uchun masala quyidagicha yechiladi:
+Wy=0, v(x,y)=X(X)Y(y), X"- AX=0, Y"+ AF =0,
Y(y) =cism—, X(x)=c2ch— + c3sh-y-.
Chegaraviy shartlarni ishlatish natijasida quyidagini olamiz:
shfel . 7y
V) = AR sm oy
w uchun masala ham xuddi shu yo‘l bilan yechiladi. Umumiy javob:

sh™X) £ Ty sk oy
«(*,«) == ™ T + »» — o
a

8.1-mashq: lkkala mashq bir xil yechimga ega. Sodda holdan boshlaymiz:

J lax- xoM0dx = | sfo+ YA =
.00 -00

Demak, 8[a(x - x0)] = S(x - x0)/|a]. Ko‘p o‘lchamli holda:



8.2-mashq: f(x) ning teskarisi mavjud deb olamiz.
IS(F(x))<p(x)dx =j 6(y)tp(x(y))dx=J &{y)ip(y) =

bu yerda  nuqtalar f(x) = 0 tenglamaning yechimlari.

8.3-mashq: Paragrafning ichida ko'rsatilgan misollarga o‘xshab bevosita
hisoblanadi.

8.4-mashq: Sferik sistemada

d?r = dxdydz = r2dr sin 0d9dtp = r2drd(cos0)d(p.

f d3rf(r)6(r —r0) = /(ro) bo'lishini ta’minlasli uchun 6(r —ro) = —
ro)a(cos0 —cos60)6((p —<"9) bo‘lishi kerak.

8.5-mashq: f(x) funksiya 2ix davrli deb olamiz. Bn holda uning Fourier-
gatori uchun

9*)= ¢ E fwe Im= 1 dx<?"*j(x)
=0

ga egamiz. Mashqdagi munosabat quyidagicha tekshiriladi:

P joe w
f(x0) = / dx6(x - x0)f(x) =m— X e“ime® / dxeimxf(x)
0 m=—e0 0

1 ©

8.6-mashq: Jordan lemmasidan darhol kelib chigadi.
8.7-mashq:
e 00 n 2ir
Qil= \/y JdrrSJ d(cos @ | dipp(r, 9, (p)Y™(B, ip)
0 1 0
l.4-misoldagi zaryadlar taqsimotiga (l.4-rasmning a) qismida ko'rsatilgan)
quyidagi zaryadlar zichligi mos keladi:
p(r,0,tp) = \&(r - a)[¢(cosO - 1) —&(cosO+ 1)].

cos 0 bo‘yidia delta-funksiyalarni hisoblaganda ularning argumentlarini cos 9
(1 —e), £ —m0 ma’nosida tushunish kerak.
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VII1.8-mashq:

pxikr p+ikr / 1
A-mmm= VoV oemem= V (V- exikr ik~ e+|kr

= eHKT + V i «S7etikr + ikS7 (e xfcr) = -4irg (r)edfcl -

piifcr
= —AirSCr) —K2—--r—--.
8.9-mashq:
2T r
(R~rl ekrdZ’ = r-- — _/ dipeikroo&p = 2T / W~ . J0(fcr),=
}; ﬁ% J VW] J \'

0 0

1 *f2

= 2-kR f Vf P — Jn(kRu) = 2tvR I d6 eos 6-J0(fc/? cos O).
i u2
0 o

Bu vyerda, birinchidan, 1.12-mashgning natijasi ishlatildi, ikkinchidan,
n = cosO0 almashtirish bajarildi.

8.10-mashq:
i bo /| Wb |
y JO(x e0s i9) eos M9 = -2 (]) f cos2+16W0 =
yr(-L)*/0\m  felyE VAryv o iyfe 1
A(fCh)2 w2/ 2fc+ 1/2) 2 A " \2)  K\(k + 1/2)!

(_hkxx sina

h | (2fc + 1)! X
Bu hisoblashda (10)-formula v = 0 hol uchun ishlatildi, undan tashqari,
Legendrening ikkilash formulas! (22)-ham ishlatildi.
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