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S O ‘ Z B ( ) S M I
Respublikamizda kadrlar tiiyyorlanh MiIlly diii.liiiinliig birinchi ( 1997- 

2001 yillar) va ikkinclii bosqichlaii (2001 .’()()'» yjllai) yakimlandi. ()‘tgan 
vaqt mobaynida Rcspublika Oily ta ’limi li/.imlda Kalla o ‘/gnrishlar bo‘ldi, 
xususan, yangi Davlat ta ’lim standartlari ishlab rliiqikll va insdiqlundi. Ilm- 
fan jadal taraqqiy etayotgan, zamonaviy axboml koniniiinikalsiya li/.imlari 
vositalari keng joriy  etilgan jamiyatda turli fan soh.ilaiida bilhnlnrnini», tez 
yangilanib borishi, ta ’lim oluvchilar oldiga ularni jadal cgnllash bilan bir 
qatorda, m untazam  va mustaqil ravishda bilim olisii vazifasini qo'ymoqda.

Qabul qilingan yangi Davlat ta ’lim standartlarida ilg‘or clicl cl oliy 
ta ’lim muassasalarida keng qo'llaniladigan va yaxshi samara bcmdigan mus- 
taqil ta ’lim olish usuliga asosiy e ’tibor qaratildi. Talabalarda o'quv ada- 
biyotini mustaqil o ‘rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil 
qilish, mantiqiy fikrlashni o ‘stirish va matematikaviy madaniyatnlng mnu- 
miy saviyasini ko‘tarish, tatbiqiy masalalarni matematikaviy tom ondan tck- 
shirish malakalarini hosil qilish va bu masalalarni matematikaviy tilda ifo- 
dalashga o ‘rgatish m aqsadida o ‘quv dasturlariga matematik analiz fanidan 
mustaqil ishlar kiritildi va o ‘quv rejasida ularga mos soatlar ajratildi.

Ushbu qo‘lIanma m atem atik analiz fani chuqur o ‘rganiladigan univer- 
sitetlarning talabalari tom onidan mustaqil ishlarni bajarishga m o‘ljallangan 
bo‘lib, u bakalavriatning «Matematika», «Tatbiqiy matematika va informati- 
ka» va «Mexanika» yo‘nalishlari Davlat ta 'lim  standartlariga mos keladi.

Q oilanm a to ‘qqiz paragrafdan iborat bo‘lib, l-§  da matematik analiz fa
nidan mustaqil ishlarni bajarish jarayonida kerak boMadigan asosiy formula va 
qoidalar keltirilgan. Qolgan paragraflarda esa «Ketma-ketlik va funksiya limi- 
ti», «Funksiya hosilasi va differensiali, ularning tatbiqlari», «Aniqmas va aniq 
integrallar, ularning tatbiqlari», «Ko‘p o ‘zganjvchili funksiyalar», «Sonli qator- 
lar», «Funksional ketma-ketliklar va qatorlar», «Xosmas va paramctrga bog'liq 
integrallar» va «Karrali va egri chiziqli integrallar, Siit integrallari va maydon- 
lar nazariyasi elementlari, Furye qatorlari» mavzulari bo'yicha H ta mustaqil 
ish tavsiya etilgan. H ar bir mustaqil ishni berishdan avval shu mustaqil ishni 
muvaffaqiyatli bajarish uchun lozim bo‘ladigan asosiy tushuncha va tasdiqlar 
keltirilgan (A bo‘lim). B bo‘limda talaba bajarishi va keyin topshirishi lozim 
bo‘lgan 21 ta variantdan iborat mustaqil ish vazifalari tavsiya qilingan. D 
bo‘limda esa talabaning mustaqil ishni bajarishini va undagi materialni 
o ‘zlashtirishini yengillashtirish maqsadida 1 ta variantdagi (21-variant) barcha 
misol va masalalar to ‘liq yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va 
sodda tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga, faqat zarur, lekin fanni 
malakali tushunish uchun yetarli m a’lumotlarni berishga, Mirzo Ulug'bek 
nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universiteti M exanika-matematika fakultetida 
matematik analiz fanining o'qitilishi jarayonida yig‘ilgan tajribalardan inikon 
darajasida to ‘liq foydalanishga harakat qilindi. Shu munosabat bilan muallif
lar o ‘quv qo‘llanma talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash 
malakalarining shakllanishiga xizmat qiladi, deb umid bildiradilar.



l-§ . ASOSIY FORMULA VA QOIDALAR 
1°. Qisqa ko‘paytirish formulalari va Nyuton binomi

1. ( a  ± b ) ~  = a 2 ±  2 a b  + b 2 .

2. (a ± b)3 = a3 ± 3a2b + 3ab2 ± b3.

3. (a ± è)4 = a4 ± 4a3b + 6a2b2 ± 4aè3 +£4.

4. a2 - b 2 = (a -6 )(a  + Z>) .

5. a3 ±6J = (a± è)(a2 Tab + b2').

6 . ( a + i ) ' = É c ; r t * = j ; c i fl‘^ ;
*=o ¿=o

bu yerda C„ =■- -  ' , w! = l-2-...*n va 0! = 1. 
k\-[n-k)\

7 . o" = ( a - è ) f ] a V - ,-i =
A-=0 A-=0

= {a—by^an]+a"'b + a"3b"+...+ab"~+b"1̂  bu yerda n e N , n> 1.

8 . a" + 6" = (a  + ¿)(a"“1 -  + a '^b 2 -  «"-“è3 + ... + b"~] ) ,  bu yer

da n - 1  dan katta boigan ixtiyoriy toq natural son.
2°. Daraja va ildizning xossalari. Logarifmlar

1. ¿° = 1, ctx ■ ar - ax+y, ~  = a*-3', { ifY = ä v, (a-bY=cf-bx, a*

m Iß yiCl k
2- №  = a7' ,  '4 r i= n4 a -n4 b ,  (̂ )

=k'4a ,

3. ^  ^ T a = - ^ gar a >0 boTsa; ' [-0, agar a <0 boisa
'■s/cKyfb’ aêar 0<a< b  boisa.
4. Ixtiyoriy x uchun 0r > o ;

a v = ay <=>x = y  .
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с  „ f x > y ,  a g a r  a >  1 b o ‘ lsa ,
a  >  a } о  ■<

[ x < 7 , a g a r  0 < a < l  b o ‘ lsa .

6 .  ( x > 0 ,  a >  0 , . y > 0 ,  è > 0 ) .  b  =  a ' 0S}“h ’ l o g r x  =  I, l o g v l =  ( b

x  m
log ,, ( x y )  =  l o g ,  X +  l o g ,  y ,  l o g ,  -  -  l o g ,  X -  l o g ,  y  , l o g ftl X я  =  —  l o g ,  X ,

У
tog**  L 1

l o g ; --------- ; l o g „ ¿  =
l o g ,  a  ’ l o g ,  a

3°. Trigonometrik funksiyalar va trigonometriya formulalari 
1. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

sin -V cos x Je. л; Ctg X

0 <  x  <  — 
2

+ + + +

я
— <  X  <  Я  
2

+ - - -

Ъяя  < x <  —  
2

- - + +

Зя-—  <х <  2  я  
?

- + - -

2. Trigonometrik funksiyalarning ba’zi bir burchaklardagi
qiymatlari

Radianlar 0 я
7

ж
7

п
7

я
2

я Зж

Т
2я

Graduslar 0" 30“ 45" 60° 90° 180° 270" 360"

sin.v 0 1
2

л/2
2

Ä
2

1 0 - 1 0

COS X 1 А
2

£
2

1

2
0 - 1 0 1

tg X 0 А
3

1 >/3 - 0 - 0

ctg.x - ! -Л
3

0 - 0 -
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3. Asosiy trigonometrik ayniyatlar

1. sin  A +  COS X =  1 .

COSA , 4
3 .  Ctg A =  ;----- , ( Х Ф П П ) .

Sin A'

2 . tgA :
Sin A
COSA

4 .  tgA * Ctg A — 1,

f 71
X  ^ -----Y ПП

\ 2

/ \
TlYl

X Ф ---
\ 2  ;

1 n
- , , X Ф — + Tin 

COS A V 2
6Ü+ ct g2A ( x Ф7in), ( n e Z ) .  

Sin" A 4

4. Keltirish formulalari

y n 4.— ± X 
2

n  ± X 3 n
—  ± X 
2

2tt± x

sin y COSA + sin X -COSA ¿Sin A
eos y + Sin A -  COS A ±SÍll A COSA
tg y +CtgX ±tg  A Ctg A ±tg A

ctg y + tgA ±Ctg A tgA ±Ctg A

5. Burchak yig‘indisi va ayirmasi uchun formulaiar
t g A ± t g J

1. sin(A¿ _y) — sin a * cos_y± c o s a  - sin . 3. tg {x~y): 1 +  t g A - t g j '

/ s _  _ ,  л ctg X ' ctg у  H
2. COs ( a +  >’) ^COSA-COSJF +  s i n A - s i n j  4 .  C tg(X ±J'j  -  ctg V + ct<> Y_ ■

6. Ikkilangan va karrali burchak uchun formulaiar

2 tgA
1. sin2A = 2 sinA-cosA =

1 +  t g 2 A ‘

1 -  t g 2 A
2. c o s 2 a  =  cos2 А- s i n 2 a =  2 c o s 2 A - l  = 1 — 2 sin2 a

1 +  t g 2 A •

,  0 2 tg A  2  .  0 Ctg2 A — 1 Ctg A — tg  A
3  tg 2 A  = -------- 7 — = -----------------  4  c t g 2 x  =  — 5 ---------= ------------------

l - t g " A  Ctg A — tg  A * 2 c tg A  2

5. sin За =  3 sin a — 4 sin3 л". 6 .  cos3a =  4 cos3 a - 3 c o s a -
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3 tg x - tg 3x „ ctg3x-3 c tg x
7 . tg3x = ..f - —f ~ . 8. ctg3x = - 5 — -----f - '

1 — 3tg x 3ctg x -1

7. Yarim burchak uchun forraulalar

. x
1. sin —= ± „

2 V 2 2 Vl + cosx 1 + cosx s u n
1 —COSX „ X , /1-cosx sinx 1-cosx
----~---- . 3. tg -  = ±

X , 1 + cosx , X 1 + cosx sinx 1 + cosx2. cos—= ± J ----------. 4. ctg— = ±J--------- ------------ =--------- .
2 V 2 2 V 1-cosx 1-cosx sinx

X
Izoh: Tengliklardagi “ + ” yoki ” ishora — burchakning qay-

si chorakda joylashganligiga qarab tanlanadi.

8. Trigonometrik funksiyalarning darajalari uchun formulalar
. 2 l - c o s 2x 2 l + cos2x

1. sin x = ----------- . 2 . cos x =
2

, I r r
3 . sin x = ----- 1---------- . 4 . cosJ x =3 3sinx-sin3x . -, 3cosx + cos3x

9. Trigonometrik funksiyalarning yig‘indi va ayirraalari uchun
formulalar

_ . x + v  x - y  . . _ . x - y  x + y
1. smx+smj'=2sm— — eos—— . 2. sm x -sm y = 2 sm   ̂ •eos—- ’-.

.  x+v x -y  л _ . x+y . x - y
3 . cosx+cosy=2cos— —-eos— —. 4 . cosx-cosv=—2sm------sin----- .

2 2 2 2

5. eos x ± sin x = л/2 sin / я— ± X = л/2 eos ' Я -  Л --- b X \
ч 4 , U  J

6 . A-cosx_+Bsinx = \lA2 + B2 s in (x  + y ) , 

bu yerda

s in (x  + y )  s i n í x + H
7 . tgx± tgy  = ---- ---------. 8 . ctgx ±ctgy  = — —7-^-.

eos x - eos y sin x - sin y

c o s(x -y )  c o s(x  + j )
9 . tgx + ctgy  =---- i— 10. ^tgx tg y — - ------

co sx -s in jy  sin X- eos y



10. Trigonometrik funksiyalarning ko‘paytmaIari uchun formulalar

1. sin X -sin j> = i [ c o s ( x - j > ) - c o s ( x  + j ) ]  .

2 . cosx • cos 7  = -^[cos(x -  y) + cos(x + >>)].

3. sin X  ■ COS у  = “ [sin (x -  j )  + sin (x + _y)] .

4 . cos x • sin у  = ~[sin (x + y) -  sin (x - y ) \ .

tgx + tgy „ Ctgx + ctgy
5. tgx-tgy = — -----— . 6. ctgx-ctgy = —----- -----.

ctgx + ctgy tgx + tgy

7. sin (x + y) ■ sin (x -  y) = cos2 у  -  COS2 X .

8 . cos(x-^)-cos(x  + >') = cos2 j - s i n 2x .
Izoh: Yuqorida keltirilgan ayniyatlar va formulalar tenglikning 

har ikkala tomoni ma’noga ega boigan qiymatlarida o‘rinli boiadi.

4°. Teskari trigonometrik funksiyalar
1. y=arcsinx.

а д  = [-1; 1], E(y) = / ( - * )  = - / ( * ) •

2. у =  arc cosx.

Z)(j/) = [- l; ij5 E(y) = [0;;r], arccos(—x)=7i —arccosx.
3. у =  arc tgx.

D(y)  = ( - oo;+oo), E( y )  = ( - j - A  / ( - x )  = - / ( x ) .
V 1 ¿ У

4. у  =  arc ctgx.

£>(y) = (-oo;+oo), E( y )  = (0;яг), a r c c tg (-x )= 7 t-a rc c tg x . .

5°. Trigonometrik tenglamalar

1. sin x = a => •
|a j> l= > x e 0

|a| < 1 => x = (—l)* arcsin a + як, 

9



л  . л  
bu yerda k<=Z va <arcsma< —

jal > 1 :=> x e  0
2. cosx = a^> <j¡ I bu yerda O < arccos a < л. 

Па| <  1 => X =  ±arccos£7 +  2 n k ,

( л  лЛ
3. tgx = a => x = arctga+лк, bu yerda arctga e I I va cíe R-

4. ctgx = ¿?=>x = arcctga + лк, bu yerda arcctgo g  ( 0 ; л )  va a g  R •

6°. Eng sodda trigonometrik tengiamalar yechimlari jadvali (je e  Z )

a s i n x  =  a c o s  X = a

0 х  = л к n  i X =  — 1- л к
2

1
x  =  — +  2  л к  

2

X =  2  л к

- 1 л  ~ ,x  = ------+  2  л к
2 .

x  = 7t + 2  л к

1

2
X =  {—l /  — +  л к  

V '  6

л  ^  ,
X =  ± — \ - 2 л ко

1

2

/ 1\^+'l Я  7
X — ( —I ) — f- л к  

V ’  6
X  =  ± —— +  2 л  кГ»Э

V 3

2
X =  ( - 1 ) *  y  +  л к X =  ± — +  2 л  к  

6

2
X =  ( - l ) A+l ~  +  л к  

3

5 л  „  ,
х  =  ± — - +  2  л к  

6

J l

2
х  = { - {) к ~  + л к X =  ±  —  +  2 ; г £

4

Æ
2

X =  ( - 1  ) — v л к  
V '  4

З л - .  ,
X =  ± -------h 2  л к

4
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a tg x  =  a ctgx  =  а

0 x и Я л
х  = —  + 7гк

2

1 Л л
x  =  — h л  к X = -----1- 7гк

4 4

- 1 л З л
x  = --------v n k X  = -------h к к

4 4

х  = —  + л к п  ; x =  — у л к
3 6

- s x =  + л к
5 л

X = ------h л  к
3 6

VI х  = — + л 'к x = — + л к
-1J 6 3

VI х  = - — + л к
2 л

X  = -------h л  к
3 6 ■лJ

7o. Giperbolik funksiyalar

-, , ex -e~x , ex +e1. sh X : = ---------- . 2. chx: =
—X

2 2 '

sh X ex - e ~ x , ch x  ex + e~
3 . th x :  = ------= —-------- 4 . c th x := -

ch x ex + e 1 sh x ex -  e x '
5. ch2x - s h 2x = l. 6. sh2x = 2shx-chx.

7 . ch2x = ch2x + sh2x. 8 . thx-cthx = l.

8“. Arifmetik progressiya 
{an} :at,a2,...a,„... -  arifmetik progressiya <=> V n e N  ucí^jj, 

а„,л = an + d (d  —ayirma).
1. a„+i = a„ + d . 2. an = a”-' +2 a"+[ (и > 1 ) .

3. an =a¡ + ( n - l)d .  4. an=ak+ d-(n -k ) (\< k< n-\).
11



5. a„ = k * a”** , (1< A <«-1). 6. <3„+a„, =<3t +<3,,, agar

n + m = k + p  bo‘Isa.
„  _ a \ + a „ 2 a x + d ( n - \ )7 . S„ = a, +a, + ... + a„ = - ̂ ^  •;? = ------- ^ ----- ¿-w.

9°. Geometrik progressiya
{£„}: bt,b2,...,bn,... (b,*0) -  geometrik progressiya o  VneN 

uchun bn+l=bn-q ( q - maxraj). -

L  K +i = K - q -  2 - « > i -

3. bH=br q”-'. 4. 6„= V < T *  ( l < £ < « - i ) .

5* bn=K-r<lk’ ( l< * < « - l ) -  6 . bll+k=bn-qk.

7. bl=bn_k-bn+k, (1 < £ < « - ] ) .  8 . bn -b=bk -bp, agar n+m=k+p bo‘lsa.

1- t f ” _b„q~bl
9. Sn - b l +b2+...b„

yi , -  . >l-<? <y-l

A, • n, q = \
10. S=Jm$ =y^> agar0<|q|<l bo‘lsa.

10®. Tenglamalar
1. Chiziqli tenglama a x - b :
a) agar a * 0 boisa, yagona x = — yechimga ega;

a
b) agar <3 = 0, 6 ^ 0  boisa, yechimga ega emas;
d) agar « = ¿ = 0 boisa, cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu holda 

ixtiyoriy x tenglamaning yechimi boiadi.
2. Chiziqli tenglamalar sistemasi

f a}x + bty  = c,
[a,* + 62_y = c,

Aytaylik, A = a{b2 -  , Ax = 62c, -  b f2 va Ay = a,c2 -a ,c , boisin.
Ax: Aj

a) agar a ^ 0  boisa, yagona * = — , y  = —  yechimga ega;A A
b) agar A = 0 boiib, Ax va Ay lardan birortasi 0 dan farqli 

boisa, yechimga ega emas;
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d) agar A = Ax = Ay = 0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega.
e) Geometrik talqini: ax + by = c tenglaraa tekislikda to‘g‘ri chi- 

ziqni aniqlaydi. A^O shart ikkita to‘g‘ri chiziqning kesishishini va 
ularning yagona umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi. b) dagi 
shart ikkita to‘g‘ri chiziqlarning parallel bo‘lib, ularning umumiy 
nuqtaga ega boMmasligini anglatadi. Va nihoyat, A = Ax = A;; = 0 shart 
ikkita to‘g‘ri chiziqning ustma-ust tushishini va ularning cheksiz 
umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi.

3. Kvadrat tenglama ax2 + bx + c = 0 : D = b2 -  4ac bo‘lsin.
a) a = Q bo‘lsa kvadrat tenglama yuqorida ko‘rilgan chiziqli teng- 

lamaga aylanadi; a *  0 bo‘lib,
b

b) D = 0 bo'lsa, yagona x = - —~ yechimga ega;
2 a

—b±y[D
d) D > 0 bo‘lsa, ikkita x,, = ----------- yechimga ega;

2 a
e) D < 0  bo‘lsa, yechimga ega emas.
4. Yiyet teoremasi:
a) agar x, va x, lar x2 +px+q = 0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda

bo‘ladi;
b) agar x,, x2 va x3 lar x3 + px2 +qx + r = 0 tenglamaning yechi

mi bo‘lsa, unda
x, + xn + x3 = -p ,

< Xj • Xt + x, • x, + x2x, =q k

bo‘ladi.
5. a* =b , a > 0 tenglama
a) b> 0 bo'lganda x = log06 yechimga ega;
b) b< 0 bo‘lganda yechimga ega emas.
6. logax = b tenglama a > 0  bo‘lganda x = ah yechimga ega.
7. Trigonoinetrik tenglamalar:
/7 ixtiyoriy butun son bo'lsin.
a) sinx = a tenglama |<ar| < 1 bo‘lganda x = ( - 1)” arcsina + nK 

yechimga ega, \a\ > 1 bo‘lganda esa yechimga ega emas;
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b) cosx = a tenglama |a |< l bo'lganda x = ± arccos a+  2mr 
yechimga ega, |o |> l bo'lganda esa yechimga ega emas;

d) tgx = a tenglamaning yechimi x = arctg a + nn bo'ladi.
e) ctgx = a tenglamaning yechimi x = arcctg а + пл bo‘ladi.

11°. Tengsizliklar
1. Tengsizliklarning xossalari:
a) a>b о  ixtiyoriy с uchun a + c>b + cl
b) a>b va c> d => a + c>b + d',
d) a > b va с > О => ac>bc;
e) a > b va с < О => ас < be ■
2. Chiziqli tengsizlik ax> b '
a) a = o va ¿ > 0  bo‘lsa, yechimga ega emas;
b) a = 0 va b< 0 bo'lsa, xe(-oo;+<x>) bo‘ladi;

d) a>0  bo‘lsa, - ; + o o  
a  , va a< 0 bo‘lsa,

bo‘ladi.
3. ax<b tengsizlik (-1) ga ko‘paytirilish yordamida - ax>-b  

tengsizlikka keltiriladi.
4. Kvadrat tengsizlik ax2 +bx + c> 0 : D = b2 -  Aac bo‘lsin.
a) a = 0 bo‘lsa kvadrat tengsizlik chiziqli tengsizlikka aylanadi;
b) a< 0 bo‘lib, D< 0 bo‘lsa yechimga ega emas;

f  -b + y[Dd) à < 0 bo‘lib, D> 0 bo‘lsa, x e

e) a> 0 bo'lib, D> 0 bo‘lsa,

- b - ^ D

2 a

-oo:
2 a

и
i  + Æ  4

;+co
2a

2 a

bo‘ladi;

bo‘ladi;

i) a> 0 va D > 0  bo‘lsa, xe(-co;+oo) bo‘ladi.
5. ax2 +bx + c< 0 kvadrat tengsizlik (—1) ga ko‘paytirilish yor

damida -ax2 -  b x -c >  0 tengsizlikka keltiriladi.
6. a) a>\ bo‘lganda a '^  >agU) tengsizlik /(x )> g (x ) teng

sizlikka teng kuchli;



b) 0 < a < 1 bo‘lganda af(x) >ag(x) tengsizlik f ( x )  < g(x) teng- 
sizlikka teng kuchli.

7. a) ¿>1  bo‘lganda log* f ( x )  > log4 g(x)  tengsizlik 
/(x )> g -(x ) > 0  tengsizlikka ekvivalent;

b) 0 < 6 < 1 bo‘lganda log*/(x) > log* g(x) tengsizlik 
0 < /(x ) < g (x )  tengsizlikka ekvivalent.

8. Ratsional tengsizliklar intervallar usuli yordamida yechiladi: 
ratsional kasr surat va maxrajining barcha ildizlari butun sonlar 
o'qini intervallarga ajratadi. Har bir intervalda ratsional kasr o‘z 
ishorasini o‘zgartirmaydi. Kerakli intervallar tekshirish yordamida 
topiladi.

9. Trigonometrik tengsizliklar:
a) sinx> a tengsizlik:
1) a> 1 boisa, yechimga ega emas;
2) a < - 1 boisa, xe(-oo; + co) boiadi;
3) - l < a < l  boiganda, x e (arcsin a + 2nn-, n  -  arcsin a + 2nvt) 

boiadi. \
b) sin x < a tengsizlik:
1) a < - 1 boiganda yechimga ega emas;
2) a> 1 boisa, xe(-oo; + co) boiadi;
3) —1 < ¿ar < 1 b o isa , x e [~7t -  arcsin a + 2nn\ arcsin a + 2mi) 

boiadi.
d) cos x > a tengsizlik:
1) a > l boiganda yechimga ega emas;
2) a < - 1 boisa, xe(-oo; +oo) boiadi;
3) - l < a < l  boiganda* xe(-arccosa + 2nn\ arccosa + 2n;r) 

boiadi.
e) cosx< a  tengsizlik:
1) a < -\  boiganda yechimga ega emas;
2) a> l boisa, xe(-*o; + oo) boiadi;
3) - l < a < l  b o isa , xe(arccosa + 2nz; 2 n- arccosa. + 2nit) 

boiadi.

f) tgx> a tengsizlik x G arctga + nn\ — + nx  j  yechimga ega.

g) tgx < a tengsizlik x e
r n  A ---- \-nn\ arctga + nn
v 2 j yechimga ega.



h) ctgx > a tengsizlik x e {nn\ arctga + ля) yechimga ega.
i) ctgx < a tengsizlik x e (arcctga + пя\ я  + пя) yechimga ega.

10. Modul qatnashgan tenglama va tengsizlikni yechish uchun 
modul ostida qatnashgan funksiyalarning barcha nollari topiladi, 
ular yordamida sonlar o‘qi oraliqlarga ajratiladi va har bir oraliqda 
moduldan qutulinadi.

12°. Ajoyib va muhim limitlar

1. lim — = 0 .
2"
n

3. lim — = 0 (a > l ) .
n ->CC Q n  V  7

5. Wmnq" = 0, Ы < 1.П-*оо 1 1

7. U m ^ - O  („ > ,) .И->00 fl V /

о lim-4= = 0
л_>=с yln\

sinx .. tgx slvc thx
1__  ̂—  11 — 1« _ I i

2"

2. lim — = 0 .»—>00 Jl I

4 . lim — = 0 (ya  > 0) .П-> ce yj I ' '

6. lim \[â = 1 (a > 0).П—>oo V /

8. limVñ = l.

10. lim 1 + -я-»со|̂  n

sinax

= e * 2 ,71828

^  .. sinjc /gx .. ш  //ix , . _ S i n a x  / ч11. lim---- = lim— = hm—  = lim—  = 1.12. lim-------- = a  [GC G R ) ,X-+0 x ,v-*0 x x X *->0 x
I

13. lim(l + x)* =e.
ln(l + x)

, lim—-——  = 1.14 дг-»0 jf

16. lim -—— = lna ( a > 0) .
•v->0 г

ex -1  15. lim------ = 1.
-Y—>0 x

ЛН ,• О + ^ Г -1  , ч 17. lim- - = a  (a e R ).
.Y—>0 4 7

18. lim xa ln x = lim x~a ln x = lim xae~x = 0  (a  > 0) .X—>+0 X—>+oo x—>+x \ /  •

13°. Differensiallashning umumiy qoidalari
1. y = c = const, j '  = 0 . 2 . y - с -u [c = const), y ' = c-u '.

3. y  = u±v, y ' = u '± v '. 4. y  = u-v, y ' = u'-v + u -v '.
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5. y= ~  (v(x)^O), y'-- u-v- i t -v
6. y=f(u)  (;u=u(x)), y '= f \ r u'x.

, _  i
7. y = f{ x ) ,  x = / ' ( j > )  ^ v -  . . 8. y= uv, y '= uy-v'-inu+u''^-v-u'.

y

14°. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

1.

3.

5.

7.

9.

x"), = rarn-1. 

sinx)' = cosx.

tgx)' = —V - .
COS~X

lnx)' = - ,
X

) '  = e \

U  (arcsin x )  '

13. (arctgx)' =
1 + x 2 

15. (shx)' = chx.

17. ( t h x ) ' = . - ^ - .
c n x

29 (arcshx)' =

21. (arcthx)'-

1

Vx2 +1 ' 

1

1 - x 2

2. (jcJt)' = xi -(1 + lnx).

4. (cosx)' = - s in x .

6. (ctgx)' = -  1
sin2 X

8. (log„x)' = — ( a > 0 ,  a * l ) .  
x l n a

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

a ' ) l = a ' ln a  ( a > 0). 

1
arccos)'^

Vl -  x2

1
arcctgx)’ = “ j ^ J  ■ 

ch x)1 = shx . 

cthx)’
sh2 x

arcch x ) ' = —= =
V x2 - 1

arccth x ) ' = - y — .

15°. Integrallashning umumiy qoidalari

1. d ^ f { x ) d x  = /(x)d'x. 2. Ji/F(x) = F (x) + c .

17
i

|  15X02 T t £ 0 ? 6



4- J [ / ( X) ± ^ W ] ^ =  J /(x )Jx ±  \g (x )d x  .

16°. Aniqmas integrallar jadvali

1. Jo -dx = ñ. 2. Jt/x = X + с .

a+\ a  çfx I-
3. \xadx=—— +c ( с с ф -  1, cceR). 4. Н =  = 2л/х+с.

J a + 1 л/X

ri/x 1 ,  rdx
5. J— = —  + c. 6. I—  =

J X ' X J V

3. J e /  (x )  ¿x  =  с J /  (x )  ¿/x (с  = const Ф 0 ) .

X  +  с .

7. I——— = —ln|<xc+Z>|+c (a^O). 8. (Vt/x = ex + с .
J a x + b  a  J

Cl*
9.  \axdx = -------1- с  ( a >  0. а ф  l ) .  10. fsinxäfc = - c o s x  + c .

J In a ' J

г Г dx11. cosxt/x = sm x + c .  12. ——— = -ctgx  + с .
J J s i n - X

13. f... 4 ~  = tgx +с . 14. Ish xdx = ch X + с .
J cos X J

15. ich xdx = sli X + с . 16. f—rr— = - c th x  + c.
J Jsh X

r dx r dx . r dx17. —T - = thx + c. \~-r-=thx+c. 18. ------T = arctgx + c.
ch X Jchrx Jl + x

dx I X , „  f dxr dx I X , __ f ax
19. —---- T = —arc tg— + c  ( a * 0). 20. J .../ = т

J a' + X a  a  V l - x '

г Л  .X  , ч (■ dx 1 ,
21. j r r =7 = arcsm- + c (a>0). 22. h — r =— In 

л/a -X a Jx -a  2a

arcsin X +  с

X —a

x + a
+ c

r a x  1 ,
23. J—---- r = — ,n

J n  — V I n

a + X
a - x

+ c (аФ 0) limz = a7 ’ n-+cc
18

(a^ O ).



24 . í dx
л/х2 + a 

xdx

— ln X + л/х2 + a + c  ( а  Ф 0 )

г xdx I 2
25. J ~ 1 z\Ja ± x

±x + с

26. f '/a 2 - x 2d x - ^ 4 a2 - x 2 + -^-arcsin —+ с ( o > 0).

_____  'y _____
27. Гл/х2 ± a2dx = ~ \lx 2 ± a 2 + — ln x + л/х2 + a2 

J 2 2

28. J— = lnJ sin X
X г dx С X n N

t g - +  c .  29. J = ,n tg ---1--- + c
2 J c o s x \7. 4 ;

r Jx , I . I

зо .  J— = l n ls ,n x l+ c . 31.
r dx 
ctgx

-ln cosx +c

17°. Aniq integralning tatbiqlari
1. Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 

hisoblash.
Agar f  (x) e С [a, b\, f 2 (x) e С [a, b\ boiib,

í a < x < b,
D

bo‘isa, u holda
f\ { x ) ^ y ^ f 2 {x)

s = J [/2 (*)-./;(*)}&
boiadi,

b) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 
hisoblash.

Agar
\a< (p< ß,
[O  < 7  -<r(cp)

D = <

boiib, ?-(©)e С [«,/?] boisa,
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s = \ \ r2 i,(p)d(p

boiadi.
2. Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
A B : { (x ,/(^ ) ) : ^ e [^’ ]̂} bo‘lib, / '( x ) e C [ a ,6] bo‘lsa, unda 

AB egri chiziq uzunligi / ushbu

l=)̂  + [f'(x)]2dx
a

formula yordamida hisoblanadi.
b) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzun

ligini hisoblash.
f x = <p{t),

Agar A B : i =l/y^  cx<t</3 b o ‘lib, (p '{t)eC [a,0\ va 

] bo‘lsa,

/=  Ia /M O T  +[y/'{x)]2dt

bo‘ladi.
d) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining 

uzunligini hisoblash.
[a<cp<p,

Agar AB '-\r = r ((p) bo‘lib, r'(cp)eC [a,0\ bo‘lsa, unda

I = ^ r 2(cp) + [r'(<p)]2d(p
a

bo‘ladi.
3. Aylanma sirtning yuzasi.
A B \{{x^ f{ x ))'-x e [a^  bo‘lib, f ( x ) >  0 va f'{x)& C[a,b] 

bo‘lsin. /ib  yoyni OX o‘qi atrofida aylantirish natijasida hosil 
bo‘lgan aylanma sirtning yuzasi ushbu

S = 2 n j f  (x)^\ + [ f '( x ) J d x
a

formula yordamida hisoblanadi.
20



4. Aylanma jismning hajmi.

f a < x < b, i
TJshbu = e^T1 chi:|qli trapetsiyani OX o‘qi

atrofida aylantirishdan hosil boigar :r/lanma jismning hajmi

V = * ) [ / ( * ) ] "Ä
a

formula yordamida hisoblanadi.
5. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.
OX o‘qida shu o‘q bo‘ylab biror jism F = F{x) kuch ta’sirida 

harakat qilayotgan boisin. Agar F [x)&C\a,b\ boisa, F - F ( x )  
kuch ta’sirida jismni a nuqtadan b nuqtaga oikazishda bajarilgan 
ish ushbu

b

A = j F^x^dx
a

formula yordamida hisoblanadi.
6. Statik moment. Og‘irlik markazi.
Egri chiziqning OX va OY o‘qlariga nisbatan statik moment- 

lari M x va M y lar

M., = \ydl va My = \xdl

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl = ^j(dx)2 + (d y f  —
yoy differensiali, / esa berilgan egri chiziq uzunligi.

Berilgan egri chiziq ogirlik markazining koordinatalari esa ushbu
M v M

X° =T ; y° =T
formulalar yordamida hisoblanadi.

7. Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi. 
Agar geometrik figura

\a< x< b

egri chiziqli trapetsiyadan iborat boisa, unda
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bo'ladi. Bu yerda $ ~ \ у {хУ̂х —trapetsiyaning yuzi.
a

18°. Matematik belgilar
Formula, ta’rif va tasdiqlarni yozishda quyidagi matematik belgi- 

lardan foydalanish qulay bo‘lib, yozuvni ancha ixchamlashtiradi: 
e —tegishli,
¿ —tegishii emas, 
с  —qism,
V -ixtiyoriy,
3 —mavjud,
3 ! —mavjud va yagona,
=>—kelib chiqadi, “...bo‘lsa, ...bo‘ladi” ,
о —teng kuchli,
: = -ta’rifga ko'ra teng, 

shunday, 
л -va,
V -yoki,
< —isbotning boshlanishi,
> —isbotning oxiri.



2-§. 1-MUSTAQIL ISH  

Ketma-ketlik va funksiya limiti
Sonli ketma-ketlik va uning limiti.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar. 
Monoton ketma-ketliklar va ulaming limiti. 
Fundamental ketma-ketliklar.
Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari. 
Funksiyaning limiti.
Funksiyaning uzluksizligi va uzilish nuqtalari. 
Funksiyaning tekis uzluksizligi.

1-ta’rif. Agar har bir n<=N natura! songa biror qonun yoki qoi- 
daga ko ‘ra bitta xn haqiqiy son mos qo ‘yilgan bo‘Isa, xt, x2, x n, ... 
sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va и {xn} kabi belgilanadi. 

xn (n = 1, 2,...) miqdorlar {x„} ketma-ketlikning hadlari deyiladi. 
{a,,} va [yn] ketma-ketliklar berilgan bo‘lsa,

ketma-ketliklarga mos ravishda {x„} va {_yn} ketma-ketliklarning 
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi.

2-ta’rif. Agar 31 (3m) son mavjud bo ‘Isaki, \ fn e N  uchun 
x4<M  (x„ > in) tengsizlik o'rinli bo‘Isa, {x,,} ketma-ketlik yuqori- 
dan (quyidan) chegaralangan deyiladi. Aks holda esa, y a ’ni 
VM (V/72) son olinganda ham 3 n e N  son mavjud bo‘Isaki, xn >M  
(xH < in) bo‘lsa, {x„} ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralan- 
magan deyiladi.

- A -
Asosiy tushuncha va teoremalar 

Io. Sonli ketma-ketlik va uning limiti

{x„+y„}={xl +yl, x2 +y2,...}, 
{x„-y„}={xl - y 1, x2 - y 2,...}, 

{х„-У„} = {хгУ 1’ x2 -y2,...},
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3-ta’rif. Agar 3M > 0 son mavjud bo ‘Isaki, \ /n e N  uchun 
\xn|< M  bo‘lsa, {x„} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. Aks hol- 
da esa, ya ’ni VM > 0 son olinganda ham 3n e N son topUsaki 
|x„|>M  bo‘Isa, {x„} chegaralanmagan ketma-ketlik deyiladi.

4-ta’rif. BerUgan |x„} ketma-ketlik uchun shunday a son topilib, 
\/£> 0 son olinganda ham 3n0 -  n0 (s,a) e N son mavjud bo‘Isaki,
11 > n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun 
\xn-a \< s  tengsizlik o ‘rinli bo‘Isa, a son {x,,} ketma-ketlikning limiti 
deyiladi va ™xn =a koYmishda belgilanadi.

Agar 4 -ta’rifdagi shartni qanoatlantiruvchi a son mavjud 
bo'lmasa, {x,,} ketma-ketlik limitga ega emas deyiladi.

5-ta’rif (4-ta’rifning inkori). Agar V/?0 e N son olinganda ham 
3s  >0, 3n>n0 son topUsaki, |x„ -a \> s  bo‘Isa, a son {xn} ketma- 
ketlikning limiti emas deyiladi va X" ~ a koYmishda belgilanadi.

6-ta’rif. Agar |x„} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘Isa, bu 
ketma-ketlik yaqinlashuvchi *deyiladi. Aks holda bu ketma-ketlik uzoq- 
lashuvchi deyiladi.

2°. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-kctliklar
1-ta’rif. Agar {x„} ketma-ketlikning limiti nolga teng (}}™xn ) 

bo‘Isa, {x„} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. Agar VM > 0 son olinganda ham 3n() e N son mavjud 

bo‘lsaki, V/7 > n0 natural sonlar uchun |x„|>M  tengsizlik o ‘rinli bo‘Isa, 
{x„} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Agar {x„} cheksiz katta ketm a-ketlik b o isa , |™ x» =0° 
ko‘rinishda yoziladi. Agar {x„} cheksiz katta ketma-ketlik boiib, 
biror nomerdan boshlab barcha hadlari musbat (manfiy) boisa, 
limx =+oo ( lim xn = -co \ ko‘rinishda yoziladi.
n-*rj V «-»CO '

Har qanday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan boiadi, 
lekin bu tasdiqning teskarisi har doim ham o‘rinli boiavermaydi.

1-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklar yig‘indisi 
cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

2-teorema. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ket
ma-ketlik ko ‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
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3-teorema. Agar V n e N  uchun x„ * 0 bo‘lib, {x„} — cheksiz

kichik (cheksiz katta) ketma-ketlik bo‘ladi.

4 -teorema. = a bo‘lishi uchun {«„} = {x„ -a ]  ketma-ketlik-
ning cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lishi zarur va yetarlidir.

3°. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
1-teorema. Agar {x„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘Isa, uning 

limiti yagona bo‘ladi.
2-teorema. Agar {x,,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘Isa, u che- 

garalangan bo‘ladi.
3-teorema. Agar (x„} va {;/„} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi 

bo‘Isa, u holda {xn± y„} , {xn -yn} ketma-ketliklar ham yaqinlashu
vchi bo ‘ladi va

formulalar o‘rinli bo‘ladi.
4-teorema. Agar {x„} va {>>,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi

formula o‘rinli bo‘ladi.
5-teorema. Agar limx,, = a bo‘lib, biror nomerdan boshlab x„>c0 n-*cc n

(x„ < c) bo ‘Isa, u holda a>c (a<c) bo ‘ladi.
6-teorema. ( “Ikki mirshab haqidagi teorema”). Agar limxn = a ,

«->00

limy,, = a bo‘lib, biror nomerdan boshlab x < z < y „  tengsizlik o ‘rinlifj_>33 n. « ”

bo ‘Isa, u holda !'m z„ ~ a bo ‘ladi.

katta (cheksiz kichik) ketma-ketlik bo‘Isa, u holda cheksiz

bo‘lib, V n s N  uchun yn * 0  va y„ *■ 0 bo‘Isa, 
ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va

ketma-

"~>x y„



A§ar !'™x" ~ 0 > }?™ y" bo‘lsa, " ga ^  ko‘rinishdagiy n u
°o

aniqmaslik deyiladi. —, 0 -a>, oo-co va boshqa ko‘rinishdagi 
aniqmasliklar ham shu kabi ta’riflanadi.

4°. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti
1-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlikning hadlari V n e N  uchun

x„<xn+l (xn > xn+l) tengsizlikni qanoatlantirsa {x,,} o‘suvchi (kama- 
yuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. 0 ‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton ket
ma-ketliklar deb ataladi.

1-teorema. Agar |x„} ketma-ketlik o'suvchi bo'lib, yuqoridan 
chegaralangan bo‘lsa, u holda u yaqinlashuvchi bo‘Iadi.

2-teorema. Agar |x H} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib, quyidan 
chegaralangan bo‘lsa, u holda u yaqinlashuvchi bo‘ladi.

5°. Fundamental ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar \/s>  0 son olinganda ham 3n0 =nQ(s )e  N  son 

mavjud bo‘lsaki, Vn >n(1 va p e N  sonlar uchun \xn+p -x„| < s teng- 
sizlik bajarilsa, {x„} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. ( 1 -ta ’rifning inkori). Vn0e N  son olinganda ham shun- 
day n>n0, p e N ,  s  > {) son lar mavjud bolib, \xn+p -  xn | > s  tengsiz- 
lik o ‘rinli bo‘lsa, {x„} ketma-ketlik fundamental emas deyilali.

Teorema (Koshi). Ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun 
uning fundamental bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

i.

6°. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori 
va quyi limitlari

{x,,} ketm a-ketlik berilgan bo‘lib, kx,k2,...,kn,... (k„>n) 
o'suvchi natural sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. {x„} ketrna-ketlikning 
k],k2,...,kn,... nomerli hadlaridan xv xfc,."..,xv ... ketma-ketlikni 
tuzamiz. Hosil bo‘lgan |x A |  sonli ketma-ketlik {x„} ketma-ketli
kning qismiy ketma-ketligi deb ataladi.
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1-teorema. Agar ),™ x» = a  bo‘Isa, u holda uning har qanday 
qismiy ketma-ketligining limiti ham a ga teng bo‘ladi.

2-teorema. (Bolsano-Veyershtrass). Agar {x„} ketma-ketlik che- 
garalangan bo‘Isa, u holda bu ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi bo‘lgan 
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

1-ta’rif. [xn] ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi limiti {x„} 
ketma-ketlikning qismiy limiti deb ataladi.

2-ta’rif. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik qismiy 
Umitlarining eng kattasi (eng kichigi) berilgan ketma-ketlikning yuqori

(quyi) limiti deyiladi va limx„ I Ü!21*„ ) ko‘rinishda belgilanadi.
w-»oo V«->co J

3-teorema. xn =a bo‘lishi uchun limx(I =  = a  boTishi//—>00 //—>00 //—>00
zarur va yetarli.

7°. Funksiya tushunchasi. Funksiya limiti
Bizga biror X  czR to‘plam berilgan boiib, x o‘zgaruvchi miq- 

dor X  to‘plamdan olingan boisin. Agar har bir x g X  songa biror 
qonun yoki qoidaga ko‘ra bitta y  son mos qo‘yilsa, u holda X  
to'plamda funksiya aniqlangan deyiladi va y = f  (x) kabi belgilana
di, x o ‘zgaruvchiga erkli o‘zgaruvchi (yoki funksiyaning argumen- 
ti), X  to'plam / ( x )  funksiyaning aniqlanish sohasi, x soniga 
mos keluvchi y  soniga esa funksiyaning x nuqtadagi xususiy qi- 
ymati deb ataladi. / ( x )  funksiyaning barcha xususiy qiymatlar 
to‘plami Y ga /  (x) funksiyaning qiymatlar to‘plami (yoki o‘zgarish 
sohasi) deyiladi. Shunday qilib,

Y = { y e R :  y  = f ( x ) ,  x e X ) .
Agar a ( a e l . e e  a ? I  ) nuqtaning ixtiyoriy atrofida x  

to‘plamning a dan farqli kamida bitta nuqtasi boisa, u holda a 
nuqta X  to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Bundan keyin butun paragraf davomida x ~  / ( * )  funksiyaning 
aniqlanish sohasi, a nuqta x  to‘plamning limit nuqtasi deb tus- 
huniladi.
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1-ta’rif. (Koshi). Agar \/£ > o uchun 38 = S(s,a)  > 0 topilsaki, 
0 < |x -a |< J  tengsizlikni qanoatlantiruvchi V i e l  uchun 
\ f ( x ) - b \ <s  tengsizlik bajarilsa, u holda b soni f ( x )  funksiyaning 
a nuqtadagi limiti deyiladi va *™ /(x) = £ kabi belgilanadi.

2-ta’rif. (Geyne). Agar X  to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan, a 
ga intiluvchi V{x„} (x„^a, n = \, 2, ...) ketma-ketlik uchun {/(*„)} 
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b soniga intilsa, shu b soni f  (x) 
funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi.

Keltirilgan ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning a nuq
tadagi limiti mavjud bo‘lishi uchun funksiya ä nuqtada aniqlangan 
bo‘lishi, ya’ni a ^ X  bolishi, mutlaqo shart emas (a  nuqtaning 
X  to'plam uchun limit nuqta bo‘lishi yetarli, ya’ni, umuman 
olganda, a <£X).

Endi 1- va 2-ta’riflarga teskari ta’riflarni keltiramiz.
1-ta’rifning inkori. Agar 3 s  >0 topilsaki, V 8>0 uchun

0 <\ x-a \< 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 3x e X  mavjud bo‘lib, 
\ f ( x ) - b \ >s  tengsizlik bajarilsa, b soni f ( x )  funksiyaning a nu
qtadagi limiti emas deyiladi

2-ta’rifning inkori. Agar ct nuqtaga intiluvchi 3{x„} 
(xne X ,  xn *a,  n = 1,2, ...) ketm a-ketlik topilsaki, unga mos 
[ f { xn)\ ketma-ketlik b ga intilmasa, u holda b son / ( x )  funksi
yaning a nuqtadagi limiti emas deyiladi.

1-teorema. Funksiya limitining 1- va 2-ta’riflari ekvivalentdir.
Biz 1-teoremadan quyidagi xulosani chiqaramiz: funksiyaning 

limitini hisoblayotganda qaysi ta’rif bo'yicha hisoblash oson va qulay 
bo‘lsa, shu ta’rifdan foydalanish kerak.

Ba’zi bir hollarda / (x) funksiyaning a nuqtadagi limiti mavjud 
bo‘lmaydi. Ana shunday hollarda funksiyaning nuqtadagi bir to- 
monii (o‘ng va chap) limitlari to‘g‘risida gap yuritiladi.

3-ta’rif (Koshi). V s > 0  uchun 38 = 8 (a,s)> 0 topilsaki, 
a < x < a + 8  ( a - S  <x<a)  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx e X
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uchun \ f ( x ) - b \ < e  tengsizlik bajarilsa, b son f ( x )  funksiyaning 
a nuqtadagi oing (chap) limiti deb ataladi va

lim f ( x )  = f ( a  + 0) = b ( lim f ( x )  = f ( a - 0) = b)
x —>a+0 \ x —>a—0 /

kabi belgilanadi.
4-ta’rif (Geyne). a nuqtaga intiluvchi V{x„}, x„eX,  x„ > a

(x„<a) ketma-ketlik olinganda ham unga mos {/(*„)} ketma-ket- 
lik b soniga intilsa, b soni f ( x ) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng 
(chap) limiti deyiladi.

2-teorema. lim f ( x )  = b bo‘lishi uchun / ( a  + 0) = / ( a - 0) = Z>
x - * a '

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
Endi funksiyaning x->+oo dagi limiti ta’rifini beramiz. / ( x )  

funksiya (c,+qo) cheksiz oraliqda aniqlangan bo‘lsin,
5-ta’rif. (Koshi). Ve >0 uchun 3A>0 (/l ^c) topilsaki, Vx> A 

uchun \ f ( x ) - b \ < s  tengsizlik bajarilsa, b son / ( x )  funksiyaning
dagi limiti deyiladi va J“™/ ( * )  =h kabi belgilanadi.

6-ta’rif. (Geyne). +00 ga intiluvchi V{x„} (x„>c) ketma-ketlik 
uchun unga mos {/(*„)} ketma-ketlik b soniga intilsa, b soni f ( x )  
funksiyaning x —> + 0 0  dagi limiti deb ataladi.

3- va 4 -ta’riflar harnda 5- va 6-ta’riflar bir-biriga ekvivalent. 
lim / ( * )  = * ning ta’rifi ham yuqoridagiga o‘xshash aniqlanadi. Agar 
lim / ( x ) =  lim f ( x )  = b bo‘lsa, u holda 'lim /(x ) = 6 deb yoziladi.

.Y—>+CO X - > ~ V j  .Y—»00

7-ta’rif. Agar lim /(x ) = °o f lim /(x ) = 0 ;  bo‘Isa, f ( x )  funksiya

a nuqtada cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiya deyiladi.
Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz katta 

va cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun 2°-punktda keltirilgan 
xossalarga ega.

8°. Limitga ega too‘lgan funksiyalarning xossalari 
1-ta’rif. Ushbu Us (0 ) = jx e R : 0 < |x -a j< j}  to‘plam a nuqta- 

ning o‘yilgan 5  atrofi deb ataladi.
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1-teorema. / ( x )  va g(x) funksiyalar a nuqtaning biror o ‘yilgan 
atrofida aniqlangan bo‘lib, 1™ / {x) = b va ]img(x) = c bo‘Isin. U holda

1) lim f /(a )± g (x ) l = lim f ( x ) ±  lim e(x) = b± c,
x -> a  jr  -i x ~*a  x ~*°

2) lim [ /  (o) • g  (x)J = lim / ( x )  • lim g  (x) = b ■ c,
x -> a L  x->o N 7 x ->fl v 7

2-teorema. («Ikki mirshab haqidagi teorema»). Agar f ( x ) ,  g(x) 
va h(x) funksiyalar a nuqtaning biror o ‘yUgan atrofida aniqlangan 
bo‘lib, shu atrofda / ( x )  < g(x)  < h(x) tengsizlikni qanoatlantirsa va 
lim /(x) = limh(x) = b tenglik bajarUsa, u holda limg(x) = Z? bo‘ladi.

Funksiya limitini hisoblashda quyidagi ajoyib limitlar katta aharni- 
yatga ega.

Birinchi ajoyib limit:

Ikkinchi ajoyib limit:

/ ( x )  funksiya X  to 'plam da berilgan b o iib , a nuqta X  
to‘plamning limit nuqtasi boisin.

Ta’rif. Agar V f> 0  uchun 3 J > 0  topilsaki, argument x ning 
0 < |x '-a |< J , 0 < |x"-a| < 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
Vx', x" ( x ' e X ,  x " e X )  qiymatlarida j / ( x " ) - / ( x ') |< s !tengsizlik 
o ‘rinli bo'lsa, / ( x )  funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarila- 
di deyiladi.

Ta’rifning inkori. Agar 3s >0 son topilsaki, V8 > 0 son uchun, 
0 <|x '-a |< t> , 0<|x"-t/|<<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi
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3) agar c*  0 bo ‘Isa, lim h r ,  ‘i n s i ;

9°. Funksiya limiti uchun Koshi teoremasi

(2)



V*', x " e X  lar mavjud boiib, | / ( x " ) - / ( x ') |> £  tengsizlik bajarilsa, 
/  (x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilmaydi deyiladi.

Teorema. (Koshi). /(x )  funksiya a nuqtada chekli limitga ega 
bo ‘lishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini bajarishi 
zarur va yetarlidir.

10°. Funksiyaning uzluksizligi va uzilishi

/ ( x )  funksiya a  nuqtaning biror to‘liq atrofida aniqlangan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar

lim /(x ) = / ( a )  (3)
x-*ct

bo‘lsa, / ( x )  funksiya a  nuqtada uzluksiz deyiladi.
Funksiya uzluksizligi ta’rifini Koshi va Geyne ta’riflari yordamida 

ham berish mumkin. Biz ularga to‘xtalib o‘tirmaymiz.
Endi / ( x )  funksiya a  nuqtaning biror o‘ng (chap) yarim 

atrofida, ya’ni [a, a  + S )  (mos ravishda, (a - 5 , a \ ) yarim in- 
tervalda aniqlangan bo'lsin.

2-ta’rif. Agar

(,!™ „A *)= /( « ) )

bo‘lsa, / ( x )  funksiya a nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de
yiladi.

Teorema, / ( x )  funksiyaning a nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun 
uning shu nuqtada o ‘ngdan va chapdan uzluksiz bo‘lishi zarur va 
yetarlidir.

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U 
holda Umf(x)  = f ( a )  bo‘ladi. => l i m J / ( x ) - / ( a ) ]  = 0 . Agar

.V - » «  V .Y—£/—> 0 x

A x : = x - a  ~  argument orttirmasi va A y := Af  (a) = f ( x ) - f ( a )  -  
funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi belgilashlarini kiritsak, 
x = a + Ax va A y  = A/ (a )  = f  (a + Ax) -  / (a) bo'ladi. Natijada, biz

J iS o M * )  -  /  = + Ax) - W l = i s ,  A -v = 0
ekanligini hosil qilamiz. Shunday qilib,
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lim Av = 0 (4)
Ay—»0 v '

tenglik bajarilsa, f ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
3-ta’rif. /  (x) funksiya (c ,d ) interva/ning har bir nuqtasida 

uzluksiz bo‘Isa, funksiya (c ,d ) intervalda uzluksiz deyiladi.
f ( x )  funksiya (c,d ) da uzluksiz boiib, s nuqtada o'ngdan, d

nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, unda u \c,d] kesmada uzluksiz 
deyiladi.

X  to‘plamda uzluksiz funksiyalar sinfi C(X)  kabi belgilanadi.
4-ta’rif. Agar

lim f ( x )  = b * f ( a )  (1-hol)

l im /(x ) -3  (2—hoi)

lim /(x ) = oo (3—hoi)

bo‘Isa, unda f  (x) funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.
Funksiyaning a nuqtada uzilishga ega bo‘ladigan hollarini alo- 

hida-alohida ko‘rib chiqaylik.

a) lim f ( x )  = b * f ( a )  bo‘lsin.
x-* a  '  V '

Bu holda lim f ( x )  = f ( a  + 0) Va lim f ( x )  = f ( a - 0) iarA"—>i/+0 7 X 7 JT—>¿7—0
mavjud bo‘lib, f ( a  + 0) = f ( a -  0 )^  f ( a )  bo'ladi. Bunday nuqta 
bartaraf qilish mumkin boigan uzilish nuqtasi deb ataladi. 

Misollar.

I. f { * ) :
I x2, agar x & 0 bo ‘ Isa,
[l, agar x = 0 bo‘lsa

funksiya uchun x = 0 nuqta bartaraf qilish mumkin bo‘lgan uzilish 
nuqtasi bo‘ladi, chunki

lim f ( x ) =  lim /(x ) = 0 va / '( 0) = 1.

Agar f  (o) = 0 deb qabul qilsak, funksiya uzluksiz bo‘lib qoladi.
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2. / ( * )  =
1 - x s i n  —,a g a rx ;£  0 bo'lsa,

2, agar x = 0 bo'lsa 
funksiya uchun ham x = 0  nuqta bartaraf qilish mumkin boigan 
uzilish nuqtasi boiadi, chunki

lim / ( * ) =  Iim /(x ) = l va / ( 0) = 2 .
. t—> t/+ 0  V  ’  t - > - 0  V  ’

b) lim f i x ) -  3 boisin.
x —>n+0J  '

Bunda quyidagi uchta hoi boiishi mumkin.

1) limo/ ( x )  = / ( o - 0) va Jimo/ ( x )  = / ( a  + 0) lar 3 va

f ( a - 0) * f ( a  + 0).
Funksiyaning bunday nuqtadagi uzilish i birinchi tur uzilish va 

| / ( a  + 0) - / ( a - 0)| ayirmaga funksiyaning a nuqtadagi sakrashi 
deyiladi.

Masalan,

/ ( * )  =

1

l + 2r
0, agar x = 0 bo‘Isa

funksiya uchun * = 0 nuqta 1-tur uzilish nuqtasi boiadi va funk
siyaning bu nuqtadagi sakrashi 1 ga teng:

| f { a  + 0) -  f { a  -  0)| = | / ( + 0) -  / ( - 0)! = ¡0 - 1| = 1 ;
2) x -> a  da / ( x )  funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan hech 

boimaganda biri 3 . Funksiyaning a nuqtadagi bunday uzilishi 
ikkinchi tur uzilish deyiladi.

Misollar.

1. A * ) :
sin—, agarx> 0  boisa,

x
-x, agar x < 0 boisa 

funksiya x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
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X

[ 0, agar x  -  irratsional bo‘Isa, 
agar x-ratsional bo‘lsa

lim / (x) -  lim (-.y) = 0 = / ( 0 ) ,  lekin lim / (a ) = lim sin —  3 .
,v-»-0 7 ,v->-0v 7 ,v->+0 V ’ j ->0 v

2.

futiksiya Va e  Ii nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki a  ->a 
da D(x)  funksiyaning o‘ng limiti ham, chap limiti ham 3 .

3). a  -» a da / ( a )  funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan biri
cheksiz yoki o‘ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz. Funksiya
ning a nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

d) J*m/(A') = 0° bo‘lsa, / ( a )  funksiya x-=-a nuqtada ikkinchi 
tur uzilishga ega deyiladi.

11°. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
1-teorema. Agar / ( a )  va g(x)  funksiyalar X a R  to‘plamda 

aniqlangan bo‘lib, ulaming har biri a e X  nuqtada uzluksiz bo(lsa, u holda

1 ) f  ( a*) ± g  ( a )  ,

2) /(*)•& (*)> 

f ( x )
3>i w  ( Vag X  uchun g ( x ) * 0 )

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.
Izoh: 1-teoremaning aksi har doim ham 0 ‘rinli bo‘lavermaydi.

Masalan, f ( x )  = x va

s(x)=
sin—, agar x ;*0 bo‘Isa,

A

0, agar a  = 0 bo‘lsa

funksiyalar ko‘paytmasi /(A )-g (x ) = x -s in -  funksiya R da uzluk-
A

siz, lekin g(x) funksiya x =0  nuqtada uzilishga ega.

Aytaylik, y  = f ( x ) funksiya x  to‘plamda, z = cp(y) funksiya
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esa 7  = {,y = / ( x ) :x e X }  to ‘plamda aniqlangan b o iib , ular 
yordamida x  to ‘plamda aniqlangan z = #>[/(x)] murakkab 
funksiya tuzilgan boisin.

2-teorema. Agar y  = f y x )  funksiya a e. X  nuqtada, z -(p [y )  

funksiya esa, unga mos ya = f { a ) nuqtada uzluksiz b o ‘lsa,

z = (p\_.f{x)\ murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
Bu teorema limit hisoblashda juda muhim rol o‘ynaydi va 

uning yordamida 1—§ ning 9° —punktidagi muhim limitlar keltirib 
chiqariladi.

3-teorema. Agar lim /(x ) = é (6>0) va lim g(x) = c bo‘lsa,
x  -* a v 7 v 7 x -* a

lim[ / (*)]'U') =c bo ‘ladi.

[ / ( X)]Ä̂  ko'rinishdagi funksiyaga darajali-ko‘rsatkichli funk
siya deb ataladi.

12°. Funksiyaning tekis uzluksizligi
Biror y -  f ( x )  funksiya X  to‘plamda berilgan boisin.

Ta’rif. Agar \ f s>  0 son uchun 3S  = 8(e)  > 0 son topilsaki, X  

to ‘plamning ¡x"-x '|<S tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx' va x ”

(.■ t',x"el) nuqtalarida | / ( x " ) - / ( x ') |< s tengsizlik bajarilsa, / ( x )

funksiya x  to ‘plamda tekis uzluksiz deb ataladi.
Ta’rifning inkori. 3¿-'> 0 son topilsaki, \ /8  > 0 son olinganda

ham |x"-x'¡<¿> tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday Vx' x" e X

nuqtalar mavjad boiib  | / ( x " ) - / ( x ') |  > e tengsizlik bajarilsa, / ( x )  
funksiya x  to‘plamda tekis uzluksiz emas deyiladi.

Kantor teoremas!. Agar / ( x )  funksiya \a,b\ kesmada aniqlangan 
va uzluksiz bo‘lsa, u shu kesmada tekis uzluksiz bo ‘ladi.
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NAZORAT SAVOLLARI

Í. Sonli ketm a-ketlik  tushunchasi.
2. K etm a-ketlik  lim itining ta ’rifi va uning inkori.
3. Y aqinlashuvchi va uzoqlashuvchi ketm a-ketliklarning ta ’riflari.
4. Cheksiz kichik ketm a-ketliklar va ularning xossalari.
5. Cheksiz katta ketm a-ketliklar va ularning xossalari.
6 . Cheksiz kichik va cheksiz katta ketm a-ketliklar orasidagi bog‘lanish.
7. Yaqinlashuvchi ketm a-ketliklarning xossalari.
8. M onoton  ketm a-ketlikning ta ’rifi.
9. M onoton  ketm a-ketliklar haqidagi Veyershtrass teoremasi.
10. F undam ental ketm a-ketliklar va Koshi teoremasi.
11. Qismiy ketm a-ketliklar. K etm a-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
12. Funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqlanish sohasi va qiym atlar 

to 'p lam i.
13. Funksiya lim itining Koshi ta ’rifi va uning inkori.
14. Funksiya lim itining G eyne ta ’rifi va uning inkori.
15. Funksiya limiti Koshi va G eyne ta ’riflarining ekvivalentligi.
16. Funksiyaning bir tom onli limitlari.
17. Lim itga ega bo 'lgan  funksiyalarning xossalari.
18. Ikki m irshab haqidagi teorem a.
19. Birinchi ajoyib limit.
20. Ikkinchi ajoyib limit.
21. Funksiya limiti haqidagi Koshi teorem asi.
22. Funksiyaning nuqtadagi va to 'p lam dagi uzluksizligi ta ’riflari.
23. Bir tom onlam a uzluksizlik.
24. B artaraf qilish m um kin b o ig an  uzilish nuqtasi.
25. Birinchi tu r  uzilish nuqtasi.
26. Ikkinchi tu r uzilish nuqtasi.
27. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.
28. Funksiyaning tekis uzluksizligi va K an to r teorem asi.
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- в -
Mustaqil yechish uchim miso!

1-masala. *™xn=a ekanligi ta’rif

(«o (£■)-?).

va masalalar 

yordamida ko‘rsatilsin

З и -2  3
1.1 x„ = ~— г >2/7-1 2

An2 +1 41.3 X, = —----- , a -  —
" 3 n  + 2  3

! - 2w2
1-5 Х»=Т Г 7 Т ’ =2 + 4«

n + 1 1
1.7 x„=------- -, a = —

” 1- 2n 2

1.2 x„

1.4 дг()

1.6 *„

1.8 x„

, a —  2 .
4/7 - 1 

'2/7 + 1

9 - и 3 1
; ------- ¿7 = ----------,

1 +  2/73 2

5/7

72 + 1 

2«+ 1:------- , a  = —
3 / 7 - 5  3

, a = -5.  

2

1.9 X : /7
1- 2/Г

/72 + з ’
a = -  2 . 1.10

3/72 + 2
X" ~ /1 2 , ’ 4/7 -1

3a = —.
4

1.11 X„
4 + 2/7 
1-3/7 ’

2
3 '

1.12
5и +15

x„ — , 9b - n
a = -5

1.13
13-/72 1a = — . 

2
1.14

2/7 -1 2
X/j 1 + 2«2 ’ .> I

Ю 1 oo Ä 3

1.15 X«
3/7-1 
5/7 + 1’

Л:>
a - ~ .

5 1.16
5/7 + 1 

x"~  10/7-3’
1

a = —. 
2

1.17 X„
1 + 3// 
6 - n  ’

a = -  3 . 1.18
2/7 + 3 

X„ — ,  ’ // + 5
a = 2 .



2-masaIa. a soni {x„} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif 
yordamida ko‘rsati!sin.

2.1 x„=(-l)" + l, a = 0 . 2.2 X" = cos-—-, a = ̂ .

-  -, ■ nn 1 „ . nn2.3 x„ = sin— } a = ~ .  2.4 x„ =cos— , a = - 1.
o z  1UU

2.5 x„=2(-,r\  a = 0- 2.6 х .= и -[1 + ( - ! ) '] , a = 0 .
2.7 x „ = ( - l ) \  0 = - l .  2.8 x„=(-l)"+' ,a  = l.

, a = 1.
2 -cos я??

2.9 * „ = ------------, a = 3. 2.10 *„ =
2 + COS Я72 \ л /

и2 -  I 2/7 + 3
2.11 x„=— 5—, a = 1. 2.12 x„ = — — , a - 2 .

n n
1 1 .7Г7?

2.13 *„= — — , a = ~ .  2.14 x,,=sin— , a = l. 
2n +1 2 .2

2.15 X)( = ————, <3 = —1. 2.16 x„ = s i n ^ 5 a = 0 . 
n 3

2'17 X" = 3 - 2 n ~ ’ a ~ ~~2 ’ 2-18 JC» = ( - 1)""»a = - 1-
2 _  r\

2.19 x .= /i(“1)r, fl = 0. 2.20 x. = ” -~ ” , o = l .
o + l

2.21 x, = V«2 + 1 -  и, <3 = 1.
3-masala.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi haqidagi teo- 
remadan foydalanib {x,,} ketma-ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi 
ko“rsatilsin.

3.1 x „ = « (-ir 3.2 x„=/72sin™ 3.3 x„= V ^ cosy

3.4 x„ = ( - 1)" In « 3.5 xH = (— l)" In — 3.6хп= -  + и*“1У
и я

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka 
ko‘paytmasi haqidagi teoremadan foydalanib {x„} ketma-ketlikning 
yaqinlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

, 7 r  _sgn(tgw) _____ 1____  x = _  1----
* • 1  x n~~~~---- -— • 3.0 л п /о i ’ \ • 3.9 „2 V ~ , i  iV'l./7 »(8 + sinn) / ? J
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cos nn
3.10 — — . 3.11 x

sin
ЯП

л/«
3.12 X,

n
2

гг " 1п(« + 1)'
Qismiy ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib 

{x„} ketma-ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

3.13 xn =(0,5)HTn. 3.14

3.15 x„ 2 + 3.16 x„=sin 7ГП
2002

«Ikki mirshab haqidagi teorema» dan foydalanib {x„} ketma- 
ketlikning yaqinlashuvchiligi ko‘rsati!sin.

3.19
" ( H ' -

3.18 xn =

3.20 x_ — ■

и + 10 
2л - 1у 
-] + \fñ + sin n

n
2п + Ъ

4-masala. Koshi kriteriyasi, monoton ketma-ketlikning limiti ha
qidagi teorema yoki limitlar ustidagi amallar haqidagi teoremalardan 
foydalanib {xn} ketma-ketlik yaqinlashishga tekshirilsin.

4 .1  X , + f g 4.2 x =  —

n
2

tl ln(/7 + l)

4.3 X = n~ + n
n —n~

\

1 + COS Л11
~ 7 T

4.5
n + sin

x„ = -

( n n \
T J 4.6

/7+1

n2 ■ (8 + sin n) '

4.7 *„ =' i - J '
V 2y

l-
T HI t )

4.8 i
i g i i

i —Is 12
1

ig(io+»);-

39



siner sin 2a: sin nc 
4.9 x =-------+ — —  + ...+ ------

2 2 2"

1 2  n
4 .i i

4.10 x  =
¡sin lj |sin 2|

22
+ ... + J

|sin/?|

~2~

4.13 * =
//!

4.12 x„-1 + — + ... + —.
2 n

l v '

,  ' . c o s2  COS/74.15 = c o s l  + — ^— + ... +  -

4.14 xn =  1 +
11 J

_T 1 14.16 _  ̂+ - / r + +
V2 V«

lg/7

4.19 xn = 0,77.. .7  _

4.21 x „ - 1  + — + ... + — .
2 ! «!

4.18 x„ =  

4.20 x„ =

r_
n\

J _____L +  +M 1
1-2 2-3 /?(/? + 1) *

5-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin ( limx -  ?).\n->00 )

5.1 x„ = n \^ jn (n -2 )-y¡rr  - 3  . 5.2 x„ =  (« - - \ / / ? 3 - 5  .

5.3 4 ) - ^ -  5.4 3 .
V/Í

^•5 x„ =  V / r  -3 /7  + 2 -  n ■ 5.6 xn =n + y¡4-n2 ■

5.7 x„ =  Jn(n  +  2 ) - V « 2 - 2 «  + 3 . 5.8 x„ =J(/i+2)(/i+l) —̂ /(/í—l)(w+3).

5.9 Xn — ti" y , 7(/74- l  ) - V T ^ 8  . 5.10 x„ = n2 [y]5 + «3 -  ̂ 3 + /73

5-11 x„ = V«2 + 3/7 - 2  —J n 2 -3  • 5.12 x„ — \fñ[y¡n + 2 — %//? —3 j .

5.13 x(J = iy « (/ /  + 5) — /7. 5.14 x„ =V/73+8(V«3 +2-V/73 -  I j .

V(/?3 + 1)("2 + 3) -  V"(7̂  + 2)
2\fñ
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5.17 > 

5.19 ; 

5.21 J

6.1 хя 

6.3 x„

6.5 xn

6.7 x„ 

6.9 xn

6.11 д

6.13 * 

6.15 л

6.17 л

= n ijn2(n6+4)-<Jns - \  . 5.18 xn =<fn ifri*-з ] п (п - \ )  

c„ =  yjn +  2 [yjn +  3 -  yjn -  4 j . 5.20 x() = n ^ J n 4 + 3  - \ l n 4 - 2  j

c„ =  л? 5 +  8/73 -  2/7 j .

6-masala Итх -?

1 2 3 /7-1 _ ( 2я + 1)!+(2и + 2)!
— + — + — + ■•• + — 6.2 —rr:n~ n ir n~ (2/7 + j)!

1+3 + 5 + ... + (2 /7 -1 ) 2/7 + 1 _ . 2"+l +3" 
--------------v------- L— — . 6.4 X ---------

/7 + 1 2 ” 2" + 3"

1 + 2 + ... + « 1 + 3 + 5+ +('2/7-1') 
— /— i---- . 6.6 X —---------------- i-------

\9 n  +1 1 + 2 + 3 + ... + 77

1 + 3 + 5 + ... +  (2 /7 -1 )  1 + 4 + 7 + ... +  (3/7- 2 )
-------------- ^ ------- 77. 6.8 *» = ------- / 4 ------

77+ J  Л/5/7 +/7 + 1

(/7+ 4 ) ! - (/7+ 2)! 

(/7 + 3)!
6.10 v - (3" ~ 1) !+ (3/7 + 1)!

3/7 !• ( /7 -1 )

1 1 1 1
1 + -  + — + ... + —

2" -  5"+l X - ___3 3-

5 5 5"

ifi? + 5 -  л/3/74 + 2 3" - 2 "
" 1 + 3 + 5 + . . .+ (2 /7 -1 )  ’ " 3"_I + 2"

5 13 3" + 2" 
'n ~ ~  '• 6.16 X ,  -  — + —  + . . .  + •

/1 + 3 • 6 ,18  Л" (2/7 + 3 ) ! - ( 2 / / + 2)!
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6.19 ^

6.21 X

7.1 х„

7.3 *„

7.5 Х„:

7.7 Х„:

7.9

7.11 х„

7.13 х„

7.15 хп

7.17 X,

7.19

7.21 хп -

п'2 + \[й -1
2 + 7 +  12 + . . .  +  (5/7 — 3) ' 

_  3 5 9  1 +  2"
„ — "Г"*----- 1------Н...Н--------

4 16 64  4" '

6.20 хп 2 +  4 +  ... +  2/7 

/7 +  3

7-masala. l i m * , , - ?

3/72 - 6 /7  +  7 

3/72 + 20/7 - 1

/7- i r 2 
.« + 3 j •

2/7 + 3 v '+l 

2/7 +  1

 ̂rr -  3/7 +  6 

/72 +5/7 +  1

\  —W+1

/

/
3//+2

/7 +  /7 +  1

/72 + /7 - 1

/7- 
,/7 + r

3/7 +  1 

3/7 — 1

/
\2л+3

-6Я)
10/7-3
10/7-1

/  ~ o _ , „ \ 2//+I
2/?‘ +21/7-7 
2 « 2 + 18/7 +  9

7.2 *„ =

7.4 *„ =

7.6 *„ =

7.8

7.10 *„ =

7.12 *„ =

7.14 *„ =

7.16 Xfí —

7.18 =

7.20 ■*,=

2/72 + 2 л

2/72 +1  j
2 , \"J /7 -1
/7

/7 +  1 

/ 7 - 1 ,

/ w -io Y ',+1 
/7 +  1 J
3/72 + 4 / 7 - 1  

3/72 +2/7  +  7 У
2/72 + 5 /7 +  7 Y  

2/72 +  5/7 +  3 y

(  5/72 + 3 / 7 - 1  Y ? 

5/72 +3/7 +  3

ч 2n2 +3/7-1 

n + 1
773 - l

3/72 -  5/7

3/72 - 5 /7  +  7

\//+1
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8-masala. {x„} ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari topilsin

V"-»» »-**•

cos-ЛУ1
\ / 7 + ]

jtn11--
2

8.5 X . =
2n + l

2 " +3 

8.7 V =2НГ»И.

8.2  X =
и

„  , 1 ЛП8.4 хя = -  + sin —  
n 3

8.6 X -  yj4(_l) + 2

1 +  -
n +1

___ 77 ИЯ8.9 -  2 + ----- cos—
n + 1 2

77-18.11 Xn = ----- COS 11Л .
77 + 1

c , n  ■ 2 Л П8.10 x„=----- sin- —
77 +  I 4

И2 +  I . „ ЛП

и2- I
sin

____  3 / 7 - 2  . ЛП
8 . 13 X„ = -----------sin —

il 2
1,5-cos 2лп

8.15
2 . ЛП . 

77'S in ------ 1-1

77 + 1

„  77" — 77 + 1 2Л11
8.17 Xn = ---- ;----- cos-----

2/7 -1  3

8.16 X„=(-1)
n2 + 3 /7 - 1
1 — /7 — /72

8.18 V
4n + 3 /7 -2  .

: -----------------------—sm
2 —‘n+iT

л  2лп
"б+Т ~

8.19 * .=
Г /7 + 1

V n .

И " . ЯГ/ 7 „ /7 +  2 . ЯП+ sin ———. 8.20 Хя = ------sin— .
2 /7 +  1 3

8.21 Х„ — Sin /7 .
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9-masala. y  = f ( x )  funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin

f” /  \ —1 (4  t ^
| J - l g ( x ~  - 5 x  + 1 6 ) J . 9 . 2  J> = lo g ,  lo g 05 ---- 2

, 5  J

9.3 y  = logA.+1 (x2 -  3x + 2). 

Vx + 5
9.5 y- lg(9-5x) 

3x -  x2
9.7 y = lg . 

x -1
9.9 y = lg(l6 - x 2) + cigx.

9.11 y  = ^x2 -  |;t| -  2 .

9.13 y = \ j 3 - 5 x - 2 x 2 ■

9.15 >■= ,s *
cos 2x ’

9.17 y  = a r c c o s ( 0 ,5 x - l ) .

9.19 >’ = arctg

9.21 y  =

9.4 y :

9.6 y  = J log

log2(x2 + 2x -  2 ) '

2 x -3
x-1

9.8
I x + 2 
'lgcosx '

9.10 y  = { S - 2 x - x 2)~2 ■

9.12 y  = ll

6 - x
9.14 y =

/sin* + cos X
9.16 y  = J - ------------ .

V sm X-cos*

9.18 jy = arccos x -a rcs in  ( 3 - x ) .

. x2 -1
9.20 y  = arcsin-------.

xz - 9  

arcsin (0,5* - l )

V*2 -3 x  + l

10-masala. Quyidagi tengliklar ta’rif yordamida isbotlansin 

(¿>(f) —topilsin).

+ n * l- 2x2 + 5 x -310.1 lim-------------- = -7 .
x-*~3 x + 3

5 x '- 4 x - l
10.2 Inn......... -——  = 6 .

x-*' X -  1
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10.3

10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

10.21

Зх2 + 5 х -2  _ lim-------------- = -7 .
*->-2 x + 2

,  V  4x2-14x + 6 1A10.4 lim------------- — = 10 .
x -3

6x~ + X — 1 . lim ---------—  = -5 .
V - . - Í  12 X +  -

6x2 - x - l  ,
10.6 lim— — j—  = 5.

*“*2 X ------

1H Ä - 6 ,
- - 5

.. 3x2- 5 x - 2  _
10.8 lim----------- — = 7.

x - 2

iim  3* 2 -  щ  -  -  - 4  

■ 4  X + l-

10.10 lim
7x2 + 8x +1

X + 1

X2 -  4x + 3
lim ---------------- = 2 ,

x - 3

.. 2 x  + 3 x - 2
10.12 1ш?---------j-----= 5 .

v-л— *■

6x2 -5 x  + l , lim---------—— = -1
v-Д 1

3 X  -  -

.. 1 Ox + 9x -  7
10.14 hm7----------7----- = “ 19'

X +  -
5

.. 2x2 +13x + 21 1lim ----------------- = —
2x + 7 2

.. 2x2 -9 x  + 10 1 
1 0 1 « ™ ~ ~ 2 ^ 5  = 2

6x2 + x - l  , lim--------;—  = 5
л'~ 4  X -  -

3
10.18

6x2 -7 5 x -3 9  lim---------- :------ = -81
X +  ■

.. 2 x 2 — 2 1 x - l  1 lim-----------------= 23.
*->n X - 1 1

i- 5x -2 4 x -5
10.20 lim----------------= 26,

д-» 5 X -  5

X2 - 9
lim .......= 2 .

X -3 x
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11-masala. Limitlar hisoblansin.

3 X  1 X  1

lim.._  lim-
11.1 П j—— 11.2 n r—

3 J-r + x - y / 2x 2 — + X -y / 2x
j 2

.. \ ¡ 9  +  2 x  - 5  V Ï 6 x - 4
11.3 linï Тгт------ • 11.4 hm-.y-»8 3 /2X2 -  4  " ■*”>4 л / 4  +  x  -  V 2 x

.. y [ x - 6  +  2  l ¡ 9 x - 311.5 hm------- -— . 11.6 lim-
л-> -2  X  +  2 ’ *-»3 у/з + х -  y¡2x

у / х — 1 y¡Ax- 2
11.7 lim-— - .  11.8 lrni-

~ < х 2- Г  ^ - ^ 2 ^с-у[Ъ с

.. y j l  + X  - y j l - X  y f x — l
11.9 h m — —  - 7 = = .  11.10 h m -

-м 0  л/Г+Х -  y j l - x  " ’ A_>1 л/ l  +  X -  y ¡ 2 x  ’

X + 2 • V X *-*•« X + X

. .  . \ J \ - 2 x  + x 2 - ( l  +  x )  , , .  y /9  +  2 x - 5
11.13 lim----------------- i----- 11.14 hm------------- = -------л—>0 .y->8 yfx - 2

11.15 lim^  2 11.16 l i m ^ y ^ - ^
-м 16  л /х  -  4  -v->-2 X3 +  8

11.17 lim-^̂ - - - 2-̂ , 11.18 U m - Æ l9 . 11« l ö  i Э / о •
X - 9  л / х  - 1

y f ï ^ x - 3  л/ l  +  2 x  -  3
11.19 bm— —т=-. 11.20. hm— = ...

д. ^ . 8 2 + y J x  V x - 2

V 9  +  2 x - 511.21 hm—-= ------- .
л / х  - 2
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12.1

12.3

12.5

12.7

12.9

12.11

12.13

12.15

12.17

12.19

12.21

12-masala. Limitlar hisoblansin.

lim —— — . 12.14 lim
sinx tgnx

1п2х-1плг
2х -16 lim----—------

lim— . 12.16 *-*~sin— cosx •
2л-->4 Sin 7t X

i• x2 -1  Vx2- x  + l - lhm------ . 12.2 lim .
A'->1 ln X  -t->l ln X

1 + cos3x lim 1~ sin2x
hm ..... 12.4 * ( j r - 4 x Ÿ  ■sm~7x x~*~4 '

l  +  COS^TX i ; lS ^ X
hm————  12 6 lim~7—tg-nx ' ^  tgx •

sin2x - t g 2x Vx2 - X + 1 - 1
Iim— ------ . 12.8 hm .

(X -  7t)  / g l X

.. cos5x -c o s 3x ,• sin7x-sin3xhm------ —------- . 12.10 I'm  ?--------- j — .
sin x e - e

K 5 - ^ )  ,]x2- 3 x  + 3 - l ■
1111 l,m-------*----------- 'л'->1 Sin 7tX

. З5'г_3 -  з2л'2

l¡" J ^ g .  12.18M-coszx » 2  sin 2жх

1 - 2 4” v" 1 - 2 c o s x  
l]m , —: -- =— ■ |¡m------
M 2ÍV 2x-v3x -5 x  + 2J ' 12-20 7t - 3x ■

v sin5x-sin3x
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13.1

13.3

13.5

13.7

13.9

13.11

13.13

13.15

13.17

13.19

13.21

13-masala. Limitlar liisoblansin.

lim
•V—>1

Зх -  I 

V X  +  1 J

lim flim I 2 x '

lim
2x  -  7

Æ-i

й;-1

Г*-г

/

/ 1

lim
.Y-И

2j c - n «-i 
V *  J

c(g,2.Y/sin2.vi * /  \ Ci lim (c o sx )

lim
6  -  X

\ t g -

■M3V 3
/ТЛ"

lim (3 -  2 x ) l>!̂  .

lim
6  — X

vs-—

13.2 lim
Д--Х1

s i n x W  

sin a  J

, ,  .  ( cosx 
13.4 Inn -

x-2

A'-*2 V cos 2 ,

\ 1/cos(3,t/4-a-)
13.6

13.8 lim
f  x \* T n  

2 - -  
V a  J

13.10 lim (c o sx ),v->2.Tv ’
1 /sin2 2x

13.12 lim (c o s x )“л-->4яv 7
ctgx/ sin 4.r

5//if5.v-sin2.v
13.14 lim  ( c o s x f

13.16
6lgx tg3x

lim (2eJr_1- l ) J'->.

3.V-1

x - llim(2eT 1 -])-'-

,. / . \ 18 sin X / ctj¡x
l im (s in x ]

13.18 linjl f c f

13.20 lin]( l + C° s 3 x r V.
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14-masala. Limitlar hisoblansin.

14.1 limjr-»0

14.3 lim.v-»0

14.5 lim

72x r 3 x

2x -  arctgjx 

6 2x -  l ~ 2x

-m0 sin 3x -  2x 
32x - 5 3x 

■i->0 arctgx + xJ

14,7 lim
^5.x r̂ x
j  —2

14.9 lim

h 0  x -  sin 9x 

12' -  5~3t

14.11 lim

•'->0 2 arcsin x - x  
35x - 2 lx

14.13 1™

arcsin 2x -  x 
4X -  2lx

14.15 I'm

0 tg 3x -  x 

102v -  7"
ĉ ° 2 tgx -  arctgx

73, _ 32,
14.17 I'm-------- r .

^ ° / g x  + x 3

14.19 lim.Y-»0

14.21 lim

0 arcsin 3* -  5*

9" -  2Xv 

arctg2x -  Ix

14.2 lim
e3* - e-2*

->0 2 arcsin x  -  sin x

14.4 lim
5x 3*e —e

14.6 lim

■h0  sin 2x -s in x
„ 2x „3jce - e

-v-»° arctgx -  x~ ' 

14.8 Ijra
4.v -2 xe - e

.v->02arctgx -  sin x

14.10 lim
J x  -2.y £ — £

m0 sin x -  2x

14.12 lim- eix-e*
,v->o arcsin x + x

6‘ — 6 ' 
1 4 1 4  lim--------------

r->0 tg2 x — sin x

3 •

14.16 lim
e2x - e x

x-*° sin3x-sin5x 

14.18 !ira:
4.v 2e - e

12tgx -  sin x

14.20 I™
2x -5.te - e

x-+° 2 sin x -tg x

15-masala. y = / ( x )  funksiyaning x = x0 nuqtadagi o‘ng va 
chap limitlari topilsin ( / (x0 + 0) -  ?, /  (x0 -  0) -  ?) .

15.1 /  (x) = arctg
1 — x

x„ =1 15.2 f ( x )
1 +  ex

x0 — 0
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_ I 1
15.3 =  xo = 0 .  15.4 / ( x )  = arccos( x - l ) ,  x0 = 0.

15.5 / ( x )  = 2 a s x ,  x o = 0 .  15.6 /(* )  =
2 ( 1 - x 2 ) + |  1 - x 2 1 

3(1 - a ' 2 ) - |  l - x 21.2 i * л0Xn =1

15.7 / (x) = sign(cosx),x0 = -y . 15.8 / ( x )  = arctg(tgx),x0 = ~ ,

15.9 f ^ = X ,  xn = 3 . 15.10 / ( * )  = — W  ^ o = - l .5 Л«

x + 33_jr ° W
15.11 / ( x )  = x + [x 2] ,x 0 = 1 0 . 15.12 / ( x )  = l im j ^ - 7 t  x0=\.  

15.13 f { x )  = \ \ m ~ ^ - ,  x0 = l .  15.14 f ( x )  = e~*,x0 =  0 .

Дч Sinx „ /•/- \ x
= * ° = 0 - 15.16 •A a) - (jc_ 3)3 ’x° = j .

15.17 f ( x) = T ~ ¡T» xo=K  15.18 J L ’ A'0 = 2 -
Ia 4 1 + 22_л’

15.19 / ( x )  = — - °g— , x0 = 0 .  15.20 H ’ A'o= 0 .
x 3 — 2sm*

, /  ч ÍJC + 1, x < 2,
15.21 ^ W ~ | _ 2 x  + 1, x > 2 ’ x° ~  2 *

16-masala. 7  = / ( x )  funksiya x = x0 nuqtada uzluksiz ekanligi 
ta’rif yordamida isbotlansin ( S[s )  — topilsin).

16.1 / ( x )  = 5x2 -1 ,  x0 = 6 . 16.2 / ( x )  = 4x2 - 2 ,  x0 = 5 .
16.3 / ( x )  = 3x2 - 3 ,  x0 = 4 .  16.4 / ( x )  = 2x2 - 4 ,  x0 = 3 .
16.5 / ( x )  = -2 x 2 - 5 ,  x0 = 2 .  16.6 / ( x )  = -3 x 2 - 6 ,  x0 = 1.
16.7 / ( x )  = - 4 x 2 - 7 ,  x0 =1. 16.8 / ( x )  = -5 x 2 - 8 ,  x0 = 2 .
16.9 / ( x )  = -5 x 2 - 9 ,  x0 = 3 .  16.10 / ( x )  = -4 x 2 +9, x0 = 4 .
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16.11 f ( x )  = - 3 x 2 +8, x0 = 5  . 16.12 f { x ) ~ - 2 x2 + 7 ,  x0 =  6
16.13 / ( x )  = 2 x 2 + 6 ,  x 0 =  7 . 16.14 / ( x )  = 3x 2 + 5 ,  x 0 = 8.
16.15 / ( x )  = 4 x 2 + 4 ,  x0 =  9 . 16.16 / ( x )  =  5x 2 + 3 ,  x 0 = 8.
16.17 f ( x )  = 5x2 +1, x0 = 7 . 16.18 / ( x )  = 4 x 2 - 1 ,  x 0 = 6.
16.19 / ( x )  = 3 x 2 - 2 ,  x0 = 5 . 16.20 / ( x )  = 2 x 2 - 3 ,  x 0 = 4.
16.21 /  ( x )  =  - 2 x 2 -  4, x0 = 3 .

17-masala.
Quyidagi funksiyalar a ning qanday qiymatlarida +uzluksiz 

bo6lishi aniqlansin.

17.1 У-

17.3

лxctg2x, x^O, |xi<—, ox + 1, x > 0,
11 2 17.2 У = \. I—X, x < 0a, x = 0 1

[cosx, x< 0, 
lo (x -l), x >0 17.4

|x  + a ,  x > 0 ,

11—X2, X<0

17.5 У =
\ 2 \  X > 0, 
lo (x -l), x <0

f( arcsin x) ctgx, X Ф 0,
17.7 У =

[¿7, X = 0

17.9 y ~* ln(l + 2x) 
a, x = 0

,  X5*0

17.6 y=
( л + 2.v)tgx , - i t  < x < ~ .  x * - ~ ,  

na, x=—
2

cr - l

17.10

x * 0, 
x

a, x = 0, с > 0,

e  j2, x Ф 0, 
a, x = 0

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin.

17.11 / ( x )  = l i m ^ 4 .
"->» x + 1

17.13 / (x )  = lim
1

1 + X“

In (l + e” )
17 12  —7—— f  

'-*+* ln(l + e') '

17.14 / ( * )  = siguí cos-
V Xj
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17.15 / ( x )  = l ím e o s2" x . 17.16 / ( * )  = [*]s in л х .

17.17 / (x) = lim . 17.18  / (x) = limл/cos2" x + sin2" x .
»->* ] + xe «-**

17.19 f ( x )  = lim Ф + X2" . 17.20 / ( x )  = x2 - [ x 2] .

17.21 1 + (2 sinx)

18-masala.
Quyidagi funksiyalar berilgan oraliqda tekis uzluksizlikka

tekshirilsin

18.1 f ( x) = , - 1< x < 1* 18.2 / ( x )  = lnx, 0 < x < l.
« Л

Sill X
18.3 /(•*) = ——, о < х < л .  18.4 / (x )  = ел cos —, o < x < l.

18.5 f ( x )  = arc tgx , - o o < x < + o o .  18.6 / ( x )  =  x s i n x , 0 < x < + o o .

, ч il -x2, —]<x<0, Гх+I, x < 0,
18.7 /(*) = 18. 8 / ( * H  -  n[1+x, 0 < х < 1 ,  - 1 < x < 1  [e , x > 0 ,  — oo< x < +00

j  = / ( x )  funksiya X to‘pIamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

18.9 / ( x )  = c o s - , X  = (0, 1). 18.10 f ( x )  = - ,  X  = (0, l ) .
X  X

18.11 f  (x) = sin x2, X  =  R ' 18.12 / ( x )  = sin^, X  =  (0, 1).

18.13 f ( x )  = x \ X  = R.  18.14 / ( x )  = —l— , X  = (2, 3).

У - / ( x )  funksiya X to‘plañida tekis uzluksiz ekanligi ta’rif 
yordamida ko‘rsatilsin ( S  = S(s)  topilsin).

18.15 / ( x )  = -x  + 1, X =(-со,-юо). 18.16 f ( x )  = */x, X  = [0; 2].
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18.17 / ( * )  = - ,  X  = [0,1; 1]. 18.18 /(x )  = 2x3+5, X  = [-l; 7].

18.19 / ( x ) = x 2 -2 x - \, X=[-2;5]. 18.20 / ( jc)  = jc3 +1, X  = [-2; 3].

18.21 / ( x )  = 2sinx-cosx, X  = R.

- D -
Namunaviy variant yechimi 

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, shu variantdagi 
misol va masalalaming yechimlarini keltiramiz.

1.21-masala. ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin
(« „ ( s )  - ? ) .

2h 3
x . =  •

n '  -  2
, a = 2

< (}™x" = a ) <=> (Vf:>0 3n0=n0( s ) e N:  Vn>n0 |x„-a|<£-).

x„ -  a\ 2n 2 n 3 -  2 n J + 6

n  - j

- 6

V - 3 |

6
< — — <

< — <£=> n> — =>«„ =

deb ol-Demak, \/s>  0 son olinganda ham «0 - maxj2, 

sak, \/n > nn uchun |x„ - a \ < s  boiadi. => li™ xn -  a >7 U I n | n-*cr.

2.21-masala. a soni {x„} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif 
yordamida ko‘rsatilsin.

x„ = y/n2 +1 -  «, a -1
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(

< ( *  a ) <=> 3s->0, 3n>n0: |x„ -<aj >£•) |x„ -<aj = |V«2+1 -

V«2 + 1 - ( /7  + l)[ =
/?2 + l - ( /7  + l)2

V« 2 +1 + n  +1

2 n
4 n

2n

2 + 3/72 +n + n

| n1 +1 —n1 — 2/7 —1|

\ln2 +1 + /7 + 1 V/72 +1 + /7 + 1

2/7 _ 2/7 _ 1 

2n + 2/7 4/7 2

Demak, £ -  deb olsak, V/7 e TV uchun \xn -  a\ > s  tengsizlik

bajarilar ekan. Bu esa xn ^ a ekanligini anglatadi. >
3.21-masala. “Ikki mirshab haqidagi teorema”dan foydalanib 

{x„} ketma-ketlikning yaqinlashuvehiligi ko‘rsatilsin.

x. = 2/7 + 3

2// + 3 2/7+ 3/7 5/7 5 1
< ~1F~ r? =V z=7 i ~ r  agar " - 10 bo<lsa’

2/7 + 3 2 + 3 5 1
------- > —5—= —r > —  agar «>10  bo lsa.

-2 /7 20/7' /7

1 1
Agar y„ -  va -  — deb belgilasak, unda v  n > 10 

uchun y  < x < z„  qo‘sh tengsizlik bajariladi. limy = limz = 0 va
"  11 "  /7->0C n - +  00

“ikki mirshab haqidagi teorema” ga ko‘ra bo‘ladi. >

4.21-masala. xn =1 + — + ••• + — ketma-ketlik Koshi kriteriyasi,

monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar 
ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib, yaqinlashishga 
tekshirilsin.

< Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foy
dalanib, berilgan {x,,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini 
ko'rsatamiz.

Xn+l — Xn ■*"
1

(/7 + 1)!
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Endi bu ketm a-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini 
ko‘rsatamiz:

, 1 1 1  1 , 1 1 1  1
2! 3! 4! n\ 2 2
, 1 1 1  1 1

<  1H------1— — -1— H-------г H--------:
2 2' T  2""’ 2” 1

1

Shunday qilib, {*„} î  va V n e N  uchun 
x„<2 => limxn - 3  => {*„} —yaqinlashuvchi >

5.21-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin
( l i m x , , - ? )' И—>oO 7

xn =n{y¡5 + 8n3 - 2 nj

+ 8n3) - ( 2/7)3
< limxn = Нти(75 + 8и3 -2n\  = / T  , 7 =

"-♦* V / з|(5 + 8и3) + 277-^5+ 8/î3,+ 4/7"

l im -
5/7

+ 8 +2 ' -  +  8 +  4

-  lim-
/»-» ОС

í ! i ~ t  +  8 |  -+ 2 - А/ —5- +  8 +  4

= 0. >

6.21-masala. lim *,,-?

3 5 9 1 +  2"X —---1----- !------h ... Ч--------
" 4 16 64 4"

3 5 9 1 +  2'' 1 +  2 1 +  2 : 1 +  2 3 1 +  2"
о х„ = — + — + —  + ... + — — = ----- + — — + —-Г- + ..- + -

" 4 16 64 42
fl 1 ! 1 fl  1 1 1 ^
— + —T* + . . H— + --1--7+ — + . . H—

u r 4" J U  2 2 2" J

=>

4”

= Л+*,,=>  

4 , 2  1 . 4lim х„ =  lim ( у п + z„) = l im y„ +  lim z  „ = ------ + ----- у  =  -  +  ! = - . >
w-*c© n—>•* /i->s© л -> со  I  1 л 4

1 —

4
55



7.21-masaIa. l i m x „ - ?

x„ =
h r  + 2 \ n - l

\ 2//+1

l i m x ,  =  l i r a
n— //—>00

2 , -и тЛ2',+'2/7 +21/7-7 
ч2л2 + 18л+9у

2и2 + 18/7 + 9 

= (Г)=  Ига
' '  п—ь эг>

^2я2 +18/7 + 9+Зи-16ч",+1 
2/?2 + 18/7 + 9

=  Ига
«->оо

1 +  -
377 -16 \ 2 и + 1

2/7' +18/7 + 9, 
dalanamiz.

Bizning holda «  =

lim(l + ûr)a - e  tenglikdan foy- 

3/7-16 Л ,.m (3»-16)(2»+l)

2/7" +18/7 + 9
«2Гз«-—-Y2+—1 ii,n—L.. "A «J

—° „>(2+^+^

— g"-»” 2»2+18/1+9 _

" = e 2 =g3 > .

8.21-masala. {x„} ketma-ketlikning yuqori va kuyi limitlari
topilsin limx -  ?, lim x ,  -  ?  .

х я =  s i n  /7°

< Berilgan ketma-ketlikning qiymatlari to'plamida 
0, ±sinl°, ±sin20,..., + sin89°, ±1 

sonlari cheksiz ko‘p uchraydi, chunki V n e N  va V p e N  uchun 
keltirish formulasiga ko‘ra sin/70 =sin(360°/; + «0) va 
sin(l80° ± 77°) = +sin«°. Demak, yuqoridagi sonlarning har biri ber
ilgan ketma-ketlikning qismiy lim iti bo'ladi. Shu bilan birgalikda 
{x„} ketma-ketlikning yuqorida ko‘rsatilgan 181 ta sondan boshqa
qismiy limiti yo‘q. => lim xn = 1 van—>CO //—>00

l i m  x .. -1 >

9.21-masala. y - / ( x )  funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin

y -
arcsin(0,5x-l) 

Vx2 -3x  + l
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£>(/):
[—1 £0,5* —1 £ 1 
IX2 -  Зх +1 > 0

О < 0 ,5х < 2 

3 —л/5
X --------------

з+ 7 ? '
>0

=>

О < X <  4
í  rz\ /

-со. 3 - V 5  | у Г З  +  л/5-,+оо 0;3 —V5 U з + ;4 .  >

10.21-masala. Quyidagi
X -9lim 4 ------= 2

л'->3 X -  Зх
tenglik ta’rif yordamida isbotlansin (8(e)  topilsin).

<l | l i m / ( x )  = é j  O  (V f f> 0  3 < î( f f )> 0 :  0 < |x - a |< < 5  => | / ( х ) - б | <£■).

/ ( x )  funksiyani x = 3 nuqtaning biror atrofída, masalan (2; 4) 
intervalda, qaraymiz.

Ve > 0 son olamiz va | / ( x ) - 2 | ayirmani x *3  da quyidagi 
ko'rinishga keltiramiz:

|/W-2I =_ *2- 9  0 x + 3 n 3 -x |x -
1 x2 -3x X X |x|

< J

chunki xe(2 ; 4) edi.
Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki, agar 8 - 2 e  deb olsak, 

0 < |x -3 |< £  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun

|x-
\ f { x ) ~ 2 \ =

-3| 8  2e---- 1< —= —  = e
2 2 2

boMadi. Bu yerdan ta’rifga ko‘ra lim 

qilamiz >
HS x2 -3 x

■2 ekanligini hosil

.. л/9 + 2 х -5
11.21-masaIa ——,= — hisoblansin.

У х - 2

л/9 + 2 х -5. hm -— 7=-------
< yfx - 2

0 : lim
X -> $

(9 + 2x)- 52 7 7  + 2-</^ + 22 

x - 23 yj9 + 2x + 5
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2 (.r -8 )(V 7  + 2 .Æ  + 4) V 7  + 2 .Æ T 4
= lim------------ —  -.../. - 2 - lim ,----- — -------  = 2,4. >

r->s ( * - 8 ) ( V 9  + 2 .y + 5) v 9 + 2x  + 5

£ — e
12.21-masala. lim , - ,......

*-»* sin 5jc -  sin Зх
hisoblansin.

lim - e — e

= lim

sin 5x -  sin 3x
Л „лч-1e - e

0
vu/

r r x  = 7t + 1 almaslitirish bajaramiz

- =  e * l im

X -> 7T=> t -» 0 

\ -e '
e'T lim -

e ' - l
sin(5;r + 5 í)-s in (3 » - + 3/) '-»° - s in 5/ + sin3t '^o sjn 5/ _ sjn 3^

e ' - l

=  e'T l im

5t M

-  =  1lim—/->0 t
S i n a  , 

l im —— • =  1

= e
5 - 3  2

Vv“-»0 a
ISsinA*

13.21-masala. !™(sin*) °* hisoblansin.

ISsinx

71
x  =  — I- t  

2

x —> — = > t —>0 almaslitirish bajaramiz 
2

lim (sin x)  = ( 1” ) =
,ï - > —2

18cOS/ «uwai ! » i

= lim (cosi)-w  = lim[l + (c o s /- l) J  w = ! lim(l + or)» = e dan foydalanamiz 11 =

.. 1 8 co s/, ,4. -lim------ICOS/-1)
’ Q  '-»° lS l —  g t-x i  s in /

36cos2/sin2 —

lim— ;----2sin <-*») ~ • t —( 
2

2 lim
/-»0

18 cos2 / . /
/ /  2

cos—
2? = e°= l. >

14.21-masala. Ushbu limit hisoblansin.

9* -  23rlim -
■h 0  arctg  2 x  - 7 x

9X - 1

lim -
9х -  23

< x~>0 a rc tg2 x - l x  10

0 - 3
23ï -1

: lim 3x
->o arctg 2 x  

2 x
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vv
l i m ¿ ^ l  = l„ „ l à  l i m ^  =  l
/->0 f  r-> 0 ¿

ln 9 -  3 ln 2 1, 9
-----------------  -------]П_  £>

2 -7  5 8

15.21-masaIa. у = / ( х )  funksiyaning x = x0 nuqtadagi o‘ng va 
chap limitlari topilsin ( / ( x 0 + 0) -  ?, / (x0 -  0) -  ?)

f i  \x + l, x < 2,

V 7 | - 2 x  + 1 ,  x > 2 ,  0

< / (x0 + 0) = / ( 2  + 0) = lim /(x )  -  lim (-2x + l) = -3
.y->2+0 v 7 л-->2+0 7

/ ( x 0 - 0 ) =  / ( 2 - 0 ) =  lim /  (x )  =  lim (x  +  l)  =  3 . >7 x->2-0 4 7 л:—>2-04 7

16.21-masala. y  = f  (x )  funksiya x = x0 nuqtada uzluksiz ekan- 
ligi ta’rif yordamida isbotlansin (£ (г ) topilsin).

/ ( x )  =  - 2 x 2 - 4 ,  x0 = 3

< / (*) funksiyani x0 = 3 nuqtaning biror atrofida, masalan, 
(2; 4) intervalda qaraymiz. V*r>0 son olamiz va 
| / ( x )  -  / ( x 0)| = | / ( x )  -  / ( 3 ) |  ayirmani baholaymiz:

I/ (x )  -  / ( 3 ) |  =  |- 2 x 2 -  4 -  ( -2 2 ) | =  |- 2 x 2 +1 s| =  2 |x 2 -  9| =
= 2|x + 3j • jx — 3| < 14 - jx — 3|.

Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki, agar s  = deb olsak>

[x — 3¡ < 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun 

\ f{x)- f ( l>) \<\A\x-3\<\AS = \ A ~  = s  bo‘ladi. => / ( x )  = -2x2- 4  

funksiya x0 = 3 nuqtada uzluksiz. >

17.21-masala. У (x) - ~ + (2sinx)2" fun!íSiya uzluksizlikka tek- 

shirilsin va grafigi chizilsin.



/(x ) = lim l + (2sinx)

x, ¡2sinx|<l,

—, |2sinx| = l, 
2-1 1
0. |2sirïx|>l

ж .  n ,
X , -- + 7ГК <  X < — + ЛК.

6 6
X 7Г .—, x = ±—-httâ:,
2 6

0. — + ;r/r<x< — + ;r&, keZ. 
6 6

Bu tenglikdan ko'rinib turibdiki / (x ) funksiya
5л--— + як; — + як  

6 6
va
я

я + як ; —  + як  |, k e Z  oral'iqlarda

uzluksiz hamda x = ±— + як, k e Z  nuqtalar funksiyamng 1-tur
6

uzilish nuqtalari boiadi. Yuqoridagi ma’lumotlardan foydalanib funk- 
siyaning grafigini chizish qiyin emas. >

18.21-masala. y = f ( x ) funksiya x  to‘plamda tekis uzluksiz 
ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin (ô  = ô (s ) topilsin).

/  (x) = 2 sin x -cos x, X  = R
< ( / (x) funksiya X  to ‘plamda tekis uzluksiz) о  
(V £ >0 35 = S(e )> 0, V x ',x "eX : |x"-x’|<<5 =>' |/ (x ")-/(x ')|< e) 

\/s> 0 son olib |/ (x ")-/ (x ')| ni baholaymiz:
|/ (x ") - /  (x ')| = |(2 sin x "- cos x ") - (2 sin x cos x ')| =

= |2 (sin x"- sin x") - (cosX "- cos x')| = ̂ s i . . a - ß  a + ß smor-sinyy = 2 sin----- cos----- va

cos a  - cos ß  = -2  sin. a - ß  . a + ß■ sin - formuialardan foydalanamiz

. . X  "— X 1 x"+x' _ . X "— X ' . . 4 sin----- cos-----+ 2 sin----- s in -

sin-x - x X + x
2 -cos—---- + sin

2
x"+x' <2- X — X cos-

2 . 
X "+ X sin-X +x

* 2

< |x"- x'| • (2 +1) = 3 • |x"- ;

Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki = ~ deb olsak, |x"-x'|<^
tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx',x" g R uchun |/ (x ")-/(x ')| < s 
bo‘ladi. => / (x ) funksiya r  da tekis uzluksiz. >
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3 -§. 2 -MUSTAQIL ISH
Funksiya hosilasi va differensiali. Ularning tatbiqlari.
Funksiya hosilasi va differensialining ta’riflari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.
Turli usulda berilgan funksiyalarning hosilalari.
Yuqori tartibli hosila va differensiallar.
Differensial hisobning asosiy teoremalari.
Lopital qoidasi.
0-simvolika.
Teylor formulasi.
Funksiyani to‘liq tekshirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

1°. Hosila va differensial ta’riflari. Hosilaning geometrik va 
mexanik ma’nolari

y = / (x ) funksiya (a,b) oraliqda aniqlangan bo‘lib, xe(a ,6 ) 
bo‘lsin. Bu x nuqtaga shunday Ax orttirma beraylikki, 
x + Ax e (a ,b ) bo‘lsin.

Ay f (x  + A x )- f(x )
1-ta’rif.--/ '(x ):= lim  —  = lim--- ---------- (1) — funksiya-J  V / A.V—>0 Ax Av-»0 Ax

ning x nuqtadagi hosilasi.
. . Ay /(x-+Ax)-/(x)

2 -ta’rif. / '(x  + 0) := lim — = lim — -̂-----—' - o ‘ngAt-»+o Ax a*->+o Ax

n Av / (x  + A x )- / (x ) 
hosila. f  (x-0 ):=  lim — = lim --------------- - chap hosila.V ’ A.r-»-0 Ax Ar->-0 Ax

1 va 2-ta’riflardan quyidagilar chiqib keladi:
1)Agar y  = f ( x ) funksiya x nuqtada f '(x )  hosilaga ega bo‘lsa, 

u holda f ' ( x  + 0) va f ' ( x -  0) lar mavjud va 
/ '(x  + 0) = / '(x - 0 ) = ,/'(x) bo'ladi.

2) Agar / '(x  + 0) va / '(x - 0 ) lar mavjud bo‘lib, 
/ '(x  + 0) = / '(x - 0 ) bo‘lsa, unda / '(x ) ham mavjud va 
f {x )< \ f '{x  + 0) = f'(x -Q i) boMadi.



1-teorema. Agar x0 miqtada / ' ( x 0) mavjud bo‘lsa, u holda 
y  = f {x )  funksiya grafigining (x0, / ( x 0)) nuqtasiga urinma o'tkazish 
mumkin va bu urinmaning burchak koeffitsienti /'(.v0) ga teng bo‘ladi.

.y = / ( x 0) +  / ' ( x 0) - ( x - x 0)- (2 )  - urinma tenglamasi.

y - f { x o ) - f ^ x y i x ~ xo ) - ( 3 )  - normal tenglamasi.

Agar S = f [ t )  moddiy nuqtaning sonlar o‘qidagi t vaqtga mos 
keluvchi o‘rnini bildirsa, unda A/ = /(/ + A t )- f ( t )  - nuqtaning

f ( t  + At)~ f i t )
At vaqt oralig‘idagi ko'chishi, —---------—  - o'rtacha tezlik,

f ' ( t )  esa t momentdagi only tezlik bo‘ladi.
3-ta ’rif. Agar Ay ni ushbu
Ay = f  (x + Ax) - f { x )  = A(x) • Ax + a (x, At) ■ Ax , (4)

bu yerda Av—>0 da a(x,Ax) —> 0 ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, 
unda y  = f [ x )  funksiya x nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

A (x) • Ax ifoda funksiya orttirmasining chiziqli bosh qismi yoki 
funksiya differensiali deb ataladi va dy kabi belgilanadi.

or(x,Ax) ifoda funksiya orttirmasining qoldiq hadi deb ataladi. 
Agar 0-simvolikadan foydalansak, A x -»0  da Ay = A-Ax + i (Ax) 
tenglikni xosil qilamiz.

2-teorema. y  = f  (x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi boTishi 
uchun shu miqtada chekli f '{ x )  mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

3-teorema. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo‘ladi.
Agar 2-teorema shartlari bajarilsa d f{x ) = f'{x )-Ax = f'(x)-dx  

bo‘ladi. Differensiallashning asosiy qoidalari va elementar funksiyalar 
uchun hosilalar jadvali l-§ ning 13o va 140 punktlarida keltirilgan.

2°. Turli ko‘rinishda berilgan funksiyalarning hosilalari
a) Murakkab funksiyaning hosilasi

Aytaylik, y  = f ( u )  va ¿/=j(x) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular 
yordamida y = f  [j (x) ] murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin. Agar 
u = j(x ) funksiya x nuqtada va y  = f ( u )  funksiya x nuqtaga mos 
keluvchi u nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, unda
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tenglik o'rinli bo‘ladi.
b) Teskari funksiyaning hosilasi
Agar y  = f (x )  funksiya x nuqtada / '( * )*  0 hosilaga ega bo‘lsa, 

bu funksiyaga teskari x = f~ x(y ) funksiya x nuqtaga mos 
bo‘lgan ó nuqtada hosilaga ega va

(5)

1
Xv=- (6)

Ух 
bo'ladi.

d) Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi
Faraz qilaylik, y = y (x ) funksiya parametrik ko‘rinishda.

\x = <p(t)

Ь к о  a < l< ß  <7)
sistema yordamida aniqlangan bo‘lsin. Agar cp(t) va i¡/(t) funksi- 
yalar differensiallanuvchi bo‘lib, 0 bo‘lsa, unda (7)-sistema
differensiallanuvchi y = (x )] funksiyani aniqlaydi va

x’ /я'М <8><p\t)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

e) Oshkormas funksiyaning hosilasi
Agar biror oraliqda differensiallanuvchi bo‘lgan y  = y(x ) fun

ksiya F (x ,y ) = 0 tenglik yordamida aniqlansa, unda oshkormas 
ko‘rinishda berilgan funksiyaning ÿ  = ÿ (x )  hosilasini ushbu

£ F (x .y )= ° (9)

tenglikdan topish mumkin.
Masalan, ushbu y5 +_y3 +y-jc = 0 tenglik yordamida oshkormas 

ko‘rinishda berilgan y = y(x ) funksiyaning ÿ  hosilasini topaylik.
< (9)-tenglikka ko‘ra

( y5+y*+y-x ) =0=>5y4-ÿ + 3y2-y' + y '- l = 0=>ÿ— -———-— .> 
,x ' 5y +3y +1
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3°. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi
Ma’lumki, y - / (x ) funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lsa, unda
A/(x0) = # (x 0) + o(Ax)

tenglik o‘rinli bo'ladi. Agar df[x^ )^  0 bo‘lsa, bu tenglikdan yetar- 
licha kichik Ax lar uchun

yoki
Af (x 0)~ d f(x 0)

( 10)/  (x0 + Ax) « /  (x0 ) + / ' (x0 ) • Ay 
taqribiy hisoblash formulasini hosil qilamiz.

4°. Yuqori tartibli hosila va differensiallar
a) y ==f ( x ) funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensial- 

lari ushbu

/ (n) (* ) = { / (n_1' (* )} (« = 2,3,...);

d"y = d (d ”-'y) (/? = 2,3,...);
tengliklar yordamida aniqlanadi.
b) Asosiy formulalar
1) ( c f ) ‘ =ax-\n" a (a>0); (er)W

/ . \(//)
2) (sinx) =sm r nn  ̂

x h ----
v 2 j

/ \(/ï)
3) (cosx) =cos x + -nn

4) (jt")(") = a (a ~ l) . . . (a - n  + \)xa~", a e R

5) (,n, ) H =i z l T t i

d) Leybnis formulasi
Agar u = u(x) va v = v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega 

bo‘lsa, unda y  = « (x )v (x ) funksiya ham n-tartibli hosilaga 
ega boMadi va



fc Mltenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda -u, v(0)=v va C„ = ■

(1 l)-formulaga n-tartibli hosilani hisoblash uchun Leybnis for- 
mulasi deyiladi.

w(x)-v(x) funksiyaning n-tartibli differensiali d"(u-v) uchun 
ham Leybnis formulasi o‘rinli.

5°. Differensial hisobning asosiy teoremalari
Aytaylik y -  / (x ) funksiya [a,Z>] oraliqda aniqlangan bo'lsin.
1-teorema. (Ferma teoremasi). Agar
1)/ (x )e C [a ,6],
2)V x e (a ,b )  uchun chekli / '(x )- 3 ,
3)ichki ce (a ,b ) nuqtada f (x )  funksiya eng katta (yoki eng 

kichik) qiymatga erishsa, unda / '(c ) = 0 bo‘ladi.
2-teorema. (Roll teoremasi). Agar
1) /(x)eC[a,Z>],
2)\/xe(a,b ) uchun chekli / '(x )- 3 ,
3) f { a )  = f ( b )

bo‘Isa, 3x0 £ (a,b) nuqta topiladiki, / '(x 0) = 0 bo'ladi.
3-teorema. (Lagranj teoremasi). Agar
1) f (x )e C [a ,b ]
2)\/xe(a,b ) uchun chekli / '(x )- 3  

bo‘lsa 3x0e(a,b ) nuqta topiladiki
f ( b ) - f ( a )  = f ( x 0)- (b-a ) 

bo'ladi.
1-natija. Agar Vx e (a,b) uchun f ( x )  = 0 bo‘lsa, unda (a,b) da 

f  (x) = const bo ‘ladi.
2-natija. Agar / (x ) funksiya (a,b) intervalda chegaralangan / '(x ) 

hosilaga ega bo‘Isa, u holda / (x ) (a,b) da tekis uzluksiz bo‘ladi.
Lagranj teoremasini ba’zi bir tengsizliklarni isbotlashda qoTiash 

mumkin. Masalan, (l + x)“ > 1 + ax  Bemulli tengsizligi Vx> - 1  va 
a  > 1 da o‘rinli ekanligi isbotlansin.
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<j l-hol- x>0 bo‘lsin. Unda f ( u )  = (\ + u)a , и e [0,x] funksiya 
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra 3xoe(0,x) nuqta topiladiki 
/ (x )- / (0) = (l+x)“ - l = a-(l + x0)“ 1 -X> ax bo‘ladi (\+x)a>\+ax

2-hol.-Kx<0 bo4sin. Unda f ( i i )  = (\ + u)a , we[x,0] funksiya 
uchun Lagranj teoremasini qo'llaymiz. =>3xoe(x;0)
f ( ° )  ~ f ( x) = 1 -(1 + л-)" = «  • (1 + Xor  ' ( °  - x) = (0 + xo < 0) < = > ( 1  + ax)1 > j .

3-hoI x=0 boHsin. Unda (l + x)a = l + ax = \ bo‘ladi. Endi 3 ta 
holni umumlashtirsak, isbot qilishimiz kerak bo'lgan Bernulli teng- 
sizligini hosil qilamiz. >

4-teorema_(Koshi teoremasi). Agar
0 f {x ),g {x )& C [a ,b ],
2)V x & (a ,b ) uchun chekli / '(x )va  g '(x ) - 3  hamda g '(x ) * 0  

boisa, unda 3x0 e(a ,è ) nuqta topiladiki,
f ( b ) - f ( a )  f ' ( x q) 
g {p )- g {a )  g '(x0)

tenglik o‘rinli boiadi.

6°. Aniqraasliklarni ochish. Lopital qoidalari
0 CO

2-§ da ko‘rganimizdek funksiya limitini hisoblashda biz -, — ,
0 oo

O-oo, oo-oo, Г ,  o° va shu kabi aniqmasliklarga duch keldik. Bu 
aniqmasliklarni ochishda Lopital qoidalari katta yordam beradi.

Teorema. f ( x )  va g(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar 
o‘rin li bo‘lsin.

1) / (x )va  g(x) funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniqian- 
gan va chekli hosilaga ega,

2) lim /(x) = limg(x) = 0
'  x->a v x-*a 4

3)a nuqtaning shu atrofida [/ '(x )] + [g '(x )]'^ 0 ,

,• f ( x)
4) g '(x) "Chekli yoki cheksiz.
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U holda

lim4 4 =lim4 4
*->" g (x ) g (x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Izoh: Agar bu teoremaning shartlari a nuqtaning chap (yoki

/(■*)
o‘ng) yarim atrofida bajarilsa, unda teorema ning a nuqta-

dagi chap (yoki o‘ng) limitiga nisbatan o‘rinli boladi.
Yuqoridagi — ko‘rinishidagi aniqmasliklar uchun keltirilgan

00
Lopital teoremasi — ko'rinishidagi aniqmasliklar uchun ham o‘rinliOO r\0 oo
bo‘ladi. Boshqa ko‘rinishdagi aniqmasliklar esa — va —

0 ooko rimshidagi aniqmasliklarga keltiriladi,

7°. O-simvolika
Funksiya limitini hisoblashda va funksiyaning asimptotik xarak- 

terini o‘rganishda «o-kichik» va «O-katta» tushunchalari muhim 
ahamiyatga ega. Biz ä nuqta deganda chekli son yoki oo ni tushu- 
namiz. ä chekli bo'lgan holda nuqtaning atrofi deganda quyidagi 
to‘plamlardan biri tushuniladi: (a - S ;a ) , (a;a + S ) , (a-  S;a + S ) , 
bu yerda ¿> > 0 ■ Agar a -oo bo‘lsa, u holda a nuqtaning atrofi 
deganda quyidagi to'plamlardan biri nazarda tutiladi: (-oo;-A), 
(A,+oo) yoki (-oo;-A)u(A,+co), bu yerda a>0- Aytaylik, berilgan 
funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas x  son topilsaki, a nuqta
ning biror atrofida

tengsizlik bajarilsa, u holda shu atrofda <p(x) funksiya y/(x) ga 
nisbatan o  -katta deyiladi va q>(x) = 0{(p{x)) kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar a nuqtaning biror atrofida <p(x) = a(x)-y/(x) 
tenglik o‘rinli bo‘lib, lime?(x) = 0 bo‘lsa, unda x->a da ^(x) 
funksiya i/s{x) ga nisbatan o -kichik deyiladi va <p(x) = o(t//(x)) 
kabi belgilanadi.

67



1-ta’rifdan ko‘rinadiki, agar y/(x)^ 0 bo‘lsa, unda = 0

bo‘lganda <p{x) = o (y (x ))  bo'ladi.
Izoh. Quyidagi tengliklar o‘rinli:
1) o(/ (* ))+ o(/ (* ) )= °(/ (* ) ) .
2) K - o (f {x ))  = o (f {x ) ) ,
3) o (/ (x ))-o (/ (x )) = o (/ (x )),
4) o (/ (x ))- 0 ( f (x)) = o (f (x )) ,
5) x->0 da x” = o (x ") <=> in > n
6) x-»oo da x'" = £>(*") Ci> m < n .
3-ta’rif. Agar x -> a da (,v{x )-y/(x) = o (y (x )) bo‘lsa, unda 

x —̂ a da r/?(x) va i//(x) funksiyalar ekvivalent deyiladi hamda 
^(x)~y/(x) kabi belgilanadi.

(p{x)
Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, agar y/(x)^0 bo‘lsa, unda y/(x) ~ *

bo‘lganda <p(x)~^(x) bo‘ladi.
1-teorema. Agar ushbu

(p(x) + o((p{x)) (p (x)
Inn—t-t---7— Tr- Vf)vi lim—~ ~
x̂ aif/[x) + o{i//[x)) y *->“ ii/(x)

limitlardan birortasi mavjud bo‘lsa, unda
|im = limg M
A->“ ^/(x) + o(^/(x)) y/{x) 

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
1-teoremadan foydalanish samaradoriigi Teylor formulasi yor- 

damida yanada oshadi.
2-teorema. Agar / (x ) funksiya a nuqtada f ' { a ) ,  

hosilalarga ega bo‘lsa, u holda a nuqtaning bi-
ror atrofida ushbu

/ (x ) = f  (a ) + " ~ ( x  - a) +... + f  J fl) (x - a )n + o((x - a) ' ) .
Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi o‘rinli bo‘ladi.
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Natija. x->0 da quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

1. (1+xY = 1 + mx 4— ---- ’-x2 +... + —i--- ’—±------ -x +o(x )
v '  2! n\ v '

V2 v"
2. e* =l + x + —  + ... + —  + o(x")

2 ! n \  K 1

3. In(l + x) = X — +... + (—l)” ' - + 0 (x")

4 sinx = x- —  + ... + (- 1)" * ~7~~~-- T- + o(x2")
™ ’ (2/7-1)! v >

<¡ COSX = 1- —  + +(-1)” + О(x2"+l)
2! (2л)! V ’

6. tgx = x + ̂ x3+o(x4)

7 . arctgx = x--jx3 + o(x4)

lncosx + x2 
Misol. : “ hisoblansin.

- = lim 
*->0 sin X ■ tgx

l n i l - — X 2 +6>(x2) l  + x2

c2 + о (x2 )

-x‘ + o(x2) + X2 — X,2
Л  T  I Л  I  T  Л  Л  I

= lim—2 —  = lim-2-y- = -  “ > 
x + o(x ') -m0 x 2

îzoh. Limitni hisoblash jarayonida biz natijada keltirilgan 5, 4,
3 tengliklardan va 1-teoremadan foydalandik.



8°.Funksiyalarni tekshirish
a) Funksiyaning monotonligi
Faraz qilaylik ,y  = f  (x) funksiya (a,b) oraliqda berilgan boisin.
1-ta’rif. x2 > x, tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx,,x2 e(a,b) uchun 

.f [xi )^  f  i x\) ( f ( x2) ^ f ( xi)) bo‘Isa, / (x ) funksiya (a,b) oraliq
da o‘suvchi f  (kamayuvchi I )  deyiladi.

Agar funksiya o‘suvchi yoki kamayuvchi boisa, bunday funksi- 
yaga monoton funksiya 'leyiladi.

1-ieorema. / (x ) funksiya (a,b) intetyalda chekli / '(x ) hosilaga 
ega bo ‘Isin. Bu funksiya shu interval da o ‘suvchi (kamayuvchi) bo ‘lishi 
uchun (a,b) da / '(x )>  0 (/ '(x )< 0) bo‘lishi zarur va yetarli.

b) Funksiyaning ekstremumlari
y  = / (x ) funksiya (a,b) inteivalda berilgan bo‘lib, x0 e (a,b) boisin.
2-ta’rif. Agar x0nuqtaning 3 U  <?(*<>) atrofi mavjud bo‘lsaki, 

Vx g LL^ 'o ) uchun

f  (x) — f  (x0) (/ (x )> / (x 0))
tengsizlik o iin li bo‘lsa, ,/(x) funksiya x0 nuqtada maksimumga 
(minimumga) erishadi deyiladi. / (x 0) qiymat / (x ) ning maksi- 
mum (minimum) qiymati deyiladi va

/(x „)=  max {/(x )}

kabi belgilanadi.
Funksiyani maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning 

ekstremumi deyiladi.
2-teoremaYEkstremumning zaruriy sharti). Agar / (x ) funksiya 

x0 nuqtada ( x0 &(a,b) ) chekli f ' ( x 0) hosilaga ega bo‘lib, bu nuq
tada f ( x )  funksiya ekstremumga erishsa, u holda f '(x 0) = 0 bo‘ladi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini kel- 
tiramiz.

Faraz qilaylik, y = / (x ) funksiya x0 nuqtada uzliksiz bo‘lib, 
U <j(-vo)g‘ {x0} da chekli f ' ( x )  hosilaga ega bo‘lsin.
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3-teorema. Agar f ' ( x  ) hosila x0 nuqtadan o ‘tishda o ‘z isho- 
rasini musbatdan (manfiydan) manfiydan (musbatdan) o ‘zgartirsa, unda 
f [ x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga (minimumi) erishadi. Agar 
/ ' ( x ) ishorasini o ‘zgartirmasa, u ho/da f  (x) funksiya x0nuqtada 
ekstremumga erishmaydi.

4-teorema. / (x) funksiya x0 nuqtada / (n) hosilalarga 
ega bo‘lib,

f '(x 0) = f { x 0)  =... = /-'> (x0) = 0, /"> (x0) *  0 
bo‘lsin. Unda

1)agar n juft son bo‘lib,

/ w (*„)< o (/■) (*.)> o )
bo‘lsa, / (x ) funksiya x0 nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi.

2)agar n toq son bo‘lsa, /  (x) funksiya x0 nuqtada ekstrem
umga erishmaydi.

Funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan yoki hosilasi mavjud 
bo‘lmagan nuqtalariga uning kritik  nuqtalari deyiladi.

Izoh: Funksiya hosilasi mavjud bo'lmagan nuqtalarda ham fun
ksiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, / (x ) = |x| funksiya 
uchun / '( 0)-  mavjud emas, lekin funksiya * = 0 nuqtada mini
mumga erishadi.

[ö,/;] kesmada uzluksiz bo‘lgan / (x ) funksiya o‘zining shu 
kesmadagi eng katta (eng kichik) qiymatiga kritik nuqtada yoki 
kesmaning chegaraviy nuqtasida erishadi.

d) Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari
3-ta’rif. Agar (a,b) oraliqda berilgan y  = f ( x )  funksiya grafigi 

Vjx^x,] c  (a,b) kesmaning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi vatardan 
yuqorida (pastda) yotsa, unda y  = / (x ) funksiya [a,ö] oraliqda 
qavariq (botiq) dcb ataladi.

5-teorema, y  = f { x )  funksiya (a,b) inte/yalda aniqlangan va 
bu inte/yalda chekli f ' ( x )  hosilaga ega bo‘lsin. / (x ) funksiyaning 
(a,b) da qavariq n  (botiqu )  bo'lishi uchun f'[x )n ing  (a,b)da 
kamayuvchi (o ‘suvchi) bo'lishi zarur va yeiarli.

6-teorema. y  = f  (x) funksiya (a,b) inte/yalda aniqlangan va
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bu inteiyalda ikkinchi tartibli f { x )  hosilaga ega bo‘lsin. / (x ) ning 
(a,b\ inteiyalda n (u ) boTishi uchun shu intervalda f " { x )< 0 
( f " (x )  > 0) tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-ta’rif. Agar x - a  nuqtadan o'tishda y  = f  (x ) funksiyaning 
grafigi qovariqligi yoki botiqligini o ‘zgartirsa, u ho/da x = a nuqta 
funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

e) Funksiya grafigining asimptotalari
5-ta’rif. Agar limf ( x )  = 00 bo‘ha, x - a  to‘g ‘ri chiziq y  = f { x )  

funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

6-ta’rif. Agar lim /(x) = 6 bo ‘ha, y  = b to‘g ‘ri chiziq y  = f ( x )  
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.

7-ta’rif. Agar lim[ / (x )- (ax + ¿ )] = 0 bo‘lsa, y- ax  + b to‘g ‘ri

chiziq y  = f {x ) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deyiladi.
7-teorema. y = f  (x) funksiya grafigi x->+oo da y  = ax + b og‘ma 

asimptotaga ega bo‘lishi uchun

lim =a, lim \f(x)-ax~\=bA-̂+oo X X—t+CO I— V ' J
boiishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema x->-oo da ham o‘rinlidir.

9°. Funksiyalarni to‘Iiq tekshirish va grafiklarini chizish
Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash quyidagilarni aniq- 

lash yordamida amalga oshiriladi.
1) Funksiyani aniqlanish sohasini topish.
2) Aniqlanish sohasining chegaraviy nuqtalaridagi xarakterini aniqlash.
3) Funksiyaning juft yoki toqligini va, agar imkon bo‘lsa, boshqa 

markaz va simmetriya o‘qlarini aniqlash.
4) Davriylikka tekshirish.
5) Uzilish nuqtalarini topish va ularning turini aniqlash (2-punkt- 

ni to‘ldiradi).
6) Koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalarini topish.
7) Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliqlarni aniqlash.
8) Monotonlik va ekstremumga tekshirish.
9) Egilish nuqtalari, qavariqlik va botiqlik oraliqlarini topish.



10) Asimptotalarni aniqlash
11) Tekshirish natijalarini yo‘llari x, y, f (x ) ,  f ’(x), f " (x )  larga 

mos bo‘lgan jadval ko'rinishida ifodalash (oxirgi yo‘lda faqat isho- 
ra aniqlanadi).

12) Jadvaldagi nuqtalarni tekislikda ifodalash.
13) Asimptotalarni yasash.
14) Yuqoridagi tekshirish natijalarini hisobga oigan holda tekis- 

likdagi nuqtalarni chiziq yordamida tutashtirish.
Izofa: Agar funksiya parametrik ko‘rinishda yoki qutb koordina- 

talar sistemasida berilgan bo‘lsa ham u yuqoridagi sxema yordam
ida tekshiriladi.

Nazorat savollari
1. Funksiya hosilasining ta’rifi.
2. B ir tomonli hosilalar.
3. Hosilaning geometrik raa’nosi.
4. Urinma tenglamasi.
5. Normal tenglamasi.
6 . Hosilaning mexanik ma’nosi.
7. Funksiya differensialining ta’rifi.
8 . Differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi bog‘lanish.
9. Murakkab funksiyaning hosilasi.
10. Teskari funksiyaning hosilasi.
11. Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
12. Oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
13. Differensial yordamida taqribiy hisoblash.
14. Yuqori tartibli hosila va differensiallar.
15. Leybnis formulasi.
16. Ferma teoremasi.
17. Roll teoremasi.
18. Lagranj teoremasi.
19. Lagranj teoremasining natijalari.
20. Koshi teoremasi.
21. Lopitalning birinchi qoidasi.
22. Lopitalning ikkinchi qoidasi.
23. O  -simvolika.
24. Teylor formulasi.
25. Funksiyaning monotonligi.
26. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
27. Yuqori tartibli hosilalar yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
28. Funksiyaning qavariqligi va egilish nuqtalari.
29. Funksiya grafigining asimptotalari.
30. Funksiyani to‘la tékshirish va grafigini yasash.
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-в-
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib / '(0) topilsin (agar u 
mavjud bo‘lsa).

1.1 / (* ) =

1.3 f ( x) =

tgíx 3 2 • П+ x sin —
X/

0, x =0.
1.2

■ 2 4  2 arcsin X eos—  +—x,x*0, \
l  9x) 3 1 4  / (x ) =

0, x = 0.

xsin
V x )

sin

0, x = 0. 

0, x=0,

,  хФ 0,

l+ln l̂+x în-j -1,х ф 0.

1.5

1.7

f ( x )  =

f ( x)-

arctg 

0, x = 0.

xcos—  ,x=é 0, 
5x, 1.6

!n 1-sin x2sin ,x^0,
1.8

f ( x) :
sin

2sin—
e* * -1 + x, x Ф 0,

0, x=0.

0, x = 0.

0, x = 0,

4 * 2 AX " - e o s—  + — ,х ф 0.
3x 2

' í  , - i "
1.9/(*)=-

arctg x -x2 sin—- 
к 3xJ •” 0, m o  / W -

0, x =0.

2 2 1 1X  -eos — ,x^0,

0, x = 0 .

1.11 / (* ) =
sin x-eos—,x^0, 

X
0, x = 0.

1.12 / W !

i.i3 / W =
x+arcsin 

0, x = 0.

r s m í j , « ° ,  / W ,

2x2 + x2 eos—,x Ф 0, 
x

0, x = 0.

lncosx ----- ,x^0,
X

0, x = 0.
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1.15

1.17

/ ( * )  =

/ (* ) =

tg 2X -t + x
V

0, x = 0.

, x & 0,
1.16

. 7
arctex ■ sin—, x & 0,

x 1.18 f ( x) = ‘
0, x = 0 .

1.19
f(x ) = 2x2 +x2cos— , Xi*0  ’ 9x
0, x = 0.

1.20

6x + xsin —,x ^ 0  
x

0, x = 0

V '5in5v-K x*0 ,
[0, x = Q.

•> 2 
X "  -sin—

3 -v — 1 + 2x, x ̂  0,
0, x = 0.

1.21 / (* )  =
0, x = 0, 
e - cos x

x

2-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 bo‘lgan nuqtasiga 
o‘tkazilgan normal (2.1-2.12 variantlarda) yoki urinraa (2.13-2.21 
variantlarda) tenglamasi topilsin.

2.1 y :
4x - x ■,xQ — 2 ,

2.3 y  = x —x\x0——l • 

2.5 y - x + yJxF,xo = 1 •

Y = 45 0 •
1 — \ x

2.9 j  = 2x2 -3x + l,x0 = 1.

2.11 y  = Jx  -3<Ix,x0 =64.

2.13 _y = 2x2 + 3,x0 = -1.

2.2 y = 2x2 + 3x -1, x0 = -2.

2.4 y = x2 +8yfx -32,x0 =4.

2.6 j  = VxI - 20,x0 =-8 -

2.8 y  = $tfx -70,xo =16.

„ x -3x + 6
2.10 7 =----;--- ^0=3

x"

x3 +3
2.12

2.14 y = X 4- +p x0 = 1. x +1
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2.15 у  = 2х +—,х0 = 1 .
X

2.17 у = 4 ±Т^о=1.X +1

2 (х8 + 2)
2Л6  у= - - Ц ^ Г у х° = 1;

2.18 у-
X 16 + 9
1 - 5х2 ’

х„ = 1

2.19 у  = з (У х -2у/х ) ,х0 = 1. 2.20 у  = — -— ,х0 = 2 . 
v ' Зх + 2

2.21 у —  ̂ ,х0 — 2 .
X ' +1

3-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy qiymati hisob- 
lansin.
3.1 y  = Z[x,x = 7,76 •

x + V 5-x23.3 y  =-------- ,x = 0,98.

3-5 y  = l¡x2+ 2x + 5,x = 0,97'

3.7 y = x",x = l,021.

3.9 j  = yfx2 ,x = 1,03 •

3.11 у = >/4х-1,х = 2,56.

1
3.13 У

3.2 y  = y]x,x = 27,54.

3.4 у = arcsin x,x = 0,08.

3-6 у = л]х2 +x + 3,x = l,97 •

3.8 у = x 2!, x  = 0,998.

3.10 _y = x6,x = 2,01.

3.12 y = yjx2}x = l,03 •

,x 1,016. 3 . J4 у = л/Т + x + sinx,x = 0,01 .

3.15 J  = -t=,x = 4,16, 
л/х

3.17 _y = x?,x = 2,002.

3.19 = V4x-3,x = l,78.

3.21 y = Vx3 + 7x,x = l,012.

3.16 у = -V3x + cosx,x = 0,01.

7ГХ3.18 y  = ̂ l2x-sin— ,x = 1,02 ,

3.20 _y = \jx2 + 5,x = 1,97 •
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4.3 у 

4.5 7

4.7 у

4.9 ^

4.11

4.13

4.15

4.17

4.1 7

4.19

4.21 .

4-masala. Hosila hisoblansin.

За + л/а 
л/л-2+2 ‘

(л' + 3)л/2а'-1 
2a + 7

x: + 2

2л/1-а4 ’

Ал/а  + 1 

А 2 + А + 1

а  + 7 
6л/ а" + 2а 4- 7

У = 3з

У = 3

А + 1

(а - 1)" *

л/а '  + А 4-1

А + 1

У =

У =

(а + 2) • л/а2 +4а + 5

л/ а — 1 * (За + 2)
Í Í 2 ■

1 + А2

у = -

2 • л/l + 2 а 2 ’

а 6 + a j  — 2

4.2 J  = 2 1 - л/а

4.4 у:

( а 2 +5)л/а2 +5 ' 

(2а2+3)-л/а2-3

1 +  л/ а

( 2 а  + 1 )л/А 2 -  А

А

А-1

4.8 у=-
9 а

4.10 у = (1-х2) ^ х 3+-  

л/2а + 3 - (а -2)4.12 у = -
А

а 6 + 8а 3 -128

4.16 у=Л

л/ 8 - А '

4.18 j/ =

4.20

За3

( а 2 - 2 ) - л/4 + а 2 

24 а 3

4 + З а 3

а - ^ (2  + а 3) 2 ’
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5-masala. Hosila hisoblansin.

5.1 y=
/ , \—Inarctgx (arctgx)2 5.2

/ 1—\lnsin \ßc
Isinvx j

5.3 y =■ (sin x)5t . 5.4 y= (arcsin x)1 •
5.5 y= :(ln x f • 5.6 y = arcsin .y A •
5.7 y  = (ctg3x)2“' . 5.8 y =

Jgx
X •

5.9 y =• w f - 5.10 y = (cos5x)c •
5.11 y

/ . \sin(,YSin.Y)= (xsmxj 5.12 y = (x3+4f .
5.13 y = xs,njf5 • 5.14 y = (x4 + 5 f \

5.15 y
5 a*

= (sinx)T _ 5.16 y = (x2 + l
5.17 y = l9A“J - Ä 5.18 y = x3'" • 2 V.
5.19 y = jsinVx) 5.20 y :

jäax
= X

5.21 y = x2x ■ 5X

6-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(t0) bo‘lgan nuq- 
tasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

X = yf3 cos t
6.1 y  = sin/,/0

7t 6.2

x = /(/1cos/-2 sini) 

y  = t(tsmt + 2cost),t0 = 71

6.3

6.5

\x = 2 t - f  
{y  = 3t-t\t0=\

x = 2sin3/

y  = 2cos3 t,t0 = 7t

6.4

6.6

x = -

y =

3at
\+ 7
3 at2
1 + /2 ’ 0

tn= 2

x = 2 ln (ctg/)+ 1 

y = tgt + ctgt,t0 = 7t

6.7

x-3(/-sin/) 

y = 3(l-cosi) ,/0
7t
o

6.8

x = at cos t

y  = ats\nt,t0 7t
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6.9

6.11

X — sin t
2 7Гy = cos t,t0 = —

X = arcsin

у  = arccos
л/Г+7

6.13

1 + lní
X  = -

У-

6.15

6.17

Г
3 + 21)1/

1 + Г
Г
3 2 

y  = 2 ? +l ,to 
X = tfS Ín 3í

з Я у = а cos t,t0 = — 
6

6.10

6.12

X  = -
f_+l

t
t - 1

6.14

[x = ln(l + /2)
[y = /-arctgM0 =1

fx = f-(l-sin/)
[y -t-cost,t0 = 0

6.16

6.18 1

X  = -

y :

1 + f  
t2- 1 

t t0= 2

x = 3cos t

y  = Asmt,t0 n

x = a(¿sin/ + cos¿)

6.19 / . \ 71y = a\smt-tcost),t0 = —
x = t- t
y  — t2- t\ t0 =16.20 !.. ,2 ,3

6.21
[x = 1 - t2 
\y = t- t\ t0 = 2

7-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ikkinchi 
tarlibli hosilasi hisoblansin.

7.1
fx  = c o s 2 t x = yjf -1

7.2 1 7.3 ■о -[ y  = 2 sec" t [j/  = ln f 1
y = -t

19



7.4

7.10

7.13

7.16

7.19

8.1 у

8.3 у 

8.5 у

8.7 У

8.9 у

У =

X =

X  =

У =

I;

I;

4t

■ t sin t 
= 2 -cos /

= sin/
= ln (cos/)

= sin/
= sec/

л/7- i

|x = cos/ + /sin/ 
|>’ = sin/-/cos/1

I* : ■St

- y / t  — 1

7.5

7.8

7.11

7.14

7.17

7.20

J „Г = <?' cost 
[y  = e‘ sin t

\x = y ¡t-  3 

[ j  = ln(/-2)

x = eos"t
7.6 i 2[y= tg2t

1

л/ l  — t

fx = cos/

[y  = ln (s in/)

X  =  y j t - 1

y=lk\
x = 2 (/- s in / ) 

y  = 4(2  + cosí)

7.9

7.12

7.15

7.18

7.21

x = -
1

У = l + t2

I A' = t - Sin t 
[y  = 2 -co s í

x = tgt

y = ----sin 21

fx = e'
[y  = arcsin/

[x = / + sin/ 
[y = 2 + cost

8-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.
= sin 2 x + cos(x + l ) .  8 .2  y  = Ĵelx-1 .

8.4 y  = lg(5x + 2 ).

X

_  4x + 7 
~ 2x + 3 '

= 23\

2x + 5
13(3x+ l) ‘

= sin (x  + l)  + cos2x.

8 ' 6  7 _ 2(3x + 2 )' 

8.8 y  = 43j+5.

8.10 y  = .
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4л- + 15
8Л1 >=“£ + Г *  8,12 ^ =1§(3* +1)-

8.13 у  = 75х. 8.14 У : 9(4л + 9) *
4 5л+ 1

8-15 У = х ' 8,16 У ~\3-(2х + 3) ’

8.17 у  = 52л+3 . 8.18 у  = sin (Зл +1) + cos5*.

8.19 y  = J ê ^ . 8.20 У =
6л + 5

8.21 у = ̂ (2л + 7).

9-masala. Quyidagi tengsizliklar isbotlansin.

9.1 1п(1 + л)> ,x>o. 9.2 1п(1 + л)< x,x > О.

9.3 ex > 1 + л,л e R . 9.4 e* > ex, x > ].

9.5 V '- d ’>n(b-a)d 'A,0<a<b,neN. 9.6 (a  + b )1’ < ap +bp,0 < p < \

x2 1
9.7 cos л > 1 ~~ ? л > о. 9.8 2л/л>3— >x>\.

2 л

Л3 Л39.9 sin л > * ——,x > 0 . 9.10 arctgx> x - — ,0 < x < \ .
о 3

X2 г "  л 39.11 e*>l + x + — + ... + — ,x>0.ne N . 9.12 arctex < л--->0<v<l.
2! n \  &  6

2 3 ,2

9.13 In(l + л) < л-^- + ~ ,x  > 0. 9.14 ex >1 + л + ̂ -,л>0.
Я.

9.15 In f  <^~— ,0 < b < a .  9.16 ex < 1 + л + — >0.
6 Z? 2 !

2
9.17 У —y’s/K'4•(*—>-), 0С.у<л, p > l.  9.18 1п(1 + л)> л-^-,л> 0.
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9.21

10.1

10.3

10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

9.19

10.21

jarctg а - arctg b\<\a-b\. 9.20 ln^> — -,0<b <a
b а

b "- a "  < n - (b -a )b n- \ 0 < a < b ,n e N .

10-masala. Lim it hisoblansin.

10.2 lim ln(l - x) ■ ctgnx .
e x lim —

lim- 100 10.4 linK 2 2xV

lim— ..V—>+0 д;10

lim л*10° ( 0.01)л,
Л Г*->+30 x  '

.. x2+sinx lim ------- .!->+» e* + COS X 

xJ + ln XlimЛ-++.У: + cosx

x + elim
д'->+и sin x + e2

lim X  + C O S X

.v-*+r e + sm x

Hm(x-*-cfc2x),

limл*->0
tgxy

X

__ I

lim(cosx) sin* e

10.6 lim /gx-(l-sinx)

10.8 lim л/х ln2 x.дг-*+0

10.10 lim xsinî.v->+0

10.12 Hm [(x  - 1)-1 - ln-1 x J. 

10.14 lim (x~2 - sin’ 2 x ). 

10.16 lim x~2lgx.
,r-»+0

10.18 Hin \e- -1

.Y - »  —
4
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11-masala. Quyidagi masalalar yechilsin.
11.1 Yig‘indisi o‘zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat 

sonning m va n darajalari (m>0 ,n>0) ko‘paytmasining eng katta 
qiymati topilsin.

11.2 Ko‘paytmasi o‘zgarmas a soniga teng bo‘lgan 2 ta musbat 
sonning m va n darajalari (m>0 ,n>0) yig‘indisining eng kichik 
qiymati topilsin.

11.3 Yuzasi Sga teng bo‘lgan barcha to‘g‘ri to'rtburchaklar 
ichidan perimetri eng kichik bo‘lganini aniqlang.

11.4 Kateti va gipotenuzasi yig‘indisi o'zgarmas bo'lgan to‘g‘ri 
burchakli uchburchaklar ichida yuzasi eng katta bo‘lganini aniqlang.

11.5 V hajmli yopiq silindrik bankaning o'lchamlari qanday 
bo'lganda u eng kichik to‘la sirtga ega bo‘ladi?

X y~
11.6 — + — = 1 ellipsga tomonlari ellipsning o'qlariga parallel a_ o

bo'lgan shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chizingki, uning yuzasi 
eng katta bo‘lsin.

11.7 R radiusli yarim sharga asosi kvadratdan iborat bo‘lgan 
shunday ichki to‘g‘ri parallelepipedni chizingki, uning hajmi eng 
katta bo‘lsin.

11.8 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning 
hajmi eng katta boMsin.

11.9 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning 
to‘la sirti eng katta bo‘lsin.

11.10 R radiusli sharga shunday tashqi konus chizingki, uning 
hajmi eng kichik bo‘lsin.

11.11 Yasovchisi / ga teng bo‘lgan eng katta hajmli konusning 
hajmini toping.

11.12 M(p,p) nuqta va y- =2px parabola orasidagi eng qisqa 
masofani toping.

11.13 A(2,0) nuqta va x2 + y 2 =1 aylana orasidagi eng qisqa va 
eng uzun masofalar topilsin.

2 9x y~
11.14 —  + —r-1  (0< b < a) ellipsning B (0 ;-b) nuqtasidan 

cr b
o'tuvchi eng katta vatarini toping.
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2 2 x y
11.15 —f  + -̂ r = 1 ellipsda shunday M (x ,y ) nuqtani topingki,

shu nuqtadan ellipsga o‘tkazilgan urinma va koordinata o'qlari yor- 
damida hosil boMgan uchburchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.16 R radiusli doiraga shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chiz- 
ingki, uning perimetri eng katta bo‘lsin.

11.17 A( 1;2) nuqtadan shunday to‘g‘ri chiziq o'tkazingki, shu
to‘g‘ri chiziq va musbat yarim o‘qlar yordamida hosil bo‘lgan uch
burchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.18 a musbat sonni shunday 2ta musbat qo‘shiluvchiga ajrat- 
ingki, ular kublarining yig‘indisi eng kichik bo‘lsin.

11.19 Uzunligi / ga teng bo‘lgan setka bilan bir tomoni devor 
bilan to‘silgan shunday to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi yer uchast- 
kasini o‘rash kerakki, uning yuzasi eng katta bo‘lsin.

11.20 Teng yoqli uchburchakni 2 ta teng yuzali uchburchakka 
ajratuvchi eng kichik kesmaning uzunligi topilsin.

11.21 Derazaning perimetri P ga teng, yuqori qismi yarim 
doiradan iborat bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak shaklga ega. Deraza
ning o'lchamlari qanday bo'lganda undan eng ko‘p yorug‘lik o‘tadi?

12-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib funksiyaning 
grafigini chizing.

vJ _Q y~
12.1 y  = x2( x - 2)2. 12.2 y  = - + 6 x - 9 .

12.3 y  = 2 - 3 x 2- x 3. 12.4 y  = (x + l)2 - (x-l)2.

12.5 y  = 2x3 - 3x2 - 4 . 12.6 y  = 3x 2 - 2 - x 3.

12.7 y  = (x - l)2-(x-3)2. 12.8 y  = ̂ ~ - ~ 5.

12.9 y  = 6x~8x3. 12.10 y  = \6x2 -(x-l)2.
12.11 y  = 2x3 + 3x2 - 5 • 12.12 y = 2-12x2 -8x3.
12.13 y  = (2x +1)2 • (2x - 1)2. 12.14 y  = 2x3 +9x2 + 12x.
12.15 y  =  12x2 -  8x3 -  2 . 12.16 y  =  ( 2 x - l ) 2 - (2 x -3 )2.
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12.17 у  = 

12.19 у  = ■ 

12.21 у  = -

27(х3-х2)

16
- 2 • (х - 4)2 

16

-Л' . 12.18 V = ■
•(12-х2)

12.20 у  = 16х3 - 12х2 - 4.

13-masala. Funksiyaning asimptotalarini toping va grafigini yasang. 

13.1 y  = :

13.3 y  

13.5 У = 

13.7 j  =

13.11 У 

13.13 y  =

13.21 y:
4x3 - 3x 
4x2- l ‘

xJ -  2x~ - 3x + 2 13.2 7 =
2х -У

1-x2 л/х2 -1

X 2 - 11 13.4 7 =
2х3 - Зх2 - 2х + 1

4x-3 1-Зх2
2x2 - 1

13.6 y =
21-х2

л/х2 - 2 7х + 9 ‘
X 3 + 3x2 - 2x - 2 13.8 y =

X'2 +16
2 - 3x2 л /9 ?-8 '

3x2 - 7 
2x + l 13.10 У

X 2 -  6х + 4 
Зх-2 ‘

2 -x2
13.12 У

X 2 +1
л/9х2 -4 ' л/4х2 -3 ’
17- X 2 

4x - 5 ‘ 13.14 У
4х2 + 9 
4х + 8 ’

X 3 - 4x 13.16 У
X2 -3

3x2 - 4 ‘ л/зх2 - 2 *
4x3 + 3x2 - 8x - 2 13.18 У

2х3 + 2х2 - Зх -1
2 - 3x2 2-4х2

2x2 - 6
X  - 2 13.20 у X 3 - 5х

г- о 2 •5 - ^ л :
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14-masaIa. Funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini yasang.

X  + 4

x~

14.3 У = -т~Т-  x +2x

14.5 y  = 

14.7 y  =

X  - 3 x  + 3
X — 1

X 2 - 4x +1
A - l  

2
14.9 у

14.11 y  = \ 1 +

14.13

lY
x j ' 

9 + 6x- 3x2
X  -2x +13

14.15 У =

14.17 У =

/ х - 1 л~ 

y X  +  l y

4x

14.19 y  = —

14.21 y  =

(x  + l)2 - 
4

x~ + 2x — 3 

X 2 -x + l
x-1

4x2
3 + x2 ' 
I2x 

9 + x2 
4-x3 

*> x~
2 a-3 +1

X2 * 
X2

= (x - l f  
12- 3 x 2

14Л2

14.2 y  = 

14.4 y  = 

14.6 y  = 

14.8 y  = 

14.10

14.14 y  =

14.16 y  =

8a

a 2 +4 • 

3a 4 +1

14.18 У
_ 8 ( a -1)

a 2 + 2 a - 7
14.20 7 = ;-- -

A + 2 x - J

-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib, / ' ( 0 )  topilsin.

/ w =
e - co sa

A
0, A = 0

,x  Ф 0 j
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ел~ -cosAv / , ч
/ (0) , bnЛ ?^ )- / (0) . tolZ ^ Z l ! =,im£ Ílz ^ - , l¡mr  - » H *- « * ).

Лм0 Д\- Лмо Д у Av—>(> Д ^ "  Дг-*> Аг

» . 2 Aï
,. еА' - 1  1- cosAx Sln 2 , I = lim — —- - + lim ---- ;—  = 1+ lim ---- r^- = l + -limЛг~ д.\-->о Ду~ Ад-->о Ay" 2

 ̂ . Ar
s in--___2_

Лк
V T  /

i 1 3 — 1H—- = —. >
2 2

2.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi xQ bo‘lgan nuqtasiga 
o‘tkazilgan urinma tenglamasi topilsin.

Xq 2 ,x2+l ’ л°
<з M a’lumki, urinma tenglamasi

y  = f { x 0) + f '{x o )\ x - x 0) 

-2  2ko‘rinishga ega. / (* „ ) = / (- 2) =

/'(*)=

(-2 )41  5

f * ] x'- X2 + l) — X ■( , 4 I )
U 2+ ij X +1)

. г + 1- 2.T-

—  ̂ X . rt \ _  ft (  ̂— 4 _ J 
> =  + i)2

2 3 t o\=>J - “ - -  — •(.x + 2) :::> Urinma tenglamasi: 3x + 25>, + 16 = 0 о

3.21-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy qiymati 
hisoblansin.

у  = 4x3 + Ix  » * = 1,012
< Taqribiy qiymat

/  (*o + Д *) «  /  (*o )  + f  i xo ) • Д*
formula yordamida hisoblanadi.

(1)
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Bizda
t

f (x )  = \Jx3 + 7x ,x0=l, Ax'=0,012=>f'[x ) =|л/х3 +7xj = (x3 + 7x)

= --(x3+ 7xp-(x3+7x) = ■ 3x- + 7

f ' ( xo):

v(x’ + ?x)
10 10 5

= =>/(x0) = VTT7 = 2 ,

3-4 12 6
Topilgan ifodalarni (1) tenglikka olib borib qo‘yamiz:

{/(1,012) 3 +7-1,012 » 2 + ̂ -0,012 = 2 + 5-0,002 = 2,01 >

4.21-masala. Hosila hisoblansin.

y=-
X + xJ - 2

VT

X + xJ - 2
,

(x6 + X’’ -2) • л/1 - X2 - (x6 + x' -2)• IVT-x2"j

-2x
(fa! *3 r)-Æ ^ - (- T‘ « д -2) 'д т 7  (ex’ +3s )(i- r )+ x (s  +J’ -2)

[-x2 (l-x2)-Vl-.v:

x(5x6 - 6x4 + 2x3 -3x + 2)

~ (x2 - l)-V l- x 2 >

5.21-masala. Hosila hisoblansin.
у  = x2 v • 5Л.

t
ln(x*-5v о v<У = (x2t - 5Л) = elni"' 5') [ln(*2ï -5' )] = x2v • 5V • [2xlux + X • In5]' 

= x21 -5* -[2Inx + 2 + ln5] = х2л -51 -(2 + ln5x2).>



6.21-masala. Funksiya grailgining abssissasi x0 = x(tQ) bo‘Igan 
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

fx = l-/2,
\y = t- t\ t0=2.

< Biz y  = / (x 0) + / '(x0)-(x-x0)-(2) (urinma tenglamasi),

y = f  (A'o)~  , , I ..t  "(x~xo) -(3) (normal tenglamasi),
, J  l xoj

va ~ ~T-(4) (parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi)
xi

formulalardan foydalanamiz:
j „ = 1 - 2 2 = - 3 ; / ( i (, )  = 2 - 2 , = - 6 ;

- 2 ,  - 4  4 '

Topilgan qiymatlarni (2)va(3)-tengliklarga olib borib qo‘yib urin
ma va normal tenglamalarni topamiz:

, 1 1 , . y = -6  + - - (x  + 3)

y-

4 \4 y- llx -9 = 0-urinma
4 , v 14x + 117 + 78 = 0- normal t>

-6---(x + 3)
l l v ’

7.21-masala. Paramstrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ik- 
kinchi tartibli hosilasi liisoblansin.

fx = / + sin /
\y = 2 + cost

<¡ Bu masalani (4)-formuladan ikki marta foydalanish yordam- 
ida yechamiz.

y ; _  (2 +eos/) _  -eos/
x! 1 + cos/(/ + sin/)

-eos/
{}’[■), U  + cos/J sin/-(l + cos/)-cos/s¡n/ sill/y "2 = --- - = —------— = ---- ------ --------- = --------. >

1 + cos/ (l + cos/)' (l + cos/)3
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8.21-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.
y  = In (2л + 7).

< j= lg (2x + 7) = i ^ ^  = J - . l „ ( 2.l  + 7)

У =

lnlO In 10

1 1 -ч' 2 1---------- (2л-+ 7) = —ln 10 2л + 7 v '  In10 2x + 7

' ? 
/ = (/ )  =

с \
1

In 10

/ • = (/ ) -

(2ДГ+7)' 2= 1
(2 i+ 7 ): j  ' lnlO (2.t-! l y

23 2!
In 10 (2л-+ 7)3

Bu jarayonni davom ettirish natijasida V« e N  uchun

- (  Л"-1 2" (/7~ 0 !
In 10 (2л-+ 7)" tenglikni hosil qilamiz. >

9.21-masala. Quyidagi

b" — a"  ̂n ■ [p — a) • b" 1,0 < a < b,n e N  
tengsizlik isbotlansin.

< Bu tengsizlikni Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlaymiz. 
f ( x )  = X funktsiya uchun [a,Z>] kesmada Lagranj teoremasini 
qo‘llaymiz:

x0 e (a,b) => b" - a" = n • x0n~] - (b~a)<n-(b- a)-b"~l.>

10.21-masala. Lim it hisoblansin.
1

¡¡m(cosx) sin,v->0 

In(cos.v) (  0

< lm (CoSxy™  = ( r )  = e™ smx = e'-0' = ((Lopital teoremasidan

(ln(cos.v)) -sin.v
foydalanamiz )) = ÍS

g  (sin.vj _  g.t >0 COS.! _  g<-*0cos .V _ g 0
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11.21-masala. Derazaning perimetri P  ga 
teng, yuqori qismi yarim doiradan iborat bo‘Igan 
to‘g‘ri to‘rtburchak shaklga ega. Derazaning 
o‘lchamlari qanday bo‘lganda undan eng ko‘p 
yorug‘lik o‘tadi?

<1 Masala shartiga ko‘ra deraza 1-chiz- 
mada ko'rsatilgan shaklga ega. Chizmadan 
ko'rinadiki,

r  = t:. Unda 
2

71XP  = x + 2 y  + TtR = X + 2 у  + —  =>

_ P  X тех

Endi derazaning yuzasini topamiz:
7rR~ Px XS  = x • у  + :

7TX~ ПХ"
2  4 ~  8

Px X " 

~2~~2
7tX~

(5)2 2
Derazadan eng ko‘p yorug‘lik o'tishi uchun derazaning yuzasi 

eng katta bo'lishi kerak. Buning uchun (5)-funksiyaga maksimum 
qiymatni beruvchi x ni topishimiz lozim.

P
P  7P TTY

5"(x) =---x—— ; 5"(х) = 0 =>х- '£ +. '4
= — => x0 =

2 тс stat-
+ 1

sionar nuqta. Bu nuqtada 5""(л‘о) = _ 1_ Т <0=>тах ■ Demak, de-
2 P

razadan yorugiik eng ko‘p o'tishi uchun uning asosi * =--- -Л- + 4
bo‘lishi kerak ekan. Balandhgi esa 

_ P  X nx _ P  P  7tP
4 2 n + 4 2 (я  + 4)

P [n  + 4 -2 - я )  P
2 2 

bo'lar ekan. >
2(л- + 4) яг + 4

12.21-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib

y=-
funksiyaning grafigini chizing.

. {x - 4 f
16



& - M *  - 2 (» - 4 ) ]- M ^ Í-[.v-4+x] ,± ± ^ L  =í i í r | ( H

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqlanadigan 
oraliqlarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz.

<1 Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaym iz:

y T 6

(~c°;0) 0 (0:2) 2 (2 ;4 ) 4 (4;+oo)

0 + 0 _ 0 +

y lililí / max
i \ mino

Jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib, berilgan funksiyaning grafi- 
gini chizamiz (2-chizma). >

va grafígini yasang.

y-
4x - 3 a •(4a 2 - 3 )

■ S Yx + -

4 x 2 -1  ( 2 x  + 1 )(2 a - 1 )
A +  - A--

2

a) Vertikal asimptoía: x ~~2  va x = 2 to ® r' ch'z¡cllar ver~

tikal asimptota bo'ladi, chunki
x—>—  2
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Funksiyaning shu nuqtadagi o‘ng va chap limitlarini ham hisob- 
laymiz:

•ira / (x ) = -oo lim f  (x) = -i-со
5 -V—>-----02

lim / ( x )  = -oo lim / ( x )  = +co

-Y —>--+02

,v->—+0 2

b) Gorizontal asimptota: J™  /  (* ) = • у  = oo => gorizon-

tal asimptota yo‘q.

,, n  , . , . . / (* )  4x3 -3x d) Og ma asimptota: a = lim----= lim —— r— - = 1,

4x -3x
4x2 -1

—x
.3

;’x(4x2- l)
.. 4x -3x-4x +A‘ -2x = hm---- —------= lun— r— =0 =>y=x _

4a -1
og‘ma asimptota.

Bu asimtotalardan foydalanib, funksiya grafigini chizamiz 
(3-chizma). >

3-chizma.

14.21-masala. y -  

gini chizing.

X  - x + 1
funksiyani to‘liq tekshiring va grafi-
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<i Funksiyani paragrafning A bo‘limi 9-punktida taklif qilingan 
sxema asosida to‘liq tekshiramiz.

Funksiyaning aniqlanish sohasi: XI (y ) = {x ̂  1}
Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas. 
x = l nuqta funksiyaning 2-tur uzilish nuqtasi, chunki 

lim / (x ) = -co va lim / (a ) = +oo OY o‘qi bilan kesishish nuqtasi:JC—>1—0 v ' x—>1+0 v '  ̂ J
y = / (0 ) = - l.

OX o‘qi bilan kesishish nuqtasi: y  = 0=>x2 -x + l = 0=>xe0=> 
OX o‘qi bilan kesishishmaydi.

Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliqlar:

X (-co;l) (l;+oo)

Y — - +

Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga tekshiramiz:

v =
f  7 t' x~ -x+\ (2.y- 1) • (.r-1) -(.Y- -,Y + t) ■ 1 2,Y2 — 3.T+ I-A-2 + X~ I _ -r —2,v = A- (.Y-2)

(-Y-1)2 (A- ‘)2 ('V“ 1)’ (A‘-1)2
Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqlanadi- 

gan oraliqlarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:
X

(—co;0) 0 (»;•) 1 (i;2 ) 2 (2;+co)

ÿ + 0 - a - 0 +

y max-i X 3 N k min3

Qavariqlikka tekshirish uchun y" ni hisoblaymiz:

/  = (/ )
■

M)
1-

(x-1)2 (x-l)3=>X<1 dan  va .v> idau

Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: x = 1 -vertikal asimptota.
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X2 _ X + }
b) Gorizontal asimptota: lim /  (x ) = lim-------= oo => gorizon-

tal asimptota yo‘q.

d) Og‘ma asimptota:

b=limffix)-ax1 = lim
.Y— ' -J X—+T

•v~»x X -1

,. f ( x )  x2-x + \o = lim——  = Iim— ---- - = 1
X ■ (x -1)X

л

X —1
—X

/
.. X " - X + l- j r + X  1= lim-----------= hm--- =0  => у=X

X —1 *-»Х -1

og‘ma asimptota.
Endi topilgan ma’lumotlardan foydalanib, funktsiya grafigini 

chizamiz (4-chizma). >
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4-§. 3-M U STA Q IL IS H  
Aniqmas va aniq integrallar, ularning tatbiqlari

Boshlang‘ich funksiya.
Aniqmas integral.
Aniqmas integralni hisoblash usullari.
Ratsional funksiyalarni integrallash.
Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funksiyalarni integrallash. 
Binomial differensial va trigonometrik funksiyalarni integrallash. 
Aniq integral va uning tatbiqlari.
Elliptik integrallar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

I o. Aniqmas integral va uni hisoblash usullari
/(-*) funksiya biror (a,b) intervalda .aniqlangan bo‘lsin. Quy- 

idagi masalani qaraymiz: 3F (x )  funksiyani topish kerakki Vx e (cub) 
uchun F '(x ) = f { x )  bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar V xe (a,b) uchun F '(x )  = f ( x )  bo‘lsa и holda 
F (x )  funksiya (a,b) inte/yalda f ( x )  funksiyaning boshlangiich 
funktsiyasi deyiladi.

Ma’lumki F (x) funksiya boshlang'ich funksiya bo‘lsa F(.v) + c 
ham boshlang'ich funksiya boMadi.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan /  (x) funksiya boshlang‘ich 
funksiyalarining umumiy ifodasi F (x )  + c shu f ( x )  funksiyaning 
aniqmas integrali deb ataladi va

Jjf(x )dx
kabi belgilanadi.

Demak,
\f{x )dx  = F {x )  + c (1)

Integrallashning umumiy qoidalari va aniqmas integrallar jadva- 
!i l-§ ning 12° va 13° punktlarida keltirilgan. Biz ularga to‘xtalmay 
aniqmas integralni hisoblash usullarini keltiramiz.

/-teorema. (0 ‘zgaruvchiIarni almasbtirish). Agar

\ f(t)d t = F ( t )  + c (2)
bo‘lsa unda
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\ f  \_(p (* )] <p' (x) dx = F [(p (x )] + c (3)

bo‘ladi ((3)-tenglikda f{t),(p {x ),(p '{x ) funksiyalar uzluksiz deb faraz 
qilinadi).

2-teorema. Agar u = u[x) va v = v(.\') funksiyalar [a,b) inter- 
valda uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalariga ega bo‘lsa unda shu 
intervalda ushbu

j«(x)£/v(x) = w (x)v(x)- Jv(x)¿/w(x) (4)
bo‘laklab integrallash forraulasi o‘rinli bo‘ladi.

Amaliyot shuni ko‘rsatadiki bo‘laklab integrallash usulini qo‘llab 
hisoblanadigan integrallarni asosan, uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga ko‘paytuvchining biri ma’lum funktsiyaning 
hosilasi bo‘lgan ikkinchisi esa ushbu
ln (x ) , aresinx,arecosx,areígx ,( aretgx)\ (areco-sx)' In <p(x),... 
funksiyalardan biriga teng bo‘lgan funksiyalarning integrallari kiriti- 
ladi. Bu holda n(x) deb shu funksiyalar belgilanadi.

Ikkinchi guruhga J(av + ¿) eos (ex) dx, J( ax + b j" ■ sin (ex) dx va 
J (ax + b)"ea'dx ko‘rinishidagi integrallar kiritiladi. Bu holda 
u(x) = (ax + b)" deb olinib bo‘laklab integrallash formulasi n marta 
qo‘llanilad¡.

Uchinchi guruhga jV " eosbxdx, jeax sin bxdx, Jsin(lnx)<r/x,
Jcos(lnx)£/x,... ko'rinishidagi integrallar kiritiladi. Bunda integralni 
I deb belgilab bo‘laklab integrallash formulasini ikki marta qo'llasak, 
1 ga nisbatan chiziqli tenglamaga kelamiz.

Bu uchta guruhga kirmagan ba’zi bir integrallarni ham bo‘laklab 
integrallash usuli bilan hisoblash mumkin. Masalan

j-— dx---(n e N \
(x24-fl'2)" ^

integral yuqondagi uchta guruhga kirmaydi lekin bu integralni ham 
bo‘lakiab integrallash usuli bilan rekkurent formulaga keltirish yor- 
damida hisoblash mumkin:

1 x 2/7- 1 1 ,



/, = f f X , =—arctg— + c Agar (5)-tenglikda n = 1 desak 
J x~ +a~ a a

r r dx 1 x 1 x12= ------ ------------ - + —-^arctg—-\-c ekanini topanuz.
(x2 + e r) 2a x~ + a~ 2 ar a

Izoh: Ma’lumki, elementar funksiyaning hosilasi yana elementar 
funksiya bo‘lar edi, lekin integral olish uchun bu tasdiq o‘rinli bolishi 
shart emas, ya’ni ba’zi bir elementar funksiyalarning integrallari el
ementar funksiya boimay qolishi mumkin. Masaian, ushbu

1. je x2dx ; 2. Jcos x2dx;

dx
3. Jsin x2dx ; 4 . (x> 0,x ^ l) ;

rcosx , / „s. „ rsinx ,
5. J--- dx (x^O ); 6. J--- dx .
integrallarning har biri elementar funksiyalar yordamida ifodalan- 

maydi. Bu funksiyalar amaliyotda ko‘p uchraganligi sababli ular- 
ning qiymatlarini hisoblash uchun alohida jadvallar tuzilgan va ular- 
ning grafiklari yasalgan. Shu yo‘l bilan elementar funksiyalarda in- 
tegrallanmaydigan funksiyalar ham to‘la o‘rganilgan.

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash
3-ta’rif. Agar R (x ) funksiyani ikkita ko ‘phadning nisbati 

koYmishida yozish mumkin bo‘lsa, u holda R {x ) ratsional funksiy
alar (yoki ratsional kasr) deyiladi, y a ’ni

Pn (x) - n -tartibli, Qm (x) - m -tartibli ko‘phad.
Agar 77>/;? bo‘lsa kasr noto‘g‘ri kasr; n<m  bo‘lsa to‘g‘ri kasr 

deyiladi.
Ixtiyoriy noto‘g‘ri kasr berilgan bo‘lsa, ko‘phadni ko‘phadga 

bo'lish yordamida har doim uni ko‘phad va to‘g‘ri kasrning yig‘indisi 
shaklida ifodalash mumkin. Ixtiyoriy to‘g‘ri kasrni quyidagi 4ta 
ko‘rinishdagi sodda kasrlarning yig‘indisi kabi ifodalash mumkin.
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I. — ; п. т - ^ т И * =2A4,...);X - a  (x - a )
Mx + N  . -- &&± N-- (m = 2 3 j

III. -> ’ IV  / V" v 'x~ + px + q (x 4-px + q)
2

I I I  va IV  da x2+px + q *  0, ya’ni q~^->0-

I va II ko‘rinishidagi sodda kasrlar to‘g‘ridan to‘g‘ri integralla- 
nadi. I l l  va IV  ko‘rinishidagi sodda kasrlarni integrallash uchun 

pesa x + — = t almashtirish bajarish lozim.

3°. Ba’zi irratsiona! ko‘rinishidagi funksiyalarni integrallash. 
Eyler almashtirishlari.

R (x ,y ) deganda x va y o'zgaruvchiga nisbatan ratsional bo‘lgan 
funksiyani tushunamiz.

г i _ iax + b \ax + b 
J I X,\lcx + d integralni hisoblashda t = "I--- — almash-J  \ CsX "I" w

a)

tirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga kelinadi.

b) Ji?(x ,V ax' +bx + c^dx integralni hisoblashda quyidagi 3ta hoi 
qaraladi.

1-hol. ax2 + bx + с kvadrad uchhad har xil x, va x, haqiqiy 
ildizlarga ega bo‘lsin. =>ax2+èx + c = a(x-x,)(x-x,).Bunda

л/ о (x - X, ) (x - x2 ) = t (x - X, ) (7)
almashtirish bajaramiz.

2-hol. ct> о bo‘lsin. Unda

Vox + bx + с = t - yfax |yoki Vox2 + bx + с = t + Vax j (g)
almashtirish bajaramiz.

3-hol. с > 0 bo‘lsin. U holda

yfâx2 +bx + c = fcc + л/е ̂ yoki Vax2 + bx + c =tx-  л/с j (9)



almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo'lgan inte
gral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.

(7)-(9) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

4°. Binomial differensiallarni va trigonometrik funksiyalarni
integrallash.

a) 4-ta’rif. Ushbu x‘" [a  + bx"  ̂ dx ko‘rinishidagi ifodaga binomi
a l differensial deb ataladi. Bu yerda m, n, p, -lar ratsional sonlar.

1= jxm(a  + bxn)Pdx (10)
integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga kelar ekan.

1-hol. p-butun son. x = tN almashtirish bajariladi. Bu yerda N 
soni m va n ratsional sonlar (ya’ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik 
umumiy karralisi.

2-hol. m + ̂  -butun son. Bu holda a + bx" = Z N,N - p ratsional
n

sonning maxaraji, almashtirish bajarish kerak.
m + 1 a . „  N , r3-hol.  + /?-butun son. Bunda —  + b = Z  ,N - p  rung

n x
maxraji, almashtirish bajarish yetarli.

b) /= |/?(sinx,cosx)i/A"
integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni ushbu

tS ^ ~ t  - 7 T < X < 7 T ' ,

universal almashtirish yordamida har doim ratsional funksiyani in
tegrallashga keltirish mumkin:

21 1 - t2 T 2 dtsinx = —— , cosx =---- dx =---r-.
1 + r  l + t 1 + t2

d) Aytaylik,
I  = Jsin"x• cos'"xdx, (n,m e Z )

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi 
hollar qaraladi.

1-hol. n-toq, m-juft =>cosx = t almashtirish bajariladi.



2-hol. n-juft, m-toq =>sinx = ? almashtirish bajariladi
3-hol. n va m-toq. Bunda cosx = /, sinx = f yoki tgx = t al- 

mashtirishlardan biri bajariladi.
4-hol. n va m-juft. Bu holda

sin2x = 2 sinx-cosx va cos 2x = cos2 x — sin2x 
formulalardan foydalanib, tartib pasaytiriladi va yuqoridagi hollardan 
biriga keltiriladi.

5°. Aniq integral va uning tatbiqlari.

Aniq integral tushunchasi va uni hisoblash usullari maktab kur- 
sida qisman va ma’ruzalarda batafsil o'tilishini hisobga olib, biz 
aniq integralni hisoblash usullariga qisman to‘xtalamiz hamda asosiy 
e’tiborimizni uning tatbiqlariga qaratamiz.

1. Nyuton-Leybnis formulsi. Agar / (x ) funksiya [a ,6] kesma- 
da uzluksiz bo‘lsa va /7'(x ) = f  (x) tenglik bajarilsa, u holda

\f(x )d x  = F ( b ) - F  (a) = F (x ) [
a

formula o‘rinli bo‘ladi.
Formulaning isbotida uzluksiz / (x ) funksiya uchun ham ba- 

jariladigan
H  J / ( i )  * ]  = / ( * )
d_ 
dx I

tenglikdan foydalaniladi.
2. Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar / (x ) va g(x) funk- 

siyalar \a,b\ kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

J / ( * ) g ' ( * ) A  = / (* )■ £ (* ) [  - J/'(x)g(x)</x;

bo‘ladi.
3. 0 ‘zgaruvchini almashtirish. Agar (p(t) funksiya [or, 0\ kesma

da uzluksiz differensiallanuvchi va cp{t) e \a,ß\ F  a = (p(a) F  b = (p (ß) 
bo‘lib F  / (x ) funksiya [aj>] kesmada uzluksiz boisa, unda

\ f  {x )dx  = J'f[<p(t)](p'(t)df,
a  a

bo'ladi.
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4. 0 ‘rta qiymat haqidagi birinchi teorema.
Agar / (x ) va g(x) funksiyalar \a,b\ kesmada chegaralangan va 

integrallanuvchi bo‘lib, g(x) funksiya (a,b) da ishorasini o‘zgar-

nuqta 
topiladiki,

b b 

|/  (* ) g (* ) dx = /i ■ Jg  (x) dx;
a a

tenglik bajariladi.
a) Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 

hisoblash.
f (x )e C [a ,b ] bo‘lib Vxe[a,b] uchun /(x )> 0  tengsizlik ba- 

jarilsin va D soha quyidagicha aniqlansin:
a<x<b
0 < y < f (x )  "egri chiziclli trapetsiya.

Unda
b

S= \ f(x )d x  ( 11)
tenglik o‘rinli.

Agar /¡(x)eC[a,Z>], / ,(x )eC [a ,£ ] bo‘lib,
\a<x<b

bo‘lsa, u holda

s = ( ! 2)
bo‘ladi.

2) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 
hisoblash.

Agar D soha qutb koordinatalar sistemasida
\a<(p< ß  

D |0<r<r(iz>) 

ko'rinishida berilgan bo‘lib, r((p)eC\cc,0\ bo‘lsa,
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S  = \y- {(p )d (p  (13)

formula o‘rinli bo‘ladi.
b) Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
f (x )  funksiya [a,b] kesmada aniqlangan bo‘lsin. Uning grafigi 

quyidagi
{(x ,/ (x )):*e [ö ,6]j

nuqtalar to'plamidagi iborat. Shu grafikdagi A (a , f ( a ) ) va 
B (b ,f (b )) nuqtalar orasidagi Yß  egri chiziq yoyi uzunligi 1 ni 
topish talab qilinsin. Agar f'(x )eC\ci,b\  bo‘lsa, unda

1 = W 1 + [ / 'W ]  dx (14)
bo'ladi.

Agar (14) da b = x desak, l(x ) = jAJl + [/ '(x )]"t it  bo‘lib,
___________ a _____________

£ = V l+ [ / 'W ] 2 = »«= V1+[ / ' W l  *  ■
Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.
2) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligi 

hisoblash.
Agar

YB \x = (p{t)
A B :\ / \ a< t< ß ;1y  = y/(t),

bo‘lib, (p'{t)&C\a,ß\ va e C[a,ß\  bo‘lsa,

l = JV ^ '(0 2+[V '( ,)T  dt (i5)
a

bo‘ladi.
3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining 

uzunligi hisoblash.
Agar
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bo'lib, r '( (p )e C [a ,ß ]  bo‘lsa, unda

/= J ^ 2(p) + |/ (p )]2̂  (16)
a

formula o‘rinli boiadi.
d) Aylanma sirtning yuzasi.
Aytaylik, / (x )e C [f l,i] bo‘lib, / (x )>0 bo‘lsin. ^gyoyni OX 

o‘qi atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil qilaniiz. Agar 
/'(x)eC[a,Z>] boisa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

S  = 2n [ f  (x) • ̂ /l+ [/ '(* )]- dx (17)
a

formula yordamida hisoblanadi.
e) Aniq integral yordamida hajm hisoblash.
Faraz qilaylik, bizga biror T jism berilgan boiib, uning OY  

o'qiga parallel bo‘lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo‘lsin. Bu 
yuza x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi, uni S - S {x ) deb belgi- 
laylik. Agar S(x )eC [a ,b\  bo‘lsa, unda T  jismning hajmi V ushbu

V= \s(x)dx  ( 18)
a

formula yordamida hisoblanadi.
Natija. (Aylanma jismning hajm i). Ushbu

a<x<b  
0 < y < f(x )

egri chiziqli trapetsiyani OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil boigan 
aylanma jismning hajmi

V = 7 t\ [f(x )]2dx ( 19)
a

formula yordamida hisoblanadi.
i) 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.
OX o‘qida shu o‘q bo'ylab biror jism F  - F  (x) kuch ta’sirida har- 

akat qilayotgan bo‘lsin. Agar F (x )  e C[a,&] bo‘lsa, F  = F (x )  kuch
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ta’sirida jism ni a nuqtadan b nuqtaga o‘tkazishda bajarilgan ish ushbu

formula yordamida hisoblanadi.
g) Statik moment. Og‘irlik markazi.
Aytaylik, m massaga ega bo'lgan M(x,y)-material nuqta berilgan 

bo‘lsin. my va mx ko‘paytmalarga mos ravishda berilgan nuqtaning 
OX  va O F  o‘qlarga nisbatan statik momentlari deb ataladi.

Egri chiziqning OX va OY o‘qlarga nisbatan statik momentlari 
M y va M v lar ham shu kabi aniqlanadi hamda

differensiali, I esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu

formulalar yordamida hisoblanadi.
h) Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

/.
(20)

a

egri chiziqli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda

(23)
a a

va

(24)

b

bo‘ladi. Bu yerda ^ - jy(x )dx -trapetsiyaning yuzi



6°. Elliptik integrallar.

5-ta’rif. Ushbu

F(k,<p) = ]-  d*   ̂ (25)
o yjl-k  sin x
<p _________

E(k,<p) = J Vl - k2 sin2 xdx (26)
o

ko'rinishdagi integrallar I va II tipdagi elliptik integrallaming Lejandr 
formasi deb ataladi.

(25) va (26)-integral ostidagi funksiyalarning boshlang‘ich funk- 
siyalari elementar funksiyalar yordamida ifodalanmaydi. Shuning 
uchun ham ularning qiymatlarini hisoblash uchun maxsus jadvallar 
yaratilgan.

71
Agar (25) va (26)-integrallarda = — bo‘lsa, u holda bunday

integrallar to iiq  elliptik integrallar deb ataladi va ular F (k ) ,E (k )  
kabi belgilanadi.

Demak,
£

F W = I t  V  . T 07)o Vl~/r"Sin"X
£
2

E (k )  ~ J>/l ~k2 sin2dx (28)
0

To‘liq elliptik integrallaming qiymatlari ham maxsus jadvallar
yordamida hisoblanadi.

2 2 X y
Misol. Ushbu + —r = 1 ellips yoyining uzunligi hisoblansin.

j  x = ösin t
Ellipsni parametrik ko‘rinishida ) . . A „  „  „ kabi ifo-[y  = bsmt, 0<t<2n

dalab olamiz.
£ £

Unda / = 4/, = 4• + [V W ] dt = 4 jVo2 cos21 + Ir sin2 tdt -
o 0
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= 4 jy ¿?2 {] - sin2 r) + b1 sin2 tdt = 4a J. 1 — sin2 tdt=4öE
o ______  o' ö"

bu yerda £ = ——— —  -ellipsning ekssentrisiteti.

ycr-br
av y

=4a£'(i)

Nazorat savollari

1. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi.
2. Aniqmas integral va uning xossalari.
3. Aniqmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
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5. Ratsional funksiyalarni integrallash.
6 . Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funktsiyalarni integrallash.
7. Eyler almashtirishlari.
8 . Binomial differensiallarni integrallash.
9. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.
10. Aniq integral tushunchasi.
11. Nyuton-Leybnis formulasi.
12. Aniq integralda bo‘laklab integrallash formulasi.
13. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
14. 0 ‘rta qiymat haqidagi birinchi teorema.
15. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

lash.
16. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

lash.
17. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
18. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligini 

hisoblash.
19. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
20. Aylanma sirtning yuzasini hisoblash.
21. Aniq integral yordamida hajm hisoblash.
2 2 . 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.
23. Egri chiziqning koordinata o‘qlariga nisbatan Statik momentlarini 

topish.
24. Egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalarini topish.
25. Geometrik figuralarning statik momentlari.
26. Geometrik figura og‘iiiik  markazining koordinatalarini topish.
27. Elliptik integrallar.
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-в-
Mustaqil yechish uchun raisol va masalalar 

1-masala. Aniqmas integral topilsin.
1.1

1.3

p xdx 
■’sin2X " 

y¡2 - 8x) sin 3xdx.

1.2

1.4

Jxsin2 xdx.
С xdx 
 ̂cos2 X '

1.5 f(4x + 3)sin 5 xdx. 1.6 j(7x -10) sin 4xcZt .

1.7 J(x  + 5)sin3x¿/x. 1.8 J(2 - 3x) sin 2xdx.

1.9 J( 2x - 5) eos 4 xdx. 1.10 J(8-3x)cos5x<ix.

1.11 j[xy¡2 - 3 ) eos 2xdx. 1.12 J(4x + 7) eos 3xdx.

1.13 J(5x + 6) eos 2 xdx. 1.14 J(3x-2)cos5x¿/x.

1.15 jarctgj3x  -1 dx . 1.16 jarctgy¡5x-idx.

1.17 JV 3v (2-9x)dx. 1.18 Je~2v(4x-3)dx .

1.19 |ln(4x2 +1 )¿/x. 1.20 J (2 - 4x)sin 2 xdx.

1.21 j(4x - 2)eos2xdx,

2-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

2.1
f dx

2.2
rl + \nx

x\Jx2 + 1 ’
их .

2.3
С dx 2.4 rx2+\nx21x
J  / 2 -j *x̂ jx -1 X

2.5
I" xdx

2.6
г (arccos x)3 - 1

Vx4 + X 2 +1 ■

2.7 j/gx- ln(cosx)¿/x.

í  * ’ dx

2 .8 . [ ® ( * + 0 *  
eos2 (x + l) "
С l-cosx2.9. V +I) 2.10 i  ̂C lÁ *

(x - sin x )‘
108



Sin X- COS X
2.11

2.13 \

(cosx + sinx)3
-dx

X + X 
X4 + 1 
xdx

dx.

e xax
2*15*

(x2 +1 )dx

f2.12 J-

2.14 f

2.16 J

•xcosx + sinx
(xsinx)"

xdx
4XA -X2 + 1

1 + ln (x- l)

-dx

2.17 

2.19 f 

2.21

(x3 + 3x +1)
x*dx 
x2 + 4 ’

5 .

г 2cosx + 3sinx 
(2sinx-3cosx)3

-dx

2.18 I  

2.20 J

x — 1

4 arctgx - x 
1 + x2

X + eos X 
x2 +2 sinx

dx.

dx.

dx.

3-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

r x + 1 . 3.1 \—2---dx.J x -X

r3xJ +1 
3.3 -г—гdx.

* V  — I

3.2 Ь
- 3x2 -12 -dx

*(x-4)(x-3)(x-2)

С x3 -3x2 -12 ,
3*4 ■Чг-Д'Х'г-ЗУ*

3.5 J-
x3 -17

x" - 4x + 3
-dx

r 4X ■
3.6 JT773

J(x-4)(x-3)x  

4x" + x +2
í/x

(x - l)(x - 2)

r 2xJ +5 j
3.7 h ---- r dx•J x - x - 2 3.8 J—j  V

3x3 - 2

3.9 J
2x3 -1 -dx.

X H~ x — 6 

3x3 + 25

3.10 í;

dx. 

x" - 3x2 -12
x — x

.3 T ..2

■dx.r J X  H
3.11 j-v—-

J  X "  + '

3.^3 i"(x -l)(x -2 )(x -3 )

J x~ + 3x 4* 2
x3 + 2x2 + 3 dx

(x - 4) (x - 2) x

rx5 - x3 + 1 , 3.12 I— ;---- dx.
J X' - X

rx5 + Зх3 -1  , 3.14 j -------- dx.

dx

x' + x
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3.17

3.19

3.21

4.1

4.3

4.5

4.7

4.9

4.11

4.13

4.15

3.15
г 3xJ + 2х2 + 1 
J (*  + 2 )(*- 2 )(* - l) *• 3.16 I 3x3 -12x -7 

Л'2 + 2x
dx.

(* - 1 )(*+ !)(*+ 2 )*  • 

-x< + 25x3 +1

3.18

x" + 5x 3.20 J

- xJ - 5x + 5x + 23 
(x - l)(x  + l)(x-5 )

X 5 + 9x3 + 4

dx

r2x5 - 8x3 + 2 ,
J— ^ ------dx

X~ + JX
-с/х.

X " - 2x

4-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

fX  + 4x2 + 3x + 2dx
(x +1)2 • (x2 +1) •

г 2x3 +7x2 + 7x-l ,---- -----------dx
(x + 2)" • (x2 + X  + 1 )

Í;
2x3+4;r+2x-l dx

(x -f1) • ̂ x + 2x + 2)

r x + 6x~ + 9x + 6 
,(x + 1)2(x2+2x + 2) •

r 2x3+ llx2+16x + 10 ,----- -----------dx
(x + 2)“ • (x2 + 2x + З) •

r3xJ + 6x2 + 5x -1 ,----- ----
(x+ i) • (x2 + 2)

fx3 + 9x2 + 2 lx + 21 ,
J- --- ------- -dx

Í:

(x + З)2 • (x2 + 3) 

x3 + 6x2 + 8x + dx
(x + 2)2 -(x2 +4) ' •

f-Зх3 +13x2 -13x +1 , 
4'2 (x - 2)2 • (x2 - x +1) A*

x3 + 2x2 + ] Ox
4.4 J; dx

(x +1)" -(x2 -x +1)

4xJ + 24x2 + 20x - 28dx
4 6 (x + З)2 • (x2 + 2x + 2) " V ' 

r x3 + X  + 1
4-8 J ( 5 T 7 n j (7 7 i )  ■

p 2x +  4x~ +  2x 4- 2 7
4.10 J n ; ; ,  л о  , „ , ^ \ dx.

C 4x2 + 3x + 4 
^(x2 + l)(x2 + x + l)

2x2 - x +1 
(x2 — X  + l)(x2 + l )  " •

X  + X  + 1

4.14 Í 7J

4.16 f e(x2 -x + l)-(x2 + lj
dx
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4.19

4.21

5.1

5.3

5.5

5.7

5.9

5.11

5.13

4.17

5.15

x3 + 5х2 + 12х + 4 , r x3 + 2х2 + x +1fJC + ЭХ + 1ZX + 4 j  г__X
•* (jc + 2)2-(л--+4) * 4,18 •’(x2 + x + l)-(x2 +l)

2х3 — 4л:2 -16л;-12 , г 2х3 + 2х2 + 2х +1

dx

С ¿X — 4Х — 1 ОХ — 1Z , j* ZX + ZX + ¿.x +1
J (* - l)2-(*! +4* + 5) • 4-20 J ( * 4 « l ) ( ^ +1)

dx

í x3 + 4х2 + 4х + 2 dx
(x + l)2-(х2+x + l)

5-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

f^ l+ ^S-dx . 5.2 | V (1 + f f  dx.
' x-t/7 J -

X-VX4

X ■ л/х3

1 +

Х-л/Х

Х-л/Х

cVl + л/х , f ( l  + </7)
)-- 5.4 nV / -с/х-

fTT+ W
1 W Ï  56 Г х т т г * -

л/l + л/х J з/, 4rj"
5.8 r  ;  dx.

J y "

¡ Щ * .  S10
J x-^/7 ьли J— X̂' -VX

-Jx'

s * .  , a
J x-'^7

( î+ V ? ) 5/( 1 + </jC2 ' 4

x" -vx
-¿/x '

f---- v=—¿/x. 5.16 fJ .. бГТ J x2 - л/х
i/x.
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5.17 p £ ± p L dx.

5.19 + ?- dx.
Л'- "V i

5.18 J-

5.20

Vi + y[Ü?
x2- '^

dx.

m+<Jx
„2  3

л/(1 + ̂ 4 5.21 J l L _ _ J _ örY.
T2 5J ̂  2

6-masaIa.
^ 'l  + ln fx- l)

•л/х
-dx •

6.1 ¡ x — 1 - dx

г
6.3 J-Aarctgx - x

O
2/Tf * 6.5 —

J  V “

1 + x2 

x + cosx

dx

x +2 sin л:dx

6 7 2f8* - arctglx
í Г+ 4x2 *

•Ji x + —

6 -9  1 7 7 7 Л  
6 n

n 1 + ДГ
í/.Y

s"r (arcsin x)~ + 1
бЛЗ ¡n d r* -o

S dx
6.15 r^ —

S  x ■ л/х + 1

Aniq integral hisoblansin.

*. (x2 + l 'jdx 

o (x3 + 3x+1)~ ’6.2 h
2 ,.3г xJdx 

6.4 I—— -J Y“ -L /1x + 4

«.в J 2cosx + 3sinx
o (2sinx-3cosxV

V xdx
6 8 Í7 T T -o •

г arctgx + x ,
6.10 J — , ¿ c.

o 1 + X"

f Л'3 76.12 К —г * .J x" +1

6.14
j

í dx
л/х-(х + 1)

VI + In x
6.16 J ------- dx.J x
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6.17
W  + ln X2 

----------------------с/х
! X 6.18

’/
J tgx • ln (eos x)dx.

6.19
\  л*3 • dx 
о (x2 + \f  ’ 6.20

0
2  я  t Г 1-COS* 7

J ----------i  (x-sinx)'
6.21

f xdx
0 Vx4 + X2 + 1

7-masaIa. Aniq integral liisoblansin.

7.1
и
J(x2 + 5x + 6)cos2xúÍy # 7.2

0
J*(x2 -4)cos3x¿/x.
_2

7.3
0
J(x2 + 4x + з) cos xdx. 
-1 7.4

0
J(x + 2 ) 'cos3x í/x .

7.5
0
J(x2 + 7x + 12)cosx<¿y .
-4 7.6

/Т

|(2x2 + 4x + 7) eos 2xdx.
0

7.7
7t
j(9x2 + 9x +1 l)cos3;v¿¿\' e
0o _ 7.8

TC
J(Sx2 +16x +17 )  eos Axdx _

7.9
Z/T
J(3.y2 + 5 ĵcos2xdx e
0

2/T

7.10
2/T

J (2x2 - 15)cos3xdx.

7.11 j  ( з  - 7x2 )  eos 2 xdx #
0
o

7.12

0

2  я

J(l-8x2)cos4x¿¿\\

7.13 Д л : 2  + 2 x  +  l)sin3xáx: e 
- i 7.14

0
3
[(x2 - 3x)sin 2xdx.

7.15 J(jc2 - 3x +  2 )  sin xdx e
00 7.16

0
XÁ
J (x2 - 5x + ó)sin 3xdx.

7.17 J(*2 + 6x + 9}$m2xdx '
-3 7.18

к
J ( l  —5x2)sinxí¿v.

7 19 f(3*-x2)sin2jc£¿x- 2
у4 ‘ 7.20 Jx ln2 xdx.

7.21 J ( x - l ) 3-ln2(x-l)£ /x .
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8.1

8.3

8.5

8.7

8.9

8.11

8.13

8.15

8.17

8.19

8.21

8-masala. Aniq intégral hisoblansin.

•A
\ cosxdx
o (l + cosjc + sinx)“

1lardg-

8.2 J (l -sinx)c/x
' cos x(l +cosx)

cos xdx
1 + cosx-sinx

f cosxdx 
' 1 + cosx + sinx '

n/
p sin xdx 
X 1 + cosx + sinx

II
cosxdx

'A
+ sinx-cosx *

i cosxdx 
5 + 4cosx0

2ardgY2
dx

J x sin* ' (1_sinx) ’
’A  

!cosx-sinx■dx
0

2ardg2
(l + sinx)' 

dx
j" Cl;  sin2 x-(l +cosx) 

dx
2

2ardg2

J
’A
\ sin2 x-(l-cosx) •

? sinxt/x 
o (l + sinx)'

I cos xdx
8.4 £ (i + cosx-sinx)“

2 arclgĵ
8.6 f

cos xdx
(l + cosx)(l -sinx)

2arctgY2
8.8

l + sinx dx
o (l-sinx )'

/ Z
8.10 J

k/
- (l + cosx)rfx 
1 + cosx + sinx

~ r l+sinx ,8.12 --------- r —dx.
i  1-l + cosx + sinx

U 4  J dx
larc,gy2 (1 + Sinx-COSX)"
2ardg3

8.16

8.18

dx
2aKtg2 C0S X * ( ! COS x)

’A

la rd g

cosxdx 
(l -cosx)J

8.20 }cos xdx 
2 + cos x
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'  2 i  V  V2/Т f . 6 -> Л jr . sx , Q 2  sin ---cos~—dx
9.1 Jsin - d x ,  J 4 4  •

0 ^
/Т /Т

J 28 sin8 Хййс 9 ,4  J 24 sin4 xcos4 Xi/X t

9-masaIa. Aniq integral hisoblansin.

Я « 4  4 iг«4 • 6 X 2 X , о (ft 2 sin —• cos — ax9.5 J2 sin6--cos - dx. J 2 2 -

“r"f . 4 4 . Q s i sin2 xcos6 xdx
9 7  I sin x-cos xdx. y ' °  J

 ̂ f 08 • 2 6 , Г-s • 4 4 . 2 sin x-cos xdx12 sin x-cos xdx 9 1 0  J
9.9 _ ._£ 2

2 InIn j* g X .г . 2 X 6 X , 9 12 cos —ax
9 .1 1  J sin — cos — ax. J 4

V »4 sX , о 14 [2s sin6 xcos2 xdx9.13 2 cos — dx m J
*  J  /  —Л0

О 2л-

J  2s sin8 xdx 9 16  J  sin6 xcos2 xdx.
9.15

n
"r . 8 г О I X  |24sin2xcos6xdx9.17 J sin y"l °  J
°

919 J 2 8 sin6 xcos2 xdx 9 .2 0  Js in4 3x cos4 3xí/x.

9.21

и

J 28 - sin2x-cos6xdx

10-masala. Aniq integral hisoblansin.

1ft1 W ' A dx W x 2 - 9 ,  
J д.4 10.2 J— 7— dx.
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10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

10.3

10.21

ï
xdx \ dx

S

dx

■ 1(U  4 (1 6 -*=)’ ■

f - dX 10.6 f  ■ - J'I- x - th .

■>Ji л ~%f Vx2 - 2
r xdx  1 0 .8  ] — -*■ dx.
о (l6-x2)-Vl6-x2 '

dx 10.10 \x2'j25-X2dX'

°  •

% 2, г X dx
!  л/25 -  л-2 ' 2f x2dx
4 . 10Л4 J
Í

10.12 j W l 6 - x 2<fe.

;7йГ

o(l6 + x~) ' ^  dx
10.16 J JT. ;V  •

г l à  \ \  )

^  1018 /— * •

° ^O -x2)3 * f
I  dx 1 0 ,2 0  i  ( 2 5 + x 2)  7 2 5 7 7

'(9 + x2)^-

2r dx
o (4  + x 2) Æ 7 -
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11-masala. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan shaklning 
yuzasi hisoblansin.

11.1 j  = (x-2 )3; j  = 4x-8. 11.2 y  = x^9-x2;y  = 0,(0<x<3)-

11.3 j  = 4-x2;;; = x2-2x. 114 y=zyf ^ . y  = 0;x:=0.x = ]

11.5 y = S j^ - ,y = ^ 0<.v<2). ц .б y = 4Z^ \-,y = 4-,x = \nl-

11Л у ‘ Ж ^ ’у :° >>’х= и= е‘- 118 M * + 0 V = * + i .
11.9 у  = arccosx;y = 0;x = 0. 11.10 y  = 2x-x2 +3;y = x2-4x + 3.

11.11 у = хЬб-х2;у=0-(0<х<6)• 11Л2 л’ = a rc c o s x = 0; у  = 0.

11.13 у  = xarctgx;у  = 0;х = у/3. 11.14 y^x^Vs—х̂ ;>,=(У,|о<х<2л/2|.

11.15 х = у/еу -1;х = 0; j  = 1п2 • 11.16 у = x\¡4-x2;у  = 0;(0 < х < 2) •

И Л7  7 = T W T ;:>;;=0;X = 1- 1118 x = ( j - 2 ) 3;x = 4 j- 8 .

1119 ^ = 7— ~ т З ; = ° ; х=:1 И-20 х = 4 - / ;х  = / - 2 у. 
(x2+ l)‘

11.21 у  = (х-1)";_у2 =х-1.

12-masala. Tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan 
chiziqlar bilan chegarlangan shaklning yuzasi hisoblansin.

12.1 r = 3sin^;r = 5sin^. 12.2 r = 2sin<p\ r = 4sin<p.

12.3 r = 2cos6tp. 12.4 г = cos ?̂ — sin(p.
12.5 T — cos(p + s\\\(p • 12.6 r = 2sin4p.

12.7 г — sin (>(p. 12>8 r = 2cosçr,r = 3cosç.
3 5

12.9 r = -cosp;r = -cosp. 12.10 r = 4cos4^.
5 3

12.11 r = l + yÍ2sirup. 12.12 r = -sinç7;r = -sin^.

12.13 r = —+ cos^. 12.14 r = cos<p;r = 2cosç? .
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12.15 r = sin$?;r = 2sin#>. 12.16 r-6cos3(p;i"= 3 (r> 3 ).

12.17 r = i  + sin^. 12.18 r = 6sin3<p;r = 3(r >3).

12.19 r = cos3<p. 12 .20. r = 3sin3<p.

12.21 r-4cos3^>;r = 2.(r >2).

13-raasala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq 
yoyining uzunligi hisoblansin.

13.1 x = 5(/-sin/);7 = 5(l-cos/);0</ < n .

13.2 x = 3 (2 cos t  - cos 2/); y  = 3 (2 sin t  - sin 2 t ) ; 0 < t  < 2 n .

13.3 x = 4(cos/ + /sin/);j> = 4(cos/-/sin/); 0<i <2-
13.4x = (/2 -2)sin/ + 2/cos/;j> = (2-/: )cos/ + 2/sin/;0</<;r .

13.5 x = 10cosJ /;j; = 10sin3/;0</<y.

13.6 x = e' (cos/ + sin/);^ = <?' (cos/-sin/);0 < t  < n .

13.7 x = 3(/-sin/);y = 3(l-cos/);;r </<2tt .

13.8 x = — cos/- —cos 2/; v = —sin/- —sin2/;— </ < — .
2 4 2 4 2 3

13.9 x = 3(cos/ + /sin/ ) ;7  = 3(sin/-/cos/);0</<y.

13.10 x = ( r  - 2) sin / + 2/cos /;>> = (2 - /2) cos / + 2/ sin /; 0 < / < y .

13.11 x = 6cosJ /; v = 6sin3/:0</< — .
3

13.12 x = e'(cos/ + sin/);j> = e'(cos/-sin/);y < t< n .

13.13 x = 2,5(/-sin/);j = 2,5(1-cos/);y< t< n .

13.14 x = 3,5(2cos/ - cos2/); >> = 3,5(2sin/ - sin 2/);0 < / < y .

13.15 x = 6(cos/ + /sin/);>, = 6(sin/-/sin/);0</<^-.

13.16 x = (/2 - 2)sin/ + 2/cos/; y = (2 - r  )cos/ + 2/sin/;0 </ < y .
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13.17 x = 8cos3/;_>> = 8sin3/;0</< —.
6

13.18 x = e' (cos/ + sin/);_y = e' (cos/-sin/);0</ <2л .

13.19 x = 4(/ - sin/);у  = 4(l - cos/);— < / < — .
2 3

13.20 * = 2(2cos/-cos2 / ) 2(2sin/-sin2/);0</<^-.
3

13.21* = 8(cos/ + /sin/ ) ;7  = 8(sin/-/cos/);0</<^.

14-masala.Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan 
jisraning hajmi topilsin.

2

14.1 —- + y 1 = l;z = y;z - 0.(y > 0). z-x  + 4y;z-2 .
9 „2 2 2
x2 V2 , 14.4 —  + -—  —  = -1;z = 12.

14.3 —  + 2-- z = l;z = 0;z = 3. 9 4 369 4
145 f l +z l +£ l=, . ,=!.r=0 14-6 x2+/ =9;^ = ^ = 0 .(^ > 0 ).

•5 16 9 4 ’ • л-2
14.7 z = x2 + 9y;z = 3. 14Л T  + *  = ^  = 3-

14.9 Í  + ¿ - i l  = 4 ;z  = .6, 14-10 i r f  + í r ,;!r = 2;Z = 0- 9 16 64 2
TA 1 1  2 „ , 14.12 —  + -— z2 — l;z — Oiz — 2.14.11 z = 2x + 8y;z  = 4. 81 25 '

.2  2 2

id n  л'2+ у2 z* - 1---П 14.14 — + ̂ - + — = l;z = 0;z = 3.
1 4 л з  T  7 “ з б “ " и  1 4 9 36

2 2

14.15 z = x2 + 5y2,z - 5 . 14.16 ^- + ̂ - г 2 = l;z = 0;z = 4.

14Л7 1 4 . 1 8 ^ ¿ +¿ . bz . ^  = 0.
14.19 z = 4x2 + 9y 2,z = 6. U 2 0  z ~2x2 + 18_y2,z = 6 .

„2
Л* V" Z “

14.21 —  + 7Г + — = 1; a* o" c"
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\

15-masaIa. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan shaklni
1-16 variantlarda Ox o‘qi atrofida, 17-21 variantlarda esa OY 

o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘Igan jismning hajmi topilsin.

15.1 j/ = -x2+5x-ô;j; = 0. 15.2 2x-x2-y=0;2x2-4x +y = 0.

15.3 y = 3sinx;_y = sinx;0<x<яг. 15.4 ^-5cosx;^ = cosx;x = 0;x>0.

15.5 y = sin2x,x = ~ ,̂y = 0. 15.6 X = \jy — 2,x — l,y = 1.

15.7 y = xex,y = 0,x = l .  15.8 >, = 2x-x2;_y = -x + 2;x = 0.

15.9 .y = 2x-x2;.y = -x + 2 . 15.10 y = e2~*,y = 0,x = 0,x = l .

15.11 y = x2,y2-x = 0. 15.12 x2 + (y-2)2=1.

15.13 y = 1 -x2,x = yfy-2,x = 1. 15.14 _y = x2,;/ = l,x = 2 .

15.15 y = x2,y = yfx . 15.16 .y — siïi—~ 9y = X2.

15.17 y = x2,x = 2,y = 0. 15.18 j  = (jc-1)2,_v = 1.

15.19 v = lnx,x = 2, v = 0 .
'  15.20 y = X2 - 2x + l,x = 2, y = 0.

15.21 y = x2 + !,_>’ = x,x = 0,x = l .

16-masala.
Quyidagi chiziqlarni aylantirishdan hosil bo‘Igan aylanma 

sirtlarning yuzalari hisoblansin.
2

16.1 y = ~— OY o‘qi atrofida.

16.2 y2 = 4 + x (x < 2) OX o‘qi atrofida.

16.3 3x2 +4y2 =12 ellipisni OY o‘qi atrofida.

16-4 x = —y--—\ny (\<y<e) OX o‘qi atrofida.

16.5 y2 + 4x = 2lny (\<y<2) OY o‘qi atrofida.

16.6 у = хъ (0<x< l) OX o‘qi atrofida.

( яЛ
16.7 x = e' sin/;y = er cost OX o‘qi atrofida.2 

120



16.8 x = 2cos/-cos2/,y = 2sin/-sin2/ ni OX o‘qi atrofida.
9 ■?

X y
16.9 — + t t  = 1 ellipsning OX o'qidan yuqorida joylashgan

a~ b"
bolagigining koordinata o'qlariga nisbatan Statik momentlari topilsin.

16.10 x + y-\,x-0,y = 0 chiziqlar bilan chegaralangan uchbur- 

chakning OX va OY o‘qlarga nisbatan Statik momentlari topilsin.

16.11 y2 = 2x,(>'>0,0<x<2) parabola yoyining OX va OY 

o‘qlarga nisbatan Statik momentlari topilsin.

16.12 ^ = cosx

f \ n n 
—  < x < — 

v 2 2 j
egri chiziq yoyining OX o‘qiga nis

batan statik momenti topilsin.
x y

16.13 ~ + t° ‘g‘ri chiziqning koordinata o‘qlari orasida joy

lashgan kesmasining koordinata o‘qlariga nisbatan statik moment
lari topilsin.

2
16.14 y = j + - 2 va y = x chiziqlari bilan chegaralangan shakl- 

ning OX o‘qiga nisbatan statik momenti topilsin.

16.15 x2 +y2-a2,y>0  -yarim aylananing og‘irlik markazi 

topilsin.

16.16 x73 + y2A -a^,x>0,y>0 ~ astroida yoyining og‘irlik 

markazi topilsin.
o •?

X~ V”
16.17 -j-7 + ~ <l(x>0,_y>0) ning og‘irlik markazi topilsin.

16.18 x = —y--—\ny (l <y < 2) chiziq yoyining og‘irlik markazi 

topilsin.

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan tekis shaklning og‘irlik 
markazi topilsin.

16.19 ax -y2, ay = x2 (xvO).

2
16.20 y =—x, y  - sinx (x>0).

16.21 x2 +4y -16 = 0;^ = 0.
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- D -
Namunaviy variant yechimi.

< Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob- 

laymiz:
/ г , dii = Adx

r, . , ( (it-Ax-2 
J(4.y —2)cos2xí¿v = | j o =>, 1

1.21-masala. J(4x-2)cos2xdx aniqmas integral hisoblansin.

dv = cos 2 xdx у = — sin 2x 
2

Ax-2
sin 2x - 2 Jsin 2 xdx =

: (2x - 1) sin 2x + cos 2 x + c>

С 2cosx + 3sinx j
2.21-masala. J /9c;n aniqmas integral hisoblansin.

< z sin X О COS X  I

<1 Bu integralni o‘zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib, 

hisoblaymiz:

f 2cosx + 3sinx , (Í . „ , , , -
----------- jtfx = 2sinx-3cosx = ¿ deb belgilaymiz =>
(2sinx-3cosx)’’ v\

=> (2sin x - 3 cos x) dx = t' ■ dt yoki (2 cosx + 3 sin x)dx = dt I =

3.21-masala. J?*’ “ 8*4 2

1 1
C = -- 7 + C = -- ----------- -3

21 2(2sinx-3cosx)
+ 0

x2 - 2x
dx aniqmas integral hisoblansin.

< Biz bu integralni ratsional funksiyani integrallash usulidan 
foydalanib hisoblaymiz. Avval noto‘g‘ri kasrni to‘g‘ri kasrga kelti- 

ramiz, so‘ngra uni sodda kasrlarga yoyamiz:

R(x) 

= 1

x - 2x 

■> 1 
2x + 4.v + -

, , , 2 . , , , 1 1 f2x -8.r’ +
■ + Ax H--; ..... - = 2A" + Ax' + ------- => --- -----

x(x-2) x-2 x J x - 2x

x - 2 x

. x4 Ax3 , , i , M Л'4 4.V3 .
dx = —- + -—- + In x - 2 - In ,\- + с =-- 1---- 1- In

2 3 I I i I 2 3
x-2 + 0

4.21-masala .  Í
x3 + 4x2 + 4x + 2 

(x + l)~ -(x2 + x + l)
dx

aniqmas integral hisob

lansin.
< Bu integral ostida ham ratsional funksiya turibdi. Bu funksi

yani sodda kasrlarga yoyamiz.
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*(*)= •
А-3 + 4х2 + 4х + 2 А В Cx + D

--------------- - Г -  +  -

(x + l) -(x-+x + l) Х + 1 (л- + 1)- X +Х + 1

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi norna’lum А, В, С  va D larni 
noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib topamiz. Buning uchun 
tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va berilgan 

kasr hamda hosil bo‘lgan kasrlarning suratlarini bir-biriga tenglaymiz: 

A(x +1) + B(x2 + X +1) + (Cx + D) • (x +1)2 = X3 + 4x2 + 4x + 2

(A+C)x’ +(2A+B+2C+D)x- +(2A+B+C+2D)x+(A+B+D) =x' +4r +4x+2

u

A + C = l

2A + B + 2C + D = 4

2A+ В + C + 2D - 4 Bu sistemani yechib л--=0 va ß = C = D = l 

A+B+D=2
nf  \ 1 *  + l

ekanligini topamiz. Demak, Ä(xl = ----+ “ ------Г ekan.
(x + 1)" X-+X + 1

x + l
=> [я (x) dx = f dx T + x--dx = /,+ /, /*)

J J(x + l)~ x” + x +1 w

7| = J? d\\2 = К* + 1Г 4 *  + 1) = --+ ;
(x + l)

1_

x +1

-dx =

-V + - +-

X 4—  — t 
2

X =  t - > dx =  dt
vv

, + l

tdt

r +- 
4

Í-
dt

d\ r+ -

4

dt
= — In

Г +

r  +-
1 2 2f 

+ ^ ctrctg + c2 —

1 -> 1 2x +1
—ln(x' +x + l)+ —-j=arctg— j=r- + c2.
2 v3 -v3
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7, va /, ning qiymatlarini (*) tenglikka olib borib qo‘yib, ush- 
bu natijaga kelamiz.

f X + 4 x 2 +4x + 2 , l 1, , , 1 2x+1

J ( i+ V7)3
5.21-masala. Ш ---— dx aniqmas integral hisoblansin.

X" • л/х2
<] Integral ni diiferensial binomni integrallashdan foydalanib hisob- 

laymiz:

4'|1 + л/л'4
/  = f----- 7= —dx - fx 5 •

J x2-77 j

12 Г 4Ni

К 5 • 1+x5 dx=>Ct = b = 1,772 =
\ y

12 4 3
---,7 7 = — , P  =  — =>
5 5 4 

_12

»» + 1 5 3 7 3 , ]
=>--- + p - — -z—“ + T--T + —= -l=>—TT + l = z - almashtirish

77 4 4 4 4  x%

bajarish lozim => x = (z4 - l)" => dx = -5z3 • (г 4 - l)~4 dz Bularni / 

ga olib borib qo‘yib topamiz:

T r f 6 , 5z 5 ]J
/  = -5 \z dz = ----- h с — — —

J i  i

1 + л/х

X • л/X2

■ + С l>

6.21-masala. J
xdx

U

h r r r r i

X + X + 1

xdx

aniq integral hisoblansin.

(/

+ x" +1 ¿ If , 1Y 3

+ 2 J +4

A" + — =  Î,X  =  0 => t =  — 
2 2
1 °

ay/.y =  — d t.x  =  1 => / =  —
7 ?

dt

/*+4

((!-§ ning !6°-punktidagi 24-formuladan foydalanamiz))



7.21-masala. J(x-l)3 ■ In2 (x- l)c/x aniq integral hisoblansin.
2

<Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob- 
laymiz:

J(x — l)J • In2 (x — \)dx =

, 2 ln(x - 1) ^  
'u = b'-(x-\) d"=  — t Л  

=>
dv = (x - l)J dx _  (x -1)

(x-1)4
In2 (x - 1)| - — J(x - 1)3 • In (x - Ÿ)dx =

= 4 In2 2--|(x -1)’ • In2 (x - l)dx =
2 -,

Л, i „2/, i \ du = —̂—dx w = ln (x-1) x_ {

ydv = (x -1 )’ dx _  (x - 1)4

\

1M 4

Ю 
1

1

4̂
. ln(x-l) |;--j(x-l)\/v =41n22- 4 In 2—— (x-l)' 

16v '

4 |3 

2

= 41n2 2- 2 1 n 2  + — -(16-1) = 41n2 2 - 2 l n 2  + “ .>  
32 v '  32

/
j sinxdx

8.21-masala. I t  : гг aniq integral hisoblansin.
о (1 + sinxJ

<Bu integralni hisoblash uchun fS~ = t universal almashtirish ba-

jaramiz. Unda x = 0=>í = 0;x = -̂ -=>í = l.va dx = ; sin / = — .
2 1 + t~ 1 +1~

Almashtirishdan so‘ng berilgan integral quyidagi ko‘rinishga keladi:

125



? sin xdx '(• 2 tdt 'г/+ 1-1 , „
7----- 77 = 7-- 7T = 2 -----dt = 2

о (l + sinx) o(' + l)‘ o(^ + l)'

= 2

9.21-masala.

In 1/ + l||' + —!— j1
1

= 2 In 2 4- — -10+0

0 2

V dt 'г dt

J'TToV+i)2

= 2 In 2 -1 >

Í28 • sin2 X • cos6 xdx
i  aniq integral liisoblansin.

<Integralni sin 2cc = 2 sin cc • cos ex., cos2 a  = ?+ COS 2a va

-г 1 - cos 2a
sin-or = formulalaridan foydalanib, hisoblaymiz:

f ’ ,Tr , *
I  = J 28 sin2 x • cos6 xdx = 26 J(2sin л* • cos*)2 • cos4 xdx = 24 Jsin2 2л* • (l + cos 2xf dx =

-  £ *
2 2 J

= 24 J[siir 2x + 2sin" 2.v• cos2.v + sin2 2д-• cos2 2д-]* = 2г' • }(l-cos4.v)ifa + 24 Jsin2.vrf(sin2.T) +
— £  .Г

2  2  2

+2: jsin2 4.vrfv = 2J .y - 7 in  4 J ¡¡ т Г  — - |t +2 J(] - cos8.v) í/x =

.  b

;4;г + 2| X  ——sin8x 
8

dx

-5я.>

10.21-xnasala. J|4 + A-2 ̂ 4  + x2 aniq inte§ral bisoblansin.

< Bu integralni hisoblashda uchun 2-hol uchun Eyler almashti- 

rishini bajaramiz, ya’ni д/х2 + 4 = t + x almashtirish bajaramiz.

4 - r  ,
,v  =-------^Y

21
= - ililrf/ => 2f_____^   ̂ 2 2f 4 2+4)

II (4 + x : )V 4  + x2 2(72-1) ( /2 + 4 ) ' 2(72-1) ( i 2 + 4 ) ' 

2 ,2 1

/ 4 4  М - ') _ 4л/2‘>
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11.21-masala. Quyidagi y = (x-\)2,y2 = x-l chiziqlar bilan che- 
garalangan shaklning yuzasi hisoblansin.

|y = (x- l)2
sistemani yechib, bu chiziqlarning kesishish nuq-*̂ 2 i [y =x-l

talarini topamiz: M,(l;0) va M ,(2;l) Bu chiziqlar bilan chegara- 

langan soha 5-chizmada tasvirlangan.

S= j  Vx-1 - (x- l)2JCiX -

12.21-masala. Tenglamalari qutb koordinatalari sistemasida ber- 
ilgan chiziqlar bilan chegaralangan shakilning yuzasi hisoblansin.

r-4cos3^; /- = 2,(r>2)

<Birinchi navbatda bu funksiyaning aniqlanish sohasini topamiz

6-chizma.
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D (r).
» '7

u Л 5 Л

7 ’T
и

1л Зл

~6~’Y
и

11 n
-- ,2л
6

Yuzasini hisoblashimiz kerak bo‘lgan soha 6-chizmada shtrixlab

r = 4cos3ç?
ko‘rsatilgan.Integrallash chegarasini topishimiz uchun 

sistemasidan (p ni topamiz

-, 1 - n n
=> COS =  — => Зй? =  —  = > «  =  —  =>

2 3 V 9

J|^(4cos3í£>)" cl(p =
%

16 Jcos2 3r/>i/  ̂- 4 J

8- J(l + cos6^)i/^-4^
Л*

Г

(  ! • ^  1 i- 4л-
¡0
lo

— 3 8 < p  +  — s \ n b < p

< 6  ,

9 -----
lo ç)

= 3 —  + —sin--
9 3 3

4л-
= 3

4 л- 2л/з " 
+

9 . 9 3

4л  „ f- 
= — + 2л/3.> 

3

13.21-masaIa. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyi- 
ning uzunligi hisoblansin.

7T
< x = 8(cos/ + /sin/); 7 = 8(sin/'-/cos/); 0 < /< —.

*'(/) = 8(-sin/ + sin / +1 cost = 8/cos/)

/ ( / )  = 8(cos/- cos/+/sin/) = 8/sin/

я/
/4 . ,

I -  Л

Л  0 Г + М 0 Г  = 4 'N  

= ÎV t- ï'W r+ C /iO T “* '  j8tí< = 4/! и =■

14.21-masala. Quyidagi -у + ̂  + — = 1 sirt bilan chegaralan-
a b~ c

gan jismning hajmi topilsin.
<Hajimni (18)-formulaga ko‘ra
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formula yordamida hisoblaymiz. Buning uchun S(x) ni topish lo- 

zim.

0 ‘zgaruvchi x ni fiksirlasak, ellipsoid kesimida.

y
2 2 2 f 

y z 1 x
—r + — = 1— 7 yoki 
Zr c cr

rV  f -V
= 1

c j 1-- ellips hosil

y~ Z
bo‘ladi. Bizga ma’lumki, -̂ - + —r- = 1 ellipsning yuzasi nmn ga teng

mr n
edi. =>

S (x) = n • bJ 1 - ■ c. l - ~ =  nbc ■
a

1 - ^
v j

\
= xbcj \l--j dx = nbc x —

3a2

V= J S(x)dx =

= —7tabc.> 
3

Natija. Agar a -b = c = R bo'lsa ellipsoid sharga aylanadi va 

shar hajmini hisoblash ucun

V = -nR3;
3

formulani hosil qilamiz.
15.21-masala. Quyidagi

y = x2 +1, y = x, x = 0, x = 1 

chiziqlar bilan chegaralangan shaklni 

OY o‘qi atrofida aylantirishdan hosil 
bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

<Awal OY o‘qi atrofida aylanti- 

rish kerak bo‘lgan D sohani chizib 
olamiz (7-chizma).



D = D^[jD2^>V = V̂ +V2=n

= 71
V3 11

+ 2j/-

\y2dy+\(\-{y-\))dy 

1 \n
=  7 t -  + 3 ---

v3 2

16.21-masala. Quyidagi

x2 +4>>-T6 = 0,>’ = 0 

chiziqlar bilan chegaralangan shakilning og‘ir!ik markazi topilsin.

oMasala shartidan ko‘rinadiki, berilgan chiziqlar bilan chega
ralangan D sohani ushbu

D =

-4 < x < 4

0< y <4- —
4

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu shaklning og‘irlik markazining 
koordinatalarini (23) va (24)-formulalardan foydalanib, topamiz.

X"

'T
/

dx =
\4

4x-:
12

= <& = - rîl<S-2^ +

V

A\

64

X

Ï6
2x x.5 \ 4

dx = —I 16— :— f-
3 5 1 6

512 

’ 15 '

My = )xydx= J x / 4- j W  j Î 4 x ~ dx = 2x-
x 

16

1 \4

J-4

(- (My_
_ 9

aO f
8 "

y = X = o,

V J l S S y V 5 ,
ekanligini topamiz. >
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5-§. 4-MUSTAQIL ISH  
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

R” fazo

R'" fazoda ketma-ketlik va uning liraiti.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari. 
Yo‘nalish bo‘yicha hosila.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning ekstremumlari.
Shartli ekstremum.
0 ‘zgaruvchilarni almashtirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

10. R1" fazoda ketma-ketlik va uning limiti

Ushbu

R'" = ftX RX■ • • R, = {(*1 ,x2,...,xm) :xk бЛ ,Ы ,/я|
m—ta

to‘plamga m o‘lchovli Yevklid fazosi deyiladi.

Ixtiyoriy * = (*p...,x„)&Rm va y = (yx,...ym)eRm nuqtalarni 

olaylik. Quyidagi

p{x,y) = y¡{yt -X,)'+... + (y„,- v„y = J x (У* * xk)’ ( 1 )

rniqdor X va y nuqtalar orasidagi masofa deb ataladi.

U quyidagi xossalarga ega:

1) р(х,у)>Ъ va (p(x,y) = 0<£>x = y);

2) p(x,y) = p(y,x);

3) p(x,z)< p(x,y) + p(y,z); (uchburchak tengsizligi).

Natural sorJar to'plami N va R'" fazo berilgan boMib, f  har bir

we TV ga R'" fazoning biror x^ = (x^'\...,xj"^e R'" nuqtasini mos 

qo‘yuvchi akslantirish bo‘lsin:

/  : iV -> R!" yoki n -» x(,,) ;
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f : N ->R"' akslantirish obrazlaridan tuzilgan

x^,x^,...x^.„. (2)

to‘plam ketma-ketlik deb ataladi va u {*(,,)} kabi belgilanadi.

Demak, (2)-ketma-ketIikning hadlari R1" fazo nuqtalaridan iborat. 

ketma-ketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan 

lar sonli ketma-ketlik bo‘lib, ketma-ketlikni shu m ta ketma-

ketlikning birgalikda qaralishi deb hisoblash mumkin.

Aytaylik Rm fazoda { a-(,,)] ketma-ketlik va a = (a,l ,...,am)e R"' 

nuqta berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif Vff > 0,3n„ (e)e N : Vu > n„ => p(x("\a)< e , unda a nu- 

qta ketma-ketlikning Iimiti deb ataladi va lim x(“] =  a kabi 

belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.

2-ta’rif Agar a nuqtaning V(Jj (a) = |xGi?'" :p(x,a)<e\ atrofi 

olinganda ham 3n0(s)e N :\/n > n0=> xn e\Js(a), unda a nuqta 

{*«} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Teorema. R'" fazoda jx ^ 'j =|(x,("),...,xJII(")j| ketma-ketlikning 

a = (a,,...,am)eR"' nuqtaga yaqinlashishi uchun «->00 da bir yo‘la 

xjn) -» a1,...,x[f -» am bo‘lishi zarur va yetarli.

R"' fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun 

o‘rinli bo'lgan xossalar o'rinli. Biz ularga to'xtalmaymiz.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uning uzluksizligi

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniqlanish sohasi va 

qiymatlar to'plami, ko‘p o‘zgaruvchili murakkab funksiya ta’riflari 
bir o‘zgaruvchili funksiyadagi mos ta’riflar kabi kiritiladi.

MczR"' to‘plam berilgan bo‘lib, a nuqta M to'plamning limit 

nuqtasi va y = /(x ) = /(x,,...,x„,) funksiya M to‘plamda aniqlangan 

bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar Ve>0 uchun 3^ = J(gr,a)>0 ushbu 

0<p(x,a)<S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi VxeM uchun 

|/(x)-6|<£r tengsizlik bajarilsa, unda b soni /(x ) funksiyaning a
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nuqtadagi limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va

lim /  (x) = b yoki lim / ( * )  = *;
•*1 a\ 
xm

kabi belgilanadi.

Agar a = oo yoki b = oo bo‘lsa , unda ham shu kabi ta’riflarni 

berish mumkin. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun boshqa for- 

madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, bunda 

awal bir o‘zgaruvchi bo‘yicha limitga o‘tilib, qolgan m-\ ta 

o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Keyin, qolgan m -1 

ta o ‘zgaruvchining biri bo‘yicha limitga o‘tilib, m-2 ta 

o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Bu jarayonni m marta 

qaytarish natijasida hosil qilingan limitga /(x,,...,x,„) funksiyaning 

takroriy limiti deyiladi. m o‘zgaruvchili funksiyaning jami m! ta 

takroriy limitini qarash mumkin. Masalan, ikki o‘zgaruvchili

/ (x,,x,) funksiya uchun 2 ta lim lim /(x .,x2) va

f\x\,x^) takroriy limitni ko'rish mumkin.

Misol. Ushbu

x + _ysin—,x *= 0,
X

0,x = 0

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

< lim lim f  (x, y) = lim x :
x - > 0  > '- > 0  V .t - > 0

=0-3,

l im l im / ( x , j )  = lim j l im s in -  - 3  lekin
y-+Q .v-»0 7 ; ^ .y—>0 % J ’

lim /(x ,^)-3
.Y->0
.v-»0

0<|/(x,j;)-0| =
. 1

<|x| + |x + ysin —
X

va = o • Darhaqiqat,

x| +1 v|(x ̂  0) => lim /  (x, v) = 0 >
,v->0
>'->0

Tabiiy savol tug‘iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va 
takroriy limitlar bir-biriga teng bo‘ladi?

Bu savolga quyidagi teoremalar javob beradi.
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M  = {(*» ¿ 0 e r2 '■ \x - *0| < a \’ \y-yo\«h} 
to'plamda aniqlangan bo‘lsin.

1-teorema. Agar

\\mf(x,y) = b-3,
1) *->*) 

y->y'o

2) Har bir fiksirlangan x da lim f{x,y) = (p{x)-3 bo‘lsa, u
y-+yo

holda lim lim f(x ,y) takroriy limit 3 bo‘lib, lim lim /(x ,y ) = 6
y-*}’Q -*“**()

bo‘ladi.

2-teorema. Agar

i)
v—> v0

2) Har bir fiksirlangan y da bo‘lsa, unda

-3 va b ga teng bo'ladi.

Natija. Agar bir vaqtning o‘zida 1 va 2-teoremalarning shartlari 
bajarilsa, unda

lim/(x,.y) = lim lim f(x ,y) _  lim lim f(x ,y) bo‘ladi
*v->Ao Ar->AT() V->V(, )»-> y0 v / w  Aau1,
y-+yo

Endi funksiyaning uzluksizligi ta’rifini beramiz.

M cR'" to‘plamda f(x ) = f(x l,...,xm) funksiya berilgan bo‘lib, 

a = (al,...,a,l)e M  nuqta M to‘plamning limit nuqtasi bo'lsin. Quy- 

idagi belgilashlarni kiritamiz:

= +Ax],...,am+Axm)- f(a l,...,am) funksiyaning a nuq- 

tadagi to‘liq orttirmasi;

bxkf{a) = f(a l,...,aiJ_i,ak + Axk,aa+I,...,au a ) - funksi

yaning a nuqtadagi xk o‘zgaruvchi bo^cha xususiy orttimiasi (k = \,m).

Aytaylik, f(x ,y ) funksiya

2-ta’r if  Agar limf(x )= f(a ) yoki lim A/(a) = 0
A-v, —>0 

Ax... ->0

bo‘lsa,

unda / (x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
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3-ta’r if Agar lim A f(a ) = 0 bo'lsa, f(x.,...,x ) funksiya
Ay* ->0 k v v 7

a = (<7,,...,am) nuqtada x* o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz deb atala- 

di. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning hususiy uzluk- 

sizligi deb ataladi.

3-teorema. Agar /(x,,...,x„,)funksiya a e M nuqtada uzluksiz 

bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo'yicha ham 

hususiy uzluksiz bo‘ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi. 
Masalan,

funksiya (0,0) nuqtada har bir o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluk
siz, lekin shu nuqtada bir yo‘la uzluksiz emas, bu nuqtada hatto 
limitga ega emas.

4-ta’rif Agar f  (x) ~ ̂  >'o/c/ = oo, yoki j.™ /(x) = ̂  ^  /  (a) 

bo‘lsa, u holda / (x ) funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.

5-ta’rif. Agar \f s> 0 uchun US -=S(e)>0 M to ‘plamning 

p(x',x") < 3  tengsizlikni qanoat/antiruvchi Vx' va x" nuqtalarida 
|/(x")-/(x')| <s tengsizlik bajarilsa, / (x )  funktsiya M  to'plamda 

tekis uzluksiz funksiya deb ataladi.
4-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f(x ) funksiya chegara- 

langan yopiq M dR '” to’plamda uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya 

shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

3°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.

l-ta’rif Ushbu

limitga / (x )  = / (x,,...,xm) funksiyaning x° nuqtadagi xk o‘zgaruvchi

0,x2+y2=0

bo ‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va u kabi belgilanadi.
dxk
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Xususiy hosilaning geometrik ma’nosini bilish uchun M a R 2 
to'plamda aniqlangan z = f(x,y) funksiyani qaraymiz. Aytaylik

, . , df(x0,y0) df(x0,y0) 
Kxo=yo)eM  bo lib, bu nuqtada — ------ va ---~---  lar q

dx dy =>

bo‘lsin. z = f(x ,y) funksiya grafigi p* da biror sirtni aniqlaydi. =>

z = f(x ,y0) ning grafigi sirt bilan y = y0 tekislikning kesishishida 

hosil bo‘lgan r , chiziq bo'ladi. z = f(x 0,y) ning grafigi f , chiziq 

bo‘ladi. Agar r, va T2 chiziqlarning (x0, y0,f(x 0,y0)) nuqtasiga 

o‘tkazilgan urinmaning Oxy tekisligi bilan hosil qilgan burchak- 

larini mos ravishda a va ß deb belgilasak, unda

d / (W o )  . ^ ( W o )  . n

— va 

bo‘ladi. Bundan z = f  (x,y) sirtning (x0,y0,z0) nuqtasiga o'tkazilgan 

urinma tekislik tenglamasi ushbu

_ _ df(x0,y0) df(x0,y0)

0 ~ ~ dx ' + ^ --- 0 )

ko‘rinishda bo‘lishi hosil qilamiz.

1-teorema.--Agar f(x ) funksiya x° nuqtada chekli 

df[x°) , --,
• "dx \k = \,mj xususiy hosilaga ega bo‘lsa, unda f(x ) funksiya

shu nuqtada mos xk o ‘zgaruvchi bo ‘yicha xususiy uzluksiz bo‘ladi.

2-ta’rif Agar f(x ) funksiya x° nuqtadagi A/(x°) orttirmasini

Af (x°) =Ar Axl +... + Am ■ Axm + ax • Ax, +... + am ■ Axm (4)

ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, / (x )  funksiya x° nuqtada diffe- 

rensiallanuvchi deyiladi. Bu Al,...,Am lar Ax{,...,Axm ga bog‘liq bo‘l-

lim ak = 0,(k = \,m\ 
magan o‘zgarmaslar va Av'^° v ’ tengliklar bajariladi.

Aym -* 0

(4)-tenglik ushbu

Af (x0 ) = A, ■ Ax, +... + Am ■ Axm + o(p) (5)
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tenglikka ekvivalent. Bu yerda p  = ̂ j(AxiY  + ... + (Ax,„) .

2-teorema. Agar / (x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi 
bo‘Isa, u holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

3-teorema. Agar / (x ) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi 

bo‘Isa, unda bu funksiyaning shu nuqtadagi barcha hususiy hosilalari

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo‘lavermaydi, 

ya’ni barcha xususiy hosilalari 3 bo‘lgan funksiya differensiallanuvchi 
bo‘lishi shart emas.

funksiyaning (0,0) nuqtada hususiy hosilalari 3, lekin u bu nuq
tada differensiallanuvchi emas.

Demak, xususiy hosilalari 3 bo‘lishi funksiyaning differensial
lanuvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart ekan.

4-teorema. (Yetarli shart). Agar / (x ) funksiya x° nuqtaning 

biror atroflda barcha o‘zgaruvchilari bo‘yicha xususiy hosilalarga ega 

bo‘lib, bu xususiy hosilalar x° nuqtada uzluksiz bo‘Isa, unda / (x ) 

funksiya shu x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

ifodalarga mos ravishda / (x )  funksiyaning x° nuqtadagi differen- 

siali (to‘liq differensiali) va xk o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy diffe- 

rensiali deyiladi.

Agar / (x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, 

df(x0}* 0 bo‘lsa

-Am tengliklar o'rinli bo'ladi.

Masalan, /(x , v) = •
(x,y)*(0,0)

0,(x,y) = (0,0)

Ushbu
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dx, ' "■ dx„, 

bo'ladi (6)-formulaga taqribiy hisoblash formulasi deyiladi.
Endi yo'nalish bo'yicha hosila tushunchasini kiritamiz.

Ikki o‘zgaruvchili z = f[x,y) funksiya ochiq MczR2 to'plamda 

berilgan bo‘lsin. \/Â (x0,y0)eM  nuqta olib, bu nuqtadan biror I 
to‘g‘ri chiziq o‘tkazaylik. Bu to‘g‘ri chiziqning OX va OY koordi- 

nata o‘qlari bilan hosil qilgan burchaklari a va ß bo'lsin.

3-ta’rif. Agar A nuqta £ to‘g ‘ri chiziq bo'ylab A0 nuqtaga intil- 
ganda ushbu

p (A ’A) ’
limit mavjud bo ‘Isa, uning qiymatiga f(x,y) = f(A ) funksiyaning 

A() = (x0,_y0) nuqtadagi £ yo ‘nalish bo ‘yicha hosilasi deyiladi va

df(A>) , . Sf(x0,y0)
■———  yoki -— — --  kabi belgilanadi.

ot ot

Demak,

g & l -  |im M - f M
d£ ' *** p{A„Ä) K >

5-Teorema. Agar f(x ,y ) funksiya Ai) = (x0,y0) nuqtada differ

ensiallanuvchi bo‘lsa, u holda shit funksiya A0 nuqtada \/g yo‘nalish 

bo‘yicha hosilaga ega va

f U k M v i » )  cosa+dA ^ y A cosß (8)
dt dx dy w

tenglik o'rinli.

Izoh: Funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo‘lmasa ham u 
shu nuqtada biror yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

Agar differensiallanuvchi w = f(x,y,z) va x = (p{u,v), 

y = i//(u,v), z = x{u,v) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular yorda-



mida w = f[<p(u,v),iy(u,v),x(u,vy\ = F(u,v) murakkab funksiya 

aniqlangan bo‘lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuv- 

chi bo‘ladi va

dw 

du 

dw 

dv

tengliklar o‘rinli bo'ladi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila- 

lari quyidagi tenglik yordamida aniqlanadi:

d

dw dx dw dy dw dz

dx du dy du dz du'

dw dx dw dy dw dz

dx dv dy dv dz dv

(9)

Agar i = k bo‘lsa,

dxidxk dxk

d2f  _ d2f  

dx]

i - 1
(i,k = \,ni\

l & J
\ ’ ’ / (10)

dxkdxk
~ kabi yoziladi.

d2f
Agar i ̂  k bo'lsa ^ ^ - aralash hosila deb ataladi.

Yuqori tartibli xususiy hosilalar ham shu kabi aniqlanadi.
M to‘plamda 1,2,3,..., k-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega 

bo‘lgan funksiyalar sinfi Ok)(M;R) yoki Ok)(M) kabi belgilanadi.

4-ta’rif Agar f(x ) funksiyaning x nuqtadagi barcha ikkinchi 

tartibli xususiy hosilalari mavjud bo‘lsa, unda funksiyaning ikkinchi 

tartibli differensiali quyidagi tenglik yordamida aniqlanadi:

d d 
— dx, + - + —  dxm 
dx, dxm f i x)

d"f:=d(d"-'f):

,A dxidxk
Xuddi shunga o‘xshash

/ \n
d j  5 ^ 1 /•— dx, +... + — dxm f  (U)-

v dx, dxm )
bo'ladi.

6-teorema. (Teylor formulasi). Agar x va x+h nuqtalarning o‘zi 

va ularni tutashtiruvchi kesma M to‘plamga tegishli bo'lib, 

/ ( x ) g C w ( M )  bo'lsa, u holda ushbu Peano ko‘rinishidagi qoldiq 

hadli Teylor formulasi o'rinli bo‘ladi:
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/  (x, + А,,..., xw + hm ) - /  (х ,, .. . , х„, ) =

4°. Ко‘р o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

f { x) = f{ xi>->xm) funksiya ochiq MczR2 to‘plamda berilgan 

bo‘lib, x0 =(x°,...,x°m)eM  bo'lsin.

5-ta’rif. Agar x° nuqtaning зЦ Д х ° )сМ  atrofi topilsaki,

qiymat esa / (x )  funksiyaning lokal (max) min qiymati deyiladi va

kabi belgilanadi.

Funksiyaning max va min qiymatlari uning ekstremumlari deb 
ataladi.

x° nuqtaning U (>(x°) atrofi da

Л>0(Д<0) bo‘lsa, f  (x) funksiya x° nuqtada min (max) ga 

erishadi. Agar д ayirma x° nuqtaning v atrofida ham o‘z isho- 
rasini saqlamasa, unda /(x ) funksiya A-° nuqtada ekstremumga 
ega bo‘la olmaydi.

I-teorema, (Zaruriy shart) / (x )  funksiya x° nuqtada eks
tremumga erishsa va shu nuqtada / д' (x0 / r' (x°) xususiy hosila- 
!ar 3 bo‘!sa, unda

Л = / М - / ( * ”) (12)
ayirmani ko‘raylik.

Agar bu ayirma (Ji(x°)da o‘z ishorasini saqlasa ya’ni har doim

fi,(xo) = - = f i ( x°) = 0 (13)
bo‘ladi.
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1-izoh. Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi. 

Masala, f(x,y) = x- у funksiya uchun fí(0,0) = f¿(0,0) = 0, lekin 

funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga erishmaydi, chunki u (0,0) 

nuqtaning v  atrofida har hil ishorali qiymatlarni qabul qiladi,

2-izoh. Agar f(x ) funksiya л° nuqtada differensiallanuvchi 

bo‘lsa, u holda funksiyaning ekstremumga erishishining zaruriy 

shartini í¡^(xo) = 0 ko‘rinishda yozish mumkin.

2-teorema. (Yetarli shari.) /  (x) funksiya x° nuqtaning biror

kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan.

U holda / (x )  funksiya x° nuqtada min (max) ga erishadi. 

Agar kvadratik forma noaniq bo‘lsa, unda / (x )  funksiya x° nu

qtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teoremani m - 2 bo‘lgan holda alohida ko‘ramiz:

1)A >0,on >0 bo‘lsa, min;
2)A > 0,an <0 bo‘lsa, max;

3) A < 0 bo‘lsa, ekstremum mavjud emas.

4) A = 0 bo‘lsa, shubhali hoi bo'ladi.
Biz shu vaqtgacha hech qanday shart berilmaganda 

y = /(x ,,x2,...,xm) funksiya ekstremumini topish masalasi bilan 

shug'ullandik. Lekin matematikaning ko‘p tatbiqlarida funksiyaning 
argumentlari ba’zi bir shartlarni qanoatlantirgandagi ekstremumlarini

Дхи] atrofida berilgan bo‘lib quyidagi shartlarni bajarsin:

I) fix ) funksiya U¿(x°) uzluksiz birinchi va ikkinchi tart-

ibli xususiy hosilalarga ega;
2) x° nuqta f  (x) funksiyaning statsionar nuqtasi;

3) koeffltsientlari aik = f ”x¡ (x°), (i,k = \,ni} bo‘lgan.

in

(14).

a2la22 - a\ \a22 ~ an bo‘lsin. Unda
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topish talab qilinadi. Biz shunday masalani eng sodda hoi uchun 
keltiramiz.

Aytaylik,

u = f(x>y) U5)
funksiyaning

F(x,y) = 0 (16)

shartni qanoatlantiruvchi ekstremumini topish talab qilinsin. Bun- 
day ekstremumga shartli ekstremum deyiladi.

Agar (16)-tenglamadan y = cp(x) funksiyani topish mumkin 

bo‘lsa, u holda shartli ekstremumni topish masalasi

u = f[x,p(x)] = d>(x) (17)

funksiyaning oddiy ekstremumini topish masalasiga keladi. Lekin har 

doim ham y = <p(x) funksiyani topish imkoni yo‘q. Shuning uchun 

(16)-tenglamani yechmay turib shartli ekstremumni topishni 

o‘rganamiz. Bunda Lagranj usuli yaxshi natijaga olib keladi.
Ushbu

®(x,y) = f(x,y) + AF(x,y) (18)

Lagranj funksiyasini olamiz. (18) dagi A hozircha noma’lum 

o‘zgarmas ko‘paytuvchi.

0(x,_y) funksiyaning oddiy ekstremumi f(x ,y ) funksiyaning 
i r(x,>,) = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi shartli ekstremumi bilan 
ustma-ust tushadi. <J>(a-,>’) funksiyaning statsionar nuqtasi va 

noma’lum koeffitsient A quyidagi

dx 

80 n
^ -  = 0 (19)dy

F(x,y) = 0

shartlardan topiladi. Faraz qilaylik, M0(x0, v0) nuqta <!>(*,>’) funk

siyaning statsionar nuqtasi bo‘lsin. Agar d2<3> |w >0 bo‘lsa min va

L „> ® bo‘lsa max bo‘ladi. Bu yerda d~Q>-
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0 ‘zgaruvchiIari soni ko‘p bo'lgan funksiyalar qaralganda shartli 
ekstremum shu kabi aniqlanadi va Lagranj funksiyasi yordamida 
topiladi.

5°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish

a) Oddiy hosilani o‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni 
almashtirish

Aytaylik, y = y(x) funksiya va

А = Ф (х,у,у'х,у"х,...) (20)

differensial ifoda berilgan boiib,

x = f(t,u), y = g(t,u) (21)

va u = u(t) bo‘lsin. Differensial ifodada yangi t o‘zgaruvchiga o‘tish 

talab qilinsin. Unda (21) ga ko‘ra

, âr + S . „ ;
i _  У i __ dt du

Ух

dt du
ekanligini topamiz. Shunga o‘xshash yuqori tartibli j/.,... hosilalar 

ham topiladi va (20) ga olib borib qo‘yib, yangi

а = ф, (t, и, u'„u, 

differensial ifoda hosil qilinadi.

b) Xususiy hosilani o‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni 
almashtirish.

Faraz qilaylik, z = z(x,y) funksiya va

dz dz d2z d2z d2z
B = F

’ dx ’ dy ’ dx2 ’ dxdy ’ dy2 ’ (22)

differensial ifoda berilgan bo‘lib,

x = f(u,v) y = g(u,v) (23)

bo‘lsin. Bu yerda u va v lar yangi erkli o‘zgaruvchilar. Unda

dz dz

~сЬс,~сГ’ '' ]msusiy h°s*lalar ushbu
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tengliklardan topiladi va ular (22) ga olib borib qo'yib, yangi

/

B = K
dz dz d2z d2z d2z

\

v ’ ’ ’ du ’ dv ’ du2 ’ dudv ’ dv2’ j

differensial ifoda hosil qilinadi.

Umurniy holda (22) ifodada ushbu

x = f(u,v,w), y = g(u,v,w,), z = h(u,v,w) (24)

almashtirish bajarilgan bo‘lib, u,v lar yangi erkli o‘zgaruvchilar va

dz dz
w = w(u,v) yangi funksiya bo‘lsin. Unda zr>” 

larni topish uchun
dy xususiy hosila-

dz

dx
&

dx

df ^ df dw ' + dz Í dg + dg dw

du dw du J d\ du dw du 
Ç& +

dv dw dv

dzidf df <ЭиЛ dzf
—  + —--- л---

ydv dw dv J d)>

_ dh dh dw

du dw du
_ dh dh dw

dv dw dv’

tenglamalar hosil qilinadi. Bu tenglamalar yordamida xususiy hosila- 
lar topiladi va (22) ga olib borib qo'yib, yangi

B = F2 u,v,w,-
dw dw d2w d2w d2\v

du ' dv du2 dudv dv2 
differensial ifoda hosil qilinadi.

Nazorat savollari
1. R‘" fazo.
2. Rm fazoda metrika.
3. R"’ fazoda ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti.
4. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya (k. o‘. f.) tushunchasi.
5. K.o‘.f. ning karrali limiti tushunchasi.
6. K.o‘.f. ning takroriy limiti tushunchasi.
7. Karrali va takroriy limitlar orasidagi bog‘lanish.



8. Karrali va takroriy limitlarning tengligi haqidagi teorema.
9. K.o'.f. ning uzluksizligi.
10. K.o‘.f. ning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.
11. K.o‘.f. ning xususiy hosilasi ta’rifi.
12. Urinma tekislik tenglamasi.
13. K.o‘.f. ning differensiallanuvchiligi.
14. K.o‘.f. differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi 

bog‘lanish.
15. Taqribiy hisoblash formulasi.
16. Yo'nalish bo‘yicha hosila.
17. K.o‘.f. uchun Teylor formulasi.
18. K.o‘.f. ning ekstremumlari.
19. Shartli ekstremum, Lagranj usuli.
20. Oddiy hosilani o'zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruvchilami almashtirish.
21. Xususiy hosilani o‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruchilarni almash

tirish.

-B-

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1-masala.

R2 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a(aeR2} 

ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

1.1 -V.(") _

1.5 i »  = ö

13-n2 2 n - 1  'j

l + 2 n2 2-3n J

\-2n2 o 2 Njn

rr +3 ’2 - 1»2 J

4/7“ + 1 4-/73

3/72 + 2’ 3 + 2/73

1 2 ̂  l 3n +2 2n

-1-2 * 4/j2 - 1 ’ /73 - 2

f 4 1

( 4+2/7 5/7+15 

U -3« 6-/7

1-2/7" 5/7

; - ; 2

1.7 A»  = I ~;~co?/7?‘ a(°’°).

1.9 vW;
2/7 1 + /7 \ j 2 1 

3/7 + r i- 2 /7 /  U , _ 2 1'

[3/7-2 4/7-1 | f 3

‘ x'"' = 2/)-1'2/i +1J' \2' J ‘

1.10 A«  = i — .4^]:«(0 ,0 ).
A V n /7+  U

1.11 *("> = I ^ M 0’0). 1.12 x(") = i - f- ^ | ; a ( 0 , i ) ,  
-1 in  77+1’
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1.14

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19

1.20 

1.21

2. 1. * 

2.3. z

1.13.

R 1 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti topilsin.
/

1 2 »-1 
—  + —  + ...+—— 
11 n n

r2n- + 2v'

v2«2 + ly

(») xv ' =

x<"> =

(") x' ' =

(2// + l)!+(2n + 2)! / , \"+2\ 
/7-1 )

(2/1 + 3)! ’V/7 + 3J ^

,n+1 . -v/+l /„2 , V2 + 3" 

2" + 3"

n - l

n+i N

n + ]

\n-\j

//+4 'N

\n

1 + 2 + ... + « J  2/7 + 3^

V W  +1 *\ 2« + l J

l + 4 + 7 +... + (3/2 - 2) 

-v/5/24 + /7 + 1

(/? + 4)!—(/? + 2)! (/7 + 3"!

(/2 + 3 )! ? \ /7 + 5 J
V/23 +5 -V3/74 +2 r»3 + l V” "

.3 \

x<"> =

I + 3 + 5+ . . .  + (2/7-1)’v —ly

3--5 9 1 + 2" 
-1 1--- 1“ ... +
4 16 64 4

+ 8 /73 -2k )

1 1 1
--- 1----->ai -)— ---- _
1-2 2-3 «(/7 + 1 )

;V2-^/2-V2-....-2V2

2-masala. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalari 
topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.

1 = arccos-
x + y 

1 = ln (—X - }’) .

2.2. u = \n(xyz).

. y
2.4. u = arcsin —

x
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2.5. и = ̂ sin (х2 + у2 ) .

2.7. и =  А
Х~ + у -X 

2х -X2 - у2

2.6. u = -Jl-(x2 +у) .

2.8. и = yj(x2 +У2 -l)-(4-x2 - у2)

i---  ,---- ¡х2+2х + у2
2.9. u = Jl- x 2 +yly2 -1 • 2.10. U~]JX 2 _2х + у2 ’

2. 11.

2.13.

г/ = arccos

+ У
2.12. и = ху+. ln—-- — +у/х2+ /-9  .

х-+у2

и =
л[Ах -У

l n ( l -Х2~у2)
2.14. и = In

2.15. м = crctg
х-у

1 + X у

2.17. u = yjx-y[ÿ .

ч 9 4 

2.16. u = l + yj-(x-y)2 

2.18. и = yjys'mx .

2.19. u = yJxcosy . 2.20. г/= arccos

2.21. « = arcsin —  + arcsin (l - j ) .

*> о
x‘ + дг

3-masala. Karrali limitlar hisoblansin.

-, lim
1 *->0 

»'-»o

3.3 Hm
.Y—»X
v-»3

sin xy 

\]x2 +y2 *

1+-

X2 +y

-Т+У

3.2

3.4

lim-
x +

-1"2 ~ ̂  + y2 '

lim
Л*—>+cc- 

V->+aC-

Xy Yr

2
x~ + у

lim
.V-»* x- + у  "
y—>00 *

3.6 й (л;=+>'! Г  .л-->0
>■-><>
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y-> О

3.7 Hm
Л'—>x

3.9
ln (x + ey) 

lim.. .> ’/ "> • 
yJX +y~X-+1

v->0
3.10 lim-

3.11 lim —
V-JW n —4*->0 X" + v’V-»0 ^

.v->0 /  2 . 2 \ •
v-»0 yX +У )

1

3.12 M l  + *V 2) ^
.V—>0 ’ 
y-> 0

A->0
v->0

3.14 hm

4 2X у
•> T

A“>0 X“ + V“ * 
V-»0 ^

3.15 !™(*2+^ ) si" 7 7 7 I .  3.16 ¡ ™ ( ^ +/ ) l "
y->»

3.17

X" + у
1 + sin-

„Г—»X 3.18

2 2 x + y
¡3 ¡ ¡3

3.19 iiïï(*s+3’! f .
3>->0

lim ,

+Ы •

I-cosíx2̂ 2) 
lim----- V ’

lim
.v—>1 
v->0

ln2 (x + j )

Vx2 + j 2 - 2x +1 '

4-masaIa. Va j™  jl™ A*>>0 takroriy limitlar

hisoblansin.

4.1 /(•x̂ ) =sillT— =со^о =°° 4-2
2x+j

_ x~ +x)>+y _ _  _ 
i i э-*Ь — JK)~

X -xy+y-

4.3 /(x,7)=logJr(x+j;);^ =\,y0 =0 . 4.4 /(*>Jh) =Уо =0.
2x+3_y

x cosx—COS V
4.5 / M = " j  , ; Jib=Jo=°-. w ч sin|x|-sin

X"+y 4.6 /(*,.y): 
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, X únZx-tgly X2 + у 2
4.7 Л Х’У)=- 6х+3у..->хо=уо=0' 4 8  f ( x , y )  = х2+р-х0= у0= со.

4.9 f(x,y)=-^;x0=-w,y0==-iQ. 4.10 f(x,y)- о,у„-а>
1 jçv

1+х1'

4.11 f{x,y)=
о,(л-,̂ )=(о,о).л-0=л=о’ 4.12 f{x,y)= 

x-y+xr +ÿ

г i Y+v
1ч--- ,x+y^ 0

x+jJ

1,x+7 =0j¡̂  -y0 =oo

x + y  Л 1 Л  , ,  л s i n -V + s i .n Z  V  = y  = 0

4.14 Дду>] = .....  Л u.
O,x=-ysc0 =y0 —0

2 • 1Л- sin — + у
4.15 f { x ,y )= --- -— ,дг0 = у 0 = о. 4.16 f { x ,y )  =

x + y K '

x+y

X2 — y2

■w
»НФ1

0,H = W^o=>'o=°

ln(.v + e‘ ) г---
4.17 f(Xty) = -j— ;x.=l,yil = 0. 4 l8  / M = W ^ ;,o=yo= о

•4v 

lr^A'+j;)
4.19 0- 4.20 /(x ,j) = :::iy ^ ; ^ = U = o .

. 7t(x + >>)
4.21 /(.T>y)=sm 2д. + 3 ,̂ ’ло ~ >o = 00.

5-masala.

5.1 Л ^ ) = д  + |̂ j funksiya 0(0,0) nuqtada cheksiz kichik 

bo‘lishi isbotlansin.

5.2 /(x,j>) = sm(x + j>)-ln(x2 + j r ) funksiya 0(0,0) nuqtada chek

siz kichik bo‘lishi isbotlansin.
о

х-j/
5.3 f(x ,y)=  funksiya quyidagi hossalarga ega ekanligi is

botlansin.
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a) М (х,у) nuqta 0(0,0) nuqtaga shu О (0,0) nuqtadan o‘tuvchi

V to‘g‘ri chiziq bo‘ylab intilganda ham funksiya limiti 0 ga teng.

b) 0(0,0) nuqtada funksiya limiti mavjud emas. (x0,y0) nuqtada 

/ (x ,y ) funksiyaning karrali va takroriy limitSari mavjudmi?

X 2 - y 2
5.4 /(x ,y )=  —----;xo=yo=0. 5.5 /(x,y) = logv(x+y);x0=l,y0:=0.

x~ +y~

sinx+siny n x-y
5.6 f(x,y)= ^o-Jo-°. 5.7 /(х ,у ) = ГТТ7;хо = Уо= 0 .x + y

/ \ x“y~ t 4 1 1
5-8 f{x ,y )=xiyi +̂x_yŸ ,*„=>«= 0. 5.9 f(x,y)=(x+y)sin—sin-;^=y() =0.

x y

5.10 /(x ,y ) =

V+(*-y)

2 xy
2 , 2’XO=J;O=0 . 

x + y

5.11 f(x ,y) =

X 3 + y 3

x4+y2
,(x,y)*(0,0)

0,(x,y) = (0,0). x0 = y0 = 0 

1

5.12 /(x ,y ) =

4 . V + J -

1+ -

x + y)

l,x + y = 0.x0 =y0 =00

Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqtalarda har bir o‘zgaruvcfai 
bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birgalikda uzluksi- 
zlikka tekshiring.

5.13 f(x ,y) = '

*> *>'
X~y~ 4 4 -  

■ 4 4 >* +У * 0’
X  + y

0,x4+y4=0
0(0,0) va A( 1;2).

5.14 f(x ,y ) = '

X У 4 4 /ч
—-- J-,X + у ^ 0,
X +y

0,x4 +y4 =0
0(0,0) va Л(10^;10"5).
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5.15 f(x ,y ) = '

..2 , ,.2x" + у л 
--- — ,х +у * О,

* 0(0,0) va А(-1;-1).

0,х +у =0

5.16 f(x ,y) = '
Л2 ~Т’х2+У2* °>
JC + j

1,х2 + / = 0
0(0,0) va ^4(0;l).

5.17 f{x,y) = '

sin х ~ь sin у п ? л 
-------£ ,* - + /* 0 ,

* 0(0,0) va Л
1,х + у = 0

5.18 f(x ,y) = ‘

C O S X - C O S y

X -у 

0,x-y = 0

,х -у *0,

0(0,0) va
f п _

V, 4 4 у

5.19 f(x ,y) = *

1
.  T’Í ^ M 0’0)

* +;; 0(0,0) va Л(1;0).
0,(x,.y) = (0,0).

5.20 f{x,y) = <

Л- V  2 -> /л

Т 2-~2>Х + У * 0’
л + у 

0,л2 + у2 =0

0(0,0) va Л(1;0).

5.21 f(x ,y )= '

2ХУ ,х-+ /*0 ,
х2 + у2

0(0,0) va 4̂(1; 1).
0, л2 + у2 = 0

6-masala.

/ (л ,у) funksiyani М  to‘plamda chegaralanganlikka tekshiring.

6.1 f{x,y) = x2-y2, M = {(x,y)eR2,x2+y2 <25}.
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6.2 f{x,y) = X2 -y1, M = {(x,y)eR2,x2 + у2 >25}.

2х2 + 3 у2 , ,
6.3 f(x ,y )= —2+у2 ’ M = {(x,y)eR2,x2 +у2 *0}.

cos(x+y)-cos(x-у)
6.4 /(х ,у ) = —----- — , М -{(х ,у )еЛ 2,лт;*о}.

sin(x +y)-sin(x-у)
6.5 f(x ,y)=  —  , M = {(x,y)eR2,xy* о}.

ln X - ln у (t ч л
6.6 /(х ,у ) = > M = \(x,y)&R2,x*y},

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatiIgan to‘piarada chegaralangan- 
ligini isbotlang, uning aniq chegaralarini toping va funksiya shu 
qiymatlarga erishish-erishmasligini aniqlang.

-2 _  2

6.7 f{x,y)= ~x2 +y_, M = {(x,y)eR2,x2 +y2 * o}.

6.8 f(x ,y) = -~T+ y2 ’ M  = {(x ,j)ëÂ 2,0<x2+ /< 9 } .

2 2

6.9 /(x ,y ) = ~Г^"4 ’ M  = {(x,.y)eÆ2,x4+ / * o } .

6.10 /  (x, у) = xj«-^, M  = {(x, y) e R2, X > 0, у > о} .

4(x2+y2) + 2z2
6.11 f(x,y,z) = —x2 + y2 + —  M=\{x,y,z)e.F? ̂  +y2 +z*0}.

f(x,y) funksiyaning M to‘p!amda tekis uzluksiz bo‘lishi 
ta’rif yordamida isbotIansin(<5 ̂ (г :)- ? ).

6.12 f(x ,y) = 2x+3y + 5, M = R2 •

6.13 f(x ,y) = x2 +y2 M = {(x,y)eR2,x2 +y2 <4}„

6.14 f{ x ,y )= jx2+ y2 M = R2 •

6.15 f(x ,y) = x-2y + 3, m = R2 ■
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Quyidagi funksiyalarni ko‘rsati!gan to‘plamda tekis 
uzluksizlikka tekshiring.

6.16 f(x ,y) =

-> 2 
X + y

4 J":x+ y
M  = {(x,y)ei?2,0<x2 +y2 < l} .

i
-v4 + y4

6.17 f(x ,y)=  x2 +y2 "’ M = {(x,y)eR2,0<x2 < lj.

6.18 /(x ,y ) = ^-sin-  M = {(x,y)eR2, 0<x< l,0<y< l| .

6.19 f(x ,y) = M  = {(*,;>) ei?2, 0<x< l, 0 < y < lj.

6.20 /(x ,y ) = ycos^-, M = {(x,y)eR2, 0<x< l, 0<y<l|

6.21 f{x,y) = xs-y funksiyaning A/={(x,>’)ei?2,l<.Y <2,0<y<l] 

to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

7-masaIa. Quyidagi funksiya 0(0,0) nuqtada xususiy 
hosiialarga cgami va bu nuqtada differensiallanuvchimi?

x3 + y3

7.1 u(x,y)= yjx2 +y2 • 7.2 u(x,y) = '

7.3 u(x,y)= {fxy .

7.5 u(x,y)=’lx*+y4 ■

7.7 u(x,y) = ifxsmy.

7.9 u(x,y)= *]x4 +yA ■

7.11 u(x,y)= V*4 + /

H + H

0, H+W = o

7.4 u(x,y)= yfxy-sinx.

7.6 u(x,y) = f ^ .t g x .

7.8 u(x,y) = *JX3 +y3 •

7.10 w(x,y) = ^2x2 -3y2 .

7.12 w(x,y)=‘ 
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7.15

7.17

7.19

7.21

7.13

8.1

8.3

8.5

8.7

8.9

Z —

8.10

8.11

8.12

8.13.

<{x,y)=yfxV -  7.14 u(x,y) = Jx3 + y4 .

u(x,y) = $Jx3 + y3 . 7.16 u(x,y) =

4 4X + y
,\x\ + \y\*0

M+M

o, 1̂1 + ¡>'1 = 0

u(x,y) =
' ̂  £  +y *0 , . f-- 7

7.18 u{x,y)~ Ijx y~ ■ sin*.
0,r+y=0 _____

u(x,y)= zfy-tgx . 7.20 u(x,y) = yjx y sin* •

4 4

X +y 2 ■> n
— J,x +y- * 0,
X + y- 

0,x2 + y2 = 0

8-masala.
Sirtga ko‘rsatiIgan nuqtada o‘tkazilgan urinma 

tekislik tenglaraasi topilsin.

: = xy; ¿ (1 ,0 ,0 ).

:-x + y2; A(0, 1, l) . 

r = x3+ /; A( 1,-1, 0).

vV 2 ,
8.2 z = sin(xy) A

8.4 z = ex+\ A ( l ,] , l ) .

8.6 z = a2 + _y2 A(l, 2, 5) .

:2 +y2 + z2 =169; A(3, 4, 12). 8.8 z = arctg—,A  1, 1, ^ J  , 

■=^ + ln^; ^(1,1,1).

) tekislik 0 (0,0,0,) nuqtada quyidagi sirtga urinma tekislik

boiadimi?

z = a-2 + y2; -aylanma paraboloid.

Z = yjx2 + y2 -konus.

2 = xy; -giperbolik paraboloid.

Quyidagi miqdorlarning taqribiy qiymatlarini hisoblang.
1,002 ■ 2,0032-3,004s. 8.14 sin 29° -#46°.

154



8.17 023 +1,973 • 8.18 sin l,59-tg3,09.

8.19 г = л-3 - 3x2y + Злу2 +1 funksiya M(3; 1) nuqtada shu nu- 

qtadan (6; 5) nuqtaga qarab yo'nalgan yo'nalish bo‘yicha hosilasi 

topilsin.

8.20 z = arctg{xy) funksiyaning M (l;l) nuqtada birinchi chorakn- 

ing bissektrissasi yo'nalishi bo'yicha hosilasi hisoblansin.

8.21 z = x2y2 -xy3 -3y-l funksiyaning M(2;l) nuqtada shu nu- 

qtadan koordinata boshiga qarab yo'nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi 

hisoblansin.

9-masaIa.
Quyidagi murakkab funksiyalarning xususiy hosilalarini toping 

(f va g-differcnsiallanuvchi).

9.1 u = f[ylx2+y2,yjy2+z2,y]z2+x?y 9.2 u = f(x- y2,y-x2,xy).

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo‘Isa, u(x,y) funk

siya mos tenglamani qanoatlantirishini tekshiring.

du du

9.3 * = [ / (* -y)-?*. 9.4 u = f(x-y,\y).



V2 , „ 2 du du ,

911 “ ъ +/{ху)' * 1 Г ^ * + Г = 0 -

9.12 м = х "/
у z ^ ди ди ди

~ ’~т » xT  + ay^T + ̂ zT = п и .\х х' ) дх ду dz

9.13 u =— lnx + xf
Г у_

Vz’ x ,

du du du XV
, Х —  + У — + .Z —  — MH—

dx dy dz z '

Funksiya differensialini ko‘rsati!gan nuqtalarda toping.

y z

r к я-л 

Ÿ 6 y

9.14 м = — , M(x,y,z) va M0 (1,2,3).

9.15 m = c o s ( x>> + x z ) ,  M(x,y,z) va

9.16 « = x^, M(x,.y,) va M0(2,3).

9.17 M = xln(xy), M (x ,j,) va M0(-l,-l).

5m 5m
—  va Qy xususiy hosilalarni hisoblash va f va g fuksiyalar-

ning hosilalarini (f va g-differensiallanuvchi funksiyalar) yo‘qotish 
yo‘Ii bilan shunday tenglama tuzingki, u{x,y) funksiya uni qanoat- 
lantirsin.

9.18 » = /  

9.20 =

f \ 
X

\У J

9.19 u = f(x-y,y-z). 

9.21 U-X + f(xy).

10-masala. Ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differ- 
ensiallar hisoblansin.

x + y _  ô '"+”m

x-y dx"'dy" • 10.2
d"'+"u

•> • V
10.3 M = <rv sinj>+e* cos—;

ô "'+" m

2’ ôx'"5y" * 
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10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19
10.21

11 

11.1 ;

I.3 а

II.5  ¡

11.7

11.9

11.11

11.13

11.15

11.17

/ = sin,Y-cos2y;

Я10.,о и

дх4ду6

дюII

10.6 M = X4COŜ  + J 4sinA"

дъ и

дъи 

дх4ду4 •

д3и

1 = ̂ х2+у2-еху- с/2и ■ 10.10 «  = d2u •

u = xy:;d 2u- 10.12 u = /(x  + y,x2+y2); d2u .

u = f(xy)-g(xz);d2u • Ю-l4 u = f(smx + cosy);d2u. 

u = f(x+y,z2)\d2u • 10.16 u = f[xy,x2+y2) ;c{2U. 

u = f(2x-3y + 4z); dnu- Ю.18 u = f{2x,3y,2z)\ d"u>

. , ôz &
z = z[x,y) bo‘lsa, —  va ^  lar topilsin.

F(xy,yz,zx) = 0 . 10.20 F(xyz,x + y) = 0.

F [y - zx,x - zy,z - xy) = 0 .

-masala. Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

\l =x2 + xy + y2 + — + —. 11.2 u = -x2-xy-y2+x + y.
X У

= X3 +y3-Заху. 11.4 и = X4 + y4-36xy.

u=x4 +y4-2x2 +4xy-2y2. 11.6 и = x2-2xy2 + y4-y5.

u = e2x-(x +y2+2yj. 11.8 u = 3x2y + y '-18л:-30_у.

11.10 г/ = (л'2+у2)е +’ ^.

11.12 u=r+2ÿ+f —2x+4y—6z+\.

и = xy + yz + zx. 

u = 4-\x2+y2f .

u=2x +ÿ 4-z2 -2xy+4z-x. 11.14 i/=x> +xy+ÿ ~7zx+2¿ +3y-l.

11 = l-yß\x +У ■

и = 2x4 + _y4 - л-2 - 2y2.

11.16 iî = (;c-j> + 1) . 

11.18 n = x2y3-(6-x-y).
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11.19 и =  л-4 + у 4 -  X2 -  2ху -  у 2. 11*20 и =  х 2 -(у-1)~ •

11.21 и = л*2 - 2ху + 4у2 + 6z2 + 6yz - 6z .

12-masala.
Berílgan funksiyaning ko‘rsatilgan to‘plamdagi eng katta va eng 

kichik qiymatlari topilsin.

1 xy 212.1 u = xy-x-y— —, 0 <x<l,0 < y < 2 .

12.2 u =  X2 + Зу2 — X +18y — 4 0<x< l ,0^y  <1.

12.3 u = x' +3y2 -3xy, 0<x<2,0<y<l .

12.4 u = —  x>0,y>0, —+ —<1.
2 6 8 3 4

12.5 u = x6 + y6-3x2 + 6xy-3y2, 0<y<x<2 .

12.6 и = cosx • cosy • cos(x + y), 0 < X < л,0 < y < n .

12.7 u = (x-y2y^j(l-x)2, y2 <x<2.

12.8 и = X3 + yJ-9xy+ 27, 0 < x <6,0 < y <6.

12.9 и = X4 + y4 - 2x2 + 4xy - 2y2,, 0 < x < 2,0 < y < 2 .

12.10 u = xy + yz + zx, x2+y2+z2< 9.

12.11 и = x + y + z, x2 + y2 < z < 1.

12.12 íí- 2sinx + 2siny + sin(x + y), 0 <x<-^,0 < y < ^ .

Oshkormas ko‘rinishda berilgan y = y(x) funksiyaning ekstrem-

umlari topilsin.

12.13 y2 — 2 y — sin x = 0,0 < x < 2tv . 12.14 (y-x)3+x + 6 = 0.

12.15 (j- x 2)‘ =xs,x2 +y2 5*0 . 12.16 x2 + y2 + xy = 27 .
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Oslikortnas ko4rinishda berilgan z = z(x,y) funksiyaning 
ekstremumlari topilsin.

12.17 2x2 + 2y2 + z2 + &yz - z + 8 = 0.

12.18 xA + yA + z* =2{x2 + y2 + z1) .

12.19 5x2 +5y2 + 5z2 - 2xy-2xz-2yz-12-0.

12.20 z2 + xyz - xy1 ~x3 = 0 .

12.21 5z2 + 4zy + y2 - 2y + 3x2 -6x + 4 = 0.

13-masala.
13.1 a tomoni va uning qarshisidagi A burchagiga ko‘ra ber

ilgan uchburchakning eng katta yuzini toping.

13.2 Uchburchakning a,v tomonlri va ular orasidagi S burchak 

ma’lum. Bu uchburchakning a va v tomonlaridan shunday kesma 

bilan teng ikkiga (yuzaga nisbatan) bo'lingki, natijada kesma uzun- 

ligi eng kichik bo‘lsin.

13.3 y = x2 parabola va x-_y-2 = 0 to‘g‘ri chiziq orasidagi eng 

kichik masofani toping.

13.4 (xg,y0,z0) nuqta bilan Ax + By + Cz + D tekislik orasidagi 

eng kichik masofani toping.
2 2 2 Y* v Z

13.5 -̂ - + —  + —  = 1 ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli 
a' b~ c

to‘g‘ri burchakli paralepepipedning o‘lchamlarini toping.
13.6 0 ‘lchamlari qanday bo‘lganda ko‘ndalang kesimi yarim 

doira, sirtining yuzasi 3jcm2 bo‘lgan ochiq silindrik vanna eng katta 

hajmga ega boiadi?
13.7 0 ‘lchamlari qanday bo‘lganda usti ochiq, hajmi 32 sm3 

bo‘lgan to‘g‘ri burchakli banka eng kichik sirtga ega bo‘ladi?
13.8 Hajmi 54tc bo‘lgan silindrik banka, asos diametri d va 

balandligi h ning qanday qiymatlarida eng kichik sirtga ega bo‘ladi.
13.9 Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yig‘indisi 

ko'rinishida ifodalangki ularning ko‘paytmasi eng katta bo‘lsin.
13.10 Qirralari uzunliklarining yig‘indisi a ga teng bo‘lgan to‘g‘ri 

burchakli parallelepipedning oichamlari qanday bo‘lganda uning 

hajmi eng katta bo'ladi?
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13.11 Hajmi V ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepipedn- 
ing o‘lchamlari qanday bo‘lganda uning to‘la sirti eng kichik bo‘ladi?

Lagranj usulidan foydalanib и = u(x,y) (yoki u = u(x,y,z)) 
funksiyaning berilgan shartni qanoatlantiruvchi ekstremumlari

topilsin.

13.12 u = xyz, X2 +y2 + z2 = 3 .

2 2 2

13.13 гl~ ^  + ̂ jf+~çî, x2+y2+z2= 1 (ci>b>c> 0).

13.14 u = x-2y + z X +y2-z2= 1.

13.15 u = xy2z\ X +2у  +3z =6 (x>0, у  > 0, z > 0) .

13.16 и = хъ + y3 -z3 +5, x + y-z = 0.

13.17 u = x2 +y2 + 2z2 x-y + z = 1.

13.18 u = xy x2+y2= 1.

1 1 1
13.19 и = X + y, 2 2 — 2 .

X у a

13.20 u = x2+y2,~  + ~- 1.
a b

13.21 u = x-2y + 2z, X2 + y2 + z2 =1.

14-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida qabul 
qilib, quyidagi tenglamalarda o‘zgaruvchilarni almashtiring.



dz dz 4 + V2

144 ly  & +^ + 2 j“ 0’ y =v’ x=~ r -

dz dz i—

14-5 ^  * = v* У = (■'-’’) •

/ \dz f \dz n y + z
14.6 (х+г) ^ +0 '+гЬ т = 0 , w=x v=-— -• öx oy x + z

dz dz V

147 " s +^ = z . « = *  v = ?-

9z 3z Л* +.v2

14-8 ' ’ " = V = y -

14.9 (х + у) ^ - ( х ~у)%  = 0 , u = \njx2+y-, v = arctg

14.10
'  5zл2
X —

V Эху

ôz
+ J'ZT_ = 2г2, и = 1пх, V = in>'. 

dy

dz dz
1411 » = *  v = ^ + y ,

dz dz „ y
14.12 * ^  + ̂  = z , « = 4x-7j/, v = 8- —.

ô2z 52z

14ЛЗ ä ? " ^ " 0, “ =д:“ л  v = I+ :y-

52z 92z 1 5z _ n . r
14.14 ^  + y ^ ¡ + 2 ^ - ° >  (у>0 ), « = *. V = 2 ^ ,

-5 z 52z _52z dz n 1 , s 1 , s

1415 2ä ? " 2ä ^ T +V ' S : ’ “ “ з ^ ’ v = ï< 2j:+^ -

5z 5z
14.16 Х^ '  + -Уф " : » x = ucosv, y -иsinv.
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dz dz _
14.17 y~fa~x~fy~ > x — ucosv, y = i*sinv.

14.18
'dz'

K)

i & v

ydx,)
= 0 , x = u cosv, y = u sinv.

d2z d2z _
14.19 + » x = «cosv, y = wsinv.

32z d2z
14 70 —r-H-- - + 4z = 0

Öx2 ÖF2 9 x = e4 - cosv, y = e4 • sinv.

2 Ö2Z j Ö2Z _ X
- o , u = xy, v--_

1421 * a ? - y dy2

-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. r 2 fazoda ushbu

vl-2 2-3 n-(n + l)

ketma-ketlikning limiti topilsin.

1 I 1
< y« = — + — + • • • + ------

1-2 2-3

belgilasak.

n ■ (« +1) va z =yf2-^2 •V2-...-2V2 deb

limj/„ = lim
w—>a> >x

1 1 1 1 1
1 —  +--- +... + •

2 2 3 n n+1

\

i>- ‘ 1= lim
J W—>Q0k « + 1>

: 1 va

}_
2

1 _L _L J_ i 
limzn = lim 22 22 2’ 2" =2 2 =2
11—>oo /z—>00

bo‘lib, Iimx('!) = (l;2) ekanligini

hosil qilamiz. >

2.21-masala. Quyidagi u = arcsin—  + arcsin(l-  7) funksiyaning 

aniqlanish sohasi topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.
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<

Bu

<1 _ í  y <x<y :o<y<2,-y2 <x<y2\
' 0 < y < 2  1-D(M) = i У

\y-1|<1

soha 8-chizmada tasvirlangan. >

8-chizma.

3.21-masala. Ushbu

\n2(x + y)
I 2 2 n 1 karraíi limit hisoblansin.

ŷ O V* +y — ¿x + 1

lim f--1*1 ^  + ̂ l =  = ((ln(.Y + >’) = ln[l + (x- l + j)]~ x - l + y)) = 
vio л]х2 + У - 2x +1

lim .

= у^'о^Дх-!)2 +y2

\x-l = rcosç X —̂ 11
<=> r -> 0

[>> = r sin (p y -> 0 j

r2 icos Ф + sin cp\ , . \
lim — -̂- -----Z-L- = (eos (p + sm (p) lim r = 0

4.21-masala. va takroriy limit-

íar hisoblansi i.
. . . 7t(x + y) 

f(x,y)=sm-±-^-,x,=yv=™

. \ . я(х + у) . n Vj
л Inn íim f[x,y) = limiimsin------ = limsin—= —- va

7 )  x-*»y-»* 2.x +  3 y  3 2
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lim lim f(x ,y)=  lim lim sin л(х + у1 - lim sin —= 1 .
У~*Уо x~*xo y->oo.v-»oo 2x + 3y v~*°° 2

5.21-masala. Quyidagi funksiyani berilgan nuqfalarda har bir 
o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birga- 
likda uzluksizlikka tekshiring.

f{x,y) = x2+y2 , 0(0,0) va A (1,1)

О,л*2 +у2 = 0

Ma’lumki, agar

n  lim f{x,y0) = f{x0,y0),
X —

2) ¡ ™ / ( w b / ( W o ) >

3 ) i™ A * ’jO = A w o )>
y-> )’o

bo‘lsa, unda f{x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada

1) X o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy,
2) y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
3) X va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha birgalikda uzluksiz bo‘ladi. 
Shular asosida masalani yechamiz.

a) 0(0,0) nuqtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra /(0 ,0) = 0 

/  (x, 0) = /  (0, y) = 0 => lim /  (x, 0) = lim /  (0, y ) = /  (0,0) => ikkala 

o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluksiz.

lim /(x ,y0) ^ ra_ ^ L

^ X x' +y
birgalikda uzluksiz emas.

b) A (l,l) nuqtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra / (  1, l) = l funk

siya bu nuqtada ham xususiy, ham birgalikda uzluksiz ekanligini 

ko‘rish qiyin emas. >

6.21-masala. /(x,y)=x3-y3 funksiya M-[(x,y)eif:l<x<2,0<y<l} 

to‘píamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

< Ve > 0 olib, quyidagi ayirmani baholaymiz:

\f{x2,y2)-f{x„y\)\=\xl -y; -(x,3 -rf)|=|(*¿ -xl)-{y\-y¡)\̂ \xl ~*i\+\у1 ~Л3| =
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-lim

yy = rsmq> ))
lim--- г—— = sin 2ç - a =>
/-->0



£
Demak, Vz>0 uchun ¿ = JJ  deb olsak , M to'plamning ushbu 

\x2-xx\<ô va \y2-y\<S tengsizliklami qanoatlantiruvchi V(x,,>’,) 

va (x2,y2) nuqtalari uchun \f{x2,y2)- f(x l,yl)\<s tengsizlik bajar- 

iladi => f(x,y) funksiya M to‘plamda tekis uzluksiz. >

7.21-masala. Quyidagi

u(x ,y) =

X4 + y 4 7 2 n 
— x~ + у  Ф0
x '+ y

0, x2+y2 = 0

funksiya 0(0,0) nuqtada xususiy hosilalarga egami va bu nuqtada 

differensiallanuvchimi?

<3w(0,0) w(Ax,0)--«(0,0) Дх4 + 0
<l — i--L lim __Ь---L-- S--L - lim -— _ _ _ —  = О,

дх д'->° Ах л'_>0 (Ах + 0 j  Ах

3и(0,0) . и(0,Ау)-и (0 ,0 )
— i— L ■- iim — 11-- i— ^ = hm Ay = О, Demak, xususiy

9x Av->0 Ду by-*0

hosilalar 3. Endi differensiallanuvchiükka tekshiramiz. Difie 

ren si alian uvchi bo‘lishi uchun

ди(0>0) = М И . д х + ̂ М . Д з ,  + 0 (у£,)
дх ду

yoki

Ax4 + Ay4 

jTTTTr -О^д/Äx2 + Ay2
Ax + Ay

bo!lishi kerak. :

P (A*2 + Ау2 ) • -x/Ax2 + Ay2 V ' J“1 r  JJAy = r s in ^

= (cos4 (p + sin4 <p) lim r = 0 => 

differensiallanuvchi. >
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8.21-masaIa. z = x2y2 - xy3 - 3y -1 funksiyaning M(2; 1) nuqta- 
da shu nuqtadan koordinata boshiga qarab yo‘naIgan yo‘naIish 
bo‘yicha hosilasi hisoblansin.

< Yo'nalish bo'yicha hosilani 

df(M) = df(M)

дё dx
formula yordamida hisoblaymiz. M(2;l) nuqta va koordinata boshini 

tutashtirib ( to‘g‘ri chiziqli hosil qilamiz (9-chizma).

df ( M)•cos<z +— -— -•cosp
dY

________ 2.
\OM\ = V22 + 12 = Vs 9-chizmadan cos a  = cos (я-+ $?)==-cos =

1
cos ß - cos

df(M )

Л
- + (p -sinç> = - ekanligini topamiz.

dx
■■{2xy2-y3) \x=2 = 3; ^ = (2x2y -3xy2 -3) = -l 
v ' y=1 dx 4 '

Topilgan qiymatlarni yuqoridagi formulaga olib borib qo‘yamiz: 

df(M)

dx
■ = 3

1 5 /Г
I— +  r— ^

yfs) V5 v5

du du
9.21-masala. —  va Г  xususiy hosilalarni hisoblash va f va

dx “У
g funksiyalarning hosilalarini yo‘qotish yo‘li bilan shunday tengla- 

ma tuzingki, u(x,y) funksiya uni qanoatlantirsin.

u = x + f(xy)
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du

dx
du

dy

:l + y . f ( x y )  

= xf'(xy)

du du
■x---v—  = x. >

dx dy

dz Sz
10.21-masala. z = z(x,y) bo‘lsa —  va dy lar topilsin.

F(y-zx,x-zy,z-xy) = 0 

<]  ̂= y-zx, rj — x — zy, ¿; = z-xy deb belgilab, berilgan teng- 

lamani differensiallash yordamida topamiz:

n-

n-

-z-x-
dz

'a*

dz

\-x
dz

' dy. + Fn-

dx

r dz 
-z-y

\

+ F'- \-y- + F'.\ --y =0,
dz

dy
+f;-

dx

J - * 1=0

dz

dx

dz

dy

{-xFf - yF;t + F^) = z-F!~Ft'l +y-Fl 

(-xF<! - yF' + f;)  = -F[ + z-F’ + x- F ’.

dz ^ -z-F^ + F^-y-F^

dx x-F^+y-F^-F^ ’ 

dz _ F^-z-F^-x-F^ 

dy x-F[+y-p;-f;

11.21-masala. u = x2 -2xy + 4y2 +6z2 +6yz-6z funksiya eks- 
tremumga tekshirilsin.

du
-  = 2x-2y, 
dx

du

dy

du

dz

= -2x + 8 y + 6z, 

-\2z + 6y-6

= 0du

dx

dy

du

dz
=  0

sistemani yechib, M0(-1,-1, l) nuqta statsionar nuqta ekanligini

topamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblab, d 2u 

ning ishorasini aniqlaymiz.

d2u d2u d2u

12 21 dxdy dydx 
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82u dlt

dxdz dzdx
= 0,



п =^И-я д2“ 92и д2и 10
22 ду2 ’ й23=«32 = ~дудл dzCjy Ü33~dz2~

ап = 2>0;
aiia\2 2,-2

a2ia22 -2,8
= 12 > 0;

«i. an 2 -2 0 1 -1 0

a2[ a22 a2i = -2 8 6 = 24- -1 4 3

an fl32 «33 0 6 12 0 1 2

= 48>0 =>d*u Ц  >0=>Mmin =м(-1;-1; 1) = -3.>

12.21-masaIa. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z = z(x,j/) funkt- 
siyaning ekstremumlari topilsin.

5z2 + 4zy + y1 - 2y + 3x2 - 6x + 4 = 0.

< Birinchi navbatda oshkormas funksiyaning xususiy hosila- 
larini va ular yordamida statsionar nuqtalami topamiz:

{ 3-3x

JlOz ■ z' + 4 yz[ + 6x - 6 = 0
zr =-----

5z + 2y Г

jlOz-z' +4z + 4z  ̂■y + 2y-2 = 0=> 1-Г-2Г 1
■y 5z + 2y 1

= 0

sistema va berilgan tenglamani x, y, z o'zgaruvchilarga nisbatan

yechib M, (1; 1; 0) va M2 (l; 9; - 4) statsionar nuqtalarini topamiz.

Funksiyaning bu nuqtalarida ekstremumga erishishini tekshirish

uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:
/

-3 • (5z + 2y) - 5z'x ■ (3 - 3x)

(5z + 2y)25z + 2y 

z" = (z'.) =xy V x  /  y

\-y-2z

í  3-3x ) (3-3x)-(5z;+2)

{5z + 2yJ y (5z + 2y)2

(-1-24 )-(5z +2y)-(-l-y-

5z + 2У ) y (5z + 2y)2

a) M, (l; 1; 0) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.
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Demak an < O va A > О max => zmæi = z(l, l) = 0

b) M 2(l;9;-4) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.

3

2' ai2 ~ Z xy L2 _0 °22 Z/  U
=> Aa„a22 ~an =-• Demak an >0 va Д > 0 => min => zmin = z(l, 9) = -4

Shunday qilib zmax=z( 1, 1) = O va zmin = z(l, 9) = -4 >

13.21-raasala. Lagranj usulidan foydalanib w = x-2>, + 2z funk- 

siyaning X2 +y2 + z2 = 1 shartni qanoatlantiruvchi ekstremumlari 

topilsin.

< Ф(х,у,г) = x-2y + 2z + ä(x2 + y2 + z2-l)

Lagranj funksiyasini olamiz va bu funksiyaning ekstremumlarini 
qidiramiz:

дФ 

dx 
дФ 

dy 

дФ_ 

dz

X2 + y2 +z2 -1 = 0

■ = 1 + 2Лх,

■ = —2 + 2Лу,

■ = 2 + 2 Лг

1 + 2 Лх = 0

.—2 + 2Лу - - 0

2 + 2Лг = 0

X2 + у2 + z2 -1 = О

а) ^ ~ 2  bo'lsin
2
3'

2Л’У Л’2 Л

4,2 = ± |

2
3

= 2Л va aralash hosilalar nolga teng.

> ¿Гф = 2Л^(</х)" + (¿/y)2 + (dz)“ J > 0 => min :

_l 2 _2 

У з ’ 3
= -3

3 1 2  2
b) Л = ~— bo‘lsin =>x2=-; >»2=-—; Z2= T- Bu holda

" J J J
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d2Ф < О => max :
1_._2._2 

3’ з ’ з'
= 3.>

14.21-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida qabul 
qilib, quyidagi tenglamalardan ©‘zgaruvchilarni almashtiring.

d2z

'dx2

d2z x
-/-■ —  = o, U = xy, V = -.

dy

dz dz 1 dz
=y— +—

dz dz 
= x-

x dz
<z = z(x,y)->z = z(u ,v)^ du • y ^

d2z _ d f dz 1 dz''
f

d2z 1 d2z "j

dx2 dx
V —  + —

4 du у dv,
- У У

du2

+
 

V 
1

dudv,

+-
2 d2z d2z 1 d2z 

- + 2-~——+-
du

J2-
,2 ' Я..2dudv y dv'

va

<32z _  d 

dy1 dy

dz x dz

du y dv du2 y2 dudv

( d2z
■x

dudv y

^2 Л x dz

2 dv2
2x dz

+ 7 ' ~ ~

-2 d2z

у

.2 Д2

■3 dv

d z  2x dzг d_z__ x_ _____

du2 у2 dudv y4 dv2 y3 dv

cfz 

dx2
Topilgan —j  va ^  ifodalarning qiymatlarini berilgan teng-

lamaga olib borib qo‘yamiz.

. 2 d z  2x dz i v
4 x ----------- = 0 ■ —

dudv у dv 2x

2 xy
d2z dz d2z

■- 0 => 2u •-
dz

dudv dv dudv dv

Demak, berilgan tenglama almashtirishdan so‘ng ushbu

d2z dz
2u-

ko‘rinishga kelar ekan. >
dudv dv 
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6-§. 5-MUSTAQIL ISH  
Sonli qatorlar

Sonli qatorlar va ularning yaqinlashishi.
Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashish alomatlari. 
Ishorasi o‘zgaruvchi qatorlar va ularning yaqinlashish alomatlari. 
Cheksiz ko‘paytma!ar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar 

1°. Yaqinlashuvchi qatorlar va ularning xossalari.

Ushbu

a,, a2,..

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin.
1-ta’rif. Quyidagi

ax+ a2+... + an+... (1)

ifodaga qator (sonli qator) deyiladi va u X a» kabi belgilanadi.
<1=1

Shunday qilib,
GO

Yjan:=ai+a1+... + an+... (2)
«=1

ekan. {an} ketma-ketlikning ax,a2,...,an,... elementlari qatorning had- 
lari deyiladi, an esa qatorning umumiy hadi deb ataladi. Ushbu

n

n = 1,2,.... (3)
к-1

yig'indilar esa (2)-qatorning qismiy yig‘indilari deyiladi.

2-ta’rif. Agar {Sn} ketme-ketlik chekli limitga ega, ya’ni

lim S -S •

bo‘lsa, unda qator yaqinlashuvchi deyiladi va bu limitning qiymati 
S (2)-qatorning yig‘indisi deb ataladi hamda u

»=1
S-ci\+a2 +... + an +...-]Г<яя;

kabi yoziladi.
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Agar {£„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lmasa, u holda uzoq- 

lashuvchi deyiladi.
3-ta’rif. Ushbu

co

Y j an = am+l+«„,+2+- (4)
n = m + 1

qator (2)-qatorning (m-hadidan keyingi) qoldig‘i deyiladi.
1-teorema. Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan 

(4)-qoldig‘i ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha, (4)-qoldiq- 

ning yaqinlashuvchi bo‘lishidan berilgan (2)-qatoming yaqinlashuv

chi bo‘lishi kelib chiqadi.
1-natija. Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning qoldig‘i

r„,=“m+i+ am+2+...

> oo da nolga intiladi.

2-teorema. Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
CO

S bo'lsa, u holda qator ham yaqinlashuvchi bo‘lib, uning
//=1

yig‘indisi c-S bo'ladi, ya’ni
oo oo

Yjca" = c -Z°»
//=1 77=1

tenglik bajariladi. x w

3-teorema. Agar X  a„ va 2 lX  qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lsa,
oo «=1 »=1

unda X ( a« +^>) qator ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

77=1 77=1 77=1

bo'ladi.
2 va 3-teoremalardan quyidagi natija kelib chiqadi.

00 CO

2-natija. Agar va qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lsa,
/7=1 77=1

00

^ { ca„ + d0bn) (c,d-const) qator ham yaqinlashuvchi bo‘lib,
/7=1

YJ{c-all+d-b„) = c-Yja,1+d-Yjbn
/7=1 /7=1 /7=1

bo'ladi.
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4-teorema. (Qator yaqinlashishining zaruriy sharti).

Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo‘Isa, и holda

limar =0 (5)
«->00 x '

bo ‘ladi.
Izoh. 4-teoremaning aksi har doirn ham o'rinli bo‘lavermaydi. 

^  1 . i 
Masalan, 2j~  uchun lima„ = lim—= 0, lekin bu qator yaqinlashu-

«->* п-+*>П
vchi emas.

5-teorema. (Koshi kriteriyasi) (2)-qatoming yaqinlashuvchi bo ‘lishi 

uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: \/e>0 son 
uchun 3n0 (s) £ N : Vn > n0 va v  butun p>  0 son uchun

n+p

= K + « n+.+
k -n

< s (6)n+p
k=n

tengsizlik bajariladi.

2°. Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashishi

Aytaylik,
oo

J]a„=al +a2+... + a„+... (7)
«=1

qator berilgan bo‘lsin. Agar VneN uchun an>0 bo‘lsa, unda (7)- 

qatorga musbat hadli qator yoki qisqacha musbat qator deb ataladi.

Bu punktda biz musbat hadli qatorlar uchun yaqinlashish alo- 

matlarini keltiramiz.

1-teorema. (Veyershtrass kriteriyasi) (7)-qator yaqinlashuvchi 

bo‘lishi uchun uning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi {.S’,,} yuqoridan 

chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Misol. Ushbu

V  1 1 1 1/  —  — 1h--- 1--- ------ 1-...
t ín a 2a 3a na w

umumlashgan garmonik qatoming a>\ da yaqinlashuvchi ekanligi 

isbotlansin.

< va

Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz:
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=> Sn < — - [n = 1,2,...) => {5,,} ketma-ketlik yuqoridan ehe-

oo |

garalangan. 1-teoremaga ko‘ra umumlashgan garmonik qa-
«=1 71

tor a>  1 da yaqinlashadi. >

Faraz qilaylik, (7)-qator va ushbu
■30

YJbn=b,+h2+... + bn + ... (9)
«=1

qatorlar berilgan bo‘lsin. Unda quyidagi taqqoslash teoremalari o‘rinli 

bo‘ladi.

2-teorema. (Birinchi taqqoslash alomati). Agar n ning biror 

n0(n0 > l) qiymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

a„ £ K
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, unda (9)-qatorning yaqinlashuvchi bolishidan 

(7) qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi va (7)-qatorning uzoqlashu- 
vchi bo'lishidan (9)-qatorning uzoqlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.

3-teorsma. Agar

lim -f- = k (Q<k<oo)
m->oc h  \ /n

bo'lsa,

a) k< oo bo‘lganda, (9)-qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishidan 

(7)-qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi;
b) k> 0 bo‘lganda, (9)-qatorning uzoqlashuvchi bo'lishidan (7)- 

qatoming uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

2,a~̂
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Natija. Agar n->co da an =0*(¿„) bo‘lsa (y'ni 0<k<oo bo'lsa) 
unda (7)-qatorning yaqinlashishi (9)-qatoming yaqinlashishiga ek- 

vivalent bo'ladi.

4-teorema. (Ikkincbi taqqoslash alomati). Agar n ning biror 
n0 (n0 > l) qiymatidan boshlab barcha n > n0 lar uchun

an+l < Ai+L 

an ~ bn
tengsizlik bajarilsa, unda

1)(9)-qator yaqinlashuvchi bo'lsa, (7)-qator yaqinlashuvchi;
2)(7)-qator uzoqlashuvchi bo'lsa, (9)-qator uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Endi musbat hadli (7)-qator uchun yaqinlashish alomatlarini

keltiramiz.

5-teorema. (Dalamber alomati). Agar (7)-qator uchun

lim ̂ -  = d.
«->■» (y

bo'lib,
1) d < 1 bo'lsa, qator yaqinlashuvchi;
2) d > 1 bo'lsa, qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

6-teorema. (Koshi alomati). Agar (7)-qator uchun

lim !i[an=q 
«->00 y

bo 'lib,
1) q< 1 bo 'Isa, qator yaqinlashuvchi;
3) q>\ bo 'Isa, qator uzoqlashuvchi bo 'ladi.

Izoh. 5 va 6-teoremalardagi d va q- 1 bo'lsa, qator uzoq-
°o j

lashuvchi ham, yaqinlashuvchi ham bo‘lishi mumkin. Masalan,
n=I n

garmonik qator uchun d = q = 1 va qator uzoqlashuvchi;
n=1 n

umumlashgan garmonik qator uchun ham d = q = l, lekin qator 
yaqinlashuvchi.

7-teorema. (Raabe alomati). Agar (7)-qator uchun

=  P  (11)lim«-
W->oo

f \ 

V a n J

bo 'lib,
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1) p>  1 bo ‘Isa, qator yaqinlashuvchi;
2) p<\ bo ‘Isa, qator uzoqlashuvchi bo ‘ladi.

8-teorema. (Gauss alomati). Agar (7)-qator uchun

■ z r x * ~ n ^  (12>

19„\<c va £ > 0 bo‘lib

V Ä > 1 bo ‘Isa, qator yaqinlashuvchi;
2) l -1 va fi>  1 bo ‘Isa, qator yaqinlashuvchi;
3) X = 1 va /.i < 1 bo ‘Isa, qator uzoqlashuvchi;
4) A<\ bo ‘Isa, qator uzoqlashuvchi bo ‘ladi.

9-ieorema. (Koshining integral alomati). Faraz qilaylik, f(x ) 

funksiya [l;+oo) oroliqda aniqlangan bo‘lib, / (x ) >0 va monoton 

kamayuvchi bo‘lsin. U holda

I m

/7=1

qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun

+00

\f{x)dx
1

integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

3° Ixtiyoriy hadli qatorlar va ularning yaqinlashishi 

Bizga biror
oo

I> «  (13)
/1=1

qator berilgan bo‘lsin. Agar bu qatorning hadlari v  ishorani qabul 
qilishi mumkin bo‘lsa, bunday qatorga ixtiyoriy hadli qator (yoki 
ixtiyoriy qator) deyiladi.

1-ta’rif. Agar
oo

X k l  (i4)
//=i

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (13)-qator absolut yaqinlashuvchi 
qator deyiladi.
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1-teoreraa. Agar (14)-qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, unda (13)- 
qator ham yaqinlashadi, ya’ni absolut yaqinlashuvchi qator oddiy 
ma’noda ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar (13)-qator yaqinlashuvchi bo‘lib, (14)-qator uzo- 
qlashsa, unda (13)-qator shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi.

oo ̂ 00

Agar sonli qator S ( _1) a» yoki X ( “ 0  a» ko‘rinishda bo‘lib,
/1=1 /7=1

an> 0 bo‘lsa, u holda bunday qatoiga hadlarining isfaoralari al- 

mashinib keluvchi qator deyiladi.

2-teorema. (Leybnis alomati). Agar

Z ( - r « „  (15)
/7=1

qator berilgan bo‘lib,

!) {ß,,}'!', ya’ni an>an+x> 0 (« = 1,2,...),

2) Hma„ = 0
'  /7->cC

bo‘lsa, u holda (15)-qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

^ (- l ) "+‘ , 1 1 1  
Misol. = l-~  + - - -  + ...

t i  n 2 3 4
qator Leybnis alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi bo'ladi va uning shartli
yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rish qiyin emas.

3-teorema. (Dirixle alomati). Agar
oo

Z aA  (16)
/7=1

qator berilgan bo‘lib,
1) {a„} ketma-ketlik monoton bo‘lib nolga intilsa;

n

2) = 2 ^  (« = 1,2,3)K..., chegaralangan bo‘lsa, u holda (16)-
k=1

qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

4-teorema. (Abel alomati). Agar (16)-qator berilgan bo‘lib,

1) {an] ketma-ketlik monoton va chegaralangan,
n

2) = Z  bk qator yaqinlashuvchi
*«i

bolsa, unda (16)-qator yaqinlashuvchi bo'ladi.
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Bizga v  hadli (13)-qator berilgan bo‘lsin. Bü qator hadlarini 
guruhlab quyidagi qatorni tuzamiz:

(o, + a2 + ... + a„,) + (anM +anl+2 +... +an2) + (17)

bu yerda «, < n2 <... va k -»oo da nk->co

5-teorema. Agar (13)-qator yaqinlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi S so- 
niga teng bo‘lsa, unda (17)-qator ham yaqinlashuvchi va uning 
yig‘indisi ham S soniga teng bo‘ladi.

Izoh. 5-teoremaning aksi har doim ham o‘rinli boiavermaydi. 
Masalan,

¿(-1)"+1=1-1 + 1-1 + ...
«=1

qator uzoqlashuvchi, lekin bu qatorni guruhlash natijasida hosil 
bo‘lgan

(l-l) + (l-l) + (l- l) + ... = 0 + 0+„. + 0 + ... 
qator yaqinlashuvchi.

Endi

-A '
Zjan =a[ + a'2+... + a'n+... (18)
n=\

yordamida (13)-qator hadlarining o‘rinlarini almashtirishdan hosil 
bo‘lgan yangi qatorni belgilaymiz.

6-teorema. Agar (13)-qator absolut yaqinlashuvchi boTib, yig‘indisi
S soniga teng bo‘lsa, u holda (18)-qator ham yaqinlashuvchi va uning 
yig‘indisi ham S soniga teng bo‘ladi.

Izoh. 6-teoremadagi (13)-qatorning absolut yaqinlashishi sharti 
muhim shartdir. Aks holda teoremaning o‘rinli bo'lishi shart emas.

< Masalan,

V’ (-1)"+‘ , 1 1 1 ( tV’+i 1> -—L—  = 1— +--- +...+(-1) — +...
t i  r  2 3 4 K J n

qator shartli yaqinlashuvchi va S = ln 2 . Darhaqiqat,

In(1 + 4 = x - y  + y- ~ -  + ... + (-l)"+1~  + r„(x), x>-l (19)

yoyilmada x = l desak,

ln2 = l - i  + j- ^  + ... + (-l)"+1~  + r„(l) = iS,„+r„(l) va
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/*„ (i)! < — r bo‘ladi. =>S = limS'„=ln2
1 77 + 1 n->0°

Shunday qilib

Zrt n

ekan.=> Bu qatorning qismiy yig‘indilari

^2" _ S  i TT~f- T ri’ 2̂n+\ ~ S2„ +t?\2k-\ 2 k f  2,1+1 2" 277 + 1 

chekli S limitga ega:

lim S2ll = lim S’ , = S' = in 2
rt-»» /2—>0C

Endi berilgan qatorda hadlarining o‘rinlarini almashtirish yor- 
damida quyidagi

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1----- 1------- ------------------ k .. (20)
2 4 3 6 8 2/7-1 4/7-2 4« v

qatorni hosil qilamiz. (20)-qatorning yig‘indisini hisoblaymiz.

o» v-/ 1 1 O
3" _ riV2F ^ _ 4^ 2 ~4^J  qismiy y'g‘indini olamiz.

1 1 I I f  I 1 \ .. 1 1 '
n—Jvrr. »1_I r 1 12£ -1 4k-2 4k 21 2k -1 2£ J " »-»* 2■ <■=! 2/t-l 2k

= \ lim S2n = ̂ = >  lim SL l = lim2 «->00 2 »-»<*• «-KO

/

S3„ + ~— r - — ■S va 1™ SL+2 ~ 
2n +1) 2 n-*°°

= lim] Si, +
1 1 \

/
(20) ~ qatorning yig‘indisi

S" = —5 = T"ln2 ekan. >
2 2

7-teoremSi. (Riman ieoremasi). Agar Y^a» qator shartli yaqin-
>7=1

lashuvchi bo‘Isa, u holda \/j (chekli yoki cheksiz) son olinganda 
ham berilgan qator hadlarining o ‘rinlarini shunday almashtirish mum- 
kinki, hosil bo‘lgan qatorning yig‘indisi xuddi shu A ga teng bo‘ladi.
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P l - P l - - - P n - -  = Y[Pn (21)

simvolga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ushbu
n

Pn= Y [ p k (/7 =  1 ,2 , . . . )
JU1

ko‘paytmalarga xususiy ko‘paytmalar deb ataladi.
Ta’rif. Agar Pn xususiy ko‘paytmalar «->00  da chekli yoki chek

siz P limitga ega bo‘Isa

kabi yoziladi. Agar p  #  0 va chekli bo‘lsa, u holda k o ‘paytma ya- 
qinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.

Bundan buyon cheksiz ko‘paytmalarni tekshirayotganimizda
p n^0  deb faraz qilamiz.

Cheksiz ko‘paytmalarning birinchi m ta hadini tashlab yuborib

qoldiq ko‘paytmani hosil qilamiz.
1-teorema. Agar (21)-ko‘paytma ynqinlashsa, (22)-ko‘paytma ya- 

qinlashadi va aksincha, (22)-ko‘puytmaning yaqinlashidan (21)- 
ko ‘paytmaning yaqittlashishi kelib chiqadi.

2-teorema. Agar (21)-cheksiz ko ‘paytma yaqinlashuvchi bo‘Isa, unda

lim P„=P,

bu limitni (21)-ko‘paytmaning qiymati deb ataladi va

p = I \ p .

l  j[ Pn P777+1 * P/77+2 (22)



3-teorema. (Cheksiz ko‘paytma yaqinlashishining zaruriy sharti).
Agar (21)-ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa u holda

lim ü =1

bo ‘ladi.
Yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmalar uchun 3-teoremaga ko‘ra 

lim p  = 1 ^  Biror nomerdan boshlab hamma p„ lar •> 0 bo‘ladi. 

Demak, umumiylikka ziyon keltirmasdan, barcha p n lar uchun

p n> 0 deb faraz qilishimiz mumkin.
4-teorema. (21)-cheksiz ko ‘paytma yaqinlashuvchi bo ‘lishi uchun

co

Z lnÄ  (23)
11=1

qalorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir. Agar bu shart 
bajarilsa va (23)-qatoming yig ‘indisi S  bo‘lsa, unda

P = es
bo ‘ladi.

00 QO

Agar pn = 1 + an bo‘lsa, unda 11^» = r i ( 1 + 0») bo‘lib, 4-teore-
«=1 /»=1

maga ko'ra (21)-ko‘paytmaning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ush-
00

bu X 1° 0  + a») qatoming yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli
n=1

ekanligini hosil qilamiz.
5-teorem0. Agar biror n0 e N  nomerdan boshlab, barcha n > n 0

lar uchun an> 0 (yoki an< 0 )  bo‘lsa, (21)-cheksiz k o ‘paytmaning 
yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

i “n (24)
/7=1

qatoming yaqinlashuvchi bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
Umumiy holda, ya’ni an lar ishorani saqlamagan va (24)-qator 

yaqinlashgan holda, (21)-cheksiz ko'paytm aning yaqinlashuvchi 
bo'lishi uchun
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00

/1=1
(25)

qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.
Agar (23)-qator absolut yoki shartli yaqinlashsa, unda (21)-chek- 

siz ko‘paytma absolut yoki shartli yaqinlashuvchi deyiladi. => (21)- 
ko‘paytmaning absolut yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun (24)-qatorn- 
ing absolut yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

Nazorat savollari

1. Sonli qator tushunchasi.
2. Sonli qator yaqinlashishining ta’rifl.
3. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.
4. Qator yaqinlashishi uchun Koshi kriteriyasi.
5. Musbat qatorlar uchun Veyershtrass kriteriyasi.
6. Birinchi taqqoslash alomati.
7. Ikkinchi taqqoslash alomati.
8. Dalamber alomati.
9. Koshi alomati.
10. Raabe alomati.
11. Gauss alomati.
12. Koshining integral alomati.
13. Ixtiyoriy hadli qatorlar va ularning yaqinlashishi.
14. Leybnis alomati.
15. Dirixle alomati.
16. Abel alomati.
17. Absolut yaqinlashuvchi qatorlaming xossalari.
18. Shartli yaqinlashuvchi qatorlar.
19. Riman teoremasi.
20. Cheksiz ko'paytmalar va ularning yaqinlashishi.
21. Cheksiz ko‘paytma yaqinlashishining zaruriy sharti.
22. Cheksiz ko‘paytma yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartlari.
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- в -
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Qator yig‘indisini toping.

A  6 ■y-'  24__
1,1 £?9 в2+ 1 2 и -5 ‘ 1,2 ¿ 9 и 2-1 2 и -5

•A 6 ^  9_____
1,3 ~ í9 n 2 + 6w -8  1,4 ¿ f9 « 2 + 2 1 « -8 ‘

■Дл 2 ^  J4_____
1,5 t í 4 « 2+8« + 3 ’ 1,6 ¿ Í4 9 w2- 2 8 « - 4 5 '

3 ® 7

1,7 § 9 и2+Зи - 2 ‘ 1,8 § 4 9 п 2-7 и - 1 2

i  ̂  2^____
1 9  h n 2 + n - 2' 1,10 ¿ í4 9 « 2 —14« 48

A  6 уч 14_____
1,11 ~^36n2 -  24«-5"  1Л2 ¿ í4 9 « 2-8 4 « -1 3

-A 4 _ ^  7_____
1,13 4«2 + 4« -  3 ' 1,14 “ í 49«2 + 3 5 « -6

9 v-' 8_____
1,15 tí9 w 2+ 3 « -2 0 ' 1-16 £?16«2- 8 « - 1 5 '

A  7 V  6
1*17 E l /1CW,2 _01и_1П‘ 1.1849«2 - 2 1 « - 1 0  ’ °  t í 4 « 2 - 9

A  7 •y'_____ 12______
1,19 49w2 - 3 5 « - 6  1,20 ¿ , 36«2 + 1 2 « - 3 5

00 3 

1,21 § 9 « 2 - З ч - 2 ‘

2-masala. Qator yig‘indisini toping.

A  3« + 8 ____ 2 — «____
2,1 “ í«(>7 + l)(«  + 2 ) ‘ 2 ,2  ¿ í w ( «  + l)(«  + 2)
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y  3 п ^  п — 1___
«i (л + 3)(л  + 1)л 2.4 п (п + [Цп + 2 у

У  4 у» /7 - 4
^ « ( « - 1 ) ( и - 2 ) ‘ 2 6  è „ ( « - ! ) ( « - 2) '

у  3/7 + 1 ^  5/7 + 9
■ „=3(и -1 )и (я  + 1)‘ 2 -8 ¿  п(п + 1)(п + 3)'

у  4 ~ »  ^  8/7-10
«=1 « (и  + 1)(/7 + 2) ^ ( /7 - 1 ) ( / 7  + 1 )( /7 -2 )'

2.11
у  1 ^  3 /7 -1

w=2/7-(/72 - 1 )  2 Л 2  ¿ / / - ( / i 2 - ! ) '

У  1~ п у  3/7 + 2
„=1 //(/7 + 1) (/7 + 3) 2 ' ^  „ =1 /7(/7 +  1)(/7 +  2)  

■y-i /7 + 6 уч /7 + 5

2 Л 5  ¿Г«(/7  + 1)(/7 + 2 ) '  2 1 6  è ( / 7  +  2)(/72 - l ) '

2.17
у  » ~ 2 -у,
л=3 (/7 l) /7 (/7 + l) 2 1 8  ¿ ,7 ( /7 -1 ) (и -2 ) '

> » -А 3/7 +  4 оо ̂ 2

2 1 9  t Ï /7 ( /7  + l)(/7 + 2 ) '  2 *20  § ( / 7  + 2)(/7 +  1)-/7'
5 /7 - 2

2.21

/7 + 2

и=г(/7-1)/7(/7 + 2 )

3-masaIa. Qatorning qismiy yig‘indisi S' va yig‘indisi 5  ni
toping.

3.1 Z
//=i
00

3.3 Z
«=i
•X)

3.5 Z

1
3.2

00
у 1

16/г2 - 8 / 2 - 3 ' £ í2 5 /7 2 +  5/7-- 6 ‘

1
3.4

00
у 1

36/72 -  24/7 - 5 S '  4 9 t72 -Ь 7/7 - 1 2 '

1
3.6
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'fj

3.7 Z
1

~ l3 6 n 2 +12«-35

3.9 S ;

3.13  Z ln i —
« (« + i)

co 1 3
3 15 Y" sin— cos— .

fl=l Z ^
CO |

3.17 t .
t Î  2 «

A 2 « - l
3.19 L - ^ r - -  

/ 1=1 ^

ou

3.21 Z si
a  . 3aSin— rSinw+1 ŵ+1

co

3.8 Z -
2« + l

2 •
n=l «  • ( «  +  1 j

« — "v/«2 — 1
3.10 ¿ ' ~ i-7 ..... *n=I yjn-[n + 1J«=i (2« - 1) • (2« + 1)

00 _____ - __x 00̂ f  ^
3.11 + 2 - 2V« + 1 +-V«). 3.12 2 >

w=2N
2

3.14 Z ln

f
1 -

< «■ 
«3- l

«=2 « + 1  

1
3 1 6  § to »!.(„ + 2)- 

3.18 Z ^ 1)"
\ /i+i 1 

m-l

•A n 
3.20 Z ^ T

n=l Z

4-masala.
Koshi kriteriyasidan foydalaràb umumiy hadi a„ ga teng

co
boigan Z a« qatoming yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

cos « a

4.3 a„ 2
«

4.5 a„
cos«« -  cos (« + l)a

4.7 a,
sin na

w /̂1

4.2

4.4 a =

sm na  
n • (n + 1)

cos or"

4 6  a„=éo+ |+ ...+ |+ ...( |é „ |< 1 0 ).

4.8 a., =
sm na

(n + l)(«  + 3)
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4.9 «.
n2 -yfn

4.10 a„ =

4.11 an=— sin — 
n n

n - 1
«3 +1

1
4.12 « „ = —--------7-« + « +1

Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi an ga teng boigan

Yua» qatoming nzoqlashnvchi ekanîigini isbotlang.
n=\

4.13 an =
1

2n + 1 

n + 1
4-15 = n2 +4

4.17 o. = ln ' l +i '
.

yfn

4.14 « „ = 3

4.16 a„ =

4.18 an =

4.20 a„ =

n - 1
n  +1 

arctgn 
n 
1

V «2 +1 

1
3« + 2

5-masala. Qatorning yaqinlashishga tekshiring.

5.1 £
sm2 nyfïî

»=1 n jn

CO

5.2 I «sm

COS"
I «?r

~f«(« + l)(« + 2) 

2 + (-l)"

n=l

■A ln«
5.4 Zj TtT«=i

5 .5  V
« - ln «

1+ (-1)" 
x arctg— - -  - n

5.6 £ ------------ 2-------
«=1

5.7 Z
«(2 + cos«^) 

2«2 -1  '
00

5.8 S

« +2

. « - 1  
arcsm-----

¿2 a /«3 - 3 «  '
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arccos -— ------ n • cos" n
5.11 у _______ и + 1 -  5.12 E  3

n2 + 2  ‘ "=’ " +5
n2 +3

5.13 g f t  5.14 è „ , . ( 2 + A

5.15 5.16

.  1 + sin—  00 COS2~
5.17 Y ______ 2_. 5.18 f --------i ,

^  - 2 t í  з ’ + г

я=2 Л/Й

п = 1 ГГ

-  . ЯП _  .2 + sin—  , -A In n
5.19 £ ----- r i - c f e - f .  5.20 I ^ =

ÎTi n yjtl « ■ Л/ «

Í 2 + COS— 1л/й
5.21 v i ....... ...... j J ---- .

£1 t j n 1 +  5

6-masala. Yaqiulashishga tekshiring.

00 0 A i l
6.1 E  , • 6-2

(1=1 5  +  й  - 1  «=i «  -v/ й

A  n2 +5 x*1 1 • 1
6 3  6 4  § ^ sm » '

6.5 É - 4 arc«Tr=T' 6.6л=1й -1  л/и- l  t í / I  +ln «

A  й3 + 2 A 2 "+ c o sn
‘ •7 S t t ï î î f ' 6 8

5 +n



1ОО

6.9 X  2 г" и - cos 6и

А  1 п
6.11 L j r arct8Y T -  И=1 л/и 4л/«

Ä  1 . 1
6.13 L ^ j = ¿ sm— 7-и=1 л/^ "Ь 5 W — 1

00

6.15 Е -^ л /Й + З

00 J

6.17 Y ^ iarctS~T-
n=i П

3 5 ТС
6.19 X й #  7м=1

ос-

6.21 Z

УгУ-Гп _1

А  1 .  1
6.10 2 -15/---- 7 sm F

W=1 л/ я +1
oo 1

6 1 2  Ü w 2- Inn' 

6Л4

6.16 £ i n  " 2+1“ Í и2 + и + 2

X „ 3

«
11 — cos—

6,8 Sln̂ T-
A  • >/Й

6.20 Х 31Пт т т Гя=1 VR +2

00

7.1 i»
И + 1

7-masala. Yaqinlashishga tekshiring.

7.2 £ И -

ce

7.3 £
2"+1 ■ (и3 + 1)

f í  (и + 1)!

y  ( 2 «  +  2 ) !  J _

/,b ¿  Зин-5 2" ' 
5* a re tg -

7.7 V- n¿»j i 
/7=1 *

7.9 X
6 '- (n ! - l )

77 !

и!

A > л »2 
/7=1 ¿

7-4 Й  (2»)! '

Д л  + 5 . 2
7.6 2 . — r sllV  t í  »! 3

Ä  n"
7-8

»-i («!) 7.12

^ í(«  + 2)!

X (2и-1)!
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7.13 

7.15

7.17

7.19

7.21

8.1

8.3

8.5

8.7

8.9

8.11

8.13

Ä l-3 -5 - ...- (2 w -l)  

h  3*-(я + 1)!

f  ("O’
tí(3 "+ l) - (2 « ) !  

А ( и  + 1)!
y.” '

/1=1 n 

Ä  3"
t í ( «  + 2)!-4"' 

Ä  n\ 1
Ъ { Ъ г ) \ Щ5п'

Ä  n\
7.14 E -^ T -

и=1 «
00

7.16 I > - sitV

7.18 Ё
5 " - ^

t í  (и + 1)! ‘

7.20 X
3-5-7-...-(2» + l)

t í  2 -5 -8 -...-(3 « -l)

8-masala. Yaqinlashishga tekshiring.

=0 / 1 
sfi4
/7=1

00

I

4"

r 2n2 + \ Y
K n2 + \ ,

f  In \ n

i f  2 n +1 
í b / i - 2

I
n - 1

n=l Ч П у 
00 ŵ+1

У — .

и
б7 '

00 _  

Y  «2 sin"— . 
t í  2и

8.2 E
H=1 V

2и + 2
Зи + 1

(и + 1)3 .

(  4 и -З У

7Г
8.6 E " arcsin ,t í  4 и

■■* K i S Í

8.10 E -
»5-3"

t í  (2« +1)"

8.12
n=\

^  (  З и - Р 2"8 1 4  E « -  - — -  
t í  U «  + 2
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00 n3 
8.15 -Z /. \n ■n=2 (ln П) 8.16

» и"+2
z — - —

(2n2 + 1)

д З и -1 ,

°° 71
8.19 X X -orcig"— .

3 n

818 |(= г)Ч ;
8.20 Í in4 -arctg2" -^ .

A n
со 1

8-21 Z j r -
W=1 ^ V^ + ly

9.1
1

9-masaIa. Yaqinlashishga tekshiring.

9.3 Z

^ 7 iln 2(3« + l) ' 

1

9.5 Z

“ î* (2 и  +  3)1п2 (2/7 +  1) ' 

1
И=1 (Зи + 4) ln2 (5/7 + 2)

1
9,7 п=] +1 j ln2 [ti\¡3 + 2 j

со i

9.9 Z;

9.11 Z

9.13 Z

„=, (2 /7-l)in  (2«)

_J______

„=2(3и-~1)1пи 

1

9.15 Z

„=2 ( 2/7 - 3 )  ln ( 3/7+  1 ) ’ 

1
^(77 + 3)ln22 n ’

V 1
9Л7 ¿ « I n  (и - l ) '

9  2  t i « l n 2 (27? +  l ) '
со 1

9.4 Z„=3 ( 3/7 - 5 )  ln2 ( A n  - 7 )
00 1 у _____ I_____ .

9 '̂ * /j=i ( 2 n  +  l ) ln 2 ^ил/5 +  2^

со I

9,8 S ( « - 2 ) l n  (/7-3)

°° 1 
9Л0 § ( л +1)1п Щ '

оо J

9 Л 2  § ( 2 /7 - 1) In ( и Л ) '
00 I

9"14 § ( /7  + 2)1п2/7- 

1
9,16  § ( 2 / 7  +  3)1п2 («  +  1)' 

% 1 

9Л8 § 2 й ч /|п(3/7-ТГ
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у _______ 1
ФЛ9 ^5 (« -  2) • ^/ln(l7 -  3) 9.2« Ié í (3 « - l ) - ^ / ln ( n - l ) ‘

9.21 £
1

Щ и + 5) ln2 (// + !)•'

lö-masala. Quyidagi tengliklarni isbotlang. KoVsatma. Qator 
yaqinlashishining zaruriy shartidan foydalaning.

w!
10.1 lim - ^  = 0.

in  -г lim7— -  = 0 
AU'J  »-»« (2n)! *

(2w)ü
10.5 lim-— — = 0 .

л->-=о

• • (2и)" Л
10.7 Ь т  Д  1 \ Г ° '  "-»co (2/7-1)!

i n e  lim -—~7 = 0
"-»“ (и!)

(2«)ü Л
10.11 lim —j — = 0 .

/7—>0О

2
10.13 l im ~  = 0„

/7—>00 f l  !

(и + l)!
10.15 lim -— — = 0.

in  |7  lim7—^—— = 0 
AU,1/ n-*x (2/7 + 1)!

С3 « ) "  Л
10.19 lim7^— ТГГ = 0 . "->M (2/7-1)!

Г2и-1)!!
10.21 lim------- ^  = 0 .

П-+Х n

10.4 lim-
И  •

10.6 Um

и
in  о lim7------- — = 0

—*« (2i* -1)!

(2/7 + 1)!!
10.10 i™ i ------- L

и" = 0,

(4«)1
10.12 lim-—r~ = 0.«->00 *2”

10.14 Ï S = 0
[(/7 + I)!]2 *

(/7 + 3)!
10.16 lim-— — 0

я - > с с  f l

10.18 lim-
/7

’(2« + 3)!

(2/7 + 3)!!
10.20 lim---------—

= 0

0̂ .
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Î Î -másala. X a« qaíor a  ning qanday qiymatlarida yaqinlash-
isbini aniqlang.

00

11.1 = j  1—«sin—
\C C

n )  '

11.3 ctn arctg— ln 1 + —
nJ.

.2 an = w“ |jn («2 + l)-21n«J ..11.2

11.4 a„

11.5 an =
f  i y  ig- ,
e n -1

4

11.7 a„ =

11.9 a„

(  I l  !—eos—
e" n - 1 ----

V n

Y

eos 1 yjn2 —n 

л/и n

11.13 a . .  = e2n - e o s — 
n

11.15 a„ =

11.17 a n -

s in -
n j

ln n + ln

n + 1 2
ln

и - 1  n - 1

11.6 a " ~

w-sm 
4 n

1 1 
— - - e o s — 

1 n
/

11.10 an

ln arctg- 
\  n J

-ln ig
ra;1

1-sin Я7?

2n2 +1

f 1 n 1 - f  0 '—  arctg— ■ 11.12 a« = eos—
\n  n ) l  «y

e - 1 + -
V

fl 1 1 — eos—
V «

11.16

- 2- 11.18 
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11.19
. 1 1 

/7 s i n — c o s — j=  
n  « л /3

\ a
11.20 an =

/  \<* 
'  Л  Я Пcos-

2n + 2

11.21

12-masala. Yaqinlashishga tekshiring.

12.1 E i " 1)
я+1 2« +1

n=i n ■ {n + l)

12.3 Z
( - 0

/7+1

^ 1п (и  + 1)' 

a ( -1 )" -2 /* 2
12.5

^2 П -П  +Л 

12.7 É  '

12.9 £

12.11 Z

„= 3/7 - ln ( /7  +  l ) '

(_ !)- . sin -4 ,
________ 2 y/7

л/З/7 +  l

(-1)"
t í /7 - ln (2 /7 ) ‘

12.13 Z
(-1) /7-1

t f ( »  + l)-2 2" 

(-1)
/7—Î

12.15 »=>(я +1^ ■

12.17 £
//=!

( - i ) " - ( ^ 3 )  

ln(w + 4)

12.2 Z H

12.4 Z

n+1 И
v 2 /7  +  1

В Т ____
^«•(lnlnw)-ln«

* (-1)"
126  § ( n  + l) lnn'

B8 y  H E L
h n - f l n  + 3

12.10 Z ( 1_)”‘cos
я
6/7

12.12 Z i - 1) " -^ -  

(-1)"

zi=i n

12.14 «=i cos —%= -л]3п + \пп 
3 sfn

12.16 Z H
" 2» - l  

3 n

(-1)"
12,18 § ( 2 и + 1)-22п+2 ‘
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12.W ЕНГ'7^
л=1 V «

.  Н " - * Т 7 =
12.21 V ____ 4У»

^  л/5и-1

« siniwV«)
12.20 X ( - l ) " — V 1 -

,/=1 Ил/И

13-masaIa. Quyidagt qatorlaming absolut 
yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

13.1
^,(/7 + 1)cos2tî 

h l j n 1 + Зи + 4

13.3 f  и г
t í l n 2(« + l) ^

13.5
Ä  arctg{-n )" 

¿ 0 /2 n 6+3n + l

А ( -1 Г '.1 п 2/1 
13.7 E

я=1 Z

13.9
со

V eo s3 n-arctg- 
t l

13.11
f  (-»)" 
à  (2«)! ‘

1-cos
yfñj

n + 1
и3 + 2

13.2 Z ln
ОС /  1 >

l + -7=
 ̂ \/и /
Г

в=1
• arc/g s i n /7 

«

sm
13.4

2« + — 
4

„=i и • \fn + 2

00

13.6 £
cos-71П

»=i (w + 2)^ ln3(w + 3)

ä ( - 1 ) "  . Я-
13.8 2 J^ = ¿- arcsm

«=i л/и 4и

13.10 2 > 3sisinw-e.-Æ
И=1
00

13.12 E (-0 " -(2 » )ü  
(„ + 1)я

,3 . I3  ¿ í z l H b l ) .
n=I и л / И +  1

oo »*(«+ l) , M2V“V « \—---- I  +П
13.15 E H  2 -^r— Tn=l J + n

13.14 «=1
1 1

----- - - c o s —
• 1 и»•srn- 

Ч И

COS Л'«.

У

13.16 Ê (-0"
i . iarctg~j=r -  arcsin-7=

V« л/и
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13.17 Z
(-1)" -sin3n

“ Í n • In (и + 1) • In2 (и + 2)
/

13.19 /7=1

sin??

v ^ 2
-s in

sin и

v i " 1)" , 1 13.18 E ^ - a r c / g — . 
t í  л/и 2«

со

13.20 Z " 2'008"^ /1=1
-Гп

13.21 Z-/1=1
J ” , + 3 . in

1
+ т

1

V и + 4и и

14-masala. Quyidagi qaíorlarni yaqinlashishga tekshiring.

«(«-O i
14.1 ZC"1) 2 '~r-

«=i л /и
14.2 Z

SIIIJJ

я=1 л/«

14.3 Z

14.5 Z

cos2h

f í  л/й

sin 2/7
£ í  л/2и '

■A cos3h 
14.4 2¿~Tr~~-

я=1 л/И

14.6 Z
eos И +

t í  ln2 (и + 1)

14.7 Z í'”1)
n eos2 2n sin"

, и

Гп /1=1

со « - ( / î - l )  1

14.9 Е Н Г * " " / 1
n=l VИ + 1

1 + -
V

14.8 V  (-1)" •-7= ¿ .
^  ; Æ - l  

( - 0 ”

14.11 Z ( - l)"+1-inn

14.10 Z
я=1

ce-

14.12 Z

„=1 л/и + 1

(- l)"+! • ln ln (n + 2)

14.13 Z

«=i л /и

( -О ’ ч

W=1 1п(и + 1)

п-i (и + 2j • л/и +1

со

14.14 Z cos/?=1
яг л

- + 7СП
. 1 •sm—. 

и
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14.15 Z í - 1)" 'M -c° s 4 -  • 14.16 Z ( - 0
«=1 v \ n  J «=i

yi+I 1

+ 1

VV n + 2 7t A  sin3 «
14.17 ZH) —t = = a r c t g - j = .  14.18 t— . 

«=1 sin + 4 V« „=1 yjn

14.19 Z sin«
„ = i  y f ñ  + sin«

A  sin 2« 1
i4 -21 § I Í R ^ ) - C0S«-

14.20 ZsinM«2+1)-./1=1 ' '

15-masala. Quyidagi qatorlar a  ning qanday qiymatlarida
a) absolut yaqinlashuvchi,
b) sharíli yaqinlashuvchi bo‘Iishini aniqlang.

15.1 Z
( - I ) " .«sin2" a

15.3 Z

«

sin2«-ín2«

15.2 £ ( - l )
,-i 2 " -eos'"a  

4~n ‘

( - i r

«=i n

15.5 Z ( - i r
/7=1

(2 « - l)ü
(2«)ü

15.4

15.6

//=1 V « + i+ ( - i) "

(-1)"

[ ^ + ( - 1 ) " '
a

(-1)"A a-(a-l)(a-2 )-...-F a -(« -l)] V .
15-7 g - „1 -  ■ 158 - [ » ln „ +(- l)-J

« sin —
15 9 V _____ 2.._

* ¿ í« ln “ (« + l ) '
15.10 ZC“1)"

//=1
2 + (-l)"

«- ln“ (« + 1)

15.11 Z ( - 0
w—1

»-i «

■A Sin« 
15.12 Z —— •

t í  «
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15.13 £ -
t í n - a

15.15 S  ,n-\ П
00

15.17 X ln/1=1

oo

S

H T
n — oc

(-1 r

y  (-1)" 
15.14 «=> *  (-1)"n H--------

i + ( - 1) "  

( " +1Г_ 

(-1)"

15.16 X
»=l

15.18 Ê H ”

(2/J+2)!!

•Jrf+n—l —Jr? —n+1

15.19 2 л + (-1)"

Г 1  COSи
15.,21 L - T - -

15.20
( - 1)"

л“2 £л21пл + (-1 )”

16-masala.
Tengîiklar isbotlansin.

'
г п 2и'1 +

ы 1

м. i nи=О

00

16.3 П  
//=1

00
Î6.5 П ™  г

= 2 . 16.2 П
* л3-1  2

н=2 Я +1 3

л  2
COS—— — —•2Л+1 „л

X sinx  
cos—  = ------.

»=! 

я 2

i6 Â

16.6 П(1«“)“ГГ-(М<1)-
п=0 I — Л

3 п 3 пл __ _____ _ i—1-[ J¡
16.7 "• 16'8 l i t 3 ^ -1  Зл + 1

___1
(2.и + 1)2

п  •  4л- (Vallis FT
16.9 2 П 4^2 _ 2  formulasi) * L j

oo

16 .11 п

2 л

"YS
л

' 7 '

И=1 V

2
i4п )  п

1—г 7 X 0'/3!Х
16.12 П сА̂ г=— •«>=1 ^ л
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Quyidagi cheksiz ko‘paytmaIarning yaqinlashuvchiligini isbotlang 
va ularning qiymatlarini toping.

r„* _ 4  JS- (2n + l)(2o + 7)
1614 U ( 2 »  + 3)(2n + 5)'

oo НГ
16.16 П 2 " •

16.13 П
n=3 n2 -1

16.15 П 1 +
и(я + 2)

Quyidagi cheksiz ko‘paytmalarni absolut va shartli 
yaqinlashishga tekshiring.

( - i f  ”1 + V—
16.17 П

ТГТ
16.19 11 r  ГТ̂Г-ll=2 у /п + {-1)

16.18 Пп=I
00

16.20 Пп-2

(-1 )"+ 
i + L - rл/И

( - 1)" 
1 + ̂ — 

1пи
эс

16.21 П
(-1)"i+ i- 4 -

-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu
A  3

qator yig‘indisini toping.

3

t \ 9 n 2 - 3 n - 2

< a" 9n2 - 3 n - 2  9( n + l ^ n _ 2 )  (Зя + 1 ) .(Зя -2 )  3#i-2 3n + l

1

1 1

=>s,, = X a*=Z
I

t íU A r -2  3ÂT + 1
1 = 1 -  1

4 4 7 7 10 3/7-2 Зй + 1 Зй + 1

Demak, S := lim Sn = lim 1 -
1

tt- > 00 n  Я -» с с  ^ Зи + 1

2.21-masala. Ushbu

= 1.>

5 n - 2

qator yig‘indisini toping.
n=2 ( и - 1 ) и ( и  +  2 )  ’
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< Birinchi navbatda bu qatoming umumiy hadini noma’lum 
koeffitsientlar usulidan foydalanib, sodda kasrlarga yoyamiz:

5 n - 2  1 ___2__ ( __1___n  (\_____L_1 = a +c
Q" (n - \ ) n ( n  + 2) n - 1 n n + 2 n )  vn " n + 2)

n n n i, n (  1 i 'x 1 i \

I  I_I  I_ I  i i )  ?( l_L I _ i  I _ i +I_I+ +1__L_l=
2 + 2 3 + 3 4 + '"+ n - l  n ) + [ 2  4 + 3 5 + 4 6 5 7 " ' «  n + 2)

1 -—l  + 2f —+ —---- -------- L . U _ i . _ _ 2 ____ 2 _ ^ S - limS . - | - 2 | . >
n)  1̂ 2 3 n +1 n+2)  3 n «+1 n+2 3 3

3.21-masala. Quyidagi
r̂—1 . cc . 3 cc > sm— r-sin——./■)/;+1 ryn+1/1=1 ^ ^

qatorning qismiy yigfindisi Sn va yigHndisi S ni toping.
< Bu masalani yechishda

sin x  • sin y  =  ̂  [cos (x -  y )  -  cos (x + j ) ] ;

formuladan foydalanamiz.
„ . CC . 3(X 1 cc cc
» = X sin^TTf’sin2*+T = 2^X cos^ F - cos^ t J =*=1 *=1

1  ‘

2
f a  a  a  a  a  cc a  1cos---- cos a  + cos— -  cos— + cos —r -  cos--^+... + cos— -  cos — -

2 2 2 2 2 2"  2"  1

acos----- cos a
2"

1 / \ . -> a
=>5 = 1^5 ,, = - ( l - c o s a )  = s in '—.> 

»->* 2 2
4.21-masala. Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi

an = —= = = =
Vw("  + 1)

00

bo‘lgan qatorning uzoqlashuvdii ekanligini isbotlang.
w=l

< Ma’lumki, 3 s  > 0  son topilsaki ,Vn0 e N  olinganda ham 
3n>n0 va butun /? > 0  sonlar mavjud bo‘lib,
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п+р

I " .
к=п

tengsizlik bajarilsa, unda X a» qator uzoqlashuvchi bo'ladi.
/7=1

Agar s  = 1 va p  = n deb olsak, unda V«0 e  N  olinganda ham 
Зи>о0 topiladiki va

2>*
g  1 1 1 1 t 
k=n y ] k - ( k  + 1 )  y ¡ n - ( n  + 1 )  ^ ( л  +  1 ) - ( я  +  2 )  y j(n  + p ) ( n +  p  + 1 )

_____________£ _____________ p  p  p=” П _  1 _  «

\j{n+p)(n+P + l) и+ p + l 2n+p 2n+n 3 ^O ^  X  ая qa

tor uzoqlashuvchi. >

5.21-masala.
2 + c o s ^ J ^

?  4 О
shiring.

qatorni yaqinlashishga tek-

< a., =
Í 2 + COS— 1л/й л  r

_ У  2 )  (2 + 1 W »

4/и7 «
. 4 .= i .  bo-lib, i > . - 3

Л  n=l и=1 n/*

qator yaqinlashuvchi, chunki - > 1 .  Unda taqqoslash alomatiga ko‘ra 

berilgan qator ham yaqinlashuvchi. >

< 6.21-masala. E  1_cos— qatorni yaqinlashishga tekshiring.

и
n

n 1
a „ = \ - cos— = 2• sin2 Agar b „ = -~  desak, ,t0 da a„=0*(¿„)

bo‘ladi. Darhaqiqat, M  (M czR )

00^ 00 J

- X~J -yaqinlashuvchi => taqqoslash alomatiga ko‘

30 00

S “. = Z«=1 11=1
1 -c o s

Я-
qator ham yaqinlashuvchi. > 
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п\
7.21-masala. ^ ( 2 п ) \ ^  5" 4aton“ yaqinlashishga tekshiring.
<i Dalamber alomatidan foydalanib, tekshiramiz.

tg-

n\ 1 
a" ~ (2n )\tS 5n ’

1 «!•(// + 1) 1
(ST^T

(/7 + 1)!
~ (2w + 2)!10 5"+1 ~ (2n)!• (2/7 + 1) • [2n + 2] 5

1
1 tg cn+l I

5 _ — lim —-—  = 0 < 1 :
a ~ »->*2-(2/2 + 1) . 1 10 »-»»2/7 + 1 

v ’ t g y

Berilgan qator yaqinlashuvchi. >
8.21-masala. |/  (x) -  f n (x)| < s  qatorni yaqinlashishga tekshiring.
<Koshi alomatidan foydalanib, tekshiramiz:

q -  lim ¡([ĉ  = —lim
/7—>CC 3  W-^00

n
\П + 1

\-W
= — lim

3 "->o°
/7 + 1

V /7 ;

Berilgan qator yaqinlashuvchi. >
1

-lim
3 /,->x

1+- = - < l = >
3

9.21-masala. X ( w + 5 )in2(7J + i) qatorni yaqinlashishga tek
shiring.

<Bu qatorni yaqinla:.hishga taqqoslash va Koshining integral

f  1—  = b„,n>2.
alomatlaridan foydalanib, tekshirami:

(и + 5) ln2 (/7 + 1) (и + 1) ln2 (« + 1) /7 - ln2 /7

1  Л  _ / чJ x jn 2 x ~ f ( x )  bo'lgani uchun Koshining integral alomatiga

CO

ko‘ra 'Yj^n qator yaqinlashuvchi va taqqoslash alomatiga ko‘ra
w=2

berilgan qator ham yaqinlashuvchi. >
10.21-masala. Quyidagi

(2/7-1)!! л 
lim-------- — = 0П-* 00 fj
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tenglikni qator yaqinlasMsbining zaniriy shartidan foydalanib, is- 
botlang.

{ 'У 1 ̂  Î f *
<Umumiy hadi an ■ " bo‘lgan Z û» qatorni yaqinlash-

n »=1
ishga tekshiramiz. Bunda Dalamber alomatidan foydalanamiz:

2d = lim  = )im
»->* (I W->*

-

(2и + 1)!! n"
= lim

Я-ЮС-

2w + l 1
(n + 1)"+1 (2/7-1)!!

; +' K J
= 7 <1=> 2 > n

yaqinlashuvchi => Qator yaqinlashishining zaruriy sharti, ya’ni
I
■ = 0 tenglik bajariladi. >

(2«-ÍH ! 
Im a„ = lim-------- '

И->00 й->00 y f
00

11 .21-masala. qator a  ning qanday qiymatlarida yaqin-
//=1

lashishini aniqlang.

a„ = (л/и + 1 -  л/и)* • ln
2w +  l 

2и -1  '

1 ■ —- О*
/  j лI—“Г г  n + l - n  

<¡ л/и + 1 -л /л  =-7===---- г =~Т==— г " 1""0 “7=
VÍI + 1 + -\]П у]п + \ + л]П \ \П

va

ln 2и + 1 
2и-1

= In 1 + -
2и -1

-О* -  =>АЯ=0*
\ п )

а

1+- 
\п  2 У

1 \  У &
Agar Ъ = ----- deb belgilasak, Z A  qator 1 + —>1, ya’ni or > 0

1+- n=l 2
П 2

CC

bolganda yaqinlashadi. qator ham n siV  da yaqinlashadi. >
n=l

M ! .  qatorni yaqinlashishga tekshirmg.12.21-masala. V  _______
y¡5n~]

< Bu qator ishorasi almashinuvchi qator bo‘lib, uning yaqin- 
lashishini Leybnis alomatidan foydalanib, ko‘rsatish mumkin.
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tg л

a„ =• A-Jñ deb belgilasak
y¡5n -\

со

1) V n e N  uchun an > an+l > 0 , ya’ni X м» (x)
n=l

n
_____i

W -> со "  //-> 0 0

va

д Г
2) lim a, = lim------------- т=—т = =

' —  " ■—  я- 4л/« • л/5/ î - l
= 0 -

4л/й
boladi => Leybnis alomatiga ко‘га berilgan qator yaqinlashuvchi. >

13.21-masala. Quyidagi
oo

I .

/7“ +3

| í +3 -lnV n +4/2 /2
qatorning absolut yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang

г1+в гa.
n +4n

•In

munosabatlar o‘rinli bo'ladi.

deb belgilaymiz. Unda quyidagi

к  p  
2

я2 +3 
/г4 +4/г

•In ' , + i N 
V и  У

n2 + 3/г2 1 2
4 “  2И Я TI

Т  qator yaqinlashuvchi => taqqoslash alomatiga ko'ra
„=1 n=\ П «

x0 e X  yaqinlashuvchi, ya’ni berilgan X a» qator absolut yaqinlashu-
/7=1

vchi. >
14.21-masala. Quyidagi

Ä  sin  2/2 1
>  ------- T---------T-COS —
” ¡'lnln(/Z + 2 ) /2

qatorni yaqinlashishga tekshiring.
<i Bu qatorning yaqinlashishini Abel alomati yordamida ani- 

j u _  sin 2n 
qlaymiz: «„=cos”  va ~~ lnln(// + 2) dek belgilab, Abel teore-
masining shartlari bajarilishini tekshiramiz:
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X) x0 ketma-ketlik monoton (monoton o‘suvchi) va chegaraian-

gan Í 0< cos—<1

y i , y i  sin 2 n 
2) ~ + ^ator Dirixle alomatiga ko‘ra yaqinlashu-

vchi bo‘ladi. Darhaqiqat, agar
1

a" ~ ln ln (» + 2) va K  = sin 2n
deb belgilasak,

a) | a„ | 4- va Vx0 e M  .
v-> . sin(« + l)-sinn , „

b) Bn -  ¿ b k = > sm2 k = ----------- -------- chegaralangan bo ladi
*-1 Sinl

( 1 I 00
l ^ l ^ ü ñ l j ^  Dirixlc alomatiga ko‘m qator yaqinlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan qator uchun Abel teoremasining shart-

lari bajarilar ekan => ¿ cos— qator yaqinla-
shuvchi. e> -  lnln(« + 2) „

Izofa. Bu misolni yechishda elementar matematika kursidan 
ma’lum boMgan ushbu

. (n + l)x . nx „ sin-------— sin —
5(x) = E  s in k x -—------2----------2 - ,  x * 2 m n , m e Z

*-i sjn *
2

formuladan foydalanildi.
15„21-masala. Ushbn

'Tp cos n 

11=1 «
qator «  ning qstiiday qiyniatlarida

a) absolut yaqinlashuvchi,
b) shartli yaqinlashuvchi boiishini aniqlang.

< Birinchi navbatda berilgan qator a  ning qanday qiymatlar- 
ida. yaqinlashuvchi boiishini aniqlaymiz. Bunda Dirixle alomatidan 
foydalanamiz. Agar

1
° « = “  va bn -  cos/i deb belgilasak

1) a  > 0 boMganda \an} i  va lim an = lim = 0," > «-»ec M—»00
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n + 1 n„ COS------ COS— 1
2 )B n= ^ j bk = : va I-®« I — j bo ladi. Dirixle

w  s in -  srn-
2 2

NT t A  COS«
alomatiga ko‘ra Z / 'A  - JL “  qator a > 0  bo‘lganda yaqinlasha-

n=i n=i p
di. a < 0  bo 'lganda esa bu qator uzoqlashadi, chunki a < 0 
bo‘lganda qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

cos«
Endi qatorni absolut yaqinlashishga tekshiramiz. na r f

A  1
2 j ~  umumlashgan garmonik qatorning « > 1  da yaqinlashuvchi

Yl I I
A  COS/I

bo‘lishidan a  > 1 da qatorning yaqinlashishini hosil qil-
arniz.

Endi 0 < a  < 1 boMganda berilgan qatorning absolut yaqinlashu- 
A  IcoshI

vchi emasligini, ya’ni 2_>— —  qatorning uzoqlashishini ko‘rsatamiz.
n=i n

IcosrI cos2 77 ]+ co s2 n  1 cos2«J------ L>---------------------- = ------+ -
2 na 2 na 2 na 

A  cos 2n
tengsizlik hamda 2-,' qatorning Dirbde alomatiga ko‘ra yaqin-

»=i
lashuvchi bolishi va x0 qatorning uzoqlashuvchi ekanligidan {Slt (.\-)|: 
qatorning ham uzoqlashuvchi ekanligini, taqqoslash alomatiga ko‘ra 
iS'„(x)= qatorning uzoqlashuvchiligini hosil qilamiz.

A  cos«
Shunday qilib, —5“  qator

n=i n
a) a >  1 da absolut yaqinlashuvchi,
b) 0 < or<1 da shartli yaqinlashuvchi bo'lar ekan.o

16.21-masala. Quyidagi



cheksiz ko‘paytmam absolut va shartli yaqinlashishga tekshiring.

d _i i  H )" " ' (_1)”+1 4° punktga ko‘ra berilganr n —1 “* :— — 1 + —> u„ — - .

cheksiz ko‘paytma absolut yaqinlashuvchi bo'lishi uchun qa-
n-l

toming absolut yaqinlashuvchi boiishi zarur va yetarli.

(-■)'
Z k l =  I1

* 1 [yaqinlashuvchi, p > \ ,  

~ np [uzoqlashuvchi, p < \ .

Cheksiz ko‘paytmani shartli yaqinlashishga tekshirishda 4° — 
punktdagi 5-teoremadan foydalanamiz.

Unga ko‘ra cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun
00 00

"Yaar. qator yaqinlashuvchi bo‘lgan holda X a» qatorning yaqin- 
««1 «=1 

lashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli edi.
» co i

= X  p qator p >  0 bo£lganda Leybnis alomatiga ko‘ra 
«=i ,,=i n 

yaqinlashadi.

an >0 qator esa — da yaqinlashadi, da esa uzoq-

nn=1
1 , ( - r 1

lashadi.
Shunday qilib, berilgan

cheksiz ko'paytma
a) p >  1 da absolut va

5) I  < p  < i da yaqinlashadi. >
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7-§ . 6-M USTAQIL ISH  
Funksional ketma-ketliklar va qatorlar

Funksional ketma-ketlik tushunchasi.
Funksional ketma-ketliklarning yaqinlashishi va tekls 
yaqinlashishi.
Funksional qator tushunchasi.
Funksional qatorlarning yaqinlashishi va tekis yaqinlashishi. 
Funksional qator yig‘indisi va funksional ketma-ketlik 
limitining xossalari.
Darajali qatorlar.
Teylor qatori. Elementar funksiyalami Teylor qatoriga yoyish. 
Darajali qatorlarning tatbiqlari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar 

1°. Funksional ketma-ketliklar, ularning yaqinlashishi 
va tekis yaqinlashishi.

X c z R  to 'plam  berilgan bo‘lib, unda

funksiyalar aniqlangan bo'lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ket- 
ma-ketlikka X  to'plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi 
va u {/„ (x)} kabi belgilanadi:

{/»(*)} 2 (*),•;•,/„ ( * ) , -  ( i)
f„(x)  ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi. 

Ixtiyoriy x0 e X  nuqta olib, ushbu
{ / , W | ^ W . / 3W v , / , W -  (2)

sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yaqin- 
lashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, {/„(x)} funksional ketma-ketlik 
x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa 
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deb 
ataladi.

{/„(*)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqta- 
laridan iborat M  (M  c  R) to ‘plam {/„ (x)} funksional ketma-ket
likning yaqinlashish sohasi deyiladi. =>VxeA/ uchun ushbu
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lim /„ (x )-3  bo‘ladi. Agar Vxe M  uchun unga mos keluvchi 
ni mos qo‘ysak, ya’ni

/ :x - > l im /„ ( x )
//->oo

bo‘lsa, unda M to ‘plamda aniqlangan f ( x )  funksiya hosil bo‘ladi. 
Bu f { x )  funksiya {f n (x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyila- 
di. Demak,

« £ / . ( * ) - / ( * )  ( » « )  (3)
Ta’rif. Agar \j'e > 0 son olinganda ham 3w0 = n0 (e) e N : V« > n0 

va V xeM  uchun

| / ( * ) - /» (* ) !< *  (4)
tengsizlik bajarilsa, {f n (x)j funksional ketma-ketlik M  to'plamda 
f  (x) limit funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi va f n (x) ^  /  (x) 
(x e M ) kabi belgilandi. Aks holda, ya’ni 3£0 > 0 V n e N  olingan
da ham 3m > n  va 3x0 e M lar mavjud bo'lsaki

| / ( * o ) - / „ ( * o ) | ^ o

tengsizlik bajarilsa, {f n (x)} funksional ketma-ketlik M  to ‘plamda 
/ ( x )  limit funksiyaga tekis yaqinlashmaydi yoki notekis yaqin
lashadi deyiladi.

1-teorema. (x)j funksional ketma-ketlikning M  toplamda 
/ ( x )  ga tekis yaqinlashishi uchun

S“ ^ p | / ( x ) - / » ( x ) |  = °  (5)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
2-teorema. (Koshi kriteriyasi). {/„(*)} funksional ketma-ketlik- 

ning M  to ‘plamda / ( x )  ga tekis yaqinlashishi uchun quyidagi 
shartn ing bajarilish i zarur va yetarlid ir: V«r>0 uchun  
3n0 = n0 ( f )  e N : \ / n > n 0 va v  butun p >  0 sonlari hamda barcha 
x e M la r  uchun

\ f n+P { * ) - f n { x ) \ < £  ( 6 )

tengsizlik bajariladi.
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3-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar 3{an} sonlar ketma- 
ketligi mavjud bo‘lib,

1) \ / n e N  uchun a >Ova lima„ = 0;
"  /7—>co

2) V xeM  va barcha n <=Nlai uchun
\fn+P{x )~  f n(x)\<°„

bo‘lsa, unda M  to ‘plamda f n ^  / ( x )  bo‘ladi.

2°. Funksional qatorlarning yaqinlashishi va tekis yaqinlashishi.
Biror X c z R  to ‘plamda {«„(x)} funksional ketma-ketlik be- 

rilgan bo‘lsin. Quyidagi

w,(x) + w2(x) + ... + w„(x) + ...
00

ifodaga funksional qator deyiladi va u X w»(*) kabi belgilanadi.
/7=1

00

1l >uS xo ) =  z / , ( x )  +  w2 ( x )  +  ... +  i / „ ( x )  +  ... ( 7 )
/7=1

w, (x),w2(x),...,w„(x),... larga funksional qatorning hadlari, un (x) 
ga esa funksional qatorning uraumiy hadi deyiladi.

Ixtiyoriy x0 e X  nuqta olib, ushbu
oo

X X  (*) = wI (x0) + w2(x0) + ... + w„(x0) + ... (8)
/7=1

sonli qatomi qaraymiz. Agar bu sonli qator yaqinlashuvchi (uzoq-oo
lashuvchi) bo lsa, X X ( x) funksional qator x0 nuqtada yaqinla-

/7=1

shuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa funksional qatorn
ing yaqinlashish (uzoqlashish) nnqtasi deb ataladi.

00

X M»(*) funksional qatorning barcha yaqinlashish nuqtalaridan
/7=1

iborat M  (M .czR ) to ‘plam bu funksional qatorning yaqinlashish
ao

sohasi deyiladi. => Vx0 e M  nuqta olib, Y ju« (xo) sonli qatorni
//=1

ko'rsak, u yaqinlashuvchi boladi. Lining yig‘indisini &(x0) deb
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belgilaymiz. Xuddi shunga o‘xshash V x eM  olib, unga Z X ( x)
«=1

qatorning yig‘indisini mos qo‘ysak, u holda M to ‘plamda aniqlan- 
gan •S'(x) funksiya hosil bo‘ladi. Bu 5'(x) funksiya (7)-funksional
qatorning yig‘indisi deyiladi:

00

S (*) = (*) = (x) + u2 (x) +... + (x) + ...
Ushbu

n
Sn{x) =  “*(*)’ « = 1,2,...i=I

yiglndilarga (7)-funksional qatorning qismiy yig‘indilar deyiladi. 
Shunday qilib, (7)-qatorga mos keluvchi

{^« (x)}: ( x ) ,^  (x ),...,S n (x),... (9)
funksional ketm a-ketlikni hosil qildik va aksincha, (9)-qismiy 
yig‘indilari ketma-ketligi berilgan holda har doim hadlari (7)-funk- 
sional qatorning hadlariga teng bo‘lgan quyidagi

(x) + [S 2 (x) -  (x)] +... + [S„ (x) -  Sn_{ (x)] +...

funksional qatorni hosil qilish mumkin. => Agar (9)-ketma-ketlik 
x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘lsa, u holda (7)-qator 
ham x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘ladi va

iS,(x) = lim1S' (x)
V W—>00 v 7

tenglik bajariladi.
Demak, funksional qator yoki funksional ketma-ketlikdan bir- 

ining xossalarini batafsil o ‘rganish yetarlidir.
Ta’rif. Agar (7)-funksional qatorning qismiy yig‘indilaridan tuz- 

ilgan funksional ketm a-ketlik M to 'p lam da qatorning
yig‘indisi S(x) ga tekis yaqinlashsa, unda (7)-funksional qator M 
to'plamda tekis yaqinlashadi deyiladi.

oo

r« (x ) = ~ Sn (x) = ^  nk (x) ¿g)-, belgilaymiz.
k=n+1

1-teorema. (7)-funksional qatorning M  to ‘plamda tekis yaqin
lashuvchi bo lish i uchun
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limSw/?k(x)| = 0 ( 10)
n->cC xejtf

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
2-teorema. (Koshi kriteriyasi). (7)-funksional qatorning M  

to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi b o ‘lishi uchun quyidagi shartning 
bajarilishi zarur va yetarli: V f > 0 uchun 3«0 =n0( s ) e N : V n > n 0 
va v  butun p >  0 hamda barcha x<=M lar uchun

n+p

I X ( * ) < e  ( i i )k=n
bo ‘ladi.

Natija. (Funksional gator yaqinlashishining zaruriy sharti). Agar 
(7)-funksional qator M  to ‘plamda tekis yaqinlashsa, u holda shu 
to ‘plamda un (x) ^  0 bo‘ladi.

3-teorema. (Veyershtrass alomati). Bizga funksional vaw=l
00

2 > « ,  « „ ^ 0  (12) 
»=1

sonli qator berilgan bolsin. Agar Vx e M  uchun
|m „ ( x ) | <a„, n = 1,2,...

co

tengsizlik bajarilsa va (12)-sonli qator yaqinlashsa, unda X X  (x)
n-\

funksional qator M  to ‘plamda absolut va tekis yaqinlashadi. 
Aytaylik, ushbu

(13)
«=1

funksional qator berilgan bo'lsin.
4-teorema. (Dirixle alomati). Agar
1) har bir x& M  uchun {«„(*)} monoton va M  to ‘plamda a„ (x)

0 ga tekis yaqinlashsa;
2) i x) = '¿J>k (x) qismiy yig'indilar M  to ‘plamda biigalikda che- 

garalangan y a ’ni s k  Vxe M  \B„(x)| -  K  b o ‘lsa, u holda (13)-

qator M  to ‘plamda tekis yaqinlashadi.
5-teorema. (Abel alomati). Agar
1) har bir x e M  uchun {a,(x)} monoton va {a„(x)} ketma-

211



ketlik M  to ‘plamda chegaralangan;
00

2) X A  (*) funksional qator M  to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi 
bo‘/sa, unda (13)-qator M  to ‘plamda tekis yaqinlashadi.

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik 
va qatorlarning xossalari

Funksional qatorlarda (ketma-ketliklarda) shuni ta’kidlash lozimki, 
ulaming har bir hadi uzluksiz bo‘lgan taqdirda ham qatoming yig‘indisi 
(ketma-ketlikning limit funksiyasi) uzluksiz bolishi shait emas.

S X2
Misol. ^  + x2 )" funksional qator berilgan bo'lsin. Bu funk-

x2
sional qatorda u„ (x) = 7 —-e  C(-°°,+o°) _ Berilgan qatorning

(l + x2)
yig‘indisi topamiz:

i-=0 (1 + JC ) 1+l + x2+- + (i + ̂ )"
> S (*) = lim (x) =

0,x = 0. 
x2 + l,x*0

Bu teng likdan  k o 'rin ad ik i = j ^ ( * 2+ 1) = 1 va
5'(0) = 0=>,S'(x) funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz emas. Berilgan 
qator uchun ushbu

00 со

munosabat o ‘rinli. >
Tabiiy savol tug‘iladi: qanday shartlar bajarilganda funksional 

qatorlarda hadlab limitga o ‘tish, ularni hadlab differensiallash va 
integrallash mumkin?

Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.
Bizga M  to ‘plamda yaqinlashuvchi (7)-funksional qator berilgan 

bo‘lib, bu qatoming yig‘indisi £ (х ) bo‘lsin.
1-teorema. Agar V ne N uchun и „(х )еС (М ) bo‘lib, (7)-qator 

M  to ‘plam da tekis yaqinlashsa, S ( i) e C (M )  b o ‘Iadi, y  a ’ni 
Vx0 e  M  uchun

00 10 CO
lim S (x)=  l i m £  w„W = Z ! ™ M« W  = Z M«(xo) = ̂ ( xo)

0 x~+x° „=1 »-1 11 n=1
tenglik bajariladi.

212



Agar M to‘plamda yaqinlashuvchi (l)-funksional ketma-ketlik 
berilgan bo‘lib, / ( x )  funksiya uning limit funksiyasi bo‘lsa, unda 
quyidagi teorema o'rinli bo‘ladi.

2-teorema. Agar f ,  (x) e C ( M ) ,  « = 1,2,.. bo ‘lib, M  to ‘plamda 
fn (x ) :  /  (x) bo ‘Isa, / ( x ) e C ( M )  bo‘ladi.

3 -teorema. Agar (l)-funksional qator M  to ‘plamda tekis yaqin
lashuvchi va x0 nuqta M  to ‘plamning limit nuqtasi bo‘lib,

limw„(x) = c„(« = I,2,...)
X - T X q

bo‘Isa, u holda
oo

I X  =c1+c2 +... + cn+...
m=1

qator ham yaqinlashuvchi, uning yig‘indisi C esa S(x)  ning x -> x 0 
dagi limitiga teng bo‘ladi:

j™sw- «.w=S£“.w=Z‘'.=cU H=1 /1=1 w //=1
Faraz qilaylik, \a,b\ kesmada yaqinlashuvchi (7)-funksional qator 

berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi S(x)  bo‘lsin.
4-teorema. Agar (7)-qator [a,b] kesmada tekis yaqinlashuvchi 

bo‘lib, un(x)&C\a ,b]  (« = 1,2,..) bo‘lsa, u holda quyidagi
b b b 

jm, (x) dx + jw2 (x) dx + ... + (x) dx
a a a

b

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi Js(*)<& ga teng 

bo‘ladi:

 ̂  ̂ 00 'x' ^
I S(x)clx=  j  2 > „ (x )  dx = Y s \ uA x) d x .
a a L «=1 J «=1 a

Izoh. 4-teoremadagi (7)-qatoming tekis yaqinlashuvchanligi sharti 
yetarli shart bo‘lib, u zaruriy shart emas, ya’ni ba’zan tekis yaqin- 
lashmaydigau qatorlami ham hadlab integrallash mumkin.

{  \ i 'N
(0 < x < i) funksional qator berilganMisoL !Lj

4=1

bo'lsin.
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■' ' t i l  J [ l - x , 0< x < l
S. (x)  [0,1] da S(x) ga tekis yaqinlashmaydi, lekin

Js(x)<fc = J (l-*)<& = !  va 'Z \u „ {x)dx =
0 n=l 0

I f  1 l y f l ___ i _ V i limy f i ___l _ )  =
2f^n(n + l) 2 ^ 1 «  n + l )  2 ¿ + iJ

um I

= z x2"+l - x 2"'1 | dx

n + l j  2
i 00 1 J  CO

Demak, j s ( x ) d x  = £  Jun(x')dx = - ,  lekin X X  (x) Qator [°^]
o 11=1 0 n=l

kesmada tekis yaqinlashmaydi. >
5-teorema. Agar (7)-funksional qatorning har bir un(x) hadi 

[a,b] kesmada uzluksiz un (x) hosilaga ega b o ‘lib,

(14)

funksional qator [a,b\ da tekis yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda berilgan 
(7)-qatorning y ig ‘indisi S(x)  shu [a ,6] da S ’(x) hosilaga ega va

S'(x)  = IX  (x) :Z « „  (x)
n=\

tenglik oYmli b o ‘ladi.
Izoh. Bu teoremada ham (14)-funksional qatorning tekis yaqin- 

lashuvchanlik sharti yetarli shart bo‘lib, zaruriy shart emas.

1-ta ’rif. Quyidagi
4°. Darajali qatorlar

Xa«(x-xo)*«=o
(15)

k o ‘rinishdagi funksional qatorga darajali qator deyiladi. Bu yer- 
da a},a2,...,a tt,...,x0 lar o ‘zgarmas haqiqiy sonlar.

Agar (15) da % = x - x 0 deb belgilash kiritsak,



î > . r  (16)
/7=0

darajali qatorga kelamiz. Demak (16)-ko‘rinishdagi darajali qator- 
lam i o‘rganish kifoyadir.

1-teorema. (Abelning birinchi teoremasi). Agar
00

= a 0 + alx + a2x2 + ...+ a nx" + ... ( 17)
/7=0

darajali qator x ~ x o ^ 0  nuqtada yaqinlçshsa, u holda qator x  ning 
jx| <|x0j tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida absolut ya -  
qinlashuvchi bo ‘ladi.

Natija. Agar (17)-qator x = x0 nuqtada uzoqlashuvchi bo‘lsa, u

holda bu qator ||x |> |x 0|} da ham  uzoqlashuvchi bo'ladi.
00

2 - ta ’rif. Agar darajali qator {¡x|<Æ} da yaqinlashib,
/7=0

{jx| > R} da uzoqlashsa, u holda shu R >  0 soniga darajali qatoming 

yaqinlashish radiusi, ( -R ,  R) oraliqqa esa yaqinlashish inîervali 
deyiladi.

2-teorema. Ixtiyoriy darajali qatoming yaqinlashish radiusi R 
mavjud bo ‘lib, bu qator ||x | < /? | da absolut va Vr <Ruchun  |jx j< r] 
da tekis yaqinlashadi.

Izoh. Darajali qator yaqinlashish oralig'ining chegaraviy x = ±R 
nuqtalarida yaqinlashish i ham , uzoqlashishi ham mumkin. Darajali 
qatorni bu nuqtalarda alohida tekshirish lozim.

Darajali qatoming yaqinlashish radiusini quyidagi teoremalardan 
foydalanib, topish mumkin.

3-teorema. (Dalamber). Agar

R = lim

a ,.

a„.

a,.

mavjud bo isa , u holda 

(18)
WrfW f j

/7+1

bo ‘ladi.
4-teorema. (Koshi). Agar l im ^ ô j  mavjud bollsa, u holda
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bo ‘ladi.
5-teorema. (Koshi-Adamar) Agar R soni (17)-darajali qatorning 

yaqinlashish radiusi b o ‘lsa, u holda

n 1
limWiöj (20)
w-»oo * 1 1

formula (Koshi-Adamar formulasi) o‘rinli bo‘ladi.
Darajali qatorlar quyidagi xossalarga ega.

6 -teorem a. D arajali qatorning y ig ‘indisi £ (*) yaqinlashish  

oralig‘iga tegishli b o ‘lgan y  nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.
7-teorem a. (Abelning ikkinchi teorem asi). Agar (17)-qator  

x ~ R  ( x - - R )  nuqtada yaqinlashsa, unda bu qator [0;i?] 
kesmada tekis yaqinlashuvchi b o ‘ladi.

Natija. Agar (17)-qator x  = R (x = -R )  nuqtada yaqinlashsa, u 

holda •S'(x) y ig ‘indi [0; /?] kesmada uzluksiz b o ‘ladi.
co

Endi ! > . ( * - * )  ko‘rinishidagi darajali qatorni ko‘ramiz. Bu
/7=0

CO

qatorning yaqinlashish radiusi qatorning yaqinlashish radi-

usini hisoblash formulalari yordamida topiladi, faqat bu yerda ya

qinlashish oralig‘i ||x  -  x01 < i?} = (x0 -  R,x0 + R) interval bo'ladi.

8-teorema. Agar R > 0  soni quyidagi
CO

f ( x ) = ' E a,.(x ~ xoT (2 i)
/7=0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi bo ‘lsa, u holda
1) f { x ) funksiya (x0 - R ,  x0 +R)  intervalda ixtiyoriy tartibli 

hosilalarga ega bo ‘ladi va u hosilalar (21)-darajali qatorni hadtab 
differensiallash yordamida topiladi;

2) bu qatorni V [a,6 j c  (x0 - R ,  x0 + R )  oraliqda hadlab integral- 
lash mumkin.
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3) (21)-darajali qatorni hadlab differensiallash yoki integrallash- 
dan hosil bo ‘lgan yangi qatorlarning yaqinlashish radiuslari ham (21)- 
qatornning yaqinlashish radiusi R ga teng bo ‘ladi.

Izoh. Agar / ( x )  funksiya (21)-tenglik yordamida ifodalanib, 
r >  o bo‘lsa, u holda / ( x )  funksiya x0 nuqtada (aniqrog‘i, x0 
nuqtaning atrofida) analitik funksiya deyiladi. 8-teoremadan anali- 
tik funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. 
Lekin, ixtiyoriy cheksiz differensiallanuvchi funksiya analitik bo‘lishi

(  1 ^shart emas. Bunga misol tariqasida / ( x )  = exp — j  funksiyani
\  x /

olish mumkin.
9-teorema. Agar f  (x) funksiya x0 nuqtada analitik bo ‘Isa, y a ’ni

/ ( * ) = £ « « ( * - * o)8
«=o

tenglik x0 nuqtaning biror atrofida o ‘rinli bo ‘lsa, u holda
/•(«)

a„ - — = 0,1.2,..
77!

bo'ladi, y a ’ni
M /(") Y

/ ( x) = £  ~ z r ( x ~ x<yn=0 n-
tenglik ham x0 nuqtaning o ‘sha atrofida o ‘rinli bo ‘ladi.

5o. Teylor qatori. Elementar funksiyalarni 
Teylor qatoriga yoyish

Ta’rif. Faraz qilaylik, f  (x) funksiya x0 nuqtaning biror atrofida 
aniqlangan va shu nuqtada ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega bo‘lsin. 
U holda quyidagi

* A») v
É  ^ r ( x - xo)" (22)«=0 ^ •

qatorga f ( x )  funksiyaning jt0 nuqtadagi Teylor qatori deyiladi.
Izoh. (22)-qatorning yig‘indisi har doim ham / ( x )  bilan ust- 

ma-ust tushavermaydi.

Masalan, /(■*) = exp — ^ funksiya uchun barcha hosilalar
\  x j

yM (o) = 0 va (22) qatorning yig‘indisi 0 ^  / ( x )
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Lekin ba’zi bir shartlar bajarilsa ular orasida tenglik o ‘matish 
mumkin.

Teorema. (Teylor). Faraz qilaylik (xQ- h , x 0 +h)  intervalda f  (x) 
funksiyaning o'zi va barcha tartibdagi hosilalari birgalikda chegara- 
langan b o ‘Isin, ya ’ni 3M  > 0 : Vxe (x0 - h , x 0 + h) uchun

tengsizlik bajarilsin. U holda (x0 - h ,  x0 + h) oraliqda /  (x) funksi- 
ya Teylor qatoriga yoyiladi, ya’ni

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Agar Teylor qatorida x0 = 0 bo‘lsa, u holda hosil bo‘lgan qa- 

targa Makloren qatori deyiladi.
-  Endi asosiy elementar funksiyalarning Makloren qatoriga yoyil- 

malarini keltiramiz.
00 -vrt v “ v 3

1. «* =

/ w (x )< M , n = 0,1,2,3,...

(23)

5.
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6°. Darajali qatorlarning tatbiqlari

a) Darajali qatoriar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
Aytaylik,

y" + p { x ) ÿ  + q ( x ) y  = f ( x )  (24)
differensial tenglamaning ushbu

y (x 0) = y 0, y '(xo) = y l, (25)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qi- 
linsin.

Agar p ( x ) ,  q(x),  f ( x ) funksiyalami x0 nuqtaning biror atrof- 
ida shu funksiyalarga yaqinlashuvchi

£ c „ ( x - x 0)n
//=0

ko'rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, unda yuqoridagi Koshi ma- 
salasi yagona yechimga ega bo'lib, uni

oo

H * ) = X X (* -* o )"  (26)
/7=0

ifodalash mumkin. (26)-qatordagi noma’lum an koeffitsientlarni 
topish uchun (24)-tenglamadagi y,  ÿ ,  y", p , q, f  lar o‘rniga ul- 
arning yoyilmalari olib borib qo'yiladi va noma’lum koeffitsientlar 
usulidan foydaniladi.

Misol.
y " - x y  = 0 (27)

tenglamaning ushbu
^(O )- 1, / ( 0) = 0 (28)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
<1 (27)-tenglamaning yechimini

00

y  = H anx" (29)
/7=0

ko'rinishda qidiramiz. Unda

/  = f >  ( r  -  i) anx"-2 = 2a2 + Y j (n + 2)(n + \)a„+1x \
/7=2 /7=1

xy = x ■ £  a„xn = £  a„x"+] = ]T an_lX"
//=0  /7=0 /7=1

bo‘lib, (27)-tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
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2ö2 + £ ( «  +1 ){n  + 2 )a n+2x" = ,x".
/7=1 77=1

Bu tenglikdagi x ning mos darajalari oldidagi mos koeffitsient- 
lami tenglash yordamida

a2 = 0, (n + !)(« + 2 )an+2 = an_x, n e N  (30)
rekkurent formulani hosil qilamiz. a2 = 0 bo‘lganligi sababli bu 
rekkurent formuladan a5 = 0 , as = 0  va umuman

a3n-\ = 0, n e N  
ekanligini topamiz. Shu formuladan yana

”  (2 ■ 3) • (5 - 6) ■ [ ( 3 «  -  l)3n] ’

_  ___________________________ Og____________________________

Chn+l (3 • 4) • (6 • 7) ■ •  [3« • (3« +1)] ’ 
tengliklar o'rinli bo'lishi kelib chiqadi. (28)-shartlar va (29)-teng- 
likdan =>a0 = l,a , = 0.

Demak, (27)-tenglamaning (28)-shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimi quyidagi ko'rinishga ega ekan:

y  = l +
X 3n

2-3 + (2 -3 )-(5 -6 ) 'r '" ‘r (2 -3 )-(5 -6 )-...-[(3n -l)-3« ]
b) Darajali qatorlar yordamida integrallarni hisoblash.
Integrallarni hisoblashda ham integral ostidagi funksiyani dara

jali qatorga yoyish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
Misol. Ushbu

integral hisoblansin.
. < Awalgi punktdagi ln(l + x)ning Makloren qatoriga yoyümasi- 

dan foydalanamiz:

E i - 1)'
/7+1 -T

/7
dx= j 

1

K - O
17=1 

1

/7+1 x
/7=1 0 n

= V  i z l l l  = V  _ _ i _  _ _L V  _L = ±_ 
t !  n2 4 t t n 2 8 24 12
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Izoh. Sonli qatorlarning yig'indilarini hisoblashda ko‘p hollarda 
quyidagi tengliklar katta yordam beradi.

Yuqoridagi misolni yechishda (33) va (32)-tengliklardan foy-

1. Funksional ketma-ketlik tushunchasi.
2. Funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi tushunchasi.
3. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi ta’rifi.
4. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.
5. Funksional qator tushunchasi.
6. Funksional qatorning yaqinlashishi tushunchasi.
7. Funksional qator tekis yaqinlashishining ta’rifi.
8. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.
9. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy sharti.
10. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi haqidagi Veyershtrass alomati.
11. Dirixle alomati.
12. Abel alomati.
13. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.
14. Funksional qator yig'indisining uzluksizligi.
15. Funksional qatorlarni hadlab integrallash.
16. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash.
17. Darajali qator tushunchasi.
18. Abelning birinchi teorsmasi.
19. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish oralig'i.
20. Darajali qator yaqinlashish radiusini topish uchun Dalamber formulasi.
21. Darajali qator yaqinlashish formulasini topish uchun Koshi formulasi.
22. Koshi-Adamar formulasi.
23. Teylor qatori va Teylor teoremasi.
24. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish.
25. Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
26. Darajali qatorlar yordamida integrallami hisoblash.

m (2« - 1)" 8

(31 )

(32)

(33)

f ( - r ‘
^  At t  2 / i - l  4

(34)

dalanildi.

Nazorat savollari
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-B -
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 

1-masala. {/„(*)} funksional ketma-ketlikning M  to‘plamdagi 

limit funksiyasini toping.

1.1 /„  (x) = x" -  3xn+2 + 2xn+\ M  = [0;l],

1.2 / , ( * )  =
nx

x + 3n + 2
, M - [ 0;+oo).

1.3 M = R '

1.4 f n(x) = (x -\)a rc tg x n,M  = (0;+co].

1.5 f n{x) = ? l u 7 ,  M  = [0;2].

nx , , n
1 6

1-7 f n (*) = sin" x ,M  = [0\ n \

1.8 /.(*)=
In2 n + x2

21n2« + x2 +xlnw 

TC

,M  = (0;+oo).

1.9 f n (x) = Vxsinx,M  = o;-

7t _ K  

~2’ 21.10 f n{ x ) = 4 c o s x , M  =

1.11 f n( x ) = n 3x2 -e-nx, M  = [ 0;+oo).

,M  = (0;+co).1.12 f „ ( x ) = n
1

X" + ----- X
n

1.13 f „ ( x ) = n  x" — 1 , M - \ i;3].
V

1.14 f n (x) = narctgnx2,M  = (0;+oo).
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1.15 /„ (* )= «
C l  ±Л

X" - X 2"
4 y

,M  = (0;+oo).

(  2 Y
1.16 / „ ( x ) = î |1 + ^ " + ^ y J  ,M = [0;+oo). 

sin W x r 4
I -17 / . М - ц Т и ) - " “ 10-4“ *'

1.18 / , ( i ) = - r ^ - T O ''< ;i g Æ ,M  = [0;+co).

1.19 / „ ( * ) = '“
r \cos их

1 + ,M  =  [0;+oo).
V л/и + х,

1.20 / , ( x ) = ^ . x - e 'Æ ,M  = [0;+oo).

1.21 / , ( * )  = ln
^ „ 2̂   ̂

3 +  n e  
V « V * ! ,

,M  = [0;+oo).

2-masala. Berilgan funksional ketma-ketlikni ko‘rsatilgaii 
oraliqda tekis yaqinlashishga tekshiring.

2.1 /„ (x )=  —ln—;0 < x < l.  
Jny > n n

2.3 /„ (x) = e-(v_")2 ; - l  < X < 1.

2.5 / и( х ) = ^ - 1);о < х < 1.

1
2.2 / , (x )=  x";0 < x <  4

2-4 /„ (x )=  x” -x " +1;0 < x < l.

2.6 /„ (x )=  x";0 < x < l.

2-7 /« (x) = xarctgnx, 0 < x < +00. 2.8  /„ (x) = *" -  x2n ; 0 < x < 1.

2.9 f ,  (x) =  arctgnx; 0 <  x < +oo. 2.10 / „  (x) =  —~  ; 0 < x < +oo.

. x их
2 .1 1  Л (x )  = sin—;-o o < x < +00. 2 .1 2  /„ ( x )  =  — —  ; 0 < х < 1 .

„ / 4 sinnx , . x
2.13 Л (*) = ------ ;-oo<x<+co. 2.14 /„(*)=—— ;0<x<l-e,e>0.

x"
1+У'
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2.15 / я(х)= '»()р ~ - ^ ] ;о < ^ < + 00- 2.16 f „ ( x ) = - ^ - , \ - s < x < \ + s , s > o .

2.17 f , ( x ) =  х 2 + - ^ ; - 0 0 < х < + 0 0 ' 2.18 f , ( x )  = - I - 17; 2 < x < + c o .
1 + x"

2.19 f n( x ) ^ v ^ J ; \<x<+^.  2.20 / п( х ) = 7^ у ;0^х<1 .

2.21 fn (*) =

1 + n2x2 
n + x

1 + n X

П + Х + л/ПХ
,a)0 < x < +00,6)0 < x < 1.

3-masaIa. Veyershtrass alomatidan foydalanib, berilgan 
funksional qatorlarni ko‘rsatilgan oraliqlarda tekis 

yaqinlashishini ko‘rsating.

3.1 t a r c t g j f - ; \ x \ < +œ.

3.3 Z h
n= 'l V rain2 Л

; | x | < 3 .

3 .2  “ ; 0 < x < + o o _
и—1

V^sinwx I ,
3.4 Z“ H*I<+00-„=■1 «л/га

A  COS77X i i
3.5 Z — T-HX <+OT-t í  П

3.6 Z sin их

w—1 i f n 4 + Х 4
■; x  <+oo.

3.7 I ~ ; W < 2-
«=1

3.8 -  < x  < 2. 
2

V1 ^  I I
3-9 § T w 7 ;H<+c0'

-  i - iV
3.11 Z-M~;~2<x<+C0-W=1 * + ¿

» Í - 1)""1
3.13 Z  ....~r-z-; 0 < x < +  CO.

n=I х + л/га

зло Znj\  1 + ra4x2
; 0 < x < + o o .

3.12 Z 7 7 7 ^ 00<x<+00-w= 1 Л -*■ n

« m w
3.14 Z ^ O ^ ^ l .

и=] л/га

3.16 X;^ (x + 2«-l)-(x+ 2«+ l)
;0<x<+oo.
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3 . 1 7  j e  s in  ~  arctg ~j 2x-~- ; —00 <  л  <  +C0. 3 Д 8  Z lnn=l V« - . -x + n
1+- кх

2 + и3.т2
; - о о  <  x  < -i-со.

А, ( х - 1)"
3 1 9  5 ( 5 ^ l K ;- 1 S ít< 3 '

А  /7 In ( 1 + пх)
3 . 2 0  X ------- Ч ------- - , 2 < х < + о о .

3 . 2 1

оо

E i "Л=1
1 +

п ■ In2 (77 + 1)
;0 < х < 2 .

4 - m a s a l a .  B e r i l g a n  f u n k s i o n a l  q a t o m i n g  k o ‘ r s a t i I g a n  o r a l i q d a  

t e k i s  y o k i  n o t e k i s  y a q i n l a s h u v c h i l i g i n i  a n i q l a n g .

A  nx
4 '  ̂ ~ i  (l + x)(l + 2x)...(l + 7?x)

4 . 2  £
77X

(l + x )(l + 2x)...(l + 77x) 

1

; 0 < x < l .  

;l<x<+oo.

4 ' ^  ^ ( x  + 7?)(x + 77 +  l )

Л

4 4  «=1 [ ( t î - 1 ) x  +  i ] ( t 7 x + 1 )

;0 <x<+oo.

;0 < x < +00.

4 . 5  £
77 77 + 1

; - l < x < l .

x‘ x"
4 . 7  Z - 7 ’ 0 < x < + c o -t o  n\

4.6  £ ( i - * K ; 0 < x < i .
n=0

СО //

4 . 8  £ — 1.

4 . 9  Z
sin nx n  Ъп

------- < x < — .
n=i n 2 2

1

4 . 1 0  £
S11177X

77
;0 < x <  2n.

4 . 1 1  Z 2 " - s i n ^ ’ 0 < x < + c o -
и=1

-  ( - \ Y  
4 . 1 2  Z ^ ~ ^ 0 < * < + o 0 - t í  x +  77

* í - í f  
4 . 1 3  Z  • ; 0 < x < 2 tt. 

^ n  + sm x

,, cos-2nn

4 1 4  E 7 7
»=1 V 77

r;-co < x < + 00.
+  X
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7-masaIa. Berilgan funksional qatorning
yaqinlashish sohasini toping.

7.1 Y,2n2J ¡ ^ 2 - e  (jr_1)’ 7.2 £

73 3 1+:tíV  n j

\ n
(-V+1)2

7.5 X е
//=!
«> 3 —Y-и sin----

7.7 Z 5’
/1=1

7.9 | 5" - ‘и « 7 :Ф 0 -

7.11 £
/  r  \ n  Д

1 + -  
/1=1 V 11 J

x2+l

7.13 Z É
/1=1

InH ) + 111 In X

V x -V ^
7.15 X

//=1

00

I —
7.17 n=1 in"

7 19 Í < £ .* • /   ̂ WSinJC
/7=1 ^
Ä  , чи - / l 2 ln f l+ -1

7.21 I ( - l )  -3 1
n=\

(  ПX H—
V e )

In"
1

x + —
\  n j

I
n j

1

\n  _n_
2  x - i

//=1 \ f x С

7.4 ] £ / r v * - l - e  x
/7=1

7.6 £ ( l + -
/7=1 V

-30

7-8 § i n " ( x - l ) ’
X J

7Л0 § h 7 ( x  + 2)'

CO J

7‘^  ^ 1п"(х + е)

7.14 £ ( - 0 "+1
/7=1

7.16 £ ( - 1)
H+l

/1=1 n

7.20 £ ( - l ) " - 5
-narctg-

"M
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81 e l kti —• 8-2 5 (.+!)•*■ '
2/7 + 3

8-masala. Berilgan funksional qatorning
yaqinlashish sohasini toping.

w=1

5 X2M

2//+1

s.3

lV,- , ( * -2 )2" f ( x - 5 )
8-5 EH) M I ^ T 8

A  « 3 + l  ^ « !

8 J  h  y - { x - 2 ) ”' °  h x " '

* (x + 5)2"' A  ( x - 7)-""
s . ,  E j ^ h j -  8 1 0  ^ 5 J T -

3» 

3 "
• ( x -2 )"  * , 3 n - ( x - 2 )

8 1 1  § (3 w  + l)-2" ' 8’12 h  (5 « -8 )3

8.13 Z ( x  + 5y - t g ^ r -  8.14 £ s i n - ^ I (x -2 )" .
«=i J «=i “

8.15 £  ZT, 8.16 ¿ 3” ' x” •0,13 1 Z n - 9 " ( x - \ )  tT

8, 7 £ f e * £  8 , 8  
/7=1 rl

f  ( 3 » -2 ) - (x -3 ) ” A  (x -5 )"
8,19 t i  (/7 + l)2 •2"+1 ‘ 8,2 ¿ f ( n  + 4)-ln(«  + 4)'

1

8'2^ ^ ( «  + 2)-ln(n + 2 ) - (x -3 )  "
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9-masala Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksional qatorning [0;l] 
kesmada tekis yaqinlashishini isbotlang na (s)  -  ? . n ning qanday 

qiymatlarida qatorning qoldig‘i Vxe[0, l] uchun 0,1 dan katta
boimaydi?

9.1
CO

Е Н Г/1=1
x"

I n - U
9.2

оо
Е Й/7=1

/7 Х"
5 п - 6

9.3 S ( - o "/7=1
x" 

An- в
9.4

00
Х (->/7=1

/7 Л

л//73 - 5  '

9.5 £ ( - o n/7=1

x"
4 n - 5

9.6
00

Z ( - i/7=1
л х"

5л- 9

9.7 £ ( - o "/7=1
x"

3 n - 4 9.8
СО

/7=1
/. х"

•\/и3 -  2 '

9.9
00

S ( - i  r/7=1
x" 

6/2 — 11
9.10

СО
Е ( -/7=1

y"\/7 Л

V«3- 7

9.11 £ ( - o/7=1
; x" 

7и-10
9.12

оо

к -/7=1
у /  х"
'  6п - 8

9.13 £ ( - i )/7=1
/ x" 

Цпъ~4
9.14

00
К -/7=1

у /  х”
'  2 п - 3

9.15
00

! ( - ■ )
//=1

/ x" 
8и -1 2

9.16
ОО

К -/7=1
у /  х"
'  в п - 1

9.17 ¿ ( - • У/7=1
x"

5 и -8
9.18

00
к -/7=1

у /  Х"
6 л - 10

9.19 £ ( - o '/7=1
x" 

4п - 1
9.20

СО
к -/7=1

у ,  х"
'  5 n - l '

9.21
CO

E ( - 0 '»и
x"

7и-13
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10-masala.Berilgan qator uchun uni majorirlovchi qatorni toping 
va ko‘rsatilgan oraliqda tekis yaqinlashishini isbotlang.

_2L J t x I . m e  n r  - •. X 3-3-^W x + 1 ■ cosnx r
10.1 X  3 r r T ~ ;l0,2J■\/n + 1n=1

10.2
«=1 w z

3 .3  
2 ’ 2

10.3 Z ^  [-2,2].
»=i «

10.4 Z
Y' 3 3 

2 ’2 .

]_ i
2*210.5 Z * ”1,

/7=1

“ (x -3 )"  r ,
10.6 H 6)-

«=i «■3

, (;r -  x) • cos2 nx(X — 3V r *1 “ ( ;r -x )-c o s  nx r ■,
A W 2-4* >»-8 I  [°’4(2« + l)-V « + l «=0 V«

. [-5,-1]
* / 'v - l 'l2" n!(x + 3)”

10-9 [-1.31- 1 0 1 » I “ 1 --------
/1=1 n ' s

/  ^ \ 2" 00 v n

10 11 ¿ ( - I f 1-, y  t1’3! 10.12 Z -  [-3,3].1U.11 ; („+!)-.in(n + l) t i « !

10.13 Z
op 2””̂ • x~n~̂ 1 1 x"_I

(4 « -3 )2 ’ L \ l 2 ’ y[2_ 

b (x + 5 )
10.15 K - 31

//=1 11 ■ ̂

1 0 1 4  [_2’21'

10.16 [ - 3. - 1].
/1=1 n

10.17 £
x" _ 1_ j_ 

_~2 ’2 ,

\2/i

00

10.18 Z

* (x -  i f "  f3 5
10.19 Z ( - l )  • ’ 2*2 /1=1 L

,,=0 2/1 + 1

(x + 5)"

1  I  
2 ’2

10.20 Z ^ - >  K - 4

10.21 [i.3 l
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11-masala. Berilgan funksiyani Makloren qatoriga yoying.

11.1 f ( x )  = (l + x)-e~x. 11.2 /( jc )  = sin2x • cos2x.

11.3 / ( * ) = *2 11.4 f ( x )  = a r c t g ^ - .
x — 5x + 6 v ’ 1 + jc

11.5 f ( x )  = a rc tg 1- ^ .  l l „6 / ( x )  = arcsin-r^=T .
l - X  \Jl + X

11.7 / (x) - arccos(l- 2x2). H .8 / ( x )  = cos2x.
x10

11.9 / ( x )  = sin3x. 11.10 / ( x )  = —

1
11.11 / W  = ( l _ xy -  11.12 =

11.13 11.14 / ( * ) -

-2x

2 '1 +  x  -  2 x

11.15 f ( x ) =  1 2 - 11.16 f ( x )  = -~^-r .
[x  + 2) 9 + x

3 x  — 5
1 1 1 7  / ( * )= V - 4 x  + 3 ~ 1118 f ( x ) = e2X+ 2e~X-

x  1 2 - 5 x

6 - 5 x - x 21119  11.20 / ( * )

11.21 / ( x )  = In(x2 +3x + 2).

12-masala. Berilgan funksiyani ko‘rsatilgan nuqta atrofîda Teylor 
qatoriga yoying va bu qatoming yaqinlashish sohasini toping.

12.1 f ( x )  = yfx;x0 =4.  12.2 f ( x )  = ex;x0 =-2 .



12.11 / ( * )  = sinx;x0
л

12.12 / ( х )  = л/х;х0 =3.

12.13 / (x) = sin2 x;x0 = 12.14 / ( x )  = cos2 x;x0 = | .

1
12.15 / М  = ̂ Г ^ Г ^ ;* о = - 1- 12.16 / ( x )  = Vx;x0 = 8.

12.17 / ( x )  = sin3 x;x0
71

12.18 / ( * )  = eos3 x;x0 = —.

12.19 / ( * ) = ¿ ; * o = - i -  « .г о  / М = 1 _ 2л: г 7 ^ = 2 -

12.21 / ( x )  = cos4x;x0 =
Л"

13-masala. Quyidagi qatorning yig‘indisini toping.

13.1 £
и=0

oo

13.3 X

(—1)” • ln" X 

2"-и! 

(3« + l)x3" 
и!

13.5 Î > V -
л=1
■A x"

13.7 •
t í  и

13.9 Ê ( W + IK -
/7=0

13.11 £ « • ( « + 0 *"~
и = 1

• м г 1
13.13 I

13.2 £ ( 2и + 1)х".
/7=0

00 v//

Z

X
-

/7=1 '

13.6 2 ,

^ и - ( й  + 1)

I sin пх
»-i »!

13.8 £ о (2и)Г

13.10 £ ( - 1 Г - ( 2 п - 1 ) х2- .

=0 х4„-3

t í ( 2 « - l ) - 3 "
л2/7+1

13.15 L  х1^ 2и + 1
oo  ̂ ĵ .2/7

1ЗЛ7 § ( 2^)!'

13.12 Е л  ,£ Í4 h - 3

А  2/1-1
13.14

/7=1 Z

13.16 £ ( - i ) "
2н+1

п=0 2п + 1

13.18 х~4х2 + 9х3-16х4 +
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1 1 1 1
13'21 Ь 2 ~ 2 -3  + 3-4 4-5 + "

13.19 1-2jc + 2-3x2+3-4x3+.... 13.20
1-2-3 2-3-4 3-4-5

14-masala. Berilgan qatorning yig‘indisini toping.

14.1 К - l ) ' ' .  +  i '

14.3 E ( - 0
/7=1

' 1+ ( - 1)"

1 1
Kn n + 2

n+2

n=o 2n + l

14.7 Z
. ( - 1)" V

t a  n \ n - 1)

14.9 Zt í n - ( n  + 1)

14.11 Z
2n+2

£¿(2n  + l){2n + 2)'

\ il—1 X
« •1 3  ! ( - ! ) ■

14.15 Z

14.17 Z

t Î 2/î-(2n - l )  

(-0W/+1

1+-

V  H ) " * "14.19 ^ ( и  + 1)(и + 2)

14.21 Z 2« • (2« + 1)

14.2 Z
2n

S ( 2 « - 3 ) ( 2 / j - 2 ) ‘

v H
14.4 Z V ^t í  4 " -(2 « -2 ) ‘

14.6 Z ( - 0 " 4 1- I U
V njx"

\n- 1

14.8 ,7=0 2 77 + 1

A  ( - 1)” x2n+2 
14.10 Z t V^ 1 6 n-(2« + l ) ’

14.12 £ ( - 0 "  
//=1

14.14 Z -----•

1 1
n n + 1.

X .

14.16 Z
H=\ L

14.18 Z

(-i)"  + 

H )

/7
w+1

П=1 и-(я + 1)х"

14.20 Z,,=2 n • (« -1 )
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15-raasala. Quyidagi qatorning yig‘indisini toping.

15.1 ¿ ( 4 и 2+9и + 5)х"+1.
n=0

со
15.2 1 (3«2 + 7» + 4> п.

и=0

15.3 — 1>"+3-/7=0
15.4 ¿ ( 2 и2+ 4 и + з)х"+2.

/7=0
СО

15.5 Х ( " 2+5и + 3У'-и=0
15.6 Х (2 п г + 5п + з)х“ .

/7=0

15.7 £ ( 3 «2 + 8« + 5 у ,+2. 
»=0

15.8 £ ( 2 « 2+8« + 5)х".
/7=0

15.9 ¿ ( 2>г + 7« + 5)л-"+|. 
//=0

15.10 ¿ ( З я2+7/? + 5)х".
и=0

15.11 |> - (2 п -1 )х " +2.
/7=0

15.12 £ ( « 2- «  + l)x".
/7=0

15.13 ^ ( Ъ г 2 - л - \ ) х \
/7=0

15.14 É ( 3«2 +5« + 4 y +1
/7=0

ОС'
15.15 £ ( и 2 + 7и + 4)х".

w=0
15.16 ¿ ( 2«2 - w - 2)x,,+1.

77=0

15.17 £ ( 2«2 + 2л + 1)а-". 
//=0

15.18 £ ( я “ + 2 n - l > " .
/7=0

15.19 ¿ ( « 2 + 2и + 2)хя+2.
и=0

15.20 ¿ ( и2+ 4 я + з)х"+1.
/7=0

15.21 £ ( и2 +5я + 4)х"+2.
и=0

16-raasaIa.
Integral ostidagi funksiyani qatorga yoyish yordamida berilgan 

integralni hisoblang.
i j i

16.1 Jln7 7 ~dx. 16.2 Jlnx-In(l-*)«fc.
о 0
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+00 +СО jг X . г xdx
16.3 Ь ^ Л .  16.4 Ь т у .

I In___ Í X  +  \1 \ X  j
16.5 M -------------->-dx.

J  л-

Darajali qatorlar yordamida quyidagi differensial tenglamaning 
berilgan boshlang‘ich shartlami qanoatlantinwchi yechimini toping.

16.6 ÿ - y  = 0, y (0) = l. 16.7 (l + x2) / - l  = 0, y(0) = 0.

16.8 у' + Л2у  = 0, _v(o) = 1, У(0) = Л. 16.9 ÿ - x y  = 0, _у(0) = 1, / ( 0 )  = 0 .

16.10 ( l - x 2) y " - x y '  = 0, y (0 )  = 0, У (0) = 1 .

16.11 ( l - x 2) y " - 5 x y ' - 4 y  = 0, ;у(0) = 1, У (0) = 0.

16.12 у" - x y -  0, y (0) = 0, У (0) = 1 .
Integra] ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish usuli 
yordamida berilgan integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.

16.13 16.14 jlfxcosxdx.

i i

16.15 jsinx2A . 16.16 J-
dx

о л/l + X4

16.17 ¡e^dx. 16.18 j ^ ^ d x .
2 0 X

H dx l0fln(l + x2)

1 6 1 9  Ш -  l 6 - 2 0  h r - *

16.21 \e~x2dx.
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-D -
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu /« (*) -  ln 3 + -
n 2ex

4 "> V
\  « 4 + e - y

funksional ketma-

ketlikning M  =  [0;+oo) to‘plamdagi limit funksiyasini'toping.

2 .Y \

3 + - f - e—
V »  +  *  ,

= ln 3 + lim In 1 + wV'
3 • (и 4 + elx )

In I +
«V

= ln 3 + lim -
II—>x

3(n4 + e 2* ) \  „ 2e ,
— ^ -----------—• lim —;—------—-г- = ln 3 +1 • 0 = In 3 > .

3(я4 +<г')
"-»*3(«4 + e2t)

r ( \ _  n +X
2 .21-masala. Jn\x) ------------- 7=  funksional ketma-ketlikni a)

П + Х + \lnx

0 < x  < -к» b) 0 < x  < 1 oraliqlarda tekis yaqinlashishga tekshiring.
<1 Ikkala oraliqda ham /„ (x) ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,

n  +  Xf  ( x )  = lim f  ( x )  = lim ----- "v ,—  = lim
'  '  и —»00 n —> CO

1 +

5 n  +  X  + y/nx
= 1

/« 1 и
bo‘ladi. Endi tekis yaqinlashishga tekshirish uchun ]° -punktdagi
1 -teoremadan foydalanamiz.

n + x Jnx
n + x + ^nxn + x + yjnx . . . . . .

deb belgilasak, 1-teoremaga ko‘ra {/„ (x)} ketma-ketlik M to‘plamda 
tekis yaqinlashishi uchun ushbu

\im Sup r (x) = 0 ;
"~*x  xeM

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
a) 0 < x < +00 bo‘lsin.



п + п + у/п -п  3п 3 п~*х л-г[0,+-л) ” V ’ 3

b) 0 < х < 1 bo ‘lsin. Bu oraliqda ¿  (x )> 0  bo‘lgani uchun

{/-„ (x)} t  => Suprn(x) = r„(l) = ---- ~ —¡=- => !im%?/;,(x) = lim----~ ~ r =  0 =>0<л<1 /2+1 +л/« n—>s- о<д-<| »->»„ + l+y/n
=> f n (x) funksional ketma-ketlik 1 ga tekis yaqinlashmaydi.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik 0 <x<+oo to ‘plamda 
notekis, 0 < x < 1 to ‘plamda esa tekis yaqinlashar ekan. >

3.21-m asala. Yeyershtrass alomatidan foydalanib,

S '» 1 +
n • ln 2 (n +  l) funksional qatorning 0 < x < 2  oraliqda tekis

yaqinlashishini ko‘rsating.

U„ (x) = ln 1 +
n ■ ln 2 (n +  l) Berilgan 0 < X < 2 oraliqda qu-

yidagi tengsizliklar o ‘rinli.

M # ln 1 +
и-1п2(я + 1) 

2

In 1 +
W-In2(rt + l) /7 - In2 (л7 = l) И-1п2(и + 1)

Agar а„=-  2 ( ч 
п - In (я + 1)

X- оо

matiga ko‘ra X a« = Х '

deb belgilasak, Koshining integral alo-

1
,,=1 % n - \ n 2(n + \) sonli qator yaqinlashuvchi

bo‘ladi. Unda Veyershtras alomatiga ko‘ra berilgan funksional qa- 
tor 0 < x < 2  oraliqda tekis yaqinlashuvchi. >

4.21-masala. Berilgan ushbu
n

§  (l + 2x2) • (l + 4x2) •... • (l + 2/?x2) ;

funksional qatorning 1 < x < +ад oraliqda tekis yoki notekis yaqin- 
lashuvchiligini aniqlang.

< Bu qatorning tekis yaqinlashishini tekshirish uchun 2°-punkt- 
dagi 1-teoremadan, ya’ni (lO)-tenglikdan foydalanamiz.
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*»(*)= (l + 2х2 ) • (l + 4х2 (l + 2 гаг )

l
2 х - (l + 2.v2 ) ■ (l + 4-\2 )•...• (l + 2(n -  l).v2 ) (l + 2x2)(l + 4x2)-...-(l + 2 /tr)

. /1 = 2.3,...

va

ц(х) =
2x?

i t  1 1
n 1 , 1

1------- 7
 ̂ l+2xT j

—>sn(a'J - 2 3  vx) 9 2
k=[ (l+2r) •(l+4x2) -...-(l =2/zr)

• Vxe[l,+oo) uchun S ( x) - ( * ) ~ i r r  va ?;1(x)=5’(x)-5’(l(x) =

1 1,- M l- .  .. -.... .....1................  ,->
(l + 2x2) ■(1+4*=) (l + 2/?x2|1 ле[1,+оо)| Д (1 + 2)(1+4) ■....(! + 2n)

=> lim Sup |r„ (x)| -  0 => Berilgan qator [l,+oo) oraliqda tekis ya- 

qinlashadi. >  ̂ n

5 .21-masala. S ^ T ^ T ~ [ J ‘(25x’ +1) funksional qatorning ya-

qinlashish sohasini toping.
< Yaqinlashish sohasini Koshi alomatidan foydalanib, topamiz:

25x2 +1
Iimi/|un (x)| = lim J ---- j - ;— Y'(25*" + l) - ——-
„„„VI ’л  + l) 2

25

qinlashadi. Chegaraviy * “  ^ 5" nuqtada esa u„

Г 1 -1 Л
V V 5 y

1 \
U„\ ± —

5 ,

< 1- 9

da qator ya-
о

nr
—— 7 bo‘lib,
n~ +1

, 1 
limu ± —
„->«> V n j

= lim- = 1 * 0
п-**П +1

qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi => yaqinlashish 
f  1 1Л

sohasi 5 5
interval ekan. >

\  J  J
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6.21-masala. Ushbu

jT 27" -x3" -arctg
3jc

2n + '.n=1 . T J
funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.

<1 Bu qatorning yaqinlashish sohasini Dalamber alomatidan foy- 
dalanib, topamiz:

lim k A x) = lim
27l,+1 • x3”*3 • arctg—

2n + 5

27" -x3" arctg J X

2« + 3

= 27U f • lim 3U 2«+:
2n+ 5 3-Ui

= 27-pr <1;

bo‘lsa yaqinlashadi. => \x\ < -  yoki x e 

Chegaraviy nuqtalarda tekshiramiz.

1) x - ^  bo'lsin
1 = arctg

1
2w+3

1.1
3 ’3

■ =  0*

da yaqinlashadi.

2n+3
1

va z! 2n + 3n=i
1

uzoqlashuvchi =>berilgan qator x = -  nuqtada uzoqlashadi.

2) * = bo 'lsin  => = arctg 2n + 3 va
oo j

I ( - r  arctS~---- r  qator Lebnis alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi
,,=i ¿11 + j

berilgan qator * = - -  nuqtada yaqinlashuvchi.

Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasi
1 1
3 3 yarim interval. >

7.21-masala. Berilgan

fl=l
qatorning yaqinlashish sohasini toping.
< Koshi alomatiga ko‘ra

r------------- r —tl ln[ 1+—1

limi'/ w (x) =lim3 1 n) =
M-»X VI v JI »-»CC

3 * '< i;
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bo'lsa, ya’ni x > 0  bo‘lganda berilgan qator yaqinlashadi. Chegaraviy
QO

x = 0 nuqtada un (0) = ( - 1)" bo‘lib, Z ( _1) qator uzoqlashadi.
Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi (0,+°o) oraliqda 

iborat ekan. >
00 J

8 .2 1-masala. Z t ---- Z T T l---- v w  funks«onal qatorning£ i( n  + 2)-ln(n  + 2 ) - (x -3 )
yaqinlashish sohasini toping.

< Q o‘yilgan masalani Dalamber alomatidan foydalanib, ye- 
charniz. Agar

u" + '^  (” + 2) ln(;7 + 2) ' ( JC~ 3)2" -  1 ; 1 - 
u„(x) "->* (« + 3)ln (n + 3) • (.v -  3)'"+2 ( x - 3 )2

b o ‘lsa, unda berilgan funksional q a to r yaqin lashadi 
= > (x -3 )2 > l= > |x - 3|> l= > x e (-o o ;2)U (4;+oo) to ‘plam da berilgan 
qator yaqinlashadi. Chegaraviy x - 2  va x = 4 nuqtalarda

lim

(w +  2 ) ln ( «  +  2 )  ‘

co J

bo‘lib, X ^ 2 + 2)in (?; + 2) sonli qator Koshining integral alomatiga

ko‘ra uzoqlashadi => Berilgan funksional qatorning yaqinlashish 
sohasi ( - o o ; 2 )u ( 4 ;+ o o )  to'plamdan iborat. >

9.21-masala. Ta’rifdan foydalanib,
cc -y'1

funksional qatorning [0; l] kesraada tekis yaqinlashishini isbotlang 
(;70(&)-?) .  n ning qanday qiymatlrida qatorning qoldig‘i V x e ¡0, l]
uchnn 0,1  dan katta bo‘lmaydi?

< Bu m asalani yechish uchun  V s > 0  o linganda ham  
3n0 = n0 ( s )  e  N  topishimiz kerakki, \ /n > n 0 va barcha x e [0 ,l]

uchun \r„ (x)\ '■ <£ tengsizlik bajarilishi lozim. V s> 0  son

olamiz va quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:

k=n

x>
S(-0 7/v —13 (-0"

x"
7/7-13
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olinganda ham "o(^):
I i 1 .-5— —+13 
7U

deb olsak, V/? > n0 va Vxe[0,l]

lar uchun Z  «*(*) <
00

s tengsizlik bajariladi. Bu esa Z ( -0

funksional qator [0,1] kesmada tekis yaqinlashishini anglatadi.
7«-13

Masalaning i

foya => no (e) 

jr„(x)|<0,l bo‘ladi. >

ckinchi qismini yechish uchun e = 0,l deyish ki- 

= 3=> barcha n >3 lar uchun
0 ,1

-+13
23

(x - 2)"Z \ /
(2/7-1) -2" funksionaI 9ator uchun uni [l;3]

kesmada majorirlovchi qatorni toping va ko‘rsatilgan oraliqda tekis 
yaqinlashishini isbotlang.

i  ̂ m l*~2l" 1
<i Vxe[l,3] uchun K  W| - (2n-\) ■ 2" ~ (in  -1) • V bo<lib>

a" = (2n -1) ■ 2" desak’ § a" " § ( 2«-l)-2" sonli Qator berilgan

qator uchun uni majorirlovchi qator bo‘ladi. Z a« qator yaqin

lashuvchi bo'lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko'ra berilgan 
^  (x - 2)"

, (^/7- 1)-2" c?atorning [l; 3] kesmada tekis yaqinlashuvchi ekan- 

ligini hosil qilamiz. >

11.21-masala. /(x ) = ln(x2+3x + 2). funksiyani Makloren qa- 
toriga yoying.

< Bu masalani yechish uchun

f(x) = ln(x2 +3x + 2). = ln[(x + l)(x + 2)] =

= ln (l + x) + In (2 + x) = ln (l + x) + In 2 + ln f 1 + — j ; 

deb olib, 5°-punktda keltirilgan 2
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ln(l + x) = jr (- l)"+l—  ,xe (- l, 1];

tenglikdan foydalanamiz: "-1

ln(x2 + 3x + 2). = ln2 + ln(l + x) + ln
'  x^ 
1 + - 

2

/7=1

,« 00
(-1)

n+1

v2 ,= ln2 + X (- l) — + Z

\/l+l ^

1 + —  |x".t> 
2"

:ln2+X
(-1)"

»=1 «

1

V

I t
12.21-masaia. /  (x) = cos4 x funksiyani x0 = — nuqta atrofida Teylor 

qatoriga yoying va bu qatorning yaqinlasfaish sohasini toping.

< Awalo cos2x = —(l + cos2x) ekanini e’tiborga olib,

/  (x) = cos4 x = (cos2 x) = —(l + 2 cos2x + cos2 2x) =

f , r. ~ l + cos4x
l + 2 cos 2x h------- 3 1 , 1 ,

= —+ —cos2x + —C0S4X
8 2 8

n
bo‘lishini topamiz. So‘ngra x- t + — almashtirishni bajaramiz:

/(* ) = /

/ 3 1
/

771f + = - +—cos 21 +—
V 4, 8 2 \ 2)

1 3 1

8 2;

]
cos At.

Endi sinx hamda cosx laming 5° punktda keltirilgan yoyilma- 

laridan foydalanib, ushbu

* i'-lY’ . 22"+1
sm2r = y i- ^ -- r—t2n+[,

h  (2« + !)!

« (-\X -A2" 
cos4/ = Y i- i—— t2n, 

6  (2»)!
tengliklarga bo‘lamiz. Natijada

\n /̂ 2//+l
X~/(jc) = - - - y ^ .—

8 2 i  (2» + l)!

\2 /i+l 
# '

4/

1 y . (—l)'" 42” 

’*&  (2«)!

;r
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4 (217 + 1)! t í  (2 » ) !

qatorni hosil qilamiz. Bu qatorning yaqinlashish sohasi (-oo,+oo) 

ekaniigirti ko‘rish qiyin emas. >

13.21-masala. Quyidagi

1 1

1-2 2-3 3-4  4-5 

qatorning yig‘indisini toping.

(-1)"
/7 ■(/;+!) qator uchun

(-I)’

/?(/?+!) «(/7 + 1)
=01-J

rrj

taqqoslash amlomatiga ko‘ra u absolut yaqinlshuvchi => Chekli 

yig'indiga ega. ,

5 - f (~ 0
~í/z(/7 + l) ’

deb belgilaymiz.

Ushbu !» И+1

* 0 0 = 1 -и(и + 1) (1)

yordamchi qatorni kiritamiz. Bu qator jx| < 1 da absolut va tekis 
yaqinlashadi. Abelning 2-teoremasiga ko‘ra (5o punktdagi 7-teore- 
ma va uning natijasiga qarang)

S=  lira íS'(jc) •
.Y-+-1+0

bo‘ladi. £(х) funksiyani topish uchun (l)-tenglikni 2 marta diffe- 
rensiallaymiz.

ce и

«=1 и

=1+Л' + Л2 +Л'3 +... = ——  ,|x|<l=>
/,=1 1 - x

=> S"(x) = In — + c, va 5"(0) = 0=>

=>c, =0=>5'(x) = (l-x)- ln(l-x) + x + c2 va 5,(0) = 0 =>c2 = 0 ; 

Demak, 5,(x)=(l-x)-ln(l-x)+x ekan =>S- lirn ,S'(x)=21n2-l.>

« 2 /1+1

14.21-masala. t í  2n- (2« + l) ‘ qatorning yig‘indisini toping.
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o Bu qatorning yaqinlashish sohasi [-1; l] kesmadan iborat 
bo‘lib, bu kesmaning ichki nuqtalarida qatorni hadlab, differensial- 

lash mumkin:
O. ■X'

S(x) = = >  s ' (x) = ^  s ' W = - T+* + r  +- = 7  %J2n-(2n+[) 2« »=i 1

f—1 — x
xe (- l;l) /S"(x)= j-~—rrdx+cx = -—In^l-x^ + c, va *S"(0)=0=>c, =0=>

S(x) = Js'(x)dx + c2 =- — J in (l-x2}dx + c2 =((bo‘laklab integral-

x, /. 2\ 1 , 1 —x 
lash usulidan foydalanamiz)) ln (l- x 'J + x + —ln^— + c2 va

,S(0) = 0 => c2= 0 .

f  x2n+! 1, l - X  X  j 2\

Demak- Z ,2n-(2n^)‘ S+2 TTx~ 2  ̂ ckan' Te”g~

iik (-1; l) intervalda o‘rinli. i>

co

15.21-masala. S ( " ?"+5"  + 4r  ^  qatorning yig‘indisini toping.
W--0

<1 Berilgan qator (-1; l) intervalda absolut va tekis yaqin

lashadi va shu intervaldagi v oraliqda bu qatorni hadlab integral- 

lash mumkin:

S (x ) = j> ](«2 +5n+ 4 )x "+J = j ^ ( / 7  + l)(/7  + 4 )x "+2 =s> x ■ S (.t) = ̂  («  +1 ) (n  + 4)..v"+3

/» = 0  /7 = 0  " = °

=> jx-5(.x)ir/x = Z{;? + l)„t"+4 +c, = .r4̂ T(» + l).v" +q = x* ■Si (*) + £•,

=>

x = 0 da S(0) = 5,(0) = 0 =>c, = 0  

Demak,

(x • S (x )dx - x4 • St (x) va ^1 (*) = Z ( ,7 + 0 x ^  (x) ''
n=o

x
— Z •*!”+1 ~ x + x' + x3 +... — ---- 1-c2 x = 0 da S, (0) = 0 => c2 = 0 .

«=0 1 — x

Js, (x)dx = => 5, (x) = [ = —-- -5-. Bu tenglik va
v x J1-x 7 U-x.

245



¡x-S(x)dx = xA -St (x) dan

>x-5(x) = (x4 -S,(x)) =

Shunday qilib,

(1-x)

= 2 l‘ (2~X>^S (x ) =
(I-*)’ 0 - 4

o1?

2x2•(2 - x)

4x3 • (l -- x)' + 2x4 • (l - x)

¿(„>  + 5„ + 4) ^ = ? p ^ , xe(-l; !).>
«=0 (1 -x)

16.21-masala. Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish
1

usuli yordamida \e ' dx integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.
0

< Agar 5°-punktda ex uchun keltirilgan yoyilmadan foydalansak,

-xJ

ekanligini, bu yerdan esa

,(-l)"-x2" 

n\

■(-I)"-
n\

= Z
(-I)*

»=„” ¡•(2/7 + 1)^  «1(2/7+1)

bo‘lishini topamiz. Bu hosil bo‘lgan qator Leybnis qatori bo‘lib, 

uning m-hadidan keyingi qoldig‘i

(-•)’
= 1

uchun

r <-
" (m +1)!- (2/K + 3) ’ 

bo‘lishi bizga ma’lum. |r„,|< 0,001 bajarilishi uchun oxirgi tengsiz- 

likdan m > 4 bo‘lishi kifoyaligini aniqlaymiz. Demak,

f j  , 1 1 1 1\e dx ¡ » 1-- 1----- +
J -X ^ A")3 5 42 216 
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8-§. 7-MUSTAQIL ISH  
Xosmas va parametrga bog‘liq integrallar

1-tur xosmas integrallar va ularning yaqinlashisbi.
2-tur xosmas integrallar va ularning yaqinlashisbi.
Xosmas integrating Koshi ma’nosidagi bosh qiymati. 
Parametrga bogiiq bo‘lgan xos integrallar va ularning funk-

sional xossalari.
Parametrga bogiiq boigan xosmas integrallar va ularning tekis 

yaqinlashishi.
Parametrga bogiiq boigan xosmas integrallar va ularning funk- 

sional xossalari.
Eyler integrallari.

-A~
Asosiy tushuncha va teoremalar

в

Biz 1-kursda \f{x)dx aniq integralni o'rganish jarayonida unga
a

2 ta shart qo‘ydik:
1) a va b lar chekli sonlar,
2) [a,b\ da berilgan f (x )  funksiya shu kesmada chegaralangan. 

Endi biz aniq integralni quyidagi umumiyroq hollarda

o'rganamiz.
1-hol. Oraliq cheksiz, lekin funksiya chegaralangan,

2-hol. Oraliq chekli, lekin funksiya chegaralanmagan.
1-holda hosil boigan integralga I -tur xosmas integral, 2-holda

hosi! boigan integralga esa lï-tur xosmas integral deyiladi.
Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning xossala- 

rini alohida-alohida va batafsilroq o‘rganamiz.

I e. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar 

( I-tur xosmas integrallar)

Integrallash oraligi cheksiz boigan holni koi'aylik. Bunda 3 ta 

vaziyat yuz berishi mumkin:

1 ) a < X < +oo;

2 ) - o o<x<b',
3 ) —oo < X < +0 0 .
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Aniqlik uchun 1-vaziyatni to‘liq ko‘rib chiqaylik.

Faraz qilaylik, f(x ) funksiya [a,+00) nurda aniqlangan bo‘lib,
A

VA>a soni uchun \f{x)dx mavjud bo‘lsin.

“ A
F (À)=\f(x)dX.i (1)

a
deb belgilaymiz.

1-ta’rif. Agar ushbu

Jï ïL ÎA * ) * ;
a

limit mavjud va chekli bo ‘Isa, uni f[x) funksiyaning [a, +co) ora- 
liqdagi I-tur xosmas integrali deyiladi va u

] f (x)dx; (2)
a

kabi belgilanadi hamda (2)-xosmas integra! yaqittlashuvchi, aks hol- 
da esa uzoqlashuvchi deb ataladi.

Shunday qilib,
+00 A
\f{x)dx:=Yxm\f(x)dx.
a a

Qolgan 2 ta vaziyatda ham I-tur xosmas integral shunga o‘xshash 
ta’riflanadi:

)f{x)dx:=Yu^\f(x)dx,
-00 A

• +oo B

J / (x)dx := Jim J / (x)dx,
B->+x> A

a +»

Agar J f ( x)dx va jf(x )dx xosmas integrallar yaqinlashsa, u
-oo a

+00

holda \f{x)dx xosmas integral ham yaqinlashadi
—<x>

+ c o  a  + g o

jf(x )dx=  jf(x)dx+  jf(x )d x ;

va

bo‘ladi.
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Misol. j"~j (a>  0 va X - V haqiqiy son) xosmas integralni

yaqinlashishga tekshiring.

< V A >a olamiz

f (a)- J~t = 1-A

„1-/1

1 - /1
A & 1,

ln x £ = ln ̂  - ln a, A = 1. 

a'-x
X>\ bo‘Isa lim F(A) = -— - bo‘lib, integral yaqinlashadi. A < 1 

J—  X — l

bo‘Isa lim F(A)-^o bo‘lib, integral uzoqlashadi.,4->+x> v
Shunday qilib,

*}dx [yaqinlashadi, agar X>\ bo'lsa,

J x'1 [uzoqlashadi, agar X < 1 bo'lsa.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (2)-xosmas integralning yaqin

lashuvchi bo'lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar- 

lidir: Vs >0 uchun 3B>a:\/Ai >B va A2>B lar uchun

bo ‘ladi.
Ko‘p hollarda Koshi shartini tekshirish qiyin bo‘ladi. Shuning 

uchun tekshirish oson bo Igan alomatlarni keltiramiz.
A

Bundan buyon biz har doim \/A>a uchun \/{x)dx mavjud
a

deb faraz qilamiz.
2-teorema. (Umumiy taqqoslash alomati). Faraz qilaylik, [a,+ oo) 

nurda

\f(x)\<g(x)

+» +CC
bo‘lib, \g{x)dx xosmas integral yaqinlashsin. Unda jf(x )d x  xos

mas integral ham yaqinlashadi.
3-teorema. (Xususiy taqqoslash aloinati). Faraz qilaylik

0<a<x<  +oo nurda |/(x)|-^7 ’ c> ^~ comt va X>\ bo‘¡sin. U
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| /№ p r>
+00

bo'lib, X<\ bo'ha, \f{x)dx xosmas integral uzoqlashadi.
a

+00

2-ta’räf. Agar J|/(x)|ä yaqinlashuvchi bo ‘ha, u holda
a+oc

\f(x)dx xosmas integral absolut yaqinlashuvchi deyiladi.
a

2-teoremaga ko‘ra absolut yaqinlashuvchi integral oddiy ma’noda 
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

+x +00

3-ta’rif. Agar \f{x)dx yaqinlashib J|/(*)!*& uzoqlashsa,
+0,

jf(x )d x xosmas integral shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

4~teorema. /  (x) va g{x) funksiyalar [a,+°o) oraliqda aniq- 
langan bo ‘Hb, f  (x) > 0 va g(x)>  0 bo‘lsin.

Agar x-»+oo da

f{x ) = 0 ’ (g(x))-,

+r> +CC

bo‘lsa, \f{x)dx va \s{x)dx xosmas integrallar yoki bir vaqtda
a a

yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.

5-teorema. /(x ) va g(x) funksiyalar [a,+°°) oraliqda aniq- 
langan bo ‘Hb, ular quyidagi shartlarni bajarsin:

holda \f{*)dx xosmas integral yaqinlashadi. Agar 3 c > 0 :

(Abel alomati)

(Dirixte alomati) a) 3K \/A>a

a) J f i x)dx yaqinlashuvchi,
a

b) g(x) funksiya [a,+co) da monoton 

va chegaralangan;
A

\f(x)dx <K,
a

b) <?(x) funksiya [a, +co) da monoton
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va lim g(x) = 0 .
,T-»+X

+0C

U holda f /(*)<& xosmas integral yaqinlashuvchi boiadi.
a +•30

Misollar. 1) jsinx2<& xosmas integral yaqinlashishga tek-
1

shirilsin.
+CO + x  J  J

< J sin jc2i/jc = Jxsinx2- —dx deb olib, /(x ) = xsinx2, g(x)- —
[ i x  . . . .  

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:

1) /(x ) = xsinx2 eC[l,+oo) va F(x) = -^-cosx2 - chegaralangan;

2)g(x) = - l  va lim g(x) = 0;
/  v '  ,r->+x

+00 +00

{ f (x )g  (x)dx = {sin x2dx - yaqinlashuvchi. >
1

+oo

2) J ---dx xosmas integralning shartli yaqinlashuvchi ekanli-
i x 

gi ko‘rsatilsin.

< Agar f  (x) = sin x va g(x) = ~ desak, Dirixle alomatiga ko‘ra

yaqinlashuvchi ekanligini hosil qilamiz.

Endi
+? sinx , *?sinx

--- dx- J--- -dx;
J X 1 X

xosmas integralning uzoqlashuvchi ekanligini ko'rsatamiz.
, . , . 2 l-cos2x
sin x >  sin x - ------ .
1 1 2

Unda \jA > 1 uchun

I]sinx , 1 \dx 1 "rcos2x
---d x > - ---- ----- dx;

- x P  2 x 2 - x

bo‘ladi. Maiumki,

Ardx + r dx .. 'rcos2x _ +1 cos2x
] ™ J~ ~  J “ “ uzoqlashuvchi va J™ J ^ - J  x ax -

1
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Dirixle alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi. Shularga asosan oxirga teng-
+ 3 0
r sinx

sizlikda A->+oo da limitga o‘tib, j ~~~~
1 X

uzoqlashuvchiligini topamiz. => f— -dx integral shartli yaqin-
•i *

lashuvchi. >
Eslatma: Birinchi tur xosmas integrallarda harn ma’lum shart- 

lar bajarilganda aniq integrallarni hisoblashda qo'llaniladigan 
o‘zgaruvchilarni almashtirish, Nyuton-Leybnis, bo‘laklab integral- 
lash va shu kabi boshqa formulalar o'rinli bo‘ladi. Ularning shart- 
larida va ifodalanishida printsipial farq bo‘lmaganligi sababli biz 
ularga to'xtalmaymiz.

2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali 
(II-tur xosmas integral)

Faraz gilaylik, f  (x) funksiya \a,h) yarim segmentda berilgan 

bo'lsin. Agar Vor>0 soni uchun /(x ) funksiya \a,b-a)<^\a,b) 

da chegaralangan bo ‘Hb, \a,b) da chegaralanmagan bo‘lsa, u holda 

b nuqta / (x ) funksiya uchun maxsus nuqta deyiladi.
Aytaylik b nuqta \a,b) oraliqda berilgan /(x ) funksiya uchun 

maxsus nuqta bo'lib, /(x ) funksiya [a, b-a\ kesmada integral- 

lanuvchi bo‘lsin.

F(cc)= J f(x )dx ;
a

deb belgilaymiz. Bu funksiya (0,b-a] yarim segmentda aniqlan-
gan.

Ta’rif. Agar ushbu
b-a

!im F (a )=  lim i f(x)dx\
a->+0 or-»+0 J

a

limit mavjud va chekii bo‘lsa, uning qiymatiga / (x ) funksiyaning 
\a,b) dagi I I  tur xosmas integrali deyiladi va

b

j f ( x)dx ; (3)
a

kabi belgilanadi hamda (3)-xosmas integral yaqinlashuvchi , aks holda

esa uzoqlashuvchi deb ataladi.
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° / \a 
Xuddi yuqoridagidek, a nuqta f (x )  funksiyaning maxsus nuqtasi

bolganda (a,b\ oraliq bo‘yicha xosmas integral, a va b nuqtalar funk

siyaning maxsus nuqtalari bo‘landa (a,b) oraliq bo'yicha‘xosmas in- 

tegrallar quyidagi tengliklar yordamida aniqlanadi:

Shunday qilib,

\f(x)dx:= Jim  jf(x)dx;

j/(x )Ä :=H m  \f{x)dx.
a a+a

J/(x )& := Jim  \f{x)dx
a ß-±+Oa+a

b 1
Misol. _ xy ^ X ( ^ >0) xosmas integral A < 1 bo‘lganda

yaqinlashadi va Л> 1 bo‘lganda uzoqlashadi.

íkkinchi tur xosmas integrallar uchun ham birinchi tur xosmas in- 
tegrallarda o'rinli bo'lgan ulami hisoblash usullari va yaqinlashish alo- 
matlari o‘rinli. Ulaming hammasiga to‘xtalmay, asosiylarini keltiramiz.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (3)-xosmas integralning yaqin- 

lashuvchi bo ‘lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar- 

lidir: \/s> 0 uchun > 0 : 0<a" < a ' <S tengsizlikni qanoatlantiru- 

vchi V a ' va a" lar uchun

<£ ■

tengsizlik bajariladi.
2-teorema. f(x ) va g(x) fiinksiyalar [a,b) da berilgan bo Tib, 

b shu funksiyalarning maxsus nuqtasi bo‘Is in. Agar \/xe\a,b) da

0 <f(x)<g(x)-,

b b

bo'lsa, и holda \s{x)dx integralning уaqinlashuvchiligidan \f{x)dx
a b °

ning yaqinlashuvchiligi; \f{x)dx integralning uzoqlashuvchiligidan
a

b

\s{x)dx ning uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.
a
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integral yaqinlashadi. Agar f ( x)~T,--- T7> c > 0,bo‘lib, A>1
(b-x)

bo‘lsa, u holda (3)-xosmas integral uzoqlashadi .

3-teorema. Agar x-+b- 0 da / ( x )  =  0 * ( g ( x ) )  bo‘Isa, unda
b b 

jf(x)dx va jg{x)dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoq-
a a
lashadi.

4-teorema. f(x ) va g (x )  funksiyalar [a,b) da berilgan bo‘lib, 
ular quyidagi shartlarni bajarsin:

b

(Abel alomati) a) jf(x)dx integral yaqinlashuvchi,
a

b) g (x )  funksiya \a,b) da monoton va chegaralangan;

Natija. Agar | /(x )|<c- (6-x )_/l bo 'lib , &<l bo'lsa (3)-xosmas

(Dirixle alomati) a) V^>0

b-S

J /  (x)c/x <K,

b) g(x) funksiya [a, b) da monoton va 

lim g(x) = 0
x-*b-0

b

U holda \f{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
a

3°. Xosmas integralnmg bosh qiymati

1-ta’rif. Aytaylik, f  (x) funksiya -oo<x<+oo to‘g‘ri chiziqda aniq- 
langan bo‘lib, undagi v kesmada integrallanuvchi bo'lsin. Agar ushbu

J
~Alimit mavjud va chekli bo ‘Isa, /(x ) funksiya (-oo,+ooj oraliqda 

Koshi ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning qiymatiga 
esa / (x )  funksiya xosmas integralining Kc^hi ma’nosidagi bosh qi
ymati deb ataladi va

kabi belgilanadi.

V-P J  f{x)dx;
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Demak,

V.p)f{x)dx:=Km\f(x)dx.
—co —A

Teorema. Agar f(x ) funksiya toq bo‘Isa, u holda u Koshi 

ma ’nosida integrallanuvchi va uning bosh qiymati 0 ga teng bo ‘ladi. 

Agar f(x ) funksiya juft bo‘Isa, u Koshi ma’nosida integrallanuvchi 

bo‘lishi uchun

} f(x)dx;
0

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.
2-ta’rif. Faraz qilaylik, f(x ) funksiya [a,b] kesmaning s 

(a<c<b) nuqtasidan tashqari hamma nuqtalarida aniqlangan bo‘lib, 
(a,c) va (c,b) ga qism bo‘lgan v  kesmada integralanuvchi bo‘lsin. 
U holda, agar

lim
a->+0

J f(x)dx+ \f(x)dx

limit mavjud va chekli bo‘Isa, f  (x) funksiya \a,b\ kesmada Koshi 
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va bu limitning qiymatiga inte
gralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati deb ataladi hamda u

b

V.p\f(x)dx]
a

kabi belgilanadi.

Misol. f ( x) = --— funksiya [l; 5] kesmada xosmas ma’noda

integrallanuvchi emas, lekin Koshi ma’nosida integrallanuvchi ekanli- 
gi ko ‘rsaiilsin.

<i Xosmas ma’noda integrallanuvchi emasligi ravshan. Koshi 

ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

v .p  f-t=|im ! - ^ L + f
'x —2 «->+o J x-2 n“ax-2

- lim (Ina + In3-Ina) = ln3.[>

’ X-2 a~>+0

dx V dx
= lim ln|

«-»+0-
r  + ln|x-2|J.\+a

Q’->+0
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4°. Parametrga bogiiq xos integrallar va ularning funksional
xossalari

f(x ,y ) funksiya R2 fazodagi biror D = {(x,y)e R2: a < x < b, 

^e£c/?} aniqlangan va v fiksirlangan y e E  uchun f(x ,y ) 
funktsiya x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b\ oraliqda inte- 

grallanuvchi bo‘lsin.
Quyidagi

b

®{y)=\f{x’y )dx> (4)
a

integralga parametrga bogiiq integral, u o'zgaruvchi esa parametr 
deyiladi.

Parametrga bogiiq integrallarda €>( v) funksiyaning bir qator xos

salari (limiti, uzluksizligi, differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi 

va hokazo) o‘rganiladi. Bu xossalarni oiganishda f(x ,y ) funksiya

ning u bo‘yicha limiti va unga intilish xarakteri muhim rol oiiaydi.

f(x ,y ) funksiya D  to‘plamda berilgan, y0 esa E to‘plamning 

limit nuqtasi boisin.

1-ta’rif. Agar Vs>0 olinganda ham (\/x e \a,b\ uchun) shun- 

day S - 8 (ff, x) > 0 topilsaki, \y-y0\<S tengsizlikni qanoatlantiru- 

vchi Vy e E uchun
\f{x,y)-<p(x) \<s, xe[a,b]\ 

bo‘Isa, u holda (p{x) funksiya f (x ,y ) funksiyaning y~>y0 dagi 

limit funksiyasi deyiladi.

f ( x>y) funksiya d  to'plamda berilgan bo‘lib, co nuqta Ye 

to'plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar \/s>0 olinganda ham (\/xe\a,b\ uchun) 

3A = A (f,x)>0 topilsaki, |_yj > A tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

VyeE uchun

I f(x,y) - (p{x)\ <s,x& [a,b];

bolsa, u holda (p(x) funksiya f(x ,y) funksiyaning y —>°o dagi 

limit fknksiyasi deyiladi.

Limit funksiya ta’rifidagi S = S(s,x)>0 ning faqat £• > 0 gagi- 

na bogiiq qilib tanlanishi mumkin boigan hoi muhimdir.

3-ta’rif. D to'plamda berilgan f(x ,y ) funksiyaning y —>y0 dagi 

limit funksiyasi <p{x) boisin. Agar \/s> 0 uchun 3S = S{s)>0 topil-
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saki, \y-y0\<S tengsizlikni qanoatlantiruvchi VyeE Ba Vxe[a,b\ 

lar uchun

\f(x,y)-(p(x)\<e, 

bo‘Isa, f(x ,y ) funksiya o‘z limit funksiyasi <p(x) ga [a, 6] da tekis 

yaqinlashadi deyiladi.
4-ta’rif. D to‘plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y-*y0 dagi 

limit funksiyasi (p(x) bo‘lsin. Agar 3£0>0, \/S > 0 olinganda ham
3 x0 e [a,¿] va jy-y0[<^ tengsizlikni qanoatlantiruvchi y¡eE topil- 

saki, ushbu

\f(x0,yi)--(p{x0)\>s0, 

tengsizlik o‘rmli bo‘Isa, u holda f(x ,y) funksiya <p(x) ga notekis 
yaqinlashadi deyiladi.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi) f(x ,y) funksiya y -> y0 da lim
it funksiya cp(x) ga ega bo‘lib, unga tekis yaqinlashishi uchun quy- 
idagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Vs > 0 uchun 
S = S(s)>0 topiladiki, \y"-y0\<$, \y'-y0\<8 tengsizliklarni 
qanoatlantiruvchi £  hamda \/xe{a,b] uchun

I f{x,yn)-f{x,y')\<s,

tengsizlik bajariladi.
Endi parametrga bogiiq integrallaming funksional xossalarini 

keltiramiz.
2-teorema. Agar
1)\f fiksirlangan y&E uchun f(x,y)&C\a,b\,
2) v->70 da f{x,y) funksiya <p(x) ga tekis yaqinlashsa,

u holda b b

lim J / (x,y)dx = ty(x)dx (5)

bo ‘ladi.
3-teorema. Agar f(x ,y) funksiya

D = {(x,y)eR2 :xe[a,&], jg[c,í/]} 

to‘plamda uziuksiz bo‘Isa, u holda

<Ky)= ¡f(x>y)dx
a

funksiya [e,J] kesmada uziuksiz bo‘ladi.

257



4-teorema. Aytaylik f{x,y) funksiya
D = {(*,.>') e i?2 :xe[o,6], 

to‘plamda aniqlangan va

1) V flksirlangan yeE uchun f{x,y)&C\a,b\

2)f;(x,y)-3 va eC(D)

bo‘¡sin. U holda [c,<i] kesmada Ф'(>>) mavjud va ushbu

^{y)=\f'y{x,y)dx (6)
a

tenglik oYmli bo'ladi.

5-teorema. Agar f(x ,y ) funksiya 3-teorema shartlarini qanoat-
d

lantirsa, unda |ф (^)Ф  integral mavjud va
c

d

1
с

munosabat o ‘rinlidir.
Endi umurniy ko'rinishda berilgan parametrga bog'liq integral- 

larni keltiramiz.
Faraz qilaylik, x = cp(y),x = y/(y) funksiyalar \c,d\ da aniqlan

gan bo‘lib, Vye[c,d] uchun

a<ç(y)<i//(y)<b; (8)

munosabat bajarilsin.

6-teorema. f(x,y) funksiya ushbu

£> = {(*,>>) е Я 2 : я: e [o ,6], j>e[c,J]} 

to‘plamda aniqlangan bo‘lib,

1)f(x ,y)eC{D );

2) <p(y), y/(y)eC[c,d\ bo‘lsin. U holda
чЛу)

Ф (.у )=  f  f(x,y)dx  (9 )

Ну)
funksiya ham \c,d] oraliqda uzluksiz bo‘ladi.
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7-teorema. (Leybnis formulasi). Agar

1) f(x,y)eC{D),

2) fy(x,y)&C(D),

3)<p'(y) va y/\y)&C[c,d]

bo‘lsa, u holda <3?(y) funksiya ham [c,d] oraliqda hosilaga ega va

fc’OO“ J fy{^y)dx+y/\y)-f[y/{y)^y]-(p'iy)'f\.(p̂ y] (10)
p(.v)

munosabat o ‘rinlidir.
6-teorema shartlari bajarilgan holda Ó (7) funksiyaning [c,c/] 

oraliqda integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi va (9)-fimksiya uchun 

ham (7)-tenglik kabi tenglik o‘rinli bo'ladi.

5°. Parametrga bogiiq xosmas mtegrallar va ularning 

tekis yaqinlashishi

f(x ,y ) funksiya

Z) =  { (x ,y ) e JR2 :xe[a,+oo), 

to'plamda berilgan bo‘lib, V fiksirlangan y&E uchun
+00

\f(x,y)dx (yeE)
a

mavjud va chekli bo'lsin. Bu integral u ning qiymatiga bog‘liqdir.
HH»

J (y)=  (11)
a

(ll)-integralga parametrga bog‘liq I-tur xosmas integral deyiladi. 
Xuddi shu kabi

a +oo ,

\f{x,y)dx va \f(x,y)dx
—00 “ 00 m

parametrga bogiiq bo‘lgan I-tur xosmas integrallaming ta’rifmi berish 

mumkin.

Endi f(x,y) funksiya

D ,= {(x j)e J?2:je[a ,¿), 

to£plamda berilgan bo‘lib, v  fiksirlangan y&E da x-b nuqta
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f(x,y) funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin va bu funksiya \a,b\ 
oraliqda integrallanuvchi, ya’ni

b

f / ( *  ,y)dx (y^E) 

xosmas integral mavjud bo'lsin. Unda

/>()')= \f{x,y)dx (12)

integralga parametrga bogiiq boigan II-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shunga o‘xshash x = a nuqta maxsus nuqta bo‘lgan para

metrga bog‘Iiq bo‘]gan II-tur xosmas integralga ta’rif berish mumkin.
Umumiy holda, parametrga bog'liq chegaralanmagan funksiya

ning chegarasi cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham yuqori- 
dagidek kiritiladi.

Biz asosan, (ll)-xosmas integralning xossalarini o'rganish bilan 
shug‘ullanamiz.

Aytaylik, f(x ,y) funksiya D to‘plamda aniqlangan bo‘lib, v 
fiksirlangan yeE  uchun

+00

jf(x,y)dx-3
a

bo‘lsin. \/[a,t\ ci [a,+00) da

F (t>y)= jf(x,y)dx (13)

integral mavjud va
+00

I{y)=  (14)
a

(14)-tenglikdan ko‘rindiki l(y ) funksiya F(t,y) funksiyaning 
t —» +co dagi limit funksiyasi bo'ladi.

1-ta’rif. Agar / ->+00 da F(t,y) funksiya E to ‘plamda o‘z limit 
funksiyasi I{y) ga tekis yaqinlashsa u holda (ll)-integral E to‘plamda 
tekis yaqinlashuvchi, notekis yaqinlashganda esa notekis yaqinla- 
shuvchi deyiladi.

+00

Shunday qilib, \f{x,y)dx integralning Ye to‘plamda tekis ya-
a

qinlashuvchi bo‘lishi quyidagini anglatadi:
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+00

1) VyeE  uchun ¡ /{ х>у)^х xosmas integral yaqinlashuvchi;
a

2)Vs->0 uchun 30-ô(e)>0:\/t>ô va VyeE uchun
+</J

jf(x,y)dx < s ; 
t

tengsizlik bajariladi.

+Q0

\f(x,y)dx integrating E to ‘plamda notekis yaqinlashuvchi ekan-
a

ligi esa quyidagini anglatadi:
+00

1 ) VyeE uchun \f{x>y)dx xosmas integral yaqinlashuvchi;
a

2) 3s0 >0, V<5>0 olinganda ham 3y0eE  va 3t0>S, 
t0 e \a, +oo) topiladiki,

+00

\f(x,y0)dx >s0.

bo'ladi.
+00

Misol. ^(y)= jy e ™dx parametrga bog‘liq integral a)
0

E = (0,+co) va b) =[2,+оо)с£ oraliqlarda tekis yaqinlashishga 

tekshirilsin.

o a.) F {t,y) = '\ye~xydx = - fe~vd(-xy) = l- e~,y 
0 0 

(0< /<+ oo)=>V ye(0 ,+ oo) uchun

+0C

1=1=>/(^)= jye ^óc- yaqinlashuvchi.
О

Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.

y e £  = (0,+oo) bo‘lsin. Agar V¿> >0 uchun s0=-,t0>5 va Уо~~Г
i  ¿ 0

deb olsak, u holda
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Jy0e~mdx -i 1 1= e oy° = e - - > - = e0 
e 3

bo'ladi. => integral E = (0,+co) da notekis yaqinlashadi.

b) Endi integralni Et =[2,+co)c:£, to'plamda tekis yaqinlashu- 

vchanlikka tekshiramiz. Ve>0 olamiz.

■°° i 1 1 1
J y e ^ d x  = |-e-of = e »  = -y = ((^ > > ¿)) < ~  = s  => 5  =
 ̂ 1 6 £ 2 6

deb olsak, tekis yaqinlashish ta’rifidagi shartlar bajarilar ekan.
+00

=>f(y)= \ye~xydx integral jEJ=[2,4<») oraliqda tekis yaqinlashadi. >
O

2-ta’rif. Agar Vs>0 uchun 38 = 8(s)>0: t'>8, t">8 ni 

qanoatlantiruvchi va \/yeE uchun

t"

\f{x,y)dx < s .

tengsizlik bajarilsa, unda (11)-xosmas integral Ye to‘plamda funda
mental integral deyiladi.

+oo

1-teorema (Koshi). I{y)= \f{x^y)dx integralning Ye to‘plamda
a

tekis yaqinlashuvchi bo ‘lishi uchun uning Ye to ‘plamda fundamental 
bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema nazariy ahamiyatga ega bo ‘lib, undan amaliyotda 
foydalanish ancha qiyin.

2-teorema (Veyershtrass). Agar 3^(x)>0 (xe[a,+co)) funksi

ya topilsaki
1) Vxe[a,+oo) va VyeE uchun |/(x,j>)| <íp(x),

+00

2) J (p(x)dx yaqinlashuvchi
a

+00

bo‘lsa, unda ^ 0 0 = \f{x,y)dx integral Ye to‘plamda tekis yaqin-
a

lashuvchi bo‘ladi.
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3-teorema (Abel alomati). f(x ,y) va g(x,y) funksiyalar

ö  = | ( ij)G JR2:xe[fl, +00), ye.#]; 

to‘plamda berilgan bo‘lib,
1) v  fiksirlangan y&E uchun g(x,y) funksiya \a,+00) da x 

o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton va u D toplamda chegaralangan,
+co

2) \f{x>y)dx integral Ye da tekis yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda
a  + c o

\f{x,y)-g(x,y)dx-i

integral Ye to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
4-teorema (Dirixle alomati). f(x ,y) va funksiyalar D 

to‘plamda berilgan bo‘lib,

1) \/t>a va VyeE uchun

jf(x,y)dx - c (c = const),

2) v fiksirlangan yeE  uchun g(x,y) funksiya [a,+co) da x 
o‘zgaruvchi bo‘yicha monoton va x —> +00 da g(x,_y) funksiya 0 ga 

tekis yaqinlashsa, u holda
+00

\f{x,y)-g{x,y)dx^
a

integral E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

6®. Parametrga bog‘!iq xosmas mtegrallarning 
funksional xossalari

f(x ,y) funksiya i)  = j( jc j)e i? 2:^e[ö, +00), yeE] to'plamda

berilgan bo‘lib, y0 nuqta Ye to'plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

1-teorema. Agar

1) v  fiksirlangan yeE  uchun / ( j , j ) e C [ f l , + ® ) ,

2) y ->y0 da V [a,/] (a<t<+ <x>) kesmada f(x ,y) funksiya 

&(x) ga teki: yaqinlashsa,
+co

3) I  Cv) = \f{x,y)dx integral Ye to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi
a

bo‘Isa, u holda y->y0 da / ( ; ’) funksiya limitga ega va
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bo ‘ladi.

2-teorema. Agar f(x ,y) funksiya

Z) =  { ( x , ; y ) e i ? 2 :x e [ a ,+ o o ) ,  y ^ [ c , d ^  

to‘plamda berilgan bo‘lib,

V f(x ,y)eC (D ),
+00

2) ¡(y)- j f ( x>y)dx integral \c,d] da tekis yaqinlashuvchi
a

bo‘lsa, u holda l(y)eC\c,d\ bo‘ladi.

3-teorema. Agar f(x ,y) funksiya
Z> = {(*,;>) e ^rxe^+ co ), ye[c,i/]} 

to‘plamda berilgan bo'lib,

1)f(x ,y)eC (D ), f;(x ,y)eC(D ),
-foo

2) v  fiksirlangan ye[c,d\ uchun l(y)= \f(x,y)dx yaqinlashuvchi,

+cc °

3) \f'y(x,y)dx integral \c,d] da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u 

holda 7(y) funksiya [c,d] oraliqda I'(y ) hosilaga ega bo‘ladi va
+oo

a

tenglik bajariladi.
4-teorema. Agar f(x ,y ) funksiya

Z> = |(x,^)eÄ2:xe[a,+oo), y&[c,d]} 

to‘plamda berilgan bo‘lib,

1) f(x ,y)eC (D ),

+00

2) l(y )=  jf(x,y)dx  integral [c,ri] da tekis yaqinlashuvchi 

bolsa, u holda l(y ) funksiya \c,d
d d +cc

jl(y)dy=  J jf(x,y)dx
c c L a

bo'ladi.

da integrallanuvchi va
+» d

dx



7o. Eyler integrallari 
(Beta ya Gamma funksiyalar)

a) Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari

1-ta’rif. Quyidagi

B(p,q)=\xp-1 {\-x)q~'dx (15)
0

integralga Beta funksiya yoki 1-tur Eyler integrali deyiladi.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.

1) (15)-integral M = {(p,q)eR2 : />е(0, + co), g-e(0, +oo)} 

to‘plamda yaqinlashuvehi, (p0 >0,q0 > 0) to‘plamda esa tekis yaqin- 

lashuvchi bo‘ladi.

2) B(p,q)eC{M).

3) B(p,q) = B(q,p).

tP~l

Natija. Agar q = \-p (0 < p < l) bo'lsa,

+c0 f p-1

B(p,l-p)=  j — --- • (16)
'  1 + / Sin p7t 4 ’

tenglik o‘rinli bo'ladi.

(16) dan => s í i , l )  = —̂—  = n •
2 2 ) • яy sin —

2
5) Vp > 0 va q > 1 uchun

В(Р’Я) = p 9+q^ ¡ B(p>q-l) (17)

tenglik o‘rinli.

Natiia- , * (я-1>  (»- !)!B(m n) = v • ••• •• •— ~L  
K ’ (от + и-1)!

b) Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.

2-ta’rif. Quyidagi +x

integralga Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi. 
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.

(18)

265



1) r ( l)  = F (2) = l

2) (18)-integral (0,+oo) oraliqda yaqinlashuvchi, V [a,6]c(0,+ oo) 

(0 < a < ¿ < +co) kesmada esa tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

3) r(/7 )eC (0 ,+ oo ) va V« = l,2,... uchun
+oo

r ^ (p )  = J xp~le~* (lnx)" dx e C (0,+oo)

(19)4) r{p + \) = pr(p )

Natija. r(n  + l) = «!

Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi te
orema ifodalaydi.

Teorema. Vp > 0, q> 0 uchun

tenglik o‘rinli.
Natija. Vp e (0, l) uchun

r ( P) r ( i- p ) = ^ —
Sin P 7t

tenglik o‘rinli bo'ladi.

(20)

(21)

Agar (21)-tenglikda p = — desak

(22)

bo'ladi.
Eyler integrallari yordamida ko'pgina xosmas integrallami hisob- 

lash ancha osonlashadi.
Misollar.

+oo

1) 1- je~**dx- Eyler-Puasson integrali hisoblansin.

I / =  | c~̂  dx -

S il rV\x =/=>x = Ví

W

1 —
dx=-t 2dt 

2
2 i 2.1 2 12 J 2

+x* 2Í x~dx
---- xosmas integral hisoblansin.

o 1 + *
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Nazorat savoUari

1. l-tur xosmas integral tushunchasi.
2. l-tur xosmas integralning yaqinlashishi.
3. Koshi kriteriyasi.
4. Umumiy taqqoslash alomati.
5. Xususiy taqqoslash alomati.
6. Absolut va shartli yaqinlashuvchi l-tur xosmas integrallar.
7. l-tur xosmas integrallar uchun Abel alomati.
8. l-tur xosmas integrallar uchun Dirixle alomati.
9. 2-tur xosmas integral tushunchasi.
10. 2-tur xosmas integralning yaqinlashishi.
11. 2-tur xosmas integral uchun Koshi kriteriyasi.
12. 2-tur xosmas integral taqqoslash alomatlari.
13. 2-t.ur xosmas integral Abel alomati.
14. 2-tur xosmas integral Dirixle alomati.
15. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati.
16. Parametrga bog‘liq xos integrallar.
17. Parametrga bog‘liq xos integrallarning tekis yaqinlashishi.
18. Tekis yaqinlashishning inkori.
19. Koshi kriteriyasi.
20. Parametrga bog'liq xos integralning uzluksizligi.
21. Parametrga bog‘liq xos integrallami differensiallash.
22. Parametrga bog'liq xos integrallami integrallash.
23. Parametrga bog'liq xosmas integrallar.
24. Parametrga bog'liq xosmas integrallarning tekis yaqinlashishi.
25. Koshi kriteriyasi.
26. Veyershtrass alomati.
27. Abel alomati.
28. Dirixle alomati.
29. Parametrga bog'Iiq xosmas integrallarning uzluksizligi.
30. Parametrga bog‘liq xosmas integrallami differensiallash.
31. Parametrga bog'liq xosmas integrallami integrallash.
32. Beta funksiya (l-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
33. Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
34. Beta va Gamma funksiyaiari orasidagi bog'lanish.
35. Eyler-Puasson integrali va uni hisoblash.
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-в -
Mustaqil yechish uchun misol va masafalar

1-masala. Quyidagi xosmas integraliar hisoblansin.

1.1

-2
f dx
J

-00хл/х2 -1

1.3

+00

Í
2

xdx

x3- l‘

1.5

+00

Í
dx

J
0 (x2 +9) л/х2 +9

1.7

+00

f x . earctg*
j

(l + x2)-Vl + x2

+00

Í
dx

1.9
°!ÎVx2 + l+x)2

1.11
+f X 2 + 12 ,
I ----- -rdx.
0 (x2 +l)"

■foo

dx

x¿ + x + l)3

T »

1.2 J dx

o e* + л/?

г г +1

ы  р т т л

+00

1.6 ¡e-^dx.
О

•А 1  Ä  л*. 18 J -----

2

+00

1.10

х\/х2 + х-1

-00

J/T T
С&Г

о (4х2 + 1)л/х2 + 1

+00

1.12 J e~m • sin2 ¿xt&.
О

+00

+Г . dx
1.13 J*  xdx,neN. 1.14 J--- —j ~2 .

о л (х -1)л/х2-2

f ' dx______  Inx
• 15 J , V гг-:- 1.16 J----

¡ (2х-1)л/х -1 o 1 + x

7  с/х x ln x  ,

1.17 i lZ T lU T ^ -  1.18 JZ— 7 ïdx-(4x2- 1 )^- 1  118 0J (l + x2)2

l ^ g ( l - x )  , 4 *  2 _

119 I л- >-2» f
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2-masala. Quyidagi I I-tur xosmas integrallar hisoblansin.

KA
2.1 f(Incosx)• cos2nxdx,ne N. 2.2 Jx-(lnsinx)ifc.

0 0

2.3 Jin cos до*. 2.4

2.5 J1 ’X3 arcsin X
0 yjl-x2

dx.
я я я 

2.6 II *sin— --cos dx.
x~

dx

2.7
4 ' -

X2) arccosX

J

2.9
Va
jjctgxdx.
0

2.11

a

f dx
J \ 2

-a V Cl + b2 - 2bx
1
f dx

2.13 -i(l6--X2)-Vl-X:

2.15

2 dx

1 х -у/Зх2-2x-l
2

f dx
2.17

À(x~-1)-л/х2 -2
-0,25

f dx
2.19

J xi-0,5 л \/2 x  +1

2.21

b

f dx

»>/(* -a){b-x)

•A
2.8 jjtgxdx.

2.10 J-
a 
a

,a>0,b>0. 2.12 Í

|jc-J——-dx,b>a.
b-x

x4dx

(l + x2)--\/l-x2

V dx

214 \(4-x)-é-x2'

’A
2.16 Jlnsinxàx.

0

V dx

2,18 J(2-jc)-VT^c'

1

2.20 Jxln3xi&:.

,b>a.

3-masala. Quyidagi II-tur xosmas integrallarni yaqinlashishga
tekshiring.

.ln fl + V 7)
3.1 f Д .—jJrdx. 3.2 jsin —  

l4COSX>

dx

‘TT
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0 
1

3-5 /
n
r

3.7 J

3.3
nx|

7a

dx
uT

o yfl — x' 

"irsinx
dx.

f \x~ 
3.9 J -T~J Y —

X

(x-2 )dx

_ xJ -3x"+4 

'Vlnsinx ,
3.11

0 W  

71- cos X  .

3.13 J 37

3.15 f
\Je2+x2 - ecos*

<lx
0
0.5-

¿¿C.

3.4 f
1 i£c

_-Jln(l + x)

2fjJxdx_
3.6 J gSm* _ | •

dx

Q\ßc + arctgx

Ir 1” * j
3.10

¿Vsinx

arccos x

I

3.12

^ e “COSJt-Vl + 2cosx .
3.14 j ---- 7= 7 =----

o Vcos x

'¡•ln (l + 2x) - xe~*

°}]na (l/x)

3-17 / - ? r

3.19
0 ^
%

3.21 Jsin^x-cos^jciic.
0

4-masala. Quyidagi xosmas

~hu«fe

316 fmV ZZ1 -dx. 
316 J l-cos“x

3.18 \xa {\-x)p \nxdx.
0

3.20 J^ - 0  -x)P dx.

4.1
r in xax

integrallarni yaqinlashishga tekshiring.

dx

1 ^

+50 J
r d x

4.3 j

■h o

X  * ln“ X

arctg2x
dx.

f "
4,2 J xa • ln x

+? eaxdx

4,4 ;(x - l)“ -lnx

~ ln(l + x“2“)
4.6 ~-±======+dx.

o V*“ + x “
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H

4.9

4.11

4.13

4.15

4.17

4.19

4.21

5.1

5.3

4.7

5.5

Г 4.8
¿ l + x“ -sin-x о (x + a)

Jv ^ Ín fl + X + X“) . .

f arctg---j-— (or>0). 4.10 I  j=j  dx{a > 0).
• 1 + X X о Л1Х

+” ln(x“ +ex) . 4 1  dx '
I  j====-dx(a>0). 4.12
о ых +x

+0? x“<& f
Í4~ ,y9> 0 . 4.14
¿ jc'  + I oJ * + *

+O0 • 2 *rf 2 ^
Г “ Y * . 4.16 J cos— 1
i  x2 2 V * )

1
+* sin -

Kf lnxt/x 4Л8 J ,  X„ V dx-
J „ O  7*íx - V ^ T ’ ’ > - cos-

xdx■* i X "7 
f-=arc/g--- j=dx. 4.20 J
J / V O _i_ ,  / v  л 1 + X2 • sin2 X

Í  V a In V

5-masaIa. Quyidagi xosmas integrallar absolut 
va shartli yaqinlashishga tekshirilsin.

^  '  1 4 dx

Sin X
f- ^cos^= ^¿& . 5.2 Jsinf—

Q xyfx Vx 0J vsmx.

05 3 /| Л f . 1 “Ь X dx
fCOS (ln*) , _ , Sin----------

5-4 i  1-* (i- **r

1 V V X* 1
jVl — x)e sin dx. 5.6 J-TT8»1-^-
jv / 1 — je oe _1 x
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V Xa 1
5.7 l-т— sin-rfr. 

j¡ X +1 X

5 9

5.11

0.5/ \a
X

■cos— dx.
X*

dx.

+00  •
(•Sinx .

5.13 J — dx.
> X

^ (x  + l)“ -sinx
5.15 P -- -----

' lnx

^sin ilnx ) .
5.17 J— \r^-smxdx. 

i x
+00 a  •
exa -smx,

5.19 ¡ - j^ r d x ,ß >  0.

521 Hrb}£-

5.8 J-
s inx

dx.

i sin —

—— dx.

i

5.10 I / /— V
» (л/х -x\

V
5.12 J-

0
+00

5-14 J „э

VO-*)" • 1 ,---—sin—dx.
x x 

Xa • sin X

X + 1
dx.

f cc 
5.16 b

г cosxdx

; x® + lnx

+00  I
f COS-S X ,

518

+00

5.20 Jx" • sin х̂ сйс.

6-masala. Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi 
bosh qiymati topilsin.

6.1 V.p.jsinxdx.
—со

dx

6.1 y-p-h
dx

6,3 V.p. f-
0 5 x In x

+00

6.5 V-P- Jarctgxdx.

2 «

+00

/ z
6.7 V.p.j

dx

3-5sinx

(x - 3 f

6.4 V.p.j cosxdx.
-C O

Ж

6.6 v.p.jxtgxdx.
0

6.8 V.p.]\arctgx+
-00 N 1 + X
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j. dx 7f dx
6.9 V.p. J-j-----. 6.10 V.p. J—

0 --sinjc 1 J
2

13 + x . „  *r *

611 612

^  ^  *
6.13 V.p. . 6.14 V.p.\-

x l- 2sinx n 10 --cos*
2

dxr dx r/ f rfx
6.15 F./?. -- . 6.16 r-P-j —

- x~ +x-2 -x x

r/ 1  dx v i0f dx6.17 V.p. j- —j .  6.18
0 0 7

6.19 ^  6.20 {f-

+oo 7
dx

x ~3x + 2
6.21 V .p . j  

0

7-masaIa. Quyidagi funksiyalarning beriigan to‘plamda limit 
funksiyalarini toping va tekis yaqinlashishga tekshiring.

7.1 f (x ,y )  = Jy-sm~~r ;D = {(x ,y)eR2:xeR,Q<y<+00}’ >o = +«.
y jy

1.2 f  (x,w) = x2";D = j(x,y) e i?2:0 < x < -̂ ,n e Jv|, «0 = °°-

7 .3  f{x ,n) = ——^-T;.D = {(x,/i)ei?2 :l<xc+ o°,«eM , «o=0°.
1 ,-n x~ K

7.4 /(*»«) = • sin-^=:Z) = {(x,??) e /?2 :1 < x <+ »,«« , n0 = oo.
1+7J~X y / J

7*5 / { x , « ) “ sin(/je'"nv) ;D  = | (x ,« )e  R~ :l £ x <+co,ne N},n0 = oo.

273



7.6 f(x,n) = ̂ y-;D  = {(x,n)eR2 :l<x<+co,neN},n0 =00.

f  4ГЛ
7.7 f(x,n)=rУ2 1-cos—  ;Z)={(x,«)e/î2:0<x<+oo, we#}, w0=00-

V n )

7.8 /(x ,y ) = -^-cos—;Z> = |(x,.y)e.R2:0<x<l,0<;y <+<*>}, y0=0°-
X y

7.9 /(jr,y)=(x-l)i»r/grv;D={(x,y)eÄ2:0<x<-Ko,0<y<4<»}, у0=-н».

7.10 f(x ,y) = ̂ x^+^-;D = {(x,y)eR2 :xeR,0<y<+ooJ, y0=+°0.

7.11 f(x ,y) = xy;D = {(x,y) e R2 :0 < x < 1,0 < у < l},y0 = 0.

7 12 f(x,n) = ̂ & ; £ >  = [{x,n)eR2:0<x<+co,neN},n0=+«>.
V« + 2x

7.13 f(x,n) = yh + x";D = {(x,n)eR2:0<x<2,neN},no = 00.

7.14 f(x,n) = narctg-^;D = {(x,n)eR2:0<x<+co,neN],n0 = 00.

7.15 f  (x,n) = n3x2e~'a;D={(x,n)eR2:0йх<+со,neN},n0= со.

7.16 f(x ,n) = Jnsin-y=-;D = {(x,n)eR2 :0<x <+<*>,neN},n0=*>.

7 17 f(x,n) = \n 1 + c° ^ £ \;D =.{(x,h) eR2:0<x<+x>,neN),n0=co.
^ yjn + x)

7.18 f ( x>y) = = {(x’yï  ̂  Ä2 :0 < x < 1,У e я} ,y0 = °°-

7.19 f(x ,y) = xsmy;D = {(x,y)eR2:0<x<\yeR},y(>=~.

7.20 f(x ,y) = sin^;D  = {(x,y)eR2:xeR,0<y<  +00},y0 = +00.

7.21 f(x ,y) = x2siny;Z) = |(x,y)e i?2:0<x<5,0<y <я’|,у0 = y .
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8.1 8.2
sin or О

8.3 F{a)=  J--— dx. 8.4 F(a) = “¡f(x  + a,x-a)dx.
a+a * 0

a 2 x+a ж

8.5 F(a)= ¡dx. j  sin(x+ /-a2 )ф  8.6 F (a )=  +

8-masala. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping.

0 x-a

8.7 F (or) = J(jc + y )f (y)dy,f(y) - differensiallanuvchi funksiya;
0

F”{x)-1

8.8 F{a)=\f{y)-\x-y\dy, a<b ва f{y)zC[a,b]:Fn{x)-4
a

X2

8.9 F(a) = )f(y)-{x-y)"~'dy, F (n)(x)~? 8.10 F (a)=  je'^dy.
О X

sin у ___

8.11 F(a)=\e^dy. 8.12 Н у)= J dx.
J cosy

8.13 F (y )^ ] f(x  + y,x-y)dx. 8Л4 F(y)= ^ dx.
i X

-у у

8.15 F(y) = +\-^-dx. 8.16 F (y) = "J.T^y dx.
l+y X yJ

8.17 F(y)= \(x2smy + ~ dx. 8.18 F(y)~¡f(y)-(х-у)" ф У {х )-?
А  У  )  О
2

8.19 F(y)= \í{y)-\x-y\dy,f{y)^C[\,2] F'(x)- ?
К

X

8.20 F (y )=  j(x  + y ) f  (y) dy, F" (x)-?, f  (y) - differensialîanuvchi
—x

funksiya;
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ху

8.21 Р (Х’У)= \{x-y2 )f{z)dz,F^(x,y)-l, f(z)~  differensialla-
£

nuvchi funksiya?-

9-masala. Quyidagi integrallami ko‘rsatilgan oraliqda tekis 

yaqinlashishga tekshiring.
+-ЭС- + 3 0

9.1 ¡ 8~a* sinxtítc; l<a<+oo. 9.2 jx ae~xdx; 2<a <3.
о 0

"rcosax , Г dx л^ ^
q i  --- — -00< a < -ню. 04  ------ ^---- , u s a <+00.

¿  1 + x2 oJ (x-ay+ l

+ 3 0  • +oC  i  n

rsinx л f i l l y , A
9 5 ---e dx;0<a<+co. 95  — j=dx\ 0<p<  10.

¿ * , XVX

9.7 I e ax ~——dx; 0 < «  < +00 . 9  g J ^ e “aAVx; 0 < a < + o o .

1 -*■ 0
+» 2 +00 2

9 .9  dx; 2<a<3. 9.10 -oo<a<+oo.
-00 —эс

*r -*W) • , "7 -avC°S* .
9.11 Ie втдаф, -oo<x<+co. 9 1 2  I е —i“ ax;0<a<+co.

0 1 x

■̂ sinjc2 , V Xя , -
9.13 Jt— F ^ P ^ 0- 9.14 j f — ^ dx-, 0 <n<  -ко.

0 \ I—X

\ . I dx „ V.____ ............. dr|g|<-
915 Jsln_ . _ ; 0 <и <2. 9.16 J ^ _ 1)(jc_ 2)= ’! 1 2

+00 L §щ öfJC
9.17 JVäV^c/x; 0<ar<+oo. 9.1g J j JC_ a|Ä; ° - 0f^ L

+°° 2 / 2 \  ̂ 1
9 .19  Je J '1+v ' cosjHùfv; xei?. 9.20  Jxp~x Лп—dx, p > 0.

0 o x 

^  COS X

9.21 J е~ах —т dx, 0 < а  < +оо,р  > 0 - fíksirlangan.
1 х
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10.1 Agar f(x ) eC (0,+co) va VA> 0 uchun J x ^  inte8ra' 

mavjud bo‘lsa, unda ushbu

= / ( 0)-ln— (a> 0, A>0). 
o x a

Frullani formulasini isbotlang.

sin !3\
10.2 I (a ) = } e~ax---- dx (a > 0) integraldan foydalanib, ushbu

0 x

l‘fSin/?X . 7t . n 
— —  dx = —sign p.

0 X 2 
Dirixle formulasini isbotlang.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

+rsinov-sinik , x arctgax - arctgbx , ~ ^
10 .3  j ------- ^  (tf>0,&>0). 10.4 J-- ---:--— dx (a>0,b>0).

o x •

g-0*2 - if'®'2 +»--«* _
10.5 j --------- (« > 0 ,/? > 0 ) . 10.6 J ---------- cosmxdx (ar>0,/?>0).

0 x 0

'f l n ( l - o r V )  U n f l - a V )

10.7 f  ;  7*.... j-dx (|a|<l). 10.8 J - V = T “ '*  W " 1)'
0 • VI JC 0 vi ^

+=2 In fa2 + x2) +} arctgax ■ arctgfix ,
10.9 f > ..—[dx. 10.10 J-- ^— 5-----dx.

0J P~+x 0 X

-ln(l-4 a V )  ln ( l + / ? V )  *5 - ( ^ 4 )  , , M
10.11 j- A-----}-r ±—!—-J-dx. 10J2 X)dx(a> 0).

0 X o

«= -ax2 -fix2 +* 2

10.13 f £---/ --dx(a>0,/3>0). 10.14 j« “"  cosfe*(a>0).
0 X 0
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10.17

10.19

10.21

11.1

11.3

11.5

1

11.7

11.9

11.11

11.13

10.15
+00

Jxe~axl sinbxdx(a > 0). 10.16
+co /  • \2

sin axл
+00/

+°o „-ax2

J
e ax - cos ßx

dx. 10.18 f

o V  x

sin3 dx

dx.

dx.

+00 / • \ 3
sin ax

í
0

+00

/

dx. 10.20
x

arctgax

^  sin4 xdx

XJ-
0

dx.
x2 -yjx2 -1 

ll-masala. Quyidagi integrallarni hisoblang.

it

J In (a2 sin2 x + b2 cos2 x) йбс. 11.2 Jln (l-2tfcosx + a2)<&.
'A

jarctgx dx

, * y/l-x2 

” sin4 ax - sin4 ßx
Я

rxsinax . 
--- 4~dx.

I  l + X2

•oo * 2
r Sin X .
I--- -dx.
¿ 1 + X

-00

Jsinx2 -cos2axdx.

dx.

114 icosfln-1-— aEv-,a>0,¿>>Q. 
0J V x) lnx

+rcosax .
11.6

O l + X0
+00

11.8 J
cosax

dx.
о (l + *2)

+00

11.10 Jsin^ar +bx+c)dx(a*0).
-oo

+00

11.12 J cos x2 • cos 2axdx.
-oo

+00

\ ^ d x .  
X a  -X “

—X- 

+00
rxsinxv , 

11.14 J—--r^-J n — Va —x



*r e~ax cosbx - e a ■ cosIxdx , пч 11  17 ---------------- —dx (a,c> 0).
0 *

+00 2 **/»2 OL‘“
11.18 fe“-*1-cos^-dr. 11.19 \e~ •sin-r <&.j  x2 J д,

7Г/
™ fl 1 + ocosx dx /I I

11.20 In----------- ( f l< V-
" 1-acosx cosx

V Г П х^-х"
1121 fsin In— ------ dx,a>0,b>0.

J l V In V

X -X

Inx

Ko‘rsatma. 10 va 11-masalalami yechishda xosmas integrallarni 

parametr bo‘yicha differensiallash yoki integrallash hamda Frullani 

va Dirixle integrallaridan foydalanish yaxshi natija beradi.

12-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi 
integrallarni hisoblang.

+x p-1 1 1 a-l (  i  _  ЛД^~]

12.1 — — dx. 12.2 ¡-j- >°>ß > °)-
0 1 + * 0 \x+a)

+ 0 0  I. Y-e f CIX
12.3 J-— - --¿/x(Q<a<l). 12.4 J (1 + ̂ у ' ‘

1 v2a-l С x2"dx

n -5 / т ; ? л (0< а<1 )' 126

12

+00 41 ^  ¿/v

.7 J 77-- 12.8 J/(. \ 2 ил' l i . ö  JA  зу 
(l + x) 0 l̂ l + X J

% V dx , ч
12.9 fsin x-cos xdx. 12.10 J /--- ~(/7> v -

0 0 V1 - X

+Ж +“ xm-\
12.11 j -ï'2''e‘v* dx(fi - ¿wft/и sow) 12.12 j ~~ dx(n>0).



12 15 [—r====(.m > ®)*
¿Vi-*"

12.17 J sin” x • cos" xi/x. 
0

*A
12.19

12.18 +]xme^dx

12.16 \e~x"dx(n> 0).
0

12.20 (fln-
oV x)

dx.

hr{x-a)m-(b-x)" , .
12.21 f  ,  r ; w+2 ( 0 < a < 6 ,  c > 0 ) .

a (X + C)

-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Quyidagi
+ 0 0  j  

J
xosmas integral hisoblansin.

3 (jc 2 + X + l ) 3

/=  f____ d±____ = f
i ( x 2 + .x+l)3 i

dx

x +i)‘

J f -4- —  =  i  
2

almashtirish

bajaramiz

+90

= J
dt

HI
Bu integralni hisoblash uchun xosmas integraida bo'laklab inte- 

graUash usulidan foydalanib, quyidagi ishlami bajaramiz.

2 21

01 +'

EM. (

2n 2n *? dt_L7l in _ f
• dii =

HI
. - I f  , 7  <* 3”r dt 4 x 3*f

-2 J t t - ?  I t t ? - J
<■4

= 4  *

dt

-I , 2 + :

-“’ i2 + 3

4;r

2 'W T

73  2 .

■H
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Demak,

4 n _ r

v r J

dt

H J
+00

. 4 . J
dt

(t 1 , -Atdt N u—---- -̂ =>aii=---- -

H J H í
dv=dt,v=t 

dt

1 3Y >-+- 
4 J

+*

♦'<h-

MI
Tdl =

-3.J

- < r + ̂

1ÓJT

3 ^
- 3 /

,-3/.

Shunday qilib, berilgan integral I ga nisbatan ushbu

4n _ 16 n 

3 ~ 3 ^
tenglamaga keldik. Bu tenglamadan

dx _ 4it 
J / 2 , , A3 ~ 3J 3 e k an lig in i h os il q ilam iz . >

—00 I X *i X 1 11

2.21-masala. Quyidagi

*r dx 

aj{x-a)(b-x)

II-tur xosmas integral hisoblansin.

<1 x = a vax = b nuqtalar integral ostidagi funksiyaning maxsus 

nuqtalari bo‘ladi. Agar integralda

x = acos2t + bsm2t; 
almashtirish bajarsak, berñgan xosmas integral oddiy xos aniq inte- 
gralga kelib qoladi. Darhaqiqat,

x = a=>t = O] \x-a = (b-a)sm2t , N
=> dx = 2[b - a)sin teostdt.

\b-x = (b-a)co$rt

-,b>a.

x = b=>t =
71

2 J

■va<

Bu ifodalarni berilgan integrallarga olib borib qo‘yib topamiz:

b

!
dx

J(x-a)(b-x) 
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3.21-masala. Quyidagi

nA
Jsin^x-cos^xett.
0

integralni yaqinlashishga tekshiring.

< Integral ostidagi funksiya uchun « < 0  bo‘lganda x = 0 nuq-
7 t

ta, /?<0 bo‘lganda esa * = y  nuqta maxsus nuqta bo'ladi. Shu 

sababli integrallash oralig‘ini ikkiga ajratamiz:

"4 ’/* *4 . B
/=  | sin“ x • coŝ  xdx = Jsin“x-cos/?;t££c + J ŝ n x-cos xdx = I l +I2.

x-»0 da sin"x-cos^x = 0*(sin“x) = 0*(;ta), da

sin“ x ■ cos10 x = 0* (cos'8 x) = 0*
7t

.2"

\P

P\ % %

nA ( „  \p Vi 
| [ £ _ x] dx= I —  

integral « > - 1  da *V2 ) x {n

bo‘lganligi va jxadx= J
0

dx

dx

-p

integral J3> - 1 da

yaqinlashishini e’tiborga olsak, taqqoslash alomatiga ko'ra i, inte

gral a>-l,j3-\/ va I2 integral f3>-1, a- V  bo‘lganda yaqin- 

lashishini hosil qilamiz => Berilgan integral a>-1, /3>-\ da ya- 

qinlashadi. >

4.21~masala. Quyidagi

dx

‘ xa \np x 

integralni yaqinlashishga tekshiring.

<¡1) Faraz qilaylik a > 1 bolsin. =>s-a-l deb belgilasak,
£•>0 boladi. Unda

1 1 1



1 1
lim —7---- = 0=>3A>2:\/x>A uchun e/ B < 1 bo'ladi
r̂ x /2-lnpx x/2-\npx

=>Vx>A da f{x )< - ^r = <p(x) bo‘ladi

*  dx \ dx , J  dx

2 "  2 ”  —  '• A

f dx f ax I f ax - T I J
\xa-\n»x ¡xa-lnfix \xa-\npx 1 2

A dxc ax
desak, A = integral oddiy uzluksiz funksiyaning integrali

bo‘lgani uchun yaqinlashuvchi. 

dx
I2 = J x'«[nT ~ integral esa taqqoslash alomatiga ko‘ra yaqin-

+« +=? dx
lashuvchi, chunki j  9 (*) dx - j 1+̂  yaqinlashuvchi.

A A X

+*>C dx
Shunday qilib, J x„ integral a>\ bo‘lganda V/? uchun

yaqinlashuvchi.

2) Endi a = 1 bolsín.

dx +f dx +f¿/(lnx) _fyaqinlashadi, p>  1,

j  xa -\npx ~ Jx ln '!x~ ' lnA X [uzoqlashadi, /3 < 1

3) a<  1 bo‘lsin. Bunda s = l- a  deb belgilab, l)-holda bajar- 
gan ishlami bajarsak, berilgan integralning uzoqlashuvchi ekanligi- 

ga ishonch hosil qilamiz.
Demak, berilgan integral a>  1 bo‘lganda V /? va a - 1 

bo'lganda, ¡3> 1 lar uchun yaqinlashadi. Qolgan barcha hollarda 

esa uzoqlashadi. >
5.21-masala. Quyidagi

dx
W - L . - Í -
¿ l 1 — JC J í - x

integral absolut va shartli yaqinlashishga tekshirilsin.
<j Berilgan integralning yaqinlashishini Dirixle alomatidan foy~
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dalanib, ko'rsatamiz.

va g(jt) = l-x

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:
1) /(jc)eC[0,l) va / ( jc) ning boshlang'ich funksiyasi

Berilgan integral absolut yaqinlashuvchi emas. Bu tasdiq

integmlning uzoqlashishidan kelib chiqdi. Oxirgi integralning uzoqlash- 
ishini l°-punktda keltirilgan 2)-misoldan foydalanib, ko'rsatish qiyin 
emas. Shunday qilib, berilgan integral shartli yaqinlashuvchi. >

6.21-masala. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiy-
mati topilsin:

2) g(x) = l-x funksiya [0,1) da I  va lim g(x) = 0 -

3) g '(x) =- le C[0,1).
Dirixle alomatining shartlari bajarilayapti =>

yaqinlashuvchi.

1 . I I • 2 1
--- sin--- >----s in ----
1-x l- x  1-x 1 - x ’

tengsizlikdan va

dx



i
1+s

1,5 dx

(x- l)(x-2)
+ lim

fi-t+O

2-P 

\ dx

1,5 ( X  ~  0  i X  -  2 )  ^  i l  i X  -  0  ( X  ~  2 )

dx

dx

-lim .
A~>x '(x - l)(x - 2) '

c/x = ln|x-2|-ln|x-l| ekan„f dx - t
1 1

■’(x- l)(x-2) ■’_x-2 x-l_

V.p\

ligidan foydalanib, yuqoridagi lim itlarni hisoblasak,

dx . .
2 —r~ ~ lnZ tenglikni hosil qilamiz. >

X "r ¿¿tyj

7.21-masala. D = {(x,y)eR2:0<x<5, 0< ^ < r̂}, to‘plamda

berilgan /(x ,y ) = x2siny funksiyaning >o=y  nuqtadagi limit iunk- 

siyasini toping va tekis yaqinlashishga tekshiring.
/3

<j (p{x)= lim /(x,j>) = limx2siny = — x2 - lim it funksiya.
y-*.Vo y-+— 2

f(x ,y) funksiya cp(x) ga tekis yaqinlashuvchi ekanligini 4°-punkt- 

dagi 3-ta’rifdan foydalanib, ko‘rsatamiz. V s> 0 va quyidagi ayir- 

mani olamiz.

\.f{x,y)-(p{x)\ =
2 . > 2 . n 2x -siny--- X’

2
-x sin y “  sin ~ = JC • 2 sin y-73 •cos-

y+'

< x • 2 -’A <x2 - S < 25S = £• => <5 =
25

Demak, >0 olingar da ham = deb olsak, y-
n

<8

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vye(0,/r) va Vxe[0,5] lar uchun

71

j/(x. j)-^(x)| <s  tengsizlik bajariladi. Bu esa da f(x ,y )

funksiya (p(x) ga tekis yaqinlashuvchi ekanligini anglatadi. >
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8.21-masala. Agar
xy

F(x,y)~ ¡(x-yz)f{z)dz b0‘lib, / (z) -differensiaUanuvchi funk-

y ff

siya bo‘Isa, Fxy (xy) ni toping.

« Bu masalani 4°-punktdagi 7-teorema va (lO)-tenglikdan foy- 
dalanib, yechamiz. Teoremaning shartlari bajarilishi ko'rinib turib- 
di. (lO)-formuladan ikki marta foydalanish natijasida talab qilingan 
hosilani topamiz:

F* (x,y)= )f{z)dz + y(x-yxy)f(xy)--
£ y
y

xy

= ¡f{z)dz + (xy-xy3).f(xy);

1
/ > 

X
f

/ \ 
X

— • x-y— —

y V y)

r \
Ky (x,y)= ¡0-dz + x-f(xy)- ~  f  £  + (x_3xy2)f(xy) +

V y y )

+00

+ (xy-xyi)-f'{xy)-x = x{2-3y-)f(xy) + ~ f\ ^+ x2y( 1 - y2)f'(xy). >

9.21-masala. Quyidagi

jf s~ax -~——dx\
! xp

Integralni 0 < a < +co, p>  0 -fiksirlangan bo‘lganda tekis yaqinlash-
isbga fekshiring,

<i Berilgan integrating tekis yaqinlashishini Abel alomatidan 
{5° -punktdagi 3-teorema) foydalanib, ko‘rsatamiz. f(x,cc) = e~ax va

, \ cosx
g{x,a)-~ ~  deb belgilab, Abel alomatining shartlarini tekshiramiz.

1) f  (x,a) = e~ax funksiya har bir fiksirlangan ae[0,+°o) uchun 

monoton va D = {(x,a)ei?2 :xe[l,+oo),ae[0,+co)|, to‘plamda che-

garalangan \f {x,a)\ < 1.
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to‘plamda tekis yaqinlashuvchi. Abel teoremasining shartlari bajaril- 

di. => berilgan intengral 0 < a < +00 to‘plamda tekis yaqinlashadi. >

10.21-raasala. Quyidagi

1  °rCtf aX dx. 
f x2 • 'v/jĉ -1

integral hisoblang.

, . arctgax j
< I  [a) = I—— j=~=ax. deb belgilab olib, bu integralm para-

1 X -yJX' -1

metr bo‘yicha differensiallash amalidan foydalanib, hisoblaymiz. Bun- 
ing uchun awal xosmas integrallarda parametr bo‘yicha differen- 
siallash mumkinligi haqidagi 6°-punktda keltirilgan 3-teoremaning 
shartlari bajarilishini ko‘rsatamiz.

arctgax )
f(x ,a ) =--- j n va D = \(x,a)eR-: 1 < jc< +00,-00<a<+ooj

jc2- v r- 1 
deb belgilaymiz.

1 | arctgax\ n

2) integral Dirixle alomatiga ko‘ra 0 < <2 < +<»

|/(*»«)| = ---

I /« (* .« )

x2 ■ yjx2 -1 2x2 ■ yjx2 -1

1 1

x(l + a2x2)yjx2 -1 xy/x2 -1 ’

^  ndx J "f 1 ,
tengsizliklar va J tT T T T  > J n ~ l integrallar yaqm- 

f 2x \]x -1 1 X’sl x 1
+00

lashuvchi ekanligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra \f(x,a)dx Va
1

+00 f

j  / . (x,a)dx integrallarning -00 < or < +00 to'plamda tekis yaqin-

lashishini hosil qilamiz. Demak, berilgan integraldan parametr a 
bo‘yicha xosila olish mumkin:

,, , ^  dx

, x(l + aV)-VxF-T Bu inte§ralda x = cht almashtirish

287



\a\

yjl + a2
bo‘lishini topamiz. Bu tenglikdan

I  (a ) ni topamiz. a >  0 bo'lganda

7(“ )= iv
a

da
yj 1 + a2

1(0) = 0 => с = Y  => I (a) = y (i + a - J\ + a2^,a > 0.

Xuddi shu kabi oc<0 bo'lganda /(« ) = -—(l-or-Vl + o'2j 

ekanligini topamiz. Ikkala javobni umumlashtirsak,

+ a2 jsgn«, |a|<oo tenglikni hosil qilamiz. >

11.21-masala. Quyidagi

Ísiní ln;
dx, a > 0, b > 0 •

integral ni hisoblang.

X̂  xa ^
< Bu integralni ushbu ]n;t”  = Iх" dy tenglik va parametrga

bog‘liq integrallarni parametr bo'yicha integrallash haqidagi teore- 

madan foydalanib, hisoblaymiz:

i

jsin 111
X - X

a 1 / i у  I , »

-dx - j  sin ln— Jxydy dx = j  jx ’ • sin

Í ,k - sin ln-
V, *.

dx

\ * 

(r

V
dy dx -

■ = e ' => dx = -e~'dt 

X = 0 => t = +oo;x = 1 => t = 0J J

dy-

ir

/ - J e  (1+y)/.sintdt integralda ikki marta bo‘laklab integralla-
)
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sak, I ga nisbatan chiziqli tenglama hosil qilamiz va
^  n r  Z>

/ =
(y+ l)-+ l

ekanligini topamiz

a jr ^

_  L — -2.— - =  c rc /g (> ’ + l)| = arctg(b + \)~

b-a
-arctg(a +1) = arctg—  ̂  ^ ;■ j.- +-g. > 

12.21-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi

I  = <««-.= > 0);
; (x+c)

integralni hisoblang.
<1 Berilgan integralni Eyler integraliga keltirish uchun shunday 

almashtirish bajarishimiz kerakki, natijada [a,b] kesma [0,1] kes-

maga o‘tsin. Buning uchun - ~ = ~T7Z't almashtirish bajarish
X + C D -r 6

kifoya.
Agar berilgan integralda shu almashtirishni bajarsak,

'b-x Y  (bx-a 

l̂ x + c

b-a 

b + c,

dx

■f,
x + c y 

b-a

-a 

dt

.(1-O va

(x + c)2 (¿ + c)-(flr + c) 

bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishga keladi va oson hisoblanadi:

,  f( jt  - « ) " • ( »  -  * )"  _  ( * - ? . £ -------f ,- . ( i _  A* m

7 -J — * > « ) - * ■ . (a+c r J  1 0a (X + C)

/ ,  \m+»+l

----- rB(m + l,n + l).
\m+l /  \»+l V /

(6 + c )”’+1 -(o + c )”

Natija. Agar berilgan integrallarda m va n lar natural sonlar 

bo‘lsa, unda

{b-af+n+1 ml-nl 
I  = —— . ..:--- ~ - 7  .\. bo'ladi.>

\b + cy+l-{a + c)n+l {m + n + l)\ 
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9-§. 8-MUSTAQIL ISH

Karrali va egri chiziqli integrallar. Sirt integrallari va 
maydonlar nazariyasi elementlari. Furye qatorlari

Ikki karrali integrallar va ularning asosiy xossalari.
Ikki karrali integrallarni hisoblash.
Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar.
Ikki karrali integrallarning ba’zi tatbiqlari.
1-tur egri chiziqli integral va uni hisoblash.
2-tur egri chiziqli integral va uni hisoblash.
Grin forraulasi va uning tatbiqlari.
1-tur sirt integrali va uni hisoblash.
2-tur sirt integrali va uni hisoblash.
Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari.
Maydonlar nazariyasi elementlari.
Furye qatorlari.

-A-
Asosiy tushunsha va teoremalar

1°. Ikki karrali integralning ta’rifi va uning asosiy xossalari

Rimanning karrali integrallar nazariyasi R n fazodagi Jordán 
o'lchoviga asoslangan. Jordán bo'yicha o‘lchovli to‘plamlaming asosiy 
xossalaridan biri, uning chegaralangan bo‘lishidir. To'plam chegara- 
sining Jordán o‘lchovi 0 ga teng bo‘lishi zarur va etarlidir. R 2 (R 3) 
fazoda Jordán bo‘yicha o'lchovga ega bo‘lgan to'plamga kvadrat- 
•lanuvchi (kublanuvchi) soha deyiladi. n>  3 bo‘lganda karrali inte
grallar nazariyasi ikki karrali integrallar nazariyasidan prinsipial ji- 
hatdan farq qilmaganligi va ikki karrali integrallarni tasawur qilish 
osonroq bo‘lganligi sababli biz asosan ikki karrali integrallar nazari- 
yasini keltirish bilan kifoyalanamiz. Butun paragraf davomida biz 
qaralayotgan sohani kvadratlanuvchi deb faraz qilamiz.

Aytaylik DczR2 sohada f(x ,y ) funksiya aniqlangan bo‘lsin. 

D  sohani V egri chiziqlar to‘ri yordamida n ta Dx,D2,...,Dn soha- 

chalarga bo‘lamiz.

DK sohada V (4 ,% ) nuqta olib, f[ ^ K,r¡k) ni hisoblaymiz ham- 

da quyidagi
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o- = Z / ( ^ ’7 (1) 
*=1

/(x,j>) funksiyaning D soha uchun integral yig‘indisini tuzamiz. 

Bu yerda Sk - DK sohaning yuzasi.

Ta’rif. Agar (l)-iníegral yig’indining A = maxdiam DK 0 ga in-
k—\, n

tilgandagi limiti mavjud bo‘lib, u chekli songa teng bo‘lsa hamda uning 

qiymati sohaning bo ‘linish usuliga va (¿í,K,rjk) nuqtalaming tanlanishiga 

bog'liq bo‘Imasa, u holda o‘sha son f(x ,y ) fiinksiyaning D soha bo “yicha 

ikki karrali integrali (Riman ma’nosidagi integrali) deyiladi va u

/=  J J / f r jO *  yoki I=\\f{x,y)dxdy;
D D

kabi belgilanadi. f(x ,y ) funksiya D sohada integrallanuvchi deyi

ladi. Aks holda f{x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi emas, 

deyiladi.
Shunday qilib,

I=\\f(x, y) dxdy := lim ¿ /  (&, % ) •Sk (2)
D k=]

Izoh. Karrali integrallar uchun integrallanuvchi funksiya chega- 
ralangan bo'lishi shart emas. Lekin, biz tasdiqlarning sodda bo‘lishi 
uchun paragraf davomida integrallanuvchi funksiyalardan ularaing 
chegaralangan bo‘lishini talab qilamiz.

Ikki karrali integralni ham bir o'zgaruvchili funksiyaning aniq in- 
tegralidagi kabi Darbu yig‘indilari yordamida ham aniqlash mumkin.

Aytaylik, Mk=Snp{f(x,y):{x,y)&DK) va mt = inf{/(x,>>):(x,y)eDK} 

bo‘lib, ak -Mk -mk -f(x,y) funksiyaning DK sohadagi tebranishi 

bo‘lsin.
1-teorema. f{x,y) funksiya £> sohada integrallanuvchi bo'lishi 

uchun
n

tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir.
2-ta’r if Agar \/s> 0 uchun EczR2 to‘plamni yuzalarining 

yig'indisi s dan kichik bo‘lgan sanoqli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar 
bilan qoplash mumkin bo‘lsa, u holda E to‘plamning Lebeg o‘khovi 0
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ga teng deyiladi. Agar E to‘plamni yuzalarining yig‘indisi etarlicha 
kichik bo‘lgan chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar bilan qoplash mum- 
kin bo'Isa, unda E to‘plamning Jordan o‘lchovi Ö ga teng deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, Jordan oichovi 0 ga teng to'plamning Lebeg 
olchovi ham 0 ga teng bo‘ladi. Teskarisi o'rinli emas lekin Lebeg 
o'lchovi 0 ga teng kompakt to'plamning Jordan oichovi ham 0 ga 
teng bo'ladi. Jordan o‘lchovi 0 ga teng bo‘lgan to‘plamlaming chek
li sondagi yig'indisining Jordan o'lchovi, Lebeg o‘lchovi 0 ga teng 
bo‘lgan to‘plamlarning sanoqli sondagi yig‘indisining Lebeg o'lchovi 
0 ga teng bo'ladi.

2-teorema. (Lebeg teoremasi). Agar f(x,y) funksiya o ‘Ichovga 
ega bo‘lgan yopiq D sohada chegaralangan va bu sohadagi Lebeg
o ‘ichovi 0 ga teng bo ‘Igan E sohada uzilishga ega bo ‘lib, qolgan 
barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘Isa, u holda f(x ,y ) funksiya D so
hada integrallanuvchi bo‘ladi.

Natija. Agar f(x ,y) funksiya o'lchovga ega bo‘lgan chegara
langan yopiq D sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x ,y) funksiya 
D sohada integrallanuvchi bo‘ladi.

Ikki karrali integrallar ham oddiy bir o‘zgaruvchili funksiyaning 
aniq integrali uchun o'rinli bo'lgan qator xossalarga ega. Biz ul- 
arning barchasini takrorlamay, o‘rta qiymat haqidagi teoremalarga 
to‘xtalamiz, xolos.

f(x ,y ) funksiya D sohada aniqlangan bo‘lib, shu sohada che

garalangan bolsin, ya’ni 3m va M  sonlar: V(x,_y) e D uchun

m <f(x ,y)<M ;

bo‘ladi.
3-teorema. f(x ,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘Isa, u 

holda 3 o‘zgarmas ¡x (m<ju<M ) son mavjudki,

/=  j|f(x,y)dxdy = ju-S',
D

bo‘ladi. Bu yerda S — D sohaning yuzasi.

Natija. Agar /(x ,y)eC (Z)) bo‘lib, D yopiq bo‘lsa, unda 

3(a,b)eD  nuqta topiladiki

1= jjf(x,y)dxdy = f  (a,b)S ;

boladi.

292



4-teorema. Agar g(x,_y) funksiya D sohada integrallanuvchi 

bo‘lib, и shu sohada o‘z ishorasini o‘zgartirmasa va f(x ,y )eC (D ) 

bo‘Isa, и holda 3 (a,b)eD nuqta topiladiki,

Ikki karrali integrallar amaliyotda takroriy integralga keltirish 
yordamida hisoblanadi. Biz D soha to‘g‘ri to'rtburchakli va egri 
chiziqli trapetsiya bo'lgan 2 ta holda ikki karrali integralni takroriy 
integralga keltirish haqidagi teoremalami keltirami?.

1-teorema. f(x,y) funksiya D ={(x ,y )eR 2 :a<x<b, c<y<d} 

sohada berilgan va integrallanuvchi bo ‘¡sin. Agar har bir fiksirlangan 

xe\a,b\ da

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
2-teorema. f(x ,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘lib,

V fiksirlangan ye[c,c/]da

Jj/ (x,y) g (x, y) dxdy = f(a,b)-§g(x,y) dxdy ;
D D

bo ‘ladi.

2°. Ikki karrali integrallami hisoblash

d

7(x) = i /{ х’УУу -,
c

integral mavjud bo‘lsa, и holda ushbu
b d

J \f{x,y)dy dx •

takroriy integral mavjud bo‘lib,

(4)

*
I(x)= jf(x,y)dy -

a

mavjud bo'lsa, u holda

j  Jf(x,y)dx dy-

integral ham mavjud bo‘ladi va
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d b
j j f ( x , y ) d x d y =  j  j f ( x , y ) d x dy (5)

tenglik bajariladi. 
Endi soha

£> = {(*,7) e i?2 :a<x<b, cp{ (x)< y <<p2(x)}

egri chiziqli trapesiya ko‘rinishida berilgan bo‘lib, ^,(x) va 

^2(x)g C\a,b\ bo'lsin.

3-teorema. f{x,y) funksiya D sohada berilgan va integralla

nuvchi bo‘lsin. Agar v fiksirlangan xe[a,b\ uchun
«iW

7(*)= J f ( x»y)4y

integral mavjud bo‘Isa, u holda
v

J
«(*)

J f ( x,y)dy
_«(*)

dx

mavjud bo'ladi va

\\f{x,y)dxdy= j
»(*)
J f{ x,y)dy

n(x)
dx. (6)

tenglik bajariladi.
Agar D soha

D = {(x,y)eR2 :ys{(y)<x<ii/2(y), c<y<d}

ko‘rinishda bo‘lib, i//t(y) va y/2(y)eC[c,d\ bo'lsa, unda quyidagi 

teorema o'rinli bo'ladi.

4-teorema. f(x ,y ) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘lib,

V fiksirlangan ye.\c,d| uchun
nM

l(y)=  J f { x,y)dx;

mavjud bo‘lsa, unda

mavjud va

v'i(.v)

v'i(y)

J f(x,y)dx 
y'(y)
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№  x,y)dxdy = J I  f(x,y)dx\dy
d ГVl (v)

(7)

boladi.

3°. Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish. 
Silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

Dc.R2 soha berilgan bo‘lib, f{x,y) funksiya D da integral-

deb belgilaymiz. Bizdan (7) ni hisoblash talab qilinsin. Ravshanki, 
f(x ,y) funksiya harada D soha murakkab bo'lsa, (7)-integralni 

hisoblash qiyin bo‘ladi.
Ko‘p hollarda x va и o‘zgaruvchilarni boshqa o‘zgaruvchilarga 

almashtirish natijasida funksiya ham, soha ham soddalashib, ikki 
karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Aytaylik, 2 ta xOu va uOv tekisliklar berilgan bo'lsin. xOu tek- 
isligida chegaralangan, chegarasi dD sodda, bo‘lakli silliq chiz- 
iqdan iborat bo‘lgan D sohani qaraylik. Ikkinchi uov tekisligida 
ham xuddi shunga o‘xshash A sohani olamiz.

(p{u,v) va if/(u,v) funksiyalar A da berilgan shunday funksiy- 
alar bo'lsinki, ular A sohadagi V(u,v) nuqtani D sohadagi (x,y) 
nuqtaga akslantirsin, ya’ni

funksiyalar A sohani D sohaga akslantiradi.
Faraz qilaylik, bu akslantirish quyidagi shartlami qanoatlantirsin:
1) (8)-akslantirish o‘zaro bir qiymatli,

2) cp(x,y) ,y/{x,y)eC(D) bo'lib, bu funksiyalaiga teskari bo‘lgan 

funksiyalar (px{u,v),y/2{u,v)eC(A) va ulaming barcha birinchi tar- 

tibli xususiy hosilalari 3 bo‘lib, ular ham mos sohalarda uzluksiz bo‘lsin,
3) (8)-sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan tuzilgan 

determinant (yakobian) uchun

lanuvchi bo‘lsin. => ¡¡f(x,y)dxdy- 3

(7)
D

(8)
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du dv 
shart bajarilsin.

Teorema. Faraz qilaylik, (8)-sistema yordamida aniqlangan funk- 
siyalar A sohani D sohaga akslantirsin va yuqoridagi l)-3)-shartlar- 
ni qanoatlantirsin. U holda

1 = |\f(x,y)dxdy = \\f[(p{u,v),¥ {u,vj\-\l{u,v)\dudv (10)
D  A

bo ‘ladi.
(IQ)-formulaga ikki karrali integrallarda o‘zgaravchilarni almash- 

tirish formulasi deyiladi.
Uch karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish formula- 

lari ham shu kabi boladi. Masalan,

x = <p(u,v,w)

■ y = i//(u,v,w)

z = x{u,v,w)

funksiyalar A c R 3 sohani DczR3 sohaga akslantirib, yuqoridagi

l)-3) shartlarni qanoatlantirsin. Agar D sohada integrallanuvchi 
f[x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsa, u holda

tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu yerda

v,w),x(u,v,w)

dx dx dx

du dv dw

dy_ dy_ Ol

du dv dw

8z dz dz

dü dv dw

, . D(x,y,z) 

£>(«,v,w)

berilgan akslantirishning yakobiani.
Ikki karrali integrallami hisoblashda qutb koordinatalar siste- 

masiga o'tish (x = rcos<p, y = rsm(p, I - r ) ,  uch karrali integral

lami hisoblashda esa silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga 

o‘tish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
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Silindrik koordinatalar sistemasida VAfei?3 nuqta M(<p,r,z) 
kabi beriiadi (10-chizma).

Silindrik koordinatalar sistemasini Dekart koordinatalar siste- 
masi bilan bog'lovchi formulalar (11) va (12) tengliklarda keltirilgan.

X = rCOS(p (11)

y = rsinç?

= z, 0 <(p< 2л, 0 < r < +00

(p = arctg—
X

z = z

(12)

(ll)-sistema uchun yakobian

\!{<P,r,z) | =
D(x,y,z)

= r
D(<p,r,z)

Sferik koordinatalar sistemasida VMeR3 nuqta kabi



beriladi (11-chizma). Sferik koordinatalar sistemasini Dekart koordi- 
natalar sistemasi bilan bog'lovchi formulalar (13)-tenglikda keltmlgan.

x = /?cos9>-siny/

y ~ psm(p siny/ o< ^j< 2 r̂, 0<yO<+°o, 0 <y /<n  (13)
z = pcosy/

(13)-sistema uchun yakobian

\l{cp,p,y/)\ =
D{x,y,z)

= p2 -sm /̂
D{<p,p,ys)

4®. Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiqlari

a) Jismning hajmi. R3 fazoda yuqoridan z = f(x,y) sirt bilan, 
yon tomonlaridan yasovchilari OZ o‘qiga parallel bo'lgan silindrik 
sirt hamda pastdan OXY tekisligidagi D soha bilan chegaralangan 

(V) jismning hajmi V ushbu

V=\\f{x,y)dxdy (14)
D

formula yordamida hisoblanadi.
Misol. Ushbu

x2 y2 z2 
— + — + — < 1; 
a b c

ellipsoidning hajmi topilsin.
■3 Agar [z > 0} yarim fazodagi ellipsoid bo‘lagining hajmini Vl

desak, unda

V-2V,=2c\[M-lL-Z-dxdy;

bofiladi. Bu yerda
D

| arc0S(P almashtirish bajaramiz, unda D soha
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д = [{r,(p):0< r< l,0<çj<2ж] to‘g‘ri to‘rtburchakka akslanadi va ya- 

kobian
dx dx

ôr dtp 

ôy ôy 

ôr ô<p

acos<p,-arsmç)

bsin<p,brcosç
-àbr

bo‘ladi. Unda 

V = 2c JjVl — r2 • abrdrdcp = 2abc j ryjl-l dr = 4 к abc f/'V 1 -r dr = — abc. > 
J 3

b) Yassi shaklning yuzasi.
Ikki karrali integralning ta’rifiga ko‘ra, D sohaning yuzasi

S=\\dxdy (15)
D

formula yordamida hisoblanadi.
Xususan, soha D = {(x,y)e R2 '.a<x<b, 0 < y < f  (x)| egri chiz- 

iqli trapetsiya bo‘lsa, u holda

p

S = \\dxdy = j
7M

J dy

bizga ma’lum bo'lgan formulaga kelamiz.
d) Sirtning yuzasi. Aytaylik, z = f(x ,y)eC l(D) bo'lib, bu firnk- 

siyaning grafigi R3 fazoda (S) sirtdan iborat bo'lsin. U holda bu 

sirt yuzasi

S = jjJ 1+ fx'(x,y) + fy (x,y)] dxdy ( !6)

D
formula yordamida hisoblanadi.

e) Tkkj karrali integrallir yordamida mexanikaga oid masala- 

larni yechish.
Aytaylik, D - xOu tekisligida berilgan zichligi p(x,y) ga teng 

bo'lgan bir jinsli plastinka bo‘lsin. Unda quyidagi formulalar o'rinli 

bo‘ladi.

M  = \\p(x,y)dxdy
(17)

(17)-plastinkaning massasi.
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M X = \\y- p{x,y)dxdy,
D

M y = \\x- p(x,y)dxdy (18)

(18)-plastinkaning OX va OY o'qlariga nisbatan Statik momentlari.

My 
~M
Mr (19)

y 0 ~~M
(19)-plastinka og‘irlik markazining koordinatalari.

h  =  jjy2 ■p(x,y)dxdy;
D

!y = \\x2p{x,y)dxdy
(20)

(20)-plastinkaning OX va OY o‘qlariga nisbatan inersiya mo
mentlari.

1o=L+ Iy = JJ(*2 + y2)-p(x,y)dxdy (21)
D

(21)-plastinkaning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti. 
Eslatma. Ikki karrali integral oddiy bir o‘zgaruvchili funksiya aniq

integralining qanday umumlashmasi bo‘lsa, uch karrali integral ham 
ikki karrali integralning shunday umumlashmasi boladi va prinsipial 
jihatdan undan farq qilmaydi. Shu munosabat bilan uch karrali in
tegralning ta’rifi, uni hisoblash usullari va ulaming tatbiqlarini o‘qib, 
o'rganib olishni o'quvchining o'ziga havola qilamiz.

5°. BirincM tur egri chiziqli integrallar va ul arm hisoblash

Ushbu x = (p{t), y=i//(t) funksiyalar [a,ß] kesmada aniqlan- 
gan va uzluksiz boMib, ular t rang turli qiymatlariga R2 da turli 
nuqtalarni mos qo'ysin. Bu holda [a,ß\ kesmaning

\x = cp{t)

\y=v{t)

funksiyalar yordamida R2 da hosil bo‘ladigan aksi y  ga sodda 
egri chiziq deyiladi:

Y = {(*»y)*R2:x = <p(t),y = y/{t),te[or,/?]} .
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A = y(a) ga egri chiziqning bosh lang‘ich nuqtasi В = y(ß) nuq- 
taga esa egri chiziqning oxirgi nuqtasi deb ataladi. Biz qaralayot- 
gan egri chiziq to‘g‘rilanuvchi, ya’ni chekli uzunlikka ega bo‘lsin 
deb faraz qilamiz.

Aytaylik, xOy tekisligida biror sodda AB egri chiziq yoyi va bu 
yoyda f(x ,y) funksiya berilgan bo‘lsin. AB egri chiziqni A dan V 
ga qarab A 0=A, A¡, A,, ... ,An =B nuqtalar yordamida n ta AkAk+l 
(к = ) yoyga ajratamiz. AkAk+l yoyning uzunligini ASk va

deb belgilaymiz. Endi V (4 ,% )6 А Л +t (& = 0,и-1) 

nuqtalar olamiz va quyidagi

k=0

yig‘indini tuzamiz.
Ta’rif. Agar limcr-3 bo‘lib, и chekli I  soniga teng bo‘Isa va I  

ning qiymati ¿ b n‘nS bo‘linish usuliga hamda {%k,r¡k) nuqtalarning 
tanlanishiga bog‘liq bo‘lmasa, и holda shu I  soniga f(x ,y ) funksi- 

yaning AB egri chiziq bo ‘yicha birinchi tur egri chiziqli integrali 

deb ataladi va и

J f{x,y)ds
ÀB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

\f(x,y)ds--Yima= B m g /(£ ,% ).ASt (22)
AB Я-*° *=0

ekan.
Birinchi tur egri chiziqli integrallar quyidagi xossalarga ega. 

n, \f{x,y)ds= \f(x,y)ds.
ÄB BA

2) AB = ACuCB=> \f(x*y)ds= \f{x,y)ds+ \f{x,y)ds.
AB AC CB

3) \cf(x,y)ds = c- (x,y)ds{c =  const).
ab ÄB

4) \\_f{x^y)±s{x,y)]ds^\f(x,y)ds± J g(x,y)ds.
ÂB A В ÄB
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5) Agar V (x ,y )eA B  da / ( x ,y ) > 0  bo‘lsa, u holda

j f ( x , y ) d s > 0 .

6)
AB AB

7) 3 (cv c2) z A B  nuqta top ilad ik i, \ f { x , y ) d s - f ( c l,c2)-S
AB

bo‘ladi.
Izoh. Yuqoridagi xossalarning hammasida f ( x , y ) e C ( A B j  deb 

faraz qilinadi.
Teorema. Agar AB = { ( x , y ) e R 2 :x = <p(t),y = i//(t),te[a,/3]}  

sodda egri chiziq va f { x , y ) e C [ A B }  bo‘lsa,
p  ----------------------------

j f ( x , y ) d s =  (23)
AB a

bo‘ladi.
Bu teoremadan quyidagi muhim natijalar kelib chiqadi.
1-natija. Agar AB=[(x,y)&ld■.y=y(x),c<x<b]j [y(a)=A,y(b)=B] 

bo'lib, / ( x ) e C  [«,/?] bo‘lsa, u holda
b I-----------------------

[ f { x , y ) d s = \ f [ x , y ( x ) ^ - ^ \  + \_y'{x)]dx (24)
AB a

bo‘ladi.
2-natija.  Agar AB = {(r,<p)\r = r(<p),(p] <q><<p2} b o ‘lib, 

r'{(p)e.C[(pv (p7\  bo‘lsa, u holda
<Pl I-------------------

j  f ( x , y ) d s =  J / ( r c o s r s i n  ̂ ) - y r 2 + [/($ ? )] d(p (25)
AB <h

bo‘ladi.
Eslatma. Agar 1-tur egri chiziqli integralda f ( x , y )  = l desak,

/ 7 - 1

J<fa = lim]TA<S't 5 0 ‘iad^ ya’nj
Ail *=°

j  ¿Is (26)- AB yoyning uzunligini hisoblash formulasi.
AB
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Tekislikda biror yopiq bo‘lmagan sodda AB egri chiziq beril- 
gan bo‘lib, f ( x ,y )  funksiya shu chiziqda aniqlangan bolsín . AB 
egri ch iziqn i Ak (¿ = 0,w) nuq ta lar yordam ida n ta  
AkA M (k = Q,n-l) bo'lakka ajratamiz va \/(^ ,t jk)e A kÁk+l nuqtalar 
olib, quyidagi yig'indini tuzamiz:

n-1

m  w
Bu yerda Axk =xk+l- x k -  AkAk+1 yoyning OX o'qidagi proek-

siyasi, A -  maxAS1̂  ASk -A kAk+1 ning uzunligi, deb belgilaymiz.
J k=0, «-1

Ta’rif. Agar mavjud va chekli bo‘lib, I  ning qiymati
AB ning bo‘linish usuliga va (¿;k,r}k) nuqtalaming tanlanishiga bog‘liq 
bo ‘Imasa, u holda I  soniga f ( x , y ) funksiyadan AB e&ri chiziq boyicha 
olingan ikkinchi tur egri chiziqli integral deb ataladi hamda u

1= \ f ( x , y ) d x .
ÁB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

1=  ¡ f { x , y ) d x ^ l i m Y f { ^ , t 7 t )Axk (27)
ÁB

ekan.
Xuddi shunga o‘xshash f (% k,r/k) laini Axí;ga emas, Ayk larga 

ko‘paytirib,
n~ 1

l '=  \ f { x ,y )d y  = l¡mJ[Jf{Z k,rik)?yk (28)
AB k=0

ni hosil qilamiz.
2 -tur egri chiziqli integral ta’rifidan quyidagi xossalar kelib chiqadi.

1) j  f {x , y ) d x  = - j  f (x ,y )dx  va \  f (x ,y )dy  = -  \  f ( x , y )d y .
ÁB SÁ á b  bá

2) Agar a b  y°y o ‘qiga (0Y o ‘qiga) perpendikular bo‘lgan
to ‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bolsa, u holda

r (  sy f(x ,y )dx  = 0 ^ f (x ,y )dy  = 0
AB V-ífl ,

6o. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar va ularni hisoblash

bo‘ladi.
303



Endi faraz qilaylik, AB egri chiziqda 2 ta  P(x ,y)  va Q(x,y)  
funksiyalar berilgan bo'lib,

[P{x ,y)dx  ya [Q {x ,y )dy  -
AB AB

2-tur egri chiziqli integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu 

\ p (x , y )d x  + I  Q ( x ,y ) d y ;
AB AB

yig‘indi 2-tur egri chiziqli integralning umumiy ko‘rinishi deb ata- 
ladi va

\P {x ,y )dx  + Q(x,y)dy ;
AB

kabi yoziladi. Demak,

\ p ( x , y ) d x  + Q (x ,y )dy= \ p ( x , y ) d x  + \Q (x ,y )d y  ^9)
AB AB AB

Aytaylik, AB egri chiziq, sodda yopiq egri chiziq bo‘lsin, ya’ni 
A va V nuqtalar ustma-ust tushsin. Bu yopiq chiziqni y  deb belgi- 
laymiz. Bu yopiq chiziqda ikkita yo‘nalish bo'ladi. Ulaming birini 
musbat (soat strelkasiga qarama-qarshi yo'nalganini), ikkinchisini 
manfiy yo'nalish deb qabul qilamiz.

Faraz qilaylik, y  da f ( x , y )  funksiya berilgan bo‘lsin. Bu y 
chiziqda 2 ta \ /A * B  nuqtalar olamiz. Natijada y  yopiq chiziq 2 
ta AäB va ß^A egri chiziqlarga ajraladi (12-chizma).

Agar J  f { x , y ) d x +  I  f {x , y )d x  in tegral mavjud b o ‘lsa, u
AäB BbA

f ( x , y )  funksiyaning y  yopiq chiziq bo‘yicha 2-tur egri chiziqli 

integrali deb ataladi va (Jf {x , y )d x  kabi belgilanadi.

12-chizma.
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AB

\^P(x,y)dx + [JQ{x,y)dy  bo‘lgan umumiy hoi ham xuddi shun-
Y Y

ga o‘xshash ta ’riflanadi.
Agar 2 b  e§r> chiziq fazoviy chiziq bo'lib, f { x , y , z )  funksiya 

shu chiziqda aniqlangan bo‘lsa, u holda

^ f(x ,y , z )dx ,  J f ( x , y , z ) d y , j f ( x , y , z ) d z ,  iar Va
AB AB AB

¡P (x ,y ,  z)dx + Q(x ,y ,z )dy  + R(x ,y ,z )dz~
4B

= } P ( X,y,  z)dx + } Q ( x , y , z)dy + ¡R(x ,y,  z)dz
AB AB AB

lar ham yuqoridagidek aniqlanadi.
E ndi ikkinchi tu r  egri ch iziq li in tegrallarn i h isob lashn i 

o ‘rganamiz.
Faraz qilaylik, A B  = {(x ,y) :x  = (p(t),y = y/(t),t  e ja ,/?]}  bo‘lib, 

<p(t),y/(t) &C[a,(3],{(p{a),y/(a)) = A, {(p(P),v{P))  = & b o 'ls in , 
ham da t p aram etr a  dan /? ga qarab o ‘zgarganda 
(x,y) -( ty{t) , i j / ( t f )  nuqta A dan V ga qarab o'zgarsin.

1-ieorenia. Agar $?'(/) e C [« , /?] bo‘lib, j  {x,y)&c[AB^ bo ‘Isa, 
u holda

j f ( x , y ) d x =  (t)dt  ( 3 0 )

AB a
bo ‘ladi.

2-teorema. Agar y/'{t) e  C \a ,0 \  bo‘lib, f ( x ,y )& C yA B j  bo Isa, 
u holda p

\ f ( x , y ) d y =  \f \_(p{t)^{t)] i / ' ( t )dt  ( 3 1 )

bo ‘ladi.
1-aaiija. Af,ar 9/( /) ,< //(? )e C \a ,0 \  bo'lib,

P{x ,y ) ,Q {x ,y )e .C {A B ]j bo‘Isa, u holda

J P (x ,y )d x  + Q(x , y ) d y =  ^P{tp{t),^{t)W{t) + Q{<p{t),^{t))i/(i^t (32)
AB a
b o iad i.
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bo‘lib, P{x,y),Q{x,y)e.C(AB) bo‘lsa, u holda
b

J P(x,y)cix + Q{x,y)dy=§_p(x,y(x))  + e(x,y(x))  ■ y'(x)}/x. (3 3 )
AB a

bo'ladi.
Misol. Agar OA e§ri chiziq 0 (0 ,0 ) va -¿(1,1) nuqtalami tut- 

ashtiruvchi
a) to ‘g‘ri chiziq kesmasi.
b) ORA siniq chiziq, P = (l,0) nuqta;
d) OQA siniq chiziq, Q = (0,1) nuqta bo‘lsa,

2-natija. Agar AB = { (x , y ) \ y  = y ( x ) , a < x < b ) , y'(x)&C[a,b\

hisoblansin.

1=  ^ ( x - y 2}dx + lxydy •
OA

5
< a ) OA:y =  x , 0 < x < \= > I =  J [ ( x - x 2) + 2 x 2]c& =  -

o ^
b) / =  \ ( x - y 2)dx + 2xydy= ^ ( x - y 2)dx + 2xydy+ ^ { x - y - ) d x  + 2xydy =

O P : y  = 0 ,Q < x < \= >d y  = 0 

^PA :x = \ ,Q <y^ \ -= >dx-Q

d) / =  J [ x - y 2)dx + 2xydy= ^ { x - y 1)dx + 2xydy + ^ [ x - y 1)dx + 2xydy =
OUA OQ OAOUA OQ

_ 7oQ :x  = 0 , 0 < y < l = > d x  = 0 

I q A  : y  = \ , Q < x < \ = > d y  = 0

Izoh. Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, 2-tur egri chiziqli inte
g ra tin g  qiymati umuman olganda, A va V nuqtalami tutashtiruv- 
chi integrallash yo'liga bog‘liq ekan.

Qanday shartlar bajarilganda uning qiymati integrallash yo'liga 
bog‘liq bo‘lmaydi, degan savolga keyingi punktda javob beramiz.

7°. Grin formulasi va uning ba’zi bir tatbiqlari 

a) Grin formulasi.
1-teorema. (Grin). D czR 2 soha berilgan bo ‘lib, uning chegarasi 

dD bo ‘lakli-silliq chiziqdan iborat bo‘lsin. Agar P (x ,y ) va Q(x,y)
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dP{x,y) dQ{x,y) ( 5 )
— ^ — ’ Oy bo lsa, u holda

funksiyalar D da berilgan va P(x , y)  , Q ( x , y ) ,

n dP
\ jP{x ,y )dx  + Q{x ,y )dy=  - _ J  dxdy (34)

tenglik o ‘rinli bo'ladi.
(34)-formulaga Grin formulas! deyiladi.
G rin formulasidan D sohaning yuzasini hisoblash uchun ushbu

S = -\^yux, (35)
SD

S = \§xdy, va (36)
cD

S = ̂ $ x d y - y d x ,  (37)
Z  3D

formulalar kelib chiqadi.
2-teorema. Agar P(x,y)  va Q(x ,y ) funksiyalar D sohada Grin 

teoremasining shartlarini bajarsa, unda quyidagi 4 ta shart bir-biriga 
ekvivalent bo‘ladi.

8P 80
1) D  da —  = —  (38) tenglik bajariladi.

dy dx

2) D sohadagi v yopiq koníur y  uchun [JPdx + Qdy = 0 ,
Y

3) \ /A ,B e D  nuqtalar va bu nuqtalami tutashtiruvchi ¿B  y°y 
uchun

J Pdx + Qdy •
ÁB

integralning qiymati integrallash yoMiga bog'Iiq emas;
4) P ( x,y)  dx.+ Q(x,y)dy  ifoda to ‘liq differensial bo‘ladi, ya’ni 

D sohada shunday u(x,y)  fi'nksiya topiladiki d u - P d x  + Qdy teng
lik bajariladi va unda

|P dx  + Qdy = u ( B ) - u ( A ) bo‘ladi.
AB
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Agar du = Pdx+ Qdy bo‘lsa, unda u(x,y)  funksiya ushbu
x  y

u{x ,y )=  J />(x, )̂c&£T+ \Q{x0,y)dy + c (39)
*o >b

formula yordamida topiladi. Bu yerda {x0,y0) G -ixtiyoriy nuqta.
Misol. Agar y  chiziq koordinata boshidan o ‘tmaydigan va 

yo‘nalishi musbat bo lgan  v  yopiq chiziq bo‘lsa,

. rfixdy-ydx

integralni hisoblang.
< y chiziq bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz.

1-hol. 0 &D bo‘lsin.
8P 8 0  __ y 2 - x 2

P  = - ^ ~ r , Q  = - x
-=>

'x2+ y 2^ ~  x2 + y 2 dy dx (x2 + / j  

Grin formulasiga ko‘ra 1 = 0.
2-hol. 0 e D  bo‘lsin. Bu holda G rin formulasidan foydalana 

olmaymiz, chunki, P(x,y)  va Q(x,y)  funksiyalar 0(0,0) nuqtada 
aniqlanmagan.

13-chizma.
D sohaning ichida yotuvchi V yr = |( x , j ) : x 2 + y~ ~ f 2} aylana 

olamiz. Endi G soha sifatida y va yr chiziqlari bilan chegaralangan

sohani olamiz. G da = va 0 <sG. Unda Grin formulasiga ko‘ra

[jpdx + Qdy = 0=>0 = \j\Pdx + Q dy+[jPdx + Qdy = [§Pclx + Q d y - \ jP d x  + Qdy=>
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xd y  -  ydx ( ( x  = r cost, 0 < /<  2n, dx = - r  sin tdtS^
/  = ,,, , 2 fr x - + y 2 y  = r$mt,dy = rcostdt J ,

= jd t  = 2n. t>

8®. Birinchi tu r sirt integrallari va ularni MsoMash

Birinchi tu r egri chiziqli integrallar oddiy aniq integrallaming 
qanday umumlashtirilishi bo‘lsa, birinchi tur sirt integrallari ham 
ikki karrali integrallarining shunday tabiiy umumlashtirilishidir.

Bizga bo‘lakli silliq kontur bilan chegaralangan ikki tomonli 
silliq (yoki bo‘lakli silliq) (5 ) c  R3 sirt berilgan bo‘lib, f ( x , y , z ) 
funksiya shu sirtda aniqlangan bolsin. (S) sirtni v tarzda o‘tkazilgan 
egri chiziqlar to 'ri yordamida (St),(S2) , . q i s m l a r g a  ajratamiz. 
(St ) ning yuzasini Sk deb belgilaymiz (k = 1, » j . H ar Mr (Sk) da 
V(& ,% ,£*) nuqta olib

A'=l

integral yig‘indini tuzamiz va A =. max dram (S'*) deb belgilaymiz.

Ta’r if  Agar cr = I  mavjud va chekli bo‘lib, I ning qiymati 
(S) sirtning bolinish usuli hamda (¿¡k,tjk,gk) nuqtalaming tanlan- 
ishiga bog‘liq bo‘lmasa, u holda Í ga f [ x , y , z ) funksiyadan (S) 
sirt bo'yicha olingan l~ iur sirt integral! deyiladi va

| \ f(x,y,z)ds- ,
(s)

kabi belgilanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu (S) = {{x,y,z)eRi :z = z(x,y) ,(x,y)e£>} 

k o ‘rinishda berilgan b o ‘lib, z ( x , y ) , z ' x ( x , y ) , z ' }1( x , y ) e C ( D ) va 

f  (x, y ,  z )  e C  [ (5 )] bo Isa, u holda

j j y (x, v,z)dS = j j f [ x , y , z(x,y)]^l  + [z'~(x,y) f  + [ z (x, v)]‘dxdy (40)
(.V) d

bo ‘iadi.
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Bizga ikki tomonli silliq (yoki boMakli silliq) (5') с  R3 sirt ber- 
ilgan bo‘lib, f ( x , y , z )  funksiya shu sirtda aniqlangan boMsin. (S) 
sirtn i V tarzda o ‘tkazilgan egri ch iz iq lar t o ‘ri yordam ida 

qismlarga ajratamiz. (Sk) (k = \, nj ning OXY 
tekislikdagi proeksiyasini Dk, Dk ning yuzasini esa SDj deb belgi- 
laymiz. Har bir (St ) da V (Çk,rik,Çk) nuqta olib quyidagi

k=\

yig‘indini tuzamiz va A = mmdiam(Sk) deb belgilaymiz

Ta’rif. Agar j,™а  mavjud va chekli bo‘lib, I  ning qiymati (S) 
sirtning bo‘linish usuliga hamda (Çk,îjk,Çk) nuqtalaming tanlanishiga 
bog‘liq bo ‘Imasa, и holda I  ga f ( x , y , z )  funksiyadan (S) sirtning tan- 
langan tomoni bo ‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali deyiladi va

j j f (x ,y , z )d x d y ;
(S)

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

/ =  \¡f (x ,y ,z )dxdy  = (41)
(•’>) k=1

Shuni aytib o‘tish kerakki, funksiyadan (S) sirtning bir tomoni 
bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali, funksiyadan shu sirtning 
ikkinchi tomoni bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integralidan faqat 
ishorasi bilangina farq qiladi.

Ushbu \ \ f { x’y ’z )dydz ya \ \ f {x ,y , z )dzdx  ikkinchi tur sirt in
is) (S) 

tegrallari ham yuqoridagidek ta ’riflanadi.
Ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko‘rinishini keltiramiz. 

Faraz qilaylik, (S) sirtda P(x,y ,z) ,  Q(x ,y , z ) va R(x,y,z)  funksi- 
yalar berilgan bo lib ,

Ushbu

JTP(x,y,z)dxdy jj<2(x,y,z)dydz JjR(x,y,z)dzdx .
(s) ’ (s) ’ (s)

9°. Ikkinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash
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integrallar mavjud bo‘lsa, u holda ulaming yig'indisi 2-tur sirt in- 
tegralining umumiy ko‘riiushi deb ataladi va

z) dxdy + Q (x, y , z)dydz + R (x, y, z) dzdx ;
(S)

kabi belgilanadi.
Endi R3 fazoda biror (V) jism berilgan bo‘lsin. Bu jismni o‘rab 

turgan yopiq sirt silliq sirt bo‘lib, uni (S) deylik. f { x , y , z )  funksiya 
(S) da berilgan bo‘lsin. OXY tekislikka parallel bo‘lgan tekislik bilan 
(V) ni 2 qismga ajratamiz: (V) = (V,)u(V2) . Natijada, uni o‘rab tur
gan (S) sirt (S, ) va (S2) sirtlarga ajraladi. Ushbu

j j f (x ,y , z )d x d y  + j j f ( x ,y , z )d x d y  ,
(S,) (s2)

integral (agar u mavjud bo‘:lsa) f ( x , y , z )  funksiyaning yopiq sirt 
bo‘yicha 2-tur sirt integrali deb ataladi va

[ j j j  f {x ,y , z )dxdy;
(•S)

kabi belgilanadi. Bu yerda (42)-munosabatdagi birinchi integral' (£ ,) 
sirtning ustki tomoni, ikkinchi integral esa ) sirtning pastki 
tom oni bo‘yicha olingan. Xuddi shunga o‘xshash

i ] f {x ,y , z )d yd z  [ |] f {x ,y , z )d zdx -
(S) ’ <S)

hamda umumiy holda

f j jP (x,y,z)dxdy + Q (x ,y,z)dydz + R(x ,y , z ) dzdx .

integrallar aniqlanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu

(S) - {(x,y,z)  e R 3:z = z (x ,y ) , (x ,y )  e  Z)J 
k o ‘rinishda berilgan bo ‘lib, z {x ,y ) ,  z'x{x,y) , z ’y ( x , y ) e C ( D )  va 

/ ( x , j ,z ) 6 C [ ( 5 ') ]  bo‘Isa, u holda

\ \ f (x ,y , z )d x d y =  \ \ f [ x , y , z (x , y ) ]d x d y  (43)
(S) D

bo ‘ladi.
311



Izoh. Agar (S) sirtning pastki tomoni qaralsa, unda barcha SDk lar 
manfiy bo'lib,

JJ*/(x,y,z)dxdy = - ^ f [ x , y , z ( x , y ) \ d x d y  .
(S) D

bo‘ladi.
Natija. Agar (S) sirt yasovchilari OZ o ‘qiga parallel bo‘lgan 

silindrik sirt bo‘lsa, unda

\ \ f {x ,y , z )dxdy  = 0 ;
(s)

bo‘ladi.
Deraak ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral- 

lariga keltirilib hisoblanar ekan.
Agar (S)-ikki tomonli silliq sirt bo‘lib, P{x,y,z) ,  Q(x,y,z)  

R(x,y,z)  e C [(S )] bo‘lsa va (S) sirt normalining yo‘naltiruvchi ko- 
sinusilarini cosa, cos/?, co s/ desak, u holda 1 va 2-tur sirt inte
grallari orasida quyidagi munosabat o‘rinli.

j jP(x,  y ,z)dydz  + Q(x, y, z) dzdx + R (x, y ,z )  dxdy =
(s)

cosa  + Q(x,y,z)  cos ß +  R(x,y,z )  cos y~̂ ls (44)
(*) . . .

Izoh. Agar (S) sirt z  = z (x ,y )  tenglama yordamida berilgan
bo'lsa, sirtning (x0,y0,z0) nuqtadagi normalining OX, OY, OZ
o‘qlarining musbat yo‘nalishlari bilan tashkil qilgan burchaklarini
mos ravishda a,  ß ,  y  orqali belgilasak,

c o s « = -

± Jl +W 2+( 4
cosß  = -

- Z „

±J1 +

c o s /  =

±J1+

( ' ■ U ' r ' f

( f e r

(45)

bo‘la.di va ular normalning yo‘naltiruvchi kosinmslari deyiladi.
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Ildiz oldida ma’lum bir ishorani tanlab olish bilan biz sirtning aniq 
bir tomonini tanlab oigan bo‘lamiz. Masalan, ildiz uchun musbat ishora
ni olsak, cosy > 0 ,  ya’ni normal OZ o‘qi bilan y  o'tkir burchak tashkil 
etadi va bu holda (S) sirtning “yuqori” tomonini tanlab oigan bolamiz.

10°. Stoks va Gauss-Osirogradskiy formulalari

(5') = {(:c,>',z)eiî3 \z = z(x,y),(x,y)&b\  bo‘lib, d(S)  - b o ‘lakli sil- 
liq egri chiziq va d(S)  -  ning OXY tekisligiga proyeksiyasi dD bo'lsin.

Faraz qilaylik, (S) siitda uzluksiz P(x,y ,z) ,  Q(x,y,z)  R(x,y ,z) 
funksiyalar aniqlangan bo‘lib, bu funksiyalarning barcha birinchi 
tartibli xususiy hosilalari (S) sirtda uzluksiz bo‘lsin.

1-teorema. (Stoks). Agar yuqoridagi shatilar bajarilsa, u holda ushbu

e(s)

rf dQ dP~

Ht ~dy_
dxdy +

dydz + dP_
dz

DR
dx

dzdx. (46)
dR _ d Q  
dy dz

Stoks formulasi o ‘rinli bo‘ladi.
Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo‘yicha olingan 2-tur 

sirt integrali bilan shu sirtning chegarasi bo‘yicha olingan egri chiziqli 
integralni bog‘lovchi formuladir.

Endi Ostrogradskiy formulasini keltiramiz. R3 fazoda pastdan 
z = <pt(x,y)  tenglama bilan aniqlangan silliq (5,) sirt bilan, yu- 
qoridan z = <p2(x,y)  tenglama yordamida aniqlangan (.S1;,) sirt bi
lan, yon tomondan esa yasovchilari OZ o‘qiga parallel bo'lgan sil- 
indrik (S3) sirt bilan chegaralangan (V) jismni qaraylik. Bu jis- 
mning OXY tekisligidagi proeksiyasinï jj deb belgilaymiz. Faraz 
qilaylik, (V) da uzluksiz P (x ,y , z ), Q(x,y,z) ,  R(x,y,z ) funksiya- 

dP dQ dR v-,
’ rh, ’ dr Lv )] shartlar bajarilsin.lar berilgan bo‘lib, &  » dy - &

2-teorema. (Ostrogradskiy)
u holda ushbu

rrcf dP

Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa,

dQ dR + —  + —  
dx dy dz

dxdydz = [JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
(s)

(47)

Gauss-Ostrogradskiy formulasi o ‘rinli bo‘ladi.
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11°. Maydonlar nazariyasi elementlari

Uch o‘lchovli Yevklid fazosi r 3 ni olib, undagi nuqtalarni 
(x, y, z ) ,  koordinata o‘qlari bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlami esa 
ex, e2 , e3 kabi belgilaymiz. Aytaylik, D eri?3 sohadagi har bir 
(x, y, z ) nuqtaga A(x, y, z) vektor mos qo‘yilgan bo'lib, tanlan- 
gan koordinatalar sistemasida u Al (x, y, z ) , Â  (x, y, z ) , 
A3 (x, y, z) ko'rinishga ega bo'lsin. U holda D sohada vektor funk- 
siya aniqlangan yoki D da vektorlar maydoni berilgan deyiladi. Agar 
har bir Ak (x, y, z) ,  k = 1, 2, 3, funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi 
va hakozo bo‘lsa, unda A vektor maydon uzluksiz, differensialla
nuvchi va hokazo deb ataladi. Agar D sohada U(x, y, z)  funksiya 
aniqlangan bo‘lsa, u holda D da Tj skalyar maydon berilgan deyiladi. 
Tanlangan koordinatalar sistemasida qaralayotgan skalyar va vektorlar 
maydoni kerakli darajada silliq bo‘lsin deb faraz qilamiz.

Ushbu
dU dU dU TT .= e. — • + e ,------1- e ,---- :U -> A
ox dy dz

operatorni (gradiyent) aniqlaymiz. U bilan bir qatorda A vektorni
U skalyar maydonga akslantiruvchi

dA, dA2 
dx 8y dz

operatorni (divergensiya) qaraymiz. Vektor maydon vektor may
donga quyidagi

gradU :=
f dU dU dU A 

dx ’ dy ’ dz

X + ^ 2 . + ̂ : A - > U

rotA ■

e, e2 
d_ d_ 
dx dx 
A\ A2 A3

d_
dz

:A->B

formula yordamida aniqlanadigan rotor opeiatori yordamida akslanadi. 
Agar simvolik nabla differensial operatorini (Gamilton operatori)

- + e,
^ ' dx * dy 

tenglik yordamida aniqlasak, u holda
gradU = VU, 
rotA = WxA,

dz
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= f l
(S)

dS.

bo‘ladi.
Kiritilgan operatorlardan foydalanib, quyidagi tengliklaming o‘rinli 

bo‘lishini ko'rsatish qiyin emas:
1) rotgradU = V x V t/ = 0 ,
2) divrotA = V • (V X A) = 0,
3) graddivA = V(V • A),
4) rotrotA = V x ( V x Л ),
5) divgradU -  V • V U
(44)-formuladan foydalangan holda Stoks formulasini quyidagi 

ko‘rinishda yozish mumkin:
J P ( x ,y ,z )d x  + Q ( x ,y ,z )d y  + R ( x ,y , z )  =

US)
cos or cosß  cos у

A A A
dx dy dz

P Q R
Agar bu tenglikdagi P, Q, R funksiyalar o ‘rniga A vektor 

maydonning komponentalarini olsak va dS = (dx,dy,dz) deb belgi- 
lasak, tenglikning chap tomonidagi integralostidagi funksiyani A-dS 
deb yozish mumkin. Agar n = (cosa, cosß, cos;/)-birlik normal 
vektor bo‘lsa, tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi funksi
yani rotA-n deb yozish mumkin bo‘lib, Stoks formulasining vektor 
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

[j A -dS=\\n-rotA dS
US) (S) 4

(48)-tenglik maydonlar nazariyasi tilida quyidagicha aytiladi: A 
vektor maydonnning sirtning chegarasi bo‘yicha olingan sirkulyat- 
siyasi rotA maydonning (5) sirt bo‘yicha olingan oqimiga teng.

(44) formuladan foydalanib, Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor 
ko‘rinishida quyidagicha yoziladi:

J |/ i  • ndS = Jjjd/vAdV (щ
SV V

bu yerda dV -  dxdydz hajm elementi.
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(48) va (49) formulalar vektorlar maydonidagi rotor va diveigensi- 
ya operatorlarining invariant ekanligini ko‘rsatish imkoniyatini beradi.

1-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday skalyar U may- 
don topilib, gradU = A tenglik bajarilsa, unda A vektor maydon 
potensial maydon deyiladi. u  funksiya esa A maydonning skalyar 
potensiali deb ataladi.

2-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday B vektor maydon topilib, 
rotB ~ A tenglik bajarilsa, u holda A maydon solenoidal maydon deyiladi.
V vektor maydon esa A maydonning vektor potensiali deb ataladi.

Punktning oxirigacha biz maydonlar uch oichovli fazoda qara- 
layapti, deb faraz qilamiz.

1-teorema. A maydon potensial maydon bo ‘lishi uchun rotA = 0 
bo‘lishi zflrur va yetarli.

2-teorema. A maydon solenoidal bo‘lishi uchun divA = 0 bo‘lishi 
zarur va yetarli.

(48)-Stoks formulasidan va 1-teoremadan quyidagi tasdiq kelib 
chiqadi: Agar A potensial maydon bo lsa , u holds maydonning yopiq 
egri chiziq bo‘yiclia olingan sirkulyatsiyasi 0 ga teng boiadi.

(49)-Gauss-Ostrogradskiy va 2-teoremadan quyidagi tasdiq kelib 
chiqadi: agar A solenoidal maydon boisa, u holda maydonning biror 
jismni o‘rovchi yopiq siri be‘yidia olingan oqirni 0 ga teng bo4Iadi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ixtiyoriy vektor maydonni potensial va 
solenoidal maydonlarning yig'indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin.

1-ta’rif. f ( x )  funksiya \-n \n \ kesmada absolut integrallanuvchi 
bo ‘Isin. Koeffisientlari

trigonometrik qator f { x )  funksiyaning Furye qatori, an, bn sonlar 
esa-Furye koeffisientlari deyiladi.
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11°. Furye qatorlari

/Ir -JT
formulalar yordamida aniqlangan ushbu

Cl ^
f { x )  — -  + '^f(allcosnx + bn sin nx) 

2 ,,_ i
(50)



Absolut integrallanuvchi funksiyaning Furye koeffisientlari n-*  oo 
da 0 ga intiladi. Agar funksiya juft bo'lsa, Furye qatori faqat kosi- 
nuslarni, toq bo'lsa faqat sinuslarni o‘z ichida saqlaydi.

1-teorema. (Rimanning lokallashtirish prinsipi). f ( x )  funksiya 
Furye qatorining x0 nuqtada yaqinlashishi, ixtiyoriy kichik S >0 soni 
uchun f ( x )  funksiyaning [x0 -S ;x0 + S] kesmadagi qiymatlarigagina 
bogiiq bo'lib, bu kesmadan tashqaridagi qiymatlariga bogTiq emas.

2-teorema. Agar / ( * )  funksiya \-n \n \  kesmada bo'lakli-uzluk- 
siz bo'lib, har x nuqtada chekli bir tomonli

s  i \ .• / ( x  + A x ) - / ( x  + 0)
/ * W = Ä - --------^ — >

/ ( * )  = lim / ( * + * Q - / ( * = g L
Ax

hosilalarga ega bo‘lsa, u holda f ( x )  funksiyaning Furye qatori har

,  • ,  t  j .  • • <• , •  • / ( *  + ° ) - / ( x - ° )  bir x nuqtada yaqmlashadi va unxng yig xndisi —^ —-------L
2

ga teng bo'ladi. Xususan, funksiya uzluksiz bo'lgan nuqtada Furye 
qatori funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga yaqinlashadi.

Yaqinlashuvchi Furye qatorining yig‘indisi davri 2tc ga teng 
bo'lgan davriy funksiya bo‘ladi.

3-teorema. Agar f ( x )  funksiya [-^ ;^ ] kesmada kvadrati bilan 
integrallanuvchi funksiya bo‘Isa, u holda quyidagi Bessel tengsizligi oYmli:

Y + Z W + # ) * - ; / / * ( * ) * •  (51)
 ̂ //=1 - x

Agar funksiya \-jr, ;r] da uzluksiz va / ( - ; r )  = f{ j t )  bo Isa, unda 
ushbu Parseval tengligi o'rinli:

V  + £ ( ii«+ ^ )  = - ]  f 2{x)dx. (52)
2  „=1 71 _n

Agar f ( x )  funksiya [a, b\ kesmada berilgan bo‘lib, ma’lum 
shartlami qanoatlantirsa, unda uni umumiyroq koYmishdagi tri-

„ x - a
gonometrik qatorga yoyish mumkin. Buning uchun t - - n  + in  ———
akslantirish yordamida \a, b\ kesmani \-n\ n\ kesmaga akslanti- 
ramiz■ Natijada,
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f (x )  н> (p{t) = / | e  + -^ - (b  ~ a)

bo‘lib, (p(t) funksiya [ -я ; n] kesmada aniqlangan. (p{t) funksiya 
[-ж; n] kesmada Furye qatoriga yoyiladi va t o‘zgaruvchidan x 
o‘zgaruvchiga qaytsak, f ( x )  funksiyaning \a, b] kesmadagi Furye 
qatorini hosil qilamiz. Masalan, f ( x )  funksiya [-/; /] kesmada
2-teoremaning shartlarini qanoatlantirsa va u shu kesmada uzluksiz 
bo'lsa, u holda

/ M = t + £  ¿ »=1

f  riTtX , . ПЖХЛ
a„cos-------t- h sin-----

I " I
tenglik o'rinli bo‘lib,

an = y j / ( x) cos^ ~ n = 0 ,1 ,2 ,...,
1~ /

7 А Г W \ • ПЯХ 7 ,  ~b„ = - ) f \ x ) s i n ——dx, n = 1 ,2 ,..,

bo‘ladi.
Agar f { x )  funksiya [0; 21] oraliqda berilgan holda ham yu- 

qoridagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi, faqat koeffitsientlarni hisoblashda 
integrallarni [0; 21] oraliq bo‘yicha olish kerak.

Nazorat savollari

1. Ikki karrali integralning ta’rifi.
2. Darbuning yuqori va quyi yig‘indilari hamda ularning xossalari.
3. Lebeg teoremasi.
4. Ikki karrali integralning asosiy xossalari.
5. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremalar.
6. Ikki karrali integrallarni hisoblash.
7. Ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish.
8. Silindrik koordinatalar sistemasi.
9. Sferik koordinatalar sistemasi.
10. Ikki karrali integral yordamida hajm hisoblash.
11. Tekis shaklning yiizasini hisoblash.
12. Sitr yuzasini hisoblash.
13. Ikki karrali integrallarning mexanika masalalariga tatbiqlari.
14. 1-tur egri chiziqli integral tushunchasi.
15. 1-tur egri chiziqli integrallarning xossalari.
16. 1-tur egri chiziqli integrallarni hisoblash.
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17. 2-tur egri chiziqli integral tushunchasi.
18. 2-tur egri chiziqli integrallarning xossalari.
19. 2-tur egri chiziqli integrallami hisoblash.
20. Grin formulasi.
21. Grin formulasining tatbiqlari.
22. 1-tur sirt integrali tushunchasi.
23. 1-tur sirt integralini hisoblash.
24. 2-tur sirt integrali tushunchasi.
25. 2-tur sirt integralini hisoblash.
26. Stoks formulasi.
27. Gauss-Ostrogradskiy formulasi.
28. Maydonlar nazariyasi el’ementlari.
29. Furye qatorining ta’rifi.
30. Rimanning lokallashtirish prinsipi.
31. Furye qatorining yaqinlashishi.
32. Bessel tengsizligi.
33. Parseval tengligi.

Mustaqil echish uchun misol va masalalar
l-masala. Berilgan egri chiziqlar bilan chegaralangan D soha

keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

1.1 y  = 0, y - 3 ,  y  = x, y  = x - 6. 1.2y=l, 2y=x, 2y = S-x, y= 0.

1.3 y=x,y = x+3,y = 2x,y = 2x-3.  1.4 y = x2, x - y  + 2 = 0.

1.5 x2 + y 2 >2a2, x2 +y2 <2ax. 1.6 y = 2 x - x 2, y = -x.

1.11 y = x, y  = 4x, xy >4, y<  6.

1.12 y^yl2ax, x2 + y2>2ax, x = 0, x = 2a, ^ = 0.

-B-

uchun karrali integral takroriy integralga
D

1.7 y - x 1 -  Ax, y  = x.

1.9 y< 9 - x 2, y> 2x~.

1.8 xy = 4, y ^ ~ x 2, y < 6.

1.10 y=x, y -4x ,  xy>4, j< 8 .

1.13 y  = x2-4x ,  2 x - y  = 5.
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1.15 х у -  9, л + ;; = 10, 1<>»<3. 1.16 у  л- 8х = 16, у ~ -  24л: = 48.

1.17 у > x2 + 4х,у  ~ х  + 4. 1.18 у 2 > х 2 ~4х,  у < х ,  х > \ .

1.19 у 2-Ъх = А, у 2+4* = 11. 1.20 у 2 <6+3х, у 2 <8-4х, \у \< ^ .

1.21 у > х 2 +2х,  у  = х + 2.

2-masala. Integrallash tartibini o‘zgartiring.
- 1 0  0 0 

2.1 \ dy \  fdx + \dy  f  fdx-
-2 -yß+у -1 -sp-y

2.3 \dy ¡fdx + ¡dy  I  fdx.
0 0 1 0

2.5 \ dx í  fd y + )d x j fd y .
-4г - i  x

-i 42+ÿ o -f-ÿ
2.7 \ày  J fdx + jdy  I fdx.

-2 0 - 1 0

-1 i/ï-x2 0 дг
2.9 \àx  J  fdy+  \dx[fdy.  

■J2  0 - 1 0

1 1  e \
2.11 \ dx j  fdy+  \dx J  fdy.

0 l - x 2 1 ln.Y

2.13 \ dy J f dx+ \ dy {  f dx-
0 0  */A 0

! V? f 1

2.15 \ dy J  f dx + \ d y  J  fdx .
0 0 1 ln̂
1 0 yfï 0

2.17 j f d x +  \ d y  ¡ f d x .
0 -y 1

1 0  sl2 0

1 V? 2

2.4 Jcfy' \ f d x +  ¡dy  J fdx.
0 0 1 0

X b  arcsin y  1 arccos y

2.6 j d y  J fdx + f  dy J fdx.

1 0 e -ln j>  - l n  y

2.8 \ dy \  f dx+  J dy f  f dx-
0 -Jy 1 - 1

-vî о о 0

2.10 Í № ’+ Í A' J
_2 -\[л-х2 - Æ  - U - J - l

\ ¡¡У 2 2 -y

2.12 { fdx + Jc/p J fdx.
0 0 1 0

2.14 \ dx Í  /Ф +  \d x  \ f d y  '
-2 -(2+дг) -1 Iß
1 0  2 0 

2.16 Ь  \ f d x + \ dy  j  fdx-
° -Ту 1 -fêÿ.

1 y3 2 2-v
2.18 j/ßfec + | ф  J fdx.

0 0 1 0
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Æ 0 2 0 -1 0 °. °.
2 19 i  fdy+  i 4*  2.20 J f d x + ГУ \ f dx-

0 ^  -Æ ? -2 -(2+;') -1 ÿÿ

1 *2 Л n/2-л-2
2.21 |£ & |/ Ф + { Л  |  / ф .

0 0 1 0

3-masala. Ko‘rsatilgan D soha uchim integralda
ü

qutb koordinatalariga (x = rcos^,_y = ̂ sin^) o‘tib, integrallaslî 
chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

3.1 D = {(x ,y) \x2 + y 2 <2y}.

3.2 D = {(*,}>) : a2 < x2 + y 2 < b2,a > Q,b > û j .

3.3 D = {(x,y):(x2+ y 2)~ = a 2(x2- y 2) , x < oj.

3.4 D soha x = 0, y = 0, y  = l - x  chiziqlar bilan chegaralangan.

3.5 D  soha x2 =cry, y  = a (ûr>0) chiziqlar bilan chegaralangan.

3.6 £> = {(х,.у):0<х:<1,х2 < у < х ] .

3.7 D = {(x ,y):0<y<2,y<x<yjïy}.

3.8 D = { (x ,y ):0<x<2,Q<y<y,Î3xY

3.9 D = {(r,<p):r >2cos<p,r <4cosç?|.

3.10 J? = { (x ,j):x 2+ y  < 4,x  + y > 2 }.

3.11 D = { (x ,y) \x2 + y 2 >Ъ,х2 + y 2 <Ax).

3.12 D - \ ( x , y ) : x 2+ y 2 >18,x2 + y 2 <6j}.

3.13 D = [(x,y):x2 + y 2 + 4x>0,x2 + y 2 + 8x<0}.

3.14 D = {(x ,y):x>y, x + y<6,  ,y>G}.

3.15 D = {(*,7 ) : x2 + j 2 < 4x,jj| < jx|}.

3.16 & = j ( r ’^ ) : r -  2sinç?,r < 5sin^,0 < <p < —j.
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3.17 D = {(x,y):x2 + y 2 <\6 ,x2+ y 2 '¿4x\.

3.18 D = {(r,ç):r < 2cos3<jv > 1(7 va I V  chorakdagi qistni),}.

3.19 D = {{x,y)  : x2 + y 2 > x,x2 + y 2 < 2x \ .

3.20 D = {(a%^) :x2+ y 2 < 4x,x2 + y 2 > 2y ] .

3.21 Z) = {(x ,y ):0< x< l,2x< y< 3x}.

4-masala. Hisoblang.

4 1 ¡¡(l2x2 y 2 + I6x3y 3) dxdy; D :x  = [, y  = x2, y  = -J x .
D

4.2 ^ y ^ y 2 +A%x3y 3)dxdy\ D :x  = l ,y  = y[x, y  = - x 2.

4 3 if(36*V  ~ 96* V )dxdy> D -x = l, y  = l[x ,y  = -x 3.
D

4 4 \\(}*x2y 2 +32x3y 3)dxdy, D :x  =  l , y  =  x \ y  =  -y[x.
D

4 5 J J (2 7 * y  + 4 8 х У D :x  = l , y  = x2, y  = -lfx.
D

4 6 Ж 1 ̂ *2y2 + 32дгУ  )dxdy' D:x = h У = tfx> У = ~x2 ■
D

4 7  J} (l8 x V  + 32x3y 3)dxdy; D :x  = l ,y  = x3, y  = -4 x .
D

4 8 Я (27*У + 48*У )< & ф ; D :x  = l, y  = Jx, y  = - x 3.
D

4 9 \ \ {Axy  +  ̂ x2y 2)dxdy, D :x  =  1, y  =  x2, y  =  ~Jx.
D

410  JJ(12t f  + 9* V )* * fc  D :x = ̂ y =:̂  У = ~х2-
D

4 11 Wibxy + ̂ y ^ d x d y ,  D :x  = l, y  = yfx, y  = ~x3.
D

4 12 i P ^ x y ^ x 2y 2)dxdy, D :x  = l, y  = x3, y  = ~tfx.

D •> г
4 i s  j j ( \2xy + 21x2y 1)dxdy, D :x  = l, y  = x2, y  = -Vx.

D
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4.14 + D :x  = \, y  = 4x ,  y  = - x 2.
D

4.15 ¡ { - j x y + T T ^ y 2 D :x  = 1, >> = x3, y  = -J x .

4.16

4.17 | | ( 24ху-48л:зУ)й6сф; D :x  = l, y  = x2, y  = -y[x.
D

4.18 i i ( 6^  + 24* V )dxdy; D :x  = I, y  = yfxTy = - x 2.
D

4.19 \\(^xy + \6x2y 2)dxdy, D :x  = \, y  = lfx, y  = - x 2.
D

4.20 \\{^ху + \вхъу ъ)(Ы у, D :x  = l , y  = x \ y = . - l f x .
D

4.21 \ \ ( x y ~ tâ ÿ )d x d y ,  D :x  = \, y  = x \  y  = - J x .
d

5-masala. Hisoblang.
xy_

5.1 j§ye2dxdy; D :y  = \n2, y  = ln3, x = 2, x = 4.
D

5.2 \ \ y 2sm^-dxdy, D :x  = 0, y  = J n , y  = ̂ .
D ^

5 3 \ \ y co$xydxdy, D := y  = —, y = n ,  x = \, x = 2.
d  2

5.4 ¡¡У2е 4dxdy; D :x  = 0, y  = 2, y  = x .
D

5.5 \ \у * п х у * Ф \ D :y  = ~ ,  y  = 7r, x = l, x = 2.
D 2

5.6 \ \ X2y™ 2xydxdy, D :y  = —, y  = ?~, x = 2, x = 3. 
d  4  2

5.7 1 |У С08
D

5.8 Я / cosxydxdy, D :x  = o, y  = 4 ñ , у  = x.
D

5.9 í í 4ye2xydxdy; D :y  = \a3, y  = ïn4, x = - ,  x = l .
D 2
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dxdy; D : x  -  0, y  - y  =  .

D  V *D \J  11

í
~xy + 9x2y 2\dxdy, D :x  = í, у  = л[х, y  = - x 3



5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

6.1

6.2

6.3

¡¡ye* dxdy; D : y  = 1п2, у -  1пЗ, х = А, х - 8 .
D £
j¡4y2sinxydxdy; D :x  = 0, У~у~^’ У ~ х-
D

| | 4 / sin2xydxdy; D :x  = 0, у  = ̂ 2я , y  = 2x.

D я  1¡¡ycos2xydxdy; D :y  = —, у  = я, x = —, x = l. 
d 2 2

¡¡2ycos2xydxdy; D :x  = —, y  = —, x = l, x = 2. 
d 4 2

-íü x
J jy 2 • e 8 dxdy; D :x  = 0, y  = 2, J  = — •

¡¡y2-e 2dxdy; D :x  = 0, y  = J 2, y  = x.

0 1 
¡¡yúnxydxdy; D \ y - n ,  y - 2 n ,  x = —, x = l.

0 [ñ x
J j y  cos2xydxdy; D :x  = 0, y  = i j f>  У = f  •

JJ8ye4xydxdy; D :y  = ln3, y  = In 4, * = x = ̂ '
D ,------  4  1

14n 2
jj3 ^ 2sin— dxdy; D :x  = 0, y  = J~J~> У = ̂ х-
D 2  1

¡¡ycosxydxdy; D : y  = n , y  = Зя,х = —,х = 1.
2 '

6-masala. Hisoblang.

f

dxdydz

(K):
V 3 4 8 j

dxdydz — + L  + — = i;
’ 3 4 8

a: =  0 ,^  =  0 ,z  =  0. 

ffllS (y>+fd xd yd z ;  ( V ) ^ ; X yy: Z y= t

, , r \y  = x,y = 0,x = U
|j j (3 * + 4y)dxdydz-, W : | Z = 5^ + / ) |Z = „.
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6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

\y=x,y=o,x=l;  
[z = Jxÿ ,z  = 0.

X y  z  ,
— + — + -  = 1;
16 8 3
x = 0,y = 0,z = 0. 

z  = l0y,x + y  = \,

JJJ(27x + 5 4 /  )dxdydz;
(П

fff dxdydz

!>V1+i i + z + £ f  00=
1, 16 8 3)

f ( V . y ) ^ ; ( n : V = 0 , ^ 0>2=0.

J|J(l5x + 30r)í3^í/vífe; (F ) :{ Z = X , z ~®’ 
('•') [;y = x,y = 0,x = l.

j]J(4 + 8z3 ) dxdydz-, (к ) :
(4

JJJ(l + 2x3 j dxdydz-, ( y ) :
(V)

^  = x , j  = 0,x = l; 

z = y[xÿ,z = 0. 

y  = 36x,y = Q,x = V, 
z = Jxÿ ,z  = 0.

jjjllxzdxdydz; /y \
(*•)

Î f e l + Z + £ Ï "  «  =
10 8 3

(y) [z = xy,z = 0

dxdydz X y  z , .---- 1-----1— = 1 >
10 8 3
x = 0,_y = 0,z = 0.

j]J(60y + 90z) dxdydz-, / yv  i y  ~ x’y ~ x ~ 1 ’ 
(к) [z = x2 +y2,z = 0.

JJJ(9 +1 iz) dxdydz; (y) :

\y = 9x,y = 0,x = l;

[z = 7 ^ , ¿  -; 0.

y  = 4x,y = 0,x = l; 

z = y[xÿ,z = 0.
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ííí
dxdydz

6.15 ( n í 1 + í + Z + £  
2 4 6

V ’ (VY-

6.16 \\\{Ky + ̂ z ) dxdydz> (V):
(П

x y  z— i-----1—  = 1,
2 4 6
x = 0 ,y  = 0,z = 0.

\y  = x ,y  = 0,x = l;

[z = 3x2 + 2>>2,z  = 0.

6.17 ^ ( x  + yz) dxdydz-, ( y y
(V)

\ y  = x ,y  = 0,x = V,

[z = 30x2 + 60y2,z  = 0.

ffí;
dxdydz

6.18 b ¡ l + * + y  + ±
6 4 16

(V):
x y  z  . - + —+ —  = 1;
6 4 16
x = 0 ,y  = 0 , z - 0 .

6.19 ¡¡¡/dxdydz; W J Z=1° =  t
V ’ [x = 0,>' = 0,z = 0.

6.20

(П

JJJl
(»0

ffí

5x +
3 z
2 . 

dxdydz

dxdydz-, (vy .

6.21 (v)[ l + x + y  + z-
8 3 5

■’ (V):

\y  = xty  = 0,x = l;
[z = x2 +15_y2,z = 0.

x У 2 , - + —+ - = l ;
8 3 5 
x = 0,y = 0,z = 0.

7-masaIa. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan shaklning 
yuzasi hisoblansin.

3
7.1 y  = - ,  У = 4ex, y  = 3, y  = 4. 7.2 x = ^ 3 6 - y 2, x = 6-^¡36-

7.3 x2 + y 2 = 72, 6y = - x 2 ( y < 0).7 .4  x = 8 - y 2, x = -2y.

7.5 J  = - ,  У = 8ех, y  = 3, y  = 8. 7.6 y  = ̂ - ,  y  = ± - ,  * = 16. 
x 2 2x

7.7 x = 5 - y 2, x = -4y. 7.8 y  = - ,  y  = 5ex, y - 2 ,  ^  = 5. 
л:
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7.11 У = ̂ ,  У = ~ ,  х = 9. 7.12 JT -3Æ . У = ~ ,  х = 4.
2 2х х

25 2 5
7.13 у  = sin*, у  = cosx, л: = 0 (х > 0). 7.14 у  —  ̂ x , у  —х ^ .

7.15 j> = 2 0 - x 2, у = -8х. 7.16 7  = 7  = 7 ^ , У = 2, j> = 7.

7.17 у  = 3 2 - х 2, у = -4х. 7.18 x=fÍ2^f,  6х=/,  у=0 {уЩ

7.19 j= sinx , y=casx, х=0 (х<0). 7.20 y  = 8 - x 2, у  = - 2 х .

7.21 у  = y¡6 - х 2, у = л /б -л /б -х 2.

8 -masala. Quyidagi cbiziqlar bilan chegaralangaa 
shaklning yuzasi topilsîn.

8.1 У2 ~ 2 y  + x2 = 0; j>2 -4.y + x2 =0; У = ~^> y  = J3x.

8.2 x2 - 2 x  + / ! =0; x2 -10x  + y 2 =0; j> = 0, _у = л/3х.

X
8.3 x2 ~ 4x + y 2 = 0; x2-8 x  + y 2 =0; 7  = 0, У = ̂ д-

8.4 y 2 -  62y + x2 = 0; y 2 - l O j  + x2 =0; y  = x, x = 0.

8. 5 y 2 - 6y + x2 = 0; y 2 - 8 7  + x2 = 0; y - 7  = л/3х.

g  g  x 2 - 2 x  +  j 2 = 0 ;  x 2 - 4 x  +  j 2 = 0 ;  У =  7  =  л/Зх.

8.7 x2 -  2x + j 2 = 0; x2 -  4x + y 2 = 0; 7  = 0, y = x.

8.8 y 2 -  2y  + x2 =0; y 2 -  4y  + x2 =0; y  = \Î3x, x = 0.

8.9 У2 -&У + Х2 = 0; y 2- I 0 y  + x2 = 0; У = ~Щ’ У = ̂ 3х-

8.10  x2 - 2 x  + y 2 =0; x2- 6 x  + 7 2 = 0; y =  x/rz>  y  = \Î3x.

7.9 x 2 + у 2 = 12, - 4 б у  = х 2 (у<0) .  7.10 х2+ /= 36 , (^>0)
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8.11 x2- 4 x  + y 2 =0; x2 -  8* + у 2 = 0; у  = 0, у - х .

8.12 у 1 -  4у  + x2 = 0; у 2 - 6 у  + х2 -0 ;  y  = yjЗх, х = 0.
8.13 у 2 -  4у  + x2 -  0; у 2 -  6у  + х2 = 0; у  = х, А' = 0.

8.14 x2 -  2х + у 2 = 0; х2 -  8х + у2 = 0; У~ j / j у  У = ̂ х-

8.15 у 2- 2 у  + х2 =0; у 2- 6 у  + х2 =0; у  = j j / ß ,  х = 0.

8.16 x2 - 2 х  + у 2 =0; x2 - 6 х  + у 2 = 0; у  = 0, у - ÿ / д .

8>17 jc2-2 x  + / = 0 ;  х2 - 4 х  + у 2 = 0; у  = 0, У = j / ß -

8.18 / - 4 v  + x2 = 0; у 2- lO y  + x2 =0; у  = y  = ~JЗх.

8.19 у2- 2 у  + х2= 0; у 2 - Ю у  + х2 = 0; у = ̂ ß ,  у  = \/3х.

8.20 x2 - 2х + у 2 = 0; х2- 6 х  + _у2 =0; у = 0, у - х .

8.21 у 2- 2 у  + х2 -0; у 2- 4 у  + х2 =0; у - х ,  х = 0.

9-masala. Zichligi р  = р (х ,у )  bo‘lgan va quyidagi tengsizliklar 
yordamida berilgan d  plastinkaning massasi topilsin.

9.1  D : x2+ ~ - <  1; p  = y 2.
4

2
9.2 D : — + / < 1 ;  x > 0 ; ^ > 0 , p  = 6x3- y \

4
x2 y2 2 y /

9.3 D: l < y  + — <2; y > 0 ; P =

2
9.4 D : \< ^ -  + y 2 ^ 25; x> 0 ; y > ^ ;  p  = ̂ j .

9.5 £>: v + í í - 1; У - 0; Р = х2'У-4 25
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9.6 С :§ - + х 5 |;  p = x ' r -

9-7 d 4 + 2 Ï s1; у - ° '• '’ “ T T

9.8 D:j^ + y- £1; Л>0; ^>0; р^Ъху1.

9.9 Z ):l< ~ -  + / ^ 4 ; j > 0 ; y > | x / 7  = 8 ^ / 3-

2
9.10 x - 0; У - 0; /3 = 30xV -

9.11 £ : * %  + /  <1; * ^ 0 ; p  = l x y 6.

9.12 D : \ < ~  + ̂ ^ ; y ^ 0 - , y < ^ x . p  = y/ x .

9.13 D :xy ^  + y2^ b P  = 4yA-
2

9.14 D : x 2 + ~ ^ < l ; y > 0 p  = 7x4y.

9.15 £ : l < ^  + y < 4 ;x > 0 ;y > 3 x /2 . / ?  = ^ / .

2
9.16 z ) : * ^ ^ - 1̂ - 0^ 35*4̂ 3-

9.17 D : l < ? -  + ^ < 4 - , x > 0 ; y > x / 2 . p  = y y .

9.18 D :^ -  + ̂ -< 1 ;./î  = x2.

9.19 £>: —  + —  <l ;x>0; j>0 . /?  = x3y.
4 9

2 /
9.20 Z ):l< * 2 + 7 - < 9 ; j ;> 0 ; j< 4 x .p  = y 2.

16 '  Л

2 V 2 X
q D : l <  —  + T -< 2 5 ;x > 0 ;y > 2 x ;/? = --,
9 . Z I  4  1 6  У
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x 2 y 2
10.1 -r- + $r  = l, y>0.  chiziqlar bilan chegaralangan plastinka- 

a b~
ning og‘irlik markazi topilsin (p = l).

10.2 r2 = a2 cos2tp (o‘ng yaproq) egri chiziq bilan chegaralan
gan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin. (/9 = 1).

10.3 x2 + y 2 = a 2, x > 0 , y > 0  tengsizliklar bilan aniqlangan plas- 
tinka uchun Ix,Iy inersiya momentlari topilsin (/3 = 1).

10.4 y 2 = 4 x + 4 va y 2 = - 2 x + 4  chiziqlar bilan chegaralangan 
plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (/> = 1).

x2 2
10.5 t  + ̂ t  = 1 egri chiziq bilan chegaralangan plastinka uchun 

a b
Ix,Iy inersiya momentlari topilsin (p  = l).

X V  X V
10.6 — + — = 1, — + — = 1, y  = 0 chiziqlar bilan chegaralangan 

9 2 4 2
plastinka uchun Ix,Iy lar topilsm (/7 = 1).

10.7 x2 + y 2 < 16, x > 2 j 3  tengsizliklar bilan aniqlangan plas
tinkaning og‘irlik markazi topilsm (p  = l).

10.8 xy = l,xy = 2,y = 2x,x = 2y  chiziqlar bilan chegaralangan 
plastinka uchun Ix,Iy inersiya momentlari topilsin (p  = î).

10.9 Agar \ < x 2 + y 2 <4  doiraviy halqaning har bir nuqtasidagi 
massa zichligi p  = x2y 2 formula bilan aniqlansa, uning massasi 
topilsin.

10.10 Agar y  = x2-  4x-, y  = x chiziqlar bilan chegaralangan plas
tinkaning har bir nuqtasidagi massa zichligi p  = x + y  formula bilan 
aniqlangan bo‘lsa, shu plastinka og'irlik markazi topilsin.

10-masala.

1
2

10.11 xy = 4, y  = ~ x 2, y  - 6  y ^ j - x 2 chiziqlar bilan chegara
V 2

langan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (/? = 5x + 3).
10.12 y 2 =3x + 4 va y 2+ 4jc = 11 (^ > 0 )  chiziqlar bilan chega

ralangan plastinka massasi topilsin ( p  = y ) .
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10.13 Ikkita ç  = 0 va (p = n nurlar hamda r = aç  (0 <(p<n)  
Arximed spirali yoyi bilan chegaralangan plastinkaning og‘irlik 
markazi topilsin (p  = l) .

10.14 y  = x3, x + y  = 2, x = 0 chiziqlar bilan chegaralangan plas
tinkaning og'irlik markazi topilsin (/7 = 1).

Quyidagi 10.15-10.19 misollarda plastinkaning chegarasini aniq- 
lovshi chiziqlar berilgan. Har bir plastinkaning og‘irlik markazi 
topilsin ( p  = l) .

10.15 x = a ( i - s in i ) ,  y = a ( l- c o s t ) ;  0 < t < 2 n ,  ,y = 0.

10.16 x2+ y 2 = a 2; + = x = 0, x > 0 ; y > 0.
a b

10.17 /* = a ( l + sinç?).

10.18 r = asm2(p, 0<<p<^-.

r- „ . n ^
10.19 r = 4 2, r = 2sm<p, - < < p < — ,

10.20 ay = 2 a x - x 2, ,y = 0 chiziqlar bilan chegaralangan plas
tinkaning Ix, Iy inersiya momentlari topilsin (p  = l) .

10.21 r  = a ( l + cosç?) kardioda bilan chegaralangan plastinka
ning Ox va Ou o‘qlariga nisbatan Ix, Iy inersiya momentlari topilsin 

(/> = !)•

11-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtlarning yuzalari topilsin.
11.1 ÿ- + z2 = x2 sirtning x2 - y 2 = a2 - silindr va y  = ± b -  te-

kisliklar bilan ajratilgan qismi.
11.2 z 2 =4x  sirtning y 2 = 4 x -  silindr va x = l -  tekisliklar bilan 

ajratilgan qismi.

11.3 (x2+ y 2Y 2 + z  = 1 sirtning 2 = 0 tekislik bilan ajratilgan qismi.

11.4 x2+ y1 -±ax  silindrlaming x2 + y  +Z2 =cr shar ichidagi qismi.
11.5 (x + y f  + 2z2 =2a2 silindrik sirtning 1-oktandagi qismi 

(jc>0, 7 > 0, z > 0 ,  x2+ y 2+ z 2 *  0).
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11.6 (x+y)2z=x+y sirtning l<jc2+ y  ¿4,x>0,^>0 sohadagi qismi.
11.7 a z - x y  giperbolik paraboloid sirtning (x2+ y )  =2a2xy 

silindr ichidagi qismi.

11.8 z 2 =2xy  konus sirtning + x - 0, z = 0>

x2 + y 2 * 0 a >0,b>0 sohadagi qismi.
11.9 3z = 2(xy[x + y yfÿ') sirtning x = 0,.y = 0,x+;>> = l tekisliklar 

orasidagi joylashgan qismi.

11.10 z = V*2 + y 2 konus sirtining x2 + y 2 =2x  silindr ichida
joylashgan qismi.

11.11 x2 + y 2 =2az  paraboloid sirtining [x + y)~ = 2a2xy(a >QÎ) 
silindrik sirt ichida joylashgan qismi.

11.12 a z - x y  giperbolik paraboloid sirtning x2 + y 2 = a 2(a > 0 )  
silindr ichida joylashgan qismi.

( x y  V 2z
11.13 I + ~  = 1 sirtning x = 0,y = 0,z = 0 koordinata tek-

isliklari orasida joylashgan qismi.
11.14 z2 =2xy  konus sirtning x + y  = \,x = 0,y = 0 tekisliklar 

orasida joylashgan qismi.

11.15 z  = ~(x2 ~y 2) giperbolik paraboloid sirtining 

(x2 +y2)~ = x2 - y 2 silindr ichida joylashgan qismi.

11.16 z  = tJx2 + y 2 va x + 2z = a sirtlar bilan chegaralangan jism- 
ning to‘la sirti (o>0)

X  V z
11.17 — + t  + — = l(a,b,c>0) sirtning 1-oktantdagi qismi. 

a b c
11.18 x2+ y 2+ z 2 = R 2 sfera sirtining (x2+ y 2}~ = R 2-[x2- y 2') 

silindr ichidagi qismi.
11.19 x2 + y 2 = 6z  sirtning (x2 + y 2y  = 9-(x2 - y 2J silindr ichi

dagi qismi.
11.20 z2 =4x sirtning y 2 = 4x, x = 1 sirtlar bilan ajratilgan qismi.
11.21 y 2+ z 2 = x 2 sirtning x2 = ay sirt bilan ajratilgan qismi.
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x2+ y 2 = 2 y ,

12-masala. Qayidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

12.1

12.2

12.3

z - y ^ - x 2, z - 0

x2+y2 =7x, x2 +y2 = 10x, y = 0 (y^O); 

z = yjx2 + y2, z = 0.

X2 + y2=y, x2+y2=4y, 

z = yjx2 +y2, z = 0.

[x2 +y2 =8*j2y;
^  | z  = jc2 +y2 -64 , z = 0 (z>0).

12.5

12.6

12.7

12.8

12.9

12.10

\x2 + y2 =$\¡2x;
[z = x2 +y2-64 , z = 0 (z>0).

x2+ / = 2 y .

13 2 nz =-----x , z = 0.
4

\x2 +y2 + 4x = 0',
[z = 8 - y \  z - 0.

x2+y2=3y, x2 + y2=6y, 

z — tJx2 +y2, z - 0 .

x2 + y 2 - 6x, x2 + у 2 =9x; y  = 0 (^ < 0 );

z -y j x 2 +y2 ,z = 0.

j x 2 +y2 -6\Í2x;
[z = x2+y2-36, z = 0 (z>0).
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12.11

12.12

12.13

\х2 + у 2 = 6\¡2y;
[z = х2 + у 2 -36,  z = 0 ( z > О).

¡x2 + у 2 = 2  yfly;
\z = x2 + y 2- 4 ,  z = 0 ( z > 0).

x2+ y 2 = 2 y ;

9  „2

12.15

12.16

12.17

12.18

12.19

12.21

12.14

x2+y2=2y, x2+y2=5y,

\x2+y = 4x,
[z = \ 2 - y 2, z = 0.

z = yfx?+y2, z = 0.

jc2 + y2 = Sx, x2 + y2 = 1 \x, y  = 0 ( j^O) ;  

г  = ф ? + у 2, z -  0.

[ x2 + у 2 + 2y¡2у  = 0;
[z = x2+y2- 4 , z = O (z>  0).

¡x2 + y 2 = 4\Í2x,
\z = x2+y2- 16, z -  O (z> 0 ).

fx2 + y2 =4x,
[z = 1 0 - y 2, z = 0.

| ^ + / = 4 > ,  x2+y2=ly,  

[z = yjx2~+y2, z = 0.

12.20
| a-2+ / = 4 j ,

Iz = 4 - jc2, z = 0.

13-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning 
hajmi hisoblansin.

13.1
|z  = 2 - 1 2 (x 2 + r )>

I z = 24л: + 2.
13.2

[ z = 24(x2+ / )  + 1, 

I z = 48л: + 1.
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13.3 ^
z = 1 0 [ (x - l)2+ r ]  + l>

13.5

13.7

13.9

z = 21-20*.

íz  = S(x2 + y 2) + X 

[z  = 16* + 3.

z = 2-2o[(* + l)2+ / ] >

z = -4 0 .x -3 8 .

iz  = 4 - 1 4 ( x 2 + y 2)>

I z = -3 4 - 2 8 * .

13.4

13.6

13.8

13.10

iz = 28-[(* + l)2+ / ]  + 3,

1311 |z  = 56x + 59. 13Л2

Íz = 32(x 2+ / )  + 3,

13.13 \ V 13.14

13.15

13.17

z = 3 -  64*.

z = 4 -6 ^ (* -l')2 + y 2] ,

z = 12*-8 .

|z  = 2 - 4 ( * 2+ / )  + 3, 

z = 8*+ 2.

13.16

13.18

fz = 22 •[”( * - 1)2 +У*] + 3,
13-19 J 13-20

z = 47 -  44x.

г  = 2 - 1 8 [ ( * - 1 ) 2 + / ] ,  

z = —36* —34.

fz = — 16 (*2 + ) — 1’

I z  = - 3 2 * - I t  

z = 3 0 [(*  +1)2 + / ]  + U 

z = -  60* — 61.

iz = 26(x2 + y 2) - 2 ,

[z = - 5 2 * - 2 .

z  =  - 2 [ ( * - l ) 2 + / ] - ! ,  

z = 4 * - 5 .  

z = - 2 ( * 2 + / ) - l ,

z = 4 y - l .

z  = 26^(* - 1)2 + y 2 J “  2, 

z -  50-52*

z =  3 0 (* 2 + y 2) + l, 

z  = 60^ +1 

z = - l6 ^ (*  + l) ‘ + y2J-l>  

z = - 3 2 * - 3 3 .

13.21
j z  = 2 — 18^*2 + y  ), 

)z  = 2 - 3 6 j \
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14-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning 
hajmini uch karrali intégral yordamida hisoblang.

14.1 (x2+ y 2) + z6 - a 3xyz. 14.2 (¿r+ X + z2) =a6'(x2+ y2) .

14.3 (x2+ y 2) + z4 = a3 -(x -y ) . 14.4
L. \ _H __

i _ + Z_
a2 b2 c4 h

14.5
x2 + y2 + z2 = 1,jc2 +y2 + z2 =16, 
z2 = jc2 +y2 (jràO.yâO.zSiO)

.14.6 z = \Q(x2+ y2)1+\,z = \-20y.

14.7 —  + ^ -  = z2,2z = —  + ̂ ~. 14.8z = 24(x2+y2)2+ U  = 48x+l.
4 9 4 9 v ’

14.9 x2 +>’2 =3z,x + >’ — 6. 14.10 z = 2-20(x2+J'2) ,z = 2-40;y.

14.11 z = 6 - J 7 7 / , z  = l6-x2+y2. 14.12 ]j^+^+^=Ux=0,y=0,z=0.

14.13 z — ^ 6 4 - x 2 -  y 2, z  = 1, x2 + /  = 60 (silindr tashqarisida).

2 2
14.14 2z = 2x2 + —  ,4x2 + —  = l,z = 0.

3 9
15 -----7 17 2 214.15 z = —-yjx‘- + y , z  = — - x  - y .17

14.16 y 2 + z 2 = a2, y 2 + z 2 = x2,x = è(0 < « < £ ).

14.17 z = .
16 t t ^ 2 2-x” - y ~ ,2 z  = x + y

14.18
V

x~ v* z
— + TT + -  a b c

2 S2 ^ 2  2  ̂

fl2 62

14.19 z = 4 -1 4 (x 2 + y2)2,z = 4 -28x .

14.20 x + y  + z = a ,x  + y  + z = 2o ,x  + y  = z ,x  + y  = 2 z ,y  = x ,y  = 3x.

14.21 x2 + y 2 + z2 = 2az,x2 + y 2 = z 2,x2+ y 2 = ^ z 2.
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15.1 Jsinydk + sinxify, y : A ( 0,я) vaB(n,Ö)  nuqtalarni tutash- 

tiruvchi kesma.

15.2 [f Ш П ’ ®(°; C (_ l; 0)> D(0; ])'

15-masala. Egri chiziqll Integrator hisoblansin.

ABCDA

,5 .3

15 4 J(2a~y)dx + xdy; y .x  = a(t-s\nt) ,  >- = o (l-co s i) , 0 < /<2я \
Y

*> 2
15.5 + + / :^  + ̂  = L

15.6 |(л-2 + у 2)dx + (л-2 - у 2) dy, y : y  = \ - \ l - x \ ,  0 < x < 2 .
Y

15.7 J(*2 - 2xy)dx + ( у 2 - 2xy)dy, y : y  = x2, - \ < x < l .
Y

15.8 f Ä 2 S L .  r £ + £ - I .  ^ 0 .  „ * 0 .
гл]1 + х2+ у -  a 0 

15 9 ~ xcty’ у  '-x = acos31, y  = asin31 0 < t < — I.

15 ад y :x  = aco$3t, y  = asin3113.1V J 0 < t < ~  
2

15.11 ¡Jj^cos.tí/x + smxdy,y .uchlari (l; 0), (0; 2), va (2; 0)

nuqtalarda boigan uchburchak konturi.

15.12 \§2xdx~(x + 2y)dy,y:  uchlari (-1; 0), (0; 2), va (2; 0)
7

nuqtalarda boigan uchburchak konturi.
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15.16 I\x” + y f i Yts, у .х 2/з + / /з = а 2/з -  astroida.

15.13 \(х 2 + y - )d x  + xydy, у : у  = ех chiziqning (0; l) va (1; e) 

nuqtalari orasidagi yoyi.

15.14 \ xdy’ + to ‘g‘ri chiziqning (a; 0) va (0; b) 
nuqtalar orasidagi kesmasi.

15.15 У■ (* + У ) ~ a (* + У )-lem niskata yoyi.
Y

j | j c ^  +  y 73 je fe ,

Y

15.17 fr’ * ? )* -  _ lenm¡skata
Y

15 18 jx 2ds, y : x 2+ y 2 = a 2, x>  0.
Y

15.19 \yds, У- У ~ 2 x , y  parabolaning (0; 0) va (l;V2)
Y

nuqtalari orasidagi yoy.

15.20 I ĵx 2 + y 2 + 4 Y-(Q> 0) va ^|. nuqtalarni tutash- 

tiruvehi to ‘g‘ri chiziq kesmasi.

15.21 jxyds’ r :3 |x | + 4|^| = 12, y > 0 .
Y

16-masala. Hisoblang.
(2;3) (2;3)

16.1 j  xdy + y d x -  16#2 J (x + y)dx  + (x - y )d y .
( - l ;2 )  (0;l)

16.3
(2:0

(,’r) ydx -  xdy
•* X 2

ydx -  xdy
16.4 J -----~i-----  -Oy o‘qini kesmaydigan chiziqlar bo‘ylab.

(2;i)
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О*)
16.5 J {^ХУ ~ 15x2y)dx + (2х2 -  5х3 + 7Jdy.

(Щ

xdx + ydy
16.6 j “ 7=t=£=t  ”  koordinata boshini kesib o‘tmaydigan chiz-

(1;0) л/х" + у

iqlar bo'ylab.
0 :1)

16.7 J ( x - y ) - ( d x - d y ) .
(u-0
(°;0)

16 8 Í  (x4 + 4xy3)dx + (6x2y 2 ~ 5 y 4)dy.
(-2;-!)

(3;-4)

16,9 { xdx + ydy.
(0:1)

(HO)' г x d v -y d x  __
16.10 ! ---- - - У - х  to ‘g ‘ri chiziqni kesmaydigan chiziqlar

(°;-i) (Х-У)
bo ‘y  lab.

(«;/>)
16.11 J / ( x + >’) ‘(üíx + <̂ ) ’/ ( M) “ uzluksiz funksiya.

(0:0)

V
(aj>)

16.12 j e* (cos ydx-s in  ydy)'
(0:0)

16.13-16.21 misollardagi ifcdalarning biror F (x , y )  fiiHksiya- 
Hing to iiq  dlfferensiaïi bo‘lishi yoki bo‘!masligini aisiqlaag. Agar и 
to i iq  diîferensM  b o isa , F (x ,y )  funksiyani topißg.

16.13 (.r  + 2x - y 2 ) dx + (x2 -- 2xy - y 2 ) dy.

16 .1 4  j 12x2y  + - ~  \dx +
/ 2x4x3 — j  \dy. 

У
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ax ---------y,= -  . dy..,2 /„2 , 2 '

2 . I 2 2
X , x + j x + y

16.15 / 2 2 ~ 2 / ¿ у -yjx + у  у  -Vдг+у

(х2 + 2лу + 5.у2)<& + (х2 -2х>> + >’2) ф
16.1 6  ----------;------ ö --------------- — .(x + j;)

ydx -xdy
16.17 ,  2 -  '• V"2- 3x -2x.y + 3j>

16.18 e* • [V' (x -  у  + 2) + .y] dx + e* ■ |V  • (x -  y )  + 1] dy.

xd y-yd x  
1619 X -+ 4 y 2 '

2x ( l - e v) ey

16.21 r + y dx +
yjx2 + y 2 )  [ \ ] x 2 + y 2

Г + X dx.

17-raasala. Quyidagi I-tur sirt integrallari hisoblansin.

17.1 j¡\jx2 +y2ds, о, o<z<b  konusning yon sirtiCt CI О

17.2 J ( x + У ) ds’ №  ushbu Vx2 + y 2 < z <  1 jismni chega- 

ralovchi sirt.

17.3 \\{xy + xz + yz)ds, («S') — z = j x 2 + y 1 konus sirtin ing
(.V)

x2 + y 2 = ax sirt bilan ajratilgan qismi.

17.4 JJ(x2 + y 2)zds, ( S ) - x 2+ y 2+ z2 = a 2, z > 0.

17.5 \ \ zd$, ( ^ “ birinchi oktantdagi x + y  + z = 1 tekislik bilan
(■V)

ajratilgan tetraedrnmg to liq sirti.
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17.6 JJ(x2+ /)< * , ( S) - x2 + y 2 + z 2 - a 2

17.7  {}(* + y  + z)ds, (S ) -u s h b u  0 < x < a , 0 < j y < a , 0 < z < ö

kubning to ‘liq sirti.

17.8 fl(6.r + 4y + 3z)ds, ( S ) -X + 2y + 3z = 6 tekislikning I-
(s)

oktantdagi qismi.

17.9 jjzds, ( S ) - z  = i¡ \6~x2- y 2 sirtning x > 0 , v > 0 , x  + j^<4 
(*)

sohadagi qismi.

17.10 JJ(x2 + y 2 + z2)ds, ( S ) - x 2+ y 2+4x = 0,  2 < z < 4  silindr-
(s)

ning to ‘liq sirti

17.11 Jjzds, (S ) - z  = xy sirtning x2+ y 2 = 4 silindr ichidagi qismi.
(s)

17.12 JJ'yds, (S) - X  = 2y2 +1 (>’ > 0) sirtning x = y 2+z2,x=2,x=3  
(»)

sirtlar orasidagi qismi.

17.13 j jv>’2 -  x2ds, (S ) -x 2 + y 2 = z2 konus sirtining x2 + y 2 ~ a2 
(s)

silindr bilan ajratilgan qismi.

(s) (x  + y  + l)

tetraedrning chegarasi.

17.16 [jjj\ x y  + y z  + zx )d s ,  ( S ) ~ z  = J x r +;y2 , x 2 + y 2 < 2 a x .
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17.17 [ |f (x 2+ / ) í f e ,  (5 ) -  4х 2+У2 < z < \  jism chegarasi.
(í ) f  i N

17.18 jJJ x2+ y 2+ z -  — ds, (5) -  2z = 2 - x 2- y 2, z > O pa-
(N)V 2)

raboloid qismi

17.19 [J|(3x2+ 5y2+З22~2)í/í, ( S ) - y  = J x 2+ z 2 konusning 

y  = 0 va y  = \  tekisliklar orasidagi qismi.

17.20 jjxyzds, (5 ) -  z 2 =2xy, z >  0 konusning x2+ y 2 = a 2

silindr ichidagi qismi.

17.21 ( S ) - z  = x2 + y 2, sirtning z = \ tekislik bilan 

ajratilgan q^mi.
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-D -
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. IJshbu y > x 2 + 2x,y = x + 2 chiziqlar bilan chegara- 

langan D soha uchun ikkl karrali integral takroriy in-I)
tegralga keltirilsin va integrallash chegaralari ikkl xil tartibda qo‘yilsin.

< Birinchi navbatda y  > x2 + 2x -  (x + 1)2 -1  va y  = x + 2 chiz- 
iqlarning kesishish nuqtalari M ,(-2 ;0 ), M2 (l;3) larni topamiz va 
sohani chizmada tasvirlaymiz (14-chizma).

14-chizmadan ko‘rinadiki, D  sohani tengsizliklar yordamida qu- 
yidagicha ifodalash mumkin:
ü = {(.ï,j<):-2<.*<], x2 + 2x<yix+2}={(x,y):~]-^Tï<,x^-] + ̂ jy+î;-\<y<0]u

: y - 2 < x < - l  +  y [ y  +  l ;  0  ^  y  <  s | .

Bu yerdan 2°-punktdagi 3 va 4-teoremalarga ko‘ra quyidagi 
tengiklarni hosil qilamiz:

2.21-masaIa. Integrallash tartibini o‘zgartirmg.
1 X- -J2 J 2-X2
j* dx I fdy  + ^dx j  fdy.
0 0 I 0

oM asala shartiga ko‘ra

D = { (x , y ) :0 < x < \ ,  0 < j < x 2} u | ( x , ^ ) ; l  < x < ^ 2 ,  0<>’< V 2 ~ ;r  j

D soha 15-chizmada tasvirlangan.
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15-chizmada ko‘rinadiki, D sohani quyidagicha ham ifodalash 
mumkin:

. _____  . i л  Æ7 i
D-Ux,y):y[y <x<y]2-V“, 0< у < 1 j => ¡dx ¡fdy + J dx J fdy = JV/v J fdx.>

o o í d  о

3.21-m asaüa. D = { (x ,j): 0 < jc < 1, 2 x < y < 3 x } soha iichim 
\ \f (x ,y )d x d y integraîda qutb, koordinataiariga x~rœsç,y=rsm rp

o‘tib, integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yi!sin.
< Integrallash chegarasini qo'yish uchun aw al D sohani chiz- 

mada tasvirlab olamiz (16-chizma).

inchi navbatda akslantirish yakobianini hisoblaymiz.

j  B(x.y) 
D{r,<p)

dx dx
dr dcp
dy_ dy_
dr dq>

cos <p -rsmcp 
sin Ç0 rcoscp

= r
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Undan so‘ng D sohani qutb koordinatalar sistemasida ifoda- 
laymiz, ya’ni D sohaning akslantirish natijasidagi obrazi Д ni 
topamiz va (lO)-formuladan foydalanamiz.

< A ОС = arctgl. < BOC = arctg3. О A = VF + 21 = Vs, OB = л/ l2 + 32 = л/Гб; л = 1=> 

=>rcostp  = !=>/- = —!— => Л = |  (/•, (p) : arctgl <(p< arctg3, 0 < r <  1
cos <p [' ’ cosip

= D, u D j  = : arctg2 <//>< arctg3,0< r  < 4 5 } u

{r , (p ) :arc/g — < < p < arc tg l,  f 5  < r < л/Гоu

arctgl -Js -У? arctgl

№ *  ,y)dxdy = J dip j  rf (r cos л- s in = J dr j  /■/' ( г cos f/V sini?) d (p +
/ ;  arctgl 0 0 arctgl

VTo arctgl

+ J dr J rf (rcos(p,rsin(p)dtp >
'ft arag- r

4.21-masala. Hisoblang.

I  = .[[(лу- 4x3 j>3) ifc/y; D : x = 1, .y = x3, _y = -л/х.
D

< Z) sohaning shaklini chizib olamiz (17-chizm a) va karrali 
integralni takroriy integralga keltirib, lining qiym atini hisoblaymiz:

17-chizma.

r = ~ 4 r V ’)cte/v = ((¿>: {(•*->’) ; 0 < x < \, - 4 x < y <  = \dx  J (xy -  4x' y ’jdy-

« 2
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I = ^ y  cos xydxdy, D \y  = x, у-Ътс, x = —, x = \. 
и 2

< M asala shartiga ko‘ra £> = j(x ,y ): ^-<*<1, n < y < Ък 

soha to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat. Unda

5.21-masala. Hisoblang.

/=  ^ycosxydxdy = \dx\ycosxydy = ^dy ̂ y cos xydx= jj y ~ sin^y dy =

у ̂  f
s in y -s in — dy- 

2 у

ЭЛ

■ I

\ 3 z

-cosy+ 2 cos У
2 л

= 0. >

6.21-raasala. Hisoblang.

dxdydz
'-ÍJ Í :

W |1 + £ + 2 + £  
8 3 5

n6 ’ (V):
X у  z  1 
—+ —+ -  = 1,
8 3 5
x = 0,y = 0 , z - 0 .

< Masala shartidan koVinadiki (F) jism uchburchakli piram- 
ida bo‘ladi va uning shakli 18-chizraada tasvirlangan. (V) jismni 
tengsizliklar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

(V): \{x ,y, z) :  0 < x < 8 ,  0 < y < 3 ' i - i '  
8 У

, 0 < z < 5
8 3

Berilgan uch karrali integralni takroriy integralga keltirish yo‘li 
bilan hisoblaymiz:

346



8 32  v~ '  8 "  8 8 8 

Izoh. Agar 6.21-misolda o ‘zgaruvchilarni almashtirsak, ya’ni 
jc = 8u, y - 3 v ,  z - 5 w  almashtirish bajarsak, integralni hisoblash an
cha yengillashadi.

D(x,y,v) 
Bunda yakobian n(x ,y,w)~

8 0 0 
0 3 0 

0 0 5

= 120 bo‘lib,

(F) jism ushbu (Aj = {(//, V , w): 0<h<1, 0 < v < 1 - u, 0< w < l-« -v ]  
jisniga akslanadi va o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasiga ko‘ra 
quyidagilarga ega bolam iz.

7 = 120
i i—u \—ll-^

¡du  J dv  J
dw

0 (l + i/ + v + >v)6 
Bu integraini hisoblab, / - 1 ekanligini tekshirish qiyin emas.

7.21-masala. Quyidagi

7  = 7 6 - 0 ? ,  y - \ Í 6 - y l 6 - x 2', 
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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у  = y ¡ 6 -  X 2
< I Г7  П----- 2 sistemani echamiz va bu chiziqlarni kes~y  = ̂ /б — v6 — x2 

ishish nuqtalarlni topamiz.

л /б - х 2 -л[б - \ 1 б - х 2 => x, = — j=; x2 = —j=.
л/2 V 2

Berilgan chiziqlar bilan chegaraíangan & sohaning shaklini
chizamiz (19-chizma) va bu sohaning yuzasini (15)-formula vor- 
damida hisoblaymiz.

Xß Æ ? Æ Уд ____  .
5 = \\dxdy = J  dx I  dy = 2- jdx  J d y - 2  í i 2\¡6 -  x2 -  л/б j dx =

o _J_ o ,/e-Æ? o
■Í2

/V _______  A _______  2 V
[л/а2 - x 2dx = —J a 2 - x 2 + — arcsin— + с, formuladan foydalanamiz =

2 2 a JJ

сл/б-х^ + 6 arcsin —рг -  л/бх
u Í 3 f= 2-
'  0 kV2 'V

2тг- Зл/З'
: 4яг Зл/З kv.birl. i

8.21-masala. Quyidagi
у 2 - 2 у  + x2 = О, у 2 - 4у + x2 = 0, у  = x, x = 0. 

chiziqlar hilan chegaraíangan shaklning yuzasi topilsin.
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< y 2 -  Ay  + x2 =0  => x2 + ( y -  2)2 = 4.
Bu tengliklardan foydalanib, berilgan chiziqlar bilan chegara- 

Iangan D sohaning chizmasini osongina chizamiz (20-chizma).

y 2 - 2 y  + x2 =0 => x2+ ( y - l ) 2 =1;

D sohani tengsizliklar yordamida yozib olamiz:

D = j(jc,>'): J l y - y 2 <x<y;  l< > -< 2 |u |(.v ,y ): 0 < x < ^ 4 v -y 2; 2<y<4^.  

Bu munosabatdan foydalanib, D sohaning yuzasini hisoblaymiz:

2 y 4 ']4>'-y2 2 --------  4 --------
5 = JJiM' = \dy |  dx+jdy  J dx= \ [ y ~ ^ 2 y - y -  }dy+ y j A y - y i dy =

1 -Kv

j( y - J l - ( y - l ) 2)dy+ JV4“ (-'- 2 )2dy =
1 ' 2

+ i ^ y ? - ^ 4 - ( 3 ' - 2 ) 2 + 2 arcsin ^ —~ |4- ■ 2 -  4 arcsin 1 1 -  + 2arcsin 1 = — + ^arcsin 1 =

x') 3(2 + tt)
1 + — =- V kv. birlik.>

V 2 j  4

9.21-masala. Zichligi bolgan

. x i y
L

plastinkaning massasi topilsin
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<1 Plastinkaning massasini (17)-formula, ya’ni M= fjp(x,y)dxdy
1)

formuladan foydalanib, topamiz. Bu integralni hisoblashni yengil- 
lashtirish uchun umumlashgan qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz:

X  =  2rcos<p _ i , _ D(x,y) 
y = Arsin(p D(r,<p)

2cos (p —2rsin^ 
4sin (p Arcoscp

= 8r:

у  = 2*1 [4rsinç? = 4rcos#>
x = 0 1 2rcosç?

7Т

:
q> = */2

Bajarilgan almashtirishdan

so'ng berilgan D plastinkaga ushbu л = |(г ,^ ):—<<p<y2; l</-<5 

plastinka akslanadi => M =  ^p(x ,y )dxdy  =

*/г.
= J|8rp(2rcosç?, \rûxi(p)drd(p = 8 f d p j r -  ^  C° S — dr = 4 | cos.̂ - •

Д £  1 Ф

d(p ■

■■ 48 ln ¡sin ср\{г -  48^ ln sin -у -  ln s‘n ~ j  = 48 -ln
V2.

= 48-1пл/2=241п2.>

10.21-masala. r -  a(\ + cos97) kardioda bilan cliegaralangan plas- 
tinkaning Ox va Oy o‘qlariga nisbatan Ix va Iy incrsiya moment- 
lari topilsin. (p  = l)

<1 Berilgan plastinkaning Ox va Oy o‘qlariga nisbatan inersiya 
momentlari (20)-formulalarga ko‘ra

L  = j j p  ' ÿ'àxdy = \ \ y 2dxdy va Iy = j j p X2dxdy = $ x 2dxdy teng-
ö  D D D

liklar yordamida topiladi.
Bu formulalar qutb koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishga 

keladi:

1, = JjV3 sin2 (pdrdcp va ly = jjr3 cos“ cpdrdcp,
Д Д

bu yerda A = 0<>-<a(l + cosí3U (21-chizma).
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21-chizma.
tf(l+COSÿ>)

í x = JJr3 sin2 cpdrdcp = JsirT (pdcp J r ’dr -  32a 4 jsin2 — • cos10 ~d(p ~

. w , 2dz
sin — = z  => <p = 2 arcsin  z=> dip -

VT
= 0 => z = 0 

(p = я => z -  1

V A

( f  j _l 'Л
z2 = t =5» dz = — t 2dt 

\ \  2 /У

3 11

= 64a4 ¡ z 2 - ( \ - z 2f 2dz =

L i  » 1 2 . il
= 32a4 j t2 • (1 -  /)5 dt = 32a4 • JV2 • (l - 1) 2 dt

32a ■ В I | = 32«
Г -  -Г

Г  (?)
21;гя

32

Л- rt(l +  COSy>)

Iv = JJr3 cos2 Cpdrd(p = j j r jdrdç -  / Л. = J d(p J r  dr -  Ix =

= 8a2 Jcos8- - dcp -  Ix =8a 4
•Г

Г(5)
49яга4 

32 '

21 49
Demak, 4  = — ка*, = “ М 4.>

11.21-masaIa. Quyida ko‘rsatiIgan sirtning yuzasi topilsin.
(S') : y 2 + z 2 - x 2 sirtning x2 -  ay sirt bilan ajratilgan qismi.
<1 Yuzasini topishimiz kerak bo‘lgan sirtning Oxy tekisligidagi 

proyeksiyasi 22-chizmada tasvirlangan.
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22-chizma.
Sirtning yuzasini (16)-formuladan foydalanib, hisoblaymiz. Agar

£> = {(*,y): 0<y<a,  y<x<^Jayj desak, unda 5=4- Jj^l+(z;)2 +{z'^j dxdy
D

bo‘ladi, chunki, y 2+ z 2 = x 2 konus sirtning Oxy tekislikka nisbatan 
simmetrik joylashgan z >0 va z <0  tengsizliklar bilan tasvirlanadi- 
gan qismlari bor, ham D soha (S) sirtning Oxy tekislikdagi proyek- 
siyasining yarim bo‘lagi.

yjlx

y j x 2 -  J y~
=> A/i+(z;.)2+ (4)2=-jT " ~ r  => 

v* - y

S = AyJl\dy J - = ^ = =  = 4 ^ J \ ] x 2- y 2 ^ ' dy = 4^2 ~Uay- y~dy = 
o -\Jx2 - y 2 0.V

y- I-------7 a-sjay-y +— arcsin-
7TCr

' V T

na~
Shunday qilib, s  kv. birl. >

12.21-masala. Quyidagi

x2 + y 2 = 4y, x2 + y 1 = 7y, z = *JxF+~y2, z = 0 ;
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.

<j Jismning hajmini ikki karrali integral yordamida (14)-for- 
muladan foydalanib, hisoblaymiz:

V = \ \ f  (x, y )  dxdy = jj^jx2 + y 2 dxdy,
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23-chizma.

bu yerda D soha x2+ y 2 = 4 y  va 
X2 + y 2 = l y  aylanalar bilan chegaralan- 
gan (23-chizma).

Hisoblashni yengillashtirish uchun 
qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz:
X = r  COSÇ), y - r s m c p .

Unda  D soha ushbu 
A = {(r,ç?): 0 < (p<  n ,  4sin#><r <7sin<?>} 
sohaga akslanadi va hajm osongina

hisoblanadi.

,r 7 sin y» V i 7si" í ’ V i ; .3 7sm,/’ V i
V = jfrdrdç = jdtp I rdr = 2- jdtp J rdr  = 2 J— d<p = 186 Jsin3 (pdip -

0 4sinf/>

=  1 8 6 |(c o s 2 ç ? - l ) < i ( c o s ^ )  =  186 -
cos cp

- c o s  (p =  1 8 6 - -  =  124.лJ
Demak, V = 124 kub. birlik. >

13.21-masala. Qoyidagi z = 2 -1 8 (x 2 + / )  va z = 2 - 3 6 y  sirt- 
lar bilan chegaralangan jismning hajmi liisoblansin.

<i Bu jismning hajmini ham (14)-formuladan foydalanib, hisob- 
laymiz. Avval jismning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi D ni topamiz:

j - 2 ^=>2-18Íx2 f->,2) = 2-36>'=>x2+ y -2 > ’ = 0=>x2+(^-l)“ =1=>
|z  = 2-36j>

£> = {(x, ^ ) : x2+( j -1)2=1¡.

Demak,

v=  |£г-18(л-2 + V2 ) — ( 2—36>) = — 18 JJ(a-2 +У -2у)вЬгф=-18||У +(>>-1)" -ljote^=
I)

i f = /• cos<z> => |̂ v| = /•, А = {(г.(р)-.0<<р<2ж, 0 < r  < l} 

y - \  =  r $ \ n ( p  

lit
— is  j:

ZJl i
-18 JöV jV(r2 -  l)dr =

*S r* 18
йф = “ 2я--9гг kub. birlik. >
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14.21-masala. Quyidagi
2 2  ̂ ^ 2 *> ■? 2 ^ 2  je + y  + z '= 2 a z ,  x + y = z " ,  x ' + y

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali intégrai 
yordamida hisoblang.

< Izlangan hajmni topish uchun aw al (13)-formulalardan foy- 
dalanib,

.v = pcostp -sin y/, 
y  -  psin <p ■ sin y/,
Z -  pcosy/ .

akslantirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o ‘tamiz. 
Bunda yakobian

D(x,y, z)  .
— >------- \ P
D(p,ç>ti//)

bo‘lib, (V) jism (A) jismga akslanadi. Izlangan hajmni hisoblash uchun

V = ^jjdxdydz = |JJp2 - sin ?f/dpd(pdy/.
(v)

formuladan foydalanamiz.
Bérilgan sirtlarning tenglamalarini sferik koordinatalarida yozamiz.

{x2 + y 2 + z 2 = 2azj -*{/? = 2a cos y/},

{ x 2 + y 2 = z 2 } - >  { t g 2y /  =  l j  = >  \ y  =  j

Demak, (F) jism quyidagicha bo‘ladi.

(A) = |( /3 ,^ ,^ ) :  Q<(p<2x, ~ r< t / /< ^ ,  0</7<2£zcosî//|  

Shunday qilib, izlangan hajmni osongina hisoblaymiz:
2.7 '% 2a cos y j ^

v  = ¡dtp |s in y/dy/ j p -d p  = — Jcos3 y/ ■ sin y/dyj = — nef (kiab.birl) i
o £ o J £ 1Z

6 «
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J'xyds, y :3|x| + 4|.y| = 12, y> 0 .
Y

<1 y  yoy Oxy tekislikda ABS siniq chiziqni beradi. (24-chizma).

15.21-masala. Egri chiziqli integral hisoblansin.

AC : 3x + 4j/ = 12,0 < x < 4; A C :y  = — x + 3 ,0<x<4 .  
4

B C : -3x + 4y = 12, -4  < x < 0; B C:y  = - x  + 3 , -4 < x < 0 .

Birinchi tur egri chiziqli integralning qiymatini (24)-formula- 
dan foydalanib, hisoblaymiz:

I 7  —  - ^

:| ( 2 4 - 1 6 )  + ̂ ( l6 - 2 4 )  = 0 >

16.21-masala. Ushbu

j  xyds = J xyds + ^xyds = Jx-i—j x  + 3 J-J 1 + ( “  j dx+ j.vi-jx + 3 j-Jl +
All AC BC 0 V J V V •

5 f  x} 3x2 
+ - •  —  + —  

4 4 2

dx =

yjx2 + y 2
dx + -+ x

+ y
dy.

ifodaning biror F(x,y)  funksiyaning to iiq  differensiali bo‘lishi yoki 
boimasligini aniqlang. Agar u to‘liq differensiali bo‘lsa, F(x,y)  
funksiyani toping.

P(x,y) y
■ 1 2— 7 + y  va Q(x’y ) = - r T = T
tJx + y -  yjx + y
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deb belgilasak, Pdx + Qdy ifodaning to liq  differensiali bo‘lishi uchun 
(38)-tenglik, ya’ni

biror F(x,y)  funksiyaning to ‘liq differensiali. F{x,y)  funksiyani 
topish uchun (39)-form uladan foydalanamiz. Soddalik uchun 
x0 =0, y0 = 1 deb olamiz.

(5)

lik bilan ajratilgan qismi.
< z = x1 + y 2 paraboloid aylanma sirtdir, unda z > 0. 

Deraak, integral ostidagi funksiya
f { x , y , z )  = \xyz\ = z-\xy\ 

ko ‘rinishda yozilishi mumkin.  T V r t t a  oktantda olingan 
Mt(x,y,z) ,  M2(~x,y,z),  M , ( - x , - y , z ) ,  M4( x , - y , z ) nuqtalarda bu 
funksiyaning qiymati o‘zaro teng.

Shuning uchun integrallashni I-oktantda (undaf ( x , y , z )  = xyz)  
oSib boramiz va natijani 4 ga ko‘paytiramiz.

bu yerda {5,) sin (S) sirtning I-oktantdagi qismi, D esa (5,) ning 
Oxu tekisligidagi proyeksiyasi (25-chizma).

dP _ dQ 
dy dx ’

munosabat bajarilishi kerak. Shuni tekshiramiz:
r

dP x xy , _ d Q
+ Berilgan ifoda

F(x,y)=  jp (x ,y )d x  + ¡Q(0,y)dy = j  — - + y  dx+ jdy + c = ̂ x 2 + y2 +xy+c.
o i 0 {y jx -+ y  J 1

Demak, F(x,y)  = yjx2 + y 2 + xy + c. >

17.21-masaIa. Quyidagi I-tur sirt integral! hisoblansin.

|j]xyz|ds, (»S') -z  = x2 + y 2, (S): z  = x2 + y 2 sirtning z = 1 tekis-

/  = 4 1 ,  =4-
(S,) D
\\xyzds = 4• j jxyz-Jl  + |z v ) + (z'.)'dxdy,
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25-chizma.

z'x = 2x, Zy =2y => / = 4jj-w(jc2 + / ) 4/l + 4.vi + 4y2dxdy--
D

“A

x = rcosip => 0 < r á l ' 
ÏÏ>' = rsinÿ> => О<,(p< —

i ____  "/. i . .------- -  i
= 4 jV5 ■ VI + dr ^s\n<p-cos(pd<p = 2- j/-5 • Vl + 4/-2 -sin '  (рг dr = 2 j r 5 \/l

O (I о 0 (1

yll + 4r2 = /, desak, /• = O => i = 1, r  - l )

+  4/-2i/r

r - \ ^ > t  = yß , rdr = —tdt
4 J)
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