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SO‘Z BOSHI

Mazkur goMlanma «Matematik analiz» fani bo'yicha o*quv-uslubiy
majmuaning tarkibiy gismlaridan biri boiib, unda matematik analizning
anigmas integrallar, aniq integrallar va ulaming tadbiglari hamda ko‘p o‘z-
garuvchili funksiyalar boMimlari bo‘yicha asosiy tushunchalar keltirilgan.

0 ‘quv goMlanma to‘rt bobdan iborat. Birinchi bobda boshlangMch
funksiya va anigmas integral garalgan hamda integrallash usullarining
barchasi ochib berilgan. QoMlanmaning ikkinchi bobi aniq integral, uni
hisoblash usullari bo‘yicha mavzularni 0z ichiga oigan. Uchinchi bobda
aniq integralning fizika, mexanika, igtisodiyot kabi sohalarda uchray-
digan masalalarning yechilishiga tadbiglari garalgan. Oxirgi, to‘rtinchi
bobda r* fazo, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti, uzluk-
sizligi, xususiy hosilalari, differensiallari, yuqori tartibli xususiy
hosilalari, ekstrimumlari garalgan.

0 ‘z navbatida, har bir bob tegishli paragraflarga boMingan bo‘lib,
har bir paragraf mavzuga taallugli asosiy ta’riflar, tasdiglar, teoremalami
0‘z ichiga oladi, shuningdek, ulaming har biri an’anaviy misollarni
batafsil tahlil yordamida yechish orgali namoyish gilingan. QoMlanmada
jami 198 ta misol va masalalar yechilgan, 1566 ta mustaqil yechish
uchun misol va masalalar tavsiya gilingan hamda ularning javoblari
berilgan. Hozirgi vagtda amaliyotda bir necha yaxshi rivojlangan
matematik dasturlar (Mathcad, Maple, Mathematica, Mathlab va h.k.)
matematik masalalarni kompyuter imkoniyatlaridan foydalanib yechish-
da samarali natijalar bermoqgda. Shu an’anadan chetda golmaslik uchun,
goMlanmada ba’zi boMimlar bo‘yicha misol va masalalar yechishda
«Maple» tizimining qoMlanilishi va uning qulayliklari namoyish etilgan.

Ushbu goMlanmani yozishga mualliflarni undagan narsa, ularning
ko‘p yillar mobaynida Samargand davlat universitetida matematik analiz
kursidan olib borgan ma’ruza va amaliy mashg‘ulotlarida orttirgan
tajribasi natijasidir. 0 ‘ylaymizki, goMlanma o°‘z o‘quvchilarini topadi va
boshga mavjud o‘quv adabiyotlari qatorida matematik analiz kursining
aytib o‘tilgan boMimlari bo‘yicha ularga bilimlarini oshirishga ko‘mak
beradi.

0 ‘quv goMlanma hagidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud kamchi-
liklar bo‘yicha takliflarni mualliflar mamnuniyat bilan gabul giladilar.
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| bob. ANIQMAS INTEGRALLAR

I-8. Boshlang‘ich funksiya, anigmas integral tushunchalari.
Anigmas integralning sodda xossalari. Anigmas integrallar jadvali.

1.1. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Anigmas integral.
Harakat boshlangandan o‘tgan t vaqt ichida moddiy nuqta s(t) yoi
o‘tgan bo‘lsin, u holda, Wt) oniy tezlik, s(r) funksiyaning hosilasiga teng,
ya'ni MQ=(<)* Amaliyotda teskari masala ham uchraydi: moddiy
nugtaning W(/) harakat tezligi berilganda, uning bosib o‘tgan s(t) yo‘lini
toping. Amaliyotdagi bunday masala, f(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi tushunchasiga olib keladi.

f{x) va f(x) funksiyalar biror X (ochiq yoki yopiq: chekli yoki
cheksiz) oraligda aniglangan bo‘lib, ular

F\x) =f(x) (1.1)
munosabatda bo‘Isin.

1.1-ta’rif. Agar  f(x) funksiya  biror X oraligda
differensiallanuvchi bo‘lib, \/xeX lar uchun (1.1) tenglik o‘rinli bo‘lsa,
u holda f(x) funksiyada X oraligda fix) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi deyiladi.

1.2-ta’rif. Agar f(x) va f(x) funksiyalar x =[a;b] kesmada
aniglangan va Vxe(a,b) uchun F\x) =f(x) yoki clFx)=f(x)dx bo‘lib, a
va b nuqgtalarda F(a+o)=f(a\ F'(b-0) =f(b) tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u
holda, f(x) funksiyaga x =[ab] kesmada f(x) funksiyaning boshlangiich
funksiyasi deyiladi.

1.1-teorema. Agar f(x) va @(r) funksiyalar x oraligda differen-
siallanuvchi bo‘lib, ularning har biri f(x) funksiyaning X oraliqdagi
boshlang‘iya funksiysi bo‘lsa, u holda, f(x) va ®x) funksiyalar X da
bir-biridan o‘zgarmas songa farq giladi, ya’ni

0(x)=f0) +C, xeX.

Agar f(x) funksiyaning X oraligda biror r(x) boshlang‘ich funk-
siyasi ma’lum bo‘lsa, uning boshqga istalgan boshlang‘ich funksiya
f(x)+c formula orgali topiladi.



1.3-ta’rif. /(*) funksiyaning x oraligdagi barcha boshlang‘ich

funksiyalar to‘plamiga, /(x)funksiyaning anigmas integrali deyiladi va u
\f{x)dx

kabi belgilanadi, bunda J - integral belgisi, f(x) - integral ostidagi
funksiya, f(x)dx esa, - integral ostidagi ifoda deyiladi.

Agar Hx) funksiya X oraligda f{x) funksiyaning biror bosh-
lang“ieh funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning anigmas integrali

JI(y)dx=KXx) +c (C - ixtiyoriy o‘zgarmas son)

yoki

JI(X)i&={F(x) +C}

kabi yoziladi.

1.1-misol. Berilgan oraligda berilgan F(x) funksiya berilgan f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ekanligini ko'rsating va anigmas
integralini yozing:

1), F)=?j, m =x\ x =(-«.,»)=/?;
2) Fx) =" " -, f(x) =cosax (@=const), X =(-», =R\
a
3) F)=J3TA7, f(R=--JL=, x=(-i;i);
vl-x"
4) Fx)=|V ? , f(x) =4x, X =(0;°0),
5) F(x) =4x- cos(x+1), /(*) =—=+sin(Y+1), X6 (0;+co).
2Vx

Yechilishi. 1) fix) =x3 funksiyaning X =(-«,, M=R oraligqdagi
boshlang‘ieh funksiyasi HX)= boiadi, ehunki F(x)= =x3
Demak, foaix:jf—ﬂ: .

2) AX) =cosax (a =const) funksiyaning R dagi boshlang‘ich funksiyasi

Fr =sma+x bo‘ladi, ehunki F(v) = = cosax = /(X). Demak,
Jcosa*rf*="+C .
3) f(x)=- j~— funksiyaning x =(-i;i) oraliqdagi boshlang‘ich
VI-x2

i i =Vi- ‘ladi i = X2) =—mm== .
funksiyasi F(X) =Vi-x2 bo‘ladi, ehunki F\x) =(VI-x2 Vi /0)



Demak, f LX=Vi-x2+C .

4) /(x)=Vi funksiyaning x =(;®) oraligdagi boshlang‘ich
funksiyasi F(x)=~47 bo‘ladi, chunki =V/A=/(4 Demak,
J-Ixax=Nfx* +C.

5)  /(x) ="=+sin(x+i) funksiyaning Ae(0;+00) oraligdagi

boshlang‘ich funksiyasi F(x) =Vx-cos(x+i) dan iborat boMadi, chunki
F () ={jx-cos(x +ljj - Z_ij +sin(x+ D=/ (¥ .

1.2-misol. #{x) funksiyaning, grafigi berilgan A(x0,y0) nuqta orgali

o‘tadigan, boshlang‘ich funksiyasini toping.
1) f(x) =x3, A(2;2); 2) / (X)=sinx+~x ,7y3j.

Yechilishi. 1) /(x) =x3 funksiyaning x =(>m)=R oraliqdagi
boshlang‘ich  funksiyasi F(x)=i42+C dan iborat bo‘ladi, chunki
F‘®=  +c) =x3=f{x). Endi C o‘zgarmas sonni topamiz. f{x)="+c
funksiyaning grafigi 42 2)94nuqtadan o‘tsin. x=2,>=2 lami f{x) va *
laming o‘rniga qo‘yib, 2=—+c tenglikni hosil gilamiz, bunda c =-2.
Demak, f(x)=—:2.

2)  I(x) :sin.v+%x funksiyaning  x =(-oo,»)=r  oraligdagi
boshlang‘ich funksiyasi F(x):-cosx+&r*J+c dan iborat bo‘ladi, chunki

F'(x) =(-cosx +F X- +C)'=sinx+/hr,x =/(x). " F(x)=- cosX+ it xX2+C

funksiyaning grafigi nuqtadan o‘tsin. x=j,y =3 larni f(x) ning

ifodasiga qo‘yib, 3=~cosf +” (j|] +c¢ n*hosil gilamiz, bunda ¢ =2.

Demak, F(x)=-cosx+-2-.r2+2.



1.2. Anigmas integralning asosiy xossalari. Elementar
funksiyalarning anigmas integrallari jadvali.

1°/ (x)funksiya X oraligda boshlang'ichfunksiyaga ega boisa, u
holda, VxeX uchun
d(\f(x)dA=F{x)dx (1.2)
tengliko'rinli bo'ladi, y a hi differensial belgisi d, integral belgisi J dan
oldin kelganda d va J belgilar o'zaro gisqarib integral ostidagi
ifodaga teng bo 1adi;
2°. Funksiya differensialining anigmas integrali, shufunksiya bilan
0 zgarmas sonning yig ‘indisiga teng, ya i
| dRX) =Ftx) +C yoki | F(x)dx=FXx)+C (C=const)  (1.3)
tenglik o 'rinli bo 'ladi, ya ni J integral belgisi, d differensial belgisidan
oldin kelganda, J va d belgilar o zaro gisgaradi, lekin bu holda, F(x)
funksiyaga ixtiyoriy o zgarmas son ¢ ni qo Shish kerak.
3°. Agar f (x) va g (x) funksiyalar X oraligda boshlang'ich
funksiyalarga ega bo 1ib, lea n lar hagiqgiy o 'zgarmas sonlar bo ‘Isa, u
holda Xf(x)+fjg(X) funksiya ham shu oraligda boshlang'ich funksiyaga
ega bo 'ladi, hamda
JIA/(X)+17x)1dx= Ajf(x)dx+/ijg(x)dx (1.4)
tenglik o Tinli.
1.2-eslatma. (1.4) formuladagi tenglik, shartli ravishda, ya’ni
tenglikning o‘ng va chap tomonlari o'zaro ixtiyoriy o0‘zgarmas son
aniqligida teng, deb garaladi.
Sodda elementar funksiyalarning anigmas integrallari jadvali
go‘yidagichadir:
1 \o-dx=C.

2. jl-dx=x+C.
re
3. Wadx=-—_+C (a*-\\
) a+l (
4. j—dx=Injtj+C (x* O.

5. \ax dx=— +C,0<a*l, \e*dx=ex+C.
J Ina J



6. jsinxdx =-ce sx +C.
7. Jcosxcée =sinx + C.

8 f&sfﬁ(dx =tgx+C kx@ S+na,n =01,

9. f=~~dx=-ctgx+C F,n=0,%1..).
[Sinx gx+C &an#.n )

10. I shxdx =chx+C.

11. j*clixdx = shx + C.

12 f—U<&=iAx+C.
mch X

13 f—-dx =-cthx+C.
Jsh X
14, r_sq_x__ - =—1arctgé+6 =—larccth—+C.
a a a a a

15. IXE_-*ldx:—O]In +C.

fg_gdx _ . X _ T il
16. Iﬁ ;--arcsmn—+C--arccosn—+ C’f(l<a'

J 2
17. f . 1 -¢x=1nx+n/x; £a2|+C, bkd> lai.
JVx2tal 1 1

Anigmas integralning ta’rifi va xossalaridan foydalanib, quyida
berilgan ba’zi anigmas integrallarni hisoblaymiz.

1.3- misol. v (x+2) (x-3)dx integralni hisoblang.

Yechilishi. Anigmas integralning 3 - xossasi, hamda jadvaldagi 3
- formulaga asosan:

Ix2(x+2) (x-3)dx - j(x4-x3-6x2)dx="]--“ ~2x3+C bo‘ladi.

Tekshirish. Topilgan boshlang‘ich funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko‘ramiz:

5 4 n

-j--—-2%x3+Cj =X4-X3-6x2+0=x2(x2-x-6)= x2(x+2)(x-3), xeR.

Demak, berilgan funksiyaniiig anigmas integrali to‘g‘ri topilgan
ekan.

Misolni Maple tizimidanfoydalanib yechish:

> Int((x)A2*(x+2)*(x-3),x)=int((x) A2*(x+2)*(x-3),X);

IX2(x+2) (x- 3)dx=y - 2% 3e

1.4-misol. —y +-)<&j integralni hisoblang.



Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniglanish sohasida,
anigmas integrallarning 3-xossasi hamda integrallar jadvalidagi 3 va 4-
formulalarga asosan,

— _r_4—¢vj = 4Jjc_3cix—2IXx~2dx+ 3j—dx = —\ +—+31njx|+C, x ®0

ekanligini topamiz.
Tekshirish. Topilgan boshlang‘ich funksiya hosilasining integral
ostidagi*funksiyaga tengA)r/oki ter)\g emasligini tekshirib ko‘ramiz:

= +3In|x|+c .=—+—_r+—= Demak, anigmas integral to‘g°‘ri
2 x eI =gt a g g

topilgan.
Misolni Marie tizimidan foydalanib yechish:
> Int(4*(x)A(-3)-2*(X) A(-2)+3/x,x)=int(4* (X) A(-3)-2* (X) A(-2) +3/%,X);
1.5-misol. \"4+x +2rj~£-.;v integralni hisoblang.
J /16-X4
Y echilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniglanish sohasida,

anigmas integrating 3 - xossasi, hamda integrallar jadvalidagi 16 va 17
formulalaridan foydalanib,

M+ X’ +2V4-X2

_____________ dk =

1 V16-X 4

=f—=L=rfx +2f =arcsin—+ Inx+1/x2+4 [+C. X* +4
W4 -x" JVA4T? 2 I i

ekanligini topamiz.

Tekshirish. Topilgan boshlang‘ich funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko‘ramiz:____
(arcsm—+21n|x+vx +Z|+C = T S T @/ 4+)\ +X) W +4_2A4%(

\% a ' Y V4- x2 X+ nld+x2) Vx2+4 n/16—x

Shunday qilib, integral ostidagi funksiyani hosil gildik, demak
anigmas integral to‘g‘ri topilgan.

1.6-misol. \ctgxdx integralni hisoblang

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyaning aniglanish sohasida,
anigmas integrating 3- xossasi va integrallar jadvalining 9 -
formulasiga asosan:

\ctg2<dx— if — — \\dx=~ctgx-x+C, « fi bo‘lishinitopamiz.
JAsin* X

Tekshirish. Topilgan boshlang‘ich funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko‘ramiz:



(-ctgx-x+C) =§n X-I =ctgx

Demak, anigmas integral to‘g‘ri topilgan.

1.7-misol. i dx integrallarni hisoblang

Yechilishi. Anigmas integralning 3-xossasi va integrallar
jadvalning 5- formulasidan foydalanib,

\A—}’\—dx=\-"dx+\-A-dx=[5~‘dx+52~xdx=- —--—+C, xeR,
1 10 J5! J2* J In2  In5

bo‘lishini topamiz.
Tekshirish. Topilgan boshlang‘ich funksiya hosilasining integral
ostidagi funksiyaga teng yoki teng emasligini tekshirib ko ‘ramiz:

5« ,V_ 1 1 2+5%
______ +¢& . =— +-
In2 In5 J 2X 5 10
Demak, topilgan boshlang‘ich funksiyaning hosilasi integral
ostidagi funksiyaga teng ekan.

Mustagil yechish uchun misollar
Quyidagi funksiyalarning bitta boshlang‘ich funksiyasini toping.

1.1. f(x) =5x4. 1.2. 2)f (x) =cos2x. 1.3. 3)/(x) =M
1.4. 4)f(x)=ctgix. 1.5.5)/(jc) =a)s’j§(+2’*. 1,6 .6)/(x) =-Ix +kfx.

Berilgan oraligda f{x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi ekanligini ko‘rsating va anigmas integralini yozing:

1.7.2) /(%) :2——51—)51§. 1-8.2) / (X) =ctg5x.
1.9. 3)/(x) =3(3i+5)4. 1.10.4)/(x) =sin2x-cosX.
1.11.5)/(x) =f-— - ~t-6i(ll-2'Y1 . 1.12.6) f(X) = Irrix~In~"x.

/(x) funksiyaning, grafigi berilgan 4*c>\0) nuqta orqali o‘tadigan,
boshlang‘ich funksiyasini toping.
1.13.1) f(x) =x1, AS32).



1.17.5) f(X) =2cos'| ,  -4(0:3).
1.18.6) /(x) = e32*-4sin(2x +3) ,

Agar F(x) funksiya fix) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa, berilgan funksiyaning boshlang'ich funksiyalarini toping.

1.19.1) 5/(Sx). 1.20.2)3/1 1. 1.21.3)-4/(-4x+3).

1.22.4) 3/(-3x+2). 1.23.5) |[I™|x +7]j. 1.24.6) cf(ax+b).
Quyidagi integrallami hisoblang:

1.25.14X<& 1.26.
1.27.J(5x3- 2x: +3x-8)dx. L28) 3x<+SB-6x"+ 4k
1.29.J 1.30.**3/I- - | rJifc.
Quyidagi integrallami hisoblang:
1.31. J(x- )(x+2)dx. 1.32. Ix5(x+1) (5x- 3ax.
1.33.J\[x*(8\fx-])dx. 1.34. AN -N —ek.
1.35. fl-d x. 1.36. f ax

JVI+3 JVT-5
Kuyidagi.integrallarni hisoblang:
1-37.f8*dc 1.38. )53 <&
1.39.J5"2dx. 1.40.
1.41.j6*(6* +)<fe. 1.42. )(3* -1)(3H)<5te.
Quyidagi integrallami hisoblang:
1.43. j8cosxrfx. 1.44. Jsinxdx
145 g & 1l46'I)5;s x sin x!'fe
1.47. dx 1.48. f7+W x &

J  COs"-X J sin X

Quyidagi integrallami hisoblang:



dx COS2X

1.49.j . 1.50.3‘— " dx.
c0s2xsin2x bsinx
151.f- | dx 1.52. j+-4c* x-dx.
J Sin X+ COS2V
1.53.1(digv- igxf dx. 1.54.
(g 1gxt o Qi+ cos 2x
Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.55. [1+:2Z¢ddx. 5o gt ¢ o
4% 6-x4
Ja+x2-\id-x +
1.57. 3atx2-\id-x2 158 (15 o
4\6-xn x-9
1.59. f 1.60. j.“:xz
J x2+9 if-x4
Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.61 1.62.14, 2% -dx.
I +x2 j§2(l-x2) X
1.63.(Bx2e#5)d 1.64. f— \dx.
X2(x2+5) P~ X~
165.0 % 1o d
16- X X +4x
Quyidagi integrallarni hisoblang:
167§ o 1.68.2) f- ok
€It X sh X 1th xsh x
1.69.Ashxdx. \.1§ .~ ch Xdx,
VLIV A th dx. \.11.Acth Xdx,
Quyidagi integrallarni hisoblang (a*0):
1.73.Je* dx. 1.74. Jsin (ax +b)dx.
1.75. j cos(ax + b) dx. 1.76.J8“ dx, b®\, b>0.
177.3 & 1.78. - &
cos" ax I
1.79.3 & 1.80. (ax+ By dx.
b+ ax
dx 1.82.T.,
a~+b x la2-b %2
1833 ¥ 1.84. Jnta2 +b2x 2dx.
Ja2+bx2
185.0 % 1.86. 14" -b x o
4s -bx
dx .
1.87.J 1.88. ] shaxdx.
IT2



1.89.Ja/iW 1.90. Jchaxdx.

N _

1.91.jch$xd>c chﬁzax 1.93.f- N
Quyidagi integrallarni hisoblang:
1.94. Jendx. 1.95. J(12x-5y dx. 1.96. Jt/9x+7dx
1.97. Jcos 5xtt. 1.98. Jsin—3xjdr. 1.99.J ~
1100 pjge7 36%s 1102 gy
1.103.1163+2x. 1. 1(?]Ag+25)(2 y. 1 .105 f— E_16x
1.106.f .§* . Bl L, L .

J4x2-9 Jad25-9x%x2 JVI6 +25x2

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
1.1. F(x)=x5.1.2.F(x) =-25in2x, 1.3. F(x)=-i3e 13.1.4. F(x)=|3|n|sin3x|.

1.5. F(x) —-fg3x+| ATE 1.6. F(x) ——><4x+—><\[>< 1.7.2x-fg3x +C,
1.8.--gf95x-x +C 1.9.-5(3x +5)5+C. 1.10.-§eosx-geos3x+0
1.11.i* —sin4x+C. 1.12. — +C 1.13. — 7.1.14.5inXx +X2+ 2-— .
2 8 Inx 3 4
1.15. e*-lcos2x +3..1.16. In)| +x2- €2.1.17.xX +sinx +3.
1.18. —e3R +2sin(2x+3)-2,5. 1.19. F(5x).1.20. 6 F |i 1l.21.F(-4x+3).
1.22.-F(-3x+2), 1.23.—Fi—X+71. 1.24.—F(ax+6). 1.25. —X%+C.
5 V3 J a 2
1.26.— L +C. 1.27. Ix 3- —x3+—xZ—8x +C.
1.28. 4x4+r f33 Zr4 beadixf+C. 1.2%. fx 72- 6@+ 7Inx+C.
1.30.£_ _4X-4-+C 1.31. —+—-2x+C. 1.32.x5+-— X3+C.
r— X- 3 2 2
1.33.4x2~—x5n +C. 1.34.x-6a/x+3In|x|+-*=+C. 1.35.-X32-3x +C.
5 VX 3
1.36.--x53- —x4/3-25x +C. 1.37. — +C. 1.38.—
5 4 In8 3In5+ l

| 39.— +c. |.40. 2~ 2 +C. |.4].6%g*+8)+C. |.42.21xtH+cC.
In5 2* -In2 *geinG ) In5

1.43. 8sinx+C. 1.44.-~-cosx+C. 1.45.-1cigx+C. 1.46. 2igx+5igx+C.
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1.47.5tgx-4sinx +C. 1.48.- ltgx +x2+C.  1.49. tgx- ctgx +C.
1.50.-jcosx +C. 1.51.«c+cC. 1.52. tgx +4ctgx +C. 1.53.igx —ctgx —4x +C.

1.54. " (x+tgx)+c. 1.55. arcsinf +x +C. 1.56.arcsin* +C.
1.57. arcsinf-In|x +Vx! +4|+C. 1.58. Injx +Vx2- 3j+C.

1.59. Injx+-Jx1+9|- larctg—+C. 160."2arctgg+c. 1.61. x+2arctgx +C.

1.62. -In % w_+C.1.63. 4=arctg=—" 3% yaC
2 lex S S X 3-x
-2|
1.65.  larctg=— In*
32 arcgl nx+2

+C.1.66 .- arctg—+C, x*0.
4x 8 2
1.67. - cthx-thx +C. 1.68.thx-cthx +C. 1.69.Ishlx—2x +C.

1.70.?hlx+?x+c. 1.71.x-thx +C. 1.72.X-cthx+C.1.73. —e" +C.
a

1.74.- —os(ax+b)+C. 1.75.—sin(ax+6)+C. 1.76. +C, b*\, 6>0.
a a

ainb
1.77'.—tgax+C. 1.1% .--ctgax +C. 1.79.—nlax+il + C.
a a a
1.80. +C. 1.81. —arctg— +C =——arcctg— +C.
af{a+1) ab a ab a

1.82.-1- In2*PX 4. 1,83/ In6x +-Vaz+ 622+ C. 1.84. XV32+6X2
a

a-bx

+— Injfix+ Va2+ />x2|+C. 1.85.—arcsin— + ¢ = - —arccos— +C.
2b | a b a

+— arcsin— + C. 1.87. —nlix+sjb2x2-a 2\+C.
1b a b 1 |

1.88.—hax+C. 1.89."2 ---+C. 1.90.—shax+C. 1 . 94 1 + C
a a

1
1.92. —thax+C. 1.93 .--cthax+C. 1.94. I36J~4+C .1.95.&3 (12X-5)8+c.
a a

1.96.-yV(9* +7)J +C. 1.97 sinsx+e. 1.9¢ -Icos 3x +C.
5 3
9.--—--—-+C. 1.100. -V (9x-7)2+C. 1.101.—inhe_3x+5[+c.
15 (6-5x) 6
1.102.-iln(7-5x) +C. 1.103.— +C. 1.104.—accig— +C.
31n6 15 3
1.05.-1-ln ¥ sc 1.106.—h 2% 4c
40 - 12 3+2x
1.107.-3arcsin—5 +C. 1.108.jéln|5x+VI6+25x2 +C.

14



2-8. Intcgrallash usuilari

2.1. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish usuli. 0 ‘zgaruvchilami
almashtirish usuli anigmas integralni hisoblashning eng muhim
usullaridan biri bo‘lib, unda hisoblash talab gilingan integral, hisoblash
uchun qulay (oson) bo‘lgan integralga almashtiriladi, u esa, quyidagi
tasdiqqa asoslanadi:

i =<p(x funksiya biror x (intervalyoki segment, yarim o g yoki son
o'qi) oraligda aniglangan va differensiallanuvchi bo'lib, lining
giymatlar to ‘plami T={} bo ‘Isin. T to plamda g(t) funksiya aniglangan
bo 1ib, uning uchun Gft) funksiya boshlang ichfunksiya bo 'Isin, ya i

Jg(t)dt=C(t)+C. (2.1)

U holda X to'plamning hamma nuqtalarida G[g(x)] funksiya

a[<p)Wx)funksiya uchun boshlang ‘ichfunksiya bo 1adi, ya hi
\g{(p(x)1(p'{x)dx =G[ip(x)} +C (2.2)

Ushbu
if(x)dx (2.3)
integralni hisoblash talab gilingan bo‘lsin. Ko‘p hollarda, yangi
o‘zgaruvchi sifatida shunday differensiallanuvchi t=cg¥) ftmksiyani
tanlash mumkin bo“ladiki, bunda
I (9dx =g (O] afx) dx (24)
tenglik o‘rinli bo‘lib, g(ty funksiya, f(x) funksiyaga nisbatan oson
integrallanadi, ya’ni
jg(thydt =G(t) +C

bundan t=<pX) almashtirish natijasida hisoblash talab gilingan
integralni hosil gilamiz:

H(*)ee=GP(M)+C (2.5)

(2.3) integralni  hisoblashning bu usuli, o'zgaruvchilarni
almashtirish usuli deyiladi.

Albatta, integrallashning bu usuli hamma integrailami hisoblash
uchun ham goilanilavermaydi. Integrailami hisoblaganda,
o'zgaruvchilami almashtirish usulini qo‘llashda, almashtirishni to‘g‘ri
tanlash hisoblovchining mahoratiga bog‘lig.

Misol uchun, I——" ko‘rinishdagi integrailami hisoblashda,
399

albatta, t=<p(x) almashtirish, olishkerak:

15



(2.6)
Shu tipdagi integrallar turiga fctgxdx ham kiradi:
\ctgxdx = fA27-dx =In|sinx|+C .
J J sinx
Ba’zi  hollarda, integralni  hisoblashda, o‘zgaruvchilarni
almashtirish usulini goMlash uchun, avvalo, integral ostida funksiyanmg
shaklini o‘zgartirish magsadga muvofiq bo‘ladi. Masalan,

integralni hisoblashda, sinx =2sin~cos| tenglikni e’tiborga olib, integral

ostidagi ifodaning shaklini o‘zgartirib, (2.6) formulani e’tiborga olsak,
natijada

-dx =
. X X
2sin —cos —
2 2

<8
dx :J————X— dx=(Inj?2+ C1 min +C. (2.7)

=1
2/ex— cos" x
tg2

bo‘lishini topamiz.
2.1 - misol. Quyidagi integrallami hisoblang:

djtg'qop 3™ 0,

5) fxja-xdx; 6)f—f1 Nt r—=* rax.
J V £ IF NIX6- 7x4+

2)]-VI+33inx

Yechilishi. 1) @b integralni hisoblashda t = x3 almashtirishni
olish qulay. Bu almashtirishni bajarib, integrallar jadvalining 15 -
formulasiga asosan, quyidagiga ega boMamiz:

dt =3x2dx, xldx=§dt,

_x dx 1r dt dt . nn -S +c In -n/3+C.

3% 303 3 J|_ A3 M+ @3 x3+3

Misolni Maple tizimidan foydalanib, yechish:
> f:=(xA2)/(3-xA6);
I" 3- X

> Int(f,x);
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3-.Tédx

/3 arctanhi --'B -

1r—
dx =g V3 arctanh® 3

. Cosxifc
2) IVI+33in;t
magsadga muvofiq boMadi. Bundan

integralni hisoblashda <=i+3sm;t almashtirishni olish

de =3eosxdx, casxdx =—dt,

1 |

rocodx _1rdt ot 1(’2{2+& VI+3sinx +C
-, W =~f-T7==x =— =—VI+ +C.
VITTisifilc ~ 37 3] HH3snx 3 S

Misolni Maple iizimidan foydalanib yechish

> f:=cos(x)/sqrt(l+3*sin(x));

cos(,v)
oJT+3 sin(x)
> Int(f,x);
cos(x)
-1+ 3 sin(.x)
> int(f,x); |
rVIF3SmX)

> int(f,x)=int(f,x);

3) \tg\pdtp integralni hisoblash uchun <p=arctgt, (=mImashtirish
olamiz va

=-A_ydt, ftg3pdp=i-!—rdt=j(t— M\dt=-— |f r
= 1+f lg pap J1+t2 {i 1+t2] 2 2J 1+t2

Ay, 2 2
bo‘ladi.
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4) J\" wrlaxdx integralni hisoblashda i=i+inx almashtirish olamiz.

Natijada

e =V (l+Inx)’ +C.

bo‘ladi.
Misolni Maple tizimidan foydalanib yecltish:
> f:=sqrt(2+In(x))/x;

>
_ Y2+ In(mw)
> Int(f,x);
s+ 1)
> int(f,x);

j(2 +an()er-
> Int(f,x)=int(f,x);
>

_“_2__*:X|_n(x) d0:§ (2+|n(*))3/2)

5) jxja-xdx - integralni hisoblashda t=-sa-x almashtirishni olish
ulay bo‘ladi. Bundan, t2=a-x, dt=— O=<&, x=a-r, dx=-2tdt,
quiay 2-€h-x
jxja-xdx =-2J)(a- t2)tdt = -2j (at2- *)dt =

t3 t6
-2a—+2—+C =—bx2-ax-2a2)+c
3 5 15

Misolni Maple tizimidanfoydalanib yecltish:

> Int(x*sqgrt(a-x),x)=int(x*sqrt(a-x),x);
2(2a+3 .y)(a-x)(m)

x dx-- 15
6) f—R = integralda *=- almashtirish olib, uni quyidagicha
/Va+i! ‘
hisoblaymiz:
m dt _ r xdx _ 1 fgf(qx2+1) Jaxr+1_ 4da+t2 |
tAla+t2 4ax2+1 2a 4dax2+1 a at



Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> Int(l/(tA2*sqrt(a+tA2)),t)=int(l/(tA2*sqrt(a+tA2)),t);

1 - JfFa + t2
di- ta

*2+1
> |-
! Vx6-7 /+ x 2
shaklini o‘zgartiramiz:

dx integralda avvalo, integral ostidagi ifodaning

—

1+ /1
L A i e
+X X -7 4 1
[*-T)
X-X -5
bunda, f=x-i. Endi integrallar jadvalining 17-forraulasiga asosan,

integralni hisoblaymiz. Natijada,
X+
Inf +Jt2- 5+C. =Ny~ ~
Vx6-7x4+p i !l \5r-x->~( X x+’l}<2 7+?E+C
bo‘ladi.
Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> Int((xA2+1)/sqrt(xA6-7*xAd+xA2),X)=mt((xA2+1)/sqrt(xA6-
T*XAd+XxA2),X);
x2+ 1 rv=
N 6-7x4+x2

Xnix4- 7X2+ 1 In[~~+X2+/x4 7X +1 +arctanh 2HTX
27*4- Tx2+T

jx - 7TX +x

2.2. Bo‘lakTab integrallash as«!i. Integrallami hisoblashda
boMakiab integrallash usuli muhim usullardan biri hisoblanadi. Bu usul
quyidagi tasdigga asoslangan:

u{x) va WX funksiyalar biror x oraligda aniglangan va
differensiallanuvchi bo ‘Isin. Agar shu oraligda v(x)/'(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi mavjud bo‘lsa, n holda «k)v(x) funksiyaning
ham boshlang ‘ichfunksiyasi mavjud bo ‘1adi va

Ju(x)v\x)dx =ufv(X) - Jv(x)u’(x)dx (2.8)
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yoki
\udv = uv-\vdu (2.8 )

formula o‘rinli. (2.8) yoki (2.8") formula bo'laklab integrallash
formulasi deyiladi. (2.8) formula Ju(x)v'(x)dx integralni hisoblash
masalasini, \v(x)u\x)dx integralni hisoblash masalasiga olib keladi. Ko‘p
hollarda, oxirgi integral, oldingi integralga qaraganda osonroq
hisoblanadi.

2.3 - misol. Ushbu

jxalnxdx, aeR

integralni hisoblang.

Yechilishi. 1) Avvalo, integralni a*-1 bo‘lganda xisoblaymiz.

U=inx, dv=Xadx deb belgilab, du=— v= . formulalarga asosan,
X a+

J= X" Inxdx = —\f—‘i* InX—————l——f(xadx--\L-H:Inx--ﬁ_—’\+0 :—)S‘—‘f-(lnx————l—_ +C
J a+i a+1) a+l (a +i)- a+Iv a+lj
ekanligini topamiz.
2) a=-i bo‘lsin. Buholda
J(V 1inxdx —j")-(d X= jlnxd(lnx) = ’2In2x+C.

2. 4 - misol. Ushbu
Jx 23xdx
integralni hisoblang.
Yechilishi. u=x\dv =3xdx deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,
topamiz:

3*
du = 2xdx, V=—
to3 (2.9)

Oxirgi integralga yana (2.8) formulani qo‘llaymiz: u=x,dv=3"dx
deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,

du =dx, V=—-
In3

x-3x  lr—xj x-3° 33X
thal 48303 “" 113 (1n3)2
ekanligini olamiz. Oxirgi natijani (2.9) ga keltirib go‘ysak, natijada
[J 3r t 21y 2x3x , 23 _3 [; 2x|_2
J 1n3 (In3)2 (1n3)3 1m3[ 1n3 (1n3)2
boiishini topamiz.
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Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> restart:with(student):J=Int(((x)A2)*(3) AX,X);

| =jx23xclx
> J=intparts(Int(((x)A2)*(3)Ax,X),xA2);
gl _2r.x
T IR3 iRky

> intparts(%o,x);
xX23* 23 r23
IR (In3)2 J(n3)
> value(%);
J=x23r 2x3* + 23x
B4 In@2 In@3)3
2.5 - misol. Ushbu
Jxarctgx dx
integralni hisoblang.
Yechilishi.  un=arctgx, dv=x2lx deb belgilaylik. U holda,

j 3
du=—-<fcv=y , formulalarga asosan, integralning qgiymad

JxZirctgxdx:—xaarctgx J dx =

1rf x V. 13 x2 | rd(1+x2)
---------- W -—X arctgx----——--+ — — — =

:.ExJarctgx— X r-
3 7S 311 1+X-J 3 6 6J 1+x

=i.tarctgx-y +“In(l+x2)+C

bo‘ladi.

2.6-misol. Ushbu

Jx2sinxdx

integralni hisoblang.

Yechilishi.  Berilgan integralni hisoblash uchun u=x2, dv =smxdx
deb olib, (2.8) formulaga asosan, du=2xdx,v=-cosx, bo‘lishini topamiz.

Unda

Jx2sinxdx =-x COSX + 2 IXCOS xdx. (2.10)

bo‘ladi. Oxirgi munosabatning o‘ng tomonidagi integralni hisoblash
uchun unga yana bir marta (2.8) formulani qo‘llaymiz:
u =x,dv =cosdx, du =dx, V=sinx
Bundan
Jx-c0s Xdx = x-sinx- Jsinxcfc =X esinx +cosx

ekanligini topamiz. Olingan natijani (2.10) ga keltirib go‘yamiz.
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Natijada, jx2sinxdx-—x200SX+2xsinX+2008X-(2 - x 2)00sX+2xsinx+C
2.7-misol. 1= Nx2+ax integralni hisoblang.

Yechilishi. h=W2+a2 dv=dx deb belgilab, (2.8) formuladan
foydalanib, berilgan integralni quyidagi holga keltiramiz:
Vx2+a2dx = x-Vx2+a2- f xdx . (2.11)

(2.11) ning o‘ng tomonidagi integralni hisoblashda, integrallar
jadvalining 17 - formulasidan foydalanamiz:
=f-a‘j . dx ~l-a2nix+We+a‘l (2.12)
vx2+a VX +a' ' '
(2.12) ni (2.11) ga olib borib go‘yish natijasida,

Me+a'd=—  -m+A="rly+ P> +f2kc (2-13)

ekanligini topamiz. 2-bandda yechilgan misollarni tahlil qgilish
natijasida, bo‘laklab integrallash usuli bilan hisoblanadigan integral-
larning ko‘proq gismini, shartli ravishda, quyidagi uch guruhga ajratish
mumKkin.

1 Birinchi guruhga integral ostidagi funksiya tarkibida ko‘pay-
tuvchi sifatida

tnx, arcsinX arccosx, arctg, (arcsinx)2,
(arccosx)2, (arctgx)2 InN(x),...
funksiyalardan biri gatnashgan integrallar kiradi (2.3, 2.5-misollarga
garang).

1-eslatma. Integral ostidagi funksiya tarkibida ko“‘paytuvchi sifati-
da (arctgx)2 (arccosx)2... funksiyalar gatnashsa, integralni hisoblashda (2.8)
formula ikki marta qo“llaniladi.

2. lkkinchi guruhga jp(x)ees(kx)dx, Jp()sin(kdx, 1p(x)akdx ko‘ri-
nishdagi integrallar kiradi, bundap(x) - o‘zgarmas koeffisientli n - dara-
jali ko‘phad, k - o‘zgarmas son.

2-eslatma. Ikkinchi guruhdagi integrallami hisoblashda p(x) ko‘p-
hadning darajasi gancha bo‘lsa, shuncha marta (2.8) formula qo‘llani-
ladi, bunda u(x) sifatida p(x) ni olish magsadga muvofig bo‘ladi. (2.8)
formula har bir qo‘llanganda, p(x) ko‘phadning darajasi bittaga
kamayadi. (2.4, 2.7-misollarga garang).

3. Uchinchi guruhga, quyidagi

jesinbxdx, Je“ cosbxdx, Jsin(Inx)c&, Jeos(InX)cir,....
integrallar kiradi (2.6-misolga garang).
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Endi, yuqorida Kkeltirilgan uchta guruhning birortasiga ham
kirmaydigan, lekin (2.8) bo‘laklab integrallash formulasi yordamida
hisoblanadigan integrallarning ba’zilarini garaymiz.

2.8 - misol. Quyidagi

J =je “sinbxdx, Jx=je “ cosbxdx (a,b =const)
integrallami hisoblang.
Yechilishi. u-e= ,dv =sinbxdx deb belgilab, (2.8) formulaga asosan,

du- aedx,v = _.Cosbx
e“ -coshx afr (2.14)
B +—\e cosbxdk
b b]

bo‘lishini olamiz. Oxirgi  (2.14) munosabatning o‘ng tomonidagi
integralni hisoblash uchun, unga yana bir marta (2.8) formulani
go‘llaymiz: Bunda n =e°x, dv =cosbxdx deb belgilaymiz. U holda,

du-ae”dk, v= sin bx
b
va
Je* coshxdx =— - —Je"*sinbxdx = —ee “sinbx—I. (2.15)
b b b b

(2.15) ni (2.14) ga olib borib go‘ysak, natijada,
N e" -costo a - az2.
i = - -+ -T-el'sin bx--—--
b b b
I ga nisbatan birinchi tartibli chizigli tenglamani hosil gilamiz. Bu
tenglamadan,

_asmbx-bcosbx w

| = e Z [=-=--- e
b +a
ekanligi kelib chigadi.
Shunday qilib,
fea’ smbxdx = ﬁr@%(_—_k_)_cg_s_tg_x__e“ +C. (2.16)
J b* +tr

Xuddi shunday usul bilan,
I, = {e” casbxdx =b_s_'[r_1_t3>;<:a£o_§_tzz<e " +C fﬂ A9
» a~+b
ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.

2.9-misol. Ushbu

J N
»Sin* X

23



Yechilishi.  Bu integral yugoridagi uch guruh integrallaming
birortasiga ham kirmaydi, lekin u, (2.8) bo‘laklab integrallash formulasi

yordamida, osongina hisoblanadi. Bunda u=x, dv= « deb belgilab,
sin

- - 95Xy =
I»?i(nﬁ(t =-xclgx+ J(ctgxdx— XCtngrJtirl{de =

= -XCtgX-Y J— =-xctgx +Inulossini +C = -xctgx + In|sinx| + C
boiishini topamiz.
2.10-misol. Ushbu
l,=f— — @:const, n=12,..,
integralni hisoblang.
Yechilishi. Bu integral ham yuqorida Kkeltirilgan uch guruh

integrallaming birortasiga ham kirmaydi. Bu ko‘rinishdagi integrallami
hisoblash uchun rekurrent formula keltirib chigaramiz: buning uchun

Ty p— v, dv=dx deb belgilasak,

du =-2nx(x2+a2) "'dx, V=X

bo‘ladi.
U holda, (2.8) boiaklab integrallash formulasiga asosan,
.o_r dx X Ar o xa2dx
"=J(2W )" > ' +ad) =
+7nl,.-7nal.
~{x'+a-)"

boMadi. Bundan /14 ni topamiz:
+ N, (2.18)
2na2{x2+a2‘ 2na

Bu rekurrent formula, /4 integralni hisoblashni /, integralni
hisoblashga, ya’ni indeksi bitta kam bo‘lgan integralni hisoblashga
keltiradi. (2.18) rekurrent formula, /, integral hisoblanganda, /,
integralni hisoblashda hech ganday giyinchilik tug‘dirmaydi. 0 ‘z
navbatida, i2 berilganda, (2.18) formulada «=2 deb, /, integral
topiladi, va hokazo « ning golgan boshqga istalgan giymatiga to‘g‘ri
kelgan integralni hisoblash hech ganday qiyinchilik tug‘dirmaydi. /,
integral esa, integrallarjad~alning 14-formulasiga asosan, hisoblanadi.

2.11 -misol. Ushbu

[ = JVtf2-x 2dx, aitO.
integral hisoblansin.
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Yechilishi.

Berilgan integral yuqoridagi uch guruh integrallaming

birortasiga ham kirmaydi, lekin u bo‘laklab integrallash usuli bilan
hisoblanadi. Hagigatan ham, n=

- X2, dv=dx deb olinsa, u holda
du=—.xdx ,,  V=x, bo‘ladi va (2.8) formulaga asosan,
T]a2-x 2
| = fE2-X 'K=x\la2- x2+ f x °
J MNMa2-x 2
Oxirgi munosabatning o‘ng tomonidagi integralni hisoblash
uchun, integral ostidagi funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:
X% X2*aZaZ. a2 [Z,.
mE2- x2  Ja2-x2  -Ja2-x2
va hisoblaymiz:

f-==£=(iv=f a ..-dx- fmla2-x 2dx ="-ai-csiny’¥-/.
J ( J X J X 2 nﬁr
Shunday qilib, berilgan integralni hisoblash uchun,

i=x\5 -X 2H-—l'iarés.'\/.\-r-;-lX
2 H
munosabatni hosil gilamiz. Bundan,

/= xnfa2-x2 a2

arcsmj)% +cC.
2 4 Yy

2.12-misoL Ushbu

1/ :553.%;(.}1&, n>2 2)/, = Fsin” xdx, n>2
ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun rekurrent formulalar keltirib
chigaring.

Yechilishi. 1) Jf-_"-

integralni  boMaklab
sin" X

integrallash usuli
yordamida hisoblaymiz:

1

) dx
. . . -r7-, dv—vo -
sin m  sin a-sin g
du =(2-w)sin"”x-cosdx, v=-cigx]=— Q@'*-+
+(2-n)\ ~—— dx= —— j—+(2-n)J— —
sin" x sin " x sin
-(2 -~ = M (2-)],-(2-,Y
sm X sin X
Bundan,
|l =_ c°s*  +7z2/N. (2.20)
(n-D)sin™ X 1I-1
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(2.20) rekurrent formulani goMlashda, avvalo, =3 deb, /. :Jff
sinx

integrallar hisoblanadi. integralni hisoblash yuqorida ko‘rsatildi

Jsin*
(2.7 formulaga garang).
2),, =Jin'xdx integralni hisoblashning rekurrent formulasini
chiqgarish uchun, uni quyidagicha bo‘laklab integrallaymiz:
/,, =Jsin"* xdx =-J sin"-1xd cos* = [«=sin"*1*, dv =d cos*,
du =(n- I)sin' 2* ecos*dx, v=cos*]=- cos* min'"1*+
+(1- I)Jsin"-2*cos: xdx =- cos*ssin"-1*+(n- 1)Jsin"-2X(l - sin2x)jx =-
=-cos*-sin" x +(n-1)/,., - (n- 1)/,,.
Bundan
;_cosxsm™F L «- N
n n "2
ko'rinishdagi rekurrent formulani topamiz.

Mustaqil yechish uchun misotar
Quyidagi integrallami hisoblang:

2.1. Ixylx2- 1dx. 2.2.7 dx. 2.3.f\
vw J %
2.4.| X 25| 2+ g 26.f 23",
*n +8 X2+ x-5 1 8+3*-*
273 %% w28 * 29, 109372,
H32-5% +4 yfax-x' 1x-5*
Quyidagi integrallami hisoblang:
2.10.r £7L. A - -
ILEL 2.1 Jl ;.A : 2.12.%*“.
213.j7 |dx. 2.14.3%V~r o 2.15.j YO
9+5%
2.16. f—=r-dx 2.17. 2.18. f— dx
J4-eNo SI&FV\ 8 Figr
Quyidagi integrallami hisoblang:
2.19. jigxdx. 2.20. | ctgxdx. 2.21. Jsin *cos5xdx.
2.22.f-+ 2.23.J- dx. 220 fAB-dx.
sin* cos- *Vcos* J C0s X
225.f & 2.26.J7-dx. 2.27J-..00y. K
yClgAsin2* - X Jsin (P\ysinx

Quyidagi integrallami hisoblang:
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2.30.3 &

-
2.28.j \é}abrcsm <fc. 309 +pyarcigx

2.29.j M f-d x.
5 1+x2

2
231.je " sin xdx. 2.32.j CSSIQ);d-)% 2.33. Xx—dx.
234, COXKX 35.3 ¥ 2.36.3 ©'
'2 +sin2x JWin2x-5

Quyidagi integrallami hisoblang:

2.37. jch&shxdx. 2.38. f-h’\ fc 2.39.1shixchxdx.
ch X

2.40. @*52 :
Integrallami hisoblang:

2.43. Ixsinxdx
2.45. fa -4x)sinxdr.
2.47. J(x+5)6* dx
2.49. J(x2+ 3)sinxdx.

2.51. f- -dx.
r COS* X
Integrallami hisoblang:

2.53. Jinxdx.
2.55.jx 2In(x+ 4ydx.

241. £ >

2.42.JC‘hX dx.

hx
2.44. J(x+3)cosxdx.
2.46.J(2x +4)e* dx
2.48. Ix2c0s xdx.

2.50. J(2x- x2)e~xdx.

2.52. fr-T—dx

J «in \%

2.54 JIn(l +x2)rfx
2.56. Jxarctgxdx.

2.57.J-ar(>:<sin’€dx. 2.58. JIn(x+ W1 +x2)dx.

2.59, JACX 2.60. Jx3rcigrdx.
arcsinl

261.L r_ 2.62.3—— 2 fft.
VTI

Quyidagi integlami hisoblang:

2.63. je“cosxdx. 2.64. Je’ sinxdx.

2.65. J2* cosxdx.
2.67. Je* cosbxdx , a2+b2*0.
2.69. Ixe* sin2x dx

2.66. Je" sinéxdx , al+b2 d0.
2.68. IxZ* cosxdx.
2.70. Jsin(Inx)dx.

2.73. \J\—_\]x.

2.71. Jcos(Inx)dx. 2.72.3x2sin(Inx)dx.

Quyidagi integrallami hisoblang:

2.74. Ix5sinxdx. 2.75.IxV'dx.
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2.76.jV cos3xdx. 2.77.jx Z~r dx.

2.78.ferdx. 2.79. Jcos5xdx. 2.80. jsinbxdx.
Quyidagi integrallarni hisoblang:
2.81.jfxsin-Jxdx. 2.82. 2.83.Jcos2mx</x
2.84, f—f—dx. 2.85. fxarctg x2dx.

J COS' X J
2.86.:!' Q;(\:+l d(, 2.87jfachrlu3k

Quyidagi tengliki[rni isbotlang )P“(X) :ié;g,,_m ,a0*o

2.88.JP,(x)e“ dx = P, (X)- +.. ()" . ‘e

2.89.Jp,(X)sinaxdx- Pn(X) Pv'g)l(x) PAX)  jeosav

PIM(X) P?\x) P?'{x) "sinor+c

2.90. JP,(x) cosaxdx ='F(x) _Pﬂﬂ_,(x) +Pix) sinax

>V) Px),PBK  Noosox |C
a a3 a5 "J a

Quyidagi integrallarni hisoblang:

2.91. jxin i+—x. 2.92. Jsindn/ge<&. 2.93.
2.94. fr * dx. 2.95. [oosxIn(l +sin2x)dx.

«
2.96. Ixsin(6x-Il)iic.
2.97.1xcos2xia. 2.98.jxtg 24xdx, 2.99. IxIn3xdx.
2.100. Jxshxdx. 2.101. Ixchxdx. 2.102. IX3 24dx.
2.203. JVcos3xdx. 2.104.J(x2-sx+ lye 4<dx. 2.105. jx Zarctg2xdx.
2.106. Ix71- x2arcsinxdx. 2.107. J(X" +2)’ cos3xrfx.
2.108. Jxe" sin«dx. 2.109. jx e 3sin2x-jjdx.
Quyidagi integrallarni hisoblang:
2.110. Ix4cospxdx. 2.111. Ix4sinpxdx.
2.112.Ix™* A 2.113. X' dx, a®O.
2.114. jV cospxcfe, p* 0. 2.115. IX’sinpxax, p*0.
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jn(neN) integral uchun rekurrent formula keltirib chiqarilsin:

2.116.J,,=\cos" xdx, n> 2. 2.117.3n=JIn" xdx.

2.118.J,, =jsh"xdx, n>2 2.119.Jn=| cHxdx, n>2

2.120.J :jﬁdx,n>2. 2121/,, :EEXdX, n>2

2.122.3,,=ix“In"xdx,a 1. 2.123.7,, =  ——dx,n>2
1 \Ix2+a

2.124. Ushbu f(x 2 :-X, x>0 shartni ganoatlantiruvchi /(x), xe(0;00)
funksiyani toping.

2.125. Ushbu

[ = el
shartni ganoatlantiruvchi f(x),xeR funksiyani toping.

2.126. Quyidagi

xf(x 1)+g’(x) =cosx-3x2, /[(x1)+g(x)=sinx-x4
shartlami ganoatlantiruvchi /(*), xe(0;+°0) va g(x), xeR funksiyalarni
toping.
2.127. x>0 uchun quyidagi
a) Ax) +g(x) =x+1, b) f(x)+8(x) =T ~’
f xX)-g'(x)'=0, f'(x)+glx) =sinx

[’(2x)+9°(-2x) =1- 2x2. /() +g’(-2x) =0.
shartlarni ganoatlantiruvchi /(x), xe(0;+°0) va g(x),xsR  funksiyalami
toping.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

2.1. i V(x2-7)3+C. 2.2.-~\j(3-334+C.

2.3 6@ _Z)-+c. 2'4'?nli(2+8|fc' 2.5. Inli<2+X-5IirC.
2.6.-In|8 +3x-x2]+C. 2.7.2a/3x2-5V+4 +C,

2.8.-V2x-x2+C. 2.9.- Inb3-5>2+C. 2.10.-Jn[ze* +7};+C.
2.11.-é'e5' +cC. 2.12.in|llni(|+c.2.13."1-2(Inx),27+C. 2.14.~§J F**4c,
215. M*2 1 2162 G 217, i dnOx+\BIX+H+C
= "In "TTE00 eMH2 "|n9| |
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. aednjrUC, 219 Inoosr+c 2520. infsinr+c. 2.21.-~M+c,

2.22. j\lsin6x+C. 2.23, - +c. 2.24,-tgxJigx+c.
o] 3C0SXV CoS X 4

2.25, -~ +c. 2.26.0,25e-"-"+C. 2.27.—{=+c.
3 \Ainjc

2.28.  arcsinx - 2arcsin2x +c. 2.29.’5‘ Varctgs+C.  2.30. In|arctgx® +C.
+
2.31.--e5""14C. 232 9=+ XIS o
5 2V5  COSX -Vs

2.33.- =sin~_+c.2.34.-1=arctg +cC.
6 x3 v2 V2
2.35. Injinx + VIn2x -9 | + C. 2.36.-irtgx5+C. 2.37. ~-clidx + C.

2.38.— }—+C. 2.39.— +c. 2.40. +c. 2.41.-0,Scg/rx+C.
CAX 8 shx
2.42. 0,5thx+C. 2.43.- xcosx+sinx+C. 2.44 .sinx- (x+3)cosx +C.
2.45. (4x-1)cosx - 4sinx+C.2.46.2ex(1+x)+C. 2.47. - "6 A—-6* +C.
o
2.48.x2sinx- 2sinx + 2xcosx +C.2 .49 .2xsin x —x2+ l)cosx + C.
2.50.«'x“+C. 2.51. xtgx+ In(cosx) +C.2.52. In(sinx)-xe/gx + C.

2.53. xInx-x +C. 2.54 .xIn(l + x2)—2x + 2arclgx +C. 2.55. j(4 +x)5In(x+4) —
2y -y X+ jx2--X 3-41n(x +4Xx+4)2+16(4 +X) + 16(4+ X)In(x + 4) + C.

/foc lzarclgx---%x +—1arctgx +C ¢ .{)nl. --------------- arctg - 1 + CT.
2 2 2 X V1-x2

2.58.xIn(x+Vi77)-VTA+C.2.59.-?rcco;SIC+ " Z + ¢c ,
v ’ 2x 2X

2.60.1 +A-x-"-fl/*c/lgx+C. 2.61.-x-J1-x* arccosx +C.
2.62.-2>2-x arccosz— 472 +x+C. 2.63.Eexcos*+5exsinx+c.

X
5 64 1 1 ( n cos -
.04, —exsinx —_e*cosx+C. 2.65. 2'~if--2,792-In2 +2"1ii2 -———-—r-+C .
2 2 1- 762 82 Ji+in'2

2 66 gs'nkr~~coskY;x+£ 7 67 «cos6*+6sinix ,, +,,
a2+i2 L o+ ' a2+b2 +

2.68.7M(x2-1)e'cosx-"-yx2+x-"jexsinx+C.

2.69.-xe' ~—ex f-x+—Ie'cost+—/(-—x+—|e'sin2x+C.
2 2 275 25) 27" 5 25]
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2.70.--*cos(Inx) +—xsin(Inx) +C.2.71.~[cos(Inx) +sin(Inx)]+C.

133

2.72. u"? ------------ ﬁt )Kij—l(Q Y+c.

I+ gZ|(t )
2.73. é[(-2cosx+2sinx)cosx-1]& x+C.

2.74. - X5cosx+5x4sinx +20x3-60x2sinx +120sinx-120xcosx +C.
2.75.-(x+6x5+30x4+120x3+360x2+720x+720)r"' +C.

2.76 .-1-X4sin3x+ 4—X:Scos3x—4 X25in3xH—8 sin3x---§-x0053x+ C.
3 9 9 81 27
2.77. _1(i+X2e* +C. 2.78.2(Vi-l)e £+C.
2.79. —c0s4xsinx + —cos2xsinx + —sinx + C.
5 15 15
2.80.--5in; xcosx—-SINn3XCOSX-— SINXCOSX+ — X+ C.
6 24 16 16
2.81.- 2xcosn/x+4cosn/x+4n/xsina/x+C. 2.82.M"-n/l+X+j Inxn1 +XjX-
-"-+"71+x+"1nx’\--nﬂ+"9- -1nF-+-n/F+71+C
9 9 (3 (2
Q_QS, _3/ tflnx) 4f 5fInX| &fn XN (InX| ) e
X L- yj J*< tyj+§$||8 1 §(£4 §S+
2.84. fgxInfgx- igx+ C.2.85.?x2arctgx2- ZIn(I+xA) +C.
2.86.2VI+x arclg-j1+x - In(2+x) +C.
2.87. - 2jign(l - X)n/x + (1+Xx) arcsin +c
X
2.91. —In1+1 - _|nlx+q+—+c. 2.92. U g- -cosx-Infgx+C.
X 2 2 2
2.93.— L In3x+-In2X+—nx+—%+C.
2x'V 2 2 4
2.94 .--1-x~32"-In2x+3Inx + 2j+C.

2.95.sinxIn (I +sin2x)- 2sinx + 2arctgsinx +C.

2.96. ~ sin(6x-11)- 1 [6x+22)cos(6x-11) +C.
2.97.x - —sin2x+—x3 +—sin2x - —x2+C.
V 4 2 4 4

2.98.—xig4x-~x2——In(l +fg24x)+C.
4 2 32 ;
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2.99 .’2‘x2In3x-"A:x2In2x+Ix2I nx-?(3m. 2.100.Xdix-shx+C

2.101 *xshx—e/Lr+C,2.102.i(4x3—6X2+6x-3)eZ +C.
2.103.7-(9%2- 2sin3.r+~xcos3A: +C.2.104.—(sV1-44x-67)e4+C.
2.105.7 (I6x4- l)arcig2x- ~-x3+—x+C.2.106. - j mJcTAYarcsinx +C.
2.107. g1(27x4+ T2x2+92)sin3x + (12x3+ 16x)cos3x +C.

2., 4

2.108.-éx-|)e' ZXBX +2—559'c052.x+¥ 5x+%'-e sin2x+C.

2.109.--"e3”"cos2x+”j - e3sin"2x+ j+C.

2.110. ~L(4p'x3-24x)cospx +-v-(pdkd-12px2-24)sinpx +C
P P

2.111.— (4px2-24x)sin px-"j(p A*-12pX2+24)cospx +C

N - -
Z.sz.av 4o3<3+1a%_9_\_/_ 24ox+2ie,, +C,

« X nx n(n-\)x ' nix . .- n
2.113.6" ST 4R p(y ) 2

17-1)
p_

.T2.11i1°5.---)s- cospx + X s p.x---n-(xn i I%mfprfx.'
p p2 p- J

2.114.—sin px+ nX, cospX- al bx2cos px dx.
p p- 3

2.116. J. “.
n A
2.118. j,, =ER%SA™%- Sl jr . 9.119. ju="LEhAI+LAL A
n n n n °
P8y T S NZBp n WAL X, g i,
' ' (n-1eessd's w-r ' (n-eh"-'x  un-1 —
2.122. j,, =E2BTH3 , -UZ1aj;
Of+1 or+1 n n

2.124. | (X)=24x+C.2.125. /<x) =f*+1+C’ r~0.
e'+C, x>0.

—+C, x>0
2.127.a) /(x) =i +x-C, g(x)= 2
2—x3+C, x<0
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3-8. Rasional funksiyalarni integrallash

3.1. Noma’lum koeffisientlar usuli. Ikkita algebraic ko‘phad-

ning nisbatiga, ya’ni l A IS

ifodali rasional funksiya yoki rasional kasr deyiladi. Bunda,
PmM(x) =b0+b X +...+bmxm va Q..(x=al+a, +..+aw"(b,,, &,*0, m>0, «>I)
haqiqiy koeffisientli ko‘phadlar, deb faraz gilinadi.

Agar m<n bo‘lsa, u holda to'g'ri kasr rasional funksiya,

m>n bo‘lganda esa, noto'g'ri kasr rasionalfunksiya deyiladi. Agar (3.1)
rasional kasr, noto‘g‘ri kasr bo‘lsa, u, kasrning suratini maxrajiga bo‘lish
yo‘li bilan,
/(X)=Vi)+"M (*<,,) (3.2)
QW

ko‘rinishga keltiriladi, bunda w(x) - biror ko‘phad.

Oliy algebra kursidan ma’lumki, har ganday o,(x) ko‘phadni,
ushbu

0,,(x)=a,(x-a)(x- B)....(x-v) (3.3)

(bunda a,- o,K¥) ko‘phadda x-ning yuqori darajasi oldidagi koeffisient,
a,B,...v lar - o,(x)=0 tenglamaning ildizlari) ko‘rinishda tasvirlash
mumkin.

Agar ko‘phadning ildizlari ichida o‘zaro tenglari bo‘lsa, u holda,
ko ‘phad,

Q,,(x) =a,(x- a)r(r- (x- v)* (3.4)
ko‘rinishga keltiriladi, bunda r, - butun sonlar, a,RB,...,v sonlar
esa, mos ravishda, 0,,(x) ko‘phadning r, kairali ildizlari deyiladi va

f+s+..+t=n bo‘ladi.

Ko‘phadning (3.3) dagi ildizlari ichida kompleks ildizlar ham
bo*lishi mumkin. Algebra kursidan ma’lumki, agar a =a+ib hagiqiy
koeffisientli ko‘phadning r - karrali ildizi bo‘lsa, u holda unga go‘shma
a =a-ib son ham ko‘phadning r -karrali ildizi bo‘ladi. Boshgacha
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aytganda, agar (3.4) ning tarkibida (x-a)r(a =a+ib) bo‘lsa, u holda, (4)
ning tarkibidagi (x-a)' va (x-a) laming ko‘paytmasi, quyidagicha
bo‘ladi:
(x-a) (x-a)r={& (a+A)[x- (@-LN]} =
=[x2-x(a +bi)-x(a-bi) +a2+62} =[x2-2ax +a2+62] =
=(r2+2px+qj,
bundap =—g, g=a2+b2 pl-q<0,p vaq—haqiqiy sonlar.
Xuddi shunday yuqoridagi mulohazalarni boshga kompleks ildizlar
uchun ham yuritsak, u holda, (3.4) quyidagi ko‘rinishni oladi:
Q. =M(x-a)r:(x-...{x2+2px+qj(x2+2ux+v j (3-5)
bunda, a,p,...,p,q,u,v - hagiqgiy sonlar, r,s,..., t,k- natural sonlar.
Algebra kursida quyidagi teorema isbot gilinadi.
3.1-teorema. Agar !(531?17 to‘g‘ri rasional kasr tarkibidagi Q,(X)

ko‘phad (3.5) shaklda tasvirlangan bo‘lsa, u holda, rasional kasr, yagona
ravishda,
P.) A A K
Q.(X)~x-a +(x-a)2+ " h(x-a)‘ +""+
___.M!.).(.t_’.\!'l_..1___.M5)S_t_i_\/1___._K___H ______ M .'_)_(_t_l\_l'. 1. N
X 2px+q  (R+2px+g~ (2+2px+q"
(bunda, AA2.Ar.. MINLMN2...,MIN,,.., - noma’lum hagigiy sonlar)
ko‘rinishda tasvirlanadi. (3.6) tenglik, x ning Qi(x) ko‘phadning hagiqiy
ildizlariga teng boMmagan hamma qiymatlarida o‘rinli.

(3.6) dagi noma’lum koeffisientlarni topish uchun (3.6) ni umumiy
maxrajga keltirib (umumiy maxraj QX)) ikki ko‘phadning tengligi
hagidagi teoremaga asosan, o‘ng tomonidagi suratdagi hosil bo‘lgan
ko‘phad bilan AMX) ko‘phaddagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffisientlarni tenglashtirish natijasida, noma’lum koeffisientlarga
nisbatan chizigli algebraik tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Bu
sistemadan noma’lum koeffisientlarni topib, topilgan giymatlarni (3.6)
tenglikka Kkeltirib go‘yamiz. Kasming yoyilmasidagi noma’lum
koeffisientlarni topishning bu usuli, nomalum koeffisientlar usuli
deyiladi.

Shunday qilib, rasional kasrning integralini hisoblash,

M(i-)=c0+cljc*" +....+ak shakldagi ko‘phadni integrallashga va quyidagi



l._d_t//._! . M*+Af-, [F. . Mx+N , (3.7)
X-a' X +px+q (x2+px +q)
2

(<)) (bunda A,M,N,a,p,q - hagiqgiy sonlar, g~~—>0) ko‘rinishdagi

e
—
x
'
)
<

sodda kasrlarni integrallashga keltiriladi. Bu sodda kasrlarning
integrallari quyidagicha hisoblanadi.

Quyidagi, -..A . Bx+C v (A B,C,ap,qeR ,6kmed)
(x-a)  (x'+px+q)

ko‘rinishdagi sodda kasrlarni garaymiz. U holda:

1) m=1bo‘lganda, f — dx=A\-*—=A\n\x-a\+C.
X-a *X-a

2)m>1 bo‘lganda, )&-_’\é)dszin-ay"'dxz-I/_\i(.(-(;é\yr r+c-

3) k=l boiganda, a2=q-~, x+j=t almashtirish olib, kvadrat

uchhadni, x2+px+q=a2+t2 ko‘rinishga keltiramiz, va berilgan kasming
anigmas integralini topamiz:
C Bx+D nr tdt  (2D-Bp) ¢ dt
>77f% 2 *777-

=E}nfx2+px+q\)+ 2D-BP arctgB TR se

4) k=>lbo‘lganda, a2=q-”, x+"=t almashtirish olib, kvadrat

uchhadni x2+px+g=a2+t2 ko‘rinishga keltiramiz va berilgan kasrning
anigmas integralini topamiz:
f Bx+D B 1 1 (2Q-Bp)f dt
{x2+px+qj 21L-k"N+ ef' 2 J@E+'T
Oxirgi ifodadagi integral esa, quyidagi

I\ — L /\
N T77= BT
rekurrent formula orgali topiladi.

| va Il tipdagi Kkasrlarning integrallari, t=x-a almashtirish
yordamida hisoblanadi:

J——dx =Aj— =/4njiliwa+c =/41n|x-a| + ¢

J(x-ay X=AyY =it + X =T TY(x=4) " +C
i tipdagi kasrning integralini hisoblash uchun, kvadrat uchhadni
quyidagicha shakl almashtiramiz:
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2
X ) f pl r P2
=]

a=Jq- t-x +t§— deb belgilab olib, integralni hisoblaymiz:

FMEN s dt =
*X7+px+(Q t2+a2

M r 2tdt . M p\ dt

NI Sk

MpJlir U
2>alL J\i

+ N-

X+- (3.8)

IV tipdagi kasrning integralini  hisoblashda yuqoridagi

t=x+2, a="qg-P~- belgilashlardan foydalanamiz:

2
r Mx+N R 2)-dI:
@& +px+q) (r+a2
M rd{tz+ar) | Mp dt M
(S+a?7 23] (r+a2 2(r-1) (t3+a2zr’
AU Mp}r  dt M 1
(t2+a2) 20-1) (r+a2-
+ = Men dt M
2 I12-a2f  2{r-D{x2+px+qy { 2Ur+a-)

keyingi integral (2.18) rekurrent formula orgali hisoblanadi.
Shunday qilib, har qanday hagiqiy koeffisientli haqiqiy
o‘zgaruvchili rasional (rasional kasr) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi - logarifm, arktangens va rasional funksiya orqali ifodalanar
ekan.
3.1-misol. Ushbu
X6-2x_+27-9x_ +4
x5-5x3+4x

mX
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integralni hisoblang.

Yechilishi. Integral ostidagi kasr - noto‘g‘ri kasr bo‘lganligi
uchun, (3.2) ga asosan,  P6(x)=x6- 2x4+3x3-9x2+4  Kko'phadni
Q5(x)=x5-5x3+4x  ko‘phadga bo‘lib, w(x)=x boMinma va
Pi{x)=3x4+ 3x3- 13x3+4 qoldigni topamiz, ya’ni

X6 - 2X4+ 3x3- 9X2+4:\D_Ir3X4 3x3-13x2+ 4.
XS-5x3+4x X - 5x3+4x

Ravshanki, Q5(x)=x5- 5x3+4x ko‘phad n=! haqiqiy ildizga ega,
g5x)=x5-5x3+4x ko‘phadni x —hga bo‘lib,

Q5{x) = x(x- IXx+)(x- 2\x +2)

ko‘rinishga keltiramiz.
3.1-teoremaga asosan, kasr (3.6) ko‘rinishdagi sodda kasrlar

yig‘indisi sifatida tasvirlanadi, ya’ni
3x4+3x3- 13x2+4  _ A, B, C , D, E a9
XX- Dir+D(x-1\x +2) X x+1 x+1 x-2 x+2 '
Oxirgi tenglikni umumiy maxrajga keltirib, ushbu
3x4+3x3-13x2+4 =a(x2-1Xx2-4)+5x-(x +1)(x2-4)+
+ C ox(x- 1)(x2-4]+ D -x(x2-1)(x +2)+£-x(x2-1)(x-2)
tenglikni hosil gilamiz. Tenglikning o‘ng tomonidagi qavslarni ochib,
ko‘phadlarning o‘zaro tengligi hagidagi xossadan foydalanib, x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffis.ientlami tenglashtiramiz:
x43=A+B+C+D+E
X3! 3= S +C+2£>-2F
x"| -13=-5A-4B-4C-D -E (3.10)
Xj 0=-4B +4C-2D+2E
x°| 4=4A
Natijada, A,B,C,D,E noma’lumlarga nisbatan beshta chizigli
algebraik tenglamalar sistemasi hosil qilindi. Bu sistemani yechib,
noma’lum koeffitsiyentlarni topamiz: bunda, A -1, (3.10) sistemaning
ikkinchisi va to‘rtinchisini birga yechib, B=C- 1 eqanligini, birinchi va
uchinchisini birga yechib, D=-E ekanligini topamiz. Bularni e’tiborga
olib, to‘rtinchi tenglamadan, c= 5=i ekanligini topamiz.

Shunday qilib, noma’lum koeffitsiyentlaming hammasi topildi:

Demak,
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rx6-2x* +3jc3-9x2+4 / 3p4+37-137+4
bé""JB dx-  X+- X=
i - s5X 344X A X(X-D(x+ - 2\x+2)

rdx 1rdx 3 edx r dx rdx _x2 ., ..
— +- - +- et e = — T+ INBI+

I 2¥x-1 2]xH -2 x+2 2 1
(x-2Xx +1)Ixr-\
+C

x+2

= {xdx+
J
+—njjc- J+—h[x+3+Inx- 2- In[*+2+C=—+1In

To‘g‘ri  rasional kasrlarni  noma’lum  koeffisientli  (3.6)
ko‘rinishdagi sodda kasrlar yig‘indisi shaklida tasvirlaganda, undagi
noma’lum koeffitsiyentlami yugorida ko‘rsatilgan (3.1-misolga garang),
noma’lum koeffitsiyentlar usulidan foydalanib topishda, chizigli algeb-
raik tenglamalarni yechishga to‘g‘ri keladi, lekin chizigli tenglamalar
sistemasini yechish, har doim ham engil boMavermaydi. Xususiy
hollarda, noma’lum koeffitsiyentlar usuliga garaganda, qulayroq bo‘l-
gan, ya’ni noma’lum koeffitsiyentlami topishda osonroq bo‘lgan, usullar
mavjud. Masalan, Xevisayd usuli, Gorner sxemasi, differensiallashdan
foydalanish usullari, shular jumlasiga kiradi.

Po.(X) . . .

3.1.1.Xevisayd usuli. Agar g (\)3 to‘g‘ri kasming maxraji
Q,{X), ushbu

QXx)=an{x-a:Xx-a2),...1x-a,,), &, =1, (3.11)

ko‘rinishda tasvirlansa, a,,«2 - haqgigiy sonlar bo‘lib,

Q..(a,)~ O K="% uning (3.6) shakldagi sodda kasrlarga yoyilmasidagi
koeffitsiyentlami, Xevisayd usulidan foydalanib, topish magsadga
muvofiq bo‘ladi. Bu usulni, gisgacha, quyidagi tartibda amalga
oshiramiz:
1-qadam. Pifsy)[ (m<n) to‘g‘ri kasming maxraji Q,,(X) ning (3.11)
QAX)

ifodadagi ko‘paytuvchilari orgali yozish, ya’ni

D) M

Q{¥ (x-cdx-al).{x-a,¥

2-gadam. Q,,(x) ning {x~q ko‘paytuvchisini vaqtincha
yopib, i ning har bir giymatida yopilmagan ko‘paytuvchilarda x ni a, son
bilan almashtiramiz. Bu esa, har bir a, ildiz uchun A, sonni beradi:
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liM
(a, (a,-a,)’
Pja2

(a2-a,\a2-a,)...{a2-a,,)’

A= pAa,,)

@,- a,)@, - @)..@,- a,.)

3-gadam. PmSX): (w<w) rasional kasrni

AR

x-ax x- a2 X~a,,
ko‘rinishda yozish.
Misol uchun, bu usulni 3.1 - misolga tatbiq gilsak, A,B,C,D,E
koeffitsiyentlami osongina topish mumkin:
1 - gadam.
PAX) 2pA+3jc3-13x2+4
05(x) x(x-1)(x +1)(x-2)(x +2)
2 - gadam. a= (_]).1.(_2).2 =i
— 1
T12. ( —1)e3 2
3-3-13 +4 3
(—1)'(-2) w(-3) m _
c _3-16+3-8-13-4 +4
2-1m *4
_3-16—3-8-13-4+4 _ ]
~(-2M -3M -IM -4)~~ '

P (X)

aj =0, a2=1a.=-1 ad4=2,cth=-2.

3 - gadam. Berilgan tug‘ri kasrni,

Pt(x) _A B C D E
<[(x) x x—1 x+1 x-2 x+2
=J+i J +3 J_

X 2 x-1 2 x+l x-2 x+2

ko‘rinishda yozamiz.

Ko‘p hollarda x ning giymatlarini, masalan, .t=o,%i,#2,.... kabilarni,
tanlash yordamida ham noma’lum koeffitsiyentlami topish qulay bo‘la-
di.

3.2-misol. x ning sonli giymatlari yordamida

x2+1 A B C
[ S
(x-1)(x-2)(*-3) x-1 x-2 x-3

ifodadagi A, B, C koeffitsiyentlar topilsin.
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Yechilishi. Dastlab tenglamada kasrdan qutilamiz:
X!+ =/f(x-2)(x-3)+B(x-1)(x-3)+C (x-1)(x-2). (3.12)
Endi, A, B, ¢ koeffitsiyentlarni topish uchun, mos ravishda, (3.12)
tenglikda x=1,x=2,x=3, giymatlarni ketma-ket qo‘yamiz:
+1=A(-1),(-2),2 =2A,A =1
22+1=-B,B =-5,
32+1=2C,C =5
Natijada,
X2+1 15 5
(x-1)(x-2)(x-3)(x-4) x-I x-2 x-3
bo‘ladi.
3.3 - misol. Ushbu

X
X*+6x2+1I1x +6

kasming noma’lum koeffitsiyentli sodda kasrlar yig‘indisi shaklidagi
ifodasidagi noma’lum koeffitsiyentlarni toping.

Yechilishi. l-gadam. Berilgan kasming maxrajini ko'paytuv-
chilarga ajratamiz:

Q.,(x) =x3+6x2+ 11 +6=(x+1)(x2+5*+ 6) = (x + ) (x + 2)(x + 3).

Demak, Osx) maxraj, a, =-1, a2=-2, a3=-3 sodda haqiqiy ildizlarga

ega. Shunga asosan, berilgan kasrni,
X X

X3+6x2+ 11X + GV (x+ D)(x+2)(x+3)
ko‘rinishda yozib olamiz.

2 - qadam.

=1 =1
-2 2"
a2=-2: A2=-7-=2,
2 2 -11
a‘:-é: n/: :--.‘.3.--:_3_
5 2e-1) 2
3 - gadam. Berilgan kasrni, ushbu
X 1 2 3
X3+ 6x2+1Ix+6 2(x+l) x+2  2(x+3)
ko‘rinishda yozamiz.

3.1.2. Differensiallashdan foydalanish usuli. Bu usulni,

a=-1: A

=l

(m<n) to‘g‘ri kasrning Q,,(x) maxraji, haqigiy karrali ildizlarga ega
boiganda go‘llash qulay boMadi.
3.4 - misol. Ushbu
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x-1 A B c
(x+2)3_ x+2 + (x+2)2+(x+2)3
tenglamada A, B,C noma’lum koeffisientlami differensiallashdan
foydalanish usuli bo‘yicha topish jarayonini batafsil garab chigamiz.
Yechilishi. 1-gadam. Dastlab kasrdan qutilamiz:
X-\=A(Xx+2)2+B(x+2)+C (3.13)
Bu tenglamada, x=-2 deb olsak, ¢ =-3 bo‘lishini topamiz.
2-gadam. (3.13) tenglikning ikkala tomonini x ga nisbatan
differensiallab,
I=2A(x+2)+B (3.14)
tenglikni hosil gilamiz. Bunda x=-2 deb olsak, B- 1bo‘ladi.
3-gadam. Endi (3.14) tenglikning ikkala tomonini x ga nisbatan
differensiallasak, natijada
0=2A,A=0
bo‘ladi.
Demak,
x-1 | 3_
(X+2)3“ (x+2)2 (x+2)3
3.1.3 Gorner sxemasi. Har ganday n - darajali
P,(X) =a,x" + ix"l+...+aXx2+a,x+a, (a, * 0)
ko‘phadni x-a ikkihadning darajalari bo‘yicha yoyish mumkin:
PJIX)—A,,(x-a)" +Atri(x-a)"~' +...+ A2(x-a)"' +J1,(x-a,)+/]],,
bunda A(j =(hf) noma’lum koeffitsiyentlar. Gorner sxemasini ketma-ket
go'llash yordamida, A,Gi=0QJ) noma’lum koeffitsiyentlami topish
jadvalini keltiramiz: '

X" x"'1 ar* X X
a,, a,A a2 «1 @
a . ab, +a0=A0
0 an @»-1+a,-i=b,r ... ab,+a, =6,
a aa, +b, A ac,ri +b,,_2—cu2 acr +6, = A,
X an
a 6 Tdt <41 + 2 =4,-2
x1 an
x'-1 a a, «a. te., =Kr + =
a H,,., =J14
X a,
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X
P, =An(x- a)" +An j(x~a)" 1+..+A2(x-a)2+Aj(x-at)+A0,
ko‘phadni (x-a)"*' ga boMamiz, natijada, x-a) to‘g‘ri rasional kasmi
sodda kasrlarga yoygan bo‘lamiz:
PXX) = AH I A, | | A2 t A , A0
(x-a)™* x-a (x-a)2 (x-a)“2 (x-a)"~" (x-a)"*'
3.5- misoi. Ushbu +3 to‘g‘ri rasional kasmi sodda kasrlarga

(=+]
yoying.
Yechilishi. Gorner sxemasidan foydalanib, pt(X) =x4-2x2+3

ko‘phadni x+i ikkihadning darajalari bo‘yicha yoyamiz. Dastlab
quyidagi jadvalni tuzamiz:

x4 X+ x1 x x
1 0 -2 0 3
X° toa 1 1 1 2=A0
X' 1 1 2 1 0-A\
X ¢ 1 1 -3 4=A2
1 1 -4=A3
X * -1 1=a4d

Bu jadvalga asosan,  p4(X) =(.t+104- 4(x+1)3+4(*+1)2+0(x+1)+2
ko‘phadni tuzamiz. Endi P4(x) ko‘phadni O +1)5 ga bo‘lib, berilgan
to‘g‘ri rasional kasmi sodda kasrlar orgali yoyilmasiga ega bo‘lamiz:

PAX) _ 1 4 4 2
(x+1)5 x+1 (jc+t1)2 (n+1)3 (x+13"'

3.6 - misoi. Ushbu
f 4x2-S x
oy (™
integralni hisoblang.
Yechilishi. 1 - gadam. Berilgan integralda P2(x) =4x2-Sx,
Q6(x) = (x+ 1)2(x2+1)2, integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat
bo‘lgani uchun, 3.1 - teoremaga asosan, integral ostidagi to‘g‘ri kasrni
quyidagi sodda kasrlar yig‘indisi shaklida tasvirlaymiz:
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4.x' - Sx A B Dx+E Mx+N
(x+D2x2+1)2  (x+12 (x+1)" x2+12* (x2+1)’
bunda n, B, ¢, D, E, M. N- noma’lum koeffisientlar.
2 - qadam. Oxirgi kasrni umumiy maxrajga keltirish natijasida,
4x2- 8x = a{xl+ D2+RB(x +1)(x2+ 1)2+(Dx + £)(x +1)2+

+ (Mx HiV)(x+ D202 +1) (3.15)
munosabatga ega bo‘lamiz. (3.15) ning ikki tomonidagi ko‘phadlarning
mos koeffisientlarini tenglashtirish natijasida, noma’lum

A,B,C,D,E.M, N Kkoeffitsiyentlarga nisbatan chizigli tenglamalar
sistemasi hosil bo‘ladi. Lekin, bu sistemani yechishga nisbatan qulayroq
(osonroq) usul mavjud boiib, u quyidagicha amalga oshiriladi: (3.15)
tenglikda x=-i deb olib, A=3 ekanligini topamiz. So‘ngra, *=/ deb
olsak,
-4-8/=(Di+E)({i+1)2=-2D +j2E,
bunda haqiqiy va mavhum giymatlarni tenglashtirib,
-4=-2D, -8=2E, D=2, E=-4
larni topamiz.
3 - gadam. (3.15) tenglikning ikkala tomonini differensiallab,
so'ngra X—+da nolga aylanmaydigan hadlarini yozib olamiz:
8x- 8=4a(x2+ 1)-X+b (x2+ Dl +...
bundan, x=-i deb olsak,-i6=-8~+4B=-24+48 8=4%; R=2 bo‘ladi.
4 - gqadam. (3.15) ning ikkala tomonini differensiallab, fagat x=i
da nolga aylanmaydigan hadlarni yozib olamiz:
8x- 8=D(x+1)3+2(Dx+ E)(x +1) + (Mx+ N)(x + 1)2m@x +...
Bu tenglikning ikkala tomoniga x=i ni qo‘yib, qolgan ikkita
koeffitsiyentlarni topamiz:
8/- 8=2(i+1)2+2(2i- 4)(i+ )+ (Mi+N (i +1)2m@/

8/-8 =-12-4M -4~,  4-8i=-4N - 4M/,
4=-AN, - 8=-4M, N=-1 M-2.
5 - gadam. Shunday qiiib,
r 4x2-8x___ rf A B Dx+E Mx+N\

MIX FM2(XEEN 2 M fvt-m2 T4l /Y2412 V2 4-1

ﬂ>f(7+1) +ZIW+2'](X +1) +-i‘x_‘+ Idx:

—3—+2Inlx+ — Neeee 4f
X +1 1 x2+1 (x +1)

Oxirgi integral (2.18) rekurrent formula orqgali topiladi:

dx X 1
|—— — = — “——-—-h=arctgx + €.
(x2+1)2  2(x +1) 2

+1InIx2+ 1- arctgx.
per arc
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Demak,

4x2-8 2x + 1

X X X +In(x+1)2(x2+1) - 3arctgx+C.
(x +1)2(x2+ 1)2 x+1 X +1

Rasional kasrlami sodda kasrlarga yoyib integrallashda ko‘p
hollarda, murakkab hisoblashlar bajarishga to“g‘ri keiadi. Ba’zi hollarda,
integral ostidagi rasional kasrning shaklini almashtirib, o‘zgaruvchilarni

almashtirish, bo‘laklab integrallash usullaridan foydalanish, berilgan
integralni hisoblashni yengillashtiradi.

3.7 - misol. Quyidagi:

f -0 — o 3)f— ]
x2(3+x2)2" )jxrsexulﬁy’ )SMQ-xs)‘
x2+1 . X2dx
DIy 3% 41 Pleras
6)- 1 2x9+3x4

lex) D Oor1R

integrallarni hisoblang.

Y echilishi.
dx 1r3-i +* o dx dx
»lx23+x22 31x2@+x2)2 3JX2(3+x2) 3J(3+x2)
A d
siri+-_U<fc-1f &
9JU —3+x2) 3J Q+x-y
1_ 1 « x- X Ng-|=
9x 973a'C313 18(x2+3) 18>
S X ----- H—--]T"arctg—)§=+6
9x 18(x +3)  6V3
< r xdx Lr d(x2) =i® du
J)&@@H’ﬂ JR\VK! 0 Qe Ak248 250 (u+2)
du
=1 r2~ 12+« n =1r1 * 171
2-"bl (U+2) 2Ju2 2Ju(u+2)
A+ ilnlii + 2+ C =— 4+jin 2" ¢
2u 4
. r dx r x2x _1r d(x3) _1r du
Jx(2- x3)2 ~Wx3(2-x3)2 V x3(2-x3)2_3*u(2-u)2

L/ 1+ |_W =li_ EL --LrJ#®¢ 1rde
6J2-ul—« Z-uTi 6H@2-uT2 1232-u TH2I u

B R "M T sk ) T2 2x TC



X1 1+ - dlIX—
X

RRSVE (TS TR =

X1 X U3+- | «J _5
I

i 1 x-1
— L —|i=arctg-7m=+C = =-Zarctg-—=-+C.
=ht s nH s I a5 XV5

f x2%r _f x-xdx _ 1]|-xd(x2+3)_

(x2+3) 2(x2+3)* _
1 X Ir X u_ X 1 X
3 _2(x2+3)+ 2" (x2+3)2 6(x2+3)+ 36 X2+3 "

1 X
H----- prarctg —==+C

36n/3 ni3

,, Iox2dr rx2+3-3, r  Ex dx

i &2+¥3‘| (2l 553 _b(x2+3)2 3|3(><2+3)
\,H————l—,:arctg—j:—

N3 6n/3 ~nil3 4(x2+3)2

yI—— ——dx=f
X" (4 %X 2) J x4(1+x2) x4 (1+x2)
|
_jy R + J -4-—rarctgx + C
3x X
f2x43xV 1rt/(x10+1) 3f  dx' 1idu 3f du

J(xD+12 “5I(*»+D2+5j(xy +1h2~5Iu2

= N N T )+ arasxb+c-
3.2. Integralning rasional gismini ajratishda Ostrogradskiy

usuli, 7™ to‘g‘ri kasrning maxraji karrali kompleks ildizlarga ega

bo‘lganda, uni integrallashda, murakkab hisoblashlar bajarishga to‘gri

keladi.
Bunday hollarda, ushbu

Ia( \dx—wl;\+lw")\dx \g3-16}

Ostrogradskiy formulasidan foydalanish qulay bo‘ladi, bunda
Q2(x)~ ildizlari Q(x) ko‘phadning hamma sodda (bir karrali) ildizlaridan
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iborat bo‘lgan ko‘phad, Q(x)=QI(x)-Q2(x), Pt(x) va P2(x) lar no*malum

koefflsientli ko‘phadlar boiib, va oiw -to‘g‘ri kasrlardan iborat.
)

™*) va P2(x) ko‘phadlarni topish uchun, ularni no‘malum

koeffitsiyentlar yordamida yozib olib, so‘ngra, (3.16) ning ikkala
tomonini differensiallaymiz, natijada, (3.16) tenglikka teng kuchli,

PX_f G .72 (-1 1n\

eW law j aWw { )

tenglikga ega boiamiz. Bu tenglikdan noma’lum koeffitsiyentlar

usulidan foydalanib, Pxx) va P2(x) laming tarkibidagi noma’lum

koeffitsiyentlarni  topamiz. Ostrogradskiy formulasi, integralning

rasional gismini (integrallamasdan) ajratishga imkon beradi, to‘gri
Q(x)
kaSI/'\r\ﬂ integrallash masalasi, unga nisbatan osonroq integrallanadigan
— to‘g‘ri kasmi integrallashga keltiriladi.
QiW
3.8-misol. Ushbu \r x~X :dx integralni hisoblang.
+X+1j
Yechilishi. Bu holda, PX)=x-1, o(x)=0(+x+12g, (X)=x2+x+1
02X)=x: +x+i. (1) formulaga asosan,
TY X - i 17-ax = Ax+B +E Cx+D
x2+x +1)' XX 41 Ix+x+]
deb yozib olamiz. A,B,C,D noma’lum koeffitsiyentlarni topish uchun,
yuqoridagi tenglikning ikkala tomonini differensiallaymiz:
X =i _( Ax+B Y Cx+D
(x2+x +1)2 Ix2+x+1j x2+x+I

dx

J—1 _ a(x2+x+1\-(Ax+bX2x+1)| Cx+D
(x2+x + )" x~+X+ x "+ x +I
bundan
x-1=a(x2+x+1)-(Ax +B)(2x +1)+(Cx + D)(x2+x +I).
Tenglikning ikkala tomonidagi * ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:
x§ 0=C,
x2 0=A-2A +C +D,
x| \=A-A-2B +C+D,
x| -1 =A-B +D,
bundan, ¢ =0, a =d =p =-1.
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Shunday qilib,
f..al- gx=- X*!

J()Q+x+|) X2 +X+1

x+1 Gk 2X_
—_— - (o +C,

x2+x+l S = g;;—

Mustagqil yechish uchun misollar
Integrallarni hisoblang:

o o
313 5 3205505 3.3.3{%)

o o o
34.3, ) 350 % 36.3 s 341414
3 o 3.8 o XX

7 (Jc+5gjt+9)’ J ga+bx\c +fx) 3.9. 1(x+3Xx-4)'

o xdx xdx
3.10. 5%2x+§<3.r-4) 311 J e +0)
Integrallarni hisoblang:

_dx dc dx
3.12.9 @+9 3'13'1x(3+4x)2 3'14'Jx(a+bx)2
dx dx dx
3.15.J 3.16.J 3.17.J
(2+x\x-3f (3- &(5- 292 (a+bx\c +fa)2
3.18.J xdx xdx 4x-1

19. .20. -
(X- 3X2x+5)2 3.19 f(a+bx)(c+fx)~ 3.20 ‘]4x -4x+5Ox
3.3. Integrallarni hisoblang:

3 dx

2 L @mER) % xcrmrs OB na@arad)
X+2
3245%2)@5)1(—)?22%['7]34&%)%19( 3.26. 53x _X+5-d>c

ox
3.27. Eax +-tl)-)l(3+cd>c 3.28. 8(LX_3AX +a)

~ ~%*
3.29.5 3*pfi§x_2()+5<lt
X5+*4-8 4
X -4X
Integrallarni hisoblang:

3.31.5 6- ZX* ,_-53;(" ;_*_-1?)2‘1*4*. 3.32. I’%\_-_i))(g;l—gdx.

3.30.
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3.33.j 2x* - 3xl +4x2- 5x+6dx. 3.34. 1707
X -3x+1

(x-2)5
X4-2XT7+3
US5-5 i¢if
Integrallarni hisoblang:
3.36.0 2" o 3370 &
x(x-1) X_2)2(x+ 3)3
(x+iXx+2)2(x+3)3 o
3.40. {y— , l+x
N+ o 3 3.41.1 dx.
3.42. f- f —dx 3.43.] 5x2+6x-23 .
X -6 (x -D3(x + D2(x - 2) X

3.6. Integrallarni hisoblang:

3.44 fif 3.45, dx

(X2- 4x+5)(x2- 4x +3)

3.46,L 70 gy 3.47.) W-2)dx
"X4+6x2+8 9x4-13x2+4

3.48. 1 klrr A 349. [ - PP T{ 1 L B A
(x+2) (3x - 2x+4) C(x -9x +20](c +2X +2j

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari
3.1, -1, +14C. 3.2-iln —+2+c. 33.--n2 4,
2 7x 5 x 3 2x 7

3.4.-iln2+p+c. 35.- ||||x+'+c_ 3.6.iln 2X*3, ™5 e
x-3 5 x+4 4x+9
3.8. -|a+bx +3)+4 Injx - .
bc_aanfa+c,:-39 i[3 In)x +3 +4Injx- 4]]+C
3.10.M[| m2x+5+j Inj3x- 4]+C.
3.11. 1 [7-Inla+bx\- ~Inic +Jfrl] +C. 3.12. Ini +1 +C.
af-be b J 414+x 4 X
3.13.J[—— iln +al+c. sy Lo ahec
37 3+4x aa+bx a «x
3.15. +Ln** 240316 b L
5(x 3) 25 x-3 14(2x-5) 49 5-2x
5 x-3
------------- I + + +
ST Tigaarke vaic Hlar- b " BEE YO8 e BN 55 TG

a +bx

3.19. c af -
f(af- bc)(c+fa) b(af- be) ¢ +fa
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3.20.i In|4x2- 4X+5|+—arctgzx'| ‘c

3.21. —Injx+ vinja+ — C Inle + fiA + C.
ae"a(af-)| “clafbe)
3.22.-In 3 areeXt3ic
10 x2+3x+5 Erv/“l' Vil
1 3r+2
3.23.—in (x-3)2 arefg - +C.
82 3x*+4x+2 41V2 \V2
3.24.—In (2x+5): ﬂ/3arctgzxpr2-+c'.
93 x2-4x+7 31 41
3.25. —injdjc2 + 6x —131+ Ip X +3-16T |

200 4x+3+n/6T

6x-1
3.26.gmh3x2-x +5!L+—4=arete — +C.

3n/59 nl59
i 2aB-ba 2ax+b ) .
2—Inax + 6x+C H--—- arete-1=-=— --, 4ac-0 >0
a allﬂlac-b nldae-62
3.27. +C

2al-ba In2&1x+é- V P - 4ac

-Inax2+ox+e +
2a 2afb*-4ac  2ax+ o Vé2-4ac

3.28.1n|x-3|-—areig—+C. 3.29. -fi— +i Inj3x+ 5~ Injx- 4+C

X(X- 2Xx+ 1)Ax2- 1
3.30.—+— +4ax+1n "(V-2)5,¢c 331 —+In iC
(x+2)3 2 X+ 2

3.32. — +-x 3+6x2+30x— =—+721n|x- 2| +C.
4 3 X-2

13 2x-3-n/5
3.33.3—)G+?X2+le+?|nllxz-3x +Ih+ In +C

2x-3 + /5
3.34.————" = " C
X-2 (x-2)2 3(x-2)5 4(x-2)
3.35.1n|x + 1|+ — 2 +
X+1 (x+1)2 2(x+1)4
336 -- 1 1In*Y 1c 337 16_21x 6T _ 3 i,%? +c.
(x-2)2 x IC A -250(x-2Xx+3)2  62511x+3
338, 9"3-150“68 P GFPOEDB o amg wsey 1T Xc
4(x+2Xx +3)2 8 (x+3)'7 "8(l-x2)2 16™ 1—X

3.40. —Injx- 1- ~ Inx+ 2]+ Injx+3[+C. 3.41.i In A +C,

- i 4 1
3.42.-In* 2 +lai-ctg£+f).]3.2é. o, A4£) 3.l wlatre
X+2 (x+12  2(*-D2 1-1 *+1
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3.44. |in|x-i|+iin|x+i|-iarctgx+C. 3.45.

&K= 3N Inlr- 4 +4v+5+-~arctg{x +2)+C.
3.46.In— i: +”™arctg™ - —tarclg-*=+C. 3.47.—I nt— +2+C.
mx +2 2 2 V2 t/2 10 3x +5%+2
3.48.— +lv+2—I=arctgALj. +c.  3.49. X% Larctgx+i)+C
X+2 " | vn g vr{ X-5 9o+

4-8. Ba’zi irrasional ifodalarni integrallash

Agar integral ostidagi funksiya irrasional funksiya bo‘lsa, ba’zi
liollarda uning integralini hisoblash masalasi, rasional fimksiyaning
integralini hisoblashga olib kelinadi. Bu usulga integral ostidagi ifodani
rasionallashtirish usuli deyiladi. Biz bu paragrafda irrasional ifodalar
gatnashgan integrallaming ba’zi turlarini rasionallashtirish usullarini
keltiramiz. X2,...X,, 0°‘zgaruvchilarga  nisbatan rasional bo‘lgan
funksiyani deb belgilaymiz.

4.1.3r (x,x“, x13... *i)dx ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash.
Bunda R{xxa xp 0‘z argumentlarining rasional funksiyasi,
a-%lz,/}:};rlﬁ...v:ﬂ - rasional sonlar. Bu integralni hisoblash,
x=t\k-nlni... laming eng kichik umumiy boiinuvchisi) almashtirish
yordamida rasional funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi.

4.1-misol. Ushbu J dx integralni hisoblang.
X(1+Wx)

I I

Yechilishi. integral ostidagi  funksiya, x,=x, x2=x3x3=x¢

o‘zgaruvchilarga nisbatan rasional funksiya. Berilgan integral 4.1-

banddagi integral ko‘rinishida bo‘lib, a=z /3=-6,nI=3,n2:6ik:6. Uni

hisoblash, 4.1- bandga asosan, x=/J almashtirish yordamida rasional
funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi: dx=6tst,

J. . -J -6rdt =6J~ —\dt=6f(t3+ Ddt+6f- N 4 =
1x(\ +\ix) V (I +r) ol +<2 J]+t2

="i'1+ 3f3+6arctgt + 3In(l +r)+C — --lix2 +i-fx +6arctg$fx +3In(l + Vx)+ C .
4.2. jR[x,(ax DY, (ax HDY...,(ax +0) 1dx, (4.2)
.M *» - —  e>(«>
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ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash. (4.1) yoki (4.2) ko'rinishi-
dagi integral lar, mos ravishda, ax+b=tk yoki almashtirish yor-
damida rasionallashtiriladi, bunda k - a,f,...v rasional sonlaming eng
kichik umumiy bo‘linuvchisi.
4.2-misol. Ushbu integralni hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integral (4.2) ko‘rinishdagi integral bo“lib,
I:i =/2 almashtirish yordamida rasionallashtirilib, hisoblanadi:

fIjZ lifc=x=_i_;dx= rjdt =2f,2( fjdt=-2fdt+2f =
2 J(@-fy J

xV  x 1-r (1-i2)’ Jl-i2

4.3. J72(x,Va2- x 2\bc, jr{x,\li2+x1)dx, \r[x,~Jx2- a \k ko‘rinish-
dagi ifodalarni integrallash.
Quyidagi: JR[x,Ja2- x2]&, jli(x\la2+x2'jdx, J?2(x:,x2-arpx (4.3)
ko‘rinishdagi integrallar, mos ravishda x =asinf, x =atgt, x = asect, aeR ,a* o,
almashtirishlar natijasida rasionallashtirilib, hisoblanadi.

4.3-misol. Ushbu ]vva4-x}dx integralni hisoblang.

Yechilishi.  Berilgan integral (4.3) ko‘rinishdagi ifodalaming
birinchi integrali ko‘rinishida bo‘lganligi uchun, x=2sinf almashtirishni
bajarib, hisoblaymiz:

JX2\M - x 2dx = |x = 2sin(, dx =2costdt, i/4-4sin21=2cosi|=

= 16jsin: fcos21dt = 4jsin22tdt =2j(I-cosdi)df =2t - *<sindi+C.

sindr = 2—v/|—sin*tsinr}£|-2sin2 5 <t<?, sin! rcsin—)I:—,-7<x< 2
p

formulalarni e’tiborga olgan holda, eski o‘zgaruvchiga gaytib, integralni
hisoblaymiz:
}ij 4 -x2x=2 t-2—sm4t+C =2eiKsm?+I(}(2- 2\jJA-x2+C.
4.4, r (x\lax2+bx+c)xc (@*0, b'- 4ac *0) ko‘rinishdagi ifodalarni
integrallash.
Quyidagi: J r(x,\lox2+bx+ c)dx (4.3)

51



integralni hisoblash, undagi a,b,c koeffisientlarga bog‘liq, uchta
almashtirish yordamida rasional funksiyaning integralini hisoblashga
keltiriladi:

1-hol. a>o0 bo‘lganda, (4.3) integralda 4ax' +bx+c =tt+4ax
almashtirish bajariladi.

2-hol. O o bo‘lganda, (4.3) integralda -Jax2+bx+c=+xtt-Jc
almashtirish bajariladi.

3-hol.  a*o, b2-4ac >0 bo‘lganda esa, (4.3) integralda
max +bx+c =t(X-Xj yoki -Jax2+bx+c =t(x-x7) almashtirish bajariladi.

Odatda, yuqorida keltirilgan uchta almashtirishlar - Eyler
almashtirishlari deb aytiladi.

4.4-misol. Ushbu f------- integralni hisoblang.
(I+x)Il+x-x2

Yechilishi. 1+x-x2kvadrat uchhad kompleks ildizga ega va
a<o,c>o0 bo‘lgani uchun,2-holga asosan, -Ji+x-x1=ix-\ almashtirishni
bajaramiz:

l4+x -x 2=tx2=2tx+|; I-x =tx-2t; Xx=

1+t2
“qi-totgl, | femenr t24t- 1
(1+<9)2 t2+
Shunday qilib
r dx _r 2(1-t-t2) _

{x+xda"r7 @+ L+b AT+ izi) w
=-2\ * — .=-2arctg{i+1)+C =-2arctg” x- X7 +X+'+C
Joo+1) +1 X
4.5-misol. UshbulJ*~"\ +3x+2 dx integralni hisoblang.
Yechilishi. Integral ostidagi x2+3x+2 kvadrat uchhad x, =-1,x, =-2

haqgiqgiy ildizlaga ega boMgani uchun, 4.4 - banddagi 3-holga asosan,
Axr+ix+2 =t(x+\) almashtirish bajarib, berilgan integralni hisoblaymiz:

(X+F\X+2)=tAXx +\)25 X +2=t2(x +1); x =*" 2;

rx-y/x2+3x+2 roXx2+x2-3x-2 r. +2
=Xt -dx =" 7---- rrdt=- 7 W vrdx =

X +\IX2 +3x+2 [x+4x2+3x+2) (X+yIx2+3x+2]
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3C-6 o vt N 2-4)
, L-r2 . 12 o=
=2i- =21-
i-2 ft-2 -t—=2
MY, 2 imrz s MY e

d\/E NP G R
= +H)off- 2z=H( T T A M T A (iXI+H)*(F-2r

Oxirgi integralda, integral ostidagi ifoda to‘g‘ri kasr bo‘lganligi

uchun, 3.1 - teoremaga asosan, uni, sodda kasrlar yig‘indisi shaklida,
2A(t+2) A B C D E

{I- XI+,y(t-2)~ I-t +1-2 +1+t +(1+0)2+ (1 Hy
ko‘rinishda tasvirlab, A B, ¢, d, E noma’lum koeffitsiyentlarni topamiz.
Yugoridagi tenglikdan,

2t +2) = A (t-2X1+ 13+ B(1- IXI+1Y +c(l- fX2- <X +")2+

+d(i- rXi+9& 2)+£(1- <X- 2)
munosabatni hosil qilamoiz. (i)xirgi itgnglikda t=I,t=-1,t =2 giymatlarni

ketma-ket qo‘yib, a:—",e:—,b:——(’ ekanligini topamiz. D koeffitsi-

yentni topish uchun,

2t +)=aq- A+ty +B3(1- X +03+C(l- o -- A+ +

+D(I- xi+t\t- 2)+ £(1- txt- 2)
tenglikning ikkala tomonini differensiallab, so‘ngra unga t=- 1 ni keltirib
go‘yamiz. Differensiallanganda tenglikning o‘ng tomonida <=-1 da
nulga aylanmaydigan hadlarni yozib olamiz:

4t +4=D[-24(t- 2)1+ E[-(t- 2)+2- n]

Bundan /=-1 deb,o=-6D+5£=-6£>+3—,o = B ekanligini topamiz.

Xuddi shunday, C koeffitsiyentni topishda ham,
2t(t+2)= A(t- 2\ +tY +5(1- tXI+1)3+ C(I- tX2- 1\1+if +
+D(I- IXI+%&- 2)+E(I- tX>- 2)
tenglikning ikkala tomonini differensiallab, tenglikning o‘ng tomonida
t=1da nolga aylanmadigan hadlarni yozib olamiz:
At+4=4(1+D3+3(t- 2X1+'Y 1+B[-(1 + )3 mC[-(t- 2X1+ty -] +
+D[-(I'+iX{-2)]-£(i-2)

Bundan, i=i deb olib,
128 S 1 17 e .
8=-47-8R+4C+2D+£ =3+—+4C+—+-, C =-—--- bo‘lishini topamiz.
27 9 3 108 r
Demak,
rx-Jx2+3x+2 =3 ._,|_16u4 _2|_iLyj .

. +C
X+WiQ+3x +2 4 1 127 1 1108 1 118r+l) 6(i+1-
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bunda, t="x2 +§x+2.
X+

4.5. Binomial differensiallarni integrallash.

4.1-ta’'rif. Ushbu x™(@Hx'f<&ko‘rinishdagi ifodaga, binomial
differensial deyiladi, bunda a, b - haqiqgiy sonlar, m, n, p - lar esa, rasional
sonlar.

jxnfatox Ydx (4.4)

ko‘rinishdagi integralni hisoblash, quyidagi uchta holda, rasional
funksiyani integrallashga keltiriladi:

1-hol.p- butun son. Bu holda m,n kasr sonlar maxrajining eng
kichik umumiy bo‘linuvchisini s orgali belgilab, (4.4) integralda x=r
almashtirish bajarilsa, integral ostidagi ifoda rasional ifodaga aylanib,
(4.4) integral rasional funksiyani integrallashga keltiriladi.

2-hol. n- butun son. Bu holda (4.4) integralda a+bx =t\ (s son

-p kasrning maxraji) almashtirish bajarilsa, integral ostidagi ifoda
rasional ifodaga aylanib, (4.4) integralni hisoblash rasional funksiyani
integrallashga keltiriladi.

3-hol. -"rq+p-butun son bo‘lsin. Bu holda (4.4) integralda,
ts=ax~""+b (i son -p kasrning maxraji) almashtirish bajarilishi natijasida
rasional funksiya integralini hisoblashga keltiriladi.

4.6-misol. JVx(i+\ixfdx integralni hisoblang.

Yechilishi. Integral ostidagi ifoda binomial differensial shaklidagi
ifoda bo'lib, bunda «i =i, «=j,p =4. p-butun bo‘lganligi uchun, 4.5 -
banddagi i-holga asosan, t=8x, x=t6 almashtirish olinsa, integral
ostidagi ifoda rasional ko‘rinishga keladi:

V(1 +VXFAX =Ji3(1+12)6t3lt =67 I8 +4i2+6i" +4t6-+t1)dt =

= t_,-5.+f1___f_]}+6'_!3+4'_ r_]5+_t17i\+0’ =

gl 1 15 17]
=2 420 1385348 i1y Wy
3 u 135 17
2x4x +  xn/?+M x tix +~x2x+ -~ x 2\[x* +C.

4.7-misol. Mgy integralni hisoblang.
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Yechilishi. Bu holda, m=-5.n=4,p:£ bo‘lib, r’v\l-: 4—:-I

butun bo‘lgani uchun, 4.5 - banddagi 2-holga asosan, I-x4=r
aimashtirish olinib, integral ostidagi ifoda rasionallashtiriladi:

ji’\’w x=ix-H [-x Adx[x ={l-+t26dx =~4\-t2)4dt] =

t'dt .
1f1-;2-1" Nrde |1 d
=] (i-7)2" Ih-12 23(-/22

= Al ipNinkH(Hn]L ] L -linfi+, pe=

141 . I+i 1 t
Iy g1+() : LBT
bunda, r=m-xA
4.8-misol. j\Jx(i-x2)dk integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integralda m=n =2, P=3 ’\ift\-+p =\butun
bo‘lgani uchun, 4.5 -banddagi 3- holga asosan, -4-1 =r3 aimashtirish

bajarib, hisoblaymiz:
1
TR i+ 15
- Xadx =Jx3(|- Xaadx

20f + A

1
i3+l

i+ 0T 1 nowdl=

3 r . t3 j 3c t3

=tJ~ il3 tfh ¥ —
m (I+i36++2 (1+i)

Brdn 3r dt Br af £ d

~"PRATH(1Hp),_ 2/MWXM2~+D)+2 (I4+)Ar- i+)2

Oxirgi integrallarda, integral ostidagi ifodalar to‘g‘ri kasr bo‘lgani
uchun, ularni noma’lum koeffisientli sodda kasrlar yig‘indisi shaklida
tasvirlab, so‘ngra noma’lum koeffisientlami topib, sodda kasmi

integrallash usulidan foydalanib, integrallarni hisoblaymiz:
1 A_  Bt+C

N E -ithl) [+t+12-t+\"
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bunda, 1=A(i2-f+1)+(fii+c) (1+1), i=n(r- (+)+(flf+c)(I+i) tenglikda
<=i deb, a=j ekanligini topamiz. t ning birxil darajalari oldidagi
koeffisentlami tenglashtirib, quyidagi

t2 0=A+B
t 0-~A-\-B+C
" 1=A+C

sistemani hosil gilamiz. Bundan, c=~, B =-; bo'lishi kelib chigadi.

Xuddi shunday,

1 _ A B Ct+D  Mt-N
A+D)2r -0 +02 1+ +(1+/2+2-1 + +(~_(+1)2

va

1=A(l+t)(t2-i +1)' +B(t2- i +1)2+(ci +D)A +if (i2-i +1)+(Mi+JIV)(l+f)2
tenglikni hosil gilamiz.

Oxirgi tenglikda t=-1 deb, s =] ekanligini topamiz.

1 =A(+t)(12-1 +N)2+B(F2~/ +1)2+(ct +E)( +1)2(i2- t +1)+(Mt+ N)(I +t
tenglikning ikki tomonini differensiallab, t=-1 da nulga aylanmaydigan
hadlarni yozib olamiz:

0=a{2-t +tf +B2(2t-\j(2-t +\)+....
Bundan <=-ideb olsak, o=951-18ii, A=] bo'lishi kelib chigadi.

1 =A(+t)(t2-1 +1)2+B(r2- i +1)2+(ct +DXI +i)2(i2- 1+ 1)+ (Mt +N)(1+1)2
tenglikning ikkala tomonidagi t ning bir xil darajalari oldidagi koef-
fitsiyentlarni tenglashtiramiz va

i5: 0=A+C
i4: 0=-A+B+C+L
i3:0=A-2B +D+M
t2 :0=A+3B+D+2M +N
t :0=-A-2B +C+D+M +2N
t° 1=A+B+D+N
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemadan , C=~j, D=I, M=-I, N=-I

giymatlarni topamiz.
Demak,
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3m 3V 2
Shunday qilib, berilgan integral quyidagicha hisoblanadi, ya’ni

INfAT7]dx =-yIn]l +fl+i In|i2— +}—Ej=aretg-j={t- i j +

1+rl ----- ?l‘ull -1, +\\+—j——aI’Ctg—_|2-—f 9

+—3=—|—----2—J— +—2'r=arctg—%:\i - —"+C:
/31 _jv. 3 3 *p/f31 A

L1131 o | 1 5 n

2l Syp i ed L Soorag -4

21 i 2(1+d+2\)3 rg\) M
1

3 {2 4+

43 +3

4
bunda i =a4--1.
4.9- misol. j "=;= integralni hisoblang.

1 md 11

Yechilishi. Bu holda m=o0,« =4, p=— = +p =---=0 bo'lgani
4 " 4 4

uchun, 4.5 - bandning 3- holiga asosan, 1=V*4+1 = G- almashtirishni

bajarib, berilgan integralni hisoblaymiz:
h— =[x= &A— )9, dx =-f3if - IH dx] =

- iriJ
Vool 411 FTE-1) 20F +L

i+
.n -Narctgt+C,
/-1



bunda t=\bx4+1"

Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagi integrallami hisoblang:

4.1.T - 4.2.l - .
n/x+Vx \[x +4x
4.3. f— 4.4,
1+VI+1 JTLAH
4.5, Jf-
Arx+2n[x +n[x | +Vx+T
7. 48.j ~ L .
J X+ -1 341+]+-Ix-i
49.f, | a 4.10.
IXI/ N JVx+2 X
4N12.K"2)™n
4.13. 4.14. f
Jvx+5x! j(E+T 1 x’

415, froemr il —
J (4x- 3)V4x 3

Quyidagi integrallami (Eyler almashtirishlaridan foydalanib)
hisoblang:

4.16. 4.17.f = . 418.f ax
j(1+n//x?+2x +2 X%4X?+24X 43 3 (I-r-]x)VI +X +X2

4.19. f----- () 420.f . * . 4.21.] f
X+n/x2-x +1 Xn/x2-x -5 X+VX~-x +4
4.22. [-=£===. 4.23. f
X2+X-X 2 N/ (6x-8- x2)3
4.24, ) e e - 4.25. J-
(X- 2)7M(7X -x 2~ IO)3 VI-2x-x2
4.26.f 2yi~3y A 4.27. f X2~5x. dv.
nx2- 2x+5 V3-2X-X2

Quyidagi  integrallami, binomial differensialiarni integrailash
usulidan foydalanib,hisoblang:

4.28. V(i +i/X) n. 4.29.3°=(Vx-1) n



4.32.‘J \J7

4.34.{n 9 fi+i[7dx.

4.36. IX3IFTTSdx.

4.38.f %
I Xi/1
4.40. f— t==-
M
R
4A2\-7E=dx.
-1

2353 *
Xj\ +X

4373—7 &
47\ 2+\IT"

4.39.1-=-=,
i +7

4.41.f f*

4.43. Jje" (I+X)" 2dx

Quyidagi integrailarni, J3(x,Vx2+a2)&, J/xVa2-x 2}& ifodalarni
integrallash usulidan foydalanib, hisoblang:

4.44.§9 -x 20
4.46. JVa2-b x2dx
4.48.f  dx ,= .
V(a2- & x2)5
4.50. IXY/(a2-b 2x2)"dx.

4.52.IX2\j4-x2dx.
4.54. JJA+x~dx.

4.56.]V(9 +x2)! rfx.
4.58. IxV(a2+eX2)\"<fa
4.60.J’\|6m_5(-g,t.

4.62. JMa2gbX2 5

4.45. j n/9- 16x2dx.

4471 ¥

449, f—==£=,
Wa2-i‘x2
4.51.jV Va2-b 2dx.

4.53. IX30/(@2-b 22)"dx.
4.55. ) /a2 +h2x2dx.

4.57.]1 8/ (a2 +b2x'-)3dx.
4 .59 .28 -

4.61.
Joor

163, 81/4+x2iI

Quyidagi integrailarni hisoblang:

4.64.f-i=¢=.
4.66. f
JVa2—b2x2

4.65.

4.67.{NiL"x.
1n/4-x 2



4.68.] rax. 4.69.J -dx.

n/a2-b - n/a2-b 2r
dx dx
4.70.J - 4.71.]
x'da~ -b 2x2 X"'-Ja2—b X2

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
4.1. 2VT-4VX +4in|Vjc+l|+C. 4.2. 6[y.Vi-yVI+V*-In|l+¥1]|]+C.

4.3, 20/x+T- 2IN|T+T+Y+C. 4.4 . x+1- 2VT+T+2In|Vi+T +2| +C.

4.5.270/1-37x-8"7 +6VI+48 P++31n(1 +'V x)+yIn(V I-Mx +2)~

4.6. 6t-3t2+yid+j<5-y i7+3Ln(I+i2)-6a/rigf +C, t =%x+1

4.7. x+HAn/x+1+H1n|n/x+1-1] +C. 4.8. yx2—y xx2—1+y Injc+4x2-1]+C.

4.9.6 [VX- 2 Inx+In(Vx+1)-arctgifx] +C
X-2

4.10. m*’ -larctgt +C,  t-
I-t X+2

4.11. M0 -N-+c, i=B N F412.001- 0, 71-x 2-arcsinx +C.
4 f+2 "r -4 V v+1 1 2j

4.13. 4.14.4 Vx-6 Vx+12 $x+2Injxj-361In (~ +1)+C.
4.15. ~ v A 35 +Avr a +C

96 16 327473
4.16. In(x+1+/X" +2x +2j° +C.

X+2+VX2+2x+2

4.17.-LinjE£44*2+4Y+3- N +c. 4.18.-2<»V +jWI+* =%, +C,
v3  2X+nl4x2+4x+3 +V3

4.19.2inff}- )é'rlf ¥ylé/|n||+]|+c bunda /=—--+H—

Mx2-x+5 +x-yi5 +C

4.20.-i=in /
M5 /X +5 +x+yi5

4.21.8 A+ y hi< - -y-Inji+1+-"y +c, bunda X+4 +2

4.29 —_Lin V2+x-x2+V2 1 +C. 4.23. 2(x-2) /1/6)(-8-x2+
"0 X 2v2 n/6x-8-x 2 X-2

4.24.All-2/-—1+c, bunda ,="E+EE.
2711 3] X-2
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4.25.—3- xW I-2x-x2+2arcsin?i+C.
2 2

4.26. X4x2~-2x+5-5In(x-1 +4x2™-2x +t}+ C.
4.27.u arcsmz"--§3 x-19yl13-2x-x2+C. 4.28. I7r 73+Ex"'6+3x4,3+c.

4.29.6 4x +- XN 14X 430, _eC,
2 4x+i 40 JVi-i)3 (Vr-i)d
4.31.3 _H —i—)+c. 4.32.2(1+Vi}L2+c.
i+4N  i+40 v
433 - VX2 VTTT . 2 VI+x3+x
6 x +S arcl8  4ix

-In1- VIFP VI +C. 4.34.i(i+V7)7n-(i+V7)43+c.

4.35.-In A+Xr-| +C. 4.36.—+— +c, t=4i-3xl.
3 M+x3+1 42 24

4.37\Z(2x'34+i)2+c. 4.38.-In— +-a>-cfgi+C, bunda (=vTh
v 3 f+1 3

+t VTh

4.39.—4In i i —arcig +C, bunda t

4.40.-f4--i"+c, bunda t=JI+-, 4.41.—y"—r"+c.
4 9 vV X 2(V* +1)'

4.42.7+5—i5+i+c, bunda ;=Vx2- 1

4.43.16)--+-§-4£C, bunda t=A ~ . 4 . 4 4 . +"rsinfé+C.

X

4,45, v 19 16)(2+Earcsmiy|(: 4.46. -X-y-q-z-:-f-s--zé-2-+—a|=2ar(:8|n£+0'
2 8 4 2 26 a
447. * chas. " =+c. 4.49.-.n "4a2EAX Lo
aUa"'-b-x2 a bX
*
4 5%, J(,a(g___tg_zg;d) Y.a. 51{-1----2-9?’5--- AX fas- b-IZx-E+ arcsuH b, ¢
m+ a

N(2-b %2)"™A  a2y/@2-b %2)™
(»i+4) 64 (m+2) 64
x\/a2 +62x2

4.52.2arcsin—2—je2>/4—jr2 +C. 4.53. -+C.

xXV4 +x:

4.54. ‘w2InX+VA+x* 1+C.4.55. +Af]&*Wa2+622[+C.

4.56.45x+2x" J9 +x2+H  Inix+V9+x21+C.
8 8 | |



5a2x +2b23

4.57. mja2+b2x2+ _  Inifo: +IJ'a’\+b’\x2}+C.

8b

4.58. +C. 4.59]a2+bX2-aln 2 *Ia2+bx2

(m+2)b bx

+
4.60.Vi6+y2-4 I TNOTX2 0 g6 +lnlic+V25+  1+C.
4.62.— —1EJL .+Db \tibx+'Ja2~+Tx2\+C.
Y

4,63 . - -un2tAY coues o ac

2x- 4 49 -X1
fos. ---)5{1-{-2-5--2(--g+£5ar03|n—+c £.88 Y2622, ag oo e

2 2 Ib2 2b5 a

4.67 -7V W+ c.4.68.-2-+f-rl +C.

3 36

4.70. - O"Q?BZF +C 4.71.-g|34_z;’;":.Va2-6V+c.

5-8. Tarkibida trigonometrik funksiyalar gatnashgan ifodalarni
integrallash

5.1. j"/Asndcosx)dx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash. Ushbu
Ji2(smr,cosx)dir (5-1)
integralni garaymiz.

A(sinxcos.i) - sinXva oosy larning rasional funksiyasi bo‘lsin. Bu
holda (5.1) integralda t=tg- (-k<x<x) universal almashtirish olinib, uni
hisoblash, t ga nisbatan rasional funksiyaning integralini hisoblashga
keltiriladi. Hagigatan ham, quyidagi

_ A 2t
SMi =17 8= +r Y (32)
munosabatlarni e'tiborga olsak, (5.1) integral,

JB(sin x,~x)ax =
ko‘rinishga keladi.
2) R(-sinx;cosx)=-B(sin x;cosx) bo‘lsa, u holda, r =cosx, x€ (@ x)

almashtirish bajarilsa, (5.1) integral ostidagi ifoda, r ning rasional
funksiyasiga keltiriladi.
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3) ft(sinn;-0msX) = -/;(Sin f;cosx) bo‘Isa , Uholda, r=sinx, xe"-y; —
almashtirish bajarilsa, (5.1) integral ostidagi ifoda, ; ning rasional
funksiyasiga keltiriladi.

4) A(-sinx;-cosx)= AsinxcosX) bo‘lsa, Uholda, r =tgx, xe ~~j yoki
r =cos 2y almashtirishlardan biri bajarilsa, (5.1) integral ostidagi ifoda, r
ning rasional funksiyasiga keltiriladi.

5.1-misol. Ushbu P vy integralni hisoblang.

Yechilishi. t=tg~ universal almashtirish olib va (5.2) formulalarga

asosan, uni t ga nisbatan rasional funksiyaning integralini hisoblashga
keltiramiz:

fl_ dx —2] a I at 2arctg —(tH—) C—
Jsinx+2cos*+6 Mr.+ 2f+8 2 ,+\y +31 V31
| - -
4) 16
2 4 . o 1 _
N adCdllitg2 +4)+C-
5.2-misol. Ushbu f—~ — integralni hisoblang.
Jsin xcosx

Yechilishi. Agar ——-----ifodada cosx ni -cosy ga almashtirsak, u
sin XQOO8X

holda, uning ishorasi, garama - garshi ishoraga o‘zgaradi. Shuning
uchun, t—sinx, x e f-j: yjalmashtirishni olish qulay bo‘ladi. Bunda,

y =arcsini, dx=_:1—dt, cosy =-/I-sin2x =1/i-f2,
VI-f2

va
f & _r 1 1 _f ad
Sin4XCOSX W 4(1-i2)
t ordt_r dt 1 1 t } 1+sinx
= - - —— = — — +C — - e ———
Nhr'C%TTu.J 31l ti_ln -t 3sinx.  smx 2 1smx

5.3-misol. Ushbu f—rdX ~ mintegralni hisoblang.
Jsm' xeos* X

Yechilishi. integral, ostidagi ifodada sinx ni -sinx ga
almashtirgan-da, u o‘z ishorasini teskarisiga almashtiradi. Bu holda 2)
almashtirishni, ya’'ni t=cosx, xe (0;n) deb olish qulay boiadi. Bunda,
X =arccost, dx=—. .. dt sinx =41-cos2x =yll-t2, sin3x="/(I-cos2x)3 ="/ (I-r2)3
wvki2
va

63



e s x = VA 237 <" zal % =f 4 4T
=—1H'—+In'+t . 1 41 Ir]1+cosx
f 2 eosx 2 1- eosX
5.4-misoj. Ushbu i— snxdx— integralni hisoblang.
J 2sinx +3cosx
Yechilishi. Integral ostidagi ifoda, smi va cosx lami ,mos ravishda,

—sinx Vva -cosx larga almashtirganda, o‘z ishorasini o‘zgartirmaydi. Bu
holda t=tgx, ji

+C.

almashtirish bajarilib, berilgan integral ostidagi

ifoda t ning rasional funksiyasiga keltiriladi: x =arctgt, dx=~ ~ va
C  sinxdx

_r togxdx _ tdt
J 2sinx +3c0sx

ltgx +3  (2f+3)(1+¢2)"

~4— -r to‘g‘ri rasional kasrni, noma'lum koeffisientli $36
f+3)(1+1 )

ko‘rinishdagi sodda kasrlar yig‘indisi shaklida tasvirlaymiz:
t _ A Bt+C
2f+3)(1+/2)~ 2t +3 + 1+f2
noma’lum koeffisientlarni topish uchun, yuqorida

ko‘rsatilgan noma’lum koeffisientlar usulidan foydalanib, chizigli
algebraik tenglamalar sistemasini yechamiz:

Undagi

V21  A+2B =0,

t\ SB+2AC =1 =>A=-—B=—,C=

¢ A+3C =0, 13 13 13
r o sinxrfx :r[r A +I§f_:§|di:___§_[__qg_+‘_lr3_|_+%

JZSmx +3c0sX J 2r+3 1+ 13 2i+3  13] 1+r

In|12| +3|1+— In l+12H————arctgt+C —e In123|nx+3005| 1—2 x+C.
5.2. Jsina'xcos/?xd.r,

t = Al +12)+{Bt+C) (2t +3)~

Jsinaxsin/?xi&, Jcosaxcos/?x<ix KO‘rinisllidagi

integrallarni hisoblash. Bu integrallar ostidagi ifodalarda, quyidagi
sin oxcos ftx =i[sin (a +p)x+sin(a- p)x\ (*)

sin axsin px =i[cos(or - p)x- cos(or + p)x[

eosaxeos Px =" [cos(or +p)x +cos(a- p)x\
formulalardan foydalanib, ularni integrallash mumkin

5.5-misol. Ushbu sinc ¢ ¢ ¢ o s integralni hisoblang.

Yechilishi. (*) formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:

64



5.3. jsin" xcos” xdx (n, me Z) ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash.

l. n,m - lar manfiy bo‘Imagan juft sonlar boigan hoi. Bu holda,
darajani pasaytirish, ya’'ni

formulalar go‘llaniladi.

Il. nm - lar natural sonlar bo‘lib, hech bo‘lmaganda ulaming
birortasi tog bo‘lgan hoi. Bu holda, misol uchun, m toq bo‘lganda,
sinx— ; n tog bo‘lganda esa, cosx=t almashtirish olinadi va
| —eos2x —sin2x YOKi |—sin2x —eos2x formulalarning biridan foydalanishga
to‘g'ri keladi.

lll. n, m - laming ikkalasi ham butun manfiy bo'lib, k] va K|
sonlarjuft yoki toq bo‘lgan hoi. Bu holda tgx=t yoki ctgx=t almashtirish
olinib,

!L+tgg< - -C-ESAX !l+ag%< e
formulalarning biridan foydalaniladi.

Ushbu
sm v COos
integrallar ham, 111 holga keltirilib hisoblanadi.
Hagigatan ham,
fdx 1
in"* 2M _ ., X 2"™1)8ld" ucos u

sin”—cos" =—
2 2

IV. n, m - butun manfiy sonlar bo‘lib, i va [ sonlarning biri toq
bo‘lgan hoi. u holda, agar Y\ - toq bo‘lsa, sinx=r, |- toq bo‘lganda
esa, cosx—t almashtirish olish magsadga muvofig bo‘ladi. Ba’zi hollarda
wva Y laming darajalari katta bo‘lganda integral ostidagi

funksiyaning suratida | ni sin2*+cos2* yig‘indi bilan almashtirish qulay
bo'ladi.

V. n - juft son, m - esa, butun manfiy son bo‘lgan hoi. Bu holda
sin2* =I-cos2* formuladan foydalanib, integral
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dx
' e0s" x
ko‘rinishdagi integralga keltiriladi.
m- juft son, n- esa, butun manfiy bo'lganda cos2x=i-sin2x
formuladan foydalanib, hisoblanishi kerak bo‘lgan integral,

f— ,aeN
Asina x '
ko‘rinishdagi integralga keltiriladi.
VI. n - tog, son m - esa, butun manfiy son boisa, bu holda eosx=t

almashtirish olib, sin2x=i-eos2x formuladan foydalanish kerak.

m - tog, n - esa, butun manfiy son bo'lganda almashtirish olib,
eos2x =i—sinlx formuladan foydalanish kerak.

Ba'zi hollarda, ya'ni Jva |} darajalar etarli katta bo‘lgan
integral ostidagi funksiyaning suratidagi i ni sin2x+cos2xga almashtirish
qulay bo‘ladi.

5.6 - misol. Quyidagi integrallarni hisoblang:

1)Isin4xc032xdx; 2)jsin3e052xdx; S)Igihrm::

4 )JJ %I(‘)‘s.*; o 5).]J si‘nvx o G)JJ ;1 Ax o 7)! Sin“ X_](-SBSSX_
Yechilishi. 1) Bu erda n=4, m=2 bo‘lgani uchun, 1- holga asosan,

sm x ~(i-cos2x) formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:

2
t. . , e . _Irl-cos2x I-cos4x . _
Jsm XCO0S de—4—JrWn X sm 2an—4J\ 5 5 ak =

=—1J(I- eos4x- e0s2x +e0s2x eos4x)dx =

=—X——sin4x- —sin 2x+1— f(eos2x+eos 6x)dx =

16 64
=1 X ————l—sm 2x—————1—sm’4x +-L sm2x—|————1—— sinéx +C =
16 32 64 64 162

=—1x ————— sm2’x—————1—si‘n4'x+—\—sin6x+C.
1 64 192

2)Jsin3x-cos2xdx integralni hisoblashda 1l holdagi almashtirishdan
foydalanamiz: bunda «=3, ya'ni u toq bo‘lgani uchun, eosx=t
almashtirishni bajarib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

Jsin5x-cos2xdx =--jsin: xcos2xdeosx =-j (|- eos2x)cos2xdeosx =

=-] J\eos— X-COS X|dX—---€9§% +_t_co§5_x tC.
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3) integralda « =3, m=-5bo'lib, Hva |jlarning ikkalasi ham tog
bo'lgani uchun, Il holga asosan, cigx=i aimashtirishni bajarib,
i+c(g2r=;iAF1[X- formuladan foydalangan holda hisoblaymiz:

f ! dx=r * - dct&

Jsin XOB X Iy OBX 616 ag x-
(I+cfgx)’
f(I+ctgxfdctgx _ (I +lu2)3du
)’ oX &
3 +§+u ol
=-] u u u I=c(gx
Llos 1 e 9 C4c

4 ctg x 2 ctg x

4) integralda » =5 m=-2, ya’'ni n - tog, m - butun manfiy bo‘lgani

uchun, VI holga asosan, cos*=/ almashtirish olamiz va sin2x=i-cos2x
formulani qo‘llab, integralni hisoblaymiz:

rsin” x~ __j-sindxrfoosx _ r|l-cos2xfdcosx _ j-1-2u2+« fldll
ACNS2y J ms2r y ¥ iR

B —+2005x-- "2 X

cosX 3

5) K x integralni  hisoblashda, sinx =2sin|cos- formuladan
foydalanib, uni quyidagi

Mk 1.
sin5* 24 SjnS£cqs5E ZH;ns«cos'U
2 2
ko‘rinishga keltiramiz. Keyingi integralda «=-5, m=-5 bo‘lib, « va m
laming ikkalasi ham toq boigani uchun, Il - holga asosan, ctgx=t
aimashtirishni olish qulay boMadi:
— dcetqu
r-4-=i-f | +ctg2u =
Jsintx 244 cfg umin u cg 16
1 r1+-4r2+6r4+4r6+rs<
16
1,4 1,2, 300,32, 1.4

+—=:"+C
64 8 S 118 64

6) integralda =3, ya’'ni n - butun manfiy, m - tog bo‘lgani
uchun, v holga asosan, sinx =<almashtirish olamiz va cos2x =i-sin2*
formuladan foydalanib, integralni hisoblaymiz:

fe =
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r«>s3x Ml —sin2x)dsin X _ -(1-u 2)du
Sth2x sin2x u2

—|m du-jdu —u+C --sinx+ C.

7) integralda n=-2,m =-3 ya’ni nva m manfiy sonlar bo'lib, v toq
boMgani uchun, IV holga asosan, sinx =« almashtirishni olib, integralni
xisoblgymiz:

l 1 ., oosx .dsinn _r u

in ncos ¥E=sin n cos x T eim\wl=sin2y2 3 u2(1-u2)2
du
Hu2(1-u)'(1 +u)2

Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni hisoblang:

5.1.Je0s2xdx. 5.2.1 e0s3pxdx. 5.3. Jsin3pxdx.

5.4 .j&os4pxdx. 5.5. Jsin3xdx. 5.6. | igdix.
cfxdx. 5.8.1 eosbxdx. 5.9.1 sin4pxdx.
,1 e0s7xdx. 5.11. jctg4xdx. 5.12. jsh 2dx.
,J shixdx. 5.14.1 ch shxdx. 5.15. jeh2xdx.
. Lsh*xdx. 5.17. Jchixdx. 5.18.1 ch*xdx.

Jsin px cos gx dx, j sinpx singxdx, Jcospx cos gx dx Ko‘rinishdagl
integrallarni hisoblang:

5.19. feos 5xeos 9.xdx. 5.20. Jsin 5xsin 3xdx.
5.21.Jcosacos* dx. 5.22.)sm7xeos3x dx.

5.23. {sin3xcos5x dx. 5.24. Jeos pxeosgx dx.

5.25.1sin pxsin gx dx. 5.26. Jsin pxcosgx dx.
5.27.1sinxsin2xsin3xd!x. 5.28. Jeos X eos eos 5:x dx.

5.29. fsinxsin —sin—-dx 5.30. Jeos2arcos2bxdx.
5.31. Jsin32xe0s23xdx. 5.32. Jcosxeos2.reos5.rrix
5.33.1sh2xsh5x dx. 5.34.1chRxchixdx.

5.35. IskixchSxdx. 5.36. Jsh(2x +3\sh(2x +5)dx.

f A-f & ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:

J 4|n r Jcos™ X
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537.r
Jsmx

5'A'O'J‘sin X
543.f *

Jeos x

5460,

5.49. \-EL.

Jch x

5.38.j

sin x

S Jan x «

5.44,

Jox

5.47. NEL.

sh'x

5.50.

Jch x

3. Ji
5.42.]’6(

*
5.45. JrCCSx'

5.48.f*
3sh x

5.51. \"dx‘

ckx

f->—qx, fsin x ox ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:

J sin’ X J COS* X

5.52.

1COSX
554 \~dx.

J COSX
5.56 X9 § .

J COS X

5,58.f~d x.

J Cos X

5.60. f ™MAdx.

cos X

5'62'J <ny

5.64.

J sin-x

5.67. fS’\J de

sin

J shgx chgx

5.70.

J chx

5.73.

Jch x

5.76. rf*IEA

Jceh x

5.79. [—

b jsix

582 fe" dx .

J i/1X

5.74.
5.77.
5.80. i

5.53.

1COSX

555.fA fc
Jycos x

557, A% x

J COS' X

559.irdx.
COS X

5.61.

J sinx

5.63*rQJI"_\dx.

5.65.NM<&.

Jsin x

5.68.\ ~ dx.

J sin

571.f— ax

J chx
fefc
ch‘x

Len x

shx

5.83. Ie A gx .

sh‘x

69

566. ~n.

J sin x

5.69. fLLl,+cb.

«in&yv

{’\ -~dx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:

5.72.\ ~rdx.

J cfrx

575. [~ ¢ x .

ch'x

5.78.

3ehax

5.81.
5.84.

J JA2X



5.85. \& 5'86'J\sﬂ c)i(x. 5.87.j’§\ﬁA>((jx.

s}rzx
5.88. 5.89fA fc
J sh*x J shax

Jsin>ccos* xdx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:

5.90. Jsin3.reos2dx. 5.91. Jsin2neos3xdx.
5.92. Jsin2rcos4 xdx. 5.93. Jsin3Xeos xdx.
5.94. Jsin5.reos2xdx. 5.95. Jsin3xcosxdx.
5.96. Jsin4xoosxdx. 5.97. Jsin4xcos2x dx.
5.98. Jsin41 eos3xdx. 5.99. Jsin4xcos4x dx.
Jsh'xch'xdx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:
5.100. jshxchx dx. 5.101. Ash2xch2x dx.
5.102. J shaxchAxdx. 5.103. Jsh*x ch2x.
5.104. J/t3 chaxdx. 5.105. jsh'xc”xdx.
5.106. Jsh'xchax dx. 5.107. j shaxch4x dx

J , odx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:
Sin' JAOB x

5.108. & 5.109. f- ™ 5.110.f- %
sin xeosx sinxcos X
5111}  * ro &
sin eos4 x SiN2xcosx
5.113. f— &
J°8M' Xcos X
5114.) £
£052X 4sin2xcos4x
dx
5'116'1@11 XCOSX
fodx r dx _dx
5'117'J| sin eos* Jt J sin3.reos3x 5.119. Jf§| 4TCOSX
5.120. f— dx f ' dx r dx
J sin- ATCOS" X sindxcos4 X Sin4xcos3x
f— ko‘rinishdagi integrallarni hisoblang:
i shpxchax
5.123. f- & 5124.) * 5125.) %
" shxchx shx ch2x shx ch'x
dx Adx - dx_
51126~ K ch x® SA2T [ o 5.128. fim
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5.129. .130. f-. . 5.131.f idx-i .
Jshx ch x

sh xchx Jsh x ch X
5.132. f— —. . f—" 3. 5.134. f--N —
sh chx *sh x ch x *sh xch x

jAGINX, cosydx,  (bunda  R-  rasional funksiya) ko'rinishdagi
integrallarni hisoblang:

5.135. f— 11 05136, f
J3+5cosx ' "
5.137.f f . 5.138. f )
J5+4cosx 443 +5sinx’
5.139. Jf;_ng.n.x..- 551”4)0J£+3smx
5.141. J;%& S ]chJea_+bS|n X
5.143. f * . STV O —
J 4cosx +3sinx +5 J sinx +3cosjc+5
5.145, f- & — . 5146, f35'"J° "2008X
J 5-4sinx+2cosx -1 1kcosx
5147';‘35@?13@?%‘ 5.548. Ié\glnx 4cosx
5.149, l
a+icosx +csinx

5.150. Ushbu /,,:J ------------ —fa- +63*0,netf) integral uchun

(acosx +Asinxj
. 1 f asinx-bcosx , > 1
N BTN, er] (@cosx-6sinx," +in~2 K ->}n>i
rekurrent formulani isbotlang, uning yordamida

J,, =\-----——— —integralni hisoblang.
J (2cosx +sinx)

5.151. Ushbu jn= inﬁ)sxﬂ)) -(ay6l, nen) integral uchun

1 { asinx
(ji~ifa2-b 2)f (acosx + b
rekurrent formulani isbotlang, uning yordamida

A i Tsmang O<C<D 2 vl
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integrallami hisoblang.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

5.1.-X +-sin 2x+C.5.2. —sinpx—-sin 3/x+C.5.3.* GxBpx—-cospx +C.
2 4 p 3p 3p p
5.4.—%( +—l sindpx+C. 5.5.- cosx +2—COS3X—1C055X+C.
§ 4p 3 5
5.6. 6) w g X +InJcosx] +C,5.7.-ic<g2-In|sinx| +C.
5.8.sinx- —sin3x+—sin5x +C.5.9. — - —sin2px+— sin4px+C.
: 3 5 & np 32p
3 1 1 .
5.10.sin x—sin3x+gsin3x—7 sin7X+C.5.11. C'[eX—3 ctgX +x +C.
5.12.Ish2x~?+c.5.13. - clvc+éch,x+c.
5.14.ic/'4x+C.5.15.—sh2x +—+C. 5.16.-X --slixchx +-sh & chx+C.
4 4 2 8 8 4
5.17.i/ix +-3i/!3x+C. 5.18. éx +éshxchx+zshxch*x+c.
5.19. -sin4x +—sindx +C. 5.20.-—sin2x-—sin8x+C.
8 28 4 16
5.21. —sin3x+—sin5x+C. 5.22.- -cos4x ——<co0slOx +C.
6 10 8 20
5.23.- —cos8x+—¢0s2x +C.
16 4

5.24.8 N +Sipr N +C, (p2* ,2;
2(pt+q)  2{p-9)
525 sin(p+g)xsin(9-p)x (2

2(p +q) 2(q-p) " f

5.26,- c"z%:(gx- G%quq)x+c, gpz*gZ} 5.27 ” " 8
528 sin9x.i§in7x sin3x_,sinx rC

I 1

36 28 12 4

£.59. icosz(------3- cosé-)g-----a- cosﬂ( +3 cos-l-l-z(- +C:
2 6 10 6 14 6 22 6
rmox. sin2ax \ sin26x . sin2(a—62x sin2(a +6)x

L b S el At et S O
8a 86 16(a-6) 16(a +6)

5.31.-—c0s2X +— c0s4xX +— c0S 6X — — Cc0S8X + — - c0s2X +C.
16 64 48 128 192

5.32.isin 2x+—sin4x +—sin6x +—sin8x+C. 5.33. —shlIx- —sh3x +C.
8 16 24 3 1 6
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5.34. —shlOx+~sMx+Ci 5.35.—c/i8x- —¢li2x+C.
20 16

5.36.~"ch2 +sh(Ax+§ +C. 5.37.In'g. +C.

g38. . g +c.5.39.-  —ctgx+C=- 1  -ctgx+C
Jsin X 2 9% ' 3sinax 2 0% 3ctgax ot
.44 CCBX ----- 3 --(_-:gi+-sl’nigz(+c.
4sin X 8sin x 8 2
5.41.- ~ctg5x - y ctglx - ctgx+C.5.42.in +C.
SAB_Z_C_E)_S_X Jn/g = ); +C. 5.44, Sln*x+ tgx+C——tg X +tgx+C.
65 ML I KX
"7 4cos x scos"x s 7ty
548, 55'”X—+—tg'x4+—tgx——tg w+ 2P XHGX +E
cos’ x

547, 9% Ly, X,c 5.48.- —cth"x+ct||x+C
2sh X 2 =>g2

5.49. :20h'x. ?arctg(shx) +C. 5.50. —g—th, X +thx+C.

5.51.-Zch2x-\nchx+C.5.52. -sinx +In 21 —————— +C.

5.53. —cos2x-In]cosx] +C. 5.54.isin 3x-sinx +Intg]’_n—+£ +C.
4 2

5.55. ——+¢.5.56. tgx-x+C. 5.57. cos Xh— —mHC.

5.58. tgx+lsinxc§sx---éx+c. 5.59.—0—1—+Inlcos A+C.

5.60. 1-+—-r—C 561. OCBX+In] +C5 62. C°— +In|sinx] +C.
Go6X  3cos X

5.63.-§033x+cosx+ln +C. 5.64.-ctgx+x+C. 5.65.-sin X -------—-t-C.
sinx
5.66. - ctgx- 05sinxcos X-1,5x+C.  5.67. 1 -In]sinx] +C.
5.68,----m-m- 1 +c. 5.69.- -cfgax +ctgx+x +C.5.70. sltx- arctg(shx) +C.
sinx  3sin X 3
5.710 cAX-Inc/zx+C. 5.72 [ sh*x- i s« +arctg(shx) +C.5.73. x-thx +C.

5.74.- 25+ Lshox +thx+C. 5.75. +i. arctg(shx) +C.
2 4 2c/rx 2

576.-— +— +G 5.77.- —thX- i/x+x+C.
co/rx X 3
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5.78.-f/z%+C,5.79.chx +Inth  +C. 5.80. 1 ch~x +Infwhj+C.
5.81.—3ch3x+chx+‘n*|+c.5.82.1 .X- cthx+C.
5.84. shx- Erii +C. 5.85. ~x+"-sh2x- cthx+C. 5.86. - -cth2 +InjSfa] +C.
5'87'Chx_2§h'x_ -Zln thé +x+C. 5.88.- geth*x— cthx +x+C.

5.89.- I cthx +C, 5.90.1*-—sin4x+C

5.91. isin 3x--sin” x+C. 5.92.- |+| sin 2x - —sin4x—l§sin6x+c.

64 64

5.93.:sin4x+c.5.94. i50055x—3—eoslx+C.
5.95.—f~eos5x- 3e0s2x1+C. 5.96. +C.
64U ) 5
5.97.i-x - —sin2x- -i-sin 4x +-i—sin 6x +C.
64 64 192

5.98. —sun%xq§2—+ -6052x-c0s4x| +C.5.99. 7 x—12§5|n4x+—0i2—sm8x+c

5.100.Mj+ ¢.5.101.- —+—sMx +C. 5.102. —sh'xch'x +—shXx +C.
2 8 32 5 15

5.103. - —Xx- —sh2x +—shAx +—=sh 6xC.
16 64 64 192

5.104. —sh2x chx——eA'x+C.5.105. —sh*x+—sh2x=-ch 6x -—htx+C.
5 15 6 4 6 4

5.106. | sh2x -—shxchx+C,5.107. —----- s/|4x|—|—sh&x+C
7 35 128 128
5.108. In[fgxj+c.5.109. —— +In . 5.110. ioxi
[fgx; > +C. 5.110 9 6083x UnJigx; +C.
5111.——+—L _+in_*+4c,
cosa. 3c0S3X ‘S2
5.112. Inmﬂ—-l-— ________ R
a2 TR +C. 5.113. - Ictglx +C.
1 R n o x
5.114.  ~ ml |- H-Th jg —+ +C.5.115, e - .
2c0SJx 2JS|nX 2 Igl 4 "2 3smxcos X CthX+C
5116.- L inl/gresir. - 1 383 ¢
2sin‘ x COSXV2sHrx 2) 2
5.118.-2cos2£+2inlgj +c. 5.119, - l--mmmem—- i— +InigfE +£ 4
sin‘ 2x sinx  3sin3x 14 2
5.120.--— . _~ctg2x+C.5.121.- Rctglx- -ctg’Ix +C.
3cosxsin x 73 3
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5.122.- Sp.Sine S, 5123 ilfictec.
sin* 3sin x 2cos x 2 ¢. 5.123. infffcc|+c

5.124.- | +intg~ +c. 5.125, - i thx4Infifoj+c.

5.126.)-+ -J—+L,Ih- +C. 5. 127—--—-arctg(shx)+C 5.128.- Icthlx +C.
cltx ich x shx

5.129.- ]c'tr,h2x+|nlct/tx|+c 5.130.—1 —JEL.- 2 Inth—+C.
2 chx 2sh’x 2 2

11 11
5.131. —thx — cthx-2\n\thx\+C. 5.132. —--—---- V m-arctg(shx)+C.
2 2 shx  3sh x

5.133.-2 )
shx  3sh x 28;18’ +?arclg(sltx)+c \
f

X

g2+

2
5.134. iCth|X—SCth2X+C. 5.135. 4—|n +C.5.136. larcty ° 2 +cC.
3

«§-> <
. 13ig"h +5
5.137.jarctg +C. 5.138.€e/'cig » +C.

3tg~ +I 5+tg-+3

5.1309. iA:in @.5.140.1arctg\ +C.

«Ja2-b Itg~
-arctg - -+C, a2>b2,
a+b

5.141. X
4h2-a 29" +a+b

rill +C,a2<b2
Ib2-c 4b2 -a~tg—a-b

atg~ +b
Narctgep sy +C, a2>b2,
\la2-b -b~
>4z atg~+b -jb 2- a2 2143 G
1 rin g . +C,a2>b~ £843
4b2~al  jign +b+jb2-a2

1424- ¥—4

=%arctg - +C.5.145. 4=arctg\ 2 4.
V5

5.144.
V5 5

5.146.2ig"+3In tg2™ +1. sarctg 2—+C.5.147.2— 2»f+3+C.
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(a-b)tg~ +cC
............................ avety ——..— . .a2>b2+c2
<L+62-c2 n/a2-62-c2

1 [a-b)tg™ +c-4b2+c2-a2
In ,a <62+c2
5.149, *b2+c2-a22  (5.p)A +c+4b2+c2-a2

*
-Ina+ctg—a=b
a

, a2=b2+c2
c+(a~b)tgr
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Il bob. ANIQ INTEGRAL
6-8. Aniq integrating ta’'riflari

6.1. Riman integrall./(x) funksiya [ab\ kesmada aniglangan
bo'lsin. \ab] kesmaning a=x0<xl<x2<..<xnv<xn=b shartni
ganoatlantiradigan chekli sondagi {¥}., nuqtalar sistemasiga [ab\
kesmaning bo'linishi deyiladi va u P={xdi= kabi belgilanadi. xkk=UI]
nugta P bo'linishning bo‘luvchi  nuqtasi [xtxtd] kesma esa, gism
oralig i deyiladi. Agar [a,6] kesmaning ixtiyoriy p bo'linishidagi
gism oralig‘ining uzunliklari bir xil bo‘lsa, u holda, bunday bo‘linish,
[a,b] kesmaning regular bo'linishi deyiladi.
d=d(p)= max Axx (Ax* =xt+l-x j, p boMinishning diametri, deb ataladi.
Harbir [x*, ¥ kesmadan (t=o0,«-I) VEknugtani olamiz: xk<€k;xkH

6.1-ta’rif. Ushbu

(/)==>(. =g/ (& (6-1)
yig‘indiga, f(x) funksiyaning, p bo‘linishga va £ nugtani tanlashga
mos kelgan, integralyig'indisi (Rimanyig'indisi) deb ataladi.

6.2-ta’rif. Agar Vs>0 olinganda ham, shunday s =s(s)>0 mavjud
bo'lib, diametri d(p)<s bo'lgan [ab] kesmaning har qganday p
bo'linishida, hamda (k<tk<x(#) nugtani tanlashga bog'lig
bo‘lmagan holda,

KO (/{&}) <s (6.2)
tengsizlik bajarilsa, u holda, shu J son, integralyig ‘indining limiti
deyiladivau; = 0>(/) kabi yoziladi.

6.3- ta'rif. Agar f(x) funksiya uchun, (6.1) integral yig‘indining
SAS>o0da J limiti mavjud bo‘lsa, u holda, f(x) funksiya \ab] kesmada
Riman ma 'nosida integrallanuvchi deyiladi.

Integral yig‘indining J limitiga f(x) funksiyadan [a,b] kesma
bo‘yicha olingan aniq integral (Riman ma nosida) deyiladi va u

77



b

JH{x)dx =1 (6.3)
a

simvol orgali belgilanadi (6.3) da, /- integral ostidagi funksiya, a son-
integralning quyi chegarasi, b son esa, integralning yuqori chegarasi,
deb ataladi. Integral ostidagi x o‘zgaruvchini boshqa o‘zgaruvchiga

almashtirish  ham mumkin, ya’ni
b b

b
\f{x)dx = =\f{z)dz
a a a

va h.k. b
Ta'rif bo'yicha, a|f(x}|x =0 Jf(x)dx:-a:l/(*}& ( a<b deb olamiz).

6.1-misol. f(x)=x funksiya ixtiyoriy [ab] kesmada Riman
ma’nosida integrallanuvchi ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. [a,b] kesmaning vp={*}£ bo'linishini olamiz.
Natijada [a,b] kesma [0, x,],[*,, x2 x,] bo‘laklarga bo‘linadi va

6 =* ,- feel[vl]),i= deb belgilaymiz. p boMinishga mos
kelgan integral yig‘indini tuzamiz:

dipy>0 2

Demak, f(x)=x funksiya ixtiyoriy [ab\ kesmada Riman ma’nosida
integrallanuvchi ekan.

Aniq integralning ta'rifidan, liar ganday Riman ma’nosida
integrallanuvchi funksiya chegaralangan bo‘lishiga ishonch hosil gilish
giyin emas, lekin har ganday chegaralangan funksiya har doim ham
integrallanuvchi bo‘lavermaydi.

6.2 - miso!. Ushbu

1, x ratsional son bo"\%anda,

0, x irratsional son bo'lganda
Dirixle  funksiyasi (a<b) kesmada Riman ma’'nosida
integrallanuvchi emasligini ko‘rsating.

Yechilishi. [a,b\ kesmaning VP bo‘linishini olib, quyidagi
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o>fate)) :%(:)lfc)—A (*,

A\
yig‘indilami tuzamiz. &e[*,,**] nuqta sifatida [** ,**] kesmadagi
ixtiyoriy rasional nugtani, nt sifatida esa fk€**.,,*.]), shu kesmadagi
ixtiyoriy irrasional nugtani olamiz. U holda, D(ct)=\ o/A)=0bo'ladi.
Shuning uchun,

<r(D;fc })=1éAxt =b-a, a, (D {k})=0

Demak, b -a*0 uchun Dirixle funksiyasining integral yig‘indisi,
6.2-ta'rifga binoan, limitga ega emas. Shuning uchun, Dirixle funksiyasi
[a.b] kesmada integrallanuvchi emas.

6.3-misol. Ushbu

jX, x misional son bo'Xganda,
X, X irratsional son bo'[ganda
funksiyaning [a,6]c R {a<b) kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi
emasligini ko‘rsating.

Yechilishi. p-J =[ab] kesmaning ixtiyoriy boiinishi bo‘lsin. Unda
J =[ab] kesma JtJ2,..J, kesmalarga boMinadi. ¢ke[xk u xk]=Jk nugta
sifatida, xt] kesmadagi ixtiyoriy rasional nugtani, tk{ke [**_**)
sifatida esa, shu kesmadagi ixtiyoriy irrasional nugtani olamiz. U holda,

0>(/{&})= i/ fe)-Ax*
k=

k=
n n

<rp(fAtik}):k\élf(,ik)&<k:;é(-,ik)AX(
yig‘indilarni tuzamiz. Bunda o>(/;fe}) yig‘indi 7,(x)=x funksiya uchun
integral yig‘indi bo‘ladi va u 6.1-misolga asosan,

!itn ap(/; (4}) =2 - szdx.

bo‘ladi. o>(/{%}) yig‘indi esa, f2{x)=-x funksiya uchun integral
ig‘indi bo'lib,
= _ 2 2 b

|:|I|m| SAURG R %de.
bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan integral yig‘indi yagona limitga ega
emas.
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Demak, berilgan funksiya [ab] kesmada Riman ma’nosida
integrallanuvchi emas.

6.4-misol [a,b] kesmada chegaralanmagan funksiyaning Riman
ma’nosida integrallanuvchi emasligini isbotlang.

Yechilishi. f(x) funksiya \ap} kesmada chegaralanmagan boisin.
[a,b] kesmani chekli p=!xt nugtalar sistemasi yordamida chekli
sondagi [, xkl kesmalarga bo‘lamiz, u holda, f(x) funksiya shu

kesmalarning, hech bo‘lmaganda, birida chegaralanmagan bo‘ladi.
Umumiylikni  buzmaslik uchun, f(x) funksiya [x,X] kesmada

chegaralanmagan  bo‘lsin, deb  faraz gilamiz.  Qolgan
[Xj, x2], [x2, x3 x,] kesmalardan \&2, nugtalarni  olib,
ularni belgilaymiz va ushbu

°p (/) =" (/) =/fe )AC+mm{£, A,
yig‘indini tuzamiz. Endi f(x) funksiyani [x0,x,] kesmada garaymiz. f[x)
funksiya RO, r,] kesmada chegaralanmaganligi uchun, ixtiyoriy oldindan
berilgan M >0 son uchun, bu kesmadan shunday i, nuqgta topiladiki, bu

nugtada \f(E]>m bo‘ladi. Bundan, \f{™\&xt>3\+m bo'ladi.
Shuning uchun, vp =p&¥F< bo‘linishga mos kelgan integral yig‘indi,
1/8)Ax +up )] > 1/()IA,

tengsizlikni ganoatlantiradi.

JiggM,, =+ bo‘lgan {M } sonlar ketma-ketligini, hamda [ab]
kesmaning diametrlari dn(p)->o0 bo‘lgan Pj, p2,...,p.... bO'linishlari ketma-
ketligini qaraylik. Bu bo‘linishlarga mos va |ct"(/)]>M, shartni

ganoatlantimvchi {cr”{f)} integral yig‘indilar ketma-ketligini ham
garaymiz. Bu integral yig'indilar ketma-ketligi uzoglashuvchi bo‘ladi,
ya'ni f(x) funksiya \ab\ kesmada integrallanuvchi bo‘lmaydi. Shunday
gilib, yuqoridagi ta'rif va 6.2 - 6.4- misollardan, quyidagi xulosani
chigarish mumkin.

Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda, u shu
kesmada chegaralangan bo‘ladi. Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas
(6.2- misolga garang), ya'ni f(x) funksiyaning integrallanuvchi bo'lishi
uchun, uning chegaralanganligi zaruriy shart bo‘lib, lekin etarli shart
bo‘la olmas ekan.
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Aniq integralni, ta'rif bo'yicha, ya'ni integralni integral
yig‘indining limiti sifatida garab, hisoblashga doir misollar keltiramiz:

2
6.5-misol. Ushbu Jcosufr integralni ta’rif bo‘yicha hisoblang.
0

Yechilishi. [od kesmaning regular P bo'linishini, ya’ni

p =J[x,, =0,X %o =?]I bo'linishni garaymiz. U holda, Axt =xbl -xk=—

2n 2n
bo‘ladi. nugta sifatida, pdxtd kesmaning o‘ng chetki nugtasini
olamiz, ya’'ni 4t=xkM Funksiyaning £K nuqtalardagi giymatlarini
hisoblaymiz:
/(4) =cos4 =cosz’\,...,/(iJn=0054 =’\i|’n\,...,/(i,,.]):cosHE,.lzo

Endi cosx funksiyaning [oc kesma uchun integral yig‘indisini
tuzib, uning n @ da limitini hisoblaymiz:
V(/)=">(osX) =Z / te =L|§(DS4 ~ =

( A g -sinisin{-

=| [cosE Kos™+.+cosH £] =-—- . —

2n 2n 2n 4« 2n esin —
An
.9 . (n- IV
2 oSin —esin 3--—--—
lim<T (/)= lim------- fmeeee- 45—,
r->00 1 «>00 Lol
2rt-sin—

Bunda, lim2¢-sin— =—sinx ning uzluksizligini e'tiborga olsak, u
n

holda,

# sh?—
fcosdx =1|1|7[E.p’p (cosx) =----- i__:L
2

6.6. -misol. Ushbu
fx'"'dx (0<a<b), Tp-1

integralni ta’rif bo‘yicha hisoblang.
Yechilishi. [a,6] kesmaning regular bo‘lmagan bo'linishini, ya’ni

p=]P0=a<x <xz2<..<xn=b GyHEa Xt =V , ="~ bo'linishni garaymiz.
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ft nugta sifatida, [xkxkq kesmaning chap chetki nugtasini olamiz, ya'ni
&=w*. U holda, integral yig‘indining ko‘rinishi quyidagicha boMadi:
<*S)=°v(**)=E/fcWt = -**)=
L1 )
=£(v )4 ak-?")=<N§9-1)Z?

Bundan, geometrik progressiya hadlari yig‘indisi formulasini
hisobga oigan holda,

' v gl"kl'l qlll*l_l
munosabatni hosil gilamiz, bunda mda?= i va %<
formulani e’tiborga olsak,

R N - M yin -
o ol “\./I/I, \I//I «"'yin.-gfL, W 1

m=-1 bo'‘lgan holda,
op(*")=«(<7-0=«

bo‘ladi. Buyerda formulani e’tiborga olsak, u holda,

f? = liper () =|Ini_)n;:cr,,{y?] ZEKQ/W(?‘ 11= Inb- Ina

ekanligi kelib chigadi.

6.7-misol. Ushbu jeV;\- aniq integralni ta’rif bo'yicha hisoblang.

0

Yechilishi. 7(jr)=ex funksiya [01 kesmada aniglangan. [0;i]
kesmaning

q ={p0=0<r, =—<.< :n—<...<xn:n—=]} regular boMinishini
garaymiz.

Ravshanki, [*s;.r,,,,] kesmaning uzunligi, AXk:h £ nugta sifatida,

kesmaning chap chetki nugtasini olamiz, ya'ni & =xk:-£/t20,i,...,«-i).
Endi shu p boiinishga mos kelgan integral yig‘indini tuzamiz:

(Mpe')=¢e" =jleer+em +ve " Jo—
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#1
[+e"+..+C" yig‘indi, birinchi hadi h,=I, maxraji g=e" bo‘lgan
geometrik progressiya n ta hadiningyig‘indisidan iborat bo‘Igani uchun,

[+€"+.+67 e-1
€'-1
Shunday qilib,
en-1
Bundan,
1m 83,43 J=(e- g —p—=e!
e -1
Demak,
J ="exdr=e-1.
0
6.2. Darbu yig‘indilari. ~ Biz bundan keyin, hamma vaqt

chegaralangan  funksiyaiarni qaraymiz, chunki chegaralanmagan
funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (6.4 - misolga
garang).

fix) funksiya [ab] kesmada chegaralangan bo'‘lsin. [a,b]
kesmaning ixtiyoriy p={fa=x0<xt<x2<..<x,=b) boiinishini garaymiz.
fix) funksiya [ab] kesmada chegaralangan bo‘lgani uchun, u
kesmada ham chegaralangan bo‘ladi. fix) funksiyaning [xt ,M]
kesmadagi nk anig quyi, Mkaniq yuqori chegaralari, ya'ni
nmk—inf f(xX\Mk= sup fix) mavjud bo‘ladi va v#te[*Mxt] uchun

xK_tixixk

nk <f(ck<Mk tengsizliklaro‘rinli.
6.4-ta’rif. Ushbu

SAf) =M +M2A<2+...+M,Axn:|’(\:1Ml&<k (6.3)
bif) =w/Ax, +w,Ax2+....+m,,AxM:|dnikAxk (6-4)

yig‘indilar, mos ravishda, fix)  funksiyaning, berilgan P ={apbl
bo‘linishga mos kelgan, quyi vayugori Darbuyig'indUari deyiladi.
Darbu yig‘indilari quyidagi xossalarga ega:
1-xossa. Darbuning har ganday (6.4) quyi yig‘indisi, Darbuning
(6.3) yugori yigMndisidan oshmaydi: sP(f)<sH(f).
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2-x0ssa. VEk (xt <€k<xku) nhuqgtani tanlashga bog‘liq boimagan
holda, Darbu yig‘indilari uchun, sp(f)<ap{/)<sp{f) tengsizliklar o‘rinli.
3-xossa. Harganday p bo'linish uchun,
S,()= sup o>(/;fe}) & (/)= jnf af(/;{nk}

munosabatlar o‘rinli.

4-xossa. Darbuning (6.4) quyi yig‘indilari to‘plami yugoridan
chegaralangan, (6.3) yuqori vyig‘indilari to‘plami esa, quyidan
chegaralangan.

5-xossa. Agar P-[a,b] kesmaning ixtiyoriy bo'linishi bo‘lib, p'
esa, P bo'linishning nuqtalariga chekli sondagi yangi bo‘linish nuqtalari
go'shishdan hosil bo‘lgan bo'linish bo‘lsa, u holda,

w()<v (), S.()<SH/) (6.6)

munosabatlar o‘rinli bo'ladi.

6.4-ta’'rif. {y,(/)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi, /(x)
funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan Darbuning quyi integrali deb
ataladi va u,

sup{sr (f)} =3 =J/(x)ifc

kabi belgilanadi.

6.4-ta'rif. {sH/)] to‘plamning aniq quyi chegarasi, /(x)
funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan Darbuning yuqori integrali
deb ataladi va u,

M{Sr ()} =J =1f(x)dx

kabi belgilanadi.

6-xossa. Darbuning quyi integrali, uning yugori integralidan katta
bo‘la olmaydi, ya’ni

J<.

6.5-ta'rif. Agar f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi quyi va yuqori
Darbu integrallari bir - biriga teng bo‘lsa, u holda /(x) funksiya [a,b]
kesmada Darbu manosida integrallanuvchi deyiladi va ularning
umumiy giymati

J=J=1,

f(x) funksiyaning [ab] kesmadagi aniq integrali (Darbu ma’nosida)
deyiladi va u

6
J =jf(x)cix
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kabi belgilanadi.

Agar boisa, u holda, /(x) funksiya [ab] kesmada
integrallanuvchi emas deyiiadi.

6.3 -va 6.5 - ta’riflar, o‘zaro teng kuchli ta’riflardir.

6.8-misol. f{x)=xi funksiya uchun, [2;3]  kesmada, ixtiyoriy
regular P bo'linishga mos kelgan, quyi va yuqori Darbu yig‘indilari
tuzilsin.

Yechilishi. [-2;3] kesmaning ushbu

P =lx 2K = 24 < x BT 24— < <xK=-2+— <..<xn =3} regulyar
boiinishini  garaymiz, bunda wAxk]  kesmaning  uzunligi

A== k=2e (6.3) va (6.4) formulalarga asosan, Darbu

yig‘indilarini tuzamiz.

Berilgan funksiya [-2 3 kesmada o‘suvchi bo‘lganligi uchun, u
0‘zining anig quyi va aniq yuqori chegarasiga, mos ravishda, kesmaning
chap va o'ng chetki nugtalarida erishadi, ya'ni

oh =(-2+f(*~1) WM =(_2+"*) m

Shunday qilib,

sP(x'h £ (-2+5kt 5, sp(x>)=x{-2+™)3

niJn ni

Endi, Darbu yig‘indilarini hisoblaymiz:

Ait*?2-34-*2+

niiVv noj nM n
~5, 0l 625-A 3 150-5 2 3007
+3—o48]—— ————— th 7%" 40-
Ma’lumki,
\Y "+ VI n{n+\\2n+\)  y 3 >r(ft+1)2
h 2 7t 6 " h 4

Bu formulalarni e’tiborga olib, oxirgi tenglikdan,
spfe3) = 1°61 175 2125
boiishini olamiz.
Xuddi shunday,

ifoda topiladi.
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6.9-misol. /(x)=2*,ie[0,i],P=]0,iii],i} va £=(>£ =>£ =>
# =g&=zbo'lsin. U holda:

&) Aar, Ax2, [x3, Ax4, Ax5Qiymatiar;

6) 17111= wax] Ax(k

c) »f,, /2, ar3, wé, w5 qiymatiar;

A /<N /fe), /fe)= /fe),/fe), giymatiar;

e) A/, A/}, Mj, M4, M, giymatiar

f)sRf) quyi Darbu yig‘indisi;

g)S'if) Riman yig‘indisi;

f) sr(j) yuqori Darbu yig‘indisi topilsin va

() Sh(/)”s'(/)iSp(j) munosabatning bajarilishi ko‘rsatilsin.

Yechilishi. Berilgan /(x)=2x funksiya, [0;I] kesmada uzluksiz,
o‘suvchi funksiyadan iborat. [0;1] kesma P bo'‘linish yordamida,5 ta,

. 1 H
ol s\_4 2B 5e 4

gism kesmalargabo‘lingan.

a) gism kesmalarning uzunliklarini hisoblaymiz:

=L B=l f=xox =LI 1
1™ 8 8 4 8 8

ANx o wxr=k Al =xa-x, 301 1 Ae=q-3=1

X, =X
'ﬂ'l

Demak,
Ay = Iix, =g0x, =0x4 =[x =7— ekan.
= maXlJ'.‘-I>I_ :i;
8'4] 4
0 m=/0)=0/=/il)=i: m=nT

21
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/) sr(f)~ «LlAL, +mAR+mA, +nvAxd+nBAxs =
Bl 31 1,108

8 482 442 4 32 8 4
=L | 1 1+8+16 25

32+4 +2 2 ~-32
S) S'(/)=Ff(4,)AxI +/(E)Ay, +/(i,)AX, +/(E,)Ayd+/(&)Ars =
=1 110011 3i=L2 J A2-U21
88 88 44 44 24_74 64 16 16”78_16 8~16
h) Sp(/) = MIAX, +M2Ax2+iW,Ar3+M,Axa+ WeAY5 =

-1 1,1 112113 " 14 1— 1 i1 11i3"1-1+2+8+ 12+ 16 39
48 2 8 4 2 4+ '4 32+16+4"8+2 32 _32
25 15 39
0 S|>u) §<s u)--Z<Sn(?) 52_ Xa ni — 16<32

6.10-misol. f{x)= 7x funksiya uchun, [0l] kesmada, A=jo,l,l1,ij

va A={o,l,II,f,I} boMinishlarga mos kelgan, Darbu yig‘indilarini
tuzing va ularni solishtiring.

Yechilishi. 1) Pt bo*linish,[0;i] kesmani, [cI],[1,1], [1i] (0=0; *4=i)
gism kesmalarga bo‘ladi. f(x)=2x funksiya, [0i] kesmada uzluksiz va
o‘suvchi boMgani uchun, kesmalarning chap chetki nuqtalarida

M(/=12,3) minimal giymatlariga, o‘ng chetki nuqtalarida Mt(i=1.2,3)
maksimal giymatlariga erishadi, ya’'ni

M,=/fl1=211"~1; MI=/fl)=2.1=I;M3=/0 =2-1-2;

=/(0)=2M=0;m2=/~1j=2m =1; m =/j"j=2m =1.

Ax.(i =1;2;3)-qism kesmalarning uzunliklarini topamiz:

Ay, =x = B=tipe =b Aol o 1L
T TR T A
U holda, (6.3) va (6.4) formulalarga asosan,

S (/)=MAx, +M Ax2+MAY, = 1.1 +1-1 +2-- =—
A 324 "4 2

3

[ (/):/»lAy, +m,Av, + NUAX, = 0-1 + 1,12+j.1 ’=13

424 28
2) Pz_lo,l I,I ,1} bo‘linish, [0;]] kesmani,

10’1’11 11 1 61]
8'84 42 23
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gism kesmalarga bo‘iadi. f(x)=2x funksiya, kesmalarning o‘ng chetki
nugtalarida, M,(/=T3) maksimal giymatlami, chap chetki nuqtalarida
esa, M (/=15 minimal giymatlami gabul giladi, ya'ni

» =/0)=0  -/(¢)-1; -/ (i),iim

A,w=13) gism kesmalarning uzunliklari:

A)g:[; A*2:I_; A*3:.1; AX’:-l; &6=1

U holda, (6.3) va (6.4) formulalarga asosan,
Sft (f) =MAX +M2A+M AX3+MAIAG+MSAS=""N +/ +
1L phelpp L 355
4736 3 288
L11 11,14 1 22
Spi =MAX, +M2AX2+MAX, +MAAX4+MBAXS =% 'g+2'4 +1'6 +3'3 =288
Endi, Darbuning, P, va i\ bo'linishlarga mos kelgan, quyi va
yuqori yig‘indilarini solishtiramiz:

SA(/)=y =1375 ~(/)= 1= 0,625,
s (/)= g = 1233 A,,Z(/):338 =0,767.

Demak, sl/)<v;(/)Gil(/)>,3/)), ya'ni p bo'linishga yangi
nugtalar qo‘shilganda, s,,(f) quyi yig‘indining kamaymasligini, SH(f)
yuqori yig‘indining ortmasligini ko‘ramiz.

6.11-misol.  f{x)=\-x  funksiya uchun, [0;2] kesmada,
o =0;~,i,2} va »={ 0, ~-" 12} bo'linishlarga mos kelgan, Darbu
yig‘indilarini tuzing va ulami solishtiring.

Yechilishi. 1) Pt boiinish, [0;2] kesmani, [0;i], [I,11.[].[;2] gism
kesmalarga ajratadi. /(*)=I1-x funksiya qaralayotgan kesmalarda
kamayuvchi bo‘lganligi uchun, o‘zining M,¢/=14) maksimal giymatlarini,
gism kesmalarning chap chetki nugtalarida, m{=m) minimal

giymatlarini esa, kesmalarning o‘ng chetki nuqtalarida gabul giladi.
Demak,

M =/(*0)=1-0 =I; M2=/flj=I-i =];
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= 4T )=f m2=-4T)=7;7"3=/(1)=1-1=0; »<,=/(:2)=-1.
Ax,(/=14) qism kesmalarining uzunliklarini hisoblaymiz;

A =L LA = 31—5A6e =1— 3—1A& =ml,

2 4 3
Shunday q|I|b Darbu yig |nd|Iar|.

SP(/)= MAX. +M,Ac, +M,AX, +M,AX. = 1- +—a—+1 —+0-1=—
3 315 44 144

s\ \ 21 15 1/ 97
V) =« M+ mrAve +maix, +maRa =513 +2 70 +07a+h ) 152

Bunda, sRf)< sHA(f).
2) P2 bo'linish, [o,2] kesmani,
11112 23 3 3 3

[0;7[6;3U 3;3U 34U 4;I'[f1Hf .2
gism kesmalarga ajratadi.

Berilgan fimksiya garalayotgan kesmada uzluksiz, kamayuvchi
boMganligi uchun, u o‘zining M(@=\j) maksimal giymatlarini,
kesmalarning chap chetki nugtalarida, «(/=ij) minimal giymatlarini
kesmalarning o‘ng chetki nugtalarida gabul giladi, ya'ni

M,=/(0)=I-0 =lI, M2:/fi'I:i—b:b,MS:/(i,iﬂ:!,M4:/Lij|;l:I—'Ié:':l

5=/i-1=I-- =i, M =/()=I-i =0, M7=/f“'|:1——-—,
uJ 4 4 6 2 2

/n 5 /n 2 M 1 /3N 1
"0 2 v T " N u T YT it e
ms=/(1)-1-1 =0, m6=1[|]=-], n7=/(2)=-1.

A=) gism kesmalarning uzunliklarini hisoblaymiz:

A Al

U holda,
Sp‘\ﬁ):z_lmAx :_Ei___l+_g___£|'+_}___:_|' __1____:!' + n_. he _1 -
66 36 33 412 4 V212 2
° tN=vMm Ax, —11---5r ---------- 1Al s 11,0.0,7 O1 6
66 33 312 44 2V 2]

Demak, N/)<5,,;(/).

Endi, Pxva P2 boiinishlarga mos kelgan, Darbu yig‘indilarini
tagqoslaymiz:
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*if) =-0,673; SK(/) =— * 0,6042,

AN = =08
*y(/m<*M 1 v (/)= (/).
ya'ni bu holda ham, P boMinishga yangi boMinish nuqtalarini go‘shish
bilan, Darbuning quyi yig‘indisi kamaymasligi, yugori yig‘indisining
ortmasligiga ishonch hosil gilamiz.

6.3. Aniq integral yordamida limitlarni hisoblash.

6.12-misol. Ushbiu
. (n n n »
lim .
X NY +VANA¥ +"+n2+n2)
limitni hisoblang.
Yechilishi. S, = +..+ n.. deb belgilaymiz. Bu
n+1 n*+2 n +/
yig‘indini quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

Bunda —_— - go‘shiluvchilar,
m K3

funksiyaning X=o X x,,=ﬁ=l nugtalardagi giymatlarini ifoda

giladi. [0;i]] kesmaning regulyar P={0=0<xx<x2,...,<X,_| <x, =}
bo‘linishini olamiz: [o;l]] =[0:xJu[x,;x,]u...u[x,,.l;v,,], bunda Ax =x-x,_, =
Ma’'lumki, ta'rifga asosan, integral yig‘indining limiti, gism
kesmalardan olingan £ nuqtalarni tanlashga bog‘lig emas. Shuning

uchun, £ = deb olsak, u holda,  a, = =X — 7~
- 1H(i

1

1+
yig‘indisi bo‘lib hisoblanadi.
Demak, ta'rifga asosan,

yig'indi, f(x)=— funksiyaning, [0;]] kesmadagi Riman integral
X

lilili "™ V+_;”  +&+ 27

: ;\)]=f "7dx =arctgA =].
«»4,N +1 n+2 I+ 0l+x » 4
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6.13-misol. Ushbu

lim—

“pxn

limitni hisoblang.
Yechilishi. Ravshanki, <

funksiyaning, [0] kesmani teng n ta boMakka bo‘lgandagi, integral
yig'indisini ifodalaydi. Shuning uchun,

Mustaqil yechish uchun misollar

6.1. /(*)==+1 funksiya uchun [-1,2] kesmani teng n ta boMakka
boiib, hamda £ (f=r«) nugtani [x,.,;] kesmaning o‘rtasi deb olib,
oP(f) integral yig‘indini tuzing.

Quyidagi berilgan f(x) funksiya uchun ko‘rsatilgan kesmani teng
n ta bo‘lakka bo'lib, Darbuning sP(f) va sP(f) yig‘indilarini tuzing:

6.2. /(x)=x\se [-2,3]. 6.3. f{x) =yfx, xe[0;1].

6.4. /(r)=2\ xe [0,10].

6.5. f(x)=xA funksiya uchun, [I;2] kesmani, uzunliklari
geometrik progressiya tashkil etadigan n ta boiaklarga bo'lib
Darbuning quyi yig‘indisini tuzing va uning n->x dagi limitini toping.

Quyidagi berilgan /(x) funksiya uchun, berilgan kesmaning
berilgan p boiinishiga mos, Darbuning quyi va yuqori yig‘indilarini
tuzing:

Quyidagi berilgan /(x) funksiya uchun, ko‘rsatilgan kesmaning P
boiinishi va gism kesmalarda tanlangan (/=iu) nugtalarga mos
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kelgan o>(/) Riman integral yig‘indisini tuzing va uning ganday
figuraning yuzini ifodalashini chizmada ko‘rsating:

Quyidagi integrallarni, Riman integral yig‘indisining limiti sifatida
garab, hisoblang:

6.14.%)sinxdx. 6.15. f*.

10 b
6.16.j8/dx. 6.17. jebdx.

1 i
6.18. %rci]r. 6.19.1x(I- xr)dx.

6.20. j}(dx (o<a<b) (£ =JXix,,, (/=0,) deb oling).
I ~

6.21. jC]i-nxdx ([i;e] kesmani geometrik progressiyani tashkil giladi

gan nugtalar yordamida gism kesmalarga bo‘ling ).
6.22. Ushbu Jlxaix integralni quyidagi shartlarda:

1)[l:4]kesmani teng boMaklarga bo‘lib, £ nuqgta sifatida qism
kesmalarning chap chetki nugtalarini olib;

2) [i;4] kesmani teng boMaklarga bo‘lib, £ nugta sifatida gism
kesmalarning o‘ng chetki nugtalarini olib;

3 [I; 4 kesmani teng boMaklarga bo‘lib, £ nugta sifatida gism
kesmalarning o‘rta nugtalarini olib;

N[l:4 kesmani  x0x2x,..x, (bunda xk=qgk,q='44) nugtalar
yordamida bo‘lib , £ nugta sifatida, gism kesmalarning chap chetki
nuqtalarini olib;

92



5) [I: 4 kesmani  x0,x2,x3,...xn (bunda xk=qk,q=44) nuqtalar
yordamida bo‘lib , £ nugta sifatida, gqism kesmalarning o‘ng chetki
nugtalarini olib, hisoblang.

6.23. Ushbu 70) =sgn(sin-), uzilishga ega , funksiyaning [0;l]
kesmada integrallanuvchiligini isbotlang.

6.24. Ushbu
x-irratsional son bo'iganda,
1 m
:Wbo'lgaﬁda

n
(bunda, mva n(h>1) lar o‘zaro tub butun soniar) Riman funksiyasining
ixtiyoriy chekli kesmada integrallanuvchiligini isbotlang.

6.25. Aniq integrating tarifiga ko‘ra, agar f(x) funksiya biror
kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda uning shu kesmada
chegaralangan bo'lishini isbotlang.

6.26. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boisa, u
holda,

ILmi, (/) =lmS, (/) =\F{x)x

ekanligini isbotlang (;i =rmax|Ax]).

Aniq integral yordamida, quyidagi yig‘indilaming limitini
hisoblang:

6.27. iimi-L+ L +.+ L4 6.28. limf.



1 1 1

6.39. limn (« +«)

6.40. Iim—[1+J ,n +) on m +1 v'~—{e
V/i+3 Vn+6 v« +3(k-1)

6.40. I'nn— [1+cosﬂt +cost 4 +cos—&—r]—iﬁ|)—|].

2« 2«

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

6!1. @p(f) =45 6.2, shff)=16t- 12+ spf)=16- +1° +127,

— i _ 10230
6.3. s 5,(7) «L_r\k! 6.4.sP(/)=
nE" -1)
D
P(/)= 6.5. p(/):31-\>/2;1,
#(2- -1) 32-
6.6.

6.8. ip(/)=", SP(/)=- 6.9. (/)=) : SPU)=g.
_ A N2l o
6.10. *P(/)—g, 5,C/)—|12.6.11.<r|)(/)—6|4|, 6.1-chizma.

6.12.<p(/)=y=>6.2-chizma. 6.13.<r#(/)=| |, 6.3-chizma.

D 5 fa
6.14.1 6.15.In2.6 . 1 6|n.36 17— - 6.18.1 6.19.-.
620.1_1 6.21. I 6.22. 2®

6.1-chizma. 6.2-chizma
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6.3-chizma

6.27. In2,6.28. 4,6.29. e-1,6.30. 2,6.31. 3 6.32.16, 6.32. = 6.33.

— .6.34. -.6.35. 4=6.36. -. 6.37. 1,6.38. -, 6.39. 2,6.40. i
a+l e 73 6 T 2

7-8. Aniq integralning mavjudligi. Integrallanuvchi funksiyalarning
sinflari. Anig integralning xossalari

7.1. Aniq integralning mavjudligi.

7.1-teorema. [ab] kesmada chegaraiangan f{x) funksiya, shu
kesmada Darbu ma’'nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun, Ve>o
olinganda ham, shunday S=S(e)>0 son topilib, [a,0] kesmaning
diametri d{p)<s bo‘lgan har ganday P bo'linishiga nisbatan, Darbu
yig‘indilarining,

SP(f)-sP(f)<s (7.1)

tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Agar f(x) funksiyaning [xt, xe1] (t=0,«-1) kesmadagi tebranishini
nt deb belgilasak, u holda (7.1) tengsizlik, quyidagi,

tAXt <£

tengsizlikka teng kuchli boiadi.
7.2-teorema. f(x) funksiyaning \ab] kesmada Riman ma’nosida

integrallanuvchi bo‘lishi uchun, uning Darbu ma’nosida integrallanuvchi
bo'lishi, zarur va etariidir.
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Bu holda, Riman integrali, Darbu ma’nosidagi integralga teng
bo‘ladi. Biz bundan keyin, «Darbu ma’nosidagi integral» degan terminni
ishlatmasdan, o‘sha integralni «Riman ma’nosidagi» integral deb
ataymiz.

7.2. Integrallanuvchi funksiyalarning sinflari.

7.3 -teorema. Agar /(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
holda, f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

7.4 -teorema. Agar /(x) funksiya [a.;] kesmada chegaralangan va
monoton bo‘lsa, u holda, f(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo’ladi.

7.5-teorema. Agar /(x) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan va

kesmaning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega boiib, golgan
barcha nugqtalarida uzluksiz boisa, u holda,/(x) funksiya shu kesmada

integrallanuvchi bo'ladi.

Aniqg integralning ta’rifi bo‘yicha, ya'ni uni, integral yig‘indining
limiti sifatida qarab, ba’zi bir sodda funksiyalarning integrallarini
hisoblash mumkin. Lekin, ko‘pincha, har ganday uzluksiz funksiyaning
aniq integralini, integral yig‘indining limiti sifatida garab, hisoblash
ancha noqulayliklarga va giyinchiliklarga olib keladi.

n

2
7.1-misol. Ushbu  JsinxcLv integralni hisoblang.
0

Yechilishi. /(x)=sinx funksiya [0-]] kesmada uzluksiz bo‘lgani

uchun, 7.3-teoremaga ko‘ra, u garalayotgan kesmada integrallanuvchi
bo'ladi.

Demak, berilgan funksiyaning [0;"] kesma bo‘yicha integralini
ta’rifga ko‘ra hisoblashda, [0;*] kesmaning P boiinishini, hamda har bir

[xt,xt] gism kesmadan 4 nuqtalami olib, integral yig‘indini tuzish va
uning limitini hisoblashga qulay gilib olish imkoniyatiga ega bo‘lamiz.
Shularni e’tiborga oigan holda, [0.—} kesmani n ta teng bo'lakka boiib,
4(* =0/7-i) nuqgtalar sifatida [rt,wt{] kesmaning chap chetki nugtalarni
olib, €(/) integral yig‘indini tuzamiz:
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>(f)= (sinx)= 2r]£ism >n
+
N sin -(-r]---D—a -sirp—a
Z sSintQ =------ —--------- — formulaga asosan, <sinx) yig‘indini,
bl Sin—-
2
N
shfo A
. V21 T u 4n)
4n sin<
4an

ko‘rinishda yozib olamiz.
Endi integral yig‘indining «->00 dagi limitini hisoblaymiz:

a4  Snif- -1 S

limgp(/) =lim-~7— — ——  =V2limsini£ --i0
#300 wso 4/7 . n-*» 14 47/ A
sin— 4 y sin—
4n 4n

Bundan, /(x)=sinji  funksiyaning qaralayotgan  kesmada
A

uzluksizligini, hamda j;ﬁj_— =L ekanligini e’tiborga olsak, u holda,

Sin—
4

. Nm)e/\(sin*) zﬂgsinXiEr:VZ sin—=1 ﬁ\
bo'ladi.
Demak, /(x)=sinx funksiya [0-]] kesmada uzluksiz bo'lgani

uchun, uintegrallanuvchi boiar ekan.

Agar g(X) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va kesmaning chekli
sondagi nuqtalarida, f{x) funksiyaning gqiymatlaridan fargli (boshqa)
giymatlar qgabul qilsa, u holda, g(x) funksiya [ab] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi va

\g{x)dx =\f(x)dx

tenglik o‘rinli.
7.2-misol. Ushbu
/= sinT 0 <x <1 bo'lganda,
5 x=0 bo"\ganda.
funksiyani [o 1] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiya, [01] kesmada chegaralangan va

kesmaning *=o0 nuqtasida uzilishga ega bo‘lib, golgan barcha
nuqtalarida uzluksiz.
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Demak, 7.5- teoremaga asosan, berilgan funksiya, [o1] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi.

7.3-misol. g/W:{%)((ggOis)u(Sﬂ]

funksiyaning [04] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko‘rsating va
integralni hisoblang.
Yechilishi. Berilgan funksiya, o‘zgarmas  fix) =2, ne[04]
funksiyadan, fagat v=3 nuqtadafarq giladi.
Ravshanki,

\f(x)dx =8.
0(x) X

Endi, [04] kesmaning ixtiyoriy p (regular yoki regular bo*‘lmagan)
boMinishida, 8 soni sP(g)<I <,sP{g) tengsizliklarni ganoatlantiradigan
yagona i sondan iboratligini ko‘rsatsak,

Jg(x>& =8
0

bo‘lishi ko‘rsatilgan (isbotlangan) boiadi.

f-[0,4] kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi boisin. Bu bo‘linishdan
hosil bo‘lgan x,] gism kesmalarning bar birida
mi= min g(x)=2,i=12,..1n, Mi= max g(X)>2, /=12,.». U holda,
quyi Darbu yig*indisi,

§,(9) =2 o6 +2 sA2+... +2 s &N =2(AXj +... + [IX,,) =2- A* =2 -4 =8,
va yuqori Darbu yig*indisi,

Sp(@)=>2-Ax, + AT, + ..+ 2-1r,, = 20 + ..+ [Or,)=2-Ax=2-4 =8
bo‘ladi.

Shunday qilib, [04] kesmaning barcha P boMinishlarida,
i,(9)<8<5,,(g) tengsizliklar o'rinli.

Endi yagonalikni isbotlaymiz. [04] kesmaning barcha P
bo‘linishlarida,

~is)¢t<spfg) (7.2)
bo‘lsin, deb faraz gilamiz. sp(g)=s munosabat, barcha P bolinishlar
uchun bajarilganligidan, 7/, hech bo‘lmaganda, 8 ga teng bo‘ladi. Endi,
faraz gilaylikki, />8 bo‘lsin va [04] kesmaning P bo‘linishini shunday
0‘zgartiramizki, np =mex]Axi<|(/-8) va 0=%* <X, <..<xM <3<* <..<x, =4

bo‘lsin, U holda,
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SP(g) =2AX +... + 2AXM +T7AX( +2AXIt, +... +2Ax,, =
=2(Bx+AR+AX +.. +AX HEAX. =8+58 <BH(/ -8) =/
bo‘lishi  kelib chigadi, bundan, / sonning (7.2) munosabatni

ganoatlantirmasligi kelib chigadi. Bu garama-qarshilik, / sonning 8 dan
katta boimasligini, ya'ni /=8 boiishini isbotlaydi.

7.3. Aniq integralning xossalari. Aniq integralning, ta'rif-
dan bevosita kelib chigadigan, quyidagi xossalarini keltiramiz:
b
1°. Jdx=b -a.

a

2°. Agar f{x) funksiya [ab] kesmada integrallanuvchi boisa, u
istalgan [a, /7c[ai>] kesmada ham integrallanuvchi boiadi.

3°. Agar /(x) funksiya [a,c]va [c,6] kesmalarda integrallanuvchi
boisa, u holda, f(x) funksiya [ab\ da ham integrallanuvchi boiadi va
ushbu

b c b
\f(x)dx = \f{x)dx + Jf(x)dx, a<c<b, (7.3)

tenglik o‘rinli.

4° . Agar /(x) va g(x) funksiyalar [a é] da integrallanuvchi boisa,
u holda, V7i/ieR lar uchun AfX)+/g(x) funksiya ham [ab] kesmada
integrallanuvchi boiadi va

1 [Af(x) +g{x)]dx =/tI(x)dx +/(] g(x)dx (7.4)

tenglik o‘rinli.

7.1 -natija. Agar /,(x), f 2(x),...,f..(x) funksiyalar [a,6] kesmada
integrallanuvchi boisa, u holda, ¢,/](.r)+c,/2X)+..+C,/,.(X)
(Ct =const, k=t«) funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi boiadi va

HC/, (X) +.. +C,/,,(x)]* =CIf(x)dx +... +C.) f, Qrfx (7.5)

tenglik o‘rinli.

5°. Agar f{x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada integrallanuvchi
boisa, u holda, ulaming f(x)g(x) ko‘paytmasi ham shu kesmada
integrallanuvchi boiadi.

7.2-natija. Agar /(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi
boisa, yneiv uchun, [/(X)]" funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi
boiadi.
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6°. Agar /(*) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boiib,

Vxe[a,i] uchun, f(x)>0 tengsizlik o‘rinli boisa, u holda,
Y(>&£0 (a>b)

tengsizlik o‘rinli.

7.3-natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [ab] kesmada
integrallanuvchi boiib, vXe[ab] uchun, f(x)<g(x) tengsizlik o‘rinli
boisa, u holda,

\f{x)<\g{x)dx (7.6)

tengsizlik o‘rinli.

7°. Agar f(x) funksiya [a,6] kesmada integrallanuvchi boisa, \fpa
funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi boiadi va

\f(x)dx <j\f(x)dx (7.7

tengsizlik o‘rinli.
Bu xossaning teskarisi har doim ham o‘rinli emas, ya’'ni [/AX]|
funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi ekanligidan, f(x)

funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chigmaydi.
8°. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boisa, u

holda, shunday R o‘zgarmas son (m</j <m) mavjud boiadi va
\f(x)dx =/j(b-a) (7.8)

tenglik o‘rinli, bunda m=inf {/*}, u :aSZl%}%{/(*)}I

9"(o‘rta giymat haqgidagi teorema). Agar f(x) va g(x)
funksiyalar [a,b] kesmada integrallanuvchi boiib, g(x) funksiya shu
kesmada o‘z ishorasini saqlasa, u holda, shunday ju o‘zgarmas son
(m<R<m) mavjud boiadi va

\f(X)g(x]dx =nM\g(X)=x (7.9)

tenglik o‘rinli.
7.4-natija. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz boisa, u
holda, [<36] kesmada shunday £ (<=\ab}) mavjud boiadi va

\f(x)g{x)dx =F{£)(b-a) (7.10)
a

tenglik o‘rinli.
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Agar /(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa (a<b), u
holda u aniq integralning 2° -xossasiga asosan, [a,x\(a<x<b) kesmada
ham integrallanuvchi bo*ladi. Aniqg integralning yugori chegarasi b ni *
ga, integral ostidagi ifodada x o'zgaruvchini t ga almashtirsak, u holda,

0%
* ga bogiiq ifoda hosil bo‘ladi, uni ®(x) orgali belgilaymiz:
*(*)=}H«* (7.11)

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:
10°. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi boisa, u
holda,

<EM5/(f)* va Fx)=\f(t)dt

funksiyalar ham shu kesmada uzluksiz bo'ladi.

11°. Agar f{x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lib,
biror x0e[a,6] ntigtada uzluksiz bo‘lsa, u holda, &x) va F(x) funksiyalar
ham Xgnugtada differensiallanuvchi bo‘ladi va

4,(x0)=f(xol f'(*0)=-/(*0) (7-12)

tengliklar o‘rinli.

7.1-eslatma. Agar x0 nuqgta, [a,b] kesmaning chetki nuqtalari
bilan ustma-ust tushsa, u holda, o(x) funksiyaning x0 nugtadagi hosilasi,
0'‘ng yoki chap hosila deb tushuniladi.

7.5-natija. [a,6] kesmada uzluksiz boigan har ganday f(x)

funksiya, shu kesmada boshlangich funksiyaga ega bo‘ladi. Shu
boshlang'ich funksiyalardan biri

if(x)dx=]Jf(t)dt +C (7.13)

bo‘ladi. Bu formula anigmas integral bilan aniq integral orasidagi
boshlanishni ifoda giladi.
7.4-misol. Ushbu
(x, 0<x<1/2 bo'lganda,
{l, 1/2<x<1 bo'Xgaiida.

funksiyaning [0; 1] kesmada integrallanuvchi ekanligini ko‘rsating.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [o;i] kesmada chegaralangan va
kesmaning *=! nuqtasida uzilishga ega bo‘lib, qgolgan barcha

nugtalarida uzluksiz.
Demak, 7.5-teorema va 3° - xossaga asosan, berilgan funksiya,
[o 1] kesmada integrallanuvchi boMadi, ya’ni

'

7.5-misoL P{x) funksiya [ab] kesmada integrallanuvchi va manfiy
emas, f(x) funksiya esa, [ab] kesmada m<f(x)<M munosabatlami
ganoatlantirsin. Agar f(x)P(x) funksiya shu kesmada integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda,

b h b
P{x)dx <J P(x)f{x)dx < M\ P(x)dx (7.14)

tengsizliklar bajarilishini isbotlang.

Yechilishi.  Shartga ko‘ra, Vva<x<b uchun, m<f{x)<M
boMganligidan, mP(X)< f{x)p(x)< MP{x)  tengsizliklar ~ o‘rinli.  Bu
tengsizliklarni, a dan b gacha, hadma - had integrallash natijasida,
(7.14) tengsizliklarni hosil gilamiz.

7.6-misol. PO\ fx\(p{x\y/{x) funksiyalar [a,b] kesmada berilgan
bo'lib, ularquyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

a) p(x)~ manfiy emas;

b) AAx)< f{x)<v {x),

¢) f)p(x\ <pXpX), ¥:)p (x) funksiyalar [a,b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lsin. U holda,

b b b
I <p(x)p(x)dx <J f(x)P(x)dx <J W/(X)P{x)dx (7.15)

tengsizlik bajarilishini isbotlang.

Yechilishi. Shartgako'ra, p(xX)>0, <pX)<f(x)<i//{x) bo‘lganligi
uchun, ¢x)p{x)< f(x)p{x)< Mx)p{x) tengsizliklar ham o‘rinli bo*ladi.
Bundan (7.i5) tengsizliklar kelib chigadi.

7.7-misol. Ushbu

tengsizliklarni isbotlang.
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Yechilishi. p(x)=sinx. /(* )=-N=k|='z deb belgilaylik. [O;*]kesmada

o< ‘ simt>0. 7.5-misoldagi (7.14) tengsizliklarga ko‘ra,
1772 \2
0<F SPK dx <~! Feinxax <me=
N T I al20 V2
ekanligi isbotlanadi.
7.8-misol. Ushbu
i A N1
10M8 " |J2+S ~\21o

tengsizliklarni isbotlang.

Yechilishi. p(x)=a9,/(s)= ------ deb belgilasak, u holda, [0
(9=a9,/(s)= oo g (0]

kesmada />x)so va integrallanuvchi, ~< /(x)<-~, hamda f(x)p(x)

funksiya integrallanuvchi.
Demak, 7.5 -misoldagi (7.14) tengsizliklarga ko‘ra,

fxdx<f.* tfc < fxodifa.

V3], i-fcw V2b
9
=== -
Bundan, %/31 })vzuza{/ T gi— tengsizliklarning oi‘inli ekanligini

olamiz.
7.9-misol .x - <sinx<x, x>0 tengsizliklardan foydalanib, ushbu

tengsizliklarni isbotlang.
Yechilishi. [0;2] kesmada 4x>0 bo‘lganligi uchun, 7.6-misoldagi
(7.15) tengsizliklarga asosan,
X-X
f—~dx< =k

o t/x J Vx LV X
Bundan,

boiganligidan,
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20n/2 <rsinx”™ <4V2
21 “]Jvi ~ 3
tengsizliklarning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
7.10- misol. Ushbu

(e Moo r(&<—fe-1)

¢ (x+2X3-y) 6V
tengsizliklami isbotlang.

Yechilishi.  f ( X(.TlZ):(S-x;r funksiyaning  [0i] kesmadagi
2X_1 1
/'(*)=i— —~ — y hosilasi, x=- nugtada nolga teng bo'ladi.

Funksiyaning hosilasi, x=~ nugtadan o'tishda, o‘z ishorasini, manfiydan

musbatga o‘zgartiradi. Shuning uchun, f(x) funksiya bu nuqtada

minumumga erishadi, ya’'ni Funksiya maksimum giymatiga
[0;] kesmaning chetki nuqtalarida erishadi, ya’'ni .
Shunday qilib, - <7~ <  «s0 Jt*-vai*i bo‘lganda esa,
25 (x+203X) 6 2
4 fe x<rT------e\;\/- ----- r< 1—rexa’x,

2510 X5 FTaXEH e
E(e-l)s \\X+2\a;-_;()r|fc<6| e-1).
Demak, 7.5-misoldagi (7.14) tengsizliklarga asosan,

ni 1 X 11
— le*ife< [Hrmmmmcoomoeme \<6—{e*dx.

25 J(X +2X3-x)
Bundan talab gilingan tengsizlik kelib chigadi.
7.11 -misol.
1 1
Quyidagi: jv 1+x2dx va jxdx

o 0
integrallarning qaysi biri katta?

Yechilishi. Mi+x2 va x funksiyalar [0i] kesmada uzluksiz
(integrallanuvchi). [0l] kesmada x<4l+x2 tengsizlik o‘rinli. U holda
(aniq integralning 60- xossasiga asosan),

jxdx < jVI+x2dx t
0 0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
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7.12- misol. Agar fix) va ¢(x) funksiyalar [ab\ kesmada
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda,

If(2)p(x)dx <"/ 2Rl (7.16)
tengsizlik o‘rinli bo‘lishini isbotlang. Odatda, bu tengsizlik, Koshi -
Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi.

Yechilishi.  [f(x)-A<p(x)]2 funksiyani qaraymiz. Bunda n
ixtiyoriy haqgiqiy son. Bu funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi. Aniq
integralning 6° - xossasiga asosan,

\[F(X)-X(p(x)fdx>0
yoki
fﬂ? ip2(X)dx - 29-13 f{x)<p(x)Jx+3 7/ 2X)k>0.

Bu tengsizlikning chap tomoni A ga nisbatan kvadrat uchhaddan
iborat bo'lib, u A ning barcha giymatlarida nomanfiy, demak, kvadrat
uchhadning diskriminanti manfiy emas:

\ F 20k 2B UK <pOJa\. =0,

bundan (7.16) tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
7.13 -misol. Ushbu

AN

2
fx1 TV0BXdX<—
| 24

tengsizlikni isbotlang.
Yechilishi. f(x)=x2, g(x)=Jcosx deb olsak, (7.16) formulaga
asosan,

2 r
Jx 3-n/cosxdx< Jx2dx m1Jcosdx=—
0 24

bo‘lishi kelib chigadi.

Agar <pX),if/f) funksiyalar, [a,6] kesmada differensiallanuvchi
bo‘lib, xe[a,b] uchun, A<cp{x)<B bo‘lsa, f(x) esa, [A, B] kesmada
uzluksiz bo'lsa, u holda

F(x) = JH{t)dt; a <x < I)

funksiya \ab\ kesmada differensiallanuvchi bo‘ladi va
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Ac r\% () =Av'ix))-y/{x)- f(<p() <px) (7.17)
formula o‘rinli.
7.14- misol. Ushbu
d* dt
¢ fll +4
hosilani hisoblang.
Y echilishi. (7.17) formulaga asosan,
d do 1 2- * ?2- X X
dx<ju7~\j(i+xn) X X~yll+xn ~7u7
7.15-misol. Ushbu
fQ JtekR x*¢,

&r)=U *=c
funksiya uchun,

\gc{x)dx=0
a

ekanligini isbotlang.

Isboti. [ab] kesmaning, P={a=x0<x, <..<X,, =6 } bo'linishini
olamiz. Faraz gilaylik, c nugta, gism kesmalarning birida yotsin, misol
uchun, ce[xmxmH] bo'lsin. Berilgan gc(x) funksiyaning P bolinishga
mos kelgan integral yig‘indisini tuzamiz: £ deb, gism kesmalarning
chap chetki nuqgtalarini olamiz:

(&)= XSc(*)H =goLujAT.! +gcEmAX,,
golgan yig'indilar nolga teng. Shartga ko‘ra,

bo‘lgani uchun,
|I>>(%)IS +AXJ.
Bundan, jm~ap(gd=o, ya'ni JgaX):&=0 ekanligi kelib chigadi.

7.16-misol. Agar /(x) funksiya [ab] kesmada integrallanuvchi
bo‘lib, uning giymatini biror ce[a\b] nugtada o'zgartirsak, natijada,
yangi hosil bo‘lgan /,(x) funksiya ham, [a,ft] kesmada integralianuvchi
bo‘lishini va
\/{x)dx =\f{x)dx

tenglikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
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Yechilishi. Shartga ko‘ra,
f(x), xe[a\b\ x&c bo"Xganda,
fix)* /(*)> x~c bo"Xganda.
Demak, f (x)=/(x)+gax), bunda,
0, xe[cr,b\ x*c bo"Xganda,
A, Xx=c bo'Xganda.
Aniq integralning 4° - xossasiga, hamda 7.15- misolga asosan,

1/, ()dx = | f(x)dx +jg cx)/x = | /{Xyix.

7.2 - eslatma. 7.15- va 7.16- misollarga asosan, quyidagi xulosani
chigarish mumkin: f(x) funksiyaning integrallanuvchiligi, uning ba’zi
berilgan nugtalardagi giymatlariga bog‘lig bo‘lmaydi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalaming berilgan kesmada integrallanuvchi
ekanligini ko‘rsating:

7.5. Agar fix) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
uning shu kesmada chegaralangan ekanligini isbotlang.

7.6. f(x) funksiyaning [ab] kesmada integrallanuvchi bo'lishi
uchun, Vf>o olinganda ham, shunday 6=8{s)>0 son topilib, [ab]
kesmaning, diametrlari s dan kichik bo‘lgan, har ganday p,va p1
boiinishlarida

tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli ekanligini isbotlang.

7.7. [ab] kesmada har ganday chegaralangan monoton funksiya-
ning shu kesmada integrallanuvchi ekanligini isbotlang.

7.8. Agar fix) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz, P={xk}r
bu kesmaning bo'linishi, £e [xM, x,1,2, e[jtM, x,], AX,.=x,.-xM, i=1,2,.-.kP
bo'lsa, u holda,

107



I™0Z /fewm 2,Kr. =jf(x)g(x)ax

tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang.
7.9. Agar f(x) funksiya [0;1] kesmada monoton bo‘lsa, [G; ]
kesmada

ekanligini isbotlang.

7.10. Agar /(x) funksiya [a,b] kesmada chegaralangan ve
qavarigligi yuqgoriga gqaragan (botiq) bo‘lsa, u holda uning shu kesmada
integrallanuvchi bo‘lishi va

tengsizlik o‘rinli ekanligini isbotlang.
7.11. Agar f(x) funksiya [ab] kesmada Riman ma’noside
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda,

}E}r&sp(f)z Am:sp(f): i\f(x)dx
tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang.

7.12. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuv-
chi,vxe[a, 6] lar uchun c<f(x)<d bo‘lib, g(x) funksiya [c,d] kesmada
uzluksiz bo‘lsa, u holda, g{f(x)) funksiyaning [a,b] kesmada
integrallanuvchi ekanligini isbotlang.

7.13. Kvadrati integrallanuvchi bo‘lib, o‘zi integrallanmaydigan
funksiyaga misol tuzing.

7.14. Yig‘indisi integrallanuvchi bo‘lib, go‘shiluvchilarning har
biri integrallanmaydigan funksiyalarga misol tuzing.

7.15. f{x)g{x) funksiyaning \ab\ kesmada integrallanuvchi
bo‘lishidan, f(x) vag(x) funksiyalarning [a,b] kesmada har doim
integrallanuvchi bo‘lishi kelib chigadimi?

7.16. Agar f(x) funksiya [a,b\ kesmada aniglangan (a,b) kesmada
uzluksiz bo‘lsa, u holda [«/;] kesmada integrallanmaydigan funksiyaga
misol tuzing.

Quyidagi integrallami baholang:
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7.19. ) =Ty—dx - . 7.20. ) =le-"dx.

O2+X—x2 o)
= Y6 n
7.21. Y=I—4=dx. 7.22. ) = fxarctgxdx.
oVI+x #
T

Quyidagi tengsizliklarni isbotlang:
K

2 0.5 .
7.23. [e"Ai<ir>— (I-e_) (1>0. 7.24. 05< <£(,>).

O Ovi n
725.* <[ _ — < 7.26. -1<T <X

6 onld-x -X1 4nl2 Vv? 34
7.27. s *Uv!l i 7.28. 9<I « T 95
% ﬂg 1 < TikI:<—! va 11 1 <"I’d_X <f|_+}+ +—1

T ok+l 1 x K 2 3 n *X 2 7 n-1

7.30.1< IfiA<5. 73l £<T “U.n<t.

V9  a-i +8 2 3 2+X
Quyidagi integrallarning gaysi biri katta (integralni hisobiamasdan

xulosa qiling)?

1 | 5 )
7.32. $yll+x2dx yoki jjt/x. 7.33. Isin Dxatc YOKi Jsin2xdx.

0] 0] 0] 0]

n

1 2 * 2
7.34. yoki je v 7.35. Je"* cos2cir yOKi Je *2cos2xdx.

o] o o] o

I
7.36. yoki j57gr. 7.37. jAyoki \IL.

0 X 0 X v »r
7.38.J sinxife yoki &+ sindx 7.39. 7~ yoki 12 .

0 0 1V1+x1 1*

I 1 2 2
7.40. fx 2sin2xdx YOKi jxsin2xdx 7.41. jinxdx yoki J(Inxfdx

o o |
7.42. §Inxgv yoKki inx2icc . 7.43. je~x cos2xdx yoKki e~ cos2xdx
7.44. Agar f(x) funksiya (p -a, p+a) kesmada uzluksiz va ocsuvchi

bo‘lsa, u holda,

2al(?-p2a J/(x2-2px +q}tx<2af(al+q-p2)

p-a

tengsizliklarni isbotlang.
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Ushbu
b et Nl *
I XNUX = ———————— ,m=* =1, Jsinxdx- 2

munosabatlar va 7.6 -misoldagi (7.15) tengsizliklardan foydalanib,
quyidagi integrailami baholang:

7.45. b — fe. 7.46. fA-+4n-x
OTFT? i
* P
7.47. IV 12 +x =sin xdx. 7.48. 1+In" x XA
7.6-misoldagi (7.15) formula va x-— <sinx<x— (x>0)
6 6HX5
120

tengsizlikdan foydalanib quyidagi integralni baholang.
7.49.) =£ SnX(x 7.50.) =£ Vxsinxdx. 7.51. jifxs'mxdx.
X » b

3

7.6-misoldagi (7.15) formulava x -y <In(l+x)<x-y +y(x>0)

tengsizliklardan foydalanib, quyidagi integrallarni baholang:
7.52. 7 .53 .}V ilna+xcfc.
0,5 X 0
Koshi -Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib, quyidagi tengsiz-
liklami isbotlang:

1 N 1
7.54. | VT+Xx2A38+\dx < 7.55.j -N\+x*dx <]JI2.
o 0
7.56. | X 2Vsin xdx < . 7.57. \]V(1+x2)sin Xdx <2/r+— .
o ' 0 2
Quyidagi hosilalarni hisoblang:
/% ] @X
7.58.—_fVI+t2dt. 7.59.— icosTri’'rf.
& i *2,
7.604-f— at 7.61.2-fIntdt (x> 0.
60 fsf— 61 fgfinuat (x>0
7.62.4- fcos(i2i* (x=0). 7.63.— fsinxVx.
(X dasa
@ 1 ) o
7.64. Agar x=liinA*, v= IV Infrff (>0) bo‘lsa, u holda, ni toping.
i i dx
t Inf ,
7.65. Agar x=J— v=jvdr boisa,u holda,ni toping.

Quyidagi limitlami hisoblang:
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Jcosx 3 jitgxdx

7.66. lj_l;B— v 7.67. )leiE?GlT____'

JVsin xdx

0
Anig integral yordamida quyidagi funksiyalaming berilgan
kesmalardagi o‘rta giymatini toping.

7.68./(jic)=— r, [1;15]. 7.69.f(x) =cos3x, [0;*].
X +Xx*
7.70./~)=sin4 x [0; 7] T.71.f(x)=— |— [0:2] .
ex+l
7.72.5(x) =sin’x, [0;1] . 7.73./(.t)=20+4sinx +3cos.t, [02«i.
7.74.f(x) =-1x, [G100, 7.75.f(x) =sinT -sin(x +a), [0;2],
7.76. Ellips fokal r=———~-— (o<£<| p—— | radius vektor
I-fcosp”

uzunligining o‘rta giymatini toping.
7.77. [0— kesmada /(H=sinp-f funksiyaning o‘rta giymatini
toping, bunda a —-parametr.

7.78. 9 ning ganday giymatida /(<)=sm[~~-+<p\ funksiyaning
[o;%] kesmadagi o‘rta giymati ~ gateng bo‘ladi?
n

b
Quyidagi misollarda, £ ning qanday qiymatida, \f{x)dx=f{£\b-a),
a</; <b ,tenglik o‘rinli bo‘ladi? Bunda
7.79.f(x) =2x-~x2 a=0 6=2 7.80.f(x)=tg2, a= 6=0Q
7.81./(r)=Inx, a=1 b=e2.
Quyidagi misollarda, £ ning ganday giymatida,
b b
| fx)g(x)dx =/ (i)Jg(x¥)dx tenglik o'rinli bo‘ladi? Bunda
7.82. /(y)=x g(xX) =*)\-x2,a=06=1
7.83. f(x) =vI-x3, g(x) =x, a=06=1
7.84. f(x) =x+\ g(x) =1/t/1-x3,a =06=1
7.85.f(x) =WV I-.ir,g(x) =x+1,a=06=1.
7.86.f(x) =x, g(x) =cosx, a =0,6=-y.

7.87. f(x") =cosx, g(x)=x, a=0,b=~.



Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

7.10. Ko‘rsatma. A =0,M >0, A +Aj =1, (,/(Xt)+A~f(x2</(X,*, +AX2)
tengstiITi((Jﬁan Poyéiafanﬁﬁg. |}.13. /(.y}:-/% li’

X ratsionalson bo'lganda,
X irratsional son bo'lganda.

N3

ta ./ \ f 1 x ratsionalson bo'lganda,
.14. =<
[0, x irratsionalson bo'lganda.
-1, X ratsionalson bo'lganda,

gw=

0, x irratsional son bo'lganda.

X ratsionalson bo'lganda,
715w =g(x g

1, x irratsional son bo'lganda.

7.16. y(*)ZE((;—«)(*—G)’ XeM”’

0, X=a, X=Nb.

7.17. 718. —7r<]j<-n. 7 .19.-<.
2 2v2 13 7 3 2

720.i g <.721. 7. <y<9_.7.22.<y<i£.7.32. Birinchisi.
e 20 10 9 9

7.33. Ikkinchisi. 7.34. Ikkinchisi. 7.35. Birinchisi. 7.36.lkkinchisi.
7.37. Birinchisi. 7.38. Birinchisi.7.39. Ikkinchisi.7.40. Ikkinchisi.

7.41. Birinchisi. 7.32. Ikkinchisi. 7.43. Birinchisi.7.45. TF:<J<_:3’

746. *<j<tH. 7.47.2Vi2<y<28i277.7.48 Ni<y<~"(e3-i)
4 4 3 3 v r
1A9. 0,5-0,125/18 <] <0,5-0,125/18+,03125/600.

7.50. 0,8[0,4(0,64)2~ (0,6 4)4] <J< 0,8[(0,64)2~ (0,6 4)4+ ™ (0,64)6].
7.51. 0,8[|(0,512)2-~(0,512)4<y<0,8[|(0,512)i -j-(0,512)4+— (0,512)6].

7.52. -l</<2. 7.53. 7.58. 2WI77.
16 8 35 945

7.59. -sinxcos(;r eos3x)-cosxcos(;rsin3x). 7.60.Sn  .7.61. Inx.
X

7.62. f~+1-cos-V. 7.63. -sin<r.7.64.- t\ 7.65. -il. 7.66. 1
29x x X U
7.67. i. 7.68. 0,3648,7.69. o. 7.70.5, 7.71. 0,283 7.72.0,5. 7.73.20,

7.74. 6? 7.75. Ecosa.
7.76. S-__=6-ellipsning kichik o‘qi uzunligi. 7.77. I-ecsna
vi—¥2
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7.78. =2t P2k ke  7.79.0£=, $=2

7.80. z:—arct%,\’\—. 781. inf=4~- 7.82. —.7.83. .if.
s e"+1 3irr V9

7.84. —7.85. ,7.86. — . 7.87. arccosN/.
K XX +2 2 2

8-8. Aniqg integralni hisoblash

Har doim, har qanday integrallanuvchi funksiyaning aniq
integralini, integral yig‘indining limiti sifatida garab, hisoblash oson
bo‘lavermaydi, ya’ni integral yig‘indini tuzib, uning limitini hisoblashda
ancha noqulayliklar va giyinchiliklarga duch kelinadi. Shuning uchun,
aniq integralni yuqoridagi ta’rif bo'yicha hisoblash usulidan boshga
soddaroq usulini topish zaruriyati tug‘iladi. Bu usullami quyida keltirib
o‘tamiz.

8.1. Nyuton-Leybnis formulasi. Yuqorida ko‘rdikki,
f(x) funksiya [a,6] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u shu kesmada
boshlang‘ich funksiyalarga ega bo‘ladi. Aniq integralning 11° -xossasiga
asosan,

0{x) =\f{f)dt

Funksiya, f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridan biridir.
F(x)-f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi ixtiyoriy boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsin. Ma’lumki, < va F{x) boshlang‘ich funksiyalaming
biri, ikkinchisidan o‘zgarmas songa farq giladi, ya’'ni

Jf(t)dt =F(x)+C, a<x<b.

Bundan, x =a deb olib,

0O=F(a)+C, C=-F(a)
ekanligini topamiz, ya’ni Vxe [a,b] uchun,

M (*)& =F(b)~F(a) (8.1)

Nyuton -Leybnis formulasiga ega bo‘lamiz. Odatda, (8.1) formula,
integral hisobning asosiyformulasi, deb ham yuritiladi.
8.1-eslatma. Odatdagidek,

Fixfa=F(x~=F(b)~F(a)

belgilashni olsak, u holda, (8.1) Nyuton - Leybnis formulasini,
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\f(x)dx =F{x\h

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
b

8.1-misol. Ushbu jxndx, m* -1 integralni Nyuton-Leybnis
a
formulasi orqali hisoblang.

Yechilishi. Ma’lumki, integral ostidagi /(x)=xm funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi, F(X):}_E"EI dan iborat. Nyuton-Leybnis
m

formulasiga asosan,

b WK+ L«
[xnuix=- — I*= ,m*-1
¢ m+l1 m+1

bo‘ladi. Xususiy holda, m=-1bo‘lganda,
iy=InN|'=InH-"nH =

Shunday qilib, aniq integralni hisoblash masalasi, integral ostidagi
integrallanuvchi  funksiyaning boshlang‘ich  funksiyasini  topish
masalasiga keltirilar ekan. Lekin har qanday integrallanuvchi
funksiyaning ham boshlang‘ich funksiyasini topish oson bo‘lavermaydi.
Shuning uchun, aniq integralni hisoblashda, boshga usullardan ham
foydalanishga to‘g‘ri keladi.

8.2.Aniq integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish usuli.

8.1-teorema. X=g(t) funksiya [a,R] kesmada aniglangan uzluksiz
differensiallanuvchi va uning giymatlari to‘plami [a.l} kesmadan iborat
bo‘lib, g(a)=a g(R)=b bo‘lsin. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada
uzluksiz bo‘lsa, u holda,

\f{x)dx =\f[g{f}g'(D)it (8.2)

formula o‘rinli.

Bu formulaga, aniq integralda o zgaruvchilami almashtirish
formulasi deyiladi.

8.2 -misol. (8.2) formulani isbotlang.

Yechilishi. f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz boigani uchun,
7.5-natijaga asosan, f(x) funksiya, [a,b] kesmada, «(x) boshlang‘ich
funksiyaga ega boiadi. Bu holda, F(t)=0[g{t)], (a<t<j3) murakkab
funksiya hosilaga ega:

Fi)=@Tg(]1-g'(H=/[g(]1g’()-

114



Bundan, Nyuton -Leybnis formulasiga asosan,
P P
)flg())g Ne =JF "ifjdt =r(B)~ F{a) =0[g(B)} -

- <2>[g@)] =¢(b)~ th(a) = f{x)dx.
8.3-misoS. Ushbu

integralni hisoblang.

Yechilishi. x=cosi almashtirishni olamiz. Bu almashtirishning
to‘g‘riligini ko‘rsatish uchun, 8.1- teoremaning shartlarini tekshirib
ko‘ramiz: x=g(t)=cost funksiya R da uzluksiz, yangi t o‘zgaruvchi,

uzluksiz. Demak, 8.1- teoremaning hamma shartlari bajariladi.

Bulami e’tiborga oigan holda,
n

8.4-misol. Ushbu

integralni hisoblang.
Yechilishi. 47r+\=t almashtirishni bajaramiz: .r,=0 bo'lganda,

r,=Fv2 X, =In3 boMganda, t2=2. Demak, x o‘zgaruvchi, [0;in3] kesmada
o‘zgarganda, yangi t o'zgaruvchi [V2;2] kesmada o‘zgaradi. jc=in(r>—)
funksiya, r=Ve'+1 funksiyaga teskari, [V2;2] kesmada monoton, uzluksiz
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Shunday qilib, 8.1-teoremaning hamma shartlari o‘rinli, shuning
uchun, (8.2) formulaga asosan,
fWe'+1 , \2rdt

=2|(!" =2[i-27cig” =2[2-2.~ -V2+2arctgl|-]=

=A-T/9-21/2 +2arctg™-.

8.3. BoMaklab integrallash usuli.
8.2-teorema. Agar n=u(x) va v=v(x) funksiyalar, [a,b] kesmada
uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, ulaming xosilalari, shu

kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda,
b b
I udv =uv*-j vdit (8.3)

yoKki
b
Jb uV' (x)dx = u(x)v(x) * Jv(x)u'(x)dx

formula o‘rinli.

8.5 -misol. Ushbu

n
J xarctgxdx

integralni hisoblang.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyalar, 8.2- teoremaning barcha
shartlarini ganoatlantirishiga ishonch hosil qilish qiyin emas.
n=arctgx, dv=xdx deb olib, (8.3) formulaga asosan,

X2

S
ixarctgxdx:[du:—+ vy =—1=
X
n hii'x2dx, n 3 1/ \fl
- 21T ~A]=T2-2ix-aCt8y
n 1f an _qda -=di,n 2n 3
2 2N 3 2 2THO~T~
Misolni Maple tizimidanfoydalanib yechish:

> int(x*arctan(x),x=0..sqrt(3));

2x_ i
3 2
8.6 -misol. Ushbu

» =Jjc" In" xdx, a >0O,n€N, (8-4)
0
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integralni hisoblang.

Yechilishi. f{x)=x*in'* funksiya (0;I] kesmadaaniqglangan va
uzluksiz, hamda lim/(x)=o. f(x) funksiyani gayta aniqglaymiz, ya’ni
x =0 da f(x)=0 deb olsak, u holda f(x) funksiya [0;i] kesmada uzluksiz

bo‘ladi, ya’ni u [0;i] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Berilgan (8.4) integralni bo‘laklab integrallaymiz:

In"“1*
Jta - \x" In” xdx =[u =In" x,dv =x"dx, du =n dx,

rad 1
} PO S — X IN"xdx =

LVA= S, S,
a+\ a-+l Ca+Hi

o+l
Bundan, ketma-ket bo‘laklab integrallash natijasida,

J., =(-0" =(-0" . =
( a+) ( (@a+H) i
=(_!)II_ ) ‘
(«+ir
rekurrent formulani hosil gilamiz.
8.7 -misol. Ushbu
jx 2Inxife,
integralni hisoblang.
Yechilishi.
u =1In2x; du =(In2x)'dx = dx: )r(2 5
IxIn2xdx - X — In" X
2 x
dv =xdx; v =—
m=Inx; du =(Inx)'dx =—dx;
IxInxrfr X NLLZE
dv =xdx; v =- J2x
e__e~ It w-£F |
2 2 29 4 4

Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> jut(x*(In(x))A2 ,x=1..exp(l));

8.8-misol. Ushbu
(8.5)
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tenglikni isbotlang, bunda, p,,(x):fW L 31 Lejandrko‘phadi
4 X
(h=0,12,..), £>, esa, darajasi m<n bo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad.
Yechilishi. Ravshanki, - (*=0,12...) funksiya * =-i va

nuqgtalarda nulga aylanadi. Berilgan integralni ketma - ket bo‘laklab
integrallash natijasida,

«=q,,(4 av =y =A—) >

-(-'TeYbl— -0

ekanligini keltirib chigaramiz, chunki Q%,#\x)=0. Bundan (8.5) tenglik-
ning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Mustagil yechish uchun misollar

Quyidagi integrallarni, Nyuton-Leybnis formulasiga asosan,
hisoblang:

8.1.j(2x-3>)dx. 8.2. l1sx4ix. 8.3.jlfxd x.
0 1 1
8.4. j2yix-ldx. 8.5. J(x HX*-2)&. 8.6.jI3i+4-)ai.
[ 2 Nt
8.7. J(I +om)i& 8.8.j(X2+ax\ix. 8.9.jf* 2-n2Ac
o o o\ )
8.10.3(1 +m dx 8.11. ] (VI3 dx. 812.jrdt.
0 0 11

Quyidagi integrallarni, Nbyuton - Leybnis formulasiga asosan,
hisoblang:

8.13. |_§3q2—4,ur+‘4&. 8.14. J-yifr. 8.15. [—=
X wt
8.16. f-—rdx. 8.17. f —2R32%c  8.18. fsin25xqc.
i(2x+H)5 ' i
8.190 JsecAdt. 8.20. Jctg- ~dx. 8.21. jsecxtgxdx..
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822 f5(sinx)32cosxdx. 8.23. f 3sinvcosyy 824. Y
i

i VI+3sin2x ., V2secf
825 Y-~ 8.26. A
% g v I 2V5+4x-X2
14 v
00SCX ctgxdx. 8.28. — —jiv.

827 |
Quyidagi integrallarga, Nyuton-Leybnis formulasini formal
ravishda qgo‘llaganda, noto‘g‘ri natijaga kelinishini izohlang:

829" il=—cTT-2- 8.30. j-"farcig-W 8.31. j—.
612""9&1 JIJ|VI J \J/
Quyidagi integrallarni hisoblang:

8.32. |(2x+5)&. 8.33. | (xJ +mixjix. 8.34. xttY.
8.35. M\[xdx. 836. J j. 837. j\x-K&
4 v+ 2

X £
8.38. J(I +asx)dx. 8.39. J amsecxdx. 8.40. [B>2+sny)fy.
o £ £
841.jT—— 842 lJixj*. 843. pqrx
J|v2 4, _ﬁq J_élxl
Quyidagi integrallarni hisoblang:
8.44. J\ydx. 8.45. 1166 8.46. SX?IX
: dx dx
8.47. fsindek 848 frit—-. §.§QX.2f2X_8
850. fgjM * 851 - *
y9I% N2
8.52. 8.53. \-x-d=.
0] 0- +

Quyidagi aniq integrallarni, o‘zgartiruvchilarni almashtirish
yordamida hisoblang:

8.54. YYy+W. 8.55. J-ly+ldx 8,56. 3 s>
) 1 0
8.57. foos2xsinxXiiy. 8.58. fF— . dx. 859. dx
L -4+x22 od+x)"
8.60. f(l-cos3i)sin3fiA. 8.61. f(l-cos3fsinhdt. 8.62. f —dt.
0 X 0*4 +3sini
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8-63. J-====ift. 8.64.]j J)(()’ +2x(5x4+7)dx. 8.65. Jcog~32;esin2.rd!'|’.

V4 +jsinr
X
4 | x1i
8.66. J(I-sin2/)32cesltdt. 8.67.j sinnxdx. 8.68. Jcigxdx..
o o x/6
8.69. T N fe . 8.70. R a 8.71. f * _ .
—-i,4«w] X \ x2 {x2+c2
8.72.\N-dx. 8.73. 1*'1+smV
1 x I COS'X
8.74. J(l-2xJdx 8.75. ] sin2r 14+—di.
n n VvV  2j

Quyidagi integrallami,. o‘zgaruvchilarni almashtirish usulidan
foydalanib hisoblang:

876.\ - jL~. 877. \-padx / 8.78. [l K
IW | +*2 Wi+e" . x4
K
879. f—* = . 880. f----*—— . 881.
Ox +Ja2-x2 ¢ | +sinx-+cosx { 70" X%
882. j ¢ . 883. \{e*+te-flgxdx.  8.84.
| Wi+ Inx \ r * 1+X

7

8.85. Ushbu j(x2- 6++13)& integralda, x2- 6x +13=t
i

almashtirishni olish nlumkinmi? Javobingizni sharhlang.

8.86.Ushbu IVIN x2dx integralda, x=sint almashtirishni
0

olishmumkinmi? Javobingizni sharhlang.

8.87.Ushbu IlTs_inTC
mumkinmi? Javobingizni sharhlang.
Bo ‘laklab integrallash formulasi yordamida, aniq integrallami hisoblang:

integralda, tgx=t almashtirishni olish

8.88. Ixe~‘dx. 8.89. ~sAnxdx. 8.90. jt 2sialtdt.
0 1 [}
8.91. J xarctg(x2)dx. 8.92. xjnxtg 2dx. 8.93. Jie3nxdx.
0 0 1
8.94. ~x2~xdix. 8.95. xInwxdx. 8.96. JInxdx.
0 1 1
8.97. Xx-cos/Eoft. 8.98. Jin (i+Qic 8.99. J artsin2xax.
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Quyidagi integrallarni, boiaklab integrallash formulasidan
foydalanib hisoblang:
K

8.100.)xcosxdx. 8.101. J(3x+2)Inxdx.. 8.102. jVrsin2xdx.

8.103. )x 3sin xdx. 8.104. jxarctgxdx. 8.105. | ™M-dx

8.106. [sin4xcos2x<& 8.107. (V cos2xdx. 8.108. [ —™M\Nx[a>-X=
i |

8.109. jsinxsin2xsin3x<fe. 8.110.Jjc ‘5~ v+ 3x8dx. 8.111. Jarccosxdx.
0 o 0

Quyidagi, uzilishga ega bo'lgan chegaralangan, funksiyalarning
anigmas integrallarini toping:

8.112. ) signxdx. 8.113. | i'/gii(sin X)dx. 8.114. | [x]ix.

8.115. jx[x]dx. 8.116.|(r i)"Wx

* . . fl, Id</ bo'Xganda,
8.117. }/(/)* ,bunda /<= ] )
10, |i[> bo'iganda, /=0.
Quyidagi, uzilishga ega boMgan chegaralangan, funksiyalarning

aniq integrallarini hisoblang:

8.118. fsigli(x-x3&. 8.119.)[e’ Kk 8.120.jw sin ™ *.
o 0 0 n
X «tl J,
8.121.]j 5/g«(cosj:)cix . 8.122. JIn[*]dx,ne N. 8.123.jsig?i(sinInx)dx.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

8.1. -2. 8.2. I 8.3.28/3, 8.4.32/3.
8.5. 3 8.6.13/2, 18.7.n. 18.8.1,
18.9. 18.10. — (2Is- ). 18.11.-U2 18.12. -.
15 18 6 4
2m3
8.13. 16 8.14. 2. 8.15. 2 8.16. 8 8.17.
160
8.18. - 8.19. V3. 8.20. 673-2* 8.21. -1. 8.22.2
2
8.23. 1. 8.24. 72-1,8.25. 8.26. |. 8.27.0,
8.28.161/i-19, 8.29. funksiya, integral ostidagi funk-

siya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lib, u, 0<x<2n da uzilishga ega.
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8.30. arctg- funksiya, ,r=0 nugtada uzilishga ega.

8.31. Integral ostidagi - funksiya va uning in[*| boshlang‘ich

funksiyasi, [ki] kesmada uzilishga ega.

8.32.6,8.33.1,8.34. 0,835 4 8.36. *-/6,8.37. i;.
8.38. % 8.39. 0,8.40. — 8.41. I1T£ d1,8.42 16 .8.43 O
3 48
8.44. — 8.45. -.8.46. Inl5. 8.47. *,8.48. -arctgtin).
In3 12 4 v

8.49. 1in(2/5)8.50. sini.8.51. -, 8.52. ~+~.  853.
6 4 3 2 6

8.54. 14/3855. 2/3,856. 3) 2. 8.57. 2. 858. o.
8.59. 1s. 8.60. 1/6.8.61. 1/2.8.62. 0.8.63. 0,8.64. 2V3.

8.65. -. 8.66. i. 8.67. r/*.8.68. gn3.8.69. 0.
4 5

8.70. «-A8.71. 4—.8.72. 3/2. 8.73. V28.74. o.
c

8.75. —tsin2. 8.76. 8.77. 8.78. 4
2 1+V5 | +V2 72

8.79,@1, 8.80. In2.8.81.—, 8.82.2iV2-J) 8.83.8) 0.8.84 *
12 v V2

8.85. Yosg. 8.86. Mumkin. 8.87.Yo‘q.  8.88. |-Se-4
8.89. na—8.90. £1z1.8.91. -~i-In2. 8.92. £~Li,2-—.
4 8 8 4 3 18

8.93. 41n2-—,.8.94. 2-5e¢"“8.95. "e4+1,8.96. €2+1,8.97. -L —L.
16 8 8 2n s
8.98. In2+7-2,8.99. -£-+:faj 8.100. £-1,8.101. ioin2-~.
2 24 4 2 4
8.102. 08.103. n5-67.8.104. 8.105. 0-i~,8.106. -,
3 2 256 64 32

8.107. -Sfe"- 1).8.108. a.8.109. ie' 8.110.50.8.111. 1
8.112. {|4C 8.113. [7]-ic0s(cOsi)+C. 8.114. X[l[j—Mtt\+7 +C.
8115 fIM - tiH iN = I),c. 8.116. —arccos ,v(cos tOc)+C.

2 12 a
8.117. iéj.x+/i—|.v—/i). 8.118. -1,8.119. 14-in(7y. 8.120. =

8.121. -¢ . 8.122. InNd>8.123. -ih~.
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11l bob. ANIQ INTEGRALNING TADBIQLARI
9-8. Aniq intégral yordamida tekis shaklning yuzini hisoblash

9.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan tekis shakining
yuzini hisoblash

Tekislikda xoy Dekart koordinatalar sistemasi berilgan boMsin.

9.1-ta’rif. Tekislikning L oddiy (karrali nugtalarga ega bo‘lmagan)
yopiq egri chiziq bilan chegaralangan qismi- tekis shakl (figura)
deyiladi. Bunda L- tekis shaklning chegarasi deyiladi.

O’glarga nisbatan standart so/talar.

9.2-ta’rif. Koordinatalari, [ab] kesmada uzluksiz f(x) va /23V)
funksiyalar uchun, a<x<b, f (X) <v</,(X) munosabatlarni ganoatlantira-
digan M(x,y) nuqtalar to‘plami D-ox o0‘qga nisbatan standart soha
deyiladi.

Ta’rifning geometrik ma hosi shundan iboratki, D coha chapdan va
o‘ngdan, mos ravishda, x=a, y=b to‘g‘ri chiziglar kesmalari bilan ( bu
kesmalar nuqtalarga aylanishi ham mumkin) chegaralangan; f1.,)
funksiyaning grafigi D cohaning yuqori chegarasidan, /,(*) funksiyaning
grafigi esa, uning quyi chegarasidan iborat (9.1-chizma).

9.3-ta’rif. Koordinatalari, [c,d] kesmada uzluksiz g0-) va g2y)
funksiyalar uchun, c<y<d, g,(y)<x<g2v) munosabatlarni ganoatlantira-
digan M{x,y) nuqtalar to‘plami d,-Oy o0‘qga nisbatan standart soha
deyiladi.

Ta’rifning geometrik m anosi shundan iboratki, b, coha yuqoridan
va pastdan, mos ravishda, y=c, y=d to‘g‘ri chiziglar kesmalari ( bu
kesmalar nuqgtalarga aylanish ham mumkin) bilan, chapdan va o‘ngdan
mos ravishda g,(x) va g2x) funksiyalaming grafiklari bilan
chegaralangandir (9.2-chizma).

O’glarga nisbatan standart sohalarning yuzalarini hisoblash
formulalari:

1.Ox o0‘gga nisbatan standart D ={(x,y):a<x<b,/,(X)<v</,(X)[ coha-
ning SDyuzi
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sO=H/:(")-/.(")]&
formula bo‘yicha hisoblanadi.
2.0y o‘gga nisbatan standart D, ={(x,y):c<y<d,gl(})<x<g2)’)} coha-
ning s,h yuzi
SO =\[g2b")-g,(y)ldy

formula bo‘yicha hisoblanadi.

Xususiy holda
3./(,y) funksiya [a\b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lib,

Vxe[;/;i>] da f(x)> O bo‘Isin.

Yuqgoridan f{x) funksiyaning grafigi, yon tomonlardan x=a va
x=b to‘g‘ri chiziglar, pastdan esa, Ox 0‘q bilan chegaralangan shaklning
(odatda bunday shakl, egri chizigli trapesiya, deb yuritiladi) yuzi,

S =W (*>& (9.1)

formula bo‘yicha hisoblanadi (9.3-chizma).

9.4-chizma.
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4. Agar [a;b] kesmada aniglangan, uzluksiz f(x) funksiya manfiy,
ya’ni f(x)<O0 bo‘lsa, u holda, asosi |>6] kesmadan iborat bo‘lib,
quyidan y =/ (x) funksiyaning grafigi bilan chegaralangan (9.4 -chizma)
trapesiyaning yuzi manfiy boMadi:

S= \f(x)dx =-Jf(x)dx

5. Agar [a;b] kesma, chekli sondagi gism oraliglarga bo‘lingan
bo‘lib, ularning har birida funksiyaning giymati manfiy emas (/(x)>0)
yoki musbat emas (/(x)<O0) bo‘lsa, u holda, (9.1) integral, chekli
sondagi, Ox o‘gdan yuqorida va undan pastda joylashgan (yuzi manfiy),
egri chiziqgli sohalar yuzlarining yig‘indisiga teng bo‘ladi (9.5 -chizma),
ya’ni

5 =Jf(x)dx + jf(x)dx ®\FEdxA \f(x)dx  \f(x)dx.

/A
t/Z-
Vi
or
9.5-chizma. 9.6 -chizma.
6. f(x\ g(x) funksiyalar [a;b] kesmada aniglangan uzluksiz,

f(x)>0,9gx)>0 va Vvte[a b\ uchun,f(x)>gx) bo'lsin. U holda,
v=f(x), v=g(x), x=a,x =b chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzi,

S =£1[/ (*)-90li& (9.2)
formula orgali topiladi (9.6 -chizma).
Tasawur gilinadigan (ifodalovchi) to‘g‘ri to‘rtburchaklar.

Biz yuqorida ko'rdikki, aniq integral, Riman yig‘indisining limiti
shaklida, quyidagicha ifodalanadi:

IfX)dx = [/@# )AL, + /(£ BAXL+... + H{E,, )Ax.,] (9.3)
Bunda £, ,jc)] oraligdagi ixtiyoriy tanlangan nuqta, /(£,) esa,
f(x) funksiyaning shu oraligda tasawur gilinadigan giymatidir. Agar

f(x) funksiya musbat boMsa, /(£)Ax, ko‘paytma, 9.7-chizmada
ko‘rsatilgan tasawur gilinadigan to ‘g ‘ri to rtburchakning yuzini beradi.

125



i
a X
bl H X o
in
9.7-chizma. 9.8-chizma.

(9.3) formula bizga, berilgan egri chizigdan pastda joylashgan
yuzani, tasavvur gilinadigan to‘g‘rj to‘rtburchaklar yuzalari yig‘indisi
sifatida, tasvirlash mumkinligini ko‘rsatadi (9.8-chjzma).

Endi Q soha, yuqoridan /(*) funksiyaning grafigi, pastdan esa,
g(x) funksiyaning grafigi bilan chegaralangan bo‘lsin (9.11 -chizma).

9.9-chizma. 9.10-chizma.

Unda M sohaning yuzi, f(x)~g(x) funksiyani, x-a dan x=b
gacha, X bo‘yicha integrallaash yordamida topiladi (hisoblanadi), ya’ni

a
Bu holda Riman yig‘indisi,

shaklida bo‘ladi va tasavvur gilinadigan to‘g‘ri to‘rtburchaklaming
oMchamlari quyidagicha: /fc)-g(;',) - «balandligi» va &x, - «asosi»
(9.11-chizma) bo‘ladi.

Endi y ga nisbatan integrallash yordamida yuzalami hisoblash
formulasini keltirib chigaramiz. 9.11-chizmada ko‘rsatilgan O sohaning
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chegaralari, * ning funksiyalari boMmasdan, ular y ning funksiyalaridan
iborat bo‘lgan holni garaymiz.

=F6>)

9.11-chizma.

Bu holda tasawur gilinadigan to‘g‘rj to‘rtburchaklami gorizontal

ko'rinishda olamiz va yuzani,
[F(/7,)-G(7D)]Ay, +[F{t]2-G{7iYthyl+...+[F(7,)-G(V,)JA>/,
Riman yig‘indisining limiti sifatida, tasvirlaymiz (9.12-chizma).
Demak, berilgan sohaning yuzi,
1[Fiy)-G{y~bec
integral orqali ifodalanadi. Bu yerda integrallash,
F(H-6{y)
«gorizontal boiinish» ni y ga nisbatan bajaradi.

9.1-misoL x=y2 va x-y =2 chiziglar bilan chegaralangan
sohaning yuzini: a) jc ga nisbatan; b)y ga nisbatan integrallash
yordamida hisoblang.

Yechilishi. Awalo, berilgan chiziglaming (i;-i), (4,2 nuqtalarda
kesishishiga ishonch hosil gilish mumkin.

a) x bo‘yicha integrallash uchun, tasawur qilinadigan to‘g‘ri
to‘rtburchaklarni vertikal joylashtiramiz va tenglamalarni y ga nisbatan
echamiz: x=y2 tenglamani y ga nisbatan Yechib, y-+4x boMishini
olamiz, bunda y=4x- parabolaning yuqori yarmidan, y=-4x esa,
parabolaning quyi yarmidan iborat. x~y =2 to‘g‘ri chiziq tenglama-
sini y =x-2 shaklida yozamiz (9.13- chizma). Qaralayotgan sohaning
yuqori chegarasi, y =4x egri chizigdan iborat. Uning quyi chegarasi esa,
ikkita, har xil tenglamalar orqgali ifodalanadi: x=o dan x=I gacha
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o‘zgarganda, y =x egri chiziq, x=1 dan x=4 gacha o‘zgarganda esa,
y=x-2 to‘g‘ri chiziq. Shunday qilib, sohaning yuzi,

9.13-chizma. 9.14-chizma.

1 . 4 1 4
S =J[VX -\ ax)[dx +]'TVX - (x-2)]dx = 22yfxdx + " ['Ix - x + 2]dx -

Y bo‘yicha integrallash uchun, biz tasawur gilinadigan to‘g‘ri to‘rt-
burchaklami gorizontal joylashtiramiz (9.14-chizma). Bunda, o‘ngdan
chegaralovchi to‘g‘ri chizig x=y+2 va chapdan chegaralovchi egri
chiziq esa, x =y 2. Modomiki, y, -\ dan 2 gacha o‘zgarar ekan,

2 e
5= \[y+2-y2]dy=[l v2+2y-V ]
-1 IS

9.2-misol. Ushbu y =2x to*g‘ri chiziqg va y =3-jc2 parabola bilan
chegaralangan sohaning yuzini toping.
Yechilishi. Berilgan to‘g‘ri chiziq bilan parabolaning kesishish
nuqtalarini topamiz:
\y-2x
I[v =3-X"
Demak, to‘g‘ri chiziq bilan parabola (I;2) va (3 —6) nuqtalarda
kesishadi.
Shunday qilib, izlanayotgan sohaning yuzi (9.15-chizma),
|

3—x =2Xx, X +2x-3=0; jr. =1,x, =-3

S =\I3-x1-2x]dx =\ 3x-— -x2 =]-(-9+9-9)=|+?=y (kv. bir).
-3
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9.15 chizma. 9.16- chizma.

9.3-misol. Ushbu G--x)2=*3 egri chiziq vai =l to‘g‘ri chiziq
bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.

Yechilishi. Ravshanki, y, x ning oshkormas funksiyasi sifatida,
x>0 uchun aniglangan. y -x ==#XVX egri chizigning
V, =X+XjX,y2=x-x-Ix shaxobchalaridan birinchisi har doim musbat
bo‘lib, x>0 da, yi(x)>y1(x) tengsizlikni ganoatlantiradi (9.16-chizma).
(9.2) formulaga asosan,

S =\{yi(X)-y IX\IX=X+X4X-X +x4x)flx =2"xjxdXx = =" (kv. bir.)
o o o 5

5 lo
Agar (5)- soha, ushbu (s)={{x,y):c<y<d,xi{y)<x<x7y)} ko‘rinishda
bo‘lsa (9.17- chizma), u holda uning s yuzi, quyidagi,

S =j[xAy)-xI(y)ldy (9.3

9.4-misol. Ushbu x2+2ax-y2=0 ax-y1+2a2=0, (a>o0) egri chiziglar
bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.
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Yechilishi. Qaralayotgan D soha, ox 0‘gga nisbatan standart
bo‘lmaganligi uchun, uni, ox o0‘qga nisbatan standart bo‘lgan uchta
sohalarga ajratamiz (9.18-chizma) :

D, =1(x,V): -2a <x<0,-42a2+ax <y <42a2+ax\,
D2={(,r,y) :0 <x<a, 4x2+2ax <y <d42a2+ax),
D3={(x,y) :0 <x<a,- 42a2+ax <y <~4x2+2ax).
D- soha Ox o‘gga hisbatan simmetrik bo'lganligi uchun, uning s
yuzi ox o‘gga hisbatan standart bo'lgan
A ={(*,y): -2asx<00<y s42a2+ax) va D2 sohalar yuzlarining
ikkilanganiga teng:

s = V2a2+axdx H(i12a2+ax- 4x2+ X0k =
-2a 0

a a t a <

=2[JN2a2+axdx-"*Ix2+ax <] =2[J yji2a2+axdx-] gloa+ay -a2dx] =

=2 l(ax+2a2f - I~ Jx ~ \ A nx+a+]]J7 "]
-la 0

=26273+4212+n3)

Berilgan soha Oy o‘qga nisbatan standart sohadan iborat:
D =fy) -ads Ay <adi, © "2 :x<-a-+yy2+a2)

Bu o sohaning simmetrikligidan yana foydalansak, quyidagiga ega
bo‘lamiz:

V5
832] lijy1+a2-a- — +2a\dy=

y+%/2_,|_§ _%J,a%
:232]b+azre+-}@

9.2. Tengiamasi parametrik shaklda berilgan egri clnziq bilar
chegaralangan sohaning yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, tekislikdagi
shaklni o‘rab turuvchi chiziq,

7*A
parametrik tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin.
1) Agar x=x(t), y=y(t) funksiyalar [a,R] dauzluksiz, Mt&[a,R] O

*/)=0, yf)>0 va x(t) funksiya uzluksiz manfiy bo‘lmagan x(t)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda izlanayotgan sohaning yuzi

130



s =}A3<0*‘(<>* (9-4)
formula bo‘yicha topiladi.

2) x=x(t), y=y{t) funksiyalar [a,/?] dauzluksiz, Vie [a./?] da
x(t)> 0, y{t)> 0 va y(t) funksiya, uzluksiz, manfiy bo‘lmagan y'(t)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda, izlanayotgan sohaning yuzi,

S =jx(t)-y'(H)dt (9.5)

a

formula orqali topiladi.

9.5-misol. Ushbu ~. (0o</<om) egri chiziq va ox o
y =6(-cosly ¢ ™ eg avaoxoq
bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.
Yechilishi. Sikloidaning bir arkasi, t ning, o0 dan in gacha

o‘zgarishi natijasida chiziladi, chunki y(0)-y{2T1r)=0, t ning qolgan
giymatlarida, y >o0, X(0)=0 va x{2>x)=2m .
Shunday qilib, izlanayotgan sohaning yuzi,

2xa
S = jydx
a

formula orqali topiladi. Bunda, jc=a(f-sin<),y=a(i-est\dx=a{i-cost)dt
ekanligini e’tiborga olsak, u holda (*, [0;2xa] oraligda o‘zgarganda,
t, [0,2¢] oraliqda o‘zgaradi),

2x 2n
s =aj(l-cosf)a(l-cosi)rfi =ar |(I - cosi)y* =3tra2(kv. bir.).
[o] [

Demak, izlanayotgan yuza, radiusi a ga teng boigan doira
yuzining uchlanganiga teng ekan (9.19 -chizma).

213 | u23
9.6-misol. Ushbu [*] +[£] =1 egri chizig bilan chegaralangan

sohaning yuzini toping.
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Yechilishi. Ravshanki, egri chiziq ox va oy o‘glarga nisbatan
simmetrik (9.20- chizma) bo‘ladi. Shuning uchun, egri chizigli OAB
uchburchakning yuzini topib, uni 4 ga ko‘paytirsak, izlanayotgan
sohaning yuzi topilgan bo‘ladi.

Egri chizigning tenglamasini, parametrik,

* =asin3,, y =écos3l (o<t<2&) shaklda tasvirlaymiz. Bunda,

x(0)=0, ] ="w’;f] oraligga egri chizigning As yoyi to‘g‘ri keladi.

Egri chizigli Sas uchburchakning yuzini, (9.4) formula orqali,

hisoblaymiz:
X

SoAB/(O()* m ¢)

Bu yuzani hisoblashni soddalashtirish maqgsadida, oxirgi integralni
bo‘laklab integrallaymiz:
X

X X
Sab= Joy(t)x(t)dt = - % x()y{t)dt =- L X(t)y()dt (**)

(*) bilan (**) ni qo‘shamiz:
SaB= ‘,‘Q)[y(‘)x( Y) - OV (***)

Unda, (***) formulaga asosan,
X X

SOB =-I-|[osdlisin2<tsinVcos2gd =  j sinZicos2dt =

20 2 o

=130 i orc = Fm 1 cosdty =— 2
80 8 0 2

Shunday qilib, izlanayotgan sohaning yuzi,
5=45QB= 43 ="§.

9.3. Tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri
chiziq bilan chegaralangan
sohaning yuzini hisoblash. r=r(<p)
Faraz qilaylik, r =r(tp) funksiya
[a;p) oraligda aniglangan
(O<p-a <2x), uzluksiz va
\/<pe[<x\P] da r{cp)>0 bo‘lsin. U
holda, r =r<p) funksiyaning

grafigi hamda 6a va ob radius
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vektorlar bilan chegaralangan soha - egri chizigli sektorni garaymiz
(9.21- chizma).
Qaralayotgan sektoming yuzi,

S =\\N\<p)d<p

formula bo‘yicha hisoblanadi.

9.7-misol. Ushbu r=asin3i>, a=> 0, egri chiziq bilan chegaralangan
sohaning yuzini toping.

Yechilishi. Berilgan egri chizigq, har biri egri chizigli sektordan
iborat bo‘lgan sohani (9.22-chizma) chegaralaydi. Ulardan birinchisini,

ya’ni  (Bl)=|(c;p):o0</"<y,0<r<asin3p| sektorni garaymiz, uning yuzi,

(9.6) formula yordamida hisoblanadi:

—fa29I 3pde> = ILAL-
21a e 12

Shunday qilib, izlanayotgan sohaning yuzi, s =—-na2="~ (kv.

bir) e
[

i i
J m X

/17 ~ C

4
. . . " :-\
}>_

9.22-chizma. 9.23-chizma.

9.8-misol. Ushbu xJ+/=3axy egri chiziq bilan chegaralangan
sohaning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Berilgan egri chizigning qutb koordinatalar sistema-

sidagi tenglamasi quyidagicha bo‘ladi: /jisin3<p+cos3<p=3a cos <pin<p.

Bundan,
3acos©sin®

P=sno¥*cy "

[O;y] oraligning ichida, tenglikning o‘ng tomoni musbat, oraligning

chetki nuqgtalarida, ya’ni {s=0 va p=-da p =0 bo‘ladi. U holda, (<<p<"
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segment halgaga akslantiriladi (9.23- chizma).  Halganing
ushbu

S =\j\p2H>
Jop

formula bo‘yicha hisoblaymiz:
— _1} pdf> _9a2} cos’psin2$
io 2 o\Sin B&+Q0%

yuzini,

j oos psin € d(p anigmas integralda, z=tgp almashtirishni olib,

(sinV +COsVj
uning bosh!ang‘ich funksiyasini topamiz:

r cos3ysirr _r tgxp dtp
(sinV +cosV)' (I +tg,<pf COS' (P

_ _ 1 c _ -cosV r+C
s(1+-32  3(1+-3 3(sin5ip+coslg

Bundan,
n

e _9a r cos N
ST — 2 ¥

-
37siirs(p+cos3 f 0

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping:
9.1. y=xy=2-x2 9.2. (y-x)3=x\ x=I. 9.3.y2=ax, x1=ay.

9.4.y =6x-%x2-7, y =x-3. 9.5.y =sinjt, v=0, 0<x <jt.

9.6.y =x1+1, x+y =3. 9.7.y2=2x+I, x-y-1=0. 9.8.y =2-x2y 2=x3

9.9.y=—y =0, x=a,x=b,a>b>0. 9.10.v=e~, x=0,v=0, x=a.
X

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping:

9.11.¥ :X_E'Y =cosx, Xx =0. 9.12.¥:sinx, v =cosx, Oix< Z.

9.13.y =2*y =2,x=0.

9.14.y =(x+1)2, x =sinsy,y =0 0 <y <lI).

9.15. —=+" =1 9.16.y =a*,y =a, x=0,a>1.
a~ b

9.17.y =|log,*|,y =0, x=1/a,x =a,a>1

9.18.y =tgx, y =jcosx, x =0. 9.19. y =—x2,y =x2—2x—4

134



9.20-9.26 misollardagi chiziglar orgali berilgan sohani chizing.
So'ngra sohaning yuzini: a) x bo‘yicha; b)y bo'yicha intégral
sifatida tasvirlang:

9.20y =x~,y =x+2 (x =yfy,x =y -2).

9.21.y =3y =22 x =\ly.x =-~=ly}.
0.22.y =x; y =x-— 6(x=y2 X=y +6)

9.23.y =, 3y-x =8 (x =y,y >0, x =3y-8)
9.24.X+4=y2 X=5

9.25,y =2x, x+y =9,y =x-1 = x=9-y, x =y +lj
9.26.y =x13 y =x2+x-17.

9.27- 9.32 misollarda berilgan chiziglar bilan chegaralangan
sohani chizing va uning yuzini hisobiang.

9.27. 4x=4y-y2, 4x-y =0. 9.28. x=y2,x=3-2y2
9.29. x+v-v3=0 x-\y+ y2=0. 9.30. y=cosxgy =sec2x, Xe .y 4
9.31. y =cosx, y =sin2x, xe 9.32. y =sindxcosx, x e [0,/T/2].

9.33. Berilgan (0,0), (1,3), (3,) nuqtalardan o‘tuvchi uchburchakning
yuzini, integrallash amalini bajarib, hisobiang.

9.34. Uchlari, (-2,2, 19,59, (7,2 nuqtalarda  yotgan
trapesiyaning yuzini, integrallash amalini bajarib, hisobiang.

935. y=6-x2,y=x(x<0) va v= (x>0) chiziglar bilan
chegaralangan sohani chizing va uning yuzini hisobiang.

9.36. y =x2va y =4 chiziglar bilan chegaralangan sohani chizing.
Bu soha, y=c chiziq orqali, ikkita, teng yuzali, gism sohalarga
bo‘lingan bo‘lsa, ¢ ni toping.

Quyidagi misollarda, giymati berilgan sohaning yuziga teng
bo‘lgan, intégralni yozing:

9.37 Soha, Ox 0‘q, y =4ix to‘g‘ri chiziq va x2+y2=4 aylana bilan
chegaralangan boiib, birinchi chorakda yotadi.

9.38. Soha, x:+y2=4va (x-2)]+(y-2)2=4 aylanalarning kesishishi
natijasida hosil gilingan.

9.39. To‘g‘ri to‘rtburchakning bir uchi, koordinatalar boshida,
garama-qgarshi  uchi esa, - y-bx" chizigning x=a boigan
(a>Q,b>0,n>0) nugtasida, uning tomonlari esa, koordinatalar o‘glariga
parallel. U holda, to‘g‘ri to‘rtburchakning y =bx" chizigdan pastda
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joylashgan qismi yuzining, to‘g‘ri to‘rtburchakning to‘la yuziga nisbati,
fagat n ga bog‘lig bo‘lishini, ya’ni nisbat a va b larga bog‘liq
bo‘Imasligini ko‘rsating.

9.40-9.49 misollarda berilgan chiziglar bilan chegaralangan
sohaning yuzini hisoblang:

9.40. v=6x2-5xH, v=aBAx 0<x<0,5. 9.41. y - sin2x,y =sinx.

9.42.y =arctgjx,y +x2=0,x=1 9.43.y =2x2ex,y =-X3".
9.44. 2y=x~ x2+y' =4y, 2v>x2. 9.45.y2+x=4,y2-3x=12
9.46.y =VX,y =x-2,x=0. 9.47.y =arcsinx, y =arccosx, v =0-

9.48. v=x2y =x2+X-1,y :—2 ,y< x2 9.49. 2 +—9 =1V :EXZ y< /Eixz.

9.50. y2=2x parabola x2+y2=8 aylana bilan chegaralangan
doiraning yuzini ganday nisbatta bo'ladi?

9.51. xr+y2=a2aylana, x2-2y2=  giperbolayordamida uchta

gismga bo‘lingan. Shu gismlaming yuzlarini toping.

9.52. y=x2-2x+2 parabola, unga M (3 5 nuqgtada o‘tkazilgan
urinraa va ordinatalar o‘qgi bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.

9.53 y =-x2+4x- 3 parabolava unga M,(Q -3, M,(3;0) nuqtalarda
o‘tkazilgan urinmalar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping.

9.54. v=x2+4x+9 parabolava unga abssissalari x,=-3, x, =0
boigan nuqgtalarda o‘tkazilgan urinmalar bilan chegaralangan sohaning
yuzini toping.

Quyidagi, tenglamasi parametrik shaklda berilgan, chiziglar bilan
chegaralangan sohaning yuzini toping:

9.55. x=a(t~sint), y =a(1- cost) (0 <t<2w), y =0.

9.56.x=acos3l,y =asin31

9.57. x=at-t2,x =at2-t3, a> 0. 9.58. x=\+1t-t3 >=i-i5f2

9.59.x=at-bsint, y =a-bcost (o<b<a) troxoidaning bir tarmogi.

9.60.x =acosi (I - cost), y =asin /(i - cost) kai'doidaning ichida yotgan
sohaning yuzini toping:

9.61.x=asin2t, y - asinf, a >0.

9.63.x =a(l +2cos/), v =a(tgt +2sint\ a >0.

Quyidagi tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan,
chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini toping:

9.64. 2=a2ccAP»  (lemniskata). 9.65.r =a(i+cosp) (kardoida).
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9.66. ip=a (giperbolik Spiral) p,<(p<<p2 p2-px<2n.
9.67.r ij (Arximed spiral!) pt<<p<$2 p2—<», <<in .

9.68.r =Rel, k>o(logarifmik spiral) p, <p<p2 p2-p,<in.

9.69.r - ijiacosp, p =2asinp. 9.70. r =2-cosp, p =cosp.
9.71.r= ~<p<-"\ arabola).
' I-cosp {J P 2) gP )/
9'72'r:1-|s(1)sp (4
9.73. r =fl_cos£sin”™_ fQ 9 74 r=a(_A® r=a
cos>tsin 9 N 2)

9.75. r2=al1-20x%)/m=3, r<a.

9.76.r =a~cos2p  chiziq bilan chegaralangan va r -=£=
V2

doiraning ichida yotgan sohaning yuzini toping.
9.77. z=a(i+amsp) chiziq bilan chegaralangan va r =3acos<p
chizigning tashgarisida joylashgan sohaning yuzini toping.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

9.1. > 9.2. ;15 9.3. 53|. 9.4. > 95. 2 9.6.4%,9.7. S% 9.8.2]—5,

9.9. ini~1,9.10. i-€".9.11. i+il,9.12. 72-1,9.13. 2- — _«0,56.
Ul 8 In2

9.14. 1+ 2«0,97. 9.15. *«6.9.16. a+fizf0.9.17. £l=1 kzil
3 x Ina a —alna

9.18. 1+in ® 9.19. 9
[2 1]

wl

9.20 a)jl(x +2)-x1dx, b)][jy-(Jy)ldy +Iliy-(y-2)\dx.
- 0] 1

2 * 0 {\ YR
9.21. a)j[2x7-x%ox, G[Z3--v  \fy.
2 6 0 / 0
922 5\‘-)(;[0—(’—4xﬂdx o6y, QL[() +6)-y Zix.
4

9.23. @)J —(-xldxH [~ Y=xdx, b)J[y-(-y\dy H[y - By-)]dy.
2 0 -0 2

9.24. a)‘J£VT+X—(-°//4+x)ji&, ft)|[5-(y2- 4ffly
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9.25. a)|[2r-(x-DI<fc+|[(9-X)-(v-D].T.eN[¢ H)- 1i'14 "+ [(9-I)~r"-

9.26. a)J [x13- (nr HE- ul-fe,
1

9.27. 9/89.28. 4.9.29. I 9.30. 2-72. 9.31. 8 9.32. 5 9.33. 4

9.34. X 9.35. 27.9.36. 43 9.37. B[yiy—y.] 3 viww

938. (4V"™r"4-F MW .9.39.-1L.940.1-1
J \Y ' A+1 4 8

A41. A42. £-1. 943, 18+ -2944. -+2%* 945.
941 I49425139431&~2944 32 9.45

9.46. j. 9.47. 21.948. g. 9.49. 6f-6atsin
-
9.50. 3£

951 ath-".(V3+E). aZf-#IN(73+V2), <AL In (V3 +5]

3

_ ™| n —
9.52. 9. 9.53. 2—"1 9.54. a 9.55. 3™!. 9.56. 8 a2 9.57. o 9.58. 8

959. 4 ]+2a6) 9.60.y .3 9.61. 9.62.

9.63. <r(T3+"-41n(2+73)).9.64. a29.65. "sa\9.66.

9.67. (*-p,5.9.68. (e 2 -€'").9.69. a4|»-V3.9.70. 1"

9.71. £1(3+4V2).9.72. ¥~ — .9.73. -a29.74. 284" -1,
6V JOTT 6 u J

9.75. fI+3V3-6/39.76. -(* +6-373). 9.77. 2.

10-8. Aniq integral yordamida chizigning yoyi uzunligini hisoblash

10.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan chizigning
yoyi uzunligini hisoblash. Faraz qilaylik, ab yoy, fazoda
X=X(t\ y=y{t\ : = te[a,R], tenglamalar sistemasi orqali aniglangan

bo‘lsin. Bunda, m™/)1-(/),r(/) funksiyalar, [«/?] kesmada uzluksiz

differensiallanuvchi funksiyalardir. ~ Bu holda, ab yoyning uzunligi,
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/-iVW +ipMy+W* (io.i)
formula bo‘yicha hisoblanadi.

ab yoy tekislikda berilganda, uning uzunligi,

(10.2)

a
formula orqali hisoblanadi.

Agar egri chizigning (/is-yoyning) tenglamasi oshkor, ya’ni

y="f{x),x&[a,b] ko‘rinishda berilsa, (/(jc)-uzluksiz
differensiallanuvchi), uning yoy uzunligi,
I=]y[GTfW dx (10.3)
formula orqali topiladi. ’
10.1-misol. Ushbu 0<* <9 egri chizigning yoy uzunligini
toping.

Yechilislii. Berilgan egri chizigning yoy uzunligini, (10.3)
formuladan foydalanib, topamiz:

y, =7'T'*4=x4;S =j6/| +GN)2ax= 6VI+X’\dLr.

Oxirgi integralda, VI+V* =f almashtirishni bajarib,
/=

ekanligini topamiz.
10.2-misol. Ushbu :it=a(i-sin/), v=a(i-cosi), 0<t<2ir, egri
chizigning yoy uzunligini toping.
Yechilishi. Berilgan egri chizigning yoy uzunligini, (10.2)
formula orqali topamiz:
X, =a(l -cosi), y, =asinf, J(x,)2+(y,)2:2asin6dt,

t t 2n
| = 12asin—<#=-4(2cos— —8a.
i 2 20

10.3- miso!. Ushbu x=a(l -sint), y =a(f - eosf), -=4asin~, 0<t<tfl, egri

chizigning yoy uzunligini toping.
Ycchilishi. Berilgan egri chizigning yoy uzunligini, (10.1) formula
orgali topamiz:

X, =-asinf, v, =a(l-cost), z, =2acos—, (xj)2+ (y])2+(z,)2=
2
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=(-asin t)2+(a(|— cost))2+(2acos™)2=2al - cost+2cos2 =4a2

0]
Demak, |=Jladt =2at0.
0

10.4-misol. Ushbu
x= SN TCOSPy i 20
I 0 , @
tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligini toping.
Yechilishi. Ravshanki, /=1boiganda, egri chiziq koordinatalar
boshidan o‘tadi.
rsm® sm/ . rfcosgp c05|
Ys d(p\ = ,

o =
f—r-F#—rrrr sin2/ cos2t 1
V(*) +0') =]— +— =7

Shunday qilib, izlanayotgan chizigning uzunligi, (10.2) formulaga

asosan,
=}1V(")2+0 0 2<*=J1—1 =ini,,.

10.2. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan chizigning yoyi
uzunligini hisoblash. Agar abv egri chiziqg yoyi qutb koordinatalar
sistemasida /=< (#>,<?<<?) tenglama bilan berilgan boUib, H<p
funksiya da uzluksiz va uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, u hoida,
egri chizigning yoy uzunligi,

I =ab=p a/Kp)]2+V'W f dp (10-4)
formula bo‘yicha hisoblanadi.

10.5-misol. Ushbu r =a(|—sin<p),—2—<<p<—g tenglama bilan berilgan
chizigq yoyining uzunligini toping.

Yechilishi. Berilgan chizigning, r =a(l - singy tenglamasidan,

rv =-acost?, y]r2+(rv)2=yjal-sintp)2+a2cos2<p=
=ayjl - 2sin p+sin2(p+cos2(p =a-j2™\ -sin<p
ekanligini topamiz. Endi, izlanayotgan chiziq yoyining uzunligi, (10.4)
formula yordamida topiladi:
a X
-6 ~6

/=JaV2eyl-sinqokp=aV2e<]lJl-sin tpdtp - 2a.
£ £

~2 2
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Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagi berilgan chiziglarning ko‘rsatilgan kesmalardagi yoy
uzunliklarini toping:

10.1. y =Inx, —<x< —

10.5. x=—y2—2—iny (I<y£e).
4

10.9. v=In(r! -1, 2<x<s.

10.10. y =ach”™ chizigning, A(0;a) nuqtadan, B(b;h) nugtagacha

bo‘lgan gismi.
10.11. y =lInsinx chizigning, abssissalari, va j bo‘lgan nuqtalar
10.14. y1=(*+i)3 chizigning x=4 to‘g‘ri chizig bilan kesilgan
gismi. 10.15. y=arcsine" chizigning, x=0 dan x=I gacha bo‘lgan
qismi.

Quyidagi berilgan chiziglarning ko‘rsatilgan kesmalardagi yoy
uzunliklarini toping:

10.16. x=a(t-sinr),y =a(l- cost) (0 <t<h i).

10.17. x=a(cost+1sint), y =a(sin/- 1cost), (0<t<7K).

10.18. x=acos3f, y =asin, t.

10.19. .Y=e'(cosi +sinf), y =e'(cos/-sin/), 0</<lI.

10.20. x =acos5/, y - asin31 (0</<2;r).

10.21. x=a(sht-t), y =a{cht-1) (0 <t<T).
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10.26. X =W‘(cosi+sinf), y =e'(cosi -sinf), : =ht,0<t <2k.

10.27. X=a(cosi+Infgn-), y =asinf, 0 <io <i <

Quyida berilgan chiziglaming ko‘rsatilgan kesmalardagi yoy
uzunliklarini toping:

10.28. r =c0s3330<p <= 10.29. r =g, O<p <>

10.30. r =ap Arximed spiralining radiusi 2a*bo‘lgan doiraning
ichidagi gismi.

10.31. r =ae“v (m>0,0<r <a). 10.32. r =T+<;c£>'y <—2.

10.33. r =atli®, O<<p<2n. 10.34. c=a(i-cos?j) kardioida.

10.35. r =a<B3, 0<p<4. 10.36. r =a(pi, 0 <p<3.

10.37. r =a(!-sinp), —2<<p<—E.

10.38. r =a(i+cos<z?) kardoidaning uzunligi.

10.39. p=—ir+i |1 <f<3.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

10.1 — +in2,10.2. ]rl(2+n/3; 10.3.
20

10.4.

10.6.

10.10.

10.14.

10.19.

10.21.

10.22.

10.25.

10.27.

X
1+7 1+e2a —i% c B2\

X0-n/2 +VI+e2li— In-———-- —="10
1+72 4

' ,, 14\
4a 1+731n-~4\w0 .7. 108. 10.8. 14/3. 10.9. 3+In2.
w2

£ w . 10.11. —in3. 10.12. — .10.13. V6in(V2+]13)
2 27 \Y

— .10.15. InU”NI1.20.16. 8. 10.17. 2m2 10.18. 6a.
27 \% >

2(e-1). 10.20. 2W5+"=1n(2 +73)

42ch- +4chT

Nch—4chf-\\--j2\n
1+72

05V5+0,25In(2 +75) 10.23. Ini,,. 10.24. 2ajin.

i(27T3-2T0)10.26. \In2+4est =7/ +a M ~de” +x2d1 -2n.

mh2+4-h j

-alnsini0.10.28 —8(2ﬂ—+3T3) 10.29. éi’\y+ A f-L-
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10.30. i* £ TIT+lin*+/ZE"nj). i0.3i. 4+
10.32. p[4i+In(+V2)]. 10.33 a@r- . 10.34 8a

10.35 —205—1In3. 10.36 10.37 2a. 10.38. 16a.
21, 4 15

10.39. 2+Ein3.

II-8. Aniq intégral yordamida aylanma jism ning hajm ini hisoblash

11.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan aylanma
jismning hajmini hisoblash. Faraz qilaylik, bizga biror r jism berilgan
bo‘lib, uning Oy o‘gga parallel boigan kesimlarining yuzasi ma’lum
bo‘lsin. Bu yuza, r o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi, uni 5=SY)
orgali belgilaymiz (1 1.1-chizma).

Agar s=s(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, T jismning
v hajmi, ushbu

V =\s(x)dx (11.1)

formula bo‘yicha hisoblanadi.

11.1-misol. Ushbu ~N-+/"N-+/N=1

a2 b cl

ellipsoid sirt bilan chegaralangan

i4S| - jismning hajmini toping.
Yechilishi. Dastlab  berilgan
X x-rdz tenglama bo‘yicha ellipsoidni
. yasaymiz.
11.1-chizma.

Ellipsoidni Oxi tekislikka parallel
boigan, ye[-b:b] kesmada o‘zgaruvchi, y =p tekisliklar bilan kesamiz.
Kesimda ellips hosil boiadi:

4 +4 =i £i i
a2 ¢c2 T b2 ~

Bunda ellipsning yarim o‘qlari,

£i>0, 4 +4 =1.
b2 a2 c2

a"J'lb2~p2,c Bu kesimlaming yuzlari, pga bogiiq

bo‘lgan, ellips bilan chegaralangan yuzaga teng bo'ladi:

S(p)=na,bt :~b( b 2-p g
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s(jp) kesimlarning yuzasini (11.1) formulaga keltirib quyib,
rjismning hajmini topamiz:
.b

.3
=—rrabc.
3

Faraz qilaylik, y=/(x) funksiya \ab] kesmada aniglangan va
uzluksiz bo‘lib, Vxe[a,6] uchun /(X)>0 bo‘lsin. Yuqoridan y =f(x)
funksiya grafigi, yon tomonlardan x=a,x =b vertikal to‘g‘ri chiziglar,
quyidan ox o‘qdagi [a,b] kesma bilan chegaralangan shaklni ox o‘q
atroflda aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma T jismning hajmi (11.2-
chizma),

Vx=njf 2(x)dx (11.2)
formula bo'yicha topiladi.
Agar a egri chizigli trapesiya, yuqoridan /(x), pastdan g{x)
uzluksiz egri chiziglar bilan, yon tomonlardan esa, x=a va x=b

to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa, uning ox o‘q atroflda
aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma T jismning hajmi (1 1.3-chizma),

K =70\ [f\ x) - S 2{x)\dx (11.3)

formula bo‘yicha topiladi.

11.3- chizma.

y =y(x) funksiya, [a,8\ kesmada x=x(t), y =y(t) parametrik
tenglamalari bilan berilgan boMsin. Bu funksiyalar \a,R\ da uzluksiz,
Viela,/3 kesmada >(i)>o va x(t) funksiya, uzluksiz, manfiy bo‘lmagan
j¢(/) hosilaga ega, hamda a=x{a), b=y(R) bo‘lsa, u holda, T aylanma
jismning hajmi,
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V =2rjy2t) x (H)dt (11.4)
a
formula bo‘yicha topiladi.

Agar x(t) funksiya \a,p\ kesmada kamayuvchi va a=x(a\ b=y(p)
bo‘lsa, u holda, yuqoridagi shartlar bajarilganda, T aylanma jismning
hajmi,

V =-rrjy 2t)x'(t)dt

formula bo‘yicha topiladi.

11.4- chizma. 11.5- chizma.

Oy (x=0)o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan <aylanma

jismning hajmi (11.4-, 11.5- chizma), yuqoridagi (11.2), (11.3), (11.4)
formulalarga o‘xshash quyidagi

vy =X jg 2(y)dy>

W =xINf2Ay)-g*(y)ldy,

P
V =xjx2(t)y {t)dt

a

formulalar bo‘yicha topiladi.

11.2-misol. Quyidagi, y2=2px,y =0, x=a chiziglar  bilan
chegaralangan shaklni, Ox (y =o0)o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan
aylanma jismning hajmini toping.

Yechilishi. D soha, yugoridan y2=2px uzluksiz funksiya bilan, yon
tomonlardan, x=a va x=0 to‘g‘ri chiziglar, pastdan esa, ox (y=0) o‘q
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bilan chegaralangan. Endi, D egri chizigli sohani ox (=0)o‘q atrofida
aylantirishdan hosil boigan aylanma jismning hajmini, (11.2) formula
bo‘yicha hisoblaymiz:
2 a
Vx =>rjy2x = 7rf2pxdx =2px —  —fepar
20

11.3-misol. Quyidagi, x =a (I-sinl), y =a (I-cosf), (1</<2*),.V=0
chiziglar bilan chegaralangan shaklni ox (y=0) o‘g atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma jismning hajmini toping.

Yechilishi. Aylanma jismning hajmini (11.4) formula bo‘yicha
topamiz:

VX=7|%:1‘(| - aostY O(l - coslydi -na z‘l(agl—cos/)ﬁl’r:81a?i];:;_flsir12—\3 dt =Ena*.

11.2. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan aylanme
jismning hajmini hisoblash. Agar A egri chizigning tenglamasi qutb
koordinatalar sistemasida r=r(<p), O0<a <<p<p<2jt, ko‘rinishda berilgan
boiib, [a,p] kesmada <P - uzluksiz boisa, u holda, qutb nuri atrofida
t ={(r,¢)-.a <<p; p,o<r<r(<p)} aylanma sektorning hajmi,

V =— /v’ (Perqakp (11.5)
a

formula bo‘yicha topiladi.
Agar AB egri chiziqg tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida

r=n<p, -j<a<c¢</3<j, ko'rinishda berilgan boiib, [a,p] kesmada g
uzluksiz boisa, u holda, = qutb nuri atrofida
T ={(r.¢): a <ip<p, o<r s(<P\ aylanma sektorning hajmi,

v =" - jrH{pasqt>

formula bo‘yicha topiladi.
11.4-misol. Ushbu r =a(l+cos(p) kardiodaning qutb o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil boigan aylanma jismning hajmini toping.
Yechilishi. /=a(l+cosi>) kardiodaning qutb  o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil boigan aylanma jisinning hajmini, (11.5) formulaga
koia, topamiz:

V =— ] B #>)sinqukp=~ Jo 3(1- cospfsin<pdp=



Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarni ko‘rsatilgan o‘q
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma jismlarning hajmlarini
toping:

11.1. y =sinx,o<x</r: a) Ox 0‘q atrofida. b) oy o‘q atrofida.

11.2. v=2x-x\ ==0: a) Ox 0‘q atrofida. b) oy o‘q atrofida.

11.3. v=sin2x, Osx<-j, y =0: Ox 0°‘q atrofida.

11.4. -j ,0<x<a 0xo0°‘q atrofida.

11.5. xy=4,x =I,x=4,y =0 Ox 0‘q atrofida.
11.6. y =ixe~x,y =0, x=a Ox 0°‘q atrofida.

11.7.v=ach—Ox 0‘q va x==a to‘g‘ri chiziq atrofida.
a

11.8. y =arcsinx, y =0,x=1 a) Ox 0°‘q atrofida. b) oy o‘q atrofida.

11.9. y- =4x, y —x Ox 0‘q atrofida.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarni ko‘rsatilgan o‘q
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma jismlarning hajmlarini
toping:

11.10. x2+iv~bf (O<a<®6), ox o‘gatrofida.

11.11. xy=k2,y =0, x=a, x-b, 0<a<b, Oy 0‘q atrofida.

11.12. 2py=a2-(x-b)2,y =0, 0<a <b, Oy 0°‘q atrofida.

11.13. ir—’\b—_z i,a<i<m,Oxo‘q atrofida.
a

11.14. i-+~r-=i,a>b, 0X0 ,a atrofida.
a2 b2

11.15. y2=2px,y =o,x=a, Ox 0‘q atrofida.

11.16. v2(x-4a) =ax(x-3a\ 0<x<3a, Ox 0‘q atrofida.

11.17. v2=(x+4)\x =0, Oy 0‘q atrofida.

11.18. 2py ={x-af, 2py =a2:a) Ox 0‘q atrofida. b) oy o‘q atrofida.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarni ko‘rsatilgan o‘q
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma jismlarning hajmlarini
toping.

11.19. x=a(i-sin/), y=a(l-cos/) (0<(<2«-): a) Q= 0‘q atrofida;
b)y =2a to‘g‘ri chiziq atrofida.

11.20 x=asin3i, y =bcos, t (0<t<2x): a) Ox 0°‘q atrofida; b oy 0‘q
atrofida.
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11.21. x=2t-t2, y =4i-i3: a) Ox 0°q atrofida; b) oy o‘q atrofida.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarni ko‘rsatilgan o‘q
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma jismlarning hajmlarini
toping:

11.22. r =asm2p, qutb o‘qi atrofida.

11.23. r =as\n<p, qutb o‘qi atrofida.

11.24. r =ap (@ >0, O<<p<2x) (Arximed spirali), qutb o‘qi atrofida.

11.26. a <r <aj2s'm2<p, qutb o‘qgi atrofida.

11.27. O<r <ap, o<<p<n, qutb o‘qi atrofida.

11.28. O<r< acos29, qutb o‘qi atrofida.

11.29. O0<s=<a\lcos2<p, [A<" , qutb o‘qi atrofida.

11.30. o<A<zasin - . o<$<—, qutb o‘qi atrofida.
cos@ 3

11.31. a<r< ajsimip, (== nur atrofida.

11.32. a <r <a ijcositp, \<p.<? ip=? nur atrofida.

11.33. o <r <aoE><p; M<— s =— nur atrofida.
cosp 3 3
Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini toping:

11.34. £L+Z =1 z=H, H>0Q
‘b

a

11.35. 4+ - =1,z =-x,z=0, z=0.
a' b a

11.36. fL+2L_* , ——iC
r b ¢

11.37.i;+2L-£1=i, : =c+H.
a b ¢

11.38. x+y +z2=1,x=0,y =0 z=Q
11'3954+_a =1*=Qv=0z=0
11.40.T2+y 2+z2+xy+yz +zx =a2
11.41. X1+z1-a2, y2+z2=a2
11.42. £'+c4' =l ﬁ;qué-—ﬂe >Q).
Quyidagi egri chiziglar bilan chegaralangan figurani Ox o0°‘q
atrofida aylantirishidan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping:
11.43.x4+/ =a22 11.44. xa+y4a=2axy2
11.45. (R+y 2 =ax4. 11.46. (x2+y 22=a2x- -y 2
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Quyidagi egri chiziglar bilan chegaralangan figurani oy o‘q
atrofida aylantirishidan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping:

11.47. X4+yd=ay3 11.48. x4+ / =2axy2.

1149. @+ /)W (x2-/)2 11.50. (x2+y2 =a2x2-y2 .

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari
11.1. a) 05x2 b)2k2 11.2. a) En. b)—3n. 11.3. 0,25x2 11.4. 7xab2

© 115 \x. 11.7. 0257l-€2(1+2a). 11.8. 025a3e3+4-e2
11.9. QO -8) &) 025/211.10. 11.11. 2« 2ab.

11.12. 2n k2(b- 11.13. — 11.14. b2{m -3 2a).
2&3 a} 3 aJnaEh 22 km ay()rz1+ ).

11.15. ~nab211.16. npa2. 11.17. 05;ra3|5-161n2). 11.18. 585~

11.19. a)jjx p 3.b) 11.20. a)6x3&3 b)Ina3

11.21. q) —lagnabz b) —J(B'rra'b. 11.22. a)gn. b)AI-g].

11.23. — na\ 11.24. 1125, —(~-6n2y . 11.26.-X

o3 4 3y ey 3
1127, 2(*4-6tf/3. 11.28. 47a3/2L 11.29. m3/%4
11.30. ~ 351-641n2)/4. 11.31. 11.32.~1

11.33. ~ 33™-8)/3. 11.34. 2habH. 11.35. -aec.11.36.

11.37. gegth 2H+3c). 11.38. 5 11.39. A:LE)' 11.40.

11.41. 1ER1. 11.42. 1143. — . 1144 2*1. 1145. — .
lE? 3 3 3 2

11.46. —\INIE+1)-—-1 11.47. —  :1148. — ,11.49. —
2-0U\ K 73] 16 3 i’}

11.50. 4cs316V2-9)/106

12-8. Aniq intégral yordamida aylanma jism sirtining yuzini
hisoblash

12.1. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan aylanma sirt

yuzini hisoblash. y =f(x) funksiya [a\b] kesmada aniglangan uzluksiz
va uzluksiz /(*) hosilaga ega bo‘lib, Vxe[a;e] uchun, /(*)>0 boMsin. Bu
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funksiya grafigining A(a;f(a)) va B{b-j(b)) nuqtalar orasidagi ab yoyini
ox 0‘q atrofida aylantirish natijasida hosil boigan sirtning yuzi,

x=2*j/(*Vi+(/'(*))1& (12.1)
formula orqali hisoblanadi.

Agar ab egri chiziq, *=<f\y =i//t), a<,t<fj, tenglama bilan
berilgan boiib, o, <) funksiya, t a dan p gacha o‘zgarganda, a
dan b gacha o‘zga-rib, <p{a)=a, <p{p)=b boisa, u holda, (12.1)
formulada, x=<pxt) almashtirish natijasida,

a =2jVIrw foW +(.v'{t)fdt (12.2)
a

formulani hosil gilamiz, ya’ni AB egri chizigning tenglamasi parametrik
shaklda berilganda, uning ox o0°‘q atrofida aylanishi natijasida hosil
bo‘lgan sirtning yuzini topish formulasini hosil gilamiz.
12.1-misol. Ushbu y 2=2px (0<x<*0) chizigning: a)ox 0‘q ; b)oy
0‘q atrofida aylanishi natijasida hosil boigan sirtning yuzini toping.
Yechilishi. a) Berilgan chizigning ox o‘qg atrofida aylanishi
natijasida hosil boigan sirtning yuzi, (12.1) formulaga asosan topiladi,

bunda, f(x)=j2px, f(x)=-jE=, VI+({/'(*))2="1+"-

Shunday qilib, berilgan chizigning ox o0‘q atrofida aylanishi
natijasida hosil boigan sirtning yuzi:

0] 0
=— "1/ 0 ,+2jco)3 = +2p-r0-p 2.
b) Berilgan chizigning ox o‘qqga nisbatan simmetrikligini e’tiborga

olib, izlanayotgan sirtning yuzini,

M
Qy =4x i x(yP\+\7(j>)fdy
0

formula orqali topamiz:
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« VYzPro | ~2 pP*0 e
O =— jy2l+’yav=— {/j7 + 7* =

p S V P p O
3, 3
=[«=j,dv=yjp 2+y2dy;, du=dy,v=-(p2+j1)2] =

=*1N t J -~AVTTF+ P24+ A

=I[(P+DON2.QP +20)-Plin ~ ~ jp ~ L)

12.2-misol. Ushbu X=a(r-sin?*,y =a(i- cost) (0<*<2*), chizigning
ax0‘q atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan sirtning yuzini toping.

Yechilishi. lzlanayotgan sirtning yuzi, (12.2) formula orqali
hisoblanadi:

X, =a(l-cosi). y, =asini, ds ="/(xj)2+(y')2dt =

=,JaZ(l - cost)2+a2sintdt =aV2VI-cos< «/i =2asin™ <#

4 ~ 7K ~
Q =2 xja(l-cosi)-2a sin—*=2/rJ4 a2sin5-dt =
0 o

=16882Fsinariv = m 2
0 3

12.2. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan aylanma

sirtning yuzini hisoblash. Agar ab egri chizigning tenglamasi, qutb
koordinatalar sistemasida, r=r{<p), a<y<p, ko‘rinishda berilgan bo‘lib,

r<p) - [a,p\ kesmada uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, u holda,
(12.2) formula,

0 =2xj r(cp)sin A< H<)2+ (F(<0))’ dp (12.3)
ko‘rinishda bo‘ladi.
12.3-misol. Ushbu r2=a20s2<p chizigning: a) qutb o‘qi; b) ¢=~
o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil bo*lgan sirtlaming yuzlarini
toping.
Yechilishi. a) Ma’lumki, A=ajcos2> -Bemulli lemniskatasi boiib,
koordinatalar o‘qlariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinatalar

boshi - qutb bilan, musbat yarim o‘q - qutb o‘qi bilan mos tushadi.

Shuning uchun, izlanayotgan sirtning yuzi, (12.3) formulaga asosan
topiladi:
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4

Q =4xj (r__g<p)sin<er2(</))+(r'(tp))2d</), r SiNp =a-16@322Z>-siN0,

N __ asm2p” +¥)2=-jJL==,Q =4z2jsingdgp=2xa2 41)
Wb v Vb o

6) Xuddi yuqoridagi a) banddagidek,

7
2 ,, =4;ra2[cosNi» =2\V/2jra2

2 0

Bu holda, =~ nurni, e sistemadagi qutb o‘qi, deb gabul gila-

miz, uholda, \(e)=r<, e=<p-j. Shunday qilib, izlanayotgan sirtning

yuzi: Q=Q,+02bo‘lib, o, vao2 ,mos ravishda,
elL

Q\=4n J n@fne\mir? () + (0))Xe, *)

0=-—
2

Q= 14#'» G\Ad)+0\Wd0

e+

7

formulalar orqali topiladi(r,,0 sistemasida, e , dan O gacha

o‘zgarganda, sir#t funksiya manfiy giymatlar gabul qiladi). (*) formula-
larda i\,0 dan, r va plarga o‘tsak, u holda,

T
Qi =4na2J) 7eos2<psin .d<p20 =ﬁ;rér‘

4

=4"Na2) sin(p-—)d<p=-4na2cos(p-—) '=2nal42,

. A ~
Q2=4xa2 =-4"<32] sin("---)d(p =
o 4
liza2(2-42).

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi chiziglarni ko‘rsatilgan o‘q atrofida aylantirishda hosii
bo‘lgan aylanma sirtlarining yuzlarini hisoblang:
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12.1. y=~ parabolaning >=15 to'gii chiziq bilan kesilgan
gismini, x=2 o‘gatrofida.

12.2. y2=4+x parabolaning x =2 to‘g‘ri chiziq bilan kesilgan
gismini Ox o‘q atrofida.

12.3. y=cosy- chlzigning, x, =-a dan x2=agacha boigan
gismining Ox o‘q atrofida.

12.4. 32+4v2=12ellipsning Oy o‘q atrofida.

12.5. y =tgx N0<x<”"j,0x 0‘q atrofida.

12.6. >=e" (0<x<a), O.ro'q atrofida.

12.7. 2ay=a2+x2 (O<x<a),0x 0‘q atrofida.

12.8. x="y*-Uny(l<y <e\ Oy o‘q atrofida.

12.9. x=Ir>—yijy2 <y <0 Oy o‘q atrofida.
12.10. y1+4x=2Iny (j <y <2), Oy o‘q atrofida.
12.11. v=acfi;, ™ <b), Oy o‘q atrofida..
12.12. y =- (is.t<a), Oxo‘q atrofida.
X
Quyidagi chiziglami ko‘rsatilgan o‘q atrofida aylantirishda hosil
boigan sirtlarning yuzlarini hisoblang:
12.13. x=a(3cosi-cos3i), y =a(3sini-sin3i), O<t<”, a) Ox 0‘q
atrofida; b) Oy o‘q atrofida.
12.14. x=etsint, v=e'cost, 0<(<? Ox o‘q atrofida.
12.15. x=a(i-sinf), y =a(l-cost) (O<i<2n\ a)Ox Olq atrofida; b) Oy
o‘q atrofida; c) y =la to‘g‘ri chiziq atrofida.
12.16. x=<ad t,y =asinBl, y =x to‘g‘ri chiziq atrofida.
12.17. X=X, v=4——,|]q<2é/2, Ox 0‘q atrofida.
3.y 2 n
12.18. x=2V3 cosi, y =sin2i Ox o‘q atrofida.
12.19. x=a(i+i2, v=y(3-i2 Ox o‘q atrofida.

12.20. x=-A-,y = oxo‘ﬁ/I atrofida.
r +1

i2+1
12.21. x=j(cosi +sini),y =<j(sini-icosi), (o<i<*)Oxo‘q atrofida.
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Quyidagi chiziglarni ko‘rsatilgan o‘q atrofida aylantirishda hosil
bo‘lgan sirtlarning yuzlarini hisoblang:
12.22. r =2asing0 <q><Z’ qutb o‘qi atrofida.

12.23. r =yjcosirp, o<¢<~, qutb 0‘qi atrofida.

12.24. r2=alsin2ft o<¢<~-, qutb o‘qgi atrofida.

12.25. r =a sec-",0<p<y, qutb o‘qi atrofida.

12.26. r =2a2c0s9, a)qutbo‘qgi atrofida;6) p=y nur atrofida;

o> =z nur atrofida.

12.27. r =a~cosltp (lemniskata), y=x to‘g‘ri chiziq atrofida.
Quyidagi silindrik chiziglarni ko‘rsatilgan o*‘q atrofida aylanti-
rishda hosil bo‘lgan sirtlarning yuzlarini hisoblang:

12.28 g*+Ab— =la>b, Ox o‘ﬂ atrofida.
12.29 ~r+~r=i,a>b,0y 0‘qgq atrofida.
2 shazb.oy 0

12.30. —}, -h<v<h,0Ov 0‘q atrofida.
o b

12.31. . = a<x<T1=/la,0x 0‘q atrofida.

12.32. y2=2px, o<X<a, Ox 0‘q atrofida.

12.33.y r=px2, o<y <a, Ox 0‘q atrofida.

Quyidagi silindrik sirtlarning belgilangan gismidagi sirtlari
yuzlarini hisoblang:

12.34. X2+V2=a2. 0<z<—x X=>0.

a m

12.35V=6—K2x 2, O<r<—x X=>Q Vvaa
a a

12.36. v +Y-=I, O<z<—x, x>0,y >0 a>h
aM b2 a

Mustaqil yechish uchnn misollarnimg javoblari

12.1. ill. 122. ~ | 12.3. 22442+ inE t» 2+4a;,
3 3 it 2a
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12.4. 2ff(4+3In2). 12.5. 4~-V2)Hn™ +p - ]

e +71+e2
1+72

12.6.* 42.-e Wi+ezma—n 12.7.— «@BIn(72 +1)+7V2)

12.8. j(e-l)(e2+e+4) 12.9. :r(-5-91n2 +16In3)/6. 12.10. 1o

12.11. 98a73.
12.12.n 72- 7777—~l-|n7a4+1 te2 1513 a) 9x2a2 ti) 24n-a2

nl2 +1

X
12.14. 272 (er -2). 12.15. a)%ﬂ—az &)16>ra2 c)jfa !.

12.16. A~ a4Vv2-1) 12.17. 59,272,12.18. ~ (4 +In5).

12.19. 7)3aral.12.20. an361n2-4)/3. 12.21. 6x2a2 12.22. 4rA2

12.23. 2~(2-72)12.24. Ana2. 12.25. |/ra22T2-l)
12.26. a) Ana2{l-42).b) a42na2 c)8na2 12.27. 4*a2.
M3, 9, 6% o 20esins], ¢ 7a2- b1

S ’ a

_4a2-b2

12.29. 2n [a2+— =
25 1l-e a

36" 2ﬁah{a( vl 'Qi‘-tz-li«f, m=_ta b

12.31. franfa?H i Lnetink2:1, ,_r7a2+b2

a e et+/7e2-1 6
12.32. y* [(2a+p)j2ap+p2-p 2].

12.33. 19 lr2re 5 o 1234, 24r
15(9

12.35. %&—[Ma2+Ab2J -a3.

12.36. —M+12p e 782762
' 2 18

13-8. Aniq integralning mexanika masalalariga tadbig‘i
13.1 Sillig egri chizigning statik momenti va og‘irlik markazi.

Biror m- massaga ega bo‘lgan moddiy nuqtaning biror p o‘qga nisbatan
statik momenti deb, uning mmassasi bilan undan p o‘qgacha bo‘lgan d
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masofaning ko‘paytmasiga, ya’ni Mp=md songa aytiladi. Tekisiikda

yotgan massalari mos ravishda, p 0‘gga nisbatan masofalari

d, d2...d, bo‘lgan n ta moddiy nuqtalar sistemasining statik momenti,
MP=¢, m=<

boiadi, bunda o‘gning bir tomonida yotgan nuqtalarning masofalari

musbat ishora bilan, ikkinchi tomonida yotganlarining masofalari esa,

manfiy ishora bilan olinadi.

Agar massa, ayrim olingan nuqtalarda targalmasdan, biror silliq
chizig yoki tekis figura bo‘ylab tekis
targalgan bo‘lsa, u holda, statik momentdagi
yig‘indi o‘miga integral olinadi.

Faraz qilaylik, xOy tekisiikda m
massali biror (aB) sillig egri chiziq berilgan
bo‘lib, uning uzunligi / boisin.

(AB) sillig egri chizigning har bir nug-

13.1-chizma. tasidagi chiziqli zichlik p =p(s) - s 0‘zgaruv-

chining uzluksiz funksiyasi bo‘lsin (13.1- chizma). U holda, (~S)silliq
egri chizigning massasi quyidagi folrmula bo‘yicha topiladi:

m=1Jp(s)ds,
(0]

bunda, dI =yjdx)2+(d))2- yoy differensiali, / esa, berilgan chizigning
uzunligi.

Eslatma. Agar (AB) sillig egri chizigni birjinsli deb faraz gilsak, u
holda, uning p chizigli zichligi (bir birlik uzunlikdagi massa, uning
uzunligi bilan o‘lchanadi), o‘zgarmas, deb garaymiz. Soddalik uchun,
p - 1deb olamiz.

(AB) chizigning elementar ds boiagini ajratamiz. Yuqoridagi
farazimiz bo‘yicha, ds elementar boiakdagi massa, m son orqali
ifodalanadi. Chizigning elementar ds yoyini, tagribiy moddiy nuqta, deb
gabul qilsak, u holda, uning Ox o°‘qga hisbatan elementar statik

momenti,
dMx =yds

bo‘ladi. Erkli o‘zgaruvchi sifatida, A nugtadan boshlab hisoblanadigan,
ds yoyni olib, elementar statik momentlami yig ‘sak, natijada
|

M x =10y®p(5)o&
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boiadi. Xuddi shunday, oy o‘gqga nisbatan statik moment,
/
m . =HIPC)*
bo'ladi.
m massali, chizigli zichligi p=p(s) bo‘lgan (aB) egri chizigning
M(xH -yu) og‘irlik markazi koordinataiari esa, ushbu
i I
o, POSOR L MOPOs
Xf— =1} mym ~ ~ ?
I p(s)ds | p(s)ds
0 0]

formulalar yordamida xisoblanadi.
m massali, chizigli zichligi » =p () bo‘lgan (AB) egri chizigning ox
va oy o‘qglarga nisbatan inersiya momentlari,

K =I1y2U)p(s)ds, 7, =fx2s)p(s)ds
0 0

formulalar yordamida hisoblanadi.

Xususiy holda, birjinsli (/}(»=1) bo‘lgan (aB) egri chizigning m
massasi, ox va Oy o‘qglarga nisbatan, mx, mystatik va A,/ inersiya
momentlari, hamda m(xu;yu) og‘irlik markazining koordinataiari, mos

ravishda,
| I |

m=jds =I, Mx=]y(i);fa, Mv=]x(s)ds
0 (0] 0
Ix=jy2s)ds, /, =jV (s)ds (13.1)
0] 0
xu = yu =~~ formulalar yordamida hisoblanadi.

Teorema (Guldinning birinchi teoremasi). (AB) egri chizigni,
uni kesib o‘tmaydigan, o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan
aylanish sirtining yuzi, uning og'irlik markazi chizgan aylana
uzunligining shu egri chizigning I)/oy uzunligiga ko‘paytmasiga teng:

Inyul =2xjydl . (13.2)
0

13.1-misol. Ushbu ~+~-=1 ellips yugori qismining ox o0‘gqga

nisbatan statik momentini toping.
Yechilishi. Ellips yugori gismining ox o°‘qga nisbatan statik
momenti
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M x=1]ydl

formula bo‘yicha topiladi, bunda d1- elementar yoy uzunligi. Shartgéa
ko‘ra, y>o0, u holda,

ydl =y-Jl+yXdx =y 2+(yv'x)'dx, y- =b2-~x~, yy =-~Xx,
a ~
y&l =AII8 ——k—)gx2+grx 2dx =2—[J5|_—__—2x x?gbzz——— —
\% a~ a a a~

e - ellipsning ekssentrisiteti.
Shunday qilib,

M x =] -Ja2- e Z2dx=6| b- —arcsinr, 1

13.2-misol. Ushbu x=a(/-smi), .v=a(i-cost)(o<f<2~), egri chizigning
og‘irlik markazini toping.

Yechilishi. Berilgan birjinsli egri chiziq, x=na to‘g‘ri chizigga
nisbatan simmetrik boigani uchun, uning og‘irlik markazi shu to‘g‘ri
chizigda yotadi, ya’ni xu =m . 10.2 -va 12.2 - misollami e’tiborga olgan
holda, Guldinning birinchi teoremasiga asosan, ya’ni (13.2) formuladan,

Enyl,l,% =64 m ’ ri :4a

ekanligini olamiz. Demak, sikloidaning og‘irlik markazi, M\ za-, | fij.

13.2. Tekis figuraning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Tekis figura, yuqoridan y2=f{x),
quyidan yl =g(x) funksiyalar, yon
tomonlaridan esa, x=a va x=b vertikal
chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsin. m
massali tekis figuraning har bir
nuqtasida chizigli zichligi p=p(\) x
o'zgaruvchining uzluksiz  funksiyasi
bo‘lsin (13.2-chizma).

13.2-chizma.

Tekis figuraning m massasi, ox va Oy o‘qlarga nisbatan, m x, uy
statik va ix iy inersiya momentlari, hamda M(xu-y,) og'irlik marka-
zining koordinatalari, mos ravishda, quyidagi,

m=\(j(x)-g(x))p{x)dx,
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M. =ji (f2Ax)-gZx)p()dx, M, =14f(x)~g(x)p(x)dx , (13.3)

a

I1x ly=\x2U (x)-g{x)\f{x)dx,
*0 «

formulalar yordamida hisoblanadi.

13.1-eslatma. Tekis figura bo‘ylab massa tekis targalgan, ya’ni
uning sirt zichligi p o‘zgarmas bo‘lsin. Umumiylikni buzmasdan, p =\
deb olamiz. U holda, tekis figuraning m massasi, Ox va Oy o‘qglarga
nisbatan Mx ms statilc va Ix 1y inersiya momentlari, hamda M(xu;yu)
og‘irlik markazining koordinatalari, mos ravishda,

b
m=J (/(*)- g())dx =S,
Mx=1i\ (fXx)-g2ZXx))dx, My =j4f(x)~ax)]dx,

h =ift/3W -g5Ww1&, 7, =\xZf{x)-g{x)Ne,

n

formulalar yordamida hisoblanadi, bu yerda, s =Jv(x)ifc-tekis figuraning

yuzi.
b
Og‘irlik markazining ordinatasi formulasidan, 2rryu s =xfy2ix

munosabatni hosil gilamiz. Bu formulaning o‘ng tomoni, abca figurani
ox 0‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini
ifodalaydi, chap tomoni esa, og‘irlik markazi va u chizgan aylana
uzunligini, figuraning yuziga ko‘paytmasiga teng bo‘lar ekan. Shunday
qilib, quvidagi Guldinning ikkinchi teoremasiga kelamiz.

Teorema (Guldinning ikkinchi teoremasi ). Tekis figurani, uni
kesmaydigan o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan jismning
hajmi, uning og‘irlik markazi chizgan aylana uzunligini tekis figuraning
yuziga ko‘paytmasigateng, ya’'ni v =2irrj-s.

Qutb koordinatalar sistemasidasektor, o<r<r{<p\ a<<p<p,
tengsizliklar orgali berilgan bo‘lsin, hunda o<p-a<2n , funksiya
[«./7] kesmada uzluksiz. Massa sektorda tekis tarqalgan boMsin, ya’ni
uning p zichligi o'zgarmas boisin. Bu erda ham, umumiylikni
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buzmaslik uchun, p =i deb olamiz. U holda, oxva oy o‘glarga nisbatan
statik momentlar va og'irlik markazining koordinatalari, quyidagi

1r. 1r
M = ?3 \il (psm<pd<p, M = 3—\ r3(<p)cos<pd(p,
| *

M..
XI " S 1y“ " S1
formulalar orqali topiladi, bunda s -sektoming yuzi, ya’ni
S =~\jZ[Pdp-

13.3 - misol Ushbu _+F:l x=0,y =0, a >()./; >0 chiziglar bilan
a

chegaralangan tekis figuraning Ox va Oy o‘glarga nisbatan statik
momentlari va og‘irlik markazining koordinatalarini toping.
Yechilishi. (13.3) formulalarga asosan,

M :I_f_ {fl=5&¥1d$<——"b1 (a-xf _ ab2
2{a2K

2a2 3 6
M =\x-—(@a-x)dx =—\{flx-x1ix =—(a— —1 °2
o a al al 2 3) -6~
. .. ab
S =\Ha-xdx =—Ua~ ¥dx=- (ax——=  ° 2||_|| &
la al aly 240 a v T
a2 ab;
My _ 6 _a. _ K _ 6 _b
s f£& 3 s a3
2
3 3

13.4-misol. Ushbu  Yy=asinf,y =6cosi, |*|<y, y =0 chiziglar bilan

chegaralangan sohaning o*va Oy o‘qglarga nisbatan statik momentlari va
og‘irlik markazining koordinatalarini toping.
Yechilishi. (13.3) formulalarga asosan,



S = j boost-acostdt =ab jcos2tdt-= + n =
lab~
v -M*-~3~ 4b
u S a7 Su
2

13.5-misol.  Guldinning ikkinchi teoremasidan foydalanib,
x2+{y-bf =a2 a<b, doiraning oxo‘q atrofida aylanishi natijasida hosil
boigan torning hajmini toping.

Yechilishi. Ma’lumki, berilgan doiraning yuzi s~naz1, doiraning
og‘irlik markazi, uning markazida bo‘ladi, Demak, doiraning ox 0°‘q
atrofida aylanishi natijasida, uning og‘irlik markazi chizgan aylananing
uzunligi, 2« » ga teng. U holda, Guldinning ikkinchi teoremasiga asosan,
izlanayotgan hajm,

v ="E =£=0
5 5

V =nolsicb =2n‘ad.
13.6-misol. Ushbu x =agt-sint), v =a(i~cosi) (0</<2*) sikloida tar-
mog‘i bilan chegaralangan soha og‘irlik markazining koordinatalarini
toping.
Yechilishi. Yuqoridagi 9.5 - va 11.3 - misollar, hamda Guldinning
ikkinchi teoremasiga asosan,

2nyu ® =53V ; 2kyu -ina2=50’k 2, yu =—6—a,

sohaning simmetrikligidan, xu =na..

Shunday qilib,
M x ? =-"a™tpcosdtp =a3(4-*2) ,
3 g p ( 2
If, 2 a2 anl
I =—\amdv=--———-— =e——
2 3 6
boiadi va

Xu - ) =e(4-K2a/z\y,, =~~- =2(k 2-(yjalK2.

o 1 b

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyida berilgan chiziglaming = x va mv statik momentlarini toping:

13.1. a_+E:]’ x>0,y >0. 13.2. x2+y2=4,y> 0.
13.3. y =chx, 0<y<l 13.4. il+‘k:—2 —hy "o, a>b
a
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2 3 2
13.5. Birinchi chorakdajoylashgan x3+>2 =a3 astroidayoyining

koordinatalar o‘qglariga nisbatan statik momentlarini toping.
13.6. v=005X, kosinusoidaning ~ Ox o0‘gga nisbatan

statik momentini toping.

13.7. y=sinx, Q<x<x, sinusoidaning Ox o0‘gga nisbatan statik
momentini toping.

13.8. Ushbu y2=2px{ii<xx<” parabola yoyining x=~ to‘g‘ri

chizigga nisbatan statik momentini toping.
Tenglamalari parametrik shaklda berilgan quyidagi chizigning u x
va Mr statik momentlarini toping:

13.9. x=asinf, y =bcost, 0<I<~,a>b (p=I).

13.10. x=tfsm3f, y =acos3f, 0-f-y C=0 e

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan chizigning Mx va My
statik momentlarini toping:

13.11. r =2acos<p,0<<p<~ (0=I) 13.12. 7 =a(l+cosp), -n<<p<x (p=I).

13.13. r =aer 0<<p£2n (p=l).

Quyidagi berilgan chiziglar og‘irlik markazining xu va w koordi-
natalarini toping:

13.14. x2+y2=4, y>0. 13.15. x213+y2'3=a213, x>0, y 50.

13.16. y =ach{x/a), [x|<tt 13.17. x=7y2-"ny, 1<y <2

13.18. x=a(t-sint), y =a(l-cosf), 0<tE2/r.

13.19. r =a( +0f23, 0 <p<jr. 13.20. r=ae*, -y<p<n

13.21. Radiusi a ga teng boigan yarim aylana og'irli
markazining koordinatalarini Guldin teoremasi yordamida toping.

Quyidagi berilgan chiziglaming, Ox o‘qga nisbatan, 7, inersiya
momentini toping:

13.22 y=-Jr2-x 2, — <x<r. 13.23. y =e\0<*<0,5.

13.24. y=05a(e’"- +e-e":U\0 <x<a.

13.25. X =Roostp, y =Rsm(p, 0<tp<a<2n.

Quyidagi berilgan chizigning, koordinatalar o‘glariga nisbatan,
Ava iy inersiya momentlarini toping:
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13.26. i'=chx, 0<x <l
13.27. v=o0c0s5< v =asin3i,

13.28. x- ait-sint\ 'y =a(l- cos/), 0</<2jr.
Quyida berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shakllarning
Mx va Mr statik momentlarini toping:

13.29. x+v=ix=0y-0. 13.30. v:cosx,W<~Z—,y:0

13.31. y=x"\y =Nk 13.32. y= v=xJ,x=0,xa0

1+

13.33. x=acosr, v =bsint, 9 <t <? v=0.

13.34. x=a(t- sin/),y =a( - cos(), 0 <t <lit, y =0.

Quyidagi misollarda berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan
sohaning grafigini chizing va og'‘irlik markazini toping:

13.35. y=6x-x2 ==X 13.36. x1=4y, x-2y +4=0.

13.37. y3=x2, y =x. 13.38. y =x2-2x, y=6x-x2.

13.39 t+1=0, x+y2=0.

13.40. y =2x2 va y=3-x2 parabolalar bilan chegaralangan sohani
goplovchi yupga tekis plastinkaning og‘irlik markazini toping.

13.41. Birinchi chorakda, oy 0'g, y= parabola va y=4 to‘g'ri

chiziq bilan chegaralangan «uchburchakli» sohani goplovchi yupga tekis
plastinkaning og‘irlik markazini toping.

13.42. jc=«(f—sint\ y —8(i—e0s/), sikloidaning bir arki va uning asosi
bilan chegaralangan plastinkaning ox o0‘qga nisbatan statik momentini
toping.

Quyidagi misollarda berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan
sohaning og‘irlik markazi koordinatalarini toping:

0.43. %J" té)‘. N (0*x<a, 0<y<,b\

13.44. x2+4y-16 =0va Ox 0'q bilan chegaralangan.

13.45. y =5X to‘g‘ri chiziq va y =sinx (x>o) .

13.46. x-+4y2=4 va \2 +y2=4(birinchi chorakdagi qismi).
13.47. y=4l- y -0, h>0,a>0.

2
13.48. y=—X v=sinr, v=0.

13.49. y1=2px, x2=2py.
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13.50. 4x +Jy =4a, x=0, y =0.

13.51. y2=2x, x+y =4

13.52. y =x3, x+y =2, x=0.

13.53. x=a(t-sint), y =a(l-cosi), 0<t<2n, y - 0.

Quyidagi qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziglar
bilan chegaralangan sohaning og‘irlik markazi koordinatalarini toping:

13.54. r =a€i(Z>, 0 <p<”.

13.55. r=a<p(o<(piin) Arximed spirali va =0 <p=it nurlar bilan
chegaralangan.

13.56. r=a (l+oos4 kardoida.

13.57. rl1=a2cos2p-Bernulli lemniskatasining o‘ng gismi.

13.58. Uchburchakning asosiga nisbatan inersiya momentini
toping.

13.59. Tomonlari a ga teng boigan kvadratning, uning diago-
naliga nisbatan, inersiya momentini toping.

13.60. Asosi b, balandligi h bo‘lgan (p=l) uchburchakning,
asosiga nisbatan, statik va inersiya momentlarini toping.

13.61. Yarim o‘glari a va b bo‘lgan, birjinsli ellipssimon
plastinkaning, uning bosh o‘qglariga nisbatan inersiya momentlarini
toping @w=1).

13.62. Gulden teoremasidan foydalanib, ftradiusli  yarim
aylananing og‘irlik markazi koordinatalarini aniglang.

13.63. Gulden teoremasidan foydalanib, shar sirtning yuzini
hisoblang.

13.64. Gulden teoremasidan foydalanib, doiraviy konusning hajmi
va yon sirtining yuzini hisoblang.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

13.1. Mx-”" a'+b'-, 13 .2 .=4, My =0.

13.3. Mx=0,25 2+shI\ My =sh\-ch\ +1.13.4. Mx=b"+"arcsinsj,
M. =0, s=— 13.5. Mx—Mys—a~. 13.6. Mx=\2 +In(1+V?)
13.7. V2 +In(1+\2). 13.8. Mx= 8 +5In(1+V2)).
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13.9. Mx=x:Ly/l-e2+arcsinr) M, =— il +——IN""] 1=——-~.
25v 2 2r 1-s/

13.10. Mx=My =~a2. 13.11. Mx=2a2 M, =xa\

13.12. MI=0,My =~ -. 13.13. Mx= Ll -e4'}12, My =*2«" -p*.
13.14. xM =po, .
n

13.15. xM=yM=2a/5. 13.16. xu =O\u =~ "~ 0 j" -

*7 _27-161In2-4In;2 20 in iq o
X 8(3+In4) * ""3(3 +In4) Xu -m-,yu -Aal3
13.19. ® =i =4afs> 1320. x, = ‘;'el' er y, =t eF -
e -e

13.21. %, =01, 4~ - 13.22. 1323 [[V6~f_2V2].
13.24. a3(e-eu)(r2+~2+10)/24. 13.25. 1(2a-sin2a)/?3.

13.26. A=/il+ys/id, 1y=3sAl- 2/il.13.27. [r=ly=-a\

13.28. A=z a3 A0/2 |, 1a313.29. Mx=pM, =L

13.30. M. =, M =0 13.31. w =I\/§/ =5

13.32. Mx=—+—M =I2- 05. 13.33. M =SabL M =0.

13.34. Mx=2,5Tr, My =bnaar. 13.35. xM=—;j>M=5.

13.36. =L, Ym=]. 13.37. x,= , =n. 13.38. x,, =2,yu =4
13.39. x, =-f,n, =0.13.40. x,=q >,=|. 13.41. x,=f, n, =f.
13.42. Mxl‘ILr|a\\'bAb. Xo =B W =g: 13.44. xn =0, y., -1
x,,=6(z_,\)>n, =llz£]. 1346 xp =, v, =

1347 - 7,yu- 8. 13.48. x, X% . v, - §{r+4)
13.49. X, =v,, =". 13.50. xu=yu =j.13.51. x,=f, =-i.

13.52. x, =], *,=£. 13.53. *,,=*a, A/ =*

13.45.

13.54. 13.55. "=~z £ kN =fc6/rl'£.
ﬂ.

105n-
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13.56. & ="; 7i, =0. 13.57. = N ; N =01358. /, =% ,a*

— . 13.61./,= /=
12 4 4

13.62. =0, e 13.63. 5 =4xR2 13.64. v :énRZ—l 5 =KL

13.59. |,X1:2 13.60. |\/b(=—6 y A=

14-8. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

Ushbu
i/(c)v (14.2)

integralni hisoblash talab gilingan bo'lsin, bunda f{x) funksiya [ab]
kesmada uzluksiz, deb faraz gilinadi. Biz, yuqorida, aniq integralni
hisoblash usullarini ko‘rib o‘tdik, lekin ba’zi fizik, mexanik masalalami
yechishda, integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich funksiyasini
elementar funksiyalar orqali ifodalab bo‘Imaydigan integrallar uchraydi.
Bunday integrallarni taqribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi. Integrallarni
tagribiy hisoblash uchun bir nechta formulalar mavjud bo'lib, biz quyida
ularning ba’zilari bilan tanishamiz.

14.1. To‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli. \a,6] kesmaning, ixtiyoriy
P={a=x0<x2<..<xnh=¢} regulyar bo‘linishini garaymiz. [x2t2 x2f]
kesmaning o'‘rtasidagi nugtani xt, orqali belgilaymiz(14.1-chizma).
To'g'ri to‘rtburchak usuli, (14.1) integralni, mos ravishda, balandliklari
/(x2t_), asoslari esa, xkx22=~- ga teng boigan, to'g‘ri
to‘rtburchaklar yuzlarining,

— I (x)+H(x+... +/(x2,.)]
yig‘indisiga tagribiy almashtirishdan iborat, ya’ni
QO — /() +/ (45 )] (142)
a

(14.2) formulaga, to'g'ri to‘rtburchak formulasi deyiladi. Bu
formulani, «qo‘shimcha» had  yordamida, ushbu

\F{X)dX =AA-[f(x1) +(x,)+ .. +/(X2,.)] +R  (14.3)
a n

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda R- qoldiq had.

166



Agar f(x) funksiya [«,¢1 kesmada uzluksiz ikkinchi tartibli
hosilaga ega bo‘lsa, u holda shu kesmada shunday / nuqta topiladiki,
(14.3) formula-dagi goldig had uchun,

tenlik o ‘rinli bo‘ladi.

14.2. Trapesiyalar usuli. (14.1) integralni hisoblash talab gilingan
boMsin. \ab\ kesmaning ixtiyoriy P={a=xn<x2<...<x,,=b} reguldr
bo‘linishini olamiz va y =f(x) funksiyaning y,=/(x\ *=/(*))....., V,,=f(xn)
giymatlarini hisoblaymiz. Trapesiyalar usuli, (14.1) integralni,

™AL/ (Fo)+ /(*)1+[/0D)+ F(x2)]+... +[f(xnD+ /(*)]} =

= {7 («+/7()+ 227 (xjl
yig‘indiga, yoki asoslari, mos ravishda, /fo.) va f(xL larga,
balandliklari xt -x k_,:—? ga teng bo‘lgan, trapesiyalar yuzlarining
yig‘indisiga (14.2-chizma) taqribiy almashtirishdan iborat, ya'ni
\ f{x)d x +/(*)+Z/(x*)] = (14.4)
(14.4) formulani, goldig had yordamida,
IF()dx ="~ | 7 (8)+/(¥)+2X /()] +K

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda R,.- goldig had. Agar f(x) funksiya
[ab]  kesmada uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsa, u holda,
[ab\ kesmada shunday 7 nuqta topiladiki, Rr uchun,

1, a<nib,

tenglik o‘rinli boiadi.
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14.3. Parabolaiar usuli. (14.1) integralni hisoblash uchun, [ab®
kesmaning ixtiyoriy P={a=x0<x2<..<x2,=b} regular bo'linishini
olamiz. [xu.2 xIK] kesmaning
o‘rtasidagi nugtani xXv orqali
belgilaymiz: xXj=x™2+Xk, a=Ui.

Parabolaiar usulida berilgan (14.1)
integral, f(x) funksiya grafigining,
absissalari  xk2 xXkj va XX

bo‘lgan nugtalardan o‘tuvchi para-
bolalar ostidajoylashgan trapesiya-
lar yuzlarining

bﬁ-: {0+ a7(x,)+ F{x2)] m[f{x2)+4f(x3)+ f(XxA]+..+

h~ A1
+172,,-2+4/(")+/fe)]} =’\(§r{nw+/(b)+2|gfe*)+4)ét{few)}
yig‘indisiga tagribiy almashtiriladi, ya’'ni:

~  {/CO+4/(Ri)+/fe)]+L/fe)+A/ Te )+ (-4 )]+

-4/ (XN +4/ (M) +/ (N]=7{/ (2)+/(6)+22y (xat) 47Ny (xitH)}
yoki
[/ (4& =7L/ (2)+/ @) +2,1/TcI} +4 £/ (0 + 7 (14,5)

bunda, goldig had.

Agar f(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz to‘rtinchi tartibli
hosilaga ega bo‘lsa, u holda {ab\ kesmada shunday nuqta topiladiki,
(14.5) formuladagi had RM uchun,

(b-ai_sm
5880 fWil a<t]<b,

tenglik o‘rinli bo‘ladi. (14.4) formulaga, parabolaiar (Simpson) formu-
lasi deyiladi (14.3-chizma).
14.1- misol. Ushbu

5x +4dx
ik

integralni, integrallash oralig‘ini, 8 ta o‘zaro teng bo‘lakka bo'lib:
1) Nyuton - Leybnis; 2) to‘g‘ri to‘rtburchaklar; 3) trapesiyalar va
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4) parabolalar formulalari yordamida hisoblang, so‘ngra tagribiy
hisoblash formulasida qo‘yilgan absolyut va nisbhiy xatolami foizlarda
toping.

Yechilishi. 1) Berilgan integralni, Nyuton —_eybnis formulasiga
asosan, hisoblaymiz:

J=j =1 ] (5*+4) 2d(5x+4) =1 (5* +4)% =1(343 - 27)=" =42".

2) To'g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bo'yicha hisoblaymiz: [l; 9]
kesmaning, p={i=xl)<xl<..<xa=9} regular bo'linishini qgaraymiz.
y =f{x) =Vbx+4 funksiyaning, bu kesmalarning o‘rtalaridagi giymatlarini

hisoblaymiz: xXy=" 'k A=L9);

*=f,  /0)=/(f) =If =33011,

=% /0,) =/(%) =] f =4,0620,
Xs=/, /(*)=/(/) =1y =46368"
X7T=y2, /()= /7 (%) = =5,1478 ,

=« /(*)-/(%- Jf- =561

=K - /0,,)=/(K)=)| 1=68415
- /0B =/(1K)=]Y =6442°,
% /0H5=/(K) =]y =68190.
Har bir kesmaning uzunligi A:i-8i =i. Funksiyaning topilgan

giymatlarini (14.2) to‘g‘ri turtburchaklar formulasiga keltirib qo'yib,
hisoblaymiz:
T 632 123 /B /43 153 /63°/737/837/93 ...
YUty 14 7Y 1 42726-
Taqribiy hisoblashl%rgagi absolyut xato:
I 42,1526 = [421333-42,156] =0,0193.
Nisbiy xato (foizlarda): s =J—ioo%=15'03§323 100 « 0,0458%.
3) Trapesiyalar formulasi bo'yicha hisoblaymiz:
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a=xa=1 b=xa=9.
a=jg=1 /(a)=/(1) =3,

(

* = /(*) =/(2) =/M=3,7416

V=3 /(.r) =/(3)=VIi9 =4,3588

*3=4 /(*,) =/(4) =124 =4,8989

X, =5 /(x4)=/(5) =/29=53851 37,0934
x5=6 /(xs) =/(6) =,/34 =5,8309

x6 =7 /(*«) =/(7) =139 =6,2449

Xy =8 /(*,) =/(8) =1/44 =6,6332

b =x%=9 /Ue)=/(9) =7

Funksiyaning topilgan giymatlarini (14.4) formulaga keltirib
go'yib, hisoblaymiz:
J2=N %~ [3 +7+2(VI4 +V19 +V24 +V29+V34+V39 +V44)] =5+37,0924 =42,0934,

632
15

Nisbiy xato (foizlarda): s -#100%

Absolyut xato: a=]/-/2F " 47,0934 =42,1333- 42,0934 =0,0399.

:15*0,3992*100% * 0,0946%.

4) Parabolalar formulasi bo'yicha hisoblaymiz:

*2=2, /(*) =/(2) =VI4,
*4=3, /(*,)=/(3) =vT9,
*6=4, /<X)=[4)=n/24,
T, =5, /(*) =/(5)=n/29,
*10=6, /0,0)=/(6) =n/34,
*12=7, /(*,,) =/C7)=n/39,
*14=8 , /Um) =/(8) =n/44,

Topilgan giymatlarni (14.5) formulaga keltirib go‘yib, hisoblaymiz:
“r-*4i 347 +200/H +t/19 + /24 + V2 + V34 + /39 +n/44) +

33
H , HThb Y T #vf v T 1 =7 042370934+4421561=

10+741868+168,6104 ) 1300

Absolyut xato: A=jl-J 3= 42,1333-42,1328 =0,0005.
Nisbiy xato (foizlarda): r:-}oo% :15"0,9995 « 0,01 U%.
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14.2-misol.Ushbu j(x2-¢.r integralning giymatini: 1) trapesiyalar

-2
usuli (h=4); 2) Simpson usuli («=4), bo‘yicha yagqinlashishlar bajarib,
hisoblang.

Yechilishi. 1). Trapesiyalar usulidan foydalanish:

a) /(*)=**-1,[a,6]=[-2,0], n=4 bo‘lgani uchun, [-2,0] kesmaning

p=|-2,-1, -1, i, o] regular boiinishini garaymiz, hamda bo‘linish
nuqtalarida funksiyaning giymatlarini hisoblaymiz:
/(-2)=3:/[-1j=1; /7(-1)=0; /(0)=-I
Unda

i(X=-D)ix=A |1 (-2 ) +/(0)+2[IM-]j+I(-)+/~1j]] =
=1{3_1+42.[] 40-| [} =1{2+1=1 =°,75.
Endi f'{rj)=2, h=i ekanligidan foydalansak,

- )=—%*
1 12 42 12 0.08

bo'ladi.
b) Integralni bevosita hisoblaymiz:

}x2-1)& =}x2A -}n: =y | 12-x112=0-~-(0-(-2)) =] -2 =] =067.

Demak, [t,]=]0,67-0,75] =0,08.

€) Taqribiy hisoblashdagi absoiyut xato va nisbiy xatolami (foiz-

larda) topamiz: ]
I

2 3 8-9 1 oo 1A (10K
AL, b 1 ¢ = A2100%=-100% =0.125%
Demak, 1.a)075 008 b) 008, c)0,125%.

2/Simpson usulidan foydalanish: a) j(X2 D&integralning taqribiy

giymatini, Simpson usuli bo‘yicha hlsoblash uchun, bizga, funksiyaning,
bo‘linishda hosil bo'lgan nuqtalardagi  giymatlaridan  tashqari,
[*m>*]. i=12,3,4, gism kesmalar,
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n
ning o‘rta nuqtalari bo‘lgan, £=--; € ;=-- nugtalarda

funksiyaning /7 (#,)=/fe)="; /&)=" ;/&)=-{£ qiymatlari kerak
bo‘ladi. Unda
e2-iy&sI{/(-2)+/(0)+2[/ gj +/ (- D+/E-i Ji+

m U TM o -IM M -3

8 9 7 15 1. o 1  3349-7-15. 2
= Lo BB a2 Lo et _?
{ G _} 6t 16 2% s T

1Aj< %j~244- fm(p)=0=>R =0.
b) Integralni bevositahisoblaymiz: j(x2-i}&=-.
Demak, |n|=3--50.
¢) Taqgribiy hisoblashdagi absolyut xato va nisbiy xatolarni (foiz-

larda) topamiz: 0% Demak, 2 a) 2 0. b2 0, c) 0%.

b
Yana biz ushbu j/(X)<& integralni garaymiz, bunda / funksiyani

a

lab] da uzluksiz va chizmada qulay bo‘lishi uchun, uni musbat

funksiya, deb  faraz gilamiz. [a,b] kesmada  regular
P =f0,x,,x2 } boiinish olamiz, u berilgan kesmani bir xil —
uzunlikdagi n ta gism kesmalarga bo'ladi:

[ab] =[x0, X,]u...u[xM X, =x, :b;a

14.3-chizmadagi Q, soha bir necha usullar bilan yaginlashtirilishi
mumkin:

14.3-chizma 14.4-chizma.
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»< 0,001
tengsizlik yoki
«*>«»-199
0,001
bo‘lishi, ya'ni «>14 n>15bo’lishini olamiz.

Demak, trapesiyaiar qoidasi bo‘yicha yaginlashish bajarilganda,
absolyut xato e=0001 dan kichik bo‘lishini kafolatlash uchun, [14]
kesmani, kamida 15 ta gism bo‘laklarga bo'lish lozim bo'ladi.

2) Simpson qoidasi bo'yicha yaginlashish bajarilganda, n ning,
goldiq

|fi<&=0001
bo‘lishini ta’minlaydigan giymatini topamiz. h=i\tj =2 bo'lsin. U holda,
/(")(7)=/W (2) =-0,0828.
Demak,

oki i
y o 1
—-4-0,0838 <0,001
4 n

bo‘lishi talab gilinadi. Bu yerdan,

AN<0,001, n4>ilEEL =1681=>n>6
n4 0,001

bo‘lishini olamiz. Demak, n>7.
Mustagil yechish uchun misollar

" Quyidagi integralni berilgan gadamda to‘g‘ri to‘rtburchak formu-
lasi yordamida taqribiy hisoblang:

14.1. fxddx, n=02. 14.2. f-"~r, *=05.
I \i+xA
14.3. j'e:’dx, h=02 144, JIn(l%—)W Ji=0,2.

Quyidagi integralniberilgan gadamda trapesiyaiar formulasi
yordamida hisoblang:

? = Jl- =
14.5. £3§‘+2'h 1 14.6. \x Jllxldx,h 0l
14.7. \Jl+x4dx, h=— 14.8. f-—  h=01
0 8 L+
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yuza= 1[/(xi D+4/ | Nt£fLj +/ (AL [/(x,_D+4/ AAAj+ 7 (xi) |7 .

14.8-chizma. 14.9-chizma

Ravshanki, agar bu uchta nugtalar bir to‘g‘ri chizigda yotsa,
parabola yoyi to‘g‘ri chizigga aylanadi va parabolik soha trapesiyali
soha (4-hol) ga keltiriladi.

Shunday qilib, Q sohani biz yuqorida ko‘rib o‘tgan yaqin-

b

lashtirishlar \/{x)dx integral giymatining quyidagi yaqinlashishlariga
olib keladi.
1. Chap chetki nugta orgali yaginlashish:
Z, =— LIM+f(xt)+-+f(x,,.0)]. (14.6)
2. O'ng chetki nugta orgali yaginlashish:
K =N AT +(xD) + -+ F(x,, (14.7)
3. O’rta nugta bo'yicha yaginlashish:
(14.8)
4.  Trapesiya bo'yicha yaginlashish (trapesiyalar qoidasi):
b-aj{x,,) +f(x,) fjxt)+f(x2) f{xni)+f(x,,)
b-an 2 2 2 (14.9)
i VT2 (- b2/, )ix )1
5. Parabolabo'yicha yaqginlashish (Simpson qoidasi):

S0 = AL [/ H0G) 2L/ ()X, roset/ (5, )] +
n (14.10)

N D+ 1
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Bu yaginlashishlaming dastlabki uchtasi, ya'ni z,, R, va M, lar
Riman yig‘indilari boMib, T, va s, lar esa, Riman yig‘indilari sifatida
yozilishi mumkin.

14.3-misol. Ushbu ja/4+x3dr integralning tagribiy giymatlarini,
n=6 deb olib: a)chap chetki nugta orqali yaqginlashish; ;>0'ng chetki

nugta bo'yicha;c) o‘rta nugta bo'yicha; d) trapesiya bo'yicha (trapesiya
goidasi); e)parabola (Simpson qoidasi) bo‘yicha yaqinlashishlarini

toping.
Yechilishi. « =6 bo‘lganda har bir [ x, g i s m kesmaning
uzunligi, ’\%£:|26’\ :|2 gatengbo‘ladi. Bo'linish nuqtalari
=021 =m=  =2.8=0 =3

f{x)-44+x3 funksiyaning bu bo'linish nuqtalaridagi giymatlarini
hisoblaymiz: /(0)=2; / gjs 2,031; /(0=2,236; / gjs 2,716; /(2)s 3464;
/ gjs 4430, /(3)=5568 ( bu erda hisoblashlar uchta o'nliklar xonasigacha

yaxlitlangan). Unda
a) z6=|[/(0)+/(j)+/0)+/[I1]1+/(2)+/g)] =

s i [2,000+2,031+2,236 +2,716 +3,464 +4,430] =~ 16,877 =8,4385.
b) R6E=j[/9g)+/(0+/g)+/(2)+/9g}+/(3)]=

=i[2,031+2,236 +2,716 +3,464 +4,430 +5,568] =1- 20,445 =10,2225.

0 gism kesmalarning (/=12,3,4,5,6) o‘rta nugtalarini
topamiz:
x0+xj _0+05_1 v +x2_05+1 3 x2+x3_1+15_5
2 “2 ~4 2 2 42 2~~4
X3+x4 1542 7 x4+x, 2+25 9 x,+x6_25+3 11
2 2 4 2 ~ 2 -4 2 2 ~T

Topilgan nL_thaIarda f(x)="~4 +x3 funksiyaning giymatlarini
hisoblaymiz ( bu erda ham hisoblashlarni uchta o‘nliklar xonasigacha
yaxlitlaymiz):

/[1]1=2004; /9] =2103 /9) =2439;, / 9] =3,059; /) =3923 /"] =4980
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yaginlashishlar bajarib, hisoblang. Natijalarni, integrallashni bajarib,
tekshiring (solishtiring).
[

14.43. Ushbu ([)sianrxdx integralning giymatini: «)chap chekti nugta

bo‘yicha (« =3 deb olib); 6)o‘ng chetki nugta bo‘yicha (« =3 deb olib);
o) trapesiyalar qoidasi bo‘yicha (« =6 deb olib); d)Simpson qoidasi
bo‘yicha (n =3 deb olib) yaqginlashishlar bajarib, hisoblang. Natijalarni
integrallashni bajarib, tekshiring (solishtiring).

14.44, Ushbu f ~  integralning giymatini: a)trapesiyalar qoidasi
ol +*

(n=4 deb olib); b Simpson qoidasi («=4 deb olib) bo'yicha
yaginlashishlar bajaribi hisoblang:

14.45. Ushbu jcosx2fr integralning giymatini: a)o‘rta nugta
-i
bo'yicha (« =4 deb olib); b)trapesiyalar goidasi bo‘yicha (« =8 deb olib);
¢) Simpson qoidasi bo‘yicha (« =4 deb olib) yaqinlashishlar bajarib,
hisoblang.

2
14.46.Ushbu je~x dx integralning giymatini: a)trapesiyalar qoidasi
0

(n=10 deb olib); b) Simpson goidasi (« =5 deb olib) bo‘yicha
yaginlashishlar bajarib, hisoblang.

Quyidagi misollarda, integralning giymatini: a)trapesiyalar qoidasi
bo'yicha; b)Simpson qoidasi bo'yicha yaginlashtirishlar bajarib
hisoblaganda n ning absolyut xato berilgan fdan kichik boiishini
kafolatlaydigan giymatini toping:

14.47. 3lvxift, e=00L 14.48.4\|4de £=0,0000L
jt 3

14.49. Jsinxdx; s =0,001. 14.50. jexdx, £=0,0L .
(0] |

2
14.51.5) je~dx, £=0000L

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

14.1. 637. 14.2. 0,23,14.3. 16,1. 14.4. 0,822. 14.5. 202.
14.6. 0,3296. 14.7. 3482. 14.8. 0,8350. 14.9. 2,4859. 14.10. 165.
14.11. 08821. 14.12. 54024. 14.13. 0</?<0,16.
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A0,001

tengsizlik yoki

0,001
bo'lishi, ya'ni «>14;, n>i5bo‘lishini olamiz.

Demak, trapesiyalar qoidasi bo‘yicha yaginlashish bajarilganda,
absolyut xato s=0,001 dan Kkichik bo'lishini kafolatlash uchun, [14]
kesmani, kamida 15 ta gism boMaklarga bo'lish lozim boiadi.

2) Simpson goidasi bo‘yicha yaginlashish bajarilganda, n ning,
goldiq

|iic|< e =0,001

bo‘lishini ta’minlaydigan giymatini topamiz. h=i;ri =2 boisin. U holda,

f )=/ (M(2) =0,0828.
Demak,

yoKki
8l I,,0,0838< 0,001
4 n
bo‘lishi talab gilinadi. Bu yerdan,
0,001, n4> N - =1681=>11>6
0,001

bo'lishini olamiz. Demak, n>7.
Mustaqil yechish uchun misollar

' Quyidagi integralni berilgan gadamda to‘g‘ri to‘rtburchak formu-
lasi yordamida tagribiy hisoblang:

14.1. ix4dx, h =o0,2. 14.2. h=0,5.
| h+x*

14.3. jexdx, A=02 14.4. 1In1+xax, /=02

Quyidagi integralni berilgan gadamda trapesiyalar formulasi
yordamida hisoblang:

145, |1—5|)—%>+2 ,h =1 14.6. mr)ﬂ/l-X'dx, h =0,1.
14.7. IfIﬂ+x4dx,h:-8~. 14.8. £I:x2 k=01
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Quyidagi integralni berilgan gadamda Simpson formulasi
yordamida taqribiy hisoblang:

14.9. Jy - it=0,5. 14.10. [ei\dx,h:O,Z.

14.11. je~Xdx, /1=0,5. 14.12. 1/3+cosxdx, h=jr/6 .
0 0]

Quyidagi integral uchun berilgan gadamda to‘g‘ri to‘rtburchak
formulasi yozrdamida absolyut xatoni hisoblang:

R
14.13 j0x4dx, h-0,2. 14.14. IOsindx, h=*/6.

14.15. J--,4A=04. 14.16. £=0,25.
X

f B X
Quyidagi integral uchun berilgan gadamda trapesiya formulasi
yordamida absolyut xatoni hisoblang:
14.17. f-£- A =I. 14.18. }-*-* =|.
1x-1 1+x3 3

14.19. =1. 14.20. ifin‘ xi/x, A=05.

f n
1VIT2

Quyidagi integral uchun berilgan gadamda Simpson formulasi
yordamida absolyut xatoni hisoblang:

14.21. ;cos—dx, nN=— 14.22. \\m2xdx,h Z%-.
2 8 ]
14.23. fxIn(4 +xVx, h=— 14.24. h=0,5.
0 4 'm

Quyidagi integralni to‘g‘ri to‘rtburchak formulasi yordamida
hisoblaganda, yoi go‘yilgan xatoning berilgan s dan oshmasligi uchun
A gadam qanzday bo‘lishi kerak?

*3
14.25. Jx*dx, e =10-2. 14.26. |cos2xdbr, e =10"3.
14.27. %in(l+x2)t& e=104 14.28. \’\7de, =10\

Quyidagi integralni trapesiya formulasi yordamida hisoblaganda
yo‘l go'‘yilgan xatoning berilgan s dan oshmasligi uchun 2 gadam
ganday bo‘lishi kerak?

14.29. |-ii-,£ =io-". 14.30. fe‘dx, £=10"\
oxX*N 0
14.31. js'mxax, ¢, =103 14.32. jarcsinxdxts —\0-4
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Quyidagi integralni, Simpson formulasi yordamida hisoblaganda,
yo'l go‘yilgan xatoning berilgan e dan oshmasligi uchun h gadam
ganday boiisKhi kerak?

14.33. l)cosidx, e=103 14.34. ilunzxdx, e=1(T4.

14.35. £-104 14.36. jarctgxdx, £=104
1X 0

14.37-14.41 misoilardagi talablar ikki gismdan iborat bo'lib,
ulardan biri trapesiya qoidasi, ikkinchisi esa, Simpson goidasini goMlab,
integralni tagribiy hisoblash so‘raladi.

I. Trapesiya qoidasi ( usuli)dan foydalanish: a)integralni « =4
gadam uchun yaginlashtiring va

Kl*-vwfi2mh = -1rk'M ¢t') n6[aM
munosabatdan foydalanib, }p] uchun yuqori chegarani toping, b
integralni bevosita hisoblang va ni toping; c) tagribiy hisoblashdagi
nisbiy xatoni (% larda) toping.

Il. Simpson (parabola) qoidasi (usuli) dan foydalanish.
a) integralni n=4 gadam uchun yaginlashtiring va

N ~ h= (kl'sirK e *¢ [a'b]
munosabatdan foydalanib, [fic] uchun yuqori chegarani toping; b
integralni bevosita hisoblang va \R\ni toping; c) tagribiy hisoblashdagi
nisbiy xatoni (%*larda) toping.

14.37. Ixdx. 14.38. }i(x2+l)ir.
14.39. J (43+x)ck. 14.40.j-U .
O(xS ) it
IC
14.41. Jsin
0

Quyidagi misollarda javoblami to‘rtta o'nliklar xonasigacha
yaxlitlab yozing:

14.42. Ushbu 6x2dx integrating giymati: a) chap chetki nugta

bo‘yicha (« =12deb olib); b) o‘ng chetki nugta bo‘yicha (« =12deb olib);
¢) o'rta nugta bo'yicha (« =6deb olib); (otrapesiyalar qoidasi bo'yicha
(«=12 deb olib); e€)Simpson qoidasi bo'yicha («=6 deb olib)
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yaqginlashishlar bajarib, hisoblang. Natijalarni, integrallashni bajarib,
tekshiring (solishtiri?g).

14.43. Ushbu josiir Txdk integralning giymatini: a)chap chekti nugta

bo'yicha (« =3 deb olib); 6)o‘ng chetki nuqta bo'yicha (« =3 deb olib);
¢) trapesiyalar goidasi bo'yicha («=6 deb olib); d)Simpson qoidasi
bo‘yicha (n=3 deb olib) yaqginlashishlar bajarib, hisoblang. Natijalarni
integrallashni bajarib, tekshiring (solishtiring).

1 dx
14.44. Ushbu 6‘1—* integralning giymatini; a)trapesiyalar goidasi
+

(n=4 deb olib); b Simpson qoidasi («=4 deb olib) bo'yicha
yaginlashishlar bajaribi hisoblang:
14.45. Ushbu jcosr<*r integralning giymatini: a)o‘rta nugta
-i
bo'yicha(« =4 deb olib); bytrapesiyalar qoidasi bo'yicha(« =s deb olib);
c)Simpson qoidasi bo‘yicha (» =4 deb olib) yaginlashishlar bajarib,
hisoblang.

2
14.46.Ushbu je~*~dx integralning giymatini: a)trapesiyalar qoidasi
0

(n =10 deb olib); b) Simpson qoidasi (/j=5 deb olib) bo‘yicha
yaginlashishlar bajarib, hisoblang.

Quyidagi misollarda, integralning giymatini: a)trapesiyalar goidasi
bo'yicha, b)Simpson qoidasi bo'yicha vyaqinlashtirishlar bajarib
hisoblaganda « ning absolyut xato berilgan mdan kichik bo'lishini
kafolatlaydigan giymatini toping:

14.47. JEiC, e=00L 14.48.f1xdx 5 =00000L

" 3
14.49. Jsinxotc; s =0,00L 14.50. jexdx, s =00L .

0

14515) je'rdx,  ©=0000L

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

14.1. 637. 14.2. 0,23,14.3. 161. 14.4. 0822. 14.5. 2,002
14.6. 0,3296. 14.7. 3482. 14.8. 0,8350. 14.9. 2,4859. 14.10. 16p5.
14.11. o8821. 14.12. 5.4024. 14.13. 0<N<0,16.
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14.14. -3,59-KI'2<R<0. 14.15. O<MR <0,053.

14.16. 912-10~4<R<8,06-10-314.17. -1,67 <B <-2,28-103
14.18. -6,95 <A<161 105 14.19. -9,77 10"3<R <-1,29+10-3
14.20. —9,59-10-3 <R <3,12 10"3 14.21. -1,3 10-5<R<-0,9110'5.
14.22. 1,01-10'5<R <8,23-10". 14.23. -1,042 <R<-1,08-10%.
14.24. 1,02 i02<B <-3,26 10'5 14.25. 1/20.

14.26. —, 14.27. 1/50. 14.28. 4) 1/8. 14.29. 1. 14.30.
42 55

14.31. 113 1432, 1/1814.33. v, 14.34. /6.

14.35. 0,1,14.36. 15

14.37. 7.a) 15/0. 6) 15 0. c)0% 1l.a) 15;0,e)l,5;0. c)0%.

4.38. 1. a) 275, 0,08. b) 2,67; 0,08. ¢)0,0312<3%. II. &) 2,67; 0. b)2,67,0. c)0%
14.39. 1. a) 6,25; 0,5. b) 6; 0,25. ) 0,0417 « 4%. 1l. a)6; 0. b) 6; 0. c)0%.
14.40. / &) 0509; 0,03125.6)0,5; 0,009. ) 0,018 2

11. a) 0,5004; 0,002604. 6)0,5; 0,0004. c) 0,08%.

14.41/, a)1,8%6* 0161 6)2; 0,1039 ¢)0,052*5%. 1. 8) 2,0045"0,0066 6)2; 0,00457 C)0, 2%
14.42. z12 =506; R =650: M6=572; Th =578; S6 =576.

14.43. z6s 1,394; R6=0,9122; M3 =1,1852; T6 =1,1533; S3 =1,1614.

14.44. TA=0,7828; S4=0,7854 .

14.45, M4 =1,8440; r8=1,7915; S4=1,8090.

14.46. Tw=0,8818; S5=0,8821. 14.47. &) n>8;6) n>2

14.48. d) n* 238; b) £>10. 14.49. a) n>51; b)n>4.

14.50. & n>37, b) n>3. 14.51. &) 78 6) 7.

15-8. Aniq integralning fizika masalalariga tadbiglari

15.1.Jismning bosib o‘tgan yo'‘li. Jism to‘g‘ri chizigli harakat
gilganda, uning t vaqt davomida o‘zgarmas v tezlikda bosib o‘tgan yo'li
n, ushbu

s =vt (15.1)

formula bo'yicha aniglanadi.

Agarjism tekis harakat gilmasa, uning v tezligi t vagtga bog'lig
ravishda o‘zgaradi, ya’ni

v=/(r).

Bu holda jismning t=t dan t-t2 gacha bo‘lgan vaqt davomida
bosib o‘tgan yo'lini topish uchun, t,-tt vaqt oralig‘ini n ta teng va juda
kichik Al bo‘laklarga bo‘lamiz. Faraz qgilaylik, At vaqt oraliglarining har
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birida jismning tezligi har bir gism vaqt oralig‘ining oxirida, sakrashga
ega bo‘lgan holda, o‘zgarmas bo'lib, golsin, r, vaqt  oralig'i
At =1sek oraliglarga bo‘lingan boMsin.

Farazimizga ko‘ra, vaqt oralig‘ining birinchi sekundida jism tekis
harakat qilib, uning oxirida o'z tezligini o‘zgartiradi, ikkinchi sekundda
esa, olingan tezlik bo'yicha tekis harakat giladi va ikkinchi sekundning
oxirida yangi tezlikka ega bo‘ladi va uchinchi sekund davomida tekis
harakat qgiladi va h.k.

Shuning uchun, jismning At vaqtda bosib o‘tgan yo‘li (15.1)
formula orgali topiladi va tagriban f(tyM ga teng bo‘ladi, garalayotgan
t2-f, vaqt oralig‘ida bosib o‘ti'gan yo‘l esa,

S*?f(1)At
4

ifodaga teng bo‘ladi.
Endi n bo'linishlar sonini ko*paytiramiz, u holda At hamda har bir
At oraligning oxirida tezlikning o‘zgarishidagi sakrashlar, borgan sari
kichrayib boradi.
Agar n->« boisa, n/-*o, demak, f(t)At-*o. Bu shartda jismning
tezligi, sakrashlarsiz, ya'ni uzluksiz o‘zgaradi va uning bosib o‘tgan
yo'li,

ifodaga teng bo‘ladi, bundan, aniq integralning ta'rifiga ko‘ra,
5=| ™ E/('W:g =;f(t)dt. (15.2)
=¢] )

15.1-misoi. Jismning harakat tezligi
v = (212+r) tm / cex
tenglama orgali berilgan. Jismning harakat boshlangandan so‘ng 6
sekund vaqt davomida o‘tgan yo'‘lini aniglang.
Yechiiishi. (15.2) formulaga asosan,

6
F(20+i)if=] i3H 12>="65+--62=162cm.
03 2

15.2. Kuch bajargan ish. Faraz gilaylik, jism o‘zgarmas F kuch
ta’siri ostida to‘g‘ri chizig bo‘ylab harakat gilsin. U holda bosib o‘tilgan
Xyo‘ldabu F kuch tomonidan bajarilgan A ish,

A=Fx (15.3)
formula bo'yicha topiladi, bunda .r- metrlarda, F- kilogrammlarda,
,4esa, kilogrammometrlarda ifodalanadi.
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Agar jism o‘zgaruvchan kuch ta’siri ostida harakat gilsa, uning

bajargan ishi ancha qiyin aniglanadi. Bu hol uchun formulani keltirib
chigaramiz.

Faraz gilaylik, O nugtada tinch holatda turgan jism, o‘tilgan yo‘1x
ga bog'lig ravishda o‘zgaradigan ¥ kuch ta'siri  ostida harakat
gilayotgan bo‘lsin, ya’ni

£ =/(e

Shuningdek, vaqtning ba’zi momentlaridajism A va b nuqtalarda

boisin (15.1- chizma), bunda oA=a va OB=b boisin.

@] A 3

15.1-chizma.

Endi yo‘lning AB-b-a boiagida berilgan kuch bajargan ishni
ganday aniglash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning uchun, yoining
ko‘rsatilgan anh bo‘lagini n ta, o‘zaro teng vajuda kichik Ax kesmalarga
bo‘lamiz. Bu erda ham yuqoridagi yo‘Ini topish masaiasidagi kabi, har
Ax kesmada kuch, o‘zgarmas golib, uning oxirida, sakrashga ega bo'lib,
o‘zgaradi, deb faraz gilinadi. U holda, (15.1) formuiaga asosan, yoMning
Ax bo‘lagida kuchning bajargan ishi, tagriban

/(x)Ax
ifodaga teng bo‘ladi, kuchning butun AB=b-a yo'l davomida bajargan
ishi esa, tagriban,

bo'ladi.

Endi bo'linishlar soni n ni cheksiz ortirrsak, A migdor, va demak,
/(x)Av migdor ham cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi. Bunda. kuch,
sakrashlarga ega bo‘Imasdan, uzluksiz o‘zgaradi va izianayotgan ish,

A=nr0
ifodaga, hundan aniq integraining ta'rifiga ko‘ra,
A="\f(x)dx (15.4)
a

bo'ladi.
15.2-misol. 1 KT migdordagi kuch prujinani 3 sm ga cho‘zganda, u
ganday ish bajarishini aniglang.

183



Yechilishi. Guk gonuniga asosan, kuch prujinaning cho‘zilishi
yoki gisilishiga to‘g‘ri proporsional, ya'ni

F =k,
bunda x-prujinaning cho‘zilish yoki qisilish miqgdori, k- propor-
sionallik koeffitsiyenti. Qaralayotgan masalada k ning giymatini

topish uchun, berilganlami, Guk gonunini ifodalovchi, F=kx tenglamaga
keltirib go'yamiz:i=/¢-0,03 bu erdan *=~ ekanligi kelib chigadi.

Demak, prajinani cho‘zuvchi kuch

F=—_x
0,03

ko‘rinishda ifodalanadi.

Kuch tinch holatda bo‘lgan prujinaga ta'sir gilgani uchun, (15.4)
formuladagi integrating quyi chegarasi a=o bo'ladi, yuqori chegarasi
esa, 6=0,03 bo‘ladi.

Demak, izlanayotgan ish:

, o

A— fJ xdx =-L + | — .(°°3) =0015 kFm.
{003 003 2 003 2

-15.3-misol. Massasi m bo‘lgan jismning Yer sirtidan vertikal h
masofaga ko'tarishda bajariladigan ishni toping.
Yechilishi. Yeming tortish kuchini F, Yerning massasini me

orqgali belgilasak, u holda, Nyutonning gonuniga asosan, f=G-;'(~
boiadi, bunda, x- jismdan Yerning markazigacha bo‘lgan masofa. U
holda mm-G=K deb belgilasak , F=—, R<x<h+R, «-Yerning radiusi.
x-R bo‘lganda, f(r)~kuch, jismning og'irligi p=mg ga teng bo'‘ladi,
ya'ni
j T=P,K =P R\ F(X)=" -.
Shunday qilib, (13 30) formulasiga asosan, topamiz:

2r dx 21 PRh
k—7~dx— PR - —PR — =-—.,
xS R+h

15.4-misol. Og'irligi P =I,5m bo Igan raketani Yer sirtidan //=2000
km balandlikka ko‘tarish uchun bajarilishi zarur bo‘Igan ishni toping.

Yechilishi. Yerningjismni tortish kuchi F yoki jismning og‘irligi,
uning Yeming markazidan ganday x uzoglikda joylashganligiga bogiiq
bo'ladi:

F(x)=4-, buyerda, A- 0‘zgarmas son.
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14.14. —359-102 <R<0. 14.15. 0<R< 0,053.

14.16. 9,12-10'5</[<8,06-10'314.17. -1,67 <R<-2,28 *10-3
14.18. -6,95 <R< 161-10s 14.19. -9,77-10"3<R<-1,29-10'3
14.20. —9,59-103<R<3,12-10'3 14.21. -1,3-10*s </1<-0,91-10-5.
14.22. 1,01-10-5<A<8,23-10". 14.23. -1,042 <«<-1,08-10".
14.24. 102-i0'2</i<-326mio5s 14.25. 1/20.

14.26. o 14.27. 1/50. 14.28. 4) 1/8. 14.29. 1. 14.30. =

14.31. 1/13 14.32. 1/18,14.33. " 14.34. 1/6.

14.35. 0,1,14.36. 1/5.

14.37. /. a) 150. b) 15 0. c)0% //.a) 15 0.6) 1,50. c)0%.

4.38. / a) 275;0,08. b) 2,67, 0,08. ¢)0,0312«3%. Il. a) 2,67; 0. b)2,67; 0. c)0%
14.39. 1. a) 6,25; 0,5. b) 6; 0,25.¢c) 0,0417 « 4%. 1l. a)6; 0. b) 6; 0. c)0%.
14.40. /.a) 0,509, 0,03125.6)0,5; 0,009. c) 0,018 « 2%

11. a) 0,5004; 0,002604. 6)0,5; 0,0004. c) 0,08%.

14.41/. ©),8961 0161 6)2; 010, ¢)0,0525%. /&) 2,00456 0,0066 6)2; 0,00457)0,23%
14.42. 712=506; Rn =650; M6=572; Th =578; S6 =576.

14.43.Z6s 1,394, s 0,9122; M3=1,1852, ['6s 1,1533; S3 £ 1,1614.

14.44. T4=0.7828;, SA=0,7854 .

14 .45, M4 s 1,8440; Ts 5 1,7915; S4=1,8090.

14.46. TI0 =0,8818; $5=0,8821. 14.47. a) a>8:6) n>2.

14.48. a) n>238; 6) »>10. 14.49. a) n>51; 6) n>4.

14.50. a) n>37; 6) n>3. 14.51. a) 78; 6) 7.

15-8. Aniq integralning fizika masalalariga tadbiqlari

15.1Jismning bosib o‘tgan yo'‘li. Jism to‘g‘ri chiziqgli harakat
gilganda, uning t vaqt davomida o‘zgarmas v tezlikda bosib o‘tgan yo‘li
s, ushbu

=t (15.1)

formula bo‘yicha aniglanadi.

Agarjism tekis harakat gilmasa, uning v tezligi tvaqtga bog‘liq
ravishda o‘zgaradi, ya’'ni

v/

Bu holda jismning t=t, dan t=t2 gacha bo‘lgan vaqt davomida
bosib o‘tgan yo‘lini topish uchun, t2-t, vaqt oralig‘ini n ta teng va juda
kichik g/ bo‘laklarga bo‘lamiz. Faraz qgilaylik, At vaqt oraliglarining har
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porshenning io‘la S yuzasiga bo‘lgan bosim esa, p(x)=Sp(X)=

bo' Sadi.

Endi, porshenni xm ga itarishda sarflanadigan ishni gandaydir "¥(x)
funksiya deb olib, va porshenni kichik dx masofaga itarishda unga ta’sir
giladigan P(x) bosimni o'zgarmas, deb hisoblab, g(x) funksiya ortirmasi
differensialining taqribiy migdorini topamiz:

Aq mP(x)dx = dx=dqg
H -x

Izlanayotgan umumiy A ishga x ning o dan h gacha o‘zgarishi

mos keladi, shuning uchun,

A=cly .« In(H ~*)IS=cdny

H =15/« R=04m,h=12m,p, =10330*17/2 bdiganda,
V,, =k R2H =0,24ir/»"; c =pOv0 =2479,2*; O« 12533,3*0« ~122951,7j.

15.3. Iqtisodiy hisoh-kitoblarga todbiglar bo‘yicha misollar.

15.6-misol. Agar korxonadagi ishchining mehnat mahsuldorligi

/W ——+4

funksiya orqali ifodalansa, |shch| ish kunining uchinchi soati
davomida gancha hajmdagi mahsulot ishlab chigarishini aniglang.

Yechilishl.  Agar ishchining t vagqt davomidagi mehnat
mahsuldorligi uzluksiz f{t) funksiya orqgali ifodalansa, ishchi t, dan t,
gacha o‘tgan vaqt oralig‘ida, hajmi

(15.5)

formula bo'yicha aniglanadigan, mahsulot ishlab  chigaradi.
Qaralayotgan misolda,

/(<)=——h4; t 2, t2=3
(W) 3f+H 5

boiganligidan, izlanayotgan hajm,

=Inl0+12-In7-8 :In7+4
bo‘ladi.
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15.7-misol. Agar magazinga yangi tovar olib kelinishi f(t)=21+5
funksiya orqali ifodalansa, magazinda uch kun mobaynida gancha
hajmda tovar to‘planishini aniglang.
Yechilishi. Qaralayotgan misolda
f{t)=2t+5, /=0, i,= 3
bo‘lganligidan, izlanayotgan hajm uchun, (15.5) formuladan foydalan-
gan holda,

bo'lishini olamiz.

15.4. Elektr energiyasining sarflanishimi bashorat qilish
(oidindaa aytish).  Ma’lumki, elektr energiyasining har bir chiroq
yoki fonar tomonidan sarflanishi, quyosh botgandan to u chigquncha
davom etadi. Kecha gancha gisqa bo‘lsa, shuncha kam elektr energiyasi
sarflanadi. Yilda eng gisga tun 22 iyunga to‘g‘ri kelganligini, eng uzun
tun esa, 22 dekabrga to‘g‘ri kelganligini hisobga olsak, ulardan
birinchisida, ikkinchisidan kam energiya sarflanishini olamiz.

Shunday qilib, energiyaning sarflanishi ©- tebranishli jarayondan
iborat ekan. Bu jarayon,

w=b-ccos(2/r(i +0,025)) (15.6)
funksiya  orqali ifodalanishi mumkin. Bunda 0,025 qo‘shiluvchi,
maksimumning, <=0,025 giymatga to‘g‘ri kelishini, ya’'ni har bir yil
boshlanishidan 0-025-365=9 kun oldinga, 22 dekabrga to‘g‘ri kelishini
ko‘rsatadi; 2a ko‘paytuvchi esa, uzunligi 1 ga (yilga) teng bo‘lgan
davmi aniglaydi.

15.8-misol. Tarmog tomonidan, *=0 dan *=1 gacha, bir yilda
energiya sarflanishi, (15.6) funksiya orqali ifodalansin, bu erda b va ¢
gandaydir sonlar. U holda, tarmog t=0 dan t=1 gacha o‘tgan bir yilda
gancha energiya sarflashini aniglang.

Yechilishi. Yuqoridagi bandlarda bajarilgan ishlarni hisobga oigan
holda, di vaqt davomida sarflangan energiya wdt, yil davomida
sarflangan energiya esa,

O
integralga teng bo'lishini ko‘ramiz. U holda,
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Yechilishi. Guk gonuniga asosan, kuch prujinaning cho‘zilishi
yoki gisilishiga to‘g‘ri proporsional, ya'ni

F =kx,
bunda x -prujinaning cho‘zilish yoki qisilish miqgdori, k- propor-
sionallik koeffitsiyenti. Qaralayotgan masalada k ning giymatini

topish uchun, berilganlarni, Guk gonunini ifodalovchi, F=kx tenglamaga
keltirib qo‘yamiz:i=A 0,03, bu erdan A= ekanligi kelib chigadi.

Demak, prujinani cho‘zuvchi kuch

F=—_x
0,03
ko‘rinishda ifodalanadi.

Kuch tinch holatda boigan prujinaga ta'sir gilgani uchun, (15.4)
formuladagi integralning quyi chegarasi a=0 bo'‘ladi, yugori chegarasi
esa, 6=0,03 bo'ladi.

Demak, izlanayotgan ish:

02 A (0,03)2
6(1!,03"-! 0032 003 2 T

15.3-misol. Massasi m bo‘lgan jismning Yer sirtidan vertikal h
masofagakoiarishdabajariladigan ishni toping.

Yechilishi. Yerning tortish kuchini F, Yerning massasini me

orgali belgilasak, u holda, Nyutonning gonuniga asosan, f=g” -
<

bo‘ladi, bunda, jismdan Yerning markazigacha boigan masofa. U
holda mem-G=K deb belgilasak |, f=—:C, R<x<h+R, ft-Yerning radiusi.

x=R bo‘lganda, f(r)~kuch, jismning og‘irligi p=mg ga teng bo'ladi,
ya'ni
jL=P,K=P.R\ H x)~ .
Shunday qilib, (13.30) formulasiga asosan, topamiz:
_R+h ’n,r>2 _ lR+h*i =. l_ _ PRh
A=\ XI:-sb\(=HR Yk =-gR2)- = Rah
15.4-misol. Og'irligi P-1,5m boigan raketani Yer sirtidan /#/=2000
km balandlikka ko‘tarish uchun bajarilishi zarur boigan ishni toping.
Yechilishi. Yerningjismni tortish kuchi F yoki jismning ogirligi,
uning Yerning markazidan ganday * uzoqlikda joylashganligiga bogiiq
boiadi: .
F(x)=—, buyerda, A- o‘zgarmas son.
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Mustaqil yechish uchun misollar

15.1. Bo‘shligda pastga tushayotgan jismning tezligi v=981m/cex
formula bo'yicha aniglanadi. Jism tushish boshlangandan 10 sekund
vaqt o‘tganda gancha yo'l bosib o‘tishini aniglang.

15.2. Jismning harakat tezligi v=(3i2-2 ()cmicek formula bo‘yicha
aniglanadi. Jism harakat boshlangandan 4 sekund vaqt o‘tganda gancha
yo'l bosib o‘tadi?

15.3. Jismning harakat tezligi v=Vvs<+4 w/cek formula bo'yicha
aniglanadi. Jism harakat boshlangandan 9 sek vaqt o‘tganda gancha yo‘l
bosib o'tadi?

15.4. Jismning harakat tezligi v=(4i-")<”~/cek.Uning uchinchi

sekundda bosib o‘tgan yo'lini aniglang.

15.5. 6 kG migdordagi kuch prujinani 8 sm ga cho‘zganda, u
ganday ish bajarishini aniglang.

15.6. Prujinani 4 sm ga cho‘zganda 10 kGm miqdordagi ish
bajarilishi ma’lum. Prujinani 10 sm ga cho‘zish uchun ganday ish
bajarilishini toping.

15.7. Radiusi R ga teng bo‘lgan yarim shar shaklidagi gqog‘ozdan
suvni chigarishda sarf bo‘ladigan ish migdorini aniglang.

15.8. Silindrda diametri 20 sm va uzunligi so sm bo‘lgan porshen
harakat qiladi. Bu silindr R =Ha/cv@ bosim ostida bugl bilan
to‘ldirilgan  bo‘lsa, temperaturani o‘zgartirmasdan ganday ish
bajarilganda, bug‘ning hajmi ikki baravar kamayadi?

15.9. Agar 5 KI" kuch prujinani 25 sm ga cho‘zsa, u holda
prujinani 6 sm ga cho‘zish uchun ganday ish bajarish kerak?

15.10. Agar 1 kI kuch elastik prujinani 1 sm ga cho‘zsa, u holda,
prujinani 10 sm ga cho‘zish uchun ganday ish bajarish kerak (Guk
qoidasidan foydalanish kerak)?

15.11. Agar korxonadagi ishchining mehnat mahsuldorligi

/(nN=-j-1-+1 funksiya orqali ifodalansa, ishchi ish kunining to‘rtinchi

soati davomida gancha hajmdagi mahsulot ishlab chigarishini aniglang.
15.12. Agar magazinga yangi tovarlar olib kelinishi f(t)=2t+5
funksiya orqali ifodalansa, magazinda 6 kun mobaynida gancha hajmda
tovar to‘planishini aniglang.
15.13.Tarmoqg tomonidan f=0 dan x-i gacha o‘tgan, bir yiida
energiya sarflanishi n'=3+2cos(2;r(i+0,025)) funksiya orgali ifodalansin. 2
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yilda, ya'ni *=o0 dan t=2 gacha o‘tgan davrda sarflangan energiya
migdorini aniglang.

15.14. Har bir lampa va fonaming *=0 dan *=i gacha o‘tgan
vaqtda energiya sarflashi  w=3+2 cos(2’\/+0,025)) funksiya orgali
ifodalangan bo‘lsin. bunda b va c- gandaydir sonlar. Tumanning
yoritish tarmog'i u=2+5t chizigli gonun bo'yicha o'ssin (ortsin), bu erda
t- yillar bilan oichanadi. U holda tarmogning /=0 dan i=1 gacha o‘tgan
lyilda sarflagan energiyasini hisoblang.

15.15. Har bir lampa va fonaming *=0 dan x=i gacha energiya
sarflashi w=3+2c0s(2r(<+0,025) funksiya orgali ifodalangan bo‘lsin,bunda
b va c- gandaydir sonlar to‘plamining yorilishi tarmogM u=\+2t2
kvadratik gonun bo‘yicha o'ssin (ortsin), bu erda t- yillar bilan
oichanadi. U holda, tarmogning /=0 dan <=1 gacha o‘tgan 1 yilda
sarflagan energiyasini hisoblang.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

15.1. 490.«. 15.2. 48ai. 15.3. = -M.154. 9cm 15.5. 0,24 kom

15.6. 625 kFm 15.7. —4—kTm. 13.8. 1740k cm. 13.9. A=36«Tn .

13.10. A=05kJ. 15.11. InE+1. 15.12. e6. 15.13. 4 birlik quwat.
15.14. 9,25 birlik quwat.15.15. 5,26 birlik quwat.
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1V bob. KO*P 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

16-§. Evklid tekisiigi va Evklid fazosi. Evklid fazosidagi muhim
to‘plamlar

16.1. Evklid tekisiigi va Evklid fazosi. xwa y hagigiy sonlarning
mumkin boMgan har ganday tartiblangan (x.v) juftlari - to'plamiga
koordinatalar tekisiigi deyiladi. Bunda har bir (*>s)-juftlik koordinatlar
tekisligining nugtasi deyiladi va gisqacha, M harfi orqali belgilanadi. a
va y sonlar- M nugtaning koordinatalari deyiladi. M(x,y) yozuvda, * va
y - M nugtaning koordinatalarini anglatadi.

16.1-ta’rif. Agar koordinatalar tekisligining ixtiyoriy M,(*;>) va
M,(x2y2) nuqtalari orasidagi p(mum2) masofa tushunchasi kiritilgan
bo'lib, u

P(M,, )= - XD2+(v, - }2)2
formula bo‘yicha aniglansa, u holda koordinatalar tekisiigi Evklid
tekisiigi deyiladi va rR2 orgali belgilanadi.

m oMchovli koordinatalar fazosi va Evklid fazosi tushunchalari
ham shunga o'xshash kiritiladi.  x2 hagigiy sonlarning mumkin
boMgan har ganday tartiblangan X, x2..xm gqiymatlar to‘plamiga
koordinatlar fazosi deyiladi. Bunda har bir koordinatalar fazosining
(X, X2.....%,,,) NUQtasi M yoki M(X, x2....xm) orgali belgilanadi, xux2,...xm
sonlar esa, M nugtaning koordinatalari deyiladi.

Agar koordinatalar fazosiningM'fax’j,....xm) va MO,
nugtalari orasidagi p(M',M3masofa tushunchasi kiritilgan bo‘lib, u

Hi<- X)j+...+fc -X,,)3
formula bo'yicha aniglansa, u holda koordinatalar fazosi, Evklidfazosi
deyiladi va rR™ kabi belgilanadi.

R™ fazoda xva y nugtalar orasidagi p(xy) masofa quyidagi
xossalarga ega:

16. p(x,y)>0, p(x,y)=0 faqatvafaqat x=y bo‘lganda;
2°. p(xy)=p(y.x);
3% p(x.y)<p(x,)+p(2.y).
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16.2. Evklid fazosidagi muhim to‘plamlar. Evklid fazosidagi {M}
to‘plamga doir misollar keltiramiz.

1) {M}=\xy):x<=R,ye.R,(x-a)2+(y-b'i)<,r}  to‘plamga, R2 fazod:
markazi MO(a;b) nuqtada, radiusi M ga teng boMgan yopiq doira
((x-a)2+(y-bf <r- ga - ochig doira) deyiladi. Mos ravishda,
(X, x2), (x,x2x3) va (x, X2...,X,,) tartiblangan juftlik, uchlik va
hokazolami ikki oichovli, uch o‘Ichovli va m o'lchovli vektorlaming
. koordinatalari deb ham garash mumkin;

x =(x1,x2), x =(xI,x2,x3),x =(xI,X2,...., xm.
Ko'p hollarda, x=(x,x2,....xm) simvolga, koodinatalari x,,X2,...Xxm
bo‘lgan M nuqtayoki OM vektor, deb garaladi.

16.1-eslatma. Agar R™ koordinatalar fazosini koordinatalari
X, X2,..X(, bo‘lgan x vektorlar fazosi deb qaralsa, u holda,
*=(*,,,- xmMy={yxyl,...ym vektorlaming yig‘indisi deb, koordinatalari
X,+Y,.x2+y2...xm+y, bo‘lgan vektorga aytiladi; x=(xtx2...x,) vektoming
biror a- hagigiy songa Xx ko'paytmasi deb, koordinatalari
ax,, Ax2,..,Axmbo‘lgan vektorga aytiladi.

Agar R*- vektorlarfazosi deb garalib, uning elementlarini go‘shish
va biror haqigiy songa ko'paytirish amallari aniglangan bo'lib, bu
amallar, quyidagi: i +y =y +x; 2)(x+y)+-=x+(y+z\  3) shunday 0
nul element mavjud bo‘lib, Vx element uchun x+o=x; 4) Vx uchun
unga garama - qarshi x vektor mavjud bo'lib, x+x'=o0; 5)
A(x+y) =AX+Ay;, 6) (A+/Ux=Ax+4x; 7)  Apx) =X 8) \-x=X
aksiomalami ganoatlantirsa, u holda, R"- chizigli vektorfazo deyiladi.

R chizigli vektor fazoda ikkita x=(x1,x2,..xn), 3>=Ci>z...Vv,,)

m
vektorga (x,y):'%xiyl sonni mos qo'yish orqali, ikki vektoming (x,y)
skalyar ko'paytmasi aniglanadi. J(x,x) son Xx vektoming uzunligi
deyiladi vay jq kabi belgilanadi.

Agarda (x,y)=0 bo‘lsa, u holda, x va y vektorlar o'zaro

ortogonal deyiladi.
Agar x va y vektorlar nuldan fargli vektorlar bo‘lsa, u holda, ular

orasidagi ¢ (0<s<m) burchak
(Xdp
(IISvi‘h:rr}‘1
formula orqali topiladi.
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2) {m}="xy,z):xe R ye Rze R,(x-a)2+{y-b)2+(z-c)2<r2} to~lam i?3
fazoda markazi MO0(a,b,c) nugtada, radiusi r gatengboiganyopiq shar
((jc-cif +{y-bf +(z- cf <r1- ochiq shar) deyiladi va u gisgacha,
p(MMO)<r, (p{M,M0)<y) kabi yoziladi.

3) {m}={Gcy):Xe eftl*al<d,|v-*< } to‘plam markazi MO(a;b)
nugtada bo‘lgan koordinatalar to ‘g ‘ri to ‘rtburchagi,

{n F=ilxyy) xe Rye Rze R, |x-a]<d],|>-&|<c/,|zc]|
to‘plam esa, markazi MO0(a,b,c) nuqtada boMgan koordinatalar
parallelepipedi deyiladi.

4) Im }=\xLx2,...,xu) . xi € Ri=lLw,(X,-X,0)" +(2~)~ +... +(xlIt-X°)" <r'j
to‘plam, R* fazoda, markazi MO(X°%...X°,) nugtada, radiusi r ga teng
bo‘lgan yopiq shar deyiladi va gisgacha, p(M,M0)<r shaklida yoziladi
(p(M,M0) < r-ochiq shar).

5) {M}= X, X2.... %,,):X, € Rji=l,m,(X,-x,0* + (X,-X])* +...+ (X,,-x°)* =i'3}
to‘plam, Rm fazoda, markazi m0(x°x®...x") nugtada, radiusi r teng
boMgan sfera deyiladi.

16.2-eslatma. Markazi nuqtada, radiusi r ga teng
boigan ochiq sharga, markazi MO(xt,x2,...x*) nuqtada radiusi r ga teng
boigan sferani go‘shsak, natijada markazi MO0 nuqtada radiusi r ga teng
boigan yopiq shar hosil boiadi.

16.2-ta'rif. Markazi MOMO0,x°,...,x°) nuqtada radiusi s>0 boigan
ochig p(M,MO)<£ sharga MO nuqtaning atrofi deyiladi.

{M}="x1,x2,...xm):xl eR,i =Im, [x—x% <d, |x-x°] <d2...]x,-x°|<d,}
to‘plam (dl,d2,...dm- lar biror o‘zgarmas sonlar), m- oichovli ochiq
koordinatalar parallelepipedi yoki M0 nuqtaning to ‘g ri burchakli atrofi
deyiladi.

Quyidagi elementar tasdiglar o‘rinli: MO nugtaning ixtiyoriy s -
atrofi, MO nuqtaning biror to‘g‘ri burchakli atrofida joylashadi; MO
nugtaning ixtiyoriy to‘g‘ri boichakli atrofi, uning biror s - atrofida
joylashadi.

Hagigatan ham, belgilangan s >0 da d, =d2=..=dm="= deb olinsa,

u holda ko‘rsatilgan dt,d7,..d,, - larda MO nuqgtaning to‘g‘ri burchakli
atrofi uning s- atrofidajoylashadi.
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Agar di>o0,d2>0,..,dn>0 lar belgilanib, £=min{d,d],....dn} deb
olinsa, u holda, MO nugtaning (ko‘rsatilgan dud2,..dm- iarda ) to‘g‘ri
burchakli atrofida, uning e - atrofi yotadi.

16.3-ta’'rif. Agar m &m}a R nugtaning shunday s - atr6fi mavjud
bo‘lib, bu atrofning barcha nuqtalari {n} to‘plamga garashli boisa, u
holda, M nuqgta, {m} to‘plamning ichki nuqtasi deyiladi.

Agar MeR™ nugtaning shunday s - atrofi mavjud boiib, bu
atrofning barcha nuqtalari [M} to‘plamga qarashli boimasa, M nuqta,
{m } to‘plamning tashqi nuqtasi deyiladi.

16.4-ta'rif. Agar Me{M}cRm nuqta, {m} to‘plamning ichki
nuqtasi ham, tashqgi nuqtasi ham boimasa, u holda, M nuqta, {m}
to‘plamning chegara nuqtasi deyiladi.

16.5-ta’rif. Agar {as3c R" to‘plamning hamma elementlari uning
ichki nuqtalari, ya'ni uning ixtiyoriy M nugtasi, o‘zining ixtiyoriy s -
atrofi bilan {m} ga garashli, boisa, u holda, {m} to‘plam, ochiq to‘plam
deyiladi.

16.6-ta’rif. MO nuqtani o‘zida saglovchi ixtiyoriy ochig to‘plamga
MO nugtaning atrofi deyiladi.

16.7-ta’'rif. Agar ixtiyoriy {M}Rm to'plam o0‘zining hamma
chegara nuqtalarini o‘zida saqlasa, u holda, {m} to‘plam, yopiq to plam
deyiladi.

16.8-ta’rif. Agar AeR'™ nuqtaning ixtiyoriy e- atrofida {m3ca"
to‘plamning, hech boimaganda, A dan fargli bitta nuqtasi mavjud
boisa, uholda, A nugta, {m} to‘plamning limit nugtasi deyladi.

{m} to‘plam yopig boiishi uchun, uning hamma limit nuqtalari
unga garashli boiishi zarur va etarlidir.

16.9-ta’rif. Agar shunday m- oichovli shar mavjud boiib, {m}
to'plamning barcha elementlari shu sharga garashli boisa, u holda, {m}
to‘plam, chegaralangan deyiladi.

16.10-ta’rif. Ushbu

L={Mp*2,... X, )e.R™ .1, =ix(i),x2 =(/),.- XM a<t<R},
to‘plam, bunda mM), funksiyalar \aR\ segmentda uzluksiz
funksiyalar, uzluksiz chiziq deyiladi. A<9q),...(pm{a)) va

nugtalar L chizigning uchlari deyiladi.
Ushbu
{M(X1,x2,,..,xme R“ X, =xX°+a,t, x2=X?+a2,..xn= +atl; -00 <t <oo}
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(bunda, 10, . . . , ,-gandaydir sonlar) to‘plam, R* fazoda to'g'ri
chizig deyiladi. Ma’lumki, bu to‘g‘ri chiziq nugtadan
o‘tadi (MO nuqgta <=0 ga mos keladi).

16.11-ta'rif. Agar {m} to‘plamning ixtiyoriy ikkita nugtasini, shu
to'plamda toiig yotuvchi uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin
bo‘lsa, u holda, [m] to‘plamga bog'lamli to'plam deyiladi.

16.12-ta’rif. Agar EcRmto‘piam ochig bog'lamli to‘plam bo'lsa,
u holda, E to‘plam, Rmfazoda soha deyiladi.

Soha va uning chegarasining birlashmasi-yopiq soha deyiladi.
16.1-misol. Tekislikdakoordinatalari, ushbu

(X- 2)2+(y +3)2<25 (16.1)
tengsizlikni ganoatlantiradigan nuqtalar to‘plamining geometrik o‘rnini
aniglang.

Yechilishi.  Ma’lumki, {m}=fx,y):*e Ry& R:(x-af +(y-b)2</2}
to‘plam, RrR2 fazoda, markaziA/(a,6) nugtada, radiusi r ga teng boigan
ochig doirani ifodalaydi. Shuning uchun, koordinatalari (16.1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami - markazi MO0(2;-3)

nuqtada, radiusi r =5 bo‘lgan ochiqg doirani ifodalaydi (16.1-chizma).

16.2-misol. Tekislikda koordinatalari
[(x +42+(y- 2)2 <25, (16 2)
| x-y+I1<0 % '

tengsizliklar sistemasini ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plamining geo-
metrik o‘mini aniglang.
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Yechilishi. Markazi A/0(-4;2) nuqgtada, radiusi 5 ga teng bo‘lgan
yopig doirada yotgan  barcha nuqgtalaming  koordinatalari
(x+4)2+0'-2)2 <25 tengsizlikni ganoatlantiradi.

x-y+1 <0 tengsizlikni y>x+l ko‘rinishda yozib olamiz. y=x+
to‘g‘ri  chizigda va undan yuqorida joylashgan nugtalaming
koordinatalari x-.v+i<o tengsizlikni ganoatlantiradi (16.2-chizma).

(x+4)2+(v-2)J =25 aylana bilan y=x+1 to‘g‘ri chizigning kesishish

nuqtasini topish uchun j(x+4) ~+(v-2) _25sistemani birgalikda Yechib,

a@i;2), b (-4,-3) ekanligini topamiz. (16.2) tengsizliklar  sistemasini
ganoatlantiruvchi nuqgtalar to‘plami, (x+4)2+(y-2)=52 aylana va uning
ichida joylashgan, hamda y=x+1 to‘g‘ri chiziq va undan yuqorida
joylashgan nuqtalaming kesishmasidir.

16.3-misol. Fazoda koordinatalari,

XR+y2+22>36,

[2x-3y +z-2>0
tengsizliklar sistemasini ganoatlantiruvchi nugtalar  to'plamining
geometrik o‘rnini aniglang.

Yechilishi. x2+y2+-2>36 tengsizlikni, *2+y2+z2=36 sferada va
undan tashqarida yotgan, 2x-3y+r-2>0 tengsizlikni esa, -=2-2x+3y
tekislik va undan yuqorida joylashgan nugtalar to‘plamining koor-
dinatalari ganoatlantiradi. Demak, sistemani, z>2-2x+3y fazo bilan
X +y2+z2>36 shaming kesishgan gismini olib tashlash natijasida hosil
bo‘lgan gismidagi nugtalaming koordinatalari ganoatlantiradi.

16.4-misol. Markazi MQ(i;2) nuqgtada, radiusi 4 ga teng boMgan

doiradagi nugtalar to‘plamini, j tengsizliklar sistemasi

ko‘rinishida tasvirlang.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan doiradagi nugtalaming absissasi -
3 dan 5 gacha o‘zgaradi. (x-1)2+(y-2)2=16 aylana tenglamasini,
v=2+VI5-v2+2x ko‘rinishda yozamiz.

Bunda, B2+ Vi5-x2+2x aylananing yuqori gismini,
y=2-VI5+2x-x2 esa, aylananing pastki gismini ifodalaydi. Demak,
X [-3;5] segmentda o‘zgarganda, y ning giymatlari 2-*Ji5+2x-x2 dan

2+a/i5+2x-x2 gacha o‘zgaradi. Shunday qilib, berilgan doiraning
nuqtalari to‘plami,
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-3« x <5,
[2- M2 +2X-X2 <y <2 +VI5 +2jc-x2
iengsizliklar sistemasi yordamida berilgan ekan.
16.5-misol. Ushbu A2+A2+z2=1 ellipsoid bilan chegaralangan
ja <x<b,
to‘plamni, quyidagi, d¢(X) <y <y/(¥) iengsizliklar  sistemasi
[th(x V) <1< 4AX.Y)

ko‘rinishida tasvirlang.

Yechilishi. Berilgan  ellipsoid tenglamasidan z=iJi~f2(5—y—

16

ekanligini topamiz. Demak, z ning o‘zgarish sohasi, i---2-5---(;E>o dan
2 2

iborat. Bu soha, eHips bilan chegaralangan. Ellips

tenglamasidan, y =#4Yl- ~ bo‘lishini topamiz. Bundan x ning - 5 dan 5

gacha o‘zgarishi kelib chigadi. x [55] segmentda o‘zgarganda vy

o‘zgaruvchi, dan #ji- — gacha o‘zgaradi.
Agar M nuqta ellipsning ichida yotsa, uchlari va
v 85 ~f0 bo‘lgan gismi ellipsoidning ichida yotadi. Demak, ellipsoid,
-5 <x <5,
W) V<Y 5

vV 25 16 25 16
tengsizliklar sistemasi yordamida beriladi.
16.6-misol. \m) - tekislikda koordinatalari x2+y2<25 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami boisin. U holda, A(3;4) nuqta, {m}
to‘plamning limit nuqtasi ekanligini isbotlang.
Yechilishi. n(3;4) nugtaning, |x-3]<¢,]y-4]<¢ (0<;>'<l) tengsizliklar

orqali berilgan ixtiyoriy atrofmi olamiz. si3--~,4-]-j nuqgta bu atrofda

yotadi va Fs—zl +|I'4--21 <3: +4r =25 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,
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B nugta {m} to‘plamga qarashli ekan. Shunday gilib, 16.8-ta'rifga
ko‘ra, a@34) nugta -{m} to‘plamning limit nuqtasi bo'ladi.

16.7-misol. Tekislikda y>x2 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
nugtalar to‘plami {m) ning yopiq to‘plam ekanligini isbotlang.

Yechilishi. Ma’'lumki, {n} to‘plam yopiq bo‘lishi uchun, uning
barcha limit nuqtalari o‘ziga qarashli bo‘lishi kerak. Shuning uchun,
ixtiyoriy A(a,b)e{fM} nugta {m} to‘plamning limit nuqgtasi bo'lmasligini
ko‘rsatish etarli. Afa-be{M} bo‘lsin. U holda, b<a tengsizlikka ega

bo‘lamiz. e-a2-b >0 deb olamiz. Shunday <y<| topiladiki, \x-a\<S

tengsizlikdan W-aA<- bo'lishi kelib chigadi. U holda,
-a\<S, \yb\<s tengsizliklardan
x2-y =(@2-b)+(b-y) +{x2- a 2> (a2-6)-]6-.v]-].ic2- a 2|> =0.

Demak, A nugtaning S atrofi {m} to‘plamga qarashli emas.
Shuning uchun, A nugta - to‘plamning limit nuqgtasi bo‘la olmaydi.
Shunday qilib, {m} to‘plam yopiq ekan.

16.8-misol. Ushbu *2+y2 <100 tengsizlik orgali berilgan {m}
to‘plamning chegara nuqtalarini toping.

Yechilishi. Berilgan tengsizlikni ganoatlantiruvchi  nugtalar
to‘plami - markazi koordinatalar boshida, radiusi 10 ga teng bo‘lgan
aylananing ichidagi nugtalar to‘plamidan iborat (aylanadagi nugtalar fM}
to‘plamga qgarashli emas).

Geometrik nugtai nazaridan, ravshanki, {M}to‘plamning chegarasi
x1+y2=100 aylanadan iborat, *2+j2<100 va x2+>2>100
tengsizliklar bilan berilgan to‘plamlar ochig to‘plamlardan iborat.
Shuning uchun, x1+>2<100 to‘plamning nuqtalari ham {m}
to'plamning chegara nugtalari bo‘la olmaydi.

Endi x2+y2=100 aylananing nuqtalarini garaymiz. VA(@b) nugta
shu aylanada yotsin. A nugtaning ixtiyoriy atrofmi qaraymiz. Bu atrofda
koordinatalari M<H F<i tengsizliklarni va pd>H I\>E} tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi B(x,y) nuqtalar mavjud. Birinchi tengsizliklarni gano-
atlantiruvchi nugtalar uchun, x2+y2<a2+b2=100, ikkinchi tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi nugtalar uchun x2+y2>loo.

Demak A{ab) nugta {m}to‘plam uchun, 16.4-ta’rifga ko‘ra, chegara
nugta bo‘ladi. Ma’lumki, berilgan to‘plamning hamma chegara
nugtalari, uning chegarasi boiadi.
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16.9-misol. {m} - tekislikda ikkala koordinatalari ham rasional
boigan nuqtalar to‘plami boisin. U holda tekislikdagi ixtiyoriy Afa\b)
nuqgta {m} to‘plamning limit nugtasi boiishini isbotlang.

Yechilishi. A@b) nugtaning ixtiyoriy [xaJ<<y, \y-b\<8 atrofini
garaymiz. a dan farqgii shunday £ rasional son topiladiki, \i\-a\<8
xuddi shunday, ¢»dan fargii r2 shunday rasional son topiladiki, J2-b\<s
boiadi.

U holda, 5(r;-d nugta {m} to'plamga qarashli boiib, u A@ab)
nugtaning belgilangan atrofida yotadi (B(r;r2*A(a,b)). Demak, A ning
ixtiyoriy atrofida {m} to‘plamning A dan fargii nugtasi mavjud ekan.
Shuning uchun, 16.8- ta’rifga koia, A(ab) nuqta, {m} to‘plamning limit
nuqtasi boiadi.

Mustagil yechish uchun misollar

Quyidagi tengsizliklar bilan berilgan nugtalar to‘plamining
geometrik o‘mini aniglang:

16.1. y<2x+4. 16.2. y2>6x..

16.3. (x—4)3Hj-+6)2<25. 16.4. x2+6x+y 2y-26>0.

16.7. A to‘plam, x2+y2>l tengsizlik, b- x2+y2 <4 tengsizlik,

D -y <8-x2tengsizlik, c -y >x2 tengsizlik bilan aniglanganda,
a) (iui)n(CuD }; b) (AnB)u(C nD);

to‘plamlarning geometrik o'rnini aniglang.

16.8. x2-4x+y2+6y=0 aylana va x+2y+i=0to'g‘ri chiziq bilan
chegaralangan aylanma segmentning nuqtalari to‘plamini tengsizliklar
sistemasi yordamida ifodalang.

16.9. Uchlari, a(-i;2),s(37), c(6;4), d(0o;-2) nugtalarda boigan
to‘rtburchakning nuqtalari to‘plamini tengsizliklar sistemasi yordamida
ifodalang.

16.10. Uchlari a(- 3;)), b(24), c(s6;2), o(i;-i) nugtalarda boigan abcd
parallelogrammning nugtalari  to‘plamini  tengsizliklar  sistemasi
yordamida ifodalang.

16.11. y=x2-6 paraboladan y=2x+\ to‘g‘ri chiziq yordamida

kesib olingan segmentning nuqtalari to‘plamini tengsizliklar sistemasi
yordamida ifodalang.

199



16.12. Tekislikda x-3y+4 =0 to‘g'‘ri chizigdan yuqorida, marka
MO(2;-i) nuqtada, radiusi 10 ga teng bo‘lgan doiradan tashgarida
joylashgan nuqtalar  to‘plamini tengsizliklar sistemasi yordamida
ifodalang.

16.13. Ushbu —=i ellipsda va uning ichida yotgan nugtalar,

uchlari /0g), fi(-3;6), ¢(3,0) nugtalarda bo‘lgan uchburchakning nugtalari
hamda y=x2 paraboladan yuqorida yotgan nugtalar to‘plamining
umumiy gismidan iborat bo‘lgan, uchta to‘plamning nugtalari to‘plamini
tengsizliklar sistemasi yordamida ifodalang.

Quyidagi berilgan to‘plamlarni bitta yoki bir nechta,

{— * "~ ko'rinishdagi tengsizliklar sistemasi yordamida

ifodalang:

16.14. Tomonlari: x=3 x =5,3x-2y+4 =0, 6x-4y+2 =0 bo‘lgan
parallelogram.

16.15. x>0y >0 x2+y2<4 tengsizliklar bilan berilgan soha.

16.16. * VY ellipsning ichki gismi.

16.17. y=x\ y =W parabolalar bilan chegaralangan soha.

16.18. y2=6x parabolava x=2 to‘g‘ri chizig bilan chegaralangan
soha.

16.19. x=2,y =x to‘g'ri chiziglar va xy =i giperbola bilan
chegaralangan soha.

Fazoda tengsizlik yoki tengsizliklar sistemasi yordamida berilgan
nuqtalar to‘plamining geometrik o‘rnini aniglang:

16.21. xyz=>0.
16.22. x2+y2+z2<9. 16.23. 4<x2+y2+r2<186.
16.25. Fazodagi “N4l5) nugtadan 2x+6y+3z-12 =0 tekislikk

parallel tekislik o‘tkazilgan. Aylanma paraboloidni shu tekislik bilan
kesganda hosil bo‘lgan sohani tengsizliklar sistemasi orqali ifodalang.

Quyidagi berilgan to‘plamlami:
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faix<b,

I<P)<YEY/(x)

tengsizliklar sistemasi ko‘rinishida ifodalang.
16.26. XM §4zl sirt bilan chegaralangan soha.

16.27. f j  +~-=1sirt bilan chegaralangan soha.

16.28. x=0,y =0, z=0, x=2, y =4, x+y+z =8 tekisliklar bilan
chegaralangan soha.

16.29. 2a:=x2+y2 paraboloid va x2+y2+-2=3a2 shar bilan
chegaralangan soha.

16.30. x2+y2+z2=R2shar va x2=yl +z2(y >0) konus bilan
chegaralangan soha.

16.31. {m} - tekislikdagi ikkala koordinatasi ham irrasional boigan
nugtalarto‘plami boisin. U holda, tekislikning ixtiyoriy Aa-b) nugtasi,
{m\ to'plamning limit nuqtasi ekanligini isbotlang.

16.32. {m} - tekislikda absissasi rasional, ordinatasi esa, irrasional
bo‘lgan barcha nugtalar to‘plami bo'‘lsin. U holda, tekislikning ixtiyoriy
A(@b) nugtasi ) to‘plamning limit nugtasi ekanligini isbotlang.

16.33. Tekislikning a(—n) (mn=12....) ko‘rinishdagi barcha

nuqtalaridan iborat bo‘lgan W) to‘plamning limit nugtalarini toping.
Koordinatalar boehi {m}to‘plamning limit nugtasi boiadimi?

16.34. 434) va fl(-I;2) nuqtalar va fagat shu nugtalar limit
nugtalari boigan, hech boimaganda, bitta to‘plam tuzing.

16.35. Hamma limit nuqgtalari fagat AQ;n) (n- butun son)
ko‘rinishda boigan to‘plamni tuzing.

16.36. Ikkita ochig to‘plamlaming yigindisi ochigq to‘plam
ekanligini isbotlang.

16.37. Ikkita yopig to‘plamlaming yigindisi yopig to‘plam
ekanligini isbotlang.

16.38. Koordinatalari quyidagi *+v>5 x2+y2<ioo tengsizliklarni
ganoatlantiradigan nuqtalar to‘plamining ochig to'plam ekanligini
isbotlang.

16.39. Koordinatalari ushbu x+v>5 x2+y2<100 tengsizliklarni
ganoatlantiradigan nuqtalar to‘plamining yopiq to‘plam ekanligini
isbotlang.
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Quyidagi tengsizliklar orgali aniglangan to‘plamlaming qaysi biri
soha bo'ladi?

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

16.1. y =2x+4 to‘'g‘ri chiziq va undan pastdagi nuqtalar.

16.2. y2=6x parabola ustida yotuvchi va undan tashqaridagi
nugtalar to‘plami.

16.3. Markazi A0(4;-6) nugtada, radiusi 5 ga teng bo‘!gan aylanada
va uning ichida yotgan nuqtalar to‘plami.  16.4. Markazi M..(-3; 1)
nuqtada, radiusi 6 ga teng bo‘lgan aylanadan tashgarida joylashgan
nuqtalar to‘plami. 16.5. Markazi M,00 nugtada, radiuslari 3 va 4
bo‘lgan konsentrik aylanalar orasidagi nugtalar to‘plami.  16.6.
Markazi wop;0) nugtada, radiusi 5 ga teng bo‘lgan aylananing ichidagi
hamda y~2x2 paraboladan yuqgoridajoylashgan nuqtalar to‘plami.

16.9. bs-x+10,
y'ZXx-2,
y>-4x-2.
y>x2-6x-4

y< 2x+l.

+<<]

16.12 16.13.

Yi-X +3.

0<x<2,

O<y< n/4-*2.

16.14.
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-5<x<5, [0<x<l,

16.16. A 17.
Ss- <y <—V25- \Xx2 <y<4x.
1618, °**<* 9, Osxst TR
-1/6x <y <T/6X. O<ysx, 0<y«<

16.20. Birinchi oktantdagi nugtalar (koordinatalar tekisliklaridan
tashgari).16.21. Birinchi, uchinchi, oltinchi va sakkizinchi oktantdagi
nuqgtalar (koordinatalar tekisliklaridan tashqari). 16.22. Markazi
koordinatalar boshida, radiusi 3 ga teng bo‘lgan shaming nugtalari.

16.23. Radiuslari 2 va 4 ga teng bo‘lgan konsentrik sferalar bilan
chegaralangan soha (bu sferalar ham kiradi). 16.24. Markazi

koordinatalar boshida, radiusi 5 ga teng bo‘lgan sfera hamda o‘gi o- va
radiusi 3 ga teng bo‘lgan doiraviy silindr bilan chegaralangan soha
(soha chegaralaridan tashqari).

16.25. X1 +v2<z< 2x +6v+3r- 29.16.26. I

491 91--——
% 25 16
-8 <x<a, j0<x< 2,
16.27. 16.28. io<y <4,
O<r <8-x - w
KXY
w3
-a<x<a, 0<x<R
16.29. - vo2-X2 <y <-Ja2-X2, 16.30. -x<yiix,
~[x2+y2<zi"™3a2- X-y 2. -NIx2-y 2 <z<i]x2-y 2

16.34. 4,|3+-4] va B, [-l+-2] «=12.. 16.35. Misoluchun,

16.40. Soha. 16.41. Sohaemas.

203



17-8. Ko'p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi va uning aniglanish
sohasi

m } ({m }e ft2) to'plam berilgan bo'lsin.

17.1-ta’rif. {m} to‘plamning har bir M{x,y) nugtasiga biror qonun
yoki goida yordamida u son («eft) mos qo‘yilgan bo‘lsa, {M}o'plamda
ikki o‘zgaruvchili u=um) yoki u=f(M)=f(x,y) funksiya aniglangan
deyiladi. Bunda {n}to‘plam- funksiyaning aniglanish sohasi, {} to‘plam
esa, funksiyaning giymatlar to plami yoki o zgarish sohasi deyiladi.

{m}c R to'plam berilgan bo'lsin.

gonun yoki goida yordamida biror u son (ueR) mos go‘yilgan bo'lsa,
{MHto'plamda m o'zgaruvchili funksiya aniglangan deyiladi va u
u=u(M) yoki u=f(M)=f(xI,x,...,xJ kabi belgilanadi. Bunda {m} to‘plam
funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi. {} to‘plam esa, uning
giymatlar toplami yoki o ‘zgarish sohasi deyiladi. Bundan buyon,,
funksiyaning aniglanish sohasini £4/), o‘zgarish sohasini esa, £(/)
orqali belgilaymiz.

17.3-ta’rif. f(M)=f(xtx2,...xa)=c(c er) shartni ganoatlantiruvchi
Me £ (E=ft") nugtalar to‘plamiga, /(m) funksiyaning c-sathi deyiladi.
Ko'p hollarda, ikki o‘zgaruvchili f{x,y) funksiyaning C - sathi, sath chizi-
g ‘i, uch o‘zgaruvchili f(x,y,z) funksiyaning c - sathi esa, sath sirti deb
yuritiladi.

u=/(A/) funksiya E sohada (m e Ec ft”) berilgan bo'lsin.

17.4-ta’rif. Agar vm e E, am e E, /e ft uchun

fAM) =f(Xx, Ax2  Ax,)=Xf(x, X2 )

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f{M)~ a darajali birjinslifunksiya deyiladi.

Agar yuqoridagi shartlarda f{xm)=Ni(M) tenglik o‘rinli bo'lsa,
J(m) m- darajali musbat birjinslifunksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x,xeR, 1- darajali birjinsli funksiya, f(x)=pMxe ft,
1- darajali musbat birjinsli fusnksiyadir.

17.1-misol. Quyida berilgan funksiyalarning aniglanish sohasi va
0‘zgarish sohasini toping:

Du=yil6-x2-y2;2) u=\nxy, 3) U=Xj +X,2+...+X;.

Yechilishi. 1) Berilgan funksiya tekislikning koordinatalari

16-x 2-.v2>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan M(x,y) nugtalar to‘plamida
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aniglangan. Bu tengsizlik, x2+y2<16 tengsizlikka teng kuchli. Oxirgi
tengsizlik, markazi MO00) nuqtada, radiusi 4 ga teng bo‘lgan doirani
ifoda giladi. Demak, funksiyaning aniglanish sohasi da(u): tekislikdagi
markazi koordinatalar boshida, radiusi esa, 4 ga teng bo'lgan yopiq
doiradan, giymatlar to‘plami yoki o‘zgarish sohasi e(u): [0;4]—
segmentdan iborat ekan.

2) u=InXv funksiya, tekislikning koordinatalari xy >0 tengsizlikni
ganoatlantiradigan m(x,y) nugtalar to‘plamidan iborat. Oxirgi tengsizlik,
a)x>o,y >0, b)x<qy <o tengsizliklar sistemasiga teng kuchli.

Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi, koordinatalar
tekisligining birinchi va uchinchi choraklaridan iborat (koordinatalar
o‘glari kirmaydi), o‘zgarish sohasi efu esa, - co<a<oo SOn 0‘gidan
iborat.

3) u-x2+xl+...+x| funksiya R* fazoda aniglangan bo'lib, uning
0‘zgarish sohasi, [0 dan iborat.

17.2-misol. Quyida berilgan funksiyalarning aniglanish sohasi
toping va uni chizmada koisating.

D w=HFt2L; 2 7i3); 3 m=Inx-Iny;
3X-y
IX +y~-X X2+y-z
§ o gu= 0T
12x-Xr -y~ “X'-y -2

Yechilishi. 1) M=XHy, funksiya, x va y o‘zgamvchilarning,
kasming  maxrajini nolga aylantirmaydigan qiymatlari to‘plamida
aniglangan, ya'ni d(u) butun tekislikning y =3x to‘g‘ri chizigdan
tashqgari gismidan iborat ekan (17.1-chizma).

Yy
EI|I|SfE>I,:
0 2 W/ w
3
a A
w w ./n
17.2-chizma.
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Yechilishi. 1) u=xy funksiyaning sath chiziglari oilasi - i vay
laming, xy=C tenglamani ganoatlantiradigan (x,y) giymatlari to‘pla-
midan iborat bo‘ladi, bunda ceR. ¢ ga har xil giymatlar berish
natijasida, har xil sath chiziglarini hosii gilamiz. Masalan, C=l,2...,n
giymatlarda xy=I,xy=2,..xy=n, birinchi va uchinchi choraklarda
joylashgan giperboloidlar oilasini; =i,-2,...,-h giymatlarda esa,
xy=-1 xy=-2,....xy =-n ikkinchi va to‘rtinchi choraklarda joylashgan
giperboloidlar oilasini hosil gilamiz. ¢=0 da xy=0, ya’'ni sath chiziglari
x=0 va *=0to‘g'ri chiziglardan iborat bo‘ladi.

2) u=Jy-x,Jy-x =c, bundan y=x+c2. Demak, berilgan u=Jy-x
-funksiyaning sath chizig'i, c>o bo'lganda, ©Q) va (;I1+c2
nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigdan, ¢<0 bo‘lganda esa, #- bo‘sh
to‘plamdan iborat.

3) V367479/=C, 36-4x2-9y2=C\ 4x2+9y2=36-C2. Agar
Ce[0;6] bo'lsa, berilgan funksiyaning sath chizig‘i- markazi (00
nugtada, fokusi Ox o‘qda, yarim o‘glari esa, mos ravishda,

bo‘lgan ellipsdan; ¢ =6 bo‘lganda, (0;0) nugtadan;

c«[0; 6] boMganda, ~ - bo‘shto‘plamdan iborat bo‘ladi.

4) -2 m2|--T=C x2+y2+}
ageenih H

Agar ¢ * o bo'lsa, u holda, berilgan funksiyaning sath sirti - radiusi
p , markazi nugtada bo‘lgan sferadan ((0;0,0) nugtadan tashqari)
iborat; agar c=o0 bo‘lsa, (0;0;,0) nugtadan tashgari z=0 tekislikdan
iborat bo'ladi.

17.5-misol. Ushbu u:x'i25in'):-+yj2cosy- funksiyaning  birjinsli
ekanligini isbotlang va uning birjinslilik darajasini toping.

Yechilishi. x ni Ax ga, y ni Ay ga almashtirib, topamiz:

u=Qbifsin +{AyY2cos =A2 "2 ssin—+ AR w2 cos—=
=) Av) X y

AR -sin—+Yy'12 -cos— =

Demak, 17.4-ta’rifga ko'ra, berilgan funksiya birjinsli va uning
birjinslilik darajasi A=41 .
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17.5-misol. Ushbu u=.— funksiyaning birjinsli ekanligi is-

botlang va uning birjinslilik darajasini toping.
Yechilishi. x ni Ax ga, y ni Ay ga, z m A: ga, t ni At ga almash-
tirib, topamiz:
Ax-Ay+Az-At Axy+Azt 1 jy+zf _ M
Ir-Ay+ tixyz+fiyzt /L xyz+yzi
Demak, berilgan funksiya birjinsli va uning birjinslilik darajasi
A=-1

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyaning aniglanish sohasini toping va chizmasini
chizing:

17.1. u="\-x2- V2 17.2. u=yjloe+-jvi- 1
173, «=— . 174 ="+ N |,

X+ Ix -y I]X+y
17.5. u=arcca&— 17.6. u=In(V -4.v+s)
17.7. u=jR2-x2-y 1+ -L: J=.178. « f x.,E

% Vx2+y2-r12 In(l-x--y*)
17.9..=7(~717.10.
Quyidagi funksiyaning aniglanish sohasini toping:
17.17. u=In(i-x-y-z). 17.12. u=

JI-x2-y2-22
17.13. u=arccos |, =, 17.14. u=J8-x* -2y2-4z2.
V2+r

17.15. m=t=+t=+-L& 17.16. « =arcsin—tarcsin—tarcsin:

17.17. k= |n— It 2-  AhE8 W=
N —]'+'Y it i 1z-x2-/

17.19. « =~ (x2+y)+z2)- (x2+y2+z22))-

17.20. t_l\/V-lr +In(5-x-y-2).
Quyidagi «=/(x,y) funksiyaning (x,y)e£ to'plamdagi giymatlari
to‘plamini ( o‘zgarish sohasi) toping ((x,>)eE ¢ « 2):
17.21. u=x-2y-3; E={(xy)x+y =1 x >0,y >0k
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17.22. u=x2- xy 2, E={xY): N+ MW=I}

17.23. u=x2+.w2- 12x+ 16y +25, E={(x y):x2+y 2=25~
17.24. u=In@2x2+3w) E={(xy):x+v=2,x>0,y> G
Quyidagi funksiyaning sath chiziglarini toping:

17.25. u=y-x. 17.26. u=<]y-x.
17.27. u=x2+y2 17.28. u=x2-y2
17.29. «= - -.... 17.30. r=-

Ix -y2 X2+2y

17.31. u=jy - sinx.
Quyidagi misollarda berilgan funksiyaning aniglanish va o‘zgarish

sohalarini toping hamda uning  sath chiziglarini aniglang. Sath
chiziglaridan birini chizing:

17.32. /(X,v) =9x3+y 2. 17.33.fix,v)= .

Xy
Quyidagi funksiyaning sath sirtlarini toping.
17.34. u=x+y+z 17.35. u=x2+y2+z2
17.36. v 17.37. u=In(X +y2+ z2y

TXZFYHr-+2X

17.38. u= 17.39. u- yjx+i)2+yl+z2+\I(x- 1)2+y2+z2.

Quyidagi misollarda berilgan funksiyaning aniglanish va o'zgarish
sohalarini toping hamda uning sath sirtlarini aniglang. Sath sirtlaridan
birini chizing:

17. 4Q./7(X,y,r) =x2+y2-z. 17.41.g(x,y,z)—ﬂyl—+z-.

Quyidagi funksiyani birjinslilikkatekshiring va uning birjinslilik
darajasini toping:

17.42. u=s* 247 x>0. 17 a%. X2-3xy+y"
X JX2+2Xy-y?2
17.44.  u="WXY2+2x3,z+xy' -r5. 17.45. 4) «=Ix2+y! +z2-12.
40. =-2% 4. =Yx' +-
17.46 « szifz? 17.47. u m( (Inx,#-tax,)

17.48. u=x +z2+yz
17.49. x,y o‘zgaruvchilaming harqanday Xjuft darajali birjinsli

funksiyasini,  /(x;y)=|xf ko‘rinishda tasvirlash ~ mumkinligini

ko‘rsating.
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17.50. x,y o'zgaruvchilaming har ganday /1 toq darajali birjinsli

funksiyasini  {x,y) ko‘rinishda tasvirlash mumkinligini
ko'rsating.
17.51. Ushbu funksiyaning s juft darajali

birjinsli ekanligini isbotlang.
17.52. x,y,z 0‘zgaruvchilaming har ganday toq darajali birjinsli

funksiyasini f { x ;y ,:) = ko'rinishda tasvirlash mumkinligini

isbotlang.
Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

17.1. Markazi (00) nugtada, radiusi 1 ga teng bo‘lgan yopiq doira.
17.2.  Ixi<l, |v]=l. 17.3.  y=-x to‘g'ri chiziq nuqtalaridan tashqari
tekislikning hamma nugtalari.  17.4.  Burchak bissektrisalari bilan
chegaralangan o‘ng vertikal burchakning ichki gismi. 17.5. Markazi
koordinatalar boshida, radiusi 3 ga teng bo‘lgan doira. 17.6. Uchi (2;0)
nuqtada va fokusi (3;0) nugtada bo‘lgan parabolaning tashqi qismi. 17.7.
Tekislikning  x2+y*=R* va  x'-+y-=r'-  aylanalar  orasidagi
gismi.l7.8.Tekislikning y2=4x parabolaning ichi bilan x2+y2=1 aylana
orasidagi qismi (parabola yoyi kiradi, aylana yoyi kirmaydi). 17.9.
l<.r2+y2<4- halga.17.10. X<X2+y2<2x - oycha. 17.11.
(W30, (G;i0), (0,0;) nugtalardan o‘tuvchi tekisliklar bilan chegaralangan va
(0,0;0 nugtani o‘zida saglovchi ochiq yarim fazo. 17.12. Markazi (0;0;0)
nuqgtada, radiusi 1 ga teng boigan ochiq shar. 17.13. x2+y2-r2=0
konusning tashqgi tomoni (chegarasi kiradi, uchi kirmaydi). 17.14.

Fazoning Y +2 +Y =1—¢llipsoid bilan  chegaralangan  qismi

Haa,
(ellipsoidning nugtalari kiradi). 17.15. Birinchi oktantda.17.16. mMib,

17.17. Fagat x2+y2=9  aylananing nugtalari. 17.18. :=x2,y =0
parabolaning o- o‘q atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan aylanma
paraboloidning ichki gismi.17.19. Markazi (0,0,0) nuqgtada, radiusi 1ga
tengbo‘lgan sfera.  17.20.  Uchlari (4;1,0) , (0;1,0), (0;5;0), (0;L4)
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nuqtalarda bo‘lgan ochiq piramida.17.21. 2 . 17.22.

17.23.  [so1s0.  17.24. |n2—:;|n|2 17.25. (0C) va (I|+C)

.nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq . 17.26. Agar c>0 bo‘lsa, (0,C)
va (;1+c2) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig; agar c<o bo‘lsa 4=
bo‘sh to‘plam.

17.27. Konsentrik aylanalar.  17.28. y =+x umumiy
asimptotaga ega bo‘lgan teng tomonli giperbolalar oilasi.  17.29.

c>0 bo‘lganda, markazi (0,0) nugtada, fokusi ox o0‘gda, yarim o‘qi

bo‘lgan giperbola; c<o bo‘lganda, & bo‘sh to‘plam. 17.30. Ellipsga

o‘xshash  figuralar oilasi. 17.31. Agar c¢>0 bo'lsa,
y =c 2+sin.v-sinusoida, agar c<0 bo'‘lsa, & bo‘sh to‘plam.17.32.
D(f)=R2E(f)=[0, m), ellipslar. 17.33.
D(f)={(y):x*0vay*o} £(/)=(— 0)U(0, o)., giperbolalar. 17.34.

Parallel tekisliklar oilasi. 17.35. Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan
sferalaroilasi. 17.36. Agar c<-i yoki c>o0 bo‘lsa markazi (-1,0,0),

radiusi bo‘lan sfera; ¢ =-1 bo‘lsa, (-10,0) nuqgta, - 1<C<o bo'lsa,
<$>bo‘sh to‘plam. 17.37. Markazi (0,0 0) nugtada, radiusi ec'2 ga
teng bo‘lgan sfera.  17.38. c¢”o bo‘lganda, markazi |0;O;C—) nuqtada,

radiusi iIC| ga teng bo‘lgan sfera ((0;0;0) nugta kirmaydi), C=0

bo‘lganda, (0 0;0) nugtadan tashqgari r =o tekislik. 17.39. Agar

¢>2 bo'lsa, {0?25’2+(C/2t):j

bo‘lsa, < bo‘sh to‘plam. 17. 40. o{f): Oxz fazoning barcha nugtalari,
E(f): barcha haqgigiy sonlar, elliptik paraboloid z=x2+w2+.
17.41.a{/)=r3\0,0,0)}, £(/): musbat hagiqiy sonlar, sfera x2+y2+z2=1,
1742,  n=0 1743. n=1 1744,  A=4s3. 1745 x=1. 17.46.
A=-i. 17.47. n. 17.48. Birjinsli emas.

=i elliesoid; c =2 bho'lsa, [—H]] kesma; ¢ <2

18-§. Rmfazoda sonlar ketma-ketligi va lining limiti

Rm fazo va N- natural sonlar to‘plami berilgan bo‘lsin. Har bir
n(ne n) natural songa, biror gonun yoki goida yordamida, R" fazoning
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biror muayyan M,=M,(i(l,iS").-1) (tf. ¢ r) nuqgtasi mos qo'yilgan,
ya'ni

2 M2(xFAX?\...,.XW),

bo‘lsa, Rm fazoda sonlar ketma - ketligi aniglangan
deyiladi va gisgacha ¢ Rm) kabi belgilanadi.
Misollar: 1) Mn \n nj 2 2) \n )
2) Mn= :M,O), m,

3) Mn:M,I', O,'J.A/\(:LO;]-), 01 ij,...;M,,A,O,

Bu ketma-ketliklarning birinchi va ikkinchisi, R2 fazoning
nugtalaridan, uchinchisi esa, R3 fazoning nugtalaridan tashkil topgan
sonlar ketma-ketliklaridir.

ir fazoda

(18-1)
sohalar ketma-ketligi va A=A@l,al,...ame Rmnuqta berilgan boisin.
18.1-ta'rif. Agar ve>o olinganda ham, shunday n,eN topilsaki,
barcha n>, lar uchun
p(MItA)<e (18.2)
tengsizlik bajarilsa, A nugta {m,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
hIl_%j\/l Ayoki n->oodaw,->/( kabi belgilanadi.

Agar (18.1) ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, u,
yaqginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Limit ta’rifidagi shartni
ganoatlantiruvchi a nuqgta mavjud bo‘lmasa, {m} ketma-ketlik
limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning o0‘zi esa,
uzoglashuvchi deb ataladi. Ketma-ketlikning limiti ta’rifidagi «
ixtiyoriy musbat son boiib, izlanayotgan  (en) esa, shu e ga
bogiig ravishda topiladi, shuning uchun, ba’zi hollarda, no=no(s)
kabi yoziladi.

18.1- misol. R2 fazoda berilgan . ketma-ketlikning

limiti A=/10 0) ekanligini koisating.
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Yechilishi. VoO sonni olaylik. Berilgan s ga ko‘ra, n, Vio' +1

desak, unda Vh>«0 lar uchun,

10
Vio , Mo Yu
« n“
£
tengsizlik bajariladi. Demak, p(M,\A)<s. 18.1-ta'rifgako‘ra,
limM,

bo‘ladi.

18.2-misoL R2 fazoda, berilgan [mn}=(w, ((-)"*, (-0)"™*)} ketma-
ketlikning limiti mavjud emasligini ko‘rsating.

Yechilishi. Teskarisidan faraz qgilaylik, ya'ni berilgan ketma-ketlik
limitga ega va uning limiti a =A(a,,a2) boisin. Limitning ta'rifiga ko‘ra,

\/s>o0, jumladan, e=i uchun shunday noeN nomer topiladiki,
V«>n0 dan boshlab,

p(0; 1) (a;a2)<s, p{(~1;-1), (a;a,))<s

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklar yordamida

2V2 =p({L; 1).(-1; - D.)<p((t; a2))+p((-1-1),(a a2 <s +e =2s =2 (s =)
ziddiyatni hosil gilamiz.

Bu ziddiyatga sabab, garalayotgan ketma-ketlik limitga ega, degan
farazimizdir. Demak, berilgan ketma-ketlik limitga ega emas.

18.1-teorema. rph fazoda ketma-ketlikning
A=A(@afa,,...ameR" limitga ega bo‘lishi, ya'ni limMn=A uchun, bir
vaqgtda

limxi"* =a.
n-*m
limx™ =a,,,
boiishi zarur va yetarli. Bundan,
I%n&)x,w =a,
limA/,, =A
lime<* =3,
ekanligi kelib chigadi.
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1 18.2-ta’rif. MncRmboisin. Agar Ve>0 olinganda ham, shunday
raeN topilib, barcha n>n0,p>n0 (pe/V)lar uchun p{MEMpn)<e tengsizlik
bajarilsa, {&/,} ketma-ketlik R‘ fazoda fundamental ketma-ketlik deb
ataladi.

Ravshanki, agar c r) ketma-ketlik K* fazoda fundamental
ketma-ketlik bo‘lsa, m,, ning koordinatalari hosii gilgan $*%{r'""'{x}
ketma-ketliklarning har biri fundamental ketma-ketlik boiadi va
aksincha.

ketma-ketliklarning har biri fundamental ketma-
ketlik bo‘lsa, <=¢*) ketma-ketlik «" fazoda fundamental ketma-
ketlik boiadi, ya'ni quyidagi teorema o‘rinli.

18.2-teorema. r™ fazoda mMn=A/(®), x')...xs) ketma-ketlikning
fundamental bo‘lishi uchun, uning koordinatalaridan hosil bo‘lgan

{4} {40} ketma-ketliklarning har biri fundamental ketma-ketlik
boiishi zarur va yetarli.

18.3-teorema(Koshi prinsipi). M} ketma-ketlikning
yaginlashuvchi boiishi uchun, uning fundamental ketma-ketlik boiishi
zarur va yetarli.

18.4-teorema. Agar {mn,} ketma-ketlik yaginlashuvchi boisa,
uning limiti yagonadir.

18.3-ta’rif. Agar {mJ ketma-ketlikning barcha hadlaridan tuzilgan
to'plam chegaralangan boisa, {M} ketma-ketlik chegaralangan ketma-
ketlik deb ataladi.

18.4-ta'rif. Agar 38>0 mavjud boiib, v« lar uchun p{Mno)<R
tengsizlik bajarilsa, {m} ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik
deyiladi, bunda o(0, o....,0).

18.5-teorema. R* fazoda {m,} ketma-ketlikning chegaralangan
boiish  uchun, bu ketma-ketlikning koordinatalaridan iborat
1PN D0)},... sonlar ketma-ketliklari har birining chegaralangan
boiishi zarur va yetarlidir.

18.6-teorema. Agar {M} ketma-ketlik yaginlashuvchi boisa, u
chegaralangan boiadi.

18.7-teorema. Agar {M,} ketma-ketlik yaginlashuvchi boiib, uning
limiti A boisa, u holda {kM,){keR) ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi
boiib, uning limiti kA ga teng boiadi, ya'ni limkva= =kA
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18.8-teorema. Agar {Mn} va ¥/} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
boiib, ulaming limitlari, mos ravishda, A va s boisa, u holda {m, +nJ
ketma-ketlik ham yaginlashuvchi boiadi va uning limiti axb ga teng
boiadi, ya'ni

lim(M,, £Af) =limM,, +limAf, =A+B

R* fazoda M, =M, (x1))<),....4)) ketma-ketlik berilgan boisin. Bu
ketma-ketlikning mxm2, ( n , <m2<.<n,<.nteN *=12.) nomerli
hadlaridan tashkil topgan, ushbu .. (Mse *=12,.)
ketma-ketlik, berilgan ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va
u ft}kabi belgilanadi.

Masalan, R2 fazoda

ketma-ketliklar,  (I), ketma-ketlikning  qismiy

ketma-ketliklari boiadi.

18.9-teorema. Agar {mj ketma-ketlik yaginlashuvchi boiib,
uning limiti A (AeR"™) boisa, u holda, bu ketma-ketlikning har bir {M.,
gismiy ketma-ketligi ham yaginlashuvchi boiadi va uning limiti ham A
gateng boiadi.

18.1-eslatma. Ketma-ketlik qismiy ketma-ketliklarining limiti
mavjud boiishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud boiishi har
doim ham kelib chigavermaydi. Masalan, ushbu
(i0),(-15-0), (is0), (= 15-0),o (D' (- D, 8 Ketma-ketlik limitga ega emas, lekin
uning gismiy ketma-ketliklari; mos ravishda, (i) va (-I;-1) limitlarga
ega. Shunday qilib, {uj ketma-ketlik limitga ega boimasa ham, uning
gismiy ketma-Kketliklari limitga ega boiishi mumkin ekan.

18.10-teorema (Bolsano-Veyershtrass). Har ganday chegaralangan
ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

18.3-misol. fazoda {g)",l_ f2'r' ﬂ"\'lﬁglz"lﬁz-%" f,m a -
ketlikning limitini toping.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil

topgan ketma-ketliklar, sonlar ketma-ketliklari boiib, ular quyidagi
ko‘rinishda boiadi:
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_27!-2+3,,+3 v _ 5-2"-3-5"
2" +3" ' Te  100-2"+2-5"

Ravshanki,

W 243G A(2/3)" +27 _
X = lim=5 =t %2/3%'41 =
Jm?-Um 36018 ="

Demak, 18.1-teoremaga ko'ra, berilgan ketma-ketlikning limiti
/s
[T 2"+3"  100-2"+2-5“] V2

n—e

18.4-misol. ft4 fazoda {MJ}=[a/,\h+l-1n; s - —--- ~

ketma-ketlikning limitini toping.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil
topgan ketma-ketliklar sonlar ketma-ketligi boiib, ular

mn — - ) =N f_ 0 —f _
4") = =— o= L s4 -\f|+n)T
ko‘rinishda boiadi. Bular uchun

Iimx!I'}=lim(V«+1l- Jn) =lim — — = =0; limx** =lim-— =1,
«+00 #-*00 «»00 1) n->00 «>00

limxj* =lim ~-r—=2; limxj* =limfl +—4 =e2.

Demak, 18.1-teoremaga ko‘ra, berilgan ketma-ketlikning limiti-
aE; 12;e]) boiadi.
18.5-misol. ft- fazoda -]1i ketma-ketlikning funda-

mental boiishini ko‘rsating.

242

Yechilishi. Berilgan ve>o ga ko‘ra, n, -l deb olinsa, u

holda VA>7OM> (peN) lar uchun.

:(«,;U_)*A",I %1n

<V2(E+H) <V2(E +7") =2V2 5= V2 E/\Zzezs
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, 18.2- ta'rifga ko‘ra, berilgan ketma-

ketlik fundamental boiar ekan.
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18.6-misol.

fundamental emasligini ko ‘rsating.
Yechilishi.

deb olinsa, u holda,
p {m. p(*me.07

e —+

et
«+l /I+2
Bundan, n=2p boiganda,

p {m ip{,, p.0} M,,(X,,,

ekanligi kelib chiqadi.
emasligini ko‘rsatadi.
18.7- misol. r2fazoda

Bu esa, berilgan

sin«
~T~

fe * 1+ » s 1+

1V 4

R2 fazoda {Mj=|m ,A+i+1...

v«0 lar uchun, berilgan 3£0=i

“h+p

TT .

.+ -;0jj ketma-ketlikning

ga ko‘ra, n>p (peN),

*m0) = Til6p-X00 Y = X,P X0 | =

____:!'____> . p

n+p

09> 3>~ =e0

ketma-ketlikning fundamental

cosl cos2 cos«!

2-3 «(«+

Nij

ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekantgini isbotlang.

Yechilishi.
ko‘rsatish uchun,
etarli. Buning uchun

gilgan

ko‘rsatamiz. Berilgan vs>o0 ga ko‘ra, «, =

v«>«0va Vp (peN) lar uchun,
sin(« +1) +sin(«+ 2) +

1 1 1 i
2n 2w 2vp ... 2

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

%} {i",,} ketma-ketliklarning har biri

+sin(«+p) A__
2mp 2.2

Berilgan ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
uning fundamental ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatish
)} ketma-ketlikning koordinatalari hosil

fundamental ekanligini

+1 deb olinsa, u holda,

Demak, {x} ketma-ketlik fundamental bo‘lar ekan.

4005
(i + 1)

Endi {v,}= %9%_%;,_%5@ S

ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatamiz. Berilgan Ve> o0 ga ko‘ra, «0=

ketma-ketlikning fundamental

+1

deb olinsa, u holda v«>«0va Vvp (peN) laruchun,

cos(«+ )1+ cos(/1+2)!
(«+1)-(«+2)
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(c+De(i*2) (<+2)%(c*3)  (n+p)mn+p+1)
11 1

<. < ----]:-- <e
«+1 n+2 n+2 n+3 n+p n+p+l n+l n+p+1 n+l «,+1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Shunday qilib, 18.2- teoremaga ko‘ra, berilgan ketma-ketlik
fundamental ketma-ketlik bo‘ladi, bundan esa, 18.4- teoremaga asosan,
berilgan ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Mustagil yechish uchun misollar

R7 fazoda quyidagi ketma-ketlikning limiti A(AeR2) ekanligini
isbotlang:

18.1. {Ma}=|m, ~j|> 4=(0.

An2 2-/9 A=),
n2—’3+/i
18.3. = a- (00).
18.4. = A=(0;0).
11
18.5. {M}- -(H- *Q_
18.6. 3;”MU  a,(uo).
18.7. = 41;0).

R2 fazoda quyidagi ketma - ketlikning limiti a (aeR2 ekanligini

isbotlang:
18.9. {M.}={m,39; Z20js)I A(Ll).
r22A
V8-1
18.10. 3 :
021 3 43; 3).

18.11. {M,}=| a,,(H«;— )L (<z>0), 41;0).
n+1 n2-3n +4
Ji2-1’/i3+4/i2-5n +6
18.15. {A/,}= {w,(VAr;" )3, A(LD).
18.16. {UJ=jud</3n-2;'</n3+3/i)}, 41;1).

11(00).
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19-8. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti

19.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limitining ta’riflari. tt=f(M
funksiya {M}<=Rm to'plamda berilgan bo‘lib, A(@,a2..,aJ nuqta {m}
to‘plamning limit nugtasi bo‘Isin.

19.1-ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar {m} to‘plamning nugqtalaridan
tuzilgan va a ga intiluvchi har ganday {m,} [m,,*A,n =12..) ketma-ketlik
olinganda ham, funksiyaning unga mos kelgan {/(m,)} giymatlari ketma-
ketligi hamma vaqt, yagona B (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu
B ga /(m) funksiyaning A nugtadagi (yoki M-* A dagi) limiti deyiladi
vau

lim f(M) =B yoki lim f(x,,x2...xn)=B yoki M->A da /(M)->5

kabi belgilanadi.

19.2.-ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar Ve>o son uchun, 3i >0 bo‘lib,
0<p(M;A)<S tengsizliklami qanoatlantiruvchi  barcha Me {M}
nugtalarda

\f{M)-B\<6

tengsizlik bajarilsa, shu B songa f(x) funksiyaning A nuqtadagi (m -*a
dagi) limiti deyiladi.

u-/(m) funksiya {m }c r= to‘plamda aniklangan boiib, oo esa,
{m} to‘plamning limit nugtasi bo‘Isin.

19.3-ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar {M\ to‘plamning nuqtalaridan
tuzilgan har ganday {Mu} ketma-ketlik uchun M-x» da funksiyaning
unga mos kelgan {/(mJ} giymatlari ketma-ketligi hamma vaqgt yagona s



songa intilsa, shu B songa /(M) funksiyaning dagi limiti
deyiladi va Hnf{M)= B kabi belgilanadi.

19.4-ta’rif. Agar v¢r>0 son uchun, shunday 3£>0 boiib,
p(m,0)>e tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Me{M} nugtalarda
\f{M)-B\<e tengsizlik bajarilsa, B son / (M) funksiyaning M->m» dagi
limiti deyiladi va Jimf{mM)=B yoki Aim f(x,, X2,.....xm)= B kabi belgilanadi.

19.5-ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar vi?>0 son uchun 3<?>0 bo‘lib,
o<p(M,a)<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Me{M) nugtalarda
\f(M)\>e (f(M)>e-J(M)<-e) bo‘lsa, f(M) funksiyaning A nuqtadagi
(m ->A dagi) limiti +» (-«) deyiladi.
19.1- misol. Ushbu
X,y x~+y2>0 bo'\ganda,
yx2+y2’

Q x!+y2=0 bo'lganda,
funksiyaning  M(x,y)-> ~0p)(x->0,y-)-0) dagi limiti nolga teng
ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. f{x,y) funksiya R2 da berilgan bo‘lib, a(():0) nugta
shu to‘plamning limit nugtasidan iborat.
1) Geyne ta'rifi buyicha: R2to‘plamdan /1(0;0) nuqgtaga intiluvchi
ixtiyoriy  {Mj={MHxin;yM}M,,*A{0;0\n=i,2,.) ketma-ketlikni olamiz.
Funksiyaning unga mos kelgan {/(m,)} giymatlari ke
>).,,(»> I >00

bo‘ladi. Bundan ->Qy” ->0 da IxMw<)-»o0.
Demak, Mlmf(M):&@d% , =0
? 4y
2) Koshi ta'rifi bo'yicha: Vs>0 songa ko‘ra, S=2s deyilsa, u
holda, 0<p{M;A(0,0))<s tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha M(x;y)
nugtalarda

[IM -0 | AyIX2+y2="p(M’A) < \s =e

- Ix2+V
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
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19.2-misol. Ushbu f{x,y):x-~-7 funksiyaning  M(x,y)->A(0;0)
+y

[x-»0,y-»0) dagi limiti mavjud emasligini ko‘rsating.
YechilishL Bu funksiya RI\{0;0)} to‘plamda aniglangan bo‘lib,
/i(0;0) nugta shu to‘plamning limit nugtasidir. Ravshanki,

M,, (wy W)= M, KA"\yW=Jii
ketma-ketliklar «->°oda  ->n(0,0),M,,->n(0;0). Funksiyaning bu ketma-

ketliklarga mos kelgan (/‘x¢), y()h vW qgiymatlari ketma-ketligi
uchun, mos ravishda,

yNr»»=L»L HJ Ne .?2')= >0

n"’m nor
bo‘iadi. Bu esa, m(x;y)->n(0,0) da berilgan funksiyaning limiti mavjud
emasligini anglatadi.

19.3-misol. Ushbu iim... ,Y#\/.- mlimitni hisoblang.
X ~Xy+Y

YechilishL Ravshanki, x2+xy+y'txy tengsizlik doimo o‘rinii.
Bundan, x*o,y*o boiganda,

o< Xty X+y 1J
X -Xy+y

tengsizlikni olamiz. Bu yerdan

. X+V
X2 Xy +y 2
x+ V

Shunday qilib, ﬂml ->-<-)7-+-y_0

19.4-misol. Ushbu /(x,v)= o J7 funksiya i->co,v->°0 da limitga

ega bo‘Imasligini ishotiang.
Yechilishi. x=t, v=t4deb olinsa, <-»» da *->», r'->%va

Iimf({/tll)zlim-irmrrzo.
Ikkinchi tomondan x=tay=t deyilsa, %/UZ;&F’_%M =1a

Demak, lim-r * - - mavjud emas.
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19.5-misoL Ushbu liggf (x .y bunda

y-

fxy)=
[3, x =0 bo'[ganda,
limitni hisoblang.

Yechilishi. x=0,y=3 bo‘lsa, berilgan kasming surati ham, maxraji
ham nolga aylanadi. Shuning uchun, x2y =a deb olinsa, u holda, x->ova
y =3 bo‘lganda « 0 va

li*rﬁmfxzv) = |'[’|:|I15|Ya?|:?-k-y :Hﬁigﬁ-y =1-3=3.
>3 y-*bo= y-*3

Agar x=0 bo‘lsa, /(*,y)=3 va lim/(x,y)=3.
19.5, a-misol. Ushbu

/ 0
limitlarni hisoblang
Yechilishi. a) Ravshanki, x2+ / >2¢ tengsizlik o‘rinli. Bundan

. QL <1 o‘rinlidir. Bulami e’tiborga oigan holda,
X +y 2

e 0<i-NIV ;y!-*0
ekanligini olamiz.

Demak, bu tengsizlikdan, lim y =0 ekanligi kelib chikadi.

&M» *+'V~/)
b) o<x2+y2<1 bo‘lganda,
*V < Xx2+y-)\ 1>(x2+y2Q'v ~N(*2+
tengsizliklar o‘rinli. Bu tengsizliklarni e’tiborga olib,
limureyAd  =limi4 = lime4 51,
y—=0
ekanligini topamiz.
Demak, (*) tengsizlikka asosan, limx2+y3™ =1 ekanligi kelib

I'-X)
chigadi.

u=f(M) funksiya {Mijcii" to‘plamda berilgan bo‘lib, A(al,a2....,a,,,)
nugta (M} to‘plamning limit nuqtasi boisin.
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19.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar. a(M) funksiya
{m}c R* to‘plamda aniglangan bo‘lib, A@,22....al] nugta {n}
to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

19.6-ta’rif. Agar m-*a da a{M) funksiyaning limiti nol, ya’ni
Ji@Aa(M):o bo‘lsa, u holda, u(m) funksiya, m->a da cheksiz kichik
funksiya deyiladi.

19.1-eslatma. Berilgan f(M) funksiya M A da B limitga ega
bo'lishi uchun, a { M ) = ning cheksiz kichik funksiya bo‘lishi
zarur va yetarli.

Demak, m~”-a da /(m) funksiya B limitga ega bo‘lsa, bu
funksiyani, har doim,

f{M)=B+a(M) (19.1)
ko‘rinishda ifodalash mumkin, bunda a(M) cheksiz kichik funksiya.
Cheksiz kichikfunksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1- xossa. Agar m ~>a da a[M) va B[M) cheksiz kichik funksiyalar
bo‘lsa, u holda, a(M)xR(M) ham cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

2- xossa. Agar m->a da a{M)- cheksiz kichik funksiya, B(M)
funksiya esa, chegaralangan bo‘lsa, u holda, a{M)sl(M) (ularning
ko‘paytmasi) ham cheksiz kichik bo‘ladi.

19.7-ta’rif. Agar {m}cR"" to‘plamda aniglangan f{m) funksiya
uchun ihnf(m)=w bo‘lsa, f(m) funksiya M->a da cheksiz katta
funksiya deyiladi.

3- xossa. Agar da a(M) cheksiz kichik (a{M)*o) funksiya

bo‘lsa,uh o | g('\;b - M->A da cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

4- xossa. Agar m-+a da f(m) cheksiz katta funksiya bo‘lsa, —2

funksiya M-» a da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

19.3. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. {m }c rm
to‘plamda /(m) funksiya aniglangan bo‘lib, a(aer+) nugta {m}
to‘plamning limit nugtasi bo'lsin

1- xossa. Agar Hm/(M)=R mavjud bo‘lib, B>p{B<q) bo‘lsa, u
holda A nugtaning etarli kichik atrofidagi Me{m} (m *a) nuqtalarda
f(M)> P (f(M)<q) bo‘ladi.

Xususan, B*o bo‘lsa, u holda, a nuqtaning yetarli kichik atrofida
f(M)*o bo‘ladi.
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2- xossa. Agar Hnf{mM)=B mavjud bo‘lsa, a nugtaning yetarli

kichik atrofidagi m e{m}{m ®a) nuqtalarda /(m) funksiya chegaralangan
bo‘ladi.

{M}ar"* to‘plamda f(m) va g(M) funksiyalar berilgan bo‘lsin.

3- xossa. Agar /(m) va g(M) funksiyalar, m-*a da, mos ravishda,
B va c limitlarga ega bo‘lsa, u holda f{M)xg(M\f{M)g(M) va

(Cp0) funksiyalar ham, mos ravishda, B+c, B C, ~ limitlarga ega

bo‘ladi.

19.2- eslatma. f(M) va g(M) funksiyalaming yig‘indisi, ko‘payt-
masi va nisbati limitga ega boMishidan, bu funksiyalardan har birining
limitga ega bo‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

19.3- eslatma. Agar:

1) A!im/(m):o,AI(Lrpg(M):o bo‘lsa, . ifoda;
2) Alli_mf(M):», A!img(M):oobo‘lsa, - ifoda;
3) /_!_imf{U)= 0 MI_img{M): o bo‘lsa, f(M)-g(M) ifoda;

4) /(m)va g(m) funksiyalar m -*a da turli xil ishorali cheksiz
limitga ega boisa, f(M)+g(M) ifoda; mos ravishda, ,0 00,00-00

ko'rinishidagi anigmasliklarni ifodalaydi.

19.4- eslatma. Agar:

1) HT/(M)=0, Ung(m)=0 bo‘lsa;

2) h!iHJJ/gM):I, limg(M) =cebo‘lsa;

3) Mnf(M)=a limg(M)=0 bo‘lsa,

u holda, [/(n)]*M- ifoda, mos ravishda, 0°r,°0° ko‘rinishdagi
anigmasliklarni ifodalaydi.

19.1-teorema (Koshi kriteriysi). u=f(M) funksiyaning chekli
limitga ega bo‘lishi uchun, Vs>0 son olinganda ham, shunday ¢>0
bo‘lib, o<p(m',a)<s, gq<p(m\a)<s tengsizliklami ganoatlantiruvchi
barcha M',M7e{M} nuqtalarda \f(M)~f (m "< tengsizlikning bajarilishi
zarur va yetarli.
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19.4 Takroriy limitlar. Biz yuqorida m=/(m)=/(x,%...X]
funksiyaning A=A(a,a2...a,) nuqtadagi limiti  litnf(M) =B yoki
dim /(x,,x,...xm=B bilan tanishdik.

2%

Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlarining x,,x3,...x, bir
yo‘la, mos ravishda, alaz2,....am sonlarga intilgandagi limitidan iborat
ekan. Biz bundan buyon, bu limitni, karrali limit deb ataymiz.

Ko‘p o°‘zgaruvchili funksiyalargagina xos bo‘igan, boshga
ko‘rinishdagi, limit tushunchasini kiritamiz. u=f(M)=f(xixZ...xm)
funksiya {m}c/t to‘plamda berilgan bo‘lib, A=A{a,22...,aJ nugta- {m}
to‘plamning limit nugtasi bo‘Isin. Berilgan funksiyaning xx—at (qolgan
barcha argumentlarini tayinlab) dagi limiti lim/(x.x,,....x,,) ni garaylik,

bu limit x2,x3,...,.xmo‘zgaruvchilargabog‘liq bo‘ladi:

Endi, p,(x2...,x,,) funksiyaning x2->a2 (qolgan barcha argumentlarni
tayinlab) dagi limitini garaymiz, bu )gg&m(x,)e...,xa) limit x,x4)...x
o‘zgaruvchilarga bog‘lik bo‘ladi: lim<(2x3...,xj=p,(X3X4,....,Xj.

Xuddi shunday, birin ketin, x, ->a,, x4->a4,...X,, ->amda limitga o‘tib,
lim lim..limf(x,x2...xm) ni hosil gilamiz. Bu limitga f(xi,x2,...,X,,)
funksiyaning takroriy limiti deyiladi.

Xuddi shunday, /(x,,x2...,xj funksiyaning xtixh,-,aik argumentlari,
mos ravishda, ak,ah larga intilgandagi lim ... lim f(x,,X2...,Xj
takroriy limitni ham garash mumkin.

Ravshanki, /(x,x,,...x,) funksiyaning %, argumentlari, mos
ravishda, ait,ah,...,ait sonlarga, turli tartibda intilganda, funksiyaning

turli takroriy limitlari hosil boMadi.
19.6-misol. /(x,_v)=(x+Yy)sinisin— funksiyaning M(x,y)->0(0;0) da

cheksiz kichik funksiya ekanligini isbotlang.
YechilisM. Cheksiz kichik funksiyaning ta’rifiga ko‘ra, iim/(x,>)=0
0

tenglikning o‘rinli  ekanligini ko‘rsatish yetarli. Ravshanki, berilgan
/(x,y) funksiya koordinatalar o‘qlarida aniglanmagan, lekin 000 nuqgta
funksiya aniglanish sohasining limit nuqtasidan iborat. Shuning uchun,
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berilgan funksiyaning 0(0) nugtadagi limitini garash mumkin. Bu
limitai, limitaing Koshi ta’rifi bo‘yicha garaymiz. Ve>o0 songa ko‘ra,
g=ell deb olinsa, u holda, p{m(xy),0(0;0))=V*2+y2<8 dan <& va
ly|<r boMishi kelib chigadi. Demak,

(*+y)sin—sin- -H+W </=fe Bundan, ta’rifga ko‘ra,

Iimf(x,y):ii_m(x+y)sinx—sivn—=o ekanligi kelib chigadi.
y-*Q
Shunday qilib, berilgan funksiyaning M->0 da cheksiz kichik
funksiya ekanligi isbotlanadi.

19.7- misol. Ushbu /(x,y):(x+y)sinx~siny- funksiyaning 0(0;0)
nugtada takroriy limitlari mavjudmi?
Yechilishi. limHm/foy)- takroriy limitaing lim /(x,y)-ichki

y*0, Benrusamrad

limitini garaymiz. Awalo, berilgan /(xy) funksiyani quyidagicha

tasvirlaymiz: /(x,y):jcsin--smf,vsin-i-sir;-. Bunda, belgilangan y*o
X X
uchun, birinchi  go‘shiluvchining *->o0 dagi limiti, ya’ni

Iximxsinls}ny-:o; ikkdnchi ~ qo'shiluvehidagi ~y-sin- ko‘Baytuvchi,
2 X

ycpﬂ,(nez) bo‘lganda, noldan fargli o‘zgarmas son, sin)! ko ‘paytuvchi
esa, *-»0 da limitga ega emas, demak, ikkinchi qo“shiluvchi limitga ega
bo‘Imaydi. U holda, /(*,y):.xsins(‘sinf ySin'xSin§/ funksiya, belgilangan
y (y* o yonrr) uchun, r->o da limitga ega bo‘lmaydi. Shunday qilib,
ichki limit mavjud emas, shunga ko‘ra, limim/fcy) takroriy limitning
mavjud emasligi kelib chigadi. Xuddi shunday, limlim/(x,y) takroriy
limitning ham mavjud emasligini ko ‘rsatish mumkin.

19.5-eslatma. 19.6-misolda /(*,y):(x+y)sin;(sin9 funksiyaning
0(00) nugtadagi karrali limiti mavjud va uning nolga teng ekanligi
isbotlangan edi. 19.7-misolda esa, uning takroriy limitlarining mavjud
emasligi ko‘rsatildi. Demak, funksiyaning nuqtada karrali limiti har

doim mavjudligidan, uning shu nuqtada takroriy limitlari mavjudligi
kelib chigmasligi to ‘g‘risida xulosa chigarish mumkin ekan.
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19.8- misol. f{x,y) r oy funksiyaning 0(00) nuqgtadagi takroriy

limitlarini hisoblang.

Yechilishi. Takroriy limitlarni topamiz:
( >

XV

P i f 2
I|m||mf(x,y)-!l_rg lim -, oy dxv -0,

Xuddi shunday, limlimf(x,y)=0 ekanligini ko ‘rsatish mumkin.
19.6-eslatma. 19.2- misolda /(X,j- :->-(~— funksiyaning 0 (0;0)
+y

nugtada karrali limiti mavjud emasligi ko‘rsatilgan edi. Demak, 19.2 va
19.8 misollarga asosan, berilgan nugtada takroriy limitlarning
mavjudligi va ulaming tengligidan, bu nuqtada funksiyaning karrali
limiti mavjudligi har doim kelib chigavermas ekan, degan xulosa
chigarish mumkin.
19.6- misol. Ushbu
X-y +x2+y2

f(x,y) = X+ v
0, y --x bo'lganda,
funksiyaning x-»0, y-> o dagi takroriy limitlarini hisoblang.
Yechilishi. y belgilangan va y* 0 bo‘Isin. U holda,

, Y -x bo'\"anda,

limf(x,y) =lim — +X +V =--"+yv.=-1+
x-M X +y y
bundan, ji![{j_i)[}f{xl\/)]:jim-l*'\/):-l bo‘lishi kelib chigadi. Endi x
belgilangan va bo‘lsin. U holda,

rio\ .
hmf(x,y}= lim=---=m-mmm 2= = =nm =1+,
Coyy= lige—=5= <= T

bundan timflim f(X,>)]=iim(i +X) =1 bo‘lishi kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud,
lekin ular o‘zaro teng emas, ya’ni lim{lim/(*>m)] * limfliny(*,>e)].

19.7-eslatma. 19.6- misoldan ko‘rinadiki, funksiyaning karrali va
takroriy limitlarining teng boMishi uchun, ma’lum shartlaming
bajarilishi kerak bo“lar ekan.

19.2-teorema. u=f{M) funksiya {n}={(xy)eii2:|x-x°|<4,|y-/|<c/2}

to‘plamda berilgan bo‘lib, y quyidagi shartlami ganoatlantirsin:
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1) (x,y)->(x0,/) da f(x,y) funksiyaning Xiri*m/(x,.v):ekarrali limiti
y->y°
mavjud;
2) har bir tayinlangan x da limf(xy)=<p(x) mavjud, har bir

tayinlangan yda Wmf{x.y)=<p(y) mavjud boisin. U holda Iimlimf{x,y) va

lim limf{x,v) takroriy limitlar ham mavjud va ular B ga teng bo‘ladi.
X->X° y-*y°

Natija. 19.2-teoremaning shartlari bajarilganda,
limf{x,y)= limlimf(x,y) = lim limf(x,y)
X-*X°y-*y° y-+.v° X-*X°
y-*y°
munosabat o ‘rinli.

Mustagqil yechish uchun misollar

Quyidagi limitlarni hisoblang:

19.1. lime" cosx. 19.2. lim-x 1
LR~

19.3. lerp Irirjc+‘v+d|. 19.4. !ims'nx\
19.5. Ilrp' g2xy 19.6. IirE(I+xj'2)

y-*0 'v - y-*3
19.7. lim ™+py . 19.8. limx2+33

X'+xy+yl ~ZZx" +y*
19.9. lim ~ 7~ 19-10. !ixrﬂg(x+y)-(,+'!).
> | ¥

19.11.  lim(x!

)

19.12. Ushbu limf(x,y) ni hisoblang, bunda

4
XV ,xiy 0 bo’lganda,

VIi+xy - 1”

2, x2y =0 bo'\ganda.

Quyidagi karrali limitlarni hisoblang:

19.13. 1 i m 19.14.
~°0  * V A(A ey 2)
19.15. I|m— Z 19.16. lim"--—-r-
- COS(.r +y ) X4+ v4
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19.17. Nim(l +x2y2)*.+r. 19.18. lim.(x+y”" .
Nal £S(*:tV)2

19.19. lim(x2+>-2)sm
(2+>2sm o

19,20. Ushbu limf(x,y) ni hisoblang, bunda
yA
fx2+2xy-3y
X -y '
[4/3 , X=Vho\ganda.
Quyidagi karrali limitlarning mavjud emasligini isbotlang:

19.21. lim— , 19.22. limini.
X$ X+Y & x+y

19.23. li 19.24. L&+ V)
Umisy ﬁ v

IV 4y . .
19.25. Ushbu f(xy)= Xd+y P () * 00) boxganda,
0

funksiyaning (o, 0) nuqgtada karrali limiti mavjud emasligini ko‘rsating.
19.26. Ushbu

, X®y bo'lganda,

\ X4y
fxy) = 1+;ryj Xx+y* 0 bo'Xganda,
X+y =0 bo'Xganda
funksiyaning x->«y->< dagi karrali limiti mavjud emasligini
isbotlang.
Quyidagi limlimf(x,y) va limlimf(x,y) takroriy limitlarni hisoblang:

19.27. f(x,y)=x\+xy+y,, x°=0, v*=0.
X -xy +y'
19.28./(x,v)=ggfr+'0, x0=0>vo=0
X +
19.29. f(x,y)= xo=0,/ =Q

19.30. f(x,y)= 5(+yJ X =04, vozoo_

19.31. /(x,v)= Xii

X =0, /* =0
19.32. f(x,y) =sill nx X =00, j; = 00.
2X +y

19.33. /(x, V)__tgﬂxy X''=0, v =0,
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19.34. f(x,y) =log, (x+y), x" =1 y"=0
19.35. /(y,y):sirg:f?”’;b’,gl-:\x-. X°=0, V" =0.

Quyidagi berilgan funksiyalaming (x°,y°) nuqtada karrali va
takroriy limitlari mavjudmi?

* V=4 N = ° =
19.36. /(*, V) £>1(+y4 0, y° =0.
19.37. f(x,v)= log™x+y), x°> =1, y°=0.
19.38. /(lv,v)"sinj(is);inv, X =0, v =0,

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

19.1. -2 19.2. 05 19.3.1. 194. a. 195. 2.19.6. €3 19.7. o
19.8. 0 19.9. 019.10. o 19.11. o 19.12. 2. 19.19. o.
19.14. o0 19.15. o0 19.16. o 19.17. I 19.18. o 19.19. |

19.20. % 19.27. 1, 1.19.28. IE % 19.29. -2va2 19.30. ova |.
19.31. -2va l. 19.32. ova 1.19.33. ova :.19.34. iva «.

19.35. b va 19.36. Karrali limit mavjud emas,
H[W%”Xv)’):'l va  limiim/(x,v)=l. 19.37. Karrali limit mavjud emas,

Ixi[pm/(x, v)=1Va !lm Ime/(* V)=
y=0
20-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

20.1. Uziuksiz funksiyaning ta’riflari. u=/(«) funksiya {M)cRm
to‘plamda berilgan bo‘lib, A=A{al,a2,..,am) nuqgta {M} to‘plamning limit
nugtasi va Ae{M} bo‘lsin.

20.1-ta’rif. Agar m ->a da u=f{M) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lib,

XA'Em
boisa, u holda f(M) funksiya /( nugtada uziuksiz deb ataladi, A=Ijm M

bo‘lgani uchun, funksiyaning uzluksizlik shartini,
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Hm/(M) =/(limMj (20.1)
ko‘rinishda ham yozish mumkin.
{M} to‘plamning funksiya uzluksizligi shartini ganoatlantir-
maydigan nugtalari funksiyaning uzilish nuqtalari deyiladi.
20.2-ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar {M}crRmto‘plamning nuqtalaridan
tuzilgan, Ae{M] ga intiluvchi har ganday {mj ketma-ketlik olinganda
ham, unga mos kelgan {/(a/,)} ketma-ketlik, hamma vaqt /(a) ga teng
bo‘lsa, f(M) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
20.3-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar Vs>oson uchun, shunday s> o
topilsaki, p(m,a)<s tengsizlikni ganoatlantimvchi barcha Me{M}
nuqtalarda,
\f{M)-f(A)\<S
tengsizlik bajarilsa, f{M) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
Agar f(M) funksiya {M} to‘plamning har bir nuqgtasida uzluksiz
bo‘lsa, u holda /(m) funksiya {M} to'plamda uzluksiz deyiladi.

Ushbu Au=/(m)-/{a) ayirmaga /(a/)  funksiyaning a
nugtadagi orttirmasiyoki to'lig orttirmasi deyiladi.
A va M nuqtalar, mos ravishda, a,,82,...,8,, va

X, X2,...,jc,,koordinatalarga ega bo‘lsin. Ushbu

N-<2:= AX,, Xx2-a2=AX2,....X,,,-am=Axm
belgilashlardan foydalanib, funksiya argumentlarining
orttirmalariga moc keluvchi orttirmasi uchun,

Au=/(a, +AX, a2+Ax2,.,am+Axm)-/(a,,a2,..,a,,
ifodani hosil gilamiz. Ravshanki, u=/(m) funksiyaning a nugtada
uzluksiz bo‘lishi uchun, uning orttirmasi a nuqgtada cheksiz kichik
bo‘lishi zarur va yetarli, ya’ni:
JimAu=limAf=lim - f(A)) =0 yoki  lim Am=0 (20.2)

Ar,->0

boMishi zarur va yetarli. (20.2) shartga u=/(m) funksiyaning a nugtada
uzluksizligining ayirma shakli deyiladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning bitta argumenti bo‘yicha
(golganlari  belgilangan deb) uzluksizlik tushunchasini ham Kiritish
mumkin." Bu tushunchani Kiritish uchun, u=f(M)=f{x,,x2,...xm)
funksiyaning, uning aniglanish sohasiga tegishli M(x,,x2...,xJ nuqtadagi,
xususiy orttirmalari deb ataluvchi tushunchalarini kiritamiz. Boshga
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argumentlari belgilangan deb garab, funksiyaning birinchi argumentiga
Ax, orttirma beramiz. Ushbu
Xj+AX,, X2pXss
koordinatalarga ega boigan nuqgta funksiyaning aniglanish sohasida
yotsin.
Bu orttirma, funksiyaning « «..2.....s nuqtadagi, X argumentning
Ax, orttirmasiga mos keluvchi, xususiy orttirmasi deyiladi va Axu kabi
belgilanadi:
A*«=f(Xi+A*,X2 Xx,,)-/(x,,X2 xm).
Funksiyaning qolgan argumentlari orttirmalariga mos keluvchi
xususiy oittirmalari ham, shunga o‘xshash aniglanadi:
AR«=/0 1,2 +AX2,...,xJ-1(X, X2 X,,)

ANU=/(X,, X2, X, +AX,) - 1(X,,X2 . X,,).
Agar Axt =>0 da funksiyaning ax j xususiy orttirmasi ham nolga
intilsa, ya’ni Jimbxj =0 boisa, /(x,x:, .,ij funksiya Mxik2,..x,)

nugtada x* o zgaruvchi bo {icha uzluksiz deyiladi.

20.1-eslatma. Agar /(x,x2....xj funksiya Mo(x°x°,...x“)e {M}
nugtada (bir yo‘la) uzluksiz bo‘lsa,_ funksiya shu nuqtada har bir
0°‘zgaruvchi bo‘yicha ham uzluksiz boiadi, lekin funksiyaning biror
nugtada har bir o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluksiz boiishidan,
uning shu nuqtada (bir yo‘la) uzluksiz boiishi har doim ham kelib

chigavermaydi.
20.1- misol. Ushbu
X Jr)zlzyﬂ/ , (X.y)* (0,0) bo"\%anda,

f{x.y) =
(x,y) =(0,0) bo'lganda

funksiyaning r2 da uzluksiz ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi v(a,b)eR2 ((,6)*(0,0)) nugtani olamiz:

limfk,y) = hm—-—---@-—-2 TYAo 3, Rad2abt_qa )
« a +b~
y-*b y-*b

tenglik o‘rinli boiadi. Bu esa, berilgan funksiyaning 20.1-ta’rifga ko‘ra,
(ab) nugtada uzluksizligini bildiradi.
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Endi, berilgan funksiyaning (0;Q nuqtada uzluksiz ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi almashtirishni  oiamiz:
X = rcos#>s y=rsin<p.

xlj[;o\f(x,y)z limf(r cos<ursinp) = limr 2(cos2ca+ sin4tp)= 0

Demak, gLiIrjp/(x,y):/(O;O):O. Bundan f{x,y)funksiyaning (0;0)

nugtada uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

20.2- misoL Ushbu f(x,y)=2x-3y+~ funksiyaning R2 da uzluksiz
ekanligini ko‘rsating.

YechiUshi v*>0 songa ko‘ra, s = 5 deb oiinsa, u holda,

f{M (x,y,:\M a(xa,y0,:0))=J (x-x0f +(y-Vy,)5+(r-r0)2<8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi VM(x,y,z)<= Ra nugqtalarda,
/X, Y1) (XY ) =1(2X- By +1)- (2%, - 3y, +1,.} <i2(x- X, )+
+3|y-y0|+ |--r0 <6”(x-X,,Y +0;->-,))2 <6S=s
tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Bundan, 20.3- ta’rifga ko‘ra, /(x,y)=2x-3>-+-
funksiyaning VM,,(x,,y0,:,,) hugtada uzluksizligi kelib chigadi.

20.3-misol. Ushbu f(x,v)= ;(*'~+2\ 143 funksiyaning VMo{0,ye)eR?2
y

nuqtada uzluksiz ekanligini ko ‘rsating.
Yechilishi. m,(x,.y,,) nugtaga x, Ay ortirmalar berib, berilgan
funksiyaning toMiq orttirmasini topamiz:
Af(x0,y0)=f(x0+Ax,y0+Ay)-f{x0,y0) =
X0+ Ax)- 2(y0+Ay)+4 x0- 2y0+4 _
(X0+AX)2+(yO+AY)2+3 X2+y@+3
.. fe +Jo +3][(X0+ Ar)- 2(y0+ Ay)+4]- (x0- 2y0+4X(x0+ Ax)2+ (yO+ Ay)2+ 3]
fe +Yn +3\{x0+Ax)2+ (y,, + Ay) +3]
Bu tenglikdan jl/_y:dué,q/(xo,yO):o ekanligi kelib chigadi. (20.2) shariga

ko‘ra, berilgan funksiyaning VM, (x0,y0) nuqtada uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.
20.4- misol. Ushbu

-x Yy -, xa+yao0 bo'lganda,
X +y
¢ >m)=
0, x4+y4=0 bo'lganda
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funksiyaning 0(00) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha uzluksiz,
ikkala o‘zgaruvchisi bo‘yicha bir yo‘la uzluksiz emasligini ko ‘rsating.
Yechilishi.  f(x,y)  funksiyaning 0(0) nuqtadagi xususiy
orttirmalarini garaymiz: * bo‘yicha xususiy orttirmasi
A,a=/(Ax,0)-/(0,0)=0-0=0.
Ravshanki, HmAw =0. Bundan f(x,y) funksiyaning 0(0,0) nugtada x

argument bo‘yicha uzluksizligi kelib chigadi.

Xudi shunday, f(x,y) funksiyaning 0(,0) nuqtada y argument
bo'yicha ham uzluksizligi ko‘rsatiladi.

Endi, f{x,y) funksiyaning 0(,0) nuqgtada ikkaia o‘zgaruvchi
bo‘yicha bir yoia uzluksiz emasligini ko‘rsatamiz. M(x,y) nuqta 0(0,0)
nuqtaga, 0 (0,0) nugtadan o‘tuvchi y =kx to‘g‘ri chiziglar bo‘ylab intilsin.
U holda,

y-*0
>k

Demak, M(x,y) nuqta, turli to‘g‘ri chiziglar (k ning har xil
giymatida) bo‘vicha, 0(0,0) nugtaga intilganda limitning giymati turlicha
boiadi. Bu hoi, garalayotgan limitning mavjud emasligini bildiradi.
Shunday qilib, berilgan funksiyaning 0(,0) nuqgtadagi karrali limiti
mavjud emas ekan.

20.5- misol Ushbu

, X-y *0bo'lgauda.
0, x-y =0 bo'lganda
funksiyani 0 (00), A(Z;'AI? nuqtalarda har bir argumenti va ikkala
argumenti bo‘yicha bir yoia uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Kosinuslar ayirmasi formulasidan foydalanib, berilgan
funksiyani quyidagi koiinishda yozib olamiz:

f{xy) =
01

1) UgpfReyy=-limsin— :-Imin - 2-0.1:0=f(0,0).
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Demak, f(x,y) funksiya 0(0;0) nugtada ikkala argumenti bo‘yicha

bir yo‘la uzluksiz. U holda, 20.1-eslatmaga asosan, har bir argumenti
bo‘yicha ham uzluksiz bo‘ladi.

Sl 5
2) limf(x,y) =-lim siti(x+ y)lim X =-i,
ok
y*T
lekin A’:r,,f‘4 =0 bo‘lgani uchun, f{x,y) funksiya nugtada
ikkala argumenti bo‘yicha bir yoia uzluksiz emas.
X +ﬁ X ﬂ
- 2sm-—-4sin- 4

X- T bo"\ganda
funksiyani garaymiz. Funksiyaning berilishiga ko‘ra, Vx uchun
= jumladan, u x=j daham nolgateng boiadi.

A al n
Xn—  X--=- X =-ms
-2sin-— —sin-—-i X+—  sin-——

15/ (ci) =ile a -Iimsin-Té-Iim :
(el ) =1lr; w3 U ~7(x--3-)12

4 4

K n -0
2 2 ~4~4

Demak, j\x,”j funksiya x =] da uzluksiz emas.

Endi
s A

——, V*— bo’lganda,
fa : 4
~4~Y

0, y — bo'\ganda

funksiyani garaymiz. Funksiyaning berilishiga ko‘ra, vy uchun,



2 2 14 4

Demak, f\*,yJ funksiya y=~ nuqtada uzluksizemas ekan.

20.6- tnisol Ushbu

X+ Vv
X+V
funksiyaning uzilish nugtalarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya, kasr rasional funksiya boiib, uning
surati ham, maxraji ham uzluksiz funksiyalardan iborat. Shuning uchun,
funksiyaning uzilish nuqtalari, x3+y3=0 shartni ganoatlantiruvchi
nuqgtalardan iborat boiadi. Bu tenglamani y ga nisbatan echamiz: y=-x.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning uzilish nugtalari, y=-x
to‘g‘ri chizigning nugtalaridan iborat ekan.

x0*0, y030 va x0+y0=0 bo‘lsin. U holda,

IM =

. X+y - | |
lim_"_ 2. =inn-
X +y X -xy+y- X0 - xOyO+y0

y->.Vy

Demak, y=-x (x*0) to‘g‘ri chizigning nugtalari, /(x.y) X 4y

funksiyaning yo“‘qotilishi mumkin boMgan (birinchi tur) uzilish nugtalari
boiarekan.

Iim—)%y\-?zhra-‘ ! .
' y-’OX - Xy +y

¥0
munosabatdan esa, 0(0,0) nugta berilgan funksiyaning cheksiz (ikkinchi

tur) uzilish nuqtasi ekanligi kelib chigadi.
20.2. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Murakkab
funksiyaning uzluksizligi. u=f(M) va \Uzg(M) funksiyalar {M}czRm

to‘plamda berilgan, AeR™ nuqgta esa, m to‘plamning limit nuqtasi

va A&{M\ boisin.

20.1-teorema. Agar f(M) va gM) funksiyalar A nugtada uzluksiz
boisa, f(M)xg(M), f(M) g(M) hamda W) funksiyalar ham shu
g

nugtada uzluksiz boiadi.
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20.2-eslatma.  Ikkita  funksiyaning vyig‘indisi,  ayirmasi,
ko‘paytmasi va nisbati uzluksizligidan, ulardan har binning uzluksizligi
har doim ham kelib chiga vermaydi.

20.7-misol. Ushbu {m)={(x,y)e R2:|x| <i,y <i})=R2 to‘plamning
rasional nuqtalari ( har ikkala koordinatasi ham rasional son) to‘plamini
\m p}deb belgilaymiz. {m} to‘plamda

(x,y)e{mH
Fwe =B (xy)e (MyqwP)

va

f( OVEK ./
[0, {x.y)e{M)I{Mp}

funksiyalami garaymiz. Bu funksiyalarning yig‘indisi

ffey)+figy)=Q ((>)«{M)
bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz, lekin fx{x-,y\/ r{x-y) funksiyalarning

har biri {m} to‘plamda uzluksiz emas.
20.3-eslatma. Yuqoridagi 20.1-teorema qo‘shiluvchilar soni
ixtiyoriy chekli boigan holda ham o ‘rinli.
u=/(m)=/(x,,x,funksiya {u}({m}cr) to‘plamda berilgan
boiib, xI,x2...x, o‘zgaruvchilaming har biri, o0‘z navbatida,
{v} {rcRk(k=12...)) to‘plamda,

X2 = (20 3)

ko‘rinishda  berilgan bo‘lsin. t=(ti,t2,...,tk)e {N }cR I bo‘lganda
M =M(xlx,,....x,,,)e{M}<=R"* deb ‘garaymiz. Natijada, har  bir
M(xn,x2,...xme {m} nuqtaga, (20.3) formula yordamida,

nugta mos qo‘yiladi, ya’ni murakkab funksiya hosil boiadi.
20.2-teorema. Agar ¢,(t,t2..,tKk) (/=212..,» funksiyalarning har biri

'>= nugtada uzluksiz bo‘lib, /(m)=/(x,x, ... X,) funksiya esa,
t,,=(r°f2,...fE) nugtaga mos,

MOpO)=te,4,....; te =pM 'A-AT 4 =
nugtada uzluksiz bo‘lsa, n=F(t,t2..,tk) murakkab funksiya i0=(f,V",-,i)
nugtada uzluksiz boMadi.
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20.3. Nuqgtada uzluksiz boigan funksiyalarmng Jokal xossalari.
u=f(M) funksiya {M)czir to‘plamda berilgan boisin. Bu to‘plamdan
m , x “)e (Aj nugtani olib, uning etarli kichik atrofini garaymiz.

1-ams«. Agar /(W) funksiya M, nugtada uzluksiz boisa, u holda,
funksiya MOnugqtaning etarli kichik atrofida chegaralangan boiadi.

2-xossa. Agar f(M) funksiya MO nuqtada uzluksiz boiib,
/(m0>o0 (f{M)<0) boisa, m,, nugtaning etarli kichik atrofidagi M
nugtalarda ham /(m)> 0 (/(m)<o) boiadi.

3-xossa. Agar /(M) funksiya M, nugtada uzluksiz boisa, M,
nugtaning etarli kichik atrofidagi ixtiyoriy m, 6 {M}, M2e {M} nuqgtalar
uchun, \/(m,)- f(M2\<s tengsizlik o‘rinli boiadi.

20.4.Uzluksiz boigan funksiyalarning global xossalari.

20.4-ta’rif. Agar shunday c va c¢ sonlar mavjud boiib, Vi/e|«}
uchun c</(m)<c tengsizlik o‘rinli boiasa, u=f(M) funksiya shu {M}
to‘plamda chegaralangan deyiiadi.

20.3-teorema(Bo!samo-Koshming birinchi teoremasi). u=f(M)
funksiya bogiamli to‘plamda berilgan va uzluksiz boisin.
Agar bu funksiya to‘plamning ikkita A{a,,a2...,aJe{M}, B(bxb2..,bmje{M)
nuqtasida har xil ishorali giymatlarga ega boisa, u holda, shunday
c(c,,c2...,cJle{M} nuqta topiladiki, shu nugtada funksiya nolga aylanadi,
ya’ni /(c) =/(c,.e,,...,Cj=0.

20.4-teorema(Bolsaiio-Koshinmg ikkinchi teoremasi). u=f(u)
funksiya {M}cR™ bogiamli to‘plamda berilgan va uzluksiz boiib, {M}
to‘plamning ikkita A(a,,a2...,an), B{b,b2....bm) nuqtasida f(A)*f{B) boisa, u
holda, /(a) va /(}) giymatlar orasida har ganday ¢ son olinsa ham, {\M}
to‘plamda shunday C(c,c2...,.cj nuqta topiladiki, f{c)=f(cl,c2...cm=c
boiadi.

20.5-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar
u=/(m) funksiya, {a/Jcd”-chegaralangan yopiq to‘plamda berilgan va
uzluksiz boisa, funksiya shu {M} to‘plamda chegaralangan boiadi.

20.6- teorema(Veyershtrassmng ikkinchi teoremasi). Agar f(M)
funksiya chegaralangan yopiq to‘plamda uzluksiz boisa, u shu
to‘plamda o‘zining aniq yugori hamda aniq quyi chegarasiga erishadi.

20.5. Ko‘p o‘zgaruvchili fimksiyaning tekis uzluksizligi. /(m)
funksiya {M}dRmto ‘plamda berilgan boisin.
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20.4- ta’rif. Agar Ve>o son uchun, shunday S>0 topilsaki, {M}
to‘plamning p(M',M")<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi
nuqtalarida

tengsizlik bajarilsa, /(a/) funksiya {M} to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.
20.4-eslatma. Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rifidagi s>0 son
fagat e>0 ga bog‘liq bo‘ladi.

20.7-teorema (Kantor teoremasi). Agar /(m) funksiya
chegaralangan yopiq to ‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

20.5-eslatma. Chegaralangan {M} to‘plamning e{M)
nugtalari orasidagi p(M',M") masofaning aniq yugori chegarasiga {M}
to‘plamning diametri deyiladi.

Natija. Agar /(m) funksiya chegaralangan yopig to‘plamda
berilgan va uzluksiz bo‘lsa, u holda ve>o son uchun shunday s >o0
topilib, {M} to‘plamni, diametri s dan kichik bo‘lgan, {M }c{A/}(f=1.2,..A)
bo‘laklarga bo'lganimizda, bu bo‘laklarning har birida ham, /(m)
funksiyaning tebranishi e dan kichik bo‘ladi.

20.8-misol. Ushbu »= funksiyani  {M}=t[x,y):0<x1+y2<I}

to‘plamda tekis uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishl. Berilgan funksiyaning surati x3+y3 va maxraji x2+y 2
{m} to‘plamda uzluksiz. Demak, funksiya \m) da uzluksiz
(0(0,0)i{M}). {m} to‘plam yopiqg to‘plam emas. Shuning uchun, bu
holda Kantor teoremasini go‘llab bo‘lmaydi, lekin u(x,y) funksiyani
0(0;0) nugtada gayta aniglasak, ya’ni w(0;0)=0 desak, u holda u(x,y)
funksiya 0(@©pQ) nuqgtada uzluksiz bo‘ladi. Hagigatan  ham,
x =pcostp, y =psin<p almashtirishni olsak, x->o,.v->0 da p->o0, ya’ni
Lig«(x,j'):Iima(pcosp,’\sinp):limp:0 Shunday qilib, u{x,y) funksiyani

0(0p) nugtada gayta aniglasak, ya’ni n(0;0)=0 desak, u holda berilgan
funksiya {m}={(x,y):x2+y2<i} yopiq to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. Demak,
Kantor teoremasiga asosan, berilgan funksiya, markazi o0 olib
tashlangan {d?} doirada, ya’ni {m} to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

20.9- misol Ushbu u=f(x,y)=arcsm- funksiyani aniglanish sohasida

tekis uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi:
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{m}={(x.y):|x|<|yl.y*o}.
Bu sohada f(x,y)=arcs\n- funksiya uzluksiz funksiyalarning

superpozisiyasi sifatida, uzluksiz. Endi bu funksiyani {m } sohada tekis
uzluksizlikka tekshiramiz: m («=12..) nuqgtalar uchun
. - - "_' 11 H = N\
MM EIiEIY ] iy =2
Funksiyaning bu nuqtalardagi giymatlari,

IM(M,,)-bI(Mm,",| = |ai-csinl-a/-csin(-1)| = 2arcsinl = q > 1=¢

munosabatni ganoatlantiradi, ya’ni 20.4- ta’rifning sharti bajarilmaydi.
Demak, berilgan funksiya {m }to‘plamda tekis uzluksiz emas.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning uzilish nugtalarini toping:

20.3. u=Info-x’-y 2 204. mr——
X+y

20.5. v =sin— 20.6. U=sin—-
y Xy
Quyidagi funksiyalarning hamma uzilish nugtalarini toping va ular

ichida ikkala argument bo‘yicha yo‘gotilishi mumkin boMgan uzilish
nuqtalarini ko‘rsating:

20.7. n=——+. 20.8. u-
X +y
|
x +y ®0 bo'Xganda,
X+y
x +y =0 bo'lganda.
2011 H=xsin- X2
sin'x +sin'y X +y
2012, u- sin X-siny
U sindx +sin2y

Vo 543 (*2+y2- ])Sin;l— I— I ** +y 2*U>o04ganda,
j. ou =< x -y

[0, x2+y2=I1 bo'\gcmda.

Quyidagi funksiyalami ko‘rsatilgan nugtalarda har bir argumenti
va hamma argumentlari bo‘yicha bir yo‘l uzluksizlikka tekshiring:
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> x ‘m vy itiunua,
IIx4+34
[o, 1l '4=Obo'iganda,
i*Vv "
x4 *0 bo'iganda, »,
IXa+y*’ g 0{00) va fllo™10).
[o. x4®  =0bo'iganda,
fx2+y?2 .
. * Obo'iganda,
X+y ’ g 0(00) va /<(%;-)).
k #4+3'2 = O 60'Igtf/rrfa,

IX2~y2y ¥ !*0 boiganda

_<X2+y2
i1 X2+ V' =0 bo'\ganda,
P

{in](-ﬁ'j$uv> X +y A« h())il(and)a), 00;0)

1, x+3=0bho'iganda,

O(b;O) va A{I;Z) .

" 0(0;0) so (0;1)

Quyidagi funksiyalaming ko‘rsatilgan sohada chegaralangan yoki

chegaralanmagan ekanligini aniglang:
20.19. «=x2-y 2, {M}={(x3>: x2+y2425}.
20.20. u=x2-y 2, (A}={(x_V):x2+y2>25}.

20.21. u=  ‘A-.x2+2*0q (a va 6 haqigiy sonlar).

20.22. ,,Nin(x+jin(x-3>);

Xy R )
20.23. Ushbu u= x- +y X2+3270 bo'iganda,

0, X2+32=0 bo'iganda

funksiya 0(0,0) nugtada: 1) x bo‘yicha uzluksiz; 2) y bo‘yicha uzluksiz;
3) ikkala argumenti bo‘yicha bir yo‘la uzluksiz bo“ladimi?

20.24. a ning ganday giymatida ushbu

- *
% +3 x~+y *0 bo Iganda,

a, X2+y2=0 bo'iganda

funksiya 0(0,0) nugtada: 1) x bo‘yicha uzluksiz; 2) y bo‘yicha uzluksiz;
3)y =kjx, [k*0) chiziq bo‘yicha uzluksiz; 4) ikkala argumenti bo‘yicha

bir yo‘la uzluksiz bo‘ladimi?
20.25. a ning ganday giymatida ushbu
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. x2+y2* 0bo'lganda,
U=] Al+y y g

(a, x +y =0 bo'lganda
funksiya 0(0,0) nugtada: 1) x=at, y =p< (a- +ft- *0) chiziq bo‘yicha
uzluksiz; 2) ikkala argumenti bo‘yicha bir yo‘la uzluksiz bo“ladi?

x4+ V4. 0 bo'lganda,
20.26.Ushbu  u=j va+y4 ¢ g

[o, x4+ V=0 bo'lganda
funksiyaning 0(0,0) nugtada: x=i cosa, y=t sina (0</<<») chiziq
bo‘yicha uzluksizligini; ikkala argumenti bo‘yicha bir yo‘la uzilishga
ega ekanligini ko‘rsating.
20.27. a ning ganday giymatida ushbu

I
“=IX+y
a, x +y =0 bo'lganda
funksiya r2 da uzluksiz bo‘ladi.
20.28. a va bning qanday giymatlarida ushbu
ma, x2+y2<4 bo'lganda,
NQ-X2—y2- Nix2+y2- 4, 4<x2+y2<9 bo'lganda,
|

X2+ v2>9 bo'lganda
funksiya R2 da uzluksiz bo‘ladi?
Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan sohada chegaralanganligini
isbotlang, lining anig chegaralarini toping hamda funksiyaning aniq
chegaralariga erishishi yoki erishmasligini aniglang:

20.29. «= +v3*o .
x2+y

20.30. u=~—  {m}={(x,y):0<x2+y2<9} .
X +y

20.31. «= X4+ v4* 0 .
X +y

20.32. f=xye"", {M}={(xy):x>0, y >0} .

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan to‘plamda tekis uzluksiz
ekanligini ta’rifga asosan isbotlang:

20.33. u=ax +by+c, (a*0,b*0), R2.

20.34. u=x2+y2 {m}={(xy):x2+y2<lI} .

20.35. u=-x2+y2, (M}={(x,y):|x|<co, ly|<oo} .

20.36. u=i]x2+y2+r2, /?3.

20.37. u=x3-y3 {m}={(xy): l<x<2, 0<y¢ 2} .
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20.38. u= {M={(xy): 0<x2+y2< 25} .
20.39. u-= xysin? {m}= {(}>): 0<x< 1 O<y<I} .

20.40. n=In(2+y2), {m}= {(xQ): XR+y2>[} t.
Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan to‘plamda tekis uzluksiz
emasligini ko‘rsating:

20.41. n=o - car N =fxv):0<x+\2<I} .
20.42. v.:xsin7 fm 3= {xV): 0<x<1 O<y <[} .
20.43. n= ))(( 1}}/. , M= (% v): 0<x2+>2<1} .
20.44. M:Sin'l'-'i%-vr’ W I={xv) :x2+va<i} .

20.45. U:Sinﬁy—':]: {M}: I()(qv) X2+V2<I} .

Quyidagi funksiyalarni ko‘rsatilgan to‘plamda tekis uzluksizlikka
tekshiring:

20.46. «=2x-3v+5 {m}={Xy):¥<oo, M< o0} .

20.47. n=/4-x2- v2, {M}=}Xy) :x2+y2<4}.

20.48. n=arcsin— {m}= {(x,J):|yI<x} .

20.49. n=f(x,y) funksiya R2 da uzluksiz bo‘lsa, u=f(x,y) R2 da
tekis uzluksiz bo‘ladimi?

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

20.1. 0(0;0).

20.2. 0(0,0).

20.3. x2+y- =9- aylananing hamma nugtalari.

20.4. x+y=ochizigning hamma nugqtalari.

20.5. y =0 to‘g‘ri chizigning hamma nugtalari.

20.6. Koordinata o ‘glarining hamma nugtalari.

20.7. 0(0;0)- yo‘gotilishi mumkin bo‘lgan uzilish nuqgtasi.

20.8. 0(0,0).

20.9. x+y =0 chizigning (1;-1) va (-1;1) nugtalardan boshq
hamma nuqtalari uzilish nugtalari bo‘ladi, (1;-1) va (-1;1) nuqgtalar esa,
yo‘qotilishi mumkin bo‘lgan uzilish nuqtalari bo‘ladi.
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20.10. (NKmi), k,ne Z.

20.11. 00,00 yo‘qotilishi mumkin bo‘lgan uzilish nuqgtasi.

20.12. (jikmt), k,ne Z

20.13. Uzilish nugtalari yo‘q.

20.14. o va A nuqtalarida funksiya har bir argumenti bo‘yicha uzluksiz.

20.15. 0 va ” nugtalarda funksiya har bir argumenti va hamma
argumentlari bo‘yicha bir yo‘la uzluksiz.

20.16. o nugtada funksiya har bir argumenti va hamma
argumentlari bo‘yicha bir yoia uzluksiz, a nuqtada esa, har bir
argumenti va hamma argumentlari bo‘yicha bir yo‘la uzilishga ega.

20.17. o nugtada funksiya v argumenti bo‘yicha uzluksiz, y argumenti
va hamma argumentlari bo‘yicha bir yoia uzilishga ega. A nuqtada har bir
argumenti va hamma argumentlari bo‘yicha bir yoia uzluksiz.

20.18. o nuqgtada funksiya har bir argumenti va hamma
argumentlari bo‘yicha bir yoia uzluksiz; A nuqgtada har bir argumenti va
hamma argumentlari bo‘yicha bir yoia uzilishga ega.

20.19. Chegaralangan.

20.20. Chegaralanmagan.

20.21. Chegaralangan.

20.22. Chegaralanmagan.

20.23. i) Ha. 2) Ha. 3) Yo‘qg.

20.24. i) . 2) -h 3 -1. 4 Mavjudemas.

20.25. 1) 0.2) 0.

20.27. o.

20.28. a=S, b=-75.

20.29. sup«=i, bunga erishadi, masalan, (10) nuqgtada, inf«=-i,
bunga erishadi, masalan, (o, i) nugtada.

20.30. sup«=8l, bunga erishadi, masalan, (0;3) nuqgtada, infi<=0,
bunga erishmaydi.

20.31. supu=05, bunga erishadi, masalan, (i.i) nugtada, infi/=o,
bunga erishadi, masalan, (o) nugtada.

20.32. W =— bunga erishadi, masalan, (i;i) nuqgtada, inf«=0,

bunga erishadi, masalan, (0,0) nugtada.
20.33. Tekis uzluksiz.
20.34. Tekis uzluksiz.
20.35. Tekis uzluksiz emas.
20.36. Yo‘q.
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21 -8. Ko*p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy
hosiialari va differensiallari

21.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosiialari.
u=f(M)=f(x,,x2...xm funksiya ochiq {&} ({A/jciT) to‘plamda
aniglangan boisin. Bu to‘plarndan nugtani oiamiz va
funksiyaning xk argumentiga Ax¢. orttirma beramiz (qgolgan
argumentlarini o‘zgarmas, deb hisoblaymiz). Natijada, funksiya ham
axu orttirma oladi. Ushbu
Ay (X2, xt ] xt +&b,xM ... . xm) -f(X,, X 2,...,xm) 2J N
At Ak
nisbatni garaymiz, bunda mM(x1,x2,...,xkj,xk + &k, xk*,....xMe{M ).
21.1-ta’rif. Agar Axt->0 da (21.1) nisbatning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, bu limit funksiyaning M{x,,x2...xnm) nuqtadagi
xk argumenti bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va

df(x&""” 5T Ut fIKGX2...xm), X

kabi belgilaming biri orqgali yoziladi. Ta’rifga ko‘ra,

3u-= lim»
8xk <> Axk

ko‘rinishda yozish mumkin.
21.1-misol. 21.1-ta’rifdan foydalanib, ushbu
/(x,y) =32"
funksiyaning o(0,0) nuqtadagi fx, fy xususiy hosilalarini hisoblang.
Yechilishi. 21.1-ta’rifga ko‘ra, f,, fy xususiy hosilalarini topamiz:
3*0) _tm /(Q+A*0Ho,0) _lim3~-, 21a3_lo
dx 40 AX Ar

S M. lingrl,,, ;.
cy A Ay gAy

Demak, /J(0,0)=;In9 /;;(,0)=in3.
21.2-misol.Ushbu
f(x,y)=,j(x-i)r h(v-i)2
funksiyaning a(,i) nuqtadagi f'x, fy  xususiy hosiialari mavjud
emasligini ko‘rsating.
Yechilishi. Faraz qilaylik, (x,y)*(I;1) bo‘lsin, u holda, fr, fy
xususiy hosilalarni topamiz:
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1 * l ” 7( >y)_ y
V(* 1) +0'-0 M- 0 +G |)

Demak, (xy)*(I;I) da berilgan funksiyaning xususiy hosilalari
mavjud.

21.1-ta’rifga ko‘ra, berilgan funksiyaning /,(i; i), X(i; i) xususiy

hosilalarini topamiz:

frA* y)=

8 A% Ax A0 AX
al(u) lim/(i, t+Ay) /(i,i) limN
dy AV-+0 \y->0 Ay

Bunda lim . Iing’/;y limitlar har xil qiymatlarga ega bo‘lganligi
uchun, limitlar mavjud emas.

Demak, berilgan funksiyaning afl, ) nugtada xususiy hosilalari
mavjud emas.

21.3-misol. Quyidagi:

) /(x, V)= arcsin;; 2)/(x.y,:) =ev-
funksiyalaming xususiy hosilalarini toping.

Yechilishi. 1) (arcsian:Iﬁ—ljformulagaasosan I Xxy) va

f{(x,y) Xususiy hosilalarni topamiz:
1 Sf_ 1 4 7#"' yX

¥ 1 I

2) (e)'=eV tormulaga asosan, berilgan funksiyaning xususiy
hosilalarini topamiz:
ﬂJ:e- VI, d_u:em X, d_u_eo X\
OX ' o) dz

21.4-misol. Ushbu u=-2(x2+y2)+g(x-y) funksiya §+d—vzx+y

tenglamani ganoatlantiradimi?
Yechilishi. Dastlab, berilgan funksiyaning —, — xususiy
dx By

hosilalarini topamiz:
Sz x+<pxy), Se=y-<plx-y)!
ax

Om
Endi bu xususiy hosilalarni tenglamaga olib borib go‘yamiz:
X+<p(X-y)+y-ip'(x-y) =x+y x4y = x+ty.

247



Demak, u=-(x2+y2+<p(x-y) funksiya birinchi tartibli xususiy

hosilali differensial tenglamaning yechimi ekan.

21.1-eslatma. Berilgan nuqtada funksiyaning hamma xususiy
hosilalarining mavjudligidan, uning shu nuqtada uzluksizligi kelib
chigavermaydi. Masalan,

l x~‘]>+y2 0 bo'lganda,

u=<x +y-~

[ 0 , x2+v2=0 bo’iganda
funksiya M, (p,0) nugtada uzluksiz emas, lekin bu funksiya ko‘rsatilgan
nugtada x va y argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalarga ega:

8u @

8x é,ﬂ) :0; (0.0) 0
chunki /(x,0)=0, /(0,v)=0.

21.2. Kop o‘zgaruvchili funksiyaning
differensiallanuvchanligi sharti. u=f(\i) funksiya {m} ({M}aRm)
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, .=/(m) funksiyaning
M(xt,x2...,x,,) nuqtadagi to‘liqg orttirmasi:

Au=f(xl+axix2+AxX2,...,X,,,+AxJI-f(xI,x1,...,xm)

ifodadan iborat (20-8 ga garang).

21.2-ta’rif. Agar u=f(M) funksiyaning M nuqtadagi to‘liq
orttirmasini

Al( = AAX +A2AX2+... + Amdxm+a2Ax2 +... +amAx,,, (21.2)
bunda, A,Ai,...Am lar, Ax1Ax3>..Ax, larga bogMig boimagan o‘zgarmaslar,
a,,a2...am lar esa, Ax,Ax2..Ax, larga bog‘lig va Ax ->0Ax, —0,..Axm-> 0

da a,-»0,a2- > 0 (ax, =ax, =..Ax,, =0 bo'lganda esa,
a, =a2=..=am=o0 deb olinadi), ko‘rinishda ifodalash mumkin boMsa,
f(M) funksiya ... xn) nugtada differensiallanuvchi deyiladi.

21.1-teorema. Agar u=f(M)=f(x1,x2...,xJ funksiya m (x,x2...%,)
nuqgtada differensiallanuvchi boMsa, bu funksiyaning M(X,x2....xm)
nugtada barcha argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalari mavjud va

-~ =A(i=i2-,m) bo‘ladi, bunda A, = lar (21.2) shartdan
topiladi.
21.1-natija. (21.2) differensiallanuvchanlik shartini, )
Au :&{Ax, +l8-9-Ax2+...h--§l-J-Axra+o(p) {'Zti.S)
8x. dx, 8x_
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ko‘rinishda  yozish  mumkin, bunda p- = %0 0x va

Ay, HX,0X,, ++0x,)e {M}  nuqtalar  orasidagi masofa, ya’ni
P =AAX2HAXR+ .+ A, 2,

21.2-natija. Agar u=J{m) funksiya nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, uning to‘lig orttirmasi (21.2) shaklida
tasvirlanishi yagonadir. Agar n=f(M) funksiya wm{x,,x2.,.XT) nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.

21.2-teorema. Agar n=f(M) funksiya mox,.x*) nugtaning biror
atrofida barcha argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalarga ega bo“lib, bu
hosilalar M, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda, berilgan funksiya mO
nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

21.6-raisol. Ushbu f(x,y)=\jxy funksiyaning 0(0,0) nugtada xususiy
hosilalarga egaligini va u shu nuqtada differensiallanuvchi emasligini
ko‘rsating.

Yechilishi. Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning 0(0,0)
nuqtadagi xususiy hosilalarini topamiz:

©0.0) 3m/(0+A»,0)-/(0,0) ,imVAN
Ax

3 i Ox
5/(0.0) [im/(0, 0+Ay)-/(0,0) Um™ 0 =0
Qy Ly-»0 oy 40 Ay
o(o, 0) nuqtada berilgan funksiyaning to‘la orttirmasini topamiz:
A/(0, 0)=/(Av, Ay)-/(0, 0)= . (*)

Faraz qilaylik, berilgan funksiyao(o, 0) nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda, (*) orttirma ushbu
A/(0, 0)=/(0, 0)Ar+/;(0, 0)4y + o(p)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda p =JAx2+ay2. Quyidagi limitlami
garaymiz:

A/(0,0)-/;(0,0)Ax +/;(0,0)A . 3/07;
hm---g---_).--(z =) == /\S---.).-.y.: lim-= 6% ==
fys0 t]JAX2+Ay2 NJA X 2+Ay2

K‘gar Ax=Ay->0 Ha WA g NaxZ e

VRC+y2 HAR

Demak, berilgan funksiya 0(00) nuqtada differensiallanuvchi
emas.

21.3. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali. wn=f(M)
funksiya {m} ({WJcd™) to‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiya
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m(x,,x2 e{M} nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda u=f{M)
funksiyaning A«to‘liq orttirmasi uchun (21.2) formula o“rinli:
Au = AAG + ...+ ATAXM+a,Axt +...+a,, AXm.

21.3-ta’rif. u=/(m) funksiya au orttirmasining ax, Axj,.,Ax, larga
nisbatan chizigli bosh gismi, u=f{M) funksiyaning m nugtadagi
differensiali (to 1iq differensiali) deb ataladi va v, du, df yoki
d/(x,, X2...,X] kabi belgilanadi.

Demak,

du=df =df(xt,x2 xin)= AtAXt + A2AX2+... + ATAXM (21.4)

21.1-teoremani e’tiborga olsak, u holda, (21.4) funksiya

differensialini quyidagi,

=g A d A, (?19)
ko‘rinishda ham yozish niumkin. x 0=12,...«) o0°‘zgaruvchining
differensiali (/=12,..,™ deb, ixtiyoriy (x,,x ,,.larga bog‘liq
bo‘lmagan son tushuniladi. Bu sonni, bundan keyin, Ax (j=i.2,...«) ga
teng deb olishga kelishib olamiz, ya’ni dx,=Ax, (=12, . . Bu kelishuvni
e’tiborga olsak, (21.5) ni quyidagi,

du =~-dx|+-—dXi+... +-"Udxm (21.6)

fix, OX. 8xm

ko‘rinishda yozish mumkin.

5.6-misol. Ushbu z=e*2 fuksiyaning dz birinchi tartibli to‘lig
differensialini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyadan x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha
xususiy hosilalarni topamiz:

fx = | =<VW , = 1 =«V X\wv.

Topilgan birinchi tartibli  xususiy hosilalarni  dz =zxdx+zrdy
formulaga keltirib go‘yamiz
dz = e‘ly~2xy2dx +exy22xydy =e‘y 2xyiydx + xdy).
21.7- misol. Funksiyaning orttirmasini uning differensialiga
almashtirib, ushbu (0,98)3 sonni tagribiy hisoblang.
Yechilishi.Quyidagi u=xy funksiyani garaymiz. Bu funksiyaning
(:2) nugtadagi qgiymati u(i;2)=l boiadi. u=xy funksiyaning (0,98; 2,01)

. hugtadagi giymatini hisoblaymiz.

\Y

Dastlab u=xy funksiyaning (i;2) nuqgtadagi u',«¥ Xxususiy
hosilalarini topamiz:
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UX —yxy* «(l; 2)=2; uy =x"Inx, uy(l;2)=0.

Berilgan sonni  u(x+Axy +Oy)« u(x,y)+ut(x,y)nx+uy(x,y)Ay formula
bo‘yicha hisoblaymiz, bunda [x=-0,02, iy =0,01,

(0,98)A = W(1-0,02,2 +0,01) * u(l;2)+ «;(I; 2)Ox+uy(l; 2)Ay =

=1+2-(-0,02)+0-0,01 = 0,96.

21.4. Ko(p o°‘zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilasi.
u=/(m)=1(x,,x2...x,) funksiya {m} ((Aijcf) to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, X,y Xy, 0‘zgaruvchilaming har biri, o0‘z navbatida, t,t2...tk
o‘zgaruvchilarning funksiyasi sifatida, {{ ({jv}cs‘) to'plamda berilgan
funksiyalar bo‘lIsin:

"y~
721 7)

Bunda, (t,t2...,tme {V} boiganda, wunga mos kelgan
(x,,x2...x je {m } bo‘lsin, deb faraz qgilinadi. Natijada, ushbu

ko‘p o‘zgaruvchili murakkab funksiyaga ega bo‘lamiz.

21.3-teorema. Agar (21.7) fnksiyalarning har biri Ao0(,i?,...,i")s{"}
nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lib, u=/(x,,x,,...,xj funksiya esa, unga
mOS MO(x?xl...x°t)e{M} (x° =qiNe A ...ft\ Xxj =p2{t?,t,...,tR\...,xh = ¥>,(i0,fD,,..,/0))
nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda, 2.tk <pu(t{ t2....,tk))
murakkab funksiya ham No@2,t2,...t") nuqtada differensiallanuvchi
boiadi va uning xususiy hosilalari

du  duax,  dudx7 du dxm

dt, dxidt, dx2dtx dxm dt\ 3

du du du dx. du axm

dt2 dx, dt2 dx2 dt2 dxm dt2 (21.8)
du du dx{+_d_g dx2 du axm

dt, dx, dl, dx, atk dxm atk

formulalar orqali topiladi.

21.4-eslatma. Xususiy holda, (21.8) dagi funksiyalaming har biri
fagat bitta t ga bog‘liq bo‘lsa, u holda, biz fagat t ga bogiiq boigan
n=F(X,, X2, XM), X, = (i=12..fc) murakkab funksiyaga ega boMamiz.
Bu murakkab funksiyaning hosilasi



formula bo‘yicha topiladi.

Ikki o zgaruvchili funksiya uchun zanjir qoidasi: Agar iv=f(x,y)
diferensiallanuvchi funksiya, x va y lar esa, t erkli o‘zgaruvchining
diferensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa, u holda, w funksiya ham t erkli
o‘zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyasi bo‘ladi va

dW _dwdx dW dy W=AX.Y)
dt dx dt dy dt ez ozgexuen
formula o‘rinli.

Bu tasdigning «daraxt
diagrammasi»  quyidagicha:
ddvtv ni topish uchun, w dan Y ofaozgamvdilar
boshlab, har bir yo‘l bo‘yicha
pastga garab harakat gilinib,
yo‘lda uchragan hosilalar
ko‘paytirilib, so‘ngra ular
qo‘shiladi:
dW _dwW dx dW dy

dt  dx dt dy dt

Uch o zgaruvchili murakkab funksiya uchun zanjir qoidasi: Agar
w =f(x,y,z) diferensiallanuvchi funksiya, v va r lar esa, t erkli
o°‘zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsa, u holda, w
funksiya ham t erkli o'zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyasi
bo‘ladi va

dW  dWdx ~dW dy "dW dz
dt  dx dt < dt dz dt
formula o‘rinli.

Bu tasdigning «daraxt

erkli o’zgaruvchi

diagrammasi» quyidagicha: —

ni topish uchun, w dan boshlab
har bir yo‘l bo‘yicha pastga
garab harakat qilinib, yo‘lda
uchragan hosilalar ko‘paytirilib,
so‘ngra ular go‘shiladi:

dw _divdx dwdy dwdr

dt  dx dt dy dt dz dt
Ikkita erkli o zgaruvchi va uchta o ria o zgaruvchilar uchun zanjir
goidasi:  Agar  w =f(x,y,z) x=g(r.i), y=hrs) va z=Kk(rs)
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diferensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda, w funksiya ham r va s
erkli o‘zgaruvchilarga nisbatan xususiy hosilalarga ega bo‘ladi va ular
uchun,

dV =d*d +dNVdy +dV & dW =dNdk 8Ndy dWdz

dr dxdr dydr dzdr 8 dxds dds dzds
formulalar o ‘rinli.

Bu tasdigning «daraxt diagrammasi» quyidagicha:

o’ ks
topish uchun, w dan boshlab har bir yo‘l bo‘yicha pastga garab harakat
gilinib, yo‘lda uchragan hosilalar ko‘paytirilib, so‘ngra ular qo‘shiladi:

) erksiz o‘zgaravclii
ai' / \ 6w o*2garuvdii jg- W

s 0'rto 10 ita
o*?Aaruvcliilar
o'Zgaruvclnlar

r erkli o'zgaruvchi

dfF_dfvdx dWVdy 8W& dW _dW dx “dWdy dWdz
d dxdr dydr dzdr & dxds dyds dzds

Agar w=f(x), x=g(r,s) diferensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u
holda, w funksiya ham r va v erkli o‘zgaruvchilarga nisbatan xususiy

hosilalarga ega bo‘ladi va ular uchun,
dw_dWwdx dwW_ dWdx
dr dxdr & dxds
formulalar o‘rinli.

Bu tasdigning “daraxt diagrammasi” quyidagicha: %: %: lami
topish uchun, w dan boshlab harakat gilinib, — hosila * o‘rta

dx
o‘zgaruvchining r va s erkli o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy
hosilalariga ko‘paytiriladi:
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r :/(’ﬁ erksiz 0'zgaruvchi

o'rta 6’zgamvdu

erkli o’zgaruvchiler

8W dW dx 8W dW 8x
8r ~ dx 8r’ 8s dx ds
w=/ ( * xi=xi().*2 =x2t\.... x,, =X,,(f) (n tao‘rta

o‘zgaruvchilar, bitta erkli o‘zgaruvchi holi) bo‘lsa, daraxt diagrammasi

erkéaz o’zgaiwchi

*n o’rta o’zgaruvchilar

erkli o'zgaruvchi

ko‘rinishni oladi va w funksiyaning t erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha to‘liq

hosilasi,
dw _ 5f dxj 8/ dx2 df dx,,

dt  dxj dt dx2 dt 5x,, dt
formula bo‘yicha hisoblanadi.

w=f(X,,X2,..., Xj, X, =7 (t,,t2,...,t,3, x2=p2(t,,t2,....tm),....., X. =p,,(t,,t2.....0
funksiya uchun “daraxt diagrammasi”
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erksx o'igaruvchi

o’rta 0’zgatuvchilar

erfcli 0’zgaruvchilar

ko‘rinishni oladi va w funksiyaning i=12,...m erkli o‘zgaruvchilar
bo‘yicha xususiy hosilaiari,
dw . 8f dx, , 5/ 3x2 ! g dx,

dt, dx, si, X, dtx ’

aw —g | dx, | 5/ 5x2, +_£_¢IH

dtj dx, dT2 3i2’

Si' dxj ; 5/r3x N NMH
dxt 9,, 3r2Si, cxn

formulalar yordamida hisoblanadi.

21.8-misol. Ushbu W-- my, *=1-t2, y=t4  murakkab
funksiyaning a)zanjir qoidasidan foydalanib; b) bevosita t bo‘yicha
differensialab, T ni t ning funksiyasi sifatida ifodalang, so‘ngra o

ning berilgan t=1 nuqtadagi giymatini toping.

T dw ; eifcsiz
Yechilishi. a) it ni o'zgaruvehi
topish uchun, «daraxt w1
diagrammasi»ga asosan, w dan
boshlab, liar bir yoi bo‘yicha y orla
pastga qarab harakat qilib, ©zsaruvchilar

yoida uchragan hosilalarni
ko‘paytiramiz, so‘ngra ularni
go‘shamiz:

eridi o'zgaruvchi

d* W * wdy=@_6i:+2t" _ 2)+(:_ =" _3)
dt  dxdt 5y dt Vv r Vv
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Murakkab funksiyaning — hosilasini ~ = formula
dt dt  dx dt dy dt

bo‘yicha topamiz:
N o =3ir -V = - _t4=3- A =Kz oo - =
4o 3iry 3(1-/2V-t4=3-6f2+2t4, dy ,2- ] Nt 2], fdt 4\
dw =aE.dx +dw = =(?_6r. +24V 2)+({3_jy =2i@i, _3
dt dx dt dy dt
Endi, = ning berilgan t=1 nuqtadagi giymatini topamiz:

dw
dt
21.9-misol. Ushbu r=eV, x=u2-v\ y=u v murakkab
funksiyaning xususiy hosilasini toping.
Yechilishi. r(x(uv),y(«v)) murakkab funksiyaning xususiy

hosilasini topish formulasidan foydalanamiz:
dz _ x 2 dx _ dx _ dx _, X dy _ dy _
—=ey, — =2U, — = — =2ve , = =V, — =,
dx du dv Y 9« dv
& _8: B 8- dy o2 940y v=0e sV wouy2e V2 =
du dx du dy du
=luv2(u2+\)eu
dz _dz dx_ 8z dy_ * .2 _ - 2, W_
— ==t e v m-2v)+2ve -u=2ey(u- =2e myv(u- vouy=
el S0 y(u - w) (w- vl
=2e“~ h(1-v2).
u=f(x,,x2...,xj funksiya {M}c ff* to‘plamda berilgan bo‘Isin.
21.4- ta’rif. Agar {m} ({M}cRm) to‘plamning liar bir nugtasida va
liar bir t lar uchun

-2V,

f(1X,, tX2,...,txm) = tpf (X, ,X 2,...,xm) (21.9)

tenglik bajarilsa, u=f(x,,x2...x,,) funksiya {&} {A;<=r™) to‘plamda p-
darajali birjinslifunksiya deyiladi.

21.4-teorema (birjinsli funksiyalar haqida Eyler teoremasi).

Agar u=f(xt,x2...xm) funksiya \M} to‘plamda differensiallanuvchi p-

darajali birjinsli funksiya boisa, u holda \M) to‘plamning har bir

M(x,,x2,...,xJ nugtasida +C‘;q +.+ %xm:Pu tenglik o‘rinli.
21.10-misol. Agar f{x,y,z) funksiya {M} to‘plamda differensialla-
nuvchi p-darajali birjinsli funksiya boisa, fx(x,y,z\fr(x,y,2), f\(xy,z)

xususiy hosilalari p - 1-darajali birjinsli funksiyalar ekanligini isbotlang.
Yechilishi. Shartga ko ‘ra,
f(tx,ty,tz)=tpf(x,y,z)
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boiib, tenglikning chap tomoni differensiallanuvchi. Tenglikni *
bo‘yicha differensiallaymiz:
ty, 12)t =tpfl(x,y,z) YOKi ly, tz) =tp~"f,(x,y,2).

Bundan fx(x,y,z) funksiya p-1- darajali birjinsli funksiya ekanligi
kelib chigadi. fy{xy,z) va fl{x,y,z) funksiyalarning ham p-1- darajali
birjinsli funksiya ekanligi xudi yugoridagidek ko ‘rsatiladi.

21.5. Differensial shakli invariantligining saglanishi.

u=/(m)=/(i,,*,...x,) funksiya fm} ({m\c ft") to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Biz yuqgorida ko‘rgan edikki, agar Xx,...,.xm argumentlar erkli
o‘zgaruvchilar boisa, funksiyahing differensiali (to‘lig differensiali)

dunjx +8ud (2i.i0)

dx, dx2 dxm Y )

ko‘rinishda tasvirlanadi. Endi x,,x2...xm argumentlar erksiz o‘zgaruvchi-
li, ya’ni biror {N} nugtada, differensiallanuvchi

X =pf2...K) (/=12,..«) funksiyalar, «=/(x,x2...,Xj funksiya esa,
M O(x!"x°,:. x'J) nugtada diﬁerensiallanuvchi bo‘lsin deb faraz gilaylik. Bu

funkS|yaS| deb garaymiz. 21.3- teoremaga asosan, bu murakkab funksiya
no nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi va uning differensiali,

du=— dt, +~~dt2+.. +—adt (21.11)
dt, dt2 ,, v
ko‘rinishda tasvirlanadi, bunda  lar (21.8) formulalar orqali topiladi.

- laming ifodalarini (21.8) dan (21.11) ga keltirib go‘yib va e

laming koeffisientlarini jamlab, natijada

:“fd—ldt +dx’dt2+ +§I’-dtk +. +a§ll_ f&—dt +?i2ndt +. +—ett?('k
Adt t t

(21.12)
munosabatni hosil gilamiz. Ma’lumki, - (r=1,2,...m) ning koeffitsiyenti,

x, =p,(ti,t2-,tt) (=12...m) funksiyaning dx, (=12, . differensialini
ifodalaydi. Shuning uchun, (21.12) ning ko‘rinishini, (21.11) ko‘rinishda
yozish mumkin. Demak, x,,x2..X, lar erksiz o‘zgaruvchilar boiganda
ham, u=f(x,.x,,...x,J funksiyaning differensiali (21.11) ko‘rinishda
bo‘lar ekan, ya’ni ko‘p o‘zgaruvchili murakkab funksiyaning birinchi
tartibli differensiali shakli invariantligi (ko‘rinishi) saglanar ekan.
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n=fM) va v=g{M) funksiyalar ochiq {m} {M3ic r ) to‘piamda
berilgan bo‘lib, {m} to'plamda differensiallanuvchi boMsa, u holda,
uv, w, ;/(v*o) funksiyalar ham shu m nuqtada differensiallanuvchi va
ularning differensiali uchun, quyidagi,
d(cu) =cdu (c =const)
d(uxv) =duzdyv,

d(uv) =udv +vdu,
vdu-udv

formulalar o‘rinli bo“ladi.
®1.6. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. Gradient. Ma’lumki, bir

o‘zgaruvchili v=f(x) (xeR, yeR) funksiyaning R hosilasi, berilgan

funksiyaning o‘zgarish tezligini bildiradi. Ko‘p o‘zgaruvchili
u=f(x,,x2....xj=/(u) 1j,,j....iJe O ss) funksiyaning Xususiy
hosilalari ham bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligini

e’tiborga  olib, funksiyalar  ham, u=f(x,,x2..%,,)

& ' & @
funksiyaning, mos ravishda, 0x,0x7..,0xm o‘glar bo‘yicha R*" da
0'zgarish tezligini ifodaiaydi, deb garash mumkin.

Endi ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha
o'zgarish tezligini ifodalovchi tushuncha bilan tanishamiz. Soddalik
uchun, uch o‘zgaruvchili funksiyani garaymiz. u=f(x,y,-)=/(m)

funksiya ochiq jjkjc/i' to‘plamda berilgan bo‘lsin. 7=?(cosa,co$R,cosy)

birlik vektor bilan aniglanadigan biror 1 yo‘nalishni garaylik. {M}
to‘plamda ixtiyoriy Mmo(x,yor0 nugtani olib, bu nuqta orqgali o‘tuvchi,

yo‘nalishi, r=X(cosa,cos/?,cos/) vektor yo‘nalishiga mos kelgan ?
yo‘nalishni gqaraylik. ? yo‘nalishda MOxQy0~0 nuqtaga yaqin yotgan
ixtiyoriy o‘zgaruvchi M{xy,z) nuqgtani olamiz (M e {M}). M, Myo‘nalgan
kesma (M}<=m3to‘plamgateqgishli, u holda,

X~ Xx° Y~¥°®  —cosp, —-—:li-*r=COS? (21.13)
p{MO,M) * p{MaM ) p{MaM )

bo‘ladi.
21.5-ta’rif. Agar ng.y.r) nugta 7 yo‘nalgan to‘g‘ri chizig bo‘ylab
w,xX0, nuqtaga intilganda (m->Ma), ushbu
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f(M)-f(MO) /(W \-)-f(x,,5H])
p(vom) - p((jt0y0-0X
nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, bu limitga /(nr,y,-)=/(n/) funksiyaning

mMOXQy0rQ nuqtada / yo'nalish bo'yicha hosilasi deb ataladi va u fft*™»)
dl

yoki kabi belgilanadi.
dl
21.5-ta’rifga ko‘ra, uni

sLm lim

ko‘rinishda yozish mumkin.

21.6-teorema. Agar u=nx,y,:)=/{m) funksiya ochiq {m}<=r3
to‘plamda berilgan boiib, u MXQyOr,)e{Mj nugtada differen-
siallanuvchi bo‘lsa, u holda, u=/(.vy,r)=/(,w) funksiya shu nuqtada har
ganday 7 yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega boiadi va bu bosila,

8«(m,,) = = a +gx,,,Yo>~o)co:p !
3/ s7 &
+3 Kk g .ifj cosr (21.14)

formula orgali topiladi.

21.11-misol. Ushbu f{x,y)=arctg- funksiyaning 0(0,0) nuqtadan

Mo(l,i) nugtaga garab yoiialgan / yo‘naiish bo‘yicha hosilasini toping.

Yechilishi. 1 birinchi kvadratning Wo(LI) nugtasidan o‘tuvchi va
0(0,00 nugtadan Mo(ll) nugtaga garab yo‘nalgan bissektrisadan iborat
boMadi. (21.13) formulaga asosan, <=-~- Berilgan funksiya Mo(ll)

nugtada differensiallanuvchi bo‘lgani uchun, uning yo‘nalish bo‘yicha
hosiiasini (21.14) formula bo‘yicha topamiz:

&bl ., fe )cosE+M h)cosE J_JL
qi dx 4 dy 4 +y2 X2+y2) 2

Demak, "-"--=0.

dl
21.12- misol. Ushbu /(x.y)=..[x2+y2 funksiyaning Mo(o,0) nugtada
ixtiyoriy 7 yo‘nalish bo‘yicha hosilasi =j ekanligini ko‘rsating.

dl
Yechilishi. Quyidagi nisbatni tuzamiz:
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f(M)-f(M0) yjx2+y2 p t

p(mo,m) p p
bundan,
3/(0,Q ,ini/(M)-/(Al,)
~S? - 1-
21.13- misol. Ushbu /(*,;y)=x+|;/ funksiyaning M,(0,0) nugtada O

va Oy koordinatalar o‘glari bo‘yicha hosilasi mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan f\x,y)=x+\y\ funksiyaning A/0(c,0) nugtada Ox
koordinatalar o‘gi bo‘yicha hosilasi 1 ga teng bo‘lib, oy koordinatalar
0°‘qi bo‘yicha hosilasi mavjud emas.

21.4-eslatma. Funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi
bo‘Imasa ham, u shu nuqtada biror yo‘nalish bo‘yicha va hatto har
ganday yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega bo‘lishi ham mumkin. Masalan,
ushbu f(x,y) =-ax2+y2 funksiya Mo(00) nuqtada differensiallanuvchi
emas, lekin biz yuqorida ko‘rdikki, bu funksiya Mo(o,0) nugtada ixtiyoriy
yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega.

21.7- ta’rif. Komponentalari (koordinatalari) X dy boigan
vektor, u=f(x,y.zZ) funksiyaning v,,f0) nuqgtadagi gradienti, deb
ataladi va u

gradti(M,) = 5 7 -(lj-y ( 2dz 1 . 1 5 )

ka'oi belgilanadi, bunda xususiy hosilalar Mo(ro,v0"0 nugtada

Sx dy dz
hisoblangan. F=r(cosor,cosacosy) ekanligini e’tiborga olsak, u holda

(21.14) ni, ushbu = gradu) (21.14) ko‘rinishda yozish mumkin.
dl » '
Ify fjiL M 21.16
dx J ) V& ( )
ekanligini hisobga olib, (21.15) formulani,

. =| M4 gyadu | o8>

[0]
ko‘rinishda ham yozish mumkin, bunda <p-r bilan gradientning
orasidagi burchak. |? |=i bo‘lgani uchun,

—2 o gradu lecosg .
dl
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Bu for;nul\adan ko‘rinadiki, yo‘nalish bo‘yicha hosila o‘zining
du

dt

yo‘nalishi gradientning yo‘nalishiga mos tushganda erishadi,
! \

maksimum giymatiga cosp=I1 bo‘lganda, ya’ni v vektoming

~ ggmdu|. Agar r ning yo‘nalishi gradientga perpendikulyar

yo'nalgan bo‘lsa, 2 =0 bo‘ladi, chunki = cos- =o.
81 2
21.14- misol. Ushbu u=x2+y2+z2 skalar funksiyaning pg, |, I) va
0(L-11) nugtalardagi gradientlari orasidagi burchakni toping.
Yechilishi. Dastlab, berilgan funksiyaning p(i, 1) va 20,-11)
nuqtalardagi xususiy hosilalarini topamiz:

du - du du

-2X, — =2,
dx ox
d—uzzv, L} =2 -  =-2
dy 8  dyqQ
du _ du )
&~ & 7 g

(21.15), (21.16) formulalarga asosan, u=x2+y2+z2 skalar funksiya

uchun gradu(P), gradu(Q) hamda \gradu(P)\, \gmdu(Q)\ larni hisoblaymiz:
gradu(P) =2 i+2j+ 2k, gi'adu(Q) =2 i—=2j+ 2Kk,
\gradit(P)\ =273, |gracfu(0| = 2i/3.

Endi gradientlar orasidagi burchakni topamiz:
gradu(P)grad(Q) 2e2+2¢(-2)+2+2_ 1
\grad(P}\grad(0] PAVAAYA]
Demak, berilgan u skalyar funksiyaning p(,i,) va 0@%-19

nuqtalardagi gradientlari orasidagi burchak <=arccos™

costp =

Mustagqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalaming xususiy hosilalarini toping:

21.1. u=x2+y2+3xy\ 21.2. u=iiizul.
21.3. u=xyz+—. 21.4. u=sinpe' +yz).
yz
21.5. u=tg(x +y) exly. 21.6. Mesin—cos—
y
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21.7. u=c*(cosj’ +rsin t) 21.8. l1=Xy.

21.9. «=f-T . 21.10.
21.11. u:arcsinVX, +y . 21.12. u=(l+sin*
21.13. «=XxXyv'ry. 21.14.9g(r,<?)=/mQ0S0 +/'sill 0.
21.21. /(";/jk@:Jiw-E_:[ + . 21.16.pM,r,K)=",
iVvj v r

Quyidagi funksiyalaming berilgan nuqtadagi xususiy hosilalarini
toping:

21.17. « (1D . 21.18. «=In[l+0;2) .

21.19. u= N5 21.20. lI=(Ix+)&y, (I;-1) .

21.21. Ushbu u=\[xv funksiyaning <)0;0) nuqtadagi xususiy
hosilalarini toping. Bu funksiya 0(0;0) nuqtada differensialianuvchi
bo‘ladirai?

Quyidagi berilgan u(x,y) funksiyalar 0(0;0) nugtada Xxususiy
hosilalarga egami; 0(0;0) nuqtada differensialianuvchi boiadimi?

21.22. u=" vy . 21.23. u=JxUy4 .
21.24. u=\]xy 21.25. u=\jxy2 .
21.26. u=¥¢"¥.

A x~+y2=0 bo'Xganda.

+y4
,X2+y2* 0 bo"\%anda,
21.27. «= x24y2’ Y °

0 x2+y7=0 bo'\%anda.
21.28. u(xy) funksiya:

=-j=X b) u =In(jr +x)’+v2
a)u W+y2 ) u=In(r +x)’+v2)

ko‘rinishlarda boMganda, x§:+yTW ifodani hisoblang.
21.29. u(x,v,z) funksiya:

X-y
V-r

a) u=(x-y~*j:-:\z-x)\ b) u=x+
du duydu ifodani hisoblang.
0X 0y o0z

21.30-21.35- misollarda u= . , * ,, ) funksiya uchun quyidagi
tasdiglaming qaysi biri to*g‘ri, gaysi biri noto‘g‘ri?

ko@&inishlarda boMganda,
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21.30. /(*,,x2...xm) funksiya biror nugtada hamma argumentlari
bo‘yicha xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u shu nugtada uzluksiz boiadi.

21.31. Agar funksiya R* fazoning har bir nuqtasida hamma
argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalarga ega boisa, u Rm da uzluksiz
boiadi.

21.32. Agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u
shu nuqtada hamma argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalarga ega
bo‘ladi.

21.33. Agar funksiyaning biror nuqtada hamma argumentlari
bo‘yicha xususiy hosilalari mavjud boisa, u shu nugtada
differensiallanuvchi boMadi.

21.34. Agar funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda, shu nuqgtada funksiyaning hamma argumentlari bo‘yicha uzluksiz
xususiy hosilalari mavjud boiadi.

21.35. Agar funksiyaning biror nuqtada uzluksiz xususiy hosilalari
mavjud bo‘lsa, u holda, funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi
boiadi.

21.36. Agar f(x,y)-xOy tekislikdagi G ochiq sohada aniglangan,
uning /, va /. xususiy hosilalari G da chegaralangan bo‘lsa, u holda,
f(x,y) funksiyasining G da uzluksizligini isbotlang.

Quyidagi berilgan funksiyalarning differensialini toping:

21.37. ti=2x4—3xY2+x3v 21.38. ME(V5+27+3)4
21.39. u=y+(" 21.40.
*y ' Jx2+Vv
21.41. u=cl* 21.42.  «=In(x+7x2+y2) *
21.43. i'=Insiniii. 21.44. u=arctg —- .
Jy X-y

'21.45. «=(+<)"m
Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtalardagi differensialini
toping:

21.46. u:X,—+J§/-. a) (D): b) ©l). 21.47. u:\]/xy+T ;0.
21.48 u=cck(pd+x), M(xy,z) va nuqtalarda.

21.49. u=e” M(x,y) va 0(0,0) nugtada.
21.50. u=xr, M(x,y) Vva .vo@2;3)nugtalarda.
21.51. u=xin(w), M(x;y) va Mo(-1;-1) nuqgtalarda.
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21.52. u=- —*-—r1. M(30,1) . 21.53. u=arctg"T. AGB 21).
0= MaoD arctg’T. A(G 21

21.54. «="xv+— , m (111).

Quyidagi berilgan /(«) funksiyani differensiallanuvchi va uning /,,
hosilalani anig deb faraz qilib, /(«) funksiya fiinksiya uchun fx, fy
xususiy hosilalarni toping:

21.55. u=x2+ey . 21.56.« =\Jx3+xy2 . 21.57.u=arctg(x+Iny}

Quyidagi berilgan /(«), /(«\V), f(u,v,w) funksiyalarni differensialla-
nuvchi va ularning /,, /\/,. xususiy hosilalari aniq deb faraz qilib,
quyidagi funksiyaning differensialini toping:

21.58.(9 =/(<), MEXv+— .

21.59.2) *=/(«, V). « =§(+—y ,V=23-y\

21.60. (p- /(«j,v,w\ u=x2+y2+22 V=X+y+r, W=

21.61. Agar fA=sin(x-+),x=¢"' va >=in(/+i) boisa, <=0 da "
hosilani hisoblang.

21.66. Agar fF=sin(2:t->’),*=/-+sins, y =rs boisa, r=n va s=0
boiganda, mos ravishda, 0 va Yy xususiy hosilalarni toping.

21.67. Ushbu w(x v,r) =xy+yz+xz funksiyaning

=cosi, y =sini, r =cos2i egri chizigdagi i bo‘yicha hosilasining t=I dagi

giymatini toping.

21.68. W=f(s,er\r =jx 2+y2, O:arctgA>Z boisin. U holda, /(\:x va

5 larni toping vajavobingizni mva a orqali ifodalang.

Quyidagi misollarda: a)zanjir goidasidan foydalanib; b) bevosita t
bo‘yicha differensialab, ni t ning funksiyasi sifatida ifodalang,

so‘ngra — ning berilgan t=t, nuqtadagi giymatini toping:
dt

21.69. W=x2+y2, x =cost, v=sinf; t0=ir.
21.70. W=—+ x=cps3l, y=sin’t, z=~; 90=3.
z z t

21.71. w=2ye*-Inr, x=In(foml),y =arcigtt, z=e*; f0=I.
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21.72. Agar iv=(x+y+z):, x=r-s, v=cos(r+s), z=sin(r+s) boisa,

oaw toping.
dar (vHu0

21.73. Agar fv =x2+”, x=u-2v+i, y=2u+v-2 boisa, - ni

X U

toping.

21.74. Agar w =arctgx va x=eu+invboisa, ~ - dw

U (»vHi» i)  8v

larni toping.

21.75. Agar a va b- 0‘zgarmas sonlar, w=«J+thu+cosu Va u =ax+by
boisa, aEy =b s munosabat o‘rinli ekanligini ko‘sating.

21.76. Agar /(«) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya boisa, u
holda, <p(x,y)=yf(x2-y 1)  funksiya, ylo~+x\>-"-=xp  tenglamani

ganoatlantirishini isbotlang.
21.77. Agar /(«) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya boisa, u

holda, (p{x,})zxy+xf(%-‘\1 funksiya, X ax-+ yd’)‘/ =xy+cp  tenglamani
ganoatlantirishini ishotlang.

21.78. Agar /(«) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya boisa, u
holda, p(x,;")=sinx+/(siny-smr)  funksiya, cosy~- +cosxo~p>-:xy +ip
tenglamani ganoatlantirishini isbotlang.

21.79. Agar /(«,v) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya boisa, u
holda, <p(xy.:)=f %/x 2+j»-r|J funksiya, 2x:-o"x- +2yz-d’;/- +(2x2+ y)EZ- =0
tenglamani ganoatlantirishini isbotlang.

21.80. Agar w=/(i)-j ning differensiallanuvchi funksiyasi,
j= v+5x boisa, u holda K'Sﬁy =0 musbat bajarilishini ko‘rsating.

21.81. Agar a va b- 0‘zgarmas sonlar, w=u3+thu+cosu Va u=ax+by

boisa, ad—=id— musbat oiinli ekanligini ko‘sating.
y X
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21.82. Agar f{u,v,w) diferensiallanuvchi funksiyava u=x-y, v=y-z
hamda w=z-x boisa, §L+SL+8L =0 ekanligini ko‘rsating.
8x 8y 8z
21.83. Faraz qilaylik, w=f{x,y) diferensiallanuvchi funksiyada

X=/c0os0 va y=rsm& qutb koordinatalariga o‘tish amalga oshirilgan (qutb
almashtirishlari bajarilgan) boisin. U holda
a) W =/ - coso +f "sing, 18W Sin0+f cosd,
dr r 89
ekanligini ko‘rsating;
b) a) banddagi tenglamalarni /' va f[ larga nisbatan Yechib,

ulami — va — lar orqali ifodalang;
dr 86

ekanligini ko‘rsating.
21.84. | va g-x vay ning shunday funksiyalardan iboratki,

= wvas8lL= munosabat o‘rinli boisin. Faraz qilaylik,
dy dx %x 9)/_ ariay

%:o, /(u) =g(i,2)=5 va /(0,0)=4 boisin. Uholda, f(x,y) va g(x,y) lami
X
toping.
21.85. Birinchi tartibli xususiy hosilalardan g=l+e* cosy va
d—:zy-e*siny hamda (in2,0) nuqtadagi giymatini 2+I1112 gateng boigan
y
(/(in2p)=2+in2), w=/(*,y) funksiyani toping.
21.86. Agar u=f(x,y,z) funksiya biror E sohada differensiaila-
nuvchi boiib, x— +y— +z— =pu tenglamani ganoatlantirsa, u holda,
dx 8y dz
uning p-darajali birjinsli funksiya boiishini isbotlang.
21.87. Agar u=f(x,y,z) funksiya biror E sohada ikki marta
differensiallanuvchi boisa, u holda,
P tYay tiaf U =Re-Du
tenglikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
21.88. Ushbu u=xyyx funksiya X& +y§=(x+y+lnu)u tenglamani
ganoatlantirishini isbotlang.
21.89. Ushbu «= funksiya —+ ~+ 2+~ =0 tenglamani
z-t y-z 8x dz 8t

8y
ganoatlantirishni isbotlang.

266



Quyidagi funksiyaning MO nuqgtada m[m yo‘nalish bo'yicha
hosilasini toping:

21.90.{x,y) =Sx+Wx% +y \ M0(,2), A/(5,-])

21.91.f(x,y)=xyz\ MO0G321), A/(751).

21.92. f(x,y,:)= arcsin-==L=, M0(, 1 1), M(1 5,4).
2 gt

21.93. Ushbu /(x,>)=3x4+ / +}' funksiyaning mo(i,2) nugtada, Ox
0o‘g bilan 13 burchak tashkil giigan nurning yo'nalishi bo‘yicha
hosilasini toping.

21.94. Ushbu f{x,v)=arctg¥- funksiyaning x2+y2=2x aylananing
M, ~ nuqtasiga o‘tkazilgan tashqgi normalning yo‘nalishi bo‘yicha
hosilasini toping.

21.95. Quyidagi  f{x,y,:) =\nfex+ey +e’) funksiyaning Mo(o, 0, 0)
nuqtada, Ox Oy, O: koordinatalar o‘giari bilan, mos ravishda, “ vay

burchaklami tashkil giigan nurning yo ‘nalishi bo‘yicha hosilasini toping.

21.96-21.97- misollarda berilgan f(x,y) funksiyaning Fronuqtada
kamayish va o‘sish yo“‘nalishlarini toping va har bir yo‘nalish bo‘yicha
hosilasini toping. Shuningdek, /(*;e) funksiyaning P, nuqtada v vektor
yo‘nalishidagi hosilasini toping.

21.97.f(x,y,z) = In(2x+3y +6z), PO(-1,-1,I), v=2i+3j+ 6k .
Quyidagi skalar maydonning berilgan nugtadagi gradientini toping:
21.98. u(x,y) =x2-2xy+3y-l, gradu \ti{xy)=2.

21.99. u(x,y) =5x-3xy*+y4, gradu [li(v)="?
21.100. u=x2+y2 gi'adu* =7
21.101. u= 4+x2+y2.gradl\™ =?

21.102. u=arctg— gradur”=?
21.103. u=arctgy— skalyar maydonning (1 1) va (-i;-i)nugtalardagi

gradientlari orasidagi burchakni toping.
21.104. r, =Jx2+y2, :2=x-3y+fixy funksiyalarning
nuqtadagi gradientlari orasidagi burchakni toping.
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21.105. grad(<pij/)= <pgrady/ +(//grad¢ tenglikni isbotlang.

21.106.  z=<p(uyv), u=ill(x,y), v=C(x.y) funksiyalar berilganda,
gradrz’(;gradu +’(‘19radv tenglikning to‘g‘riligini ko‘rsatitlg.

21.107-21.111 misollarda funksiyaning orttirmasini uning
differensialiga almashtirib, quyida berilgan ifodalarni tagribiy hisoblang:

21.107. (1,02)405. 21.108. n/8,042+6,032. 21.109. (1,02)3-(0,97)-’.

21.110. sm32°cos59°  21.111. In(0,93+0,993) 21.112. ~2,032+5e002

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

21.1. ux=2x+6xy\uy=3/ +9x2+ v2. 21.2. ux= }ouy=—

21.3. U, =52+—, =XZ—f-, u, =xy-—9. 21.4. w, =>-COs(x)'+ >i2)
vz Vv

uv =(X+r)cos (xy+yz), u',-y-cos(xy+yz).

215, ux=— - s+tg(x+y) exy -,
COS"(X+X) y
+tg(x +y)exly( - --1.21.6. ux =—€0S—€0S—+-"-sin—sin-
cos (*+>7 v Y/ NY o oxox X
w =—X—eosleos-\-/——--1sinlsin% 2}1_7 ux =e \(k§in>+sm> +cosy),
y y X X y

uy A (xcosM-siny). 21.8. ux=yxy~\uy =xy Inx.

21.10. »/=- j 2 R 2*
Jx2+y2’ " y-Jx +y2

->111 " xy2)2x2-2y1 ,  vx2JIx2+2y"

non - Hil-/) N (/-7r1

21.12. B, ssin2xIng(l +sm2x)“>", ¥, =—¢l+sin2X)*3 In(l + sin2x)

21.13. u. =xI'y +xyyViénr, wy = XYY ZUINX+X"y=-"2"
49 _ cosgesing, 59 - esind+z-cos (O
T dr S )
1 21.16. SP-RT- dp_nT’
R * 97 4% dn VvV 'dR~ V

dP nRdP nRT
aT~ v’'dv~ V2
21.17. «(;N=1 u,()=-2.21.18.(;2=i, uy(;2)=-~.
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21.19. ut(;D=I-T, wy;)=1—r. 21.20. u(I;-)=2, «j(I;-I)=1.

21.21. m(@0;0)=0, y=(00)=0.  Funksiya oft);0)  nugtada
differensiallanuvchi emas.

21.22. Wx@G0, u (©p)lar mavjud emas, u(xy) funksiya 0(0;0)
nugtada differensiallanuvchi.

21.23. ul(0;0)=uj(00)=0; u(xv) funksiya  0(0;0) nugtada
differensiallanuvchi. 21.24. wmYo0=ip,0)=0; u(x,y) funksiya 0(0;0)
nugtada diferensiallanuvchi emas.

21.25. ux(0,0)=uy(0,0=0;u(x,v)  funksiya  00;0)  nuqtada
differensiallanuvchi.

21.26. <Y0,0) =uv(0,0); u(x.y) funksiya 0(0;0) nuqtada

differensiallanuvchi. 21.27. u'(0,0=3(00; u(x,y) funksiya 0(0;0)
nugtada differensiallanuvchi. 21.28. a) 0; b) 2.

21.29. a) 0,b) I 21.30. Noto‘g‘ri. 21.31. Noto‘g‘ri
(n>1 bo‘lganda). 21.32. To‘g"ri. 21.33. Noto‘g‘ri(«>1
bo‘lganda). 21.34. Noto‘g‘ri. 21.35. To‘g‘ri. 21.37.

(5Y3-6xy2+3x2)dx +(r3—6x3)dy. 21.38.  4(ya+2x3 +3)-(AA-dk+(3vI+2m)h).
21.39. 21.40. y{x'+y*yn (ydx-xdy\
xy {x ylJ

21.41. 2~8x - (ydx-xdy). 21.42. -1= dx+— M |
X Jy X +-JX +y ¢

21.43. °
X2+y2
21.45.  (xyY~'(y2dx +(xy HGxy)in(l +xy))dy). 21.46. @) dx-dy,b)0.

21.47.-dx
2
21.48. duN=-smx(y +2)-[(y +-)dx +xdy +xdi], du\d=-"~-rdx+dy +d:".
21.49. duM=e",(ydx +xdy), du\)=0.]21.50. dulk=x"y~dx+\nx dy",
duly =12<c+8In2dy. 21.51. dt’"x=(I+ Injcy)icct—ey, dufu =dx+dy.
21.52. du[,=~dz. 21.53. dul=%(2dx+3<fy-12dz).

21.54. dt\» =(2dx +In4dz).

21.55./;=2x,,, I; =ey;.2i.56./> Y +y\ f i = |
3 m3#4NT

269



2157 fi= “W(Crinyy™ y(I+(x+In>)2) v

21.58edp - p-jlddr+” +rjl.®-
2 1 .5 9 -~ ¢ y +i-Ji~f; -3/f~dy.

21.60. d<p={Ixf't +/,," +yzflrdx+~lyfl H,,' +xr/3)dy+@r/d +/,) +yxfiit.

N —_

21.61. i 12166. 3rI(VW-d"2 S

21.67. N~ =-(sin1+cos2)sin 1+ (cos 1+cos 2)cos 1+ 2(sin 1+ eos[)sin 2.
dt
dw dw sin dw dw w , cosa dw
_—= ——— 4 —

21.59. " cosa e der dy S|n<dr = 4a

2i.69.2=0,~: 21.70.—=1*E- -1
dt dt dt

21.71. A =arctgt+1 =A+1 2172, W =12
dt dt dr (m ‘I)

21.73. -7,
du w00

21.74. =, W =1.21.84. /(*>m)=A +4 g(xy)=A +~.
du  py)=gn2:) g 1(uv)=(In2,1) 1

21.85. w=f(x,y)=x+y2+exeosy*21.90.-18 21.91. y 21.92. i.

2195. idi. 21.96.«=-~7-N7 y
2 2

6
yo‘nalishda  o‘sadi, -u=-~-7+"77 yo‘nalishda  kamayadi.
Iy -f;
21.97. u:—7$ 7+-/t  yo‘nalishda o°‘sadi; -v'v:—z'ur---gjt---%

yo'nalishda kamayadi; /7 pOi«j=7,/'"M>;-uj=-7; ['MB«ij=7;t<i=-A

21.98. gratin |,,6®=2(x- y) 1+(3- 2@y
21.99. grafa |u(i>) = (I0.w- 33 i+{y J-9ry!)j 21.100. gradu\i J=6i+4j.

21.101. graild@Y= |*+7j- 21.102. graduM =~ i+/-j.
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21.102.~=* 21.107. 1,08 21.108. 10,05. 21.109. i,00. 21.110. -0,03.
21.111. 0,273,21.112. 3,037.

22 -§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli xususiy
hosilalari va differensiallari

22.1. Yuqori tartibli xususiy hosilalar. u-/(xI,x2..xJ=f(M)
funksiya (li)cr ochiq to‘plamda berilgan boiib, uning har bir
m(x,x2,....xJ nuqtasida /J,,xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu
xususiy hosilalar, 0‘z navbatida, x,,x2,...xm 0‘zgamvchilaming iunksiyasi
sifatida, {m } to'plamda aniqglangan boisin.

(=12...m) funksiya ham, biror me{M} nugtada xk argument

bo‘yicha xususiy hosilaga ega boMishi mumkin. Bu xt argument
bo‘yicha xususiy hosila- berilgan u=f(xlyx2...xm) funksiyaning ikkinchi
tartibli xususiy hosilasi deyiladi va u £, &> 0=12,..J)< 4=12,..)

kabi belgilanadi, bunda, t*k bo‘lsa, u holda, d)%; xususiy hosilaga,

aralash xususiy hosila deyiladi, k=i bo‘lganda &ksj;(k:/" deb yozish

uchinchi, to‘rtinchi, va xokazo, tartibli xususiy hosilalarining ta’rifi
beriladi. f(x,,x2..xM funksiya x.xh...argumentlari bo‘yicha (n- 1)-
tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu (n-I) tartibli xususiy
hosilalar ham, m (x,, x2... ,x,,,)e {M} nugtada  argumenti bo‘yicha xususiy
hosilaga ega bo‘lsin. Bu hosila, u=f(xl,x2...x,) funksiyaning x>xh,...x*
argumentlar bo‘yicha m nuqtadagi n-tartibli xususiy hosilasi deyiladi.
Shunday qilib, argumentlar bo‘yicha «-tartibli xususiy
hosilani,
d*u 3 8“u

OXFEXFY  SXESX§  SXm\ SX_ ,....SXnSXg/
kabi yozish mumkin. Agar i,j2..i,, indekslarning hammasi birdaniga bir-

biriga teng bo‘lmasa, u holda -——--—- xususiy hosila n-tartibli
SX,,,...5X, Sx;t

aralash xususiy hosila deyiladi.
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22.1-misol. Ushbu /(x,v)=In(x2+y?2) funksiya ,(\1x+ ;; =0 tengla-

mani ganoatlantirishini koisating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x va y bo‘yicha ikkinchi

tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
df(x,y) 2Xx 8f(x,y) _ 2y
dx X2+y2’ 8y X2+y2’
82{x,y)_2(y2-x2) d2Z(x,y)_ 2(x2-y2)
dx2 (x2+,v2)2’ 8y2 (x2+,v2)2

| / +| / =0 tenglamaga ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni

keltirib qo‘yamiz:
aZ2(x,v) d2&(x,y) 2(y2- x2) 2(x2-1)
3x2 3-2 (x2+y2)2 (x2+y2)2
Demak, berilgan funksiya tenglamani ganoatlantirar ekan.
22.1-teorema. u=f(x,y) funksiya {M}czR2 ochiq to‘plamda
aniglangan boiib, shu to‘plamda fx,fy xususiy hosilalarga ega
boisin. Agar aralash hosilalar Mn(x,.y..)e>M} nuqtada uzluksiz boisa, u
holda, shu nuqtada,
£,(x0,y0) =f~ (x 0,y 0)
boMadi.
22.2-misol. Ushbu/(x,y) =x2-2.w2 funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini toping hamda ----- va aralash xususiy
dxdy djdx
hosilalarning o‘zaro tengligini ko ‘rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini topamz:
A (>y)=2x- 2y 2, fy=-4xy,
fxxy)=2, f\ =-4x,/; (xy)=-4V, /1 =-4y.

Endi, aralash xususiy hosilalarni =——tenglikka keltirib
dxdy dydx

go‘yamiz:
8 =_4v
dxdy  dydx

22.3-misol. Ushbu «=arctg- funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy
y

hosilalarini toping.
Yechilishi. Birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
topamiz:
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du_ vy du _ X
dx x2+y2’ dy X2+y2’

am X2+y?2 82 _ 2xy
3x3y (x2+y2)-’ dx2 {x2+y2J
am _ X2-y2 0 _ _ 2x

Syox (x2+y2)2' dy2 {x2+y2]
Bu misolda va 3u aralash xususiy hosilalar bir-biriga teng.
AyAX ody>

Umumiy holda, bu aralash xususiy hosilalar bir-biriga teng bo‘Imasligi
ham mumkin.

Misolni Maple tizimidan foydalanib yechish:
> z:=arctan(x/y):diff(z,x,y) ;diff(z,y,x);

r20+8) ,4i0+4>

2/ x 4 *
y 0+ -) I(» + -)

22.4-misol. Ushbu

u-\xy X, Y, +Y1*0,
X +y
[ O , X2+y2=0
funksiyaning ---- va oxd aralash xususiy hosilalarining M0(0,0) nugtada
AyAX xdy

mavjudligi va ularning bir-biriga teng emasligini ko ‘rsating.
Yechilishi. Birinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:

du iY—Q(-u-{-t—[lx +§)2*0% 2

x2+y 2y
~dx'
0 , X2+y2=0
bo‘lgani uchun,
du . du .
~~L.o- limdx M>= -t
Syox ° I’r%d yMy ) !
Xuddi shunday, d“(-i“|XO .=1 ekanligini topamiz. Shunday qilib,
xdy

M0(0,0) nugtada Sy cpdsxdy ekan.
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22.2-teorema. u=f(x,,x2,...x,) funksiya {M}czir ochig to‘plamda
aniglangan, bu to‘plamda mumkin boigan hamma (n-i)- tartibgacha
xususiy hosilalarga va «-tartibli aralash hosilalarga ega bo‘lib, bu
hosilalar {m} to‘plamda uzluksiz boisa, u holda ixtiyoriy «-tartibli
aralash hosilaning ifodasi, hosilani topish tartibiga bogiiq bo‘Imaydi.

22.2. Yuqori tartibli differensiallar. Ko‘p o°‘zgaruvchili
funksiyaning yuqori tartibli differensiali tushunchasini kiritishdan avval,
funksiyaning n marta differensiallanuvchanligi tushunchasini kiritamiz.

i =f(x,,x2...,xj=f{M) funksiya {M }cr ochigq to‘plamda berilgan
boiib, woxyx2..x")e {M) boisin. u=f(x,,x2..xm funksiya {m} to'plamda

xususiy hosilalarga ega boisin. Agar funksiyalar
Ma nuqtada differensiallanuvchi boisa, /(m) funksiya MO nugtada ikki
marta differensiallanuvchi deyiladi.

Agar /(jw) funksiya {m} to‘plamda («-J)—tartibli Xxususiy
hosilalarga ega boiib, bu xususiy hosilalar Ma nuqtada differensialla-
nuvchi boisa, f(M) funksiya n marta differensiallanuvchi deb ataladi.

22.3-teorema. Agar jMjc«" ochig to‘plamda f(M) funksiyaning
«-tartibligacha barcha xususiy hosilalari mavjud va Mae{jvj nuqtada
uzluksiz boisa, f(\t) funksiya Manuqtada «-marta differensiallanuvchi
boiadi. u=f(xix,,..xm=f(M) funksiya ochiqg to‘plamda berilgan
boiib, Me{M} nuqtada differensiallanuvchi boisa, u holda, uningA/
nuqtadagi differensiali

(22.1)

ko‘rinishda boiadi, bunda dxi,dxi,...dxm lar xux.,..xX, 0‘zgaruvchilarning
ixtiyoriy orttirmalaridir.

Faraz qilaylik, /(m) funksiya m™e.{M} nuqtada ikki marta
differensiallanuvchi boisin. /(m) funksiyaning M nuqtadagi differen-
siali d/(M) ning differensiali, berilgan f{M) funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali deb ataladi va u dZ =d{df) kabi belgilanadi. (22.1)
formulani e’tiborga olib, differensiallash formulaiaridan foydalansak,
quyidagini topamiz:

d?u:d(du):i



u=f(x1,x7...-B=f{M) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va hokazo
tartibli differensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta’riflanadi. Shunday
gilib, f{M) funksiyaning u nuqtadagi (n-1)- tartibli differensialr d";lu
ning differensialiga berilgan f(M) funksiyaning n-tartibli diffefensi‘ali
deyiladi va d'u=d(d"~'u) kabi belgilanadi. (22.2) formuladan ko‘rinadiki,
yuqori tartibli differensialning tartibi oshgan sari uning xususiy hosilalar
orgali ifodasi murakkablashib boradi. Shu sababli, yuqori tartibli

differensiallami soddaroq shaklda ifodalash uchun, f(M) funksiyaning

du du
du =— dx. +— dx +ot = dkm
axm

dx dx2
differensialini, simvolik ravishda (« ni formal ravishda qavsdan
tashkariga chigarib), quyidagicha

du= dx.+ _dx, +.+-"—0k,, L
dx2 dxm
yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensial,

dau= +-A—dx2+...+-"—dx 1 u
1 &1 dxi dx* J

kabi yozilishi mumkin. Bunda, simvolik ravishda. qavs ichidagi yig‘indi
kvadratga ko‘tarilib, so‘ngra u ga «ko'paytiriladi», bunda daraja
ko‘rsatkichlari xususiy hosilalaming tartibi, deb garaladi. Xuddi
shunday, simvolik ravishda, funksiyaning «-tartibli differensiali

d u—'(—aX H———dx2+ H-—-—-dxm u

kabi yoziladi.

Xususiy holda, i va j erkli o‘zgaruvchilarga bog‘lig bo‘lgan
u=f{x,v)  funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli to‘liq
differensiallarini, quyidagi

J 8 JY S2U d2u 82u , 2
hﬁ(dXJ’ oydy)\ “_dx%dx dxa'ydxdy+—dy2dy =
=ux;dx2+2uvdxdy+u\dy2, (22.3)

d’3 {d— dx +£ dv\ u—d—:‘:u dx +3—5|:’3i dx dv +3—d|—u rdkdy2+d—31dy
dy J dx5 dx dy dxdy2 dy5

=u "dx3+3urdx2dy +3ulydxdy2+u',dyi.
ko‘rinishlarda yozish mumkin.
22.9-misol. Ushbu u=x2-y 2-In- funksiyaning ikkinchi tartibli

to‘lig differensialini toping.
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Yechilishi. Dastlab berilgan funksiyaning birinchi tartibli xususiy

hosilalarini topamiz: — =2x-~ , —=-2y~- . Ikkinchi tartibli xususiy
dx X dy y
hosilalarini topib, (22.3) formulaga keltirib qo‘yamiz:
d_2_u :2+_1 , .dzi:.z +_1 , (_JZrU:2+_1 , gi"’.:o
dx2 x2 dyl y2 dx2 x2 dxBy

d2u = u'2dx: +2uxdxdy +u 2dy2=(2 +-"-)-(Ec2+(—5—2) dy~.
* y X y

22.3. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.
Biz yuqorida garagan, u- f(xi,xL,..xm)(x, =f>(t,t!,...ti.),i =i,2,...,m) murakkab
funksiyaning yugqori tartibli differensialini topamiz.

Ma’lumki, =pX', 2., it),(=i»2,...«)  funksiyalaming har biri
..ilem c«1 nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, u=f(xlI,x2.... )
funksiya esa, mos ravishda, {Mc fi" nugtada

differensiallanuvchi boisa, u holda, 21.3-teoremaga asosan, murakkab
funksiya A, €{N)c Rk nugtada differensiallanuvchi boiadi va differensial
shaklining invariantlik xossasiga asosan, murakkab funksiyaning
differensiali,

du :2_: dk. +%’2a*¥ +...+§X-“Hde
ko‘rinishda bo‘ladi. Faraz gilaylik,
funksiyalaming har biri nugtada ikki marta diffe-
rensiallanuvchi, f(Xt,X2,...,.xm) funksiya esa, unga  mos,

Je {IM <« nuqtada, ikki marta differensiallanuvchi boisin. U
holda murakkab funksiya ham, NOt? ,nuqgtada ikki marta

differensiallanuvchi bo‘ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib,
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini topamiz:

d'-u=d{du)=d[*-""d x 7T+..+*d x ,M I "Ny +
+Lfa )+, L ym +J-<*2 «+ (22.4)
+£ud X, +-§9-d2x + +--d-q-d'2xm

X, dx2 X

Xuddi shunday usulda murakkab funksiyaning, keyingi, yuqori
tartibli differensiallari ham topiladi.

(22.1) va (22.4) formulalarni solishtirish natijasida, ikkinchi
tartibli differensiallarda  differensial shakli invariantligining
saqlanmasligini ko‘ramiz.
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22.5-eslatma. Agar xI=(l,t2,..,tk\(i=i,2,.~,m) funksiyalaming har
biri, 0‘zgaruvchilaming
x| =anl,+aut2+...+atktk + /?,,

Xm A a2 At +amkk +Pm
chizigli funksiyalari bo‘isa, u holda, /fa,*,,...x j murakkab funksiyaning
yuqori tartibli differensiallari shakli invariantligi saglanishini ko‘rish
giyin emas.

22.10-misol. Ushbu w =f{u,v), u(x,y)=xsiny, v(x,y)=jcosx murakkab
funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.

Yechilishi. Ma’lumki, ir=f(u,v) funksiyaning birinchi tartibli
differensiali dw =f'ju+fvdv, murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli
differensiali esa,

d2w =d(dW) =d (fudu +/ » = (fmdu+fmdv)du +f,,-da+(fju +£,dv)dv+/, «d \
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda ¢u =siny dx+xcosy dy, dv=-vsinx dx+cosxdy,
d1u=2cosy-dxdy - xsinyd 2y, d2 =-cosxd 2 - 2sin xdxdy.

Endi, bu ifoda-lami murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli
differensialini topish formulasiga keltirib qo‘yamiz:

d~W = dx+xcosy dy) + v s in x i&+cosxafv)](sin,vdx+xcosy dy)+

+/,, -{icosy-dxdy-xsmyd2)~ +[/,,",(siny c&+xcosy dy)+

+_C(-ysinx fic+cosx4v))](-ysinx dx+cosxdy)+fvm~cosx 2x- 2sinxdxdyf =
=[sin2y -fm -2y sinxsiny- f m +y1sin2x-f',, -ycosx- /J] dx2+
+ [xsin2y-f'm + 2(siny cosx-xysiax cos>")"/» ->'sin2x-f'v +2(cosy-f'a-sinx-f)\dxdy +
+[X2c0s2y -f'm + 2X oS X COS +cos2x-f1 -xsiny-/,'] dy2.

22.4. 0 ‘rta giymat haqgidagi teorema. «=[(x,,X2,..,xJ=/(m)
funksiya {m} ({M}cR“) to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu to‘plamda
shunday A(al,a2=...aJ va B(b,b2..bm) nuqtalarni olaylikki, bu nugtalarni
birlashtiruvchi,

E=fecovx2,...,xm)e Rm:< +i(¢,-aj),x2=a2+t(bl-a 2),...xm=a,,, +t(bm-a,J; 0<f <I}
to‘g‘ri chiziq kesmasi, shu {m} to‘plamga garashli, ya’ni E<zM boisin.

22.4-teorema. Agar f(M) funksiya E kesmaning A va B
nuqgtalarida uzluksiz bo‘lib, kesmaning qolgan nuqtalarida differen-
siallanuvchi bo‘lsa, u holda, E kesmada shunday c¢ nuqta topiladiki
(€ =¢(c,,c2,....cm)), f(B)~Ff{A)=X (CX;, - «,)+/,: (cjb, -ad+...+f*{cXbh,,,-ad
bo‘ladi.
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22.5. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi.
u=f(M) funksiya )tf]cr to‘plamda berilgan boisin. f(M) funksiyaning
Me {A} nuqtadagi *-tartibli differensialini dku deb belgilaymiz.

22.5-teorema. u=f(X,,X2,...,%,,)=f(M) funksiya  Mox"x",..x")
nuqtaning (m,,e{M}) biror C'Jm0) atrofida «+i marta differensialanuvchi
boisin. U holda, berilgan funksiyaning uOx"xJ,nuqtadagi
au= toiiq orttirmasi quyidagi

A" =dul<,+ + - +nduL + ( 2 2 - 5 )
ko‘rinishda tasvirlanadi, bunda n - us(m,) atrofdagi m(*,x2...xm)

nugtaga bogiig boigan biror nugta, dkt\IM va rf"+1.]W ifodalarda

gatnashuvchi dx, lar a5.=x(-.v° ga teng. (22.5) formulaga u=f{x[x2,....xm)
funksiyaning Teylorformulasi deb ataladi.
Agar A =jc,.-x° (/=1,2,...,m) deb belgilab, dku\IMaQA=i, 2 , )toiiq

differensial ifodani ochib yozsak, u holda, (22.5) formulani quyidagicha
yozish mumkin:

f(xj,x2....* w ) = I (- x°)+.4+C > ( x,,-x1)+
13f(kip o, 13%m,) o i \.n (228
PR P T Rl - X KK XX Km ) K

bunda p,.(x{x2..xm - x,x2..xm o0°‘zgaruvchilarga bogiiq boigan n

darajali ko‘phad, Rt =——dn+ln qoldig ko‘phad. P, (x.x2...,xJ
(n+1)! w

ko‘phadga Teylor ko phadi deyiladi.
n=o0 boiganda, (22.6) formula, ko‘p o°‘zgaruvchili funksiya
uchun chekli orttirmalar hagidagi Lagranjformulasi deyiladi, u quyidagi

f(x SHALX? +8x2,..x°, +A x)-f(M 0)= d AY+..+ 3X AX,,
X,

ko‘rinishga ega.
Ushbu p=p(MO,m)=Jax?+A +...+Ax2 belgilashni kiritsak, u holda
(22.6) formuladagi qoldig had rRMI =o(p") Peano ko‘rinishdagi qoldiq

hadga ega boiadi.
22.6-misol. Ushbuf(x,y) =x1- 2xyr +>3+4x funksiyani 4U-0 nuqta
atrofida Teylor formulasi bo‘yicha yoying.
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Yechilishi. Dastlab berilgan funksiyaning ~(l;-I) nuqtadagi
giymatini hisoblaymiz: /(i;i)=i-2-i +4=2. Endi berilgan funksiyaning

xususiy hosilalarini topib, ulaming /i(i-ij nuqtadagi qgiymatlarini
hisoblaymiz:

1;(x,y) =3x2-2y2+4, [;(}; -1)= 5
fy(x,y)=-4xy+3y2, fX1;-0 =7,
[, »(*»>")=fa, /J.0,-0=6;
f t-{x,y)=-4x+6y, fj(l,-1)=-10;
[;(*,>¢)=-4;", I;(i-0=4;
1,(vy)=6, 13, (,-)=86;
fy,(x,y)=6, /;(1-0=6;
C(x,y)=-4, /;,(i,-0=-4.
Berilgan funksiyaning golgan

Teylor formulasi bo‘yicha quyidagi
boMamiz:

xususiy hosilalari nolga teng.
izlanayotgan yoyilmaga ega

f{x,y) =2+ 5(x-1) +7(y +1)+3(x- I)j +4(x- IXv+1)- 5(y+1)J+
+(c-])7-2(.,-D(C 1+ Di+(y+ N3

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalaming ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosila-
larini toping:

22.7. u=in— .. ! 94
V(*~#)5+ (v- *i? * dx5yd~ 8,2
22.9.
u=f{x,y)=e' siny, 00=>
Quyidagi funksiyalaming ko‘rsatilgan nugtalardagi ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini toping:
22.10. u=

. (1;0). 22.11. u=yJ(l-e*) (G).
X +y
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22.12. ulnfx2+y), (0;). 22.13. u=ysin— ().
X
22.14. u=arcsin (I;-1). 22.15. u=y+ — ().
mx2+y2 Ty
22.16. u=x+xy-5x3+In(x2+1), ;D).

2
22.17. I(x.y)= xy;{\Ty (x, v) * (0,0) bo’\ganda,

0, (x,y) =(0,0) bo'lganda
funksiya (0,0) nugta uzluksiz ekanligi maium (ko‘rsating!). U holda,
uning /,,(0,0) va /,,(0,0) xususiy hosilalarini toping:
Quyida berilgan f(x,y) funksiyaning ko‘rsatilgan nugtada ikkinchi
tartibli differensialini toping:

22.18. u=f{x.y)=e", (L-1) 22.19. u=f(x,y)=-e'\ ©)l).

y
22.20. u=f(x,y)=xcosxy, i~;-1j.22.21. u=f(x,y)=arctg(x2- 2>) (I;0).
22.22. K=(sinxr', 22.23. «=£= (1,1).

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi differensial-larini
toping.
22.24. u=x3+y}-3xy(x-y), du=? 22.25. Mesin(x2+.v2),£id/="?

22.26. u=In(xyr)l dau="? 22.27. K=e"+4§,d"«=?
RN
22.28. u=X(y)-Y(y), d'u=y. 22.29. u=sinxchy, Ali="-y+/-y-?

Quyidagi murakkab funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli
differensiallarini toping (x,y va z lar-erkli o‘zgaruvchilar):

22.30. u=/(<), t=x+v. 22.31. «=1(t), t=—
22.32.

=

=f{jx2+y2) . 22.33.u=f(t), t=x2+y2+2z2
22.34. u=f(»;tj),” =axt] =by. 22.35. IV=f(u,v), u =~ (x2-y 2\ v =xy.

22.36. Ushbu u:2— . A funksiyaning ushbu ~~=a2~ issiglik
a/\

o0 ‘tkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantirishini ko ‘rsating.
22.37.Ushbu «= o =V(*- a)2+0’- bf +(z- ¢)2 funksiyaning, r*o

boMganda, a«="4-+|4+|4 Laplas tenglamasini qanoatlantirishini

isbotlang.
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22.38.Ushbu u=" —FLC" .. funksiya, bunda r=Jx2+y2+z2 c, c2
R 02
0‘zgarmas sonlar, quyidagi &:+d—y“‘+ai\:Ca Gelbmgolbs

tenglamasini ganoatlantirishini isbotlang.

22.39. Ushbu u(t,x):yﬁe KA funksiyaning dt+d;<:0

Shryodinger tenglamasini ganoatlantirishini isbotlang.

22.40. f-r argumentning ikki marta differensiallanuvchi
funksiyasi, bunda r=Jx2+y2+z2, boMsin va f,,+f,,+fa=0 munosabat
o'rinli bo‘lsin. U holda, gandaydir a va b o°‘zgarmaslar uchun,
/(;-):-r+b ekanligini ko ‘rsating.

Quyidagi ixtiyoriy <py va hokazo funksiyalarni istalgan marta
differensiallanuvchi, deb faraz qilib, quyida berilgan tengliklarni
tekshiring:

22.41. y——>X—=0, z:<p{>Q+y1;.
axoopy 4
22.42. x2—-XV— +y2=0, r=—+jp(xy).
ax oy 3x
FZ*Ané'i. LU Y, P gy mzxzp(l z
ox R dz Xp
22.44, M-=a2 n =G(X- at +<p(x+at))..
ax

aor

22.45. X2’a;¥+2xy&d7+y2dy2:n@-l)m, " :kafxilfx"”vfx—

Berilgan f(x,y) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor formu-
lasi bo‘yicha yoying:

22.46. f(x,y)=x2- Xy+y2- 4x+5y, AL ).

22.47. f(X,y) =-x2+2xy+3y2—6x—2y - 4, A(~2; I).

22.48. f(x,y) =x}+3xy-2y*, AL 2.

22.49. f(x,y) =x3-5x2-xy+y2+i0x +5y, A2 .

Berilgan f(x,v) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor formu-
lasining uchinchi (n=3) hadigacha yoying:

22.50. f(x,y) =-JI- x2- y2,0(0, 0). 22.51. f(x,y) =xy,A(;D).

Quyida berilgan funksiyalarni Teylor formulasi bo‘yicha ikkinchi
hadigacha (n =2) yoying:

22.52. f(x,y) :W' 22.53. 1 (x,y) =Jx+y. 22.54. f(x,y) =ex¥.
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22.55. /(1,y) =*"+2y3-xy funksiya berilgan. f(x+h,y+k)
funksiyani h va k ning darajalari bo‘yicha ikkinchi hadgacha Teylor
formulasiga yoying.

22.56. 2)f(x,y)=exsiny funksiya berilgan. f(x+h,y+k) funksiyani h
va K ning darajalari bo‘yicha uchinchi hadgacha Teylor formulasiga
yoying. Bu natijadan foydalanib e0Lsin0,49n-ning giymatini hisoblang.

Berilgan/(x,.v,r) funksiyani berilgan nuqta atrofida Teylor
formulasiga yoying:

22.57.f(x,y,=)= (x+y+zf, (I;1-2).

22.58. f{x,y,z)=x2+3s2- 2yz—3, (0;12>

22.59. f(x,y,z)=xyz, (1;2;3).

22.60. f(x,y,r)=x3+y +z3- 3ri<r, (I;0; ).

22.61. f(x,y,z)-x2+y2+-2-2(xy +xz+yz), (I;-1;2).

Quyida berilgan funksiyalami Makloren formulasi bo‘yicha
uchinchi hadgacha (« =3) yoying:

22.62. f{x,y) =eycosx. 22.63. f(x,y) =sinx shy.

22.64. f(x,y)-n darajali birjinsli funksiya, ya’ni barcha t,x vay lar
hamda n- nomanfiy butun son uchun:

f(tx,ty) =t"f(x,y)
munosabat o‘rinli, bo‘lsin. Bunday funksiya uchun,

)X g +y o =i B X’ 2 x A 4yl =n(n- Di(x.y)

+ X
dx2) ~\8x81")

munosabatlar bajarilishini isbotlang.
Mustaqgil yechish uchun misollarning javoblari

22.1. u~, =-2j>sinxy-xy2cosxy, Um =-2.rsinxy- X2ycosxy.

no
22.2. —  =24(cosy +cosx).22.3. —j-"r =-26sinx-cos2y.
dx dy dxdy

22.4. .8’[."‘: «ld, 22.5. -~ :10.)\ixtgx+e" -
Yy

aox" dxdy9 CO0S X
-j-yfi 8" _ 2(H)"(n+«;—)(nx+TYy) 8"m _  2xn\
dxfﬂdyw tx_ y)»|+|i+1 5 dyn (X_y)\wl
rt* 8A L B 4B(x-C) (y-rjY r, G T
22-7 SxdyoCdt] = r to — Uor——r=N-£) +(¥-N)

22.8.

=& [X2+y2+2{Tx +ny) +T(T - D+n(n- 1)].

282



22.10.  =017-=& =2.22.11.  =2,Ui-=-2, =0,
Sk by ay it Axay ay

22 12 -2 0 Au- 12213 nou — jaL-E1l d» g
St USxdy ' )R Sx27 167 3x3y 8 A2 4

22.14. ~ =~ =0.22.15. AU 0,~ =2-~ =£iL=-j .
ax'

Ay’ Axpy - Bynax
22.22. 0 =-300 =o0,4 =L =1.22.17. 4(0,0)=-1; /,(0,0)=".

22.18. dai=e-'(dx2+dy2). 22.19. 2dx d2u=-ldxdy.
22.20. n=-2(dx2-itdxdy). 22.21. du=-dx2+4dxdy-2dy2.
22.22. cim=-2n/3 i&iiv+ In22 dy2.

22.23.

d2u=e\dx+d¢ +ifc]2+ 2[<Hely+ rfjii: + ckdx],

22.24. dau=@Gn 3 3dxaly +idxdy2+av3).

22.25. |'/Gm=-&(xdx+ydyfcos(x2+y2)-.

-12[xdx+ydyfdx2+ cfstm(x2+y2)22.26. dfu=2r + A -+ A -j.

22.27. d"u=e"“xhy(adx+bdy)". 22.2%.d"w=(;*:g‘x(-t)w
22.29. =0 22.30. au=/(fX<&+rfy), d 2 =F"(fXdx +dy)2.
22.31. A =/(,jE& z2* N =/ ()M '-ffr):-2/().~ T ~ ).
X X3
2OV gy DL (oo

aX +y X4y (X'+y
22.33. di=2/" (Q[x<ir+yd +rire1,
d2u=4f"(t)[xdx+ydy+zdz]+ 2f(f)[; &2 + Y2 + <fe2].
22.34. du =df( dx +bfndy, d=aX] 4dx2+2abf 'hdx2+bZ ' mdy2.

2
(,%3(;. du-J

2235.dW =(xfu+yfl)ydx +{xfv-yf,,)dy, d2w =

[x2 +2xyfm+y2-fl + fl]dx1++2[xy-fl +(x2- y2)m/,},-xy-fm +fl]dxdy +
{y--C -ixyfl +x2-fl -/,,] 42

22.46. /(x,y) =-5(x-1) +4(y-1)+(x-1)2- 3(x- N(y- D+(y- 12

22.47. I(x,y)=1- (x+2)2- 2(x+2)(y- D+3(y- D\

22.48. f(x,y) =-9 +9(x- 1)-2 I(y-2)+3(x- )2+3(x-1Xy-2)-12(y-I)!I +
+(x-1)3-2(y-2)3

22.49./(X,y)=6+3(X- 2)+(y+D+(X- 2)2- (X- 2Xv+ 1+ (y+ 12+

+(x-2)322.50. /(x.y)is 1--(0x2+[y2)+ /1.
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22.51. f(x,y) = |+ Ax+AxAy + ~-AxIAy+ /B,

22_%—5. AZ_AV-A)ﬁ-+A>Q+2Ao<A\(+A\Q+@ ,
(X-y)2 (x-y)2

zi.0¥)., ArAHAY AT 2R+ AY2 LRy
277 +7 8(x+y)3/2

22.54. A =elw(Ax+Ay)+ +e'+' (A +A3)

22.55. xs +2y3- xy +/i(32- y)+ ¢ (0y2- X)+3xh2-hk ++6yk2+h? +2k3.
22.56. /(x +/i,y+ A [ (x,y) +€"[sin v+[isiny +Acosy +

+ E(thiny +2hkcosy-k2siny)+ -g—(/i3siny+3/»2"cosy-3/i&25iny-£3cosy)]+AB,

/(0,1; 0,49*) »1,1051.

22.57. 1(x,y,_-)=(x-1)2+Cv-1)2H-+2)2+2(*-i) (y-i)+

+2(x-1)(r +2)+2(y-I1Xr +2)

22.58. I(Xy,z)=2- 4(y- )m7(z- 2)R+3(r - 2)2- - 2(y- IX-- 2).

22.59. /(x,y,r)=6+6(x- 1)+3(y- 2)+2(r- 3)+3(x- 00-- 2)+

+2(x- IXz- 3)+0'- 2X---3)+ (x-IKy- 2Xz- 3).

22.60. f(x,y,n=2+3(x- 1)- 3y +

3(z-1)+3(x-1)2+3(z- D2- 3(x- )y- 3y(r- D+ (x- D3+y3+ (z-1)3-3(x-1)y(r-1).
22.61. /(x,y,z) =8-80- +1)+4(r-2)+ (x-1)2+(y +1)2+(r-2)2-2(x-IXy +I)-

- 2(x-00--2)-20'+00 - 2-22.62./(x,y) = 1+y+~(y2- x2)+"(y3-3x2%)+0(p3),

p =yjx2+y2.22.63. /(x,y)=xy +7(:xy3-x ) +0(04), p =JIxi +y2.

23-8. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

23.1. Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari.
u=/(x,,x2...,x,J=/(m) funksiya ochiq {w} ({m}c/T} to‘plamda berilgan
bo‘lib, Mo(x’x",...,x2)e fm } boisin.

23.1-ta’rif. Agar m0 nugtaning shunday

UAK)={m e {M}: fa, -x?2f +..+(X, -xIf <8"cz{m)
atrofi mavjud bo‘lib, VMeU,{N&) uchun /(m)</(mQ)(/(m)>/(mQ)
tengsizlik bajarilsa, f(M) funksiya M, nuqgtada maksimumga
(minimumga) ega deyiladi. f(M0) giymat esa, /(M) funksiyaning
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maksimum (minimum) giymati yoki maksimumi (minimumi) deyiladi va
u, /(M,,) =max{/(A)} fI(MO)={/(w)}| kabi belgilanadi.

23.2-ta’rif. Agar Mo nuqtaning shunday us(m,) atrofi mavjud
bo‘lib, vmeU s(MOKMO} uchun f(M)</(m0X/(m)>f(MQ) tenglik bajarilsa,
/(m) funksiya MO nugtada ga 'tiy maksimumga (ga tiy minimumga) ega
deyiladi, /(M0O) giymatga esa, f(M) funksiyaning gatiy maksimum
(igatiy minimum) giymati yoki gatiy maksimumi (gqatiy minimumi)
deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi, umumiy nom bilan, uning
ekstremumi deb yuritiladi.

23.1. va 23.2 - ta’riflardagi MO nuqgta f(M) funksiyaga maksimum
(minimum) , gatiy maksimum (ga'tiy minimum) qiymat beradigan
nugta deyiladi. 23.1. va 23.2-ta’riflardan ko‘rinadiki, /(m) funksiyaning
M, nuqtadagi f(MO) giymati, uning shu nuqta atrofidagi nuqtalardagi
giymatlari bilan solishtirilar ekan. Shuning uchun, funksiyaning ™Mo
nuqtadagi ekstremumi, lokal ekstremum deb yuritiladi.

Misol. Quyidagi

Du=x2+y2; 2)h =|x-j[;3) u="\-x2-y2
funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki, Mo0;0) nuqta: 1) funksiya uchun
ga’tiy minimum; 2) funksiya uchun, minimum; 3) funksiya uchun esa,
ga’tiy maksimum nuqtasi bo‘ladi. Hagigatan ham, Mo(0;0) nugtaning
shunday J/r(0;0)=fe,y)eR2:x2+ / <r2} (0<r<l) atrofini qaraylik. Bu

atrofdan olingan 67(0;0)/{0;0)}Uchun, u=J1-x2-y2<u(0;0)=1
bo‘ladi.
23.2. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti.

u=f(x,,xL...,xj=f(M) funksiya ochiq {m}({m}cR™) to‘plamda aniglangan
bo‘lsin.
23.1 - teorema (ekstremumning zaruriy sharti). Agar f(M)
funksiya m,, nugtada ekstremumga ega bo‘lib, shu nuqtada barcha
Xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda,
/;,(m0O)=q/;iw0)=qa...,/;_(m0)=o boHadi.
23.1-eslatma. /(m) funksiyaning biror M' nuqtada barcha
f*. xususiy hosilalarga ega va (m)=o0,fX%¥m )=g . ( m)=0
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boMishidan, uning shu M' nuqtada ekstremumga ega bo‘lishi har doim
ham kelib chigavermaydi.
Masalan, u=f(x,y) =xy funksiya RrR™ to‘plamda aniglangan bo‘lib,

s_:'v’s_:X xususiy hosilalarga ega va ular A/,0;0) nugtada nolga
X y

aylanadi. Ammo, bu funksiya Mo{0;0) nuqtada nolga aylanadi, vus(0,0)
atrofda esa, musbat va manfiy gqiymatlar gabul giladi.

Demak, 23.1-teorema funksiya ekstremumga ega bo‘lishining
zaruriy shartini ifodalar ekan. u=/(m) funksiyaning birinchi tartibli
xususiy hosilalarini nulga aylantiruvchi nuqtalarga stasionar nuqtalar
deyiladi. Stasionar nuqtalarda funksiya ekstremumga ega bo‘lishi ham,
ega bo‘Imasligi ham mumkin.

23.2-eslatma. Agar /(m) funksiya M, nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiya ekstremumga ega bo‘lishining zaruriy shartini,
df(Ma)=0 ko‘rinishda ham yozish mumkin.

23.1-misol. Ushbu

U=f(x,y) = yiX‘+ V5
funksiya A/o(0;0) nuqtada ekstremumga ega bo‘ladimi?

Yechilishi. Berilgan funksiya Mo(0;0) nuqtada nolga aylanadi.
Mo(0;0) nugtaning ixtiyoriy Us(m,,)={(xy)e R2:x:+m< (&>0) atrofini
garaymiz. Unda VM(x,y)eUs{M,) uchun  f{x,y)=Jx* +y2>/(0;0)=0
bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiya Mo(;0) nugtada minimumga ega va
min{/(x,)}=0 bo‘ladi. Lekin, f(x,y)=Jx2+>: funksiya Mo(0;0) nuqtada
xususiy hosilalarga ega emas. Shunday qilib, n=/(x,,x2...,xj funksiya,
ochiq {m}zR® to‘plamning: 1) barcha xususiy hosilalar nolga
aylanadigan, ya’'ni =0,

=0, =0 tenglamalarni

e
ganoatlantiradigan nugtalarida;

2) xususiy hosilalar mavjud bo‘lmagan nugtalarida ekstremumga
erishishi mumkin.

23.3. Funksiya ekstremumining etarli sharti. 23.3.1. Kvadratik
forma to‘g‘risida gisqacha ma’lumot. Kvadratik formalar algebra
kursida batafsil o‘rganilsa-da, biz, kelgusida gqo‘llaniladigan, kvadratik
formaga oid ba’zi bir tushunchalami keltirib o'tamiz. Ushbu,

Q{xi,x , xm)=a.xf+alx,x2+...+abix,xT+a2AxX, +a2xj +... +a,ax"
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(yoki Q=VYtatxxJ) ifo d a g a,o ‘zgaruvchilaming kvadratik
i

formasi deyiladi, bunda ad[aj=aX) lar - kvadratik formaning
koeffitsiyentlari deyiladi. Bu koeffisientlardan tuzilgan,

Ml 12e  I/n
A: a2l a22'aim
\uml m2" mm/
matrisaga - kvadratik formaning matrisasi deyiladi. Ushbu
flu—a,j e o|wm
2=an, 6,227 . K= _eoam

akf-atk

a

determinantlarga esa, A matrisaning minorlari deyiladi. Ravshanki,
X =x2=..=X,=0 bo‘lganda har qanday kvadratik forma uchun,
B(0,0,...,0=0 bo‘ladi. Endi boshga nuqtalami garaylik. Bunda quyidagi
hollar boiishi mumkin:

1.Barcha x2+x; +...+x>onugqtalar uchun, q(x,,x2...xJ>0 boisa, bu
holda kvadratik forma musbat aniglangan deyiladi.

2. Barcha x2+x2+..+x2>0 nuqtalar uchun, g(x,x2.xJ<0 boisa,
bu holda kvadratik forma manfiy aniglangan deyiladi.

3. Ba’zi (x,X2...,xj nugtalar uchun, 0(x,,x2...xj>0, ba’zi (*,*,
nugtalar uchun esa, A(x,,x2..x,)<0 boisa, bu holda kvadratik forma
noaniq (aniglanmagan) deyiladi.

4. Barcha xi+x] +..+x,2>0 nugtalar uchun, 0(x,x2...xja0 va ular
orasida, 0(x,X2...xj=0 boiadigan (x,x2...,xj nugtalar ham bor boisa,
kvadratik forma -yarim musbat aniglangan deyiladi.

5. Barcha x2+x2+...+x2>0 nuqgtalar uchun, o(x,x2..X,)<0 va ular
orasida, Q{x.x2,..xm=0 boiadigan (i,X,..,xj nuqtalar ham bor boisa,
kvadratik forma -yarim manfiy aniglangan deyiladi.

Silvestr aloinati. e(X,,x2....xj= ¢a,4xxt kvadratik formaning
iy

musbat aniglangan boiishi uchun, >0,52>0,....[,,>0 tengsizliklarning;
manfiy aniglangan boiishi uchun, s, <0 'S, >0, S, <0,5A>0,....(-1)"4* >0
tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

Funksiya ikki o°‘zgaruvchiga bogiiq boigan xususiy holni
garaymiz.

287



u=f(x,y) funksiya M 0(x0,y a) nugtaning biror
uda(M,,)={(x,y)e R2:/){MMO0)<s} (<?>0) atrofida aniglangan, u barcha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lib, MO
nuqta u=f(M) funksiyaning stasionar nuqtasi, ya’ni
1J(K,)=0,/;(M0)=0
bo‘lsin. a.=/;K ),a2=/;.(m0),ar_ =fr,(M0) deb belgilaymiz.

1°. Agar a,a)2 =aua12-a@ >0 va a, >0 bo‘lsa, f(m) funksiya MO

nugtada minimumga erishadi.

2°. Agar ana2-a2>o0 va au<o bo‘lsa, f(M) funksiya MO nugtada
maksimumga erishadi.

3°. Agar ana2-a2<0 bo‘lsa, /(m) funksiya M, nuqtada
ekstremumga erishmaydi.

4°, Agar ana2-a-2=0 bo‘lsa, /(m) funksiya MO nuqtada
ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham mumkin.

23.3-teorema (shartsiz ekstremumning yetarli sharti). /(m)
funksiya Ma(x"x2,...,x’) nuqtaning biror atrofida ikkinchi tartibli uzluksiz

xususiy hosilalarga ega va nuqta - f(M) funksiyaning
stasionar nuqtasi boisin. U holda:
1) agar

B(dx,,dx2,...,dx,,) = .
oxk8x

kvadratik forma, ya’ni f(m) funksiyaning M, (x"x2...,x°) nuqtadagi
ikkinchi tartibli differensiali B(dxl,dx1,...,dxn)= d Z(M 0) musbat (manfiy)
aniglangan bo‘lsa, MO(x ", x “) nugta - /(m) funksiyaning minimum
(maksimum) nuqtasi bo‘ladi.

2) agar B(dx,,dx2...,dx,,) kvadratik forma aniglanmagan bo‘lsa ( ham
musbat, ham manfiy giymatlar gabul gilsa), mo(x®x2,..x,) nugta - /(m)
funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘Imaydi.

23.2-misol. Quyidagi

a) U=x2-xy+y2,b) u=x2-xv-yl
funksiyalarni ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. a) Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz

va nulga tenglashtiramiz. ux=2x-y =0,uy=-x+2y =0. Bu sistemani
yechib, ekstremumga shubhali, M,0,0) nuqtani topamiz. Endi ikkinchi
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tartibli xususiy hosilalarni topamiz: a. =ux =2;a,2=uxy=-i; an =u\ =2. Bu
xususiy hosilalarning /,,(0;0) nugtadagi giymatlarni hisoblaymiz:
N0 =2,1;(n/0)=-1, «>(n/0)=2

Shunday qilib, anaa -a,j =2-2-(-1)2=4-1=3>0, =2>0.

Demak, Silvestr alomatining lo- shartiga asosan, funksiya MO0(;0)
nugtada minimumga erishadi, ya’ni t/mg0;0)=t/(0;0)=0.

Misolni Maple tizimidanfoydalanib yechish:
> readlib(extrema):
> extrema(xA2-x*y+yA2 {},{x,y},'z";z;
{o}
{{y=0,*=0}}

b) Xuddi a) banddagi singari, ux=2x-y, =-x-2y Xususiy
hosilalarni topib, ularni nulga tenglashtiramiz:
Ul =2x-y =o,u'y=-x+2y =o0. Bu sistemani Yechib, n/o(0;0) stasionar
nugtani, ya’ni ekstremumga shubhali nugtani topamiz.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topib, ularning Mo(0,0) stasionar
nuqgtadagi qiymatlarini hisoblaymiz: a, =ux =2;a,2=u,,- -I;

a2=uy, =-2. Unda a,,a2- an =2%-2)—H2=-4-1=-5<0.

Demak, Silvestr alomatining 3° - shartiga asosan, funksiya
Mo(0;,0) nuqgtada ekstremumga erishmaydi.
23.3-misol. ‘Ushbu n=xr+2y7+r2-2.v+4v-6r+i  funksiyani

ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topib, ularni
nulga tenglashtiramiz: «>2x-2 =0, uy=4;>+4=0, u, =2r-6 =0. Bu
sistemani Yechib, M0(i;-i;3) stasionar nuqgtani topamiz.

Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topib, ularning MOo(i;-i;3)
stasionar nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

«;,(M0)=2, n;(M0)=0, u;(m,,)=0, «;(M0=0, «I(m0)=o0,
uy,(M,,) =4, «;(A/0)=0«;(1/0)=0, u;{m,,)=0.

Unda
o © 200
g2 20 U2 "2
=0, =2>0, S2= ~ 7 =8>0,5,= 9 ~pab=04 0
aza2 04 N
@ ®3 002
boiadi.
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Demak, s, >0, 42>0,s, >0. Shunday qilib, Silbvestr alomatiga
asosan, MO(I;-1,3) nuqtada funksiya minimumga  erishadi:
il,,ill=«(i;-13)=-n.

23.4. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumi.
Bizga biror ochiq G (GcR") to‘plamda aniglangan, n
o ‘zgaruvchili
2=f(x,x2,....xj =/(M) (23.1)
funksiya berilgan bo‘lib, uning x,,x2...x,, argumentlari o‘zaro ushbu

<p,(X,,X2,...jc,,) =0 N3 2)

f>,,,(X,,x!,—x,,) =0
go‘shimcha munosabatlar bilan bogiangan bo‘lsin (/«<«).

(23.2) tenglamalar sistemasi - bogfianishlar tenglamalari yoki
bog'lanishlar deyiladi. Koordinatalari (23.2) sistemani qanoatlan-
tiradigan nuqtalar to‘p'amini E (EcG) orqali belgilaymiz.

23.3-ta’rif. Agar MO (MOeE) nuqtaning shunday u(MOQ) atrofi
mavjud bo‘lib, EnU(MQ) to‘plamdan olingan vm nugqtalar uchun,

(/(M)>/(M..)
tengsizlik bajarilsa, MOe E nugta, /(m) funksiyaning, (23.2) bog‘la-
nishlarga nisbatan, shartli maksimum (minimum) nuqtasi deyiladi.
23.4-ta’rif. Agar ™, (m, eE) nuqtaning shunday u{m,) atrofi
mavjud bo‘lib, EQU(m0) to‘plamdan olingan va/ nuqtalar uchun
f{M )< (M 0) f{M 0))
tengsizlik  bajarilsa, MOeE nuqta /(m) funksiyaning, (23.2)
bog‘lanishlarga nisbatan, shartli gatiy maksimum (minimum) nugqtasi
deyiladi.

Bu yerda ham, shartli maksimum va shartli minimum, umumiy
nom bilan, shartli ekstremum deb yuritiladi.

Boshgacha aytganda, shartli maksimum (minimum) - funksiyaning,
MO (MOe E) nuqtaning u{mo0) atrofdagi barcha nuqtalarga nisbatan emas,
balki, u(mo) atrofdagi (23.2) sistemani ganoatlantiradigan nugqtalarga
nisbatan MO nuqgtadagi eng katta (eng kichik) giymatidan iboratdir.

Masalan, u=f(x,y)=xy funksiya <p(x,y)=y-x=o0 bog‘lanishga
nisbatan o(0,0) nuqtada shartli gat’iy minimumga ega, chunki /(0,0)=0,
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ammo Yy-x =0 tenglamani ganoatlantiradigan (e,e),e*o, nuqtalarda
funksiyaning qiymatlari musbat: f{e,s)=e2>0.

Shartli ekstremumni topish hagidagi masalani Yechishning ikkita
usulini garaymiz.

23.4.1. 0 ‘zgaruvchilarning bir gismini yo‘qotish usuli. Faraz
gilaylik, MO (moeE) nuqtaning biror m=u(M() atrofida: 1) /(m)
funksiya va (2) sistemadagi ¢(x\i=\m funksiyalar differensiallanuvchi;

2) (;=Cm;; =Uf) xususiy hosilalari m0nuqtada uzluksiz; 3) ushbu
(sp &R &R
dx, dx2 dx,,
dp2 g P2
dx.  ox. dx,,
dgm - dsm d(pm
dx, dx.

matrisaning birorta m- tartibli minori mo0 nuqtada noldan fargli bo‘lIsin.

Masalan, B(Xi’x-%wxw 0, ya’ni (23.3) matrisaning m,, nugtada rangi m

ga teng bo‘lsin. U holda, Ma nuqgtaning kichik atrofi, Qca)=u(m0)
parallelepipedda, (23.2) sistema, qandaydir m ta o‘zgaruvchilarga,
masalan, xi,x2...xm o ‘zgaruvchilarga nisbatan yagona yechimga ega
bo‘ladi, ya’ni
X 151« (23.4)
bunda, i,V /,,lar (23.2) sistemadan aniglanadigan oshkormas
funksiyalar. U holda, Q parallelepipedda (23.2) sistema, xnt, X#...x,,
o‘zgaruvchilar erkli deb garaladigan, (23.4) bogianishlarga teng kuchli
boiadi.
Agar x, =ip,(i:mx,,Mxm2...x,,\ i=Im, funksiyalarni oshkor ravishda
topish mumkin boisa, ulami (1) ga keltirib qo‘yib, n-m o°‘zgaruvchili,
-= /W R ceees X0, WX, >~X,,)= g (XMt X,,) =g (M)
funksiyani hosil gilamiz. o parallelepiped bilan chegaralangan
sohada g(M') funksiyaning ixtiyoriy ™ ’(xmH....,x,) nugtadagi qiymati, f(Mm)
funksiyaning (23.4) tenglamalarni ganoatlantiradigan, yoki (23.2)
tenglamalami ganoatlantiradigan, unga mos M{x,x2.x,) nuqtadagi
giymati bilan ustma-ust tushadi. Shu sababli, (23.1) funksiyaning o
parallelepipeddagi (23.2) bogianishlar bajarilgandagi shartli ekstremum
masalasi, g(M') funksiyaning shartsiz ekstremumi masalasiga keltiriladi.
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23.4-misol. 0 ‘zgaruvchilaming bir qismini yo‘qotish usuli
bo‘yicha,
f(M)= xf +x; +x2, (M(xt,x2,x3))
funksiyaning ekstremumini
X,*+X, tx3=1 *)
bogianishlar bajarilganda toping.

Yechilishi. Masaladagi <pM)={+x2+X%, ~ 1=0 tenglamadan
x,=1-x2-x, ni topib, f(x) funksiyaga keltirib qo‘yamiz va ikki
o°‘zgaruvchili

g(M")= g(jr,,;r2) = 2x\ +2x2 +2x,x2-2-v, -2x, +1 (M'e R2)
funksiyani hosil qilamiz. Shunday qilib, berilgan f[M)=x;+x";+x-
funksiyaning (*) tenglamaga nisbatan MOX?x°2xX})eE nuqtadagi shartli
ekstremumini topish masalasini, g(m") funksiyaning p(x«x2) nuqtadagi
shartsiz ekstremumini topish masalasiga keltirdik. Endi oxirgi
masalaning stasionar nuqtalarini topamiz:

N =4x,2x~-2 =0 _ )(’:I_’
8x, (2x,+x2-1 =0 1 3
|

N =A4x2+42x1-2 =0=" N +X'-1=°"

Demak, Mo(xf, *?)=A/0(j, -J nuqta, g(M')(M'sR2) funksiyaning

stasionar nugqtasidir. Bu stasionar nugta, g(M") (M'e r!) funksiyaning
(absolyut) minimum nuqtasi bo‘ladi, chunki g(x,*2 qat’iy gavariq
funksiyadir. Haqgigatan ham, bu funksiyaning ikkinchi tartibii xususiy

hosilalari matrisasi \ 2) bo‘lib, uning bosh minorlari
12 43

S,=4>0,52=12>0 matrisa musbat aniglangan.

Endi x“=j,xj =j qiymatlarni x3=i-x,~x2 ifodaga keltirib qo‘yib,
X" =| ekanligini topamiz.
Demak, mO(D»2,x8)=m0", nuqgta - berilgan shartli ekstimum

masalasida minimum nugqtasi bo‘ladi. Maksimum nugtasi mavjud emas,
chunki,
sup(x,2 + x2+ x3)= +ao, +x2+x3=1 xeR\
Agar (23.4) funksiyalarni oshkor ko‘rinishda topish gqiyinchilik
tug‘dirsa yoki uning iloji bo‘lmasa, quyidagicha ish ko‘rish mumkin.
Faraz qgilaylik, (23.4) funksiyalar (23.1) ga keltirib go‘yilgan va uning
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natijasida g(w) funksiya hosil qgilingan, hamda ular (23.2)
tenglamalarga keltirib qgo'yilgan, natijada tenglamalar ayniyatlarga
aylangan bo‘lsin. U holda g(m ) funksiyaning differensialini, birinchi
differensial shaklining invariantligiga asosan,

dg-tfg(ix, (23.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda <tH2...dx,,- erkli o‘zgaruvchi-
laming differensiallari, dx, d2..dxm lar esa, - (23.4) oshkormas
funksiyalaming differensiallaridir. Yugorida hosil gilingan ayniyatlami

differensiallab,
&P,

’dx\ +ANdX2+ . + 8 =0
X, 8x2 2 8X,,
(23.6)
-dx, + ..-I-f’-ipm—dx,‘ =
ox, 1 8x2 2 8x,,

chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemadan (23.4)
oshkormas  funksiyalaming  dx,dx2..,dx, differensiallarini, erkli
o‘zgaruvchilarning  dxml..dx, differensiallari orgali ifodalaymiz.
dx,,dx2....dxm lar uchun olingan ifodalarni (23.5) munosabatga keltirib
go‘yib,

dg = "¢ A, (K2, jo,)+d (23.6")

tenglikni hosil gilamiz, bunda
xf =ylj (%, %, + ;xt), ]=12.m.
Agar g(w') funksiya Ma=(x°t,,x°+2...,x°) nugtada ekstremumga
erishsa, dg[v=o0, ya’ni

_ (23.7)
i=mil
bo‘ladi, bunda
X° =Vi(*H, ("6).j =Ui».
axmit, dart2,...,0x,, lar erkli o‘zgaruvchilaming differensiallari
boiganligidan, (23.7) munosabatdan,
AP X2,...x° X ... xn)=0, i=m+1,n (23.8)

ekanligini olamiz.

Shunday qilib, (23.8) tengliklar sistemasi, g(u') funksiyaning MO
nuqgtada ekstremumga ega bo‘lishining zaruriy shartlarini yoki /(m)
funksiyaning, (23.2) bog‘lanishlar gatnashganda, Ma(x{.4,...x'lt) nugtada
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shartli ekstremumga ega bo‘lishning zaruriy shartlarini ifoda qiladi.
Bu erdan, garalayotgan masalada ekstremumga shubhali bo‘lgan
MOK0,X2,...,.x) nugtalami topish uchun, » ta x,,*,,nom a’lumlarga
nisbatan, « ta,
U(*,*j,.-.i,ac«)=0,i = I,m Q)
[Ai(v,x2 xn)=0, 1=1,m +1,»
tenglamalar sistemasini Yechish lozim bo‘ladi.
Agar ekstremumga shubhali boigan aoxi\x2,...x°) nuqta topilgan
boisa, uni ekstremumga tekshirish, d'fjf ikkinchi tartibli toiiq

differensialni hisoblashga bogiiq boiadi. Buni hisoblashda, / va <%
(i-1,m ) funksiyalar ikki marta differensiallanuvchi deb faraz qilib, dg
uchun olingan (23.) tenglikni differensiallash va (23.4) oshkormas
funksiyalarning dxt, dx2,..,dx,, differensiallari uchun (23.6) sistemadan
topilgan ifodalardan foydalanish zarur. Natijada, biz, dxMI, dxmt2,...dx,,
o'zgaruvchilarga nisbatan - kvadratik formani hosil gilamiz.

Agar bu kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan boisa,
(23.1) funksiya Mnnugqtada shartli minimum (maksimum) ga erishadi.

23.5-misol. 0 ‘zgaruvchilarning bir gismini yo‘qotish usuli
yordamida,

U=f{X,,X2,X,)= Xj+x2-x 3 (23.10)
funksiyaning ekstremumini,
\Ax, +4x| +4xi+\2xj +12x2+12x) =13 ~3
U+x, =1

bogianishlar tenglamalari bajarilganda toping.

YechilishL Bu masalani yechishda yuqorida keltirilgan ikkinchi
usuldan, ya’ni (23.11) tenglamalarda o°‘zgaruvchilardan gandaydir
ikkitasini uchinchisi orgali oshkor ravishda ifodalash mumkin
boimagan usuldan foydalanamiz.

(23.11) sistema ikki marta differensiallanuvchi *,(*,) va x3x,)
oshkormas funksiyalarni aniglaydi, deb faraz qilamiz va ular
bogianishlar tenglamalariga keltirib qo‘yilgan deb hisoblab, (23.11)
tenglamalami ayniyatlar sistemasi kabi garaymiz. (23.11) ayniyatlarni
har ikkala tomonidagi differensiallarni hisoblab, natijada

J(xf + Nie, + (x: + Ddx2+ (xj + 1)ar, =0
[ifc, +dx2=0
munosablami hosil gilamiz. Bu erdan,
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,dx, =-dx,,
I (23-12>

3 xj+l
ekanligini topamiz. Bu ifodalarni, (23.10) funksiyaning du- dxx+dx2—x3
ko‘rinishdagi differensiali ifodasiga keltirib qo‘yib,

du="~~— = Adx, (23.13)

munosabatni hosil gilamiz.
Endi, (23.11) tenglamalar va a =() tenglamalardan

4x,3+4x1 +4x\ + 12T, + Ux2+ 12x3-13 =o,

xi+x,-£0=0,

ax-1
tenglamalar sistemasini (bu sistema, garalayotgan hol uchun (23.9)
sistemadan iborat) garaymiz. Bu sistema, yagona x =%, x2=-, X, =0

yechimga ega, ya’ni M,="i/2,i,0j - (23.10) funksiyaning (23.11)

bogianishlarga nisbatan ekstremumga shubhali boigan yagona
nugtasidir.

Endi du ning (23.13) dagi ifodasini differensiallaymiz:

. 2(xi +1)dx, -(2X, -\)2x&x3 "
a'u-= ax,.
(x3+1)
Gxirgi ifodadan, (23.12) tenglamalami hisobga olib,
d2ulifo =2(<&,)!

munosabatga kelamiz. Modomiki, 2(dxj)2-dx, bir o‘zgaruvchining musbat
aniqlangan kvadratik formasi ekan, (23.10) funksiya, (23.11) bog‘la-
nishlarda Mo nugtada minimumga erishadi.

23.3-eslatma. Biz masalani, (23.11) sistema ikki marta
differensiallanuvchi x2(x,) va x3x,) funksiyalami aniglaydi, deb faraz
qgilib, echdik. Endi, bu shartning M, =(1/2,1/2,0) nugtaning biror atrofida
bajarilishini ko‘rsatami2. Buning uchun, 1- banddagi 1)- 3) shartlami
tekshiramiz.

P,(X x2,x3) = 4x3+4x1 + +12jc, +12x2+ 12x, -13 Va 92(X,,x2,x3)= X, +x2-1
funksiyalar M, nuqtaning ixtiyoriy atrofida differensiallanuvchi;

Ae=n(x\ +ilM-=i26g2+1\ A -=1, ~ =0 xususiy hosilalar MO nugtada
dx, 8x3 dx2 dx,

295



uzluksiz; X,,x3 va $2(x,,x2,x,)funksiyalar m,, nugtada nolga aylanadi
va

4v~"h) -a2+o
D{xv x3)

Demak, 1)- 3) shartlarga asosan, (23.11) sistema M, nuqgtaning
biror atrofida yagona x2(x,) va x3(x,) funksiyalami anigqlaydi. Bundan
tashqari, va «2(x,x2x3 funksiyalar M, nugtaning ixtiyoriy
atrofida ikki marta differensiallanuvchi, u holda x,(x,) va x3Xx,)
funksiyalar ham ikki marta differensiallanuvchi bo‘ladi.

23.4.2. Ko‘p o‘zgaruvchili imksiyaning shartli eksiremumini
topishning Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi. Shartli ekstremum
masalasini yechishda yuqorida ko‘rib o‘tilgan usullarni ko‘p hollarda
go‘llab bo'lImaydi, ya’ni bog‘lanishlardan o‘zgaruvchilaming bir gismini
golganlari orgali oshkor yoki oshkormas shaklda ifodalash mumlcin
bo‘Imaydi.

Bunday masalalami yechishda quyidagicha ish ko ‘riladi.

Bizga, (23.1) funksiyaning ekstremumini, (23.2) boglanishlar
bajarilganda, topish masalasi qo‘yilgan bo‘lsin, hamda /(A)),

=ljA) funksiyalar AO(x,\x?,..,.x") nugtada va uning biror atrofida
uzluksiz differinsiallanuvchi, va nihoyat,

' 8<PAMo0) SpXMO) dg>,(M0)
K4 3, dxn
ap,(Mm0)  p2M,) aft(wo0)
ax2 ex, 8X,,
0 s g m0)
i o,

matrisaning rangi m ga teng boisin. Quyidagi n+m o°‘zgamvchili
I[m X)=f(M)+akg{m)-+i,<p: (m)+....+¢m3,.,(M (23.14)
funksiyani kiritamiz, bunda MeG(g. r*)xeR* a={ai, 2,...Am).
Lagranj ko'paytuvchUari, x-Lagranj vektori, 1(m,X)

funksiya esa, Lagranjfunksiyasi deb ataladi.

23.4-ieorema (Lagranj ko‘paytuvchilari qoidasi). Faraz gilaylik,
M)(%°X2,...x") - [(m) funksiyaning (23.2) bogManishlar bajarilgandagi
shartli ekstremum nuqtasi bo‘lsin. U holda, shunday yagona
A=@" A..Ap Lagranj vektori topiladiki, (m0,a%) juftlik uchun,

296



(23.15)

CEMA") - =0
J

munosabatlar bajariladi.

(23.15), (23.16) munosabatlami ganoatlantiruvchi (M0s°) juftlik-
Lagranj funksiyasining stasionar nuqtasi, shartli ekstremum
masalasining shartli stasionar nuqgtasi deyiladi.

23.4-teoremadan kelib chiqadiki, (23.1) funksiyaga, (23.2)
bogianishlar gatnashganda, shartli ekstremum berishi mumkin boigan
nuqgtalami topish uchun, n+m tas x,,x1r.*xs, noma’lumlarga
nisbatan,

..... A% )=~ (mN=o (23.16)

X,)=0, j=1m
(23.17)

n+m ta tenglamalar sistemasini yechish lozim boiadi. (23.17)
tenglamalar sistemasi- stasionarlik tenglamalari sistemasi deyiladi.

Shunday qilib, agar (AQs°) juftlik (23.17) tenglamalar
sistemasining yechimi bo‘lsa (bunday yechimlar bir nechta boiishi ham
mumkin), MO(x?x°,...x°) nugta - (23.1) funksiyaga, (23.2) bogianishlar
gatnashganda, shartli ekstremum berishi mumkin boigan nuqta boiadi.

Bu nuqtaning shartli ekstremum nuqtasi boiishini aniglashda,
(23.1) funksiya va (23.2) bogianishlarda qgatnashayotgan funksiyalar
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, deb faraz qilinib,
Lagranj funksiyasining, belgiiangan lar uchun, Mox?x°2,....x°)
nugtada x.,x2...xHo‘zgaruvchilar bo‘yicha hisoblangan,

(23.18)

ikkinchi tartibli differensiali garaladi.

23.5-teorema (shartli ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy
sharti). Faraz qilaylik, m0X?x2,...x°) - [/(m) funksiyaning (23.2)
bogianishlar bajarilgandagi shartli minimum (maksimum) nugtasi,
f{M), ipMI(i =Im) funksiyalar ar0*0, ~ , . nuqtaning biror atrofida
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, hamda Mo(x°x'2,...,x°)
nugtada (23.3) matrisaning rangi m ga teng boisin. U holda, shunday
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Lagranj vektori topiladiki, (MO0>f) juftlik - Lagranj
funksiyasining stasionar nuqtasi boiadi va

0X, 5X;,
(23.19)
+gg-00"N+. . . . =0
5X, dx,,
tenglamalar sistemasini ganoatlantiruvchi dx,dx2....dx,, laruchun
d2L(Mol")>0 (d2L(M0J")<0)
munosabat bajariladi.

23.6-teorema (shartli ekstremumning yetarli sharti). f(m),
< P i funksiyalar nuqtaning biror atrofida ikkinchi
tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega, M( ( x f nuqtada (23.3)
matrisaning rangi m ga teng, hamda (M04°) juftlik- Lagranj
funksiyasining stasionar nugtasi boisin. U holda:

1) agar d!/.(MOA°), dx,dx,,....dx, lar (23.19) tenglamalar sistemasini
ganoatlantirganda, musbat aniglangan kvadratik forma boisa,
AL, (x?2x%....x°,) nuqta - f(M) funksiyaning, (23.2) bogianishlar bajaril-
ganda, shartli minimum nugqtasi boiadi.

2) agar d2(MaX'), dxxdx,...dx, lar (23.19) tenglamalar sistemasini
ganoatlantirganda, manfiy aniqlangan kvadratik forma boisa,
MO(x?,Xi,....x°) nuqta - /(m) funksiyaning, (23.2) bogianishlar
bajarilganda, shartli maksimum nugqtasi boiadi.

3) agar d2a(M0si°), dx,dx2...dx, lar (23.19) tenglamalar sistemasini
ganoatlantirganda, aniglanmagan kvadratik forma (ham musbat, ham
manfiy giymatlar gabul qiluvchi) boisa, MO(x°x...X) nuqta - /(m)
funksiyaning shartli ekstremum nuqtasi boimaydi.

Xususiy holda, «=/(*>) funksiya <p(xy)=0 bogianishlar
tenglamasi bilan berilgan boisa, Lagranj funksiyasi quyidagi
ko‘rinishda boiadi:

1(xy,a) =f{x,y) +1<py\
(23.17) tenglamalar sistemasi, uchta tenglamadan iborat boiadi:

No=0.
dx

A -

dy
Pxy)=Q
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(Mn,Xr) juftlik- Lagranj funksiyasining stasionar nuqgtasi bo'lsin va

0 ft(w.) M
C(w,4) CKA)."

Agar a<o bo‘lsa, MO(x°y0) nuqgta - u=f(x,y) funksiyaning,
<pxv)=0 bog‘lanishlar bajarilganda, shartli maksimum nuqtasi boiadi.

AgarA>0 bo‘lsa, M,{x°,y°) nugta - u=f(x,y) funksiyaning, <p{x,y)=0
bog‘lanishlar bajarilganda, shartli minimum, nuqtasi bo‘ladi.

Izohlar.

1. Funksiyalaming ekstremumini bog‘lanishlar gatnashganda
topish masalalari juda keng targalgan, ular ekstremal masalalarning bir
gismidan  iborat bo‘lib, ularni o‘rganuvchi  bo‘lim - ekstremal
masalalar nazariyasi, hozirgi vaqtda, ko‘p amaliy masalalarda
go‘llanilmoqda.

2. Biz yuqorida ko‘rgan masalalarda, ham ekstremumini topish
talab gilingan funksiyani, ham bogManishtar funksiyalarini etarli sillig,
deb faraz gilgan edik. Lekin bogianishlar fagat tengliklar ko‘rinishida
emas, balki tengsizliklar ko‘rinishida ham bo‘lishi, ulardagi funksiyalar
odatdagi ma’noda differensiallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin.

3. Bogianishlar funksiyalari yordamida tuzilgan (23.3)
matrisaning rangi m ga teng bo‘Isin, degan talab ham ancha kuchli, ko‘p
masalalarda bunday talabni go‘yish mumkin emas. Bu holda, Lagranj
ko‘paytuvchilari usulining umumlashmasidan, aniqrog‘i, umumlashgan
Lagranj funksiyasidan foydalaniladi.

23.6-misol. Lagranj wusulidan foydalanib, ushbu u=2x+4y-5
funksiyaning x2+y2=125 bogManishlarni ganoatlantiruvchi shartli
ekstremumlarini toping.

Yechilishi. Dastlab Lagranj funksiyasini quramiz:

L(x,y,X)=2x+4y-5 +x(x2+.v3-125).
Endi Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalarni olib, (23.17)

tenglamalar sistemasini tuzamiz:
dL

=24 2Ax
dx 2+ 2Xx= 0,
— =4+427y- |4+27 =0,
dy .

U 2+j-2=125.
x2+y2=125,

Bu sistema ikkita Yechimga ega:
X, =-5,v,=-10, A =02, x, #,y, =10, A =-0,2.
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L(x,y,X) Lagranj fimksiyasining ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini
topib, ikkinchi tartibli differensialini tuzamiz:

AL, on, 2 =0 RE =24 d20 = 2x[axe +dyi).

dx2 AXAy oy

N=02 bo‘lganda d2.>0 . Shuning uchun, 23.6-teoremaga asosan,
m,(-5;-i0) nuqtada u funksiya shartli minimumga ega va
«-.=«(-5-10)=-55.

4, =-0,2 bo‘lganda dZ<o . Shuning uchun, 23.6-teoremaga
asosan, n/2(5 io) nuqtada u funksiya shartli maksimumga ega va uning
maksimum qgiymati 45 ga teng, =«(5, i0) =45,

n funksiyani shartli ekstremumga tekshirishning boshga yoiini
garaymiz.

n, =02 boMganda <px, V)= x2+Yy2-125, ¢4 =2x, qv =2y, 5,-10)=-10,

0 ~~r=04
dy

Demak,

0 -10 -20
O=—10 04 0 =200>0
-20 0 04

Demak, m,(-5;-10) nugtada u funksiya shartli minimumga ega va
uning maksimum viymati -55 gateng, ya’ni an,=u{-5, -io)=-55.

Xuddi shunga o‘xshash, J1,=-0,2 boMgan holda va M,(5;io)
nuqtada

0 10 20
[0=-10 -04 0 =-200<0.
20 0 -04

Demak, M,(5;i0) nugtada u funksiya shartli maksimumga ega va
uning qiymati 45 ga teng, ya’ni ti,,, =«(5, i0)=45.
Misolni Maple tizimidanfoydalanib yechish:
> readlb(extrema):

> extrema(2*x+4*y-5 {xA2+yA2-125=0},{x,y},V);is;
{-55,45}

{V—10,X- B}, (y=-10,i =-5}}
23.7-misol. Lagranj usulidan foydalanib, u=xy+yz funksiyaning
X2+y2=2,y+s=2(x>0,y>0,:>0) bog‘lanishlami ganoatlantiruvchi
ekstremumlarini toping.
Yechilishi. Dastlab Lagranj funksiyasini tuzamiz:
L(x,y,Z,AJu)=x}> +yz +n(x2+y 1- 2+ N(x+z- 2)
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Bu Lagranj funksiyasidan xususiy hosilalami olib,

d|—=v+2Ax,

X

8L y +2/i.r=0,

8y X+r+2fty+jU x4 4 2ny+/i =0,
y+v =0,

8L ~

8s -y+M, X2+y2=2,
+r-2.

X'+yr =2, y

V+z2=2

tenglamalar sistemasini tuzamiz. Bu sistemadan a va ~ soniami va
stasionar nuqtaning koordinatalarini topamiz: x=y===i, a=-",/j =-i.

L(x,y,z,\,n) Lagranj funksiyasining ikkiinchi tartibli differensialini
iopamiz va unga giymatni keltirib go‘yamiz:
d 2 =2A(dx2+dy2)+2dxdy +2dyd: =-dx2-dy2+2dxdy +2dydz.
Bog‘lanishlar tenglamasidan, dy=-dx=-dz ekanligi kelib chiqadi.
Buni e’tiborga olsak, u holda, d2 =-dx2-3dy2-id:2<0 bo‘ladi.
Demak, 23.6-teoremaga asosan, m 0 i, i) nugtada u funksiya
shartli maksimumga ega va uning giyrnati 2 ga teng, ya’ni

11)=2.
23.5. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning eng kichik va eng katta
giymadari. Agar  u=1f(M) funksiya  chegaralangan  yopiq

{m}{m}(zR*) to‘plafiida uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya shu
to‘plamda o‘zining aniq yuqori va aniq quyi chegaralariga erishadi
(Veyershtrass teoremasi).

u=f(M) funksiya chegaralangan sohada differensiallanuvchi va
sohaning chegarasida uzluksiz bo‘isa, bu funksiya, yoki stasionar
nugtalarda, yoki sohaning chegara nuqtalarida o‘zining eng katta va eng
kichik giymatlariga erishadi.

Ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning eng kichik va eng Kkatta
giymatlarini topish goidasi quyidagicha :

1) berilgan sohada joylashgan stasionar nugtalarni topish va
funksiyaning bu nuqtalardagi giymatlarini hisoblash;

2) sohaning chegarasini tashkil giluvchi chizigda funksiyaning eng
kichik va eng katta qiymatlarini topish;
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3) funksiyaning topilgan barcha giymatlarini solishtirish: bularning
eng kichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan
sohada eng kichik va eng katta giymati boiadi.

23.8-misol. Ushbu u=x2-4x-y2 funksiyaning x2+y2 <i6 doiradagi
eng kichik va eng katta giymatlarini toping.

Yechilishi. 1. u=x2-4x-y2 funksiyaning birinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz:

ux =2x-4, hv=-2y.

Bu xususiy hosilalarni nulga tenglashtirib, sistemani Yechib, bitta
P0(2;0) stasionar nuqtani topamiz, unda funksiyaning giymati -4 ga teng,
ya’ni z(2,0)=4-8-0 =-4

2. Endi funksiyaning chegaradagi, ya’ni x2+y2=16 aylanadagi eng
kichik va eng katta giymatlarini topamiz. u=x2-4x-y2 funksiyani bu
aylana nuqtalarida bitta x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida ifodalash
mumkin. y2=i6-x2 funksiyani « funksiyaga keltirib qo‘yamiz:
u=x2-4x +y2=2x2-4*-16 . y=#Vie6-x2 funksiyaning aniglanish sohasi
[-4; 4] boiadi.

Shunday qilib, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning x2+y2=16
aylanadagi eng kichik va eng katta giymatlarini topish, bir o'zgaruvchili,
u=2x2- 4x-16 funksiyaning [-4; 4] kesmadagi eng kichik va eng katta
giymatlarini topishga keltirildi. Bu funksiyaning (-4; 4) oraliqdagi kritik
nuqtalarini topamiz va oraligning chetlaridagi giymatlarini topamiz:
U'=4x-4, 4~=4, bundan x=i kritik nugtani olamiz: «/I=1=-18, so‘ngra
u/r=4=o0, «/r=_4=32 ekanligini topamiz.

3. Berilgan funksiyaning stasionar va chegara nuqtalardagi
giymatlarini hisoblab, ularni solishtiramiz:

u(-2;0) =-4, u(i;-272)=-11, u(4;,0)=0, «(1;2v2) =11, «(-4;0)=32

u(0;4)=-16, «(0;-4)=-16.

Demak, berilgan funksiyaning eng kichik giymati -16, eng katta
giymati esa, 32 boiadi,

uedich = "(°;4)= “(0;-4) = -16, uekal = h(-4;0) = 32.

23.9-misol. To‘g‘ri burchakli parallelepipeddan iborat usti ochiq
bak v litr hajmga ega. Bakning oichovlari ganday boiganda, unga
sarflanadigan material eng kam boiadi?

Yechilishi. To‘g‘ri burchakli parallelepipedning oichovlarini
x,y,z(x>0,y>0,2>0) deb belgilaymiz. U holda, uning hajmi, V=xyz
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boMadi. Bundan " Masalaning shartiga ko‘ra, to‘g‘ri burchakli

parallelepipedning to‘la sirti,

S =S(X,y) =2(xz+2yz)+xv=2(Xx+y)— +xy=2V(—+—) +xy
Xy Xy

bo‘ladi. S(x,y) funksiyaning eng kichik giymatini topamiz. Ravshanki,

Stasionar nuqtalarni topish uchun, xususiy hosilalarni nulga
tenglashtirib, hosil gilingan sistemani echamiz:

Ikki o‘zgaruvchili funksiya minimumining yetarli shartini
tekshiramiz:

Sir=~f,  SielW,V2V) =2
X
S'\2= S\2e/2V, V2V) =2
Yy

S', =1, S '"Mwo, 1j2v) =\
0=5%2(P ISyl (P0)-S',,,(P0)=4-1=3>0, ~(P0)>0.

Demak, S(x,y) funksiya, Po(Yd,vw) nugtada minimumga ega
bo‘ladi:

Mustagil yechish uchun misollar

Quyidagi ikki o‘zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

23.1. n=-x2-xy. 23.2. u=2x2+xy +y2

23.3. n=x3- 3%>- 3. 23.4. n=x4+y4-4xy.

23.5. n=-2x2+x)>-2y2+6x +6y. 23.6. n=x3- 9xy+y3.

23.1. n=x3+6xy+8y3-1. 23.8.n=jey(l- x-

23.9. n=x2-3xy+y2-4x +5y +6. 23.10. u=x2+y2-8x-2.
23.11. u=x2+xy-y2-3x-6y. 23.12. u=3x2-x 3+3y2+4y.
23.13. n=3ar2-y 2+4y +5. 23.14. n=x2+xy+2y2-x+y.
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23.15. u=-x2-xy-y2+3x+6y. 23.16. «=(i+ j2eit/2.
23.23. u=X3-3ax}>+y*. 23.18. u=x2+xy+y2-4lax-10\ny.

23.19. U=sinx+sin>’+sm(x+,M), bunda 0<X<y, 0<\W
23.20. u=xe " T 23.21. u--+ —+y.

Xy
23.22. f(x,y) =X2-Xy +y2+2x+2y-4.
23.23. f(x,y) =2X3+Ixy +2y\ 23.24. [(x,v) =x3+V3+3x- -3v2
Quyidagi uch o‘zgaruvchili funksiyalami ekstremumga tekshiring:
23.25. u=x2+y2+z2-4x+6y-2z. 23.26. u=x2+y2+s2-x)'+x-22.
23.27. u=x2+y2+(z+\)2-xy+x. 23.28. M=X3+v2+z2+6jy-4z.

23.29. u=xyz(\6-x-y-212). 23.30. u=— +—+"-+z2,
X y z
23.31. tt=1+£+ iXI+x+1. 23.32. u=x2n+y2l +z2I\
zy
Quyidagi ikki o'zgaruvchiii funksiyalami shartli ekstremumga
tekshiring:
23.33. u=xy, x+y-2=0. 23.34. u=x2+y2 x+_v-1=0.

23.35. u=x2+.v\ 3x+4v—12=0. 23.36. u- xy, 2X+3j’—5=0.
23.37. u=xy2, x+2y-i=0. 23.38. u=x2+y2-xy+x+y-4, X+ v+3=0.

23.39. «=c0s3X+Cc0S2V, x -y - f0,23.40. u=5-3x-4v, x2+y2=25,

23.41. «=1-4x-8y, x2—8y2=8. 23.42. u=x2+xy+y2 x2+y2=1
Quyidagi uch o'zgaruvchili funksiyalami shartli ekstremumga
tekshiring.

23.43. u=2x2+3y24z2, x+y+r-13=0.

2344 .« =xyz\ x+y+r-12=0, x>0,y>0, z>0.
23.45.« =x-2y+2z, X2+v2+'72-9 =0

23.46.u =x)-+2xz +2yz, x>€= 108

23.47.u=x2+y2+z2 I +;¥ +ifr = 1a>0,b>0, ¢>0.
a' c

23.48. f(x,y)=x}+y2 funksiyaning x2+v2=1 aylanadagi ekstremum
giymatlarini toping.

23.49.f(x,y)=x2+3y2+2y funksiyaning x2+y2<l doiradagi
ekstremum giymatlarini toping.

23.50. f(x,y,z)=x-y+z funksiyaning x2+v2+z2=1 birlik sferadagi
ekstremum giymatlarini toping.
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23.51./(x,y,z)=x(y+r) funksiyaning .r+/=i to‘g‘ri doiraviy konus
va xr=i giperbolik silindrlaming kesishish chizig‘idagi ekstremum
giymatlarini toping.

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan D to‘plamda eng katta va
eng kichik giymatlarini toping.

23.52.w=x3-3xy +y3, D= {(X,y)eR2:0SXx< 2 -I<_v<2}.

23.53.« =x—2y +5, D =fa,y)e R2:x>0, >>0, x+ v<l}.

23.54.« =X2-4 x-y1, D={(Xy)eR1:x1+y2 <9/

23.55. u=xy(4-x-y), D="x,y)eR2:x> 0, y> 0, x+y<s}.

23.56.u=x3-9xy +y3+27, D ={(x_V)eR2:0<x<, 4 0<y<4}.

23.57.« =sinx+siny +sin(x+_y), D =\x,y)>=R2:0SX<;r/2 0 <yinl2\

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan D to‘plamda eng katta va
eng kichik giymatlarini toping:

23.58.« =xy +x+y, D={(x_V)eR2:—2<xi 2 -2 <y<2*

23.59.it =Xs- 6xy +8\M3+], D ={(xy)e R2:0<x<2 -1 <y <I}

23.60. «=3+2xy, D =Ix,y) e R2:- 4 <x2+y2<9}

23.61.« =x4-y\ D={(xy)er2:x2+y2 <9}

23.62.« =x2+y2, D={(Xy)eR2:(x-V?)2+0>~s/2)2<9}

23.63. «=cosxcosj' cos(X+_y), D={(x,y)e R2:0<x</r O<y<jr\

Berilgan funksiyalarning berilgan r sohada maksimum va
minimum qiymatlarini toping.

23.64. f(x,y)=x7+xy+y2-3x+3v, R: birinchi kvadrantda x+y =4
to‘g‘ri chiziq bilan kesilgan uchburchakli soha.

23.65.f(x,y) =y2-x)’-3y+2x, R:X=# va y=# to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan kvadratik soha.

23.66. f(x,y)=x2-y2-2x+4y, R:pastdan ox 0‘g, yugoridan y =x+2
to‘g‘ri chiziq va 0‘ngdan x =2 to‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan '
uchburchakli soha.

23.67. f(x,y)=x}+y3+3x2-3y2, R:x=+I va y =+i to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan kvadratik soha.

Mustaqil yechish uchun misoUarning javoblari
23.1. «nX=«(0,0)=0.23.2. «,,,=«(0,0)=0.23.3. (-1 1) stasionar
nuqtada ekstremum yo‘q. 23.4. =«l; )=«(-i;-1)=-2, 0(0; 0) stasionar

nuqtada ekstremum yo‘q. 23.5. «nx=«(2;2)=12.
23.6. unm=n{33)=-27,0 (0; 0) stasionar nugtada ekstremum yo‘q.
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23.7. Ny =«(-!1;-05)=0. 23.8. =«g; 1] =%

23.9. Q-;-|j stasionar nugtada ekstremum yo‘q. 23.10.
=«(4;0) =-18.

23.11. um=wu0; 3)=-9. 23.12. «M=M"0;-|j =-], stasionar
nugtada ekstremum yo‘qg. 23.13. Ekstremum yo‘q. 23.14. juk=«(i;-i)=o0.

23.15. a =m(03)=9 23.16. wbk«(-2;0=4_ 23.23.

a<0 da utim-u(a;a)=-a3 .

a>0 da Mi,=u(a;a)=-a3.23.18. «llil =ul;2)=7- 10In2.23.19.
wx=w(y.y)=|Vv3.23.20. Ekstremum yo‘q. 23.21. «=nmin4; 2)=6.

23.22. /,,,,,=1(-2,-2)=-8.23.23. /_=1/(-",

23.24. | m,=/(0,2)=-4, | _.=/(-20)=4.23.25. «nip,=«(2;-3; )=-14.

23.26. ) .- 1 23.27.

23.28. ua; =u(6;-18; 2)=-112,23.29. =u(4; 4, 2)=128.

23.30. unfl=n(8; 4; 2)=60,23.31. win=ti(l; L 1)=5, uTt, =H(-1; 1) =-3.
23.32. HmM=u(0; 0; 0)=0. 23.33. «,,,,,=«(i; )=1.

23.34.  «,,,=«05; 05)=05 23.35. «mu=«g; g)=".
23.36. =«g; |] =]. 23 .37 =«(l; 0)=0 «,,,=«[!;1)=%
2338. "=ff;-f)=-1.

23.39. imo=unY +at; y+n*|=h—y , um=un" +a* -~ +®tj=l+~ , "Z .

23.40. «=NLN(3;4)=-20, «=»,,,,,(-3;-4) = 30.
23.41. w=«,,(-41)=9 5= @-D=-7.
i _  f.vV2 .nlr~3

2 2 20« 2 231 2
23.43. «n,=u(6; 4; 3)=156. 23.44. un®=U(2; 4; 6) =6912.
23.45. wilx=u(l; - 2;2) =9, «m, =«(-1; 2;-2)=-9. 23.46. unmla= «(6; 6; 3)= 108.
23.47. =bl(+a;0;0)=a2, untl=u(0;0;+c)=cJ.
23.48. /,, =/(0+1)=/(1,00=1, /,,.,=/(-10)=-1.
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23.49. /_ =/(op) =5 fna=/(0-i/3)=

23.50./.,./(-L .-¢L .-LT1.A [, -/

23.51. "-j:,-j:,jZJva maksimum nugtalari, ularda
funksiya I giymatqgabul gilidi; -1 j va ~-j=,-JL,V2j-

minimum nugtalari, ularda funksiya i qiymat gabul giladi. 23.52.

=m1;)=n{0;-1)=-1,
“10.=H2;-1)=13 23.53. n , =«(I;0)=6.
23.54. =«(I;-2V2)=«(l; 2yf2)=-U, wrbl =n(-3, 0)=21.

23.55. uctidj - w(4; 4)=-64, =
23.56.- M ih=i¢3 =0, bl =u(4; 0= 4)=9L
23.57. B.ta=«(«r/3;»/3)=|V3. 23.58. «,.**,=-6, n,.te =14.

23.59. ve  =“7, wetdf =9 +4>2 23.60. =-6, M8 =12,
23.61. tc=-81 nex =81. 23.62. Metich =0, uekat =25.
23.63. uehch = -i Hfwr=1-23.64. /_ =/(0,4)=28;/ mr=/(j, 0j=-].

23.65. /,,,,, =/(2-2), Imn=/(-2;y =-J- 23.66. /,.» =/(- 20)=8

L™ =/0,0)=-i.
23.67. 1,,,,, =/(1,0)=4, f m=/(0,-1)=-4.

24-8. Oshkormas funksiyalar

24.1. Oshkormas funksiya hagida tushuncha. Faraz gilaylik, *
va y o‘zgaruvchilarning giymatlari, o‘zaro, ushbu
F(x,y)-0 (24.1)

tenglama orgali bog‘langan bo‘lsin. Bunda F(x,y), ikki o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida, {M}={(x,y)eR2:a<x<b,c<y<d} to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Biror xQsonni (x0z(a,b)) olib, uni (24.1) tenglamadagi * ning
0°‘miga qo‘ysak, natijada, y ni topish uchun, quyidagi

Hv.v)=0 (24.2)
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamani yechishda quyidagi hollar
bo‘limi mumkin:
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lo. (24.2) tenglama yagona yOyechimgaega,

20. (24.2) tenglama bitta ham yechimga ega emas ,

3°. (24.2) tenglama bir nechta, hatto, cheksiz ko‘p, yechimga ega
boiishi mumkin.

Masalan: 1) F(x,y):-r-+b{‘-i =o tenglama [~a,a\ kesmada y ni, x
a
ning ikki giymatli funksiyasi sifatida aniglaydi: v=+"V<j2-x2. Buni

F(x,y):a—j+é;jr-i =0 tenglamadagi > ning o°‘rniga qo ‘ysak, natijada

ayniyat hosil boiadi.

2) F(x,y)=yjx2- 3-2 =0 tenglama, * ning «\{re/?:-V3 <*< Vi} dan
olingan har bir giymatida, yagona v:-\lzzzzzg yechimga ega, bundan

, -0. Yuqoridagi keltirilgan 1) va 2) misollarda, y ni.v orgali
Vx! —3j

ifodalash mumkin boidi. Lekin, har doim ham bunday oson
bo‘lavermaydi. Masalan, ushbu

F(x,y)=y-x-esiny =0 (o <£ <I) (24.3)
tenglamani garaylik. Bunda y ni, x orqgali elementar funksiyalar
yordamida aniglab boimaydi. Lekin, F(t,>)=>-x-ssin> =0 (0<s<l)
tenglama, umumiy holda, y ni, x ning bir giymatli funksiyasi sifatida
aniglaydi. Hagigatan ham, tenglamani x=y - csiny =<xy) (ye (- °0;ho))
ko‘rinishda yozib olib, p(ij funksiyaning (-<»;«) oraligda uzluksizligiga,
hamda p'0)=i-~cosy >0 hosilaga ega ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Unda, teskari funksiyaning mavjudligi to‘g‘risidagi teoremaga asosan,
yagona =m=<p(X) funksiya mavjud. (24.3) tenglama - Kepler
tenglamasini ifodalaydi.

Demak, (24.3) tenglama, yagona y=<p-{x) yechimga ega, bunda
F(x,(a-"(x))s°.

3) F(x,y)=x2+y2-Iny =0 0'>°) tenglama, * ning (-w;«) oraligdan
olingan hech ganday giymatida yechimga ega emas. Chunki, doimo
y2- Iny >0 munosabat oi’inli. Bu holda berilgan tenglama bitta ham
yechimga ega emas.

F(x,y)=0 tenglama uchun, 1-holning o‘rinli boiishi muhim
ahamiyatga ega. Uning yordamida funksiya aniglanishi mumkin.
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X 0°‘zgaruvchining giymatlaridan iborat, * ning undan olingan har
bir giymatida F(x,y) =0 tenglama yagona yechimga ega boigan, x
to‘plamni garaymiz. x to'plamdan ixtiyoriy x sonni olib, unga,
F(x,y)=0 tenglamaning yagona yechimi boigan, y ni mos qo'yamiz.
Natijada, x to‘plamdan olingan har bir * ga, yuqorida koisatilgan
goidaga ko‘ra, bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil boiadi. Bunda x va
y o0°‘zgaruvchilar orasidagi bogianish, F{x,y)=0 tenglama yordamida
ifodalangan boiadi. Odatda, bunday aniglangan funksiya, oshkormas
funksiya deyiladi va u x-*y:F(x,y)= 0 kabi belgilanadi. Masalan, 2), 3)
misollardagi oshkormas funksiyalar,

kabi yoziladi.

24.1-eslatma. Agar F(x,y)=0 tenglama oshkormas ko‘rinishdagi
funksiyani aniglamasa, ba’zi hollarda, y ga maium shart qo‘yish
natijasida berilgan tenglama, oshkormas funksiyani aniglashi mumkin.
Masalan, F(x,y)=x2+y2-1=0 tenglama x ning (-i;i) oraligdan olingan
har bir giymatida, ikkita, y=-VI-x2,y =VI-x2 yechimlarga ega. Agar y
ga, uning giymatlari [-10] kesmada boisin, degan shart qo‘yilsa, u
holda, berilgan tenglama yordamida aniglangan,

X-»y==—1-x1,f&-"1-x2)=0

ko‘rinishdagi oshkormas funksiya hosil boiadi.

24.2. Oshkormas funksiyaniiig mavjudligi.

24.1-teorema. F{x,y) funksiya Mo@o,v0)efi! nuqtaning biror
uikixOy«))=fIv)e  mx0-h<x<x,, +h,yo-k<y<yl+k} (h>0, k>0) atrofida
berilgan boiib, u quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) UkAwo)) da uzluksiz;

2) x o‘zgaruvchining (x,-hx, +h) oraligdan olingan har bir tayin
giymatida, y o'zgaruvchining funksiyasi sifatida, o ‘suvchi;

3) F(x0,y0)=0 boisin.

U holda moxo,y,,) nugtaning shunday

UsA(xoxy<>)= R' m&0- S <x<x0+S,y0-s <y <y*+e}(0<S <h, 0<e <k)
atrofi topiladiki:



a) vxe (G,-s,x0+s) uchun f(.r,v)=o tenglama, yagc
yechimga (ys(y0-e,y0+e)) ega, ya’ni F{xy)=o tenglama yordamida
x->y :F(x,y)=0 oshkormas koiinishdagi funksiya aniglanadi;

b)x =x, bo‘lganda, y =y0 unga mos keladi;
¢) x-+y:F(x,y)=0 oshkormas funksiya (x0-<?*,+<?) oraligda
uzluksiz bo‘ladi.
24.3. Oshkormas funksiyaning hosilasi.
24.2-teorema. F(x,y) funksiya Mo(x0,y0)eR2 nuqtaning biror
v0))= |x, v)e R7:x(-h<x< x0+h, y0- k< y <y, +k) (h>0,k >0 atrofida
berilgan bo‘lib, u quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) ,y0)) da uzluksiz;
2) c/alt(x0,y0)) da uzluksiz F'sx,y\ Fr{x,y) xususiy hosilalarga ega va
K (x0Y0)*0;
3) F(xo,yo0)=0.
U holda, mo(x,,y0) nugtaning shunday
M «(O>)= {&,.v)e R2:x0-S <x<x0+8S,y,, -e <y <, +fi}(0< S <h, 0<e <k)
atrofi topiladiki:
a)\/xe(x(-6\x0+s) uchun F(x,y)=0 tenglama yagona, y Yechimga
(ye (yO- e, y0O+e)) ega, ya’ni, f(x,_v)~ 0 tenglama  yordamida,
X—=y:F(x,y) =0 oshkormas funksiya aniglanadi;
b) x =x> bo‘lganda, y=yo0 unga mos keladi;
c) X->Y:F{xy)=0 oslikormas ko'rinishda aniglangan funksiya
(xa-s,x,, +s) oraligda uzluksiz bo‘ladi;
d) oshkormas ko‘rinishdagi funksiya (*,,-£,*,+<?) oraliqda uzluksiz
hosilaga ega bo‘ladi va uning hosilasi
FAx>y) (24.4)
Fr(W o)
formula bo'yicha hisoblanadi. v
F(x,y) funksiya, Uic{x0,y0)) atrofda uzluksiz ikkinchi tartibli
FA(X V), Pv (x,y\ F\(x,y) hususiy hosilalarga ega bo‘lsin. y ning * ga
bogMigqligini e’tiborga olib, (24.4) tenglikni x bo‘yicha differensiallab,
quyidagini topamiz:
2FtFyFv -F ;F - f; f

(KJ
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Xuddi shunday, oshkormas ko‘rinishdagi funksiyaning uchinchi va
hokazo tartibdagi hosilalari topiladi.

24.4. Ko‘p o‘zgaruvchili oshkormas funksiyalar.

F(Y)= F(X,,X2,.0,%,0,y) (x=(x1,x2...xmeR") funksiya

{M}={0Ky)e R™ :a, <x, <b,, aj <x2<b2,...,au <xm<bmc<y<d\

to‘plamda aniglangan boisin. Ushbu

F{x,y)s F{xt,x2,...,xmy)=Q (24.5)
tenglamani garaymiz. xeR" nuqtalardan iborat, undan olingan har bir *
nuqtada (24.5) tenglama yagona haqiqiy yechimga ega bo‘lgan,
X (Xcl) to'plamni garaymiz. x to‘plamdan ixtiyoriy * nugtani olib,
unga (24.5) tenglamaning yagona haqiqiy yechimi y ni mos go'yamiz.
Natijada, x to‘plamdan olingan har bir x nuqtaga, yuqorida ko ‘rsatilgan
goidaga ko‘ra, bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil gilinadi. Bunday
aniqlangan funksiya, ko‘p o‘zgaruvchili (/Ho‘zgaruvchili) oshkormas
ko 'rinishda aniglanganfunksiya deb ataladi va u,

* = (X5, X2, Xm) >y TF(X,,X ], xmy) =0

kabi belgilanadi.

24.3-teorema. F(x,y)=F(xl,x2,...xmy) funksiya (J1n,)e rr" nuqtaning

biror
<X, <X?+hj, xj-h2<x2<x2+h2,....,
X% n-h,<x,<x°m+hmy,, -k<y<y0+k) (h, >0,i=212...m k> 0)
atrofida aniglangan va u quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

)] S{(*°.1)) da uzluksiz;

2) x=(xt,X2...,Xj o‘zgaruvchining

{Xs Rm:X0- A <X <xj +A, x2- h2 <x2<x°2+h2,....jd®- hm <xm <xm+hm}
to‘plamdan olingan har bir tayin giymatlarida, y o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida, o‘suvchi (kamayuvchi);

3) p(**J1)=0.U holda, (/jje r* 1nugtaning shunday

<X, <X?+ <0, X2- S2<x2<x2+S2,....,
xI~0,, <xm<sel+Smy(t-s <y<y0+s\ (0<S, <hj, i=12,...,m, 0<e<k)
atrofl topiladiki: a) Vxe {(xI,x2.....x,,)e R“ :x?-S, <x, <x° +<,

X2-5< x2<x2+s2,.x°m-s,,< xm<x° +§} uchun, f(x,y)=0 tenglama,
KvHv,-e,yo+s) yagona hagigiy yechimga ega, ya’ni (24.5) tenglama,
X =(X5X2,...,X,,)-+y:F(xnx2,...,xMy)=0 0shkonnas ko‘rinishdagi funksiyani
aniglaydi;

b) x =x° bo‘lganda, y =y0 unga mos keladi;
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¢) oshkormas ko‘rinishdaaniglangan (x,,x,,...,X,»)-»Y :P(X,X2,....X,,,,y)=0
funksiya,{(X, X],...;X,,)€ R :X,°-¢ i, <X, <X" +4&,,
X2—S<Xx2<X2+4a,,..y,,-Sm<x, <x" +SJ
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

24 . 4-tfiorema. F(x,y)= F(X,X,,....%,»Y) funksiya (x°,y0<=R""" nugtaning
biror
v 'L* «(*°.n)= {fc?)« *“F X0 A<*F <*?7+ A, x2-h 2<X2<X2+1L,....

X1~K <xm<xl+hn,ya-k<y<y0+k) (A >0,i=12...,mk >0)

atrofida aniglangan boiib, u quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

O uh® , {x\y0) da uzluksiz;

2) 0) da (1,22 (I—
uzluksiz xususiy hosilalarga ega va Fy(x;y)* 0;
3) £ (x°,,V0) = o.

Uholda, (i4j t) e r' nugtaning shunday
ndis....,, (x°,y0)={xy)e/T4:x°- 0 <x, <x®+4at, Xj- 62 <x2<xX2+S2......
x'l,-am<x,,<x°+Sa,y0-£<y<y0+e} (0<Sj <hj, i=12,...,01,0<e <k)
atrofi topiladiki:
a)
Vxe{(XLx,,..., X,,)ER" 1x°- S, <X, <X" +G,x2- &<X, <X’ +82,..,X° -d m<xm<x" +8S,,)

uchun, F{xy)=0 tenglama, y(yetv, -e,y0+€) yagona haqiqgiy yechimga
ega, yani (24.5) tenglama, x=(XLx2...X,)-»y:F(X1X,,....X,,Y)=0
oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani aniqlaydi;

b) x —x° bo‘lganda, y =y0 unga mos keladi;

c) oshkormas ko‘rinishda aniglangan (x, ,x,,...,.X,,) >y :F(X1X,,...,X,,,,y)=0
funksiya,
{(x,,x2l....x,, ) & R™ :x"-S, <X, <X" +<, X, - S <x2<x\ +42,.x°’m-S m<x,, <x’m+£,}
to‘plamda uzluksiz boiadi.

d) oshkormas ko‘rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo‘ladi.

24.1-misol. Ushbu

v4- 4x2y2+sinx =0

tenglamadan y ni, oshkor shaklda, x orqali ifodalang.

Yechilishi. y2=r almashtirish olib, z2-4x2-+sinx =0 kvadrat
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bundan, y2=zI2 =2x2+V4x4-sinx, y2>0
bo‘lgani uchun, kvadrat ildiz oldidagi “+” ishorani olamiz:

y =£\I12x2+ -v/4x4-sinx .
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24.2-misol. Ushbu
y2- 2x3v+x6- x4+x2=0 (24.6)
tenglama, y ni M,(0,0) nugta atrofida xning birgiymatli uzluksiz
funksiyasi sifatida aniqlaydimi?

Yechilishi.  F(x,y)=y1-2x3 +xt ~x4+x1L,F ‘=2y-2x\ Bu hosila
M,(0,0) nuqtada F'y(G;0)=0 bo‘ladi. Demak, oshkormas funksiyaning
mavjudligi va uziuksizligi haqidagi 24.1 - teoremaning shartlari
bajarilmaydi. Shuning uchun, berilgan tenglama, M,(0,0) nuqtaning
atrofida oshkormas funksiyani aniglamaydi. Hagigatan ham, (24.6)
tenglamani y ga nisbatan yechib, y =xsxW*2-1 ni hosil gilamiz. Bu
funksiyalar jc=o va [x|>| da aniglangan bo‘lib, MO@;0) nuqtaning
atrofida, (24.6) tenglamani ganoatlantiruvchi Mo(0;0) nuqtadan boshqga
birorta ham nuqta mavjud emas. MO0(@;0) nuqta- egri chizigning
yakkalangan nuqgtasi bo°‘lar ekan.

24.3-misol. Ushbu

ye*—~x\ny- 1=0
tenglama, x =0 nuqta atrofida, uzluksiz y =f(x) funksiyani aniglaydimi?
Agar aniqlasa, bu funksiya hosilaga egami? Agar hosilaga ega bo‘lsa,
uning hosilasini hisoblang.

Yechilishi. ye*-xIny-1=0 tenglamaga ,t=0 giymatni qo‘yib, y =1
bo‘lishini topamiz. Endi Mo(0;i)) nuqta atrofida f(x;v)=ye'-xinv-i
funksiyaning 24.2 - teoremaning shartlarini ganoatlantirishini tekshirib
ko‘ramiz:

1) F(x,y)=yex-Xiny-i funksiya, y >0 yarim tekislikda aniglangan,
uzluksiz. Uning xususiy hosilalari mavjud va uzluksiz:

F =yex-lny, F =e* —;
y

2)  (Oh)=e°-y=1%0.
Shunday qilib, 24.2-teoremaning shartlari bajariladi, shuning
uchun ye“-xiny-1=0 tenglama M(G;i) nuqtaning atrofida
x -=>y(x) :ye* - XIny- 1=0 ko‘rinishdagi oshkormas uzluksiz funksiyani
aniglaydi. Bu oshkormas funksiya, quyidagi uzluksiz hosilaga ega:
._ Px__ye*-Iny__ y(yex- Iny)
K ye'-x

y
24.4-misol. Ushbu xe-ylnx-8 =0 oshkormas ko‘rinishda berilgan

funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini toping.
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Yechilishi. xer-y!'nx-8 =0 tengiikni x bo'yicha (y ni * ning
funksiyasi, deb garab) ikki marta differensiallaymiz:
a) ey +xey v - V' -Inx-—=0;

b) evey +e2ye2y +2x(e° {yV +eyev")-y *Inx- — - =0.
y 2V y_
adany ==V — =m*. " , 24.7
) y 2e* —nx  Inx —2xe ( )
6) dan / = (24 8)
2xe - -Inx

Agar (24.8) da y ning o‘rniga (24.7) dagi ifodani Kkeitirib
go‘ysak, natijada >'ning x va y orqali ifodasi topiiadi.

24.5-misol. Ushbu r -3”" =8 tenglamaning MOQ;-1;2) nuqgta
atrofida, yagona, z =f(x,y) oshkormas funksiyani aniglashini isbot giling.
Uning (0,-1) va rv;-i) xususiy hosilalarni toping.

Yechilishi. F(x,y,z)=23-3xyz-& funksiya Mo0(o--ia) nuqta atrofida
differensiallanuvchi. Uning F =3r2-3x*=3(r2-xy) hosilasi M00;-1;2)
nuqtada uzluksiz, hamda F(0;-1,2)=0, F'(0;-1;2)=12*0. Demak, 24.4 -
teoremaning bamina shartlari bajariladi. Shuning uchun, berilgan
tenglama, M,,(0;-1;2) nuqgtada yagona, differensiallanuvchi, z-f(x,y)
ko‘rinishdagi oshkormas funksiyani aniqglaydi.

z —f(x,y) funksiyaning (0;-I) nuqtadagi giymatini hisoblaymiz:
23-3-0-(—4)-s-8 =0,r3=8 r=2.

Endi z3-3xjr =8 tenglamani, mos ravishda, x va y bo‘yicha
differensiallaymiz:

3r2-z, ~3yz-3xyz\ =0, (24.9)
3r2¢7y - 3xr- 3xr- 3y my =0 (24.10)
(24.9) ga x=0,y=-l, r=2 giymatlarni keitirib qo‘yib,
3-4-zj -3-(-1)-2-3-0-(-1)-rj =0, z,=-0,5
bo‘lishini topamiz.

(24.10) ga x=0,y=-I, r=2 giymatlarni keitirib qo‘yib,

3 me - 3K-i)m-3me(-i)*?%, =0, _-;=0
ekanligini topamiz.

24.6-misol. Ushbu cos: x+cos2y+cos:r =1 tenglama bilan anig-
langan s(x,y) oshkormas funksiyaning xususiy hosilalarini va to‘lig
differensialini toping.
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Yechilishi. cos2i+cosJy+cos2z-i =0 tenglamani, mos ravishda, *
va Yy bo‘yicha (- ni * va y ning funksiyasi, deb garab) differensial-
laymiz:

-2cosx sinj;-2cosr sinz-r][=0
- 2cosy siny - 2 cosresin-z\ =0.

Bu tenglamalardan, =z, = = xususiy hosilalarni

topamiz. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘lig difTerensialini topish
formulasiga asosan,
dz = zidk + Z,dy __ Sin2labxAsin2veA
sm2z
24.7-misol. Ushbu x2+y2+-2=2z tenglama bilan aniglangan r(>s)

funksiyaning xususiy hosilalari, birinchi va ikkinchi tartibli to‘lig
differensiallarini toping.

Yechilishi. x2+y2+z2=2- tenglamani, mos ravishda, x va y
bo'yicha differensiallaymiz:

2x+2z2-2,-22'x=0,

(24.11)
2y +2z-2'y-2zy = 0. (24.12)
Bundan, =--JL, dz = xdx+ydy .
z-1 r z-1 I-2

(24.11), (24.12) larni,

mos ravishda, * va y bo‘yicha
differensiallaymiz:

I+(rj +z-zr,-zx =o,

1+ (B +z-27,-z) =0.
Bu tenglamalardan,

1+ (rl); 1I+("y @-z f+x-
w1 0-r) (1-r)3
(I-~)2+r
V_ (1-1)3 -

(24.11) ni y bo‘yicha, (24.12) ni * bo‘yicha differensiallab,
rL=>—

aralash hosilalarni topamiz. Ikki o°‘zgaruvchili
(I-2) (I1-2)

funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini topish qoidasiga asosan



24.5. Tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan oshkormas
funksiyalar. Ushbu F , ( « , ( i =Un) funksiyalai'biror
D = tuj,u2,...,un,x,,x2,... xmeR m": a, <x, < 6 , <xm<bm c, <k, <d,,...£,, <a,, <d,,)
to‘plamda berilgan boMsin.
F, = Fj(ul,u2,...,u,,xj,x2,....xm) =0,

Ft =F2(ul,u2,...,u,,,X,,X2,....xm= 0, (24.13)
Fo=F (%2 e *) =%
tenlamalar sistemasini garaymiz. x={,x1..xm) o°‘zgaruvchining
giymatlaridan iborat, undan olingan har bir * nuqgtada

(24.13) sistema yagona «,h2...«, Yyechimlar sistemasiga ega bo‘lgan,
= ‘g, <xl <bl,...,am<xm<b,,}c.R* to‘plamni garaymiz. Dx to‘plam-
dan olingan ixtiyoriy x=(dxXi,..X,) nuqgtani olib, unga (24.13)
sistemaning yagona, u,u2..,un yechimlar sistemasini mos qo‘yamiz.
Natijada, Dx to‘plamdan olingan har bir * nuqtaga, yuqorida
ko‘rsatilgan qoidaga ko‘ra, u,u,,...u, lar mos qo‘yilib, n ta funksiya
hosil bo‘ladi. Bunday aniglangan funksiyalar, (24.13) tenglamalar
sistemasi yordamida aniqlangan oshkormas funksiyalar sistema deb
ataladi.
24.5-teorema. F(=  funksiyalarning har biri,
(«®, X2)=(«[>;;,...,U°% X" X5,.....xI) nugtaning biror
Uicd{ue )= X, >h X(* Wo)=
={(m,x)s R“** :uj -kj <u, <u® +Kkj, u°-k2<u2<u2+k2 —km < <u°+km,
X -hi <x, < +hj, x°-h2<x2<x2+h,... ¥hl-hm<x,, <xfn+hm }
tH)>0,i=1 , 2 ki >0j=12..,/?
atrofida aniglangan bo'lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
DQu, ((«".y0) da uzluksiz;
2)CU(w°x0) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;
3) xususiy hosilalaming (u°*°) nuqtadagi giymatlaridan tuzilgan
determinat nuldan fargli:
3Ft dF, dF,
8ui W 8un
oF28F2 8F2
du, du2 e, *0;

dF, 8F., 8F,,
du, du2 8u,,
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4) (u"x°) nugtada f@u"x")=0 (=In)m
U holda, (nf,.t0) nugtaning shunday V)
(0<S§ <n <hj, i=i,m 0<Bj <kj, j =i,«) atrofi topiladiki, bu atrofda:
a) (24.5) sistema, oshkormas funksiyalar sistemasini aniqglaydi,
ularni u, =/(xIx2,...xm), i=ijfi orqali belgilaymiz;
b) x=x° nuqtada f,(x°)=y°, i=Ui, bo‘ladi;
¢) oshkormas ko‘rinishda aniglangan /((i=fAi) funksiyalar
{*e <X, <FUHD.L XO—SMKX,,<X|,*¢,} to‘plamda uzluksiz va
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘ladi.
24.8-misol. Ushbu
fx+y =u+v
[xv+yv -1
sistema, (112,00 nuqtaning atrofida, oshkormas funksiyalarni aniqg-
laydimi?
Yechilishi. Ravshanki, Fj(x,y,uv)=x+y-u-v, FXX,y,u,v)=xy+w-i
funksiyalar (I; I;2,0) nugtaning atrofida uzluksiz hamda barcha
=jSfL=1~1=_1 8F<_ [
dx ' dy du dv
82 ASft=v ?fx=0" =,
8x cy du av
xususiy hosilalarga ega va ular ham uzluksiz. (I;I;2 ,0) nugtada
o g Of1

du dv -1-1 - X . B . . _
of8rR 0 1 1 0, R(,120=0 FK(%20=0

du dv
Demak, 24.5-teoremaga ko‘ra, berilgan sistema, u va v lami, *va
y 0‘zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniglaydi:

u=9x -(-y ---:-I', v=2_L .
\Y \"

24.8-misol. u(x,y) va v(x,y) oshkormas funksiyalar, ushbu
fxu+ w=4,
[yu-v=0
sistema orqali aniglangan. Agar x=1,y =~1 da u{x,y) va \{x,y) funksiyalar
«(I;-1) =2, v(i;-I)=-2 qiymatlarni gabul gilsa, u holda ularning barcha
xususiy hosilalari, birinchi va ikkinchi tartibli to‘lig differensiallarini
toping.
Yechilishi. Berilgan sistemani ikki marta differensiallaymiz:
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dx + xdu +vdy +ydv =0, CIA \A\
{dy +ydu - dv =0.

udx +dxdu +xd2u +dvdygdydv+yd2y =0, j ldxdu +xd2u + 2dydv+yd 2»=0, ~4 ]~
dudy +dydv+yd‘u-d'v =0. [2dyd'ii +yd‘u~d 2 =0.
(24.14) sistemaga *=1y =-\, «=2,v=-2 giymatlami Kkeltirib
go‘yib,
2dx+du-2dy-dv =0, ,. fdv=dx
2dy-du-dv =0. A \du =2dy-dx
ekanligini topamiz. Bundan, —=1, —=0,—=-1,—=2.  Xuddi
dx dy dx dy

shunday, x=1y=-1 u=2,v=-2 giymatlami, hamda dv va du larning,
yugorida topilgan, giymatlarini (24.15) sistemaga keltirib qo‘yib,

i2dxfedy-dx)+d2u +2dxdy-dv =0, ,. \6dxdy—2(dxf +d2u-d 2v=0,

[2dy(2dy-dx)-d2u -d & =0. YA(rfi3—2dxdy-d2u-d v =0
bo‘lishini topamiz.  Bundan,

d'u-d'v - 2{dxf -6 dxdy, du=(dxf +4 dxdy- 2(rfv)",

d2u+d & =4{ffyf - 2dxdy, d ‘v =~(dx)* + 2dxdy +2(dy)2

Demak, ikki o‘zgaruvchili  funksiyaning ikkinchi tartibli

differensialini topish formulasini e’tiborga. olsak,
A =pUfL=2) A =-1, — =1, A =2 larni topamiz.

dx2  ~ dxdy dx2 tdxdy O d)2
Mustaqil yechish uchun misotar

Quyidagi tenglamalarni y ga nisbatan yechib, * ning funksiyasi
sifatida ifodalang:

24.1. y2-5x2>t+4xJ- o. 24.2. y4~4xy 2+sinx=0.

24.3. ey -x8-6 =0. 24.4, xyA-3y3+6x’y2-3y +x2=0.

24.2. Quyidagi tenglamalar sistemasini, y va r larga nisbatan
yechib, x ning funksiyasi sifatida ifodalang:

245. i | +r=?2 24.6.1
\V -yz +:~ =6X. [y+z +X(y +z )=3x-I.

Quyidagi tenglamalar, ko‘rsatilgan nuqta atrofida, oshkormas
funksiyani artiglaydimi?

24.7. F(x,y)s VA+Xy+y3-3 =0, >4t ).

24.8. F(x,y) =X3- iaxy +yJ=0, a(o\i4;a V2)

24.9. F(x,y)=ey +ysinx-x3+7 =0, A@2; Q

24.10. F(x,y)s x{x2+y2)-a(x2-y 22 AG 0.
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Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning berilgan
a nuqgtada f'y xususiy hosilalarini hisoblang:

24.11. h3-2uX+w)>2 =0, ALI). 24.12. « +3«xj'+1=0, A(; i).

24.13. e"- xyu-2 =0 A(%0). 24.14. u+In(x+y - u)=0, Al; - 1.

Quyidagi oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi tartibli
hosilasining berilgan nuqtadagi giymatini toping:

24.15.x3-2y- +3y=0, (; ). 24.16.x2+xy+y1-7 =0, (I; 2).

Quyidagi oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyalarning birinchi
va ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang:

24.17. X’->,2-4 =0 24.24. i+xy-In(<?'+e~")=0.

24.19. 2cos(x-2y)-2y +x=0. 24.20. x3+y3-3xy =0.

Quyidagi oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi tartibli
hosilasining berilgan nuqtadagi giymatini toping:

24.21. r3-xy+y-+y3-2 =0, (I; 1 1).

24.22. sin(X+ >m)+sin(j +r) + Sin(X+2)=0, (tr; n\ n).

Quyidagi oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyalarning birinchi
tartibli xususiy hosilalarini va toliq differensiallarini hisoblang:

24.23. x:+yl+zz- 6x=0. 24.24. X2+y2+r2- 2xr=a2

24.25. '--x}-=0. 24.26. r5+3xx-2.w =0,

Quyidagi oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning birinchi
va ikkichi tartibli to‘liq differensiallarini hisoblang:

24.27. X’ +>2+r2-2r =0,24.28. r3-3xv*=a324.29. 3 x-_-In\-/:O.

24.30. u(x,y) va v(x)y) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu

jw+v-x  sjstema orqgaii aniglangan. u{xy) va v(xy) oshkormas
w—ia’ =0

ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi va ikkinchi tartibli to‘liq
differensiallarini hisoblang.
24.31. u(xyy) va v(x,v) oshkonnas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu

Eyfgim\/:o sistema orqaii aniglangan. «(x,y) va v\gx,é{) oshkormas

ko'rinishdagi funksiyalarning birinchi  va ikkinchi tartibli to‘lig
differensiallarini hisoblang.
24.32. u(x,y) va V(xy) oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalar, ushbu

\ u+v~x+y’ sistema orgaii aniqlangan. uf{xy) va v(xv) oshkormas
[ysinii-xsinV =0 q qlang {xy) (:.)

ko‘rinishdagi funksiyalarning birinchi ~ va ikkinchi tartibli toiiq
differensiallarini hisoblang.
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Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

24.1. V=4x2, y =X2,24.2. y =+-\2x2+\/4x2- sinfl. 24.3.y =¢{X* +6)—

3+T/9-Ifa* +yJ(3+j9-16x4f-16 r  3-79-l1ax4+y/(3~V9-164)"-16

24.4. Yad=-

8x-jx6 8x— X .
24.5. y=- — 246.y,-i% 1”;';5"6

-1 +JI+5x6V ., 1.-1+VI+8B _ -1+71+57?
2jc "34=2 2% 2x

24.7. Aniglaydi. 24.8. Aniglamaydi. 24.9. Aniglaydi.
24.10. Aniglamaydi. 24.11. /i(i;i)=|> fy@; )=~|-
24.12. /,(0; )=1 /;(0;1)=0. 24.13. /;(I;0)=I, '”22

24.14. /(- D=/(l; - ]):—l — u0- un+ln«=0 tenglamaning ildizi.
+ M

24.15. 24.16. 24.17. v>~, V'
3 5 y o

y3
24.24. y,=~,y, =L.24.19.yx=i v\ =0.
x X 2 X
(5 - YYr- x) +2x[y2- f~ +2y(x2- y)2

Xy - (*-y2)3

2421. & -1 £ =-i. 24.22. _ oz =-1.
GLh 4* Sypio Y inm

24.23. & _8HC 0z_-y o [(3-x)dx-ydy].

8x z 7 8y r
24.24. B oV gr=<n— —ady.

Ax Ay Xx-:
24.25. " £=i ~N= d_=ydx+xdy

ax 2r’ 3y 2r’ 2r

9z 2v-6xr 0z 2% - (2y - 6xz)dx + 2xay
24.26. . d
0x 3(m+y2)’ &Y 3(R2+y2d ! 3(x +r)

24.27. dz=*EE£2ELt d> = +H-NoXIfy +7 # ¢y 2,

or (1-.-)2 a-5r a--§2
24.28. f=E"ta*j

r-xJ--
i2zZ= 2y z,'l'5+ zﬁr_fl_-_@/r_Zg }/—Zg-dxdy £ 2XYr rrdy.

(z-xy) (Z-X)=>Y (z- )
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24.29. dz=Y'b+*r®d dz=_flb*r.jfr)

1<X+2) (r-stO3
24.30. €A=" +\& dv=dX~\\ dd- g

1+V I+ v I+ 2
2/ 31 w 0'-»)<&+0-"-y)® _ (x-ti)dx +(x-v)dy

X -y ’ y-X
ilv= " 7----2--rr-{(.V- *)cfr2+0' - V+ u- x)dxdy + (u- x)dy2}.
(x-y)
24 32 du- (s‘nv+Tcos ~ (sinu- Xcosy)dy
Xcosv+ycosu

A _ (~sinv+ yCOSu)dx + (sin« + Vcosu)dy

XCOSV+VCOSM
J2U_ _jav _ (2X33BV+ xdvsinv)dv - (2dycosu - ydu sinti)du

XACBV+ Veosun
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BA’ZI MUHIM CHIZIQLAR VA SIRTLAR

1. Parabola

2-chizma. ay2=x, (l)-a>0, (2)-«<0.
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Parabolaning tenglamalari (3-chizma):
1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida yr=2px ;

2) qutb koordinatalar sistemasida P ,
I- cos (p

3) parametrik ko'rinishda I 2p

[y=t
kabi ifodalanadi.
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2. Kubik parabola

4-chizma. y =ax3, ()-a>0, (2)- a<0.

5-chizma. ay3=x, (1)-a >0, (2)-a< 0.
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3. Giperbolik funksiya

6-chizma. y:X ®-a >0 (2)- a<O.

7-chizma. y=;(, (Nh-a>0, (2)—x<0.
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4. Neyl parabolasi (Yarimkubik parabola)

Yarimkubik parabola - qandaydir to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida y2=ax3 tenglama orqali ifodalangan - tekis algebraik to‘g‘ri
chizigdan iborat.

1657 yilda uning yoy uzunligini topgan olim Neyl norm bilan ataladi.
Uning parametrik tenglamasi x =t\ y =at5ko‘rinishda yoziiadi.

Yarimkubik parabolaning koordinatalar boshidagi egrilik radiusi
nolga teng.
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9-chizma. y2:x3. X="
y

=13

5. Ko‘satgichli fuaksiya

10-chizma. y =ax, (1)-a >1 (2)- O0<a<1l
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10. Teskari trigonometrik funksiyalar

15-chizma. y = Arcsinx, y = Arccosx .

16-chizma. v = Arctgx, y = Arcctgx.



11. Giperboiik sinus va giperbolik kosinus
funksiyalar (Zanjirli chiziq)

Zanjirli chizig - bir jinsli gravitasion maydonda uchlari
mahkamlangan egiluvchan, bir jiinsli va cho‘zilmaydigan og‘ir ip yoki
zanjir hosil giladigan chizigdan iborat. U tekis transsendent chiziqdir.

Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi :

eate a mch
\ J
U quyidagi xossalarga ega :

uning uchidan ixtiyoriy (x,u) nugtasigacha bo‘lgan yoy uzunligi

y=2 a

S =ash—=*Jy2-a 2

formula orgali topiladi.
« uning egrilik radiusi

R =ach2—= —
a a

formula bo‘yicha hisoblanadi.
» zanjirli chizig, uning ikkita ordinatalari va abssissalar o‘gi bilan
chegaralangan soha}ning

-a sh”~-sh-2
\ a a

e*
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12. Giperbolik tangens va giperbolik kotangens funksiyalar

13. Dekart yaprog‘i

Tarixiy ma’lumotlar. Qaralayotgan chiziq matematika tarixida
birinchi marta R. Dekartning Fermaga 1638 yilda yuborgan xatida
uchraydi. Chizigning shakli hagida birinchi tadqgiqol Robelval
tomonidan amalga oshirilgan. Lekin u chizigni fagat sirtmogdan iborai,
deb tushungan. Sirtmoqgni to‘rtta kvadratda takrorlab, Roberval to‘rt
yaprogli gulni eslatuvchi shaklga ega bo‘lgan. Shuning uchun chizigga
«yaprog‘i» nomi berilgan. Lekin chizigning to‘la shakli keyinroq
X.Gyuygens va |.Bernulli tomonidan aniglangan. «Dekart yaprog‘i»
nomi fagat XVl asrning boshidan boshlab go‘llanila boshlandi.

Dekart yaprogM - uchinchi tartibli tekis egri chizigdan iborat va u
to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida x3+y3=3axy
tenglamani ganoatlantiradi. 3a parametr - tomoni sirtmogning eng katta
vatariga teng bo‘lgan kvadratning diagonal! kabi aniglanadi.

Uning tenglamalari :

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: x3+y 3= 3axy ;

3a cos (psin (p

2) gutb koordinatalar sistemasida: P ~ cos P+ s (p ;
3) parametrik ko‘rinishda
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3 at

1+ t2

3at 2

y = |+t -t = tg
kabi ifodalanadi.
Ko'pincha 135° ga burilgan egra chiziq garaladi. Uning

tenglamalari quyidagicha bo‘ladi:
to‘g‘ri burchakli sistemada

I/+x .
HTA" ’I—7T
qutb koordinatalari sistemasida
/(sin2(p- cos2(p)
cos”™(cos #>+3sin (p)
parametrik shaklda

ra-1 _ t{t2-1)
3t2+\,y~ 3t2+1

Dekart yaprog‘i - yasmin guli deb ham atalgan (ingiizcha jasmine
flower).

335



14. Diokl sissoidasi

Tarixiy ma’lumotlar. Sissoida gadimgi olimlar tomonidan
(eramizgacha boigan V-asr) o‘sha zamondagi mashhur masalalardan
birini yechish jarayonida ochilgan. Bunday masalalar quyidagilardan
iborat: doiraning kvadraturasi (izi berilgagn doiraning yuziga teng
bo‘lgan kvadrat yasash) masalasi, burchakning triseksiyasi (berilgan
burchakni teng uchga bo‘lish) masalasi, kubni ikkilantirish (hajmi
berilgan kub hajmidan ikki marta katta bo*lgan kub yasash) masalasi. Bu
go‘yilgan masalalarni sirkul va chizg‘ich yordamida yechish talab
gilingan. «

Kubni ikkilantirish masalasini yechish magsadida sissbndaning
nashr gilinishi eramizdan oldingi 1l asrda ijod gilgan gadimgi dunyo
yunon geometri Diokles nomi bilan bog‘lig. Shu sababdan chizig
Diokles sissoidasi deb ham yuritiladi.

Diokl sissoidasi - uchinchi tartibli tekis algebraik egri chizigdan
iborat.

Sissoidaning to“g‘ri burchakli koordinatalar sistemasidagi

2 X3

tenglamasi quyidagichayoziladi : vy ~ 2a - x '

2asin2<

Uning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi p ~ c0s (o

ko'rinishda boiib, ba’zan

- 23(l - €029 _ Za{----1 ----- eos qj) = f)a(éih (p- eos <p§(
eo0s P eos (p

ko‘rinishda ham yoziladi.
Sissoidaning parametrik tenglamasi

2a 2a
X" ~ ii(l +a2)’ bunda H=~"
ko‘rinishga ega.

Sissoidaning hozirgi ko‘rinishi fransuz matematiga J.Robervaya
tomonidan 1650 yilda berilgan.

Sissoida - absissalar o‘giga nisbatan simmetrik. U yordamchi
aylanani, uning diametrida yotuvehi B va D nuqtalarda kesib o‘tadi,
hamda bitta UV (chizmaga g.) asimptotaga ega. Asimptotp tengdamasi :
x=2a, a - yordamchi aylananig radiusi.

Sissoida va uning asimptotasi orasidagi yuza
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S| =3nun2

Sissoida OL tarrnog‘ining (18-chizmaga q.) absissalar o‘qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan jismning Vi hajmi quyidagicha hisoblanadi :
2 3 2 g2 m 3

Vi=n f— — dx —J1' ft-*2- 2ax- 4a2+—-— )dx=- —m - 8xr3(In(2a- n))
i2a-x i 2a-X 3

T->2a da In@a-x)-*-x>, y’ani F

20-chizma. Diokl sissoidasi.
15. Strofonda

Tarixiy ma’lumotlar. Strofondagi birinchi marta 1645 yilda
italiya matematigi va fizigi E. Torrichelli (1608-1647 yy) tadqiq gilgan.
Chiziq uzoq vaqt davomida «Torrichelli ganoti» degan nom bilan
yuritilgan «Strofonda» atamasi fagat XI1X asming o‘rtalaridan go‘llanila
boshlandi.

E. Torrichelli Faensda tug‘ilib matematik ta’limini Rimda oldi. E.
Torrichelli atogli fizik olim boMishi bilan birga ajoyib matematik
kashfiyotlar muallifidir.

U ko‘p jismlarning hajmlarini (jumladan, cheksiz jismlarning
ham), egri chiziglar bilan chegaralangan shakllar yuzlarini hisoblash,
chiziglar yoylari uzunliklarini topish usullari mualifidir.

Strofoida ko‘p sonli geometrik tadbiglardan tashqgari, optika va
chizma geometriyaning ba’zi masalalarida ham uchraydi.
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Strofoida (yunomchadan - burilish) - uchinchi tartibli algebraik egri
chizig.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida to‘g‘ri strofoida, yoki
strofoida quriladi (yasaladi) (21-chizma).

Qiyshig burchakli koordinatalar sistemasida qiyshiq strofoida
yasaladi (2-chizma).

0 - koordinatalar boshi, absissalar o‘qi - OV nur bo‘y
ordinatalar o‘qi - OD nur bo‘ylab yo‘nalganda va a = z AOD (to‘g‘ri

burchakli koordinatalar sistemasi uchun a=~) bo‘lganda, strofoidaning

Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
y2(x-a)~2x2y cosa +x2(a+x)-0
ko‘rinishida yoziladi.
To‘g‘ri strofoida tenglamasi
la +x
ia - J

vV = £x

ko‘rinishni oladi.
Strofoidaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

Uning parametrik tenglamasi

X—ctlu|2 r v af€«2 A n = tg (
iy’ Vi Tv

ko‘rinishga ega.

Strofoida dastlab fransuz matematigi Jil Roberval tomonidan 1645
yilda garalgan. Roberval bu egri chizigni “Pteroida” - ganot deb atagan.
Strofoida nomi fanga birinchi marta 1849 yilda kiritilgan.

Strofoidaning to‘g‘ri urinmasini topish quyidagicha amalga
oshiriladi. To‘g‘ri strofoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasidan

vV = a+Xx 1+ 2&1X )

a- X a —X
ekanligini topamiz va bu hosilaning 0(0,0) nuqgtalarida giymatlarini
hisoblasak, /=+1  ekanligini, ya’ni 0(0,0) ikkita peipendikulyar

urinmalar mavjudligini ko ‘ramiz, urinmalarning og‘ish burchagi +~ ga

tengligini olamiz.
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Strofoidanmg egrilik radiusi, ya’ni  R=ON ning 0(0,0) nuqtadagi
giymati

R=-—--—o=-7 — =al?2

cos ZAON A
CoS —

boMadi.
To‘g‘ri strofoida sirtmog‘ining ordinatalar o ‘qidan chapdagi yuzi

Sl=a: 2. _
2

formula orqali, strofoida va ordinatalar o‘gidan o°‘ngda yotuvchi
asimtota orasidagi yuza

Sl=a“

formula orgali topiladi.
OM(A yoyning abssissalar o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo*lgan
jismning Vi hajmi,

V, = 5 _2a+Xd -
a- X
n n n 0
n Jx2dx - 2na Jjcé6e - Inal + 29231
a- X

------ +aw - 2alJTT+2aw In2

Demak, V, =a3nr-12In2- j
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21 -chizma. Strofoida.

16.Astroida

Astroidaning tenglamalari (22-chizma):

I
1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: x2+y 2= a2,
(r +y2-a23+27aVj»J=0;

2) parametrik ko‘rinishda j*~acgs .
y =asin i

kabi ifodalanadi.
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17. Sikloida

Tarixiy ma’lumotlar. Atogli italiya olimi Galillo Galiyey (1564-
1642yy) birinchi bo‘lib, fanga «sikloida» (yoki «doirani eslatuvchi»)
atamasini kiritgan.

Galiley sikloidaning bitta ravog‘i va wuning asosi blilan
chegaralangan shaklning yuzi, uni yasovchi doira yuzidan uch marta
katta ekanligi ko‘rsatgan.

XVII asrning 30- vyillaridan boshlab sikloida eng ommaviy
chiziglardan biriga aylanadi, ko‘p matematiklar bu chiziqda o°‘zlarining
yangi usullari kuchini sinab ko‘rishgan. Galiley teoremasining ajoyib
isboti Roberval (1634 y) tomonidan va unga bog'liq boMmagan holda
(va o‘zlari bilmagan holda) Ferma va Dekart (1638y) tomonidan
berilgan. Ular sikloidaga urinma yasash usullarini ham ko‘rsatishgan. B.
Paskal tomonidan siklaidaning aylanishidan hosil bo‘lgan jismning
hajmi va sirtqi hisoblangan hamda ularning og‘irlik markazlari topilgan.
Siklaodaning to‘g‘irlanuvchanligi (ya’ni uning yoyi uzunligini topish)
Ren (1658y) tomonidan amalga oshirilgan.

Sikloidani tekshirish bilan boshga olimlar ham shug‘ullanishgan.
X.Gyuygens va I. Bergulli uning muhim mexanik hissalarini
aniglashgan.

Sikloida (yunon tilida “yumalog”) - tekis transsendent egri
chizigdan iborat. U, kinematik tarzda, r radiusli “hosil giluvchi”,
sirpanmasdan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab dumalaydigan, aylananing
belgilangan.nugtasining trayektoriyasi sifatida aniglanadi (23-chizmaga
garang).

Uning tenglamalarini Kkeltirib chigarish uchun, koordinatalar
sistemasining gorizantal o‘qgini r radiusli “hosil giluvchi” aylana
aylanadigan to“g‘ri chizig, deb gabul gilamiz.

» Sikloidaning parametrik tenglamasi:
fx =rt - rsin t,
[y =r- rcos t
« Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi:

X = [earccos

2r -y
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ko'rinishidagi oddiy differensial tenglamaning yechimi kabi olinishi
ham mumkin.

Sikloida quyidagi xossalarga ega:

1. Sikloida - abussissalar o‘gi bo‘ylab davriy funksiya va uning
davri 2nr gateng.

2. Sikloidaga uning ixtiyoriy A nugtasida urinma o‘tkazish uchun,
shu nugtani “hosil giluvchi” aylananing yugori nugtasi bilan tutashtirish
yetarli. A nugtani “hosil giluvchi” aylananing quyi nugtasi bilan
tutashtirganda biz normalga ega bo‘lamiz.

3. Sikloida arkining uzunligi & ga teng. Bu xossa 1658 yilda
Kristofer Rek tomonidan ochilgan.

4. Sikloidaning har bitti arki tagidagi yuza, “hosil giluvchi” doira
yuzidan uch marta katta. Torichellining fikricha, bu xossa Galiley
tomonidan ochilgan.

5. Sikloida birinchi arkining egrilik radiusi 4/sin  ga teng.

6.“To‘nkarilgan” sikloida - eng tez tusliish egri chizig‘i
(braxistoxrona)dan iborat.

7.Sikloidaning evolyutasi, berilgan sikloidaga kongruent,

sikloidadan iborat.

Olimlar ichida, sikloidaga e’tibomi, birinchi bo‘iib, XV asrda
Nikolay Kuzanskiy garatgan, lekin bu egri chizigni tadqiq qgilish, asosan,
XVII asrda boshlangan. Sikloida nomini Galiley o‘ylab topgan
(Fransiyada bu egri chizigni, dastlab, ruletta deb atagan). Sikloidani
batafsil tadqiq qilish Galileyning zamondoshi Mersenn tomonidan
amalga oshirilgan. U - transsendent egri chiziqlar, ya’ni tenglamasi x,u
larga nisbatan ko‘phad shaklida ifodalanmaydigan egri chiziglar, ichida
birinchi tadqiq etilganidir.

Sikloidani tadqgiq gilishda , XVII - XVIII asrlarda ijod gilgan
buyuk fan darg‘alari Dekart, Ferma, Nyuton, Leybnis hamda aka-uka
Bemullilar ham ishtirok etishgan.
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2na 0 2n a X

23-chizma. Sikloida.
18.Giposikloida

Giposikloida (yunonchadan doiraning, aylananing tagi, pasti) -
aylananing nugtasi, boshga bir aylananing ichki tomonida sirpanmasdan
dumalaganda hosil gilinadigan tekis egri chizigdan iborat (24 - chizma).

Uning parametrik tenglamasi

ko‘rinishga ega, bunda k=~, R - go‘zg‘almas aylananing radiusi, r -
aylanayotgan aylananing radiusi.

K migdoming moduli giposikloidaning shaklini aniglaydi. k=2
bo‘lganda giposikloida qo‘zg‘almas aylananing diametridan iborat, k=4
bo‘lganda esa, u astroidaga aylanadi. k ning har xil giymatlariga mos
kelgan giposikloidalar 2-chizmada keltirilgan.
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1)r=1,|7|=3,q=-r=3. 2)/°:l,ﬂ=4,£l,:—|_:4.

3)r=1 A=5[0=-=5. 4r=1 =64 =- =6.
r r

24-chizma. Giposikloida

19. Troxoida
Troxoida - quyidagi
rx = at - flsin t

[y =a- Neost

parametrik tenglamalar orqgali berilgan tekis transsendensi chizigdan
iborat.

a=/ bo‘lganda troxoida sikloidaga o ‘tadi. X>a bo‘lganda
troxoida uzaytirilgan sikloida deb, /1<a boMganda esa, gisgartirilgan
sikloida deb ataladi.
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25-chizma. (1)- a=2, A=5 (2)-a=2,A-2,(3)-a- 2, A- 0,5.
20. Ellips

Ellipsning tenglamalari (26-chizma):

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: X—2+’V-2: ;
b2

2) Wtb koordinatalar sistemasida: P -~ a-ceosq

3 'kk"'hd'iX:aEOSt

) Parametrl o‘rinishda: \y - B osin ¢

kabi ifodalanadi.
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21.Giperbola

Giperbolaning tenglamalari (27-chizma):
2 2

1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida gT*"LT: 1;

b2

2) qutb koordinatalar sistemasida P = ----------- —
a- ccos 9P

3) parametrik ko‘rinishda \x acht
[Jy=bsht
kabi ifodalanadi.

27-chizma.
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22. Garmonik tebranish

23. Arximed spirallari.

2)p =a(p(a<0).
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4)p =a(p+l (a>Q 1<0).
29- chizma. Arximed spirallari.

24. Giperbolik spirallar

Dp=- (a>0) Hp =-+1 (a>0,/>0).
P P

30- chizma. Giperbolik spirallar- 1), 2).
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25. Logarifmik spirallari

31- chizma. Logarifmik spirallari-1), 2).

26. Galiley spirallari

Dp=a2 (a>0). 2)p-a (p2 (a<0).
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3)p =a<p2-1 (a=0,2>Q/=3>0). 4)p =a<p2-1 (a=-0,2<0,/=-3<0).

F i vy AV
P ¢
7Q - — A X
\ y
“p=2 @a>o). 6)P = 4 (a<o).
) P

32- chizma. Galiley spirallari- 1), 2), 3), 4) 5) 6).
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27. Ferma spirali

28. Parabolik spirali
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29. Jezl spirali

Jezl —qutb koordinatalar sistemasida ushbu p =A= tenglama bilan

ifodalanadigan tekis transsendent egri chiziqgdir.

Egri chizig cheksizlikdan (u yerda u gorizontal o‘qga asimtotik
yaginlashadi) (0,0) nugtaga, uning atrofida spiral bo'yicha soat miliga
teskari yo‘nalishda aylangan holda, intiladi. Spiralning kattaligi a

koeffisiyent bo‘yicha aniglanadi. Egri chiziq fazasi bitta, fi;aV2]j

egilish nuqgtasiga ega. U algebraik spirallar oilasiga mansub.

30. Sinusoidal spiral

Geometriyada, sinusoidal spiral - qutb koordinatalar sistemasida
r"= a" cos (ft0 )
tenglama orqali aniglanadigan egri chiziglar oilasidan iborat, bunda a -
noldan fargli o‘zgarmas son va n —nolga teng bo‘lmagan rasional son.
Agar egri chizigni koordinatalar boshiga nisbatan burish
imkoniyati hisobga olinsa, uning tenglamasi
r*=a”sn (n©)
ko‘rinishda yozilishi ham mumkin.
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Ko‘p ma’lum egri chiziglar sinusoidal spiralning xususiy
hollaridan iborat :

. to‘g‘ri chiziq (n=-i);
. aylana(ii =i) ;

. giperbola(« =-2) ;

. parabola = >

. kardioida |n =i j ;

. Bemulli lemniskatasi (n=2).
Sinusoidal spiral birinchi marta Makloren tomonidan o ‘rganilgan.

36-chizma. p =asin<p, p =acos<p, a=2
31. Atirgul

Gulning simvolik tasvirini eslatuvchi tekis egri chiziq - atirguldir.
Uning qutb koordinitalar sistemasidagi tenglamasi

p =asink(p
Ko'rinishga ega. Bu yerda a va « lar, berilgan atirgulning o‘lchami (a)
va uning yaproglari soni (k) ni ifodalovchi o‘zgarmas sonlar.
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Egri chizig to‘lasincha a radiusli aylana ichida joylashadi va k>i
boMganda bir xtl shakl va oMchamlardagi yaproglardan tashkil topadi.
Yaproglaming soni, bu holda, k miqdor orgali aniglanadi.

k butun son boMganda, yaproglar soni agar A-togboMsa, k ga
teng bo‘lib, agar k juft boMsa, 2k ga teng bo‘ladi. k son o‘zaro tub

bo‘lgan m va n sonlaming nisbatidan iborat, ya’ni k=— bo‘lsa, m

va n lar toq bo‘lganda , atirgulning yaproglari soni m ga, ulardan
hyech boMmaganda bittasi juft boMganda esa, yaproglar soni 2m ga

teng boMadi. k - irrasional son boMsa, yaproglar soni cheksiz ko‘p
boMadi.
1) p =acos2(p 2) p-as\n2<p

38- chizma. To'rt yaproqli atirgular.
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32. Paskal chig‘anog‘i

Tarixiy ma’lumotlar. Qaralayotgan chiziq mashhur fransuz
olimi B. Paskalning (1623-1663 yy)otasi, ko‘p yiliar solig tizimida
faoliyat ko‘rsatgan, lekin 1666 yilda Parij akademiyasiga aylantirilgan
matematiklar va fiziklar kurojogining faol ishtirokchisi, E. Paskal (1588-
1651 yy) sharafiga shu nom bilan ataladi. E. Paskal matematik
gizigishlari egri chiziglar hagidagi ta’minot bilan bevosita bog‘lig.

Paskal chig‘anog‘i texnikada keng qo‘llaniladi. Semafomi
ko'tarish va tushirish mexaniyasini tashkil etuvchi gismlardan buni
Paskal chig‘anog‘i bo‘yicha yasalgan.

2)2a=1

3)2ax<l 4) /0= 2a(l -cos<p), la >0.

39-chizma. Paskal chig‘anog‘i. p = 2acos<p+l, 1), 2), 3),4).



33. Kardioida

Kardioidaning tenglamalari (39-chizma):
1) to*g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
(X2+y2Ax2+y2-lax)-ax2=0;

2) qutb koordinatalar sistemasida p =2a(l +cos") ;

3) parametrik ko‘rinishda j* acosi +Q0SIy
[> = asini (1+ cosi)-

kabi ifodalanadi.

34. Beriulli lemniskatasi

Tarixiy ma’lumot. Chiziq uni tahlil gilgan olimning nomi bilan
ataladi. Lemniskata tenglamasi birinchi marta Ya.Beriullining (1694y)
maqolasida uchradi.

Ya.Beriulli (1654-1705) Shveysiyalik matematik, cheksiz kichik
migdorlar analizi bo‘yicha mashhur olim. Ya. Beriulli lemniskata,
lagariflim spiral, zajir chizig va hokazo chiziglar xossalarini yangi
g‘oyalar go‘lladi. U matematikaning yangi sohasi variasion hisobiga
asos soldi.

Beriulli lemniskatasi qiziq xossalarga ega va keng go‘llaniladi.
Lemniskatadan texnikada, xususan, tog‘li hududlardagi temir yo‘l
shahobchalari, tramvay yo‘llardagi kichik radiusli aylanish joylarda
o‘tish chizig“i sifatida foydalaniladi.

Kardioidaning tenglamalari (40-chizma):
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1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida (x2+y2f -a 2(x2- j'2)=0;
2) qutb koordinatalar sistemasida p 2=al cos2<\

x=aj2P+P
3) parametrik ko‘rinishda = 1+pj bunda p2:tq(£
i:a4|%_;g* *

kabi ifodalanadi.

41- chizma. Bemulli lemniskatasi.

35. Kappa

42- chizma. Kappa, (jr2+y2)y2- a2=0, p =acigcp.
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36. Makloren trisektrisasi

43- chizma. Makloren trisektrisasi. p =- a
=]
cos3—

37. Koxleoida
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38. Nikomend konxoidasi

Tarixiy ma’lumotlar.Ushbu chizigga «konxoida», ya’ni
«chanoqga o°‘xshash» degan nom fanga yunon olimi D. Prokl (1410-
485y) tomonidan kiritilgan.

Nikomed konxoidasi degan nom uni birinchi marta tahlil
gilgan gadimgi yunon geometri, eramizdan avvalgi IlI-11 asrlarda
yashagan Nikomend bilan bog‘lagandir. Nikomend ushbu chizigni
mexanik ravishda chiza oladigan asbob ham nashr gilgan, shuningdek
chizigning kubni ikkilashtirish hamda burchak triseksiyasi masalalarini
yechimiga tadbiq gilgan.

XVII va XVIII asrlarda Nikomed konxoidasini ko‘p olimlar
o‘rganishgan. R. Dekart shu chiziqda o‘zi kashf etgan egri chiziqga
normallar va o‘rinmalar yasash usulini namoyish etgan. X. Gyuygens
tomonidan konxonda va uning ba’zisi bilan chegaralangan shakl cheksiz
katta yuzaga ega ekanligi ko‘rsatilgan. I.Nyuton konxoidani uchinchi
darajali teglamalami geomayetrik yo‘l bilan yechishga tadbiq gilgan.

2)a=/>0
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YA

3 1>a>0

45-chizma. Nikomeda konxoidasi. p =—— +1.1), 2). 3).
sing>

39. Anyezi gajagi (versyera)

Tarixiy ma’lumotlar. Bu chiziq yangi davr Yevropasidagi
birinchi ayol matematik olim nomli bilan atalgan. Mariya Gaetana
Anyezi (1718-1799yy)).

Bolonya universiteti professori oilasida tavallud topdi. Bolonya
universiteti bo“lib, u 1088 yilda ochilgan.

M. Anyezi 1748 yilda «ltaliya o'smirlari uchun analiz asoslari»
nomli ikki tomdan iborat asami nashr gildirdi. Asaming birinchi tomi
Eylergacha bo‘lgan analitik geometriyaning batafsil va ravshan
bayoniga bag‘ishlangan. Shuningdek, kitobda avvalrog Ferma
tomonidan o‘rganilgan versyera (ya’ni Anyeza gajagi) ham garalgan.

Versyera atamasini birinchi bo‘lib, fanga italiya matematigi Gvido
Graidi (1671-1742yy) kiritgan. U Piza unversiteti professori bo‘lgan,
asosiy ilmiy gizigishlari geometriyaga talugli, xususan, maxsus silliq
chiziglarni (bargsimon egri chiziglar yoki «atirgullar»ni) o‘rgangan.
Bunday chiziglar nazariyasi G.Graidi tomonidan 1728 vyilda nashr
gilingan mahallada oz ifodasini topgan.

Anyezi gajagi (versyera)ning tenglamalari (46-chizma):
1) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida: (x2+a2y-a3=0 ;

2) qutb koordinatalar sistemasida: p:%v

kabi ifodalanadi.
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46-chizma. Anyezi gajagi.

40. Aylana evolentasi (yoyunchi)
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41. Gauss funksiyasi

yii

48-chizma. Gauss funksiyasi. y~e

42. Kassini ovali

Kassini ovali  (tuxumsimon, cho‘ziq, yassi shakl) - shunday
nuqtalaming geometrik o‘midan iboratki , ulardan berilgan ikkita
nuqgtalar (fokuslar) gacha bo‘lgan masofalaming ko‘paytmasi o0‘zgarmas
bo‘lib, gandaydir a sonning kvadratiga teng.

Kassini ovalining fokuslar orasidagi masofa la ga teng
boMgandagi xususiy holi Bemulli lemniskatasidan iborat. Ovalning o‘qi
ikkita fokusli lemniskatadan iborat.

Bu egri chizig astronom va muxandis Kassini tomonidan o‘ylab
topilgan.

Uning tenglamalari :

Dto‘g‘ri burchakli koordinatalarda  (r’+y*y -2cl(x:- y!)=a4-c*
ko‘rinishga ;
2) to‘g‘ri burchakli koordinatalardagi oshkor tenglamasi

ko‘rinishga ;

3) qutb koordinatalari sistemasida
p*-2c 2cos2p=a4-c4
ko‘rinishga ega.
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Egri chizig tenglamasida ikkita o‘zaro bog‘lig boiruagan
parametriar: ¢ - fokuslar orasidagi masofaning yarmi va a —
fokuslardan  egri  chizigning ixtiyoriy = nuqtasigacha boigan
masofalaming ko‘paytmasi isfatirok etadi.

U quyidagi xossalargaega:

Kassini ovali - to‘rtinchi tartibli algebraik egri chiziqdan iborat;

u fokuslar orasidagi kesmaning o ‘rtasiga nisbatan simmetrikdir;
o<a<c-Ji boiganda ikkita absolyut maksimum va ikkita minimumga
ega:

Uning absolyut maksimum va minimum nugtalarining geometrik
o‘mi - markazi fokuslar orasidagi kesmaning o'rtasida va radiusi s
boigan aylanadan iborat.

-c<a<<c-JI boiganda egri chiziq to‘rtta egilish nuqgtalariga ega.
Ulaming qutb koordinatalari:

Uning egilish nugtalarining geometrik o‘rni - uchlari (0;xc)
nuqtalarda boigan lemniskatadan iborat.
Ovalning egrilik radiusi qutb koordinatalarida

ax _ Tup

formula orqgali ifodalanadi.
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49-chizma. Kassini ovali.

50-chizma. Kassini ovali. Aylanada maksimum va minimumlar
to‘plami,(2)- lemniskatada esa egilish nugtalari to ‘plami ko ‘rsatilgan.

43. Kvadratrisa

Kvadratrisa - tekis transsendet egri chiziq bo‘lib, Proklning
yozishiga ko‘ra, Gippiy (e.a. V asr) tomonidan ochilgan va gadim
zamonlarda doira kvadraturasi va burchak triseksiyasi masalalarini
yechishda undan foydalanilgan.
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Egri chizigning tenglamalari :
1) qutb koordinatalar sistemasida

ko‘rinishda ;
2) to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida esa,

» 44. Jerono lemniskatasi

Jerono lemniskatasi - ushbu
X4 = a 2 2 _y 2>
tenglamani ganoatlantiruvchi tekis egri chizigdan iborat bo‘lib, uning
xossalarini XIX asr boshida o‘rgangan fransuz matematig K.- K. Jerono

nomi bilan ataladi.
Uning tenglamasini

. aixt-x*
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ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Jerono lemniskatasining parametrik ko‘rinishidagi
tenglamasi quyidagicha: .v=cos<p v=sin"cosf>

52-chizma. Jerono lemniskatasi, x4- x2+y2=0.

45. But lemniskatasi

But lemniskatasi - to‘rtinchi tartibli algebraik tekis egri chiziq
bo‘lib, Persey egri chizig'ining xususiy holidir.
Uning to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasi
(x2+y ™) - (im7+c)x2+ (2m2- c)y2=0
ko‘rinishga ega.
Egri chizigning shakli m va c¢ parametrlar orasidagi munosabatga
bog‘lig. Agar c>2m2bo‘lsa, lemniskatatenglamasi
(X2+y2)2=a22+b2y?2
ko‘rinishni oladi, bunda a2=2«2+c va Ir =c~2m7.
Agar c<2m2bo‘lsa, lemniskata tenglamasi
{x2+y2y =aXx2-b2y2
ko‘rinishnioladi,bunda a2=2m!+c va b2=*c~2m2.

Xususiy hollari:
1. Agar c=2m2boMganda, But lemniskata ikkita
X2+ +2mx—0

aylanaga aylanadi.



2. Agar c=o0 bo‘lganda, u Bernulli lemniskatasi aylanadi.
Uning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
p2=a2cos2p+b2sin2<g

46. R3fazoda ikkinchi tartibli sirtlar

46.1. Silindrik sirtlar. Berilgan s vektor yo‘nalishiga
parallyelligicha qolib, berilgan K chizigni kesadigan to‘g‘ri chiziglar
to‘plami silindirik sirt deyiladi (54- chizma ). Bunda K chiziq
silindirlik sirtning yo‘naltimvchisi , 1 vektorga parallel / chiziglar
silindrik sirtining yasovchilari deyiladi.
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Silindr - biror egri chizigning nuqgtalaridan o‘tuvchi parallel
to‘g‘ri chiziglar hosil giladigan sirtdan iborat. Agar o: silindming
yasovchisi deb qgabul qilinsa, silindrik sirt F(x,y)=0 tenglana orqali
berilishi mumkin.

Agar sirtning F(x,y,z)=0 tenglamasida qandaydir o‘zgaruvchi
gatnashmasa, bu sirt, yashovchi gatnashmayotgan o‘zgaruvchi o‘qiga
parallel bo‘lgan silindrdan iborat bo*ladi.

? Pnr=t, “apfar=1  tenglamal Iliptik

Ushbu a b gr+b~r_|, a[+bf— englamalar, ellipti
silindrik sirtntng tenglamalari deyiladi. 55-chizmada a =i sirt

tasvirlangan.

55-chizma. *L+X2=],
a b

Ushbu y2=2px, x2=2pz, z2=2px, y2=2pz, z2=2py, x2=2py
tenglamalarga parabolik silindrik sirtning tenglamalari deyiladi. 56-
chizmada x2-2pz sirt tasvirlangan.
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Ushbu 1L _| =1| £ +| =1LIL_pge a2 b2 a2 b2

=1 tenglamalarga giperbolik silindrik sirtning tenglamalari

deyiladi. 57-chizmada Q’L =1sirt tasvirlangan.
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46.2. Aylanma sirtlar. Biror tekis L chizigning | o‘qgi atrofidz
aylanishidan hosil bo‘lgan nuqgtalar to‘plami aylanma sirt deyiladi.

Ellipsoid. Ellipsning simmetriya o‘qi atrofida aylantirishidan hosil
boigan aylanma sirtga ellipsoid deyiladi.

Ellipsoid - tenglamasini o‘zgaruvchilar almashtirish yordamida
X2 X244 =1 Ko'rinishga Keltirish mumkin bo‘lgan ikkinchi tartibli
sirtdan iborat, bunda a,6,c-ellipsoidning yarim o‘glari. 58-chizmada

2 2 w2 R R
A-+ AN+ M- zgsirttasvirlangan.

Bir pallali giperboloid. Giperbolaning mavhum o°‘q atirofida
aylanishidan hosil boigan sirt birpallali aylanma giperboloid deyiladi.
Birpallali geperboloid - tenglamasi o‘zgaruvchilarni almashtirish

yordamida -’I\I-+tQ--’\-:1ko‘rinishga keltirish mumkin bo‘lgan ikkinchi
a c*

tartibli sirtdan iborat. Uning o‘gi - oldida «-» (manfiy) ishora turgan
o°‘zgaruvchiga mos keladi.
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59-chizma. —
ax b* ¢

Ushbu

};\nﬁ/rc_?r-tl’ ﬁ?'gyrgh-l’-i‘(rﬁr;-rr:l l(]iL)4
koiinishdagi tenglamaga bir pallali giperboloidning kanonink
tenglamasi deyiladi. Koordinatalar boshi bir pallali giperboloidning
markazi, (1) tenglama uchun a va b sonlar, bir pallali gepirboloidning
haqiyqgiy yarim o‘glari , ¢ esa, mavhum yarim o‘qi deyiladi. 59-

X2 v2

chizmada " =i sirttasvirlangan.
a C

Ikki pallali giperboloid. Giperbolani o‘zining haqigiy o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt, ikkipallali aylanma giperboloid
deyiladi.

Ikki pallali giperboloid - tenglamasini, o°‘zgaruvchilarni
almashtirish yordamida, ;;E*Atv;r' i':tzz-l ko‘rinishga keltirish mumkin

bo‘lgan ikkinchi tartibli sirtdan iborat. Uning o‘qi - oldida «-» (manfiy)

ishora turgan o‘zgzaruvchiga mos keladi. Ushbu
2 2 222 7 7 =
+__y__El_i _I_+y__ £ __i +
a2 b2 c2 > a2 b- c2 ° a2 b2 c2

ko‘rinishdagi tenglama, ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamasi

deyiladi. 60-chizmada 2., Wi -r~2:“i sirt tasvirlangan.
a2+ b2 c2
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EISiptik paraboloid. Paraboloidlarning o‘z o‘qglari atirofida
aylanishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtyelliptikparaboloid deyiladi.
Elliptik paraboloid - tenglamasini almashtirish yordamida

:?L+§_=22 ko‘rinishga keltirish mumkin bo‘lgan ikkinchi tartibli sirtdan
o
iborat. To‘g‘riburchakli dekart koordinatalari sistemasida

tenglama bilan tasvirlangan sirt elliptik paraboloid deyiladi. 61-
chizmada "T+"r =2r sirt tasvirlangan.

61-chizma. ~r+ ~
a2 b
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Giperbolik paraboloid (egar) tenglamasini o °‘zgaruvchilarni
almashtirish yordamida gl =2r ko'rinishga keltirish mumkin
Y

boMgan ikkinchi tartibli sirtdan iborat. U ~=o0 koordinatalar tekisligini
ikkita bx-ay =0 va bx+ay=0 to‘g‘ri chiziglar bo‘ylab kesib o‘tadi.
To‘g‘riburchakli dekart koordinatalari sistemasida

X

-3 -cZ4-fh=2 =2V

25 lhTXo 2 Ty

(..I+|br:2r, a+b:2—T,—iéji.EiL:2y‘
tenglama bilan tasvirlangan sirt eliptik paraboloid deyiladi. 62-

chizmada 'Y =2~ sirt tasvirlangan.

62-chizma. ~=21.
a2 bl

46.3. Konus sirtlar. Fazoda biror gqo‘zg‘olmas  P(x0,y0,z0)

nuqgtadan o‘tib, berilgan i chizigni kesuvchi | chizigning harakatidan
hosil bo‘lgan sirt konus sirt deyiladi (63-chizma). P(x0,y,,,z0) nugta
konus sirtining uchi, ¢chizig uning yo‘naltiruvchisi, / to*g‘ri chiziq esa,
konus sirtining yasovchisi deyiladi.
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63-chizma.

Konus - birjinsli F(x,>>:)=0 tenglama orqgali beriladigan sirtdan

iborat. Ikkinchi tartibli konus quyidagi ,
X ;1 «2 21 2 2

n V. z~ N

e T 05— T T 0747 T+% =0
ko‘rinishga keltirish mumkin bo‘lgan ikkinchi darajali bir jinsli
tenglama orgali beriladi, bunda konusning o‘qi manfiy kvadratga mos
kelib, uning uchi - kordinatalar boshida yotadi. 64-chizmada
X Y2 £

0 sirt tasviriangan.
a2+b2 ¢
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Tor. Tor - yasovchi aylananing shu aylana tekisligida yotuvchi
o°‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan aylanish sirtidan iborat.
Tenglamalari
Parametrik tenglamasi:
1 X(v>,illy={R+r cosacosy/
y(¢,y/) =(R +rcos(»)siny/
gyl =rs\n<p
bunda , <v/(=0,2n-], R- yasovchi aylana markazidan aylanish o‘gigacha
bo‘lgan masofa, r- yasovchi aylananing radiusi.
Algebraik tenglamasi.
(X2+y-+r2+R2-r"')2-4 ff2(x2+.v2)=0
T or-to ‘rtinchi tartibli sirtdan iborat. 65-chizmada

sirt tasvirlangan.
Xossalari.

1. Tor sirtning yuzi: S =4x'-Rr (Guldining 1- teoremasidan kelib
chiqadi).

2. Tor bilan chegaralangan jismning hajmi v =272*-:(Guldining 2 -
teoremasidan kelib chigadi).

Torsimon sirt dastlab gadimgi yunon matematigi Arxit tomonidan
kubni ikkilantirish massasini yechishda garalgan. Boshga gadimgi yunon
matematigi Persey smetrik chiziglar torni uning o‘qiga paralel tekislik
bilan kesganda hosil bo‘ladigan chiziglar hagida kitob yozadi.

65-chizma.
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Gelikoida. Gelikoid - to‘g‘ri chizigning unga perpendikulyar o‘q
atrofida va bir vaqtning o‘zida, shu o‘q yo‘nalishida ilgarilab, harakat
gilishi natijasida (bunda harakatlarning tezliklari o'zaro proporsional)
hosil boiadigan sirtdan iborat.

Uning parametrik tenglamasi

X=Ua®V,
v=usinV,
s=hv

= X =UCOoSV,
I y =usinV, sirt tasvirlangan.

z=hv
Xossalari:
1 U minimal sirtdan iborat
2. U chiziglimon sirtdir.
66- chizma.

Katenoid. Katenoid - y :ach;1 zanjir chizigning ox o°‘q atrofida

aylanishdan hosil boigan sirtdan iborat.

Uni parametrik koordinatalari yordamida, quyidagicha berish
mumkin:

u X = cli(w)cos(v),

Iy =cljw)sin(v), ite R, ve[0,2"].
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Katenoid 1744 yilda L.Eyler topib yechilgan (catena - zanjir, eidos -
ko“finish).

Katenoidning uncha katta bo‘lmagan gismini izometrik
ravishda (sigmasdan va cho‘zmasdan) gelikoidning gismiga o‘zgartirish
mumkin, va aksincha
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