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SO‘ZBOSHI

Respublikamizda «Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning qabul qili- 
nishi, «Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi» zamon talablariga javob 
beradigan mutaxassislarni tayyorlovchi oliy o‘quv yurtlariga, ayniqsa, 
universitetlarga katta mas’uliyat yukladi. Davlat ta’lim standartlari, 
o‘quv dasturlari asosida darsliklar, o‘quv qo'UariLmalami yaratish masa
lasi yuzaga keldi.

Davlat ta’lim standartlari barcha fanlardan, jumladan, matematik 
analiz bo'yicha mavjud darslik va qo'llanmalarga yangicha nuqtayi 
nazardan qarashni taqozo etadi.

Matematik analiz oliy matematikaning fundamental bo‘limlaridan 
bo‘lib, matematikaning poydevori hisoblanadi.

Ma’lumki, matematik analiz kursi davomida ko‘pgina tushuncha 
va tasdiqlar, shuningdek, ulaming tatbiqlari keltiriladi.

Ko‘p oliy o‘quv yurtlari talabalarining o‘qish davomida duch 
keladigan jiddiy fanlardan biri ham matematik analizdir.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha, 
tasdiqlar va boshqa matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish- 
tirishdangina iborat boimasdan, balki talabalami mantiqiy fikrlashga, 
matematik usullami amaliy masalalami yechishga qo'Uashni o‘rgatishni 
ham o‘z ichiga oladi.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, mualliflaming ko‘p yillik tajribalari aso
sida yozilgan bo'lib, u ma’ruzalar shaklida bayon etilgan. Mavzu- 
larning ma’ruzalar bo'yicha bayon etilishi talabalami mavzu mazmuni 
va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi deb o'ylaymiz.

Mualliflar har bir ma’ruzaning mazmuni ravon, matematik qat’iy, 
o‘z navbatida, talaba tomonidan tushunarli bo'lishiga harakat qildilar.

0 ‘quv qo'llanma ikki qismdan iborat. Mazkur birinchi qism 
11 bobdan tashkil topgan bo'lib, 52 ta ma’ruzaga ajratilgan. Unda 
haqiqiy sonlar nazariyasi; funksiya limiti va uzluksizligi; funksiyaning 
differensial va integral hisobi hamda sonli qatorlar mavzulari bayon 
etilgan.



Ma’ruzalarning mantiqiy ketma-ketlikda, bir-biriga uzviy bog‘liq 
bo‘lishiga, shuningdek, tushunchalarning ravon bayon qilinishiga, 
tasdiqlar isbotlarining aniq, ilmiyhkka asoslangan bo‘hshiga e'tibor 
qaratilgan. Har bir ma'ruza so‘ngida nazariy va amahy ahamiyatga 
ega boMgan mashqiar keltirilgan. 0 ‘ylaymizki, bunday mashqiar tala- 
balarni mustaqil ishlashga, mantiqiy fikrlashga o‘rgatadi.

«Matematik analizdan ma’ruzalar» matematika va mexanika 
yo‘nalishlari bo'yicha bakalavrlar tayyorlash o'quv rejasiga moslashtirib 
yozilgan bo‘lsa-da, undan matematika kengroq o'qitiladigan oliy o'quv 
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Kitob mualliflari, shu soha mutaxassislari O'zbekiston Milliy 
universitetida ko'p yihar mobaynida mazkur kurs bo'yicha o'qigan 
ma’ruzalaridan foydalandilar.

Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish bilan bir qatorda 
tasdiqlar isbotining boshlanganligini «-^» belgi, tugaganligi esa «►» 
belgi orqah ifodalangan.

Kitob qo'lyozmasini sinchiklab o'qib chiqib, uning ilmiy va 
metodik jihatdan yaxshilanishiga o'z hissalarini qo'shganlari uchun 
professorlar R.Ashurov, R.G'anixo'jayevlarga mualliflar o'z minnat- 
dorchiligini bildiradilar.



1- B O B
DASTLABKI MA’LUMOTLAR

1- m a’ruza 
To‘plamlar. To‘plamIar ustida amallar

r .  To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang'ich, 
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli 
narsalarning (predmetlarning) ma’lum beigilar bo'yicha birlashmasi 
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to'plami, 
bir nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqlar to'plami, x - 5 x  + 6 = 0 
tenglamaning ildizlari to'plami deyilishi mumkin.

To'plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.
Matematikada to'plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari 

esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A, B, C -  to'plamlar, 
a, b, c — to'plamning elementlari.

Ba’zan to'plamlar ularning elementlarini ko'rsatish bilan yoziladi;

A = {2, 4, 6, 8, 10, 12}, 
yv={l, 2, 3,

' / Z  = {..., - 2 ,  - I ,  0, 1, 2, ... }.

Agar a biror A to'plamning elementi bo'lsa, aeA  kabi yoziladi va 
«a element A to'plamga tegishh» deb o'qiladi. Agar a shu to'plamga 
tegishh bo'lmasa, uni a^^A kabi yoziladi va «a element A to'plamga 
tegishh emas» deb o'qiladi. Masalan, yuqoridagi A to'plamda lOe/1, 
l5iA.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo'lsa, u 
chekli to'plam, aks holda cheksiz to'plam deyiladi. Masalan, 
A={2, 4, 6, 8, 10, 12} chekli to'plam, bir nuqtadan o'tuvchi barcha 
to'g'ri chiziqlar to'plami esa cheksiz to'plam bo'ladi.

1- ta’rif. A \a  B to'plamlari berilgan bo'lib, A to'plamning barcha 
elementlari B to'plamga tegishli bo'lsa, A to 'plam B ning qismi (qismiy 
to 'plam) deyiladi va

A (ZiB (yoki B zdA)
kabi yoziladi.
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А to'plamning elementlari orasida biror xiisusiyatga (bu xususiyatni 
P bilan belgilaymiz) ega bo'ladiganlari bo'lishi mumkin. Bunday 
xususiyatli elementlardan tuzilgan to'plam quyidagicha

{xe A\P
deb belgilanadi. Ravshanki,

[ x e  A\P^<z A
bo'ladi.

Agar A to'plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar 
bo'lmasa, u holda

{x e A\P]
bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bo'lib, uni bo ‘sh to ‘plam 
deyiladi. Bo'sh to'plam 0  kabi belgilanadi. Masalan, x  ̂ + x + 1 = 0 
tenglamaning haqiqiy ildizlaridan iborat A bo'sh to'plam bo'ladi:

0  = {x e v4|x  ̂ + X + 1 = 0 ••
Har qanday A to'plam uchun

AczA,  0  d  A
deb qaraladi.

Odatda, A to'plamning barcha qismiy to'plamlaridan iborat to 'p
lam F{A) kabi belgilanadi. Masalan, A — {a, b, c} to'plam uchun

= {c}, {a,b},  {a,c},  {b,c],  { а , Ь , с ] , Щ
bo'ladi.

2- ta’rif. A va  В to'plamlari berilgan bo'lib,
A cz В, В cz A 

bo'lsa, А ш  В bir biriga teng to ‘plamlar deyiladi va
A = B

kabi yoziladi.
Demak, A = B  tenglik Ava В to'plamlarning bir xil elementlardan 

tashkil topganligini bildiradi.
2°. To‘plamlar ustida amaUar. Ikki Ava В to'plamlar berilgan bo'lsin.
3- ta’r if A ya В to'plamlarning barcha elementlaridan tashkil 

topgan E  to'plam A ya  В to‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi 
ya A[j В kabi belgilanadi: E = A\J B.



Demak, bu holda aeA\J B dan aeA yoki ae B, yoki bir vaqtda 
aeA,  ííe 5  boiishi kehb chiqadi.

4- ta ’rif. A \á  B to‘piam]arning barcha umumiy elementlaridan 
tashkil topgan /^to‘plam Avá B to'plamlar ko'paytmasi (kesishmasi) 
deyiladi vñ A B kabi belgilanadi:

F =  A [ \ B
Demak, bu holda a&AV\B dan bir vaqtda a&A, asB  boiishi 

kelib chiqadi.
5- ta’r if A to'plamning B to'plamga tegishli bo'lmagan barcha 

elementlaridan tashkil topgan G to'plam A to'plamdan B to‘plamning 
ayirmasi deyiladi va A\B  kabi belgilanadi:

G = A \ B  .
Demak, a&A\B dan aeA, a i B bo'lishi kelib chiqadi.
6- ta’rif. A to'plamning B ga tegishli bo'lmagan barcha element

laridan va B to'plamning A ga tegishli bo'lmagan barcha elementlaridan 
tuzilgan to'plam A \a B to'plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi

AA B kabi belgilanadi:
A A B  = {A\B)[j{B\A).

Demak, a&AA B bo'Iishidan aeA, a iB  yoki aeB, a i A boiishi 
kelib chiqadi.

7 -ta’r if  Aytaylik, as A, og 5  bo'lsin. Barcha tartiblangan {a, b) 
ko'rinishidagi juftliklardan tuzilgan to'plam A \a  B to‘plamlarning 
dekart ko ‘paytmasi deyiladi va A xB  kabi belgilanadi. Demak,

A x  B = {{a,b)\a E A, b e B ] -

Xususan, A = B bo'lganda A x A = A  ̂ deb qaraladi.
8- ta’rif. Aytaylik, S \a  A to'plamlar berilgan bo'lib, Acz S  bo'lsin. 

Ushbu
S\A

to'plam A to'plamni S  ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA yoki 
C^A kabi belgilanadi:

C A = S \ 4 .
To'plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini 

keltiramiz.
A, B va D to'plamlari berilgan bo'lsin.



\) A (z. B, B d  D bo'lsa, A<z D boMadi;
2) ADA  = A, AHA  = A bo'ladi;
3) A cz B bo‘Isa, A(J B = B, A C\ B = A bo‘ladi;
4) A[JB = BUA,  A f ] B =  BHA  bo‘ladi;
5) ( A U B ) U D  = AU( BUD) ,  i A n B ) f ] D  = An ( B f ] D)  bo'ladi;
6) .4 c  .S' bo'lsa, AC\CA = 0;
7) C(A UB)  = CAf )CB,  bunda A czS, B a  S;
8) C(A riB)  = CAUCB,  bunda A czS, B cz S.
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’riflardan kelib 

chiqadi.
1- misol. Ushbu

( ^ \ 5 ) U ( 5 \ > l )  = ( / I U 5 ) \ ( ^ n 5 )  (1)
tenglik isbotlansin.

■4 a e (A \  B)U (B \  A) bo'lsin. U holda 
a e (A \  B): a e A, a € B

yoki
a s  { B \ A ) \  a s  B, a ^ A

bo'ladi. Bundan esa
a s { A \ J B ) ,  a i { A [ ^ B )

bo'lib,
a e  ( ^ U 5 ) \ ( ^ D 5 )

bo'hshi kelib chiqadi. Demak,
( ^ \ 5 ) U ( 5 \ ^ ) e ( ^ U 5 ) \ ( ^ r i 5 ) .  (2)

Aytaylik, a e (y4 U ^ ) \  D B) bo'lsin.
U holda

a e { A \ J B ) :  a s  A yoki a s  B 
a ^ { A C \ B ) \  a ^  A, a i  B yoki a s  A , a i  B, yoki A , a s  B 
bo'ladi. Bundan esa

a s  A \ B  yoki a s  B \  A 

bo'hb, Í7 6 ( / 1 \ 5 ) U ( 5 \ ^ )
bo'lishi kelib chiqadi. Demak,

( ^ U ^ ) \ ( ^ D 5 ) c M \ 5 ) U ( 5 \ ^ ) .  (2)
(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o'rinli bo'hshi topiladi. ►



To'plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to'plam
larning qanday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor qilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to'plam deb ataluvchi 
to'plamning qismiy to'plamlari ustida bajariladi deb qaraladi. Masalan, 
natural sonlar to'plamlari ustida amallar bajariladigan bo'lsa, universal 
to'plam sifatida barcha natural sonlardan iborat N to'plamni olish 
mumkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so'z 
va so'z birikmalari o'mida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhim- 
larini keltiramiz:

1) «agar ... bo'lsa, u holda ... bo'ladi» iborasi «=»> belgi orqah 
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «<::í»> belgi orqah yoziladi;
3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so'zlari o'rniga 

«V» belgi ishlatiladi;
4) «mavjudki», «topiladiki» so'zlari o'rniga «3» mavjudlik belgisi 

ishlatiladi.

Mashqiar

1. Ushbu (AU B ) \ D  = { A \ D ) U { B \ D )  
tenglik isbotlansin.

2. Agar Ava B chekli to'plamlar bo'lib, ularning elementlari soni 
mos ravishda n(A), n(B) bo'lsa,

n(A [j B) = n(A)  + n(B) -  n(A n  B) 
bo'lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to'plam bo'lib, uning elementlarining soni n ga 
teng bo'lsa, bu to'plamning barcha qismiy to'plamlari to'plami F(A) 
ning elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

2- m a’ruza 
Akslantirishlar va ularning turlari

1°. Akslantirish tushunchasi. Eva F to'plamlar berilgan bo'lsin.
1- ta’rif. Agar E  to'plamdan ohngan har bir x elementga biror /  

qoida yoki qonunga ko'ra F  to'plamning bitta y elementi (je F) mos 
qo'yilgan bo'lsa, E to ‘plamni F to ‘plamga akslantirish berilgan deyiladi va



/
f  : E F  yoki x - ^ y , { x & F .  y  & F)

kabi belgilanadi. Bunda £’to‘plam /akslantirishning aniqlanish to‘plami 
deyiladi.

1 -misol. Ushbu {1,2,3,...} va A ^'-{ l, 3 ’ -  

berilgan bo'lsin.

to'plamlar

1) har bir natural n (ne N) songa 1 -  g sonni mos qo‘ysak,fi \ fi j
unda I

f \ N  N ',

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f { n ) - ^  kabi ham yoziladi.

2) har bir natural n («gA^ songa 4 g N'  

qo‘ysak, unda

sonni mos

is?:N ^  N \  « - > 4  
n

akslantirishga ega bo'lamiz: <p(«) = \  •

3) har bir natural n (neN)  songa 1 (IgTV') sonini mos qo‘yish 
natijasida

g-.N N ', n -^ \
akslantirish hosil bo'ladi: g(n) = 1.

Aytaylik,
f  :E -> F

akslantirish berilgan boisin. xg E elementga mos qo‘yilgan ye  ̂ element 
X ning aksi (obrazi) deyiladi va y  = /(x )  kabi belgilanadi.

Endi ye Felementni olaylik. E  to'plamning shunday x elementlarini 
qaraymizki, /(x ) = boisin. Bunday xg E  elementlar jg  E  ning asli 
(proobrazi) deyiladi va f~^{y) kabi belgilanadi:

/ - * 0;) = { x g £ | / ( x )  = j;}.
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Agar A c. E bo‘lsa, ushbu
{/(x) |x e  A]

to‘plam A to'plamning F dagi aksi deyiladi va f {A)  kabi belgilanadi: 
f ( A )  = { f ( x ) x e  a }.

Agar B c  /■'bo‘lsa, ushbu
{xe  E \ f { x ) e  B) 

to'plam B to ‘plamning E dagi asli deyiladi va f~ \B )  kabi belgilanadi: 
f ^ { B )  = { x e  E\  f i x )  e B).

2 - misol. Faraz qilaylik, TV = {1, 2, 3 , va M {-\, +1} 
to'plamlar berilgan bo'lib, ushbu

f \ N ~ ^ M
akslantirish quyidagi

/ ( « )  = (-!)"
ko'rinishda bo'lsin.

Ravshanki, 5e N ning aksi / ( 5 )  = —1; le  A/ ning asli esa 
/ “‘(1) = {2, 4, 6, ...} bo'ladi. Shuningdek, A = {3, 4} c  N to'plam
ning aksi f ( A )  = {-1, 1} = A/; B = {-1} c  M  to'plamning ash esa

I / - ' U )  = {1, 3, 5, ...}
bo'ladi.

Faraz qilayhk, Ava B to'plamlar /^to'plamning qismiy to'plam
lari bo'lsin: A <zF, B a  F. Unda

r ' ( ^ n 5 )  = / - ' U ) n / - ‘ (5)  (1)
bo'ladi.

<. Aytaylik, X e / ‘ ‘ {A fl B) bo'lsin. Unda f { x ) e A V \ B  
bo'hb, f { x ) e A  va f { x ) e  B bo'ladi. Keyingi munosabatlardan 

X e /■' (/4),  X e /"* (5) bo'hshi kelib chiqadi. Demak, 

X e / " '  [A) n  /"* (.fi). Bundan esa

f - \ A [ ^ B ) ç z f - \ A ) { ^ f - \ B )  (2)
bo'lishini topamiz.
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Aytaylik, X & f ' \ A ) { ^  f ~ \ B )  boisin. Unda x g  / “' ( ^ )  va 

x e  f ^ \ B )  b o i i b ,  f ( x ) & A , f { x ) e  B b o i a d i .  Natijasi

f i x )  e Ap[B  boiib, undan x e / “' {A R B) boiishini topamiz. Bu
esa

/ - ' ( ^ ) n r ' ( P ) c / - ‘( ^ n 5 )  (3)
boiishini bildiradi.

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o'rinli boiishi kelib 
chiqadi. ►

Yuqoridagidek,
f - \ A U B )  = f - \ A ) U f - \ B ) ,

f { A [ ] B )  = f { A ) [ j f { B )  
tenghklaming o'rinli bo'hshi isbotlanadi.

2°. Aksiantirishning turlari. Aytaylik,
f - E - ^ F  (4)

akslantirish berilgan bo'lib, f {E)  esa E  to'plamning aksi bo'lsin:
f { E ) = { f { x ) \ x e  E}.

2- ta’r if  Agar (4) akslantirishda
f { E ) c i F

bo'lsa, (4) akslantirish E to'plamni F to'plamning ichiga akslantirish 
deyiladi.

Masalan,

yv = (l, 2, 3, ...}, yV' = |l ,  i ,  i ,  ... 

to'plamlar uchun ushbu.

f  : N  N ',  n ^
3̂n

akslantirish to'plamni N '  to'plamning ichiga akslantirish bo'ladi. 
J -  ta’r if  Agar (4) akslantirishda

/ ( £ )  =  P
bo'lsa, (4) akslantirish E to ‘plamni F to ‘plamning ustiga akslantirish 
(syuryektiv akslantirish) deyiladi.
12



Masalan, A '= {1. 2, 3, ...}, A / = {-1, U  

to'plamlar uchun n (-1)'^
akslantirish to'plamni A/to'plamning ustiga akslantirish bo'ladi.

4 - ta ’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo'lib, bu akslantirish 
E  to'plamning turli elementlarini F to'plamning turli elementlariga 
akslantirsa, (4) inyektiv akslantirish deyiladi.

5- ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo'lib, u inyektiv akslantirsh 
ham bo'lsa, (4) o ‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) deyiladi.

Masalan,

A^=={1, 2, 3, ...}, A/' = {l, i ,  i ,  ...} 

to'plamlar uchun ushbu

f  : N N ', n U
n

akslantirish o'zaro bir qiymatli akslantirish bo'ladi.
6- ta’rif. f  : E F akslantirish o'zaro bir qiymatli akslantirish 

bo'lsin. F to'plamning har bir y, (y& F) elementiga E to'plamning 
bitta X elementini (xe F) mos qo'yadigan va

g{y) = g i f  i x ) ) X  
'munosabat bilan aniqlanadigan

g . F - ^ E
akslantirish f  : E  F  ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va 
/ “‘ kabi belgilanadi:

/■ ' : E ^  F .
Demak, f  : E F ga teskari akslantirish mavjud bo'lishi uchun:
a) /ustiga akslantirish,
b) / ’to'plamdan olingan har bir j  elementning E  to'plamdagi asli

r \ y )  = f - \ f { x ) )  = x
yagona bo'lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘pIamlar. Ko'p holda to'p- 
lamlarni ulaming tashkil etgan elementlari soni bo'yicha o'zaro 
solishtirishga to'g'ri keladi. Chekli to'plamlar solishtirilganda bir
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to'plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam, yoki ulaming 
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi. Bu holda 
elementlari soni ko‘p bo'lgan to'plamni «quvvati» ko ‘proq deyish 
mumkin.

Cheksiz to'plamlami solishtirishda vaziyat boshqacharoq bo'ladi. 
Cheksiz to'plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.

7- ta’rif. Agar f  : E F o'zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) 
bo'lsa, Eva F ekvivalent to'plamlar àty'ûaùi va E~  Fkabi belgilanadi.

Demak, E va /"to'plamlarning ekvivalentligi {E~ F) ularning 
elementlari o'zaro bir qiymatli moslikda ekanligini bildiradi. 

Masalan,
={1, 2, 3, 4, ...}, ={2,  4, 6, 8, ...} 

to'plamlar uchun
/

n->2n, { n s N ,  2«eA^,) 
akslantirish o'zaro bir qiymatli. Binobarin,

N ~
bo'ladi. (Bu holda n In kabi yoziladi).

Aytaylik, A, B, D to'plamlar berilgan bo'lsin. Unda
1 ) A ~ A ,
2) A ~ B ^ B ~ A ,
3 ) A ~ B ,  B ~ D ^ A ~ D

bo'ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib 
chiqadi.

Ikki Ava B to'plam o'zaro ekvivalent bo'lsa, ulami bir xil quwatli 
to'plamlar deb qaraladi.

Demak, quwatni ekvivalent to'plamlarning miqdoriy xarakteris- 
tikasi sifatida tushunish mumkin.

Chekli to'plamlarning o'zaro ekvivalentligi ularni tashkil etgan 
elementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, Ava B chekli to'plamlarning o'zaro ekvivalent bo'hshi 
uchun ularning elementlari soni bir xil bo'hshi zarur va yetarh;

A ~ B n{A) = n{B)
bunda n{G) — G to'plamning elementlari soni.

8- ta’rif. Natural sonlar to'plami N  ga ekvivalent bo'lgan har 
qanday to'plam sanoqli to 'plam deyiladi.
14



Masalan, ushbu
W, ={2, 4, 6, 8......  2«,

={1,8, 27, 6 4 ,...,« ’ ,...},

A/ _ * 1 lyv, -  {1, 2 ’ 3 ’ - ’

to'plamlar sanoqli to'plamlar bo'ladi, chunki
n <r^2n, ~ Âi ;

n ^ n \  N ~ N̂ -,

N  ~ N, .
n

Natural sonlar to'plami N  ga ekvivalent bo'lgan barcha to'plamlar 
sanoqh to'plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to'plamlarining quwati 
bir xil bo'ladi?

Ravshanki,
Ny d N ,  N ^ ^ N ,  N ^ ( z N  

bo'ladi. Ayni paytda, yuqorida ko'rdikki,
N ~ Ni,  N ~ Nj ,  N  ~ N^.

Bunday vaziyat (to'plamning qismi o'ziga ekvivalent bo'hshi) 
faqat cheksiz to'plamlardagina sodir bo'ladi.

Matématik analiz kursida tayin E  va f t o ‘planilar uchun akslan- 
tirishlar f ' . E ^ F  va ularning xossalari o'rganiladi.

Dastawal yuqoridagi to'plamlar sifatida haqiqiy sonlar to'plamini 
olamiz va uning xossalarini o'rganamiz.

Mashql^p^

1. Agar A = {a, b}, 5  = {a , p , y} bo'lsa, A to'plamning B to'p
lamga akslantirishlari soni 9 ga teng bo'lishi isbotlansin.

2. Aytaylik, A sanoqh to'plam bo'hb, x  e A bo'lsin. U holda
A U {x} ~ A bo'lishi isbotlansin.
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3- m a’ruza
I

Haqiqiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan nia’Ium. Odamiar sanash 
taqozosi bilan dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni qo‘llaganlar. 
So‘ngra manfiy son, ratsional son va nihoyat, haqiqiy son tushunchasi 
kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o'quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarning matematika 
kursidan natural, butun, ratsional sonlar, ular ustida bajariladigan 
amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ulaming to‘g‘ri chiziqda 
(sonlar o‘qida) geometrik ifodalanishi maium deb hisoblaymiz.

Haqiqiy sonlaming matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga 
olib, ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz. 

r .  Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Faraz qilaylik,
P
~ biror musbat ratsional son boisin. Boiish qoidasidan foydalanib 

p butun sonni q ga boiamiz. Agar p ni q ga boiish jarayonida biror 

qadamdan keyin qoldiq nolga teng boisa, u holda boiish jarayoni
P

to'xtab, “ kasr o iili kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr
59chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan, --- kasrda 59 ni 40 ga boiib, uni 

1,475 boiishini topamiz:

s  =
Agar p ni <7 ga boiish jarayoni cheksiz davoni etsa, ma’lum 

qadamdan keyin yuqorida aytilgan qoldiqlardan biri yana bir marta 
uchraydi, so‘ng undan oldingi raqamlar mos tartibda takrorlanadi.

Odatda, bunday kasr cheksiz davriy o ‘nli kasr deyiladi. Takror- 
lanadigan raqamlar (raqamlar birlashmasi) o‘nli kasming davri boiadi.

Masalan, |  kasrda 1 ni 3 ga boiib, 0,333... boiishini topamiz:

1 = 0,333...

Ushbu
0,333..., 1,4777... ,2,131313...
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kasrlar cheksiz davriy o ‘nh kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3, 
7, 13 bo'ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha

0,(3), 1,4(7), 2,(13)
yoziladi;

0,(3) = 0,333...
1,4(7) = 1,4777...

2,(13) = 2,131313...
Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo'lgan cheksiz davriy o'nh 

kasrni chekli o'nh kasr qilib yoziladi. Masalan,
0,4999... = 0,4(9) = 0,5,

2,B999... = 2,71(9) = 2,72.
Har qanday chekli o'nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz 

davriy o'nh kasr ko'rinishida yozish mumkin. Masalan,
1,4 = 1,4000... = 1,4(0),

0,75 = 0,75000... = 0,75(0). 
p

Demak, har qanday ratsional son cheksiz davriy o'nh kasr 
ko'rinishida ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o'nh

p
kasrni 1“  ko'rinishida yozish mumkin.

Masalan, ushbu
0,(3) = 0,333..., 7,31(06) = 7,31060606... 

cheksiz davriy o'nh kasrlarni qaraylik. Awalo ularni

o,(3) = o + A  + A  + ^  + „„

ko'rinishda yozib, so'ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya 
yig'indisi formulasidan foydalanib topamiz:

O í3) = O 333 = - jQ = A . i® = 1
10 9 3 ’

10
«■ Л Ч í /
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7,31(06) =7,31060606... =^^i  + = ^^i+ ' ^  =
’ ’ 100 , 1 100 100 99

" l02
1 2 \ 965

= = = r o ( ) r l ^ 3 3 ) = m -

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqah va 
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o ‘nli kasr ratsional son orqah 
ifodalanadi.

2°. Haqiqiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo'lmagan o‘nli 
kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalami o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini 
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, biror J  kesma hamda o‘lchov birligi, masalan, 
metr berilgan bo‘lsin. /kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytayhk, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning 
y, qismi ortib qolsin. Ravshanki 7, ning uzunligi 1 metrdan kam 
bo'ladi. Bu holda J  kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb 
olish mumkin;

J  uzunligi = 5 m.

Agar bu aniqlik yetarh bo'lmasa, o'lchov birligining qismini,

ya’ni 1 dm ni ohb, uni 7, kesmaga joylashtiramiz. Aytayhk, 1 dm 7, 
kesmada 7 marta butunlay joylashib, kesmaning qismi ortib 
qolsin. Bunda Jj ning uzunligi 1 dm dan kichik bo'ladi. Bu holda 
J  kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin;

J  uzunligi = 5,7 m.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz;
1) biror qadamdan keyin, masalan, «+1 qadamdan keyin o'lchov

birligining qismi J„ kesmaga a„ marta butunlay joylashadi. Bu 
holda o'lchov jarayoni to'xtatilib,

/uzunligi =5,7 ... a„

1

n ta raqam

bo'lishi topiladi.
2) o'lchash jarayoni to'xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu 

holda /  kesmaning uzunligining aniq qiymati deb ushbu 
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5,7...,а„
cheksiz o iih  kasr olinadi:

J uzunhgi = 5, 7..., a„, ...

Aytaylik, to‘g‘ri chiziqda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda 
o‘lchov birligi tayinlangan bo'lsin. U holda O nuqtadan o'ngda 
joylashgan har bir nuqtaga, 0 /*kesmani o'lchash natijasida hosil
bo'lgan ushbu а„, a ,a 2...a„... cheksiz o'nli kasrni mos qo'yish 
mumkin. Bunda

a„ e yv U {0}, a„ g {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, n>\ .
Bu moslik o'zaro bir qiymatli moslik bo'ladi. Ravshanki, yuqo

ridagi cheksiz o'nli kasrlar orasida cheksiz davriy o'nli kasrlar bo'lib, 
ular manfiy bo'lmagan ratsional sonlar bo'ladi. qolgan kasrlar esa 
ratsional sonlar bo'lmaydi.

1 - ta’rif. Ushbu tto, a ,a 2...a„...
ko'rinishidagi cheksiz o'nli kasr marifiy bo ‘Imagan haqiqiy son deyiladi, 
bunda a,) e N  U {0}, a„ e {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, n>\ .

Agar Эи > O ; a„ > O bo'lsa, u musbat haqiqiy son deyiladi. 
Manfiy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqiqiy 

son sifatida ta’riflanadi.
Barcha haqiqiy sonlardan iborat to'plam R bilan belgilanadi. 
Barcha natural sonlar to'plami N, ratsional sonlar to'plami Q,

haqiqiy sonlar to'plami R uchun N œ Q a  R bo'ladi.
2 - ta’r if Vshbu R\Q

to'plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo'lgan cheksiz davriy o'nli 

kasmi chekli o'nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida

bitta son ikki ko'rinishga, masalan, ^ soni

1 = 0,5000... 1 = 0,4999...

ko'rinishlarga ega bo'lib qoladi.
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Umuman, a^. a , , a 2,.... a„ (a„ 0) ratsional son ushbu
1) a„, a , , tt2, ..., (a„ -1)999...,

2) ao, a , , t t j ,..., a „ 000..., kabi ko'rinishlarda yozihshi mumkin. 
Haqiqiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1- ko'rinishidan foy- 
dalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan
a = ao , a , a2...a„...,

b = Pn 5P1P2 -"P« ••• 
haqiqiy sonlar berilgan bo'lsin.

3- ta’rif. Agar V« > 0 da a„ = , ya’ni

ao=Po,  «, =pi ,  tt2 = p2, - ,  a« = P«,-  
bo'lsa, a \a  b sonlar teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.

4 - ta’rif. Agar

« 0 = p 0 ’ «l==Pl, «2 =p2> ce» =P«>-
tengliklarning hech bo'lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi 
bajarilmagan tenglik n = k da sodir bo'lsa, u holda:

a ,  > p, bo'lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a> b kabi 
belgilanadi.

a ,  < p, bo'lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a < b kabi 
belgilanadi.

Aytaylik, to'g'ri chiziq, unda tayin olingan O nuqta (koordinata 
boshi) va o'ichov birligi berilgan bo'lsin.

Haqiqiy sonlar to'plami R bilan to'g'ri chiziq nuqtalari orasida 
bir qiymatli moslik o'rnatish mumkin:

O nuqtadan o'ngda joylashgan P  nuqtaga OPkesmaning uzunligiga 
teng X soni mos qo'yiladi (x son P nuqtaning koordinatasi deyiladi);

O nuqtadan charda joylashgan Q nuqtaga QO kesmaning uzun
ligiga teng X sonining minus ishorasi bilan olingan -x  soni mos qo'yiladi;

O nuqtaga nol soni mos qo'yiladi.
Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqiqiy a soni uchun shunday 

natural m soni topiladiki,
m > a

bo'ladi.
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■4 Aytaylik,
fl =  a n , a , a 2 . . . a „ . . .  > 0

bo‘lsin. /w = a„ + 1, m e N deb olinsa, unda 3- ta’rifga binoan a < m 
bo‘ladi. ►

Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to'plam- 
larini keltiramiz.

Aytayhk, a e R ,  be  R, a < b bo'lsin:

[a, ¿] = {x e /í I (7 < X < 6} — segment deyiladi,

= (x 6 I a < X < ¿} — interval deyiladi,

[a, b) {x e R \ a < X < b} -  yarim interval deyiladi,

{a,b] = {x e R \ a < X < b) — yarim interval deyiladi.

Bunda aya b sonlar [a,b\, {a,b), \a,b), {a,b] laming chega
ralari deyiladi.

Shuningdek,
[fl,+oo) = {xe x > a } , ,

' {-<^,a) = {xG 7? I X  < a } , ,
1

/ (—txjjoo) = R
deb qaraymiz.

Faraz qilaylik, a y ab  ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo'lib, a < b  bo'lsin. 
U holda

{a,b) * 0
bo'ladi.

4  Haqiqatan ham,
a = ao,a,óC2...a„... > 0 ,

é = Po>P.p2- P „ -
bo'lib, m > O uchun

«o = Po.«i = = Pm-i va a„ <
bo'lsin. Agar k  natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi 
(a¿ < 9) bo'lsa, unda
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r  = an . a , a 2..-a„am+i--(“ A + 1) 

ratsional son uchun a < r< b bo'ladi. Demak, { a , b ) ^ 0 .  ►

Mashqlar

1. Ushbu = 3 tenglikni qanoatlantiruvchi ratsional sonning 
mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar r e Q , a e R \ Q  boisa, a  + /■ g R \ Q  boiishi ko'rsatilsin.
3. Va e R ,\ /b e  R , V c e  R sonlari uchun

a > b , b > c = > a > c

bo'lishi isbotlansin.

4 - m a’ruza 
Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari

Haqiqiy sonlar to'plamining chegaralanganligi, to'plamning aniq 
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim roi o ynaydi.

r .  Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. Biror E c:R  to'plam 
berilgan bo'lsin.

1 - ta ’rif. Agar E  to'plamning shunday x^ elementi (xq g  E) 
topilsaki, to'plamning ixtiyoriy elementlari uchun

X<Xo
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

3xo e E , Vx e E'. x  < X(, 
bo'lsa, Xo soni E  to'plamning eng katta elementi deyiladi va

Xo = maxÆ'
kabi belgilanadi.

2- ta’r if  Agar to'plamning shunday Xo elementi (x  ̂g  Æ) topil-
saki, to'plamning ixtiyoriy elementlari uchun

X>Xo
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

3x„ e E, \ f xe  E: x > Xg 
bo'lsa, Xo soni to'plamning eng kichik elementi deyiladi va
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Xq = min£'
kabi belgilanadi. Masalan,

max 1 1  1 U i
’ 2 ’ 3 ’ ’

min{l, 2, 3,..., n, ...} = 1
bo'ladi.

3- ta’rif. Agar shunday M  soni {M e R) topilsaki, E to'plamning 
ixtiyoriy elementlari uchun

x<  M
tengsizhk bajarilsa, ya’ni

3M & R, \/x e  E: x < M
bo'lsa, E to'plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to 'p
lamning yuqori chegarasi deyiladi.

4- ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki {m e R), E to'plamning 
ixtiyoriy X elementlari uchun

x>  m
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

3m e R, \/x e E: x  > m 
bo'lsa, E  to'plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to'plamning 
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lsa, uning yuqori 
chegaralari cheksiz ko'p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo'lsa, 
uning quyi chegaralari cheksiz ko'p bo'ladi.

5- ta’rif. Agar E ciR  to'plam ham quyidan, ham yuqoridan chega
ralangan bo'lsa, E chegaralangan to‘plam deyiladi.

6- ta’rif. Agar ixtiyoriy Af soni {M e R) ohnganda ham shunday 
Xo elementi ix^e E) topilsaki,

Xq> M
tengsizhk bajarilsa, ya’ni

VA/ e R, 3x^e E\  x^ > M  
bo'lsa, to'plam yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

7- ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni {m e R) ohnganda ham shunday 
Xo elementi (xg e £) topilsaki,

Xq< m
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tengsizlik bajarilsa, ya’ni
V/w e /?, G E: X(̂  < m 

bo‘lsa, to'plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan,
1) £■, = {..., - 2, - 1, 0} to'plam yuqoridan chegaralangan;
2) El = {1, 2, 3,...} to'plam quyidan chegaralangan;

3) E, = |l . I 1̂
V  3 ’ to'plam chegaralangan;

4) £4 = jx e  / î jx > 0 | to'plam yuqoridan chegaralanmagan;

5) E  ̂ = {x G IX < 0} to'plam quyidan chegaralanmagan bo'ladi.
Endi sonlar to'plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari 

tushunchalarini keltiramiz.
Aytaylik, E a  R to'plam va a s  R soni berilgan bo'lsin.
S- ta’rif. Agar
1) a soni E  to'plamning yuqori chegarasi bo'lsa,
2) E  to'plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M  uchun a< M  

tengsizlik bajarilsa, a soni E to'plamning aniq yuqori chegarasi deyi
ladi va supÆ’ kabi belgilanadi:

a = supÆ
Demak, E  to'plamning aniq joiqori chegarasi, uning yuqori chega

ralari orasida eng kichigi bo'ladi.
9 - ta’rif. Faraz qilaylik, E a R  to'plam va b s  R soni berilgan 

bo'lsin. Agar
1) b son E  to'plamning quyi chegarasi bo'lsa,
2) E  to'plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b>m  tengsizlik 

bajarilsa, b soni E  to'plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va infÆ' 
kabi belgilanadi:

b -  infÆ’.
Demak, Æ’to'plamning aniq qu5d chegarasi, uning quyi chegaralari 

orasida eng kattasi bo'ladi.
«svip» va «inf»lar lotincha «supremum» va «infîmum» so'zlaridan 

olingan bo'hb, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’no- 
larni anglatadi.
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1- teorema. Faraz qilaylik, Ec: R to‘plam \a a e R soni berilgan 
boisin. a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi boiishi uchun

1) a soni £■ to'plamning yuqori chegarasi,
2) a sonidan kichik boigan ixtiyoriy a  (a < o) uchun iïto'plamda 

X > a tengsizlikni qanoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va 
yetarli.

•4 Zarurligi. Aytaylik,
a = supÆ'

boisin. 8- ta’rifga binoan:
1) V xe  E  uchun x < a ,  ya’ni a soni E  to‘plamning yuqori 

chegarasi;
2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan 

kichik a  soni uchun x >  a boigan x e E soni topiladi.
Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, rav

shanki, a< a shartni qanoatlantiruvchi har qanday a  soni E  to'plam
ning yuqori chegarasi boiolmaydi. Demak, a ~  to‘plamning yuqori 
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra

a = sup£'
boiadi. ►

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
2- teorema. Faraz qilaylik, E a  R to‘plam va be  R soni berilgan 

boisin. b soni E  to'plamning aniq quyi chegarasi boiishi uchun:
1) b soni E  to'plamning quyi chegarasi,
2) b sonidan katta boigan ixtiyoriy p (P > Z>) uchun E  to'plamda 

X < p tengsizlikni qanoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va 
yetarli.

E s l a t m a .  Agar E<z R to'plam yuqoridan chegaralanmagan 
bo'lsa, u holda

supÆ' = +00, 
quyidan chegaralanmagan bo'lsa, u holda

infÆ’ = -oo
deb olinadi.

2°. Aniq chegaralarning maijudligi. Aytaylik,
a  = ao , a i a2...a„... 

musbat haqiqiy son bo'lsin, bunda
ao g TV U {0}, a „ e N , =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), n >l .
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Ushbu

a„ = a o , a , a 2 .. .a„ =  ^

, / Ot| oty Ot„+l
b„ =  ttn , a , a ,  . . .(a„  + 1) = a« + + - 4  + . . .  +  —

« 0 ’ 1 2 V n /  " 10 10  ̂ 10"

ratsional sonlar uchun
a „ <  a  <b„

bo'ladi.
Demak, ixtiyoriy haqiqiy son olinganda shunday ikkita ratsional 

son topiladiki, ulardan biri shu haqiqiy sondan kichik yoki teng, 
ikkinchisi esa katta bo'ladi.

Endi sonlar to'plamining aniq chegaralarining mavjudligi haqidagi 
teoremalami keltiramiz.

3- teorema. Agar bo'sh bo'lmagan to'plam yuqoridan chegara
langan bo'lsa, uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo'ladi.

Bu teoremani
E c z [ 0, + o.), £ ^ 0

to'plam uchun isbotlaymiz.
A E  to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lsin:

3M e R , Vx  e E: x  < M.
Arximed aksiomasini e’tiborga ohb, M e  deyish mumkin.
Endi E  to'plam

a  = a o ,a ,a 2..., {ae  E)
elementlarining butun qismlaridan, ya’ni ag laridan iborat to'plamni 
Fq deylik:

Fg = { « g  E jV U{0} i , a  = a g , a , a 2 ... £ E .

Bu to'plam ham yuqoridan Af soni bilan chegaralangan va Fq ^  0 .

Ravshanki, F̂  c  U {0}. Bundan Fg to'plamning chekh ekanhgini topa
miz. Demak, Fq to'plamning eng katta elementi mavjud. Uni Cg deylik:

max Fo = Co. (1)
E  to'plamning Cg, a ,a 2 ...

ko'rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni Eq deb olamiz:
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£■„ = {co,aja2...€ E)
Ravshanki, c: E,  Eç, ^  0 . Endi Eq to‘plam

c„ ,a ,a2 ...

elementlarining a , laridan iborat to'plamni olib, uni deyhk:

Fl = {ttj e {0, 1, 2 , 9 }  1 Cq, a j t t j ... g £„}.

Bu chekli to'plam bo'lib, Fi ^  0  bo'ladi. Shuning uchun uning 
eng katta elementi mavjud. Uni c, deb olamiz:

max Fl = c¡. (2)
¿o to'plamning

ko'rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni Ê  deb olamiz: 
E¡ = {c„,c,a2a 3...e E„}.

Ravshanki, E¡ E, E¡ =^0.

Endi El to'plam c„,c,a2a v -
elementlarining laridan iborat to'plamni olib, uni Fj deylik:

Fj = {a, e {0, 1, 2 ,..., 9} | Co,c,,a2... e £■,}.

Bu to'plam ham chekli va Fj i¡=0 bo'lib, uning eng katta elementi 
mavjud:

max Fj^c-i .  (3)

£, to'plamning Co,c,a2a 3...
ko'rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni Ê  deb olamiz: 

Ê  = {Co,c,C2a 3...e Æ,}.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida

^  =  C o ,C ,C 2 . . .C „ . . .

haqiqiy son hosil bo'ladi.
Endi E  to'plam va bu a son uchun 1- teorema ikkala shartining 

bajarilishini ko'rsatamiz:
1) Yuqoridagi (1) munosabatga ko'ra V a„,a ia2a 3...e E  uchun 

tto < Cq bo'ladi.
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Agar tto < Cfi boisa, u holda ao , a , a2... < a boiadi.
Agar a„ = c„ boisa, u holda c „ ,a |a 2... e boiib, (2) munosa

batga ko‘ra a, < c, boiadi.
Agar a, < c, boisa, u holda a o ,a ,a 2... < a boiadi.
Agar a, =  c, boisa, u holda CQ,a,a2...G Ê  boiib, (3) muno

sabatga ko‘ra ttj < C2 boiadi.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:
a) shunday « > 0 topiladiki,

a„ = c„, a, = c ,,... a„_, = c„_,, a„ < c„

boiib, a o , a , a 2... < Í2 boiadi.
b) ixtiyoriy « > 0 da a„ = c„ boiib , a „ ,a ,a 2... = a boiadi. 

Demak, har doim a „ ,a ,a 2... < a munosabat o'rinli boiadi;
2) a sondan kichik boigan ixtiyoriy

P -  Po’ P lP l - ' - P « - "

haqiqiy sonni olaylik:

PojPiP2-"P«-” < 0̂ >
U holda shunday « > 0 topiladiki,

Po =c„, p, =c, ,  ... p„_i =c„_,, p„ <c„ 
boiadi. Shuni e’tiborga olib, Vx e E  uchun

> Po > P1P2 •■•Pn •••

boiishini topamiz.
Shunday qilib, teoremada keltirilgan E  to‘plam va a soni uchun

1- teorema ikkala shartining bajariUshi ko‘rsatildi. Unda 1- teoremaga 
muvofiq to'plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a = supÆ'
boiishi kelib chiqadi. ►

Xuddi shunga o'xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
4- teorema. Agar bo‘sh bo'lmagan to'plam quyidan chegaralangan 

bo'lsa, uning aniq quyi chegarasi mavjud bo'ladi.
E s l a t m a .  To'plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari 

shu to'plamga tegishli bo'lishi ham mumkin, tegishli bo'lmasligi ham 
mumkin.

28



Mashqiar

1. Agar/4 va В to'plamlar (.4 с  Л, В с  R) chegaralangan bo'lib, 
Л с. В bo'lsa,

sup А < sup В, mf > inf В 
bo'hshi isbotlansin.

2. Agar Ух е  A {A R) uchun д: < a  { a e R )  bo'lsa, sup A < a  
bo'hshi isbotlansin.

5- ma*ruza 
Haqiqiy sonlar ustida amallar

1°. Ikki haqiqiy sonlar yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Awal aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan, chekh o'nli 
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ulaming xossalari ma’lum deb 
hisoblaymiz.

Aytayhk, ikkita musbat

(7 = a o , a , a2...a„...
¿ = Pn,P,P2...P„... 

haqiqiy sonlar berilgan bo'lsin. Unda я > 0 bo'lganda ushbu

<  = Û0, Û.Û2 - K  + 1) = «0 + ^

ratsional sonlar uchun
a'„<a< a:, (1)

shuningdek,

=P».P|P2- P ,  =Po + ^  + ^ + -  + j ^ ,

ratsional sonlar uchun
K ^ b < K  (1)

bo'ladi.
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Endi (1) va (2) tengsizliklami qanoatlantiruvchi ratsional sonlaming 
yig'indisi a ' +b'„ lardan iborat {a'„ +è„'} to'plamni qaraymiz. Rav
shanki, bu to'plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4- ma’mzadagi
3- teoremaga ko'ra {a'„ +b'„) to'plamning aniq yuqori chegarasi mav
jud bo'ladi.

1- ta’rif. {a'„ +b'„) to'plamning aniq yuqori chegarasi a va 6 h a q iq iy  

s o n la r  y ig in d is i  deyiladi va a -f- ¿ kabi belgilanadi:
a + 6 = sup{a' +b'„).

«>0
( 1) va (2) tengsizliklami qanoatlantimvchi ratsional sonlaming 

ko'paytmasi a ' • b'„ lardan iborat {a' b'„] to'plamni qaraymiz. Bu 
to'plam yuqoridan chegaralangan bo'ladi. Shuning uchun uning aniq 
yuqori chegarasi mavjud bo'ladi.

2- ta’rif. {a „  b'„) to'plamning aniq yuqori chegarasi a va 6 h a q iq iy  

s o n la r  k o  ‘p a y tm a s i  deyiladi a  ■ b  kabi belgilanadi:
a Z> = sup{a; b'„).

w>0

(1) va (2) tengsizliklami qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning 

to'plam yuqoridan chegaralangan bo'ladi.% nisbatidan iborat
b„

3- ta’rif. to'plamning aniq yuqori chegarasi a s o n in in g  b

so n ig a  n is b a ti  deyiladi va |  kabi belgilanadi:

i l
'■.'Ib «>0

Aytaylik a v a  b  musbat haqiqiy sonlar bo'hb, a  >  b  bo'lsin.
4 - ta’rif. {a'^ -b'„) to'plamning aniq yuqori chegarasi a so n id a n  

b  so n in in g  a y ir m a s i  deyiladi \ a  a  — b  kabi belgilanadi:
a-Z> = sup{a^ - b ’ ].

n>0

E s i a t m a .  1) Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan qo'shish, 
ko'paytirish, ayirish va bo'lish amallarini to'plamning aniq quyi 
chegarasi orqali ham ta’riflash mumkin.
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Masalan, ayab  haqiqiy sonlar yig'indisi quyidagicha ta’riflanadi; 
a + b = i n f «  + b" ) .

n>0

Haqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o'rta maktab mate
matika kursida o'rganilgan amallarning barcha xossalariga ega.

2°. Haqiqiy sonning darajasi. Awal haqiqiy sonning 0- hamda 
n- darajalari («e N) quyidagicha

û" = 1,
a" = a ■ a ■ ■ a , ( n e N )

n Ta

aniqlanishini ta’kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz qilaylik, a> Qy aneN  bo'lsin. U holda 

shunday yagona musbat x  soni topiladiki,
xT ■= a

bo'ladi.
5- ta’rif. Musbat haqiqiy a sonining n darajali ildizi deb, ushbu

xT — a
tenglikni qanoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va

I
X = Vû = o"

kabi belgilanadi.
Aytayhk, a musbat haqiqiy son, a-esa musbat ratsional son bo'lsin;

û > 0, r  = ™, m , n e N .  
n

Bu holda a sonining r- darajasi quyidagicha
I

a  ̂ ={a'”Y
kabi aniqlanadi.

6- ta’rif. Faraz qilaylik, a >  1, ô > 0 haqiqiy sonlar berilgan 
bo'lsin, a sonining b- darajasi deb ushbu } to'plamning aniq 
yuqori chegarasiga aytiladi;

a* =sup{iz*"}, bunda b„ =Pq, ft, P2> P«= ^ = fe; ■■■> -«>o
3°. Haqiqiy sonning absolut qiymati. Aytaylik, xeR  son berilgan 

bo'lsin. Ushbu
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_ Гх, agar X > О bo‘lsa,
- X ,  agar X < 0 bo‘lsa

miqdor x s o n in in g  a b s o lu t q iy m a ti  deyiladi.
Haqiqiy sonning absolut qiymati quyidagi xossalarga ega: 
1 ) X e Л son uchun

>0, -X , X  <  X  , - X  <

munosabatlar o'rinli.

2) < a <=> -û  < X < û,
< a  - a  < X < a ,  (o > 0). 

3) X e R, y  e R sonlar uchun

x  +  y  

x - y  

x y

bo'ladi.
Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut qiymati ta’rifidan

x  +  y < + bo'lishinikelib chiqadi. Ulardan birini, masalan, 
isbotlaymiz.

•4 Aytaylik, x + j; > 0 bo'lsin. Unda |x + ;;| = x + j; bo'ladi.

X < |x |, j; < |j| bo'lishini e ’tiborga olib topamiz:

x  +  y  =  x  +  y  <

Endi X + >̂ < 0 bo'lsin.
U holda X  + y = -(x  + j') = (-x ) + bo'ladi. - x <  x  , - y  < y  

bo'lishini e’tiborga olib topamiz:
X  + >;| = (-x ) + (->>) < |x | +

1- misol. Ushbu
3 x - l |  < | 2 x - l |  + |x 

tengsizlik X ning qanday qiymatlarida o'rinli bo'ladi?
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■4 Sonning absolut qiymati xossasidan foydalanib topamiz: 
|3jc-lj = | (2jc-l) + x ! < | 2x - l ¡  + jx.

Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x e R uchun o'rinli bo'ladi. ► 
Barcha manfiy bo'lmagan haqiqiy sonlar to'plamini R+ bilan 

belgilaylik. Ravshanki, R+ e  R.
Har bir X e R haqiqiy songa uning absolut qiymati | x | ni mos 

qo'yish bilan ushbu
/  : X ^  |x| ( f  : R R^)

akslantirishga ega bo'lamiz.
Demak, haqiqiy sonning absolut qiymati R to'plamni R+ to'plam

ga akslantirish deb qaralishi mumkin.
Ixtiyoriy X e R, y  s R sonlami olaylik. Ushbu

|x
miqdor x va nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va d{x, y) kabi 
belgilanadi:

d(x , y )  = \ x - y  .
Masofa quyidagi xossalarga ega:
1) i / (x ,>' )>0 va d(x , y)  = 0 x = y;
2) d(x , y)  = d(y,x);

^3) d ( x , z ) <d i x , y )  + d{y,z) ,  ( z e R ) .
4°. BernuIIi tengsiziigi. Nyuton binomi formulas!. Ixtiyoriy x > -1  

(x e R) hamda ixtiyoriy n e  N  uchun ushbu

(1 + X)" > 1 + nx (4)
tengsizlik o'rinli.

4  Bu tengsizhkni matematik induksiya usuU yordamida isbotlaymiz. 
Ravshanki, л = 1 da (4) tengsizlik (tasdiq) o'rinli bo'ladi:

1 + X =  1 + X.
Endi и e TV da (4) munosabat o'rinli deb, uni « + 1 uchun ham 

o'rinli bo'lishini ko'rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini 
l+ x  ga ko'paytirib topamiz:

(1 + x)"^' >(1 + ях) (1 + х) = I + (« + l ) x + лх  ̂ >l +( r t  + l)x
Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy n e  N 

uchun o'rinh bo'ladi. ►
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(4) tengsizlik Bernulli tengsiziigi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma’lumki, a e R, b e Rda

(a + b f  -  + 2ab + b^,
(a + bÿ  = + 3a^b + 3ab^ + b̂  

boiadi. Umuman, ixtiyoriy n e N da

(a + b y  = C“ • a" + C y - '  b + ... + ■ a”-^b^ + ... +

+ Q -‘ ab"-  ̂ + Q  • />" = X  Ĉ„ M (5)
k=0

boiadi, bunda

C = 1
^   ̂ k\ = l-2-3. . .k,  k = l , 2 , - , n .

K .

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.
A  Ravshanki, n=\  da ■ a + C\ ■ b = a + b. Demak, bu holda 

(5) tenglik o‘rinh. Endi (5) tenglik n uchun o'rinli boisin deb, uni 
n+\  uchun ham o'rinli boiishini ko'rsatamiz. (5) tenglikning har 
ikki tomonini a+b ga ko'paytirib topamiz:

{a +  ^  iC!^ + ■ b'̂  +
k=i

Ravshanki,

^ ^ k - i  ^  ( n - ( k - \ )  +  k ) ^
K, .

_  «(W+1)((»+1)-1)...(( «+!)-( fc-D) _  k

k\ "-"i'
Demak,

n n+ l
, i, \ n + l _n+ l , \  ' ^ k  „ n + l-k  uk . i.n +1 \  ' /~ik „ n + \-k  uk{a + b) = û + a b +b =2  ̂C„+, a b

k = \ k=0

boiadi. Bu esa (5) tenglik «+1 boiganda ham bajariHshini ko‘rsatadi.^ 
Odatda, (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.
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w  Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri. Ma’lumki, ushbu
{ x  € /? : a < X <  b} =  [a,b

to 'p la m  ¿ e g w e n i d e b  a ta la d i. ^
Aytayhk, fa,, 6,] va [Oj, tij] segmentlar berilgan bo'lsin. Agar

[fll ] c  [«2,^2 1
bo'lsa, [a,, ¿|] segment [û2, bj] segmentning ichiga joylashgan deyiladi.
Hu holda â  < Ü2 < bj < b̂  bo'ladi.

7- ta’rif. Agar
[fl,,èil, [a2,bj], ..., [a„,b„], ... (6)

segmentlar ketma-ketligi quyidagi
] =) [«2,^ ]  3  ... 3  3  ...

munosabatda, ya’ni V« g da

bo'lsa, (6) ichmd-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi. 
Teorema. Aytayhk,

[a, ,Z^1, [fl2, ^^] , - ,  |û„,^J,..■ 
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlami bajarsin:

1) V«e N: [a„,b„]z>
2)/Ve>0,  3«„ e Â , « > «q: -  û„ < e bo'lsin.

U holda shunday ce  R mavjud bo'ladiki, c e  [a„, ], (« = 1,2,3,...) 
bo'lib, bunday c yagona bo'ladi.

A  Teoremada qaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich 
joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo'ladi. Ravshanki, bu holda 
ushbu

a^<Ü2 <a, <  ... <a„<b„< A„_i ^ ^ b2 < 6,
munosabat bajariladi.

Endi a„ flj; sonlaridan tashkil topgan
E  = {«,, «2, - ,  a„) 

to'plamni qaraymiz. Bu to'plamning yuqoridan chegaralanganligini 
ko'rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini ohb, uni tayinlaymiz.
Agar n <m  bo'lsa, [a^, b„] cz [a„, b„] bo'lib, a„ < a^ < ^  b„, 

ya’ni a„ < bo'ladi.
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Agar n> m  bo‘lsa, [a„ , ] c  [a„, ] bo‘lib, a„, < a„ < b„ < b„,, 
ya’ni a„ < b„ boiadi.

Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko'ra
sup£' =  c (c e R)

mavjud bo‘ladi.
To'plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan

Vn < N  da a„ < c va Vm < N  da c < b„ bo'ladi.
Demak,

\/n< N  da c e [a ,̂ b j.
Agar shu nuqtadan farqli va barcha segmentlarga tegishli 

c' (c '€ [a„, b„], V« 6 N )  mavjud deb qaraladigan bo'lsa, unda
K - a „ > \ c -  c'\ > 0

bo'hb, bu teoremaning 2- shartiga zid bo'ladi. Demak, c = c . ► 
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri 

deyilib, u haqiqiy sonlar to'plamining uzluksizlik (to'liqlik) xossasini 
ifodalaydi.

Mashqiar

1. Ixtiyoriy X,, ^2,..., x„ haqiqiy sonlar uchun
X] + X2 + ... + X„ I < |Xj I + |X2 I + ... + |x„ 

bo'lishi isbotlansin.
2. Ikki haqiqiy son yig'indisi ta’rifidan foydalanib, ushbu

a + b = b + a, a + a = 2a
tengliklar isbotlansin.
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2- B o  B
SONLAR KETMA-KETLIGI UCHUN 

LIMITLAR n a z a r iy a s i  

6- m a’ruza 
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

r .  Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy 
E to'plamni F to'plamga akslantirish:

f : E - > F  
tushunchasi bilan tanishgan edik.

Endi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror haqiqiy x„ 
sonini mos qo'yuvchi

f : n - ^ x „ ,  (« = 1,2,3,. . .) (1)
akslantirishni qaraymiz.

1 - ta’rif. (1)- aksiantirishning akslaridan iborat ushbu
Xj, X2, X3, ..., ... (2)

to'plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x„} yoki x„ kabi belgilanadi.
x„ («=1, 2, 3, ...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi. 

Masalan'

-  i  1 1 1 L
1) X« -  -  • 2 ’ 3 ’ ■«’ ■■■’

2) x „ = ( - D " :  - 1, 1, - 1, ..., ( - 1)",...

3) x „ = ^ :  1, V2, ...

4) x„ = 1: 1, 1, 1, ..., 1, ...

5) 0,3; 0,33; 0,333; ...; 0 , 3 ^ ;  ...
n ta

lar sonlar ketma-ketliklaridir.
Biror {x„} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
2- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas M soni mavjud bo'lsaki, ixtiyoriy 

x„ (« = 1, 2, 3,...) uchun x„ < M  tengsizlik bajarilsa (ya’ni 
371/, \ f ns  N  ■. x„ < M  bo'lsa), {x„} ketma-ketlik yuqoridan chega
ralangan deyiladi.
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3- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas m soni mavjud boisaki, ixtiyoriy 
x„ (rt = 1, 2, 3,...) uchun x„ > m tengsizlik bajarilsa (ya’ni 
3m, V ne N  : x„> m boisa), {x„} ketma-ketlik quyidan chegara
langan deyiladi.

4 - ta ’rif. Agar (x,,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan 
chegaralangan boisa (ya’ni 3m, M , V ne N  : m < x„ < M  boisa), 
{x„} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1- misol. Ushbu

x„=  " , (« = 1,2,3,. . .)4 + 77̂
ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.

■4 Ravshanki, \fn < N  uchun

>0” 4+«̂
boiadi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan. 

Ma’lumki,
0 < ( « - 2)2 =«2 _ 4 „  + 4

boiib, undan 4 < 4 + , ya’ni

” < i
4+rt̂  4

boiishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqoridan 
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan. ►

5- ta’rif. Agar {x,,} ketma-ketlik uchun
VM e R, 3nQ& N  \ x,,̂  > M

boisa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.
2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, a e  R son hamda 

ixtiyoriy musbat e son berilgan boisin.
6- ta’r i f  Ushbu

i/  ̂(fl) = {x e R\a -  z < X < a + z) -  {a -  z, a + z)
to'plam a nuqtaning z- atrofi deyiladi.

Faraz qilaylik {x,,} ketma-ketlik wa a e  R soni berilgan bo'lsin.
7- tce’r if  Agar ixtiyoriy e > 0 son olinganda ham shunday «q natural 

soni mavjud bo'lsaki, n > n  ̂ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
natural sonlar uchun
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tengsizlik bajarilsa, (ya’ni

Ve > 0, 3«o e jV , Vn > Пр\ \ x„ ~ a \< г 
bo'lsa), a son {x„} ketma-ketlikning limiti deyiladi va 

a = lim x„ yoki n da x„ o

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yuqoridagi (3) tengsizlik uchun

| x „ - a | < e < = > û - e < x „  < a  + e ,
ya’ni x„sU^(a) ,  (n > Пр) bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, ketma- 
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo'ladi.

S- ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy t/^o) atrofi olinganda ham 
{x,,} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga 
tegishli bo'lsa, a son {x,,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riilardan ko'rinadiki, e ixtiyoriy musbat 
son bo'lib, iialural w,, soni esa e ga va qaralayotgan ketma-ketlikka
l)og‘li(| ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu
x„ =c,  (ce R, n = l, 2, 3,...) 

ketma-ketlikning hmiti c ga teng bo'ladi.
•4 Haqiqatan ham, bu holda Ve > 0 ga ko'ra n̂  = 1 deyilsa, unda

V« > Щ uchun x„ -  c = 0 < e bo'ladi. Demak, hm x„ = lim c = c . ►
n-^oo Д7_>сю

3 - misol. Ushbu x„=~^,  (л = 1,2,3,...) 

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo'hshi isbotlansin:

hm -  = 0 .
n-»oo n

1х„ - i?! < e (3)

i - 0
nЛ Ravshanki,

bo'hb, -  < e (e > 0) tengsidik barcha n > -  bo'lganda o'rinh. Bu holda

«0 =Г-1 + 1 
£
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deyilsa, {[a\ — a sonidan katta bo'lmagan uning butun qismi), unda 
\fn > Hq uchun

bo'ladi. Ta’rifga binoan
1 - 0
n

< e

lim -  = 0 . ►
n

4- misol. Aytaylik, a e R ,  |o| > 1 bo'lsin. U holda

lim ^  = 0
a"

bo'lishi isbotlansin.
< |a| = 1 + 8 deylik. Unda 8 = ¡«! -  1 > 0 va Bemulli tengsizligiga 

ko'ra
(1 + 8)" > 1 + «8 > «8

1

bo'lib, V« G TV da

bo'ladi. Demak, 

tengsizlik barcha 

bo'lganda o'rinli. Agar 

deyilsa, ravshanki, V« > «„ uchun 

bo'ladi. Demak,

- 0 = “  <e, (£>0)

n > 1

«0 -  

1

e 6

e5
+ 1

•0 < e

1lim — = 0 . ►«-><” a”

5- misol. Ushbu x„ = ^ , (« = 1, 2, 3,...) ketma-ketlikning limiti
1 ga teng bo'lishi isbotlansin.

■4 Ixtiyoriy e > 0 son olamiz. So'ng ushbu
x„ -1 < e
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tengsizlikni qaraymiz. Ravshanki, 

ix„ - 1| = 

Unda yuqoridagi tengsizlik

_ _ i L  "
n+\ n+\ ■

n- < e
n+\

ko'rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

n > - - \e
bo'lishi kelib chiqadi. Demak, limit ta ’rifidagi N  sifatida

«0 = i -1
e

+ 1 olinsa (e > 0 ga ko'ra «qê N  topilib), V« > «o uchun

- 1| < e bo'ladi. Bu esa

lim = 1n-»~. n+\
bo'hshini bildiradi. ►

6- misol. Faraz qilaylik, a e R , \ a \ >  l va ae R bo'lsin. U holda

lim — = 0
«->“> a”

bo'lishi isbotlansin.
•4 Shunday natural k  sonni olamizki, A: > a  +1 bo'lsin. Endi

-  i  i  
|ûp > 1 bo'lishini e’tiborga olib, \a\k =1 + 8, ya’ni 8 = \a\k - 1 >0
deymiz. Unda Bernulli tengsizligiga ko'ra

a

bo'lib, V« 6 A'' da 

bo'ladi. Bu holda 

deyilsa, V« > «g uchun

k = (1 + 8)" > 1 + «5 > «8
1

«0

a"" «ô* 
1 + 1, ( e > 0)

”- - 0 < 8

bo'ladi. Demak, lim — = 0. ►
/Î-̂ OO Q”
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7- misol. Ushbu

lim = 0
я-»оо n 

tenghk isbotlansin.
■4 Ravshanki, Ve e 0 va V« e jV uchun

0 <-^<e<=>lgrt<ne<=i>rt< 10"̂  <t=> —~— < 1 
n ( 10*=)«

bo‘ladi. Agar 10̂  > 1 boiishini e’tiborga olsak, 6- misolga ko'ra

Л ^  oo da —------ > 0(10'=)"
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun 

3rue N , \/n> щ: < 1

bo'ladi. Shunday qilib, \/n > uchun < e bo'ladi. Demak,

n->oo n

8- misol. Ushbu x„ = (-1)", {n = 1, 2, 3,...) ketma-ketlikning
hmiti mavjud emasligi isbotlansin.

Л Teskarisini faraz qilaylik. Bu ketma-kethk a limitga ega bo'lsin. 
Unda ta’rifga binoan,

Ve > 0, N , Vn> щ' . \  (-1)" -  a |< e
bo'ladi.

Ravshanki, n — juft bo'lganda |1 -  a| < e; n — toq bo'lganda

(-1) -  a| < e, ya’ni |1 + a| < e bo'ladi. Bu tengsizliklardan foyda
lanib topamiz:

2 -I (1 -  a) + (1 + a) i<i 1 -  a I + 11 -  a |< 2e .
Bu tengsizlik 8 > 1 bo'lgandagina o'rinli. Bunday vaziyat e > 0 

sonining ixtiyoriy bo'lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega 
emas. ►

Teorema. Agar {x„} ketma-kethk limitga ega bo'lsa, u yagona 
bo'ladi.
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■4 Teskarisini faraz qilaylik. {x„} ketma-ketlik ikkita a v a b ( a ^ b )  
limitlarga ega bo‘lsin;

lim x„ = a, lim x„ = b, (a ^  b).H~>oo
Limitning ta’rifiga ko‘ra

Ve > 0, 3nQ e N, \/n>  | л„ -  a |< e,
Ve > 0, 3rtQ e N , V« > ; I -  a |< e

bo'ladi.
Agar Hq va Hq sonlarining kattasini n desak, unda V« > л da

<e, x „ - b < e

x „ - b

bo'lib,
x„ -  aj + \x„ - Ь \ < 2г

bo'ladi.
Ravshanki, \a -  h\ = \a -  x„ + x„ -  b\< |x„ -  a] +

Demak, Ve > 0 da \a-b\< 2e bo'lib, undan a — b bo'lishi kelib 
chiqadi. ►

Mashqiar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu

x„ = V« + 2 -  Vn + 1 

ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar lim x„ -  a, lim y„= a bo'lsa, u holda ushbu

^ 1 , 3̂ 1, ^ 2 , У2 ’ •••> y „ ,  ... 

ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo'lishi isbotlansin.
3. Agar lim x„ = a bo'lsa, u holda

lim

bo'lishi isbotlansin.
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7- m a’ruza
Yaqinlashuvchi ketma-ketiiklarning xossalari

{x„} sonlar ketma-ketligi berilgan boisin.
1 - ta ’rif. Agar ketma-ketlik chekli limitga ega boisa, u 

yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.
1°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz- 

liklarda limitga o‘tish.
1- teorema. {x„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi boisa, u chega

ralangan boiadi.
A  Aytaylik,

l i m x „ = û ,  ( a e / î )
AI—>oo

boisin. Limit ta’rifiga ko'ra
Ve > 0, 3«o e Vn>n(¡; | -  a |< e 

bo'ladi. Demak, n > Hq uchun

bo'ladi. Agar
max- <7 +  e X- e

deyilsa, u holda \/n e  N  uchun
| x„ |<M

tengsizlik bajariladi. Bu esa {x„} ketma-ketlikning chegaralanganligini 
bildiradi. ►

2- teorema. Agar {x„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va
lim x„ = a«-»oo

bo'lib, a > p (a < q) bo'lsa, u holda shunday Hq e N  topiladiki, 
V«>«o bo'lganda

x „ >P {x„ < q)
bo'ladi.

A  Aytaylik, lim x„ = a, a> p, ( p e  R)
«-><»

bo'lsin. e > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, e < a -  p deb qaraymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, Ve > 0 uchun, jumladan,

0 <e < a - p  uchun shunday n^s N  topiladiki, V« > n̂  bo'lganda 
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\ x„ -  a \ <£<=>-£ < x „ - a < e  
bo'ladi. Ravshanki,

0 < e < a - / 7 = >  p < a -  £,
-e  < x„ -  a < z a -  z < x„.

Bu tengsizliklardan \/n>tiQ bo'lganda
xn> p

bo'hshi kelib chiqadi. ►
{a < q hoi uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3- teorema. Agar {x„} va {y„} ketma-kethk yaqinlashuvchi bo'hb,
1) l imx„=í7,  \\my„=b-,

n-^oo

2) V n s  N  uchun x„ <y„, (x„ > y„)
bo'lsa, u holda a < b, (a > b) bo'ladi.

A Shartga ko'ra
lim x„ = a, hm y„ = b.
AJ—>00 >̂.->00

Ketma-kethk hmiti ta’rifiga binoan:
Ve > 0, 3n^ e N,  Vn> n¿ : \x„ -  oj < e,
Ve > 0, 3n^ e N,  V« > /% : \y„ ~b\ <e

bo'ladi.
Agar «0 max{«ó,«ó} deyilsa, unda V« > uchun bir yo'la

<£, \ y„-b < e
tengsizliklar bajariladi.

Ravshanki, <E<^a-e<x„ < a+ e, 
y „  -  b\ <  £ ^  b  -  £ <  y „  <  b  +  £.

Bu tengsizhklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib 
topamiz:

a - E  <  x„ <  y „  < 6  +  8.

Keyingi tengsizhklardan
a - e < b  +  £,  a - b  < 2 £ 

va Ve > 0 bo'lgani uchun a  — b < 0 ,  ya’ni a < b  bo'lishi kelib chiqadi.
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Xuddi shunga o'xshash, lim x„ = a, lim v„ = b hamda Vne  N
n~^oo rt—>00

uchun x„ > y„ bo'lishidan a>b  tengsizlik kelib chiqishi ko'rsatiladi. ►
4- teorema. Agar {x„} va {z„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lib,
1) limx„ = a, limz„ = a\

n->oo /7->oo

2) Vn e / /  uchun x„ < y„ < z„
bo'lsa, u holda {y„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va

limy„ =a
W—>00

bo'ladi.
•4 Shartga ko'ra

lim x„ = a, lim z„ = a.
/7-^00

Limit ta’rifiga binoan:
Ve > O, N , \!n> i%\ \x„ -  a\<e,
Ve > O, e N,  \/n> : \z„ ~ a\<e 

bo'ladi. Agar «o = max{«ó, /%'} deyilsa, unda V« > uchun
a - e < x „ ,  z „<a  + e 

tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz:
a - e < x „  <y„ <z„ <a + e.

Keyingi tengsizliklardan
a - e < y „  <a + e, ya’ni y „ -  a 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,
lim y„ -  a.

Shuni isbotlash talab qilingan edi. ►

1 -misol. Ushbu lim^y«

limit topilsin.
■4 Ravshanki, barcha n >2  bo'lganda

bo'ladi. Aytaylik, = 1 + a„
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bo'lsin. Unda = (1 + a„ f  (1)

va yfn={\  + a „ f  boiadi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz;

V« = (1 + a „ ) "  > 1 + « a „  > «• a „ .  (2)
(1) va (2) munosabatlardan

1

1 1r'Jn
tengsizliklar kelib chiqadi. Agar

1 Ÿ\ + - ~ \  =1lim

ekanini e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra

lim = 1
n->oo

boiishini topamiz. ►

2- misol. Ushbu lim m  + 1  1 +... + 1
n->ooV 2 3 n

limit topilsin.
■4 Ravshanki,

, 1 1  1 1 1 1  1 1 ,1 + — + — + ... + — > —H —f" — ----- ft ' — — 1,
2 3  n n n n n n

i l l  1 1 1 1 11 + + ô + + - < 1  + 1 + 1+ + 1 =2 3 n

Demak, 1 < «/l + 1  1 + ... + 1  < ^ .
\  1 i  n

4- teoremadan foydalanib topamiz;

lim«/l + l  + l  + ... + l  = h  ►
n^ooV 2 3 n

2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. Faraz qilaylik, 
{x„} hamda ketma-ketliklar berilgan boisin:
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{x,,}: x i , x 2 , x ^ , . . . , x „ , . . .

{y j:  Ji, 72,^3,
Quyidagi

Xi +yu X2 +y2, X3 +J/3, ..., X„+y„, ...
X l - y i ,  X2 - y 2, X3 - J 3, - ,  X„-y„,  ...
Xi-yi ,  X2 -y2, x , j ; 3, ..., x„-y„,  ...

i  g ,  .... .... f c . o . „  = u ,3 „ . . ,

ketma-ketliklar mos ravishda {x„} va {y„} ketma-ketliklamingyigindisi, 
ayirmasi, ko ‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

(x„+;^„}, {x„-y„},  {x„ y„},
yn

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x„} va {y„} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,

h m x „ = a ,  lim>’„=Z>, (a e  R, be  R)
n-^oa

boisin. U holda « 00 da (c • x„) -> c • a ;

x „ + y „ ^ a + b ;  x „ - y „ ^ a b \  ( ¿ = 0); ya’ni

a) Vce  R da lim (c • x„) = c • lim x„;

b) hm (x„ +y„) = lim x„ + lim y„;
n-¥oo n -̂ 00 n~^oo

d) hm (x„ ) = hm x„ • hm y„;
n -̂ 00 «->00 n->oo

e) l i m ^  = i f i ^ ,  ( ¿ ^ 0) boiadi.
n^oo y„  hm y„

Teoremaning tasdiqlaridan birining, masalan, d) ning isbotini 
keltiramiz.

A  Teoremaning shartiga ko‘ra,
lim x„ = a, lim y„ = b.
/7—̂00 W—>00
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Ravshanki,
■ y„ -  ab\ = \x„ ■ y„ -  a ■ y„ + a ■ y„ -  b\<

yn + y n - b
(3)

ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lganligi sababli u 1- teoremaga 
ko'ra chegaralangan bo'ladi:

3M > 0, \ / n e N :  \y„\<M.
Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:

Ve > 0 berilgan hamda ga ko'ra shunday fh e N  topiladiki,

\ fn> n, uchun

x„ - a \ <
2 M

bo'ladi. Shuningdek, 
\ fn> riQ uchun

2(l+|fl|) 

ŷ  - b

ga ko'ra shunday e N  topiladiki.

2{U\a\ )

bo'ladi.
Agar «0 = niax{rto, n^} deyilsa, unda V« > «g uchun bir yo'la

yn- b2M'

bo'ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

'x„ ■ y„ -  ab\ < • ■ M  +

<
2(1+H) (4)

< e

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa

limx„ y„=ab

bo'lishini bildiradi. ►
3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar. Faraz qilaylik, 

{ttj,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
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2- ta’rif. Agar {«„} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni
lim a„ = 0

bo‘lsa, {a„} — cheksiz kichik miqdor deyiladi.
Masalan,

«n va a„ = q \  (|^| < 1)

ketma-ketliklar cheksiz kichik miqdorlar bo‘ladi.
Aytaylik, {x„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi boiib, uning limiti 

a ga teng boisin:
lim x„ -  a.
n^oo

U holda a„ = x„ -  a cheksiz kichik miqdor boiadi. Keyingi 
tenglikdan topamiz: x„ = a+ a„. Bundan esa quyidagi muhim xulosa 
kelib chiqadi:

{x„} ketma-ketlikning a ( a s  R) limitga ega boiish i uchun 
“ n = -  a ning cheksiz kichik miqdor boiishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta ’rifidan foydalanib quyidagi ikkita 
lemmani isbotlash qiyin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlar yigindisi cheksiz 
kichik miqdor boiadi.

2 - lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miqdor 
ko‘paytmasi cheksiz kichik miqdor boiadi.

3- ta’rif. Agar har qanday M soni olinganda ham shunday natural 
«0 soni topilsaki, barcha n>  n, uchun

x„\> M
tengsizlik bajarilsa, {x„} ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va

hm x„
«-»o*

kabi belgilanadi.
Agar {x„} ketma-ketlikning limiti cheksiz boisa, {x„} cheksiz katta 

miqdor deyiladi. Masalan,
x„ = ( - 1)" n

ketma-ketlik cheksiz katta miqdor boiadi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar orasidagi bogla- 

nishni ifodalovchi tasdiqlami keltiramiz:
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1) Agar {x„} cheksiz kichik miqdor {x„ ^  0} bo‘lsa, u holda -i —

cheksiz katta miqdor bo'ladi.

2) Agar {x„} cheksiz katta miqdor bo'lsa, u holda 

kichik miqdor bo'ladi.

Mashqiar

1. Agar lim x„ = a, o > 0 bo'lsa, u holda
W—

3«o ^ N , Vn > riQ : x„ > 0
bo'lishi isbotlansin.

2. Ushbu limit hisoblansin: lim cos

il cheksiz

iiiii -- ---------- ---- •
n->~ 2« -1 2k-1

3. Ushbu Um -^  = 0, («! = 1 • 2 • 3 •... • «)
/2—>oo n\

limit munosabat isbotlansin.
1 4. Agar {x„} va {yJ ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib,

1) lim x„ = a, lim y„ = b;
n-^oo n-^oo

2) Vn e N  uchun x„ < y„ bo'lsa, u holda a < b bo'ladimi? 
Misollar keltiring.

S- m a’ruza 
Monoton ketma-ketliklar va ulaming limiti

1°. Monoton ketma-ketiik tushunchasi. Aytaylik, {x„}:
Xi, X2, X„, ... (1)

ketma-kethk berilgan bo'lsin.
1- ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda \/n e  N  uchun x„ < x„ ,̂ teng

sizlik bajarilsa, {x„} — 0‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma- 
ketlikda Vne Â  uchun x„ < tengsizlik bajarilsa, {x„} — qat’iy 
0 ‘suvchi ketma-ketlik dejdladi.
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2 - ta ’rif. Agar (1) ketma-ketlikda V n s N  uchun x„ > 
tengsizhk bajarilsa, {x,,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar 
(1) ketma-ketlikda Vrt e uchun x„ > x„̂ ., tengsizlik bajarilsa, {x„} -  
qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1- misol. Ushbu
/ 1 + 1 2  3 4 

« • r  2 ’ 3 ’ -  
ketma-ketlik qat’iy kamayuvchi ketma-kethk boiadi.

■4 Haqiqatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun
n+ï n+2

boiib, Vrt G yV uchun
_  n+2 n+\ _  -1  ^

boiadi. Unda x„+, < x„ boiishi kelib chiqadi. ►
Yuqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:
1) agar {x„} ketma-kethk o‘suvchi boisa, u quyidan chegaralan

gan boiadi;
2) agar {x„} ketma-kethk kamayuvchi boisa, u yuqoridan che

garalangan boiadi.
0 ‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan 

monoton ketma-ketliklar deyiladi.
2- misol. Ushbu

(« = 1,2,3,...)
n^+\

ketma-ketlikning qat’iy o'suvchi ekanligi isbotlansin.
4  Bu ketma-ketlikning n- hamda («+1)- hadlari uchun

” n^+\ «2+ r
_ {n+\Ÿ _ 1X„+l-------- ------ 1 -(n+lf+l («+1)2+1 

boiadi. Ravshanki,

(n+\Ÿ rp-
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Shu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:

x„., = 1 — — > 1 -  ■
(«+1)2+1 «2^1

Demak, Vne N  uchun x„ < x„^y. Bu esa qaralayotgan ketma- 
ketlikning qat’iy 0‘suvchi bo'lishini bildiradi. ►

2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma- 
ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiramiz.

1- teorema. Agar {x„} ketma-ketlik
1) o'suvchi,
2) yuqoridan chegaralangan bo'lsa, u chekli limitga ega bo'ladi. 
■4 Aytaylik, {x„} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.

Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to'plamni £  bilan bel
gilaymiz:

E = {Xy, X2, ..., x„, ...}.
Ravshanki, E yuqoridan chegaralangan to'plam bo'lib, E ^ 0 .  

Unda to'plamning aniq chegarasining mavjudligi haqidagi teoremaga 
muvofiq, sup£’ mavjud bo'ladi. Uni a bilan belgilayhk:

supÆ' = a.
Ixtiyoriy £ > 0 sonini olaylik. To'plamning aniq yuqori chegarasi 

ta’rifiga binoan:
1) V« G uchun x„ < a,
2) E, x„̂  > a - e

bo'ladi. Ayni paytda V« > «o uchun x„ > x^  tengsizlik bajarilib, 
x„ > a - e  bo'ladi.

Natijada Vn>nQ uchun a - e < x „  <a + e,  ya’ni | a - x „ | < e  
bo'lishini topamiz.

Demak, {x„} ketma-ketlik chekli limitga ega va
Um x„ -  a = sup E . ►

2- teorema. Agar {x„} ketma-ketUk
1) kamayuvchi,
2) quyidan chegaralangan bo'lsa, u chekli limitga ega bo'ladi. 
Bu teorema yuqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.

ft ^3- misol. Ushbu ^ "7 

ketma-ketUkning limiti topilsin.
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< Ravshanki, V« > 1 uchun x j  > 0 boiadi. Bu ketma-kethkning
va x„ hadlarining nisbatini qaraymiz;

_  («+!)! . n\ _ n+l ^
Í - ÍU+i/

< 1 .
x„ («+1)"-̂' ■ («+1)”+’

Demak, x„+j < x„. Bundan esa berilgan ketma-kethkning ka
mayuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Ayni paytda V« > 1 da

0 < x„ < X,

munosabat o'rinli boiadi. Demak, berilgan ketma-kethk chegara
langan. 1- teoremaga ko'ra {x„} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni 
a bilan belgilaymiz;

hm — = a, (û > 0 ).
n->~ n"

Endi ushbu x„ - x„+, ayirmani qaraymiz. Bu ayirma uchun

«" (n+ l)"-«" ^
- x„., = x„ - x „-----rr x„ --- ---- >

” " " («+1)" ” («+1)"

2«"-«” n"
> x„----- = x „---- - = x„.,

(«+1)" («+1)"

boiib, undan

x„ > 2x„̂ .[

boiishi kelib chiqadi. Keyingi munosabatlardan topamiz;

hm x„ >2 hm x„+j, a>2a.
n-̂oo «-»oo

Ravshanki, bu holda a = 0 boiadi.

Demak, Um — = 0. ►
n

3°. e soni. Ushbu

1 + i ) ” , (« = 1,2,3,...) (1)
ketma-ketlikni qaraymiz.

Tasdiq. (1) ketma-ketlik o'suvchi bo'ladi.
■4 Berilgan ketma-ketlikning x„+, hamda x„ hadlarining nisbatini 

topamiz;
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Xn+l _
Л+1

x„ и + l j nj

7 ~\п+̂ 
п +2п и+1

,(и+1)2

Bemulli tengsizligiga ko‘ra:

п«+1

(я+2)”̂ ‘ й" 

(«+1)"-"' (и+1)"

1 -
1

1 -
1

(и+1)"
> 1 -

(и+1)

и+1

( ^

и+1

и+1

bo'ladi. Natijada \fns N  uchun

x„ и+1 и ’

ya’ni x„+i > x„ bo'lishi kelib chiqadi. ►
Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo'ladi.
Л Ravshanki, к > 1 uchun

A:! = 1 • 2 • 3 •■  (A: -1) • A: > 2 • 2 ■ 2 •■  2 = 2*-'

bo'ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

1 + 1 
n

= i + c ^ l  + c „2 • ^  + ...+c* --l+... + с ;  • 1  =
" n ” " и *  " и "

т . V  1 Л-* _т , V  1 н(и-1)...(и-А:+1)

■ ¿ и  ^

= 2 + У i . ( l ^ ) ( l _ 2 L ( i d ) < 2 + y  ‘ = 3 - - L < 3 .
f̂ k̂\ \ п}\ п) \ п I 2"'^

Demak, \/пе N  uchun О < х„ < 3 bo'ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko'ra

1 \ ”
x„ = (l + - 

nj

ketma-ketlik chekli limitga ega. ►
3- ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

lim
n-^oo

( i . iV
n)

= e .
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Bu e soni irratsional son boiib,

e = 2,718281828459045...

boiadi.

Mashqlar

1. Ushbu x„ =

ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.

rP-
1. Ushbu

2”

limit hisoblansin.

3. Ushbu ^/2, V2 + V2 , V2 + V2 + V2 , ... 

ketma-ketlikning yaqinlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9- ma’ruza 

Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi

1°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
Aytaylik,

U„}; (1)

ketma-ketlik berilgan boisin. Bu (1) ketma-ketlikning biror «j nomerli 

Xf̂  hadini olamiz. So'ngra nomeri «, dan katta boigan «2 nomerli 

x^ hadini olamiz. Shu usul bilan x^, x^ va h.k. hadlami tanlab 

olamiz. Natijada nomerlari

«1 < «2 < «3 < ... < % < ...

tengsizliklami qanoatlantimvchi (1) ketma-ketUkning hadlari ushbu

X/ti 5 x^ , ..., , ... 2̂)

ketma-ketlikni hosil qiladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi

va kabi belgilanadi.
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Masalan, 2, 4, 6 , 8,

1, 3, 5, 7,

1, 4, 9, 16, ...

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ..., n, ... ketma-ketlikning qismiy ketma- 
ketliklari,

1, 1, 1, 1,
-1, -1, ..., -1, ...

ketma-ketliklar 1, - 1, 1, - 1, (-1)”̂ ', ... ketma-ketlikning 

qismiy ketma-ketliklari bo'ladi.
Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-kethkning turli 

qismiy ketma-ketliklari bo'lishi mumkinligi ko'rinadi.
1- teorema. Agar {x„} ketma-kethk hmitga ega bo'lsa, uning har 

qanday qismiy ketma-ketligi ham shu hmitga ega bo'ladi.
■4 Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib 

chiqadi. ►
£  s 1 a t m a . Ketma-kethk qismiy ketma-ketliklarining Ihniti mav

jud bo'lishidan, berilgan ketma-ketlikning hmiti mavjud bo'lishi har 
doim ham kelib chiqavermaydi.

Masalan, 1, -1, 1, -1, ..., (-1Г ', 

ketma-kethklari

ketma-kethkning qismiy

1, 1, 1, 1,
-1, -1, -1, 

laming limiti bo'lgan holda ketma-ketlikning o'zining limiti mayjud 
emas.

2- teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har qanday che
garalangan ketma-kethkdan chekli songa intiluvchi qismiy ketma- 
kethk ajratish mumkin.

A {x„} ketma-ketlik berilgan bo'hb, u chegaralangan bo'lsin. Bu 
holda {x„} ketma-ketlikning barcha hadlari [a, b\ da joylashgan deb

qarash mumkin: x„ g [a, b], n = 1,2, 3,...

[a, b\ segmentni

a+b a+b ,

2 .
)

. 2 • *
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segmentlarga ajratamiz. {x„] ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

b~a
joylashganini [o,, 6 ,] deymiz. Ravshai^i, [o,, ¿»J ning uzunligi ga 

teng bo‘ladi. Yuqoridagiga o‘xshash [cf, by] segmentni

ay, -̂ r—

segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi

hadlari bo‘lganini (oj, b^ deymiz. Bunda [03, b^ ning uzunligi ga 

teng bo'ladi. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

[^1,^]» •••5 [O-kibk], ...

segmentlar ketma-ketligi hosil bo'ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi 
uchun

[ay, ] 13 [û2 , ¿»2 ] ^  ... bo'lib, A: ^  00 da

. b-a „
bk -^k -  ̂0

bo'ladi.

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko'ra 

lim a  ̂ = lim b̂  =C , (Ce R)

bo'ladi.

Endi {x„} ketma-ketlikning [uy, by] dagi birorta x,̂  hadini, [â , b̂ ]

dagi birorta x^ hadini va h.k. [a¿, Z>̂] dagi birorta x„̂  hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natijada {x„} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil 
topgan ushbu

..., ..., («, < «2  <... <rt* <...) 

qismiy ketma-ketlik hosil bo'ladi. Bu ketma-ketlik uchun 

% (k = l,2 ,...)

bo'lib, undan Æ ^  00 da x„ -> C , ya’ni lim x„. - C bo'lishi kelib 

chiqadi. ►

2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x,,} ketma- 
kethk berilgan bo'lsin.
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1- ta’rif. Agar har qanday e > 0 ohnganda ham shunday natural 
«0 soni topilsaki, barcha n>  m> uchun

I X« - I < e

tengsizhk bajarilsa (ya’ni Ve > 0, 3«q g N, V« > «q, V/m>/|) ; | x„ \ <e 

bo'lsa), {x„} — fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

fundamental ketma-ketlik bo'ladi.
A Haqiqatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

m

n+\ m+\

^  n+m  _  1 ^  1 

nm n m

bo'lib, Ve > 0 ga ko'ra /% = + 1 deyilsa, \fn> n,, Vm> n.

bo'lganda | x„ - x„, |< -- + --- < e bo'ladi. ►
«0

3- teorema. (Koshi teoremasi.) Ketma-ketlikning yaqinlashuvchi 
bo'lishi uchun uning fundamental bo'hshi zarur va yetarli.

■4 Zarurligi. {x„} ketma-kethk yaqinlashuvchi bo'lib, hm x„ = a
n-^oo

bo'lsin. Limit ta’rifiga binoan

Ve > 0, 3«b G # , V/7 > «b : \x„-a\<^.

Shuningdek, Vm> n, : | - a | < | bo'ladi. Natijada Vn> n ,̂

Vm> n, uchun

\x„-x^\=\x„-a + a-x„\<\x„-a\ + \x„-a\<z

bo'hshi kelib chiqadi. Demak, fundamental ketma-kethk.
Yetarliligi. {x„} fundamental ketma-ketlik bo'lsin:

Ve > 0, 3«o e TV, Vn>«o, '^m>nQ: 1 x„ - 1 < e.

Agar m> n, shartni qanoatlantiruvchi m tayinlansa, unda 

|x„-x^ |<e<=:>x„-e<x„ <x„+ e 

bo'lib, {x„} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chiqadi.
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Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan 

yaqinlashuvchi qismiy } ketma-ketlikni ajratish mumkin: 

lim х„. = a.
A7-)oo Л

Demak,

Ve > 0, 3kQ e N, \/k > : | - a 1 < e

bo'ladi.
Agar m — n,̂  deyilsa, unda

I J  < e
bo'ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan

\x„-a\ = \x„-xm̂  -a\<\x„-xf^\ + \xf̂  - a | < 2e

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, hm x„ = a. ►
n->oo

3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {xj ketma- 
ketlik berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligining 
limiti {x„} ning qismiy limiti deyiladi.

2- ta’rif. {x„} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kattasi berilgan 
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va

Um x„
n-^oo

kabi belgilanadi.
{x„} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma- 

ketlikning quyi limiti deyiladi va

lim x„

kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu {x„} : 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, ...ketma- 

ketlikning yuqori limiti

lim x„ = 3,

quyi limiti esa

lim x„ =\
rt-»oe

bo'ladi. Umuman, {xj ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari 
quyidagicha ham kiritilishi mumkin.
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Aytaylik, {x„} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, A bu ketma-ketlikning 
qismiy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning 
quyi limitini

lim x„ = lim inf x„ =
n~¥

—OO {x„} quyidan chegaralanmagan bo'lsa, 

inf A\ {x„} quyidan chegaralangan va A ^ {+<>0 } bo'lsa, 

+00; A = {+00} bo'lsa

deb olish mumkin.
{x„} ketma-ketlikning yuqori limitini esa

limx„ = lim sup x„ =
«->C» «->00

+00; {x„} yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa,

= < sup A\ {x„} yuqoridan chegaralangan va A {-00} bo'lsa, 

-00; A =: {-°o} bo'lsa

deb qarash mumkin.
Endi quyi hamda yuqori limitlaming xossalarini keltiramiz.

Biror {xj ketma-kethk uchun lim x„ - a bo'lsin. U holda Ve > 0 

olinganda ham:

1) shunday n^e N  topiladiki, V« > «0 da x„ < <2 + e ;

2) V«, e uchun e va larga bog'hq shunday n' > «j topiladiki, 

x„. > a-E bo'ladi.

Bu xossalar quyidagilami anglatadi: Ve > 0 tayin bo'lganda, birinchi 
xossa {x„} ketma-ketlikning faqat chekli sondagi hadlarigina

x„ < a+ e

tengsizlikni qanoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning

x„ > a- e

tengsizlikni qanoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko'p bo'hshini 
ifodalaydi.

A Agar {x„} ning cheksiz ko'p sondagi hadlari a + e dan katta bo'lsa, 

u holda a + e sonidan kichik bo'hnagan b (b> a + e) ga intUuvchi {x„}

ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi mayjud va bu lim x„ = a ga zid.
«->00
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Demak, 0 + e dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli 
sondagi hadlari yotadi.

Modomiki, Um =a
W—)oo

ekan, unda {x„} ning qismiy limitlaridan biri a ga teng;

k-

Limit ta’rifiga ko‘ra bu { }  ketma-ketlikning, demak, {x„} ning

ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari a — г dan katta bo'ladi. ►
E s I a t m a . Biror a soni yuqoridagi ikki shartni qanoatlantirsa, 

u {x„} ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘ladi.
Faraz qilaylik, biror {x„} ketma-ketlik uchun

Um x„ =b
n->oo

bo‘lsin. U holda Ve > O olinganda ham;

Г) shunday N topiladiki, V« > «o da x„ > b-e;

2') Vn¡ > N  uchun e va larga bog'liq shunday n' > щ topiladiki, 

x„, <b + z bo'ladi.

Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi. 
Ketma-ketUkning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda

lanib, quyidagi teoremani isbotlash qiyin emas.
4- teorema. {x„} ketma-kethk С limitga ega bo'lishi uchun

Um x„ = lim x„ = С 

bo'lishi zarur va yetarlidir.

Mashqiar

1. Har qanday monoton ketma-ketlik faqat bitta qismiy limitga 
ega bo'lishi isbotlansin.

2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu

x„ =a i+ 0 2+... + a„ 

ketma-ketlikning {Ok e R, |ú,| < 9* ; O < ç < 1; k = l, 2, ...) U- 

mitga ega bo'lishi isbotlansin.

3. Ushbu Um(x„ + j„ )  < limx„ + lim;^„ tengsizlik isbotlansin.
»00 W—»«>0 rt—>00
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3-BOB

FUNKSIYA VA UNING LIMITI

10- ma’ruza 

Funksiya tushunchasi

1°. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Biz 2- ma’ruzada Æ̂ to‘plamni 
F to ‘plamga akslantirish

/ :  E-^F

ni o'rgangan edik.
Endi E = F, F = R deb olamiz. Unda har bir haqiqiy x songa 

biror haqiqiy y sonni mos qo‘yuvchi

f : E - ^ R  (x-^y)

akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.
Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursi

dan ma’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiya haqidagi dastlabki ma’lu- 
motlarni qisqaroq bayon etishni lozim topdik.

Aytaylik, XczR, Y c R  to‘plamlar berilgan bo'lib, x v'd y 
o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to'plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y.

1- ta’rif. Agar X  to‘plamdagi har bir л: songa biror /  qoidaga 
ko‘ra Y to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X  to‘plamda 
funksiya berilgan (aniqlangan) deyiladi va

/  : д: -4 y yoki y =f{x)

kabi belgilanadi. Bunda X —funksiyaning aniqlanish to ‘plami (sohasi), 
Y — funksiyaning о ‘zgarish to ‘plami (sohasi); x — erkli о ‘zgaruvchi 
yoki funksiya argumenti, у esa erksiz о ‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

M is o l l a r .  1. Z  = (-oo, + oo), 7 = (0, + oo) bo‘lib,/qoida

/  : X у - x  ̂+ \ 

bo‘lsin. Bu holda har bir x e X  ga bitta x̂  + I e Y mos qo‘yiUb,

y = x^+\

funksiyaga ega boiamiz.
2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos 

qo‘yish natijasida funksiya hosil boiadi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi 
deyilib, u Dipi) kabi belgilanadi:
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1, agar X ratsional son bo‘Isa,
O {x \ = <

[0 , agar X irratsional son bo‘lsa.

Shunday qilib, y=f{x) funksiya uchta: X  to‘plam, Y to'plam va 
har bir X B X  ga bitta e F ni mos qo‘yuvchi /  qoidaning berilishi 
bilan aniqlanar ekan.

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lsin. 
x^e X  nuqtaga mos keluvchi y, miqdor y = f{x) funksiyaning x =Xq 
nuqtadagi xususiy qiymati deyiladi va / (x,,) = >̂0 kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi 
(x, / (x))nuqtalardan iborat ushbu

{(x, /U ) )} - { (x ,/W )| x e  X, / (x )g  Y] 

to‘pIam y = fix ) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan, 

y=x^ - I {xe X  ^ [-2, 2])

funksiyaning grafigi 1- chizmada tasvirlangan.
Funksiya ta’rifidagi / qoida turlicha bo'hshi mumkin.
a) Ko'pincha X va o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish formulalar 

yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyi
ladi. Masalan,

y = 4\-x^

funksiya analitik usulda berilgan bo'lib, uning aniqlanish to'plami 

X ={xe i? | - l< x < l}  = [-1, 1]

bo'ladi.

2- chizma.
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y = f ix )

X va 3; o‘zgaruvchilar orasidagi bog'lanish quyidagi formulalar 
yordamida berilgan bo‘lsin;

agar X > 0 bo‘lsa, 

agar X < 0 bo‘lsa.

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami X = iî \ {0} bo'lib, qiymatlar 

to'plami esa F=  {-1, 1} bo'ladi. Odatda, bu funksiya y - signx kabi 
belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda xe X, y & Y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish 
jadval orqah bo'hshi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini 
kuzatganimizda, vaqtda havo harorati r,, vaqtda havo harorati 
7̂2 va h.k. bo'lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi.

t - vaqt

T — harorat

U t.

Bu jadval t vaqt bilan havo harorati T orasidagi bog'lanishni 
ifodalaydi, bunda t — argument, T esa t ning funksiyasi bo'ladi.

d) X  va >’ o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish tekishkda biror egri 
chiziq orqah ham ifodalanishi mumkin (2- chizma).

Masalan, 2- chizmada tasvirlangan I  egri chiziq berilgan bo'lsin. 
Bunda [a, b\ segmentdagi har bir nuqtadan o'tkazilgan perpendikulär 
L Chiziqni faqat bitta nuqtada kessin. Vxe [a, b] nuqtadan perpen
dikulär chiqarib, uning L chiziq bilan kesishish nuqtasini topamiz. 
Olingan X  nuqtaga kesishish nuqtasining ordinatasi y ni mos qo'yamiz. 
Natijada har bir x e [a, b] ga bitta y mos qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. 
Bunda X bilan y orasidagi bog'lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytayhk,/,(x) funksiya Xy c  /î to'plamda,/2(x) funksiya esa X^aR  
to'plamda aniqlangan bo'lsin.

h g a r . X )  X i =  X i ,  2 )  V x e  X i d a / i ( x ) = / 2 ( x )  

bo'lsa,/,(x) hamda/(x) funksiyalar o'zaro teng deyüadi va/i(x)=/2(x) 

kabi belgilanadi.
2°. Funksiyaning chegaralanganligi./(x) funksiya Z c  Ä to'plamda 

berilgan bo'lsin.
2- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas Msoni topilsaki, Vx e Xuchun 

f{x)<M  tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to'plamda yuqoridan 
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o'zgarmas m soni topilsaki, 
Vx e Xuchun f{x)>m tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to'plamda 
quyidan chegaralangan deyüadi.
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3-ta’rif. Agar f{x) funksiya X  to'plamda ham yuqoridan, ham 
quyidan chegaralangan bo‘lsa, / (x) funksiya X to ‘plamda chegara
langan deyiladi.

1- misol. Ushbu f{x) = ^ funksiyani qaraylik. Bu funksiya
\+x̂ 

l+x

R da chegaralangan bo'ladi.

I , y2
< Ravshanki, Vx e Réa f{x) = > 0.

l+x“*

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan. 
Ayni paytda, / (x) funksiya uchun

s-/ \ 1 ^ . x}
f ix )  = 7-^ + —-X ^ 1 +

1+x̂  l+x'* l+x'*
bo'ladi. Endi

0 <(jc2 - l )2 - 2x^+ 1  =^2^2
x^+1 2

bo'lishini e’tiborga olib, topamiz: / (x )  < 1 + ^ = |.

Bu esa/(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. 
Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. ►

4- ta’rif. Agar har qanday M > 0 son olinganda ham shunday 
XogX nuqta topilsaki,

fix ) > M

tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan chegara
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. JuH va toq funksiyalar./(x) funksiya Z c  R 
to'plamda berilgan bo'lsin.

5- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas TiT^Qi) son mavjud bo'lsaki, 
VxgX uchun

\)x-TeX,  x + TsX, 2)/(x  + 7) = /(x) 
bo'lsa,/(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa/(x) funksiyaning 
davri deyiladi.

Masalan, /(x) = sinx, / (x) == cosx funksiyalar davriy funksiyalar 
bo'lib, ulaming davri 2tc ga, / (x) = tgx, / (x) = ctgx funksiyalarning 
davri esa n ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agar fix ) davriy funksiya bo'lib, uning davri TiT^i)) bo'lsa, 
u holda

T„=nT, (« = ±1,±2)

sonlar ham shu funksiyaning davri bo'ladi.
b) Agar Tj va Tj sonlar / (x) funksiyaning davri bo'lsa, u holda

hamda r,—Tj ( T, T̂ ) sonlar ham/ (x) funksiyaning davri

bo'ladi.
d) Agar / (x) hamda g{x) lar davriy funksiyalar bo'lib, ulaming 

har binning davri TiT^O) bo'lsa, u holda

f{x) + g{x), / (x )- g (x ) , / ( x )  ,?(x), (g(x )^O )

funksiyalar ham davriy funksiyalar bo'lib, T son ulaming ham davri 

bo'ladi.
2- misol. Ixtiyoriy T{T*Gi) ratsional son Dirixle fiinksiyasi

Dix) =
1, agar X ratsionol son bo'lsa, 

[O, agar X irratsionol son bo'lsa

ning davri bo'hshi ko'rsatilsin.
A Aytaylik, T iT Ф Ü) ratsional son bo'lsin. Ravshanki, Vx€i? 

irratsional son uchun х+Г — irratsional son, Vxei? ratsional son 
uchun x+T ratsional son bo'ladi. Demak,

D{x + T) =
1, agar X ratsionol son bo'lsa,

0 , agar X irratsionol son bo'lsa.

Shunday qilib, Vx e iî, Г — ratsional son bo'lganda 

Dix + T) = D{x)

bo'ladi. ►
Ma’lumki, Vxe X  (X c i? ) uchun -xe X  bo'lsa, X  to'plam

О nuqtaga nisbatan simmetrik to ‘plam deyiladi.
Aytayhk, О nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan X  to'plamda 

/ (x) funksiya berilgan bo'lsin.
6- ta’rif. Agar Ухе X uchun/ ( —x) = /(x ) tenglik bajarilsa,/(x) 

juft funksiya deyiladi. Agar \/xe X  uchun /  (—x) = —fix ) tenglik 
bajarilsa, / (x) toq funksiya deyiladi.

Masalan, / (x) = x^+1 - juft funksiya, / (x) = x^+x esa toq ftinksiya 
bo'ladi. Ushbu fix ) = x̂ —x funksiya juft ham emas, toq ham emas.
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Agar / (x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda 

/ (x )  + g(x), f{x)-g(x), f{x) g{x), ( ^ W ^ O )

funksiyalar ham juft bo'ladi.
Agar f(x) va g{x) toq ftmksiyalar bo'lsa, u holda

f{x) + g{x),f{x)-g{x)

funksiyalar toq bo'ladi.

f{x) g{x); {g{x)*0)

funksiyalar esa juft bo'ladi.
Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan, toq funk

siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan 
bo'ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz qilayhk, /(x) funksiya Xs R 
to'plamda berilgan bo'lsin.

7- ta’rif. Agar Vxj, Xj^ X uchun x, < Xj bo'lganda/(x,) < /(xj) 
tengsizlik bajarilsa, / (x) funksiya X  to ‘plamda o ‘suvchi deyiladi. Agar 
Vx„ X2 & X uchun X, < X2 bo'lganda /(x ,) < / (X2) tengsizlik bajarilsa, 
fix ) funksiya X to‘plamda qat’iy 0 ‘suvchi deyiladi.

8- ta’rif. Agar Vx„ X2 e X  uchun x, < X2 bo'lganda /(x,) > /(xj) 
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X  to ‘plamda kamayuvchi deyiladi. 
Agar Vxi, X2 & X  uchun x, < X2 bo'lganda /(x,) > /(X2) tengsizlik 
bajarilsa, /(x) funksiya X to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi.

O'suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan 
monoton funksiyalar deyiladi.

3- misol. Ushbu / (x )  = funksiyaning X = [1, +00) to'p

lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.

<  [1, +00) da ixtiyoriy Xj va X2 nuqtalarni olib, Xj< Xj bo'lsin 

deylik. Unda

l+x( l+x| (l+xf)(l+x^)

^  Xi -Xi  +Xi X2 jX2 -Xi ) ^  ( X i - X 2 ) ( l - X i  X2 )
(l+x2)(l+x|) (l+x2)(l+x|)
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bo'ladi. Keyingi tenglikda

Xi - JC2 < 0 , 1 - Xj • X2 < 0

bo'lishini e’tiborga olib,

/ (X i)- / (X 2 ) > 0 ,

ya’ni /  (x, ) > /  (x2 ) ekanini topamiz. Demak,

Xi <X2 = ^ / (X i)> / (X 2). ►

Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar XczjR to'plamda o'suvchi 
(kamayuvchi) bo'lib, C = const bo'lsin. U holda

a)/(x) + C funksiya o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi;
b) C > 0 bo'lganda C /(x) o'suvchi, C < 0 bo'lganda C f(x) 

kamayuvchi bo'ladi.
d) fix ) + g (x) funksiya o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.
5°. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = /(x) funksiya 

X(zR to'plamda berilgan bo'lib, bu funksiyaning qiymatlaridan iborat 
to'plam

Yf={f{x)\xeX)

bo'lsin.
Faraz qilaylik, biror qoidaga ko'ra i^to'plamdan olingan har bir 

y ga X to'plamdagi bitta x mos qo'yilgan bo'lsin. Bunday moslik 
natijasida funksiya hosil bo'ladi. Odatda, bu funksiya y = /(x) ga 
nisbatan teskari funksiya deyiladi va x = f~^iy) kabi belgilanadi.

Masalan, y = ^x +1 funksiyaga nisbatan teskari funksiyax = 2y-\ 

bo'ladi.
Yuqorida aytilganlardan y =f(x) da x — argument, y esa x ning 

funksiyasi, teskari x=f~^(y) funksiyada y — argument, x esa y ning 
funksiyasi bo'lishi ko'rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiyada ham argument x, uning funk
siyasi y bilan belgilanadi: y — g{x).

y — fix ) ga nisbatan teskari gix) funksiya grafigi fix ) fiinksiya 
grafigini I va III choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish 
natijasida hosil bo'ladi.

Aytaylik, Yf to'plamda u = F(y) funksiya berilgan bo'lsin. Natijada 
X  to'plamdan olingan har bir xga Yf to'plamda bitta y.

f :  x ^ y ,  iy = fix))

69



3. Ushbu f ix )  = -y-  ̂ funksiyaning X  = [O, -h>o] to'plamda

va Yf to'plamdagi bunday songa bitta u:

F \ y ^ u , (u = F(y)) 

son mos qo'yiladi. Demak, X  to'plamdan ohngan har bir x songa 
bitta u son mos qo'yilib, yangi funksiya hosil boMadi: u = F(f{x)). 
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

Mashqiar

1./(x) funksiyaning X a R  to'plamda quyidan chegaralanmaganligi 
ta’rifi keltirilsin.

2. O nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan X<^R to'plamda berilgan 
har qanday / (jc) funksiya juft va toq funksiyalar yig'indisi ko'rinishida 
ifodalanishi isbotlansin.

\_

x̂+\

kamayuvchi ekani isbotlansin.

4. Agar f ix)  = bo'lsa, fififix ))) topilsin.

11-ma’ruza 

Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o'rta maktab matematika kursi- 
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar haqidagi asosiy ma’lu- 
motlami bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

y = ÜQ+a^x + CjX̂  +... + + a„x"

ko'rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda 

«o, «1, “  o'zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya R = i~°°, +°°) da 

aniqlangan.
Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Chiziqli funksiya. Bu funksiya

y = ax + b, (o 0 )

ko'rinishga ega, bunda a, b — o'zgarmas sonlar.
Chiziqli funksiya (-<>o, +oo) da aniqlangan o > O bo'lganda o'suv

chi, a < O bo'lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to'g'ri chiziqdan 
iborat.
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3- chizma.

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya

y = ax  ̂+bx +c, (o 7̂  0 ) 

ko'rinishga ega, bunda a, b, c - o'zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniqlangan bo'lib, uning grafigi parabolani 

ifodalaydi.
Ravshanki,

2 -Aac
y = ax + bx + c = a

2aI 4a

Parabolaning tekislikda joylashishi a hamda D = b̂  - Aac laming 
ishorasiga bog'liq bo'ladi. Masalan, « > 0 ,  Z ) > 0 v a c < 0 ,  D > 0  
bo'lganda uning grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko'ri- 

nishida bo'ladi.
2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

OQ+ayX+aiX^ +...+a„x’'

b̂ +byX+biX̂ +...+b̂ x"'

ko'rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda â , Oj, 
..., a„ va ¿>0, by, ..., b„ — o'zgarmas sonlar, «e Â , m&N. Bu funksiya

Z  =  ( - « o ,  + o o ) \ { x | 6 o  + ^ > [ X  +  ... +  6 „ x ' "  = 0 }

to'plamda aniqlangan.
Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proporsional bog‘lanish. U

y (x 5̂ 0 , a-const)

ko'rinishga ega. Bu funksiya

= (^ ,0 )U (0 ,4 - )  = /?\{0 }
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4 ía

a > o

-X O

4- chizma.

to'plamda aniqlangan, toq funksiya, a ning ishorasiga qarab funksiya 
(-00, 0)va (O, +00) oraliqlaming har birida kamayuvchi yoki o'suvchi 
bo'ladi (4- chizma).

b) Kasr chiziqli funksiya. U ushbu

ax+b

ko'rinishga ega. Bu funksiya

= (c^O)

to'plamda aniqlangan.

ax+b bc-ad 1
Ravshanki, y  = cx+d

x+-
c

a bc-ad

Uning grafigini y = - funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
OC

3°. Darajali funksiya. Ushbu

y = ( x > 0)

ko'rinishdagi fiinksiya darajali funksiya deyiladi.
Bu funksiyaning aniqlanish to'plami a ga bog'liq. DarajaU funksiya 

(O, +00) da a > O bo'lganda o'suvchi, o < O bo'lganda kamayuvchi 
bo'ladi. y = yf funksiya grafigi tekislikning (O, 0) va (1, 1) nuqtalaridan 
o'tadi.
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4°. Ko‘rsatkichIi funksiya. Ushbu

y = fl""

ko'rinishdagi funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda aeR, 
a>{^, a ^\. Ko'rsatkichh funksiya (-<>0, +°o) da aniqlangan, Vxs R da 
(3̂  > 0 ; a > 1 bo'lganda o'suvchi; 0 < a < 1 bo'lganda kamayuvchi 
bo'ladi.

Xususan, a = e bo'lsa, matematikada muhim rol o'ynaydigan 
y-  funksiya hosil bo'ladi.

Ko'rsatkichh funksiyaning grafigi OX o'qdan yuqorida joylashgan 
va tekislikning (0 , 1) nuqtasidan o'tadi.

5°. Logarifinik funksiya. Ushbu

y = log^x

ko'rinishdagi funksiya logarifinik funksiya deyiladi. Bunda o > 0, a 1.
Logarifmik funksiya (0, +°°) da aniqlangan, y — (f funksiyaga 

nisbatan teskari; a > 1 bo'lganda o'suvchi, 0 < a < 1 bo'lganda 
kamayuvchi bo'ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi OY o'qning o'ng tomonida joy
lashgan va tekislikning (0 , 1) nuqtasidan o'tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y = sinx, j  = cosx, ĵ  = tgx, ;̂  = ctgx,

;; = secx, >’ = cosecx 

funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.

J  =  sin X , y =  cos X  funksiyalar R =  +c«) da aniqlangan, 

2% davrli funksiyalar Vx e da

-1 < sin X < 1, -1 < COS X < I 

bo'ladi. Ushbu j; = tgx funksiya

X = /?\|x€ /?|x = (2A: + l)| ; A: = 0, ± 1, ± 2,...}

to'plamda aniqlangan ti davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx fiinksiyalar 
sinx, cosx, tgx lar orqah quyidagicha ifodalanadi:

ctgx = -A_, secx = -A-, cosecx = ^
tg X cos X sm X

T. Giperbolik funksiyalar. Ko'rsatkichh y = funksiya yordamida 
tuzilgan ushbu
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funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus, 
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular 
quyidagicha

, e*+e“*
shx = — -— , chx = — -— , thx = —— — , cthx =

/  ¿ e +e *

kabi belgilanadi.

8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y = sinjc funksiya 
R da aniqlangan va uning qiymatlari to'plami

Y f= [- l , 1]

bo'ladi.

Agar X €
71 71 

2 ’ 2 bo'lsa, u holda X  =
7t 7t 

2 ’ 2 vaF , =[-1, 1]

to'plamlaming elementlari o'zaro bir qiymath moslikda bo'ladi. 
y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya

y = arcsin X

kabi belgilanadi.

Shunga o'xshash = cos x, y = tg x, y = ctg x funksiyalarga nis

batan teskari funksiyalar mos ravishda

y = arccosX, y = arctgx, y = arcctgx 

kabi belgilanadi.

Ushbu y = arcsin x, y = arccos x, y = arctg x, y = arcctg x, 

funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashqiar

1. y = x̂  funksiya grafigiga ko'ra y = ax  ̂+bx + c funksiyaning 

grafigi chizilsin.

2. y = ^  funksiya grafigiga ko'ra y = funksiyaning grafigi 

chizilsin.
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12- ma’ruza 

Funksiya limiti

1°. To‘plamning limit nuqtasi. Aytaylik, biror X c  R to‘plam va 
Xq& R nuqta berilgan bo'lsin.

1- ta’rif. Agar Xq nuqtaning ixtiyoriy

¿/^(Xo) = (xq-e, Xo+e), (Ve > 0) 

atrofida X  to'plamning Xq nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi, ya’ni 

Ve > 0, Эх 6 Jii, X Xq : | x - Xq | < e

bo'lsa, x̂  nuqta X  to'plamning limit nuqtasi deyiladi.
M is o l l a r .  1. X =  [0, 1] to'plamning har bir nuqtasi shu to'p

lamning limit nuqtasi bo'ladi.
2. X =  (0, 1) to'plamning har bir nuqtasi va x̂  = 0, x = 1 nuqtalar 

shu to'plamning limit nuqtalari bo'ladi.

3. ^  = |l, i ,  1, ...jto'plamninglimitnuqtasiXo = 0bo'ladi.

4. Z =  TV = {1, 2, 3, ...} to'plam limit nuqtaga ega emas.

2- ta’rif. Agar Xq nuqtaning ixtiyoriy

1 Ut (xo ) = (xq , Xo + e) {U; (xo ) = (xo - e, Xq )), (Ve > 0) 

o'ng atrofida (chap atrofida) X  to'plamning kamida bitta nuqtasi 
bo'lsa, Xo nuqta X to'plamning o ‘ng (chap) limit nuqtasi deyiladi.3- ta’rif. Agar ixtiyoriy c s R uchun

i/ (̂+oo) = {x 6 /г IX > c} 

to'plamda X to'plamning kamida bitta nuqtasi bo'lsa, « + o o »  x  to'p
lamning limit «nuqta»si deyiladi.

Agar ixtiyoriy c в R uchun

Uci-°°) = {xe i î  I X < c} 

to'plamda X  to'plamning kamida bitta nuqtasi bo'lsa, « - o ° »  

X  to'plamning ümit «nuqta»si deyiladi.
Keltirilgan ta’rif va misollardan ko'rinadiki, to'plamning Hmit nuqtasi 

shu to'plamga tegishli bo'lishi ham, bo'lmasligi ham mumkin ekan.
1- teorema. Agar R nuqta X a  R to'plamning limit nuqtasi 

bo'lsa, u holda Xq nuqtaning har qanday

(xo ) = (xo - e, Xo + e), (Ve > 0) 

atrofida X  to'plamning cheksiz ko'p nuqtalari bo'ladi.
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■4 Aytaylik, nuqta A'to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. Teorema 

tasdig'ining teskarisini faraz qilaylik: Xq nuqtaning biror Uî (Xq) 

atrofida X to'plamning chekli sondagi x ,, X j, ..., x„ nuqtalarigina 

bo'lsin. U holda

m in{|  Xo -  X, I, I Xo -  X j  I, . . . , I Xo -  x„ I, 5 o } =  5

deb olinsa, Xq nuqtaning U¡,̂ (X(¡) atrofida X  to'plamning Xq dan 

farqli bitta ham nuqtasi bo'lmaydi. Bu esa x̂  nuqta X  to'plamning 
limit nuqtasi bo'hshiga ziddir. ►

2- teorema. Agar Xq nuqta XczR to'plamning limit nuqtasi bo'lsa, 
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x„} topiladiki,

1) yne N  da x„ s X, x„ Xo;

2) n da x„ -> Xq bo'ladi.

A Aytayhk, Xq e /? nuqta X c R  to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
Unda 1- ta’rifga binoan

Ve > O, 3x„ e X, x„itXQ-. I x„ - Xo I < e 

bo'ladi. Jumladan,

e = 1 uchun 3x, G X , X, Xo : | x, - Xq | < 1,

e = ^ uchun 3x2 e 2̂ ^ Xq : | Xj - Xq | < ^ , 

e = I  uchun 3x3 e X , X3 Xo : I X3 - Xo | < | ,

e = ^ uchun 3x„ 6 X , x„ Xo : 1 x„ - x« | < ¿

bo'ladi.
Natijada qaralayotgan teoremaning 1- shartini qanoatlantiruvchi 

{x„} ketma-ketlik hosil bo'lib, uning uchun V« e TV da |x„ - Xol< 1/« 

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Keyingi munosabatdan esa « °o da x„ -> x;, 
kelib chiqadi. ►

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini qanoatlanti
ruvchi ketma-ketliklar ko'plab topiladi.
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T. Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qilaylik,/ (x) funksiya X a R  
to'plamda berilgan bo'lib, Xg nuqta X to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. 
Xq nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy {x„}:

Xj, X2 , ..., x„, ..., (x„ e Л', x„7^Xo)

ketma-ketlikni olib, funksiya qiymatlaridan iborat {/’(x„)}:
/(x ,) , /(X 2), ..., /(x„), ...

ketma-ketlikni hosil qilamiz.
4- ta’rif. (Geyne ta’rifî.) Agar я ^  °o da x„ ^Xg (x„ в X, Xg) 

bo'ladigan ixtiyoriy {x„} ketma-ketlik uchun л -> da / (x„) b 
bo'lsa, b ga /(x ) funksiyaning Xg nuqtadagi limiti deyiladi va 
x->xg da /(x) Z» yoki

hm / (x) = b

kabi belgilanadi.
E s ia tm a . Agar и ^  00 da

x„ ^  Xg (x„ e X , x„ 9b Xg) va y„ Xg (y„ e X , y„

bo'ladigan turli {x„}, {y„} ketma-ketliklar uchun n ^ ° °d a  /(x„)-> i^, 

f(yn) ^  bo'lib, b^^bj bo'lsa, /(x) funksiya x -^Xq da limitga 
ega emas deyiladi.

1- misol. Ushbu /(x ) = ------
/ -4x

funksiyaning Xg = 4 nuqtadagi limiti topilsin.
< Quyidagi {x„}:

limx„ =4, (x„ Ф4, « = 1, 2 ,...)

ketma-ketlikni olaylik. Unda

xl-l6 x„+4

xf,-4x„ x„ 

bo'lib, « -> 00 da /(x„) ^  2 bo'ladi. Demak,

Um 4 ^  - 2. ►
и-̂ ~ X -4x

2-misol. Ushbu /(x ) = sin-î- funksiyaning x->0 dagi limiti
X

mavjud bo'lmasligi ko'rsatilsin.
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■4 Ravshanki, « da

bo'ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun

r / f \ 4fi 1 I ff\ 4/"Z+l I
f(Xn) = ~ ^ n  = -l, f(x„) = - j~ n  = l 

bo'lib, « -> oo da

bo'ladi. Demak, berilgan fiinksiya Xq =  0 nuqtada limitga ega emas. ►
5- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

5 = 8(e) > 0 topilsaki, Vx e X  fl (i/g (xq ) \ {xq }) uchun

I / (x )- è  I <e

tengsizlik bajarilsa, b soni/ (x) funksiyaning nuqtadagi limiti deyiladi:

lim / (x) = b.
JC-).Y0

Bu ta’rifni qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:

Ve>0, 38 = 8(e) >0, Vxe \ I/ (x )  - è |< e

bo'lsa, lim / (x )  = b.
X->X0

3- misol. / (x )  = C = const (C e iî) bo'lsin. Bu funksiya uchun

lim f { x )- C

bo'ladi.

„ 2 _ i
4- misol. Ushbu / (x) = funksiyaning Xq = 1 nuqtadagi li

miti 2 ga teng ekani ko'rsatilsin.

Ve > 0 soniga ko'ra 8 = e deb olsak, u holda | x - 1 1 < 8 (x ̂  1) 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x da 

x2-l

x-1
- 2 = |x + l - 2 | = I x - l i  <ô=^e

x2-l
bo'ladi. Demak, lim — - = 2. ►

X-^XiS X —1
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5- misol. Faraz qilaylik, Z  = \ {0} da / (x) = bo'lsin. Bu

funksiva uchun

U i n ^ .  = l
X

boiadi.

uchun

1 . 1 1 *
-smx < 2 ^  <

boiadi. Bu tengsizliklardan, funksiyalaming juftligini hisobga olib,

0 < |x| < I  da

c o s x < ^ i^ < l  

boiishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

1 sinx , ~  . 2 X  ^  X^
0 < 1---- < 1 - cos x = 2 s m - < 2 —- = —

X  2 4 2

boiishi kelib chiqadi.

Endi Ve > 0 ni olib, 8 = min{e; 1} deyilsa, unda Vx, |x| < 8 , 

X 5̂ 0 uchun

boiadi. Demak,

smx 1 . 
hm ---= 1. ►
x-^O X

6- misol. Ushbu

f ix )  = a^, <3 > 0, xe R, xi) = 0

funksiya uchun

hm - 1

boiishi isbotlansin.
fl > 1 boigan holni qaraylik. Bu holda fix ) funksiya qat’iy 

o'suvchi bo'ladi;

Vx'i, X2 B R, x̂  < X2 ^  f ix i) < fix^) : if' <
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Ve > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, n ^  da

1 _ i  
a" a "

boiib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

3rix e N, \/n> r\ \ a" < 1 + e,

3«2 eiV , \fn>ri2 \ o ” < l - e  

boiadi. Endi «o = max{«i, «2 }, 8 = —- deyilsa, unda 

Vx, | x - 0 | < 5 < ^ - - < x <  —
n «0

boiganda

J_ i

o"“ <a^ <a" => 1 - e < < 1 + e | - 1 1 < e

boiadi. Demak, lima* =1.
’ x-»0

0 < fl < 1 boiganda lim = 1 boiishini isbotlash 0 ‘quvchiga

havola etiladi. ►
6- ta’rif. Agar Ve > 0 son ohnganda ham shunday 5 > 0 son 

topilsaki, Vx G Z  n  (i^5 (xq ) \ {xq }) uchun/(x) > e tengsizhk bajarilsa, 

/ (x) funksiyaning Xq nuqtadagi hmiti +°o deb ataladi va

lim f ix )  = +°o
X-^Xq

kabi belgilanadi. Masalan,

f ix )  = -^, (x ^O )

funksiya uchun hm -A = +00

boiadi.
Aytaylik, fix ) funksiya X cz R to'plamda berilgan boiib, Xo = +°o 

nuqta X  to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.
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7- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday ô > 0 topilsaki, 
Vx e A', X  > ô uchun

I / (x )- ô  |< e

tengsizlik bajarilsa, b soni/ {x) funksiyaning = +oo dagi limiti deyiladi 
va

hm f{x) = b

kabi belgilanadi.

7- misol. Aytaylik, X = (0, +oo), xq = /(x ) = - bo'lsin. U 

holda

hm - = 0
x->+~> X

bo'ladi.

< Haqiqatan ham, Ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, Vx > 0 
uchun

1 - 0
X

I ]
= -<e<=>x>-. 

X e

Demak, ô = - deyilsa, unda Vx > 5 uchun

i-0 
X

= i < i = e  
X  5

bo'ladi. ►

8- misol. Faraz qilaylik,

yftJ
f ix )  = ^ ,  a> l ,  me N, X  = R 

a

bo'lsin. Unda lim —  = 0

bo'lishini isbotlaymiz.
e > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, « oo da

jn+D"

a"
^ 0

bo'ladi. U holda Ve > 0, 3«o, V « > / ^ :  < e bo'ladi.
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Agar С = «о deyilsa, unda Vx > С uchun

Y-'»»

- V - 0
x'" (M+1)'"
—  < -M-T—  < e

У»»»
bo‘ladi ([x] > «0 = C). Demak, lim —  0. ►

X-̂+oo 

/ 1
9-misol. Ushbu Hm 1 + - =e

X->+oo X /

munosabat isbotlansin.
Ve > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, « da

n "

1 + Л 1 + 1 n+l n+l

n+2n+l] Й+1,

Limit ta’rifiga binoan,

Ve > 0, З/це N, Уп> Hq :

L 1 \" /, 
e-e< 1 + — - , 1 + - <e  + e 

\ и+i; ni

bo'ladi.
Endi C = Щ desak, u holda Vx > С uchun

e-e < fi > ^
1 + r-i—r < fl + 1 ]

X

< i i  + Д '
 ̂ [x]+l j X)

xf+l
< e + e

bo'lib. fl + i]
X

-e < e
\ x j

bo'ladi. Demak, lim 1+1
xj

= e. ►

3°. Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.
3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari 

ekvivalent ta’riflardir.
Л Koshi ta’rifiga ko'ra b soni fix ) fimksiyaning Xq nuqtadagi 

limiti bo'lsin;
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lim f{x) = b
X - > X Q

U holda

Ve > 0, 35 > 0, Ухе X, | x - Xq | < 5, x Xg

l)o‘lganda

| /(x )- 6 |<e (1)

bo'ladi. Xq nuqta - X to'plamning limit nuqtasi. Unda 2- teoremaga 
ko'ra {x„} ketma-kethk topiladiki, и oo da x„ (х„^х^, n-\,
2, ...) bo'ladi. Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

5 > 0, 3n„eN, Уп>щ\ |x„-Xo|<5 (2)

bo'ladi. (1) va (2) munosabatlardan n> щ uchun

\f{x„)-b\<z

bo'hshi kelib chiqadi. Bu esa b sonining Geyne ta’rifi bo'yicha/(x) 
funksiyaning Xq nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi b soni Geyne ta’rifi bo'yicha/ (x) funksiyaning Xq nuqtadagi 
hmiti bo'lsin. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni /(x) funksiyaning Xq 
nuqtadagi hmiti Geyne ta’rifi bo'yicha b ga teng bo'lsa ham, Koshi 
ta’rifi bo'yicha hmiti bo'lmasin. Unda biror eg > 0 uchun ixtiyoriy 

5 > 0 son ohnganda ham 0 < | x - Xq | < 5 ni qanoatlantiruvchi biror 

x' da

|/(x')-¿|>eo

bo'ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {5„} ni olaylik: 

n-^oo da 5„ 0 (8„ > 0, и = 1, 2,...).

U holda

0 <1 x„-Xq |< 5„ I / (x „ ) - 6  |> eo (3)

bo'ladi. Ammo 5„ ^  0 da x„ ^  Xq, demak, Geyne ta’rifiga asosan

fix„) ^  b

bo'ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo'yicha ham 
/ (x) funksiyaning Xq nuqtadagi limiti bo'ladi. ►

4°. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, /(x) funksiya 
Xcz R to'plamda berilgan, Xq nuqta X  ning chap limit nuqtasi va

(xo - y ,  Xq ) Cl X, ( y  >  0 )

bo'lsin.
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8- ta’rif. Agar

V £ > 0 ,  3 5 > 0 ,  Vx € ( x„ - 8 ,  Xo) ;  |/(x)-Z;'|<e 

bo‘lsa, b son f  {x) funksiyaning Xq nuqtadagi chap limiti deyiladi va 

b=  lim / ( x )  = /(xo  - 0)
X - > X q - 0

kabi belgilanadi.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c  R to'plamda berilgan, Xo nuqta 
X  ning o'ng limit nuqtasi va

(xq, Xo+y)<= A', (y > 0 )

bo'lsin.
9- ta’rif. Agar

V e>0 ,  35 >0 ,  Vxe (xo ,  Xo + 8): | / ( x ) - ^ | < e  

bo'lsa, b son / (x )  funksiyaning Xq nuqtadagi o'ng limiti deyiladi va

kabi belgilanadi. 
Masalan,

b=  lim / (x )  = /(xo + 0)
x->xo+0

1, agar X > 0 bo'lsa,

/ (x )  = - 0 , agar X = 0 bo'lsa,

-1, agar X < 0 bo'lsa 

funksiyaning 0 nuqtadagi o'ng limiti 1, chap limiti -1  bo'ladi.

Mashqiar

1. Ushbu

l im / (x )  = +00, I im / (x )  = +oo,
X->+oo

lim / (x )  = lim /(x ) — —oo

limitlaming ta’riflari keltirilsin.

2. Ushbu f ix )  = sin - funksiya x̂ , = 0 nuqtada limitga ega emas-
X

ligi isbotlansin.

3. Limit ta’rifidan foydalanib, hm -i- = bo'hshi isbotlansin.
X—>1 X  1
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4./(х) funksiya а nuqtada b limitga ega bo'lishi uchun uning shu 
nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo'lib,

/ ( a  + 0 ) = / ( ú - 0) = ¿

tengliklar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli bo'lishi isbotlansin.

13- ma’ruza 

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. 
Limitning mavjudligi

1°. Limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga 
ega bo'lgan funksiyalar ham yaqinlashuvchi ketma-ketlik singari qator 
xossalarga ega.

Faraz qilaylik, / (x) funksiya X œ R to'plamda berilgan bo'lib, 
R nuqta X  ning limit nuqtasi bo'lsin.

1- xossa. Agar x ̂  Xg da/(x) funksiya limitga ega bo'lsa, u yagona 
bo'ladi.

■4 Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda 
ketma-ketlik limitining yagonaligidan kelib chiqadi. ►

2- xossa. Agar

lim / (x )  = 6 , (6 - chekli son)
X̂XQ

bo'lsa, u holda Xg nuqtaning shunday i/g(xg), (6 > 0) atrofi topi

ladiki, bu atrofda /(x) fiinksiya chegaralangan bo'ladi.

■4 Aytaylik, lim f{x) = b
X̂Xfj

bo'lsin. Funksiya limiti ta’rifiga binoan

Ve > 0, 38 >0, Vx e X  n(i/s(^o) \ da I / ( x )- ô  I < e,

ya’ni b-e<  / (x ) < b + e bo'ladi. Keyingi tengsizliklardan /  (x) funk

siyaning Xg nuqtaning (xg ) atrofida chegaralanganligi kelib chi

qadi. ►
3- xossa. Agar

lim /(x ) = b
x-̂xa

bo'lib, b < p bo'lsa, u holda x̂ , nuqtaning shunday i/gCxg) atrofi 

topiladiki, bu atrofda
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fix ) < p

bo‘ladi.
Л Shartga ko‘ra

hm f{x) = b

Funksiyaning hmiti ta’rifiga ko'ra e = p - b > 0  uchun shunday

8 > 0 son topiladiki, Ухе X, jx- XqI < 8 , x Ф x̂  uchun

f  {x)-b\<z=> f  {x)<b + t = p

bo'ladi. Bu esa Vx e i/g(xo) da fix ) < p bo'lishini bildiradi. ► 

Faraz qilayhk, fix ) va g(x) funksiyalar X a R  to'plamda berilgan 
bo'lib, Xq e R nuqta X  to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

4- xossa. Agar

lim /(x )  = ¿ ,̂ lim g(x ) = Z)2
X̂XQ x̂ xo

bo'lib, Vx 6 X da fix ) < gix) tengsizlik bajarilsa, u holda < bi, 
ya’ni

lim /(x ) < lim gix)
X-̂XQ X-̂Xq

bo'ladi.

< Aytaylik, lim f ix )  = 0,, lim gix) =
X -> X Q  x->xo

bo'lsin.
Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko'ra Xq ga intiluvchi ixtiyoriy 

x„ -^Xq, ( x „ e X, x„ ФХо)

ketma-kethk uchun

и ^  oo da fix „ )-^ bi, gix„ ) ^ b i  (1)

bo'ladi.
Ravshanki, V« e Л''da

f ix„)<gix„). (2)

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va 

(2) munosabatlardan hm /(x„) < lim g(x„), ya’ni b, < b̂  bo'lishini
x-»xo x-̂xo

topamiz. ►
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5- xossa. Faraz qilaylik,

lim /(x )  = i),, lim g(x) = Z>2> ^  e P)
X - ^ X q

limitlar mavjud boisin. U holda

a) Vc e R da hm (c ■ /(x )) = c • lim /(x );
x-̂xo

b) hm (/(x ) + g(x)) = hm /(x ) + lim g(x);
X-^XO X-^Xq

d) hm (fix) ■ six)) = hm f ix )  ■ lim g(x);
X - > X q  X ^ X q X ~ > X q

lim fix)
e) agar ^ 0 boisa, hm boiadi.

x̂ xo gix) hm six)

Bu tasdiqlarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik 
amallar bajarilishi haqidagi maiumotlardan kelib chiqadi.

 ̂ 1- x+x̂ +x̂ +...+x"-n
1-misol. Ushbu hm ------- -̂--- -

x-̂ l X-1

limit hisoblansin.
■4 Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

I x+x̂ +jî +...+x”-« _ ( x-i)+( J?-!)+(^-l)+-+( x“-1) ^

x-̂ l x-l x-̂ l x-1

- hm +̂ +̂ )+ - + ( +  ̂ +^)1 =
” x^l x-l

«(«+1) .
= 1+2 + 3 + ... + « =

2-misol. Ushbu hm

2
1-cos X

limit hisoblansin.

x̂ O

■4 Maiumki, 1 - cosx = 2sin^ Shuni hisobga ohb topamiz:

1-cos X 2 s in ' I  1
hm — ,—  = hm — ^  = hm - •
;c-̂0 X -̂>0 X x~>0 2

. X
sm—

X

2
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lim

. X
sin —

lim

. X
sin — 2

2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, / (x) funksiya

A'c ^  to'plamda berilgan bo'lib, (xq - y, Xq) c  A' bo'lsin (y > 0).

Ravshanki, R nuqta X  to'plamning limit nuqtasi bo'ladi.
1-teorema. Agar /(x) funksiya X  to'plamda o'suvchi bo'lib, u 

yuqoridan chegaralangan bo'lsa, ftinksiya Xq nuqtada

lim /(x )
x->x:o -0

limitga ega bo'ladi.
/ (x) funksiya qiymatlaridan iborat bo'lgan ushbu

F = {/(x)|x G X  n{x  < Xq}}

to'plamni qaraymiz. Teoremaning shartiga ko'ra bu to'plam yuqoridan 
chegaralangan bo'ladi. U holda to'plamning aniq chegarasining 
mavjudligi haqidagi teoremaga ko'ra Pto'plam aniq yuqori chegaraga 
ega. Uni A bilan belgilaymiz;

sup/" = b.

Endi, lim / (x) = b bo'lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara 

ta’rifiga ko'ra;

1) VxG JiTn{x < Xq} uchun f{x)<b\

2) 3x* G Z n { x  <x¿)}, x*<Xq: / (x * )> è - 8, (Ve > 0) bo'ladi.

Agar 0 = Xo -x ’ >0 deyilsa, unda Vx g (x|)-S, Jiô)n(:vô 

uchun

bo'lib,

tengsizlik bajariladi. Bu esa 

ekanini bildiradi. ►

b-e< f(x*)<  f ( x ) < b < b  + e 

f(x) - b < e

lim /(x ) = b
x-»xo-0



Xuddi shunga o'xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi. 
Aytaylik, f{x) funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lib, 

( x q , X q +  y) c  X  bo'lsin (y >  0). Ravshanki, R nuqta X  to'p

lamning limit nuqtasi bo'ladi.
2- teorema. Agar f{x) funksiya X to'plamda kamayuvchi bo'lib, 

u quyidan chegaralangan bo'lsa, funksiya Xq nuqtada

hm /(x )
X->JCq + 0

limitga ega bo'ladi.
Endi funksiya hmitining mavjudligi haqidagi umumiy teoremani 

keltiramiz.
Faraz qilayhk, /(x) funksiya X a R  to'plamda berilgan bo'lib, 

XqB R nuqta X  to'plamning hmit nuqtasi bo'lsin.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday S > 0 son topilsaki,

Vxe X n (t /5 (xo)\{xo}), V je  X  n  (i/g (xq) \ {xq}) 

lar uchun

f{x)-f{y)\<t (1)

tengsizlik bajarilsa, /(x) uchun Xq nuqtada Koshi sharti bajariladi 
deyiladi.

3-misol. Ushbu /(x ) = x s in i fiinksiya uchun X q = 0 nuqtada 

Koshi sharti bajariladi. •

•4 Haqiqatan ham, Ve > 0 songa ko'ra ô = | deyilsa, u holda

Vx e X  n {U, (0) \ {0}), VyeXf] (U, (0) \ {0})

2 2

lar uchun (ya’ni X < ô, >̂ < Ô uchun)

I / ( x )  -  /(>')!= I X  sin 1 - 3̂  sin 1 I < I X  sin 1 I + I sin 1 I < 

bo'ladi. ►
3- teorema. (Koshi teoremasi.) / (x) funksiya Xq nuqtada chekli 

limitga ega bo'hshi uchun bu funksiya Xq nuqtada Koshi shartini 
bajarishi zarur va yetarli.
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■4 Zarurligi. f  (x) funksiya Xq nuqtada chekli limitga ega boisin;

lim f{x) = b.

Limit ta’rifiga binoan;

Ve > 0, 38 > 0, Vx € Z  n  {Û  (xq ) \ {xq }) uchun

I f ix )  -b)\<^ 

boiadi. Shuningdek, VyeZfl ( i/8(xo)\{Xo}) uchun ham

I I < f

(2)

(3)

boiadi. (2) va (3) munosabatlardan

\f (x) - /  (j)| á \f (x) -b\ + \b-f (y)| < e

boiishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik,/(x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. Xg 

nuqtaga intiluvchi ikkita

x„ -> Xq (x„ Xq , n = 1, 2, ...), x„ e X,

{y„i^XQ, « = 1, 2 ,...), y „ e X

ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

X l ,  yi, Xj, y 2 ,  X „ ,  y „ ,  ...

ketma-ketlikni hosil qilamiz. Uni z„ bilan belgilaymiz. Ravshanki, z„ 
ketma-kethk uchun

^ « ^ ^ 0  { Z n * X o ,  «  =  1 , 2 , . . . ) ,  z „ e X

boiadi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra 8 > 0 sonni 

olamiz. Modomiki, « -  ̂°o da ^  Xq ekan, unda limit ta’rifiga 
ko‘ra;

5 > 0, 3«o G TV, V« > «0 : |z„-Xo|<e 

boiadi. Binobarin, Vm > n,, \fn> uchun

/ (^ „ )- /U „ )| < e

tengsizhk bajariladi. Bundan /(z„) ketma-ketlikning fyndamental 
ekanligi kelib chiqadi. Demak, / (^„) ketma-ketlik yaqinlashyvchi;

« ->oo da f{z„)-^b.
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и  holda f[^x„)^b, f  {y„)^  b boiib, funksiya limitining Geyne 

ta’rifiga binoan

lim f {x)~b

boiadi. ►
3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, a(x) 

hamda P(x) funksiyalar X c  R to'plamda berilgan boiib, Xq e i? nuqta 
X  to'plamning limit nuqtasi boisin.

2- ta’rif. Agar lim a(x) = 0

boisa, a(x) funksiya x Xq da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, x ^  0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya 

boiadi.

3- ta’rif Agar lim p(x) = <=o
X-̂XQ

boisa, P(x) funksiya x Xq da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, x ^  0 da p(x) = 1 funksiya cheksiz katta funksiya 

boiadi.
Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik 

hamda cheksiz katta miqdorlar kabi xossalarga ega boiadi:
1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yigindisi cheksiz 

kichik funksiya boiadi.

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan 
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

3) Agar a(x) (a(x) 0) cheksiz kichik funksiya boisa, 

cheksiz katta funksiya boiadi.

4) Agar P(x) cheksiz katta funksiya boisa, cheksiz kichik 

funksiya boiadi.

Mashqlar

1. Ushbu Um
l+x"

limit bilan aniqlanadigan funksiya topilsin.

2. Ushbu lim sin(W«^ +1) limit hisoblansin.

91



14-ma’ruza 

Funksiyalami taqqoslash

1°. «O» va «0» belgilar, ularning xossalari. Faraz qilaylik,/(x) 
va g(x) funksiyalar Xcz.R to'plamda berilgan bo'lib, Xq nuqta X  to'p
lamning limit nuqtasi bo'lsin.

1- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas C > 0 soni va shunday ô > 0

son topilsaki, Vx e n (xq ) \ {xq }) uchun

|/(x)| < C l^(x)|

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

3 C e R „  35 >0, VxG J n ( i / 5(xo)\{xo}); l/(x)| < C |g(x)| 

bo'lsa, X Xq da / (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegara

langan deyiladi va / (x) = 0 (g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

3C & R, 3Je/?+, Vx, |x l > i i :  |/(x) | < C | g(x) | 

bo'lsa, X Xq=oo da /(x) funksiya ¿(x) funksiyaga nisbatan chega

ralangan deyiladi va yuqoridagidek / (x) == 0 (g(x)) kabi belgilanadi.
Masalan, x 0 da x̂  = 0{x) bo'ladi, chunki xg(—1, 1) da 

Ix l̂ < lx|.
Agar /(x ) funksiya Xq nuqta atrofida chegaralangan bo'lsa, 

X -> Xfl da /(x ) = 0 (1) kabi yoziladi.

«O» ning xossalari:

1) Agar hm = b
x->xo g(x)

bo'lsa, X -> Xq da / (x) = 0{g{x)) bo'ladi.

2) Agar X -> Xq da /(x ) = 0(g(x)) va g(x) = 0{h{x)) bo'lsa, u

holda X X o  da f{x) = 0{h{x)) bo'ladi. Demak, x ^  Xq da 

0{0{h{x))) = 0{h{x)).

3) Agar X ^  Xq da /(x ) = 0(g(x)) va h{x) = 0{g{x)) bo'lsa, u 

holda X ^  Xfl da / (x) + h{x) = 0{g{x)) bo'ladi.

4) Agar X ^  Xo da f  (x) = 0(gi (x)) va /2 (x) = Oigj (x)) bo'l

sa, u holda X Xq da f  (x) • /2 (x) = Oig^ (x)*g2 (x)) bo'ladi.
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2- ta’rif. Agar har qanday e > 0 son olinganHa ham shunday 6 > 0 
son topilsaki,

Vxe A" n ( i/5(xo) \ {Xq})
uchun

|/(x)l <eU(x)|

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Ve>0, 38 >0, Vxe X n ( t / 5(xo)\{Xo}): |/(x) | < e | g(x) | 

boisa, X Xq da/ (x) funksiya g{x) flmksiyaga nisbatan yuqori tartibli 

cheksiz kichik funksiya deyiladi va / (x) = o(g(x)) yoki /  = o{g) 
kabi belgilanadi.

«0» ning xossalari:

1) Agar X ^  Xq da /  = o{g) boisa, u holda x -> Xq da /  = 0{g) 
boiadi.

2) Agar X -> Xq da /  = o{g), g = o{h) boisa, u holda x Xq da 

/  = o{h) boiadi. Demak, o{o{h)) = o{h).

3) Agar X Xq da f  - o(g), /2 = o{g) boisa, u holda x ^  Xq da 

/1 + /2 = o{g) boiadi.

^  A ^  X Xq da /, = o(gi), /2 = o(g2) bo'lsa, uholda x Xq da 

/1 • /2 = o(gi ■ g j) boiadi. Demak, o(g,) • o(g2) = o(gi ■ )•
2°. Funksiyalaming ekvivalentligi. Autaylik, / (x) va g(x) funksiyalari 

XczR to'plamda berilgan bo'lib, Xq nuqta X  to'plamning limit nuqtasi 
bo'lsin.

3- ta’rif. X Xq da f  (x) va g (x) fimksiyalar (x ?:= Xq da g(x) 0) 

uchun

lim ^  = 1
x-̂Xd g(x)

bo'lsa, X Xq da f(x) va g (x) ekvivalent funksiyalar deyiladi va 

/(x) ~ g(x) (x -> Xq) kabi belgilanadi.

Masalan, x -» 0 da fix ) = sinx va ¿(x) = x funksiyalar ekvivalent 
funksiyalar bo'ladi: sinx ~ x (x -> 0).

1- teorema. x Xq da/(x) va g (x) funksiyalar (x;ix(, da g(x) 0) 

ekvivalent bo'lishi uchun

g (x )- /(x ) = o(g(x)) 

tenglikning o'rinli bo'hshi zamr va yetarh.
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lim 4 4  = 1
g{x)

•4 Zarurligi. X Xq da/(x) ~ g{x) bo‘Isin. Ta’rifga binoan

boiib, undan

lim ] _ fS A
six) g(x)

boiishi kelib chiqadi. Demak, g(x) - f{x) = o(g(x)).

Yetarliligi. x X q da g(x) - /(x ) = o(g(x)) boisin. U holda 

X Xq da

J _  fix) ^ g{x)-fjx) ^ oigjx)) 

g{x) gix) gix)

boiib, undan

lim
X^XQ

\ _

boiishi kelib chiqadi. Bu esa

= | i m í < í ^  = 0
X-̂XQ gix)

lim = 1 ,
X-̂XQ g{x)

ya’ni fix ) ~ g (x) ekanini bildiradi. >
«-» ning xossalari:

1) Har qanday funksiya uchun x -> Xq da /(x) ~ / (x) boiadi.

2) Agar X Xq da fix ) ~ gix), gix) ~ /г(х) boisa, x -> Xq da 

/ (x) ~ hix) boiadi.

3) Agar X ^  Xq da/,(x) ~ gj(x), /зСх) ~ g îx) boisa, x Xq da 

fiix ) ■ fzix) ~ giix) ■ g2Íx) boiadi.
3°. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,

f  (
hm = с, = const Ф 0
x-̂xo ix)

boisin. Unda x -> Xq da fix ) ~ cgyix) boiib,

/ ( ^ )  = i î î W  + o(^i W )

boiadi. Bu holda Cigi(x) funksiya x ^  Xq da/(x) funksiyaning bosh 
qismi deyiladi.
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Faraz qilaylik, x -> Xq da Cjgiix) (Cj = const 0) funksiya 

fix ) ~ Cjgj(x) ning bosh qismi bo'lsin. U holda x ^  Xq da

fix)-Cigi{x)~C2g2 (x)
bo'lib,

f (x )  = Cigi (x)+C2g2 (x) + o(g2 (x))

bo'ladi.

Bu jarayonni marta takrorlab, x ^  Xq da /(x ) funksiyani 

quyidagicha yozish mumkin:

/ (x )  = qgi (x) + C2g2 (x) + ... + c„g„ (x) + o(g„ (x)) (1) 

bunda c, YÉ 0 va

^/+1 (x) = o(g¿ (x)), (i = 1, 2 ,

Odatda, (1) formula x X q  da /(x) funksiyaning asimptotik 
yoyilmasi deyiladi.

4°. Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning 
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.

2- teorema. Agar x -> Xq da /j (x) - /2 (x), g, (x) ~ g2 (x) bo'

lib, ushbu

‘ / lim ^

limit mavjud bo'lsa, u holda

hm
82 M

limit ham mavjud va

g2(x) X-)X0 gi(x)

bo'ladi.

4  Aytaylik, X -> Xo da /¡ (x) ~ /2 (x), g¡ (x) ~ gj (x) bo'lsin. 

Unda ravshanki, x -> Xo da

/2 W  = / i(x ) + o (/i(x )), 

g2 (x) = gi(x) + o(gi(x))
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lin, A i i l  = lim = I i„  i i i i
g2(x) x-̂xo gl(x)+0{gi(x)) x-̂xo gi(x)-

__  . 1- c o sx -c o s2 x
Misol. Ushbu lim •

boiadi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:

x->0

hmit hisoblansin.

3 JC X
^  „  u 1 • 1 - cosx-cos2x ,. 2sin— sin—
A Ravshanki, hm ---- -̂-- = hm ----^ ^  .

AT-̂0 X -̂ -̂0 X

3x 3x X X
Endi sin —  = — + o(x) va 2 ~ 2 ^ boiishini e’tiborga

olib, topamiz:

2 s in ^ s in i i|x+o(x)Yix+o(x)l -x2+o(x2) , 
lim --- \— 2 ^  2  hm -----  = 2 lim -̂--. ---= (•
x^O x^ x-^0 x^ X^ 2

T, , cosx-sin2x 3 .
Demak, hm ----=--- = ^ ►

x-fO X ^

Mashqiar

1. Aytayhk, ne JV: a ,̂ a2 , a „  & R boisin. U holda x -> -foo da

x” + o,x"’* + a2x"~'̂  +... + fl„_,x + a„ = 0 (x") 

boiishi isbotlansin.

2. Agar X -> Xo da f  (x) - g (x) = 0 ( f  (x))

boisa, X Xq da f (x )- g  (x) = o{g (x))

boiishi isbotlansin.

3. Agar X Xo da /, (x) - /2 (x), gy (x) - g2 (x) 

boisa, X -> Xo da

/i(x ) + / 2 (x )- ^ i(x ) + g2 (x),

/ l ( x )- / 2 (x )-g , (x )-g2 W ...

munosabatlar 0 ‘rinli boiadimi?
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FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA 
TEKIS UZLUKSIZLIGI

15- ma’ruza 

Funksiyaning uzluksizligi tushuncliasi

1°. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz qilaylik,/(jc) funksiya 
X a R  to'plamda berilgan bo'lib, X  nuqta X  to'plamning limit 
nuqtasi bo'lsin.

1- ta’rif. Agar

lim /(x )  = /(xq) (1)
x-̂xo

bo'lsa, / (x) funksiya Xq nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak, / (x) ftinksiyaning Xq nuqtada uzluksizligi ushbu

1) lim f(x) = b ning mavjudligi,
x-̂xo

2) b=  /(xq) bo'lishi 
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.

M is o l la r .  1. Ushbu

^ / (x )- x ^ + x 2 +l

funksiya Vxq g  R nuqtada uzluksiz bo'ladi, chunki

lim f ix )  = lim (x"̂  + x̂  +1) = xf + + I = /(x ,).
X-̂ Xo X^Xq

2. Ushbu

/ W  = (signx)^=|'-
[O, agar X = 0 bo'lsa

funksiyani qaraylik. Ravshanki, Vx„ g R nuqtada lim /(x ) = l

bo'ladi. Demak, qaralayotgan funksiya Vx,, g  R,xjtO nuqtada uzluk
siz bo'ladi. Ammo /(0) = 0 bo'lganligi sababli

lim /(x ) / ( 0)
x̂ Q

bo'ladi. Demak, / (x) fiinksiya Xq = 0 nuqtada uzluksiz bo'lmaydi.
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Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan Xq funk
siyaning nuqtadagi uzluksizhgini quyidagicha ta’riflash mumkin.2- ta’rif. Agar

Л ^  oo da x „ ^ X o , n = l,2,...)

boiadigan ixtiyoriy {x„} ketma-kethk uchun

« ^  oo da /(x„) -4 /(xq) 

boisa, funksiya Xq nuqtada uzluksiz deyiladi.

3- ta’rif. Agar Ve > 0 son ohnganda ham shunday 8 = 8 (e) > 0 

son topilsaki,

Vxe J r n i/ 8 (xo)

uchun I /(x ) - /(xo ) I < e

tengsizlik bajarilsa, / (x) funksiya x„ nuqtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x — Xg ayirma argument orttirmasi, fix ) — fix^) esa 

funksiya orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Дх va Л/ kabi belgilanadi:

Ax = X - Xo, А/ = f ix )  - /(Xo ) = /(xo + Ax) - /(Xq ).

Unda funksiya uzluksizligining 1- ta’rifidagi (1) munosabat ushbu

hm А/ = 0 n\
Дх->0 W

ko'rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning Xq nuqtada 
uzluksizligi ta’rifi sifatida qarash mumkin.

Aytayhk, fix ) funksiya X c R  to'plamda berilgan boiib, Xoe A" 
nuqta X  to'plamning o'ng (chap) hmit nuqtasi bo'lsin.

4- ta’rif. Agar

lim / (x )  = /(xo), ( lim / (x )  = /(xo))
x->X(̂+0 jc->xo-0

boisa,/(x) funksiya Xq nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
Demak, fix ) funksiya Xq nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz 

bo'lganda fimksiyaning o'ng (chap) hmiti uning x̂  nuqtadagi qiymatiga 
teng bo'ladi:

/(x o+ 0) = /(xo), ( / (x o - 0) = /(xo)).

Keltirilgan ta’riflardan, fix ) funksiya Xq nuqtada ham o'ngdan, 
ham chapdan bir vaqtda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz 
bo'hshini topamiz.

98



Umuman,/(x) funksiyaning Xq nuqtada uzluksiz bo'lishi, Ve > 0 

berilganda ham unga ko'ra shunday ô = ô(e) > 0 topilib,

Vxe U^(xa) cz X => f{x)e U^ifixo)) 

bo'lishini bildiradi.
5- ta’rif. Agar /(x) funksiya Xci R to'plamning har bir nuqtasida 

uzluksiz bo'lsa,/(x) ftinksiya X  to'plamda uzluksiz deyiladi.
6- ta’rif. X c R  to'plamda uzluksiz bo'lgan funksiyalardan iborat 

to'plam uzluksizfunksiyalar to ‘plami deyiladi va C{X) kabi belgilanadi.

Masalan, /(x ) e C{a,b\ bo'lishi,/(x) funksiyaning [a, b\ seg

mentning har bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni/ (x) funksiya {a, b) inter
valning har bir nuqtasida uzluksiz, a nuqtada o'ngdan, b nuqtada 
csa chapdan uzluksiz bo'lishini bildiradi.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk
siyalarning yig'indisi, ko'paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiya
l)o‘lislii haqidagi tasdiqlarni keltiramiz.

I-teorema. /(x) va g(x) funksiyalar X(zR to'plamda berilgan 
bo'lih, \||( X Miuilacln ii/,hiksi/, bo'lsin. U holda:

II) Ve • H  lin (' ■ /(x) l’unksiya x„ nuqtada uzluksiz bo'ladi;
•’),/ ('') I '̂(x) funksiya x„ nuqtada uzluksiz bo'ladi;
ci) y’(x) • ^(x) l'unksiya Xq nuqtada uzluksiz bo'ladi;

e) , (g(x) ^ 0) funksiya Xg nuqtada uzluksiz bo'ladi.
S\̂)

< Teoremaning tasdiqlari uzluksizlik ta’rifî hamda limitga ega 
bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar haqidagi teoremadan 
kelib chiqadi. Masalan, teoremanmg d) tasdig'i quyidagicha isbotlanadi:

hm /(x )  = /(x^ ), lim g(x) = ) ^
x->xo x->xo

üm (/(x ) • g(x)) = lim /(x ) • lim g(x) = f(x¡f) • g( a;, ). ►
X -> X Q  X -> X Q  X -^X Q

1- misol. / (x ) = c, ce R bo'lsin. Unda /(x )e  C(R) bo'ladi.

M Haqiqatan ham, Ve > 0 ga ko'ra S = e deyilsa, u holda

Vx, I X - Xo I < 5 : I / (x ) - /(xo )| = |c-c|=0<e  

bo'ladi. ►

2- misol. / (x ) = X , xe R bo'lsa, u holda /(x ) e C(R) bo'ladi.

4  Haqiqatan ham, Ve > 0 ga ko'ra 5 = e deyilsa, u holda
♦
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Vx, |x-Xo l <5 :  | /(x )- /(xo )|  = |x-Xo I < 8  = e 

bo'ladi. ►
3- misol.

/ ( x ) + o , x ' ”“‘ + . . .  + û „ _ iX  + f l „ ;  m e  TV, a,, â , ..., a^sR

boisin. U holda /(x ) g C{R) boiadi.

•4 Bu tasdiqning isboti 1- va 2-misollar hamda 1-teoremadan 
kelib chiqadi. ►

Shunga o'xshash ushbu

. .  .  _ aQx"'+ayx'”-̂ +...+a„_yX+a„

b^x" +byx''-̂  +...+b„_yX+b„

funksiyaning (bunda m,nsN; ao,ay, ..., a„,ba,by, ..., b„ g  R)

{xs R\ box" + bix"~̂  +... + b„_iX + b„ =0} 

to'plamda uzluksiz bo'lishi ko'rsatiladi.

4- misol. / (x) = sinx bo'lsin. U holda / (x) g  C(/î) bo'ladi.

■4 XqG R nuqtani olib, Ve > 0 ga ko'ra 5 = e deymiz.

Unda Vx, I X - XqI < 5:

|sinx -sinxol = 2 I cos • sin 1 <|x-Xo l<5 = e 

bo'ladi. ►

Xuddi shunga o'xshash / (x) = cosx funksiya R da, / (x) = tgx va 
/(x) = ctgx funksiyalarning esa o'z aniqlanish to'plamlarida uzluksiz 
bo'lishi ko'rsatiladi.

5-misol. / (x )  = û^, û!>0 bo'lsin. U holda f(x)eC(R) 

bo'ladi.

•^Ravshanki, lim (o""“*" - 1) = 0 .
X - X ( j  -» 0

Unda

0 = lim (û^-^- 1) lim (o* - ) = 0
X - X Q  -> 0  X - X q  -> 0

<=> o'"® lim (o* -a"‘°) = 0<=̂  lim fl* = o'"“
x-»J60

bo'ladi. ► 
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6- misol. Aytaylik,

-1, agar x < 0  boisa,

/  (x) = j 0 , agar X = 0 boisa,

1, agar X > 0 boisa

boisin. Bu funksiya uchun

/(+0 ) = 1, / (- 0 ) = -l

va berilgan fiinksiya X = /î \ {0} to'plamda uzluksiz boiadi.

3°. Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, /(x ) funksiya (a, ¿>)da 

(-00 <a <b<  +oo) berilgan boiib, Xq e (a, b) boisin.

Maiumki,/(x) funksiyaning Xq nuqtadagi o‘ng va chap limitlari 

/(xo+0), /(xo-0) (3)

mavjud boiib,

./■(^,,-0) = / ( X o )  = /(xo+0) (4)

IcMiKlik o'rinli bo'lsa, u holda /(x) funksiya x„ nuqtada uzluksiz boiar 
ctli.

Agar /'(x) funksiya x̂, nuqtada uzluksiz boimasa, unda Xq nuqta 
/'(x) funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.

7-ta’rif. Agar (3) limitlar mayjud va chekli boiib, (4) tenghklaming 
birortasi o'rinli bo'lmasa, Xq nuqta /(x) funksiyaning birinchi tur 
uzilish nuqtasi deyiladi.

Bunda

/(xo + 0), /(xo - 0)

ayirma funksiyaning Xq nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan,/(x) = [x] funksiya x = p (peZ) nuqtada birinchi tur 

uzihshga ega, chunki

f (p  + 0 )^ p, f  (po - 0) = p - l

bo'lib,

f ip  + 0)^f{pQ - 0)

bo'ladi.

Agar hech bo'lmaganda (3) hmitlaming birortasi mavjud bo'lmasa 
yoki cheksiz bo'lsa, Xq nuqta /(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish 
nuqtasi deyiladi.
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Masalan, ushbu

/ W -
O, agar Jc = O bo‘lsa

funksiya X = O nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi, chunki bu 
funksiyaning x = O nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

4°. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilayhk, y = f{x) 
funksiya X d R  to'plamda, u = F{y) funksiya esa to'plamda aniq
langan bo'lib, ular yordamida u = F{f(x)) murakkab funksiya tuzU- 
gan bo'lsin.

2-teorema. Agar y — f{x) funksiya Xq&X nuqtada, u = F{y) 
funksiya esa Yf nuqtada (ÿg = / (xq)) uzluksiz bo'lsa, F\f{x)) funksiya 
Xq nuqtada uzluksiz bo'ladi.

< u  = F{y) funksiya Yj- nuqtada =/(X(,)) uzluksiz bo'lgani 
uchun

Ve > O, 3a > O, V;;, | - Jol < : I Piy) ~ ^(Jo) I < £, (5)

ya’ni I F{f{x)) - / ’(/(xo)) I < e bo'ladi.

Shartga ko'ra y — fix ) funksiya X(,e JSf nuqtada uzluksiz. U holda 
yuqoridagi a > O ga ko'ra

3S>0, Vx, Ix-Xo|<8; I/ (x)-/(xo) I < o,

ya’ni I 3̂  - J'o I < (6)
bo'ladi.

(5) va (6) munosabatlardan

Ve>0, 38>0, Vx, |x-x„|<8: | W (x ) )  - / ’(/(xo)) | < e

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, F{f{x)) funksiya x,, nuqtada uzluksiz. ► 
5°. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.
3- teorema, [a, b] cz R da monoton bo'lgan / (x) funksiya shu 

[a, b] ning istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo'ladi, yoki birinchi tur 
uzilishga ega bo'ladi.

■4 fix ) funksiya [a, b] da o'suvchi bo'lsin. Aytaylik,

Xoe[ú,Z>], (Xo-ô,Xb+8)c[a,è], (8>0) 

bo'lsin. Monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremaga ko'ra

lim; /(x ) = /(xo - 0) < / ( x q ) .



lim /(x ) = / (x o +0) > /(xq),
x->xo+0

boiadi. Agar / ( xq - 0) = / ( xq ) = / ( xq + 0) 

boisa, /(x) funksiya Xq nuqtada uzluksiz, agar

/(xq - 0 ) < /(xq +0) 

boisa, fix ) funksiya Xq nuqtada birinchi tur uzilishiga ega boiadi. 
Xuddi shunga o‘xshash/ (x) funksiya [a, b] da kamayuvchi bo'lganda 
ham tasdiq isbotlanadi. ►

Mashqlar

1. Ushbu

sin X , agar x - ratsional son boisa,

0 , agar X - irratsional son boisa/ w =

funksiyaning x  ̂ = kn (k e Z ) nuqtalarida uzluksiz boiishi isbotlansin.

2. Ushbu

Jl, agar X - ratsional son boisa,

[0 , agar X - irratsional son boisa

Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi 
isbotlansin.

3. Ushbu /(x ) = [x] sin7ix, (xeR) 

funksiya uchun f(x)  e C(R) boiishi ko'rsatilsin.

16- ma’ruza 

Uzluksiz funksiyalarning xossalari

r .  Nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal 
xossalari). Misollar. Faraz qilaylik,/(x) funksiya XczR to'plamda 

berilgan bo'lib, x, & X  bo'lsin.
1. Agar f(x) funksiya Xg e A" nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda

shunday Ô > 0 va Af > 0 sonlar topiladiki, Vx e ^  fl t/5 (xg ) da

\ f(x)\< M  bo'ladi, ya’ni /  (x) funksiya Xg nuqtaning i/g (xg ) atrofida 

chegaralangan bo'ladi.
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2. Agar/(x) funksiya Xq s X  nuqtada uzluksiz boiib, /(xq) 0 

boisa, u holda shunday 5 > 0 son topiladiki, Vxe Jrni/sCxo) da 

sign/(x) = sign/(xo) boiadi, ya’ni /(x) funksiyaning i/gi^o) dagi 
ishorasi/(xç)ning ishorasi kabi boiadi.

Bu tasdiqlarning isboti limitga ega bo'lgan fimksiyaning xossa
laridan kelib chiqadi.

3. Aytaylik, y = /(x) ftinksiya Xq nuqtada

lim f{x) = b, (be R) (1)
x->xo

ga ega bo'lib, g(y) ftinksiya rto'plamda berilgan {/(x) | x e X} U c  Y 

vay = b nuqtada uzluksiz bo'lsin. U holda

lim g(f(x)) = g{b),
X̂XQ

ya’ni lim g(f(x)) = g( lim /(x )) (2)
. ,, ,. x->xo x̂ xo
boiadi.

oo da x„ Xq (x„ 6 X , x„ ^X q, n = l, 2 ,...) bo'ladigan 

ixtiyoriy {x„} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko'ra

n —> oo da/(x„) -> b

bo'ladi. Shartga ko'ra g{f (x)) ftinksiya b nuqtada uzluksiz. Demak, 

« ^o o  da g{f{x„))-^g{b)

bo'ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o'rinli bo'hshi kelib 
chiqadi. ►

1-misol. Ushbu

lim = log^ e, (o>0 , 0^1 ) (3)
X-* 0 X

munosabat isbotlansin.
A (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

1

Ju—>0 X X—>0
lim (l + x)^

0
= log„ e.

Xususan, a = e bo'lganda hm = \ bo'ladi. ►
x->0 x

2- misol. Ushbu lim ^-^ = Ino, {a > 0)jc->0 X

munosabat isbotlansin.
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-4 Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun - \-t deb olamiz. 

Unda X ̂  0 da / ̂  0 bo'ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga 

olib topamiz:

lim = lim = —1 — in fl. ^
X  r^olog„(l+0 logo e

3 -misol. Ushbu

l i m = a, (a s  R) 

munosabat isbotlansin

^  Ravshanki, (1 + x)“ = f

va X 0 da ln(l + x) -4 0 boiadi. Unda

(l+x)“-l _ (e“*" ln(l+x) g

X  aln(l+x) X

boiib, undan

(l + x)“ - l g«ln(l+jc)_l ln(l+x)
h m -------- = hm — ¡—r— - • hm —-— - a - a

0 X aln(l+x) x-̂o X

boiishi kelib chiqadi. ►
2°. Segmentda uzluksiz boigan funksiyalarning xossalari (global 

xossalar). Aytaylik, /(x) ftinksiya [a, b] segmentda berilgan boisin.
Ma’lumki, /(x) fiinksiya {a, b) da uzluksiz, a nuqtada o'ngdan, 

b nuqtada chapdan uzluksiz boisa,/(x) fiinksiya [a, b] segmentda 
uzluksiz boiadi.

Endi segmentda uzluksiz boigan funksiyalarning xossalarini 
keltiramiz. Ular teoremalar orqali ifodalanadi.

1- teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.) Agar /(x) 

fiinksiya [a, b] segmentda uzluksiz, ya’ni /(x ) g C[a, b] boisa, 

/ (x) fiinksiya [a, ¿>] da chegaralangan boiadi.
•4 Ma’lumki, /(x) funksiyaning [a, b\ da chegaralanganligi 

quyidagi

3 M g (0,+oo) ,  Vx g [fl, ¿] : I / ( x )  I < Tl/

ni anglatadi.

Teskarisini faraz qilayhk, ya’ni /(x ) g C[a, b] boisa ham fiank- 

siya [a, b] da chegaralanmagan boisin. U holda
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VneN,  3x„e[a,b]\ | /(x„)|>«, (« = 1,2,...) (4)

bo'ladi. Ayni paytda, hosil bo'ladigan {x„} ketma-kethk uchun 

x„ g [a, b], (« = 1, 2 ,...) bo'lganligi sababU u chegaralangan bo'ladi. 

Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko'ra bu {x„} ketma-kethkdan 
yaqinlashuvchi qismiy {x„} ketma-kethk ajratish mumkin:

oo da Xo, (Xq e [a, b]).

Shartga ko'ra /(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Binobarin,

/c^ooda /(x„^)->/(xo) (5)

bo'ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qilingan farazga ziddir (chunki 
faraz bo'yicha

J im / (x „ j = +oo

bo'lishi lozim edi). Demak,/(x) funksiya [a, b\ da chegaralangan 
bo'ladi. ►

Aytaylik, fix ) funksiya X a  R to'plamda berilgan bo'lsin.
Ta’rif. Agar X to'plamda shunday XqS X nuqta topilsaki, Vxs X 

uchun

/ ( x ) < / ( x q ) ,  ( / ( x ) > / ( x o ) )

tengsizlik bajarilsa, / (x) funksiya Xg nuqtada eng katta (eng kichik) 
qiymatga erishadi deyiladi va

/(Xo) = m ^ / ( x ) ,  (/(xo) = nun /(x ))
X  X

kabi belgilanadi.
2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar 

f ix )  G C[a, b] bo'lsa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda 

eng kichik qiymatlarga erishadi, ya’ni

3c, G [ a ,  6], VxG[fl, Ô]: / ( x )< / ( c j) ,

3C2 G [a, b], VxG [a, b] : f ix )  > /(C2)

bo'ladi.

■4 Aytaylik, fix )eC[a, b] bo'lsin. Veyershtrassning 1-teore- 

masiga ko'ra/ (x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu

{fix)\xe[a,b])

to'plam chegaralangan bo'ladi. Unda to'plamning aniq chegarasi 
haqidagi teoremaga ko'ra
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sup f{x) = M, {Me R)
xela, h\

mavjud boiadi.
To'plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvofiq:

Vx e [a, b]: / (x) < M ,

Ve > 0, 3x(e)e [fl, ¿>]: f{x{z))>M-e

boiadi. Keyingi tengsizlikda

, 1 1  1 
 ̂ I5 X? •••? )

2 3 n

deb olinadigan boisa,

x„

ketma-kethk hosil boiib, uning uchun

tengsizhk bajariladi. Demak, Vn e da

M - l < f { x „ ) < M  

boiadi. Bu munosabatdan

lim /(x„) = M  (6)
«-^00 '

boiishi kelib chiqadi.
Yuqorida hosil qilingan {x„} ketma-kethk chegaralangan. Undan

yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni } 

deylik:

^  00 da ^  q , (q e [a, b]).

Berilgan / (x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz: 

k^ooda  / ( x „ J ^ / ( c j ) .

Ravshanki, )} ketma-kethk {/’(x„)} ketma-ketlikning qismiy 

ketma-ketligi. Demak, (6) munosabatga ko'ra 

A: -> 00 da f(x„^ ) —> M

bo'lib,/(c,)=Af bo'hshi kelib chiqadi. Xuddi shunga o'xshash, /(x) 
funksiyaning eng kichik qiymatga erishishi ko'rsatiladi. ►
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3- teorema. Faraz qilaylik,/(x) ñinksiya [a, b\ segmentda berilgan 
bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) /(x)GC[a, bl
2) segmentning chetki nuqtalari a va b larda har xil ishorali 

qiymatlarga ega, ya’ni

fia ) < O < fib ) yoki f ia )  > O > /(¿>)
bo'lsin.

U holda (a, b) da shunday xj, nuqta ia < < b) topiladiki, 
/(xq) = O bo'ladi.

«^Aytaylik, /(jc)e C[a, 6] bo'lib, f ia )  < O < /(¿ ) bo'lsin. [a, b\ 
segmentning/(x) funksiyaga manfíy qiymatlar beradigan nuqtalaridan 
iborat to'plamini E deylik:

^  = {x g [o, 6]|/(x)<0}.

Ravshanki, a^ E, E <z [a, b\. Demak, E to'plam chegaralangan va 

E ^ 0 .
To'plamning aniq yuqori chegarasi haqidagi teoremaga ko'ra

sup£' = Xo> (^0 6 (a, b))
mavjud bo'ladi.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga binoan,

Vne N, 3x„ & E : 1 < jcq 

bo'ladi. Demak,

/(x „)< 0 , (« = 1,2,3,...).

fix) fimksiyaning [a, b] da uzluksiz bo'lganligini e’tiborga olib 
topamiz:

n oo da x„ Xo bo'lib, /(x„) ^  / ( xq).

Bir tomondan

lim /(x„)<0 ,

ikkinchi tomondan

lim /(x„) = /(xo)
«-»oo

bo'Iishidan

bo'lishi kelib chiqadi.

/(xo )<0  (7)
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Ravshanki, x > Xq da x g E. Binobarin,/(x) > 0. Shuning uchun 

bo‘hb.

hm /(x )> 0
x->Xfl+0

/(xo)=  hm /(x )> 0  (8)
x-> Xfl+0

boiadi. (7) va (8) munosabatlardan /(xq) = 0 boiishi kelib chiqadi. 
Xuddi shunga o'xshash, / (x) e C[a, è] va /(a ) > 0 > / {b) boigan 
holda teorema isbotlanadi. >

4- teorema. Agar / (x) e C[a, b] boisa, u holda chegaralari/(o) 
va f{b) boigan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni ohnganda [a, b] da 
shunday Xq nuqta topiladiki, / (xq) = l boiadi.

/(«) < f(b) deb,/(a) < /</(Z>) ni olaylik. Ravshanki,/(a) = l 
yoki f(h) = / boigan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a) < l < f{b) boisin. Ushbu

g{x)^f{x)- l, (xG[a, b]) 

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:

1) g(x)e C [a, è];

2) g(a) < 0 < g(b)

boiadi. Unda 3- teoremaga ko'ra shunday x̂ e (a, b) topiladiki,

g{Xo) = 0,

ya’ni

/U )  = I
bo'ladi. ►

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo'lgan 
funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar /(x) funksiya 
XczR oraliqda uzluksiz va qat’iy o'suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo'lsa, 

u holda Yj- = {/(x) | xe X} oraliqda teskari f~ (̂y) funksiya mavjud 

bo'lib, u uzluksiz qat’iy o'suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo'ladi.

Mashqiar

1. Ushbu X - - l
tenglama (0, 1) da hech bo'lmaganda bitta ildizga ega ekanligi 
isbotlansin.
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2, Ushbu

f(x ) =

-x^+l, agar - l< x < 0  bo‘lsa,

0, agar X = 0 bo‘lsa,

- 1, agar 0 < X < 1 bo‘lsa

funksiya [-1, 1] da eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadimi?
3. Ushbu

f(x) = x^-x, (xeR) 

funksiya qiymatlari to‘plami R bo'lishi isbotlansin.
4. Aytaylik, /(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va 

uzluksiz bo'lsin. U holda aylanada diametral qarama-qarshi joylashgan 
awa b nuqtalar topilib, f{a) = / (b) bo'lishi isbotlansin.

17- ma’ruza 

Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik, 
/ (x) funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy ee 0 son olinganda ham shunday 5>0 
son topilsaki,

|x'-x'| <5

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x , x" e X  uchun

i/(x ')- /(x ')| < e  
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

V8>0, 38 >0, Vx',x”eX , |x '-x"|<ô: | /(x ')- /(x") | < e

bo'lsa, /(x) funksiya X  to'plamda tekis uzluksiz deyiladi.
Keltirilgan ta’rifdan:
1) ô > 0 sonning faqat e > 0 ga bog'liqligi;
2) /(x) ftinksiya X  da tekis uzluksiz bo'lsa, u shu X  to'plamda 

uzluksiz bo'lishi kelib chiqadi.

1- misol. /(x ) = X , xe R bo'lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz 
bo'ladi.

■4 Agar Ve > 0 ga ko'ra 6 = e deb ohnsa, unda Vx', x ' e X,

I x' - x ' I < ô da 
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| /(x )- /(x ') i = |x '-x '|<5 = e
bo‘ladi. ►

2-misol. /(x ) = sinx, xeR  boisin. Bu funksiya R da tekis 

uzluksiz boiadi.

•4 Agar Ve > 0 ga ko‘ra, 5 = e deyilsa, unda Vx', x 'g  R,

I x' - x ' I < 5 da

x'+x’ . x'-x’
= 2 cos-—— sm < X -X

2 2
< 8 = e

boiadi. ►

1
3- misol. /(x ) = -, X 6 X  = (0,1] bo‘lsin. Bu funksiya Jif= (0,1] da

tekis uzluksiz boimaydi. 

sifatida

Ve > 0 sonni, masalan, e = - deb olib, x' va x" nuqtalar

jc' = 1 va x' = ---, («6 N)
n n+\

deb olinsa, u holda | x' - x' | ayirma quyidagicha

x - x  \ =
1 1 1

«(«+!)n «+1

boiadi. Bundan (| x' - x ' | < 8) 8 ni har qancha kichik qüib olish 

mumkin boisa ham

1 1
= |rt-(« + l)| = l > i  = e

boiadi. Demak, /(x ) = - funksiya A'=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. ►

2°. 1- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar /(x ) e C[a, b] boisa, 
u holda / (x) funksiya [a, b\ da tekis uzluksiz boiadi.

Aytaylik, fix ) e C[a, b] boisa ham funksiya [a, b\ da tekis 
uzluksiz boimasin. Unda biror e > 0 va ixtiyoriy 8 > 0 uchun [a, b\ da 
shunday x ' va x" nuqtalar topiladiki,

I x' - x ' I < 8 I fix ') - fix") i > e 

boiadi. « -4 +00 da 8„ 0, (8„ >0, n=\, 2, ...) boiadigan brtiyoriy
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{6„} ketm a-ketlikn i olamiz. Unda

X, - X , <5,

xi - Xi < 5

/(x ;)- /(xD |>e,

x; - x;< 5 „ = ^ / ( x; ) - / ( x;)|>8,

boiadi.
Ravshanki, {x^} uchun x'„ e [a, b], (« = 1, 2, 3,...) boiib, undan 

k —> +00 da x̂  ̂ -> Xq , (xq e [a, è])

boiadigan qismiy ketma-kethk ajratish mumkin. Shuningdek, x" ketma- 
ketlikdan qismiy ketma-kethk ajratish mumkin. Ayni paytda.

x’ uchun ham"k

boiadi. C[a, b] boiishidan -h» da

f{x ’„̂  )  ̂ ulardan k ^ d a  /(x^^ ) - 0
boiishi kelib chiqadi. Bu esa \/n> N uchun

l / « ) - / ( x ;  )|>e

deb ohngan farazga zid. Demak,/(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz. ►
2- ta’rif- Faraz qilaylik, /(x) funksiya X<zR to'plamda berilgan 

bo'lsin. Ushbu

sup/(x)- in f/(x )
xsX X&X

ayirma /  W  funksiyaning X  to ‘plamdagi tebranishi deyiladi va u co 
orqah belgüanadi:

CO = co(/; X) = sup /(x ) - inf f(x )
xsX

funksiyaning X  to'plamdagi tebranishi quyidagicha

0) = sup {|/(x') - /(x')|}
x', x'eX

kabi ta’riflanishi ham mumkin.
Natija. Agar /(x ) e C[a, b] bo'lsa, u holda Ve > 0 uchun shunday 

Ô > 0 topiladiki, [a, b] segment uzunliklari 5 dan kichik bo'laklarga
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ajratilganda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi e dan kichik 
bo‘ladi.

A Shartga ko‘ra /(x ) e C[a, b]. Demak, Kantor teoremasiga 
ko‘ra u [a, b] da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan

Ve > 0, 38 > 0, Vx', x"e[a,è], |x '-x'|<8 : |/(x') ~/(x") | < e

bo'ladi.
Endi [a, b] segmentni uzunligi 8 dan kichik bo'lgan 

[Xfc, ], (xo < X, < X 2 < ... < x„, Xo =a, x„ = b) 

bo'laklarga ajaratamiz. Unda

Vx', x 'e  [x,, x,̂ .,], |x '-x '|< 8 : |/(x') ~ /(x ') | < e 

bo'ladi. Demak,

0) = sup {| /(x ') - /(x") I } < e
x',x e [Xit, 1

bo'ladi. ►
3°. Funksiyaning uzluksizlik moduli./(x) funksiya X c  to'plamda 

berilgan bo'hb, u shu to'plamda uzluksiz bo'lsin. Endi

V8 > 0, Vx', x 'g  A, |x'-x" | < 8

uchun
|/(x ')- /(x")| (1)

ayirmani qaraymiz.
3- ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi

sup{|/(x')-/(x") |}

/ (x) funksiyaning X a R îo ‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va 
(0(8) kabi belgilanadi:

0 (8) = sup {|/(x')-/(x')|}.
|x'-x'|<S

Demak,/ (x) funksiyaning X to'plamdagi uzluksizlik moduh 8 ning 
manfiy bo'lmagan funksiyasi bo'ladi.

Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:
1. Funksiyaning uzluksizlik moduh 8 ning o'suvchi funksiyasi 

bo'ladi.

< Aytaylik, 8i > 0, Sj > 0 va 8, > 82 bo'lsin. U holda 

{ x ',x 'e Z : |x'-x"|<8i}, {x ',x"eX : |x'-x'|<82} 

to'plamlar uchun
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{x',x"eX: \x'-x'\<52}c:{x',x"e X: |jc'- jcl < Ô,} 

boiib, undan

(0(82) < (o(5i)

boiishi kelib chiqadi. Demak, 81 > 83 => co(8i) > (0(82). ► 

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.
2. Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

co(X8) < (1 + À) • co(8) 

munosabat o‘rinli boiadi, bunda A, — musbat son.

4- misol. Ushbu / (x) = ax + b,{a,b & R) funksiyaning X — [a, p] 

dagi uzluksizlik moduli topilsin.
A Ta’rifga binoan,

(o(8) = sup \{ax +b)-{ax''+ b)\- sup a(x '-x') = d -8
|x'-x'|<8 |x'-a:'|<5

boiadi. Demak, co(8) = |o|-8. ►

2- teorema./(x) funksiya A"to‘plamda tekis uzluksiz boiishi uchun

lim cû(ô) = 0
8^+ 0

tenglikning o‘rinli boiishi zarur va etarli.
■4 Zarurligi. f  (x) funksiya X  to'plamda tekis uzluksiz boisin:

Ve>0, 38e>0, Vx', x 'e X , |x '-x'|<8e: I/(x') - /(xO I < | ■ 

U holda 0 < 8 < 8g tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 8 uchun 

sup {|/(xO - /(x')|} < sup {|/(x ')-/(x ')|}<|<s
|x'-x'|<8 |x'-x'|<5e 2

boiib, unda 00(8) < e, ya’ni

lim co(8) = 0
8^+ 0

lim co(5) = 0
5-̂+0

boiishi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Ushbu

munosabat o‘rinli boisin. Demak, 8 +0 da 

(0(8)=  sup {|/(x ')-/(x")
|x'-x'|<8
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u holda

Vx', x"eX,  I x '- x 'I < 5 < 5e: j/(x ') - /(x")| < e

boiadi. Demak,/(x) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz boiadi. ► 
Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalami sinflarga ajratish 

imkonini beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu

cû(5) < M • 5“

(bunda M = const, 0 < a < 1) tengsizlikni qanoatlantiruvchi funksiya

lar to'plami a tartibli Lipshits sinfi deyiladi va Lip f̂U kabi belgilanadi.

Mashqiar

1. Agar / (x) va g(x) funksiyalaming har biri [a, />] c  da tekis 
uzluksiz bo'lsa, u holda /(x) • g(x) funksiya ham [a, b]czR da tekis 
uzluksiz bo'hshi isbotlansin.

2 ./(x) = X funksiyaning fO, -foo) da tekis uzluksiz emasligi ko'r
satilsin.

3. Ushbu

fix) = x2 + I

funksiyaning A'= [0, 1] segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.
4. Agar/(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo'lsa, ushbu

lim /(x )
x->+0

limit mavjud bo'ladimi?

18- ma’ruza 

Kompakt to‘plam. Kompakt to^plamda uzluksiz ftinksiyalar

1°. Kompakt to‘plam tushunchasi. Awalo ochiq va yopiq to'p
lamlar tushunchalarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, X aR  to'plam berilgan bo'lib, Xq e X  bo'lsin.
1- ta’rif. Agar Xg nuqtaning shunday

V^{Xq) = {x & R Xq -  ô < X  < Xq + 5}, (5 > 0)

atrofi mavjud bo'lsaki, uning uchun U^{xq) c  X bo'lsa, Xq nuqta 

X to'plamning ichki nuqtasi deyiladi.
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Masalan, Xq = ^ nuqta X=  [O, 1] to'plamning ichki nuqtasi

bo'ladi. Chunki, bu nuqtaning Í1 -  i  1 i  
Í2 4’ 2^4J atrofi uchun

c  [0,1] bo'ladi. X = O, X = 1 nuqtalar shu to'plamningí i _ i  i  + i  
Í2 4 ’ 2 ^ 4 ;

ichki nuqtalari bo'lmaydi, chunki, masalan, x = O nuqtaning hech 
qaysi (-Ô, 5) atrofi X-  [O, 1] segmentga tegishh bo'lmaydi. (Bu 
atrofning (-5, 0) qismi [O, 1] segmentning tashqarisida joylashgan).

2- ta’rif. Agar X to'plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi 
bo'lsa, X ochiq to ‘plant deyiladi.

Masalan, X~ (O, 1), X=  (O, 1) U (2, 4) to'plamlar ochiq to'plam
lar bo'ladi.

3- ta’rif. Agar ATto'plamning barcha limit nuqtalari shu to'plamga 
tegishli bo'lsa, X yopiq to ‘plam deyiladi.

Masalan, A"= [O, 1] segment yopiq to'plamdir.
E s I a t m a . Limit nuqtaga ega bo'lmagan to'plam ta’rifga ko'ra 

yopiq to'plam deb hisoblanadi. Masalan, Æ = {1, 2, 3, 4, 5} to'plam 
yopiq to'plam bo'ladi.

4- ta’rif. Agar X to'plamning nuqtalaridan tuzilgan har qanday

{x„} ketma-kethkdan shu to'plamning nuqtasiga yaqinlashuvchi {x„̂  }

qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, X kompakt to ‘plam deyi
ladi.

M is o lla r . X= [a, b] segmentning kompakt to'plam bo'lishi 
Bolsano—Veyershtrass teoremasidan kelib chiqadi.

2. Z  = [fli, ] U [ö2 > ^  ] U ... U [ß„, ] to'plam kompakt to'plam 

bo'ladi.
3. X -  (O, 1) interval kompakt to'plam bo'lmaydi, chunki

Teorema. X  kompakt to'plam bo'lishi uchun uning chegaralangan 
va yopiq to'plam bo'lishi zarur va yetarli.

■4 Zarurligi. X — kompakt to'plam bo'lsin. Uning chegaralanganli- 
gini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni X — kompakt to'plam 
bo'lsa ham, u chegaralanmagan bo'lsin. U holda
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3x„, x„eX,  « = 1,2,3,...: | x„ | > «

boiadi. Ravshanki, bu {x„} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy 
ketma-ketlik ajratib boimaydi. Bu esa X ning kompakt to'plamligiga 
zid. Demak, X — chegaralangan to‘plam.

Endi X ning yopiq to‘plam boiishini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik 
Xq nuqta X to'plamning limit nuqtasi boisin. U holda

3x„, x„ G Z , « = 1,2,3,...: « ^ + 0 0  da x„ ^  Xq 

boiadi. Bu {x„} ketma-ketlikning har qanday {x„̂  } qismiy ketma- 

ketligi uchun

lim x„ =Xo
A: — > + 0 0  «

boiadi. Zkompakt to'plam boiganligi sababli x,, g A'boiadi. Demak, 
X — yopiq to'plam.

Yetarliligi. X — chegaralangan va yopiq to'plam bo'lsin. Bolsano— 
Veyershtrass teoremasiga ko'ra har qanday {x„} ketma-ketlikdan Xq ga 

yaqinlashuvchi {x„̂  } qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: A ->-foo da

Ravshanki, Xq nuqta X to'plamnmg limit nuqtasi bo'ladi. Ayni 
paytda, A"yopiq to'plam bo'lgani uchun x̂  g ^bo'ladi. Demak, X-  
kompakt to'plam. ►

Endi kompakt to'plamning muhim xossalarini keltiramiz.
Faraz qilaylik, X to'plam va har bir elementi intervaldan iborat 

*y={a} intervallar sistemasi berilgan bo'lsin.
5- ta’rif. Agar X to'plamning har bir x nuqtasi uchun S sistemada 

shu nuqtani o'z ichiga oluvchi a interval topilsa, u holda 5"={a} 
sistema X to ‘plamni qoplaydi deyiladi.

Masalan, X = (0, 1) bo'lsin. Quyidagi

(̂ i). (il). J_ 2. 
2" ’ 2"

intervallar sitemasini olaylik.
Ravshanki, X-  (0, 1) to'plamning har bir nuqtasi bu intervallar 

sistemasining kamida bitta intervaliga tegishli bo'ladi. Demak,

1 3 ^
5’ = ; « - 1, 2 ,

2" 2" ^

sistema Z =  (0, 1) to'plamni qoplaydi.
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Endi bitta tasdiqni isbotsiz keltiramiz.
Geyne—Borel lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X to‘plam 

cheksiz intervallar sistemasi {<?} bilan qoplangan boisa, u holda {a}

sistemadan X  to'plamni qoplovchi chekli {a,, 02 ,..., a„} sistemani 

ajratish mumkin.
2°. Kompakt to‘pIamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.

Faraz qilaylik, / (x) funksiya X  kompakt to'plamda (X с  R) berilgan 
bo'lsin. Bu to'plamda/ (x) funksiya uzluksiz bo'lsa, u qator xossalarga 
ega bo'ladi.

1. Agar /(x) funksiya X  kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, u 
chegaralangan bo'ladi.

2.Agar/ (x) funksiya Xkompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya 
shu to'plamda o'zining aniq chegaralariga erishadi. Ya’ni shunday

X, e Z , X2 e  X nuqtalar topiladiki,

/(x i) = sup /(x ), /(X 2) = in f/(x ) 
xsX xeX

bo'ladi.
3. Agar/ (x) funksiya Xkompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, fimksiya 

X da tekis uzluksiz bo'ladi.
4. Agar / (x) funksiya X  kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, shu 

X to'plamning aksi {/(x)} kompakt to'plam bo'ladi.
Bu xossalarning birini, masalan, 1- xossaning isbotini keltiramiz. 
A Aytaylik, XczR kompakt to'plam bo'lib, bu to'plamda /  (x) 

funksiya uzluksiz bo'lsin. Unda Vxe X  nuqtaning shunday kichik 
atrofi U(x) topiladiki, bu atrofda/ (x) funksiya chegaralangan bo'ladi. 
Bunday nuqta atrofian U(x) intervallardan S sistemani hosil qilamiz:

5' = {i/(x): xeX}.

Ravshanki, S sistema X  to'plamni qoplaydi. X kompakt to'plam 
bo'lganligi sababh, Geyne—Borel lemmasiga asosan bu sistemadan X 
to'plamni qoplovchi chekli

s*

sistemani ajratish mumkin.

Har bir í/¿ (к = 1, 2,..., n) atrofda/(x) funksiya chegaralangan, 

ya’ni shunday (m  ̂ = const, = const, к = 1,2,..., «) son

lar topiladiki, Vx e ¿7̂. da 
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rrik < fix ) < , (/: = !, 2, 3 , n)
bo'ladi.

Agar m̂ , ni2, m „  sonlaming eng kichigini m; M ,̂ M j , M „

sonlarning eng kattasini M desak, u holda Vx e A" da m< f  (x) < M 
bo'ladi.

Demak, /(x) funksiya X to'plamda chegaralangan. ►

Mashqiar

1. Chekli sondagi ochiq to'plamlar yig'indisi ochiq to'plam boiishi 
isbotlansin.

2. Agar /(x) ftinksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bolsa, 
fix) funksiya X  da tekis uzluksiz bo'hshi isbotlansin.
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5-B O B  

FUNKSIYANING HOSILA VA 
DIFFERENSIALLARI

19- ma’ruza 

Funksiyaning hosilasi
V.

1°. Funksiya hosilasining ta’rifî. Misollar. Faraz qilaylik, / (x) 

funksiya {a, b)czR da berilgan bo‘lib, Xq e (o, Z>), Xq + Axe {a, b) 
bo'lsin.

Ma’lumki, ushbu

A/'(xo) = /(xo +Ax)-/(xo) 

ayirma / (x) funksiyaning Xq nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1- ta’rif. Agar ushbu

lim
Ax-iO Ax

limit mavjud va chekli bo'lsa, u/ (x) funksiyaning Xq nuqtadagi hosilasi 

deyiladi va /'(xo),yoki (/(x))^^ kabi belgilanadi. Demak,

/'(;<„)= lim
Ax̂ O Ax (1)

Agar Xq + Ax = X deyilsa, unda Ax = x - Xova Ax ^  0 da x Xq 

bo'lib, (1) munosabat quyidagi

/ '( ; ..)=  lim (1,
X - > X q  X  — Xq

ko'rinishga keladi.
1- misol. /(x) = X, XqS R bo'lsin. Bu funksiya uchun

/ ( x ) - / ( X q ) _  X - X q ^  J 

X-Xo X-Xff

bo'lib, hm = 1
x ->Xq X —X̂ )

bo'ladi. Demak, /'(x ) = (x)' = 1.
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2- misol. / (x) = |x|, xe R boisin.

Agar X > 0 boisa, u holda /(x) = x boiib, /'(x) = 1 boiadi. 
Agar X < 0 boisa, u holda/(x) = -x boiib,/'(x) = -1 boiadi.

Agar Xo = 0 boisa, u holda = ~  boiib, x 0 da bu

nisbatlaming limiti mavjud boimaydi. Demak, berilgan funksiya Xq = 0 
nuqtada hosilaga ega boimaydi.

3- misol. /(x ) = Xjx|, xe R, XqE R boisin.

a) Xq > 0, X > 0, X Xo uchun

fix )- f(xo) _  xlx|- Xokol _  0̂ ^  _
----------------- -------- X -r An

X-Xo l X-Xq X-Xq

va hm Z iiL Z lit l = 2Xq = 2 [xj, |
X-Xo “

boiadi.
b) Xo < 0, X < 0, X Xi) uchun

/ ( x ) - /(x o ) ^ _

X-Xo X-Xo

va hm = _2xo = 2 |xb |
f X-»Xq X—Xq

boiadi.
d) x;, = 0, X 5̂ Xo uchun

/ ( x ) - / ( X q )  _  x|x| _

x-0 X

va li^ /W - /(0 ) ,Q
X-̂Xq X—0

boiadi. Demak, Vxe R da /'(x ) = (x |x|)' = 2 |x|.

4- misol. Aytaylik,

/ W -
X ■ sin 1 , agar x ^0  bo'lsa.

0, agar X = 0 boisa 

boiib, Xo = 0 boisin. Unda
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X - X q  X - 0  X

bo'lib, uning JC -> 0 dagi limiti mayjud emas. Demak, berilgan funksiya 
Xq = 0 nuqtada hosilaga ega emas.

2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f(x) 

funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lib, (xq - 5, Xq ) c  Z , (8 > 0) 

bo'lsin.
2- ta’rif. Agar ushbu

Um
X— X" ~X q

limit mavjud bo'lsa, bu limit / (x) funksiyaning x„ nuqtadagi chap 

hosilasi deyiladi va /'(xq - 0) kabi belgilanadi:

/'(X o-0)=  lim
x-»jqQ-0

Aytaylik, /(x) funksiya X<zR to'plamda berilgan bo'lib, 

(xq, Xq + 8) c  X, (8 > 0) bo'lsin.

3- ta’rif. Agar ushbu

lim
X—>̂0+0 X—Xq

limit mavjud bo'lsa, bu limit / (x) funksiyaning Xg nuqtadagi o ‘ng 

hosilasi deyiladi va /'(xq + 0) kabi belgilanadi:

/'(Xo+ 0)= Um
x:-»X6+0 X-Xfl

Masalan, /(x ) = |x| funksiyaning jcq = 0 nuqtadagi o'ng hosilasi 

/'(+0) = 1, chap hosilasi /'(-0) = -1 bo'ladi.
Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:
1. Agar/(x) funksiya x̂  nuqtada fix ,) hosilaga ega bo'lsa, u holda 

bu funksiya Xq nuqtada o'ng /'(xq+0) hamda chap /'(Xq-O) hosila
larga ega va /'(xq - 0) = /'(xq ) = /'(xq + 0) tengliklar o'rinU bo'ladi.

2. Agar/(x) funksiya Xq nuqtada o'ng/'(>q)+0) hamda chap f'(,XQ-0) 
hosilalarga ega bo'Ub, f ix ,  -0) = /'(xq +0) bo'ka, uholda/(x) funk

siya nuqtada/'(Ab) hosilaga ega va /'(x« - 0) = /'(xq ) = /'(xo + 0) 
tengliklar o'rinli bo'ladi.
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3°. HosUaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz qilaylik, 
/ (x) funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Xq e {a, b) nuqtada /'(xq) 
hosilaga ega bo‘lsin. B u/(x ) funksiyaning grafigi 5-chizmada 
tasvirlangan r  egri chiziqni ifodalasin.

Bu r  chiziqda Mq{xq, >-0), M(x, ;/) nuqtalarni olib, ular orqali 
o‘tuvchi / kesuvchini qaraymiz.

^ o (^ o ,/(^ o ))e r , M (x ,/(x ))£ F , M -> A/q da I kesuvchi 
limit holati F chiziqqa Mq nuqtada 0 ‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, q> burchak Ax ga bog‘liq: cp = (p(Ax) ./(x) fimksiyaning 
grafigiga Mq nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

lim ffl(Ax) = a
A;c-̂0 ̂

ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda a - urinmaning OX 0 ‘qining 
musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan burchagi.

MqMP uchburchakdan:

M P  _ / ( x o + A x ) - / U o )

M .P Ax

v(Ax) = arctgbo‘lib, undan

bo‘lishi kelib chiqadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz;

lim ,p(Ax) = lim arctg =
Ax->0 Ax-̂0
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= arctg
Ax-íO Ax

Demak, Ax ̂  O da (p(Ax) ning limiti mavjud va

a = arctg/'(xo) .

Keyingi tenglikdan

/ '( xq) = tga

bo'lishi kelib chiqadi.
Demak, fiinksiyaning Xq nuqtadagi / '(xq) hosilasi urinmaning 

burchak koeflfitsiyentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

= / U o )  + / ' U o ) U - X o )

ko‘rinishda bo'ladi.
Aytaylik, P nuqta to'g'ri chiziq bo'ylab s = í(/) qonun bilan 

harakat qilsin, bunda t — vaqt, s — o'tilgan yo‘l. Agar vaqtning va 
Í2 (/, < ¡2) qiymatlaridagi o'tilgan yo‘l s(r,), 5(̂ 2) bo'lsa, unda ushbu 
nisbat

s{t2)-sUi)

h~h
[r¡, 2̂] vaqt oralig'idagi o'rtacha tezlikni ifodalaydi.

Quyidagi

lim
/2 — +0

limit harakatdagi nuqtaning vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.
Demak, harakatdagi P nuqtaning t vaqtdagi v{t) oniy tezligi, s{t) 

0 ‘tilgan yo'lning hosilasidan iborat bo'ladi:

u(0 = s'it).

4°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, 
fix) funksiya {a, b)ciRáa berilgan bo'lsin.

Teorema. Agar /(x) funksiya Xq e {a, b) nuqtada chekli /'(xq) 
hosilaga ega bo'lsa, u holda/ (x) funksiya Xq nuqtada uzluksiz bo'ladi.

< Aytaylik,/(x) funksiya x̂  e (a, b) nuqtada chekli f'{x^ hosilaga 
ega bo'lsin. Ta’rifga binoan

/'(X .) = lim = lim
Ax-»0  AX Ax-^0 AX
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bo'ladi. Endi a - / '( xq)

deb belgilaymiz. Ravshanki,

Ax O da a  -> 0.

Keyingi tengliklardan topamiz:

A/(Xo) = / '(x o ) • Ax + aAx.

Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan

lim A/(Xq ) = O
Ax->0

bo'lishi kelib chiqadi. Bu/ (x) funksiyaning Xq nuqtada uzluksiz ekanini 
bildiradi. ►

E s la tm a . Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz boiishidan uning 
shu nuqtada chekli hosilaga ega boiishi har doim ham kelib chiqa- 
vermaydi. Masalan, / (x) = |x| fiinksiya x = O nuqtada uzluksiz, ammo 
u shu nuqtada hosilaga ega emas.

Mashqlar

1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi

f{x)-x4x, /(x ) = 3''sinx 

funksiyalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu

 ̂ I  x^, agar X - ratsional son bolsa,

[-x^, agar X - irratsional son bolsa,

funksiyaning x = O nuqtada hosilasi mavjud boiishi isbotlansin.

20- ma*ruza 

Hosilani hisoblash qoidalari

1°. Ikki funksiya yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining 
hosilasi. Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a, b)c.R da berilgan 
boiib, Xq e (a, b) nuqtada /'(Xq) va ¿{xq) hosilalarga ega boisin. 
Hosila ta’rifiga ko‘ra

ya’ni Ax O da / '( jc q )
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hm -- 7—--- = J  {Xq),
X->Xq X  — Xq V /

(2,
X~>Xq  ̂ *

bo‘ladi.

1) f (x ) ± g(x) funksiya Xg nuqtada hosilaga ega bo'lib,

(/(X ) ± ^(x));^ = f'(Xf^)±g'(Xo)

bo'ladi.

<  F(x) = f ix )  ± g(x) deb topamiz:

F{x)-F(xq) _  /(x)-/(xq) ^  g(x)-g(xo)

X - X q X - X q ~  X - X f ,

Bu tenglikda x ^ X q da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2) 
munosabatlami e’tiborga olsak, unda

lim  = lim / W i Z W  ±
X— X Xq X— X —

± l i m * i i h f i > = r K ) ± ^ - ( ; ^ , )
X^XQ X - X q

bo'Ushi kelib chiqadi. Demak,

P'(Xo) = (f(x)±g(x)y^^ = f(Xfi)±g(Xo). ►

2) f (x )  ■ g(x) funksiya Xq nuqtada hosilaga ega bo'lib,

( f ix )  ■ .?(x));^ = /(X o ) • + / ( ^ )  • g ( ^ )

bo'ladi.

<  0>(x) = f (x )  g(x) deb

g>(x)-«i>(xo)

X - X q

nisbatni quyidagicha ko'rinishda yozib olamiz:

q>(x)-4>(xo) ^  fix)-f(x2) s ^ g(x)-g(xo) . . .  ^
X - X q X - X q

So'ng X -> Xq da limitga o'tib topamiz:
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. ita  / - í í b W  н. lim í í i b íW  . / м  =
x->xQ x-Xq x̂ xfí л:-л:о

= f 'M  ■ síXq) +/(Xq) ■ g'(XQ).

Demak,

Ф'(хо) = (fix ) ■ g(x))'xo = / '(^ 0) • g(Xo) + f{Xf¡) • я'(ль) • ►

f  (^)
3) funksiya (g(xo)í^O) Xq nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

JM
g(x)

f'(4)g(Xo)-f{Xo)g'{XQ)

yxo r ( x o )

boMadi.

■4 Modomiki, g(xo) Ф O ekan, unda nuqtaning biror atrofidagi 

X larda g(x) O boiadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

/(x)_/(xo)

g(x) gjxp) ^  /(x) g(XQ )-f(XQ )-g(Xp ) + / ( X o )  g(XQ ) - / ( x q  ) g ( x )  _

я(х) ,?(xo) (x-xo)X - X o

1
/

g ( x ) g ( x o ) X - X o X - X o

Bu tenghkda x -> Xq da limitga o‘tib, ushbu

f ( x )

g ( x )

^  / ' ( X Q ) g ( X o ) ~ / ( X o ) g ' ( X o )  

7x0

tenglikka kelamiz. ►
1- natija. Agar/ (x) funksiya Xq nuqtada/'(xq) hosilaga ega bo‘lsa, 

c-f{x) funksiya (c = const) Xq nuqtada hosilaga ega bolib,

boiadi, ya’ni o'zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chiqarish 
mumkin.

2-natija. Agar / j(x ) ,/ jíx ) ,...,/„(x) funksiyalar Xg nuqtada 

hosilalarga ega bolib, c¡, C j,..., c„ o‘zgarmas sonlar bolsa, u holda
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[cjy (x) + C2 /2  (x) +... + c„f„ (x))'x<, = ) + ... + c„/;(a¡) )

bo‘ladi.
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, ;; = f{x) 

funksiya Xci R to'plamda, g(y) funksiya {/(x) | x e X} to‘plamda 

berilgan bo'lib, Xq e X  nuqtada /'(Xq) hosilaga, y,, e {/(x) | x e A"}

nuqtada (jq =/(xo)) à''(>'o) hosilaga ega bo‘lsin. U holda g(f(x)) 
murakkab funksiya Xq nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(g (/(x ))L  =g'(f(Xo)) f'(Xo)
bo‘ladi.

■4 gO') funksiyaning nuqtada hosilaga ega boUganligidan

- g(yo ) = g'iyo ) ■ (Ĵ  - Jo) + « • (j' - J'o ) 
bo'lishi kelib chiqadi, bunda

y = fix ), 7o = f(xo ) va 3; -> ^0 da a 0 .

Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — x,, ga bo‘lib topamiz;

gif(.X))-g(f(Xo)) _ N) . / ( x ) - / ( x q )  ^  ^  / ( x ) - / ( X q )

X-Xq X-Xo X~Xo

Bundan X -> Xq da limitga o‘tib,

(g (/(x ))¿  -g'(/(Xo)) /'(Xo)

tenglikka kelamiz. ►
3°. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = /(x) funksiya 

(a, b) da berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) 
bo‘lib, 6 (a, b) nuqtada/'(xq), (f (x )̂ ^0) hosilaga ega bo'lsin. U

holda x=f~\y) funksiya (3̂ 0 = /(xo)) nuqtada hosilaga ega va

1
-•̂0 /'(Xq)

f'Hy)

bo‘ladi.
Ravshanki,

/(x ) - /(Xo ) = /'(Xo )(x - Xq ) + a(x - Xq ) 

bo'lib, X Xq da a 0 boiadi. Bu tenglikdan

y-ya^ /'(xo ) [ / “‘ (j) -  f~̂  (Jo )] -  oc[/~‘ (ĵ ) -  /'*  (̂ 0 )
== /~‘ (> ')- /“* (j'o )][ /'(^o ) + ot]
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y-yi) f'(xo)+a

bo'lishi kelib chiqadi.
Keyingi tenglikda y da limitga o'tib topamiz:

ifodaga kelamiz. Bundan esa

/ '(y)
1

•J.VO f '(Xo ) '

4 ° .M is o lla r . 1-mi.sol. (x“ )'=ox“-' bo'ladi, ae R ,x> 0. 

Aytaylik, X > 0 bo'lsin. Unda f{x) = x“ funksiya uchun

( x + A x ) “ - x “ ^ „ _ i
i l + ^ 1

X

a

- 1

Ax Ax

X

bo'lib, Ax 0 da (x“ ) = ax“ ' bo'ladi. ►

2- misol. (a"') = In a bo'ladi, a > 0, x e R. 

■4 fix ) - a"" funksiya uchun

^x+/U _^x
=

Ax Ax

bo'lib, Ax -> 0 da ia^ 1 = oMn a bo'ladi. ►

3-misol. (sinx)' =cosx, (cosx) =-sinx bo'ladi, x g 

4 fix ) = sin X funksiya uchun

. Ax
sin(x+Ax)-smx » 1  . A x
— --- ---- = 2--- sm — cos

Ax Ax 2

Ax Sin-“
x  +  — =  - COS X +

2 , Ax \

bo'lib, Ax 0 da (sinx)' = cosx bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash 

(cosx) =-sinx bo'lishi topiladi. ►

4- misol. (log„ x)' = bo'ladi, a > 0, a it I, x > 0.
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4  f ( x )  = log„ X funksiya uchun

log„(x+Ax)-logo(x)
Ax

bo‘Ub, Ax -» 0 da

= “ logfl (l + — ) = - loga 
Ax \ X  J X

X

Ax

bo'ladi. Xususan, (lnx)' = ^  bo'ladi. ►

5- misol. (arctgx)' = ^ - 5- bo'ladi.
l+x'̂

< Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan 

(3; = arctgx, x = tg j)

y' = (arctg x)' = 7- ^ ; = cos  ̂y = — ^  ^
(tg.v) l+tg^y l+x̂

bo'ladi.
Xuddi shunga o'xshash,

(arcsin x)' = , (x g (-1,1)),
Vl-X̂

(arccos x)' = - n=L=, (x e (-1, 1)),
Vl-x̂

(arcctgx)'= *
l+x̂

bo'ladi. ►
6- misol. Faraz qilaylik,

y  =  [ « (x )f^ ''\  ( m( x ) > 0 )  

bo'lib, u'ix) va v'(x) lar mavjud bo'lsin. U holda

([M(x)f^"0' = [uix)p^^ [i;'(x)ln«(x) + ^ « '( x )  

bo'ladi.
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A Ushbu y = ni logarifmlab,

In j = u(x)lnM(A:) 

ga ega bo'lamiz, so'ngra murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash 
cioidasidan foydalanib topamiz:

^ y '  = v'ix)\nu{x) + v(x )-^yu '(x ),

y v'(x) ■ ln«(x) + v{x)
vjx)

u(x)
u\x)

m(x )J
|U(X)

u'(x) In «(x) + u\ x)
u(x)

Bu ,D-1
(3)

Icnglikdan, y= u" funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi 
ki'lih chiqadi; y = u" funksiyaning hosilasi ikki qo'shiluvchidan iborat
l)o‘lil), l)irii)clii qo'shiliivchi w" ning ko'rsatkichh funksiya deb olingan 
hnMl;i,‘,if.',a (huiuiii mhos i/(x) o'zgarmas deb qaraladi), ikkinchi qo'shi- 
liivchi 1‘sn u" iiiiif, darajali funksiya deb olingan hosilasiga (bunda 
tlanija ko'rsalkich i;(x) o'zgarmas deb qaraladi) teng bo'ladi.

7-misol. Ushbu / (x )  = x' ,̂ g{x) = 
funksiyalarning hosilalari topilsin.

4  (3) formuladan foydalanib topamiz:

/ '(x ) = (x^ ) =: X^ • In X + X • X '̂* = X* (In x+ l),

g'(x) = 1 = x (̂^> • In X • f\x) + fix ) ■ =

^x^"" ■kix (x^(hix + l)) + x'^ =

= x^"^^-*(x^ hix(lnx + l) + l).

5°. Hosiialar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini 
ifodalovchi formulalarni keltiramiz:

1. (Cy = 0, C = const.

2. (x“ )' = a •x “-^ aeR ,  x > 0.

(x''y = nx ' '-\neN,xeR.
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3. = Ina, Ö>0, xe R. 

(e^y^e\ xe R.

4. (log^x)' =^-~ , ö>0 , ö ^ l ,  x>0. 

(lo g jx l) ' = ^ ,  a>0, a ^ l ,  x^O. 

(ln x) = —, X > 0.
X

(ln |x|)' = 1 , X 7t 0.

5. (sinx)' = cosx, xe R.

6. (cosx)'= -sinx, xeR .

7.(tgx)' = — X9¡=j + nn, ne Z.
cos X 2

8.-(ctgx)' = -- X Ф nn, ne Z.
c in '^ Vsin X 

1
9. (arcsinx)' = -^===, |x|<l.

V Ï- X

10. (arccosх)' = - - Д = , |х|<1.
Vl-x2

11. (arctgx)' = xeR .
\+x̂

12. (arcctgx)' = -- Ц-, xe R.

13. (shx)' = chx, xeR.

14. (chx)' = shx, XG /г.

15. (thx )'= — xeR.
cĥ x

16. (cthx)' = --XTtO.
sh-̂x
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Mashqiar

1. Aytaylik,/(x) funksiya (-a, á)c: R da berilgan va f'(x) hosilaga 
ega bo'lsin. Agar /(x) juft funksiya boisa, f'(x) ham juft funksiya 
boiishi isbotlansin.

2. / (x) funksiya R da berilgan boiib, f'(x) hosilaga ega boisin. 
qanday nuqtalarda |/(x)| funksiya hosilaga ega boiadi?

3. Ushbu <I)(g(/'))

iiiiirakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

21- ma’ruza 

Asosiy teoremalar

1°. Hosilaga ega boigan funksiyalar haqidagi teoremalar. Bu
(i'orcinalar funksiyalami tekshirishda muhim rol o'unaydi.

l-fcorenia. (Fcrma teoremasi.) /(x) funksiya X aR  to'plamda 

líenle,an. V|)( .V iui(|taiiing atrofi uchun (xq ) = (.x̂, - 5, Xg + §) c  Z , 
(iS ■ 0) l)()iil), (|uyiilae,i sharllar bajarilsin:

1)V.\. d a /(x )^ /(x o ), (/(x )> /(xo )) ,
2)./'(a'o) mayjud va chckii boisin.

U holda y '(x„) = 0 boiadi.

A Aytaylik, Vx e í/g(xo) da /(x ) < /(xq) boisin. Ravshanki, 
bu holda

/ ( x) - / ( xq) < O
boiadi.

Shartga ko'ra, /(x) fiinksiya Xg nuqtada chekli f'{x̂ y) hosilaga 
ega. Shuning uchun

Ito, ii„  / J i h / W
X— X  Xq X— +0 X —JXq  X—>JCq —o X — Aq

bo'ladi. Ayni paytda, x > Xq bo'lganda

lim = / '( . . ) <  o,
X  Xq X —>Xq+0 X —Xq

X < Xq bo'lganda

X  Xq X-^Xq -O X “ Aq

bo'üshidan / '( ^ )  = O ekani kelib chiqadi. ►
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2- teorema. (Roll teoremasi.) Faraz qilaylik,/(x) funksiya [a, b] da 
berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) f{x)eC[a,b],

2) Vx e {a, b) da /'(x) mayjud va chekli,

3) f ia ) = f{b) bo'lsin.

U holda shunday x̂  s {a, b) nuqta topiladiki, bunda f'{x^ = 0 
bo'ladi.

4  Shartga ko'ra / (x) g C[a, b]. Unda Veyershtrassning ikkin

chi teoremasiga ko'ra /(x) funksiya [a, b] da o'zining eng katta va 
eng kichik qiymatlariga erishadi, ya’ni shunday c¡, Cj nuqtalar

(cj, Cj G [a, b]) topiladiki,

/(c, ) = max{/(x) I X G [a, 6]},

/(C 2 ) = m in{/(x) I XG [û, è]}

bo'ladi.

Agar /(c j) = /(c j) bo'lsa, unda [a, b] da /(x) = const bo'lib, 

Vxq g {a, b) da /'(xq) = 0 bo'ladi.

Agar / (q )  > f ic j)  bo'lsa, u holda /(a ) = f{b) bo'lganligi sa

babli / (x) funksiya/(Ci) hamda/ qiymatlaming kamida bittasiga 

[a, b] segmentning ichki Xq {a < Xq < b) nuqtasida erishadi. Ferma 

teoremasiga binoan /'(xq) = 0 bo'ladi. ►

3- teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz qilaylik, / (x) funksiya 
[a, b] da berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin;

1) / ( x ) g C [û , b],

2) Vx G {a, b) da /'(x) hosila mavjud va chekli bo'lsin.

U holda shunday c e (a, b) nuqta topiladiki,

fib )- f(a ) = f'(c)(b-a)
bo'ladi.

< Ushbu

F (x ) ^ f (x )- f ( a )- l^ ^ l^ (x - a )  (1)

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 
qanoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
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F\x) = f i x )  -
b-a

bo‘ladi. Roll teoremasiga binoan, shunday c (c e {a, b)) nuqta topila

diki, bunda

r (c ) = 0 (2)

bo'ladi. (1) va (2) munosabatlardan

b~a

ya’ni f{b)-f{a)^ f'{c){b-a)

bo‘lishi kelib chiqadi. ►
1-natija. Aytaylik, f{x) ftinksiya {a, b) da/'(x) hosilaga ega 

bo‘lib, Vx 6 {a, b) da /'(x) = 0 bo‘lsin. U holda Vx e {a, b) da 

/ (x) = const bo‘ladi.

X ,  X q G  {a, b) ni olib, chekkalari x va X q bo'lgan segmentda 

/(x) funksiyaga Lagranj teoremasiiii qo‘llab f(x) = /(xq) = const 

bo'lisliini topamiz. ►
2- natija./'(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da f\x), ¿{x) hosilalarga ega 

bo‘lib, Vx G {a, b) da f'{x) - g'(x) bo'lsin. U holda Vx g  (a, b) da 

/(x ) = g(x) + const bo‘ladi.

A Bu natijaning isboti /(x ) - g{x) fimksiyaga nisbatan 1-natijani 
qo‘llash bilan kelib chiqadi. ►

4- teorema. (Koshi teoremasi.) Aytaylik, / (x) va g(x) funksiyalar 
quyidagi shartlami bajarsin.

1) f{x)eC[a,bh gix)eC[a,b];

2) VxG (a, b) da /'(x) va g'{x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vx G {a, b) da ¿"'(x) i=- 0 bo‘lsin.

U holda shunday c g  {a, b) nuqta topiladiki,

/(¿>)-/(fl) _  f\c) 

g(b)-g{a) g'(c)

bo‘ladi.

•4 Awalo g(b) ^ g(a) bo'lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki 

g(b) - g{a) bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday 

c G (a, b) nuqta topilar ediki, g'{c) = 0 bo‘lar edi. Bu 3- shartga zid.
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Quyidagi

0(x) = f ix )-  fia ) - [g(x) - g{a)l (x s [û, é])

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday c e {a, b) 
nuqta topiladiki,

0 '(c) = 0 (3)

bo‘ladi. Ravshanki,

(3) va (4) munosabatlardan

va’ni f(b)-f(a) ^ r j ^
 ̂ g(b)-g(a) g'ic)

boiishi kelib chiqadi. ►

1- misol. Vx', x'e R uchun | sin x' - sin x ' | < | x' - x" | teng- 

sizhk isbotlansin.

< Aytaylik, x' < x ' boisin. /(x ) = sin x ga [ x', x ' ] da Lagranj 

teoremasini qoilaymiz. Unda shunday c e (x', x") nuqta topiladiki,

I sin x '- sin x" I = |cosc| • (x '-x ')

boiadi. Agar Vîe  P da | cosr| < 1 ekanini e’tiborga olsak, u holda 
yuqoridagi munosabatdan

I sin x' - sin x ' I < I x' - x ' 1, (Vx', x" 6 R) 

boiishi kelib chiqadi. ►
2- misol. Ushbu

> 1 + X
tengsizlik isbotlansin.

■4 Aytaylik, x > 0 boisin. Unda /(/) = e' funksiyaga (0, x] da 
Lagranj teoremasini qoilab topamiz;

-gO =e"(x-0), ce (0, x ).
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Agar c > 0 da > 1 bo'lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi 
munosabatdan > I + x bo'hshi kelib chiqadi.

Agar X < 0 bo'lsa, unda /(/) = e' funksiyaga [x, 0] da Lagranj 
teoremasini qo'llab,

-e® =e"(0-x)

ni va —X > 0, < 1 bo'lishini e’tiborga olib, > I + x ekanligini 
topamiz.

Ravshanki, x = 0 da = 1. Demak, Vx e 7Î da e* > 1 + x. ►
3- misoL Ushbu

£2—b . Cl Û—b <Y\ L \
—  < In - < — -, {0<b<a) 

a b b

tengsizlik isbotlansin.

■4 [b, a\ segmentda/ (x) = ln(x) funksiyani qaraymiz. Bu funksiya

shu segmentda uzluksiz va {b, a) da /'(x ) = ^  hosilaga ega.

Binobarin, Lagranj teoremasiga ko'ra shunday c (b < c < a) nuqta 
topiladiki,

Ino-lnè _ 1
“T-6 c

bo'ladi. Ravshanki,

 ̂ b <c< a= ^~ <- <- .  (6)
a c b

(5) va (6) munosabatlardan

a-b , a a-b
--< In - <

a b b

bo'lishi kelib chiqadi. ►
2°. Funksiya hosilasinig uzilishi haqida. Faraz qilaylik, /(x) 

funksiya {a, b) ning Xq nuqtasidan boshqa barcha nuqtalarida /'(x) 
hosilaga ega bo'lib, funksiya Xq nuqtada uzluksiz bo'lsin.

Agar hm f'{x) - b limit mavjud bo'lsa, u holda/(x) funksiya
x-*xq-0

Xq nuqtada chap hosila /'(xq - 0) ga ega bo'lib, /'{xq - 0) = b bo'ladi. 

Agar lim /'(x ) = d limit mayjud bo'lsa, u holda/ (x) funksiya
a:->xo+0

Xq nuqtada o'ng hosila /'(Xp + 0) ga ega bo'lib, f'(x^ + Q) = d 
bo'ladi.
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A Aytaylik, Ax íé 0 va X(¡ + Ax e (a, b) bo‘lsin. Lagranj teore- 

masidan foydalanib topamiz:

Endi lim f'(x) = b
X->Xq-0

mavjud bo‘lsin deylik. Unda

lim /'(x ) = lim /'(x ) = lim /'(xq + Ax) = b
x-»;co-0 x~xo->-0 Ax-̂-0

bo lib, Ax —> 0 da f  (xq + 0 * Ax) —> b,

ya’ni Ax ^  —0 da /(^o+^)~/(^o) ¿
Ax

bo‘ladi. Demak, /'(xq -0) = b. Shunga o‘xshash, /'(xq +0) = d

bo'lishi ko‘rsatiladi. ►
Aytaylik, fix) funksiya Xq nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda, 

ravshanki,

/'(xo-0) = /'(xo+0) = /'(xo) 
bo'ladi. Ayni paytda,

lim /'(x ), lim f'(x)
x-»x<)-0 x-iXo+0

limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan

lim f'(x ) = lim f'(x ) = /'(xo )
x->x))+0

bo‘lishi kelib chiqadi.
Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi; agar/ (x) íünksiya (a, b) da 

/'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu/'(x) hosila birinchi tur uzilishga 
ega bo‘loknaydi.

Boshqacha aytganda, har bir XqS (a, b) nuqtada /'(x) funksiya 
yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi.

4-misol. Ushbu

f(x ) =

iunksiyani qaraylik.
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■4x^0 boigan holda quyidagiga ega boiamiz: 

f\x) = 2x sin - - eos - .
X  X

X = o boigan holda hosila ta’rifiga ko‘ra

2 • 1 X sm-
/'(0 ) = lim = O

x-^O X

boiadi. Demak, f'{x) funksiya R da aniqlangan va x O da uzluksiz 
boiadi. /'(x) hosila x - O nuqtada ikkinehi tur uzilishga ega boiadi, 
ehunki X O da

/'(x ) = 2x sin - - eos i
X  X

funksiya limitga ega emas. ►

Mashqiar

1. Agar /(x) funksiya {a, b) da chekli /'(x) hosilaga ega boisa, 
uning shu {a, b) da tekis uzluksiz boiishi isbotlansin.

2. Agar /(x) va ^x) funksiyalar x >X(, da chekli hosilalar: f'{x), 
g'(x) ga ega boiib,

/ . /(xo) = g(xo), x>Xo da f'(x)>g\x)

boisa, u holda x > Xq da /(x) > g(x) boiishi isbotlansin.
3. Vx > — 1 uehun

^ < ln(l + x )<x
l+x

tengsizliklaming o‘rinli boiishi isbotlansin.

22-ma’ruza 

Funksiyaning differensiali

1°. Funksiya diñerensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, /(x) ftink- 

siya {a, b) da berilgan boiib, Xq e {a,b), Xq + Ax g (a,b) boisin.

Ma’lumki, A / (x o )  = / ( x q  + A x )-  / ( x q )  ayirma/ ( x )  funksiya

ning x̂  nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
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/- ta’rif. Agar A/(jCo) ni ushbu

A/ ( Xq ) - a ■ Ax + aAx

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, /(x) funksiya Xq nuqtada 
difFerensiallanuvchi deyiladi, bunda A = const, Ax ̂  0 da a -> 0.

Teorema. /(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lishi uchun uning shu nuqtada chekli /'(x) hosilaga ega bo'hshi 
zarur va yetarli.

< Zarurligi. f{x) iunksiyaxe (a, b) nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lsin. Ta’rifga binoan,

A/(x) = y4 • Ax + aAx

bo'ladi, bunda A = const, Ax 0 da a -> 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

Afix)

Ax
= A + a,

hm = lim (/Í + a) = A.
Ax-̂ O Ax Ax->0

Demak, /'(x) mavjud va /'(x) = A.
Yetarliligi. /(x) funksiya x g {a, b) da chekli /'(x) hosilaga ega 

bo'lsin. Ta’rifga ko'ra

/-(X) = lim /<^-^^)-/<^> = lim ^
Ax->0 Ax Ax->0 Ax

bo'ladi. Agar

Ax

deyilsa, undan

Afix.) = /'(x ) • Ax + aAx

bo'lishi kelib chiqadi, bunda Ax 0 da a -> 0. Demak, / (x) funksiya 
differensiallanuvchi. ►

2- ta’rif. Funksiya orttirmasidagi /'(x¿) • Ax ifoda /(x) funksiya
ning Xq nuqtadagi differensiali deyiladi va df (xq) kabi belgilanadi:

#U o)- /'U o)-A x .

Aytaylik, X G {a, b) nuqtada differensiallanuvchi/ (x) funksiyaning 
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chiziqni ifodalasin;
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6- chizma.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki,
DC ,

boiib, DC = tga - AC = f\x) -Ax boiadi.
Demak,/(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya gra- 

figiga (x, / (x)) nuqtada oikazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar 
ekan.
' Faraz qilaylik, f{x) = x, xs R boisin. Bu funksiya differen- 

siallanuvchi boiib, i^(x) = (x )'• Ax = Ax , ya’ni dx = Ax boiadi. 
Demak, (a, b) da differensiallanuvchi/(x) funksiyaning differensialini

df{x) = f\x)dx

ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Endi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz:

1. i/(x“) = ax““*i/x, (x>0).

2. = fl* • Ino ■ Í&, (fl>0, fl^^l).

3. d{\oĝ  x) = ;^loga edx, (x > 0, a > 0, 1).

4. i/(sinx) = cosxJx.

5. d(cos x) = - sin xdx.

6. i/(tgx) = —\—dx, {xi^^ + kTz, A: = 0, ±1,...).
coŝ  X ^
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7. í/(ctgx) = -—\—dx, {x^kn, /c = O, ± 1,...).
sin X

8. í/(arcsin x) =  ̂ dx, (-1 < x < 1).
yjl-x̂

9. ¿/(arccos x) = - ,  ̂ dx, (-1 < x < 1).

10. í/(arctgx) = -~dx.
l+x̂

11. í/(arcctgx) = -- i-yíZx.
l+x'̂

12. c?(shx) = chxdx.

13. ¿/(chx) = shxí/x.

14. í/(thx) = —\—dx.
ch'̂  X

15. úf(cthx) = -- \—dx, (x5tO).

2°, Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz qilaylik,/(x) 
va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo'lib, x e {a, b) nuqtada 
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x e {a, b) da

1) d{c ■ /(x )) = cdf{x), c = const;

2)d{f{x) + g{x))^df{x) + dg{xy,

3) d{f{x)gix)) = g{x)df{x) + f{x)dg{xy, 

g{x)df(x)-f{x)dg{x)
4) d

J(x)

bo'ladi. Bu tasdiqlardan birini, masalan 3- sini isbotlaymiz.
< Ma’lumki,

d{fix)g{x)) = {f{x)g{x))'dx.

Agar

(/(x)g(x))' /'(x)g(x) + /(x)g '(x) 

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz: 
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d{f{x)g{x) = (/'(x)g(x) + f{x)g’{x))dx =:

= g{x)f\x)dx + f{x)g\x)dx = g{x)df (x) + f{x)dg{x). ► 

Faraz qilaylik, y=  f{x) funksiya XciR  to'plamda, gCv) funksiya 

Y 3 {/(x) : xs X} to'plamda berilgan bo'lib, f'(y) va g'(y) hosila

larga ega bo'lsin. U holda

d{g{f{x)))^g\f{x))df{x)

bo'ladi.
•4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda

lanib topamiz:

ii?(g(/(x))) = dx = g\f{x)) ■ f\x)dx = g\f{x)) ■ df{x). ►

1- misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu /(x ) = x - 3x  ̂funksiyaning 

Xq = 2 nuqtadagi differensiali topilsin.
4  Bu funksiyaning Xq = 2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:

A/(2) = /(2  + Ax)-/(2) = 2 + Ax -3(2 + Ax)2 -2+12 =

= -11 ■ Ax - 3Ax̂  = -11 • Ax + (-3Ax) • Ax.

Demak, # (2 ) =-11 i/x. ►

3% Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiya diflferen- 
siali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, /(x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib, Xq e {a, b) 
nuqtada chekli /'(xq) hosilaga (f'(x^ ^ 0) ega bo'lsin. U holda 
Ax-^0 da

A/ (xo ) = /'(xo ) • Ax + o(Ax)

bo'ladi.
Ayni paytda,/(x) funksiya Xq nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, 

uning differensiali

^/Uo) = /'(xo)A x

bo'ladi. Ravshanki,

A/(xo)-i//(Xo) = o(Ax)

bo'lib. Ax 0 da

A/(Xo)-#(xq)  ̂Q 
Ax
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A/(xo) = # ( xq),

ya’ni

/(X q + Ax) « /(xo) + /'(^o)'Ax (1)

taqribiy formula hosil boiadi. (1) formula Xq g {a, b) nuqtada diffe- 
rensiallanuvchi fix) funksiyaning Xq nuqtadagi orttirmasi A/(x^) ni 
uning shu nuqtadagi differensiali df (x,,) bilan almashtirish mumkin- 
ligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasi 
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksiyasi 
boigan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chiziqli 
funksiyasi bolishidadir.

(1) formulada Ax = x - Xg deyilsa, unda

/(x ) - /(xo) + /'(xo)(x-Xo) (2)

boiadi.
2- misol. Ushbu sin 29° miqdor taqribiy hisoblansin.

■4 Agar / (x) = sin X , Xq = 30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

sin 29° - sin 30° + cos 30° • (29° - 30°) • ^ -  = 0,5 - ~  ^  - 0,4848 

boiadi. ►
Ma’lumki, Xq e (a, b) nuqtada differensiallanuvchi / (x) funksiya 

grafigiga (X(,,/(xo) nuqtada olkazilgan urinmaning tenglamasi quyi
dagi ko‘rinishda yoziladi:

3̂ = /(xo) + /'(jCo)(^-^o)-

Demak, (2) taqribiy formula geometrik nuqtayi nazardan,/(x) funksiya 
ifodalagan egri chiziqni Xq nuqtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya 
grafigiga (xq, / (Xq)) nuqtada olkazilgan urinma bilan almashtirish 
mumkinligini bildiradi.

(2) formulada Xq = 0 deyilsa, u ushbu

/ (x )» / (0 )  + /'(0)x (3)

ko'rinishga keladi.

/ (x) funksiya sifatida (1 + x)“ , Vl + x, , ln(l + x), sin x, tg x 

funksiyalami olib, ularga (3) formulani qollash natijasida quyidagi 
taqribiy formulalar hosil boiadi:

ga ega bo‘lamiz. Natijada
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(1 + x)“ = 1 + occ, ln(] + x) = x,

Vr+X = 1 + i  X , sin X = X,

e ^- l + x , tgx-x.

Mashqlar

1. Aytaylik, « va ü lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib, 
ulaming differensiallari du va dv bo'lsin. U holda ushbu

y - arctg - + In
V

funksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu

X arctg agar x^O  bo‘lsa.

0, agar X = 0 bo‘lsa 

funksiya X() = 0 nuqtada düTerensiallanuvchi boiadimi?

3. Ushbu \JhÔ2, yjl,002

miqdorlaming taqribiy qiymati topilsin.

23- ma’ruza

Funksiyaning yuqori tartibli liosila va difTerensiallari
1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, f  (x) 

funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e {a, b) da f'{x) hosilaga ega 
bo'lsin. Bu /'(x) funksiyani g(x) orqali belgilaymiz:

g(x) = /'(x ), (xe (a, b)).

1- ta’rif. Agar Xq ê (a, b) nuqtada g(x) funksiya g'(xo) hosilaga 
ega boisa, bu hosila /(x) funksiyaning Xq nuqtadagi ikkinchi tartibli

hosilasi deyiladi va/"(xo) yoki kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, /(x) ning 3-tartibli /'"(x), 4-tartibli 
f^^{x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.
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Umuman,/(x) funksiyaning n- tartibli hosilasi bo'lgan f("\x) ning 
hosilasi f{x) funksiyaning («+1)- tartibli hosilasi deyiladi:

= (/<"> (X))'-

Odatda,/(x) funksiyaning/"(x),/'"(x), ... hosilalari uning yuqori 
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki,/(x) funksiyaning 
X  e {a , b ) da n- tartibh hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu 
nuqta atrofida 1-, 2-,..., (n—l)- tartibli hosilalari mavjudhgini taqoza 
etadi. Ammo bu hosilalaming mavjudligidan n- tartibli hosila mavjud
ligi, umuman aytganda, kelib chiqavermaydi. Masalan,

funksiyaning hosilasi f'{x) = | x | bo'lib, bu funksiya x = 0 nuqtada 

hosilaga ega emas, ya’ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi 
tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibh hosilasi esa mavjud emas.

1- misol. /(x ) = bo'lsin, a > 0, X G /?. Bu funksiya uchun

lna)' = fl^(lno)^

umuman

=o^(lna)" (1)

bo'ladi. (1) munosabatning o'rinli bo'hshi matematik induksiya usuli 
bilan isbotlanadi.

2- misol. /(x ) = sin X bo'lsin. Bu funksiya uchun

(sin x)' = cos X = sin X + ̂ j ,

(sin x)' = (cos x)' = - sin X = sin |x + 2 ̂  .

Umuman, (sin x)̂ "̂  = sin ^ ̂  j

bo'ladi. Shunga o'xshash.

(cosx) "̂  ̂ =cos|x + «^^

bo'ladi.
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3- misol. / (x) = x“ boisin, x > 0, a e /?. Bu funksiya uchun

(x“ )' = ax“-‘ ,

(x“ )" = (ax“-’ )' = a (a- l)x “-2,

umuman,

(x“ )<"> = a(a - l)(a  - 2)...(a -n + l)x““"

boiadi.

Xususan, /(x ) = -, (x > 0) funksiya uchun

( i ) n̂+\

boiib, undan

boiishini lopaini/.
I'iira/ (liliiylik,/(x) va j?<x) funksiyalar (a, b) da berilgan boiib, 

Va < (d, h) va hosilalarga ega boisin. U holda:

1) (c ■ /(x))<"> = c • /<") (x), c = const;

2) (/(x)±g(x))<"> = /'')(x )± g(")(x );

3) (/(x)-g(x))("^

,  / “)(x) = /(x )

(2)
fe=0

irk _ n{n-\)...{n-k+\)
-- k\

boiadi.
4  Bu tasdiqlardan 3- sining isbotini keltiramiz. Ravshanki,« = 1 da

(2) munosabat o‘rinli boiadi. Aytaylik, (2) munosabat « — 1 da 
o‘rinli boisin:

(/(X) • = '^C hf'^\ x) ■ ■
¿=0

Keyingi tenglikni hamda

pk , pk-\ _ pk 
*̂«-1 + '̂ n-1 -
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boiishini e’tiborga olib, topamiz;

*=0

= S C i  + /">(x)g("-*>(x)) = Clj(x)g^"\x) +
k=0

+ X (C i, +C,)/*)(x)g("-^>(x) + Cl-//(«)(x)g(x) =
A=0

4=0

Odatda, (2) Leybnits formulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

y = cos 2x 

funksiyaning n-tartibli hosilasi topilsin.

A Leybnits formulasida / (x) = cos 2x, g{x) = x  ̂ deb olamiz. 

Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) = x̂  funksiya uchun 
k>2 bo'lganda

g(*>(x) = (x2)(*) =0, (A:>2) 

boiishini e’tiborga olib topamiz;

(x^ cos2xy"^ = C°x2(cos2x )̂ "̂  +C^(x2)' (cos2x )̂ "“‘  ̂+ 

+C2(x2)'(cos2x)<"-2>.

Ravshanki,
^ n
2x + n-~

 ̂/
(cos2xy"> =2" cos 

(cos2x)("-'> = 2"-‘ cos(2x + (« -1) i j  = 2"-* sin (2x + «|

(cos2xy" =2" 2 cos|2x + (n-2)|^ 

Demak,

= -2"-* cos 2x + «|

(x2cos2x)<") =2” (x 2 - :i!i^  
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2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensialiari. Faraz qilaylik, 
/(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, xe (a, b) nuqtada f"(x) 
hosilaga ega bo'lsin. Ravshanki, / (x) funksiyaning differensiali ,

dfix) = f\x)dx (3)

bo'lib, bunda dx = Ax — funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.
2-ta’rif. /(x) funksiyaning xe {a, b) nuqtadagi differensiali 

df (x) ning differensiali f  (x) funksiyaning x e {a, b) nuqtadagi ikkinchi 
tartibli differensiali deyiladi va d^f{x) kabi belgilanadi:

d  ̂fix ) = d{df {x)).

Xuddi shunga o'xshash, /(x) funksiyaning uchinchi d^f{x), 
to'rtinchi i/y(x) va h.k. tartibdagi differensialiari ta’riflanadi.

Umuman, /(x) funksiyaning «-tartibh differensiah d"f{x) ning 
differensiali/(x) funksiyaning (n+1)- tartibli differensiali deyiladi:

d''^^f{x) = d{d”f{x)).

5- misol. Ushbu

/(x ) = xe-̂

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiah topilsin.
■4 Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga 

ko'ra topamiz:

d^fix) = d{df{x)) = d{dixe~^)) = d{xde-̂  + e~̂ dx) - 

= d{-xe^  ̂dx + e~̂ dx) = -d{xé^^)dx + {dé~ )̂dx =

= -{xde~'‘ + e~"‘dx)dx - e~̂ {dxŸ =

= x e~̂ {dxf - e-̂  {dxf -é-^{dxŸ ^{x- 2) e“* ( dxf. ►

Differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz:

d^fix) = didfix)) = d{f\x)dx) = dx • d{f\x)) =

= dx ■ f ’{x)dx = f{x){dxŸ,

d^f{x)^d{d^f{x)) = f"'{x){dxŸ, (4)

d"f{x)^ f^'’\x){dx)\
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Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun

d^ixe- ’‘ )  = {x e - ’‘ ) \ d x Ÿ  ~ x e - ’‘ ) \dxŸ  =

= (g-* - e-* - xe-* )(dxŸ ={x- 2)e-’‘ (dxŸ

bo'ladi.
Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo'lib, 

Vxo e (a, b) nuqtada n- tartibli differensiallarga ega bo'lsin. U holda:

1) J" (c •/(x )) = c • i/"/(x), c = const;

2) æ  (/(x ) ± g(x)) = d"f{x) ± æg{xy,

3) d"  ( / (X )  • g { x ) )  = d " f ( x )  • g ( x )  + C y - ^ f i x )  ■ dg (x )  +

+... + C^d'’-^f{x). d'̂ gix) +... + /(X) ■ d'-gix)

bo'ladi.
Bu munosabatlarning 1- va 2- larining isboti ravshan. 3- muno

sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.
3°. Differensialshaklininginvanantligi. Aytaylik,y=f{x) funksiya 

(a, b) da differensiallanuvchi bo'lib, x o'zgaruvchi o'z navbatida 
biror t o'zgaruvchining [a, p] da differensiallanuvchi funksiyasi bo'lsin:

x = (p(0 (re[a, p], x = (p(/)e[a, 6]).

Natijada

= f ix) = /((p(r))

bo'ladi. Bu funksiyaning differensiali

dy = ifi(Sfit)))'dt = /'((p(/)) • (Sf'it)dt = /'(9 (0 ) • di^it) = f\x)dx

bo'lib, u (3) ko'rinishga ega bo'ladi. Shunday qilib, y = fix ) 
flinksiyada x o'zgaruvchi erkli bo'lgan holda ham, u biror t o'z- 
garuvchiga bog'liq bo'lgan holda ham y = fix) funksiya differen- 
sialining ko'rinishi bir xil bo'ladi. Odatda, bu xususiyat differensial 
shaklining invariantligi deyiladi.

y —f  (9(0) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha 
bo'ladi;

d'̂ y = didf) = dif\x)dx) = df\x) ■ dx + /'(x ) • didx) =

= f\x)idxŸ^f'ix)d^x.
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Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli 
differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emas- 
ligini topamiz.

Mashqlar

1. Ushbu /(x)=|xp

funksiya X  = 0 nuqtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega boiadimi?

2. Ushbu / (x) = (x -1)2 sin xsin(x -1) 

funksiyaning n- tartibli hosilasi topilsin (« > 2).
3. Agar y = f{x) funksiya n- tartibli hosilaga ega boisa,

æ /iax + b) = {ax + b)- {dx)'' 

boiishi isbotlansin.

24- ma’ruza 

Teylor formulasi

r .  Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ushbu

P{x) ^b^+byix-XQ) + b2{x- Xo Ÿ +... + b„ (x - Xo y  (1) 

funksiyani (n-darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda Xo e iî va 

bd, by, ...,b„ - haqiqiy sonlar. Bu b̂ , by,..., b„ lar quyidagicha ham 

aniqlanishi mumkin.
(1) tenglikda x = x̂  deyilsa,

K - P{xq )

boiadi. P{x) funksiyani differensiallab,

P'(x) = l by + 2 bi (x-Xo) + ... + n-6„(x-Xb)"-' 

va bu tenglikda x = Xo deb

boiishini topamiz.
P{x) funksiyani ikki marta differensiallab

P'(x) = 2 ■ 1 • ¿2 +... + «(«-1). ¿„(X-xb)"-2 

va bu tenglikda x = Xq deb topamiz:
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Bu jarayonni davom ettira borib, VÆ > 0 da

^
bo'lishini topamiz.

Natijada P{x) ko'phad quyidagi ko'rinishga keladi:

P{x) = P(xo) + - Xo) + ^ ^ ( x  - Xo )'+ ... +

(2)
Demak, P(x) ko'phad o'zining hamda hosilalarining biror nuqta- 

sidagi qiymati bilan to'liq aniqlanar ekan. (2) formula P(x) ko ‘phad 
uchun Teylor formulasi deyiladi.

2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari. 
Faraz qilaylik, /(x) funksiya {a, b) da berilgan bo'lib, Xq e (a, b) 
bo'lsin. Bu funksiya Xq nuqtaning

U8(xo) = (xo- 8, Xo+5)c(a,6), 8>0

atrofida /'(x ), f { x ) , ..., /^"^(x), /^"^'^(x) hosilalarga ega bo'lsin. 

Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu

/>,(/; Ï )  = № o ) + -*o) + +...

ko'phadni tuzamiz.
Agar/(x) funksiya n- darajali ko'phad bo'lsa, ravshanki,

/(x ) = i>„(/;x)

bo'ladi.
Agar / (x) funksiya ko'phad bo'lmasa, 

f (x )^P„ if ;x )

bo'lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R„(x) orqah belgilaymiz: 

RAx)-fix)-P„(f;x).
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Natijada ushbu 

ya’ni

f{x)^ P„(f \x)+ R„{x),

f(x) = fix ,) + ̂  (X - Xo ) +... + (X - xb r  + (X) (3)

formulaga kelamiz. Bu (3) formula/(x) funksiyaning Teylor formulasi 
deyiladi. (3) formuladagi R„(x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi 
deyiladi.

Endi qoldiq had R„(x) ni aniqlaymiz. x̂, nuqtaning Ug (xq ) atro- 

fîdagi X ni tayinlab, ushbu

Fit) = fix ) - f it )- Î l^ l{ x - t)- i^ ix - tŸ + ... + (X - 0"
1 ! 2! n\

funksiyani [xq , x] c  Ug (Xq ) (yoki [x, Xq ] c  Ug (xq ) ) da qaraymiz.

Bu funksiya [xq , x ] segmentda uzluksiz bo‘lib, (Xq, x ) da hosilaga 
ega bo‘ladi:

F’it)=-f\t)-

/ -

n\

/(«+!)(,)

«!
ix- tf.

Demak,
n\

Endi [xq, x] da uzluksiz, (xq, x ) da chekli (nolga teng bo'lmagan) 
hosilaga ega 0(x) funksiyani olib, F{x) va <I)(x) funksiyalarga [x, Xq] 
da Koshi teoremasini qo‘Uaymiz. Natijada quyidagi

F{x)-F{xç,) _  F\c)

<I>(x)-<I>(xo) 0'(c)

tenglikka kelamiz, bunda c = Xq + 0(x - Xq), (0 < 0 < 1) . 

Ravshanki,

F(x) = 0, F(xo) = i?;,(x), F'(c) = - ^ " ^ ( x - c r .

(4)
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boiishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, <E>(i) = x-t boisin. Unda

O ( x )  =  0, a>(xo) =  j c - X q , 0 ' ( c ) =  -1

boiib, (5) tenglik quyidagi

Unda (4) tenglikdan

= <5,

R„(x) = ^-- (x-cr  =

n\
-Ix-Xo - e ( x - x o ) ] "  (x-Xo) =

ko'rinishga keladi. Bu holda

/(x ) =  / ( X o )  + ^ ^ ^ ( x  - X q )  + ^ ^ ^ ( x  - X o ) ^  + . . .  +

formula hosil boiib, unif{x) funksiyaning Koshi ko‘rinishidagi qoldiq 
hadli Teylor formulasi deyiladi.

b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, 0 (0  = (x - 0""̂ ' boisin. Unda

<5(x) = 0, O(xo)= (x-Xo)"^‘ , 

a>'(c) = -(« + l)(x -cY, (c = Xo + 0(x - Xo )) 

boiib, (5) tenglik quyidagi

R (r) - / p\n _ /^”̂ *̂ (c) / X
' "! “ T ïi îy r '*

ko'rinishga keladi. Bu holda 
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f(x ) = /(x „) + (X - X.) + (X - X, )̂  + ...

+ i.x - X.)” +i i ; ” w  (X - x„ )■•'. (6)

(c = Xq +0 (x -Xo), O<0<1)

formula hosil bo'lib, uni /(x) funksiyaning Lagranj ko'rinishidagi 
qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.

d) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Yuqoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

/(x ) = /(Xo) + -Xo) + -Xo)^ + • ■ • +

(c = Xo + 0(x - Xo ), 0 < 0 < 1).

/(">(x) funksiya Xq nuqtada uzluksiz. Demak, x Xq da c -> Xq 
boiib,

/")(c )- > /")(x o ).

Shuni e’tiborga olib, x -> Xq da

(X - Xi )■ = ; ' ^ ^ ( x  - X, )” + i,((X - x„)")

boiishini topamiz. Natijada ushbu

f ix ) = /(Xo ) + ̂  (X - Xo ) + ^  (X - Xo ) ' +... +

+ (X  - Xo )” + 0((x - Xo )" ), (X ^X o )

formula hosil boiadi. Bu formula /(x) funksiyaning Peano ko'ri
nishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.

3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. fix) funksiyaning 
Peano ko'rinishidagi qoldiq hadh Teylor formulasini olamiz:

fix ) = fix ,) + ̂  (X - Xo ) + (X - Xo )' +... +

+ (X -  Xo )" + o((x - Xo )” ), ( x ^ X o ) .
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Bu tenglikda Xq = 0 deb, ushbu

/(x )= /(0 ) + : ^ X  + ̂ x 2 + ... + :^°ix«+ O(x"), (x ^  0) (7)

formulaga kelamiz. (7) formula/ (x) funksiyaning Makloren formulasi 
deyiladi.

1) /(x ) = e* boisin. Bu funksiya uchun /(0 ) = 1, /^">(0) = 1 

boiib,

e* = l + x + ^  + ^  + .. + ^  + o(x"), x ^ O  
i  ! 3 ! n\

boiadi.

2) f{x) = (1 + x)“ , a & R boisin. Bu funksiya uchun

/(0) = 1, /"> (0) = a (a- l)...(a- «  + l)

boiib,

fc=0

boiadi. Xususan,

¿  = X x^+ o(x "), x ^ O
k=a

J-=X (- l)^x*+ o(x "), x ^ O
l+x , „ k=0

boiadi.

3) f(x) = ln(l + x) boisin. Bu funksiya uchun 

/(0 ) = 0, /W (0 ) = (-1)*̂ -*(A:-1)!

boiib, ln(l + x) = X^^—T—  + o(x"), X 0
k=i

boiadi.
n iç

Shuningdek, ln (l-x) = ^  + o(x"), x 0

boiadi.
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4) /(x ) = sinx bo'lsin. Bu funksiya uchun /(0)=0, 

/ (2*+D(0) = (-!)<: bo‘hb,

(2A:+1)!k=0
bo‘ladi.

5) fix) - cos X bo‘lsin. Bu ftinksiya uchun /(0)=1, /̂ 2*) (q) = (-1)* 

boiib,
« ')k

I l  ■

i=0

boiadi.

Misol. Ushbu /(x ) = ^
3x+2

funksiyaning Teylor (Makloren) ft)rmulasi yozilsin. 
A Bu ftinksiyani quyidagicha

/fv ^-  > *
ix+2 2

1 «  '  ' 
yozib, so‘ng -— = X  (-1)* X* + o(x" ), X -> 0

1+̂ , r, k=0
boiishidan ftjydalanib topamiz:

¿=0

Mashqlar

1. Asimptotik ftjrmulalardan ftjydalanib, ushbu

- ii
,. e 2 -cosx
hm--r----
Jc->o x̂  sin X

limit hisoblansin.

2. Ushbu f(x) = 

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
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FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR 
TATBIQLARI

25- ma’ruza

Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, /(x) funksiya 

{a, b) da (-0° < a < b < +o°) berilgan boisin.

M aium ki, Vxi, Xj e (a, b) uchun Xj < Xj => /(x ,) < /(x j) 

(/(x ,) < /(x 2)) boisa,/(x) funksiya {a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suv- 

chi), Vx,, .)̂  e (a, b) uchun x, < Xj => /(x ,) > /(x j), (/(x , ) > f ix j)) 
boisa, /(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) de
yiladi.

1- teorema. Aytayhk, / (x) funksiya {a, b) da berilgan boiib, 

Vx G {a, b) da f'(x) hosilaga ega boisin.

/ (x) fimksiyaning {a, b) da o‘suvchi boiishi uchun Vx e {a, b) da

/'(x )> 0

boiishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. f  {x) funksiya (a, b) da o‘suvchi boisin. Unda Ax > 0 
boiganda

/(x  +Ax)-/(x) > 0 
boiadi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:

/'(x ) = /'(x  + 0)= hm
Ax-»+0 Ax

Yetarliligi. Aytayhk, Vx £ (a, b) da f'{x) mavjud boiib, /'(x) > 0 

boisin. [xj, Xj] da (x,, X2 g {a, b), x, < X2 ) /(x) funksiyaga Lagrarij 
teoremasini qoilab topamiz:

f(X2 ) - /(Xj ) = /'(c ) • (X2 - X,) > 0.

Demak, x, < X2 => /(x ,) < /(x 2),/(x ) — o'suvchi. ►
Xuddi shunga o'xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.
2- teorema. Faraz qilaylik,/(x) funksiya (a, b) da berilgan boiib, 

VxG (a, b) da /'(x) hosilaga ega boisin. /(x) funksiya {a, b) da 
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kamayuvchi boiishi uchun Vx e {a, b) da

fix ) < 0

boiishi zarur va yetarli.
Shuningdek, quyidagi teoremalami isbotlash qiyin emas.

3- teorema./(x) funksiya {a, b) da berilgan boiib, Vx e {a, b) da 

/'(x) hosilaga ega boisin./(x) funksiyaning {a, b) da qat’iy o'suvchi 

boiishi uchun

1) Vxe {a,b) da/'(x) >0;

2) Vx e (a, P) da /'(x) = 0 tenglik bajariladigan (a,P) c {a,b) 
intervalning mayjud boimashk shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

4-teorema./(x) funksiya {a, b) da berilgan boiib, Vxe (a, 6) 

da /'(x) hosilaga ega boisin. /(x) funksiyaning {a, b) da qat’iy 
kamayuvchi boiishi uchun

1) Vxe(û, 6) da/'(x)<0;

2) Vxe (a,P) da /'(x) = 0 tenglik bajariladigan (a,P) c  {a,b) 
intervalning mavjud boimaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarU.

Demak, {a, b) da

/'(x ) > 0 => /(x ) o‘suvchi => /'(x ) > 0,

/'(x ) < 0 => /(x ) kamayuvchi => /'(x ) < 0,

/'(x ) > 0 /(x ) qat’iy o‘suvchi => /'(x ) > 0,

/'(x ) < 0 ^  /(x ) qat’iy kamayuvchi =î> /'(x ) < 0 
boiadi.

1-misol. Ushbu

funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi boiish oraliqlari topilsin.
4  Ravshanki,

/'(x ) = x-2-*(2-xln2) 

bo'ladi. Ushbu /'(x ) > 0, x -2”*(2 - xln2) > 0 tengsizlik

 ̂ daX e |o, da o'rinli boiadi. Demak,/(x) funksiya x e |o, 

o'suvchi, (-°°, 0) U , + °° da kamayuvchi boiadi. ►

\n2)
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2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, / (x) fiinksiya 
X œ R to‘plamda berilgan bo‘lib, X bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar shunday 5 > 0 son topilsaki, \/x & = 

=  ( x q  -  8 ,  X o +  8 )  c  Z  nuqtalarda

/(x )< /(x o ) (/(X )> /(X 0)) 

tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya Xg nuqtada maksimumga (mini- 
mumga) erishadi deyiladi, Xq nuqtaga esa/ (x) funksiyaning maksimum 
(minimum) nuqtasi deyiladi.

2- ta’rif. Agar shunday 5 > 0 son topilsaki, Vx e (xq ) \ {xo } 

(i/g(xo) c: X) nuqtalarda

/ W < / ( x o )  ( / ( x ) > / ( X o ) )

tengsizlik bajarilsa,/(x) funksiya Xq nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy 
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan 
uning ekstremumlari, maksimum hamda minimum nuqtalari esa uning 
ekstremum nuqtalari deyiladi.

5- teorema. Faraz qilaylik, / (x) funksiya Z e  R to‘plamda berilgan 
bo‘lib, Xq e X  nuqtada ekstremumga erishsin.

Agar / (x) funksiya Xq nuqtada/'(xq) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

/'(Xo) = 0

bo'ladi.
A Aytaylik, / (x) funksiya Xq nuqtada maksimumga erishib, shu 

nuqtada hosilaga ega boisin. U holda

38 > 0 : Vxe U^{x,) c  X  da /(x ) < /(xq)

boiadi.

(xo - S, Xq + ô) intervalda / (x) ñinksiyaga Ferma teoremasini 
qo‘llab topamiz:

fix ,)  - 0. ►

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning 
stansionar (kritik) nuqtasi deyiladi.

E s la tm a . Agar/(x) fiinksiya biror nuqtada ekstremumga erishsa, 
u shu nuqtada hosilaga ega boiishi shart emas.

Masalan, / (x) = |x| fiinksiya Xq = 0 nuqtada minimumga erishadi, 
biroq u shu nuqtada hosilaga ega emas.
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Demak,/(x) funksiyaning ekstremum nuqtalari uning statsionar 
hamda hosilasi mayjud boMniagan nuqtalari bo‘lishi mumkin.

4- ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki,

Vx e (x„ - 8, Xq ) da g(x) > 0 yoki 

Vx 6 (x„ - 8, Xo ) da g(x) < 0 

bo'lsa, g(x) funksiya x» nuqtaning chap tomonida ishora saqlaydi 
deyiladi.

Agar shunday 8 > 0 son topilsaki,

Vx G (x,), Xq + 8) da g(x) > 0 yoki 

Vxe (xo,Xo+8) da g(x) < 0

bo‘lsa, /f(x) l'unksiya Xo nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi 
deyiladi.

6-teorema. Aytayhk, /(x) funksiya X a R  to'plamda berilgan 
bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1)38>(), Vxe i/gixo) c da /'(x ) hosila mayjud;

2)/'(x„) = 0 ;
3) y'(Xo) hosila Xq nuqtaning o'ng va chap tomonlarida ishora 

saqlasin.
Agar /'(x) hosila x„ nuqtani o'tishda ishorasini o'zgartirsa, / (x) 

funksiya X,) nuqtada ekstremumga erishadi.
Agar /'(x„) hosila Xq nuqtani o'tishda ishorasini o'zgartirmasa, 

/(x) funksiya x„ nuqtada ekstremumga erishmaydi.
■4 Aytaylik,

Vx e (xo - 8, Xo ) da /'(x ) > 0,

Vx G (xo, Xq + 8) da /'(x ) < 0

bo'lsin. U holda Vx g  (xo - 8, Xo ), f'(x) > 0 => /(x ) o'suvchi, ya’ni

fix) < /(xo ), Vx e (xo, Xo + 8), /'(x ) < 0 => /(x ) kamayuvchi,

ya’ni /(x ) < /(xq), bo'lib, Vx e (xq - 8, Xo + 8) da /(x ) < /(xo) 

bo'ladi. Demak, bu holda /(x) funksiya Xq nuqtada maksimumga 
erishadi.

Aytaylik,

Vx G (xo - 8, Xq) da /'(x ) < 0,

Vx G (xq , Xq + 8) da /'(x ) > 0
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boisin. U holda Vx e -  5, ), / '(x) < 0 =î> / (x) kamayuvchi, ya’ni 
/ (x ) > /(Xo), Vx G (Xo, Xo + 5), / '(x ) > 0 => / (x ) o‘suvchi, ya’ni

/ (x ) > /(xo ) bo‘üb, Vx e (xo -  ô, Xo + 5) da / (x ) > /(xq) boiadi. 
Demak, bu holda/(x) funksiya Xq nuqtada minimumga erishadi. 
Agar Vx e (xo -  ô, Xq ) da / '(x) >0, Vx e (xo, Xo + 6) da / '(x ) > 0 

yoki Vx e (xo -  8, Xo) da / '(x ) < 0, Vx g (xq, Xq + 6) da / '(x ) < 0 
b o is a , unda / (x ) funksiya (x q -ô , Xo+8) da o ‘suvchi yoki
(xo - 6 ,  Xo +ô) da kamayuvchi boiib , /(x) funksiya Xq nuqtada 
ekstremumga erishmaydi. ►

7 - teorema. /(x) funksiya X c R  to'plamda berilgan bo iib , 
quyidagi shartlami bajarsin;

1 ) / ( x) g C W ;
2) 38 >0, Vx e l/g (^0 ) \ {^o} da / '(x ) hosila mavjud va chekli;
3) /'(x) hosila Xo nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlasin. 
Agar /'(x) hosila x„ nuqtani oiishda ishorasini o‘zgartirsa, / (x)

funksiya Xo nuqtada ekstremumga erishadi.
Agar / '(x) hosila Xo nuqtani o'tishda ishorasini o‘zgartirmasa, 

/(x) funteiya Xq nuqtada ekstremumga erishmaydi.
Bu teorema yuqoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.
8- teorema. Faraz qilaylik,/(x) funksiya X c j R to‘plamda berilgan 

va me N, m>2, XqG Jifboiib, quyidagi shartlami bajarsin:
1) 38 > 0, Vx s U (̂xq) c: X  da /^"'“‘^(x) hosila mavjud;
2) /^"'^(xo) hosila mavjud;
3) /'(^0 ) = /"(Xo )= ... = (Xo ) = 0, Z -)  (Xo) ^ 0.
U holda m = 2k, k e  iVboiganda/ (x) funksiya Xo nuqtada ekstre

mumga erishib, /^""^(xq) < 0 boiganda Xq nuqtada maksimumga, 
(xo) > 0 da minimumga erishadi.

Agar m = 2k + l, k e  N boisa, /  (x) funksiya x¿ nuqtada ekstre
mumga erishmaydi.

A f  (x) funksiyaning Xq nuqtadagi Teylor formulasi

/ W  = É ^ ^ ^ ^ ^ (^ -^ o )" + o ( (x -X o )" ) , X->Xo 
k=0
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/ (x ) =  / ( X o  )  + (X  -  Xo ) ' ” + 0  ( (X  -  Xo , X ^  Xo

ko'rinishga keladi. Bundan esa x x̂ , da

ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

/ (x )-/ (X o ) = (x-X o)" /"'^Xo) ^ o((x-xor) 
m\ ( x - X o T

bo'lishi kelib chiqadi.
«0» ning ta’rifiga ko‘ra —, |/̂ '"̂ (a:o)| > 0 son uchun 35 > 0,

m\
Vx e i/g (xo ) \ {xo} nuqtalarda

o((x-xor) 1 / “'(Xo)
(x -x^ r

boMadi. Demak, x e ¿/«(Xo ) \ {xq } uchun

/<"')(xo)^r;((x-xo)"') /'")(xo)
+ V a --------;----

m \  (x -xo)'"

miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x e i/g (xq ) \ {xo} da

/ ‘'"’ (Xo)
m\ ( X - X o ) "

ning ishorasi / (x) -  / (xq ) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo'lishi 
kelib chiqadi.

Agar m = 2k, k e N  bo‘ lib , / '̂”’ (xo)> 0 bo ‘ lsa , unda
/ (x ) -/ (x o )  > 0 , ya’ni f (x ) > f( x o )  bo‘lad i./ (x ) funksiya x, 
nuqtada minimumga erishadi.

Agar m = 2k ,k & N  bo ‘ lib , / ‘'”’ (xo)<0 b o 'lsa , unda
/ (x ) -/ (x o )  < 0 , ya ’ni / (x )< / (xo ) bo 'lad i./ (x ) funksiya Xq 
nuqtada maksimumga erishadi.

Agar m - 2 k  + \, k e N  bo'lsa, /  (x) -  /(xo ) ayirma ishora saq- 
lamaydi. Bu holda funksiya Xq nuqtada ekstremumga erishmaydi. ► 

Xususan, agar Xo nuqta / (x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo'- 
lib, f ix )  funksiya Xq nuqtada chekli /'(xq )  ̂0 hosilaga ega bo'lsa,
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shu nuqtada f{x )  funksiya / '(x o )< 0  boMganda maksimumga, 
/ '(xq ) > 0 da minimumga ega bo'ladi.

2 - misol. Ushbu

/ (x ) = 2 ^ - 5 ^  + l 
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

A Bu funksiya R = +o°) da aniqlangan bo'lib, u shu to'p
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

/ '(x )  = 2 j . x ï - 5 . § - x T = l ^ .  (1)

Ravshanki, funksiyaning hosilasi = 1 nuqtada nolga aylanadi: 
/'(1) = 0; X2 =0 nuqtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko'rinadiki, x = 1 nuqtaning chap tomonidagi 
nuqtalarda f '(x )  < 0 , o'ng tomonidagi nuqtalarda f '(x )  > 0 bo'ladi. 
Demak, berilgan funksiya x= l nuqtada minimumga erishadi va 
m in/ (x ) = / ( l )  = -2  bo'ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko'rinadiki, x = 0 nuqtaning chap 
tomonidagi nuqtalarda f'(x )  > 0 , o'ng tomonidagi nuqtalarda 
/ '(x ) < 0 bo'ladi.

Demak, / (x) funksiya x = 0 nuqtada maksimumga erishadi va 
m ax/ (x ) = / (0 ) = I bo'ladi. ►

Mashqiar

1. /(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo'lgan nuqtada funksiya 
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.

2. Ushbu

f ( x )  = e , agar x 0 bo'lsa.
0, agar X = 0 bo'lsa 

funksiya ekstremumga tekshirilsin.
3. Aytaylik, / (x ) e C [a, b] bo'lsin. Bu funksiyaning [a, b] dagi 

eng katta va eng kichik qiymatlari qanday topiladi?
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2 6 - m a ’ruza
Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari

1°. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi. Faraz qilaylik, /(x) 
funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Xj, Xj e {a, b) uchun x, < Xjbolsin.

/(x) funksiya grafigining (x ,, /(x j )), ( x j , /{xj )) nuqtalaridan 
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni y = l{x) desak, u quyidagicha

bo'ladi.
1- ta’rif. Agar har qanday oraliq (x j, X2 ) c  {a, b) da joylashgan 

Vx e (x ,, Xj ) uchun
/ (x )< / (x ) (/ (x )< / (x )) 

bo‘lsa,/(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.
2- ta’rif. Agar har qanday oraliq (x ,, Xj ) c  {a, b) da joylashgan 

Vx e (X|, Xj ) uchun

/ (x )> / (x ) (/ (x )> / (x ))
bo'lsa,/(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi.

Botiq hamda qavariq funksiyalarning grafiklari 7- chizmada tas- 
virlangan.

Aytaylik, a i > 0, a j  > 0, a , + a , = 1 bo'lib, Vx,, Xj e {a, b) 
bo'lsin. Funksiyaning botiqligi hamda qavariqligini quyidagicha 
ta’riflash ham mumkin.
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3- ta’rif. Agar
/ (a i Xj + tt2X2 ) < tti/i (x, ) + a 2/(X2 ),
(/ (a i Xi + tt2X2 ) < ai/(Xi ) + a 2/ (x 2 ))

ho'ha, f  {x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) deyiladi.
4- ta’rif. Agar

/(ai.Xi + ajX2 ) > a ,/  (Xi ) + a 2 / (^ 2  ),
(/ (a i Xj + ajX j ) > tti/(xi ) + tt2/(x2 ))

bo'lsa,/(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) deyiladi.
1- misol. Ushbu *

/ (x ) = x^
funksiya R da qat’iy botiq funksiya bo'ladi.

■4 3- ta’rifdan foydalanib topamiz:

/(aiX, +a2X2) = (aiX, + « 2X2 )̂  =(aiXi)^ +2aia2XyX2 + (0 2 X2 )̂  <
< a jx ¡ + ttia2(Xj + X2Ÿ + « 2X2 = o.yxj(uj + a2 ) + a2x|(ai + a2 ) =

= aiXi  ̂ + a 2x l = a ,/ (x i)  + a 2/ (x 2 >. ►
1- teorema. Faraz qilaylik,/(x) funksiya {a, b) da berilgan bo'lib, 

unda /'(x) hosilaga ega bo'lsin. /(x) funksiyaning {a, b) da botiq 
(qat’iy botiq) bo'lishi uchun /'(x) ning (a, b) da o'suvchi (qat’iy 
o'suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

■4 Zarurligi. /(x) funksiya {a, b) da botiq bo'lsin. U holda
Vxi, X2 6 {a, b), Xi < X2 , Vx e (x j , X2 ) uchun

2̂ -X\ X2 -Xi

bo'hb, undan — — -----^ ——X—Xy X2 —x
bo'lishi kelib chiqadi ( (x2 -  Xi ) = (xj -  x ) + (x -  Xj ) deyildi); Ke
yingi tengsizlikda x  x̂ , so'ng x -> Xj da limitga o'tib,

X2-X1

/ .( ,^ )> / (5 2 h A s 2
X2-XI
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bo'lishini topamiz. Undan / '(x , ) </ '(x j ) bo'lishi kelib chiqadi. 
Demak, f'{x) funksiya {a, b) da o'suvchi.

f{x) funksiya {a, b) da qat’iy botiq bo'lsin. U holda
/(x)-/(xi) ^ f { x2)-f{x)

X - X ]  X2 - X

bo'ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq

№ h № ll ,/ X c , ) ,  x .< c .< x ;
X-X\

= x < c < x ,

bo'lib, undan /'(X| ) < f ' (x 2 ) bo'lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. f'{x) funksiya {a, b) da o'suvchi (qat’iy o'suvchi) 

bo'lsin: Vx,, Xj e {a, b), x, < X2 da

/ ' ( X , ) < / ' ( X 2 )  / ' ( X , ) < / ' ( X 2 ) .

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

X—X̂

X2 ~~x

Ravshanki, x, < c, < x < Cj < X j  =::> c, < ¿2 . Demak, /'(c, ) < /'(c2 ) 

) < f'ic i  )) bo'lib, yuqoridagi munosabatlardan

/(x)-/(x,) ^ /(x2 )-/(x) |̂/(x)-/(x,) ^ f{x2 )-f(xŸ
X - X ,  X 2 ~ X  X - X ,  X 2 - X

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa/(x) funksiyaning {a, b) da botiq (qat’iy 
botiq) ekanini bildiradi. ►

Xuddi shunga o'xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.
2- teorema. / (x) funksiya {a, b) da berilgan bo'lib, unda /'(x) 

hosilaga ega bo'lsin.
/ (x) funksiyaning {a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) bo'lishi uchun 

/'(x) ning {a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo'lishi zarur va 
yetarli.
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Aytaylik, / (x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda 
f"(x) hosilaga ega bo'lsin. Bundan tashqari, (a, b) intervalning har 
qanday (a, |3) ((a , P) c  {a, b)) qismida f"(x) aynan nolga teng bo‘l- 
masin.

3- teorema./(x) funksiya {a, b) intervalda botiq (qavariq) bo'lishi 
uchun (a, b) da

r ( x ) > 0  ( r ( x ) < 0 )  
bo'lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi 
haqidagi teoremalardan kelib chiqadi.

2- misol. Ushbu / (x) = In x (x > 0) 
funksiya qavariq bo'ladi.

A Bu funksiya uchun

r ( x ) = - 4 < o

bo'ladi. 2- teoremaga ko'ra berilgan / (x) = In x funksiya (0, +°<>) da 
qat’iy qavariq bo'ladi. ►

2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz qilayhk, / (x) funksiya
XczR to'plamda berilgan bo'lib, X(¡e X, (xq -  5, Xq + 5) e  5 > 0 
bo'lsin.

5 - ta’rif. A gar/(x) funksiya (x o -ô , x„) da botiq (qavariq),
(xq , Xq + ô) da qavariq (botiq) bo'lsa, Xq nuqta / (x) funksiyaning 
egilish nuqtasi deyiladi.

Aytaylik, / (x) funksiya (xq -  8, Xq + 8) da /"(x) hosilaga ega
bo'lsin. Agar V xe (xq - 8 ,  Xq) da / '(x )  > 0 (/"(x) < 0);

Vx e (xq, Xq + 8) da / '(x )  < 0 (/ '(x )  > 0) 
bo'lsa, /'(x) funksiya x̂  nuqtada ekstremumga erishadi va f"{x) = 0 
bo'ladi. Demak,/(x) funksiya egilish nuqtasida /"(x)=0 bo'ladi.

3- misol. Ushbu / (x) = x  ̂
funksiya Xq = 0 nuqtada egiladi.

A Bu funksiya uchun

bo'lib,
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Vx e (-8 , 0) da f ’ {x) < 0 
Vxe (0 ,5 ) da / '(x )> 0 , (5> 0)

bo'ladi. ►
3°. Funksiya graflgining asimptotalari. Faraz qilaylik,/(x) funksiya 

XczR to'plamda berilgan bo'lib, Xq nuqta X to'plamning limit nuqtasi 
bo'lsin.

6~ ta’rif. Agar ushbu

lim / (x ) , lim / (x )X-̂ XQ+O x̂ XQ-0
limitlardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bo'lsa, x = Xq to‘g ‘ri chiziq 
f  (x) funksiya graflgining vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, / (x ) = i  funksiya grafigi uchun to'g'ri chiziq vertikal

asimptota bo'ladi.
Aytaylik, / (x) funksiya (Xq, +o<>) da aniqlangan bo'lsiri.
7- ta’rif. Agar shunday kva b sonlari topilsaki,

f  {x) = kx + b + a{x) ( x +00 da a ( x ) 0)

bo'lsa, y = kx + b to‘g ‘ri chiziq /(x) funksiya graflgining og‘ma 
asimptotasi deyiladi.

4- teorema. / (x) funksiya grafigi y = kx + b og'ma asimptotaga 
ega bo'hshi uchun

lim = k, lim (/ (x) -  kx) -  b
X->+»> X

bo'lishi zarur va yetarh.
■4 Zarurligi. y = kx + b to'g'ri chiziq /(x) funksiya graflgining 

og'ma asimptotasi bo'lsin. Unda
f i x )  = kx + b + a{x)

bo'lib, X -> +00 da a (x ) -» 0 bo'ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib 
topamiz:

f(x) kx+b+ax , hm = h m ---------- = k\
x -> + ~  X  X

Um (/ (x) -k x ) = lim (b + a (x )) = b.
a:-»+oo a:-»+oo
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\ i m ^  = k, lim (/ (x ) -  ybc) = 6
X^+OO X  X->+<~

munosabatlar o'rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan

{ f ix )  - k x ) - b  = a (x )  -»0=:> f{ x )  = kx + b + a (x ) 
bo'lishi kelib chiqadi. ►

4- misol. f i x )  = -— funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.

< Bu funksiya uchun

k = lim = lim = 1;
X-»+oo X X->+». (x - l)

Yetarliligi. Ushbu

r------ T--X
(x-l)2

= 2

bo'ladi. Demak, y = x + 2 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining 
og‘ma asimptotasi bo'ladi.>

Mashqiar

1. Ushbu

f i x )  =
X y / X

funksiyaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliqlari topilsin.
2. Ushbu

A x )  =

funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.
3. Ushbu

a ) / ( x )  = x 'V i ,
b) f i x )  = x + 2 arcctg X ,

d) f i x )  = |e* - 1| funksiyalami hosilalar yordamida to‘liq tekshi- 
rilsin, grafiklari chizilsin.
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27- ma’ruza 
Lopital qoidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash qoidalari o'rganilgan 
edi. Ko‘p hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni

X Xo da f{ x )  O, g{x) -> O : ning limiti

X ^  Xo da / (x )^+ oo , g (x ) +00 : ning limiti (—),
g ( x )  \ ~ /

X ̂  xb da /(x) ->400, g(x) -f<« : /(x) -  g(x) ning limiti (o°, -  00), 

X -> Xq da /(x) O, x) -> O : ( /( ning limiti (O® ),

X ^  Xo da /(x) ^  1, g(x) +00 ; (/(x))^^''’ ning limiti (1~)

X X o  da / (x )-^ °o , g (x ) -> 0 : / (x) g(x) ning limiti <»“ ni 
topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan qoidaga ko'ra hisoblash 
qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital 
qoidalari deyiladi.

O 00
1°. Ô »  íio‘rinishidagi hollar.
1 - teorema. Faraz qilaylik, /(x) va g{x) funksiyalar {a, b) da 

berilgan bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin;
1) lim / (x ) = O, lim g (x ) = 0;

x-^h-Q x - ib-f>

2) Vx 6  (a, b) da f\ x )  va g'{x) hosilalar mavjud;

3) Vxe (a, b) da g '(x ) 0;

4) ushbu lim - 7̂  = 1, ( le  R) mavjud. U holda lim = l
’  x - ^ b - O g ' ( x )  ’  ̂ x ~ , h - O g ( x )

bo'ladi.
A f(b ) = O, g(b) = o deb olamiz. Bunda/(x) vag(x) funksiyalar

(b -  Ô ,  b] da (Ô >  0) uzluksiz bo'lib qoladi. Teoremaning 4- shartiga 
ko‘ra;
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Ve >0, 36 > 0, Vx 6 (6 -  6, b) :
g\x)

< e

bo'ladi.
Endi (¿» -  Ô, b] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:

f i x )
gix) - I

g{b)-g{x)
- I f'(c)

g'ic)
- I < e, (c e  (x, b) c  [¿>-5, b]).

Demak, lim = I .
x-^h-a g{x)

Shuni isbotlash talab qilingan edi. ►

(Inx)“ -  ^
1 - misol. Ushbu lim _ a - p

x-̂ e x -e

/ / \P ^
(Inx)“ -

A
= 0, ;

\ e\ J /

munosabat isbotlansin.

f i x )  = (In x)“ -  j , ¿'(x) = X -  e funksiyalar uchun ( 1, c) da

1- teoremaning barcha shartlari bajariladi:

1) lim f i x )  = limx-̂ e x-¥6
lim g (x ) = lim (x -  e) = 0;x^e x ê

2) f ' ix )  = a(ln  X)“--' • A -  P ( i f  , g'ix) = 1;

3) g '(x ) = 1 ^ 0 ;

4) lim = limx-̂ e g (x) x->e

'x\ 5-1
X e e a

Demak, lim ^  = lim ----------x-̂ e x->e X-e

-3

= ^ .  ►e
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2- teorema. Aytaylik,/(x) va ¿'(x) funksiyalar {a, +«) da berilgan 
bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) lim / (x ) = 0, hm g(x) = 0;

2) Vxe (a, +°o) da /'(x), g'{x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, +oo) dug'ix) 0;

4) Ushbu 

mavjud (Iœ R). U holda

lim = I
g  ( x )

hm 4 4  = ^g{x)
bo'ladi.

o > 0 deb, t = -  deymiz. Unda t e (o, -  | bo'lib, x -^+oo da
X  \  Ü I  •

r +0. Endi F(t) va G{t) funksiyalami quyidagicha aniqlaymiz: 

f ( 0  = / ( l ) .  C ( , ) = s ( l ) .

U holda
/ -> +0 da F(t) 0, G{t) ^  0;

, G'(t) = g' n
2

bo'lib, 1- teoremaga ko'ra, / ^  +0 da

Fit)
G(t)

ga ega bo'lamiz. Keyingi munosabatdan esa
fix )hm  ̂  ̂g(x) = l

bo'lishi kelib chiqadi ►
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2 - misol. Ushbu lim ^
’ 2 arctg - K  

limitni hisoblang.
X

■4 Agar f ( x )  = -1 , g (x ) = 2 arctg -  n deyilsa, ular uchun
2- teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan,

/ ' ( x ) = - 4 í ? ,
x"* l+x^

1

- A . ?
bo‘lib, ü m A ^ = l i m ^ ^ -----= - l im * ± ^  = - l

x-^+oo g  ( x )  4 x  x~*+^ 2 x  2

bo'ladi. 2-teoremaga ko‘ra

lim == lim = lim — _ 1
x->+~ ^ (x) x̂ +o» gix)  *-»+“ 2 arctg X -j i  2

bo'ladi. ►
Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga 

o'xshash isbotlanadi.
3- teorema. Faraz qilaylik, / (x) va g (x) funksiyalar (a, b) da 

berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:
1) lim / (x ) = oo, lim g(x ) = oo;

x->h-0 x->b-0

2) Vx e (a, b) da / '(x ) , g'(x) hosilalar mavjud;

3) V xe (a, b) d ag '(x ) ^ 0;

4) Ushbu lim = l, ( le  R) mavjud. U holdax-^é-O g'(x) » V / J

x->*-0 g(x)
bo'ladi.
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4- teorema. Faraz qilaylik, / (x) va g(x) funksiyalar {a, +°o) da 
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) l i m / ( x )  = c«, l i m g ( x )  = oo;
Jf-^+oo X-^+oo

2) Vx G (a, +oo) da /'(x), g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vx e (a, +oo) dag'ix) ^ 0;

4) Ushbu hm - = /, U s R) mavjud. U holda
X-.+00 g (x)

lim 4 4 = /g(x)
bo'ladi.

2°. 0 oo, 00 -  00, 1“ , 0° ko‘rinishidagi hollar. Bu ko'rinish-
0 co

dagi aniqmasliklar -q ? ~  hollarga keltirilib, so‘ng >^qoridagi 
teoremalar qo'llaniladi.

1) X ^  Xq da / (x ) 0, g (x ) oo bo'lganda /(x) -g(x) funk
siyaning limitini topish uchun uni

/ (x ) .g (x )  = ^<">-^(">

g(x) fix)  
deb, so'ng 1- yoki 2- teorema qo'llaniladi.

2) X -> Xq da / (x ) -> +00, g (x ) -> +00 bo'lganda f{x )-g {x )  
funksiyaning hmitini topish uchun uni

1 1

fU ) six)
deb, so'ng 1 -teorema qo'llaniladi.

3) X -> Xq da / ( x )  -> 0, g(x) ^  0 hamda x  Xq da / ( x )  -> 1,

g(x) +00 bo'lganda (/(x))^^^^ funksiyaning lim itin i topish 
uchun awalo
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funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi.

3- misol. Ushbu 

limit hisoblansin.

hmx->0
sinx

\  X  J

■4 Awalo y = hmx-̂ O
Sin JC deb olamiz. Ravshanki, x  -> 0 da

r/ \ s in x  , - V 1 f i x )  = — -----> 1, g (x ) +00.

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

In sm x

hm In y  = lim — ~  = lim
in s m x x X cos x -s in  X

x - iO X-̂ O x"̂ x̂ O (x2)
= hm sinx

2 x

,  ‘ ,  i l i m  ,  _ i „ m  « 1 "  *
2 x-»o 2 ix^) 2 x -,0  3 x 2

_L I
Demak, lim (^^ ]^^  = e ^ .

x-»0\ X I

Mashqiar

1. Ixtiyoriy a e  R da ushbu

limX->1

- a r c t g xK -1
2a

Inx 71
tenglikning 0 ‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu

l i m x f i -\Z arctg X

limit hisoblansin. 
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7 - B O B  
ANIQMAS INTEGRAL

28-ma’ruza 
Boshlangich funksiya va aniqmas integral tushunchalari

1°. Boshlangich funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, f{x) va 
F{x) funksiyalar {a, b) a  R intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz 
bo'lishi mumkin) berilgan bo'lib, /^x) funksiya shu {a, b)<z.R âa 
differensiallanuvchi bo'lsin.

1 - ta’rif. Agar {a, b) intervalda F'{x) = f{ x ) , (x e (a , b)) 
bo'lsa, {a, b) da F{x) funksiya fix )  ning boshlang‘ich funksiyasi de
yiladi.

Masalan, f{ x )  = ~ funksiyaning (0, -foo) daboshlang'ich funksiyasi

F{x) = Inx bo'ladi, chunki (0, +°o) da F'{x) -  (Inx)' =  ̂= f ix ) .
Aytaylik,/(x) va F{x) funksiyalar [a, b] segmentda berilgan bo'lib, 

F{x) funksiya shu [a, b\ da differensialanuvchi bo'lsin.
2 - ta’rif. Agar {a, b) intervalda F '{x )-  f{ x ) , {x&(a, b)) 

bo'lib, a va b nuqtalarda esa
F'ia + Q) = f{ a ) ,F \ b -Q )  = f{b) 

tengliklar o'rinli bo'lsa, [a, b] segmentda F{x) funksiya fix )  ning 
boshlang'ich funksiyasi deyiladi.

1- teorema. Agar (a, b) intervalda Fix) va <I)(x) funksiyalarning 
har biri fix )  funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda 
Fix) va <&(x) funksiyalar (a, b) da bir-biridan o'zgarmas songa farq 
qiladi:

0 (x )  -  Fix) = C, iC -  const).
A Shartga ko'ra ia, b) da <E>'(x) = f i x ) , F'{x) -  f i x ) .
Demak, ia, b) da 0 '(x )  = F '( x ) . U holda 21- ma’ruzada 

keltiriligan 2- natijaga ko'ra
<I>(x) = Fix) + C, (C = const)

bo'ladi. ►
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
Natija. Agar {a, b) da F{x) funksiya / (x) ning biror boshlang'ich 

funksiyasi bo'lsa, u holda /(x) funksiyaning {a, b) dagi ixtiyoriy 
boshlang'ich funksiyasi uchun

0 (x )  = /’(x) + C, (C = const)
bo'ladi.

1- e s 1 a t m a . (a, ¿) da berilgan har qanday funksiya ham bosh
lang'ich funksiyaga ega bo'lavermaydi.

1 - misol. ( -1 , 1) intervalda ushbu

-1 , agar -1  < X < 0 bo'lsa,
/ (x ) = • 0, agar X = 0 bo'lsa,

1, agar 0 < X < 1 bo'lsa
funksiyani qaraylik.

Bu funksiyaning (—1, 1) intervalda boshlang'ich funksiyaga ega 
bo'lmasligi isbotlansin.

•4. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni berilgan funksiya (—1, 1) da
boshlang'ich funksiya F{x) ga ega bo'lsin: F\x) = f  (x), (x e (-1,1)). 

Ravshanki,

F '(0) = /(0) = 0 (1)
bo'ladi. Bu F{x) funksiyaga [0, x] segmentda (0 < x < 1) Lagranj 
teoremasini qo'llab topamiz:

F{x) -  F{0) =  F\c) ■ X  = f{c )  • X = X, (ce (0, x ) ) .
Keyingi tenglikdan

F(x)-/-(0) _ lim ^(^)--^(O) -  1
x->+0

bo'lib, ^'(+0) = 1 bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa (1) munosabatga 
ziddir.

Demak, qaralayotgan/(x) funksiya (—1, l)da boshlang'ich funk- 
siyaga ega bo'lmaydi. ►

2- teorema. Agar / (x ) e C (a, b) bo'lsa, u holda / (x) funksiya 
(a, b) da boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi.

Bu teoremaning isboti 34- ma’ruzada keltiriladi.
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2“. Funksiyaning aniqmas integrali. Integralning xossalari.
Aytaylik, {a, b) d a/ (x) funksiya berilgan bo'lib, F{x) funksiya uning 
liiror boshlang'ich funksiyasi bo'lsin:

F'{x) = f{ x ) , (x e (a , b)).
[ I holda berilgan / (x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang'ich fiinksiyasi 

F(x) + C, (C = const) 
ko'rinishda ifodalanadi.

3 - ta’rif. Ushbu
F{x) + C, (x s (a ,  b)) 

ifoda/(x) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va

'fix )d x

kabi belgilanadi. Bunda — integral belgisi,/(x) -  integral ostidagiJ
funksiya,/(x)rfx — integral ostidagi ifoda deyiladi.

Demak,

f(x )d x  = F(x) + C, (C = const).

Shunday qilib, (a, b) intervalda/(x) funksiyaning aniqmas integrali 
(a, b) da hosilasi shu /(x) ga teng bo'lgan funksiyaning umumiy 
ko'rinishini ifodalar ekan.

2- misol. Ushbu x^dx

integral topilsin.
A Aniqmas integral ta’rifiga ko'ra, shunday F{x) funksiya topilishi 

kerakki, F'(x) -  x̂  bo'lsin. Agar

F{x) = \x^

deyilsa, ravshanki, F'{x) -  x̂  bo'ladi. Demak,

x^dx = + C, (C = const). ►

3- misol. Ushbu 

aniqmas integral topilsin.

■ xdx

VÎ+?
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funksiya uchun

F'(x) = (y f ïT ^ y  = ^
2V1+x2 yjl+x̂

bo'ladi. Demak,

< Ravshanki,

F(x)  = V Î T ?

xdx  ̂ =^Jl + x  ̂ +C. ►

Endi aniqmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon 
aniqmas integral haqida gap borganda uni qaralayotgan oraliqda mav
jud deb, ya’ni integral ostidagi funksiya qaralayotgan oraliqda boshlan
g'ich funksiyaga ega deb qaraymiz va oraliqni ko'rsatib o'tirmaymiz.

1) Ushbu

d (jf(x )d x ) = f(x )d x
munosabat o'rinli.

•4 Aytaylik, F(x) fimksiya/(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin:
F'(x) = f ( x ) .

U holda,

/ (x)dx = F(x) + C, (C = const) 

bo'ladi. Bu tenglikka differensial amalini qo'llab topamiz.

û?( j  f{x)dx) ^ d(F(x) + C) = dF(x) = F\x)dx = f{ x )d x . ►

Bu xossa aw al differensial belgisi d, so'ngra integral belgisi
kelib, ular yonma-yon turganda o'zaro bir-birini yo'qotishini ifo
dalaydi.

2) Ushbu

dF{x) = F{x) + C, (C = const)

munosabat o'rinli.
■4 Aytaylik, Дх) funksiya/ (x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin:

F\x) = f ( x ) .
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u holda,
/ {x)dx = F{x) + C, (C = const) 

bo'ladi. Ayni paytda,

/  {x)dx = I  F\x)dx = J  dF{x) 

bo'lib, bu tengliklardan

' dF{x) = F{x) + C

bo'lishi kelib chiqadi. ►
Bu xossa awal integral belgisi , so'ngra differensial belgisi d 

kelib, ular yonma-yon turganda o'zaro bir-birini yo'qotishini anglatadi 
va F{x) ga o'zgarmas C ni qo'shib qo'yish kerakligini ko'rsatadi.

3) Ushbu

[f{x) + g{x)\dx = ^f{x)dx + ^g{x)dx (2)

tenglik o'rinli bo'ladi.
■4. Aytaylik, F{x) va <I)(j:) funksiyalar mos ravishda/ (x) va ̂ x) laming 

boshlang'ich funksiyalari bo'lsin:
F'{x) = f{x ), 4>'(x) = g (x ) .

U holda

bo'lib.

f{x )d x ^ F {x ) + C„ Jg(x)i/x = 0 (x )  + C2 

^f{x)dx+  g{x)dx = F{x) + (^{x) + Ci+C2 (3)

bo'ladi.
Ayni paytda,

[/’(x) + 0 (x )] ' = / (x ) + g(x)
bo'lganligi sababh

j  [/ (x) + g(x)] dx = F(x) + 0 (x )  + C3 (4)
bo'ladi. (3) va (4) munosabatlardan, ulardagi Q, Cj va C3 larning 
ixtiyoriy o'zgarmas ekanligini e’tiborga olib topamiz:

[f{x) + g{x)\dx = ^f{x)dx+^g{x)dx. ►
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Bu xossa aniqmas integralning additivlik xossasi deyiladi.

4) Ushbu kf(x)dx = k j  f(x)d x (5)
tenglik o‘rinli bo'ladi, bunda k — o'zgarmas son va k ^ 0.

Bu xossa yuqoridagi 3- xossa kabi isbotlanadi.
2- e s 1 a t m a . (2) va (5) tengliklarni o'ng va chap tomonlaridagi 

ifodalar orasidagi ayirma o'zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi 
(o'zgarmas son aniqligidagi) tengliklar deb qaraladi.

4- misol. Ushbu J  =
l+x̂

-3 s in x dx

integral topilsin.
< Aniqmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalansak, unda

( 5   ̂—  ̂-  3 sin X í/x = 5 f - ^ d x  -  3 sin xdx• tl+x2 J J l+x  ̂ J
bo'lishi kelib chiqadi. Endi

( - c o s x ) '= sinx, (a rc tgx ) '=
l+x̂

bo'lishini e ’tiborga olib topamiz:
1

l+x̂
-d x -3 sin xdx = 5 arctgx + 3 cosx + C .

Demak, / = Sarctgx + 3 cosx + C . ►
3°. Asosiy aniqmas integrallar jadvali.
Elementar funksiyalarning hosilalari jadvali hamda aniqmas integral 

ta’rifidan foydalanib, sodda funksiyalarning aniqmas integrallari 
topiladi. Ularni jamlab, jadval ko'rinishiga keltiramiz:

1) ÍO - c?x = C, C = const.

2)

3) I  x“í/x =
â+l

a + l
+ C, ( a ;^ - l ) .

dx4) J — = In |x| + C, {x^  0).
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5) a^dx^ fl"
Inö

e^dx = +C.

+ C, (fl > 0, a^\).

6) I  sin xdx = -  cos X + C.

7) cos xdx = sin X + C.

8) = tgX + C, (x ^ ^  + nn, ne Z
cos'^ X  \  2

9) f “ = -  ctg X + C, (x  ̂nn, ne Z).

10)

11)

12)

13)

14)

15) j

dx _ J arcsin X + C, 
4i-x^ \- arccos X + C,

_d̂  _ ^  |arctgx + C, 
Vl+x̂  [-a rcc tgx  + C.

sh X i/x = ch X + C.

ch X i/x = sh X + C.

(-1 < x < l) .

dx 
sĥ  X

cĥ  JC

= - c h x  + C, (x 0). 

= th X + C.

4°. Differensiallash va integrallash amallari haqida. Aytaylik,/(x) 
funksiya {a, 6) c  Ä da berilgan bo‘lsin.

Odatda, /(x) funksiyaning hosilasini topish uni differensiallash 
(f(x) funksiyaga differensiallash amalini qollash) deyiladi./(x) funk
siyaning (fl, b) dagi boshlang'ich funksiyasini topish, ya’ni/(x) ning 
aniqmas integralini topish uni integrallash (f(x) fijnksiyaga integral 
amalini qo'llash) deyiladi.

Differensiallash va integrallash tushunchalari matematika va uning 
tatbiqlarida muhim rol o'unaydi.
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Matematik analizning differensiallash tushunchasidan bir qancha 
masalalami, jumladan, harakat qonuniga ko‘ra nuqta harakatining 
oniy tezligini topishda, egri chiziq ma’lum bo'lgan holda unga urinma 
o'tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko'p hollarda harakatdagi nuqtaning har bir vaqt momentidagi 
tezligi ma’lum bo'lganda harakat qonunini topish, egri chiziqning 
urinmasiga ko'ra o'zini aniqlash masalalari yuzaga keladi. Bu holda 
funksiyaning hosilasiga ko'ra o'zini topish lozim bo'ladi. Bu yuqorida 
eslab o'tilgan masalalarga teskari bo'lib, ular ftinksiyalami integrallash 
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalami differensiallash va integrallash amallari o'zaro 
teskari amallar bo'ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalaming (bunda ratsional funksiyalar; 
darajali, ko'rsatkichh va logarifmik funksiyalar; trigonometrik va tes
kari trigonometrik ftinksiyalar, ularning yig'indisi, ayirmasi, ko'payt- 
masi, nisbati ham chekli marta superpozitsiyalardan tuzilgan ftink
siyalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksiyalar bo'ladi.

Ammo hamma elementar funksiyalarning integrallari elementar 
funksiyalar bo'lavermaydi.

Masalan, ushbu

/ (x )= :s in x ^  / (x ) = cosx^, / (x )= e*\  {xe R);

/ (x ) = ? i ^ ,  ( x > 0 )

funksiyalaming aniqmas integrallari mavjud bo'lsa ham ular elementar 
funksiyalar bo'lmaydi.

Mashqiar

1. / (x ) = |xj funksiyaning boshlang'ich funksiyasi topilsin.
2. Aytayhk, / (x) funksiya ( - 00, +00) da berilgan toq funksiya bo'lib, 

F(x) funksiya esa uning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin. F(x) juft 
funksiya bo'hshi isbotlansin.

3. Ushbu ^

J =  f ^

integral hisoblansin.
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29-ma’ruza 
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

r .  0 ‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Faraz qilaylik, 
J\x) funksiyaning aniqmas integrali

' f{x)dx  (1)

berilgan bo‘lib,uni hisoblash talab etilsin.
Ko'pincha, o'zgaruvchi x  ni ma’lum qoidaga ko'ra boshqa o'zga- 

ruvchiga almashtirish natijasida berilgan integral sodda integralga 
keladi va uni hisoblash oson bo'ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi o'zgaruvchi yangi o'zgaruvchi bilan ushbu
t = (p(x)

munosabatda bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) (p(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lsin;
2) g{t) funksiya boshlang'ich funksiya G{t) ga ega, ya’ni:

G\t) = g{t), \g{t)dt = G{î) + C- (2)

3) / (x) funksiya quyidagicha ifodalansin:
/ (x ) = ¿-((p(x)) • cp'((x). (3)

U holda

f{x)dx = ((p(x)) cp'(x)i/x = G((p(x)) + C

bo'ladi.
A Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda

lanib, (2) va (3) munosabatlami e’tiborga olib topamiz:

[G((p(x)) + c i  = C?'((p(x)) • <p'(x) = g(cp(x)) • cp'(x) = / ( X ) . 

Bundan
'f{x)dx = G{^{x)) + C

bo'lishi kelib chiqadi. ►
Shu yo'l bilan (1) integralni hisoblash o ‘zgaruvchini almashtirib 

integrallash usuli deyiladi.
Bu usulda, o'zgamvchini juda ko'p munosabat bilan almashtirish 

imkoniyati bo'lgan holda ular orasidan qaralayotgan integralni sodda, 
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish muhimdir.
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1 - misol. Ushbu sinSxíZx
integral hisoblansin.

< Bu integralni o‘zgaruvchisini almashtirib hisoblaymiz:
5x = tsin 5xdx =  ̂ .

5dx = dt

2 - misol. Ushbu

1

5 J sin tdt = -~  eos / + C = -  i  eos 5x + C.J J

J  = d x

integral hisoblansin.
4  Awalo berilgan integralni quyidagieha

Í - — =í
e’̂ dx

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvehini almashtirish 
usulidan foydalanib hisoblaymiz:

J  = “ ê dx = í ■
e’̂ dx = dt •

dt

2 - misol. Ushbu 

integral hisoblansin. 

A Ravshanki,

J  =

1+/2

dx

= arctg t + C = arctg e"" + C . ►

cosx

1 cosx cosx
COSJC cos  ̂ X  1-sin^ X

Unda I
bo'lib.

dx
cosx

1

■ eos xdx _ sin X = í dt
• 1-sin  ̂x eos xdx = dt • l-t^

1
1-/2 (1-0(1+Í) (1+0 (1-0

bo'lganligi sababli

/ 4 í f  ^̂  + r dt ^_ 1 r Cd(i+t) r^ (i-o^ = -In 1+/
2 (1+0 J (1-0 J 2 (1+0 j (1-0 J 2 1- í + C

bo‘ladi. Agar
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dx ,----- = In
cosx

ekanini topamiz. ►

4-misol. Ushbu J  =

boiishini e’tiborga olsak, unda

tg(f̂ î)+ C

dx a e / î)
X  + a

integral hisoblansin.
■4. Integralda o'zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

X + +a = t .
Unda 

dt -  d(x + n/x̂  + a) =

boiib, undan

boiishi kelib chiqadi. 
Natijada

1 +
•Jx^+a

dx dt

dt X + + a + C (4)-- In jrj + C = In

boiishini topamiz. ►
2°. Boiakiab integrallash usuli. Faraz qilaylik, u(pc) va v(x) 

funksiyalar uzluksiz u'(x), v'(x) hosilalarga ega boisin.
Ravshanki,

(u(x) ■ v(x))' = u'(x) ■ v(x) + u(x) ■ u '(x)
boiadi. Demak, F{x) = u{x) ■ u(x)

funksiya / (x ) = m'(x) ■ y(x) + m(x) • ü'(x)
funksiyaning boshlangich funksiyasi boiadi. Bundan

I [« '(x )  • v{x) + u{x) ■ v\x)\dx -  u{x) ■ ü(x) + C

boiishi kelib chiqadi.
Aniqmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalanib

m(x) • v'(x)dx =u(x) • u(x) -  m'(x) • v(x)dx 
boiishini topamiz.

(5)
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(5) formulani quyidagicha

'u(x) ■ dv(x) = u(x) ■ v(x) -  J v(x)du(x) (5')
ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Bu (5') formula bo'laklab integrallash formulasi deyiladi. Uning 
yordamida

u{x) ■ v'{x)dx
integralni hisoblash

u{x) ■ v{x)dx 

integralni hisoblashga keltiriladi.

5-misol. IX cos X dx

integral hisoblansin.
A Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

sin xdx -X cos xdx = u - x . du = dx
= X sin X -

cos xdx = dv. y = sin X

6- misol. Ushbu

= x s in x  + cosx+ C. ► 

/ = f Vx  ̂ + adx

integral hisoblansin.
Qaralayotgan integralda

M = Vx  ̂+ a, dv = dx

deyilsa, unda du = dx, V = X
yj^+a

bo'ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

J  = xVx^ +a -  { -!^—^ dx = xVx^ +a -  
'1''  ̂ ' a

Vx  ̂ +adx +a 

= x\Zx̂  +a -  /+«*" ^

X +a-a dx =
X +a

dx
+a

+0
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Demak, J  = + a -  / + û dx

^ = 5

4x^ a

yjx̂  +a + Ö *"
Vx^+a

Ma’lumki, (Г  dagi 4- misol)

, — = In X + +Ö +C.  
4 ^ a

Natijada 

J  = ylx  ̂ + adx = ^ л/х̂  + 0  + I  In X + Vx  ̂ + û1 + C

bo‘lishi kelib chiqadi. ► 
7- misol. Ushbu

Jn =

integral topilsin.
Bu integralda

i£c
(xK a^ f

- ,  ( «  Ê  J V ,  Ö G i?, Ö Tb 0)

, dv = dx

deb olsak, unda
J  2nxdxdu = --------- ------j- , V =  X

bo'ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
„2

+ 2«

+ 2« Í¿C =

(хЧйЪ" (х̂ +а̂  )"
íic

Natijada + 2n J„ -2na^ ■ J,
{x̂ +â  Y' 

bo'ladi. Bu tenglikdan

n+l
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1 2 /1-1 1 ,  + -------J .2nâ   ̂ 2rt «2
boiishi keUb chiqadi.

Odatda, (6) munosabat rekkurent formula deyiladi. 
Ravshanki, n = 1 boiganda

(6)

dx 1
x̂ +â  a

a\ .jL

1+
\ /

boiadi.
«  > 2 boiganda mos J„ integrallar (6) rekkurent formula yordamida 

topiladi. Masalan,
dx 1 x 1J , =

(x?-+â )̂  2â  x̂ +(? 2â  * 2â  {x̂ +â ) 2â
boiadi. ►

3°. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu

{x-aY
Bx+C

{x^+px+q)"'

ko'rinishdagi funksiyalar sodda kasrlar deyiladi, bunda m e N; A, B, 
C, a, p, q — haqiqiy sonlar boiib , + px-vq kvadrat uchhad

haqiqiy ildizga ega emas, ya’ni ^ ^  > 0 .

m = 1 boiganda sodda kasrlaming integrallari 

A , r Bx+CfK-a J dx
+px+q

lar quyidagicha hisoblanadi:
A dx = A

x - a

d(x-a)
X - a

Bx+C dx =
X +px+q

Bx+C

X - a + C;

dx =
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B

dx = dt, q -

A l  + (c -  
\ 2 ).

dt

B, r
~ T ) -a rc tg -  +C* =

= y  ln(x^ + px + q) + arctg ^
2^^- V

+ C *.

Aytaylik, me N, m > 1 bo'lsin. Bu holda sodda kasrlaming 
integrallari

(x-a)
lar quyidagicha hisoblanadi:

dx, Bx+C
(x  ̂+px+q)"'

dx

ix-a)"
d x^ A (x -  ay" d{x -  a) = --------- --------- r + C,

(m-D(x-a)'"-*

Bx+C — dx = 
{x^+px+qf^

X + l  = t, X = t - ^  
2  ’  2

dx = dt, q - ^  -a^

2tdt (c - I b )

El
4

dt

B
2 (m-l)(i2+fl2)/n-l

Keyingi munosabatdagi

+ __

dt
itK a ^ r

integral (6 ) rekurrent formula yordamida topiladi.
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1. Ushbu

integral hisoblansin.
2. Ushbu 

integral hisoblansin.
rdx

Mashqiar

dxJ i

Je“  eos bxdx

3. Quyidagi integralni bo‘laldab integrallash natijasida:

J-=J  X
dx = \ +ídx

X

bo‘lishi kehb ehiqadi. Xatolik topilsin.

3 0 -  m a’ruza
Ratsional hamda trigonometrik funksiyalami integrallash

1°. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiqlari.
Biz quyida algebra kursida o'rganiladigan ba’zi tushunehalami 

hamda tasdiqlami (isbotsiz) keltiramiz. U lardan ratsional funksiyalami 
integrallashda foydalaniladi.

Aytaylik,

P„{x) = + a x̂ + Ü2x}^+... +a^x” (1)

ko‘phad berilgan bo‘Isin, bunda e R, k = 0 ,1, 2 ,..., n, n s  N 
esa ko‘phadning darajasi.

Agar a s  R uehun P„(a ) = O bo‘lsa, a  son P„{x) ko‘phadning 
ildizi deyiladi. Bu holda P„{x) ko‘phad x — a  ga bo‘linib, u quyi
dagieha

/>„(x) = ( x - a ) 0 ( x )  
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda 0(x) -  (n — 1)- darajali ko'phad.

Agar P„{x) ko‘phad ( x - a ) * ,  (A:e N) ga bo 'linsa, a  son 
P„{x) ning k karrali ildizi bo‘ladi. Bu holda P„{x) ushbu 
192



P„(x) = ( x - a f  R(x) 
ko‘rinishda ifodalanadi,bunda R(x) — (n -  k)- darajali ko‘phad.

Agar г = a  + /p kompleks son P,,{x) ko‘phadning ildizi boisa, 
z - a - i ^  ham P̂ {x) ning ildizi boiadi. Shuningdek, г = a  + Ф son 
P„{x) ning к karrah ildizi boisa, z = a-/p  son ham shu P„{x) 
ko‘phadning к karrali ildizi boiadi. U holda P„(x) ko'phadning 
ifodasida quyidagi

(x -  z){x -  z) = [x -  (a  + /p)][x -  (a  -  /p)] =

-  x̂  + px + q, {p = - l a ,  q = a? + P^)
kvadrat uchhad ko‘paytuvchi boiib qatnashadi.

Faraz qilaylik,

Q„{x) = ao+aiX + a2X^+... + a„x'' (2)
ko‘phad berilgan boiib, a i , a 2 , . . . ,a ^  haqiqiy sonlar Q„{x) ning 
mos ravishda Xy, X2 , karrah ildizlari, Z],Z2 , —,Zs kompleks 
sonlar esa Q„(x) ning mos ravishda Yi , Y2 , • • •> Y.s karrali ildizlari boisin.

1- teorema. Har qanday n- darajali
Q„ (x) = Oq + 0 ]X + «2X̂  +... + fl„x” 

ko‘phad (o„ e R, m - 0 , l ,  2,..., n, a„ Ф 0) ushbu

0„ (x) -  (x -  a , )̂ ‘ (x -  tt2 ...(x -  a ,  ■ (x^ + /?,x + q̂ )̂ ' x
x(x^ + p^x + ^2 ...(x^ + ftx  + q, (3 )

ko'rinishda ifodalanadi, bunda
+ ^2 + ••• + + 2(yi + Y2 + ... + Yi) = « 

boiib, x  ̂+ PjX + , (/ = 1, 2 ,..., s) kvadrat uchhad haqiqiy ildizga 
ega emas.

Maiumki,

Pn (x) -  «0 + «1^ + «2^^ + -  + , («  6 Ю, ,

Q^{x)  ̂bo +Ь х̂ + Ь̂ х̂  +... + , (se N )

ko‘phadlar (a, s R, bj e R; i -  0,1, 2 ,..., « ; J  = 0,1, 2 ,..., 5 ) nis- 
bati
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^  %-̂ a\X+a2X̂ +...+a„x''
Q¡¡{x) ba+t\x+bix̂  +...+b¡̂ x̂  

kasr ratsional funksiya deyilib, n < s bo‘lganda u to‘g ‘ri kasr deyilar 
edi.

P (x)2- teorema. Agar - to‘g‘ri kasr maxrajidagi Q^x) ko‘phad ushbu

0 ,(x )  = ( x - a r G ( jc ) ,  (m eN )
ko'rinishda bo‘hb, Q{x) ko‘phad x -  a  ga bo‘linmasa, u holda

^ ^ -̂ 1 ^ Pjx)
Qsix) ( x - a r  (x -a r '*  x-a Q{x)

bo‘ladi, bunda A¡ e R, i = 1, 2 ,..., m] P(x) — ko‘phad.
P (x)3- teorema. Agar to‘g‘ri kasr maxrajidagi 0/x) ko‘phad ushbu

Q, (x) = (x^ +px + qT Q(x), (m e N) 
ko'rinishda bo‘hb, ( x^ + px + q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega 
emas), Q(x) ko'phad x  ̂ + px + q ga bo‘linmasa, u holda

 ̂ B̂ x+C„, ^ B„_yx+C„,̂ y ^ ^ BjX+Cy ^ POc)
Qs(x) (x^+px+q)"' (xj+px+q)"'-  ̂ x^+px+q Q(x)

bo'ladi, bunda e R, C, e R, i = P(x) — ko'phad.
Yuqorida keltirilgan 2- 3- teoremalar ixtiyoriy to‘g‘ri kasr har bir 

hadi ushbu

^ , (ae  R, A e  R, me N);
(x -a)

(B eR , C s R , p s R , q e R , p ^ -4 q < 0 , m e N )
(x^+px+q)'"

ko‘rinishdagi kasrlardan, ya’ni sodda kasrlardan iborat bo‘lgan yig‘indi 
orqali ifodalanishini ko‘rsatadi. Bunday holda to‘g ‘ri kasr sodda 
kasrlarga yoyiladi deyiladi.

Aytaylik,
Pnix)
Q ( X ) ’
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I()‘g‘ri kasr berilgan bo'lsin. Anialiyotda bu kasr sodda kasriarga quyi- 
ilagicha yoyiladi:

1) Kasrning maxraji Q,(x) ko‘phad (3) ko‘rinishda yoziladi;
2) 2—3- teoremalardan foydalanib,

P ,M )

Q,M
ni sodda kasriarga yoyiladi;

3) bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi sodda kasrlar yig‘indisi 
umumiy maxrajga keltiriladi;

4) natijada hosil bo‘lgan
Pn(x)  ̂ RnM 
Q,(x) a ( x j ’

ya’ni P„(x) = R„(x)
tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi 
koeffitsiyentlarni tenglashtirib, noma’lum koeffitsiyentlarni topish 
uchun tenglamalar sistemasi hosil qilinadi.

1 -misol. Ushbu
X  +4x +4x  

to‘g‘ri kasr sodda kasriarga yoyilsin.
■4 Bu kasrning maxraji

X'̂  + 4x^ + 4x = x(x^ + 4x + 4) = x (x  + 
bo'lgani uchun 2- teoremaga ko‘ra

3x^+8 ^ ^  ^ ^

bo‘ladi. Uni

x^+4x^+4x X x+2 ( x + lf  

3x^+8 A(x+2)^+x(x+2)B+Cx
x^+4x^+4x x(x+2)^

ko‘rinishda yozib, ushbu

3x  ̂ + 8 = A(x + 2)2 + Bx(x + 2) + Cx =
-= (A + B)x^ + {4 A + 2B + C)x + 4A

tenglikka kelamiz. Ikki ko'phadning tengligidan foydalanib, ushbu
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A + 8  = 3,
4v4 + 25  + C = 0, 
4/i = 8

sistemani hosil qilamiz va uni yechib
A = 2, B = \, C = -10  

boiishini topamiz. Demak,
3x^+8 2 1 -10

2 - misol. Ushbu

x^+4x^+4x X ' x+2 ' ( x + lf  

x^+4x^-2x+l
xUx

to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
•4 Ravshanki, + x = x(x + l)(jc^ -  x +1).

Unda x^+4x^-2x+l 
x(x+l){x^-x+l) X ' x+l ' x^-x+l

boiadi. Keyingi tenglikdan

+ 4x^ -  2x + 1 = A(x^ + 1) + Bx{x^ -  X +1) + (Cx + D){x^ + x) = 
^(A  + B + C)x^ +{C + D -  B)x^ +{B+D )x + A

boiishi kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir 
xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib. A, B, C, D lami 
topish uchun quyidagi

A + B + C = \,
C + D -B  = A,
B + D = -2  
A = l

sistemani hosil qilamiz. Uni echib topamiz:
A ^ l,  B = -2, C = 2, D = 0.

x  ̂+ 4x ^ -2x + lDemak, = i  + _3- +_—_
X x + l  x ^ - X + 1
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2°. Ratsional funksiyalami integrallash. Faraz qilaylik, f{x) 
misional funksiya bo'lib, uning integralini hisoblash talab etilsin. 

Aytaylik, / (x) butun ratsional funksiya

f{ x )  = «0 + ‘̂ 1-̂  + + ••• +
boMsin. Unda

f{x)d x=  {üf¡ + 0]X + Û2X̂  + ...+a„x")dx =

x  ̂ x"= a^x + a, - J  + ûj - J ... + a„ - - + C
n

bo'ladi.
Aytaylik, / (x) kasr ratsional funksiya

/ W  = f W l £ 2 ^ t ñ L Í :  ,  ^  ( „ s N , m e N )
ba+bix+bix +...+bf„x"' Qm(^)

bo'lsin. Agar n>m bo‘lsa, unda P„{x) ko‘phadni QJ^x) ko‘phadga 
P (x)bo‘lish bilan / (x) = t ning butun qismini ajratib, butun ratsional
Qm\̂ )

funksiya hamda to‘g‘ri kasr yig'indisi ko‘rinishida ifodalab olinadi:

f ( x )  = ^ ^  = R(x)+
I

Ravshanki, /  (x)cix = R(x)dx +

Qn,(x)

Pk{x)
Qn,M

dx.

Demak,

ratsional funksiyani integrallash to‘g‘ri kasrni integrallashga keladi. 
To‘g‘ri kasrlarni integrallash uchun awalo uni 1° da keltirilgan usul 
bilan sodda kasriarga yoyiladi. Sodda kasrlarni integrallash esa 29- 
ma’ruzada batafsil bayon etilgan.

3x^+83 - misol. Ushbu dx
x^+4x^+4x 

integral hisoblansin.
■4 Integral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasriarga yoyamiz:

3x̂ +8 1 10

x^+4x^+4x X x+2 (x+2Ÿ '
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Demak,

3x^+8 -dx = 2
X+4x^+4x

= 2ln X + ln X+ 2

dx 
x+2 

10

-1 0

+ ■

4- misol. Ushbu

x+2

x^+2x‘*+2x^-1 
x{x^+l)^

dx
- lx+2) '̂

+ C. ►

dx

integral hisoblansin.
•4 Integral ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lib, u noto‘g‘ri 

kasrdir. Bu kasrning surati x̂  +2x'* +2x^ -1  ko‘phadni maxraji 
x{x^ +1)2 ko‘phadga bo‘lib, uning butun qismini ajratamiz:

+  2 x ^  + 2 x ^ - 1  

X® + 2x^ + x^
x ^  + 2 x ^  + X

Demak,

Endi

x 2 - l  

+2 +2^2-1
x(x2+l)2

x^-l
x(x2+l)2 ■

X^-l
x(x2+l)2

to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

x ''- ! A Bx+C Dx+E= — + —  +
x(x^+l)2 JC X^+I (x2+l)2 ’

x  ̂ - l  = A{x^ + \ f + (J ’x+ C )x(x2 +\)+{Dx+E)x = 
= {A + B)x‘̂  +Cx^ +{2A+B+D)x^  +(C +E)x +A. 

Keyingi tenglikdan
A = -\, 5  = 1, C = 0, D = 2, E = 0 

bo‘lishini topamiz.

Demak,
x^-l

x(x2+l)2
2x

x^+1 (x^+1)^

198



Niil ijada,

bo'lib.

+2x^-1
x(x^+l)^

-  X --+ -  + 2x
X xU l

f x^+2x"^+2x^-l 
x(x^+l)^

2 x  J  X ,- dx = —- -  In 
(x^+lf 2

xdx -
X x̂ +1

dx +

x̂ +1 (x^+l)2

= -  In X + i  ln(x^ +1) -  4 -  + C
2 2 x'^ +1

boiadi. ►
3°. Ikki o^zgaruvchining ratsional ñinksiyasi haqida. Ikki u va v

o‘zgaruvchilar berilgan boiib, bu o‘zgaruvchilar yordamida ushbu
(«  = 0 ,1 ,2 ,...; /« = 0 ,1 ,2 ,...)  

ko'paytmani tuzamiz. Quyidagi

P{u,v) = Oqq + fljo« + üf̂ \V + «20^̂  + â ûv + 0̂ 2̂  ̂ +•••

+a„0«” +
funksiya u va V o'zgaruvchilarning ko‘phadi deyiladi, bunda 
« 00 , « 10, «01 > •••, « 0« -  haqiqiy sonlar.

Aytaylik, P{u, y) hamda Q{u, v) lar u va v o'zgaruvchilarning 
ko‘phadlari boisin. Ushbu

( Q M * 0 )

nisbat M va u 0 ‘zgaruvchilaming ratsional funksiyasi deyiladi va R{u, v) 
kabi belgilanadi:

Faraz qilaylik, uva v o'zgaruvchilarning har biri o‘z navbatida 
x o‘zgaruvchining

M = (p (x :) ,

V = \|/(x)
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funksiyalari bo‘lsin. U holda R{u, v) funksiya (p(x) va v)/(x) funksiya- 
laming ratsional funksiyasi bo'ladi. Masalan,

funksiya u = yfx, v = -  1
laming ratsional funksiyasi bo'ladi, chunki

.. u^-2v+\R(u,v) = ---------- .
u+v

Xususan, (p(x) va \|/(x) laming har biri x o‘zgamvchining ratsional 
funksiyalari bo‘Isa, u holda

R (u,v)^ R{(^(x),\\f(x))
funksiya shu x o'zgaruvchining ratsional funksiyasi bo'ladi.

Endi R{u, v) ratsional funksiyaning sodda xossalarini keltiramiz:
1)Agar R {-u ,v)^  R(u,v) 

bo‘lsa, u holda bu ratsional ftinksiya ushbu
R(u,v) = Ri(u^,v) 

ko‘rinishga keladi, bunda Ry ham ratsional funksiya.
2) Agar R(-u,v) = -R (u,v) 

bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu

R{u,v) ^ R2 iu l,v)  
ko‘rinishga keladi, bunda R2 — ratsional funksiya.

l)A gar R (-u,-v) = R(u,v)
bo‘Isa, u holda bu ratsional funksiya ushbu

R(u, v) = R 2{^ ,v^̂

ko‘rinishga keladi, bunda R2 — ratsional funksiya.
4°, Trigonometrik funksiyalarni integrallash.
Aytaylik, R(u, v) ikki o'zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lsin. 

Ushbu

J  i?(sin X , cos x)dx (4)
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integralni qaraymiz. Bu integralda

/ = tg f
almashtirishni bajaramiz. Unda

2 t2 . 4

jc = 2arctg/, dx - 2dt

boiib, iî(sin X , COS x)dx = 2 R
boiadi. Ravshanki,

1+tg

2t

2X l+(2

R 2t \-t

1+/2 ’ l+i  ̂

1

l+î
dt

1+î
ifoda t ning ratsional funksiyasidir. Demak, (4) integralni hisoblash

almashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.

5 - misol. Ushbu 

integral hisoblansin.

< Bu integralda 

almashtirish bajarib topamiz;
2dt

1+sin X

■ dx f 1+̂2 -  2 dt 2
■ 1+sin X 1 2i l-l---- ^

— ^
{l+tŸ 1+?

l+?2

hollarda t = cos X, t =■ sin X, t = ig

l+tgl

boiadi.
Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun 

R(-u,v) = -R(u,v)
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bo‘lsin. Bu holda

J /?(sin X, cosx)dx = /?2 (sin^x, cosx) sin xdx =

’ R 2Í\-t\ t)d tÍ = COS X
dt = -  sin xdx •

bo‘ladi. Aytaylik, R{u, u) ratsional funksiya uchun

R(u,-v) = -R (u,v) 
bo‘lsin. Bu holda quyidagi ifodani olamiz;

i?(sin X, cos x)dx = /? 3  (sin x, cos  ̂x) cos xdx =

R ,(t,l-t^ )d t.
t = smx 

dt = cos xdx

Aytaylik, R{u, u) ratsional funksiya uchun 

R(-u,-v) = -R(u,u)
bo'lsin. Bu holda

i?(sin X , cos x)dx = R2 (tg X , cos  ̂x)dx =

i = tgx

dx ~ dt
= ‘ /?2

1+/2  ̂ V

1 dl

bo‘ladi.
6 - misol. Ushbu

I  sin^ X cos'* xdx

integral hisoblansin.
■4 Integral ostidagi funksiya uchun R(-u,v) = -R(u,v) bo'ladi. 

Shuning uchun cosx = t deyilsa, unda -sinxflbc = dt bo‘lib,

Jsin^ XCOS'̂ XiZx = {t̂  = y - y +  C = yCOS^X-^COS^X + C

bo'ladi. ►
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1. Ushbu

Mashqlar

x \ l
5 4 3 2 X  -\-X - X  - X

to‘g ‘ri kasr sodda kasrlarga ajratilsin.
x^-3

2. Ushbu 

integral hisoblansin.
+10x2+25

dx

31- ma’ruza 
Ba’zi irratsional fiinksiyalarni integrallash

r . ' R
J V cx+d

dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.

Faraz qilaylik, R{u, u) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lib, 
a, b, c, d -  haqiqiy sonlar, ne N bo‘Isin.

Ushbu

' i ?
J V cx+d \ /

dx, ad -  be

ko‘rinishidagi integrallarni qaraymiz. Bu integral o‘zgaruvchini almash- 
tirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladi:

R ax+b
cx+d

dx = cx+d ct” -a

' R
'dt^-b  .... 1

• a-ct"
(ad-bc)ntn-l

dt.

1 - misol. Ushbu

integral hisoblansin.

l+ x  1
1 -x  1 -x

dx
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A Bu integralda t = 1+x
1-x

almashtirishni bajaramiz. Unda

dx = 4tdt
(/2+1)2

boiib,

boiadi. Ravshanki, 

Demak,

l i i .  ‘ =1-X 1-x t^+l

P-dt~  = t~ a ic W  + C . 
r+1

2°. J R{x, \!ax̂  + bx + c)dx ko‘rinishidagi integraUarni liisoblash.
Bu integralda a, b, c —haqiqiy sonlar boiib, ax  ̂ +bx + c kvadrat 
uchhad teng ildizlarga ega emas.

Qaralayotgan

R{x, yjax  ̂ +bx + c)dx (1)

integral quyidagi uchta almashtirish wrdam ida ratsional funksiya 
integraliga keladi.

a) a  > 0 boisin. (1) integralda ushbu

t -  yfax + \lax̂  +bx + c (yoki t -  -4 a x  + +bx + c ) 
almashtirishni bajaramiz. U holda

ax  ̂ + bx + c -  t̂  -  2-Jaxt + ax^,
V - -  _ 2('/ai^+fei+cVa)

irat+b ’ {irat+bf ’

^ax^+bx + c =
2slat+b

boiadi. Natijada 
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R{x, + bx + c ) dx =

R P--C 4at^+ht+c4a'
2yJat + b ’ ly/at^h

d t

bo‘ladi.

2- misol. Ushbu 

■4 Bu integralda

dx

+X+1x+

2{4at^ +bt+c4a) 

(2-/at+bf‘

integral hisoblansin.

t  =  X  +  Vx  ̂ + X + 1 
almashtirishni bajaramiz. Natijada

bo'lib,

bo‘ladi. Agar

1+ 2 /

dx

1 -1 , T p-+t+\ J.
X  =  —  — , dx = I --------------= dt

{\+ 2tf

^ 2  l^^^^l dt
xWx^+x+1 (l+2r)2r

2{t^+t+\) 2 3

/(1+20  ̂ f 1+2/ (1+20  ̂
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

f___ dx___
x + V x ^ + X +1

2  3

= 2 In 1̂1 -  -  In |1 + 2t

t 1+2/ (1+2/)̂  
3

d t  =

+
2( 1+20

-^ + C =

= 2 In x + + X +1| -  I  In 1 + 2x + 2Vx^ +X + 1

+
2{l+2x+2^|x^+x+l)

+ C

bo'lishi kelib chiqadi. ►
b) c > 0 bo‘lsin. Bu holda (1) integralda ushbu

t = — (Vflx  ̂ +bx + c - 4 c )
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yoki t -  -  + bx + c  +\fc)
almashtirishni bajaramiz. Unda

2-Jct-b •Jct̂  -bt+yjca
(a+tr

I TTT -Jct^-bt+a^c yjax + bx + c = ---------T-----

dt,

a-t^
bo‘lib, (1) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi: 

R{x, yjax  ̂ +bx + c)dx -

R l4ct-b -Jct̂  -bt+a4c
a-t a - r

■Jct̂  -bt+'ica
{a+t9-

dt.

d) ax̂  + bx+ c kvadrat uchhad turli Xj va Xj haqiqiy ildizga ega 
bo^Isin:

ax  ̂ + ¿>x + c = a{x -  x ,) • (x -  Xj) •
Bu holda (1) integralda ushbu

t -  —̂ \lax^ + bx + cX-Xi
almashtirishni bajaramiz. Natijada

= dx = ^ -^ ^ ^ ^ d t
t^-a

bo‘lib.

R(x, \Jax̂  +bx + c)dx =

R -ax2 +Xit a{x\ -X2)
? -a

2a{xy-x2)t dt

bo‘ladi.
3 - misol. Ushbu

integral hisoblansin.
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■4 Ravshanki,

+3x + 2 = (x + l ) i x  + 2).
Shuni e’tiborga ohb berilgan integralda

t = ylx  ̂ +3x + 2 
x+[

almashtirishni bajaramiz. U holda
,22-i^ , 2tdtX = , ax = -

bo‘lib.

bo'ladi. Endi

+3x+2
\lx^+3x+2

dx =
x+

-2/2-4/
(/-2).(/-l)(/+l)^

dt

-2/2-4/ 27
17_

_  + 18
(/-2)(/-l)(/+l)^ -̂1 t - 2  t+\ (/+1)2 (,+D

bo‘hshini e’tiborga olib topamiz:

I -  f -2/2-4/  ¿ t -  ~ ~  -
“  J/ /_2V r/-nr/+ n3  “ 4 J / - i  27 J /-2

17
108 J

(/-2).(/-l).(/+l) 
dt 5 ( dt +/+1 18 + I f  *  4 i n / - i(/+1)2 3 J (i+i)3 4

5 1 1 1  
18 ' /+1 6 ' ‘ + C. ►

{t+\r

3°. Binomial differensialni integrallash. Ushbu 

x'" {a + bx” Y  dx
ifoda binomial differensial deyiladi, bunda a e R, b s R, m, n, p ~ 
ratsional sonlar.

Binomial differensialning integrah

x'” (a + bx"y dx (2)
ni qaraymiz. Bu integral quyidagi hollarda ratsional funksiyaning 
integraliga keladi:
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l) p  — butun son. Bu holda mvan  ratsional sonlar maxrajlarining 
eng kichik umumiy karralisini 5 orqali belgilab, (2) integralda

X = t̂
almashtirish bajarilsa, (2 ) integral ratsional funksiyaning integraliga 
keladi.

4-misol. Ushbu / =
(1+^)2

dx

integral hisoblansin.
A Bu integralni quyidagicha yozib;

1
Vi ■dx -

(1+^)2
bunda p = —2 bo‘lishini aniqlaymiz. 

Integralda x - t ^  almashtirish bajarib,

jĉ  (1 + ^dx ,

1  = 6

bo‘lishini topamiz. Ravshanki,

dt

= t̂  -2t^ + 3 - 2 ■t̂ +\ (i"+l)
Demak,

-  .5- 5- dt = —̂- ^ -  + 3t -^arctg i + \ + ^arctg/ + C 
( l+ i2 )2  5 3 2 /2^1 2

bo‘lib.

/ = I  ̂  -  4n/x +18 Vx -  21arctgVx + + C 5 x̂+1
boiadi. ►

2) m+\ — butun son. Bu holda (2) integralda

x = t'
almashtirishni bajarib

x"'{a + bx"Y dx = -  {a + b t ) ■ t‘'dt
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boMishini topamiz, bunda 

So‘ng p ning maxrajini i  deb
1

z = {a + bty
almashtirishni bajaramiz. Natijada (2) integral ratsional funksiyaning 
integraliga keladi.

xdx . ........................
mtegral hisoblansm.5-misol. Ushbu

< Bu integralda
2 1

- ^ = \ x { \ + x ^ y d x ,

1 2 1m = l, n ^ - ,  p = -~

bo'lib, '”-̂ 1 = 3n
bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
' 2 1

/ = (1 + X3)2
almashtirishni bajaramiz. U holda

2 1 , 1  
\ + x^=t^,  x = (/2-1)2,  dx = ^-{f - \ y  -Itdt

bo'lib.

I I  7 5
x{\ + x^ydx = 3 j{^  - l f t ^ d t  = 3 L - ( > L  + t^+C,  / = Vl + x3 

bo‘ladi. ►

3) /» + g -  butun son. Ma’lumki, (2) integral x = t" almashtirish 
bilan ushbu

I
n

m+l _i ^
(a + bty dt ^ ~ j ( a  + b ty  . t ‘̂ dt = ■t'’ ‘̂’dt
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ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda

almashtirish bajarilsa (s soni p ning maxraji), u ratsional funksiyaning 
integraliga keladi.

6- misol. Ushbu [ ~ ...integral hisoblansin.
 ̂ x^2+3x^

■4 Ravshanki, dx

x^ 2̂+3x^

2 '̂  1 w+1 ., «  = 2, p = -~ ,  -----+ p = -\
I nDemak,

bo‘lib, p + q — butun son boiadi. Berilgan integralda

almashtirish bajarib.

X = 72 dx = ^tdt
V ( ? ^ ’

dx

’■sl2+3x̂

x̂
+3

- + C

boiishini topamiz. ►

1. Ushbu

2. Ushbu

Mashqiar

dx

{2x+ lf^4x^+ 4x+ 5  

dx

integral hisoblansin.

2 sin x -co s  X
integral hisoblansin.
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8 - B O B  
ANIQ INTEGRAL

32- ma ’ruza 
Aniq integral tushunchasi

1°. Segmentni bo‘laklash. Biror [a, b]cz R segment berilgan 
bo‘lsin. Bu segmentning quyidagi

a = Xq < Xi < X2 < —x„_i < x„ = b 
munosabatda bo‘lgan

Xo, X,, X2 , x„ (1)
nuqtalari to‘plamini olaylik.

Ravshanki, (1) to'plam [a, b\ segmentni

5, =[Xo,X,],  Bj:^\x^,x2\, 5„=lx„„i , x„]

bo‘laklarga ajratadi.
1- ta ’rif. Ushbu

a = Xq < Xj < X2 < ... < x„_i < x„ = b 
munosabatda bo‘lgan

Xo, Xi, X2 , X „ _ i, x„
nuqtalar to ‘plami [a, b\ segmentni bo ‘laklash deyiladi va

P  = {Xo,X, ,X2 , . . . ,X„_i,X„}

kabi belgilanadi. Bunda har bir x* {k = 0 , 1 ,  2,. . . ,  n) nuqta [a, b] 
segmentning bo'luvchi nuqtasi, [ x , , x̂ +i ] (A = 0,1 ,  2, . . . ,  « - 1 )  
segment esa P boiaklashning oraligH deyiladi.

Quyidagi
Xp = max {Ax J ,  Ax, = x,^i - x ,

miqdor P bo ‘laklashning diametri deyiladi.
Masalan, [a, b\ = [0, 1] bo‘lganda quyidagi

0 - -  -  1 1  =  1- 

’ 10’ 10’ 10’ 10’ 10 “ ’
0  J -  i :  A  A  

’ 10’ 10’ 10’ 10’ 10
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P = /0 1  - i  A  1  i l
* 1 ’ 10 ’ 10 ’ 10 ’ 10 ’ r

P = / 0  1  A  A  A  i l
2 1 ’ 10 ’ 10 ’ 10 ’ 10 ’ J

bo‘laklashlarini hosil qiladi. Ulaming diametrlari mos ravishda
l  - L  1 - l
^ p i  ~  S ’ ~  5

bo‘ladi.
Yuqoridagi keltirilgan ta’rif va misollardan ko'rinadiki, [a, b\ 

segmentning turli usullar bilan istalgan sondagi bo‘laklashlarini tuzish 
mumkin. Bu bo'laklashlardan iborat to'plamni S’ bilan belgilaymiz:

2°. Darbu hamda integral yig‘indilar. /(x) funksiya [a, b] da 
aniqlangan va chegaralangan bo'lsin. Unda

3m e R , 3M e R, \/xe[a,b\\ m < f { x ) < M  
bo‘ladi. Aytaylik,

P={Xo,Xi,X2,. . . ,
[a, b\ segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. U holda bu bo‘lak- 
lashning har bir [ x , , x,̂ _i ] (A = 0,1, 2^..., n - l )  oraligida

nik = in f { / (x ) } , X £ [ x , , x,^, ],

M , - s u p { / ( x ) } ,  x e [x, , x,^i ], (â: = 0, 1 , 2 , . . . , « - 1 )  

mavjud bo'lib

inf {/(x)}< w, < M , < sup {/(x)} .2)
x̂ [a,h\

bo‘ladi.
n - l

2 - ta’rif. Ushbu  ̂=
Ar=0

yig‘indi/(x) funksiyaning [a, b] segmentning P bo'laklashiga nisbatan 
Darbuning quyi yig‘indisi deyiladi.

Ravshanki, bu yig'indi/(x) funksiyaga hamda [a, b] ning Pbo‘- 
laklashiga bog'liq bo'ladi:

s ^ s i f - P ) .

nuqtalar sistemasi [0, 1] segmentning
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S  = ■ Ax̂
A=0

yig'indi / (x) funksiyaning [a, b\ segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan 
Darbuning yuqori yig'indisi deyiladi.

Bu yig'indi /(x) funksiyaga hamda [a, b] ning P bo'laklashiga 
bog'liq bo‘ladi:

S = S ( f ; P) .

Endi A: e {0,1, 2 ,..., rt -1} ning har bir qiymatida [x¿, x̂ +,] seg
mentda ixtiyoriy nuqtani tayinlaymiz: -*Ca:+i]) (^=0> 2, 
..., rt-1). Natijada [a, ¿] ning P bolaklashiga nisbatan

nuqtalar to‘plami hosil boiadi. Bu nuqtalardagi /(x) funksiyaning 
/ (^ ,) , ( k = Q , h 2 , . . . , n - l )  

qiymatlari yordamida ushbu

X № ) - A x ,
k=0

yiglndini tuzamiz.

3 - ta’rif. Ushbu

4- ta’rif. Quyidagi
/7-1

k=0
yig lnd i/(x) funksiyaning [a, b] segmentning P bo‘laklashiga nisbatan 
integral yig'indisi deyiladi.

Integral yiglndi, /(x) funksiyaga, P bolaklashga hamda har bir 
[x¿, X;t+,] da olingan nuqtalarga bogliq boiadi:

a  = a (/ ;P ;^ ¿ ) .
Ravshanki, x¿+,] uchun

bolib, ayni paytda
s{ f - ,P)<c3{ f - PXk)^S{ f - P)  (3)

tengsizliklar bajariladi.
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f ( x )  =
funksiyaning [— 1, 1 ] segmentda quyidagi

P = L i  _ 1  _ i  _ 1  0 i- 1 1  il X ’ 4 ’ 2 ’ 4 ’ ’ 4 ’ 2 ’ 4 ’ I
bo‘lakIashga nisbatan Darbu yig‘indilari hamda

(A = 0,1, 2 , 7 )
deb, integral yig‘indi topilsin.

•4 Berilgan f { x ) ~  x funksiya uchun [—1, 1] segmentning

1- misol. Ushbu

P =

bo‘laklashida

hamda

= | >  = j ,  ^2 = | , m, =0, 

n 1 1 3/«4=0, /«5 = - ,  /«6=2,  ^7 = - ,

Mo = 1 , M, = i  M,  = i ,  M3 = i .

A/4=^, M 5 = ^ ,  M ^ = l

^ 0 = - l ,  ^ 2 = - ^ ,

^4=0,  ^5 =1 ,  ^6=^ ,  ^ 7= | ,

/ ( ^ o )  =  l  =  / ( ^ 2) =  ^ ,  / ( ^ 3 ) - ^ ,

M , )  = o, = = / (^ 7 ) = I

bo'ladi.

Endi Ax, = ^ (A: = 0,1, 2 ,..., 7) bo'lishini e ’tiborga olib to
pamiz:
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/ / •  DN / 3  1 1 .  „  1 1 3 \  1 3 4/ ;i> )=  ¡¡ + j  + ,  + Oh-o + j  + - + j )  - = j ,

o (/ ;/ 'i5 ») = (i + 3 + i + : ! + 0  + J  + J  + I = 1. ►

3°. Aniq integral ta ’rifi. Faraz qilaylik, f{x) funksiya [a, b\ da 
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. Unda [a, b\ oraliqning har qanday
P bo‘laklashi hamda har qanday [x^, x̂ .̂) ], A: = 0 , 1 , 2 , 1 )
larda yuqoridagi (2) va (3) munosabatlar o‘rinli bo'lib.

{b-a) -  m f  { / ( X ) }  < s{f- P) < < j(/ ; ) <\aM
< S{ f -P ) < {b - a ) s xx v{ f {x ) }

[oM (4)

bo'ladi.
Endi [a, b\ segmentning bo'laklashlar to'plami S' = {/*} ning har 

bir Pe S’ bo'laklashga nisbatan/(x) funksiyaning Darbu yig'indilari 
s(f, P) va S{f, P) ni tuzib, ushbu

to'plamlami qaraymiz. Bu to'plamlar (4) munosabatga ko'ra chegara
langan bo'ladi.

5 - ta’rif. {s(f, P)} to'plamning aniq yuqori chegarasi /(x) funk
siyaning [a, b] oraliqdagi quyi integrali deyiladi va

j  f{x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

J/ (x)ij!x  = sup{5(/;P)}.

6- ta’rif. {S{f, P)} to'plamning aniq quyi chegarasi/ (x) funksiyaning 
[a, b] oraliqdagi yuqori integrali deyiladi va

h
f{x)dx
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kabi belgilanadi. Demak,
h
' f{x)dx = mi{S{f-P)}.

a

7 - ta’rif. Agar f{x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari 
bir-biriga teng

h

I  / (x ) Jx  = J  f{x)dx
a a

bo'lsa,/(x) funksiya [a, b\ oraliq boyicha integrallanuvchi (Riman 
ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.

Bunda quyi hamda yuqori integrallaming umumiy qiymati /  (x) 
funksiyaning [a, b\ oraliq bo'yicha aniq integrali (Riman integrali) 
deyiladi va

h

'f(x)dx
a

kabi belgilanadi. Demak,

-rf(x)dx= f(x)dx = jf(x )d x .
a a ^

a son integralning quyi chegarasi, ^  son esa integralning yuqori 
chegarasi, [a, b\ segment integrallash oralig‘i deyiladi.

E s ia t m a .  Yuqorida keltirilgan / (x) funksiyaning integrali ta’
rifiga binoan integral

h
' f{x)dx

o‘zgarmas sonni ifodalaydi. Binobarin, integral ostida o‘zgamvchining 
qanday yozilishiga bogiiq bolmaydi:

h h 
' f{x)dx = ^ f{t)d t.

a

2- misol. / (x ) = C, C  ̂ R, x e [a, b] bo'lsin.
Bu funksiyaning integraUanuvchanligi aniqlansin.
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P = X () ,  X y ,  X j ,  X  „ _ 2  ,  

bo'laklashini olib, unga nisbatan Darbu yig'indilarini topamiz:
n -l

s(C-,P)^J^C Ax = C (b-a),

■4 [a, b] segmentning ixtiyoriy

Bundan

A=0
n -l

S(C;P) = '^ C  Axi, ^C (b-a).
k=0

sup{i(C ;P)}:^C (b-a), 
p

M{S{C\P)} = C { b - a )

bo‘lib. C d x ^ C ■ dx bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, f{x) = C funksiya [a, b\ da integrallanuvchi va
h
'c  dx^C {b-a).
\

' Xususan, /(x) = 1 bo‘lganda
b
j d x -  b - a
a

bo‘ladi. ►
3 - misol./(x) = D(x), xe[0, 1] bo‘lsin. Bu Dirixle funksiyasini 

[0, 1] da integrallanuvchanlikka tekshirilsin.
< [0, 1] segmentning ixtiyoriy /* bo‘laklashiga nisbatan Dirixle 

funksiyasining Darbu yig‘indilari
n - l

s(D;P) = '^mk Ax, =0,
Jt=0

S(D-,P) = f^ M , Ax, ^ b - a  
k=0

bo‘lib, sup{5(Z);P)} = 0, M{S(D-,P)] = b -  a
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boiadi. Demak,
I 1

D{x)dx = 0, D(x)dx = b -a ,
0 0

1 !
D{x)dx  ̂ D{x)dx.

0 0 

Dirixle funksiyasi integrallanuvchi emas. ►
4°. Integral yigMndining limiti. Faraz qilaylik,/(x) fiinksiya [a, b\ 

segmentda berilgan boiib, u shu segmentda chegaralangan boisin. 
[a, b\ segmentning biror

P ={xQ,Xy,X2,...,X„_i,X„) 
boiaklashini olamiz.

M aiumki, / (x) funksiyaning bu boiaklashga nisbatan integral 
yigindisi

yt=0

boiadi.
8- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son 

topilsaki, [a, b\ segmentning diametri Xp < 5 boigan har qanday
P boiaklashi uchun tuzilgan a (/ ; P; )\ ig ‘indi ixtiyoriy nuqtalarda

k=0
< e

tengsizlikni bajarsa, J  son a(f;P,^k) yig‘indining Xp-^0 dagi limiti 
deyiladi va

U m a (/ ;P ;^ ,)  = /

kabi belgilanadi.
Bu ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar

Ve > 0 , 35 > 0, VP e p, Xp < 8, V^^

uchun
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bo‘lsa, u holda
hm a(/;/>;^,) = /Xp-̂ O

deyiladi.
9 - ta’rif. Agar ^  0 da f{x) funksiyaning integral yig'indisi 

a (/ ;P;^k) chekli /limitga ega bo'lsa,/(x) funksiya \a, b] segmentda 
integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi, /soniga 
esa / (x) funksiyaning {a, b] segment bo ‘yicha aniq integrali deyiladi. Uni

h
'f(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,
n~\

f(x)dx  = lim X  fi^k ) • Ax*.

4 - misoi. / (x ) = X, X G [a, b\ bo'lsin. Bu funksiyaning aniq integ
rah topilsin.

■4 [a, b\ segmentning ixtiyoriy
P = {Xo,Xi,X2,..., X„_i,X„}

boiaklashini olib, unga nisbatan /(x) = x funksiyaning integral yi- 
g'indisini tuzamiz:

bunda Ax̂  = x̂ +i -  x^, x  ̂ < < x^+j, {k = 0,1, 2 ,..., n - 1).

Endi Xk <^k  ̂x^ î
tengsizliklarni Ax̂  > 0 ga ko‘pa}1;irib, hosil bo'lgan

x  ̂ • Ax* <  ̂AXfc < x^ î • Ax̂
tengsizliklarni k ning 0, 1, 2, ..., n—l  qiymatlari bo‘yicha hadlab 
qo'shib:

« -1 n-1 n-1

■ Ax̂  < • Ax̂  ^ ■ AXfc,
¿=0 yt=0 *=0

ya’ni
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n-l

*=0

_

^ ■ Ax¿ < a(/; J  < 2 ■  Ax,
*=0

(3)

bo'Iishini topamiz. Bu tengsizliklardagi
n - l n - l

¿=0 i=0 
yig'indilami quyidagicha yozib olamiz:

J I ff-i

^ * Ax¿ = ^ (x¿^i ~Xf̂ ) ~ ~^(Xjt+i ^ ~
A=0 A=0 ¿̂=0 "̂A:=0

2 '"" 2 ^ “ '‘ 2 2'A=o  ̂/t=0
n - l  - . . .  . . .

Xx*+1 Ax¿ =X + ^A: ) • Ax¿ =
/t=0

n - \

=z*=0

2

n -l

b̂ -â  . 1 
2

/t=o

n -l

Ii=0

it=0

Natijada (3) tengsizUklar ushbu
u2 „2 , «-1 

“ 2 /t=0 A:=0

ko'rinishga keladi. Bu munosabatdan

b̂ -â
*=0

bo'lishi kelib chiqadi. 
Ravshanki,

,  n - l , n - l

k=0 k=0
b -a  r.~Y^p.

2eDemak, Ve > 0 songa ko‘ra 6 = deyilsa, u holda < 5 
bo'lgan ixtiyoriy P boiaklash va ixtiyoriy larda 
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n~l

k=0
- Ax* -

b̂ -â

bo‘ladi. Bu esa
n-\

< e

boiishini bildiradi. Demak,
h

Shunday qilib,/(x) funksiyaning aniq integrali ikki xil ta’riflanadi. 
Bu ta’riflar ekvivalent ta’riflar boiadi (qaralsin [1], 9- bob).

Odatda, {a, b] segment bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar 
to'plami b\) kabi belgilanadi:

/ (x )e  /?([o,Z>]) <=> / (x ) funksiya [a, b] da integrallanuvchi.

Mashqiar

1 ./(x) funksiyaning {a, b] da chegaralanganligi uning [a, b\ da 
integrallanuvchi boiishining zaruriy sharti ekani isbotlansin.

2 ; Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da berilgan va 
chegai'alangan boiib, P esa [a, b\ ning ixtiyoriy boiaklashi boisin.
Agar VxG [a,b] da f{x)<g{x)  boisa,

s{f,p )^ s{g ,p)
S{ f ,p )< S {g ,p )

boiishi isbotlansin.

33- ma’ruza 
Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi)

1°. Darbu yigindilarining xossalari./(x) fiinksiya [a, b\ segmentda 
berilgan va chegaralangan boiib,

P  =  { X o , X i , X 2 , . . . ,  X „ _ i , X „ }
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[a, b\ ning biror boiaklashi bo isin . Ravshanki, bu holda f ix )  
funksiyaning Darbu yigindilari

n-1
s{f, P) = X  "i/t • Ax*,

A=0

¿=0
mavjud boiadi, bunda

= inf{/(x)}, xe [x fc ,
Mk =sup{/(x)}, x e  [x*,x*^,],

=^¿+1-X *, A: = 0 , 1 ,2 , . . . , « - 1.
1) {a, b] segmentning ixtiyoriy P bolaklashiga nisbatan tuzilgan 

/ (x) funksiyaning Darbu yigindilari uchun
{b -a)-  inf{/(x)} < s{f\ P) < S{f\ P )< {b -a )-  sup{/(x)}

la,A|
boiadi.

■< Bu munosabat 32- ma’ruzadagi (3) tengsizliklardan kelib 
chiqadi. ►

Aytaylik, P = {xo, X,, X2 ,..., x„_,, x„}
[a, b] segmentning biror boiaklashi boisin. Bu boiaklashning bo‘- 
luvchi nuqtalari x  ̂ (A: = 0, 1, 2, ..., ri) qatoriga yangi boiuvchi 
nuqtalami qo‘shib, [a, b] segmentning boshqa P' boiaklashini hosil 
qilamiz. Uni P a  P' kabi belgilaymiz.

2) [a, b] segmentining ixtiyoriy P va P' bolaklashlari uchun
5 (/ ;P )< 5 (/ ;P ') ,
S { f -P )> S { f -P ')  

munosabatlar olinU boiadi.
■< [a, b\ segmentning ixtiyoriy

P  = {Xo,Xi,X2,...,X„_i,X„}
boiaklashini olaylik. Soddalik uchun P ' bolaklash P  ning barcha 
boiuvchi nuqtalari hamda qo'shimcha bitta x nuqtadan yuzaga 
kelgan boisin. Bu x' nuqta x* hamda x̂ +i nuqtalar orasida joylashsin:
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Demak,

P ~ {Xq 5 X], ̂ 2 , ..., x¡̂  ,X , Xjç̂ i, ..., X„_J, x„ }
Bu bo‘laklashlarga nisbatan Darbuning quyi yig‘indilarini yozamiz: 

s(/ ; P) = /MoAXo + A«1 Ax, +... + m̂ Ax̂  + ... + m„_iAx„_i,
i (/ ; P') = + /«lAx, + ...
... + \m\ • (x* -  ) + m\̂  ■ (x^ î -  x ' )] +... + m„_y ■ Ax„_,, 

bunda

m\ =inî{f{x)}, x e [x ¿ ,x '] ,  
m" = inf{/(x)}, x6 [x ',x ¿+ ,].

Endi m\ >m^, m]̂  > bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

s{f-, P') -  s{f-, P) -  m\ (x ' -  x̂  ) + -  x ') -
Ax̂  > (x ' -  x j  + (x^ ,̂ -  x ') -  / w * -  0.

Keyingi munosabatdan

s ( f ,P ) < s U \ n
bo‘lishi kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshash,

S{f-,P)>S(f\P')
bo‘lishi isbotlanadi. ►

3) [a, b] ning ixtiyoriy P̂  va Pj (A  S’ > A  ^  ) bo'laklashlarga 
nisbatan Darbu yig‘indilari uchun

s{f-,P,)<S{f\Pj)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

•4 Px va ?2  bo‘laklashlaming barcha bo'luvchi nuqtalari yordamida 
[a, b] ning P' bo‘laklashini hosil qilamiz. Ravshanki,

Py c  P', P2 c  P'
bo‘ladi.

Yuqorida kehirilgan 1- va 2-xossalardan foydalanib topamiz: 
5(/; P, ) < s{f, P') < S ( f ,  P') < S i f ,  P2 ) . ►
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Natija. {a, b\ segmentda chegaralangan ixtiyoriy funksiya uchun 
h b 
J  f{x)dx < I  f{x)dx
a a

bo‘ladi.
A Shartga ko‘ra f{x) funksiya \a, b] da chegaralangan. Demak, 

h
/(x)í&  = sup{í(/; P)}, 

p
a
h
]f{x)dx  = mí{S{f-P)}

integrallar mayjud.
Yuqoridagi 3- xossa hamda aniq chegara ta’riflaridan 

b h 

' f{x )d x< ]f{x )d x  ■ « 
a a

boiishi kelib chiqadi. ►
2°. Integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Endi [a, b\ segmentda 

berilgan va chegaralangan/ (x) funksiya aniq integralining mavjudligi 
masalasini qaraymiz.

1- teorema./(x) funksiya [a, b] da Integrallanuvchi boiishi uchun 
Ve > O son olinganda ham [a, b] segmentning shunday P  boiaklashi 
topilib, unga nisbatan

S U \ P )-s{ f- ,P )< z
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Bu teorema quyidagicha ham ifodalanishi mumkin:

/ (x )e  P ( [ a , ¿ ] ) «  Ve>0, 3P g {P}: j ' ( / ; P ) - s (/ ;P )  < e •

A. Zarurligi. Aytaylik, / (x ) g  i?([a,¿>]) boisin. Ta’rifga binoan

boiadi.
224



Ixtiyoriy musbat e sonni olaylik. Unda quyi va yuqori integral- 
larning ta’riflariga ko‘ra

h
3P ig{P } : J/ (x )î/ x -a-(/ ;P ,) < 

â
h

SP^eiP}: S{f- ,P 2)-]f(x )dx< ^
a

bo'ladi.
Endi [a, b] segmentning Py va /*2 bo'laklashlarning barcha 

bo'luvchi nuqtalaridan [a, b] ning P boiaklashini hosil qilamiz.
Ravshanki, Py c  P2, ^2 ^  ?  bo'ladi. Darbu yig'indilarining 1- va

2- xossalaridan foydalanib P bo'laklash uchun
h

f(x)dx - 1 < s(f; P,)<s(f-,P)< S ( f  ; P) < S ( f  -, P̂  ) <J f(x)dx +1
a

bo'lishini topamiz.
Keyingi munosabatlardan

S if- ,P )-s{ f-P )< E
bo'lishi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Aytaylik,
Ve >0, 3 P e {P } :  S i f - ,P )-s{ f- ,P )< i  

bo'lsin. Unda yuqorida keltirilgan natijaga ko'ra
h
' f{x)dx<\f{x)dx

a

h h

bo'lib, s{f\ P) < I  f{x)dx  <J f{x)dx < S(f]  P)
â a

bo'ladi. Bu tengsizliklardan 
b h

0 < f(x)dx -  f(x)dx < S { f ;  P ) - s ( f -P )
J  •
a a

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,
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Ve > o : O < J/(a:)í¿x :-  / (x ) í¿ x < e .
a â

Keyingi tengsizlikdan topamiz;

h h 
f { x )d x -  f{x)dx.

â a

Demak, / (x ) e R{[a,b]).
(Aniq integralning mavjudligi haqidagi teoremani quyidagicha 

ifodalasa ham bo‘ladi:
/(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun Ve > O 

olinganda ham shunday ô > O son topilib, [a, b\ segmentni diametri 
Xp< 5 bo‘lgan har qanday P bo‘laklashga nisbatan

S { f -P ) - s { f -P )< E

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.)
Awalgidek,/(x) funksiyaning (A = 0 ,1, 2 , 1 )

oraliqdagi tebranishini %  orqali belgilaymiz. U holda

n-l n-l
S ( f ; P ) - s ( f ; P )  = '^(Mi, -m^-Ax^

k=0 k=0

bo'lib, 1-teorema quyidagicha ifodalanadi:
/(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun Ve > O son 

olinganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi topilib, 
unga nisbatan

n - l
AX¿ <e

k=0

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarh. 
Demak,

n -l
/ ( x ) e /?([«,6]) <=> Vee o, 3 P e{ P } : X “ /t A x¿< e.

/t=0
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Mashqiar

1. [a, b\ segmentning ixtiyoriy boiaklashi uchun
s{af{x) + ß; P) = a s i f ; P) + ß(Ä -  a),
S ia fix)  + ß; P) = a ^ (/ ; P) + (̂b -  a) 

boiishi isbotlansin, bunda a , ß e R .

2. Agar f{x)& C[a,b] boisa, u holda [a, b\ ning ixtiyoriy bo‘- 
laklashi uchun Darbuning quyi va yuqori yigindilari/(x) funksiyaning 
integral yigindilari boiishi isbotlansin.

34- ma’ruza 
Integrallanuvchi funksiyalar sinfí

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanUgi. Aytaylik,/(x) 
funksiya [a, b\ oraliqda aniqlangan boisin.

1 - teorema. Agar /(x) funksiya [a, b] da uzluksiz boisa, u shu 
[a, b] da integrallanuvchi, ya’ni

C{a,b]^R{[aM)
boiadi.

■4 Modomiki, / (x ) e C [a, b\ ekan, u Kantor teoremasiga ko‘ra 
[a, b\ oraliqda tekis uzluksiz boiadi. Kantor teoremasining natijasiga 
ko‘ra, Ve > 0 olinganda ham shunday 5 > 0 son topiladiki, [a, b\ 
oraliqni uzunliklari 5 dan kichik boigan boiaklarga ajratilganda har 
bir boiakdagi funksiyaning tebranishi

(0, < ^
b-a

boiadi. Unda [a, b] oraliqni diametri < 5 boigan har qanday P 
boiaklashda

S { f - ,P ) - s { f  \P) = I  cOfcAXfc < ~  I  Ax;i = e
k=ü o -a  k=0

boiadi. Demak, / (x )e  i?([a,Ä ]). ►
2°. Monoton funksiyalarning integraUanuvchanligi.
2- teorema. Agar / (x) funksiya [a, b\ segmentda chegaralangan 

va monoton boisa, u shu segmentda integrallanuvchi boiadi.
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A Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda o'suvchi bo‘lib, 
/ (a ) < f{b) bo‘Isin.

Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra 8 > 0 ni

8 = ------?------

deymiz. U holda [a, b] segmentning diametri A,;>< 8 bo'lgan ixtiyoriy 
P  bo'laklash uchun

n-I n-1

6 '(/ ;P )-5 (/ ;P ) = X ( A 4 = X[/(^+i ) - / ( 4  )] ■ </t=0 /t=0
n-1

< V ) -/(X,)]=V • [m-m] < ■ [m-f{ä)]=e
A:=0 J \ 0 - J  \ 0 )

bo'ladi. Demak, / ( x ) e  i?([ö ,ö]). ►
3°. Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi.
3- teorema. Agar / (x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan 

va shu segmentning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo'lib, 
qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, funksiya [a, b] da integ
rallanuvchi bo'ladi.

•4 fix)  funksiya [a, b] da chegaralangan bo'lsin. Demak,
3 C b R, V x g [ö ,6 ] :  |/,(x)|<C, (C > 0)

bo'ladi.
Soddahk uchun, /(x) funksiya [a, b] segmentning faqat bitta 

X* (x*e [a,b]) nuqtasida uzihshga ega bo'lib, qolgan barcha nuqta
larda uzluksiz bo'lsin. Ve > 0 sonni olib, unga ko'ra 8 > 0 sonni

8= ^16C 
deymiz.

X* nuqtaning 8 atrofi (x* -8 ,x *  +8) ni olib, ushbu 
[a ,0 ]\ (x * -8 ,x * + 8 )  

to'plamni qaraymiz. Bu to'plamda /(x) funksiya uzluksiz bo'lib, 
Kantor teoremasiga binoan u tekis uzluksiz bo'ladi. U holda shunday
Y > 0 son topiladiki,

Vx', x '  G [ö , X* -  8 ] ,  (Vx', x" G [x* + Ô, Z?])
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líir uchun \x' -x'\ < y bo‘lishidan

f i x ) - f i x ) < ..... -
2{b-a)

bo'lishi keüb chiqadi.
Endi [a, b] segmentni diametri Xp < min(8, y) bo'lgan ixtiyoriy 

P bo‘laklashini olib, unga nisbatan
n-l
Ico^-Ax^ (1)A=0

yig ‘indini tuzamiz. Bu yig'indining har bir hadida ] ,
(A; = 0 ,1, 2 , 1 )  orahqlaming uzunliklari qatnashadi.

(1) yig‘indining ushbu
[ x , ,x , , , in ( x  - 5 ,x  + 5 )^ 0

munosabat bajariladigan [x¿, ] ga mos hadlaridan tuzilgan yig‘indini

I
k

bilan, qolgan barcha hadlardan (bunday hadlar uchun 

/ [x ¿ ,x ^ ^ i]n (x * -5 ,x * + 8 )^ 0

yoki - 5 };é0 ,

yoki + 5 } ^ 0
bo‘ladi) tashkil topgan yig'indini

Z % • Ax¿
k

bilan belgilaymiz. Natijada

X • Ax¿ = • Ax¿ + • Ax¿
¿=0 k k

boiib, tenghkning o‘ng tomondagi qo‘shiluvchilar uchun

X ' “ * ■ -  2 ( ¿ í )  ■ -  2(F5) ■ ^  k k
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Ax, < 2 C -X ".A x , < 2-C -46  = 8C A  = |

bo‘ladi. Demak,
n-l g g
I  CO, ■ Ax, < -  + -= £ . k=0 I I

Bu esa f ix )  funksiyaning [a, b] da integrallanuvchi ekanini
bildiradi. ►

Mashqiar

1. Aytaylik,

/ (x ) =
sin - ,  agar 0 < X < 1 bo‘lsa,

X

0, agar X = 0 bo‘lsa 

boisin. / ( x ) g i? ([0 ,l]) boiishi isbotlansin.
2. y = / (x ) funksiya [a, b] da integrallanuvchi boiib, uning 

qiymatlari [c, d] ga tegishli boisin. Agar (p(y) funksiya [c, d] da 
uzluksiz boisa, u holda murakkab funksiya (p(/'(x))ning [a, b] da 
integrallanuvchi boiishi isbotlansin.

35- ma’ruza 
Aniq integralning xossalari

r .  Integralning chiziqiilik hamda additivlik xossalari.
1 - xossa. Agar f(x)sR{[a,b])  va CeR b o is a , u holda 

(C /(x))G  R({a,b]) boiib,
h h 

C ■ f(x)dx  = C f(x)dx
a a

boiadi.
4  f{x )  G R{{a,b\) va Cg/? boisin. Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

b
lim a (/ ,P ,^ , )  = \f{x)dx„̂-»0

a
230



a (C / (x ;P ;^ * ) )  = Ca(/;/>;^,)>
lim a(C  / (x ;P ;^ ,) )  = C- lim a ( / ,P ,^ , ).

Demak,
(C /(x))G  /?(|a,A])

h h 
va C • / (x)cix = C / (x)fiix .

O O
2- xossa. Agar

/ (x )e  5 ( [a ,6 ] ) , g (x )e
bo‘lsa, u holda

(/ (x ) + g (x ))e  /?([a,i>])
bo'lib,

h h h 
(/ (x ) + g(x))dx f(x)dx + j  g(x)dx

a a a

bo‘ladi (additivlik xossasi).
-4 Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

bo'hicJi. Ravshanki,

lim (j(g,P,^fc)= g{x)dxJ
a

bo'ladi. Ravshanki,
+ g,P,'^k) = +

Limitga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremadan foydalanib,
(/ (x ) + g(x))£  R([a,b]) va

h h b 

{fix )  + g{x))dx = f{x)dx + g{x)dx
•» J  •
a a a

boiishini topamiz. ►
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3- xossa.Agar
f ix )  e Ri[a,c]), f ix )  e A ([c,6 ] ) ,

bo'lsa, u holda
f i x ) e  Ri[a,b])

bo'lib,
h c h

f ix)dx = fix)dx  + gix)dx
J  J  »
a a c

ifodaga ega bo'lamiz.
< Aytaylik, fl < c <Z>bo'lib, / (x )e  Ri\a,c]) va / (x )e  /î([c,è]) 

bo'lsin. U holda Ve > 0 son olinganda ham \a, c] oraliqning < Ô, 
bo'lgan /*1 bo'laklashi topiladiki,

S if ,P ,) -s i f -P ,)< ^ -  (1)

bo'ladi. Shuningdek, [c, b] oraliqning < ôj bo'lgan bo'laklashi 
topiladiki,

Sif-,P2)-sif-,P2)<\
bo'ladi.

Endi [a, ¿>] .oraliqning diametri %p̂  < ô = min(0i, 82 ) bo'lgan
ixtiyoriy P, bo'laklashini olamiz. Bu P, bo'laklashning bo'luvchi nuq
talari qatoriga c nuqtani qo'shib, [a, b\ ning yangi P bo'laklashini 
hosil qilamiz. Unga nisbatan / (x) ilinksiyaning Darbu yig'indilari

S i f -P ) ,  s i f  iP)
bo'lsin.

P bo'laklashning [a, c\ va [c, b\ dagi bo'luvchi nuqtalari mos 
ravishda ulaming hamda P2 bo'laklashlarini yuzaga keltiradi. 
Ravshanki, bu Py hamda P2 bo'laklashlarga nisbatan quyidagi teng
sizliklar o'rinli bo'ladi;

S if ;P {)-s if-P {)< ^ -,

S i f -p ^ ) - s i f -p ; ) < \ .
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s ( , f -p ) = s { f - p ; ) + s { f - p ; ) ,

s{f-p) = s{f-p ;)+ s{f-,p ;)  
bo'ladi. Bu munosabatlardan

S{f\ P) -  s i f ;  P) = P; ) -  5(/; P; )) + 

+{S{f-P{)-s{f-P{))<\ +  ̂= t

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, f{x)  g R{[a,b] ) .
/(x) funksiyaning [a ,6], [a,c\, [c,è] oraliqlar bo'yicha Pbo‘- 

laklashga nisbatan integral yig‘indilari

X / ( ^ a ) Ax,  , X / ( ^ a ) Ax,  , X / ( ^ ; t ) - A x ,
[a ,h ]  [ a ,c ]  [c ,é ]

bo‘lib,

S  f(j^k )-^ k  = fiXk ) • Ax, + X  fi^k ) ■ Ax,
[a,h] [a,c\ [e,A]

bo'ladi. Integral ta’rifidan foydalanib topamiz:
j  h c b

f{x)dx= f{x)dx+ f(x)dx.
a a c

Shunga o‘xshash c <a<b, a <b<c  bo‘lgan hollarda ham xossaning 
o'rinli bo'lishi isbotlanadi. ►

4 - xossa. Agar / (x ) e /?([a,6]), g (x ) e i?([a,Z>]) bo‘lsa, u holda

f{x) - g{x)s R{[a,b]) bo‘ladi.
4  Modomiki,/(x) vag(x) funksiyalar [a, b] da integrallanuvchi 

ekan, unda

S { f - , P ) - s { f - P ) < ^ ,  (M ' = sup/(x), x g [ « ,6 ] )  

S{g\P)-s{g\P) (M  = supg(x), xs\a,b\)

Ayni paytda,

boiad i.
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Aytaylik, Vx6[i7,/>] da f (x )> 0 ,  q(x)>0  bo'lsin. U holda
Vxe [Xk,Xk̂ y] uchun

0 < < f ix )  < M l, ntk = inf f ix ) ,  M'k = sup/(x);
0 < m'k < g{x) < M/,, m'k='mfgix), M,,=supgix) 

bo‘lib, ulardan
0<m, m'k < fix )-g ix)< M k Mk 

bo‘lishi kelib chiqadi. Ayni paytda,

= inf {/(x) ■ g(x)} , M  ̂ = sup {/(x) • g(x)}
lar uchun

■ m'k < ml < Mk < Mk ■ M'̂
bo‘lib,

-m l <Mk-Ml -m^ m'k = M ;(M ^ -  m,,) + m̂ iM'i, - < )  
bo'ladi.

Endi M > Mk, M' > M[ ekanini etiborga olib, topamiz;

S i f  g ;P ) -  s i f  ■g-P)= I  (Ml -ml)<k=0 ' '
n-\ n - l

k=Q k=0
= M' (S if  - P) -  î ( / ;  P)) + M' ( 5 ( ï ;  i>) -  j f e ;  P)) <

Demak, bu holda / (x ) • g (x ) e i î ( [ a ,6 ] ) .
Aytaylik,/(x) vag(x) funksiyalar [a, b] da ixtiyoriy integrallanuvchi 

funksiyalar bo‘lsin.
Ravshanki, Vxe \a,b\ da

/ (x ) -  in f/ (x ) = / (x ) - /n > 0 , 
g (x ) -  inf gix) = g (x ) -  /n' > 0

bo'ladi.
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Endi f{x) ■ g(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz: 

f ix )  ■ g(x) = ( f ix )  -  m){g(x) -  m) + mg{x) + mf{x) -  mm'.
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi har bir qo'shiluvchi [a, b] da 

integrallanuvchi bo'lganligi sababli f{x)-g{x)  ham [a, b\ da 
integrallanuvchi bo‘ladi. ►

Natija. Agar / (x ) e /?(!«,/>]) bo'lsa, u holda [/(x)]" e i?([c ,6 ])
bo'ladi, bunda n e N.

2°. Integralning tengsizliklar bilan bog‘Iangan xossalari.
1- xossa. Agar / (x ) e /î([fl,ô]) bo'lib, Vxe \a,b] da / (x ) > 0 

bo'lsa, u holda
h

f(x)dx > 0
a

bo'ladi.
A Integralning ta’rifiga ko'ra

V->0 da 2 ./ (^ J - A x , -> f{x)dx
k=0

a

bo'ladi. U holda, V xe [a,b] da / (x ) > 0 bo'lishidan
n-1

X № ) - A x ,  >0
A:=0

b

bo'lib, undan f{x)dx > 0
a

bo'lishi kelib chiqadi. ►
1 - nati ja.  A gar f{x)eR ([a,b]), g{x) e R([a,b]) b o 'lib ,

Vxe [a,b] da / (x ) < ^(x) bo'lsa, u holda
h b 

'f{x)dx<\g{x)dx
a a

bo'ladi.
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/ (x )e  /?([a,A]), g (x )e  /?([a,6J) => (g (x ) - f (x ) )e  R([a,b]) 
bo‘lib,

■4 Ravshanki,

g(x) -  f ix )  > 0 => J (g(x) -  f(x))dx  > 0
a

h h b h 

=>Jg(x)iZx- /(x)i/x>0=> f{x)dx< g{x)dx

bo‘ladi. ►
2- natija. Agar f{x )  e R ([a, ¿ ] ) , g{x) e i?([a , b]) bo'lsa, u holda

J  f<.x)g{x)dx  ̂A  i^)dx :
V a l i

g^(x)dx (2)

bo'ladi.
■4 Ixtiyoriy a e  R uchun

bo lib ,

a

( f ( x ) - a g ( x ) f d x > 0
\

g^(x)dx - 2 a  f(x)g(x)dx + f^(x)dx>0

boiadi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo‘lmaganligi sababli

ya m

boiadi. ► 
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(2) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizUgi deyiladi.
2 - xossa. Agar / (x )e  /?(|a, è]) bo‘lsa, ¡/ (x )je  R{\a,b]) bo‘lib,

f{x)dx f(x )  dx

bo'ladi.
A f ( x ) e  /?([û,è]) bo'lsin. Integrallanuvchanlik mezoniga ko'ra, 

Ve > 0 olinganda ham [a, b\ segmentning shunday P bo'laklashi 
topiladiki, unga nisbatan

S{f-P)-s{f-P)^Y_^i>y,Ax, <e
/t=0

bo'ladi, bunda co* -  f{x)  funksiyaning ] dagi tebranishi.
Ravshanki, V x',x"e [a,b] uchun

|/(x')i-|/(x'0||<l/(x')-/(x")|
bo'lib, undan

sup ||/(x')| -  | / ( x ' ) | i  ^ sup |/(x') -  /(x") 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,
co; <cû*

bo'ladi, bunda co* -  |/(x)j funksiyaning [x*,x*+i] dagi tebranishi. 
Shulami e’tiborga olib,

n -1 n-1

5'(|/| ; P) -  i(|/| ; P ) = X  %  -  X  • Ax* < e
¿=0 *=0

bo'lishini topamiz. Demak, |/(x)|e R{[a,b\).
f  (x) va /  (x) funksiyalaming integral yig'indilari uchun

*=0

n-1

I*=0

bo'lib, -> 0 da limitga o'tish natijasida
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t) b 
\f{x)dx  < j|/(x)|rfx

bo'lishi kelib chiqadi. ►
3°. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremalar. Aytaylik, /(x) fiinksiya 

[a, b] da berilgan va chegaralangan bo‘lsin. U holda m = inf{/(x)}, 
M = sup{/(x)}, {xs[a,b]) mavjud va Vxe [0 , 6 ] uchun

m < / (x ) < M 
tengsizliklar o‘rinli bo'ladi.

1 - teorema. Agar / ( x ) e  i?([G,/?]) bo'lsa, u holda shunday 
o‘zgarmas \i{m<\i< M) son mavjudki,

h
 ̂ f  (x)dx = \i ■ {b -  a)
a

bo'ladi.
A Ravshanki,

nt < / (x ) < Ai => mdx < f  (x)dx < Mdx

=>m(b-a)< f{x)dxs<M{b-a).
a

Keyingi tengsizliklardan

f{x)dx
m<s-

b - a
<M

bo'lishi kelib chiqadi. Agar

1̂ =

f(x)dx

b - a
deyilsa, undan 
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h

a

bo'lishini topamiz. ►
3- natija. Agar f{x)  e C\a,b\ bo‘lsa, u holda shunday 0e  \a,b\ 

topiladiki,
h
_ f{x)dx = f{Q) {b-a)
a

bo‘ladi.
■4 Bu tasdiq yuqoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning 

xossasidan kelib chiqadi. ►
2 - teorem a. Agar / (x ) € i?([fl,Z>]), g ( x ) s /?([a,¿]) bo 'lib , 

[a, b] da g(x) funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday 
o'zgarmas |.i son M) mavjudki,

h h
_ f{x)g{x)dx = |ij g{x)dx (3)
a a

bo‘ladi.
I A Aytaylik, Vxe [a,b\ da g(x ) > 0 bo‘lsin. Unda ravshanki, 

m < / (x ) < M ^  mg{x) < f{x )  g (x) < Mg{x)
bo'ladi.

Bu munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib 
topamiz;

b h h 
mjg(x)dx < J f{x)g{x)dx < M J g{x)dx.

a a a
h

a) g(x)dx = 0 bo'lsin. U holda
a

A
f(x)g(x)dx = 0

f {x) dx = \ i { b - a )

bo‘lib, ixtiyoriy ju (m < 11 < M)  da (3) o‘rinli bo‘ladi.
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b) g ( x ) dx  > 0 bo‘lsin. U holda

D

J f(x )g (x )d x

m< — <M
g(x)dx

bo‘lib,

f(x )g {x )d x

g(x)dx

bo‘lishi kelib chiqadi. ►
4 - natija. Agar f{x)eC[a,b]  bo‘lib, g (x ) e i?([a,i>]) va g(x) 

funksiya [a, b\ da o‘z ishorasin^ o‘zgartirmasa, u holda shunday
0 G [a, b] topiladiki,

A h
f{x)g{x)dx = / (0) g{x)dx

bo‘ladi.

Mashqiar

JC-V61. Ushbu I  < J Vl + cos  ̂xdx < tengsizlik isbotlansin.

r X2. Ushbu —dx = ¡¿I -  |a| tenglik isbotlansin.
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3. f ix )  6 C((-oo, +00)) bo‘lib, u r ( r  0) davrli funksiya b o l
sín. U holda \/ae R uchun

a+T T

f{x)dx = f{x)dx
0

boiishi isbotlansin.

3 6 -madraza 
Chegaralari o ‘zgaruvchi boigan aniq integrallar

1°. Ba’zi ma’lumotlar. Quyidagilami ta’rif hamda kelishuv sifatida 
qaraymiz:

1) Ixtiyoriy /(x) funksiya uchun

f(x)dx  = 0.

2) f ix )  6 va a  <b boiganda
a h

f{x)dx = -  fix)dx
/ h a

boiadi.
1 - teorema. Agar / (x ) g Z>]) bo lsa , u holda ixtiyoriy 

[a,p]c[a,Z>] uchun / (x ) g i?([a ,p ]) boiadi.
A / (x )g  i?([o,6]) boiib, [a,p]c[a,Z>] boisin. Integrallanuv- 

chanlik mezoniga ko‘ra, Ve > 0 son olinganda ham [a, b\ oraliqning 
shunday P boiaklashi topiladiki, unga nisbatan

S i f - ,P ) -s i f - ,P )< t
boiadi.

Pboiaklashning boiuvchi nuqtalari Xq , x , , X2 , . x„_i, x„ qatori- 
ga a  va p nuqtalami qo'shib, [a, b] oraliqning yangi P' boiaklashini 
hosil qilamiz. Ravshanki, P cz P' boiadi.

Darbu yiglndilarining xossasiga ko‘ra
s if -P )< s if -P ') ,
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bo iib ,

boiadi.
P' boiaklashning [a, p] dagi boiuvchi nuqtalarini shu oraliqning 

boiuvchi nuqtalari sifktida qarab, [a, p] oraliqning P, boiaklashini 
hosil qilamiz. Bu bolaklashga nisbatan / ( jc)  funksiyaning Darbu 
yiglndilarini tuzamiz:

S if ;P i) ,  s if-P ,).
Natijada

[“M

[a.P]

boiib, ulardan
5 (/ ; P ,) -  sif-  P,) < 5 (/ ; P ') -  5(/; P ') 

boiishi kelib chiqadi. Demak,
S { f- ,P ,) -s { f fP ,)< t  

boiadi. Bu esa / (x )e  P ([a ,p ]) ekanini bildiradi. ►
2°. Chegaralari o‘zgaruvchi aniq integrallar. Aytaylik, f{x) e i?([o,Z>]) 

boisin. U holda yuqorida keltirilgan teoremaga ko'ra f(x) e P([a, jc] )  ,

a <x < b bo'lib, fimksiyaning [a, x\ oraliq bo'yicha aniq integrah 
X ga bog'liq bo'ladi:

F{x) = \f{t)dt, ( x e [ f l ,¿ ] ,  F (fl)= :0).
a

2 - teorema. Agar / (x )e  R{[a,b]) bo'lsa, P (x ) e C[a,b] bo'ladi.
< / (x )g  R{[a,b\) bo'lsin. [a, b\ oraliqdan ixtiyoriy x ', x" 

nuqtalami olib,
P (x ') -  Fix ’)
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X x " x '

Fix') -  F i x )  = J fit)dt -  j  fit)dt = j  f i t )d t .
a a x"

Bu tenghkdan topamiz;

.ivimiimi qaraymiz. Ravshanki,

F ix )-F ix " )

<sup|/(0
la,*l

dt

f{t)dt

= sup|/(0
[c‘M

X - X

Demak, Ve > 0 ga ko‘ra, 5 = deyilsa, u holda
sup f i t )
[ciM

x ' - x ' i  < 8 tengsizhkni qanoatlantiruvchi Vx', x%\a, /?] uchun

Fix') -  P (x ')l = sup 1/(01 • |x' - x ' l  < sup 1/(01 • 8 =
[a,h] {a M

f
= sup|/(0[a,h\ sup|/(0|

{a,h\

= e

bo'ladi. Bu esa Fix) funksiyaning [a, b] da uzluksiz boiishini bildiradi. 
Demak, P (x) e C[a,b]. ►

3 - teorema. Agar / (x )e  C{a,b] bolsa, u holda Fix) funksiya 
[a, b\ da hosilaga ega bolib,

F'ix) = f ix )
boiadi.

•^A ytaylik, fix)&C[a,b] bo lib , x&\a,b], x + Axe[a,Z>] 
boisin. Aniq integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

Fix+^x)-F{x) ^ J _  
Ax Ax

x+djc
f i t ) d t -\ f { t )d t

x+tsx

Ax
f{t)dt.
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0 ‘rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib, ushbu 

- Î < i i ^ ^ = / ( x  + e.Aï), (0<e<i)
tenglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda, Дх -> 0 da limitga o‘tib
F\x) = f ix )

boiishini topamiz. ►
Natija. Agar / (x )e  C[a,b] boisa, u holda fix)  funksiya bosh- 

langlch funksiyaga ega boiadi.
< Bu tasdiq yuqoridagi 3- teoremadan kelib chiqadi. Bunda/ (x) 

funksiyaning boshlangich funksiyasi
X

Fix) = \fit)dt
a

boiadi. ►
Faraz qilaylik, / (x )e Ri\a,b]) boisin. U holda / (x )e  iî([x ,è ]), 

a <x <b boiib, funksiyaning [x, b] oraliq bo‘yicha aniq integrali 
X ga bogiiq boiadi;

h

Фix) = j f i t )d t ,  ixe{a^b], Ф (6 )= 0 ).

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz;
h X h

f ix)dx = j f i t ) d t  + j f i t ) d t ^ F ix )  + Фix), (х б [о , ¿ ]).
a a x

Bu tenglikdan
h

Фix) = ¡ f i x ) d x - F ix )
a

boiishi kelib chiqadi.
Keyingi tenglik, Ф(х) funksiyaning xossalarini /(x) hamda Дх) 

funksiyalarning xossalari orqaU o‘rganish mumkinligini ko‘rsatadi. 
Jumladan, / (x )e  C\a,b] boisa, u holda

Ф'(х) = - f i x )
boiadi.
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Haqiqatan ham,

fh ^/ n, \
0 '( x )  = IfiOdi - \f{t)d t-F {x)

Mashqiar

1. Agar P (x ) = I sinxi/x, X6 1-1,1]
-1

bo'lsa, u holda F{x) funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mayjud 
emasligi isbotlansin.

2. Ushbu lim -  limit hisoblansin.
X^+oo X J \+t

0

(K o ' r s a t m a . Lopital qoidasidan foydalaning.)

37- ma’ruza 
Aniq integralni hisoblash

1°. Aniq integralni ta’rifiga ko‘ra hisoblash. Aytayhk, / (x) g 
E R{[a, b]) bo'lsin. Unda integral ta’rifiga ko'ra

= f{x)dx

bo'ladi.

1- misol. Ushbu sin x dx integral hisoblansin.

Ravshanki, / (x) = sin x e C[a, b\. Demak, / (x) e i?([a, b\). 
[a, b\ oraliqni ushbu

a,a + a„,a + 2 a„, a + ka.„, a + na„ = b

nuqtalar yordamida (bunda a„ = ) n ta teng bo'lakka bo'lib.
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har bir

[a + ka„,a + {k + l ) a „ ], {k = 0 , 1 , 2 , n-\)  
bo‘lakda nuqtani quyidagicha tanlaymiz:

e, =a + {k + l ) a „ , (/: = 0 , 1 , 2 , - 1 ) .
U holda f{x )  = sin x funksiyaning integral yig'indisi quyidagicha

« -1  n-l

= X  + ( A + l ) a „ ) • a „  = a „  X  + (A + l ) a „ )
A=0 *=0

ko'rinishga ega bo'ladi.
Ma’lumki,

sin(o + (^ + l)a„ ) = — — 2sin ^ s in (a + (A + l)a „ )  = 
_ • _ 2.

1
-  ■ ot„ 2sin-^

cos a +

2 s in ^

‘ 4 . a„ -cos

bo'ladi. Natijada integral yig'indi uchun ushbu

n-l

2 sin— A=0 
2

cos

a„

■ ot«sin^

a +

cos -co s

tenglikka kelamiz.
Keyingi tenglikda Xp = Ajc, = a„ 0 da limitga o'tib topamiz: 

h
sin xdx = cos a -  cos b . ►

2°. Nyuton-Leybnits formulasi. Aytaylik, f{x) funksiya [a, b] 
segmentda berilgan va shu segmentda uzluksiz bo'lsin. U holda f{x) 
boshlang'ich funksiya
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ga ega bo'ladi.
Ravshanki, funksiya/ (x) ning ixtiyoriy boslilang'ich funksiyasi 

bo'lsa, u holda
0 (x )  = /’(x) + C, (C = const)

bo'ladi.
Bu tenglikda awal x = a deb,

(D(o) = C ,
so'ngra x = b deb,

h
0)(¿,) zz J  f{x)dx + C

a

ifodani topamiz. Demak,
h
' f{x)dx^^{b)-(^{a). ( 1)

(1) formula Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.
h

Odatda, <3)(6)-<P(a) ayirma 0 (x )
/

kabi yoziladi. Demak,

Masalan,

3°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi. Faraz qilaylik, 
/ (x ) e C[a,b] bo'lsin. Ravshanki, bu holda

f{x)dx

integral mavjud bo'ladi.
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Ayni paytda, bu funksiya [a, b\ da boshlang'ich <I>(x) funksiyaga 
ega bo'lib,

h
/(x)i/x = 0 ( A ) - 0 ( a )

a
bo'ladi.

Aytaylik, aniq integralda x o‘zgaruvchi ushbu
X  -  9 ( 0

formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda cp(0 funksiya quyidagi 
shartlami bajarsin:

1) (p(/)e C [a,p] bo‘lib, cp(/) funksiyaning barcha qiymatlari 
[a, b] ga tegishli;

2) (p(a) -  a, (p(p) = b\
3) (p(/) funksiya [a ,p ] da uzluksiz (p'(t) hosilaga ega bo‘lsin. U 

holda
6 P

'/(x)c/x = J/(cp(0)<pV)dt (2)
a  a

bo‘ladi. ^
M Ravshanki, O((p(0) murakkab funksiya [a ,p ] segmentda uz

luksiz bo‘lib,

(0 (9 (0 ) ) '=  O '(9 (0 ) • 9 ( 0
bo‘ladi.

Agar 0 '( x )  = / (x) ekanini e’tiborga olsak, unda

(a>(9(0))' = / (cp (0 )-9 '(0  
boiishini topamiz. Buesa 0 (9 (0 )  funksiya [a ,p ] da / (9 (0 )  -9 '(0  
funksiyaning boshlangich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton- 
Leybnits formulasiga ko‘ra

/ (9 (0 )  • (p'iOdi = 0(9(p)) - 0 (9 (a )) = 0 (6 ) - O(o) (3 )

boiadi.
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(4)

(2) va (3) munosabatlardan 
h |i 

f(x)dx  = J/(<p(/)) • 9(0«'^
a a

bo‘lishi kelib chiqadi. ►
(4) formula aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi 

deyiladi.
1

2- misol. Ushbu Vl -  x^dx integral hisoblansin.
0

■4 Berilgan integralda x = sin t almashtirishni bajaramiz. Unda

yjl-x^dx = J  Vl -sin^ t cos tdt = cos  ̂tdt =
0 0

Jt
T j
(^ + ^cos2/)jr = ( i/  + i s in 2 0 ) ’

n
2 n 

4

bo'ladi. ►
4°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Aytaylik, u(x) va y(x) 

funksiyalarning har biri [a, b] segmentda uzluksiz u'{x) va v {x) 
hosilalarga ega bo'lsin. U holda

u{x)dv(x) = (u(x)■y(x)) v(x)du{x) (5)

bo'ladi.
■4 Hosilani hisoblash qoidasiga ko'ra

( m ( x )  • v(x)y = u'(x) ■ v(x) + u(x) ■ v'{x) 
bo'ladi. Demak, u(x) ■ v(x) funksiya [a, b] oraliqda u\x) ■ v(x) + 
+u(x) • v'(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. Nyuton- 
Leybnits formulasidan foydalanib topamiz: 

b
J (m'(x) ■ v{x) + u{x) ■ v\x)Ydx = (« (x ) ■ u(x))
a o
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Keyingi tenglikdan

u{x)dv{x) = ( « ( x )  • u ( x ) )
h

v{,x)du{x)

boiishi kehb chiqadi. ►
(5) fo rm u la  an iq in tegra llarda bo'lak lab integra lla sh fo rm u la si 

deyiladi.

3- misol. Ushbu X In xdx integral hisoblansin.

A Bu integralda w(x) = ln x , dv(x)=x  deb du(x) = -  dx, 

v(x) = — bo‘lishini topamiz. Unda (5) formulaga ko‘ra:
2 ( 2 2

X In xdx = ^ I n x
1

2 ̂ / 1 i

Y 1 I^ • - i/ x  = 2 1 n 2 - i  
2 X 2 J1

xdx = 2 In 2 —  
4

bo‘ladi. ►
4- misol. Ushbu

/„ = J sin" xiZjc, (n=j^, 1,2,  ...) 
0

integral hisoblansin.
A Ravshanki,

II 7C

2 2

J q -  dx = ^, Ji = sin xiix = ( - cos x)
>3 2. J
0 0

=  1 .

«  > 2 bo‘Iganda berilgan integralni
jt ji 
2 2 

/„ = J sin” xdx = J sin"“* xi/(-cos x)
0 0

ko‘rinishda yozib, unga bolaklab integrallash formulasini qollaymiz. 
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Natijada

J„ = ( -  sin" X • cos jc) 2 + ( « - ! ) sin”  ̂ xcos^ xdx ■

= ( « - ! )  sin"  ̂x(I-sin^ x)i& = (« - !)  sin"  ̂Xife- ( « - ! )  sin"xi&:J J t0 , 0  0
= (« - l)/ „_ 2 - ( « - ! ) / „

boiib, undan ushbu

•^n----
rekurrent formula kelib chiqadi.

Bu formula yordamida berilgan integralni n = 1, 2, 3 ,... boiganda 
ketma-ket hisoblash mumkin.

Aytaylik, n = 2m — juft son boisin. U holda
.  _ 2 m - l  2/77-3 5 3 1 ,  _  (2/77-1)!! tc

Jim ---- -̂-- ■ ■ — • ;r2m 2/77-2 6 4 2 (2/77)!! 2

boiadi.
Aytaylik, «  = 2m +1 — toq son boisin. U holda

/. 2m 2/77-2 6 4 2
2m+l - _ Z _ /■ =

2/77+1 2/77-1 ■" 7 5 3 ‘ (2/77+1)1!

boiadi. (mü simvol m dan katta boimagan va u bilan bir xil juftlikka 
ega boigan natural sonlarning ko‘paytmasini bildiradi.) ►

5°. Vallis formulasi. M aiumki, 0 < x <  ̂ boiganda

(2/77)!!

sm2/j+l X < sin^" X < sin^"”* X, ( k  = 1,2,3,...), 2 n - l

tengsizliklar o'rinli boiadi. Bu tengsizliklami 
integrallab.

oraliq bo‘yicha

I  sin̂ """* xdx < sin^" xdx < sin^"  ̂xdx,
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so‘ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamiz; 
(2rt)!! ^ (2 n - l) ! !  7t  ̂ ( 2 « -2 ) ! !

( 2 « + l ) ! !  ( 2 k ) !!  2  ( 2 / J - l ) ! !

Bu tengsizliklardan

(2n)i!
2n+\ 2( 2 « - l ) l !

boiishi kelib chiqadi.
Keyingi tengsizliklardan topamiz:

(2«)!!
(2k-1)!!

1
2«

It 1= hm^r— -
2 w-»oo 2n+\

(2«)i!
(6)(2k-1)I!

(6) formula Vallis formulasi deyiladi.

Mashqlar
1 1

1. Agar / (x ) € /?([0,1]) bo ‘ lsa , lim f/(x)i3fx = f/ (x )iix
i  0 n

tenglik isbotlansin.

lOOit ____________ /

2. Ushbu Vl -  coslxdx integral hisoblansin.
0

1

3. Ushbu  ̂ dx 'f dx , {t > 0) tenglik isbotlansin.

38- ma’ruza 
Aniq integralni taqribiy hisoblash

Odatda, aniq integrallar Nyuton-Leybnits formulasi yordamida 
hisoblanadi. Bu formula boshlangich funksiyaga asoslanadi. Ammo 
boshlangich iunksiyani topish masalasi doim osongina hal bo ia- 
vermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab boisa, tegishli 
aniq integralni taqribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi.
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1°. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi. Faraz qilaylik,/(x) funksiya 
[a, b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Demak, f(x)e R{{a,b]). 

h
Masala f{x)dx integralni taqribiy hisoblashdan iborat.

a
[a, b] oraliqni a = X0 ,X],X2 ,...,X„__],X„ =b nuqtalar (xq < x, <

< X2 <... < x„) yordamida n ta teng bo'lakka bo‘lib, har bir 
Ujt,x*+,], {k = 0 ,1 ,2 , . . . , « - ! )  bo‘yicha integralni quyidagicha

Xk+\

Xk
ko'rinishda taqribiy hisoblaymiz, bunda

b -a
r  n ’

b-a

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

b JCl X2 JĈ+i
f{x)dx= f{x)dx+ f{x)dx+...+ f{x)dx+...

a xo XI x^

x„

... +
Xn-l \ 2 /

b -a
n f

b -a  r / b -a  r... +---- f i x  1 H ...  +-----/
« A+i n

\ 2 /

X 1n--
2

Natijada f{x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun quyidagi
a
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(1)

formulaga kelamiz.
(1) formula to'g'ri to‘rtburchaklarformulasi deyiladi.
Endi (1) taqribiy formulaning xatoligini aniqlaymiz. Uning xato- 

ligini

= f f{x)dx -  ~  X  1 ) (2)
¿=0 *^2

deylik.
Aytaylik,/(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz f"{x) hosilaga 

ega boisin. Awalo R„ ni quyidagicha yozib olamiz:

n - l  , n - l  n - l  ^k+\b -a  —  —,

k=0 Xk 2 =̂0 Xf̂
/1-1 -̂ *+1 «-1

i)dx = J^ [ f i x)  -  f i x  , )]dx.
k+- J k+-k=0

Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

/ ( x ) - / ( x  , )  = / ' U  , )  ( X - X  , )  + f / " ( ^ , )  ( x - x  , ) 2
k+- k+~ k+~ Z A:+~

(bunda son — X va 1 sonlar orasida). Natijada

^ „ = E  i f \ x  ,) i x - x  ,) + \ n ^ , ) - i x - x  , f ) d x ^

n-\ ^k+l ■, ^k+l

= X  ) 1 + 2  J" ) • ( ^ -  )^)
k=0 

boiadi.
2 Xk

xk+\

Xk

Ravshanki, ( x - x  y)dx = 0.
J k+-Xk 2
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n-\ k̂+\
Demak, R„ = \ f  i ^ k ) - -  x ,)dx.

0 ‘rta qiymat haqidagi teoremaga binoan
JCA+l Xk+i

f"i^k ) - ( x - x  i f d x  = ) f ( x - x  , f d x  =

= n c ) = ‘̂ A ’- r a i ). a :  ^ , * * . . 1 )
boiadi.

Shunday qilib, R„ uchun ushbu

t> _  1 V  (^ -« ) ^  f ’ iP 'i _  1 V  /•"I'P* \

ifodaga kelamiz. 
Ravshanki,

----------------J--------- ---

miqdor (^¡ e [a,Z>], A = 0 ,1 ,2 ,. . . ,« -  1) f '(x )  ning [a, b\ oraliq- 
dagi eng kichik m" hamda eng katta M" qiymatlari orasida:

k=0
boiadi.

Shartga ko‘ra f"(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Uzluksiz funk
siyaning xossasiga muvofiq {a, b) da shunday  ̂nuqta topiladiki,

¿=0
boiadi.

Natijada R„ uchun quyidagi

i , = ^ V ' ' ( 0

tenglikka kelamiz.
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Demak,

' 7 ( x ) & = ^ g / ( x  , ) + ^ / " ( У
i  " Ы **2 2''''

bo‘ladi.
Shunday qiUb, [a, b] oraUqda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga 

ega bo‘lgan / (x) funksiyaning
b

' f {x) dx

integralini (1) to‘g‘ri to'rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy 
hisoblansa, bu taqribiy hisoblash xatoligi quyidagi

24 n

formula bilan ifodalanadi.
2°. Trapetsiyalar formulasi. / (x) funksiyaning

f ( x ) d x
f

integralini taqribiy hisoblash uchun, awalo, [a, b\ segmentni

0 = Xo,Xi,X2,...,X;^,,X„ =b

nuqtalar yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘linadi. So‘ng har bir 
[x^, x̂ .̂, ], (/i = 0 , 1 , 2 , 1 )  bo'yicha integral quyidagicha

taqribiy hisoblanadi. Natijada ushbu
b Ч  XI x„

l f ( x ) d x =  J  f ( x ) d x +  I  f ( x ) d x  + ...+ J  f {x ) d x^
a xq Xi
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, /(^„-l)+/(x,,)/„ „ \_b-a
+--------2--------  ̂ ~ ~ “T ”

+/(^1 ) + /(^2 ) + ••• + /(X„-) )] 
formulaga kelamiz. Demak,

h

f ( X o ) + f { x „ )

f ( x ) dx b-a
(3)

(3) formula trapesiyalar formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R'„,f(x) funksiya [a, b\ da 

uzluksiz f"{x) hosilaga ega boiishi shartida ,
\3

K  f" (Q ,  (C M »,* ))

boiadi. Demak,

I nx)dx  = + /(X ,) +
a

+ /(jC2) + ... + / (X ,_ .)]iirf^ ’./"(C).-J 12«^
3°. Simpson formulasi. Bu holda / (x) funksiyaning

f{x)dx

integralini taqribiy hisoblash uchun [a, b\ segmentni a = x^,xy, 
■■■̂X2k,X2k̂ x, .- .X 2„_2 ,X2„_| ,X2„ = b nuqtalar yordamida 2«ta 
teng boiakka boiib, har bir [xj*-, X2*.+2 ]> (^ = 0 ,1 ,2 ,...,«  -1 ) bo‘- 
yicha integral quyidagicha

2̂*+2 , / 
/(x)iix = [/(X24) + )] =

X2k

= ^ [ f ( X 2k) + 4f(X2k^l) + f(X2k̂ 2)], (k^ 0,1,..., n - l )  

ko‘rinishda taqribiy hisoblanadi. Natijada
257



2̂ ■'̂4 2̂n
f(x )d x=  f(x)dx+ f (x )d x + ...+ f(x)dx~

a xo X2 X2„-2

[(/(^0) + 4 / ( x ,) + /(X2)) + ( / ( ^ ) + 4 / ( X,) + 

)) + ... + (/(X2„_2 ) + 4/(X^„_, ) + f{X2„))]

[(/(Xo ) + /(X 2 „ )) + 4 (/ (X i) + f i x , ) + ...

6«
+ / (^ 4  )) + -  + (/ (^ 2«-2 ) + 4/(X^„_, ) + f{X2„))] =
_  b -a  

6n
. . .  +  / ( X 2 „ _ ,  ) )  + 2 ( / ( X 2  )  +  f ix ,  )  +  . . .  +  / ( X 2 „ _ 2  ) ) ]  

hosil boiadi. Demak,

_ f ix)dx  = ^ [ f ix ,)  + f i x 2„) + 4 (/ (x ,) + / ( X 3 ) + ...
a
. . .  +  / ( X 2 „ _ ,  ) )  +  2 ( / ( X 2  )  +  / ( X 4  )  +  . . .  +  / ( X 2 „ _ 2  ) ) ] •  (4 )

(4) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R” , fix)  funksiya [a, b\ da 

uzluksiz f^‘^\x) hosilaga ega boiishi shartida,

boiadi. Demak,

,

. = -^ [/ (^ o ) + /(^2«)+ 4(/(X l) + /(^3 ) + ... +/(X2„_i)) +
a

+ 2 ( / ( X 2  ) + f i x ,  ) + ... + /(X2„_2 ))] -  / ‘ '"^(0-
2880«^

Misol. Ushbu e dx

integral to‘g‘ri to'rtburchaklar, trapesiyalar va Simpson formulalari 
yordamida taqribiy hisoblansin.

[0, 1] segmentni 5 ta teng boiakka boiamiz. Bunda boiinish 
nuqtalari

Xq =0, X[ =0,2, X2 =0,4, X3 =0,6, X4 =0,8, X5 =1,0
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l)o‘lil), bu nuqtalarda f{x) = e funksiyaning qiymatlari quyida- 
K.iclia boMadi:

/(xo) = 1,00000,
/ (x ,)  = 0,96079,
/(X2 ) = 0,85214,
/(хз) = 0,69768, 
f ix , )  = 0,52729,
/(X5 ) = 0,36788.

Har bir bo‘lakning o'rtasini ifodalovchi nuqtalar

Xi =0,1, X3 =0,3, X5 =0,5, X7 =0,7, X9 =0,9 
2 2 2 2  2

bo‘lib, bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo‘ladi:

/ (x ,)  = 0,99005,
2

/(Хз) = 0,91393,
2

/ /(x-5 ) = 0,77680,
2

/(X7 ) = 0,61263,
5

/(X9 ) = 0,44486.
I

a) To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha

■ i/x = i  (0,99005 + 0,91393 + 0,77680 +
0

+0,61263 + 0,44486) = i  • 3,74027 = 0,74805 

bo lib , \R„ \ < Ш  bo'ladi.
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I

b) Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha

0

( 1>0Q000+0'36788 ^  ^  ^ ^ 2 1 4  +

+ 0,69768 + 0,52729) = ^ (0,68394 + 3,03790) =

= I -3,72184 = 0,74437

boiib, \R'„ I < ~  = 7^  = 0,006 boiadi.D Z J 1!)U

d) Simpson formulasi bo‘yicha

i/x = ^  [(1,00000 + 0,36788) + 4(0,99005 +
0

+0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) + 2(0,96079 + 

+0,85214 + 0,69768 +0,52729)] = ^ (1 ,36788  +4 -3,74027) +

+2-3,03790) = ¿ ( 1 ,3 6 7 8 8 + 6 ,0 7 5 8 0  + 14,96108) -0 ,7 468 2  

boiib, \ K \  ^  7 boiadi.

Mashqlar

1, Trapesiyalar fomiulasining xatoligi R„ = -  f"  (^) boiishi
isbotlansin.

2. Simpson formulasining xatoligi R„ = -  boiishi
isbotlansin.

3. Ushbu
1

, («  = 10) integral taqribiy hisoblansin.
0
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9 - B O B
ANIQ INTEGRALNING BA’ZI TATBIQLARI

39- ma’ruza 
Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash

Г . Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, (x, y) juftlik 
(x G R, У & R) tekislikda nuqtani ifddalaydi.

Koordinatalari ushbu
a< X < b, c < y < d ,  {a в R, b & R, с s R, d e R) 

tengsizliklarni qanoatlantiravchi tekislik nuqtalaridan hosil boigan 
Z)() to'plam;

Da == {(x,y);xG  [a,b\,yG [c,d])
to‘g‘ri to‘rtburchak deyiladi (8-chizma).

Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning tomon- 
lari (chegaralari) mos ravishda koordina- 
talar o‘qiga parallel boiadi.

Z)q to ‘g ‘ri to ‘rtburchakning yuzi deb 
(uning chegarasining, ya’ni

x = a, X = 6, {c <y <d),
y = c , y  = d , ( a < x < b )

to‘g‘ri chiziq kesmalarining ga tegishli boiishi yoki tegishli bo‘taias- 
ligidan qat’iy nazar) ushbu

^ ( D , ) ^ ( b - a ) i d - c )
miqdorga aytiladi.

Aytaylik, tekislik nuqtalaridan iborat biror Qto‘plam berilgan boisin. 
Agar shunday Dq to‘g‘ri to‘rtburchak topilsaki,

Q cz D(j
boisa, Q chegaralangan to‘plam deyiladi.

Har qanday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to‘plam 
tekis shakl deyiladi.

Agar tekis shakl chekli sondagi kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchak- 
larning birlashmasi sifatida ifodalansa, uni to ‘g ‘ri ко ‘pburchak deymiz 
(9- chizma).
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o
9 -  chizma.

Bunday to‘g ‘ri ko‘pburchakning 
yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g ‘ri 
to‘rtburchaklar yuzalari yig'indisiga 
aytiladi.

To‘g‘ri ko‘pburchak yuzi quyidagi 
xossalarga ega:

1) to‘g‘ri ko'pburchak yuzi manfiy
^  bo‘lmaydi: |a(Z)) > 0;

2) kesishmaydigan ikki Z>, va 
to ‘g ‘ri ko‘pburchaklardan tashkil

topgan to‘g ‘ri ko'pburchak yuzi D, va Z>2 laming yuzalari yig‘indisiga 
teng:

|i(Z), u Z)2) = î(A )  + h(A ) ;
3) agar Dj va Z>2 to‘g‘ri ko‘pburchaklar uchun

A c: A
bo‘Isa, u holda

|i(A ) ^ l^ (A )
bo'ladi.

Tekislikda biror chegaralangan Q shakl berilgan bo‘lsin. Bu shakl- 
ning ichiga A to‘g‘ri ko‘pburchak (A czQ), so‘ngra Q shaklni o‘z 
ichiga olgan B to‘g‘ri ko'pburchak (Q c  B flar  chizamiz. Ulaming 
yuzlari mos ravishda p,(^) va |u(5) bo‘lsin.

Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo'lib, ulaming
yuzalaridan iborat } va { n (5 )} to‘plamlar hosil bo'ladi.

Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan bo'ladi. Binobarin, 
ulaming aniq chegaralari

sup{^(^)}, inf{|u(5)}
mavjud.

I- ta’rif. Agar
SUp{)l(^)} = inf{|Ll(5)} 

bo‘Isa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ulaming umumiy qiymati Q 
shaklning yuzi deyiladi va \i{Q) kabi belgilanadi:

\i{Q) = sup{M,(v4)} = inf{|ii(5).
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1- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega boiishi uchun Ve > O son 
olinganda ham shunday A (A c  Q) va B (Q a  B) to‘g‘ri ko‘p- 
burchaklar topilib, ular uchun

| i(5 )-^ i(^ )< e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

A. ZarurUgi. Aytaylik, Q shakl yuzaga ega boisin. Unda ta’rifga 
binoan

sup{n(^)} = inf{^(5)} = ц(0) 
boiadi. Modomiki,

sup{|i(.4)} = 
inf{^(5)} fX(Q)

ekan, unda Ve > O olinganda ham shunday to‘g‘ri ko‘pburchak 
A (A czQ) hamda shunday to‘g‘ri ko‘pburchak B {Q c: B) topiladiki,

H (5 )-^ (Q )< |

boiadi. Bu tengsizliklardan
^ i(5 ) -^ (^ )< e

boiishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik, A{AczQ)  va B (Q cz B) to‘g‘ri ko'pbur- 

chaklar uchun < e tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki,

lx(A) < sup{M.(.4)},
H(5) > inf{fi(5)}.

Bu munosabatlardan

inf{^i(5)} -  sup{M.(.4)} < |li( 5 )  -  ii(A) < e
boiishini topamiz. e — ixtiyoriy musbat son boiganligidan,

sup{fi(^)} = Ínf{|Ll(iS)}
boiishi kelib chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. ►

Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
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2- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son 
olinganda ham shunday yuzaga ega P va S (P c  Q, Q <z S) tekis 
shakllar topilib, ular uchun

HiS)- i i iP)<e  
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2°. Egri chiziqli trapesiyaning yuzini hisoblash. Faraz qilaylik,
f ( x ) e C [ a , b ]  bo‘lib, V xe [a ,¿ ] da / (x )> 0  bo‘lsin.

Yuqoridan / (x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x = a, x = b 
vertikal chiziqlar hamda pastdan abssissa o‘qi bilan chegaralangan Q 
shaklni qaraylik (10- chizma).

10 - chizma.

Odatda, bu shakl egri chiziqli trapesiya deyiladi. [a, b] segmentni 
ixtiyoriy

P = { X o , X i , X 2 , . . . , X „ } ,  (o = X„ < Xi < X2  < . . .  < X„ = b)
bo'laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [x̂ ,̂ x̂ +j ] oralig'ida

inf{/(x)} = /n,, sup{/(x)} = yi/,, (A: = 0 ,1 ,2 ,. . . ,« -1 )  
mavjud bo‘ladi.

Endi asosi Ax̂  = x̂ +i - x ¿ ,  balandligi w^bo'lgan (ä:=0, 1,2,3,..., 
n—1) to‘g‘ri to'rtburchaklaming birlashmasidan tashkil topgan to‘g‘ri 
ko‘pburchakni A  deylik.

Shuningdek, asosi Ax¿ =x¿+,-x^^, balandligi bo‘ lgan 
(k=0,1,2,3,..., 0—1) to‘g‘ri to'rtburchaklaming birlashmasidan tashkil 
topgan to‘g‘ri ko‘pburchakni B  deylik. Ravshanki,

A d Q ,  Q d B
bo'lib, ularning yuzalari 
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n-1 n-1
M.(^) = =

A=0 A=0
boiadi.

Bu yigindilami/(x) funksiyaning [a, b] segmentning Pboiaklashi- 
ga nisbatan Darbuning quyi hamda yuqori yigindilari ekanini payqash 
qiyin emas:

]i{A) = s{f-P), )i{B) = S{f-P).
/ (x )eC [ö ,Ä ] boigani uchun f{x) funksiya [a, b\ da integralla
nuvchi boiadi. Unda integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra, Ve > 0 
olinganda ham [a, b\ segmentning shunday /’ boiaklashi topiladiki,

S { f - , P) - s { f , P ) <t  
boiadi. Binobarin, ushbu

H(.ß)-|n(^)<e
tengsizhk bajariladi. Bu esa 1- teoremaga muvofiq, qaralayotgan egri 
chiziqli trapetsiyaning yuzaga ega boiishini bildiradi. Unda ta’rifga 
ko‘ra

sup(^(.4)} = inf{^(Ä)}
boiadi. Ayni paytda,

h
/ SUp{[i(^)}= J/ (x )i/ x ,

Ö
b

inf{^i(5)} = J/(x)iZx
a

boiganligi sababli Q egri chiziqli trapetsiyaning yuzi
h

\i{Q) = \f{x)dx (1)
a

ga teng boiadi.
1- misol. Tekislikda ushbu

4 . 4 = 1
a b

ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
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M Ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi OX va 07koordi- 
nata o'qlari hamda

= 0 < x < a

chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapesiya yuzining 4 tasiga 
teng boiadi (1 1 -chizma ).

U holda (1) formuladan foydalanib topam i^

î(Q) = 4

X -  a s in i,

0 < r < |

dx = a cos tdt.
a

cos^ tdt = 4ab • V = abn. ► 4

Aytaylik, fy{x) & C[a,b], /2 (x)eC[o,Z>] boiib, Vxe [a,Z>] da

0 < / ,(x )< / 2 (x ) 

boisin. Tekislikdagi Q shakl quyidagi

y^f x  ix), y = fi  (x ), x = a, x = b
chiziqlar bilan chegaralangan shaklni ifodalasin (12- chizma).
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* r rli(Q) = ¡/2  (x)dx -  J /1 (x)dx -  [/2 (x) -  /, (x)]ûix (2)
a  a a

boiadi.
2- misol. Tekislikda ushbu

y = 4-x^,  y = x̂  -  2x
chiziqlar (parabolalar) bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin. 

A Parabolalarning tenglamalari
y = 4 - x \
y = x̂  -  2x

ni birgalUcda yechib, ulaming kesishish nuqtalarini topamiz (13-chizma): 

4 -  x  ̂ = x  ̂ -  2x,
X, =-1, X2=2; y, =3, ^ 2 =0 :  5(2 ;0).

Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

2
^ ( 0  = Î r ( 4 - x ^ ) - ( x ^  -2x)]üfx=: J [4 + 2x~2x^)dx^

Bu shaklning yuzi

-1 - 1

= (4x + x  ̂ -| x ^ ) = 9. ►
-1

E s l a t m a .  Agar fix)eC[a,b] 
funksiya [a, b] da ishora saqlamasa, 
(1) intégral egri chiziqli trapetsiyalar 
yuzalarining yig‘indisidan iborat bo‘- 
ladi. Bunda QJo'qining yuqorisidagi 
yuza musbat ishora bilan, OX o‘qi- 
ning pastidagi yuza manfiy ishora 
bilan olinadi.

M asalan , OX o ‘qi ham da
/ ( x ) - s in x ,  0 < x < 2 n  funksiya 
grafigi bilan chegaralangan shaklning 
yuzi

y =A-x̂
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j t  2 j t  ( Ti 2 jt

s in x+ (- sinxdx) = (-c o sx ) -  (-co sx ) = 4
0 7t 0 7Ü

boiadi.
3°. Egri chiziqli sektorning yuzini hisoblash. Aytaylik, Â i  egri 

chiziq qutb koordinatalar sistemasida ushbu
p = p(0), a < 6 < p ,  ( a € Í ? ,  R) 

tenglama bilan berilgan boisin. Bunda
p(0)£C[a,p], V0G[a,p] da p(9) > 0.

Tekislikda AB egri chiziq hamda OA va OB radius-vektorlar 
bilan chegaralangan Q shaklni qaraymiz (14- chizma).

B Bk+l

14 - chizma.

[a, P] segmentning ixtiyoriy
P -{0o ,e ,,...,0„} , (a  = 00 < 0 1  <. . .<0„ =P) 

boiaklashini olamiz. O nuqtadan har bir qutb burchagi 0¿ ga mos 
OÂ . radius-vektor o'tkazamiz. Natijada OAB — egri chiziqli sektor

(Â: = 0 ,1 ,2 ,. . . ,« -1 ; Aç, = A, A„ = B) 
egri chiziqli sektorchalarga ajraladi.

Ravshanki, p = p(0) e C [a,p ] boiganligi uchun [0* , 0*+i ] da 
(A: = 0 , l , 2 , . . . , « -1 )

-  inf{p(0)}, Mk = sup{p(0)}
lar mayjud.
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Endi har bir [Ô tiÔ +i] segment uchun radius-vektorlari mos 
ravishda hamda A/̂, bo‘lgan doiraviy sektorlami hosil qilamiz. 
Bunday doiraviy sektorlar yuzaga ega bo'lib, ulaming yuzi mos ravishda

\ ml • A0^, i  M l ■ A0i, (A0̂  = 0̂ ,̂ -  0^)

bo'ladi.
Radius-vektorlari m,̂  (k = 0,1,2,...,n -  1) bo‘lgan barcha doiraviy 

sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Ö, desak, unda 0, c  0  
bo'lib, uning yuzi

1
= (3)2 /c=u

bo'ladi.
Shuningdek, radius-vektorlari (/c = 0 ,1 ,2 ,...,«  -  1) bo'Igan 

barcha doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q2 
desak, unda Q cz Qj boMib, uning yuzi

(4)
k=0

bo'ladi.

(3) va (4) yig'indilar ^P^(6) funksiyaning Darbu yig'indilari

bo‘ladi. Ayni paytda, |p^(6) funksiya [a, ß] da uzluksiz bo'lgani
uchun u integrallanuvchidir. Demak, Ve > 0 olinganda ham [a, ß] 
segmentning shunday Pbo'laklashi topiladiki,

^ (^p ' ( 0 ) ;>P) - i (^p ' (0 ) ;P )<e  

bo‘ladi. Binobarin, ushbu
^(02) -  ^(01) < e

tengsizlik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiq, qaralayotgan egri 
chiziqli sektoming yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra

sup{^(0,)} = inf{n(0 2 ) ;
bo'ladi. Ayni paytda,
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sup{|.i(ô,)}= [p^(e)í/0,

in f  {11(02 )} = Jp^ (0)i/e

a

boigani sababli egri chiziqli sektorning yuzi

1
1̂(0) = -jp^ (e)i/e

a

ga teng boiadi.
3- misol. Ushbu

p  =  p ( 0 )  =  fl(l - C O S 0 ), ( a e R ,  0 < 6 < 2 k )

funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
Bu funksiya grafigi kardioidani ifoda

laydi. Maiumki, kardioida radiusi r ga teng 
boigan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘z- 
g‘almas aylana bo‘ylab harakati (sirpanmasdan 
dumalashi) natijasida Ijjiinchi aylana ixtiyoriy 
nuqtasining chizgan chizigidir (15- chizma).

Kardioida qutb o‘qiga nisbatan simmetrik 
boiganligi sababli yuqori yarim tekislikdagi 
shaklning yuzini topib, so'ngra uni 2 ga ko‘- 
paytirsak, izianayotgan yuza kelib chiqadi.

0 0 ‘zgaruvchi [0, jt] da o'zgarganda p radius-vektor kardioidaning 
jmqori yarim tekislikdagi qismini chizadi. Shuning uchun

h(0) = 2 ■ i  I  p  ̂(0)J0 = J (I - cos 0)2 i/0 =

0 0

15- chizma.

7t

I  -2cos0 + icos20 de =

boiadi. ►

= Û ^0-2sin0  + i-|sin20
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Mashqiar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chiziq x = (p(r), j; = \|/(i) 

( a < / < p ) tenglamalar bilan parametrik holda berilgan boisin, bunda 

X = 9 (i) funksiya [a,p] da uzluksiz (p'(/) hosilaga ega, (p'(x)>0 

va (p(a) = fl, (p(p) = Z), >' = \|/(/) funksiya [a, b] da uzluksiz va 

\|/(/)>0. U holda yuqoridan AB egri chiziq, yon tomonlaridagi 

X - a, x - b  vertikal chiziqlar, pastdan [a, b\ kesma bilan chegara

langan shaklning yuzi

boiishi isbotlansin.

2 2

2. Ushbu chiziq bilan chegaralangan shaklning

yuzi topilsin.

40-ma’ruza 

I Yoy uzunligi va uni hisoblash

1°. Yoy uzunligi tushunchasi. Maiumki, tekislikdagi ikki A{x̂ ,yy ) 

va B{x2 , V2 ) nuqtalami birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi uzun- 

likka ega va uning uzunligi

) = V(^2 -XiŸ +iyi -yiŸ
ga teng boiadi.

Aytaylik, tekislikdagi / chiziq ^  (xq , ). (^i, )> -, A„ (x„,y„ ) 

nuqtalami (ne N) birin-ketinto‘g‘richiziqkesmalaribilanbirlashti- 

rishdan hosil boigan boisin. Odatda, bunday chiziq siniq chiziq deyiladi.
Siniq chiziq uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri 

chiziq kesmalari uzunliklarining yigindisiga aytiladi:

«-1 _________________________________

^1(0 - X  -XkŸ + (yk̂ i -ykf-
A:=0
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Faraz qilaylik, tekislikdagi AB egri chiziq (uni AB yoy deb ham 
ataymiz) ushbu

y = f{x), \a<x<b)

tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda / (x) e C[a, b\.

[a, b\ segmentning ixtiyoriy

P = (ö = Xo <x^<...<x„=b

bo‘laklashini olib, bo‘luvchi x̂  (^ = 0,1,2,...,«) nuqtalar orqah OY 

o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziqlarning 

AB yoy bilan kesishgan nuqtalari

4 (% ,/(^ fc )) , {k = Q,\,2,...,n\ A(̂ = A, A„ = B)

bo'ladi.

ÂB yoydagi bu Â  (x¿, / (x^ )) nuqtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri 

chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, / siniq chiziqni hosil qilamiz 
(16- chizma).

Odatda, / siniq chiziq AB yoyga chizilgan siniq chiziq deyiladi. 

U uzunlikka ega bo'lib, uzunligini (perimetrini) |a(/) deylik.
Agar Pi va P2 lar [a, b\ segmentning ikkita bo'laklashi bo'lib. 

Pi c  P2 bolsa, u holda bu bolaklashlarga mos AB yoyga chizilgan 

siniq chiziq/1 ,/2  laming perimetrlari uchun

^ ( / l ) < | l ( / 2 )

boiadi.
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(a = Xo < X, < ... < X* < Xfc.,1 < ... <x„^b)

ko‘rinishda boiib, Pj boiaklash esa P̂  boiaklashning barcha boiuvchi 

nuqtalari hamda qo‘shimcha bitta x* e [a,b\ nuqtani qo'shish nati

jasida hosil boigan boiaklash boisin. Bu x* nuqta x̂  hamda x̂ +, 

nuqtalar orasida joylashsin: x  ̂ <x* <x^+[. Demak,

^2 ~ \X(j , Xy, Xj  ̂, X  , Xy(.̂ [, . . . ,  X̂  },

(a = Xq < Xi < ... < x  ̂ < X* < x̂ +, < ... < x„ = b). 

Ravshanki, /*, c  Pj boiadi.

AB yoyga chizilgan P̂  boiaklashga mos siniq chiziq 1̂, shu yoyga 

chizilgan P̂  boiaklashga mos siniq chiziq ^ dan faqatgina bitta 

boiagi bilangina farq qiladi: /, da Aĵ Aĵ ŷ boiak boigan holda ^ da 

ikkita Aî A* hamda A*A,̂ ]̂ boiaklar boiadi.

Ammo Aî Aî ŷ to‘g‘ri chiziq kesmasining uzunligi ),

Aî A* hamda A*A/̂ ŷ kesmalar uzunliklari n(A;^A*), \i{A*Â-̂,y) 
yigindisidan har doim katta boimaganligi, ya’ni

^ ( 4 A+i) 2 \i-iAA*) + ̂ ^(^*4+1)
dan

boiadi. ►

Demak, P boiaklashning boiuvchi nuqtalari sonini orttira borilsa, 

AB yoyga chizilgan ularga mos siniq chiziqlar perimetrlari ham ortib 

boradi.

1- ta’rif. Agar -> 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri- 

metri

= X  )f
k=0

chekli limitga ega boisa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

•4 [a, b\ segmentning Py boiaklashi quyidagi
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limit AB yoyning uzunligi deyiladi. Masalan, agar 

f{x) = kx + C, {a<x<b) 

boisa, unda AB ning uzunligi

■w- 1---------------------------------------------------------
\i{AB) = lim y  - x^Ÿ =

“ ^ ■ (Xfc+1 ~^k)- Vl + {b-a)

boiadi.

Aytaylik, ÂB egri chiziq ushbu

( « . / . w "

tenglamalar sistemasi bilan berilgan boisin.
(Bu holda egri chiziq parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi). 

Bunda;

1) 9(0 e C[a,p], C[a,p];

2) V/,, Î2 e [a,p], ty ^ Î2 uchun (1)

^ i U i ,7 i ) = 4 (9 (^ i )> V(^i)),

A  (^2 , y i )  = A  (<p(̂ 2 )> ¥(^2 ))

nuqtalar turlicha ;

3) t = a ga A nuqta, / = p ga B nuqta mos kelsin.

[a, P] segmentning ixtiyoriy

P = (a = to <ti =P)

boiaklashini olib, bu boiaklashning boiuvchi t̂ . (A; = 0,1,2,..., n) 

nuqtalarigamoskelgan AB yoydagi Aj, - Ai îx, ,̂y .̂) (x^ = 9 (i^ ), 

Vk - V(̂ A:); k = 0,...,«) nuqtalami bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes

malari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chiziq / ni 

hosil qilamiz (17-chizma).

Ushbu Um ^(/) = \iiAB)
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Bu siniq chiziq perimetri

^i(/) = X  )f  + l ¥ ^ i ) - Mtk )f
/t=0

bo‘ladi.

2- ta’rif. Agar 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri

metri |j.(/) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

Ushbu

limit AB yoyning uzunligi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining (agar u mavjud 
bo‘lsa) musbat bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi yoy uzunligining ikkita xossasini isbotsiz keltiramiz;

1) Agar AB yoy uzunlikka ega bo‘lib, u AB yoydagi nuqtalar 

yordamida n ta yoylarga {k = 0,1,2,...,«; Â  = A, B = A„.,i) 

ajralgan bo'lsa, u holda har bir Â Â +i yoy uzunhkka ega va

H(AB) = '^li(A^A/,^i)
k=0

bo‘ladi.

2) Agar AB yoy « ta yoylarga ajralgan bo‘lib, har bir 

W+\ y^y uzunlikka ega bolsa, u holda AB yoy ham uzunlikka 
ega bo'ladi.
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T. у = f  (x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzimUgini hisoblash.

Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu

y = f{x), a< x < b  

tenglama bilan berilgan boisin. Bunda/ (x) funksiya [a, b\ segmentda 
uzluksiz va uzluksiz /'(x) hosilaga ega.

[a, b] segmentning ixtiyoriy

P = {Xo,Xi,...,X„}, (û = Xo < X] < ... <x„ =b)

boiaklashini olib, unga mos AB yoyga chizilgan / siniq chiziqni 

hosil qilamiz. Bu siniq chiziqning perimetri

ц(0- X - X k Ÿ  + )P
boiadi.

Har bir [x^, x̂ ^̂ i ] segmentda/(x) ftmksiyaga Lagranj teoremasini 

qoilab topamiz:

n(o = X  - X k Ÿ  + [/'(̂ A ) ■ - x j f  =
*=0

= X  \/l + = %  л/l + /'^(т^)Дх^ ,

*=0 k=0

bunda X* 6 [х^,х^^,].

Bu tenglikdagi yigindining a/ i + /'^  (x) funksiyaning integral 

yigindisidanfarqishundaki, integralyigindida e [x^.x^t+J nuqta 

ixtiyoriy boigan holda yuqoridagi yigindida esa x̂  ̂ nuqta Lagranj

teoremasiga muvofiq olingan tayin nuqta boiadi. Ammo

funksiya integrallanuvchi boiganligi sababli = x̂  deb ohnishi 

mumkin. Natijada

k=0

boiib, undan 
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_________  h

lim u(/) = lim Y  /1  + (^^ ) • Ax̂  = f yJl + f'Hx)dx
Xp̂ O ■“*=0

bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, AB yoyning uzunligi

h
\i{AB) = J yjl + f'^ix)dx

a

bo‘ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
1- misol. Ushbu

(2)

f(x) = :^(e‘'+ e ‘‘ ), (a > 0, - a < X < a)

tenglama bilan berilgan egri chiziqning uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniqlanadigan chiziq zanjir chizig‘i deyiladi. 
A Ravshanki,

X X

\ + f'Hx)=^-{e“ + e ‘‘ )\

________  X̂  _X

^|Г+f'^(x) +e «)

bo‘ladi. (2) formuladan foydalanib, zanjir chizig'ining uzunligini topamiz:

\i{AB)=̂  \-{ê ^)dx ~e
J L 2

3°. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.

Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu

[x = (p(0,

[y = ¥(0,

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, (1) shartlarning bajarihshi 

bilan birga (p(0, v|/(0 flinksiyalari [a, p] da uzluksiz ç'(0 hamda 

v|/'(0 hosilalarga ega bo'lsin.
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P = (a = fo <h <-<t„  =P)

boiaklashini olib, ularga mos AB yoyning

= <p(r̂  ), = cp(î  )) nuqtalarini bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes

masi yordamida biriashtirishdan hosil boigan / siniq chiziq perimetri

^ (0  = X  ) f  + [¥(̂ ¿+1 ) - )Ÿ
k=0

ni qaraymiz.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz;

[a, p] segmentning ixtiyoriy

^ (0  = X  -tkf + (0* ) • - tk Ÿ =
¿=0

n-1

k=0

bunda e ], 0̂  g I-

Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

k=0

+ X l^^'^(^k) + w'^(Qk) + ]• Aifc, (*)
¿=0

bunda e 

Modomiki,

C[a,p]

ekan, u holda

V(p''(0 + v '(0  6i?[cx,P]
boiib,

"-1 I------------- I----------
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boMadi. Ixtiyoriy a, b, c, d haqiqiy sonlar uchun ushbu

■slâ + b̂  - \Jĉ +d^ a-c b-d

tengsizlik o‘rinh bo‘ladi. 
<  Haqiqatan ham,

a-c

+b̂  - +d̂

la+c]
■ + b-d

Ĵ(?+b̂  +ylĉ +d̂

Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz:

n-l

\lâ +b̂  +Vĉ  +d̂  

•Jĉ +b̂  +'Jĉ +d̂
< a -c + b-d . ►

X  [ (0/t) -^9'^ i^k) + i^k) Wk ^
i=0

^ X  ) - ^'i^k )| A4 + X  ^
yt=0

n-l

k=a
n-l

I

/

 ̂X +X
*=0 ¿=0

( p ' ( i ) e  i? [ a ,p ] ,  v ' ( O e i ? f a , p ]

bo'lganligi sababU

rt-1

lim X  [^9'" ) + V ' (e ,) {^k) + V'" (kk )Wk = 0 (4)

bo‘ladi.

(3) va (4) munosabatlami e’tiborga olib, 0 da (*) tenglikda 

limitga o‘tsak, u holda AB yoyning uzunligi uchun

li(AB) = J  + (5)

a

bo'lishi kelib chiqadi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
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2- misol. Ushbu

X = a{t - sin /),

j  = c(l-cosi), (0< /<7 l)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chiziqning (sikloidaning) 

uzunligi topilsin.
■A Ravshanki,

x '(0  = û(l - cos/), y'{t) = asmt, 

x'  ̂(t) + y'^ (t) = a^(l-  cos /)2 + sin^ ( = 2(1 - cos t), 

yjx'^it) + y'^(t) = 0 ^ 2(1 - cos/) 

boiadi. (5) formulaga ko‘ra izianayotgan egri chiziqning uzunligi

^  ,— —____  t t
\i{AB)~ a^2i\ - cost)dt = 2a sin - i//= -4a • (cos-) = 8o

¿ 2  2 0

boiadi. ►
4°. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziqning uzun- 

ligini hisoblash. Faraz qilaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar 

sistemasida quyidagi

/• = p(0), (a < e < p )  

tenglama bilan berilgan boisin. Bunda p(0)e C[a,p] boiib, u uzluk

siz p'(0) hosilaga ega boisin.

Qutb koordinatalari (p, 0) dan Dekart koordinatalari (jc, y) ga 
0 ‘tish formulasiga binoan

X = p(0) • COS0, 

y = p(0) • sin 0, (a < 0 < P) 

boiadi. Natijada AB parametrik ko‘rinishda 

(p(0) = p(0) • COS0, 

vj/(0) = p(0) ■ sin0, (a < 0 < P )

berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda cp(0), \|/(0) iunksiya- 

lar 3° da keltirilgan shartlami bajaradigan funksiyalar boiadi.

(5) formuladan foydalanib AB egri chiziqning uzunligini to

pamiz:
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p  ______________________________________________________________  p

\i{AB) - y¡(p(Q) ■ cos 6)'  ̂+ (p(0) • sin e)'̂  de = j  yJp'̂ (Q) + p̂  (Q)dQ.
a  a

Bu formula yordamida egri chiziqning uzunligi hisoblanadi.

3- misol. Ushbu p = û • sm-’ -

tenglama bilan berilgan egri chiziqning uzunligi topüsin.
< 0 o‘zgaruvchi 0 dan 3tc gacha o‘zgarganidan (p, 0) nuqta 18- 

chizmada tasvirlangan / egri chiziqni chizib chiqadi.
(2) formuladan foydalanib chiziqning uzunligini topamiz:

[L(l)= J(asin^ +(flsin^ dQ =

3n

■ sin'̂  ^ coŝ  T sin^ ^dQ -a sin  ̂\dQ = . ►
3 3 3 J 3 ¿

0

7>ita

(a < / < p)

5°. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi AB egri chiziq ushbu

X -(p(0,

J  = V(0,

tenglamalar sistemasi bilan berilgan boiib, bunda cp(0 hamda \|/(0

funksiyalar [a, p] da uzluksiz (p'(0 hamda YiO  hosilalarga ega 

boisin (19- chizma).

Maiumki, t o‘zgaruvchining t = a qiymatiga AB egri chiziqda 

nuqta mos keladi.

Endi bctiyoriy ÍG [a,p] ni olib, unga mos ÂB egri chiziqdagi

nuqtani C bilan belgilaylik: C((p(0, v(0), a < i < p.
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Ravshanki, AC yoyning uzunligi Cnuqtaning AB egri chiziqdagi 

holatiga qarab o'zgaradi va ayni paytda t ning har bir tayin qiymatida 

yagona AC yoyning uzunligiga ega boiamiz. Binobarin, AC yoy

ning uzunligi ii(AC) /■ o'zgaruvchining funksiyasi boiadi:

ii,iAC), (a</  <p).

(5) formuladan foydalanib topamiz:
t

a

Modomiki, + vj/'^(0 e C[a,p] ekan, unda \if{AC) funk

siya hosilaga ega boiib,

(li,iAC)y = ^<f'\t) + Y^it)

boiadi.
Keyingi tenglikning kvadratini dt2 ga ko‘paytirib, ushbu 

iVi,{AC)y^-dt^ =a?'\t)dt  ̂+Y\t)dt\ 

ya’ni divi, (iC))'2 = dx̂  + dŷ

munosabatga kelamiz. Bu munosabat yoy differensialining kvadratini 

ifodalaydi. Demak, yoy differensiali d\if{AC) yuqoridagi x = (p(0, 

y = vji(0 funksiyalarning differensiallari dx hamda dy lar orqali ifoda

lanadi. Binobarin, (5) formula uzluksiz hosilaga ega boigan x(0, MO 
funksiyalar yordamida egri chiziq yoyini turli usullarda parametrlash- 
tirishda o‘z ko‘rinishini saqlaydi.

Mashqlar

1. Ushbu

il< < <X =
cosz

dz, y = Y ^ d z ,
J z \ 2

tenglamalar bilan berilgan egri chiziqning uzunligi topilsin.

2. Ushbu x̂  +y  ̂=2, y = chiziqlar bilan chegaralangan 

egri chiziqli uchburchakning perimetri topilsin.
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41- ma’ruza 

Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

1°. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri 
chiziq kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan sihndrik, konus 
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular ma’lum 
formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, / (x )g  C{a,b\ bo‘lib, Vxe [a,b] da /(x ) > 0 bo‘lsin. 

Bu funksiya grafigi AB yoyni tasvirlasin (20- chizma).

AB yoyni OXo‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma 
sirt deyiladi. Uni n  deylik. [a, b] segmentni ixtiyoriy

P = {Xo,Xi,...,x„}, (a = Xo <Xi <... <x„ =b) 

bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir

X;t(Ä: = 0,1,2,...,«)

bo‘luvchi nuqtalari orqali 0 7 o ‘qqa parallel to‘g‘ri chiziqlar o'tkazib, 

ulaming AB yoy bilan kesishish nuqtalarini Â. = A^{x^, f  {x^)) bilan 

belgilaylik {Â  = A, A„ = B', k = 0,1,2,...,«). Bu nuqtalarni o'zaro 

to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L siniq chiziq 

chizamiz.
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AB yoyini OXo‘q atrofida aylantirish bilan birga L siniq chiziqni 

ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining 
birlashmasidan tashkil topgan K sirt hosil boiadi. Bu K sirt yuzaga 
ega va uning yuzi

|u(is:) = 2tiX  ̂• (̂̂ ¿+1 -  Xk Ÿ  + [/(Xfe î ) -  /(Xfe ) Ÿ
k=0

ga teng. (Bunda kesik konus yon sirtining yuzini topish formulasidan 
foydalanildi).

Ravshanki, A'sirt, binobarin, uning yuzi n( AT) [a,b\ segmentning 

boiaklashlariga bogiiq boiadi.

1- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son 

topilsaki, [a, b\ segmentning dianietri < 5 boigan ixtiyoriy P bo‘- 

laklashi uchun

|^i(/:)-*y|<e, {S^R)  

tengsizlik bajarilsa, S son |x(A') ning 0 dagi limiti deyiladi;

lim M^(^) = S .
Xp —>0

2- ta’rif. Agar ^  0 da |j.(^) yigindi chekli S limitga ega 

boisa, n  aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
Bunda S son n  aylanma sirtning yuzi deyiladi:

S = m )-
Demak,

H(U) = lim 2ji|; £.<iL>t/L»hi> .

k=0 ^

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, f(x) e C\a,b] 

boiib, u [a, b\ segmentda uzluksiz f\x) hosilaga ega boisin.

Bu funksiya grafigi AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan 

hosil boigan n  aylanma sirtning yuzini topamiz.
A [a, b] segmentning ixtiyoriy Pboiaklashini olib, yuqoridagidek

î(is:) = 2nX  • V(̂ A+1 - ^ k f  [ f i X k ^ i  ) -  /(X i ) f
/t=0
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yig'indini tuzamiz. Lagranj teoremasiga ko‘ra

- ^ k ) ^  f 'i^ k  ) - ^k  

bo‘ladi, bunda e [x* ,x̂ .̂, ]. Natijada

MK) = 2 „ g  № t M < i k l l V W ^ A ^ .
k=0

bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olarniz;

ii(K) = 2n|; / ( ^ ,  )V iT T ^ A x ,  + Tt | X  [(/(^ . ) -
¿=0 [yt=0

- № ) )  + № w ) - № ) ) ] V u 7 ^ ax,} . (1)

/ '(x )e  C[û,6] bo'lganhgi sababh

/(x )V l+ r '(x )e /î[ fl,è ]  

bo'ladi. Demak, -> 0 da

fj_J h .

: 2k Y  M k  )Vl + r ' i ^ k  )AX, ^  271 f /(x ) Vl + f'Hx)dx. (2)
i k=0 a

Ravshanki,

V l+ /'2 (x )eC [fl,H

Demak, bu funksiya \a, b] da o‘zining maksimum qiymatiga ega 
bo‘ladi. Uni Af deyhk:

M = max yj\ + f'^ (x ) .
a<x<b

/(x) funksiya [a, b\ segmentda tekis uzluksiz. Unda Ve > 0 olin

ganda ham, ——^— - ga ko‘ra shunday 5 > 0 son topiladiki, ^„ < Ô 
2M{b-a)

bo'lganda

l/(*» > - m  )i < |/<%.,) - f(k,)\<

bo'ladi. Shulami e’tiborga olib topamiz:
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■ X  [(/(X ,) - m , ))+( / (X , , .) - AX, ]
k=0 J

^ X  [\f(Xk) - fi^k )| + | /(x ,„) - / (^ t  ) | ] V W ^  • AX, <

n - l

X ax,

k=0 

<M
2M(b-a) 2M{b-a)

< e.
*=0

Bundan -> 0 da

n - l

X )-M k ))+ (/(^..1 )-m ))]• V i+ /" (^k)Ax, -^0 (3)
*=0

boiishi keUb chiqadi.

0 da (1) tenglikda limitga o‘tib (bunda (2) va (3) munosa-

batlarni e’tiborga olib), aylanma sirtning yuzi uchun

O
|i(n) = 2nj fix)yjl + f'^(x)dx (4)

boiishini topamiz. ►
1-misol. Ushbu

X  - X

f ix ) = ^{e“ + e “ ), a>0, 0< x< a

zanjir chizigini OXo‘q atrofida aylantirishdan hosil boigan aylanma 
sirtning yuzi topilsin.

■4 Ravshanki,
X  ~ X

/ ' ( x )  = i ( e “ - e ^ ) .

(4) formuladan foydalanib, izianayotgan aylanma sirtning yuzini 
topamiz:

ji(/7) = 2n j ie “ +e “)^l + ^(e‘' -e “ )^dx 
0

a
na C .

= t J<"

a 2x 2x
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na

T

2x 2x

(g2 _ g-2 + 4) p.

Aytaylik, AB egri chiziq yuqori yarim tekislikda joylashgan boiib, 

u ushbu

[x = 9(0,

b  = v (0 ,
(a < / < P)

rarametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan boisin. Bunda 

(p(0, v (0  funksiyalar [a, p] da uzluksiz va uzluksiz (p'(0, hosi

lalarga ega. Bu egri chiziqni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil 
boigan aylanma sirtning yuzi

P

(5)

boiadi.
2- misol. Ushbu

+(j -2)2 -1

aylanani OA'o'qi atrofida aylantirishdan hosil boigan aylanma sirtning 
(torning) yuzi topilsin.

•4 Aylananing tenglamasini quyidagicha

X = 9 (0  = cost,

y = v(') = 2 + sin<, (0 S (< 2 * )

parametrik ko'rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi (5) formulaga ko‘ra

2k _________ __________

H,(I1) = 2tc (2 + sin t)yj(cos t)'  ̂+ (2 + sin t)'  ̂dt -

2n

- 2k (2 + sin t)dt = 8jî

boiadi. ►
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Mashqiar

1. Aytaylik, AB egri chiziq x = 9 (0 , y = (a < / < p) teng

lamalar bilan berilgan bo‘lib, (p(í) va \|/(í) funksiyalar [a, P] da 

uzluksiz (p'(í) va y '(O  hosilalarga ega bo'lsin. Bu egri chiziqni OX 

o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

P

P = 2n

bolishi isbotlansin.
2. Ushbu

lay = x^-a\ (0 < x < 2 ^^a )

parabolani OYo‘(\ atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirt
ning yuzi topilsin.

42- ma’ruza 

Aniq integralning mexanika va fízikaga tatbiqiari

1°. Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nuqta harakati muhim 
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda, o'lchami yetarli darajada kichik va massaga ega bo‘lgan 
jism moddiy nuqta deb qaraladi.

Aytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan A moddiy nuqta 
berilgan bo'lib, bu nuqtadan biror / o‘qqacha (yoki O nuqtagacha) 
bo‘lgan masofa r ga teng bo‘lsin.

Ushbu

J  = mr^

miqdor A moddiy nuqtaning / o‘qqa {O nuqtaga) nisbatan inersiya 
momenti deyiladi.

Masalan, A = A(x,y) moddiy nuqtaning koordinata o‘qlariga 

hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

= my^, Jy = mx^, /() =

bo‘ladi.
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Tekislikda, har biri mos ravishda

rtiQ, mj,

massaga ega boigan moddiy nuqtalar sistemasi

) ••••) A- i}
ning biror / o'qqa (O nuqtaga) nisbatan inersiya momenti ushbu

/7-1

Jn
*=0

yigindi bilan ta’riflânadi, bunda r, — nuqta >1, dan l o'qqacha 

(O nuqtagacha) boigan masofa (Â: = 0, 1, 2, ..., «-1).

Faraz qilaylik, y = / (x ) egri chiziq yoyi AB bo'yicha zichligi 

p = l  ga teng massa tarqatilgan boiib, bunda /(x) funksiya [a, b] 
segmentda uzluksiz hamda uzluksiz /'(x) hosilaga ega boisin. 

Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng boiadi:

h
m = j  yjl + f'Hx)dx .

a

[a, b] segmentning ixtiyoriy

P = { X Q , X y , . . . , X „ ) ,  (û=Xo <x, <... <x„ =6)

boiaklashini olamiz. Bu boiaklash AB yoyni

4  = Â. (x ,, / (x , )), {k = 0,1, 2,..., rt -1)

nuqtalar bilan n ta , (Aq = A, A„_i = B) boiakka ajratadi.

Bunda A^A/,̂ 1 boiakning massasi

%+i _________

%  = j  Vl + /'2(x) dx, (k = 0,1, 2,..., n-l)

%

boiadi. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz:

= V î 7 r ^ - A x , ,

bunda 6 [x,, x,^, ], Ax, = Xfĉ i - x, . 

Maiumki,

(k = 0,l,2,...,n-l)
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moddiy nuqtaning koordinata o'qlariga hamda kordinata boshiga 
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

xk

'yk

/0  = m, (ql + f  )) = + f  )) • Vl + r ' ( ^ , )  • Ax, 

boiadi. Unda ushbu

moddiy nuqtalar sistemasining inersiya momentlari mos ravishda 

«-1

4 " ’ = Î / M 5 i )  « t ,
¿=0

*=0

Ji"’ = V l+ / '" & )  ■ AX,
*=0

tengliklar bilan ifodalanadi.
Agar P boiaklashning diametri Xp nolga intila borsa, unda har 

bir yoyning uzunligi ham nolga intila borib, >aiqoridagi
f { n )  l ( n )  / ( « )

•'x > •'y ’ •'0  ^

yigindilarning limitini massaga ega boigan AB egri chiziqning mos 

ravishda koordinata boshi hamda koordinata o'qlariga nisbatan inersiya 
momentlarini ifodalaydi deb qarash mumkin. Ayni paytda,

lim = \ f (x)^l + f'Hx) dx,
Kp ->u

a 

b
j ( n )  _lim = x  ̂̂ 1 + f'^{x) dx,

 ̂ a

b _  

l im /< "U  f(x2+/2(x))Vl + /'2(x) dx
In —>0 J

boiadi.
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Demak, massaga ega bo‘lgan AB egri chiziqning koordinata o‘q- 

Iiiriga hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq 
integrallar yordamida topiladi:

Jy = \x̂ y]l + {x)dx,

{x̂  +fHx)U\ + r\x)dx.

'y
a 

b

Jo =

2°. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni OX o‘q 
bo'ylab, shu o‘q yo‘nalishida bo'lgan F = F{x) kuch ta’siri ostida 
a nuqtadan b nuqtaga {a < b) o'tkazish uchun bajarilgan ishni topish 
lozim bo'lsin.

Ravshanki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’ni 

F{x) = C = const 

bo‘lsa, unda jismni a nuqtadan b nuqtaga o'tkazish uchun bajarilgan 
ish

A = C-{b-a)

ga teng bo'ladi.

Aytaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch xga (xe [a,b\) bog‘liqbo‘lib, 

u [a, b] da uzluksiz bo'lsin:

F = F{x)&C[a,bl
[a, b] segmentning ixtyoriy

P = {Xo,Xi,...,X„}, (fl = Xo <x, <... <x„ =b)

bo'laklashini olib, bu bo'laklashning har bir

[x*,x¿^i], (^ = 0,1,2,...,«-1)

bo‘lakchasida ixtyoriy e [x̂  ,x¿+, ], (A: = 0,1,2...,« -1) nuqta

olamiz.

Agar har bir [x¿, x¿̂ _i ] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o'zgarmas 

va u F{Í,k) ga deyilsa, u holda [x;i,x¿+i] oraliqda bajarilgan
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ish (kuch ta’sirida jismni x, nuqtadan x,+, nuqtaga o‘tkazish uchun 
bajarilgan ish) taxminan

-Xk)
formula bilan, [a, b] oraliqda bajarilgan ish esa taxminan

^  - X  ) • (^..1 - ) - X  F{^k ) • Ax, (1)
*=0 A:=0

formula bilan ifodalanadi.
P boiaklashning diametri Xp nolga intila borganda yuqoridagi 

yigindining qiymati izianayotgan ish miqdorini tobora aniqroq 

ifodalaydi. Bu hoi -> 0 da (1) yigindining chekli limitini bajarilgan 
ish deyish mumkinligini ko‘rsatadi. Demak,

Modomiki, F{x) & C[a,b] ekan,

.  Pix)dx

boiadi. Shunday qilib, o‘zgaruvchi F{x) kuchning [a, b\ dagi bajargan 
ishi

A = F{x)dx (2)

formula bilan ifodalanadi.
Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi 

uchiga esa F=F{x) kuch ta’sir etib, prujina qisilgan (21- chizma).
Agar prujinaning qisilishi unga 

ta’sir etayotgan F{x) kuchga propor- 
sional boisa, prujinani a birlikka 
qisish uchun F(x) kuchning bajargan 
ishi topilsin.

■4 Agar F{x) kuch ta’sirida pru
jinaning qisilish miqdorini x orqali 
belgilasak, u holda

F i x )  = kx

F(x)

21- chizma.
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bo'ladi, bunda k - proporsionallik koeffitsiyenti (qisilish koeffitsiyenti). 
(2) formulaga ko‘ra bajarilgan ish

A =

bo‘ladi. ►

ka

Mashqiar

l.Uchburchak asosiga nisbatan inersiya momenti topilsin. 
Z.Asosining radiusi R, balandligi ^bo'lgan paraboloid shaklidagi 

qozondan, undagi suvni chiqarishga sarflangan ish hisoblansin.
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10- B o B 

XOSMAS INTEGRALLAR

43- ma’ruza 

Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasini 
kiritishda integrallash oralig'ining chekli boiishi talab etilgan edi.

Endi cheksiz oraliqda ( [ a , +0 0) ;  (- « o ,« ] ;  ( - 00,+ 0 0) oraliqlarda) 

berilgan funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integral tushunchasini 
keltiramiz va o'rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. / (x) funksiya 

[û,+oo) oraliqda (a e R) berilgan boiib, ixtiyoriy [a, t]da (a <t < +00) 

integrallanuvchi bo‘Isin: / (x )e  iî([o,i]). 

t

Ushbu F{t)= f{x)dx belgilashni kiritamiz.
a

1- ta’rif. Agar / +00 da F{t) funksiyaning hmiti mavjud boisa, 

bu lim it/(x) funksiyaning [a,+ 00) cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas 

integrali deyiladi va

f{x)dx

kabi belgilanadi;

f{x)dx = lim F{t) = lim f(x)dx. (1)
t—^+00 / — >+ «0 J

a a

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral Yam deb yuritiladi. 
Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas integral» 

deyish o‘rniga «integral» deymiz.

2- ta’rif. Agar / ^  +00 da F{t) funksiyaning limiti mavjud va 
chekh boisa, (1) integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar / ^  +00 da F(J) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud 
boimasa, (1) integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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1- misol. Ushbu e ^dx integralni qarayhk. Bu holda
0

t

F{t)= \e-̂ dx = -e~̂  + l 
0

bo^lib, lim F{t) = 1 boiadi.

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va ê '̂ dx = 1.

0
+00

2- misol. Ushbu [ — , (a > 0, a > 0) integral uchun
J y“

F{t) =

bo‘lib, i +00 da

1
I

/

bo‘ladi. Demak,

In i - in fl, agar a = 1 bo'lsa,

j,-a+l

--------- , agar a 1 bo'isa
-a+l -a +1

„1-a

a-l

F{i) -> -H«, (a < 1)

dx

a

integral a > 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a < 1 bo'lganda uzoqla

shuvchi bo'ladi.
3- misol. Ushbu

cos xdx
0

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki i -> +<» da

t

F{t)= cosxfiix: = sini

0

funksiyaning limiti mavjud emas.
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Yuqoridagidek,

f{x)dx, f{x)dx

xosmas integrallar va ulaming yaqinlashuvchiligi, uzoqlashuvchiligi 
ta’riflanadi:

f{x)dx= lim f{x)dx,
t-^-oo J 

t

U
f{x)dx= lim f/(x)iZx:.

2°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas 

integralning turlixossalarini/(x) funksiyaning [a,+oo) oraliq bo'yicha 
olingan

+00

f{x)dx
a

integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni

+0«

f{x)dx, j  f{x)dx 

integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.

+~

1- xossa. Agar f(x)dx integral yaqinlashuvchi boisa, u holda

f{x)dx, (a<b) 

integral ham yaqinlashuvchi boiadi va aksincha. Bunda

+00 6 +«0

’ fix)dx = jf(x)dx + j  f(x)dx
a a  h

tenglik bajariladi.
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^ A f

f{x)dx- f{x)dx+ f(x)dx, (a<b<t).
f a h

•4 Ravshanki,

Aytayhk, f{x)dx integral yaqinlashuvchi boisin. Demak,

lim
J
f(x)dx

mavjud va chekli boiadi;

lim
r̂+«>

f{x)dx= f{x)dx.
r a

(2) tenglikdan foydalanib, t ^  +°° da

lim
r->+oo J

f{x)dx= f(x)dx- f{x)dx

boiishini topamiz. Demak, f{x)dx integral yaqinlashuvchi va

/ *

f(x)dx= f{x)dx- f{x)dx

boiadi.

Aytaylik, f{x)dx integral yaqinlashuvchi boisin. Demak,

h

lim
i^+oo •

f{x)dx= f(x)dx 
h b 

chekli boiadi.

(2) tenglikdan, /->+«> da 

t b

üm
Î - » + e o  J

f{x)dx = J f{x)dx + J f{x)dx
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bo'lishi kelib chiqadi. Demak, f{x)dx integral yaqinlashuvchi va
a

h +00

f{x)dx = [ f{x)dx + f f{x)dx
a a h

boiadi. ►
+00

2- xossa. Agar / {x)dx integral yaqinlashuvchi bolsa, u holda
a

C • f{x)dx ham (O=const) yaqinlashuvchi bo‘lib,

> +00

 ̂ C f(x )dx  = C j  f(x)dx
a a

boiadi.
+00

3-xossa. Agar f(x)dx integral yaqinlashuvchi bo lib ,
a

VxG [a,+00) da /(x ) > 0 bolsa, u holda

+00

’ f(x)dx > 0

a
boiadi.

+00 +00

4- xossa. Agar f(x)dx va g{x)dx integrallar yaqinla-

a a

shuvchi bolsa, u holda J {f{x)±g{x))dx integral ham yaqinla-

a

shuvchi bolib,

+00 +0 0 + 0 0

{f(x)±g(x))dx= J f{x)dx± J g{x)dx
« J J
a a a

boiadi.
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5-xossa. Agar Vxe [a,+o°) da / (x )< ^ (x )  boiib, f{x)dx
+00 a

va g{x)dx integrallar yaqinlashuvchi boisa, u holda

+00

 ̂ f{x)dx < f g{x)dx
a a

boiadi.
2- va 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning yaqinlashuv

chanligi ta’riflaridan bevosita kelib chiqadi.

Faraz qilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar [0 ,+°°) da berilgan boiib, 

f{x) funksiya chegaralangan {m < f{x)< M , xe [a,+oo)), g(x) funk

siya esa o‘z ishorasini o‘zgartirmasin (Vxe da har doim 

g (x )>0  yoki g (x )<0 ).

+00 +00

6-xossa. Agar f{x) g{x)dxva ^(x)i/x integrallar yaqin-

a a

lashuvchi boisa, u holda shunday 0 ‘zgarmas \i{m<\i< M) topUadiki,

/
/(x ) ■ g(x)i/x = |I g{x)dx (3)

boiadi.

4  Aytaylik, Vxe [a,+°o) da g(x) > 0 boisin. U holda 

m ■ g{x) < f(x)g(x) < Mg(x)

boiib,

t t t 

m g{x)dx< f{x)g{x)dx<M g{x)dx
a a a

ifodaga ega boiamiz. Bu tengsizliklardan, / da limitga o'tsak,

unda

+«*» +00 -H»
m J g(x)rfx < J f{x)g{x)dx ^ M J g{x)dx

a a a

boiishi kelib chiqadi.
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Ravshanki, g{x)dx = O

boiganda (3) tenghk bajariladi.

Aytaylik, g{x)dx > O

j f(x)g{x)dx 

boisin. Bu holda m < -------- < M
7  sMdx

a

boiadi. Agar

j f{x)g{x)dx

g{x)dx

deb olinsa, unda m<\i< M boiib,

> +00

/(x) • g{x)dx = 1̂ ■ J g{x)dx
a a

boiadi.

Vx£[a,+oo) da g(x) < O boiganda (3) tenglikning bajarilishi 

yuqoridagidek isbotlanadi. k
Odatda, bu xossa o‘rta qiymat haqidagi teorema deyiladi.
3°. Xosmas integralning yaqinlashuvchanligi. Aytaylik,/(x) funk

siya [fl,+°o) oraliqda berilgan boisin.

Maiumki, f(x)dx

xosmas integralning yaqinlashuvchanligi ushbu

t

F(t) = ¡f(x)dx, (t>a)

(i
funksiyaning í -> +«3 da chekli limitga ega boiishidan iborat.
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13- ma’ruzada funksiyaning chekli limitga ega bo'Iishi haqidagi 
Koshi teorem.asi, ya’ni F(̂ f) funksiyaning  ̂^  +o° da chekli limitga 
ega bo'lishi uchun

Ve > 0, 3̂ 0 > a, \/t’ > ^ , Vr" > : F{f) - F{t') < e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi. Bu 
tushuncha va tasdiqdan

f(x)dx (4)

xosmas integralning yaqinlashuvchanligini ifodalaydigan quyidagi 
teoremaga kelamiz.

Teorema. (Koshi teoremasi.) (4) integral yaqinlashuvchi boiishi* 

uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday s R (íq > a) topilib, 

ixtiyoriy t' > t(¡, t" > ÍQ boiganda

/ {x)dx < e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Msshqiar

1. Ushbu X sin xdx xosmas integral yaqinlashuvchi boMadimi?

0

+00  ̂ ^

2 .Ushbu -̂---Jdx = ~- tenglik isbotlansin.
0

44- ma’ruza 

Manfiy boMmagan fiinksiyaning xosmas integrallari. 
Integralning absolut yaqinlashuvchanligi

1°. Manfiy bo‘!magan funksiya xosmas integralining yaqinlashuv
chanligi. Aytaylik, f{x) funksiya [a,+°o) oraliqda berilgan bo‘lib,
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Vxe da/(x) > 0 boisin. Bu funksiyani [o, /] da (a < t < +«,) 

integrallanuvchi deylik: / ( x ) g / f ( [ a ,/] ) . Bu holda

t

F{t) = \f{x)dx
a

funksiya (a,+°°) oraliqda o‘suvchi boiadi.

A Haqiqatan ham, a < /, < /2 < -1-00 da

>2 h  f  i2

F ih ) = f{x)dx = f{x)dx + f{x)dx = F{t^) + f{x)dx
J  J  J  J
a a t\ t\

boiib. f{x)dx > 0

boiganligi sababh F{t2)>F{t^)

boiadi. Demak, s (a,+°°) uchun

?, < ?2 => ^(^i) ^ ^(^2 )- ►
1- teorema. Manfiy boimagan f{x) funksiya xosmas integrali

f{x)dx, {fix) >0, x> a) (1)

ning yaqinlashuvchi boiishi uchun F{t) funksiyaning yuqoridan chega
ralangan, ya’ni

3C&R, V t>a: F (t)<C  
boiishi zarur va yetarii.

•< Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaqinlashuvchi boisin. Ta’rifga 
binoan

Um Fit)

mayjud va chekli boiadi. Unda, 3C e ./?, Vi > a da Fit) < C boiadi.

Yetarliligi. Aytaylik, F{t) funksiya (a,+«>) da yuqoridan chegara

langan boisin. Ayni paytda. Fit) o‘suvchi funksiya. Demak, i +00 da 

Fit) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralning yaqinlashuvchi 
boiishini bildiradi. ►
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. Agar F\t) funksiya (/e (a,+00)) yuqoridan chegaralan

magan boisa, u holda

+00

J f{x)dx

integral uzoqlashuvchi boiadi.
2°. Taqqoslash teoremalari. Ikkita funksiya maium munosabatda 

bo'lganda birining xosmas integralining yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) 
boiishidan ikkinchisining ham yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘- 
lishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz. Odatda, ular taqqoslash 
teoremalari deyiladi.

2- teorema. Faraz qilaylik, / (x) va g(x) funksiyalar [a, +°o) 

oraliqda berilgan boiib, Vx e [a, +°o) da

O < f{x) < g{x) (2)

boisin.

+00 -H»

Agar g{x)dx yaqinlashuvchi boisa, u holda f{x)dx ham

a a

yaqinlashuvchi boiadi.

+«0 +00

Agar J f{x)dx uzoqlashuvchi boisa, u holda J g{x)dx ham

a a

uzoqlashuvchi boiadi.

+00

Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli boiib, J g{x)dx yaqinlashuvchi

a
boisin. Unda 1-teoremaga ko'ra

t

G{t) = \g{x)dx<C
a

boiadi. Ayni paytda,

F(0 = j/(x)íZx<í?(0
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bo‘lganligi sababli, ya’ni I-teoremaga binoan | f{x)dx yaqinla-
a

shuvchi bo‘ladi.

+00

Aytaylik, (2) munosabat o'rinli bo‘lib, f{x)dx uzoqlashuvchi
a

bo‘lsin. Unda yuqorida keltirilgan natija va

Fit) < G(t)
+00

tengsizlikdan j  g(x)dx integralning uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi. ►

a

3-teorema. Faraz qilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar [o,+°°) da 

/ (x )> 0 , g (x )>0  bo'lib,

lim l ^  = k, {0<k< +00)

bo‘lsin.

■foo

Agar k <+0° bo‘lib, g{x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

a

f{x)dx ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

+00

Agar A: > 0 bo‘lib, g{x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda

a

f{x)dx ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.

A Aytaylik,

lim = ^  < +00 
g{x)

+00

bo‘lib, g{x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan
a

Ve > 0, 3̂ 0 > a, Vi > t̂  da
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f{x)<{k + &)g{x) (3)

bo‘ladi. Yaqinlashuvchi integralning xossasiga ko'ra
•fo*

{k + z)g{x)dx
a

yaqinlashuvchi boiadi.

+e»

(3) munosabat va 2- teoremadan foydalanib, f{x)dx integ-
a

raining yaqinlashuvchi boiishini topamiz.

Aytaylik, lim = k>0

-H»

boiib, g{x)dx uzoqlashuvchi boisin. Bu holda A:, son (A > A, > 0)
a

uchun shunday > a topiladiki, \/x > /g da

/(^) > L

ya’ni g{x )< lf{x )  (4)

boiadi.

+00

(4) munosabat va 2- teoremadan foydalanib f{x)dx integral-

a
ning uzoqlashuvchi boiishini topamiz. ►

fix ) 

gix)

+00 +00 

b o iib , 0<A<+oo bo isa , u holda f{x)dx va g{x)dx
« • 
a a

integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashuvchi boiadi.
Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaqinlashuvchanligini 

yoki uzoqlashuvchanligini aniqlashda awaldan yaqinlashuvchanligi 
yoki uzoqlashuvchanligi maium boigan integral bilan taqqoslab
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(yuqorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) qaralayotgan integral
ning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi boiishi topiladi.

+00

Masalan, f{x)dx

+00

integralni — , (a > 0, a  > 0)
x“

a

integral bilan taqqoslab, quyidagi natijaga kelamiz.

Natija. Aytaylik, biror C (0 < C < +<=o) va a  > 0 sonlar uchun 

X ^  +00 da

/(jc) ~ —
x“ ’

ya’ni lim x“ • / (x )  == C

-H»

boisin. U holda f{x)dx

integral a > 1 boiganda yaqinlashuvchi, a  < 1 boiganda uzoqla
shuvchi boiadi.

+00

3°. 1- misoi. Ushbu 

tekshirilsin.

COS^ X
dx integral yaqinlashuvchanlikka

COŜ  X /V 1

l+x2 ’ ' l+x' 

deyilsa, u holda Vxe[0,+°o), 0<f(x)<g{x) boiadi.

Ravshanki,

+00
dx

l+x-'

integral yaqinlashuvchi. 2- teoremaga ko'ra berilgan xosmas integral 
yaqinlashuvchi boiadi. ►

2- misol. Ushbu

+00

dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
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f{x) = e-̂ \ g{x) = e' 

funksiyalar uchun 0 < /(x ) < g{x)

Vx > 1 da

bo'ladi. Ushbu e-̂ dx

integralning yaqinlashuvchiligi ravshan. Demak,

+CO

e- '̂dx

integral yaqinlashuvchi bo'ladi. ►

3- misol. Ushbu

shirilsin.

Vx > 1 da

e  ̂In xdx integral yaqinlashuvchanlikka tek-

In X  <  X

bo‘lib, fix ) = e'"" in X , g(x) = xe'^ funksiyalar uchun

0<f(x)<g{x)

bo‘ladi. Endi

xe ’‘dx
1

integralning yaqinlashuvchiligini e’tiborga olib, 2- teoremadan foyda

lanib, berilgan

1

integralning yaqinlashuvchiligini topamiz. ►

4- misol. Ushbu 

shirilsin.

dx
integral yaqinlashuvchanlikka tek-
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•4 Integral ostidagi

funksiya uchun

/ U )  =

5 5

lim x^f(x)=  lim x̂ * = l i m . _ L ^  = l
J , 1

JC -3 1 + --X

boiadi. Ravshanki,

+00 
' dx

~1 '
1 x̂

integral yaqinlashuvchi. Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi 
boiadi. ►

4°. Xosmas integralning absolut yaqinlashuvchanligi. Aytaylik, 

f(x) funksiya [fl,+oo) oraliqda berilgan boisin. Bunda Vxe [fl,+°°) 

uchun / (x )  > 0 boiishi shart emas.

Ta’rif. Agar fix ) dx

integral yaqinlashuvchi boisa, f{x)dx integral absolut yaqinla-
a

shuvchi deyiladi.

+«o ’ +00

Agar f{x)dx yaqinlashuvchi boiib, / (x )  dx uzoqlashuvchi

boisa, u holda f{x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.
a

4- teorema. Agar integral absolut yaqinlashuvchi boisa, u yaqin
lashuvchi boiadi.
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■4 Aytaylik, fix ) dx

integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(x) va |/(x)| funksiyalar 

yordamida ushbu

(p(^) = ^ ( / ( ^ )  + i/W|),

funksiyalami tuzamiz.

Bu funksiyalar uchun, Vx e {a, +°o) da

1) (p(x) >0, v|i(x) >0 ;

2) cp(x) < l/(x)|, v|/(x) < |/(x)|;

3) 9 (x)-i|/(x) = /(x )

bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 2- teoremadan foydalanib, quyidagi

» +00 

(p(x)i/x, J Mf{x)dx
a

integral yaqinlashuvchi ekanligini topamiz. U holda

(cp(x) -^{x))dx 

integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak,

f{x)dx
*

a
yaqinlashuvchi bo'ladi. ►

Mashqiar

1. Ushbu 

shirilsin.

r dx integral yaqinlashuvchanlikka tek-
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2. k ning qanday qiymatlarida

dx, (A < 1)
k X+Sin X

1
x -s m  X

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi?

45- ma’ruza 

Integralning yaqinlashnvchanlik alomatlari. Integralning 
bosh qiymati

1°. Dirixle alomati. Faraz qilaylik,/(x) vag(x) funksiyalar [«,+«>) 

oraliqda berilgan bo'lsin.
1- teorema. (Dirixle alomati.) /(x) va g(x) funksiyalar quyidagi 

shartlami qanoatlantirsin:

1) /(x) funksiya [û,+oo) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi 

boshlang‘ich f(x), (F'(x) - / (x )) funksiyasi chegaralangan;

2) ̂ (x) funksiya {a, +°o) da uzluksiz ¿{x) hosilaga ega;

3)g(x) funksiya [fl,+<») da kamayuvchi;

4) lim ^(x) = 0.

+«>

U holda J f{x)g{x)dx
a

integral yaqinlashuvchi bo'ladi.
Ravshanki,

/(x ) G C([o,+oo)), g(x) e C([û,+oo)) /(x)g(x) 6 C([û,+oo))

bo'ladi. Binobarin, / (x )  • g{x) funksiya [a,t], {a<t < +o°) oraliqda 

integrallanuvchi bo‘ladi. BoMaklab integrallash formulasidan hamda 
teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

f{x)g{x)dx = j  g{x)dF{x) =g{x)F{x)
a

Endi

f{x)g{x)dx. (1) 

g{t)F{t) < Mg{t), (Af = sup F{t) < 4~)
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bo‘lishini e’tiborga olsak, undan t ^  +°° da

g{t)F(t)->0

bo‘lishi kelib chiqadi.

Berilishiga ko‘ra, g{x) funksiya |a,+°o) oraliqda uzluksiz diffe- 

rensiallanuvchi hamda shu oraliqda kamayuvchi funksiya. Demak, 

Vx e [fl,+°°) da

g'(x) < 0

bo'ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

I I t
F(x)g'(x)^x < M \g'ix)\dx = -M g'{x)dx =

a a

= M{g{a) - g{t)) < Mg{a), (g(0 > 0).

Unda 44- ma’ruzadagi 2- teoremadan foydalanib

F{x)g'{x)dx

xosmas integralning yaqinlashuvchi ekanligini aniqlaymiz. 

(1) tenglikda i +oo da limitga o‘tib, ushbu

lim f{x)g{x)dx

limitning mavjud va chekli boiishini topamiz. Bu esa f{x)g(x)dx
*

integralning yaqinlashuvchi bo‘lishini bildiradi. ► “

Misol. Ushbu J  = dx, (a > 0) integral yaqinlashuvchan

likka tekshirilsin.
< Berilgan integralni quyidagicha

/  = sin X  — ate, (a > 0)
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ko'rinishda yozib, f{x) = sinx, g(x) = ~  deymiz. Bu funksiyalar
x “

yuqorida keltirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi.

1) / (x )  = sinx funksiya [1,+00) oraliqda uzluksiz va uning bosh- 

lang'ich funksiyasi F{x)--cosx funksiya [l,+«>) da chegaralangan;

2) g{x) (a > 0) funksiya [l,+oo) da

®
hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g(x) = (a > 0) funksiya [l,+°o) da kamayuvchi;

4) hm g(x) = lim ^  = 0, (a > 0).
X-̂ +00 X̂ +00 X

Unda Dirixle alomatiga ko‘ra

+<x>

S in x  , .  ri\
--— dx, (a > 0 )

integral yaqinlashuvchi boiadi. ►

2°. Abel alomati. Faraz qilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar [a,+00) 

oraliqda berilgan boisin.
2-teorema. (Abel alomati.) /(x ) va g(x) funksiyalar quyidagi 

shartlami qanoatlantirsin:
+00

1) /(x) funksiya [fl,+«>) da uzluksiz boiib, f(x)dx integral 

yaqinlashuvchi;

2) g(x) funksiya [o,+c«) da uzluksiz g{x) hosilaga ega va bu 

hosila [a,+°o) da o‘z ishorasini saqlasin;

3) g(x) funksiya [0 ,+°°) da chegaralangan.

+«•

U holda f(x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi boiadi.
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•4 Ravshanki, f{x)dx integralning yaqinlashuvchi bo‘üshidan

a
f{x) funksiyaning [a,+°°) oraliqda chegaralangan F{x) boshlang'ich 

funksiyaga ega bo‘lishi kelib chiqadi.
Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiyaning 

limiti haqidagi teoremadan foydalanib ushbu

lim g (x)
JC->+oo

limitning mavjud va chekh bo‘lishini topamiz:

lim я(х) == b .

Unda

^1 {x) = g{x)-b 

funksiya X -> +00 da monoton ravishda nolga intiladi:

lim gi (x) == 0.

Shunday qilib,/(x) vag(x) funksiyalar Dirixle alomatida keltirilgan 
barcha shartlami qanoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

f(x)gi {x)dx

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda,

/(x)g(x) = f{x)b + f{x)gy (x) 

bo'lganligi sababli,

f{x)g{x)dx

integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi. ►
3°. Xosmas integralning bosh qiymati. Faraz qilaylik,/(x) funksiya 

(_oo,+oo) da berilgan bo'lib, bu oraliqning istalgan [fj] , 
(-00 < t '< t<  +oo) qismida integrallanuvchi bo‘lsin:

t

F{t',t)^\fix)dx.
t'
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Ma’lumki, ushbu

lim F{t',t)= lim f{x)dx
t

lim it/(x) funksiyaning (-00,+00) oraliq bo‘yicha xosmas integrali 

deyilib, u chekli bo‘lsa,

lim f{x)dx- f{x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi.
Bunda t' va i o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda

f  —> -00, t —> +°o 

ga intilishi ko‘zda tutiladi.

+00

Xususan, f{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa,

lim
>+00 J 

~t

f(x)dx = f{x)dx

bo'ladi. Biroq F{t',t)~ f{x)dx
t ’

funksiya, t '=  -t bo‘lib,  ̂ +00 da chekli limitga ega bo‘lishidan 

f(x)dx xosmas integrating yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqaver-
J

maydi. Masalan, ushbu

integral uchun t' = -t bo‘Isa,

sin a: dx

sin xdx = 0, (V/ > 0)
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boiib,

ga ega bo‘lamiz. Biroq

t

lim sin xdx-Q 
-t

sin X dx

xosmas integral yaqinlashuvchi emas.

Ta’rif. Agar t' = t bo‘lib, ? ^  +00 da
t

= j  f{x)dx

+oa

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa, f{x)dx xosmas integral

bosh qiymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,
t

lim f{x)dx

limit esa f{x)dx xosmas integralning bosh qiymati deb ataladi.

+00

Odatda, /(A:)i/x xosmas integralning bosh qiymati

)

f(x)dxv.p.

kabi belgilanadi. Demak,

v.p. / (x ) i£ t= lim  f{x)dx.

Bunda v.p. belgi fransuzcha «valeur princiriale» — «bosh qiymat» 
so‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa,

u bosh qiymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Biroq.
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f{x)dx xosmas integralning bosh qiymat ma’nosida yaqinlashuvchi

bo'lishidan uning yaqinlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib 

chiqavermaydi.

Mashqiar

1.Dirixle alomatidan foydalanib

(a>0)
0 ^

integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

+00
slnx
^arctgxi/x, (a > 0) 

b ^

integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

46- ma’ruza 

Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton—Leybnits fomiulasi. Ushbu

}

f{x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.

Aytayhk,/(x) funksiya [a,+°o) oraliqda boshlang'ich F{x) funk- 

siyaga ega va x 4<>o da F{x) funksiya chekli limiti mavjud bo‘lsin:

U holda

lim F(x) = F(+oo)

4̂  t

f{x)dx ~ lim f{x)dx =
J
a
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bo'ladi.
Bu formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

= lim (F(t) - F(a)) ^ F(+oo) - F{a) = F{x) T (1)

1- misol. Ushbu ^  sin -- dx integral hisoblansin.

A Ravshanki, /'(x) = cos- funksiya -,+«>) oraliqda 
1 1  / 

f{x) = sin - funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi.

(1) formuladan foydalanib topamiz:

-H»
r 1 . 1 . 1

sm -dx = cos-
X x

1. ►

2°. BoMaklab integrallash. Faraz qilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar 

[a, +00) oraliqda uzluksiz va uzluksizf\x) va¿{x) hosilalarga ega bo‘lsin. 

Agar

! +~ +00

1)/ / ( ^ )  ■ g{x)dx ( f\x)g{x)dx) integral yaqinlashuvchi;
a a

2) ushbu lim (/(x)^(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda

= +00

f'{x)g{x)dx, ( J/(x)g '(x)iix )

a a

integral yaqinlashuvchi bo'lib,

> -fi« 

f\x)-g(x)dx^ \\m{f{x)g{x))-f{a)-g{d)- f{x)g\x)dx

X->+oo

f(x)g'(x)dx- lim(/(x)g(x)) -fid) g(d)- \ f(x)gi)^dx

bo'ladi.

(2)
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A Ravshanki,

f\x)g{x)dx = g{x)df{x) =f{x)g{x) - f{x)dg{x) =

= f{t)g{t)- f{a)g{a)-\ f{x)g{x)dx.
a

Keyingi tenglikda, i -> +00 da limitga o‘tib topamiz:

f\x)g{x)dx= \im{f{t)g{t))-f{a)g{a)- f{x)g\x)dx. ►
r->+oo J

a
(2) formula bo ‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

2- misol. Ushbu xe ^dx integral hisoblansin.

A Agar ^(x) = X, f'{x) = deb olsak, unda 

g'(x) = l, / (x )  = -e- 

bo'lib, (2) formulaga ko‘ra (a = 0 )

xe ’‘dx = lim (-te ')  - 0 +
/->+00

0 0

bo‘ladi. ►
3°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu

+00

f(x)dx

xosmas integralni qaraymiz. Bu integralda x = 9 (2 ) almashtirishni ba- 

jaramiz. Bunda x (p(^) funksiya quyidagi shartlami qanoatlantirsin:

1) (p(г) funksiya [a,+°o) oraliqda uzluksiz va uzluksiz (p'(z) hosi- 

laga ega;

2) (p(z) funksiya [a,+°o) da qat’iy o‘suvchi;
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Agar f{(S}{z))is^\z)dz

f{x)dx

integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

> -H>o

f{x)dx = j  / ( 9 (2 )) • ^'{z)dz
a a

bo'ladi.

. <  Ixtiyoriy ^(a < Z< +°°) ni olib, unga mos 9 (2 ) = t nuqtani 

topamiz.
Ravshanki, yuqoridagi shartlarda \a,t) da 37-ma’ruzadagi (2) 

formulaga ko‘ra

I  z

f{x)dx = /(cp(?)) ■ <s?\z)dz
J J
a a

bo'ladi.

Keyingi tenglikda  ̂^  +0° da (bunda z - +°°) limitga

o‘tib topamiz:

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

f{x)dx= fi(^{z))(?'iz)dz.

Bu esa keltirilgan tasdiqni isbotlaydi. ►

3- misol. Ushbu J  =

+00
dx

1+x̂
integral hisoblansin.

A Bu integralda JC = j  almashtirishni bajaramiz. Natijada

J  -
1 f  ̂ 1

■r̂

dt =
^1+ , 0

t̂ dt

l+i'*
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bo‘lib,

bo'lishi kelib chiqadi.

J
1 f \+x̂ 

\+x‘̂-w dx

Keyingi integralda x-- = z deb, topamiz:

dz ^ _Larcte  ̂ ^  ^ 
2+ẑ  2̂ /2 2V2’

Demak,
dx

l+x'* 2V2’

4°. Xosmas integrallarni taqribiy hisoblash. Aytaylik, / (x) funk

siya [a,+00) oraliqda uzluksiz bo‘lib, ushbu

f(x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan

ya ni

/(x )i/x = Iim  f(x)dx,
/ - > + e o  J

Ve > 0, 3̂ 0 > a, Vi > /“q :

f(x)dx- f{x)dx < 8

bo‘ladi. Ravshanki,

Demak,

nx)dx- f{x)=  f{x)dx. 
« « 
a t

f{x)dx < 8 .
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+00 r

f{x)dx = J f{x)dx
a a

taqribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi

+««

f{x)dx < e

t

bo'ladi.

Natijada ushbu

(5)

4-misol. Ushbu e ^  dx xosmas integral taqribiy hisoblansin.

A (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni taqribiy hisoblash uchun 

ushbu

dx, {a> 0)

formulani hosil qilamiz. Uning xatoligi

e-^ dx

ga teng bo‘ladi. Bu xatolikni yuqoridan baholaymiz:

dx<-
a

xe dx =
2a

Aytaylik, a = 1 bo'lsin. Bu holda

e~̂ d̂x

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun
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0,1839

bo'ladi.

Aytaylik, fl = 2 boisin. Bu holda

+00

boiib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun

e ^dx<  0,00458

boiadi.

Aytaylik, 0  = 3 boisin. Bu holda

dx

boiib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun

+00
J 0,00002

boiadi. ►

1. Ushbu

integral hisoblansin.
2. Ushbu

Mashqlar

Inx

i+ ?
dx

dx arcsin a

0 ix^-a )̂yjx̂ -l tiVTV
, (fl>0)

tenglik isbotlansin.
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47-ma’ruza 

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

1°, Maxsus nuqta. Aytaylik, / (x) funksiya XczR to'plamda berilgan 

bo'lsin. Xq& R nuqtaning ushbu

t/g(xo) = {xe jR; Xo -5 < X < Xq +S; X ^ Xq}

atrofida qaraymiz, bunda 5 - ixtiyoriy musbat son.
1- ta’rif. Agar/(x) funksiya

^ n i / 8 ( X o ) ^ 0

to'plamda chegaralanmagan bo‘lsa, Xq nuqta/(x) funksiyaning maxsus 
nuqtasi deyiladi.

Masalan, [a, b) da berilgan /(x ) = funksiya uchun Xq=¿ “

maxsus nuqta; \ {-1; 0; 1} to‘plamda berilgan / ( x ) =  -.
x{x̂  A)

funksiya uchun Xq = -1, Xj = 0, Xj = 1 nuqtalar maxsus nuqtalar 

bo‘ladi.
2°.ChegaraIanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.

Faraz qilaylik,/(x) funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu 
funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiya ixtiyoriy [a, t\ da 

{a < t < b) integrallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu integral t ga 

bog'liq bo‘ladi:

t

F{t)- f{x)dx, {a<t<b).
■

a

2- tâ rif. Agar i -> - 0 áa F{t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, 
bu limit chegaralanmagan /(x) funksiyaning [a, b) bo ‘yicha xosmas 
integrali deyiladi va

b

'f{x)dx

kabi belgilanadi:

h

f{x)dx= lim F(x)= lim f(x)dx . (i)
t-¥ h-0  ̂ '  

a
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3- ta’rif. Agar /_>/>_ 0 da F{t) funksiyaning limiti mavjud va 
chekli bo'lsa, (1) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar ? - 0 da F{t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud 
bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

/ (x) funksiya {a, b] da berilgan bo'lib, Xq = a nuqta uning maxsus 
nuqtasi;/(x) funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Xq = a, x̂  = b nuqtalar 
uning maxsus nuqtalari bo‘lgan holda shu funksiyaning {a, b] hamda 
(fl, b) bo'yicha xosmas integrallari, ulaming yaqinlashuvchanligi hamda 
uzoqiashuvchanligi yuqoridagidek ta’riflanadi:

f{x)dx= lim F{t)= lim f{x)dx,
a t

b t 

f{x)dx= lim F{t',t)=  lim \ f{x)dx.
r'->o+0 f'̂ a+0

a t->b-0  t-^h-0  t'

Aytaylik,/(x) funksiya (a, \ {c} to‘plamda {a < c < b) berilgan

bo‘lib, Xq = a, Xi - b, X2 =c nuqtalar uning maxsus nuqtalari bo'lsin. 
Bu funksiyaning quyidagi

t

f{x)dx = (p(/', t), (,a< f < t<  c),

f{x)dx-\if{u,u), ( c < u< u< b )

integrallari mavjud bo‘lsin.

4-ta ’rif. Agar t'-^a + Q, /->c-0 hamda m'->c + 0, 

u b-0 da ^>(t',t) + m) funksiyaning limiti

lim [(p(i',0+ ¥(«',«)]== ,lim [f /(x)ife + f f(x)dx]
f ->fl+0 i ->a+0 J J
t-^c-0  t-^c-0  t ' u'
u'->c+0 u'->c+0
u->A-0 u->Z)-0

mavjud bo'lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a, b) 
bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va
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f{x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

h
f(x)dx^ lim [ f{x)dx+ f(x)dx].

/'->a+0 J
i^ e -O  t' u'
u'-̂ c+O
u~̂h-0

(2)

5-ta’rif. Agar + i->c-0 hamda m '^ c  + 0,

« -> 6 - 0 da 9 (/', t) + Mf{u', u) funksiyaning limiti mavjud va chekli 

boisa, (2) integral yaqinlashuvchi deyiladi.

1

1- misol. Ushbu
dx
^  integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

•4 Ravshanki, x,=0 nuqta f{x) = funksiyaning maxsus nuqtasi.
yjx

Demak, qaralayotgan integral chegaralanmagan funksiyaning xosmas 
integrah boiadi.

I Ta’rifga binoan

dx

Vx Vx f-̂+0

boiadi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va u 2 ga 
teng. ►

2- misol. Ushbu
rdx

xosmas integral uzoqlashuvchi boiadi, chunk!

1
Um
f-̂+O J

— lim (In x)! = +00.
X f->+0

3- misol. Ushbu 

shirilsin.

dx
integral yaqinlashuvchanlikka tek-
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M Integral ostidagi

f(.x) =
1

funksiya uchun xi)=0, x,=l nuqtalar maxsus nuqtalar boiadi. Xosmas 
integral ta’rifidan foydalanib topamiz:

lira f: ( l -x )  f'->+0 J . .

dx
= lim [arcsin(2x - 1)]J- =

= lim [arcsin(2/ -1) - arcsin(2i' -1)] = ^ i  = n.

r̂ l-O

Demak, integral yaqinlashuvchi va 

1

=  71. ►
dx

4- misol. Ushbu

dx
{x-df

s jx {\-x )

J, =
dx

{b-xr

2 2

(a>0 )

integrallar yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin. 
< Ta’rifdan foydalanib topamiz;

dx
= lim

dx
= lim

(x - f l)“  /-»o+OJ (x - fl)“  i->a+0

(x-a) 1-a

1-a

1
t-ia+o 1 -a

Bu limit a ga bogiiq boiib, a < 1 boiganda chekli, demak, /j 
xosmas integral yaqinlashuvchi, a > 1 boiganda esa cheksiz boiib, 
Ji xosmas integral uzoqlashuvchi boiadi. 

a = 1 boiganda

dx
= limx - a  t-^a+OJ

dx
- lim (ln(x - a))

x - a  t-^a+0

boiib, /j integral — uzoqlashuvchi.
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Demak, y, =
• dx

{x-ar
, (a>0)

integral a < 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a> 1 bo‘lganda uzoqlashuvchi 
bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkin,

(„> 0 ,

integral a < 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a> 1 bo‘Iganda uzoqlashuvchi 
bo‘ladi. ►

Yuqorida keltirilgan ta’rif va misollardan chegaralanmagan funk
siyaning xosmas integrali ham 43-46- ma’ruzalarda batafsil o‘rganil- 
gan chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) xosmas integral kabi 
ekanligini ko‘ramiz.

Shuni e’tiborga olib, chegaralanmagan fuksiyaning xosmas integ
rallari haqidagi tushuncha va tasdiqlarni keltirish bilangina kifoya-
lanamiz. Bunda [a, b) da berilgan va x = 6 uning maxsus nuqtasi

h
bo‘lgan f{x) funksiyaning xosmas integrali f(x)dx ni qaraymiz.

3°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.
h

1) Agar f(x)dx integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
a

h
f(x)dx, {a < c < b)

integral ham yaqinlashuvchi boiadi va aksincha. Bunda

c h

f{x)dx = I  f{x)dx +1 f{x)dx
a a c

tenglik o‘rinU bo‘ladi.
h

2) Agar f{x)(]^ integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

cf{x)dx ham (c = const) yaqinlashuvchi bo‘lib,
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It D

■ f{x)dx = c ■ f{x)dx, (c = const)

bo'ladi.

3) Agar f{x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lib, Vxe[a,6) da
a

/(x ) > 0 bo‘lsa, u holda

f{x)dx > 0

bo'ladi.
h

4) Agar f{x)dx va g{x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo'lsa,
J «
a o

u holda (/(x ) ± g{x))dx integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

h b h 
\f{x)±g{x))dx = \f{x)dx±\g{x)dx

a a a

bo'ladi.

b h

5) Agar f{x)dx va g{x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lib,
a a

Vxe \a,b) da /(x ) < ^(x) bo‘lsa, u holda

h h 
\f{x)dx<\g{x)dx
a a

bo‘ladi.
4°. Xosmas integralning yaqinlashuvchanligi. Faraz qilaylik,/(x) 

funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning maxsus 
nuqtasi bo‘lsin.

1- teorema. (Koshi teoremasi.) Ushbu

f{x)dx
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integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham 

shunday 5 > 0 son topilib, b-?> <t' <b, b - 8 < t" < h tengsizlik- 
larni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy t' va t " lar uchun

f{x)dx < e

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
5°. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari. Aytaylik, 

f{x) funksiya [a, b)da berilgan {b nuqta shu funksiyaning maxsus

nuqtasi) bo'lib, VxE[a,Z>) da /(x )> 0  bo‘lsin.

2- teorema. Ushbu

f{x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi boiishi uchun V/ e {a, b) da
t

F(t) = f(x)dx <C, (C = const)

tengsizlikning bajarilishi, ya’ni F{t) funksiyaning yuqoridan chegara- 
langan bo‘lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar F{t) = f{x)dx, (Vie (a,b)) yuqoridan chegara

lanmagan bo‘lsa, u holda f{x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi

bo'ladi. “
6°. Taqqoslash teoremalari. Faraz qilaylik,/(x) vag(x) funksiyalar 

[a, b) da berilgan bo'lib, b nuqta shu funksiyalarning maxsus nuqtalari 
bo'lsin.

h»

3- teorema. Agar Vx € [a, 6) da 0 < / (x) < g(x) bo'lib, g{x)dx

yaqinlashuvchi bo‘lsa, f{x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi,

b “  b 

f{x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, g{x)dx ham uzoqlashuvchi bo'ladi.
a
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4- teorema. Aytaylik, f{x) > 0, (g(x) >0), x e [a, b) funksiyalar 

uchun

l im 4 4  = .t 
x^h-Q g(x)

boisin.

h b 

Agar k <ioo boiib, g(x)dx yaqinlashuvchi boisa, f(x)dx 
• « 
a a

ham yaqinlashuvchi boiadi,

h b • M
Agar A: > 0 boiib, g{x)dx uzoqlashuvchi boisa, f(x)dx

J  »
a a

ham uzoqlashuvchi boiadi.

Natija. Yuqoridagi 4- teoremaning shartida 0 < A: < boisa, u 

b b

holda f{x)dx va g{x)dx integrallar bir vaqtda yoki yaqinla

shuvchi, yoki uzoqlashuvchi boiadi.
Natija. Agar x o'zgaruvchining b ga yetarlicha yaqin qiymatlarida

= (a>0 )
’ (,b-xT  ̂ ’

boisa, u holda:

h

1) (p(x) < C < +00 va a < 1 boiganda f{x)dx integral - yaqin-
•/
a

lashuvchi,

b

2) (p (x )> C > 0  va a > 1 boiganda f{x)dx integral uzoqla-
a

shuvchi boiadi.

* C O S  X
5- misol. Ushbu 4̂ j—  dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshi

rilsin.
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■4 Integral ostidagi funksiya

COS^ X  COS^ X

bo‘lib, Vx e [0, 1) uchun (p(x) = coŝ  x < 1, a = ^ < l bo‘ladi. 

Yuqoridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaqinlashuvchi 
bo'lishini topamiz. ►

1
‘ xdx
-7==y integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

0
1 ^

■4 Ravshanki, quyidagi -¡=== xosmas integral yaqinlashuvchidir.
V I - X

Endi ushbu
X

6- misol. Ushbu

Um ^
x̂ l-O I

limitni hisoblaymiz: lim = lim x • ~  .
, 1 -̂-»1-0 Vl-X̂  V2

/

U holda yuqoridagi natijaga ko'ra berilgan xosmas integralning 
yaqinlashuvchi ekanini topamiz. ►

7°. Xosmas integralning absolut yaqinlashuvchanligi. Aytaylik, 
/(x) funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning 

maxsus nuqtasi bo'lsin. (Bunda Vx e [a, b) da /  (x) > 0 bo‘lishi 

shart emas).
b

Ravshanki, ushbu \f (x)|i& integral manfiy bo'lmagan funksiya-
a ^

ning xosmas integrali bo'Iadi.
h

5-teorema. Agar |/(x)|cix: integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, uJ
a

holda f{x)dx integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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h b

6-ta’rif. Agar j/(x)|i& integral yaqinlashuvchi boisa, f(x)dx
J  •
a a

absolut yaqinlashuvchi integral deyiladi.
b b 

Agar \f{xypx integral uzoqlashuvchi boiib, f{x)dx yaqin-
J J
a a

b

lashuvchi boisa, f{x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.
a

8°. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz qilaylik,/(x) funksiya

[a, b)da uzluksiz boiib, uning F{x) boshlangich fiinksiyasi x 6 - 0 
da chekli limitga ega boisin:

lim F{x) = F{b) .
x -ib -O

U holda

f{x)dx = lim f{x)dx = lim [/’(/) - F{a)\ = F(̂ b) -F{a) = F{x)
a a

boiadi. Bu Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
Aytaylik, u{x) va t»(x) funksiyalar [a, b) da berilgan va shu oraliqda 

uzluksiz u'{x) va y'(^) hosilalarga ega boiib, b nuqta v(x) ■ u\x) 
hamda m(x) • v\x) funksiyalarning maxsus nuqtalari boisin.

Agar:
b

1) v{x)du{x) integral yaqinlashuvchi;

2) Ushbu lim u(t) v(t)
x-^b-O

b

limiti mavjud va chekli boisa, u holda u{x)dv{x) integral yaqin-
a

lashuvchi va

u{x)dv{x) = m ( x ) u ( x ) v(x)du{x) (3)

boiadi, bunda u(b) v(b)= lim u(t) v(t).
x->b-0
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•4 Bu integralda u{x) = x + 1, dv{x) = ^

7- misol. Ushbu integral hisoblansin.

dx deb ohnsa,

unda du{x) = dx, u(x) = 3(x -1)^ va

1
u{x)v{x) = (x + l)-3(x-l)5 = 3,

1 1 1

v{x)du{x)= 3(x-1)^ a&f = -(x -1)^
0 0 

bo‘lib, (3) formulaga ko‘ra

1 1

9

4

0

2\
4

/ . 

Quyidagi /(x)rfx

xosmas integralda {b - maxsus nuqta) x = (p(i:) almashtirish bajaramiz, 

bunda (p(z) funksiya [a, P) oraliqda uzluksiz (p'(2) > 0 hosilaga ega hamda

Agar

(p(a) = a, (p(P) = lim = b.
z-̂p-o

fi<^{z)W{z)dz

integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u hol^a f{x)dx integral ham yaqin

lashuvchi bo‘lib, "
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f{x)dx= f{^{z)Wiz)dz

bo‘ladi.

8- misol. Ushbu
dx

(l+x)^
integral hisoblansin.

•4 Bu integralda x = (p(z) = z} almashtirish bajaramiz. Ravshanki, 

x = z} bu funksiya (0, 1] oraliqda x' = 2z > 0 hosilaga ega va u 

uzluksiz bo‘lib, (p(0) = 0, 9 (1) = 1 bo‘ladi.

Unda
dx

(l+x)̂ /x

Idz
= 2 arctg Z = 2 j = j  bo‘ladi. ►

V 4 2

9°. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh qiymati.

Faraz qilaylik,/(x) funksiya [a,Z>]\{c} da berilgan bo‘lib, c nuqta 

{a <c <b) shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin.
Ma’lumki, ushbu

lim
a-+0
a '- »0

f{x)dx+ f(x)dx

limit chegaralanmagan /(x) funksiyaning xosmas integrali deyilib, u 
chekli bo‘Isa,

lim
â O
(x'-?0

~c-a h h

’ f{x)dx+\f{x)dx=\f{x)dx
a c+a' J  a

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi. Bunda a va a' o‘zgaruv- 
chilar ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb qaraladi.

h

Xususan, f{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa,
a

lim
a->0

f{x)dx+ f{x)dx f{x)dx.

biroq
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c - a  h

F(a ,a)=  f{x)dx+ f{x)dx
a c+ a'

funksiya a = a' bo‘lib, a ^  0 da chekli limitga ega bo'lishidan
b

f{x)dx xosmas integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chiqa- 

vermaydi. Masalan,

F{a.,a) = 

uchun a-  a bo‘lsa, 

lim
â O

bo‘ladi. Biroq

F{a,a) =

dx

x-c

dx

x-c
, (a < c < b)

c-•a I}
' dx , b-c 

=: I n --
. x-c x-c c-a
a c+ a

x-c
■ +

dx , b-c , a
--= In---+ In -7
x-c c-a a

bo‘lib, a -> 0, a' ^  0 da uning limiti mavjud emas, ya’ni
/

dx

x-c
, {a < c < b)

xosmas integral yaqinlashuvchi emas.

7- ta’rif. Agar a = a' bo‘lib, a 0 da

c - a  h

F{a,a')= f{x)dx+ f{x)dx
a c+ a'

b

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda f{x)dx xosmas
*
a

integral bosh qiymat ma’nosidp yaqinlashuvchi deyilib.

lim
â O

c - a  I

f{x)dx + f{x)dx
_ a c+a
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limit esa

h

f{x)dx xosmas integralning bosh qiymati deyiladi. Uni

v.p. f{x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

I
v.p.

b c - a  h 
c t

/(x)i/x = lim f{x)dx+ f{x)dx
w a-»0 
a a c+a

1. Ushbu
dx

—
2

Mashqiar

integral hisoblansin.

2. Ushbu In sin xdx integralning yaqinlashuvchanligi isbotlan-
0

sin, qiymati topilsin. 

1
3. Ushbu

dx

>/x+arctgx
integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

48- ma’ruza 

Xosmas mtegrallaming ummniy holi

1°. Chegaralanmagan funksiyanmg cheksiz oraUq bo‘yicha xosmas 

integrali tushunchasi. Faraz qilaylik,/(x) funksiya {a, +°°) oraliqda 
berilgan bo‘lib, a nuqta uning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

Ayni paytda, bu funksiya istalgan chekli [t, x] {a<t <x< +«>) 
oraliqda integrallanuvchi, ya’ni

f{x)dx = F(,t,x)

integral mavjud bo'lsin. 
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Maiumki, i -> a + 0 da F(t,T) funkiyaning limiti mavjud boisa, 

uni chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali deyilib.

f{x)dx

kabi belgilanar edi:

f{x)dx~ lim F{t,x)- lim f{x)dx.
t-^a+0  r->a+0 J

t
(1)

Aytaylik,/(x) funksiyaning (a, x] oraliq bo‘yicha xosmas integrali

/ {x)dx mavjud boisin. Ravshanki, bu integral x ga bogiiq boiadi.

Agar X->+00 da f{x)dx ning limiti mavjud boisa, bu limit
a

fix) funksiyaning {a, + oraliq bo‘yicha xosmas integrali deyilib,

uni f{x)dx kabi belgilanar edi:

f{x)dx=\im f{x)dx.
X —> + 0 0  J

a a

(1) va (2) munosabatlardan topamiz:

/(x)iix:= lim  lim f{x)dx.
t-̂+00 r->a+0 J 

t

(2)

(3)

Bu (3) munosabat chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq 
bo‘yicha xosmas integralini ifodalaydi.

2°. x° ^dx integral va uning yaqinlashuvchanligi. Ravshanki,

bu integral a ga bogiiq. a < 1 boiganda x = 0 nuqta integral ostidagi 
funksiyaning maxsus nuqtasi boiadi. Demak,

T x“-̂ e-̂ dx
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integral chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo'yicha xosmas 
integrali.

Qaralayotgan integralni quyidagicha

 ̂x“-̂ e-̂ dx+ j  x“-̂ e-̂ dx
0 0 1 

ko‘rinishda yozib, tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning har 
birini alohida-alohida yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.

1
Ushbu x° 'e ""dx integralda, integral ostidagi funksiya uchun

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki,
1

dx

J-a
0

integral 1 - a < 1, ya’ni a> 0 bo‘lganda — yaqinlashuvchi, 1 - a > 1, 
ya’ni fl < 0 bo'lganda — uzoqlashuvchi. Demak,

x“ ‘e '‘dx va
dx

„1 -0

integrallarda < *i-fl

bo‘lib, a > 0 bo'lganda integral — yaqinlashuvchi. Unda
0 ^

taqqoslash haqidagi teoremaga ko‘ra a>  0 bo'lganda
1
’x“-̂ e-̂ dx

0

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi x“-̂ e-̂ dx

integralni yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz. 
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Ushbu x“ 'e ^dx va
I ? *
1

+«3

â-lg-x â+1
Ayni paytda, lim — j—  = lim -- = 0 bo‘lganligi sababh, 44- ma’-

x->+~ 1 x-̂+~

integrallarni qaraylik. Ravshanki, ~jdx integral yaqinlashuvchi.

ruzada keltirilgan tasdiqqa ko‘ra x°~̂ e~̂ dx integral a ning ixtiyoriy
0

qiymatlarida yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan x° ^dx integral a > 0 bo‘lganda yaqin

lashuvchi bo'ladi.
1

,0-1 /1 „\A-13°. x" (1 - x) dx integral va uning yaqinlashuvchanligi.
0

Bu integraldagi integral ostidagi funksiya uchun:

a) a < 1, b > l boiganda x = 0 maxsus nuqta;

b) a > 1, ¿><1 bo'lganda x - 1 maxsus nuqta;

d) fl < 1, b < l bo‘lganda x= Q, x=  1 nuqtalar maxsus nuqtalar 
bo'ladi.

Berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:
I

1 2 1 

‘ (1 - x)*-' dx=\ x“-\\ - x)*-‘ dx+\ x“-̂ (1 - x)*-' ¿Zx.
I 0 1̂

Ravshanki, lim ■ :r: 1, lim
x̂ '6 x“~̂ " ’ (1-Jc)" *

Unda 47- ma’ruzada l^ltirilgan tasdiqga ko‘ra

=  1 .

x" ‘ (1 - x f ‘ dx bilan x“~̂ dx,
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1 1 
x''-' (1 - x)*-' dx bilan (1 - x)*-‘ dx

\
2 2 

integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashadi, yoki uzoqlashadi.

2
Maiumki, a > 0 boiganda x“~̂dx integral yaqinlashuvchi,

0

A > 0 boiganda

1

(1 - x)*-‘ dx
1
2

integral yaqinlashuvchi boiadi. Demak, a > 0 boiganda
1
2

’x"-*(l-x)*-’ iic
0

integral yaqinlashuvchi boiadi, > 0 boiganda

1
â-\/1 „\A-1x“-‘ ( l- x r ‘ flix

2

integral yaqinlashuvchi boiadi. Shunday qilib, berilgan

1

’x"-‘ (l-x)*-’ i/x
I

xosmas integral o > 0 va ¿» > 0 boiganda yaqinlashuvchi boiadi.

Mashqlar

1. Ushbu

2. Ushbu

l+x

In JC 

i+ ?

dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
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11-B O B 

SONLI QATORLAR

49- ma r̂uza 

Sonli qatorlar va ulaming yaqinlashuvchanligi. 
Yaqinlashuvchi qatorning xossalari. Koshi teoremasi

1°. Sonli qator tushunchasi. Faraz qilaylik,

{a„y. ai,a2 ,ai,...,a„,... 

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bolsin. Ular yordamida ushbu 

Qi + CI2 •••
ifodani hosil qilamiz. (1) ifoda sonli qator, qisqacha deyiladi va

oc

u kabi belgilanadi:
«=1

00

= fl, + «2 + «3 +•■•+«„+•••
n=l

Bunda «1,«2 ,^3 , sonlar qatorning hadlari, a„ esa qator

ning umumiy hadi (yoki n- hadi) deyiladi.
Quyidagi

+«2+■•■ + «„. (« = 1,2,3,...) 

yig‘indi (1) qatorning n- qismiy yig‘indisi deyiladi.
Demak, (1) qator berilganda har doim bu qatorning qismiy yig‘in- 

dilaridan iborat ushbu

S\, Si, S-̂ ,..., s„,... 

ketma-ketlikni hosil qilish mumkin. Masalan,

1-2 2-3 «(«+1)

qatorning qismiy yig‘indisi

" 1-2 2-3 34 ■■■ n(n+i)

+ +i i — =
.2  3 / \3 4 / \n n+lj «+1 m-m-l
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boiib, ulardan tuzilgan {¿"n} ketma-ketlik

1 2  3 n 

2 ’ 3 ’ 4 ’ " ’’ «+1’ ’"

boiadi.

1-ta^rif. Agar n ^  oo da {¿"„j ketma-ketlik S ga {S R) 
yaqinlashsa, (1) qatoryaqinlashuvchidtyiladi, SuningyigHndisi6e.yi\a6i\

oo

lim5„ =5 , S = '^a„ .

Agar {S„} ketma-ketlik chekli limitga ega boimasa (limit mavjud 

boimasa yoki cheksiz boisa), (1) qator uzoqlashuvchi deyiladi.

V  1 _ 1 1 1
1-misol. Ushbu qator

uchun S„ =\ — i- boiib, 
l+n

lim S„ = lim
«->eo «-»oo

= 1
/7+1/

boiadi. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi va uning yigindisi

Igateng:

2-misol. Quyidagi ^ «  = 1 + 2 + 3 + ... + « + ... qatoruzoqlashuv-
n=\

n (  n4-\ \

chi boiadi, chunki ¿"n = 1 + 2 + 3 + ... + « = —-— uchun lim S„ = +<».

3- misol. Ushbu ^  (-1)"^‘ = 1 -1 +1 -1 +... + (-1)"̂ * +... qator
m=\

uchun

S„ = l - l  + l- l+ ...+ (- l)"^‘ =
0, agar n - juft son, 

[1, agar n - toq son

bo‘lib u « oo da limitga ega emas. Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi. 

342



^  aq”̂  ̂ -a + aq + aq̂  +... + aq"~̂  +..., {a e R, q e R)
n=\

qator yaqinlashuvchanUkka tekshirilsin.
< Odatda, bu geometrik qator deb yuritiladi. Berilgan qator uchun

S„=a + aq+aq^ +... + aq"~̂  {q ^ l)

bo‘lib, q < l bo‘Iganda lim S„ = — - bo‘ladi.
n->oo ^—1

Demak, bu holda geometrik qator yaqinlashuvchi va uning yi- 

g‘indisi ga teng.

Agar q > 1 bo‘lsa, Hm S„ =
W->oo

q = 1 bo‘lsa, lim S„ = lim na = °°

bo‘lib, bu hollarda berilgan qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
^ < -1 bo‘lganda esa {S„) ketnia-ketlik limitga ega emas. Demak, 

bu holda ham qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik qator \q\ < 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi,

q\ > 1 bo'lganda uzoqlashuvchi bo'ladi. ►
2°. Yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari. Aytaylik, biror

X « «  =«1 +«2 (1)
n=l

qator berilgan bo‘lsin.

Ushbu X  a„ +••• (2)
n=m+l

qator (bunda m — tayinlangan natural son) (1) qatoming qoldig‘i 
deyiladi.

1-xossa. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (2) qator ham 
yaqinlashuvchi bo'ladi va aksincha; (2) qatoming yaqinlashuvchi bo‘li- 
shidan (1) qatoming yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

(1) qatoming qismiy yig‘indisi

4- misol. Ushbu

S„ =fl, +«2 +
343



(2) qatoming qismiy yig'indisi

~ m̂+1 m̂+2 + ••• + <̂m+k

lar uchun =S„+ A f f ) (3)

bo'ladi.

Aytaylik, (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsin. Unda A: -> «> da S„̂ „

chekli limitga ega bo‘lib, (3) munosabatga ko'ra A: oo da 

ham chekli limitga ega bo'ladi. Demak, (2) qator yaqinlashuvchi.

Aytaylik, (2) qator yaqinlashuvchi bo'lsin. Unda A -> <« da 

chekli limitga ega bo'ladi. Yana (3) munosabatga ko'ra k —> oo ds 

ham chekli limitga ega bo'ladi. Demak, (1) qator yaqinlashuvchi. ►

2- xossa. Agar = a, + Oj + ••• + a„ + ■■■
n=\

qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S ga teng bo'lsa, u holda
oo

■ a„ = c ■ + c ■ Oi +... + c ■ a„ +...
n-\

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi c S ga. teng bo'ladi, 

bunda - o'zgarmas son.
3- xossa. Agar

oo oo

^ a „  =Ci +02 +... + a„ +..., ^b „  =by+bi +... + b„ +...
n=l «=1

qatorlar yaqinlashuvchi bo'lib, ulaming yig'indisi mos ravishda S'] va 
S2 ga teng bo'lsa, u holda

= +A) + (fl2 + ¿̂  ) + ... +(fl„ +̂ >„) + . . .
n=l

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi + Sj ga teng bo'ladi.
2- va 3- xossalarning isboti sonli qatorlar va ulaming yaqinlashuv

chanligi ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.

4- xossa. Agar ^  = a, + + a„+ —
n=l

qator yaqinlashuvchi bo'lsa, « -> da o„ nolga intiladi;

lim a„ = 0.
«->00
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M Aytaylik, ^  a„ qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uTling yig'indisi
n=l

5ga teng bo‘lsin; Ta’rifga binoan

lim S„ = lim((3i + U2 +... + a„) = S .
n-¥oo n~̂ oo

Ravshanki, a„ = S„ - S„̂ i bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz: 

lim a„ = lim(5„ - 5'„_i) = 5 - 5 = 0. ►
n~̂ oo

Es ia tma .  Qatorning umumiy hadi a„ ning «-> <» da nolga 
intilishidan uning yaqinlashuvchi bo'lishi har doim kelib chiqaver- 
maydi. Masalan, ushbu

V2 V3

qatorning umumiy hadi o„ = 4= bo‘lib, u « ^  °o da nolga intiladi.
yjn

Ammo bu qator uzoqlashuvchi, chunki

ketma-ketlik n oa da +oo ga intiladi: lim S„ =°° .

Yuqorida keltirilgan 4- xossa qator yaqinlashuvchi bo'lishining 
zaruriy shartini ifodalaydi.
' 5- xossa. Aytaylik,

oo

=ay+a2+... + a„+... (1)
n-\

qator berilgan bo‘lsin. Bu qatorning hadlarini guruhlab quyidagi

(a, + 02 +... + +a^^2+ -  + % )  + -  (4)

qatomi hosil qilamiz, bunda n, < «2 < ••• bo‘lib, {«J - natural sonlar 

ketma-ketligi {«} ning qismiy ketma-ketligi.
Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig'indisi S ga teng 

bo‘lsa, u holda (4) qator ham yaqinlashuvchi va yig'indisi S bo‘ladi. 
(1) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, yigindisi iJga teng bo‘lsin. U

holda
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rt -> oo da S„ = Uy+ Ü2 + ■■■ + a„ S

boiadi.
Aytaylik, (4) qatorning qismiy yigindilaridan iborat ketma-ketlik 

} boisin {k=l, 2, 3,...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {5„} ketma- 

ketlikning qismiy ketma-ketligi boiadi. Maium teoremaga ko‘ra

^ > oo da —> S

boiadi. Demak, (4) qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 5ga teng. ► 
3°. Qatorning yaqinlashuvchanligi. Koshi teoremasi. Faraz qilaylik,

oo

X " "  =fl, +02 +.: + a„ +...
n=l

qator berilgan boisin. Maiumki, bu qatorning yaqinlashuvchanligi 
ushbu

S„ =ai+a2+... + a„, (« = 1,2,3,...) 

ketma-ketlikning n °o da chekli limitga ega boiishidan iborat.
9- ma’ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega boiishi 

haqida Koshi teoremasi, ya’ni {ó"«} ketma-ketlikning « oo da chekli 
hmitga ega boiishi uchun

Ve > 0, N, Vn > «o> e N da - ¿"„I < 8

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.
oo

Bu tushuncha va tasdiqdan qator yaqinlashuvchiligini
n=l

ifodalaydigan quyidagi teorema kelib chiqadi.

Teorema. (Koshi teoremasi.) ^  a„ qator yaqinlashuvchi boiishi
n=l

uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday «o e topilib, Vn> 

wa m= I, 2, 3, ... boiganda

-Sn\ = < e (5)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

E s 1 a t m a . Agar ^  a„ qator uchun (5) shart bajarilmasa, ya’ni
n=l

Beq >0, yke N, 3n>k, 3m e N
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««+1 +««+2 +-- + ««+^l̂ eo (6)

bo‘lsa, u holda ^  a„ qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
n-\

5-misol. Ushbu

sin n sin 1 sin 2 . , sin nZ sinn _ 
0« ~„=1 2" 2 2̂  2"

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
A Bu qator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini 

tekshiramiz:

1

2»+i 2 2/1+1 2” 2"̂ "' J 1 2”
~2

Agar Ve > 0 songa ko‘ra «q = [-log2 e] + 1 deb olinsa, u holda 

V« > «0 va m = 1, 2, 3, ... lar uchun

< e

bo‘ladi. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi. ►
6-misol. Ushbu

2 3 n
n=\

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

(7)

■4 Cq = ^ va ixtiyoriy ks N uchun n = k, m = k bo‘lganda

1 1  1 1 , 1
+ T7  ̂+ - + T i:>^-k = K = ̂ ok+l k+2 ••• 2k 2k 2n+\ n+2 n+m

bo'ladi.
(6) shartga ko‘ra (7) qator uzoqlashuvchi boladi. ►
Odatda, (7) qator garmonik qator deyiladi. Demak, garmonik 

qator uzoqlashuvchi qator ekan.
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Mashqiar

oo

1 .Ushbu (x ±1) qatoming yaqinlashuvchanligi is-
n=l \-X^

botlansin, yig'indisi topilsin.

oo

2. Agar (a„ > 0, n = 1,2,3,...) qator yaqinlashuvchi bo‘l-
W=I

oo

sa, u holda ^  qatoming ham yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
rt=\

50- ma*ruza 

Musbat hadli qatorlar

1°. Musbat hadli qatorlar va ulaming yaqinlashuvchanligi. Faraz 
qilaylik,

oo

2^ = a i +Ü2+•■• + «„+••• (1)
n=l

qator berilgan bo‘lsin.
Agar bu qatorda a„ > 0, (V« e N) bo‘lsa, (1) musbat hadli qator 

deyiladi.
Musbat hadli qatorlarda, ulaming qismiy yig‘indilaridan iborat 

{¿■„I ketma-ketlik o‘suvchi ketma-ketlik bo'ladi. Haqiqatan ham,

= fli + Ü2 + -  + «« + =S„+  > S„ .

1- teorema. Musbat hadli

=fli +02 + ... + fl„ + ...

qatoming yaqinlashuvchi bo'lishi uchun

{‘S'„} = {ai +ÍÍ2 + + (« = 1,2,3,...) 

ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo'lishi zamr va yetarli.
•< Zarurligi. (1) qator yaqinlashuvchi boisin. Unda « —> da 

{5„} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi. Yaqinlashuvchi ketma- 
ketlikning xossasiga ko'ra {S„} chegaralangan, jumladan, yuqoridan 
chegaralangan bo'ladi.
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Yetarliligi. {S„} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan boisin. 
Unda monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra 
{5„} ketma-ketlik « oo da chekli limitga ega boiadi. Demak, (1) 
qator — yaqinlashuvchi.

E s la tm a .  Agar = o, + Ö2 + ••• + + — musbat hadh qa- 
«=1

torda, uning qismiy yigindilaridan iborat {5„} ketma-ketlik yuqoridan 
chegaralanmagan boisa, u holda qator uzoqlashuvchi boiadi.

2°. Musbat hadli qatorlarda taqqoslash teoremalari. Ikkita
00 00

X " «  =«1 +«2 +- + Ö« + - , ^b „  =bi+b2+... + b„ +...
n=l «=1

musbat hadli qatorlar berilgan boisin.

2- teorema. Faraz qilaylik, va ^  K qatorlar uchun
n=l «=1

Vne N da

^ b. (2)
tengsizlik bajarilsin.

U holda:
00 00

1) X *«  qator yaqinlashuvchi boisa, ^ a „  qator ham yaqin-
n=l n=l

lashuvchi boiadi;
1 00

2) X  a„ qator uzoqlashuvchi boisa, ^  b„ qator ham uzoqla-
n=l n=l

shuvchi boiadi.
00 00

va qatorlaming qismiy yigindilari mos ravishda
« = 1 n=l

S„ =ai+a2+... + a„, S¡, - by + +... + b„ 

boisin. U holda (2) munosabatga ko'ra quyidagiga ega boiamiz:

< á-;. (3)

Aytaylik, qator yaqinlashuvchi boisin. U holda 1-teore-
n=l

maga binoan {5'} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan boiadi.
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Ayni paytda, (3) munosabatni e’tiborga olib, {5„} ketma-ketlikning 
ham yuqoridan chegaralangan bo'hshini topamiz. Yana 1- teoremaga

ko‘ra ^  a„ qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

oo

Aytaylik, qator uzoqlashuvchi bo'isin. Unda (3) muno-
"=i

sabat va eslatmadan foydalanib, '^b„ qatorning uzoqlashuvchi 

bo‘lishini topamiz. ►

1- misol. Ushbu T  sin 4- == sin ^  + sin — + ... + sin 4- + - 
^ 2 "  2 2̂  2"

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
Ravshanki, bu qator hadlari uchun

(« = 1,2,3,...)

tengsizlik o‘rinU bo'ladi.

■V 1
Nadada berilgan qatorning har bir hadi yaqinlashuvchi 2^ —

«=1 2
qatorning (geometrik qatorning) mos hadidan kichik. 2- teoremaga 
muvofiq berilgan qator yaqinlashuvchi bo'ladi. ►

3- teorema. Faraz qilaylik, musbat hadli va ^  b„ qator-
«=1 «=1

laming umumiy hadlari uchun

lim ^  = ü:, (¿„>0, « = 1,2,...)
n ■

bo'lsin. U holda:

bf,

1) A'<+oo bo‘lib, ^b „  qator yaqinlashuvchi bo'lsa,
n=l «=1

qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

oo ^

2) ^  > 0 bo‘lib, ^  b„ qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, ^  a„ qator
n=l M=1

ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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■4 Aytaylik, K <+<̂  bo‘lib, ^  b„ qator yaqinlashuvchi boisin.
n=l

Ravshanki, lim ^  = ^  => Ve > 0, N, \/n> i%\

<z=^{K-i)b„ <a„ <{K + £)b„.

n—̂oo bfj

K
oo

Bundan esa ^  + e)Z>„ qator yaqinlashuvchi boigani uchun 2- teo-
«=1

remaga ko‘ra qatoming yaqinlashuvchiligi kelib chiqishini
n=l

topamiz.
oo

Aytaylik, A' > 0 boiib, ^  b„ qator uzoqlashuvchi boisin.
/7=1

Ravshanki, lim ^  ^  va 0 < < A boiishidan \/n> tif̂ e N
M->oo

uchun ^  > X ,, ya’ni b„ < o„ boiishi kelib chiqadi. 2-teoremadan

foydalanib, ^  a„ qatoming uzoqlashuvchi boiishini topamiz. ►
n=\

oo

Natija. Musbat hadli ^  X  Qatorlar uchun
«=1 n=l

iim f^ = ii:, (0<is:<4-) 
b„

boisa, u holda va qatorlar bir vaqtda yoki yaqinla-
«=1 n=l

shuvchi boiadi, yoki uzoqlashuvchi boiadi.

e® 1
2- misol. Ushbu — ¡- qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin. 

«-1 «

■4 Berilgan qator bilan birga uzoqlashuvchiligi maium boigan

“  I  
' n

X  - garmonik qatomi qaraymiz. Bu qatorlamig umumiy hadlari uchun
n=l "
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1+i , 
lim = lim = lim ^  = 1
n-^oo J_ /!-»«> I^i

n n «

1

boiadi. Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi ekan. ►

4- teorema. Aytaylik, musbat hadli ^  a„ va ^  b„ qatorlar uchun
n=\ n-\

‘‘n+l < n̂+1 
"  bn

boisin (a„ >0, b„ >0, rt = 1,2,3,...)..

U holda:

1) '^b„ qator yaqinlashuvchi boisa, '^a„  qator ham yaqin-
n-l n=l

lashuvchi boiadi;

2) qator uzoqlashuvchi boisa, qator ham uzoq- 
«=1 «=1

lashuvchi boiadi.
oo oo

< Faraz qilaylik, '^ a „ ,'^ b „  qatorlar > 0 , >  0, n = 1,2,3,...)
n=l n=l

uchun

(« = 1,2,3,....)
/̂7

tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chiqadi:

^  ^  ■ bfi 
‘h 2̂ n̂-l ^ ^  n̂-1

Keyingi tengsizlikdan topamiz:

(n = l,2,3,...).

oo

Aytaylik, X  b„ qator yaqinlashuvchi boisin. Ravshanki, X  ̂
n=l "='

qator ham yaqinlashuvchi boiadi. 2- teoremadan foydalanib,
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qatorning yaqinlashuvclii bo‘Iishini topamiz. Xuddi shunga 

0 ‘xshash X  qatorning uzoqlashuvchi bo‘hshidan ^  b„ qatorning
/7=1 n=i

uzoqlashuvchi bo‘lishi kelib chiqishi ko'rsatiladi. ►

Yuqorida keltirilgan teorema va misollardan ko‘rinadiki, musbat 
hadli qatorning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligini bilgan holda, 
hadlari bu qator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo‘lgan (taqqos- 
langan) ikkinchi musbat hadli qatorning yaqinlashuvchi yoki uzoqla
shuvchiligini aniqlash mumkin bo‘lar ekan.

I z о h . Yuqorida keltirilgan teoremalar n ning biror qiymatidan 
boshlab bajarilganda ham o'rinli bo'ladi.

Mashqiar

1. Ushbu ¿  "V" qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
,n=2

1
2. Ushbu ^ q a t o r n i n g  yaqinlashuvchi ekani isbotlansin.

и = з ( 1 п ) " " ”

1
3 .Garmonik qator ning qismiy yig'indisi S„ uchun ushbu

/1=1

0 < ó”« - 1п(л + 1) < 1, (n>2) 

tengsizlik o'rinli ekani ko‘rsatilsin.

51-ma*ruza 

Musbat hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari

Musbat hadli qatorlar mavzusida bayon etilgan taqqoslash teore- 
malaridan foydalanib, yaqinlashish alomatlarini keltiramiz.

1°. Koshi alomati. Agar musbat hadli

n=\

oo

+fl2 +••■ + «„+••• (1)

353



^  9 < 1 (2)

boisa, (1) qator yaqinlashuvchi boiadi;

(3)

boisa, (1) qator uzoqlashuvchi boiadi.
■4 Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

^ < q < l  

boisin. Ravshanki, bu tengsizlikdan

a„ <q"

boiishi kelib chiqadi.
.£)emak, berilgan qatoming har bir hadi yaqinlashuvchi geometrik 

qatoming mos hadidan katta emas. Unda 50- ma’mzadagi 2- teo- 
remaga ko'ra (1) qator yaqinlashuvchi boiadi.

Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

! ^ > l ,  ya’ni a„ > 1 

boisin. Bu munosabat berilgan qatoming har bir hadini uzoqlashuvchi

¿ 1  = 1 + 1+... + !+...
n=l

qatoming mos hadidan kichik emasligini ko'rsatadi. Bu holda yana 
o‘sha 2- teoremaga ko'ra (1) qator uzoqlashuvchi boiadi. ►

Ko'pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko'rinishidagi 
tasdigidan foydalaniladi.

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qatorda

l i m ^  = k
n-^oo

mavjud boisin. U holda :
1) A: < 1 boiganda (1) qator yaqinlashuvchi boiadi,
2)k> \ boiganda (1) qator uzoqlashuvchi boiadi.

1- misol. Ushbu X  qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
K=1

■4 Bu qatoming umumiy hadi a„ = boiib, uning uchun

qatorda barcha n > 1 uchun j

354



n+l
1+-

n

boiadi. Ravshanki,

1

lim

\n+2l

n

n

n

« e '

Demak, k--<\, berilgan qator yaqinlashuvchi ekan. ►
e

1- es la tma .  Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar n ning 
biror «0 qiymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli boiadi.

2- es la tma .  Koshi alomatining limit ko'rinishidagi ifodasida 
k=  1 boisa, u holda (1) qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi 
ham boiishi mumkin.

2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli

n=l

qatorda barcha « > 1 uchun

^ < ^ < 1 ,  (fl„>0,« = l,2...)
/

boisa, (1) qator yaqinlashuvchi boiadi;

^ > 1 ,  (a„ >0,n = \,2...)

boisa, (I) qator uzoqlashuvchi boiadi.
< Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

(1)

(4)

(5)

a„
<q < l

boisin. Bu tengsizlikni quyidagicha

n̂+i
(9<1)

ko‘rinishda yozish mumkin.
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¿ 9”, (0 < 9 < 1)
rt=l

qator (geometrik qator) yaqinlashuvchi. 50- ma’ruzada keltirilgan 3- 
teoremadan foydalanib, berilgan qatoming yaqinlashuvchi boiishini 
topamiz.

(!)■ qator hadlari uchun > 1 boiganda (1) qatoming uzoq-

lashuvchi boiishini aniqlash qiyin emas. ►
Dalamber alomatining quyidagi limit ko'rinishidagi tasdigidan 

foydalaniladi.

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qatorda lim = d limit mavjud
«-^00

boisin. U holda;

\) d< \ boiganda (1) qator yaqinlashuvchi boiadi,
2) d> \ boiganda (1) qator uzoqlashuvchi boiadi.

X n ̂
qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

„=1 «
■4. Berilgan qator uchun

„  _  («+!)!

_  {n+iy. n'' _  1

«„ («+1)"+‘ h! n "1+ -  
n

boiadi. Ravshanki, lim = — i—  = -.
1 e

1+ -
n

1 ^
Demak, d = -<\, berilgan qator yaqinlashuvchi ekan. ►

e

3- e s 1 a t m a . Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar n ning 
biror «0 qiymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli boiadi.

4- e s I a t m a . Dalamber alomatining limit ko'rinishidagi ifodasida 
d=\ boisa, u holda (1) qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi 
ham boiishi mumkin.

Ravshanki,
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3°. Integral alomat. Faraz qilaylik, musbat hadli

oo

= fl, +«2 +- + a„ +•••
/7=1

qator berilgan bo‘lsin. Ayni paytda, [1,+°°) oraliqda berilgan/(x) 
funksiya quyidagi shartlami qanoatlantirsin:

1)/(x) funksiya [l,+oo) da uzluksiz,

2) / (x) funksiya [1, +°o) da kamayuvchi,

3) Vjce[l,+oo) da / (x )>0 ,

4) f{n) = a„, (« = 1,2,3,...)-

oo oo

Bunda berilgan qator ushbu '^a„ = ^ f { n )  ko'rinishga keladi.
n=l n=l

Yuqoridagishartlardanfoydalanib, « < x < «  + l, (ne N) bo'lganda 

fin) > fix) > f in  + 1), ya’ni fl„ > fix) > fl„̂ , 

bo'lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni [«,« + 1] oraliq bo‘yicha 

integrallash natijasida

fl+1
fl„̂ , < J fix)dx < fl„ (6)

n

bo‘lishi kelib chiqadi.

oo oo

Endi berilgan = ^ / ( « )  qator bilan birga ushbu
n=\ n=l

oo n+1

X  1 fi^)dx il)
/7=1 fl

qatomi qaraymiz. Bu qatorning qismiy yig'indisi

fl A+I «+1
Y  fix)dx= i fix)dx 
k=i k 1

bo‘ladi.
Aytaylik, F{x) funksiya [1,+°°) oraliqda/(x) funksiyaning boshlan- 

g‘ich funksiyasi bo‘lsin: F\x) = fix).
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F{x) = ]f{t)dt, F(l) = 0
1

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Natijada

n *+l
X  J f(x)dx = F{n + l)
¿=1 k

boiadi.
Agar /7 -> oo da F(/i+l) chekli songa intilsa, (bu holda (7) qator

ning qismiy yigindisi chekU limitga ega boiadi) unda (7) qator - 
yaqinlashuvchi.

n
Binobarin, f(x)dx, (/j = 1,2,3,...) ketma-ketlik yuqoridan

1

chegaralangan boiadi. (6) munosabatga ko‘ra berilgan qatorning qismiy 
yigindilaridan iborat ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan boiib, 
musbat hadU qatorlaming yaqinlashuvchanligi haqidagi teoremaga

muvofiq berilgan X  Qator yaqinlashuvchi boiadi.
n=l

Agar «-> oo da F{n + l)-^°° boisa, berilgan qator uzoqla

shuvchi boiadi.
Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.

Integral alomat. Agar lim F(x) = b

Uni quyidagicha

boiib, b chekli son boisa, ^  Qator yaqinlashuvchi boiadi, b =
n=l

oo

boisa, X  Qator uzoqlashuvchi boiadi.
n=\

3-misol. Ushbu

y  i_  = l + ±  + _L + ... + -L + ..., (a>0)
- f f « “ 2“ 3“ «“

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin. 
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oraliqda integral alomatda keltirilgan barcha shartlami qanoatlantu-adi. 

Bu funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

< Agar f(x) = (a > 0) deyilsa, unda bu funksiya [l,+<>o)

1
1

boiadi. Ravshanki, 

lim F(x) = lim
X —>+<x= X — 1 —Ot

boiib, a = 1 boiganda quyidagiga ega boiamiz:

y
t —

c:
■ dt 1

I -
•
1

I-a

] N
' . 11

\ /

( 1
„a-l -1

, agar a > 1 boisa, 

°o, agar a < 1 boisa

lim F(x) - lim
X-^oo

■dt — = oo , 
t 

1

1
Demak, integral alomatga ko'ra 2^-- qator a > l  boiganda

n=l

yaqinlashuvchi, a < 1 boiganda uzoqlashuvchi boiadi. ►

^  1
Odatda, — qator umumlashgan garmonik qator deyiladi.

' n=l "
4°. Raabe alomati. Agar musbat hadli

oo

=fl, +02 + +... (1)
n=l

qatorda n 6 Awning biror («o > 1) qiymatidan boshlab, n> n. uchun

1- >r>\

boisa, (1) qator yaqinlashuvchi boiadi.

1 - <1

boisa, (1) qator uzoqlashuvchi boiadi.
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A Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

1- <̂n+l

bo'lsin. Bu tengsizlikdan

(8)

bo'lishi kelib chiqadi.

Endi A- > a > 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi a sonini olib, uni

a - hm
n

-1
»-»oo

n

kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko‘ra, shunday n'o s N  topiladiki, 

barcha n> lar uchun
a

-1
n

1

n

<r ,

ya’ni (9)
\ n) n

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

(8) va (9) munosabatlardan barcha n>n^, = max {«o, «o }) lar 

uchun
1

a„ \ n)

(n-lf

bo'lishi kelib chiqadi.

Bu tengsizlikni va a > 1 bo‘lganda Y  — qatorning yaqinlashuv- 

chanligini e’tiborga olib, so‘ng 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foy-
oo

dalanib, berilgan ^  qatorning yaqinlashuvchi bo'lishini topamiz. 
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Endi (1) qaluxiiing hadlari uchun « > «q boiganda

1- <1
boisin. Bu tengsizlikni quyidagicha

%+i > n 
1 ’

n-l

ko‘rinishda yozish mumkin.
JO -

Ushbu tengsizlikni va ^  qatorning uzoqlashuvchiligini e’tiborga
n~\

olib, yana 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foydalanib, berilgan ^

qatorning uzoqlashuvchi boiishini topamiz. ►
Ko‘p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko‘rinishidan 

foydalaniladi.
Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qator hadlari uchun

lim n
n-^oo

1 -
«̂+1

= p

mavjud boisin. U holda:
1) p > 1 boiganida (1) qator yaqinlashuvchi boiadi,
2) p < 1 boiganida (1) qator uzoqlashuvchi boiadi.

4-misol. Ushbu (a > 0) qator yaqinlashuv-
n=2

chanlikka tekshirilsin. 
M Bu qator uchun

1 -
"«+1 1 -

a 2 K \ \
= n 1-0 ”

V /

boiib, lim n 1- = lim — = In fl boiadi.
n->oo 1
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Agar \na > 1, ya’ni a > e bo‘lsa, berilgàn qator yaqinlashuvchi 
boiadi.

Agar Ino < 1, ya’ni a < e bo‘lsa, berilgan qator uzoqlashuvchi 
bo‘ladi

Agar a — e bo‘lsa, Raabe alomati berilgan qatorning yaqinlashuv
chanligi yoki uzoqlashuvchiligi haqida xulosa qilolmaydi. ►

Mashqiar

1. Ushbu

n=l

X
. ( ^>0 )

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda {a„} ketma-ketlikning 

har bir hadi musbat bo‘lib, lim a„ =a, (a R).
n-¥oo

2. Ushbu

ïè(fin-\
qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

52- ma*ruza 

Absolut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar

1°. Absolut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar tushunchasi. Faraz 
qilaylik,

oo

= o ,+02+••• + ««+••• (1)
n=l

qator berilgan bo'lsin. Bu qatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqi
qiy sonlardan iborat. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli çotor deyiladi.) 

(1) qator hadlarining absolut qiymatlaridan ushbu

= Û1 +|o„| + ...+ a„ + ... (2)
n=\

qatomi tuzamiz.
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1-teorema. Agar (2) qator yaqinlashuvchi boisa, u holda (1) 
qator ham yaqinlashuvchi boiadi.

M Aytaylik, (2) qator yaqinlashuvchi boisin. Unda qator yaqinla
shuvchanligi haqidagi Koshi teoremasiga ko‘ra

Ve > 0, SitffsN, yn>riQ /w = 1,2,3... da

< e

n̂+2

««+1 + û«+2

boiadi. Ravshanki,

+ «̂+2 + ■■■ + n̂+m '■

Keyingi ikki munosabatdan

Ve > 0, 3ti^sN, V«>«o» /w = 1,2,3,... da

««+1 + «/1+2 + ••• + «n+m 1 < ^

boiishi kelib chiqadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) qator yaqinla
shuvchi boiadi. ►

oo oo

1-ta’rif. Agav X|û„| qator yaqinlashuvchi boisa, qator
«=1 n=l

absolut yaqinlashuvchi qator deyiladi. Masalan, ushbu

2“ 3“ 4“

qator a > 1 boiganda absolut yaqinlashuvchi qator boiadi, chunki

( - 1)rt-l = u _ L  + ±__L+.. .  + i_ .....
2“ 3“ 4“ «“

umumlashgan garmonik qator a > 1 boiganda yaqinlashuvchi.
oo w=>

2-ta’rif. Agar ^ a „  qator yaqinlashuvchi boiib, X|«„| qator
n=l «=1

uzoqlashuvchi boisa, ^ a „  qator shartli yaqinlashuvchi qator
n=\

deyiladi.
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Misol. Ushbu y  ii- l)"“* = 1 - 1 +i  - i  + ... + L iH l+ ...
"  rt 2 3 4 nn=\

qator shartli yaqinlashuvchi qator boiadi.
< Ravshanki, berilgan qatorning qismiy yigindisi

(3)

boiadi. Maiumki, ln(l +x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra 

yoyilmasi

(-1 )"-* x"

boiib, 0 < X < 1 boiganda

«̂+1 (x)
n+l

boiar edi (qaralsin [1], 6- bob, 7- §). 
Xususan, X = 1 boiganda

1
n+l

(4)

boiadi.
(3) va (4) munosabatlardan

ln2 = ^„ + /?„,i(l)

1
va undan 5„-ln2

«+1

boiishi kelib chiqadi. Demak, n oo da. S„ -> In 2. Bu esa qarala

yotgan qatorning yaqinlashuvchi ekanini bildiradi.
Ayni paytda, berilgan qator hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan

n=l

( - 1)
n-l

2 3 n

qator garmonik qator boiib, uning uzoqlashuvchiligi maium. Demak, 
berilgan qator shartli yaqinlashuvchi qator. ►

364



Endi Xl^nl = Î l| + k2 ! + -- + |«n| + -" ■
n=l

qatorning musbat hadli qator ekanini e’tiborga olib, X  qatorning
n=l

absolut yaqinlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz. 

Ulaming isboti 51- ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chiqadi. 
Dalamber alomati. Faraz qilaylik,

oo

=Û1+«2+••• + ««+•••> («„^0, « = 1,2,...)
/7=1

qator hadlari uchun

n^oo \a„\

limit mavjud boisin. U holda:
oo

1) d < I boiganda, qator absolut yaqinlashuvchi boiadi,
«=1

oo

2) d> I boiganda, X q a t o r  uzoqlashuvchi boiadi.
/7=1

Koshi alomati. Faraz qilaylik,

oo

=«i +«2 +- + a„+...
n=l

qator hadlari uchun

lim Æ  = K
n-^oo V

limit mavjud boisin. U holda:
oo

1) A^< 1 boiganda, qator absolut yaqinlashuvchi boiadi.
n=l

oo

2) AT > 1 boiganda, X  qator uzoqlashuvchi boiadi.
/7=1
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2°. Absolut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari.
Absolut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalarini keltiramiz.
1) Agar qator absolut yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda bu qator 

yaqinlashuvchi bo‘ladi.
■4 Bu xossaning isboti 1-teoremadan kelib chiqadi. ►
2) Agar

oo

=a, +Û2 +- + û„ +••• (1)
n - l

qator absolut yaqinlashuvchi bo‘lib, {b„} sonlar ketma-ketligi chega
ralangan bo‘lsa, u holda

oo

+Û2^  +... + a„b„+... (5)

qator absolut yaqinlashuvchi bo‘ladi.
A Shartga ko'ra, {b„} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,

3Af >0, V/Î6 AT da %\<M (6)

bo'ladi.
(1) qator absolut yaqinlashuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra 

Ve > 0 son olinganda ham ^  ga ko‘ra shunday Hq b N topiladiki, 

Vn>nQ va w = 1,2,3,... bo‘lganda

+a.'n+2 + ... +

bo'ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:

I + K+2 A«+2 I + - + \0„+mb„+m \ - ^ (l̂ n+l | + K+2

(7)

)<e.

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, ^a„b„ qatorning absolut

yaqinlashuvchi ekanini topamiz. ►

3) Faraz qilaylik.

K=1

É « «  = «1  +0 2+... + a„ +...
n=l

(1)
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E  "y = «Î + «2 + - + a'j + ... (8)
7=1

qator hosil qilingan boisin.

Ravshanki, (8) qatoming har bir a'j hadi (J - 1,2,...) (1) qator- 

ning tayin bir hadining aynan o'zidir, ya’ni V/e N, 3kj e N,

. = a'j boiadi.
"'Agar (1) qator absolut yaqinlashuvchi boiib, uning yigindisi 

S ga teng boisa, u holda bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy 
ravishda almashtirishdan hosil boigan (8) qator absolut yaqinlashuvchi 
va uning yigindisi ham S ga teng boiadi.

4  Aytaylik, (1) qator absolut yaqinlashuvchi boiib, uning yigin
disi S ga teng boisin.

(8) qator hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan ^  

qatoming qismiy yigindisini a' bilan belgilaylik:

qator hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida ushbu

y=i

Agar n =m.dLxk, deyilsa, unda n > n  va Vne N boiganda
l<j<n ^

k=\

boiadi.
(1) qator absolut yaqinlashuvchi boigani sababli uning qismiy 

yigindilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangandir. Binobarin, 
yigindi ham yuqoridan chegaralangan boiadi. Unda musbat hadli

oo

qatoming yaqinlashuvchiligi haqidagi teoremaga ko'ra ^  a'j qator
oo y"—1

va ayni paytda '^a 'j qator ham yaqinlashuvchi boiadi. Demak,

qator absolut yaqinlashuvchi. Uning yigindisini S' deymiz.
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Endi berilgan X  qator hadlarining o'rinlarini ixtiyoriy ravishda 
«=1

almashtirishdan hosil boigan

oo

X  ^ «1 + «2 + ••• + k̂ + •••

qator yig‘indisini 5 ga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun Ve > 0 

ga ko‘ra shunday ne N topilib, V« > « da

k=i
< e (9)

boiishini ko'rsatish yetarli boiadi.

Ixtiyoriy musbat e sonni tayinlab olamiz. Modomiki, ^  qator
k=l

absolut yaqinlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan 

e > 0 songa ko‘ra shunday Hq nomer topiladiki,

«t)+m

s
A=«iO+l

shuningdek, qatorning yaqinlashish ta’rifiga ko‘ra

«0

(10)

(11)

boiadi.

Yuqoridagi natural son n ni shunday katta qilib olamizki, ^  ^ 'k
k=\

qatorning n dan katta boigan n nomerli ixtiyoriy qismiy yigindisi

n  oo

¿=1 *:=! 

qatorning barcha dastlabki «q ta hadi qatnashsin.
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Ravshanki,

k=\

/
n "0

\

5  = +

yfe=l
/ l*-> J

n n «0 «0 n

-s < + - 5 < ■

k=\ *=1 k=\ k=\ k^l

Keyingi munosabatdan va (11) tengsizhkni e’tiborga olib topamiz:

Ma’lumki, n> n bo‘lganda ^  qatorda ^  qatorning bar-
k=l k̂ \

cha dastlabki «q ta hadi qatnashadi. Binobarin,

- ^a j, 
k=l k=l

oo

ayirma X  har bir hadining nomeri Hq dan katta bo‘lgan
¿=1

n — «0 ta hadining yig'indisidan iborat.
I Endi natural m sonni shunday katta qilib olamizki, bunda fiQ+m 

son yuqorida aytilgan barcha « - «q ta hadlarning nomerlaridan katta 
bo‘lsin.

U holda

n «0 riQ+m

- s % <- E %
k=\ k=\ k=no+l

(13)

bo‘ladi.
(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlik, 

ya’ni

k=l

< S

tengsizlikning bajarilishini topamiz. ►
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Mashqiar

oo

Aytaylik, X  a„ (*)
n=\

ixtiyoriy hadli qator boiib,

\a„, o„>0, \-a„, û„<0, 

" [0, û„<0, " [0, û„>0

boisin.

1. Agar (*) qator absolut yaqinlashuvchi boisa, u holda ^
n=l "=1

qatorlar yaqinlashuvchi va

n=\ n=l «=1 n=l n=l n=l

boiishi isbotlansin.

2. Agar (*) qator shartli yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda ^  ^
n=l "=•

qatorlarning uzoqlashuvchi bo'lishi isbotlansin.
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