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С У З  Б О Ш И

Ушбу дарслик 1993 йили нашр этилган «Математик анализ, 1-кисм» 
китобимизвинг даво'ми булиб, мазкур курснинг колган анъанавий мав- 
зуларини уз ичига олади. Дарсликни ёзишдаги асосий коидаларимиз 
1-к.исмга ёзилган суз бошида келтирилган, 2-кисмни тайёрлаш жара- 
ёнида улар деярли узгаргани йу^. Факат цуйидаги муло^азаларимизни 
кушимча ^илишни лозим топамиз.

Дарслик куп узгарувчили функдиялар ва уларнинг дифференциал 
хисоби баёнидан бошланади. Маълумки, бир узгарувчили ва куп узга­
рувчили функциялар учун дифференциал хисоб масалаларининг ^уйи- 
лиши ва ечилиши орасида ухшашликлар ва тафовутлар бор. Биз ана 
шу ухшашликлар ва тафовутларни бутун дифференциал ^исоб давоми- 
да як^колрок; таъкидлашга харакат ^илдик.

Баъзи мавзуларга одатдагидан купр0 1 \  эътибор берилиб, улар жуда 
батафсил баён килинди (масалан, каррали ва такрорий лимиглар, функ­
ционал к>аторларнин г текис ва нотекис я^инлашувчилиги ва хоказо). 
Бу уринда.ш у мавзуларнинг мавжуд адабиётларда етарлича ёритилма- 
ганлигини хисобга олдик.

Айни пайтда баъзи мавзуларга, масалан, каррали интеграллар, сирт 
интеграллари, эгри чизикли интеграллар мавзуларига одатдагидан кам- 
ро!^ эътибор берилиб, улар кискарок, баён этилди. Шуни хам айтиш 
керакки, эгри чизик, сирт, жисм каби тушунчалар геометрия курсла- 
рида тула баён этилишини хисобга олиб, биз уларнинг математик ана­
лиз курси учун зарур булган уринларинигина келтирдик. Ю^оридаги 
интеграллар тушунчаларининг киритилиши ва урганилиши жараёни 
бир-бирига ухшаш булганлиги учун хам уларга кам урин ажрагд'ик.

Дарсликнинг илмий ва методик жихатдан яхшиланишига уз 
хиссаларини ^ушганликлари учун. профессорлар А. С. Саъдуллаев, 
X. Р . Латипов, доцентлар М. Зохиров, Э. X. Якубов, Б. Наимжонов, 
А. Борисов, Р. Ганихужаевларга, шунингдек, уни нашрга тайёрлашда 
^атнашган А. Умаров (ТошДУ) га миинатдорчилик билдирамиз.

Дарсликдаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифатини 
яхщилашга ^аратилган фикр ва мулохазалариии билдирган урто^ларга 
уз миннатдорчилигимизни билдирамиз.

М уаллифлар
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12- Б О Б

КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР,
УЛАРНИНГ ЛИМИТИ, УЗЛУКСИЗЛИГИ

«Математик анализ» к-урсининг 1 - кисмида бир узгарувчили функ­
циялар батафсил урганилди.

Математика, физика, техника ва фаннинг бошка гурли тармоцларп- 
да шундай функциялар учрайдики, улар куп узгарувчиларга богли^ 
булади. Масалан, доиравий цнлиндрнинг хажми

У =  я - г 2/г (12.1)
икки узгарувчи: г —• радиус х^мда /г — баландликка борлик.

Ток кучи

'= § ■  (12-2)

^ам икки узгарувчи: Е  — электр юрктувчи куч ва Я  — каршиликнинг 
функцияси булади. Бунда цилиндрнинг хажми (12.1) формула ёрдами- 
да бир-бирига борли^ булмаган г ва /г узгарувчиларнинг цийматларига 
кура, ток кучи (12.2) формула ёрдамида бир-бирига борлии; булмаган 
Е  ва Я  узгарувчиларнинг кийматларига кура топилади. Шуига ухшаш 
мисолларни жуда куплаб келтириш мумкин*. Бинобарин, куп узгарув­
чили функцияларни ю^оридагидек чукуррок урганиш вазифаси тути- 
лади.

Куп узгарувчили функциялар назариясида х<ам бир узгаРУвчпли 
функциялар назариясидагидек, функция ва ункнг лимити, функциянинг 
узлуксизлиги ва хоказо каби тушунчалар урганилади. Бунда бир узга­
рувчили функциялар хакидаги маълумотлардан муттасил фойдалана 
борилади.

Маълумки, бир узгарувчили функцияларни урганишни уларнинг 
аникланиш тупламларини (со^аларини) урганишдан бошлагаи эдик. 
К уп узгарувчили функцияларни урганишни х^м уларнинг аникланиш 
тупламларини (сохаларини) баён этишдан бошлаймиз.

1- §. Ят ф азо  ва унинг м у \и м  тупламлари

1. £Г2, Я3 ф а з о  л ар. Ихтиёрий иккита Л ва В тупламларнинг Д е­
карт купайтмасн билан танишган эдик (царалсин, 1-^исм, 1- боб, 1-§). 
Энди Л ва В тупламлар деб Я  тупламни олайлик: А =  В =  Я, Унда

А х В  — Я х Я  — {(*!, х2)\ х1 6 Я, х2 ЕЯ)
булади.

* Сирасини айтганда, аслида табиатда, фан тармо^ларида, кундалик х;аётда де- 
ярли з^амма ва^т куп узгарувчили функцияларни учратамиз. Аммо, биз аввал сод- 
далик учун бяр узгарувчили функцияларни муфассал урганган эдик ва математик 
аиализнинг асосий масалаларини шу содда х,ол учун  тушуниб етган эдик.
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Ушбу
{(х1г х2у. хг е я ,  х2 е щ

Ц  р — ~  —|М/Х.л;
туплам Я2 туплам  деб аталади. Равшанки, Я2 
туплам элементлари жуфтликлар булади. Улар 
шу туплам нуцталари  деб юритилади. Одатда # 2 
тупламнинг нуцтаси битта х,арф, масалан (хг, х2)6 
6 Я2 ну^та х ор^али белгнланади: х  — (хь  х2).
Клшття у, ия г .  г п н л я п  г  н л/ктяны нг м п г пяд ш пл я

деб аталади.
Текисликда турри бурчакли Оху Декарт координаталар системасини 

олайлик. Ох .удда (абсцисса у^ида) хг узгарувчининг Кийматлари, Оу 
увда (ордината уцида) эса х2 узгарувчининг кийматлари жойлашган 
булсин. У хрлда (х,, х2) жуфтлик текисликда координаталари х1 ва х2 
булган М (х 1у х .2)  ну^тани ифодалайди (1-чизма).

^ г щ ц т  сонлар туплами Я  билан т-урри чизиц ну^таларм орасида 
узаро бир ^ийматли мослик урнатплгани каби (^аралсин, 1-кнс.м, 2 -боб, 
10-§) Я2 туплам нуцталари билан текислик нук,талари орасида хам 
узаро бир кийматли мослик урнатиш мумккн. Бу эса Я2 тупламнинг 
геометрик тасвирини текислцк деб караш имкониня беради. Ю^орида 
Я2 тупламнинг элементларини ну^та деб аталганйнинг боиск ^ам шун- 
дадир. Аналитик геометрия курсида келтирилганидек, Я 2 тупламда 
(текисликда) икки ну^та орасидагд масофа тушунчасини киритиш мум- 
Кин. -V =•• (*!, х2) £ ^ 2, и ■-■■■■ ( / / 1 * У2) € Я 2 булсин.

1 2 .1 -т а ъ р и ф . Ушбу

ми^дор х  =  (хх, х2), у =  (у1, у 2) нукталар орасидаги массфа деб ата­
лади. Киритилган р (х, у) масофа куйидаги хоссаларга эга (бунда
V  х, у, г 6 Я 2)'

2°. р(х , у) =  р (у, х).

3°. р (х , г) < р ( х ,  у) +  р (у , г).
Бу хоссаларнинг исботи кейинги пунктда (умумьй холда) келтири- 

лади.
Одатда Я2 туплам Я2 фазо (икки улчовли Евклид фазоси) деб ата­

лади.
Энди Я 2 фазонинг келгусида тез-тез учраб турадиган баъзи бир 

мухим тупламларини келтирамиз.
К2 фазонинг а =  {аъ аг) ну^тасинп хамда мусбат г сонни олайлик.
К,уйидаги

х, X

Р (х, у) = У ( У х —  ^х)2 +  (у2 — х2)2

Г . р (х, г/) >  0 ва р (х, у) =  0 х  =  У-

{ 'Л , х2) 6 Я2 : (хг — а ^ 2 +  (х2 — а2)2 <  г2}, (12.3)
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2- чизма

{(хи  х2) 6 Я2: (х, —  ах)2 +  (х2 — а 2)2 <  г2} (12.4)
тупламлар мос равишда дойра ^амда очиц. дойра деб аталадн. Бунда 
а иу^та дойра маркази, г эса дойра радиуса дейилади. Ушбу

{(%!, х2) 6 Я2 : (х1 —  а1)2 +  (х2 — а2У =  г2}
туплам айлана дейилади. Бу айлана (12.3) ва (13.4) доиралариинг чега- 
раси булади а ну^та айлана маркази ва г эса айлана радиуси дейилади.

(12.3) тупламнинг геометрик тасвирп 2 -чизмада ифодаланган.
(12.3) тупламда (доирада) дойра чегараси шу тупламга тегишли 

булади, (12.4) тупламда эса (очи^ доирада) дойра чегараси (12.4) туп­
ламга тегишли булмайди.

Очик; дойра х,амда бу дойра чегарасишшг баъзи бир н у^таларидан 
иборат булган тупламларнм тузиб ^ам ^араш мумкин. Масалаи, 3- чиз­
мада очиц домра хамда унинг чегарасининг ю^ори ярим текисликда 
жойлашган ну^таларидан иборат туплам келтирилган.

Масофа таърифидан фойдаланиб, дойра хамда очи^ доираларнн мос 
равишда куйидаги

{ х  е Я 2 : р  ( х ,  а )  <  г ) ,  ( 1 2 . 3 ' )  {.V  6  Я 2 : Р  ( х ,  а )  <  г }  ( 1 2 . 4 ' )

тупламлар деб ^ам караш мумкин.
а, Ь, с, й — ха^туш  сонлар ва а<СЬ, с< ^й  булсин. Куйидагя

{(%!, х2) 6 К2'- и <  х1 с <  х2 <  й), 
{(^1 , х2) в Я 2: а  <  х1 <  Ь, с <  х2 <  с1}

(12.5)
( 12.6)

5- чизма



тупламлар, мос равишда пгугри туртбурчак х>амда счщ  тугри турт- 
бурчак деб аталади. Бу (12.5) туплам 4-чизмада Оху текисликдаги 
штрихланган соха сифатида тасвирланган.

Ушбу 6 R 2 нукта (12.5) ва (12.6) тугри туртбур-

иукталаридап иборат туплам (икки улчовли) симплекс деб аталади, 
бунда h — мусбат сон. Симплекс (simplex) латинча суз булиб, у содда 
деган маънони англатади. (12.7) тупламнинг геометрик тасвири 5-чиз- 
мада ифодаланган.

Энди R 3 фазо тушунчаси билан танишамиз. R 3 фазо хам юкорнда- 
ги R 2 фазо каби таърифланади. Иккита тупламнинг Декарт купайтма- 
си каби ихтиёрий учта А, В, С тупламнинг х,ам Декарт купайтмаси 
тушунчаси киритилади. Хусусан А =  В  — С =  R  булганда

туплам Я3 туплам  деб аталади.
тупламнинг элемента (хх, х2, х 3) учлик шу туплам нуцтаси 

дейилади ва уни, одатда битта харф, масалан, х  ор^али белгиланади: 
х — {х1у х2, х 3 ) .  Бунда х 1у х2 ва х 3 сонлар х  нуцтанинг мос равишда 
биринчи , иккинчи  ва учинчи координаталари дейилади.

Агар х  == (х1т х2, х3,) ва у  =  (уи  у 2, у3) нукталар учун х, =  у г, 
х2 =  у2, х3 =  у 3 булса, у х,олда х  — у  деб аталади.

Фазода тугри бурчакли Охуг Декарт координаталар системасини 
олайлик. Ох уада х1 узгарувчининг ^ийматлари, Оу ук;да х2 узгарув- 
чининг кийматлари ва Ог увда х 3 узгарувчининг ^ийматлари жойлаш- 
ган булсин. У холда (%,, х2, х 3) 
учлик фазода координаталари х г, ’’Т И и

чакнинг маркази  деиилади. 
R 2 фазонинг ушбу

{(.Yt, х2) 6 R 2: х г > 0 ;  х2 >  0, хг - f  | 2 <  h} (12.7)

A x B X C = R x R x R =  {(хъ х2, х3): х1 6 R, х2 £ R, х3 £ R}
буладп. 

Ушбу
{(Х[, х2, х3)'. х | £ R, х2 £ R, х2 £ RJ

х2 ва х3 булган М  ну^тани ифо- 
далайди (6- чизма).

R 3 тупламда ихтиёрий х  =  
=  (X], х2, х 3), у  =  (г/,, у 2, уя) нук- 
таларни олайлик. Ушбу
Р (х, У) =

микдор х ва у  нукталар ораси- 
даги масофа деб аталади. Шу 
тарзда аникланган масофа цуйи- 
даги -хосаларга эга (бунда Y  х, 
У, г 6 R SY-

1°. р (х, у ) >  О ва р (х, у) =
6- чизма

7



7- чиьма 8- чизма

2 '. р(х, у) =  р (у, х).
3°. р(х, 2 ) < р ( х \  у) +  р{у, z).

Бу хоссаларнинг исботи 2- пунктда (умумий холда) келтирилади.
Юкорида келтирилган R 3 туплам R 3 фазо (уч улчовли Е вклид фа- 

зоси) деб аталади.
Энди R 3 фазонинг му^им тупламларини келгирамиз.
R 3 фазонинг а =  (aL, а2, а3) ну^тасини з^амда мусбат г сонни олай- 

лик. Куйидаги

{(.*!, х2, х3) 6 R 3: (xL —  а х)2 +  (х2 — о2)2 +  (хя — а3)2 <  г-}, (12.8) 
{(хх, х2, х3) 6 R 3: (хх — CLyf 4- (х, —  а2)2 +  (х3 —  a3f  <  г2} (12.9)

тупламлар мое равишда шар ^амда очиц шар деб аталади. Бунда а нук- 
та шар маркази, г эса шар радиуси дейилади. Ушбу

{(xlf х 2, х3) 6 R 3: (х1 — aL)2 +  (х2 —  а2)2 +  (х3 — a3f  =  г2}

туплам сфера дейилади. Бу сфера (12.8), (12.9) шарларнинг чегараси 
булади а ну^та сфера маркази ва г эса сфера радиуси дейилади.

Юкррида келтирилган (12.8) тупламнинг геомегрик тасвнри 7-чиз- 
мада ифодаланган.

Демак, (12.8) тупламда (шарда) шар чегараси шу тупламга тегиш- 
ли булади, (12.9) тупламда эса (очик; шарда) шар чегараси (12.9) туп ­
ламга тегишли булмайдп.

R 3 фазодаги масофа тушунчасидан фойдаланиб, шар ва очик; шар- 
ларни мос равишда ушбу

{х e R 3:p  (х, а) <  г}, (12.8') {х 6 R 3 : р (х, а ) <  г} (12.9') 

тупламлар сифатида ^ам ани^лаш мумкин.
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Ушбу
{(Л',т х2, х3) в Я3 : а <  хх <  Ь, х2 <й?,
/ <  х3 <  5},
{(хъ х2, х3) € Я3 : а < х ±< Ь, с <  х2 < й ,
/ <  х3 <  в}
тупламлар (бунда а, Ь, с, (1, I, э — ^а- 
к.иций сонлар) мос равишда паралле­
лепипед хамда очщ параллелепипед 
деб аталади. Юцорида келтирилган 
параллелепипед 8-чизмада тасвирлан- 
ган. ^

Ушбу
{С̂ 1 > х2г х 3) £ /\ • х± ^  0, Хз^О, х3 > 0 , 
хх +  х2 Ч~ х3 <  Н)
туплам (уч улчовли) симплекс дейилади, бунда к  >  0 — узгармас сон. 
Бу туплам 9-чизмада тасвирланган.

2. Я”1 ф а з  о. т  та А г. А 2, . . . , А т тупламларнинг Декарт ку- 
пайтмаси иккита А ва В  тупламларнинг Декарт купайтмасига ухшаш 
таърифланадн. Агар А 1 = А 2 =  . . .  =  А т =  булса, у хрлда

. . .  х Л т  =  Я х Я х  . . . X Д =  {(*!, х2, . . . , х,„) :х, б Я, 
х2 б Я, . . . , хт  6 Я}

булади. Ушбу
{ 1  > х2, . . . , Х т ) . Х 3 £ Я, х2 £ Я, . . . , хт б Я}

туплам Я т туплам  деб аталади. Я т тупламнинг элемента (х1, х2, . . . , 
хт) шу туплам нуцтаси дейилади ва у одатда битта ^арф' билан бел- 
гиланади: х =  (х1, х2, . , хт). Бунда хъ х2, . , х т сонлар х  
ну^танинг мос равишда биринчи, жкинчи, . . . , т- координаталари 
дейилади.

Агар х =  (х1Ух2, . . . , хт) еР>т, у  =  (уи  у 2, . . . , у т) б Ят нукта- 
лар учун хх =  у и х2 = у 2 . . . , х т =  у т булса, у холда х  =  у  деб ата­
лади.

Кт тупламда ихтиёрий х  =  (хи  х 2, . . .  , х т), у  =  [уъ у 2, . . . , у т) 
нукталарни олайлик.

Ушбу

Р {х. У) =  V (У 1 —  х%)2 +  {у2 — х2)'2 +  . . .  + ( у т — хт)2 =

=  1/  2 ^ - ^ *  (12Л°)
1 = 1

миадор х  ва у  ну^талар орасидаги масофа деб аталади. Бундай ани^- 
ланган масофа куйидаги хоссаларга эга (бунда V  х, у, г б Я т)\

1°. р (х, у) >  0 ва р (х, у) — 0 -ф==> х =  у.
2°. р (х, у) = р  (г/, х).
3°. р (х, г) < р  (х, г/) +  р {у, г).

9
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Бу хоссаларни исботлайлик. (12.10) муносабатдан р (х, у) мшуюр- 
нинг ^ар доим манфий эмаслкгини курамнз. Агар р (х , у) =  0 булса,
■унда //, •
=  у 2, . . . , х т =  у т, яъни х — у  булади. Аксинча х =  у, яъни хх=.уг, 
х2 =  г/2, . . ■ , хт =  у т булса, у ^олда яна (12.10) дан р (х, у) =  0 бу- 
лиши келиб чпкади. Бу эса 1°-хоссани исботлайди. (12.10) муносабат­
дан _________________________________________

Р(х, У) (Ух — Щ  +  (Уа —  -у2)2 + '•■ •■  +  {Ут — хт )2 =
=  "К ( ^ 1  — Ух)2 +  (х 2 — +  • • • + { х т — у т)2 =  р (у, х) 

булади.
Масофанинг 3°-хоссаси ушбу

/ т Г  т Г  ~т

2  ц + ^ -)2 <  у  2 а? + У  2  ^  <12-1
/= 1 1 = 1 / = 1

тенгсизликка асосланиб исботланади, а 1, а2, , ^1, 2̂» ’ * *
•ихтиёрий хак>и^ий сонлар. Аввало шу тенгсизликнинг тугрилиги- 

ни курсатайлик. Равшанки, л‘ с К учун

У  ( а 4 # Д .)2$ 0 .
г=1

Бундан х га нисбатан квадрат учхаднинг манфий эмаслиги

4 1  =  1 Ш
<ч ь 1 * + 2  ^  >  0

у /=1
келиб чикади. Демак, бу квадрат уч^ад иккита турли хаки^ий илдиз- 
га эга булмайди. Бинобарин, унинг дискриминанта

т т  Г  т  "12

— У  о?
{=1 г=1 

булиши керак. Бундан эса

« ¿ 2 ^ +  1 а1 ъ1
.(•=1

< 0

2 а' Ь1 ^  
¿=1

булиб,
/ т * т

2 “И / У , щ
(=1 г-1

2 « + 2 « + а 2 * » | <
1=1 г=1 г-1

т
У  а?^  г
г=1

/ т  "12 Г  т Г  т

2  4  + 2 ] /  2  “ ? - у  2 - 4
(=1 _ г=1 г = 1

булади. Кейинги тенгсизликдан эса



пул.... . келиб чщади.. Одатда (12.11) тенгсизлик Коши — Буняковский
тенгсизлиги деб аталади.

Ихтиёрий х =  (х,, х2, . . . , хт) С Я !п, у  == у2, • • ■ . Ут€ Я т, 
(г,, г2, . . . , гт) ^ к т нукталарни олиб, улар орасидаги масофани 

(12.10) формуладаи фойдаланиб топамиз:

/ т

2  ^ ¡ ~ х^  >

1=1 
/ ~ т

р = V 2
г=1

Энди Коши — Буняковский тенгсизлиги (12.11) да
а{ =  у 1~ х 1, Ъ1 =  г1 —  у1 {I =  1, 2, 3, . . . , т) 

деб олсак, унда
Щ +  ^  =  г1 — х2- (¿' =  1, 2, 3, . . . , т)

булиб,

булади. Юкрридаги (12.12) муносабатларни эътиборга олиб, топамиз:
р (х, 2 ) <  р (х, у ) + р  (у, г).

Бу эса 3°-хоссани исботлайди. Одатда 3°-хосса билан ифодаланадиган 
тенгсизлик учбурчак тенгсизлиги (учбурчак бир томонининг узунлиги 
долган икки томон узунликлари йигиндисидан катта эмаслигини эъти­
борга олиб) деб юритилади*.

Ят туплам Я т фазо (т улчовли Евклид фазоси) деб аталади. Энди 
Ят фазонинг баъзи бир му^-да тупламларини келтирамиз.

Бирор а =  (а1; а.2, . . . , ат) £ Я т ну^та ва г >  0 сонни олайлик. 
Куйидаги

{х =  (х1; х2, . . . .  хт) £ Я т : (хг — ах)2; +  (х2 — а2)2 +  . . . +
+  (х,п - 0 2 < г 2}, (12.13) 

{х =  (х( , х2) . . . , хт) £ я т : (А-, — «,)■’ +  (х2 — а2)2
+  (хт - а ш)2 < г 2}, (12.14)

яъни
{х £ : р (х, а) <  г}, (12.13')
|х  £ Я т :р  (х, а) <  г} (12.14')

фазонинг ихтиёрий иккита х, у  (х £  А!"', у £  /?т ) ну^талари учун 1 — 3°- 
шартл'арни ^аноатлантирувчи функцияларни куплаб топиш мумкин, яъни х, у  ну^- 
талар орасида «маоофа» тушунчасини турлича киритиш мумкин (бу ^ацда 1 4 -боб, 
1- § га каранг).

I I

’ (у * г) =  ] /



тупламлар мос равишда шар хамда очщ  шар деб аталади. Бунда а 
ну^та шар маркази, г эса шар радиусы дейилади.

Ушбу
{х =  (хх, х2 . . . , х т) £ Ят : (х, — ах)2 +  (х2 — а2)2 +

+  (хт —  ап )2 =  г2},
яъни

{х  б / Г : Р (х, а) =  г}
туплам сфера деб аталади. Бу сфера (12.13) ва (12.14) тупламларнинг 
чэгараси булади.

Ушбу

{X (Хх, ^2, . . . , Хт ) ^  Я  • Х̂  ^  ^  -̂ 2 Ь2, . 0 . ,

{х (хх, Х2> • • ■ > Х/л) 6 Я • (Х-\ А'| Ь1г а2 Х2> &2, . . . ,
-̂т <\  А-т <  &„,}

тупламлар (бунда а 1( а2, • - . , а,„; V  Ь2, . . . , Ьт — ха^икий сонлар) 
мос равишда параллелепипед хамда очиц параллелепипед деб аталади. 

Ушбу
{х — (х15 х2 , . . . , л",,,) б Я /7г ■ X] 0, х2 ^  0 , . . . , хт >  О, “Ь Ло “Ь

+  • • • +  <  /г} 

туплам (т-улчовли) симплекс деб аталади, бунда /г — мусбат сон.
Ю^орида келтнрилган тупламлар тез-тез ишлатилиб турилади. 

Улар ёрдамида музум тушунчалар, жумладан атроф тушунчаси таъриф- 
ланади.

3. Я'11 ф а з о д а  о ч и к, ва  ёпик ,  т у п л а м л а р .  Бирор х° =  (х^, 
х°, . . . , х;°п) ну^та хамда е > 0  сонни олайлик.

1 2 . 2 - т а ъ р и ф .  Маркази х° ну^тада, радиуси е га тенг булган 
очи^ шар х° нуктанинг сферик атрофи (в- атрофи) дейилади ва 0 е (х°) 
каби белгиланади:

Ь \ (х°) =  (х б Ят : Р  (х, Х°) <  €}• (12.15)

Нуктанинг боцщача атрофи тушунчасинн ^ам киритиш мумкин.
1 2 . 3 - т а ъ р и ф .  Ушбу

{х =  (хр х2, . . . , хт) 6 Я т : х° — 61 <  х1 <  х° +  б1 +  . . . ,

Хт ^ т < Хт <  Х°т +  ^п) 1 (12-16)

очик  ̂ параллелепипед х° нуктанинг параллелепипедиал атрофи деб 
аталади ва (УЛ) _ ^  ^ (х°) каби белгиланади.

Хусусан бх =  б2 =  . . .  — Ьт =  б булса, (12.16) очик параллеле­
пипед кубга айланади ва уни £/б (х°) каби белгиланади.

Шундай к,илиб, Я т фазода нуктанинг икки хил атрофнга таъриф 
берилди.
12



12.1-л е м м  а. х° £ нукт анинг %ар кандай ¿Уе (х°) сферик ат ­
рофи олинганда %ам хар доим х° нуктанинг шундай £ 7 ^  (а-0) 
параллелепипедиал1 атрофи мавжудки, бунда

е2,1 . . . , 8т (х°) <= и Е (%°)
булади.

Шунингдек, х° нукт анинг хар кандай и ^  ^  (х°) парал-
пслспипедиал атрофи олинганда щ м  %ар доим шу нуктанинг шундай 
I!п (х°) сферик атрофи мавжудки, бунда

..........8 т (х°)
булади.

И с б о т .  х° £ Я п нуктанинг сферик атрофи

С'е (х°) =  {х £ Я т : р (х, х°) <  е}

берилган булсин. Бундаги е > 0  сонга кура б <  ~  тенгсизликни ка-
У  т

иоаглантирувчи б >  0 сонни оламиз. Сунг х° нуктанинг ушбу

Щ  (*°) =  {х =  (хх, х2, . . . , хт) £ Я т: х° —  б <  ,г1 <  х° + ,  . . . ,

■ ^ - б < ^ < ^  +  б} 
мараллелепипеднал атрофини тузамиз.

х  £ 1 /8 (х°) булсин. Унда | х£ —  х°{ \ <  б (/ =  1, 2, 3, . . . , т) б у ­
либ,

Г  ~т Г  ~т ___

1 / 2  < 1 /  2  =
1=1 1=1

булади. Юкоридаги б <  - =  тенгсизликни эътиборга олиб топамиз:
у т

/ т
V  (Х. _ Х0)2 < 8 .

1=1

Демак, р (х, х°) <  е. Бу эса х £ ¿Уе (х°) эканини билдиради. Шундай 
^илиб,

¥  х  £ и 6 (х°) => х £ и е (х°),

яъни

щ  (х») с  г/е (г«)

булади.
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х° £ R m нуктанинг

, Ô2 - • • • 8m =  ^ Л'1’ X2’ ’ ‘ ’ Xm) € X1 “n  x \ <C
< x ?  +  0„  . . .  , x ^ - ô m< x m< ^ + Ô J  

параллелепипедиал атрофи берилган булсин. Унда 
s =  min {Ôjl, ô2, . . . , Ô J  

ни олиб х° нуктанинг сферик атрофи
Ue (х°) =  {х £ R m: р (х, х°) <  е}

ни тузамиз.
x ( z U Ë ix°) булсин. У %олда

Г  т

р (х, х°) =  у  2  (х . — X?)2 <  8 <  Ô,, (г =  1, 2, 3, . . . , т)
г=1

булади. Демак,
Г  т

W , 4 Ü Í <  1 /  2  =  *- 2, 3, . . . , m).
i=i

Бундан эса x  £ U ^   ̂ 6  ̂ (x°) б^'лиши келиб чикади. Шундай
^илиб,

v x . é . í / ( x ° ) ^ x e £/ô l i & i  . . . , ôm(x°)

яъни

.........6m(*°)

буладк. Лемма исбот булди.
R m фазода бирор G тщ лам  берилган булсин: G cr.R ”1. Агар х° f_ G 

нуктанинг шундай бирор е- атрофи Us (х°) мавжуд булсакм, бу атроф- 
нинг барча ну^талари шу G тш лам га тегишлк булса (U? (х°) er G), у 
хрлда х° нукта G тупламнинг ички нуцтаси деб аталади.

М и с о л л а р .  Î. Очш$ шар

А — -{х £ R m: р ( х ,  а ) < г }
нинг барча нукталарн унинг ички ну1<;таси булади. Буни ирботлайлик. V х° € А 
нуктани олиб, ушбу 8 — г  — р (х°, а) тенглик билан аницланадиган ô сони»и ола- 
миз. Равшанки, ô >  0 булади. Маркази х° нуктада, радиуси Ô булган

U,5 (;с°) =  {х £ R m: р (х, х°) <  6}

очш\ шар нуктанинг сферик атрофи булиб, ю^оридаги А тупламгинг кисми бу - 
лади. )^ак;ица,тан >;ам. V x  Ç ( х ° ) ^~ р \ х ,  x ° ) < ô  булиб, масофанинг 3°-хосса:и  - 
га кура

р (х,  о) sÇ р (х, х°) +  р (х°, а) <  ô +  р  (а, х°) =  г  

булади. Демак, V x  f  U§ (х°)=$-х £  А.  Б у  эса U g (х°) с :  А эканлигини билдиради. 
Бундан А очи^ шарнинг *,ар бир ну^таси ички ну^та эканлиги келиб чи ^ади .



2 . Ушбу

С =  А  и {(г, О, 0 , . . О), (О, г, О.............О), . . (О, О. О, . . О, /)}
I уиламнингг ну^талари орасида унинг ички ну^таси булмаган ну^талар бор. Магадан, 
(/', О, О, . . О) £ С нуктанинг ихтиёрий ((г, О, О, . . О)) ( е > 0 )) еферикатро-

фнпн олганимизда хам, унга тегишли булган О, О, . . ., 0  ̂ нуцта С  туп-

ламга тегишли булмайди.

12 . 4 - т аъриф.  Тупламнчнг х;ар бир ну^таси унинг ички нуктаси 
булса, бундай туплам очик туплам  деб аталади.

Масалан, очи^ шар очик, туплам булади.
Я т фазода бирор ^  туплам ва бирор х° ну^та берилган булсин:

х0е я т.
1 2 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар х° нуктанинг исталган сферик атрофи ■£/ (х°) 

да ^  тупламнинг х° дан фар^ли камида битта нуктаси топилса, х 11 ну^- 
та Р тупламнинг лимит нуктаси деб аталади.

Ушбу Я т\ \ х £ Я !П :р (0, х ) < е }  очи^ туплам оо «нукта» нинг ат­
рофи дейилади (0 =  (0, 0, . . . , 0)).

К,аралаётган х° нуктанинг узи Р га тегишли булкши ^ам, тегишли 
булмаслиги х<ам мумкин (к,уйидаги 1-мисолга ^аранг).

/*■ тупламнинг барча лимит ну^таларидан ташкил топган туплам Б 
тупламнинг хосилавий туплами дейилади ва У7' каби белгиланади.

Ушбу ^  и Р' туплам Т7 тупламнинг ёпилмаси дейилади ва, у Р ка­
би белгиланади:

Р =  Р [ ] Р '.

М и с о л л а р .  1. К,уйидаги
А =  {х £  Я т : р (х, х°) <  г}. 

очик; шарни царайлик. Бу туплам учун шу тупламнинг барча ну^талари ^амда ушбу
{х  £ Я ’п: р (х, х°) =  /•} 

сферанинг ^амма ну^талари лимит ну^та булади. Демак, А нинг ^осилавий туплами

А ’ =  { х £ { 1.т : р (х, х 0) < г } ,

Л нинг ёпилмаси А =  А  и А '  =  А '  булади.
2 . Шар

Е  =  [х  6 р (х , л:0) ^  г} 
нинг барча ну^талари шу тупламнинг лимит нукталаридир. Бунда

£ ' = £ , £ = £

булади.

1 2 . 6 - т а ъ р и ф .  /г с г Я т  тупламнинг барча лимит нукталари шу 
тупламга тегишли булса, Р ёпиц туплам  деб аталади.

Бу х;олда Р' с :  Р, Р и Р' =  Р =  Р ■
Шар

Е  =  {х £ Ят: р (х, х°) <  г} 

ёпи^ туплам булади, чунки Е =  Е.
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Бирор M c z R тупламни карай ли к. Равшанки, R'n\ M  айирма М  
тупламни R m ту'пламга тулдирувчи тÿплaм булади (каралсин 1-^исм,
1- боб, 1-§).

1 2 . 7 - т а ъ р к ф .  Агар х° (x°Ç.Rm) ну^танинг исталган UЁ (х°) атро- 
фида хам М тупламнинг, хам ЯШ\ М  тÿплaмнинг ну^талари булса, х° 
ну^та М  тупламнинг чегаравий нуцтаси. деб аталади. М  тупламнинг 
барча чегаравий ну^таларидан пборат тÿплaм М  тупламнинг чегараси 
дейилади ва уни одатда д (Ai) каби белгиланади.

Бу тушунча ёрдамида ёпи^ тупламни к,уйидагича з а̂м таърифлаш 
мумкин.

12 . 8 - таъриф.  Агар F (F c z R m) тупламнинг чегараси шу тупламга 
тегишли, яъни д {F) c F  булса, F ёп щ  туплам  деб аталади.

Ёпик; тÿплaмнинг ю^орида келтирилган 12.6-ва 12.8-таърифлари 
эквивалент таърифлардир.

Бирор М  cz R m туплам берилган булсин.
1 2 . 9 - т а ъ р и ф .  Агар R m фазода шундай шар

топилсаки, М с ; U0 булса, у холда М  чегараланган туплам  деб ата­
лади.

Маълумки, бирор Е  c R  туплам берилган булиб, шундай ÿsrapMac р 
сони топилсаки, \ / х £ Е  учун \х \  <  р, яъни Е  ту-пламнинг барча эле- 
ментлари (— р, р) интервалда жойлашса, Е  чегараланган туплам деб 
аталар эди. Юкорида келтирилган таъриф т  =  1 булганда худди шу 
таърифнинг узи булади.

R m фазодаги шар, параллелепипед, симплекслар чегараланган туп­
лам лардир.

туплам чегараланмаган ту-плам б>'лади, чунки R m да >̂ ар цандай

шар олинганда ^ам ^ар доим D■ тÿплaмдa шундай ну^та, масалаи,.. 
(аъ  0, 0, . . ., 0) нуцта (ах > г )  топиладики, бу нуцта U° тупламга 
тегишли булмайди.

Маълумки,

(а <  t <  b),
яъни {х (/), у  (t), г (/)} система (тÿплaм) R 3 фазода эгри чизицни ифо- 
далар эди, бунда х (/), у  (t), хамда г (/) - -  [а, Ь] сегментда узлуксиз ф унк- 
циялар. Хусусан, х  =  a ti - f  ¡Зх, у  — а 4  +  z =  a 3t +  р3 (— оо <  / <

U ° =  [ x £ R m :p (х, 0) <  г}, (0 =  (0, 0, . . ., 0))

Ушбу
&  =  {(Xi, х2, . . ., хт) Ç. R  : хх >  0, х2 ;> 0, . . ., хт 0}

U° =  { x £ R m :p (х, 0) <  г}

(12.17)

яъни {х (t), у  (i)} система (т^'плам) R'2 фазода,

(12.18)

<  +  оо), ot1, а 2, а 3 ф 0  (аь  ос2, а 3; (31; р2, |33— х^кикий сонлар ва а ь .
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и.„, а :, ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) булганда 
(I '.17) ва (12.18) система мос равишда Я2 ва Р:] фазоларда турри чи- 
ииупар булади. Ана шу тушунчаларга ухшаш, Ят фазода хам эгри чи- 
ч 1к. > а̂мда турри Чизнк, тушунчалари киритилади.

Фараз ^илайлик, хг (¿), х2 (¿), . . хт ({) функцияларшшг ^ар бири 
|</, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз булсин.

Ушбу

{ ( * 1  (0. (0. ■ • •. х т (/))} (а <  * <  Ь) (12.19)

система ёки ну^талар туплами Я т фазода эгри чизщ  деб аталади. 
Хусусан, X! =  а г1 +  р1( х2 =  ос2г +  Р2, . . . , хт =  а ш/ +  |3ОТ (— оо <  
< / <  +  оо, а ъ а 2, . . . , а т;' Ри (32, . . . , сонлар ва
а х, . . .  , а т ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) бул­
ганда (12.19) система Я'11 фазода тугри чизщ  дейилади. Я’п фазода их- 
тиёрий иккита х ' =  (х[ =  , . . . , х'т) ва х"= (х], х"2, . . . , х"т) пук,танк 
олайлик. Бу ну^талар ор^алн утувчи тугри чизик ^уйидаги

{(а- 1 +  / ( ^ 1  Х2 +  / (х2 х2), . . . , Хт +  / (хт Хт))}

(— оо <С  ̂<  Н- 00) (12.20)
система билан ифодаланади. Бунда £ =  0 ва t  =  1 булганда Цт фазо- 
иинг мос равишда х! ва х" нукталари хосил булиб, 0 <  ( <  1 булган­
да (12.20) система Я т фазода х' ва х '  ну^таларни бирлаштирувчи тур­
ри чизик; кесмасн булади.

Ят фазода чекли сондаги турри чизик; кесмаларини бирин-кетин 
бирлаштиришдан ташкил топган чизиь; синик чизщ  деб аталади.

М  сг Я т туплам берилган булсин.
1 2 . 10 - т аъриф.  Агар М  тупламнинг ихтиёрий икки ну^тасини бир­

лаштирувчи шундай. сини^ чизи^ топилсаки, у М  тупламга тегишли 
булса, М  богламли туплам  деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Я т фазодаги параллелепипед, шар, симплекслар богламли туп- 
ламлар булади.

2. /?”* фазонинг иккита х ' ва х"  ну^таларидан ташкил топган { х ' , х " }  туплам 
( {х ' , х " }  с :  Я т) борламли туплам булмайди, чунки бу ну^таларни бирлаштирувчи 
сини^ чизи^ {х ',  х " }  тупламга тегишли эмас.'

12.11-т а ъ р и ф .  Агар М  туплам очик ^амда борламли туплам 
булса, у со%а деб аталади.

9 т фазодаги очи^ параллелепипед, очик шар, очик симплекслар Я т 
фазодаги сохалар булади.

2-§. Ят фазода кетма-кетлик ва унинг лимитн

Натурал сонлар туплами N  ва Я т фазо берилган булиб, /  хар бир 
п (п 6 А/) га  Я т фазонинг бирор муайян х(п)=  (лс{п), х<2 ), . . ., х(т) £ Я т 
ну^тасини мос 1-^уювчи акслантириш булсин:

ёки п -+ х (пГ= (Л п), х (2п), . . х%).
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Бу акслантиришни цуйндагича тасвирлаш мумкин:
/„ф  JD (X i , х 2 ,

■ x(n)=  (x 'f, X*2 •

. . , Лт), 
xí2)). . , Am ) у

(3k
• . ,  Хт  )  ,

(гс)\
• • » Хт ) •

f : N - + R m акслантиришнннг тасвирлари (образлари) дан тузилган

Х(1), . Л Л  . . . .  Х(п), . . . (12.21)

туплам кетма-кетлик деб аталади ва у {х(,1)} каби белгиланади. Х,ар 
бир х(п) (« =  1 , 2 , . . . )  ни кетма-кетликнинг \ади  дейилади. Демак, 
(12.21) кетма- кетлик з^адлари R'n фазо ну^талариДан иборат.

Шуни таъкидлаш керакки, {х(/г>} кетма-кетликнинг мое координата- 
ларидан тузилган { х ^ } , {х{г \ ,  ■ ■ ■ , {х(т} лар сонли кетма-кетлик - 
лар булиб, {х(,!)} кетма- кетликни шу т  та кетма- кетликнинг (маълум 
тартибдаги) биргаликда каралиши деб зугсоблаш мумкин.

Кетма-кетликларга мисоллар келтирайлик.

, (П) /1  1 \ ,, п  / 1 1 \ / 1 1
1 . x  —  —  —  '  • п  1 '  1 '  1[Ь ^  »• (?• 7> (т 3 

- ( I .  0 ) :(1 , 0), ( i  0), ( | ,  0),

3. х(п)=  ^0, I ) : ( 0 ,  1), (о, j J ,  (о,

2. х(п)

3

4. х(п> — ((— 1)п+\  (— l)n+1) : (1, 1), ( - 1 ,  -  1), (1, 1). • • •

5. x(n)=  (1, ri) : (1, 1), (1, 2), (1, 3), . . .
Бу келтирилган кетма- кетликлар R 2 фазо ну^таларидан ташкил 

топган кетма-кетликлардир.
1. К е т  м a-к  е т  л и к н и н г л и м и т и .  Энди (12.21) кетма-кетлик­

нинг лимити тушунчасини киритамиз. R m фазода кетма-кетликнинг 
л и м и т  тушунчаси ха^и^ий сонлар кетма- кетлигининг лимити тушун- 
часига ухшаш киритилади.

R m фазода бирор

x(i), х(2), . . . , х(п), . . . (12.21)
кетма-кетлик з^амда а =  (%, аа, . . . , ®ш) GR m ну^та берилган бул- 
ст .

12.12-т а ъ р и ф .  Агар V s > 0  олинганда хам, шунДай n0£ N  то- 
пилеаки, барча п >  п0 учун

р (х (,,), а ) < е  (12.22)
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1 1 1 ц'сизлик бажарилса, а нуцта {x fr>l} кетма-кетликниг лиЖшпи деб ara 
.чади па

í¡m x(n) — а ёки оо да х{п)- ^ а
У1—> ОО

каби белгиланади.
1-§ да келтирилган а нуктанинг е-атрофи таърифини эътиборга 

олиб, {¿п)} кетма-кетликнинг лимитини куйидагича ^ам таърифласа 
булади.

12.13- т а ъ р и ф .  Агар а нуктанинг ихтиёрий V ъ (а) атрофи олпи 
ганда хам, {х(/г)} кетма-кетликнинг бирор х,адидан бошлаб, кейилгн 
барча ^адлари шу атрофга тегишли бÿлca, а {х(п)} кетма-кетликнинг 
лимиты деб аталади.

Агар (12.21) кетма- кетлик лимитга эга бÿлca, у яцинлашувчи кет 
ма-кетлик деб аталади.

Лимит таърйфидаги шартни цаноатлантирувчи а мавжуд булмаса, 
кетма-кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма-кетликнинг учи 

эса узоцлашувчи деб аталади.
Illy ига эътибор бериш керакки, кетма-кетликнинг лимити таъри())п 

д а т  е ихтиёрий мусбат сон булиб, изланаётган п0 (n0^ N )  эса шу е га 
(ва, табиийки, ^аралаётган , кетма-кетликка) ббрлик; равишда топилади.

М и с о л л а р .  1. R m фазода ушбу { х (п) . . ., — )  кетма-кетлик-
I. п п п )

пинг лимити а =  (0 . О, . . . , 0) булиши курсатилсин. V е > 0  сонни олайлик. Шу

V  т
+  1 ни топамиз. Натижада барча п >  п0 учуне га кура п0 -

е

Р \ х (п\  ú ) i р ( ( ^ - А  ■ • • . Т  |. (О, О,

<  е булади. Демак, таърифга кура,

i  1 1

п\\ — -______
V  т . у т{))) —

11 <1 --
По У  т

е +1

: (О, 0, . . . , 0) =  а
Л-->оО > СО \ tl tl îl

булади.
' 2. Куйидаги {х(,,)} =  { ( ( -  1)'1+ \  ( - 1 ) п+1)};

( 1, 1), ( - 1 , - 1 ) ,  (1, 1), ( - 1 ,  -  1), . . .
кетма- кетликнинг лимити мавжуд эмаслигн курсатилсин. Тескарисини фараз ^илай 
лик, яъни берилган кетма-кетлик лимитга эга ва у а —  (a¡, а2) га генг булсин. Ли 
мит таърифига кура V е > 0 , жумладан е =  1 учун шундай п0 6 N  топиладики, бар­
ча п >  па учун

р ((1, 1), (а1; а2) ) < е ,  р ( ( — 1, — 1), (ах, а2)) <  s
булади. Бу эса ушбу

2 / Г =  р ( ( -  1, -  1), (1, 1)) <  р . ( ( -  1 , - 1 ) .  {ах а2)) +

р О а ,  а и), (1, 1 ) ) <  е +  s == 2 е  == 2

зиддиятга олиб келади. Бунга сабаб ^аралаётган кетма- кетликнинг лимитга эга дс 
йилишидир. Демак, берилган кетма- кетлик лимитга эга эмас.
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R m фазода {x 'l)=  {(x(f ,  x0?, . . . , %m)} кетма-кетлик берилган бу- 
либ, у а =  (аи  а2, . . .  , ат) лимитга эга булсин. У 5^олда лимит 
таърифига кура, V e > 0  берилганда з^ам, {х (п)} кетма-кетликнинг би- 
рор п0- х адидан бошлаб кейинги барча ^адлари а ну^танинг

UE (а) =  {х £ R m : р (х, а) <  е}

сферик атрофига тегишли булади. Б у  сфгрик атроф ушбу бобнинг 1-§ 
даги 12.1-леммага мувофш^ шу а нуктанинг ¿7е (а) параллелепипедиал 
атрофининг ^исми булади:

Us (а) с= Üs (а).

Демак, {х(п)} кетма-кетликнинг уша я 0-^адидан бошлаб, кейинги барча 
^адлари а нуктанинг О& (а) атрофида ётади, яъни барча п  >  п0 учун

xw  6 UE (а) =  {(хх, х2, . . . , x j  £ R m : ау — е <  хх <  ах +

8 , . • . , * 8 Xm Clm ~j~ 8}

булади. Бундан эса, барча п >  п„ учун

а х — 8 <  х<"> <  ßj +  е, 

а 2 —  е < х (") < а 2 +  е ,

а, „ —  в < х ^ < а т  +  е

булиши келиб чи^ади. Демак, V e > 0  олинганда з^ам, шундай ti0£ N  
топиладики, барча п  >  п0 учун

l ^ 'f  — ß i K e ,  а2 1 < е ,  . . . , |х£> — ßml < 6

булади. Бу эса
Jim х(f  =  а р
ft—►ос

lim х(2п) — av
П - t -  оо

lim .€;> = .a m
Д—>oo

эканлигини бнлдиради.
Шундай 1̂ илиб, фазода { г п)} =  {{х[п\  Хп\ . . х (т )} кетма-кет­

ликнинг лимита а =  (aL, а2, . . .  , ат) булеа, у зфлда бу кетма-кет­
ликнинг координаталаридан ташкил топган сонлар кетма- кетликлари 
{xf} , {4»>}, {*<£>)} хам лимитга эга булиб, улар мое равишда а
нуктанинг а х, а2, , ат  координаталарига тенг.
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•иди R'n фазода кетма- кетликнинг координаталаридан ташкил топ- 
1,111 (4")}> {Х2П)} ’ ■ ■ ■ > i x<m }  сонлаР кетма-кетликлари лимитга эга 
пу.ппб, уларнинг лимитлари мос равишда а =  {аъ а2, . . .  , am) £ R m 
п \ i.i.i координаталари а1( а2, . . .  , ат ларга тенг булсин:

lim x[n> =  av
П—> оо

lim х(2п) =  а2,

l im  =  а ш- 
П—*оо

Лимит таърифига асосан, V e > 0  олинганда ^ам, — ~  гакурашун-
У  т

цай € N  топиладики, барча п >  учун

I х [п) —  а х \ <  - р ,  
у  т

шундай n W £ N  топиладики, барча n > « [ ,2) учун

\ х р - а 2 \ <
у  т

на хоказо, шундай n (Qm> £ w  топиладики, барча п  >  л(0ш) учун

I х ^ - а  | <1 т т. ^

булади. Агар л 0 =  т а х  {п ^ \ п ^ \  . . . , я (0т >} деб олсак, унда барча 
п >  «0 учун бир йула

1 ^ - f l f K - p r  (/ =  1 , 2 , . . . ,  т )
| /  т

тенгсизликлар бажарилади. У холда

/  т /  т.

у  2 (4n)-fli)a<'i/ 2 /  е \  2
=  6

р (л<'г°, а) <  е
булиб, ундан



П т  х {п) =  а
п-*  со

эканини билдиради.
Демак, {х(п]} =  {(х[п), х(2п), . . . , х(т)} кетма- кет лик координатала- 

ридан ташкил топган {х[п)}, {х[п)} ,  . . . , { х ^ }  сонлар кетма- кетлик- 
ларининг лимитлари мос равишда а — (аъ а2, . . . , ат) ну^та коорди- 
наталари а,, а2, . . . , ат ларга тенг булса, {х(Г!)} кетма-кетликнинг 
лимити юкоридаги таъриф маъносида шу а нукта булади:

булиши келиб чикади. Бу эса

П т  =  а1, ]
п~*0о
П т х^  =  а2. |
Т1—>оо

П т  *£> =  а!П
"—►со

П т х{п) — а.

Юкоридаги (12.23) ва (12.24) муносабатлардан

П т  х[п) == а 1,

П т  х(п) =  а ■
П-* со

П т х (0'г) =  а„

1 ¡т  х {У  =  а„

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб ^уйидаги теоремага келамиз:
1 2 . 1 - т е о р е м а .  Я т фазода {х(п)} =  {(х[п), х ^ \  . . 

кетликнинг а =  (а1, а2, . . .  , ат) £ Ят га интилиши

д('!>.

учун п - у  оо да бир йула
у а {п -у- оо да)

д:(1") - > а 1, 

х{п)->  а2,

(12.24)

Хт)} кетма-

л'(л) -у- агп т

булиши зарур ва етарли.
Юкоридаги 2-мисолда каралган {((— 1)п+1, (— 1),!+1)} кетма-кетлик- 

нинг лимити мавжуд эмаслиги ушбу теоремадан дарров келиб чикади.
Бу теорема Я т фазода кетма-кетликнинг лимитини урганишни соп­

ли кетма-кетликларнинг лимитини урганишга келтирилишнни ифода- 
лайди. Маълумки, «Математик анализ» курсининг 1- кием, 3- бобида 
сонлар кетма-кет лиги на унинг лимити батафсил урганилган. Шуни
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»1.1 М1 )«>рга олиб, биз ^уйида Я т фазода кетма-кетликлар лимитлари 
пI .фпясининг баёнида асосий фактларнигина келтириш, уларнинг ай- 
римл.чрнпигина исботлаш билан чегараланамиз.

К Цорида исбот этилган теорема ^амда я^инлашувчи сонлар кетма- 
|.г|, пн ининг хоссаларидан Ят фазода я^инлашувчи кетма- кетликнинг 
| \ ппдаги хоссалари келиб чи^ади.

А'"' фазода {х(п)} кетма- кетлик берилган булсин.
I . Агар {х<п)} кетма-кетлик я^инлашувчи булса, унинг лимита 

чгонадир.
Койинги хоссани келтиришдан аввал, {х(п)| кетма-кетликнинг чега- 

рлл.чнганлиги тушунчаси билан танишамиз.
Агар {я(п)} кетма-кетликнинг барча ^адларидан тузилган туп'лам че-

1 . 1| 1.1.ланган булса, {х{п)} кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик деб 
¡палади.

Цт фазода {х(л)} =  {(х[п), х (0п\  . . . , х $ ))  кетма-кетлик чегаралан-
1 .И1 булсин. Таърифга кура (12.9-таъриф) шундай шар и° — { х £ Я т : 
:р (.V, 0) <  >} топиладики, V n £ N  учун .г('!) ££/° булади. Демак,

р (х(п), 0) <  г.
Кспинги тенгсизликдан эса

| ^ | < г ,  \ х р \ < г’ • • • - 1 Хт I <  Г
булиши келиб чи^ади.

Шундай килиб, {х(л)} =  {(х[п , . , . , Хт)} кетма-кетлик чегаралан- 
гап булса, бу кетма-кетликнинг координат аларидан иборат {х ^ } ,  
( 4 П)1, • • • , {^"))} кетма-кетликларнинг хар бири з а̂м чегараланган 
оулар экан.

Энди {х<п)} =  \{х[п), Х2П), ■ ■ • , х{т)} кетма- кетликнинг координата- 
ларидан иборат {л'(1л)}, (4 П))!> • • • > \ хт ) кетма-кетликларнинг х.ар 
бири чегараланган булсин. Сонлар кетма- кетлигининг чегараланган лиги 
таърифига кура (1-^исм, З-боб, 2-§) шундай Си  С2, . . . , Ст узгар- 
мас сонлар топиладики, V  я  учун

К ’К С р

¡ 4 " > |< С 2,

булади. Агар С =  т а х  {Сх, С2, , Ст} деб олсак. \х {р \ < С  (к — 
=  1, 2, 3, . . .  , т) булиб, ундан у « £ Л Г  учун

р {х<п), 0) <  С У т

булишини топамиз. Бу эса {х(п)} кетма- кетликнинг чегараланганлигини 
билдиради.
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Шундай кдлиб, {х{п)} =  { (х ^ \ х (2п>, . . . , х ^ ) }  кетма- кетликнинг ко- 
ординаталаридан иборат {х(̂ \ ,  {х ^ } , . . .  , \ х ^ \  кетма-кетликларнинг 
хар бирннинг чегаряланганлигидан {х(п)} кетма-кетликнинг чегаралан- 
ганлиги келиб чикар экан.

Натижада куйидаги теоремага келамиз.
12.2-т е о р е м а .  Ят фазода {д:<п)} =  ((х[п), х ^ \  . . . , х {̂ ) \  кетма- 

кетликнииг чегараланган булиши учун бу кетма- кетлик координата- 
ларидан иборат {х\пу\, [ х ^ \ ,  . . .  , \х (̂ \  сонлар кетма-кетликлари- 
нинг хсар бирининг чегараланган булиши зарур ва егпарли.

Масалан, Я2 фазода ( ^ ~  > (д =  1, 2, . . .) кетма-кетлик чега­

раланган булади, чунки бу кетма- кетлик координаталаридан иборат 
кетма- кетликларнинг ^ар бири чегаралангандир. Я2 фазода {(/г, п)\ 
(га=  1, 2, . . .) кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлик.

Юкорида келтирилган (1, 1), (— 1, — 1), (1, 1), (— 1, — 1), . . . 
кетма- кетлик з а̂м чегараланган кетма- кетлик булади. Бу мисолдан 
куринадиКи, чегараланган кетма-кетликлар лимитга эга булиши хам, 
лимитга эга булмаслиги хам мумкин экан. .

2°. Агар {х(п>} кетма-кетлик якинлашувчи булса, у чегараланган 
булади.

Якинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амалларни урганиш- 
дан аввал Ят фазо элементлари устида бажариладнган амалларни кел- 
тирамнз.

Я'п фазонинг иккита а — {ах, а2, , ат), Ь =  {Ьи Ь2, . . .  , Ьт) 
ну^тасини олайлик.

# п фазонинг (ах +  Ьъ а2 +  Ь2, . . . , ат +  Ьт) нуктаси а ва Ь ну^- 
талар йириндиси деб аталади ва а +  Ь каби белгиланади: а +  Ь — {аг +  
+  а , +  Ь1У . . . , ат +  Ьт).

Ят фазонинг (а а х, а а 2, . . .  , а  ат) (а — ^акикий сон) нуктаси а  
^а^икий. сон билан а £ Я 'п нукта купайтмаси деб аталади ва а  а каби 
белгиланади: а  а — (а а ъ а а 2, . . .  , а  ат). Я"‘ фазонинг а ва Ь нуцта- 
лари орасидаги айирма а  +  (— 1 )-Ь куринишда аникланади ва а — Ь 
каби белгиланади: а — Ь — (ах — Ьи а2 — Ь.2, . . .  , ат — Ьт). Шундай 
к,илиб, Я'п фазо нукталари устида ^ушиш> айириш ва Я"1 фазо нукта- 
сини ^аки^ий сонга купайтириш амаллари киритилди.

Ят фазода иккита {х{п}) =  {(х(" \ х[п), . . . , х(̂ ) } ,  {у-п)) =  ((г/{п), 
у ^ \  . . . , у {̂ ) }  кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу

{(л-Г +У[П\  +  У ?, ■ • ■ , х™ +  ¿ О )  (« =  1 , 2 , 3 , . . . )  
кетма-кетлик [х(п)] ва {г/га)} кетма-кетликлар йигиндиси деб аталади 
ва {¿п)-\-у (п)} каби белгиланади. {х<п)} ва {г/<л)} кет ма-кет ликлар  
айирмаси эса куйидаги

КхГ’ - С  - С ( » =  Ь 2 - 3- • • •)
кетма-кетлик сифатида аникланади ва {х(п>— у(п)} каби белгиланади. 
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А’"' фазодаги {(а х 1" \  а х ^ \  ■ . . , осх^)} кетма-кетлик а  сон билан
I1'"; кетма-кетлик купайгпмаси деб аталади ва {ах('!)} каби белги- 
ШМаДН. '

.Т. Агар {х(п)} кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити 
I/(</(:Я"') булса, у долда ( а / * )  ( а Я) кетма-кетлик дам якинлашувчи 
пулиб, бу кетма-кетликнинг лимити а  а  га тенг булади:

П т  а х м  =  а  а  =  а - П т х <п>.
П—>00 «~>оо

4”. Агар {х(л)} дамда {г/(п)} кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, 
улариинг лимити мое равишда а ва Ь булса, у холда {х(п> ±  у ^ }  кет­
ма-кетлик хам якинлашувчи булиб, бу кетма-кетликнинг лимити а ± Ь  
I а тенг булади:

П т  (х<п) ±  у (п]) =  а ±  Ь — П т  х<л) ±  П т  у(п).
" - > 0 0  • >со

5°. Агар а ну^та М  (М с ; # п) тупламнинг лимит ну^таси булса, 
у хрлда М  туплам нудталаридан а га интилувчи {х{п)\ кетма-кетлик 
(х{п)£ М , п  =  1, 2, . . .) ажратиш мумкин.

Маълумки, а нукта М  тупламнинг лимит нуктаси булса, а нинг 
чар бир 0 £(а) атрофида ( ^ е > 0 )  М  тупламнинг чексиз куп ну^тала- 
ри булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма- кетлиги гп =  — ни олиб, а 

пу^танинг
и  , (а) =  |х  £ Я т : р (х, а) <

~7Г

атрофини тузамиз. Бу а нукта М  тупламнинг лимит нуктаси булгани 
учун а ну^танинг и 1(а) атрофида М  тупламнинг а дан фар^ли нук;- 
талари булади. Уларнинг бирини х(1) деб оламиз. Энди а ну^танинг 
и  х (а) атрофини ^арайлик. Бу атрофда дам М  тупламнинг а дан фард-

~2~ ■
ли нудталари булади. Улардан х(1) га тенг булмаган бирини олиб, уни 
х(2) дейлик. Бу жараённи давом эттириб, я-дадамда а нудтанинг 
I /  у (а) атрофи олинса, бу атрофда дам М  тупламнинг а дан фардли

П

иудталари булади. Улардан х(1), х(2), . . . , х(п~ 1) нудталарнинг дар би- 
рига тенг булмаганйни олиб, уни х(п) билан белгилаймиз. Яна бу ж а­
раённи давом эттираверамиз. Натижада М  туплам нудталаридан {х(п)}:

у<1) у (2) мЛ , Л  , . • • у л  , . . .

ажралади. Бу кетма-кетлик учун

р(х(,1), а) <  —  (я =  1 , 2 , . . . )
П

булгани сабабли, п - > о о  да х(п)-+-а булиши келиб чидади.
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2. К о ш и  т е о р е м а  с и ( я к и н л а ш и ш  п р и н ц и п  и). Аввал ай- 
тиб утганимиздек, кетма-кетликнинг ь;ачон лимитга эга булишини ани^- 
лаш лимитлар назариясининг мух,им масалаларидан бири.

.<«)!Ю^орида келтирилган 12.1-теорема, /?' фазода {х' '\ кетма-кет­
ликнинг якинлашувчи булиши бу кетма- кетлик хадлари координатала- 
ридан ташкил топган еонли кетма- кетликларнинг якинлашувчи булиши 
оркали ифодаланишини курсатади.

Аввало, бу ерда хам фундаментал кетма-кетлик тушунчаси билан 
танишамиз.

Ят фазода \х'п)\ кетма-кетлик берилган булсин.
12.14-т а ъ р и ф .  Агар У е > 0  олинганда хам, шундай п0£ К  топил- 

саки, барча п >  п0, р ^ > п 0 лар учун

р (х(Р\  Х<П>) <  8

тенрсизлик бажарилса, {х(п>} фундаментал кетма- кетлик деб аталади.
М и с о л л а р. 1. Я2 фазода ушбу кетма' кетлик фундаментал кет-

ма- кетлик булади. Да^икатан,

1
Р ( | —  > —п п

/ 2 -

Агар V 8 >  0 сонга кура п0 натурал сонни

2 / 2 ” + 1
деб олсак, у  лолда барча п >  п0, р > п 0 лар учун

1 1
ьПо п0

/  2 <. . 2 / 2
2 / 2

булишини топамиз. Демак, берилган Кетма- кетлик фундаменталдир.
1 1 1

2. й 2 фазода куйидаги {(хп , 0)}; хп —  1 =  ~ +  ~  +  • •' * '—  кетма- кет-
А о П

лик фундаментал булмайди. Х,а^и^атан ^ам, бу кетма- кетлик учун, масалан, п > р  
да

Р {(хр , с ( х п , 0)) =  у  {хп — хр )2 

1

(-*71 )

+
Р +  2

булиб, п =  2 р булганда эса

эканлиги келиб чицади. Бу эса берилган кетма- кетликнинг фундаментал эмаслигини 
курсатади.
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Фараз 1у!лайлик, {х(п)} =  {(х\п\  х (2п), . . . , х^ )}  фундаментал кет- 
1.1 кет лик булсин. Таърифга кура, V  0 0  олинганда з^ам, шундай 

топиладики, барча я >  я 0, р  >  п0 учун

р(х(,!), х(р,) < е  
булади. Бу тенгсизликни цуйидагича

V  5 < *
? г=1

(мнб, ундан

1*Г-4П|<'
булишини топамиз. Бу эса {х(,л)}, х ^ } , . . . , {х^} кетма- кетликлар- 
минг хар бири фундаментал кетма- кетликлар (к,аралсин, 1- ^исм, 2 -боб, 
10- §) эканлигини билднради. Шундай к;илиб, Я'п фазода

{ ^ }  =  К *Г \ 4 П>. •
кетма- кетликнинг фундаментал булишидан бу кетма-кетлик координа- 
галаридан иборат {х(,л)| ,  {х^}, . . . , {х^г>| кетма-кетлйкларнинг хар 
оирининг фундаментал булиши келиб чикар экан.

Энди {х(п)} =  {(х1"’, х<п), . . . , х^)}  кетма-кетлик координаталари- 
дан иборат {х^}, {х*'0, . . . , {х '^ }  кетма-кетликларнинг хар бири фун­

даментал булсин. У^олда V  е >  0 олинганда хам, га кура шун-
■у т

(1) (2) (ш)дай п0 , п0 \  , я 0 натурал сонлар топиладики, 

барча я  >  я*1’, р  >  га(01> |х 'п) -  х'/Ч <  - ! = •  ,
у  /72

барча я  >  я (2), р >  я (02) |х<,л) — х'р,| <  —%= ,
| /  Ш

барча я  >  я ‘т), р  >  я<т) =>- |х ^  — <  —5=
‘Iх /71

булади. Агар я 0 =  т а х  {я^ , я|,2), . . . , п{"1)} деб олсак, унда барча 
и >  я 0, р  >  я 0 учун бир йула

|х['г)- х Н < - 4 =  (£ =  1, 2, . . . , т)1 1 у  т

тенгсизликлар бажарилади. Натижада

булади. Демак,
р {х(п\  х(р)) <  е

1>у эса {х(,!)} фундаментал кетма-кетлик эканини билдиради.
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Натижада куйидаги теоремага келамиз:
12.3-т е о р е м а .  Я'п фазода \х (ч)} =  {(х(1"), х(2 \  . . . , х ^ ) \  кетма- 

кетлик фундаментал булиши учун бу кетма- кетлик координатала- 
ридан иборат {х<1")}, [ х ^ ] ,  , х (̂ )  кетма-кетликларнинг %ар би- 
рининг фундаментал булиши зарур ва етарли.

Юкрридаги 12.1 ва 12.3- теоремалардан Я'п фазода {хп} кетма-кет- 
ликнинг я^инлашувчил ■ и хасида куйидаги теорема келиб чикади.

12.4-т е о р е м  а. {хп} кетма-кетлик яциилашувчи булиши учун  у  
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема Коши теоремаси ёки якинлашиш принципи  деб аталади.
3. И ч м а - и ч  ж о й л а ш г а и  ш а р л а р  п р и н ц и п и .  «Математик 

анализ» курсииинг 1-цйсми, З-боб, 8-§ да х^и ки й  сонлар туплами Я  
нинг туликушгига асосланган ичма-ич жойлашган сегментлар принципи 
^араб утилган эди. Шунга ухшаш принцип Ят фазода х1ам уринлидир 
ва ундан келгусида биз куп марта фойдаланамиз.

Марказлари а{п) =  (а\п\  а(2п), . . . , апт)£ Я !п нукталарда, радиуслари 
гп £ К + (п =  1. 2, . . .) булган ушбу

5 1 =  5 1(а(1>, гг) =  {х£ Я "‘ :р(%, а(!)) <  гг),
5 2 =  5 2 (а<2), г2) =  { х £ Я т :р(х,  а (2)) <  г2},

(а<,!)- гп) =  {х € Я'" ■ Р (х, а<п)  <  гп},

шарлар берилган булсин. Агар куйидаги
5! => 5 2 гэ . . . гэ 5„ => . . . 

муносабат уринли булса, у холда {5П} ичма-ич жойлашган шарлар 
кетма- кетлиги деб аталади.

12.5-т е о р е м а .  Ят фазода ичма-ич жойлашган шарлар кетма- 
кетлиги ¡5П} берилган булсин. Агар п -± о о  да шар радиуслари гп 
нолга интилса, яъни

И т г п =  0
п  _ >со

булса, у  уолда барча шарларга тегишли булган а { а £ Я п') нуцта мав- 
жуд ва ягонадир.

И с бот:  {5п} — Я!п фазода ичма-ич жойлашган шарлар кетма-кет­
лиги булсин. Бу шар марказлари а{п) (а{п) £ Я т, п — 1 , 2 ,  . . .)  дан {а{п)} 
кетма-кетлик тузайлик. Равшанки, а(п)£ 8 п. Агар р > я  булса, унда 

булганлигидан булади. Модомики, а(п)£ 5 л, а(р)£ 8 п
экан, унда

р (а(г1), ам ) <  2гп
булади. Теореманинг шартига кура, оо да гп -> 0  дан ва юкрри- 
даги тенгсизликдан {а(п)} — фундаментал кетма-кетлик эканлиги келиб
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М*'. 1 1 ii Коши теоремасига асосан бу кетма-кетлик лимитга эга. Биз 
у им и (»план белгилайлик:

lim а[п) =  а.
TI-+GO

Империй S n {ti =  1, 2, . . .) шарни олайлик. Бу шар кетма-
Iti I ппкшшг бирор хдцидан бошлаб кейинги барча ^адларини уз ичига 
t»tiiMи (ошиб борса, {а(п)j кетма-кетликнинг чекли сондаги а(1), а<2), . . 

, ч"' |( ^адларигина S n шарга тегишли булмаслиги мумкин). Демак, 
п у м а  S n нинг лимит ну^таси ва S n ёпик* туплам булгани учун 

,и S a (n =  1, 2, . . .) булади. Шундай ^илиб, а ну^танинг барча шар- 
'1. 11 и л тегишли эканлигини курсатдик. Энди бундай а нуцтанинг яго- 
п.пппши курсатамиз. Фараз ^илайлик, а ну^тадан фар^ли барча шар- 
|.||ча тегишли булган b ну^та х;ам бор булсин: b £ S n ( t i =  1, 2, . . .) 

/) - и. Масофа хоесасидан фойдаланиб топамиз:
р (а, & )< р (а, а{п)) +  р (а(п); Ь) <  2 • гп.

Ьундан эса «->- оо да гп->  0 булгани учун
р (а. Ь) — О,

т.ии а =  b булиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди.
4. К и с м и й  к е т м а - к е т л и к л а р .  Б о л ь ц а н о  — В е й е р ш т р -  

исс  т е о р е м а с и .  R m фазода {%(п)}:
х(1), х<2), . . .  , х<п>, . . .  (x{n)£ R m, я  — 1, 2, . . .) 

кетма-кетлик берилган булсин. Бу кетма-кетликнинг п1У п 2, . . . , n kt
- ■ («j >  п2 <  . . . <  nk <  . . .  , nk £ N ,  k  =  \,  2, . . .) номерли ^ад- 

ларидан ташкил топган ушбу
х(Я1), Xм , . . .  , (х{Пк\  . . .  , (х(п* > £ /Г )  

кетма-кетлик {х(п)| кетма- кетликнинг цисмий кетма-кетлиги деб 
лталади ва \х{Пк)} каби белгиланади. Масалан, R 1 фазода ^уйидаги

кетма- кетликлар

кетма- кетликнинг ^исмий кетма-кетликлари булади.
Равшанки, битта, кетма- кетликдан жуда куп турлича циемнй кет­

ма-кетликлар ажратиш мумкин.
12.6-т е о р е м а .  Агар {х{гг)} кетма-кетлик якинлашувчи булиб, 

унинг лимита a ( a £ R m) булса, у  холда бу кетма-кетликнинг хар 
андай кисмий {x(n*l) } кетма-кетлиги хам якинлашувчи булиб, унинг  

лимита хам а га тенг булади.
Бу теореманинг исботи кетма- кетликнинг лимитн таърйфидан бе- 

восита келиб чи^ади.
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12.1-э с  л а т м а .  Кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетлиги лимита 
мавжуд булишидан берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд були- 
ши з^ар доим келиб чи^авермайди. Масалан, ушбу

(1, 1), ( - 1 ,  - 1 ) ,  (1, 1), ( - 1 ,  - 1 ) ,  . . . ,  ( ( - 1)'!1’, ( -  1 Г И) , . . .
кетма-кетликнинг

(1, 1), (1, 1), . . . , (1, 1), . . .
( - 1 ,  - 1 ) ,  ( - 1 ,  - 1 ) ,  . .  . , ( - 1 ,  - 1 ) ,  . . .

к;исмий кетма-кетликларн лимитга эга (улар мос равишда (1, 1) 
ва (— 1, — 1) нук;таларга тенг) булган х,олда берилган {((— 1)л+1,
(— 1)п+1)} кетма- кетлик лимитга эга эмас.

Демак, \х{п)} кетма-кетлик лимитга эга булмаган ^олда унинг пие­
мий кетма-кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

12.7-т е о р е м  а ( Б о л ь ц а н о —В ей е р ш  т р а с  с т е о р е м а с и . )  ){ар 
кандай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи цисмий кетма- 
кетлик ажратиш мумкин.

И с б о т .  \х{п)} =  {(х^\ х (2п), . . . , х^)} кетма-кетлик чегараланган 
булсин. Таърифга кура шундай шар {х £ Я'п : р (х, 0) <  г\ топиладики, 
{х(,г>1 кетма-кетликнинг барча хадлари шу шарда ётади.

Агар ушбу
{ х £ Я т :р(х,  0) <  г} с :  I!Г (0) 

муносабатни эътиборга олсак, у хрлда барча п лар учун

— г <  х|.'!) <  г, (/ == 1, 2, . . . , т)

булиши топилади. Бу эса {х^}, {х^}, . . . , \х{̂ )  кетма- кетликлар- 
нинг >̂ ар бирининг чегараланганлигини билдиради.

1-к,исм, 3 -бобда келтирилган Больцано — Вейерштрасс теоремасига 
кура {х^} кетма- кетликдан якинлашувчи ^исмий кетма- кетлик {х(,л)/г̂ } 
ни ажратиш мумкин. Натижада, биринчи координатаси якинлашувчи 
булган ушбу

к 4 " Ч  Щ .............................

^исмий кетма-кетликка келамиз.
Энди }х{2 к1>] кетма-кетликни карайлик. Бу кетма-кетлик хам чега­

раланган. Яна Больцано —- Вейерштрасс теоремасига кура { х ^ }  дан 
якинлашувчи ^ксмий кетма-кетлик { х ^ }  ни ад<ратиш мумкин. Нати­
жада, биринчи ва иккинчи координаталари якинлашувчи булган

{(*?*■’ , # ...........

^исмий кетма-кетлик хреил булади.
Юк;оридаги жараенни давом эттира бориб, т цадамдан кейин, барча 

координаталари якинлашувчи булган ушбу

{(х<>> , х<п* , х(> >  )} -  { Л 1 }
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йн. пт кетма-кет ликка эга буламиз. Равшанки бу кетма-кетлик {х(п)| 
И«) I. котликнинг ^исмнй кетма-кетлиги булади. Иккинчи томондан, 
Г,* I п-оремага кура {х*"*'™ } я^инлашувчи кетма-кетлик булади. Тео- 
I к 1.1 исботланди.

3- §. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити

М,;н:тлабки тушунчалар ^аторйда (1-^исм, 1 -боб, 3-§) ихтиёрий Е  
I \ п намни Р тупламга акслантириш (Ф :Е-^-Р)  тушунчаси келтирилган 
щи ( ;унг Е  — N,  Р =  Я', Е  — Я, Р  =  Я ва Е  =  Л̂ , Р =  Ят деб ушбу

п £ Ы ,  хп £Я),
( р : Я- +Я ( ц  :х -> у , х £ Я ,  у £ Я) ,

^  :ЛЛ->~/Г ( > ! > : « .  . . , хт); п £  /V, (хи х2, . . . х т) £ Я т)

ш« мантирищларга эга булдик. Бу акслантиришлар мое равишда сон- 
I |р кетма-кетлиги, функция ^амда Я'" фазо нукталари кетма-кетлиги 

I ушунчаларига олиб келди. Сонлар кетма-кетлиги ва унинг лимити 
I I.псмнинг 3-бобида, функция ва унинг лимити 1-^исмнинг 4-бобида, 
А1"' (|>азо нукталари кетма-кетлиги ва унинг лимити эса ушбу бобнинг 

§ да батафсил баён этилди.
Энди Е  =  Я'п, Р =  Я  деб / :  Ят ->  Я акслантириш ни ^араймиз. Бу 

куп узгарувчили функция тушунчасига олиб келади.
1. Ф у н к ц и я .  Бирор М ( М с ] ? ” ) туплам берилган булсин.
12 . 15 - т аъриф. .  Агар М  тупламдаги х;ар бир х  =  (хх, х2, , . . , хт) 

ну^тага бирор коида ёки конунга кура битта хаки^ий сон у  ( у£Я)  
мос ^уйилган булса, М  тупламда куп узгарувчили (т  та узгарувчили) 
функция берилган (анщ ланган)  деб аталади ва уни

/:(%!, х2, . . . , х т)-+ 'у  ёки у  =  [(хъ  х2, . . . , хт) (12.25) 
каби белгиланади. Бунда М — функциянинг берилиили (ансщланиш) 
туплами, хъ х, . . . , х т эркли узгарувчилар— ф ункция аргументла- 
ри, у  эрксиз узгарувчи — хх, хъ  . . .  , х т узгарувчиларнинг ф унщ ияси  
дейилади.

(х1г х2, . . .  , х т) нуцта битта х билан белгиланишини эътиборга олиб, 
бундан кейин деярлик х^амма ва^т (хи х2, , хт) урнига х ни ишла- 
таверамиз. Унда юкоридаги (12.25) белгилашлар куйидагича ёзилади.

¡'.Х-+-У ёки у  =  ¡ ( х ) ( х £ Я т, у£ Я) .
Функциянинг берилиш тупламидан олинган х° £ М  нуктага мос ке- 

лувчи у0 сон у  =  Цх) функциянинг х =  х° нуктадаги хусусий кийма- 
ти деб аталади

М и с о л л а р .  1. /  — /?'” фазодаги ?̂ ар бир х  нуктага шу нуцта коордпнаталари 
квадратларининг й и р и н д и с и н и  м о с  ^уювчи коида, яъни

/: х —► х |  +  х2 +  . . ■ х~г 

булсин. Б у >^олда у  =■ х \~\-  х \ - \ - . . . +  х̂ п функция ^осил булади. Бу функция 

М  =  Я т тупламда берилган.
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2. / — ар бир лбУИ =  { x e R m -P (x,  0 ) <  1} нуктага ушбу 

Х ^ .  У  \ _  х \  —  д |  —  . . .  — х 2т 

^оида билан битта з^авдий сонни мос цуйсин. Бу ^олда ^ам куп узгарувчили

у = У 1- 4 - 4 - - - - - 4 1
функцияга эга буламиз. Равшанки, бу функция М  тупламда берилган.

/(х) функция M c z R " 1 тупламда берилган булсин. х  узгарувчи Ж 
тупламда узгарганда функциянинг мос цийматларидан иборат {/(х) 
: х £ М \  туплам функция щ ймат лари туплами (ф ункциянинг узгариих 

со^аси) деб аталади. Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида 
функциянинг цийматлари туплами [0, +  °о), иккинчисида эса [0,1] сег- 
ментдан иборатдир.

Шуни яна бир бор таъкидлаймизки, куп узгарувчили (т та узгарув­
чили) функцияларда функциянинг берилиш туплами R"1 фазодаги туп­
лам булиб бу функция ^ийматлари туплами эса ^аци^ий сонларнинг 
кием тупламидан иборатдир.

Rm+1 фазонинг (х, y ) { x £ R " \  y  =  f ( x ) £ R )  нукталаридан иборат ушбу

\(х, i m  =  l ( x , f ( x ) ) - . x £ R m, /  (х) £ R} 
туплам у  =  f (x)  ф ункция графиги деб аталади.

Масалан, т  =  2 булганда (R2 фазодэ)

У ~  X1 '^2> У ~  I ~f"" ^2 ’

У =  / 1  — х*

функциялар графиги мос^! равишда 
R 3 фазода гиперболик параболоид, 
айланма параболоид х,амда ю^ори 
ярим сфералардан иборатдир (10-чиз- 
ма). ______

М  cz ^ т ^тупламда t.tfу  =[Д(х) =
— f  (х 1 <х2, ■ , хт) функция^берил-

10-чизма
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I#.i i'Y'iiK), .Vj, x2, . . . , xm ларнинг бири T a R k{k(iN) тупламда 
I* pu .'i ui 11 функциялар бÿлcин:

■*i =  <Pi (0  =  Ф1 f t .  t 2, ■ • • » 4)>
X2 =  Ф2 (i) —  Ф2 ( 1̂ > 2̂> • • • > 4 )1

Xm =  Ф т  (0  =  Ф)П (̂ 1- • • • . <*)■ 
i ты  / (/j, i2, , tk) узгарувчи T  c z R  тупламда узгарганда улар- 
lii мое х — (хъ  х 2, . . . ,  х т) ну^та M c z R m TÿiuiaMfla булсин. Нати- 
•|ч! 1.1 // узгарувчи х = ( х г , х 2, . . . ,  х т)  узгарувчи ор^али t — (tl t  i 2, 

^иарупчиларнинг функцияси бÿлaди:
î - ^ x - ^ y

((¿1> t2, • • • > t/¡)~*~(Xi, Х2> Хт)~*'У-

у  — f ( x  (0 ) =  /  (Ф1 du и,  . • - ,  /*), фЛ^х. и , , tk, 
■ • ■ > Фт^1> t2, . . .  , tf¡).

I iv функция м у р а к к а б  ф у н к ц и я  ёки /  (х) хамда ф; (/) (¿ =  1, 2 ,  . . . , т) 
Ф и н к ц и я л а р  с у п е р п о з и ц и я с и  деб аталади.

»лементар функциялар устида куишш, айириш, купайтириш ва 6ÿ- 
М1! и амаллари х^мда функциялар суперпозицияси ёрдамида Kÿn узга- 

руичили элементар функциялар хосил килинади. Ушбу
У =  е Х' Х* - -Хт, у  =  ] п У х 1 +  х 2 +  . . . + Х т , 

у  =  sin (xv x2) +  sin (х2 -х3) +  . . . +  Sin (xm_ r xm)
Функциялар шулар жумласидандир.

/  ( x )=f ( x ltx2, . . . , x j  функция M c z R m тупламда берилган б;улсин. 
Агар бу функция кийматларн туплами

Y  { (x j , х 2, . . . , х2, . . . , Хт) £  М }
|"|\оридан (куйидан) чегараланган булса, яънн шундай ÿ3FapM ac С (уз- 
Гйрмас Р) сон топилсаки, Y  (xL, х 2, . . .  , х т) £ М  учун

f  (х  1 ,  х 2, ,  xm) ^ C ( f ( x lt х 2, . . .  ,  Хт) ^ Р ) ,  

к’нгсизлик уринли булса, f (x)  =  f ( x 1, х 2, . . . , х т) функция М  туп- 
лпмда ю ц о р и д а н  ( к у й и д а н )  ч е г а р а л а н г а н  деб аталади, акс хрлда, яъни 
\ар кандай катта мусбат 5  сон олинганда хам, М  тупламда шундай 
(.V, , хЛ , , х т) ну^та топилсаки,

f { x \ , х°2 , . . . ,  x ° J > S ( f ( x ° l , x ¡ ,  . . .  ,x°m) < - S )  
гснгсизлик уринли б^лса, f ( x ) = f ( x lt х2, . . . , x j  функция М  туп­
ламда ю ц о р и д а н  (к у й и д а н )  ч е г а р а л а н м а г а н  деб аталади.

Агар f ( x ) = f  (xj, х2, . . . , х т) функция М  тÿплaмдa х^м юкоридан,
!\ам куйидан чегараланган булса, функция шу ту'пламда ч е г а р а л а н г а н  
дейилади.

Масалан, М  =  Я2\{(0 ,0 )}  да берилган

/  (xi, х2) =  ~  —
x f + 4

3—501 О,



функция шу М  тупламда ^уйидан чегараланган, аммо юкрридан чег; 
раланмагандир: Y  =  (0, о о ).

2. Ф у н к ц и я н и н г  л и м и т и .  Ят фазода бирор М  туплам олайлии 
а нук;та (а =  {аи а2, . . .  , ат)) шу тупламнинг лимит нук;таси булси 
У  холда М  тупламнинг нукталаридан а га интилувчи турли {х(п> 
(х(п)£ М ,  х(п)Ф а ,  п =  1, 2, . . .)  кетма-кетликлар тузиш мумкин:

l im x (n) =  а.
П-*со

Энди шу М  тупламда бирор у  =  f(x) функция берилган булсш
12.16-т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М  тупламнинг ну^тал, 

ридан тузилган, а г а  интилувчи х,ар кандай {х(п>\ {х(п)Ф а, п =  1,2,  
кетма-кетлик олинганда ^ам мос \f(x(n>)} кетма-кетлик хамма гзац 
я гона b (чекли ёки чексиз) лимитга интилса, b f(x) ф ункциянинг 
нуцтадаги (ёки х~ > а даги) лимиты* деб аталади ва у

1 im /  (х) =  b ёки х ->  а да /  (х) 6
х-+а

каби белгиланади.
Функция лимитини бопщача хам таърифлаш мумкин.
1 2 . 1 7 - т а ъ р и ф .  (Коши т а ъ р и ф и )  А г а р у е > О с о н  учун шу| 

дан 6 > 0  топилсаки, ушбу 0 < р ( х ,  а) <  6 тенгсизликни ^аноатлаит 
рувчи барча х £ М  нукталарда

| М ~ Ь | < 8

тенгсизлик бажарилса, b сон f  (х) функциянинг а нщ тадаги (к Л  
даги) лимити деб аталади.

1 2 . 1 8 - т а ъ р и ф  (Коши т а ъ р и ф и ) .  Агар V e > 0  сон учун шу| 
дай б >  0 топилсаки, ушбу 0 <  р(х, а) <  6 тенгсизликни каноатл;ц 
тирувчи барча х £ М  нукталарда

\ f ( x ) l > S ( f ( x ) > e ;  f ( x ) < - e )
булса, f(x) функциянинг а нуцтадагы ( х - > а  даги) лимита  оо ( +
— оо) дейилади.

Шундай ^илиб функциянинг лимити икки хил таърифланади. lij 
таърифлар эквивалент таърифлардир. Бунинг исботи 1- ^исм, 4- Гни
3-§ да келтирилган бир узгарувчили функция лимити таърифларишш 
эквивалентлигининг исботи кабидир.

Юкоридаги П т / ( х )  =  й ёки х -» -с  да f ( x ) - * b  белгилашларни x i
х<г-а

=  (-Xj, Xg, • • • , *̂ m)» а == (^i, а%, . . . , ат) ^амда
х1-+ а 1

-а о
х2 а%

* Биз ^уйида куп узгарувчили функция учун лимитлар тушунчаси бонщача И 
ритилиши з̂ ам мумкинлигини курамиз. Улардан фарл  ̂ этиш учун, баъзан, бу лиЩ 
каррали лимит деб ^ам аталади.



«пнищи ним п.тиборга оллб, куйидагича
II и (И,, . . .  , хт) =  b х ^ а .

да f (xи х2, . . . , хт) ->• Ъ

I* •• п v |M булади.
ф.мода бирор М  туплам берилган булиб, оо эса шу тупламнинг 

ЦИМи I 1 1 у к, гпси булсин. Бу М  тупламда y  =  f (x)  функция берилган.
| ' I1' т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М  тупламнинг нуцта- 

■" I hi ту.шлган х̂ ар ^андай {х(п>} кетма-кетлик учун х(п>- у  о о  да 
Мн ( / ( V " " ) }  кетма- кетлик .\амма вакт ягона b га интилса, b f(x) функ- 
Р (чтт.- х  —у  о о  даги лимиты деб аталади ва

lim  /  (х) =  b
оо

If}** и Ог.’ииланади.
I ‘ .’<) т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и ) .  Агар у е > 0  сон учун 

•и и niii 6 > 0  топилсаки, ушбу р(л-, 0) >  S тенгсизликни каноатланти- 
|Ннчм Оарча х £ М  ну^таларда

I /  М  — Ъ | <  8
Ц м и  илик б а ж а р и л са , Ъ /  (х) функциянинг х - ^ о о  даги лимиты  д еб  
»4t IМ.1ДП ва

Jim  /  (х) =  b
д:-»о

»tiifin (к'лгиланади.
Шуип таъкидлаш лозимки, функция лимити тушунчаси киритили- 

|Цп 1.1 лимита царалаётган нуктада функциянинг берилиши (ани^лани- 
..... шарт эмас.

Г \ 2 - э с л а т м а .  Ю^орида функция лимити га берилган Гейне таъри- 
|чН1И1 11' мо^ияти, >̂ ар ^андай \х<п)} (х(п)ф а , п — 1, 2, . . .  , х(п) ->- а) 
||<чма-кетлик учун мос \f (х(п))} кетма-кетликнинг лимита олинган 
in I ма кетликка борлик булмаелигидадир.

М и с о л л а р 1. Ушбу

Xl Хг агар Xj-fX j > 0  булса,
f(x) — f(xlt х 2) =  I V  х \  +  *

( 0, агар х \  +  х?, =  0 булса

А.".... .. х  =  (хг. х2)-> -(0, 0) (яъни х х -*- 0, х 2 - > -0) даги лимити ноль экан-
ц" | к .рсатилсин. Бу функция R 2 тупламда берилган булиб. (О, 0 ) нуцта шу туп- 

Днмнннг лимит ну^таси.
и) Гейне таърифи буйича: (0. 0) ну^тага интилувчи ихтиёрий xfn) =  (х \п\

<' " >(0, 0) (яъни х[п) О, х (2п>- +  0) ( х ^ ф О ,  0)) кетма-кетлик оламиз- Унда мос 

I /|*1,,> ) ) кетма-кетлик учун куйидагича

J n )  ( л )

"’I =/ (х\пК 4 П>= ) * •  *2
] i ( x f ^ + ( x f y

Г  х  (л) (л) ____________
=  = 1 / ___ 1 . 2_____ • 1 / <
)2 V (xfty +  (Х^)*
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у  2V у(п) „(П)Л. I Л .)

булиб, л(1Л* 0, О да

П т  ¡ { х ^  —  О 
«-+(0, 0)

булади- Демак.

Игл /(х) =  Нш
х-+(0,0)

х1-х2
=  0;

б) Коши таърифи буйича: V е >  О сонга кура б =  2е деб олинса, у ^олда 
0 <  р(х, 0) <  б тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча х  ну^таларда

Х1'Х2
V  х \ + х 1 У х \ + х ,  

е нгсизлик уринли булади. Бу эса

X,  I ■ I Х2 I I /----- ---------- 1 1

4 + 4 = ~  р ^ ° ) < —  б =  2 1 2 2 2

П т  /(л:)=Пгп _ г  —* 2 =. — 0 
*->(0, 0) * , - 0  У  х \ + х \

эканлигини билдиради. 
2 ) К,уйидаги

/(^) =  Я*1. *а) =
х \ - х \

ХГ Х2 +  (*1 ~  х2 )2

функциянинг х  —  (хх, х2) - > ( 0 ,  0) яъни Х1~*- 0, дгг -»-0 ) даги лимитининг мавжуд 
эмаслиги курсатилсин. Бу функция .^ам Д 2\ { ( 0 , 0 )} тупламда булиб, (0 , 0 ): 
нукта шу тупламнинг лимит ну^таси.

' (0 . 0) ну^тага интилувчи иккита

х{п) =
1

п
(О, 0), 

+  (0 , 0)

кетма- кетликлар олинса, улар учун мос равишда

\ х (п) .
1 4 

п4 и2

бу ади. Бу эса л:->-(0 , 0 ) да берилган функциянинг лимита мавжуд эмаслигини 
билдиради.
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Ч е к с и з  к и ч и к  ва  ч е к с и з  к а т т а  ф у н к ц и я л  ар.  1-^исм- 
м mu 3 -боби, 4-§ хам да 5-§ ларида чексиз кичик ва чексиз катта 
мик.дорлар тушунчалари, 4-бобнинг 7-§ ида эса чексиз катта ва чексиз 
г и ч 11 к функциялар тушунчалари киритилиб, улар курсатилган параг- 
рифларда урганилган эди.

Худди шундай тушунчалар куп узгарувчили функцияларга нисбатан 
yiM киритилиши мумкин. Уларни урганиш эса бир узгарувчили функ- 
шш хрлидагига ухшаш булганлигини эътиборга олиб, чексиз кичик 
\лмда чексиз катта куп узгарувчили функциялар хакидаги маълумот- 
нпрни санаб утиш билан кифояланамиз.

Бирор а(х) функция M c ~ R m тупламда берилган булиб, a ( a £ R m) 
liyiVra шу тупламнинг лимит нуктаси булсин.

12.21-т а ъ р и ф .  Агар х - у а  да а(х) нинг лимити ноль, яъни
П ш а ( х )  =  О
х —>а

булса, у холда а(х) функция х -^ -а  да чексиз кичик функция деб ата- 
лади.

Берилган /(х) функция х - у а  да чекли b лимитга эга булиши учун

а  (х) =  f(x) — b
чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.

Бунинг исботи функциянинг лимити х^мда чексиз кичик функция­
ми иг таърифларидан келиб чикади.

Шундай килиб, х - у а  да f (x)  функция b лимитга эга булса, бу 
функцияни хар доим

f(x) — Ь +  а(х)
куринишида ифодалаш мумкин, бунда а(х) — чексиз кичик функция. 

Чексиз кичик функциялар куйидаги хоссаларга эга.
Фараз килайлик, р(х) функция хам шу М  тупламда берилган бул­

син.
Г  Агар х - у а  д а  а(х) ва р(х) функциялар чексиз кичик функциялар 

булса, у хрлда уларнинг йигиндиси а(л)  +  р(%) функция ^ам чексиз 
кичик функция булади.

2°. Агар х а  да а(х) чексиз кичик функция булиб, р(х) функ­
ция эса чегараланган функция булса, у хрлда уларнинг купайтмаси 
а(х)- pf.v) х>ам чексиз кичик функция булади.

12.22-т а ъ р и ф .  А.гар М  тупламда берилган у (х) функция учун

Ji m у (х) --  оо
х-*а

булса, y(x) функция х - у а  да чексиз катта функция деб аталади. 
3°. Агар х - у а  да а(х) функция чексиз кичик (а(х) ф  0) функция 

]
булса, —  функция х - у а  да чексиз катта функция булади. 

а  (х)

4°. Агар х —у  а да у(х)  функция чексиз катта функция булса,——
7U')

функция х - у а  да чексиз кичик функция булади.
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4. Л и м и т г а  э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
Чекли лимитга эга булган куп узгарувчили функциялар ,х;ам чекли ли­
митга эга булган бир узгарувчили функцияларнинг хоссаларига (царал- 
син, 1-^исм, 4 -боб, 4-§) ухшаш хоссаларга эга. Уларнинг исботи 
худди бир узгарувчили функциялар хоссаларининг исботи кабидир 
Шуни эътиборга олиб, биз к;уйида чекли лимитга эга булган куп 
узгарувчили функцияларнинг хоссаларини исботсиз келтирамлз.

Бирор М  cz R'n тупламда f  (х) функция берилган булиб, а (а £ R m) 
нук;та шу М  тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

1°. Агар
l im/(x)  — b
х~>а

мавжуд булиб, b >  р (b <  q) булса, а нуктанинг етарли кичик атрофи- 
даги х £ М ( х Ф  а) ну^таларда f(x) > p(f\x) <  q) булади. Хусусан, b=/= О 
булса, у хрлда а нуктанинг етарлича кичик атрофида ¡{х)Ф  0 булади. 

2° Агар
lim f(x) =  b
х-+а

мавжуд булса, а нуктанинг етарли кичик атрофидаги х £ М ( х ф а )  
ну^таларда f(x) функция чегараланган булади.

Энди М  да иккита / Х(х) ва / 2(х) функциялар берилган булсин.
3°. Агар

lim /1( x ) = ö 1, l im f2(x) =  b2
х-+а х-+а

булиб, а нуктанинг U6(a) атрофидаги барча х нук;таларда (х £ М  f| 
{]Ub(d} f i ( x ) ^ f 2(x) булса, у холда bY < b2 булади.

4°. Агар а нуктанинг Ub(a) атрофидаги х £ М  f) Ub{ä) ну^таларда

fi М  <  f(x) <  h  (х) 
булиб, х - > а  да fx (x) ва f2(x) функциялар лимитга эга ^амда

П т Д  (х) =  lim /^x ) =  b
х-+а х-->а

булса, у холда f (x)  функция хам лимитга эга ва
1 im f  (х) =  Ь
х-+а

булади.
5°. Агар х-^ -а  да / Х(х) ва / 2(х) функциялар лимитга эга булса, 

fx(x) ±  Ш  функциялар лимитга эга булади ва

lim t/i (х) ±  / 2 (х)] =  l i m (х) ±  l i m / 2 (х).
х-*а х~>а х —>а

6°. Агар х - > а  да /Х(х) ва / 2 (х) функциялар лимитга эга булса, 
f i (х) ' f 2 (х) функция ^ам лимитга эга булади ва

lim [/¿(х) • / 2 (x)i =  lim Ш  ■ 1 im /г(х).
х~*а х->а х—>а
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Г  Лглр х —>■ а да Д(х) ва / 2 (х) функциялар лимитга эга булиб, 
| | | ц/ , ( \ )  /  0 булса, функция ^ам лимитга эга булади ва

/2 (х>

П т  ! г(х )

1ип-  -  " ->п--------
х-*а!ъ{х)  Н т  / 2(я)

х+ а

э с л а  т м а .  Бир узгарувчили функциялардагидек, х - > й да 
, | \)  на /2(х) функциялар йигиндиси, купайтмаси ва нисбатидгн ибораг 

«ц-.'Н'лн фунцияларнинг лимитга эга булишидан бу функцияларнинг 
\н|| (шрининг лимитга эга булиши келиб чицавермайди.

Г’. 4 - э с л а т м а .  Агар х -> а  да 1) / : (х) ва /2 (х) функцияларнинг
$ (х)ар ('шрининг лимити ноль (ёки чексиз) булса, т1— ифода; 2) /х(х)->-0,
12( 0̂

/ ( \ ) —>- оо булганда /х(х)-/2(х) ифода ва ни^оят 3) Д(х) ва / 2(х) турли 
ниюрали чексиз лимитга эга булганда / 1  (х) +  / 2(х) йигинди мос ра-
ппшда —  V 0-оо,  оо — оо куринишдаги ани^масликларни ифода-

0 [ с о  J
л(Йди.

Агар х ->  а да 1) [\ (х)-> 0, / 2(х )-> 0  булса, 2) /х(х)-> 1, / 2( х ) - > о о  

Сулса, 3) / , (х) оо , / 2(х)->-0 булса, у зфлда \Ь{х)\^(х) мос равишда 
О", 1“ , оо° куринишдаги ани^масликларни ифодалайди. Бундай аник;-,- 
масликлар бир узгарувчили функцияларда к,аралганидек, /Х(х) ва / 2(х) 
функциянинг уз лимитларига интилиш характерига к^араб очилади.

1 5. Т а к р о р и й  л и м и т л а р . ^ Биз юцорида /(х) =  ¡(хъ  х2, . . . , хт) 
функциянинг а =■■ (а ,, а2, . . . , ат) ну^тадаги лимити

П т / ( х )  — Ь( П т  }(х1, х2, . . .  , хт) = Ь \
х х->ах

V ^ хт ат  /

билан танишдик. Демак, функциянинг лимити, унинг аргументлари х1, 
х2, . . .  , хт ларнкнг бир йула, мос равишда аи а2, . . . , ат сонлар- 
га интилгандаги лимитидан иборатдир.

Куп узгарувчили функциялар учун (уларгагина хос булган) бошка 
формадаги лимит тушунчасини ^ам кирнтиш мумкин.

/(хь  х2, . . . , х т) функция М  а  Ят тупламда берилган булиб, а==
— {а-у, а2 . . . , ат) ну^та М  тупламнинг лимит ну^таси булсип, Бу 
функциянинг х1‘->а1 даги (бошка барча узгарувчиларни тайинлаб) лимити

П ш /(х 1, х2, . . . , х т)

ни ^арайлик. Равшанки, бу лимит, биринчидан бир узгарувчили функ­
ция лимитининг узгинаси, иккинчидан у х2, х3, . . . ,  хт узгарувчи- 
ларга борлик:

П тД хх, х2, . .... , хт) =  Фх(х2, х3, . . ., х т).
ХХ-г:>С1\
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Сунг Фх(х2, х3, . . .  , хт) функциянинг х3 ->- а2 даги ( бонща б арча уз- 
гарувчиларини тайинлаб) лимити

Пшфх(х2 1 х3, . . . , хт) — ФгС-̂ з, . . . , х т )
х$—>сс%

ни карайлик.
Юкоридагидек бирин-кетин х3->•а3, хл а4, . . .  , хт-+ а т да ли - 

митга утиб
lim lim ... iim f(xlt x2, . . .  . xm)

хт~+ат хт —1~^ат — \

ни ^осил к;иламиз. Бу лимит f(xt , х2, . . . , хт) ф ункциянинг такро- 
рий лимита  деб аталади.

Демак, функциянинг такрорий лимити, унинг аргументлари x l t  х г,
. . . , хт ларнинг 5̂ ар бирининг б и р и н - к е т и н  мос равишдаа!, аг . . .  , 
ат сонларга интилгандаги лимитидан иборат.

Худди юкоридагидек, f (xv х2, . . . , хт) функциянинг xit , х ^ ,  ..... , xik
аргументлари мос равишда а а . . .  , a (-fe ларга интилгандаги так ­
рорий лимити

lim . . .  lim'  f(xu  х2, . . . , хт)
xik a} k  Х‘ Г>аН

ни хам караш мумкин.
Шуни хам айтиш керакки, f (xL, х.г< . . . , хп ) функция аргументла­

ри X], х2, . . .  , хт лар мос равишда аи  а 2, . . .  , ат сонларга турли 
тартибда интилганда функциянинг турли такрорий лимитлари хрсил 
булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу параграфнинг 2 - пунктида келтирилган

о 9 л
= = = = . ,  агар +  х2 >  0 булса.
4 + 4

О , агар 4  +  4  =  0 булса 

функциянинг лимити

lim f (дсх. х2) =  О
Xi~+0
х 2~*0

булишини курсатган эди. Бу функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар 
>;ам 0 га тенг. Ха1№^атан ^ам>

д; j ■ х.>
х2) =  Н т — 7 -  -  =  0, lim  lim  /  (xt . x2) =  0 .

Xt—tO “ Xl->0. у  x \  +  4  X2~"° *1_k0

Шунингдек,

xi ■ x2
lim  f(xx, x 2) —  lim  =  0, lim  l im /(* ]., x2) =  0.

х 2—у0 x 2—*0 У  x ^  - p  X 9  x i~ *0  a '2- + 0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бяр-бирига теаг 
булиб, бу такрорий лимитлар функциянинг (каррали) лимитига теиг булади.
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2. Ушбу

/(*i- **)= ( f r í ’ аГаР *l + 3 j ^ °  6ÿ;lCa'
I 0, агар Хх -j- Зх2 =  0 булсаагар x t Зх2 =  О булса 

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг такрорий лимитлари ^уйидагича:

2хх —  х2 1 2 х х — х 3 1
lim  -----------— =  — — l im h m  --------------■ =  — — ,
Xt->0 X x - t ¿ X 2 3 x2—yO Xt-ч-О Х х +  Зх.2 3

2 х х — х 2 „ . . 2 х г — х 2
l im -------------- ' =  2, hm l i m ------------ — =  2.
*2->о Xx +  З х 2 *1—*о х2->0 х х +  З х 2

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд булиб. уларнинг бири

-  —  га. иккинчиси эса 2 га тенг.

Биро^ х  =  (x lt л'2)->-(0, 0) да f ( x x. х 2) функциянинг (каррали) лимита мавжуд 
•мпс. Чунки (0, 0) нуцтага интилувчи иккита

х (п) _  / _ L )
\  п  п

т ) ^ (0- 0)
кетма-кетликлар олинса улар учун мос равишда

/ ( —  =  f ( J L  ± \ ^ ± ^ ±
\  п  п  )  4 4  \  п  ' п )  17 17

булади. Бу эса (%. х 2)-* -(0 , 0) да берилган функциянинг (каррали) лимита мав­
жуд эмаслигини билдиради.

3. Куйидаги

¡{Хх. х г) =  ^ -----------
Х1'Х2 +  (х 1 — Х2 )2

функциянинг такрорий лимитлари

x l x 2 у^. 
l im — — ----------- = 0 ,  l im h m  _________f l Ü ______ =  0,

v . / v  __ v x_vfl y. _i.O <«2 2(д-j — )2 *2->0 ^->0 4- (Xl — *2 )2

y2-v2 2.y2i • * 1 2 XI *2
hm  ——— —---------------- =  o, l im,  l i m —§— ¡>-----------------------• =  0

x2->0 X2 -Kg “b  {X\ — X<¿ )2 Xi—*0 x2—>0 x y x ^~ \-(x ^  —  ^2 )2

булади. Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир- 
бирига тенг экан. Биз ю^орида бу функциянинг (xlt х2) - * - (0, 0) да (каррали) лими- 
ти мавжуд эмаслигини курсатган эдик.

4 . Ушбу

/  (*i- х2)=  ̂Xl *2 Sin ЭГар Xí ^  ° бУлса’
{ 0 , агар Хх =  0 б^лса

функцияни царайлик. Б у функция учун

lim  f(xx, x 2) =  Хх lim  \im(Xx, х 2) =  0
х%—>0 Х\—>0 х%—>0

булиб, lim  lim  f(Xx, х 2) — мавжуд эмас. Демак, берилган функциянинг битта так-
Xl—>0
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рорий лимити мавжуд булиб, иккинчи такрорий лимити эса мавжуд эмас. Аммо 

I f (Xi, х 2) — 0 | .= х х +  х2 sin —  <  \ х г 1 +  | Х 2 I ( х х ф  0) 
Х1 I

муносабатдан (xj, х2) - > ( 0 ,  0) да f (xv  х 2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд ва
lini f ( x lt х 2) =  0
ЛГ1-->0

булиши келиб чи^ади.
5 . К,уйидаги

/  (* i. х 2) =  {хх +  х 2) • sin —  • sin —  
х х х2

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг ^ -» -О д а г и  лимити мавжуд эмас. Чункв 
нолга интилувчи иккита

Х !{п) =  —  о, 7 ¿ n) =  — - j  - -  о (п  с о )
ия (4л  +  i) я

кетма-кетликлар олинса, улар учун мос равишда (х2 Ф  0 да)

/  ( “ . 0. /  (  2 ц  . ^ ¡ W r  s i n - 7\п я  /  V (4л +  1)я )  х 2

булади.
Худди шунга ухшаш

lim  f (хг х 2)
х 2->0

^ам мавжуд булмайди. Аммо

I /  (*i> х 2) —  0 | =  (*! - f  х 2) sin —  sin —  <  U i  I +  U 2 I
Xi X2

тенгсизликдан (xlt x2) - * - (0, 0) да f  (xlt x 2) функциянинг (каррали) лимити мав­
ж уд ва

lim  /' (*!, х 2) =  0
Х\—>0 

—>0
булишини топамиз.

Ю^орида келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг би- 
рор нуцтада каррали лимитининг мавжуд булишидан, унинг шу нуц- 
тада такрорий лимитининг мавжуд булиши ва аксинча, функциянинг 
бирор ну^тада такрорий лимитларининг мавжуд булишидан, унинг шу 
ну^тада каррали лимитининг мавжуд булиши келиб чикавермас экан. 
Ундан ташцари функциянинг такрорий лимитлари бир-бирига хар доим 
тенг булавермас экан.

Биз к;уйида функциянинг каррали ва такрорий лимитлари орасида- 
ги богланиш ^амда уларнинг маълум шартларда узаро тенглиги ^а^и- 
даги теоремани исботлаймиз.

/  (хи  х2) функция М  =  | (Xj, х2) (Е R 2 : | x ¡— х°} I <  а р \х2 — х° | <  а2] 
т у п л а м д а  берилган булсин.

1 2 . 8 - т е о р е м а .  Агар 1) (хр х2)-^-(х?, х°) да / (х р х2) ф ункция- 
нинг каррали лимити мавжуд:

lim f { xu  x¡¡) =  b,
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\а р  бир тайинланган x t да куйидаги
l im/ (x, ,  х2) =  ф (ху)

тмит мавжуд булса, у  цолда
lim l i m/ х2)

x^ x "t

такрорий лимит ,\ам мавжуд булиб,

lim lim /  (х,, х2) =  b
х х-*х\

б у лад и.
И с бот .  ¡(хъ  х2) функция (xu х2)-> (х ° , Xg) да каррали

lim /(xx, х2) =  b

Хг~+Х°
г

лнмитга эга булсин. Лимитнинг таърифига кура, V e > 0  сон олин- 
ганда ^ам, шундай б >  0 топиладики, ушбу

{( * i ,  х2) € Я 2: 1 х, —  х° | <  6, J х2 — х° | <  б } с : /И

тупламнинг барча (х1; х2) ну^талари учун
| / (x j ,  х2) — 6 1 <  е (12.26)

булади. ’Энди теореманинг 2) шартини эътиборга олиб, x L узгарувчи- 
нинг (Ху - - Xj | <  б тенгсизликни цаноатлантирадиган ^ийматини тайин- 
лаб, х2-+ х°  да (12.26) тенгсизликда лимитга утиб

| Ф (*i) — Ь | <  е
ни топамиз. Демак, V  е >  0 сон олинганда х;ам, шундай б >  0 топи­
ладики, \Х[ — х ° | < б  булганда | ф(хх) — b | < 8  булади. Бу эса

И т ф  (хх) =  b
Ху-*Х\

булишини билдиради. Кейинги муносабатдан
lim lim f(x lt х2) = 6

х г->х° x ^ x "1 2
булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

Куйидаги теорема худди шунга ухшаш исботланади.
12.9-т е о р е м а .  Агар 1) (х{, х2)-> (х ^ , х°) да /(%,, х2) функция- 

нинг каррали лимит и мавжуд:
l im /(х1; х2)= -6 ,



2) %ар бир тайинланган х2 да куйидаги
lim f(xlt х2) =  г|'(хг)
Xi->X°

лимит мавжуд булса, у  хрлда
lim  lim f{xlt х2)

такрорий лимит %ам мавжуд булиб,
lim  lim f{xlt х2) =  b

бйлади. , „ 0 n
1 2 . 1 - н а т и ж а .  Агар бир ва^тда юкоридаги 12.8- ва 12.9-теорема-

ларнинг шартлари бажарилса, у хрлда

lim f{xu  х2) =  lim lim f(x lt xs) =  lim l im ¡{хъ  x2)
Xl-*x\ x 2->x°s x i ^x° i

x,^x°t

булади. „
Биз икки узгарувчили функциянинг каррали ва такрорий лимитла-

ри орасидаги богланишни ифодаловчи теоремаларни келтирдик.
Худди юцоридагидек f{xu х2, , хт) функциянинг x it, xit, ■ ■ • , x ik

узгарувчилари буйича
Н т/(хх, х2, . . . ,  х т)

xik~*xik

каррали хамда
lim lim . .  . l i m/ f o ,  x2, . . . , xm) 

xic*xh xi*->xh xh r>xik
такрорий лимит лари ва улар орасидаги богланишни ^араш мумкин. _

6. К о ш и  т е о р е м а с и  ( я ^ и н л а ш и ш  п р и н ц и п  и). Энди куп 
узгарувчили функция лимитининг мавжудлиги ^акида умумий теорема 
келтирамиз.

R m фазода М  туплам берилган булиб, a { a £ R  ) унинг лимит пуц,- 
таси булсин. Бу тупламда f(x) функция берилган.

12 2 3 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон учун шундаи б > 0  сон топил- 
саки, ушбу 0 <  р(х, а) < 6 ,  0 < Р(Л а ) < ё  тенгсизликларни каноат- 
лантирувчи ихтиёрий х  ва х(х£.М,  х  6 Щ  ну^таларда

ф - / ( х ) | < е
тенгсизлик уринли булса, f(x) функция учун а ну^тада Коши шарти 
бажарилади дейилади.

44



12.10- т е  о р е м а  ( К о ш и  т е  о ре  м а е  и). f(x) ф ункция а никтада 
•т ли  лимитга эга булиши учун а нуктада Коши шартининг бажа- 
/ш и ш и  зарур ва етарли.

Н е б о  т. З а р у р л и г и .  х -* -а  да /(х) функция чекли лимит

lim/(x) =  b
х -*а

гл эга булсин. Таърифга биноан, V  е > 0 сон олинганда ^ам, —  га
кура шундай б > 0  топиладики, ушбу 0 < Р(х, а) <  б тенгсизликни 
|ушоатлантирувчи барча х(х £ М ) нукталарда

I f(x) —  b l < Y ,

жумладан 0 <  р(х, а) <  б => j f(x) b | <  —  булади. Бу тенгсизлик- 
лардан

I /ДО — /(*) i <  I /(*) — 6 1 +  | f{x) —  b\  <  е

булиши келиб чи^ади. Бу эса f(x) функция учун а нуктада Коши 
шартининг бажарилишини курсатади.

Е т а р  ли  л и г и .  f(x) функция учун а нуктада Коши шарти бажа- 
рилсин, яъни V  8 >  О сон олинганда ^ам, шундай б >  0 топиладики,
ушбу 0 <  p(.v, а) <  б,_0 <_р(х, а) < б  тенгсизликларни каноатланти- 
рувчи ихтиёрий х ва х (х, х 6 М) нукталарда

|7(х) - / ( х) | < 8
булсин. Бу хрлда /(х) функция х ^ - й да чекли лимитга эга булиши- 
ни курсатамиз.

а ну^та М  тупламнинг лимит ну^таси. Шунинг учун М  туплам-
нинг ну^таларида н {х(п)} (х(п) ф  а, я  =  1, 2____ ) кетма-кетлнк тузиш
мумкинки, бунда

1 im х(п) — а
П—± оо

булади. Лимитнинг таърифига биноан, юкррида келтирилган б > 0  га 
кура,^шундай n0 e N  топиладики, барча п > я 0, р > л 0 учун 0 <
<С р(х  , а) <С б, 0 <С р(х(р), а) <[ б булади. Бу тенгеизликларнинг ба- 
жарилишидан эса, шартга кура:

\ f (x(p>) ~ f ( x (n>) | < 8

булади. Демак, { f{x(n)) } — фундаментал кетма-кетлик. 2-§ да келти­
рилган 12.4- теоремага кура { f(x(n)) } кетма-кетлик як;инлашувчи. Бу 
кетма-кетликнинг лимитини b билан белгилайлик:

lim f(x (n)  =  b.
оо
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Энди М  тупламнинг ну^таларидан тузилган ва а ну^тага интилув- 
чи ихтиёрий {х(п>} кетма-кетлик

х <п) а (х(п) Ф а , п =  1, 2 ,.  . .)

олинганда ^ам мос {/(•* )} кетма-кетлик (у юкорида курсатганимиз- 
га биноан якинлашувчи булади) хам уша b га интилишини курсатамиз. 

Фараз к^илайлик, х(п)->■ а (х(п) Ф а, п  =- 1, 2, . . .)  булганда

fCx(n))~>b'
булсин.

{х(п)}, {х(п)} кетма-кетлик х.адларидан ушбу
уО) ~0) J V  -(V  Jn) -Jn)
Л  у Л  у А-  )  Л / j  .  .  .  )  - V у Л- у . . .

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик a ( a £ R m) га ин­
ти лади. У холда

Дх(1)), /(х(1)), /(х(2)), /(х(2)), f(xin) ,  /(x(n)), . . . (12.27)
кетма-кетлик чекли лимитга эга. Уни b* ор^али белгилайлик. Агар 
{¡{х'п)) } ва {f(xw )}  кетма-кетликларнинг ^ар бири (12.27) кетма-кетлик- 
нинг пиемий кетма-кетликлари эканлигини эътиборга олсак, у хщ да

/(х(п)) -*■ b*, f(xln))-+ b*  
булишини топамиз. Демак,

b* =  b =  br.
Шундай цилиб, f{x) функция учун а ну^тада Коши шартининг бажа- 
рилишидан М  туплам ну^таларидан тузилган ва а га интилувчи хар 
^андай {f(x(n)} (х{п) Ф а, п == 1, 2 , . . . )  кетма-кетлик олинганда хам, 
мос {/(xw ) } кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кура /(х) функция а нуктада 
чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булди.

1 2 . 5 - э с л а т м а .  Коши шарти ва Коши теоремаси х~-*~ оо да хам 
юкорида гига ухшаш ифодаланади ва исбот этилади.

4- §. Куп узгарувчили функциянинг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р и .  M c z R m туп- 
ламда f(x) --= f(xu  х2, . . .  , хт) функция берилган булиб, а ^ М  (а =
— {а1У а2, . . . ,  ат ))  нукта эса М  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

12.24-т а ъ р  и ф. Агар х - > а  да ¡(х) функциянинг лимита мавжуд 
булиб,

lim  f(xx, х2, . . .  ,Хт) =  f(au  а2, . . .  , ат) 
lim f(x) =  f(a) I |C )
x^>a

булса, }{x) функция а нуктада узлуксиз деб аталади. 
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i ( x ltx 2) =

М и I ii л. Ушбу

|= *  агар х \ - \ -  х ^ Ф  О булса,
х 1-х2

V  хх + *
О , агар +  х \  =  О булса

ф мкцишш царайлик. [Бу функциянинг ихтиёрий (х®, х°) Ф  (0 ,0) ну^тада узлуксиз 
>• пшпши функция лимитининг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

х° ■ х°

0 о x t ->x х л->х
1 ж

У ии »у бобнинг 3 -§  да келтирилган мисолга кура

lim  Я*1- *з) =  lim  г А г - - = f =  = 0 = f ( 0 ,0 )  
xi-*o l̂—►Oi/ +  * 5Дг2-+0

flj/лнб, ундан берилган функциянинг (0. 0) нук;тада з̂ ам узлуксиз [эканлиги келиб 
■||[|у'1ди. Демак, ^аралаётган функция R 2 тупламда узлуксиз.

Шундай килиб функциянинг узлуксизлиги унинг лимита ор^алл 
тпърифланар экан. Функциянинг лимити эса уз навбатида Гейне ва 
Коши таърифларига эга. Шуни эыиборга олиб, функция узлуксизли- 
гининг Гейне ва Коши -гаърифларини келтириш мумкин.

1 2 . 2 5 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар M c z R m тупламнинг 
пу^галаридан тузилган. а(а£_М)т& интилувчи ^ар 1̂ андай {x(,l)} кетма- 
кетлик олинганда хам, мое {[(х(п))} кетма-кетлик хамма вакт ¡(а) га 
ингилса, f(x) функция а нщ т ада узлуксиз  деб аталади.

1 2 . 2 6 - т а ъ р и ф  ( К о ш и  т а ъ р и ф и )  Агар сон учун шундай 
6 > 0  топилсаки, ушбу р(х,  а)< 6  тенсизликни каноатлантирувчи барча 
х ^ М  ну^таларда

\ f (x)  —  f(a )\< ß
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция а нуцтада узлуксиз деб аталади, 

Атроф тушунчаси ёрдамида функциянинг узлуксизлигини ^уйида- 
гича хам таърифлаш мумкин.

12. 27 - 1  а ъ р и ф .  Агар V 8 > 0 сон УЧУН» шундай б > 0  топилсаки, 
барча х 6 U6{a) П М  ну^таларда f(x) функциянинг ^ийматлари f(x) 6 U3 
(f(a)) булса, яъни

x i U 6( a ) n M ^ f ( x ) e U ß a ) )

булса, f(x) функция а ну^тада узлуксиз  деб аталади.
f(x) =  f(xlt x 2, . . ., хт) функциянинг а =  (а1( а 2, . . ., ат) ну^тада 

узлуксизлигини функция орттирмаси ёрдамида ^ам таърифлаш мумкин. 
Функция аргументларининг орттирмалари

А х Xi A -  х2 ¿3̂2, . . ., А Xm Xm ei 1п 
га мос ушбу

f(x) —  f(a) =  f(xл, х 2, . . x m) — f(alt az, . . ., ат) =
=  /(ах +  А х и а 2 +  А л:2, . . ат+  A x j  — f(alt а2......... ат)
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айирма /(х) функциянинг а нук,тадаги ту.ищ орттирмаси деб а 1 ала- 
ди ва А / ёки A f(a) каби белгиланади:

A f{a) =  /(% +  А х и а , +  А х2, ..........., ат -f  A x J  — f(a, аг, . . ., ат) .
К,уйидаги

f ( a 1 +  Ах, ,  а2, . . ., am) —  f(au  at , . . ., a j ,  

fifli a2 +  A x 2, a3, , . ., am) — f(alt a2, . . ., a j ,

/ ( a l> <**, • • •> a 'm - V  a m + A x m) —  K a I .  ß 2> • • • .  f lm )

айирмалар f(x) функциянинг а нукгадаги хусусий орттирмалари дейи- 
лади ва улар мос равишда AxJ ,  А /, . . Axmf  каби белгиланади. 

Юкоридаги (*) лимит муносабатдан топамиз:
lim fix) =  f(a) =>- lim [fix) — f(a)] — 0.

x-+a

Натижада (*) тенглик куйидаги
lim A f(a) =  0, яъни lim A f{ä) =  0

х —а—>0 Алгг—>0
Д*2->0

A xrn-+Q

куринишга келади. Демак, fix) функциянинг а нук,гадаги узлуксизлиги 
lim A f(a) =  0 /  lim А /(а) =  0 \

х —а-+0 I Ах,~>0 \
I А хт -+0 !

каби хам таърифланиши мумкин экан.
12.28-т а ъ р и ф .  Агар fix) функция M(MczRm) тупламнинг з̂ ар бир 

ну^тасида узлуксиз булса, функция шу М  тупламда узлуксиэ  деб 
аталади.

Биз юкррида келтирган куп узгарувчили функцияларнинг узлук­
сизлиги уларнинг барча узгарувчилари буйича узлуксизлигини, яъни 
бир йÿлa узлуксизлигини ифодалайди.

Аввалгидек /(хх, х2, . . ., хт) функция М  cz Rm 'iÿ-пламда берилгаи 
булсин. Берилган функциянинг бирор xk{k=  1,2, . . ., tri) аргументидан 
бошка барча аргументларини тайинлаб, бу xk аргументга А хк орпир- 
ма берайлик, бунда (xlt х г, . . xk_ v  x k+ A x k, xÄ+1, . . хт) в М  бул- 
син. Натижада /(х1( х 2, . . хт) функция з̂ ам

AXJ  — fi%i, х2, . . xk_i ,  xk-\- A xk, xm) /  (хь  x2, . . xm)
(k =  1,2, . . ., m) хусусий орттирмага эга булади.

Агар A x k-+0 да функциянинг хусусий орттирмаси А /  з̂ ам нолга

интилса, яъни
lim А / = 0xk
Д*£-->0

булса, f{xx х2, . . ., x J  функция (ХуХ2, . . ., хт) ну^тада хк узгарувчиси 
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i:\иича узлуксиз деб агалади. Одатда функциянинг бундай узлуксиз- 
ич м, унинг хар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксизлиги  деб 

итлади.
Демак, куп узгарувчили функциянинг х,ар бир узгарувчиси буйича 

ч \ <‘усий узлуксизлиги, бир узгарувчили функция узлуксизлигининг 
Кудди узи экан.

Агар ¡{хъ  х2, . . ., хт) функция (х°, х°2, . . ., х°т) Е М  ну^тада бир 
Пула) узлуксиз булса, функция шу нуктада хар бир узгарувчиси бу- 
иича хам хусусий узлуксиз булади. Хакик,атан хам, f(xlt х2, . . хт) 
функция (х\ , х°, . . х°т) 6 М  нуктада узлуксиз булсин. Таърифга кура

Ilm А /  =  lim [/(х° +  А хх, х°+  Д х 2, . . ., х°т+ A xm)— f(x°v  . . ., ^ ) ] = 0
лдг,->0 Лдс3-*0
Л*,,,-» 0 А хт ->0

fij/лади.
Хусусан,

А хх Aх2 . . .  A Xfo_j A : -  . . . == А х ^ =  О, А х^/~  О
(¿ = 1 ,2 , . . ., т)

булганда
lim А, /  =  lim [f(x°v . . ., x°_¡, х° +  A x k, x°+1, . . ., x°m) —

Avv—>0 k Ay«y.—+0
- / ( * ? ,  x°, . . . ,  х°т)] =  o

булади. Бу эса берилган функциянинг (х°, х°2, . . ., xGm) нуктада хА(&= 
=  1,2, . . ., т) узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишини билди- 
ради.

1 2 . 6 - э с л а т м а .  f ( x ly х2, . . ., хт) функциянинг бирор нуктада х,ар 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишидан унинг!1’шу нук­
тада (бир йула) узлуксиз булиши хар доим келиб чикавермайди. Ma­
ca лан, ушбу

Í 2jCĵ  * Х2
~Г_М - ,  агар х\ +  х\ Ф  0 булса, 
x ¡ - j - x 2 -

О, агар х\ +  х\ =  0 булса,
функцияни ^арайлик. Бу функциянинг ^ар бир узгарувчиси буйича 
узлуксиз булишини курсатамиз. Равшанки, f ( x lt 0) =  /(0 , х2) =  0. Их- 
тиёрий (Xj, х2) 6 R 2 нукга олиб, унда х2 узгарувчини тайинлаймиз.

Агар %2 Ф  0 ва х х ->  х \ Ф  О булса,

lim / (х х, л:2) =  lim 2x1' *2 — 2x1'
f  {x°2, хй)x ] + x ¡  (xfy +  4  

булади.
Агар x2= 0  ва х х->-х^ФО булса,

lim f {x lt 0) =  0 =  f(x°v  0)
0х1-ч-х1

булади.
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Агар х2 — 0 ва x L->-x\ — О булса, 

булади. Демак,

lim  f  (xlt 0) =  0 = /  (0, 0)
x t ->0

lim  f  (xv  x2) =  f  (x], x2).

Бу эса берилган /  (xx, x2) функция % узгарувчиси буйича хусусий уз- 
луксиз эканлигини билдиради. Берилган функциянинг хг узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксиз булиши худди шунга ухшаш курсатилади. 
Демак, f  (xv  х2) функция хар бир узгарувчиси буйича хусусий узлук­
сиз. Бирок,, бу функция (0, 0) ну^тада узлуксиз эмас. Бу ну^тада функ­
ция хатто лимитга эга эмаслигини курсатайлик. Хаки^атан хам, (О, О
нуктага интиладиган к,уйидаги иккита |^ —, —j j  в а |^~> —j j  кетма-кет- 

ликлар:

( I  -W(o,o) («->-)
\  п п /

2 , - W ( 0 ,  0) ( я — «,)
п п

олинганда, уларга'5 ¡мос келадиган функция кийматларидан иборат 
1 ^  ва ( /  кетма-кетликлар учун

п п

f  (—. —) =  1-»-1, =\ п  п ) \ п  п 1 5 5

булади.
Биз юкррида Kÿn узгарувчили f  (хъ х2, . . . , хт) функциянинг х;ар 

бир Xk (k =  1, 2, . . . , т) узгарувчиси б^'йича хусусий узлуксизлиги 
тушунчаси билан танишдик. f(xlt х2, . . ., х т) функциянинг х ^ , х ^ ,  . . . 
Xt узгарувчилари буйича узлуксизлиги худди шунга ухшаш таърифла
нади.

1 2 . 2 9 - т а ъ р и ф.  Агар да f (х) функциянинг лимита мавжуд
бÿлмaca, ёки

lim f  (х) =  оо,
х->а

ёки функциянинг лимити мавжуд, чекли булиб,

lim /  (х) =  Ь ф  f  (а)
х-*а

булса, унда функция а нуц.тада узилишга эга деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

x ] + x l ,  агар {хъ  х 2) ф  (0, 0) булса,
f  ( x i ,  x i )  =
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функцияни ^арайлик. Б у  функция R% тупламда берилган булиб, унинг (О, 0) ну^та- 
ДШ'И лимити

lim  f (X l , х 2) =  О ф [  (О, 0 ) =  1
X i—*0
х г-->0

пулади. Демак, берилган функция (0 , 0 ) нуктада узилишга эга.
2. Ушбу бобнинг 1-§ ида келтирилган

( — -  . агар (хи  х 2) Ф  (0, 0) булса,
/  {Хъ х 2) = |  х 1 -г  х2

1 0 , агар (xlt х2) = ( 0 ,  0) булса

функция узилишга эга, чунки
1

lim  /  (xv  х 2) =  lim  —--------- =  +  со.
*i-»o Xi—>o x i  +  x i
x 2->0 x,-+ 0  1 2

3 . К^уйидаги

( —----- ----------- , агар x \  +  д |  ф  1 булса,
/ ( * ! ,  * 2) =  * 1 + * 2 “ 1

[ 0, агар Xj +  x 2 =  1 булса

функция {(xj, x 2) 6 R 2 ; x \  +  x2 =  1} тупламнинг xap бир нуцтасида узилишга эга 

булади, чунки (xlt х2) - + ( х \ ,  л:,) (л:®)2 +  (х®)2 =  1 да /  (хъ  х 2) функциянинг чекли 
лимити мавжуд эмас.

4 . Ушбу

f (xlt *2) =  агар ^  +  3*2^ 0 б?лса>
I 1, , агар х г +  Зх2 =  0 булса

функция (0, 0) нуктада узилишга эга, чунки (x lt  х2)->-(0 , 0) да берилган функция* 
пинг лимити мавжуд эмас (царалсин 41 - бет).

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, /  (хх, х2) функция 
текисликнинг муайян нукгаларида ёки текисликдаги бирор чизикнинг 
барча ну^таларида (яъни чизи^ буйлаб) узилиши мумкин экан.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  у с т и д а  а р и ф м е т и к  а м а л -  
л а р .  М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  Энди узлук­
сиз функцияларнинг йигиндиси, айирмаси, купайтмаси ва нисбатининг 
узлуксизлиги масаласини урганамиз.

12.11-т е  о р ё м  а. Агар )\ (х) ва f 3 {x) функцияларнинг %ар бири  
М  а  R"1 тупламда берилган булиб, улар а £ М  нуктада узлуксиз 
булса,

h  (х) ±  / 2 (х), / i  (x)-f2 (х) ^амда ä - Q  (/2 (а) Ф  0)
/ 2 (х)

функциялар %ам ШУ нуктада узлуксиз булади.
И с б о т .  Бу теореманинг исботи, аслида лимитга эга булган функ­

циялар устида арифметик амаллар ^а^идаги маълумотлардан (ушбу 
бобнинг 3-§ даги 5°, 6° ва 7°-хоссалар) бевосита келиб чи^ади. Уни 
лимитга эга булган функциянинг хоссалари (3-§ даги 1° ва 2°-хосса- 
лар) хамда берилган функциянинг нуктада узлуксизлигидан фойдаланиб



хам исботлаш мумкин. Биз куйида икки функция нисбатининг узлук- 
сиз булишини курсатамиз. Д (х) ва Д (х) функциянинг ^ар бири а нук,- 
тада узлуксиз булиб, Д (о) ф  0 булсин. Равшанки, х -+ а  да Д (х) ва 
/г (х) функциялар мос равишда Д (а), Д (а) лимитларга эга:

lim Д (а-) =  Д (а), lim Д (х) =  Д (а) (Д (а) #  0).
X—>а х-*а

У холда ушбу бобнинг 3-§ идаги 2°-хоссага Kÿpa, а ну^ганинг етар- 
лича кичик атрофи U6i (а) =  { x Z R m:p (х, а) <  ÔJ да Д (х) ва Д (х) 
функциялар чегараланган булади:

rth <  Д (х) <  /И,, т 2 <  Д (х) <  М 2, X £ i /ôi (а),

бунда тъ М х ва /л2) М 2 — узгармас сонлар. Иккинчи томондан Д (а)Ф  
Ф 0  булганлиги сабабли 3-§ даги Г-хоссага кура шу а нуктанинг 
етарли кичик атрофи í /ó_ (а) =  {х £ R m : р (х, я) <  ô2} да Д (х) ^  0 булади. 

Энди ушбу

A W  — ílM . ( * е г/ (а)) 
к  М к  (а) V е 02 "

айирмани карайлик. У ни куйидагича ёзиб оламиз: 
f i  М  f i  (a) f i  (х) г  г  /  ч г  , . л ,  .  1

[Д (а)— /а W1 +
/ г  ( * )  / г  ( а )  / г  ( а )  к  ( * )  " "  ’ / 2 ( 0 )

Arap ô' =  min {filt ô2} деб олсак, унда V x Ç Î /{, (а) учун

<  1 - ^ —  - |Д  ( Х ) - Д ( а ) |  +

[Д (X) — Д (а)].

к (х) к (а)|
fi (х) к (а) 1

+
1

1/2 (а)1

т 2 • /я (а)

|Д  (х) — Д (а) I (12.28)

булади.
Д (х) ва Д (х) функцияларнинг а нуктада узлуксизлигига асосан, 

Y  s >  0 сон олинганда хам, JAM1 . 8 га кура шундай ô " > 0  топи-

ладики, Y  (а) УЧУН

!Д W - Д  ( а Х ^ - е ,

т2 ■ к  (а)

(12.29)

Aitшунингдек, уша е > 0  [олинганда хам, 

ô ' " > 0  топиладики, Y  x ^ U 6„, (а) учун
щ  • к  (а)

IД  (* )— /» ( а ) К AÍ!

— га кура шундаи

(12.30)

булади. Агар ô =  min {ô', ô", ô'"} деб олинса, унда Y  x £ U 6 (a) учун 
юкоридаги (12.28), (12.29) ва (12.30) муносабатлар бир йула уринли 
булиб, натижада ушбу

fi ix) fi (а)
к  (х) к  (а)

<  е
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сиз эканлнгини билдиради.
Худди шу йул билан теореманннг долган кпсмлари хам исботла- 

нади.
12.7-эс  л а т м  а. Иккита функция йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 

па нисбати узлуксиз булишидан, бу функцияларнинг хар бирининг уз- 
луксиз булиши келиб чикавермайди.

М и с о л. Ушбу '£) =  {{xlt  х 2) £ R 2 : | х х ¡ ^  1, | х 2 1 ^  1} с :  R 2 квадратны олиб, 
унинг рационал нуцталари (яъни ^ар иккала ■ координаталари рационал сон булган 
пу^талари) тупламини Dp билан белгилаймиз. Бу D  тупламда ^уйидаги

функцияларни ^арайлик. Бу функциялар йигиндиси }г (хг , х 2) +  / 2 (лгх. х 2) — 0 (V {xt . 
х 2) 6 D)  булиб, у  шу тупламда узлуксиз булса-да, / х (хх, х 2), f2 (хъ  х 2) функция- 
ларнииг ^ар бири D  да узлуксиз эмас.

Юкорида келтирилган теорема цушилувчилар хамда купайтувчилар 
сони ихтиёрий чекли булган х,олда ^ам уринли .булишини курсатиш 
кийин эмас.

Энди мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремани кел- 
тирамиз.

Фараз ^илайлик, M c z R m тупламда у  — /  (х) =  f  (хъ х2, . . ., хт) 
функция берилган булиб, хъ  х2, . . ., хт ларнинг хар бири Т  cz )
тупламда берилган функциялар булсин:

Х пг =  Ф т  (0 =  (¿1> *2’ • • -  **)■

Биз t =  (tu  t2, . . ., tk) £ T  булганда унга мос х =  (%, х2, . . ., хт)£М  
деб ^араймиз. Бу функциялар ёрдамида

мураккаб функцияни тузамиз (царалсин, 33-бет).
1 2 . 1 2 - т е о р е м а .  Агар cp¿ (/) =  cp¿ (tu  t2, . . tk) (i =  1, 2, . . m) 

функцияларнинг %ap бири t° == (t°v t°, . . t°) ну  temada узлуксиз булиб, 
f  (x) =  /  (*i> x2) . . ., xm) функция эса t° =  {t°v  í°2, . . i°k) нущпага мос

f  1 (* 1 . X2) =
1, агар (xx, x2) £ D p  булса,
О, агар (*!, x 2) E  D \ D p  булса

^амда
—  1, агар (хг, x2) £ D p булса,

О, агар (xj, x2) £ D \ D p булса

Х1 =  Ф1 (0 =  Ф1 (*1, ¿2> • • •» <*)• 

х2 ~  Фг (0 =  Фг 0*1 > г̂> • • •>

У /  (ф1 (̂ 1> 2̂> • • •> /̂г)> Фг (̂ 1> 2̂> ' • •> ^)> • • •> Флг (̂ 1> 2̂> • • •> ^)/ =—
=  ф  /2, . . ., g  =  ф  (/)
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нщ т ада узлуксиз булса, у  — Ф (7) =  Ф (/х, /2, . . ¡у мураккаб ф унк­
ция  =  (ф  ф  ну^тада узлуксиз булади,

И с б о т .  =  ф4- (0 =  фг (¿х, ¿2, • ■ •> 4) ( ¿ = 1 , 2 , . .  ., т )  функция 
¿° =  (ф  ф  . . ., ф  ну^тада узлуксиз булсин.

Г  с= тупламда ¿° =  (ф  ф  . . ., ф  ну^тага интилувчи ихтиёрий

=  { ( / Г ,  4 П), . . . ,  Ап)) \  ( п  =  1 , 2 _______ )

кетма- кетликни олайлик. У холда узлуксизликнинг Гейне таърифига кура
х[П) =  Ц> *<">, . . ., Ф>) ->• ф! ( ф  Ф  ■ . ., Ф  = х® , 

4 "> =  ф 2 (/<">, #/*>, . . .,  ф > )  ^  Ф2 (^1, ¿2 - • ' •• Ф  =  Х2 ’

Т  *1 =  Ф т  ¿2 ° ................. ^  Ф т  (/ 01- Ч ..............................Ф  =  * т

булади.
у  =  Ц х 1, х2, . . ., хт ) функция (х®, х", . . ., х?п) ну^тада узлук­

сиз. У холда яна Гейне таърифига кура
у{я) — _У-01 
Л1 Л1

^0 |

2 ' 2К /  ( а Г .  4 п)- • • -  (*°> 4 - • • -  *?„)

у(п)—>-у0 
т  т

булади. Демак, ф> ->  ф  ф > -> -ф  . . ., ф>-> ^  да

/  (Фх (/(Л  4П)> • • •. гГ). Ф2 (¿(Л  ^п). • • -Л"»), • • Фт  (¿(Д  Ф>, • • •> 4 т ) ) - > ;
-> 7  (Фх (Ф ¿2°- • • •> Ф> Ф2 (*?• ¿2> • • -  Ф- • • •> Ф«(*1. 2̂’ • • -* ф ) .

Бу эса у ~ \  (фх (¿х, ¿2 , ■ • •> Ф> Фг (¿х> ■ ■ ., ¡̂)> • • ., Фт  (¿ц ¿2 , • • ^ ))~ ■
=  Ф (¿х, ...........¿к) функциянинг (ф  ф  . . ., ф  ну^тада узлуксиз экан -
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

5- §. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз к;уйида куп узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хоссалари- 
ни келтирамиз. Бунда бир узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хос­
салари туррисидаги маълумотлардан тула фойдалана бораш з.

К уп узгарувчили узлуксиз функциялар ^ам бир узгарувчили узлук­
сиз функцияларнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1. Н у к т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с ­
с а л а р и  ( л о к а л  х о с с а л а р и ) .  /  (х) функция М  (М  сг Я п) тупламда 
берилган булсин, М  тупламдан бирор х° ну^та олиб, бу нуцтанинг 
шу тупламга тегишли булган етарли кичик атрофини царайлик. /  (%) 
функция х° нуктада узлуксиз булсин. Бундай /  (х) функциянинг х и 
ну^танинг етарли кичик атрофидаги хоссаларини (локал хоссаларини) 
урганамиз.
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1°. Агар / (х) функция х°£ М  нуктада узлуксиз'булса, у  холда х° 
пуцтанинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади.

И с б о т . Функция узлуксизлиги таърифига кура

lim  / (х) =  / (х°)
X - t X 0

булиб, ундан / (х) функцияни х° нуктада чекли лимитга эга эканлиги 
келиб чикади. Чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларидан 
(царанг, 38- бет) эса, / (х) функцияни х° нуктанинг етарли кичик атро­
фида чегараланганлигини топамиз.

2°. Агар / (х) функция х° нуктада узлуксиз булиб, f  (х°)>0 (/ (х°)<
<  0) булса, х° нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нукталарда 
/ (х) >  0 (/ (х) <  0) булади.

И с б о т . f{x )  функция х° нуктада узлуксизлиги таърифига кура,
V  8 >  0 олинганда хам шундай б >  0 топиладики, барчаx£ U 6 (х°) f) М 
нукталар учун

/ (х°) — е  <  / (х) <  / (х°) +  8
булади.

Бу ерда е =  / (х°) >  0 (агар / (х°) <  0 булса, е == — / (х0)) деб олсак, 
фикримизнинг тасдирига эга буламиз.

Демак, f  (х) функция х° нуктада узлуксиз ва / (х°) ф  0 булса, х° 
нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нукталарда функция к^ийматла- 
рининг ишораси / (х°) нинг ишораси билан бир^хил булар экан:

sign / (х) =  sign / (х°).
3°. Агар / (х) функция х° нуктада : узлуксиз”? булса, х° нуктанинг 

етарли кичик атрофидаги х'£ М , х"^М  нукталар учун
|/ (х') — / (х " )| < е

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т . / (х) функциянинг х° нуктада узлуксизлигига асосан, у е > 0

олинганда хам, — га кура шундай б >  0 топиладики, барча х £ U6 (х°) 

нукталар учун

I / M - / M K -8

булади. Жумладан, x'£U 6 (x°), х" £ U6 (х°) нукталар учун хам

I f  ( x ' ) - f ( x ° ) \ < j  \ f ( x " ) - f ( x ° ) \ < j

тенгсизликлар уринли булади. Кейинги тенгсизликлардан эса |/(х ')—
— / (х") I < е  булиши келиб чикади.

2 . Т у п л а м д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  хо с- 
с а л а р и  ( г л о б а л  х о с с а л а р и ) .  Энди M c z R m тупламда узлуксиз 
булган функцияларнинг хоссаларини (глобал хоссаларини), ани^рори 
f (х) функция щйматларидан иборат { f(x ) :x £ M }  тупламнинг хосса­
ларини урганамиз.



1 2 . 1 3 - т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  б и р и н ч и  т е о р е -  
ма с и ) ,  у =  f  (х) =  f  (хь  х2, . . ., х т ) функция богламли* M czR "1 
тупламда берилган ва узлуксиз булсин. Агар бу функция тупламнинг 
иккита а =  {аи а2, . . ., ат ) ва Ь^=(Ь1У Ь2, . . Ьт ) нущпасида %ар 
хил ишорали цийматларга эга булса, у  хсолда шундай с — (сх, с2, . . . 
ст )£ М  ну^та топиладики, б у нуцтада функция нолга айланади:

f ( c ) = f  (с ,, с2, . . ., ст ) = 0 .
И с бот .  Аниклик учун / (а) = f  (аи а2, . . ., а т ) <  0, f  (b) =  f(b t , 

b2, . . ., 6m) > 0  булсин. M c z R m богламли туплам булгани учун бу- 
а  ва b нуцталарини бирлаштирувчи ва М тупламда ётувчи синик; чи- \ 
зщ  топилади. Бу сини^ чизи^ учлари булган ну^таларда f  (х) функция-, 
нинг кийматларини ^исоблаб борамиз. Бунда икки хрл юз беради:

1) Синии; чизик учларининг бирида / (х) функция нолга айланади. 
Бу хрлда синик; чизи^нинг шу учини теоремадаги с ну^та деб олинса, 
f  (с) =  0 булиб, теорема исботланади.

2) Сини^ чизик учларида f  (х) функция нолга айланмайди. Бу \ол- 
да сини^ чизициинг шундай кесмаси топиладики, унинг учларида f  (х) 
функциянинг к,ийматлари х,ар хил ишорали булади. Синш  ̂ чизик,нинг 
худди шу учларининг бирини а' =  (а[, а2, . . ат ) билан, иккинчи, 
учини эса b' =  {b'v b'2, . . ., Ь'т ) билан белгиласак, унда

f  (а) =  / [а\, а'2, . . ., а'т ) <  0 ,

f  m = ? ( b 'v ь ; , . .  . , b ' j > о
булади. Сини^ чизи^нинг бу кесмасининг тенгламаси ушбу

xi — а \ + 1 (^i — а [)’ 
х2 = a'2 +  t (b2 - -  а2),

Хт ^ а 'т +  t ( b m~ a j

(0 <  t <  1) куринишда ёзилади.
Агар узгарувчи х =  (хх, ха , . . ., хт )£ М  ну^тани синик; чизи^нинг 

шу кесмаси буйичагина узгаради деб олинадиган булса, у  хрлда ! 
/ (х) =  f  (х0  х2, . . . , хт ) куп  узгарувчили функция ^уйидагича

F(t) = f  (а[ + 1 (Ь[— а[), а2 +  t{b 2 — a2), . . . , a ’m +  t (b'm — ат ))

битта t узгарувчининг мураккаб функцияси булиб к;олади. Мураккаб 
функциянинг узлуксизлиги х;акидаги теоремага кура F (t) функция 
[0 , 1 ] сегмент да узлуксиздир. Иккинчи томондан t =  0 ва t =  1 да бу 
функция турли ишорали ^ийматларга эга:

F (0) =  / (а ;, а2, . . ., ат ) <  0 , 
f  (1)=/ (ь{, ь; , ..  ., b ' j >  о.

Шундай ^илиб, F (t) функция [0, 1 ] сегментда узлуксиз ва шу сег-

* Бовламли туплам таърифини 1-§, 17-бетдан ^аранг.
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ментнинг четки нукталарида хар хил ишорали кийматларга эга .У хол- 
дл 1- кием, 5 -боб, 7 -§ даги 5 .5 -теоремага кура, (0, 1) интервалда шун- 
дай /ц ну^та топиладики,

Р  (<0) =  О
Оулади. Демак,

Р (^ = !(а [+ * о (Ь [— а[), а2 +  (0 (Ь2— аг), . . . , а т  +  ^ {ат — а т ))= 0 . 
Агар

С-1 — “Ь А) (̂ 1 Я])? 
cг ■=a<1̂ rtй (Ь2 -  а2).

с =  ат  +  и (Ь'т - а т )
деб олсак, равшанки, с =  (с1( с2, . . ., ст )£ М  ва / (с) =  / (с1У с2............
ст ) =  0 булади. Бу юк;орвда келтирилган теоремани исботлайди. 

Куйидаги теорема х;ам шунга ухшаш исботланади.
12.14-т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  и к к и н ч и  т е о ­

р е м  а с и). / (х) — / (х1, х2, . . ., хт ) функция богламли М с 2 Ят  туп -  
ламда берилган ва узлуксиз булиб, М тупламнинг иккита а  =  
=  {аи а2, , ат ) ва Ь =  (ЬХ, Ь2, . . ., Ьт ) нуцтасида / [а)= А , / (6)= . 
=  В, А ф В булсин. А билан В орасида хар цандай С сон олинса %ам, 
М тупламда шундай с =  (с1, с2, . . . , ст ) нуцта топиладики,

/ (с) = /  [си с2, . . ., ст ) = С
булади.

12.15-т е о р е м  а ( В е й е р ш т р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а -  
си) .  Агар / (х) функция чегараланган ёпщ  М с .й 'п тупламда берил­
ган ва узлуксиз булса, функция игу М тупламда чегараланган булади.

И с бот .  Тескарисини фараз ^илайлик, яъни ? (х) функция чегара­
ланган ёш'К; М  тупламда узлуксиз булса ^ам, у  шу тупламда чегара- 
ланмаган булсин. У хрлда у л £ Л /  учун шундай х(п) 6 М ну^та топи­
ладики,

I / Ып)  | >  П (12.31)

булади. Бундай ну^талардан {х'п)}, х(л)£Л1 (п =  1, 2, . . .) кетма-кет- 
лик тузамиз. Модомики, М  туплам чегараланган экан, унда {х(п)} кет- 
ма-кетлик 5̂ ам чегаралангандир. Больцано — Вейерштрасс теоремасига 
(ушбу бобнинг 2- §  ига) кура {х(п)} кетма-кетликдан я^инлашувчи бул-
ган { х ^ }  ^исмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: {х^ь1} ->х° (&-»-оо). 
М  ёпик; туплам булгани учун х°£ М  булади. / (х) функциянинг М тум- 
ламда узлуксиз экаилигидан эса

булиши келиб чикади, натижада бир томондан (12.31) муносабатга 
кура

\ [(х ^ )\  > п к.

яъни / (х<пк>) -> оо (&->- оо да) булса, иккинчи томондан / ( х ^ - ^ Д х 0) 
булиб цолди. Бундай зиддият / (х) функцияни М  тупламда чегаралан-
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маган деб олиниши о^ибатида келиб чикди. Демак, / (х) функция М 
тупламда чегараланган. Теорема исбот булди.

1 2 . 1 6 - т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а -  
си) .  Агар / (х) функция чераланган ёпщ M c z R m тупламда анщ- 
ланган ва узлуксиз булса, у  шу тупламда узининг анщ  юцори %амда 
анщ  цуйи чегараларига эришади.

Бу теореманинг исботи 1-^исм, 5 - боб, 7 -§  даги 5.8-теореманинг 
исботи кабидир. Уни исботлашни укувчига хавола этамиз.

6- §. Куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизлиги. 
Кантор теоремаси

Ушбу параграфда куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизли­
ги тушунчасини киритамиз ва уни батафсил урганамиз.

/ (х) функция M c z R m тупламда берилган булсин.
12.30- таъриф.  Агар V s > 0  сон учун, шундай б > 0  топилсаки, 

М. тупламнинг р (х', х") <  6 тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий 
х‘ ва х" (х'£М, х"£М) нукталарида

I/ {x') — f(x " )\ < e
тенгсизлик бажарилса, f  {х) функция М туплам да текис узлуксиз 
Функция деб аталади.

Функциянинг текис узлуксизлиги таърифидаги б > 0  сон е > 0  га- 
гина боглик булади. Табиийки, агар / (х) функция M a R m тупламда 
текис узлуксиз булса, у шу тупламда узлуксиз булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
/ C*i. *а) =  4  +  *2

функциянинг D = { { x v  х2) б R 2 : л\■+ х\ ^  1} тупламда текис узлуксиз булиши кур - 
сатилсин.

g
V 8 >  0 сонни олиб, унга кура топиладиган б >  0 сонни б <  — деб олсак,

4
У ^олда ' ______________________

р ( х ,  X") =  Р ((x'j, х2), (х[, х2)=  V (4 — 4)2+(*2 — x2f  <  б

тенгсизликни каноатлантирувчи V {х±, х2) € D, V (4> х2) 6 D нуцталар учун 

I f (х{, х2) — / (х\, х"2) | =  | (X))2 +  [x2f — [ (x'i)2 +  (х2)Ц | =  1 ( 4  — х'{) ( 4  +  4 )  +

+ (4  — х2) (4  + *2) I 2 У ~  x’i>2 + (х2—х2)2 + 2 V (4  — -̂ i)2 + (х'2г-х'2)ъ =
=  4 б < 8  булади. Демак, берилган функция D cz R2 тупламда текис узлуксиз.

2. ^уйидаги

/ (* i . х2) =  ------
Х\ хг

Функцияни А =  {{хг, х2) 0.R2 : 0 <  4  +  *2  =  *} тупламда ^арайлик. Равшанки, бу 
функция А тупламда узлуксиз. Бироц ^аралаётган функция учун А тупламга текис 
узлуксизлик таърифидаги шарт бажарилмайди, яъни V 6 >  0 учун шундай е >  0 ва 
х' =  ( 4 ,  Xg) € Л, х" =  (4> ну^талар топиладики, р ( * ',  .<") <  б з^амда

I /  ( * i>  4 ) ~  /  ( * | ;  4 )  I >  Ё

58



г., иди. ^а^щ атан ^ам, V б > 0 учун е — 1 деб ва ( — , )  £Л , 1 6 Л
 ̂ \ п п 1 \2п 2п )

иуц!"1ларни олсак, п > п а ^ 2 6  

( (Л . ± )  ( ±
1\Л п ) ’ {2п 2п))

учун

\\ 1
< 6

ЧОМДа

п п \2п 2п

« 1/2 

=  Зп2 >  1 =  е

булади.

Ю^орида келтирилган мисоллардан куринадики, бирор тупламда 
у.члуксиз булган функциялар )̂ ар доим шу тупламда текис узлуксиз- 
,/шк таърифидаги шартни бажаравермас экан. Аммо к;уйидаги теорема 
уринлидир.

1 2 . 1 7 - т е оре ма  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар { (х) функция 
чсгараланган ёпщ М (М  с ;  Я т) тупламда берилган ва узлуксиэ б ул­
га, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

Ис б о т .  Тескарисини фараз ^илайлик, яъни /(х) функция чегара- 
ланган ёпик> М  тупламда узлуксиз булсин-у, аммо текис узлуксизлик 
таърифидаги шарт бажарилмасин. Бу ^олда бирор е > 0  сон ва ихтиё- 
рий б > 0  сон учун М  тупламда р(х', х '')< б  тенгсизликни ^аноат- 
лантирувчи шундай х ва х ' (х' £ М,х" £ М ) ну^талар топиладики,

¡/(.0 - / ( ; 0 |>е
булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги бх, б2, . . . , б . . .
ни олайлик:

б„ -^ °  (б« > °  ^ = 1 , 2 ,  (12.32)
Фаразимизга кура, юкоридаги е >  О сон ва ихтиёрий 8п >  О (п =  

=  1, 2, . . . ) учун М  тупламда шундай а (п) ва Ь(п)(п =  1,2,  . . .) ну^- 
талар топиладики, ■

р (а(1), £(1)) <  бх ва | / (а(1)) — /(6(1)) ) >  е,
р (а<2>, Ь^) <  б2 ва I / (,2 <2>) — /(6<2>) | >  е,

р (а(п), Ь{п)) <  6п ва | / (а{п)) — /(Ь(п)) | >  е,

булади.
Модомики, М — чегараланган туплам ва а[п)£М(п =  1 ,2  . . .) экан, 

унда Больцано—-Вейерштрасс теоргмасига кура {а[п)} кетма-кетликдан 
якинлашувчи ^исмий {а (п,г ] } кетма-кетлик ажратиш мумкин:

П т а {Пк > — а°■ (12.33)
/г—> со
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М  ёпщ  туплам булгани сабабли а°£М  булади. Юк;оридаги {6(п)} 
кетма-кетликдан ажратилган {b{r>k) } цисмий кетма-кетликнинг лимита 
^ам а0 га тенг булади. З^ацицатан ^ам, ушбу

р (b{nk > , а 0) ■< р (Ыпк > , a{nk > ) +  р (а^к) , а0) <  8„k +  Р (а(п* , а0) 

тенгсизликдаги 8nk ва р (а(л* > , а 0) лар учуй (12.32) ва (12.33) муноса- 
батларга кура k -> оо да

« „ * - * 0 , р (а{пк> ,а°) О

булишини эъгиборга олиб, /е-^оо да р(Ь(Пк) , а0)-*- О эканини топа- 
миз.

Шундай килиб, А->-оо да

а (Пк)—>~а0, Ь<'Пк)-> а°.
Каралаётган f(x) функдиянииг, шартга кура М  тупламда узлуксиз 

эканлигидан

/(а ("А ') )-+ f(a°), f  (Ь{Пк > ) -> / (а0) 
булиб, улардан эса

/(Ь("А) ) — f{ d nk) ) - ^ 0  
булиши келиб чи^ади. Бу эса V  n k лар учун

| f(blnk)) - f ( a (nk)) \ > e
деб ^илинган фаразга зиддир. Бундай зиддиятнинг келиб чи^ишига 
сабаб f(x) функдиянииг М  тупламда текис узлуксизлик шартини \а- 
ноатлантирмайди деб олинишидир. Демак, функция М  тупламда те­
кис узлуксиз. Теорема исбот булади.

Бирор М  с :  Rm туплам берилган булсин. Бу тупламда ихтиёрий 
иккита х' ва х!' нукталарни олиб, улар орасидаги р (х\ х") масофанй 
топамиз. Равшанки, масофа олинган ну^таларга борли^ булади. Агар 
х' ва х" нукталарни М  тупламда узгартира борсак, унда {р (х', х")} 
туплам хрсил булади. Одатда, бу тупламнинг аящ  говори чегараси 
sup{p(x ', х")} (х' £ М , х" G М) М  тупламнинг диаметра  деб аталади 
ва у  d(M) каби белгиланади:

d(M ) =  sup{p(x ', х")} (х’ £М, х"еМ ).
/ (х) функция М cz R m тупламда берилган булсин.
12 . 31 - таъриф.  Ушбу

sup{|/ (* ') — / (* ') !}  (х'£ М , х"£М)
микдор f(x) функциянинг М. тупламдаги тебраниши деб аталади ва 
у  ю (/; М) каби белгиланади:

со (/; М) =  sup { | / (х") — /{%') |} (х' £ М, х" t  М).
Ю^орида келтирилган Кантор теоремасидан му^им натижа келиб 

чикади.
12 .2- н а т и ж а .  f(x) функция чегараланган ёпи^ тупламда берил-
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i.iii ва узлуксиз булсин. У ^олда у - 8 ]> 0  сон олинганда ^эм М  туп- 
11мгIи чекли сондаги Mk тупламларга шундай ажратиш мумкинки,

и м к =  М, M k П М . =  0  [k¥=j) ва со(/; M k) <  е

Г^лади.
И с б о т .  f(x) функция чегараланган ёпи^ М тупламда узлуксиз 

Оулсин. Кантор теоремасига кура бу функция М  тупламда текис уз- 
луксиз булади. Бинобарин, Y 8 > °  УЧУ » шундай б > 0  топиладики, 
г (х'^ х")<  8 булган -у  х ', х" лар учуй |/(х') — f(x") | < е  булади, 
М тупламни диаметрлари шу б булган M k тупламларга ажратамиз.
I ’авшанки, бу ^олда \fx'Q_Mk, у  ?  € М к ну^талар учун р(х', х")< б 
булади ва демак,

\ f(x " )- f(x ')\ < E  
тснгсизлик бажарилади. Бундан эса

sup{|/ (x")~ /(*■') 1} <  в,
яъни

®(/;
булиши келиб чи^ади. Натижа исбот булди.

Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги билан бог- 
лик булган функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси билан з̂ ам 
танишамиз.

f(x) функция M czR™  тупламда берилган булсин. V 6 > 0  сонни 
олиб, М тупламнинг р (х', х") б тенгсизликни ^аноатлантирувчи их- 
тиёрий х ва х" (х '£ М , х"£М) ну^талардаги функция л^ийматларидан 
тузилган j f(x") — f(x ’)\ айирмаларни ^арайлик.

1 2 . 3 2 - т а ъриф.  Ушбу
\f(x")--f(x')\  (х '£ М ,х" £ М )

айирмалар тупламининг аник; говори чегараси
sup {\f(x") — f(x')\} (х '£ М ,х " £ М )

р (*', х") « б

f(x) функциянинг М  тупламдаги узлуксизлик модули деб аталади ва 
<в (f; б) каби белгиланади:

со (/; б) =  sup { I /(х") -  f  (у') [ } (х' € М, х" £ М ).
р(х', х") < б

Бу таърифдэн, функциянинг узлуксизлик модули б нинг манфий 
булмаган функцияси эканини курамиз. Бундан танщари >  б2 >  О 
булганда ушбу

sup {[/(*") — f(x')\} >  sup (1 f(x") — f(x')\}
p(x'. x " )< g l  p(x', Ж")<б2

( x ' g Ai ,  x"£M) тенгсизлик уринли булиб, ундан
со(/; 8г >  ю(/; б2)

эканлиги келиб чи^ади. Бу эса со (/; б)— б нинг усувчи функцияси 
эканини билдиради.

61



Энди fix )  функциянинг текис узлуксизлиги билан унинг узлуксиз- 
лиги модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани келтира- 
миз.

12. 1 8 - т е о р е м а ,  f  (х) функциянинг М a  Rm тупламда текис 
узлуксиз булиши учун

Ушбу бобда биз куп  узгарувчили функциялар дифференциал х,и- 
соби билан шурулланамиз. Киритиладиган ва урганиладиган хрсилалар 
ва дифференциаллар тушунчалари бир узгарувчининг функциялари 
учун киритилган мое тушунчаларнинг тегишлича умумлаштирилиши- 
дан иборат булади. Айни пайтда, биз курамизки, куп  узгарувчили 
функцнялар учун хос булган бир ^анча янги тушунчалар хам (йуна 
лиш буйича хосила, тула дифференциал ва х;оказо) урганиладн.

1- §. Куп узгарувчили функциянинг хусусий косилалари
1. Ф у н к ц и я  х у с у с и й  х о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф л а р и .  

f{x) =  f(x u  х2, . . . , хт ) функция очик М (М a  Rm) тупламда берил- 
ган булсин. Бу тупламда х° =  (Xj, х\, нукда олиб, унинг
биринчи координатаси х°} га шундай Ахх (Лх1 ^  0) орттирма берайлик- 
ки, (%° +  A xv х°, . . . , х°т ) 6 М булсин. Натижада / (xv х2, . . .  , хт ), 
функция х;ам (х°, х°, . . . , х^) нуцтада х х узгарувчиси буйича

нисбатни карайлкк. Равшанки, бу нисбат Ахг нинг функцияси булиб,. 
у  Аху нинг нолдан фаркли кийматларида аникланган.

13 . 1 - т аъриф.  Агар Ах± 0 да (3.1) нисбатнинг лимита

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x lt х2, . . . , хт ) функциянинг 
(х°, х°, . . . , xQJ  нуцтадаги узгарувчиси буйича хусусий \осиласи 
деб аталади ва

1 im  со (/; 6) =  0
6-Ч-+0

булиши зарур ва етарли.

13-БОБ \

КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ХОСИЛА 
ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ

Ддг,->0 Длг,->0
Нш ^  =  Нш

d f jx \ ,  х°2 , . ■ ■ , х йт)

дхх ' дху
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г  (хо) =  Ш * 1 =  И т Д а ! .
1 |Эхх Длг,->о Ддсх

Агар +  Ах1 =  х 1 деб олсак, унда Ах1 =  х1 — ху ва Ах1-^-0 да х^-*- 
+■ хЧ булиб, натижада

П т  _  Ах1 !  1 ; т  / (*1 +  А^х, х°2, х°2 .................* ” ,) _
Д*1->-0 &Х1 Дл;1-+0 А хх

/ ( * ! ,  Х%, . . . , л4 ) — Цх^, ДС2°- • • • - * т )
=  11ГП ------------------------------------------------------ -

Х^Ч X! —

булади. Демак, / (хр х2, . . . , хт ) функциянинг (х°1( х§, . . . , ну^- 
тадаги хг узгарувчиси буйича хусусий хрсиласини ушбу

/ (* ! ,  4 , • ■ . , Х°т) —  ¡ { х \ ,  Х%, . . .  , х°т)

XI — хЧ

нпсбатнинг х\ даги лимити сифатида таърифлаш мумкин.
Худди шунга ухшаш /(%, х2, . . .  , хт ) функциянинг бош^а узга- 

рувчилари буйича хусусий хрсилалари таърифланади:

д[ А хг [  . .  / (хЧ. х\ +  Л х2. х %, . . . , х 0̂  — ¡ (хЧ ,  4 ’ • ■ ■ > х т)— п т  ------ =  п т

Гк'лгкларнинг бири билан белгиланади. Демак,

д%2 Дд̂2">0 <̂ 2̂ Ал̂ 2 

^  =  П т  =  ]{т  Н * 0! ’ * 2> Хт - 1> * т + Д* т )  — К*1> 4 --------- хт)
дх,п Ахт —>о Ах 1П кхт —>0 АХ/П

Демак, куп узгарувчили / (лг15 х2, . . . , хт ) функциянинг бирор 
(хЧ, х\, . . . , нуктада хк ( к =  1 , 2 , . . . , т )  узгарувчиси буйича 
хусусий хосиласини таърифлашда бу функциянинг хк (1г =  1 , 2 , . . . , т )  
узгарувчидан бошка барча узгарувчилари узгармас деб ^исобланар 
экан. Шундай Цилиб, [ (х^ х2, . . . .  , хт ) функциянинг хусусий хо- 
силалари /^, , . . . , ¡ х 1-цисм, 6 - боб, 1-§  да урганилган косила—
бир узгарувчили функция зрсиласи каби эканлигини курамиз. Д ем ак, 
куп узгарувчили функцияларнинг хусусий хосилаларини хисоблашда 
бир узгарувчили функциянинг хосиласини хисоблашдаги маълум бул- 
ган 1̂ оида ва жадваллардан тулик, фойдаланиш мумкин.

М и с о л л а р .  I. / (хх, х2) ~  У  х\ +  х\  булсин. Бу функциянинг V {хъ  л:2) £ Я2 
н у^тадаги  хусусий хосилалари

д !  _  Хг д ] _ _______ х з _ _
дх1  У  х \ +  4  V  х\ +  х|

булад и .
Х 1 + Х ,

1 22. / (х 1( * 2) =  ——  е функциянинг (хх, х 2) £ №  (* 2 >  0) ну^тадаги х у с у -
V  X*

63



Х \-\-Х г Х1~\~Х2

_д[_____ 2“ " \ _  1 ~  2
дхх дхх \У^х2 / 2 У х 2

Х \- \-Х 2 __ X  1~\~Х2

а/ _   ̂ / 1_  ~

д х2 дх2 \ У  х2

сий хосилаларини хисоблаймиз:

) ^ ~ 2 У х :
е

,з
2

__ % 1~\~Х2

5— е 2 = - — и «  2 [ 1 +  — V
2 / х 2 2 У х, \

3. Ушбу
( 2ХуХ2

Пх» *>= П Т Т ’ агар(ДГ1’ *2)¥=(0,0) б"лса’
I 0 , агар (х1г х 2) =  (0 , 0) булса

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Айтайлик, ( * ! ,  х2) '=7& (0; 0) булсии. У  ^олда

д [  д  / 2 х г х 2 \ 2х ц ( х 2! +  х \ —  2х хх 2 2 х г 2 х 2 {х \  —  х\)

дхг дХ1 [  х\ +  х1 )  (Х2 + х22)2 {х\ +  хЪ*

а/ а  / 2.*! * 2 \ _  2*1 (*1 +  4 ) — 2 x ^ 2 ^  _  2х х (х1 — 4 )

д *  дх2 [  х2 +  х 2 I  ( х \ + 4 )* (4 + 4)2
булади.

Энди (хг , х 2) =  (0 , 0) булсин. У  з^олда

а/ (0,0) /(Дхь 0) = / (0,0) „ 
 = Игл  = 0,

д * !  Д лг,-^0 А Х !

а / (0,0) / (о, Дх2) — [ (0,0) л
—   =  п т  --------- ------ -------------- =  0

а*2 д*2̂ о Дх2
булади.

Д емак, берилган f  (% , х2) функция V [х 1 у х2) 6 Я2 да хусусий ^осилаларга
эга.

2. Х у с у с и й  з ^ о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ н о с и .  Соддалик 
учун икки узгарувчили функция хусусий ^оснлаларининг геометрик 
маъносини келтирамиз.

/ (хх, х3) функция очик; М (М с 2  Я2) тупламда берилган булиб,
Ц ,  х°) £ М  булсин. Бу функция (х^, х°2) ну^тада (х°, х°), (х», х°) 
хусусий ^осилаларга эга булсин. Таърифга кура (х<}, х§  ва (х®,
X») хусусий з^осилалар мос равишда ушбу г/х =  /(х ,, х§) ва г/2 =  /(х°, 
х2) бир узгарувчили функцияларнинг х  ̂ ва х° даги хосилаларндаи нбо- 
рат.

Фараз ^илайлик, г/ =  / (хА, х2) функциянинг графиги 11-чизмада 
курсатилган сиртни тасвирласин. Унда г/х =  /(хх, х§) ва У2 — ?{х\, *г)

64



функцияларнинг графиклари мос 
равишда y  =  f  (хх, х,) сирт билан 
х2 =  х% текисликнинг хамда шу 
сирт билан х3 =  х°г текисликнинг 
кесищишидан хрсил булган Гг ва 
Г 2 чпзиклардан иборат.

А'аълумки, бир узгарувчили 
и — ф (х) функциянинг бирор х0 
(х0 £ R) ну^тадаги хрсиласининг 
геометрик маъноси (1-цисм, 6- 
боб, 1-§) бу функция тасвирла- 
ган эгри чизик,ка (х0, ф (х0)) нук- 
тада утказилган уринманинг бур- 
чак коэффициентндан, яъни уринманинг Ох yi\M билан ташкил этган 
бурчакнинг тангенсидан иборат эди. f'Xt (х\, х“) ва f'x (х°, х°) хусусий 
хосилалар мос равишда Гх ва Г2 эгри чизикларга (х°р х®) нуктада ут­
казилган уринмаларнинг 0х } ва 0х 2 у^лар билан ташкил этган бур­
чакнинг тангенсини билдиради. Д емак, f'Xi (х®, х°) ва f  (х®, х®) хусу­
сий ^осилалар у --- / ( а;, , х2) сиртнинг мос равишда 0 хх ва Ох2 уклар 
йуналиши буйича узгаршн даражасини курсатади.

Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у л и ш и  б и л а н  у н н н г  х у с у -  
с и й ^ о с и л а г а  э г а  б у л и ш и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш. /(х) функ­
ция очик( М ( М с  Rm) тупламда берилган булиб, х0 g М  нуктада чек- 
ли fXi (х°) хусусий хосилага эга булсин. Таърифга кура

и = п т bXif
Д*1

булиб, ундан
/ =  f'Xl (х°) ■ Ах\ +  «1 А*1

булишини топамиз, бунда А х,-э-0  да « , - >  0. Натижада 
lim  А / =  lim [/' (х°) • Ах, +  а ,  Ах,] =  0

Д*,->0 1 AJCi->0 

булади. Бу эса f  (х) функциянинг х° нуктада х  
эканлиг 
i k =  1 , 2 ,

узгарувчиси буйича
хусусий узлуксиз^ эканлигини билдиради. Демак, / (х) функция х° нук

т )  хусусий хосилага эга булса, 
т ) узгарувчилари

тада чекли f  (х°'
/ (х) функция шу нуктада мос xk { k = \ ,  2 , 
буйича хусусий узлуксиз булади.

Биро^ куп узгарувчили / (х) функциянинг бирор х° нуктада барча 
хусусий хрсилаларга эга булишидан, унинг шу нуктада узлуксиз (бар­
ча узгарувчилари буйича бир йула узлуксиз) булиши хар доим келиб 
чикавермайди.

Масалан, ушбу параграфнинг 1-пунктида келтирилган 3-мисолда-
ги f( x u х2) функция Y  (*i, х2) £ R2 нуктада хусусий хоси-

дхх дх2
лаларга эга булса-да, бу функция (0 ,0) нуктада узлуксиз (иккала уз­
гарувчиси буйича бир йула узлуксиз) эмас (каралсин, 12- боб, 1-§).
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1. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у  в ч и л и г и т у ш у н -  
ч а с и .  Д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и к н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  
f  (х) =  / (х„ х2, . . . , хт ) функция очик М ( М с  Rm) тупламда бе- 
рилган булсин. Бу тупламда (х°р х\, . . . , х°т ) — х° ну^та билан бир- 
га (x'J +  Axv хР2 +  Дх2, . ,  . , х°т  +  Ахт ) ну^тани олиб, берилган функ­
циянинг т у л а  орттирмаси
А/ (х°) =  / (х о +  Axj, х« +  Дх2, . . . , х°т  +  A x J  — / (*», х2° , ------х°т )

ни ^араймиз.
Равшанки, функциянинг А/ (х°) орттирмаси аргументлар орттирма- 

лари Ах,, Дх2, . . . , Ахт  ларга боглик булиб, купчилик холларда 
Ах,, Ах2, . . . , Ахт  лар билан А/ орасидаги богланиш мураккаб бу- 
лади. Табиийки, бунда Ах,, Ах2, . . . , Ахт  ларга кура А/ ни аник 
ёки такрибий хисоблаш кийинлашади. Натижада орттирмаси Ах,, Дх2, 
. . . , Ахт  орттирмалар билан соддарок богланишда булган функция- 
ларни урганиш масаласи юзага келади.

13 . 2 - т аъриф.  Агар f(x) функциянинг х° ну^тадаги А/ (х°) орттир- 
масини

А/ (х°) =  Л,Дх, -)- Л2Дх2 “Ь . . . -Ь Лт Дхт  к 1Ах1 -f- а 2Ах2 -4-
+  . . . -\-ат Ахп (13.2)

куринишда ифодалаш мумкин булса, / (х) функция х° нуцтада диф- 
ференциалланувчи деб аталади, бунда А л, Аг, . . . , А т  лар Ах,, Дх2,
. . . , Ахт  ларга боглик булмаган узгармаслар, а , ,  а 2, . . . , а т  лар 
эса Ах1( Ах2, . . . , Ахт  ларга богли^ ва А х ,-^ 0 , Дх2-*-0 , . . . , 
Ахт  ->- 0 да а ,  ->• 0, а 2 ->■ 0, . . . , а т  -у- 0 (Ах, =  Дх2 == . . . = 'Ахт  =  О 
булганда а ,  =  а 2 =  . . .  =  а т  =  0 деб олинади).

Агар / (х) функция М тупламнинг ,\ар бир нуктасида дифферен- 
циалланувчи булса, / (х) функция /И тупламда дифференциалланувчи 
деб аталади.

М и с о л .  Ушбу / (xlt х2) — л:, +  х\ функцияни ^арайлик. Б у функция V (х^, 

х2) 6 R 2 ну^тада дифференциалланувчи булади. Дак;ик,атан ^ам, (х®, я®) нук,тада бе­
рилган функциянинг орттирмаси

A f  —• f  (*? +  Д *ъ  х® +  Ах2) — f  (л:®, х\ ) = (х ® +  Д х,)2 +  (х® + Д х2)2—

— (х?)2 — (х®)2 =  2х® А д:, +  2х® Д х 2 +  (Д * i ) 2 +  (Д х2)2 

булиб, \нда A ,= 2x®, А г =  2х®, а ,  =  Дх1; а 2 =  Д*2 дейилеа, натижада 

A f  — /1,  Д х , -f- А2 Д х2 -f- ос, Да:, -f- os2 Д х2
булади. Б у эса берилган функциянинг V (xlt х2) 6 R 2 ну^тада дифференциалланув­
чи эканлигини билдиради.

/(х) функциянинг х° ну^тада дифференциалланувчилик шарти (13 .2) 
ни ^уйидаги

А / (х°) == А х Ах, +  Л2 А х2 +  . . . +  Ат  А хт  +  о (р) (13.3)

2- §. Куп узгарувчили функцияларнинг дифференциапланувчилиги



i \ ринишда ^ам ёзмш мумкинлигини курсатамиз, бунда р (x°v х%, . . . , 
>'') хи ва (х  ̂+  A xj, х° +  А х2, . . . , х°т  +  А х т ) нукталар орасидаги 

м,’|гофа:

Р =  V  (А * \ )2 +  (А Хг)2 +  • ■ • + ( A * J 2-
1’авшанки,

А х1-> 0, А х2-^  0, . . . , А х т ~у 0= ^р -ь .0
ni

р -»• 0 => А хг — 0, Д х2~-»-0, . . . , А хт -> О
Оулади.

Энди А х1 ->-0, Д х2~>0, . . . , Д хт -> 0  да (13.2) муносабатдаги 
а  | Аху +  а 2Дх2 +  . . . ' +  а т Ахт  миедор р га нисбатан говори тартибли 
чексиз кичик микдор эканлигини курсатамиз. Агар

а-уАху +  а 2Дх2 +  . . . +  а т Ахт  — р (а.у —  +  а 2 —— +  . . . +
V Р Р

+  а т ^ )  (р ф  0)
Р /

муиосабатда

1 (/j =  1,2, . . . , т)
Р

булишини эътиборга олсак, унда 
| а хАху +  а 2Дх2 +  . . . +  а т Ахт  | <  ( | а х | +  | а 2 j +  . . . +  | а т  | ) р 

булади. Демак,
аЛ ху  +  а 2Дх2 +  . . . +  а т Ахт  =  о (р).

Шундай ^илиб, (13.2) шартнинг уринли булишдан (13.3) нинг уринли 
булиши келиб чицди.

Агар / (х) функциянинг х° нуктада дифференниалланувчилик шарти 
(13.3) ку-ринпшида уринли булса, бундан бу шартнинг (13.2) курини- 
ши ^ам уринли булиши келиб чн^ади. Шуни исботлайлик.

Агар р =  0 булса, унда Аху — Дх2 . . . =  Ахт  — 0 бÿлaди ва (13.3) 
дан (13.2) келиб чи^ади.

р ф О  булсин. Унда Ахх, Ах2, . . . , Ахт  ларнинг барчаси бир йу- 
ла нолга тенг б;улмайди. Шуни эътиборга олиб цуйидагини топамиз:

о (р) =  0 ^  (А*г)2 +  ■ ■ • +  (А *т )2 _  о (р) _ Аху " ^

Р Р Р Р 1

+  • — 2 • Ах2 • Ахт  =  а 1Дх1 +  а 2Дх2 +
Р Р Р Р

+  • • • +  а /пД Хт ,

бунда

а  =  ЕМ . —  (£ =  1 , 2 , . . . , т )
о р
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булиб, р — 0 , яъни A x j^ O , Дх2 - ^ 0 , . . . , Ахт ->-0 да а г -*■ О, а 2-> 
" > О, . . . , а т т-> О.

Демак, f  (х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилигининг 
(13.2) ва (13.3) шартлари узаро эквивалентдир.

Энди дифференциалланувчи функциялар х<акида иккита теорема 
келтирамиз.

1 3 . 1 - т е о р е ма .  Агар f  (х) функция х° нуктада дифференциалла­
нувчи булса, у холда бу функция шу нуктада узлуксиз булади.

Plc бот .  f  (х) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У холда таърифга кура функция орттирмаси учун

Af  (х°) — A jАхх Л2Ах2 . . . ~Ь А т Ахт  -f- о^Ах^ -(- <х2Ах2 -f- 
+  ,. . . +  а т Ахт

булади, бунда А х, Л2, ■ . . , Ат  — узгармас, Axt ->■ 0, Ах2-^-0, . . . , 
Ахт -> 0 да 0, а 2—>- 0, . . . , а т -> 0.

Ю^оридагн тенгликдан
lim А/ (х°) =  О

Д * 1 -+ 0  
/\х 2—>0
Дд'  fji—> О

булиши келиб чикади. Бу эса / (х) функциянинг х° нуктада узлуксиз- 
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

13.2. т е о р е м а .  Агар f  (х) функция х° нуктада дифференциал­
ланувчи булса, у хрлда бу функциянинг шу нуктада барча хусусий 
хрсилалари fXt (х°), f'x> (х°), . . , f' (х°) мавжуд ва улар мос равиш-
да (13.2) муносабатдаги Аг, А2, . . . , Ат  ларга тенг булади, яъни

/*, (л°) =  fx, (х°) =  ^ 2> • • • ’ fxm (х°) =
И с б о т .  / (х) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин. 

У  з^олда таърифга кура функция орттирмаси учун
А/ (х°) == Л1Ах1 +  Л2Ах2 Ли Ах,п - f  а хАхг +  а 2Дх2 +

+  • • • +  а т Ахт  (13.2)
булади. Бу тенгликда

Ахг ф  0, Ах2 =  Ах3 =  . . . =  Ах,„ =  0 
деб олсак, унда (13.2) ушбу

AXi f  (х°) =  Л,Ахх +  a ,  *AXj

куринишни олади. Бу тенгликнинг хар икки томонини Ахх га булиб, 
сунг Ax\ -> 0 да лимитга утиб, ^уйидагини топамиз:

Д  f  ( х ° )
lim  — --------=  lim  (Л± +  ах) =  Лх.

Д ^ !—»-О Д *1 Д я ^ О

/ ;,(* 0) = л г

Демак,
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Чу дли шунга ухшаш /(х) функдиянинг х° нуктада ¡'х (,г°), \'х (х°), , . . , 
)\ (х°) хусусий хосилаларининг мавжудлиги хамда

4  (х°) ~  Аг, ГХЗ (X») — Л3.............. ГХт (X») =  А п

жлплиги курсатилади. Теорема исбот булди.
1 3 Л - н а т и ж а .  Агар /(х) функция х° нуктада дифференциалланув- 

чи булса, у  хрлда

Д/ (х°) =  (х°) Дх  ̂+  /;з (х°) Дх2 +  . . . +  / ;7[ (х°) Дхт  +  о (р)

булади.
1 3 Л - э с л а т м а .  /(л) функдиянинг бирор х° нуктада барча хусу­

сий хрсилалари (х°), /"2 (х°), . . . , (х°) нинг мавжуд булишидан,
функдиянинг шу нуктада дифференциалланувчи булиши хар доим ке- 
либ чи^авермайди.

Масалан, ушбу

, ,  . [ — = =  , агар (хи х2) ^ ( 0 , 0) булса, 
f  (х 1у Хо) —  | у  х  [ +  х2

0 , агар (х,, х2) =  (0 , 0) булса

([¡ункцияни ^арайлик. Бу функция (0, 0) нуктада хусусий хрсилаларга 
эга:

I' (о, 0) =  Нш ■Ж *1’ 0) - / ( 0, 0) =  0>
1 Ддгц-0 Л хг

/; (о, о) =  Пш =  о.
Ах ►О

Берилган функцияиинг (0, 0) нуктадаги орттирмаси

^ и - / к . ч - / м - ? ^ у

булиб, уни (13.2) ёки (13.3)--куринишида ифодалаб булмайди. Буни 
исботлаш макрадида, тескарисини, яъни /(х17 х2) функция (0 , 0) ну^- 
тада дифференциалланувчи булсин деб фа раз килаилик. Унда

А/ (0, 0) =  [Х1 (0, 0) Ахх +  (0, 0) Дх2 +  а,А х, +  а 2Ах2 =
= а 1 Д х1 +  а 2Дх2 (13.4)

булиб, бу муносабатда Дл  ̂-► 0 , Лх2-н>~0 да а 1- ^ 0 , а 2 ->-0 булади. 
Демак,

Л*1Д*2 -  с^Дх, +  а 2Дх2. (13.5)
У(Д*1)Ч- м -

Маълумки, Ахх ва Д%2 лар ихтиёрий орттирмалар. Жумладан, Дхх
Ах2 булганда (13.5) тенглик ушбу

р =  =  Дх1 («1 +  а 2)



куринишга келиб, ундан эса

булиши келиб чикади. Натижада Ах1 ->-0, Дх2-*• 0 да ва а 2 мивдор- 
ларнинг нолга интилмаслигини топамиз. Бу эса ¡( х ъ х„) функциянинг 
(О, 0) нуктада дифференциалланувчи булсин деб '^илинган фаразга 
зид. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада хусусий хрсилаларга 
эга, аммо у  шу нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майди.

Шундай ^илиб, функциянинг бирор нуктада барча хусусий хрси- 
лаларга эга булиши, функциянинг шу нуктада дифференциалланувчи 
булишининг з а р у р и й  щартидан иборат экан.

2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и н и н г  е т а р л и  
ш а р т и .  Энди куп  узгарувчили функция дифференциалланувчи були­
шининг етарли шартини келтирамиз.

/(х) =  / (хи х2, . . . , хт ) функция очи^ М (М  <=.Ят ) тупламда бе­
рилган булиб. хи =  (л®, х®, . . . , х^) ну^та шу тупламга тегишли 
булсин.

1 3 . 3 - т е о р е м а .  Агар /(X) функция х° нуцтанинг бирор атро- 
фида барча узгарувчилари буйича хусусий %осилаларга эга булиб, бу 
хусусий хосилалар шу х° нуктада узлуксиз булса, / (х) функция х° 
нуктада дифференциалланувчи булади.

И с б о т .  х° £ М  нуктани олиб, унинг координаталарига мос равиш- 
да шундай Ахх, Ах2, . . . , Ахт  орттирмалар берайликки, ( х ^ + А х х, 
х°2 4 - Дх2, . . . , х°т  +  Ахт ) ну^та х° ну^танинг айтилган атрофига те­
гишли булсин. Сунг функция тула орттирмаси 
А/ (х°) =  Дх® +  Ахр х® +  Дх2, . . . , хйт  +  Ахт ) — / (х®, х®, . . . , хйт ) 

ни ^уйидагича ёзиб оламиз:
А/ (х°) =  [/ (х® 4- Ахр х® +  Ах2, . . . , х°т  +  Ахт ) — / (х®, х® +  Дх2, . . . ,

Х 1  +  А х т) 1 + (*?> Х 2 +  Д*2- Х °3 +  А х З’ ------Х т +  А Х т) “ / (А  Х 2> Х 3 +
+  Дх3, ------ х°т  +  А хЛ  +  . . . +  [/(X®, X®, . . . , Х®_„ X®, +

+  Ахт ) /(х®, х®, х3®, . . . .  х^)].

Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир айирма тегишли битта аргу- 
ментнинг функцияси орттирмаси сифатида к;аралиши мумкин. Унинг 
учун Лагранж теоремасини татбик; кила оламиз, чунки теоремамизда 
келтирилган шартлар Лагранж теоремаси шартларининг бажарилиши- 
ни таъминлайди:

А/ (х°) =  ГХ1 (х® +  0 А ,  х°2 +  Ах2, Ахт ) • Ахх +

+  /*, (х1> 4  +  02Ах2, X® +  Ах3, . ,  . , х°т  +  Дхт ) ■ Дх2 +  (13.6)
+ ................................................................................. . . . .  . • • +

+  /;т  К  4 .............А'т—1 • Хт  +  0т А*т) ' Ахт>



о <  ег <  1 (г =  1, 2 ............. т ) .
( >дитда (13.6) функция орттирмасининг формуласи деб аталади.
Шартга кура х° ну^тада /^, . . . , ¡х хусусий ^осилалар уз-

, I у кгп.ч. Шунга кура
/* +  01 А *1’ *2 +  Л *2. ■ • • , хт  +  Д Л'т ) =  (х°) +  а 1;
/*, (Х1 , х° + в 2 А х2, х° + А х 3, , х°т +  А хт ) =  /¡2 (х°) +  а 2,

/;т  (х° , х° , . . . , х°т  +  0т  Д хт ) =  ГХт (х°) +  а т  (13.7) 
Оу.пнб, унда Д.г^-^-0, Д х 2->-0, . . .  , Д х т - >0  да ^ - > 0 ,  а 2-> 0 , . .
- * а т ~*"0 булади.

(13.6) ва (13.7) муносабатлардан
А/(л°) =  /;1 (х0)Д х 1 +  /;1 (хо) д Х2 +  _ _ . +  ¡'Хт (х°) А х т  +  а 1 А х 1 +

+  « 2^2+  • • ■ +  а т  Д хп
булиши келиб чщ ади. Бу эса /(х) функдиянинг х° ну^тада дифферен­
циалланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бир ва куп узгарувчили функцияларда функдиянинг дифференциал- 
ланувчилиги тушунчаси киритилди (^аралснн, 1- к,исм, 6 - боб, 4 -§  хам_ 
да ушбу бобнинг 2 -§ .) Уларни солиштириб к,уйидаги хулосаларга ке- 
ламиз.

1) Бир узгарувчили функцияларда хам, куп узгарувчили функция­
ларда хам функциянинг бирор нуктада дифференциалланувчи булиши- 
дан унинг шу нуцтада узлуксиз булиши келиб чи^ади. Демак, бир ва 
куп  узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциалланувчи бу­
лиши билан унинг узлуксиз булиши орасидаги муносабат бир хил.

2) Маълумки, бир узгарувчили функцияларда функциянинг бирор 
нуктада дифференциалланувчи булишидан унинг шу нуктада чекли 
Хосилага эга булиши келиб чи^ади ва, аксинча, функциянинг бирор 
нуктада чекли хосилага эга булишидан унинг шу нуктада дифферен­
циалланувчи булиши келиб чикади.

Куп узгарувчили функцияларда функциянинг бирор нуктада диф­
ференциалланувчи булишидан унинг шу нуктада барча чекли хусусий 
хосилаларга эга булиши келиб чик.ади. Бирок,, функциянинг бирор нукта­
да барча чекли хусусий хосилаларга эга булишидан унинг шу нукта­
да дифференциалланувчи булиши хар доим келиб чи^авермайди.

Демак, бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг диф­
ференциалланувчи булиши билан унинг хосилага (хусусий хосилага) 
эга булиши орасидаги муносабат бир хил эмас экан.

3- § . Йунапиш буйича х;©еила

Маълумки, бир узгарувчили у  =  / (х) функциянинг (х £ Я, у^ Я ) —
Лх

Хосиласи бу функциянинг узгариш тезлигини билдирар эди. Куп узга­
рувчили у  ==/(хь  х2, . . . , хт ) функциянинг ((х1; х2, . . . , хт ) € я т ,

оундн
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y£R) хусусий зфс'илаларн ^ам бир 
узгарувчили функциянинг з^осиласн 
каби эканлигини эътиборга олиб, бу 
d f  d f  d f. . . , ~  хусусии хоси- 

dx-i dx2 ахт
лалар з а̂м у  =  /(зсь  х2, . . . , хт ) 
функцияниг мос равишда Ох, Ох2, 
. . . , Охт  уклар буйича (Rm фазо- 
да) узгариш тезлигини ифодалайди 
деб айтиш мумкин.

Энди функциянинг ихтнёрий йу- 
налиш буйича узгариш тезлигини 
ифодаловчи тушунча билан тани- 
шайлик. Соддалик учуй икки узга- 
рувчили функцияни ^араймиз, 

у  =  1(ху, x2) —f(A ) функция очик; М  тупламда (M £ R 2) беридган 
булсин, Бу тупламда ихтиёрий А0 == (х° , х2 ) нуктани олиб, у  оркали 
бирор турри ч т щ  утказайлик ва ундаги икки йуналншдан бирини 
мусбат йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб к^абул ^илайлик. 
Бу йуналган турри чизн^ни I дейлнк.

а  ва Р деб I йуналган турри, чизик; мусбат йуналиши билан мос 
равишда Ох1 ва 0х2 координата укларининг мусбат йуналиши орасида- 
ги бурчакларни олайлик (12-чизма). У ид а л А 0АВ дан

■ч — х°  х2 — х°,
cos а, — — -  =  cos р

Р Р
булиши келиб чи^ади. Одагда созос ва cos р> лар I турри чизщнинг 
йуналгирувчи косинуслари дейилади.

I турри чизикда Л0 нуктадан фарцли ва М  тупламга тегишли бул- 
ган А нуктани (А =  (хъ х2)) олайликки, А0А кесма М  тупламга те- 
гишли булсин. Агарда А ну^та А0 га нисбатан I турри чизи^нинг 
мусбат йуналиши томонида булса (шаклдагидек), у  зуэлда А 0А кесма 
узунлиги р(Л0, А) ни мусбат ишора билан, манфий йуналиши томони­
да жойлашган булса, манфий ишора билан олишга келишайлик.

13 . 3 - т аъриф.  А ну^та I йуналган турри чизик буйлаб А0 нуЦ- 
тага ннтилганда (А А 0) ушбу нисбат

f ( A ) - f ( A 0) f ( X l, x2) - f ( x l  х°2)

р (Л 0, А) р ((д£  х°2), (xv  х 2))

нинг лимити мавжуд булса, бу лимит / (хг , х2) — / (А) функциянинг 
Л0 =  (х° , х0, ) ну!\тадаги I йуналиш буйича %осиласи деб аталади ва

d f ( A 0) .. хУ?)
еки

d l  d l

al а ~*а „ р (Л0, А)

каби белгиланади. Д емак,
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Энди f(x lt х2) функциянинг I йуналиш буйича хосиласининг мав- 
жудлиги хамда уни топиш масаласи билан шугуллаиамнз.

13.4-т е о р е м  а . f  (xlt х2) функция очик М тупламда (M czR 2) 
берилган булсин. Агар бу функция Л0 =  (х° , х ° ) нуктада ((х° , х°2 )£ 
£ М) дифференциалланувчи булса, у  %слда функция шу нуктада \ар 
кандай йуналши буйича цосилага эга ва

d f ( A 0) d f { x % x °) ¿ f ( x ° ,x ° 2) ' d f i x l x l )
-------  =•-----------  = ------------  cos а  л------------ —cosp. (13.8)

dl di dxx <5x2 ;

И с бот.  Шартга кура f(x v  х2) функция Л0 =  (х° , х°2 ) нуктада диф- 
ференциалланувчи. Демак, функция орттирмаси

/(Л) — f (Л0) =  f (хь  х2) — f( x ° , х\)

учун
Э/ ( x i  х°) d f  ( x l  xl)

f ( A ) - f  (A0) =  -H  2-V (x, -  X») +  — (x2 -  x°)+  о (p) (13.9)
dX± dX

булади, бунда

p = p (л 0, A) =  Y (xi — xi) +  (x2 — A f  -
(13.9) тенгликнинг >;ap икки томонини р = р ( Л 0, Л) га булсак, у  

холда

f ( A ) — f ( A 0) _  of(x\ ,  4 ) х 1 — х° d f ( x ° ,  х°) х2 — х°2 о (р )---------------- --  -----------  ---------------L ------------  . ---------  -4-------- ( 1 0 . 1 (J)
р(А ° ,  А) дх1 р dx2 р р

булади.
Натижада (13.10) тенглик ушбу

f { A ) - f ( A 0) d f t f . S  , , о (р) 
cos а  -}----------- — cos р +

р ( Л 0, А) охх dx2 р

куринишга келади. Бу тенгликда Л —>~Л0 да (яъни р -»-0  да) лимитга 
утеак, унда

f ( A ) - f ( A 0) f  (А) — / (Л0) d i ( x \ , x l )  , d f ( x l x 02)
lira -------- ------- =  I im -----------------==-----------— cos a  4--------------cosp

A-+A „ P(^o> A) p-,-0 p Эх I ¿x2
булади. Демак,

d f(A „)  d f(x\ ,x °2) d f ( x ° ,  x°2) df(x*},x°2)
-------  = ------------ = --------- — cos a  -f------------— cos p

dl dlx ¿ x x dx*

Бу эса теоремани исботлайди.
М и с о л л а p. 1. Ушбу

xi
f  (XV x-i) =  a r c t g ----

«2
функциям! ^арайлик.

/ биринчн квадратнинг (1, 1) нуктадан утувчи ва (0, 0) нуктадан (1, I) ну^та-
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га  кэраб йуналган биссектрисасидан иборат ( 13- 
чизма). Берилган функциянинг Л0 =  ( 1, 1) ну^- 
тадаги I йуналиш буйича хосиласини топипг. 

Берилган

¡ { х х, л;2) =  а гс1е

функциянинг Л0 =  (1, 1) нуктада дифференциал­
ланувчи эканлиги равшан. Унда ю^орида келти- 
рилган ( 13.8 ) формуладан фойдаланиб,

<Ц( 1, 1) <5/ (1, 1) я  , <5/ (1, 1) . .
- ■ соэ —  + ----- :— — - х

13- чизма

булишини топамиз. Демак,

М

X  СОБ-----  =
4

Э.х.
х2 XI

£ I А 
*1+ х2 х\ + *2 /*,=1 

*2=2
X

X

1)
м

= 0.

=  0 .

К,аралаётган функциянинг А0 =  ( 1, 1) ну^тадаги Охх ва Ох2 координата уклари 
буйича з^осилалари мос равишда

¿/(Ь 1)
¿ х1

3/(1. >)
Эх,

булади.
2 . К,уйидаги

функциянинг А0 ■■

/ (хь  х2) =  V  х\ +  х\

■ (0, 0) нуктада исталган I йуналиш буйича ^осиласи 

<*/(0, 0)
Ш

•== 1

булади.
Да^и^атан а̂м,

булиб,

булади.
3 . Ушбу

/ (-А) — / (Л0) у  *? +
Р ( А 0, А) р

Ц А ) - Ц А „ )  
п т- ----- ,1
р-*о р (Л0> А)

/ (*1> х2) =  х х +  \х2\

функциянинг (0, 0) нуктада Охх координата у^и буйича ^осиласи 1 га тенг булиб, Ох2 
координата уци буйича ^осиласи мавж уд эмас.

13.2- э с  л а т м а .  Функция бирор нуктада дифференциалланувчилик 
шартини ^аноатлантирмаса хам, у  шу нуктада бирор йуналиш буйича
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ва хатто з̂ ар кандай йуналиш буйича зрсилага эга булиши мумкин. 
Масалан, ушбу

f(x  1, х2) =  Y +  х\

функция А0 =  (0, 0) нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майди. Юкорида курдикки, бу функция (0, 0) нуктада исталган йуна- 
лиы буйича хрсилага эга.

4- §. Куп узгарувчили мураккаб функцияларнинг 
дифференциалланувчилиги. Мураккаб функциянинг досиласи

У =  / (xi> х2 > • • • > хт ) Функция М (М  a  Rm) тупламда берилган бу- 
либ, xlt х2 . . . , хт  узгарувчиларнинг хар бири уз навбагида tv  t2, . . tk
узгарувчиларнинг Т [Т a  i t )  тупламда берилган функцияси бул- 
син:

хг =  Ф1 (к, t2, , tk),

хъ ~  Фг (̂ i* • • • > /̂¡)>

Хт  <Р/п 1̂* 2̂> • • • > ^)- (13.11)
Бунда (/ь  /2, . . . , у  с 71 булганда унга мос (х,, х2> . . .  , хт ) € М  
булсин. Натижада ушбу

У  /Чф1 (̂ 1> 2̂> • • • > Фг (̂ 1 > 2̂> • • • I /̂¡)> • • • > фт  (̂ 11 2̂> • • • /̂г)) ==

=  *■&, 4 .
мураккаб функцияга эга буламиз.

1. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и ­
л и г и .

13.5-т е о р е м а .  Лгар (13.11) функцияларнинг хсар бири Ц, . . 
. , ф  £ Т нуктада дифференциалланувчи булиб, у  =  / (хх, х2, . . . , хт ) 
функция эса мос (х°, х°, . . .  , х ^  М  нуктада (х» =  фх (/°, . . . 
ф , 4  =  ф2(/?, /», . . . , /«), х® = ф т (^,  ф ) дифферен­

циалланувчи булса, у урлда мураккаб функция Т7 (/х, . . . , /т ) Х£Ш 
(/®, /£) нуктада дифференциалланувчи булади

И с бот .  (/“, ^ , . . . , / 0) ^ 7’ нуктапи олиб, унинг координаталари- 
га мос равишда шундай А/ъ А/2, . . . , А ^  орттирмалар берайликки, 
(¿1 +  А ¿5, ¿®+А ¿2, . . .  , ^  +  А ^) £ Т булсин. У з<рлда (13.11) ифодадаги 
з̂ ар бир функция хам Ах, ,  А х2, . . . , А х т  орттирмаларга ва нихоят 
У ~ ! ( х 1> х2, . . .  , хт ) функция А / орттирмага эга булади.

Шартга кура (13.11) ифодадаги функцияларнинг з̂ ар бири ,
ф  нуктада дифференциалланувчи. Демак,
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А хх =  A tx -j- ^  A t2 +  • • ■ +  A h  +  0 (p)> 

A x2 = J ^ A ¿1 +  g - A ¿2 +  • • •  + ^ A 4 + o (p ), (13.12)

¿bím ÔX,„ ÔA'
A x m =  +  A 2̂ +  • ■ • + ô i~  A tk +  °(p)

булади, бунда —-  (i — 1 , 2 , . . . , m\ / =  1 , 2 , . . . , k) хусусий -яр-
dt

силаларнинг (/o, t°2, . . .  , ф  нуцтадаги ^ийматлари олинган,

Р =  К ( А  А )2 +  (А /2)2 +  . . . + ( А у 2 .

Шартга асосан, у — f(x.u х2, . . .  , хт ) функция (х°, х®, . . . , х®п) 
нуцтада дифференциалланувчи. Демак,

4 / - ^  +  ̂ ^ + . . . + ^ . + ^  +

+  а 2А ха +  • ■ • + д т А хт  (13.13)

булади, бунда 1 , 2 , . . . , m) хусусий хрсилаларнинг (x°v  х$,

. .  , ,х йл)  ну^тадаги ^ийматлари олинган ва Ахх->0, Ах2-^-0, . . . ,  А хот-> 
->-0 да а х->- 0 , а 2—>- 0 , . . . , а т -> 0  б>'лади.

(13.12) ва (13.13) муносабатлардан топамиз:

А/ df dx
dxi dt± 
df \дх.

-  A ij +  A t2 +  . . .  +  A tk +  о (р) ] +ulkdt
+  Щ дЛ  A tx +

dx2 [dt!
+

dt.
■A tn -Ь +  í  « k т  0 (р) 

. .  +

J
+

+ J?L
дх.„ Ъ и  A t1 +  d̂ lA t 2 +  

dt!  dt2

+

6/ d*i ! df dx2 ^
(3x1 ö/j ’ djc2 öij 
0/ öx-j , df_ _ d-y2 ,

f e i d/»

+ IL  . dĴ _
dxm dh

df dxn 
dt2

+

+
+

df +  df

df dx  j  , _df_ dx_2 ,
1 7  ' Wh +  - '-я,, - rdx2 d*k 

df
dx
df dx, 

~dtk J

A tx +

A/2 +  (13.14) 

+
A L

df
dx„
df

dxy dx2 
Бу тенгликдаги

ÖXx dx 2
эмас) булганлиги сабабли

o(p) + а х-Ахх +  а 2 Ах 2 +  , . . + а т А хт .

1 ô|f йигинди узгармас (р га богли^дх„

булади.
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Модомики,.лгг-= <р¿{tu í2, . . . , tk) (i =  1, 2, , m) функциялар (t\, 
t\, . . .  , ф  му^тада дифференциалланувчи экан, улар шу ну^тада 
узлуксиз булади. Унда узлуксизлик таърифига кура Д/х-+-0 , Д/2-^ -0 ,
. . . , Д ^ -^ -0  да, яъни р —>■ 0 да Д х ^ О ,  Д х 2-> 0 , . . . , Д хт -*• О 
булади. Яна ^ам а ник рок айтсак, (13.12) формулалардан р->-0 да 
Д х1 = о (р ), Д х2 =  о(р), . . . , Д х т  ==о(р) эканлиги келиб чи^ади.

Д xL-> 0, Д х 2->-0, . . . , Д х т -+-0 да 3cacc¿->~0 , а 2- ^ 0 , , . . , а т -+ 0 . 
Демак,

p_>.Q=>- барча Д хг-->-0=>- барча а г--^ 0 = ^ ахД хх +  а 2Д х2 . . . +
+  « mA *m =°(p) -

Шундай килиб,
ÉL _j_ ÉL -)- . . - - f  -дтг-1 • о (р) +  а х Д хх +  а2 Д х2 +  . . .  +
дхх дхо т  J

+  схт Д х т  =  °(р) (13.15)
булади. Агар ушбу

д  — д  ̂ J ! f i  i dx- _|_ dx,n
1 dxx dtj dx2 dtj ' dxm dtj

(£— 1 , 2 , . . . ,  k) белгилашни киритсак, у хрлда (13.14) ва (13.15) 
муносабатлардан

Д / =  Лг Д tx -f- А2 А /2 +  . . .  -f- Ak A tk +  о (р) 
келиб чикади. Бу эса y =  f {<¡>х(/г, . . . , tk), ф2(^, . . . , Q , . . . , 
Фт  On • • • , tk)) =  F (tu t2, . . . , tk) мураккаб функциянинг (t\,t . . . ,  
ф  нук,тада дифференциалла нувчи эканлигини билдиради.

Теорема исбот булди.
2 . М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  х ос  и л а с  и. Энди 

У =  / (Фх (̂ 2, ■ • • , О ’ Фа-(<х. **), • • • , Фт & ,  4 .  ■ • • , У )  =
=  F fe ,  g

мураккаб функциянинг ¿x, t%, . . . , tk узгарувчилар буйича хусусий 
хрсилаларини топамиз.

Агар (13.11) функцияларнинг х,ар бири (t\, 1\, . . .  , ну^тада
дифференциалланувчи булиб, г/= /(х1, х2, . . . , хш) функция sea мос 
(х°, X®, . . . , х^) нуктада дифференциалланувчи булса, у  хрлда м у ­
раккаб функция
y =  f{ Ф1 (^i. • • •.. У ,  ф*(?1» к ............./ , , ) , . . . ,  фж (^, t2, . . .  , tk))
хар бир /,, . . . , tk узгарувчиси буйича хусусий ^осилаларга эга 
булиб,

I J L  í}A'm
dti дхх dt-x дх2 dtt ‘ ’ ^  ’
ÉL ÉL ¿¡£2  _ j _  3x„,
¿>í2 dxx dt.2 dx, dt2 ' dxm ’

ÉL ~  ÉL É l O- ÉL Éll 4_ _ÉL dxm
dtk dxx dtk дхг dík 1 ■ ’ • dxm -q í~
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дх '
булади, бунда —-  (t =  1, 2, . . .  , т, / =  1, 2, . . . , k) хусусий ĵ o- 

dtj
силаларнинг {t\, t°2, . . .  , t°k) нуктадаги, ~  (i =  1 , 2, . . .  , m) х усу­

сий хосилаларнинг эса (x°, x°2, . . .  , x°m) нуктадаги ^ийматлари олин- 
ган.

13.5- теоремага кура мураккаб функция (f°v  t\, . . . , ну^тада 
дифференциалланувчи булади.

Демак, бир томондан
Д / =  А х • A tx +  А 2- A t2 +  • ■ • +  Ak- A tk +  о (p) (13.16)

6ÿm 6, бунда
„ __ df дхг , df дх2 , , df дхт

A l +  d t r  (/ =  ! -  2 - • • •  - * )  ( 1 3 . 17 )

(каралсин, 1 3 .5 -теорема), иккинчи томондан 13.1-натижага асосан

Д/ =  ^ Д ^  +  ^  • U. +  А . + #  Д** +  о(р) (13.18) 
d t x a t  2 k

булади. (13.16), (13.17) ва (13.18) ва муносабатларда

(13.19)

d f  .= ÊL дхг
+ i l dx2_j_ . + J L d x m

d t i  ' dxy дГх d x2 d i i d x rn d t x ’

д ] _ .= d l âxx
+ V. dx2

+  . . • +
d f d x m

d t2 dxx ~dt~2 âx2 d t 2 d x m Ôti ’

• 
Il dxx

d t k + К
àx2

dx2
d t 2

+  ■ • • +
df

d x m
d x m

dtk

булишини топамиз.

5- §. Куп узгарувчилн функциянинг дифференциали

1. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и н и н г  т а ъ р и ф и .  г/ =  /(х) 
функция очи^ М (М a  R'n) тÿплaмдa берилган бу’либ, бу тупламнинг 
х° нуктасида дифференциалланувчи буксин. Таърифга кура, у  холда 
f(x) функциянинг х° нуктадаги орттирмаси

A f( x ° ) = A i A x l +  A2A x2 +  . . .  + А т  А х т + о (р )  (13.3) 
булиб, бунда

А 1 = % Р ( ‘ =  ‘ - S : ............. "■)

ва Дл^-^-0, А х2-+-0, . . . , А хт ~*~ 0 да р -> 0  булади. (13.3) тенглик- 
нинг ÿHr томони икки цисмдан \) А х ъ А х2 . . . ,  А хт  орттирмаларга 
нисбатан чизи^ли ифода Ах А хг +  А2 А х2 +  . . .  +  А т  А хт  дан,
2) А х ^ О ,  А х2—*- 0 , . . . , А хт ~^0 да, яъни р -> 0  да р га нисбатан 
ю^ори тартибли чексиз кичик миедор о(р) дан иборат.
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Шунингдек, (13.3) муносабатдан р -> 0  да А х А хх +  Л2 А х2 +  . . .  -)- 
+  Ат  А хт  — чексиз кичик мщдор A f(x°) — чексиз кичик микдорнинг 
бош к^исми эканлигини пай^аймиз.

13 . 4 - т аъриф.  /(х) функция орттирмаси А/(х°) нинг А хь  Д х2, . . 
. , А х  ларга нисбатан чизи^ли бош ^исми

Ах■ А хх +  А2• А х2 +  . . . +  А ■ А хт  =  (x 1 А хх +  А х2 +
àxx дхг

+  • ■ ■ + 3 ^

/(х) функниянинг х° ну^тадаги дифференциала (т у л щ  дифференциа­
ла) деб аталади ва df {x°) ёки df{x\, х°, . . .  , х°п1) каби белгиланади. 
Демак,
d f (х°) =  d f (х®, х°2............. х^) =  Л1 -АХ1 +  Л2-Ах2 +  . . . +  Лт - Ахш =

=  ^ a , +  W ) a Í 2 + . . .  +  W a x
¿х-i èx„ ' ' ' ¿x m •

Агар хт, х2, . . . , xm эркли узгарувчиларнинг ихтиёрий орттирмалари 
Ахх, Д х 2, . . . , А хт  лар мое равишда бу узгарувчиларнинг дифферен- 
циаллари dxu dx.¿, . . . , dxm га тенг эканлигини эътиборга олсак, унда 
/(х) функциянинг дифференциали ^уйидаги

^ ¡ т ^ + w ^ + . . . + i r n dXm ( , з .2о)

куфинишга келади.
Одатда ~ -d x ,, ~ d x 2, . . . , ~  dxm лар f(x) функциянииг хусу-

оХ± 0X2 тп
сий дифференциаллари деб аталади ва улар мос равишда dx f, dx f, . 
. , dr f каби белгиланади:

хт

d =  ¿ ¡ dXl' =  ¿ dX2’ ■ • • ’ d* J  =  ¿ ¿ dX'n-
Демак, f(x) функциянинг x° ну^тадаги дифференциали, унинг шу ну^ 
тадаги хусусий дифференциаллари йигиндисидан иборат.

М и с о л .  Ушбу
f  (*i> х2> =  eXí Sln*2

функция V (xlt x¿) 6 /?2 нуктада дифференциалланувчи булиб, унинг диффсреициали

df =  - — d xx +  —  • dx2 = . sin  x.¿ eXl sm dxx +  x x eos x^eXí Sln dx, =  
ox  ̂  vX%

=  eXl sin x2 (sin xtfíxx +  x x eos xidx.¿)
булади.

Шуни таъкидлаш лозимки, / (xl5 х2, . . . , хт ) функциянинг диф­
ференциали (х°, х§, . . . , х°т ) ну^тага богли^ булиши билан бирга бу 
узгарувчиларнинг орттирмалари А хг =  dxx, A x2 =  dx2, . . .  , А х т =  
=  dxm ларга ^ам богликдир.
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Функциянннг дифференциали содда геометрик маънога эга. КЩйи- 
да уни келтирамиз.

У =  /(х) .== /(хХ) х2, , х т ) функция очик М  тупламда (Л4 сг Я™) 
берилган булиб, х° =  (х?, х°, . . .  ,х°т ) ну^тада {х £М) дифференциалла- 
нувчи булсин. Демак, бу функциянинг х° нуктадаги орттирмаси

Фараз килайлик у  =  /(х) функциянинг графиги ^"!+1 фазодаги уш-
бу

(5) — {(хь  х2, . . . , х„г; у): (х,, х2, . . . , хт )€ Я т ,  
сиртдан иборат булсин. Геометриядан маълумки, бу сиртнннг (х?,
• ■ • > хт ’ У о) нуктасндан (у0 =  /(х®, х°, . . . ,  х°„)) угувчи хамда 0# ук,и- 
га параллел булмаган текисликларнинг умумий тенгламаси

буладн, бунда X ,, Х 2, . . . , Х т , У — текисликдаги узгарувчи ну^та- 
нинг координаталари.

Хусусан, ушбу

У — у0 =  и * й) ( * ,~ *?) +  Ц х°) (*2~  $ )  +  ■■• +  / ;> ° )  4 )  (13.21) 
текислик эса (5) сиртга (х°17 х°2, . . . , х°г, у0) ну^тасида утказилган 
уринма текислик деб аталади.

Агар х, — х°{ == ¿х ,, х2 — х° =  ¿х2, . . . , хт  — х°п =  дейилса, 
унда (13.21) уринма текислик

учун

А /(*°) =  /ж^°) (Х1 — 4  +  &,(*°) — *2°) +  • • • +  /;т (^°) (*т  ~
- 4 )  +  0(р)

булади.

У -  уй =  А,(Х, -  х«) +  Л2(Х2 -  х°) +  . .  . +  Лт (Хт  -  х°т )

у  ~  У о =  ¡'Х̂ ) ' йх\ +  Ц х°Уй х 2 +  • • • +  ГХт(хй) ¿хт  =  Щ(х°)

куринишга келади.
Натижада цуйидаги хулосага кела-

Лй миз: у =  /(х1; х2, . . . ,  хт ) функция ар-
Ш  гументлари х , . х„ , . . . ,  х.„ ларнинг х, =

лик. У  холда функциянинг мос орт-
рига мос равишда орттирмалар берай-

тирмаси

¿д д а   ̂ — / у-'4'! I -Л-2 1 2’ ’ * ’ у
4  +  А Хт )  —  Л*°1> • • > Х°„г) =  У ~

~Уо  (У) сирт (X?, 4 ------ -- у )
Т 50 / у О  _ 1 _  Д  у  _ Г 0  I Д  у  у - 0  I

А 1(х°) =  /(х°! +  А х р х2 +  А х2
у-0 ! А у \ —. Мг0 уО г0 \

'2> * • • >

'/Кщ/Цмх,, ва (х°\ +  А х{, х\ +  А х2, . . . , х°п +

14- чизма
+  А хт, у)

80



нукталарнинг охирги, у  координатаси олган орттирмани билдиради.
Функциянинг шу нуцтадаги дифференциали эса

й[(х°) =  У — у 0
уринма текислик (х\, х\, . . .  , х°т , у 0) ва (х® +  Д хр х\ +  Д х2, . . . , 
хйт  +  Ахт , У) ну^таларшшнг охирги, у  координатаси олган орттирмани 
билдиради.

Хусусан, у  =  /(х3, х2) функция очик М  тупламда (М с ] ? 2) берил- 
ган булиб, (х^, х®)£М нуктада дифференциалланувчи булсин. Бу функ­
циянинг графиги 14-чизмада тасвирланган (5) сиртни ифодаласин. (5) 
сиртга (х®, х®, у 0) ну^тасида (у 0 =  ¡(х\, х®)) утказилган уринма текис­
лик ушбу

¿/(4, 4)  , ¿/(л?, х2)
У _ ' У о =  ¿7, (х1 ~ х^ +  ^  (х2 ~ х°) 

куринишда булиб, ундан
У — у0 =  ^(х\, х®)

эканлиги келиб чикади. Демак, у =  ¡(хг, х2) функциянинг (х®, х®) ну^- 
тадаги дифференциали бу функция графигига (х?, х®, /(х®, х®)) ну^та- 
сида утказилган уринма текислик аппликатасининг орттирмасидан ибо- 
рат экан.

2 . М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и ,  у  — 
=  /(х1, х2, . . . , хт ) функция М(М с : Ят ) тупламда берилган булиб,, 
х ,, х2, . . . , хт  узгарувчиларнинг х.ар бири уз навбатида ^
узгарувчиларнинг Т (Т сг Кк) тупламда берилган функцияси булсин:

*1 =  Ф^И ■ ■ ■ , tk),
Х2 =  Фг^р 2̂’ ■ ■ ■ ’ ^ ) - (13.11)

=  Фт (<1. *2---------- **)•

Бунда (/,, *2, . . . , ^ ) 6 Т булганда унга мос (х]( х2, . . . , хт )бАГ бу­
либ, ушбу

г/ =  / ( ф ^ р  2̂ ’ • • • ’ г* ) ’ Ф г^ !' 2̂ ’ • • • » 4)> • • • > Ф т (^1 > 2̂ > • • • ’ О )

мураккаб функция тузилган булсин.
Фараз килайлик (13.11) функцияларнинг хар бири (^, . . . , ф£Т' 

нуктада дифференциалланувчи булиб, у  =  / (х ,, х2, . . . , хт ) функция
эса мос (х®, х®____, х у б М  нуктада дифференциалланувчи булсин.
У хрлда 13.5-теоремага кура мураккаб функция (¿°р , ф  нуц-
тада дифференциалланувчи булади. Унда мураккаб функциянинг шу 
иуктадаги дифференциали

булади. Д£ *ЧГ
Энди , . . . , — - хусусий хосилаларни, ушбу бобнинг
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4 -§  да келтирилган (13.19) формулалардан фойдаланиб ^исоблаймиз:
Э/ - Э/ Эхх

1 5/
Эх 2 ,

+  *
дХт

Э/[ э*1 Э/̂ ' Эх2 Й1 Эхт Щ  ’

ц Эхх
I Э/

Эх2 ,
+  ^

дхт

Э/2 Эх( Э/2 Эх2 Э*2 ^/тг э/2

Э/
э/й

Э/

Эх[

Эхх

+  1 г

Эх2 ,

" ^ 7
. +  А .

ё х т

Ьхт

^ Г ‘
Натижада

^ Э/[ Эх2 Э^ Эхт  Э/(

I ^̂ 2 ^2

, Э*2 , + —  —-\(И
9*1 Э ^ 9*2 ^ 2  <̂л' т  Э/̂  у

Э/ / Эх, ¿л:, Эл:,

" ^  ( * 7 Л ‘ +  * 7  + ' ' '

+  1 Ц ^ ш 1+  ^ л , +  ...  +  ^ л .
Эл̂2 Э/|

( - ^ г Х + 4 ? * » ,  + . . .  + 4 ? 1«»*
I  ^ 1  ^ 2  ' ы к  к

улади.
Агар

Эх. Эх. , Эх, ^
~—-  СИ\ +  —— <И2 +  . . . +  —— Мк =  сЦ ,
Ы } Э/2
Эх, Эх, ■ Эх,
— — +  — — ¿ ¿ а  +  . . . +  —  Мк — ¿Х2,
о11 <̂¿2 VI ̂

+ - ^ ^ + - *

эканлигини эътиборга олсак, у  х,олда мураккаб функция дифференциа- 
ли учун

+  ——  ¿Ьс2 +  . . • +  ~ Лхт  (13.22)
оХ'у о х 2 т

булиши келиб чикади.
М ураккаб функция дифференциалини ифодаловчи (13.22) формула- 

ни аввал караб утилган (13.20) формула билан солиштириб, функция 
мураккаб булган х;олда хам функция дифференциали функция хусусий
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3f  (x J x2 . . . , xm )
хрсилалари —— ^ ------------- (i = 1 , 2 , . . . , m) билан (6 ’ : c i f ; ,

x2, . . . , xm аргументларнинг xpp бири tv t2, . . , , tk узгарувчилар- 
нинг функцияси) мос аргумент дифференциаллари dxt(i = 1, 2 , . . . , т )  
купайтмасидан иборат эканини курамиз.

Шундай ^илиб, к;аралаётган функциялар мураккаб
2̂’ • • • > Фг( 1̂» 2̂» ■ ■ ■ ’ tk)’ • • • > Фт^1’ 2̂’ • • • >

(х£ =  фД/j, t2............ /А), (г =  1, 2, , т ) )  куринншда булганда хам,
бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил (13.22) формата эга 
булади (яъни дифференциал формаси са^ланади). Одатда бу хоссани 
дифференциал формасининг (шаклининг) инвариантлиги дейилади. .

Демак, куп узгарувчили функцияларда х,ам, бир узгарувчили функ- 
циялардагидек, дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин- 
ли экан.

Шуни алохида таъкидлаш лозимки, (13.22) ифодада dxu dx2, . . . , 
dxm лар xv х2, . . .  , хт  ларнинг ихтиёрий орттирмалари Ах, ,  А х2, . . . , 
Ах;га лар булмасдан, улар i v  t2, . . .  , t k узгарувчиларнинг функцияла- 
ри булади.

3. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и н и  х и с ° б л а ш н и н г  с о д д а  
^ о и д а  л ар  и. u =  f{x) ва v =  g(x) функциялар очик, М(М а  Rm) туп- 
ламда берилган булиб, х°6 М нук,тада улар дифференциалланувчи бул-
син. У  холда и ± v, и ■ v, ~ { р ф  0) функциялар хам шу *° нухтада

V

дифференциалланувчи булади ва уларнинг дифференциаллари учун ху- 
йидаги

1) d(u ±  ü) =  du ± dv,
2) d (и ■ v) =  и ■ dv +  v ■ du,

j  I u \ vdu ~  udv / /
d ( — J =  ;— s — <аф0)

формулалар уринлили булади.
Бу муносабатлардан бирининг, масалан, 2) нинг исботини келтириш 

билан чегараланамиз.
и =  / (х) ва v =  g  (х) функциялар купайтмасини F  функция деб ща- 

райлик: F =  и -v. Натижада F функция и ва v лар оркали хг, х2, . . . ,  
хт  узгарувчиларнинг (х =  (хр х2, . . . , хт ) ) мураккаб функцияси бу­
лади. Мураккаб функциянинг дифференциалини топиш формуласи
(13.22) га кура

dF =  • du +  ■ dv
Зи 3v

булади.
Агар

_ÄF_ _  v  3F _  __
Зи ’ 3v 

эканлигини эътиборга олсак, унда
dF =  и ■ du +  и -dv 

булишини топамиз. Демак,
d(u-v) =  vdu +  udv.
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4 . Т а р ; р и б и й  ф о р м у л а  л а р. Маълумки, функция математик 
анализ курсида урганиладиган асосий объект. Купгина масалалар эса 
функцияларни з^исоблаш (берилган ну^тада ^ийматиии топиш) билан 
6 о р л и 1\ . К,аралаё гган функция мураккаб куринишда булса, равшанки, 
унинг ^нйматини анн^ ^исоблаш к;ийин, баъзида эса м авж уд усуллар 
ёрдамвда хнсобланмай ^олиши мумкнн*.

Чексиз сондаги операцияларни бажарищ билан ^ал буладиган маеа- 
лаларни, жумладан баъзи функцяяларнинг ^ийматларини ^исоблаш би­
лан борлик масалаларни ечинща ^аралаётган функция ундан соддарок;, 
^исоблаш учун осонро:-  ̂ булган функция билан алмашшрилади. Бун- 
дай алмаштиршнлар билан т акрибий формулаларни \ о т л  ^илишда 
функцнянинг дифференциал тушунчаси му^им роль уйнайди.

/ (4  функция о ч и р ;  М (М а Я т ) тупламда берилган булиб, 
ну^тада дифференциалланувчи булсин. У  >̂ олда таърифга кура

та'-фибий формула келиб чи^ади. Бу (13.23) формула ,к:|>= (х “, х ° ,. .  ,,х°т  
ну^тада дифференциалланувчи ¡(х) функциянинг шу нук,тадаги А/(х°) 
орттирмасини, унинг х° ну^гадаги х°) дифферэнциали билан та^ри- 
бан алмашгйриш мумкинлигини курсатади. Бу алмашгирншнннг мо- 
хияти шундакя, функциянинг А/ ортгирмаси х±, х2, . . х т  (х=  
~ (х 1? х2, . . ., хт)) узгарувчилар Ахх А х 2, . . А х т  орттирмалари- 
нинг, умуман айтганда, мураккаб функцняси булган з^олда функция­
нинг ф  дифференциали эса А х и А х г, . . ., А х т  ларнинг чизикли 
функцияси булишидадир.

(13.23) формулани ушбу

куринишда хам ёзиш мумкнн.

* Тури, функцияларнинг цийматини ^исоблашда электрон хнсоблаш машинала- 
ридан кеиг фойдаланилади. Шуб^асиз, ^озирги замон электрон хисоблаш машинала- 
ри к4иек;а ва^т ичида ж уда  куп операцияларни бажариб, куйилган масалаларни х.ал 
^илиб беради.

4- О (р) — (х3) 4" о (р)
булиб, ундан (¿/Ф  0)

Пт М -  =  Нгп .. а .̂+ ..9М ,.., =  1

(13.23)

(13.24)
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Агар А хх —ху — х°, &х2 =  х2 — х®, . . ., А х т  =  хт — х®г эканини 
эъткборга олсак, унда юкоридаги (13.24) формула ^уйидагича булади:

и  \ * / п п (14 1 д ^ Х° ’ Х2 ’ ■ • •’ * ' » )  / т  ,/ (хх, х2, . . . ,  хт ) «  / (х®, х®, . . . ,  х°т ) Н--------------—------------- (х, — х®) +
ОХ 1

а/ (4 , 4 . • • •• Лг)  й/ (4 . 4 > ■ ■ ■’ *т) 
+  -— Н к  —  (*. -  4> +  • • •+

Хусусан, (х®, х®, . . ., х®,) =  (0,0, . . ., 0) £М  булганда

/ (Ха, х*. • • ., хт ) «  /(0 ,0 , . . ., 0) +  дП°’ ' ' " 0) -Хд, +С7АГ1
, 5/ (0 , 0 ------- - 0) , , 5/ (0 , 0. . . ., 0) „

+  0х2 2 Г ’ ■ ' +  дхт  Х’п
булади.

5. Б и р  ж и н с л и  ф у н к ц и я л а р .  /(х1( х2, . . . , х т ) функция очи^ 
Л4 (М с:Я т ) тупламда берилган. М  тупламда (х1( х2, . . ., хП1) нукта 
билан ушбу (*хг tx2, . . ., /хт ) нукта (— ° ° < / <  °°) ^ам шу М туп- 

ламга тегишли булсин.
13.5-т а ъ риф.  Агар /{хл, х2, . . ., хт ) функция учун

\fitxy, /х2, . . ., tx m)= ^pf(x1, Хп, . . ., хт ) (13.25)
((х1; х2, . . ., хт ) е м , Р е я )  

булса, /(хх, х2, . . ., хт ) р-даражали бир жинсли функция деб ата- 
лади.

М и с о л  л а р . 1. /(*!_ х 2) =  +  ^2 ФУНКШ1Я иккинчи даражали бир жинсли 
функция булади, чунки

/ (/  X ! ,  * Х2)  =  (*  ХХ) 2 +  (/ Х2)2  =  /2 ( Х2 +  д,2 ) =  /2 ^ (Х ь  Х2}_

2.. / (хх, х г)=  агс !§  — +  е ^ф ункциями царайлик.

Бунда

_£ь
tx *̂2 А 2

/ (/ * !,  г1л г ^ а ^  -р гг+ е  =  а г^ ё  — ■+  е =  / (х^  х 2)

булади. Д емак, берилган функция нолинчи даражали бир жинсли функция экан.
3 . Ушбу

/(х-!, **
функция учун ( 13.25) шарт бажарилмайди. Д емак, бу бир жинсли функция эмас.

Фараз к.илайлик р-даражали бир жинсли ¡( х 1, х2, . . . ,  хт ) функция 
М тупламда дифференциалланувчи булсин. Унда

/(/хх, /х2, . . ., /хт )= гр • /(хх х2, . . хт )
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тенгликнинг \ар икки томонини t буйича дифференциалл'аб цуйидагини 
топамиз:

d f(tx lt tx2, . . tx m) d f ( t x i ,  tx2. . . txm)

d (tXl) +  d ( t x 2) +

d f ( t x v  tx2) . . tx m)
+  ---------- d W j ----------  Xm =  P-tP- lf ( X 1- *2............X j .

Хусусан, t — 1 булганда

d f { x i ,  ............* m) a/ (x lt x 2, . . x m)

■------------a il------------ Xl + ----------------------------- - **+•■■• +

+  dS —  X'2dx ' ’’ Xm) - *m =  p f(x lt x2, . . ., x j  (13.26)
47 m

булади. Бу (13.26) формула Эйлер формуласи деб аталади.
Айтайлик, /(х, х2, . . хт ) функция нолинчи даражали бир жинс- 

ли функция булсин. Таърифга кура

f( ix lt tx2 . . . , t x j  =  t°-f{x ly x2, . . ., x j  =  f{x lt x2) . . x j  

булади. Агар бу тенгликда t (хх ф  0) деб олсак, унда
Х у

f(x lt х2, . . x j = . f \  1, *2 ХзХх Xt Хх
булиб, натижада т  та узгарувчига боглиц булган f  (xlt х2, . . хт ) 

функция т  — 1 та уъ у2, . . ., ут _ х ( уг=  — , у2=  — , . . ., ¿/т _ г —

_  *т  j узгарувчига боглик; булган функцияга айланади:
I

f{x lt х2, . . x j  =  F (уи уг............ Ут _ i ) .

Энди / (Xj, х2, . . ., хт ) функция р-даражали бир жинсли функция 
булсин. У  хрлда

f (tXi, tx2, . . ., txm)= tp ■ f  (xj, x2> . . .) Xm)

булади. Бу тенгликда х;ам t =  — (j^ Ф  0) десак, ундан
JCj

±  f f e ,  X,-------- X j - f l l , f  . f ..............^
Xj V *1 *1 *1

булиши келиб чи^ади.
Демак, р- даражали бир жинсли функция ушбу

/ < * . .* ............ o = - * t -  f ( f ' t .............. ” )

*3.» » • . . ¿ а )
1  V н *1 Хх !

куринишга эга булар экан. 
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6- §. Куп узгарувчили функциянинг юцори тартибли х,осила 
ва дифференциаллари

1. Ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и т а р т и б л и  х у с у с и й  х; о с и л а- 
л а р и .  /(%!, х2, ■ ■ хт ) функция очик М (М а Я т ) тупламда берил- 
ган булиб, унинг х,ар бир \хъ х2, . . ., хт ) ну^тасида /^, /^, . . . ,
хусусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, бу хусусий хосилалар у з  
навбатида хх, х2, . . . , хт  узгарувчиларга боглик> булиб, уларнинг 
функциялари булади. Демак, берилган функция хусусий хрсилалари 
¡'Х1, ¡'Хг, . . ., ларнинг х>ам хусусий хрсилаларини ^араш мумкин.

1 3 . 6 - т а ъриф.  ¡{х у ,х 2, . . ., хт ) функция хусусий хосилалари 
/*,> /*2> • • •’ 1'хт  ларнинг хк(к — 1 ,2 , . . , , т )  узгарувчи буйича хусусий
^осилалари берилган функциянинг иккинчи тар ти б ли  хусусий \ocu- 
лалари деб аталади ва

деб ёзиш урнига

деб ёзилади.
Агар юкоридаги иккинчи тартибли хусусий хосилалар турли узга- 

рувчилар буйича олинган булса, унда бу

2- тартибли хусусий хрсилалар аралаш хосилалар деб аталади.

д2/
д х г дхк ’ дх2 дхк ’ ' •’ дхт дхк

каби белгиланади. Демак,

Бу иккинчи тартибли хусусий хрсилаларни умумий ^олда

куринишда ёзиш мумкин, бунда £ =  £ булганда
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Худди шунга ухшаш, /(хх, х2, . . хт ) функциянинг учйцчи, тур- 
тинчи ва хрказо тартибдаги хусусий хрсилалари таърифланади. Уму- 
ман, [(ху, х2, . . ., хт ) функция (п— 1)-тартибли хусусий хрсиласининг 
хусусий хосиласи берилган функциянинг п- тартибли хусусий хрсиласи 
деб аталади.

Шуни хам айтиш керакки, {(ху, х2, . . ., хт ) функциянинг х^,х^,
. . хс узгарувчилар буйича турли таргибда олинган хусусий хрсила-
лари берилган функциянинг турли аралаш хосилаларини ю зага келги- 
ради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

Х1
/ (х1 :  х ,)  =  a г c t g ----- (лг.. Ф 0)

функциянинг 2-тартибли хусусий з^осилаларини топамиз.
д[ х2 д[ Ху

дЦ
дх\ —  ( дху

Л _ \
дху )

д V д ( Л .
дху дх.. дх2  ̂ дху

д2/ д ( Л
дх2 дху дху \ дх2

дЧ
дх\ — Гдх2 1 —  ) ■ дх2 \

д хх х\ +  х 2 ’ дх2 х х +  *2

д I х2 \ 2хх *2

дх\ ^ х\ +  дг| I (х\ +  • * ! ) 2

д ( х-2 \  х\ — .

Ъх* I х] +  Х\ )  (*? +  *22)2
Л / ч 2  2О I Х±  ̂ — Х<у

дХ1 V *1 +  х2 )
_5__/ ху________ \ 2 ху х2
дх2 ( х2 +  х% ) (хг ;-х;)*

2. Ушбу

/ (*1, х2>— | Х1 х2 ----- ------- -—  I агар х\  4 - х?2 ф 0 булса ,
Х\ х% ^ ^
0 ~ агар х\ х\  —  0 булса

функциянинг аралаш ^осилаларини топамиз.
Айтайлик (хг , х2)ф=(0, 0) булсин. У >^олда

а /  I  х\ —  х \  '  4 х 2  х\ \  (  х \  —  х\  4 х (  х 2

У +  х2 {х1 +  х1)2 } ’ дх* \ х \ + х \  (х1 + 4)2
2 2 / о 2 2 \

'V __ 9 I У  \ Х1 ~ Х2 [ 8*1 х2 4
¿X! <?х2 дх2 \  дху I х^ +  хЪ \  (х21 +  х\)‘ 

д Ч  д I д !  \ х] — х$ I  8,*2 х\
1 +

дх2 д ху  д х у  \ дх2 ] +  х\  I (х2 +  *|)а

булади.
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Берилган / ( х х ,  х2) функциянинг (0, 0) нуктадаги  хусусин ^осилаларини таъ- 
рифга кура топамиз:

3/ (0 , 0) /(Л .м , 0) — /(0 , 0)
• =  Ь т  ------------------------------------=  О,

дхх а  А хх

5/(0 , 0) / (О, Д х2) —  / (0 , 0 ) „  
Ь т --------------------------------- ” =  О,

дх .2 д х2—>о Д х2

<3/(0, Д х2) 3/(0, 0)
<Э2 /(0, 0) ЙХх

— 11111 
С/ЛГ̂ дх2 Д ЛГх—>-0 Д хг

<Э/ (Д Хх, 0) 5/(0 , 0)

д Ч ( 0, 0) дх2 д х 2

г  ~ Ах2 ,11 т  ----------—=  — I,
Д * 2->0 Д  х\

Ах\
—п т -----о-

дх2 дх± а хх->о А х± а х ^ О  А я .
= I.

Бу келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг дх д~ ва 
д2/

------ аралэш зфсилалари бир- бирига тенг булиши хам, тенг булмас-

лиги хам мумкин экан.
1 3 . 6 - т е о р е ма .  /(хх, х2) функция очик М ( М с Я 2) туп лам да бе­

рилган булиб, шу тупламда р  , /' хамда р  , р  аралаш \ссила- 
ларга эга булсин. Агар аралаш \осилалар (х°1г х®)£М ну^тада уз- 
луксиз булса, у  холда шу н щ тад а

х , х 2 ( Х °1< Х 2> =  ( х °1' "’ф

булади.
И с бот .  (х^, х°) нукта координаталарига мос равишда шундай 

А хх >  0, А х2 >  0 орттирмалар берайликки,
О =  { (хь  х2) € Я 2: х°{ <  х { <  х\ +  Д х ,, х° <  х2 <  х\ +  А х2} с= М

булсин. Бу тугри туртбурчак учларини ифодаловчи (х[, х®), (х0{ +  
-НАхр х®), (х^, х® +  Д х2), (х  ̂ +  Ах, ,  х2 + Д х 2) нукталарда функцня- 
иинг ^ийматларини топиб улардан ушбу
Р=  /(х® +  А х1; х° +  Д х2)— / (х? +  Д х„ х « ) -/  (х?, х «+  д  х2)+/( х\, х®) 
нфодани хосил киламиз. Бу ифодани ^уйидагн икки 

Р =  И(х® +  А х„ х® +  Д Х2) - / (х® +  Д х ,, х«)] -  [/(х0 х® +  А х2) -

—7 (х ? , х%
Р  =  I/ (А-0 +  Д X ;, х® +  Д х2) — / (х®, х® +  А х2)] —  [/ (х® +  А х ,, х®>—

— / (4 -  4)1
куринишда ёзиш мумкин.

Энди берилган ¡{х ъ х2) функция ёрдамида хх узгарувчига боглик; 
ьулган

Ф (хх) =  / (х ,, 4  +  Д х2) — / (хр х®),
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х2 узгарувчига богли^ булган
я|) (х2) =  / (х® +  Ах, ,  х2) — / (х®, х2)

функцияларни тузайлик. Равшанки, ф (ха), ф (х2) функциялар

ф' ( * l )  =  Гхг Х2 +  А Х2) —  L  (Х1> 4 ) >

(х2) =■■ /*2 (Х1 +  Д * 1> х2) — /*, (Х1 - *2) 
хрсилаларга эга булиб, Лагранж теоремасига асосан

Ф (Xl) — fXtx ,(X¡ ’ х2 ~1~ 02 А Х") А Л2> (13 27)

Ф 'W  =  (*? + 0i A *i> *2) А *1
булади, бунда 0 <  0Х, 02 <  1 •

Ю^орида келтирилган Р  нфоданн ф (хг) ва (х2) функциялар орк;а- 
ли ушбу

Р  =  ф(х" +  Ах , ) - - ф,  (х®),
Р  =  г|з (х® +  А х2) — г)з (х®)

куринишда ёзиб, сунг яна Лагранж теоремасини куллаб ^уйидагилар- 
ни топамиз:

Р  =  ф' (x j +  0¡ А х,) А х,, Р  =  г|/ (х® +  0á А х2) А х2

( O < 0 ¡ , 0 ; < 1 ) .  (13.28)

Натижада (13.27) ва (13.28) муносабатлардан
Р  =  f IiXt (*? +  0,' А х ,, х® +  02 А х2) • А х, А х2, 

р  =  f"x2xi (х° +  0 1 А  Х1> Х2 +  62 А х2) А А х2 
булиб, улардан эса

/ +  0 j А х ,, х® +  02 А х2) =  fx X̂i (х, +  0, А Хр х® +
Н- 02 А х2) (13.29)

булиши келиб чии;ади.
Шартга кура f  ва f  аралаш хрсилалар (х?, х®) ну^тада узлук- 

сиз. Шунинг учун (13.29) да А х , - * 0 ,  А х2 -> 0 (бунда xJ+O^Ax,-^-х1}, ] 
х® +  02 Д х2 ->-х®, х? +  0j А х, ->х^, х® +  02 А х 2 -^-х2°) лимитга утсак|

(х1хм  1- Х°2) ^  fx2xAXV х°2)
булади. Бу эса теоремани исботлайди.

Агар /(х1; х2) функция очик; M ( M a R 9) тупламда юкрри тартиб- 
ли узлуксиз хусусий хрсилаларга эга булса, бу хосилаларга нисбатаи 
юкоридаги теоремани такрор куллаш мумкин.

Масалан, f'Xi, f ’ , fXiX ларга теоремани татбик этиб цуйидагиларни 
топамиз:

Г" =  =  ?"
‘  X  i X í X 2 1 Х \ Х 2Х \  1 Х 2Х \ Х % *

r „ ,  =  ^

1 X \ X 2Xo ‘  X o X \ X 2 1 X o X o X i ’
/(IV ) ^  /(IV ) =  /(IV ) _  /(IV ) =  / ( IV ! _  /(IV).
l X \ X xX 2X 2 I X \ X 2X \ X 2 1 X \ X 2X 2X i  1 X 2X i X i X s  I X 2X 1X 2X i  ' X 2X 2X i X i ’
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" Ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л л а -  
1*ц К у п узгарувчили функциянинг юкрри тартибли дифференциали ту- 
111\'|1ч;н ини келтиришдан аввал, функциянинг / г (м > 1) марта диффе- 
I" шшалланувчилиги тушунчаси билан танишамиз.

/ ( \) функция очи^ M (M cz Rm) тупламда берилган булиб, х° £ М 
'■ ........ Маълумки, f(x) функциянинг х° ну^тадгги орттирмаси ушбу

А /(*») =  А х A Xj +  Л2 А х2 +  ■ . . +  Ат  А хт  +  о (р)

и ршмпида ифодаланса, функция х° ну^тада дифференциалланувчи 
nil аталар эди, бунда A v А2, Ат  — узгармас сонлар, р —
- I ' ( А*,)2 +  (Ах2)2 +  . . . +  (Ахт )2 . Бу хрлда курган эдикки, А1 =

Ш У р -, ^  1 , 2 , . . .  , т ) .
I

Айтайлик, f(x) функция М тупламда /^, /^, . . . , f  хусусий хр-
гилаларга эга булсин. Агар бу хусусий ^осилалар х° ну^тада диффе- 
I" пциалланувчи булса, f(x) шу ну^тада икки марта дифференциалла- 
иуичи функция деб аталади.

Умуман, f(x) функция М  тупламда барча п — 1 - тартибли хусусий 
у>силаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар х° ну^тада диффе- 
рспциалланувчи булса, f(x) функция х° н уклада п м арта дифферен­
циалланувчи функция деб аталади.

13.7-т ео р ем  а. Агар очщ М тупламда f  (х) функциянинг барча 
п-тартибли хусусий %осилалари мавжуд ва х°£М  нуцтада узлуксиз 
<п)лса, f(x) функция х° нуктада п м ар та  дифференциалланувчи бу- 
iad и.

Бу теорема функция дифференциалланувчи булишининг етарли шар- 
пши ифодаловчи 13 .3-теореманинг исботланганлиги каби исботланади.

Фараз цилайлик, f(x) =  / (х ,, х2, . . . , хт ) функция очи^ М (M a R m) 
|упламда берилган булиб, у  х =  (хи х2, . . . , хт )£М  нуктада диффе- 
ртциалланувчи булсин. У >рлда бу функциянинг х ну^тадаги диффе­
ренциали

df =  —■— dxi +  ~ ~ d x 2 +  . . . +  —!-— •dxm (13.20)
OXi 0 X2 дХ'т

булади, бунда dxx, dx2, . . . , dxm лар x v x2, . . . , xm узгарувчилар- 
пинг ихтиёрий орттирмаларидир.

Энди / (х) функция х £ М  нуктада икки марта дифференциалланув­
чи булсин.

13.7-т а ъ риф.  f(x) функциянинг х ну^тадаги дифференциали df(x) 
пинг дифференциали берилган f(x) функциянинг иккинчи тар ти бли  
дифференциали деб аталади ва у  d2 f  каби белгиланади:

d*f =  d(d(f).
Ю^оридаги (13.20) муносабатни эътиборга олиб, дифференциаллаш 
^оидаларидан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

d 4 - d ( d f ) ^ d ( j L d X l  +  A L d X t  +  . . . +  =
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~  dXld [dxj +  d4d (d ij +  ■ ' ' +  dXmd id x j
=  /—  dxx +  dx2 +  . . . 4 ----- ] dxj. +

dxxdx2 d xLdxm j

_j_ /. d~L- dXl +  —  dx2 +  . . .  +  —!—— dxOT ) dx2 +X 1 л  ^
dx2dx2 d x9 dx2dx,

+
+  j ——- —dxy ------- -— dx2 +  . . . +~~^ dxm \ dxm— (13.30)

dxmd x i  дхтдхг dxn

=  " - d x \ + ^ d x l +  . . .  + 7 T dxZ
dx\ dx2 dxm

-j- 2 ———— dxxdx2 ~f' 2 -— — dxxdx3 -f- . . .  -f- 2 ■— — dxidxm -4~ 
dx i dx2 dx i dx3 dx idxm

+  2 dx2dx3 +  2 ——  dxidxl  +  . . .  + 2  +
dx̂ dx̂  0 x2 0x4 dx2dxm

+  . • • ...........................2; .................................................. ......  +

+  2 "л Г ^ Т дГ " dXm - A m-uxm— 1 m
/(.к,, xs, . . . , хш) функциянинг (хъ x2, . . .  , xm) нуктадаги учинчи, 

туртинчи ва хрказо тартибли дифференциаллари хам худди юк.орида- 
гидек таърифланади.

Умуман, / (х) функциянинг х нуктадаги (п — 1)-тартибли диффе-.j 
ренциалн dn~l f(x) нинг дифференциал берилган f(x) функциянинг шу j 
нуктадаги я-тартибли дифференциал# деб аталади ва dn f  каби белги-] 
ланадн. Демак,

dnf=---d{dn~l f).
Биз юкорида f  (х) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали] 

унинг хусусий хрсилалари ор^али (13.30) муносабат билан ифодалани- 
шини курдик.

f(x) функциянинг кейинги тартибли дифференциалларининг функ­
ция хусусий хрсилалари оркалн ифодаси борган сари мураккаблаша] 
боради. Шу сабабли ю^ори тартибли дифференциалларни, символик 
равишда, соддаро^ формада ифодалаш му^им..

/(х) функция дифференциали

df =  — dXx +  ^ -d x2 +  . . . +  —— dxm 
дху дх2 д х т

ни символик равишда (/ ни формал равишда 1̂ авс тацщарисига чика- 
риб) куйидагича

df _  / _  dXi _j_ JL  dx2 +  . . . +  —— dxm ) f
\ OXi OX2 OXm J

ёзамиз. Унда функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини

d2f  =  ( - - ¿ х х+  ~  dx2 +  . . .  +  -~ -d xm V / (13.31)
\ дхг дх2 дхт J  4 'я
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деб к,араш мумкин. Бунда ¡^авс ичидаги йигинди квадратга кутарилиб, 
с.унг / га «купайтирилади». Кейин даража курсаткичлари хусусий хо-
о.илалар тартиби деб ^исобланади.

Шу тарзда киритилган символик ифодалаш Дх) функциянинг я-тар- 
тибли дифференциалини

I д д  , д \п
й ! - \ ш ^  +  ^ 4 * г +  • • •  + ^ Хт )  /

каби ёзиш имконини беради.
3. М у  р а к  к а б ф у н к ц и я н и н г  ю ^ о р и т а р т и б л и  д и ф ф е ­

р е н ц и а л  л а ри .  Ушбу пунктда ¡(х х, х2, . . .  , хт ) {xl ■=<v{(tl J 2, ... ^).
*2 =  Ч • • • 4 )> • • • хт  =  фтОр Ч' • • ' > У ) мураккаб функция- 
пинг юкори тартибли дифференциалларини топамиз.

Маълумки, (13.11) функциянинг ^ар бири Щ, , ф £ Т  ну^та-
да дифференциалланувчи булиб, Дх,, х2, , хт ) функция эса мос 
(х°{, х°2, х^)£М  нуктада дифференциалланувчи булса, у  х;олда 13.5- 
теоремага кура мураккаб функция Щ, 1\, . . . , ф  нуктада дифферен­
циалланувчи ва дифференциал шаклининг инвариантлнк хоссасига асо- 
сан мураккаб фрнкциянинг дифференциали

== — с1хх +  4 - • • • 4 - Л
дхх дуг дх. т

булади.
Фараз к^илайлик, (13.11) функцияларнинг х,ар бири (/°, 

нуктада икки марта дифференциалланувчи, ¡{хл,х 2, . . .  , хт ) функция 
эса мос (х̂ ,- х2, . . .,х°т )£ М  нуктада икки марта дифференциалланувчи 
булсин. У 5̂ олда мураккаб функция з а̂м (^, . . . , ф  нуктада икки 
марта дифференциалланувчи булади. Дифференциаллаш ^оидаларидан 
фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

¿¿2/ =  й{й!) =  й(-^-с1х1 +  ~ й х 2 4 - • • • 4 - — •■ йхт  ) =
Хдхх дх2 дхт )

“  ^ ^ №%1) +  ^ +  ~  ¿(¿Х2) +
\ д х2 / дх-  ̂ \ д х21 дх2

+  ’ - '
=  с1 (—— ] с1х-\-с1 {——\с1х2-!г ■ ■ ■ + й ( —— \ с 1 х 4- (13.32)

\dx-Ll \дх21 \ д х т 1
, д/ ,,, . , д/ ,,

+  л Г * * ' +  ^  +  ' ' • +  =

Н^1+йахг+ ■ "

+  ^  ^  Л га 4- . • • +  ~ ^ х т .
ох  ̂  ох2 Ох т

Шу йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартибдаги 
дифференциал лари топилади.

(13.31), (13.32) формулаларни солиштириб, иккинчи тартибли диф- 
ференциалларда дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси уриц- 
ли эмаслигини курамиз.
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Ч узгарувчиларнинг чизи^ли функцияси
х, =  а п +  а 12 /2 +  . . .  +  а,* 4  +  
х2 =  а 2) -)- а 22 ¿2 +  • • • +  сс2£ ^  Рг* (13.33)

13 .3 -эс  л а т  м а. Агар (13.11) функцияларнинг ^ар бири /2 . .

* т  =  а т 1  ¿ 1  +  К ш2 12 +  • • ' +  а тк К  +  Р т

булса (а-1, р .(1 =  1 , 2 , . . .  /г; / =  1, 2 , . . .  , т )  — узгармас сонлар), 
у  холда бундай /(х1; х2, . . . , хт ) мураккаб функциянинг говори тар- 
тибли дифференциаллари дифференциал шаклининг инвариантлиги хос- 
сасига эга булади.

Ха^и^атан х.ам (13.33) ифодадаги функцияларни дифференциал л а-| 
сак, унда
йхх =  +  <х12сИ2-\- . . . -\-а1к<Ик =  ацЛ^ +  <у.Х2Ы2 +  . . . 4- сс1кМк, 
йх2 =  а 21сИ1 +  а22сИ,2 +  . . . +  а2кМк =  а21Д ^+ сс22М2 +  . . . +  а2кМк,

¿ Хт =  а т1 ^ 1  +  а т2 ^ 2  +  • • • +  « „ А  =  “ т 1 А / 1 +  а т 2 А ^2 +  '  ■ •

+  а ткА  К

булиб сЦ , (¿х2, . . . йхт  ларнинг ^ар бири ¿х, /2, . . . , ^  узгарувчиларга 
борлш^ эмаслигини курамиз. Равшанки, бундан (12х 1—с12х2= ...= сР хт  —0.1 
Бинобарин,

^2/ =  ^ / )  ==4 — ¿х х +  ди Х2+ . . . +  ах„
\ д х1 дх2 дх т

=  ¿¿ХЙ ( — ) +  <1х2(1 I —  ) +  . . .  +  с1х <1 (
1 \ д Х х )  2 [ д х Ч  т \ д х т

— (^~ Лх-х +  -£-+йх& ■ .+  ~— ^х ) /
\<3х !  дх2 дхт !

булади.
Демак, иккинчи тартибли дифференциаллар дифференциал шакли­

нинг инвариантлиги хоссасига эга экан.
Ш унга ухшаш, бу хрлда мураккаб функцнянинг иккидан катта 

тартибдаги дифференциалларида дифференциал шаклининг инвариант­
лиги хоссаси уринли булиши курсатилади.

7- §. Урта циймат ^ацида теорема

/(х) —/(х,, х2, . . . , хт ) функция М(М а Я т ) тупламда берилган. 
Бу тупламда шундай а = (а 1, а2, . . . , ат ) ва Ь=(Ь1, Ь2, . . . Ьт ) нуцта 
ларни олайликки, бу ну^таларни бирлаштирувчи тугри чизик; кесмаси

А — {(х ,, х2, . . . , хт ) £ Ят . Xj =  ”Ь ^¡) х2 а2 ~{- 1{р2 ^2)*
. . . .  х — а -\~ЦЬ — а ); 0 <  ^<  1 )• ’ т т  1 V т т>' ^  >

шу М тупламга тегишли булсин: А а  М .
13-т е о р е м  а. Лгар /(х) функция А кесманинг а ва Ь нущ алари• 

да узлуксиз булиб, кесманинг долган барча нуг^таларида функции
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ih/фференциалланувчи булса, у %олда А кесмада шундай с н ук та  
(V =  (£, с2, . . .  ст )) топиладики,

)Щ — / (а) =  f'Xi(c) (bl -  а,) +  Ц с ) {Ь2 — а2) +  . . . +  fxJ c )  (bm -  a j  
(п'/лади.

И с бот .  f(x) функцияни А тупламда к^арайлик. .Унда 
f(x) =  f{xv  х2, , хт )=  f{a { + t ( b l — а у), a2 +  t(b2— a2), . . . ,

ат  +  *(Ьт ~ а т)) (0 <  < <  1)
булиб, f(Xy, х2 . . .  , xm)t  узгарувчининг [0 , 11 сегментда берилган 
фуикциясига айланади:

р  (0 =  f ( a i + H b i—>ai), a2 +  t(b2 — а2), . . .  , am +  t{bm — a j ) .

I ¿y функция (0 , 1) интервалда ушбу

F  (0 =  fXl (bi -  «i) +  fxt (&2 - ' « 2) +  • • • +  f'XmK  -  a j
,\осилага эга булади.

Демак, F (t) функция [0,1] сегментда узлуксиз, (0,1) интервалда 
эса F  (/) хрсилага эга. Унда Лагранж теоремасига (1- кием, б-боб, 6 -§) 
кура (0 , 1) интервалда шундай t0 ну^та топиладики,

F (\ )~ F (0 ) =  F ( t o) (0 <  /0 <  1) (13.34)
булади. Равшанки,

F (0 )= f( a ) ,  F (1) — f(b),

F  (Ч) =  f'Xí ( « 1  +  -  G l) -  а 2 +  К  ( Ь2 —  а 2)- • • • • а т +  К  (Ьт

+  « m ) ) ( & l - a i ) + f x 1 (a i +  to ( b l —  « l ) >  «2 +  ¿0 (&2 ~  f l 2)> • • ■ - а т +
+  * о ( Ь т - а т ) ) ( Ь 2 — а 2) + .............................................................+  ( 1 3 . 3 5 )

+  fxm(a i +  ^ 1  —  a i)’ а2 +  ¿0 (Ь2 — а2)’ ■ ■ ■ * а,п +

+  *ЛЬт  — ат)) (Ьт - ат .)•
Агар

От +  ¿o (Йх— Ai) = С Г,
2̂ )̂(̂ 2 ^г) “  2̂

ат +  (о(ьт ~ ат) = с т

деб белгиласак, унда с =  (с,, с2, . . .  , ст ) £Л булиб, юкоридаги 
(13.34) ва (13.35) тенглнклардан

/ (Ь) -  /(a) = / ;t (с) (6j -  a j)+ / ;2(c) (b2 -  а2) +  . . . +  fxJ c )  {bm — a j

келиб чи^ади. Теорема исбот булди.
Бу теорема у  рта ^ и й м а т  ^ а ^ и д а г н  т е о р е м а  деб аталади.
1 3 . 2 - н а т и ж а .  f{x) функция богламли M ( M a R m) тупламда бе­

рилган булиб, унинг З̂ ар бир ну^тасида дифференциалланувчи булсин. 
Агар М тупламнинг ^ар бир ну^тасида f(x) функциянинг барча хусусий 
\осилалари нолга тенг бу'лса, функция М  тупламда узгармас булади.
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Шуни исботлайлик. М тупламда а — (av а2, . . . , ат ) хамда ихтиё- 
рий х =  (хр х2, . . . , хт ) нукталарни олайлик. Бу нукталарни бир- 
лаштирувчи кесма шу М  тупламга тегишли булсин. У хрлда шу кес- 
ма ну^таларида 13 .8-теоремага кура

/ (а) =  / (x )+ f’Xi(c) (а, — х,) +  /;г (с) (а2 — х2)+  . . . +  (с) (ат — хт )

булади. Функциянинг барча хусусий хреилалари нолга тенг эканидан
F(x) =  F (а)

булиши келиб чи^ади.
а ва х нукталарни бирлаштирувчи кесма М  тупламга тегишли бул- 

маса, унда М  тунламнинг богламли эканлигидан а ва х нукталарни 
бирлаштирувчи ва шу тупламга тегишли булган синик чизик; топилади, 
бу сини^ чизик кесмаларига юкрридаги 13.8-теоремани ^уллай бориб,

f ( a ) —  f  (х)
булишини топамиз.

8- §. Куп узгарувчили функциянинг Тейлор формуласи

1-к,исм, б-боб, 7 -§  да бир узгарувчили функциянинг Тейлор фор­
м улам , унинг турли формулада ёзилиши х,амда Тейлор формуласининг 
турли формадаги колди1<; хадлари урганилган эди. Масалан, F (t) функ­
ция t =  t0 нуктанинг атрофида берилган булиб, унда F (/), F"(i), ... , 
F(n+1\(t) хрсилаларга эга  булганда

Щ  =  F(t0) +  F' (/„) (t -  t0f  +  F" (t0) (t -  U f +  . . .  +

+  ± F (n>(t0) ( t - t 0)n +  Rn (t) (13.36)

булади, бунда колдик, хад Rn(t) эса цуйидагйча
р ( 1) (с) „

а) Коши куринишида Rn (¿) =  - — —  (t — 10) ‘ ( 1 — 0) ,
р(п+\)(с) , j

б) Лагранж куринишида Rn(i) — ' п̂ i^-jy 0 — Q  »

в) Пеано куринишида Rn (t) — 0 {t — t0)n ёзилади (бунда О < 0 <  1, 
с = /o+ 0(í—/0)).

/(х,, х2, , хт ) функция очик, М (М cz Rm) тупламда берилган. 
Бу тупламда (хс{, х°, . . .  , х ° ) нуктани олиб, унинг ¿/¿((х ,̂ х\, . . . , 
х°т) ) с :М  атрофини карайлик. Равшанки, Y (x“, х2, . . .  , x'm)£ U ó(x°, 
х°, . . . , x fj) нукта билан (х®, х° . . .  , хЦ) нуктани бирлаштирувчи 
тугри чизи^ кесмаси

А =  {(Xj, х2, . . . , хт ) е Rm: Xj =  х° +  t (x¡ — х®), 

x¿ --==x“ +  / (x ;-  -xí;), . . . .  xm ~  x®, -j- i [xm • ~ x®); 0 <  / <  1} 

шу U6(x\, x®, . . . , x®j)) атрофга тегишли булади.
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Айтайлик, f(x î ,  х 2, . . .  , хт ) функция U ь({х\, х2, . , хт )) да 
п +  1 марта дифференциалланувчи бÿлcин.

Энди f(xi, х2, . . .  , Хт) функцияни А тупламда карайлик. Унда

/ (*j, > Хт) Î  ̂(̂ 1 x j)> Х2  ̂(Х2 ^2) ’ • • • >

Х°т +  *(хт  — Х°т ))
булиб, f( x u х2, . . .  , хт ) t узгарувчининг [0 , 1] да берилган функция- 
сига айланиб коладн:

Щ  =  /  ( л ?  +  t (х[ — х[), х°2 +  i  (% '  —  Х°2), . . .  ,  Х?п + г  (х’т —  х^))

( 0 < / < 1 ) .  (13.37)
Бу функциянинг хосилаларини ^исоблайлик:

=  >+ • • •  + £ « - * > -

■■■

= ~  х ‘)+  % {х'2 ~  *2°)2 +  • • • +  1 | (х-  ~  х« )2 +

2 dxjîxz ^  ^2 — 4 ) +  • • • + 2  dxnJ_idxm(Xm-l ~  Хт - 1) (*m ~

“  ^  =  ( ¿ (А'; “  )+  ¿ (А'2 ~  ^  +  • * ' +  -  Х"п) ) {■
Умуман ¿-тартибли хосила ушбу

^<'> =  ( ¿ < * ' - ^  +  ¿ ^ - * 5 ) +  + ¿ « . - * 1 0 ) ’ /
( ¿ = 1 , 2 ,  . . .  , л +  1) (13.38)

куринишида булади. (Унинг тугрилиги математик индукция методи 
ёрдамида исботланади).

Юкоридаги F ‘(t), F (t), . . . , F(n> (i) хрсилаларнинг ифодаларига 
кирган f ( xx, х2, . . .  , хт ) функциянинг барча хусусий ^осилалари
(х° + 1 (х[ — х®), х* +  t(x2 — х°2).............. х°т  +  t (хт  — x°J) нуктада хи
собланган.

(13.36) формулада to — 0 ва t — 1 деб олинса, ушбу

F( 1) =  F(0) +  4  F  (0) +  -¡-F"  (0) +  . . . +  ± F< n) (0) +  ~ j - F (n+U (6)
1! 2.! n\ (n-f-1)!

(a <  0 <  1) (13.36)
хосил булади. (Бу ерда колдик хад Лагранж куринишида олинган.)

(13.37) ва (13.38) муносабатлардан фойдаланиб куйидагиларнк то- 
иамиз:

F  (0) =  / «  4 .............. xl),
F (l) =  f(x[, x'v  , xm),
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(ik — 1 ,2 , . . . , n -f- 1).
Кейинги тенгликдаги /' (x ,, r 2, . . . , xm) функциянинг барча хусусий 
з^осилалари (х<|, х\, . . . , х®г) ну^тада ^исобланган.

Демак, (13.36) формулага кура

/(%;, 4 , . . . , хт ) =  f(x\, х®, . . . , А1 ) +

+  ¿ « - 4 ) +  • + ¿ < 4 - 0  ) i  +

■‘" ¿ ( ¿ « - ' O + i « - ' ® - ' - - ”  + 4 ; ‘ с - ' у ), / +
+ +

■■■ + ¿ < 4 - о ) ”" '(/1 -f- 1)! \с/л̂  с/л2

булади, бунда f {xv x2, . . .  , хт ) функциянинг барча биринчи, иккинчи 
ва хоказо n-тартибли хусусий ^осилалари (х^, х®, . . . , х^) ну^тада, 
шу функциянинг барча (п +  1)-тартибли хусусий хрсилалари эса 
(х? +  0 (х, -  х»), х® +  0 (х’2 -  х®), . . .  , х^ +  0 (хт  -  хо)) (0 <  0 <  1) 
ну^тада хисобланган.

Бу формула куп узгарувчили /(хр х2, . . . , хт ) функциянинг Т ей- 
л ор ’ ф ор/мул а с  и деб аталади.

Хусусан, икки узгарувчили функциянинг Т е й л о р  ф о р м у л а с и  
куйидагича булади:

n df(x°v Хо) <5Дх? х2)
/(хр х2) =  /(хо, X®) + ------¿ 7-=— (х, — х®)+ ’ ~ (х2 — X«) +

+ 2 !

a 2 f  ( 4 > 4 )
дх\

( -  X® )2.+  2
д2 / ( х\. х°2 )

dxi дх2
(хх--Хо) ( х 2 — X®) +

д- f  ( х\, х\  )

д х0 (х.'2 Л2
1

П\
дп [ ( х®, 4 )

дхЧ

+ с
I dn f ( x ° l ,x °2 )

( V
дп f  ( 4 , х

■А)п

дх1~ 1дх2 \ 1 ч   ̂ и ■ ' дхп

dn+1 /(*?+0(х 1 -х?). х®+0(х2 -  х®))

v-0 \п

-(хъ —

дх? +1

+  . . • +

( я + 1)!

3rl+1 i(x\[ +  0( х , — х ° ), x®-f- в  ( х2 — х°2)

дх%+1



9- §. Куя узгарувчили функциянинг экстремум кийматлари. 
Экетремумнинг заруркй шарти

1. Ф у н к ц и я н и н г  максимум на м и н и м у м  к и й м а т л а р и .  
Kÿn узгарувчили функциянинг экстремум кийматлари таърифлари худ- 
ди бир узгарувчили функцияники сингари киритилади. f ( x ) = f  \x1, х2, 

. . , хт ) функция бирор очик; M {M cz R m) тупламда берилган булиб,
х° =  (х° , х\ , . . . , х°т ) Ç М булсин.

13.8 -т а ъ риф.  Агар х0 ну^таиинг шундай Uè(x0) =  {х =  (xv  х2,
. . . , хт ) € Rm: р (х, х0) =  V { x i — х?)2+  . . . +  (хт — х°т )2 <  Ô} с  AÍ ат- 
рофи мавжуд булсаки, V  х Ç С/6(х0) учун

/ (х)'< f(x°) (/(*)< Я*0))
булса, f(x) функция х° нуктада максимумга (минимумга) эга дейи- 
лади, f(x°) киймат зса f(x) функциянинг максимум (минимум) цийма- 
т и  ёки максимуми (минимуми) дейилади.

1 3 . 9 - т а ъриф.  Агар х° ну^танинг шундай UÈ(x°) атрофи мавжуд 
булсаки, V x 6 6 ;fi(>'°)Vx°i учун / (х) <  / (х°) (f(x) >  / (х0)) булса, f(x) 
функция х° нуктада катъий максимумга (катъий минимумга) эга 
дейилади. f ix 0) киймат зса f(x) функциянинг катъий максимум (ми­
нимум) киймати  ёки катъий максимуми (катъий минимуми) дейи­
лади.

Юкоридаги таърифлардаги х° ну^та /(%) функцияга максимум (ми­
нимум) (13.8-таърифда), катъий максимум (^атъий минимум) (13.9- 
таъриф да) ^иймат берадиган нукта деб аталади.

Функциянинг максимум (минимум) киймати к,уйидагича белгиланади:

fix 0) — max { / (х) ) / (х0) =  min { f (х) }).
xeU& (х°) xeU$ (х°)

Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг 
экстремума деб аталади.

М и с о л .  Ушбу

/(■*11 - х2 ) = У !̂ — 4  — 4  'Х1 “Ь ^ 1 )

функцияни царайлик. Б у функция (0 . 0) нуктада ^атъий максимумга эришади. Х а- 
щ и т ан  ^ам. (0 , 0) нуктанинг ушбу

ur № o)) = { ( * i , x2 jeR 2: 4 + 4  < г2} (°< г<О
птрофи олинса, унда V (х1( х2) 6 и г ((0, 0) )\ {  (0 , 0)} учун

f{xj , х2 ) у  1 — 4  — 4  < f 0) = *
Пулзди.

13.8 ва 13.9-таърифлардан куринадики, f(x) функциянинг х° нук- 
гадаги киймати / (л°) ни унинг шу нукта атрофидаги нукталардаги
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^ийматлари билангина солиштирилар экан. Шунинг учун функциянинг 
экстремуми (максимуми, минимуми) локал экстремум (локал макси­
м ум , локал минимум) деб аталади.

2. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м  и нин г з а р у р и й  ш а р т и .  ¡(х 1У х2, 
. . . , хт ) функция очик М  (М сг Ят ) тупламда ёерилган. Айтайлик, 
/(хр х2, . . . , хт ) функция х° =  (х^, х%, . . .  , х®,) нуктада максимумга

х°т ) нуцта- 
. хт № бМ

х т )  >

х ° ) >тг ^

(минимумга) эга булсин. Таърифга кура х° =  (х^, х®, . 
нинг шундай и й(х°) а  М атрофи мавжудки, V  (хр х2, 
учун

/(х1; х2, . . . , хт )</(х® , х®, . . .  , х®).(/(хр х2,
> / (* ? , х®, . . . , х^)),

хусусан
/(Хр X», . . . , х^Х /^х® , х®, . . . х°т )(/(Хр х®, .

>/(х®, X®, . . . , х°т ))

булади. Натижада бир узгарувчига (х,) га боглик, булган f(x^, х®, ... , 
х®г) функциянинг и б(х°) да энг катта (энг кичик) ^иймати / (х^, х®,
. . . , х?п) га эришишини курамиз. Агарда х° нук.1ада /¡.4(х0) хусусий 
хреила мавжуд булса, унда Ферма теоремаси (^аралсин, 1-^исм, б-боб,
6 - §) га кура

/ ;> ? . 4 .............. ^ ) = / ; ^ ° ) = о
булади.

Худди шунингдек, ¡ ’Х(х°),
булса,

/ ;,(* ° )= °-  / > ° ) ]= ° ’ ....................

, /' (х°) хусусий хосилалар мавжуд

булишини топамиз.
Шундай ^илиб ^уйидаги теоремага келамиз.
13.9-т е о р е м а . *  Агар /(х) функция х° нуктада экстремумга 

эришеа ва илу нуктада барча /^, . . . , хусусий %осилаларга
эга булса, у \олда

/;,(*°) =  о, / ; , ( х ° ) = о , , /¿т (х°) =  о

булади.
Бирок /(х) функциянинг бирор х ' £ Я т  нуктада барча хусусий хо- 

силаларга эга ва
/;(*') =  0, /;,(х') =  о, . . . ,  =  о

булишидан, унинг шу х' нуктада экстремумга э га  булиши ^ар доим 
хам келиб чикавермайди.

Масалан, Я2 тупламда берилган
/(%. х2) =  х ,х 2

100



функция™ царайлик. Бу функция f'x (xv х2) — х2, f'x (х ,, х0) =  х, ху- 
сусий хреилаларга эга булиб, улар (0 , 0 ) нуктада нолга айланади. 
A mmo /(xj, х2) =  х (, х2 функция (0 , 0) нуктада экстремумга эга эмас 
(бу функциянинг графиги гиперболик параболоидни ифодалайди, ка- 
ралсин 12-боб, 3-§).

Демак, 13.9-теорема бир аргументли функциялардагидек функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.

/(х) функция хусусий хосилаларини нолга айлантирадиган ну^та- 
лар унинг стационар нуцталари. дейилади.

13.4-э с  л а т м а .  Агар /(х) функция х° нуктада дифференниалла- 
нувчи булса, у  холда функциянинг экстремумга эришишининг зарурий 
шартини ушбу

d / (х°) =  0 (13.39)
куриншда ёзиш мумкин.

Хакикатан ^ам, /(х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчи 
булишидэн унинг шу нуктада барча /^, . . . , f' хусусий ^оси-
лаларга эга булиши келиб чикдци. х° нуктада функция экстремумга 
эришишидан теоремага кура

Ш  =  о, /;г(х°) =  о , . . . ,  /;гп(х°) =  о 
булади. Бундан эса (13.39) булиши топилади.

10- §. Функция экстремумининг етарли шарти

Биз юкорида /(х) функциянинг х° нуктада экстремумга эришиши­
нинг зарурий шартини курсатдик. Энди функциянинг экстремумга 
эришишининг етарли шартини урганамиз.

/ (х) функция х° £ Rm ну^танинг бирор
и б(х°) =  { х £ Rm : р (х, х°) <  б 1 (б >  0) 

атрофида берилган булсин. Ушбу
А =  / (х) — / (х°) (13.40)

айирмани карайлик. Равшанки, бу айирма U6(x°) атрофда уз ишораси- 
ни са^ласа, яъни хаР Д°им А > 0 ( А  <  0) булса, /(х) функция х° ну^- 
тада минимумга (максимумга) эришади. Агар (13.40) айирма хар ^ан- 
дай U6(x°) атрофда хам уз ишорасини сак,ламаса, у  хрлда /(х) функ­
ция х° нуктада экстремумга эга булмайди. Демак, масала (13.40) 
айирма уз ишорасини са^лайдиган U6(x°) атроф мавжудмн ёки йуцми, 
шуни аниклашдан иборат. Бу масалани биз, хусусий ^олда, яъни f  (х) 
(функция маълум шартларни бажарган холда ечамиз.

/(х) функция ^уйидаги шартларни бажарсин:
1) / (х) функция бирор U6 {x0) да узлуксиз, барча узгарувчилари 

буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий ^осилаларга эга;
2) х° нуцта /(х) функциянинг стационар нуктаси, яъни

/;>°) =  о, /;2(х°) =  о, . . .  , /;т (х°) =  о.
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Ушбу бобнинг 8-§  ида келтирилган Тейлор формуласйдан фэйда- 
ланиб, х° нуктанинг стационар нукта эканлигини эътиборга олиб, ^уйи- 
дагини топамиз:

/ (х) =  / (*°) + -^  [[ 2 Ах\ + / ж2А 4  +  • • • +  I х2 ^ Хт  +¿ 1 2  т

+  2 (/*,*, Д Х1 А *2 +  /*,*. А % А .*3 +  . . . +  /"*1*2 ■*771—1*т

1

¿,6=1
Бу муносабатда / (х) функциянинг барча хусусий хосялалари /̂ . к 

(I, к =  1 , 2 , . . т )  лар ушбу
Ц + е Д х х ,  х® +  0 Ах 2, . . х®г +  0 А хт ) (0 < 0 <  1) 

нуктада ^исобланган ва

Демак,
А %, =  хх — 4 ,  Д х2 =  х2 — х°. . . ., А х т  =  хт  — х°т .

2 ^
1,6 = 1

Г , . ( А ^ А х ,

Берилган /(х) функция иккинчи тартибли ^осилаларини нг стацио­
нар ну^тадаги кийматларини цуйидагича белгилайлик:

Ъ к =:Гх1хк №) ^  1. 2, . . . , т).

Унда /" (х) нинг х° нуктада узлуксизлигидан

(*? +  0 А х р *0 +  0 А х2, . . ., х^ +  0 А хт ) =  ай +  а,-¿/С

(г, £ =  1, 2, . . т )  булиши келиб чицади. Бу муносабатда А х ,-Я ) , 
Д х2-+ 0 , . . . , А хт -> 0 да барча а 1 к 0 ва 6-§  да келтирилган 13.6- 
теоремага асосан

ан (г, ¿ = 1 , 2 , . . . , т )

булади. Натижада (13.40) айирма ушбу
т  т

А =  ^  а1к А х£- А х/г +  А х,- А хй|
1,6=1 1,6=1

куринишни олади. Буни ^уйидагича ^ам ёзиш мумкин:



т
р2 /Ж !

деб белгнласак, унда

А =
2

т
+  (13.41)

булади.
Ушбу

ь£= 1 ¿,¿=1

Р ( 1 г , 1 2, . и - 2
нфода Ъ,ъ £2, . . . , £т  узгарувчиларнинг квадратик формаси деб ата- 
лади, Ь1к (/,, к =  1 , 2 , . . .  , /л) лар эса квадратик формашшг нозффи- 
циентлари дейилади. Равшанки, ^ар кандай квадратик форма уз  ко- 
чффициентлари ор^али тула анй^ланади. Квадратик формалар алгебра 
курсида батафсил урганилади. Куйида биз квадратик формата дойр 
баъзи (келгусида кулланиладиган) тушунчаларни эслатиб утамиз.

Равшанки == =  . . . =  =  0 булса, х,ар к.андай квадратик 
с|юрма учун

Р (0, 0, . . ., 0) =  о
булади.

Энди бошка нукталарни карайлик. К,уйидаги хрллар булиши мум- 
кин:

1. Барча Щ +  Щ +  . . . +  12т  >  0 нукталар учун

Р 1т) >  0.
1>у хрлда квадратик форма мусбат аникланган дейилади.

2. Барча Щ + Ц +  . . .  +  >  0 нукталар учун

р  ( и ,  ? 2 ,  . . 1 т )  <  о .

Бу хрлда квадратик форма манфий аникланган дейилади.
3. Баъзи (£х, 12, . . 1т ) нукталар учун Р  (|г, |2, . . \т ) >  0, 

баъзи нукталар учун

р  1 2 .  • ■ 1 т )  <  о .

Бу хрлда квадратик форма ноаник дейилади.
4. Барча +  Щ.+  . . . +  12т  >  0 нукталар учун

р  (|„ |2, . . . ,  и  >  о
па улар орасида шундай (^ , &2, . . . , 1т ) нукталар ^ам борки,

Р (£„ и  =  0.
Бу холда квадратик форма яриммусбат аникланган дейилади.

5. Барча £\ +  Щ +  . . .  +  ^  >  0 нукталар учун

р  г ? , ,  | 2 , и < о

на улар сраснда шундай |2, . . . , |т ) нукталар хам борки,
Р (1г, £2, т̂) =  0.

Бу хрлда квадратик форма яримманфий аникланган дейилади.
103



1. Ушбу

квадратик форма мусбат аникланган булсин. Аввало юкрридаги

=  V А х \+А х\+ . . -+ А х 2т

ва

тенгликлардан

Д X;
1 (г == 1, 2, . . . т)

Е?+-Е|+ . . .  +  Б*,= 1
эканлигини топамиз. Маълумки, R n фазода

5 Х (0) =  5 , ((0 , 0 , . . . ,  0)) =  {£„ . . . ,  U 6 Rm- 
Щ +  Ц + .  . . + & = 1 }

маркази 0 =  (0 , 0 , . . . ,  0) нук;тада, радиуси 1 га тенг сферани ифо- 
далайди. Сфера ёпик ва чегараланган туплам. Вейерштрасспин г биринчи 
теоремасига асосан шу сферада Q (J-lt |2, . . . , |„) функция узлуксиз 
функция сифатида чегараланган, хусусан куйидан чегараланган бу­
лади:

Q (еь  %2, . . . ,  1т ) > с  (г — const).
Агар Q (|ь  . . . ,  |т ) квадратик форманинг мусбат аникланган 

эканлигини эътиборга олсак, унда с >  0 булишинн топамиз.
Иккинчи томондан, Вейершграсснинг иккинчи теоремасига кура бу 

Q (|х, , £,„) функция 5 , (0) сферада узининг аник к;уйи чега-
расига эришади, яъни бирор (|°, Щ, . . . ,  (0) учун

Q (£?, Ц, . . . .  1°т ) =  niin Q (Ej, U
булади. Яна Q (|х, |2, . . . ,  £от) квадратик форманинг мусбат ани^лан* 
ганлигини эътиборга олсак,

Q (%  1°2, • • £ ° ) > 0
эканини топамиз. Д емак, (0) сферада

I т
Q |2, . . . ,  U  =  У  aik^ l k > c >  0 

£,*= 1
булади.

Энди
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ни ба^олаймиз. Коши— Буняковский тенгсизлигидан фойдаланиб, то- 
памиз:

т  т т

12
£=1 А= 1

_1_ _1_
п т  с)

(2(2<*лП (2ЧУ-

2 а 1к%
:,6= 1

т

< 12<

£

1 = 1
1 1 2
2 т  т  т   ̂ т  9

=[2(2 « (2 (2 -428)] - ( 2 -4)'(=1 к= 1 1=1 к= 1 *= 1 1,к=\
Маълумки, Д х х-н>-0 , Д х2-^ '0 , Л х т - ^ 0  да барча а й -> 0 .

Бундан фойдаланиб х° нуктанинг атрофини етарлича кичик к;илиб олиш
^исобига

( 2  “Й  < |
г .6= 1

тенгсизликка эришиш мумкин. Демак, (13.41) дан
т т  3

1,6=1 ¡,*=1

Аг6 »( *к

2. Куйидаги
т

3  (|„ . . . ,  £т ) =  V  а-1к 
1,6=1

квадратик форма манфий ани^ланган булсин. Бу зфлда х° нуктанинг
т  т

етарлича кичик атрофида А =  -£■ ай ^  ^  ссш ^  |/г| < 0  бу-
1,6=1 ?,А= 1

лиши 1- х.олдагига ухщаш курсатилади. Натижада куйидаги теоремага 
келамиз.

13.10-т е о р е м  а, / (х) функция х° нуктанинг бирор и б (х°) а т р о ­
фида (6 > 0) берилган булсин ва у ушбу шартларни бажарсин:

1) / (х) функция и б (х°) да барча узгарувчилар хъ х2, . . . ,  хт  буйи- 
ча биринчи ва иккинчи тар ти бли  узлуксиз хусусий хосилаларга эгсь

2 ) х° нукта  / (х) функциянинг стационар нуцтаси;
3) коэффициентлари

'Лк =  /ед  (*°) (». к =  1, 2 , . . . ,  т )

брлган



квадратик форма м усбат (манфий) аникланган. У  %олда / (х) функ­
ция х° ну temada минимумга (максиму мга) эришади.

Бу теорема функция экстремумининг е т а р л и  ш а р т и н и  ифода- 
лайди.

3. Агар Ш
Q (£l> ?2> • • • • Im) = ^  aik̂ î >k

Í yk=l
квадратик форма ноаник булса, / (х) функция х° нук,тада эксгремумга 
эришмайди. Шуни исботлайлик. h , . . . ,  ларнинг шундай (hít 
h2, . . . ,  hin) ва (h, h2, . . . ,  hrn) ^ийматлари топиладики,

Q (hv  h2, hm) >  0, Q (hlt К  ■ ■ •, К )  < 0  (13.42)
булади.

x° =  (x<¡, x°, . . . ,  x°m) ва Щ +  hv x ¡ +  h2........... x°m +  h j

нукталарии бирлаштирувчи
X2 — lh¡,

x 2 =  x°2 +  t h 2,

.............................  (13.43)

Xm  =  X°m +  i h m  (0  <  * <  1)

кесманинг нукталари учун юцоридаги (13.41) муносабат ушбу
т  т

А = ̂  (ü üik hi hk + 5  a¿k hi hki,k=l í\̂ = 1
куринишга келади. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи ^ушилувчи 
(12.42) га кура мусбат булади. Иккинчи ^ушилувчи эса, >-0 да 
нолга интилади (чунки t - y  0 да А x t =  х, — х({-->- 0, А х2 — х2 — х§-> 0, 
. . А хт  =  хотх^->-0). Демак, (13.43) кесманинг х° !ну^тага етарлича 
я^ин булган х нукталари учун А айирма мусбат, яъни

/ (*) >  / (х°)
булади.

Худди шунга ухшаш,
x i— х\ +  th\,

%2 — Х2 “Ь th2,

Хт — Хщ ”Ь t h m

кесманинг х° ну^тага етарлича я^ин булган х нукталари учун А айирма 
манфий, яъни

/ (* )< /  (х°)
булиши курсатилади.
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Демак, Л =  / (х) — / (х°) айнрма х° ну^танинг ^ар 1̂ андай етарлича 
кичик атрофида уз ишорасини са^ламайди. Бу эса / (х) функцияиинр 
х° ну^тада экстремумга эришмаслигини билдиради.

4 — 5. Агар
пг

(} (£,, |2, . . 1т) =  У  а1к1 ^ к
I ,к— 1

квадратик форма яриммусбат анщланган булса ёки яримманфий аняц- 
ланган булса, / (х) функция х° нуцтада экстремумга эришиши хам, 
эришмаслиги ^ам мумкин. Бу «шубх.али» д о л  кушимча текшириб аник- 
ланади.

Ю^оридаги 13.10-теореманинг 3-шарти, яъни ф (£ь  |2, . .  . ,  |т ) 
квадратик форманинг мусбат ёки манфий аншумнганликка алокадор 
шарти теореманинг марказий кисмини ташкил этади. Квадратик форма­
нинг мусбат ёки манфий ани^ланганлигини алгебра курсидан маълум 
булган Сильвестр аломатидан фойдаланиб топиш мумкин. Куйида бу 
аломатни исботсиз келтирамиз.

С и л ь в е с т р  а л о м а т и .  Ушбу

*('£ ^
г.й= 1

квадратик форманинг мусбат аншушнган булиши учун

* п >  О, * 1 1  *12 

*2 1  *22
> 0 ,

Ь12 . . •*1 т
&21 Ь22 . . • а 2т > 0

*т1 *т2 ' • ’ * т т

тенгсизликларнинг, манфий аникланган булиши учун

*п <  0 , *11
*21

*12
*22

V о

*11
*21

*12
*22

*13
*23

*31 *32 *зз

<  0 , 1)"
У11 12
ь ъ21 22

1т
Ь2т

Ьт\Ът2-

>0

тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Хусусий холни, функция икки узгарувчига богли^ булган холни 

^арайлик.
/ (х}, х2) функция х° =  (х ,̂ х°) нуКтанинг бирор атрофи

и & (*°) =  [х =  (Хх, х2) р (х, х°) < 6 1  (8 >  0)

да берилган булсин ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга булсин. а0 эса ^аралаётган функциянинг 
стационар ну^таси булсин:

Одатдагидек
м = о ,  гх. (х°) -  о.

а и =  £* ( А  «12 =  С ,  ( А  а22 = /£  ( А
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1°. Агар
a ii а12 

а21 #22
булса, f  (х) функция х° нуктада минимумга эришади.

а \\а 22 '
а х\ >  О ва аи >  0

2°. Агар

а \ 1 й22 ' -а,| >  0 ва а п <  О

булса, f  {x) функция х° нуктада максимумга эришади. 
3°. Агар

й \\  а 22 '
-а*  < 0

булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга эришмайди. 
4°. Агар

а , , а,11 22 -aj =  0

булса. / (я) функция х° нуктада экстремумга эришиши .^ам мумкин, 
эришмаслиги ^ам мумкин. Бу «шуб^али» хол ^ушимча текшириш ёр- 
дамида аншушнади.

Хрцщатан х а̂м, 1°- ва 2°- лолларда квадратик форма мос равишда 
мусбат аник.ланган ёки манфий аник;ланган булади (к,аралсин: Сильвестр 
аломати).

3°-хрлда, яъни
а и а22 — а ,| <  0 (13.44)

булганда ф (Ер 12) =  ап Щ +  2а 12£, 12 +  а22Щ квадратик форма ноаник 
булади. Шуни исботлайлик.

а л, =  0 булсин. Бу ^олда (13.44) дан а12 Ф 0 булиши келиб чи^а- 
ди. Натижада (1^ |2) квадратик форма ушбу

0. (&1 * 52) =  (2й12̂ 1 Ч~ ^22-2) ёг 
куринишга келади. Бу квадратик форма

£  _  \-0Щ'
2а,

кийматда мусбат:
1 —’ #22 

2а12
кийматда эса манфий

Q
i ~Ь д22

2С1л* , S2 1 ,

Q 2 ал
— 1 1 < 0

булади.
Энди ап  >  0 булсин. Бу хрлда Q (%lt £2) квадратик формани к,уйи- 

дагича ёзиб оламиз:

Q «1, ^  +  - 2 12 
аи

а 11 а 22 а 12 (13.45
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Кейинги тенгликдан ^  £2 =  1 ^ийматда
аи

( ¿ ( — ^  1 ) < 0
\ аи

а12 , 1 /̂ а12 а22 а22„ щ  ч .12  , \ “12 “22 “22 е ,ва V  ьх > ------- +  у  ------- ------- , § 2 =  1 ^ииматларда эса
«п °11

<2 (61, 1) >  О
булишини топамиз.

Ва нихрят, аи  <  0 булсин. Бу холда (13.45) муносабатдан фойда-
ланиб, С1 (£,, ё2) квадратик форманинг , £2=  1 кийматда мус-

а 11___________

, 2
бат <2 ( — —  , 1 ) > 0  ва у  >  -  —  +  ] /  =  1 *ий-

V ан / ап * а{\
матларда эса манфий

С 1 ) > 0
булишини топамиз.

Шундай ¡^илиб, а п а22 — а ]| <  0 булганда <3 (еи §2) квадратик фор­
манинг ноаник; булиши исбот эгилди.

4°-^олни, яъни ап а22 — а т| =  0 булган хрлни ^арайлик. Бу ^олда, 
аи  — 0 булса, унда ап  =  0 булиб, (|0, £2) квадратик форма ушбу

<2 (61 ■ У  = а22^
куринишни олади.

Равшанки, о22 >  0 булганда

<2 (51, У  >  О,
а22 <  0 булганда

<2 (У  У  <  О

булиб, нинг ихтиёрий кийматида

<2 (У  0) =  О
булади.

Агар аи  >  0 булса,

(3 У  - а . л  ( 5 ,. +  - ^  Ц 2 > 0 ,

яи <  0 булганда

О (У  у  =  а г, ^ + ^ | 2)2 < 0
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булиб, ва 12 ларнинг

тенгликни каноатлантирувчи барча кийматларида (^ , 12) квадратик 
форма нолга тенг булади. 'Демак, каралаётган холда С? (|ъ |2) квадра­
тик форма яриммусбат аникланган ¿:кй яримманфий аникланган булади. 

Энди мисоллар ^араймиз.

М и ’с о л л а р .  1. Ушбу

/ (х ,, х2) =  +  х2 — Зад:, х2 (а Ф  0)

функциями карайлик. Бу функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари

/х (хх, х2) =  Зл:̂  — 3ах2, }х {хх. х2) — 3 х2 — Заху,

/". (.х1, х2): =  6 хг, /*л . (х1, х2) =  — За, /", (х ,, х2) =  6>2

булади.

I Зх2 — Зах.у — 0,
| Зх$, — Зйх, =  0

системами ечиб, берилган функциянинг стационар нукталари (0, 0) ва (а, а)экаиини 
топамиз.

(а, а) нуктада
Ян =  6а, а 13 =  — 3 а, а22 =  6а

булиб,

ап а22 — =  27а2 О

булади.
Демак, а > 0  булганда (ац >  0 булиб) функция (а, а) ну^та минимумга эри- 

шади, а <  0 булганда функция (а, а) нуктада максимумга эришади. Равшанки,
I (а, а) =  — а 3. (0. 0) нуктада

а „  а22 — <*12 ¡= —■ 9а2 <  0

булади. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада экстремумга эришмайди.
2. ^уйидаги

I (х 1 > х2) =  (дг2 — хх)~ +  (х2 +  2)3

функциями царайлик. Берилган функциянинг стационар нуцтаси (— 2, — 2) ну^та 
булади. Бу нукдада

1̂1 2̂̂  1̂2 — ^
булишини топит ^ийин эмас. Демак, биз бу ерда ю^оридаги 4°- «шуб^али» з̂ олни 
учратяпмиз. Экстремум бор- йу^лигини ани^лаш учун цушимча текшириш уткази- 
шимиз керак. (— 2, — 2) нуктадан утувчи х2 =  хх турри чизи^нинг нукталарини 
^араймиз. Равшанки, бу тугри чизик нукталарида берилган функция

/ (*1, Ч) =  (Ъ +  2)3
булиб, х2<  — 2 да / (хг, х.2) < 0 .  х2>  — 2 да / (*1( х2) >  0 булади. Демак, / (хь 
хг) функция (— 2, — 2) ну^та атрофида шпора са^ламайди. Бинобарии, берилган 
функция (— 2, — 2) нуктада экстремумга эришмайди.
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1. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1- 
к,исм, 4-боб, 1-§ ида функция гаърифи келтирилган эди. Уни эслатиб 
утамиз. Агар X тупламдаги (X  с :  R) ^ар бир я  сонга бирор крида ёки 
конунга кура Y тупламдан (Y с= R) бигга у  сон мос ^уйилган булса, 
X тупламда функция берилган деб аталар ва у

f : х-+у ёки у  =  f (х)
каби белгиланар эди. Бунда х га у  ни мос ^уядиган ^оида ёки цонун 
турлича, жумладан аналитик, жадвал х^мда график усулларда булиши- 
ни курдик. Масалан, функциянинг график усулда берилишида х билан 
у орасидаги богланиш текисликдагн эгри чизик ёрдамида бажариларди. 

Энди икки х ва у аргументларнинг F (х, у) функцияси
М =  {(х, у)6 R2 ■a <  а :<  b, c < y < d }

тупламда берилган булсин. Ушбу
F (х, у) — О

тенгламани карайлик. Бирор х0 соинн (х0£(а, Ь)) олиб, уни юкрридаги 
тенгламадаги х нинг урнига куямиз. Натижада у ни топиш учун куйи- 
даги

F(x0, y )  =  О (13.46)
тенгламага келамиз. Бу генгламанинг ечими хакнда ушбу холлар бу- 
лиши мумкин:

1°. (13.46) генглама ягона ^ ац щ т у0 ечимга эга,
2°. (13.46) тенглама бигта ^ам хаци^ий ечимга эга эмас,
3°. (13.46) тенглама бир нечга, хатто чексиз куп хакикий ечимга

эга.
Масалан,

р /„ _  \У — х2, агар х > 0  булса,
' у2 +  х, агар х <  О булса

булсин. У холда
F (x ,y )  =  О (13.47)

тенглама х0 >  0 булгандз, ягона у =  х20 ечимга, х0 <  0 булганда ик- 
Кита

y = V  —  x0, y  =  — V — x0 

('чимларга эга булади.
Агар бирор F (х, у) =  0 тенглама учун Г-^ол уринли булса, бун- 

дай тенглама эътиборга лойик. Унинг ёрдамида функция аникланиши 
мумкин.

Энди х узгарувчининг киймагларидан иборат шундай X  тупламни 
к,арайликки, бу тупламдан олинган ^ар бир цийматда F (х, у) =  0 тенг­
лама ягона ечимга эга булсин.

X  тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F (х, у) — 0 тёнгла. 
манинг ягона ечими булган у  сонни мос цуямиз. Натижада X туплам.

11-§, Ошкормас функциялар
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дан олинган хар бир х га ю^орида курсатилган к;оидага кура битта у  
мос куйилиб, функция хосил булади. Бунда х ва у  узгарувчилар ора- 
сидаги борланнш F (х, у) =  0 тенглама ёрдамида булади. Одатда бун- 
дай берилган (аникланган) функция ошкормас куринишда берилган 
функция (ёки ошкормас функция) деб агалади ва

x - y y :F ( x ,  у) =  О
каби белгиланади.

М и с о л л а р. 1. Ушбу

y) = yV '^ ~  1 — 2
функцияни царайлик. Равшанки,

F{x, у) =  у / & — 1 - 2  =  0 (13.48)
тенглама х  нинг i ? \ {  x £ R :  — 1 1} дан олинган хар бир~кийматида ягона

2
У = •

ечимга эга , бундан

F\ х,

у х* — 

2
г = 0 .

Н атижада (13.48) тенглама ёрдамида берилган ушбу
2 / 2

* У = ' — : F I x’i-------- -- I Д-,»-------
у д : 2 — 1 V ¡у  х г —

ошкормас куринишдаги функцияга эга буламиз.
2. Ушбу

1F{x, г/) = х — г/ + - у  s in z /  =  0 

тенгламани карайлик. Уни куйидагича

(13.49)

X =y — -—Úmj=(y) {¡/£(— 00 , 00))

курнишда ёзиб оламиз. Равшанки, ср(г/) функция (— со, тс) да узлуксиз ва <р'(у) =  

=  1 — cos у > 0 ^осилага эга.

Унда тескари функция ха^идаги теоремага Kypa.f (1- цисм, 5 -боб, 7-§) у  =  
=  ф~1 (х) функция мавжуддир. Демак, (— оо. со) олинган х нинг хар бир к;иймати- 
да (13.49) тенглама ягона у =  ф—1 (*) ечимга эга, бундан

Fix, ф“*1 {х) ) — 0.
Дар бир х га <р- {х) ни мос ^уйиб,

х <р~1 ( х ) : F (х, ф "1 (х) ) =  0
ошкормас куринишдаги функцияга эга буламиз.

3. Юкорида келтирилган (13.47) тенглама з̂ ам х > 0 да
х -*• ха : F (х, х2) =  0 

ошкормас куринишдаги функциями ангоугайди.
4. ^уйидагн

F {х, у) — х 2 + у"- — In у  = 0  (у > 0)
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н'нгламани царайлик. Бу тенглама х нинг (— о о ,с о )  ораливдан олинган ^еч бир. 
цийматида ечимга эга эмас. Чунки хар доим у2— in у > 0*. Бу з^олда берилгак 
шнглама ёрдамида функция ани^лаямайди.

1 3 . 5 - э с л а т м а .  Фараз килайлик, ушбу
F (х, у) =  О

юнглама ошкормас куринишдаги функдияни аникламасин. Баъзан, бу 
холда у  га маълум шарт куйиш натижасида юкоридаги тенглама ош­
кормас куринишдаги функдияни аниклаши мумкин.

Масалан, ^уйидаги
F (х, у) =  х2 +  у2 — 1 =  0 (13.50)

ченгламани карайлик. Бу тенглама х нинг (— 1, 1) оралнкдан олингав 
хар бир кийматида иккита

У =  —  V j — x 2,

у =  У  1 — *2
ечимларга эга. Агар у  га, унинг кийматлари [— 1,0]  сегмеитда бул- 
син, деб шарт куйилса у  холда (13.50) тенглама ёрдамида анщуганга»

х^ -----У 1 — х2, F (х,—У  1—х2) =  0
ошкормас куринишдаги функция хосил булади,

2. О ш к о р м а с  ф у н к д и я н и н г  м а в ж у д л и г и .  Биз юкорида
F (х, У)- 0

тенглама ёрдамида 5̂ ар доим ошкормас куринишдаги функция ани^лана- 
вермаслигини курдик.

Энди тенглама, яъни F (х, у) функция, кандай шартларнй бажар- 
ганда ошкормас куринишдаги функдиянинг аннкланиши, бош^ача айт- 
ганда, ошкормас куринишдаги функдиянинг мавжуд булиши масалас» 
билан шугулланамиз.

1 3 . 11 - т е оре ма .  F (х, у) функция (х0, y0)£R2 нуктанинг бирор
Uh.k {{х0, у0)) =  {(х, y )e R 2 ■ х° — h <  х <  х0 Ч- h, у0 — k <

У < [ Уо +  k )

апгрофида (h > 0 ,  k >  0) берилган ва у цуйидаги шартларнй бажар- 
син:

U Uh,k((xо, Уо)) да узлуксиз;
2) х узгарувчининг (х0 — h, x0 +  h) оралщдан олинган \ар бир- 

тайин цийматида у узгарувчининг функцияси сифатида усувчи;
3) F (х0, г/0) =  0.
У хрлда (х0, у0) нуктанинг шундай 

^б.е((*о> /Уо» =  {(*, у) € R -: Х0 — б <  X <  х0 +  6, у0 — г <  у  <  у0 +  е> 

атрофи (0 <  б <  h, 0 <  е <  k) топиладики,
Г) у -х е (х 0— д, х0 +  6) учун



теиглама ягона у ечимга (уО.{у0— е, г/0 +  8)^ эга> яъни F (х, у ) — О 
тенглама ёрдамида

x -+ y :F  (х, у) =  0
ошкормас куриншидаги функция анщланади,

-2'} х  =  х0 булганда унга мос келган у  =  у0 булади,
3 ) ошкормас куринишда аникланган

х~+у ■ F (х, у) =  О 
функция (х0 — ô, х0 +  ô) оралщда узлуксиз булади.

И с бот .  Uh k ({x0, уа)) атрофга тегишли булган (х0, уи—е), (х0 х0 +  
+  е) нукталарни олайлик. Равшанки, [у0 — 8, у 0 +  е] оралщда F(x0,y )  
функция усувчи бу'лади. Демак,

Уо s  <С ¿/о ^  F  (*о> ¿/о F (х0, ÿ0),
Уо +  8 >  у0 F (х0, г/о +  8) >  F (х0, у0).

Теореманинг 3- шаргига K ÿpa
F (х0, Уо — е) <  О, F (х0, у0 +  е) >  О

булади.
Теореманинг 1-шартига кура F (х, у) функция Uh k{(x0, у0) да уз­

луксиз. Бинобарин F(x, у0 — е) ва F (х, у0 +  &) функциялар (x0 — h, 
xg +  h) ораливда узлуксиз булади. Унда узлуксиз функциянинг хосса- 
сига кура (^аралсин, 1-^исм, 5 -боб, 7-§) х0 ну^танинг шундай атро- 
фи х0 — 6 , х0 +  Ô) топиладики (0 <  ô <  h), V  х £ (x0 — ô, x0 +  ô) учун 
F(x, ÿ 0 — e ) < 0 ,  F (x, у0 + г ) > 0  булади.

Равшанки, (x0, y0) нук,танинг ушбу

^ô. k ^x°’ yo)) =  ((*> y) € R2 '■ x0 — ô < x < x 0 +  ô, y0 — k <  y  < y0 +  k} 
атрофи учун теореманинг барча шартлари бажарилаверади, чунки

k ((х о> У ai) U h, k ((^ о . Уо))-
Y  х*£(х0 — ô, x0 +ô )  ну^тани олиб, F (х*, у) функцияни ^арай- 

лик. Бу функция, ю^орида айтилганига кура \у0 — е, г/ +  е] орали^да 
узлуксиз ва унинг четки ну^таларида турли ишорали ^ийматларга 
эга:

F (**, уо- г ) < 0 ,  F (x * ,y 0 +  à ) >  О
У  хрлда Больцано — Кошининг биринчи теоремасига кура ([^аралсин, 
1-KjHCm, 5 -боб, 7-§) шундай у* топиладики (у*£(у0 — е, г/0 +  е)),

F (х*, i f )  =  О
булади. Бу топилган у* ягона булади. ^а^икртан з̂ ам,

УФУ*=> F (х*, у )ф  F (х*, у*), (у £ [у0 е, г/0 +  8])
чунки, F (х*, у) усувчи булганлиги сабабли у >  у* учун F (х*, у) >
>  F (х*, у*) ва у < у *  учун F(x*, у) <F(x*, у'*) булади.

Шундай 1у 1либ, х нинг (х0 — ô, х0 - f  ô) орали^дан олинган ^ар бир 
кийматида F(x,y) = 0  тенглама ягона у ечимга эга эканлиги к урса - j  
тилди. Бу эса F (х, у) — 0 тенглама ёрдамида

х->-у: F (х, у) — 0 (13.51)
ошкормас куринишдаги функция аникланганлигини билдиради.
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х •— х0 булсин. Унда теореманинг 3-шарти F (х0, у0) = 0  дан, х0 га 
п„ ии мое куйилгандагина:

х0- +  Уо ■ F  (Х0, Уо) =  о.
1гмак, х =  х0 да ошкормас функциянинг ^иймати у0 га тенг булади.

Энди ошкормас функциянинг (х0 — 8, х0 +  8) орали^Да узлуксиз 
Оулишини курсатамиз.

Равшанки, х £ (х0 — 8 , х0 +  S) га мос куйиладиган у £ (у0 — е, у0+
' в) булади. Бу эса ошкормас функциянинг х =  х0 ну^тада узлуксиз 
жанлигини билдиради.

Ошкормас функциянинг V  х* Ç (х0 — ô, х0 4- 8) нуктада узлуксиз 
(»улишини курсатиш бу функциянинг х0 нуктада узлуксиз бу'лишини 
курсагиш кабидир.

Да^икатан э а̂м, F (х, у) =  0 тенглама (х0, у0) нуктанинг атрофи 
//,V e ((x0, у0)) да ошкормас функцияни аниклаганлигидан, шундай
til i ( y 0— в, Уо + е) топиладики, F (х*, у*) =  о булади. Юксридаги 
муло^азани (х*, у*) нуктага нисбатан юритиб, F (х, у ) - -  0 тенглама 
(\:\ у*) нуктанинг атрофида ошкормас куринишдаги функцияни ани^- 
лашини (бу аницланган функция (13.51) нинг у'зи б^'лади), уни х* ну^- 
гада узлуксиз булишини топамиз. Демак, ошкормас функция (х0— 6 , 
\ 0 Ô) ораликда узлуксиз булади. Теорема исбот булди.

13.6- э с л а т м а .  13.11-теорема, F (х, у) функция х узгарувчининг 
( \п — h, х0 +  h) ораливдан олинган х,ар бир тайин кийматида у  узга­
рувчининг функцияси сифатида камаювчи бул ганда хам уринли 6ÿ- 
лади.

Биз ю^орида F (х, у) =  0 тенгламани (х0, у0) нуктанинг атрофида х  
ни у нинг функцияси сифатида аницлашини ифодалайдиган теоремани 
келтирдик.

Худди шунга ÿxmaiii, F (х, у) =  0 тенглама (х0, у0) нуктанинг ат­
рофида у ни х нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган 
георемани келтириш мумкин.

13.12-т е о р е м  a. F (х, у) функция (х0, у0) £ R2 нуцтанинг бирор
1V к ((хо> Уо)) атрофида (h>  0, k >  0) берилган ва у куйимги шарт- 
ларни бажарсин:

1) UK k ({x о, у о)) да узлуксиз-,
2) у узгарувчининг (у0 — k, у0 +  k) оралщдан олинган %ар бир 

тайин цийматида х узгарувчининг функцияси сифатида усувчи (ка­
маювчи),

3) F (х0, Уо) =  0.
У цолда (х0, у0) нуктанинг шундай
Ub g ((*„, Уо)) =  {(*. У € R* :хп — ô <  х <  х0 +  ô, у0 — е <  у <  у0 -j- е> 

шпрсфи (0 <  ô <  h, 0 <  е <  k) топиладики,
1') V  У. € (Уо — s, Уо +  е) учун

F (х, у) =  0
тенглама ягона х (г £ (х0 — 8 , х0 +  8)) ечимга эга, яъни F (х, у) =  0 
тенглама ёрдамида у-+-х: F (х, у) — 0 ошкормас куринишдаги функ­
ция аникланади',

2') У — У о булганда унга мос келган х — х0 булади,
3 ') ошкормас куринишда анщланган функция
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(у0 — е, г/o +  s) да узлуксиз булади.
Бу теореманинг исботи юкорида келтирилган 13.11-теореманннг 

исботи кабадир.
3. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я  нин г к о с и л а  си.  Энди ошкормас 

функциянинг хрсиласини топиш билан шурулланамиз.
1 3 . 1 3 - т е оре ма .  F (х, у) функция {х0, у0)£Р* нуктанинг бирор

u h. k ((*b> г/о)) =  {(*, У) 6 R2 ■ Ч  — h <  х <  хи +  h, г/о — k <  у  <  у, 4- А} I
атрофида (/ i>  0, /г>0)  берилган ва у куйидаги шартларни бажар- 
син:

1) u h, k ((х0, У о)) да узлуксиз,
2) Uh' k ((х0, у0)) да узлуксиз F  (х, у), F' [х, у) хусусий %осила- 

ларга эга ва F' (.х0, у0)фО;
3) F  (х0, г/0) =  0.

У  %олда (х0, у0) нуктанинг шундай
и &,А(х п> i/o)) =  {(*, у) € Я2 : xq - б <  х <  Xg Ц- б, у0 — е < у < у 0 +  е}
атрофи (0 <  б <  h, 0 <  е <  k) топиладики,

Г) y  X е (л'о — б, х0 +  б) учун
F (х, у) =  0

тенгЛама ягсна у ечимга (у Ç (у0 — е, у0 4- s)) эга, яъни F (х, у) =  0 
тенглама ёрдамида

х -у  у :  F {х, у ) =  0
ошкормас куринишдаги функция анщланади\

2 ') х =  х0 булганда унга мос келадиган у =  у0 булади;
3 ') ошкормас куринишда аницланган

х -+ у : F (х, у) =  0
функция (х0 — б, хп +  б) оралщда узлуксиз булади;

4') бу ошкормас куринишдаги функция (х0 — ô, х0 4* б) ораликда 
узлуксиз хрсилага эга булади.

И с бот .  Шартга кура F  (х, у) функция U h k ((х0, уа)) да у зл ук ­
сиз ва F  (х0, у0) ф  0. Аниклик учун Fy (х0, у0) >  0 дейлик. У хрлда 
узлуксиз функциянинг хоссасига кура (х0, у0) нуктанинг шундай

8 (Сч, Уо)) =  {(х, y )£ R 2 . Х 0 —  б <  х <  х0 4- Ô, г/о - - е <  У <  Уо -Г е) 
атрофи (0 <  б <  /г, 0 < е < £  топиладики, Y  (х, у) £ U ô>s((xo. //и)) 
учун F’y (х, у) >  0 булади. Демак, F (х, г/) функция % узгарувчининг 
(хй — 6, х0 4~ б) ораливдан олинган >qap бир тайин кийматида, у  узга- 
рувчининг функцияси сифатида усувчи. Юкорида исбот этилган 13.11- 
теорема га кура

F (х, у) =  0
тенглама (х0 — б, ха 4- б) да

х - * у :  F (х, у) =  0 
ошкормас куринишдаги функциями аниклайди, х =  х0 булганда у к га

у - у х :  F (x , у) =  О
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мос келган у =  у0 булади ва ошкормас функция (х0 — б, х0 +  б) да 
узлуксиз булади.

Энди ошкормас функциянинг хрсиласпни топамиз, х0 нуктага шу& 
дай Ах орттирма берайликки, х0 - f  Ах £ (х0 — б, х0 +  6) булсин. На- 
тижада

х - ^ у :  F(x, у) =  О 
ошкормас фунщия ^ам орттирмага эга булиб,

F (х0 +  Ах, уй +  Ау) =  О
булади. Демак,

A F (х0, i/o) =  F (х0 +  Ах, у0 +  Ay) — F (х0, г/0) =  0) (13.52)
Шартга кура F'x (х, у) ва Fy (х, г/) хусусий хрсилалар „ ((х0, г/0))

да узлуксиз. Бинобарин F (х, у) функция (х0, г/0) ну^тада дифферен- 
циалланувчи:

л  F (х0, г/0) =  F ; (х0, г/0) Дх +  (х0, у0) Ау +  а Д  х +  Р А у. (13.52')

Бу муносабатдаги а  ва р лар Ах ва А у  ларга боглик; ва Дх->~ 0 
да А у -+ 0 , а -> 0 , Р~>0.

(13.52') ва (13.52) муносабатлардан

Ау __ Fx (x0, уа) + а  

Ах F'y (х0, у0) +  Р

жанлиги келиб чикади.
Ошкормас функциянинг х0 нуктада узлуксизлигини эътиборга олиб, 

кейинги тенгликда Ах-*- 0 да лимитга утиб цуйидагини топамиз:

j- А1  =  i im (  F'x (лГ(|’ Уо) +  а ]  — Г'х х̂°’ Уо')
&х^ о Ах V Fy (x0, у0) +  fi / Fy (x0,y 0)'

Демак,
(*о> i/o)= ------ 7--------- .

Х- Х° Fy (х0, у0)

^б. е ((хо. Уи)) Да Fx (х, у), Fy (х, у) хусусий хрсилалар узлуксиз 
11:1 F'y (х, у)Ф  0 булищидан ошкормас функциянинг хрсиласи

F'x (X, у)у
^  (*, у)

пинг (х0 — б, х0 +  б) ораликда узлуксиз булиши келиб чикади. Теоре­
ма исбот булди.

М и с о л. Ушбу

F (х, у) =  хеу +  уех — 2 =  0 (13.53)

цигламани царайлик. Равшаики, F (х. у) =  хгу +  уех — 2 функция {(.г, y ) £ R * :~  
»  оо <  х <С оо , — оо< г/< ;оо} туиламда юкор идаги 13.11- теореманинг барча шарт-
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Л арина кан о агл ан ти р ади . Д ем ак, V  (х0, у0) R'2 н ук тан и н г Е ((х 0, у0)) атрофи-1

да (13.53) тенглама ошкормас куринишдаги функцияни ани^лайди ва б у ошкормас! 
функциянинг хосиласи

, __ _  Fx (х, у) =  _  е* + у е х 

У ~  F'y (х, у) хеу +  е*
б ул ади .

Ошкормас куринишдаги функциянинг хрсиласини к,уйидагича хам 
^исобласа булади. у  нинг х га боглик эканини эътиборга олиб, F (х, 
у) =  0 дан топамиз:

Fx (х, у) +  F'y (х, у)- у' =  0.
Бундан эса

К  (х, у)
у  -------------------------------------

Ру (*> у)

булиши келиб чикади.
Ю^орида келтирилган (13.53) тенглама ёрдамида ани^ланган ош­

кормас куринишдаги функциянинг хрсиласини хисоблайлик:
F'x (х, у) +  F'y (х, у) у' =  еУ +  уех +  {хе« +  ех ) у' =  0, (*)

> _  _  +  уех 
J  ex + x t y '

4. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и т а р т и б л и ^ о с и л а -  
л а р и .  Фараз ^илайлик,

F (х, у) =  0
тенглама (х0, у0) £ R- нуктанинг Е ((х0, у0)) атрофида ошкормас 
куринишдаги функцияни аникласин. Агар F (х , у) функция е ((х0, j 
i/o)) Да узлуксиз F'x (х, у), F'y (х, у) хусусий хрсилаларга {F"y (х, у)ф  
Ф 0) эга булса, ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хрсилага 
эга булиб,

(13.54)
РУ(Х, у)

булади.
Энди F (х, у) функция е ((х0, у0)) да узлуксиз иккинчи тартиб- 

ли Fxz (х , у), F"xy(x, у), F'ry, (х, у) хусусий ^осилаларга эга булсин, .у 
нинг х га борли^лигини эътиборга олиб, (13.54) тенгликни х буйича| 
дифференциаллаб ^уйидагини топамиз:

(р'х(*> у))'х F'y (X> у) — (F'y (х, у))х F'x (X, у)
У =  ■

Агар
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{F x (х> у))'х =  F x> (*• У) +  F x y  (*• У) У'-
{{F'y (*. У)Ух =  F'yx (X, у) +  F'y, (х, у) у' (13.55)



м.шлигини ^исобга олсак, унда
,, (F yx(x, y) +  F”y* (X, у)-у’ ) ■ Fх (X, у) —  (Fx , (л:, у) +  F"xy (х, у)-у') ■ р'у (х, у)

II
( F y ( x .  У))2

l ’úx (X, У)- F'x ( x ,  y)—Fx , (х, у) ■ Fy (х, у )+  {Fyt (х, у) • F x (х , y)—Fxy(x, у) Fy (х, у)]у'

(Fy(x, у ) ) 2

с  , „ „ F'x (*> V)Оулади. b y ифодадаги у нинг урнига унинг кии м ати -------7--------ни
F у (x, у)

I V ¡111 б, ошкормас куринишдаги функциянинг иккинчи тартибли хрси- 
1лси учун куйидаги формулага келамиз:

I , ,  ___ 2Fx (х> у) • F 'y (х, у) ■ Fxy (x, у)—F 'у (x, у) Fx2 ( х \  у) F'x ( x ,  у) f " ,  (х, у)

II ~  (Fy(x,y))3
X удди шу йул билан ошкормас функциянинг учинчи ва .^оказо тар- 
шбдаги ^осилалари топилади.

1 3 . 7 - э с л а т  м а . Ушбу
F (х, у) =  О

к'иглама билан аникланган ошкормас куринишдаги функциянинг гово­
ри тартибли хрсилаларини ^уйидагича з,ам хисобласа булади.

F (х, у) =  0 ни дифференциаллаб,
F'x (х, у) +  F'y [х, у) • у ' =  О 

Аулишини топган эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаймиз:

СГ х (*» У))* + (р у (х- У) ■ У'Ух =
=  (F'x (х, у))'х 4- у' ■ (F  (х, у))’х +  F'y (х, у) ■ у"  =  0. 

Юкоридаги (13.55) муносабатдан фойдалансак, у  холда ушбу 

F'x* (х, у) +  2F"xy (х, у) у' +  Fÿ2 (х, у) ■ у '2 +  F  (х, у) ■ у" =  0 

тенгликка келамиз. Унда. эса

„  _  _  F'x* (х > У)+2р'ху (х ’ У) ' у' + F 'y* (*> у)- у '2 
У ~ ~ ~  Fu (x, у)

Оулиши келиб чикади. Бу тенгликдаги у ’ нинг урнига унинг киймати 
F x (х> У)—7-------- - ни к(уисак, унда
F у (х, у)

__ 2Fx (x, у) Fy (x, у) Fxy (x, у) — Fy (x, у) Fx, (х, у) — Fx (х , у) • F”, ( х ,  у)

У ~  (Fy (x,y))3

Оулади.
М н е о л. Ушбу

F (х, у) =  х<У -\-уех — 2 =  0
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еу +  г/е* +  (хеу +  ех ) • у' = 0  
«булишини топган эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаб топамиз:

еу ■ у  +  у' ех +  увх +  еу ■у' +  хе» у’ ■ у ' +  хеу у " + у"  е* +  у'ех =  О,
яъни

у"  (хеу +  ех ) + 2еу у' +  2ьх у ’+  хеу у '2 +  уех .
Бундан эса

, , ^ _ ^ 2еу у '+  2ех у ’ +  хеу у '2 +  уе*

У ~  хё1 А -6х
булиши келиб чш^ади. Бу тенгликдаги у’ унинг 5'рнига унинг киймати

яи дифференциаллаб (каралсин (*) формула),

ех +  хеу
ни цуйиб, ошкормас функциянинг иккинчи тартибли з^осиласини топамиз.

5. К у п  у з г а р у в ч и л и  о ш к о р м а с  ф у н к ц и я  л ар.  К уп  у зга -I  
рувчили ошкормас куринЙшдаги функция тушунчаси юкорида урганил-1 
ган бир Узгарувчили ошкормас куринишдаги функция тушунчаси каби 
киритилади.

F (х, у) =  F (Xi, х ,, . . . , хту) функция (х =  (хи ха, . . . , хт ) £ R’n) 
М -= {(х, у) 6 R 'n+1: ах <  Xj <  bf , . . . , ат  < x m<.bm, с < у <  d} туп - 
ламда берилган булсин. Ушбу

F (х, у) =  F  (xj, х2 , хт , у) =  0 (13.56)
тенгламани ^арайлик.

х £ Rm ну^талардан иборат шундай X  тупламни (X с :  Rm) i^apaft- 
ликки, бу тупламдан олинган 5$ар бир ну^тада (13.56) тенглама ягона 
^а^икий ечимга эга булсин. Энди X тупламдан ихтиёрий х пуктани 
олиб, бу ну^тага (13.56) тенгламанинг ягона ечими булган у ни мое 
куямиз. Натйжада X  тупламдан олинган .^ар бир х нуктага, юкорида 
курсатилган коидага кура, битта у  мос ^уйилиб, функция з^осил бу- 
лади. Бундай аникланган функция куп узгарувчили ( т  та узгарувчи­
ли) ошкормас куринишда берилган функция деб аталади ва

(хх, х2, . . .  , хт) —>■ у : F (хъ х2, . . . хм, у) =  О
ёки

х -+ у : F (x, у) — О
каби белгиланади.

М и с о л. Ушбу

F O i, хг, у) =  х\ хг — х\у +  хлу 

функцияни карайлик. Равшанки,

F (хъ хг, у) — х\ х2 — х\у +  хху =  О
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генглама R-i\{(xu х2) £ R‘¡ :x1 =  х2} тупламдан олинган з̂ ар бир (хх, х ,) ну^тада 
я гона

Х| х2

х\ —
;'чимга эга, яъни

(  х\х2 \
F  Xi,Xi>, 9------------  =  0 .

\ x2 — X l J

Демак, берилган тенглама ёрдамида xv  х2 узгарувчиларнияг ошкормас куринишда- 
ги функцияси ани^ланади:

х\х2 Í х\ х2 \
(хи х2)~у X2 _ X1 1 = 0

Энди куп узгарувчили ошкормас куринишдаги функциянинг мав- 
жудлиги, узлуксизлиги хамда ^осилаларга эга булиши з^ацидаги тео- 
ремаларни келтирамиз.

1 3 .1 4 -т е о р ем а . F (х, у) =  F (xL. х2, . . . , хгп, у) функция (х°, у0) =  
=  ( 4 ,  х°, . . . , х°г, у0) £ i?m+1 нуцтанинг бирор U hm k ((xü, z/0))= .
=  {(х1( х2, . . . . , хт , у) £ Ят +г : х° — /г, <  х, <  х\ +  hv х°2 — h2 <%2<  
< x °2 +  hv  . . . , x0m— hm< x m< x 0m+ h m, y0 — k < y < y 0 +  k} ampo- 
фида (h¿ >  0, i =  1, 2, . . . , m, k >  0) берилган ва у цуйидаги иларт- 
ларни бажарсин:

!)  Üh,ht . . . , k m k Уо)) Да узлуксиз;
2) х =  (хх, х2 . . . , х;„) узгарувчининг

{(Xj, х2, .  .  .  ,  хт ) £ Rm: X® — f t j  <  Xj <  x° +  \ ,  x» — h, <  x2 <  x\ +  h2,

тупламдан олинган хар бир тайин щйматида у узгарувчининг функ- 
цияси сифатида усувчи (камаювчи);

3) F (х°, г/0) =  0.
У  (х°, г/0) нуцтанинг шундай

Ub& ■ ■ ■ Ьт в (^ ° ’ ^>))={(*р х3, . . . , хт , у) £ Я"1+1 :* ?—б1< х 1< х 1+ б1,

4  — 62 < х 2 < х 0  + б 2> . . . ,  х ^ — Sm< x m<x°ni +  8m, г/0 e <  г/ <

<  г/0 +  е} атрюфи (0 <  6¿ <  /z¿, t =  1, 2, . . . , т ,  0 <  е <  ¿) mo/ггг- 
ладики,

1') Y л £ {Op *2, . . . , хт) £ Rm: x¡ — 6j<Xj <  x°x +  6p . . . , x°m—
-  bm <  *m <  <  +  6m) УЦУН

F (x, y) — 0 (13.56)
тенглама ягона у {у £ (г/0 —- е, г/0 +  е)) ечимга эга, яъни (13.56) /яеяг- 
лама х^~ у  :F  (х, у) — 0 ошкормас куринишдаги функцияни аницлай- 
ди;

2') х =  х° булганда, унга мос келган у ■== у0 буладщ
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3') ошкормас KijpuHWuda аникланган

х-+ у : F (х, у) =  О
функция

{(X!, х2, . , . , хт \ £ Rm: х° -  6, <  X, <  4  +  б р  х°2- 6 2 <  х2 <  х| +  6а,

■ • ■ . 4 -  6m <  <  * т  +  6J
тупламда узлуксиз булади.

13.15-т е  о р ем  a. F (х, г/) функция (х°, у0) £ Rm+1 нуцтанинг би- 
Р°Р Uhth л k ((х°> Уо)) атрофида берилган ва у цуйидаги tuaptn-
ларни бажарсин:

] ) Uh1h2 . . .  ьт ((х°’ хо)) да узлуксиз,
2) Uhlhl . . .hmk (*°> Уо)) да узлуксиз F'x. (хр х2, . . . , хт , у) (г =  

== 1, 2, . . . , т), F'y (хр х2, . . . , хт , у) хусусий хрсилаларга sea ва 
F'y (xv х2, . . . , хт , у)Ф  0;

3) F (х°, ;/,,) =  0.
У х[олда (х°, у0) нуцтанинг шундай ^ Sig2 g е ((х°, х0)) атрсфи 

(О <  8(. <  h¡, 1=  1, 2, . . . , т ,  0 <  е <  &) топиладики,
1') Y  х 6 {(хр х2, . . . , хт ) £ Rm: х° — б, <  х, <  х® +  бр х® — б2<

<  х2 <  х2° +  62, ------ х°т  — 8т  <  хт  <  х°т  +  бт } учун
F (х, у) == 0 (13.56)

тенглама ягона у (у£ (у0 — е, г/„ +  е)) ечимга эга, яъни (13.56) тенгла- 
ма х у . F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функцияни аницлайди; 

2 ') х.- - х° булганда, унга мос келадиган у =  у0 булади;
3 ') ошкормас куринишда аникланган функция

{(хр х2, . . . , xm)£ R m:x°í — 8l <  хх <  х» +  бр . . . , х° — 8т  <  хт  <

<  ^  +  U
тупламда узлуксиз булади;

4') бг/ ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хусусий %ссила- 
ларга эга булади.

Бу теоремаларнинг исботи юкорида келтирилган 13.12 ва 13.13- 
теоремаларнинг исботи кабидир. Уларни исботлашни уцувчига ханола 
этамиз.

К уп узгарувчили ошкормас фуикциянинг хрсилалари ^ам зщорида- 
гига ухшаш хисобланади.

Фараз килайлик,
F (хр х2, . . . , хт , у) =  0 (13.56)

тенглама берилган булиб, F  (хр х2, . хт , у) функция 13.15-теоре- 
манинг барча шартларини кйноат ланчирсин. Бу тенглама ани^лаган 
ошкормас функциянинг хусусий хосилаларини топамиз. у нинг xlt х2,
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. . , хт  ларга бадущ  эканини эътиборга олиб, (13.56) дан ■ цуйидаги- 
ларни топамиз:

^  х 1 0е!» Х 2 ’ • ■ ■ ’ Х т ' У ) "Ь ^ у  (Л' 1 > Х 2’ ■ • ■ ’ Х т ’ У ) ’ У х 1 ~

^хг (Х1’ Х2’ • • • > Хт> У) ~Ь ^у (Х1’ Х2' • • • » Хт' У  ̂ ’ Ухг ~

Р х т  (*Р  *2’ • • • - ' V ’ » )  (*1* *2» • • • - Хт> У) ■ \(Хп =  0 .

Кейинги тенгликлардан эса

, Х1 (Х1 ’ Х2’ • • ■ » хгп, у)
У  XI

У х

Ру Ц . «а. - • • . х,п, у)’

4  (*1- Х2. • • • ’ хт> У)
(хь х2, .  .  .• > % | у)

Р'х,п (*1> *2. • • ■ > хт< У)

^(*1, «2. • ■ • > хт> У)У * т  = ~

булиши келиб чи^ади.
^  (*, у) функция £ 7 ^  бт е ((х°, у0)) да узлуксиз говори тартибли

хусусий хосилаларга эга булганда Р (х, у) =  0 тенглама аникланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг хам юкрри тартибли хрсилалари 
мавжуд булади.

М и с о л. Ушбу

Р (х ъ  *а> у) =  У3 — 3% Х2 у  —  1 =  0

тенгламани карайлнк. Равшанки, Р (хх, х2. у) =  г/3 — Зххх2 у — 1 функция 13.15- 
теореманинг барча шартларини каноатлантиради. Бу тенглама ёрдамида аникланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг х усусий ^осилаларини хисоблаймиз:

• __ ^Х1(х1 , х г, у) —. з Ха у х у̂ ^

Ух1 Ру (х 1 , х-2 , у) Зу2 — Зхх хг у 2 — х1 х2’ ^  -Т~Х1 Х 1

?Х г (х 1> *2> у) — Зхх у ХхУ
Ух ~ Ру (*1> х2> у )  Зу2 — Зхг х2 у2 — X!  уг

Бу ошкормас функциянинг иккинчи таргиЗли ^осилалари цуйидагича топилади:

„ 2_  (.У2 — Х 1 *а) *2 УХ1 — хг у (2у-уХ1 — х2)

'1х1 (У2 — *1 *а)2

„ о (У2 ~  *1 «а) % г/1 — *1 У (2{/■(/' — х х)У х — ------------------------------------------------------- 5------------
(г/2 — *1 «г)2

„  __ (У2 — л:г х2) {у +  х2ух)  — х.2у (2у- уХг — х х)

(.У2 — % Х2)2



Бу тенгликлардаги у' , у ’х ларнинг урнига уларнинг ^ийматларини цуйиб цуйидаги- 
ларни топамиз:

(у* — Хг х2) х2-
У:

уг — хг х2
- х2у (2у- х2у

у  ̂— Хг х2 ■хг)
XI

(.У2 — хгх2) х±-

(,У2 — х& )2 

Х1У ~ х 1У(2 у

(уг—Х1 х2)2

¡Г ~  X! Х2 у* — Хх х2 ■ Х х ) 2л| х2 у

(у2 — Хх Х2)\ у + х 2

((/3 — Хх х2)1

Хх У
Уг — Хх Х2

- х2у (2г/ -
Х\У

у2 — ххх2

(У2 — *1 *а)3

■ Хт)
у ХгХ 2 (у* — X! Х2)3

у (у4— 2 ;/2 л'х Л'2 •—Л'| л-|)
(г/2 — лтх х2)2

6.  Т е н г л а м а л а р с и с т е м а - с и  б и л а н  а н и к л а н а д и г а и 
о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Энди, келгусида биз учун керак була- 
диган янада умумийрок хол билан, тенгламалар системаси оркали ани^- 
ланадиган бир неча функциялар системаси билан танишайлик.

пг+п та хг, х2, . . ., хт  ва ух, у2, уп аргументларнинг ушбу 
га та

{хл, х2, . . хт , ух, у,, . . уп) (¿ =  1,2, . . ., га) 

функциялари Вт +п фазодаги бирор

м  =={(%, ь , . . хт , ух у„  . . уп) е я т+п- 

:ах<Хх<Ьх, а 3<  х2<  Ь2, . . ., ат < х т < Ь т , сг<  уг<  йх, . . .,

Сп <  У п <  <0 

тупламда берилган булсин. К,уйидаги

■̂1 — (х ъ  Х 2< • • ■> х т ’ У 1’ У%> • ' •’ У  г )  Р 
Р2= Р Л ХЪ Х2» • • ■> Хт , Ух, Уг ■ ■ ■, У„)=0

Р п =  р п ( х 1> х2 . • • -  х т  У и  У *  ■ • ... У п) =  0

(13.57)

тенгламалар системасини карайлик. х=(хх, х2, . . ., хт ) узгарувчининг 
^ийматларидан иборат шундай

Л1Х— {х =  (X], х2, . . хт ) (; Ят  • 0-х<̂. Х'х<С. Ь, х2<С. Ь2, . •

а п г <  Хш <  6 ,»}С  К " 1

тупламни ^арайликки, бу тупламдан олинган хар бир х'=  (х\, х ', . . 
х'т ) ну^тада (13.57) система, яъни
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Л X?’ * * •’ Хт< Уъ Уг. • -  Уд =  0
^  (х;, х2, . • -  *«• г/х- г/г> • -  ¿ 0 =  0

х2, . •’ Хт' г/х. 1/2. • -  &я) =  0

•ми тема ягона ечимлар системаси у г , у 2, . . уп) га эга булсин. Энди 
Д1, тупламдан ихтиёрий (%, х 2, . . ., хт ) ну^тани олиб, бу ну^тага 
( 13.57) тенгламалар системасининг ягона ечимлари системаси булган 
//,, у2, . . уп ни мос 1̂ уямиз. Натижада Мх тупламдан олинган з а̂р 
г>пр (хг , хг , . . х т) га юкорида курсатилган кридага кура у1,у2, . . .,уп 
лар мос куйилиб, п та  функция з<рсил булади. Бундай ани^ланган 
функциялар (13.57) тенгламалар системаси ёрдамида ани^ланган ош- 
кормас куринишдаги функциялар деб аталади. ^андай шартлар бажа- 
рилганда шу (13.57) тенгламалар системаси уи у2, . . уп ларнингз^ар 
оприни х1, х2, . . хт узгарувчиларнинг функцияси сифатида ашщлаши 
мумкинлиги з^ и даги  масала музуш. Бундай умумий масалани х;ал 
килишни бигта соддарок; холни урганишдан бошлаймиз'

Икки /71 =  / 71 {хъ х 2, у у2) ва Е2, =  Р 2 {х1, х2, у,, уг) функция 
К  х°2, уЧ, у° ) €К* ну^танинг бирор 1/ААМ, ((х\ ,  х°2, у\, г/®))=(хх. х2, 
//]. Уъ* 6 Я* • х® Ь'1<̂ С. х̂ <С 4  ~Ь ^1 » х 2 - /г2<̂  х2<̂  х2 ~|~ Ь2 У} Ух
<  у\ +  кг, У° — /г2<  г/2<  у° +  /г2) атрофида (7гх> 0 , Н2>  0, ^ > 0 ,  /г2 >  0, 
берилгак булсин. Ушбу

^1 =  ('^11 Х2, Ух, У2) =  0  

^ 2 =  Р% (х̂ , х2, Ух, г/2) == 0

тенгламалар системасини к^арайлик.
Энди (хъ  х 2, Ух, у2) ва Р 2 (хх, х 2, ух, у2) функциялар кандай шарт- 

ларни бажарганда (13.58) тенгламалар системаси ошкормас функция - 
ларни ани^лаши масаласи билан шугулланамиз.

Фараз ^илайлик, /71 (хх, х2, ух, у2) ва Р 2 (х ,, х 2, ]ух,  у2) функциялар 
учун

/Ч(.х°, х®, у\, уо) — 0, е д ,  4 ,  у®, г/®) =  0

булсин. Бундан ташкари ^аралаётган функциялар ((4. 4> У р У ^
да узлуксиз барча хусусий з^осилаларга эга ва, айтайлик,

3 ^ ( 4  4  4  */°)
•  ---------- -— ф  о

дух

булсин. У  холда 13.14-теоремага кура (х®, а®, у \ ,  г/®) ну^танинг щун- 
дай и г атрофи (Ух с= и,нКк̂  ((х®, х®, г/®, г/®)) топиладики, бу атрофда

^х (х1У х2, Ух,  у2) =  О
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М и с с  л. Ушбу 

системами ^арайлик. Бунда

З Д  +  Ул.Уъ = П  
ХгУъ — ЧУ1 — ^

F1 (хх, х2) = а д  +  У1У2 — | > 
^2 (*1> *2) =  Х1У2 — У 1̂ 2 — 6

(13.61)

булиб бу функииялар (1; -  1, I  2) ну^танинг атрофида 1ЗЛ'6- те0Реманйн5ун^
-  Ь 1,2’2 ) д а а

2 1
дг/1
<5̂2 дР̂ 1 1
5г/1 ду2

: 1 фО

а̂мда ^ (1 ,  -  1, 1, 2 )= 0 , ^ (1 , - 1 .  1. 2)г=°
булади. Демак, (13.61) система у х ва1 »  ларни эта.булади. Демак, (13.Ы) система у х »  й  - ^ „ 3  хусусий > си л ай р га  эга
сифатида аиицлайди. Равшанки, бу /ксиз у у нисбатан ечИб
Берилган (13.61) тенгламаЛар системасини бевосита ух ва уг н
цуйидагиларни топамиз:  

- 3  +  У ъ  +  4х1Х2- 4 х ‘1 х1 3 + / 9 + 4 х 1х2-
У ----------------------------------------- -------------- -- . У*

. 2 2  - 4 х2

~Ь 2̂>

2хг 2x1
Энди (13 57) системанинг ошкормас фунююяларнииг аницлашини 

таъминлайдиган (ошкормас функцияларнинг мавжудлигини ифодалаид

фуищияларнинг ,а Р бири ( *  

У») =  (х\, 4 , . . . ,  у?. ..............нуцтанинг бирор

и ,к ((х\ у")) == . . .  ,!т м .  • • ■ *я ({х"’ ‘ ’ *°“ ’ у°1' ‘ ’ ' ’ У"}) “  

=  {(Х°, У°) С ^ т+П : Х1 — ^  ^  ^  Х<>1 1г1' Х2 ~  ^  Х2 <  Х2 +

• . ^  ^  <  * »  <  Х-  +  Л» ’ У" “  ^  <  У1+7г1’ 
к , < у , < т + к , у 1 - к < У п < У п + к \

атрофида (/<• >  0, * =  1, 2, . . . , т ,  к ,>  О, / == 1, 2 ............. п) 6е/шл-
гак  ва улар куйидаги шартларни бажарсин:

1) г/ьЛ(х°, У0)) да умуксиз;
9\ {/' ((*» н0)) барча хусусий хосилаларга эга ва улар узлуксиз,
3 (Л  Л  «№ "<*“ ч а ю т а р ф *  т
> ->_____ _ иг.яЯпи /Ьппкли:

ФО;

¿>/■4 а/7! дР !

* / 1 ду2 '
_аРа_ ЗР* а^1

% 1 дуг '

дРп _

Л/1 дУъ ’ <3</„
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4) (х , у  ) _  (х°, х°, . . .  , х°т , у°}, у°2, , ¿/0) Нщ Мада 

Р гЩ  У0) =  О, Л,(х°, г/°) =  О, . . .  , / у * 0, /уО) =  0 _
У %олда (х°, у0) нуцтанинг шундай и , ((х°, г/0)) =  и  

((А  У0)) атрсфи (0 <  бх <  /г1; 0 < 6 2 < / г’ . . . , О <  б„; <  Л О  <  
г ' ■ ’ 0 < е « < ^  топиладики бу атрофда

сипи ? ! ) Т = 1  С “ ;
’ ’ Уп — /«0 1 . *2> • • • , Хт ) дейлик; 1 2’

) Ок . . . .  *„ ) =  О», *о, . . .  , *о) да д  (хор Х0' . . _ ) ^  =

./«(*$, *&) =  г/2п, . . . , /„(.г-«, 4 ,  . . . , х ») =  г/о
(¡улади;

3 ) ошкормас куришшда анщланган /1; /2, . . . , / „  функциялар

#-у<16<:/г6б;<Х1<1 +6‘’ <*?+«..’ /л «  ^  \  *т - г  от 1 тупламда узлуксыз ва излжсиз XIIси­
ти  %осилаларга эга булади.

1 4 - Б О Б

ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИК ВА КАТОРЛАР

1-§. Функционал кетма-кетлик ва цаторлар, уларнинг 
яцинлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а п  Ихтмрпый р  р - 
ымлар берилганда, £  тупламни Р тупламга / • рЛ р  £ . ® ТуП~
' » Х Г р - Г - р  1- 606' 4  ю  ? р ™ л “ га д / ;£^

1 у . ™ л а ^ ^ „ л » ? Й Г „ „ Сг Г у ш “  *  =  *  Т5" ” ВДа
ср: Л/ —>• {/(х)} ( ф : „ ^ /л(х)) (141)

Бу “ ир"ш к —
(14.1) акслантиришни ^уйидагича тасвирлаш мумкин:

V 2, . . . , л , . . .
4 I  4

В Д . ' М ,  , Ц х )____

Нлтижада <р: « - > / »  акслантиришнинг аксларидан (образларидан) 
ипкил топган ушбу '

к ( х ) ,  /зО), . . . , /п(х), . . .  ( 1 4  2 )
?илам ^осил булади.
( (14.2) туплам X  (X с : Р) да берилган функционал кетма-кетлик 
цнкциялар кетма-кетлиги) деб аталади ва у{Цх)} каби белги-

ШсШИ.чиади.
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Шундай килиб, функционал кетма-кетликнинг >̂ ар бир хади, биз 
аввал 1-цисм, 3-бобда курган сонли кетма-кетликнинг хадларидан 
фар¡хли уларо^ муайян функциялардан иборатдир.

Шуни хам таъкидлаш лозимки, Д (х), /2(х), . . . , /„(х), . . . кетма- 
кетлик турли ^адларининг аникланиш сохаси, умуман айтганда, тур- 
лича булиши мумкин. Биз бу ерда X  сифатида шу сохаларшшг уму- 
мий кисмини олиб караймиз.

(14.2) кетма-кетликда fn(x) функция шу кетма-кетликнинг умумий 
%ади (п- щди) дейилади. Демак, (14.2) функционал кетма-кетликнинг 
умумий ^ади х ва п узгарувчиларга (х£Х, n£N) боглик; булади.

1
М и с о л л а р .  !. ф— ĵ ap бир натурал п сонга — .. ... функциями мос ^уюа-

чи акслантириш булсин. У ^олда ушбу X =  (— да, +  да) тупламда берилган
1 _1__  _1__  __ 1_

1 -}- х* ’ 4 х2 ’ 9 + д п *  +  ^  ' 
функционал кетма- кетликка эга буламиз. Бу кетма- кетликнинг умумий ,^ади fn (х) =  

Í
= ----------- булади.«2+ *2 __

2, ф — з̂ ар бир натурал п сонга sin J l_ í_  функцияни мос куювчи аксланти­

риш булсин. Бу ^олда ь;уйидаги

т/ х V х V х V' х sin X -— , sin , sin Л —  , sin ±----- , . . .
1 2  3 n

.функционал кетма- кетлик ^осил булади. У X =  [0, +  да) тупламда берилг ан булнб,
ГТ I

умумий ^ади fn (х) =  sin J — — булади.

3. Ушбу
х, / Г ,  х2 ~\íх , . . .

функционал кетма- кетликни ^арайлик. Бу кетма- кетликнинг ток номерли уриндл 
турган з^адлари (— оо, +  оо) оралик;да берилган функциялар булнб, жуфт номерли 
уринда тургаи ^адлари эса [0, +  °°) ораливда берилган функциялардир. Бу кетма- 
кетликни X =  [0, +  оо) орали^да берилган деб ^араймиз. Унинг умумий л;ади

( п * 
f (х) =  | ^
п х, агар «  — ток; сон булса

V  х , агар п — жуфт сон булса
булади.

X  тупламда берилган бирор
к М ,  Ш ----------- / „ ( * ) ,  . . .  (14 .2 )

кетма-кетликни ^арайлик. Бу X  тупламда х0 (х0 £ X) нуктани оли(».
(14.2) кетма-кетлик ^ар бир fn(x) хадининг шу нук;тадаги кийматшш 
х.исоблаймиз. Натижада куйидаги

к  W .  М * о ) .  ■ • • > /„(*о) .  • • • ( 14 ' :J)
сонлар кетма- кетлиги х;осил булади.

Сонлар кетма-кетлиги эса, аншфоги уларнинг я^инлашувчилигн, 
узо^лашувчилиги, яцинлашувчи кетма-кетликнинг хоссалари 1-цисм 
нинг 3-бобида батафсил урганилган эди.
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14.1- т а ъ риф.  Агар {fn(xl))} сонлар кетма-кетлиги якннлашувчи 
(узоклашувчи) булса, {fn(x)} функционал кетма-кетлик х0 нщ тада  
ящнлашувчи (узоклашувчи) деб аталади, х0 ну^та эса бу функционал 
кетма- кетликнинг ящнлашиш (узоклашиш) нуцтаси дейилади.

{/„(х)| функционал кетма-кетликнинг барча я^инлашиш (узоцлашиш) 
ну^таларидан иборат туплам {fn (х)} кетма- кетликнинг я^инлашиш. 
(узоклашиш) сохаси (туплами) деб аталади.

Биз баъзан М туплам (М с  R) {fn (х)} функционал кетма- кетлик- 
нинг я^инлашиш (узоклашиш) сохаси (туплами) булсин деган ибора 
урнига, унинг эквивалента — {fn{x)} функционал кетма-кетлик М со- 
хада (тупламда) якинлашувчи (узоклашувчи) булсин деган иборани иш- 
латаверамиз.

Бирор jfn{x)) функционал кетма-кетлик берилган булиб, М (М с: R) 
эса шу кетма-кетликнинг я^инлашиш сохаси булсин. Унда у х 0£М 
учун унга мос

М *  о). /j W ,  ■ • • , /„(* о). • • • 
кетма-кетлик lim  /„(х0) лимитга эга булади.

Л —>-со

Агар М (М а  R) тупламдан олинган хар бир х га, унга мос кела- 
диган /] (х), /2 (х), . . .  , /п(х), . . . кетма-кетликнинг лимитини мос 
^уйсак, яъни

/ :x -»-'lim /n(x),
Л—>оо

унда М тупламда берилган /(х) функция хрсил булади. Бу f(x) функ- 
цияни {/„(>:)} кетма- кетликнинг лимит фунщияси деб атаймиз. Д е­
мак,

lim  fn (х) =  / (х) (х £ М). (14.4)
п —»со

М и с о л л а р .  I. Ушбу
1

функционал кетмэ- кетлик V *  € R да якинлашувчи булиб, лимит функция айнан О 
in тенг: V x£R  учун

!im  (х) =  lim  ---------- =  0.

2. К^уйндаги
{/«(*)} =  {n2x + \ }  (n =  1 , 2 , . .  .)

Функционал фацат битта х =  0 ну^тадагина якинлашувчи, колгаи барча ну^таларда 
узоклашувчи булади:

f l ,  агар х =  0 булса, 
lim  fn (х) ~  lim  (п2х ■+ 1) =  | +  оо, л: >  0 булса.

о л->ю  (— оо, агар * < 0  булса.
3. Ушбу

!/ „ W ) =  j п ■ sin (п =  1, 2, . . .)
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функционал кетма-кетлик V'x£R_^ да яцинлашувчи булиб,, унинг лимит функцияси 
f (х) =  х  булади. ^аки^атан ^ам,

т/" хЛГ Т  sin L------
lim  fn (х) =  lim  п ■ sin 1 ----- =  lim  ______Ц__ г— г—
П-*00 п~+оо П п~+оо у  X

П
4. К^уйидаги

{fn (x)} =  {xn} (и =  1, 2 ------- )

функционал кетма- кетликни царайлик. Бу функционал кетма- кетлик учун, V х £ 
6(Ь +  °°) Да

lim  fn (x) =  lim л:п =  oo,
tl—>oo ß”>oo

x =  1 булганда
lim  fn (l )  =  l im l n =  1,

►oo Я —►со
V -Ж 6 (— 1» 1) да

lim  fn {x) =  lim * '1 =  0,
Л—>co /I—>oo

V * € ( — — 1] булганда эса берилган функционал кетма- кетликнинг лимити мав- 
ж уд  эмас.

Шундай ^илиб, берилган {/„(*)} =  {*”} функционал кетма-кетликнинг яцин- 
лашиш со^аси М =  {— 1, 1 ] булиб, лимит функция

f (х\ =  Í0, а г а р  —  1 <  * <  1 б Ул с а >' '  '  \ 1, агар х — 1 булса
булади.

2. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р .  Бирор X (X czR )  тупламда % (х), 
ц2 (х), ип(х), ... . функционал кетма-кетлик берилган булсин.

14 . 2 - т аъриф.  Куйидаги
(х) +  и2(х) +  . . . +  ип(х) +  . . .

СО

ифода функционал катор деб аталади ва у  ^  ип (х) каби белгиланади:
п= 1

ип(х) =  Uj(x) +  и ,(х) +  • • • +  ип{х) +  . . . (14.5)
П= 1

« i(x ) , м2 (х)> ■ ■ ■ функциялар (14.5) функционал щторнинг хадлари, 
ип (х) эса функционал каторнинг у мумий хади (п- хади) деб аталади. 

Функционал каторга мисоллар келтирамиз:

1. 2  л;Г1-1 =  1 +  X +  X2 +  . . . ( —  o o  <  X <  о о )  
п= 1

оо

22. > 1 ------------- -------------- =  — Л ---------1------------í -----------Ь
г  1 [(п - 1 ) * +  l ] ( w + l )  l - ( * + l )  ( * + 1 ) ( 2 * + 1 )

п = 1

' ( О  ^  <  ° ° ) -( 2 х +  1 )(3 *  +  1)

Шундай ^илиб, функционал каторнинг хар бир .^ади, аввал (1- кисм-
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пинг 11-бобида) урганилган сонли каторнинг хадларидан фаркли ула- 
роц, муайян функциялардан иборатдир.

00

14.1 - э с л а т м а .  2  мл (х) Функционал к.атор турли ^адларининг
П= 1

берилиш сосалари (тупламлари), умуман айтганда, турлича булади. 
Пиз бу ерда X  туплам сифатида шу со^аларнинг умумий ^исмини 
тушунамиз.

X  тупламда х0 (х0 £Х) ну^тани олиб, (14.5) функционал каторнинг 
^ар бир ип (х) (ti =  1, 2, . . .) хдцининг шу ну^тадаги к,ийматини топа-. 
миз. Натижада ушбу

ип (х0) =  (х0) +  иг (х0) +  . . .  +  ип (х0) +  . . . (14.6)
71=1

сонли цатор ^осил булади.
Маълумки, сонли каторлар, уларнинг я^инлашувчилиги, узокла- 

шувчилиги, яЦинлашиш аломатлари, я^инлашувчи ^аторларнинг хосса- 
лари 1-к,исмнинг 11-бобида батафсил баён этилган эди.

о°
14 . 3 - т а ъриф.  Агар ^  ип(х0) сонли ^атор я^инлашувчи (узо^ла-

п=1
СО

шувчи) булса, ^  функционал к;атор х0 (х0 £ X) нуцтада якинла-
/2 = 1

шувчи (узоцлашувчи) деб аталади, х0 ну^та эса бу функционал ^атор- 
пинг яцинлашиш (узоцлашиш) нуцтаси. дейилади.

С »

2  ип (х) функционал каторнинг барча я^инлашиш (узоклашиш)
Л = 1

иуцталаридан иборат туплам, бу функционал каторнинг яцинлаишш 
(узоцлашиш) сох1аси (туплами) дейилади.

00

Кейинги баёнимизда биз V  ип(х) функционал каторнинг якинла-
п= 1

шиш (узоклашиш) сохаси М туплам булсин дейиш 5фнига 2  ип (х)
п— 1

функционал катор М тупламда яцинлашувчи (узо^лашувчи) булсин 
деган иборани хам ишлатаверамиз.

оо
Бирор 2  ип(х) функционал ^атор берилган булиб, М(М  с  R) эса

п=1
шу функционал каторнинг я^инлашиш сохаси булсин. V  х0 £ М учун, 

унга мос 2  ип(х0) =  и1 (х0) +  и2 {х0) +  . . .  +  ы (х0) +  . . . ^атор
л=1

н^инлашувчи, унинг йигиндисини эса 5 0 дейлик.
Агар М тупламдан олинган х>ар бир х га унга мос келадиган

00
^  чп (х) =  их (х) +  и2 (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  каторнинг йигиндисини 

мос цуйсак, унда М тупламда берилган S  (х) функция хрсил булади.
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Бу S (x ) функциями V  Lln (х) =  и, (х) +  «2 (х) +  +  “« W  • • | 

функционал ^аторнинг~й«римдйШ деб атаймиз. Демак, УЧУН I

V  ип(х) =  u,l (х) +  « 2W  +  ■ • • +  и„(*) +  • • • == 5  М -

функционал каторларда хам, худди сонли каторлардаги каби, ка 
торнинг цисмий йдаиндилари тушунчаси киритилади. б

(14,5) функционал каторнинг дастлабки хадларидан тузилган ушоу I

Sj. (х) =  щ (х),
S 2 (х) =  Ui(x) +  и2{х),

S n (х) =  иг (х) +  и2 (х) +  • • • +  u„ W

йдаиндилар (14.5) функционал каторнинг цисмий йириндилари деиила- I 
“Г д е - ,  (14.5) функционал катор берилган лолда VP Д°»* «У 
торнинг кисмий йигинДиларидан иборат {¿„(х)}.

З Д ) ,  5 2 (х ) ,  . . . , S „(x )-------  ( U J )

функционал кетма- кетликни хосил ^илиш мумкин.^ „ ,,гю_
Аксинча (14.5)) функционал каторнинг цисмш хадла-

рат (14.7) функционал кетма-кетлик берилган *олда, W  д<,и *  J  
ри (14.5) функционал каторнинг мос ^адларига тенг оулг<.н

S , (х) +  [S, (х) -  5 Х (х)] +  7 +  lS a (*)] +  ■ • •

функционал каторни хрсил ^илиш мумкин. „л  тят.пшЬини
Сонли каторнинг якинлашувчилиги (узо^лашувчилиги) таърифини 

эслаб (каралсин, 1-цисм, 11-боб, 1-§) (14.5) функционал каторниш 
Х() нук-тада якинлашувчилиги (узо^лашувчилиги) ни цуиидагича ха

ТТ Й Г а Т » ф НА г а р я - о о  да { S .W > Ф У ™ ° ™  *™ а-ке,лик
ас

Ха (х0 с М) нуктада я^инлашувчи (узо^лашуви) булса, ФУНК

ционал катор х0 нуктада ящнлашувчи (узоклашувчи) деб аталади 
“Т у  функционал кетма- кетликнинг щинлашнш (узоклашиш) ^  
(туплами) тегишли функционал каторнинг якинлашши (у тл а ш ш  )
сохаси (туплами) деб аталади. , с/,л.

(14.7) функционал к е т м а - кетликнинг лимит функцияси

lim Sn (х) =  S  (х)
П—> оо

(14.5) функционал ^аторнинг йириндаси деб аталади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу



функционал цаторни ^арайлик. Бу цаторнинг. дар бир хади: и (х) =  xn~ l (п =  1 2 

^ и Я ^ с ?  =  (“ 00’ +  00)ДаберИЛГаН- ^ аРала^тган функционал ^аторншг’

( 1 — хп
S„ (х) =  1 - f  -х +  Х2 - f  ; . . - f  х " -1 ~  I - у ——  > агаР * Ф  1 булса.

булади. Унда [п’ агар х ~  1 бУлса

V X е (— I , - f l )  учун lim  sn (х) =  lim  (■ 1 _  х" 'l =  1
«-♦со П^оо V 1 —  х  1 —  X' )  I — х  '

V х е 1 1, +  со) учу„ l i m S ^ (*) =  оо, V , х е ( - оо, -  1 ] учун {5 л{х)] функционал 
кетма- нетлик лимитга эга эмас.

Шундай ^илиб, берилган фукционал каторнинг якинлашиш сохягн м  ~  с I 
И ) , узоклашиш содаси эса R \M  =  ( -  оо* J j ] ц j I , \ ”“ н и б^а?. {~

( - 1 , - f l )  ораливда функционал ^аторнинг йигиндиси 5 ( х ) =  —1 -  б^лади 
2. ^уйидаги  ̂ х

ОО

4 1  _________ £_________
J t u ' u n - ] ) x + \ ] ( n x +  1) ( ° < А'< + ° ° )

функционал чаторни карайлик. Бу даторнинг кисмий йигандисини топамиз:
п П

s « w = V ---------— н_________ .  у  г 1 1
Jn J :  [(« 1 ) * +  1 ] (Лдс -J- 1) (k— \) х-\- 1 kx-\-\

k— I

Унда n x + l

Jim Sn (x) =  ¡im  j l
M->oo n—>oo [ 1 ( 0 <  * < - f  oo)

булади. Демак, берилган каторнинг йигиндиси 5  (х) =  1 булади.

Биз ю^орида функционал кетма- кетлик ^амда функционал ка 
)илан^танк№идик.НГ ЯК-ИНЛашувчили™ (узсщлашувчилиги) тушунчалари

Аслида бундай тушунчалар билан биз, аввал, хусусий холла Гузгя 
рувчи х нинг хар бир тайин кийматида) 1- кисмнинг 3 ва 11-боблари-

™ Т Д г Г ” ги' сонл" чаторлар y ^ S l .
Хознрги хол, яъни функционал кетма-кетликнинг лимит функция­

ми f{x), функционал катор йигиндиси 5 (х ) , лар х узгарувчининг сЬунх-

: ' = S r , S / „ W "  ФУ— РхУосса"ла^У^
Масала {/„(х)} функционал кетма-кетлик ^ар бир fn(x)(n — 1, 2 ,

ФУНК1ионал хоссаларига кура (узлуксйзлиги, дифферен- 
ниалланувчилнги ва хоказо) /(х) лимит функциянинг мос x o c c a S p S ,

Рл и^ х) ФУнкЦионал катор хар бир ия (х)(п =  1 , 2 , . . . )  хади функ-

“ в д Х р ™ к5ра> чатор М т т  S M  нивг мос
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Бу f(x ) ^амда S(x) функцияларнинг хоссаларини урганишда, {¡п (.*)} ; 
кетма- кетликнинг лимит функция f(x) га, 1̂ атор цисмий йириндиси 
Sn(x) нинг к,атор й и р и н д и с и  S  (х) га я^инлашиш (интилиш) характери j 
му^им роль уйнайди. Шунинг учун баёнимизни функционал кетма-кет- 
лик <\амда функционал ^аторнинг текис яцинлашиши тушунчасини ки- i 
ритиш ва уни урганишдан бошлаймиз.

2- §. Функционал кетма-кетлик ва цаторларнинг текис 
яцинлашувчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в -  
чилиги. Бирор {fn (х) ):

fi (х, U М , • • • , /„М . • • • . (14.2)
функционал кетма- кетлик берилган булкб, М (М cz R) эса бу кетма- 
кетликнинг я^инлашиш со^аси булсин. f(x) функция (14.2) функцио­
нал кетма-кетликнинг лимит функцияси булсин. Демак, {/„(х)} функ­
ционал кетма- кетлик М тупламнинг хар бир х0 (х0 £ М) ну^тасида, 
п-+- оо да мос f  (хй) га интилади:

i™  fn(xn)=f(x0). 
п-+ 00

Кетма-кетликнинг лимити таърифига кура бу ^уйидагини англатади:
Y  е >  0 сон олинганда ^ам, шундай п0 £ N топиладики, барча п >  пи 
учун

I fn(x0) — f(x0)\<e
булади. Бунда п0 натурал сон s >  О га ва олинган х0 ну^тага богли^ ' 
булади: п0 =  п0 (е, х0) (чунки, х узгарувчининг М тупламдан олинган 
турли ^ийматларида {fn(x)} кетма-кетлик, умуман айтганда, турлича 
булади).

М тупламдаги барча ну^талар учун умумий булган п0 натурал j 
сонни топиш мумкинми деган савол тугилади. Буни цуйидагича тушу- ; 
ниш керак: Y s > 0  сон олинганда ^ам Y n > no ва Y  х£М  учун 
Ifn М  — f  (х)] <  е буладиган п0 £ N топиладими?

Куйида келтириладиган мисоллар курсатадики,. баъзи. функционал 
кетма-кетликлар учун бундай п0 натурал сон топилади; баъзи функ 
ционал кетма- кетликлар учун эса топилмайди, яъни бирор б0 >  Ö сопи 
учун исталган катта n£N  сони олинганда 5̂ ам шундай х£М  нуцч'й 
топиладики,

\fnx) — f № > 4
тенгсизлик бажарилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
í sin пх'] 

j
функционал' кетма- кетликни царайлик. Бу кетма- кетликнинг я^иилашиш со ^Н  I 
М =  (— оо, +  оо), лимит функцияси эса

. s i n  пх 
l i m fn (x) =  l i m -------------  О
Я - *  со ti-*  оо ti

i  4 í i



г>улади. Демак, f  (х ) =  0. Бу я^инлашишнинг характери ^уйидагичадир:

V е >  О сон олинганда з̂ ам л„ 

l f n ( x ) - f ( x ) \  =  \

-И дейилса, барча п >  п0 да V х 6 М да

1sin пх I 1---= 0  <--- -
п I п «о +  ‘

<  8

булади.
Бу з^олда п0 натурал сон фа^ат 8 гагина бомик булиб, ^аралаётган х ( х £(— оо, 

| ■ оо)) ну^тага борли^ эмас. Бошцача айтганда, топилган п6 натурал сон барча 
V(дс6 ( — оо, - f -оо)) нукталар учун умумийдир.

2. Ушбу

( ," м Н г Т 7 Г ,}  (0<дг<;1)
функционал кетма- кетликни царайлик.

Бу функционал кетма- кетликнинг лимит фуикцияси f (х) =  х булади:
пх

{ {х) =  lim fn (х) =  lim  — ------—  =  х.
tt—►со rz ►со I ft I X

liy я^инлашишнинг характери з̂ ам аввалги мисолдагидек. Х,а^и^атдан ^ам, V 8 > 0  
(№< 1) сонни олайлик. п0 сифатида

(1 +  хо) — 1

ии олсак, V п >  п0 ва * 6  [0,1] ну^та учун
пх о

I / «W  —/ W ; ■х0 ХоО + Х0) Хр(1_± х ^ < в  (14>8)
I п х0 2 п0 +  х0

оулади. Бу ерда, равшанки, п0 сон е га ва х0 ну^тага богашущр. Биро^ п0 деб

пп =  гпах п0 — 
0< х< 1

илипса V n > « o  ва V д;6 [0, 1] учун (14.8) бажарилаверагщ. Демак, п'0 натурал сон 
flrt|ma х ( 0 ^ .х ^ .  1) нукталар учун умумий булади.

3. К,уйидаги

( — — ] 
1 1 + пЧ* J1 + л2*2

функционал кетма-кетликни ^арайлик. Унинг лимит функцияси

f {х) =  lim  f  {х) =  lim  - - ■■■ -  --
П-* со П—>00 1 + П 2 Хг

■улади. Бу эса таърифга кура, к;уйидагини билдиради:
' V 8 >  0 сон олинганда з а̂м,

1
п0 =  п0 (в, х)

=  0

8 X (хф 0)

fcifliuica, барча п >  п0 учун

1/„ (*) -  / (х)1 =
пх

--------— О
Н- л2*2 1 -|- п'*х2

улидн, х - ■■ 0 булса, равшанки, V п vuv» ' ""

1
<  — <

1
пх (п0 -|-1)л;

(14.9)

< е  (14 .10 )



М т  - /

Бирок, масалан, е0 = —-- деб олсак, исталган ngJV сони ва х = — нуцта уч>
4 п

1 \ 1 1 _  = = -> 8о 
п )  1 + —  -я* 2 '¡2

булади.
Демак, барча 1) нукталар учун умумий булган ва (14.10) тенгсизли

бажариладиган п0 натурал сон топилмайди. (Бу хулосага к»;оридаги п0 учун (14.Í 
формулани урганиб (куриниб турибдики, у  ерда х-*- 0 да п0-> -f- оо) дам кели1 
мумкин эди.)

/VI (Ai cz R) тупламда бирор (/„(.*)} функционал кетма-кетлик бери; 
ган булиб, у  лимит функцияга эга булсин. Бу лимит функцияни /(; 
(х£М) деб белгилайлик.

14 . 5 - т аъриф.  Агар Y e > 0  олинганда ^ам шундай n0£N топи, 
саки, ихтнёрий я  >  п0 ва ихтиёрий х £М нукталар учун бир йула

|/п (х ) -/ (х )| < Е

тенгсизлик бажарилса, {/„(х)} функционал кетма-кетлик М туплам; 
f(x) га текис яцинлашади (функционал кетма-кетлик текис яцинм 
шувчи) деб аталади. Акс ^олда, (яъни Y  n£N  олинганда ^ам, шу] 
дай е0 >  0 ва х0 £ М мавжуд булсаки,

| / * W f  / 0 ° ) 1 > е о 

тенгсизлик бажарилса) {/„(х)} функционал кетма-кетлик М туплам; 
/(х) га текис ящнлашмайди (функционал кетма-кетлик текис якш 
лашучи эмас) деб аталади. {/„(х)) функционал кетма- кегликнинг /(, 
га текис якинлашувчилиги куйидагича белгиланади:

/„(*)=*/(*) ( *€М) .
| fije

Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида {/„ (х) j = ] -------
i п

функционал кетма- кетлик лимит функция / (х) =  0 га  [0, 1 ] оралиру 
текис я^инлашади:

s in  ПХ _v_ п . ,  ,  ч------  =$0 (0 <  х <  1)
п

Учинчисида эса, яъни {/„(*)} =  | ! 'а  - | функционал кетма-кетл) 

/(х) — 0 лимит функцияга якинлашса- да

Hm — ——  =  0,
1 + n W

бу функционал кетма-кетлик учун текис якинлашиш шарти бажари. 
майди.

1 4 . 1 - т е о р е ма ,  {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг М ту, 
ламда }(х) га текис якинлашиш учун

lim sup |/n (х) — / (х)| = 0
П—>со

булиши зарур ва етарли.



Не бо  т. З а р у р л и г и .  М тупламда {/„ (х)} функционал кетма-кет- 
/1НК /(х) лимит функцияга текис якинлашеин. Таърифга кура, V  е >  О 
н шнганда хам, шундай n0£N тониладики, п >  п0 булганда М туп-
■ 1МПИНГ барча х нуь;талари учун

1/л О) ~  / (х)1 <  е 
ьупади. Бундан эса УЧУН

Мп == s и р \fn (х) — / (%)! <  е
х£М

Кулиши келиб чик;ади. Демак»

l im Мп — lim  su p  \fn{x)\ — /(х)\ =  О
о п -+°О

Е т ар  ли  л и г и . М тупламда {fn (л)} функционал кетма-кетлик f(x) 
/шмит функцияга эга булиб,

lim su p  |/n(x) — /(х)| =  О
»-►«О х (1М

пулсин. Демак, V e > 0  олинганда хам, шундай п0 £ N топиладики, 
Олрча п^> п0 учун

s и р [/„ (х) — / (х)1 <  е
х£М

булади. Агар ушбу
1/л М  — / (х)| <  S и р I fn (х) — / (х)| (Х  6 М)

х£М

муносабатни эътиборга олсак, у  ^олда \fx£ M  учун

I M * )—7 (* )| < в
булишини топамиз. Бу эса М тупламда {fn(x}} функционал кетма-кет­
лик f(x) лимит функцияга текис якинлашишини билдиради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

{/«(*)} =
функционал кетма-кетликни — с С  х < с (с > 0) интервалда ^арайлик. Бу функ­
ционал кетма-кетликнинг лимит функцияси

f (х) =  lim  fn (х) =  lim е~ (х—п)‘ =  Q
Л —► со Д —>=0

булади. Натижада

Мп — sup |f n (х) — f  (jc)l =  sup \e~' (х—п)г — 0| =  sup e~ (*-n)* =
— —с<л: <е —c< x < c

=  e~  (c—n)2
булиб, ундан

lim  Mn =  lim  е~ <с— пУ =  О
Л—>00 ' Л—>00

булишини топамиз.



Демак, берилган функционал кетма-кетлик (— с, с) оралщда /(*) =  () л««» 
функцияга текис я^инлашади:

е~ (х—л)2г£ =  0 (— с < х < с ;  с >  0).

2. К,уиидаги

|/„W 1 = { л ( ] / ( 0 <* <оэ)

функционал кетма-кетликни ^арайлик. Бу функционал кетма- кетликнинг лимит <|>уМ! 
циясини топамиз:

/ г — г —\ + —
fn (х) =  ( / * + - + / *  - И »  ^

=  l i m --------------------- — ■ =  —=  (0 <  X < +  oo).

V‘+b'v̂
—f = . ‘ Бу зслда М =  sup \fn (х)— f  (*)| =  sup I n [  ~\f x \ 1
У  X 0<X<<*> 0<x<co I \ r  ' II

П т

Демак, f(x) =  ~ 
2

2 К X
— sup0<*<co

: SUp ------------ 7----- r  ........— ---------- r -  — SUP
■ Y x

0 <*■<«>

=  оо бт/либ берилган, функционал кетма-кетлик учун 14.1-теореманинг шартп | 
жарилмайди.

Маълумки, 1-^исм, З-боб, 10-§ да сонлар кетма-кетлигиниш’ Д 
мигга эга булиши ^ак;ида Коши теоремаси келтирилган эди. Ш уя 
ухшащ теоремани функционал кетма-кетликларда хам айтиш муминя

Биз куйида функционал кетма-кетлик кандай шартда лимит фуЩ 
цинга эга булиши ва унга текис яцинлашишини ифодалайдиган тещ» 
мани келтирамиз. Аввал фундаменгал кетма-кетлик тушунчаси 6ИЛ1 
танишамиз.

X  (X с :  /?) тупламда {/„ (х)}:

к ( х ) ,  /2 (Д  • • • . ¡ п ( х ) ,  ■ • • (И

функционал кетма-кетлик берилган булсин.
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М. б- таъриф.  Агар V в >  0 сон олинганда ^ам шундай п0£М

!ш мавжуд булсаки, л > / г0, т  >  п0 б улган да Y  * 6 Х  нукталар учун
_ИП Пула

|МХ> — fm(jc)|< е (14.11)
Ирниизлик бажарилса, {fn(x)j функционал кетма-кетлик X  тупламда 
Щтикшентал кетма-кетлик деб аталади.

Масалан, юкорида келтирилган
ff c„\i ( s in  ax']
{fn (х)} =  j

^икционал кегма-кетлик X — (— °° , +  °°) тупламда фундаментал 
_ iM.i-кетлик булади.

«■<*>>-{ттЬ}
*. iMii кетлик эса у  X  =  [0, 1] тупламда фундаментал кегма-кетлик бул- 

ЩмЙдп.
■I .2-те  о ре м а. ( Ко ши  т е о р е м  а с  и.) {f„(x)} функционал кет- 

- 1 myплик X тупламда лимит функцияга эга булиши ва унга те- 
Е ,  }Ц{инлашиши учун у Х  тупламда фундаментал булиши зарур ва 
fftti 1/Ш.

Ile б о т . З а р у р л и г и .  X  тупламда {/п (%)} кетма- кетлик лимит 
Дунмшяга эга булиб, унга текис я^инлашсин:

f n ( x ) ^ f ( x )  (хеХ).
Книг Я1\иилашиш таърифига мувофи^ V s > ¿ 0  сон олинганда хам, —

ti ура шундай n0 £N топиладики, п^>п0 булганда V х £ М  нукталар
1 муп

\ Ш - П х ) \ < ± ,  

шшгдек, т > п 0 булганда Y x g X  учун
I fm ( x ) - f ( X) c j

ищи. У х,олда п > п 0, т > п 0 ва Y  х£ Х  учун
I fn (X) -  fm (х)| <  I fn (х) -  f  (х)| 4- \fm (х) -  f (x)¡ <  6

Н mui. Бу эса (fn(x)} кегма-кеглик X тупламда фундаментал кеш а- 
IHK эканини билдиради. 

г а р л и л и г и .  {/л(х)} кетма-кетлик X тупламда фундаментал кет- 
<1 i и i лик булсин. X тупламдан олинган ^ар бир xg (х0 £ X) да {¡п (х)}

 ̂iн ипонал кетма-кетлик {/л(*о)} сонлар кетма-кеглигига айланади. 
■Ишппки, {fn (х0)} кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик булади.

■' i ца Коши теоремасига асосан (1-цисм, З-боб, 10-§) {/п(х0)} якин-
■ ■■ i , ими. Демак, X тупламнинг хар бир х0(х0£Х) нуцтасида {fn (х0)} 
и di кетлик якиилашувчи. Бу {fn{x)} кетма-кетликнинг лимит фукк- 

)  н> ui in fix) дейлик:
lim  /л (х) == / (х) (х 6 X).

Л—> со
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Энди (14.11) тенгсизликда т —у оо да (бунда п ва х ларни тайинлаб, 
лимитга утиб куйидагини топамиз:

Буидан эса {/п (х)} функционал кеш а-кет ликнинг f  (х) лимит фунцияга 
текис якинлашиши келиб чи^ади. Теорема исбот булди.

2. Ф у н к ц и о н а л  ц а т о р л а р н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в ч и -  
л и г и .  M (M c R )  тупламда бирор

функционал ^атор берилган булсин. Бу функционал кагор М туплам­
д а  яцинлашувчи булиб, унинг йдаиндиси S (х) булсин. Демак, М туп­
ламда

lim  Sn (х) =  lim  [« ! (х) +  « 2 (х) +  . . . 4 - ип (х)] =  5  (х)

булади, бунда {S„ (х)}—берилган функционал цаторнинг кисмий йигин- 
диларидан иборат функционал кетма-кетликдир.

14 . 7 - т аъриф.  Агар М тупламда 2 ип (х) функционал ^агорнинг

^исмий йириндиларидан иборат {S„ (х)} функционал кетма-кетлик ¡^атор 
йдаиндиси 5  (х) га текис якинлашса, у  хо.лда бу функционал 1̂ атор М 
тупламда текис яцинлашувчи деб аталади, акс хрлда, яъни {Sn(x)} 
функционал кетма- кетлик М тупламда S  (х) га текис якинлашмаса,
(14.5) функционал цатор М тупламда S  (х) та текис якинлашмайди 
дейилади.

Шундай килиб, функционал ^аторларнинг текис якинлашувчилиги 
(я^инлашмовчилиги) тушунчаси хам уларнинг оддий якинлашувчилиги 
сингари, функционал кетма- кетликларнинг текис якинлашувчилиги 
(яцннлашмовчилиги) орк,али киритилади.

М и с о л л а р .  I. Ушбу

|/я (х) — /(х)| <  е.

СО

2  « я О) =  « 1 М  +  и 2 (х) (х) +  . . .п—\
(14.5)

ri­

ce
(о <  X <  +  оо)

п=1 (jc+/i)(*-f/1+l) 
функционал ^аторни царайлик. Бу цаторинг ^исмий йириндиси

S(x) =
(*+1)(лс+2) (*+ 2 )(х+ 3) (х+п) (ж+ л+ 1)

( х-\- 2 х-}- 3

X +  1 X -f- п -j- 1
булиб, унинг Й И РИ Н Д И С И

Таърифга кура, V е > 0  сон олинганда па ~  — — (1 +.дг) дейилса, барча п >  п„
8
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учуй

I (дс) — 5 (х) ! „ < е  (14.12)
х 1 х п-{- [ х 1 1 х я  ~Ь 1 х~\~По ~Ь ^ 

булади. Бундаги пв натурал сон е >  0 га ^амда х ( 0 ^ д : < +  00) нукталарга бор- 
лик. Бирок; п0 деб

шах
ОС-ХС«

— (1 +  х)
е

ни олинса, унда п > п й булган п ларда ю^оридаги (14.12) тенгсизллик бажарилаве- 
ради. Демак, берилган функционал ^атор учун таърифдаги я 0 натурал сон барча х 
( 0 ^ х <  оо) нуцталари учун умумий булади, яъни х га борли^ булмайди. Демак, 
берилган функционал цатор текис я^инлашувчи.

2. К^уйидаги
оо

Xп= 1
[ ( « — 1) х + 1 ]  (гех+1)

(О <  Х <  оо)

функционал ^аторни ^арайлкк. Бу функционал ^аторнинг ^исмий йигиндиси

х , х
5п (*) = 1-(х+1) (х+1) (2х+1) 

1 \ / 1 1
х-\- 1

[(п — 1 ) х +  1] {пх+1)
1 1 '

(п — 1) X +  1 пх +  1)

булиб, унинг йигиндиси

5  (х) — П т 8 п (х) П т  1 —- -
п—юэ /1-> 00 \ П

Таърифга кура, Ч  е > 0  сон олинганда п0 =  

п > п 0 учун

пх -)■- 1 

1
| — 1 ( 0 <  Х <  оо).

(х=^0) дейилса, барча

| 5 „ ( х ) - 5  (х) | = 1 - -  1
1 1

пх +  1 (п0 1) х-{~ I
< 8

пх-\- 1
булади. Агар х =  0 булса, равшанки, V п учун 8 п (0) =  5 (0) =  1 булиб,

5» (0) — Я (0) = О
булади. Бундаги п0 натурал сон е > 0  ва х (0  •< х <  оо) нукталарга богли^ булиб, 
у барча х (0 <  х <  +  оо) ну^талар учун умумий була олмайди (бу холда п0 =

нинг (0, +  оо) да х буйича максимуми чекли сон эмас).
х \ е
Бош^ача ^илиб айтганда, исталган п натурал сон олсак ^ам шундай е0 >  О

( масалан, е0 =

булади.

ва х =  — 6 (0 , +  +о о )  ну^та топиладики, п

=  - > в о
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тоо бепилган бйлиб, унинг йитндиси 5  (х) булсин. Бу функционал 
каторнинг М да текис яцинлашувчи булуши УЧУН> Унинг н-и̂  ] 
Т а т а р ы  «етма-кетлиги  (5„М > « т в  М да фундамента, т п ш -

Кетъ ^ т 61 ^ к “^ я 1 а ш т г ^ ^ - ^ т ш т т  текис щшлашиш о т -  I  
даги 14 .2 - теоремани функционал ^аторга нисбатан аитилиши булиб, 
унинг исботи 14.2-теореманинг исботи кабидир.

Функционал ^атор

2  =  +  « 2 М  +  ■ ■ • ип (х) • •

нинг текис якинлашувчи булиши ^ак^даги 14.7-таъриф ^амда функ- | 
ттионал кетма-кетликнинг текис якинлашувчи булишининг зарур в 1 
" ¿ р л „  иф "д»овч» ! 4 .1-теоремадан фойдаланиб тео- I
ремага келамиз.

1 4 . 4 - т е о р е м а .  V  ип (х) функционал цатор М тупламда 5  (х) га 1
л =  I

текис ящнлашиши учун
Ига вир 15Л (х) — 8  (х) 1 =  О
п~> СО х^М

булиши зарур ва етарли.
М и с о л .  Ушбу

^  хп =  1 +  «  +  *а +  • • • + * ” +  * •  • 

функционал цатор ( -  1. +  1) да якинлашувчи булиб, унинг йириндиси

5 (х) =  -------1 — X
эканини курган эдик. Бу функционал ^атор учун

..П

1 4 .3 - т е о р е м а .  М (М с :  К) ту п ла м д а У , ип,(х) функционал щ-

I (х) -  Б (х) | 1 — X ( * € ( - 1 ,  +1))

6</шб’ Бир |5я (х )-5 (* )|  = +  °°
—1<х<1

булади. Демак, берилган цатор ( -  1, + 1 )  орали^а текис якинлашувчи эмас.

1 4 . 5 - т е о р е м а .  ( В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и . )  Агар ушбу

V  ип (х) =  и:1 (х) +  и2 (х) +  . . • +  ия (х) +  • • • (14-5) 

V »  бир ходи М (М сг Ю тупламда т и д а г «
* 1 ип (х) 1 <  сп («  =  1 , 2 ,  . . .) (*)

тенгсизликни каноатлантирса ва

^ С п =  С 1 + С 2 +  . . . + С п + .  . . ( 1 4 Л |

п— 1
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стли  цатор яцинлашувчи булса, у цолда (14.5) функционал катпп 
М тупламда текис якинлашувчи брлади. '
(•„г1 9C s ° T' Модомики’ (14.13) цатор якинлашувчи экан, 1-кисм 11- 

2;§  да келтирилган теоремага асосан, у  в >  0 сон олинганда хам 
жундаи n0£N топиладики, барча я > « 0, т  >  л уч у н  ° лпнганда ^ам-

+  с п+ 2 +  • • • +  Ст <  8
п 'у^ Д ар ! учунГСЮЛИКДаН Ф°Йдаланиб’ М  тупламнинг барча х(х£ М )

I ип+ 1 (х) +  «л+2 W  +  • • • +  um (х) | <  8 
оулишини топамиз Бундан эса 14.8-теоремага кура берилган dn/нк 
КИрнал каторнинг М тупламда текис якинлашувчи булиши келиб чи-

М и с о л л а р .  1. Ушбу
СО

лЬ(Т+п) (*+п+1) (0< * < + °° )
Функционал каторнинг текис як;инлащувчилиги аникланган aim

jqFST"“ *—
| « „ ( * ) | = j— --------- !-------------- [ = __________[ 1

Г.улишидамда I (* + л) (* +  n + 1) , U +  п\ . \х+ п +  1, ^  п*
СО

о  1
___  пг
п=1

Каторнинг я^инлашувчилигидан берилган функционал катоонинг т  ^IIкинлашувчилиги келиб чикади. ку^диинал каторнинг (0, - f  оо) да текис
2. Vm6y

ОО
пх

л=1 п=  I
функционал ^аторни дарайлик. Бу функционал каторнинг умумий хади

fix
“” w = i T S 3 <“ " ’ ’ 2" " »1 _L_ fl̂ X '

функциядан иборат. Бу функцияни [0, + « , )  ораливда экстремумга текширамиз

"п М  функциянинг досиласи ягона х ~ п  2 hvk-тяпо „ • ~2
стационар ну^та). Бу стационар ну^тада нУ^тада нолга аиланади (* =  „ _

и'п (« 2 ) <  О 
5

булади. Демак, ип (х) функция г  =  я ~ £ гп \п К) функция X -  и е [ 0 ,  +  °°) нуктада максимумга эришади.

Унинг максимум кнймати эса 1  „ 2 га тенг. Демак, 0 <  х <  +  со да

г . л  <- \ п* I 1



булади. Агар у  — —-  цаторнинг якинлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейер- 
лшАП=1 п

2 п “
штрасс аломатига кура, берилган функционал цаторнинг [0, +  оо) да текис я^инла! 
шувчи эканлигини топамиз.

3-§. Функционал катор йигиндисининг х,змда функционал 
кетма-кетлик лимит фуккциясининг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р  й и г и н д и с и  н и н г  у з л у к с и з л и г и .  
М (М с= Я) тупламда бирор якинлашувчи

2  ип (*) =  и1 (*) +  “*(*) +  ■ ■ ■ +  ип {х) +  . . . (14.5)
П— 1

функционал катор берилган булиб, унинг йигиндиси 5  (х) булсин.
00

14.6-т е о р е м а .  Агар ^  ип (х) функционал каторнинг щр бир
п= 1

\ади ип (х) (п — 1 , 2 ,  . . .) М тупламда узлуксиз булиб, бу функцио­
нал цатор М да текис якинлашувчи булса, у хрлда каторнинг йигин­
диси 5  (х) хам М тупламда узлуксиз булади.

И с бот .  х0 —• М тупламдан олинган ихтиёрий ну^та. Функционал 
катор текис якинлашувчи. Таърифга кура, у е > 0  олинганда хам, 
шундай п0£Ы топиладики, М тупламнинг барча х нукЦлари учун бир 
йула

|5п ( х ) - 5 ( х ) 1 < - | ,  (14.14)

жумладан
15п (х0) - 5  (х0) | < |  (14.15)

тенгсизлик бажарилади.
Модомики, (14.5) функционал каторнинг х>ар бир ^ади М тупламда 

узлуксиз экан, унда
5 П (х) =  щ (х) +  м2 (х) +  • • • +  ип (*)

функция хам М да, жумладан х0 ну^тада узлуксиз булади. Демак,
юкрридаги е >  0 олинганда х,ам, — га кура шундай б >  0 топиладики,

3
| х — х01 <  б булганда

|5„( *) — ( 14Л6)
булади.

Ю^оридаги (14.14), (14.15) ^амда (14.16) тенгсизликлардан фойда- 
ланиб, ^уйидагини топамиз:

| 5  (х) -  5  (х0) | <  1 5  (х) — Я , (х) 1 +  I Бп (х) -  5„ (х0) | +

+  15„(^о) - 5 ( х0)| | < |  +  | -+ | -  =  8. 1
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/Ii-мак, v . e > 0  олинганда ^ам, шуидай б > 0  топиладики |х— х0|<8 
Оулганда

| S  (х) — S (х0) | <  е
| л.чади. Бу эса S  (х) функциянинг х0 ( у  х0£М) ну^тада узлуксиз экан- 
шгини билдиради. Теорема исбот булди.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
5  (х0) =  lim  [l im Sn (х)] =  lim [ l im S n (x)]

X —>Xq J l —>со TI—̂ oo Tl->Xо

мупосабат урйнли булади.
oo

14.2-эс л а т м а  . 14.6-теоремадаги V  ип (х) функционал цаторнинг
П=1

W да текис яцинлашувчилик шарти функционал к;атор йигиндиси 
N (х) нинг узлуксиз булиши учун ж уда музушдир. Бу шарт бажарил- 
май колса, теоремадаги тасдик, умуман айтганда, тугри булмайди. 
liyiira куйидаги функционал 1̂ атор мисол була олади:

со2 (1 — х) = (1 — х) + X (1 — х) + X2 (1 — х) + . , . +
п = 1

+  хп- 1 ( 1 — х) +  . . . ( 0 < х <  1)

Функционал ^аторнинг з̂ ар бир ип (х) =  хп~1 (1 —• х) (п =  1 , 2 .  . .) хади 
|О, 1] ораливда узлуксиз. Катор йигиндиси

| 0, агар х =  1 булса,
^ ^  1 1, агар 0 <  х <  1 булса

8са [0,1] ораликда (ани^роги, х =  1 нукдада) узлуксиз эмас.
Айни пайтда, каторнинг текис якинлашувчилиги етарли шарт булиб, 

аарурий ?̂ ам эмас. Яъни баъзан текис я^инлашувчилик шартини ба- 
жармаган функционал каторнинг йигиндиси ^ам узлуксиз булиши мум- 
ипн. Масалан, ушбу бобнинг 2-§ да келтирилган

соV ------------  (0 < X < + оо)
Z ± ( n -  I) JC+ 1) (пх+  1) V ^  ^  'П— 1

функционал к;атор (0, +  оо) ораликда текис я^инлашувчилик шартини 
оажармаса- да, бу функционал каторнинг йигиндиси 5  (х) =  1 (0, +  03) 
ораликда узлуксиздир.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  л и м и т  ф у н к ц и я с  и н и н г  
уз л у к с и з л и - г и .  М (M czR ) тупламда {/„(х)}:

fi(x ), f2 (x), . . fn (x), . . . (14.2)

(функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси / (х) 
булсин:

fn (х) =  f  (х).
71—» с©

1 4 . 7 - т е о р е м а .  Агар {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг хар 
бир /й (х) (п =  1, 2, . . .) уади. М тупламда узлуксиз булиб, б у функ~
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зр и лар  экан. К,атор я^инлашувчилигининг 
л7 ^  йфодаловчи теоремага мувофиь; (^аралсин, 1- ¿V

2  Сп  =  с 1 +  с 2 +  • • • +  с п  +  • • ' *1

уВ чй булади. Демак,
^  lim С =  С,I ' П ’

=  С1 +  С2 +  • • ■ +  сп (п =  1, 2, . . .).

д а  (14.5) функционал ^атор йигиндиси 5  (х) 
яъни \

л е  lim  S (х) =  С ,N
Х -+ Х 0

сатамиз. Шу максадда ушбу 
S (х) — С 

уни куйидагича ёзамиз:
,;>** ’ С =  [S  (х) -  S„ (х)] +  [S n (х) -  C J  +  [Сп -  С] .

'  М

5„ М  =  «1 (*) +  «2 W  +  . . .  +  ип (х). '
^артига кура (14.5) функционал ^атор текис я^щц^

.0 олинганда >̂ ам, — га кура шундай п0 £ N тоц^ ^
7  % %‘ pa М тупламнинг барча х ну^талари учун V  <t,

3 \Sn ( x ) - S ( x ) \ C ±  \

К. -арилади. %
ртДаН фойдаланиб ^уйидагини топамиз: ^0)

'/) jim [Wi (х) + и 2 (х)+  . . .  +  ип (х)] =  сг +  с2 +  >
)  ̂ '

I ' '  -4- г  =  Г^  п п '

0 олинганда хам, — га кура шундай 6 >  0 тоц
I ь 7  6 %
1 д булганда \

/  б3йсбот этилганига кура
lim С =  С.



ционал кетма-кетлик М да текис яцинлашувчи булса, у хрлда f (х) 
лимит функция %ам М тупламда узлуксиз булади.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
/ (*) =  lim  [l im / (01 =  l im [ l im fn (0]

/-»X /1->оо
муносабат уринли булади.

4- §. Функционал цаторяарда х,амда функционал 
кетма-кетликларда х,адлаб лимитга утиш

1. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р д а  ^ а д л а б  л и м и т г а  у т и ш .  
М (М czR) тупламда я^инлашувчи

со

2  М  =  w  - f  и2 (х) +  . . . +  ип (х) +  . . . (14.5)
п= 1

ф ункционал катор  берилган булиб, унинг йириндиси S  (х) булсин. х0 
н у ^ та  эса М туплам нинг лимит ну ктаси.

ОО

14.8-т е о р е м а .  Агар х -+ х0 да V  ип {х) функционал каторнинг
П~ 1

j\ар бир ип (х) {п =  1 , 2 ,  . . .) хади чекли
l im ип (х) =  сп (п =  1, 2, . . .) (14.17)
Х~>Х0

лимитга эга булиб, бу катор М да текис яцинлашувчи булса, у хол- 
да

У> Сп =  +  С2 +  • • • +  СП +  • • •
п— 1

катор хам яцинлсииувчи, унинг йигиндиси С эса S  (х) нинг х -у  х0 даги 
лимиты

lim S  (х) =  С
Х -+ Х0

га тенг булади.
И с бот .  Шартга кура (14.5) функционал катор текис якинлашувчи. 

У  холда 14.3-теоремага асосан, Y  е >  0 олинганда хам, шундай n()£N 
топиладики, барча п^>п0, т  >  п лар ва М тупламнинг барча х нукта- 
лари учун

I Un+ 1 ( * )  +  Un+ 2 (х) +  ■ ■ ■ +  и т  М  I <  8  ( 1 4 - 1 8 )

тенгсизлик бажарилади. (14.17) шартни эътиборга олиб, (14.18) тенг- 
сизликда х -у  х0 да лимитга утиб ^уйидагини топамиз:

k „ +1 +  cn+2+  . . . + c m| < 8 .

Демак, Y  ß >  0 олинганда >̂ ам, шундай п0 £ N топиладики, барча п >  
> n 0, я г > п  лар учун



тенгсизлик бажарилар экан. К,атор я^инлашувчилигининг зарурий ва 
етарли шартини ифодаловчи теоремага мувофи^ (^аралсин, 1- к^исм, 11 - 
боб, 3- §)

со

2  Сп  =  С \ +  С2 +  • • • +  Сп  +  • ’ •
п =  1

катор яцинлашувчи булади. Демак,
lim Сп =  С,
П—>со

бунда
Сп =  с3 +  с2 +  . . .  + с п (п =  1 , 2 ,  . . .).

Энди х->- х0 да (14.5) функционал цатор йигиндиси 5  (х) нинг ли­
мита С га тенг, яъни

lim S  (х) — С
х->х0

булишини курсатамиз. Шу ма^садда ушбу
S  (х) — С

айирмани олиб, уни куйидагича ёзамиз:
S ( x ) - C  =  [S (х) -  Sn (х)] +  [S„ (х) -  Сп] +  [Сп — С], (14.19)

бунда
Sn (х) =  «1 (х) +  и2 (х )+  . . .  +  ип (х).

Теореманинг шартига кура (14.5) функционал к;атор текис я^инлашувчи.
Демак, Y  е >  0 олинганда ^ам, — га кура шундай n0£N топиладики,

3
барча п >  п0 ва М тупламнинг барча х ну^талари учун

|S„ ( x ) ~ S ( x ) \ < j  (14.20)

тенгсизлик бажарилади.
(14.17) шартдан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

lim Sn (х) =  lim  [их (х) +  и2 (х) +  . . .  +  ип (х)] =  сг +  с2 +  . . .  +
х->х0 х->х0

+  Сп =  Сп'

Демак, Y  е >  0 олинганда з а̂м, — га кура шундай 6 >  0 топиладики 

| х — х0 К  6 булганда

тенгсизлик бажарилади.
Ю^орида исбот этилганига кура

lim С =  С.
П—> со

(14-21)
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Демак, Y  е >  0 олинганда ^ам, — га кура, шундай n'Q £ N топила­

дики, барча п >  я ' учун

| С „ - С | < |  (14.22)

булади. Шуни ^ам айтиш кераккн, агар п0 — т а х  {п0, п0} деб олинса, 
унда барча я > « 0 учун (14.22) ва (14.20) тенгсизликлар бир ва^т- 
да бажариладн.

Натижада (14.19) муносабатдан, (14.20), (14.21) ва (14.22) тенгсиз- 
ликларни эътиборга олган холда, ^уйидагини топамиз:

| S ( x ) - q < | S ( x ) - S „  (x)\ +  \Sn ( x ) - C j  +  | C „ - C | <  

С -  +  -  +  -  =  е.
3 3 3

Демак, Y £ > 0  олинганда ^ам, шундай 6 > 0  топиладики, \х — х0[<й 
учун (х£М)

| S  (х) — С | <  е
тенгсизлик бажарилади. Бу эса lim  5  (х) =  С эканини билдиради.
Теорема нсбот булди.

Ю^оридаги лимит муносабатни цуйидагича хам ёзиш мумкин:
00 00 

Ига У-> ип w  =  У , tl im ип (*))•
S  -'•-•'о

Бу эса 14.8-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз крторларда хаш 
хадлаб лимитга утиш коидаси уринли булишини курсатади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р д а  ^ а д л а б  л и м и т г а  
у т и ш .  М (M d R )  тупламда |¡п (х)}:

fi (х), /2 (*),. , /„ (х), . . .  (14.2)

функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функция«! 
f  (х) булсин. х0 нукта эса М тупламнинг лимит ну^таси.

14.9-теорема. Агар х -> х 0 да |fn (x)} функционал кетма-кетлик- 
нинг xflp бир fn (х) (п — 1, 2,  . . .) хади чекли

lim  fn (x )= a n (п — 1, 2, . . .)
Х -* Х 0

лимитга эга булиб, бу кетма- кетлик М да текис щйнлтиувчи бул­
са, у холда {ап}:

1̂» 2̂» • • • » ’ ’ *
кетма-кетлик хам яцинлсииувчи, унинг а — \шап лимита эса f  (х) пинг

п -̂ оо
х->- х0 даги лимитига тенг

lim / (х) =  а
Х—+Хо

булади.
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$-§. Функционал цаторларнн :цамда функционал 
кетма-кетликларни д з д л а б  интеграллаш

I. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р н и  х , а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  
|н, /'| сегментда якинлашувчи

111 (х) -¡- «2 (•*■) ~Ь • • • +  ип (х) +  . . .  (14.5)
И'икционал катор берилган бÿлиб, унинг йигиндиси S (х) булсин:

S (х) =  V  ип (х).
П= 1

оо

14.10-т е о р е м  а. Агар V  ип (х) каторнинг %ар бир ип (х) jçadu
П= 1

(// 1 , 2 , . .  [а,  Ь) сегментда узлуксиз булиб, бу цапюр шу сег-
mimda теш е якинлашувчи булса, у холда катор хадларининг ин-
' |/с. 'ралларидан тузилган

ь ь ъ
J uL (х) dx +  | и2 (x) dx +  . . . +  | ип (x) dx 4- . . .•
а  а а Ь

'■ шпор xflM якинлашувчи булади, унинг йигиндиси эса  ̂ S  (x) dx га
а

шенг булади:
»  Ь Ь

^  ■ | ип (х) dx =  | S  (х) dx.
п=\ а а

И с бот .  Берилган функционал ^аторнинг хар бир ип (х) ^ади (п=  
1,2,  . . .) [а, Ь] да узлуксиз, демак, ип (х) (п =  1, 2, . . .) функция-

1 ip [а, b] сегментда интегралланувчи. (14.5) функционал ^атор [о, Ь] 
птментда текис якинлашувчи. Унда 14.6-теорем ага кура, функционал
I пторнинг йигиндиси S  (х) функция [а, b] да узлуксиз, демак, кнтег- 
||плланувчи бÿлaди.

Дввало (14.5) функционал катор хадларининг интегралларидан ту- 
шлган

UC h b b b
V  | un (x) dx=   ̂ (x)dx +  J  u2 (x) dx +  . . .  +  J  un (x) dx +  . . .
и 1 a a a a

цмторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Шартга кура (14.5) функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи.

\ холда 14.3-теоремага асосан, Y e > 0  олинганда хам, ——  га Kÿpa,
b  — а

шундай n0ÇC топиладики, « > « 0, т  >  п булганда

I Un+1 (*) + «п+2 (*> + ‘ • • + и пг W К 
Оулади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

ь ь 

| Un + 1 М  d x  +  1 Un + 2 (Х)  d x  - ь  .

b

■ +  j  11 т ( * )  dx
b

< J Un + 1 ( х )  +
а а а а

151



+  ип+2 (х) +  . . .  +  Um Idx  <  {Ь — а) =  е. (14.23Щ

Демак, Y e > 0  олинганда хам, шундай n0£N топиладики, я > « 0 |и 
/ п > я  булганда (14.23) тенгсизлик уринли булади. 14.3-теорем;ни 
асосан

со Ь
2  f и„ (X) dx
п~  1 а

катор я^инлашувчи булади. Одатдагидек берилган функционал ^атор 
нинг цисмий й№индисини Sn (x) деймиз. Функционал ^аторнинг теки «

я^инлашувчилиги таърифидан, Y e > 0  олинганда ^ам, ——  га кури
Ь — а

шундай nc£N топиладики, барча п >  п0 ва [а, Ь] сегментнинг барчл и 
ну^талари учун

булади
Аник; интеграл хоссасидан фойдаланиб куйидагини топамиз: 

ъ ь ь ь
j  S  (х) dx =  J  Sn (х) dx +  J  [5  (х) — S n (х)] dx =  J  щ (x) dx+
a a a a

b b b 
+  j  u2 (x) dx +  . . .  +  j‘ Un (x) dx4- [ [S  (x) — Sn (x)] dx.

Агар

j j  IS ( x ) - S J x ) )  dx|< f|s ( x ) - S n ( x ) \ d x < ^ ( b - a )  =  e
a a

булишини эътиборга олсак, унда
b

lim  i [5  (x) — S n (%)] dx =  0

булиб, натижада
b b b b
j1 S  (x) dx=  |  u x (x) dx+  j  u.2 (x) dx 4 - . • • 4 -  [  un (x) dx +  ■ ■ ■

а  а  а а

эканлиги келиб чи^ади. Теорема исбот булди. Юкрридаги муносабатин 
куйидагича ^ам ёзиш мумкин:

а  n = l  п=  1 а

Бу эса 14.10-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз. каторлардп 
Хам хадлаб интеграллаш кридаси уринли булишини курсатеди.

1 4 . 3 - э с л а т м а .  Келтирилган теоремада функционал к^аторнинг тс 
кис якинлашувчилиги шарти етарли булиб, у  зарурий шарт эмас, яъии 
баъзан текис як,инлашувчилик шартини бажармаган функциал к^тор 
ларни хам ^адлаб интеграллаш мумкин булади.

152

а

Ъ



..........\М|>айлик. Б у  каторнинг ^исмий йириндиси

5„М  = 2  ( х ^ ' - х ^ ^ - х  + х ^ 1 
к=1

Ишнндиси эса

<ггп ( 0 , агар х  =  О бул са ,
■V [х) =  Н т  5  (х) — П т  ( — х х ~  ) =  1 | п ^  \ « ”п ' )1 —  х,  агар 0 <  х  <  1 булсап —,са /г-> со I

А " |ц  1>у функционал к;атор [0 ,1 ] ораликда текис яцинлашувчилик шартини бажар- 
■  рЛмн Аммо

с 1[  8 ( х )  й х =  ± -  ,
О 2

I  5;-; ' ■ 00 00
' ' 1 V  [  1 1

А\ III II л. Ушбу

— л:2" ! ) (0 <  х  <  1)

п= 1

\ ( Г(, 2п+1—, 2п- 1)^ ]=  !___ = -1- у¿ЯяА О „ / „ | 1 \ Г) Лаж.I ¡1 2 п(п + 1) 2 “ Д  я  п +

1
2 я->оо 2 1 -  и_1 '

п т  1 .
\ 6 й+  1/ 2 п-»«> у п -|_ 1 ̂

А иишши эътиборга олсак, унда

1 1 оо _*— _1_ 1 —!_ —1_
(' 8(х)с1х— ^ [ У  (х 2я_1 1 — х 2п 1)]<Ул:= ^ .( (х "/г+1_  х 2,1 1 ¿ х

О 6 «=16
<Ц ними топилади.

Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  ^ а д л а б  и н т е г -  
(шллаш.  [а, Ь] сегментда {(/„(х)}.

П ( Х ) ,  Ш ,  . . . . .  /„ ( X ) ,  ' ( 1 4 .2 )

л национал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
|(\) булсин.

14 . 11- теорема .  Агар {/п(х)} функционал кетма-кетликнинг хр.р 
(1н 1> [п (х) (п =  1,2, . . .) %ади [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиб, бу 
:•цшщионал кетма- кетлик [а, Ь\ да текис яцинлашувчи булса, у 
клда

ь ь ь
I  ¡1  (х) ¿х , ]7 2 (х) (1х, . ]  /п{х)(1х , . . .

ь
гатма-кетлик якинлашувчи бЦлади, унинг лимита эса ^ (х)с1х

а
пене булади, яъни

, ] / „  {х)йх=  ^ (х )й х .  (14.24)
ь

П т С
/г—► со ,
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Б у теоремадаги (14.24) лимит муносабатни куйидагича

lim
/ ¡—►СО

Г f n(x)dx =  Г fl im fn{x)
J ,) П—>00

dx
a

^ам езиш мумкин.

6- §. Функционал цаторларни х,амда функционал 
кетма-кетликларни х,адлаб дифференциаллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р н и  ^ а д л а б д и ф ф е р е н ц и а л '  
л а ш.  [а, Ь] сегментда якинлашувчи

Ui (х) +  и2 (х) +  . . . +  « л (х)+  . . . (14.5)1

функционал катор берилган булиб, унинг йириндиси 5  (х) булсин:

s (х) =  2  ип w
п—\

со

1 4 . 1 2 - т е оре ма .  Агар ¿ ¿ п п{х) цаторнинг хар бир уади ип(х)
П= 1

(/2= 1, 2, . . . )  [а, b] сегментда узлуксиз и'п(х) (/2= 1, 2, • . . )  %оси- 
лага эга булиб, бу хосилалардан тузилган 

00

2  и ; (х) =  « ;  (х) +  и' (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .
п=1

функционал цатор [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у услда бе­
рилган функциотл цаторнинг S(x) йигиндиси шу [а, Ь) да S ' (х) 
хосилага эга ва

5 '( х )  =  2  ыя(х) (14.25)
П— 1

булади.
И с бот .  Шартга кура

« i  (х) -f- м2 (х) _-f- . . .  -f- ип (х) +  . . .

функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи. Унинг йдаиндисини 
00

5 (х ) дейлик: 5 ( х ) = ^  ип (х). Бу S(x) 14.6-теоремага асосан [а, Ь\
п= 1

да узлуксиз булади.
Функционал каторнн ^адлаб интеграллаш ^а^идаги 14.10-теорема- 

дан фойдаланиб, ушбу
00

5  (х) =  У] и'п (х)
П= 1

каторни [а , х] оралиц (а <  х <  Ь) буйича ^адлаб интеграллаб к^уйидЯ 
гини топамиз:
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Модомики, 5  (х) функиия [а, Ь] ораливда узлуксиз экан, I- кием, 
(¡-боб, 4 -§  да келтирилган теоремага биноан

(И

функция дифференциалланувчи булиб, унинг хрсиласи

С1
ёх

5 .(0  й1 =  5 ( х )

булади.
Иккинчи томондан (14.26) тенгликка кура

<1 
ёх

нъни

5  (х) —  5  (а) 5 (х ) ,

5 '  (х) =  5  (х)

булишини топамиз. Б у эса (14.5) функционал катор йигиндиси хоси- 
лага эга ва унинг учун (14.25) тенглик уринли булишини билдиради. 
Теорема исбот булди.

(14.25) тенгликни куйидагича х;ам езиш мумкин.

(1
(1 х

ОО 00

2  ип (*)] =  2  4 - [  ип мп= 1 1 п—1 йх Т
Бу. эса 14.12-теореманинг шартлари бажарилгакда чексиз кртор- 

лярда хам хадлаб дифференциаллаш коидаси уринли булишини курса- 
тади.

14.4-э с л а т  м а. 14.12-теоремадаги функционал ^аторнинг текпе 
н|\инлашувчилик шарти )\ам етарли булиб, у  зарурий шарт эмас.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  ^ а д л а б  д и ф ф е ­
р е н ц и а л л а ш .  [а, Ь] сегментда якинлашувчи {(/,.(х)}:

ш ,  П(х), . . Щ ,  . . . (14.2)
Функционал кетма- кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
1(х) булсин.

14.13-т е о р е м  а. Агар {¡п (х)} функционал кетма-кетликнинг хар 
(щр %ада /„(х)(я —1,2, . . .) [а, Ь] сегментда узлуксиз ¡'п(х) (п — \ ,2 , . . .) 
\ оси лага эга бЦлиб, б у хосилалардан тузилган

/г(*). Г2(х), • • • . /,'гМ- • • •



функционал кетма-кетлик [а, Ь] да текис якинлашувчи булса у \ол- 
да ¡(х) лимит функция шу [а, Ь) да / '(х) хосилага эга бдлиб, {¡'п(х)} 
кетма- кетликнинг лимита  /' (х) га тенг булади.

7-§. Даражали цаторлар

1. Д а р а ж а л и  ^ а т о р л а р .  А б е л ь  т е о р е м  ас  и. Биз аввалги 
параграфларда функционал ^аторларни ургандик. Функционал катор- 
лар орасида, уларнинг хусусий хрли булган ушбу

2  ап(х ~~хо)п== а о+а 1 (х — хо) +  • • • ~'гап(х — хо)"+  • ■ • (14.28)

лар) математикада ва унинг татбицларида мухим роль уйнайди. Бу ер- 
да, ушбу бобнинг 1-§идаги (14.5) ифодада ^атнашган ип(х) сифатида

яъни х (ёки х — х0) узгарувчннингдаражалари к,араляити. Шу сабабли 
(14.27) ва (14.28) к,аторлар даражали цаторлар деб аталади.

Агар (14.28) каторда %— х0 — 1 деб олинса, у  ^олда бу 1̂ атор I 
узгарувчига нисбатан (14.27) ^атор куринишига келади. Демак, (14.27) 
^аторларни урганиш кифоядир.

(14.27) ифодадаги а0, ах а2, . . . ап . . . ^аки^ий сонлар (14.27) 
даражали ^аторнинг коэффициентлари деб аталади.

Даражали к>аторнинг тузилишидан, даражали к^аторлар бир-биридап 
фа^ат коэффициентлари билангина фар^ ^илишини курамиз. Демак, 
даражали ^атор берилган деганда унинг коэффициентлари берилган де- 
ганини тушунамиз.

М и с о л л а р. Ушбу

к^аторлар даражали ^аторлардир.

Ш ундай к,илиб, даражали ^аторларнинг х,ар бир 5 а̂ди (— о о ,  +  оо) 

да берилган функциядир. Бинобарин, даражали 1̂ аторни, формал ну к, 
таи назардан, (— о о ,+  оо) да ^араш мумкин. Аммо, табиийки, уларнн 
ихтиёрий нуктада якинлашувчи булади деб олмаймиз.

ОО

ёки, умумийро^,
ОО

^аторлар (бунда а0, а1г а2, . . . ап, . . .  х0 — узгармас ^акикий сон-

М * )  =  апхп (ёки ип{х) = а п(х — х0)п),

ОО

ОО

2. 1 +  . . . - \ ~ х п  +  . . .
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Албатта, ихтиёрий даражали катор х =  0  ну^тада якинлашувчи бу- 
лади. Бу равшан. Демак, даражали ^аторнинг я^инлашиш сщ аси ал­
батта х =  0 нуктани уз ичига олади.

Даражали каторнинг якиилапшш со^аси (туплами) структурасини 
аии^лашда куйидаги Абель теоремасига асосланилади.

1 4 . 1 4 - т е оре ма  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

=  а0 +  а1 х +  а2хг +  . . . +  апхп +  . . . (14.27)
гг=0

даражали катор х нинг х =  х0 (х0 Ф  0) щйматида якинлашувчи бул- 
са, х нинг

М < К |  (14.29)
тенгсизликни цаноапыантирувчи барча кийматларида (14.27) дара­
жали щтор абсолют якинлашувчи булади.

И с бот .  Шартга кура

^  а п х 0 ^ а 0 +  а 1 х 0 +  а 2 х 1 +  ■ • ■ + а п Х0 +  ‘ '  • 
п—0

^атор (сонли катор) якинлашувчи. У холда ^атор я^инлашувчилиги- 
нинг зарурий шартига асосан

Ига апх% =  0
П—+оо

булади. Демак, {ап кетма-кетлик чегараланган булади, яъ'ни шун- 
дай узгармас М сони мавжудки, учун

№ \ < м
тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликни эътиборга олиб цуйидагини 
топамиз:

х
К Л  = К * 2 1

Хо х0

Энди ушбу

2 1 ая* Ч Ч ао| +  1 М  +  К * 2| +  • • ■ + \ а п х,п \ +л=О
1\атор билан бирга куйидаги

(14.30)

Оо

п —0

х
Хо

= м  +  м X
Хо

+  м X
Х0

+ +  м

(14.31)
Ьаторни ^арайлик. Бунда, биринчидан (14.31) кртор якинлашувчи 
(чунки бу цатор геометрик катор булиб, унинг махражи (14.29) га кура

дан кичик: —  <  1), иккинчидан (14.30) ^аторнинг хар бир хади
Хо

(14.31) каторнинг мос хадидан катта эмас. У  хрлда 1-цисм 11-боб, 
»■§ да келтирилган теоремага кура (14.30) катор якинлашувчи була-
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ди. Демак, берилган (14.27) даражали каю р абсолют якинлашувчи. 
Теорема исбот булди.

1 4 . 1 - н а т и ж а .  Агар

У,апхп =  а0 +  а хх +  а0х2 + . . . . +  апхп+  . . ■ (14.27)
п= О

даражали к^атор х нинг х = х 0 к,ийматида узоклашувчи булса, х нинг 
| х I >  | х0 ) тенгсизликни цаноатлантирувчи барча кийматларида узоцла- 
шувчи булади.

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали катор х0 нуктада узоклашув- I  
чи булсин. Унда бу катор х нинг | л:) >  ) х0) тенгсизликни каноатлан- 1 
тирувчи кийматларида хам узоклашувчи булади, чунки (14.27) ^атор 
х нинг | х | >  | х01 тенгсизликни к,аноатлантирувчи бирор х =  хг кийма- I  
тида якинлашувчи буладиган булса, унда Абель теоремасига кура бу 1 
катор х ■= х0 ( | х0 | <  хг |) нуктада хам якинлашувчи булиб крлади. Бу | 
эса (14.27) каторнинг х =  х0 да узоклашувчи дейилишига зиддир. На- 
тижа исбот булди.

2. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  я ^ и н л а ш и ш  р а д и у с и в а  я к и н -  
л а ш и ш  и н т е р в а л и .  Энди даражали каторнинг якинлашиш сохаси 
структурасини аниклайлик.

14.15-т е  орем а.. Агар
СО

2  апхп — а0 +  ал хг+  а2х2 +  • • • +  апхп +  . . . (14.27)
л=0

даражали цатор х нцнг баъзи (х ф  0) кийматларида якинлашувчи, 
баъзи кийматларида узоклашувчи булса, у х(олда шундай ягона г^>0 
хакщий сон топиладики (14.27) даражали катор х нинг | х | < г 
тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида абсолют яцинлашув- 
чи, | х | >  г тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида эса узок,- 
лашувчи булади.

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали катор х = - х 0 ^=0 да якинла­
шувчи, х =  х, да эса узоклашувчи булсин. Равшанки, | х0 ( <  | хг | булл 
ди. Унда 14.14-теорема х>амда 14.1-натижага мувофик; (14.27) даража­
ли катор х нинг | х | <  | х0 1 тенгсизликни каноатлантирувчи кийматлл 
рида абсолют якинлашувчи, х нинг | х | >  | хх | тенгсизликни каноат 
лантирувчи кийматларида эса узоклашувчи булади. Жумладан (14.27) 
даражали катор а ( а <  |х0|) нуктада якинлашувчи, Ь(Ь>\х1 \) нуктадл 
эса узоклашувчи булади (15-чизма). Демак, (14.27) 1-^атор [а , Ь) сегмент- 
нинг чап чеккасида якинлашувчи, унг чеккасида эса узоклашувчи.

[а, Ь] еегментнинг уртаси —у — нуктани олиб, бу нуктада (14.27) 

каторни карайлик. Агар (14.27) кртор нуктада якинлашувчи

булса, унда 
а +  Ьса,

Ь сегментни, нуктада узоклашувчи бул<

2 сегментни олиб, уни [а1( Ьг\ ор^али белгилайлик. Дс 

мак, (14.27) к,атор ах нуктада якинлашувчи, нуктада эса узоцлашувчИ



булиб, [а,, Ьх] сегментнинг узунлиги bt — а х — га тенгдир. Сунг 

[ах, bL\ сегментнинг уртаси ^ — нуктани олиб, бу нуктада (14.27)

15- чизма

да

каторни ^араймиз. Агар у  - 1 нуктада якинлашувчи булса, ун-
ах -f- Ьх сегментни, узоклашувчи булса, а i  4 -  bi

h, Ч — сег­

ментни олиб, уни [о2, Ьг{ оркали белгилаймиз, Демак, (14.27) ^атор 
о2 нуктада якинлашувчи, Ъ2 нуктада эса узоклашувчи булиб, \а2, Ь2)
сегментнинг узунлиги Ъ2 — а, =  -— -  га тенгдир. Шу жараённи да-22
вом эттираверамиз. Натижада ичма-ич жойлашган

[öj, 2̂̂ ’ • ■ • > ! - • * »
сегментлар кетма-кетлиги хосил булади. Бу сегменгларнинг з̂ ар блрл- 
нинг чап чеккасида (ап- нукталарда) (14.47) цатор якинлашувчи, ун г 
чеккасида эса [Ьп- нукталарда) узоклашувчи, я ->  оо да бу сегментлар

узунлиги нолга интила боради (Ьп — ап =  [ 1 о].
2п

Унда ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кура (царалсин, 
1-^исм, З-боб, 8-§) шундай ягона г сони топиладики,

l i ma„ =  l im b =  гПn-> ОЭ
булиб, бу г нукта барча сегментларга тегишли булади.

Энди х узгарувчининг | х | <  г тенгсизликни каноатлантирувчи их- 
тнёрий кийматини карайлик. l i mа „ = г  булгани сабабли, шундай нату-

fl— оо

рал п0 сони топиладики, | х f <  а гго <  г булади. аПа нуктада (14.27) ^а- 
тор якинлашувчи. Демак, 14.14-теоремага кура х нуктада ^ам (14.27) 
даражали ^атор якинлашувчи булади.

х узгарувчининг | х | >  г тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий 
^ийматини карайлик. Iim 6a =  г булганлиги сабабли, шундай натурал

П—>00
к, сони топиладики, I х | >  &„■ >  г булади. b нуктада (14.27) к;атор 
узоклашувчи. Унда 14.1-натижага кура х да (14.27) ^атор узоцлашув- 
чи булади.

Шундай ^илиб, шундай г сони топиладики (14.27) даражали г^атор 
к нинг |х| < г  тенгсизликни каноатлантирувчи цийматларида абсолют 
якинлашувчи, | х | > г  тенгсизликни каноатлантирувчи ^ийматларида 
аса узоклашувчи булади. Теорема исботланди.



14.8-т а ъ р и ф.  Ю^оридаги 14.15-теоремада топилган г сони (14.27) 
даражали каторнинг якинлашиши радиусы, ( — г, г) интервал эса (14.27) 
даражали каторнинг яцынлаьиыш интервалы деб аталади.

1 4 - 5 - э с л а т м а .  14.15-теорема х нинг х =  ± г  к;ийматларида (14.27) 
даражали каторнинг я^инлашувчи ёки узоклашувчи булиши тугрисида 
хулоса чик;ариб бермайди. Бу х =  ± г ну^таларда (14.27) даражали 
к;атор я^инлашувчи ^ам булиши мумкин, узоклашувчи ^ам булиши 
мумкин.

Энди мисоллар караймиз.

М и с о л л а р. 1. Ушбу

1 + * +  х2 +  . . .

даражали к,атор (геометрии ^атор) нинг яцинлашиш радиуси г =  1, яцинлашиш ин- 
тервали (— 1, + 1 )  булади. Бу цатор интервалнинг чекка ну^талари г =  ±  1 да 
узоклашувчи.

2. К,уйидаги

* *2 —
1 +  12 + “§2 +  За +  • • • +  „2 +  • ■ •

каторнинг я^инлашиш радиуси г '=  1, яцинлашиш интервали ( — 1, 1) булади. Бе- 
рнлган цатор г — 1 да я^инлашувчи, г =- — 1 да эса узо^лашувчидир, Демак, да­
ражали ^аторнинг я^инлашиш содаси (туплами) [ — 1, 11 сегментдан иборат.

3. Ушбу

X X2 X3 __1 х̂ _
~ Т ~ ~ 2  ‘ ~3 ~  • • ■ + ( — ) — + . . .

даражали каторнинг я^инлашиш радиуси г — 1, я^инлашиш интервали эса ( — 1, 1) 
булади. Берилган 1̂ атор г — 1 да я^инлашувчи, г =  — 1 да эса узо^лашувчидир. 
Демак, цаторнинг я^инлашиш сохаси ( — 1, 1 ] ярим интервалдаи иборат.

1 4 . 6 - э с л а т м а .  Ю^оридаги теорема баъзи х0ФО нукталарда яцин- 
лашувчи, баъзи ххФ  0 нукталарда узоклашувчи булган даражали ка- 
торлар хакидадир. Аммо шундай даражали каторлар хам борки, улар

СО

фак,ат х — 0 нуктадагина яцинлашувчи булади. Масалан, У) п\ хп ,
/1=1

катор нсталган х„Ф 0 нук;гада узоклашувчидир. Хакикатан ^ам, Да- 
ламбер аломатига кура

Игл
л->оо

(п 4 - 1)! хп0 

я! х£

,п+ 1
=  П т ( я +  1)х0 =  °°

«-»■оо

булади. Демак, 2  п\ хп ^атор исталган хф О  да узоклашувчи. Бун-

дай даражали каторларнинг я^инлашиш радиуеини г =  О деб оламиз. 
Айни ва^тда шундай даражали каторлар хам борки, улар ихтиёрии

00

х £ (  —  оо,  оо) да якинлашувчи булади. Масалан, ~  ни олайлик
Л = 1
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Бу катор исталган х0 нуктада я^инлашувчидир. Х,ак,икатан х,ам, яна 
Даламбер аломатига кура

л!
Нгп

п_> ОО
= П т == о
п_> 00 п+ 1(п+1)! х

булади. Демак, бу ^атор исталган х £ ( — оо +  оо) да яцинлашувчи. 
Бундай даражали каторларнинг якинлашиш радиуси г — +  оо деб 
олинади.

3. К о ш и  — А д а  м а р  т е о р е м а с и .  Юцорида курдикки, даражали 
каторларнинг якинлашиш сохаси содда структурага эга булар экан: 
ёки интервал, ёки ярим интервал, ёки сегмент. Хамма холларда х,ам 
бу сох,а якинлашиш радиуси г орк,али ифодаланади.

Маълумки, хар кандай даражали кртор
С»

2  апхп = а 0 +  а,х +  а2х2 +  . . .  + а пхп +  . . .  (14.27)
п =О

узининг коэффициентлари кетма-кетлиги { ап} билан аницланади. Би- 
нобарин, унинг якинлашиш радиуси х,ам шу коэффициентлар кетма- 
кетлиги оркали кандайдир тоиилиши керак. Берилган (14.27) даража- 
ли ^атор коэффициентлари ёрдамида | | ап 11:

|°о |' | а11’ ] /  I а2 1 > • • • > ]/" | ап | > • • • (14.32)
сонлар кетма-кетлигини тузамиз. Маълумки, хар кандай сонлар кетма- 
кетлигининг юкрри лимита мавжуд (царалсин, 1- кием, З-боб, 11-§). 
Демак, (14.32) кетма-кетлик х,ам юкори лимитга эга. Уни Ь билан 
белгилайлик:

6 =  Ш У \ а ^ \  ( 0 < Ь < 4 -  О О  )

1 4 . 1 6 - т е о р е м а  ( К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м а с и ) .  Берилган
V апхп даражали цаторнинг якинлашиш радиуси
Оо

л«=о
1
Ь " Пт У\ап\ (14.33)

П—> со
Цлади.

1 4 . 6 - э с л а т м а .  Юкрридаги (14.33) формулада Ь — 0 булганда г —
: +  оо, Ь =  +  00 булганда эса г  =  0 деб олинади.

И с бот .  (14.33) формуланинг тугрилигини курсатишда куйидаги
1) ь =  +  °о (г =  0),
2 )  Ь  =  0  ( г  =  +  с о ) ,

3) 0 <  Ъ <  +  оо

ушларни алохида-алохида к;араймиз.
1) Ь =  оо булсин. Бу хрлда у  \ап\ кетма-кетлик чегараланмаган- 

ир. Ихтиёрий х0 (х0ФО) нуктани олиб, бу нуктада (14.27) даражали
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каторнинг узо^лашувчи эканини курсатамиз. Тескарисини фараз ки- 
лайлик, яъни шу х0 ну^тада (14.27) даражали катор яцинлашувчн

00
булсин. Демак, 2  апхо НатоР (сонли катор) якинлашувчи. Унда

п=О
катор якинлашувчилигининг зарурий шартига acocan

lim  апх* =  О
П.—+ оо

булади. Демак, {апх"\ кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай уз- :: 
гармас М сон мавжудки (уни 1 дан катта цилиб олиш мумкин), 
Y n £ N  учун

|a„*ô| <  М ( М >  1) 

тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликдан

яъни

Л-  г  ^  м
ап\ < *ol

\п/

2 I х0 I

булади. Кейинги тенгсизликдан эса

булиши келиб чицади. 
Равшанки

у к \ <
a ir  эса

\а п хЧ \ <  ^ Г

булиши келиб чикади. Шундай килиб у  \ ап I кетма-кетлик чегара­
ланган булиб цолди. Натижада зиддиятлик юзага келди. Зиддиятлик- 
нинг келиб чикишига сабаб (хд Ф  0) нуктада (14.27) каторнинг якшг 
лашувчи бÿлcин деб олинишидир. Демак, (14.27) даражали катор их 
тиёрий х0(х0Ф  0) нукдада узоклашувчи.

2) Ь =  0 булсин. Бу хрлда ихтиёрий х0(х0Ф  0), нуктада (14.27) да 
ражали каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз. Модомикн, 
{ ]У\ I } кетма'кетликнинг Ю¥>РИ лимита нолга тенг экан, бундаи 
унинг лимита хам мавжуд ва нолга тенглиги келиб чикади. Таъри<|> 
га  acocan V e  >  О сон олинганда хам, жумладан е =  —1— га кура

2 1 х01
ш ундай rt„ £ N топиладики, барча п >  п0 учун

1



катор якинлашувчи. Так^ослаш теоремасига кура (каралсин, 1-кисм,
11-боб, 3-§)

00

2  \ апК  I
п~0

Катор хам якинлашувчи булади. Демак,

л=0
| а̂тор абсолют якинлашувчи.

3) 0 < 6 <  +  оо булсин. Бу холда (14.27) даражали катор ихтиё-
рий д:0  ̂| х0 1 <  —  | нуктада якинлашувчи, ихтиёрий ху  ̂| хх | >  -~-j 

нуктада узоклашувчи булишини курсатамиз.
|х0 ] < —  булсин. У хрлда шундай 6 > 0  сонни топиш мумкинки, ь

I хо I — ~~— булади. Энди 6,(0 <  б! <  б) сонни олайлик. Бу б, >  О
6 + 6

сонга кура шундай п0 £ N топиладнки, барча п >  п0 учун (юкори ли- 
митнинг хоссасига кура, 1-кисм, З-боб, 11-§) 1/\ап | <  Ь +  б[, яъни 
\ап ] <  (Ь +  Ь̂ )п булади. Демак, барча п >  п0 учун

К * о |  =  К  ¡ К | < ( & +  =  ( ^ | )" (14.34)

булиши келиб чицади, бунда
6 + 6 х . (¿ +  6 ) - ( 6 - 6 1). _
6 + 6  ¿>+6 6 + 6

Энди ушбу

2  | М |  =  Ы  +  1а 1хо| +  1а2*о2 | +  • • • + \ апхо\ +  ■ • • (14.30)
л=0

к,атор билан куйидаги
ОО

2 ^ ) “»'+^т+-"+СЙ1Г+"- < 1 4 ' 3 5 >п =О

к,аторни солиштирайлик. Бунда, биринчидан, (14.35) катор якинлашувчи
(чунки бу катор геометрик катор булиб, унинг махражи 0 <  1),

6 + 6
иккинчидан, п нинг бирор кийматидан бошлаб (п >  п0) (14.34) муноса- 
батга кура (14.30) каторнинг х,ар бир х,ади (14.35) каторнинг мос ха- 
дидан кат га змас. Унда каторлар назариясида келтирилган таккослаш 
теоремасига (1-кисм, 11-боб, 3-§) кура (14.30) катор якинлашувчи 
булади.

\хх\ > —  булсин. Унда шундай б ' > 0  сонни топиш мумкинки,

I х, | =  — —̂
111 6 - 6 '
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булади. Энди 6] ( 0 < 6 } < 6 ' )  с о н н и  олайлик. Юкори лимитнинг хосса- 
сига асосан (Ь^исм, З-боб, 2-§) { ^ | ап|} кетмагкетликнннг ушбу

У~\ап\ яъни \ап\ > ( ь ~- Ь[)п
тенгсизликни к;аноатлантирадиган хадларининг сони чексиз куп булади. 
Демак, бу хрлда

^ т г = ( ^ : ) "  <14-зб>
булиб, бунда

( б - б ' )  +  ( б ' - а р  б ' - б !
и V ^Ь -  б' ь -  6'

булади.
Юкоридаги (14.36) муносабатдан п-*- оо да \ апхг1 } кетма-кетлик- 

нинг лимити нолга тенг эмаслигини топамиз. Демак,

п=О
кагор узок,лашувчи (катор я^инлашувчилигининг зарурий шарти бажа- 
рилмайди).

Шундай к>илиб, хар бир х0 х0 [ <  —  ) нуктада (14.27) даражали

к,атор якинлашувчи, хар бир хх  ̂| х1 | >  - у  j  нуцтада зса шу даражали

катор узок,лашувчн булар экан.
Даражали ^аторнинг якинлашиш радиуси таърифини эътиборга

олиб, —  берилган даражали ^аторнинг якинлашиш радиуси эканини 
Ь

топамиз. Теорема исбот булди 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

У  - 4 =  =  — +  - 4 -  + • • • - ! -  ~^= +  • • •
2 2 2* 2 2 ^

даражали 1̂ аторни ^арайлик. Бу даражали каторнинг якинлашиш радиусини (14.3:1) 
фор мул ага кура топамиз:

У п

= Нт 2 " =  1.
_  п /  1 
Нш Л/ 
л-,® V 2

Д емак, берилган даражали к;аторнинг якинлашиш радиуси г == 1, якинлашиш нм 
тервали эса ( — 1, +  1) дан иборат. Бу даражали цатор яцинлашиш интервалиниЖ 
чеккаларида мос равишда к,уйидаги

( - 1 ) "  ^  1 
Уп

у  у
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сонли ^аторларга айланиб, уларни Лейбниц теоремаси дамда Раабе аломатидан фой- 
даланиб я^инлашувчи эканлигини исботлаш к;ийин эмас.

Демак, берилган даражали ^аторнинг я^инлашиш со^аси [ — 1, + 1 ]  сегмент- 
дан иборат.

Купинча практикада даражали ^аторларнинг я^инлашиш содаларини толишда 
сонли ^аторлар назариясида келтирилган аломатлардан фойдаланилади. Бунда узга- 
|)увчи х ни параметр сифатида ^аралади.

2. Ушбу
х х2 хп 

1 +  — - . . . 4 - ------------- -—  4  . .
2-5 3-52 т  (я 4  О5"

даражали ^аторни ^арайлик. Бу ^аторга Даламбер аломати (1-кисм 11-боб, 4 - § )  
ни ^уллаб цуйидагини топамиз:

л :^ 1 ж" ( я +  1)5П *"+ ’

( я + 2 )5 " +| " ( я +1 ) 5" /I—*00 (я +  2)5"+' хп
1*1, .  я  +  1 1 дс |=  —  Ьт  ------- = —
5 п- ух я  +  2 5 •

Демак, 1, яъни ( х | < ; 5  булганда к,атор якинлашувчи, яъни ] х | >
о о

>  5 булганда 1̂ атор узо^лашувчи.
Шундай ^илиб, берилган даражали цаторнинг я^инлашиш радиуси г — 5, якин- 

лашиш интервали эса ( — 5, 5) булади.
Ях,инлашиш интервали ( — 5, 5) нинг чеккаларида даражали ^атор мос равишда

1_ т + ' т -  • • • +•  •• . 1 + 4 ' + 4 ‘ +  • . . + — + • • .2 3 я  2 3 я

сонли цаторларга айланиб, бу ^аторларнинг биринчиси якинлашувчи, иккинчиси эса 
у:юк,лашувчидир. Демак, берилган даражали ^аторнинг я^инлашиш содаси [—5, 5) 
ирим интервалдан иборат экан.

8- §. Даражали наторларнинг хоссалари
Бирор

о° п
2  апх = ао + « 1̂ +  ■ • • +  апхп+  . . . (14.27)
л=0

даражали цатор берилган булсин.
00 п

14.17-т е о р е м а .  Агар ^  а„х даражали каторнинг якинлашши
гг—О

радиуси г ( г > 0) булса, у  \олда бу катор [ — с, с1 ( # < с О )  сег- 
иснтда текис якинлашувчи булади.

И с бот .  Шартга кура г — (14.27) даражали цаторнинг яктнлашиш 
падиуси. Демак, берилган ^атор ( — г, г) интервалда якинлашувчи. 
Жумладан, с<_г булганлигидан, (14.27) даражали катор с ну цгада 
\ам якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади. Демак,

00 О
21 Ы с  =  |ао| +  Ы с +  Ы с +  • • • + \ а п \ с  +  ■■ ■ (14.37)
л= 0

атор яцинлашувчи.
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V * € l  — с, с] учун хар доим \ ап хп [ <  | ап \ сп булади. Натижада, 
ушбу

ОО и  . су I и

2  \ а п Х  I =  I а 0 I +  I а \ Х  1 +  | й 2 Х  | [ +  ■ • • +  I а п х  1 +  . '  '  • 
п —О

к;аторнинг хар бир хади (14.37) каторшшг мос хадидаи катта эмасли-
00 Пгини топамиз. У холда Вейершграсс аломатига кура 2  апх даража-
л=0

ли ^атор [ — с, с] сегментда текис я^инлашувчи булади. Теорема ис- 
бот булди.

14 . 7 - эслатма .  Бу хоссадаги с ( с > 0 )  сонни (14.27) даражали 
^аторнинг я^инлашиш радиуси г га з̂ ар ^анча я^ин килиб олиш мум- 
кин. Аммо, умуман айтганда, (14.27) даражали к;атор ( — г, г) да те­
кис яцинлашувчи булавермайди.

Масалан, ушбу

■ ОО о

2  х =  1 +  X +  X +  . . .  +  X +  . . .
п=О

даражали ^атор ( — 1, + 1 )  ораликда я^инлашувчи (г =  1), аммо у 
( — 1, +  1) да текис я^инлашувчи эмас (134-бетга к;аралсин).

00
14.18-т е о р е м а .  Агар ^  апх даражали цаторнинг ящнлашиш

п = 0
Со

радиуси г >  0 булса, у  уолда бу щторнинг S  (х) — 2  ап х йитн-
п—О.

диси ( — г, г) оралицда узлуксиз функция булади.
И с б о т .  (14.27) даражали цаторнинг я^инлашиш интервали (—г, г) 

дан ихтиёрий х0(х0£ ( — г, г)) ну^тани оламиз. Равшанки, | х0 | < г  бу­
лади. Ушбу |х„ | < с < г  тенгсизликларни ^аноатлантирувчи с сонини 
олайлик. (14.27) даражали к;атор ю^орида келтирилган 14.17-теорема- 
га кура [ — с, с] да текис я^инлашувчи булади. Унда ушбу бобнинп
3-§ идаги 14.6-теоремага асосан, берилган (14.27) даражали к>атор- 
нинг йириндиси S(x)  функция [ — с, с] да, ва демак, х0 ну^тада уз­
луксиз булади. Демак, (14.27) ^аторнинг й и р и н д и с и  S  (х) функция 
( —г, г) интервалда узлуксиздир. Теорема исбот булди.

00 П14 . 19- теорема  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар 2  апх даражали
п—О

щторнинг яцинлашиш, радиуси г >  О булиб, бу цатор х =  г (х * 
=  — г) нуктада ящнлашувчи булса, у  хрлда (14.27) щторнинг йи

00 п
гиндиси S  (х) =  2  апх функция, шу х =  г (х =  — г) нуцтада чаи-

п=О
дан (унгдан) узлуксиз булади.

И с б о т .  Берилган (14.27) даражали ^атор

оо 2 гг
2  ап х = a 0 + a tx +  a2 x +  . . . +  ап х +  . . .
/1=0
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н у ™  я^инлашувчи булсш. Д е й к , ушбу 

2  V "  = ^ + а , г + ^ + . . .  + v „ +   ̂ _
«или Чатор „ чгалашуюи. у вщ  -а»

« W - J V . B »  , t a  S W = S  ”  ^
" = 0  х^г~о ЯЪНИ hin [5  (х) — s  (У)1 — О

Aran™ ,к ? ™ ™ « и з  керак.Агар ^  =  í r ( 0 < < < i / №6
Jim о / ч  булиб,

W i =  lim  |.S |7 м  —  Sir)] — lim  V

Шартга кура (14,38) катор яЧш лаш ув,и у  ”
Н  да келтирилган теоремага acoca» у  е Ъ П  ; &>б’
l(ÿpa шундзй п0 а N  топиладики б ’ “ “»ганда дам, _  га

топиладики, барча п >  « ва п =  ! о о 3
l ^ , r » .  +  a^ r W +  + a  '  ‘ ■ ^ • • . д а

булади. Бу тенгсизликда оо да 3 ^
имитга утиб куйидагини топамиз- 

I V l r"+ I + ^ +2r«+2+
^ в д и  куйидаги 3 '

¿ a n r ^ n =  +

1 ^  2  ̂ +  • + в пг " ^ +  . . .  ( 0 < К 1 )

'^торни ^араймиз. Bv катпп -w■ / г /л  П4
№ а и н  ,ам, У 4 Р V  / € (0,1) да яцвшашув™ булади Ха

W " +’í”+ ‘ + 0 л « , » «  , Д ’ Ла'

Р-1 -1+2 +  . . . + О л+р/'г'+ Р ]/п + Р _  

Í-1 ( ”+l + a «+2r”+ î+  ■ . . + a „ + ¡i-"+í) (;«+]+( _ í„+/)j 

■ Ï H S i “ « ™ »  < * * »  ™ ГСИзлТО11 эътиборга оли6

K + , r ' “+ , + ^ “+ ! № + - - - + v » - * ^ ( <
<  3 ÍH-P+ (;л+, _ />+,+1 }J= I  „ +1 <  л

1,1 ^ м / 4 Д д а - 7 к . и н лашувчилиги™, яьни Y е >  о
1,,р учун У ДЗИ топиладики, барча n > n ¡  £

I ап+\ r"+l tn+ï +  a rn+2 ¿n+2 I
■ ■ ■ + a n+ P r n+ p t n + P \ < ^  ( l4 i4 1 )

3
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булишини курсатади. Бу тенгсизликда /?->• оо да лимитга утиб, к,уйи- 
дагини топамиз:

I an+i rn+1 tn+{ +  ап+2 rn+2 tn+2 +  • • • I <  (14.42)

Агар п0 — шах {п0, п0} деб олинса, унда п >  п 0 булганда (14.41) ва 
(14.42) тенгсизликлар бир йула бажарилади.

Барча п >  п0 учун

| 5 ( í r ) - 5 ( r ) |  =  | 2 ( a „ ^ ^ - f l n^ ) l < l 2  akrk (tk - \ ) \  +

+  I ап+1 rn+» tn+ l +  ап+2 rn+2 tn+2 +  . • • I +  I a n+2rn+ l +  ап+1 гп+2 +
П

8

3  3

+  a k r k ( t k ~  ! ) l  +  f  +  

i, i
Шу сабабли

булади.
Равшанки, t-*- 1 — 0 да — 1 ->• 0 (k =  1, 2, . . . , п).

1 2  V k (^ — 1) I <  j
k =  i

деб олиш мумкин.
Натижада

| S ( f r ) - S ( r ) l < 8
булади. Бу эса

lira 5  {fr) — S  (г), яъни lim S{x) =  S  (г)
/->1—0 x-+r—0

булишини билдиради. Демак, (14.27) даражали ка то р н и н г  йигиндисн 
5  (х) функция х =  г  да чапдан узлуксиз.

Худди шунга ухшаш (14.27) даражали i- а̂тор х =  — г да як,инла- 
шувчи булса, ^аторнинг йигиндиси— г ну^тада унгдан узлуксиз бу 
лиши курсатилади. Теорема исбот булди.

оо
14.20-т е о р е м  а. Агар V  апхп даражали щторнинг щинлашши

п— 0
радиуси г ( г > 0 )  булса, бу каторни [a, b] {{a, b] cz (— г, г)) орали/, 
да \адлаб интеграллаш мумкин.

И с б о т .  Шундай с ( 0 < с < г )  топа оламизки, [а. Ъ\ сг [— с, с\ СЯ 
а  (— г, г) булади. Берилган даражали ^атор [— с, с] да текис яцин- 
лашувчи булади. Демак, [а, Ь\ да (14.27) даражали катор текис якпи 
лашувчи. Унда (14.27) ^аторнинг йигиндиси

оо

5  (х) =  2 ,  ап %п =  йо +  а \ х +  ° 2 х2 +  ■ ■ ■ +  а пхП ~т~ • ■ ■
п = 0

узлуксиз булиб, ушбу бобнинг 5-§ да келгирилган теоремага кура бу 
цаторни ^адлаб интеграллаш мумкин.

ь Ь оо оо Ь оо Лп + 1_
j S ( x ) d *  =  \ ^ a nxn d x = \ a n J  х" dx =  J  an n + f H |
a a n = 0 n—0 а л —0

Теорема исбот булди.
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an - l
Xa -I- . .

Хусусан, a =  o, =  x ( \ x l < ^  л  
X ( i x l < n  булганда

J 5  «  * = I  x W w  ^ + ^ +

ä  s r -
"" “̂TT ̂ Й*Г = H  1 ta ;

n~>00 ..'
r r ~  n r ~ ~  n - * ° ° v r n  +  .

: Jim ( / la l = rЛ-МО ' 1 n¡ '■

^!V ¡Z7-hX a Т ШтШ "а'П0РНиНг ЩШЛШиШ '*мумкин. ' J оа бу цаторни т длаб iïurbrh
„ И с б о т .  Двило ^  Щ Ф 'р е щ и ш ш
снлаларидан тузилган <>4.27) Даражали чатор « ,л а р и ю „г ^

ОО

«  Ла* *л-1  =  а +  2а X +  За х2 4- '
П=1 зх +  . . . + п а пхп- * +  " .  (1

каторнинг \х \ <Г г

Т Г ШУВт° 6 í™“ "™rCÎ ” ™ - ~ а Г Г  Г ? " ёрий
ли8 f  —  « с„„™ олайлик.

1 Ч * Г Ч  =  l l a  c ¡С i п  I

булади. Равшанки, ¿ л , » - '  ( f < 1 )

£™ Р  »у Г ашувчи ”й „ Далаибф момагига ^  ^

lim п q t~1 — о

4 « <  лД ^ „ ™ * а д ба " 7  п >  л,Иу ч ™ у щ буб° шлаб' <" >  л . у,у„>

I к  а  х  п ~ ^  I ^  i a  e n  i 

тенгсизликка келамиз. " 1 (14.44)

í í - r , r )  булганлиги сабабли V  а  „я

^  (Н.44) Муносабатш[ w 6 r à  * * *  аб—  — увч,
nepuiTpacc аломатидан фой-
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даланиб, 2  п ап хп~ 1 каторнинг (— г,  г) да яцинлашувчи булишинн 
/1 = 0

топамиз. Демак, бу катор [— с, с] да текис якинлашувчи булади.
Шундай кили б, берилган (14.27) даражали катор хадларининг хр- 

силаларидан тузилган (14.43) катор текис якинлашувчи. У х.олда уш- 
бу бобнинг 6-§ да келтирилган 14.12-теоремага кура

s ' (*)*= ( 2  ап %п) ' =  2  хП^ ' =  2 п а*хп~ 1 
п—0 л=0 п = 0

булади.
Шуни хам айтиш керакки, (14.27) ва (14.43) каторларнинг якин- 

лашиш радиуслари бир хил булади. Хакикатан хам, Коши — Адамар 
теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз: |

Hm п/  п \ а я \ =  т ( у п у \ а п )"=  lim а/ п  - Ш  У  |а „ |.

Демак,
lim i / n  | а 1 =  lim У  \ап \.
п->х  п~*,°

Бу хоссадан куйидаги натижа келиб чи^ади.
14.2-н а т  и ж а. Агар (14.27) даражали каторнинг якинлашиш ра­

диуси г булса, бу ^аторни (— г , г) да исталган марта дифференциал-
00

лаш мумкин. Шундай килиб, якинлашиш радиуси г > 0  булган 2  апхП
л = 0  I

даражали каторни хадлаб интеграллаш ва хадлаб (исталган марта) 
дифференциаллаш мумкин ва хосил булган даражали каторларнинг 
якинлашиш радиуси хам г  га тенг булади.

14.9-т а ъ р и ф .  Агар f(x) функция (— г, г) да якинлашувчи дара­
жали каторнинг йигиндиси булса, f  (х) функция (—• г, г) да аналитик 
деб аталади.

14 .22-теорема .  Иккита

2  а0хп = а 0 +  а хх +  а2х * +  . . . +  апхп . (14.27)
п=о

ва

2  Ьпхп =  Ь0 +  Ьхх +  Ь2х2 +  . . . +  Ьпхп +  . . . (14.45)
л=0

даражали цаторлар берилган булиб, (14.27) даражали цаторнинг 
якинлашиш радиуси гх >  0, йигиндиси эса Sj (х), (14.45) даражали 
каторнинг якинлашиш радиуси г2 >  0, йигиндиси S 2 (х) булсин.

Агар Y  х £ (— г, г) (г =  min (rlt г2)) да
(х) =  S 2 (х) (14.46)

булса, у  у о̂лди Y  п £ N учун
а п =  Ьп>

яъни (14.27) ва (14.45) даражали цаторлар бир хил булади.
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И с б о т .  Равшанки, (14.27) ва (14.45) даражали ^аторлар (— г, г) 
да яцинлашувчи ва уларнинг йигиндилари (х) ва S 2 (х) функциялар 
шу интервалда узлуксиз булади. Демак,

lim (х) — 5 г (0), lim S 2 (х) =  S2 (0).

ГОкрридаги (14.46) шартга кура (0) =  S 2 (0) булади. Бундан эса 
а0 — Ь0 эканлиги келиб чи^ади. Бинобарин, Y  х £ (— г, г) учун

00  00

2  ап хП — 2  ^пх" ‘ ^ гаР х ¥=® десак, бу тенгликдан барча х-£ —

— г, 0) U (0, г) учун

2  а*хп~ х =  2  П= 1 П— 1
га эга буламиз. Бу даражали цаторларнинг х;ар бири 5̂ ам ( —'г, г) да 
яцинлашувчи булади, ва демак, уларнинг йигиндилари шу интервалда 
узлуксиз функция булади. Шу хусусиятдан фойдалансак, X-+-Q да

hm У  аn xn~ l = a v lim V  b xn~ l =  bi
*._>() ¿ai x—*0 -вем,

n = I  n= 1
булишини, ва демак, a v =  bx эканлигини топамиз. Бу жараённи давом 
эттира бориб, барча п £ N учун ап =  Ьп булиши топилади. Демак, 
(14.27) ва (14.45) даражали цаторлар бир хил. Теорема исбот булди.

(— г, г) (г >  0) ораливда f  (х) функция берилган ва узлуксиз бул- 
син. Ю^оридаги теорема, f (х) ни даражали к;атор йигиндиси сифатида 
ифодалай оладиган булсак, бундай ифодалаш ягона булишини билди- 
ради.

9-§ . Тейлор Цатори

Биз ю^орида, хар ^андай даражали
оо '

^  ап хп =  а0 +  а 1 х +  а2 х2 +  . . . +  ап хп . . .
п=О

^атор узининг я^инлашиш интервали (— г, г) да узлуксиз S  (х) функ- 
цияни (даражали ^атор йигиндисини) ифодалаб, бу функция шу ора- 
лиада. исталган тартибдаги ^осилага эга булишини курдик.

Энди бирор ораликда исталган тартибдаги ^осилага эга булган 
функцияни даражали к;аторга ёйиш масаласини ^араймиз.

1. Ф у н к ц и я л а р н и  Т е й л о р  ц а т о р и  га  ё йиш.  f  (х) функция. 
х =  х0 нуцтанинг бирор

£/б (*о) =  (Х £ % :хо — 8 < х <  х0 + б> 
атрофида берилган булиб, шу атрофда функция исталган тартибдаги 
хосилага эга булсин. Равшанки, бу ^олда функциянинг 1-^исм, 6 -боб, 
7-§ да батафсил урганилган Тейлор формуласи

/ М  =  / М  +  ^ ( * - * о )  +  ^ ( * - - % > 2 +  . . .  +  

+  (х ~  хо)п +  гп (х)
ни ёзиш мумкин, бунда гп (х) — к;олдиц хдд.



Берилган f (х) функциянинг х0 нуктада исталган тартибдаги хрси- 
лага эга булиши Тейлор формуласидаги хадларнинг сонини хар канча 
катта сонда олиш имконини беради. Бинобарин, табиий равишда ушбу

/  W  +  !( Х- Х0 )  +  ~ ^ ( х  — х0)2 +  . . . +

+  fw  (*о). (х — х0)п +  . . .  (14.47)
п!

катор юзага келади. Бу махсус даражали катор булиб, унинг коэф- 
фициентлари /  (х) функция ва унинг хрсилаларининг х0 нуктадаги кцй- 
матлари ор^али ифодаланган.

Одатда (14.47) даражали катор /  (х) функциянинг Тейлор катори 
деб аталади.

Хусусан, х0 =  0 да катор куйидагича булади:

/(0) +  +  +  . . . + f-L ^ p -x n +  . . . (14.48)
оэ

Даражали каторлар деб номланган 8- § нинг бошланишида V  ап хп
л—0

куринишдаги даражали ^аторларни урганишни келишиб олинган эди. 
Шуни эътиборга олиб, f  (х) функциянинг (14.48) куринишдаги Тейлор 
крторини урганамиз.

Яна бир бор таъкидлаймизки, (14.47) катор /  (х) функция билан 
узининг коэффициентлари ор^али богланган булиб, бу (14.47) 1̂ атор 
я^инлашувчи буладими, яцинлашувчи булган холда унинг йигиндиси 
f (х) га тенг буладими, бундан к>атъи назар, уни /  (х) функциянинг 
Тейлор ^атори деб атадик.

Табиий равишда куйидаги савол тугилади: качон бирор i/§ (0) ора- 
лицда берилган, исталган тартибдаги хосилага эга булган / (х) функ­
циянинг Тейлор катори

у й ^ д о ) + а 1 + а , +  . . . + ^  +  . . .
п= 0

шу орали^да худди шу /  (х) га я^инлашади?
14.23-т е о р е м  а. f  (х) функция бирор (— г, г ) ( г > 0 )  оралщда 

исталган тартибдаги уосилага эга булиб, унинг х =  0 нуктадаги 
Тейлор цатори

/ ( 0 ) + т * + ш .  * ■ + . . .  + £ 1 м хп + . . .  (н .48)
1 ! 2 ! п\

булсин.
Б у цатор (— г, г) оралицда f (х) га яцинлашииш учун f (х) функ­

ция Тейлор формуласи

f{x)  =  /(0) +  ^  х +  М  х2 +  . . . +  +  гп (х) (14.49)
1! 21 ti\ 

нинг цолдик уади барча х £ (— г, г) да нолга интилиши (П т гп (х) - <
Л-+00

=  0) зарур в а етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Аввало (14.48) ^аторнинг козффициеитла
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ри билан (14.49) Тейлор формуласидаги коэффициентларнинг бир хил 
эканлигини таъкидлаймиз.

(14.48) катор яцинлашувчи булиб, унинг йириндиси f(x) га тенг 
булсин. У холда бу каторнинг кисмий йириндиси

S M - n  0) +  1 Ж х +  С Ж ^ + . . . . +  Л ^ М .^
1 ! 2\ п\

учун
lim Sn (х) = f ( x )  ( Y  х £ (— г, г))
П —>оо

булади. Ундан эса у  х 6 (— г , г) учун
lim [f (х) — S n (х)] =  lim rn (х) =  О

П —> Go TI—>oo

булиши келиб чикрди.
Е т а р л и л и г и .  У  х £ ( — г, г) да lim гп (х) — 0 булсин. У ^олда

П —► со

lim [/ (х) — S„ (л;)] = 0  булиб, ундан эса
п-»°°

lim S n ( x ) = f ( x )
П —»oo

булиши келиб чикади. Бу эса (14.48) катор (— г, г) да яцинлашувчи 
булиб, унинг йигиндиси /  (х) га тенг булишини, яъни

m = , ( o ) + m * + o > v + . ; .  + l l m x,  +  . . .  „
11 ¿ \ П\

эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.
Одатда (*) муносабат уринли булса, /  (х) функция Тейлор катори- 

га ёйилган деб аталади.
14.24-теорема.  Агар f  (х) функция (— г, г ) ( г > 0 )  оралщда да- 

ражали каторга ёйилган булса:
f  (х) =  а0 +  а хх  +  а2х2' + . . . +  апхп+  . . . , (14.50)

бу катор f(x) функциянинг Тейлор щтори булади.
И с б о т .  14.21-теорема ва унинг натижасига кура (14.50) даража- 

ли к,атор (— г, г) оралиеда исталган марта (^адлаб) дифференциалла- 
иувчи булиб,

f  (х) == 1 -ах +  2а2х +  3а3х2 +  . . . +  п а пхп~ 1 +  . . .
/ "  (х) =  1 • 2 -а2 +  2 • 3а3х +  . . .  +  п • (п — 1 )а п хп~2 +  . . . 
f ’"(x)  =  1 • 2• 3• а3 +  . . . + п ( п — 1)(я — 2)апхп~3 +  . . .

/<">(*) =  1-2-3 . . . (п — 1) пап +  . . . ,

булади. Кейинги тенгликларда х =  0 деб к^уйидагиларни топамиз:
„ . . Ш ,  =  £Ц№)____  ¿«40,

1! 2 2! 3 3 " п\
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ж = / ( 0  ) + ш ж + м , . +  . . . + ^ л.  +  . . ;
1! 2! „!

Бу эса теоремани исботлайди.

М и  с о  л. Уш бу

/  (■*) =  |  в ■*’ , агар х  Ф  0 булса,
О, агар д: =  0 булса

функцияни ^арайлик. Б у функция (—оо, + оо) да барча тартибдаги з^осилаларга 
эга:

а) х ф  0  булганда

/' (х) = 4  * '

Натижада (14.50) каторнинг куриниши куйидагича булади:

I

бунда Р (и) —  и  нинг рационал функцияси. Б у
1

муносабатнинг тугрилиги математик индукция методи ёрдамида курсатилади.
б) х  =  0 булсин. Берилган функция х  =  0  ну^тада барча таргйбдаги з^осилалар- 

га эга булиб, улар нолга тенг булади:

/<л> (0) =  0 („=  1, 2, . . . ).
Х ^и^атан  з^ам,

Г  (0) =  Игл =  П т  -  • е х* =  0, } '  (0) =  0,
X—>0 X х—>0 х

г  (0) =  П т  П х ) ~ / - 0  =  П т  -  • Г  (X) =  П т  -  • ~ е  =  О, Г  (0) =  0,х->0 х *-»0 X *->() X х2
................................................................................ ............................................... .... ............................  • • • »

^ (0)„ 11т 1 р ( Д Г ' о . ,
*-*0 X *-»'0 * V х /

Умумий хрлда, / <п)(0) =  0 ( „ =  1, 2 , . . . )  булишини математик индукция метод« 
ёрдамида курсатиш мумкин.



Демак, берилган функциянинг х  =  0 нуцтадаги барча тартибдаги у,осилалари 
нолга тенг экан.

Бу функциянинг х  —  О нуцтадаги Тейлор ^атори
0 0 0

0 +  —  « + - —  х * +  . . . +  —-- * п +  . . .
11 2! п\

бу'либ, унинг й и р и н д и с и  0 га тенг.

Келтирилган мисолдан куринадики, бирор ораликда исталган тар­
тибдаги хрсилага эга булган баъзи функцияларнинг Тейлор катори шу 
ораликда царалаётган функцйяга яцинлашмаслиги мумкин экан.

К,уйида функциянинг Тейлор катори га ёйилишининг етарли шарти- 
ни ифодаловчи теоремани келтирамиз.

14.25-т е о р е м  а. ¡{х) функция бирор (— г, г) ораликда исталган 
тартибдаги уосилага эга булсин. Агар шундай г/згармас М  >  0 сони 
мавжуд булсаки, барча х £ ( — г, г) уамда барча п == 0, 1,2, . . .  учун

¡/<пЧ * ) ! < м
тенгсизлик бажарилса, у  уолда (— г, г) ораликда / (х) функция Тей­
лор цаторига ёйилади, яъни

ОО

I « -  £  *• -  > <0)+ ^ + Ч -  *  +  • ■ • (14'50>п= 0

И с бот.  7 (х) функция учун Тейлор формуласи

/ М = / ( 0 )  +  ^ х  +  - ^ * 2+  . . . + Л х »  +  Гя м

ни ёзиб, уиинг Лагранж куринишидаги цолдиц в д и  

ни олайлик. У зфлда

I '
булади. Агар

Г (х) =  -Р--.Ф х).Хп+ 1 (0 <  0 <  1) 
" («+!)!

Г (х) I =  хп+1 <  М  - ' " '■.-  (.X е (— г, г))(п+ 1)! ГЙ.4-П1 '■ ^ 4 "(«+1) 1

, .  гя+1 Ьш — :—  =  0
п*»оо ( Я - И ) !

булишини эътиборга олсак, у зфлда
Н т гп(х) =  0 %б(— г, г)

П-+СО
эканлигини аницлаймиз. Бу эса (14.50) муносабатнинг уринли булиши­
ни билдиради. Теорема исбот булди.

2. Э л е м е н т  ар  ф у  н к ц и я  л арн ин г Т е й  л ор ц а т о р л а р и .  1°, 
¡ ( х ) = е х ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ц а т  ори.  Маълумки, ¡{х) — ех 
функциянинг (ихтиёрий чекли [— а,а\ (а >  0) оралиадаги) Тейлор фор­
муласи
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ДИ: п+ 1
г (х) =  — ----- е°* (0 <  9 <  1)
п ( п + 1)! е '

(к,аранг, 1-к,исм, б-боб, 7-§). Хар бир х £ [  — а. а\ (а >  0) да евх <  еа 
булишини эътиборга олсак, унда

ап+1
I гп (х) | <  ------ -—  е а
1 (п+1)!

эканлиги келиб чикади ва я -> о о  да у нолга интилади. Демак, ихти- 
ёрий чекли х да

булиб, унинг колдик хади эса Лагранж курин ишида куйидагича була-

хп 1 1 * I I *2 I 1 I
‘ “  l i —  ~ 1 + TT +ргг +  ■ • • +  т г  +  ■ ■ ■

п—0

булади.
2°. f{x) — sinx ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ^ а т о р и .  Маълумки, 

f(x) =  sinx функциянинг (ихтиёрий чекли [— а, а\ (а >  0) ораликдаги) 
Тейлор формуласи

,.з у-, , , 2 л - 1
sin X =  X------------1------------ . . . +  (—  1)" -— -—-- ---- ь Г 2 (х)

3! 5! (2л  —  1)! 2п

булади. Бу формула колди^ хадининг Лагранж куринишидан фойдала- 
ниб (царалсин, 1-цисм, б-боб, 7-§)Y-x€J — а, а1 ( а > 0 )  учун

а2п+ 1Г (х) <  ----- ---- -
1 2п 1 (2п+1)!

булишини топамиз. Ундан
lim г2п (х) =  0
П-+оо

булиши келиб чикади. Демак, у х  учун
оо

,  1V l_ j  лг2л—1 X3 , X5sin х = У  . (— 1)" —----- = х — ---- ----
ЛшЛ (2п— 1)! 3! 5!
Л — 1

2/1— 1

+  (— l y - 1 —----------ь . . .

V ’ (2п— 1)!
булади.

3°. f(x) =  cosx ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ^ а т о р и .  Бу функция- 
нинг Тейлор формуласи

v 2  у б  Y

COSX =  1 —  —  +  —  - 4 -  +  • • • +  ( -  i y  - f -  +  Г2 (x)
2! 4 ! 6! (2 n)l 2n

колдик; ^адининг Лагранж куринишидан фойдаланиб (^аралсин, 1-кисм, 
6- боб, 7- §) у - х £ [ — а, а\ [а >  0) учун

2/1+2

1г« .« 1 < Э $ р 5 Г
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lim г 2п.(х) =  0
/I—>оо

булиши келиб чикади. Демак, у  * У чу и

cos х =  V  (— 1)" _ i!L  =  i — —  +  —  — . . .  +  (— i)n А п_  +  . . .
А J  (2 п) ! 2 ! 4 ! I V ;  (2 „)( ^
л=0

4°. /(х) =  1п( 1+х)  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к>атори.  Маълум- 
ки, бу функциянинг Тейлор формуласи куйидагича булади:]

И\ уЗ v-4 п
] п ( 1 + х )  =  х - ^ + ± - - ! г +  . . .  + ( - l ) n - ' J L r + r n (x).

Бу формулада х£[0,  1] Да гп(х) ьрлдик х.адни Лагранж куринишида 
куйидагича ёзнб

/_ 1 у* rn+!
Г (х) =  — *—!>.. *-------------

( п +  1)(1 + Q x ) n+1
уНИНг учуй

п  1

булишини, х £ [ — а, 01 (0 <  а <  1) булганда эса гп(х) колди^ хадни 
Коши куринишида куйидагича ёзиб

Г,  (к)  =  (- 1)" X " »  (0 <  е , <  1).

унинг учун

1 ^ М Г < Г ~ 5  (14.52)
булишини курган эдик (1-^исм, 6 -боб, 7-§).

(14.51) ва (14.52) муносабатлардан l im /•„(%) =  О булишини топа-
П—>оо

миз. Демак, Y x £ ( — 1, 1] да

In (1 +  -V) =  ^  ( ~  1 Г '  +  . . . +

булишини топамиз. Ундан

П= 1

+  (— Vn~ l ~  +  ■ ■ ■ (14.53)
булади.

Шуни таъкидлаш лозимки, 1п(1+д;) функция (—-1, +  <х>) орали^- 
да берилган булса ^ам бу функциянинг Тейлор ^атори — (14.53) му- 
посабат (— 1, +  1] ярим интервалда уринлидир. *•* «

5°■ / (х) =  (1 +  х)а ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  ^ а т о р и. Бу функ- 
цнянинг Тейлор формуласи

( l + * ) “ „ l + i I + £ L < t = J i ^ + . . . +

+  у  +  г^ w
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¡булиб (даралсин, 1- цисм, 6 -боб, 7-§), унинг цолдиц в д и  Коши кури- 
нишида куйидагича булади:

г  (х) =  в ( я - 1 ) , , , 1 а ~ " )  ( 1 + 0 х)а~п~ 1 (1 - 0 ) " x n+1 ( 0 < 0 <  1). 
п\

У ни ушбу
rn (x) =  хпа x ( l  + Q x f ~ l ^ l J

куринишида ёзиб оламиз.
Агар — 1 <  х <  1 булганда: биринчидан, lim —  ( а — 1)(а — 2) . ,

п-т>со п \  j ' "  .

. [ ( а— 1]— ( п — 1)] jc“ =  О, 
чунки бу якинлашувчи

j  ^  1 а ( а —  1) . .  . (а  —  п  +  1) х п

1 .... ’ п\
П — \

цаторнинг умумий з^ади (бу цаторнинг якиеташувчилиги Даламбер
аломатига кура курсатилади), иккинчидан, |сс х| (1 — |х|)'а —1

+  0х)“ 1 <  |осх| (1 +  |л:])“ 1 ва нихоят, учинчидан
1 -j- 0л;

<  1 булганлигидан lim гп (х) =  0 булиши келиб чицади.
П-*оо

Демак, \х] <  1 да
(■\ + х ) а = 1 + ^ х  +  ^ ^ - х 2 +  . . .  +

_|_ ” («— 0 •••(« — « +  1) уП
п\

булади.
10- §. Функциями купж,ад билан я^инлаштириш

Маълумки, функция математик анализ курсида урганиладиган асо- 
сий объект. Купгина масалалар эса, функцияни з^исоблаш (берилган 
нуцтада цийматини топиш) билан борлик,. Функциянинг мураккаб бу­
лиши бундай здисоблашларда катта цийинчиликлар турдиради. Натижа- 
да функцияни унга Караганда содда ва хшоблашга к,улай булган 
функция билан яцинлаштириш — тацрибий ифодалаш масаласи юзага 
келади.

Функциянинг даражали цаторга ёйилишидан, уни тацрибий зугсоб- 
лашда кенг фойдаланилади. Бунда функцияни даражали цатор кисмий 
й и р и н д и с и  билан алмаштирилиб, функциянинг берилган нуцтадаги цай- 
матини топиш кущаднинг шу нуцтадаги цийматини зугсоблашга кел- 
тирилади. Даражали цатор тузилишига кура содда булиши, унинг кис­
мий йириндиси эса оддий куп^ад эканлиги функциянинг берилган нуц- 
тадаги цийматини эффектов хисоблай олиниши мумкинлигига олиб 
келади.

Шуни хам таъкидлаш лозимки, бундай имконият фацат «яхши» 
функциялар учун, яъни исталган тартибдаги хосилаларга эга булгаи 
ва маълум шартни каноатлантирган (царанг 14.23-теорема) функция­
лар учун мавжуд булади. Ихтиёрий узлуксиз функция берилган булса,

1 - 0
< а х ( 1  +

П 1 - 0
1 +  Qx

<



уни бирор куп^ад ёрдамида тацрибий ^исоблаш мумкин булармикан 
деган савол тугилади. Яъни функцияни куп^ад билан тацрибан алмаш- 
тириш имкониятини аналитик функциялар синфидан узлуксиз функция- 
лар синфига умумлаштириш масаласи пайдо булади.

1885 йилда машхур немис математиги К. Вейерштрасс томонидав 
узлуксиз функцияни куп^ад билан якинлаштириш мумкинлигн курса- 
тилди. Бу факт цуйида келтириладиган теорема оркали ифодаланади.

14 .26-теорема  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f  (х) функ­
ция [0,1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у  %олда шундай

Рп (*) =  ао +  aix +  aix?> + ------+  апхп
купхадлар топиладики

lim sup |/(x) — Рп{х)\ =  0
П—>со

булади*.
Бу теореманинг турлича исботлари мавжуд булиб, биз унинг Берн­

штейн купхадлари ёрдамидаги исботини келтирамиз.
14.10-т а ъриф.  f(x) функция [0, 1] сегментда берилган булсин. 

Ушбу

■*)
n —k. (14.54)

fc=0
купх.ад f  (х) нинг Бернштейн купхади деб аталади.

Бернштейн купхдди п- даражали купхад булиб, унинг коэффициент-
лари f(x) функциянинг —  (k — 0, 1, 2 п) ну^талардаги ций-

матлари оркали ифодаланади. Масалан, п

7 ( 0 ) +  [/(!)-

В Д  * ) = / ( 0 )  +  

B3(f, *) =  / (  0) +  

+  3 /

BAf ,  x)

¡ V 1

= 1, n =  2, n =  3 булганда 

-/(0)]*,

-2 /(0) x + / ( o)- 2' ( i ) +  /(D

[3 / ■3/(0) X  +

%2 + / ( i )  — 3 /

3 /(0 ) -  

- / ( 0 )

6/(t ) +

булади.
14 . 27- теорема  ( Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и ) .  Агар f (х) 

ция [0, 1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у х1олда
lim sup I/(%) — ß rt(/, x)\ =  0
Л -> со  0 < * < 1

булади.
Аввало битта лемма исботлаймиз.

функ-

*Функция берилган ва узлуксиз булган оралиц ихтиёрий сегментдан иборат б у л -  
ган ^олда теореманинг исботи 183-бетда келтирилади.
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2  Скп хк (1 — х)п~к =  1, (14.55)
Ь= О

2  * ) 2  с * % к  ( 1  ~ =  Л ( 1 п ~ ^  ( °  ^ ^  ^  ( 1 4 , 5 б )

*=0
айниятлар уринлидир.

И с б о т. Маълумки, V  а, учун

(а+Ь)п =  ^ С кп а Ьп~к.
к=О

Бу айниятда а =  х, Ь — 1 — х(0 <  х <  1) деб олинса, ундан

2  с £ ^ ( 1 — х)"-* =  [х +  (1— х)]а =  1 
*=0

булиши келиб чи^ади.
(14.56) айниятни исботлаш учун ушбу

^ ± Скп хк ( \ - х ) п~к, х* ( 1 _ *)'
/¡=0 *=0

йириндиларни хисоблаймиз.
Агар

п к _ п ( п — \ ) . . . ( п — & +  1)
и -  -

эканлигини эътиборга олсак, у холда

!г „к _  к п (п — 1) . . .  (п — £ +  1 ) __(я — 1)(п —  2) . . .  (п —  к +  1) _
п п п к\ ( к — 1)!

=  Ск- (14.57)

^  ~ с \  хк (1 -  х)п- к =  _  *)»-* =  2 ^ - 1  * ( { -
6=0 к= 1 *=1

п-1—(<е— 1) . 1

14.1. Л е м м а .  Ушбу

п —к

- х )п~ к =  х 2 (1 - X)" 1 (" ) =  х[х +  (1 - х)]* X.-Л—Г' / • '

булишини топамиз. Энди

йигиндини хисоблаймиз.
¡Ы=1

180



2  с*. =  2  Г * * (1 -  “
к=0 к=О

=  У ]  ^  ^  С !  ^  (1 -  х)п~к +  2  7  ̂  х>‘ (1 ~ Х)Л~* =
А=0 Л=1

- * = 1 * ±  с - х - ( 1 - , г — >+ - 1  % (1 -
* = 2  /г— 1

— х)п- 1~ {к~ 1) =  — -  X2 [X +  (1 — х)]п~ 2 +  — X [х +  (1 — х)]"“ 1 =
П П

=  Х2 +  * (1 .

п

Бу хамда юкрридаги (14.56) ва (14.57) муносабатлардан фойдаланиб, 
куйидагини топамиз:

^  [ ~ ~ ~ х)2 с п * О — х)П~к =  х2 +  — 2х2 +  х2 =  х{1~ х)- .
к—О

Лемма исбот булди.
Бу леммадан куйидаги натижа келиб чи^ади.
14 . 3 - н а т и жа .  Ихтиёрий л:^ [0, 1] ва учун

^  — х^2Скп хк (1 — х)п~к < ^  (14.58)
*=-0

булади.
Да^ицатан ^ам, ихтиёрий х£[0,  1] учун х { \ — х ) <  — булиб,

4
(14.56) муносабатдан (14.58) тенгсизликнинг уринли булиши келиб чи- 
цади.

Б е р н ш т е й н  т е о р е м а с и н и н г  и с б о т и .  Юкрридаги (14.54) ва
(14.55) муносабатларга кура

П

в л  ^ ) - / М  =  2 И 5 ) _ / Н С" / ( 1 " х Г " (14-59)
*=о

булади.
/ (х) функция [0, 1] сегментда узлуксиз. Демак, Кантор теоремаси- 

га асосан у шу сегментда текис узлуксиз булади, яъни Д/-Е >  0 олин- 
ганда ^ам, ш у н д а й б > 0  топиладики, у-х ' ,  х"£ [0, 1] учун \х' —
— х"\ <  б булганда |/(х ")— / ( х ') |<  — тенгсизлик бажарилади.

Юкрридаги (14.59) йигинди ^ нинг к == 0, 1, 2 , . . .  , п  ^ийматла- 
|>и буйича йигилган. Бу йигиндииинг ^адларини ^ нинг

к - ' < б  (х6 [0,Ц)
п

х
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тенгсизликни цаноатлантирувчи кийматлари буйича хамда к нинг

- - х | > 6  (хе[0, 1])

тенгсизликнинг каноатлантирувчи кийматлари буйича ажратиб, улардан 
ушбу

к: I— -*1<8
I п I

С к fe / « \ п—к
а  *  ( 1 — * )  ' П Т ' “

/ г : -------*|  > 6
/г

- / О) С* Xй (1— х)"_к

ларни хрсил циламиз. Равшанки,

Вп(1, х) — /М  =
к=0

<6
I п

/г:-----х > б
I п I

— /(*) (14.60)

булади.
Энди кейинги тенгликнинг унг томонидаги йигиндиларнинг з̂ ар би- 

рпни алохдца- ало^ида ба^олаймиз.

/ ( - ) - № )  С п / И - х Г 1-

к : -----* <8
I п I

■/(*)

/ 1 ^ 1 -
к: — -  * <б 

п I

СпХ (1— х)П- К<  — в 
2

хК (1 — х)п к <

к : ------ <8
I п

< С п Х к ( 1 - х ) п- к =  - с
ь=о

---- * >8
П I

СпХк ( \  — х)'

2Д4 V  Скпхк { \ — х)п' 
в

п—к

(14.61)
/ г : -------х\

п

бунда М =  та х  |/(х)|. 
0«*«1
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Агар - ---- х >  б булганда I—— ■ х \ • —  >  1 булишини эътиборга
п V п ) б2

олсак, у холда

с

>6 -----*1 >бЛ

62
ft=0

булади. Юкорида келтирилган лемманинг натижасидан фойдаланиб, 
куйидагшш топамиз:

\П—к . 1V ]  С * х * (1 -х )я
4 я (

ft:

Демак,
х\ > б

ft: р  _  >б 
п I

М
2п62 (14.62)

Натижада (14.60), (14.61) ва (14.62) муносабатлардэн 

\Вп (А х) -  /  (х)| <  j  е +  (у х  € [0, 1])

булиши келиб чикади. Агар п ни п >
2 6зп

килиб олинса, у холда

1 В Д  x ) - f ( x ) \ < ±  +  ± = г

булади. Бундан эса
lim sup IВ (f, x) — f(x) | = 0
п-*00 0<х<1

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Энди f(x) функция [а, Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин, 

Куйидаги
, 1 аt — ——  х -----------

Ъ — а Ъ — а

чизи^ли алмаштириш [а, Ь] сегментни [0, 1] сегментга акслантиради. 
ISy алмаштиришдан фойдаланиб, ушбу

Ф ( t ) = f ( a  +  (b — a)t) (14.63)
■ункцияни 5фсил к;иламиз. Бу ф(/) функция [0, 1] сегментда берилган 
йа шу сегментда узлуксиз булади. У хрлда Бернштейн теоремасига 
кура

lim sup \Вп (cp, i) — ф (i)\ =  0 (14.64)
/2-т>00 0</<1
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П

Вп(ф’ 0 =  2 Ф ( ^ ) С" ^ (1“ 0П^fe=О
(14.63) ва (14.64) муносабатлардан

lim  sup B u { ^ ^ - \  —  f (x)  =--0
п ->со а < х < Ь  \  О —  а  /

булиши келиб чи^ади, бунда

ß  /д  Д - а '

булади, бунда

6 — а
f  /  I b —  а X „k I х  —  а \ кf  f [ а -f--------- К\Сп

k=0 
п

\ Ь  —  а
1

‘ n— k

Ь —  а

^  У  f  (а +  Ь ~ *  ky n (* -  a t  (b -  x f ~ k 
¿mad V n  ] (b —  d)n

Шундай 1̂ илиб, к,аралаётган орали^ \а, b] сегментдан иборат булган 
хрлдз куйидаги теорема (Вейерштрасс теоремаси) га келамиз.

14.28-теорема ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и ) .  Агар f(x) функ­
ция [а, Ь] сегментда берилган ва узлуксиз б()лса, у  хрлда

а

1im SUP B n\f< 7------л-»ос a<x<b  I \  о — a
- f ( x ) 0

булади.
Гарчи Вейерштрасс теоремаси f(x) функцияни Bn(f, х) купхдц би- 

лан я^инлаштириш мумкинлйгини ифодаласа-да, я^инлашиш хатолиги

г Л  x ) = f ( x ) - B n(f, х)

ни ба^олаш имконини анш-улаб бермайди. Кейинги урганишлар rn(f, х) 
нинг нолга интилиш тартиби, я^инлаштириладиган f(x) функциянинг 
узлуксиз модулига (1-кисм, 5 -боб, 9-§ га ^аранг) богли^ эканлигини 
курсатади.

14.29-теорема.  Агар f (х) функция [0, 1] сегментда анщланган 
ва узлуксиз булиб, Bn(f, х) эса унинг Бернштейн купщди булса, 
у %олда

sup \В (Д x ) — f{x)| <  
з<*<1  2 \  у  п

(14.65)

булади, бунда с о (6 ) — f(x) функциянинг узлуксизлик модули.
И с бот.  (14.59) формуладан фойдаланиб, ^уйидагини топамиз.

П

\в п(/, X) -  f (х)\ <  2  .f (х)\ Cknxk (1 — х)п- \
*=о

Функция узлуксизлик модулининг ушбу
ft) (X б) ^  (1 -}- X) со (б)
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хоссасига кура
k
n

<, j  =  M
k

—  —  X 
n

< (

k
---------X
n / n  +  l ’

“ (

1 Г  п
=  \ <

V n \ t
k=0

-  - x \ C n X k ( \ ~ x ) n- k + \  
n

булиб, натижада 

IBn(f, x ) ~ f { x ) |<  

булади.
П

Энди V  I— — x Cknxk (1 — x)n~k ЙИРИНДИНИ 
Jmm I n
k=0
n

s -- X V c kn X (1 — x)n~ k V C n xk (1 — x)n~k

куринишда ёзиб, унга Коши — Буняковский тенгсизлигини (^аралсин, 
12-боб, 1-§) куллаймиз:

^  \ ~  —  *| У с кп Xk(1 — Х)п- к V С п х к(1 — х)п~к 
'  =0

2  (7 -*)'̂ ** о-*)“-* l / i
v ' * b==i\

*)
2 / n

Демак,

l a . f f .  * > - f M X ( К »  ^  -  ¿ . Ц р .

Теорема исбот булди.
Хусусан, /(х) функция 10, 1] ораликда f  (х) хосилага эга булиб, 

V ^ € t 0 ,  1] учун |/'(%)| <  М (М — const) булсин. У хрлда, Лагранж 
теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

П
I а д  x) - / w j  =  V

JMMli—0

У 1
*=.-0

С£х*(1 — Х ) " " ^

2 j / n  -
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Демак, бу х.олда 

булади.

sup \Bn ( f , x ) - f ( x ) \ < ~ ^ -  
0<*<1  2 у  п

1 5 - Б О Б

МЕТРИК ФАЗОЛАР

Ю ^оридаги баёнимиздан маълумки, математик анализнинг биз урганган барч.ч 
асосий тушунчалари (лимит, узлуксизлик, ^осила, интеграл, я^инлашувчилик ва 
з^оказо) турли тупламлар (R , R m , С [а, 6] ва хрказо) элемеитлари ке.тма-кетлигида 
лимитга утиш амали ор^али таърифланади. Б у  амал ^ар бир тупламда узига х о с  ки- 
ритилган эди. Масалан,

1) R  да {х п} : x i ,  х 2, . . - , х„,  . . .  (x n d R , n —  1, 2, . . .) кетма- кетлик берил­
ган булсин. Унинг лимита ^уйидагича таърифланар эди:

V е  >  0  сон олинганда хам, шундай n 0 Ç N  топилсаки, барча п  >  п0 учун

| х п —  а | <  е (а € R)

тенгсизлик бажарилса, у  х,олда а  сон {*„} кетма- кетликнинг лимити дейилади.
2) R m да берилган {хп}:

*<», х<2>, . . .  , х <п\  . . . (*(п) =  (х[пК 4 " , . . ., x W ) E R m , n =  L, 2 _____ )

кетма- кетлик лимити цуйидагича таърифланар эди:
V е  >  0 сон олинганда ^ам, шундай п0 6 N  топилсаки, барча п > п 0 учун

V ( х \ п) -  а &  +  (4 П) -  а2)* +  . . . +  (*<"> -  ату  <  е

(,а =  (ах, о2, . . . ,  ат) Ç R m)

тенгсизлик бажарилса, у  ^олда а  ну^та {х п̂)} кетма- кетликнинг лимити деб ата- 
лади.

3) С [а; Ь] да { /„  (*)} : f t  (х), /2 (*), . . . , fn (х), . . .  . , ( fn (х) €
6 С [а, &], n  — 1, 2 , . . .)

функционал кетма- кетлик берилган бу'лсин. Б у  функционал кетма- кетликнинг лимити 
^уйидагича таърифланар эди:

V е >  0 сон олинганда ^ам, шундай п 0 £ N  топилсаки, барча и >  п 0 учун

sup I f n (x ) —  /  (*) I <  е  
а <x<b

тенгсизлик бажарилса, у  >^олда f  (х) функция { /„  (л:)} функционал кетма- кетлик­
нинг лимити ({ fn (х)} функционал кетма- кетлик f  {х ) га текис як,инлашади), деб  ата- 
лади.

Агар \ х п —  а |  миадор R  даги х п ва а (хп Е R , а £ R ,  n  =  1, 2, . . .) ну^талар 
орасидаги м асоф а— р (х п, о) ( 1-^ и см , 1-б о б . 10-§ ) ,

V  (4 n)- “ i )2 +  (4 n)~ û2)2+  • • •  +  (*пт -  amY  (* (n) £ R m , я  =  1 , 2 , . . . )

миадор R m даги х п ва а ну^талар орасидаги масофа р (х п , а) (12- боб 1- §), ^амда

sup ! / „ ( * )  —  f  (x) Ia<*<6
микдор эса С [а, Ь\ нинг f n (х) ( я =  1, 2 , . . .) ва f  (х ) злементлари ¡орасидаги  
м асоф а— р (fn (x), f  (х)) (1-^исм . 5 - боб, 11-§)  эканлигини эътиборга олсак, R ,  R m,
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С [а, b] тупламларда, уларнинг элементларидан тузилган кетма- кетликнинг лимити 
м а с о ф а  т у ш у н ч а с и г а  асосланганлигини курамиз.

Бир томондан R , R m , С [а, Ь] тупламларнинг турли табиатдаги элементлардан  
ташкил топганлиги, иккинчи томондан эса уларда лимитга утиш амалининг фацат ма- 
<-офага асосланишдек умумийликка эга булиши, табиий равишда бу тупламларни у м у -  
мий хрлца  царашга, яъни ихтиёрий туплам элементлари орасида масофа тушунчасини 
кнритиб, урганишга олиб келади.

1-§. Метрик фазо

Е  —  ихтиёрий туплам булсин. Б у тупламнинг узини узига турри (Декарт) купайт-
маси

Е  X  Е  =  {(х, у ) : х £ Е ,  у £ Е }

(^аралсин, l -^ и см , 1-б о б , 1-§ ) ни олайлик.
Маълумки. дастлабки тушунчалар ^аторида ихтиёрий А  тупламни В  тупламга 

пкслантириш

/  : А->- В

тушунчаси келтирилган эди ( 1-к,исм, 1 - боб, 3 -§).
Энди А  =  Е  X  Е, В  (R_^_— барча манфий булмаган ^а^и^ий сонлар туп-

ллми) деб  уш бу

р :  Е  X  £ -* •  R + (p =  р (х,  у)) (15 .1)

¡жслантиришни ь;арайлик.
15.1 - т а ъ р и ф. Агар р : Е  X  Е-+- R  акслантириш учун
1°.. V х ,  у  6 Е  учун р (х, у ) ^  О (р (х, у) =  0 муносабат х  =  у  булгандагина ба - 

жарилади.
2°. V х. у  £ Е  учун р (х , у)  =  р (у, х) (симметриклик),
3°. V х ,  у ,  г £ Е  учун р (х, г/) ^  р (х, г) +  р (г, у) (учбурчак тенгсизлиги) ш арт- 

м.|р бажарилса, у  х;олда бу  р акслантириш масофа (метрика), Е  туплам эса метрик  
r/кяо деб аталади. Метрик фазо (Е, р) каби белгилан'ади. 1° —  3°-ш артлар Метрик 
фаз о аксиомалари  дейилади. Метрик фазо элементларини ш у фазо ну^талари ^ам деб  
италади.

М и с о л л а р .  1. R  тупламни олайлик. р акслантириш ^уйидагича ани^ланса,

Р С*. у ) — \ х  —  у \  (V  х,  y 6 R ) ,
I i^hcm, 2- боб, 10- § да исботланганга кура бу  р (х, у)  учун 1° — 3°- шартлар баж а- 
|шлади. Демак, р (х, у)  —  масофа ва (R,  р) —  метрик фазо.

2. R m тупламни олайлик, р (х,  у)  акслантириш к;уйидагича ани^лансин:

Р 0>  У) ~  / ( У1 —  * i )2 +  (t/a —  Ч ) 2 +  ■ ■ ■ +  ( У т ~  х т)2 =

= ~ у !  2 (г/й ~  ■

К )|^орида, 1 2 -боб, 1-§  да бу р (х , у) учун 1° —  3°-шартларнинг бажарилиши кур- 
гптнлган эди. Демак, р —  масофа, ( R m , р) —  метрик фазо.

3. С [а , Ь\ тупламни курайлик. р акслантириш ^уйидагича булсин;

р (х, у)  =  т а х  \ х  (() —  у  (I) \ ( V  х  (t), y ( t ) £ C  [а, Ь]),
a< t< .b

I iy р (х, у) ю^оридаги 1° —  3°-ш артларни ^аноатлантиради (^аралсин. 1-цисм , 5 -  
поб, 11-§). Демак, царалаётган р — масофа, (С [а, Ь\, р) эса метрик фазо.

4. с —  барча я^инлашувчи кетма-кетликлар (сонлар кетма-кетликлари) туплами  
булсин. р акслантириш уш бу

Р (х, у)  =  sup | х п —  у п |, х  =  (хь  х г.............. х п, . . .) е  с, у  =  (г/х, у г .................у п , . . .) 6 с
П
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куринишда берилсин. 1-^исм, 3 - боб, 4 -§  да исботланганга кура бу р (х, у)  учу и 
1° —  3°-ш артлар бажарилади. Д ем ак, р — масофа, (с, р ) — метрик фазо.

5. т  —  барча чегараланган кетма-кетликлар (сонлар кетма-кетликлари) туплами 
булсин. р акслантириш 4- мисолдагидек ^уйидагича берилсин:

Р (х. У) =  sup I х п —  у п | (х  =  (хг , х 2, . . х п , . . .) 6 т,  
п

У =  (Ми Уг, ■ ■ • > Уп, ■ • •) б т).
Б у  акслантириш учун 1° —  3°-ш артларнинг бажарилишини курсатиш  ¡^ийин эмас, 
А ввало р (х, « /):> 'О булиши равшаидир. Агар р (х, у) =  sup | х п —  у п | =  0 булсп,

п
ундан V п  6 N  учун х п —  у п , яъни х  —  у  булиши келиб чи^ади. Аксинча, агар
х  =  у ,  яъни Y п  6 Л' учун х п =  у п булса, ундан р (х , у)  =  sup | х п —  Уп 1 =  0 экани

п
келиб чи^ади.

Иккинчидан р (х ,у)  =  р (у, х), чунки р (х, у) =  sup | х п —  у п \ =  sup \ у п —  х п \-
п п

=  р (у, х). Энди х  =  (хъ  х 2, . , ) е т ,  у = ( у ъ  у 2, . . у п , . . .) £ т  ва г «
=  (гг. г 2, . . . ,  г„ . . .) 6 т  булсин. А бсолю т ^иймат хоссасига кура

I х п -  гп К I х п -  Уп I + 1 уп -  гп I ( « е  N)
булади. Бундан эса

I х п -  гп К  SUP 1 х п —  Уп | +  sup | у п —  гп | 
п п

эканлиги келиб читали. Ани^ ю^ори чегара хоссасига кура

sup | Хп —  гп \ <  sup \хп -  у п I +  sup \ у п — г п  I 
п п п

булади. Бундан,
р (х, г) <  р (х, у) +  р (у, г).

Д ем ак, р~— масофа, (т, р) — метрик ф азо..
(Е, р) метрик фазо берилган. Е х туплам Е  нинг цисм туплами, яъии Е х ¿- F. 

булсин. У  х.олда Е г хам Е  да киритилган метрика буйича метрик фазо булади: 
( Е ъ  р). Б у  метрик фазо таърифидан келиб чицади. Мисол келтирамиз. Равшанки, 
барча рациоиал сонлар туплами Q барча хакикнй сонлар туплами R  нинг кием туи- 
лами: Q c z R -  (R,  Р) метрик фазо эди. (Q, р)'х,ам R  да киритилган метрика буйича 
метрик фазо булади.

У^увчининг эътиборини яна битта фактга ж алб этамиз. Агар F туплам берилган 
булиб, p : F  X  F R  +  акслантиришлар турлича киритилиб, уларнинг хар бири Г — 3°- 
шартларни бажарса, натижада турли метрик фазолар хреил булади. Мисол ^арайлик. 
Биз юкорида С [а , Ь] туплам берилганда уш бу

р (х, у)  =  m a x  | x  (t) —  у  (t) ! (х (t), у  ( t ) £ C  [а, b])
a<t<b

акслантиришни ани^лаб, у нинг 1° —  3°-ш артларни бажаришини курсатдик ва нати­
ж ада (С [а. Ь), р) метрик фазога эга булдик.

Энди худди  шу С [а , й] туплам берилганда р г акслантиришни ^уйидагича аник,- 
лаймиз:

ь
J [X т - у ( №  dt.  (15.2)
а

Б у р! (х,  у)  нинг 1° —  3°- шартларни бажаришини курсатамиз.
(15.2) муносабатдан ^ар доим р х (х, г / ) >  0 экани куринади. Агар \/  t € [a, b] ¡̂i 

х  (t) =  у  (0 булса, ундан

ь
J  [х (0 —  у  (012 d t  =  О
а

булиши келиб чнкади. Аксинча, агар 
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V' ь
5 [X (() — У (ОР М =  О
п

булса, ундан V *  € [а, 6] учун % (О ~  у  (/) булиши келиб чикади. Шуни исботлай- 
миз.

Тескарисини фараз ^илайлик. Бирор ( о̂ € (« , 6)) ну^тада х  (10) Ф  у  (¿0), 
яъни, масалан, х  (¿0) —  у  (¿0) >  0 булсин. У ^олда узлуксиз функциянинг локал хос- 
сасига кура (^аралсин, 1-цисм, 5 - боб, 7- § )1 0 нуцтанинг етарлича кичик и 6 (¿0) 
атрофи (£/б (г„) с :  [о, Ь\) топиладики, V * 6 и 6 (¿0) учун д: ( /)  —  у  ( 0  >  0 булади.
У ^олда

Ь
] [х (¿) —  у  (¿)]2 < и >  О
а

булиб, бу  р х (х , г/) =  0 деб олинишига зид булиб крлади. Демак, V г16 [а; Ь] учун  
а' (0  =  У (0  булади.

Иккинчидан, р ! (х , у) =  р х (г/, х) булади, чунки

[  ь л [  ъ-
Рг (х, у ) =  Л /  Г [х (0 —  у  (¿)12 ^  = 1 /  /  [г/ (0  — *  (0 1 2 ^  =  Р1 (у,  х).

' а  а
Коши — Буняковский тенгсизлиги

ь ь ь
[[ /(0  -g.it) /2 (0 <и [ ^  (0 ^
а •‘ а а

дан (каралсин, 1-кисм. 9 - боб, 7 -§ ) фойдаланиб р;уйидагини топамиз: 
ь ь ь ь

I  V  (¿) +  «г (¿П2 ^  =  /  /2 Ю  л  +  2 1  / (/) г  (о л  +  {  г *  (о

со л +  2 1 /  | / 2 (0 +  /  г * ( о л  =
а а  а  а

=(1 / 1  (о * + ]/7 ^ ) •
Демак,

ь /  ь ь
(’ (О +  йГ (0.12 I /  .[ /*Ч0 +  I /  /  £2 (О л
7 ’ П ' П

|\улади. Б у  тенгсизликда

/  (0  =  х  (0  — г ( /), §  (/)" =  г ( 0  —  у  (/) (г (/) е  С [а; 6]) 

неб олинса, у  ^олда

1 /  [  [ж ( 0  —  г/ (0 1 2 1 /  |  ( 0 -  г  №  М  +
'  П. п

+  I /  11г (0- у  №  Л,

Р1 (* . у)  < Р ! ,  [х, г) +  р ! (г. у)
пулнши келиб чикади.
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Демак, pj акслантириш масофа. (С [а, Ь]. р х) эса метрик фазо булади. Шуидай 
^илиб С [а; Ь\ туплам берилганда ^уйидаги

р (х, у)  =  m ax \ х  (f) —  y  (t) | 
aKt<b

ва _____________________
b

J  [X ( t ) — y  (/)]2 dt
а

акслаитиришларнинг дар бири масофа эканлигини курсатиб, натижада иккита турли  
(С [а , S ], р) ва (С [а , 6], p j) метрик фазоларга эга булдик.

Энди метрик фазодаги баъзи бир тупламларни таърифлаймиз. (Е , р) метрик фазо  
берилган булсин. Б у  фазода бирор а ( а £ Е )  элемент олайлик.

1 5 . 2 - т а  ъ р и ф .  У ш бу

{х  6 Е  : р (х, а) < } ( { * £ £ :  р (х, а) <  г}) (г >  0)

туплам (Е,  р) метрик фазодаги сниц шар (шар) деб аталади. а  нудта шар маркаэи, 
г >  0 эса шар радиуси  дейилади.

15 . 3 - т а ъ  р и ф .  Маркази а  ну^тада, радиуси 8 ( е > 0 )  булган очи^ шар

U& (а) =  {х  6 Е  : р (х, а) <  е}

а  нуктанинг атрофи  (е- атрофи) дейилади.
Х усусан, (R, р) метрик фазода а ( a £ R )  нуктанинг атрофи (каралсин, 1-^исм, 

3- боб, 2- §)

UЕ (а) =  {х  6 R  ■ р (* , а) —  | л: —  а  | <  е} =  (а —  s ,  а  +  8)

интервални, [Rm . р) фазода а (а —  (a v  о 2, . . . ат ) 6 R m) нуктанинг атрофи

Ue (а) =  {л- 6 R m : р (х,  а) =  / (х± —  ö i)2 +  (х2 —  а2)2 +  . . . +  (х,„ —  атр  <  в}

эса 12- боб, 1- §  да киритилган сферик атрофии билдиради.
G —  (Е , р) метрик фазодаги бирор туплам булсин. Б у тупламда бирор х 0 иуц- 

тани олайлик. Агар х 0 (х0 6 G) нуктанинг шундай ¿7£ (х0) (е >  0) атрофи мавжуд  
булсаки,

i ' e (*о) er G

булса, у  долда х 0 ну^та G тупламнинг ички нуцтаси  дейилади.
1 5 . 4 - т а ъ р и ф .  G тупламнинг дар бир нудтаси унинг ички нудтаси булса, буп- 

дай туплам очиц. т уплам  деб аталади.
Масалан, (£ . р) метрик фазодаги дар дандай очид шар

А  =  {х  € Е  : р (х, а) <  г) ( а £ Е ,  г >  0)

очид туплам булади (солиштиринг: 12- боб, 1-§).
F  —  (Е . р) метрик фазодаги бирор туплам булсин; F c z  Е ,  х 0 эса Е  га тегишли 

бирор нудта: х 0 £ Е .  Агар х 0 (лг0 € £ )  нуктанинг исталган Us (x0) атрофида F  туп ­
ламнинг х 0 дан фардли камида битта нудтаси топилса, х 0 нудта F  тупламнинг ли ­
мит нудтаси  деб аталади. Бунда х 0 лимит нудта F  тупламга тегишли булиши хам, 
тегишли булмаслиги дам мумкин.

F  тупламнинг барча лимит нудталаридан ташкил топган туплам F  тупламнинг 
%осилавий тдплами  дейилади ва F '  каби белгиланади.

У ш бу F  U F '  туплам F тупламнинг ёпилмаси  деб  аталади ва у  F  каби белги­
ланади: F  =  F  U F ' .

1 5 . 5 - т а ъ р и ф .  Агар F (F er Е)  тупламнинг барча лимит нудталари шу тупламга 
тегишли булса, яъни F '  cz F  булса, F ёпиц туплам  деб аталади.

Равшанки, F  ёпид туплам булса, F  (J F '  =  F =  F  булади.
Масалан, (Е , р) метрик фазодаги шар

В  =  {х  6 Е  : р (х, а) ^  г} ( а £ Е ,  г  >  0)

ёпид туплам булади.
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М  — (Е , р) метрик фазодаги бирор туплам  булсин.
1 5 . 6 - т а ъ р и ф .  Агар (£ , р) метрик фазода шундай шар

В  =  {х  Е Е  ; р (х, а) ^  г} (а Е Е ,  г  >  0)

топилсаки, М  а  В  булса, у  ^олда УИ чегараланган туплам  деб аталади. Акс з^олда, 
яъни з̂ ар 1̂ андай В  шар олинганда з^ам, шундай х Е М  мавжуд булсаки, х £ В  булса, 
М  тдпламни чегараланмаган туплам  дейилади.

Масалан, {Ят , р) метрик фазода шар, параллелепипед, симплекслар (^аралсин, 
12 - боб, 1- § )  чегараланган тупламлар булади.

Ш у метрик фазода уш бу

М  >  {х =  (хъ  х 2, . . .  , х т) Е Я т : х х >  0, х 2 >  0 , . . . . х т >  0} 
тупл ам  чегараланмаган туплам булади.

2- §. Метрик фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

Бирор (Е , р) метрик фазо берилган булсин. f  з^ар бир натурал п  (п Е N)  сонга. 
Е  нинг бирор муайян х п (хп £ Е )  ну^тасини мос ^уювчи акслантириш булсин:

f  : N  -*■ Е  ёки п  х п (п  6 N ,  х п £ Е ) .

Б у  f  : А' Е  акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

Хъ х2, . . . , хп, . . .  {хп £ Е ,  п  =  1, 2 , . . .) (15 .3 )

туплам (Е, р) метрик фазода кетма-кетлик деб аталади ва у  {х п} каби белгиланади.
(15 .3) кетма-кетликнинг бирор п х номерли х П1 з^адини, сунгра номери п х дан 

катта булган п2 номерли х п  ̂ з^адини ва з^оказо, ш у усул  билан (15 .3 ) кетма-кетлик­
нинг з^адларини олиб, улардан уш бу

ХП,’ х п2' ■ ■ ХПк> ■ • (« 1 < « 2 <  • • • < « * <  • • • ( 15-4 )

кетма-кетликни з^осил ^иламиз.
Одатда (15 .4) кетма-кетлик (15.3) кетма-кетликнинг i-улсмий кетма- кетлиги  деб

аталади ва {*„ } каби белгиланади.

Энди ( £ ,  р) метрик фазода

х ъ  *2, . . х Пу . . . {хп 6 Е , п  =  1 , 2 , . . . )  (15 .3)

кетма-кетликнинг лимити тушунчасини киритамиз.
(£', р) метрик фазода (15 .3) кетма-кетлик берилган булсин, а  ну^та Е  га те- 

гишли нуцта булсин; а Е Е .
1 5 . 7 - т а ъ  р и ф .  Агар у е > 0 с о н  олинганда з^ам, шундай n 0 (zN  топилсаки. 

барча п > п 0 учун р (хп , а) <  е  тенгсизлик бажарилса, яъни lim  р (х п , а) =  0 б у л -
П—± со

са, а ну^та {хп} кетма-кет ликнинг лимити  деб аталади ва lim  х п =  а  еки х п-*-а-
П—>оо

каби белгиланади.
Ю ^орида келтирилган таърифга эквивалент булган ^уйидаги таърифни з^ам бе- 

риш мумкнн.
1 5 . 8 - т а ъ р и ф .  Агар а  ну^танинг ихтиёрий Us (а) (V  8 > 0 )  атрофи олинганда 

>;ам, (15 .3) кетма-кетликнинг бирор з<;адидан бошлаб, кейинги барча з^адлари ш у ат- 
рофга тегишли булса, а  ну^та (15.3) кетма- кетликнинг лимити  деб  аталади.

Агар (15 .3) кетма-кетлик лимитга эга булса, у  ящ нла ш увчи  кет м а-кет лик  
дейилади. О датда бундай як;инлашиш масофа буйича я щ н л а и ш ш  деб  аталади.

М и с о л л а р .  1. (Е , р) метрик фазо берилган булсин. V  х 0 Е Е  нук;тани олиб, 
уш бу

Х 0, Х 0, . . . ,  X q, . . .

кетма-кетликни з^осил ^иламиз. Равшанки, бу  я^инлашувчи кетма-кетлик бу л а ди .
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2 . (Е, р) метрик фазо берилган булиб, бу  фазо х,еч булмгганда иккита турли 
ну^таларга эга б^лсин. Б у нуцталарни х 0 ва х г билан белгилаб (х0 ф х ъ  х 0 £ Е  
Xi£E).

Х0, Xl t  Xq. Хг , . . .  , Х0, Х\ .  ■ . ■

кетма-кетликни тузамиз. Бу кетма-кетлик якинлашувчи эмас.
3 . (Q, р) метрик фазода ^уйидаги

! Л  1  JL

(Ч-)’ (1+1M‘H)’ •••’(1+7)’ •••
кeтмa-кeтликлapни царайлик. Б у  кетма-кетликларнинг биринчиси | — |  нинг лимита

О га тенг (0 £ Q). Д ем ак, (Q, р) метрик фазодаги | — |  кетма- кетлик якинлашувчи 

булади.

Иккинчи кетма-кетлик — j  j  нинг лимита е га тенг:

lim  (1 + — f  =  e
л-̂ оо \ п )

(каралсин, 1-цисм, З -б о б , 8-§) .  Биро^ e £ Q .  Д ем ак, (Q, р) метрик фазода { ( 1 +
1

- |-  —  > кетма- кетлик якинлашувчи эмас.

Энди, хусусий ^олларда, (Е , р) метрик фазо сифатида (R,  р), (R m , р) ва 
(С  [а , ft], р) фазоларни олиб, бу  фазоларда кетма-кетликнинг масофа буйича якин- 
лашувчилиги тушунчасини изо>;лаб утамиз.

(R,  р) метрик фазодаги {хп}:

* i ,  х 2, • • х п, . . . (xn £ R ,  п  =  1 , 2 , . . .)

кетма-кетлик ха^и^ий сонлар кетма- кетлиги булиб, унинг масофа буйича я^инля- 
шиши, 1-к;исм, 3 - бобда урганилган сонлар кетма- кетлигининг я^инлашишидан ибо- 
рат.

( Rm , р) метрик фазодаги {х '}■’

*<», х<2>, . . х(п\ . . . (xfn)e R m, П =  1,2, . . .)

кетма-кетлик R m тупламнинг х ^  — (х\п\  х ^ \  . . ., xff) (п =  1 , 2 ,  . . .,) нуЦтала- 
ридан иборат кетма- кетлик булиб, унинг масофа буйича я^инлашиши координаталар 
буйича якинлашишни билдиради (царалсин 12- боб, 2-§) .

(С [а, Ь], р) метрик фазодаги' ) i  (х). (х), . . . .  f n (х), ■ ■ . , f n (х) 6 С [ a , b I; 
п —  1 , 2 , . . .  кетма-кетлик функционал кетма-кетлик булиб, унинг масофа буйичп 
я^инлашиши 1 4 -бобда батафсил урганилган текис якинлашишни ифодалайди.

Энди метрик фазода якинлашувчи кетма- кетликларнинг хоссаларини келтира
миз.

1°. Агар (Е , р) метрик фазода {хп \  кетма-кетлик якинлашувчи булса, бу кет 
ма-кетликнинг лимита битта булади.

И . с б о т .  {хп } (хя 6 £ ,  п —  1,2. . . .) кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг 
лимита иккита: а  ва Ь (а 6 Е, b 6 Е) булсин:

lim  р (хп , а) =  О, lim  р (хп , Ь) =  О,
Л->оо П—><Х)

яъни V е > 0  сон олинганда хам шундай n 0 (:N  топиладики,"У п  >  п 0 да р ( х п , а ) <  
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<  “ . шунингдек ш у 8 >  0 учун шундай п 0 £ N  топиладики, V п  >  п 0 да

8  —  —

Р (*/z> Ь) булади. Агар /г0 =  ш ах (л , я 0 ) дейилса, унда V п >  п0 да бир ва^тда

8  8
Р (*«> ß ) < " ,  р (*« , 6) < —  булади. М асофа таърифидаги 3 - шартдан, яъни уч-

бурчак тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:

Р (а, 6) <  р (а, *„) +  р (*я , 6).

Д ем ак, V е  >  0  ва V п >  п 0 учун р (а, Ь ) < в  булиб, ундан р (а, 6) =  0 булиши  
келиб чи^ади. Масофа таърифидаги 1°-ш артга кура а =  Ь булади.

2°. Агар (£ ,  р) метрик фазода {хп } кетма- кетлик яцинлашувчи булиб,

1 im х п =  а  (а £ Е)

булса, у  ^олда бу  кетма- кетликнинг з^ар ^андай кисмий кетма-кетлиги {хп } (% <

<  П ц <  . . . < n k C .  . .) ^ам я^инлашувчи булади ва lim  *  =  а.
k—>20

И с б  о т .  {х„} кетма-кетлик яцинлашувчи булиб, унинг лимита а  га тенг б ул .  
»спи; l i m х п =  а. Б у  {хп } кетма- кет ликнинг *Л1> .............хп , . . . цисмий

кетма- кетлигини олайлик.
Модомики х.п а экан, унда V s  >  0 сон олинганда хам шундай п0 6 N  топила­

дики, У - л > П (  учун р (х п, а) <  8 булади. k-*-  оо да п/¡-*- оо булишидан m ^ N  то- 
ииладики, пт > п 0 булади. Демак, k >  т=> щг >  п0 =>- р (хп , а ) <  8. Б у  эса

lim  = а  эканлигини билдиради.
к—>оо

3- §. Коши теоремаси. Туляк метрик фазо

Биз юкорида R  даги (1-цисм , З -б о б , 10 -§ ), R m даги ( 1 2 -боб, 2-§) ,  С [я, ¿] 
диги ( 1 4 - боб, 2- §)  кетма-кетликларнинг я^инлашувчи булишлари учун уларнинг 
(|)ундаментал булишлари зарур ва етарли эканлигини (Коши теоремасини) куриб ут- 
дпк. Математик анализнинг бу  му^им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун хам  
\ 1>инли буладими деган савол турилади. Аввало, фундаментал кетма- кетлик тушун- 
Исини киритайлик.

(Е, р) —  ихтиёрий метрик фазо, {хп }:

х 1; х 2, , х п , . . .  (хп Е Е ,  п =  1 , 2 , . . . )

•уидаги бирор кетма-кетлик булснн.
1 5 . 9 - т а  ъ р и ф .  Агар у е > О с о н  олинганда з$ам шундай n 0 £ N  топилсаки,

V п >  п0 ва V т  >  п 0 лар учун р (.хп, х т } <  s  булса, {хп } фундаментал кетма- 
[цстлик дейилади.

R,' R m , С [а, b] фазолардаги фундаментал ва фундаментал Зулмаган кетм а-кет- 
ликларга мисолларни биз юкорида курган эдик. Яна битта мисол сифатида (Q, р) 
Метрик фазодаги

0 + т ) - 0 + т ) - (15-5)
Нитма- кетликни келтирайлик. Q ^ R  булгани сабабли (15.5) ни R  даги кетма-кетлик  
■А цараш xflM мумкин. R  да б у  кетма- кетлик я^инлашувчи, яъни

Hm l l  +  Ц - . е .
tl—>оо \  п  /

K">4ii теоремасига кура j i l - j - ' —  j  |  кетма-кетлик фундаменталдир. Q дакиритилган



масофа R  даги р (х, у) =  / х  —  у  I масофанинг айнан узи булгани учун i -f- —  j  J

кетма- кетлик (Q. р) да ^ам фундаменталдир.
Ихтиёрий (Е , р) метрик фазо берилган булсин. Ундаги барча якинлашувчи ксг> 

ма-кетликлар тупламини L  (£ ) , барча фундаментал кетма-кетликлар тупламиии 
Ф  (£ ) деб белгилайлик.

Ю корида биз келтирган Кош и теоремаси R ,  R m , С [а, Ь\ лар учун L  (£ )= Ф  (/:') 
эканини билдиради.

15 . 1 - т е о р е м а .  И хт иёрий  (£ ,  р ,  метрик фазо учун  L (£ )  сг ф  (£ ) ,  я ъни  
кандай якинлашувчи кетма- кетликлар фундаментал булади.

И с б о т .  >^а^и^атан ^ам, {хп } (хп £ Е .  п —  1 , 2 ,  . . .) якинлашувчи булиб,

lim  хп =  а (а Е Е )

булсин. Яъни V е  >  0  сон олинганда хам, шундай п 0 Е N  топиладики, у п  >  /;„ 
учун

Р (*„• а) <  J

тенгсизлик бажарилсин. Масофа таърифидаги 3 е- шартдан фойдалаииб, V п > п 0 по
V т  >  п 0 лар учун

Р (хп , х т) <  р (х„, а) +  р (а, х т) <  +  - |  =  е

булишини топамиз. Б у  эса, {хп } нинг фундаментал кетма-кетлик эканини билдиради. 
Теорема исбот булди.

Аммо Ф (£ )  с  L  (£ )  муносабат, яъни ^ар цандай фундаментал кетма- кетлик 
нинг якинлашувчи булиш и ихтиёрий метрик ф азо учун турри булавермайди. Б о т  
цача ай'тганда, шундай метрик фазо ва унда шундай фундаментал кетма-кетлик m  
пиладики, у  якинлашувчи булмайди.

Мисол сифатида (Q, р) фазони ва ундаги (15 .5 ) кетма-кетликни карашимиз мум 
кин. Б у  кетма-кетлик, курсатганимиздек, фундаментал б у л са -д а , якинлашувчи эм,к , 
Яна бир мисол келтирайлик.

(С [0; 1 ], р) метрик фазода цуйидаги {х п }:
1 , X, X2, . . .,  х п , . . . 

кетма- кетликни олайлик. Б у  фундаментал кетма- кетлик булади. Ха^н^атан ^ам,
Г ИЛ|- 8 >  0  сонга кура п0 =  —  деб олинса, унда Л)- п > п 0, V  т > п 0 учун  

е21 1
р2 (х " , х т) =  j  (хп -  х ту  dx  =  J  [x 2« +  х*т -  2хп+ т] d x  =

о о
1 1 1 1 1 1 2

_ _ --------------- I ---------------_  2  -----------------------< -----------4 -  ■■—  <  —  • —  « С  е2
2 п  +  1 2m-j- 1 п  +  т +  1 2 п  2 т  2 п 0

ва демак,
р (х п , х т ) <  е

булади.
Бирок бу  { х п} кетма-кетлик (С [0 , I] , р) метрик фазода якинлашувчи >мш 

(чунки
„ ( 0, агар 0 ^  х  <  1 булса, 

f  {х) =  lim  х  =  { , ,
[  1 , агар х  =  1 булса

булиб, /  ( х ) £ С  [а, Ь]).
Ш ундай килиб, баъзи бир метрик фазоларда з^ар ^андай фундаментал кетма 

кетлик якинлашувчи булар экан, баъзи бир метрик фазоларда ^ар ¡^андай фундамвН 
тал кетма-кетлик 5$ам якинлашувчи булавермас экан.

15 . 10- т а ъ  р и ф .  (£ , р) метрик фазо берилган булсин. Агар бу  фазода Ф (/;') * 
cz L  (£ )  булса, яъни э̂ ар кандай [хп ] фундаментал кетма- кетлик якинлашувчи Opi 
са, ( £ ,  р) тулиц метрик фазо деб  аталади.
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М и с о л л а р .  Ю ^орида, 1 -§  да келтирилган (/?, р ), (R m , р), (С [а, Ь], р), (т, р), 
(с, р) метрик фазолар тули^ метрик фазолар булади.

(R,  р) фазонинг туликлиги 1-кисм, 3 - боб, 10- § да келтирилган теоремадан, 
(Rm , р) фозонинг т;ули1уш ги !2 -б о б , 2 -§  да келтирилган теоремадан (С [а, Ь], р) 
метрик фазонинг TÿflHMHrn эса 1 4 -боб, 2 - §  да келтирилган теоремадан келиб чи­
тали.

Энди (т , р) метрик фазонинг туликлигини курсатамиз. Б у  метрик фазода
w  {хп = - а [ п>, ÿ2n) ............&в). • • • ) € « )  кетма- кетлик фундаментал кетма- кетлик
булсин. Фундаменталлик таърифидан: V е  >  0 сон олинганда хам, шундай n0 Ç.N то- 
ниладики, V « > n 0, V р  >  «о УЧУН

Р (*„■ х р) <  е,
яъни

Р (хп> хр) =  S“P I I <  8
булади. Демак, V к  Ç N  хамда V «  >  п 0, V р >  п0 учун

булади. Бундан {£(")} =  { ! (1), l lf ,  ■■■ , ё*”*, . . .}  сонлар кетма- кетлигининг ф унда­
ментал кетма-кетлик экани келиб чи^ади. Унда Кош и теоремасига мувофи^ (1-кисм,  
З -б о б , 10- §) бу кетма-кетлик якинлашувчи б\/лади:

lim  ê (? =  I*  (V  k £ N ) .  (1 5 .6 )
о о о

Энди х =  ( i i ,  Í 2, . - -  h ,  ■ • •) нинг т  тупламга тегишли булишини курсата-
M1I3.

Аввало, х п 6 гп эканлигидан шундай М п сон м авж удки, у  к  Ç N  учун  

1 ^ \ < М п  (л  = 1 . 2 ,  . . . )

Оулади. Иккиичи томондан {хп } нинг фундаменталлигидан топамиз:
V е  >  0  олинганда хам шундай n0 Ç N  топиладики, V  п >  п0 ва V  Р >  п0 учун

V к  6 /V да

1 i (* — &  I < 8 (15.7)
булади. Ю коридаги тенгсизликлардан V п  >  п0 учун

м «о+|“ е < ^ )<М "о+1+ Е  (15-7)
нуиосабатларга эга бу-ламиз. Б у  тенгсизликлардан, п-*-  оо да V к Ç N  учун

Мп0+1- * < £ < Мп0+1+ *
м'либ чицади. Д ем ак, х  ~  ( i x, g2, . . . ,  \ k , . . .) кетм а-кетлик чегараланган экан, 
яъни х  6 т.

Юкоридаги (15.7)  муносабатдан п  >  п„ булганда sup 1 —  %k I ^  s  эканлиги
k

келиб чи]\ади. Б у эса s (x n , х ) <  8 булишини ифодалайди. Д ем ак, lim  р (хп , х)  =  0,
М-->О0

иьни {х п } кетм а-кетлик якинлашувчи.

Шундай-. цилиб, (т, р) метрик фазодаги ихтиёрий \ х п] фундаментал к етм а-кет­
ликнинг якинлашувчи булишини курсатдик. Д ем ак, (т , р) —  тули^ метрик фазо. 

Худди шунга ÿxш aш  (с, р) метрик фазонинг тулицлиги курсатилади.
Ю^орида келтирилган мисоллар (Q, р) ва (С [0 , 1], P i) метрик фазоларнинг 

tÿjmrç эмаслигини курсатади. 1 5 .1 -теорема ^амда тули^ метрик фазо таърифидан 
цупидаги .теоремага келамиз.

15 . 2- т  е о р  е м а  ( К о ш  и т е о р е м а  си) .  (Е,  р) т Ц лщ  метрик фазо булсин.  
hu фазода Ф (Е) =  L  (£ ) ,  яъни  {хп } (хп £ Е ,  п — 1, 2 , . . , )  кет м а-кет ликнинг  
•щинлашувчи булиш и учун  уни нг  фундаментал бдлиши зарур  ва етарли.

Ту'ли^ метрик фазоларда R  даги ичада- ич жойлашган сегментлар принципи (1- 
i.itrin, З -б о б , 8-§) ,  R m даги ичма-ич жойлашган шарлар принципи ( 1 2 - боб, 2 -§ )к а б и . 
ирипцип уринли бÿлaди.
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( £ ,  р) метрик фазо берилган булсин. Марказлари х п (х п £ E t п —  .1,2, . . .) нуц- 
таларда. радиуслари гп (гп С n =  1,2 , . . .) булган уш бу

5 1 =  S 1 (x j.  r1) = { x i E :  р (х,
5 2 — S 2 (х2, г2) =  {х£Е:  р (х, х 2) <  г2}>

5 /г — S n f  п ) \Х Е Е . р (х, х п ) ^  / п },

шарлар кетма-кетлиги {'Sn } берилган булсин. Агар бу кетма-кетлик учуй куйидаги
■Si —> S 2—1 . . .  ^  S n  . . . 

муносабат уринли булса, у  з^олда {Sra } — ичма-ич жойлашган шарлар кетма- кетли- 
ги деб аталади.

1 5 .3 - т е о р е м а .  (Е , р) — тЦлик; метрик фазо булсин. Б у фазода {Sn } ичма- 
ич жойлашган шарлар кетма-кетлиги булсин. Агар п — сода шар радиусларидан 
иборат  {гп } кетма- кетликнинг лимити ноль б 1]лса , яъни

lim  /-„ = 0 ,
П ~ >  00

у  %олда барча шарларга тегишли булган х0 (х0 £Е ) нук^та мавжуд ва ягонадир.
Бу теоремнинг исботи 12- боб. 2- § да келтирилган R т даги ичма- ич жойлашган 

шарлар ^а^идаги теореманинг исботига ухшашдир.

4- §. Больцано — Вейерштрасс теоремаси. Компакт метрик фазолар
Биз юкорида R  даги ¡1-чисм, З-боб , 9-§), R m даги (1 2 -боб, 2-§) з̂ ар ^андай 

чегараланган кетма- кетликдан якинлашувчи цисмий кетма- кетлик ажратиш мумкип- 
лигини (Больцано—Вейерштрасс теоремасини) куриб утдик. Математик анализнинг бу 
муз^им теоремаси и х т и ё р и й метрик фазо учун з̂ ам уринли буладими деган савол 
тугнлади.

Аввало. ушбу бобнинг 1- § ида ихтиёрий метрик фазода берилган тупламнинг 
чегаралангаилиги тушунчасн бнлан танишганимизни эслатиб утамиз.

Биз, шунингдек, ихтиёрий якинлашувчи кетма- кетлик чегараланган туплам таш- 
кил килишиии з̂ ам курган эдик. Юкорида айтилганига кура, (R, р), R m, р) метрик 
фазоларда з$ар к,андай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи цйсмий кетма-кет­
лик ажратиш мумкин, яъни бу метрик фазоларда Больцано — Вейерштрасс теоремаси 
уринли булади.

Биро^ бу хол з^амма метрик фазоларда з̂ ам уринли булавермайди. Масалан, 
(т, р) метрик фазони олайлик. Бу фазода ушбу

(1, 0, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, 0, . . . ), (0, 0, 1, 0, . (15.8)
кетма- кетликни карайлик. Бу кетма- кетликнинг барча хадлари куйидаги 

{x€m:s (х, 0 ) <  1} (0 =  (О, О, О, . . . )) 
шарда жойлашгандир. Демак, (15.8) кетма- кетлик чегараланган. Айни пайтда бу
(15.8) кетма-кетликдан якинлашувчи к;исмий кетма-кетлик ажратиб булмайди. Чункп
(15.8) кетма-кетлнкнннг ихтиёрий икки x k ва хп Щ ф п )  элементлири орасидаги масо- 
фа з;ар доим

Р (xk , х п ) = 1 (,г̂ п )
булади.

Демак, баъзи бир метрик фазоларда, ундаги ихтиёрий чегараланган кетма-кет­
ликдан яцинлашувчи пиемий кетма-кетлик ажратиш мумкин (масалан, (R, р), R m ,p )  
фазолар), баъзи бир метрик фазоларда эса, ундаги >;ар ^андай чегараланган кетма- 
кетликдан з̂ ам якинлашувчи цисмий кетма- кетлик ажратиб булавермас экан (маса­
лан, (т, р) метрик фазо).

15.11-т а ъ  риф.  (£ , р) — ихтиёрий метрик фазо. Агар бу фазодаги з̂ ар цандай 
чегараланган {х п } (хп ЕЕ, п =  1, 2, . . .  ) кетма-кетликдан якинлашувчи
{xnkEE. k — \,  2 , . . . ; п 1 < п 2 <  • • » < « / , < . .  .) цисмий кетма-кетлик ажратиш

мумкин булса, (Е, р) компакт метрик фазо деб аталади. Акс зрлда, яъни (£ , (>) 
да шундай чегараланган кетма-кетлик топилсаки, ундан якинлашувчи ^исмий кётма* 
кетлик ажритиб олиш мумкин булмаса, (Е . р) компакт бдлмаган фазо дейилади.

Шундай килиб, ю^оридаги R , R m фазолар компакт фазолардир. ( т ,  р) фази 
компакт булмаган фазодир.
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16- Б О  Б

ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР

Биз 1-цисмнинг 9 -бобида [а, Ь] ораликда берилгаи f{x) функция- 
нинг Риман интеграли тушунчасини киритдик ва батафсил ургандик. 
Интегралнннг баёнида оралицнинг чеклилиги ва функциянинг чегара- 
ланганлиги бевосита иштирок этди. Биз курдикки, ушбу таъриф маъ- 
носида интегралланувчи функдиялар синфи анча кенг экан.

Хуш, [ а , +  ° о )  (ёки (— о о ,  а], ёки (— о о ,  +  о о ))  ораливда берилган 
f{x) функциянинг интеграли ёки {а, Ь] да берилган, аммо чегаралан- 
маган f(x) функциянинг интеграли тушунчаларини ^ам киритиб булар- 
микан? Яъни аввалги интеграл тушунчасини маълум маъноларда умум- 
лаштириш имконияти бормикан деган савол / тугилади. Албатта, умум- 
лаштириш шундай булиши керакки, натижада Риман интегралининг 
асосий хоссалари уз кучини сацлаб цолсин.

Биз ушбу бобда ана шундай умумлашган (ёки хосмас) интеграл- 
ларини кирнтамиз ва урганамиз.

1- §. Чегаралари чекеиз хосмас мтеграллар

1. Ч е г а р а л а р и  ч е  к с м з  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .  
Бирор f{x) функция [а,-\- о о ) ораликда берилган булиб, бу оралик- 
нинг исталган fa, t ] ( a < / < - f  о о ) кисмида интегралланувчи (царалсин,
1-цисм, 9-боб), яъни ихтиёрий / ( /> а )  учун ушбу

t
J  /  (х) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, каралаётган функция ^амда 
олинган t га боглик; булиб, тайин /(х) учун у факат t узгарувчининг 
функцияси булади:

j f ( x ) d x = F ( t ). (16.1)
V

Натижада (16.1) муносабат билан аник,ланган F (/) ( ¿€ ( я , +  °о)) функ­
ция га эга булаь}из.

16.1-т а ъ р и ф .  Агар t--*- +  оо да F(t)  функциянинг лимита мавжуд 
булса, бу лимит f  (х) функциянинг [а ,+  о о ) ораликдаги хосмас интег­
рали деб аталади ва у

-{-оо

] /  (х) dx
а

каби белгиланади. Демак,
-f-OO t

f f ( x)dx  =  l imf' (i) =  lim ff(x)dx,  (16.2)
a f*°° /-»-f-co ^

16.2-т а ъ р и ф .  Агар ¿-> +  oo да F(t) функциянинг лимита мав­
жуд булиб, у чекли булса, (16.2) хосмас интеграл якинлашувчи дейи-

197



лади, f(x) эса чексиз [а, +оо)  ораликда интегралланувчи функция 
деб аталади.

Агар да F(t)  функциянинг лимити чексиз булса, (16.2)
интеграл узоцлашувчи деб аталади.

функциянинг (— оо, а] ва (— оо, +  оо) оралицлар буйича хосмас 
интеграллари хам юкоридаги каби таърифланади,

f{x) функция (— оо, а] ораликда берилган булиб, бу оралик,нинг 
исталган [т, а] (— о о < т< а )  цисмида интегралланувчи, яъни

а

jf(x )d x = Ü 1(x)

интеграл мавжуд булсин.
16.3-т а ъриф.  т-э---- оо да Ф(т) функциянинг лимити lim Ф(т)

Т—►—оо
мавжуд булса, бу лимит f (х) функциянинг (— о о ,  а] ораливдаги хос­
мас интеграли деб аталади ва у

а

j  f {x)dx
--- СО

каби белгиланади. Демак,
а а

f f (x)dx — П тФ (т) =  lim Гf (x)dx  (16.3)
—со —00 *—°°Т

16.4-т а ъ р и ф .  Агар — оо да Ф(т) функциянинг лимити мав­
жуд булиб, у чекли булса, (16.3) интеграл яцинлашувчи дейилади, 
f(x) эса чексиз ( — оо, а) ораликда интегралланувчи функция деб 
аталади.

Агар т ->  — оо да Ф(т) функциянинг лимити чексиз булса, (16.3) 
интеграл узоцлаигувчи деб аталади.

f(x) функция (— оо, +  оо) ораликда берилган булиб, бу ораликнипг 
исталган [т, t] (-г  оо <  т <  t  <  +  оо) цисмида интегралланувчи, яъни

t
\ f  (х) dx =  \р (т, t)

X
интеграл мавжуд булсин.

16.5-та -ъ р и ф .  г->---- оо, ¿->-+оо да -ф (х, t) функциянинг лимити
Нтг|з(т, t)

¿-*-{-00
мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг чексиз (— оо, +  °о) op.i 
ливдаги хосмас интеграли деб аталади ва у

+°°
] /М  dx

— СО

каби белгиланади. Демак,
-{-СО t

f f (х)dx =  lim \|) (т, t) =  lim Jf(x) dx (16. И
__OQ X—>— oo t - > — OO ^

/-.->-{-00
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16 .6-таъриф.  Агар г -s---- оо, t - +  -j- 00 да "ф(х, /) функциянинг
лимита мавжуд булиб, у чекли булса, (16.4) интеграл якинлашувчи 
дейилади, ¡(х) эса чексиз (— оо, +  оо) ораликда интегралланувчи 
функция деб аталади.

Агар т-н>—  о о ( оо да i|; (т, t )  функциянинг лимита чексиз
булса, (16.4) интеграл узоклашувчи деб аталади.

Аниц интеграл хоссасига кура у-а  6 R  учун
t a t

(х) dx  =  I /  (х) dx +  \ f  (x) dx
% '% a

—J— CO

булишини эътиборга олсак, у хрлда | f (x)dx  нинг мавжуд булиши
—  оо

(I -f-oo

j f {x)dx  ва \ f (x)dx  интегралларнинг хар бирининг ало^ида-ало^ида
—оо а

мавжуд булишидан келиб чикади. Бинобарин, уни куйидагича хам 
ини^лаш мумкин булади:

-}-со О оо

j f  (х) dx — J f ( x ) d x +  J f (x)dx ( y a £ R )
— 00 — CO Cl

16.1-эс л а т м а .  Ю^орида [a, - f  °°) ((— 00, ß]i (— 00 , -f- 00)) да 
берилган f(x) функциянинг хосмас интеграли тушунчаси F (t) (Ф(т),
'I’Cb t) нинг о°, (т-*---- 00, t-*- +  00) да лимити мавжуд булган
Доллар учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узок/тшувчилиги
търифланди. Маълумки, F(t)  (Ф(т), ijj(т, t)) нинг ¿-*- +  оо (т-s---- 00 ,
/->-)- 00) даги лимити мавжуд булмаган хрл ^ам булиши мумкин. Бу 
\олда биз шартли равишда f(x) нинг хосмас интеграли

- fo p  /  О + с о

j  / (х) dx I j  f(x)dx,  j  f (x)dx
a  ■ \ — со — со

узои;лашувчи деб кабул киламиз
Шундай ^илиб, хосмас интеграл тушунчаси аввал урганилган Ри­

мам интеграли тушунчасидан яна бир марта лимитгг, утиш амаали ор^а- 
ли юзага келар экан. К,улайлик учун куйида биз купинча «хосмас ин- 
юграл» дейиш урнига «интеграл» деб кетаверамиз.

М и с о л л а р. 1. Уш бу
-j-co

j" е~ е(1х
о

Нптегрални ^арайлик. Таърифига кура  
+00

e ~ x d x  =  Um  Г е ~ х ^ х
/-+ «J

(Ц’либ,

f  (0 =  +  1 

°
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булганлигидан эса

Пга Iе х х̂ — 1 
<-»+»0

булади. Д ем ак, берилган хосм ас интеграл, якинлашувчи ва

I '¿х =  1.

2 . К,уйидаги

с1х

1 +  Х2

интегрални ^арайлик. Х осм ас интеграл таърифига кура  

!  ¿)£ 0
' 1 ■—оо

булади. Д ем ак, интеграл’'я^инлашувчи ва

ёх

•1 Г

дх. ¡т  I — — =  Нт (— аг^я т) =  —
- | -  X2 Т- * — оо ~  1 +  X -  %-Зг—оо 2

+  х 2 2 ’

3. Уш бу
+ ° °

с1х
1 - \ ------ {а >  0, а  >  0) (16.5)

интегрални я^инлашувчиликка текширинг. Равшанки, [а , /]  (а  >  0) ораливда /  (х ) —

функция узлуксиз б у л и б ,
Г ¿X 

„ а
мавжуд булади. Куйидаги з^олларни ка-

райлик:
а) а  >  1 булсин. Б у  ^олда

<
П т

ОО
[ М  =  П т  — I -
3 ха ^+°° 1 —

булади. Демак, а > 1  булганда берилган интеграл якинлашувчи б у л и б ,

+?°  йх —ОС
а X..а а — 1

булади.
б) а  <  1 ва а  =  1 булган да эса, мос равишда 

I
<1х =  П т

1 (¿ 1 -а _ а1 а̂  =  _ | _ 0 0 )

ха

г
йх == П т  (1п I —  1п а) =  +  оо

/_>_|-ooJ X а
а

булади. Демак, а < 1  булганда берилган интеграл узоцлаш увчи булади. 
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4 -00

Г J L  (а >  0, а  > 0 )
J Xaа

хосм ас интеграл а  >  1 булганда я^иилашувчи, 0 <  а  ^  1 булганда эса узо^лашув- 
чи булади.

4. Уш бу
4-00 
j cos x d x

О
хосм ас интеграл, юкоридаги келишувимизга кура узо^лашувчидир, чунки да

t

F (t) =  f cos x d x  =  sin  t 
b

функция лимитга эга эмас.

+ о о  t

Юкорида j' f(x)dx хосмас интеграл F (t) =  [ f  (x)dx интегралнинг
о. a

oo даги лимити сифатида таърифланди. Cÿnrpa бу хосмас интег­
рал мавжуд (мавжуд эмас) дейилищи ÿprmra хосмас интеграл якцнла- 
шувчи (узоклашувчи) дейилди. Бундай дейилишининг боиси, бнр то- 
мондан, хосмас интегралнинг лимитга утиш амали билан таърифланиши 
булса, иккинчи томондан унинг, цаторлар билан ÿxшaшлигидиp. Маъ-

СО п

лумки, 'У,ак цатор F (ri) = 2  S  к.исмий йигиидининг п-*- +  оо даги 
k=i *=i 

лимити сифатида таърифланиб, бу
ОО п
V  ak =  lim F(n). =  lim £  ak

k  =  l  n -> -fo o  /l-»  +  00

лимит чекли булганда катор яцинлашувчи, чексиз булганда ёки мав­
жуд булмаганда эса к>атор узоклашувчи деб аталар эди.

Биз цуйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини ÿpraHap 
эканмиз, уларни, асосан, f  (х) функциянинг [a, -foo] оралик, буйича+оо а
олинган [ f{x)dx интеграли учуй келтирамиз. Бу хоссаларни j  f  (x)dx

а —оо
- fo o

ёки [ f  (x)dx каби хосмас интеграллар учун з̂ ам тегишлича баён этиш
------00

мумкин. Бу ишни китобхоннинг ÿ3Hra ^авола киламиз.
2. Я ц и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а -  

ри. Риман интегралини умумлаштиришдан хосил килинган яцинлашув- 
чи хосмас интеграллар ^ам шу Риман интеграли хоссалари сингари 
хоссаларга эга.

f(x) функция [а, + оо) ораликда берилган булсин.
-{-со

Г . Агар f(x) функциянинг [а, +  °°) оралик; буйича] j  f(x)dx ин-
а

Шундай килиб
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теграли якинлашувчи булса, бу функциянинг [Ь, .+ 00) (а <  Ь) оралик.
+оо

буйича J  f {x)dx  интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. 
ь

Бунда
-г о о  о т о о

Sf(x)dx =  S f (x)dx +  U ( x ) d x  (16.6)
а а Ь

булади.
И с бот.  Ани^ интеграл хоссасига кура

J f (x)dx — U ( x ) d x  +  J f {x)dx ( a < / < o o )  (16.7)
a a b

булади.
■+00
j  f(x)dx  интеграл якинлашувчи, яъни
a

4"0O t

j f (x) dx =  lira J f (x) dx
a  ¿-t> -f- oo a

лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкоридаги (16.7) муносабатни ушбу 
t t ь

j" /  (x) dx =  j  /  (x) dx — ^f  (x) dx
b a a

куринишда ёзиб, i-*- +  oo да лимитга утиб ^уйидагини топамиз: 
t  t Ь + 0 0  Ь

lira f  f (х)dx — lira f f  (x)dx— Cf (x)dx  =  С f ( x)dx  — f  f {x)dx.  
г^+ooj ¿^+ooJ J  ,) J

Бундан эса j" f (x)dx  интегралнинг якинлашувчи ва 
ь

" |“ 0 0  Т О О  и

j  f (x)dx =  \  f (х) dx — J  f (x) dx,
b a a

яъни
+ oo  * + ° o

j  f(x) dx =  [ f  (x) d x +  j  /  (x) dx
а а Ъ

эканлиги келиб чи^ади.
+ оо

Худди шунга ухщаш J  f (x)dx  интегралнинг якинлашувчи булиши-
ь

4*00

дан f f(x)dx интегралнинг хам якинлашувчи хамда (16.6) формула-
а

нинг уринли булиши курсатилади.
*}"0О + о о

2° Агар f f (х) dx интеграл якинлашувчи булса, у хрлда j  cf (х) dx
а с
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интеграл з̂ ам якинлашувчи булиб,
+оо +СО
j  cf (х) dx =  с Г /  (х) dx

булади, бунда с — const.
3°. Агар -\/-х£[а, +  оо) да  / ( х ) >  0 булса, бу функциянинг хос­

мас интеграли
+ 00

J  f (x)dx

булади.
Энди f(x) функция билан бир ^аторда g(x)  функция хам [а, + оо) 

ораликда берилган булсин.
+ с ' Я 1 • |

4°1°. Агар j f(x) dx ва j g  (.v) dx интеграллар якинлашувчи булса,
а а

+ оо
у хрлда j  [ f ( x ) ± g ( x ) } d x  интеграл хам якинлашувчи булиб,

а
+оо + оо -too

[ I f(x) ±  g(x) |  =  j  f (x)dx  ±  j  g(x)dx
a a a

булади.
16.1-натижа. Агар fl (x), f2(x), . . . , fn (x) функцияларнинг xap

4~oo

бири [a, +  оо) ораливда берилган булиб, j  fk(x)dx ( k =  1, 2, . . . , n)
a

интеграллар якинлашувчи булса, у хрлда
4 -0 0

[ lctfi(x ) +  c2h (x ,+  ■ • • +Cnfn{x)]dx  (сй =  const, k = \ , 2 , n)
a

интеграл х;ам якинлашувчи булиб,
+оо + СО

j  [Cifi(x) +  C2h (x )+  . ■ ■ + c nfn(x)]dx =  Сг j  f1(x)dx +
a a
-boo ~r oo

4 -c2 j  f2(x)dx +  . . . +  Cn J  fn{x)dx булади.
a a

5°. Агар \ f -x£[a ,  +  оо) учун f ( x ) < g ( x )  тенгсизлик уринли
TOО + 00

булиб, J  f (x)dx  ва j" g(x)dx  интеграллар якинлашувчи, булса, у
а а

хрлда
+  оо + 0 0

J /  (х) dx <  j" g  (x)dx
а а

булади.
Юцорида келтирилган 2° — 5°-хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

я^инлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
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У р т а  ^ и й м а т  ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а .  f(x)  ва g(x)  функциялар 
[а, +  оо) ораликда берилган булсин. Шунингдек f(x) функция шу ора­
ликда чегараланган, яъни шундай т ва М  узгармас сонлар мавжудки, 
Y x £  la, +  оо ) учун

т <  /  (х) <  М
булиб, g (х) функция эса [а, +  °° ) да уз ишорасини узгартирмасин 
яъни V х£[а,  +  оо ) учун ^ар доим g (.*;)> О ёки g(x) ^  О булсин..

—{—со -j-co
6° Агар \ f ( x ) g  (х) dx ва [ g(x) dx интеграллар я^инлашувчи

а а
булса, у хрлда шундай узгармас ц (т <  [х <  М)  сон топиладики,

-{-со -{-со
J f(x)g  (х)dx =  ,11 j  g (x) dx (16.8) j
a a

тенглик уринли булади.
И с бот.  Юкррида келтирилган g(x) функция [а, +  °° ) ораликда |  

манфий булмасин: g ( x ) > 0 ( Y x £ i a ,  +  °° ))• У хрлда
m g { x ) ^ f ( x ) ' g ( x ) ^ M g  (х)

булиб, унда эса (Риман интегралининг тегишли хоссасига кура) 1
I t t 1

т f g (х) dx <  (' /  (х) g ( x ) d x < M  f g (x) dx булишиии топамиз. Кейинги,.
a a a

тенгсизликларда t - y  +  <x> да лимитга утсак,
- j-o o  -f-c o  + o o

m Jg  ( x ) d x <  \ f {x)  g (x) dx <  M  [ g (x) dx (16.9)
a a a

эканлиги келиб чикади.
Икки хрлии к;арайлик:

—j- оо

а) [ g (х) dx — 0 булсин. У хрлда
а

-{-о о

J f ( x)g(x)dx  =  0
а

булиб, бунда р. деб т <  р. <  М  тенгсизликларни ^аноатлантирувчи 
ихтиёрий сонни олиш мумкин.

-{-СО

б) f g (;с) d;c >  0 булсин. Бу хрлда (16.9) тенгсизликлардан
а

—{-оо

.' f (х) S М dx 
т <  —-------------- - <  М

-{-оо

J g  { x )d x
а

булиши келиб чикади. Агар
-{-СО

f i ( x ) g  (jc) dx

M = — --------------- -
-{-СО

j  g  (x) clx
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4“00 -{-со
I  Кх) 2 (х)с1х =  11 |  g (х) <1х
а а

булади.
[а, +  оо ) ораликда §(х) < 0  булганда (16.8) формула худди шунга 

ухшаш исботланади. Бу 6°-хосса у  рта киймат хащдаги теорема деб 
^ам юритилади.

2- §. Чегаралари чексиз хосмас интегралларнинг яцинлзшувчилиги

+С О

Энди [а, +  оо) ораликда берилган ¡(х) функция | / (х)с1ххосмас
а

интегралинннг якинлашувчилиги шартини топиш билан шугулланамиз.
-{-СО

Маълумки, ]' f ( x )dx  интегралнинг якинлашувчилиги ¿ - > +  оо да
а

РЦ) =  \{(х )(1 х  (/ >  а)
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланар эди. Бино-
-{-оо

барин, \ ! ( х ) й х  интегралнинг якинлашувчилиги шарти, +  оо да
а

И ф  функцияниг чекли лимитга эга булиши шартидан иборат. Биз 
функциянинг чекли лимитга эга булиши ^акидаги теоремани дастлаб 
монотон функция, сунг ихтиёрий функция учун келтирган ■ эдик 
(1-цисм, 4- боб. 5-§, 6-§).

Аввало [а, +  оо ) оралиеда берилган х;амда У я £ [ а ,  +  оо) да ¡(х )>  
> 0  булган функция хосмас интегралининг яцинлашувчилигини ифо- 
далайдиган теоремани келтиргмиз.

1. М а н ф и й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и ­
н и н г  я к и н л а ш у в ч и л и г и .  {(х) функция [а, +  оо) оралицда берил­
ган булиб, У х £ [ а ,  +оо)  да ¡ ( х ) > 0  булсин. Бу ¡(х) функцияни [а, 
+  оо) ораликнинг исталган [а, /] (а <  / <  +  оо ) кцсмида интегралла- 
нувчи деб царайлик. Унда а <  <  4  <  +  00 лар учун

Р (4) =  ]7  М  Лх =  .[ /  (х) Лх +  [ /  (х) с1х =  Т7 (^) +
а а

+  [' /  (х)(1х >
. и

булади. Демак, ¡ ( х ) > 0  булганда ^(/) функция усувчи булар экан. 
Бинобарин, +  оо да РЦ) ^амма вацт лимитга (чекли ёки чексиз) 
эга булади.

Монотон функциянинг лимити ^ацидаги 4.4-теоремадан (1-цисм,
-{-оо

4-боб, 5-§) фойдаланиб, [ ¡{х)йх  интегралнинг якинлашувчилиги
а

шартини ифодалайдиган цуйидаги теоремага келамиз.
- 1 -0 0

16.1-т е о р е м а .  /(х )(/(х ) > 0 )  функция хосмас интеграли ('[(х)с1х
а

деб олсак, унда
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нинг яцинлсииувчи булиши учун, { F (() } нинг юкоридан чегараланган, 
яъни Y t £ (a ,  + 00) учун

F (/) =  j- /  (х) dx <  С (С =  const)
С

булиши зарур ва етарли.
Одатда бу теорема /  (х) (/ (х) >  0) функция хосмас интеграли

-}-оо

(' f ( x)dx  нинг якинлашувчилик критерийси деб аталади.
а

Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айта оламиз.
t

16 . 2 - на т ижа .  Агар { F( t )} =  { [f (x)dx  } туплам юкоридан чега-
а

раланмаган булса, у ^олда j f(x)dx  хосмас интеграл узоклашувчи
а

булади.
2. М а н ф к й  б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л ­

л а р  и н и т а к к о с л а ш  ^ а ц и д а т е о р е м а л а р .
16.2-т е о р е м а .  /(х) ва g(x) функциялар [а, +  ° ° ) ораликда бе­

рилган булиб, У  х£[ а ,  +  оо ) да
0 < / ( x ) < g ( x )  (16.10)

-J-OO -J-CO
булсин. У холда (' g(x) dx якинлашувчи булса, Г f (x)dx уам якин-

а а
-j-c o  -}“ 00

лашувчи булади, (' f (x)dx узоклашувчи булса, Г g(x)dx хам узок;-
а а

лашувчи булади.
4-00

И с бот .  f g (x)dx интеграл якинлашувчи булсин. Унда 16.1-тео-
а

í
ремага кура {G(/)j =  { ¡' g (x) dx j туплам юкоридан чегараланган, яъни

а

G (t) =  [ g(x) d x < C  (С — const)
a

булади. (16.10) муносабатга асосан Y t учун ( t £ ( a ,  + 00))

F (0 — J /  (*) dx <  J g (x) dx =  G (t) <  С
a a 4-oo

булиб, ундан яна 16.1-теоремага кура ( f (x)dx  интегралнинг якин-
а

лашувчилиги келиб чицади.
Д - со

Энди f (x)dx интеграл узоклашувчи булсин. У хрлда { F ( t ) }  =
а

t
=  { \ t (х) dx } юкоридан чегараланмаган булиб,

а t t 
j  f(x) dx <  f g (x) dx
a a
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тенгсизликдан эса {(?(/) — { [ § (х) с1х } нинг ^ам юкоридан чегараланма-
а

ганлигини топамиз. Демак, ю^орнда келтирилган натижага к<j^\g{x)dx

интеграл узоклашувчи. Теорема исбот булди.
- т е о р е м а ,  [а, 4- оо) да g(д:) манфий булмаган фунщиялар

берилган булсин. х -у  +  оо да^-~- нисбатнинг лимити к булсин:
ё(х) 3

П т =  ь,.
*->-¡-00 £ (л;)

гар й < +  оо ва $ ё(х)<1х интеграл якинлашувчи булса, ¡¡{х)йх

интеграл х1ам якинлашувчи булади. Агар /г >  0 ва ' Г £(х)(1х интег-

+ 0
рал узоклашувчи булса, ¡(х)с1х интеграл узоклашувчи булади.

ТА ^  ^
И с б о т .  ( g(x)dx интеграл якинлашувчи булиб, £ < +  оо бул-

? о ^ г г г й г>к̂ ;уг >0 ° т т  щм- шувда‘ í• (í” > '',

\ Щ < г ,
|«(*)|

яъни

№ - £ ) 5 ( х ) < [ ( х ) < ( к  +  г)ё (х) (16.11)
булади.

Шартга кура *^(х)с1х интеграл якинлашувчи. У х;олда + { (к +  

л &)%{х)(1х интеграл ^ам якинлашувчи булади. (16.11] тенгсизликни 

эътиборга олиб, сунг 16.2-теоремадан фойдаланиб, + 1 [(х) йх интеграл- 

нинг я^инлашувчилигини топамиз.
-{-СО

Энди  ̂ g (х) ¿х интеграл узоклашувчи булиб, £ >  О булсин. Агар

^нгсизликни каноатлантирувчи сон олинса хам, шундай
о V о ^  а) топиладики, барча х >  £  учун‘о 

/(*)

булади. Демак, * > £  да
<«>>**

8 ( * Х - Г / М/?!_
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-{-со
булиб, ундан 16.2-теоремага acocan f f(x)dx интегралнииг узокла-

а
шувчилиги келиб чи^ади. Теорема тулик исбот булди.

16 .3-натижа .  lé .3-теорема шартларида агар 0 <  k < +  оо булса,
-{-оо -{-оо

у холда [ f {x)dx  ва [ g (x) dx ннтеграллар бир вак;тда ёки якинла- 
а а

шувчи, ёки узоклашувчи булади.
Одатда, бирор (мураккаброк) хосмас интегралнииг якинлашувчилиги 

хакидэ аввалдан якинлашувчилиги ёки узоклашувчилиги маълум бул- 
ган хосмас интеграл билан солиштириб хулоса чш^арилади. Хусусан,

-{-оо + о о  ^
текширилаётган [ f(x)dx ( / ( х ) >  0)) шггегрални [ ( а > 0 ,  с с > 0 ,

'а а х
^аралсин, (16.5)) интеграл билан солиштириб ^уйидаги аломатларнн 
хрсил ^иламиз.

Í3. Агар х нииг етарли катта ^ийматларида ( х > х 0> а )

булса, у холда V х >  х0 учун ср (х) <  с <  +  оо ва а  >  1 булганда
-f-oc

[ f(x) dx интеграл я^инлашувчи, ср (х) >  с >  0 ва а  <  1 булганда
а

-{-оо

[ f(x)dx интеграл узоклашувчи булади.
а

И с б о т .  Аргумент х нинг етарли катта ^ийматларида 

/ ( * ) = - - ?  (х > хо)X

булиб, ф (х) <  с <  +  оо ва а  >  1 булсин. У холда

f (x)= У--х- <  —
+ ° °  ¿х

булиб, а > 1  да [ —  интегралнииг якинлашувчилигига х^мда 16.2-
а х

-{ -С О

теоремага асосланиб, [ f (x)dx  интегралнииг я^инлашувчи булишишг
а

топамиз.
Агар ' ср (х) >  с >  0 ва а  <  1 булса, унда j —  интегралнииг

a Xa
-{-со

узо^лашувчилигини эътиборга олиб, яна 16.2-теоремага кура \ f(x)dx:
а

интегралнииг узо^лашувчилигини топамиз. 1°-аломат исбот булди.
2°. Агар х-»- +  сю да f(x) функция —  га нисбатан а ( а > 0 )  тар-

л:
-{-со

тибли чексиз кичик булса, у хрлда f f(x) dx  интеграл а  >  1 булган-
а

да якинлашувчи, а  <  1 булганда эса узоклашувчи булади.
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Бу аломатнинг туррилиги юкорнда келтирилган 16.2-теорема дан 
ундаги g(x)  функцияни деб олинишидан келиб чи^ади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
-{-СО

| е ~ dx
о

интегрални ^арайлик. Равшанки, ихтиёрий х  >  1

-f-00 1 + ° °  -fco
булади. Агар f е ~х2 d x  — f е ~ х‘ dx  +  Г е ~ х * d x  ^амда Г _  интегралниннг

о 'о 1 '1 х 2
и^инлашувчилигини эътиборга олсак, унда 1° -а л о м а т г а  кура берилган интегралнинг 
икинлашувчи эканини топамиз.

2. К,уйидаги

+со jС dx  

х'у X2 +. X

интегрални ^арайлик. Б у  интеграл ос.тидаги функция учуй

1 1 1
^  к/а > 1

булиб, юк,орида келтирилган аломатга кура берилган интеграл я^иплашувчи булади.

3. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я х о с ма с и н т е г р а л н и  н г я к и н л а -  
ш у в ч и л и г и .  Биз [а, +  оо) ораливда берилган f(x) функцнянинг

шу оралиц буйнча олинган j f  (x)dx хосмас интегралини
а

F (t) =  j f ( x ) d x
а

функция /->  +  оо да чекли лимитга эга булган хрлда я^инлашувчи
-{-ОО

деб атадик. Демак, j  /  (х) dx хосмас интегралнинг я^инлашувчилиги
а

тушунчаси, биз аввал урганган тушунча— функциянинг чекли лимита 
оркали ифодаланди. Бинобарин, бу интегралнинг я^инлашувчилик шар- 
ти F (t) функциянинг - f  оо даги чекли лимити мавжуд булиши 
шартидан иборат булади.

_ Мазкур курснинг 1-^исм, 4 -боб, 6-§ ида келтирилган теоремадан 
(Коши теоремасидан) фойдаланиб, цуйидаги теоремага келамиз.

16.4-т е о р е м  а ( Ко ш и  т е о р е м  а с и). Куйидаги хосмас интеграл.
-J-00

J f(x)dx
а
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нинг якинлашувчи булиши учун , V e > 0  сон олинганда ,\ам, шундай 
tn (/0 >  а) сони топилиб, / ' >  t0, t" >  t0 булган ихтиёрий t', t" лар 
учун

\ F ( f ) ~ F { t ' ) \ = \ t] f {x )d x \ < &
г

тенгсизликнинг баясарилиши зарур ва етарли.
Бу теорема назарий ахамиятга эга булган мухим теорема булиб, 

ундан хосмас интегралларнинг як инлашувчилигини аниклашда фойда- 
ланиш кийин булади (аввалги Коши критерийлари сингари).

-[-со

16.5-т е  о р ем  а. Агар J \f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса,
а

"Ь00
у  хрлда j  f (x)dx интеграл хам якинлашувчи булади.

а щ
-{-со

И с б о т .  Шартга кура \\f(x)\dx интеграл якинлашувчи. 16.4-
а

теоремага асосан, Y  е >  О олинганда хам, шундай t0(t0 >  а) топилади- 

ки, t' >  t0, б^лганда Г | /  (х) [ dx <  s тенгсизлик бажарилади,

Аммо
| f f(x)dx  | <  \\f{x)\dx

V  V

тенгсизликни эътиборга олсак, у хрлда

I [ f(x) dx | <  6 
t'

булишини топамиз.
Шундай килиб, Y  е >  0 сон олинганда ^ам, шундай t0 (t0 >  а) то- 

пиладики, f  >  t0, t' >  t0 булганда

1 [ f{x )dx \ < e  
'f +®

булади. Бундан 16.4-теоремага асосан f f(x)dx  интегралнинг я^инла-
. а

шувчилигини топамиз. Теорема исбот булди.
“ Т О О

16.2-э с  л а т м а .  j | f(x)dx интегралнинг узоклашувчи булишидаИ
а

+  со
j f(x) dx интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикавер
а

_ |_оО  _{_оо

майди, яъни баъзи функциялар учун ( | \(х) 1 dx узоклашувчи, |  f(x) <1 \
а а

эса якинлашувчи булади.
Масалан, ушбу

]  [х] d X
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ннтеграл якинлашувчи, аммо

+ “
Ç
1

эса узоклашувчидир.

+ с
dx — I"ÉL

[х]

+=о
16.7-та  ъ р и ф .  Агар f | f (x) | dx интеграл якинлашувчи булса,

а4- со
у хрлда f f (x)dx абсолют якиилашувчи интеграл деб аталади, /  (х)

а
функция яса [a, - f  оо ) ораликда абсолют интегралланувчи функция 
дейилади.

+"
16.8-т а ъ р и ф .  Агар j f(x)dx интеграл якинлашувчи булиб,,

а
4-оо +оо

[ j' } f (x) \dx  интеграл узоклашувчи булса, у ^олда f f (x)dx шартли
а а

якинлашувчи интеграл дейилади.
+ 0 0

Шундай килиб, j' f (x)dx  хосмас интегрални якинлашувчшшкка
а

текшириш ^уйидаги тартибда олиб борилиши мумкин:
+00

Y x £ [ а, +  оо ) да /  (х) >  0 булсин. Бу ^олда j  /  (x) dx интеграл-
а

нинг якинлашувчи (узоклашувчи) лигини 2-§ да келтирилган аломат- 
лардан фойдаланиб топиш мумкин. Бошка холларда /(х) функциянинг

+ 0О
| / (х) | абсолют кийматининг [а, +  оо ) орали^ буйича | \f(x) dx интег-

d
ралини караймиз. Равшанки, кейинги интегралга нисбатан яна 2-§ даги

+ 00

аломатларни куллаш мумкин. Агар бирор аломатга кура | | f(x)dx ин-
а

тегралнинг якинлашувчилиги топилса, унда 16-5-теоремага кура бе- + 00
рилган | f(x)dx интегралнииг хам якинлашувчилиги (хатто абсолют 

а
якинлашувчилиги) топилган булади.

+ 00
Агар бирор аломатга Kÿpa j’ \ f (x)dx  интегралнииг узоклашувчи-

а
+00

лигини аншуюсак, айгиш мумкинки, j f (x)dx  ёки узоклашувчи бу-
а

лади, ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аницлаш цушимча 
гахлил цилишни талаб этади.

Пировардида, хосмас интегралларнинг я^инлашувчилигини аии^лаш- 
да куп ^улланадиган аломатлардан бирини келтирамиз.

1 6 . 6 - т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а т и ) .  /(х) ва g(x) функциялар 
| а, +  оо ) ораликда берилган булиб, улар цуйидаги шартларни ба- 
жарсин;
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1) f (x) функция [a, + , oo) ораликда узлуксиз ва унинг шу оралиц- 
даги бошланричи F (х) (F' (х) =  f  (х)) функциям чггараланган,

2) g  (х) функция [а, +  со) ораликда g' (х) уосилага эга ва у  у з ­
луксиз функция,

3) g  (х) функция [а, +  оо) да камаювчи,
4) lim g  (х) =  0.

х-*+ т
У хрлда

j  f (х) g  (х) dx
а

интеграл ящнлашувчи булади.
И с бот.  Узлуксиз f (х) ва g  (х) функцияларнинг купайтмаси 

f (х) g  (х) функция ^ам {а, +  °°) ораликда узлуксиз булгани учун, бу 
f ( x ) g ( x )  функция исталган [a, ¿ ] ( / > а )  ораливда интегралланувчи 
булади, яъни ^

ф ( 0 -  \ f { x ) g ( x ) d x  (16.12)
а

интеграл мавжуд.
/-> + с о  да ср (/) функциянинг чекли лимитга эга булишини курсата- 

миз. Теореманинг 1-ва 2- шартларидан фойдаланиб, (16.12) интеграл- 
ни булаклаб ^исоблаймиз.

\  f (х) g  (х) dx =  j  g  (х) d F (x) =  g{x)  F (x) j — j  F (x) g' (x) dx.  (16.13)
a a a a

Унг томондаги биринчи ^ушилувчи учун ушбу
l g ( 0 ^ ( 0 l < A i g ( 0  (М =  sup | F (<)| <  +  оо)

тенгсизликка эга буламиз. Ундан, t->- +  °° д а £ ( / ) - > 0  булишини 
эътиборга олсак,

lim g  (t) F (t) =  0
t—>-j-oo

булиши келиб чи^ади.

Энди унг томондаги иккинчи С F (х) g' (х) dx ад н и  ^араймиз. Мо-
а

домики, g  (х) функция [а, +  оо) ораликда узлуксиз дифференциалла- 
нувчи 5;амда шу ораливда камаювчи экан, унда у х £ [ а ,  +  оо) да 
g' (х) <  0 булиб,

t t t 
j  F (x) ■ g ’ ( x ) \ d x < M  j I g'  (x) I dx =  — M   ̂ g'  (x) dx =
a a a

=  M [ g ( a )  — g ( t ) ] < M g ( a )  ( g ( t ) >  0) 
булади. Шундай ^илиб, t узгарувчинииг барча / > а  кийматларида

f IF (х) ■ ё ’ (х) I dx
а
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интеграл (t узгарувчининг функцияси) юкрридан чегараланган. У дол -
+ 00

да ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган теоремага кура |  F( x) g ’ (x)dx
а

интеграл якинлашувчи (хатто абсолют якинлашувчи) булади. Декак,
t

lim f F (x) g' (x) dx 
<-*+ CO J 

* а
лимит мавжуд ва чекли.

Юкоридаги (16.13) тенгликда /->• +  оо да лимитга утиб, ушбу
t

lim j' f ( x ) g ( x ) d x
~> 1 а

+ 0 0

лимитнинг мавжуд хамда чекли булишини топамиз. Бу эса J  f(x)g(x)dx
а

интегралнииг я^инлашувчилигини билдиради. Теорема исбот булди.
М и с о л. У ш бу

+  со
С sin л:

— dx (а >  0)
1

интегрални царайлик. Б у  интегралдаги f  (х) =  sin х, g (x )  =  — z r  ( а > 0 )  функция-
х

лар юцорида келтирилган теореманинг барча шартларини ^аноатлантиради:
1) /  С*) =  s>n *  функция [ 1 , +  оо) ораликда узлуксиз' ва бошлангич функцияси 

F (х) =  —  cos х  чегараланган,
1 а

2 ) g  (х) =  функция [ 1 , + о о )  ораликда g  (х) =  —  - 1+к  з^осилага зга  в а

¡у узлуксиз,

3) g  (х) =  ~j£  (а  >  0) Функция [ 1 , +  оо) ораликда камаювчи,

4 ) lim  g  (х) —  lim  -77  =  О 
* -» + °°  x -» + °°  х

булади. Дем гк, Дирихле аломатига кура берилган иитеграл якинлашувчи.

3- §. Чегараси чексиз хосмас интеграллзрнинг н^соблаш

Ь
Чекли [а, Ь] орали^ буйича олинган /  (х) dx Риман интеграли

а
Ньютон — Лейбниц формуласи ёрдамида, ёки булаклаб, ёки узгарувчи- 
ларни алмаштириб, ёки бош^а усуллар билан ^исобланар эди.

Энди якинлашувчи ушбу

/  =  J f ( x)dx
а

хосмас интегрални хксоблаш талаб этилсии.
1. Н ь ю т о н  — Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Фараз килайлик, / (х) 

функция [а, +  оо) ораликда узлуксиз булсин. Маълумки, бу хслда
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f  (x) функция шу ораликда Ф (х) (Ф' (х) — f  (х), х £ [а, +  оо)) бошлан- 
гич функцияга эга булади. х-*- +  со да Ф(х) функциянинг лимита 
мавжуд ва чекли булса, бу лимитни Ф (х) бошладаич функциянинг 
+  °о даги ^иймати деб ^абул киламиз, яъни

lim  Ф (х) =  Ф ( +  оо).
х->-+а>

Хосмас интеграл таърифи ^амда Ньютон — Лейбниц формуласидан 
фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

-f-oo t
f f ( x ) d x  — iim Гf { x ) d x — lim 1Ф(^) — Ф(а)] =

J  ¿ -> -4 -00 J  i —>4-°°

=  Ф ( + о о )  — Ф(а) =  Ф(х) |+ ". (16.14)
а

Бу эса юкоридаги келишувга кура бошлангич функцияга эга булган 
/  (х) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
урянли булишини курсатади.

М и с о л . Уш бу

1 1 
■— ■ sin  —  d xX2 X

2_
я

1 1 Г 2 |
хосмас интегрални карайлик. Равшанки, f  (х) =  —  sin  —  функция — , -+- °о opa-

ли^да узлуксиз булиб, унинг бошланрич функцияси ф  {х) =  cos —  булади. Демак, |

( 16. 14)  формулага кура

Í 1 1 1 + t»
—  sin  — d x  — cos — = 1 . 
х2 х х 2

i  . яTC
Баъзан, берилган /  хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб 

ёки булаклаб интеграллаш натижасида ^исобланади.
2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  и (х) ва у (х) функция- 

ларнинг хар бири [а, +  о о )  ораликда берилган з^амда узлуксиз и' (х) 
ва ь' (х) хосилаларга эга булсин.

+  СО

Агар I" о (х) du (х) интеграл я^инлашувчи з^амда ушбу
а

lim а (0 =  и ( +  о о ) ,  lim v (t) =  v (+• °°)
+  со

лимитлар мавжуд ва чекли булса, у зфлда j и (х) dv (х) интеграл
а

я^инлашувчи булиб,

I" и (х) dv (х) == и (х) ti (х) — I  V (х) du (х) (16.15)
а а

булади.
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Хакикатан з а̂м, 1- к4исм, 9 -боб, 10-§ да келтирилган формулага 
кура

t  t

I* и (х) du (х) — и (х) v (х) |* — j  —(х) du(x) — [и {/) v (t) —
а

t

— u{d)v  (а)] — f v (х) du (х)

булиб, бу тенгликда +  да да лимитга утиб, куйидагини топамиз: 
t t

lim f и (x) dv (x) =  lim [u (t) v(t) — и (a) v (a)J— lim Г v (x) du (x) 
¿->4-co j  J

а а
( 16-16)

+ 0 0

Шартга кура Г v ( x ) d u  (х) интеграл якинлашувчи хамда lim [ i (t) v (t)—

— u (ä )v  (я)] лимит мавжуд ва чекли эканлигини эътиборга олсак, унда
•+• °о

(16.16) муносабатдан j u(x)dv(x)  интегралнинг я^инлашувчилиги хрм-
а

да (16.15) формулами г уринли булиши келиб чикдци.
М и с о л .  К>уйидаги

+ 00
j  х е ~ х dx
о

пнтегрални ^исоблайлик. Агар и (х ) = х , dv  (х) =  ё ~ х dx  дейилса, унда и (x)v(x) Iü"00^
“b со -fco

I =  х (— е ~ х) 1+со =  lim  (— хе ~х) =  0, f v (х) du (х) =  —- I е ~ х d x  =  — 1 булиб,
о о

(16.15) формулага кура
+  со + со  4-со

j и (х) dv  (х) =  [ х е ~ х d x  =  —  х е ~ х  1̂ “  —  J  (— е ~ х) dx  ~  1 
o b  о

Оулади. Демак,
+ 00

| х е ~ х d x  =  1 .
о

16.3-э с л а т м а .  Юкоридаги (16.15) формулани келтириб чи^ариш- 
"t“

да I v(x)du(x)  интегралнинг я^инлашувчилиги .^амда lim u(t )v( t )  ли- 
а <-Н-“

митнинг мавжуд ва чекли булиши талаб этилди.
+ 00 00 

Агар и (х) а v (%), v(x)du{x)  интегралларнинг якинлашувчили-
6 а.

ги х>амда lim и (t )v( i ) лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта
f-^+ co

(¡тктдан исталган иккитаси уринли булса, у ^олда уларнинг учинчиси 
,\амда (16.15) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у Су л и. f (х) функция 
\и, +  оо) ораликда берилган булсин. Куйидаги

Нгсо

/  =  I /  (х) dx
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иитегрэлни к>арайлик. Бу интегралда х =  <р (2) дейлик, бунда ф (г)| 
функция цуйидаги шартларни бажарсин:

1) ф(г) функция [а, +  оо) ораликда берилган, ф '( 2) хосилага эга| 
ва бу хосила узлуксиз,

2) ф(г) функция [а, +  о о )  орали^да 1<;атъий усувчи,
3) ф(а) — а, ф ( +  о°) =  Н т ф(г( =  +  °о булсин.

z-++°°
1 +=о ч '

У хрлда | / ( ф (г)) ф'(г) dz интеграл яцинлашувчи булса, унда |
а

+ OD
 ̂ f (х) dx хам якинлашувчи ва

а
+  ОО +00
j1 f (x) dx =  1“ /  (ф (г)) • ф' (г) dz (16.17)

а а
булади.

Ихтиёрий г ( а <  г <  +  оо) нуктани олиб, унга мос ф (z) =  t нуцта-| 
ни топамиз. [a, t) ораливда 1-^исм, 9 -боб, 2-§ да келтирилган фор-.| 
мула га кура

t  Z

^ f { x ) d x =  f /(ф  (г)) ■ ф' {z)dz
а а

булади. Бу муносабатда /-»- +  00 да (бунда г — ф-1 (/)-> +  00 ) ли­
м ита утиб ^уйидагини топамиз:

t + 0 0

1 im f f (x) dx =  f f (ф (z)) ф' (2) dz.
*-++«> .) J1 a a

+ 00

Бу эса \ f ( x ) dx  интегралнинг яцинлашувчилигини х;амда (16.17)
a

формуланинг уринли булишини курсатади.

16.4-э с л а т ма .  \ f  (x) dx якинлашувчи булсин. Бу интегралда

х =  ф(г) (16.18)
булиб, (16.18) функция юкрридаги шартларни бажарсин. У хрлда

j  f (Ф (г)) ф' (2) dz
а

интеграл ^ам якинлашувчи булиб,

[ f (x) d x =  \ f (ф (z)) ф' (г) dz
а а

булади.
М н е  о л. Уш бу



интегрални карайлик. Равшанки, б у  интеграл я^инлашувчи. Уни ^исоблайлик. Ав- 

вало бу интегралда х =  ■“  алмаштириш ^иламиз. Натижада

О . . +оо
z2 dz

i
+  "  1 r  Zi  ' ö

булиб, ( 16. 19)  ва (16 .20 ) тенгликлардан

+ 0°
1 f  1 +  X *

I  — ■— t ----------dx2 J 1 +  x1
0

булиши келиб чи^ади. Кейинги интегралда

У +  +  4 (  1

. +  г4
(16 .20 )

— =!/
2 V х

алмаштиришни бажариб, куйидагини топамиз:

/ = - М ' U= arctg^ =2 J 2 +  у* 2У~2 g  V 2 
 00

Демак,
—  со

dx  я

+0С
-о° 2 / 2 '

1 +  х* 2 У  2 '
О

4. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  б у л г а н  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  
^ам баъзан (аник; интеграл сингари) и н т е г р а л  й и г и н д и н и н г  л и ­
мит и с и ф а т  ид а ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

f (х) функция [а, +  оо) ораливда (а >  0) берилган булиб, ^уйида- 
ги шартларни бажарсин:

1) [а, +  оо) да f  (х) функция интегралланувчи,
2) [а, +  оо) да f(x) функция камаювчи ва у  х £ [а, +  00) учун 

/  ( v) >  0 .

У з^олда

( f (x)dx =  lim h V  f (а +  kh) (16.21)
J оa k=0

булади.
Исботлайлик, [а, +  оо) орали^ни [а, а +  1г\, [a +  h, a +  2h], . . . , 

\а +  kh, а  -{- kh +  h], . . .  (/i >  0) орали^ларг а ажратайлик. Л >  а 
булсин. Функциянинг мусбатлигидан

[г-] a-\-kh+h А  [ 11 J a+ W i+ ft

f ( x)dx  <  j  /  (х) dx <  ^  j  f i x) d x  (16.22)
/г=0 a+kh a k=Q a-\-kh

тенгсизликларни ёза оламиз. Функциянинг камаювчи эканлигидан 
У х £ \а +  kh, а +  kh +  h] учун

f (а - f  kk +  h) <  / (х) <  /  (а -г kh)
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Г—Т - i  \±]|. h J А L h J
V  hf (а +  kh +  h) <  j f (x) dx <  V  hf (а +  kh). (16.23)
k=0 a k=0+ 00

Шартга кура, \ f (x) dx якинлашувчи. Функциянинг мусбатлигидан
а

Y  А У  а учун
A -hoo
j  /  (x) dx <  j /  (x) dx.
а а

Бу тенгсизликдан ва (16.23) дан у  Л > а ,  у  / г > 0  учун
Ш - !

"Ьоо 1 ^ 1
 ̂ /  (х) с/х >  V  hf (а +  й/г) — /i/ (а).

булади. Шундан фойдзлансак, (16.22) ни куйидагича ёзиш мумкин:

Бундэн эса
4"сх
J  f  (х) dx >  ^  h f (а +  kh) — hf (а)

fc=0
Cd

булади. Шундай ^илиб, V  f (а +  kh) катор якинлашувчи булар экан.
k=0

Буни эътиборга олсак, /(х) нинг мусбатлигидан ва (16.22) муносабат- 
нинг унг томонидаги тенгсизликдан

А  со

| /  (х) dx <  ^  hf (а +  kh)
а k= О

ни хосил киламиз. Бу тенгсизликнинг ихтиёрий А >  а учун турри 
эканлигидан

f f (х) dx ^ h  V  f (а +  kh).
а fe=0

Демак,
со 4" оО Оо

h V  /  (а +  kh) — h f (а) <  Г f ( x ) d x ^ h ^  f (а +  kh)
/г=0 а k=0

экан. Бу ерда /i->  0 да лимитга утсак (16.21) формулани хрсил кила­
миз.

М и с  о л. Уш бу
4" со
| х е ~ х dx
1

иптегрални карайлик. Равшанки, бу интеграл якинлашувчи. [1 , +  оо) ораликда эса 
} (х) =  х е ~ х  функция камаювчи хамда V *  € П> +  ° ° )  учун f  {х) =  х е ~ х >  0 дир. 

Ю ^орида келтирилган (16. 21)  формуладан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

t Xx e ~ x d x =  lim  h У ! ( 1 + /г й )  e ~  {'+ kh) =  e ~ { lim
i  H °  A=o ft->o
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16.5-эс л а т м а .  Юцорида келтирилган (16.21) формула f  (х) функ­
ция х узгарувчининг бирор х0 (х0 >  а) ^ийматидан бошлаб камаювчи 
булганда хам урин ли булишини курсатиш мумкин.

5. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н  г б о ш  
к и й м а т л а р и .  f  (х) функция (— <», +  со) оралиада берилган булиб,
бу орали^нинг исталган [Р, t] (-— <*> < 2" < 7  <  +  °°) кисмида интег-

t
ралланувчи булсин: F (Р, t) =  [ f (x)dx.

Маълумки, / (х) функциянинг (— оо, -f-оо) орали^ буйича хосмас 
интеграли ушбу

+ ОЭ t
1 f (х) dx =  lim F (Р, t) =  lim I f i x ) dx

лимит билан аншранар эди. Р, t узгарувчилар бир- бирига бор ли ̂  бул- 
маган холда Р —>—  00, t->~ +  00 да F (Р, t) функция чек ли лимитга

“Ь с о

эга булса, /  (х) dx хосмас интеграл я^инлашувчи деб аталар эди.
_ _  со

+ 0 0

Равшанки, j /  (х) dx интеграл я^инлашувчи булса, яъни ихтиёрий 
__ 00

равишда Р->---- - 00, t —> +  00 да F (Р, t) функция чекли лимитга эга
булса, у хрлда бу функция Р =  — t булиб, t ->  +  00 булганда ^ам, 
чекли лимитга эга (интеграл якинлашувчи) булаверади. Бирок F(t', /) =

=  I* f  (х) dx функция, Р =  — t булиб, +  00 да чекли лимитга эга

ке-
оо

булишидан  ̂ f  (х) dx хосмас интегралнинг якинлашувчи б^лиши
__оо

либ чикавермайди.
М и с о л .  У ш бу

f s in  х  dx  
t'

t
интеграл учун t ’ =  —  t  булса, равшанки, V  í > 0  учун f sin  xd x  =  О ва демак,

- tt
lirn í s in  x  d  x  =  O

—t+ CO
булади. Биро^ f sin  xdx интеграл якинлашувчи эмас.

___CO

16.9-т а ъ р и ф .  Агар Р = — t булиб, +  00 да F(P, t) =



=  f f(x) dx функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у холда

j" / (х) dx хосмас интеграл баи щ ймат  маъносида якинлашувчи
1 _  Со

д ей и л и б ,

lim ( /  (х) dx
t.-,-1-00 Jt~>+°

+ C O

лимит эса’ (’ f (х) dx хосмас интеграл нин г бош киймати деб агалади.
__со

+да
Одатда j f (х) dx хосмас интегралнинг бош циймати

__со

+ 00
V. p . | f (х) dx

__со

каби белгиланади. Демак,
+  ОЭ ^

V. р . i /  (х) dx — l im  l /  (х) dx.
•L

Бунда v. р, белги французча «valeur principíale» «бош киймат» сузла-; 
рининг дастлэбки хдрфларини ифодалайди.

00
Шундай цйлиб, j" /  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у 

_̂ 00
“ Ь  00

бош киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Биро^ j" f (x)dx  хос
__со

мае интегралнинг бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши ^ар доим хдм келиб чщавермайди.

6. Ч е г а р а с и  ч е к е  из  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  т а ^ р и б и й  
х и с о б л а ш .  f (х) функция [а, +  <») орали^да берилган ва узлуксиз 
булиб,

/ =  f f ( x ) dx  (16.24)
а

интеграл якинлашувчи булсин.
Kÿn ^олларда бундай интегрални аник; ^исоблаш ^ийин бут б, уни 

такрибий ^исоблашга тугри келади.
(16.24) хосмас интегрални так.рибий ^исоблаш хос интегрални 

ани^ интегрални такрибий здисоблашга келтирилади. Ани^ интегрални 
^исоблашда, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, трапеция, 
Симпсон формулалари (^аралсин 1-^исм, 9 -боб, 11-§)) дан фойдалани- 
лади.

Таърифга кура
 ̂ + со

1 im Г /  (х) dx =  Г /  (х) dx
/_>-4-Со J  J

а а
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лимит мавжуд ва чекли, яъни -у- г > 0  олинганда ^ам, шундай /0 (а<  
< / 0 < ° ° )  топиладики, / >  Да

+ 00 *
I ( / (х) с/х — С /' (х) с/х <  8 (16.25)
а а

булади. Агар
-|-со -|-00 ^
I / (х) с1х =  | / (х) с/х — | / (х) с/х
I а а

эканлигини эътиборга олсак, унда ю^оридаги (16.25) тенгсизлик ушбу

I | / (х) ЙХ | <  8
<

куринишни олади.
Натижада берилган / интегрални тацрибий ифодаловчи ¡^уйидаги 

формулага келамиз:

| /(х) с/х «  | / (х) а’х. (16.26)
а  а

Бу такрибий формуланинг хатолиги
-}-С0
| [  / (х) ах I <  8
V

' булади.
М и с о л. Ушбу

- ¡-С О

■ | е~х2 ^
о

питегрални ^арайлик. Бу интеграл якинлашувчидир. У  ни . [О, а[ (а >  0) орали^ 

<>уйича й[ е~~хг интеграл билан алмштириб ушбу 
о а

[ е~х!!<1х »   ̂е~хг ¿х (а > 0) ( ¡ 5  2 7 )П П \ ' )
такрибий формулага келамиз.ч(16.27) формуланинг хатолиги

+°° „ а „ +°о
5 е * й х -  } е ~х йх =  С е~х йх
0 0 а-

учун ^уйидаги батога эга буламиз:
.)-Ю  1 -4—СО 1 -4-00 1 Г '4 - 0 0  1

г & <  —  г хг ~*2 йх =  +  I е~ *2 Л (X*) =  —  _ е- * 2 +  =  в- в ‘
а а  а 2а а 2а  I  а 2а

Энди а = 1 ,  а — 2 , а  =  3 булган ^олларни царайлик. а  = 1  булсин. Бу холда

1 е~х" ёх г е ¿л:
о О

Лулиб, бу такрибий формуланинг хатолиги
+00 1 _ _

(• е Х*йх — | е х2ё х — ) е  йх ^  0 ,1839
О О о

булади.
а  =  2 булсин. Б у з^олда

°о 2
] е * йх »  | е 

О
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булиб, б у  такрибий формуланинг хатолиги учун ушбу
+ »  _ 2 -)-» 

j  е х dx — е ~х2 dx =  j  е~х‘ dx <  0 ,00458
0 0 2

бахога эга буламиз.
о =  3 булсин. Бу холда

-f-00 3
j  е х dx  ж  J  е х dx
О о

булиб, унинг хатолиги

’ f  е~х2 dx -  | е~ х* dx =  + ” е ~х* dx <  0 ,00002
Ь о ' з

булади.

4- §. Чегараланмаган функциянинг хосмас интеграллари

1. М а х е  у с  н у ^ т а .  f(x) функция X (X с  R) тупламда берилган 
булсин. Бирор х0 (х0 6 R) ну^тани олиб, унинг ушбу

й&{х„) = {x:x£ R -, х0 — б < х < х 0 +  6; х ф х 0} ( б > 0 )  
атрофини (1-к,исм, 118, 122-бетлар) к,арайлик.

16.10-т а ър и ф. Агар х0 ну^танинг харл^андай £/g (х„) атрофи олин- 
ганда хам t)g (х0) П X ф  0  тупламда f(x) функция чегараланмаган 
булса, х0 нуцта f(x) функциянинг махсус нуцтаси деб аталади.

1
М и с о л л а р .  1. [а, 6] ярим интервалда ушбу / ( * ) = -------— функциями ка-

Ь —  х

райлик. 6 иу^та бу функциянинг махсус нуктаси булади, чунки [а, b) Л Ug Ф) т>'п_ 
ламда берилган функция чегараланмагандир.

2. (а, 6] ярим интегралда f  (х) = ---------  функция берилган булсин. Равш ащ а

бу функция (а , ¿>)] П U^(a) тупламда чегараланмаган. Д емак, а махсус нукта.

3. (а , Ь) интервалда ушбу / (*) =  ^  Р-  ^  >  ^ Функция- 

ни карайлик, а ва  Ъ нукталар бу функциянинг махсус ну^талари булади, чунки бг- 
рилган функция (а , Ь) П t/g (а) ва (a, b) f| L'g (b) тупламларда чегараланмагандир.

4. Ушбу / (* ) = ------- -------  функция / ?\ { — 1, 0, 1} тупламда берилган. Равшан-Х (Х2 — 1)
ки , бу функция — 0, 1 нукталар атрофида чегараланмаган. Д емак, — 1, 0 , 1 
махсус нукталар булади.

2. Ч е г а р  а л а н м а г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с м а с  и н т е г р а л п  
т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1-^исм, 9- бобида математик а нал и а- 
нинг асосий тушунчаларидан бири—функциянинг [а, Ь] орали^ буйича 
ани^ интеграли (Риман интеграли) тушунчаси киритилди ва уни батаф- 
сил урганилди. Унда функциянинг интегралланувчи булиши функция 
нинг чегараланган булишини та^озо этади.

Энди чекли [а, Ь] оралицда чегараланмаган функциялар учун интег­
рал тушунчасини киритамиз ва уни урганамиз.
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f(x) функция [a, b) ярим интервалда берилган булиб, b ну^та шу 
функциянинг махсус ну^таси булсин. Бу функция [а, Ь) ярим интер- 
валнинг исталган [a, t] (a<it<^b) ^исмида интегралланувчи ( 1- кием, 
9 -боб, 2- §), яъни ихтиёрий t учун ушбу

J f(x)dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, равшанки, ^аралаётган функ- 
цияга ва олинган t га борли^ булади. Агар f(x) ни тайинлаб олсак, 
каралаётган интеграл фа^ат t узгарувчининг функцияси булади:

J  / (х) dx =  F (t) ( a < t  <  b).
a

Натижада (a, b) интервалда берилган F (t) функцияга эга буламиз.
16.11-таъриф.  Агар t -^ b  — 0 да F(t) функциянинг лимита

lim F (t)
¿->0-6

мавжуд булса, бу лимит (чегарэланмаган) f(x) функциянинг [а, Ь) буйи­
ча хосмас интеграла деб аталади ва у

ъ
J  / (х) dx
а

каби белгйланади. Демак

Г / (х) dx =  lim F (t) =  lim f f  (x) dx. (16.28)
j  t-bb—0 ¿->6-0 Ja

16.12-таъ р и ф . Агар t-> b — 0 да F(t) функциянинг лимита мав­
ж уд булиб, у чекли булса, (16.28) хосмас интеграл яцинлаилувчи дейи- 
лади, f(x) эса [а, Ь) да интегралланувчи функция дейилади

Агар t-> b  — 0 да F(t) функциянинг лимити чексиз булса, (16.28) 
интеграл узоклашувчи деб аталади.

Худди юцоридагидек, а ну^та f(x) функциянинг махсус нуцтаси 
булганда (а, Ь] оралик буйича хосмас интеграл, а ва b нуцталар функ­
циянинг махсус нукталари булганда (а, Ь) оралик буйича хосмас интег­
рал таърифланади.

f(x) функция (а, Ь\ ярим интервалда берилган булиб, а ну^та шу 
функциянинг махсус нук/гаси булсин. Бу f  (х) функция (а, Ь] ярим ин- 
тервалнинг исталган |1, b] (a<C.t<C.b) ^исмида интегралланувчи, яъни 
ихтиёрий t (а <  t <  b) учун ушбу

]f(x )  dx =  ®(t) (16.29)

интеграл мавжуд булсин.
16.13-таъриф.  Агар t-+a-\~ 0 да Ф (t) функциянинг

lim  Ф(^)
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лимита мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг 
(а, Ь] буйича хосмас интеграла деб аталади ва

J  f  (х) dx
а

каби белгиланади. Демак,
b ь
Г f(x)dx  =  lim \f(x)dx =  lim Ф(0- (16.30)

q t—>Q-j-0 ̂  t—>Cl—¡-0

16.14-таъриф . Агар ¿-> a  +  0 да Ф (t) функциянинг лимита мав-
ь

жуд булиб, у чекли булса, [ / (х) dx интеграл ящнлашувчи деб атала-
а

ди, f(x) эса (а, b} да интегралланувчи функция дейилади.
Агар ¿-^-а +  0 да Ф(/) функциянинг лимити чексиз булса (16.30) 

интеграл узоклашувча деб аталади.
f(x) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, а ва b ну^тэлар 

шу функциянинг махсус ну^талари булсин. Шунингдек, f  (х) функция 
(а, Ь) интервалнинг исталган [г, /] (а <  т] <  t <  b) кисмида интеграл­
ланувчи, яъни

]7(х)б/х = ф(т, t) (16.31)
х

интеграл мавжуд булсин.
16.15-т а ъриф.  т-^ -а +  О, t~+b — 0 да ср(т, t) функциянинг

lim ф(т, /)
t-+b—О

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг 
(а, Ь) буйича хосмас интеграла деб аталади ва у

[ f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,
ь t
Г f(x)dx — lim Г f(x)dx  =  lim cp (т, t). (16.32)

л  — >£Z—{— 0 <r X—> i2 -{-0
t^ b -o  X t-+b- 0

16.16-таъриф . Агар т ^ - а  +  О, t-+ b  — 0 да ср (т, t) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (16.32) интеграл якинлашувчи 
дейилади, f(x) эса (а, Ь) да интегралланувчи функция деб аталади.

Агар т -> а  +  0, t -^ b  — 0 да ср(т, t) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16.32) интеграл узоцлашувчи деб аталади.

съ с2, , cn{ci £(a, b), i =  1, 2, . . .  , я) ну^талар f{x) функ­
циянинг махсус ну^талари булган хрлда ^ам f(x) нинг (а, Ь) буйича 
хосмас интеграли юкрридагидек таърифланади. Соддалик учун а, /> 
хамда с (а <  с <  Ь) махсус ну^талар булган ^олда, хосмас интеграл 
таърифини келтирамиз. [(х) функция (а, Ь)\{с) тупламнинг исталган
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¡т, 1} ( а < т < / < с )  хамда [и, о] (с <  и <  и <  Ъ) кцсмларида интеграл- 
ланувчи, яъни

интеграллар мавжуд булсин.
16.17-т а ъ р и ф .  Агар т -> а  +  0, О хдмда ы-э-с +  О, и->

- у  Ь — 0 да ф (т, 0  +  'Ф ( М1 V) функциянинг

лимита мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) ¡(х) функциянинг 
(а, Ь) буйича хосмас интегралы деб аталади ва у

16.18-таъриф.  Агар т-^ -а +  О, — О хамда ы-э~с +  0, о-*- 
-*-Ь — О да ф (т, ОЧ-'Ф (и, V) функциянинг лимита мавжуд б^либ, 
у чекли булса, (16.34) интеграл яцинлашувчи дейилади, /(х) эса. (а, Ь) 
да интегралланувчи функция дейилади.

Агар т-> я +  0, / -*- с —• О х>амда и -у  с +  О, о Ь — О да ф (т, О +  
-|- (и, у) функциянинг лимита чексиз булса, (16.34) интеграл уз(Щ- 
ллиувчи деб аталади.

16 . 6 - э с л ат м а .  Юкорида махсус нуктаси а (ёки Ь, ёки а ва Ъ) 
булган ¡(х) функциянинг {а, Ь\ (ёки [а, Ь)), ёки оралик буйича хосмас ин­
теграли тушунчаси /•’ (О нинг + 0 (ёки Ф(/) нинг /->&— О, ёки 
<[> (г, /) нинг т -> а  +  0 , — 0) да лимита мавжуд булган доллар 
учун киритилди ва унинг яцинлашувчи ёки узоцлашувчилиги таъриф- 
ланди. Маълумки, Р (() нинг /-^ а 4 - О (ёки Ф(() нинг t -*Ъ — О, ёки 
(|)(т, /) нинг т -> а  +  0 , 7->-й — 0) даги лимита мавжуд булмаган хрл 
булиши мумкин. Бу хрлда биз шартли равишда / (%) нинг хосмас ин- 
тегрэли

узо^лашувчй деб цабул циламиз.
Шундай цилиб, чегараланмаган функция хосмас интеграли тушун- 

Часи аввал урганилган Риман интеграли тушунчасидан яна бир мар­
та лимитга утиш амали оркали юзага келар экан. К,улайлик учун 
|\уйида купинча «хосмас интеграл» дейиш урнига интеграл деб кетаве- 

[рамиз.

V

[ / (X) йх =  ф (т, ;), [ / (х) (1х =  ф (и, I») (16.32)
и

V

г-><Н-0 
—О 

и-±с-\- О V—> Ь— О

И гл  [ф  ( т ,  /) +  (и, V)] =  И ш  [ Г / (х) ёх +  (/ (х) йх]
t—>с—О 
м—>с-}-0 и~+Ь—О

и

Ь

а
каби белгиланади. Демак,

ь
(16.34)

у-»г>—о

ь
Г / (х) йх
а
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М к с о л л а р .  1. (О, 1] ярим интервалда / (* ) = —р =  функцияни царайлик.
V х

Равшагаси, а: =  0 нукта бу функциянинг махсус ну^тасндир. Берилган функция их- 
тиёрий [t, 1] (О <  t <  1) орали^ буйича интегралланувчи

1

ФЮ- (1

У  \олда

lim  Ф (*) =  lim  2 (1 -  У Т ) =  2 
<-»+о г->+о

1
С  dхбудадя. Демак,. J  ■ —  интеграл якинлашувчи ва у  2 га тенг.

0
1

С dx
2. Ушбу \ —  хосмас интеграл узо^лашувчи булади, чунки

J *%
1
С dx , |

lim  Ф (<) =  lim  I —  =  lim  [ I n x ] !  =  +  оо.
t  —► -¡-О t О J  X I—*“{-0

t
1
С dx „

3. Ушбу I —  - интегрални карай лик. Равшанки, х =  0 ва х =  I нуц-
j  У х (  \ — х)

талар м ахсус нукталардир. Хосмас интеграл таърифига кура 
I 1

i —  d x ------  =  lim  Г ------ -■'V-------- =  lim  [arsin (2 x — l)]*t  =
J y x{\-x) T-j+oj Ух( l - x )  £+ »

Л J l
— lim  [arsin (2 t — 1) — arsin (2 т — 1)] =  —  -j- —  =  я  

w + o  2 z
t-> l —o

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи в а
1

dxf =  я .
У х  (1 — х)

4. Ушбу
ь ь
С dx С dx 

h  = ---------Г" (а >  0), /2 = ----------— (а >  0)
J  (х — a) J  {Ь — х)а  а

интегралларни карайлик. Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб ^уйидагини тон 
миз:

ь ъ
^ _ _  =  И т  Г -— =  Hm [ r i : a
—  a) t -M + о J (х  —  a y  t-+a+ o  L 1 — a

= lim  —----- [b — a)X~ a  — ( t— л:)1“ “ ], ( а ф  1).
t̂ a-\-0 1 — a.
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Б у лимит а  <  1 булганда чекли, демак 1г хосмас интеграл якинлашувчи, а  >  1 
булганда эса чексиз булиб, унда /х хосмас интеграл узо^лашувчи булади. а  =  1 бул­
ганда

ь ь
Г с1х Г с1хI -------  = п т  I -------= пт [1п [х —

J  х — а г ->а+о J  х —■ а  о
а)]

булиб, интеграл узо^лашувчидир. 
Демак,

йх (а > 0)
(*— а)

хосмас интеграл а  <  1 булганда якинлашувчи, а  1 булганда узо^лашувчи булади. 
Худди ш унга ухшаш курсатиш мумкинки,

ь
Г ах
3 (,Ь -х)а (а >  0)

хосмас интеграл а  <  1 булганда якинлашувчи, а  1 булганда узоклашувчи булади.

Биз куйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар
эканмиз, уларни, асосан махсус ну^таси Ъ булган ¡(х) функциянинг

ь
[а, Ь) орали^ буйича олинган \!(х)йх интеграли учун келтирамиз. Бу

а
хоссэларни махсус ну^таси а (ёки а ва Ь) булган функциянинг мос 
равишда (а, Ь] ёки (а, Ь)) оралик буйича олинган хосмас интеграллари 
учун ^ам Тегишлича баён этиш мумкин.

3. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а ­
ри. /(*) функция [а, Ь) да берилган булиб, Ь шу ¡(х) функциянинг 
махсус нуктаси булсин. Бу функция исталган [а, /] ( а < / < & )  да ин- 
тегралланувчи булсин.

ь
Г . Агар / (х) функциянинг [а, Ь) оралик буйича (' / (х) йх интеграли

а
якинлашувчи булса, бу функциянинг [с, Ь] (а <  с <  Ъ) оралик. буйича
ь
[ / (х) йх интеграли ^ам якинлашувчи булади ва аксинча. Бунда

С ”
/ (х) йх =  | / (х) йх +  | / (х) йх (16.35)

а а с
булади.

И с бот.  Аник интеграл хоссасига кура

[  / (х) йх — | / (х) йх ]" / (х) йх [а <  / <  Ь) (*)
а а с

булади.
ь
С / (х) йх интеграл якинлашувчи, яъни



лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкоридаги (*) тенгликни куйидагича
ёзамиз:

С f(x)dx  — J  f(x )d x — J  f(x)dx.
с a a

Кейинги тенгликда t-* -b — 0 да лимитга утиб к.уйндагиии топамиз:

lim \f (x)dx =  lim \ f ( x ) d x — (' / (x) dx =  f f  (x) d x — Г f (x) dx.
t—yb—0 с  t-+b—0 а  а  а а

b
Бундан \f{x)dx интегралнинг якинлашувчи ва

С

j” f  (х) dx =  j  f (х) dx +  f / (х) dx
а. а  с

эканлиги келиб чикади.
ь

Худди шунга ухшаш [ f(x)dx интегралнинг якинлашувчи булиши-
Сb

дан Г f  (х)dx интегралнинг хам якинлашувчи хамда (16.35) формуланинг 
«

уринли булиши курсатилади.
Куйида келтириладиган 2° — 5°-хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

якинлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.
а  Ь

2°. Агар f f(x)dx  интеграл якинлашувчи булса, у холда J  cf(x)dx
a &

интеграл хам якинлашувчи булиб,
b ь
f cf (х) dx — с j  (х) dx
a a

булади, бунда с =  const.
a

3°. Агар Г f(x)dx интеграл якинлашувчи булиб, у х £ [ й ,  Ь) да
a

f  (х) >  0 булса, у холда
[ / (х) dx >  О
a

булади.
Энди f(x) функция билан бир ^аторда g{x) функция хам [a , b) да

берилган булиб, Ъ эса бу функцияларнинг махсус нуктаси булсин. 
ь ь

4° Агар \f(x)dx ва j' g  (х) dx интеграллар якинлашувчи булса, у
a ab

холда j' [f (x) ± g(x)]dx интеграл хам якинлашувчи булиб,
a

f [f (x) ± g (x)} dx =  \f(x)dx ± j' g (x) dx
a a a

I
булади.
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16 . 4 - на т ижа .  fL (х), f2(x), . . . , fn(x) функцияларнинг хар бири
\а, Ь) да берилган булиб, Ъ эса бу функцияларнинг махсус нуцтаси ь
булсин. Агар J fk (х) dx (k =  1, 2, . . .  , п) интеграллэр якинлашувчи

а
булса, у хрлда

J  Ic J i  (х) +  Я'2 (х) +  . . . +  сп fn (х)! dx
а

интеграл цам якинлашувчи булиб,

J  \Cifi (х) +  c.,f2 (х) +  . . .  +  сJ n {х)\ dx =  cY [ fl (х) dx +  с2 [ /2 (х) dx +
а

Ъ
+  . . . +  сп (' fn{x)dxci =  const, i  =  1, п.

а

булади.
ь ь

5° Агар (' / (х) dx ва ]' fg (х) dx интеграллар якинлашувчи булиб,
а  а

а, Ь) да / (х) <  g (х) тенгсизлик урин ли булса, у  хрлда 

j7 (x)dx <  j g(x)dx
а а

булади.
ГОкоридаги / (х) ва g{x) функциялар куйидаги шартларни ^ам 6а- 

жарсин:
1) / (х) функция [а, Ь) да чегараланган, яъни шундай т  ва М уз- 

гармас сонлар мавжудки, у х  £ [о, Ь) да т  <  /(х) «с М;
2) g(x) функция ¡а, Ъ) да уз ишорасини узгартирмасин, яъни барча 

х(х£[а ,  Ь) ларда g (х) > 0 ёки д(х) <  0 .
ь ь

6°. Агар j  f(x) g (x) dx ва !’ g (x) dx интеграллар яцинлашувчи булса,
a a \

у  зшлда шундай узгармас ¡u (m <  M) сон топиладики,

\f{x)g{x)dx =  ¡.i ¡g (x)dx
a  a

тенглик уринли булади.
Бу хосса ушбу бобнинг 1- § да келтирилган 6°- хосса исботн каби 

исботланади. Одатда бу хосса у р т а  ц и й м а т  х а к. л д а г и т е о р е м а  
деб юритилади.

5- §. Чегараланмаган функция хосмас ммтегралининг 
якинлашувчилиги

f(x) (функция [а, Ь) ярим интервалда берилган булиб, b шу функ­
циянинг махсус нуктаси булсин. Бу функция хосмас интегралинииг 
яцинлашувчилиги шартини топиш билан шугулланамиз.



b
Биз ю^орида f f(x)dx  хосмас интегралнииг якинлашувчилиги t-+

а
->-6 — 0 да

F(t) =  ¡f(x )d x  ( a < t < b )
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланишини кур- ij 
ь х

дик. Бинобарии, ( f  (х) ах интегралнииг якинлашувчилиги шарти, i -*-
Я

—rb  — 0 да F (t) функциянинг чекли лимитга эга булиши шартидан 
иборат.

1- е̂ исм, 4- боб, 5- §, 6- § даги функциянинг чекли лимитга эга бу- |
ь

лиши хакидаги теоремалардан фойдаланиб, (' f(x)dx  хосмас интеграл- ;
а

нинг якинлашувчилиги шартини ифодаловчи теоремаларии келтирамиз.
1. Ма нфий  б у л м а г а  и ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л  и н и н г  

я к и н л а ш у в ч и л и г и .  /(х) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган 
булиб, b эса шу функциянинг махсус ну к/гаси булсин.

Бу функция [а, Ь) оралшущ манфий булмасин (\tx£ ¡a, b) учун 
№  >  0) ва орали^нинг исталган [a, t\ цисмида (а <  / <  Ь) интеграл­
ланувчи булсин. У холда а <  <  t2 <  b лар учун

F (Q =  J  f  (х) dx =  F(t1) +  [ f  (x) d x > F  ((,)
a h

булади. Демак, f  (x) >  0 булганда F (/) функция усувчи булар экан. 
Бинобарии, t->~ b — 0 да F(t) хамма вакт лимитга (чекли ёки чексиз) 
эга булади. Монотон функция лимити хакидаги теоремадан фойдала-

ь
ниб (каралсин, 1 - кием, 4 -боб, 5-§) J  f(x) dx интегралнииг якиилашув-

а
чилиги шартини ифодалайдиган куйидаги теоремага келамиз. ь .

16.7- т еор ем а. [а, Ь) да манфий булмаган f (х) функция j' f  (х) dx
а

хосмас интегралининг якинлашувчи булиши учун, {F (t)} нинг юкори- 
даги чегараланган, яъни Y ¿£ (a . b) у ч ун

t
F (t) — j' f(x) dx <  с (с =  const)

a

булиши з а р у р  ва етарли. ь
Одатда бу теорема /(х) (/ (х) > 0) функция \f(x)dx хосмас инто

а
граликииг якинлашувчилиги Критерийси  деб аталади.

Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айта оламиз.
16.5- н а т и ж а .  Агар [F (t)} =  {j/(x)dx} туп лам юкоридан чегара

а
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ь
ланмаган булса, у  холда j  / (х) dx хосмас интеграл узоклашувчи бу-

а
лади.

М а н ф и й  б у л м а г а н ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а -  
рини т а ^ к о с л а ш  да  к и д а  т е о р е м а л а р .

16 . 8 - теорема .  } (х) ва g(x) функциялар [а, Ь) да берилган булиб, 
Ь эса бу функцияларнинг махсус нуктаси ва V  [а, Ь) да

0 < f ( x ) < g ( x )  (16.36)
булсин. У  уолда:

\g(x)dx якинлашувчи булса, \f{x)dx хам якинлашувчи булади,
а аЪ b
j' f(x)dx узоклашувчи булса, f g(x)dx хам узоклашувчи булади.
а  аЬ

И с бот.  §g(x)dx  якинлашувчи булсин. Унда 16.7-теоремага кура
аt

{G (t)} =  { j' g (х) dx} (я <  / <  b) туплам гокоридан чегараланган:
а

t
G (t) =  [ g (х) dx (С — const)

а
булади. (16.36) муносабатга асосан

F (0 =  f / (х) dx <  J  g (х) dx =  G (/) <  С
а  а

b
булиб, ундан яна 16.7-теоремага кура [/ (х)dx интегралнинг якинла-

а
шувчилиги келиб чикади. 

ъ
Энди \f(x)dx интеграл узоклашувчи булсин. У холда {F (/)} =

а
t

= j |'fix)dx) юкоридан чегараланмаган булиб,
а

¡ f ix )  d x ^ \ g (x )d x
а а

тенгсизликдан эса

(0} =  I f g (х) dx}
а

пинг дам юкоридан чегараланмаганлигини топамиз. Демак, юкоридаъ
келтирилган натижага кура j' g(x)dx интеграл узоклашувчи. Теорема

а
исбот булди.

16.9-т еор  ем  а. [а, Ь) да f  (х) ва g (х) манфий булмаган функция-
f (х)лар берилган. х-+Ь — 0 да нисбатнинг лимита k бйлсин:
8(х)

lira
х^Ь—0 g  (X)
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Ь
Агар к <  +  00 ва Г я  (х) йх интеграл якинлашувчи булса, [ / (х) ¿?х

«  а
интеграл хам якинлашувчи булади.

ь ь
Агар /г >  0 ва ('¿г(х)^х интеграл узоклашувчи булса, \1(х)йх ин-

а  а
теграл хам узоклашувчи булади.

Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган 16.3- 
теореманинг исботи кабидир. У ни исботлашни укувчига хавола этамиз. 

Юкорида келтирилган теоремалардан цуйидаги натижа келиб чикя-
ди.

16 . 6 -натижа .  16.9-теорема шартларида агар 0 < & <  +  со булса, 
ь ь

у хрлда [ / (ж) йх ва \ё(х)йх интеграллар бир ва^тда ёки якимлашув-
а а

чи, ёки узоклашувчи булади. 
ь

Бирор П ( х ) й х  (¡(х) > 0, У х 6 [а, Ь)) хосмас интеграл берилган
ь

булсин. Бу интегрални [ -------- — интеграл билан солиштириб, куйи-
а (Р А") 

даги аломатларни топамиз.
1°. Агар х нинг Ь га етарлича я кин кийматларида

=  (“ > 0 )
ь

булса, у  хрлда с р ( х ) < с < + ° о  ва а < 1  булганда [¡{х)й х  интеграл
• аЬ

якинлашувчи, ф ( х ) > с > 0  ва а > 1  булганда | / (х) йх интеграл узо^-
а

лашувчи булади.
2°. Агар х-*- Ь — 0 да /(х) функция —1-—  га нисбатан а  (а  >  0)

Ь — х
ь

тартибли чексиз катта булса, у хрлда |/(х)йх интеграл а < 1  бул-
а

ганда якинлашувчи, а  >  1 булганда эса узоклашувчи булади.
Бу аломатларнинг исботи хам ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган 

аломатларнинг исботи кабидир.

М и с о л л а р. I . Ушбу
I

СОБ X - йх
{ Г Г -

интегрални царайлик. Бунда интеграл остидаги функция

Пх]~ У Щ Ш Г -Ц -х)1'*
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булади. Равшанки, У х € [ 0 ,  1) учун ср (х) =  ссв2 х <  1 з а  а  =  — < 1 .  Д емак,
4

юкоридаги 1°-аломатга кура берилгаи интеграл я^инлащувчи булади.
2, Куйидаги

!
х ёх 

у  I — ха 

интегралки ^арайлик.
х

пт / Е Е И  = И тх  
*->-* 1 *-*8-1 у  1~ х / 2

уМ — х
5;амда

1
Г

3 1 — хв
интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб, 1 6 .6 -натижага асосланиб берилган 
интегралнинг якинлашувчилигини топамиз.

2. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  якин-  
л а ш у в ч и л и г и .  / (х). функция [а, Ь) ярим интервалда берилган булиб, 
Ь нукда / (х) функциянинг махсус нуктаси булсин.

Маълумки, — 0 да

.Р(/)=|/(лМ х
а

Ь
функция чекли лимитга эга булса, у  холда [ /(х) «¿х хосмас интеграл

а&
якинлашувчи деб аталар эди. Демак [ ¡(х)йх  хосмас интегралнинг

а
я^инлашувчилиги тушунчаси з̂ ам функциянинг чекли лимитга эга бу­
лиши оркали ифодаланади. Функциянинг чекли лимитга эга булиши 
хакидаги теоремадан (1-кисм, 4 -боб, 6-§) фойдаланиб куйидаги теоре- 
мага келамиз.

16.10-т е о р е м  а. (Коши т е о р е м а  с и). Т\уйидаги

I" / (х) йх
'а.

хосмас интегралнинг (Ь — махсус ну ¡-{та) якинлтиувчи булиши учун, 
А/-&>0 сон олинганда щ м, шундай б > 0 топилиб, о — б < Г < ’о, 
Ь — Ь с1" <Ь тенгсизликларни каноатлантирувчи I’ ва И' лар учун

^ ( 0 -  ^ ( 0 ! =  |[ [(х)с(х\<е
V

тенгсизликнинг бажарилииш зарур ва етарли.
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Бу теорема му^им назарий ахамиятта эга б5глган теорема. Бирок 
ундан амалда—хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини аниклашда 
фойдаланиш к>ийин булади.

ь
16.11- т ео р ем  а. Агар [ | / (х) | йх интеграл якинлашувчи булса, у

аЬ
холда | / (х)йх интеграл хам якинлашувчи булади.

а
Бу теоремаыинг исботи ушбу бобнинг 2-§ идаги 16.5-теореманинг 

исботи кабидир.
ь

1 6 . 7 - э с л ат м а .  |" | /(х) | йх интегралнинг узоклашувчи булишидан 
ь а
Щх)йх интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чи^авермайди.

ш

а
I

М и  с о  л. Ушбу | ( — 1)*-* х -> ^

ш( - 1)

йх интеграл якинлашувчи, аммо 

йх интеграл эса узоцлашувчидир.
1—х

16.9-таъриф.  Агар ] '| /(х) \йх интеграл якинлашувчи булса, у
ъ а

х.олда [ / (х) йх абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади. / (х)
а

функция эса [а, Ь] да абсолют интегралланувчи функция деб аталади. 
ь ь

Агар \[(х)йх интеграл якинлашувчи булиб, [ | / ( х ) | ¿¿х интеграл
а а

Ь
узоклашувчи булса, у  ^олда {¡(х)с1х шартли якинлашувчи интеграл

а
деб аталади.

Бирор /(х) функция \а, Ь) да берилган булиб, Ъ эса шу функция­
нинг махсус нуктаси булсин. Бу /(х) функция |/(х)| абсолют кийма- 

ь
тининг [а, Ь) буйича [ | /(х) | йх интегралини карайлик. Кейинги интег-

а
ралга нисбатан 6 -§  даги аломатларни куллаш мумкин. Агар бирор ало- 

ь
матга кура [ | /(х) | йх интегралнинг я^илашувчилиги топилса, унда

а Ь
16.11-теоремага асосан берилган |' / (х) йх интегралнинг з̂ ам якиила-

а
шучилиги (хатто абсолют я^инлашувчилиги) топилган булади.

ь
Агар бирор аломатга кура \ \[(х)\йх интегралнинг узоклашувчили

а Ь
гини аникласак, айтиш мумкинкй, Г /(х) йх ёки узоклашувчи булади,

а
ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аник л ат  кушимча текшириш 
ни талаб этади.
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Биз аввалги параграфларда функция хосмас интегралининг якинла- 
шувчилигини ургандик. Энди якинлашувчи хосмас интегралларнн хи- 
соблаш билан шурулланамиз.

Бирор /(х) функция [а, Ь) да берилг&н булиб, b эса шу функция- 
нинг махсус нуктаси булсин. Бу функциянинг хосмас интеграли

ь
I =  a f(x)dx

. а

якинлашувчи, у ни дисоблэш талаб этилсин.
1, Н ь ю т о н —Л е й б н и ц  форм у л ас  и. Фараз ^илайлик, /(х) 

функция [а, Ь) да узлуксиз булсин. Маълумки, бу холда fix) функция 
шу ораликда Ф(х) (Ф'(х) =  /(х), х£[а, Ь)) бошланрич функцияга эга бу- 
лади. х- уЬ—0 да Ф(х) функциянинг лимита мавжуд ва чеклн булса, 
бу лнмитни Ф(х) бошланрич функциянинг Ь нуктадаги кийматн деб 
к^абул ^иламиз:

П тФ (х) =  Ф(Ь).
*-*•&—о

Хосмас интеграл таърифи хамда Ньютон — Лейбниц формуласндан 
фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

I'/(x)dx =  lim Гf(x)dx — lim [Ф(/)—Ф (а)] =  Ф(6)—Ф(а) == Ф(х)
i  /->6-0;а ■ ¿-»6-0 а

Бу эса, ю!\оридаги келишув асосида, бошланрич функцияга эга булган 
/(х) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

Бёрилган хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб ёки булаклаб 
интеграллаш натижасида дисобланиши мумкин.

Биз ушбу бобнинг 3- § ида чегаралари чексиз хосмас ннгегралларда 
узгарувчиларни алмаштириш ва булаклаб интеграллаш усулларини кел- 
тирган эдик. Худди шу усуллар чегараланмаган функция хосмас интег- 
ралларида дам мавжуддир. Уларни исботсиз келтирамиз.

2. Б у л а к л а б  и нте  г р а  л л а ш у с у  л и. и(х) ва v (х) функциялар- 
нинг з̂ ар бири [а, Ь) да берилгац булиб, шу ораликда узлуксиз и'(х) 
ва v'(x) доснлаларга эга булсин. b нукта эса v{x) u\x) хамда u(x)v(x) 
функцняларнинг махсус нукталари.

ь
Агар \ и (x)du (х) интеграл якинлашувчи хамда ушбу

а
lim u(t)v(t) 

t—>b—0
b

лимит мавжуд ва чекли булса, у долда (' и (х) dv (х) интеграл я^инла-
а

6 ь
j ‘ и (х) dv (х) =  и(х) v(x) — j" и (х) du (х) (16.37)
а 'а

6- §. Чегараланмаган функция хосмас интегралини х,исоблаш

шувчи булиб,
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М и с о  л . У ш б у

булади, бунда
и (Ь)■ v (b) =  lim  и (t) v (i). 

t-ib-в

i
(х 4- 1) dx

J  T ^ U - i )2 © ■

интегрални царайлик. Агар и (х) — х +  1, ä v (х) =  3/ ...dx деб олсак, унда
1/ 1-̂  1 j
1_

u (x )-v (x )  =  {х +  I) 3 (х — 1) 3 = . 3,

1 1 F_L
J  v (х)du (х) =  J  3 (х — 1) 3 dx = — (х — 1)4/з |о =  — Т  
8 0 4 1 4

булиб, (16 .37) формулага кура
1 ■ 1 (х +  1) dx

j" u(x)dv(x)= j  У (х- \ )г = 3 -

булади. Демак,

1 (x+\)dx 21

_9\ 2\ 
4 j  =  4

il^ ( x - l )  4
ö

16 . 8 - э с л а т ма .  Юкоридаги (16.37) формулани келтириб чикаришда
ь
§v(x)du(x) интегралнинг якинлашувчилиги хамда lim \u(t)-v(i)} лимит-
а }--+Ь—9
нинг мавжуд ва чекли булиши талаб эшлди. 

ъ ь
Агар J и (х) dv (х), J  v(x)du{х) интегралларнинг якинлашувчилиги ^ам-

а а
да lim \u(t)v(i)} лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта факт- 

1-*Ъ-о
дан исталган иккитаси уринли булса, унда уларнинг учинчиси ^амда 
(16.37) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  f(x) функция 
1а,Ь) да берилган булиб, b эса шу функциянинг махсус нукгаси булсин. 
Куйидаги

if(x )  dx
а

хосмас интегрални карайлик. Бу интегралда х —ц> (г) дейлик, бунда 
Ф (г) функция [a,ß) ораликда ф' (г) >  0 ^осилага эга ва у узлуксиз хам-

ß
да ф (а) = а, ф (ß) =  b. Агар J  / (ф (г)) ■ ф' (г) dz интеграл якинлашуп

а
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ь
чи булса, у >̂ олда \ ¡{х)ёх  интеграл хам якинлашувчи булиб,

а

Ь $
_[ / (х) с/х =  ] / (ф (2) )  ф' (г) йг
а  а

булади.
ъ

16.9-эслатма. \!(х)йх  интеграл якинлашувчи булсин. Бу интег-
а

ралда х =  ф (г) булиб, у кжрридаги шартларни бажарсин. У ^олда 
Р
I / (ф (г)) ф' (г) с/г интеграл ^ам якинлашувчи булиб,
а

* ^
.1 /(х)<^=1/(ф(г)ф '(г) *
а а

булади.

М и с о л .  Ушбу

г* <1х

.) С‘ -К X) ■/ хо
интегралда х =  (р (г) =  гг алмаштириш бажарамиз. Равшанки, бу х  =  г2 функция 
(О, 1 ] ораликда х' — 2г >  0 хосилага эга ва у  узлуксиз ^амда ф (0) =  0, ф{ 1) =  1. 
Интегрални хисоблаймиз:

р  2 й г  1? л  л

у | Г+~? = 2агс^  2 1о = 2 Т  = “2 '
о

4. Ч е г а р а л а н  м а г а н  ф у н к ц и я  л ар х о с м а с  и н т е г р а л  ла -  
р и н и хам баъзан (аник; интеграл сингари) и н т е г р а л  й и б и н д и- 
н инг  л и м и т  и с и ф а т и д а  х и с о б л  а ш мумкин булади.

[(х) функция [а, Ь) да берилган булиб, Ь нуцта шу функциям инг 
махсус нуктаси булсин. Бу функция куйидаги шаргларни бажарсин:

1) [а, Ь) да ¡(х) функция интегралланувчи,
2) [а, Ь) да /(х) функция усувчи ва у  х £ [а, Ь) учун ¡ ( х ) > 0 .
У холда

ь и — ь
[ 1(х) ¿х  =  П т ----- - У '?[а  4-----{Ь — а ) ]  (6.38)о п—>00 п * *  пк—и

булади.
Бу (16.38) муносабатнинг исботи ушбу бобнинг 4-§ ида исботлан- 

ган (16.21) муносабатнинг исботи кабидир.
Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  

бош к ;иймат и. ¡(х) функция \а, Ь) интервалда берилган булиб, 
с(а <  с <  Ь) эса шу функциянинг махсус нуктаси булсин.
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Маълумки, Т-+-С — 0, /-> -¿4-0 да, яъни г) =  с — т -*-(), т] '= / —
— с-> 0 да ушбу

х Ь с—Г] b

F (t,t) — \ f(x )d x+  \f(x)dx =  ] f(x )d x +  j  f{x)dx= F0(r|,т]')
a t а  с + тГ

функциянинг лимита мавжуд булса, бу лимит чегараланмаган функ­
циянинг хосмас интеграли деб аталар эди:

ь с—ч ь
\f(x)dx =  lim F0 (11, r)') =  l im[  j f(x)dx+  f f(x)dx}.

a a  c + n '
b

Агар бу лимит чекли булса, | / (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи
а

дейилар эди. ^

Равшанки, f  f(x)dx  хосмас интеграл якинлашувчи булса, яъни их-
а

тиёрий равишда т ]-Ч ), т]'-> 0 да F0 (r|, г)') функция чекли лимитга 
эга булса, у  холда т] =  т]' ва г| ^ 0  да хам бу функция чекли лимитга 
эга — интеграл якинлашувчи булаверади.

Бирок <F0(t], т]') функциянинг г) == rj' булиб, >О да чекли лимит- 
ь

га эга булишидан \f(x)dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши
а

хар доим келиб чикавермайди.
М и с о л. Ушбу

С dx\-------  (а < с < Ь )
J  х — с
а

хосмас интегрални карайлик. Равшанки,
с—Ti Ь

С dx , С dx b с г|
In ----------+  ш —-  (15.39)

X— с
*+ч'

булади.
d — с

т) =  г)' ва г) г* 0 да F0 (г), т ) ') - *" ln —— булади.

Бирок ихтиёрий равишда г] ~ 0, г|'  - О да (16.39) муносабатдан куринадики, 
ГГ) функция аниц лимитга эга булмайди.

16.20-таъриф. Агар г) =  г)' ва rj-> 0 да F0 (r\, rj') функциянши
ъ

лимита мавжуд ва чекли булса, у холда \f(x)d.к хосмас интеграл бои/

циймат маъносида якинлашувчи дейилиб,
HmFe (T], т])
■п—О

Ъ

лимит эса <\j f{x)dx хосмас интегралнинг боил циймати деб аталади
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b .

v. р. I" f(x) dx
а

ь
v. р. \ f (х) dx =  lim F0 (т), rj).

а
Ь

Шундай ^илиб,\ f(x )d x  хосмас интеграл якинлашувчи булса, у
а

b

бош к.иймат маъносида хам якинлашувчи булади. Биро^ j ' f(x)dx хос-
а

мае интегралнинг бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди.

5. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и  
т а ^ р и б и й  х и с о  бла  ш. f(x ) функция [а, Ь) да берилган вз b шу 
функциянинг махсус нуктаси, бу функция [а , Ъ) да узлуксиз булиб,

ь
I =  j/  (х) dx

а

интеграл якинлашувчи булсин. Куп холларда бундай интегрални аник 
хисоблаш кийин булиб, уни такрибий хисоблашга тугри келади. 

Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги таърифига асосан 
ь t
| f(x) dx =  lim \í(x) dx

а  ' t ^ b —0 'a

лимит мавжуд ва чекли, яъни У  е >  О олииганда ^ам шундай б >  О 
топиладики, b—б </ < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи барча t ларда

b t Ь

! J7  (х) dx —j  f{x) dx | =  11" / (x) dx ] <  e
a  a  t

булади.
Натижада берилган / интегрални такрибий ифодаловчи к.уйидаги 

b t

j  f (х) dx£ü\f (x) dx (b—ö< t<  b)
а а

формулага келамиз. Бу такрибий формуланинг хатолиги
ь

]J f{x) dx j <  s 
t

булади.
Шундай ^илиб, хосмас интегрални такрибий хисоблаш — аник ин- 

тегрални тацрибий хисоблашга келтирилади. Аник интегрални та^ри- 
бий ^исоблашда эса, бизга маълум формулалар (турри туртбурчаклар, 
трапеция, Симпсон формулалари, каралсин, I- кием, 9 -боб, 11-§)дан 
фойдаланилади.

каби белгиланади. Демак,
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Ушбу параграфда чегараланмаган f(x) функциянинг чексиз оралщ 
буйича хосмас интеграли тушунчаси келтирилади.

Соддалик учун, (0 , +  °°) ораликда берилган f(x) функция шу ора- 
ли^да битта а махсус нуктзга эга булсин. Бу функция исталган чек­
ли \t, т] (а</<х<+сх>) ораликда интегралланувчи, яъни ушбу

7- §. Умумий *ол

j f(x)dx  (16.40)

интеграл мавжуд булсин.
х узгарувчининг хар бир тайин к,ийматида (t <  х <  +  оо) (16.40) 

интеграл / га боглик булади:
%
j  f(x)dx =  Fx (t).
t

Маълумки, агар ¿ -h i+ 0  да
lira FМ)

¿-»0+0
лимити мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг (а, т] орали^ бу­
йича хосмас интеграли деб агалиб, у

%
J/(x)dx
а

каби белгиланар эди. Демак,
IE 1

\f(x)dx =  l imF (t) =  lim \f(x)dx. (16.41)
” i->o+0 /-fl+07

К^аралаётган f(x) функциянинг (а, x] (а <  x <-|- 00) оралик буйича
Т

хосмас интеграли [ f(x)dx  мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграя х га
а

боглик булади.
[f{x)dx =  ф(т).
а

Агар х-> +  со да ф (х) функциянинг лимити
lim ф(т)

00

мавжуд булса, бу лимит / (х) функциянинг (а, +  оо) оралик буйича 
хосмас интерали деб аталиб, у

J  f(x)dx
а

+Г f(x)dx =  Ншф(х) =  lim Гf(x)dx. (16.42)
а  t . ^ + 0 0  Ja

каби белгиланади. Демак,
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Юкоридаги (16.41) ва (16.42) муносабатларга кура
+ «3 1 1

Г f(x)dx =  lim \f{x)dx =  lim lim [Kx)dx (16.43)
o  t ->■-}-00 a  oo / -» . -J -0  V

булади.
- f  00

Arap (16.43) лимит мавжуд булиб, у  чекли булса, j' f(x)dx хос-
а

мае интеграл я^инлашувчи дейилиб, f(x) эса (а, + о о )  ораликда ин- 
тегралланувчи деб аталади.

- j -  ОС

Агар (16.43) лимит мавжуд булиб, у чексиз булса, f f(x)dx хос-
а

мае интеграл узо^лашувчи деб аталади.
16 . 10-эслатма .  Агар (16.43) лимит мавжуд булмаса, бу холда

шартли равишда f(x) функциянинг [ / (х) dx хосмас интеграли узоц-
а

лашувчи деб ^абул килинади.
Умуман, юк;оридагидек, f(x) функция (а, +  oo)/{Cj, с2, . . . , с Л 

(а < с ,-<  +  оо, i =  l ,  2 . . .  , п) тупламда берилган, cv с2, . . . , еп 
эса шу функциянинг махсус нуцталари булган холда ^ам f(x) функ­
циянинг (а , +  оо) орали^ буйича хосмас интегралини таърифлаш ва 
уни урганиш мумкин.

Биз ушбу бобнинг 1 — 8- пара граф ларида функциянинг чексиз ора­
ли^ буйича хосмас интегралининг ^амда чегараланмаган функциянинг 
хосмас интегралининг я^инлашувчилиги шарти, яцинлашувчи интеграл- 
ларнинг хоссалари, уларни ^исоблаш билан шугулланган эдик. Худди 
шунга ухшаш масалаларни 9-§ да келтирилган ннтегралларга нисбатан 
айтиб, уларни урганиш мумкин.

М и  с о  л л а р . 1. Ушбу
- j -  Со

\ xa~ l e~x dx (16.44)
о

хосмас интегрални ^арайлик. а <  1 ^ийматларДа, х =  0 нуцта интеграл остидаги 
(функциянинг махсус ну^таси булади (чунки, х -»• +  0 да интеграл остидагн функция 
чексизга интилади). Демак, бу ^олда (16.44) интеграл ^ам чексиз орали^ буйича 
олинган хосмас интеграл, хам чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли "экан. 
Бу интегрални икки циемга:

-J -О О  1 _]_оо

f ха~ 1 е~х dx— j ха~ { е~х dx-\- [  ха~ 1 е~х dx 
в в i

ажратиб, уларнинг jjap бирини алохида-ало^ида яцинлашувчиликка "текширамиз. 
Биринчи ^

\xa~ l e~x dx
о

иптегралда, интеграл остидаги функция учун

~Т г1— а х е ^  I-о (0 < * ^  1)с Л X
тснгсизликлар уринли булади.
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Ушбу

интеграл 1 — а <  1, яъни а >  0 да якинлашувчи, I — 1, яъни а О да узо^- 
лашувчи (даралсин, 5- §).

5 -§  да келтирилган такдослаш ^акидаги 1 6 .8 -теоремага кура

!
[  х а~ 1 ех с1х
О

интеграл а >  0 да якинлашувчи, а ^  0 да эса узоклашувчи.
—|- оо

Энди | ха~~1 е~х йх интегрални я^инлашувчиликка текширамиз.
1

Равшанки,
ха~~л е~х х а+ 1

Нш ---- ---------=  Пт — — - 0.
X - »■■{ оо 11 X  ■ > ¡ -оо

1
Ушбу \ —  йх интеграл якинлашувчи булганлигидан, 2 -§  да келтирилган 16.3- 

J  х2 
1 + 00

натижага кура ) ха~ 1 е~х йх интеграл ^ам я^инлашувчидир. Шундай цилиб, 
1

+°°
ха~ 1 е~~х йх интеграл а нинг ихтиёрий [кийматида якинлашувчи. Натижада бс-

1
+ 0 0

рилган [  х “- 1 е~х йх интегралнинг а > 0  да якинлашувчи булишини топамиз.
о
Ушбу

1
( V - !  (1 — х)*“ 1 <1х ( 16.4Г>)
о

интегрални ^арайлик. Интеграл остидаги функция учун
1) а <  1, 6 ^  1 булганда х =  0 махсус ну^та,
2) а ^  1, й <  1 булганда х =  1 махсус ну^та,
3) а < .  1, Ь <  1 булганда х  =  0 ва х — 1 ну^талар махсус ну^талари булади, 

бинобарин (16 .45) интеграл чегараланмаган функциянинг хосмас интегралидир.
Берилган интегрални якинлашувчиликка текшириш учун уни цуйидагича ёзиб 

оламиз:

!
1 2 1
I" х а~1 (1 йх=  х а~1 (1 — х )* -1  ё х + \  х “->• (1 — х ) * - 1 Ох.
О О 2 .

2

Бу тенгликнинг ун г томонидаги ^ар бир интегралда, интеграл остидаги функциянинг 
купи билан битта махсус нук,таси булади.

Равшанки,

Нш (1 -  л-)6“ 1 = 1 ,  П т  ха~1 =  1. 
х-+0 ж-г>1
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х « - 1  (1 — х ) Ь - 1  х о - 1  ( 1 _ л)б - 1
Ьш ■— —-------------- —  1, И т   г -----=  1

я-г»0 Xй 1 х->1 (1 — л :)6 - 1

булиб, хосма' интегралларда тащослаш ха^идаги 16 .9 -тсоремага кура
_1_ _1
2 2

У холда

[  ха 1 (1 — х)ь ~ 1 с1х билан | х а~ г <1х
о О

хамда
1 1
| х а~ х (1 — х) ь~ 1 с1х билан j  (1 — х)ь~ 1 ёх

}_ 1_
2 2

интеграллар бир вацтда ёки я^инЛашадн, ёки узснушшади.
Маълумки, а >  0 булганда

1/2

[  х'1~ х йх
о

интеграл я^пнлашувчи, Ь >  0 булганда
1
[ (I — л)6-1 Ле 
1/2

интеграл я^инлашувчи. Д емак, а  >  0 булганда
1/2

| (1 — *)& -1 ¿д;
0

интеграл яцинлашувчи булади, 6 >  0 булганда
1

| х 1 -1  (1 — х)6 -1  йх 
1/2

интеграл яцинлашувчи булади.
Шундай цилиб, ^аралаётгаы

1
I” х а~~-1 (I — х)6" 1 ¿X
о

интеграл а > 0  ва ¿ > 0  булганда, яъни
М =  {(а, Ь) 6 £ 2 ; а  6 (0> +  оо), 6 £ (0 , оо)} 

тупламда яцинлашувчи булади.

17- Б О Б

ПАРАМЕТРГА БОГЛИК ИНТЕГРАЛЛАР

Мазкур куренииг 12-ва 13-бобларида куп узгарувчили функция- 
лар ва уларнинг дифференциал хисоби батафеил урганилди. Энди бун­
дам функцияларнинг интеграл зугсоби билан шугулланамиз. Шуни ай- 
тиш керакки, куп узгарувчили функцияларга нисбатан интеграл тушун- 
часи турлича булади.

Ушбу бобда куп узгарувчили функциянинг битта узгарувчиси буйи- 
ча интеграли билан танишамиз ва уни урганамиз.
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f  (X[, x2, . . ., xm) функция бирор M (M czR m) тупламда берилган 
булсин. Бу функциянинг битта xk (k — 1, 2, . . т )  узгарувчисидан 
бои ¡ка барча узгарувчиларини узгармас деб хисобласак, у  холда / (х ,, 
х2, ■ - • I х1п) функция битта хк узгарувчига бор лик; булган функцияга 
айланади. Унинг шу узгарувчи буйича интеграли (агар у  мавжуд бул- 
са), равшанки х,, х2, . . . , xk_ v xk+i, . . . ,  хт  ларга боглик булади. 
Бундай интеграллар параметрга борли  ̂ интеграллар тушунчасига олиб 
келади.

Соддалик учун икки узгарувчили / (х, у) функциянинг битта узга­
рувчи буйича интегралини урганамиз.

f  (х, у) функция R2 фазодаги бнрор
М =  {(х, у) £ R2: а <  х <  Ь, у  £ Е er R}

тупламда берилган булсин. у узгарувчининг Е (Е cz R) тупламдан олин- 
ган хар бир тайинланган цийматида / (х, у) функция х узгарувчиси бу­
йича [а, Ь] ораливда интегралланувчи, яъни

ь
j  f (X, у) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у  узгарувчининг Е 
тупламдан олинган кийматига борли^ булади:

ь
Ф (у) =   ̂ f  (х, у) dx. (17.1)

а
Одатда (17.1) интеграл параметрга боглщ интеграл деб аталади, 

у  узгарувчи эса параметр дейилади.
Параметрга борлик интеграллар да, / (х, у) функциянинг функционал 

хоссаларига (лимити, узлуксизлиги, дифференциалланувчилиги, интег- 
ралланувчилиги ви хоказо) кура Ф (у) функциянинг тегишли функцио­
нал хоссалари урганилади. Бундай хоссаларни урганишда f  (х, у) функ­
циянинг у  узгарувчиси буйича лимити ва унга интилиши характери 
му^им роль уйнайди.

1- §. Лимит функция. Текис яцинлашиш. Лимит функциянинг
узлуксизлиги

f (х, у) функция М =  {(х, у) £ R2: а <  х <  b, у£Е  cz R} тупламда 
берилган, у0 эса Е (Е cz R) тупламнинг лимит ну^таси булсин.

х узгарувчининг [а, Ь] оралиедан олинган х>ар бир тайин ^иймати- 
да / (х, у) фа^ат у нинггина функциясига айланади. Агар у -+ у ь дабу 
функциянинг лимити мавжуд булса, равшанки, у  лимит х 5'згарувчи- 
нинг [а, b] ораликдан олинган кийматига борли^ булади:

lim / (х, у) =  ф (х, yti) =  ф (х).
У->Уо

17.1-т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  олинганда >̂ ам, У  х£[а, о] учун 
шундай 8 =  6 (в, х) >  0 топилсаки, | у —- у0 1 <  8 тенГсизликни щ\ 
ноатлантирувчи у  у£ Е  учун

|/ (х, у )  —  ф (х)| < 8
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булеа, у холда ф (х) функция / (х, у) функциянинг у  — у0 даги лимит 
функцияси дейилади.

/ (х, у) функция М =  {(х, y)£R*', х£[а, Ь], у£Е} тупламда берил­
ган булиб, со эса Е тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

17.2-т а ъ риф. Агар Y s > 0  олинганда х;ам Y * 6 [ß, b] учун 
шундай Д =  А (е, х) >  0 топилсаки, | у | >  А тенгсизликни каноатлан- 
тирувчи Y  У£Е учун

I / (х, У) — ф (х) | <  е
булса, у зузлда ф (х) функция / (х, у) функциянинг у-+- оо даги ли­
м ит функцияси дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
I {х, у) =  ху

функциями М = [ ( х ,  у) ER2: 0 ^  л; sg  1, тупламда карай лик. у0 — 1
булсин.

Агар V е >  0 кура, S =  е деб олинса, унда \у— г/о | =  I г/ — 1 ) < б  тенгсиз­
ликни ^аноатлантирувчн V ¿/ € [0, 11] ва V € [ 0 ,  1] учун

I f  (х, у) — ф (х) ( =  I ху — X I — IX I ■ I у,— 1 I <  | у —  Н  <  S 

булади. Демак, у -» -  1 да / (х, у) =  ху функциянинг лимит функцияси

Ф (х) =  lim  / (х , у) =  lim  ху — х 
у̂ >\ ¡/-И

булади.
2. К,уйидаги

f  (х, у) =  хУ
функциям! М = { ( х ,  у) 6 R'2 : 0  .v^  1, 0 ^ ( / ^ 1 }  тупламда ^арайлик. уо = 0  
булсин.

Агар х =  0 булса, у  холда у  У € [0, 1) учун

/ (0, ¿/) = 0
б)'лади.

Агар х узгарувчи тайинланган ва х Ф  0 булса, у  холда у - у  0 да 

/ (х, у) =  хУ~ух°=]
булади.

Хакпкатан хам, V s > 0  сонга кура б =  logj- (1 — е) ( * > 0 ) д е б  олчнадиган 
булса, унда | у — Уо\=\ У — 0 ) =  | г/1 <; 6 тангсизликни бажарадиган V у  6 [0 , 1) 
учун

I /  (*, г / )~  <¥{х)\ =  \хУ - \ \ = - . \ - ху <  1 - x ° Sxa~ z)=  1 —  (1 —  е) =  е 

булади.
Демак, у-*- 0 да берилган f  (х, у) — х у функциянинг лимит функцияси 

ф (х) — (  ЙГа̂  Ч булса,
\ 0, агар х =  0 булса

га тенг булади.

Ю кори да келтирилган мисолларнинг биринчисида, лимит функция 
таърифидаги ö — е булиб, у фацат е гагина борли^, иккинчигида эса 
6 =  10̂  (1 — в) булиб, у берилган s > 0  билан бирга ^аралаётган х 
нуктага хам ooi-лик, эканини курамиз.

Лимит функция таърифидаги б >  0 нинг к,аралаётган х нуи.таларга 
боглик булмай факат е >  О гагина богли^ килиб танлаб олиниши мум- 
кин булган хрл му^имдир.
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17.3-таъриф.  М тупламда берилган / (х, у) функииянинг у-> у0 
даги лимит функцияси ф (х) булсин. у  е >  0 олинганда хам шундай 
6 =  6 (е) >  О топилсаки, | у  — у0 1 <  б тенгсизликни цаноатлантирувчи 
у  у£Е] ва у  х£ [а, Ь] учун

\! {х, у) — ц>(х)\<& 
булса, [ (х, у) функция уз лимит функцияси ф (х) га [а, Ь] да текис 
якинлашади дейилади.

Акс холда я^инлащиш нотекис дейилади. Нотекис я^инлашишнинг 
^атъий таърифини келтирайлик.

17.4-т а ъриф.  М тупламда берилган } {х, у) функциянинг у -+ у 0 
даги лимит функцияси ф (х) булсин. у 6 > 0  олинганда х,ам шундай 
ео> 0 , х0£[а,  Ь] ва \уг — У0| < б тенгсизликни ^аноатлантирувчиу£Е  
топилсаки, ушбу

I / (х0, Ух) — ф (х0) I >  ео 
тенгсизлик уринли булса, у хрлда / (х, у) функция ф (х) га нотекис 
я^инлаигади дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу г
/ (х, у) = Х51Пу

функцияни ж  =  {(х, !/ )6 й 2; 0 < д .- <  1, 0 <  у <  я )  тупламда «¡аранлнк. у0 -■

булсин. Равшанки, у-+у0= — булганда / (х, у) = х • эГп у функциянииг лимита
3

х га тенг булади. Демак, ф (х) =
V  з

V 8 >  0 сонни олайлик. Агар б =  е десак, у  >;олда \ у— —! 3
ни к;аноатлантирган V у  учун ва V л: 6 [0 , 1] учун 

| ! (л-, у) — ф (*) I =

<  б тенгсизлик-

Г г _ 1 V 1 К з
X БШ /У X

■' 2
— \х\ у 2

= | х | эт у—ып — [<

< У — <  е

тенгсизлик бажарилади. 1 7 .3 -таърифга кура. у->~~ т  берилган / (* , у) =  х ■ з т  у

функция уз лимит функцияси ф (х) = У з х га текис якинлашади.

3 . Ю^орида келтирилган

/ (х, у) = хУ 
функцня у-+  0 да уз лимит функцияси

, агар * 6 ( 0 ,  1] булса,
0, агар х — 0 булса 

га нотекис якинлашади.

Да^икатан ^ам, V б > 0  сонни олайлик. Агар ев =  — у  ̂ сифатида 0 < (/ 1<й

Ф  ( * )
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тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий г/j ни ва ха =  2 ~ '^ '  деб олсак, у  
д;олда

1 1 1 
)/  (-«о- У д ~  Ф(*о)1 =  1 -  4 ‘ =  1 — 7  =  V  > е о =  “ •

Бу эса, ¡7 .4 - таърифга кура, г/->-0 да / (х , у) х у функция уз лимит функцияси 
ср (х) га нотекис якинлашишини билдиради.

Энди / (х, г/) функциянинг лимит функцияга эга булиши ва унга 
текис яцинлашиши хацидаги теоремами келтирамиз.

/ (х, У) функция М =  \(х, у) £ R2: а <  х <  Ь, у £ Е] тупламда берил- 
ган булиб, у0 эеа Е (EczR) тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17.1-т е о р е м а ,  f  (х, у) функция у-^-у0 да лимит функция ф (х) 
га эга булиши ва унга текис якинлаишши учун у  s >  0 олинганда 
хам, х (х £ ja, ’о}) га борлщ булмаган шундай 6 =  6 (е) >  0 топилиб,
IV — У о I <  б, I У' ~  У о I 8 тенгсизликларни каноатлантирувчи у  у, 
у £Е х1амда у  х£[а, b] учун

\ f ( x , y ) ~ f ( x , y ’)\<E  (17.2)
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  / (х, у) функция у~ ^у0 да ср (х) лимит 
функцияга эга булиб, унга [а, Ь] да текис якинлашеин. Таърифга ку­
ра, у  е >  0 олинганда хам, ~  га кура шундай 6 =  6 (е) >  0 топила-

дики, | у  — у0 ] <  6 тенгсизликни каноатлантирувчи у  у £ Е ^амда
V  х£[а, Ь] учун | / (дг, у) — Ф (аг) | <  булади. Жумладан \у'—у01<

<  6 => | / (х, у ’) — ф (х) | <  ~  булади. Натижада

i / (х, у) — / (х, y ’)\< \f (х, у) — Ф (х) I +  I / (X, у') — ф (х) | <  £

булиб, (17.2) шартнинг бажарилишинн топамиз.
Е т а р л и л и г и .  Теоремадаги (17.2) шарт бажарилсин. У холда х- 

узгарувчининг [а, Ь] ораликда олинган х>ар бир тайин ^ийматида / (х, у) 
функция у узгарувчининггина функцияси булиб, у  г >  0 олинганда 
хам, шундай 6 =  6 (е) >  0 топиладики, | у — у0 | <  6, | у' — у0 | <  6 
тенгсизликларни каноатлантирувчи у  у, у' £Е учун

I f  (х, У) — f (х, у')] <  г (17.2
булади. Функция лимитининг мавжудлиги х^идаги Коши теоремаси- 
га асосан (каралсин, 1- ^исм, 4 -боб, 6-§) у->-у0 да / (х, у) функция 
лимитга эга булади. Равшанки, бу лимит тайинланган х {х£\а, Ь\) га 
Гюгли .̂ Демак.

lim / (х, у) =  ф (х).
У-*У о

Illy билан у -*■ у о да f  (х, у) функция ф (х) лимит функцияга эга бу- 
лиши курсатилди.
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Энди у узгарувчини | у  — у0 [ <  б тенгсизликни ка ноатла нт и ради ган 
^ийматида тайинлаб, (17.2) тенгсизликда у '-+ у 0 да лимитга утсак, у 
хрлда

! / (х, у) — Ф (х) | <  е
ХОСИЛ булади. Бу эса у -+ у 0 да / (х, у) фунциянинг ф (х) лимит функ- | 
ция.га 1«, Ь\ да текис якинлашишини билдиради. Теорема исбот булди.

Энди лимит функциянинг узлуксизлиги ^а^йдаги теоремани келти- 
райлик. Бу теоремадан келгусида биз фойдаланамиз.

17.2-т е о р е м а .  Агар [ (х, у) функция у узгарувчининг Е туп - 
ламдан олинган хар бир киймапгида, х узгарувчининг функцияси си- 
фатида, [а, Ь] оралщда узлуксиз булса ва у -> у0 да / (х, у) функ- ! 
ци% ф (х) лимит функцияга [а, Ь] да текис ящнлашса, у  холда ф (х) 
функция [а, Ь\ да узлуксиз булади.

И с б о т .  у0 га интиладиган \уп} кетма-кетликыи олайлик (уп£Е, 
п =  1 , 2 , . .  .). Шартга кура хар бир уп (« =  1 , 2 , . .  .) да / (х, уп) 
функция х узгарувчининг [а, 6] ораливдаги узлуксиз функцияси була­
ди. Демак, {/ (х, уп)} функционал кетма- кетликнинг хар бир хади [а, Ь\ 
ораливда узлуксиз.

Теореманинг иккинчи шартига кура ^ « > 0  олинганда х1ам, шун- 
дай б =  б (е) >  0 топиладики, у- х£ [а, Ь\ учун

I У — Уо ! <  8 =̂ -! / (х, у) — ф (л:) I <  е (у£ Е) (17.3)
булэди.

Уп-*~Уо Дан юкррида олинган б = б (е) >  0 га кура шундай п0 £ /V 
топиладики, у  п >  п0 учун \уп — у 0 К  б булади. У хрлда, (17.3) га 
асосан, V е >  0 олинганда >̂ ам шундай л0 б N топиладики, у  п >  
ва у  х £ [а, Ь\ учун

I / (х, уп) — ф (.г) 1 <  е
булади. Бу эса {/ (х, уп)} функционал кетма- кет лик ф (х) га [а, Ь] да 
текис якинлашувчилигини билдиради. 14-боб, 3-§ да келтирилган
14.6-теорема га асосан <р (х) функция \а, 6] орал ш\ да узлуксиздир. Те­
орема исбот булди.

2- §, Параметрга боглич ннтеграллар

/ (х, у) функция
М =  ((х, у)£Я*: х£\а, Ь], у ^ Е ^ Щ

тупламда берилган булиб, у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар 
бир тайин кийматида / (х, у) — х узгарувчининг функцияси сифатида 
[а, Ь] ораливда интегралланувчи булсин. Яъни у ни узгармас деб хи- 
соблан ганда

ь
| / (х, у) с1х
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интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интегралнинг к;иймати олинган 
у га (параметрга) боглик булади:

ь

ф (У) — ] 7  С*. У) dx. (17.1)
а

М и с о л .  Ушбу / (х , y) =  sinxy функциянинг х узгарувчиси буйича [а . Ь] даги 
интеграли (бу ерда у Ф  0)

й ь ь
Г , , , , Г . . 1 Г • , , , cos ay—cos byI f  (x, y) dx — \ sin xy dx =  — \ sin  xy d (xy) = ------------------ ~

a  a a
булиб, £ =  й \ { 0 ]  тупламда берилган

i
Ф (У) ~  —  (cos аУ — cos by)

У
функциядан иборатдыр.

Ушбу параграфда параметрга боглик (17.1) интегралнинг (Ф (у) —• 
функциянинг) функционал хоссаларини урганамиз.

1. И н т е г р а л  б е л г и с и  о с т и д а  л и м и т  га у • i¡ ш. f  (х, у) 
функция М =  {(х, y)£R2: х£[а, b], y^ E czR }  тупламда берилган .бу­
либ, уп нукта Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

13 .3- теорема ,  f (х, у) функция у нинг Е тупламдан олинган 
%ар б up тайин цийматида х нинг функцияси сифатида [а, Ь\ opa- 
ликда узлуксиз булсин. Агар f (х, у) функция у~>~у0 да ф (х) лимит 
функцияга эга булса ва унга текис якинлашса, у холда

b ь
l im Г / (х, у) dx =  \ ф (х) dx (17.4)

а а
булади.

И с бот.  Шартга кура / (х, у) функция у->  у0 да ф (х) лимит функ­
цияга эга ва унга текис якинлашади. Демак, Y  е >  0 олинганда хам, 
шундай б =  б (е) >  0 топиладики, | í/ — ¿/0 1 <  ö ни каноатлаптирувчи
Y  yd  Е ва Y  х £ [а, b\ учун

I f  (х, у) — ф (х) I < Ь — а
булади.

Иккинчи томондан, 17.2-теоремага асосан, ф (х) функция [а, Ь\
ь

ораливда узлуксиз булади. Демак, бу функциянинг интеграли J  ф (x)dx
а

мавжуд.
Натижада

b ь ь ь

I / (х, у) dx — J  ф (х) dx < j  I / (х, у) — ф (х) ¡ dx <  J  dx =  s
а а  а  а

булиб, ундан
ь ь

lim Г / (х, у) dx =  f ф (х) dx
У--+Уй * Jа. а

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди.
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(17.4) муносабатни куйидагича
ъ ь

lim Г / (х, у) dx =  Г [lim / (х, у)} dx
У-+У, j  J  У-+УО

^ам ёзиш мумкин. Бу эса интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кинлигини курсатади.

М и с о  л. Биз М =  {(ж, у) 6 R2 : х 6 [0 , 1], г/ € [0 , 1]} тупламда берилган

I (х, у) =  х sin у
функциянинг у-*- 0 да <р (ж) =  0 лимит функцияга текис яцинлашишини курганэдик: 
lim  х sin и =  О. 
у-*  О

Берилган функция у  узгарувчининг хар бир тайин ^ийматида х узгарувчининг 
[О, 1) оралицдаги узлуксиз функцияси эканлиги равшан. Демак. 1 7 .3 -теоремага
к УРа

lim  ( / (х, у) dx =  lim  \ х sin у dx =  I [ l i m д: sin у] dx =  О 
У-> О J  У -О  ¡I J

булади.

2. И н т е г р а л н и н г  п а р а м е т р  б у й и ч а  у з л у  к с и з л и г и .
17 . 4- теорема .  Агар / (х, у) функиия

М =  ¡(х, у) £ R2: x £ î û, b], y£[c, d]}
тупламда узлуксиз булса, y хрлда

b
ф (У) =  i* / (х, У) dx

функция [с, d] оралшфа узлуксиз булади.
И с бот.  Ихтиёрий Уо£[с, d] нуктани олайлик . Шартга кура / (х, у] 

функция М тупламда (тугри туртбурчакда) узлуксиз. Кантор теорема- 
сига кура бу функция М т5'пламда текис узлуксиз булади. Унда
Y  е >  0 олин ганда х,ам, шундай ô = б (е) >  0 топиладики,

Р ((X, у), (х, i/o)) =  I у  — у0 i <  ô 
тенгсизликнн каноатлантирувчи Y  (х, у) £ М, -у (х, у0)£М  учун

I f  (х, у) — f  (х, уо)|<е 
булади. Бу эса / (х, у) функциянинг у~+у0 да f  (х, у0) лимит функция­
га: текис я^инлашшпини билдиради. У хрлда 17.3-теоремага асосан 

b ъ b
lim Ф (у) =  Jim Í / (х, у) dx — С [ l im/ (х, у)\ dx = [ fix , у0)ёх= Ф (у{,)
У~*У о У-УО “  ¿  У~уУо ¿

( ¥ í / o 6 [ c ,  d])

булади. Демак, Ф (у) функция у0 нуцтада узлуксиз. Теорема исбот 
булди.

V
М и с о л. Ушбу / (X, у)=

х 2+ у 2+\
функция М =  {(*. у)£ R2 : X ¡z [0, 1], г/ € [0. 1 ]] тупламда ^аралаётган булсин. Раи- 
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шанки, / (х. у) функция М да узлуксиздир. Ю^оридагя теоремага кура ф (у) функ­
ция у а̂м [0 , ! ] да узлуксиз булади. Берилган интегрални ^исоблаб топамиз:

1 ,
С хйх. 1 I 1 2 4- «2

Ф  (у) =  \ ---------------- == — 1п (1 +  х2 -(- г/2) =  — 1п------ — ..) х* +  у * + \  2 \й 2 1 + у*

3. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  д ифферен ц и а л л а ш .  
Энди параметрга боглик интегрални параметр буйича диффереициаллаш- 
ни ^араймиз.

17.5-т ео р ема.  [ (х, у) функция
М =  {(*, у) еЯ 2 :х£ [а, Ь], у £ [с, й\}

тупламда берилган ва у узгарувчининг [с, й\ о'раликдан олинган хар 
бир тайин кийматида х узгарувчининг фунщияси сифатида [а, Ь] 
ораликда узлуксиз булсин. Агар / (х, у) функция М тупламда  (х, у) 
хусусий \осилага эга б(/либ, у узлуксиз булса, у %олда Ф (у) функ­
ция \ам [с, й\ ораликда Ф' (у) хосилага эга ва ушбу

ь
Ф' (У) =  | Гд (х, у) (1х (17.5)

а

муносабат $ринлидир.
И с бот.  Шартга кура / (х, у) функция х узгарувчиси буйича [а, Ь\ 

ораликда узлуксиз. Бинобарин
ь

Ф (У) =  / (х, у) ¿х
а

интеграл мавжуд.
Энди V  У о £ 1с> Ф ну^тани олиб, унга шундай А у (А у ^  0) орттир- 

ма берайликки, у0 +  А у (¿[с, й] булсин. Ф (у) функциянинг у0 нукта- 
даги орттирмасини топиб, ушбу

ь
ф  (Уо +  А у)—'ф (у,у) _  Г Жх, г/о +  А у) — } (х , </„) ^

А у } А у
а

тенгликни хосил ^иламиз. Лагранж теоремаси (1-^исм, б-боб, 6 -§ ) га 
кура (уни 1̂ уллай олишимиз теорема шартлари билан таъминланган)

/(X, у0 +  А у ) - [ {х, Уо)= ^  ^  у о + в А у )

булади, бунда 0 <  0 <  1.
Натижада

®1к2 ± А $ г ф<у») =  | /- (х> Уо +  е-А//) (1х =  | !у (х, у0) йх +
а  а

Ь
+  I  м'у (х- г/о +  0 • А г/) — /' (х, у 0)\ с!х

а
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булиб, ундан эса

Ф ( у , +  А ^ ) - Ф  Ы  _  j  f . (Х; уо) dx

а
Ъ \

<  j  I /' (X, y 0 +  Q-A y) — fy (х, y0)\d x<

с f ® (fyi А У) dx =  (ß (Гу, А у)-(Ь— а) (17.6)

булишини топамиз, бунда © (f , А г/) -— /' (х, у) функциянинг узлуксиз- 
лик модули.

Модомики, f  (х, у) функция М тупламда узлуксиз экан, унда Кан­
тор теоремасига кура бу функция шу тупламда текис узлуксиз була­
ди. У холда мазкур курснииг 12-боб, 4-§ ида келтирилган теоремага 
асосан

lim со (/', А у) =  О
А < / -* 0  у

булади.
(17.6) муносабатдан

im  =  f f  (,, „,) dx
Д М  А г/ J  у

С

булишн келиб чикади. Демак,
ъ

ф ' (уо) =  [  / ' ( * ,  t/o) dx.
а

Каралаётган у0 нукта ¡с, d] ораликнинг ихтиёрий нуктаси булгайлигини 
эътиборга о л сак, унда кейинги тенглик теореманинг исботланганлигини 
к5;рсатади.

(17.5) муносабатнн куйидагича хам ёзиш мумкин: 
ь ъ

d
dy

■ j  f  (х, у) dx  =  |  ~  f  (х, у) dx.
а  а

Бу зса дифференциаллаш амалини интеграл белгиси остига утказиш 
мумкинлнгини курсатади.

Исбот этилган бу 17.5- теорема Л е й б н и ц  к о и д а с и деб аталади,
Н и  с о л .  Ушбу

t (х, у) =  1п (г/2 sinSjc)

функция М =  {(х, у) € R2 • х 6
Г я; 3 л " 
[  4 ’ 4‘ ,

, 0 < ^ 0 < ^ < г / х < о о }  тупламда узлук

2
сиз хамда / (х, у) =  — хосилага эга ва у  хам узлуксиз. Ундан олинган Ф  (у) • 

у У
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=  | 1п (у2 • бш2 *) йх интегрални царайлик. 1 7 .5 -теоремага кура Ф  {у) функция 
я/4

^осилага эга булиб,
З л /4 о¿2 ТС ЗХ

(1п (г/2 БШ2 х)) й х = ----- =  —
Я/4 У 2  У

булади.

4. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  б у й и ч а  и н т е г р а л л а ш .  / (х, у) 
функция М — {(х, у) £ Я.2: х £ [а, Ь\, у £ [с, й] } тупламда берилгаи ва шу 
тупламда узлуксиз булсин. У холда 17.4-теоремага кура

ь
Ф (У) =  ]’ / (х, у) йх (17.1)

а

функция [с, й\ ораликда узлуксиз булади. Бинобарин, бу функциянинг 
[с, й\ орали^ буйича интеграли мавжуд.

Демак, / (х, у) функция М тупламда узлуксиз булса, у  ^олда па- 
раметрга ¿облик интегрални параметр буйича [с, с1\ ораликда интеграл­
лаш мумкин:

л ь

3 Я/4

| Ф (у) йу=  | [ |7 (х, У) йх  ̂ йу.

Бу тенгликнинг унг томонида / (х, у) функцияни аввал х узгарувчи 
буйича \а, Ь] оралиеда интеграллаб (бунда у ни узгармас ^исоблаб), 
сунг натижани [с, й] ораликда интегралланади.

Баъзан / (х, у) функция М тупламда узлуксиз булган ^олда бу функ­
цияни аввал у  узгарувчиси ■ буйича [с, й\ оралицда интеграллаб (бунда 
х ни узгармас ^исоблаб), сунг ^осил булган х узгарувчининг функция- 
сини [а, Ь] ораликда интеграллаш ^улай булади. Натижада ушбу 

а ь ь й
(1х

с а

интеграллар хосил булади. Бу интеграллар бир-бирига тенг буладими 
деган савол тугилади. Бу саволга цуйидаги теорема жавоб беради.

17.6-тео р ем а . Агар / (х, у) функция М — {{х, у)£/?2 : х£ [а, Ь\, 
у £ [с, й] } тупламда узлуксиз булса, у х1олда 

й ъ ь л
| [ | / (х, У) <̂х | йу =  Щ  / (х, у) йу] йх
с а а с

булади.
И с бот.  у-^^[с,й\ ну^тани олиб, куйидаги

< Ь Ь I

ф (0 =  I [ | / (х,у) йх ] йу, -ф (0 =  5 13 / (х> у ) ¿у) с1х

ютегралларни ^арайлик. Бу ф (1), г|э (() функцияларнинг хрсилаларини 
хисоблаймиз.
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ф (у) = \ f (х, у) dx функция [с, d] ораликда узлуксиз булгани са-
а

бабли 1-кисм; 9 -боб, 9-§ да келтирилган 9.9-теоремага асосан

ф' (0 =  ( / Ф (У) dy)'=  Ф (0 =  I  / (х, t) dx (17.7)
с а

булади.
/ (х, г/) функция М тупламда узлуксиз. Яна уша 1- кием, 9- боб, 

9-§ даги теоремага кура
i ,

| ( / (х, у) dy} =  / (х, о (х — узгармас)
С '

булади. Демак, J  / (х, у) dy функциянинг Af =  {(х, [t)£R2: х£[а, Ь],
С

t £ [с, d] 1 тупламдаги t буйича хусусий хосиласи / (х, /) га тенг ва де­
мак, узлуксиз. У хрлда 17.5-теоремага мувофик

ф' (0 = ( j  [ J  / (х, у) dy] dx]' =  j  [ [ / (х, у) dy ]' dx =  f/ (x, i) dx (17.8)
а с а с  a

булади.
(17.7) ва (17.8) муносабатлардан

b
ф' (t) =  ф' (0 =  j  / (X, t) dx 

а
булиши келиб чикади. Демак,

Ф (/) = ф (/) +  С (С — const).
Биро^ г =  с булганда ф (с) =  ф (с) =  0 булиб, ундан С =  О булишини 
топамиз. Демак, ф (/) =ф  (i) булади. Хусусан, t =  d булганда ф (d) = 
=  ф (d) булиб, у теоремзни исботлайди.

М и с о л .  Параметрга боншц интегрални параметр [буйича {интеграллашдан фой- 
даланиб, ушбу

о ХЬ_ха
А =  I ------------  d x  (0 <  а <  Ь)

J  In х в
интегрални з^исоблаймиз.

Равшанки, (х >  0)

булади. Демак ^

А = I = JdJC f *у dy'
О 0
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Интеграл остидаги f(x , у) =  ху функция М =  { (х, y )£ R 2: * 6 [ 0 ,  1], Ь]} туп-
ламда узлуксиздир. У холда 17.6-теоремага кура

ь 1 
А — С dy J  xydx

а  О

булади. Аммо

У+  1

г* 1 Ь -j*- 1 г*
булганлигидан А =  J  dy=^\na j p  ̂ булади. Д емак. J  1пх ^6 + 1 ,., „ с хЬ~ ха 6 + 1........... .....  -

3- §. Параметрга боглиц интеграллар (умумий х,ол]

f(x, у) функция М =  {(%, y)£R2: х£[а, Ь\, у£[с, d\\ тупламда бе- 
рилган. у  узгарувчининг [с, <1\ ораликдан олинган хар бир тайин кий- 
матида f  (х, у) функция х узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь] 
оралш\да интегралланувчи булсин.

х =  а(у), х =  р(у) функцияларнинг хар бири [с, d\ да берилган ва
Y y € lc ,d ]  учун

а <  а  (у)<  Р (у) <  b (17.9)
булсин.

Равшанки, ушбу
Ш

f f(x, у) dx
сЦу)

интеграл мавжуд, у узгарувчи (параметр) га боглицди р:
т

F (y )=  J  f(x, у) dx. (17.10)
а  '(у)

Бу интеграл ушбу бобнинг 2-§ ида урганилган интегралга Караганда 
умумийро! .̂ Х.ак^атан хам, (17.9) да а { у ) ~ а ,  р (у) =  b, (y£[c,d\) 
булганда (17.10) интеграл (17.1) куринишдаги интегралга айланади.

Ушбу параграфда f(x ,y )  ^амда а  (у), р (у) функцияларнинг функ­
ционал хоссаларига кура параметрга боглик

Pi у)
F{y) =  .1 f(x, y)dx

<ЧУ)

интегралнинг хоссаларини урганамиз.
17.7 -т е о р е м а . f(x, у) функция М =  {(х, у) £ R2: х£[а, Ь], у£ 

£ [с, of]} тупламда узлуксиз, а  (у) ва р (у) функциялрнинг хар бири 
[с, d\ да узлуксиз ва улар (17.9) шартни щноатлантирсин. У хрлда

т
Р(У) =  \ f(x ,y )d x  

а(У)
функция \ам [с, d] ораликда узлуксиз булади.
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И с б о т. Y  Un € [с, d] нуктани олиб, унга шундай Ау(Ау 3? 0) срт- 
тирма берайликки, у0 +  Ау£[с, d\ булсин. У ^олда

?ЛУо)

F (Уо +  Ьу) — F (у0) =  j  f(x, г/о +  А у) dx — J / (х, у0) dx =
а(г/о+Дг/( »(!/«)

3<Уо)
=  j’ lf(x, Уо +  А у) — f (х, y0)]dx +

«(№>(
&(г/о+А») а ( у 0+Лу)

+  J  / (х, у о +  Ау) dx — j' f ( x ,y 0 +  Ay)dx (17.11)
P(ÿo) »(i/o)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги к$шилувчиларни бахрлаймиз.- 
f(x ,y )  функция М тупламда узлуксиз, демак, Кантор теоремаси- 

га асосан, текис узлуксиз булади. У холда Аг/-н>-0 да f(x ,y 0 +  Ay) 
функция уз лимит функцияси f(x, у0) га текис якинлашади (каралсин, 
250-бет) ва 17.3-теоремага кура

т
J \f(x, у о +  Ау) — / (х, y0)\dx =

ДУ->0 а (у,)
P(i/c)

. =  Г lim [/ (х, у о +  Ау) — f(x, y0)'t[dx — 0 (17.12)
aitг)

б^^лади.
(17.11) муносабатдаги]

P(ÿ0-fA ÿ ) a(y t+Ay)
[ / (X, у о +  АУ) dx, j  f  (х, IJ о +  А у) dx

gèo)
интеграллар учун куйидаги бахогэ эгамиз:

ßii/e-bAi/)
J  f(x ,y„  +  Ay)dx

Шо)
оЦйо+А»)

J fix , Уо +  а  у) dx
a  (Va)

<М|Р(г/0 +Аг/) — ß (у 0) ! ,

<  М а  | {уо +  Ау)—«(г/0) |, (17.13)

бунда М =  sup ( ! / (х, у) | ((х, у) £ М).
Шартга кура а  (у), ß (г/) функцияларнинг хар бири [с, d] да узлук­

сиз. Демак,
lim [а(у„ +  А у) — <х (ÿ0)l =  0,
А/у->0

Иш о iß (г/о +  Ä г/) — ß (г/о)1 = 0 . (17.14)

Юкрридаги (17.12), (17.13) ва (17.14) муносабатларни эътиборга олиб,
(17.11) тенгликда Ау~+0 да лимитга утсак, унда

lim [F(y0 +  Ау) — F (г/о)! =  0

булиши келиб чикдди. Демак, F (у) функция Y  г/0£ [с, d\ да узлуксиз. 
Теорема исбот булди.
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17 . 8 - теорема ,  /(х, у) функция М =  [(х, у)£Я2-. х£\а, Ь], у£[с, <7)) 
тупламда узлуксиз, / ' (х, у) хусусий уосилага эга ва у узлуксиз, а(у) 
р (у) функциялар эса а  (у), Р' (у) х1осилаларга эга хамда улар (17.9) 
шартни каноатлантирсин. У хсолда

Р(у)
Р{У) =  [ ¡(х,у)йх

а  (у)

функция [с, й] ораликда ¥' (у) цесилага эга ва 
т

р' (У) =  [ Гу(х, у)йх +  Р'(1/) • / ( Ш , у) — а'(у) ■ М у), у)
а(У)

булади.
И с бот.  У у 0 £\с, й] нуктани олиб, унга шундай Ау(Ау^О ) 0рт- 

тирма берайликки, у0 +  Ду£ [с, й\ булсин.
(17.11)муносабатдан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

/: (Уп+ Д;у) —^(у0)_ ' ¡{х,Уо+ ^у) — Кх,у0) , , _3_ Р(ЛГ >У)
*У  .) А У ‘ Ау } ’ {Х'а.(у„) 3(Уо)

а(у„+Ау)

+Ау)с1х— щ  | ¡ ( х ,у 0 +  А у)йх. (17.15)
а(Уо)

/(*> У о +  Ау) — / (х, у 0)Ау-+ О да --------------- -------------

функция уз лимит функцияси 1у(х, У0) га [а, Ь] ораликда текнс якин. 
лашади (каралсин, 250-бет). Унда

Э<Х/о) (5(/у0)

,  1  1  <17.1(91.1 т
Ду-

а(Уо) а(у0)
булади.

Энди
Шо+Ау) а(у0-гЛу)

I / (X, Уо +  Ау)йх, | / (х, у0 +  Ау) йх
Р<№>) а(г/0)

ннтегралларга урта ^иймат хакидаги теоремани куллаб (каралсин,
1-цисм, 9 -боб, 8-§), ушбу

РШо+Ау)
.[ / (х, Уо +  А у) йх — } (х\ у0 +  Ау) ¡р (г/о +  Д  у) — Р (г/0)1,

Р (Уо)
а (у0+&у)

.[ /(*, у0 +  Ау)(1х =  Цх", у0 +  Ау) [а(у0 +  А у)-~ а (у0)]
сЦУо)

тенгликларни хрсил ^иламиз, бунда х’ ну^та р(г/0), $(у0 +  Ау) ну^та- 
лар орасида, х" эса а  (у0), а(у0 +  Ау) ну^талар орасида жойлашган. 

f(x ,y )  функциянинг М тупламда узлуксизлигини, а  {у) ва р(г/)
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функцияларнинг эса [с, d] ораливда ^осилага эга булишини эътиборга 
олсак, у холда

3(í/o+A¿/)
1 f*lim —  /(х, у0 +  Ay)dx =  Y\m[f{x', y0 +  Ay)X 

Ay - ^ 0  A y  J Д->0

X

Pfí/í)
P(y„ +  Ay) — p (y o) 

&У

ad/o+Ay)

lim/(x', y0 +  A z/)-lim ^~/o 1 Ду)—
A y->0 Д(/-»0 Ay

=  /(P(í/o)> Уо)'Р'(Уо),

lim —  f f{x, í/0 +  Ay) dx =  lim /(x", y0 +  А у) X
дг/->о Аг/ J  â oL

X

a(yt)
«  (‘Jo +  Ay) — a{yo) 

Ay
-- lim f(x", y0 +  Аг/) - lim ^ -^ -1———

Д1/-+О Ау->0 Д(/

— / H í/о). У о )а 'Ы  (17.17)
эканлиги келиб читали.

Юкоридаги (17.15) муносабатда, Ay-vO да лимитга утиб, (17.16) 
ва (17.17) тенгликларни эътиборга олиб ушбуни топамиз:

Р(Уо)
Ü ni +  f  /'(л:, //¿)rfX 4 -  / (p  (yQ) • |V (í/0)  -
Ay -> 0  A y  ,J

aWo)
— f(a(y0), Уо) -ы'(Уо)-

Демак,
Pi</oj

F b o )  =  J  fy (*» y o)dx  +  / (p  (Уо)> У о) ■ P (У o) —  / (“  (y o)- í/o) ■a  (»o )-
a'.í/o)

Модомики, y0 нукта [с, d\ ораликдаги ихтиёрий нукта экан, у х̂ олда
Y  у  е  [С , d] учун

f 'Ü/) =  Т  /¿(*> y)dx-\-f (Р (у), У) ■ Р'(у) — Д а  (у), у) • а '  (у)
а(У)

булиши равшандир. Бу эса теоремаии исботлайди.
Хусусан, ос(у);=  а, р(у) = 6 булса, бу формуладан 2-§ да келти 

рилган (17.5) формула келиб чи^ади.
17.9 - т е о р е м а .  f(x ,y )  функция М =  {(х, у)£ R2 : х £ [a, b\ у£[с. d\) 

тупламда узлуксиз, а (у) ва ¡5 (у) функцияларнинг ?̂ ар бири [с, d\ да 
узлуксиз ва улар (17.9) шартни ^аноатлантирсин. У хрлда F(y) фуик 
ция [с, d] да интегралланувчи булади.

Бу теоремани исботлашни у^увчига ?;авола ^иламиз.

4- §. Параметрга боглик хосмас интеграллар. Интегралнинг 
текис яцинлашиши

Виз мэзкур курснйнг 16-бобида хосмас интеграл (чегараси чеком 
хосмас интеграл, чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли) ту 
шунчаси билан танишиб, уни ургандик. Ушбу бобнинг 2-§ ва 3-§ .па 
рида параметрга богли^ интеграллар баён этиЛди.
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Энди умумий хол — парам етрга богли^ хосмас интеграллар билан 
шурулланамиз.

1. П а р а м  е т р г а  б о р л и ^  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у  н ч а с  и. 
Г . /(х, у) функция М — {(х. у)£Я2:х£]а, +  со), у £ Е а Щ  туп- 

ламда берилган. Сунг у узгарувчининг Е тупламдан олинган ^ар бир 
тайин цийматида /(х, у)х  узгарувчининг функцияси сифатида [ а , +<») 
орал и 1̂ буйича интегралланувчи, яъни

+[ ¡{ х ,у ) й х ( у £ Е а К )
а

хосмас интегргл мавжуд ва чек ли булсин. Бу интеграл у нинг к,ий- 
матига богликдир: 4-00

Ш =  Г ¡(х ,у )й х . (17.18)
а

(17.18) интеграл параметрга бог лик чегараси чексиз хосмас интеграл 
деб аталади.

/(х, у) фу нкция М' =  {(х, у) £ я 2: х £ (— оо , а] у £ Е а  Я } (М" ==
— {(•*» у)£К 2 ' х £ ( — оо, + оо), у £ Е а Я } )  тупламда берилган ва у 
узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин ^ийматида ¡(х ,у )—х нинг 
функцияси сифатида (— оо, а) ((— оо, +  °о)) да интегралланувчи булсин. 
Бунда

а -|-оо.
[ /(х, у)й х ( | Ц х,у)йх)

И—'оо _'со

интеграл х,ам параметрга борли^, чегараси чексиз ^хосмас интеграл деб 
аталади.

2°. /(х, у) функция Мг =  {(х, у)£Я2:х£\а,Ь), у£Е<=.Щ тупламда 
берилган. Сунг у узгарувчининг Е тупламдан олинган х.ар бир тайин 
кийматида /(х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда 
уиинг учун х =  Ь махсус ну^та булсин ва бу функция [а , Ъ) ораликда 
интегралланувчи яъни,

[ / (х, у) йх (у£Е  <= К)
а

хосмас интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у нинг 1̂ ий- 
матига боглиц:

Ш = ^ ( х , у ) й х ,  (17.19)
а

(17.19) интеграл параметрга боглщ, чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграла деб аталади.

/ (х, у) функция М[ {х , у)£Я2 :х£(а, Ь\, у £ Е а Я )  тупламда берил­
ган ва у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида / (х,у)—х 
нинг функцияси сифатида каралганда, унинг учун х =  а махсус нуцта 
булсин. Бу функция (а, Ь] да интегралланувчи булсин. У хрлда

ь
] 2(у) =  ] 7 ( Х  у) йх
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интеграл хам параметрга боглик чегараланмаган функциянинг хос­
мас интеграла деб аталади.

3° Умумий хрлда, параметрга боглш  ̂ чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли тушунчаси хам юкоридагидек кири- 
тилади.

/ (*> у) функция М2 =  {(х, у )£ 1?:х£  (с, +  ОО ), у £ Е сг К }. туплам- 
да берилган. у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар бир тайин 
^ийматидэ / (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда 
унинг учун х — с махсус нукта булсин ва бу функция (с, -+- °°) ора- 
ливда интегралланувчи (каралсин: 16-боб, 9- §), яъни

+ 00 

| }{х,у)с1х
С

чегараланмаган функциянинг чегараси чексиз хосмас интеграли мавжуд 
булсин. Бу интеграл у нинг ^ийматига богливдир:

Ш = = +1 Ш у ) й х  (17.20)
С

(17.20) интеграл параметрга борлиц чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли деб аталади.

Биз ю^орида келтирилган (17.18), (17.19), (17.20) интегралларни 
параметрга боглик хосмас интеграллар деб кетаверамиз.

Масалан, 16-бобнинг 1-§ ида каралган
+00

/ ( а ) =  1  $  (« > 0 , сс >  0)
а

интеграл, шу бобнинг 5- § да ^аралган

1 ^ .  ¡¿¡£г (“ > 0 )
а  а

интеграллар, 16-бобнинг 9- § да каралган
+00

Г (а) — [ ха~' е~у <1х
о

интеграллар параметрга богли^ хосмас интеграллардир.
Бу ерда ^ам асосий масалалардан бири — /(%, у) функциянинг функ­

ционал хоссаларига кура, (17.18), (17.19) ва (17.20) параметрга боглиц 
хосмас интегралларнинг функционал хоссаларини урганишдир.

Биз куйида уларнинг турли хоссаларини, асосан,
+ 0 0

Ц у )=  | ¡(х,у)с1х  (17.18)
а

интеграл учун келтирамиз. Бу хоссаларни
ь +<х>

(х,у)йх, | ¡{х, у)с1х
а  с

каби хосмас интеграллар учун хам тегишлича баён этиш мумкин.
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Параметрга безлик хосмас интегралларни урганишда интегралнинг 
текис як.инлашиши тушунчаси мухцм роль уйнайди.

2, И н т е г р а л н и г  т е к и с  я р н л а ш и ш и :  f(x, у) функция М =  
=  ¡(%, у) £ R2 :х £ [а, +  оо), y^ E czR )  тупламда берилган. у узгарув- 
чининг Е тупламдан олинган 5̂ ар бир тайин кийматида f(x, у) х узга- 
рувчининг функцияси сифатида \а, +  оо) да интегралланувчи булсин.

Чегараси чексиз хосмас интегрзл таърифига кура ихтиёрий [а, /] да 
[ a < t < +  оо)

F ( t ,y ) =  //(*, y)dx (17.21)
а

интеграл мавжуд ва

1 (у) =  Г f(x, y)dx  =  \\mF(t;y). (17.22)
a  о

Шундай нилиб, (17.21) ва (17.22) интеграллар билан аникланган 
F (t, у) ва 1 (у) функцияларга эга буламиз ва I (у) функция F(i, у) 
функциянинг t -у  -f- оо даги лимит функцияси булади.

17 . 5- таъриф.  Агар t-*- +  оо да F (/, у) функция уз лимит функ­
цияси I (у) га Е тупламда текис я^инлашеа, у хдлда

4 “  СО

1{у) = J f(x ,y )d x
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи деб аталади.
17.6-таъриф. Агар t->- +  оо да F (t,y)  функция уз лимит функ­

цияси 1{у) га Е да нотекис якинлашеа, у хрлда
+0°

Чу) =  J  f(x,y)dx
а

интеграл Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.
+  ОО

Равшанки, f f(x ,y )d x  интеграл Е тупламда текис якинлашувчи
а

булса, у шу тупламда якинлашувчи булади.
Шундай килиб,

+[ / (х, у) dx
а

интегралнинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши куйндагини
англатади:

00

1) I f(x, y)dx хосмас интеграл у узгарувчининг Е тупламдан
а

олинган хар бир тайин ^ийматида якинлашувчи,
2) Y e >  0 олинганда ^ам, шундай 6 =  6 (e) >  0 топиладики, V / >

>  б ва Y  у£ Е  учуй
-fOO

| J f(x, y)dx | <8 
t

булади.
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Г f(x ,y )d x  интеграл Е тупламда якинлашувчи, аммо у шу туп-
а

ламда нотекис якинлашувчи дегани куйидагини англатади:

1) | / (х, у) dx хосмас интеграл у узгарувчининг Е тупламдан
а

олинган >\ар бир тайин ^ийматида якинлашувчи.
2) Y 6 >  0 олинганда ^ам, шундай е0 >  0, у0 £ Е ва /, >  6 тенгспз- 

ликни ^аноатлантирувчи tL£[a, +  ° ° ) топиладики,
+°=

I С f(x, y0)d x\> е 0 
и

булади.
М и с о л .  Уш5у

+ 5°
Ну) =  f Уе̂ ху dx (у 6 Е =  (о, +  °о))

'о
иитегралнк ^арайлик. Б у холда

t
F {t, у) =  [у е ~ ху d x =  1 — e~ty ( 0 ^ <  +  оо)

о
булиб, у  узгарувчининг Е =  (0, +  оо) тупламдан олинган ^ар бир тайин цийматида 

lim  F (t. у) — lim  (1 — e~ty) =  1
t - y  0 0

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва
+  оо

. 1(У) ~  [ Уе~Ху dx = 1
о

булади.
Энди берилган интегрални текис якинлашувчиликка текширамиз. 
у £ Е  =  (О, +  оо) булсин. Ихтиёрий катта мусбат 6 сонни олайлик. Агар е0 =»
1 1 

=  — , /0 >  б тенгсизликни каноатлантирадиган ихтиёрий t0 ва  у 0 — —— деб олсак.
3 ' h

У з^олда

+°? _1 1 
| j  у0е~ху° dx | =  e~Uya =  е >  —  =  е0

и
булади. Бу эса

-{- 00
1{у) =  j  Уе~ху dx

о
интеграл Е =  (0, +  оо) да нотекис якинлашувчи эканини билдиради.

Энди у 6 Е' =  [с, -)- оо) сz E  булсин, бунда с — ихтиёрий мусбат сон. Уиди

V е >  0 олинганда хам (0 <  е <  1) 6 = — I n —  дейилса, V i >  6 ва  V </ € | <’.
с 8

+  оо ) учун

1 , 1- f o o  — с -  1п -

j уе~ху dx =  e~ ty <  е е е =  е
V

"Г 00

262



+°?
1(У )=  f уе~ху dx

о
интеграл Е' =  [с, -f- оо ) да (с >  0) текис якинлашувчи.

Биз курдикки, параметрга борлик; хосмас интеграл
- f -  СО

1(У)= J  f(x ,y )d x  (17.18)
а

нинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши, t-+  +  °о да F (t,y )  
функциями лимит функция 1(у) га (у£Е) текис якинлашишидан иборат.

Ушбу бобнинг 1-§ ида у~ ^у0 да f(x ,y )  функциянинг лимит функ­
ция ф(х) га текис якинлашишининг зарурий ва етарли шартини ифода- 
ловчи 17.1- теоремани келтирдик. Бу теоремадан фойдаланиб, (17.18) 
интегралнинг текис якинлашувчи булишининг зарурий ва етарли шарти 
келтирилади.

f(x, у) функция М — [ (х, у) £ R2 : х £ [а, 4- оо) у£Е  czR ) тупламда 
берилган. у узгарувчининг Е тупламдзн олинган хар бир тгйин кийма- 
тида f(x, у) — х узгарувчининг функцияси сифатида [а, +  оо) да интег- 
ралланувчи, яъни

—¡-СО

Ш  =  | f{x,y)dx  (17.18)
а

хосмас интеграл мавжуд булсин.
17.7-таъриф.  Агар У е > 0  олинганда хам, у га 6орЛ1Щ булма- 

ган шундай б =  б (е) >  0 топилсаки, /' >  б, f  >  б ни каноатлантирув- 
чи 4  t', t" ва Y  у£ Е  учун

tn
| [ f(x, y)dx I <  е
Г

тенгсизлик бажарилса, у хрлда (17.18) хосмас интеграл Е тупламда 
фундаментам интеграл деб аталади.

1 СО

17.10- т е ор ем а (Кош и т е  о р ем а с и). Ушбу / (у) =  j ’ f(x ,y )d x
Я

интегралнинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши учун унинг 
/;’ тупламда фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема назарий ахамиятга эга. Ундан амалиётда фойдаланнш
1\11ЙИН.

Куйида биз интегралнинг текис якинлашувчилипши таъминлайди- 
| • иI, купинча кулланиладиган аломатларни келтнрамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  /(х, у) функция М — {(х, у) £ R2 : 
х € \а, - f  оо), y£E<^R\ тупламда берилган, у узгарувчининг Е туп- 
ламдан олинган хар бир тайин ^ийматида / (х, у) функция х узгарувчи- 
нннг функцияси сифатида [a, - f  °о) да интегралланувчи булсин. Агар 
шундай ф(х) функция (х£[а, +  оо)) топилсаки,

1) У х  ¿ [а , +  оо) ва V у£Е  учун \ f(x, у) |<ф(х) булса,

булади. Демак,



2) j  ф (л) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у ^олда
а

+  о о

1 (у) =  \ f  (х, у) dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булади.
+ 0 0

И с бот.  Шартга кура ( ф (х) dx якинлашувчи. Унда 16- бобнинг
а

2-§ ида келтирилган 16.4-теоргмага асосан, f  е >  0 олинганда ^ам,

шундай 5=6(&)>0 юпиладики, V  f > 6 ,  у  /">§ булгандаj [ cp(x)dx\<
'f

<  е булади. Иккинчи томондан, 1) шартдан фойдаланиб куйидагини 
топамиз:

t" t" t"
[ I' f  (x, y)dx | <  [ I / (x, y) | dx <  f ф (x) dx ((’ <  i"), 

r  t' i ’
Демак, t'<

| | f(x, y) dx I <  8. , 
t’

00
Бу эса j’ / (x, y) dx хосмас интегралнинг E тупламда фундаментал эка- 

á + 00
нини билдиради. Ю^оридаги 17.10-теоремагэ асосан j f(x, у) dx интег-

а
рал Е тупламда текис якинлашувчи булади.

М и с о л. Ушбу
+ 0 2

I eos ху {у £ Е =  (— оо, оо))
J 1 + Л-2о

интегралнн щ и й л и к .

Агар ф (ж) функция сифатида ф (*)■■= --------  олинса, у  ^олда
I ~ \~ Х 2

1) V х £ [0, +  оо) ва V у 6 (— оо, +  оо) учун
eos ху I 1

I/(*, У)1 = 1 + X2 ! 1 +Х2 =  Ф М.
си ¿д-

2) ( cp(x)dx =  I -----—1 интеграл якинлашувчи (^аралсин, 1 6 - боб, 1 - § ) була -
о о 1 + л'2

ди. Демак, Вейерштрасс аломатига кура берилган интеграл Е =  (— оо, +  оо) да 
текис якинлашувчи булади.

Интегралнинг текис я^инлашувчилигини аницлашда цул келадиган 
аломатЛардан—-Абель ва Дирихле аломагларини исботсиз келтирамиз.

А б е л ь  а л о  м а т  и. / (х, у) ва g (х, у) функциялар М =  {(х, у) £ R~-
[й. +  °°)> У Е cz R} тупламда берилган. у узгарувчининг Е туп



ламдан олинган ĵ ap бир тайин кийматида g  (х , у) функция х нинг 
функцияси сифатида [а, +  оо) да монотон функция булсин.

Агар
+  СО

f(x , у) dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи ва Y  (х, У) £ М. учун 
\g(x, у)\< с (с =  const)

булса,
+ 03

f(x, у) ■ g(x, у) dx

интеграл Е да текис якинлашувчи булади.
М и с о л .  Ушбу

+ 03

f sin X
--------е~ d x {y  е  £  == [0 , +  оо))

О
интеграл ни карай лик. Агар

sin д:
f  (х, У) =  -------g (х, у) ~  е ху

X
+ 00

деб олияса, Абель аломати шартлари бажарилади. Дакикатан з^ам, j / (х , у) dx те-
0'

кис якинлашувчи:

+ Я  , . ‘ •̂°° sin X , к
f (х, у) dx =  f --------  Т,

О 0 х 2
(16 -боб, 2 -§  ва 17-боб, 8- §), g  (х, у) =  е~ху эса у  нинг £  =  [0 , + о о )  дан олин- 
ггн  хар бир тайин ^ийматида л: нинг камаювчи функцияси ва V х £ [О, -j- оо),
V у  6 £  =  (0, 4- оо) учун | g  (л-, у) | =  ё~ху ^  1 булади. Демак, берилган интеграл 
Абель аломатига кура £  =  [0 , -f- оо) да текис якинлашувчи.\

| Д и р и х л е  а л о м а т и .  / (х, у) ва g (х, у) функциялар М тупламда 
берилган. Агар Y  t ^ a  хамда Y  У £ Е учун 

t
| I" / (х, y) dx | < с (с =  const)
&

булса ва у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин ^ийматида, 
х -у  +  оо да g(x, у) функция уз лимит функцияси ф (у) — 0 га текис 
якинлашса, у  холда

\ / (х, у) g (X, у) dx
а

интеграл Е да текис якинлашувчи булади.
М и с о л .  Ушбу

"Ъ0 sin  X 11
J --------  dx ( у £ Е  = [1, 2])

. U Х
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/ (х, у) =  Sin X у, g (х, у) =  —
X

деййлса, унда V t > 0 ,  V у 6 [1 . 2] учун

i  í
\ \ f [х, у) dx \ — йп х у d х \ ~
0 о

булади. х->- +  оо да g (х, у) =  — функция Е тупламда нолга текис якинлашаяи:
х

ё  (х, у)-~~-\-+  0.

Д емак, берилган интеграл Дирихле аломати га кура Е =  [1 , 2 ] да текис якинлашув- 
чидир.

Чегараланмаган функция хосмас интегралининг текис (нотекис) 
я^инлашувчилиги тушунчаси х;ам юдоридагидек киритилади.

/ (х, у) функция Мх — {(х, y )£ R 2 :x £ [a, b), у € Е с= R) тупламда 
берилган. у узгарувчининг Е дан олинган x¡ap бир тайин к,ийматида 
/ (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда унинг учун 
х — b махсус нукта булсин ва бу функция [а, Ь) да интегралланувчи 
булсин. Чегараланмаган функция хосмас интеграли таърифига кура 
ихтиёрий [a, t\ да (а <  t <  Ь)

i
F 1 (¿. у) =  ¡ 7  (х, у) dx

а

интеграл мавжуд ва

h  (í/).= \f(x, у) dx =  lim Z7! (/, у) (17.23)
\ J /->ь—оа

булади. Демак, /х (у) функция Fj (/, г/) функциянинг ¿ -»-Ь— 0 даги 
лимит функцияси.

17.8-таъриф.  Агар t-+ b  — 0 да (/, г/) функция уз лимит функ­
цияси ¡i(y )  га Е тупламда текис я^инлашса, у хрлда

ь
f / (х, у) dx

а

интеграл Е тупламда текис щинлашувчи деб аталади.
17.9-таъриф.  Агар t —>-b — 0 да Fl (/, у) функция уз лимит функ­

цияси IL (у) га Е тупламда нотекис я^инлашса, у  хрлда
ъ
( / (х, у) dx

а

интеграл Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.
Бу таърифларни «е — б» оркали баён этишни ук,увчига х^вола эта- 

миз.

йнтегрални ^арайлик. Агар
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17.10-т а ъриф.  Агар у  s >  0 олинганда хам, шундай б =  б(е) >  О 
топилсаки, Ь б <  tf <  b, b — б <  t" <  Ь булган у  f ,  t" лар ва 
У  У € Е учун '

| j  f (х, у) dx | <  8
г

тенгсизлик бажарилса, у  холда (17.23) интеграл Е тупламда фунда­
мент интеграл деб аталади.

ь
17.11-т еор ема .  | f (х, у) dx интегралнинг Е тупламда текис

а
якинлашувчи булиши учун унинг Е тупламда фундаментал булиши 
зарур ва етарли.

5 -  §. Параметрга боглин; хоемас интегралларда интеграл белгиси 
остида лимитга утиш

1. / (х, у) функция м  =  {(х, у) £ R2: х £ [а, +  о о ), у £ cz R} туп­
ламда берилган. у0 нукта Е тупламнинг лимит ну^таси булсин.

17 . 12-теорема ,  f  (х) функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган уар бир тайин кийматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида 1а, +  оо) да узлуксиз,
2 )  У - ^ - У о да ихтиёрий [а, t] \а <  / <  оо) ораликда ф ( х) лимит 

функццяга текис якинлашувчи булсин.
Агарда

+ 00

1 (У) =  ( f (х, У) dx 
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у \олда у-+-у0 да
I (у) функция лимитга эга ва

+  00 + O S

l im I (у) — l im Г / (х, у) dx =  Г ф (х) dx (17.24)
У-+У« У->Уо £  J

булади.
И с бот.  Теореманинг 1) ва 2) шартлари ^амда ушбу бобнинг 1-§ 

идаги 17.2-теоремадан ф(х) лимит функциянинг [а, +  оо) да узлук­
сиз булиши келиб чикади. Демак, ф (х) функция ^ар бир чекли [а, t\ 
( а < / <  +  оо) ораликда интегралланувчи.

Ф (х) ни ¡а, +  оо) да интегралланувчи эканлигини курсатайлик. 
Теореманинг шартига кура

+да
I (у) =  I' f  (х, у) dx

а

интеграл Е да текис якинлашувчи. Унда 17.10- теоремага асосан,
У  е > 0  олинганда >̂ ам, шундай б = б (е )> 0  топиладики, f  >  б, /"> б 
булган у  t', t" лар ва У  у £ Е учун

t”
\\f. (x,y)dx\<e (17.25)
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булади. / (х, у) функцияга ^уйилган шартлар 2-§ да келтирилган 17.3- 
теорема шартларининг бажарилишини таъминлайди. (17.25) тенгликда 
у - у  у о Да лимитга утиб к;уйидагини топамиз:

t"
| j  ф (х) dx | <  е. 
г

Бундан эса ф (х) нинг [а, +  °°) да интегралланувчи булиши келиб чи- 
кади (16-боб, 2- §).

Энди
+ СО +00

| J / (х, у) dx —  ̂ ф (х) dx |
ci а

айирмани куйидагича ёзиб,
+ и "t00 i i p  "г00

j f / (х, у) dx — | ф (х) dx | =  j j  [/ (x, y) — 4> (x)] dx +  j / (x, y) dx —
a  a  a  t

00 м  I i"1?*’ 1— [ <p(x)dx\^\ / (x, у) — ф (x) j dx+  j J f (x ,y )d x  | +
t a t

+  CO

+  П ф (x) dx 1 (a <  t -f- oo) (17.26)
t

тенгсизликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчини бахолаймиз.
Ч 'С О

J  f (х, у) dx интеграл Е да текис якинлашувчи. Демак, V  6 >  О
а

олинганда хам шундай =  бх (е) >  0 топиладики, барча t >  ва
Y  у £ Е учун

+ С 0  g

I I f(x ,y )d x  | < J  (17.27)
t

булади.
+  С0

j* ф (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи. Демак, юкрридаги у  е>
а

>  0 олинганда х4ам шундай б2 — б2 (б) >  0 топиладики, барча t >  62 
учун

| j  ф (х) dx | <  j-  (17.28)

булади.
' Агар б0 =  max {6^ 62} деб олинса, барча / >  б0 учун (17.27) вл 

(17.28) тенгсизликлар бир йула бажарнлади. у-+-у0 да f (х, у) функ­
ция ф (х) лимит функцияга х.ар бир [a, t} (жумладан t >  60) да текис 
якинлашувчи. Демак, V е >  0 олинганда хам, шундай б' >  0 топи­
ладики, | у —у о I < $ ' тенгсизликни ^аноатлантирувчи у£ Е ва у  х£ [а, /| 
( a < t <  +  °°) учун

| /  (х, у) — ф (х) | <  (17.29)
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булади. Натижада (17.26), (17.27) (17.28) ва (17.29) тенгсизликларга 
кура

+ 0 3  +  Со

[ [ f (х , у) dx — [  ф (х) dx | <  е
а  а

булади. Бу эса

lim \ f ( x ,y ) d x =  Г ф (х) dx (17.30)
у->у0 J  ‘ J

булишини билдиради. Теорема исбот булди.
(17.30) лимит муносабатни ^уйидагича хам ёзиш мумкин:

+ 00 +00 
lira f f (х, у) dx — Г Г lim f (х, у) 1 dx.

У-*Уо " а У~*Уо J
Бу эса 17.12-теореманинг шартлари бажарилганда параметрга борлик 
хосмас интегралларда ^ам интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кинлигини курсатади.

2. f (х, у) функция Му — {(х, у) £ R2 : х £ [а, Ь), у £ Е cz R} туп- 
ламда берилган, у0 нукта Е тупламнинг лимит ну^таси булсин. Шу- 
нингдек, у узгарувчининг Е дан олинган >̂ ар бир тайин цийматида 
f  (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун 
х =  b махсус ну^та булсин.

17.13-теор ем a. f  (х, у) функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган %ар бир тайин цийматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь) да узлуксиз,
2) у->- Ус да ихтиёрий [a, t) {а <  i <  b) ораликда ф (х) лимит 

функцияга текис ящнлашувчи булсин.
Агар

ь
7х (У) =  j  / (х, у) dx

а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у хрлда у~̂ ~ у0 да 
h  (у) функция лимитга эга ва

ь ъ ъ
l im 1Х (у) =  l im Г f (х, у) dy =  ( [ l im / (х, у) 1 dx— f ф (х) dx
У-+У* У *Уо q ' ¿  [ У ~>Уо ' 1

булади.

6- §, Параметрга боглик хосмас интеграллариинг параметр 
буйича узлуксизлиги

1. / (х, у) функция М =  {(х, у) £ R2 : х £ [а, +  °°), у £ lc, d)} туп­
ламда берилган.

17.14-т е о р е м а .  f  (х, у) функция М тупламда узлуксиз ва
+ оо

I (У) =  [ / (х, у) dx
а
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интеграл [с, d] да текис яцинлашувчи булсин. У хслда Î (у) функ­
ция [с, d] оралщда узлуксиз булади.

И с бот.  f (х, у) функциянинг М тупламда узлуксизлигидан, аввало 
бу функция у узгарувчининг х>ар бир тайин кийматида х нинг узлук­
сиз функцияси булиши келиб чи^ади. Шу билан бирга f  (х, у) функ­
ция Mt =  {{х, у) £ R2 : х £ [a, t], у в [с, d]} (а <  t <  +  °°) тупламда 

узлуксиз, демак, шу тупламда текис узлуксиз булади.
Y  У о £ Iе» d\ нуктани олайлик. у-+  у0 да f  (х, у) функция f (х , у0) 

лимит функцияга [а, /] да текис якинлашади (^аралсин, 250-бет). Агар 
теореманинг иккинчи шартини эътиборга олсак, у х;олда / (х, у) функ­
ция 17.12-теореманинг барча шартларини бажаришини курамиз. У хрл- 
да 17.12-теоремага асосан

со “Ь оо
lim / (у) =  lim  [ f ( x , y ) d x =  f [ l im / (x, y )}dx '
У~+Уо У~+Уъ " £  1У-+У0 J

+CO
= I' / (x, y0) dx — I (i/o)

а

булади. Бу эса I (у) функциянинг [с, d] ораликда узлуксиз эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

2. f (x, у) функция М2 =  {(х, у) £ R2: х £ [а, Ъ), у 6 [с, d}} туп­
ламда берилган. у узгарувчининг [г, d\ ораликдан олинган хар бир 
тайин кийматида / (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ка­
рал ганда унинг учун х — Ь махсус нукта булсин.

17 .15-теорема ,  f (х, у) функция Мх тупламда узлуксиз ва
ь

h  (у) =  f  / (*, У) dx
а

интеграл [с, d] да текис яцинлашувчи булсин. У холда 1г (у) функ­
ция [с, dj ораликда узлуксиз булади.

7-  §. Параметрга богпиц хосмас интегралларни параметр б|йича
дифференцналлаш

1. f  (х, у) функция М =  {{х, у) £ R2: х £ [а, +  оо), у  £ [с, d]} Tÿn- 
ламда берилган.

17.16-т е о р е м  a. f (х, у) функция М тупламда узлуксиз, f y (х, у) 
хусусий хосилага эга ва у хам узлуксиз хамда у узгарувчининг [с, d ] 
дан олинган xiap бир тайин кийматида

"t®
I (У) =  j  / (*, У) dx

а

интеграл якинлашувчи булсин.
Н~со

Агар 1 .f (x, у) dx интеграл [с, d] да текис якинлашувчи булса,
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у %олда I (у) функция хам [с, с1\ ораликда Г (у) хвсилага эга була- 
ди ва

+ 0о
I' (у) =  | Г„ (X, у) йх (17.31)

а
муносабат уринлидир.

И с бот.  у  у0 6 [с, б] нуктани олиб, унга шундай А у  (Аг/^0) 
орттирма берайликки, у0 +  А у £ [с, й] булсин.

I (у) функциянинг у0 ну^тадаги орттирмасини олиб, ушбу
+ 00

/ (г/р +  Ау) — I (у0) __ Г ({х  ,у0 +  Ау) — / (л-, у) ^  ^
Ау Ау

а

тенгликни х,осил килам из. Энди (17.32) тенгликдаги интегралда Ау->0 
да интеграл белгиси остида лимитга утиш мумкинлигини курсатамиз. 

Лагранж теоремасига кура

И-.. !>.+ =  г  (« , у , +  в-Ау) (17.33)
Ау у

булади, бунда 0 <  0 < 1.
Шартга кура (х , у) функция М1 =  {(х, у) £ Я2 \ х £[а, Ц у £ [с, й]} 

( а < / <  +  оо) тупламда узлуксиз, демак, текис узлукеиз. У хрлда 
у  в >  О олинганда >̂ ам, шундай 6 =  б (е) >  0 топиладики, | х" — х' \ <  
< 6 , |у" — г/'|<б тенгсизликларни каноатлантирувчи нхтиёрий (х\ 
у') £ М(, (х", у") £ М( ну^талар учун

I !'у {х", У") —  !'у (х', У')1< е

булади. Агар х '= х "  =  х, у' =  у0 у" =  у0 +  Ау-в дейилса, унда 
|<г/|б булганда

I \\ (х, у 0 +  0 • А у) - -  (х, у о) | < е ( у  х £ [а, ¿])

булади. Ю^оридаги (17.33) тенгликдан фойдаланиб ^уйидагини топа- 
миз:

$ ( х ,у 0 +  Ау) — ! { х ,  г/о)

Ау ! У ( ’ Уо)
< 8 .

Бу эеа Ау-^О  да — —-----------------функция / (х, у 0) лимиг функ-
А у у

цияга текие якинлашишини билдиради.
Теореманннг шартига кура

+  со

Г ¡'у (х, у) й X 
а

текис я^инлашувчн. Демак, У  е >  О олинганда хам, шундай б =  
=  б (е) >  0 топиладики, >  /' б, 1" >  б булган V, ва у  у £ [с, с1\ 
учун



булади. Жумладан

|| ?'у (х, Уо +  А г / - 0 ) ^ [ < !

булади. (17.33) тенглнкка асосан
V

\ (х, У о + А у) — / {х, У о) 

&У
йх <  е

булади. Бу эса
-ГоI / (х, у у +  Ду) — ( (X, у  о) ^

Ау

интегралнинг текис якинлашувчилигинп билдиради. 
Натижада 17.12-теоремага кура

И т  Уо +  * У ) - ! ( х ,  У А а х
Ау-^0 Л Ау

| со

I -
\ \т  / (*. У» + Ду) — / (х, Уо) 

Ау->0 А у
<1х

тенглик уринли булади.
Юкоридаги (17.32) тенгликда Ау-^-0 да лимитга утамиз:

¡ т  1 (У« +  а у) ~  1 ^  — н т  /(*■ у„ +  Ау) - ! ( х ,  Уо) 
ду->о Д у Ау-*а ' Ау

йх

+сс

=  I
J

Демак,

и  / (Л-, Уо + Ау) — ? ( * ,  Уо) 

Л1/—>0 Ау

Н"0
с!х= | ¡'у (х, у0) йх.

I' (Уо) =  | ?„{х> Уо)йх.

Т еорема исбот булди.
(17.31) муносабатни куйидагича ^ам ёзиш мумкин:

¿У

“Ьоо "Ьос

j  / (дг, у) йх =  | ¿>/ С*. ¡/)

<>У

Бу эса теорема шартларида дифференциаллаш амалини интеграл белги- 
си остига утказиш мумкинлигини курсатрди.

2. / (х, у) функция Мг =  {(х, у) £ : х £ [а, 6), у € [с, Я]} туп- 
ламда берилган. у узгарувчининг [с, й] дзн олинган . а̂р бир тайин 
кийматида /(х, у) ни х узгарувчининг функциясн сифатида каралганда 
унинг учун х =  Ь махсус ну^та булсин.
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17 . 17 - т е оре ма .  f(x ,y ) функция Мг тупламда узлуксиз, f'(xt //); 
хусусий урсилага эга ва у- хам узлуксиз %амда у узгарувчининг |г, <!\ 
дан олинган %ар бир тайин цийматида

ь
h (y )= ¡f(x , y)dx

а

интеграл яцинлашувчи булсин.
Агар

ь
j  fy (х, y)dx
а

интеграл ]с, d] да текис яцинлашувчи булса, у хрлда (у) функция 
щм [с, d\ оралщда /¡(г/) хосилага эга булади ва

ь
Щ = '$  f'y (x,y) dx

муносабат уринлидир.

8- §. Параметрга боглиц хосмас интегралларни параметр буймча 
интеграллиш

1. f(x, у) функция М =  {(х, y)£R2\ х£\а, +  оо), у£ [с, d]\ .туп­
ламда берилган.

17.1 8 - т е о р ем а .  Агар f{x ,y) функция М тупламда узлуксиз ва
- f  СО

J(y)=  J  f(x, y)dx
а

интеграл [с. d] ораликда текис якинлашувчи булса, у %слда /(у) 
функция [с, d\ да интегралланувчи ва

d d -["оо *4~ о® ú
J I (у) dy =  )' [ J / (х, у) dx\ dy =  J  [ j  f (x, y) dy] dx
с  с  а  а с

булади.
И с бот.  Теореманинг шартларидан I (у) функциянинг [с, d] ора­

ликда узлуксиз булиши келиб чикади (каралсин, 17.4-теорема) Демак,. 
/(у) функция [с, d] да интегралланувчи.

Энди
d  —р  0 0  —{-СО ¿

J [ J í  (х, y)dx\dy =  ¡  [ j  f(x, y) dy ]dx
a  a  a с

тенгликнинг уринли булишини курсатамиз.
Шартга кура

-Ь 00
КУ)= j  f(x, y)dx

а
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интеграл [с, d] да текис якинлашувчи. Демак, V e > Q  олинган хам 
шундай б =  6(e) >  0 топиладики, Y ^ > 6  ва Y y£lc,  d] учун

j +j  f{x ,y)d x| < е (17.34)

булади. Мана шундай t буйича
d оо d t d -{ -0 0

J [ j  / (x, У) dx] dy =  J [ J Я-v, i/) dx] dy +  J [ j  / (x, у) dxjdy.
с  а  с  a с  t

17.6-теоремага асосан

] [ [ f  (x, у dx dy—j  [ J  f  (x, y) dy] dx
с  a  a с

булади. Натижада
d I d  d +  co
j' I(y)dy =  J  [ j  f (x, y) dy] dx +  J [ J  f  (x, y) dx] dy
с  а  с  с  t

булади. Юкоридаги (17.34) муносабатни эътиборга олиб куйидагини 
топамиз:

d i d  d +оо
I [ I(y) dy — | [ j  / (x, y)dy] dx | <  J  I f f  (x, y)dx \ dy <  e (d — c).

с  а с  с  t

Бу эса
d t d 4" oo d
J / (y) dy =  lim J![ j7 (x , t/) ciyjdx =  J . [ J / (x, у) dy ] dx
C o° a с ~ <2 С

эканини билдиради. Демак,
d +оо +  со d
j [  I f.(x, y) dx]dy =  J [ J7 (x , y )d y] dx.
с  a  a с

Теорема исбот булди.
Энди f(x, у) функция М2 =  {(х, у ) £ ^ : х £  [а, +  о о ), у £ [с, +  оо)) 

тупламда берилган булсин.
17 .19-теорема ,  /(х, у) функция Ai2 тупламда узлуксиз ва

-{-ОС -{-00
J  /(х, у) dx, [ / (х, у) dy
а  с

интвграллар мос равишда [с, +  оо] ва [а, +  оо ] да текис яцинла­
шувчи булсин.

Агар
—{-ОО -{-00 —(-00 —{-ОС

f [ J \f{x,y)\dx]dy (ёки J [ j  | f{x, у) j dy ] dx)
с  a a  с

интеграл якинлашувчи булса, у холда
+ 0 0  +  00 +=о +со

]■ [ | f{x,y)dy]dx, j  [ J  f(x, y )dx[dy
а с  с  а

274



интеграллар яцинлашувчы ва
_|_СО -| -0 0  _|_0О - J -0 0

I  [ f f(x, y )d x]d y  =  J  [ J  f(x ,y )d y ]d x
с  a  a  с

булади. '
Бу теореманинг исботини укувчига хавола к,иламиз.
2. f(x, у) функция М1 =  {(x, y)£R2:x£ [а, Ь\, у£[с, d\] тупламда 

берилган. у нинг ]с, d] дан олинган хар бир тайин кийматида /(х, у) 
ни х узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда унинг учун х=Ь 
махсус нукта булсин.

17 . 20 - т еорема .  f(x, у) функция ML тупламда \узлуксиз ва

А .(«/) =  J7 (* . y)dx
а

интеграл [с, d] оралщда текис яцинлашувчи булса, у холда ]х (у) 
функция 1с, d\ да интегралланувчи ва

d d b о d
,[ h  (У) dy =  J [ Г f  (х, y)dx)dy =  j  [ j' f  (x, y)dy] dx
с  с  а а с

булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
4-00

„а—1ifХ J----- ах
+ х

мнтегрални карайлик. У  чегараланмаган функциянинг (а <  1 да х =  0 махсус ну 
та) чегараси чексиз хосмас интеграли булиб, а параметрга богликдир:

-|-оо
1{а) =  ( dx.

J  \ +  х
О

Бу интегрални щгйидаги икки цисмга ажратиб,

-J-с о  ! - 1.0 0

С Vй—1 (’ у3—1 Г уО—1
/<„>= | f p * - )  ¡ V j ^  + J = 4 » +  /,(«)

О 0 1
уларнинг jqap бирини алохида-алохида я^инлашувчиликка текширамиз.

О <  av- 1 да куйидаги

 ̂ I + х
1

тенгсизликлар уринли ва j  Xй“ 1 dx интеграл а >  О да я^инлашувчи, a  iC  0 да узо^- 

лашувчи (^аралсин, 16-боб, 5-§). 16-бобнииг 6-§ ида келтирилган 16.8-теоремага кур а

1
Ш =  f  ~ ~  dx

J  1 +  хО
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интеграл а >  0 да я^инлашувчи а ^  О да узоклашувчи булади. х ^  1 да цуйидаги

1 О,— 1
2 ,1 +  *

- { -  СО

тенгсизликлар уринли ва ]  ха~'2 с!х интеграл а <  1 да я^инлашувчи, а  ^  1 да

узоклашувчи (каралсин, 16-боб, 1 -§). 16-бобнинг 2- § ида келтирилган 16.2-теорёма- 
га  кура

+°= (
/2(я)= J  рт—

интеграл Ж  1 да я^инлашувчи, а >  1 да узоклашувчи булади. Шундай килиб, бе- 
рилган

4-00
Д а)=  Г,) 1 -)- х 

о

интегралнинг 0 < а <  1 д а  якинлашувчи булишини топамиз.
Энди I (а) интегралпи ^исоблаймиз.
Равшанки, 0 <  х <  1 да

оо

С)
к= О

булиб, бу цатор [а0, Ь0] (0 <  а0 <  л: <  Ь0 <  1) да текис якинлашувчи булади.
(*) даражали цаторнинг кисмий й и ри н д и с и

к - 1 _  ха- 1 [ \ - ( - х ) ' г 1
______  ( 1  + ■ * )

*=О

11—1

8п(х) = ^ ( - \ ) кха+к-

булади. Агар V « 6  ва  У х £ ( 0 .  1) учун

1 +  л:
тенгсизликнинг уринли булишини хамда

1
\ха~ 1 с1х (0 <  а  <  1)
0

интегралнинг я^инлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейерштрасс аломатига кура

интеграл \ 8п (х)с1х (п =  1, 2, 3 . . . )  текис якинлашувчи булади. 17.13-теорема-
о

га  кура
1 1

П т  С Бп {х) <1х =  ] [П т  8 п {х)\с1х, 
п->х Ь о п->со
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1 П— 1
П т
л-*« я и < -О £=»

к а-\-к— 11) *' йх

1 к-1 1
=  |  П т  У ^ ( -  1 ) ^ а + й - 1  ¿ * =  |

£=0

„о—1
1 + ж

булади. Б у тенгликдан ^уйидагини топамиз;

Демак,

Агар

п ~ \  1

Ь(а)
/¡=0 о

оо 1
-  V  ^ ( -1 ) к ха+к-1 ах

/г=0 О
: V  ( ~  ^

¿акЖ а -\-к 
*=0

/1 (я)=

оо
У  (-о*

а +  А
*=о

/*(а)

-|-00 

=  .[
„0 - 1

■ йх

интегралда х =  —  алмаштиришни бажарсак, у  .^олда

/2 (¿0 — | 1 -{- 1 ^  

булади. Юцоридаги йул билан

= 1
1 + ?

А

к— 1
булишини топамиз. Д емак,

I (а) — /1 (а) +  /2 (а) =

булади.
Агар

00 00 у (^+ у. (-1)*
Н а + к Н а ~ /г а —

— + >  М ) й Я +  & - Ц
а  —  к)

*=1

1 1
а +  к а — к/ а  я

\ л
)  £1п а

(0 <  а <  1)
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булишини (даралсин, 2 1 -боб, 4 -§ )  эътиборга олсак, унда
я

1(а) =  ---------
sin  а я

эканлигн келиб чи^ади. Д емак,
+ 0 0  

i’ -а—1
i - í ------ d x =  — —  (О <  а  <  1).

J  I -{- х sin  а п
о

2, Ушбу
+ 00

/ = Г l̂!.±-dx_ Г sin  X
J *
о

интегрални ^арайлик. Б у хосмае интегралининг я^инлашувчи булиши 16-бобнинг 
2- § ида куррсатилган эди. Энди берилган интегрални хисоблаймиз. Бунинг учуй 
к;уйидаги

+  О0

/(а) =  Г е~ау
J  *
о

дараметрга богаик хосмас интегрални караймиз.
Равшанки,

s i n  х
f (х ,а )  =  е~а х -------- (f (О, а) =  1)

х
функция

{(*, а) €/?2:лг е [0 , + о о ) , а 6 [0, с]} (с >  0)

тупламда узлуксиз,
í ’a (х, а) = —  ¿~ax s i n л:

хусусий х;осилага эга ва у  з^ам узлуксиз функция. К,уйидаги 
+ 0 0  + 0 0

j  í'a(x, a)dx =  — j" é~ax si n xdx
O ó

интеграл эса a > a „  (a0 >  0) да текис якинлашувчи. 17 .16-теоремага кура 
+ 0О f +оо

Г (а )=  j*   ̂е-а х  sirl *  j  d x = — j  е~ах s i n  dx =  — ; i - — 

о а  о
булади (г^аралсин, 1 -кием, 8 - боб, 2- §). Демак,

1(а) =  — arctg a - f  С.
— я  я

а  =  +  оо булганда, / ( -¡- оо ) =  булиб, — - +  С =  0 яъни С =  —  булади. Де
z  ¿

мак,
я

/ (а ) ;=  —  — arctg а,

Б у  тенгликда а->- 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:



Jï

+°о
/ = Г ii££dx = -5- J -V 2 fi

булаци-

9- §. Бета функция (I тур Эйлер интеграли) за  унинг хоссалари

Биз 16-бобнииг 9-§ ида ушбу
1
f x a -1 ( l — x f- 'd x  (17.35)
о

хосмас интегрални карадик.
Интеграл остидаги функция учун
1) а < 1, b y  1 булганда х =  О махсус ну^та,
2) а >  1, b<C 1 булганда х =  1 махсус нукта,
3) а <  1. b <  1 булганда х =  О ва х =  1 ну^талар махсус ну^та- 

лар бÿлaди.
Бинобарин, (17.35) чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли- 

дир. Демак, (17.35) интеграл — параметрга богли^ хосмас интеграл- 
дир. Уша ерда (17.35) хосмас интегралнинг а >  О, Ь >  0 да, яъни

М [— {(a, b)£R*:a£(О, +  о о), Ь£(О, +  оо)}

тупламда я^инлашувчи булиши курсагилди.
1 7 .1 1 -таъ р и ф . (17.35) интеграл бета функция ёки I т у р  Эйлер 

интеграли деб аталади ва В (а, Ь) каби белгиланади, демак
1

В {a, b) =  J  хй_1 (1 — x)ft_I dx (а >  О, b >  0). 
о

Шундай к.илнб В(а,Ь) функция R2 фазодаги 'М =  {(а, Ь)£ R2:a£(0, 
+  о о ), Ь£(0 , +  °°)) тупламда берилгандир.

Энди В (а, Ь) функциянинг хоссаларини ÿpгaнaйлнк.
1°. (17.35) интеграл

1
В[(а, Ь) =  1 ха~' (1 — x f~ l dx 

о
,  ихтиёрий М0 =  {(х, b)£R2:a£[a0, +  оо), b£[b0, +  оо)) а0 >  0, Ь0> 0 ) 

тупламда текис я^инлашувчи булади.
И с б о т . Берилган интегрални текис я^инлашувчиликка текшириш 

учун уни ^уйидагича

1 1/2 1 
j х ~ х (1 — х)ь~! dx — j' xa~l (1 — x)b_1 dx +  f xa_1 (1 — x f~ l dx
О Ь 1/2

ёзиб оламнз.

Шундай цилиб, 1(0) =  — , яъни



Рэвшанки, а >  О бул ганда [  ха dx интеграл якинлашувчи, Ь >  О
о

булганда [ ( 1 — х) dx интеграл якинлашувчи.
Г/2

Параметр а нинг а >  а0(а0 >  0) цийматлари ва Y  & >  V х б

1/2 _ !

€ÍO, т учун

Xa- 1 1 -  х)ь~ '(<  X08- 1 (1 -  x f l <  2ха 
булади. Вейерштрасс аломатидан фойдаланиб

ха- 1 1 - x ) b~l dx
о

интегралнинг текис якинлашувчилигини топамиз.
Шунингдек, параметр Ъ нинг b >  Ь0 (Ь0 >  0) кийматлари ва

V х 6 у ,  l j  учун

.“- 1 ( i  _ х)ь- ‘ <  х“-1 (1 — xf°~l <  2(1 — x)&0_1X
1

булади ва яна Вейерштрасс аломатига кура [ х (1 — х) dx интег-
1/2

ралнинг текис я^инлашувчилиги келиб чикади.
1

Демак, j'x“-1 (1 — x)b~l dx интеграл 0, ва 6 >  &0 >• 0 бул-
о

ганда, яъни
/И0 =  {(a, b)£R2:a£[a0, +  оо), +  оо)}

тупламда текис якинлашувчи булади.
1 7 .1 -э с л й т м а . В(а,Ь ) нинг 7W =  {(а, 6) £R2 :а£ (0 , +  оо),

€ (0 , -f- оо)} тупламда нотекис якинлашувчилигини куриш ¡^ийин эмас. 
р:|, 2°. В{а,Ь) функция М — {{a, b)£R2 :а£ (0 , +  оо), ¿G(0> +  °°)1 
тупламда узлуксиз функциядир.

}^ак;и^атан з^ам,

В (а, Ь)= ¡X a- 1 ( l - x f - 1 dx
о

интегралнинг М0 тупламда текис якинлашувчи булишидан ва интеграл 
остидаги функциянинг у-(а,Ь)£М  да узлуксизлигидан 17.15-теорем;i- 
га асосан В (а, Ь) функция

М =  {{а, b)QR2:a£ (0, +  со ), Ь£(0, +  о о )}

тупламда узлуксиз булади.
3°. Y  (а,Ь)£М  учун В (а, Ъ) =  В (Ь, а) булади. Дархак^уП’

В (a, b) J Xa-1 (1 — xf~ l dx интегралда х =  1 — t алмаштириш баж.1
о

2 8 0



В(а, &) =  Гxa~l (1 x f - 1 dx =  \tb~[ (1 — t)a~l dt =  B(b, a)
о 0

булишини топамиз.
4°. B (a,b) функция куйидагича з^ам ифодаланади:

рилса, унда

+=° t a~  1
В {а,Ь )=  ----- -— -гг - dt. (17.36)

J  (1 +  tf+ b

Хакик4атан ^ам, (17.35) интегралда х =  —- — алмаштириш бажарил-
1 + 1

са, у  холда
+О0

1 . -
В ъ

Q
{ a ,b ) = ) x a- x (\ ~ x )h- l d x =  J  ( j ^ ) “ ’ (]

-00

i

t \ь-1 dt

о
+ 00

1 +  t ) (i+ o 2

tn-\
dt

( l  + t f +b
U

булади.
Хусусан, ö = l  — а (0 <  а <  1) булганда

+°р а_,
В — (а, 1 — а) =  ( -/ dt — -Д —  (17.37)

v ’ ' J  1 -j-1 s in  а  я
О

булади. (17.37) муносабатдан куйидагини топамиз:

* i - f  1 ) = " .

5°- V  Ха> Ь) € М '(М '=  {(а, b)£R2:a £ (  О, +  °о ), fe£(l, +оо)}) учун

Ь— 1 . 
а  +  b — 1

булади.
(17.35) интегрални булаклаб интеграллаймиз: 

ß (a , ft) =  | xa_1 (1 — х)6-1 dx =  j  (1 — x)b~{ d j  =  - j -  x a( l —

' 1 1 
— x)b~ l l1 +  b- ~  l Xй (1—  x)b~2 dx  =  —  \ xa (1 — x)b~2 dx  *o ß fj a t)

о о

(а >  О, fc>  1).
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Агар
(1 _  Х)ъ- 2 =  ха- 1  [1 — (1 — де)] (1 -  х)ь~2 =  (1 — х)°-2 -

— ха~1 (1 — х)6“ 1
эканлигини эътиборга олсак, у  холда

1 1 1 
Г Xй (1 — х)ь~2 с1х =  X“- 1 (1 — х)ь~2 йх— j  ха~1 (1 — х)ъ~1 (1х =  
в о О

=  В(а, Ь — 1) — (а, Ь)
булиб, натижада

В (а, Щ =  Ь-= ±  [В (а, Ь -  1) -  В (а, Ь)\ 

булади. Бу тенгликдан эса

В (а, Ь) =  6 ~ Ц в ( а ,  ¿ > -1 )  (а >  0, й >  1)
а  +  6 —  1

булишини топамиз.
Худди шунга ухшаш у  (а > &) £ УЧУН

(М" =  {(а, Ь) € Я2 -а € (1, + » ) , & €  (0, +  «>)})

В (а, ¿ , ) = _ ^ Ц я ( а - 1, 6)
а  +  Л — 1

булади.
Хусусан, Ь =  п (п £ АО булганда

В (а, Ъ) =  В (а, п) =  —-— —- В (а, п —-1) 
а +  п — 1

булиб, (17.38) формулами такрор ^уллаб ^уйидагини топамиз.

В (а, п ) = - * = ! - .  ' - р П  •• • - Ь В ( а ’ 1}'а +  п — 1 а-\~п— 1 п -¡- 1

Равшанки

В (а, п) =  ----------- 1 ’ 2 ' • • (а— ^--------- . (17.39)
а ( а + 1) (а  +  2) . . . ( а + п — 1)

Агар (17.39) да а =  т  (т  £ Ы) булса, у  ^олда
1 -2  . . . (п — 1) (п— 1)! ( т —  1) !В (т , п) =

/я (ш +  1) . . . ( т  +  п — 1) ( т +  л — 1) !

10- §. Гамма функция (II тур Эйлер интеграли] га унинг хоссалари

Биз 16-бобнинг 9 -§  ида куйидаги
+СО

X“- 1 е~х йх (17.40)
о

хосмас интегрални ^арадик. Бу чегараланмаган функциянинг (а <  I 
д£ х =  0 махсус ну^та) чексиз орали^ буйича олинган хосмас интегр;1

282



ли булиши билан бирга а га (параметрга) хам богликдир. ?ш а ерда
(17,40) хосмас интегралнинг а >  0 да, (0, +  ~ ) да якинлашувчи, 
а < 0  да, яъни (— оо, 0] да узок;лашувчи булиши курсатилди.

1 7 .1 2 -таъ р и ф . (17.40) интеграл гамма функция ёки II т у р  Эй­
лер интеграла деб аталади ва Г (а) каби белгиланади. Демак,

+  оэ
Г (а) — j  х“- 1 е~х dx.

о
Шундай килиб, Г (а) функция (0, +  оо) да берилгандир. Энди Г (а) 
функциянинг хоссаларини урганайлик.

Г  (17.40) интеграл
+ оэ

Г (а) —  ̂ ха~1 е~х dx 
о

ихтиёрий \а0, ¿0] (0 < а 0 < & 0 <  +  °°) орал и к да текис якинлашувчи бу- 
лади.

К с б о т . (17.40) интегрални ^уйидаги икки ^исмга ажратиб,
+00 1 +00

х0-1 е~х dx — | ха~1 е~х dx +  | х“- 1 е~х dx
5 о i

улариинг хар бирини алохида- алохида текис якиилашувчиликка текши- 
рамиз. •

Агар а0 (а0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а > а 0 ^ийматлари 
царалса, унда барча х £ (0 , 1] учун ха~1 е~х <  —Д— булиб, ушбу

х 0
бобнинг 4-§ ида келтирилган Вейерштрасс аломатига асосан

1
[ х“-1  е~х dx 
о

интеграл текис якинлашувчи булади.
Агар Ь0 (Ь0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а <  Ь0 ^ийматлари 

цараладиган булса, унда барча х >  1 учун

ха—1 е-х  ^  хь„~

булиб,

г) л1
интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс аломатига кура

+0О
| xa_1 е~х dx 
i'

интегралнинг текис якинлашувчи булишини топамиз. Шундай ^илиб,
+ Оэ

Г (а) =  j ха~1 е~х dx 
с
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интеграл [ай,_Ь0] (0 < а 0 < & 0 < +  °°) да текис якинлашувчи булади.
1 7 .2 - э с л а т м а . Г'(а) нинг (0, +  оо) да нотекис я^инлашувчили- 

гини куриш к>ийин эмас.
2°. Г (а) функция (0 , +  °°) да узлуксиз хамда барча тартибдаги 

узлуксиз ^осилаларга эга ва 
+ 00

Л п> (а) =   ̂ х“- 1 е~х (ln х)п dx (ti =  1, 2 . . . ) .
b

И с б о т . Y  a G (0, +  °°) ну^тани олайлик. Унда шундай [а0, Ь0} 
(О < с 0 < £> „< +  оо) оралик топиладики, а £ [а0, Ь0] булади.

Равшанки,
+°°

Г (а) — | ха~1 е~х dx 
о

интеграл остидаги f  (х, а) =  ха~\ е~х функция М =  {(х, а) £ i?2; х £ 
€ (0, 4- 0°), а £ (0, +  оо)} тупламда узлуксиз функциядир. (17.40) 
интеграл эса (юкорида исбот зтилганга кура) [а0, Ь0] да текис як>ин- 
лзшувчи. У  хрлда 17.4-теоремага асосан Г (а) функция \aQ, Ь0\ да, 
бинобарин, а ну^тада узлуксиз булади.

(17.40) интеграл остидаги f  (х, а) =  Xa- 1 е~х функция 
fl (х, а) =  х“-1 е~х 1п х 

хосиласининг М тупламда узлуксиз функция эканлигини пайкаш ^и- 
йин эмас.

Энди
Н-  ОО -Ьсо

[  ¡a (х> a) dx =  \ ха-1 е—х ln х dx
о о

интегрални [аи, Ь0] да текис якинлашувчи булишини курсатамиз.

Ушбу  ̂ха_1 е~х 1п х dx интеграл остидаги х“- 1 е~х 1пх функция 
о

учун 0 < х <  1 да |xa_1 е~х ln x l< x ° » ~ ‘ | 1п х| тенгсизлик уринли-
Оо

дир. т|зх (х) =  х 2 .1 1п х I функция О <  х <  1 да чегараланганлигидан ва
1 Оо _j 1

[ х 2 dx интегралнинг якинлашувчилигидан j  xa8_l |lnx| dx нинг
о о
хам якинлашувчи булишини ва Вейерштрасс аломатига кура ]\а

ралаётган xa_1 е~х ln х dx интегралнинг текис я^инлашувчилигипп 
ó

топамиз.
Шунга ухшаш куйидаги

со

 ̂ xa_I е~х 1п х dx 
Г

иитегралда, интеграл остидаги Xa- 1 е~х 1п х функция учун барча х > 
>  1 да

ха-\ е—х in х <  хь°-^ е~х 1п х <  хь° е~х <  —j  °+ • —
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dx*foO
( d\булиб, I — интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс 
J А'21

+ 0 0

аломатига кура  ̂ xa~l е~х In х dx нинг текис якинлашувчилиги ке-
i

+ 0 0

либ чик;ади. Демак, |а0, Ь0\ да j  ха~! e~h In х dx интеграл текис
о

я^инлашувчи. Унда 17.16-теоремага асосан
+оо +оо +оо

f  (а) =  ( | ха~х е~х dx j 1 =  J  (xa_1 e~x)' dx — j" xa~l e~x In x dx 
0 b ô 

булади ва Г' (a) [a0, b0] да бинобарин, a ну^тада узлуксиздяр.
Худди шу йул билан Г (а) функциянинг иккинчи, учинчи ва ^ока- 

зо тартибдаги х;осилаларининг мавжудлиги, узлуксизлиги хамда
+со

r w (а) =  j  х“- 1 e rx (In х)п dx (п =  1, 2 , . . . )
о

булиши курсатилади.
3°. Г (а) функция учун ушбу

Г (а +  1) =  а ■ Г (а) (а >  0)
формула уринли.

^а^икатан хам ,

Г
+  со оо . а  \

(а) =  Ç xa~l е~х dx =  J е~х d l— \
л л \ а  /

интегрални булаклаб иктегралласак,

*а +" г "  ха 1Г (а) =  е~х■ — . +  I —  е~х dx =  — Г (а +  1) 
a J а аО ' 0 ч .

булиб, ундан
Г (а +  \) =  а -Г  (а) (17.41)

булиши келиб чикади.
Бу формула ёрдамида Г (a -f  ri) ни топиш мумкин. Дарха^икат,

(17.41) формулани такрор rçÿ-ллаб,
1 (а +  2) =  Г (а +  1) - (а +  1),
Г (а +  3) =  Г (а +  2) -(а +  2),

Г (а +  п) =  Г (а +  п — 1) (а +  п — 1) 
булишини, улардан эса

Г (а +  п) =  (а +  п — 1 )(а +  п — 2) . . .  (а +  2) (а +  1) • а Г (а) 
эканлигини топамиз. Хусусан, а =  1 булганда

Г(п +  1) = п ( п — 1) . . . 2 ' 1 ■ Г (1)
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+ СО
булади. Агар Г (1) =  j  е~х dx =  1 булишини эътиборга олсак, унда

о
Г (п +  1) =  п\ эканлиги келиб чикади.

Яна (17.41) формуладан фойдаланиб Г (2) =  Г (1) =  1 булишини то- 
памиз.

4° Г (а) функциянинг узгариш характери.
Г (а) функция (0, +  о о ) орали к да берилган булиб, шу оралщда 

исталган тартибли хосилага эга. Бу функциянинг а — 1 ва а — 2 ну^- 
талардаги кийматлари бир - бирига тенг:

А '0 )Н П 2 ) ]=  1.
Г (а) функцияга Ролль теоремасини (^аралсин, 1-^исм, 6- боб, 6-§) 

татбик кила оламиз, чунки юкорида келтирилган фактлар Ролль теоре- 
маси шартларининг бажарилишини таъминлайди. Демак, Ролль теоре- 
масига кура, шундай а* (1 <  а* <  2) топиладики, Г  (а*) =  0 булади.
Y  а € (0, +  оо) да ■

Г" (а) =  [ х“-1 е~х In2 х dx >  О
о

булиши сабабли, Г' (а) функция (0, +  °°) ораликда катъий уеувчи 
булади. Демак, Г' (а) функция (0, +  °°) да а* ну^тадан боища нуц- 
таларда нолга айланмайди, яъни

+ 00
Г' (d) =  [  xa~l е~х In х dx =  О

о
тенглама (0, +  оо) ораликда а* дан бошка ечимга эга эмас. У  ^олда 

О <  а <  а* да Г' (а) <  О, 
а* <  а <  +  оо да Г' (а) >  О 

булади. Демак, Г (а) функция а* нукргада минимумга эга. Унинг ми­
нимум ^иймати Г (а*) га тенг.

Такрибий хисоблаш усули билан
а* =  1,4616 . . .
Г (а*) =  m in Г (а) =  0,8856 . . . 
булиши топилган.

Г (а) функция а У-а* да уеувчи булган- 
лиги сабабли а >  п +  1 (п £ N) булганда 
Г (а) >  Г (п +  1) =  п\ булиб, ундан

lim Г (а) — +  оо
о-»-.®

булишини топамиз.
Иккинчи томондан, а-*- +  0 да Г (а -J-

+  1)->- Г (1) =  1 х,амда Г (а) =  эка|1'

лигидан lim  Г (а) =  +  ~ келиб чшфМ,
а-»+°°

Г (а) функциянинг графиги 16-чизмада 
тасвирланган.
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Г Биз куйида В (а, Ъ) ва Г (а) функциялар орасидаги борлаш-пшш 
ифодалайдиган формулани келтирамиз.

Маълумки, Г (а) функция (0, +  о о ) да, В (а, Ь) функция эса R2 
фазодаги М =  {(а, b) £  R 2 : а £  (0, +  о о ) ,  b £  (0, +  о о )}  тупламда бе- 
рилган.

1 7 .2 1 -т е о р е м а . V  [а, Ъ) £ М учун

В (а, Ь) =  -/--(- ) ' Г|7))
Г ( а + Ь )

формула уринлидир.
+ОЭ

И с б о т . Ушбу Г (а +  b) =  j* xa+b~l е~х dz ( а > 0, ¿>>0) гам-
6

ма функцияда узгарувчини ^уйидагича алмаштирамиз:
Х  =  (\ + t ) y  (t >  0).

Натижада ^уйидагига эга буламиз:
+ 0 0

Г (а +  Ь)— I* (1 +  /)а+6- 1 • уа+ь~1 е-<!+г> у ■ (1 +  t) dy —
о + 0

11-§. Бета ва гамма функциялар орасидаги богланиш

==(1 +  tf+ b f ya+b~[ e-d+Oy dy.
0

Кейинги тенгликдан ^уйидагини топамиз:

=  У‘ +ь- '  e - ^ d y .

Бу тенгликнинг хар икки томонини ta~l га купайтириб, натижани (О, 
+  оо) оралик; буйича интеграллаймиз:'

Г (а +  Ь) J  +а dt =  j  [ J‘ у°+ь-' е~ <«+0 у  dy | Ä .
о о ' о

Агар (17.36) формула га кура
+<*> а _ 1

j  - f + /p r ^  =  ß (^ *)
о

эканини эътиборга олсак, унда
+  go + а э

Г (а +  Ь) ■ В (а, b) =  j  | j  ya+b- 1 e-(i+ %  J ^ - i  (17.42)
о " 6

булади. Энди (17.42) тенгликнинг ун г  томонидаги интеграл Г(а)-Г(Ь) 
га тенг булишини исботлаймиз. Унинг учун, аввало бу интегралларда 
интеграллаш тартибини алмаштириш мумкинлигини курсатамиз. Бунинг 
учун 17.19-теорема шартлари бажарилишини курсатишимиз керак. 

Дастлаб а >  1, 6 >  1 булган х1олни курайлик.
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а >  1, 1 да, яъни {{a, b) £ R2: а£  (1, +  °°), b £ (1, +  оо)} 
тупламда интеграл остидаги

f  У) — Уа+Ш la~l 
функция У  (t, у) £ {(/, у) £ R2 : t £ [0 , +  о о ) ,  у £ [0 , +  о о )}  да узлук- 
сиз булиб, f(t, y ) ~ y a+b~~x ta~l e-<]+to >  0 булади.

4-СО +оО
Ушбу I’ / (t, у) dy =  j  ta~x ya+b~x e-(1+ ^  dy интеграл i узга-

6 o
рувчининг [0, +  оо) ораликда узлуксиз функцияси булади, чунки

j  /а-1 ya+b-l e-(Ht)y dy =  Г (а +  Ъ)- { l^ t)a+b -

Ушбу
+ со + со
Г у) dt -  j’ I!0- 1 у а+6~! е-<>+^ Л
о 6

интеграл у узгарувчииинг [0 , +  о о ) ораликдаги узлуксиз функцияси 
булади, чунки 

+ 00
j  /а~! уа+ь~х e -d +Ог/ dt — Г (а)-уь~х е~у
о

ва нихрят, ю^оридаги (17.42) муносабатга кура

j [ i' ¿а-1 Уа+Ь~1 е_(1+/№ dyjd/
о о

интеграл янинлашувчи.
У хрлда 17.19-теоремага асосан

+ 00 +00
I' | j ta~l ya+b- ] g-H+fw dt̂  dy
о 0

интеграл з̂ ам я^инлашувчи булиб,

j  Г Ij1 ia~l i f +b- i  e - a + ‘)y dyjdt =  j’ | j  ta~x ya+b~] е~{1+^ dl^dy
0 0  0  0 

булади. Унг томондаги интегралии ^исоблайлик:
+оо +0

I" Г ta~] ya+b~l e - (X+t)y dyj dt — j* I  ta~x ya+b~1 di^dy =
S o  0

— f y""'"6-1 j~ I ta~~x e~ty dt^dy =
о о

+  00 1 + C 0

=  j  ya+b~x e -y \  j f (ty)a~x e~‘y d (/y)] dy =
о y b

=  ( “ yb~x е-У ■ Г (a) dy — Г (a) ■ Г (b). (17.43)
о
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Г (а +  Ь) ■ В (а, Ь) =  Г (с) - Г (Ь),
яъни

В (а, Ъ) =  (17 44)
Г ( a -f  Ь)

булиши келиб чикади. Биз бу форму лани а >  1, b >  1 булган ход 
учун исботладик. Энди умумий холни курайлик.

Айтайлик, а >  О, Ь >  0 булеин. У холла исбот этилган (17.44) 
формулага кура

В (а +  1, &+ l) =  .r ( f l± . i.)..:....r i ü T 1) (17.45)
Г  (а +  6 +  2) '  .

булади.
В (а, Ь) ва Г (а) функцияларнинг хоссаларидан фойдаланиб куйида- 

гини топамиз:

В (а +  1, b +  1) =  ■ В (а, b +  1) =  — ■ - • —Ь— В (а, Ъ),
а +  Ь +  1 а +  6 +  1 а -f- b

Г ( а +  1 ) = а-Г(а), Г ( b +  \) =  Ь-Г(Ь), Г(а + Ь  + 2) = ( а .+ Ь  +
— 1) / (fl Ч- 6 Ч- 1) =  (а -Ь b 1) (и -f- b) ■ Г (а -I- Ь).

Натижада (17.45) формула куйидаги

___________a 'b  ß  /а  Ь\ я - Г  (а )  ■ Ь ■ Г (Ь)
[ a + b ) { d + b + \ )  ' (a +  b) ( а +  6 +  1) Г  (о +  Ь)

курииншга келади. Бу зса (17.44) формула а >  О, ö > 0  да х,ам урин­
ли эканини билдиради.

1 7 .1 -н а т и ж а . у- а £ (0,1) учун

Г (а) Г — fl) =  ———  (17.46)
s i n а л

булади.
Ха^и^атан ^ам, (17.44) формулада b =  1 — а ( 0 < а < 1 )  дейилса, 

унда

В  (а, 1
Г (  1)

булиб, (17.37) ва Г  (1) =  1 муносабатларга мувофик 

Г ( а ) - Г { \ - а )  =  - ^ —  (0 <  а  <  1).
s m  а л

Одатда (17.46) формула келтириш формуласи деб аталади.
Хусусан, (17.46) да а =  у  деб олсак, унда

/ ' ( { ) = к *  о
булишини топамиз.

Натижада (17.42) ва (17.43) муносабатлардан
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17.2-на т и ж  а. Ушбу

Г { а ) г ( а + \ ^ ^ г ( 2 а )  ( а >  0)

формула уринлидир. Шуни исботлаймиз.
(17.44) муносабатда а =  Ь деб

В (а, а)
Г (а)

Г  ( а ) -Г  (а)
ки, и) ===. ------------------- *

булишини топамиз. Сунгра

В (я, а) =  [х (1 — л;)]“- 1 Лс =  ] ’ | 1  — ( т г - * ) " !*  ' ^  
а о г V /

1/2 а-1
С?Х

- *  [ т - ( т - * Го ь
I £ _

иитегралда — — л: =  — У I  алмаштиришни бажариб,

1 . _  I
В {а, а) =  2 Г [ 1 ( 1  — 0  а_ '~  # 2 М =

Л 1 4  4О
1 _  1

=  ^ = г 1 '  !  О - О - 1 « * - о )

га эга буламиз. Натижада

‘ в ( 1 , „
Г  (2а) 2 \ 2

булади.
Яна (17.44) формулага кура

Г ( .+  --) г ( а + 7 )

булиб, (**) муносабатдан

__ I___
Г (2.)  22а—1 г ( а + | )

эканлиги келиб чи^ади. Демак,

Г (0) - / - ( а  +  { )  =  ^ Ь / ' ( 2а). 

Одатда (17.47) формула Лежандр формуласи деб аталади. 
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1 8 -Б О Б

К А Р Р  А Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

«Математик анализ» курсининг 1-кисм, 9 — 10-бобларида функция- 
нинг аник интеграли батафсил урганилди.

Математика ва фаянинг бошка тармокларид? куп узгарувчили функ- 
цияларнинг, интеграллари билан бор лик масалаларга дуч келамиз (цуйи- 
да, 1-§  келтириладиган масала шулар жумласидандир). Бинобарин, 
уларни — каррали интегралларни урганиш вазифаси юзага келади.

Каррали интеграллар назариясида хам, аник интеграллар назарияси- 
дагидек, интегралнинг мавжудлиги, унинг хоссалари, каррали интеграл- 
ни хисоблаш, интегралнинг татбиклари урганилади. Бунда ани^ интег­
рал хдкидаги маълумотлардан муттасил фойдалана борилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, ани^ интегралда интеграллаш оралйги 
тугри чизик (!{ — фазо) даги кесмадан иборат булса, каррали интеграл- 
ларда мос фазодаги сохалар булади. Бундай сохаларнинг турлича бу- 
лиши каррали интегралларни урганишни бирмунча мураккаблаштиради. 
Ва хатге, кейинрок курамизки, интеграл тушунчасини хам турлича ки- 
ритишни такозо килади (кейинги бобларга 1̂ аранг).

Куйида биз, соддалик учун, икки узгарувчили функцияларнинг ин­
теграллари билан танишамиз.

1- §. Икки каррали интеграл таърифи
Аник интегралнинг баёнини шу интеграл тушунчасига олиб кела- 

диган масаладан бошлаган эдик. Икки каррали интеграл тушунчасини 
урганишни ?<;ам унга олиб келадиган масалани келтиришдан бошлай- 
миз.

1. М а с а л а .  / (х, у) функция чегараланган (D) сохада* ((D) с  i?2) 
берилган, узлуксиз хамда у  (х, у) € (D) учун / (х, у) >  0 булсин. k s 
фазода Оху г — Декарт координата системасини олайлик. Юцоридан 
г =  / (х, у) сирт билан, ён томонидан, ясовчилари Oz унига паралел 
булган цилиндрик сирт .^амда пастдан Оху текислигидаги (D) со^а 
билан чегараланган (К) жисмни карайлик (17-чнзма). (У) жисмнинг 
хажмини топиш талаб этилснн.

Агар / (х, у) функция (D) да узгар- 
мас булса, / (х, у) =  С (С — const), у  
зуэлда (V) жисмнинг (цилиндрнинг) хажми

V — С -D
га тенг булади, бунда D — (D) соханинг 

/ юзи.
Агар (D) сохада / (х, у) х ва у  узга- 

рувчиларнинг ихтиёрий узлуксиз функ- 
цияси булса, у  хрлда (У) жисмнинг хаж- 
мини топиш учун, аввало (D) сохани эгри 
____________  17- чизма

/ = /м ч>

* Бу ерда ва келгусида ^амма ва^т функциянинг ашцланиш со^аси (ТУ) ни юзга 
эга булган со^а деб ^исоблаймиз.
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чизиклар билан п та булакка буламиз: (D) = U (Dk)■ Булувчи чизик-
k = l

ларни йуналтирувчи сифатида олиб Oz укига параллел цилиндрик 
сиртлар утказамиз. Натижада (V) жисм п та (V,) (к =  1, 2, ...... , п)
булакларга ажралади. Сунг х,ар бир (D/;) (k — 1, 2, . . . .  /г) да их-
тиёрий (gfe, г)/;) ну^та оламиз. Бу (Dft) да f  (х, у) функцияни узгармас 
ва f  (|/г, %) га тенг десак, у  холда (1/,,) булакнинг з^ажми тахминан

\ ) - D k
булиб, (V7) жисмнинг хажми эса тахминан

I i  № ..
ft= l

булади, бунда Dfe — (Dfe) нинг юзи.
(V) жисмнинг хажмини ифодаловчи бу формула такрибийдир. Чун- 

ки, f  (х, у) ни хар бир (D,) да узгармас / (lk, rjft) деб хисобладик: 
/-(*. у) == f  (gt , тц), агар (х, у) £ (Dk) булса.

Энди (D) сохани булакларга булиниш сонини шундай орттира бо- 
райликки, бунда з̂ ар бир (D,) (k =  1, 2 , . . . , п) булакнинг диаметри 
нолга интила борсин. У  холда

У  / (ё/г> Ч*) • Dk 
fc=l

киймат изланаётган (V) жисмнинг ^ажмини тобора аникрок ифодалай 
боради деб з^исоблаш табиийдир. Демак, масала ю^оридаги й№инди- 
нииг лимитиии топиш билан з а̂л к^илинади. Бундай йигиндининг лими­
та  икки каррали интеграл тушунчасига олиб келади.

2. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Икки каррали интег- 
рални таърифлашдан аввал баъзи бир тушунчалар, жумладан (D) со- 
ханинг булиниши, функциянинг интеграл йигиндиси тушунчалари билан 
таиишамиз.

Бирор чегараланган (D) с= R2 соз а̂ берилган булсин. (О) счданинг 
чегарасидаги ихтиёри.й икки нуцтани бирлаштирувчи ва бутунлай шу 
сохдда ётувчи чизи^ни (эгри чизи^ни) I чизиц деб атаймиз. Равшанки, 
бундай чизиклар (D) сохани булакларга ажратади.

Шунингдек, (D) соз^ада бутунлай ётувчи ёпщ  чизи^ни з а̂м I чизик; 
деб караймиз. Бундай чизиклар з̂ ам (D) сохани булакларга ажратади. 
Бу сохани булакларга ажратувчи чекли сондаги I чизиклар системасн 
{/: 1 сг (D) } (D) со^анинг булиниши деб аталади ва Р =  {1:1  с= (D) ка- 
би белгиланади. (D) сохани булакларга ажратувчи з̂ ар бир I чизи^ /' 
булинишнинг булувчи чизиги, (D) соханинг булаги эса Р булинишнинг 
булаги дейилади. Р булиниш булэклари диаметркнинг энг каттаси /’ 
булинишнинг диаметри деб аталади ва' у  каби белгиланади.

М и с о л :  (D) =  {(x,  у )}  € R2: 0 <  у  <  1}; булсин.
К,уйидаги (-

х  =  а",- =  —  (г =  0 , 1, 2 , 3 , 4 ) .
1 4

У =  (А =  0, !, 2, 3) .
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чизицлар системаси (£>) соханинг Рх булиниши,
I

х =  XI =  — (I =  0, 1. 2, . . п), 
п 
к

У-—Ук =  ~  (* =  0, 1. 2, . . . , п) п
чизиклар системаси эса шу соханинг бош^а Р2 булиниши булади. Уларнииг диаметри
0 5 У~2
/?, =  , Р 1 — --------га тенг.

12 . п

Демак, (D) соха берилган холда, бу «д ан и  турли усуллар билан 
булинишларини тузиш мумкин. Натижада (£>) соханинг булинишлари 
туплами хрсил булади. У ни !Р —' .{Р} каби белгнлайлик.

/ (х, у) функция (О) с :  /?2 сохада берилган булсин. Бу соханинг 
Р£еР булинишини ва бу булинншнинг хар бир (б^  (й =  1, 2, . . , /г) 
булагида ихтиёрий (|й, тц) (/г =  1, 2 , . . . ,  я) нуктани олайлик. Верил- 
ган функциянинг (%к, сц) нуктадаги киймати f (§к, т]^ ни Вк (Ок—(Ок) 
соханинг юзи) га купайтириб, к,уйидагн

ст =  2  л*) 
г" 6=1 

йириндйни тузамиз.
18.1 - т а ъ р и ф.  Ушбу

°  =  Л*) А  (18.1)
*= 1

йигинди, / (х, у) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Риман йигин- 
диси деб аталади.

М и с о л .  1. / (х, у) — х ' у функциянинг (О) ссцадаги интеграл йириндиси 
п  п

а = ^ 1  &к’ Пк У°к = 2  ^  ^
*=1 к=1

булади, бунда
' ; (6*. П*) € (£>*) < А = 1 ,  2. . . . ,  п).

2. Ушбу

II , агар (х, у) £ (О) да х — рационал сон, у  — рационал сон булса,
О, агар (х, у)£(П) да, х в а  у  ларнинг камида биттаси иррационал сон 

б ул са .

функциянинг интеграл йипшдиси ^уйидагича булади:

п ( Б , агар барча ва т)* лар рационал сон булса,
о =  ^  щ ) О/, — 0, агар барча ёки барча ‘(\к лар иррационал сон

/¡=1 I булса

Юкорида келтнрилган таърифдан куринадики, / (х, у) функциянинг 
интеграл йириндиси а каралаётган / (х, у) функцияга, (О) соханинг бу- 
линиш усулига хамда хар бир (йк) дан олинган цк нукталарга бог- 
лик булади, яъни

ор =  ор (/, Ък, Г),).
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/ (х, у) функция чегараланган (О) а  Я2 сохада берилган булсин. 
Бу (О) соханинг шундай

Р1Г Р2, . . .  ,Рт , . ... (18.2)

булинишларини караймизки, уларнинг диаметрларидан ташкил топтан

*кр\' > "крт ' ■ ■ • 
кетма- кетлик нолга интилсин: 0. Бундай Р1п( т — 1, 2, . . .)
булинишларга нисбатан f (х, у) функциянинг интеграл йигиндисшш ту- 
замиз. П

°т  =  2   ̂ ^
*=1

Натижада (О) соланин г (18.2) булинишларига мое / (х, у) функция 
интеграл йириндилари кийматларидан иборат к;уйидаги

о2, . . . ,  ат . . .
кетш -кетлик хоснл булади. Бу кетма-кетликнинг х̂ ар бир хади (| , г|.г)
нук^таларга борлкк.

18.2-т аъ р и ф . Агар (О) сохзнинг хар кандай (18.2) булинишлар 
кетмз-кетлиги (Рт } олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ций- 
матларидан иборат {сгт } кетма- кетлик, (|А, %) нукталарни танлаб оли- 
нишига богли^ булмаган .\олда хамма вак;т битта / сонга интнлса, бу 
/ га а йитндининг лимиты деб аталади ва у

I ил а =  Ига У  { (%„ \ )-О к =  /
ьр-*о )-р-с ¿Г,

каби белгиланади.
Интеграл йдаиндининг лимитини куйидагича ^ам таърифлаш мум- 

кин.
1 8 .3 -таъ р и ф . Агар ^ е > 0  сон олинганда хам, шундай б > 0  

топилсаки, (О) соланин г диаметри <  б булган ^ар кандай Р були- 
киши хамда ^ар бир (О,) булакдаги ихтиёрий (ё/;, 14) лар у.чун

1 а  — / 1 <  е
тенгсизлик бажарилса, у хрлда / га о ■ йитндининг лимита деб ата­
лади ва у

П т ст=/
Ьр-о

каби белгилднади.
Энди / (х, у) функциянинг (О) соха буйича икки каррали интегра 

лининг таърифини келтирамиз.
18 .4 -гаъ р и ф . Агар А,р - ^ 0  да / (х, у) функциянинг интеграл йп 

гиндиси о чекли лимитга эга булса, I (х, у) функция (£>) сохада ин- 
тегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция дейиладп
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Бу о йдаиндининг чекли лимнти 1 эса / (х, у) функциянинг (D) соха 
буйича икки каррали интегралы (Риман интегралы) дейилади ва у

f  [ / (х, у) dD
\D)

каби белгиланади. Демак,
П

f Г f (х, у) dD =  lim  о == Jim У  (lk, %) Dk.

Биринчи иунктда келтирилган (V) жисмнинг хажми / (х, у) функция­
нинг (D) сох,а буйича икки каррали интегралидан иборат экан.

М и  с о л. 1. I (х, у) =  С — const функциянинг (D) соха буйича икки каррали 
и нтегрзлтш  топамиз. Бу функциянинг интеграл йигиндиси

П
o = ^ C - D k = C-D 

fc=l
булиб, An =>- О да 1 im о =  С • D булади. Демак,

Х р  ^ 0

f  f  С • dD  =  С  • D.
(¿)

Хусусан, / (.¥, I/) =  1 булганда
J f d D  =  D (18.3)

булади.
2. Ушбу пуиктда ф (х, у) функциянинг (D) cz № сохада интеграл йигиндисини 

топган эдик. Унинг ифодаси хамда интеграл таърифидан бу функциянинг (D) сохада 
интегралланувчи эмаслиги келиб чикади.

1 8 .1 -э с л а  т м а .  Агар / (х, у) функция (D) со ха да чегараланмаган 
булса, у шу сохада интегралланмайди.

2- §. Дарбу йигиндилари. Икки наррали интегралнинг бошкача
таърифи

1. Д а р б у  й и г и н д и л а р и .  f  (х, у) функция (D)czR2 сохада бе- 
рилган булиб, у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, шундай уз- 
гармас т  ва М сонлар мавжудки, у  (х, у) £ (D) да

т  <  / (х, у) <  М
булади.

(D) соханинг бирор Р булинишини олайлик. Бу булинишнинг х,ар 
бир (О,,) ( k = l ,  2, . . ., п) булагида / (х, у) функция чегараланган 
булиб, унинг аник чегаралари

[mk =  inf (/ (х, у) :  (х, у) £ (£>*)), Mk =  sup (/ (х, у) : (х, у) £ (Dk)} 

мавжуд булади. Равшанки, Y  (х, у) £ (Dk) учун

mk< f ( x , y ) < M k. (18.4)
1 8 .5 -таъ р и ф . Ушбу

s = V m kDk, S  =  V  M f ik 
k=\ &=i
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й№индилар мос равишда Дарбунинг цуйи хам да юкори йипшдилари 
деб аталади.

Бу таърифдан, Дарбу йириндиларининг f (х, у) функцияга 5̂ эмда (D) 
соханииг булинишига борлик, эканлиги куринади:

S =  S p (/), S =  S p (f).

Шунингдек, хар доим
s <  5

булади.
Юкоридаги (18.4) тенгсизликдан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

' »ь р к<  i  /' Гь/,
fc=l fc=l 

Демак,
(f) <  oP (f; l k, 11̂ ) <  S p (/).

Шукдай килиб, f (x, y) функциянинг интеграл ййриндиси хар доим унинг 
Дарбу йириндилари орасида булар экан.

Ани^ чегаранинг хоссасига кура
mk, Mk <  М (k =  1, 2, . . . ,  п) 

булади. Натижада ушбу
П П

s =  D k =  mD,
fe=i /¡=i

fc=l fe=l

тенгсизликларга келамиз. Демак, учун
rn-D ^ s < S ^ M D  (18.5)

булади. Бу эса Дарбу йириндиларининг чегараланган.лигини билдиради.
2 . И к к  и к а р  р ал  и и н т е г р а л н и н г  б о ш к а ч а  т а ъ р и ф и .  

f  (х, у) функция (D) с= R2 сох1ада берилган булиб, у  шу сохада чега- 
раланган булсин. (D) соханииг булинишлари тушлами еР =--- \Р} нинг 
хар бир Р£еР булинишига нисбатан / (х, г/) функциянинг Дарбу йирин­
дилари sp (/), (f) ни тузиб

isp (/)}, {Sp (/))
туплэмларни ^араймиз. Бу тÿплaмлap (18.5) га Kÿpa чегаралангаи бу­
лади.

1 8 .6 -т аъ р  иф. {Sp (/)} тупламнинг аник юкори чегараси f  (x, ij) 

ф ункциянинг (D) сохадаги куйи икки каррали интеграла (куйи l u - 
ман интеграла) деб аталади ва у

=  f(x , У) dD 
(П)

каби белгиланади.
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{5Р (/)) тупламнинг аник куйи чегараси / (х, у) функциянинг (О) 
сохада юкори икки каррали интеграла (юкори Риман интеграла) деб 
аталади ва у

7  =  Я f  {х' у )й В
(О )

каби белгиланади. Демак,

' [_=  \ [ / (х, У) «О =  Бир (я !, 7 =   ̂  ̂ / (х, у) сЮ =  ш ! {5}.
175) (О)

18.7-т а ъ р и ф .  Агар / (х, у) функциянинг (О) сохада ■ цуйи хдмда
юкори икки каррали интеграллари бир- бирига тенг булса, у  хрлда
/ (х, у) функциянинг (О) сохада интегралланувчи деб аталади, улар- 
нинг умумий «¡иймати

/ =  (*, у)йО  =  | У / (х , У)йО 
(Щ (О)

/ (х, у) функциянинг (О) сохадаги икки каррали интеграла (Риман
интегралы) дейилади ва у

С 1“ / (х, у) сЮ 
(О)

каби белгиланади. Демак,
С ! I (х, У) <Ю =  Я  / (х, у) йО =  ^ [  (х, у) <Ю.

('о') (оГ (°У
Агар

Д  / (х, у) (Ю ф 1 1  / (х, у) йВ  
¡рТ (°)

булса, / (х, у) функция (О) сохада интегралланмайди деб аталади.
Шундэй 1̂ илиб, / (х, у) функциянинг икки каррали интегралига ик­

ки хил таъриф берилди. Бу таърифлар узаро эквивалент таърифлар. У 
1- 1̂ исм, 9 - бобдаги аник интеграл таърифларининг эквивалентлигини ис- 
ботланганидек курсатилади.

3- §. Икки каррали интегралнинг мавжудлиги

/ (х, у) функциянинг (й) с= Р 2 соха буйича икки каррали интеграли 
мавжудлиги масаласини караймиз. Бунинг учун аввало (О) соханинг 
хамда Дарби йириндиларининг хоссаларини келтирамиз.

(О) соханинг булинишлари хоссалари 1- кием, 9-бобда урганилган 
/ |а, Ь\ орали^нинг булинишлари хоссалари кабидир. Уларни исботлаш 

деярли бир хил муло^аза асосида олиб борилишини эътиборга олиб, 
|^уйида' у  хоссаларни исботсиз келтиришни лозим топдик.

/ (х, у) функциянинг Дарбу йимндилари хоссалари хакидаги вазият 
х,ам худди шундайдир.

1 . { 0 ) с о х а  б у л и н и ш л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  Фараз ^илай- 
лнк, $Р —'■{/*}— (О) сохз булинишларидан иборат туплам булиб, Рг £вР 
1'.,£0Р булсин.
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Агар Рг булинишнинг х,ар бир булувчи чизиги Р2 булинишнинг х,ам 
булувчи чизиги булса, Р2 булиниш Р1 ни эргаштиради деб аталади ва 
Р1 -г Р2 каби белгиланади.

1°. Агар Ру^'Т, Р2 6 Р3 6 О* булинишлар учун Р, Р2, Рг -£ Р3 
булса, у  хрлда Р, Р3 булади.

2°. V  Рг £ ^  булинишлар учун, шундай Р £ #3 топила-
дики, Р, -з Р , Р2-^ Р  булади.

2. Д а р б у  й и г и н д и л а р и  нин г х о с с а л а р и .  / (х, у) функция 
(О) сохдда берилган ва чегараланган булсин. (£>) соханинг Р  булини­
шини олиб, бу булинишга нисбатан / (х, у) функциянинг интеграл ва 
Дарбу йигиндиларини тузамиз:

=  ор (/; \к, Л») =  2  / %)•£>*,
/г=1
п

* =  «Р (/) =  2  гпРъ, 
ы=\

5  -  и  -  2  « л -  
*=1

Г . у е > 0  олинганда хам (|А, т]4) £ (О,.) нукталарни (/ ¿= 1, 2 , . .  ., 
п) шундай танлаб олиш мумкинки,

0 < 5 Р Ц) — ар (/ )< е ,

шунингдек, '(£*, 6 (£>*) (А =  1, 2, . . . , п) нуцталарни яна шундай 
танлаб олиш мумкинки,

О <  ар (/) — $р (/) <  8
булади.

Бу хосса Дарбу йигиндилари бр (/), 5 Р (/) лар интеграл йигинди 
ор (/) муайян булиниш учун мос равишда аник цуйи х>амда аник юкори 
чегара булишини билдиради.

2°. Агар Р , ва Р2 лар (О) соханинг икки булинишлари булиб, 
Рг ~£ Р2 булса, у  холда

8 р ,(П < * Р'ф ,  3 Рл (/) <  ^  (/)
булади.

Бу хосса (О) соханинг булинишдаги булаклар сони орта борганда 
уларга мос Дарбунинг куй и йигиндисининг камаймаслиги, юкори йигин- 
дисининг эса ошмаслигини билдиради.

3°. Агар Р1 ва Р2 лар (О) соханинг ихтиёрий икки булинишлари 
булиб, (/), 5 Я_ ф  ва (/), 5 Яг (/) лар / [х, у) функциянинг шу 
булинишларга нисбатан Дарбу йигиндилари булса, у  холда 

| ^  (/) <  5 Яг (/), 5Рг (/) <  5 Р1 (/)
булади.

Бу хосса,*(£>) соханинг булинишларига нисбатан тузилган ^уйи йн 
гиндилар туплами («я (/)} нинг хар бир элемента (юкори йигиндилар



туплами {Sp (/)) нинг хар бир элементы) юкрри йириндилар туплами 
\Sp (f) ) нинг исталган элементидан (куйи йигиндилар туплами {sp (/)) 
пинг исталган элементидан) катта (кичик) эмаслигини билдиради.

4°. Агар / (х, у) функция (D) сохада берилган ва чегараланган булса, 
у  хрлдз

sup {sp (/)} <  inf {Sp (/)}
булади.

Бу хосса / (х, у) функциянинг к;уйи икки каррали интеграли, унинг 
к) к ори икки каррали интегралидан катта эмаслигини билдиради:

1 < г .
5°. Агар / (х, у) функция (D) сохада берилган ва чегараланган 

булса, у холда у  е >  О олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, 
(D) сох,анинг диаметри %р <  6 булган барча булинишлари учун

( / ) < 7 - b e ( 0 < S p ( / ) - 7 < e ) ,

sP (f) > ] _ -  е (0 sp (/) <  е (18.6)
булади.

Бу хосса / (х, у) функциянинг юкрри хамда куйи интеграллари 
Яр — О да мос равишда Дарбунииг юкрри хамда куйи йигиндиларининг 
лимити эканлигини билдиради:

/ =  Um S p (/), / =  lim Sp (/).
Xp ->-0 hp —0

3. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г ' м а в ж у д л и г и .  Энди 
икки каррали интегралнинг мавжуд булишининг зарур ва етарли шар- 
тиии (критерийсини) келтирамиз.

1 8 . 1 - т е о р е м а ,  f  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи бу- 
лиши учун, у е > 0  олинганда хам, шундай б >  0 топилиб, (D) со- 
ханинг диаметри <  б булган хар кандай Р булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари

Sp (/) sp (/) <  6 (18.7)
тенгоизликни каноатлантириши зарур ва етарли.

И с бот .  З а р у р л и г и .  f  (х, у) функция (D) сохада интегралла­
нувчи булсин. Таърифга кура

/ = / = Т
булади, бунда

I_= sup {Sp (/)!, I =  inf {5p (/)j.

V  e >  0 олинганда хам, ~  га кура шундай б >  0 топиладики, (D)

сох,анинг диаметри кр <  6 булган хар кандай Р  булинишига нисбатан 
Дарбу йдаиидилари учун (18.6) муносабатларга кура
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S p ( f ) - S p W <  8

булнши келиб чикади.
Е т а р л и л и г и .  V  е >  0 олинганда ^ам, шундай 6 > 0  топилиб, 

(D) соханинг диаметри кр <  6 булган хар 1̂ андай Р булинишига нис- 
батан Дарбу йдаиндилари учун

S p ( f)~ S p (f)<  8

булсин. Каралаётган / (х, г/) функция (D) сохада чегараланганлиги 
учун, унинг куйи хдмда ю^ори интеграллари

ь =  sup {sp (/)}, 7  =  inf (5 р (/)} 
мавж уд _

J _ < T
булади. Равшанки,

sP ( f ) < ± < l < S p (/).
Бу муносабатдан

О < 7 — S p (/) — sp (/) 

булишини топамиз. Демак, V  е >  0 учун

о < 7 —/<  в
булиб, ундан / =  / булиши келиб чикади. Бу эса / (х, у) функция­
нинг (D) сохдда интегралланувчи эканлигини билднради. Теорема исбот 
булди.

Агар / (х, у) функциянинг (Dk) ( ¿ = 1 , 2 ,  . . . , « )  еохдцаги тебра- 
нишини соА билан белгиласак, у  хрлда

S P ( f ) - S p (f) =  ^ ( M k- m k)D k =  y i ukDk
*=1 <Т=1

булиб, теоремадаги (18.7) шарт ушбу
п

булиб, ундан

*= 1
яъии

lim

куринишларни олади.

4- §. Интегралланувчи функциялар синфи
■

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг мавжудлиги ^акидагИ 
теоремадан фойдаланиб, маълум синф функцкяларнинг интегралланупчи 
булишини курсатамиз.

■
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18.2-т ео  рем  а. Агар f (х, у) функция чегараланган ёпщ (D) a  R} 
cayada берилган ва узлуксиз булса, у шу соуада интегралланувчи 
булади.

И с б о т .  / (х, у) функция (D) сохада текис узлуксиз булади. У'^ол- 
да Кантор теоремасининг натижасига асосан (12-боб, 6-§), у е > 0  
олинганда ?;ам, шундай б >  0 топиладики, (D) соханинг диаметри 
1 р <  б булган Р булиниши олинганда, бу булинишнинг хар бир була- 
гида функциянинг тебраниши a k <  е булади. Демак, (D) соханинг ди- 
аметри Хр <  б булган хар кандай Р булинишида

( f ) - s p (f) =  <  е ¿  Dk =  г -D
/е=1 k = l

булиб, ундан
п

булиши келиб чикади. Демак, / (х, у) функция (О) сохада интегралла­
нувчи. Теорема исбот булди.

Баъзи бир узиладиган функцияларнинг хам интегралланувчи були- 
шини курсатишдан аввал ноль юзли чизи^ тушунчасини эслатиб, битта 
лемма исботлаймиз. текисликда бирор Г чизик берилган булсин. 
Маълумки, V  8 >  0 берилганда 5̂ ам, Г чизикни шундай купбурчак (С1) 
билан ураш мумкин булсаки, бу купбурчакнинг юзи О <  е булса, у 
хрлда Г — ноль юзли чизик деб аталар эди. Масалаи, \а, Ь\ ораликда 
аншуинган ва узлуксиз у =  / (х) функция тасвирлаган чизи^ ноль юзли 
чизи^ булади. Шуни хам айтиш керакки, гарчанд юзаки карагаида ^ар 
кандай чизик ноль юзли булиб куринса хам, аслида ундай эмас.

(О) сохада ноль юзли Г чизи^ берилган булсин.
18.1- л ем  м а. V  е >  0 олинганда уам, шундай б >  0 топиладики, 

(О) соуанинг диаметра ар <  б булган Р булиниши олинганда бу були­
нишнинг Г чизик билан умумий нуцтага эга булган булаклари юз- 
ларининг йитндиси е дан кичик булади.

Ис б о т .  Шаргга кура Г — ноль юзли чизик;. Демак, уни шундай 
{О) купбурчак билан 5фаш мумкинки, бу купбурчакнинг юзи ¡2 < е  бу­
лади.

Г чизи^ билан (<2) купбурчак чегараси умумий нуктага эга эмас 
деб, Г чизик ну^талари билан (О) купбурчак чегараси нукталари ора- 
сндаги масофани карайлик. Бу ну^талар орасидаги масофа узининг энг 
кичик ^ийматига эришади. Биз уни б >  О ор^али белгилаймиз. Агар' 
(О) соханинг диаметри Хр <  б булган Р булиниши олинса, равшанки, 
бу булинишининг Г чизик; билан умумий нуктага эга булган булак- 
лари бутунлай ((?) купбурчакда жойлашади. Демак, бундай б^лаклар 
юзларининг йигиидиси е дан кичик булади. Лемма исбот булди.

18.3-т е о р е м  а. Агар / (х, у) функция (Б) сохада чегараланган ва 
бу соуанинг че.кли сондаги ноль юзли чизикларида узилишга эга бу­
либ, колган барча нуцталарида узлуксиз булса, функция (Щ ¡сощда 
интегралланувчи булади.

И с б о т .  / (х, ?/) функция (О) сохада чегараланган булиб, у  шу со-
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ханинг факат битта ноль юзли Г чизигида (Г cz (D)) узилишга эга бу- 
либ колган барча нукталарда узлуксиз булсин.

Y  е >  0 сонни олиб, Г чизикни юзи г дан кичик булган (Q) куп- 
бурчак билан урэймиз. Натижада (D) соха (Q) ва (D)\(Q) сохаларга 
ажралади.

Шартга кура, / (%, у) функция (D)\(Q) да узлуксиз. Демак, V e > 0  
олинганда хам шундай 61 >  0 топиладики, диаметри <  бх булган 
P j булинишнинг хар бир булагидаги / (х, у) функциянинг тебраниши 
©fe<  е булади.

Юкоридаги лемманинг исбот жараёни курсатадики, шу е >  О га 
кура, шундай б2 > 0  топиладики, (D) «дан и н г диаметри Хр <  б2 бул­
ган булиниши олинса, бу булинишнинг (Q) купбурчак билан умумий 
нуктага эга булган булаклар юзларининг йигиндиси е дан кичик бу­
лади.

Энди min (Si, Ö2j =  8 деб, (D) соханинг диаметри кр <  6 булган Р 
булинишини оламиз. Бу булинишга нисбатан / (х, у) функциянинг Дар- 
бу йдаиндиларини тузиб, куйидаги

( / ) - s p (/) =  2 wA  . О8-8)
*=!

айирмани караймиз.
Бу (18.8) йигиндининг (Q) купбурчакдан ташкарида жойлашган (D/;)

булакларга мос хадларидан иборат йигинди

к
булсин.

(18.8) йигиндининг долган барча хадларидан ташкил топган йигинди

Z  ® Аk
булсин. Натижада (18.3) йигинди икки ^исмга ажралади:

¿ ® а = 2 Ч с * + 2 " “ А -  <ш'9) k=\ к k
(D)\(Q) сохадаги булакларда ык<  е булганлигидан

( 18Л())к к
булади.

Агар / (х, у) функциянинг (D) сохадаги тебранишини Q билан бел* 
гиласак, у холда

У ч А в о У ч ,  
к к

булади. (Q) купбурчакда бутунлай жойлашган Р булинишнинг булак 
лари юзларининг йигиндиси е дан кичик хамда (Q) купбурчак чегараси 
билан умумий нуктага эга булган булаклар юзларининг йигиндиси ^ам 
е дан кичик булишини эътиборга олсак, унда



2 4  < 2е k

2 ’® A <2ße- О8-11)k
Натижада (18.9), (18.10) ва (18.11) муносабатлардан

П

V ® ,р /г<  в D +  2 Q е =  е (D +  2Q) 
fc=l

эканлиги келиб чикади. Демак,
П

lim  У  a>kD. =  0.

Бу эса / (х, у) функциянинг (D) сохада интегралланувчи булишини бил- 
диради.

f  (х, у) функция (D) со хан инг чекли сондаги ноль юзли чизикла- 
рида узилишга эга булиб, колган барча нукталарида узлуксиз булса, 
унинг (О) да интегралланувчи булиши юкоридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот булди.

5- §. Икки каррали интегралнинг хоссаларм

1\уйида f  (х, у) функция икки каррали интегралининг хоссаларини 
урганамиз.

Икки каррали интеграл хам аник интегралнинг хоссалари сингари 
хоссаларга эга . Уларни асосан исботсиз келтирамиз.

1°. /' (х, у) функция (D) сохага ((D) cz R-) интегралланувчи булсин. 
Бу функциянинг (О) сохага тегишли булган ноль юзли L чизиадаги 
(L с : (D)) кийматларинигина (чегараланганлигини саклаган холда) узгар- 
тиришдан хосил булган F (х, у) функция хам (D) сохада интегралла­
нувчи булиб,

( [  f (х, у) dD =   ̂ F (х, у) dD
(£>) (D)

булади.
Ис б о т .  Равшанки, у  (х, у) € (D)\L учун

/ (х, у) =  F  (х, у).
Шартга кура L — ноль юзли чизик. Унда 18.1-леммага асосан, у  е> 0  
олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, (D) соханинг диаметр» кр<  б 
булган х;ар кандай Р булиниши олинганда хам, бу булинишнинг L чи- 
зик билан умумий нуктага эга булган булаклари юзларининг ftriFHH- 
диси е дан кичик булади. Uly Р булинишга нисбатан / (х, у) ва F (х, у) 
функцияларнинг ушбу интеграл йигиндиларини тузамиз:

(/) =  2  / ( l ft, %) Dk, 
k=\

k=l

булишинй топамиз. Демак,
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(/) = 2 ' /  (1к, Цк)-Ок+  2 "  / (I*.
ft л

бунда У '  йиринди L чизик билан умумий ну^тага эга булган (DA) бу-
k

лаклар буйича олинган, ^  зса долган барча адлардан  ташкил топ-
ft

ган йиринди.
Худди шунга ухшаш

(F) = 2 ' F ^  +  2 " р  (^ ’ ^  °ь- 
к k 

Агар у  (х, у) € (D) / L учун / (х, у) з- F (х, у) эканини эътиборга олсак, 
у  холда
' I оя (/) -  оя (F) I < 2 '\f' ^  ~ F ^ '  1 ■ <  Л1 • 2 '  С м  8 

ft ft 
булиши келиб чикади, бунда М =  sup ] /(х, у) — F (х, у) |, ((х, у) £ (D )\L). 
Демак,

I ° Р (/) — °> (F) <  М е.
Кейинги тенгсизликда кр->-0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

f \ f( x ,y )d D =  f \ F (х, у) dD.
(D) (D)

2°. / (x, у) функция (D) сохада берилган булиб, (D) со^а ноль юзли 
L чизик билан (Ъ5) ва (Ь2) сохаларга ажралган булсин. Агар / (х, у) 
функция (D) сохрда интегралланувчи булса, функция (D J ва (Ь2) со- 
х,аларда х,ам интегралланувчи булади, ва аксинча, яъни / [х, у) функция 
(Dj) ва (D2) сохаларнинг хар бирида интегралланувчи булса, функция 
(D) сохада хам интегралланувчи булади. Бунда

/ (х, у) dD =  j  f / (х, y )d D +  f f / (x, y) dD.
(D) (D\) (b j

3°. Агар / (x, у) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у  хрл- 
да с / (х, у) (с =  const) ?̂ ам шу сох.ада интегралланувчи ва ушбу

(( ' с • / (х, у) dD = с   ̂j  / (х, у) dD 
(D ) (Ъ)

формула уринли булади.
4°. Агар / (х, у) ва g (х, у) функциялар (D) сохада интегралланувчи 

булса, у  холда / (х, у) ± g  (х, у) функция хам шу сохада интегралла­
нувчи ва ушбу

( [  [/ (х, y ) ± g  (х, у)] dD =  f (“ / (х, у) dD ± j“| g (х, у) dD 
\D) Id ) (d)

формула уринли булади.
1 8 . 1 - иа т и жа .  Агар /t (х, у), /2 (х, у), . . . , / „  (х, у) функциялар- 

нинг х,ар бири (D) сохада интегралланувчи булса, у  хрлда ушбу 
Ci/i (х, у) +  с2 /2 (х, у ) - 1- . . .  г  (х, у) (с£ — const, i =  l , 2, . . . , //)

Стр (/) йириндини ^уйидагича икки хнсмга ажратамиз:
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[  J . К  /, (х, у) +  c2f2 (х, у) +  . . . +  cnfn (х, у)] dD =
Ф)

=  ci f j  /г (х, у) dD +  с2 j  f /2 (х, у) dD +  . . . + с п ^  /„ (х, у) dD 
\ d )  (d )  ( b )

булади.
5°. Агар f (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи булиб,

Y  (х, у) € {D) учун / (х, у) >  0 булса, у ^олда
f [ / (х, у) dD >  О 
ф)

булади.
1 8 . 2 - н а т и ж а .  Агар / (х, у) ва g (х, у) функциялар (D) сохада ин­

тегралланувчи булиб, Y  (х, у )€ (D) учун
/ (х, y ) < g  (х, у)

булса, у  хрлда
¡ ¡ f  ( x ,y ) d D < H g { x ,y )  dD 
Ф) ф)

булади.
6°. Агар / (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у  х,ол- 

да |/ (х, у) | функция хам шу сохада интегралланувчи ва
IJJ7 ’(*. у) dD | <  J  ¡  | / (х, у) I dD
(D) ф)

булади.
7°. У р т а  ц и й м а т  х а к и д а г и  т е о р е м а л а р .  / (х, у) функция 

(D) сохада берилган ва у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, 
шундай т  ва М узгармас сонлар (т  =  inf {/ (х, у); (х, y )£ (D )j, М  =  
=  sup (/ (х, у)\ (х, у) £(£>)!) мавжудки, V  (х, y)£ (D ) учун

/П <  / (х, «) <  М
булади.

18.4-т е о р е м  а. Лгар f (х, t/) функция (D) сохада интегралланувчи 
булса, у холда шундай узгармас [х (т  <  ^ <  М) сон мавжудки,

f f  f(x ,y )d D  =  VL-D
Ф)

булади, бунда D — (D) соханинг юзи.
1 8 . 3 - на т ижа .  Агар / (х, у) функция ёпик (D) сохада узлуксиз 

булса, у  з^олда бу сохада шундай (а, b) £ (D) ну^та топиладики,
Г ¡ f { x ,  у) dD =  f  (a, b) D
Ф)

булади.
18.5-т е о р е м а .  Агар g  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи 

булиб, у шу сохада уз ишорасини узгартирмаса ва / (х, у) функция 
(D) свхада узлуксиз булса, у холда шундай (a, b) £ (D) нукта топила­
дики,

Я  f  (х, у) g (х, у) d D = f  (а, Ь) f J  g (х, у) dD
Ф) ф)

булади.

функция хам шу сохада интегралланувчи ва

2 0 - 5 0 1  305



8°. И н т е г р а л л а ш  сох , а  си у з г а р у в ч и  б у  л г а  н и к к и 
к а р р а л и  и н т е г р а л л а р .  f(x, у) функция (D) со ха да берилган бу- 
либ, у  шу сохада интегралланувчи булсин. Бу функция, (D) со хан ин г 
юзга эга булган хар каидай (d) кисмида ((d) Cz (D)) хам интегралланув­
чи булади. РавШанки, ушбу

\ \ !( Х ,  у)dD 
"(d)

интеграл (d) га борли^ булади.
(D) со^анинг юзга эга булган хар бир (d) к,исмига км^оридаги ин- 

тегрални мос к у я\ш з:

Ф y)dD.
id)

Натижада функция хосил булади. Одатда бу

a m ) - j\ f ( x ,y ) d D  I
W

функция соланине функцияси деб аталади.
(D) сохада бирор (х0, у0) нуцтани олайлик. (d) эса шу ну^тани уз 

ичига олган ва (d) cz (D) булган соха булсин. Бу сохднинг юзи d, диа- 
метри эса К булсин.

Агар % -»- 0 да нисбатнинг лимити lim '|тш- мавжуд ва чекли 
d х—о d

булса, бу лимит Ф ((d)) функциянинг (х0, у0) ну^тадаги соха буйича 
цосиласи деб аталади.

Агар f(x, у) функция (D) ссдада узлуксиз булса, у  з^олда Ф((d)) 
функциянинг (хс, у 0) ну^тадаги соха буйича ^осиласи }(х0, уп) га тенг 
булади.

6- §. Мшт каррали интеграпларни ^исоблаш

f(x, у) функциянинг (D) сохдцаги ((D) cz R-) икки каррали интег 
рали тегишли интеграл й и р и н д и н и н г  маълум маънодаги лимити сифа- 
тида таърифланди. Бу лимит тушунчаси мураккаб характерга эга бу 
либ, у  ни шу таъриф буйича хрсоблаш хатто содда з^олларда хам анча 
^ийин булади.

Агар /(я, у) функциянинг (D) сохада интегралланувчилиги маълум 
булса, унда биламизки, интеграл йиринда (D) соз^анинг булиниш усу- 
лига з̂ ам, з̂ ар бир булакда олинган (lk, %) ну^таларга зри боглик 
булмай, %р-̂ ~ 0 да ягона J f  (х, y)dD сонга интилади. Натижада функ

(D)
циянинг икки каррали интегралини топиш учун бирорта булинишг.1 
нисбатан интеграл йигиндининг лимитини ^исоблаш етарли булади. Бу 
з̂ ол (D) соз^анинг булинишинн з^амда , т]*) ну^таларни, интеграл 
йириндини в а унинг лимитини з^исоблашга 1̂ улай 1̂ илиб олиш имконими 
беради.
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. J J  Ху dD 
(D)

(D) =  {{х, у) ER2: 0 ^  X  ^  1, 0 ^  у  ^  1 — х }.
Равшанки, f(x, у) =  ху функция (D) да узлуксиз. Демак, бу функция (D) со^ада 
интегралланувчи.

(D) ссцани

( i i j- 1 к k — 1 i k >
(Dt>)=  (x, y) ER2: —  —  +  — < 1

[ n n n  n n n I
(i — 0, 1. 2, 1, k =  0. 1, 2, . . . , n — 1)

[ i k\
булакларга ажратиб, xap бир (D ¡k) да (g¿ , %  ) =  — , —  деб ^араймиз.

\ п  п  j
У  ^олда

М и с о л .  Ушбу

интегрални .^исоблайлик. Бунда

п—1п—1 п— 1
° = 2 2  %  4k)Dik = s

1=0 k=0 i= о 
п—1

ti—l—l , .
2  1 & i , п—1 i

k—o п  п  п 2 п  2 я 2

1 _  У  Ц п - i ) 2=  1 I о  Я ....2 n ( n - i ) ( 2 n -  i )  +
n4 i±o 2n2\ 2 6

П2(П — 1 )2 >
2n4

n«(n
4

булади. Бундан эса
1

lim  о = ----
n-*x 24

булиши келиб читали. Демак,

j  ¡x y d D  =  - ^ -  
(О ) ^

Умуман, куп ^олларда функцияларнинг каррали интегралларини 
таърифга кура ^исоблаш кийин булади. Шунинг учун каррали интег- 
ралларни хисоблашнинг амалий жи^атдан 1̂ улай булган йулларини 
топиш зарурияти турилади.

Юкррида айтиб утганимиздек. / (х, у) функциянннг каррали интег- 
рали ва уни хцсоблаш (D) co lara борлшу

Аввал, содда хрлда, (D) соха турри туртбурчак сохадап иборат 
булган хрлда функциянинг каррали интегралини х.исоблаймиз.

1 8 . 6 - т е о р е м а .  f(x, у) функция (D) == {(х, у)£Яг :а Ь, с<
<  у <  d } соуада берилган ва интегралланувчи булсин.

Агар х(х £ [а,- Ь}) узгарувчининг хар бир тайин кийматида

l(x)—¡f ( x ,y ) d y
С

интеграл мавжуд булса, у хрлда ушбу

J  [ J  / (х, y)dy] dx
а с

интеграл х,ам мавжуд булади ва

J  J  / (х, y)dD =  j  [ J  / (х, у) dyldx
\D) а с .

булади.



И с бот.  (D) совами
iPlk) ~  {(-̂ 1 у) (z R* ■ ^  X X У fc У У 1;_¡_1-} (i =  0, 1, . . . , tl 1,

6 = 0, 1, . . .  , /я — 1)

(а =  х0 <  х£ <  . . .  < х п =  Ь, с =  у0 < у 1 <  . . . <  ут =  d) булаклар- 
га ажратамиз. Бу булинишни Рпт деб белгилаймиз. Унинг диаметри

ХРпт =  max V b x\  +  Ay\ ( Axt =  xl+ l -  Xf, Ayk =  yk+l — y,X

Модомики, f(x, г/) функция (D) с о в д а  интегралланувчи экае, у  шу 
сохада чегараланган булади. Бинобарин, f(x, у) функция хар бир (Dik) 
да чегараланган ва демак, у  шу сохада ани^ ю^ори хамда аник; куйи 
чегараларига эга булади:

mik =  inf { f(x, у) :(х, y)£{Dik)},

Mik =  sup { / (x, у ) : (x, у) € (D j i  jf,

(i = 0 , 1.............. n — 1, k =  0 , 1, . . . , m — 1).

Равшанки, \f(x, у)£(О0)  учун mik <  / (x, y) <  Mik, хусусан, 
£[XfXi+1] учун зфм mik <  f (s£, y) >  Mik булади. Теореманинг шарти- 
дан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

ffft+l w+i %-,-i
.[ <  .[ f  Hi y)dy <  J  ф ,

Ук Vk Ук

яъни
Vft+l

т иАУк< f  f& i’ y )dy ■< Л^ -  бУнда =  yfcfi — %•
Ук

Агар кейинги тенгсизликларни k нинг 6 =  0, 1, 2, . . .  , tn— 1 ^ий- 
матларида ёзиб, уларни ^адлаб 1̂ ушсак, у  ^олда

т — 1 т — 1 ' т —.1

2  т 1кАУк< 2  I /(Si. 2ft=0 k =  О Ук k= 0

яъни
m—1 d rn—1

2  <  f  у)ау =  7^ )  <  2
/г=о с , 0

(г =  0, 1, . . .  , га — 1) булади. „ „ "
Энди кейинги тенгсизликларни Axi(Axi =  xi+ l— xj) га купайтириб,

сунг хадлаб кушамиз. Натижада
П—1 m—I п —1 п—1 «1—1

2  ( 2  ™ А е ) Ч  <  2  n ^ xi < . 2 ( 2  'Axi
1 = 0  к= 0  ' (= 0  i= 0  k= 0

булади.
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Равшанки,
п —1 да—1 п—1 m—! n—1 т—1

2  ( 2  " V 4 ) 4 =  2  2  " V AV 4  =  2  2  mikDik =  si
[= 0  * = 0  г= о  ft= 0 г= 0  /г=0

/(х, г/) функция учун Дарбунинг ^уйй йигиндиси,
1/1—1 m—I n—1 т —1

2  ( 2  а д *  ) Ч -  =  . 2  2  Mi P ík =  5  ¿=0 fe=0 i=0 *=0
эса Дарбунинг юкори йириндисидир. Демак,

s <  2 1(̂ i)Axi <  5 - (18.12) 
1=0

Шартга кура /(х, г/) функция (D) да интегралланувчи. У ^олда Хр -> 
-> 0 да

Г f f{x, у) dD, S ->  Г f f  (x, y) dD
'(D) \D)

бÿлaди.
(18.12) муносабатдан эса,

2 7 ( y - 4/=0
й и р и н д и н и н г  лимитга эга булиши ва бу лимит

I' [f(x , у) dD 
Ф)

га тенг б^/лиши келиб чицади:

lim * 2 1 ik)Axi = J.! /(x, y)dD.
I=0 Ф)

Агар

lim '2 /(1^ . =  f/ (x)dx
Xpnm~*° 1=0 0

ва
b b d
j' 1 (x) dx =  J  [ j ' f(x, y) dy J dx
a a с

эканлигини эътиборга. олсак, унда

J  j  fix, У) dD =  J  [ ¡ ¡ { x ,  y) dy\ dx
(£>) a с

булишини топамиз. Бу эса теоремани исботлайди.
1 8 . 7 - т е о р е ма .  / (х, у) функция (D) =  {(x, у) £R2 :а  <  х<&, с<

<  d } cocada берилган ва интегралланувчи булсин. Агар у(у£[с, d\ 
узгарувчининг хар бир тайин щйматида

ь
Ну) =  ¡ f i x ,  y)dx

а

зое



| [} / (* . У)йх\ йу
с  а

интеграл хам мавжид булади ва

¡ ¡ ¡ ¡ ( х ,  у)<Ю =  \ [ ]п х , у) с1х] с1у
(£>) с  а

булади.
Бу теореманинг исботи юкоридаги теореманинг исботи кабидир. 
18.6- теорема ва 18.7-теоремалардан куйидаги натижалар келиб 

чикзди.
1 8 . 4 - н а т и жа .  /(х, у) функция (О) сохада берилган ва иитеграл- 

ланувчи булсин. Агар х(х£[а, Ь\) узгарувчининг хар бир тайин кий-
а

магида [ [ (х, у)йу интеграл мавжуд булса, у ( у £ [ с ,  ¿¿¡) узгарувчининг
С Ь

^ар бир тайин кийматида И(х, у)<1х интеграл мавжуд булса, у  холда
а

ушбу

I [ | /(х, у) с1у\с1х, | [ [ / (х, у) йх\ йу »(18.13)
а с  с  а

интеграллар хам мавжуд булади ва

( I / (х, уую  =  ]■[] ' / (X, у) йу] с1х =  | [ _[ / (х, у) ¿¿х] йу
( О) а с  с а

булади.
1 8 . 5 - н а т и жа .  Агар ¡{х, у) функция (О) сохада берилган ва уз- 

луксиз булса, у  холда

Г | !  (г, у) йО, [ [ [ / (х, у) с1у] с1х, ]'■ [ _) ¡[{х, у) йх] с1у
(О) а с  с  а

интегралларнинг хар бири мавжуд ва улар бир-бирига тенг булади.
(18.13) интеграллар, тузилишига кура, икки аргументли функция- 

дан аввал бир аргумента буйича (иккинчи аргументный узгармас хи- 
соблаб туриб), сунг иккинчи аргументи буйича олинган интеграллар- 
дир. Бундай интегралларни такрорий интеграллар деб аташ (такрорий 
лимитлар сингари) табиийдир.

Шундай 1<;илиб, каралаётган ^олда каррали интегралларни хисоб- 
лаш такрорий интегралларни'хисоблашга келтирилар экан. Такрорий 
интегрални хисоблаш эса иккита оддий (бир аргументли функциянинг 
интегралини) Риман интегралини кетма-кет хисоблаш демакдир.

18.2-э с л а т м а .  Юкорида келтирилган 18.6-теоремэни исботлаш 
жараёнида курдикки, тугри туртбурчак (О) со^а, томонлари мос ра- 
вишда Ахс, Аук булган тугри туртбурчак со^алар (£>;о) ларга ажратил- 
ди. Равшанки, бу элемеитар соханинг юзи 0 £Ё =  Ах ¿А у0 булади.

интеграл мавжуд бужа, у холда ушбу
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Авв?л айтганимиздек, Ал: ни <1х га, А у ни йу га алмаштириш мум- 
кинлигини хамда с <  у <  ^ эканини эътиборга олиб, бундан
буён интегрални ушбу

Ц ц ху),сЮ

куринишда езиш урнига 
ь а а ъ
[  [ / (х, у)йу с1х ёки [ [ / (х, у) йх йу

каби хам ёзпб кетаверамиз. 
М н е  о л .  Ушбу

Я
(О )

Л
-------------------- з7 ёх ёи(1 +х* +  у*)/*

интеграл .^исоблансин, бунда (О) =  {х, у) £ № :0 ^  х 1, 0 ^  у  ^  1 ). 
Интеграл остидаги

х? (х, и) = —-------------- 5---
(1 +** +  #*) 2

функция (О) сохада узлуксиз. Унда ^аралаётган икки каррали интеграл х.ам,
1

х
(1 +  *2+ г/2)*/*

интеграл хам мавжуд. 18.7-теоремага кура
I I

х
л : . го о

интеграл мавжуд булади ва 

х

булади.
Агар

И
!Г>)

(1 + **+ »*)'/ ' 

1 1

ёх

ёх ёу

хёх

ёх ёу
о о$ (1 +  *2 +  у*рг

ёх йу

(1 +л*Н- г/2)3/г 2
(1+ ^  + 1/2) а(1 + х 2+г/2)

Х = 1

У \ - \ - х 1  +  у * . х = 0  У  г/2 +  ] / г/ 2  +  2

булишини хисобга олсак, ун да 

^ хёх ёу

(О* ЯГ 1
Л  /г/2+ 1 У >  +  2. ¿У =

-  ] 1П (г/ -Ь / г/ 2 !-  !)  —  ! Г1 (у I V  - Г  2)1* =  1п " у | -
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эканини топамиз. Демак. 
xdx dy

я -
(О)

— In 2 +  V Y

i + V  3 
Энди (D) coxa ушбу 

________________  (D) =  {(x, y) £ R2 : a <
<-'■ " T  X <Pi(x) <  // <  ф2(х ) }

куринишда булсин. Бунда ф,(х) 
ва ф2(х) [а, Ь] да берилган ва уз- 

18- чизма луксиз функциялар (18-чизма).
18. 8-т е о р е м а .  f(x ,y ) функция (D) сохада берилган ва интег­

ралланувчи булсин. Агар х\х£[а,Ь}) узгарувчининг хар бир тайин 
кийматида

ф 2 (Ж )

I М  =  I- у) dlJ  

интеграл мавжуд булса, у холда ушбу
Ь фг(х)
|[ J  / (х, y)dy\dx
а <р\(х)

интеграл хам мавжуд булади ва
Ъ Ф2(*)

f f f  (х, у) dD =  f [ f f(x,y)dy] dx
(D) a <f,(x)

булади.
И с бот .  фх(х) ва ф2(х) функциялар [а, Ь] да узлуксиз. Вейерштрасс 

теоремасига кура бу функциялар [а, b] да узининг энг катта ва энг 
кичик цийматларига эришади. Уларни

min Фх(х) =  с, max ф, (х) =  d
а <х<Ь  а<х<Ь

деб белгилайлик.
Энди

сохада ушбу

(Dl) =  {(x ,y)£ R ‘2\ a < ,x < b , с <  у <  d.}

f t  \ =  \ ^х' У') ' агар <'Х' ^ ^  б^ЛСа’
'  (Х,У) I 0, агар (х, y) £(D1)\(D) булса

функцияни ^арайлик.
Равшанки, теорема шартларида бу функция (Dy) сохада интеграл­

ланувчи ва интеграл хоссасига кура
f j f* (х, y)dÜ =  f f f* (x, y)dD +  f f f* {x,y)dD =
(O',) (D) (b,)\(D)

=  [ f  f(x,y)dD  (18.14)
\D)
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булади. Шунингдек, х(х£[а, Ь]) узгарувчининг хар бир тайин ^ийма- 
тнда

А О )  =  ]7  ( х , у № у

интеграл мавжуд ва
Ч М * )  ф , ( г )

А М  =  Г  (х, У)йу =  | Г(х, у)(1у +  С /*(*, у)  й у  +
с  С ф ^ *  )

4  Ф2М
+  ]' /* (х, у)йу =  С [(х, у) йу (18.15)

Ф зМ  <Р,'(Х)

булади. Унда 18 .6-теоремага кура

| [ ]Т (х, У)йу] йх
а с

интеграл хам мавжуд булади за

]' I' Г(х, у) йП =- = у I [  /*(*, у)йу]йх
( 0 | )  а с  _

булади.
(18.14) ка (18.15) муносабатдан

ь Ф2(*)
Я  /О’У) аГ> =  Я  ^  ]<&
( О )  а  ф ! ( л г )

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Энди (О) соха ушбу

(О) =  {(х,у) £Я2: грх(у) <  1р(у), с  ^ у ^ й }

куринишда булсин. Бунда ^(г/) ва г|>2(г/) [с,й] да берилган узлуксиз 
функциялар (19- чизма).

18.9- т е о р е м а ,  ¡(х, у) функция (О) сохада берилган ва интег- 
ралланувчи булсин. Агар у(у£[с,й\) узгарувчининг хар бир тайин 
кий матида

Ф2(у)
1 (У) =  / Кх,у)йх

'1)1 (9)
интеграл мавжуд булса, у %олда ушбу

й Ыу)
Я  ]' /(*, у)йх] йу
о Ыу)

интеграл хам мавжуд булади ва
а 1|1г(у)

]  [ Цх,у) йО =  | [ |‘ !(х, у)йх\йу
(О) е  ' 1М</)

булади.
Бу теореманинг исботи 18 .8-теореманинг исботи кабидир.
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19- чизма 20- чизма

Фараз килайлик, (D) coxa ((D) с :  R-) юкорнда каралган сохаларнинг 
з̂ ар бирининг хусусиятига эга булсин (20- чизма).

1 8 . 6 - н а т и ж а .  /(х, у) функция (D) со^ада берилган ва интеграл- 
ланувчи булсин. Агар х(х£[а, Ь] узгарувчининг х,ар бир тийин кий- 
матида

<р2м  
[ / (х, y)dy

интеграл мавжуд булса, у(у£[с, d\) узгарувчининг хар бир тайин 
кийматида

■ф»»)
f(x, y)dx 

4'i(y)
интеграл мавжуд булса, у холда

ь Ч>Лх) d 4f,({/)
Н  j  / (х, У) dy ] dx, j  [ j  f (x, y) dx]dy

<M*)

21 - чизма

интегра ллар х<ам мавжуд ва
Ь <Pi(x)

JJ/ (.v , y)dD =  ][ )f(x,y)dy]dx=
'(£>) a q>,(x)

d $г(у)
=  J [  j  f(x,y)dx\dy

с if l(i/f

булади.
Бу натижанинг исботи 18.8- 

теорема ва 18.9-теоремадан ке- 
либ чикади.

Агар (D) соха 21-чизмада тас- 
Бирланган соха булса, у хрлда 
бу соха юцорида урганилган со- 
халар куринишига келадиган ^и-



либ булакларга ажратилади. Натижада (О) соха буйича икки клррллп 
интеграл ажратилган со^алар буйича икки каррали интеграллар мигни 
дисига тенг булади. Шундай г^илиб, биз интеграллаш сох ас и (/•>) ниш 
етарли кенг синфи учун каррали иинтегралларни такрорий итчтр .г/1 
ларга келгириб ^исоблаш мумкинлигини курамнз.

Мисоллар. I . Ушбу

Г [ е~и~ йхс1у т
интегралнн карайлик, бунда (О) =  {(х, у) ^  х <  у, Бу цашц
18.7-теореманинг барча шартлари бажариладн. Уша теоремага кура

1 у
f | е~~у'~ с1х й у=  1' [ I  е~и* ¿У 
(О) о о

булади. Б у тенгликнинг унг томонидаги интегралларни ^исоблаб ^уйидагиларии го 
памиз:

У г , - и *I е- у  (1х == уе у , 
о

у е  у  ёу--=-
У "

Д ем ак ,

Л '
(О)

,-Уг

% 2)=-

(1х ёу-

р ~ У

( ■ - т ) -

2. Ушбу
[ ( ху йх (1у 
(О)

интегрални ^арайлик, бунда (О) =  {(я, у) £ Я2-0 ^  х ^  1, 0 у  ^  1 — х) 
да 18.6-теореманинг барча шартлари бажариладн. Унда

1 1 
х^ ху (¡X ¿у  =  | х | у йу йх =  | х( 1 — х)г с1х == 

( О )  0 0 2  о

_1_
24

булади.
3. Ушбу

1 1  У х  -\ -yd xd y  (О)

Бу ^ол

интегрални ^арайлик, бунда (В) =  {(лг, у) £/?'2:0  ^  х ^  1, I — х)
да 18.6-теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

----------- 1 1 -д.- ------------
$ $ У х  +  ус1хёу =  Ц г | У х +  у dy\ dx
<С) о о

булади. Интегралларни зугеоблаб топамиз:
1 1 - х  1

Бу х,ол-



2_
5

о
Демак,

Ц  Ух  +  у ёх йу 
(£>)

2
О

Б у келтирилган мисолларда содда функцияларнинг содда со^а 
буйича икки каррали интеграллари каралди. Куп холларда содда функ- 
цияларни мураккаб соха . буйича, мураккаб функцияларни содда соха 
буйича ва айникса, мураккаб функцияларни мураккаб о д а  буйича ик­
ки каррали интегралларини хисоблашга тугри келадн. Бунлай интеграл- 
ларни хисоблаш зса анча кийин булади.

7- §. Икки каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш

/ (х, у) функция (О) сохада ((О) с;. Я2) берилган булсин. Бу функ- 
циянинг икки каррали

интеграли мавжудлигн маълум булиб, уни хисоблаш талаб этилсин. 
Равшанки, / (х, у) функция хамда (£>) со^а мураккаб булса, (18.16) 
интегрални х.исоблаш кийин булади. Купинча, х ва у узгарувчиларни, 
маълум цоидага кура бошка узгарувчиларга алмаштириш натнжасида 
интеграл остндаги функция х,ам, интеграллаш со^аси ^ам соддалашиб, 
икки каррали интегрални хисоблаш осонлашади.

Ушбу параграфда икки каррали интегралларда узгарувчиларни ал­
маштириш билан шугулланамиз. Аввало текисликда сохани сохага акс- 
лантириш, эгри чизикли координаталар хамда соханинг юзини эгри чи- 
зи^ли координаталардг ифодаланишини келтирамиз.

Иккнта текислик берилган булсин (22-чизма). Биринчи текисликда 
тугри бурчакли Оху координата системасини ва чегараланган (О) соха­
ни карайлик. Бу соханинг чегараси д (О) содда, булакли- силлик чи- 
зикдан и борат булсин. Иккинчи текисликда эса тугри бурчакли О т

(18.16)

О и

22- чизм-1
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координата системасини ва чегараланган (А) со^ани карай лик. Бу со^а- 
нинг чегзраси <3(А) хам содда, булакли- силли^ чизиедаи иэораг бул- 
син.

ср (и, V) ва г|; (и, и) лар (А) со^ада берилган шундай функциялар 
булсинки, улардан тузилган {ср (и, и), г); (и, и)} система (А) со чада г и 
(и, у) нуктани (О) сохадаги (х, у) нуктага акслантирсин:

Ва бу акслантиришнинг аксларидан иборат {(х, у)} туплам.(О) га те- 
гишлн булсин.

Демак, ушбу

система (А) со^ани (О) сох^ага акслантиради.
Бу акслантириш ^уйидаги шартларни бажарсин:
1°. (18.17) акслантириш узаро бир ^ийматли акслантириш, яъни (А) 

соланинг турли нукталарини (О) со^анинг турли нукталарига акслан- 
тириб, (О) сохадаги >̂ ар бир ну^та учуй (А) сохада унга мос келади- 
ган ну^та биттагина булсин.

Равшанки, бу хрлда (18.17) система и  ва V ларга нисбатан бир 
цийматли ечилади: и =  у), у =  т);, (х, у) ва ушбу

система билан акслантириш ю^оридаги акслантиришга тескари булиб 
(О) сохани (А) со^ага акслантиради. Демак,

2\ ср (и, у), г|?(и, у) функциялар (А) сохада, ф] (к, у) ва (х, у) 
функциялар ф) сохада узлуксиз ва барча хусусий хосилаларга эга б у ­
либ, бу хусусий хосилалар ^ам узлуксиз булсин.

Зэ. (18.17) системадаги функцияларнинг хусусий хрсилзларидан т у ­
зилган ушбу

функционал детерминант (А) сохада нолдан фаркли (яъни (А) соланинг 
Хар бир нуцтасида нолдан фаркли) булсин. Одатда (18.20) детерми-

Бу 2° ва 3°- шартлардан, (А) богламли со^а булганда, (18.20) яко - 
бианнинг шу сохада уз ишорасини сацлаши келиб чикади.

Даци^атан з а̂м, I (и, у) функция .(А) соханинг иккига турли ну^та-  
ларида турли ишорали кийматларга эга булса, у  холда 12-бо5нинг

(18.17)

(18.18)

ф(ф1 (х, у), (х, у)) = х ,  | 
^(Фх(х, у), грг(*. У)) =  У -)

(18.19)

дх дх 

ди ди-
(18.20)

ду ду 

ди ди

нантни системанинг якобиана дейилади ва I (и, о) ёки °  каби бел-
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(18.21)

нолдан фаркли булишн

5-§  идаги 12.13-теоремага Kÿpa, (А) да шундай (и0, v0) ну^та топила- 
дики, I(u0, v0) =  О булади. Бу эса I (и, v) ф  0 булишига зиддир. 

3°-шартдан (18.18) системанинг якобиани, яъни ушбу
ди ди 
дх ду 

dv dv 

дх ду

функционал детерминантнинг хам (D) сохада 
келиб чикади.

Да^ищган хам, (18.19) муносабатдан
дх _ дх ди , дх
дх дп

ду _ду_
ду ди
д х _дх
ду ди 

д_1^ду 
дх ди

булишини эътиборга олсак, у  холда
D (х, у)  D (и, V)

дх
du , I,у

ду
ди 

ду 
ди

ди 

ду 
dv 

, дх 
dv

__уду
дх ди

ии _ *
»

ди 
дх 
ди _ .

д у ~  ’
dv

ду
dv
дх

=  0 ,

=  0

булиб,
D(u, v) D(x, у)

h  (х, У) =
D(u, v) Ф о
D (х, у) 

булишини топамиз.
Демак, (D) богламли соха булганда (18.21) якобиан хам (D) соха­

да уз ишорасини саклайди.
Юкоридаги шартлардан яна куйидагилар келиб чикади.
(18.17) акслантириш (Д) соханинг ички нуктзсини (D) соханинг 

ички нуктасига акслантиради. Да^и^атан хам, ошкормас функциянинг 
мавжудлиги хакидаги теоремага кура (18.17) система (х0, у0) нукта- 
нинг бирор атрофида и ва v ларни х ва у  узгарувчиларнинг функция- 
си сифатида аниклайди: и =  ср, (х, у), v =  г|7, (х, у). Бунда q>i(x0, г/0) — 
=  и0, f  ; (х0, у0) =  v0 булади. Демак, (х0, г/0) (D) соханинг ички нук,- 
таси. Бундан (18.17) акслантириш (А) соханинг чегараси d (А) ни (D) 
соханинг чегараси д  (D) га акслантириши келиб чикади.

Шунингдек, (18.17) акслантириш (А) сохадаги сшшщ (булакли- 
силлик) эгри чизик,

и =  11 $ }  (а  < t <  р)V —  V (t) J
ни (D) сохадаги силли^ (булакли- силлик) эгри чизик

X =  ф (ы (О, V (0 ) ' 
у =  yjp(ü(t), v(i)).

га акслантиради.
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(А) сохада и — и0 турри чизикни олайлик. (18.17) акслантириш бу 
турри чизикни (D) сохадаги

X =  ф («о, о), 
г/ =  ф (и0 , V)

эгри чизик.ка акслантиради. Худди шундай (А) сохадаги v — v„ тутри 
чизикни (18.17) акслантириш (D) сохадаги

(18.22)

а - =ф( м,  и0) 1 (18.23)
у  =  ф (« , w0) J
л: =
У

эгри чизиада акслантиради. Одатда, (18.22) ва (18.23) эгрн чизикларки 
координат чизи^лари ((18.22) ни v координат ч и з и р и , (18.23) ни эса и 
координат ч и з и р и )  деб аталади.

Модомики, (18.17) акслантириш узаро бир ^ийматли акслантириш 
экан, унда (D) соханинг хар бир (х, у) нукдасидан ягона у — коорди­
нат чизири (и нинг тайин узгармас киймашга мос булган чизик), яго­
на ы — координат ч и з и р и  (v нинг тайин узгармас кийжггига мос бул­
ган чизи^) утади. Демак, (D) соханинг шу (х, у) иу^таси юкорида 
айтилган и ва и лар билан, яъни (А) соханинг (и, v) иуктаси билан 
тула аникланади. Шунинг учун и ва v ларни (D) сохд иукталарииинг 
координаталари деб карги и мумкин. (D) соха нукталаршгииг бундай 
координаталари эгри чизикли координаталар деб аталади.

Шундай килиб, и ва и лар бир томондан (А) соха нукдасииинг Д е ­
карт координаталари, иккинчи томондан худди шу и ва у лар (D) 
а д а  нуктасининг эгри чизикли координаталари булади.

М и с о л .  Ушбу
х =  р cos ф

(р >  О, 0 <  ш < 2 я )
х =  р sin (р ¡ 

системани ^арайлик.
Бу система (Д) =  { (и, v) 6 R2 : 0 <  р <  -f- оо, 0 <  ф <  2 я} со^ани Оху текис- 

ликка акслантиради. Бу системанинг якобиани

I (и, V )  =
cos ф — р sin  ф 
s in  ф р COS ф

булади.
р ва ф лар (D) сохр ну^таларининг эгри чизикли координаталари булиб, шу со- 

^анинг координат чизшушри эса, маркази (0, 0) ну^тада, радиуси р га тенг ушбу

х г +  у2 =  р2
айланалардан (и — координат чизи^лари) ^амда (0, 0) н уктадан  чш даи ф =  р„ ( 0 ^  
^ р 0< ;2л:) иурлардан (v — координат чизиклар) иборатдир.

Фараз килайлик, ушбу

* =  <р(и, v)\ (1817)
г/ =  ф(а,  и).(

система (А) сохдни (D) сох1ага акслантирсин. Бу акслантириш юкори- 
даги Г  — 3°- шартларни бажарсин. У  холда, (D) соханинг юзи
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(D) (Д)

в  = I du dv =  \ \ D(x, у) du dv
1 J J D (и, v) ( 18.24)

булади.
Бу формуланииг исботи кейинги бобда келтирилади (каранг, 19- 

боб, 3- §).
/ (х, у) функция (О) со^ада ((D) cz R2) берилган ва шу сох,ада уз- 

луксиз булсин. (D) эса содда, булакли-силлиь; чизик билан чегаралан- 
ган соха булсин. Равшанки, / (х, у) функция (D) со^ада интегралла- 
нувчи булади.

Айтайлик, ушбу
х =  ф(ы, v)\ (18Л7)
У =  $ ( и ,  V ) )

система (Л) со^ани (D) сохага акслантирсин ва бу акслантириш юк;ори- 
даги Г  — 3°-шартларни бажарсин.

Хар бир булувчи чизжи булакли-силли^ булган (А) соханинг РА 
булннишини оЛайлик. (18.17) акслантириш натижасида (D) сох^нинг 
PD булиниши хрсил булади. Бу булииншга нисбатан / (х, у) функция-, 
нинг интеграл йигиндиси

Г|ь> '
fc=l

ни тузамиз. Равшанки,
п

lim  а =  llm  V  / (^ , Цк) Dk =  \\ f (х, у) dx dy. (18.25) 
xPd-*o bpD->о <D~

Юкррида келтирилган (18.24) формулага кура

Dk— f | i I (и, v) | du dv
(Dk >

булади. У рта киймат ^акидаги теоремадан фойдаланиб куйидагинп то- 
памиз:

Dk =  \I(ul, t'P | • Ak ((« ;, vk)£ (A k)), 

бунда Ak — (Ak) нинг юзи. Натижада (18.26) йотинди ушбу

а  =  . 2  f  -0 *’ ^  ! 7 ' А*
*—1

куринишга келади.
(lk, ц,) ну^танинг (Dk) сохадаги ихтиёрий нуцта эканлигидан фой­

даланиб, уни
Ф К .  vk) =  l k,
Ф К -  ид  = %

деб олиш мумкин. У холда
П

0 =  2   ̂^  ^   ̂ Ф ! 7 ^  V*J1 ■А,г*=i
булади.
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f  (ф (и ,  V), -ф ( и ,  V)) ■ \1 ( и ,  V) I

функция (Л) сохада узлуксиз. Демак, у  шу сохада интегралланувчи. 
У холда

П

lira  о  — lira V  f  (ср («*, v ¡ ) ,  \p ( u ¡ ,  vk) \ l ( u „ ,  vk) Á k =
^  д-о

=  j j  / (ф (« , и), ф (и, и ))|/(а, ü)!<ía du (18.26)
( А)  '

буладн.
0 да Яр0 -> 0 булишини эътиборга олнб, (18.25) ва (18.26) 

муносабатлардан

f Г / (х, у) dx dy =  [ \ Í (Ф («. f). 1' (г/. ^)) 11 (« , у) Ida Jo  (18.27)
(ß )  (А)

булишини топамиз;
Бу икки каррали интегралда узгарувчиларни алмашгириш формула- 

сидир.
У берилган (D) соха буйича интегрални хисоблашни (А) соха буйи- 

ча интегрални хисоблаппа келтиради. Агарда (18.27) да унг томондаги 
интегрални хисоблаш енгил булса, бажарилган узгарувчиларни алмаш- 
тприш узини ок,лайди.

М и с о л .  Ушбу

Равшанки,

ÍÍV
1 — х2 — г/2J¿~ dx dy

. 1 +  X* +  у2 (D ) I I

интегрални карайлик, бунда

(D) = {(*, у) € Ä* : ж» -Ь ií* <  1, í/ > 0}
маркази (0, 0) нуктада, радиуси ! га тенг булган юкори текисликдаги ярим дойра. 
Берилган интегралда узгарувчиларни ^уйидагича алмаштирамиз:

х =  р cos <р, 
у  — р sin  ф.

Бу алмаштириш ушбу
( Д ) = { ( р ,  ф) 6 : 0 <  хр <  зх, 0 <  р <  1}

турри туртбурчакни (D) сохага акслантиради ва у  Io — 3°-шартларни ^аноатлантира- 
ди. Унда (18.27) формулага кура

Ф) <А)

1—р2
— — I / (р, ф) I dpdcpI -f-pJ

булади. Бунда якобиан / (р, ф) =  р булади. Б у тенгликнинг унг томонидаги интег­
рални хисоблаб топамиз:

1 я

Я /т+?1'<р' ̂  “ Í (f r ) l/hr? р ф:
(А) о о

/i :
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Демак:,

Я У 1 +  JC* +  t/-
dx dy =  —  ( я - 2)

(D)

В - § .  Инки каррали интегрални тацрибий ^исоблаш

f (*> У) Функция (D) сохада ((D) с= /\2) берилган ва. шу сохада ин- 
тёгралланувчи, яъни

i  f f  (Х’У) dx dy (18.28)
(D)

интеграл мавжуд булсин. Маълум куринишга эга булган (D) сохалар 
учун бундай интегрални ^исоблаш 6-§ да келтирилди. Равшанки, f  (x,y ) 
функция мураккаб булса, шунингдек, интеграллаш сохаси мураккаб 
куринишга эга булса, унда (18.28) интегрални хисоблаш анча кийнн 
булади ва куп лолларда бундай интегрални та^рибий зугсоблашга тугри 
келади.

Ушбу параграфда (18.28) интегрални та^рибий хисоблашни амалга 
оширадиган содда формулалардан бирини келтирамиз.

Айтайлик, / (х, у) функция (D) =  {(х, у) £ R- : а  <  х <  С, с <  у d) 
тугри туртбурчакда берилган ва узлуксиз булсин. Унда 6-§  да келти- 
рилган формулага кура

ь d
[ \ f i x , у) dx dy =  j1 j ( f  (x, y) dy j  dx (18:29)

(O)
бу'лади,

Энди

j  f  (x, y) dy (x € [a, b\)

интегралга 1-кисм, 9 -боб, 11-§ даги (9.52) формулани — тугри турт- 
бурчаклар формуласини татбик этиб, ушбу

С f (х, у) dy « ------? У  f(x, у , ) (X G [а, Ь]) (18.30)
CJ П *=0 /г+ Г

та^рибий формулани хрсил килам из. Сунг

f f  {x, у x ) dx
J  k-\-----
« 2

интегралга яна уша (9.53) формулани ^уллаб, цуйидаги
Ь , «1—1
\f(x, у ( ) d x& — У  /■ (X , , у , )  (18.31)

а к+> т  А  ‘ +Г
такрибий формулага келамиз.



\ и  чт ~' п- ]
f f / f r , i V / ( , .  у  , )  (18.32)
Í í  я  Я  ■ + ?  * + г

булиши келиб чикади.
Бу икки каррали интегрални такрибий хисоблаш формуласи, «турри 

туртбурчаклар» формуласи деб аталади.
Шундай килиб, «турри туртбурчаклар» формуласида, икки каррали 

интеграл махсус тузилган йиринди билан алмаштирилади. Бу йиринди 
эса ^уйидагича тузилади:

(D) =  {(х, у) Е R2 : а <  х <  /;, с <  у <  d} — тугри туртбурчак п т  та 
тенг (Dik) =  {(X, у)£ R2 :x ¿ < x <  xi+v yk< y <  yk+]} (i =  0, 1, 2, . . .  ,
m — 1; k — 0 , 1, 2 , . . . , n — 1) турри туртбурчакларга ажратиладн. 
Бунда

, . b — а . , d — сX: — а 1 ------ , yk= c  +  k ------ .
m n

%ap бир (Dik) нинг маркази булган (x ¡ , y , ) (i — 0, 1, 2, . . . ,
i +  -  к +  -

í f f  2 2 
m — 1; k =  0 , 1, 2, . . . , n — 1) нуктада / (x, у) функциянинг кийма-
ти / (x ¡ , y j )  хисобланиб, y ни шу (Dik) нинг юзига купайтири-

i 4---- k —
2 2

лади. Сунгра улар барча i ва k лар (i =  0, 1 , 2 ,  . . . -, т  — 1; k — 0, 
1, 2 , . . . , п — )) буйича йирилади.

Одатда, хар бнр такрибий формуланинг хатолиги топилади ёки ба- 
хрланади. Келтирилган (18.32) такрибий формуланинг хатолигини хам 
урганиш мумкин.

Натижада (18.29), (18.30) ва (18.31) муносабатлардан

М и с о л. Ушбу

JTwj  J  (■*+ у  +  О2
(D)

dx dij

интегрални царайлик, бунда (D) =  {(х , ÿ ) б Æ2 : 0 <  л- <  1, O í ^ í / ^ 1 } .  У  ни та^ри- 
бий хисоблаймиз. (Ü) ни ушбу туртта тенг булакка буламиз:

(О„о) =  { (* . у) 6 R* :

( А п )  =  \ (х, у) 6 Я 2 : 0 <  л: <  - ,  -  <  г/ <  1 \,

(D 10) = j V ,  i j ) e R * :

( D i i ) = | ( x ,  y) '(ER*: 1, 1 J .
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1  1 )  ( L  I )  1 )  [ 1  А
. 4 ’ 4 ) ’ \ 4 ’ 4 / ’ \ 4 ’ 4 ’ \ 4 4

Б у булакларнинг марказлари

I
ну^таларда

У) =  И > [ \2(I + х + (/)2
функциянинг кийматларини ^исоблаб, (18.32) формулага кура

1
—:-----------------dx dii да 0,2761

. (1- М 4-у)* J(D)
булишини топамиз. Б у интегралнинг ани^ циймати эса

1 1

Я

dx
I I  (1+ x - l-y )2 dx dy J  J  (1 + x +  у)г 
(D) 0 О

dy =  in  — =  0,287682 . . .
3

булади.

9- §. Икни каррали интегралнинг баъзи бир татбицлари

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг баъзи бир татби^ла­
ри ни келтирамиз. ■

1. Ж и с м н и н г  х а ж м и  в а  у н и н г  и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  
о р ^ а л и  и ф о д а л а н и ш и .  R3 фазода бирор чегараланган (V) жисмни 
^арайлик. Бу (V) жисмнинг ичига (Л) купёклар жойлашган, уз навба- 
тида (У) жисм эса (В) купёклар ичида жойлашган булсин, (А) купё^- 
лар хажмларини VА билан, (В) купёклар ^ажмлирйни VB билан.белги- 
лайлик. Биз купёкларнинг хажмлари тушунчасинн ва уни хисоблашни 
(худди текнсликдаги купбурчакнинг юзи тушунчаси ва уни. хисоблаш 
каби) биламиз деб оламиз. Натижада (У) жисмнинг ичида жойлашган 
купёклар хамжларидан иборат {VА} туплам, ичига (V) жисм жойлаш­
ган купёклар ^ажмларидан иборат {У,,} тупламлар хрсил булади. {Ул} 
туплам юк ори дан, {Ув } туплам к;уйидан чегараланган лиги сабабли 
{Ул } туплам аник юкрри чегарага, {Ув } туплам эса аник; куйи чега- 
рага 'эга булади:

5и р { Ул } = У ,  inf 
Равшанки, _

У < У .

18.8-т а ъ р и ф .  Агар V =  У, яъни sup {Ул } =  inf {Ув} тенглик 
уринли булса, у  холда (У) жисм хажмга эга деб аталзди ва У= У =  У 
микдор (У) жисмнинг хажми дейилади.

Демак,
У =  sup {Ул} =  inf {Ув}.

Энди (У) жисм сифатида юкррндан z =  f (х, у) сирт билан, ён то- 
монларидан ясовчилари Oz у^ига параллел булган цилиндрик сирт
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^амда пастдан Оху текислигидаги (D) соха билан чегараланган жисмни 
царайлик.

(D) ёгшк соханинг Р булиншшни оламиз. f  (х, у) функция (D) да 
узлуксиз булганлиги сабабли, бу функция Р булинишнинг хар бир 
(Dk) булагида хам узлуксиз булиб, унда

inf {/ (х, у) : (х, у) е (.Dk)} =  т 6, sup {/ (х, у) : (х, у) £ (D,)} =  Мк
(k =  1, 2 , . . . , п) ларга эга булади.

Куйидаги
П

k=i

V В =  2  Мь
k= 1

йигиндиларни тузамиз. Бу йигиндиларнинг биринчиси (V) жисм ичига 
жойлащган купёкнинг хажмини, иккинчиси эса (V) жисмни уз ичига 
олган купёкнинг хажмини ифодалайди.

Равшанки, бу купёклар, демак, уларнинг хажмлари х^м / (х, у) 
функцияга хамда (D) соханинг булинишига бог-лик булади:

VA = K  (/)- VB =  VPB (f)-
(D) соханинг турли булинишлари олинса, уларга нисбатан (V) жисм- 

нинг ичига жойлашган хамда (К) жисмни уз ичига олган турли куп­
ёклар ясалади. Натижада бу купёклар х^жмларидан иборат цуйидаги

К  №  К  (/))
тупламлар хрсил булади. Бунда {VPA (/)} туплам юкоридан, {VPB (/)} 
туплам эса куйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламларнинг 
аник, чегаралари

sup {VPA (/)}, inf {VPB (/)}

мавжуд. Шартга кура / (х, у) функция (D) ёпик сохада узлуксиз. У  
холда Кантор теоремасининг нагижасыга асосан, V  е >  0 сон олинганда 

g
^ам, — сонга кура шундай 6 >  0 сон топиладики, (D) соханинг диамет-

ри <  6 булган хар кап дай булиниши Р  учун хар бир (Д ,) да функ- 
циянинг тебраниши

булади. Унда
ini К  (/)} — sup {VP (/)} <  VPB ( f ) - V PA (/) =

=  2  Mk-Dk - v  m, Dk =  2  W k - Щ )  Dk <
к—l k =  \ fc=l

n
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Демак, (D) соханинг диаметри Кр<  6 булган хар кандай булиниши 
олинганда з а̂м бу булинишга мос (V) жисмнинг ичига жойлашган з а̂м- 
да бу (К) ни уз ичига олган купё^ з^ажмлари учун хар доим

0 < i n f  }Vp ( f) } -s u p { V pA{f)\< e

тенгсизлик уринли булади. Бундан эса
inf { VpB(f)\ =  sup { Vp (f)) (18.33)

тенглик келиб чи^ади. Бу тенглик (У) жисм хажмга эга булишини 
билдиради.

Энди юкорида урганилган VPA (f), Vp (/) йдаиндиларни Дарбу йинга- 
дилари билан тавдослаб, VA(f) з а̂м VpB{f) йигиндилар f  (х, у) функ- 
циянинг (D) соз^ада мос равишда Дарбунинг цуйи хамда юкрри йииш- 
дилари эканини топам.из. Шунинг учун ушбу

sup {VpA (/)}, inf [VPB if))
миадорлар f  (х, у) функциянинг куйи з^амда кжорк икки каррали интег- 
раллари булади, яъни

sup {Vp (f)} =  J f  f{x, у) dD, inf [Vp Ф) =  J J  f(x,y)dD .
(D) <D>

Юкррвдаги (18.33) муносабатга кура

f(x, у) dD — JT / (х,'У) dD
(D) (P>

тенглик уринли экани куринади. Д ем ак .

f j  f(x y)dD =  f f fix, y)dD =  ( J  fix , y) dD.
(D) (D) (O)

Шундай килиб, бир томондан, ^аралаётган (V) жисм хажмга э г а  экани 
иккиичи томондан, унинг хажми f  ix, у) функциянинг (D) соха буйича 
икки каррали интегра ли га тенг экани исбот этилди. Демак, (И) жисм­
нинг з^ажми учун ушбу

V = \  [ f ( x ,y ) d D  (18.34)
'(»»

формула уринли.

М и с о л .  Уш бу

х2 У2 г2------f -  -— + ------С  1а2 &2 С2

эллипсовднинг ^ажми топилсин. Б у эллипсоид 2 = 0  текисликка [ниебатан симмет- 
рикдир. Юкрри 1\исмини (г 0) ураб  турган сирт

■ • ' ]  : - - - 5 Ь2 

булади.
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Юкоридаги (18.34) формулага кура эллипсоиднинг хажми V: 

^  =  2 c f f  1— ^  dx dij
Ф)

b*

булади, бунда

(18.35)

Интегралда

х =  а р eos ф
у  =  b р eos фJ

алмаштиришни бажарамиз. Б у системанинг якобиани

a eos ф ¿  sin  ф
7 (Р. ф)= . . =  abp

— о р sin  ф b р sin ф
булади. (18.35) система (Д) =  ((р, ф) 6 № : 0 ^  р ^  1, 0 ^ ф ^ 2 я )  сохани (D) co­
la r a  акслантиради. (18.27) формулага кура

J  i } / Г'1' ~ ^ ~ Ь  d'vd' / = j J  У  1 _ Рг a b p d p d q ,
Ф) (Д)

булади. Демак,
______  1 2 эх

V =  2 abe [  j ]/^ i __ рг р ¿  р d ф =  2 abe ) ( [  d ф) /  I — р2 р dp =
(Д) о о

]
г  , ---------  4 я

=  4 nabo j у  1 — р2 р d р =  —  a b e .
о 3

Шундай ^илиб, эллипсоиднинг з^ажми

г4
V =  — я  абс3

булади.

2. Я с е н  ш а к л н и н г  юз и. Ушбу бобнннг 1-§ ида (D) соханинг 
юза куймдаги

D =  j  [ dD — f l’ ¿vd;/
(ö) Ф)

интегралга тенг булишини курдик. Демак, икки каррали интеграл ёр- 
дамида ясси шаклнинг юзини хисоблаш мумкин экан.

Хусусан, соха
(D) \(х, у )£R2: а 0 <  у  <  / (д)}

эгрн чизикли трапециядан иборат булса (/ (х) функция [а, Ь] да узлук- 
сиз, у  холда

Ь /(х) ь
D =  J  J  dxdy =  j |J d y j dx=  | / (,*) dx

Ф) Й О Й

булиб, 1- кием, 10- боб, 2-§  да топилган формулага келамиз.
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М не о л. Ушбу
у г + а * у 2 + Ь 2

“ ^ ~ ' х = ~ ^ ~ ( 0 < а < й )
чизшугар билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. Б у чизиклар параболадан ибо- 
рат (2 3 -чизма). К^уйидаги

у2 -■[- а2
2 а

=  02Ь
системани ечиб, параболаларнинг кесишган ну^талари

УаЬ а-\- ь ■УаЬ

эканини топамиз. К,аралаётган ш акл Ох у^ига нисбатан симметрик булишини эъти- 
борга олсак, у  ^олда (Б ) нинг юзи

булади, бунда 

(Ох) (х, у) 6 Я 2 : У*

О =  2 Г | йх йу 
(О,)

'г а2 у2 +  Ь2
2 а ^  2Ь

Интегрални з^исоблаб, ^уйидагини топамиз:
у*+ьг

УаЬ 2 Ь

О ^ у^ У аЬ

^  (1х йу — йх\ (1у ■
(О 0 0 у’2+аг

УаЬ
У2 +  Ь* 

26
У2 + а8 

2 а

2а

Д емак,

О =  ^ йх Лу =  — (Ь.—а) У  аЬ ■
( О )

3. С и р т н и н г  юз и  в а  у н и н г
и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  о р ^ э -
ли и ф о д а л а н и ш и .  Икки каррали 
интеграл ёрдамида сирт юзини хисоб- 
лаш мумкин. Аввало сиртнинг юзи 
тушунчасини келтирамиз.

Фараз к,илайлик, г — f (х,у) функ­
ция (О) сохада берилган ва узлуксиз 
булсин. Бу функциянинг граф ит 17- 
чизмада тасвирланган (5) сиртдан ибо-
рат булсин.

(О) соханинг Р булинишини олай- 
лик. Унинг булаклари (Ох), (0 2), . . .,
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(Оп) булсин. Бу булинишнинг булувчи чизикларини йуналтирувчилар 
сифатида караб, улар оркали ясовчилари Ог укига параллел булган ци­
линдрик сиртлар утказамиз. Равшанки, бу цилиндрик сиртлар (5) сиртни 
(5 Х), (5 2), . . . ,  (5„) булгкларга ажратади. Дар бир (Ок) (6 = 1, 2 , . , . ,  
п) да нхтиёрий {1к, г\к) нукта олиб, (5) сиртда унга мос нукта (1к, 
гМ гк =  /(£а> Л*) нн топамиз. Сунг (5) сиртгэ шу (1к, г\к, гк) нуцтада 
уринма текислик утказамиз. Бу урннма текислик билан юкррида ай- 
тилган цилиндрик сиртнинг кесишишидан хрсил булган уринма текис­
лик кисмини (Тк) билан, унинг юзини эса Тк билан белгилайлик.

Геометрия дан маълумки, (Ок) соха (Тк) нинг ортогонал проекцияси 
булиб,

Пк =  Тк | соз ук I (18.36)

булади, бунда ук — (5) сиртга (£к, ч\к, гк) (гк, =/ (Н* , %)) нуктада утка- 
зилган уринма текислик нормалининг Ог у^и билан ташкил этган бурчак.

Равшанки, Кр -*~0 да ^(5,г) ( 6 = 1 ,  2 , . . . , п) нинг диаметри хам 
нолга интилади.

Агар %р -> 0 да
П

V  т,^  кк= 1
й и р и н д и  чекли лимитга эга булса, бу лимит (5) сиртнинг юзи деб ата- 
лади. Демак, (5) сиртнинг юзи

П
5  =  П т V  Т. (18.27)

• к р  - . 0 ^

булади.
Юкррида каРалаётган г =  / (х, у) функция (О) сохада (х , у), 

Гу (х> У) хусусий хосилаларга эга булиб, бу хусуснй хосилалар (О) со­
хада узлуксиз булсин. У  холда

соъук =

булэди.
(18.36) муносабатдан

Тк =  —  о„
ссв у к

булишини топамиз. Демак,
п п п

2 Тк =  2  ¿Г °к=± X 1+1Г* ^  ^ )+Гу2 {1к' %) ° к‘ (18-38)к=\ к=Л к=1
Теигликнинг ун г томонидаги йигинди

(*» у) +- !у (■х> у)
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функциянинг интеграл йипшдисидир (к,аранг, 1- §). Бу функция (О) со- 
?;адз узлуксиз, демак, интегралланувчи. Шунинг учун

1™ ,, 2 ) + / ; ' & .  ч» )  - о ,. ;1 

Л  V 1 +  /* (*• у)+ /у (*• у) сЮ

Ьр- 0 к=\

( О )

булади.
Шундай килиб, (18.37) ва (18.38) муносабатлардан

5' = Я  / 1 + ( * •  у) + /,2 <*« ^ а о  ^18-39)(О)
булиши келиб чгщади.

М и  с о л. Асосининг радиуси г , баландлиги й булган доиравий конуснинг ён 
сирти топилсин.

Бундай конус сиртининг тенгламаси
Л ,-------- -

г -  -  Ух* ■- гу2Г
булади. Юцоридаги (18.39) формулага кур а ,

5  =  / ] V 1' ■-\-г'х +  гу ¿х <1у
Ф)

булади, бунда
(О) =  {(*, у)£№ :х* +  1/ -^ г*).

Энди
к х !г у

Х г у хг+1/  У г у х2+у2

ва /--------------------  т  Г  ^  X2 /г2 у г ■, / * ,  , /г2
^  1 + г *  + г у ~  у  х г_|_ 2̂ +  Г2 > + г/ 2 ~  ] /  1 гг

эканини зътиборга олиб, ^уйидагини топамиз:

5==]1 V  1+̂ ^̂ =ул. г2
(О) (О)

1/ ^  1+  —7 лг2 = ш У Г2+Л2 .

1+ “ Г И  ¿хйу =

10- §. Уч каррали интеграл

Юкррида Риман интеграли тушунчасининг икки узгарувчили функ­
ция учун !^андай киритилишини курдик ва уни батафсил ургандик. 
Худди шунга ухшаш бу тушунча уч узгарувчили функция учун хам 
киритилади. Уни урганишда Риман интеграли хамда икки каррали ин-
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тегралда юритилган барча мулохазалар (интеграллаш сохасининг були- 
нишини олиш, булакларда нхтиёрий нукта танлаб олиб, интеграл йи- 
ринди тузиш, тегишлича лимитга утиш ва хоказо) кайтарилади. Шуни 
эътиборга олиб, ^уйида уч каррали интеграл хакидаги фактларни кел- 
тириш билан чегараланамиз.

1. У ч к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  /  (х, у, г) функция Р 3 
фазодаги чегараланган (V) со^ада берилган булсин. (Бу ерда ва кел- 
гусида х1амма вакт функциянинг берилиш ссдаси (К) ни хджмга эга 
булган деб кдраймиз.) (V) соханинг Р  булинишини ва бу булиниш- 
нинг хар бир (У/г) (6 = 1, 2, . . п) булагида ихтиёрий ( |л, г|й, £/г) нук- 
тани олайлик. Сунгра ^уйидаги

о =  У /  .(1ь  к)-Ук
/г=1

йириндини тузамиз, бунда Ук— (1̂ ) нинг хажми.
Бу й и р и н д и  /  (х, у, г) функциянинг интеграл йириндиси ё к и  Ри­

мом йириндиси деб аталади.
Энди (V) соханинг шундай

Рг, Ъ ,  ■ ■ • , Рт, ■ ■ • (18.40)
булинишларини ^араймизки, уларнинг диаметрларидан ташкил топган

А р ^ ,  . . . Д р т ,  . . .

кетма- кетлик нолга интилсин: ->• 0. Бундай Рт (т =  1 , 2 , . .  .) бу-
линишларга нисбатан /  (х, у,  г) функциянинг интеграл йириндисини ту­
замиз:

П
О —т

к=\
НатижаДа ^уйидаги

0!, <т2, . . . ,  ат, . . .

кетма-кетлик ^осил булади. Бу кетма-кетликнинг хар бир х;ади ( |/г, цк, 
£к) нукталарга боглиц.

18.9-т а ъ р и ф . Агар (V) нинг з̂ ар 1̂ андай (18.40) булинишлар кет­
ма-кетлиги {Рт | олинганда хам, унга мое интеграл йигинди ^ийматла- 
ридан иборат {от} кетма-кетлик ( |й, г)/е, £к) ну^таларни танлаб олини- 
шига борли^ булмаган х,олда хамма вакт битта /  сонга штилса, бу I  
сон а йириндинииг лимита деб аталади ва у

Нш а =  П т  У) ! (£*• У '!7 г  =  1 хР-* о хР~
каби белгиланади.

18.10-т а ъ р и ф . Агар Яр -> 0  да /  (х, у,  г) функциянинг интеграл 
йириндиси а чекли лимитга эга булса, /  (х, у, г) функция (V) да ин- 
тегралланувчи (Римам маъносида интегралланувчи) функция дейила- 
ди. Бу а  йириндининг чекли лимита 1 эса /  (х, у, г) функциянинг (К)
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Я Г /  (*. у, г) dV
(V)

каби белгиланади. Демак,

Г Г Г / (х, у,  z) dV = l i ma  =  lim V /  Q ' Vk-
■ (I) ^ ° * = i

f  (х, у, z) функция (V) да ((V) cz R3) берилган булиб, у шу сщада 
чегараланган булсин:

т <  /  (х, у , z) <  М  (Y (х, у,  г) £ (V)).
(К) со^анинг булинишлар туплами \Р} нинг хар бир булинишига 

нисбатан /  (х, у, z) функциясининг Дарбу й№индилари

sP ( J ) ^ V m k Vk, Sp ( f ) ^ ^ M k V.

буйича уч каррали интеграла (Риман интеграла) дейилади ва у

a= i
AJ "'k k k=l

ни тузнб, ушбу
(/)}; Is P (/))

тупламларни карайлик. Равшанки, бу тупламлар чегараланган булади,
18.11 -таъри ф . {sp (/)) тупламнинг аник юкори чегараси f(x,  y , z ) 

функцияшшг цуйи уч каррали интеграла деб аталади ва у

|£ [  f (х, у, z) dV
' (У)

каби белгиланади.
{Sp (/)) тупламнинг аник куйи чегар.аси /  (х, у, z) функциянинг

юкори у ч  каррали интеграли деб аталади ва у

7 = Я ) 7 ( * >  у: Z) dV 
' w

каби белгиланади.
18.12-т а ъ р и ф . Агар /  (х, у, г) фуркциянинг к;уйи ^амда кнфри 

уч каррали интеграллари бир- бирига тенг булса, у х,олда f (х, у, г) 
функция (У) да интегралланувчи деб аталади ва уларнинг умумий 
^иймати

/  =  | |j /  (х, у, z) dV =  J'jj f  (х, у, z) dV 
I P )  (V)

/  (x,  у, z) функциянинг уч каррали интеграли (Риман интеграли)  
дейилади.

Я( f  (х> У> z ) d V  = Iff f  0> У* 2) d V  = U f f  0> У' d v -
' <ю (Tf W

2. Уч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  f (х,  у, z) 
функция (V) ((10 <= R3) сохдца берилган булсин.
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18.10-т е о р е м а , f (х, у, z) функция (V) соуада интегралланувчи 
булиши учун Y  6 >  0  олинганда хам шундай 8  >  0  топилиб, ( V )  со­
ланина диаметри Хр <  S булган уар циндай Р булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари

S P W - s P (/) <  е
тенгсизликни цаноатлантириши зарур ва етарли.

3. И н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  с инфи .  Уч каррали 
интегралнинг мавжудлиги з^идаги теоремадан фойдаланиб, маълум 
синф функцияларининг интегралланувчи булиши курсатилади.

18 .11 -теорем а. Агар f  (х, у, z) функция чегараланган ёпиц (У) 
( ( V ) c z R 3) соуада берилган ва узлуксиз брлса, у  шу соуада интеграл­
ланувчи булади.

18.12-т е о р е м а . Агар f (х, у, г) функция (У) соуада чегаралан­
ган ва бу соханинг чекли сондаг ноль уажмли сиртларида узилиш- 
га эга булиб, цолган барча нуцталарда узлуксиз бдлса, функция (V) 
да интегралланувчи булади.

4. Уч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Уч каррали ин- 
теграллар з̂ ам ушбу бобнинг 5-§ ида келтирилган икки каррали ин­
тегралнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

Г . f (х, у, z) функция (У) созвала берилган булиб, (V) соз^а ноль 
хажмли (S) сирт билан (1/х) ва (V<¡) сохаларга ажратилган. булсин. Агар 
/  (х, у, z) функция (V) да интегралланувчи булса, функция (У,) ва (V2) 
соз^аларда хам интегралланувчи булади, ва аксинча яъни /  (х, у,  z) 
функция ( K J  ва ( V 2) со^аларнинг хар бирида интегралланувчи булса, 
функция (К) да хдм интегралланувчи булади. Бунда

Г Г Г /  (х, у, z) dV =  f f f f (х, у , z) dV +  J J f  /  (x, у, z) dV 
fr) <V,j

булади.
2°. Агар f (x, y,  z) функция (I/) да интегралланувчи булса, у холда 

c - f  (х, у,  z) (с — const) функция з̂ ам шу сох.ада интегралланувчи ва 
ушбу

JfJ  с f  (х, у, г) dV =  с _[[[ /  (х, у, z) dV 
( V )  f r )

■формула уринли булади.
3°. Агар f (х, у , z) ва g (х, у,  z) функциялар (У) да интегралла­

нувчи булса, у ^олда f (х, у, z) ±  g  (х, у, z) функция з̂ ам шу со.^ада 
интегралланувчи ва ушбу
J f f  [/ (х, у,  z) ±  g  (х, у,  2)1 dV =  f f f /  (х, у, z) dV ±  fjf g  (х, у ,  z) dV
(У) (V) (V) "

формула уринли булади.
4°. Агар f (х, у, z) функция (V) да интегралланувчи булиб, 

Y  (х, у, z) £ (V) учун f  (х, у, z ) >  0 булса, у :х;олда
J ff  /  (х, у, z) dV >  0
(V) i

булади.
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5°. Агар f i x ,  у,  г) функция (V) да интегралланувчи булса, у хрл- 
да jf(x, у,  z)! функция хаМ шу сохада интегралланувчи ва

II \ \ f ( x ,  у ,  Z) у , Я ) Ш
i v )  ' (V)

булади.
6°. Агар f i x ,  у, г) функция (V) да интегралланувчи булса, у хрл- 

да шундай узгармас р (/п < р < М ) сон мавжудки,

У’ z) dV =  F ' V
(V)

булади, бунда V — (V) со^анинг ^исми.
Т .  Агар f ( x ,  у ,  г ) функция ёпи^ (V) сохада узлуксиз булса, у 

хрлдз бу сохада шундай (а, Ь, с) £ (V) ну^та топиладики,

J [ ] 7 (х, у, z)dV =  f{a,  Ь, c)-V
(V) 

булади.
5. Уч к а р р а л и  и н т е г ра  л л а рн и х и с о б л а ш .  f ix,  у ,  z) 

функция (У)={ (х, у , г) (Е (/?3: а <  х <  Ь, с <  у  <  d, е <  z <  /} сохада 
(параллелепипедда) берилган ва узлуксиз булсин. У холда

Ь (I I

'j f - f f(x,  у, z) dV =  fj j'( j  /(.v, y, z) dz) dy | dx
(V)  a c e

булади.
Энди (V) ((К) с : R3) со^а—пастдан z=i[)t (х, у), юкоридан z=\j)2(x, у  

сиртлар билан, ён томондан эса Oz укига параллел цилиндрик сирт) 
билан чегзраланган соха булсин. Бу соханинг Оху текисликдаги проек- 
цияси эса (D) булсин.

Агар /(х , у, z) функция шундай (V) сохада узлуксиз булиб, г — 
= ,$i (х > У), 2г=г 2̂ (х, у) функциялар (D ) да узлуксиз булса, у хрлдэ

Ч>2(Х. у)
У' Ẑ dV =  И (  I  f(x,  у ,  z )dz  dx dy

\V) (D) Ф i(x,y)
булади. Агар юкоридаги хрлда (D) =  {(x, y ) £ R 2: a <  x <  b, фх(х) <  
< у < ф 2(х)} булиб, ф^х) ва ф2(х) функциялар [а, Ь\ да узлуксиз бул­
са, у хрлда

Ь ф2 (х) (.«, i/)

у, z) dV =  Jj J' (j* f{x, y, z )dz)dy]dx .
(V) а Ф1 (x) if, (x. y)

6 . У ч к а р р а л и  и н т е г р а л л а р д а  у з г а р у в ч и л а р н и  а л -  
м а ш т и р и ш .  Уч каррали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш 
ушбу бобнинг 7-§ да келгирилган икки каррали интегралларда узга­
рувчиларни алмаштириш кабидир. Шуни ^исобга, олиб,, к,уйида уч кар­
рали интегралларда узгарувчиларни алмаштириш формуласини келтириш 
билан кифояланамиз.

f ix,  у, z) функция (V) ((V’)c zR3) сохада берилган ва узлуксиз бул­
син, (V) соха эса силли^ ёки булакли-силлик; сиртлар билан чегара- 
ланган булсин.
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х = с р  (и, V, да),)
У =  !])(«, V, да), 
г = х (ы , V, да),]

система (А) ((Д)с=/?3) сохани (I/) сохага акслантирсин ва бу аксланти- 
риш 7-§ да келтирилган 1°—3°-шартларни бажарсин. У хрлда

Щ  / ( * .  У. 2) с г ! / = |  [ | / ( ф ( « ,  у, да), \|>(ы, у, да), х (« ,  у, йу)) | / |й « с Ы д а  
(V) (А)
булади, бунда

Ушбу

дх дх дх
ди ди д'(ю
ду ду_ ЛК -
ди до див
дг дг дг
ди. ди дни

7. У ч  к а р  р а л  и и н т е г р а л  н и н г  б а ъ з и  бир т а т б и ^ л а р и .  
Уч каррали интеграл ёрдамида Я3 фазодаги жисмниНг х^жмини, жисм- 
нинг массасини, инерция моментларини топиш мумкин.

1 9 - В О  Б

ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Юкрридаги бобда Риман интеграли тушунчасини икки узгарувчили 
функция учун кандай киритилишини курдик ва уни ургандик. Шуни 
хам айтиш керакки, куп узгарувчили функциялар учун интеграл ту- 
шунчаси турлича киритилиши мумкин. Биз куйида келтирадиган эгри 
чизикли интеграллар ?̂ ам конкрет амалий масалалардан пайдо булган- 
дир.

1- §. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар

1. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .
Текисликда бирор содда АВ* (А =  (аи а2) £ Я 2, В =  (Ьу, Ь2) £ Я 2) эгри 
чизикни' (ёйни) олайлик. Бу эгри чизивда икки йуналишдан бирини 
мусбат йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб ^абул ^илайлик 
(24- чизма).

* Айтайлик, х = ф  (¿), у =\|>(/) функцияларнинг \ар бпря (а , |3)да берилган бул- 
син. Бу функциялар (а , Р) да ф'(<), •ф'(/) з^осилаларга эга ва улар узлуксиз булиб, 
ф’2 (О +  V 2 й > 0  булсин.

№  текисликдаги ушбу

{(-V. у ) £ Я 2: х = ( р(г), г/ =  ф (0 , ¿6 (а , Р)} 
туплам содда эгри чизщ  деб аталади.- Содда эгри чизш^ узунликка эга булади.

335



24- чизма

АВ эгри чизи^ни А дан 
В га к а раб А0 =  А, А и  
А2, ■ ■ ■ , Ап=  В(А к — (хк , 
у к) £ А В ,  к —О, 1, . . . , п,
Л  =  (* о .  У о )=  (а 1 ’ а з)>

=  (хпг у  г) =  (̂ 1. ^)) Н'укта- 
лар ёрдамида п та булакка 
буламиз. Бу Ас, А1г . . .  ,

Ап нукталар система«! АВ  
ёйининг булиниши деб ата- 
лади ва у

Р  =  {Лв, А1г . . . , А п}
—-О»-’—а ^
* каби белгиланади Л* 

ёй (булиниш ёйлари) узун- 
ликлари Д.?/; (к — О, 1»

. . . , п) нинг энг каттаси Р  булишнинг диаметри дейилади ва у ^  
билан белгиланади:

А,р — гпах {Ая̂ }.
/е

Равшанки, АВ эгри чизик и и турли усуллар билан исталган сонда бу- 
линишларини тузиш мумкин.

АВ эгри чизи^да /(х , у) функция берилган булсин. Бу эгри чн- 
зикнинг

Р  =  {А0, Ах, . . . ,

булинишини ва унинг >сар бир Ак Ак+1 ёйида ихтиёрий С>к — (1к, л*)

«г*=(1к. 1. 6 = 0 ,.  1, . . . , п )  нукта оламиз. Берилган функ-
циянинг (¿к= ( £ к, \ )  нуктадаги /(зй, %) кийматини АкАк+1 нинг А зк 
узунлигига купайтириб цуйидаги йигиндини тузамиз:

П— 1
(19.1)

Энди АВ эгри чизикнинг шундай
Ри Р„  . . . ,  Р т. . . .  , (19.2)

булинишлари кетма-кетлигини караймизки, уларнинг мос диаметрлари- 
дан ташкил топган

• • • > ^Рт> •

кетма-кетлик нолга интилсин: А,Р 0. Бундай булинишларга нисбатан
(19.1) каби йигиндиларни тузиб, ушбу

° 1> СТ2> • • • > °т> • • ' ■»
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кетма-кетликни хрсил киламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнинг хар 
бир х;ади ^ = ( 1*, г1к) нукталарга боглик.

19.1-таъриф . Агар АВ эгри чизикнннг хар кандай .(19.2) куриниш. 
даги булинишлари кетма-кетлиги {Рт } олинганда х;'..м. унга мое йигин- 
дилардан иборат {сгт } кетма-кетлик (¡^, 1цк) нуцталарнинг танлаб оли- 
нишига боглик булмаган хрлда ^амма ¡¡акт битта I сон ¡ а интилса, бу 
сон а йигиндининг лимита деб аталади ва

Н т  а  =  Н т У  / . ( ! * >  —  ^  ( 1 9 . 3 )
Яр -*0 Яр ->0* я—О

каби белгиланади.
(19.1) йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин.
19.2-таъриф. Агар сони олинганда х̂ ам шундай 6 > 0  то- 

пилсаки, А В эгри чизикнинг диаметри Яр< б  булган хар ^андай Р  бу-

линкши учун тузилган ст йигинди ихтиёрий (1к, т)й) (Е АкАк+1 нукталарда

¡а — /) <  е

тенгсизликнн бажарса, /  сон а йигиндининг 0 даги лимита деб 
аталади ва (19.3) .каби белгиланади.

(19.1) йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19 .3 -таъриф . Агар Хр-+0  да сг йигинди четли лимитга эга булса,

у хрлда /  (х , у) функция АВ эгри чизик буйича интегралланувчи де- 
йилади. Бу лимит /(х, у) функциянинг эгри чизи^ буйича биринчи. 
тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва у

¡¡(х,  У) йЗ
А В

каби белгиланади.
Шундай килиб, киритилган эгри чизикли интеграл тушунчасининг 

узига хослиги каралаётган икки аргументли функциянинг берилиш со-
х,аси текксликдаги бирор АВ эгри чизик эканлигидир. Крлган бошка 
мулохаза’'ар (булинишларининг олиниши, булаклардан ихтиёрий нук- 
та танлаб интеграл йигинди тузиш, тегишлича лимитга утиш) юкррида 
киритилган интеграл тушунчалари сингаридир.

2. У:: л у к  си з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и л иг 
и н т е г р а л и . .  Энди биринчи тур эгри чизикли иитегралнинг мавжуд 
булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз. Ю^о- 
рида кептирилган 19.3-таърифдан куринадики, биринчи тур эгри чи­
зикли интеграл АВ эгри чизикка ^амда унда берилган / ( х , у) функ- 
цияга богли^ булади. Демак, интегралнинг мавжуд булиши шартшш
АВ эгри чизик; х,амда / ( х , у) функцияга ^уйиладиган шартлар ор^зли 
топиш керак булади.
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Фараз цилайлик, АВ эгри чизик, ушбуxy%ytl <0s:s5:S) < 1 9 ' 4 )

система билан берилган булсйн. Бунда s — AQ ёйининг узунлиги (Q =
=  (х, у)£  АВ), $  эса АВ нинг узунлиги. f(x, у) функция шу АВ эгри 
чизщда берилган булсин, Модомики, x = x ( s ) ,  у  — y(s) (0 < s < 5 )  
экан, унда (х, у) =  [  (х (s), y(s)) булиб, натижада ушбу

/  (x(s), y(s)) =  F(s) (О <  s <  S) 
мураккаб функцияга эга буламиз.

АВ эгри чизикнинг Р  =  {Л0, А}, . . . , A J  булинишини ва ^ар бир 

AkAk+1 да ихтиёрий Qk =  ( |fe, r\k) нуктани олайлик. Дар бир А к ну^та- 

га мос келздиган AAk нинг узунлиги sk, ^ар бир Qk нук;тага мос кела-

диган AQk нинг узунлиги s*k дейлик. Равшанки, AkAk+l нинг узунлиги 
sk + i ~  sfe =  Asfe булади.

Натижада Р булинишга нисбатан тузилган

ft=о

йиншди ушбу

2  №  =  2  / ( * ( $ ,  < /($ ) 'А s ^ ^ F i s ^ - A s ,
ft=0 fr=0 k=0

куринишга келади. Демак,

°  =  S 1/7(sP '" 'As*. (19-5)
fc=0

Бу йириндини [0, 5] ораликдаги /•’(s) функциянинг интеграл йигиндиси 
(Риман йигиндиси) эканлигини пай^аш ^ийин эмас (^аралсин, 1-^исм, 
9 -боб, 1-§).

Агар f(x, у) функция АВ эгри чизивда узлуксиз булса, у ^олда 
F (х) функция [О, 5J да узлуксиз булади. Демак, бу хрлда F (s) функ­
ция [0, 5] да интегралланувчи:

lira ^  F(sk}'Ask — \F(s)ds .  (19.6)
V -"0 fc=0 ' О

Шундай килиб, (19.5), (19.6) муносабатлардан Кр ->  0 да а йдаин- 
дининг лимити мавжуд булиши ва

lim о =  f F (s) ds
Хр —>0 о

эканлигини топамиз. Натижада куйидаги теоремага келамиз.
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19 . 1- те оре ма .  Агар f ix,  у) функция АВ эгри чизикда узлуксиз
булса, у  холда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича биринчи т у р  
эгри чизщли интеграла мавжуд булади ва

s
J /(* , у) as =  J  /  (х (s), y(s))ds

А В  0
булади.

Бу теорема, бир томондан узлуксиз функция биринчи тур эгри чи- 
зикли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан 
бу интегралнинг аник интегралга (Риман интегралига) келишини кур- 
сатади.

1 9 . 1 - э с л а т ма .  Эгри чизи^ли интеграл тушунчаси билан Риман 
интеграли тушунчасини солиштириб, уларнинг хар иккаласи йигинди- 
нинг лимита сифатида таърифланишини курдик. Айни пайтда бу тушун- 
чаларнинг фар^ли томони хам бор. Ушбу

° =  s  f £ k, 4k)-&sk (19.5)
к~0

йигиндидаги A sk хар доим мусбат булиб, АВ эгри чизикшшг йунали- 
шига боглик эмас. Демак,

X  /  (х, у) ds =  X  / (х, у) ds.
А В  ВА

3. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ^ л и  и н т е г р а л л а р н и н г  хос-  
с а л а р и .  Юкорида курдикки, узлуксиз функцияларнинг биринчи тур 
эгри чизикли интеграллари Риман интегралларига келади. Бинобарин, 
эгри чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хос- 
саларга эга булади. Шуни эътиборга олиб, эгри чизикли интеграллар­
нинг асосий хоссаларини санаб утиш билан кифоялэнамиз.

(19.4) система билан аникланган А В эгри чизикда /  (х, у) функция 
берилган ва узлуксиз.

1°. Агар А В =  АС  +  СВ булса, у холда
/  (х, у) ds = J ^  /  (х, у) ds +  j  /  (х, у) ds

А В  АС  'СВ
булади.

2°. Ушбу
j  c f(x, y)ds  — с [ j (x,  y)ds  (с =  const)

'a b  А В
тенглик уринли.

АВ эгри чизикда f(x, у) функция билан g(x,  у) функция ^ам берил­
ган ва у узлуксиз булсин.

3°. Куйидаги
i [fix, у) ±  g(x,  у)] ds =  j  f (x,  и) ds ±  j' g(x, y)ds

А В  А В  A B
формула уринли булади.
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4°. Агар Y (.t, y ) £ A B  да ¡(x, y) >  О булса, у холда

[ /  (x, y) ds >  O

Л В

булади.
6o. Шундай (сх, c2) £ A B  нукта топиладики, 

J  f(x,  y)ds  =  / ( c 1, c2)-S
Л В

булади, бунда 5 — /Ш нинг узунлиги.
6°.хосса урта к.иймат х;а^идаги теорема деб аталади.
4. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и ^ л и  и н т е г р а л л а р н и  ^ и с о б -  

ла ш.  Биринчи тур эгри чизи^ли интеграллар, асосан Риман интеграл- 
ларига келтирилиб ^исобланади. КЦорида келтирилган 19.1-теоремага
кура АВ эгри чизи^ ушбу

система билан берилганда (бунда s — ёй узунлиги) га f(x, у) функция
шу АВ да узлуксиз булганда эгри чизшуш интеграл. Риман интегралига 
келди. Демак, бу Риман интегралини з^исоблаш натижасида эгри чизи^- 
ли интеграл топилади.

Энди АВ эгри чизик; ушбу

система билан (параметрик формада) берилган булсин. Бунда ф(0. "Ф(О 
функциялар [а, (3] да ф ' (О, "ф' (0 хрсилаларга эга ва бу хосилалар шу 
ораливда узлуксиз з^амда (ф(сс), я|>(а))=Л ва (фф), я[;(В))=В булсин.

Равшанки, (19.7) система [а, РЗ ораликни АВ эгри чизикка акслан-

(19.7)

тиради. Бунда ]у, S] с :  [а, р; нинг А В чизиедаги АуА6 аксининг узун­
лиги

б

булади (^аралсин, 1- кием, 10- боб, 1-§). 
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1 9 .2 -т ео р ем а . Агар ¡(х, у) функция АВ да берилган еа узлуксиз  
булса, у  холда

Р ____________ _
[ }(х,  г / ) ^  =  |  / ( ф ( 0 .  'Ф О О )  ] /  ф ' 2 ( 0  +  Ф ' 2 ( 0  л  С 1 9 - 8 )  

¿ в
булади.

И с бот.  [а, р] оралицнинг
Р  *= { / 0 , . . .  , / я } ( а  =  / 0 <  / , <  . . . <  =  Р )

булинишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи ну^талари tk(k — О, 1,

. . . , п) нинг АВ даги мое аксларини АкЦг — 0, 1, . . . , п) дейлик.

Равшанки, бу Ак{к. =  0, 1 нукталар Л/5 эгри чизикнинг
{Л0, Л„ . . . ,

булинишини хосил цилади. Бунда Ла =  (ф(^), \Ь (¿к)) (6 =  0, 1, . . . , п) 

ва ЛАЛА+1 нинг узунлиги
(4+1

А 5 а =  |  У ф ' 2 ( / )  + ф ' 2 ( 0 Л

булади. Урта ^иймаг хадидаги теоремадан фойдаланиб куйидагшш то- 
памиз:

А 3/г ~  V Ф (Т/г) Ф ( \ )  ' (4+ 1  4 )  = У Ф (Т*) (Та )'^ ^ »

бунда т6<  *А+1. Энди ф (г^ =  -ф (тА) =  % деб оламиз. Равшанки,

(1к, г\^)£АкАк̂ х(к =  0, 1, 2, . . .  п —  1) булади. ЛВ эгри чизицнинр 
юкорида айтилган

{А1У А1у . . » , Л„} 

булинишини ва хар бир АкАк+] да ( |й, т^) нуктани олиб,

к=О
й и р и н д и н и  тузамиз. Уни куйидагича хам ёзиш мумкин:

0 = = 2  /(?*• % )А5А =

=  2 Ж ) -  Ж »  ]/"ф '2(т^) +  ф'2(г,) А/*, (19.8)
£=0

Бу тенгликнинг унг томонидаги йиринди /  ( ф  ( / ) ,  " ф ( /) ) -  ] / ~ ф ' 2 ( / )  +  ф ' 2 ( / )  

функпиянчнг [а, Р] ораликдаги Риман йигиндисидир.
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Шартга кура /(х , у) ва ф /(/), ip'(t) функциялар узлуксиз. Демак, 
мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага кура /  (ф (/), 
■ф (0) ва демак, / ( ф(0 , ^ ( 0) '  | ф'2 (() +  ф'2 (t) функция [а, |3] ораликда 
узлуксиз. Демак, бу функция [a, fi] да интегралланувчи булади. Яънн

П—\ _______________
1 itn а  2  f <(P Ы -  Ф (т&)) ] / Ф'2 (т.) +  ф'2 (т.) A t k =

m ax {A tk ¡-> 0  '  * *

P ______________-___
=  ]7(<p(0, ^ ( 0) V  ф'2(0 +  ф,2(0 Л-

а

Модомики, х =  ф (/), у =  ф (0 функциялар [а, Р! да узлуксиз экан,
унда max { A / J О да Axfe->-0, А у к->~ О ва демак, As, ->-0. Бунданk
эса Хр -)-0  булиши келиб чикади. (19.8) муносабатдан фойдаланиб

р -------------------
lim а  =  ' /  (ф (/), ij) (/)) К Ф,2( / ) + ф '2(/) (it
Хр -+о •’^ а

булишини топамиз. Бу эса

f /  (х, у) ds =  f  /  (ф (0 , -Ф (/)) К ф '2(/) +  ф'2(0 ^ ■
лв “

эканини билдиради. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан к;уйидаги натижалар келиб чикади.
19. 1- натижа .  АВ эгри чизик; ушбу

у  =  у(х) (а <  х <  6, у ( а ) = А ,  у  (Ь) =  В)
тенглама билан аникланган булиб, у  (х) функция [а, Ь\ да хрсилага эга
ва у узлуксиз булсин. Агар f(x, у) функция шу А В да берилган ва 
узлуксиз булса, у ^олда

ь _________
J /  (х, У) ds =  J /  (х, у (х)) у  1 +  у ,2(х) dx (19.9)

А В  а
булади. ^

1 9 .2 -н ати ж а. АВ эгри чизик; ушбу
Р  =  9  (0 )  (9 0 <  9  <  0 i )  

тенглама билан (кутб координата системасида) берилган булиб, р(9) 
функция [90, 0j] да хосилага эга ва у узлуксиз булсин. Агар /  (х, у)
функция шу А В да берилган ва узлуксиз булса, у холда

е. -----------
j f{x,  y )ds  =  \  f (p cos 0, p sin 9) ] /  p2 _ j_  p'2 d g (19.10)

~АВ
булади.

Бу натижаларни йсботлашни укувчига хавола этамиз.
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эгри чизиклн интеграл ^исоблаисин, бунда А В — маркази координата бошида, радиу- 
си г >  0 га тенг булган айлананинг юк;ори ярим текисликдаги ^исми.

Равшанки, бу АВ  эгри чизиц|цуйидаги

система билан ани^ланади. АВ  да /  (ж, у) =  У~х2 ■+ У2 =  V {гc° s t f  +  (/-s in  t f  функ­
ция узлуксиз. Демак,

5. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к  л и и н т е г р а л л а р н и н г  баъ-  
з и  бир  т а т б и к л а р и. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрда- 
мида ёй узунлигини, жисмнинг массасини, огирлик марказларини топиш 
мумкин. Куйида биз биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
ёй узунлиги кандай хисобланишини курсатамиз.

Текисликда содда АВ эгри чизик берилган булсин. Бу чизивда
f ix,  у) =  1 функдияни карайлик. Равшанки, бу функция АВ да узлук­
сиз. f ix, у) функциянинг биринчи тур эгри чизикли интеграли таъри- 
фидан куйидагини топамиз:

система билан берилган АВ  чизикнинг узунлиги топилсин. Бу чизи^ астроидани ифо- 
дала иди.

(*) формулага кура астроиданинг узунлиги

Я

J  У  X2 +  у2 ds =  [ У  (г cos /)* -j- (г sin ¿)2 • У  (г COS ¿)'2 +  ('’sin t)"í dt —

— г2 j dt  =  я  г3 
b

булади-.

Демак,
(*)

А  В

М и с о л .  Ушбу
х =  x( t )  =  a cos31 
У =  У (0  =  a sin31



буладн. Астроида координата ук;ларига нисбатан симметрик булишини эътиборга 
олиб, юь;орида келтирилган (19.8) формуладан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

я
г я / 2 _____________ г ___________________ ______________________

^¡^¿5 =  4 | “>/"лг'2 (̂ ) -¡- ¿/'2 (/) Ц  —  4  ̂ У~{—  За соб2/-эт  /(2 -{-(Завт2 Ь соьЬ)2 сК =  
л в  о О

Я/2 ------ ---------------------  П/2 я/2(' /  9 а2 /  соэ 2 /  \
4 | | /  вт*  2/ Л =  6 а I 51П 21сН — 6 а ( — —- — |

о о
=  6 а.

О

2- §. Иккинчи тур эгри чизицли интеграллар

1. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к; л и и н т е г р а л л а р  т а ъ р и ф и .  
Текисликда бирор содда АВ эгри чизи^ни ка рай лик. Бу эгри чизикда 
[(х, у) функция берйлгаи булсин. АВ эгри чизикнинг

Р  =  {А0, Л ,------ -- Ап}

булинишини ва унинг хар бир АкАк+, {¡г =  0,1, . . .  , я — 1) ёйида их-

тиёрий (¿к =  (?А„ т]/г) нуктанн ((¿к =  (£й, %) € Л ,Д + |, й =  0, 1, . . .  п — 1) 
олайлик. Берилган функциянинг (¿,г =  (с;г, г];() ну^тадаги /  (?,,, г|/;) к,ий-

матини Л/ьЛА+1 нинг Ох(Оу)  увдаги А хк( А у к) проекциясига куиайти- 
риб куйидаги йириндини тузамиз:

а ' =  2 / ( ^ .  =  ( i9. i l )
&=0 &=0

Энди /15 эгри чизикнинг шундай
Л . Р2. ------ р т , . • • (19.12)

булинишлари кегма-кетлигинн ^араймизки, уларнинг диаметрларидан 
ташкил топган мое

кетма-кетлик нолга интилсин:
-> о .* т

Бундай булинишларга нисбатан (19.11) каби йириндиларни тузиб уш5у
о-;, о', . . . , ат, . . . « ,  < ,  . . . , а"т, . . .)

кетма- кетликни х<осил циламиз. Равшанки, бу кетма- кетликнинг >̂ ар 
бир хади, хусусан, (1к, г\к) нуцталарга х.ам безлик;.

19.4-т а ъ р и ф .  Агар АВ эгри чизикнинг хар кандай (19.12) кури- 
нишдаги булинишлари кетма-кет лиги {Рт} ’ олинганда 5̂ ам, унга мос 
йириндилардан иборат {а'и} ({сг̂ }) кетма-кетлик (£к, г),г) нукталарнинг

((?{., Лй) € АкАк+1) танлаб олинишига богли^ булмаган равишда х;а\ша 
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вацт битта Г  сонга (/"  сонга) интилса, бу сон о'(а") йигинданинг т 
мити деб аталади ва

lim о'  =  lim §  (fo . r|*)-A ж* =  / '-►О Лр —>() J

(lim о" =  lim 2  / (5ц. % )'А Ук =  П  (И). 13)
Ар г->0 Яр —> 0 &—о

каби белгиланади.
а ' ( О  йигиндининг бу лимитини куйидагича хам тэърифлаш мумкип
19. 5- таъриф.  Агар V е > 0  олинганда з̂ ам, шундай б > 0  топил

саки, АВ эгри чизщнинг диаметри Хр <  5 булган х;ар цандай Р  були 
ниши учун тузилган о'(а") йдаинди учун ихтиёрий ( lk, r)fe) ну^талардл

СС̂/е» %) € t̂Ak- -̂v  ̂ ол> • • • > n 1)

lo' — Г\  <  s (\о" — I"| <  е )

тенгсизлик бажарилса, / '  сон (/" сон) а ' йигиндининг (а" йириндшпнп) 
‘кр-*- 0 дога лимита деб аталади ва (19.13) каби белгиланади. 

Йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19. 6- таъриф.  Агар к р- + 0  да сг' йигинди (а" йдаинди) чеклн ли

митга эга булса, у зфлда f(x, у) функция АВ эгри чизик; буйичл ин
тегралланувчи дейилади. Бу лимит f(x, у) функциянинг АВ эгри чп 
зик; буйича иккинчи тур эгри чизщли интеграла деб аталади ва у

J /  (х, у) dx (J f (х, у) dy)
А В  А В

каби белгиланади. Демак,

г Л~1J ./ (х, у) dx  =  lim a = l i m  2  /(£*. % ) ' А %
Ар  ”*о kp-rO k ,,,0

|  f{x, у) dy  =  lim а" =  lim 2  /№*. Л*)-Ay*.
_>0 V ->’0 f t=0

Шундай иуилиб', ,45 эгри чизиада берилган f(x, у) функциядаи иккптл 
Ох у^идаги проекциялар воситасида ва Оу уцидаги проекциялар воситл 
сида олииган иккинчи тур эгри чизикли интеграл тушунчалари кнрп 
тилди.

Фараз цилайлик, АВ эгри чизиеда иккита Р(х, у) ва Q(x, у) фупк 
циялар берилган булиб, f Р(х, у) dx, j  Q (х, y ) d y  лар эса уларнипг

А В  А В
кккинчи тур эгри чизикли интеграллари булсин. Ушбу



йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумии куриниши 
деб аталади ва

J Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy
А В

каби ёзилади. Демак,
I  Р(х,  y )dx +  Q(x , //)dy  -•= \ Р(х,  y ) d x + - f Q ( x ,  y)dy

'а в  А В  А В

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан к;уйидаги натижалар 
келиб чикади.

19.3- на т и ж а. Иккинчи тур эгри чизшуш интеграл эгри чизикнинг 
йуналишига боглик, булади.

Шуни исботлайлик.
Маълумки, АВ эгри чизикда иккита йуналиш (.А нуктадан В нук-

тага ва В нуктадан А нуктага) олиш мумкин (АВ, В А, А ф Б ) .
АВ эгри чизикнинг кщоридаги Р  булинишини олиб, бу булинишга 

нисбатан (19.11) йигиндини тузамиз:

° г =  2  /  ■А xk КА ч  =  **+1— х^
ктО

Айтайлик, 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булеин. Демак,

lim ^  ftëk’ \ ) ' A x k =  f f ( x’ У)dx - (19.14)Яр ->o
F ЩЖ ■ A B

Энди АВ шшг уша P  булинишини ^амда jçap бир AkAk+x даги уша

(?*, Л*) нуцталарнн олиб, АВ эгри чизикнинг йуналишини эса В дан 
А га i^apaô деб ушбу йигиндини тузамиз:

а ' -- V  f ( l k, \ ) - ( x k — xk+l). 
к 0

Яр-> 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булса, у таърифга бииоан 
ушбу

j  f(x, у) dx
ВА

интеграл булади:
__ п —  1

lim о ' =  lim У  f  ( lk, \ ) - ( x k — xk+1) =  f f (x, y)dx.

Агар

° ' =  2  /  '(& %) ■A xk =  — 2  f (Ц- %) ' (xk — h + 1) =  -  ° '
k^Q k=Q {.
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лимита эга булишидан о' йигиндининг ^ам чекли лимитга эга булиши 
ва

Ига а' =  — lim а'
hp —*0 О

тенгликнинг бажарилишини топамиз. Демак,
J /  (х, y )dx  =  — [ /  (х, у) dx.

'в а  А В

Худди шунга ухшаш
J f{x, y )dy  =  — J f(x, у) dy 

"в а  л в

булади.
19 . 4- натижа .  АВ эгри чизи^ Ох укига (Оу у^ига) перпендику­

ляр булган тугри чизиц кесмасидан иборат булсин. f  (х, у) функция шу 
чизщда берилган булсин.

У хрлда
J fix,  у) dx (J fix,  y )dy)

'ав  ~a b

мавжуд булади ва
J fix,  у ) dx =  О (J f ix,  y )dy  =  0).

а в  а ~в

Бу тенглик бевосита иккинчи тур эгри чизи^ли интеграл таърифидан 
келиб чи^ади.

Энди АВ — содда ёпи^ эгри чизик; булсин, яъни Л ва В ну^талар 
устма-уст тушсин. Бу ёпи^ чизи^ни К  деб белгилайлик. Бу содда 
ёпик; чизщущ хам икки йуналиш булади. Уларнинг бирини мусбат йу- 
налиш, иккинчисини манфий йуналиш деб ^абул цилайлик. Шундай 
йуналишни мусбат деб ^абул циламизки, кузатувчи ёпик чизик; буйлаб 
харакат килганда, ёпик чизик 
билан чегараланган соха унга 
нисбатан ^ар доим чап томон- 
да ётсин.

Фараз ^илайлик, К  содда 
ёпи^ чизиеда f(x,  у) функция 
берилган булсин. Бу К  чизик- 
да ихтиёрий иккита турли ну^- 
таларни олиб, уларни Л ва В 
билан белгилайлик. Натижада
К  ёпик чизи^ иккита АаВ ва
ВЬА чизи^ларга ажралади (25- 
чизма).

эканлигини эътиборга олсак, у зфлда Хр ->-0 да а' йигиндининг чекли

В

25- чизма
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 ̂ /  (X, у) Ах +  I  /  (х, у) Ах

Ушбу

А а В  ВЬА

интеграл (агар у мавжуд булса) /  (х, у) функциянинг К  ёпик чизик 
буйича иккинчи тур эгри чизщли интеграла деб аталади ва

/  (х, у) Ах ёки I* /  (х, у) Ах 
'к к

каби белгиланади. Бунда К  ёпик чизикнинг мусбат йуналиши олинган. 
(Бундан буён ёпик чизик буйича олинган интегралларда, ёпик, чизик; 
мусбат йуналишда деб караймиз.) Демак,

С /  (х, у) с1х =  ( /  (х, у) йх +  [ /  (х, у) Ах.
К  А а В  ВЬА

Худди шунга ухшаш

[ /  (х, у) Ау
к

^амда, умумий хрлда

[ Р (х, У) Ах +  Я (х, у) Ау
к

интеграллар таърифланади.
АВ фазовий эгри чизик булиб, бу чизиеда f  (х, у, г) функция бе-

рилган булсин. Юкрридагидек, /  (х, у, г) функциянинг АВ эгри чиз>щ 
буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграллари таърифланади ва улар

[ / (х, у, г) Ах, [ / (х, у, г) Ау, [ / (х, у, г) Аг
А В  'Х в  'АВ

каби белгиланади. Умумий хрлда АВ  да Р  (х, у, г), Q (.г, у, г) ЯЦх, у, г) 
функциялар берилган булиб, ушбу

|  Р (х, у, г) Ах, [ Я (х, у, г) Ау, [ (х, у, г) Аг 
А В  а Ъ  'а в

интеграллар мавжуд булса, у >̂ олда

|  Р  (х , у, г) Ах +  | <2 (х, у, г) Ау -\- \ Я (х, у, г) Аг 
а в  'а в  'а в

йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши 
деб аталади ва у

[ Р (х, у ,  г) Ах +  <2 (х , у, г) Ау +  Я (х, у, г) Аг 
а в
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f Р (х, у, z )d x  +  Q (х, у, z) dy  +  R (х, у, z) dz =  f Р (х, у, z) d x +
А В  ~АВ

+  j  Q(x, у, z) dy  +  J  R (x, y, z) dz.
'a b  a b

2. У з л у к  с и з  ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  э г р и  Ч И З И К ли 
и н т е г р а л и. Энди иккинчи тур эгри чизи^ли интегралнинг мавжуд 
булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шугуллаяамиз.

Фараз ^илайлик, АВ эгри чизи^ ушбу

( 1 э л 5 )у =  Ф  (О  J
система билан (параметрик формада) берилган булсин. Бунда <р (/) функ­
ция [а, Р] да ср' (/) хосилага эга ва бу хрсила шу оралик;да узлуксиз, 
ф (/) функция ^ам [ос,. Р] да узлуксиз хамда (cp(a), ip (а)) =  А  ва.(ф(Р), 
■ф (Р)) =  В булсин.

t параметр ос дан р га караб узгарганда (х, у) =  (ф (/), ф (/)) ну^та
А дан В га крраб АВ ни чиза борсин.

19.3-т е о р е м  а. Агар f  (х, у) функция АВ да , берилган ва узлук­
сиз булса, у  цолда б у  функциянинг АВ эгри чизщ буйича иккинчи 
тур эгри чизщли интвграли

[ /  (х, у) dx
А В

мавжуд ва
Р

J  /  (х, у) dx =  j  f  ( ф  (О, Ф (О)-ф' (0 dt
A B  d

булади.
И с б о т .  [a, Pi оралшушнг

P  =  {t0, t v  . (ос — 10 < t { <  . . . < f „  =  P)

булинишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи нукталари tk (k — 0, 1,

. . . , п) нинг АВ даги мос аксларини Ak дейлик (k = 0 ,  1, . . . , п). 
Равшанки, бу Ak ну^талар АВ эгри чизи^нинг

{А0, /1[, . . . , Лп}

булинишини зрсил ^илади. Бундан Ak =  (ф(4)- Ф (tk)) (k =  0, 1, . . . п) 
булади. Бу булиншдга нисбатан (19.11) йигиндини

=  2  f  \ ) - Ah  
k=0

каби белгиланади. Демак,
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тузамиз. Кейинги тенгликда Axk— АкАк+1 пинг Ох укдаги проекиняси
А х к =  x k + i х к =  ф ф (t k)

га тенгдир.
Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:

Ф( ^+ 1) - т ( д  =  ф '(0/г) - ( 4 + 1 - 4 )  =  ф' (е*е [/*, **+,».

Маълумки, ( |fc, \ ) £ А кАк+1 (/г =  О, 1, . . .  п — 1). Агар бу (%г, rjft) 
нуцтага аксланувчи ну^тани xk (xk £ [tk, tk+x\) дейилса, унда

Ik =  Ф (т;г)> Л* =  (Tk)
булади. Натижада о' йигинди куйидаги куринишга келади:

ст' =  2  ^ ф iT*)‘ *  ‘ ф' <9*)•А^-
Энди Хр =  шах {А /л,} ->■ 0 да (бу ^олда Яр х;ам нолга интилади) о'

k
йигиндининг лимитини топиш максадида унинг ифодасини узгартириб 
куйидагича ёзамиз:

о' =  2 / ( ф к ) .  ч> W ) • ф1 (т*)А <*+ 2  ^ ( ф^ ^ (Т̂ [ ф( 0^ ~
Ь=0 к—О

-Ф '(т ,) ] -А  tk. (19.16)

Бу тенгликнииг унг томонидаги иккинчи ^ушилувчини бахолаймиз:
' л -1

| 2  ^ ф 0 fe)> 'I5 (т*)) №' (т*)1 ■А tk | <
k=0п— 1

<  V  | /  (ф (ТА), 1|) (т*)) | [ ф' (0А) —  ф' (тк)  IA t k <
k=\

П— 1
< /И 2 I ф' (°/с) — ф' (т*) I A tk,

fc=0
бунда

М  =  max |/(ф (0 , Ф(0|.

ф'(0 функция И, ¡3] да узлуксиз. У хрлда Кантор теоремасининг на- 
тижасига кура, V  е >  0 олинганда хам шундай б >  0 топиладики,. 
[а, р] орали^нинг диамгтри %'р <  б булган х,ар к,андай Р  булиннш. учун.

I ф' (0,) -  Ф' (\)) < (0*. % € [tk, tk_, 1)
булади. Унда



Н т  2  /  ( Ф  ( т /; ) >  ' Ф  ( т * ) )  [ ф '  ( 0 /г )  — ф 1  ( х к У \ л  к  =  0

Яр—>0 к=0
булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (19.16) тенгликда Кр -*-0 да 
лимит га утиб ^уйидагини топамиз:

НШ О' =  НШ 2  /(Ф (Т*). гИ Т/г)) ф 'Ю  ^ А ^
?'Р " ' •

Демак,

Яр-0  ¿=0

Демак,

[ / ( ф (0. яр(0)ф '(0‘ л .

[ /  (х, у ) ^ х =  |  /  (ф (0 , М) )  ф'  (0 <#•
лв

Теорема исбот булди.
Энди (19.15) системада ф(/) функция [а, |3] да узлуксиз, ¡г(/) функ­

ция эса [а, ¡3] да ф'(/) хрсилага эга ва бу хосила шу ораликда узлук- 
сиз булсин.

19.4-т е о р е  ма.  Агар ¡{х, у) функция АВ да берилган ва узлук­
сиз булса, у уолда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича олинган 
иккинчи тур эгри чизщли интеграла

|  /  (х, у) Ау
А В

мавжуд ва

[ f (х,  у ) ( 1у  =  [ /  (ср (0, Ф(0) Ф' (0 ^  

а в  “
булади.

Бу теорема ю^оридаги 19.3-теорема каби исботланади.
Бу теоремалар, бир томондан, узлуксиз функция иккинчи тур эгри 

чизикли интегралининг мавжудлигини аницлаб берса, иккинчи томон­
дан, бу интеграл аник, интеграл (Риман интеграли) ор^али ифодалани- 
шини курсатади.

АВ згри чизик (19.15) система билан берилган булиб, ф (/), ф (¿) 
функциялар [а, |5] да ф' (/), ф' (0 ^осилаларга эга ва бу хрсилалар уз­
луксиз булсин.

Агар АВ эгри чизшущ иккита Р (х, у) ва <2 (х, у) функциялар бе­
рилган булиб, улар шу чизикда узлуксиз булса, у хрлда

Р
[ Р (х, у) йх +  0. (X, у) й у =  Г р  [ (ф  (/), 1(5 (/)) ф '  ( 0  +

'Хв а
+  <2 (ф (0. Ф (0) Ф' (0] м

булади.

35!



3. И к к и н ч и  т у р э г р и ч и з и к л и и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а -  
ри.  Юкорнда келтирилган теоремалар узлуксиз функцияларнинг иккин­
чи тур эгри чизикли интегралларини, бизга маълум булган ани^ интег- 
грал — Риман интегралларига келишини курсатади. Бинобарин, бу эгри 
чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хоссалар- 
га эга булади. Утган параграфда эса худди шундай мулохаза биринчи 
тур эгри чизикли интеграллар га нисбатан булган зди. Шуларни эъти- 
борга олиб, иккинчи тур эгри чизикли интегралларнинг хоссаларини 
келтиришни ва тегишли хулосалар чикаришни ук;увчига завода этамиз.

4 . И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и  з; и с о б- 
ла ш.  Юкорида келтирилган теоремалар функциянинг иккинчи тур эгри 
чизикли интегралларининг мавжудлигини тасдиклабгина колмасдан улар- 
ни хисоблаш йулини курсатади. Демак, иккинчи тур эгри чизикли ин­
теграллар з̂ ам, асосан Риман интегралларига келтирилиб хисобланади:

3
 ̂ /  (х, у) йх =  ( /  (ф (0, (0) ф' (0 <М, (19.17)

А В  а

[ /  (х, у )йу  =  [ /  (ф (0. гр(0) ф' (0 ^ .  (19.18)
А В

I" Р (х, у) йх +  £? (У, у) с1у =  |  }Р ( ф  ( 0 ,  ( / ) )  ф '  ( 0  +

А В  “

+  < 3 ( ф ( 0 ,  т|)(0) Ч>'(01 М. (19.19)
Хусусан, АВ эгри чизик

У =  У(х) (а ^ Ь )
теиглама билан аникланган булиб, у(х) функция [а, Ь\ да хосилага эга 
ва у узлуксиз булса, (19.17), (19.19) формулалар куйидаги

ь
I* /  (х,  у ) й х  =   ̂/ (х,  у  (%)) йх ,

А В  а
(19.20)

ь
]  Р (х, у) йх +  о. (х, у) йу — | [Р (х, у (х)) +  (2 (х, у  (х)) у' (х)] йх

А В  а

куринишга келади.
Шунингдек, АВ эгри чизи^

х — х{у) (с < у ^ й )  
тенглама билан аникланган булиб, х(у)  функция {с, й\ ораливда хрси- 
лага эга ва узлуксиз булса, (19.18) ва (19.19) формулалар куйидаги

А В  °

|  /  (х, у )йу  =  (х [у), у)йу ,  (19.21)
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j“ Р  (X, у) dx - f  Q (х, y ) d y  — I \P(x(y),  y ) x  (y) +  Q(x(y),  y)] dy
С

(19.22)
A B

куринишга келади.

М и с о л л а р .  I. Ушбу
j у2 dx -j- хг dy

_- x¿
интегрални карай лик. Бунда АВ  — ----- — =  1 эллипснинг ю^ори ярим текисликда-а2 Ь2
ги кисмидан иборат.

Эллипснинг параметрик тенгламаси цуйидагича булади:
х  =  a cos t, 1
у  =  b sin /. J

A  =  (a, 0) ну^гага параметр t  нинг t  =■ 0 киймати, В  =  (— a, 0) нуктага эса t =  л  
^иймати мос келиб, t параметр 0 дан я  гача узгарганда (х, у) ну^та А  дан В  га 
караб эллипснинг юкори ярим текисликдаги кисмипп чизиб чикади. Р (х, у) =  у 2,
Q (х, у) =  х2 функциялар эса А В да узлуксиз. (19.9) формуладан фойдаланиб куйи- 
дагиии топамиз:

л
f у2 dx -j- x 2 dy — j [ b2 sin2 t {— a sin t) +  a2 eos2 ib cos /]  dt —

A B  '«
*  4 

=  ab j (a eos3 t  — b sin3 t)  dt — — _  ab2. 
e 3

2. Ушбу
J 3 x 2y dx +  (*s +  1) dy

A B

интегрални царайлик. Бунда АВ  эгри чвзщ :
а) (0,0) нуцтадан чиккап (0,0) ва (1,1) нуцталарни би рлаштирувчи турри чнзш' 

кесмаси,
б) (0,0) дан чикцан (0,0) ва (1,1) нуцталарни бирлаштирувчи у — л2 парабола- 

нинг ёйи,
в) (0,0) ну^тадан чивдан (0,0), (1,0), (1,1) ну^таларни бирлаштирувчи синиц чн- 

зи^дан иборат.
Юкоридаги (19.20), (19.21) ва (19.22) формулалардан фойдаланиб ^уйидагиларни 

топамиз:
а) ^олда

1 1
j  Зх2 ydx  +  (ж3 +  1) dy =  f [Зх2х +  (х3 +  1 ) ) d x =  ( (4 x3 - f  \ ) d x =  2,

А В  *

б) з^олда
i з

j Зх2 ydx  +  (х3 -j- 1) dy =  J [Зх2 x2 - f  (х3 4- 1) 2х] dx =  j (5х*-J- 2х) dx =  2,

AM в «
в) з^олда

( Зх2 ydx -f- (х34- 1 ) d y — J  3 x2 ydx~\- {x3 -f- 1) dÿ+  j  3x2 y d x -}• (x3-j- 1 ) dy,
A B  ~AC C i f

бунда AC — (0, 0) ва (1, 0) нуцталарни, СВ —  (1, 0) ва (1, 1) ну^таларни бирлашти­
рувчи TÿFpn чизик кесмаларидан иборат.
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Равшанки,
1

Демак,

|  Зх2 уАх +  (х? +  1) йу == 0, |  Зх2 уйх +  (х* +  1) с1у= _[ 2йу =  2.
'а с  ~(Пз 0

| Зл:2 уйх  +  (х3 +  1) йу  =  2.

'а в

3- §. Грин формулаш ва унинг татбицлари
.

'Маълумки, Ньютон — Лейбниц формуласи /  (х) функциянинг [а, Ъ\ 
орали;-; буйича олинган аник интегралини шу функция бошланрич функ- 
циясининг оралик чеккалари (чегаралари) даги кийматлари ор^али ифо- 
далар эди.

Бирор (О) сохада ((О) с ; Р~) берилган [ (х, у) узлуксиз функциянинг 
икки каррали

[ [ /  (х, у) йхйу
(О)

интегралини тегишли функциянинг шу соха чегарасидаги к;ийматлари 
оркали (аншфори, соха чегараси буйича олинган эгри чизикли интеграл 
ор^али) ифбдалайдиган формула >̂ ам мавжуд. Куйида бу форму лани 
келтирамиз.

1. Г р и н  ф о р м у л а с и .  Ю^оридан у  =  ф2(х) (а < .г- <  Ь) функция 
графиги, ён томонлардан х ■— а, х  =  Ь вертикал чизрщлар ^амда паст- 
дан у г =  Ф] (х) (а <  х Ь) функция графиги билан чегараланган со^а- 
эгри чизикли трапецияни карайлик. Бу сохани (П) билан, унинг чега­
раси— ёпик чизикни д(Р)  билан белгилайлик (26-чизма).

Равшанки, АВ — ф2 (х) функция графиги, ЕС — фх (х) функция гра­
фиги >;амда

д ( 0 )  =  £С  +  СВ + В А  +  АЕ.

Р(х,  у) функция шу {О) сох.ада берилган ва узлуксиз булиб, —- 1—

хусусий хрснлага эга ва 
у х;ам (О) да узлуксиз 
булсин. У хрлда ушбу

д Р — йхйу
Ф)

интеграл мавжуд булади 
ва 18-бобнинг 6-§ идаги 
формулага кура

Л  йхйу
Ф)

дР̂ - й у ) й Х
ду  /а Фл (*)

ду 

<Рг (*)

Я !
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буладн. Энди
Ч>2 М

1 °~̂ Г Н) dtJ =  p  {х' у) V ф2 <А> =  р  (*• Ф* W) -  р  (*. Ф1 (*))J °У ÿ=<Pi (*)Ч>. <•*)
булншинн эътиборга олиб куйидагини топампз:

л ö  í v z ^ ^
í  f  У  d x  d y = \ P  (х, ф 2  ( * ) )  d x — \ P  ( X ,  ф ,  ( л : ) )  Л .

(D) У à а

Ушбу бобнинг 2-§ идаги (19.20) формулага биноан
I] __ ь
J  Р(х,  ф2( x ) ) d x =  j  Р(х,  y ) d x , \ P ( x 1q>1((x)) d x =  j  P(x, y) dx

'лв ЕС
булади. Демак,

ГСd P(x:j \  d x d  I P(x,  y) dx  -  Í P(x, y) dx =

¡У дУ 'Тв Ж

=  — j P (x, y) dx — j P (x , ÿ) dx.

B A  EC

Равшанки,

f P (x, y) dx =  0, \ P  (x , y) dx =  0.
'c b  EA

Бу тенгликларни хисобга олиб куйидагини топамиз:

j   ̂ d x d y  =  —  j  P (x, y) d x —  j P(x, y) dy  — j* P(x, y)dx  —

D) e c ’ c b  Ib a

— j P(x,  y) d x =  — ( j P (x, y) dx +  j P (x, y)dx  +  j" P  (x, y) dx +  

am 'ec cæ ba

-f  j  P (x, y) dx) =  — j P (x, y) dx.

А Е  a ( D >

Демак,

Í Í  d x dy =  — j  P (x , y)dx.  ( 19.23)
<£>) d (D)

Энди, юкоридан y  =  с, пастдан y  — d чизи^лар, ён томондан эса 
x =  фл (у), у  =  ф2 (у) функциялар графиклари билан чегараланган со­
х а— эгри чизикли трапецияни карайлик. Бу сохани (D) билан, унинг



чегараси — ёпик чизш^ни д(В)  
билан белгилайлик (27-чизма).

Я (х, у) функция шу (О) 
сохада берилган. узлуксиз бу-
либ, д 0. (х, у) 

дх
га эга ва бу косила (О) 
узлуксиз булсин. У зфлда

‘ дС1(х, у)

хусусии зфсила- 
да

¡Ду"-Л-&

Я'(О)
дх

■ с1х с1у =

$  (х, у ) йу (19.24)

2 7 -чизма

3(0) 
булади.

Бу формуланинг тугрилиги 
юк;оридагидек муло^аза юри- 
тиш билан исботланади.

Энди I?3 фазода караладиган (О) соха юкоридаги икки хрлда карад- 
ган со^анинг хар бирининг характерига эга булган соха булсин, д (О) 
эса унинг чегараси булсин. Бу (О) сохада иккита Р (х, у) ва ф (х, у)

,  д Р(х, у) д<} {х, у) функциялар берилган, узлуксиз булиб, улар ——-----, ——— - хусу-
сий з^осилаларга эга х,амда бу хосилалар з̂ ам (О) да узлуксиз булсин. 
Равшанки, бу з^олда (19.23) ва (19.24) формулалар уринли булади. 
Уларни з^адлаб кушиб ушбуни топамиз:

йхйу.  (19.25)J  Р  (х, у) с1х +  (-1 (х, у) йх = С 1 д ( Ц х ,  у) д Р ( х ,  у) \

3 1  дх ду )
а (О) Р)
Бу Грин формуласи деб аталади.

Демак, Грин формуласи соха буйича олинган икки каррали интег- 
рални шу со;\а чегараси буйича олинган эгри чизицли интеграл билан 
боглайдиган формула экан.

Биз юкорида Грин формуласини махсус куринишдаги (О) сох,алар 
(эгри чизикли трапециялар) учун келтирдик. Аслида бу формула анча 
кенг сннфдаги сохалар учун х.ам тугри булиб, бу факт у со.каларни 
чекли сондаги эгри чизикли трапециялар йигиндиси сифатида тасвирлаш 
билан исбот ^илинади.

2. Г р и н  ф о р м у л а с и н и н г  б а ъ з и  б ир  т а т б и к , л а р и .  Г.  
Ш а к л н и н г  ю з и н и  т о п и ш .  Грин формуласидан фойдалаииб, ясси 
щаклнинг юзини содда функцияларнинг эгри чизикли интеграллари 
ёрдамида хисобланишини курсатиш ^ийин эмас. ^ а в д а та н  з̂ ам, (19.25) 
формулада Р (х, у) — у, <3 (х, у) =  0 дейилса, у з^олда

булади. Демак,
3 (0 ) (О)

О

I* J  Ахйу =  О 

|  уАх.
3(0)
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Г хйу (19.26)
д(Ъ)

булади.
(19.25) формулада Р (х, у) =  --■-■ у ,  (х, у) =  ~  х деб олинса, (О) 

соханинг юзи

й  — — х й у —ус1х (19.27)

Агар (19.25) формулада Р (х, у) =  0, (¿(х, у) — х  дейилса, у хрлда

5(0 )

булади.
М и с о л. Ушбу

КЛНИНГ юзи -.
2Л

В  =  -- | лгсГг/ — ¡/йх =  — j  (а соэ ¿Ь соз / +  6 ею /а $ш /) =  
йЬ) О2Я

=  — аЬ (сс»2  ̂+  э т 2 /) с£/ =  я  оо

эллипс билам чегараланган шаклнинг юзи топилсин. (19.26) формулага кура
2л

о
булади.

2°. И к к и к а р р а  л и и н т е г р а л л а р н и  у з г а р у в ч и л а р н и  
а л м а ш т и р и б  х , ис об ла ш.  Мазкур курснинг 18-боб, 7-§ ида (А) 
сохани (О) сохага акслантирувчи

х =  Ф(и, о),] (59.28)
у  =  ф (и, V) )

система уша параграфда келтирилган 1° — 3°-шартларнй бажарганда 
(П) соханинг юзи

(*■ у)г>=Я1/(“, ”,1гь=Я 1 ^ )(Д) (А)
йийи (19.29)

булнши айтилган эди. Грин формуласидан фойдаланиб шу формуланикг 
тугрилигини исботлаймиз.

Аввало (19.26) формуладан фойдаланиб, (О) соханинг юзи

О =  ( хйу (19.30)

булишини топамиз. Фараз цилайлик, д(Л) параметрик формада ушбу 

и =  и$  (сс <  * <  р ёки а  >  / >  В)
У =  У ( 0  1

система билан ифодалансин. У холда к,уйидаги
х =  ц> (и, V) =  Ф («■(/), у (/)), 1 
У =  ф(ы, о) =  ф(и(0, У(0) ]
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система (О) соханинг <3(0) чегарасини ифодалайди. Бунда параметр- 
нинг узгариш чегарасини шундай танлаб оламизки, / параметр а  дан 
¡3 га караб узгарганда д(О) эгри чизик мусбат йуналишда булсии. У 
хрлда (19.30) тенглик ушбу

хАу =  [ <р («, V) А \|з (и, V) — 
д'ф)<3(0)

ф (и а), V (/)) и> (0 +  (/)
ди аи

(19.31)

куринишга келади. 
Агар

д ( 0 )

=  1 Ф (И (0 ,0(0) <и (19.32)

х — Ап +  х  — Ао 
ди ди

(19.33)

булишини эътиборга олсак, у холда

0  =  ±  |  
д ( 0 )

булишини топамиз. Бу тенгликдаги интеграл белгиси олдига ^уйилган 
ишорани тушунтирамиз. Ю^орида, / параметр а  дан (5 га к;араб узгар­
ганда д (В ) эгри чизикнн мусбат йуналишда булишини айтдик. Бу хол- 
да д (А) эгри чизикнинг йуналиши мусбат хам булиши мумкчн, ман- 
фий з̂ ам булиши мумкин. Шунинг учун (19.31) ва (19.32) муиосабат- 
лар бнр-биридан ишора билан фарк килади. Агар д(О) эгри чизикнинг 
мусбат йуналишига <9 (А) эгри чизикнинг хам мусбат йуналиши мос 
келса, унда «+» ишора олинади, акс холда эса «—» ишора олинади.

Энди ушбу

Р(и, и) Аи +  (2 (и, ь) аи
д(А)
Грин формуласида

ди ду
(А)

(19.34)

Р  (и, у) =  X а  (и.
ди ди

деб олсак, у холда бу формула куйидаги куринишга келади:

Агар

ва

х  — Аи
ди

■ х^А и
ди

= Г Г Г  Ц х д1\ - 1 (х дл \
,!,) д и \  ди) ди \  ди)  
(А)

д*уд_
ди

. д_у 
ди

Л __дх
)  ~~ ди

дц ,— +  X 
ди диди

АиАу. (19.35)

А  ( х ?у\ — +  х —
ди \  ди) ди ди ' диди

_д
( х ^ )

д ( я  ^  |
ди 1 *>) ди \  д«) ди ди

дх ду 
ду ди

Р ( х ,  у )

й { и ,  V)
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жанини эътиборга олсак, унда (19.33), (19.34) ва (19.35) муносабат Дар
дан

(Д)

булиши келиб чикади.
Маълумки,

/  (и , V) =  °  {х' у)
О (и, V)

якобиан аник ишорали, О  эса маъносига кура мусбат булиши керак. 
Демак, интеграл белгиси олдидаги ишора якобианнинг ишораси билан 
бир хил булиши керак. Шунинг учун •'

В Я
га  (х, у) йи йу
О (и, V)

(Д)
булади. Шуни исботлаш лозим эди.

3°. Э г р и  ч и з 1ц л и  и н т е г р а л  к и й м а т и н и н г  и н т е г р а л -  
л а ш й у . л и г а  бор лик; б у л м а с л и г и .  Чегараланган ёпш .̂ борламли 
(О) {(П) с=/?*) сохада иккита Р  (х, у) ва () (х, у) функдиялар берилган
булсин. Бу функдиялар (£)) сохада узлуксиз ва дР ('х' ху-

ду <5х ;
сусий ^осилаларга эга ва бу хосилалар ^ам шу сохада узлуксиз бул­
син.

1) Агар (О) сохада
дР (X, у) __ оС-! (X , у)  ̂|  д  д

ду д х

булса, у холда (Б) сохага тегишли булган хар 1\андай К  ёпщ  чизщ 
буйича олинган ушбу

|  Р (х, у)с1х +  С1 (х, у) йу 
'к

интеграл нолга тенг булади:

] Р  (х, у)йх  +  0. (х, у) с1у =  0. 
к

И с бот .  К  ёпик чизик чегараланган сохани (О  дейлик. Равшайки, 
(С) с : (О). Грин формуласига кура

|  Р  {X, у)йх +  (} (х, у) ¿у  == и  (-“ 7 ^  -
К  (О)

булади. Шартга кура (В) да, демак (О) да
д Р (*> у) _  д <3 (х, у)

ду дх
У х,олда (19.36) муносабатдан

д Ч (х, у) _  дР (х, у) 
дх ду
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f  Р  (.х, y ) d x  +  Q (a-, у) dy  =  0 .
к

2) Агар (D) colara тегишли булган хар ^андай К  ёпик; чизик 
буйича олинган ушбу интеграл

f Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy  =  0
"к

булса, у холда куйидаги
J Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy  (АВ с= (Dj) (19.37)

А В

интеграл А ва В ну^таларни бирлаштирувчи эгри чизнкка боглик. бул- 
майди, яъни (19.37) интеграл киймати интеграллаш йулига боглик; 
булмайди.

И с бот .  (D) соханинг Л ва В нукталарини бирлаштнрувчи ва шу
colara тегишли булган ихтиёрий иккита Аа В хамда АЬ В эгри чизик-
ни олайлик. Бу холда Аа В ва АЬ В эгри чизиклар биргаликда (D) co­
lara  тегишли булган ёпн^ чизикии ташкил этади. У ни К  билан бел- 
гилайлйк:

К  — ЛаВЬА.
Шартга кура

С Р  (х, y )dx +  Q (х, у) dy — [ [Р(х( y )dx  +  Q (х, у) dy — 0
К  АаВЬА

булади. Интегралнинг хоссасидан [фойдаланиб ущбуни топамиз: 

j  Р (х, у ) dx^rQ(x,  у ) dx =  J ) Р(х, y)dx +  Q(x, у ) dy  f

булади. Демак,

ЛаВЬА А аВ

+  [ Р  (х, У)dx -г Q (х, у ) dy  =  J P  (х, у ) dx + . Q(x, у ) dy —
B b  A A ' á В

— J Р(х, у) dx +  Q(x, у) dy.
A h  В

Демак,
Р(х, у ) dx +  Q (х, у ) dy — fP (x , у ) dx +  Q (х, у ) dy  =  0 .

А а З  А а В

Бундан эса
j  Р (х, у) dx +  Q(x, у) dy =  f Р (х, у) dx +  Q(x, у) dy

А а В  А Ь В

эканлиги келиб чикади.
19.2-эс л а т м а .  Ю!\оридаги тасдиц, исбот жараёяидан куринадики,

АВ эгри чизик содда эгри чизиклар тупламидан ихтиёрий олинганда 
уринлидир.

3) Агар ушбу
\ Р  (х, y)dx +  Q(x, у) dy ( A B c z  (Dj) (19.37)

A S
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интеграл А ва В нукталариии бирлаштирувчи эгри чизикка безлик 
булмаса, яъни интеграл интеграллаш йулига бог лик; булмаса, у холда

Р (х, y)dx +  Q (х, у) dy
ифода (D) со ха да берилган бирор функциянинг тулик; дяфференциали 
булади.

И с б о т .  Модомики, (19.37) интеграллаш йулига боглик; эмас экан, 
у учолда интеграл А =  (х0, у0) ва В — (xlt y¡) нукталар билан бир ций- 
матли аникланади. Шунинг учун бу ^олда (19.27) интеграл куйида- 
гича хам ёзилади:

(XiM
J Р(х,  y )d x  +  Q(x, y)dy.

(Ха.Уа)

Энди А нуктани тайинлаб, В нукта сифатида (D) соханииг ихтиёрий 
(х, у) нуктасини олиб, ушбу

(х.у)
I Р (х, y ) d x  +  Q (х, у) dy

(A-;,Vo)

интегрални караймиз. Равшанки, бу интеграл (х, у) га боглик булади:

(х.У)
F (х, У) =  J Р  (х, y ) d x  +  Q (х, у) dy.

(*о ,Уо)

Бу функциянинг хусусий хосилаларини з^исоблаймиз. (х, у) ну^танинг 
х координатасига шундай Ах ортгирма берайликки, (х +  Ах, у) нукта 
еэ (л\ у), (х +  Ах, у) нукталарни бирлаштирувчи тутой чизик кесмаси 
х,ам (D) сохага тегишли булсин. Натижада F(x, у) функция хам ху­
сусий орттирмага эга булади:

(х+Д*,Й
F (х +  Ах, у) — Fix, у) =  J Р (х, y)dx +  Q (х, у) d y—

(Хо. У о)

(х ,у) (*+&>:, у)

~  j Р (х, у) dx - f  Q{x, y ) d y  =  j P (x, y) dx +  Q(x, y)dy =
(*o, У)о (X, у)

(jC+ДДГ, у)
— f P (x, y)dx.

(x, У)
У рта циймат хакидаги теоремадан фойдаланиб "куйидагини топамиз:

(.е+Дж, у)
j Р (х, y)dx — Р (х +  0 'Ах, у) Ах (0 <  8 <  1).

<*', У)

Натижада

F S * ± b£d ü = I ¡£ J Ú. =  P (X +  Q.Ах, у)
Ах

булади. Бундан

lim F<‘x ^--±L.y)~.FSx- ‘А — i¡m Р(х  -\- 0-Ax, у) =  Р(х,  у)
Ах->0 А х  &X-+Q

т

■ .



д̂ = Р ( Х,у ) .

dF(x, у)
ду

Q (x, у)

Худди шунга ухшаш

булиши курсатилади.

Шундай килиб,

Р (х, у) d x +  Q (х, у) dy =  dF dx +  dy =  dF (x, y)
дх dy

булат-
4) Arap

P(x,  y ) d x + Q ( x ,  y )d y  (19.38)

ифода (D) сохада берилган бирор функциянинг тулик дифференциали 
6ÿflca, у х,олда

дР(х ,  у) _  dQ (X, у) 
ду дх ,

булади.
И с бот.  Айтайлик, (19.38) ифода (В) сох,ада берилган F (х, у) 

функциянинг тулик дифференциали булсиц:

Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  dF (х, у).
Равшанки,

P ( x, y ) = * i f < à ,  q {x, y ) = i í p A .
дх ду

Кейинги тенгликлардан ушбуни топамиз:

дР (х, у) _d2F (X, у) dQ (х, у) ___д2 F(x. у)
ду dx dy ’ дх ду дх

Шартга кура ~Р ■— , лар (D) сохада узлуксиз. Аралаш 
ду дх

хосилаларнинг тенглиги хакидаги теоремага биноан (каралсин, 13-боб, 
(6-§)

дР (х, у) __ dQ(x,  у ) 
ду дх

булади.
Шундай цилиб, Грин формуласидан фойдаланган хрлда, юкоридаги 

1) — 4) тасдиклар орасида
1) => 2) =Р- 3) =>- 4) =>■ 1) 

муносабат борлиги курсатилди.

булади. Демак,
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4- §., Бмрммчм ва иккинчи тур эгри чмзицли интеграллар орасидаги
богланиш

Ушбу параграфда биринчи ва иккинчи тур эгри чизнкли интеграл­
лар орасидаги богланишни ифодаловчи формулаларни келтирамиз.

Текнсликда содда силлик; АВ эгри чизи^ ушбу
X — x(s)'
У — У ( s)

система билан ани^ланган булсин, бунда s — ей узунлиги (каралсин, 
ушбу бобнинг 1 - §), х (s) ва y(s) функциялар x'(s), y'(s) хрсилаларга 
эга хдмда бу хрсилалар узлуксиз.

Равшанки, бу эгри чизш-; хар бир ну^тада уринмага эга булади. 
Агар Ох ва Оу yiyiap билан уринманинг ёй усиши томонига караб 
йуналиш орасидаги бурчак мос равишда а  ва р дейилса, унда

х' (s) =  cos а , у'  (s) =  cos 8
булади.

Айтайлик, бу АВ эгри чизикда f(x, у) функция берилган ва узлук­
сиз булсин, У з^олда

f ix ,  у) ах
АЗ

интеграл мавжуд булади ва (19,17) формулага кура 

f /  (х, у) dx, =  Г/ (х (s), у (s)) ■ x'(s) ds
АВ 0

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томоиидаги интегрални куйида- 
гича

f f (x(s), у  (s)) • x'(s) ds =  |  f  (x (s), у  (s)) cos a  ds
0 0

ёзиш мумкин. Ушбу бобнинг 1- § да келтирилган 19.1-теоремадан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

s
f /  (х (s), у  (s) cos a d s  =  [ f(x, у) cos a  ds.
о A B

Натижада юврридаги тенгликлардаи
^  f (x, y) dx =  _£ f (x, y) cos a  ds.
А В  A B

булиши келиб чикади.
Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

£  fx ,  y ) d y =  f(x, у) cos p ds
A B  A B

ва умумий холда

£  P (x, y)dx  +  Q ix, y) dy  =  |  [P ix, y) cos a  4- Q (x, y) cos pi ds
A B  AB

булади.
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20- Б О Б

СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Мазкур курсиинг 18-бобида г =  г(х,  у) тенглама аниклаган сил л и к; 
(5) сирт билан танишган эдик. Бунда г(х,  у) функция (£>) соз^ада 
(ф)  ст Р-) берилган, узлуксиз ва г'х (х, у), г'у(х, у) хусусий хосилаларга 
эга з^амда бу хрсилалар х!ам (П) да узлуксиз функция эди. (5) сирт юз- 
га эга булиб, унинг юзи

5  =  ф У  1 +  ^  +  г’у ('Х’ ^  ахйу ■ (20.1)

га тенг эканлиги курсатилди.
Уша бобнинг пировардида /?3 фазодагн (V) сохада ((К) с= £?3) берил­

ган функциянинг уч каррали интеграли билан танишиб, уни ургандик.
Энди Я3 фазодаги (5) сиртда берилган функциянинг интеграли ту- 

шунчаси билан танишамиз. Сирт интеграли тушунчасини киритишдан 
аввал, бу ерда з̂ ам функция берилиш сохасининг булиниши, булиниш 
булаклари, булинишнинг диаметри тушунчалари киритилиши керак.

Бу тушунчалар [а, Ь] ораликнинг булиниши (каралсин, 1-кисм, 
9 -боб, 1-§) ва текисликдаги (О) сохаиинг булиниши (каралсин, 18-боб,
1-§) даги каби киритилади ва ухшаш хоссаларга эга булади. Шунинг 
учун бу ерда биз бу тушунчаларни киритилган хисоблаб бевосита баё- 
нимизни сирт интегралининг таърифидан бошлаб кетаверамиз. '

1- §. Биринчи тур сирт интеграллари

1. Б и р и н ч и  т у р  с и р т и н т е г р а л и н и н г  та  ъ ри ф  и. /  (х, у, г) 
функция (5) сиртда ((<$) с : Я3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р  були- 
нишини ва бу булинишнинг х,ар бир (5,,) булагида (6 =  1, 2, . . .  п) 
ихтиёрий (1к, %, нуктани олайлик. Берилган функциянинг ( |А, 

нуктадаги / ( |й, т]й, £А) кийматини (5,() нинг 5 ;, юзига купайтириб, 
¡^уйидаги йигиндини тузамиз:

П

г  ^  /  (&*> Л*» ?(,) • 
к = 1

20. 1- таъриф.  Ушбу

%  У  А  (20.2)
*=1

йигинди /  (х, у,  г) функциянинг интеграл йшиндиси ёки Риман йигин- 
диси деб аталади.

(5) сиртнинг шундай
Р 1 , Р 2 , Р т , ■ ■ . (20.3)

булинишларини к,араймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ­
тан

^р,’ ^рг> • • • > лрт> ‘ • ■
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кетма-кетлик нолга интилсин: ХРт~^-0 Бундай Р т(т = А ,  2, . . .)  бу-
линишларга нисбатан Цх, у , г) функциянинг интеграл йигиндиларини 
туоамиз. Натижада (5) сиртнинг (20.3) булинишларига мос интеграл 
йигиидилар кийматларидан иборат куйидаги кетма-кетлик хосил була- 
ди:

ст2, . . .  , ат, . . .

20.2- т а ъ р и ф .  Агар (5) сиртнинг х;ар кандай (20.3) булинишлари 
кетма-кетлиги {Рт } олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ^ий- 
матларидан иборат {ат } кетма- кетлик, (1к, %, £к) ну^таларни танлаб 
олинишига боглик, булмаган холда, хамма вакт битта I сонга интилса, 
бу /  а йигиндинанг лимита деб аталади ва у

П
Пгпст =  Пт 2  /(£*> Л*. У  А  =  1 (20-4)\р -*0 Хр->0А=|

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини к.уйидагича хам таърифлаш мум- 

кин.
20. 3- таъриф.  Агар олинганда ?̂ ам, шундай 6 > 0  топил- 

саки, (5) сиртнинг диаметри Хр <  б булган хар ^андай булинищи ^ам- 
да х,ар бир (5/г) булакдан олннган ихтиёрий ( |й, ■%, у  лар учуй

I <5 —  1 | < 8
тенгсизлик бажарилса, у >рлда /  сони а йигиндининг лимита деб 
аталади ва у (20.4) каби белгиланади.

20.4-т а ъ р и ф .  Агар Хр - + 0  да / ( х ,  у, г) функциянинг интеграл 
йигиндиси а чекли лимита эга булса, ¡ ( х , у ,  г) функция (5) сирт 
буйича интегралланувча (Раман маъносида интегралланувчи) функ­
ция деб аталади. Бу йигиндининг чекли лимита /  эса, /  (х, у, г) функ­
циянинг биринчи тур сирт интеграла дейилади ва у

ГГ/ (х, у, г) с1з
(3)

каби белгиланади. Демак,

)■ | /  (х, у,  г) «Ь == П т а =  I ¡ т  V  /  (I*. £*) • 5*.
•¿) лр -+°

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л  и. 
Энди биринчи тур сирт интегралининг мавжуд булишини таъмиилайди- 
ган шартни топиш билан шугулланамиз.

Фараз ^илайлик Я3 фазодаги (5) сирт

2 = 2  (х, у)
тенглама билан берилган булсин. Бунда г =  г(х, у) функция чегара- 
ланган ёпик (О) сохада ((О)) сг Яг) узлуксиз ва г'х (х, у), г'у (х, у) хоси- 
лаларга эга хамда бу хрсилалар хам (О) да узлуксиз.
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2  / ( £ * .  л * .  z &k> л * ) )  V 1 +  z ; * ( ê 4 , r jA) + z ; * ( Ê t , T i J ~ Dk
k=i

эса
/  (x, y , 2 (x, y)) ] / 1 +  ¿1 (x, y) +  z'y (x, y)

функдиянинг интеграл йигиндисидир. Бу функция (D) сохада узлук- 
сиз. Демак, "кР о 0 да интеграл йигинди чекли лимитга эга ва

(20.5) тенгликнинг унг томонидаги биринчи ^ушйлувчи

=  .1 J f(x, У, 2 (x, y ) ) V l +  Zx*(x, у) - f  2„2 (х, у) dxdy  (£>)

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (20.5) тенгликда ^ р , , - >0да  
лимитга утиб топамиз:

П т а  =  П т 2  /(£*, %, 2 ( |л, л ,)))/"] +г;*(|4, г)*)+г; (£*, Л*) £>4 =Я р^О  *=1

=  Я  / (*> г/. 2 (х, у ) )]Л  +  г;2(х, у) +  2̂ (х, у) с?х Ау.

Демак,

1.1 Я*. У, 2)&  =  11 /(х , у, 2 (х, у)) V 1 +  г'х\х ,  у) +  г'Чх, у) Ах ¿у.
( 5 )  ( £ > )  у

Теорема исбот булди.
Бу теорема, бир томондан, узлуксиз функция биринчи тур сирт 

интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан, бу 
интеграл икки каррали Риман интеграли оркали ифодаланишини курса- 
тади.

20 . 1 - э с ла т ма .  (5) сирт х =  х(у, г) (у =  у(г, х)) тенглама билан 
ани^ланган булиб, х =  х (у, х) функция (у [г, х) функция) (О) сохада 
((О) с ; ^ 2) узлуксиз ва х‘№(у, г), х'2(у, г) хусусий хосилаларга (у'г(г, х), 
у'х(г, х) хусусий ^осилаларга) эга х,амда бу хосилалар (О)) да узлуксиз 
булсин.

Агар / (х, у, г) функция шу (5) снртда берилган ва узлуксиз булса, 
у холда бу функциянинг биринчи тур сирт интеграли

1 1 /(х , у, 2) ^
(5)

мавжуд ва

I I  /(X, у ,-2) *  =  Я /(X (у , 2), У, 2) / 1 + ^ , г) +  ^ , г )  #

( I I  / (*> У. 2) Аз =  Я  / (х, у (2, х), 2) К 1 + У2(2» х) + у;2(г, х) Аг Ах)

булади.
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20.2- э с л а т м а .  Биз ¡ ( х , у , г )  функция биринчи тур сирт интег- 
ралининг мавжудлигини махсус куринишдаги (5) сиртлар (г — г (х, у), 
х — х(у ,г ) ,  у — у (г, х) тенгламалар билан аникланган сиртлар) учун 
келтирдик. Аслида функция интегралининг мавжудлиги кенг синфдаги 
сиртлар учун тугри булади. Жумладан, агар (5) сирт чекли сондаги 
юкорида айтилган сиртлар йигиндиси сифатида тасвирланган булса, 
унда берилган ва узлуксиз булган /  (%, у, г) функциянинг сирт интег- 
рали мавжуд булади ва у мос икки каррали интеграллар йдаиндисига 
тенг булади.

3. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р н н и н г  х о с с а л а р и .  
Юкорида келтирилган теорема узлуксиз функциялар биринчи тур сирт 
интегралларининг икки каррали Риман интегралларига келишини кур- 
сатади. Бинобарин, бу сирт интеграллар ^ам икки каррали Риман ин- 
теграллари хоссалари каби хоссаларга эга булади. Икки каррали Ри­
ман интегралларининг хоссалари 18-бобнинг 5-§ ида урганилган.

4. Б и р и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р н и  х ; ис об л а ш.  Ю^о- 
рида келтирилган теорема функция биринчи тур сирт интегралининг 
мавжудлигини тасди^лабгина к;олмасдан, уни х;исоблаш йулини хам кур­
са тали. Демак, биринчи тур сирт интеграллар . икки каррали Риман 
интегралларига келтирилиб хисобланади:

I !(х, у,  ¿)(1в =  ,| ] /(х , у, г (х,  у)) V 1 +  г'Чх, у) +  г'Чх, у) ах су,
(Б) (й)

Я / (х, у, 2) & =  Л  / (х(у, г), у ,  г) У I  +  х'Ъу, г) +  х (у, г) йу йг,я г '

М и с о л л а р .  1. Ушбу

/  =  |  5 (х у  -}- 2) йЛ 
(£)

интегрални царайлик. Бунда (5) — хг +  у2 -)- г2 =  г2 сферанинг г =  0 текисликнинг 
юкорида жойлашган циеми.

Равшанки. (5) сирт

/  =  1 1 (х +  у  +  V  Г2 — X2 — у2 ) у  1 г2' \ х ,  у)  +  г '2 (х, у) сЬсйу
(О ) *

булади, бунда (О) =  }(*, у) £ Я2:х2 +  у 2 г2}.
Энди бу тенгликнииг унг томонидаги икки каррали интегрални ^исобланмиэ;

(5)

I  \ /  (X, У, г) ¿5 =  ] I  ¡{х, у (г, х), г) У  (I +  у'¡(г, х) +  у ’*{г, х) Аг с1х. (20.6)

г — У г 2 — х2 — у2
тенглама билан аникланган булиб, бу сиртда берилган

}(х,  у,  г) =  х  + у +  г 
функция узлуксиздир. 20.1 теоремага к^ра

V г 2—х2—у2 ’
У

У  ̂ У) ~Ь ^у (х, у) -
г

У  г2—х2—у2
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Демак,
f f {х +  у + У г 2— х2 — у 2 ) У  1 + z ' * ( x ,  y) +  z 'Ux,  y) d x d y  =  
ib)

X +  lJ +  A  dxd y .Я У(D)
Кейинги ннтегралда узгарувчиларни алмаштирамиз:

Натижада
2л  Г

' М ( !  
0 0

р (eos ф +  sin ф)
L У  /'2—р2

2л 2л

J  ^ f  pd р j  d f  =  r j1 ( 
0 0 0

- ^  Y, y  --- 014» T .

2n r
1 1 pd p V *  =  г Г (  f  P ( £ g ! ^ + g j n j )  р ф  ) d q +

J ) J \u Y  r2 p2 l
r

i +  sin ф) di|) I — —  +  r-2n _íL. =  я  r3. 
¿ V r * - P *  ,2

Демак, берилган интеграл
И  (* +  У +  z) ds =  я/'3 
(S)

булади.
3. Ушбу

У .V (// i- г )ds 
(S) .

интегрални царайлик, бунда (S) — х  ~ У  Ь2 — у2 цилиндрик сиртиинг г =  0, г =  с 
(с >  0) текисликлар орасидаги цисми.

Модомики, бу (S) сирт лг= Т /б2—Í/2 куринишда берилган экан, унда интегрални 
^исоблаш учун (20.6) формуладан фойдаланиш лозимдир.

JJ f (х, у, z) ds ==’j  j  /  (х (у, г), у,  г ) У  1 +  (у, г)]+  х'г‘ (у, г) dydz. 
(S) (Ó)

Бунда (D) соха (S) снртнинг Оуг текисликдаги проекциясидан ибсрат:

(D) =  {(у, г ) е Ф : х  =  Уь*  — у 2, 2 =  0, г =  с} =
=  {(у, г) QR‘¿: — b ^ y ^ b ,  0 < г < с } ,

х„ (и, г) =  — — У—.... , х ,  (г/, г) =  Ог/43’ ’ i /А2_„г '

х  == У Ь 2—у2 функциянинг ху.сусий ^осилалари

У
УЬ2—у2 ’

булади. Демак, _________

J  •* (^ +  2)d s=  J  J  b2—y 2 (у +  г) 1 +  Ь2—у 2 dydz=
(S) (О)

■= Ь И  (г/ +  г)А/ ¿г 
(О)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегрални ^исоблаб топамиз:
Ь с ь

6 J  J  (у +  г) dydz =  b J  (  J  (г/ +  г) dz )  dy  =  b J  (  г/г +  - у ) г=0 dy  =
(О) — г> о —í>

6

Я-И cí' +  - f - ) dí/ =  ' T í/2
—b
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| j x  (у  +  z) ds =  b'k'~.
(S)

2- §. Иккинчи тур сирт интеграллари

R3 фазода z  =  z (х, у) тенглама билан аникланган (S) сиртни ка- 
райлик. Бунда г (х, у) функция чегараси булакли- силли^ чизикдан ибо- 
рат булган (О) еохдца ((D) с  R2) берилган, узлуксиз, гх (х, у), г' (х, у) 
хусусий ^осилаларга эга з^амда бу хрсилалар з̂ ам узлуксиз. Одатда 
бундай сиртни силлиц сирт дейилади. Силлик сирт з̂ ар бир (,v0, у0, г0) 
нуктасида уринма текисликка эга булади.

Энди (S) сиртда унинг чегараси билан кесишмайдиган К  ёпик, чи- 
зикни олайлик. (х0, у0, z0) ну^та сиртнинг К  ёпик чизик билан чега- 
раланган цисмига тегишли булсин. Бу чизи^ни Оху текислигига проек- 
циялаймиз. Натижада Оху текисликда з̂ ам К п ёпик; чизи^ хрсил була­
ди. Мазкур курснинг 19-боб, 2-§ ида текисликдаги ёпи^ чизикнинг 
мусбат. ва манфий йуналишлари киритилган эди. (5) сиртдаги ёпи^ чи­
зикнинг мусбат ва манфий йуналишлари ^ам шу сингари киритилади. 
Шуни з̂ ам айтиш керакки, йуналишнинг мусбат ёки манфийлигини 
ани^лаш харакатланаётган ну^тага кай томондан ^арашга з̂ ам богли^.

Сиртнинг (х0, у0, г0) нуктасидаги уринма текисликка шу нук.тада 
перпендикуляр утказайлик. Бу перпендукулярнинг мусбат йуналиши 
деб шундай йуналиш оламизки, унинг томонидан каралганда иккала 
(К з̂ амда К п) ёпи^ чизи^ларнинг йуналишлари мусбат булади. Унинг 
манфий йуналиши эса шундай йуналишки, у томондан каралганда д !: 
нинг мусбат йуналишига К  нинг манфий йуналиши мос келади. Пер­
пендукулярнинг мусбат йуналиши буйича олинган бирлик кесма сирт­
нинг (х0, г/0, г0) нуктадаги нормали дейилади.

Нормалнинг Ох, Оу ва Ог уцларининг мусбат йуналишлари билан 
ташкил ^илган бурчакларини мос равишда Я, р, у  оркали белгиласак,

¿Xcos а  =  -------  — , cos ¡3 ---------- - - .... -—
Л/~ '2 Г2 ЛГ /2 /2 *
* 1 +'~х +  2у V  1 +  гх  +  гу

cosy =  — .(20.7)

булади ва улар нормалнинг йуналтирувчи косинуслари дейилади (ка- 
ранг, Г. М. Фихтенгольц, «Математик анализ асослари», II кием).

Исботлаш мумкинки, силли^ (S) сиртнинг барча нуцталаридаги пер- 
пендукулярларнинг мусбат йуналишлари (нормаллари) бир хил булади. 
Ва, демак, манфий йуналишлари з̂ ам. Шунга кура, сиртнинг икки то- 
мони з^ацида тушунча киритилади.

Сиртнинг устки томони деб, унинг шундай томони олинадики, бу 
томондан каралганда иккала (К ва /Сп) ёпи^ чизи^ларнинг йуналиш­
лари мусбат булади.

Демак,
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Сиртнинг устки томони каралганда Д'п билан чегараланган текис 
шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки томони (иккиечи томони) 
каралганда манфий ишора билан олинади.

1. И к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а  л и н  и н г  т а ъ р и ф и .  /  (х, у, г) 
функция (5) сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бир томо- 
нини олайлик. Сиртнинг Р  булинишини ва бу булинишнинг хар бир 
($/г) булагида ( ¿ = 1, 2, . . . ,  п) ихтиёрий Цк, %, У  ну^та {к =  
=  1, 2, . . п) олайлик. Берилган функциянинг (1к, у  ну^тада- 
ги /  %  £/г) кийматини (5/г) нинг Оху текисликдаги проекцияси (Ок) 
нинг юзига купайтириб куйидаги йигиндини тузамиз:

°  =  2 Н ^ %  (20-8)
*= 1

(5) сиртнинг шундай
/>,, Р2, . . . ,  Рт, . . .  (20.9)

булинишларини кдраймизки, уларнинг мос диаметрларидае ташкил топ­
тан

ХР1, . . . ,  к Рт, . . .

кетма-кетлик нолга интилсин: ^Рт~^0. Бундай Р т (т'=  1, 2, . .  .)
булинишларга нисбатан /  (х, у,  г) функциянинг интеграл йириндилари- 
ки тузамиз. Натижада (5) сиртнинг (20.9) булинишларига мос интег­
рал йиншдилар ^ийматларидан иборат к;уйидаги

ст2 , . . . , о т , . . .

кетма-кетлик хрсил булади.
20.5-т а ъ р и ф .  Агар (5) сиртнинг ^ар ^андай (20.9) булинишлари 

кетма- кетлиги [Рт } олинганда з̂ ам, унга мос интеграл йиганди кий- 
матларидан иборат {ат } кетма-кетлик, (£/е, %, ^ )  нукталарни танлаб 
олинишига борли^ булмаган ^олда ^амма ва^т битта /  сонга интилса, 
бу I о йигиндининг лимита деб аталади ва у

а  =  Нга 2   ̂ У  о ,  =  I (20.10)%Р —>0 Ар —>0
каби белгиланади.

Интеграл йигиндининг лимитини ^уйидагича з̂ ам таърифлаш мум- 
кин.

20.6-т а ъ  риф.  Агар -у г  >  0 олинганда з̂ ам, шундай 8 > 0  топил- 
саки, (5) сиртнинг диаметри Хр <  8 булган з̂ ар ¡^андай Р  булинищи 
з^амда з<,ар бир (6’/г) булакдан олинган ихтиёрий ( |А, г]й, ^ )  лар учун

| а  — / 1 <  е
тенгсизлик бажарилса, у зфлда /  сони сг йигиндининг лимита деб 
аталади ва у (20.10) каби белгиланади.

20. 7- таъриф.  Агар Хр - ^ 0  да /  (х, у ,  г) функциянинг интеграл 
йигандиси а чекли лимитга эга бужа, /  (х, у,  г) функция (5) сирт- 
нинг танланган томони буйича интегралланувчи функция деб атала-
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ди. Бу й и р и н д и н и н г  чекли лимита I эса, /  (х, у, z) функциянинг (S) 
сиртнинг танланган томони буйича иккинчи тур сирт интегралы деб 
аталади ва у

[[ /  (х, у, z) dxdy
(S)

каби белгиланади. Демак,
П

f  f /  (х, у, г) dxdy =  'Jim а =  lim У  /  {lk, %, t k) Dk.
-(s) xp ->0 AP~>0i^l

Функция иккинчи тур сирт интегралининг к,уйидагича
jj’ /  (х, у, z) dxdy (20.11)
<S)

белгиланишидан, интеграл (5) сиртнинг к;айси томони буйича олинган- 
лиги куринмайди. Бинобарин, (20.11) интеграл туррисида ran борганда, 
.̂ ар гал интеграл сиртнинг ^айси томони буйича олинаётганлиги айтиб 
борилади.

Равшанки, /  (.V, у, z) функциянинг (5) сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу сиртнинг ик­
кинчи томони буйича олинган иккинчи тур сирт интегралидан факат 
ишораси билангина фар к ^илади.

Ю^оридагидек,
ff /  (х, у, z) dydz,  [f /  (х, у,  z) dzdx
(S) (S)

иккинчи тур сирт интеграллари таърифланади.
Шундай ¡рлиб, сиртда берилган / (х, у, z) функциядан учта — Оху 

текисликдаги проекциялар, Oyz текисликдаги проекциялар хамдн Ozx 
текисликдаги проекциялар воситасида олинган иккинчи тур сирт интег­
рали тушунчалари киритилади.

Умумий холда, (S) сиртда Р (х, у, z), Q (х, у,  z), R (х, у,  z) функ- 
циялар берилган булиб, ушбу

j’j’ Р (х , у,  z) dxdy, | [  Q (х, у, г) dydz, R (.t, у, г) dzdx
(S) (S) (S)

интеграллар мавжуд булса, у холда
J[ Р  (х, у, z) dxdy +  [f Q (х, у, z) dydz +  [[ R (x, у, z) dzdx  
(S) (S) (S)

йиринди иккинчи тур сирт интегралининг умумий куринищи д еб  атала­
ди ва у

jf  Р  (х , у ,  z) dxdy - f  Q (х, у, z) dydz  - f  R (x, у,  z) dzdx
(S)

каби белгиланади. Демак,
j j' P  (x , у, z) dxdy - f  Q (x, y, z) dydz  -f R (x, y, z) dzdx =
(•S)

=  \ [ P  (x, у, z) dxdy +  f (’ Q (x, y, z) dydz  - f  [ j’ R (x, y,  z) dzdx.
\S) (S) (S)
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Энди R3 фазода бирор (V) жисм берилган булсин. Бу жисмни ураб 
турган ёпик сирт силли'ц сирт булиб, уни (S) дейлик. f {x , y , z )  функ­
ция (1/) да берилган. Оху текисликка параллел булган текислик билан 
(V) ни икки ^исмга ажратамиз: [V) =  (l/x) +  (V)2. Натижада уни ураб 
турган (S) сирт хам (Sj) ва (S2) сиртларга ажралади. Ушбу

[ f f(x, у, z) dx dy +  f f f(x, y,  z) dx dy (20.12)
(si) Is,)

интеграл (агар у мавжуд булса) f(x, y , z )  функциянинг ёпи^ сирт бу- 
йича иккинчи тур сирт интеграли деб аталади ва]

Щ  f( x ,y ,  z)dxdy
(S)

каби белгиланади. Бунда (20.12) муносабатдаги биринчи интеграл (S.) 
сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса (S2) сиртнинг пастки то- 
мони буйича олинган. Худди шунга ухшаш

ф ф [  (х, У, Z) dy  dz, ф ф  f  (х, у ,  z) dz dx 
(S) ' (s)

з^амда, умумий цолда

фф) Р (х, у, z,) dx dy  +  Q(x, у, z) dy dz +  R(x, y,  z) dz dx
(S)

интеграллар таърифланади.
2. У з л у  к с из ф у н к ц и я  и к к и н ч и  т у р  с и р т  и н т е г р а л и .  

Фараз цилайлик, R3 фазода (S) сирт z =  z(x,  у)  тенглама билан берил­
ган булсин. Бунда z — z(x, у) функция чегараланган ёпиц (D) сохада 
((D) с : R2) узлуксиз ва z ’x(x, у), zy (х, у) хусусий хосилаларга эга хамда 
бу хосийалар хам (D) да узлуксиз.

20.2-т е о р е м а .  Агар f  (х, у,  z) функция (S) сиртда берилган ва 
узлуксиз булса, у  уолда бу  функциянинг (S) сирт буйича олинган ] 
иккинчи' тур сирт интеграли

11 f (х, у, z) dx dy
(S)

мавжуд ва
I \ f(х, и, z) dxdy =  fJ /  (x, у,  z (x, y)) d x d y  
(S) (£>)

булади.
Ис б о т .  (S) сиртнинг Ps булинишини олайлик. Унинг булаклари ] 

(5,), (S2), . . . , (Sn) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг Оху ] 
текисликдаги проекцияси (D) нинг PD булинишини ва унинг (Dx), (D2) j 
. . . (DJ  булакларини .\осил килади. Ps булинишга нисбатан ушбу 
йигиндини тузамиз:

П
(20.8)

*=i
Агар (S) сиртнинг устки томони каралаётган булса, у х,олда барча Dk ; 
лар мусбат булади.
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Модомики, f(x, у,  z) функция z =  г (х, у) сиртда берилган экан, у 
х ва у  узгарувчиларнинг ^уйидаги функциясига айланади: 

f(x,  у, z) =  /(х , у, z (х, у)).
Бундан эса

— z (!;t> 'Hi) (k =  1,2, . . . , n) 
булиши келиб чи^ади. Натижада (20.8) йиринди ушбу

О — 2 / ( 5 * .  Л*. *(£*, r\k))-Dk 
k= \

куринишга келадн. Бу йиринди /  (х, у, z (х, у)) функциянинг интеграл 
йириндиси (икки каррали интеграл учун интеграл йиринди) эканини 
пайкаш кийии эмас. Агар f ( x, y ,  z (x , y ) )  функциянинг (D) да узлук- 
сиз эканлигини эътиборга олсак, унда Xр ->■ 0 да

k=\
йиринди чекли лимитга эга булади ва

Нш у  /  а к, Цк, z(£*, r\k))Dk=  f f f (X, y , z (x, y)) dxdy
X )D)

D * = 1
булади. Демак,

lim o =  lim y f ( l k, 4k Sfe) ' D k =
X -+0 Xp -*0j¿

F S  •=> k = \

n r r
=  lim У  f (I*. % ,  2  ( í k , T I,)) Dk =  |  j /  (x, y, z (x, y)) dxdy.

xPD-+° я  (O)
Бундан эса

f f /  (x, y, z) dxdy =  f | 7  (x, y, z (x, y)) dxdy
(S ) (S )

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Агар (S) сиртнинг пастки томони царалса, унда барча А, лар ман- 

фий будиб,
: I f  /  (х, у, г) dxdy =  — Г j f  (х, у ,  г (х, у)) dxdy

(S) Ф)
булади.

Худди юкоридагидек, тегишли шартларда
Г Г / (х, у, z) dydz, Г / (х, у,  z) dzdx

\ S )  , ' (О)
интеграллар мавжуд булади ва

ГГ /  (х, у, z)dydz  =  Jf /  (х (у, z), у, z) dydz,
<S) (S)
f[ /  (x, y, z) dzdx =  f| f (x, y  (z, x), z) dzdx
\S) (ó)

булади.
20 . 1- натижа .  Ясовчилари Oz укига иараллел булган (S) цилин­

дрик сиртни карайлик. /  (х, у, г) функция шу сиртда берилган булсии. 
У хрлда-

ff f {х, у,  z) dxdy  
(S)
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| [ /  (х, у, г) йхАу =  0 .
''(5)

Худдя шунга ухшащ, тегишли шартларда

|  [ /  (х, у, г) йуйг =  0, [ [  /  (х, у, г) сЫх =  0
(5) '(5')

булади.
Бу тенгликлар бевосита иккинчи тур сирт интеграллари таърифи- 

дан келиб чикади.
Юкорида келтирилган теоремадан фойдалапиб, иккинчи тур сирт 

интеграллари х<ам икки каррали Риман интеграллари хоссалари каби 
хоссаларга эга булишини курсатиш ва уларни келтириб чикаришни 
укувчига хавола этамиз.

3. И к к и н ч и т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р и н и х и с о б л а ш. Юко- 
рида келтирилган теоремадан фойдаланиб иккинчи тур сирт интеграл- 
ларини хисоблаш мумкин. Унда иккинчи тур сирт интеграллари икки 
каррали Риман интегралларига келтириб хисобланади:

(  [  /  (х, у , г) йхйу =  [  | /  (х, у, г  {х, у)) йхйу,
'(5) (О)

|  )' /  (х, у, г) йуйг =  ^ /  (х (у, г), у, г) йуйг,
'&) \0)
| Г /  (х, у,  г) йгйх =  (' | /  (х, у  (г, х), г), йгйх.
(¿) '(О)

М и со-л.  Ушбу

Я (¿г+£ +‘г)**
(5 )

х2 у- г2
интегралнн карайлик. Бунда ( 5 ) — —  +  —  +  “ 7  =  1 эллипсоиднинг г =  0 те-

кисликдан пастда жойлашган ^исми булиб, интеграл шу сиртнинг пастки томони бу- 
йича олинган.

Равшанки, бу (5) сиртнинг тенгламаси ^уйидагича булиб,

мазжуд булади ва у нолга тенг:

г —- — с

уиинг Оху текислигидаги проекцияси

( О ) - ф  » ) £ * • •  £  +  £ < 1 }
эппипсдан иборатдир.

(5) сирт хам, бу сиртда берилган
х̂

( (х, у. г) =  -—  +  —  +  кг ■ а2 62
функция з̂ ам 20 .2 -теореманинг шартлариии каноатлантиради. У холда

V 1 _  Г_
а2 62



булади. Интеграл (S) сиртнинг пастки томони буйича олинганлиги сабабли тенглик- 
нинг унг томонидаги икки каррали интеграл олдига минус ишораси ^уйилди.

Энди бу '

-.Li i£+s—* V х-* ~!й  dxd,j-
( D )  _______ _______

=  i f  ( k c \ / r X - X- - V-  - * — £ ) dxdv J  J  \  V a2 b2 a2 1)2 I  *
(D)

икки каррали интегрални хисоблаймиз. Икки каррали интегралда узгарузчиларни
х  =  а р cos ф, у  =  b р sin <р 

каби алмаштириб цуйидагини топамиз:
-----------------------------------------------------------------------------------  2 я  I

/  v2 i ,2 v2 /,2 \ л гi!(кс \/ )̂dxdy = f[i(6ĉi_p2~p2)a6prfpid<f= ■(D) * a- - a- - /  6 b

У-1 г r  -------  I Г kc ( i — p2)3/2 p
=  ab j j j {kcp У  I— p? — p3) dp j r f ( p  =  2 n a & |  — —--------~  1

=  2 n ab  I 
\

Демак,
*2 Уs \  /А с  I
—  4 -  — - -1- kz dxdu =  2 n a b  ---- —
a2 b2 I V 3 4

~(S)

4. Б п р и н ч и  ва и к к и н ч и т у р  с и р т  и н т е г р а л л а р и о р а с и -  
д а т и  б о р л а н и ш .  Виз 19-бобнинг 4-§ да биринчи ва иккинчи тур 
эгри чизкк.лм интеграллар орасидаги борланишни ифодалайдиган фор- 
мулаларни келтирган эдик.

Шунга ухшаш, биринчи ва иккинчи тур сирт интеграллари ораси­
даги борланишни ифодаловчи формулалар х,ам мавжуд.

(S) сирт ва унда берилган f (х, у, z) ва Р (х, у, z), Q (х, у, г), 
R (х, у, z) функциялар тегишли шартларни каноатлантирганда (кара л- 
син, 2-§ нинг 1- пункта) ушбу

Г Г /  (х> У> 2) dydz = ( Г / (х, у,  z) cosctds,
(S) s '  (ё)

f I* /  (х, У, z) dzdx — ( J f  (x, у,  z) cos (’ ds, (20.13) 
(s') V)
[  f  /  (x, У, z) dxdy =  f  [  /  {x, y, z) cos yds,

умумии ^олда
j jr P (.v, y,  z) dydz  +  Q (x, г/, z) dzdx  +  R (x, y, z) dxdy —
(S)

— f  j № (x, y, z) cos a  +  Q (x, y, z) c b s  ¡3 +  R (x, y, z) cos y] ds
(S)

формулалар уринли булади.
Бу формулаларнинг туррилигини исботлашни у^увчига хавола этамиз.
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3- §. Стокс формуласи

I?3 фазода 2 =  2 (х, у) тенглама билан анщланган силли^ (5) сирт 
берилган булсин. Бу сиртнинг чегараси 5 (5 )  булакли- силлик згри чи- 
зик булсин. (5) сиртнинг Оху текисликдаги проекциясини (О) дейлик. 
Унда д (5) нинг проекцияси д (О) дан иборат булади.

Фараз килайлик, (5) сиртда Р  (х, у, г) функция берилган булиб, у 
узлуксиз булсин. Ундан ташк,ари бу функция (5) да

• дР (х, у,  г) дР (х, у, г) дР (х, у,  г)
дх ’ ду ’ дг

хусусий хрсилаларга эга ва улар узлуксиз булсин.
Ушбу

I* Р (х, у, г) с!х ■
й'(5)

эгри чизикли интегрални карайлик (унинг мавжудлиги равшан). Агар 
д (8) чизи^нинг (5) сиртда ётишини эътлборга олсак, у х;олда

I Р  (х, у , 2) ах =  [  Р (х, у, г (х, у))
д(3) КЗ)

йх

булади.
Энди Грин фбрмуласидан фойдаланиб ушбуни топамиз:

| Р (х, у, г (х, у)) с!х =  — ]  | - - - -  
'¿Ф) <Ь)

у, г (х . у))

ду
йхйу.

Равшанки, Р (х, у, г (х, у)) функциянинг у  узгарувчн буйича хусу­
сий хоснласи

дР (х , г/, г (х, у)) дР (х, у, г (х, у)) ^   ̂
ду дг у

булади.
Ушбу бобнинг 2-§ идаги (20.7) муносабатлардан

(х, у) '=  — сое [5 
соэ у

булишини эътиборга олсак,

г г дР (х , у, г (х, у)) дР (х, //, г(х, у)) , . ч]

). ! ду "  ........& ' ......................  ~  >  (-С’ У)\
Ф)

с1хс1у =

ф)

дР (х, у, "г (х , у)) дР (х , у,  г (х , у)) сск р 
ду дг соб у

с1хйи

булади.
Натижада ^аралаётган интеграл учун куйидаги тенгликка эга бу-

ламиз:
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Р (х, у, г) йх =
5(5)

Г дР (х, у, г (х, у)) дР (х, у, г (х, у)) СОБ (V

1 ду дг сое у.
Ф)

йхйу. (20.14)

2-§ даги 20.2: теоремадан фойдаланиб (20.14) тенгликнинг унг то- 
монидаги икки каррали интегрални иккинчи тур сирт интеграли орк;а- 
ли ифодалаймиз:

-Як! х)
Ф)

дР (х, у, г (х, у)) дР (х, у, г (х, у)) соь |3

Я[(5)

ду дг  с оз у

дР (х , у, г) дР  (х , у, г) ссв|У
ду дг сск у

йхйу — 

йхйу.

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи тур сирт интегралини, (20.13) 
формулага асосланиб, биринчи тур сирт интегралига келтирамиз:

дР (х, у.  г) 
ду

дР (х, у, г)

ду

Я(5)

-я(5)
=  Л  дР (х, у , г)

дР (х, у, г) соз р
дг .соэ у

■йхйу =

дР (х , у, г) сск Р 
дг соэ ^

соб уйэ  

дР (х, у,  г)

(20.15)

СОЭ у й5 — | |  ■ СОЭ р йэ.
(Э) ~ (5)

Ва нихрят, яна (20.13) формулалардан фойдаланиб цуйидагини топамиз: 

дР (х, у, г) 1  СС др (*■ У< г)

(5 )

дР (х, у,  г)

Я
я

соъуйэ — ^
(5 )

СОБ Р йв — Л"

йхйу,

дг  J  J  дг
(5) (5)

ду

э Е Л ы ь Л  й г ( 1 х . (20.16)

(20.14), (20.15) ва (20.16) муносабатлардан

|  Р (х, у,  г) йх =  Д
д(Э) (Я)

дР [х, у, г) 
дг

йгйх - д р  (х, у. г)

ду
йхйу 20.17)

булиши келиб чи^ади.
Худди шундай мулохаза асосида (5) сирт ва унда берилган Q (х, у, г), 

Р (х, у,  г) функциялар тегишли шартларни бажарганда ушбу
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|  Q (X, у,  г) й у =
¿(5) (5)

I* Я (х, у,  г) <1г =
й(5) '(5)

д<2 (*. У, г)
дх

с!хс1у ■

дЯ (х , у,  г)

~ д у
йуйг

_  д(} (х, у,  г) 
дг

дЯ (х, у. г) 
дх

йуйг, 

йгфс (20.18)

формулаларнинг уринли булиши курсатилади. (20.17) ва (20.18) <}х>р- 
мулаларни хадлаб кушиб куйидагини топамиз:

Р (х, у ,  г) (1х +  0. (х, у ,  г) <1у +  Я (х, у ,  г) с1г =

дЯ (х, у,  г) '

сед

Я
Ю ■

()Q (х. у.  г) 
дг

д<2 (х,  у ,  7) дР (х, у. г) , , . Г
дх ду ду

дР (х, у, г) дЯ (х,  у,  г)
дг дх

йгг1х. (20.19)

Бу Стокс формуласи деб аталади.
2 0 . 2 - н а т и жа .  Мазкур курснинг 19-боб, 3-§ идаги Грин формула­

си Стокс формуласининг хусусий хрлидир. Дакикатан хам, (20.19) 
Стокс формуласида (5) сирт сифатида Оху текисликдаги (О) соха олин- 
са, унда 2 =  0 булиб, (20.19) формуладан

д(2 (х, у) дР (х, у )

ду
(1хйу| Р (х, у) (!х +  С) (х, у) с1у =  |  |  дх 

<><Р) (О)
булиши келиб чикади. Бу Грин формуласидир.

Шундай килнб, Стокс формуласи (5) сирт буйича олинган II тур 
сирт интеграли билан шу сиртнинг чегараси буйича олинган эгри чи- 
зикли интегрални боглов^и формуладир.

4- §. Остроградский формуласи

фазода, пастдан 2 =  ф, (х, у) теглама билан аницланган сил- 
лиц (53) сирт билан, юкоридан г =  <р2 (х, у) тенглама ёрдамида аниц-

ланган силлиц (6\) сир г билан, ён то- 
мондан эса ясовчилари Ог укига па- 
раллел булган цилиндрик (53) сирт би­
лан чегараланган (V) сох,ани (жисмни) 
царайлик. Унинг Оху текисликдаги 
проекцияси (D) булиб, бу (О) нинг 
чегараси юкорида айтилган цилиндрик 

у сиртнинг йуналтирувчиси сифатида оли-
1 г=У,а,у) нади (28-чизма)

(Ч>1 (х, у) <  ф2 (х, у), (х, у) С (О)).
Фараз цилайлик, (V) да /? (х, у,  г) 

28- чизма функция берилган ва узлуксиз бул-
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сохадэ

дг

син. Бундан ташкари бу функция

хусусий хосилага эга ва бу хосила 
Равшанки, бу холда

д ^ М ^

мавжуд булади ва
(1/) л с ияа келтирилган ф орм у^  ..

18- бобнинг Ю-§ ИДа а  к УРа
фАх -у ) , га \^  ’ <?/? <*, у . г) \  а, _

1 1 1  « С Ь Ы »  А * *  у  У , , , , ' - ' 1 5   ̂ *  (20-20)

(Ю
булади.

Агар
Фг(* .у ) Сх, {/)) —  Я  (х > Ф; (л:
| а г = = к  (X, у, ф2
.) дг

4>1(х, У)

булишини эътиборга олсак, у *РЛ!ха 

„ „ ф*(л Я (I | |  Я ( х ,  У, Ф2 (х, у)) с1Хс1у 

\0)

—  /  [  Я  ( * •  У ’ ф1 ( Х ’  У ) )  а х ( 1 у  ( 2 0 . 2 1 )

'(°> ...«оп лати  й к к й  каррали

Ч,(х,у)
дК  (х,  у,  г)_ ^  \  ¿ х й у  

дг /
(О) '^¡(х,у)

' «ПЯГЙ ИККИ мира,.« „п1Сф
булади. Бу тенгликнинг унг томон интеграллари орк.алц § ‘1[)ш
2- § даги формулалардан фойдалани ,

Г (■ д  (х , у ,  г )  йхй у ,

/ /  / ? ( * ,  у,  щ { х ,  V)) ^  и
(О) __ Г Г  д  (X, у ,  г )

j  [  Я  ( х ,  у ,  Ф1 (х,  У)) й х й У "  - У  (20 ,22 |

(0) „нтеграллари сиртнинг усгщ,
Келтирилган тенгликлардаги сирт ' „о 22) муносабатлардан ^у. • 01,11 
буйича олинган. (20.20), (20.21) ва УИ«Даги
ни топамиз: п с „  , „

Щ  дЯ  (*■ У’ г> ^  *’ ’ +

+  С Р  (X, 0- 2) №  (20.23)

к  - <5ягй йккййф интеграл (ЗД сиртщ^ ^
Бу тенгликнинг у н г  томонидаги 
ки томони буйича олинган.



(53) сирт ясовчилари Ог укига параллел булган цилиндрик сирт 
булганлигидан

| (( Я (х, у, г) АхАу =  0 (20.24)
(«'*)

булади. (20.23) ва (20.24) муносабатлардан

I  [  ]  (1хс[ус1г =  ]  ]  ^ (х’ у ’ ^  йхаУ +  |  |  Я (х, У, г) АхАу +
( Ь  ( 5 .)  ( 5 2)

+  | { я  (х, у, г) АхАу =  г|){|) я  (х, у,  г) АхАу
:(5») (5)

булиши келиб чикади. Бунда (5 )— (V) жисмни ураб турувчи сирт. 
Демак,

I* Г |  дЯ(х^у,г)_ йхй1̂ г =  ^  я  (х> г) йхс[у (20 25)

° (V) ~ (¿)
Худди шу йул билам, (У) хамда Р  (х , у,  г), <3 (х, у, г) лар тегишли 
шартларни каноатлантирганда куйидаги

|  ЭД Ш Х̂М1А -  ¿хауАг =  Р (х, у, г) АуАг, (20.26)
(V) Ы

] ] ]  " АхАуАг  =  ф ф  <3 (х,  у,  г) (20.27)
(V) (5)

формулаларнинг туррилиги исботланади.
Юкрридаги (20.25), (20.26) ва (20.27) тенгликларни хадлаб ^ушиб 

Щ  |  дР(х ,  у,  г) | ¿(2 (х, у ,  г)хуиидагини топамиз:

+  {'х\ у' ^ ) АхАуАг =  ф ф  Р  (я, у, г) АуАг +  0  (х, у, г) АгАх +

(V)

 ̂Ах Аь
дг

+  Я (х, у, г) АхАу.
Бу формула Остроградский формуласи деб аталади.

21- Б О Б

ФУРЬЕ КАТОРЛАРИ
Биз юцорида, курсимиз давомида, мураккаб функцияларни улардан 

соддарок булган функциялар оркали ифодалаш масалаларига бнр неча 
марта дуч келдик ва уларни ургандик. Бу со^адаги классик масалалар - 
дан бири — функцияларни даражали каторларга ёйишдан иборат булиб, 
у мазкур курснинг 13-бобида батафсил урганилди.

Агар ^аралаётган функциялар даврий функциялар булса, табиийки, 
уларни соддарок; даврий функциялар билан ифодалаш лозим булади. Хар 
бир х,ади содда даврий функциялар булган функционал ^аторларни ур- 
ганиш мураккаб даврий функцияларни соддарок; даврий функциялар 
билан ифодалаш масаласини ^ал этишда мухим роль уйнайди.
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Ушбу бобда, хар бир ^ади махсус даврий функциялар булган функ­
ционал каторлар— Фурье цагорларини урганамиз.

Фурье цаторлари назарияси математик анамизяинг чу кур ва кенг 
урганилган булими булиб, унинг амалий масалаларни хал цилишдаги 
роли каттадир. Бу сох ада жуда куп илмий изланишлар олиб борилган 
ва мухим натижаларга эришилган.

Виз куйида Фурье каторлари назариясининг асосий тушунчалари, 
методлари ва ютуцлари билан дастлабки тарзда танишамиз.

1- §. Баьзи му^им тушунчалар
Ушбу параграфда келгусида керак буладиган баъзи му^им тушунча- 

ларни — функцияларни даврий давом эттириш,, гармоиикалар х^мда бу- 
лакли- узлуксизлик, булакли- дифференциалланувчилик тушунчаларини 
келтирамиз.

1. Ф у н к ц и я л а р н и  д а в р и й  д а в о м  э т г и р и  ш. ¡(X) функция 
а, Ь\ ярим интервалда берилган булсин. Бу функция ёрдамида цуйи- 
даги

/*(х) =  ¡(х — (Ь — а)т), х £ ( а  +  т(Ь — а), Ь +  т(Ь — а]
(т =  0, ± 1, ± 2, . . .) (21. 1)

функцияни тузамиз. Равшанки, энди /* (х) функция (— оо, + оо) ора- 
ликда берилган ва давркй функция булади. Унинг даври Т0—Ь — а га 
теиг. Бу бажарилган жараённи функцияни даврий давом эттириш 
дейилади.

Агарда берилган f(x) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булга ва 
/  (а +  0) =  Нш /  (х) — /  (6)

д:->а+0
булса, у ^олда давом эттирилган /*(х)функция (—оо, +сю) да узлук­
сиз булади.

Масалан, /(х) =  2 — х) функцияни даврий давом эттиришдан
хосил булган функциянииг графиги 29-чизмада тасвирланган.

Агарда берилган /(х) функция (а,Ь] да узлуксиз функция булса ва 
/ (а  +  0) =  П т ¡ (х )ф{{Ь)

х̂ -а+0
булса, равшанки / н(х) функция х а-{- т (Ь — а) (т =* ± 1 ,  ± 2 , . . ) 
нуцталарда узилишга эга булади.

Масалан, ( — 1, 2] оралицда берилган / ( х ) — х2 функцияни дазрий 
давом эттиришдан хрсил булган функциянииг графиги 30-чизмада тас­
вирланган.
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30- чизма.

/  (х) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган булса, уни даврий 
давом эттирнш хам юкоридаги сингари бажарилади:

Агарда /  (х) функция (а, Ь) да берилган булса, уни (— оо, +  оо)/ 
/{а +  т (Ь — а)\ т =  0, ±  1, ±  2, . . .} =  X*  тупламга даврий давом 
эттириш мумкин:

Г (■*)]— I (х — Ф — а) т)> *€ (а +  т (р — а), Ь +  т(Ь — а))
(т =  0, ±  1, ±  2, . . .).

И з о х .  / (х) функция [а, Ь] да берилган булса, уни (— оо, + оо) 
га, умуман айтганда, икки хил даврий давом эттириш мумкин:

Г М  =  /(*  — Ф — а)т), х£(а  +  т(Ь-*■ а), Ь +  т(Ь — а)}
(т =  О, ± 1, ± 2 ,  . . .),

/** (х) =  Ц х  — ф  — а) т), х £ [а +  гпф — а), Ь +  т(Ь — а))
(т =  О, ±  1, ± 2, . . .) .

21. 1-лемма.  / (х) .функция (а, Ъ] оралщда берилган ва у  ш у  
оралщда интегралланувчи булсин. У х1олда / (х )  ни ( —■ оо, +  °°) га 
даврий давом эттиршидан хрсил булган /* (х) функция ихтиёрий 
(а, а + ф —а)] да интегралланувчи булади еал

формула уринли булади.
И с бот.  Шартга кура /(х) функция (а, Ь] да интегралланувчи, 

/* (х) функциянинг тузилишига биноан (каралсин, (21. 1) унинг а , а +  
+ ф —а)] (А/ а. £ Я) да интегралланувчи булишини топамиз.

Аниц интегралнинг хоссасига кура
а + ( 6 —а) с Ь а+(£>—с)

/* (х) ах =  ( /* (х) йх +  [ /* (х) йх +  [ Г[(х) с1х (21.2)

Г (х) =  /  (х — (й — с ) т), х £ [а +  т(Ь — а), Ь +  т ф  — а) 
( т =  0, ± 1, ± 2, . . .).

а+(Ь—о) Ь

(*)

а а а Ь
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булади. Равшанки, у - х £ { а ,  Ь] учун /* (х )= /(х ) . Демак,

Энди

}* (х) (1х =  I" /  (х) с1х.

а -̂ (Ь—а)
I’ /*(х)е?х

интегралда х =  у  +  (Ь — а) алмаштиришни бажарамиз:
а + ф —а) а  а  а

|  /* (х) с1х =  |  /* ( у +  Ф — а)) ёу  =  |/*  (у) с1у =  —  [ }* (у) йу.
Ь а а а

Натижада (21.2) тенглик ушбу
а+(Ь—а) Ь

 ̂ /* (х) (IX — | /  (х) йх
» а  а

куринишга келади. Бу эса 21.1-леммани исботлайди. Бу леммадаги 
(*) формула содда геометрик маънога эга: [31- чизмадаги штрихланган 
юзалар бир- бирига теыг.

2. Г а р м о н  и к а л а  р. Ушбу
f(x)  =  А • эш (а х +  Р) (21.3

функциями карайлик, бунда А, а,  р — узгармас сонлар. Бу даврий
• 2пфункция булиб, унинг даври Т —----  га тенгдир. Х,акикатан хрм,06

/ ( *  +
2 л  \  _  

а  )
А -ЭШ а  ^х +  ^  =  А • э т  [(ах +  р) +  2л] 

=  А • эш (а х +  Р) =  /  (х).
Бу /  (х) = А  ■ эш (а X + Р) функция гармоника деб аталади.

Гармоникалар математика ва унинг татбикларида, физика ва техни- 
када куп учрайди. Масалан, массаси т га тенг булган М  нуктанннг 
турри чизик буйлаб ОМ (ОМ — в) масофага пропорционал булган Р  =  
=  — /« куч таъсири остидаги харакати (тебранма харакати)  ̂=  з (/) ни 
топиш ушбу
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дифференциал тенгламани ечишга келаци. Бу тенгламанинг ечими гар- 
моникадан иборат булади.

Берилган
/  (х) — А • sin (а х  +  р)

гармониканинг графиги, у  — sin х функция графигини Ох ва О у  уцлар 
буйича сикиш (чузиш) ^амда Ох уки буйича суриш натижаеида хрсил 
булади. Масалан,

/  (х) — 2 • sin (2х +  1)
гармониканинг графигини ясаш жараёни ва унинг графиги 32-чизмада 
тасвирланган.

Тригонометриядан маълум булган формуладан фойдаланиб, гармо- 
никани куйидагича ёзиш мумкин:

/(х ) =  A  -sin ( a x  +  Р) =  A (cosa х 'Sin р +  sinaX 'C osp).
Агар

Л - з т р  =  а, Л-соэр =  6 
деб белгиласак, унда 'гармоника ушбу

/  (х) — a  cos a  х +  b sin a'x  (21.4)
курин ишга келади.

Демак, хар кандай (21.3) гармоника (21.4) куринишда ифодаланади. 
Аксинча, хар цандай (21.4) куринишдаги функция гармоникапи 

ифодалайди. Шуни исботлаймиз. /  (х) — a  cos ce х +  b sin a  х булиб, a  ва 
Ъ лар узгармас булсин. Уни куйидагича ёзиб оламиз:

/  (х) =  a  cos a  х  +  b sin a  x  — a 2 +  b2 | e o s  a i  +

+  r ¿ T b >  s i n a * _■

Агар

y  a 2 +  b2 =  Л, v _ =  sin p,
V  « 4 -

дейилса, у ^олда
/  (x) =  Л • [sin p cos a  x +  eos p sin a  x] =  Л sin (a x -f- P)

булишини топамиз.
Биз юкорида гармоникалар содда даврий функциялар булиб, улар- 

нинг графиклари у  =  sin х функция графиги характерига эга булишини 
курдик.

Аммо бир нечта (турли) гармоникалар йиг-иидиеини олеак, у хам 
даврий функция булсада, аммо анча мураккаб функция булади, графи-



y=2sin(2x+1) f.
y \

32- чизма
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У к ги эса у  =  sin х функция графиги 
характеридан бир мунча'фар^ ки- 
лади. Масалан, учта турли гар- 
моникалар:

5 я

йигиндисидан иборат ушбу
4 / 1Ф (х) =  —• — sin х  Н------ sin Зх +
л I 3

33- чизма
-1- — sin5x 
^  5

функция графигини карайдигаи булсак, у 33- чизмада тасвирланган бу- 
лнб, у  =  sin х  функция графиги характерига ухшамайди.

3. Б у л а к л и - у з л у к с и з л и к  в а  б у  л а к л и - д и ф ф е р е  н ц и а л -  
л а н у в ч и л и к .  /  (х) функция [а, Ь] ораликда берилган булсин. Маъ- 
лумки, бу функция Y  х £(а, b) нуктада узлуксиз булса, х,амда а  ну^- 
тада унгдан, b нуктада чапдан узлуксиз булса, у холда /  (х) функция 
[а, Ь\ сегментда узлуксиз дейилар эди.

Энди /  (х) функциянинг [а, Ь\ да булакли-узлуксизлиги тушунчаси 
билан танишамиз.

Агар [а, Ь\ ораликни шундай

хар бир (ак, а к+1) к  =  0 , 1 , 2 ,  . . ., п —  1) да /(х) функция узлуксиз 
булса, хамда х =  ак нукталарда чекли унг ¡(ак +  0) (к =  0, I, 2, . . . , 
п  — 1) ва чап /(а;. — 0) (/г =  1,2, . . . ,  п) лимитларга эга булса, у \ол-  
да ¡(х) функция [а Ь\ да булакли-узлуксиз  деб аталадн.

Бошкача айтганда, агар /  (х) функция [а, Ь] ораликнинг чекли сон- 
дагн нукталаридан бошка барча ну^таларида узлуксиз булса ва шу 
чекли сондаги нук/галардаги узилиши эса биринчи тур узилиш булса, 
функция [а,Ь] да булакли-узлуксиз деб аталади. /(.х) функция [а,Ъ] 
да берилган ва узлуксиз булсин. Равшанки, бу функция [а, Ь\ да бу­
лакли-узлуксиз булади.

М и с о л. Ушбу

[«©«i], [« iай], • . • , [a„_v ап] (а0 =  а, ап =  Ь) 

булакларга ажратищ мумкин булсаки,
([а, Ь\ =  [а0, ах] U [ах, а2] U . .  . U [а„_1, а„])

функциянн караилик. Агар [0, 2] оралицни [0, 1] ва [1,2] булакларга ажратсак 
[0, 2] =  [0, 1] IJ [1,2]), у холда [0, 1) ва (1 ,2] булакларда берилган функция уз-



луксиз, х  =  1 нук;тада эса чекли упг ва чап 
/ ( l + 0 )  =  l i m / ( * ) = —  1, / ( 1 — 0) =  l i m  / ( д г ) = 1

jc—>1 -г 0 *-*1—0
лимитларга эга булиши топилади. Демак, берил- 
ган функция [0, 2] ораликда булакли-узлуксиз- 
дир (34- чизма).

Агар /  (х) функция (— » ,  +  оо) да 
берилган булиб, унинг исталган чекли 
[ос,Э1 цисмида ([а ,Р ]с :(— оо, +  оо)), бу- 
лакли-узлуксиз булса, у ^олда f (х) функ­
ция ( — оо, +  оо) да булакли-узлуксиз  
деб аталади

Айтайлкк, /  (х) функция (а,Ь] да бе­
рилган ва булакли-узлуксиз булсин. Бу 
функцияни (— оо,  +  оо) га даврий давом 
эттиришдан ^осиЛ булган f* (x )  функция 
( — о о , — оо) да булакли-узлуксиз булади.

Масалан, ]{х) =  х ( х £ { — я, я] булсин. Бу функцияни (— сю, +  оо)га  
даврий давом эттиришдан хрсил булган функциянинг графиги 35-чизма- 
да тасвирланган.

Энди булакли-дифференциалланувчилик тушунчаси билан таиишамиз. 
/  (х) функция [a, b1 да берилган булсин. Маълумки, бу функция 

*sf-x£(a,b) нук;тада дифференциалланувчи булса, хамда унинг а  ну^та- 
да унг ^осиласи

, .  f ( x ) f  (а)
= lim

х—>а-\- 0

34- чизма

х  — а

f (х) — f (Ь)

Г (а +  0) 

b ну^тада чап хрсиласи

f  ф  — 0) =  Игл
х^ь—0 X ■— о

мавжуд ва чекли булса, у х;олда /  (х) функция [а,Ь\ сегментда диф­
ференциалланувчи дейилар эди.

Агар [а, Ь\ ораликни [a, b] =  [а0, а {] U \ах, а2] (J • • • U [а„= t> ап] 
буладиган шундай [а0, a j ,  [ар а2], . . . , [an_ Y, ап] (aQ= a ,  ап=  Ь) булак- 
ларга ажратиш мумкин булсаки, з̂ ар бир (ak, a ft+1) да (k =  0, 1, 2 . . .  ,

ч +
II

/
/

' о т - А

35- чизма
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п  — 1) функция дифференциалланувчи булса хамда х — ак нукталарда 
чекли унг / '  (ак +  0) (к =  0, 1, 2, , п —  1) ва чап / '  (ак —- 0) (А =?= 
=  1, 2, . . . , п) х;осилаларга эга булса, у холда ¡(х) функция [о, Ь] 
да булакли- дифференциалланувчи деб аталади.

Бошкача айтганда, агар /  (х) функция [а, Ь] ораликнинг чекли сон- 
даги нуцталаридан бошца барча нуцталариДа дифференциалланувчи бул­
са ва шу чекли сондаги нуцталарда чекли бир томонли хосилаларга 
эга булса, функция [а, Ь] да булакли- дифференциалланувчи деб ата­
лади.

/  (х) функция \а, Ъ\ да берилган ва дифференциалланувчи булсин. 
Равшанки, бу функция [а, Ь\ да булакли-дифференциалланувчи бу- 
лади.

М и с о л. 1. Ушбу

/ м =
х 2, агар 0 ^  х  <  1 булса, 

2 — х, агар 1 ^  х  <  2 булса, 
х  — 2, агар 2 ^  л; ^ 3  булса

функцияни карайлик (36 -чизма). Агар [0, 3] ораликпи [0, 1], [1, 2], [2. 3] булак- 
ларга ажратсак, унда [0, 1) (I, 2,) ва (2, 3] ларда } (х) функция дифференциалла­
нувчи булиб, х  =  1, х  =  2. нукталарда эса чекли унг ва чап ^осилалар

Г ( 1 - 0 )  - 2 ,  /'  (1 +  0) =  — 1, Г (2— 0) =  — 1, / ' (2 +  0) =  1
га эга булиолини топамиз.

Демак, /  (х) функция [0, 3] да булакли- дифференциалланувчи.
2. Ушбу

х2, агар 1 булса,

Ф (*)-
2, агар 1 ^  х  <  2 булса,

— (х— З)2, агар 2 ^  х  ^  3 булса

функцияни ^арайлик (3 7 -чизма). Агар [0, 3] оралицни [0, 1], [1, 2], [2, 3] булак* 
ларга ажратсак, унда [0, 1], [1, 2], [2, 3] ларда <р (х) функция дифференциалланув- 
чн булиб, х =  \ , х  =  2 нукталарда эса чекли унг ва чап хосилалар

/ ' ( 1 - 0 )  =  2, /'  (1 +  0) =  0, /'  ( 2 - 0 )  =  0, /'  (2 +  0) =  - 3  
га эга булишини топамиз. Демак, (р (х ) функция [0, 3] да булакли- дифференциал­
ланувчи.
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Юкорида келтирилгаи таъриф. ва мисоллардан, \а, Ь] ораликда бу- 
лакли- дифференциалланувчи функция шу ораликда булакли-узлуксиз 
функция булишини куриш мумкин.

Агар / (л) функция (— оо, - f  ос) да берилган булиб, унинг истал- 
ган чекли [a, ¡3] (fa, §] а  (— о о , +  о о)) кцсмида булакли- дифферен­
циалланувчи булса, у хрлда f (х) функция (— о о , +  о о ) да булакли- 
дифференциалланувчи деб аталади.

f  (х) функция (a, b1 да берилган ва булакли-дифференциалланувчи 
булса, уни (— оо, +  оо) га даврий давом эттиришдан хрсил булган 
/*  (х) (— оо, - f  оо) Да булакли-дифференциалланувчи булади.

f  ( х) функция [а, Ь] да берилган булсин. Агар [а, Ь] оралшу-ш [а, Ь\ — 
=  [a0, flj] U l0|, а2] U • U [an_ v ап] буладиган шундай [а0, о,], 
[ap а2\, . . . .  оп] (а0 — а, ап =  Ь) булакларга ажратиш мумкин
булсакн, х.ар бир [ak, ak+i) да (k =  0, 1, 2, . . .  , п — 1) функция f  (.г) 
хрсилага эга ва бу хрсила узлуксиз булса хамда д: =  ак нукталарда 
чекли унг f  (xk +  0) (k =  0, 1, 2 , . . .  , п — 1) ва чаи f  (ak — 0) (k =  
=  1 , 2 , . . . , « )  хрсилаларга зга булса, у хрлда f  (х) функция [а, Ь] 
да булакли-силлик деб аталади.

Бошкача айтганда, агар f  (х) функция \а, Ь\ оралицнинг чекли сон- 
даги и у кта лари дан бонща барча ну^таларида f  (х) хрсилага эга ва бу 
хрсила узлуксиз булса хамда шу чекли сондаги нукталарда чекли бир 
томонли хрсилаларга эга булса, функция [а, Ь] да булакли-силлик деб 
аталади.

V  ип (х) — и J (х) +  й2 (х) +  • • • +  ип (х) +  . . .
71= 1

функционал каторни батафсил ургандик. Энди хар бир ^ади 
ип (х) =  ап cos пх +  bn sin пх (п =  0, 1, 2, . . .  ) 

гарменикадан иборат уш.бу

П= 1
хусусий функционал каторни карайлик.

Одатда (21.5) катор тригонометрик катор деб аталади. 
а0, аи Ьг, а2, Ъ2, . . . сонлар эса тригонометрик каторнинг козф- 

фициентлари дейилади.
Шундай цилиб, тригонометрик катор гарчанд функционал катор 

булса хам (унинг х^р бир хади муайян функциялар булганлиги учун) 
уз коэффициентлари а0, аи . Ьх, а2, Ь2, . . . , ап, Ьп, . . . лар билан тула 
аникланади.

(21.5) тригонометрик каторнинг кисмий йигиндиси

• 2- §. Ф урье ^атерининг таърифи
Биз мазкур курснинг 14-бобида

(21.5)

П

Т п (х) =  ай +  2  (ak cos kx +  bl sin, kx)
k— i

тригонометрик купхад деб аталади.



1. Ф у р ь е  ц а т о р и н и н г  т а ъ р и ф и .  [ (х) функция [— я , я] да 
берилган ва шу оралщда интеграЛланувчи булсин. У  хрлда

функциялар хам, иккита интегралланувчи функциялар купайтмаси си- 
фатида (каралсин, 1-цисм, 9 - боб, 7-§) 1—-я, я] да интегралланувчи 
булади. Бу функцияларнинг интегралларини хисоблаб, уларни цуйида- 
гича белгилайлик:

тригонометрик цаторни тузамиз.
2 1 . 1 - т а ъ р и ф .  а ,, Ьи а,, Ь2, . . . коэффициентлари (21.6) фэр- 

мулалар билан аникланган (21.7) тригонометрик катор [(х) функция- 
нинг Фурье цатэри деб аталади. а 0, ах, Ьх, Ь2, . . . , ап, Ьп, . . . сон- 
лар эса ! (х) функциянинг Фурье коэффициентлари дейилади.

Демак, берилган функциянинг Фурье катори шундай тригонометрик 
цаторки, унинг Коэффициентлари шу функцияга бот щ  булиб, (21.6) 
формулалар билан аницланади. Шу сабабли (21.7). цаторни (унинг 
яцинлашувчи ёки узоцлашувчи булишидан цатъи назар) ушбу « ~ »  бел- 
ги билан куйидагича ёзилади:

функциянинг Фурье цатори тузилсин.
(21.6) формуладан фойдаланиб, бу функциянинг' Фурьэ коэффициентларини то- 

памиз:

/  (х) соэ пх, /  (х) пх (п =  1 , 2 , . . . )

Л

(21.6)
—Я

п
Ьп =  — Г / (л:) пхйх (п — 1 , 2 , . . . )

— зх

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу
оо

Т  (/; х) == ~  ^  (ап С05 пх "Ь Ьп бш пх) (21.7)

! ( х ) ~ Т  (/; х) =  ~  2  К  соэ пх  +  ЬП пх)'

М и с о л. Ушбу



I 2 a
=  (— 1 ) " -------------sh an,  ( n =  1, 2, 3, . . . )

v '  я  a 2-)-«2

JLя
1 a  sin n x — n cos nx „„

e sin nx dx  = --------------------------------- Л
л  a 2 +  пг

я

—я

„ i 1 2n
=  (— 1 ) ------------- sh азт (л =  1, 2, 3, . . . )

я  a 2-(-n2

(царанг, 1-^исм, 8 -боб, 2-§).
Демак, берилган функциянинг Фурье ^атори

еах ~  —  +  2  +  (ял cos пх  +  bn sin пх) =  
п=1

2'sh в я  f 1 V  ( -1 )*  , . ,1
= ---------- J — +  >  ------------ (a  cos пх  — п sin пх) >

я \2а ^  а Н л *  J

булади.

Фараз килайлик, бирор
i

оо

— +  У  (ап cos пх +  bn sin пх) (21.7)
П= 1

тригонометрик (функционал) катор [— я,  я] да якинлашувчи булсин. 
Унинг йнгиндисиии /  (х) деб белгилайлик:

о о

^  +  V  (ап cos пх +  bn sin пх) == f(x). (21.8)
П= 1

Бундан ташкари, (21.7) ни хамда уни cos kx ва sin kx  ( / ¿ = 1 , 2 , . .  .) 
ларга купайтиришдан хосил булган

СО

— cos kx +  ^  (ап cos п х -cos kx +  bn sin n x ■ cos kx) =
n= 1

=  f  (x) cos kx, (21.9)
CO

sin kx +  ^  (an cos nx ■ sin kx +  bn sin nx • sin kx) =  / (x) sin kx«оo jii кл “Г
/1=1

(& =  1, 2, 3, . . .)  к>аторларни [— я,  я i да хадлаб интеграллаш мум- 
кин булсин.



dx =

(21.8) ва (21.9) ларни [— я,  я | да интеграллаймиз:
JT  Л  с о

I f ( x ) d x — \ y  4- (а п cos лх +  Ьп sin пх)
—я  — л  п =  I

î t  оо Л  Л

=  I — dx  +  Ia (îj cos nxdx  +  bn | sin пх d x j =  л -a,,,
—л  n = l  — Л —Л

Л  Л  Qo

I f  (x) cos k x d x  =  I y  cos (a n c o s  n x  ' c o s  &x  "b
—Л —31 n =  1

Л

+  bn sin nx  • cos kx) j  dx =  ĉ ~ j  cos kx dx  +

00

n = I  — я
Л  Л

I f(x)  sin kxdx

an j cos nx cos kx dx  +  bn j sin nx • cos k x d x  j,
— Л
Л

- - s i n  k x +  ^jTj (an cos nx ■ sin kx +
—Л n=l

Л

+  bn sin nx ■ sin kx) dx =  ~  J sin kx dx  +
—Л 
Л

+   ̂ an j  cos nx ■ sin kx dx  +  bn j  sin nx ■ sin kx dx).
n= 1 —я

Агар n ф  k да
Л

J si n nx sin kx dx  =  J [cos (n — k) x  — cos (n +  k) x] d.

sin (ft — k )  X  sin (ft -j- k )  X

n — k n +  k

I t  1

- я  ' 2
=  0

ва

шунингдек,
я

j  s in2 n x d x  =  J  (1 — cos 2 nx) dx — я ,

J  cos nx • cos kx dx =  0 (n Ф  k), j cos2 n x d x  — я ,
—  Л  — Jt

Л

J  cos nx ■ sin kx dx  — 0 (n, k =  0, 1, 2, 3, . . . )
_  Я
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булишини эътиборга олсак, унда
Я

|  /  (х) dx Tí * CLq •>

j  f (x) cos kx dx =  я  ■ ak (k
- Я
я
j  /  (x) sin kx dx  =  n -b k (k

1, 2, 3, 

1, 2, 3, •)

эканини топамиз. Бу тенгликлардан эса
Я

п J  /  (х) dx, 

cos kx dx, (21.6)

/  (x) sin kx dx (k =  1, 2, 3, . . .)

келиб чвдади. .
Демак, f (x) функция тригонометрий ^аторга ёйилган булса ва бу 

к;атор учун юкорида айтилган шартлар бажарилган булса, у холда бу 
тригонометрик ^аторнинг коэффициентлари f (х) функция ор^али (21.6) 
формулалар билан ифОдаланади, яъни f (х) нинг Фурье коэффициент 
лари булади. Бинобарин, каторнинг узи f  (x) нинг Фурье к;атори булади.

2. Ж у ф т  в а т о ^  ф у н к ц и я л а р н и н г  Ф у р ь е  ^ а т о р л а р и .  
Жуфт ва тоц функцияларнинг Фурье ^аторлари бирмунча. содда кури 
нишга эга булади. Биз цуйида уларни келтирамиз.

f  (х) функция [— и, я] да берилган жуфт функция булсин. У ш\
[— к, л] ораливда интегралланувчи булсин. Равшанки, бу хрлда f (\) 
cos пх жуфт функция, /.(х) sin rlx(n==  1, 2, . . .)  эса ток, функция 
булади ва улар [— л, я] да интегралланувчи булади.

(21.6) формулалардан фойдаланиб, f  (х) функциянинг Фурье komi|> 
фициентларини топамиз:

я  О
1 cos пх J  f  (х) cos пх dx  +

+  f  f (х) cos пх dx
о

я

1 b„ — — V /  (х) sin пх dx
**- Я  J

- Я
Я

f  (х) cos пх dx (п — 0, 1 , 2 ,  . . . ) ,

о
f (х) sin пх dx -f-

о"

J f(x)  sin n x  dx  +  j* f  (x) sin nx dx
о о

j f(x)  sin nx dx  +  j f(x)  sin nx dx  
о

0 ( n =  1, 2, 3, . .

.'(OR



Демак, жуфт /  (х) функциянинг Фурье коэффициентлари
2 V.

ап =  — \ f  (х) cos пх dx {п — 0, 1, 2, . . .), 
я  6

Ьп — 0  (я =  1, 2, 3____ ) (21.10)

булиб, Фурье катори эеа

f { x ) ~ T  (/; х) =  ^  +  2  о„ cos пх
П — 1

булади.
Энди /  (х) функция [— л, л] да берилган ток функция булсин ва 

у шу [— л, я] ораликда интегралланувчи булсин. Бу холда f(x) cos пх  
тоц функция, f (х) sin пх (п — 1, 2, 3, . . .)  эса жуфт функция була­
ди. (21.6) формулалардан фойдаланиб, /  (х) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:

Я 0 Я

— \ f ix )  cos пх dx  =  — 
я J я j  /  (х) cos пх  dx - f  j  /  (х) cos пх dx =

—я
я а

—Я 0

— j  /(x) cos /zxd.x: +  j* 
о о

/  (х) cos пх dx =  0(п  =  0, 1 , 2 , . . . )•

я
— ( /(x) sin nx dx  =  —

0 л
V f ix )  sin пх dx  -Ь 1 f(x)  sin n xdx

И J Я—я С/
—Я 0

Я
2 п=  —  \ f  (х) sin пх dx (п =  1, 2, 3, . . .). 
я  J

о
Демак, тоц f (х) функциянинг Фурье коэффициентлари 

а„ =  0 (п =  0, 1, 2, . . .),
Я

bn — /(х) sin пх dx  (п =  1, 2, 3, . . . )  (21.11)

о
булиб, Фурье катори эса

f ( x ) ~ T  (/; х) =  V  sin пх
п— 1

булади.
М и с о л л а р. 1. /  (*) =  л:2 (— я  ^  л  ^  я ) функциянинг Фурье цатори ёзилсин. 

(21.10) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициентларини 
топамиз:



Я  Я

2 L 2 sin пх л  4 L'
а„ =  — Т л2 cos пх dx =  — л:2 --------- — —  \ х  sm пх ах  =

п я  Л я  п  о ffli J
О о я

Г/  cos лх \ я  Г4_
яя

cos п х  dx =  ( - \ ) а - ( п = \ ,  2------- ).
я2

Д ем ак ,./ (х) =  х2 функциянинг Фурье кат ори ушбу

я 2 Х Л  „ 4  я 2 cos 2х cos Зх \
л2 ~  , (— I) — cos пх  =  — — 4 (cos х — —- —  +  — —  — . . . 1

3 п2 3 22 1 З2 /
п= 1

куринишида булади.
2. Ушбу

f (x)  =  x  (— я  ^  х  ^  л) 
то>  ̂ функциянинг Фурье цатори ёзилсин.

(21.11) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициент- 
я я

я  Г 2 я 2 Г
ларини топамиз: Ь„ — — 1 х  sin пх dx =  — —  х  cos пх  +  —  I cos пх dx  =  — 

п 2 J  пп  о пп  J
о о

2 2
— — cos пя =  (— 1)п+ 1 — (п =  1, 2, 3, . . . ) .  Демак, /  (дг) =  .г функциянинг Фурье 

п п
цатори ^уйидагича булади:

оо

2'; ( - 1 ) ”+ ' ■ i .  sin „« -  2 „ i n ,  _  s ü i . + í í ^  _ . . .  
n 2 3

n— i
3. [— /, /] о р а л и ц д а  б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  Ф у р ь е  ка-  

т о р и .  Биз юкорида [— я,  л] ораликда берилган функция учун унинг 
Фурье цатори тушунчасини киритдик. Бундай тушунчани ихтиёрий 
[— /, /] (/ >  0) ораликда берилган функция учун хам киритиш мум- 
кин.

/(х) функция [— I, 1} ( / > 0 )  да берилган ва шу ораликда интег- 
ралланувчи булсин.

Равшанки, ушбу
t =  j x  (21.12)

алмаштириш [— /, /] оралицни [— л, я] ораликда утказади. Агар

/ М  =  / ( - ^ )  =  ф( 0
дейилса, ф (/) функцияни [— я,  я] да берилган ва шу ораликда интег- 
ралланувчи булишини куриш кийин эмас. Бу ф (/) функциянинг Фурье 
цатори куйидагича булади:

Ф  (í) ~  Т  ( ф ; 0  =  у  +  (ап cos nt  +  bn sin nt),
П= 1

бунда
Tí Я

an =  J ф (t) eos nt dt (л =  0, 1, 2, . . .) ,  j  Ф (t) sin n t  dt
— Tí — TI
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(л =  1, 2, 3, . . .). 
Ю^оридаги (21.12) тенгликни эътиборга олсак, унда

Ф + S ( a "  c o s n I j x  +  b n s i n  n  t x )
n =  1

булиб, унинг коэффициентлари эса 
i

1 I Ф x   ̂ cos n y  xdx (ti =  0, 1, 2, . - . . )•  
—i 

l
bn =  - j  |  <p x  j sin n — xdx (n =  1, 2, 3, . . . )

булади.
Натижада

m  ~ f-̂ .̂ ('««cosíf1  + К  sin (21-13)
л=1

га эга буламиз, бунда 
i

1 С г , ч гаях} f  (х) cos ~  dx (п =  0, 1 , 2 , . . . ) ,

(21,14)

=  -у j  f М  sin dx (л =  1, 2, 3, . . . ) .b„ =  -
I ;

-i
(21.13) нинг унг томонидаги тригонометрик каторни [— I, 1\ да берил- 
ган /(je) нинг Фурье катори дейилади, (21.14) Фурье коэффициентлари 
дейилади.

М и с о л . Ушбу
f ( x )  =  ex  (— 1 <  х <  1)

функциянинг Фурье цатори ёзилсин.
(21.14) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициент ла- 

рини топамиз (бунда I — 1);

а0 =  [ ех dx =  с —
-1

1
С „ и я  sin га я  я  +  cos га я  х  *

а„ =  \ е cos га я  xdx = ------------- :—;— “—------------ - е
1 +  я я 2a«= jg.

+ i 
-1

I Q --  £> 1
(e cos n я  — e—1 cos га я) =  (— 1)" -—■— -—-  (га =  1, 2, . . . ) ,

1 + n 2 я 2 ' 1 + r a 2 я :
1

sin га я  х — гая  cos г а я х
b„ =  \ е sin га я  xdx  =

-1
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1---------------------п Я COS п я  
. == --------------(ечг я  cos п я  4- е 1 п я  cos п п) =  —-----------------(е 1 — е) ■1 + п2Я2 ' 1 _|_п2 Я2

■== Л |-----——  (е~ 1 — е) (— ])”+ 1 —— —-----я я  (п — 1, 2, 3, . . . )•1 +  Л2 Я2  ̂ ) 1 +  Я2

Лема», / (л:) =  е* функциянииг (— 1 х  ^  1) Фурье катори ушбу

(—  \)п ( -  l)n+1
'  cos л я  * 4 - ------------- я я -sm л и л

1 +  п2 я 2 ' 1 -J— ?га ir2
е* ~  ~—  +  (е — е - 1)

п ~  1
куринишда булади.

И з о ^ .  (21.7) формула билан ашщланган
00

Т  ([; х) — — +  ' V  (ап cos пх  +  bn sin пх) 
rt=l

тригонометрик каторнинг (— о о , +  о о ) да берилган 2я даврли функ­
ция эканлигини куриш ^ийин эмас:

Т  (/; х  +  2л) =  Т  (/; je).
Агар [— л., л] да берилган f  (х) функцияни (— о о , +  о о ) га даврий 
давом эттирсак (^аранг ушбу бобнинг 1-§).
}* (л) - -  /  (х ■■— 2 п т ) ,  х £ (— я  +  2 л т ,  л + 2 я т ) ( т = 0 ,  ± 1 ,  ± 2 ,  . . , ) ,  
у холда, равшанки, ( —  о о , - f -  оо) да

со

f* (х) ~  Т  (/*; х) =  y  +  \  1 (ап cos пх +  bn sin пх)
П= 1

булади.

3- §. Леммалар. Дирихле интеграли

Функцияларни Фурье каторига ёйиШ шартларини аницлаш, ю^орида 
айтиб утганимиздек, Фурье ^аторлари назариясинииг му^им масалала- 
ридан бири. У ни ^ал этувчи теоремани келтиришдан аввал баъзи бир 
фактларни урганамиз.

1. Л е м м а л а р .  ^уйида келтириладиган леммалар Фурье каторла­
ри назариясида му^им роль уйнайди.

21.2-л е м м а ,  [а, Ь\ оралщда берилган ва интегралланувчи ихтиё- 
рий ср (х) функция учун

ь
l im Г ф (х) sin рх  dx =  0, (21.15)

а
b

lim  Í cp (х) cos рх dx —■ О (21.16)
р->СО J

а
булади.

Исбот. Iа, Ь] ораликнинг бирор
Р  =  {х0, Xj, х2, . . . , хп} (а =  х0 <  X; <  х2 <  . . . <  хп =  Ь)
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ь п - 1 х к+1

I ф (x) s in p x d x  =  V  |  у  (х) s in  p x d x  (21.17)
a ft=0

булади. ф (х) функция [а, Ь] да чегараланган. Демак,
inf {ф (х); x £ [ x k, xft+1]j {k =  0, 1, 2, . . .  п — 1) 

мавжуд. Уни тк билан белгилаймиз:

mk - inf {ф (х); x £ [ x k, xft+1]} (k — 0, 1 , 2 ,  . . . ,  п —  1).

Энди (21.20) интегрални
Ь П— 1
|  ф (х) sin p x d x  =  ф (x) sin p x d x  — (21.18)

a k=0 xь

" - 1 ,í*+i n~ ‘ **+i 
=  j (qp (x) — mt)  sin P xdx  +  2^ mk |  sin p x d x  =  5 , - f  S 2

k = 0  Xf¿ k=Q

куринишда ёзиб, сунгра ^ap бир

" - 1 **+I
S¡ — \  I (ф (x) — mk) sin px  dx,

k-Oxk
n- 1 xk+l

S 2 — V  mk s in p x d x
i*

кушилувчини бахрлаймиз.
Агар оз1; ф (x) функциянинг [xA, хк+х\ (k — 0, 1, . . . га— 1) даги 

тебраииши булса, учун ушбу

п -1 'xk+l п-1
| 5 i l < 2 j  dx  =  У  А хк (А xk =  % м  — х>) (21.19)

k—Q k=0

тенгсизликка эга буламиз. Шартга кура ф (х) функция [а, Ь) да ин­
теграл ланувчи. Унда 1- кием, 9- боб, 5- § да келтирилган теоремага асо- 
сан, Y  е > 0  олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, [а, Ь] оралик- 
нинг диаметри Яр <  б булган хар кандай Р  булиниши учун

2 « v 4 * * < i  (2120)
*==0

булади. (21.19) ва (21.20) муносабатлардан

булинишини олайлик. Интегралнинг хоссасига кура

| S , [ < - §  (21-21)

булиши келиб чикади. 
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" - 1 Í*+I
Энди 5 2 =  2  tnk г sin px dx  йириндшш бахрлаймиз. Равшанки,

й = 0  x k

lí
*fe-H

sin px  dx
*k
2 " - 1

eos pxk — eos pxk+l

Демак, IS 2 1 <  — V  I %  | булади. p  ни етарли катта килиб олиш хисобига
ft=0

2 , ' а
7 2 l % K - t  <21-22>
^  fe=0

булади. Натижада (21.18), (21.21) ва (21.22) муносабатлардан етарли 
ь

катта р  лар учун I \ q> (х) sin px dx  | <  s  булиши келиб чик,адн. Демак,
а

Ь
lim i ф (х) sin p x d x  =  0.

р- •  а
(21.16) муносабатнинг уринли булиши худди шунга ухшаш курса-

тилади. Лемма исбот булди.
Хусусан, ф (х) функция [а, Ь] ораликда булакли-узлуксиз булса,

унинг учун лемманинг тасдири уринли булади.
2 1 . 1 - э с л а т м а .  Леммадаги

ь ь
I  (р) =  j  ф (х) sin px dx, / г (р) =  J  ф (х) cos px d х

а а
интегралар, равшанки, параметрга (р — параметр) боглик; интеграллар- 
дир. Мазкур курснинг 17-боб, 5-§ ида биз бундай интегралларнинг 
лимитини интеграл белгиси остида лимитга утиб ^нсоблаш ха к и да ги 
теоремада исбот ^илган эдик. Бу теорема шартлари юкрридаги интег- 
раллар учун бажарилмайди (р->- оо да интеграл остидаги функциянинг 
лимита мавжуд эмас) ва, демак, ундан фойдалана олмаймиз. Шунинг 
учун хам лемма юкорида ало^ида исботланди. Иккннчи томондан, 
лемма параметрга бонлик; интегралларнинг лимитини бевосита, интег­
рал белгиси остида лимитга утмасдан хам, хисоблаш мумкин эканли- 
гига мисол булади.

Юкрридаги лемма чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли 
учун з а̂м умумлаштирилиши мумкин.

Ф (х) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган, b нун^та шу функ­
циянинг махсус ну^таси булсин.

21.3-л е м м а ,  [а, Ь) да абсолют интегралланувчи ихтиёрий ф (х) 
функция учун

ь
¡im i ф (х) sin px dx =  0,

р~>—>00 ß
ь

lim Í ф  (х) cos p x d x  = 0  (21.23)
Р-ОО J

булади.
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И с бо т. Ихтиёрий г) (0 <  г] <  b — а) олиб,
ъ

J  Ф (х) sin рх dx 
а

интегрални куйидагича ёзиб
6 6—г) 6

I* Ф  (х) sin p x d x  — {” ф (х) sin pxdx  +  j ф (х) sin p x d x ,  (21.24)
ö a b—т]

бу тенгликнинг унг томонидаги х,ар бир кушилувчини бах,олаймиз.
Каралаётган ф (х) функция \а, b — r¡) да интегралланувчи булганли- 

ги сабабли юкорида келтирилган 21.2- леммага кура
6-4

Jim Í ф (х) sin px dx — О 
Р - о .  ¿

булади. Демак, Y s > 0  олинганда хам, шундай р0 > 0  топиладики, 
барча р >  р 0 учун

Ь—у)
j j  ф (х) sin рх dx  | <  ■— (21.25)

а

булади.
Шартга кура ф (х) функция \а, Ь) да абсолют интегралланувчи. 

Таърифга биноан, Y  & >  0 олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, 
ь

0 <  г |<  б булганда |  1ф (х)| d x <  у  булади. Демак, 
b—t\ъ ъ

|  Ф  (х) sin рх dx  <  J | ф (х) | dx  <  — . (21.26)
6—11 6 — Т)

Юкоридаги (21.24), (21.25) ва (21.26) муносабатлардан етарли катта 
ь

р  лар учун |J ф (х) sin рЖ-dx ] <  в булиши келиб чикади. Демак,

lim | ф (х) sin рх dx  =  0. (21.23) муносабатнинг уринли булиши худди
Р -  со ¿

шунга ухшаш курсатилади. Лемма исбот булди.
Исбот этилган леммалардан мух,им натижа келиб чикади.
2 1 . 1 - н а т и ж а .  [—л,  я) ораликда булакли-узлуксиз ёки шу оралик- 

да абсолют интегралланувчи /  (х) функциянинг Фурье коэффициентла- 
ри оо да нолга интилади:



2. Д и р и х л е  им т е г  р а  л и. Фруье каторининг яцинлашувчилиги- 
ни урганиш, бу каю р кисмий йириндилари кетма- кетлигининг лимити- 
ни аницлаш демакдир. Шу мацсадда катор цисмий йириндисини цулай 
куринишда ёзиб оламиз.

/  (х) функция [— я , я) ораливда берилган ва абсолют интегралла- 
нувчи (хос ёки хосмас маънода) булсин. Бу функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топиб,

Я

ak =  - - |  /  (/) cos kt dt (k =  0, 1 , 2 ,  . . .),
— Я

71

bk ■ j  /  (/) sin kt d t  ( k =  1 ,2,  . . .),
— Я

сунгра топилган коэффициентлар буйича /  (%) функциянинг Фурье ка- 
торини тузамиз:

{ak coskx bk sin kx).

Энди бу каторнинг ушбу
*==х

Fn (/; х) =  — +  >  (% cos kx +  bk sin kx)
2 ¿SWiÁk~\

кисмий йириндисини оламиз. Бу йириндидаги ak [k =  0, 1, 2, . . .) ва 
bk (k =  1, 2, . . .) ларнинг урнига уларнинг ифодаларини цуйсак, у хрлда

F (/; л) =  —  Г /  (0 dt  +  — [ f (0 [cos й -  eos t e  +  sin  kt-stnkx] dt.
n 2 л  J ■ я J

Маълумки,

Демак,

/ ¡ = 1  - я

cos kt ■ cos kx +  sin kt ■ sin kx =  cos k (t — x ) .

— я A=1
Интеграл остидаги ифода учун куйидаги муносабат уринли: 

п sin (2п +  i) ~ г ~~

1 + V  « » * ( < - * ) ■  = ------------ 7 - ~ - -2 г» • **=1 2 s in -------

Хакикатан хам,

2 аsin —
2

+

7  +
*=)

cos ku =  sin

2

.1  „  . и . и ,k 2 sin — cos t o  =  sin — h 
2 2

/¡=1

k=i
sin ||/e +  -- j ы —■ sin (/г — y j '  u =  sin frt +  j 

(u — t — x).
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, Д1 sin ( 2 п + \ ) - ~ Х
F.

Бу тенглик ёрдамида Fn (/; х) йиринди куйидагича ифодаланади:

dt. (21.27)
Sin

(21.27) тенгликнинг унг томонидаги интеграл /  (х) функциянинг 
Дирихле интеграла деб afaлaди.

Шундай цнлиб, [  (х ) функция Фурье каторининг кисмий йиринди си  
Еп (/; х) параметрга бор лик (21.27) куринишдаги интеграл (Дирихле 
интеграли) дан иборат экан.

/* (х) функция /  (х) функциянинг (— °о, +  о о ) га даврий давоми 
булсин. Бинобарин, / *  (х) функция (— с о , +  о о ) да берилган, 2 л  давр- 
ли, [— п, я) да абсолют интегралланувчи функциядир. Кулайлик 
учун биз куйида /  (х) функциянинг узини (— о о , +  с») да берилган,
2 л  даврли, [ — л, л) да абсолют интегралланувчи функция деб хисоб- 
лаймиз ва /* (х) урнига f  (х) ни ёзиб кетаверамиз.

t — х
.мп (2п +  1) —-—

Энди Fn (f; х)
2 я

di интегралда / = х  +  ы

алмаштириш к(иламиз. Интеграл остидаги функция 2 л  даврли функ­
ция булганлиги сабабли, бу алмаштириш натижасида интеграллаш 
чегараси узгармасдан колади (ушбу бобнинг 1-§ ига ^аралсин), 
Натижада

sin (2п +  1) —•

р п<1' х) =  ~Г f  f i x  +  u)2 я  J  
_я

булади. Бу интегрални ушбу

Fn (/; х) 2 я

и

f  /  (X 4- и)
sin (2/I-J- О

da

+  \ f  ( х +  и)

и
sin —

2
и
2

du

-  du -f*

и
з т -

икки ^исмга ажратиб, унг томоидаги биринчи интегралда и узгарув- 
чини — и га алмаштирамиз. У хрлда

31
(/; х) =  j1 [/ (х +  и) + /  (х — и)]

sin ( п + ~  | а

и
2 sin -

2

da (21.28)
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фойдаланилади.
Хусусан, /  (х) =  1 булса, (21.28) муноеабатдан

булади. Дирихле интеграли (/'; х) нинг бу куринишидан келгусида

2 п  в т  [ п +
(21.29)

О 2з!п 2

булиши келиб чикади. Хакикатаи хам, бу хрлда
а0 — 2, ак — Ьк =  О {Н =  1,2, 3, . . .)

булиб,

^ я (1; ^ 1
булади.

4- §. Фурье цаторининг якинлашувчилиги

Энди берилган /  (х) функция кандай шартларни бажарганда, унинг 
Фурье катори якинлашувчи булишини топиш билан шурулланамиз.

1. Л о к а л л а ш т и р и ш  п р и н ц и п  и. Ю^орида келтирилган Дирих­
ле интеграли

я  . ЭШ I П +  -— I и

/  (х +  и) +  /  (х —  и) ------— — '
о 2 ип —

(21.29)

куйидаги мухим хоссага эга. Ихтиёрий 6 (0 <  6 <  я) еонни олиб, 
(21.29) интегрални икки кисмга ажратамиз:

э т  I — 1а

Рп (!'< х) =  ~  1" I/ (Х +  и) +  /  (х —■ м)1 -------— —  аи +Я л . иТС
о 2 з т -

_!—  £ (х +  и) /  (х —  и)] ----------------- с1и.
тс ,1 и

б 2ьт —

Унг томондаги иккинчи

я

/ , ( я ,  6) =  1  |  ] / ( * , + и )+  / ■ ( * - “)]
ф ( я + т )  «
— -̂----У —  Ли

. . И
2зш¥

интегралнинг я - >  оо да лимита мавжуд ва нолга тенг. Хакикатаи хам 
берилган /  (х) функция I— я, я) да,, ва демак, [5, я) да абсолют ии- 
тегралланувчи булганлигидан
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ф (и) = ----- ----- [/ (х +  и) +  /  (х —  и)]
и

2 sm ■—
2

функция хам шу ораликда абсолют интегралланувчи булади (¡6, л) да 
sin ~  функция чегараланган^ ва 21.3-леммага асосан

Л

lim / 2 (п, б) =  lim t ф (и) sin in  +  —) udu — 0. 
íí-» 00 Л“** 00 J \  ̂/6

Натижада Куйцлаги теоремага келамиз.
21.1-т е о р е м  а. Ушбу

s i n í n + y j u
----------— du
2 sin —

2
интегралнине п - +  оо даги лимиты} мавжуд ?булгандагина Дирихле 
интегралининг п-*- оо даги лимити мавжуд булади ва

lim Fn (/; х) =  l im 1Л (п, 6).
ti ->00 П—> сю

Равшанки, 1г (п,Ь)  интегралда /  функциянинг |дг б, х -! б] ора- 
ликдаги ^ийматларигина к^тнашади.

Шундай килиб, берилган /  (х) функция Фурье каторининг х  нук- 
тада якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши бу функциянинг шу нукта 
(х — 6, х — 6) атрофидаги киймат лар и га гина боглик булар экан. Шу- 
нинг учун келтирилган теорема локаллаштириш принципы деб юри- 
тилади. Унинг мохиятиви ^уйидагича хам тушунтириш мумкйн.

Иккита турли 2 л  даврли /  ( х )  ва ф (х )  функцияларнинг хар бири 
Í— л , я) да абсолют интегралланувчи булсин. Равшанки, бу функция­
ларнинг Фурье катсрлари хдм, умуман айтганда, турлича булади. 
Бирор х0£ ( — л, я) ва 6 ( 0 <  б <  я) учун

/  (х) — ф (х), агар [*о — 8. *о +  8],
/  (х) Ф ф (х), агар х € [— я , я ) \ [ х 0 — б, х0 +  б]

булса, у холда п оо да бу функциялер Фурье каторлари кисмий 
йигиндиларипинг х0 нуктадаги лимитлари ёки бир вактда мавжуд (бу 
^олда улар бир-бирига тенг). булади, ёки улар бир вактда мавжуд бул- 
майди.

Пировардида, укувчиларимиз эътиборини локаллаштириш 'принципи- 
нинг яна бир мухим томонига жалб килайлик.

Келтирилган теоремадан / ,  (п, 6) интегралнинг п-*~ оо даги лимити 
барча б (0 <  б <  я) лар учун бир вактда ёки мавжуд булиши, ёки 
мавжуд булмаслиги келиб чикдди.

2. Ф у р ь е  ц а т о р и н и н г  я ц и н  л а ш у в ч и л и г и .
21.2-т е о р е м а .  2 л  даврли /(х ) функция [— я,  я] оралщда булак-  

ли- дифференциалланувчи функция булса, у  х1олда бу функциянинг 
Фурье катара

в
/ j  (п, б) =  — I [/ (х +  и) +  / (х — и)}

п J 
о

406



Y  +  N j  (ak cos kx +  bk sin kx)
k={

[— я,  я) да я^инлашувчи булади. Унинг йитндиси

Т  (/; х) =  +  V }  (ak cos kx +  Ьк sin kx) =  f (x +  °̂  +  f —  ,.0) 
*= i

булади (x£[— я,  я)).
И с бот .  (21.29) тенгликнинг хар икки томонини

\  If (х +  0) +  / ( х - 0 ) ]

гз купайтириб куйидагини топамиз:
sin (n+—)u

± { /(*  +  0) +  / ( х - 0 ) !  =  -  f  - i  If (x +  0) +  f  ( x - 0 ) } — 21 du.
2 я  J  2 . и

M 0 2 м п 1
1 (21.30)

(21.28) ва (21.30) муносабзтлардан фойдаланиб ушбу

Fn ( f ’ X ) - ~  1/ (* +  0 ) + / ( х - 0 ) 1

айирмани ^уйидагича ёзиш мумкин:
я

(/'- *) - 1  !/ (* +  0) - г  /  (X -  0)1 =  i  j  (/ (X +  и) +  /  (X -  м) -  
" 2 я  J

sin I я + ~  м
— f  (x +  0) — /  (x -  0)] —- ------ L -  du.

2sin —
2

Агар
' 1

я  sin tí 
1 f  [/ (x +  « ) _ / ( *  +  0)1 — ------du =  / , „  (/; x),

J  O ü

) “
-  л  =  / n„ (/;

JT i
o 2 s i n  Y

я  Sin I n *-•
1 f  I/ (x —  u) —  f  (x — 0)1 — du =  / 0n (/; x)
Я

o 2sin ■
2

деб белгиласак, унда

Fn d ’ x ) - \  [/ (x +  0) +  f ( x - 0 ) ] - = I ln (f-, x) +  / 2„ (/; *) 

булади.
Энди /,„  (/; x) ва / 2„ (/; x) ларни бахолаймиз. Ихтиёрий ô (0 <  ô <

<  я) сонни олиб, / 1„ (/; х) ни икки цисмга ажратиб ёзайлик:
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ып ( П+— ] и

'1 п (/; Х) =  -  С [/ (X +  „ ) - / ( *  +  0)1 ... V 2 > й и +
О  су. «о 2$1п —

+  — | [/ (х +  и) — /  (х +  0)] 
в

Локаллаштириш принципига асосан

Я
1 |  [/ (х +  и ) ~ !  (х +  0)]Н т

П —> со Я

и
2$т —

2

в т  ( п + — ) и

- ¿и. (21.31)

йи =  0
2$т ■

булади. Демак, V  е >  0 олинганда хам, шундай п0 =  пп (е, 6) £ /V то- 
пиладики, у  п >  «0 УЧУН

1
|  [/ (х +  м ) - / ( х  +  0)]

вш (п+— ) и 

и251" п ~
2

йи < (21.32)

булади.
Энди (21.31) тенгликнинг унг томонидаги биринчи интегрални ба- 

холайлик. Уни б ни тгнлаб олиш хисобигз етарлича кичик кила оли- 
шимиз мумкинлигини курсатайлик.

Шартга кура, /  (х) функция [— я,  я) да булакли-дифференциалла- 
нувчи. Бинобарин, у- х  [х £ |— л , я)) нуктада унинг бир томонли чек- 
ли хрсилалари, хусусан, унг хосиласи

Пт ! " , ~ /(л' ± -°) =  / '  (к +  0) 
и

мавжуд. Демак, шундай б, >  0 топиладики 0 <  и <  б, булганда
/ (х +  и) — / (х +  0) <  М 1 (М г — сопбО

булади.
Шунингдек, шундай б2 > 0  топиладики, 0 <  и <  б2 булганда

Ы.

— -—  <  М 2 (М% =  со т !)

булади.
Агар б =  т т  |6 1, б2,

2МгМ2
дейилса, унда ихтиёрий п £ N  учуй

о

Ш 1
(х +  и) —  /  (х +  0)

~ и  5,П ("  +  1) 
51П —

ийи
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11,1 2

булади. Натижада (21.31). (21.32) ва (21.33) муносабатлардан, у  s >  
>  О олинганда хам, шундай п0 £ N  топиладики, барча п >  п0 учун 
[/,rt(/; х ) | <  е булиши келиб чикади.

Иккинчи интеграл

I,
. .. sin Л +  —  \и 

(/; х) =  —  i [/ (х — и) —  /  (X—01] -—---- -------- '-I—  du
Л  J  М

2 s i n -
2

хам худди шунга ухшаш бахоланада ва 112п (/; х) | <  8 булиши топила- 
ди. Демак, V  е >  0 олинганда хам, шундай п0 £ N  топиладики, барча 
п >  п0 учун

I F n (í’ х) -  Y  Ш +  0) +  / ( х -  0)11<  28

улади. Бу эса
1 im F (f; *) =  i -  [ (х 4- 0) 4  f  (х — 0)]
n—oo ¿

эканини билдиради.
Шундай килиб, /(х) функциянинг Фурье катори [—я , я] да яцин-

лашувчи, унинг йиеинд и си  Т (/; х) эса —  [ /  (х  +  0) 4  f ( x  —  0 ) ]  га 

тенг:

т ( / ;х) =  (ak cosk X 4  bk sin 6x) =  —  f/(x +  0) +  / ( x - 0 ) ] .
z  ¿úam  ¿

k=\
Теорема исбот булди.
Равшанки, теорема шартларини каноатлантирувчи /  (х) функциянинг 

узлуксизлик ну^таларида

Т{];  х) =  f { x + 0 ) + }(x. ^ L  =  /  (*)

булади.
х — ±  я  булганда ушбу бобнинг 1- § ида айтилган ушбу

/  (л 4  0) =  /  (— я  4 0 )  =  /  (я — 0)
тенгликлар эътиборга олинса, унда

1 : ™  С / р .  „ N  Я — л  +  0 ) 4  f  (—я — 0) / ( — я + 0) + я ( я —  0)
— Я ) = -------------- ---------------= • --------------- -------------- ,

/I—>со ■*-
]im F  (Г я) =  / ( ” + ° ) + П я - 0 )  =  / ( - я 4  0 ) + ( ( я - 0 )

lim FM ; —  я )  =  lim F (f; я) =  ~  [/(—я  4  0) 4  / (я —0)],
л - , .“  и -» «  2

булади. Демак,



Т  (/; — я ) =  Т  (/; я) =  [/ (— я  +  0) +  /  (л — 0)]

булади.
21.2- н э т и  ж а. Агар 2я даврли f (х) функция [ — я , я] да узлук- 

сиз, булакли-дифференциалланувчи ва / (  я) =  / ( я )  булса, бу функ- 
циянинг Фурье катори | —я,  я] да я^инлашувчи, йириндиси 

Т  / / ;  х) — f(x)  (х € [— я , я])
булади.

М и с о л  л ар . 1 . Ушбу
‘ / (х) =  а-2 ( х  £ [— я, я])

функцияиинг Фурье катори цуйидагича
„ 2  ж гч  4 л 2 cos 2 х

х* ~  Т  +  1)/г coskx =: "3— 4(003 +
к =  1

cos Зх . ч 
+' — • • •)

б\/лишиии курган эдик. Равшанки, х2 функция [—я , л] да ораликда 21.5-натижанинг 
шартларини 1-;аноатлантиради. Шу натижага кура, | я,  я] да унииг Фурье ^атори 
я^инлашувчи, йигиндиси эса х2 га тенг булади. Демак,

» »о k 4 я 2 eos 2х cns Зх

/г = 1
(хб  I—Л, я]).

2. Ушбу ..
f  (х) =  cos ах  (0 <  а <  I)

функциями карайлик. Унинг Фурье коэффициентлари

2 С о sin ая  ап =  —  \ cos ахах  — 2 --------

я
2

а

яъни

“о ,
я  .1 ал

о л

■ =  —  1 cos ах cos nxdx ~  ~ \  (cos ( а +  .п) х +  cos (а n )x ) d x  
п я  .1 л; ,1

о 0
„ 2а sin а я

=  (— 1 ) -------------------(п =  .1, 2, . . .),
а 2—я2 л  

Ьп =  0 ( п =  1, 2 . . .),
булади. Демак, берилган функцияиинг Фурье цагори

sin а я  , 2 а э т а я -  (— l ) ft ___ t __
cos а х -------------4------------------ >  , — Г Г  cos kxая я  ¿ я !  а 2—*2

/¡=1
булади. Агар бу f ( x ) = c o s  ах функция 21.5- натижанинг шартларини бажаришини 
эътиборга олсак, унда

°Р г .
sinaax 2 a s in a n  ' \ 'Ч ( —-I)1’ ,

cos ax = ---------+  • ~  / i  ,  , 2 cos kx
ая  я  a -—к2

/г=1

булишини топамиз.
Кейинги тенгликдан х =  0 дейилса.

sin а я1 зет ----------- -
ЗХ

. у
Г  -i

t= l
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г

яъии

1 !л .. =  -L -f- \  ( — ])*.
sin а л  а  ^  \ в  +  Л а — к

келиб чикади.
3. К,уйндаги

Г — л, ага р — я  ^  а- ^  0 булса, 
i (х) =  •!

( О, агар О <  х  <С я  булса
функциями царамлик. Бу функция юцоридаги 21.2-теорема шартини каноатлантири- 
шини куриш к,ийин эмас.

Берилган функциянииг Фурье коэффйциентларини топиб, Фурье ^аторини ёзамиз:

Í  о
1 п  , , 1 а 2 яа0 =  —  \ i ( x ) d x =  — ------- -- = - о " .

я  J  я  2 —я  2
—я

я  О
Iи,, =  _ L  i f  (х) eos kx dx ~  — —  1 x

я J я J
—я  —я

о
1

eos kx  dx
k n

x  sin kx +

+ kn

Демак,

sin  kx dx  =  —  (eos kn— eos 0) =  —  [( — 1)* — 1 [.

a, =  ! — /A i ’ a raP k  ~  T0IÍ сон бУлса’
0, агар k — жуфт сон булса. 

Энди bk коэффициентларни ^исоблаймиз:
я  О

Ьк =  _L | /  (a) sin kx dx =  — _í— j ■ . , 1 eos kx x  sin kx  dx =  —  x  ---------

0
eos /гх dx = eos k n _( — 1 )й

k

Шундай цилиб, j¡ £ (  — я , я) учун

г  íf. у ч _  я 2 \^ c o s (2 A — 1) X , 4T V  _  sin Але _  f , , 
д / , х ) ~ —  ~  —  2k- i)2 ■ + 2 а  } k r(x)■

fc=I ft=l
: я да эса

булади.
4. Ушбу

Г (/; — я )  =  ТЦ ; я ) =

/¡=1

0 +  а я

, arap — я  ^  х  <  0 булса, 
агар 0 ^  х  <  л  булса

функцишш ^арайлик. Бу функция юкоридаги теореманинг шартларини цаноатланти- 
ради. Берилган функциянинг Фурье коэффициентларини ^исоблаб, унинг Фурье на­
торили топамиз:
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О я я

% f  ~  J  Í (х) <¿v- =  _L J rfx — J _  J  dx =  0,
—я —Я П 0Я O n

I /  (.r) cos nxdx- _1— J* cos nx dx — J* cos nx dx — 0 (n — 1, 2, . . .  ).
-я  я о

я  о я

, =  —  I f (x) sin n xdx =  -L  I sin ил: d i-— _L I sir 
я  J  JÍ J  JI J

ИЛ

Демак,

sin nx dx —
тс я J

я  —я  О
i 1 2 :1

[cos 0 — cos nx ]+  —  [cos nx — cos 0] =  ■—  (cos nn —■ cos 0)=
ПК n JT

=  • - [ ( -  i f  -  ¡I.nn

bn ==
nn

0, агар n — жуфт сон булса, 

a rap п — ток сон булса.

+  •

Шундай килиб, берилган /(* ) функциянинг Фурье г^атори 
со

т (f ■ r\ — _ ^ '\T ^ s in (2 r t— \)х __ 4 (  > sin 3x sin 5jc
("  ) я ^ | - - 2 n - l -------i r i sinx+ ^ -  +  —

n=l
булади ва унинг йигиндиси

( f ( x) ,  агар х  G ( — я, я )\{ 0 .}  булса, 
í / ( - 0 )  +  f( +  0) 1 + - ( - 1 )
| ------------- --------------— ------- ------- •== 0, агар х  === 0 булса,

= 0, агар х  == — л  булса,T{¡- х ) =  < /  ( ~~ я  — 0) +  /  ( — я  +  0)

I 2
I f(n —  0) +  /(я  +  0)
|  -------------- --------------=  0, агар х  =  л  булса

)
булади. 38-чизмада /(дг) функциянинг ва унинг Фурье [каторининг Ft (f; х), Ft (f; х)
ва F3 {[; х) г^исмиа йияшдилари тасвирланган.

5- §. Цисмий йигиндиларнинг бир экстремап хоссаси. 
Бессель тенгсизлиги

/  (х) функция \а, b] ораликда берилган. Бу функция ва унинг 
квадрата )"2(х) ^ам шу ораливда интегралланувчи булсин. Одатда бун- 
дай функциялар квадрата билан интегралланувчи деб аталадн.
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Агар f(x) функция \a ,b \  да квадрата билан интегралланувчи бул- 
са, у шу ораликда абсолют интегралланувчи булади. ^акикатан ^ам, 
ушбу

теигснзликдан фойдаланиб
ъ

J \ {x ) \d x
а

нинг мавжуд булишини топамиз. Бу эса /(х) функциянинг [а, b] да 
абсолют штегралланувчи эканини билдиради.

Аммэ /  (х) функциянинг абсолют интегралланувчи булишидан, унинг 
квадрата билан интегралланувчи булиши х,ар доим келиб чикавермай- 
ди. Масалан, ушбу

функция (0, 1] да интегралланувчи, лекин

Р(х)
X

функция эса (0, 1] да иитеграланувчи эмас (каралсин, 16-боб, 5- §).
Демак, квадрати билан интегралланувчи функциялар туплами, аб­

солют интегралланувчи функциялар тупламининг кисми булади.
/'(х)Тфу нкция [ — л, л! да квадрати билан интегралланувчи функ­

ция, Т п(х) — даражаси п дан катта булмаган тригонометрик купхад 
булсин:

П

TrkX) =  V  +  V !  К  C0S kx +  Píe sin kx)• 
fc=l

Равшанка, бундай купхддлар хам [ — л, л] да квадрата билан интег­
ралланувчи буладилар. Коши — Буняковский тенгсизлигидан

\ ' } f ( x ) - T n(x)]2 dx  (21.34)
—Я

интегралнинг х>ам мавжудлиги келиб чикади. Бу интеграл муайян f(x) 
да а с, ctj, Pj, а 2, f>2, . . . , а п, |эп ларга боглак/.

/ ■ = / ( « о ,  a lt рр а 2 ,  р2, .  .  .  ,  а „ ,  |5„) =  /  [ /  (х) -  Т п(х)]2 dx.
—  Л

Энди куйидаги масалани карайлик. Шу коэффицнентлар кандай 
танлаб олннганда 1 энг кичик цийматга эга булади? Бу масалани хал 
этиш учуй юкоридаги (21.34) интегрални хисоблайлик:

j  if (х) — Т п(х)}2 dx =  j / 2(x) dx — 2 j'/ (x) Г„(х) dx +  j T 2n (x) dx  (21.35)
— Л  — Я — Я  — Л

/(x) функция Фурье коэффициенлари учун
Л

а0 =  j  /(х) t/x,
— Л
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31

ак— ~  / (х)соэкхйх, (1 г=  1, 2, . . .)
—Л

Я

Ьк=  —  ^  ¡ (х )^ т к х й х  (к =  1, 2, . . .)
— Я

формулалардан фойдалансак,
Я  Я  Г!

| /  (х) Т п{х) с1х=   ̂ /  (х) —■ +  У  (а/;со5 кх +  (3, бш 1гх)\ с1х =
—я —я 1г= 1п

=  V  «0^4- V  (ак ■ акл +  Р* • Ьк ■ л) =  (21.36)

=  л

булади.
Агар

/г= 1

1т + У  (««•»„+м.>
/е=1

л л л
| соэ кхйх =   ̂ Э1П кхйх =  0. | соэ кх ■ э щ кх йх =  0,

-Я  — Я  — Я
я я

( $>\п2 кхйх  =  [ со$?кхШх — л
—Я

(каранг, ушбу бобнинг 2-§ ига) эканини эъгиборга олсак, у х,олда
•II

7^ (х)йх =  |  ^  (а^соэ кх  +  рАвш кх)
—я /г= I

йх =

— л +  Ё К  +  К )
к = \

(21.37)

булади. Юкоридаги (21.36), (21.35.), (21.37) тенгликлардан фойдаланиб 
^уйидагини топамиз:

j  /(х) - 1 Т п (х) | йх =  |  / 2(х) йх  — 2 я
- Я  — Л

<л п п

т+У] ал +* аш4к=\

I\ ь =  1 / 2(х) йх — л

+  о | +  Ь\ +  л
к= 1 /;=1 

Бу тенгликдан куринадики

—Я
/г п

+  У ]  к  -  а /  +  V  (|5„ -  6 /
/;= 1Л'<л ':4к= 1

(Я*) — ^„М 1 2 ^Х
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интеграл
а о а0’

(/г =  1, 2, , п),
Р* =  Ьк, (/г =  1, 2, . . . , п) 

булгандагина узининг энг кичик кийматига эришади ва у циймат

Р ( х ) й х - п \ 4 + у , 4 + у , ь1АааЛ ___£=1 /2=1
булади, яъни:

шш 1 Ц (X)— Т п(х)]2 с1х'-
«о . сс\ , 1̂ , . . .  ап , &п _я

л

\ Р ( Х ) с1х — К
а'о

/е =  1

Шундай 1̂ илиб, ^уйидаги теоремами исботладик.
21.3-т е о р е м а .  /  (х) функция  I — я , я] да берилган, квадрата  

билан интегралланувчи булсин. Даражаси п дан катта булмаган  
барча тригонометрик купщ длар [Т п(х)\ ичида ушбу

| [ /  (х) — Т п(х)]2 йх
— Я

интегралга энг кичик киймат берувчи купуад  /(х) функция Фурье 
каторининг п- кисмий йшиндиси булади:

т т
Т( х)

т  Г ¡/(х) — Т (х)]2 с1х =  [/(х) — Гп (/; х ) \Ч х  =
С) •'

¿х — я Л  +  >  ' а; 
2 к—\ 2 л  к*=]

(21.38)

2 1 . 3 - н а т и ж а .  Агар / (х) функция | — я,  я] да квадрати билан 
интегралланувчи булса, у хрлда бу функциянинг Фурье коэффициент- 
лари квадратларидан тузилган

а ь ва X1 Л2
Ь = 1  /е== 1

каторлар я^инлашувчн булади ва куйидаги тенгсизлик уринлидир:
9 Л

+  У Ла1 +  ^ Ь1 <  ¡ Р ( * ) 0 х .  (21.39)
/г=1 ¡г=1 —л

И с б о т .  (21.38) муносабатдан у - п  учун



" •’*' */
/е ~ 1 /г = 1  —л

булади. Бу ерда п ни чекснзликка интилтириб, келтирилган иатижанн 
ва тенгсизликни хосил киламиз.

(21.39) тенгсизлик Бессель тенгсизлиги деб аталади.

6- §. Якинлашувчи Фурье цатори йигиндисининг функционал
хоссалари

Биз мазкур курснинг 14- бобида якинлашувчи функционал катор- 
лар йигиндисининг функционал хосссаларини батафсил ургандик. Рав- 
шанки, берилган функциянинг Фурье ^атори функционал каторларнинг 
хусусий холидир. Бинобарин, тегишли шартларда Фурье каторлари 
йириндилари х,ам 14-бобда келтирилган хоссаларга эга булади. Куйи- 
да уларни исботсиз келтирамиз.

/  (х) функция | — я , л] да берилган ва унииг Фурье катори

яъни

Т  (/; х) — . +  " V (я  cosпх +  b s in пх) (21.40)у ' 2
/2=1

[ —■л, л] да якинлашувчи булсин.
Г . Ф у р ь е  к а т о р и  й н г и н д и с и н и н г  у з л у к с и з  л и г и. 

Агар (21.40) ^атор [ — я , я] да текис якинлашувчи булса, у холла бу 
^аторнинг T(f; х) йигиндиси [ — я, л] ораликда узлуксиз функция 
булади.

2°. Ф у р ь е  к а т о р н и  х ; а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  Агар (21.40) 
цатор [—л, л] да текис якинлашувчи булса, у хрлда (21.40) катор 
^адларини интегралларидан тузилган

ь ь ь
j l i .  dx  - f  an j  eosnxdx - f  bn |  sin nxdx j  =

a n — 1 a aoo
n ,, v i  /  sin nb — sin na . , eos na —  eos nb \

+  ------------------ +  * „ --------- ---— )
/¡=i

катор ( — я  <  а <  b <  л) хам якинлашувчи булади ва унинг йишндиси
ь

Т  (J; х) dx

га тенг булади, яъни
ь ь

í Т  (/; х) dx  =  [ —  “Ь " V  (ап cos пх +  bn sin пх)
J J 2 jib )

а а п=1
b со Ь

=  | —  d x +  У .  \ ( a c o s n x  +  bn s m n x )d x  j.
J  2  jite sa i _ J  -I

n=l a
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3°. Ф у р ь е  ц а т  o p  ин и ха для б д и ф ф е р е н ц  и а л л а ш .  Агар, 
(21.43) цаторнннг ^ар бир хадининг хоеилаларидан тузилган

ОО

V  ( — nansin пх  +  nbn cos пх)
Л = 1

цатор [ — я , я] да текис яцинлашувчи булса, у холда берилган Фурье 
цаторининг йириндиси Т  (/; х)) шу [ —• л , я] да T'(f; х) хосилага эга ва

СО

7'Ч/'; *)=== ( — tian sin пх +  nbncos пх)
п=1

булади.
Шундай цилиб, умумий цолдагидек f(x) функция Фурье катори йи- 

риндисининг функционал хоссаларини урганишда Фурье каторининг 
текис яцинлашувчи булиши музуш роль уйнаяпти. Бинобарин, Фурье 
цаторининг текис якинлашувчи булишини таъминлайдиган шартларнн 
аницлаш лозим булади.

Энди шу хакида теорема келтирамиз.
Ф у р ь е  ц а т о р и н и н г  т е к и с  я ц и н л а ш и ш и .  21.4-т е о р е м а .  

/  (х) функция [ — я,  л] ораликда берилган, узлуксиз хамда /  (■—л)  =  
=  f (л )  булсин. Агар бу функция  [— л, л] ораликда булакли-силлик 
булса, у  х1олда ¡(х) функциянинг Фурье катори

ОО
Т  (/; х) =  - у  +  (ап cos пх +  bn sin пх) (21.40)

П— 1
[— я, я] оралицда текис якинлашувчи булади.

И с бот .  Берилган /  (х) функция Фурье цатори (21.40) нинг хар
бир

ип (х) =  ап cos пх  Н- bn sin пх {п =  1, 2, . . .)

хади учуй
| UÁ X) \ =  | ап cos n x + bn sin ПХ ] <  I ап ¡ +  | ba |

(и =  1, 2, . . .)  булади. 
Энди ОО

п =  1

каторнинг яцинлашувчи булишини курсатамиз. 
Фурье коэффнциентлари

=  —- Í / (х) cosnxdx, b, == —  i f (x )  sin hxdx (n =  \ ,  2, . . .) 
я j  я j

—я
ни карайлик.
Булаклаб интеграллаш коидасига кура



•л. ■ 21

------- \  f'(x) sin nx dx =  — —  . —  ( f r(x) sin nx dx , (21.41)
ПП ,/ n n  J

— я  — -Я

я • я
-----— f  /  (х) d  ;==---—  ¡\х) * —  cos пх  +

л  J  \  п  /  я  п
— JE — Я

Я

I f'(x) cos nx dx  —  (&- 1)" [ /  (л) — /( — л)1 +
J «Я -

Я

+  —- i f  (х) cos nxdx .
ПП , I

nn t
—  Я

Агар / ( — л ) = / ( л )  шартни эътиборга олсак, у хрлда
Я’
\ ¡'(х) cos nx dx  (21.42)
я

1 1
п я

булади.
f  {x) нинг Фурье коэффициентларини ап ва Ь' десак:

Я

1 ( /'(.v)cosnxdx, b' =  —  i f '(x )s \nnxdx  (n — 1, 2, . . .), 
Я J  п Я J

— 3X — 31

у ^олда (21.41) ва (21.42) муносабатларга кура

ап ~ ------- К ’ bn f  ~ ап Щ  2, • • •)

булади. Натижада

!а„1 + 'А! = 7 (KI + KI)
булади.

Агар

1 ' K I + K D - t K I  +  t I * ' - ! *

2

п

( <  +  ^ ) + i ( ^  +  “ ) =  T ( a';, +  ^ )  +  1
булишини ^исобга олсак, унда ушбу

| “»| +  | 6» И т ( а;' +  ,’» ) + ^  (21'43)
I ешсизликка эга буламиз.

Шартга кура (х) функция булакли-узлуксиздир. Бинобарин, у 
квадрата билан ингегралланувчидир. Шунинг учун бу функциянинг 
а п, Ь'п Фурье квэффициентлари Бессель тенгсизлигини каноатлантира- 

ди, яыш
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булади. Демак,
оо

2

^атор якинлашувчи., Уеда якинлашувчи каторларнинг хоссаларига ку­
ра ушбу

^аторнинг хар бир хади (21.44) каторнинг мос ^адидан катта эмас. 
Тавдослащ теоремасйга кура (царалсин, 1 -том, 1 1 - боб, 8-§) (21.45) 
^атор якинлашувчи, демак,

к;атор якинлашувчи булади.
Вейерштрасс аломатидан (1 4 -боб, 2-§) фойдаланиб, (21.40) Фурье 

каторининг [:— л, л] да текис якинлашувчи булишйни тоиамиз. Теоре­
ма исбот булди. -

У- §. Функцияларни тригонометрии кугцад билан щинлаштириш

Юкорида, 6- § да курдйкки, агар /  (х) функция [— я , я] да узлук- 
сиз, булаклн-узлуксиз дифференциалланувчи булса, унинг Фурье нато­
ри Т (х)  шу ораливда текис якинлашувчи булади, яъни ^исмий йигин- 
дилар кетма-кет лиги {Рп ([‘, л')} шу ¡(х) функцияга текис я^инлашади. 
Текис якинлашувчнликнинг таърифига биноан, -у в > 0  олинганда хам. 
шундай п0£ N  топиладикй, V  п > п 0 учун

булади. Бу эса юкорида антилган шартларни ^аноатлантирувчи функ- 
цияларни исталган аникликда Р п(х) тригонометрик куихад билан так- 
рибан алмаштириш мумкинлигини ифодалайди.

Аммо 14- бобда келтирилган Вейерштрасс теоремасйга кура ихтиё- 
рий [а, Ь) да узлуксиз функцкяни исталган аникликда алгебраик куш- 
^ад билан та1фибан алмаштириш мумкин эди.

(21.44)
п= 1

^атор ^ам якинлашувчи булади.
Юкорида келтирилган (21.46) тенгсизликка мувофик;

со •

2 < М  +  ! У ) (21.45)
п~  1

оо

— л<х<я
эир ! /•’„(/: л") - }'(х) | <  е (21.46)
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Табиийки, (21.46) уринли булиши учуй /(*) нинг [— я,  я] да уз- 
луксиз булишининг узи етарли булмасмикин, деган савол турилаДи. 
Бу саволга жавоб салбийдир. З^аттоки, узлуксиз функциянинг Фурье 
катори, умуыан айтганДа, якинлашувчи булмай колпшп ^ам мумкин 
экан (^аранг, И. П. Натансон, Конструктивная теория функций, Мос­
ква, 1947, 7- боб, 3- §). Демак, Фурье каторлари кисмий йириндила- 
ридан, функцияларнинг бу, кенгроц синфи учун тацрибий хисоблаш 
аппаратлари сифатида фойдалана олмас эканмиз. Ку™да биз [—л, л] 
да узлуксиз ихтиёрий /(х ) (функция учун шундай тригонометрик куп-, 
^адлар {оп (/; д')} кетма-кетлигнни тузамизки,

булади. Шуни з̂ ам таъкидлаймизки, бу тригонометрик купхадлар Фурье 
^аторлари ^исмий йирнндилари ёрдамида осонгина тузилади.

Ф е й  ер  й и г и н д  не и. /(д.) функция [ —я,  я] ораливда берилган 
ва узлуксиз булсин. Бу функция Фурье каторининг кисмий йигиндиси

йигиндини тузамиз. Одатда (21.47) йиринди [  (х) функциянинг Фейер 
йигиндиси деб аталади.

/(х) функциянинг Фейер йиншдиси ап (/; х) тригонометрик куп^ад 
булади. З ^и ^атан  х,ам, Фурье катори кисмий йириндиларииинг ифо- 
далари

П т  зир | а  (/; х) — /  (л;)] =  О

П

Рп (/; х) =  ~  +  К  С03 кх +  Ьк вш £х)

дан фойдаланиб, ушбу

а д  х ) = ^ - (21.47)

420



°з if’ х) — — +  —  a¡ eos x +  —  fci sin x +  a2 eos 2 x +  —-  b% sin 2 x,
2 3 3 3 3

n — l—  a L eos x +  -------b1s i n x +  . . .  +  — a  , eos (/г •
/? я я

n—i
eos kx +  - — — b. sin kx

П П— 1 )X + -^  Ьл_! s i n ( / I - l ) ^ ^ + j ( V
/¡=1 

булади.
Агар 3-§ да келтирилган (21.32) тенглик

F B(1, дс) =  1 ( n =  О, 1, 2-------)

ни эътиборга олсак, унда (21.50) дан
а „ ( 1 ; х ) = 1  (21.48)

булиши келиб чикади.
(21.47) муносабатдаги Fk (/; х) (£ =  0, 1, 2, . . . t i — 1) нинг урнига 

унинг ифодаси (каралсин, (21.28)
2*4-1 

s in — ----- а
Fk (/•- *) =  Д- j  ¡/ (.v +  ц) +  /  (Х _  „)]

о
du

ни к,уйиб куйидагини топамиз:
Л— 1 Я

и
2 s i n -

(/; *> - -1-  УЩ \ f(x  +  u ) + f  (х -

2k-\- \  
s in ---------- и

и)] -du
li= i о

* f ( x +  u) +  f ( x - u )  V I

2 sin } "

í2 пл 
0
я

1
ЛЯ

sin -

f ( x  +  2 í ) + f ( x - 2 í )
sin t

)2 si n ( 2 ^ + l ) |
k—0

ti—1

sin (2 k - f  1)̂ 1 dt.
' fe=0

Интеграл остидагп йипшди учун

V s i n ( 2 ¿ + 1 )  =  ^
^  sin t
кш о

муносабат уринли. Ха^идатан хам,
ГС —I /2—1

sin I V  sin (2 k  +  1)/ =  ' V  sin ¿-sin (2 k  +  \ ) t  ~
/.: = 0 li- 0n-1V 1

2
eos 2 kt—eos (2/e-f 2) /

Натижада f  (x) функциянинг Фейер йипшдиси ушбу

— — (1 — eos 2 nt) =  sin 2nt.
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х) -¿Ti f ( x  +  2 t)  +  f ( x - 2 t ) sin nt \ 3
sin t

курннишни олади. Бу ва юкоридаги (21.48) тенгликдан

пп J

я

-T 2 (sm nL Y d t
sin t

dt (21.49)

(21.50)

булиши келиб чи^ади.
21.5-т е о р е м  а ( Ф е й  ер  т е о р е м а  с и). /  (х) функция. [— я,  я]  

оралщ да берилган, узлуксиз ва / ( — я) /  (я) булсин. У  %олда

l im sup |сгл (/; х) — / (х)| =  0
п+ю —л<х<п

булади.
И с б о т .  (21.50) тенгликнинг ^ар икки томонини /(х) га купайтир- 

сак, у хрлда

/ ( * ) = = —  2 /(х)
пп  J  \  sin t  )

sin nt  I2 dt

булади. Бу ва (21.49) муносабатдан фойдаланиб, ушбуни топамиз:

я/2 ■

%  (/; х) — /  (х) =
пя

- 2  f{x)

/  (х +  2 1) -j- /  (х — 2 t) ■

sin nt
s in /

dt. (21.51)

Модомики, шартга кура f ix )  функция [— я ,  я ]  да узлуксиз зкан, 
у Кантор теоремасйга биноан текис узлуксиз булади. Демак, V  е >  0 
оЛинганда ^ам, шундай б = б ( е ) > 0  топиладики, \х '— а"| < 2 6  тёнг- 
сизликни каноатлантирувчи у х ' ,  х" £ [— я,  я] учун

1/(0 — / (х")\ (21.52)

булади. Шу топилган б сонни олиб (уни б <  деб ^исоблаш мум- 

кин), (21.51) интегрални икки кисмга ажратамиз:

° п (А х) — (х) =  У, (п, б) +  / 2 (и, б),

бунда

М я ,  6) /  ( х + 2  t ) + f  ix -  2t) —2/ (х)1 ( dt,
1 \  sin /
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я /2

I t (n,  o ) - J L Ç  [/ ( x  +  2 0  +  / ( x - 2 0 ~ 2 / ( x ) ] í ^ ' f d / .
n л  ,) J \ sin t 7

5

Энди / j (n,  ô) ва I2(n, a) интегралларни бахолаймиз. Юкоридаги (21.52)
муносабатни эътиборга олиб цуйидагини топамиз:

Ô

I/, (п, б)| ^ [ f ( x  +  2 t ) - f ( x ) \  +  \ f ( x - 2 t ) ~

—  f(x)\
sin nt \ 2 
sin t

dt <  —  И  4 - +  —n Л
_Jt_ Q
2

sin \ 2

sin nt \2
sill t

пл. !  V sin t
dt

Демак, Y  е >  О олинганда х>ам, шундай б >  О топиладики, барча. 
п £ N  лар учун |/, (п, б)| <  ~  булади.

Энди / 2 (n, б) интегрални бзхрлаймиз.
Я/2

| / , ( п ,  б ) |<  —  Г | / (х  +  2 0 + / ( х - 2 0 -
п я  J  

Ô
Я /2

— 2 / ( х ) | ( ^ М 2 - -  ■ 4 M  С ( lííL^A2 dt,
\ sin t ! п л  J  \  sin/ /

6
бунда Al =  max !/(x)l. Равшанки,

— Я<Х<Я

¿ e í *  л Ф >  0) да
sin nt \ 2
sin t sin2 ô

булади. Натижада 12(п, б) учун ушбу |/2(«, б)| <
_1_ 4 M

11 п sin2 Ô
2 М

ti sin2 ô
бахога эга буламиз. Агар натурал п сонини п > п 0

4 M  I

sin2 6 J
кили б олинса, унда .... 2 м  <; JL B3j демак, \1.2(п, б)| <  

п sin2 о 2
<  — булади.

Шундай килиб, Y  е >  0 олинганда хам шундай б =  6 (е) >  0 топи­
ладики, Y  n £ N  учун \It (n, ô)j <  булди. Ва шу е > 0  ва б==б(е)

ларга кура шундай п0 топиладики, у п > п 0 учун |/2 уп, б)| <  — бул­

ди. Бу тасдицларни бирлаштирсак, Y ? >  0 учун шундай п„ £ N  топи­
ладики. у - п > п 0, Y  ■*€[-- л, я] учун Ian(f\ x) — f (x)| < е  б>'ладп. 

Демак, lim sup \on (f; х) — f(x) — 0. Теорема исбот булди.
Я - 'с о  — Я < * < Я

Натижада, функцияни тригонометрик купхад билан я^инлаштириш 
х,а^идаги ^уйидаги теоремага келэмиз.
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2 1 . 6 - т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а е и ) .  Агар [  (х) функ­
ция [— я,  я \да берилган, узлуксиз ва / ( — я ) = / ( я )  булса, у  уолда 
шундай $Рп (х) тригонометрик купхад топиладики,

1 ¡га эир \£Рп (х) — /  (х)| =  О
П ->со  — Л < Х < П

булади.

8- §. $ртача якинлашиш. Фурье цаторининг уртача лцинлашкиш

Функционал кетма-кетлик ва каторларда текис янинлашиш тушун- 
часи билан бир каторда, ундан умумийрок; — уртача янинлашиш тушун- 
часи хам киритилади.

1. У р т а ч а  я к и н л а ш и ш .  [а, Ь\ оралнкда бирор Цп (х)}:

Ш ,  Ш ,  , / п (/г), . • • (21.53)

функционал кеш а- кетлик ва /  (х) функция берилган булиб, / п (х) (я =  
=  1, 2, . . .) х^амда /  (х) лар шу ораликда квадрати билан ннтёграл- 
ланувчн булсин.

2 1 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар

11т |' [/п (х) —  /  (х){3 йх =  О
п~>со а

булса у хрлда (21.53) функционал кетма-кетлнк ¡'(х) функцияга [а, Ь] 
да уртача якинлашади деб аталади*.

М и с о л л а р. I . Ушбу {[п (х)) — {хп }:

х, х \  . . .  , хп . . . .  (х £ [0, 1])

функционал кетма- кетлик

г / /0 . агар х £ [ 0 .  1) булса.
(1, агар х =  1 булса

функцияга [0. 1] да уртача якинлашади. >'акикатан :цам,

1 1 1
12 , С , п п , Г. .*’1 .,.. 1‘ ¿х — |  (хп — О)2 ах =  Г  х2" (1х =

0

1

2 п + )

ва, демак, п т  | \х ‘
я —>со О
П т  1 [хп — О]2 (1х =- 0.

*Аиик.рок айтганда, киритилган якинлашишни, одатда урта квадратик якинлашиш 
деб аталади.
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 ̂ 2 2х̂  - Т1Х̂
/ Г « - 2 " .  / 4 7 «  5 , . . . , 1 / 2 7 ^  2 . ( , 6(0,  1])

функционал кетма-кетлик ¡(х) =  0 функцияга [0. 1] да уртача я^инлашмайди, чунки

1 1 ___ ~ Т пх2
\ и п (х) — 1(х)]*<1х =  'Ц1Уг~ 2 п х е  ~ — ()\2с1х =
о о

) 1 
=  Г 2 пх е - п%гАх =  (' е ~ пх' (I (пх*) =  (1 -  е ~ п),

о о
I _____ —4- п х 1

Пгп \ [ У 2 п х е  ~ — 0]2 с 1 х ~ \ ф 0 .
п-><в о

2 1 . 7 - т е о р е м а .  Агар  (21.53) функционал кетма-кетлик / (х) га 
[а, Ь] да текис щинлашса , шу (21.53) кетма-кетлик / (х) га [а, Ь\ 
да уртача якинлашади.

И с бот .  (21.53) кетма-кетлик /  (х) га текис якинлашсин.
Таърнфга биноан, у е  > 0  олинганда хам шундай па £ N  топиладикй, 

у д  > п 0 ва у х £ [ й ,  Ь\ учун бир йула

_  _1_
2. !\уйидаги {/„(л)} =  {У  2 пх е 2 }:

Цп (х)— /(х )  | <  У  -■Ь — а

булади. Демак, у п > по УЧУН

II 1/й (х) -  /  (.X)? С1хI <  |  ]/„ (х)| —  /  (х)!2 йх <

булади. Бу эса

<  —-—  ах
Ь — а

а

Игл С [/„ (х) — /  (х)]2 с1х =  о
Я-*00 Я

эканини билдиради. Демак, {/„(х)} кетма-кетлик /(х) функцияга [я, Ь] 
да уртача якинлашади. Теорема исбот булди.

2 1 . 2 - э с л а т м а .  Функционал кетма-кётликнинг [а, Ь] да уртача 
якинлашишидан, унинг шу оралицда текис я^инлашиши хар доим ке- 
либ чи^авермайди. Масалан, юцорида курдикки {/„(х)} == {хп } кетма- 
кетлик

/(г )  =  (°> агаР ^  бУлса’
[1, агар х =  О булса
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функцияга [О, 1] да уртача якинлашади. Бирок бу функционал кетма- 
кетлик шу /  (х) функцияга ¡0,1] да текис якннлашмайди (каралсип, 
14- боб, 2 -§).

Юк;орида келтирилган теорема ва эслатма функционал кетма-кет- 
ликларда уртача якинлашиш текис якинлашиш тушунчасига дараганда 
кенгрок тушунча эканини курсатади.

21.3-э с л а т м а .  Функционал кетма-кетлик [а, ¿»| да яцинлашишидап 
[{а, Ь) нинг х,ар бир нуктасида я^инлашишидан) унинг шу ораликда 
уртача якинлашиши келиб чикавермайди. Шунингдек, функционал кет- 
ма-кетликнинг [а, Ь] да уртача якинлашишидан, унинг шу ораликда 
якинлашиши (\а, Ь] нинг х,ар бир нуктасида якинлашиши хам келиб 
чикавермайди.

— пх2
М и с о л .  {¡п М )  ~  { У  2 п х е  ~ функционал кетма-кетлик /  (х )=  0 функ. 

цияга [0, I] да якинлашади (¡0, 1] орали^нинг хар бир нуктасида якинлашади);

? п ( х ) =  lim У  2 п х  е 0 =  f(x).

Бу кетма-кетликнинг /(х ) =  0 функцияга [0, 1] да уртача якинлашмаслиги курса- 
тилган эди.

Энди бирор оралиеда уртача якиилашадиган, биро^ шу ораликда яцинлашмай- 
диган функционал кетма-кетликка мисол келтирамиз.

[0, 1] ораликни п та тенг булакка ажратамиз:

I =  "и 1 с*).
ъ=о

бунда

К^уйидаги

(* == 0, 1. 2, 
тузамиз:

Д„ (*) =

[0, 1

k +  1
(k =  0, 1 , 2 ,  .

%  (к, х) =  1, агар х  6 Д„ (/г), 

ф„ (/г, х) =  0, агар х € [0,1 ] \ А „  (к) 

п — 1) функциялар ёрдамида ушбу функционал кетма-кетлик) ш

/1 (х) =  Ф1 (0. х), 
к  (х) =  ф2 (0, х), }з (х) =  ф2 (1, х),

[[11 (х) =  ср3 (0 , х), / 5 (1, х), /в (х) =  ср3 (2, х),

{ fm(x){ функционал кетма-кетлик /(х ) =  0 функцияга [0, 1] оралик,да уртача 
якинлашади. Хаки^атан хам,

1 ) 
lim Г Um (х )— /(х)]2 dx =  lim j f 2m (x) dx  =  

m-»°°"o m-->oc о

". i
=  lim  I [m„ (ä, x )]2 dx =  lim  l d x  =  l i m —  = 0 .m_y» л
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( { f m (*)} функционал кетма-кетлик хадларининг тузилиши ^оидасига кура fm (х) — 
■= q>n (k х) булиб, т-*-оо да л->оо булади.)

Бу {/„, (х)} функционал кетма-кетлик f  (*) =  0 фупкцияга [0, 1] орали^нинг 
?¡ap бир иуцтасида якинлашмайди. Хакицатан .^ам. ^¿'(Е [0, 1] лукда учуи т  иинг 
чексиз куп ^ийматлари топиладики, )т (х) =  1 булади, т  иинг чексиз куп циймат- 
лари топиладики, fm (х) =  О булади.

Функционал каторларда хам уртача я^инлашищ тушунчаси шунга 
ухшаш киритилади.

[а, Ь\ ораликда

V  uk (х) =  Ui (x) +  « 2  ( и )  +  . • . +  ик(х) +  . . . ( 2 1 .54) 
¿=1

функционал катор берилган булсин. Бу кагор кнсмий йириндилари
п

sn (х) = V uk(x) = u¡ (х) + иг (х) + . . . + ип (х)мял
к= 1

дан иборат {S n (х)} функционал кетма-кетликни карайлик.
21.3- т а  ъ р  нф. Агар

ь
П т р 5 „ (х )  — 5 (х ) |2 dx-= О

а
булса, у холда (21.54) функционал катор S  (х) функцияга [а, Ь\ да у р ­
тача яцинлашади деб аталади.

2. Ф у р ь е  ^ а т о р и н и н г  ÿ p -гача я р н л а ш и ш и .  / (х) функ­
ция [—л, л] да берилган, Т  (/; х) э саунинг  Фурье катори

Т  (/; д) — +  S ' (ak cos kx bk sin kx)
k=i

булсин.
21.8-т е о р е м а .  Агар f  (x) функция  í—л,  л] ораликда узлуксиз ва 

/  (—л) =  /  (л) булса, унинг Фурье катори [—л, л] да /  (х) га уртача  
ящнлашади.

И с б о т .  Шартга кура /(х) функция [— л, л | да узлуксиз ва / ( —-
— л) =  /  (л). У ^олда ушбу бобнинг 7 -§  ида келтирилгаи Вейерштрасс 
теоремасига acocan, Y  е >  0 олинганда хдм, шундай тригонометрик 
куп^ад <f„(x) топиладики, Y * £ l . — я , л] учун

\ f ( x ) - r n ( x ) \ <  У  

булади. Бу тенгсизликдан с}юйдаланиб
Л  Л

f  [/ (х) — (x)]2 d x <  ——  \ dx  =  г  (21.55)
J 2я J
—я  —я

булишини топамиз.
Маълумки, /(л ) функция Фурье ^аторининг кисмий йни-иидиси 

f„ ( /;  х) учун

f [/ (x) — Fn (/; х) ]2 dx  =  m in f |/  (x)— T n (x)j2 d x  (21.56)
_ я  Tn {x) —St
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булади (каралсин, 5-§). Демак, (21.58) ва (21.59) муносабатларга кура 

j  V  W  -  Fn (/; А") 1“ dx  <  J  [/ (х) -  тп (х)'? dx  <  е
•“ Л  — Л

(V  * £ [ — л, л])
булади. Бу эса

Л

1 im Г [/ (х) — Fn (/; л-)]2 dx =  О,
п^°° -1л

яъни /  (х) функция Фурье каторн [— л, л] да уртача якинлашишини 
билдиради. Теорема исбот булди.

Биз утган параграфда [— л, л1 ораликда квадрати билан интеграл- 
ланувчи /(х ) функция учун ушбу

Л  Я  г  9  п

J t/ (*) -  F n  (/; *)2 = J /2 W ^  (а| + ̂
—л —л L Л—1

тенгликни келтириб чицарган эдик. Бу тенгликдан куринадики, агар

Аг=1
ЯЪНИ

л

о,

±  | / 2 (х) dx  =  +  ^  ( а* + & |) (2 1 .57)

- я  *=!
булса, у холда

lim  J /  (х) — Z7 (/; x)j2 dx =  О
И—>°° —Л

булади ва, демак, /(х ) функциянинг Фурье ^атори [—л, л] да уртача 
якинлашади.

Шундай ^илиб, /(х) функция Фурье ^аторининг [—л, л] да уртача 
якинлашишини курсатиш учун (21.60) тенгликнинг уринли булишини 
курсатиш зарур ва етарли булади. Одатда (21.57) Парсеваль тенглиги 
деб аталади.

9- §. Функцияларнинг ортогонал системаси. 
Умумлашган Фурье катояи

1. Ф у н к ц и я л а р н и н г  о р т о г о н а л  с и с т е м а с и .  <р(х) ва я|;(х) 
функциялар [о, Ь] да берилган ва улар шу ораликда интегралланувчи 
булсин.

21.4-таъриф. Агар
ь
[ Ф (x)- ty(x)4x—0
а

булса, у ^олда ф(х) ва (х) функциялар [а, Ь] да ортогонал деб ата­
лади.
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М л с о л. (p(*) =  sinje, ф(*) =  cos х  функциялар [— я,  я] да ортогонал була- 
ди, чумки

ь л
j Ф М  “Ф М  dx  =  j s in % . cos x  dx  =  О
а —я

булади,.
3

ф (я) =  х, i¡) (х) =  х2 — 1 функциялар [— i, 1] да ортогонал булади. )^аки- 

катан хам,
ь 1 

j  q>(x)-y{x)dx =  J  X2 _  i ^ d x = 0 .

a - 1
Энди

Фо(х), <Pi(x). . . . , cpn (x), . . . (21.58)

функцияларнинг хар бири [a. b] да берилган ва шу ораликда интеграл- 
ланувчи булсин. 15у (21.58) функциялар системасини {фл (х) } каби бел- 
гилаймиз.

21.5-т а ъ р и ф .  Агар Ф,г(х)} функциялар системасининг исталган 
иккита % (х)  ва <рт(х) (к Ф  т) функциялари учун

J Фа М ■ Ф.т М dx -  0 (k¥=m)
а

булса, у хрлда {ц>п (х)| функциялар системаси [а, Ь] да ортогонал деб 
аталади.

Одатда, k — m (k  =  0, 1, 2, . . .  ) булганда

j' ц>1(х) dx  >  0 (k — 0, 1, 2 , . . . )
а

деб каралади. Бу интегрални Kk каби белгилайлик;

К  — J q>l(x)dx(k =  О, 1, 2 , . . . ).
а

Агар (21.61) система учун
Xk =  1 (к =  0, 1, 2, . . .  )

булса, {фп(х)} функциялар системаси нормал деб аталади.
Агар (21.58) система учун

j  ТИ '  * '  '  \  1, агар k =  т  булса
а

булса, (фл (%)} функциялар системаси ортонормал деб аталади.
М и с о л  л а р . 2. Ушбу

1, cos х.  sin д:, cos 2 .y , sin 2 x,  . . .  , cos nx, sin я*, . . .
система (тригонометрии система) [— я , я ] да ортогонал булади, чунки k Ф  т бул­
ганда
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| с об к х -а к  т х ёх  =  0, ( .чш бх -эт  тх ё х  =  О

л .

булиб, ихтиёрий й, т  =  О, 1, 2, . . .  булгаида [ соэ кх-ьт тх ёх  =  0 булади (ка-
—к

ралсин, ушбу бобнинг 1-§).
2. Куйидаги

1 сое х  э т  х  соэ пх  э т  пх
}/Г2п / л  У  л  ' ’ У  л  ’ У  л

функциялар системаси [— я , я ] да ортонормал булади. Бу системапипг [— я, я] да 
ортогонал булиши равшандир. Унинг шу [— я, я] да нормал булиши зса

\2

Итг-в т  кх  ] ёх  =  1 (к =  0, 1, 2, . . . )

булишидан келиб чикади. 
3. Ушбу {Рп (х)):

Рй ^ ) ,  Ру (х).............Рп (х), . . (21.59)

функциялар системасини карайлик, бунда

1 ёп (х*-1)пР (х) = ------------- -------—
'  п\ 2п ёхп

(/г =  0, 1, 2, . . .  )

Бу система [— 1, 1] да ортогонал булади. Шуни исботлайлик. Булаклаб интеграл - 
лаш усулидан фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

I J
|  Р1{( х ) Р 1П(Х) ё х = к 1 т } 12к+т |

-1

ё к {х*— \)к 
ёхк

йт- \ х * ~ \ ) т
ёх.т-1

к\ т\ 2к+ т
ёк (х*— \)к ёт- 1(х*— 1)

ёх к .т—1

ёк+1 (х3- 1 ) /; ё'п~ 1 (х З -1 )

с1х

,171— 1 ( с, 1 \ГП

ёхк + 1 ёх.т—1 ёх

Агар х  =  ±  1 да
./И—1 (дг*-!)"

¿Ул:'. т - 1

булишини эътиборга олсак, у ^олда 
1

Р к (*) Рт М  <1х
1

к1 т\ 2
/ +1(л-2-1 ) /г

йх/г+1
(* * - !)"
.ш—2

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални яна булаклаб интеграллаб, сунг 
х  =  ±  1 да

(* • - ! ) "
а!х. ш — 2 = 0
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Г . 1 С dk+2(x2— \)k Г dm~ 3 (х2— \)'п
J ?k {x) P’n {x) dx  =  k\ m\ 2k+m j ¡ dxk+ 2 [ dxm- '¿

Шу жараённи давом эттира бориб, т  ^адамдан кейин ^уйидагп тенгликка келамизг
1

булишшш хисобга олиб куйидагини топамиз:

С ( -  l ) ' " - 1 dk+ m ~ '  ( л - 2 - I f  ,

y k { x ) P m ^ d X ~ k \ tn\ 2k+m [ dxk+m- 1 Х~ ]
-1 

1
dk+m (x 2— 1),г 

(Х2 -  1)----------------------- dx

1
f̂t-j-m+1 ^2—] ,

± 1  да х2 —  1 =  0 ва т > к  учун ------— kz m r \—~  = 0  булишини .хпсобгд олиб

1
f Pk (х) Рт (х) dx ~  0 (21.60)

—1
эканлигини топамиз. Демак, т > к  булганда (21.60) муносабат уринлидир.

Худди ю^оридагидек, т <  к булганда хам (21.60) муносабатнинг уринли були­
ши курсатилади.

Шундай цилиб k Ф  гп учун j Pk (х) Рт (х) dx — 0 булади. Бу эса (21.62) сис-
-1

теманинг [— 1; 1] да ортогонал эканлигини билдиради.
Одатда Рп (х) — Лежандр купцади деб аталади. Бу кунхад, хусусан п =  0, 1,

2, 3 булганда

Р0 (х) =  1, P i (х) =  х, Р% (х) =  ~  х2 — 1, Р3 (х )=  — х з - -  х

булади.

(21.61) система берилган булсин. Унинг ёрдамида тузилган ушбу

2  сп *Ра (х) =  со фо М  W  +■■■•••+ Ф„ W  +  • (21.61) 
/1 = 0

функционал к;атор {ц>п (х)} система буйича катор дейилади, cn, cv  , 
сп, . . .  , узгармас сонлар эса каториинг коэффициентлари дейилади.

Хусусан, фп (х) =  ап cos n x  +  bn sin п х  булганда (21.61) катор 
тригонометрик каторга айланади.

f (х) функция [а, Ь\ ораликда берилган ва шу оралшущ интеграл- 
ланувчи булсин. Равшанки, / (х) ■ срп (х) (п — 0, 1, 2, . . .)  функция 
хан [а, Ь] да интегралланувчи булади. Бу функцияларнинг интеграл- 
ларини ^исоблаб, уни куйидагича белгилаймиз:



2  а п %  (х) =  “ оФо (х) +  061Ф1 ( * ) + • ■ ' . +  а п(рп (х) +  . . . (21.63) 
п о

^аторни тузамиз.
2 1 . 6 - т а ъ р и ф .  а 0, а 1У а 2, . . . , а п, . . . коэффициентлари (21.62) 

формула билан ани^ланган (21.63) к;атор [  (х) функциянинг {Ф,г (х)} сис­
тема буйича умумлашган Фурье кдтори деб аталади. а 0, а ъ . . .  , а п, 
. . . сонлар эса умумлашган Фурье коэффициентлари дейилади.

Одатда, ?(х) функция билан унга мос умумлашган Фурье катори 
« ~ »  белги ор^али ^уйидагича ёзилади:

/  (х) ~  £  а„фп (х) =  сс0Фс (х) +  «!Ф ! ( * ) + . . . +  а /гфл (х) +  . . .
п ~ 0

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу



1. Ф и х т е н г о л ь ц  Г. М. Курс дифференциального и интегрального исчисле­
ния, т. I, II,  III ,  — М, Наука, 1969. (I, II томлари узбек тилига таржима щтян-  
ган).

2. Ф и х т е н г о л ь ц  Г. М. Основы математического анализа, т. I, II .  — М. ,  
Наука. 1964. (Узбек тилига таржима ^илинган.)

3. И л ь и н  В. А. ,  П о з н я к  Э. Г. Основы математического анализа, т. I . — 
М., Наука, 1971. (Узбек тилига таржима килингап).

4. И л ь и н  В.  А. ,  П о з н я к  Э. Г. Основы математического анализа, т. I I ,  — 
М ., Наука, 1980.

5. Х и н ч и н  А. Я- Восемь лекций по математическому анализу, — М. ,  Наука, 
1977.

6. К у д р я в ц е в  JI. Д . Курс математического анализа, т. I,  II .  — М., Выс­
шая школа, 1981.

7. Н и к о л ь с к и й  С. М. Курс математического анализа, т. I, II ,  — М. ,  Нау­
ка, 1973.

8. И л ь и н  В. А. /  С а д о в н и ч и й  В. А. , С е н д о в  Бл. X. Математический 
анализ. — М. , Наука, 1979.

9. К у р а н т  Р. Курс дифференциального и интегрального исчисления, т. I, I I ,
— М.. Наука, 1970.

10. Р у д и н  У. Основы математического анализа, — М. , Мир, 1976.
11. З о р и ч  В. А. Математический анализ, ч. I,  II ,  — М.,  Наука, 1981.
12. Р о м а н о в с к и й  И.  В. Избранные труды, т. I (Введение в анализ). Изд. 

АН УзССР, Ташкент, 1959.
13. А з  л а р о в  Т.  А. , М а н с у р о в  X. Математик анализ, 1-^исм„ — Т. , 

«У^итувчи», 1986.

АДАБИЁТ

28-501 433



19-б о б. Эгри чизикли и н т е г р а л л а р ......................................... .......................................... 33 )

1 - §. Биринчи тур эгри чизшуш интеграллар ...................................................... ......... 335
2 -§ . Иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л л а р ............................. ..................................344
3-§ . Грин формуласи ва унинг татбш угари.............................................................. ..... 354
4- §. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли интеграллар орасидаги богланиш 363

20-.б о б .  Сирт и н т е г а л л а р и ............................................................................................... ..... 364

1 - §. Биринчи тур сирт и н тегр ал л ар и .............................................................. ................. 364
2-§ . Иккинчи тур сирт и н тегр ал л ар и ................................................................................371
3-.§. Стокс ф о р м у л а с и ............................. ..................................................... ..........................378
4- §. Остроградский формуласи ........................................................................................ 380

2 1 -б о б. Фурье ^аторлари . ...................................................... ...........................................382

1 - §. Баъзи мухим тушунчалар ....................................................................................... ..... 383
2- §. Фурье каторининг т а ъ р и ф и .........................................................................................391
3- §. Леммалар. Дирихле и н т е г р а л и .......................................................................... ......399
4- §. Фурье каторининг якиилашувчилиги .............................................................. ......405
5-§. К,исмий йигиндиларнинг бир эксремал хоссаси. Бессель тенгсизлиги . 412
6-§. Я^инлашувчи Фурье ^атори йигиндисининг функционал хоссалари . . .  416
7-§. Функцияларни тригоиометрик куцхад билан якинлаштиршн ..................... ......419
8- §. Уртача я^инлашиш. Фурье каторининг уртача якинлашиши . . . . . .  424
9- §. Функцияларнинг ортогонал системаси. Умумлашган Фурье катори . . - 428



На узбекском языке

АЗЛАРОВ ТУРСУН ЛЕД  У РАХИМОВИЧ, 

МАНСУРОВ Х О ДЖ АКБАР

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

I I  часть
Учебник для студентов 

университетов и пединститутов

Издательство «Узбекистан», 
700129 — Ташкент, 1995, Навои, 30.



Бадиий му^аррир И. Кученкова 
Техник му^аррир А. Горшкова 
М усаадщ М. Юлдашева

Теришга берилди 11.01.94. Босишга рухсат этнлди 24.02.95. Короз 
формати бОХОО1/;,,. Литературная гариитурада юцори бос.ма усулида босилдн. 

Ш артли бос. т. 27,5. Нашо. т. 29,93. Тиражи 5500. Б а \о с и  шартиома асосида

«Узбекистан» иашриёти, 700129, Тошкент, Навоий, 30. Нашр № 286-93.

У збекистан Республикаси Д ав лат  матбуот н^митаси иж арадаги  Тошкент матбаа 
комбинатида босилди. 700129, Тошкент, Навоий кучаси , 30.



Азларов Т., Мансуров \
А 36 М атематик анализ:  Ун- т ла р . ва пед.ин-тларининг талаба"  

лари учун дарслик К. 2.— Т.: Узбекистан, 1995.—436 6.

Ушбу китоб университетлар хамда педагогика институтлари, шунингдек, 
олий техника ут^ув юртларининг олий математика фани чукур дастур асосида 
укитиладиган факультетлари талабалари учун мулжалланган. Уни ёзишда 
муаллифлар Тошкент Давлат университетининг математика, амалий математи­
ка ва механика факультетларида бир неча йиллар давомида -уциган лекция- 
ларидан фойдаланганлар.

Китобни ёзишда, бир томондан, математика фанининг тобора янги ту- 
шунчалар, янги гоялар билан бойиб боришига эътибор ^аратилган булса, ик­
кинчи томондан, математиканинг фан ва техниканинг турли сохаларига татби^ 
доираси кенгайиб бориши ^исобга олинган,

Китоб анализ курсининг 2- кнсми булиб, унда куп узгарувчили функция- 
лар дифференциал ва интеграл ^исоби, функционал каторлар назарияси ва 
Фурье цаторлари назарияси батафсил баён этилган.

ISB N  5-640-01507-1

22.161я73

№  637-94
Алишер Навоий номидаги 
Узбекистон Республикасининг 
Давлат кутубхонаси

1602070000—05 
М 351 (04) 95




