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Nizomiy nomidagi Toshkent daviat pedagogika
universiteti tashkil topganligining 80 yillik
yubeliyiga bag ‘ishlanadi

KIRISH

Pedagogika universitetlari va pedagogika institutlari mate-
matika, fizika-matematika fakultetlari bakalavr talabalari uchun
darslar, matematik analizdan tuzilgan dastur bo‘yicha turli darslik
va kitoblardan foydalanib olib boriladi.

Ushbu darslikni yozishda, mana shu ko‘p xillilikni bartaraf
etish, talabalaming gqiynalmasdan, bitta kitobdan foydalanib
mavzularni o‘zlashtirishlari osonlashishi hisobga olindi.

Darslik pedagogika oliy ta’lim muassasalarida, matematika
o‘gitish metodikasi bakalavriat ta’lim yo‘nalishida tahsil ola-
yotgan talabalar uchun mo‘ljallangan bo‘lib, “Matematik analiz”
fan dasturiga mos yozilgan. Darslik uch bo‘limdan—analizga
kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyaning differensial hisobi va bir
o‘zgaruvchili funksiyaning integral hisobidan iborat va o‘n ikkita
bobdan tashkil topgan. Bunda matematik analiz dasturida
yugorida aytilgan bo‘limlar bo‘yicha ko‘rsatilgan barcha
mavzulardan nazariy va gisman amaliy materiallar keltirilgan.

Darslikni tayyorlashda ta’lim bosqichlari orasidagi izchillikka
va ta’limning kasbiy yo‘nalganlik tamoyillariga hamda mualliflar
o‘zlarining Nizomiy nomidagi pedagogika universitetida, ko‘p
yillar davomida matematik analiz bo‘yicha o‘qigan ma’ruzalari va
olib borgan amaliy mashg‘ulotlaridan kelib chiggan xulosalariga
asoslandilar. Darslikning tuzilishi, mavzularning tanlanishi mana
shu tajribalar natijasi bo‘lib, shuningdek, shu paytgacha o‘zbek
tilida mavjud bo‘lgan darslik va o‘quv qo‘llanmalardan, xorijiy
davlatlarda chop etilgan yangi adabiyotlardan ijobiy foydalanildi.
Foydalanilgan adabiyotlardagi atamalar, tushunchalar va
belgilashlarni saqlab qolishga harakat gilindi.
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Ushbu darslikda davriy funksiyalar mavzusi, boshqa
adabiyotlardan farqli ravishda, davriy to‘plam tushunchasi
yordamida berildi.

Hagqiqiy sonning irratsional darajasi mavzusining bayoni,
boshqa, o‘zbek tilidagi adabiyotlardagidan tamoman farq qiladi.

Nazariy va qisman amaliy materiallarni mukammal o‘zlash-
tirishni ta’minlash maqgsadida har bir bob so‘nggida test savollari
berildi.

Darslikda teorema, ta’rif, misol, formulalar har bir paragraf
bo‘yicha, rasmlar har bir bo‘lim uchun alohida ragamlangan.

Darslik qo‘lyozmasini o‘qib chiqib, o‘z fikr—mulohalazalarini
bildirgan fizika-matematika fanlari nomzodi N.Yodgorovga,
Ajiniyoz nomidagi Nukus DPI dotsenti fizika—matematika fanlari
nomzodi J.Seypullayevga, O‘zMU dotsenti fizika-matematika
fanlari nomzodi T.To‘ychiyevga minnatdorchilik bildiramiz

Mualliflar
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BIRINCHI BO‘LIM. ANALIZGA KIRISH
I BOB. HAQIQIY SONLAR

1-§. Ratsional sonlar to‘plami va uning xossalari
1. Ratsional sonlar to‘plami. Ma’lumki, N={1,2,3,...,n,
.. .} kabi barcha natural sonlar to‘plami, Z={. .. ,-n, ..., -3,-2,
-1,0, 1, 2, 3, .. .} kabi barcha butun sonlar to‘plami belgilanadi.

1-ta’rif. Ushbu qisqarmaydigan r = P yast ko‘rinishda
q
tasvirlash mumkin bo‘lgan har bir san ratsional son deyiladi. Bu
yerda: p biror butun, g esa natural son.
Barcha ratsional sonlar to‘plamini Q orqali belgilaymiz:

Q ={§ :peZ,qeN}.

%, %, %, ... kasrlarning har birini qisqartirish natijasida % -
gisqarmas kasr ko‘rinishga keltirish mumkin. Demak, ulaming har
biri ratsional son va ular o‘zaro teng.

Q@ to‘plamda arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi.
by P

Aytaylik, n = — va r, = == ratsional sonlar berilgan bo‘lsin. Bu
4 9
] . ) - e qe s _ b P _
r, va r,ratsional sonlarning yig‘indisi deb, ,+r,=—+—==
9 9%

] + 9 . . P -
Pigy 7 Py songa, ayirmasi deb, r-r,= PPy P P4
9,9, 9 9 99,
songa, ko‘paytmasi deb, rir= AN e W VX songa, r, #0

4 9 49

songa aytiladi.

5
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2-ta’rif. Agar »-r,=0 bo‘lsa — ri=r;, agar r;-r>>0 bo‘lsa —
r1>ry, agar r1-r2<0 bo‘lsa, r1<r; deyiladi.

2. Ratsional sonlarning tartiblanganlik xossasi.

1°. Ixtiyoriy ikkita | va r; ratsional sonlar uchun ri=r,, r|<r,,
r1>r, munosabatlardan faqat bittasi o‘rinli bo‘ladi.

2°. Ixtiyoriy uchta ry, r, va r; ratsional sonlari uchun r;<r; va
r2<r; munosabatlardan r1<r; bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu xossalarning to‘g‘riligi ratsional sonlar ustidagi arifmetik
amallarning xossalaridan foydalanib isbotlanadi.

3. Ratsional sonlarning zichlik xossasi.

Bir-biridan farqli ixtiyoriy ikkita »; va r, ratsional sonlar
orasida, ulardan boshqa, kamida bitta ratsional son mavjud.

n

Aytaylik, r<r, bo‘lsin. U holda r= r‘; uchun ri<r<m,

bo‘lishi .ravshan. Shuningdek, ratsional sonlarni qo‘shish va

€ Q kelib chiqadi.

K+

bo‘lish qoidasidan

2-§. Ratsional sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash

To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy bir nuqtani “boshlang‘ich nuqta”
deb olib, O orqali belgilaymiz. Bu O nuqtani “0”(nol) sonining
geometrik tasviri deb qaraymiz.

Endi, shu to‘g‘ri chizigda noldan o‘ng tomonga yurishni
musbat yo‘nalish, chap tomonga yurishni manfiy yo‘nalish
deymiz. Bir kesma tanlab olib, uni o‘lchov birligi deb qabul
qilamiz. Bunday belgilashlar gilingan to‘g‘ri chizigni sonlar o ‘qi
deyiladi(1-rasm).

» °
(o) M
1-rasm.

Rasmda, OM orqali tanlangan birlik kesma belgilangan. M
nuqta “1” bir soniga mos keladi deyiladi.

6
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O‘Ichov birligini, ya’'ni OM kesmani O nuqtadan o‘ngga,
to‘g‘ri chiziq bo‘ylab ketma-ket joylashtirilganda 1,2, ..., n, .
sonlarga mos nugtalar hosil

-3 -2 -1 0 1 2 3
. ——

2-rasm.

qilinadi. Xuddi shuningdek, chap tomonda -1, -2, ...,-n, ...
larga mos nugtalar belgilanadi. Bu nuqtalami “butun nugtalar”
deyiladi (2-rasm).

Endi, P ko‘rinishdagi musbat yoki ya ko‘rinishdagi manfiy
q q

ratsional songa mos keladigan nuqtani topamiz.

Uchi O nugqtada bo‘lgan KOL burchak chizamiz. Biror kesma
olib, uni O nugtadan boshlab OL nur ustiga ketma-ket ¢ marta
qo‘yib Ny, N3, . . ., N, nugtalarni belgilaymiz. OK nurda esa, O
nuqtadan sonlar o‘qining birlik kesmasi OM ni qo‘yamiz. Agar M
va N, nuqtalarni birlashtirsak, OMN, uchburchak hosil bo‘ladi.

Endi N), Nz, . . ., N, nuqtalardan MN, ga parallel to‘g‘ri
chiziglar o‘tkazib, ularning OK bilan kesishish nuqtalarini M, M>,
..., My orqali belgilaymiz. Yasashga ko‘ra, ONy, NiN, ..., Ny 1Ny
kesmalar o‘zaro teng bo‘lganligi uchun OM;, MiM,, ..., Mg M

kesmalar ham o‘zaro teng va har birining uzunligi 1 bo‘ladi (3-
q

rasm).

www.ziyouz.com kutubxonasi



Shulardan biri, masalan, OM, kesmani O nuqtadan sonlar o‘qi

bo‘ylab o‘ng tomonga p marta qo‘yib, £ songa mos nuqtani,
q

chap tomonga p marta qo‘yib, - 2 songa mos nuqtani topamiz.
q

Shunday qilib, sonlar o‘qida barcha ratsional sonlarga mos
keladigan nugtalarni belgilab chigish mumkin ekan. Bu nuqtalar
“ratsional nugqtalar” deyiladi. Demak, sonlar o‘gida, har bir
ratsional songa aniq bitta nuqta mos keladi.

Bu tasdiqning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni sonlar o‘qini
tasvirlovchi to‘g‘ri chizigda shunday nuqta borki, unga mos
keluvchi ratsional son mavjud bo‘lmaydi.

Mana shu oxirgi tasdigni isbotlaymiz.

Katetlari, birlik kesma OM ga teng bo‘lgan OMB to‘g‘ri
burchakli uchburchakning OB gipotenuzasini sirkul yordamida O
nuqtadan o‘ngga joylashtirsak, sonlar o‘qida C nuqtaga ega
bo‘lamiz (4-rasm).

Ravshanki, B
|OCP=|OB’=2. Mana shu
C nuqtaga mos ratsional
son mavjud emas.

Hagqiqatan, teskarisini

faraz  qilaylik, ya’'ni I

shunday £ tatsional son, 1 C
. q e 0 M .

gisqarmas kasr mavjud 4- rasm.

bo‘lib, (ﬁ) =2 bo'lsin.
q

Bundan p’=24°, ya’ni p ning juft sonligi kelib chigadi. Shuning

uchun, p=2m belgilash kiritib, uni yuqoridagi tenglikka qo‘ysak,

¢*=2m’ tenglikni hosil qilamiz. Bu esa ¢ ning ham juft ekanini
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ko‘rsatadi. Demak, P sonning qisqarmas kasr deb olganimizga
q

zid xulosaga keldik. Bundan, C nuqtaga mos keladigan ratsional
son mavjud emasligi kelib chigadi.

Sonlar o‘qida C nuqtaga o‘xshash, ratsional sonlar orqali
ifodalab bo‘lmaydigan nuqtalarni ko‘plab ko‘rsatish mumkin.
Bunday xulosa ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish zaruri-
yatini keltirib chiqaradi.

3-§. Ratsional sonlar to‘plamining kesimi. Irratsional
sonning ta’rifi

1-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plami Q qandaydir usulda 4 va B
to‘plamlarga ajratilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu
ajratish Q ning kesimi deyiladi:

A+, B+,

2) AUB=Q;

3) VaeA,VbeB=>a<bh.

Odatda, kesimni (4,B) ko‘rinishda belgilanadi. Bunda A4
to‘plam kesimning quyi sinfi, B to‘plam esa kesimning yuqori
sinfi deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami Q ning (4,B) kesimi faqat uch turda
bo‘ladi.

a) quyi sinf 4 da eng katta element mavjud, yuqori sinf B da
eng kichik element mavjud emas. Bunday kesim birinchi tur
kesim deyiladi,

b) quyi sinf 4 da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf
B da eng kichik element mavjud. Bunday kesim ikkinchi tur kesim
deyiladi;

d) quyi sinf 4 da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf
B da eng kichik element mavjud emas. Bunday kesim uchinchi tur
kesim deyiladi.

Har bir tur uchun misollarni ko‘rib chiqamiz.

9
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1-misol. 3 sonini va undan kichik bo‘lgan barcha ratsional
sonlarni 4 sinfga, 3 dan katta bo‘lgan barcha ratsional sonlarni B
sinfga kiritamiz:

A={xe Q:xL3}, B={xe Q: x>3}.

Bunday ajratish kesimning uchala shartini qanoatlantiradi.
Shuningdek, 3 soni quyi sinfning eng katta elementi bo‘ladi,
ammo yugqori sinf B da eng kichik element mavjud emas.

Umumiy holda, ixtiyoriy r ratsional son uchun 4A={xe Q:
x<r}, B={xe Q: x>r} to‘plamlarni kiritib, (4,B8) kesimni hosil
gilsak, r soni quyi sinf 4 ning eng katta elementi bo‘ladi. Yuqori
sinf B da eng kichik element mavjud emas. Bu holda kesim r
ratsional sonni aniqlaydi deymiz.

2-misol. Ixtiyoriy # ratsional soni uchun » dan kichik bo‘lgan
barcha ratsional sonlami A4 sinfga, » va undan katta bo‘lgan barcha
ratsional sonlarni B sinfga kiritib, hosil qilingan (4,B) kesimning
quyi sinfi 4 da eng katta element mavjud emas. Yuqori sinf B da r
eng kichik element bo‘ladi. Bu kesim ham r ratsional sonni
aniqlaydi.

3-misol. Kvadrati 2 dan katta bo‘lgan barcha musbat ratsional
sonlarni B sinfga, qolgan barcha ratsional sonlarni 4 sinfga
kiritsak, (4, B) kesimga ega bo‘lamiz.

Bu kesimda, quyi sinf 4 ning eng katta elementi mavjud
emas, ya’'ni 4 sinfdan gqanday bir r ratsional son olmaylik undan
katta, 4 ga tegishli ratsionai son har doim topilaveradi.

Shuni isbotlaymiz.

Aytaylik, red biror musbat ratsional son bo‘lsin: <2,

C |
Ma’lumki, ixtiyoriy » natural son uchun » < r+— munosabat
n

2
o‘rinli va r+l ratsional son. Endi (r + -1—) < 2 shart bajariladigan
n n

n ning mavjudligini tekshirish yetarli.

10
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Ushbu n> 2+ 21

-r

tengsizlikni qanoatlantiruvchi » natural son

2
uchun (r + l) < 2 bo‘ladi.
n

Hagqiqatan,
2r+1 = 2n-nr* > 2r+1 :>r2+—+1 <2=
2—r n n
1 2
r2+—+—-2— <2= ( —) <2,
n n

Demak, quyi sinf 4 ning eng katta elementi mavjud emas.

Xuddi shu kabi mulohazalar yordamida, yuqori sinf B ning
eng kichik elementi mavjud emasligi ko‘rsatiladi.

Izoh. Ratsional sonlar to‘plami Q ning, quyi sinfi 4 da eng
katta element, yuqori sinfi B da eng kichik element bor bo‘lgan
(4,B) kesimni qurib bo‘Imaydi.

Faraz qilaylik, Q da shunday (4,B) kesim mavjud bo‘lib, a,
son A4 sinfning eng katta elementi, b, son B sinfning eng kichik
elementi bo‘lsin. Kesimning ta’rifidan a,< b, kelib chigadi.

Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra a,< r <
b, tengsizlikni ganoatlantiruvchi r ratsional son mavjud. Ammo aop
son A to‘plamning eng katta elementi bo‘lgani uchun r ¢ 4, xuddi
shuningdek. by son B to‘plamning eng kichik elementi bo‘lgani
uchun re¢B. Bu esa kesim ta’rifining 2-shartiga zid, ya'ni 4 ga
ham, B ga ham kirmay qolgan ratsional son bor ekan. Demak,
(4,B) kesim emas.

Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, ratsional sonlar to‘plami @ ni
o‘zaro kesishmaydigan 4 va B to‘plamlarga har qanday ajratish
ham kesim bo‘lavermaydi.

Masalan, agar A=N va B=Q\N deb olsak, u holda Q=4UB
bo‘ladi, ammo 2€4 va 0eB sonlari uchun 2>0, shuningdek, 3 €4
va 3,5¢B sonlari uchun 3<3,5 bo‘lib, kesimning 3-sharti
bajarilmaydi.

11
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Bunday mulohazalar Q ning (4,B) kesimi uchun faqat uch
turli bo‘lishini ko‘rsatadi. Birinchi va ikkinchi tur kesimlar
ratsional sonni aniglaydi.

2-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plami Q ning uchinchi tur kesimi
yordamida aniqlangan son irratsional son deyiladi.

Yugqorida ko‘rilgan 3-misoldagi kesim \J2 irratsional sonini
aniqlaydi.

4-§. Haqiqiy sonlar to‘plami va uning xossalari

1. Haqiqiy sonlar to‘plami. Avvalgi paragraflarda ratsional
va irratsional sonlar qanday aniglanishi va ularning ta’riflari bilan
tanishib chiqdik.

1-ta’rif. Ratsional sonlar va irratsional sonlar birgalikda,
umumiy nom bilan, haqigiy sonlar deyriadi.

Hagqiqiy sonlar to‘plami R orqali belgilanadi.

Har bir haqiqiy sonni cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishda tasvirlash
mumkin. Davriy bo‘lgan cheksiz o‘nli kasr ratsional sonni, davriy
bo‘lmagan cheksiz o‘nli kasr irratsional sonni ifodalaydi.

!
Masalan, §=0,200..., %=0,333...=0,(3), 0,121212..= 0,(12)=

=% lar ratsional sonlar, 0,10100100010..., 1,21211211121... lar

irratsional sonlar bo‘ladi.

2. Haqiqiy sonlar to‘plamining tartiblanganligi. Dastlab,
haqigiy sonlar to‘plamida teng, katta va kichik tushunchalarini
kiritamiz.

Aytayhk, x va y haqiqiy sonlar berilgan bo*Isin.

a) agar x va y larning ikkovi ham ratsional son bo‘lsa, u holda
ular orasida x=y, x<y, x>y munosabatlardan faqat bittasi o‘rinli
bo‘lishi ratsional sonlar to‘plamining tartiblanganligidan kelib
chiqadi.

12
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b) aytaylik, x ratsional, y irratsional son bo‘lsin. U holda y ni
aniglovchi 3-tur (4,8) kesim mavjud bo‘ladi. Agar xeA bo‘lsa,
x<y, agar x€B bo‘lsa, x>y deb olamiz;

d) aytaylik, x va y laming ikkovi ham irratsional son bo‘lsin.
U holda x ni aniglovchi (4,B), y ni aniglovchi (C,D) 3-tur kesimlar
mavjud bo‘ladi. Agar A=C bo‘lsa — x=y, agar AcC va A#C bo‘lsa
— x<y, agar ADC va A=C bo‘lsa, x>y deb olamiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy x va y haqiqiy sonlar uchun x=y, x<y,
x>y munosabatlardan faqat bittasi orinli bo‘ladi. Shuningdek, x<y
va x<z lardan x<z kelib chiqadi. Demak, haqigiy soniar to‘plami
tartiblangan ekan.

3. Haqiqiy sonlar to‘plamining zichligi. Haqiqiy sonlar to‘p-
lamida ratsional sonlar to‘plamidagi kabi quyidagi xossa o‘rinli.

Bir-biridan fargli ixtiyoriy ikki haqiqiy x va y sonlari orasida,
kamida bitta hagiqiy, xususan, ratsional son mavjud.

Shu xossani isbotlaymiz.

Aytaylik, x<y bo‘lsin. Agar x va y larning ikkalasi ham
ratsional son bo‘lsa, u holda ratsional sonlar to‘plamining zichlik
xosasiga ko‘ra ular orasida kamida bitta ratsional son mavjud.

Agar x ratsional son, y irratsional son bo‘lsa, u holda y m
aniqlovchi (4,B) 3-tur kesim mavjud bo‘lib, x<y ekanligidan xeA4
bo‘ladi. Quyi sinf 4 da eng katta element mavjud bo‘imaganligi
sababli x dan katta re 4 ratsional son mavjud: x<r<y.

Shuningdek, x irratsional son va y ratsional son bo‘lgan hol
yuqoridagiga o‘xshash isbotlanadi.

Agar x va y laming ikkalasi ham irratsional son bo‘lsa, u
holda x ni aniglovchi (4,B), y ni aniglovchi (C,D) 3-tur kesimlar
mavjud bo‘lib, x<y ekanligidan AcC va 4=C bo‘ladi. Bundan esa
C da A ga tegishli bo‘lmagan r ratsional son borligi kelib chigadi:
x<r<y.

4. Hagqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizligi. Ratsional
sonlar to‘plami @ da kiritilgan kesim tushunchasini hagiqry
sonlar to‘plami R da ko‘ramiz.

13
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1-ta’rif. Haqiqiy sonlar to‘plami R qandaydir usulda X' va Y
to‘plamlarga ajratilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu
ajratish R ning kesimi deyiladi:

D) X+, Y+,

) Xur=R;

) VxeX,VyeY=>x<y.

Xuddi ratsional sonlar to‘plamidagi kabi, kesim (X,Y) ko‘ri-
nishda belgilanadi va X to‘plam kesimning quyi sinfi, ¥ to‘plam
esa kesimning yuqori sinfi deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami Q ning kesimi fagat uch turda
bo‘lishini bilamiz. Tabiiy savol tug‘iladi: haqiqiy sonlar to‘plami
R da kesim necha xil bo‘lishi mumkin?

Quyidagi teorema shu savolga javob beradi.

1-teorema (Dedekind teoremasi). Haqiqiy sonlar to‘plami
R da hosil gilingan (X,Y) kesim uchun quyidagi ikki holdan biri
o‘rinli bo‘ladi:

1) quyi sinf X da eng katta element mavjud, yuqori sinf ¥ da
eng kichik element mavjud emas;

2) quyi sinf X da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf
Y da eng kichik element mavjud.

Isboti. Aytaylik, R da biror (X,Y) kesim berilgan bo‘lsin.
Quyi sinf X dagi barcha ratsional sonlar to‘plamini 4, yuqori sinf
Y dagi barcha ratsional sonlar to‘plamini B orqali belgilaylik. U
holda bu 4 va B to‘plamlar ratsional sonlar to‘plami Q da kesim
hosil qilishini bilamiz.

Ma’lumki, (4, B) kesim biror a sonni aniqlaydi. Bu son X yoki
Y larning biriga tegishli bo‘iadi.

Agar aeX bo‘lsa, u holda a son X to‘plamning eng katta
elementi ekanini ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik, @ son X ning eng katta elementi bo‘lmasin. U
holda X da « dan katta bo‘lgan biror a, sonni olamiz. Haqiqiy
sonlar to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra, a<r<a, shartni
qanoatlantiruvchi r ratsional son mavjud. Endi » < ay, apeX dan
reX, shuningdek, a<r bo‘lganligi uchun, (4,B) kesim xossasiga
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ko‘ra reB, ya’ni reY kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik
farazimizning noto‘g‘ri ekanini ko‘rsatadi. Demak, a son X ning
eng katta elementi bo‘ladi.

Agar aeY bo‘lsa, u holda a son Y to‘plamning eng kichik
elementi ekanligi yuqoridagi kabi ko‘rsatiladi. Teorema isbot
bo‘ldi.

Bu teoremadan, haqiqiy sonlar to‘plamida 3-tur kesim mavjud
bo‘lmasligi kelib chiqadi. Mana shu xususiyat haqiqiy sonlar
to‘plamining uzluksizlik xossasi deyiladi.

Demak, haqigiy sonlar to‘plami R da hosil gilingan har bir
kesim faqat bitta haqiqiy sonni aniqlaydi.

5-8. Haqiqiy sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash

Ratsional sonlami sonlar o‘qidagi nugqtalar orqali tasvirlash
bilan 2-§ da tanishib o‘tgan edik. Bu paragrafda irratsional
sonlarni sonlar o°qida tasvirlash mumkinligini ko‘rib chiqamiz.

Oldingi mulohazalarga asoslangan holda, quyidagi tasdiglar
o‘rinli deb olamiz.

1) to‘g‘ri chiziqdagi nugqtalar to‘plami tartiblangan, ya’ni
to‘g‘ri chiziqdagi ixtiyoriy ikki C va D nuqtalardan biri
ikkinchisidan chapda yotadi. Shuningdek, agar C nuqta D
nugtadan, D nuqgta E nuqtadan chapda yotsa, u holda C nuqta £
nuqtadan chapda yotadi;

2) bir-biridan fargli ixtiyoriy ikki C va D nugqtalar orasida,
kamida bitta “ratsional” nuqta mavjud;

3) to‘g‘ri chizigning barcha nugqtalari to‘plamida qurilgan
ixtiyoriy (X’,Y’) kesim uchun X" sinfning eng o‘ng nugqtasi yoki Y’
sinfning eng chap nugtasi mavjud (bu tasdiq to‘g‘ri chizigning
uzluksizlik aksiomasi deyiladi);

4) to‘g‘ri chizigda eng chap va eng o‘ng nuqgta mavjud emas.

Har bir ratsional songa, to‘g‘ri chiziqda ratsional nuqgta mos
kelishini 2-§ da ko‘rsatgan edik. Endi irratsional songa, to‘g‘ri
chizigdagi ratsional bo‘lmagan nuqta mos kelishini ko‘rib chi-
qamiz.
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Aytaylik, x irratsional son va (4,B) uni aniqglovchi kesim bo‘l-
sin. Agar quyi sinf A dagi ratsional sonlarga mos keladigan ‘“rat-
sional” nuqtalarni 4~ sinfga, yuqori sinf B dagi ratsional sonlarga
mos keladigan “ratsional” nuqtalarni B’ sinfga kiritsak, u holda
to‘g‘ri chizigning ratsional nuqtalari to‘plamida (4’,B") kesim
hosil bo‘ladi.

Endi to‘g’ri chiziqdagi barcha nuqtalarni X’ va Y’ sinflarga
quyidagicha ajratamiz:

A’ ning hech bo‘lmaganda bitta nuqtasidan chaproqda joy-
lashgan nuqtalar X~ sinfga, qolgan nugqtalar Y’ sinfga kiritiladi.
Natijada to‘g‘ri chiziq nugqtalari to‘plamida (X",Y’) kesim hosil
bo‘ladi.

To‘g‘nt chiziqning uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra, (X’.Y")
kesim biror M(x) nuqtani aniglaydi. Bu nuqta X’ da eng o‘ng
nuqta yoki Y’ da eng chap nugta bo‘ladi. Bu nuqta “ratsional”
nuqta bo‘la olmaydi. Shu M(x) nuqtani x irratsional songa mos
qo‘yamiz. Xuddi shu kabi, to‘g‘ri chizigdagi har bir “ratsional”
bo‘lmagan nuqtaga bitta irratsional son mos kelishi yuqoridagiga
o‘xshash mulohazalar yordamida ko‘rsatiladi.

Shunday qilib, har bir haqiqiy songa to‘g‘ri chiziqdagi bitta
nuqta va to‘g‘ri chiziqdagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos
keladi. Shu sababli, haqiqiy son deganda son o‘qidagi nugtani,
sonlar o‘qgidagi nuqta deganda haqiqiy sonni tushunish mumkin.

6-§. Haqiqiy sonning absolut giymati va uning xossalari

Haqiqiy sonning absolut giymati (moduli) tushunchasi, mu-
him tushunchalardan biri hisoblanadi.

Aytaylik, a biror haqiqiy son bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar 420 bo‘lsa, uning absolut giymati deb, a
sonning o‘ziga, agar a<0 bo‘lsa, -a songa aytiladi.

Odatda, a sonning absolut giymati |a| kabi belgilanadi.
Demak,

a, agar a 20 bo'lsa,
|

—a, agar a <0 bollsa.
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Masalan, |3[=3, |-2,5122,5, |N2 -1]=2 -1, [1-4/2 |=/2 -1

Hagqiqiy sonning absolut qiymati quyidagi xossalarga ega.

1°. Ixtiyoriy xe R uchun [x|=|-x| va -|x|<x<[x| bo‘ladi.

Bu xossaning o‘rinliligi absolut qiymati ta’rifidan kelib
chigadi.

2°. Ixtiyoriy a>0 uchun |x|<a va —a<x<a tengsizliklar o‘zaro
teng kuchli bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, |x|<a tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. Uning har
ikki tomonini —1 ga ko‘paytirib, -a<-|x| tengsizlikni hosil qilamiz.
1° xossaga ko‘ra, -|x| < x < [x]. Bu oxirgi ikki tengsizlikdan —a<-
x|<x<ix}<a va demak, —a<x<a kelib chigadi.

Endi, aytaylik, —a<x<a tengsizlik o‘rinli bo‘lsin.

Agar x>0 bo‘lsa, |x|=x bo‘lib, |x|<a kelib chiqadi.

Agar x<0 bo‘lsa, |x|=-x bo‘lib, -a<x, ya’ni —x<a dan |x|<a kelib
chiqadi.

Isbotlangan 2° xossadan [x[<a va —a<x<a tengsizliklarning
ham o‘zaro teng kuchliligi kelib chiqadi.

3°. Ikki son yig‘indisining absolut qiymati va shu sonlar abso-
lut qiymatlari yig‘indisi uchun jx+y|<|x}+{y| munosabat o‘rinli.

Isboti. 1° ga ko‘ra -x|<x<|x| va -y|<y<ly} tengsizliklarga ega
bo‘lamiz. Bu tengsizliklarni qo‘shib, — (x+{y)<x+y<pxl+y] teng-
sizlikni hosil gilamiz. 2° ga asosan bu |x+y|<|x|+]y| kabi yoziladi.

Isbotlangan xossa qo‘shiluvchilarning soni ikkitadan ortiq
bo‘lgan holda ham o‘rinli:

beytxt ... +x,,]£ I.’61]+IJC2H‘ . +'.7C,,].

4°, Ikki son ayirmasining absolut qiymati va shu sonlar abso-
lut giymatlari ayirmasi uchun |x}-|y|<|x-y| munosabat o‘rinli.

Isboti. Ushbu [x}=|(x-y)+y| tenglik va 3° ga ko‘ra p|<x-yl+{y|
bo‘ladi. Bundan |x|-}y|<|x-)| tengsizlik hosil qilinadi.

Quyidagi xossalar absolut qiymatning ta’rifidan kelib chiqadi.

5° Ixtiyoriy x, ye R lar uchun |x-y] = |x|-[y| bo‘ladi.

_l__l l bo 1ad1

6°. Ixtiyoriy x, ve R va y#0 uchun
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2-ta’rif. Aytaylik, x, ye R nugqtalar berilgan bo‘lsin. Ushbu
x-y| son shu nugqtalar orasidagi masofa deyiladi.

7-§. Sonlar o‘qidagi sodda to‘plamlar

Elementlari sonlardan iborat to‘plamlar sonli to‘plamlar
deyiladi. Biz, asosan, sonli to‘plamlar bilan ish ko‘ramiz. Shu
sababli, kelgusida, to‘plam deganda sonli to‘plam tushuniladi.
Matematikada ko‘p uchraydigan sodda to‘plamlarni ajratamiz.

Aytaylik, a, be R va a<b bo‘Isin.

1-ta’rif. a) ushbu a<x<b qo‘sh tengsizlikni gqanoatlantiruvchi
barcha sonlar to‘plami segment yoki kesma deyiladi va [a;b]
orqali belgilanadi:

[a;b]={xe R : atx<b};

b) ushbu a<x<b qo‘sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
sonlar to‘plami interval yoki ochiq oralig deyiladi va (a;b) orqali
belgilanadi:

(a;b)={xe R : a<x<b};

d) ushbu a<x<b yoki a<x<b qo‘sh tengsizliklarni qanoat-
lantiruvchi barcha sonlar to‘plami yarim segment deyiladi va mos
ravishda [a;b) yoki (a;b] orqali belgilanadi:

[a;b)={xeR :asx<b }, (a;b]={ xe R :a<x<b }.

Kiritilgan bu, to‘rt xil to‘plamlar bir so‘z bilan oraliglar
deyiladi. Demak, oraliq deganda segment, interval, yarim seg-
mentlardan biri tushuniladi. Odatda, a va b sonlar shu ora-
liglarning chegaraviy nuqtalari deyiladi.

2-ta’rif. x, nuqta tegishli bo‘lgan ixtiyoriy (a;b) interval x,
nuqtaning atrofi deyiladi.

Ushbu (x,-gx,t+¢) interval esa x, nuqtaning &-atrofi deyiladi
va O(x,;¢) orqali belgilanadi:

O(x5;6) = { xe R : |x-x,|]<e}.

Intervallar va yarim segmentlar orasida chegaraviy nuqtalari
cheksiz bo‘lganlari ham uchraydi.

Masalan, (-o0;+0)=R, [@;+0)={xe R : x2a}, (a;+)={xe R :
x>a }, (-o; b]={xe R : x<b}, (-0; b)={xe R : x<b}.
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8-§. Chegaralangan va chegaralanmagan to‘plamlar

1. Yuqoridan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, £Fc R
bo‘sh bo‘lmagan to‘plam berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar shunday b son topilib, ixtiyoriy xe £ uchun x<b
tengsizlik bajarilsa, u holda E to‘plam yugoridan chegaralangan,
b uning yugqori chegarasi deyiladi.

1-misol. Ei=(-0;0), barcha manfiy sonlar to‘plami yuqoridan
chegaralangan. Bu to‘plam uchun 0 va ixtiyoriy musbat son
yugori chegara bo‘ladi.

2-misol. Ex={. . -3,-2,-1, 0, 1, 2 } to‘plam ham yuqoridan
chegaralangan. Bu to‘plam uchun 2 soni va undan katta har bir
son yuqori chegara bo‘ladi.

Keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, yuqoridan chegaralangan
to‘plamning yuqori chegarasi cheksiz ko‘p bo‘lar ekan.

Agar 1-ta’rif shartini qanoatlantiruvchi 4 soni topilmasa, u
holda E to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, E;=N={1,2,3,...,n,...} to‘plam yuqoridan
chegaralanmagan. Qanday b son olmaylik undan katta », natural
son mavjud: b<n,. (n, sifatida b sonining butun qismidan keyingi
sonni olish yetarli).

Yuqoridan chegaralangan to‘plamning yuqori chegaralari
orasida eng kichigi mavjudmi? — degan savolga quyidagi teorema
javob beradi.

1-teorema. Yuqoridan chegaralangan to‘plamning yuqori
chegaralari orasida eng kichigi mavjud.

Isboti. Aytaylik, £ yugoridan chegaralangan to‘plam bo‘Isin.
Ikki holni ko‘rib chigamiz.

a) E to‘plam elementlari orasida eng kattasi mavjud, ya'ni
shunday x,€E son borki, ixtiyoriy x€E lar uchun x<x, bo‘ladi.
Demak, x, son E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lib, £ ning
boshqa ixtiyoriy b chegarasidan katta bo‘lmaydi: x,<b.

Bulardan x, son £ to‘plamning eng kichik yuqori chegarasi
ekanligi kelib chiqadi;
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b) E to‘plam elementlari orasida eng kattasi mavjud
bo‘lmasin. U holda hagqiqiy sonlar to‘plami R ni, quyidagicha X
va Y to‘plamlarga ajratamiz: £ to‘plamning barcha yugori
chegaralari to‘plamini Y orqali, R dagi qolgan barcha sonlar
to‘plamini X orqali belgilaymiz. Bunday ajratish R da kesim
bo‘ladi.

Shuni tekshirib chigamiz:

1) E#J va EcX dan X#J kelib chiqadi. Shuningdek, E
yugoridan chegaralanganiigi uchun uning yugori chegarasi bor.
Demak, Y#J;

2) har bir xe R son yoki E ga yuqori chegara bo‘ladi, yoki E
ga yuqori chegara bo‘lmaydi. Demak, yoki xeX, yoki xeY
bo‘ladi. Bu esa XUY=R ekanini bildiradi;

3) aytaylik, xe X va ye Y bo‘lsin. U holda x son E to‘plamning
yuqori chegarasi bo‘lmaydi, ya’ni £ da x dan katta bo‘lgan biror
xoeE son mavjud. yeY son E to‘plamning yuqori chegarasi
bo‘lganligi uchun x<x¢<y bo‘ladi. Bundan VxeX, VyeY uchun
x<y bo‘lishi kelib chiqadi.

Ma’lumki, (X,Y) kesim aniq bitta a sonni aniqlaydi. EcX
bo‘lganligi uchun a son E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘ladi,
ya’ni aeY. Shuningdek, ¢ son Y ning eng kichik elementi
bo‘lganligi sababli, a son & to‘plamuing yuqori chegaralari
orasida eng kichik son bo‘ladi

2-ta’rif. Yuqoridan chegaralangan to'plam yuqori chegaralari
orasida eng kichigi, uning auig vuqgori chegarasi deyiladi.

Aniq yuqori chegara supE kabi belgitanadi.

Yugoridagi mulohazalar shum  ko‘rsataditi, agar FE
to‘plamning eng katta elementi mavjud bo‘lsa, u holda o‘sha son
E to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘ladi. Umuman olganda,
yuqoridan chegaralangan to‘plamning aniq yugor: chegarasi uning
o‘ziga tegishli bo‘lmasligi mumkin.

Masalan, E4=[0;10] to‘plamda 10 soni uning eng Kkatta
elementi va 10 sont bu to‘plamning aniq vuqori cnegarasi bo‘ladi.
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Es=(-8;1) to‘plam uchun supFEs=1 bo‘lib, 1 soni unga tegishli
emas.

Yugqoridagi misollar uchun supE\=0, supE;=2 bo‘lishini
tekshirish giyin emas.

Agar E to‘plam yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
supE=+co deb olinadi.

2. Quyidan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, ECR bo‘sh
bo‘lmagan to‘plam berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar shunday a son mavjud bo‘lib, ixtiyoriy xeE lar
uchun x>a tengsizlik bajarilsa, u holda E to‘plam quyidan
chegaralangan, a uning quyi chegarasi deyiladi.

3-misol. E¢=[2;+0) to‘plam quyidan chegaralangan. Bu
to‘plam uchun 2 va undan kichik ixtiyoriy son quyi chegara
bo‘ladi.

4-misol. E7={l , ne N} to‘plam quyidan chegaralangan. Bu
n

to‘plam uchun 0 va ixtiyoriy manfiy son quyi chegara bo‘ladi.

Demak, quyidan chegaralangan to‘plamning quyi chegarasi
cheksiz ko‘p bo‘ladi. Quyidagi teorema quyidan chegaralangan
to‘plamlar uchun bo‘lib, 1-teorema kabi isbotlanadi.

2-teorema. Quyidan chegaralangan to‘plamming quyi
chegaralari orasida eng kattasi mavjud.

4-ta’rif. Quyidan chegaralangan to‘plam quyi chegaralari
orasida eng kattasi, uning anig quyi chegarasi deyiladi.

Aniq quyi chegara infE kabi belgilanadi.

Agar 3-ta’rif shartini qanoatlantiruvchi a soni topilmasa, u
holda £ to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, £, va E; to‘plamlar quyidan chegaralanmagan.

Agar E to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
infE=-0 deb olinadi.

5-ta’rif. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan to‘plam
chegaralangan to‘plam deyiladi.

Masalan, £y — barcha to‘g‘ri kasrlar to‘plami, chegaralangan
to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plam uchun infEs=0, supEs=1.
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Aytaylik, £ chegaralangan to‘plam bo‘lsin. Agar infE=c,
supE=d belgilashni kiritsak, u holda [c;d] segment, E to‘plamni
o‘z ichiga oluvchi eng kichik segment bo‘ladi. Buni ganday
tushunish kerak? Agar Ec[cid] va Ec[cy;di] bo‘lsa, u holda
[c;dlc[c1;di] bo‘ladi.

9-§. Bernulli tengsizligi

Ba’zi sonli to‘plamlarning aniq yuqori chegarasini va aniq
quyi chegarasini topishda ishlatiladigan bir muhim tengsizlikni
keltiramiz.

Teorema. Barcha ne N va ixtiyoriy a>-1 lar uchun

(1+a)"21+na ()

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Isbotni matematik induksiya metodi yordamida amalga
oshiramiz.

n=1 da (1) tengsizlik 1+a > 1+a to‘g‘ri.

n=k uchun (1+a)">1+ka ni o‘rinli deb olamiz.

Oxirgi tengsizlikning ikkala tomonini 1+a>0 songa ko‘pay-
tirsak,

(1+a)" 2 (1+ka)(1 +a)=1+(k+ Da+ka’21+(k+1)a
bo‘ladi. Bu esa (1) tengsizlik #=k+1 uchun ham o‘rinli ekanini,
demak, barcha natural » lar uchun o‘rinliligini bildiradi. Teorema
isbot bo‘ldi.

I bobga doir test savollari

1. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?

A) Ratsional sonlar to‘plami Q zich to‘plam,;

B) Ratsional sonlar to‘plami Q tartiblangan to‘plam;

C) Ratsional sonlar to‘plami Q yuqoridan chegaralangan;

D) ikkita ratsional sonlarning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘payt-
masi va bo‘linmasi (maxraj noldan farqli bo‘lganda) ratsional son
bo‘ladi.
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2. Ratsional sonlar to‘plami Q da bajarilgan kesim necha
turli bo‘lishi mumkin?

A) faqat bir turli; B) faqat uch turli;

C) faqat ikki turli; D) faqat to‘rt turli.

3. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?

A) Haqiqiy sonlar to‘plami R zich to‘plam;

B) Haqiqiy sonlar to‘plami R tartiblangan to‘plam;

C) Haqigqiy sonlar to‘plami R to‘la (uzluksiz) to‘plam;
D) Hagqiqiy sonlar to‘plami R quyidan chegaralangan.

4. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?

A) Ratsional son bilan irratsional sonning yig'indisi irratsional
son bo‘ladi;

B) Ixtiyoriy ratsional son bilan irratsional sonning ko‘payt-
masi irratsional son bo‘ladi;

C) Ikkita irratsional son yig‘indisi irratsional son bo‘ladi;

D) Ikkita irratsional son ko‘paytmasi irratsional son bo‘ladi.

5. Quyidagi jumlaning qaysi biri to‘g‘ri?

A) Quyidan chegaralangan ixtiyoriy X sonli to‘plam eng
kichik elementga ega;

B) Quyidan chegaralangan ixtiyoriy X sonli to‘plam eng katta
elementga ega;

C) Chegaralangan ixtiyoriy X sonli to‘plam aniq yuqori va
aniq quyi chegaraga ega,

D) Chegaralangan ixtiyoriy X sonli to‘plam eng katta va eng
kichik elementga ega.

6. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?

A) Yugoridan chegaralangan sonli to‘plam aniq yuqori chega-
raga ega;

B) Quyidan chegaralangan sonli to‘plam aniq quyi chegaraga
ega;
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C) Yuqoridan chegaralangan sonli to‘plamning yuqori chega-
ralari cheksiz ko‘p;

D) Ixtiyoriy chegaralangan sonli to‘plam eng katta elemeniga
ega.

7. Quyidagi to‘plamlarning qaysi biri yuqoridan chegara-

langan?
D0:2], 2) (-0 0],  3)[1; +o0)
A)1,2; B)23: C) L3; D) barchasi.

8. Quyidagi 1) (-5;7) 2) (-00; +00) 3) (-00; 4) to‘plamlarning
qaysi biri quyidan chegaralangan?
A)l; B)2; C)3; D)l1,3.

9. x va y sonlarni aniqlovchi (4,B) va (C,D) kesimlar beril-
gan:

x=(4,B), y=(C,D). x < y bo‘lishi uchun quyidagi munosa-
batlarning qaysi biri o‘rinli bo‘lishi kerak?

A) AcD; B) BcD,B#D;,

C) BcC; D) D B, D=B.

10. x va y sonlarni aniqlovchi (4,B) va (C,D) kesimlar be-
rilgan:

x=(A4,B), y=(C,D). x < y bo‘lishi uchun quyidagi

munosabatlarning qaysi bittasi o‘rinli bo‘lishi kerak?
A)AcC, A=C; B)BcD, B=D; '
C) BcC; D) DcA.

11. Agar x va y haqiqiy sonlar bo‘lsa, u holda quyidagi
munosabatlardan qaysi biri haqigiy son absolut giymatining
xossasini ifodalaydi?

A) x|+ < |x-y; B) x| - [yl < s
O) be-yi<pe+yl; D) ey < b yl-
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12. Agar x va y haqiqiy sonlar bo‘lsa, u holda quyidagi
munosabatlardan qaysi biri haqiqiy son absolyut giymatining
xossasini ifodalamaydi?

A) pr-yI< xlHyl; B) x| - yl < be-yl;

O bl - bl < byl D) be-yl<petyl.

13. Quyidagilardan qaysi biri ratsional sonlar to‘plamida
kesim bo‘ladi?

1) A - kvadrati 3 dan kichik bo‘lgan barcha ratsional sonlar
to‘plami, B ~ qolgan ratsional sonlar to‘plami.

2) A —manfiy ratsional barcha sonlar to‘plami, B — barcha
musbat ratsional sonlar to‘plami.

3) A — kvadrati 5 dan katta bo‘lgan ratsional sonlar to‘plami,
B - golgan ratsional sonlar to‘plami.

4) A — kubi 3 dan kichik bo‘lgan barcha ratsional sonlar
* to‘plami, B - qolgan ratsional sonlar to‘plami.
A)lva3; B)2va4;
C) faqat 4; D) faqat 2.

14. Quyidagilardan qaysi biri haqigiy sonlar to‘plamida
kesim bo‘ladi?

1) A — kvadrati 3 dan kichik bo‘lgan barcha ratsional sonlar
to‘plami, B — qolgan haqiqiy sonlar to‘plami.

2) A — kvadrati 5 dan katta bo‘lgan barcha haqiqiy sonlar
to‘plami, B - qolgan haqiqiy sonlar to‘plami.

3) A -barcha irratsional sonlar to‘plami, B — barcha ratsional
sonlar to‘plami.

4) A — kubi 4 dan kichik bo‘lgan barcha haqiqiy sonlar
to‘plami, B — qolgan haqiqiy sonlar to‘plami.

A)1va?2; B)2va4; C)4; D) 3.
15. {n’~102+9} to‘plamning aniq quyi chegarasini toping.
A)-34; B)-15; C)-16; D)-19.
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16. {——;——2—, neN } to‘plamning aniq yuqori chegara-
n —-4n+9

sini toping.
A)0,2; B) 1/6; C) 0,4, D) 0,5.

17.m = {2,56 ; n = 3,425) ; p = 1,01100111... ; ¢
=yv+/16 +2 sonlardan qaysilari irratsional?

A) mp, B)ymgq; C)pgq D)pn

18.m = 4256 ; n = 3,141516...; p = V81 +13 5 ¢ =—\/%

sonlardan qaysilari irratsional?
Aymp, Byngqg C)pg Dymp.

19. m = 0,22(23), n = 0,(223), p = 0,222(3) sonlarini o‘sish

tartibida yozing.
A) m<n<p; Bym<p<n; Cn<m<p;, D)p<m<n.

20.|x—15[25 tengsizlikni yeching.
A) (=0;10]; B) [10;25];
C) [25;+00); D) (—o0;10]U[20;+c0).

21. |x=7|<1 tengsizlikni yeching.
A) (-8;6); B) (—036);  C) (6:8); D) [6:8].

22, 2|x+3|<|x-1]| tengsizlikning butun yechimlari nechta?
A)S; B)6; C)10; D) 12.

23. 2|x-1|<|x+3| tengsizlikning butun yechimlari nechta?
A)0; B)6;, C)5; D) 8.
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24. Quyidagi sonlardan qaysi biri 0,(7) ga teng?

A) 0,7777, B) 1/7; C) 7/10; D) 14/18.
25. 5,(8) ni oddiy kasrga aylantiring:
8 3 88 8
A)S5—; B)5=; O)5—; D)5—-.
10 5 100 9
26. 3,4(3) ni oddiy kasrga aylantiring:
A)3-13; B)3—2—; C)3§-7-; D)3l§.
30 45 99 90
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II BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA

1-§. Funksiya tushunchasi

Funksiya tushunchasi matematik analizning asosiy tushuncha-
laridan biri bo'lib, uning yordamida turli miqdorlar orasida mav-
jud bo‘lgan bog‘lanishlar o‘rganiladi.

Aytaylik, ixtiyoriy X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar X to‘plamdan olingan har bir x elementga biror
qonuniyat yoki qoida hilan Y to‘plamdagi aniq bitta y- clement mos
qo‘yilgan bo‘lsa, u holda X to‘plamni Y to*plamga akslantirilgan
deyiladi.

Bu yerdagi qonuniyat yoki qoidani f orqali belgilanadi va
akslantirish deyiladi.

Agar X va Y to‘plamlar orasida fakslantirish berilgan bo'lsa, u
/1 X—Y kabi belgilanadi.

Akslantirish natijasida x elementga mos kelgan v element x
ning aksi (obrazi) deyiladi va y=flx) ko‘rinishda yoziladi.
Shuningdek, x ning o‘zi y ning asli (proobrazi) deyiladi.

Odatda, X to‘plamni haqiqly sonlar to‘plami R ga
akslantirish X to‘plamda berilgan funksiva deyiladi.

Yuqorida aytilganlar funksiyaning umumiy ta’rifi bo‘lib, biz
asosan X va Y lar haqiqiy sonlar to‘plamining qism to‘plamiar
bo‘lgan holni ko‘rib chigamiz.

2-ta’rif. Agar X va Y sonli to‘plamlar berilgan bo‘lib, X
to‘plamdan olingan har bir x songa biror qonunivat voki qoida
bilan Y to‘plamdagi aniq bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda
X to‘plamda aniqlangan funksiva berilgan deyiladi. Funksiya
1=flx), y=g(x), y=@(x), . . . ko‘rinishlarda yoziladi.

Agar funksiya berilgan bo‘lsa, u holda X to‘plam
funksiyaning aniglanish sohasi, Y esa funksiyaning o ‘zgarish
sohasi deyiladi.

Shuningdek, x erkli o ‘zgaruvchi yoki argument. v esa erksiz
o 'zgaruvchi deyiladi.
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Odatda, {f{x) : xeX} to‘plam funksiyaning giymatlar to plami
deyiladi va E(f) orqali belgilanadi. Funksiyaning aniglanish sohasi
D(f) bilan belgilanadi.

1-misol. Agar X=Y=R da y=x" funksiya berilgan bo‘lsa, u
holda

D(fy=(~e0;+0) va E(f)=[0;+w) bo‘ladi.

2-misol. Agar X=(0;+»), Y=R da y=

— funksiya berilgan
x°+1
bo‘lsa, u holda D(f)=(0;+x), E(f)=(0;1) bo‘ladi.

Demak, funksiya berilgan bo‘lishi uchun:

a) funksiyaning aniglanish sohasi;

b) x ga mos kelgan y ni topish qoidasi yoki qonuniyat berilgan
bo‘lishi kerak.

Masalan, y=+/x+1 qoida, ildiz chiqarish qoidasi bo‘lib,
xe[-1;+00) bo‘lgandagina ma’noga ega. Shuning uchun,
X=[-1;+o0) va Y=[0;+) bo‘ladi.

2-§. Funksiyaning berilish usullari

Funksiya asosan uch xil usulda beriladi: analitik usul, jadval
usuli, grafik usul.

1. Analitik usul. Agar y ni topish uchun x bilan bajarilishi
kerak bo‘lgan amallar majmuyi bitta yoki bir nechta formula
ko‘rinishida berilgan bo‘lsa, u holda funksiya analitik usulda
berilgan deyiladi.

Bu yerda amallar deyilganda qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish,
bo‘lish, darajaga ko‘tarish, ildiz chiqarish, logarifmlash va
hokazolar tushuniladi.

Qisqacha aytganda, )=flx) funksiya formula yordamida
berilgan bo‘lsa, u holda funksiya analitik usulda berilgan deyiladi.
Bu yerdagi f{x) formula funksiyaning analitik ifodasi deyilad:.

Funksiya analitik usulda berilganda uning aniqglanish sohasi
berilmasligi mumkin. Bu holda aniglanish sohasi deganda, x ning
analitik ifoda ma’noga ega bo‘ladigan barcha givmatlari to*plami
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tushuniladi. Bu to‘plam, funksiyaning tabiiy aniglanish sohasi
deyiladi va D(f) yoki D(y) orqali belgilanadi.

1-misol. f{x)=—> - 3 £1 D(=(oms- 1L D1 400),

2
x5 -

2-misol. flx)=v/x* —5x +6 , ¥*-5x+6 >0. D(f)=(-00;2}U[3;+o0).
2. Jadval usuli. Ba’zi hollarda, argument x ning ba’zi bir
qiymatlariga mos keladigan funksiya qiymatlari jadvali beriladi.
Bunda, funksiya jadval usulda berilgan deyiladi.

Funksiyaning jadval usulda berilishi ikkita x va y miqdorlar
orasida bog‘lanishni tajriba yo‘li bilan anigqlashda qo‘l keladi.

Bunda x ning bir nechta x,, x,, . . ., x, qgiymatlari olinadi, tajriba
asosida y ning x ga mos yy, Va2, . . . , ¥, qiymatlari aniqlanad: va
jadval tuziladi.

X X| X3 X3 Ce Xy

J Vi Y2 Y3 . Vn

3. Grafik usul. Agar y=f(x) funksiya X to‘plamda berilgan
bo‘lsa, u holda tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi garaladi.
Tekislikning barcha (x,f{x)) nuqtalaridan iborat ushbu

{M(xfix)): xe X}
to‘plam y=f{x) funksiyaning grafigi deyiladi.

Agar tekislikda funksiyaning grafigi berilgan bo‘lsa, u holda
funksiya grafik usulda berilgan deyiladi.

Funksiya grafik usulda berilgan bo‘lsa, u holda f{xo) qiymatni
topish uchun abssissa o‘qida x,
nuqtani olib, undan ordinata by
o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziq
o‘tkazib, uni grafik bilan
kesishgan nuqtasining ordinatasi
Yo ni olamiz, bu son f{x,) dan
iborat bo‘ladi (5- rasm).

Funksiyaning grafigi
tekislikdagi biror chizigdan yoki
bir nechta nuqtalar to‘plamidan

iaey

——1
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iborat bo‘lishi mumkin. Lekin tekislikdagi har qanday chiziq yoki
nugqtalar to‘plami funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi.

Koordinatalar tekisligida biror ( chiziq berilgan bo‘lsin.
Abssissa o‘qining har bir nugtasidan, ordinata 0‘qiga parallel gilib
o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq { ni ko‘pi bilan bitta nugtada kesib
o‘tsa, u holda ¢ chiziq birorta funksiyaning grafigi bo‘ladi.

Masalan, x“+y°=R’> aylanani olsak, bu aylana hech bir
funksiyaning grafigi bo‘la olmaydi.

Lekin aylananing yuqori yarmi N
y=R? ~x* funksiyaning, quyi yarmi //
esa y=-vR> —x’ funksiyaning grafigi _ = o R

bo‘ladi (6-rasm).
Matematik analizda uchraydigan
- Rﬁ_xt

ba’zi, noyob funksiyalarning berilishi R
bilan tanishamiz.
3-misol. Quyidagicha aniqlangan
funksiya Dirixle funksiyasi deyiladi.
{1, agar x ratsional son bo'lsa,
D(x)=

Demak, D(0)=1, D(1,2)=1, D( \3)=0, D(7)=0.
4-misol. Yana bir ajoyib funksiya quyidagicha aniqlanadi:
-1, agar x < 0 bo'lsa,

0, agar x irratsional son bo'lsa.

signx=1< 0, agar x = 0 bo'lsa,
1, agar x > 0 bo'lsa.
Bu funksiya grafigi 7-rasmda tasvirlangan. Shuningdek,
sign2=1, sign 3=1, sign0=0, sign(-6)=-1 bo‘lishi ravshan.
5-misol. 3={x] funksiya grafigi 8-rasmda tasvirlangan. Bu
verdagi |.c] belgi, x sonining butun gismini bildiradi.
Masalan, [2,5]=2, [5]=5, [n]=3, [-1,5]=-2, [-3,7]=-4.
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b4 y
2p----—
1 e - !
o2 [P0y [/ S x
0 ¢ ] 2. -
B gty a2
-4
7-rasm. 8-rasm. 9-rasm.

6-misol. y={x} funksiya grafigi 9-rasmda tasvirlangan. Bu
yerdagi {x} belgi, x sonining kasr qismini bildiradi. Ta’rifga ko‘ra
x=[x]+{x} bo‘ladi. {x}=x-[x] yozuv hisoblashni osonlashtiradi.

Masalan, {2,5}=0,5. {5}=0, {n}=n-3, {-1,2;=0,8.

4. Funksiyalar ustida amallar. Aytaylik, X to‘plamda aniq-
langan ikki f{x) va g(x) funksiyalar berilgan bo‘lsin.

Agar ixtiyoriy xeX uchun f{x)=g(x) bo‘lsa, u holda bu
funksiyalar X to‘plamda o zaro teng funksiyalar deyiladi.

Shuningdek, X to‘plamda berilgan f{v) va g(x) funksiyalarning
yig‘indisi Fi(x)=fAx)tg(x), ayirmasi F5(x)~f(x)-g(x), ko‘paytmasi

Fi(x)=fx)g(x) va bo‘linmasi F4(x)=£% (g(x)#0) yana funksiya
g(x

bo‘ladi.
Masalan, f(x)=x2, g(x)=x*+1 funksiyalar X= R da berilgan
bo‘lsa, u holda F\(x)=2%+1, Fy(x)=-1. Fy(x)= x"+:2 Fy(x)=— 1
x°+

lar ham X dagi funksiyalardir.
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3-§. Funksiyalarning muhim sinflari

1. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar.

1-ta’rif. a) agar f{x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lib,
uning qiymatlar to‘plami E(f)={f(x): xeX} yuqoridan chegara-
langan bo‘lsa, u holda Ax) funksiya X to‘plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Demak, shunday & son mavjud bo‘lib,
ixtiyoriy xeX lar uchun f{x)<b tengsizlik bajarilsa, f{x) funksiya
yugoridan chegaralangan bo‘ladi.

b) agar flx) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lib, uning
qiymatlar to‘plami E(f)}={f{x): xeX} quyidan chegaralangan
bo‘lsa, u holda fix) funksiya X to‘plamda quyidan chegaralangan
deyiladi. Demak, shunday b son mavjud bo‘lib, ixtiyoriy xeX lar
uchun flx)>b tengsizlik bajarilsa, flx) funksiya quyidan
chegaralangan bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar f{x) funksiya X to‘plamda ham quyidan, ham
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u shu to‘plamda chegaralangan
funksiya deyiladi.

Yugqoridan chegaralangan funksiyaning grafigi, biror to‘g‘ri
chiziqdan pastda (10, a-rasm), quyidan chegaralangan funksi-
yaning grafigi biror to‘g‘ri chizigdan yuqorida joylashgan bo‘ladi.
(10, b-rasm).

A A}
y y y=b
. e
N e
\\\—_ / //
y=a R
O X o x
a) b}
10-rasm.
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3-ta’rif. Agar y=f(x) funksiyaning qiymatlar to‘plami E(f)
yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan bo‘lsa, u holda f{x)
funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan deyiladi.

funksiya X=(-00;+o0) da chegaralangan,

1
I-misol. y=
e
chunki E(f)=(0;1] chegaralangan to‘plam.
2- misol. f{x)=sinx chegaralangan funksiya.

3-misol. fix)= 1 funksiya X=(0;5) da chegaralanmagan,
x

chunki E(f)=(0,2;+>) chegaralanmagan to‘plam.

4-misol. fix)=lgx funksiya X=(0;+oc) da chegaralanmagan,
chunki E(f)= =(-o0;+w0) chegaralanmagan to‘plam.

2. Juft va toq funksiyalar,

4-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun -xeX bo‘lsa, u holda X
to‘plam simmetrik to ‘plam (O nuqtaga nisbatan) deyiladi.

5-misol. X1=(-a;a), Xy=(-o0;+0), Xz=[-a;a] lar simmetrik
to‘plam bo‘ladi.

6-misol. X4={-2;3], Xs=(0;+o0) to‘plamlar simmetrik to‘plam
emas.

Aytaylik, f{x) funksiya X simmetrik to‘plamda berilgan
bo‘lsin.

S-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun f{-x)=f(x) bo‘lsa, u holda
Sx) juft funksiva deyiladi.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun f{-x)=-f(x) bo‘lsa, u holda
Sx) tog funksiya deyiladi.

Masalan, fix)=x?, fix)=x*+1, fix)=x*" funksiyalar juft, fx)=x,

Ax)=sinx, fix)=Ig(x+~/x* +1) lar toq funksiyalarga misol bo‘ladi.
Shulardan biri, fix)=lg(x+ V¥x*+1) funksiyaning toqligini

tekshirib ko‘raylik:
(x+Vx* +D(=x++x’ +1)
Sx)=lg(-x+f(—x 241 )=lg =
( ) x+4/xt +1
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=lg———2——=lg(x+ X 1) =gtV xT +1)=-Ax)
x+x" +1

Demak, f{x)=Ig(x+/x* +1) toq funksiya ekan.

Juft funksiya uchun f{-x)=f(x) bo‘lgani sababli, uning grafigi
ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (11-rasm).

Toq funksiya uchun fl-x)=-f{x) bo‘lgani sababli, toq
funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi (12-rasm).

Shuning uchun, juft funksiyalar grafigini chizishda,
grafikning x>0 ga mos kelgan gismini chizish kifoya. Grafikning
ikkinchi gismi esa, shu chizilgan grafikni ordinata o‘qiga nisbatan
simmetrik almashtirish yordamida hosil gilinadi.

J
h
T — 7 /
.
[ | \ 4 /
,/ : i ] ’;“ _ﬁl_}
! ! =X . ‘: X
/ 1 ; : \ -+ /f o \_*/./ f( >
Pt i :
| IR
T x o x | .
11-rasm. 12-rasm.

Toq funksiyada ham shunday bo‘ladi, fagat simmetrik
almashtirish, koordinatalar boshi 0 ga nisbatan olinadi.

Shunday funksiyalar borki, ularni toq ham, juft ham deb
bo‘lmaydi. Masalan, f(x)=.x‘2+x3 , g(x)=2+x5 , h(x)=tgx+x’.

Simmetrik to‘plamda aniglangan ixtiyoriy f{x) funksiyani toq
va juft funksiyalarning yig‘indisi ko‘rinishida yozish mumkin.
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S (x)+2f x), S (X)"zf (=x) belgilashda,
birinchi qo‘shiluvchi juft, ikkinchi qo‘shiluvchi toq funksiya
bo‘ladi (mustaqil tekshirib ko‘ring).

3. Murakkab funksiya. Funksiyalar kompozitsiyasi. Ay-
taylik, u=¢(x) funksiya X sohada aniqlangan va qiymatlar to‘plami
E{(¢) bo‘lsin. Shuningdek, y=f{u) funksiya E(¢) to‘plamda aniq-
langan bo‘lsa, u holda y=f{¢(x)) funksiya X to‘plamda aniqlangan
murakkab funksiya yoki @ va f funksiyalarning kompozitsiyasi
deyiladi va fp orqali belgilanadi: (f«p)(x)=f¢(x)).

7-misol. Agar y=u , u=1-¥ bolsa, u holda y= \1-x*
funksiya [-1;1] da aniglangan murakkab funksiya bo*ladi.

8-misol. Agar y= l1+u#® va wu=lgr bo‘lsa, u holda

y=,/1+1g2 x funksiya (0;+o0) da aniqlangan murakkab funksiya
bo‘ladi.

9-misol. y= e funksiyani u=x" va y=¢" funksiyalardan
tuzilgan murakkab funksiya deb qarash mumkin.

4. Monoton funksiyalar. Aytaylik, y=f{x) funksiya X
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

7-ta’rif. Agar X to‘plamdan olingan ixtiyoriy x; va x; lar
uchun x;<x, tengsizlikdan flx;)<f(x;) tengsizlik kelib chigsa, u
holda funksiya X to‘plamda o ‘suvchi deb ataladi.

8-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtiyoriy x; va x; lar uchun -
x1<x; tengsizlikdan f{x,)>fx,) tengsizlik kelib chigsa, u holda f{x)
funksiya X to‘plamda kamayuvchi deb ataladi.

9-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtiyoriy x; va x; lar uchun
x1<x; tengsizlikdan flx;)<fx;) (yoki f{x1)>f(x,)) tengsizlik kelib
chigsa, u holda f{x) funksiya X to‘plamda kamaymaydigan (yoki
o ‘smaydigan) deyiladi.

O’suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan, o‘smaydigan
funksiyalar, bitta umumiy nom bilan monoton funksiyalar

Hagiqatan, f{x)=
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deyiladi. Demak, monoton funksiya deganda, shu to‘rt xil
funksiyadan biri tushuniladi (13-rasm).
Ay yh

o'suvchi

kamayuvchi

Q

o

¥ =
mr7

O

™

A y y4
kamaymaydigan ; \_ o' .
s iy S s
- / > > FI,) \ >
13-rasm.

10-misol. y=2x+1 funksiya (-c0;+o0) da o‘suvchi, chunki x;<x;
bo‘lsa, u holda
S )=2x0+1-(2xy+1)=2(x2-x1)>0
bo‘ladi va fix;)<f{x;) tengsizlik kelib chiqadi.
11-misol. y=-x funksiya (-o0;+o0) da kamayuvchi.
Hagqiqatan, agar x;<x; bo‘lsa, u holda

A fe) =)+ =) 2 =)t 2 Yot 2 (2))<0
2 4

bo‘ladi va f{x;)>f(x;) tengsizlik kelib chiqadi.

5. Teskari funksiya. Aytaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda
berilgan bo‘lib, Y=E(f)={fix): x€X} uning qiymatlar to‘plami
bo‘lsin. Endi Y to‘plamni X to‘plamga akslantiruvchi funksiya,
ya’ni teskari funksiya bor yoki yo‘gligini tekshiramiz. Y
to‘plamdan olingan ixtiyoriy y, uchun, X to‘plamda y,=f(x,)
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tenglikni qanoatlantiruvchi x, soni mavjud. Bunday son bitta yoki
bir nechta bo‘lishi mumkin.

Agar Y dan olingan har bir y uchun X to‘plamda y=f(x)
tenglikni qanoatlantiruvchi x faqat bitta bo‘lsa, u holda x=¢(y)
funksiyaga ega bo‘lamiz. Bu funksiya y=f(x) funksiyaga teskari
Sfunksiya deyiladi.

Masalan, X=Y=(-00;+0) da berilgan = Ix funksiya x=y’
funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi.

Ba’zan, y=Alx) funksiyaga teskari funksiya x=f"'(y) kabi ham
belgilanadi.

Agar x=¢(y) funksiya y=f(x) funksiyaga teskari funksiya
bo‘lsa, u holda y=f(x) funksiya x=¢(y) funksiyaga teskari funksiya
bo‘ladi. Shu sababli, bu ikki funksiyani o zaro teskari funksiyvalar
deyiladi.

Ma’lumki, y=flx) funksiyada x argument, y funksiya deb
yuritiladi. Unga teskari bo‘lgan x=¢(y) funksiyada x va y lar
o‘rnini almashtirib y=@(x) funksiyaga ega bo‘lamiz. Shunday
qilib, bir xil belgilash bo‘lganda ham, y=¢(x) funksiya y=f{x)
funksiyaga teskari funksiya deb qaraladi.

Aytaylik, v=f{x) va v=¢(x) funksiyalar berilgan bo‘lsin. Agar
Apx))=x va o(fix))=x tengliklar
o‘rinli bo‘lsa, u holda flx) va o(x)
funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar y=)
bo‘ladi. b

Masalan, y=3x-1 va y=—;- (x+1) /
berilgan bo‘lsin. U holda _

( 3% (x+1)-1)=x va % ((Bx-1)+1)=x

8]

AN
\
Y

o 14-rasm.
munosabatlarga  ko‘ra  bu  ikki

funksiya o‘zaro teskari funksivyalar ekan.
O‘zaro teskari y=flx) va y=¢(x) funksiyalarlarning grafiklari,
1=y otg'ri chiziqqga nisbatan simmetrik boladi (14-rasm).
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6. Davriy funksiyalar. Funksiyalarning asosiy xossalaridan
biri davriylik bo‘lib, ko‘pchilik bu tushunchani ishlatayotganda
funksiyaning aniglanish sohasiga e’tibor bermaydi. Biz, davriy
funksiya tushunchasi o‘zining aniglanish sohasi davriyligi bilan
bog‘liq holda o‘rganilishi zarurligini ta’kidlab qo‘yamiz.

Aytaylik, Yc R to‘plam berilgan bo‘Isin.

10-ta’rif. Agar /#0 va har bir xeX uchun x-/ eX va xtl eX
bo‘lsa, u holda X davriy to plam va [ uning davri deyiladi.

Davriy to‘plamning eng kichik musbat davri uning asosiy
davri deyiladi.

12-misol. X=(~o0;+00) davriy to‘plam bo‘lib, ixtiyoriy /#0 soni
uning davri bo‘ladi.

Haqiqatan, ixtiyoriy x-/, x+/e(-00;+o0) bo‘lishi ravshan. Bu
to‘plamning asosiy davri mavjud emas.

13-misol. Barcha butun sonlar to‘plami Z ham davriy
to‘plam bo‘lib, ixtiyoriy » butun son uning davri bo‘ladi. Bu
to‘plamning asosiy davri [ =1 ga teng.

14-misol. Barcha ratsional sonlar to‘plami Q davriy to‘plam
bo‘ladi. Ixtiyoriy /0 ratsional son uning davri bo‘lishi ravshan,
chunki har bir x ratsional son uchun x-I va x+/ lar ham ratsional
son bo‘ladi.

Hech bir irratsional son Q uchun davr bo‘la olmaydi.
Hagqiqatan, agar / irratsional son va x ratsional son bo‘lsa, u holda
x-I va x+/ larning har biri irratsional son bo‘ladi, ya’ni x+/ ¢ Q.

Davriy to‘plam ta’rifidan ko‘rinadiki, agar / soni X
to‘plamning davri bo‘lsa, u holda £ /, 2/, . . ., +nl, . . . sonlarning
har biri ham X to‘plamning davri bo‘ladi. Ya’ni, ixtiyoriy x,€X va
har bir »# natural son uchun x,-nl/eX, x,+nl e X bo‘ladi.

Bundan davriy to‘plamlarning quyidagi xossasi kelib chiqadi.

1°. Davriy to‘plamlarda, yetarlicha katta musbat sonlar va
yetarlicha kichik manfiy sonlar mavjud.

Demak, yuqoridan yeki quyidan chegaralangan to‘plamlar
davriy to‘plam bo‘la olmaydi.
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“Masalan, N={1, 2, 3, ..., n, ...}, X;=(a;+0), Xo=(-o0;b),

X3=[a;b] to‘plamlarning hech biri davriy to‘plam emas.

Agar X to‘plam / davrli to‘plam bo‘lib, x,#X bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy » natural son uchun x,#n [ ¢ X bo‘ladi.

Bundan quyidagi xossa kelib chiqadi.

2°. Agar X davriy to‘plam bo‘lib, biror x, son unga tegishli
bo‘lmasa, u holda unga tegishli bo‘lmagan sonlar cheksiz ko‘p
bo‘ladi.

Aytaylik, y=flx) funksiya berilgan va uning aniglanish sohasi
X bo‘lsin.

11-ta’rif. Agar biror /#0 son va ixtiyoriy xeX uchun x-/€X,
x+leX bo‘lib, flxt))=f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda y=fix)
funksiya davriy funksiya, I uning davri deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, y=f(x) funksiya / davrli davriy funksiya
bo‘lishi uchun

a) uning aniqlanish sohasi bo‘lgan X to‘plam / davrli davriy
to‘plam bo‘lishi,

b) ixtiyoriy xeX uchun fix+ [)=fx) tenglik o‘rinli bo‘lishi
kerak.

Agar shu shartlardan birortasi buzilsa, u holda f{x) funksiya
davriy funksiya bo‘lmaydi.

2
15-misol. y=cos (\x funksiya davriy emas, chunki uning
=

aniqlanish sohasi bo‘lgan D(y)=[0;+0) to‘plam quyidan
chegaralanganligi uchun davriy to‘plam emas.

X o1 ) . ) )
16-misol. y=sin — funksiya davriy emas, chunki unin
] " Y

aniqlanish sohasi bo‘lgan D(3)=(-0;0)(0;+c0) to‘plam 2° xossaga
ko‘ra davriy to‘plam emas. Bu to‘plamga tegishli bo‘lmagan son
faqat bitta.

Agar [ soni y=f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda 2/ son
ham uning davri bo‘lishi ta’rifdan kelib chiqadi.

Hagigatan, BIAGHIESTAY, tenglikka ko'ra
xR 2D =fx )= =) =1{x) bolib, /i - 21y /v tenalik ofrinli.
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Xuddi shu kabi, - / soni ham y=f(x) funksiyaning davri
bo‘lishini ko‘rsatish mumkin: f{x)=f(x- N+ H=fx- I).

Bulardan ixtiyoriy ne Z uchun +n/ ham y=f{x) funksiyaning
davri bo‘lishligi kelib chiqadi.

Davriy funksiyaning eng kichik musbat davri (agar u mavjud
bo‘lsa), uning asosiy davri deyiladi.

17-misol. f{ix)=sinax va f{x)y=cos(ax+b) (a=0) funksiyalarning
davriy ekanini ko‘rsating va ularning asosiy davrini toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi D(y)=(-c0;+) davriy
to‘plam va ixtiyoriy / soni bu to‘plamning davri bo‘ladi.

Endi, fix+)=flx) tenglikni qanoatlaftiruvchi / ni topamiz.
Shartga ko‘ra, ixtiyoriy x uchun sina(x+/)=sinax B8:lishi kerak.

Bundan, sin(ax+tal)-sinax=0 = 2cos(ax+ %I— )sin -‘-121 =0 kelib

chigadi. Oxirgi tenglik x ga bog‘lig bo‘lmagan holda bajarilishi

uchun sin-ai{ =0 bo‘lishi shart.

4

Buning yechmi bo‘lgan 92—l=n1t, l=—2—’zr— , ne Z sonlarning har
a

biri berilgan funksiyaning davri bo‘ladi. Bularni tekshirib, l=|£7i
a

son f{x)=sinax funksiyaning asosiy davri bo‘lishini aniglaymiz.
Shu usulda, fix)=cos(ax+b) funksiyaning ham asosiy davri

=|-2—”-l bo‘lishi ko‘rsatiladi.
a
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II'bebga doir test savollari
1. Funksiya qanday usullarda beriladi?
A) faqat analitik usulda;
B) faqat grafik usulda;
C) facat jadval usulda;
D) asosan analitik, grafik va jadval usullarda.

2. Qanday funksiyalar monoton funksiya deyiladi?

A) yuqoridan chegaralangan funksiyalar;

B) quyidan chegaralangan funksiyalar;

C) chegaralangan funksiyalar;

D) o‘suvchi, kamayuvchi, o‘smovchi va kamaymovchi funk-
siyalar.

3. Quyidagi funksiyalarning qaysilari (-00;+00) da o‘suv-
chi?

1) v=2x-1; 2) y=x*: 3) y=x"; 4) y=x".

A)1,2; B)2,3; Q) 1,4; D) 1,3;

4. Qanday funksiyalar juft funksiya deyiladi?

A) ixtiyoriy xeX lar uchun f{-x)=-f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u
holda f{x) juft funksiya deyiladi;

B) ixtiyoriy xeX lar uchun f{-x)=f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u
holda f{x) juft funksiya deyiladi;

C) argument juft darajada gatnashgan funksiya juft funksiya
deyiladi;

D) kamayuvchi funksiva juft funksiya deyiladi.

5. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?
A) Toy funksiyamryg grafigi abssissa 0‘qiga nisbatan simmetrik;
Bj Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan sim-
metrik;
(' Toq funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik;
D} Juft funksiyaning grafigi abssissa 0°qiga nisbatan simmetrik.
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6. y=+Jx+6-+4—x funksiyaning aniqlanish sohasini

toping.
A) (-00;-6); B)[-6;4]; C)[-4;6]; D) (4;+w).
7. y=arcsin1_ funksiyaning  aniqlanish sohasini
toping.
A)[4;5); B) [-1; 3/2);

) [-3/2; 1]; D) [2; 3].

8. Juft funksnyam am% ang.
1) f(x)—x sinx; 2) fix)=x"cosx; 3) f(x)—x+x
A)1,2; B)L3; C)2,3; D) Barchasi.

9. Toq funksiyani amqlang
1) fix)=cosx; 2) f(x)—x sinx; 3) f(x)—x
AL B) 3; 0)2; D) Barchasi.

10. Quyidagi nuqtalarning qaysi biri f(x)=x2—2x+3 funksi-
yaning grafigiga tegishli?

A) (-1;0); B)(2;5);  C)(-2:3);  D)(3;6).
11. fix)=— 8 +2x funksiyaning aniglanish sohasini topiag.
x+

A) (—0;8); B) (—0;8];
C) (~0;-2)U(=2:8); D) [-8;-2)U(-2;+c).

12. y=xZ — 8x+7 funksiyaning giymatlar to‘plamini toping.
A) (—oo;+ov); B) [2;+0);
C) [-9;+0); D) [9;:c0).

3 -x . .
13. y=—i—4—2x——v— funksiyaning gqiymatlar to‘plamini to-

ping.
13
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A) (0;+0); B) (—o;1,5];
C)[-0,5;+w); D) (—0;3,5).

14. y=Ssin’x funksiyaning eng kichik musbat davrini
toping.
A) 2w B) w; C) n/5; D) 2n/3.

15. y=2sin2x, y=cos(x-1), y=tg§ funksiyalarning musbat

eng kichik umumiy davrini toping.
A) B) 3x; O) 2m; D) n/2.

16. Quyidagi funksiyalarining qaysi biri aniqlanish sohasi-
da kamayuvchi?

A)y=1-x; B) y=2x-7;

C) y=2%; D) y=2x—>.

17. Quyidagilardan qaysi biri y = —-1 funksiyaga tes-

2—-x
kari funksiya?
A) y=x-2; B) y=2-—
x+1
C) y=—— 1, D) y=2=2.1
x—2

18. Quyidagi mulohazaiardan qaysi biri noto‘g‘ri?

A) Har gqanday funksiyaning kvadrati quyidan chegaralangan
funksiya bo‘ladi;

B) Ikkita chegaralangan funksiyaning ko‘paytmasi chegara-
langan funksiya bo‘ladi;

C) Chegaralangan funksiyaning eng katta va eng kichik (iy-
matlari har doim mavjud;
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D) Chekli sondagi chegaralangan funksiyalarning yig‘indisi :
chegaralangan funksiya bo‘ladi.

19. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri to‘g‘ri?

A) Agar fix) va g(x) funksiyalar X to‘plamda o‘suvchi bo‘lsa,
u holda fix)+ g(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘ladi;

B) Agar fix) va g(x) funksiyalar X to‘plamda o‘suvchi bo‘isa,
u holda f{x)-g(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘ladi;

C) Agar flx) va g(x) funksiyalar X to‘plamda o‘suvchi bo‘lsa,
u holda f{x)-g(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘ladi;

D) Agar Ax) va g(x) funksiyalar X to‘plamda kamayuvchi
bo‘lsa, u holda fix)-g(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi bo‘la-
di.

20. Davriy funksiyalar uchun quyidagi mulohazalardan
qaysi biri to*g‘ri?

A) Har ganday davriy funksiyaning asosty davri mavjud;

B) Ikkita davriy funksiyaning yig‘indisi davriy funksiya bo*-
lad.

C) Har qanday davriy funksiya chegaralangandir;

D) Har ganday davriy funksiyaning aniqlanish sohasi chegara-
lanmagan to‘plamdir.

21. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri (0;1) intervalda
chegaralanmagan:

A) y=x*+x; B) y=sinx;

C)y=cosmy; D) y=1+1/x7
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III BOB. SONLI KETMA-KETLIKLAR. LIMITLAR
NAZARIYASI

1-§. Ketma-ketlik va uning limiti

Ba’zan natural sonlar to‘plami, natural sonlar ketma-ketligi
deb ham ataladi. Shuning uchun, quyidagi ta’rifni kiritish tabiiy.

1-ta’rif. Aniqlanish sohasi barcha natural sonlar to‘plami N
dan iborat y=f{x) funksiyaning giymatlaridan tuzilgan

A, A2),...,An),... (i)

ifoda sonli ketma-ketlik deyiladi.

Agar x)=f(1), x=A2), ... , x,=fn), ... belgilashiar kiritsak, u
holda (1) ifoda

X193 X2 oo o9 Xng oo 2
ko‘rinishni oladi. Undagi x,, x», ... sonlar ketma-ketlikning hadlari,
x, esa ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi va (2) ketma-ketlik
qisqacha {x,} orqali belgilanadi.

Ketma-ketlikni quyidagicha ta’riflash ham mumkin.

Agar har bir natural n songa biror qonuniyat yoki qoidaga
binoan aniq bitta x, son mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda xi, x, ...,
Xn, ... sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi.

Demak, ketma-ketlik N da berilgan funksiya ekan.

1-misol. 1, l, 1, vy -l-, ..., bunda x,,=j(n)=l.

2 3 n n
2-misol. 2,4,...,2n,...,bunda x,=f(n)=2n.
3-misol. -1, 1,-1,...,(-1)", ..., bunda x,=f(n)=(-1)".

4-misol. 1, 0, 1, O, . . . , lﬂ ... , bunda

2
s 1=
x,=f(n) 7
2-ta’rif, Agar ixtiyoriy kichik €0 son uchun shunday n,e N
mavjud bo‘lib, n>n, shart bilan olingan barcha n larda ix,-a|<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda a soni {x,} ketma-ketlikning
{imiti deyiladi.
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Odatda, a soni {x,} ketma-ketlikning limiti deyish o‘rniga, a
soni x, o‘zgaruvchi miqdoming limiti, deb ham yuritiladi.
Aytilganlar gisqacha,

limx, =a yoki x,—a ko‘rinishlarda belgilanadi.

Ilgari eslatilganimizdek, (a-g;a+€) interval a nugtaning e-
atrofi deyiladi. Ma’lumki,

Ix,~a|<e < -e<x,-a<e <> a-e<x,<a+te.

Bunday belgilashlardan foydalanib, ketma-ketlik limitining
boshgacha ta’rifini keltiramiz.

3-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy e-atrofida {x,} ketma-
ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari yotsa, u holda a
soni {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

4-ta’rif. Limitga ega bo‘lgan ketma-ketlik yaginlashuvchi
ketina-ketlik deyiladi.

Limitga ega bo‘lmagan ketma-ketlik wzoglashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

5-misol. Umumiy hadi x,,=——’Z—I bo‘lgan ketma-ketlik limiti |
n+

ekanligini ko‘rsatamiz:

n 1 1
pop-ll<e = |——-ll<e & ——<e &> n>—-1.
n+1 n+1 P

Agar n,,>[l ]-1 deb olsak, ixtiyoriy € > 0 uchun, barcha n>n,
£

larda |x,-1]<¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, ’1’13)13;{—1 =1.

6-misol. Umumiy hadi x,=2n ko‘rinishda bo‘lgan ketma-ketlik
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Teskarisidan faraz gilaylik, ya’ni bu ketma-ketlik yaqinla-
shuvchi bo‘lib uning limiti @ son bo‘lsin.

Ta’rifga ko‘ra ganday kichik £>0 son olmaylik, shunday n,
son mavjud bo‘lib, #>n, bo‘lgan barcha » larda |2n-al<e bo‘lishi
kerak.
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at+e

i2n-al<e = 2n-a<e = n<

ate
2

lar uchun o‘rinli bo‘imasligi kelib chiqadi. Shuning uchun, {2n}
ketma-ketlik uzoglashuvchi.

Demak, bu tengsizlik [ ] sondan katta bo‘lgan natural n

2-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
1°. Agar lim x,=a va a>p (mos ravishda a<g) bo‘lsa, u holda

biror raqgamdan boshlab, barcha » larda x,>p (mos ravishda x,<q)
bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, a>p bo‘lsin. Endi, 0<e<a-p tengsizlikni
qanoatlantiradigan qilib biror £ son olamiz. Haqiqiy sonlarning
zichlik xossasiga ko‘ra bunday € son mavjud.

lim x,=a bo‘lganidan tanlangan € son uchun shunday n,e N

son mavjud bo‘lib, barcha n>n, larda a-e<x,<a+e¢ bo‘ladi. Endi,
g<a-p, ya’ni a-e>p bo‘lib, bulardan x,>p kelib chiqadi.

Xuddi shu kabi, a<g hol ham isbotlanadi.

Natija. Agar Il'l_Ig x;~a va a>0 (mos ravishda a<0) bo‘lsa, u

holda biror ragamdan boshlab, barcha » lar uchun x,>0 (mos
ravishda x,<0) bo‘ladi.
2°. Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi, ya’ni
shunday ¢ son mavjud bo‘lib, barcha » lar uchun |x,|<c bo‘ladi.
Isbeti. Aytaylik, 11_{2 x,;~a bo‘lsin. Qanday £>0 son olmaylik,

biror n,€ N son mavjud bo‘lib, barcha n>ny lar uchun g-e<x,<a+¢
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Endi, pl, Ixl, ..., | x, |, a-&, ate
sonlarning eng kattasini ¢ desak, ixtiyoriy ne N lar uchun px,|<c
kelib chiqadi. Demak, {x,} ketma-ketlik chegaralangan.

3°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega.

Isboti. Faraz qilaylik, {x,} ketma-ketlik ikkita a va b
limitlarga ega bo‘lib, a<b bo‘lsin. Haqiqiy sonlar to‘plamining
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zichlik xossasiga ko‘re :aunday r son mavjud bo‘lib, a<r<b
bo‘ladi.
Endi, lim x,=a va a<r bo‘lgani uchun 1° xossaga binoan

shunday bir n,e N son maviud bo‘lib, n>n; tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha ne N larda x,<r tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi.

Shuningdek, }'1_{2 x,=b va b>r bo‘lgani uchun shunday bir

n>e N mavjud bo‘lib, n>n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
n larda x,>r bo‘ladi.

Agar n,=max{n,, n,} deb olsak, u holda n>n, bo‘lgan barcha
n larda birdaniga x,<r va x,>r tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu
qarama-qarshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, limit yagona bo‘ladi.

3-§. Tenglik va tengsizlikda limitga o‘tish
1°. Agar barcha ne N larda x,=y, bo‘lib, lim x,=a va
lim x,,=b bo‘lsa, u holda a=b bo‘ladi.

Isboti limitning yagonaligidan kelib chiqadi.
2°. Agar barcha ne N larda x,<y, bo‘lib, lim x,=a va
lim y,,=b bo‘lsa, u holda a<b bo‘ladi.

Isboti. Faraz gilaylik a>b bo‘lsin. Bu a va b sonlar orasida
biror » son olamiz: a>r>b. Endi lim x,=a va a>r bo‘lgani uchun

shunday bir n,€ N son mavjud bo‘lib, n>n; bo‘lgan barcha ne N
larda x,>r bo‘ladi.
Xuddi shuningdek, lim,1f,,=b va b<r bo‘lgani uchun shunday

bir 7€ N son mavjud bo‘lib, n>n; bo‘lgan barcha ne N larda
v, < bo‘ladi.

Agar ng/=max{n;, n,; deb olsak, u holda n>n, tengsizlikni
qanoat!antiruvchi barcha 1€ N larda, bir vaqtda y,<r va x>
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tengsizliklar o‘rinli  bo‘lib qoladi. Bu qarama-qarshilik
farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi. Demak, a<b.

3°. (Oraliqg ketma-ketlikning limiti haqgidagi teorema) Agar
barcha ne N larda x,<y,<z, bo‘lib, ln_r)raxo Xx,=a va limz,=a bo‘lsa, u

holda lim y, ham mavjud bo‘lib, lim y,=a bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik, limx, =a bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra

ixtiyoriy €>0 uchun shunday n;e N son mavjud bo‘lib, n>n,
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ne N larda a—e<x,<a+e
bo‘ladi.

Xuddi shu kabi, lim z,=a dan, shunday n,e N son mavjud

bo‘lib, n>n, bo‘lgan barcha ne N larda a—e<z,<a+¢ tengsizliklar
o‘rinli bo‘ladi. Agar n,=max{n;, n,} deb olsak, u holda n>ng
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ne N larda yuqoridagi
tengsizliklardan g—e<x,<y,<z,<a+e, ya'ni a—e<y,<a+¢ kelib
chigadi. Bu esa, {y,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchisi bo‘lib,
lim y,=a ekanini bildiradi.

n—>x

4-§. Cheksiz kichik miqdorlar va ularning xossalari
1. Cheksiz kichik miqdorlar. Aytaylik, {a,} yaginlashuvchi
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar lim a,=0 bo‘lsa, o, cheksiz kichik migdor yoki

qisqacha, cheksiz kichik deyiladi. Shuningdek, {a,} ketma-ketlik
cheksiz kichik ketma-ketli. deyiladi.

Cheksiz kichik miqdor, limiti 0 ga teng, yaginlashuvchi
ketma-ketlikning katta raqamli hadlari deb garalishi mumkin.

Buni quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi:

Ve>0 son uchun shunday npe N son mavjud bo‘lib, barcha
n>ng larda jou,|<e tengsizlik o'rinli bo‘lsa, a,, cheksiz kichik migdor
deyiladi.
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Masalan, oc,,=—12- cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.
n

Hagqiqatan, V €>0 uchun jo,[= !

7

1 1
<t —<eon>—
n £

munosabatlarga ko‘ra, n,= [—l—] deb olsak, u holda n>ng

Tz

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n larda

7 <g tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.
1

,/0,0l

Xususan, £¢=0,01 desak, n0=|i ]=10; £=0,0001 desak,

Ho= L =100 bo‘ladi.
\/0,0001
2. Ketma-ketlik, uning limiti va cheksiz kichik miqdor
orasidagi bog‘lanish. Aytaylik, {x,} yaginlashuvchi ketma-ketlik
va lim x,=a bo‘lsin. Limit ta’rifiga asosan, Ve>0 son uchun

shunday n,e N son mavjud bo‘lib, n>n, tengsizlikni qanoatlan-
tiruvchi barcha ne N larda [x,~al<e bo‘ladi. Bu yerda x,—a=a,
belgilashni kiritsak, |o,|=|x,—a|<€ bo‘lib, @, cheksiz kichik miqdor
bo‘ladi.

Agar x, va biror a son orasidagi a,=x,—a ayirma cheksiz
kichik miqdor bo‘lsa, u holda |x,—a|=|a,j<e bo‘lib, a son {x,}
ketma-ketlikning limiti bo‘ladi: a,=x,~a <> x,=a+a,.

Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi.

Teorema. Biror a son {x,} ketma-ketlikring hmiti bo‘lishi
uchun, x, had a son bilan birorta cheksiz kichik miqdor a, ning
yig‘indisi ko‘rinishida yozilgan bo‘lishi zarur va yetarli: x,=a+a,.
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2
n” +1 bo‘lsa, uni x,=2+ —17 kabi yozish

n n

Masalan, x,=

mumkin. Bu yerda: a,= — cheksiz kichik. Bundan, lim x,~2
n

kelib chigadi.

3. Cheksiz kichik miqdorlar haqidagi lemmalar. Kelgusida
quyidagi lemmalardan foydalanmiz.

1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlarning
yig‘ndisi cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.

Isboti. Isbotni ikkita cheksiz kichik migdorlar uchun
keltiramiz.

Aytaylik, a, va B, lar cheksiz kichik migdorlar bo‘lsin. U
holda v,=o,+B, ham cheksiz kichik miqdor ekanligini
ko‘rsatamiz.

Cheksiz kichik miqdorlar ta’rifiga ko‘ra lim o,=0, ya’ni Ve>0

n-x

uchun shunday n,e N son mavjud bo‘lib, barcha n>n; lar uchun
Ia,,[<% bo*ladi.

Xuddi shu kabi, shunday bir n,e N son mavjud bo‘lib, barcha
n>ny lar uchun |B,,l<§ bo‘ladi.

Agar nj/~max{n;, n,} deb olsak, u holda barcha n>ng lar

uchun bir vaqtda |o,| < -;2— va B, < % tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
Bundan n>ny larda
E €
il + Bl < foul + Bl S+ <

kelib chigadi. Bu esa, y, miqdoming cheksiz kichikligini
ko‘rsatadi.

Shu kabi, chekli sondagi cheksiz kichik miqgdorlarning
yigindisi cheksiz  kichik miqdor bo‘lishini  ko‘rsatishimiz
mumkin.
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2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik mig-
dorning ko‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, x, chegaralangan miqdor, a, cheksiz kichik
miqdor bo‘lsin. U holda y,=x,0, ni cheksiz kichik migdor
bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Berilishiga ko‘ra x, chegaralangan miqdor bo‘lgani uchun
shunday ¢>0 son mavjud bo‘lib, barcha ne N larda |x,|<c
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuningdek, a, cheksiz kichik
bo‘lganligi sababli, ixtiyoriy £>0 ga mos ravishda shunday n,e N

son mavjud bo‘lib, barcha n>n, lar uchun |m,,l<£ tenglik o‘rinli
c
bo‘ladi. Shunday qilib, barcha n>n, lar uchun |y,|=fx,0u|=xx|
lal<c £ = tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, y, miqdoming
¢

cheksiz kichikligini ko‘rsatadi.

5-§. Yaqginlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik

amallar

Aytaylik,

{xn} X1, %2, ..., Xp, ... V2 n} VY2 oo s Vnse o
ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin.

Ushbu

xl+yl, x2+.)’2, ey xn‘*‘)’n, .oy

X{= Y1 X2= Y25« + o s Xn =Yy« -

X1V1s X2 Y25« o« s XnVns « o &

A L I g20,n=1,2,..)

h N Va

ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi va {x,+y.},

{xn“yn} s {xn'yn} s {

i‘—} kabi belgilanadi.

n
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1-teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvch
bo‘lsa, u holda {x,*y,} ketma-ketlik ham yaginlashuvchi va

lim (x,y,)= limx,tlimy,
tenglik o’rinli bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, lim x,=a, lim y,=b bo‘lsin. l-teoremaga

asosan x,=a+a,, y,=b+p,bo‘ladi, bu yerda: a, va B, lar cheksiz
kichik miqdorlar. Bularga ko‘ra

xn+yn=a+ an+(b +ﬂn)':a+b+( an"'ﬁn)
bo‘ladi. Agar y=a,+f, deb olsak, 1-lemmaga asosan y ham
cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. U holda x,+y,=a+b+y, dan 1-
teoremaga asosan }’1_1’2 (xnty.)= =atb= !'2130 Xt 11_r)n Vyn» munosabatga

kelamiz.
lim (x,-y,)= limx,-lim y,
tenglik ham shu kabi isbotl:inadi
2-teorema. Agar {x,} va {y,} lar yaginlashuvchi bo'lsa,
holda {x,y.} ketma ketlik ham yaginlashuvchi va lim (x,y.)=
lim x,, 1im y, tenglik o‘rinli bo*ladi.
Isboti. Oldingi teorema isbotidagi belgilashlarga ko‘ra,
xwya=(a+aon)(btp)=abt(af, t bay+anfy)
hosil bo‘ladi. Endi, 1- va 2-lemmalarga asosan y,=af,+ba +a,pf,
miq-or cheksiz kichik bo‘ladi. Bundan x,y,=ab *y, bo‘lib,
lim (x,,y,)=ab=1lim x,, lim y,

ekanligi kelib chiqadi.
Natija. Agar {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa. u holda

{c-x,}=c-{x,} ketma-ketlk ham yaqinlashuvchi bo‘lib, lim
{ox, t=c-lim {x,} tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Haqiqatan, 3-tcoremada y,=c deb olsak, oxirgr tenglik kelib
chig-di.
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3-teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi

va lim y#0 bo‘lsa, u holda {1'1-} ketma-ketlik ham

=0 'y"
x limx,
yaqinlashuvchi bo‘lib, lim —~="=22— tenglik o‘rinli bo‘ladi.
now y‘l llm yll

Isboti. Aytaylik, hmx,,-a hm yo=b, b#0 bo‘lsin. Ma’lumki,

x.=ata,, y,=b+p, (@, B, cheksiz kichik miqdorlar) kabi yozib
olish mumkin. U holda
X a a+a a 1

f'3=b+é:"32b(b 7yt —abn)

bo‘ladi. Agar v, ba, ~ belgilashni kiritsak,
o‘ladi. Agar v o ﬂ")(a af,) belgila iritsak, u

holda 1- va 2-lemmalarga asosan y, cheksiz kichik miqdor bo‘ladi,

n

1 .
chunki ———— chegaralangan miqdor, (ba, —af,) es
Bor gy Cheealane qdor, ( B,) esa,

cheksiz kichik mi::dor.

Bundan Ze % =y, ya’'ni Lo o % +y,, kelib chiqadi.

limx,

n—»0

L ooX, _a
Dimak lim --%~=-—-=X% .
ey, b limy,

H—>C

6-§. Cheksiz katta migdorlar. Cheksiz kichik va cheksiz
katta migdorlar orasidagi bog‘lanish
4-§ da cheksiz kichik migdorlar va ularning xossalarini ko‘rib
chiggan edik. Bu yerda cheksiz katta miqdorlar bilan tanichamiz.
Aytaylik, {x,} biror ketma-ketlik bo‘Isin.
1-ta’rif. Agar ixtiyoriy katta A>0 son uchun shunday n,e N
son mavjud bo‘lib, n>n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
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ne N larda [x,[>A tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda x, cheksiz katta
migdor, {x,} esa, cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.
Bunday hol lim x,=c kabi yoziladi.

Agar biror n,e N son topilib, barcha n>n, larda x,>A (x,<-A)
bo‘lsa, u holda lim x,=+o0 (lim x,= -0) ko‘rinishida yoziladi.

n—x

1-misol. x, =n’ , lim nP=+w,

2-misol. x,=-2n, lim (—2n)=-c0.

3-misol. x,=(-n)", lim (=n)"=c0.

4-misol. Umumiy hadi x, = I+ (‘:D -n bo‘lgan ketma-ketlik

a) chegaralangan; b) cheksiz katta ketma-ketlik bo‘ladimi?

Yechish. a) bu ketma-ketlik chegaralanmagan. Hagiqatan ham,
har qanday A >0 son uchun shunday n=2([ A ]+1) mavjudki,
x, > A bo‘ladi;

b) ammo bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik
bo‘lmaydi. Chunki A >0 son va ixtiyoriy no uchun shunday
n=2n¢+1 mavjudki, x, =90 <A bo‘ladi.

Bu misoldan har ganday chegaralanmagan ketma-ketlik ham
cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lavermasligi kelib chiqadi.

2-teorema. Agar x, cheksiz katta miqdor bo‘lsa, u holda

a,,=-—1— cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.
X

L

Isboti. Aytaylik, €>0, biror kichik son bo‘lsin. Teorema
shartiga ko‘ra lim x,=c0. Demak, shunday n,€ N son topiladiki,

=»x

barcha n>n, lar uchun |[x,}> 1 bo‘ladi. Bundan, |a,|= l——l——l < g
£ X,

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa, a, ning cheksiz kichik miqdor
ekanligini bildiradi.
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3-teorema. Agar a, cheksiz kichik miqdor va a,#0 (w=1,2,

...) bo‘lsa, u hoida x,,=--1~— cheksiz katta miqdor bo‘ladi (mustaqil
a

n

isbotlang).

7-§. Anigmasliklar
Agar {x,} va {y,} yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bo‘lsa, u
holda

} , (lim »,#0)

ketma-ketliklarning har biri yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rib
o‘tdik.

Endi, yuqoridagi shartlarning ba’zilari bajariimay gelgan
hollarda ham yagqinlashish bor yoki yo‘qligini ko‘rib ¢*tamiz.

X
{xni' n}s {xn 'yn}a {"'"’

n

1. « % » ko‘rinishidagi aniqmaslik. Ba’zan, lm x,~0,

n-pe0

lim y,=0 bo‘lgan holda ham {x,} va {y,} ketma-ketlikiaming

. X :
xarakteriga qarab, lim — ni topish mumkin.
n

Misollar. a) x,= l , V= —1- uchun lim l--0 lim —-5--=0 va

v n a2

1
lim 22 =lim -2 = lim n=+w0 bo'ladi;
n=>% y” H—»0 H—>0

L

n

b) x,,=~17 s V= L uchun lim ..!3_.:0 lim l—- =0 va
n n’

-0 n =% nz

lim -~ adl =lim 1 =0 bo‘ladi,

1> V 0 i
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uchun lim —1-=0, lim

d) x,,=-1— s Yn= =0 va
n n+1 n—o p noo g+

fim 22 = tim X < im (142 )=1 boladi,

n--»0 yn >0 n n—>x n

Yugqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki, limx,=0, lim y,=0
bo‘lgan holda lim i hagida bir qiymatli fikr aytish mumkin

1= y
n

emas. Shu sababli ham bu holda {x—”} ketma-ketlik « -g »
Va

ko‘rinishidagi anigmaslik deyiladi. Anigmaslikning limitini topish
anigmaslikni ochish deb ham aytiladi.
2. « i » ko‘rinishidagi aniqmaslik. Ba’zan lim x,=,
[o 0] 0

lim y,= bo‘lgan holda ham {x,} va {y,} ketma-ketliklarning

xarakteriga qarab lim % ni hisoblash mumkin. Bu holda,
e y"

yuqoridagi kabi, {f—"—} ketma-ketlik « 2 » ko‘rinishidagi
y n} %
aniqmaslik deyiladi.
a) x,=n"+1, y,,=2n2-n uchun lim (n2+1)=+oo, lim (2n*-n)=

H=>0

lim (2~ y=+o0 va
n

n—x

2 1 1
X . nt+1 " (1+n—2 I+
lim == = lim = lim —— < L

1
R0 Y, n—s0 2"2 —-n n—® nz (2 _l] n—x 2 l 2

bo‘ladi.
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3. «0-0o» ko‘rinishidagi aniqmaslik. Agar Im x,=0,

H—>

lim y,=c0 bo‘lsa, u holda, x,ly,,=—)%— yoki x,ly,,=—}-;"— almashtirishlar

yl’ xﬂ
yordamida, «0-oo» ko‘rinishidagi anigmaslik « % » yoki « Z
Q

ko‘rinishidagi anigmasliklarga keltirib yechladi.

d) x,= """‘31 , yu=n’+2n uchun lim ——=0, lim (n*+2n)=+c
n+1 e+l o

va

3 2 ) n3 (1 + —3')
lim ()= lim 22 = lim ——" £ =1 boladi.
n—x oo P +1 n-»x 3( 1 )
n ]+-;

u
Bulardan tashqari, «o-co», «0%, «1™», «x® ko‘rinishidagi

anigmasliklar mavjud. Bunday anigmaslikltarni ham «% » yoki

«Zy ko‘rinishidagi anigmasiiklarga keltirib yechiladi.
o o}

8-§. Monoton ketma-ketliklar va ularning limitlari

Aytaylik, biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N uchun x,<xp+1 (X4<x4+1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda {x,} o'suvchi (kamaymaydigan)
ketma-ketlik deytladi.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N lar uchun x,>x,1 (x,2X4+1)
tengsizhk o‘rinli bo‘lsa, u holda {x,} kamayuvchi (o ‘smaydigan)
ketma-ketlik deyiladi.

O‘suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan va o‘smaydigan
ketma-ketliklar, umumiy nom bilan monoton ketma-ketliklar deb
yuritiladi.

59

www.ziyouz.com kutubxonasi



O‘suvchi va kamaymaydigan ketma-ketliklar keng ma’noda
o ‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.

Kamayuvchi va o‘smaydigan ketma-ketliklar keng ma ‘noda
kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, u holda {x,} limitga ega, agar yuqoridan
chegaralanmagan bo‘lsa, u holda lim x,=+o0 bo‘ladi.

Isboti. Faraz gilaylik {x,} ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan
chegaralangan bo‘lsin. U holda {x,, n=1, 2, . . .} to‘plam ham
yuqoridan chegaralangan bo‘ladi va shuning uchun, uning aniq
yuqort chegarasi mavjud. Uni a orqali belgilaymiz: a=sup{x,}.
Endi 2 ni {x,} ketma-ketlikning limiti bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Aniglanishiga ko‘ra, a son {x,, »=1, 2, . . .} to‘plamning aniq
yuqori chegarasi bo‘lganidan, barcha ne N lar uchun x,<a
bo‘ladi. Shuningdek, har bir £>0 uchun shunday »#’ son mavjud
vo‘lib, x,>a-¢ bo‘ladi. {x,} o‘suvchi ketma-ketlik bo‘lganidan va
vuqgoridagilardan, barcha n>n" larda a—e<x,<ate¢ tengsizlik o‘rinli
helichi kelib chigadi. Demak, ta’rifga ko‘ra lim x,,= a bo‘ladi.

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbotlaymiz.

Aytaylik, {x,} o‘suvchi bo‘lib, yuqoridan chegaralanmagan
bo’lsin. U holda har bir A>0 son uchun shunday n’e N son
mavjudki, x,>A bo‘ladi. Shuningdek, barcha n>r’ lar uchun
+:>x, ekanligi va yuqoridagilarga asosan, x,>A tengsizlik o‘rinli
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, ta’rifga ko‘ra lim x,=+oo0.

Shunday qilib, monoton o‘suvchi ketma-ketlik uchun
limy, =sup{x, } ekan.

Yuqoridagi usul bilan quyidagi teoremani ham isbotlash
munkin.

2-teorcma. Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib,
quyidan chegaralangan bo‘lsa, u holda {x,} limitga ega, agar
quyidan chegaraianmagan bo‘lsa, u holda lim v,=-oc bo‘ladi.

B~3»%

60

www.ziyouz.com kutubxonasi



1-misol. {x,,}={—2-'-} ketma-ketlikning limitini toping.
nt

2n+l N _2—"_ . 2 _ 2 .
i)l m ntl mil "
munosabatdan, barcha n>1 larda x,.;<x, bo‘lishi, ya’ni {x,}
ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi. Shuningdek,

Yechish. x,+1=

barcha ne N larda x,= -2-'- >0. Shu sababli, {x,} ketma-ketlik
n!

chekli limitga ega, uni a deb olamiz: lim x,=a. Ushbu

Hm x,.1= lim - lim x, munosabatdan a=0-a va a=0 kelib

n—n oo pit]l mowo

chigadi. Demak, lim —2-—=0
n—»o n_

all

Shu usulda, ixtiyoriy ¢ uchun hm ' =0 ekanligini ko‘rsatish

n—yx n

mumbkin.

2-misol. Ixtiyoriy ¢>0 uchun lim \/c+\/c+---+~/2 =
1+VJ1+4c
2

ckanligini ko‘rsating.

}nlaiuiz

Yechish. x,= \/ cHye+---+ Je belgilashni kiritamiz.
Korinib turibdiki, x;=vc , x)=Jc+ e , . . . bo'lib, har gal Jc
soni eng ichkari ildiz ostiga qo‘shilib boryapti. Demak, barcha
ne N larda x,<x,.1, ya'nt {x,} ketma-ketlik o‘suvchi.

Endi matematik induksiya metodi yordamida {x,} ketma-
ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko ‘rsatamiz.

Ravshanki, x;= \/E <\/E +1.
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n=k uchun xk<\/2 +1, deb faraz qilib, xk+1<\/z +1 ekanligini
ko‘rsatamiz.
Hagqiqatan,

Xk 1=AJC+ X, <\/c+JE+l <\E+2\/;+1=\/E+1.

Demak, barcha ne N lar uchun x,< V¢ +1. 7-teoremaga
asosan {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni a deb olamiz:
limx,= a.

n-»%

U holda x,+1= \Jc+x, , tenglikdan lim x,.= /c+ limx,
bo‘lib, a=+/c+a kelib chigadi. Endi a>0 ekanligini hisobga olib,

bu tenglamani yechamiz: a=1—f———-— '12+4c .

1+41+4c

Shunday qilib, lim x,= ——2—— bo‘ladi.

9-§. e soni
Umumiy hadi (1+—1-) ko‘rinishda bo‘lgan ketma-ketlikning
n
limiti mavjud ekanini isbotlaymiz.

n+l
Buning uchun, umumiy hadi x,= (1+—) bo‘lgan {x,}
n

ketma-ketlikni ko‘rib chigamiz. Ushbu

1 n+l l "
x (HZJ +— 1 (2-1) (, 1
L= —= '1’ -(1+—J= . -(1+—)<
xn-—] (1+ 1 14— n n n
n-1 n-1

EIRCIRCIN
n n n
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munosabatlardan x,<x,., kelib chigadi. Bu yerda Bemulli
tengsizligiga ko‘ra o‘rinli bo‘lgan (l+—12-) >1+—'32-==1+l
n n n
tengsizlikdan foydalandik.
Demak, {x,} ketma-ketlik kamayuvchi va x,>0 bo‘lganligi
uchun u limitga ega. Bu limitni e orqali belgilaymiz.
Shuningdek,

n+l n+t
Y (1 + —1—) lim(l + —1-) i .
(1+-—) =lim " = n =lim (l+—)
n

n-—30 1 n—0
n 14— lim(] + 1]
n n-—0 n

lim

H—»®0

n

chigadi. Bu e soni irratsional son bo‘lib, uning taqribiy qiymati
e~2,71828182845904590...

ga teng.

bo‘lib, (1+1J ketma-ketlikning ham limiti e ekanligi kelib

10-§. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi
Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,
1. {x,} o‘suvchi, {y,} kamayuvchi.
2. barcha ne N lar uchun x,<y,.
3. }’1-1)1; (x4-yn)=0 bo‘lsa, u holda {x,} va {y,} ketma-ketliklar
yaginlashuvchi bo‘lib, lim x,= },IJ’)EIO vy tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra barcha ne N lar uchun x,<y,<y, bo‘ladi.
Demak, {x,} ketma-ketlik o‘suvchi va yugoridan chegaralangan.
Shu sababli, {x,} limitga ega: lim x,=c.

Xuddi shu kabi, {y,} ketma-ketlik kamayuvchi, quyidan
chegaralangan va lim y,=c’limit mavjud. Qolaversa,

¢’—c=lim y,~ lim x,=lim (y,-x,)=0.

n—>x
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Bundan c=c’ekanligi kelib chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Agar [ay;b1], [anba], ... , [anbs], ... segmentlarning har biri
o‘zidan oldingisining qismi, ya’ni

[abiolasb> . . . Dlanb.]> . ..
bo‘lsa, u holda ular ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-
ketligi deyiladi.

Quyidagi tasdiq, ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi
deb yuritiladi.

Natija. Agar ichma-ich joylashgan [a;;b1], [a2:b2],. .
[a;bals- - - segmentlarAketma-ketligi uchun li_l;?o (ar-b,)=0 bo‘lsa, u

holda segmentlarming chap uchlaridan tuzilgan {a,} va o‘ng
uchlaridan tuzilgan {b,} ketma-ketliklar bitta limitga ega va bu
limit barcha segmentlarga tegishli yagona nuqta bo‘ladi.

Isboti. 1) {a,} o‘suvchi, {b,} kamayuvchi, 2) barcha ne N
lar uchun aq,<b,, 3) lll_x)lorln (a,-b;)=0 bo‘lganligidan 9-teoremaga
ko‘ra }'m a,= 11_{2 b, bo‘ladi. Bu limitni ¢ deb olsak, barcha ne N

lar uchun a,<c<b, kelib chigadi.

11-§. Yaqginlashish prinsipi

1. Qismiy ketma-ketlik. Aytaylik, {x,} biror ketma-ketlik
bo‘lsin. Natural sonlardan n<n;<. . .<m. . . shartlar bilan n;, n,,
ws M, ... ketma-ketlik olamiz. {x,} ketma-ketlikning shu natural
sonlar  ketma-ketligiga mos  hadlarini olib tuzilgan
X, 3%, 5 +ees X, 5 Ketma-ketlikni, {x,} ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketligi deyiladi va { x, } kabi belgilanadi.

Masalan, 1, 4, 9, 16, 25,. . ., ya’ni, x,=n° formula bilan
berilgan ketma-ketlik uchun quyidagi ketma-ketliklarning har biri
qismiy ketma-ketlik bo‘ladi.

a)1,9,25,. .. (k1) ..

b) 4, 16, 36,. . ., (2k)*,. . .,

c) 4, 16, 64, 256,. . ., (2%, . ..

Qismiy ketma-ketlik limiti quyidagi xossaga ega.
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Agar {x,} ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsa, u holda {x, }

qismiy ketma-ketlik ham a limitga ega bo‘ladi.

Umuman olganda, {x,} ketma-ketlikning limiti yo‘qligidan
uning qismiy ketma-ketliklari ham limitga ega emas, degan fikr
kelib chigmaydi, ya’ni shunday ketma-ketliklar borki, ulaming
limiti yo‘q bo‘lsa-da, uning ba’zi qismiy ketma-ketliklarining
limiti mavjud bo‘ladi.

Masalan, -1, 1, -1,. . ., ya’ni, x,=(-1)" kabi berilgan ketma-
ketlik limitga ega emas. Uning

a) x1=-1, JC3=-1,. . .,x2n.1=—1,. . ,l'i_rgxz,,-ﬁ-l,

b) x=1, x4=1,. . ., x2,=1,. . ., lim xy,=1

qismiy ketma-ketliklari limitga ega.

Umuman, qanday ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi qismiy ket-
ma-ketlik ajratib olish mumkin? — degan savolga quyidagi lemma
javob beradi.

2. Bolsano-Veyershtrass lemmasi. Ixtiyoriy chegaralangan
ketma-ketlikdan har doim, yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikni
ajratib olish mumkin.

Isboti. Aytaylik, x;, x2, x3,. . ., Xn,. . . chegaralangan ketma-
ketlik bo‘lsin. Demak, uning barcha hadlari tegishli bo‘lgan
[a1;b1] segment mavjud bo‘ladi. Bu segmentni teng ikki gismga

ajratamiz: [a;; % ;b‘ 1,0 4 ;b‘ ;b1]. Hosil bo‘lgan segmentlarning

birida (yoki ikkalasida ham) ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
hadlari bor bo‘ladi. Segmentlardan, {x,} ketma-ketlikning cheksiz
ko‘p hadlari borini (ikkalasida ham bo‘lganda, masalan,
chapdagisini) [a2;b;] orqali belgilaymiz. O‘z navbatida, [a3;b))
segmentni teng ikki qismga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning
cheksiz ko‘p hadlari borini [a3;b3] orqali belgilaymiz. Va hokazo,
shu jarayonni davom ettirib, ichma-ich joylashgan segmentlar
ketma-ketligiga ega bo‘lamiz:
[al;bl], [az;bz],. ‘e [a,,;b,,],. ..
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Ko‘rinib turibdiki, [a; 5] segmetning uzunhgi bi-ax= blz:_la‘

bo‘lib, k~» da nolga intiladi.

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga ko‘ra {a;} va
{bi} ketma-ketlikiar umumiy bir ¢ limitga ega bo‘ladi, ya’'ni

lim ai= lim bk=C.

Endi, {x,} ketma-ketlikning [a;;b;] dagi istalgan bir hadini
olib, uni x, orqali, [a;b;] dagi, x, hadidan keyin kelgan biror

hadini olib, x, orqali. [a;;bs] dagi x,,x, hadlaridan keyin
kelgan biror hadni olib, x, orqali belgilaymiz. Shu jarayonni

davom ettirib, Xys Xy s vees X, sene qismiy ketma-ketlikni hosil

gilamiz.
Tanlanishiga ko‘ra, X, lar uchun ;< X, <h, k=1, 2,. ..
tengsizliklar o‘rinli bo‘'lib, k>0 da lim x, =c kelib chiqadi.

I emma isbot bo‘ldi.

3. Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari. Aytaylik, {x,}
ketma-ketlikni berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikdan. limiti a bo‘lgan qismiy
ketma-ketlik ajratib olish mumkin bo‘lsa, u holda a son {x,}
ketma-ketlikning yismiv limin deyiladi.

2-ta’rif. {x,} keuna-kerlikning qismiy limitlari ichida eng
kattasi uning yugori limiti deyiladi va liﬂ x, orqali belg:lanadi.

{x,} ketma-ketlikning qis:niy limitlari ichida eng kichigi
uning quyi limiti deyiladi va {im x, orqaii belgil.inadi.

H=>»00

I-misol. x, =(-1)" : -1, 1, -1,. . . ketma-ketlikning qismiy
Vmitlar to'plami {-1,1} dan iborat. Demak, lim x,=1, lim x,=-1

s n—0

ho'tedi.
Yomieol v, -V, 2.1, 3,1 4, 1. .. 1, n, .. ketma-ketlik
ber:igan hovisin. Usamg 1, 1, 1,. . q'smiy ketma- ketligining limiti
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1val, 2 3 4,..,n,...qismiy ketma-ketligining limiti +o0
bo‘ladi. Demak, bu misolda lim x,=+, limx,=1 ekan.

Qanday ketma-ketliklarning yuqori va quyi limitlari mavjud?
— degan savolga javob beruvchi teoremani isbotsiz keltiramiz.

1-teorema. Ixtiyoriy ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari
mavjud.

4. Ketma-ketlik yagqinlashishining zaruriy va yetarli
sharti. 8-§ da, monoton ketma-ketliklar uchun ganday shart
bajariiganda, chekli limitga ega bo‘lishi bilan tanishdik. Endi,
ixtiyoriy ketma-ketlik, qanday shart bajarilganda yaqinlashuvchi
bo‘lishi masalasini k¢ ‘rib chigamiz.

Aytaylik, biror . 1,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar \' &0 uchun shunday n,e N son mavjud
bo‘lib, barcha n, m>n, lar uchun |x,-x.|<e tengsizlik bajarilsa, u
holda {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

2-teorema. (Koshi teoremasi). Biror, {x,} ketma-ketlik
yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun, uning fundamental ketma-ketlik
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Aytaylik, {x,} yaqinlashuvchi ketma-ketlik
va uning limiti @ bo‘lsin, ya'ni lim x,=¢. Limit ta’rifiga ko‘ra,

ixtivoriy £>0 uchun, shunday no;l/\l son mavjud bo‘lib, barcha
n>n, larda |x,-a|< % tengsiziik o‘rinli bo‘ladi. Bundan, barcha n.
m>n, lar uchun

eI -G ) SreaHeeat< =+~ =6

kelib chiqadi. Demak, {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.
Yetarliligi. Aytaylik, {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin.
U holda ixtiyorly €>0 uchun shunday #,& N son mavjud bo‘lib,
barcha n. m-n, lar uchun [x,~x,[<¢ tengsiz'ik o‘rinli bo‘ladi.
Bundan x,—e<x,<x,+¢ tengsizlikka ega bo‘lamiz. Agar = ning
bitta tayin qivmatini olsak. u holda {x,! ketma-ketlikning
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chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. Bolsano-Veyershtrass
lemmasiga ko‘ra, {x,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi { x, }

qismiy ketma-ketlikni ajratib olish mumkin: lim x, =c.

Endi, ¢ soni {x,} ketma-ketlikning ham limiti bo‘lishini
ko‘rsatamiz.
Biror k sonini |x, —c|<¢ va ngn, tengsizliklar bir vaqtda

o‘rinli bo‘ladigan qilib tanlaymiz. Agar m=n; deb olsak, u holda
barcha n>n, lar uchun |x,~ x, [<¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bulardan
b-cl=bea- x,, +x, -cl<pe- x, [+ x, -c|<ete=2¢ kelib chiqadi.

Bu esa, {x,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini
ko‘rsatadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Isbotlangan teorema ketma-ketlik yagqinlashishining Koshi
kriteriyasi (alomati) deb ham yuritiladi.

12-§. Funksiya limitining ta’riflari

1. Funksiyaning nuqtadagi limiti. Aytaylik, biror X sonh
to*plam berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X to‘plamning a
dan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda a nuqta X
to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

1-misol. X;=[2;5] segmentning har bir nuqtasi uning limit
nugqtasi bo‘ladi. Bu to‘plamning boshga limit nugtalari yo‘q.

2-misol. X>=[0;3) to‘plamning limit nuqtalari [0;3] segment
nuqtalaridan iborat, ya’ni bu to‘plamning har bir nuqtasi va 3
nuqta uning limit nuqtalari bo‘ladi. Ammo 3 nuqta unga tegishli
emas.

Oxirgi misoldan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtalari unga
tegishli bo‘lishi ham, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin ckan.

Limit nuqtaning yuqoridagi ta’rifiga teng kuchli bo‘lgan yana
bitta ta’rifini keltiramiz.
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2-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X to‘plamning
cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘lsa, u holda a nuqta X to‘plamning limit
nugqtasi deyiladi.

Quyidagi teorema o‘rinli:

Teorema. a nuqta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lishi uchun
a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p
nugqtalari bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teorema yuqoridagi ikki ta’rifning teng kuchli ekanligini
ta’kidlaydi. '

Isboti. Agar a nuqta, 2-ta’rif bo‘yicha X to‘plamning limit
nuqtasi bo‘lsa, u holda u 1-ta’rif bo‘yicha ham limit nuqta bo‘lishi
aniq.

Aytaylik, a nuqta, 1-ta’rif bo‘yicha X to‘plamning limit
nugtasi bo‘lsin. Endi, a nuqtaning ixtiyoriy (a-€;a+€) atrofini
qaraymiz. Ta’rifga ko‘ra, bu atrofda X to‘plamning a dan fargli
kamida bitta nuqtasi bor, uni x; deylik. Endi, €,=|a-x)| belgilash
kiritib, @ nuqtaning (a-&;; a+tg;) atrofini olsak, bu atrofda ham X
to‘plamning a dan farqli kamida bitta nuqtasi bor, uni x; deylik.
Agar g;=|a-x;| belgilash kiritsak, u holda a nuqtaning (a-¢;; a+e;)
atrofida ham X to‘plamning a dan fargli kamida bitta x3 nugtasi
bor. Shu jarayonni davom ettirib, x;, x2, X3, . . ., Xp, ... €X nuqtalar
to‘plamiga ega bo‘lamiz. Bu nuqtalarning har biri a nugtaning
(a—¢; a+¢) atrofiga tegishli bo‘ladi.

Demak, a nuqgta 2-ta’rif bo‘yicha ham X to‘plamning limit
nugqtasi bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.

Aytaylik, a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin. U holda

a nuqtaning har bir (a—% ;a+%) atrofida X to‘plamning, a dan

: : . : . 1 1 .
fargli kamida bitta x, nuqtasi bor, ya’ni a—— <x,<a+— bo‘lad.
n n

Bundan n-»o da lim x,=a va x,#a ekanligi kelib chiqadi.

H—>X
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Demak, a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u holda X
to‘plam nuqtalaridan tuzilgan va a ga yaqinlashuvchi {x,}, x,#a
ketma-ketlikni ajratib olish mumkin ekan.

Shuningdek, a nuqtaning ixtiyoriy atrofida X to‘plamning a
dan fargli cheksiz ko‘p nuqtalari borligi uchun, a ga yaqin-
lashuvchi {x,} ketma-ketliklarni cheksiz ko‘p usulda tanlab olish
mumkin.

Ixtiyoriy A>0 son uchun (A;+o) interval +oo «uqta»ning,
shuningdek, (-o0;A) interval -co «nuqtanning, (-00;A)U(A;+00)
to‘plam esa, co «nuqtanning atrofi deyiladi. Qolaversa, o, +o0, -0
«nuqtarlar bu to‘plamlarga limit nuqta bo‘lishi yuqoridagi kabi
ta’riflanadi. Bu holda ham, mos ravishda lim x,=c, lim x,=tc0,

n—w n—w

limx, =—co bo‘ladigan {x,} ketma-ketliklarni cheksiz ko‘p

n—0

usullarda tanlab olish mumkinligini eslatib o‘tamiz.

Aytaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan va a nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

3-ta’rif. (Geyne). Agar X to‘plamdan olingan va a ga
yaqinlashuvchi ixtiyoriy {x,}, x,#a ketma-ketlik uchun, funksiya
qiymatlaridan tuzilgan {f(x,)} ketma-ketlik, doim yagona b
limitga ega bo‘lsa, u holda b soni f{x) funksiyaning a nuqtadagi
limiti deyiladi.

Funksiya limiti li_r)t: fix)=b kabi belgilanadi, ba’zan “x—a da

Six)—b” ko‘rinishida ham yoziladi.

Odatda, bu ta’rif funksiya limitining ketma-ketliklar tilidagi
ta’rifi deyiladi.

3-misol. fix)=3-x" funksiyaning x=1 dagi limiti 2 ekanligini
ko‘rsating.

Yechish. x,;#1 va lim x,=1 bo‘ladigan {x,} ketma-ketlikni

n—w

olaylik. U holda lim f{x,)= lim (3-x,%)=3 - limx,* =3 - 1=2.

n—x

Demak, ta’rifga ko‘ra lim (3-x%)=2.

n—>x
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4-misol. flx)=sinx funksiyaning x—+oc da limitga ega
emasligini ko‘rsating.

Yechish. Limiti +oo bo‘lgan x,=nmn yoki x’,,=(2n+% ) ketma-
ketliklarni olaylik. U holda

Sx,)=sinnn=0, fix ’,,)=sin(2n+-;- =1
bo‘lgani uchun, ,l’1~r>2 flx,)=0, ’I’me fix’,)=1 bo‘ladi. Bu esa, x>+

da fix)=sinx funksiyaning limiti yo‘qligini ko‘rsatadi, chunki ta’rif
bo‘yicha limit yagona bo‘lishi kerak.

Funksiya limitini boshqacha “e-8” tilida ham ta’riflash
mumkin.

4-ta’rif. (Koshi). Agar har bir, kichik £>0 son uchun shunday
bir >0 son mavjud bo‘lib, xeX ning 0<[x—a|<d tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida [f{x)-b|<e tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, u holda b son f{x) funksiyaning a nuqtadagi limiti deyiladi.

5-ta’rif. Agar ixtiyorty A>0 son uchun shunday bir >0 son
mavjud bo‘lib, xeX ning 0<|x—a|<d tengsizlikni qanoatlantiruvchi
barcha qiymatlarida |f{ix)|2A tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda «
nugta fix) funksiyaning a nuqtadagi limiti deyiladi. Bu hol
Lllral fx)=c0 orqali belgilanadi.

Agar x ning a ga yetarlicha yagin giymatlarida f{x)>0 bo‘lsa,
lim flx)=+o0 , agar fix)<0 bo‘lsa, lim f{x)=-cc kabi yoziladi.

Ixtiyoriy £€>0 uchun shunday A>0 son mavjud bo‘lib, x[>A
(mos ravishda x>A, x<-A) bo‘lgan barcha xeX larda |[f{x)-bj<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda b son f{x) funksiyaning x—oo
(mos ravishda x—»-0, x—>+ow0) dagi limiti deyiladi. Bu hol
ESI} fix)=b (mos ravishda xlirg fix)=b, xli)rri fix)=b) ko‘rinishida
yoziladi.

Funksiya limitining 3- va 4-ta’riflari o‘zaro ekvivalent. Uni
mustaqil isbotlashni taklif qilamiz.
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Shuningdek, lim fAx)=-0, hm fx)=too, lit}'l fixy=oo,
lim fix)=-o0, lim fix)=to0, lim f{x)=co belgilashlamni ta’riflang.
5-misol. lin} (3x-1)=5 ekanini isbotlang.

Yechish. fix)=3x-1 funksiyani qaraymiz va ixtiyoriy €0 son
olamiz. U holda

[fx)-5l<e < Bx-1-5|<e <> 3(x-2)l<e <> |x-21<§

munosabatlardan ko‘rinadiki, agar £>0 son uchun 8=—§- deb olsak,
u holda [x-2|<3 bo‘lganda, |[f{x)-5|<¢ tengsizlik bajariladi. Bu esa,
ta’rifga ko‘ra liﬂzl (3x-1)=5 ekanini bildiradi.

6-misol. lim (x*-3)=6 ekanini isbotlang.

Yechish. f{x)}=x"-3 bo‘lsin. Ixtiyoriy £>0 son olaylik. U holda
Ifix)-6l<e <> [x>-3-6]<e <> pP-9|<e <> pe+3|x-3|<e
munosabatlar o‘rinli.
Agar éni | dan kichik deb olsak, u holda
Ix-3|<6 <> 3-8<u<3+06 <> 2<x<4
bo‘ladi. Bundan, |[x+3|<7 kelib chiqadi. Buni hisobga olsak, u
holda 7|x-3|<¢& tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda

px+3]-jx-3}<e bo‘ladi. Demak, &min{l,% } deb olsak, u holda

&
Ax)-61=lx+3|-x-31<7- 5<€
bo‘ladi. Bu esa, ta'rifga ko'ra lim (x*-3)=6 ekanini bildiradi.

2. Funksiyaning bir tomonli limitlari.

6-ta’rif. Agar ixtivoriy &0 uchun (a-8a) intervalda X
to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda o« nugta X
to‘plamning chap limit nuqtasi deyiladi.
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7-ta’rif. Agar ixtiyoriy &>0 uchun (a;a+¢) intervalda X
to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda a nugta X
to‘plamning o ‘ng limit nuqtasi deyiladi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lib, a nuqta
X to‘plamning chap (yoki 0‘ng) limit nuqtasi bo‘lsin.

8-ta’rif (Geyne). Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan va
har bir hadi a dan katta (mos ravishda, kichik) bo‘lib, a ga
intiluvchi  ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olganimizda ham,
funksiya giymatlaridan tuzilgan {f(x,)} ketma-ketlik doim yagona
b ga intilsa, b son flx) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng (mos
ravishda, chap) limiti deyiladi.

Funksiyaning o‘ng limiti Xl_i}rﬂrjo flx)=b yoki flat+t0)=b, chap

limiti lim0 fix)=b yoki fla-0)=b orqali belgilanadi. Agar a=0
bo‘lsa, limof(x)=f(+0), lirg fix)=1(-0) kabi belgilash ishlatiladi.

Masalan, flx)=[x] funksiya, ya’ni x ning butun qismini
ifodalovchi funksiya uchun a=1 bo‘lsin.

Agar 0<x,<1 shartlar bilan {x,} ketma-ketlik olsak, u holda
Jix)=[x,]=0 bo‘ladi.

Agar 1<x,<2 shartlar bilan {x,} ketma-ketlik olsak, u holda
Jx)={x,]=1 bo‘ladi.

Demak, Yl_i)rlr+10~/(.vc)=1, ‘l_i*rll}of(x)=0. Bu misolda chap va o‘ng

limitlar mavjud, ammo bir-biriga teng emas.

Yugoridagi ta’rif, ketma-ketliklar tilidagi ta’rif deb yuritilsa,
quyidagi ta’rif “&-6” tilidagi ta’rifdir.

9-ta’rif (Koshi). Agar har gqanday, kichik &0 son uchun
shunday bir >0 son mavjud bo‘lib, xe X ning a<x<a+§ (a-0<x<a)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha giymatlarida |f{x)-bj<e
tengsizlik bajarilsa, b son f{x) funksiyaning « nuqtadagi o‘'ng
(chap) limiti deyiladi.

Funksiyaning chap va o‘ng limitlari uning bir tomonli
limitlari deb yuritiladi. Agar « nuqta, bir vaqtda X to‘plamning
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ham chap, ham o‘ng limit nuqtasi bo‘lsa, u holda quyidagi
teorema o‘rinli.

2-teorema. f(x) funksiya, a nuqtada limitga ega bo‘lishi
uchun, shu nuqtada uning chap va o‘ng limitlari mavjud bo‘lib,
Ma-0)=fla+0) tenglik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

13-§. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari
Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning ba’zi xossalarini sanab
o‘tamiz.
Aytaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan va a son X
to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1°. Agar £1_r>n Sx)=b limit mavjud bo‘lib, b>p (b<q) bo‘lsa, u

holda xeX ning a ga yetarlicha yaqin (x+#a) gqiymatlarida f{x)>p

(flx)<g) bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik, lim fix)=b bo‘lib, b>p bo‘lsin. U holda £0

sonni 0<e<b-p tengsizlikni ganoatlantiradigan qilib tanlaymiz.
Limit ta’rifiga ko‘ra bu £0 uchun shunday &0 son topilib,
O<|x—a|<é tengsizlikni qanoatlantiruvchi xeX larda |f{x)-b|<e
bo‘ladi. Bundan b-g<f{x)<b+e& kelib chiqadi. Agar b-&p
tengsizlikni hisobga olsak, u holda f{x)>p ni hosil gilamiz.

2°. Agar ll_r)n Sx)=b limit mavjud bo‘lib, b>0 (b<0) bo‘lsa, u

holda xeX ning a ga yetarlicha yaqin (x#a) giymatlarida f{x)>0
(fx)<0) bo‘ladi.
3°. Agar lim f{x)=b limit mavjud bo‘lsa, u holda xeX ning a

ga yaqin (x#a) qiymatlarida f{x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.

Isboti. Limit ta’rifiga ko‘ra £0 son uchun, shunday bir &0
son topiflb, xeX ning a-8<x<a+J tengsizlikni qanoatlantiruvchi, a
dan farqli barcha qiymatlarida |[f{x)-b|<e yoki b-&< flx)<b+e
bo‘la_d/i.'Demak, flx) funksiya x ning (a-d,a+d)\{a} to‘plamdagi
barcha qiyrnatlarida chegaralangan ekan.
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4°. Agar a nuqtaning atrofidan olingan, a dan fargli barcha x
larda f{x)<g(x)<¢@(x) tengsizlik o‘rinli va lim f{x) va lim @(x) lar

mavjud bo‘lib,
lim f{x)= lim @(x)=b bo‘lsa, u holda lim g(x) ham mavjud
bo‘ladi va lim g(x)=b munosabat o‘rinli bo‘ladi.

x—a

Isboti. Shartga ko‘ra lim f{x)=b. U holda £>0 uchun shunday

6>0 topilib, 0<|x-q|<8, tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan barcha x larda
b—e<f{x)<b+ebo‘ladi.
Shuningdek, lim ¢(x)=b bo‘lganidan, shu £>0 uchun §,>0 son

topilib, 0<|x-a|<8, tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan barcha x larda b-
e<@(x)<b+e tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Agar &min{é,%} deb olsak, u holda 0<|x-a|<é tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha x larda b-e<fix)<bte va b-£<@p(x)<bte
tengsizliklarning ikkalasi ham o‘rinli bo‘ladi.

Endi, f{x)<g(x)<o(x) ekanini e’tiborga olsak, u holda oxirgi
tengsizliklardan b-e<g(x)<b+¢kelib chigadi. Demak, !‘12 g(x)=b.

5°. Agar f{x) funksiya x—>a da limitga ega bo‘lsa, u holda bu
limit yagona bo‘ladi.

Isboti, ketma-ketliklar uchun aytilgan, xuddi shunga o‘xshash
xossa isboti kabi ko‘rsatiladi.

14-§. Limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida amallar

1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik
amallar. Aytaylik, f{x) va g(x) funksiyalar X to‘plamda berilgan
bo‘lib, a nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

1-teorema. Agar f{x) va g(x) funksiyalar a nuqtada limitga
ega bo‘lsa, u holda

S
glx

a) f{x) £ g(x), b) fix)-g(x), ©) —— ) (tim g(x)0)
funksiyalarning har biri limitga ega bo‘ladi va
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a) lim (flx) £ g(x))= lim flx) £ lim g(x);
b) lim (f{x)-g(x))= lim flx)- lim g(x);
¢ tim £ hln /)

o g(x)  limg(x)

formulalar o‘rinli.
Isboti. Aytaylik, lim f{x)=b va lim g(x)=c bo‘lsin. U holda X

to‘plamdagi a yaqginlashuvchi ixtiyoriy {x,}, x,#a ketma-ketlik
uchun lim f{x,)=b, lim g(x,)=c bo‘ladi.

Bulardan lim (f{x,)£g(x,))= lim flx,)t lim g(x,)=b*c tenglik
kelib chigadi. Demak, lim (fix,) £ g(x,) )= lim f{x,) + lim g(x,).

Xuddi shu kabi qolgan formulalarni ham isbotlash mumkin.

Natija. Agar fix) funksiya a nuqtada limitga ega bo‘lsa, u
holda kf{x) funksiya ham limitga ega bo‘lib, lim (4f(x))=klim f{x)
bo‘ladi. Bu yerda £ biror tayin, o‘zgarmas son.

Isboti. 1-teoremaning b) holida g(x)=k deb olsak,

lim (kA{x))= lim &- lim fix)=k lim f{x) bo‘ladi.

Eslatma. 1-teoremadagi a) va b) tengliklar, undagi qo‘shi-
luvchilar, ko‘paytuvchilar soni bir nechta bo‘lgan holda ham
o‘rinli. Ya’ni, agar limfi(x), limf(x), . . . , limf,(x) lar mavjud

bo‘lsa, u holda
a) im (A A= lim AG)+Lim fo(x)+... +1im f(x);
b) im () a(x)-. 6(0)= BmfiGe) - imfo(x) ... lim )

formulalar o‘rinli.

2. Murakkab funksiyaning limiti. Aytaylik, y=f{u) funksiya
U to‘plamda berilgan va ¢ son U to‘plamning limit nuqtasi, u=g(x)
funksiya X to‘plamda berilib, a son X to‘plamning limit nuqtasi va
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E(g)cU bo‘lsin. Shuningdek, a nuqtaning biror (a-8;a+8)
atrofidagi barcha nuqtalarda g(x)=c bo‘Isin.

Endi, f{g(x)) murakkab funksiyaning limiti qanday topiladi? —
degan savolga javob beramiz.

2-teorema. Agar ll_r’rg g(x)=c va yilz f(u)=b bo‘lsa, u holda

x—a da flg(x)) murakkab funksiya ham limitga ega bo‘lib,
lim f{g(x))=b bo‘ladi.

Isboti. Agar lim f{u)=b bo‘lsa, u holda ta’rifga ko‘ra har bir

0 son uchun shunday ¢>0 son mavjud bo‘lib, O<|u-c|<c
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha u U larda |{u)-b|<e bo‘ladi.
Shuningdek, lim g(x)=c bo‘lsa, yuqoridagi o>0 son uchun

shunday &>0 son mavjud bo‘lib, O<[x-a]<d tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha xeX larda |g(x)-cJ]<c bo‘ladi. Demak,
£>0 son uchun shunday 6>0 son mavjud bo‘lib, 0<|x-al<d
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xeX larda [f{g(x))-b|<e
bo‘ladi. Bu esa, &1_{2 Ag(x))=b ekanligini ifodalaydi.

3. Anigmas ifodalar. Xuddi ketma-ketliklardagi kabi, ba’zan
limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar bajarish,
ayrim noaniqliklarga olib keladi. Quyida shunday hollami ko‘rib
o‘tamiz.

Aytaylik, fix) va g(x) funksiyalar X to‘plamda aniqlangan va a
nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

a) agar x—a da f{x)—0, g(x)—0 bo‘lsa, u holda —jiz—)% ifoda
g(x

« 9 » ko‘rinishdagi anigmaslik deyiladi;
0
, ‘ fx) .
b) agar x—a da f{x)—>, g(x)->0 bo‘lsa, u holda ——(——)— ifoda
g(x

«Zy ko‘rinishdagi anigmaslik deyiladi;
o
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d) x—>a da f(x)>0, g(x)>x bo‘lsa, u holda f{x)-g(x)
ko‘paytma «0-c0»*Ké‘rinishidagi anigmaslik deyiladi;

€) x—a da fix)>+wo (-0), g(x)—>-o (+0) bo‘lsa, u holda
SO)+g(x) yig‘indi «oo-00» ko‘rinishidagi anigmaslik deyiladi.

Shuningdek, «0°», «1%», «o’» ko‘rinishidagi anigmasliklar
ham wuchraydi. Bunday anigmasliklarni yechish davomida,
misollar xarakteriga qarab turli usullar qo‘llaniladi.

-4
- - ui hisoblang.
-3x+2

1-misol. lim

x—»2 x2

Yechish. Ko‘rinib turibdiki, bu ifoda « % » ko‘rinishdagi

anigmaslikdan iborat.

2 x=2)(x+2
N R o) G2 BP0
=2 x7 =3x+2 o2 (x-2)(x-1) =2 x-1
3
2-misol. lim*+2*~1 jimitni hisoblang,
oo 2x° +1
Yechish. Bu ifoda « = » ko‘rinishdagi anigmaslik ekani
oo
ravshan.
3 x* 1+—22-— 13
x+2x-1_ . x° x 1
3 =lim =—,
e 20 41w 3( 1) 2
X 2+—3
x

15-§. Ba’zi bir ajoyib limitlar
Limitlami hisoblashga doir mashqlarda ba’zi bir ifodalarning
limiti ko‘p marta uchraydi. Shuning uchun ularni alohida ko‘rib
chigamiz.

1-teorema. Ushbu ling-s-zl—x =] tenglik o‘rinli.
X3 X
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Isboti. Ma’lumki, 0<x<g— tengsizlikni qanoatlantiruvchi

barcha x larda sinx<x<tgx qo‘sh tengsizlik o‘rinli. Shuningdek,
sinx>0 bo‘lgani uchun bu tengsizlikni sinx ga bo‘lsak,

a L hosil bo‘ladi. Bundan cosr< 32X <1 kelib
sinx cosx x
chigadi. Uni (-1) ga ko‘paytirib, 1 ni qo‘shsak, 0<1-§—Ilf <1-cosx
x

tengsizlikka kelamiz. Endi, —— X , cosx juft funksiyalar bo‘lgani
x

uchun bu tengsizlik x ni -x bilan almashtirganda ham
o‘zgarmaydi. Shu sababli, oxirgi tengsizlik 0 dan farqli barcha

xe(- z ; Zr—) larda o‘rinli. Qolaversa, O<Lx|< z bo‘lgan x larda

al ] sin x
1-cosx=2sin’ 2<2]sm |<2[—| [x| bo‘ladi. Bulardan, |1-————|<|x|

tengsizlik hosil bo* ladl.
Oxirgidan, lirrox X ekanligi kelib chigadi.
x> X
Odatda, bu tenglik birinchi ajoyib limit deb yuritiladi.
1-natija. Quyidagi tengliklar o‘rinli:

a) limZeosx 1 =2:b) lim& =1,
x—0 X x—0 X
Isbeti.
| cosx cos” = +sin 5—(005 5—sm 5)
a) lim = lim > =
x=—0 x" x>0 X
x 2
2sin® = sin = (
= lim——2Z = —li 2| =2 ==
x0 X 2 10 1 2 2
) 2
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sin x
b) lim & = lim SO8X _ Iim( ! .%);

x>0 x x—0 X x>0\ coSXx b

. 1 . sinx
=lim -lim =1-1=1
x—0 cOSX x>0 X

2-teorema. Ushbu lim(l + -1-] = e tenglik o‘rinli.
X

Xm0

X —»+0

Isboti. Avval lim (1 + 1] = e ekanligini ko‘rsatamiz.
x

Aytaylik, {x;} ketma-ketlik +oc ga intiluvchi ixtiyoriy ketma-
ketlik bo‘lsin: ,l(im {xx}=+0. U holda, barcha & lar uchun x;>1 deb

qarash mumkin. Endi, x; ning butun gismini n; orqali belgilaylik,
ya’ni m=[x;]. Shunday qilib,

{(H-l—) } ketma-ketlik {(Hll} ketma-ketlikning
n, n

qismiy ketma-ketligi bo‘ladi. Endi, 7. < x, <m+1 dan

.+l
! <-1—S—l— Va ) (1+—) (1+LJ
n+l x,. n - n,L n,

tengsizliklar kelib chiqadl Shu sababli,
e+l
=e’
] ( n, + l]]

. )
lim] !+ = Hm
x——H»w( nk + 1} X-3- ,((
1 n+1
lim(1+—J -—hm! 1+——J (1-1— )J
XAdor nk x—+o0t

80

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo‘ladi vf{ oralig ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga

asosan lim (l + -1—] =e kelib chigadi. Demak,

—34oc
X xk

lim (1 +-1—) =e.
X—>+oC x

Agar oxirgi tenglikda x=-y almashtirishni bajarsak, u holda
X—»-00 da y—>+w bo‘ladi va

x -y y y
(1+-1—) = l--l— 2| = 1+——l—- munosabatlarga
x y y~1 y-1
o 1y .. 1Y
ko‘ralim!|l+—| =lim|1l+——| =
X-——00 X Y y_l

»=1
lim [(1 + -’—J -(1 + —LJJ ~e kelib chiqadi. Demak,
yor y-1 y-1

lim (1 +-1-) =e,.
X—>—cC X

Isbotlangan bu ikki tenglikdan lim(l + l) = e bo'ladi.
X

X-»x0

1
Oxirgi tenglikdan lirrg(l+ y)» =e ckanligini keltirib

chiqarish mumkin.
Hagqiqatan, x=l almashtirish kiritsak, y—>0 da x—o bo‘lib,
y

] X
im(l+y)r = lim(l + l) = ¢ kelib chigadi.
y—0

X0 X

Murakkab funksiyaning limiti haqidagi teorema yordamida
quyidagi tengliklarni keltirib chigarish mumkin:
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log,(1+x) _ 1 In(l+x) _

2-patija. lim , Xususan, lim 1
x—0 x In a x>0 X
tenglik o‘rinli.
I 1
Isboti. limM =lmlog, (1+x)* =log, e= —1—
x—0 x -0 Ina
" o | . e -1 .
3-natija. lim =Ina , xususan, lim =1 tenglik
x>0 x x—0 X
o‘rinli.

Isboti. Agar y=a"-1 desak, u holda a"=1+y yoki x=log,(1+y)
bo‘lib, x—0 da y—>0 bo‘ladi. Demak,

lim%—! —fim— Y -
=0 x  rolog,(1+)

. (1+x)" -1

x—0

4-natija. = u tenglik o‘rinli.

Isboti. Agar y=(1+x)"-1 desak, w holda (1+x)"=1+y yoki
pin(1+x)=In(1+y) bo‘lib, x—0 da y—0 bo‘ladi. Demak,

g =y yesln(ex)

x—0 x 0 y =0 x. ]_n(l + y)
= ylim y _ln(l+x) —u
=0\ In(1+ y) x
I-misol. lim —%** limitni hisoblang.
0 xsin2x
Yechish. lim — 205X jjpg 2510 2X _ 50, SN2X 5y
0 xsin2x x>0 xsin2x =0 Dx
3x
2-misol. 1im["—+—2-) limitni hisoblang.
o\ x+1
3x 3x
Yechish. 1@(” 2) = lim(l — ) -
o\ x+1 1o x+1
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1 PR 1 3
lim (l+———] -(1+——-—) =¢ - 1=¢.
X0 x+1 x+1

n

3-misol. 1ir%—1-"—331‘:—1 limitni hisoblang.
X X

Yechish. 4-natijaga ko‘ra

1= 2% - 1-2x) —1
fmA=2x=1_ 1., g__f_)_.__.(_z):.l_ g (2)= 2
x>0 3x 3 x>0 ~2x 3 n 3n

16-§. Funksiyalarning limitga ega bo‘lish shartlari

1. Monoton funksiyaning limiti. Aytaylik, y=f(x) funksiya X
to‘plamda berilgan va a nugta shu to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lib, barcha xe X lar uchun x<a bo‘lsin.

1-teorema. Agar y=fx) funksiya X to‘plamda o‘suvchi va
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda u a nuqtada limitga ega,
agar yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti +oo bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, y=fx) funksiya X to‘plamda yuqoridan
chegaralangan bo‘lsin, ya'ni { f{x) : xeX } to‘plam yuqoridan
chegaralangan. Bizga ma’lumki, bu to‘plam aniq yuqori
chegaraga ega. Uni b orqali belgilaylik: b=sup{f(x): xeX}. Endi, &
son f{x) funksiyaning x—a dagi limiti bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra, barcha xeX lar uchun
Ax)<h va Ve>0 uchun biror x eX topilib, flx’)>b-&¢ bo‘ladi.
Berilishiga ko‘ra f{x) funksiya o‘suvchi. Ya’ni, barcha x’<x larda
Ax)<Ax) bo‘ladi. Bundan b-e<flx)<b<b+e tengsizlikni hosil
gilamiz. Agar d=a-x’ deb olsak, u holda 0<[x-a|<8 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x larda b-e<f(x)<b+te tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi.

Demak, ta’rifga binoan, El};[(} Sx)=b.

Endi, aytaylik, fix) funksiya yuqoridan chegaralanmagan
bo‘Isin. U holda qanday A>0 katta sonni olmaylik, shunday x’ eX
mavjud bo‘lib, fix’)>A bo‘ladi. f{x) funksiya o‘suvchi bo‘lganligi
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uchun x>x’ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xeX larda ham
S(x)>A tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, lim f{x)=+oo0.

Aytaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi va a nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lib, barcha xeX lar uchun x<a
bo‘lsin.

2-teorema. Agar y=f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi va
quyidan chegaralangan bo‘lsa, u holda u a nuqtada limitga ega,
agar quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti -co bo‘ladi.

Bu teorema ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

2. Funksiya limitga ega bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli
shart.

Aytaylik, y=fix) funksiya X to‘plamda berilgan va a nuqta X
to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

3-teorema (Koshi alomati). lim f{x) mavjud bo‘lishi uchun,

Ye>0 songa mos shunday &>0 son mavjud bo‘lib, 0<|x’-a|<8,
0<|x’-a|<d tengsizliklarni qanoatlantiruvchi barcha x’, x’eX
larda |f{x")-flx"")|<e tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Bu teorema isbotini mustaqil bajarish o‘quvchining o‘ziga
havola gilinadi.

17-§. Cheksiz Kichik funksiyalar va ularni taqqoslash
1. Cheksiz kichik funksiyalarning xossalari. Aytaylik,
y=o(x) funksiya X to‘plamda berilgan va a nuqta X to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar lxlm o(x)=0 bo‘lsa, u holda a(x) funksiya x—a

da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Cheksiz kichik funksiyalarni qisqacha, cheksiz kichik deyiladi.
1-misol. a(x)=x+x* funksiya x—0 da cheksiz kichik, chunki
l‘u}g (x*+x7)=0.

2-misol. a(x)=x"—4 funksiya v—2 da cheksiz kichik, chunki
lim (x*-4)=0.
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Cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz kichik ketma-
ketliklardagiga o‘xshash quyidagi xossalarga ega.

1°. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning yig‘indisi
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

2°. Cheksiz kichik funksiya va chegaralangan funksiya
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

Masalan, o(x)=x* funksiya x—0 da cheksiz kichik, f(x)=sin—1-

X

(x20) funksiya chegaralangan: |sin 1 I<1. U holda a(x)f{x)
x

funksiya x—0 da cheksiz kichik bo‘ladi, chunki hm (x*sin— )—~0

2. Cheksiz kichiklarni tagqoslash. Aytaylik, a(x) va B(x) lar
x—a da cheksiz kichik bo‘lsin.
2-ta’rif. Agar, lim a(x)

x—oa ﬂ( X)
holda a(x) va B(x) cheksiz kichiklar, x—a da bir xil tartibli
deyiladi.

3-ta’rif. Agar lim—— a(x) =] bo‘lsa, u holda a(x) va B(x)

e f(x)

=c limit mavjud va c#0 bo‘lsa, u

cheksiz kichiklar x—a da ekvivalent deyiladi. Bu hol o~f3
ko‘rinishida yoziladi.

4-ta’rif. Agar lim—c—x—({z

e B(x)

=0 bo‘lsa. u holda a(x) cheksiz

kichik, x—a da B(x) cheksiz kichikka nisbatan yuqori tartibli
deyiladi.

3-misol. a(x)=sinx, B(x)=x funksiyalar x—0 da ekvivalent
cheksiz kichiklar bo‘ladi.

. . sinx .
Hagiqgatan, lim—— =1. Demak. sinx~x.
=0 x
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4-misol. o(x)=1-cos2x va B(x)=x lar x—>0 da cheksiz kichiklar
bo‘lib, 1-cos2x funksiya x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz
kichik bo‘ladi. Hagiqatan,
l-cos2x . 2sin’x

lim——————— =lim =2lim —«--hmsmx 0.
x>0 X x—0 X =0 x x-0

5-misol. ox)=+/1+x —1 va B(x)=x lar x—>0 da bir xil tartibli
cheksiz kichiklar bo‘ladi. Hagiqatan,

Ji+_x_1 _ (\/1+x—l)-(\/1+x+1) _ x 1
lim ——————=1lim = lim -
=0 x =0 (Vx4 = (VI+x+1) 2

3. Ekvivalent cheksiz kichiklar yordamida limitlarni topish.
1-teorema. Agar x—a da a(x)~ai(x) va B(x)~Bi(x) bo‘lib,

lim——— () mavjud bo‘lsa, u holda lim a(x) ham mavjud bo‘lib,
x—>a 1(x) x—a ﬂ(x)
m &) _ 4 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

y
B TR A
Isboti. lim (x) =lim 2(x)- () A () =
=a f(x) e f(x) o (x) - S (%)
20 A e L e
xa g (x) x2a ﬂ(x) t——)c ﬂl (x) x—a ﬂl(x)

1-cos3x

6-misol. hm—-—————— limitini toping.
=0 xsinx

3x 2
Yechish. 1-cos3x=2sin 7 ~2 ( 3x) = 9% Shuningdek,

\ 2
x~sinx dan xsinx~x* kelib chigadi. Demak,
ot
1iml:LS3’f. = lim—22— _2
=0 xsinx 0 x 2
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Tmisol. I (3x* +4x5+x6)3
-misol. 1m

x—0 ’xs +4x10
Yechish. (3+4x+x8)~(3x2Y =275, Vx* +4x° ~ Jx* = x*

munosabatlarga ko‘ra
352 +4x° +x°) 6
fm. ) i —pima7e? =o0.

x50 / 3+ 4x" -0 x* x50

limitni toping.
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II bobga doir test savollari
1. Quyidagi to‘plamlarning qaysi biri a nuqtaning & atrofi
bo‘ladi?
A) (a-g; al; B) (a-¢; ate);
O) [a;ate); D) (a-€/2; a+€/2)

2. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?

A) Chegaralangan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi;

B) Kamayuvchi ketma-ketlik chekli limitga ega;

C) Monoton ketma-ketlik chekli limitga ega;

D) O‘suvchi ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘lsa u
chekli limitga ega.

3. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?

A) O‘suvchi va yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik chekli
limitga ega;

B) Kamayuvchi va quyidan chegaralangan ketma-ketlik chek-
li limitga ega;

C) a,20 bo‘lib, 11_1"1;10 a, mavjud bo‘lsa, li_l;n a,20 bo‘ladi;

D) lim x,=a va a2r bo‘lsa, u holda biror ragamdan boshlab

h—»0

x>+ bo‘ladi.

4. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?
A) Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlarning yig‘indisi
cheksiz kichik miqdor;
B) Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miqdostarning
ko‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo*ladi;
C) Agar a, cheksiz kichik miqdor bo‘lsa, x,= L chegara-
a

L4

langan miqdor bo‘ladi;
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D) Agar x, cheksiz katta miqdor bo‘lsa, o= -—1— cheksiz

xll
kichik migdor bo‘ladi.
5. Quyidagilarning qaysilari cheksiz katta miqdor?
2
1) x,=, 2) =L 3y =2
n +1
A) 1,2; B) 2,3; O) 1,35 D) Barchasi.
Jn? +1 1-3n
6. Quyidagi limitlarni toping. lim va lim
Q y 8 ping nso 3Ipg] n—mm
A) 1/3 va -3, B) 1/3va0;
C) o va 0 D) 1va0.

7. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?

A) Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan;

B) Yagqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega;

C) Monoton ketma-ketlik chekli limitga ega;

D) li_r)r; Xp,=a, lg?o y,=b bo‘lib, x,=y, (n=1,2,...) bo‘lsa, u holda

a=b bo‘ladi.

8. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?

A) Agar x,<y, (n=1,2,...) bo‘lib, ,l,l_r,?o x, chekli bo‘lsa, u holda
1112 y» ham chekli bo‘ladi;

B) Agar x,<y, (n=1,2,...) bo‘lib, ’1,1_>rr31° vy chekli bo‘lsa, u holda
lim x,, ham chekli bo‘ladi;

=%

C) Agar x, o‘zgaruvchi miqdor o‘suvchi, y, o‘zgaruvchi
miqdor kamayuvchi, x,<y, (#=1,2,...) bo‘lib, lim (y,-x,)=0 bo‘lsa,

u holda
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lim x,= lim y, bo‘ladi;

D) Agar x,<y, (n=1,2,..) bo‘lsa, u holda har doim
lim x,=lim y, bo‘ladi.

n—® n—»

n—o 2n
A) &2 B) &
1) 6
Qe D)e".

3n
9. lim (1 +——l—) limitni toping.

10. Quyidagilarning qaysi biri 1, 1/4, 1/9, 1/16, ... , l/nz,
ketma-ketlik uchun gismiy ketma-ketlik bo‘ladi?
D1,1/4,1/4,1/9,1/9,..2) 1, 1/2,1/3, ..., 1/n, ...

1
N, .., — .
(2n-—1)2
AL, B2 C)3; D)1.2.

11. Quyidagi jumlalarning qaysi biri noto‘g‘ri?

A) Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-
ketligi ham yaqinlashuvchi bo‘ladi;

B) Chegaralangan ketma-ketlikdan har doim chekli limitga
ega bo‘lgan gismiy ketma-ketlikni ajratib olish mumkin;

C) Ixtiyoriy ketma-ketlikdan yaginlashuvchi qismiy ketma-
ketlikni ajratib olish mumkin;

D) 1,2,3,..., n,... ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ket-
ma-ketlikni ajratib olish mumkin emas.

12. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri to‘g‘ri?
1) {n°} ketma-ketlik 0>0 da cheksiz katta ketma-ketlik bo‘ladi.
2) {n°} ketma-ketlik a<0 da yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
3) {¢"} ketma-ketlik |g|<1 da cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
4) {4"} ketma-ketlik |¢|<1 da yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.

A) 1va3; B)2va3;
C)23va4,; D)2 va4.
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13. Agar [a,;b,] ichma-ich joviashgan segmentiar ketma-
ketligi bo‘lsa, u holda quvidagi mulohasalardan qaysi biri
note‘g‘ri?

A) {a,! - kamaymaydigan kcuna-ketlik;

B) {b,} — o‘smaydigan ketma-ketlik;

C) {a. - by} — yaqinlashuvchi kichik ketma-ketlik;
D) {a, + b,} ~ cheksiz kichik ketma-ketlik.

14. Quyidagi mulohazalardan qaysilari noto‘g‘ri?

I. Agar yaqinlashuvchi ketma-ketlikning barcha hadlari
musbat bo‘lsa, u holda uning limiti ham musbat bo‘ladi. 2. Ketma-
ketlikning limiti uning limit nuqtasi bo‘ladi. 3. Agar {|a,|} ~ ket-
ma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda {a,} ketma-ketlik chega-
ralangan bo‘ladi. 4. Agar {|a,|} — ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda {a,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

A)lva3; B) 2 va 4;
C) faqgat 1; D)1,2,4.
15. lim —2— =1. Agar ketma-ketlik limiti ta’rifidagi

now o p 4

£=0,001 ga teng bo‘lsa, ny(€) ning eng kichik giymatini toping.
A) 2000; B) 1999;
C) 1998; D) 1997.

16. lim "+2

>0 n
£=0,001 ga teng bo‘lsa, ny(€) ning eng kichik qiymatini toping.
A)2002; B) 1999;
C) 2000; D) 2001.

=1. Agar Ketma-ketlik limiti ta’rifidagi

17. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlikdir;
B) Chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlikdir;
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C) Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, {1/ x,} chega-
ralangan ketma-ketlik bo‘ladi;

D) Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, {1/ x,} cheksiz
kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

18. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?
A) Agar lim fix)=b bo‘lib, b>p bo‘lsa, u holda x ning a ga

yetarlicha yaqin (x=a) giymatlarida f{x)>p bo‘ladi;

B) Agar lim fix)=b bo‘lib, b<q bo‘lsa, u holda x ning a ga
yetarlicha yaqin (x#a) qiymatlarida f{x)<q bo‘ladi;

C) Agar lim f{x)=b limit mavjud bo‘lsa, x ning a ga yetarlicha

yaqin (x#a) qiymatlarida f{x) funksiya chegaralangan bo‘ladi,
D) Agar barcha x larda f{x)<g(x) bo‘lsa, u holda har doim
lim f{x)< lim g(x) bo‘ladi.

19. Quyidagi formulalarning qaysi biri xato?

A) 11m(1+1) =e; B) lim smx_l;

X—x x—=0 X

1

) lim(l+—l—)”=e; D) lim 32X _ ¢

n—>x n X=® X
20. Quyidagilarning qaysi biri noto‘g‘ri?

x Ho_

A) lim & 1—lna; B) lim Slix-)--——1=,u;

x—0 x x>0 X
Oy tim &2 o D) lim S0F _y

x>0 X X X
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sin 2x
21. Limitni toping lim —————.
pHiE Véd+x-2

A)4; B) 8; Q) ¥; D) %.

2 —
22. Limitni toping lim ———éﬁi—é .
2 5 =3x+2

A)l; B) 3; O)-1; D)6.

23. Limitni toping llm( -3)

o\ x+1
A)e’;  B)eh (o) P D).
24, Limitni toping lim ————— Ind + 3x) .

=0 4x
A)3; B) Y%; C) %, D) 4/3.

25. Jumlani davom ettiring: Agar lim f{x)=b6<0 bo‘lsa,

A) a nuqtaning ixtiyoriy atrofida funksiya manfiy qiymatlarni
qabul giladi;

B) a nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib, bunda
funksiyaning qiymatlari b dan kichik bo‘ladji;

C) a nuqtaning ixtiyoriy atrofida f{x)< b bo‘ladi;

D) a nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib, bunda funksiya
manfiy qiymatlar qabul giladi.

3

26. hm -l ni hisoblang.

x-1 x -1

A)1/3;  B)2/3; C) 3/2; D) 3.
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x—-2

27. lim ni hisoblang.
=2 x+5 8
A)-25; B)2/\5; OO0, D)-2/\7.
3 —
28. lim%—gﬁi—z— ni hisoblang.
xo0 x° —4x+3
A)2/3; B)w; 0o, D) 1.
2 — —
29. lim 2x x4 ni hisoblang.
X+ x4 _1
A)l; B) 2; 0)o; D) oo.

3-4J5+x

30. lim ni hisoblang.
1 x &
A) 1/3; B) 2; C) -1/3; D) 3.
- 2
31. lim— ni hisoblang.
x>l §in 77X :
A) -2/, B) -n/2; C) 2/m; D) n/2.
1-sin>
32, lim 2 i hisoblang.
X—>r 7Z' —_— x
A)-1/2; B) 0,5; C)0; D) -2.
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IV BOB. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

1-§. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari
Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi matematik analizning
asosiy tushunchalaridan biri bo‘lib, u funksiya limiti tushunchasi
bilan bevosita bog‘liq.
1. Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligi ta’riflari. Aytaylik,
»=fix) funksiya X oraliqda berilgan va x,€X bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar }gn Sx)=Ax,) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f{x)

funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Demak, f{x) funksiya nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun lim f{x)

ning mavjud bo‘lishi va bu limit funksiyaning x, nuqtadagi
giymati flx,) ga teng bo‘lishi kerak ekan. Bunday x, nugta f{x)
funksiyaning uzluksizlik nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar flx) funksiya X to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa, u X to ‘plamda uzluksiz deyiladi. '

3-ta’rif. Agar flx) funksiya xy nuqta uzluksiz bo‘lmasa, u
holda x, nuqta f{x) funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.

1-misol. fix)=2x’+3x+1 funksiya ixtiyoriy x, nuqtada uzluksiz
ekanligini ko‘rsating.

Yechish. lim fix)= lim (25 +3x+1)=2x, +3x+ 1=A(x,).

Demak, bu funksiya ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekan.

Funksiya limiti ta’riflaridan foydalanib, uzluksizlikning
boshqa ta’riflarini keltiramiz.

4-ta’rif (Geyne). Agar X to‘plamdan olingan va x, ga
intiluvchi har qanday {x,} ketma-ketlik uchun, funksiya
giymatlaridan iborat {f{x,)} sonli ketma-ketlik f{x,) ga
yaqinlashsa, u holda f{x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.

2-misol. Sonlar o‘qi, (-o0;+o0) da berilgan y=D(x) Dirixle
funksiyasi uchun x,=2 uning uzilish nuqtasi ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Irratsional sonlarning 2 ga intiluvchi {x,} ketma-ket-
ligini olsak, D(x,)=0 bo‘lib, D(x,,)—>0 kelib chiqadi. Agar ratsional
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sonlarning 2 ga intiluvchi {x,} ketma-ketligini olsak, D(x n)=1
bo‘lib, D(x ,)—>1 kelib chigadi. Bu esa, D(x) funksiyaning x,=2
nuqtada uzilishga ega ekanligini ko‘rsatadi.

Shu usul bilan D(x) funksiyaning ixtiyoriy x,€(-00;+00)
nuqtada uzilishga ega ekanligini ko‘rsatish mumkin.

5-ta’rif (Koshi). Agar har bir €0 son uchun shunday >0 son
mavjud bo‘lib, xeX ning |x-x(|<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida |f{x)-f(x¢)|<e tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda
fix) funksiya xy nuqtada uzluksiz deyiladi.

Odatda, x-x, ayirma argument orttirmasi deyiladi va Ax orqali
belgilanadi. Shuningdek, fix)-f(x,) ayirma funksiyaning xo
nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Ay orqali belgilanadi.

Agar funksiya xy nuqgtada uzluksiz bo‘isa, u holda

lim Ay= lim (fx)-Axo))=Ax0)-Ax0)=0
bo‘ladi va aksincha, agar li“)m Ay=0 bo‘lsa, u holda y=f(x) funksiya
xp nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

6-ta’rif. Agar EIE) Ay=0 bo‘lsa, u holda f{x) funksiya xp

nuqtada uzluksiz deyiladi.
3-misol. fix)=cosx funksiyaning har bir x,e(-o0;+0) nuqtada
uzluksiz bo‘lishini ko‘rsating.
Yechish. |Ay|=|flx)-flxo)[=|fixo+Ax)-flxp)|=
Ax

=|cos(xy+Ax)-cos|=|2sin ézi -sin{xg+ % )|<2|sin %x_ 1<2] > |=|Ax].

Bundan }\11’1’}) Ay=0 keiib chiqgadi. Demak, f{x)=cosx har bir x,
nuqtada uzluksiz ekan.

Shu kabi, flx)=sinx funksiyani ham har bir x¢e(-00;+0)
nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatish mumkin.

2. Bir tomonli uzluksizlik.

7-ta’rif. Agar f(x(-0)=f(x,) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f{x)
funksiya xy nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi. Bu tenglik o‘rinli
bo‘lmasa, f{x) funksiya v, nugtada chapdan uzilishga ega bo‘ladi.
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8-ta’rif. Agar flxo+0)=f(xg) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f{x)
funksiya xy nuqtada o ‘ngdan uzluksiz deyiladi.

Bu ta’riflardan ko‘rinadiki, f{x) funksiya x, nuqtada uzluksiz
bo‘lishi uchun, shu nuqtada ham chapdan, ham o‘ngdan uzluksiz
bo‘lishi zarur va yetarli.

2-§. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar
1. Uzluksiz funksiya ustida arifmetik amallar. Aytaylik,
Sfx) va g(x) funksiyalar X to‘plamda aniqglangan va x,e X bo‘lsin.
1-teorema. Agar fix) va g(x) funksiyalarning har biri x,
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

) £ ), 20, L2 (gx)0)
g(x)

funksiyalar ham x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
Isboti. Shartga ko‘ra flx) va g(x) funksiyalar x, nuqtada
uzluksiz bo‘lgani uchun, lim fix)=f(x,), lim g(x)=g(x,) bo‘ladi.

Bulardan va limitga ega bo‘lgan funksiyalar xossasidan
lim (flx) £ g(x))= limAx)E lim glx)=Ax,) + glx,),

lim ()-g()= lim /) lim g(x)flxo) 805

Jim £ B SARCY
XX, g(x) }gl;‘l, g(X) g(xﬂ )

tengliklarning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.
1-misol. f(x)=cos3x funksiya (-o0;+o0) intervalda uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. Avvalgi paragrafda f{x)=cosx funksiya har bir x,
nugtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatgan edik. 1-teoremaga ko‘ra,
cos’x=cosx-cosx-cosx funksiya ham har bir x,&(-00;+0) nuqtada
uzluksiz bo‘ladi.
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sin x

2-misol. y=tgx= funksiya =z +nm, n=1, 2, . . .
cosx 2

nugtalardan boshqa barcha nuqtalarda uzluksiz.

Xuddi shuningdek, y=ctgx funksiya x=nn, n=1, 2, . . .
nuqtalardan boshqa barcha nuqtalarda uzluksiz ekanini ko‘rsatish
mumkin.

3-misol. y=ax", ne N funksiya (-o0;+o0) intervalda uzluksiz
bo‘lishini tekshiring.

Ma’lumki, y=ax"=a-xx- . .x, (n+1 ta ko‘paytuvchi) va y=x
funksiyaning uzluksizligini ko‘rish qiyin emas. 1-teoremaga
ko‘ra, y=ax" funksiyaning uzluksizli§i kelib chigadi.

4-misol. P,,(x)=aox"+a1x"']+a2x"' +. . .+ay.;x+a, ko‘rinishidagi
funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bu funksiya (-00;+00)
intervalda uzluksiz bo‘ladi, chunki oldingi misolga ko‘ra har bir
qo‘shiluvchi uzluksiz.

P(x) ax"+ax" +---+a_x+a,

Q,(x) bx"+bx"" +--+b,_x+b,

ko‘rinishidagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Maxraji
noldan farqli nuqtalarda kasr ratsional funksiya uzluksiz bo‘ladi.

2. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, u=¢(x) va
y=flu) funksiyalardan tuzilgan y=f(p(x)) murakkab funksiya
berilgan bo‘lsin.

2-teorema. Agar u=@(x) funksiya x, nuqtada, y=f(u) funksiya
u,~p(x,) nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda y=fp(x)) murakkab
funksiya ham x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra, ¢(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, f{u)
funksiya u, nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun li_’m O(X)=0(x,),

S-misol.

lim flu)=Au,) tengliklar o‘rirli bo‘ladi.

Murakkab funksiyaning limiti haqidagi teoremaga asosan
flu,) son flo(x)) funksiyaning x—x, dagi limiti bo‘ladi. Bu esa,
flo(x)) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanligini ko‘rsatadi.

98

www.ziyouz.com kutubxonasi



6-misol. y=sin(x’+4x+1) funksiya har bir x&(-00;+c0) nuqtada
uzluksiz ekanligini isbotlang.

Yechish. u=x'+4x+1 funksiya barcha xe(-o0;+e0) nuqtada,
y=sinu funksiya ham har bir ue(-o0;+00) nuqtada uzluksiz bo‘lgani
uchun, 2-teoremaga ko‘ra, y=sin(x+4x+1) murakkab funksiya
ham barcha x larda uzluksiz bo‘ladi.

3-§. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari
Aytaylik, y=flx) funksiya X to‘plamda berilgan va xo nuqta X
to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Agar xo nuqtada )=f{x) funksiya uchun uzluksizlik
shartlaridan kamida bittasi bajarilmasa, ya’ni agar x, nuqtada f{x)
funksiya aniqlanmagan yoki li_l)’l;l fix) limit mavjud emas, yoki

lim f{x) va fixo) lar mavjud, lekin lim f{x)#f(x¢) bo‘lsa, u holda

Sfix) funksiya x, nuqtada uzilishga ega, xo nuqta f{x) funksiyaning
uzilish nuqtasi deyiladi.

1-ta’rif. Agar f{x,-0) va flx,+0) bir tomonli limitlar chekli
bo‘lsa, u holda x, nuqta funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi
deyiladi.

Bunda ikki hol yuz berishi mumkin:

a) flx,-0)=f(x,10), ya'ni bir tomonli limitlar teng. Bu holda
Sfix) funksiya bartaraf qilish mumkin bo‘lgan uzilishga ega deb
ataladi. Buning uchun f{x,)= li_)m fix) deb olish kifoya. Masalan,

2x-3,x#1 bollsa,
f(x)—{ 2, x=1 bolsa
=-1 bo‘ladi. Demak, f{1-0)=f1+0), ammo lin'll [x)=-1£2=A1)

bo‘lgani uchun, x=1 nuqta funksiyaning uzilish nuqtasi ekan. Agar
f(1)=1 deb olsak, funksiya x=1 nuqtada uzluksiz bo‘lib goladi (15-
rasm);

funksiya uchun lir11+10 fx)= li111+10 (2x-3)=
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b) f(xo-0) # fix,+0), ya’'ni bir tomonli limitlar teng bo‘lmasa, u
holda flx) funksiya x, nuqtada sakrashga ega deyiladi. Ushbu
d=|f{x,+0)-f(x,-0)| son sakrash kattaligi deyiladi.

2 <0 bo'lsa, L

Masalan, f{x)= X agarx osa ,  funksiyani

2x+1, agar x >0 bo'lsa

qaraylik. Bu funksiya x=0 nuqtada sakrashga ega, chunki
f-0)= lim x*=0, f+0)= lim (3x+1)=1 va fl-0)#(+0).
Demak, sakrash kattaligi d=|1-0}=1 bo‘ladi (16-rasm).

Ay \
y

P -

) A

15-rasm. 16-rasm.

2-ta’rif. Agar f{x,-0) va flx,+0) bir
tomonli limitlarning kamida biri y
mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, u
holda x, nuqta funksiyaning ikkinchi tur
uzilish nugtasi deyiladi.

I-misol. fix)=

% o] 1 T
Bu funksiya

¥

X—1

uchun f{1-0)= lim L =-00,
x21-0 y —1

A1+0)= lim 1 =+00. Demak, x=1
140 y — 1 17-rasm.

nuqta berilgan funksiyaning ikkinchi tur
uzilish nugtasi ekan (17-rasm).
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1, agar x ratsional son bo'lsa,
0, agér ¥ iffatsional son bo'lsa.
funksiyasini ko‘rib chigamiz.

1-§ ning 2-misolida ko‘rdikki, har bir x,e(-00;+00) son uchun
D(x,-0) ham, D(x,#0) ham mavjud emas, Demak, Dirixle
funksiyasi barcha x larda ikkinchi tur uzilishga ega.

2-misol. D(x)= { Dirixle

3-misol. Birinchi ajoyib limitga ko'ra, fix)= o funksiya
x
x=0 nuqtada bartaraf qilish mumkin bo‘lgan uzilishga ega.

1
demisol, fiy=| S0 > B ¥ 000l o siva ¥=0 nugiada

3, agar x # 0 bo'lsa
ikkinchi tur uzilishga ega.

4-§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

1. Nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalaming ba’zi xossalarini ko‘rib
chigamiz. Bu xossalar limitga ega bo‘lgan funksiyalaming
xossalariga o‘xshab ketadi.

1°. Agar f{x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda u x,
nugqtaning biror atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2°. Agar flx) funksiya x, nuqtada uzluksiz va fx,)>p (mos
ravishda f{x,)<q) bo‘lsa, u holda x, nuqtaning biror atrofidagi
barcha nuqtalarda f{x)>p (mos ravishda f{x)<q) bo‘ladi.

Natija. Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzlnksiz va f{x,)>0 (mos
ravishda f{x,)<0) bo‘lsa, u holda x, nuqtaning biror atrofidagi
barcha nuqtalarda f{x)>0 (mos ravishda f{x)<0) bo‘ladi.

2. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari.

Biz quyida, asosan, {a;b] segmentda uzluksiz bo‘Igan funksi-
yalarni, ya’ni (a;b) intervalda uzluksiz, a nugtada o‘ngdan va b
nugtada chapdan uzluksiz funksiyalami ko‘rib chigamiz.
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1-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar
y=f(x) funksiya [a;b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo‘lsa, u
holda funksiya shu segmentda chegaralangan bo‘ladi.

Isboti. Isbotni teskaridan faraz qilish usuli bilan olib boramiz.

Faraz qilaylik, f{x) funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo‘l-
sin. Ya’ni, qanday natural n son olmaylik, shunday x,€[a;b] nugta
topilib, f{x,)>n bo‘ladi.

Shu shart bilan [a;b] segmentdan olingan x;, x2, x3,. . ., Xp,. . .
ketma-ketlikni garaylik. Bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani
uchun, Bolsano-Veyershtrass lemmasiga ko‘ra undan yagqinla-
shuvchi {x, } ketma-ketlikni ajratib olish mumkin: x, — xo€
[a;b].

Teorema shartiga ko‘ra f{x) funksiya x, nuqtada uzluksiz.
Shuning uchun f{ x, )—flx)) bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, bu
ketma-ketlikning qurilishiga ko‘ra f{ x, )>nx bo‘lib, f{x, )—>+oo
ekani kelib chigadi. Bu qarama-qarshilik, farazimizning noto‘g‘ri
ekanligini ko‘rsatadi.

Teoremaning ikkinchi gismi ham shu kabi isbotlanadi.

Eslatma. Teoremadagi har bir shart muhim bo‘lib, bu
shartlarning birortasi bajarilmasa, u holda teoremaning xulosasi
o‘rinli bo‘lmaydi. Masalan,

1 :
) fn= 13 agar x €(0;1] bo'lsa, . funksiya  [0:1]
1, agar x=0 bo'lsa
segmentda aniglangan va uning giymatlar to‘plami E(f)=[1;+0).
Demak, u chegaralanmagan. Bunga sabab, funksiya x=0 nuqtada
uzluksiz emas;

b) fix)=x" funksiya [0;+w0)da uzluksiz, uning giymatlar to‘pla-
mi E(f)=[0;+00). Demak, u chegaralanmagan. Bunga sabab, uning
aniglanish sohasi segmentdan iborat emas.

Bu misollar, funksiyaning uzluksiz bo‘lishi va uning anigla-
nish sohasi segment bo‘lishi muhimligini bildiradi.
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2-teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar
f(x) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya
shu segmentda o‘zining anig quyi va aniq yuqori chegaralariga
erishadi.

Isboti. Teoremaning xulosasini quyidagicha aytish mumkin:
[a;b] segmentda shunday x; va x; nuqtalar mavjud bo‘lib,

Sx)= sup {0}, fAxz)= 1{15 ] {f{x)} bo‘ladi.
xela;b] xela;

Demak, flx;) son f{x) funksiyaning [a;b] segmentdagi eng
katta qiymati, f{x;) esa eng kichik giymati ekan.

Berilgan f{x) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo‘lgani
uchun, 1-teoremaga ko‘ra chegaralangan bo‘ladi. Demak, E(f)
to‘plam aniq yuqori va aniq quyi chegaralarga ega. Ushbu
sup {flx)}=c, xleﬁf; ] {fix)}=d belgilashlari kiritaylik. Endi, [a;b]

xelazb]
segmentda biror x; nuqta mavjud bo‘lib, fx1)=c bo‘lishini ko‘rib
chigamiz.
Faraz qilaylik, barcha xe[a;b] larda f{x)<c bo‘lsin. U holda
1

c—f(x)
ko‘ra chegaralangan. Ya’ni shunday p>0 son topilib, har bir

ox)= funksiya [a;b] segmentda uzluksiz va 1-teoremaga

x€[a;b] uchun @(x)< p bo‘ladi. Bundan f{x)<c- 1 bo‘lib, c——!— son
7

Six) funksiyaning yuqori chegarasi ekanligi kelib chiqadi. Bu esa,
¢ son flx) funksiyaning aniq yuqori chegarasi degan fikrga zid. Bu
ziddiyat farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi.

Eslatma. Teoremadagi har bir shart muhim bo‘lib, ulaming
birortasi bajarilmasa, u holda teoremaning xulosasi ham o‘rinli
bo‘lmaydi. Masalan,

a) Ixtiyoriy 621 uchun [0;b] segmentda f{x)=x-[x] funksiya
berilgan bo‘lsin. Uning qiymatlar to‘plami E(f)=[0;1) bo‘lib,
funksiya [0;5] segmentda o‘zining yuqori chegarasiga erishmaydi.
Bunga sabab, funksiya butun nuqtalarda, xususan, x=1 nuqtada
uzluksiz emas.
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b) flx)=x funksiyaning (a;b] oraliqdagi giymatlar to‘plami
E(f}=(a;b] bo‘lib, berilgan funksiya (a;b] da o‘zining aniq quyi
chegarasiga erishmaydi. Bunga sabab, funksiyaning aniqlanish
sohasi segmentdan iborat emas.

3-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar
fx) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo‘lib, segmentning chetki
nuqtalarida turli ishorali giymatlarni qabul gilsa, u holda shunday
¢ nuqta (a<c<b) topilib, fc)=0 bo‘ladi.

Isboti, Faraz gilaylik, fa)<0, f{b)>0 bo‘lsin. [a;b] kesmani
teng ikki [a; 5_2‘:_’1] va [9;2"_2 ;b] bo‘lakka bo‘lamiz. Agar

A g—%——b- )=0 bo‘lsa, u holda teorema isbot gilingan bo‘ladi.

Agar f{ i"-;’—b#o bo‘lsa, u holda yangi segmentlardan birining

chetki nuqtalarida funksiya turli ishorali giymatlar qabul qiladi.
Shu kesmani [a,;b;] bilan belgilaymiz: f{a;)<0 va f{5:)>0.
Endi, [a;b1] segmentni teng ikkiga bo‘lamiz va yuqoridagi
mulohazani [a;;b,] segmentga nisbatan takrorlaymiz va hokazo.
Umuman, quyidagi ikki holdan biri ro‘y beradi.

1-hol. Biror EL;—b—"- nuqtada f{x) funksiyaning qiymati nolga
teng bo‘ladi;

2-hol. Barcha » lar uchun f{ 4, +b,

)20 bo‘lib, bu jarayon
cheksiz davom etadi.

Agar 1-holda a, +b,

=c deb olsak, u holda fic)=0 bo‘lib,

teorema isbot qilingan bo‘ladi.
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}

N,
|

v

a=al=a2

18-rasm,
2-holda esa ichma-ich joylashgan
[a);b1])o[azby)> . . . Dlasb)o . . .
segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘lib, barcha n=1, 2, 3,... larda
Aa)<0, fib)>0 bo‘ladi (18-rasm). Shuningdek, [a.;bs] seg-

mentning yzunligi a,-b,= 9—2_-:—,—(-1— -0 bo‘ladi.

Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi prinsipiga
asosan shunday ce(a;b) nuqta mavjudki, lim a,=lim b,=c o‘rinh

ekan. Endi flx) funksiya ¢ nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
Ao)=lim fla,)<0 va ficy= lim f(b,)20 bo‘ladi. Bulardan fic)=0

kelib chiqgadi.

Bu teoremadan tenglamalarning yechiini mavjudligini ko‘rsa-
tishda foydalanish mumkin.

Misol. x'+x*+1=0 tenglamaning [-1;0] segmentda yechimi
mavjudligini ko‘rsating.

Yechish. fix)= x'+x>+1 funksiya [-1;0] segmentda uzluksiz
bo‘lib, chetki nuqtalarda f{-1)=-1<0, f{0)=1>0 qiymatlarni qabul
giladi. 5-teoremaga asosan ce(-1;0) son topilib, f{c)=0 bo‘ladi.

Demak, ¢ son berilgan tenglamaning yechimi ekan.
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4-teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar
fix) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz va kesmaning chetki
nuqtalarida bir-biridan farqli, fla)=p va f({b)=q qiymatlarga ega
bo‘lsa, u holda p va g sonlar orasidagi ixtiyoriy d son uchun
shunday ¢ nuqta (a<c<b) topilib, f{c)=d bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, p<d<g bo‘lsin. Yordamchi o(x)=f(x)-d
funksiyani olamiz. Bu, @(x) funksiya Bolsano-Koshining birinchi
teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi:

©(x) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo‘ladi, chunki, y=f(x)
va y=d funksiyalar [a,b] da uzluksiz.

¢(ayAa)-d=p-d<0, 9(b)=A1b)-d=q-d>0.

Shuning uchun (a@;b) intervalda shunday ¢ nugta topiladiki,
¢(c)=0 yoki f{c)-d=0, ya’ni fic)=d bo‘ladi.

Demak, [a,b] da uzluksiz bo‘lgan funksiya o‘zining, ixtiyoriy
ikki qiymati orasidagi barcha qiymatlarni qabul qiladi.

Natija. Agar f{x) funksiya X oraligda uzluksiz bo‘lsa, u holda
uning qiymatlari to‘plami ham oraliq bo‘ladi, ya’ni f{x) funk-
siyaning qiymatlar to‘plami E(f) oraliq bo‘ladi.

5-§. Monoton funksiyaning uzluksizligi

1-teorema. Agar f{x) funksiya X oraligda monoton funksiya
bo‘lsa, u holda u shu oraligning istalgan nuqtasida uzluksiz
bo‘ladi yoki faqat birinchi tur uzilishga (sakrashga) ega bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, f{x) funksiya X oraliqda o‘suvchi va x, nuqta
X oraligning ichki nuqtasi bo‘lsin. U holda x, nugtaning shunday
(xo-0;x, )X atrofi mavjud bo‘lib, x<x, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha xeX larda f{x)<f(x,) bo‘ladi. Demak, f{x)
funksiya yuqoridan chegaralangan. Monoton funksiyaning limiti
hagidagi teoremaga asosan, xLiino S (x,-0) < flx,) bo‘ladi.

Xuddi shu kabi, x, nuqtada o‘ng limit ham mavjud bo‘lib,

lirri 0f(Jc)=j(x,,+0)2f(x,,) bo‘ladi.

Bulardan f{x,-0)$f(x,)sflx,+0) qo‘sh tengsizlikka ega
bo‘lamiz.
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Agar f(x,~0)=f(x,)=f(x,+0) bo‘lsa, u holda funksiya x, nuqtada
uzluksiz bo‘ladi. Agar, flx,-0)<f{x,10) bo‘lsa, u holda x, nugta f{x)
funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi bo‘ladi.

Agar x, nuqta X oraliqning chetki nuqgtasi bo‘lsa, bir tomonli
limitning mavjudligini ko‘rsatish kifoya.

Monoton kamayuvchi funksiya uchun ham shu kabi tasdiq
o‘rinli.

2-teorema. Agar f{x) funksiya X oraligda monoton bo‘lib,
uning qiymatlari to‘plami biror Y oraligdan iborat bo‘lsa, u holda
Jfx) funksiya X oraligda uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, fix) funksiya X oraligda o‘suvchi bo‘lsin.
Faraz qilaylik, x,€X nuqta flx) funksiyaning uzilish nugqtasi
bo‘lsin. U holda 1-teoremaga asosan, f{x,-0)<fx,+0) bo‘ladi.
Shuningdek, (f{x,-0);Ax,+0)\{fix,)} to‘plamdagi sonlarning hech
biri funksiyaning qiymati bo‘lmaydi, ya’ni funksiyaning qiymatlar
to‘plami Y oraligdan iborat bo‘lmaydi. Bu ziddiyat fikrimizning
noto‘g‘riligini, teoremaning to‘g‘riligini ko‘rsatadi.

6-§. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi

Teorema. Agar y=f(x) funksiya X oraliqda uzluksiz va
o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, u holda funksiyaning qiymatlar
to‘plami Y={fx): xeX} da unga teskari funksiya mavjud bo‘lib, u
uzluksiz va o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

Isboti. f{x) funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun Bolsano-
Koshining ikkinchi teoremasiga asosan, uning giymatlar to‘plami
Y oralig bo‘ladi. Demak, har bir y,eY uchun fix,)=y, tenglikni
ganoatlantiruvchi x, son mavjud. Bu tenglikni qanoatlantiruvchi
X,€X yagona bo‘ladi.

Hagiqatan, x, dan farqli x; nuqta olsak, f{x) funksiya monoton
bo‘lib, xs#x; bo‘lgani uchun f{x,)#f(x1) bo‘ladi. Shunday qilib, ¥
oraligdan olingan har bir y ga X oraligda fix)=y tenglikni
ganoatlantiruvchi yagona x mos keladi. Demak, Y oraligda y=f(x)
funksiyaga teskari bo‘lgan x=¢(p) funksiya mavjud.
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Endi, y=f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsa, x=¢(y) funksiyaning
ham o‘suvchi bo‘lishini, ya’ni y;<y, ()=f{x1), y>=f(x2)) bo‘lganda
x1<x; tengsizlik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz
gilaylik, ya’ni y;<y, bo‘lganda x,>x, bo‘lsin. U holda y=f(x)
funksiya o‘suvchi bo‘lgani uchun f{x;)>f(x;), ya'ni y;>y, bo‘ladi.
Bu esa, y;<y, deb olinishiga zid. Demak, x=¢@(y) funksiya Y
oraliqda o‘suvchi.

Monoton funksiyaning uzluksizligi haqidagi 1-teoremaga
asosan, x=¢(y) funksiya Y oraligda uzluksiz bo‘ladi. Funksiya
kamayuvchi bo‘lgan hol ham yuqoridagi kabi isbot gilinadi.

7-§. Tekis uzluksiz funksiyalar

Aytaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday 8>0 son mavjud
bo‘lib, |x’-x"|<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x’x”eX
larda [f{x")-Ax")|<e tengsizlik bajarilsa, u holda f{x) funksiya X
oraliqda fekis uzluksiz deyiladi.

Agar x,eX nuqta olib, ta’rifdagi x’ ni x bilan, x” ni x, bilan
almashtirsak, |x-x,|<d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX
lar uchun Jf{x)-f{x,)|<e tengsizlik bajarilishi kelib chiqadi. Bu esa,
flx) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligini bildiradi. Demak, f{(x)
funksiyaning X da tekis uziuksizligidan u shu to‘plamda uzluksiz
bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu xulosaga teskari xulosa har doim to‘g‘ri bo‘lavermaydi.

1-misol. f(x)=—l— funksiya (9;1] oraligda uzluksiz, lekin tekis
x
uzluksiz emasligini ko‘rsating.
Yechish. Agar a=% deb olsak, u holda ta’rifda aytilganidek

unga mos kelgan 8>0 scn mavjud emas, ya’ni qanday 6>0 son
olmaylik, |x -x”|<d bo‘lgan x’, x” nuqtalar mavjudki,

[/(x’)—f(x”)|>—;- bo*ladi.
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Shuningdek, x’= 1 , X= 1 lar uchun
n n+l

1
pe=x”|=|— - ! = ! bo‘ladi. Demak, n sonni shunday
n n+l nn+1)

|
n(n+1)

tanlash mumkinki, <§ bo‘ladi. Lekin, [x’)-Ax")=

A3 ——)n-(r+1)=1 bo'lib, wni ~ dan kichik qilib
n' " n+l 2

bo‘lmaydi. Shunday qilib, fix)= 1 funksiya (0;1] da tekis uzluksiz
x

emas ckan.
2-misol. flxy=x* funksiya (-oo;+o0) da uzluksiz, lekin tekis
uzluksiz emasligini ko‘rsating.

Yechish. Agar x’=n, x"=n+ 1 sonlamni olsak, u holda
n

].x'-x”l=|n-(n+-l—)l=-1— bo‘lib, qanday >0 son olmaylik, » sonni
n’ n

shunday tanlash mumkinki, ! <3 bo‘ladi. Bundan
n

lf(x’)-f(x”)|=|n2-(n+;11-)2|=|-2-(%)2I>2

kelib chigadi. Demak, fix)=x’ funksiya (-o0;+c0) intervalda tekis
uzluksiz emas.

Uzluksiz funksiyalar qaysi vagtda tekis uzluksiz bo‘ladi? -
degan savol tug‘iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema. (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya [a;b]
segmentda uzluksiz bo‘lsa, u holda f{x) funksiya shu segmentda
tekis uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Teoremani teskaridan faraz qilish usuli bilar
isbotlaymiz. Aytaylik, f{x) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz
ammo tekis uzluksiz bo‘lmasin. Demak, biror £>0 son mavjudki
5>0 sonni qanchalik kichkina qilib olmaylik, [4;b] da shunday x
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va x” nuqtalar topiladiki, |x’-x”|<8 bo‘lsa ham, [f{x’)-f(x")}=e

bo‘ladi. Endi 8 uchun, nolga intiluvchi 8;=1, 82=% e oy 8n=—1- e
n

qiymatlarni olamiz. Shuningdek, 3, sonning har bir giymatiga
ikkita x,,’, x,”’ €[a;b] nuqtalar topiladiki, ular uchun |x, '-x,,”|<—l— va
n
Wxn)-fx2")2€ bo‘ladi.
Har doim x,€[a;b] bo‘lgani uchun {x,} ketma-ketlikni

chegaralangan va Bolsano-Veyershtrass lemmasiga asosan undan
yaginlashuvchi {x, } ketma-ketlik ajratib olish mumkin: x, —x..

Uzluksizlik ta’rifiga binoan f{x, )—flx;) bo‘ladi. Shuningdek,

'
m

‘x -x", |< L tengsizlikdan  x", —x, ekanligi kelib chiqadi.
n,

Demak, A x", )—f(x.). Bulardan [f{x', )}- Ax", )I<¢ kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan farazga asosan, |f{x', )- A(x", )2e. Bu
qarama-qgarshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi.
Teorema isbot bo‘ldi.

2-ta’rif. sup {f(x)}-inlg {fix)} ayirma f{x) funksiyaning X

xeX
to‘plamdagi tebranishi deyiladi va o orqali belgilanadi.

Natija. Agar f(x) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo‘lsa, u
holda Ve>0 son uchun shunday >0 son mavjud bo‘lib, [a;b]
segmentning uzunliklari &6 dan kichik bo‘lan bo‘laklarga
bo‘linganda funksiyaning har bir bo‘lakdagi tebranishi ¢ dan
kichik bo‘ladi.

8-§. Elementar funksiyalar
1. Irratsional sonning taqribiy qiymatlari. Aytaylik, bizga
a irratsional son berilgan bo‘lsin. U holda shunday ¢, butun son
mavjud bo‘lib, a son ¢, va c,+1=d, lar orasida yotadi, ya’ni
o€fcod,] bo‘ladi. Endi, [co;d,] kesmani teng 10 ta bo‘lakka
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bo‘lamiz. o shu bo‘lakchalardan biriga ichki nugta bo‘ladi.
L (0;-0, 1, 2, ..., 9 sonlardan biri)

a
Masalan, ¢;=c,+ 1—(—')- , di=cot

desak, a€[c;;d;] bo‘ladi. Endi, [c;;d;] kesmani teng 10 bo‘lakka

bo‘lamiz. o shu bo‘lakchalardan birining ichki nuqtasi bo‘ladi.
a «a

Masalan, c= CO+T6+102’ d= cyt+ 1(‘)+ 2 * , (-0,1,2,...,9

sonlardan biri) desak, ae€[cyd;] bo‘ladi. By jarayonni davom

ettirib, elementlari quyidagicha bo‘lgan {c,} va {d,} ketma-

ketliklarni tuzamiz:

=ty Sy 4 S
10 10 10"
1
d"=00+161+-1%22—+"'+21§-— (2,=0,1,2,...,9 sonlardan
biri).

Aniqgki, ¢,<a<d,, lim (d,-c,)= lim Hl)T =0 va
[c";do]D[cI;dI]D. . 'D[cn;dn]D. .

larga egamiz. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga asosan
limc,= hm d,=a bo‘ladi. Bu yerdagi ¢, son a ning kami bilan, d,

son esa o ning ortig‘i bilan olingan taqribiy giymati bo‘ladi va
xatolik 1—(1;; dan kichik bo‘lishi tushunarli.

2. Butun ko‘rsatkichli daraja. Sonning arifmetik ildizi.
Agar n musbat butun son bo‘lsa, a>0 haqiqiy sonning n-darajasi

deb a-a-..-a ko‘paytmani tushunamiz va u a" orqali belgila-
-

n

nadi. Shuningdek, a™ son a"'=117 tenglik bilan aniglanadi va
a

a"=1 deb gabul gilinadi.
Ixtiyoriy butun sonlar uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:
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1°. Aytaylik, n<m bo‘lsin. Agar a>1 bo‘lsa, u holda a"<a",
agar a<1 bo‘lsa, u holda a">a" bo‘ladi.

n
n+m @ — ltmm
2°.d"a"=a", —=a"™",

a
30- (an)m =anm
0 n_ nn | @) _ g:
4° (ab) ab,(b] =
Ixtiyoriy n>0 uchun y=x" funksiya [0;+) oraliqgda o‘suvchi
va uzluksiz, hamda x=0 da y=0, x—+c0 da y—>+o0 bo‘ladi.
Demak, har bir musbat a son uchun Bolsano-Koshining 2-

teoremaga ko‘ra x"=a tenglama yagona, musbat yechimga ega.
Mana shu yechim a>0 sonning n-darajali arifmetik ildizi deyiladi

1
va ¢a yokia" ko‘rinishda belgilanadi.

3. Ratsional ko‘rsatkichli daraja. Aytaylik, P ratsional va
q

a musbat son bo‘lsin. Agar p va ¢ lar musbat butun son bo‘lsa,

eIV 2y
a’ =[a“] ;a “ =—- deb qabul qilinadi.
a‘l

4. Irratsional ko‘rsatkichli daraja. Ixtiyoriy a irratsional
son uchun a® darajani aniglaymiz.

Faraz qilaylik a>1 va a ixtiyoriy musbat irratsional son
bo‘lsin. Endi o sonning ko‘pi bilan va kami bilan olingan taqribiy
qiymatlaridan tuzilgan {c,} va {d,} to‘plamlarni olaylik.

a®=sup{a“} deb qabul gilamiz. U holda a®=inf{a" } ekanligi
kelib chiqadi.

Haqlqatan V mvan lar uchun cm<dy bo* lgam uchun

a“ <sup{a® }<inf{a™ }<a”™ o‘rinli.

Agar (1+B)'”" =a tenglamaning yechimini B desak, u holda

B=a'" -1 bo‘ladi. Bernulli tengsizligiga ko‘ra,
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—(1+B)‘°‘" >1+B-10" bo

l
Shuning uchun, a’-a=qa"(a 10 -D=a“p<a™ f;—(—)-;l-.
Shunmgdek {a” } to‘plam
chegaralangan {-———-} cheksiz kichik ¢
ketma-ketlik  bo‘ lgamdan lim (a %
m—yo 0<ax<l a1
a‘)=0 bo‘ladi. Bundan
sup{a“ }=inf{a™ } kelib chiqadi. 1
Agar a<l, o>0 bo‘lsa, u holda
a’= ! — deb olamiz va butun ] o Ei
1
- 19-rasm.
a

sonlardagidek, >0 va a<0 bo‘lganda, a°‘=-‘—1;- deb gabul gilamiz.
a

Shunday qilib, ixtiyoriy haqiqgiy x son uchun ¢ ni aniqladik.
Ta’kidlash joizki, & uchun yuqoridagi, butun ko‘rsatkichli
darajaning barcha xossalari o‘rinli ekanhglm tekshirib ko‘rish
mumkin.

5. Ko‘rsatkichli funksiya.

1-ta’rif. y=a" (a>0, a#1) ko‘rinishidagi funksiya ko ‘rsatkichli
Sfunksiya deyiladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning xossalari.

1°. Funksiyaning aniglanish sohasi (-oo;+o0) dan iborat.

2°. a>1 da y=d" funksiya o‘suvchi va a<l da kamayuvchi
bo‘ladi. Masalan, a>1 bo‘Isin, u holda

X2

=a"">a’=] = a"< a”.

a
X<x; =
a
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Shu kabi, a<l bo‘lganda a" funksiya kamayuvchi ekanligini
ko‘rsatish mumkin (19-rasm).

3°. V xe(-00;+0) da a™>0.

4°, g>1 uchun V xe(0;+») da a™>1, V xe(-o;1) da a’<1;

0<a<1 uchun V xe(0;+x) da a’<l1, V xe(-0;0) da a*>1,

a’=1, ya’ni ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi ordinata o‘qini
(0;1) nuqtada kesib o‘tadi.

5°. Ko‘rsatkichli funksiya (-o0;+o0) intervalning har bir
nuqtasida uzluksiz.

Isboti. Avvalo, El_l;l‘(} a=1 ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik,

1 1
a>1 bo‘lsin. U holda a">1 bo‘ladi. Agar a" =1+a, deb olsak, u

holda a=(1+0,)">1+na, = a,< 2= bo‘ladi.
n

Endi, a,>0 bo‘lganligidan, lim a,=lim f—_—l =() kelib chiqadi.
n—»x n—® n

1
Ushbu a " =1+q, tenglikda limitga o‘tsak,
1 1
lima " =1+lim o,=1 = lima" =1.

it—o >0 n-»x%

Demak, —-!-<x<—1- tengsizlikni qanoatlantiruvchi x larda
n n
1 1 i

| = e . .=
—=a " <a" <a" tengsizlik o‘rinli. Bundan va lima"=1 dan

n—x

a"
lin& a=1 ekanligi kelib chiqadi.

Ixtiyoriy x,€(-00;+0) uchun

x—x,=t
xX—=>x,=>t—>0
bo‘ladi. Shuningdek, agar a<1 bo‘lsa, u holda

=g% lima'=a*
10

lim ¢*=lim (a* -a"* )=

X=3xg X=X,
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lim &= lim = =q"

x->Xo x—>xg ( J_ )_" ( 1 )‘-‘o
a a
bo‘ladi. Shunday qilib, ko‘rsatkichli funksiya barcha xe&(-00;+)
larda uzluksiz.
6°. d" ning qiymatlar to‘plami (0;+c0) dan iborat. Aytaylik,
a>1 bo‘lsin. U holda a=1+A deb olsak, A>0 bo‘ladi.

a"=(1+A)"21+n) tengsizlikdan n—+w da ">+ kelib
chiqadi. Demak, a" istalgancha katta qiymatlarga ega.

a‘"=—17 dan n—+oo da a0 kelib chiqadi.
a

Xuddi shu kabi, a<1 holni ham tekshirish mumkin.

6-xossaga asosan, @ funksiyaning giymatlar to‘plami (0;+o)
intervaldan iborat bo‘ladi.

6. Giperbolik funksiyalar. Quyidagi ko‘rinishdagi funksi-
yalar mos ravishda:

X + —X . . . X - — '
y=chr=5"% _giperbolik kosinus, y=shx= =—°— -giper-
bolik sinus,
y=thx= ex - e_Jr -giperbolik  tangens,  y=cthx= ex + e_x )
e +e =

giperbolik kotangens deyiladi.

y=shx funksiyaning aniqlanish sohasi (-c0;+o0), giymatlar
to‘plami (-00;+00) intervaldan iborat. U toq funksiya va (-o0;+c0)
intervalda uzluksiz.

y=chx funksiyaning aniglanish sohasi (-o0;+0), qiymatlar
to‘plami (1;+o0) intervaldan iborat. U juft funksiya va (-o0;+0)
intervalda uzluksiz.

y=thx funksiya (-o0;+0) intervalda aniglangan va giymatlar
to‘plami (-1;1) intervaldan iborat.

y=cthx funksiya 0 dan farqli barcha xe(-c0;+o0)larda aniglan-
gan va giymatlari to‘plami (-c0;-1)(1;+00) dan iborat.
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thx, cthx funksiyalarning har biri toq va o‘zining aniqlanish
sohalarida uzluksiz.
Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o‘rinli:

thx=ﬂ , cthx=f-’1x— , thx-cthx=1, ch’x-sh’x=1,
chx shx

sh(xty)=shx-chytchx-shy,  ch(xty)=chx-chytshx-shy,

thx £ th
theby)= ———
1+ thx - thy

+ thx-
cth(xiy)zl_thx thy y

thx+thy ’ 1
sh2x=2shx-chx, ch2x=ch’c+sh’x. \//
7. Logarifmik funksiya. ! 5
2-ta’rif. Biror b musbat ©
sonning a (a>0) asosli logarifmi l 0<act

deb, b sonni hosil gilish uchun @
sonni ko‘tarish kerak bo‘lgan a 20-rasm.
darajaga aytiladi: a®*=b. Odatda, b

sonning a asosga ko‘ra logarifmi a=log,b orqali belgilanadi.

Boshqacha aytganda, b sonning a asosga ko‘ra logarifmi a"=b
tenglamaning yechimidan iborat.

y=a" funksiya a>! da o‘suvchi, a<l da kamayuvchi va
qiymatlar to‘plami (0;+w) dan iborat bo‘lgani uchun qo*=b
tenglama yagona yechimga ega. Demak, har qanday musbat b son
yagona logarifmga ega.

3-ta’rif. y=log,x (a>0, a#1) ko‘rinishdagi funksiya logarifmik
Sfunksiya deyiladi.

Logarifmning  ta’rifiga  ko‘ra, logarifmik  funksiya
ko‘rsatkichli funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi. Logarifmik
funksiyaning xossalarini sanab o‘tamiz:

1°. y=log,x funksiyaning aniqglanish sohasi (0;+o0) dan iborat.

2°. y=log,x funksiya a>1 da o‘suvchi, a<l da kamayuvchi va
ixtiyoriy musbat a#1 uchun log,1=0 bo‘ladi.
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Demak, logarifmik funksiya abssissa o‘qini (1;0) nugqtada
kesib o‘tadi.

3°. y= log,x funksiya (0;+o) da uzluksiz funksiya bo‘ladi (20-
rasm). :

8. Darajali fynksiya.

 4-ta’rif. y=x" ko‘rinishidagi funksiya dargjali funksiya

deyiladi. Bu yerda p, o‘zgarmas haqiqiy son.

Darajali funksiyaning aniglanish sohasi u ga bog‘liq.

1 1
Masalan, fix)=x?" bo‘lib, me N bo‘lsa, D(f)=[0;+»), flx)=x 2!
bo‘lib, me N bo‘lsa, D(f)=(-00;+oc) bo‘ladi.

Shuningdek, f(x)=-1-"—, ne N funksiyaning aniglanish sohasi
x

D(f)=(-0;0)u U(0;+x), Ax)=x" funksiyaning aniqlanish sohasi
D(f)=(-00;+00) bo‘ladi.

Agar p irratsional son bo‘lsa, y=x" wuchun D(f)=(0;+c0)
bo‘ladi.

Darajali funksiyaning ba’zi xossalarini sanab o‘tamiz:

1°. p>0 bo‘lganda darajali funksiya o‘suvchi, p<0 bo‘lganda
darajali funksiya kamayuvchi bo‘ladi.

Hagiqatan, x"=¢*™ almashtirishga ko‘ra hamda y=Inx va y=e"
funksiyalarning har biri o‘suvchi bo‘lgani uchun p>0 bo‘lsa, y=x*
o‘suvchi, u<0 bo‘lsa, y=x* kamayuvchi bo‘ladi.

2°. y=x* funksiya (0;+0) da uzluksiz.

Bu Inx va ¢ funksiyalarning har biri o‘zining aniqlanish
sohasida uzluksiz bo‘lganidan kelib chiqadi.

9. Trigonometrik funksiyalar. Trigonometrik funksiyalar
maktabda, akademik litsey va kasb-hunar kollejlarida o‘rganilgan.
Shu sababli, bu yerda trigonometrik funksiyalarning xossalarini
sanab o‘tish bilan chegaralanamiz.

1°. y=cosx, y=sinx funksiyalrming aniglanish sohasi (-co;+o0)
intervaldan, qiymatlar to‘plami [-1;1] segmentdan iborat.
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y=tgx funksiyaning aniqlanish sohasi -g—+k7r, =t1, £2,. ..

nuqtalardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan, qiymatlari
to‘plami (-o0;+00) intervaldan iborat.

y=ctgx funksiyaning aniqlanish sohasi km, /I=t1, +2, . . .
sonlardan boshqa hamma hagqiqiy sonlar to‘plamidan, qiymatlar
to‘plami (-o0;+00) intervaldan iborat.

2°. y=cosx juft funksiya, y=sinx, y=tgx, y=ctgx funksiyalar esa
toq funksiyalardir.

3° y=cosx, y=sinx, y=tgx va y=ctgx funksiyalarning har biri
o‘zining aniqlanish sohasida uzluksiz funksiyalardir.

4°, y=cosx, y=sinx funksiyalar davriy bo‘lib, ulaming asosiy
davri 21 ga teng. y=tgx, y=ctgx funksiyalar ham davriy bo‘lib,
ularning asosiy davri & ga teng.

10. Teskari trigonometrik funksiyalar.

1. y=arecsinx arksinus funksiya. Ma’lumki, y=sinx funksiya

/1

[ 2
to‘plami [-1;1] segmentdan iborat (21, a) -rasm). Teskari
funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, [-1;1]
segmentda y=sinx funksiyaga teskari funksiya mavjud. Bu
funksiya y=arcsinx orqali belgilanadi.

Bu funksiyaning xossalarini sanab o‘taylik.

1°. Aniqlanish sohasi D(f)=[-1;1].

2°. Qiymatlari to‘plami E(f)= [- % ; % ].

;%] segmentda o‘suvchi va uzluksiz bo‘lib, qiymatlari

3°. y=arcsinx funksiya [-1;1] da o‘suvchi.
4°. y=arcsinx funksiya [-1;1] da uzluksiz.
Arcsinus funksiyalarming grafigi 21, b-rasmda berilgan.
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x Y
O
y=arcsinxfi
1 :
; :
r y=sinx H !
7 ' x 1 2 A
H ! £ v 1
' 3 ‘
s s'
' 1 :
i
»
a Lo ER
21-rasm.

2. y=arccosx, arkkosinus funksiya.

y=cosx funksiya [0;x] segmentda kamayuvchi va uzluksiz
bo‘lib, giymatlar to‘plami [-1;1] segmentdan iborat (22, a-rasm).
Shuning uchun, [-1;1] segmentda j=cosx funksiyaga teskari
funksiya mavjud. Bu funksiya y=arccosx orqali belgilanadi.

Bu funksiyaning xossalarini sanab o‘taylik.

1°. Aniglanish sohasi D(f)=[-1;1].

2°. Qiymatlari to‘plami E(f)=[0;x].

3°. y=arccosx funksiya [-1;1] da kamayuvchi.

4°, y=arccosx funksiya [-1;1] da uzluksiz (22, b-rasm).

_______ ’s.

4

|
'
l Ll
y=cosx H
i
)

x X

E y=arccosx
° : :
(1} b) g'l e 1} x
22-rasm.
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Xuddi shunga o‘xshash, y=arctgx va y=arcctgx funksiyalarni
ta’riflash mumkin.

Mana shu to‘rt xil funksiyalar feskari trigonometrik
Junksiyalar deyiladi.

Darajali, ko‘rsatkichli, logarifmik, trigonometrik va teskart
trigonometrik funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi.

Asosiy elementar funksiyalar ustida to‘rt arifmetik amal
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) va murakkab funksiya
tuzish chekli marta bajarilganda hosil bo‘ladigan funksiyalar
elementar funksiyalar deyiladi.

1. Quyidagi funksiyalarning har biri elementar funksiyaga
misol bo‘ladi:

a) y=x>+sin2x;

b)y=./1g> x+ 1 +arccosx;
x

d) y=sin(x*+3x+1)+nx.

2. Elementar bo‘lmagan funksiyalarga quyidagilar misol
bo‘ladi:

a) y=[x] funksiya, “x ning butun qismi”;

b) y={x}=x-[x] funksiya, “x ning kasr qismi”’;

1, agar x ratsional son bo'lsa,
d) Dirixle funksiyasi, D)= { =~ o Lo ona S .
0, agar x irratsional son bo'lsa

IV bobga doir test savollari

1. Quyidagilarning qaysi biri xato?

A) agar lim f{x)=f(x¢) bo‘lsa, funksiya xop nuqtada uziuksiz
deyiladi;

B) agar ilrr%) Af(xo)=0 bo‘lsa, funksiya xy nuqtada uzluksiz
deyiladi;

C) fix) funksiya xo nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun shu
nuqtada chapdan va o‘ngdan uzluksiz bo‘lishligi zarur va etarli;
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D) li_{n fix)zf(xg) bo‘lsa, u holda xp funksiyaning uzilish

nuqtasi deyiladi.

2. Quyidagi jumlalarning qaysi biri to‘g‘ri?

A) ixtiyoriy chegaralangan funksiya aniglanish sohasida
uzluksiz;

B) monoton funksiyaning uzulish nuqtasi birinchi tur uzulish
nuqta bo‘ladi;

C) ixtiyoriy monoton funksiya aniglanish sohasida uzluksiz
bo‘ladi;

D) f(xo-0)=f(x0+0) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda funksiya x
nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

3. Quyidagi jumlalarning gaysi biri to‘g‘ri?

A) (a,;b) intervalda uzluksiz bo‘lgan ixtiyoriy funksiya shu
intervalda chegaralangan bo‘ladi;

B) (a;b) intervalda chegaralangan ixtiyoriy funksiya shu
intervalda uzluksiz bo‘ladi;

C) [a;b] segmentda uzluksiz bo‘lgan ixtiyoriy funksiya shu
segmantda chegaralangan bo‘ladi;

D) [a,;b] segmentda o‘suvchi bo‘lgan ixtiyoriy funksiya shu
segmentda uzluksiz bo‘ladi.

4. Quyidagi jumlalarning qaysi biri xato?

A) [a;b] segmentda uzluksiz funksiya shu segmentda tekis
uzluksiz bo‘ladi;

B) [a/b] segmentda uzluksiz funksiya shu segmentda
chegaralangan bo‘ladji;

C) {a,;b] segmentda uzluksiz funksiyaning qiymatlar to‘plami
ham segment bo‘ladi;

D) [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiya shu segmentda
monoton bo‘ladi.
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5. Funksiyaning uzilish nuqtalarini toping y = ———
x —4x+3

A) x=1, x=2; B) x=1, x=-3;
Cx=1,x3  D)x=4,5=3.

6. Funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.
[ -x-3, agar x<-1 bo‘lsa,
W{ 0, agar-1<x<0 bo‘lsa,
L Vx , agar x>0 bo‘lsa.
A)x=0; B)x=1,x=0; C)x=-1; D) x=-3.

7. Quyidagi qaysi funksiyalarning [0;3] kesmada teskari
funksiyasi mavjud?

1) y=x2 +20+2 5 2) y=2x° ; 3) y=cosx; 4) y=2x"+1

A)lva2; B)2va4; C)lva3, D)Il,2va4

8. Quyidagi qaysi funksiyalarning R da teskaxi funksiyasi
mavjud?

D y=sinx; 2)y=2x>-1; 3)y=4x>; 4)y=arctgx

A) lva3; B)lva2; C) 1,3va4; D) 3va4d.

9. Agar f{x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa,
quyidagilardan qaysi biri ¢‘rinli?

1) fix) ning teskari funksiyasi mavjud;

2) fix) ning [a,b] kesmada aqalli bitta nolati mavjud;

3) fix) [a;b] kesmaning ixtiyoriy qismida chegaralangan
bo‘ladi,

4) fix) ning giymatlar to‘plami kesma bo‘ladi.

A) 1va3; B)2va3, C)2vad; D) 3vad

10. Quyidagi funksiyalardan qaysilari o‘z aniglanish soha-
larida uzluksiz?

1) y=arcsinx, 2) y=arctgx, 3) y=arcsin(sinx), 4) y=tg(arctgx)

A) 1va2; B) tva3;, C) 1,2va4; D) barchasi.
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11. Quyidagi mulahozalardan qaysi biri to‘g‘ri?

A) Agar funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lmasa, u holda u
chegaralanmagan bo‘ladi;

B) Agar funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u
chegaralangan bo‘ladi va eng katta hamda eng kichik qiymatlarini
qabul qiladi;

C) Agar funksiya [a,;b] kesmada uzluksiz bo‘imasa, u holda
uning eng katta va eng kichik giymatlari yo‘q;

D) Agar funksiya (a;b) intervalda uzluksiz bo‘lsa, u holda
uning eng katta va eng kichik giymatlari mavjud.

12. y=a* — ko‘rsatkichli funksiya uchun quyidagilarning
qaysi biri xato?

A) a>1 bo‘lganda o‘sadi;

B) 0<a<1 bo‘lganda kamayadi;

() quyidan chegaralangan;

D) yuqoridan chegaralangan.

13. y=log,x logarifmik funksiya uchun quyidagilarning
qaysi biri xato?

A) logarifmik funksiyaning grafigi abssissa o‘qini kesadi;

B) logarifmik funksiyaning grafigi ordinata o‘qini kesadi;

C) a>1 bo‘lganda o*sadi;

D) 0<a<1 bo‘lganda kamayadi.

14. Quyidagi funksiyalarning qaysi biri o‘zining aniqgla-
nish sohasida quyidan chegaralangan?

A)1,2 B)23 013 D)34 E)24
15. Quyidagi funksiyalarning qaysi biri o‘zining aniqla-
nish sohasida chegaralangan?

1) y=a"; 2) y=log.x; 3) y=sinx 4) y=cosx
A)12; B)23 CO)13; D)3a4
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16. y=log.(3—x) funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
A) (=0;3); B) (0;+o0); C) (0;1)U(1;3); D) (0;3).

17. y=Igcosx funksiyaning gqiymatlar to‘plamini toping.
A) (0;0); B) (-1;0); C)(-1;1); D) (0;+0).

sin2x

18. y= funksiyaning qiymatlar to‘plamini toping.
cosx

A) (-1;1); B) [-2;2]; ©) (=2;2); D) [-2;0)U(0;2].

19. y=a" funksiya uchun qaysi mulohaza noto‘g‘ri?
A) aniglanish sohasi — barcha haqiqiy sonlar to‘plami;
B) qiymatlar to‘plami — barcha musbat sonlar to‘plami;
C) grafigi (0;1) nuqtadan o‘tadi;

D) aniqglanish sohasida har doim o‘suvchi.

20. y=log,x funksiya uchun qaysi mulohaza noto‘g‘ri?
A) aniglanish sohasi — barcha musbat sonlar to‘plami;

B) grafigi (1;0) nuqtadan o‘tadi;

C) aniqlanish sohasida uzluksiz;

D) aniqlanish sohasida har doim o‘suvchi.
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IKKINCHI BO‘LIM. BIR O‘ZGARUVCHILI
FUNKSIYANING DIFFERENSIYAL HISOBI
V BOB. HOSILA

1-§. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar
1.1. Egri chiziq urinmasi. Siz aylananing urinmasi tushun-
chasi bilan tanishsiz. Aylanaga o‘tkazilgan urinma shu aylana
bilan yagona umumiy nuqtaga ega, shuningdek, aylana to‘g‘ni
chizigning bir tomonida joylashgan bo‘lar edi. Endi tekislikda
ixtiyoriy egri chiziq berilgan bo‘lsa, unga o‘tkazilgan urinmani
ganday aniglash mumkin degan masalani ko‘rib chigaylik.

¥
7 N
5 -4 2 2 4 5 8 X
A 44 \-./ X

2 1-rasm.

Urinmani egri chiziq bilan yagona umumiy nuqtaga ega
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq sifatida aniglash mumkin emas, chunki,
masalan, y=ax’ parabola ordinata o‘qi bilan faqat bitta umumiy
nuqtaga ega, lekin parabolaga urinmaydi. Egri chiziq urinma
to‘g‘ri chizigning bir tomonida joylashishi muhim xususiyat emas,
chunki y=ax’ egri chiziqqa abssissa o‘qi (0;0) nuqtada urinadi,
lekin egri chiziq bu o‘qni shu nuqtada kesib o‘tadi. Urinmaning
egri chiziq bilan yagona umumiy nuqtaga ega bo‘lishi ham uning
muhim xususiyati bo‘la olmaydi. Masalan, y=1 to‘g'ri chiziq
y=sinx sinusoida bilan cheksiz ko‘p umumiy nuqtaga ega, ammo
u sinusoidaga urinadi (1-rasm).

Urinmaga ta’rif berish uchun limit tushunchasidan foyda-
lanishga to‘g‘ri keladi. Faraz qilaylik, y biror egri chiziq yoyi, My
shu egri chizigning nuqtasi bo‘lsin. Egri chizigqa tegishli N
nuqtani tanlab, MoN kesuvchi o‘tkazamiz. Agar N nuqta egri
chiziq bo‘ylab M, nuqtaga yaqinlashsa, MoN kesuvchi My nuqgta
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4y atrofida buriladi. Shunday holat
N4 bo‘lishi mumkinki, N nuqta M,
nuqtaga yaqinlashgan sari MyN
kesuvchi biror MoT limit vaziyatga

M, T intilishi mumkin. Bu holda M,T

@ , to‘g'ri chiziq y egri chizigning M,

of 8/ X  nuqtasidagi urinmasi deyiladi (2-
9 -rasm. rasm). Egri chiziqning urinmasi 3-

va 4-rasmdagidek vaziyatda bo‘-
lishi ham mumkin.

Agar kesuvchining limit holati mavjud bo‘lmasa, u hoida M,
nuqtada urinma o‘tkazish mumkin emas deyiladi. Bunday hol M,
nuqgta egri chizigning sinish (o‘tkirlanish) nuqtasi (5-rasm)
bo‘lganda o‘rinli bo‘ladi.

r 3 y 4 ! y
M, ¥
M,
u‘ A—
o x
X 4 -
5] ' > 0 -
3-rasm. 4-rasm. S-rasm.

1.2. Egri chiziq urinmasining burchak koeffitsientini
topish masalasi. Endi y egri chiziq biror oraligda aniglangan
uzluksiz y=f(x) funksiyaning grafigi bo‘lgan holda urinmaning
burchak koeffitsientini topaylik. Qaralayotgan f{x) funksiya
grafigini ifodolovchi ¥ chiziqqa tegishli Mj nuqtaning abssissasi
xg, ordinatasi f{xg) va shu nuqtada urinma mavjud deb faraz
qilaylik.

y chiziqda My nuqtadan farqli N(x¢+4x, fixe+Ax)) nuqgtani
olib, MyN kesuvchi o‘tkazamiz. Uning Ox o‘qi musbat yo‘nalishi
bilan tashkil etgan burchagini o bilan belgilaymiz (6-rasm).

126

www.ziyouz.com kutubxonasi



Ravshanki, o burchak Ax ga bog‘liq bo‘ladi: a=a(Ax) va
tga= BN =AJi o‘rinli. Urinmaning abssissa o‘qining musbat
MB Ax
yo‘nalishi bilan hosil v

qilgan burchagini 0 bilan
belgilaymiz. Agar @272 %
N

bo‘lsa, u holda tga
funksiyaning uzluksizligi- ™4
ga ko'ra kyinma=tgl= /

=limtga, va N Me

N->M,
nugtaning M, nuqtaga — *x
intilishi Ax yning 0 ga
intilishiga teng kuchli 6-rasm.
ekanligini e’tiborga olsak,

_ .. Ay . .
Kurinma = Alggo - tenglikka ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, y=f{x) funksiyaning abssissasi xp bo‘lgan
nuqtasida novertikal urinma o*‘tkazish mumkin bo‘lishi uchun shu

nugtada lim =Y. limitning mavjud bo‘lishi zarur va yetarli, limit
Ar>0 Ax
esa urinmaning burchak koeffitsientiga teng bo'lar ekan.

3. Harakatdagi nuqta tezligini topish haqidagi masala.
Aytaylik, moddiy nuqta s=s(¢} qonuniyat bilan to‘g‘ri chiziqli
harakatlanayotgan bo‘lsin. Ma’lumki, fizikada nuqtaning ¢, va
to+A4t vagtlar orasida bosib o‘tgan As=s(ty+41)-s(ty) yo‘lining shu
vaqt oralig‘iga nisbati nuqtaning o‘rtacha tezligi deyilar edi:
Vo ',,,,=%‘:- = st + ? ) . Ravshanki, At qancha kichik bo‘lsa,

%:— o‘rtacha tezlik nuqtaning fo paytdagi tezligiga shuncha yaqin

bo‘ladi. Shuning uchun nuqtaning #, paytdagi oniy tezligi deb
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[to/to+Af] vaqt oralig'idagi of‘rtacha tezlikning At nolga
intilgandagi limitiga aytiladi.

Shunday qilib, v,,;, = hm —

Yuqoridagi ikkita turli masalani yechish jarayoni bitta
natijaga — funksiya orttirmasining argument orttirmasiga bo‘lgan
nisbatining argument orttirmasi nolga intilgandagi limitini
hisoblashga keltirildi. Ma’lum bo‘lishicha, ko‘pgina masalalar
yuqoridagi kabi limitlarni hisoblashni taqozo qilar ekan. Shu
sababli buni alohida o‘rganish maqsadga muvofiq.

2-§. Hosila
2.1. Funksiya hosilasining ta’rifi. Aytaylik, f{x) funksiya
(a,b) intervalda aniqlangan bo‘Isin. Bu intervalga tegishli xy nuqta
olib, unga shunday Ax orttirma beraylikki, xo+A4xe(a,b) bo‘lsin.
Natijada flx) funksiya ham x nuqtada Ady=f{xo+4x) - f(xy)
orttirmaga ega bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar Ax—0 da % nisbatning limiti
S (x5 + Ax) - f(x)

liméLv» = lim mavjud va chekli bo‘lsa, bu

A0 Ay A0 Ax

limit f{x) funksiyaning xo nuqtadagi hosilasi deyiladi va f’(xg) yoki
. d . . ) .

¥ (x0), yoki —y?(d_?l orqali, ba’zan esa y'| _ vyoki & kabi

belgilanadi.

Demak, f'(x,)= lim -~ Y f % +49 -/ (x")
Ax—0 Ax A -—-)0 A\
Bunda xy+Ax=x deb olaylik. U holda Ax=x-xy va Ax—0
bo‘lib, natijada
Ay im f(xo'!'Ax}"f(xo):lim f(x)ﬂf(xo)

lim — =1
ax—0 Ax A0 Ax XXy X=X,
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bo‘ladi. Demak, f{x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi x—x, da
S(x) = f(x)

X=X,

nisbatning limiti sifatida ham ta’riflanishi mumkin:

i) = lim L LG
x—>xq X—Xx,

xo nuqtada hosilaga ega bo‘lgan funksiya shu nuqtada differen-
siallanuvchi deyiladi. Agar f{x) funksiya (a,b) intervalning har bir
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u (a,b) intervalda differ-
rensiallanuvchi funksiya deyiladi.

Hosila topish amali differensiallash amali deyiladi.

Yugoridagi limit mavjud bo‘lgan har bir xo nuqtaga aniq bitta
son mos keladi demak f’(x) — bu yangi funksiya bo‘lib, u yuqo-
ridagi limit mavjud bo‘lgan barcha x larda aniglangan. Bu
funksiya f(x) funksiyaning hosila funksiyasi, odatda, hosilasi deb
yuritiladi.

Endi hosila ta’rifidan foydalanib, y=f{x) funksiya hosilasini
topishning quyidagi algoritmini berish mumkin:

1°. Argumentning tayinlangan x giymatiga mos funksiyaning
giymati f{x) ni topish.

2. Argument x ga f{x) funksiyaning aniqlanish sohasidan
chiqib ketmaydigan Ax orttirma berib, f(x+A4x) ni topish.

3°. Funksiyaning Af{x)=f{x+4x)-f{x) orttirmasini hisoblash.

4° A (x)

Ax
50 A ()
C Ax

nisbatni tuzish.

nisbatning Av—0 dagi limitini hisoblash.

1-misol. f{x)=kx+b funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Hosila topish algoritmidan foydalanamiz.

1°. Argument x ni tayinlab, funksiya qiymatini hisoblaymiz:
J(x)=kx+b.

2°. Argumentga Ax orttirma beramiz, u holda f{x+Ax)=k
(x+Ax)+b=kx+kAx+b.
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3°. Funksiya orttirmasi A4f{x)=f{x+4x)-f(x)=(kx+kAx+b)-(
kx+b)=kAx.

oY) _Kax_

Ax Ax
50 tim Y _ i k=,
Ax—)O Ax Ax—0

Demak, (kx+b) '=k ekan.

Xususan, f(x)=b o‘zgarmas funksiya (bu holda 4#=0) uchun
(b)’=0; f(x)=x (k—l) funksiya uchun x =1 bo‘ladi.

2-misol. f(x)=x" funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Yuqorldagl algoritmdan foydalanamiz.

1°. Argument x ni tayinlab, funksiya qiymatini hisoblaymiz:
fo)=x+"

2°. Argumentga Ax orttirma beramiz, u holda f{x+4x)=
(x+ ) =x"+2x M+ (Ax)’.

3°. Funksiya orttirmasi Af{x)=f{(x-+4x)-f{x)=(x"+2xAx+(Ax)*)-
K= =Ax(2x+Ax).

4 A (x) _ Ax(2x + Ax)

Ax Ax
5° lim AfA(x %) _ hm (2x+4x)=2x.

Ax—0

Demak, (x*) *=2x ekan.
3-misol. f(x)= 1 funksiyaning hosilasini toping.
x

=2x+ Ax.

Yechish. 1°. f(x)= =~

. Bu yerda umumiylikni cheklamagan

1
2°. flx+ax)=
St ax)= T
holda x>0 va |4x|<x deb hisoblaymiz

1 Ax

0 — _________:_.._.______
3% A )=f(x+ A)-f(x)= A x TorA
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ONO__ &1
Ax x(x+A)Ax  x? +xAx

5% lim éi(_xl_um(_z_l__)_____l_
A0 Ax a0 x4 xAx” &P
Demak, (l\J =-——!2-.
x x

2. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. f{x)
funksiyaning x, nuqtada hosilaga ega bo‘lishi bilan uning shu
nuqtada uzluksiz bo‘lishi orasida quyidagi bog‘lanish mavjud:

1-teorema. Agar f{x) funksiya x,nuqtada hosilaga ega bo‘lsa,
u holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, f{x) funksiya x nuqtada hosilaga ega
bo‘lsin. Demak, ushbu limM

X—>Xy X—Xx,

ga teng. Barcha x= nuqtalarda ushbu tenglik o'rinli:

£x) = fxy) = L)
X=X,
limiti haqidagi teoremaga ko‘ra

lm(f () - £ (x)) = lgn(
= lim f(x)—f(xo)

X X=X,
bo‘ladi. Bu esa f{x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligini
bildiradi. Teorema isbot bo‘ldi.

Bu teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni funksiyaning
nuqtada uzluksizligidan uning shu nuqtada hosilasi mavjudligi
kelib chigavermaydi. Masalan, y=|x| funksiya x ning barcha
giymatlarida, xususan x=0 nuqtada uzluksiz, ammo x=0 nuqtada
hosilaga ega emas. Bu funksiyaning x=0 nuqtadagi orttirmasi
Ay=|4x| bo‘lib, undan

limit mavjud va f'(x,)

‘(x—x,). U holda ko‘paytmaning

Sx)— f(x)
x—x,

0

-(x—-x,,)J =

im(x—x,) = f'(x,)-0=0
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im & -1, lim 2 =1,
Ax—>40 Ax Ax>20 Ax

va %xy- nisbatning Ay—0 dagi limiti mavjud emasligi kelib

chiqadi, demak, f{x)=|x| funksiya x=0 nuqtada hosilaga ega emas.
3. Bir tomonli hosilalar.

2-ta’rif. Agar Ax—+0 (Ax—-0) da % nisbatning limiti

By _ i S G+ 89~ flam)

lim ==
Ax>+0 Ax  Ax—>+0 Ax
(lim&= lim f(x0+Ax)-f(x0) ]

mavjud va chekli bo‘lsa, bu limit f{x) funksiyaning xp nuqtadagi
o‘ng (chap) hosilasi deb ataladi va  f/(xo) (f'(xg)) kabi

belgilanadi.

Odatda, funksiyaning o‘ng va chap hosilalari bir tomonli
hosilalar deb ataladi.

Yuqoridagi misoldan, fix)=}x| funksiyaning x=0 nuqtadagi
0‘ng hosilasi 1 ga, chap hosilasi - I' ga tengligi kelib chigadi.

Funksiyaning hosilasi ta’rifi va bir tomonli hosila ta’riflardan
1amda funksiya limiti mavjudligining zaruriy va yetarli shartidan
juyidagi teoremaning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi:

2-teorema. Aytaylik, f{x) funksiya xy nuqtaning biror atrofida
1zluksiz bo‘lsin. U holda f{x) funksiya x, nuqtada /"(x,) hosilaga
:ga bo‘lishi uchun f7(xp), f'(x) lar mavjud va £ (xo)=f'(x0)
englikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli bo‘ladi.

Bu teoremaning isbotini o‘quvchiga mashq sifatida qoldi-
amiz. .
4. Cheksiz hosilalar. Ba’zi nuqtalarda ‘g{nm %x)i limit +oo (-00)

a teng bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda shu nugtalarda
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funksiya cheksiz hosilaga ega yoki funksiyaning hosilasi chek-
sizga teng deyiladi.

Ushbu y=3/x funksiya uchun Ay/Ax nisbatning Ax—0 dagi
limitini ko‘rib chiqaylik. Funksiyaning 0 nuqtadagi orttirmasini
hisoblaymiz: Ay=4f(0)=f(0+4x)-f{0)=f(0+ Ax)=f(4x)= 3 Ax .

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati
AO _Yax_ 1

Av Ax faxy
teng.

Demak, y= I funksiya x=0 nuqtada cheksiz hosilaga ega
ekan.

Cheksiz hosila uchun ham bir tomonli cheksiz hosila
tushunchasini qarash mumkin.

Agar y=f(x) funksiya x=x) nuqtada +oo (-c0) hosilaga ega
bo‘lsa, u holda

i LG+ A0 =) _ o S+ A0~ f(%)

Ax—-0 Ax Ar—>+0 Ax
munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlash mumkin. Bu tasdigning
teskarisi ham o‘rinli ekanligi 0‘z-0‘zidan ravshan.

Berilgan x, nuqtada f(xg)=+c, f’(xp)=-0 (f, (xp)=-x
f! (xg)=to0) bo‘lishi ham mumkin. Bunday holda f{x) funksiya
x=xp nuqtada hosilaga (xatto cheksiz hosilaga ham) ega emas deb
hisoblanadi.

va bu nisbatning Ax—0 dagi limiti +o0 ga

=+ (-00)

Misol tariqasida y=%/x_2 funksiyaning x=0 nuqtadagi bir
tomonli hosilalarini aniglaylik. Bu funksiyaning x=0 nuqtadagi

o AO) 1 L
rttirmasi  Ay(0)= 3/(Ax)* ga teng va ———>=—— ekanligini
orttirmasi  Ay(0)= 3/(Ax)" ga teng A U g

- . A
ko‘rish giyin emas. Shu sababli lim Ay =+ va lim =L =
Ax—>+0 Ax Ar—>-0 Ay
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bo‘ladi. Demak, y’(0)=-ax, y’((0)=+c bo‘lib, funksiya x=0
nuqtada cheksiz hosilaga ega emas.

3-§. Hosilaning geometrik va fizik ma’nolari. Urinma va
normal tenglamalari

3.1. Hosilaning geometrik ma’nosi. Yuqorida biz, agar
y=f(x) funksiya grafigining Mj(xo,f(x¢g)) nuqtasida urinma
o‘tkazish mumkin bo‘lsa, u holda urinmaning burchak

koeffitsienti k,,,,-,,,,,,,=§‘i_1_1£o—i—x)i ekanligini ko‘rsatgan edik. Bundan

hosilaning geometrik ma’nosi kelib chigadi:

y=f(x) funksiya grafigiga abssissasi x=xp bo‘lgan nugtasida
o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti hosilaning shu
nuqtadagi qiymatiga teng Kyrinme= f' (x0).

Aytaylik, y=f(x) funksiya x=xp nuqtada uzluksiz va
f'(xg)=+o0 bo‘lsin. U holda funksiya grafigi abssissasi x=x,
nuqtada vertikal urinmaga ega bo‘lib, unga nisbatan funksiya
grafigi 7-rasmda ko‘rsatilgandek joylashadi.

Xuddi shu kabi f”(xg)=-0 bo‘lganda ham x=x, nuqtada
funksiya grafigi vertikal urinmaga ega bo‘ladi, funksiyaning
grafigi urinmaga nisbatan 8-rasmda ko‘rsatilgandek joylashadi.

Agar f(xp)=too va f'(xp)=-0 bo‘lsa, u holda funksiya grafi-
gining x=xp nuqta atrofida 4-rasmda tasvirlangandek bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash, f,(xg}=-©¢ va f'(xg)=+w bo‘lganda,
funksiya grafigi x=xy nuqta atrofida 3-rasmdagidek ko‘rinishda
bo‘ladi. Bunday hollarda (xy,f{xy)) nuqtada urinma mavjud, ammo
hosila mavjud emas.
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N
_ .

o) y x 0 x, x

7T-rasm. 8-rasm.

Agar x=x, nuqtada chekli bir tomonli hosilalar mavjud, lekin
S (x0)* f! (xg) bo‘lsa, u holda funksiya grafigi 5-rasmdagiga o‘x-
shash ko‘rinishga ega bo‘ladi. (xof(x¢)) nuqta grafikning sinish
nugqtasi bo‘ladi.

3.2. Hosilaning fizik ma’nosi. Hosila tushunchasiga olib
keladigan ikkinchi masalada harakat qonuni s=sy?) funksiya bilan
tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanayotgan moddiy
nuqtaning ¢ vaqt momentidagi oniy tezligi  v,uy =lin}) i—“:
ekanligini ko‘rgan edik. Bundan hosilaning fizik (mexanik)
ma’nosi kelib chiqadi.

s=s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chizigli harakatda
t vagt momentidagi harakat tezligining son giymati hosilaga teng:
Vom'y =5 ’(t) .

Hosilaning mexanik ma’nosini gisqacha quyidagicha ham
aytish mumkin: yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosila tezlikka
teng.

Hosila tushunchasi nafaqgat to‘g‘ri chizigli harakatning oniy
tezligini, balki boshqa jarayonlarning ham oniy tezligini
aniqlashga imkon beradi. Masalan, Aytaylik, y=Q(T) jismni 7
temperaturaga gadar qizdirish uchun uzatilayotgan issiqlik
migdorining o' warishini tavsiflovchi funksiya bo‘lsin. U holda
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jismning issiqlik sig ‘imi issiglik miqdoridan temperatura bo‘yicha
olingan hosilaga teng bo‘ladi:

_4d0 _ _ lim AQ

dT ar-0 AT

Umuman olganda, hosilani f{x) funksiya bilan tavsiflanadigan
jarayon oniy tezligining matematik modeli deb aytish mumkin.

3.3. Urinma va normal tenglamalari. Aytaylik, y=f{x)
funksiya xy nuqtada hosilaga ega, M(xy,f(xy)) funksiya grafigiga
tegishli nugta bo‘Isin. Funksiya grafigiga shu nuqtada o‘tkazilgan
urinma tenglamasini tuzaylik.

Bu tenglamani y=kx+b ko‘rinishda izlaymiz. Izlanayotgan
to‘g‘ri chiziq M(xy,f(xg)) nuqtadan o‘tishi ma’lum, shu sababli
f(xo)= kxotb tenglik o‘rinli. Bundan b=f{xg)-kxy ekanligini topa-
miz. Demak, urinma tenglamasi y=kx+f{xg)- kxp yoki y=
=f(xg)+k(x-xg) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Agar urinmaning %
burchak koeffitsienti hosilaning x; nuqtadagi qiymatiga tengligini
e’tiborga olsak, y=f(x) funksiya grafigiga M(xy,f{xy)) nuqtasida
o‘tkazilgan urinma tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

y=flxo))*+ [’ (x0)(x-x0) (1)

y=f(x) funksiya grafigining M(xy,f(xy)) nuqtasidan o‘tadigan
va shu nuqtadagi urinmaga perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq
normal deyiladi. Ma’lumki, agar k,;m#0 bo‘lsa, urinma va
normalning burchak koeffitsientlari &,opmarkurinma=-1 shart bilan
bog‘langan bo‘ladi. Bundan y=f(x) funksiya grafigiga M(x,,f(xs))
nuqtasida o‘tkazilgan norma? tenglamasini

y=flxy)- f'( S (x-xy) 2)

keltirib chigarish mumkin.

Izoh. Agar kim0 bo‘lsa, u holda urinma tenglamasi
y=f(xy), normal tenglamasi esa x=x, bo‘ladi.

I-misol. Abssissasi x=1 bo‘lgan nuqtada v=1I1/x giperbolaga
o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini tuzing.
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Yechish. Bu misolda xo=1, f(x¢)=1, f ’(x)=———1,— , f'(1)=-1.Bu
e
giymatlarni (1) formulaga qo‘yib urinma tenglamasini hosil
qilamiz: y=1-(x-1), ya’ni y=2-x;

(2) formuladan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz:
y=1+(x-1), ya’'ni y=x.

2-misol. y=x* parabolaning A(0;-4) nuqtadan o‘tuvchi urinma
tenglamasini yozing.

Yechish. Berilgan nuqta y=x’ parabolaga tegishli emasligi
ko‘rinib turibdi. Aytaylik, x=xp, nugta urinish nuqtasining
abssissasi bo‘lsin. U holda fixg)=xo’, f'(x)=2x, f'(xe)=2x0. (1)
formuladan foydalansak, y= x,’+2xo(x-x0),
ya’ni

y= 2xpx- x° 3)
tenglamaga ega bo‘lamiz.

Shartga ko‘ra urinma (0;-4) nuqtadan o‘tishi kerak. (3)
tenglamada x va y o‘rniga 0 va -4 qiymatlarini qo‘yib xp ga
nisbatan -4=-x,° tenglamaga ega bo‘lamiz. Bundan x=2, xo=-2
bo‘lishini topamiz.

Agar x¢=2 bo‘lsa, u holda urinma tenglamasi y=4x-4; agar
x5=-2 bo‘lsa, y=-4x-4 bo‘ladi.

Shunday qilib, ko‘rsatilgan shartni qanoatlantiruvchi ikkita
y=4x-4, y=-4x-4 urinma tenglamasini hosil gildik.

3.4. IkKi chiziq orasidagi burchak. Urinmalar yordamida
ikki egri chiziq orasidagi burchak tushunchasi ta’riflanadi.

Ikki egri chiziq orasidagi burchak deb, ulaming kesishish nug-
tasida shu chiziglarga o‘tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka
aytiladi.

Bu ta’rifdan foydalanib ikki chiziq orasidagi burchak tangen-
sini topish mumkin. Aytaylik, yv=fi(x) va y=fix) chiziqlai
My(xy;ve) nugtada kesishsin hamda y=f(x) chiziqqa M, nuqtad:
o‘tkazilgan urinma abssissa o°qi bilan a burchak, y=f>(x) chiziqqs
My nuqtada o‘tkazilgan urinma esa f burchak tashkil qgilsin (9.
rasm).
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Agar y urinmalar orasidagi burchak bo‘lsa, u holda )=f-a
bo‘ladi. Bundan esa

_tgf-tga

tgy=tg(B-o)= T+1gf 1ga

tenglikka ega bo‘lamiz.

9-rasm.

Ammo hosilaning geometrik ma’nosiga ko‘ra tga= f,’ (xo) va
tgf= 1, (x¢), demak, ikki chiziq orasidagi burchak uchun
gy L2 ) =S () @

1= 1,'0x0) - £ (%)
formula o‘rinli bo‘ladi.

3-misol. y=x" parabola va y _1 giperbolalar orasidagi
x
burchakni toping. '
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Yechish. Avvalo, parabola va giperbolaning kesishish

2
y=x,
nuqtasini topamiz. Buning uchun ushbu ]  sistemani
y=-
x

yechamiz. Bundan x? =l, x’=1, x=1 bo‘lishi kelib chiqadi.
X

Demak, sistemaning yolg‘iz (1,1) yechimi mavjud. (x’)’=2x
bo‘lgani uchun f'(1)=2, shuningdek, (—l-) =—-—17 bo‘lgani
x x

uchun f,(1)=1  bo‘ladi. Demak, (4) formulaga ko‘ra

tgy =3 bo‘lib, bundan burchak Kkattaligi uchun

o =1=2
1+2-(-1
y=arctg3 tenglikning o‘rinli ekani kelib chiqadi (9-rasm).

4-§. Hosilani hisoblash qoidalari

Biz oldingi paragraflarda hosila tushunchasini turli fizik
masalalarni yechishda, urinma tenglamasini yozishda foydalandik.
Hosilaning boshqa tatbiglarini kelgusida o‘rganamiz. Bu degani
har xil masalalarda uchrashi mumkin bo‘lgan turli xil funksi-
yalaming hosilalarini hisoblashni bilish zarurligini anglatadi.
Ushbu paragrafda u(x) va v(x) funksiyalarning hosilalarini bilgan
holda ulaming yig‘indisi, ko‘paytmasi va bo‘linmasining
hosilalarini topishni o‘rganamiz.

Quyida keltirilgan teoremalar isbotida hosila topish algo-
ritmidan, limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar
haqidagi teoremalardan foydalanamiz. Shuningdek, Au=u(x+Ax)-
-u(x) va Av=v(x+4x)-v(x) ekanligini hisobga olgan holda,
u(x+Ax)=u(x)+A4u, v(x+Ax)=v(x)+Av tengliklardan foydalanamiz.
u(x) va v(x) funksiyalar (a,b) intervalda aniqlangan bo‘Isin.
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1. Yig‘indining hosilasi.

1-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalarning x €(a,b) nuqtada
hosilalari mavjud bo‘lsa, u holda f(x)=u(x)+v(x) funksiyaning
ham x nuqtada hosilasi mavjud va

S ()=u'(x)+v'(x) (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. 1°. fix)=u(x)+v(x).
2°. flx+Ax)= u(x+Ax)+ v(x+Ax)= u(x)+Au+ v(x)+Av.
3% dy= flx+A4x)- fix)= du+4v.

40 éX_Au+Av_§_zi+ﬂ

" Ax Ax Ax  Ax’

5% 1im 2 = 1im 2472 _ fim 2% 4 im 2 = w0+ v'()
A0 Ax A0 Ax A0 Ax A0 Ax

Shunday qilib, (1) tenglik o‘rinli ekan. Isbot tugadi.

Misol. (x*+1/x)'=()"+(1/x) '=2x-1/x".

Matematik induksiya metodidan foydalanib, quyidagi natijani
isbotlash mumkin:

Natija. Agar u;(x), ux(x), ... ,un(x) funksiyalarning x nuqtada
hosilalari mavjud bo‘lsa, u holda f{x)= u;(x)+ uy(x)+ ...+tu,(x)
funksiyaning ham x nuqtada hosilasi mavjud va quyidagi formula
o‘rinli bo‘ladi:

S O)=(ui()+ uax+ ... +un(x))’= 0" 1(0)+ w's(x+ .. +un(x) .

2.Ko‘paytmaning hosilasi.

2-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x e(a,b) nuqtada
hosilaga ega bo‘lsa, u holda ularning f(x)=u(x) v(x) ko‘paytmasi
ham x €(a,b) nuqtada hosilaga ega va

S (x)=u'(x)v(x)+ulx)v'(x) )
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. 1°. f{x)=u(x) v(x).

20 Jlx+Ax)=u(x+Ax) v(x+Ax)=(u(x)+Au) (v(x)+Av)=

=u(x)v(x)+uv(x)+Avu(x)+ Audv.

3 Ay= flx+A4x)- f(x)= Auv(x)+Avu(x)+Audv.
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4° _A_X Auv(x) + Avu(x) + Aqu Au
" Ax Ax

Av Au
+ —u(x +.__Av
V(x) +-—u(x)

0 Ay _ Av
5. BI—{IOZ; (hm —) v(x)+(11m —) u(x)+

Au
+£% E hm Av=u’(x) v(x)+u(x)v’(x)+u’(x)- hm Av.
Bunda v(x) funksiyaning uzluksizligini e’tiborga olsak,

gn}) Av =0 vanatijada (2) formulaga ega bo‘lamiz.

1-natija. Quyidagi (Cu(x))’=Cu’(x) formula o‘rinli.

Isboti. Ikkinchi teoremaga ko‘ra (Cu(x))'=C’u(x)+Cu’(x).
Ammo C’=0, demak, (Cu(x)) =Cu’(x).

Misollar. 1. (6x7)=6(x")’=6-2x=12x.

2. Y =((DE)) =Y (DY =20(60) + () -2x =45’

3. (0,25x*-3x%) '=(0,25x") "+ (3x’) '=0,25 4x°+3 2x= x’ +6x.

2-natija. Agar u;(x), us(x), ... ,un(x) funksiyalar x nuqtada
hosilaga ega bo‘lsa, u holda ulaming ko‘paytmasi f{x)=
ui(x)uz(x)- ... u,(x) ham x nuqtada hosilaga ega va quyxdagl
formula o nnh bo‘ladi:

)= (ui(x)- uz(x): ... ux(x))’= u’'y(x)- us(x)- ... up(x)+ u;(x)-
(%) (). up () uxx) ... u w(x).

3. Bo‘linmaning hosilasi.

3-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x e(a,b) nuqgtada
hosilaga ega, v(x)=0 bo‘lsa, u holda ulaming f{x)=u(x)/v(x)
bo‘linmasi x €(a,b) nuqtada hosilaga ega va

Flg)= u'( x)v(x)z— u(xv'(x)
v (x)

(3)
formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. 1°. fx)= "8

u(x+Ax) _u(x)+Au

2°, fix+Ax)= .
7 / Hx+AY)  w(x)+ Ay
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0 . _u(x)+Au u(x) _ Au-v(x)—Av-u(x)
3 = foerdy)-Je)= v(x)+ Av ) v(x) (v(x) + Av)v(x)
4° Ay _Au -v(x) — Av-u(x) _
Ax  (v(x) + Av)v(x)Ax
Au Av 1
—(E V)= u(x)-—) V2 (x) + (x)Av
5°. Ax—0 da limitga o‘tamiz, limitga ega funksiyalarning
xossalari va 2-teorema isbotidagi kabi lim 4v=0 tenglikdan

1
V(%) + v(x)Av

Ay Au
foydalansak, hm—=11m —v(x)—u(x)—
oyda m- (Ax (%) —u(x) )

_u'(x)v(x) —u(x)v'(x)
Vi (%)
o‘rinli ekan.

Misol. Ushbu f{x)= 2"*
x —

natijaga erishamiz, ya’ni (3) formula

Z funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (3x+7)' _Gx+ 1) (x=9=Cx+7)-(x=4)'
Sx—4 (5x—4)
_3(5x=49)-5Gx+T) 47
(Sx—4y  (x-4

Shunday qilib, biz ushbu paragrafda hosilani hisoblashning
quyidagi qoidalarini keltirib chiqardik:

1. Ikkita, umuman, chekli sondagi funksiyalar yig‘indisining
hosilasi hosilalar yig‘indisiga teng.

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini hosila belgisi oldiga chigarish
mumkin.

3. Ikkita u(x) va v(xj funksiyalar ko‘paytmasining hosilasi
u’'vtuv’ ga teng.

4. Ikkita u(x) va v(x) funksiyalar bo‘linmasining hosilasi
(u'v-uv’)/’ ga teng.
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1- va 2-teorema natijalaridan foydalangan holda quyidagi
qoidaning ham o‘rinli ekanligini ko‘rish qiyin emas:

5. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar chizigli
kombinatsiyasining hosilasi hosilalarning aynan shunday chiziqli
kombinatsiyasiga teng, ya’ni agar f(x)=cju;(x)+ cuy(x)+...+
+cun(x) bo‘lsa, u holda f(x)=cu’1(x)+ cou’s(x)+...+ cpt 'n(x).

Bu qoidaning isbotini o‘quvchilarga havola gilamiz.

Izoh. Yuqoridagi teoremalar funksiyalar yig‘indisi, ko‘payt-
masi, bo‘linmasining hosilaga ega bo‘lishining yetarli shartlarini

“ifodalaydi. Demak, ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi
va nisbatidan iborat bo‘lgan funksiyaning hosilaga ega bo‘lishi-
dan, bu funksiyalaming har biri hosilaga ega bo‘lishi har doim
kelib chigavermaydi. Masalan, u(x)=|x|, v(x)=|x| deb, ulaming
ko‘paytmasini tuzsak, y=x’ ko‘rinishdagi funksiya hosil bo‘ladi.
Bu funksiyaning  Vxe(-00;+o0) nuqtada, xususan, x=0 nuqtada
hosilasi mavjud. Ammo, ma’lumki, y={x| funksiyaning x=0
nuqtada hosilasi mavjud emas.

5-§. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari
funksiyaning hosilasi
5.1. Murakkab funksiyaning hosilasi. Aytaylik, u=¢(x)
funksiya (a,b) intervalda, y=f{u) funksiya esa (c;d) da aniqlangan
bo‘lib, bu funksiyalar yordamida y=f(@(x)) murakkab funksiya
tuzilgan bo‘Isin (bunda, albatta, x €(a,b) da u=¢(x) €(c,d) bo‘lishi
talab qilinadi).
1-teorema. Agar u=¢(x) funksiya x €(a,b) nuqtada hosilaga
ega, y=f(u) funksiya esa u=@(x) nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u
holda y=f{¢(x)) murakkab funksiya x nuqtada hosilaga ega va
Hox)'~f (W) -9'(x) )]
formula o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. u=¢@(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega bo‘lganligi
uchun uning x nuqtadagi orttirmasini
Au=@’(x) Ax+adx )
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda Ax—0 da a—0.
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Shunga o‘xshash, y=ffu) funksiyaning u nuqtadagi

orttirmasini
Ay=f"(u) du+ fAu 3)
ko‘rinishda yozish mumkin, bunda 4u—0 da S—0.

So‘ngi (3) tenglikdagi Au o‘miga uning (2) tenglik bilan
aniqlangan ifodasini qo‘yamiz. Natijada dy=f"(u)(¢’(x) Ax+ adx)+
+P(¢’(x)Ax+adx)= ["(u) ¢’ (x) Ax+(f" () a+ @'(x) B+ aff) Ax
tenglikka ega bo‘lamiz.

Agar Ax—0 bo‘lsa, (2) tenglikdan a—0 va Au—0 bo‘lishi,
agar Au—0 bo‘lsa, u holda (3) tenglikdan $—0 ekanligi kelib
chiqadi. Bulardan esa Ax—0 da f’(u) a+¢@’(x)f+af cheksiz kichik
funksiya ekanligi kelib chigadi, uni y bilan belgilaymiz.

Shunday qilib, dy=f"(u)¢@’(x)Ax+yAx tenglik o‘rinli. Bundan

Ay= , . f&lz, , s .. )
o fwe'(x)+y va 1390 ~ =f"(u)p’(x) o‘rinli ekanligi kelib

chigadi. Bu esa y = f"(u) ¢’(x) ekanligini isbotlaydi.

4
Misol. y=(x2 —E) funksiyaning hosilasini toping.
x

X

' 2 3
w225 a2 ().
X X X

Amalda (1) tenglikni

Yechish. Bu yerda y=u’, u=(x2 —2) Demak,

—_———— y0ki yx ,zyu ’ux ’

ko‘rinishda yozib, quyidagi qoida tarzida ifodalaydi:

Murakkab funksiyaning erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha hosilasi
oraliq o‘zgaruvchi bo‘yicha olingan hosila va oraliq
o‘zgaruvchidan erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha olingan hosilalar
ko‘paytmasiga teng.
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Bu qoidani quyidagicha talgin gilish mumkin: agar berilgan
nuqtada y o‘zgaruvchi u ga nisbatan y,’ marta tez, u esa x ga
nisbatan u,” marta tez o‘zgarsa, u holda y o‘zgaruvchi x ga
nisbatan y, u,’ marta tez o‘zgaradi, ya’'ni y, "=y, u, .

Yugqoridagi qoida uchta, umuman, chekli sondagi hosilaga ega
bo‘lgan funksiyalar kompozitsiyasi uchun ham o‘rinli. Masalan,
agar y=f(u), u=g(t), t=h(x) bo‘lsa, u holda y.’=y,’u,’t,” tenglik
o‘rinli bo‘ladi.

5.2. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y=f(x) funksiya

[a;b] kesmada monoton o‘suvchi, (aq;b) intervalda y’'=f"(x)
hosilaga ega va Vxe(a,b) uchun f'(x)=0 bo‘lsin. Quyidagi
belgilashlarni kiritamiz: f{a)=a, f(b)=p. U holda y=f(x) funksiya
uchun teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi haqidagi
teorema shartlari bajariladi, chunki y=f{(x) funksiyaning
uzluksizligi uning hosilaga ega ekanligidan kelib chiqadi.
Shunday qilib, [a; £} kesmada y=f{x) funksiyaga nisbatan teskari
bo‘lgan x=¢(y) funksiya mavjud bo‘ladi.
- Teskari funksiya argumenti y ga Ay#0 orttirma beramiz. U
holda x=¢(y) funksiya biror Ax=¢(y+A4y)-¢(y) orttirma oladi va
teskari funksiyaning monotonligidan A4x=0, uzluksizligidan esa
4y—0 da Ax—0 ekanligi kelib chigadi.

Endi x=¢(y) funksiyaning hosilasini topamiz. Yuqorida
aytilganlami e’tiborga olsak, hosilaning ta’rifiga ko‘ra;

Ax 1 1
lim — = = , demak, x,’=¢’(y)=1/f(x) formula
Ax—0 Ax

o‘rinli ekan. ‘

Shunday qilib, quyidagi teorema isbot bo‘ldi.

2-teorema. Agar y=f{(x) funksiya [a;b] kesmada monoton
o‘suvchi, (a;b) intervalning har bir nuqtasida noldan fargli
y’=f"(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu funksiyaga teskari bo‘lgan
x=¢(y) funksiya (f(a),f(b)) intervalda hosilaga ega va
Vy e(f(a),;f(b)) uchun uning hosilasi 1/f°(x) ga teng bo‘ladi.
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Ushbu teorema f{x) funksiya kamayuvchi bo‘lganda ham
o‘rinli ekanligini isbotlashni o‘quvchilarga qoldiramiz.
Demak, teskari funksiya hosilasini hisoblash qoidasi

X, = 4)

¥ - yvx
formula bilan ifodalanadi.

6-§. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari
6.1. y=x" (x>0) darajali funkciyaning hosilasi. Bu funk-

siyaning x nuqtedagi orttirmasi Ay=(x+4x)"-x"=x"(( 1+é§ Y1)
X

} 1+ —A—x—)” -1
ga teng va ch = —-—ix——— bo*ladi
x
Ma’lumki, {lil;)lgji:u—-——l =u. Shuning uchun
fim 2 = fim x* . ﬁl—‘—i = ux*~' . Buandan funksiyaning
S0 Ax | aeoo0 AY
x

x nuqtadagi hosilasi mavjud va v ‘="' bo‘ladi.

Demak, (x*) ="’ formula o‘rinli.

Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash fermulasini
foydalangan holda, (u(x))" ko‘rinishdagi murakkab funksiya
uchun quyidagi formulani yozish mumkin:

(u@))) =p(u(x)"' u'(x).

Masalan, y=(x’+1)® funksiyaning hosilasini topish talab
qilinsin. Bu misolda u(x)=(x’+1), p=3. Demak, yuqoridagi
formulaga ko‘ra

V=307 1) (1) =3P+ 1) 2x=6x(x*+1)? bo‘ladi.

146

www.ziyouz.com kutubxonasi



6.2. Ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi. y=a* (a>0, a=l)
ko‘rsatkichli funksiya uchun Ay=a""* -@"=d"(@*-1) va

_A_)_/ a (a —1)
Ax Ax
a™ -
Ma’lumki, lim =Ina.
Ax—>0
Ax
Shuning uchun hm-él = lima” 4 -l =d'lna mavjud.
A0 Ay A0 Ax

Demak, (a*) '=a"lna, xususan, (¢")'=¢" formulalar o‘rinli ekan.

Ko‘rinib turibdiki, y=¢" funksiya ajoyib xossaga ega: uning
hosilasi o°‘ziga teng ekan.

Misol. y=€" funksiya grafigi Oy o‘qini qanday burchak ostida
kesib o‘tadi?

Yechish. Funksiya grafigi Oy o‘qini (0;1) nuqtada kesib
o‘tadi. Funksiya grafigiga shu
nuqtasida o‘tkazilgan
urinmaning burchak
koefﬁtsnentmx topamiz: y’'=e"
va y (0) ¢’=], bundan esa
urinmaning Ox o°‘qi bilan
kattaligi /4 ga teng bo‘lgan
burchak tashkil qilishi kelib
chigadi. U holda urinma Oy
0‘qi bilan ham kattaligi /4 ga
teng bo‘lgan burchak tashkil
gtladi.

10-rasmda y=¢* funksiya 0 1 X
grafigi berilgan, bunda funk-
siya grafigi x=0 nuqta atrofida 10-rasm.
y=x+1 to‘g‘ri chiziqqa uri-
nadi.

Yugqoridagi misolda olingan natija e soniga quyidagicha ta’rif
berishga imkon beradi: e soni deb ordinata o‘qini m/4 burchak
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ostida kesib o‘tuvchi ko‘rsatkichli funksiyaning asosiga aytiladi.
a“® (a>0, a#1) funksiya uchun quyidagi formulalarning o‘rinli
bo‘lishini ko‘rish qiyin emas:

(@™y=a"®.u’(x) Ina.

Masalan, (3°%) =33 .(5x-3) " In3=5-3" In3.

6.3. y=log,x (a>0, a=l, x>0) logarifmik funksiyaning
hosilasi. Bu funksiya x=a’ funksiyaga nisbatan teskari funksiya
bo‘lgani uchun teskari funksiyaning hosilasini topish qoidasiga

1 1
a’lna  xha

1
, yanmi (log, x)'=——o.
y (log, x)'=——

ko‘ra y' = -IT =
X y
Xususan, (Inx)'= —1- formula o‘rinli.
x
Bu formulalardan quyidagi muhim xulosani chiqarish mum-

=0, ammo (log,x)’ geometrik

kin: lim(log, x)'= lim

> >0 xlna
nuqtayi nazardan y=Ilog,x funksiya grafigiga abssissasi x ga teng
bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientiga
teng. Shunday qilib, limfga=0, ya’ni lim a=0, bu esa

yetarlicha katta x lar uchun urinma abssissalar o‘qiga «deyarli
parallel» bo‘lishini anglatadi. Bu holni funksiya grafigini
chizishda hisobga olish zarur.

log,u(x) funksiya uchun quyidagi formula o‘rinli:

, u'(x
(log, u()' = —-D_.

u(x)-lna

6.4. Trigonometrik funksiyalarning hosilalari.

1) y=sinx funksiyaning hosilasi. Funksiyaning x nuqtadagi
orttirmasini sinuslar ayirmasi formulasidan foydalanib topamiz:

Ay =sin{x+ Ax)—sinx = 2 sm% cos(x + —Q_) .
Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati
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sin X
Ay 2

Av Ax

2

ajoyib limit va cosx funksiyaning uzluksizligini e’tiborga olgan
holda limitga o‘tsak,

cos(x+—) ga teng. Bu tenglikda birinchi

. Ax
sin—

. Ao .
lim — = lim
Ax—0 Ax Ax—0

lim cos(x + z_&x_) =cosx bo‘ladi.
Ax—0 2

2

Demak, (sinx) '=cosx formula o‘rinli;

2) y=cosx funksiyaning hosilasi. Bu funksiyaning hosilasini
topish uchun cosx=sin(x+/2) ayniyat va murakkab funksiyaning
hosilasini topish qoidasidan foydalanamiz. U holda

(cosx) '=(sin(x+m/2)) '=cos(x+m2)

(x+m2) '=cos(x+mw/2)-1=cos(x+/2).

cos(x+m/2)=-sinx ayniyatni e’tiborga olsak, quyidagi
formulalarning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi: (cosx) '=-sinx;

3) y=tgx va y=ctgx funksiyalarning hosilalari. Bu
funksiyalarning

A\_:

hosilalarini topish uchun == e
s . g e 11 V=8I
bo‘linmaning  hosilasini
topish qoidasidan o x
foydalanamiz: - x
sin x
(1) = (=)' = // 1
cos’ x +sin’ x 1
3 = 5 11-rasm.
cos” x cos” x
Xuddi shunga

formulani ham keltirib chiqarish

o‘xshash (ctgx)'=-———
sin® x

mumkin. Buni mashq sifatida o‘quvchilarga qoldiramiz.
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Trigonometrik funksiyalarning argumentlari x erkli o‘zga-
ruvchining u(x) funksiyasi bo‘lsa, u holda murakkab funksiyaning
hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra quyidagi formulalar o‘rinli
bo‘ladi:

(sinu)'=u’-cosu, (cosu)’=-u’sinu,

(tgu)' =——, (ctgu)’'=———7—.
cos” u sin“ u

Misol. y=sinx funksiya grafigi koordinatalar boshida Ox o‘qi
bilan qanday burchak tashkil etadi?

Yechish. Buning uchun y=sinx grafigiga abssissasi x=0
bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini
topamiz: y’'=cosx, demak, f’(0)=cos0=1, burchak koeffitsienti
tga=1, bundan izlanayotgan burchak n/4 ga teng.

Misol. y=tgx funksiya grafigi koordinatalar boshida Ox o‘qi
bilan qanday burchak tashkil etadi

Yechish. Buning uchun y=tgx funksiya grafigiga abssissasi
x=0 bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak

koeffitsientini  topamiz: y’'=(tgx)'=———, demak, [f'(0)=
cos” x
= 12 =1, burchak koeffitsienti zga=1, bundan izlanayotgan
cos” 0
burchak n/4 ga teng.

Bu misollarda olingan natijalarni y=sinx va y=tgx funksiya
grafiklarni chizishda e’tiborga olish kerak. 1l-rasmda y=sinx
funksiya grafigi keltirilgan. Bu funksiya grafigi koordinatalar
boshida y=x to‘g‘ri chiziqqa urinadi.

6.5. Teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalari. Tes-
kari funksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan foydalanib,
y=arssinx (-1<x<1) funksiyaning hosilasini topaylik.
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Bu funksiyaga teskari bo‘igan x=siny funksiya [-—-7—2{,%] da

monoton o‘suvchi va (—g—,%) intervalda hosilaga ega hamda bu

intervalning har bir nuqtasida hosila noidan farqgli:

Endi

x',=cosy#0. Shuning wuchun y', =—

¥

(—%;g—) intervalda cosy>0 va bunda cosy=+/1—sin’> x formula

o‘rinli bo‘iganligi uchun y’= \/ ! == Jl = bo‘ladi.
1-sin® y 1-x
1
Demak, (arcsinx)'= , (-1<x<1)
N

formula o‘rinli.

Endi y=arccosx (-12x<1) funksiyaning hosilasi uchun
formula keltirib chiqaramiz. Bu funksiyaga teskari bo‘lgan x=cosy
funksiya [0,n] da monoton kamayuvchi, (0;n) da hosilaga ega
bo‘lib, bu intervalning har bir nuqtasida noldan farqli x’y=-siny
hosilaga ega. Demak, teskari funksiyaning hosilasi haqidagi
teorema shartlari o‘rinli. Shu sababli 5-§ dagi (4) ga ko‘ra
1 1 1

sin y ——\ll—coszy _—\/l—xz

bo‘ladi. (Bu yerda (0;m) da siny= \/1-~' cos’y ekanligidan
foydalandik).

ham o‘rinli

v X

1
") = emem—— o -
1
x',

Shunday qilib, (arccosx) = (-1<x<1) formula o‘rinli

1
Vi-x’

ekan.
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Ma’lumki, y=arctgx funksiyaning qiymatlar to‘plami
(——725;—275) intervaldan iborat. Shu intervalda unga teskari bo‘lgan
1
cos’ y

noldan farqli. Teskari funksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan
foydalansak,

x=tgy funksiya mavjud va bu funksiyaning hosilasi x' =

' ' co y= z
x' () l+tg7y l1+x

bo‘ladi.
Demak, quyidagi formula o‘rinli:

1
(arctgx)'=—— .
I+x°

Xuddi yuqoridagi kabi y=arcctgx funksiya uchun

(arcctgx) '=- 5
l+x

formulaning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Teskari trigonometrik funksiyalarming argumentlari x erkli
o‘zgaruvchining u(x) funksiyasi bo‘lsa, u holda murakkab
funksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan quyidagi formulalar
kelib chiqadi:

(arcsinu(x))'= —iut's%x—)- ; (arccosu(x)) '=- T zi';)(x) ;
)=t SUAC)
(arctgu(x)) ) (arcctgu(x)) POTRS

7-§. Logarifmik hosila. Daraja-ko‘rsatkichli
funksiyaning hosilasi
7.1. Logarifmik hesila. Faraz gilaylik, y=f{x) funksiya (a,b)
intervalda differensiallanuvchi va f{x)>0 bo‘lsin. U holda shu
mtervalda Iny=Inf(x) funksiya aniqlangan bo‘ladi. Bu funksiyani x
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argumentning murakkab funksiyasi sifatida qarab, x nuqtadagi
hosilasini hisoblash mumkin bo‘lgan xy nuqtada f{x) funksiyaning
hosilasini topish kerak bo‘lsin. Murakkab funksiyaning hosilasini

topish qoidasidan foydalanamiz: (Iny)'= e =(Inf{x))’, bundan
y
y=y(nfix))’ (D

formulaga ega bo‘lamiz.

Funksiya logarifmidan olingan hosilaga logarifmik hosila
deyiladi.

Bir nechta funksiyalar ko‘paytmasining hosilasini topishda (1)
formuladan foydalanish hisoblashlarni birmuncha soddalashti-
rishga imkon beradi. Haqiqatan ham, y=u;- u;-.. u, funksiya (bu
yerda har bir u;, i=1,n funksiya hosilaga ega va VxeD(f) da u>0)
berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani logarifmlab, Iny=Inu;+lnu;+...
+Inu,, bundan esa
SATA Wt B tenglikni hosil qilamiz. So‘nggi

y ul u2 un
tenglikning ikkala tomonini y ga ko‘paytirib quyidagiga ega
bo‘lamiz:

u', u' u'
YE U Uy Uy 2 |
u u u

(x+1)°
(x+2) (x+3)*
Yechish. Berilgan funksiyani logariflaymiz:
Iny=2In(x+1)-3In(x+2)-4In(x+3). Bu tenglikdan hosila olib,
ushbu tenglikka ega bo‘lamiz:
y' 2 3 4

y x+1 x+2 x+3°
Bundan

funksiyaning hosilasini toping.

Misol. y=

, (x+1)° 2 3 4

Y - - =

C(x+ 2 (x+3) x+l x+2 x+3
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(x+D(5x* +14x +5)
(x+2*(x+3)y°
2. Daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi. Aytaylik,
y=(u(x))’® (u(x)>0) ko‘rinishdagi daraja-ko‘rsatkichli funksiya
berilgan va u(x), v(x) funksiyalar x ning qaralayotgan qiymatlarida
differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning hosilasini hisoblash
uchun (1) formulani qo‘llaymiz. U holda (1) formulaga ko‘ra

y’=u(x)"® (Inu(x)*™) =u(x)"® (v(x) dnu(x)) "=u(x)" v (x)nux)+
+v(x)--“—'((i))) bo‘ladi. Bundan (u(x)*™)’=u(x)"lnu(x)v’(x)+
uix

+v (%) u(x)"™" u’(x) formula kelib chiqadi.

Shunday qilib, daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi ik-
kita qo*shiluvchidan iborat: agar u(x)*® ko‘rsatkichli funksiya deb
qaralsa, birinchi qo‘shiluvchi, agar u(x)"™ darajali funksiya deb
qaralsa, ikkinchi qo‘shiluvchi hosil bo‘ladi.

Misol. y=x"" funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (1) formulani go‘llaymiz.

y =y (Inx"") =1 ((x-1)inx) = x (Inx+1- 1 ).
x

8-§. Yuqori tartibli hosilalar
8.1. Yuqori tartibli hesila tushunchasi. Faraz qilaylik, biror
(a,b) da hosilaga ega f{x) funksiya aniqlangan bo‘lsin. Ravshanki,
/'(x) hosila (a,b) da aniglangan funksiya bo‘ladi. Demak, hosil
bo‘lgan funksiyaning hosilasi, ya’ni hosilaning hosilasi haqida
gapirish mumkin. Agar f(x) funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lsa,
uni f{x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va y”’,
2 2
rew 22 L0
Shunday qilib, ta’rif bo‘yicha y"’(x)=(y’) ' ekan.
Shunga o‘xshash, agar ikkinchi tartibli hosilaning hosilasi
mavjud bo‘lsa, u uchinchi tartibli hosila deyiladi va y’”’, f”"'(x),

simvollarning biri bilan belgilanadi.
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belgilanadi. Demak, ta’rif bo‘yicha

de'’ dx
YU

Berilgan funksiyaning to‘rtinchi va h.k. tartibdagi hosiialari
xuddi shunga o‘xshash aniglanadi. Umuman, f{x) funksiyaning
(n-1)-tartibli  f™"(x) hosilasining hosilasiga uning »-tartibli

d'y d'f(x)
dxn ’ dx"
bilan belgilanadi. Demak, ta’rif bo‘yicha n-tartibli hosila
y™=@™1)’ rekkurent (qaytma) formula bilan hisoblanar ekan.

Misol. y=x’ funksiya berilgan. y’’’(2) ni hisoblang.

Yechish. y'=4x’, y"’=12x’, y’*’=24x, demak, y "(2)=24-2=48.

Yugorida aytilganlardan, funksiyaning yuqori tartibli, ma-
salan, n-tartibli hosilalarini topish uchun uning barcha oldingi
tartibli hosilalarini topish zarurligi kelib chigadi. Ammo ayrim
funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari uchun umumiy qonu-
niyatni topish va undan foydalanib formula keltirib chiqarish
mumkin.

Misol tarigasida ba’zi bir elementar funksiyalaming n-tartibli
hosilalarini topamiz.

1) y=x* (x>0, ueR) funksiya uchun y™ ni topamiz. Buning
uchun uning hosilalarini ketma-ket hisoblaymiz: y’=u x4
yU=p(p-) 3,

Bundan

()" = D(p-2)...(uen+ 1)x>" (1
deb induktiv faraz qilish mumkinligi kelib chiqadi. Bu formula-
ning #n=1 uchun o‘rinliligi yuqorida ko‘rsatilgaz. Endi (1) formula
n=k da o‘rinli, ya'ni

YW=y 1)... 1kt 1)x** bo‘lsin deb, uning #=k+Ida o‘rinl
bo ‘lishini ko‘rsatamiz.

Ta’rifga ko‘ra v* /= (™)' Shuning uchun y**/=(
=(p(pe-1)... (uk+ D) =g 1. (ke + 1 (-k)x** ! bo‘lishi kelil
chiqadi. Bu esa (1) formulaning n=k+1 da ham o‘rinli bo‘lishin

3 3
4y 4Ty

hosilasi deyiladi va y™, f%(x), simvollaring biri

{k)) )=
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bildiradi. Demak, matematik induksiya usuliga ko‘ra (1) formula
VPne N uchun o‘rinli.

(1) da g=-1 bo‘lsin. U holda y=-1— funksiyaning n-tartibli
x

hosilasi
1 (n) en -1 -n!
(—) = (D). (o = @
x X
formula bilan topiladi;

2) y=Inx (x>0) funksiyaning n-tartibli hosilasini topamiz. Bu
funksiyaning birinchi tartibli hosilasi y'=—1- bo‘lishidan va (2)
x
formuladan foydalansak,

(n-1) =1
1) _¢D Sn—-l)! 3)

Y =) = (—
X X

formula kelib chiqadi;
3) y=sinx bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiya uchun y’'=cosx. Biz
uni quyidagi

. . V2
y'=cosx =sin(x + 5)

ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra y=sinx funksiyaning keyingi
tartibli hosilalarini hisoblaymiz.

yllz (COSx)' =—Sinx= Sin(x-f-z.%),
ynl = (—sinx)v =—COSX = sin(x+3 %)’

y(IV)) =(—cosx)'= sinx = sin(x + 4 _725)

Bu ifodalardan esa y=sinx funksiyainng n-tartibli hosilasi
uchun

y"” =sin(x+n- %) “)
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formula kelib chigadi. Uning to‘g‘riligi yana matematik induksiya
usuli bilan isbotlanadi.
Xuddi shunga o‘xshash

(cos x)™ =cos(x +n —725) 6)

ekanligini ko‘rsatish mumkin.
Masalan,

(cos x)™ = cos(x+115- %) = cos(x +§27£) =sinx.

8.2. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nesi. Ikkinchi
tartibli hosila sodda mexanik ma’noga ega. Aytaylik, moddiy
nuqgtaning harakat qonuni s=s(z) funksiya bilan aniqlangan
bo‘lsin. U holda uning birinchi tartibli hosilasi v(#)=s’(t) harakat
tezligini ifodalashi bizga ma’lum. Ikkinchi tartibli a=v’@#)=s""(t)
hosila esa harakat tezligining o‘zgarish tezligi, ya’ni harakat
tezlanishini ifodalaydi.

Misol. Moddiy nuqta s=5¢°+3t+12 (s metrlarda, ¢ sekundlarda
berilgan) qonun bo‘yicha to‘g‘ri chizigli harakat qilmoqda. Uning
o‘zgarmas kuch ta’sirida harakat gilishini ko‘rsating.

Yechish. s'=(5+3t+12)’=10¢t+3; s’’=(10t+3)’=10, bundan
a=10m/s’ bo‘lib, harakat tezlanishi o‘zgarmas ekan. Nyuton
gonuni bo‘yicha kuch tezlanishga proporsional. Demak, kuch ham
o‘zgarmas ekan.

8.3. Yugqori tartibli hosilaning xossalari. Leybnits
formulasi.

1-xossa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga
ega bo‘lsa, u holda bu ikki funksiya yig‘indisining n -tartibli
hosilasi uchun

e+ v(x)"=u" o)+ v ()
formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, y=u+v bo‘lsin. Bu funksiyaning hosilalarini
ketma-ket hisoblash natijasida quyidagilarni hosil qilamiz:

y'=u'+v’, y=0")=(u+ty) =u" v
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Matematik induksiya metodidan foydalanamiz, ya’ni n=k
tartibli hosila uchun y*=u®+v* tenglik o‘rinli bo‘Isin deb faraz
qilamiz va n=k+I uchun y* V=y**"V,%*) ekanligini ko‘r-
satamiz.

Haqiqatan ham, yuqori tartibli hosilaning ta’rifi, hosilaga ega
bo‘lgan funksiyalar xossalaridan foydalanib y**/=p®)’=
W +v®) =u®)'+ %) = =u* V4% ekanligini topamiz.

Matematik induksiya prinsipiga ko‘ra y™=u+v" tenglik
ixtiyoriy natural » uchun o‘rinli deb xulosa chigaramiz.

2-xo0ssa. O‘zgarmas ko‘paytuvchini n-tartibli hosila belgisi
oldiga chiqarish mumkin: (Cu)®™=Cu™.

Bu xossa ham matematik induksiya metodidan foydalanib
isbotlanadi. Isbotini o‘quvchilarga qoldiramiz.

Misol.y=—2—2—xi—3—— funksiyaning  n-tartibli  hosilasi

x"=5x+6
uchun formula keltirib chiqaring.
Yechish. Berilgan kasr-ratsional funksiyaning maxrajini
ko‘paytuvchilarga ajratamiz: x°-5x+6=(x-2)(x-3). So‘ngra
2x+3 A B
= + (6)
x-2)(x-3) x-2 x-3
tenglik o‘rinli bo‘ladigan 4 va B koeffitsientlarni izlaymiz. Bu
koeffitsientlarni topish uchun tenglikning o‘ng tomonini umumiy
maxrajga keltiramiz va ikki kasrning tenglik shartidan foyda-
lanamiz. U holda 2x+3=A4(x-3)+B(x-2) yoki
2x+3=(A+B)x+(-34-2B)
tenglikka ega bo‘lamiz. Ikki ko‘phadning tenglik shartidan (ikki
ko‘phad teng bo‘lishi uchun o‘zgaruvchining mos darajalari
oldidagi koeffitsientlar teng bo‘lishi zarur va yetarl) quyidagi
tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:
{ A+B=2,

-34-28=3
Bu sistemaning yechimi 4=-7, B=9 ekanligini ko‘rish qiyin
emas. Topilgan natijalarni (1) tengli:ka qo‘yamiz va yuqorida
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isbotlangan xossalardan foydalanib, berilgan funksiyaning n-
tartibli hosilasini quyidagicha yozish mumkin:

y 1 (m 1 (n)

n)_

=7 —| +9| — 7
Pl elE) o

Endi ! va ! funksiyalarning n-tartibli hosilalarini

x—-2 x-3
1

topishimiz lozim. Buning uchun u= funksiyaning n-tartibli

x+a
hosilasini bilish yetarli. Bu funksiyani u=(x+a)” ko‘rinishda
yozib, ketma-ket hosilalarni hisoblaymiz. U holda
u'=-(x+a)?, u ”=2(x+a)’3 u’'=-2:3(x+a) =-6(x+a)*.
Matematik induksiya metodi bilan
u™=(1)"nl(x+a)™’ 6)
Shunday qilib, (7) va (8) tengliklardan foydalanib quyidagi
Y= 7 1) - 2) " 9 (1) ! (x-3) " =

/. 9 7
=(-1) n!((x_3)" (x—2)"J

natijaga erishamiz.

3-xossa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga
ega bo‘lsa, u holda bu ikki funksiya ko‘paytmasining » -tartibli
hosilasi uchun

@) =u"v+C, " u" v+ Cu Py CR VO
+C"u' v u? )
n(n-0..(n—-k+1)
k! '

Isboti. Matematik induksiya metodini qo‘llaymiz. Ma’lumki,
(uv)’=u’v+uv’. Bu esa n=1 bo‘lganda (9) formulaning to‘g‘ri-
ligini ko‘rsatadi. Shuning uchun (9) formulani ixtiyoriy » uchun
o‘rinli deb olib, uning n+I uchun ham to‘g‘riligini ko‘rsatamiz.
(9) ni differensiyalaymiz:

formula o‘rinli bo‘ladi. Bunda C* =
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(uv)nﬂ - u(n+l)v + u(n)vn+ Cr () e

Hoe ok CRt 0B 4 Chy 00 |+ C

u'’v+

C ' (n—l) [ C2 (n_l)vn+C2 1n—2)vm+

(n-l) +Cn| [} (n) +

+u' v 4" (10)
Ushbu

1+C,'=1+n=C",, C,+C =n+227D_ (”‘;l)” cz,,
CH 4 CF = n(n-1)..(n+2-k) N nn=-1)..(n—-k+1) _

" 8 (k-1)! k!
_(m+Dn.(n+l-(k-1)) "
- k' Q1+1
tengliklardan foydalanib, (10) ni quyidagicha yozamiz:
@)™ =u" v+ C v CLu" v L+ CF IR D

Demak, (9) formula n+/ uchun ham o‘rinli ekan. Isbot etilgan (9)
formula Leybmts formulasz deb ataladi.

Misol. y=x’¢* ning 20 tartibli hosilasi topilsin.

Yechish. u=e" va v=x’ deb olsak, Leybnits formulasiga ko‘ra

(20) _

y

+CH O (@) +..+ ()" bo‘ladi.

=x7 (€)% + G ()€ + CL () "(€)™ + T () ") +

«’) =3 () =6x,

(x))"’=6, (x))”=0 tengliklamni va y=x' funksiyaning hamma ke-

yingi hosilalarining 0 ga tengligini, shuningdek, V» uchun (¢')

=¢" ekanligini ¢’tiborga olsak,

(n)

¥ =" (x* +3Cx* +6C2 x +6C;, ) tenglik hosil boladi.
Endi koeffitsientlari hisoblaymiz:

Cp =20, C}= 20-19

Demak,

— =190, C}, =

20-19-18 20 19-18
3!

=1140

P =€ (x* +60x? +1140x + 6840).
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V bobga doir test savollari

0

fx)=x’- _ 2
O[] - [= S
= Af Urinma
y=4x-7
4
@ A;“_A:(; —> 0 @ f(x)=x3-2x2+4 fx)=x*
x0=2 x0=1
SAx i
62':'_)0 -P@ Normal é
y=-0,25x+4,5
® [ - e

© G

D=
>
Chv(x) - ®
@ @ Tekis tezlanuvchan v=at+v,
X—>Xo | Ax—0 harakat (a>0)

Tekis
@ &) A0 sekinlanuvchan @

harakat
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@ uxHvV(x) | — | AutAv (uv)’ =u’v+tuv’
u = 9
u(x)-v(x) - @ (v] '
? =u-v
W) | —» @
©
(f(3x))'=3(3x)
7 =4P(4x) > 4°(2x)
Gfoy="? (f(2x))
(Fx))y=?
2 =3P(x+) 1 20°(2x)

{sin2x)’=2cos2x
(2sinx)’=?
(sin’x)’=?
(sin(x%))’=?

? =4cos2x

Q

(u +V)(")=u(")+v(“)
(u-v)™=?
? =Cu®”

(e +4y=¢"

(ex+4),= &t
? =4
?  =4¢

(ey =?

aulx)
—»! & u'(x)ina

Au'fx)(uix)™?

u™ —»O
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Inx

— Ux _(='n!
X xnd
logax _@ > - (=1)"n!
) (x+1)™
&
X
Ol e
(shx)®™=?
thx ._>® 9 =3ne3xH
9 =3n-l e3)(4»!
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VI BOB. DIFFERENSIAL

1-§. Differensiallanuvchi funksiya. Differensiallanuvchi
bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti

Aytaylik, y=f{x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan va
x0&(a,b) bolsin.

1-ta’rif. Agar f{x) funksiyaning x, nuqtadagi Ay orttirmasini

Ay=A-Ax+a(Ax) Ax )

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, bu funksiya x=x, nuqtada
differensiallanuvchi funksiya deyiladi. Bunda 4 - Ax ga bog‘liq
bo‘lmagan biror o‘zgarmas son, o(4x) esa Ax—0 da cheksiz
kichik funksiya, ya’ni }:I_Elo a(Ax)=0.

y=kx+b chiziqli funksiyani ko‘rib chiqgamiz. Buning uchun
Ady=kAx tenglik o‘rinli, ya’ni funksiya orttirmasi argument
orttirmasiga to‘g‘ri proporsional. Tarifdagi Ady=A -Ax+a(Ax)Ax
tenglik esa, funksiya orttirmasi argument orttirmasiga «deyarli
to‘g‘ri proporsional»ligini bildiradi, ya’ni dy~dAx. Bu tenglik
|Ax| qanchalik kichik bo‘lsa, shunchalik aniqroq bo‘ladi. Geo-
metrik nuqtayi nazardan funksiyaning x nuqtada differensi-
allanuvchi bo‘lishi funksiya grafigi x nuqtaning yetarlicha kichik
atrofida biror novertikal to‘g‘ri chiziq, ya’ni biror chizigli
funksiya grafigi bilan «qo‘shilib» ketishini anglatadi. Shunday
qilib, geometrik nuqtayi nazardan funksiyaning x nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lishi funksiya grafigini x nuqtaning yetar-
licha kichik atrofida «to‘g‘rilash» mumkinligini anglatadi.

Masalan, 16-rasmda y=x’ funksiya grafigining x,=1 nugqta
atrofida y=2x-1 to‘g‘ri chiziq grafigi bilan «qo‘shilib» ketishi
ko‘rsatilgan.

17-rasmdan y=|x| funksiyani x=0 nuqtada differensiallanuvchi
emasligi kelib chigadi, bu funksiya grafigini x=0 nuqtaning hech
bir atrofida «to‘g‘rilab» bo‘lmaydi.
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’ r 3
? v=Ix|
T
X
5 >
16-rasm. 17-rasm.

1-teorema. f(x) funksiya x=x, nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi uchun uning shu nuqtada chekli f’(xy) hosilasi mavjud
bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Isboti. Zaruriyligi. Funksiya x=x, nuqtada differensialla-
nuvchi bo‘lsin. U holda funksiyaning orttirmasini (1) ko‘rinishda

yozish mumkin. Undan 4x#0 da %xg = A+ a(Ax) ni yozish

mumkin. Bundan 4x—0 da lim by A, demak, x nuqtada hosila

A0 Ay
mavjud va f’(x)=A ekanligi kelib chigadi.
Yetarliligi. Chekli f’(xg) hosila mavjud bo‘lsin, ya’m
limi—;i = f'{x,). U holda —i—’; = f'(x,)+a(Ax), bu yerda a(Ax)

Ar—0

Ax—0 da cheksiz kichik funksiya. Demak,

Ay=f"(xo) A+ a(Ax) Ax (2
yoki Ay=A-Ax+a(Ax)Ax, bu yerda A=f"(xg). Shunday qilib x=x,
nuqtada f{x) funksiya differensiallanuvchi va A=f"(x;) ekan.

Bu teorema bir o‘zgaruvchili funksiya uchun differensial-
lanuvchi bo‘lish hosilaning mavjud bo‘lishiga teng kuchli
ekanligini anglatadi. Shu sababli hosilani topich amali funksiyani
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differensiallash, matematik analizning hosila o‘rganiladigan bo‘li-
mi differensial hisob deb ataladi.

Shunday qilib, avvalgi 1-ta’rif bilan ekvivalent bo‘lgan ushbu
ta’rifni ham berish mumkin:

2-ta’rif. Agar f{x) funksiya x=xg nuqtada chekli f°(xg) hosila-
ga ega bo‘lsa, u holda f{x) funksiya x=xy nuqtada differensial-
lanuvchi deyiladi.

2-§. Funksiya differensiali, uning
geometrik va fizik ma’nolari
2.1. Funksiya differensiali. f{x) funksiya (a;b) intervalda
aniglangan bo‘lib, x €(a;b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin.
Ya'ni funksiyaning x nuqtadagi orttirmasini
Ay = f(x)Ax + a(Ax)Ax (1)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsin, bunda Ax—0 da af4x) 0.
Ta’rif, x nugtada differensiallanuvchi f{x) funksiya orttirmasi
(1) ning bosh gismi f(x)Ax berilgan f{x) funksiyaning shu
nuqtadagi differensiali deyiladi va dy yoki df{x) orqali belgilanadi,
ya’ni dy=f"(x)Ax.
Masalan, y=x’ funksiya uchun dy=2x4x ga teng.
Agar f(x)=x bo‘lsa, u holda f(x)=1 va df(x)=1-4x, ya’ni
dx=Ax bo‘ladi. Shuni hisobga olgan holda argument orttirmasi,
odatda, dx bilan belgilanadi. Y4

Buni nazarga olsak, fix) {/L
funksiya differensialining for-
mulasi dy=f"(x)dx yoki
dy=y'dx (2) m Aol
bo*ladi. C
2.2. Differensialning geo-
metrik ma’nosi. Endi xe(a,b)
nuqtada differensallanuvchi © L N
bo‘lgan  f(x)  funksiyaning x msx
grafigi 18-rasmda ko‘rsatilgan
chizigni ifodalasin deylik.

18-rasm.
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Bu chizigning (x,f{x)) va (x+A4x, f(x+4x)) nuqtalarini mos
ravishda M va K bilan beigilaylik. Unda MC=A4x, KC=4y bo‘ladi.
f(x) funksiya x nuqtada chekli f’(x) hosilaga ega bo‘lgani uchun
f{x) funksiya grafigiga uning M(x,f{x)) nuqtasida o‘tkazilgan ML
urinma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti tgo=f"(x).
Shu ML urinmaning KC bilan kesishgan nugtasini E bilan

belgilaylik. Ravshanki, AMEC dan fl% =tgg. Bundan EC=

MC-tgp=f"(x)Ax ekani kelib chigadi. Demak, f{x) funksiyaning x
nuqtadagi differensiali y=f"(x)Ax funksiya grafigiga M(xf(x))
nugtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi EC ni ifodalaydi.
Differensialning geometrik ma’nosi aynan shundan iborat.

3. Differensialning fizik ma’nosi. Moddiy nuqta s=f(?), bu
yerda s — bosib o‘tilgan yo‘l, z-vaqt, f{z)-differensiallanuvchi
funksiya, qonuniyat bilan to‘g‘ri chizigli harakatlanayotgan
bo'lsin.

At vaqt oralig‘ida nuqta As=f{t+4t)-f(t) yo‘lni bosib o‘tadi.
Yo‘lning bu orttirmasini 4s=f"(1)At+a(4t)At ko‘rinishda ifoda-
lashimiz mumkin. Bu yo‘Ini nuqta biror o‘zgaruvchan tezlik bilan
bosib o‘tgan. Agar Af vaqt oralig‘ida nuqta o‘zgarmas f7(?) tezlik,
ya’m ¢ vagtdagi tezligiga teng tezlik bilan harakatlandi desak, bu
holda bosib o‘tilgan yo‘l °(2)4t ga teng bo‘ladi. Bu esa yo‘lning
differensialiga teng:

ds=f(t)At.

3-§. Elementar funksiyalarning differensiallari.
Differensial topish qoidalari.
Differensial formasining invariantligi

3.1. Elementar funksiyalarning differensiallari. Elementar
funksiyalarning hosilalarini bilgan holda ulaming differensiallari
uchun quyidagi formulalarni yozish mumkin:

Ldx")=pux""dx (x>0);

2. d(a')=a"Ina dx (a>0,a=l);
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3.d(log,,x)=—-l——dx (x>0,a>0,a=1),
xlna

xususan, d(lnx)= & (x>0);
x
4. d(sinx)=cosxdx;
5. d(cosx)=-sinxdx;

6. dtgx)= 12 dr (xzZ+knkeZ);
cos” x 2

7. d(ctgx)=- sin12 .

dx (xzkmkeZ);

dx (-l<x<l);

8. d(arcsinx)=
1-x*

1

1-x

9. d(arccosx)=- dx (-l<x<}l);

2

10. d(arctgx)= -I-I——dx
+

x2

dx .

11. d(arcctgx)=- ! >
1+x

3.2. Differensial topish qoidalari. Funksiya differensiali
ta’rifi va hosila topish qoidalaridan quyidagi tasdiglarning o‘rinli
ekanligi kelib chiqadi:

a) chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar yig‘in-
disining differensiali ularning differensiallari yig‘indisiga teng.

Masalan, ikki funksiya yig‘indisi uchun bu tasdigni quyida-
gicha  isbotlash  mumkin:  dux)+v(x))=ux)+v(x)) dx=
=(u’(x)+v’(x))dx=u’(x)dx+v (x)dx =du-+dv.

b) quyidagi d(u(x) v(x))= v(x) du+u(x)-dv formula o‘rinli.

Isboti. Ko‘paytmaning hosilasi va funksiya differensiali
formulalaridan foydalanamiz: d(u(x) v(x))=(u(x) v(x)) dx=
=(u’(x) v(x)tu(x)v'(x))dx==(u"(x)dx) v(x) tu(x) -(v'(x)dx)=
=v(x)-du+u(x)dv.

¢) quyidagi d(Cu(x))=Cu’(x)dx formula o‘rinli;
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d) bo‘linmaning differensiali uchun quyidagi

d(u(x)]= du-v(x)—u(x)-dv

v(x) Vi (x)

formula o‘rinli.

3.3. Differensial formasining invariantligi. Aytaylik, y=f(x)
funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Differensialning
ta’rifiga ko‘ra dy=y, Ax, yoki erkli o‘zgaruvchining orttirmasini
dx kabi yozishga kelishganimizni ¢’tiborga olsak, dy=y, 'dx edi.

Endi x erkli o‘zgaruvchi emas, balki ¢ erkli o‘zgaruvchining
differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin: x=¢(?). U holda y=f(¢(t))
=g(t) funksiya ¢ o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi va dy=y, 'dt
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Lekin y,’=y,’x,’dt va dx=x,’dt lami ¢’ti-
borga olsak, dy=y,’dx formulaga ega bo‘lamiz, ya’ni differren-
sialning avvalgi ko‘rinishiga qaytamiz.

Shunday qilib, differensial formasi o‘zgarmadi, ya’ni funksiya
differensialining formasi x erkli o‘zgaruvchi bo‘lganda ham,
erksiz (oraliq) o‘zgaruvchi bo‘lganda ham bir xil ko‘rinishda
bo‘ladi: differensial hosila va hosila qaysi o‘zgaruvchi bo‘yicha
olinayotgan bo‘lsa, o‘sha o‘zgaruvchi differensiali ko‘paytmasiga
teng bo‘ladi. Bu xossa differensial formasining invariantligi deyi-
ladi. Shuni aytib o‘tish lozimki, bu xossada faqat differensial for-
masining saqlanishi haqgida gap boradi. Agar x erkli o‘zgaruvchi
bo‘lsa, u holda dx=4x; x erksiz o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda,
umuman olganda, dxs24x bo‘ladi.

Misol. y = Ix berilgan. 1) x erkli o‘zgaruvchi bo‘lganda va
2) x=£+7-3 bo‘lganda dy ni hisoblang.

Yechish. 1) 2-§ dagi (2) formulaga ko‘ra

1 -2 dx
dy==x3dx= ;
3 3352
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2) differensial formasining invariantlik xossasidan foyda-

dx
lansak, dy = bo‘lib,
35
4
dy = 1 A +1 -3)= (5¢" + 2t)dt

2 2
3Y(E + 12 -3) 3 +7 -3)

natijaga ega bo‘lamiz.

4-§. Taqribiy hisoblashlarda differensialning qo‘llanilishi

Yugqorida ta’kidlaganimizdek, x; nuqtada differensiallanuvchi
y=f(x) funksiya uchun Ay=f’(x¢)dx, ya’ni Ay~dy taqribiy tenglik
o‘rinli. Shu taqribiy tenglik matematik analizning nazariy va
tatbiqiy masalalarida muhim ahamiyatga ega bo‘lib, differensial-
ning mobhiyatini belgilaydi. Yuqoridagi tenglikda Ay=f{x)-f(xs),
Ax=x-xq deb olsak, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:

J®)f(x0) o (x0)( x-x0) yoki

Jx) =f(x))+f (x0)( x-x0) (1)

(1) formula funksiya giymatlarini taqribiy hisoblashda keng

qo‘llaniladi.

Masalan, f(x)= Jx funksiya uchun quyidagi
Jx+Ax = \/; + A 2
2x
formula o‘rinli. Agar f(x)=\/; funksiyaning x=0,98 dagi qiyma-
tini hisoblash talab gilinsa, (2) formulada x=1, Ax=-0,02 deb olish

yetarli. U holda /0,98 =1+ ;\;;2—1 —0,01 = 0,99 boladi.

Agar \/O, 98 kalkulatorda hisoblasak, uni 10 aniqlikda 0,989949

teng ekanligini ko‘rish mumkin. Demak, differensial yordamida
hisoblaganda xatolik 0,001 dan katta emas. Umumiy holda
differensial yordamida taqribiy hisoblashlardagi xatolikni baho-
lash masalasini kelgusida o‘rganamiz.
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5-§. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari

5.1. Yugqori tartibli differensiallar. Aytaylik, y=f{x)
funksiya biror (a,b) intervalda berilgan bo‘lsin. Bu funksiyaning
dy=f"(x)dx differensiali x ga bog‘liq bo‘lib, dx=A4x va Ax orttirma
x ga bog‘liq emas, chunki x nuqtadagi orttirmani x ga bog‘liq
bo‘lmagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holda differensial
formulasidagi dx ko‘paytuvchi o‘zgarmas bo‘ladi va f"(x)dx ifoda
fagat x ga bog‘liq bo‘lib, uni x bo‘yicha differensiallash mumkin.

Demak, bu funksiyaning differensiali mavjud bo‘lishi mum-
kin va u, agar mavjud bo‘lsa, funksiyaning ikkinchi tartibli differ-
rensiali deb ataladi.

Ikkinchi tartibli differensial &’y yoki d°f{x) kabi belgilanadi.
Shunday qilib, ikkinchi tartibli differensial quyidagicha aniglanar
ekan: a';;=d(dy).

Berilgan y=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali
ifodasini topish uchun dy=f"(x)dx formulada dx ko‘paytuvchi
o‘zgarmas deb garaymiz. U holda

dy=d(dy)=d( ()dx)=d(f" ))dx=(""(x)dx)dx=f""(x)(dx)’
bo‘ladi. Biz kelgusida dx ning darajalarini qavssiz yozishga keli-
shib olamiz. Bu kelishuvni e’tiborga olsak, (dx)’=dx’ bo‘ladi va
ikkinchi tartibli differensial uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:

&y=f"()dx’ M)

Shunga o‘xshash, uchinchi tartibli differensialni ta’riflash va
uning uchun ifodasini keltirib chigarish mumkin: Ly=d(d’y)
=d("*(x)dx’)=f"""(x)dx’.

Umumiy holda funksiyaning (n-1)-tartibli differensiali d"'y
dan olingan differensial funksiyaning s-tartibli differensiali deyi-
ladi va d"y kabi belgilanadi, ya'ni &'y=d(@’y). Bu holda ham
funksiyaning n-tartibli differensiali uning n-tartibli hosilasi orqali
quyidagi

d"y”: j(n) (x ) dx" (2)
ko‘rinishda ifodalanishini isbotlash mumkin.
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Yuqoridagi formuladan funksiyaning n-tartibli hosilasi uning
n-tartibli differensiali va erkli o‘zgaruvchi differensialining n-
darajasi nisbatiga teng ekanh§1 kelib chiqadi:
7 (x)=d"y/ dx".

5.2. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensial-
lari. Endi x argument biror ¢ o‘zgaruvchining funksiyasi x=¢\?)
bo‘lgan hol uchun yuqori tartibli differensiallarni hisoblash
formulalarini keltirib chigaramiz.

Bu holda dx=¢’(t)dt bo‘lganligi sababli, dx ni x ga bog‘liq
emas deb bo* lmayd1 Shu sababli ta’rif bo‘yicha (Ey=d(f’(x)dx))
hisoblaganda, d’y ni ikkita f’(x) va dx funksiyalar ko‘paytmasining
differensiali deb qaraymiz.

Natijada dtzy—d(f ()dx)=d(f (x))dx+f"(x)d*x=
=0 ' ()dx)dx+f ()& x=f""(x)dx" +f (x)dx,
ya’'ni
d’y=["@)de’ +f ()d'x 3)

formulaga ega bo‘lamiz.

Endi ikkinchi tartibli differensial uchun hosil gilingan (1)
formula (3) formulaning xususiy holi ekanligini ko‘rsatish qiyin
emas.

Hagiqatan ham, agar x erkli o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda
x=x""dx’=0dx*=0 bo‘lib, (3) formuladagi ikkinchi qo‘shiluvchi
qatnashmaydi.

Uchinchi tartibli dlfferensml uchun quyidagi

Ey=""(0)dx’+31 () dxd’x+f"(x)d’x )
formula o‘rinli ekanligini isbotlashni o‘quvchilarga taklif qilamiz.

Ikkinchi va uchinchi tartibli differensiallar uchun olingan
formulalardan murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensi-
allarini hisoblashda differensial formasining invariantligi buziladi.
Boshqacha aytganda, ikkinchi va undan yuqori tartibli differen-
sial formulalari ko‘rinishi x argument erkli o‘zgaruvchi yoki
boshqa o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lishiga
bog‘liq bo‘ladi.
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VI bobga doir test savollari

(utv)y=u’+v’
d(u+v)=?
d(C+u)=du

(Cru)y’=?

©

F-kuch dA=F(x)dx
A-ish

g-zaryad

I-tok kuchi

(uwvy'=u'viuy’

(f(g(x))’=P(g(x))-g'(x)

d(u-v)=? d(f(g(x))=?
d(Cu)=Cdu d(cos(x"+1))=
(Cu)’=? sin(x>+1)d(x>+1)
(cos(x>+1))'=
@ (u/v)’=(u’v-uv’)/v2 Hosilaning Urinmaning
d(u/v)=? geometrik p| burchak
d(C/u)=-Cdu/u2 ma’nosi koeffitsienti
(Chy=
Differensiyalning
geometrik ma’nosi -»

@ (sinx)’=cosx @ Hosilaning Harakat
d(sinx)=? fizik tezligi
d(sin(2x+1))=2cos(2x+1)du ma’nosi
(sin(2x+1))’=

Differensiyalning
fizik ma’nosi —> @

(x*y=ax™"!
d(x*)=?

d((2x-1)%)=
(2x-1)%)=

®

d(f(x))=?

A=?
o=?

Aflx)=AAx+0oAK

A3 AX+HIX(AX) HAX)
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VII BOB. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY
TEOREMALARI VA ULARNING TATBIQLARI

1-§. O‘rta qiymat hagidagi teoremalar

Matematik analiz kursida o‘rganiladigan asosiy va amaliy
masalalarni yechishda katta ahamiyatga ega bo‘lgan funksiyalar
sinflaridan (to‘plamlaridan) biri-bu uzluksiz funksiyalar sinfi
hisoblanadi. Oldingi bobda biz differensiallanuvchi funksiyalar
sinfi uzluksiz funksiyalar sinfining qismi bo‘lishini ko‘rsatgan
edik. Differensiallanuvchi funksiyalar o‘ziga xos ahamiyatga ega,
chunki ko‘pgina tatbigiy masalalarni yechish hosilasi mavjud
funksiyalarni o‘rganishga keltiriladi. Bunday funksiyalar ba’zi bir
umumiy xossalarga ega. Bu xossalar ichida o ‘rta qiymat haqidagi
teoremalar nomi bilan birlashgan teoremalar alohida ahamiyatga
ega. Ushbu teoremalar [a;b] kesmada o‘rganilayotgan funksiya
uchun u yoki bu xossaga ega bo‘lgan [a;b] kesmaga tegishli ¢
nuqtaning mavjudligini ta’kidlaydi.

1.1. Ferma teoremasi

1-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan va
biror ¢ €(a,b) nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishsa va
shu nuqtada chekli f’(c) hosila mavjud bo‘lsa, u holda f'(c)=0
bo‘ladi.

Isboti. f{c) funksiyaning eng katta giymati bo‘lsin, ya’ni
Vxe(a;b) da f{x) < f(c) tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. Shartga ko‘ra bu
¢ nuqtada chekli f”(c) hosila mavjud.

Ravshanki,
=t L L)y Ty 16210

x=¢ -C x—>c-0 xX—-C x—c+0 X -
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Ammo x<c bo‘lganda [M 20= f'(c)20 va x>c
x—c

bo‘lganda
f(x)-f(e) N

<0= fY(e)<0
X—=C

bo‘lishidan  f’(c)=0 ekani kelib 7 /; <<
1
i

chiqadi.
Eng kichik qiymat holi shunga

i
o‘xshash isbotlanadi. o é 3
Ferma teoremasi sodda
geometrik ma’noga ega. U f{x) 19-rasm.

funksiya grafigiga (c;f{c)) nuqtada
o‘tkazilgan urinmaning Ox o‘giga paralell bo‘lishini ifodalaydi (
19-rasm).

1-eslatma. Ichki ¢ nuqtada f”(c)=0 bo‘lsa ham bu nuqtada f{x)
funksiya eng katta (eng kichik) qiymatni qabul qilmasligi
mumkin. Masalan, f{x)=2x-1, xe(-1;1) da berilgan bo‘lsin. Bu
funksiya uchun f’(0)=0 bo‘ladi, lekin

A0)=-1 funksiyaning (-1;1) dagi eng katta yoki eng kichik
giymati bo‘lmaydi.

1.2. Roll teoremasi

2-teorema (Roll teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,;b] kesma-
da aniqlangan bo‘lib, quyidagi

1) [a,b] da uzluksiz;

2) (a,b) da differensiallanuvchi;

3) fla)= f1b)
shartlarni qanoatlantirsa, u holda f’(c)=0 bo‘ladigan kamida bitta
¢ (a<c<b) nugta mavjud bo‘ladi.

Isboti. Ma’lumki, agar f{x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda funksiya shu kesmada o‘zining eng katta M va
eng kichik m qiymatlariga erishadi. Qaralayotgan f{x) funksiya
uchun ikki hol bo‘lishi mumkin.
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. M=m, bu holda [ag,b] kesmada f{x)=const va f'(x)=0
bo‘ladi. Ravshanki, f°(c)=0 tenglamani qanoatlantiradigan nuqta
sifatida Vce(a;b) ni olish mumkin.

2. M>m, bu holda teoremaning f{a)=f(b) shartidan funksiya M
yoki m gqiymatlaridan kamida birini [a,b] kesmaning ichki
nuqtasida qabul qilishi
kelib chigadi. Aniglik 4y
uchun f{c)=m bo‘lsin.

Eng kichik giymatning
ta’rifiga ko‘ra TG/
Vxe[a,b] uchun fix)=>
flc) tengsizlik o‘rinli

1
i
|
|
1
I
1
!
t
-t

bo‘ladi. o : %
Endi f(c)=0 a ¢ ¢ b
ekanligini ko‘rib

. . . 20-rasm.
chigamiz. Teoremaning

ikkinchi shartiga ko‘ra
f(x) funksiya (a,;b) intervalning har bir x nuqtasida chekli hosilaga
ega. Bu shart, xususan ¢ nuqta uchun ham o‘rinli. Demak, Ferma
teoremasi shartlari bajariladi. Bundan f’(c)=0 ekanligi kelib
chiqadi.

f(c)=M bo‘lgan holda teorema yuqoridagi kabi isbotlanadi.

Roll teoremasiga quyidagicha geometrik talgin berish mum-
kin (20-rasm). Agar [a,b] kesmada uzluksiz, (a,b) intervalda
differensiallanuvchi f{x) funksiya kesma uchlarida teng giymatlar
qabul qilsa, u holda f{x) funksiya grafigida abssissasi x=c bo‘lgan
shunday C nugta topiladiki, shu nugtada funksiya grafigiga
o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qiga parallel bo‘ladi.

2-eslatma. Roll teoremasining shartlari yetarli bo‘lib, zaruriy
shart emas. Masalan, 1) f{x)=x', xe[-1:1] funksiya uchun
teoremaning 3-sharti bajarilmaydi.

(f-1)=-1=1=f(1)), lekin "(0)=0 bo‘ladi.
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x, agar 0<x<l,
2) f(x)=<0, agar l<x<2, funksiya uchun Roll
2, agar x22
teoremasining barcha shartlari bajarilmaydi, lekin (1;2)
intervalning ixtiyoriy nuqtasida f”(x)=0 bo‘ladi.
1.3. Lagranj teoremasi
3-teorema (Lagranj teoremasi). Agar f{x) funksiya [a,b]
kesmada uzluksiz va (a,b) da chekli f°(x) hosila mavjud bo‘lsa, u
holda (4,b) da kamida bitta shunday ¢ nuqta mavjud bo‘lib,
b)- f(a ,
f®)= 1@ _ 0
b-a
tenglik o°rinli bo‘ladi.
Isbeti. Quyidagi yordamchi funksiyani tuzib olamiz:
b)-f(a
2@ = 1) f@-LE=LD (:-0)

Bu ®(x) funksiyani [a,b] kesmada uziuksiz va (a,b) da hosi-
laga ega bo‘lgan f(x) va x funksiyalaming chizigli kombinatsiyasi
sifatida qarash mumkin. Bundan ®(x) funksiyaning [a,b]
kesmada uzluksiz va (a,b) da hosilaga ega ekanligi kelib chiqadi.
Shuningdek,

D(a) =Db) =0,
demak, ®(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi.

Demak, Roll teoremasiga ko‘ra (a,b) intervalda kamida bitta
shunday ¢ nuqta mavjud bo‘ladiki, ®'(c)=0 bo‘ladi.

Shunday qilib,

d>'<c)=f'<c)—1i’3;{-—f—(“—)=o
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va bundan esa isbot qilinishi kerak bo‘lgan (1) formula kelib
chiqadi. Teorema isbot bo‘ldi.
(1) formulani ba’zida Lagranj formulasi deb ham yuritiladi.

Bu formula
JO)Af@)=f"(c)(b-a) )
ko‘rinishda ham yoziladi.

Endi Lagranj teoremasining geometrik ma’nosiga to‘xtalamiz.
Sf(x) funksiya Lagranj teoremasining shartlarini ganoatlantirsin
deylik (21-rasm). Funksiya grafigining A(a;f(a)), va B(b;f(b))
nuqtalar orqali kesuvchi o‘tkazamiz, uning burchak koeffitsienti

BC _ f(b)~f(a)
8P =™ boa

bo‘ladi.

Hosilaning geometrik ma’nosiga binoan f’(c) - bu f{x) funk-
siya grafigiga uning (c;f{c)) nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning bur-
chak koeffitsienti: tgff=f"(c) Demak, (1) formula (a,b) intervalda
kamida bitta shunday ¢ nuqta mavjudligini ko‘rsatadiki, f{x)
funksiya grafigiga (c,f{c)) nuqtada o‘tkazilgan urinma AB kesuv-

chiga paralell bo‘ladi.
Isbot qilingan 1) R4
formulani boshqacha /m)f--——---—<_-

ko‘rinishda  ham  yozish 7#¢
mumkin. Buning uchun a<c<b
tengsizliklarni e’tiborga olib, gy

€% _ 0 belgilash kiritamiz, S4—i. | SN
b -a a c b

u holda c=a+(b—a)62 0<6<1 21-rasm.

bo‘lishi ravshan. Natijada (1)

formula ushbu

f1b) - f(a) = f"(a+0(b-a))(b-a)
ko‘rinishga keladi.
Agar (1) formulada a=x,; b=x+Ax almashtirishlar bajarsak, u

Sxo+Ax)-f(x0)=f"(c) Ax (3)
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bu yerda xp <c<xp+dx, ko‘rinishga keladi. Bu formula argument
orttirmasi bilan funksiya orttirmasini bog‘laydi, shu sababli (3)
formula chekli orttirmalar formulasi deb ataladi.

Agar (1) Lagranj formulasida f{a)=f(b) deb olsak, Roll teo-
remasi kelib chigadi, ya’ni Roll teoremasi Lagranj teoremasining
xususiy holi ekan.

Misol. Ushbu [0,2] kesmada f{x)=4x’-5x"+x-2 funksiya uchun
Lagranj formulasidagi ¢ ning giymatini toping.

Yechish. Funksiyaning kesma uchlaridagi gqiymatlarini va
hosilasini hisoblaymiz: A0)=-2; f2)=12; f’(x)=12x2-10x+1.
Olingan natijalarni Lagranj formulasiga qo‘yamiz, natijada

12-(-2)=( 12¢*-10c+1)(2-0)  yoki 6¢%-5¢-3=0 kvadrat

5197

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani yechamiz: ¢, »= .

12
5+J§’7
12

Topilgan ildizlardan faqat qaralayotgan kesmaga

5+\[_

7 ekan.
12

Lagranj teoremasi, 0‘z navbatida, quyidagi teoremaning
xususiy holi bo‘ladi.

tegishli. Demak, c=

1.4. Koshi teoremasi
4-teorema (Koshi teoremasi). Agar [a,b] kesmada f{x) va g(x)
funksiyalar berilgan bo‘lib,
1) [a,b] da uzluksiz,
2) (a,b) intervalda f*(x) va g’(x) mavjud hamda g’(x)=0 bo‘lsa,
u holda hech bo‘lmaganda bitta shunday ¢ (a<c<b) nuqta topilib,
f®B)~f(a) _ [ @)
gb)-gla) g
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Ravshanki, (4) tenglik ma’noga ega bo‘lishi uchun
g(b)#g(a) bo‘lishi kerak. Bu esa teoremadagi g'(x)=0, xe(a,b)
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shartdan kelib chigadi. Hagigatdan ham, agar g(a)=g(b) bo‘lsa, u
holda g(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
qanoatlantirib, biror ¢ e(a;b) nuqtada g’'(c)=0 bo‘lar edi. Bu esa
Vx e(a;b) da g’(x)=0 shartga ziddir. Demak, g(b)=g(a).

Endi yordamchi

o) = £ - f(@) - LD (o) _g(a))  funksiyani

gb)-g(a)
tuzaylik.
Shartga ko‘ra f{x) va g(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz hamda
(a,b) intervalda

differensiyalanuvchi  bo‘lgani
uchun F(x), birinchidan, [a,b]
kesmada uzluksiz
funksiyalarning chiziqli
kombinatsiyasi sifatida uzluksiz,
ikkinchidan, (a,b) intervalda

@ (x) = f(x) f(b) (@)

-g(a )
hosilaga ega.

So‘ngra @(x) funksiyaning
x=a va x=b nuqtalardagi
qiymatlarini hisoblaymiz: @a)= @(b)=0. Demak, D(x) funksiya
[a,b] kesmada Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlan-
tiradi. Shuning uchun hech bo‘lmaganda bitta shunday ¢ (a<c<b)
nugqta topiladiki, Q’(c)z() bo*ladi. Shunday qilib,

£()-g(@) )
va bundan (4) tenglikning o‘rinli ekani kelib chiqadi. Isbot tugadi.

Isbotlangan (4) tenglik Koshi formulasi deb ham ataladi.

Endi Koshi teoremasining geometrik ma’nosini aniglaymiz.
Aytaylik, x=g¢(t), y=f{(t), ast<b tekislikdagi chizigning parametrik
tenglamasi bo‘lsin. Shuningdek, chiziqgda f=a ga mos keluvchi
nuqtani A(p(a), f(a)), t=b ga mos keluvchi nuqtani B(eg®b),f(b))
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kabi belgilaylik (22-rasm). U holda (4) formulaning chap qismi
AB vataming burchak koeffitsientini, o‘ng tomoni esa egri
chizigga parametrning t=c qiymatiga mos keladigan nugtasida
o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini anglatadi. Demak,
Koshi formulasi AB yoyning AB vatarga parallel bo‘lgan
urinmasining mavjudligini ta’kidlaydi.

Misol. Ushbu f(x)=x" hamda @(x)=+/x funksiyalar uchun
[0,4] kesmada Koshi formulasini yozing va s ni toping.

Yechish. Berilgan funksiyalarning kesma uchlaridagi qiy-
matlari va hosilalarini topamiz: f0)=0, f(4)=16, &0)=0, ¢(4)=2;

f(x)=2x, ¢’(x)=—-—1—-—. Bulardan foydalanib Koshi formulasini

2Jx

yozamiz: 126 _(;) = —%IS_ , bundan 4cc =38 yoki ce=2.

2Je

Demak c=3/4 .
1.5. Darbu teoremasi.

5-teorema. Agar f(x) funksiya biror oraliqda f'(x) hosilaga
ega bo‘lib, shu oraliqga tegishli bo‘lgan x=a, x=b nuqtalarda
f'(a) = A# B= f'(b) bo'lsa, u holda bu oraligda f'(x) funksiya
A va B sonlar orasidagi barcha qiymatlarni gqabul qiladi, ya’ni 4 va
B sonlar orasidan olingan har qanday C soni uchun (a,b)
intervalga tegishli bo‘lgan kamida bitta ¢ nugta topilib, f'(c)=C
bo‘ladi.

Isboti. Avval teoremaning maxsus holini — 4 va B har xil
ishorali bo‘lgan — holini isbotlaymiz. Aniglik uchun 4>0, B<0
bo‘lsin. U holda (a,b) intervalga tegishli bo‘lgan kamida bitta ¢
nugta topilib, f'(c) =0 bo‘lishini isbotlashimiz lozim.

Teorema shartiga ko‘ra f{x) funksiya [a;b] kesmada hosilaga
ega, demak bu kesmada uzluksiz. U holda Veyershtrass teore-
masiga ko‘ra f{x) funksiya [a/b] kesmaning kamida bitta c
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nuqtasida eng katta giymatiga erishadi. Bu nuqta a nugtadan ham,
b nuqtadan ham farqli. Haqiqatan ham,

A=f,(a)=£2})f(a+§2-f(a)>o

bo‘lganligi sababli, argument orttirmasi absolyut qiymat jihatdan
fla+Ax) - f(a)
Ax

yetarlicha kichik bo‘lganda >0 tengsizlik

o‘rinli bo‘ladi. Bundan Ax >0 bo‘lganda fla+Ax)-f(a)>0 yoki
Ma+Ax)>fa) munosabat o‘rinli. Demak, fla) qiymat f{x) funksiya
[a,;b] kesmadagi eng katta qiymati bo‘la olmaydi. Shunday qilib,
a#.
Xuddi shunga o‘xshash,

B=f,(b)= lim f(b+AX)-f(b) <0
Ax—0 Ax

munosabatdan foydalanib, c#b ekanligi isbotlanadi.

Demak, a<c<b. U holda Ferma teoremasiga ko‘ra f'(c)=0
bo‘ladi.

Endi teoremani umumiy holda isbotlaymiz. Aytaylik, 4 va B
biri ikkinchisiga teng bo‘lmagan sonlar bo‘lsin. Aniqlik uchun
A>B deb olamiz. 4>C>B shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy C
sonni tayinlab olamiz va ushbu F(x)= f(x)—Cx yordamchi
funksiyani tuzamiz. F(x) funksiya ham f{x) funksiya kabi [a,b]
kesmada hosilaga ega: F'(x)= f'(x)—~C. Shu hosilaning [a,b]
kesma uchlaridagi qiymatlarini hisoblaymiz:

F'lay=f'(a)-C=4-C>0;
F'b)= f'(b)-C=B-C<0.

Demak, F'(x) hosila [a;b] kesma uchlarida turli ishorali
qiymatlar qabul qgiladi. U holda yuqorida isbotlaganimizga ko‘ra
kamida bitta ¢ (a<c<b) nuqta topilib, F'(c)=0, vya’'ni
S'(c)-C =0 bo‘ladi. Bundan f'(c¢)= C kelib chiqadi. Teorema
isbot bo‘ldi.
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2-§. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari
Tegishli funksiyalarning hosilalari mavjud bo‘lganda %, hd ,
e 0}

0.0, o0-00, 1%, 0° o ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish
masalasi yengillashadi. Odatda, hosilalardan foydalanib, anigmas-
liklarni ochish Lopital qoidalari deb ataladi. Biz quyida Lopital
qoidalarining bayoni bilan shug‘ullanamiz.

2.1. % ko‘rinishdagi anigmaslik. Ma’lumki, x—a da f{x) -0

va g(x)—0 bo‘lsa, —L(Q% ifoda % ko‘rinishdagi anigmaslik deyilar
g(x

edi. Ko‘pincha x—a da 1) ifodaning limitini topishga
g(x)
qaraganda f—%—% ifodaning limitini topish oson bo‘ladi. Bu
g'(x

ifodalar limitlarining teng bo‘lish sharti quyidagi teoremada
ifodalangan.
1-teorema. Agar
1) f{x) va g(x) funksiyalar (a-8:a)/fa;a+0), bu yerda &0,
to‘plamda differensiallanuvchi va shu to‘plamdan olingan
ixtiyoriy x uchun g(x)#0, g’(x)=0;
2) lim f(x)=limg(x)=0;
3) hosilalar nisbatining limiti (chekli yoki cheksiz)
AE)
e g (x)
mavjud bo‘lsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti hm=———= f éx;
X—-»a g x
mavjud va
lim——-= J(x ) _f_'(_xz ey
x—a g(x) x-m g’(x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Isboti. Har ikkala funksiyani x=a nuqtada f(a)=0, g(a)=0 deb
aniglasak, natijada ikkinchi shartga ko‘ra, limf{x)=0=f(a),

lim g(x)=0=g(a) tengliklar o‘rinli bo‘lib, f{x) va g(x) funksiyalar

x=a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Avval x>a holni qaraymiz. Berilgan f{x) va g(x) funksiyalar
[a;x], bu yerda x<a+d kesmada Koshi teoremasining shartlarini
ganoatlantiradi. Shuning uchun a bilan x orasida shunday ¢ nugqta
topiladiki, ushby LD =S@ _ /)

g(x)-gla) g'c)
f(a)=g(a)=0 ekanligini e’tiborga olsak, so‘nggi tenglikdan
X ‘(c

@) _ 11 @

g(x) g'c)
bo‘lishi kelib chiqadi. Ravshanki, a<c<x bo‘lganligi sababli, x—a
bo‘lganda c—a bo‘ladi. Teoremaning 3-sharti va (2) tenglikdan
lmf (x )—hmf (x )—A kelib chiqadi.
x—a g(x) xa g (x)

Shunga o‘xshash, x<a holni ham qaraladi. Teorema isbot
bo‘ldi.

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Misol. Ushbu hm —3)
x-2 x? 4 3x ~10¢

Yechish. Bu holda f(x)=In(x*-3), g(x)=x>+3x-10

bo‘lib, ular uchun 1-teoremaning barcha shartlari bajariladi.
Hagigatan ham,

1) lim £ (x) = limln(x* ~ 3 = In1= 0,
lim g(x) = lin;(x2 +3x-10)=0;

limitni hisoblang.

3) timL® _ tim 2x =2 boladi.
=2 gl(x) =2 (x =3)(2x+3) 7

2) fl(x)= 2x3’ g'(x)=2x+3, x# 143
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ln(x2 —3) 4
Demak, 1-teoremaga binoan lim—————=—
=257 +3x~10 7
1-eslatma. Shuni ta’kidlash kerakki, berilgan funksiyalar
nisbatining limiti 3)-shart bajarilmasa ham mavjud bo‘lishi
mumkin, ya’'ni 3)-shart yetarli bo‘lib, zaruriy emas.

Masalan, f(x)=x cost, g(x)=x funksiyalar (0;1] da I)-
X

2)-shartlarni ganoatlantiradi va lim——= J&x) _ lim(xsin ) 0, lekin

x>0 g(x) x50
lim /(%) = lim(2x cos— + sin —) mavjud emas, chunki
x—0 g'(x) x—0 x

1
x =— 30 n—o da
n

n

2(_l)n+l
wn

hm (2x cos 1 +sin ——) llm( +sinzn) =0,
x

1

x, = ———— >0 n—daesa, lim(2xcosl + sinl) =
1 x,—0 bY x
w(2n+ E)

n-—>»0

= lim(——z—— -cos(2mn + %) +sin(2zn + z)) =1.
7[(2}2 + —2')

2-teorema. Agar [c;+0) nurda aniglangan f{x) va g(x) funksi-
yalar berilgan bo‘lib,

1) (¢;+o) da chekli f°(x) va g’(x) hosilalar mavjud va
g'x)#A,
2) lim f(x)=0, limg(x)=0;
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3) hosilalar nisbatining limiti lim ~——-= [®) (chekli yoki cheksiz)

el (x)
mavjud bo‘lsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti lim fx E ;
X—>+00 g X

mavjud va
lim —= S lim I—-,-(—)Q 3
X340 g(x) x40 g (x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Umumiylikni saqlagan holda, teoremadagi ¢ sonni

musbat deb olish mumkin. Quyidagi x =% formula yordamida x

o‘zgaruvchini ¢ o‘zgaruvchiga almashtiramiz. U holda x—+ da
t—0 bo‘ladi. Natijada f{x) va g(x) funksiyalar ¢ o‘zgaruvchining

S G) va g(%) funksiyalari bo‘lib, ular (o,l ] da aniglangan.
c

Teoremadagi (2) shartga asosan

i/ (1)=0. time(}) -0 boasi
- Q) 50
(g(-})){=(g(%n ‘X, —gx(-l—)-!— munosabatlardan (O;l)

t) t c
intervalda f ( ), ] hosilalarning mavjudligi kelib chiqadi.

il

So‘ngra teoremaning 3)-shartiga ko‘ra

lim —-£ ()‘}Lo ( )zhrPf"(x)
T
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Demak, f G) va g(-}) funksiyalarga 1-teoremani qo‘llash

1
o U
mumkin. Bunda lim =lim e’tiborga olsak, (3)

AP0 g(x) 1340 g(-})

tenglikning orinliligi kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ldi.

2.2, 2 ko‘rinishdagi anigmaslik. Agar x—w da f(x)—>x
o0

g(x)—0 bo‘lsa, 1% ifoda 2 ko'rinishidagi anigmaslik deyilar
gx

edi. Endi bunday anigmaslikni ochishda ham f{x) va g(x)
funksiyalaming hosilalaridan  foydalanish mumkinligini
ko‘rsatadigan teoremani keltiramiz.

3-teorema. Agar

1) fix) va g(x) funksiyalar (2;0) nurda differensiallanuvchi
hamda g’(x) =0,

2) lim /(x) = limg(x) =,

=—— mavjud bo‘lsa,

u holda lim[—(fl mavjud va lim /) =limf -(x) bo‘ladi.
= g(x) e g(x) = gi(x)
Isboti. Teorema shartiga ko‘ra limfj-é-f—))- mavjud. Aytaylik,
I—)wg x

limié—x-)):y bo‘lsin. U holda V&0 sonni olsak ham shunday
X g x

N>0 son topilib, x>N bo‘lganda

E S L2 |
u 2<g’(x)<”+2 3)
187

www.ziyouz.com kutubxonasi



tengsizliklar bajariladi. Umumiylikni cheklamagan holda N>a deb
olishimiz mumkin. U holda x>N tengsizlikdan xe(a,; o) kelib
chiqadi.

Aytaylik, x>N bo‘lsin. U holda [N,;x] kesmada f{x) va g(x)
funksiyalarga Koshi teoremasi qo‘llanib, quyidagiga ega bo‘la-
miz:

SR -fN) _f© , bu yerda N<c<x.

gx)-gV)  g')

Endi ¢>N bo‘lganligi sababli x=cda(3) tengsizliklar o‘rinli:

S@

bundan esa
y £ SRS e
2 g(x)—-g(N) 2
tengsizliklarga ega bo‘lamiz.
Teorema shartiga ko‘ra lim f(x) =, limg(x)=oc0, f{N) va
g(N) lar esa chekli sonlar. Shu sababli x ning yetarlicha katta

qiymatlarida S f) kasr /) kasrdan istalgancha kam

g(x)-g(N) g(x)
farq qiladi. U holda shunday M soni topilib, x>M larda
J-e< =2 Sx ; <pte (4)

tengsizlik o‘rinli bo ladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy £>0 son uchun shunday M soni
mavjudki, barcha x>M larda (4) tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu esa
lim £
== g(x)

Yugqorida isbotlangan teorema x—a (a-son) holda ham o‘rinli.

=u ekanligini anglatadi. Teorema isbot bo‘1di.

almashtirishni bajarish yetarli.

Buni isbotlash uchun =
x—a
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Misol. Ushbu lim 2% limitni hisoblang,

X—=>+c0 x
Yechish. fix)=Inx, g(x)=x funksiyalar uchun 3-teorema
shartlarini  tekshiramiz: 1) bu funksiyalar (0,+) da
differensiallanuvchi; 2) f&x)=1/x g’(x)=1; 3)
fim £ - i 1/
e g (X) x40 ]

=0, ya’ni mavjud. Demak, izlanayotgan

limit ham mavjud va lim l—n—£=0 tenglik o‘rinli.

X+ X
2.3. Boshqa ko‘rinishdagi aniqmasliklar.
Ma’lumki, limf(x)=0, limf(x)=c bo‘lganda, fix)g(x)
ifoda 0-o0 ko‘rinishidagi anigmaslik bo‘lib, uning quyidagi
x
f(x)-g(x)= 1) g ) 2)

1
g(x) f(x)
kabi yozish orqali % yoki 2 ko‘rinishidagi anigmaslikka
QQ

keltirish mumkin. Shuningdek, lim f(x)=+oo, limg(x) =+,

bo‘lganda, f{x)-g(x) ifoda co-co ko‘rinishidagi anigmaslik bo‘lib,
uni ham quyidacha shakl almashtirib,

1 1
10)-g09 = EP-LD
@ g6

9 ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirish mumkin.

Ma’lumki, x—»a da f{x) funksiya 1, 0 va o ga, g(x)
funksiya esa mos ravshda o, 0 va O ga intilganda (02
darajali-ko‘rsatkichli ifoda 1%, 0°, «?  ko‘rinishidagi
anigmasliklar edi. Bu ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish uchun
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avval y=(f(x)¥™ ni logarifmlaymiz: lny= g(x)In(f(x)). Bunda
x—a da g)in(f(x)) ifoda 0-o ko‘rinishdagi  anigmaslikni
ifodalaydi.

Shunday qilib, funksiya hosilalari yordamida 0-00, oo-00, 1%,
0°, «” ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochishda, ularni % yoki 2
ko‘rinishidagi anigmaslikka keltirib, so‘ng yuqoridagi teoremalar
qo‘llaniladi.

2-eslatma. Agar f{x) va g(x) funksiyalarning f’(x) va g’(x)
hosilalari ham f{x) va g(x) lar singari yuqorida keltirilgan teore-
malarning barcha shartlarini ganoatlantirsa, u holda

lim 23 < i L0 _ gy /)

x—a g( x) x—a g'(x) x-—a g“( x)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi, ya’ni bu holda Lopital qoidasini takror
qo‘llash mumkin bo‘ladi.

1

=
Misol. Ushbu 1ing(’-33] fimitni hisoblang,
X X

]
Yechish. Ravshanki, x—0 da (’Eﬁj ifoda 1° ko‘rinishdagi
X

anigmaslik bo‘ladi. Uni logarifmlab, % anigmaslikni ochishga

keltiramiz:
¥ 5 —Igx
in &~ (lnfg_)f)' —t—x~—————cos ;‘2
limln y = lim—&- = lim —2%— = lim & =
x>0 i 4 x=>0 (X )' x>0 2x

1 .mx—sinxcosx 1. (x—sinxcosx)'

2 x-0 x3 - 5 ¥ 30 (x3)v
1. l-cos’x+sin®x 1, 2sin’x 1 1
~Liim : iz 1, 1
2 x50 3x 6 -0 X 6 3
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1

3 !
Demak, 1in(}(fi‘i)‘ o =e.
X— x

3-§. Teylor formulasi

Teylor formulasi matematik analizning eng muhim formula-
laridan biri bo‘lib, ko‘plab nazariy tatbiglarga ega. U taqribiy
hisobning negizini tashkil giladi.

3.1. Teylor ko‘phadi. Peano ko‘rinishdagi qoldiq hadli
Teylor formulasi. Ma’lumki, funksiyaning giymatlarini hisoblash
ma’nosida ko‘phadlar eng sodda funksiyalar hisoblanadi. Shu
sababli funksiyaning x, nuqtadagi qiymatini hisoblash uchun uni
shu nuqta atrofida ko‘phad bilan almashtirish muammosi paydo
bo‘ladi.

Nuqtada differensiallanuvchi funksiya ta’rifiga ko‘ra, agar
y=f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
uning shu nuqtadagi orttirmasini 4f{x¢)=f"(xg)Ax+o(4x), ya’ni

J)=f(xe)+f"(xo) (x-x0) to(x-x0)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Boshqacha aytganda x; nuqtada differensiallanuvchi y=f{x)
funksiya uchun birinchi darajali

P (x)=f{x0)+bi(x-x0) 1)
ko‘phad mavjud bo‘lib, x—xp da fix)=P(x)+o(x-xg) bo‘ladi.
Shuningdek, bu ko‘phad P;(xg)=f(x0), P;’(x9)=b=f"(xy) shartlarni
ham ganoatlantiradi.

Endi umumiyroq masalani ko‘rib chigaylik. Agar x=x,
nuqtaning biror atrofida aniqlangan y=f{x) funksiya shu nuqtada
(), £°(%), ... f(x) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

J)=Pa(x)+ o((x-x0)") @
shartni ganoatlantiradigan darajasi n dan katta bo‘Imagan P,(x)
ko‘phad mavjudmi?

Bunday ko‘phadni

Pofx)=by+by(x-x0)+bs(x-x0)’ + ... +bu(x-x,)", 3)
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ko‘rinishda izlaymiz. Noma’lum bo‘lgan by, b, b, .., b,
koeffitsientlarni topishda
Pufx0)=f(x0), Pa'(x0)="(x0), Pa”' (x0)=f""(x0), ...,
P, ()= (x0) 4)

shartlardan foydalanamiz. Avval P,(x) ko‘phadning hosilalarini
topamiz:

P, ()=b;+2by(x-xg)+3b3(x-x0)*+ ... +nby(x-xe)"",

P, '()=2-1by+3 2b3(x-xg)+ ... +n(n-1)bu(x-x0)"",

P, (x)=3-2-1b3+ ... +n-(n-1)(n-2)bu(x-x0)"",

P, (x)=n-(n-1)-(n-2)-..-2-1b,

Yuqorida olingan tengliklar va (3) tenglikning har ikkala
tomoniga x o‘rniga xy ni qo‘yib, barcha by, b;, by, ..., b, koef-
fitsientlar qiymatlarini topamiz:

P, n(x0) =f (xﬂ) =b0,

P, (x0)=f"(x0)=b1,

Pu ,’(x0)=f’ ,(X())=2'1b2=2./b2,

P, (xg)=f™ (xg)=n-(n-1)-... 2 -1b,=n!b,
Bulardan bg=f{xg), b;=f"(xq), b2= 51-' S (xo), .. ., by= ‘nl—,f " (x0)
hosil qilamiz. Topilgan natijalarni (3) qo‘yamiz va
Puf)= b £ (o))t - f Gl .+ = oara)

(5)
ko‘rinishda ko‘phadni hosil gilamiz. Bu ko‘phad Teylor ko ‘phadi
deb ataladi.

Teylor ko‘phadi (2) shartni qanoatlantirishini isbotlaymiz.
Funksiya va Teylor ko‘phadi ayirmasini R,(x) orqali belgilaymiz:
R,(X)=f(x)-Py(x). (4) shartlardan R,(xy)=R, (xo)=...= R.,"(xy)=0
bo‘lishi kelib chigadi.
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R, (x)

Endi R.(x)=o((x-xp)"), ya’ni lim —=0 ekanligini

x>, ( x— xO)
. . R

ko‘rsatamiz. Agar x—xy bo‘lsa, lim —-—ig)—

X~¥Xg ( X=X, "
ko‘rinishdagi aniqmaslik ekanligini ko‘rish qiyin emas. Unga
Lopital qoidasini » marta tatbiq qilamiz. U holda

R 1 R (n-1)

Ry R = =lim 2—2 ) _
" >3 pl(X — Xy)

ifodaning 0/0

lim

x5 (x .._xo)" XXy n(x._xo)
— hm Rn(") (x) - Rn(”) (xo)

=5 pnl n!

o‘rinli ekan.

Shunday gilib, quyidagi teorema isbotlandi:

Teorema. Agar y=f(x) funksiya xp nuqtaning biror atrofida
marta differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda x—x, da quyidagi
formula

1 1
SO (x)+f (xo) (x-x)+ 5—'f " (xg) (-xg) +.. + ;1—'/"' (xo)(e-xg) " +0((x-x)") (6)

o‘rinli bo‘ladi.

Bu yerda R,(x)=o((x-xq)") Peano ko ‘rinishidagi qoldig had
deyiladi.

Agar (6) formulada x¢=0 deb olsak, Teylor formulasining
xususiy holi hosil bo‘ladi:

SO+ @ 1 (O . 4 [ O o). (7)

Bu formula Makloren formulasi deb ataladi.

=0, demak, x—xy da R,(x)=o((x-xg)")

3.2. Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq
hadi. Teylor formulasi R,(x) qoldiq hadi yozilishining turli ko‘ri-
nishlari mavjud. Biz uning Lagranj ko‘rinishi bilan tanishamiz.

Ko‘rib chiqilayotgan f{x) funksiya xy nuqta atrofida n+I-
tartibli hosilaga ega bo‘lsin deb talab gilamiz va g(x)=(x—x0)”+]
funksiyani kiritamiz. Ravshanki,
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g(x0)=g '(x0)=...= g" (xg)=0; g"""(x)=(n+1)!5.

Ushbu R,(x)=f{x)-P.(x) va g(x)=(x-x¢)"*" funksiyalarga Koshi
teoremasini tatbiq qilamiz. Bunda R,(xg)= R, ’(xg)=...= R,,’”)(xo) =(
e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

R,() _R()-R,(%)_R,a)_R,(c)=R,'(x) _R,"(c;)
glx) g)-glx) g) gYq)-g'(x%) g'c)
R"(c,) R"(®)-R"(x)_R""(&)
£7c) " W-g"(x) g™’
bu yerda c; e(xp,x); cae(xp;cl)s ... ; Cn€(X0,Cn-1); EE(X0;Ch) S (X0,%).
R(x) R™VE)
g(x) g™
bu yerda Ee(xgx). Endi gl)=(x-x9)"", g™V(H=m+1)!,
R,™ V(9= ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi formulaga
ega bo‘lamiz:

Shunday qilib, biz ekanligini ko‘rsatdik,

(n+1)
R,,(x)=1—(-§—)(x—xo)"+‘, Ee(xox). (8)
(n+1)!
Bu (8) formulani Teylor formulasining Lagranj ko ‘rinishidagi
qoldiq hadi deb ataladi.

Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq hadni
(n+l) 4
Ry= Lo LEE 2 (e ©
(n+1)!

ko‘rinishda ham yozish mumkin, bu yerda @ birdan kichik bo‘lgan
musbat son, ya’ni 0<é&I.

Shunday qilib, f{x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi quyidagi shaklda yoziladi:

F6)=f(xg) + o) -xe) + 5‘-,,:" o) Gexe) + .

+ 1 1™ () (x-x0)" + ﬂi@ (x—x,)", buyerda Ee(xpx).
n! (n+1)!
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Agar xp=0 bo‘lsa, u holda &=xp+ Hx-xg)=6k, bu yerda 0<6<1,
bo‘lishi ravshan, shu sababli Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Makloren formulasi

SO+ £ O+ O+ . + o+ L2 S (O)

(n+1)!
(10)
shaklida yoziladi.

3.3. Teylor formulasining Koshi ko‘rinishidagi qoldiq
hadi. Teylor formulasi qoldiq hadining boshqa ko‘rinishlariga
misol tarigasida Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadni keltirish
mumkin. Buning uchun

p)=f(x)-fO - Ox-1)~ 1)’

yordamchi funksiyani tuzib olamiz va [x,x] segmentda
uzluksiz, (x,,x) intervalda esa noldan fargli chekli hosilaga ega
bo‘lgan biror y(t) funksiyani olib, bu funksiyalarga Koshi
teoremasini qo‘llasak,

(i1+1)
R (x)= ) -plx) (e ) (x - o,
w'(c) n!
ko‘rinishdagi qoldiq hadni chiqarish mumkin.
Agar (11) formulada w(t) funksiya sifatida y(z)=x-¢ funksiya
olinsa, natijada Koshi shaklidagi goldig hadni hosil gilamiz:

_im(x_
n!

c€(x;%) (11)

(n+1)
R”(x)=£——'(—c)(l—9)"(x—x0)"”, c=x,+0(x-x,), 0<f<l

n.

4-§. Ba’zi bir elementar funksiyalar uchun
Makloren formulasi
4.1. ¢* funksiya uchun Makloren formulasi. f{x)=¢" funksi-
yaning (-00;+0) oraligda barcha tartibli hosilalari maVJud
M x)=€ k=1, 2, ..., n+1. Bundan x=0 da fY(0)=1, k=1, 2, .
" Ge)=e® va f(O) 1 hosil bo‘ladi. Olingan natljalaml 3 §
dagi (10) formulaga qo‘yamiz:

195

www.ziyouz.com kutubxonasi



2 +1
x xll xll ox

=l i+ e (D
n!  (n+1)!

1 2!
bu yerda 0<é<1 formulaga ega bo‘lamiz.
23-rasmda f(x)=e" funksiya va P3(x) ko‘phad funksiyaning
grafiklari keltirilgan.
Agar x=1 bo‘lsa,
[
e=1+-1—+—l-+...+—1-+ ¢ 2)
I 2 n! (n+1)!
formulani hosil qilamiz. Bu formula yordamida e sonining
irratsionalligini isbot qilish mumkin.

¥

T Y
23-rasm.

Hagiqatan ham, faraz qilaylik, e = P _ ratsional son bolsin.

Bunda e>1 bo‘lganligi uchun p>g¢ bo‘ladi. (2) da e =£ desak,
q
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[
£=2+i+—1—+ ..... +—1-—+—l— P
q 21 3! n! (n+DN\ g

Bu tenglikning ikkala tomonini n/ ga ko‘paytirsak, quyidagi
tenglikni hosil qilamiz:

8
Por@oattonntonn sn=—|2 3)
q 2! 3! n+l\ ¢

Bu yerda » sonni r dan katta deb olishimiz mumkin. U holda

0<1, p>q bo‘lganligi uchun

]
o< (Pl L PP 4 @)
n+1{ q n+lq n+l

bo‘ladi. Shuningdek, n>p>¢g bo‘lganligi uchun £ 17— butun

q

son, chunki n/ da ¢ ga teng bo‘lgan ko‘paytuvchi uchraydi.

Anigki,

2n!+i-n!+—1~-n!+...+l
2! 3!

ko‘rinishdagi yig‘indi ham butun son bo‘ladi. Demak, n>p uchun
(3) tenglikning chap tomoni musbat butun son, o‘ng tomoni esa
(4) ga ko‘ra birdan kichik musbat son bo‘ladi. Bu kelib chiqgan
ziddiyat e sonining ratsional son deb faraz gilishimizning noto‘g’-
ri ekanligini ko‘rsatadi. Shuning uchun e — irratsional son bo‘ladi.

2. Sinus funksiya uchun Makloren formulasi. f{x)=sinx
funksiyaning istalgan tartibli hosilasi mavjud va n-tartibli hosila

uchun quyidagi formula o‘rinli edi (1.8-§): f*(x) = sin(x + Ezz)‘

x=0da f[0)=0 va
. _nmr |0, agar n=2k,
f(0) =sin— = \ ~
2 (-1)*, agar n=2k+1

Shuning uchun 3-§ dagi (10) formulaga ko‘ra
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3 2k+1 2k+3

sinx=x—x—+...+(—l)" + sin(t?x+2k+3
3! k+1)! (2k+3)!
(5) ko‘rinishdagi yoyilmaga ega bo‘lamiz.
3.5
o 1y Ps(.\‘}=x—'—‘6—+i—
A(r)=x-Z : 120
\_ AN
N ! ! >\ frx)=sinx
1 r
2
B(x)=x- -6—
24-rasm.

24-rasmda f{x)=sinx, Ps3(x), Ps(x) funksiyalarning grafiklari
keltirilgan.

4.3. Kosinus funksiya uchun Makloren formulasi. Ma’-
lumki, f(x)=cosx funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun

O (x)= cos(x+i’2£) formulaga egamiz (1.8-§). x=0 da f(0)=1
nr |0, agar n=2k+1,
-1, agar n=2k

Demak, cosx funksiya uchun quyidagi formula o‘rinli:

2 x4 x6 x2k 2k+2
COSX ==t e+ 4+ (D) —+

2! 41 6! 2k! (2k+2)!
(6)

25-rasmda f{x)=cosx, P(x), P4x) funksiyalarning grafiklari
keltirilgan.

cos(fx+kr), 0<O<1
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A }7

X
s

4 - \r TS A
x a(x) PREY]
2 J(x)=cosx

x
Pz(x)":l"-z—

o

25-rasm.

4.4. fix)=(1+x)" (ueR) funksiya uchun Makloren formu-
lasi. Bu funksiya (-1;1) intervalda aniqlangan va cheksiz marta
differensiallanuvchi. Uni Makloren formulasiga yoyish uchun
Jfx)=(1+x)" funksiyadan ketma-ket hosilalar olamiz:

[0 = p+x)"7, [ = s =1 +xy7,

() = (=D =2)1+x)7,...,

SO = p(pu =D (u=n+ DA +x)"". (7)

Anigki, f0)=1, f™(©)=m(u-1)...(-n+1). Shuning uchun
f{x)=(1+x)" funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha yozi-
ladi:

-1 -1 {u—n+1
(ES O Ch ERRLE SLS LM
: n:
-1).{u-
+:u(:u ) (,U n)(1+9x)p—n—lxn+l (0<0<1) (8)

(n+1)!

4.5. f(x)=In(l+x) funksiya uchun Makloren formulasi. Bu
funksiyaning (-1;c0) intervalda aniqlangan va istalgan tartibli
hosilasi mavjud. Hagigatan ham, f'(x)=(In(1+x))'=(1+x)"
funksiyasiga (7) formulani qo‘llab, unda u=-1 deb »n ni n-1
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=D =1t
(1+x)"

bilan almashtirsak, f'(x)= formulani hosil
gilamiz.
Ravshanki, f{0)=0, f(0)=(-1)""(n-1)! Shuni e’tiborga olib,
berilgan funksiyaning Makloren formulasini yozamiz:
2 3 4 n _1\ n+l
Ind+x)=x-+Z -2 4 4124 =1 aJ -,
2 3 4 n (n+1)(1+0x)"
®)

Yugqorida keltirilgan asosiy elementar funksiyalarning Mak-
loren formulalari boshqa funksiyalarni Teylor formulasiga
yoyishda foydalaniladi. Shunga doir misollar ko‘rib chigamiz.

I-misol. Ushbu f{x)=e* funksiya uchun Makloren formula-
sini yozing.

Yechish. Bu funksiyaning Makloren formulasini yozish uchun
f0), f(0),..f70) lami topib, 3-§ dagi (10) formuladan
foydalanish mumkin edi. Lekin f(x)=¢* funksiyaning
yoyilmasidan foydalanish ham mumkin. Buning uchun (1)
formuladagi x ni —3x ga almashtiramiz, natijada

e =13, 9x° -t (=D)" SIE 30" o
2! n!  (n+1)!

formulaga ega bo‘lamiz.

2-misol. Ushbu f{x)=Inx funksiyani x,=1 nuqta atrofida
Teylor formulasini yozing.

Yechish. Berilgan funksiyani Teylor formulasiga yoyish
uchun f{x)=In(1+x) funksiya uchun olingan (9) asosiy yoyilmadan
foydalanamiz. Unda x ni x-1 ga almashtiramiz, natijada

0<8<l1

, 0<6<1,

Inx=In((x-1)+1) va -
=(x—l)—(x—1)2 +“'+(__1‘)n——1 (x—l)n + ("'l)n . (x_l)n+l ’
2 n (n+1) (1+6(x-1))""

0< & <1 formulaga ega bo‘lamiz. Bu formula x-1>-1 bo‘lganda,
ya’ni x>0 larda o‘rinli.

200

www.ziyouz.com kutubxonasi



4.6. Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblash. Mak-
loren formulasi Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq hadini baholash
masalasini qaraylik. ‘

Faraz qilaylik, shunday o‘zgarmas M son mavjud bo‘lsinki,
argument x ning x~0 nuqta atrofidagi barcha giymatlarida hamda
n ning barcha giymatlarida |f”(x)|<M tengsizlik o‘rinli bo‘lsin.
U holda

n+l1

(n+1) 0x e x
|R.(x)|=| i___(_lx llgu._l__'__
(n+1)! (n+1)!
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Argument x ning tayin qiymatida

I |n+1

(———T)—'=0 tenglik o‘rinli, demak, n ning yetarlicha katta
n—»0 n+ !

qiymatlarida R,(x) yetarlicha kichik bo‘lar ekan.
Shunday qilib, xy=0 nuqta atrofida f{x) funksiyani

JO+ 7 (0)x+ —2‘—,f O+ .. +% " (0)x"

ko‘phad bilan almashtirish mumkin. Natijada funksiyaning x
nuqtadagi giymati uchun

FO)~f(O)+ £ (O)x+ -21—,f’ O+ ... +;11—, " O

taqribiy formula kelib chiqadi. Bu formula yordamida bajarilgan
tagribiy hisoblashdagi xatolik |R,(x)| ga teng bo‘ladi.

1-misol. ¢! ni 0,001 aniqlikda hisoblang.

Yechish. ¢° funksiyaning Makloren formulasidan foydala-
namiz. (1) formulada x=0,1 deb olsak, u holda

e z1+9’-1+9’—9—1+...+&9—
2 n!
masala shartiga ko‘ra xatolik 0,001 dan katta bo‘lmasligi kerak,
demak

3
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0,1
R = a1
birinchi n ni topish yetarli. ¢”/? <2 ekanligini e’tiborga olsak,
so‘nggi tengsizlikni quyidagicha yozib olish mumkin:
—11—2——— < 0,001.
10" (n+1)!
Endi n=1, 2, 3, ... qiymatlami so‘nggi tengsizlikka qo‘yib
tekshiramiz va bu tengsizlik »=3 dan boshlab bajarilishini
topamiz. Shunday qilib, 0,001 aniglikda

e 1+ 20 B0, D001, g5

o2 3!
Xususiy holda, n=1 bo‘lganda
SO~ (x)+f(x0) (x-x4) taqribiy hisoblash formulasi

AL

2-mzsol. Differensial yordamida radiusi »=1,01 bo‘lgan doira
yuzini toping. Hisoblash xatoligini baholang.

Yechish. Doira yuzi S=m" ga teng. Bunda rg=1, Ar=0,01 deb
olamiz va S=S(r) funksiya orttirmasini uning differensiali bilan
almashtiramiz:

S(r) =8(rg)+dS(ro)= S(ro)+ S'(ro)4r.

Natijada

8(1,01) =~ S(1)+dS(1)= S(1)+ S’(1)0,01=n-1°+270,01=1,027
hosil bo‘ladi.

Bunda hisoblash xatoligi

=312

e”'?<0,001 tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan

(x-x0)%, X< £<x aniglikda o‘rinli bo‘ladi.

(r-ro)’, ro<&<r dan katta emas. S’ (r)=2m var

ga bog‘liq emas, shu sababli Rz(r)——— 0,01°=0,0001 z. Demak,

hisoblash xatoligi 0,000314 dan katta emas.

3-misol. Ushbu f(x)—e” ™ funksiyaning x=0,03 nuqtadagi
giymatini differensial yordamida hisoblang. Xatolikni baholang.
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Yechish. Taqribiy hisoblash formulasi f{x)=f{xy)+f"(xp)(x-xy)
da x~0, x=0,03 qiymatlarmi qo‘ysak, f{0,03)af(0)+f(0)0,03
bo‘lib, xatolik

R,= S 2('5) =L 2('5) 0,03°, 0<£<0,03 bo‘ladi.

Berilgan funksiya hosilalarini va nuqtadagi giymatlarini hi-

soblaymiz;_ f’(x)=(2x-1)e"z", bundan f(0)=-1, f”(x)=2e"2"‘+

+(2x-1P7€ =" (4x*-4x+3), bundan f(£<3. Olingan natija-

lardan  foydalanib, f(0,03)~1+(-1)-0,03=0,97 va R2<-23—'-

0,03°=0,0017 ekanligini topamiz.

Teylor formulasi funksiyalarni ekstremumga tekshirishda,
gatorlar nazariyasida, integrallarni hisoblashlarda ham keng
tatbiqqa ega.

VII bebga doir test savollari

f{(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan.
fi{x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi.
[O-1@) _ ),
~a
¢ nuqtada chekli /°(c) hosila mavjud.
g(x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan.
g(x) funksiya [a,b] da uzluksiz.
fa)=f(b).
g(x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi.
9. g'(x)=0.
10. f’(c)=0bo‘ladigan kamida bitta ¢ (a<c<b) nuqta mavjud.
11. (a,b) intervalda kamida bitta ¢ nuqta mavjud bo‘lib.
12. kamida bitta c (a<c<b) nuqta topilib,
f®)-1@) _ [
gb)-g@) g

PNO LR W N
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13. f{x) funksiya (a,b) oraligning biror ichki ¢ nuqtada eng
katta (eng kichik) qiymatga erishadi.

14. f(c)=0 bo‘ladi.

15. f{x) funksiya (a,b) oraligda aniqlangan.

T/r Teorema Sharti Xulosasi
1.1. Ferma teoremasi 16, 14,4 15
1.2. Roll teoremasi ? ?
1.3. Lagranj teoremasi ? ?
1.4. Koshi teoremasi ? ?
II.
2.1.F i
erma teoremasi 22 0
Yy
1) / RN Hej=e)
i
!
1 0 x
) I X
L »
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111

3.1. | Ferma teoremasi Geometrik ma’nosi Urinma Ox o'qqa
_parallel
3.2. Roll teoremasi Geometrik ma’nosi ?
3.3. | Lagranj teoremasi | Geometrik ma’nosi ?
3.4. | Ferma teoremasi Fizik ma’nosi ?
3.5.| Roll teoremasi Fizik ma’nosi Kamida bitta nugtada
tezlik 0 ga teng
3.6. | Lagranj teoremasi Fizik ma’nosi ?
IV. Teylor (Makloren) formulasi qoldiq hadi
T/r | Funksiya | Peano Lagranj Koshi
f(n+l) (ax) el f(n+l) (ax) ,
o ——————— x - L 1_ " n+ .
4.1. fix) o(x") (n+1)! R, (x) n! (1-6)'x
0<6<1 0<o<l
42, e 7 ? ?
4.3. sinx ? ? ?
4.4, coSx ? ? ?
45. | In(l+x) ? ? ?
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VIII BOB. HOSILA YORDAMIDA FUNKSIYANI
TEKSHIRISH

1-§. Hosila yordamida funksiyani monotonlikka tekshirish

1.1. Funksiyaning o‘zgarmaslik sharti

1-teorema. f(x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi bo‘lsin.
Shu intervalda f{x) funksiya o‘zgarmas bo‘lishi uchun f’(x)=0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi ravshan. Chunki funksiya o‘zgarmas bo‘lsa,
barcha nuqtalarda f’(x)=0 bo‘ladi.

Yetarliligi. Shartga ko‘ra f(x) funksiya (a,b) intervalda differ-
rensiallanuvchi, ya’ni Vx e(a;b) uchun chekli /'(x) hosila mavjud
va f(x)=0. Endi x;<x; bo‘lgan Vx,x;e(a;b) nuqtalami olaylik.
Ko‘rib chigilayotgan f{x) funksiya [x,x;] kesmada Lagranj
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Demak, (x;x;)
intervalga tegishli shunday ¢ nugta topilib,

Jle2)fx)=f (c)(x2=x1) (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema shartiga ko‘ra Vxe&(a,b) uchun
f(x)=0, bundan f’(c)=0, va (1) tenglikdan f{x;)-f(x;)=0 ekanligi
kelib chigadi.

Shunday qilib, f(x) funksiyaning (a,b) intervalning istalgan
ikkita nuqtasidagi qiymatlari o‘zaro teng. Demak, funksiya o‘z-
garmas bo‘ladi.

Bundan integral hisobda muhim rol o‘ynaydigan quyidagi
natija kelib chiqadi.

Natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da chekli /’(x)
va g’(x) hosilalarga ega va f’(x)=g’(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u
holda f{x) bilan g(x) funksiyalar o‘zgarmas songa farq qgiladi:

f(x)=g(x)+C, C=const.

Haqiqatan ham, shartga ko‘ra (f{x)-g(x))’=C’=0. Bundan 1-
teoremaga asosan f(x)-g(x)=C, ya’ni f{x)=g(x)+C tenglik o‘rinli
ekanligi kelib chigadi.

Misol. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartidan foydalanib
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sin’x= % (1-cos2x) formulaning o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechish. Quyidagi funksiyani ko‘rib chiqamiz: f(x)=sin2x+%

cos2x, bu funksiya (-o0;+o0) da aniqlangan, differensiallanuvchi va
hosilasi aynan nolga teng: f’(x)=2sinxcosx-sin2x=0. Funksiyaning
o‘zgarmaslik shartiga ko‘ra

sin’x+ -;— cos2x=C
o‘rinli. C ni aniqlash uchun x argumentga giymat beramiz,
masalan, x=0 bo‘lsin. U holda &% va sin2x+%cos2x=% yoki

sin’x= 1 (I-cos2x) bo‘ladi.
2

1.2. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Biz bu yerda
funksiya hosilasi yordamida funksiyaning monotonligini aniqlash
mumkinligini ko‘rsatamiz.

2-teorema. Aytaylik, f{x) funksiya (a,;b) intervalda aniglan-
gan va differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiya (a,b) intervalda
kamaymaydigan (o‘smaydigan) bo‘lishi uchun f’(x)= 0 (f’(x)< 0)
tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Kamaymaydigan funksiya holatini ko‘ramiz.

Zaruriyligi. f(x) funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan
bo‘lsin. U holda Vxe(a;b) va Ax>0 uchun Ay=f{x+A4x)-f(x)= 0
tengsizlik, Ax<0 uchun Ady=f{x+4x)-f{x)< 0 tengsizlik o‘rinli

bo‘ladi. Bundan esa %20 bo‘lishi aniq. Teorema shartiga ko‘ra

f{x) differensiallanuvchi, demak, —i—ii nisbatning Ax—0 da chekli
limiti mavjud, tengsizlikda limitga o‘tish haqidagi teoremaga

ko‘ra, bu limit nomanfiy bo‘ladi, ya'ni 13n3 —i—i— =f"(x)=0.
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Yetarliligi. Vxe(a;b) uchun f'(x)> 0 bo‘lsin. Endi x;<x;
bo‘lgan Vx; x,e(a;b) nuqtalarni olaylik. Qaralayotgan f{x)
funksiya [x;;x,] kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Demak, (x,,x;) intervalga tegishli shunday ¢ nuqta
topilib,

Je2)fte1)=f () (xrx1) @
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema shartiga ko‘ra f’(x)>0, bundan
[f(c)=0, va (2) tenglikdan f{x,)-f(x;)20, ya’ni f{x;)=> f(x;) ekanligi
kelib chiqadi. Bu esa funksiyaning (a;b) intervalda kamay-
maydigan funksiyaligini ko‘rsatadi.

O‘smaydigan funksiya holati ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

Endi funksiyaning gat’iy monoton bo‘lishining yetarli shartini
isbotlaymiz.

3-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda differensial-
lanuvchi va Vx e(a;b) uchun £7(x)>0 (f{x)<0 ) bo‘lsa, u holda f{x)
funksiya (a,b) intervalda
qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) 17
bo‘ladi. 3x

Isboti. Aytaylik,

Xx2€(a,b) va x;<x; bo‘lsin.
Anigki, [x;;x;] kesmada f{x)
funksiya Lagranj teoremasi- *5 e
ning barcha shartlarini gano- Y=ot
atlantiradi. Bu teoremaga bi- \-?A_ T pry——
noan shunday ce(x;; xz)
mavjudki,

SO S (x)=f"(c)(x2-x1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu 26-rasm.
tenglik va f(c)>0 (f"(c)<0 )
ekanligidan J(x2)>f(x1)
(f(x2)< f{x;)) bo‘lishi kelib chigadi.

Bu f{x) funksiyaning qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini
ifodalaydi.

y=x-+sinx

-
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Ushbu y=x3 funksiya (-1;1) intervalda gat’iy o‘suvchi, lekin
uning hosilasi x=0 nuqtada nolga teng bo‘ladi.

Shunga o‘xshash f{x)=x+cosx funksiya ham aniglanish
sohasida qat’iy o‘suvchi, ammo uning hosilasi f'(x)=1-sinx

cheksiz ko‘p nuqtalarda (x = 12[— +2nm, neZ)nolgateng bo‘ladi

(26-rasm).

Bu misollar yuqoridagi teoremaning shartlari funksiyaning
qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishi uchun fagat yetarli shart
ekanligini ko‘rsatadi.

I-misol. Ushbu f{x)=2x’-inx funksiyaning monotonlik
intervallarini toping,

Yechish. Funksiya (0;+o0) intervalda aniqlangan va hosilasi
f'(x)=4x-1/x ga teng. Yuqoridagi yetarli shartga ko‘ra, agar 4x-
1/5x>0 bo‘lsa, ya’ni x>1/2 bo‘lsa, o‘suvchi; agar 4x-1/x<0 bo‘lsa,
ya’ni x<1/2 bo‘lsa, funksiya kamayuvchi bo‘ladi. Shunday qilib,
funksiya (0;1/2) intervalda kamayuvchi, (1/2;+o0) intervalda
o‘suvchi bo‘ladi.

3 2
2.misol. Ushbu f(x)= 22X =% *+14x-6

2x°

funksiyaning

monotonlik oraliglarini toping.
Yechish. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi (-00;0)\(0;+c0)
dan iborat. Funksiyaning hosilasini topamiz:

£y = X __73x+6 _ (x+3)(x—31)(x—-2) bundan
x x

(-00;-3](0;1][2;0) to‘plamda f(x)20, [-3;0)[1;2] da esa
f'(x)<0 bo‘lishini aniqlash giyin emas.

Demak, berilgan f{x) funksiya (-c0;-3], (0;1] va [2;0)
oraliglarning har birida o‘suvchi; [-3;0) va (1;2] oraliglarning har
birida kamayuvchi bo‘ladi.

3-misol. Agar 0<x<1 bo‘lsa, x-x/3 <arctgx<x-x3/6 go‘sh teng-
sizlik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

209

www.ziyouz.com kutubxonasi



Yechish. Berilgan tengsizlikning o‘ng qismi arctgx<x-x'/6
tengsizlikni isbotlaymiz. Chap qismi shunga o‘xshash isbotlanadi.
f(x)=arctgx-x+x7/6 funksiyani ko‘rib chigamiz, uning hosilasi

, 1 x* X (xF -1
= N+ =" 7
S 1+x° : 2 2(+x%)
funksiya sonlar o‘qida aniglanagan va uzluksiz, demak, u [0;1]
kesmada ham uzluksiz, (0;1) intervalda f”(x)<0. Bundan esa f{x)
funksiya [0;1] kesmada kamayuvchi bo‘lib, 0<x<l shartni
qanoatlantiruvchi x lar uchun f{x)<f(0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
So‘nggi tengsizlikni — A0)=0 ni e’tiborga olib, quyidagicha yozib
olamiz:

arctgx-x+x’/6 <0 bundan arctgx<x-x’/6.

Bu gqo‘shtengsizlikda qatnashgan funksiya grafiklari 27-
rasmda keltirilgan.

1.3. Funksiyaning nuqtada monotenlik sharti. Biz shu
paytgacha funksiyaning o‘sishi va kamayishi tushunchalarini biror
oraliqqa nisbatan kiritdik va o‘rgandik. Ba’zi hollarda bu
tushunchalami nuqtaga nisbatan qarash foydadan xoli emas.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
xp€(a;b) bo‘lsin.

Ta'rif. Agar xp nuqtaning shunday (xo-J; xo+9J) atrofi topilib,
x<xp bo‘lganda f(x)<f(xg) (f(x)>f(x0)), x>xp bo‘lganda esa
J)>f(xe) (f(x)<f(xg)) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada
o ‘suvchi (kamayuvchi ) deyiladi.

Endi xo nuqtada monotonlikning yetarli shartini keltiramiz.

4-teorema. f(x) funksiya xpe(a;b) nuqtada differensialla-
nuvchi bo‘lsin. Agar f'(x¢)>0 (f'(x9)<0) bo‘lsa, u holda f{x)
funksiya shu nuqtada o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra chekli f'(x¢) mavjud va u noldan katta

(kichik) bo‘lgani uchun ushbu
lim RACI ALY >0 (<0)

X—>Xqo x — xO

ga teng. f(x)=arctgx-x+x3/6
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=X——
y 6

084

y=arctgx

084 y=x--3—

0.4

0.24

02 04 08 o8 1

27-rasm.

tengsizlik o‘rinli. Limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalaridan
X nuqtaning shunday (xo-J; xo+ ) atrofi topilib, bu atrofda
S ()= f(x) >0 (<0)
X —X,

tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Demak, x<x; bo‘lganda
Jx)<f(xg) (f(x)>f(x¢)) tengsizlik, x>x, bo‘lganda esa f{x)>f{xy)
(f(x)<f{xy)) tengsizlik ham o‘rinli. Bu f{x) funksiyaning x, nugtada
o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini ifodalaydi. Teorema isbot
bo‘ldi.

Funksiya hosilasi nolga teng bo‘ladigan nuqtalarda funksiya
o‘sishi ham, kamayishi ham mumkin. Masalan, y=x" funksiya
hosilasi x=0 nugtada nolga teng, lekin funksiya shu nuqtada
o‘suvchi; y=-x" funksiya hosilasi ham x=0 nugqtada nolga teng,
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lekin bu funksiya x=0 nuqtada kamayuvchi ekanligini ko‘rish
giyin emas.

Endi biror xy nuqtada o‘suvchi bo‘lgan funksiyaning shu
nuqtaning atrofida o‘suvchi bo‘lishi shart emasligini ko‘rsatuvchi
misol keltiramiz.

). 2
e 0, . .
Ushbu f(x)=4%"% S0 8% T#5 4 nksiya berilgan

0, agar x=0
bo‘lsin. Bu funksiya barcha nuqtalarda hosilaga ega. Haqiqatan
ham, x0 lar uchun

f'(x)=1+ 2xsing—200s—2— , =0 uchun esa
x x

x+ ¥ sin2 )
£ (0)=lim—— % = lim(1 + xsin =)=1>0 bo‘ladi.
x—0 X x—0 x
Demak, 4-teoremaga asosan berilgan funksiya x=0 nuqtada
o‘suvchi bo‘ladi.
Endi quyidagi
1 : 2
X =—, X =

n n

an’ " m+2xn’
nuqtalarda hosilaning giymatlarini hisoblaymiz:

fv(_l_)=1+ 2sinzn —2cos2zn=-1,
n TR

n=t1, £2 13

_—ly Ly LIy e

f’( 2 )=l+ 4 sin(zr + 2zn)—2cos(x + 27wn) =1-2(-1)=3.
T+2xn T+2nn

Demak berilgan funksiyaning hosilasi 80 soni qanday bo‘Imasin
n ning yetarlicha katta qiymatlarida (-J; J) atrofida ham musbat,
ham manfiy giymatlami qabul qiladi. Bundan f{x) funksiyaning
o‘zi x=0 nuqtada o‘suvchi bo‘lgani bilan bu nuqtaning (-&; o)
atrofida monoton emasligi kelib chiqadi.
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2
+x’sin= 0
Yuqorida biz f{x)= XX smx, agar x#5, funksiya

0, agar x=0
1+2xsin£—2cosZ agar x=0
hosilasi f’(x)= x x’ ” ekanligini
1, agar x=0
ko‘rdik.
Shu hosilani uzluksizlikka tekshiraylik. Agar x#0 bo‘lsa,
f' (x) funksiyaning uzluksizligi ravshan. Agar x=0 bo‘lsa, u holda
!‘lilg [’ (x) mavjud emas, demak, hosila x=0 nuqtada uzilishga ega.
O‘quvchilarga quyidagi teoremani isbotlashni taklif gilamiz:
Teorema. Agar f{x) funksiya xo nuqtada musbat hosilaga ega

bo‘lsa, u holda x, nuqtaning shunday (x¢-d:xo+dJ) atrofi mavjud
bo‘lib, bunda f{x) funksiya o‘suvchi bo‘ladi.

2-§. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

2.1. Funksiyaning parametrik usulda berilishi. Aytaylik, ¢
o‘zgaruvchining T giymatlar to‘plamida
{x (), )
y=y(
funksiyalar sistemasi berilgan va x = ¢(¢) funksiyaning giymatlar
to‘plami D bo‘lsin. Ushbu savolga javob izlaymiz: (1) sistema D
to‘plamda y ni x ning funksiyasi sifatida aniqlaydimi? Har bir x ga
unga mos ¢ bo‘yicha y=y(¢) sonini mos qo‘ysak, bu moslik
funksiya bo‘ladimi?
D to‘plamdan ixtiyoriy xg ni tayinlab,
X = @(t) @
tenglamani ko‘rib chiqamiz.

Bu tenglama 7 to‘plamda yechimga ega. Ammo (2) tenglamaning
ildizi yagona bo‘lmasligi ham mumkin. Aytaylik, bu tenglama T
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to‘plamda bir nechta #;, ty, ...ildizlarga ega bo‘lsin. U holda
Yo =W(ty)s Yo, =W(ty,), ... sonlar ichida bir-biriga teng
bo‘lmaganlari mavjud bo‘lishi mumkin, masalan y, # .,
bo‘Isin. U holda yuqoridagi moslikka ko‘ra x=xq ga y, sifatida yq;
ni ham yp; ni ham mos qo‘yish mumkin. Shu sababli (1)
funksiyalar sistemasi yordamida D to‘plamda x ning funksiyasini
aniglab bo‘Imaydi.

Ikkinchi tomondan, (2) tenglama ildizlari to‘plamida y = w/(¢)
funksiya  o‘zgarmas songa teng  bo‘lishi  mumkin:
w(t,) =w(t,) =y, U holda qaralayotgan x, songa y o‘zgaruv-
chining ¢ ga mos keladigan yagona y, qiymatini mos qo‘yish
mumkin,

Agar D dan olingan har bir x uchun yuqoridagi xossa o‘rinli
bo‘lsa, u holda D sohada yuqoridagi qoida yordamida y=f{x)
funksiya aniglanadi. Bu funksiya (1) sistema yordamida
aniglangan deyiladi. (1) dagi ¢ o‘zgaruvchi parametr, y=f(x)
funksiya esa parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi.

(1) sistemadan y=f{x) funksiyaning analitik ifodasini olish
parametrni yo ‘qotish deb ataladi.

(1) sistema y o‘zgaruvchini x o‘zgaruvchining funksiyasi
sifatida aniqlashi uchun x = @(r) funksiya (7 to‘plamdan olingan ¢
uchun) teskarilanuvchi bo‘lishi yetarli. Haqiqatan ham, bu holda
(2) tenglama T to‘plamda yagena yechimga ega bo‘ladi. Demak,
D dan olingan har bir xo uchun x, = ¢(¢,) bo‘ladigan yagona ¢
mavjud, bu ¢, songa yagona y, = y(¢,) mos keladi. Shunday qilib,
(1) sistema y ni x ning y=f{x) funksiyasi sifatida aniglaydi. Bu
funksiyani x ning murakkab funksiyasi sifatida aniqlash mumkin:

y=f@)=ylp”(x),
bu yerda: ¢~'(x) funksiya x = @(¢) funksiyaga teskari funksiya.
! 3

v,
, Dberlgan.
y=t

’

1-misol. T = (—o0;+0) da {
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Bu sistema y=f{x) funksiyani aniqlaydimi?
Yechish. x=¢° funksiya T da gat’iy monoton va D = (—w; +00)
3

. . . . —t ’ .
da teskari funksiyasi t=3x mavjud. Bundan {x , sistema y
y=t
ni x ning funksiyasi sifatida aniglaydi.
Bu holda y funksiyani ¢ parametrni yo‘qotib, x orqali
ifodalash mumkin: y = x3/x , bu yerda x & (~0;+0).
2
2-misol. {* & sistema berilgan.
y =C0st, t € (—o0;+0)
Bu sistema y=f{x) funksiyani aniqlaydimi?
Yechish. x=t* funksiyaning qiymatlar to‘plami D =[0,+o0)
dan iborat. D dan olingan har bir x (x#0) ga T = (—o0;+00) dan
ikkita: 1, =—Jx va t, = Jx sonlar mos keladi. Bu sonlarga esa

y = cost funksiyaning aynan bitta giymati mos keladi:
y=y(t) =y(t,) = cos\/x, (0< x <+wx).
Shunday qilib, berilgan s1stema [0;0) da y=cos Jx

funksiyani aniqlaydi.

X =1+cost, . .
3-misol. Ushbu . sistema biror
y=sint+Int, 0 <t <+

sohada y ni x ning funksiyasi sifatida aniqlaydimi?

Yechish. (0;+w) oraliqda x=tt+cost funksiya monoton
o‘suvchi, demak, x ning qiymatlar to‘plami (0;00) da ¢ =¢™'(x)
teskari funksiya mavjud. Shu sababli bu sistema (0;+00) da y ni x

ning funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ammo bu funksiyani chekli
sondagi elementar funksiyalar yordamida ifodalab bo‘lmaydi.
Istalgan y=f(x) funksiyani parametrik ko‘rinishda yozish
mumkin. Buning uchun qiymatlar to‘plami berilgan y=f(x)
funksiyaning aniqlanish sohasiga teng bo‘lgan ixtiyoriy x = ¢(7)
funksiyani olish yetarli. Bu holda x=¢(f) funksiyaning T
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aniqglanish sohasida y = f(@(t)) =w(¢t) funksiya mavjud bo‘ladi
va
x = (),
{ 3)
y=y()
sistema f{x) funksiyani parametrik usulda aniglaydi.

Hagiqiatan ham, agar D dan olingan ixtiyoriy xo uchun 7 dan
X, =@(t,) bo‘ladigan biror ¢t=¢, ni topamiz. U holda
Yo =W () = f(e(t,)) = f(x,) bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, yuqo-
ridagi usul bo‘yicha topilgan ), son x,=¢(f) tenglama
ildizlaridan gaysi biri olinganligiga bog‘liq emas, shuningdek, D
dan olingan har bir x, ga (3) sistema yordamida mos qo‘yilgan yy
son y=f{x) qonunga bo‘ysunadi.

Yugqorida aytilganlardan, y=f(x) funksiyani parametrik usulda
berilishining cheksiz ko‘p usullari mavjudligi kelib chiqadi.
Bulaming eng soddasi x = ¢(t) =¢ funksiya yordamida paramet-
rik usulda berishdir:

{ = eDs)
y=f(0" '

4-misol. y =+Ja* —x* (~a<x<a) 4
funksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani biror parametrik usulda
yozing.

Yechish. Bunda trigonometrik funksiyalardan foydalanish
qulay. x=acost funksiyani [0, 7] da qaraymiz, u holda x €[—a,a]

bolladi.  y=/a’ —(acost)? = aysin’¢ = alsinf]  [0,7] da

sint > 0, shu sababli y=asin.
Demak, berilgan funksiyani
{x = acCost,

y=asint

tel0,7]

sistema yordamida berish mumkin.
Yugqoridagi funksiyani
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_ 2at

X = s

£ +1

__2
y=a%:%, te[-11]

sistema yordamida ham berish mumkin. Buni tekshirib ko‘rishni
o‘quvchilarga qoldiramiz.

x = @(t),

y=y()

qaraladi. Ko‘pincha bunda berilgan sistema y ni x ning funksiyasi
sifatida aniqlash masalasi geometrik nuqtayi nazardan chetda
qoladi. Berilgan oraligdan olingan har bir ¢ ga mos keluvchi x va y
lar topilib, M(x,y) nuqtalarni xOy koordinata tekisligida qaraydi.
Bunday nugqtalar to‘plami geometriyada chiziq, sistema esa uning
parametrik tenglamasi deyiladi.

. Odatda, @(t) va w(t) funksiyalamni [¢,,f,] oraligda yoki
(—oo;+0) oraligda uzluksiz deb qaraladi. Bu holda bunday
sistema bilan aniglangan nuqtalarning geometrik o‘mi Jordan
chizigi yoki uzluksiz chizig deyiladi. Xususan, biror oraliqda
uzluksiz y=f(x) funksiyaning grafigi Jordan chizig‘i bo‘ladi.

Agar uzluksiz chiziqni shunday parametrik berish mumkin
bo‘lib, ¢ parametmi [f,,t,] oraligdan olingan turli giymatlarga
tekislikning turli nuqtalari mos kelsa (bunda t=tq va t=t¢, istesno),
bu chizig sodda chiziq deyiladi. Masalan, berilgan oraliqda
uzluksiz bo‘lgan y=f{x) funksiya grafigi sodda chiziqqa misol
bo‘ladi.

Agar sodda chiziqda ((3) tenglama bilan berilgan) parametrni
t=ty va t=t| qiymatlarga tekislikda bitta nuqta mos kelsa, u holda
bu chiziq sodda yopiq chiziq deyiladi. Bunga misol sifatida

X = acost,
y =bsint, te[0;2x]
sistema bilan berilgan ellipsni garash mumkin.

Geometriyada { sistema biror [f,,7,] oraligda
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2.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosi-
lasi. Faraz gilaylik, x argumentning y funksiyasi quyidagicha

{x=¢(t), )
y=yp(), a<t<f

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.

Agar x=g(t) funksiya teskarilanuvchi bo‘lsa, ya’ni ¢t = ¢~ (x)
mavjud bo‘lsa, u holda y=yqt) tenglamani y=y(¢ ' (x)) ko‘ri-
nishda yozib olish va y=y(¢ ' (x)) funksiyaning hosilasini topish
masalasini qarash mumkin. Odatda, bu masala parametrik tengla-
malar bilan berilgan funksiyaning hosilasini topish masalasi deb
ham yuritiladi.

Teorema. Aytaylik, p(t) va y(t) funksiyalar [a;B] da uzluksiz
hamda (o;B) da differensiallanuvchi va ¢’(#) shu intervalda
ishorasini saqlasin. Agar x=¢(t) funksiyaning qiymatlar to‘plami
[a,b] kesma bo‘lsa, u holda x=¢(t), y=w(t) tenglamalar [a,b]da
uzluksiz, (a,b)da differensiallanuvchi bo‘lgan y=f(x) funksiyani
aniglaydi va

VL A,
Y= = =0 (6)
formula o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Teorema shartiga ko‘ra ¢’(?) funksiya [a;] da ishora-
sini saqlaydi, aniglik uchun ¢’@®)>0 bo‘lsin. U holda x=¢(t)
funksiya [o;B] da uzluksiz va qat’iy o‘suvchi bo‘ladi. Shuning
uchun [a,b] kesmada unga teskari bo‘lgan uzluksiz, qat’iy
o‘suvchi ¢=¢™'(x) funksiya mavjud va bu funksiya (a,b) ora-

ligda differensiallanuvchi, hosilasi ¢' = L' formula bilan hisob-

X

lanadi. Bu holda y=yt)=y(¢ ' (x)) funksiya ham [a,b] kesmada
uzluksiz bo‘ladi. Bu funksiyaning hosilasini topamiz. Murakkab
funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasiga ko‘ra y'=y'¢',
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‘<

t
1 f

£ (x', #0) bo‘lishi kelib chigadi.
x

t t

bundan esa y', =y',-_l_=

Teorema isbot bo‘ldi.
(o;B) da @’(1)<0 bo‘lgan holda teorema shunga o‘xshash
isbotlanadi.

=4co0s’t,
5-misol. Ushbu ¥ =feos parametrik
y=4sin’t, 0<t<nz/2
tenglamalar bilan berilgan funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (0,n/2) da x' =—12cos’tsint <0 va bu kesmada

yugqoridagi teoremaning barcha shartlari bajariladi. Shuning uchun

.2
(6) formulaga ko‘ra y', = M = ~tgt bo‘ladi.
—12cos” tsint
Aniqgki,
x = (1),

,_y'®) asts p @)

ERAON
tenglamalar y’, funksiyani x ning funksiyasi sifatida parametrik
ifodalaydi.

Aytaylik, (6) tenglamalar sistemasi yuqoridagi teorema
shartlarini qanoatlantirsin. U holda y’, funksiyaning x bo‘yicha
hosilasi, ya’ni y ning x bo‘yicha ikkinchi tartibli hosilasini
quyidagicha hisoblash mumkin:

_0Y), _ v -y (0)8"()

'), #'@y
Shunday qilib, quyidagi qoida o‘rinli ekan: y ning x bo‘yicha
ikkinchi tartibli hosilasini topish uchun parametrik ko‘rinishda
berilgan funksiyaning birinchi tartibli hosilasi y’; ni ¢ parametr
bo‘yicha differensiallab, so‘ngra hosil qilingan natijani x’; ga
bo‘lish kerak.
Misol tarigasida yuqorida berilgan funksiyaning ikkinchi
tartibli hosilasini topamiz: y . =tgt, (v',) 1=(tgt) "=1/cos’t va x’/=-
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-12cos’tsint  ekanligini e’tiborga olsak, qoidaga ko‘ra
. 1 1
Y = T 2cos' 1 -sint bo'lad:
Xuddi shu usulda uchinchi va boshqa yugori tartibli hosilalar
ham hisoblanadi.
2.3. Parametrik usulda berilgan chiziqqa o‘tkazilgan urin-
ma va normal tenglamalari. Agar Dbiror chiziq

{x = (1),
y=y@),
bo‘lsa, bu chiziqning ¢ parametrning #, qiymatiga mos (xo,o)
nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini aniqlash
mumkin:

a<t<fl sistema yordamida parametrik berilgan

v'(,)
k=f'(x, 8
(%)= o) 8)

U holda (1) chizigning (xo,y0) nuqtasidagi urinmasi tenglamasi
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:

d g 0)) (x—x,), buyerda x, = (t,), ¥, =w(t)

Ba’zi hollarda (y'(¢,) # 0) yuqoridagi tenglama
y-yt,) _ x-o,)
v'(%) @'(t,)
(1) chizigning (xp, Vo) nuqtasidagi normali ushbu ko‘rinishda
bo‘ladi:

Y—Yo =

kabi yoziladi.

2 (¢
21) (e )
v (t,)
x=4cos’?, ; ,
6-misol. , te[O,Z—] chizigning t=Z ga mos
y=4sin’ ¢ 2 4

kelavchi nuqtasida o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini
vozing,
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Yechish: Hosilalarni topamiz:
@'(t) =—-12cos’ tsint, y'(t)=12sin’tcost.  (O; %) da

@'(t) <0, demak, berilgan sistema shu oraliqda y ni x ning
differensiallanuvchi funksiyasi sifatida aniglaydi.

93 =V2, wD)=2, ¢'(to)=¢'<§)=-l2-(—?)’ =

= 2‘/- 232 _ 303 y'tty)= V=12 (‘/25] =3J2.

y= _“/\/——(x—\/—)zby VZ=-x+2= y+x- 242 =0

Normal tenglamasi

—x/_———j;(x V2)=y-V2=x-2=y=x.

T-misol. p = a\cos20 lemniskataning 6 = ~€ giymatlariga

mos keluvchi nuqtasida o‘ikazilgan urinmaning burchak
koeffitsientini toping.

Yechish. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan chizigni
parametrik ko‘rinishda yozib olamiz. Buning uchun qutb
koordinatalari va  dekart  koordinatalarini = bog‘lovchi
x=pcosf, y=psin@d formuladan foydalanamiz. U holda

lemnistikaning quyidagi parametrik tenglamasiga ega bo‘lamiz:

x = aJcos28 cos 6,
y = a\cos2@sin

bu yerda 0305—4’5.

) acos@sin 260
(@) = —acos 26 sin @ - ————,
v'6) Jcos28
asin@sin 26
"(8) = acos20 cos  — ———,
Ve Jcos26
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1 V3
, , 1 3 a-—.——-
W(ﬁ):y/(lé_)=a\/:.£__2_i=o;

'(6,) =¢'(%)* 0

v'(6,)

Demak, k£ =—
@ (00)

= ( va urinma Ox 0°‘qqa paralel bo‘ladi.

3-§. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani
ekstremumga tekshirish

3.1. Funksiyaning ekstremumlari. Aytaylik, f{x) funksiya
(a,b) intervalda aniqlangan va xy e(a,;b) bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar xy nugtaning shunday (xg-9;x0+0) atrofi mavjud
bo‘lib, shu atrofdan olingan ixtiyoriy x uchun f{x) <f{xo) ( f{x)>f(x0)
) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda xy nuqta f{x) funksiyaning
maksimum (minimum) nuqtasi, f{xg) esa funksiyaning maksimumi
(minimumi) deb ataladi.

2-ta’rif. Agar xo nugtaning shunday atrofi (xp-9;xp+J) mavjud
bo‘lib, shu atrofdan olingan ixtiyoriy x=xp uchun f{x)<f{xy)
(f(x)>f(x¢)) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f{x) funksiya x,
nuqtada gat’iy maksimumga (minimumga ) ega deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nugqtalari funksiyaning
ckstremum nugqtalari, maksimum va minimum qiymatlari funk-
siyaning ekstremumlari deb ataladi.

Shunday qilib, agar ffx;) maksimum (minimum) bo‘lsa, u
holda f{xy) funksiyaning x, nuqtaning kichik atrofida qabul
giladigan qiymatlarning eng kattasi (eng kichigi) bo‘ladi, ya’ni
funksiya ekstremumi lokal xarakterga ega. Bundan funksiya ekst-
remumi u aniqlangan sohada eng katta yoki eng kichik qiymati
bo‘lishi shart emasligi kelib chiqadi.
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Shuningdek, f{x) funksiya (a,b) intervalda bir gqancha
maksimum va minimumlarga ega bo‘lishi, maksimum qiymati
uning ba’zi bir minimum giymatidan kichik bo‘lishi ham mumkin.
Masalan, grafigi 28-rasmda ko‘rsatilgan y=f{x) funksiya uchun
x=a nuqgtada lokal
maksimum, x=b
nuqtada lokal
minimum  mavjud
bo'lib,  fla)<f(b)

tengsizlik o‘rinli.

y

28-rasm.

3.2. Ekstremumning zaruriy sharti. Funksiya hosilalari
yordamida uning ekstremum nugqtalarini topish osonlashadi.

Avval ekstremumning zaruriy shartini ifodalovchi teoremani
keltiramiz.

1-teorema. Agar f{x) funksiya xp nuqtada uzluksiz, shu
nuqtada ekstremumga ega bo‘lsa, u holda bu nuqtada f(x)
funksiyaning hosilasi nolga teng yoki mavjud emas.

Isboti. Aytaylik, f{x) funksiya xp nuqtada maksimumga ega
bo‘lsin. U holda xy nuqgtaning shunday (x¢-& x¢+09) atrofi mavjud
bo‘lib, bu atrofdan olingan Vx uchun f{xg)>f{x) bo‘ladi. Agar x>xy
bo‘lsa, u holda

SO fx) g
- x—X

tengsizlik, agar x<xy bo‘lsa, u holda
@1,

X=X,
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tengsizlik o‘rinli bo‘lishi ravshan.
Bu tengsizliklar chap tomonidagi ifodalarmning x—x, da
limiti mavjud bo‘lsa, u holda

f(X) f(xo f’(x0+0)30,

x—>x0+0

M— =F"(x-0)20 bo*ladi.
0

Agar ﬁmk51yan1ng chap f'(x¢-0) va o‘ng f'(xy+0) hosilalari
nolga teng bo‘lsa, u holda funksiya hosilasi f’'(x¢) mavjud va
nolga teng bo‘ladi.

Agar f'(xp-0) va f'(xo+0) lar noldan farqli bo‘lsa, anigki,
1 (ko+0)< f (x6-0) bo‘lib, f' (xs) mavjud bo‘lmaydi.

Funksiya xp nuqtada minimumga ega bo‘lgan hol ham
yuqoridagi kabi isbotlanadi. Teorema isbot bo‘ldi.

I-misol. Ma’lumki, f{x)=|x| funksiyaning x=0 da hosilasi
mavjud emas. Bu funksiya x=0 nuqtada minimumga ega (I bob, 2-
§. 2-rasmga qarang).

2-misol. f(x)= %/;:7 bo‘Isin.
f/(0) = lim \[_2

x>0 x x—3—0 3/_

x—>x°-0

—hm———-—oo +'O~hm-—-+oo
£ = lm -

bo‘lgani uchun x=0 nuqtada funksiyaning ham hosilasi mavjud
emas. Ammo bu funksiya x=0 nuqtada minimumga ega bo‘lishi
ravshandir (29- rasm).

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar
yoki hosila mavjud bo‘lmaydigan nuqtalar funksiyaning kritik
nuqtalari deb ataladi. Funksiya hosilasi nolga teng bo‘lgan
nuqtalar statsionar nugtalar deb ataladi.

Har qanday kritik nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi
bo‘lavermaydi.
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4 y
f(x)=3
Fix)=3
st
o . X
1 1 -
29-rasm.

Masalan, f(x)=(x-1)°, f'(x)=3(x-1), f'(1)=0 bo‘lib, x;~1
kritik nuqta. Lekin xy=1 nuqtaning ixtiyoriy atrofida f{7)=0 eng
kichik yoki eng katta qiymat bo‘la olmaydi. Chunki har bir atrof-
da noldan kichik va noldan katta qiymatlar istalgancha bor.
Demak, x=1 nuqtada ekstremum yo‘q.

Misol. Agar f{x) funksiya x, nuqtada cheksiz hosilaga ega
bo‘lsa, u holda bu nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘la
olmasligini ko rsating.

S) = f(x)

X=X,

U holda V&>0 uchun shunday 8>0 son topilib, (xo-&; xo+0)
f@-10) 1

X=X, £
bajariladi. Bundan esa x>x, da f{x)>f{xg), x<xp da f{x)<f(xo)
ckanligi kelib chigadi. Demak, f{x) funksiyaning x, nuqtada
ekstremumi yo‘q. f'(xg)=-co bo‘lgan hol ham yuqoridagi kabi
isbotlanadi.

30-rasmda funksiya grafigining kritik nuqta atrofidagi holat-
lari tasvirlangan.

Yechish. Aytaylik, f'(x,)=lim = +00 bo‘lsin.
X—$Xg

dan olingan ixtiyoriy x=x¢ lar uchun tengsizlik
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3.3. Ekstremum mavjud bo‘lishining yetarli shartlari.

2-teorema. Aytaylik, f{x) funksiya xy nuqtada uzluksiz va xy
nugqta funksiyaning kritik nuqtasi bo‘Isin.

a) agar Vxe&(xp-d:xg) uchun f'(x)>0, Vxe(xgxg+J) uchun
S (x)<0 tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, ya’ni f'(x) hosila x
nuqtadan o‘tishida o‘z ishorasini «+» dan «» ga o‘zgartirsa, u
holda f{x) funksiya xy nuqtada maksimumga ega bo‘ladi.

b) agar Vxe(xp-6xg) uchun f'(x)<0, Vie(xp,x9+0) uchun
f'(x)>0 tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, ya’ni f'(x) hosila xj
nugqtadan o‘tishda o‘z ishorasini «-» dan «+» ga o‘zgartirsa, u
holda f{x) funksiya xy nugtada minimumga ega bo‘ladi;

d) agar f'(x) hosila xy nuqtadan o‘tishda o‘z ishorasini o‘z-
gartirmasa, u holda f{x) funksiya xy nuqtada ekstremumga ega
bo‘lmaydi.

Isboti. a) holni qaraymiz. Bu holda Vxe(xp-d:xg) uchun
f'(x)>0 bo‘lishidan f{x) funksiyaning (x,-& x0) da qat’iy
o‘suvchiligi kelib chiqadi. So‘ngra shartga ko‘ra f{x) funksiya x,
nuqtada uzluksiz bo‘lgani sababli

Jim f)= lim f(0)=1(x) ()

tenglik o‘rinli. Demak, Vx e(xy -&; xp) uchun
Sx)<flxo) )

bo‘ladi. Vxe(xy, xo+d wuchun f(x)<0 bo‘lishidan fx)
funksiyaning (xo; xp +J) da gat’iy kamayuvchiligi kelib chigadi.
Demak, (1) tenglikni e’tiborga olsak, Vx e(xy,xp+d) uchun yana
(2) tengsizlik bajariladi. Bundan Vx=xg va Vx e(xs-0:x9+35) uchun
J(x)<f(xy) bo‘ladi, ya'ni f{x} funksiya xy nugtada maksimumga
ega;

b) bu holda f{x) funksiya xy nuqtada minimumga erishishi a)
holga o‘xshash isbotlanadi.
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(R ty
\ lf
I |
f(x+H0) = (x-0) f(x+H0) = f(x-0)
1 X ! )
0 X . 0 X! ‘_E
4r v max ¢y
f(x-0)=%+0)= i Y
1
: P(xH0)=- ¥ P(x-0)=t+e
! nun
x X 0 XE X
A ¥ 1; y
max \nm/
/;\ |
i
£(xH0) = £(x-0) £(xH0) = £(x-0)
x| £ ol xr 0%
30-rasm.

S'(x) hosila x, nuqtadan o‘tishda o‘z ishorasini o‘zgartir-
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qat’iy o‘suvchi yoki qat’iy kamayuvchi bo‘ladi. Demak, xy
nuqtada ekstremum yo‘q.

Shunday qilib, ekstremumga sinalayotgan nugtani o‘tishda
funksiya hosilasi ishorasining o‘zgarishi ekstremumga eri-
shishning fagat yetarli sharti bo‘lib, lekin zaruriy sharti bo‘la
olmaydi.

2-teoremadan funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun 1-
qoidani keltirib chigaramiz.

1-qoida. f{x) funksiyaning ekstremumlarini topish uchun:

1) f{x) funksiyaning f’(x) hosilasini topib, f'(x)=0 tenglamani
yechish kerak. So‘ngra f”(x) mavjud bo‘lmagan nuqtalarni topib,
kritik nuqtalar to‘plamini hosil qilish kerak;

2) har bir kritik nuqtadan chapda va o‘ngda hosilaning
ishorasini aniqlash kerak;

3) agar hosila ishorasini «+» dan «» ga («-» dan «+» ga)
o‘zgartirsa, u holda bu kritik nuqtada f{x) funksiya maksimumga
(minimumga) ega bo‘ladi. Agar hosila ishorasi o°‘zgarmasa,
ekstremum mavjud bo‘imaydi.

Misol.  f(x)=(x+4)3(x- 1)2 funksiyaning ekstremumini

toping.
Yechish. Bu funksiya (-oo;+o0) oraligda aniqlangan va

N e ) S5(x+1)
uzluksiz. Uning hosilasini topamiz: f'(x) = .
g p f'(x) oo

Anigki, hosila x=-1 nuqtada nolga aylanadi, x=1 nuqtada esa
chekli hosila mavjud eritas.

Endi hosilaning ishorasini aniglaymiz. Buning uchun (-c0;+o0)
oraligni 31-rasmda ko‘rsatilgandek oraliqlarga ajratamiz va hosil
bo‘lgan har bir oraliqda hosilaning ishorasini aniglaymiz.

— T

I
31-rasm.
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Bu chizmadan qoidaga ko‘ra berilgan funksiyaning x=-1
nuqtada maksimum gqiymat f(-1) =334 ga va x=1 nuqtada
minimum qiymat f{x)=0 ga ega bo‘lishini ko‘rish mumkin.

4-§. Yugqori tartibli hosilalar yordamida funksiyani
ekstremumga tekshirish
4.1. Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga
tekshirish

1-teorema. Aytaylik, f{x) funksiya xy nuqtada birinchi va
ikkinchi tartibli hosilalarga ega va f'(xg)=0 bo‘lsin. U holda agar
S (x0)<0 bo‘lsa, xy nuqta f(x) funksiyaning maksimum nugqtasi,
agar f" (x9)>0 bo‘lsa, minimum nugqtasi bo‘ladi.

Isboti. f(x) funksiya x, nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarga ega va f”'(x9)=0, f" (x9)<0 bo‘lsin. Demak, x, kritik
nuqtada [’ (x) kamayuvchi, ya’ni Vx e(x¢-;xg) lar uchun f"'(x)>
[ (x0)=0 va Vxe(xp; xp +6) uchun 0= ' (xg)> f' (x) bo‘ladi. Bu
esa xp nuqtadan o‘tishda hosila o‘z ishorasini «+» dan «» ga
o‘zgartirishini, demak, xy maksimum nuqta ekanligini bildiradi.

f" (x¢)>0 bo‘lgan holda xy ning minimum nuqta bo‘lishi shunga
o‘xshash isbotlanadi.

Isbotlangan teoremaga asoslanib, ikkinchi tartibli hosila
yordamida funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi
qoidasini keltiramiz.

2-qoida. f(x) funksiyani ekstremumga tekshirish uchun:

1) f'(x)=0 tenglamaning barcha yechimlarini topamiz;

2) har bir statsionar nuqtada (ya’ni hosilani nolga
aylantiradigan nuqtada) f" (xo) ni hisoblaymiz. Agar f" (x4)<0
bo‘lsa, xp maksimum nugtasi, f" (x¢)>0 bo‘lsa, xy minimum
nugqtasi bo‘ladi;

3) ekstremum nuqtalar qiymatini y=f(x) qo‘yib, f{x) ning
ekstremum qiymatlarini topamiz.
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Umuman aytganda, bu qoidaning qo‘llanish doirasi torroq,
masalan, u birinchi tartibli chekli hosila mavjud bo‘lmagan
nuqtalarga qo‘llanila olmasligi o‘z-o‘zidan ravshan. Ikkinchi
tartibli hosila nolga aylangan yoki mavjud bo‘lmagan nugqtada
ham qoida aniq natija bermaydi.

I-misol. Ikkinchi tartibli hosila yordamida y=2sinx+cos2x
funksiya ekstremumlarini aniqlang.

Yechish. Funksiya davriy bo‘lganligi sababli [0;2n] kesma
bilan cheklanishimiz mumkin (32-rasm).

Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

y’'=2cosx-2sin2x=2cosx(1-2sinx); y’'=-2sinx-4cos2x.

Ushbu 2cosx(1-2sinx)=0 tenglamadan funksiyaning [0;27]
kesmaga tegishli bo‘lgan kritik nugtalarini topamiz: x;=#/6;
x,=m2; x3=5m6; x4=3772. Endi har bir kritik nuqtada ikkinchi
tartibli hosila ishorasini aniqlaymiz va tegishli xulosa chigaramiz:

¥y (7/6)=-3<0, demak, x,=n/6 nuqtada y(7/6)=3/2 maksimum
mavjud.

v (2)=2>0, demak, x,=n/2 nuqtada y(n/2)=1 minimum
mavjud.

¥ (57/6)=-3<0, demak, x3=57n/6 nuqtada y(57/6)=3/2 mak-
simum mavjud.

v '(37/2)=6>0, demak, x,=372 nuqtada y(372)=-3 mini-
mum mavjud.

Bu funksiyaning (-27;27m) intervaldagi grafigi 32-rasmda
keltirilgan.

4.2. Parametrik Kko‘rinishda berilgan funksiyalarning

x = (1),
y=y()
yordamida parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘lib, ¢ parametrning
o‘zgarish oralig‘ida ¢(f) va w(¢) funksiyalar birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarga ega bo‘lsin. Shuningdek bu oraliqda ¢'(f) =0
bo‘lsin. Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalart

ekstremumlari Aytaylik, y=f(x) funksiya { sistema
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{ 8
Tt X + T ft=t
S5n/6 An/2 X

32-rasm.

y = v'@. AUk ') -9"Oy'(t)
oW @)
bo‘ladi. Bu holda ekstremumga tekshirish kerak bo‘lgan nuqtalar ¢
ning qiymatlari y'(f)=0 tenglamadan aniqlanadi (chunki
ko‘rilayotgan oraligda ¢@'(¢), w'(t) mavjud va ¢@'(¢)=0).
Aytaylik, t=t) shunday gqiymatlardan biri bo‘lsin. U holda
v'()

(¢’(to))2
w"(t,) <0 bo‘lsa, x ning ¢(t,) gqiymatida maksimumga; agar
w"(t) > 0bo‘lsa, x ning @(¢,) qiymatida minimumga ega bo‘ladi.
Agar y"(t,) =0 bo‘lsa, u holda f{x) funksiyaning yuqori tartibli
xosilalarini tekshirish kerak bo‘ladi.

parametrning bu giymatida y’, = bo‘ladi. Bundan agar
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¢'(?) nolga teng bo‘ladigan nugqtalarni alohida tekshirish talab
qiladi.
x=@(t)=t -5 —20t +7,
y=w(t)=4 ~3> -18t+3, -2<t<2
Sistema bilan berilgan funksiyani ekstremumga tekshiring.
Yechish. ¢(t) va w(t) funksiyalar istalgan tartibli xosilalarga
ega.
@) =5t* —106 =20, w'(t) =12¢* 12t —18, " (¢) = 24t - 12.
(-2;2) da ¢@'(?) # 0 ; demak, berilgan sistema (-2;2) da y=f(x)
funksiyani aniglaydi.

2-misol. {

y'(t) =0 tenglama ¢, =1, ¢, =-§: ildizlarga ega bo‘lib, ular

(-2;2) intervalga tegishli. w"(-1)<0, ://"(%)>0 bo‘lganligi
sababli, y=f{x) funksiya =1 da (ya’ni x=31da) maksimumga,

t= % da(ya’ni x= ——1%2-3) minimumga ega bo‘ladi.

4.3. Teylor formulasi yordamida ekstremumga tekshirish

2-teorema. Aytaylik, f{x) funksiya xp nuqtaning biror (xo-
xp+d) atrofida f'(x), f" (%), ... fW(x) (n>2) uzluksiz
hosilalarga ega va f'(xg)= f" (xp)=...= f" (x0)=0, £ (x9)#0
bo‘Isin.

U holda:

1) agar » juft va f™ (x4)<0 bo‘lsa, funksiya x, nugtada lokal
maksimumga ega bo‘ladi;

2) agar n juft va £ (x9)>0 bo‘lsa, funksiya xy nuqtada lokal
minimumga ega bo‘ladi;

3) agar n toq bo‘lsa, funksiya x, nuqtada ckstremumga ega
bo‘lmaydi.
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Isboti. f{x) funksiya uchun Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasini yozamiz:

J)=flxg) + f'(xg)(x-x0) + -2!-' " (xo)(x-xg)® + ..+
S (")(5)

1
(n-1)!

£ () (e-xg)™ + =—22(x—x,)", bu yerda Ee(xpx).

Teorema shartiga ko ra f'(xg)= f"(xg)=...= f" (x9)=0,
shu sababli f{x)=f(xy) + ﬁ-(-g—)(x—xo)" yoki

(n)
s = LB -xy @
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Yana teorema shartiga ko‘ra f*” (x) funk-
siya xp nuqtada uzluksiz. Shuning uchun uzluksiz funksiyaning
lokal xossalariga ko‘ra xp nuqtaning shunday (x¢-8xo+J) atrofi
topilib, bunda £ (x) funksiyaning ishorasi £ (x) ning ishorasi
bilan bir xil bo‘ladi. Aytaylik, xe(xp-Sxp+J) bo‘lsin. U holda
Ee(xg-Oxo+0) bo‘lishi aniq. Endi quyidagi ikki holatni ko‘rib
chiqamiz.

1-holat. Aytaylik, n toq son bo‘lsin. U holda (x¢-8xot+9)
atrofda (1) tenglikning o‘ng tomonidagi " (&) ko‘paytuvchining
ishorasi £ (x) ning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi, ikkinchi
ko‘paytuvchi esa x>xo da (x-xg)" >0, x<xp da (x-xp)"<0 bo‘ladi,
ya’ni (x-xg)" ifoda xy nuqta atrofida ishorasini o zgartiradi Bundan
esa (1) tenglikning chap. tomoni, ya’ni f{x)-f(x¢) ayirma ham xo
nugqta atrofida ishorasini o‘zgartirishi kelib chigadi.

Shunday qilib, n toq son bo‘lganda f{x) funksiya x; nuqtada
ekstremumga ega bo‘Imaydi.

2-holat. Endi » juft son bo‘lsin. U holda (1) tenglikning o‘ng
tomoni ishorasini o‘zgartirmaydi, uning ishorasi 1 (x,) ning
ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. Bundan, agar /" (x,)<0 bo‘lsa, u
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holda f{x)-f(x0)<0, ya’ni f{x)<f(xg), demak, funksiya xo nuqtada
maksimumga ega bo‘ladi. Agar f™ (x9)>C bo‘lsa, u holda
J(x)-f(x9)>0, ya’ni f{x)>f(xg), demak, funksiya x, nuqtada
minimumga ega bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.

3-misol. Ushbu y=x’-5x*-5 funksiyaning ekstremumlari
topilsin.

Yechish. Funksiyaning kritik nugqtalarini topamiz. Uning
uchun funksiya hosilasini topamiz: y’=5x*-20x’. Kritik nuqtalar
faqat statsionar nugqtalardan iborat, shuning uwchun 5x*-20x’=0
tenglamani yechamiz. Uning ildizlari x,=0, x;=4 bo‘ladi.

Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: f" (x)=20x’-60x".

f" (4)>0 bo‘lgani uchun, x=4 nuqtada funksiya minimum
giymat qabul qiladi: f{4)=-261. f" (0)=0 bo‘lgani uchun uchinchi
tartibli hosilani hisoblaymiz:  f™ (x)=60x"-120x, ™ (0)=0,
to‘rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: £ (x)=120x-120,
@ (0y=-120<0 va n=4 juft bo‘lgani uchun 3-teoremaga ko‘ra
x=0 nuqtada funksiya maksimumga ega: f{0)=-5.

5-§. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari
Faraz qilaylik, f{x) funksiya X sohada aniqlangan bo‘lsin. Bu
funksiyaning qiymatlar to‘plami E)={f(x): xeX} ni ko‘rib
chigamiz.
Agar E(f) to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u holda uning aniq
yuqori chegarasi mavjud, uni M=sup {f(x)} deb belgilaymiz. Agar

xeX
M eE(f) bo‘lsa, u holda M soni f{x) funksiyaning eng katta qiymati
deb ataladi va M= max {f(x)} kabi belgilanadi. Xuddi shunga

o‘xshash E(f) to‘plamning aniq quyi chegarasi mavjud, uni
m=in§ {f(x)} deb belgilaymiz. Agar m eE(f) bo‘lsa, u holda m soni

f{x) funksiyaning eng kichik giymati deb ataladi va m= mi)t) {f(x)}
kabi belgilanadi.
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Endi [a,b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lgan fix)
funksiyani ko‘rib chiqgamiz. Bu holda Veyershtrassning ikkinchi
teoremasiga ko‘ra funksiyaning [a;b] da eng katta va eng kichik
giymatlari mavjud bo‘ladi. Aniqki, bu holda quyidagi qoida o‘rinli
bo‘ladi.

Qoida. [a,b] da funksiyaning eng katta va eng Kkichik
giymatlarini topish uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik
nuqtalarni topib, funksiyaning shu nuqtalardagi qiymatlari
hisoblanadi. So‘ngra bu qiymatlar bilan f(a) va f(b) lar
taqqoslanadi. Bu qiymatlar ichida eng kattasi f{x) funksiyaning
[a,b] kesmadagi eng katta qiymati, eng kichigi esa f{x)
funksiyaning eng kichik qiymati bo‘ladi.

l-misol. f(x)=x+ funksiyaning [FI)E;IOO] kesmada eng
X

katta va eng kichik qiymatlarini toping.
x~-1 :
o Uni nolga

Yechish. Funksiya hosilasini topamiz: f’(x)=

2

x° -1 .
e =0 tenglamaga qarab x=-1 va x=1 ekanligini

tenglab, ya’ni

topamiz. Bulardan x=-1 nuqta [i%;IOO] kesmaga tegishli emas
va bu kesmada hosila mavjud bo‘lmagan nuqta yo‘q. Faqat bitta
x=1 statsionar nuqta [1%6;100] kesmaga tegishli. Berilgan

funksiyaning Fi%; x=1; x=100 nuqtalaridagi qiymatlarini

hisoblaymiz. f{1/100)=100,01; f1)=2; f(100)=100,01. Bu qiy-
matlarning eng kattasi 100, 01; eng kichigi 2.

Demak, berilgan funksiyaning [i-zl)-a;lOO] dagi eng Kkatta
qiymati 100,01, eng kichik qiymati esa 2 ga teng, ya’ni
max {f{x)}=100,01; [(m] {fx)}=2.

{0.01:100]
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Agar f(x) funksiya intervalda, to‘g‘ri chiziqda, [a;b), [a;+),
(-00;b], (a;+), (-00;b), (a;b] oraliglarda tekshirilayotgan bo‘lsa, u
holda bunday oraliqlarda funksiyaning eng katta (eng kichik)
qiymatlari mavjud bo‘lmasligi ham mumkin.

Masalan, y=x funksiyaning (1;2] oraliqda eng kichik giymati,
[1;22) oraliqda esa eng katta qiymati mavjud emas. Sonlar o‘qida
y=x" funksiyaning eng katta giymati, y=arctgx funksiyaning eng
katta, eng kichik qiymatlari mavjud emas.

Agar flx) funksiya [a;b) ([a;+)) oraligda o‘suvchi bo‘lsa, u
holda bu oraligda funksiyaning eng kichik qiymati mavjud va
unga x=a nuqtada erishiladi.

Shunga o‘xshash tasdiq (a;b] ((-oo;b]) oraligda uzluksiz
funksiya uchun ham o‘rinlidir.

Agar f{x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz, xoe(a;b) kritik
nuqtaga ega, (a;xo) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (xp;b)
intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) bo‘lsa, u holda qaralayotgan
oraligda f{x) funksiya x; nugtada eng katta (eng kichik) gqiymatga
erishadi.

Agar flx) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz, unda chekli
sondagi kritik nugtalarga ega va a<wo<xi<...<x;<b, (a;xo)
intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (x,;0) intervalda kamayuvchi
(o‘suvchi) bo‘lsa, u holda qaralayotgan (a;b) intervalda f(x)
funksiya eng katta (eng kichik) qiymatga erishadi. Bu giymatni
funksiya kritik nuqtalardan birida qabul qiladi.

Agar f{x) funksiya (-o0;+0) ([a;b)) da uzluksiz va x—-oo,
x40 (x—b-0)) da chekli yoki cheksiz limitga ega bo‘lsa, u
holda bu funksiyaning kritik nuqtalardagi giymati va cheksizdagi
limitlarini solishtirib, uning eng katta, eng kichik giymatlarining
mavjudligi haqida fikr bildirish mumkin.

2-misol. fix)=Inx-x funksiyaning (0;+c0) oraligdagi eng katta
giymatini toping.

Yechish. Funksiyaning hosilasini va kritik nuqtalarini

topamiz: f '(x)=:—1:—£, x=1. Agar 0<x<l bo‘lsa, u holda
x
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f'(x)>0, bundan f{x) o‘suvchi. Agar 1<x<+oo bo‘lsa, u holda
f'(x)<0, bundan f{x) kamayuvchi. Demak, fix)=Inx-x funksiya
x=1 nuqtada eng katta qiymatiga erishadi: f{1)=-1.

3-misol. Ushbu f (x)=2+——125 funksiyaning  (0;1)

x l-x

intervaldagi eng kichik qiymatini toping.
Yechish. Bu funksiya uchun f'(x) =" (31)(2") +3)
x(-x

bundan funksiyaning (0;1) intervalga tegishli bo‘lgan kritik

nuqtasi x = % ekanligini topamiz. Agar 0 < x < % bo‘lsa, u holda

f'(x)<0, bundan f{x) kamayuvchi. Agar —:— <x <1 bo‘lsa, u holda

f'(x)>0, bundan f{x) o‘suvchi. Demak, (0;1) intervalda berilgan

f(x)= ?— + 12—5— funksiya x = % nuqtada eng kichik giymatga
x l-x

erishadi: f (g) =64.

6-§. Egri chiziqgning qavariqligi va botigligi.
Egri chizigning burilish nuqtasi

6.1. Egri chizigning qavariqligi va botiqligi. Aytaylik, f{x)
funksiya x=xp nuqtada f’(xo) hosilaga ega, ya’ni funksiya
grafigining M(xof(xs)) nuqtasidan novertikal urinma o‘tkazish
mumkin bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar x=x; nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib,
y=f{x) egri chiziqning bu atrofdagi nuqtalarga mos bo‘lgan bo‘lagi
shu egri chiziqqa M(x4,f(x¢)) nuqtasidan o‘tkazilgan urinmadan
pastda (yuqorida) joylashsa, u holda f{x) funksiya x=x, nugtada
qavariq (botig) deyiladi.

Agar egri chiziq biror intervalning barcha nuqtalarida qavariq
(botiq) bo‘lsa, u holda bu chiziq shu intervalda gavariq (botiq)
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deyiladi. 33-rasmda qavariq va 34-rasmda botiq egri chiziglar
chizilgan.

A
)
Y y

' Y
oy
|
0 Y
X X
33-rasm.
A ¥ ’P y
| Y
| y
0 ' x O
' - »>
Xp X
35-rasm. 36-rasm.

Egri chiziq nuqtasining ordinatasini y bilan, shu egri chizigqa
M(xo,f(xg)) nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning x ga mos ordi-
natasini Y bilan belgilaylik. Anigki, agar x, nugtaning biror
atrofidan olingan barcha x lar uchun y-Y <0 (3-Y 2 0) tengsizlik
o‘rinli bo‘lsa, u holda egri chiziq x=x, nuqtada qavariq (botiq)
bo‘ladi. (35,36-rasmlar)

1-teorema. Faraz gilaylik, f{x) funksiya X oraliqda aniqglangan
va xgeX nuqtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo‘lsin. Agar
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S (x¢)>0 bo‘lsa, u holda funksiya grafigi xp nuqtada botiq; agar
S (x9)<0 bo‘lsa, u holda funksiya grafigi x, nuqtada qavariq
bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, 1" (x¢)>0 bo‘lsin. Quyidagicha yordamchi
funksiya kiritamiz: F(x)=y-Y, ya’ni F(x)=f(x)-f(xo)- [ (xo)(x-x0).
Ravshanki F(x¢)=0, F'(x)=f'(x)- f'(xq), F"(x)=f" (x) bo‘ladi.
Bundan F'(xg)= f'(xg)- f' (xo)=0 va F"(x¢)= f" (xg)>0 ekanligi
kelib chigadi. Demak, (ekstremum mavjudiigining yetarli shartiga
ko‘ra) xp nuqta F(x) funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi, ya’'ni
Xo nuqtaning biror atrofida F(x)2F(xg)=0 bo‘ladi. F(x)=y-Y
bo‘lganligidan y>Y tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa xp nuqtaning
aytilgan atrofida funksiya grafigi urinmadan yuqorida
joylashishini, ya’ni funksiya grafigi x, nuqtada botiq bo‘ladi.
Teoremaning ikkinchi qismi shunga o*xshash isbotlanadi.

Agar biror intervalda f" (x)>0 (f" (x)<0 ) bo‘lsa, u holda
y=f(x) egri chiziq shu intervalda botiq (qavariq) bo‘ladi.

Misol. Ushbu y=x’ funksiya grafigining botiglik, qavariglik
oraliglarini aniglang.

Yechish. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:
y”’=20x". Bundan, agar x>0 bo‘lsa, y’’>0, agar x<0 bo‘lsa y’<0
bo‘ladi. Demak, (-0;0) oraligda egri chiziq qavariq, (0;+o)
oraliqda esa botiq bo‘ladi.

6.2. Egri chiziqning burilish nuqtasi. Endi egri chizigning
burilish nuqtasi tushunchasini kiritamiz.

2-ta’rif. Agar xy nuqtaning shunday (xy-&x,+9) atrofi topilib,
f{x) funksiya (x¢-:xg) oraligda botiq (qavariq), (xo;xo+0) oraligda
esa qavariq (botiq) bo‘lsa, u holda xy nuqta y=f(x) egri chizigning
burilish nuqtasi deyiladi.

Agar burilish nuqtasida urinma mavjud bo‘lsa, u egri chizigni
kesib o‘tadi (37-rasm).
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2-teorema. Aytaylik, 4 y
y=f(x) funksiya x=xp
nuqtada differensiallanuv-
chi bo‘lsin. Agar x=x
nuqta funksiyaning grafi-
gining burilish nuqtasi
bo‘lsa, u holda shu nug-
tada funksiyaning ikkinchi
tartibli hosilasi mavjud va
nolga teng yoki mavjud
bo‘Imaydi. 37-rasm.

Isboti. Aytaylik, x
nuqta f{x) ning burilish nugqtasi bo‘lsin. Teskarisini faraz qilamiz:
f" (x¢) mavjud va f" (xp)#0. U holda f" (x)<O yoki f" (x9)>0
bo‘ladi.

S" (xg)<0 (f" (x4)>0) bo‘lgan holda 1-teoremaga binoan xg
nuqtaning biror (xp-8xp+6) atrofi topilib, bunda f{x) funksiya
gavariq (botiq) bo‘ladi. Bu x¢ ning burilish nuqta bo‘lishiga zid.
Demak, burilish nuqtada f" (xg) nolga teng bo‘ladi yoki mavjud
bo‘lmaydi.

f" (xg)=0 bo‘lishi yoki f"(x) ning mavjud bo‘lmasligi
burilish nuqtasi mavjudligining fagat zaruriy sharti bo‘lib, yetarli
shart bo‘la olmaydi. Masalan, y=x’ funksiya uchun y=4x,
y''=12x* va y"(0)=0 bo‘ladi. Lekin, ¥=0 burilish nugtasi emas.

Endi burilish nuqtasi mavjudligining yetarli shartini
tayinlovchi teoremani keltiramiz.

3-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya x=x, nuqtada differren-
siallanuvchi va xy nuqtaning shunday (xs-8; xo+0) atrofi topilib,
(xo-6:xp) va (xo; xp+0) intervallarda f” (x) mavjud hamda har bir
intervalda f” (x) ishorasi o‘zgarmas bo‘lsin. Agar xy nugtaning
chap va o‘ng tomonlarida f" (x) har xil ishorali bo‘lsa, xy nuqta
ftx) funksiyaning burilish nuqtasi bo‘ladi; agar f"(x) bir xil
ishorali bo‘lsa, u holda xy nuqtada burilish bo‘lmaydi.
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Isboti. Hagiqatan ham, xp-0<x<xp bo‘lganda f" (x)<0
(f" (x)>0) bo‘lsa, xg<x<x,+J5bo‘lganda esa " (x)>0 ( f" (x)<0)
bo‘lsa, 1-teoremaga ko‘ra xy dan chapda f{x) funksiya gavariq
(botiq), xo dan o‘ngda esa botiq (qavariq) bo‘ladi. Demak, x, nuqta
f(x) funksiyaning burilish nuqtasi bo‘ladi.

Agar (xp-0xg) va (xo; xo+9) intervallarda f* (x) bir xil isho-
rali, masalan f"(x)<O bo‘lsa, u holda bu intervallarda f{x)
funksiya gavariq bo‘lib, burilish bo‘lmaydi.

Shunday qilib, flx) funksiyaning burilish nuqtasini aniqlash
uchun /"’ (x)=0 tenglamani yechamiz va f” (x) mavjud bo‘lma-
gan nuqtalarni topamiz. Hosil gilingan har bir xp nuqtadan chapda
vao‘ngda f" (x) ning ishorasini tekshiramiz.

l-misol. Ushbu f(x)= 3/x_5 funksiyaning burilish nugtasini
toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi — (-0;+00). Birinchi

va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz: f'(x)= —2—3 x*,

(= )=—9—-7_-— Ikkinchi tartibli hosila x=0 nuqtadan boshqa
barcha nuqtalarda mavjud va noldan fargli. Bu nugta atrofida 3-
teorema shartlarini tekshiramiz. Agar x<0 bo‘lsa, /" (x)<0; x>0

bo‘lsa — f"(x)>0 bo‘ladi. Demak, grafikning (0;/0)) nuqtasi
burilish nuqtasi bo‘ladi.

2-misol. y=2In2 (a>0), 0<x<w, funksiyaning buri-
X a

lish nuqtasini toping.
Yechish. Bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

W 2a. x 3
y'=—(n—-=) gateng.
X a 2
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Agar mi‘--% =0 bo‘lsa, u holda f" (x)=0 bo‘ladi. Demak,
a

x= aeg bo‘lganda f" (x)=0. Bu nuqtadan chapda va o‘ngda
/" (x) ning ishorasini tekshiramiz: 0<x< ae% bo‘lganda 1" (x)<0,
x> aeg bo‘lganda f" (x)>0 bo‘ladi.

Demak, grafikning (ae%;—;--e—%) nugqtasi burilish nugqtasi

bo‘ladi.

3-misol. Quyidagi funksiyalarning qavariglik, botiglik
intervallari va burilish nuqtalarini toping:

a) y=x*+x7-18x’+24x-15; b) y=x+x"".

Yechish. a) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini topamiz:

y'=4x°+3x7-36x+24, y*'=12x"+6x-36=12(x’+x/2-3).

Ushbu y’’=0 tenglamani yechib, x;=-2, x,=1,5 ekanligini
topamiz.

Bundan (-0;-2) va (1,5; o) oraliglarda y’™>0, demak, bu
oraliqlarda grafik botiq bo‘ladi; (-2;1,5) oraligda y’’<0, demak, bu
oraligda grafik qavarig bo‘ladi. x;=-2 va x;=1,5 nugqtalardan
o‘tishda ikkinchi tartibli hosila ishorasini o‘zgartiradi. Shu sababli
(-2;-127) va (1,5; -11,0625) nuqtalar burilish nuqtalari bo‘ladi;

5 2 10

b) funksiyanin ilalarini topamiz: y=1+=x3, y"=——=

) yaning hosilala p yEIIE, y o
(x#0). x=0 bo‘lganda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. x<0
bo‘lganda y’’<0, demak, funksiya grafigi qavariq, x>0 bo‘lganda
y'>0, demak, grafik botiq bo‘ladi. lkkinchi tartibli hosila x=0
nuqgtadan o‘tganda ishorasini o‘zgartiradi, shu sababli (0;0) nuqta
burilish nuqtasi bo‘ladi.
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7-§. Asimptotalar

Funksiyani cheksizlikda, ya’ni x—+o0 va x—-00 da yoki uning
ikkinchi tur uzilish nugqtasi atrofida o‘rganish ko‘p hollarda
funksiya grafigi nuqtalari bilan biror to‘g‘ri chiziqning nugqtalari
orasidagi masofa yetarlicha kichik bo‘lishini ko‘rsatadi. Bunday
xossaga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlarni topish funksiyani
tekshirishda yordam beradi.

Ta’rif. Agar y=f{x) egri chiziqda olingan o‘zgaruvchi nuqta
koordinatalar boshidan cheksiz uzoqlashganda shu nuqtadan biror
to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa nolga intilsa, u holda bu
to‘g‘ri chiziq egri chiziqning asimptotasi deyiladi.

Asimptotalar vertikal (ordinatalar o‘qiga parallel) va og ‘ma
(ordinatalar o‘qiga parallel emas) bo‘lib ikkiga ajraladi. Og‘ma
asimptotalar ichida abssissalar o‘qiga parallel bo‘lganiari ham
mavjud bo‘lib, ular gorizontal asimptota deyiladi.

7.1. Vertikal asimptotalar. Faraz qilaylik, ¢ nuqtadagi bir
tomonli limitlaming kamida biri cheksizga teng bo‘lsin. U holda
y=f{x) egri chiziqdagi M(x,y) nuqta x—a da koordinatalar
boshidan cheksiz uzoqlashadi,
shu nuqtadan x=a to‘g'n \
chizigqgacha bo‘lgan masofa 7
MN=|x-a| nolga intiladi, Demak, y=ft
ta’rifga ko‘ra, x=a to‘g‘ri chiziq =a
y=f{x) egri chiziqning (funksiya
grafigining) vertikal asimptotasi N M
bo‘ladi.

Ravshanki, haqiqiy sonlar
to‘plamida  uzluksiz bo‘igan
funksiyalar  uchun  vertikal
asimptota mavjud emas. Vertikal ol © & T
asimptota faqat ikkinchi tur
uzilish  nugtalarida  bo‘lishi 38-rasm.
mumkin.
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x* +9x

2

Misol. Ushbu funksiyaning f(x)= vertikal asimp-

totalarini toping.
Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi, aniqki, x’-4=0
tenglama ildizlaridan boshqa barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan
iborat. Bu nuqtalarda funk-
siya ikkinchi tur uzilishga
ega. Hagiqatan  ham, 1.
. X’ +9x
lim — =-
=20 x° -4

E D

b

. x*+9x
lim

=+00; x=-2
x—2+0 xZ -4

x> +9x

. o _
lim 2 ’ S~b 4 2 Ok 2z 4 & o

x—»-2-0 x° —~4

2
x° +9x
=+00, demak £ +0x

x2-240 x° ~ 4 ﬂx)"?':z-
x=-2va

x=2 to‘g‘'n chiziglar
vertikal asimptota bo‘ladi
(39-rasm).

7.2. Og‘ma asimptota.

Og‘ma asimptota tengla-

masini y=kx+b ko‘rinishda

izlaymiz. Bir xil abssissali egri chiziq ordinatasi va asimptota
ordinatasi orasidagi masofa x—+o yoki x—-co da nolga intilishini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, M va N abssissasi x ga teng bo‘lgan egri
chizigdagi va asimptotadagi nuqtalar (40-rasm), MP esa M
nuqtadan asimptotagacha bo‘lgan masofa, a (a#n/2) asimp-
totaning Ox o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan
burchagi bo‘lsin. U holda AMNP uchburchakdan MP=MNcosa,
bundan esa,

x:

.10J

39-rasm.
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MN=MP/cosa.

M
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu @
tenglikdan, agar MP nolga N
intilsa, u holda MN ham
nolga intilishi, va aksincha, ¢ o x
agar MN nolga intilsa, u )% x .
holda MP nolga intilishi
kelib chigadi.

Shunday qilib, agar x—>+o yoki x— -c da f{x)-kx-b ayirma
nolga intilsa, u holda y=kx+b to‘g'ri chiziq y=f{x) funksiya
grafigining asimptotasi bo‘lar ekan.

Bundan 11_{2 (f(x)-kx-b)=0 shart y=kx+b to‘g‘ri chizigning
y=f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo‘lishi wuchys
zaruriy va yetarli shart ekanligi kelib chigadi.

Xususan, y=b gorizontal asimptota bo‘lishi uchun }1(1_13‘10 (f(x)-

40-rasm.

b)=0, ya’ni lim f{x)=>b shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Amalda og‘ma asimptotalami topish uchun quyidagi
teoremadan foydalaniladi.

Teorema. y=f(x) funksiya grafigi y=kx+b og‘ma asimptotaga
ega bo‘lishi uchun

k = lim—= f( ) va b=lim(f(x)~ kx)

chekli lirmtlarmng mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. y=kx+b to‘g'ri chiziq y=f{x) funksiya
grafigining x—>c0 dagi asimptotasi bo‘lsin, ya’ni )1{1_1)130 (f(x)-kx-b)=0.
U holda f{x)-kx-b=a(x) tenglik o‘rinli, bu yerda: a(x) x—w da
cheksiz kichik funksiya. So‘ngi tenglikni quyidagicha yozib olish
mumkin: f{x)=kx+b+afx). Demak,
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e lim(f (x) - k) =

= 11m (b+a(x)y=b tenghklar o‘rinli bo‘ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, k= hmf () va b—hm( f(x)—kx)

X~y x

chekli limitlar mavjud bo‘lsin. So‘ngi lim (f{x)-kx)=b tenglikni

quyidagicha yozib olish mumkin: f{x)-kx=b+pf(x), bu yerda: f(x)
x~—»o0 da cheksiz kichik funksiya. Demak, f(x)-kx-b=p(x), ya’'ni
lim (f{x)-kx-b)=0. Bu esa y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f{x) funksiya

grafigining x—oo dagi asimptotasi ekanligini bildiradi.
Misol. Ushbu f(x) = xIn(e+ l) funksiyaning asimptotalarini
x

toping.
Yechish. Avval bu funksiyainng aniqlanish sohasini topamiz.

Buning uchun e+ 1 >0 tengsizlikni yechib,
x

D(y)= (—oo;—l) U (0;0) ni hosil qilamiz.
e
Endi chegaraviy nuqtalardagi funksiya holatini aniglaymiz.

hm xln(e+—) —o0, x—>+0 dagi limitni hisoblashda Lopital

—»——-0
e

qoidasidan foydalanamiz:
1 1

=)
In(e + —1—) e+ 1 x
lim xIn(e + =) = lim X = lim —%——=0.
x->+0 X x—+0 x—>+0 1 :
x x?

Bulardan ko'rinadiki, berilgan egri chizigning x=—-—
(4

vertikal asimptotasi mavjud.
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Endi og‘ma asimptotalar mavjudligini tekshiramiz.

k= limZ® ~ liminge+ 3y =1,
X

X% X X—»0
b = lim(f (x) - kx) = lim x(ln(e+2) ~1) =
X2 X—0 X
1 1
1 T
In(e+—) -1 e+—
= lim X lim—ZX

x>0 X—>0

]
[

x x?

Demak, grafikning y = x + 1 og‘ma asimptotasi mavjud.
e
Misol. Asimptotalarni toping. a) y=2x+ -ﬁ% b) y=xe'*
x —

Yechish. a) x=3 da f(x)=2x+—2-"3 funksiya ikkinchi tur
x—

2x
x-3

uzilishga ega va lirsrilo (2x+ )=too bo‘lganligi sababli, x=3

vertikal asimptota bo‘ladi.

Og‘ma asimptotalarni izlaymiz: k= liTw R lirB 2+
X x X—=Ixc
+ 2y,
x —
2x

b= lirp O-kx)= = ligl (2x+ 3 -2x)=2. Demak, y=2x+2 og‘ma

asimptota bo‘ladi (41-rasm);
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b) y=xe’* fynksi-
yaning aniqlanish sohasi (-
;0) U(0;+0) to‘plamdan
iborat. x=0 nuqtada funk-
siyaning chap va o‘ng
limitlarini hisoblaymiz.

lim xe'*=0;
x>0

lim xe’ = (1/x=t belgi-

lashni kiritamiz, u holda
x—>+0 da >+ bo‘ladi)

t

=lim& =+0) Demak,

t—r+x t

x=0 to‘g‘ri chiziq vertikal
asimptota bo‘ladi.

Endi og‘ma asimpto-
talarni izlaymiz:

41-rasm.

k= lim Z = lim ¢=e’=1,
Xt X x—yto0

1/x

-1 — T 1/,__=.e—-1___ - o0
b }Eﬂo (y-kx) xll,rﬁ, (xe " -x)= }LT«, =T l/x=z, x>0

z—0F= lirrgf—;—l— =1, shunday qilib y=x+1 og‘ma asimptota ekan
z—> z

(42-rasm).
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42-rasm.

8-§. Funksiyani ¢o‘la tekshirish va grafigini yasash

Funksiyaning xossalarini tekshirish va uning grafigini
yasashda quyidagilami bajarish magsadga muvofiq:

1. Funksiyaning aniqlanish sohasi va uzilish nuqtalari topi-
ladi; funksiyaning chegaraviy nuqtalaridagi giymatlari (yoki unga
mos limitlari) hisoblanadi.

2. Funksiyaning toq-juftligi, davriyligi tekshiriladi.

3. Funksiyaning nollari va ishora turg‘unlik oraligiari anig-
lanadi.

4. Asimptotalar topiladi.

5. Funksiya ekstremumga tekshiriladi, uning monotonlik
intervallari aniqlaniladi.

6. Funksiya grafigining burilish nugtalari, qavariglik va
botiqlik intervallari topiladi.
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Misollar

1. y=x(x’-1) funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) aniglanish sohasi — haqigiy sonlar to‘plami.
Uzilish nuqtalari yo‘q. Funksiyaning chegaraviy qiymatlari:
lim x(x*-1)=+o0; lim x(x’-1)=-c5;

2) funksiya davriy emas, toq funksiya;

3) funksiyaning uchta holati bor: x=0; x=-1; x=1. Ushbu x(xz-
1)>0 tengsizlikni yechamiz, uning yechimi (-1,0)u(1,+)
to‘plamdan iborat. Demak, funksiya (-1,00(1,+00) to‘plamda
musbat va (-o0,-1)(0,1) to‘plamda manfiy qiymatlar qabul qiladi;

4) og‘ma asimptotaning burchak koeffitsientini topamiz:

k=lim £ ==lim (x’-1)=.
X—poC X X—roc

Demak, og‘ma asimptota mavjud emas. Vertikal asimtotalar
ham mavjud emas (chunki, uzilish nuqtalari yo‘q);

5) funksiya hosilasini topamiz: y’=3x’-1. Hosilani nolga
tenglashtirib, statsionar nuqtalarini topamiz: y’=0 yoki 3x°-1=0,
bundan x=-1//3 , =1/ 3. Ushbu (43, a-rasm) sxemani chizamiz
va intervallar metodidan foydalanib, funksiya hosilasining
ishoralarini aniqlaymiz. Bundan funksiya (-oo,-l/\/g ) va
(l/x/’aT ,t0) intervallarda monoton o‘suvchi, (-l/\/g 1/ \/5 )
intervalda monoton kamayuvchi; x=-1/ NE) nuqtada maksimumga,

x=1/\/§nuqtada minimumga ega ekanligi kelib chiqadi.
Ekstremum nugqtalarida funksiya qiymatlarini hisoblaymiz: agar
Xmax=-1/ J3 bo‘isa, u holda ym.=2/(3 \/5 ); agar X, =1/ \/5 bo‘lsa,
u holda yy=-2/(3/3 ) bo‘ladi;

6) ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y’'=6x. Ikkinchi tartibli
hosilani nolga tenglashtirib y’’=6x=0, x=0 ekanligini topamiz.
Sxemani (43, b-rasm) chizamiz va hosil bo‘lgan intervallarda
ikkinchi tartibli hosila ishoralarini aniglaymiz. Bundan x=0
nuqtada burilish mavjud, (-o0;0) da funksiya grafigi qavariq,
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(0;+00) da botiq ekanligini topamiz. Burilish nuqtasi ordinatasini
topamiz: (0)=0.
Funksiya grafigi 43, c-rasmda keltirilgan.

y'=0 y'=
A R .y
U8 VE Y
V' o max U min 4 y=x{x-4}fx+1)
a)
x;
" ’”ag
-+ R
y s 0w »X 1 d)
b)

43-rasm.

2. = Jx+Ja—x funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) aniqlanish sohasi — [0,4] kesma. Funksiyaning
chegaraviy giymatlarini topamiz: agar x=0 bo‘lsa, u holda y=2;
agar x=4 bo‘lsa, y=2. Funksiyaning uzilish nuqtalari yo‘q;

2) funksiya toq ham, juft ham emas, davriy ham emas;

3) funksiyaning holatiari yo‘q;

4) og‘ma asimptotalari yo‘q, chunki aniqlanish sohasi kesma-

dan iborat;
5) hosilasini topamiz: y'= ______A—x—\/;
2\/; N I

Hosilani nolga tenglashtirib, kritik (statsionar) nugqtani
topamiz: x=2. 44-rasmdagi sxemani chizamiz. Bundan funksiya
(0,2) intervalda o‘suvchi, (2,4) intervalda kamayuvchi, x=2
nuqtada funksiya maksimumga erishishi kelib chigadi. Maksimum

nuqtasining ordinatasi ;=2 \/5 ;
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6) ikkinchi tartibli hosilani

. v #r=0_ x,
topamiz: y ot 7§ w7
32
o 1 (@-x +x*
4 x3/2(4 x)3/2 y

(0,4) intervalda ikkinchi tartibli
hosila manfiy, demak, bu '
intervalda funksiya grafigi qa- ':
variq bo‘ladi. '.
Funksiya grafigi 44-rasmda :

x4

chizilgan. Shuni aytib o‘tish
kerakki, lim y' =400,

(2] 2! 4 X
x1_15}_10 y'=-  bo‘lganligi
sababli, funksiya grafigi (0,2) 44-rasm.

nuqtada ordinatalar o‘qiga,
(4,2) nugtada x=4 to‘g‘ri chiziqqa urinadi.

3. y=x". funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. Avval funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
y= = exlnx‘

1) funksiyaning aniglanish sohasi

barcha musbat sonlar to‘plami. Chegaraviy qiymatlari:
lim €™=1, lim ¢"™=+c0, Uzilish nuqtalari yo‘q.

x—0+ x>+
2) funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas;
3) funksiyaning holatlari mavjud emas;

xinx

=+o0, demak,

4) og‘ma asimptotasini izlaymiz: k= lim

Xo+0 x
og‘ma asimptota yo‘q;

5) hosilasini topamiz: y =x" (Inx+1). y'=0 tenglamadan x=e’
funksiya (0,1/e) mtervalda kamayuvchi, (1/e,+o0) 1ntervalda
o‘suvchi bo‘ladi. x=¢’ nuqtada funksiya minimumga ega, uning
ordinatasi y,,,,=0,692;
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6) ikkinchi tartibli hosilani 4
topamiz:  y’’=x"((Inx+1)°+1/x). ¢
Ikkinchi tartibli hosila (0,+)
intervalda musbat, demak,
funksiya bu intervalda botiq.

Funksiyaning x=0 nuqta
atrofida tekshiramiz.

lim y’= }Lr{)i x*(Inx+1)=-cq

x>0+

bundan funksiya grafigi (0,1)

nuqtada  ordinatalar  o‘giga !

urinishi kelib chigadi. 0.692] |
Funksiya grafigi 45-rasmda ol 2 x
berilgan. 0,367
4. fix)=x+In(x’-1) funksiyani A5-rasm.
to‘la tekshiring va grafigini
chizing,

Yechish. 1) funksiya x’-1>0, ya’ni (-0;-1) va (1;+0)
oraliglarda aniqlangan va uzluksiz. Funksiyaning chegaraviy
qiymatlarini izlaymiz:

E{{‘_Of(x)= }j{p_o (x+ln(x2-1)) =00
lim f(x)= lirgo (X+ln(x2-]))=-oa

x~-1+0

Demak, funksiya grafigi ikkita x=-1 va x=1 vertikal asimpto-
talarga ega;

2) funksiya toq ham, juft ham, davriy ham emas;

3) funksiya (-o0,-1) intervalda manfiy, (I,+c) intervalda
yagona holat mavjud, uni topish uchun taqribiy hisoblash metod-
laridan foydalaniladi, natijada x¢=1,15 ekanligini aniqlashimiz
mumkin. Demak, funksiya (1;1,15) intervalda manfiy, (1,15, +c0)
oraligda musbat;
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x=-1 x=l f(x)= x+In{x*1)

#2;4 -2 2 2 x
3 12 [7) (1,15 g
' ]
S 354
f(x)= x-+In{x*1)
46-rasm.

4) Og‘ma asimptotalarini izlaymiz:
2 ——
k= lim £ = lim (l+ln—()f-——l—))=l, b= lim (y-kx)=
x—3iw y x>t X x—>to0

= l_l_glw In(x’-1)=+w, demak og‘ma asimptota mavjud emas;

5) funksiya hosilasi y’=1I+2x/(x’-1) funksiyaning aniqlanish
sohasida mavjud, shu sababli uning kritik nuqtalari faqat
statsionar nuqtalardan iborat bo‘ladi. Bunda y™=0 tenglama

yechimlari x1=-1-\/§ va xz=-l+\/§ bo‘lib, x2=-1+\/—2-
funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli emas. Shunday qilib,
yagona kritik nuqta mavjud va (-oo;-1) oraligga tegishli. (1;+o0)
oraligda y*>0 va funksiya o‘suvchi bo‘ladi. x=1-2 nugtada
maksimum mavjud. Uning ordinatasi f(-l—\/z )=-1-«/§ +
+Hn(2+22 ) ~ -0,84 ga teng.

27 +1)

6) ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y’ =-—(—2—-—~i—)—2-. Bundan
x —

y'’<0, demak graf'k qavariq.
Funksiya grafigi 46-rasmda berilgan.
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VIII bobga doir test savollari

@ <o NS

__O=

?
S (x)>0, xe(axo) d xo- maksimum
S (%)<0, xe(x0,b) nuqta

Xo- minimum

nuqta
Sx)
@ [ ishorasi (f (x¢)=0)
X<Xp Xo<X
+ - max
- + ?
+ + ?
- - ?
@ X<Xp<X3
i} /P
') ')

xﬂl X
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7 ~_ 9
Fxy)>0 >
fxz)<0 :
Xg-Max
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X ni
0 Xui x Xai I
£(xp-0)=0 £ (xg-0)=?
£ (xg+0)=0 P (xg+0)=?

0 xo x 0 xo, X
Flr0)=0 Flo)=?
{xo+0}=0 {(xe+0)=?
7.
(a;b) intervalda f(x) (a;b) intervalda f{x) botiq
kamaymaydi
. ? (a;b) intervalda f{x) qavariq
8. -
xo nuqtada ekstremunt mavjud f(x0)=0 yoki f°(x,) mavjud
bo'lishining zaruriy sharti emas
xo flx) funksiya grafigi burilish ?
nugqtasi bo’lishining zaruriy
sharti
9.
L (x0)=0, (20)>0 flxe) lokal minimum
L x0)=0, £ (%0)<0 ?
10.
S (x)=1"(x0)=0, /"’ (x)>0 Ekstremum yoq
L %)=L (%0)=0, /" (%0)<0 ?
7 (o= G~ (=0, />0 ?
L (o= (%)= (20)=0, f7<0 ?
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11.

y=fo+b - og‘'ma = im(f(x)—kx—-5)=0
asimptota X0
y=b - gorizontal P2 ?
asimptota
? = lim £ (x) = o
X->a
12. y=kx+b — og‘ma asimptota
k= . x
e FG0
X—w X
b= ?
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UCHINCHI BO‘LIM. BIR O‘ZGARUVCHILI
FUNKSIYANING INTEGRAL HISOBI

IX BOB. ANIQMAS INTEGRAL

1-§. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral
tushunchalari

Differensial hisobning asosiy masalalaridan biri — berilgan
Slx) funksiyaga ko‘ra uning hosilasi f'(x) ni topishdan iborat edi.
Bu masalaning teskarisi, ya’ni hosilasiga ko‘ra funksiyaning
o‘zini tiklash masalasi katta ahamiyatga ega bo‘lib, integral
hisobning asosiy masalalaridan hisoblanadi.

f{x) funksiya biror (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda
aniqlangan bo‘lgin.

1-ta’rif. Agar (a,b) da f{x) funksiya biror F(x) funksiyaning
hosilasiga teng, ya’ni (a,b) intervaldan olingan ixtiyorly x uchun
F’(x)= fix) bo‘lsa, u holda F(x) funksiya (a,b) intervalda flx)
funksiyaning boshlang ‘ich funksiyasi deyiladi. '

Masalan,

1) f(x)z-:/-l_; bo‘lsin. Bu funksiyaning (0;+o0) intervalda

boshlang‘ich funksiyasi F| (x)=2«/; bo‘ladi, chunki (0;+0) da

F'(x)=@Jx) = —j—; = f(0);

2) f(x)=x" ning (-c0;+0) oraliqda boshlang‘ich funksiyasi
3
F(x) =3§- bo*lishi anig.

Ravshanki, agar biror oraligda F(x) funksiya f{x) ning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy o‘zgarmas C son
uchun

F(x)+C )
funksiya ham f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, chunki,
(F(x)+C)'=F"(x)=f(x).
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Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar f{x) funksiya biror
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, u holda uning boshlang‘ich
funksiyalari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

Quyidagi savol tug‘ilishi tabiiy: biror oraliqda berilgan f{x)
funksiyaning barcha boshlang‘ich funksiyalari (1) formula bilan
ifodalanadimi, boshqacha aytganda, f{x) funksiyaning (1) formula
bilan ifodalanmaydigan boshlang‘ich funksiyalari mavjudmi?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

1-teorema. Agar biror oraligda F(x) funksiya f{x) ning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning ixtiyoriy
boshlang‘ich funksiyasi C o‘zgarmasning biror qiymatida (1)
formula yordamida ifodalanadi.

Isboti. Aytaylik, G(x) funksiya garalayotgan oraliqda f{x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. Ushbu ¢(x)=G(x)-
F(x) yordamchi funksiyani ko‘rib chigamiz. Bu funksiya uchun
o'(x)=G’(x)-F’(x)=f(x)-f(x)=0 bo‘ladi, ya’ni qaralayotgan ora-
ligda ¢(x) funksiya uchun funksiyaning doimiylik sharti
bajariladi. Boshqacha aytganda G(x)-F(x)=C, ya’'ni G(x)=F(x)+C
bo‘ladi. Demak, G(x) funksiya (1) formuladan C ning biror
giymatida hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, agar oraligda berilgan f(x) funksiyaning bitta
F(x) boshlang‘ich funksiyasi ma’lum bo‘lsa, u holda uning barcha
boshlang‘ich funksiyalari F(x)+C, bu yerda: C ixtiyoriy o‘zgar-
mas son, ko‘rinishda ifodalanar ekan.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan f(x) funksiya boshlang‘ich
funksiyalarning umumiy ifodasi F(x)+C, bu yerda: C=const, shu

Jf(x) funksiyaning anigmas integrali deb ataladi va u j f(x)dx

kabi belgilanadi. Bunda | — integral belgisi, f(x) integral ostidagi
funksiya, f{(x)dx — integral ostidagi ifoda, x - integrallash
o0 ‘zgaruvchisi deb ataladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra

[ f@ax=Fr)+c, )
bu yerda: F(x) funksiya f{x) ning biror boshlang‘ich funksiyasi.
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Masalan, (-00;+) da f{x)=cosx bo‘lsin. Bu holda (sinx)’=cosx

bo‘lgani uchun [ cos xdx =sinx+C bo‘ladi.

(2) formuladan ko‘rinadiki, berilgan f{x) funksiyaning biror
boshlang‘ich funksiyasini va uning anigmas integralini topish
masalalari deyarli bir xil masalalardir. Shu sababli f{x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini topishni ham, aniqmas
integralini topishni ham f{x) funksiyani integrallash deb ataymiz.

Integrallash differensiallashga nisbatan teskari amaldir.

Integrallash amalining to‘g‘ri bajarilganligini tekshirish uchun
olingan natijani differensiallash yetarli: differensiallash natijasida

integral ostidagi funksiya hosil bo‘lishi lozim.

Masalan, I 3x*dx=x"+C ekanligini tekshirish uchun
tenglikning o°‘ng tomonidagi funksiyadan hosila olamiz:

(**+C)’=3x?, demak, integrallash to‘g‘ri bajarilgan.

Geometrik nuqtai nazardan bu teorema f{x) funksiyaning

anigmas integrali y=F(x)+C
bir parametrli egri chiziglar
oilasini  ifodalaydi  (C-
parametr). Bu egri chiziglar
oilasi quyidagi xossaga ega:
egri chiziglarga abssissasi
x=xp bo‘lgan nugtasida
o‘tkazilgan urinmalar bir-
biriga parallel bo‘ladi (1-
rasm).

F(x)+C egri chiziglar
oilasi integral egri chiziqlar
deb ataladi. Ular bir-biri
bilari kesishmaydi, biri-

biriga urinmaydi. Tekislikning har bir nuqtasidan faqgat bitta
integral chiziq o‘tadi. Barcha integral chiziglar biri ikkinchisidan

x

(sl (([

y
)

1-rasm.

Oy o‘qiga parallel ko*chirish natijasida hosil bo‘ladi.
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Misol. Abssissasi x bo‘lgan nuqtasida o‘tkazilgan urinma-
sining burchak koeffitsienti k=x’ formula bilan ifodalanadigan va
(2;5) nuqtadan o‘tuvchi egri chizigni toping.

Yechish. Ma’lumki, y’=k=x’, bu shartni ganoatlantiruvchi y
funksiyaning umumiy ifodasi y =Ix3dx bo‘ladi. Bu integralni

4

hisoblab, y=xT+C ifodaga ega bo‘lamiz. Izlanayotgan egri

chiziq (2;5) nuqtadan o‘tadi. Shu sababli funksiya ifodasiga

berilgan nuqta koordinatalarini qo‘yamiz va C ning kerakli
4

giymatini topamiz. Natijada 5=g4—+C, C=1 hosil bo‘ladi.

4
Demak, izlanayotgan egri chiziq tenglamasi y = %— +1 ekan.

Endi quyidagi savolga javob izlaymiz: biror oraligda berilgan
har qanday f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjudmi?

Ushbu savolning javobi Darbu teoremasidan kelib chiqadi
(VII bob, 1-§, 5-teorema).

Bu teoremaga asosan quyidagi

0, agar -2<x<0,
f(x)= {
I, agar 0<x<2
funksiya [-2;2] da boshlang‘ich funksiyaga ega emas, chunki bu
funksiya 0 va 1 qiymatlarni qabul qilib, ular orasidagi qiymatlarini
qabul gilmaydi.
Har qanday funksiyaning ham boshlang‘ich funksiyasi
mavjud bo‘lavermaydi, lekin quyidagi teorema o°‘rinli.
2-teorema. Agar f(x) funksiya biror oraligda uzluksiz bo‘lsa,
u holda uning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘ladi.
Bu teoremaning isboti kelgusida ko‘rsatiladi, shu sababli bu
bobda uzluksiz funksiyalarni integrallash hagida gapiriladi.

Uzilishga ega bo‘lgan funksiyalar uchun integrallash masalasi
uning u yoki bu uzluksizlik oraliglari uchun garaladi.
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Masalan, f(x)= 1 funksiya x=0 nuqtada uzilishga ega. Bu
x
funksiya (0;+o0) va (-o0;0) oraliglarda uzluksiz. Birinchi oraliqda
jﬂ =lnx+C
x

formula o‘rinli. Ammo ikkinchi oraliq uchun bu formula ma’noga
ega emas. Lekin bu oraligda quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:

I-‘i—x=ln(—x)+C.

Bu ikki formulani quyidagicha umumlashtirib yozish
mumkin:

j%=ln|x|+C.

2-§. Anigmas integralning sodda xossalari

1°. Anigmas integralning differensiali (hosilasi) integral
ostidagi ifodaga (funksiyaga) teng:

d| fdx=fwdx (([ f()dx) =Ax).

Isboti. Ta’rifga ko‘ra dlf{x)dx=d(F(x)+C)=dF(x)=F’(x)dx=
=f(x)dx.

2°. Biror funksiya differensialining aniqmas integrali shu
funksiya bilan o‘zgarmas son yig‘indisiga teng:

JdF(x)=F(x)+C.

Isboti. JdF(x)=[F’(x)dx=F(x)+C.

3%, Agar f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy & (k+0) son uchun

Jief() dx=klfx)dx (1)

bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi oldiga
chiqarish mumkin.

Isboti. [f{x)dx=F(x)+C bo‘lsin. U holda

Klftx)dx=k(F (x)+C)=kF (x)+kC )
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bo‘ladi. (kF(x))’=kF’(x)=kf(x) va kC ixtiyoriy o‘zgarmas son
bo‘lganligi uchun kF(x)+kC ifoda kf(x) funksiyaning barcha
boshlang‘ich funksiyalarini beradi, ya’ni

Jkf(oe)dx= K (x)+kC 3)
bo‘ladi. (2) va (3) dan (1) kelib chigadi.

1-izoh. /=0 bo‘lganda (1) tenglik o‘rinli emas. Hagqigatan
ham, bu tenglikning chap tomoni [0f{x)dx=[0dx=C, C - ixtiyoriy
o‘zgarmas son, 0‘ng tomoni esa Off{(x)dx=0-(F(x)+C)=0.

2-izoh. Integrallami topishda kC yozilmaydi. Uning o‘rniga C
yoziladi, chunki ixtiyoriy o‘zgarmas sonni yozish usuli muhim
emas. Bunda o‘zgarmas qo‘shiluvchining ixtiyoriy qiymat qabul
qila olishi muhim hisoblanadi.

Agar C-ixtiyoriy o‘zgarmas son bo‘lsa, u holda C°, 4C -
ixtiyoriy o‘zgarmas son bo‘ladi. Lekin C% sinC — ixtiyoriy
0‘zgarmas son emas, chunki C*>0, [sinC|<1.

4°. Agar f{x) va g(x) laring boshlang‘ich funksiyalari mavjud
bo‘lsa, u holda

J(ft) £ g(0))dx=lft)dx + [g()dx
bo‘ladi, ya’ni ikkita funksiya algebraik yig‘indisining integrali
anigmas integrallar algebraik yig‘indisiga teng.

Isboti. Aytaylik, Fi(x) va G(x) lar mos ravishda f{x) va g(x)
larning boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsin. U holda

Jfds + lg(dx = (F)+Cy) £ (G(x)+Cy) =

= (F(x) £G(x)) +(C12C))

Ammo, F(x)#G(x) funksiya f{x)#g(x) ning boshlang‘ich
funksiyasi, chunki (F(x)£G(x))’=F'(x)1G (x)=f(x)2g(x), C;1C;
esa, — ixtiyoriy ikkita o‘zgarmas sonlarning algebraik yig‘indisi —
yana ixtiyoriy o‘zgarmas son bo‘ladi.

Shu sababli (F(x)2G(x))+(C;4C;) ifoda f{x)#g(x) ning barcha
boshlang‘ich funksiyalarini beradi, ya’ni [(f{x)#g(x))dx ga teng
bo‘ladi.

Bu xossani chekli sondagi funksiyalar uchun ham isbotlash
mumkin. Buning uchun matematik induksiya metodidan
foydalanish yetarli.
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3-izoh. Integrallarni topishda C;#C; o‘miga C yoziladi.
Masalan,

I(cosx+3x2)dx = _[cosxdx+ I3x2dx =sinx+x’ +C.

5°. Agar F(x) funksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa, u holda

[ f(ax +bydx = 1 Flax+b)+ C (@20)

a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. Tenglikning o‘ng tomonining hosilasi integral ostidagi
funksiyaga teng ekanligini ko‘rsatish yetarli. Hagiqatan ham,

G—F(ax+b)) =-:;(F(ax+b))'= Flax+b).

6". (integrallash formulasining invariantligi). Agar integ-
rallash formulasida integrallash o‘zgaruvchisini shu o‘zgaruv-
chining istalgan differensiallanuvchi funksiyasi bilan almash-
tirsak, integrallash formulasining shakli o‘zgarmaydi, ya'ni agar

J. f(x)dx =F(x)+C va u funksiya x ning differensiallanuvchi
funksiyasi bo‘lsa, u holda [ f(u)du = F(u)+C bo‘ladi.

Isboti. Birinchi tartibli  differensialning invariantlik
formasidan foydalanamiz. Bunga ko‘ra, agar dF(x)=F’(x)dx va
u=u(x) differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda

dF(u)=F’(uwdu bo‘ladi. j f(uw)du=F(u)+C ekanligini isbot-

laymiz. Buning uchun so‘nggi tenglikning ikkala tomonidan
differensial olamiz:

d([ f(w)du) = f@)du,  d(Fu)+C)=F'(u)du = f(u)du.

Bu differensiallarning tengligidan 6° xossaning o‘rinli
ekanligi kelib chiqadi.
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3-§. Integrallash qoidalari va asosiy integrallar jadvali

Yugqorida isbotlangan anigmas integralning sodda xossalari va
aniqgmas integrallar jadvali birgalikda integrallarni hisoblashning
asosiy qoidalarini aniqlaydi. Integrallash amali differensiallash
amaliga teskari amal bo‘lganligi sababli, quyida keltiriladigan
formulalarning ko‘pchiligini hosilalar jadvalidan hosil gilish
mumkin,

Quyida asosiy anigmas integrallar jadvalini keltiramiz. Bunda
har bir formula integral ostidagi funksiyalarning aniglanish
sohasida garaladi.

1. j'x“dx-

a+l

+C, a=#-1;
a+1

2. j-x—=1n|x|+c, x#0;

3. I =—-—+C a>0, a¢l;je"dx=e"+C;

1
= —arctgf +C, az0;

4, jl+ =arctgx+C; jx T inie -

—arcsinZ + C (x|dal;
a

5. J'—l—‘/__-__—x_z—zarcsinx+C;IW

6. | d’z‘ =tgx+C; 7.j ,df =—ctgx+C;;
COsS™ x sSimn- x
8. Icosxdx=sinx+C; 9. Isinxdx=—cosx+C;
10. {chxdx = shx+C; 11. [shxdx = chx+C;
12. | df =the+C; D cthe+C;
ch'x sh'x
14j —=—In|204 ¢, ax0;
a’ -x 2a a—-x

15. jﬁ=mlx+dx2 ia2l+C, (xpfal).
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4-§. Integrallash usullari
4.1. Bevosita integrallash usuli. Bu usul integral ostidagi
ifodani jadvaldagi biror integral ostidagi ifoda ko‘rinishiga
keltirish va anigmas integral xossalaridan foydalanishga

asoslangan.
Masalan:
D) {2 3%dx=[(2* 3y dx= IlZ"dx—l:]lez C;
1 1
D fig'nde= [ Lo = o e e [
=tgx—x+C,

2
3) J‘(sinf-—cos—{ dx=J. sin? = - 2sin = cos = + cos? = [ =
2 2 2 2 2 2

=I(1-sinx)dx=x+cosx+C;

4) j cos 2xdx = _" cos2x- %d(2x) =-§- I cos(2x)d(2x) =

= -2—s1n 2x+C, bunda integrallash formulasining invariantligi

xossasidan foydalanildi.

4.2. O¢‘zgaruvchini almashtirish wusuli. Ushbu | fx)dx
integralni hisoblash talab gilinsin. Integralda o‘zgaruvchini
almashtirish  usulining mohiyati shundan iboratki, unda
integrallash o‘zgaruvchisi x ni biror x=¢(#) formula yordamida ¢
o‘zgaruvchi bilan almashtiriladi. Bunda ¢’() uzluksiz va x=¢f(1)
ga nisbatan teskari funksiya t=¢" (x) mavjud deb faraz qgilinadi.
Endi

x=@ (1), dx=p’(1)dt
ifodalami | fx)dx ga qo‘yamiz:
| fe)dx=] flp) o' ()t (3)
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Bu yerda: ¢(t) ni shunday tanlash kerakki, o‘ng tomondagi
integral soddaroq bo‘lsin. Agar f{¢(t))¢e’(t) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri F(z) bo‘lsa,

I fodx= 1 fip) @' ()dr=F())+C=F (¢ ())+C
kelib chigadi.

(3) formula anigmas integralda o ‘zgaruvchini almashtirish
Sformulasi deb ataladi.

Ba’zi hollarda yangi o‘zgaruvchini t=¢(x) formula orqali
kiritish foydadan xoli emas.

l-misolf &
\/e"—l

Yechish. &-1=F almashtirish kiritamiz. U holda e=F+1,

x=ln(t2+1),dF 22t
t°+1

dx 2dt 1
J' = =2arctgt + C = 2arctgNe” —1 + C bo‘ladi.
Jer =1 I £ +1

2-misol. Isin’ xcos xdx ni hisoblang,
Yechish. t=sinx, dt=cosxdx almashtirishni kiritamiz. Bu holda

ni hisoblang.

dt va

4
j.sin3x'cosxdx= jt3dt =£4—+C=:ll-sin4x+C bo‘ladi.

O‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib, aniqmas
integralni hisoblashda almashtirishni qulay tanlab olish muhim
hisoblanadi. Ixtiyoriy integralni hisoblashda o‘zgaruvchini
almashtirishning umumiy qoidasi yo‘q. Bunday qoidalarni ba’zi
funksiyalar (trigonometrik, irratsional va boshg.) sinflari uchun
keltirish mumkin.

Ko‘p hollarda integrallarni hisoblashda integral ostidagi funk-
siyani differensial belgisi ostiga “kiritish” usulidan foydalaniladi.
Funksiya differensialining ta’rifiga ko‘ra ¢’(x)dx=d(p(x)). Bu
tenglikning chap tomonidan o‘ng tomoniga o‘tish (hosil qilish)
@’(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga “kiritish” deb
aytiladi.
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Aytaylik, ushbu J' f(o(x))p'(x)dx ko‘rinishdagi integralni

hisoblash talab gilinsin. Bu integralda ¢’(x) ko‘paytuvchini
differensial belgisi ostiga kiritamiz, so‘ngra @(x)=u almashtirish
bajaramiz. U holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

[ F@ x)dx= [ Flp)d(p(x)) = [ f(w)du .
3-misol. I= H 1+ x” xdx integralni hisoblang.

Yechish. xdx= —;— d(1+x*) ekanligidan foydalanamiz, u holda

1

1
1=-;-j(l+x2)ni(1+x2)_=|1+x2 =u|=-;—ju3du =

=.§.,s/(1+x2)4 +C bo'ladi.
sin xdx

\/4+3cosx

Yechish. sin xdx:--;-d(4+3cosx) ekanligini ko'rish giyin

4-misol. I= j integralni hisoblang.

emas. 4+3cosx=u deb belgilaymiz. Natijada
1 - 1 — 2!
1—-§j(4+3cosx) 2d(4+3cosx)=-§ju fdu=—u? +C=

=—--§—\/4 +3cos x + C hosil bo‘ladi.

Agar integral ostidagi funksiya ¢’(x)/@(x) ko‘rinishda bo‘lsa,
u holda ¢’(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritish
orqali uni jadvaldagi integralga keltirish mumkin:
'(x)dx d(p(x
P'(x) 25 (o ))=ln|(p(x)|+C.

P(x) P(x)
Masalan, jtgxdx = ISln xdx = —j' d(cosx) =su=cosx|=
CoS X cos x
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- éz=_ln|u|+C=—ln|cosx|+C.
u

4.3. Bo‘laklab integrallash usuli. Bu usul ikki funksiya
ko‘paytmasining differensiali formulasidan kelib chiqadi.
Ma’lumki, agar u(x) va v(x) funksiyalar differensiallanuvchi
funksiyalar bo‘lsa, u holda d(uv)=udv+vdu yoki udv=d(uv)-vdu
bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini integrallasak,

§udv=1{ d@uv)- | vdu yoki
[ udv=uv - | vdu 4)
formula hosil bo‘ladi. Bu formula bo‘laklab integrallash formulasi
deyiladi. Bu formula yordamida | udv ni hisoblash boshqa, [ vdu
integralni hisoblashga keltiriladi. Bu formuladan [ udv ga nisbatan
| vdu integralni hisoblash oson bo‘lganda foydalaniladi.

1-misol. [xcosxdx ni hisoblang.
Yechish. u=x, du=x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlarni

kiritamiz. U holda J'x -CoS xdx = Iudv =u-v —J-vdu =x-sinx—
'-Isinxdx = xsinx + cos x + C bo‘ladi.
2-misol. | Inxdx ni hisoblang.

Yechish. u=lnx, du=g£, v=x, dv=dx almashtirishni kiritamiz.
X

U  holda, Ilnxdx=_[udv=x-lnx—.[x-i-lxx—=x-lnx~x+C

bo‘ladi.

Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va bo‘laklab
integrallash usuli bilan hisoblanadigan integrallar tiplarini
keltiramiz.

L. [B(x)e*dx, [P (x)sinkedx, [P,(x)coskrdx ko'rinish-
dagi integrallar, bu yerda: P,(x) — n-darajali ko‘phad, £ — biror
son. Bu integrallarni hisoblash uchun w=P,(x) deb olish va (4)
formulani n marta qo‘llash yetarli.
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2, I P, (x)In xdkx, I P, (x)arcsin xdXx, I P, (x)arccos xdx,

f P (x)arctgxdx, Iﬂ(x)arcctgxdx ko‘rinishdagi integrallar, bu
yerda Pn(x) — n- darajali ko‘phad. Bu integrallami bo‘laklab
nitegrallash uchun P,(x) oldidagi ko‘payuvchi funksiyani u deb
olish lozim.

3. fe‘”‘ cos bxdx, Ie"" cosbxdx, bu yerda a va b lar haqiqiy
sonlar. Bu integrallar ikki marta bo‘laklab integrallash usuli bilan
hisoblanadi.

3-misol. farcsin xdx integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda Pyx)=1 va
u=arcsinx deb olamiz. U holda

dx

u =arcsinx, du =
1-x|=
dv =dx, v=x
=xarcsinx—_[ xdx
N

=xarcsinx ++1—x> + C bo‘ladi.

4-misol. Ie"‘ cos % dx integralni hisoblang.

I arcsin xdx =

1
=xarcsinx+%j.(l—x2) 2d(1-x*) =

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. u sifatida dx ning
oldidagi ko‘paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta
bo‘lakiab integrallashni bajaramiz. Ikkinchi marta integralla-
ganimizda avval berilgan integralni o‘z ichida saqlaydigan
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz:

u=e’, du =—e"dx

x

e cos—dx=
'[ 2 dv=cos3c-dx,v=2jcos£d(£)=2sin§-
2 2 2
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- u=e’, du=-e"dx
+2e~*sinf+2je~*sin—dx= . «l=
2 2 dv=sm5dx, v=—2cos§

=2¢*sinZ —4e* cosZ - —4je"r cos = dx , ya’'ni
2 2 -
J'e"" cosZdx=2¢ sin> —4e* cos> - 4je"’ cos = dx , bundan
2 2 2
5 J.e"r cosZdx=2¢ sin> — 4e™ cos> , yoki
2 2 2

Ie"‘ cosfdx=g(e"‘ sin>—2e™ cos f).
2 5 2 2

5-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

5.1. Sodda ratsional kasrlar va ularni integrallash. Sodda
ratsional kasrlar deb nomlanadigan kasrlar asosan to‘rt xil bo‘ladi.
Ratsional funksiyalarni integrallash shu to‘rt xil sodda kasrlarni
integrallashga keltiriladi. Shu sababli bu to‘rt xil kasmi
integrallash masalasi alohida ahamiyat kasb etadi. Ularing
ko‘rinishi quyidagicha:

A A Mx+ N a Mx+N

_ 2 k’ 2 V 2 k’
X—a (x—a) X +px+gq (x +px+q)

bunda 4, M, N, a, p va q lar haqiqiy sonlar, &>1natural son va pz-
49<0 deb hisoblanadi.
Endi yuqoridagi kasrlarni integrallash masalasiga o‘tamiz.

a) 4
x—a

I Adx =Aj-d(x—a)

X—da X—a

b)

ni integrallash quyidagicha amalga oshiriladi:

=Aln|x-a|+C.

ni integrallaymiz (k>1).

(x—a )
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—k+1
IﬂT =A I (x_a)'kd(x_a)=A .(.f:._al__ +C=
(x -— a) "'k + 1
= A — +C.
(—OG—a)
d) j —;de ni integrallash (p°-4q<0) suratida
X+ px + q

maxrajining differensialini ajratib olish va maxrajini kvadratlar
yig‘indisiga keltirish orqali jadvaldagi integrallarga keltiriladi.
d(x* + px+¢q) = (2x + p)dx

I Mx+ N o ol =

x*+px+q Mx+N=—2—(2x+p)+N—-?p

M_Id(x2+px+q)+(N_Mp)J‘ dx

27 X +px+q 2 xt+px+g
d(x+p/2)

(x+p/2) +q-~ p2/4

=--A2£ln(x2 +px+q)+(N Mp )

—In(x* + px+q)+ (N Mp ) arctg —m——te—
2 Ng-p* /4 \/4q 4
Mx+ N
(X + px+g)
x+pl2=z almashtmsh bajaramiz, bundan dx=dz,
L +pxt+q=(c+p/2)’ +q-p*/4=2"+a’, bu yerda a’=q-p’/4. U holda
Mx+ N . zdz 2N - Mp dz

+
(x* + px+q) (2> +a*) 2 (F+a )”
2N -Mp I

(k>1) sodda kasmni integrallash uchun

=M, + bo‘ladi. Ravshanki,

7= j zdz _ 1 +C.

(z2 +a’ )k 2(l—k)(z2 +a’ )k—‘
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Demak, /= | __d_z__T integralni hisoblash kifoya bo‘ladi.

(22 +a’
dz 1 (2 +ad® -2 1 dz
I=] k=—'2"-[ x dz=—;-f 2, 24k
(22+a2) a (zz+a2) a (z+a’)
1 Ztdz dz e e
-— B da | —————=I}; ekanligini ¢’tiborga
a (@ +a’) e I(zz +a*)F! “l g g
olsak,
dz 1 Z'dz
’=f7‘;7=7(’k-1 ] ©
z+a
bo‘ladi.
2
Endi | (—2—212—5?- ni bo‘laklab integrallaymiz.
z +a
2, u=z, du=dz l
b4
(22+a2)"=dv=———z—€z—-——-— v= ! -
@+ 21-k)Z +a’) |
- z _ 1 I dZ _
20-k)22 +a®)" 20-k) (Z +aD)
z 1

- I,
20-k)2* +a*) 20-k)
So‘nggi topilgan ifodani (5) formulaga qo‘yamiz, natijada

2% -3
4:%{ I z ] ©6)

%-2" Y1-k)(2 +a?)

(6) rekurrent formula deb ataladi. z= 2x2+p va

4q-p’ iy L . :

a= E— almashtirishlarga qaytib, izlanayotgan integralni
topamiz.
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1 = f 2dz 5 =—1-arctg£+C bilgan holda (6) formula
zZ“+a a a
yordamida [, = J' ——5= integralni hisoblash mumkin.
(z"+a’)
Hagiqatan ham,
J- az 11 J- dz N z _
(Z2+d*)? d?\2° 22 +d> 22 +dd)

z

24° (22 +d°) " 24°

Shunday qilib, biz barcha sodda kasrlarni integrallash formu-
lalarini hosil gildik.

5.2. Ratsional funksiyalarni integrallash. Integralni hisob-
lash uchun umumiy usullar bo‘lmagani uchun ayrim funksiyalar
sinflarini integrallash yo‘llari o‘rganilgan. Hozir biz ana shunday
funksiyalar sinflaridan biri bilan tanishib chiqamiz.

Ma’lumki, R,(x)=apx"+a W1+ +a, x+a, ko‘phad butun
ratsional funksiya,

F(x) ayx"+ ax" +..+a,_x+a,

Q,(x) byx" +bx"" +..+b,_ x+b,
esa kasr ratsional funksiyalar deb ataladi. Butun va kasr ratsional
funksiyalar umuman ratsional funksiyalar deb ataladi. Butun
ratsional funksiyani integrallash quyidagicha bajariladi:

| Ry (x)dx=[ ag"dx+ [ aixdx+...+ § a,xdx+ | a,dx=

2
a a x
& "'+ 1lx" +..+a,_ - —+ax+C.
n+l n 2
Endi kasr ratsional funksiyalarni integrallash masalasiga

o‘tamiz.

Ushbu f{x)=

z
arctg—+ C.
a

(a, #0, b, #0)

£ (x)

Agar n<m bo‘lsa, u holda f{x) — to‘g‘ri, n2m bo‘lsa, f(x) -
noto‘g‘ri kasr ratsional funksiya deyiladi.
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= —1- — to‘g‘ri kasr ratsional funksiyalar;
x+1" x

¥*+3 X +x+5
P*+5 X +4
bo‘ladi.
To‘g‘ri ratsional kasrni integrallashni o‘rganamiz.
F, (x)

Q,(x)
chekli sondagi sodda ratsional kasrlaming yig‘indisi ko‘rinishida
F,(x)
9, (x)
chizigli va kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish lozim, buning uchun
On(x)=0, ya’ni

b +bix™ +... +b,=0 (7
tenglamani yechish kerak. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra
On(x)=0 tenglama karrali ildizlarini hisobga olganda m ta ildizga
ega bo‘ladi. Bu ildizlar haqiqiy (sodda yoki karrali) va kompleks
(sodda va karrali) bo‘lishi mumkin.

Ma’lumki, agar x=a qaralayotgan Q.(x) ko‘phadning sodda
(k karrali) ildizi bo‘lsa, u holda Q,(x) ko‘phad x-a ((x-@)") ga
goldigsiz bo‘linadi va

On(®)=(x-Q)Qun-1(%) (Oon(3)=(%-0) Qrm(x))
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Agar z=u+iv kompleks son Q,(x) ko‘phadning sodda ildizi
bo‘lsa, u holda unga qo‘shma bo‘lgan Z =u-iv kompleks son ham
On(x) ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Bu holda ko‘phad (x-z)(x-
Z )=x’ +px+g ga qoldigsiz bo‘linadi, bu yerda p=-(z+Zz )=-2u,
q=2Z =u'+V", p4-q<0 va uni  Qu(x)=("+px+q)Om(x)
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash, agar z kompleks
son s karrali ildizi bo‘lsa, u holda Q,(x)=( ¥ +px+q)° Om.25(x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Misollar.

— noto‘g‘ri kasr ratsional funksiyalar

(n<m) to‘g‘ri ratsional kasr berilgan bo‘lsin. Uni

ifodalash mumkin. Shu magsadda kasmning maxrajini
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Faraz qilaylik, (7) tenglamaning barcha haqiqiy va kompleks
ildizlari topilgan bo‘lsin. U holda Qn(x) ko‘phadni chizigli va
kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish mumkin:

Om(x)=
by(x=a)' (1= ). (x= )" (" + px+4) (F + px+ )" (X + D x+4,)" 5
bu yerda k;+k +...+k+2s,+255+... 25,=m.

Algebra kursida ﬁ(_x_)_
(%)

(sodda) kasrlar yig‘indisi shaklida yozilishi ko‘rsatiladi:

to‘g‘ri ratsional kasr elementar

P A B B
0 _ A4 A22+...+ "‘,‘+Bl ettt
0.(x) x—a (x-a) x-a)" x-B (x-p5) (x-p/"

L

+ 4 + L ~+...+ i -+ 2M,x+N,

x=y (x=7) (x=7)" X" +px+gq,

M x+N, v U x+V,

+ L 2U,x+1 T -, (8)

" +px+g) X' +px+q, (x*+px+g.)"

bunda 4;, A5, ... , 4,, By, ... , B, Ly,.., L, , My, ... M, Ni,...,
N,, U, U, V..V, -noma’lum koeffitsientlar.

Yuqoridagi formulani koeffitsientlarni topmagan holda bir
necha misollarda ko‘rsatamiz:

1)
2 +2 _ X +2 _ A Bx+C +Dx+E,
o =D+ (=D +x+DP+1) x-1 xP+x+1 P +1°
3x-2 A B C D
7 + + 7t 3
(x+dx-2y x+4 x-2 (x-2) (x-=2)
3) |
x2=2x+3 A B C +Dx+E Fx+G H

= + —+ + +
(x=-D*(F+2 (x+5) x=1 (x=1 (=1 x*+2 (¥ +2) x+5
(8) yoyilmadagi koeffitsientlarni topish uchun noma’lum
koeffitsientlar metodi yoki xususiy giymatlar metodidan foydala-
niladi.
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Noma’lum koeffitsientlar metodining mohiyati quyidagidan
F,(x)

0. (x)
ko‘rinishdagi noma’lum koeffitsientli sodda kasrlar yig‘indisi
shaklidagi yoyilmasi berilgan bo‘lsin. Sodda kasrlarni Q.(x)
umumiy maxrajga keltiramiz va suratda hosil bo‘lgan ko‘phadni
P,(x) ga tenglashtiramiz.

Ma’lumki, ikkita ko‘phad aynan teng bo‘lishi uchun bu
ko‘phadlardagi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarning
teng bo‘lishi zarur va yetarli. Shuni hisobga olgan holda hosil
bo‘lgan ayniyatning o‘ng va chap tomonidagi x ning bir xil
darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtiramiz va yuqoridagi
noma’lum koeffitsientlarga nisbatan m ta chiziqli tenglamalar
sistemasini hosil qilamiz. Shu sistemani yechib, noma’lum

koeffitsientlarni topamiz.
2

iborat.  Aytaylik, to‘g‘ri ratsional kasrning (8)

1-misol. Ushbu ratsional kasrni sodda kasrlarga

x -8

yoying.
Yechish. x’-8=(x-2)(x*+2x+4) bo‘lganligi sababli (8)
formulaga ko‘ra
x x* __ 4 Bx+C
-8 (x=2(*+2x+4) x-2 x*+2x+4’
bu yerda 4, B va C lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikning
o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz, u holda
x* _ A +2x+ 4+ (Bx+ C)(x-2)
x -8 (x~2)(x* +2x+4)
xX*=(A+B)x*+(24+C-2B)x +44-2C.
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib, 4, B, C larni topish uchun ushbu tenglamalar
sistemasiga ega bo‘lamiz:

bo‘ladi. Bundan
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x? 1=A4+B,

x'|0=24+C-2B, :>A=-1-, B=Z, C=2.
x| 0=44-2C 3 3 3
Shunday qilib,
x 1 N 2(x+1)
=8 3(x-2) 3(x*+2x+4)
2-misol. Ushbu Tx +26x-9 ratsional kasrni sodda

' +4x* +4x* -9
kasrlarga yoying.
Yechish. Kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
X+ +452 9= (+2x) 9= (™ 2x-3) P+ 2x+3)=(x- 1) (x+3)
(P+2x+3),
(8) formuladan foydalanib yoyilmani yozamiz:

Tx* +26x—9 .4 . B C+D
(x-Dx+3)(* +2x+3) x-1 x+3 x*+2x+3’
Tenglamaning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz. U

holda

T3 +26x=9

(x-1(x+3)x" +2x+3)

Alx +3)(x” +2x +3) 4+ B(x = )(x* + 2x+ )+ (Cx + DYx + 3¥x~1)
x-D(x+3)(x* +2x+3)

bo‘ladi. Bu kasrlaming suratlarini tenglashtiramiz so‘ngra x
oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib quyidagiga ega bo‘lamiz:

x 0=A+B+C,

x| 7=54+B+2C+D,

= A=1,B=1,C=-2, D=5,
x'126=94+B-3C+2D,

3l -9=94-38-3D,
Demak,
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7x* +26x-9 L1 2x+45
(x-D(x+3)(x* +2x+3) x—-1 x+3 x*+2x+3
Noma’lum koeffitsientlarni topishda x ning bir xil darajalari
oldidagi koeffitsientlarni solishtirish o‘rniga x o‘zgaruvchiga bir
nechta (noma’lum koeffitsientlar soniga teng) giymatlar berib,
noma’lum koeffitsientlarga nisbatan tenglamalar sistemasini hosil
qilish mumkin. Bu metod xususiy giymatlar metodi deb yuritiladi.

Bu metod aynigsa —P"—((Q)- ratsional kasr maxraji ildizlari sodda va
) (x
hagiqiy bo‘lganda qo‘l keladi. Bunda x ga shu ildizlarga teng
qiymatlar berish qulay bo‘ladi.
. 4x’ +16x-8 o
3-misol. —————— ni sodda kasrlarga ajrating.

X —4x

Yechish. (8) formulaga ko‘ra
4x> +16x—-8  4x> +16x—8 _4 B + C
X —4x x(x+2)(x~-2) x x+2 x-=2
Ushbu tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga kelti-
ramiz va suratlarini tenglashtiramiz:
4x*+16x-8=A(x+2)(x-2)+Bx(x-2)+Cx(x+2).
x ga ketma-ket x=0, x=-2 va x=2 giymatlar berib, quyidagini
hosil gilamiz:

x=0(-8=-44 A=2,
x=-2|-24=8B;=><{B=-3,
x=2] 40=8C C=5.
~ Shunday qilib,
4x’ +16x-8 2 3 L3
x(x+2D)(x~2) x x+2 x-2
Ba’zi hollarda yuqorida ko‘rilgan ikkala metoddan birgalikda

foydalanish ham mumkin, ya’ni noma’lum koeffitsientlarga
nisbatan tenglamalar sistemasini hosil qilish uchun x ga bir gator
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xususiy giymatlar berish va x ning oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirish mumkin.

Endi ratsional kasr funksiyalarni integrallash qoidasini
keltiramiz. Ratsional kasrni integrallash uchun quyidagi ishlarni
bajarish lozim:

F.(x)
 (x
bo‘lsa, u holda uni ko‘phad va to‘g'ri ratsional kasr yig‘indisi

ko‘rinishda ifodalab olamiz:

1) agar qaralayotgan ratsional kasr noto‘g‘ri (n2m)

F,(x) , i
2) agar qaralayotgan —-l—(—- ratsional kasr to‘g‘ri (n <m)
) (x
bo‘lsa, u holda uni (8) formula yordamida sodda kasrlarga

yoyamiz;

3) ratsional kasr integralini uning butun qismi va sodda
ratsional kasrlar integrallari yig‘indisi ko‘rinishida yozib olamiz
va har bir integralni hisoblaymiz.

F,(x)
On ()
ratsional kasrni integrallash masalasi yuqoridagi ayniyatda

gatnashgan sodda kasrlarni integrallash masalasiga keltiriladi.

X +1

1y’

Noma’lum koeffitsientlarni topganimizdan keyin

dx integralni hisoblang,

4-misol. |
x(x—
Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
x+1 A B C D

r== + =+ -
x(x-1)" x x~-1 (x=1)" (x-ly
Bundan x’+71=A(x-1)*+Bx(x-1)*+Cx(x-1)+Dx kelib chiqadi.
Endi x o‘zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 giymatlar berib, gayidagi
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
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—-A=1,
D=2,
A+2B+2C+2D =09,
—84-4B+2C-D=0.
Bundan 4=-1, B=2, C=1, D=2 ni topamiz.

Demak,
3
[t e[ Z o B [ B[ &
x(x—=1) x x-1 < (x-1 (x-1)
= ~In|xf+ 2lnfr—1-————L1_1c
x-1 (x-=1)
©+xt-8, . -
S-misol. I= I—3—- dx integralni hisoblang.
x —4x

Yechish. Integral ostidagi kasr—noto‘g‘ri kasr. Uning butun va
to‘g‘ri qismlarini ajratib olamiz:
+x*-8 4x* +16x -8
=X XA —
x —4x x(x—=2)(x+2)
4x* +16x—8

7 ni sodda kasrlarga ajratamiz
x —4x

To‘g‘ri qismi
(gqarang 3-misol).
©+xt-8 2 3

7 =x"+x+4+ —- +
x —4x x x+2 x-2
ega bo‘lamiz.

Bundan

Natijada

tenglikka

3 2
1=I(x2+x+4+g— 3 0 =X axs
x x+2 x-2 3 2

3 2

+1n|x|—31n|x+2|+5m|x—2|+mc=3‘3—+%+4x+

Cx*(x=2)°

In 3
(x+2)
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6-misol. j dx integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni
sodda kasrlarga ajratishni 1-misolda ko‘rgan edik. Shu
yoyilmadan foydalanib integralni hisoblaymiz:

2

.
x -8
1
I X’ dx—j( A4, Bx+C }h_ 4=3
(x-2)(x* +2x+4) x-2 x*+2x+4 Bec=2
3

2 e
__1_ dx 1 22x+2 l=-1—lnlx—2|+lj‘d(§ +2x ﬂ:
3x-2 3 x +2x+4 3 37 x“+2x+4

=—ln|x-2]+-l—1n|x2+2x+4|+ —1-lnC=
3 3 3

1
=In|(C(x—2)(x* +2x+4))’ =InC(x’ -8).
Izoh. Integrallarni hisoblashda har doim ham tayyor sxe-
malardan foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan,

yuqoridagi misolda xzdx=laf(x3 —8) ekanligidan foydalanish

d(x’ S)dx—
x -8

a1
=§ln|x3 —8|+%1nc=1ne/<:(x3 -8).

6-§. Trigonometrik ifodalarni integrallash
Kelgusida R(u,v,...,w) kabi belgilashdan foydalanamiz. U
u,v,...,w larga nisbatan ratsional funksiyani, ya’ni w,v,..,w va
hagiqiy sonlar ustida chekli sondagi to‘rt arifmetik amalni bajarish

mumkin edi. U holda j. 3x
x
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natijasida hosil bo‘lgan ifodani anglatadi. Bu yerda u, v,...,w lar
harf, ifoda bo‘lishi mumkin.

V2u? -

Masalan, R(u,v)=—————y— u va v larga nisbatan ratsional

3u+4v ~
funksiya,
R(x, \/;,\3/;) = -‘—/—_2—4-3—\/; x, \/.;, %/; larga nisbatan ratsional
x+33x

3sinx+cos’x .
sinx va cosx larga

funksiya; R(sinx,cosx)= —
3—sin" x+2cosx

nisbatan ratsional funksiya bo‘ladi.

x+4\/; —3 ifoda x ga nisbatan ratsional funksiya emas,
chunki ifodada x dan ildiz chigarish amali ham ishtirok etmoqda.

Lekin x, \/; larga nisbatan ratsional funksiya bo‘ladi.
I=[R(sinx,cosx)dx integralni ko‘rib chigaylik. Ushbu
integralni hisoblash uchun umumiy usul mavjud. Hagiqatan ham,

o 2dt
t=tg % almashtirishni bajarsak, x = 2arctgt, dx:l t*’
+
X
1 thE I 2tg — 2t
COS X = x: 7 Sin x = =l 2
PPEEIR Y 1+g?2 !

kelib chigadi. Bu ifodani integralga qo‘ysak,
2t 1—-t 2dr
I=|R , = | R (t)dt
j (1+t2 1+t T+1 f ¢)
hosil bo‘ladi. Bunda R oz argumentlarlnmg ratsional funksiyasi
bo‘lgani uchun R; ham ratsional funksiya bo‘ladi. Demak,
berilgan integral ratsional funksiyalarni integrallashga keltiriladi.

1-misol. I ni hisoblang,.

l+sinx
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Yechish. Bunda tg-g- =t almashtirishni bajaramiz. U holda

dx 1 2dt ¢ 2dr _ _ed@+])
J J+ 2t '1+t2"j1+2t+t2~2j’(t+1)2 -

1+sinx

1+7
=:_g.1.+c=- 2 +C bo‘ladi.
b+ 1+tg~J2£

Shuni ta’kidlash kerakki, = tg—;— universal almashtirish

yordamida _[ x - ko‘rinishdagi  integrallarni
acosx+bsinx+c
hisoblash osonlashadi.
2-misol. J' dx —— integralni hisoblang.
9+8cosx+sinx

Yechish. tg-;£ =¢ almashtirishdan foydalanamiz. U holda

e
9+8cosx+sinx
J' 2dt "'J 2dt _
e P r2+17
(l+t2)(9+8(1 t2)+ 2t2)
I+1¢ I+¢

x
tg—+1
=2j——‘i(—t;—12-—=larctgﬂ+c=—arctg Z__,cC.
+)"+16 2 4 2 4

Ko‘pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab
ratsional funksiyalarni integrallashga olib keladi. Shuning uchun,
ba’zi hollarda boshqa almashtirishlardan foydalanish ancha qulay
bo‘ladi.

a) R(sinx, -cosx)=-R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda sinx=t
almashtirish bajariladi.
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Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda cosx=t
almashtirish bajariladi. Nihoyat,

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda gx=¢
almashtirishdan foydalaniladi.

3-misol.

-[ cos* x

Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun
R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx)

shart bajariladi, tgx=t almashtirishdan foydalanamiz. Natijada
3

integralni hisoblang.

| d’j =j(1+tg2x)d(tgx)=j(1+t2)dz=t+’—+c=tgx+’g"+c
cos” x 3 3
bo‘ladi;

b) 7 :jsin"x-cos”' xdx integralni ko‘raylik. Bunda m, n-

butun sonlar. Quyidagi uchta holni ko‘ramiz:

1) m va n lardan hech bo‘lmaganda biri toq son bo‘lsin.
Masalan, m- toq son, ya’ni m=2k+1, k-butun son. U holda t=sinx,
dt=cosxdx, cos™x=(1-sin’x)*=(1-£’)* almashtirishlar natijasida

I= Jsin” x-cos"™ xdx = jsin" xcos™* xcos xdx = jt” (A=t} ar

bo‘ladi. Demak, ¢ ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga
ega bo‘lamiz.

4-misol. I sin* 2x - cos’ 2xdx integralni hisoblang.

Yechish.

[sin* 2x - cos® 2xdx = [sin* 2x(1 - sin’ 2x) cos 2xdx =

=—1-J‘t4(l—t2)dt =—1—t5 Ly +C =sin® 2x— Lsin’ 2x+C
2 1 14 10 14

kelib chigadi.

2) m va n musbat juft sonlar bo‘lsin, ya’ni m=2s, n=2k, s, k-
natural sonlar. Bu holda ushbu

5 l+cos2x ., I-cos2x . "o
COs” X = ————, sin" x=—F>—, sin 2x = 2sin x cos x

formulalardan foydalanish magsadga muvofiqdir. Bu formulalar
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orqali sinx va cosx larning darajalarini pasaytirish mumkin
bo‘ladi.
5-misol. fsin“ x-cos’ xdx ni hisoblang,

Yechish. j sin® x - cos® xdx = J‘sin2 x(sin xcos x)*dx =
= [ 21— cos 2x)(= sin 22" =
2 2
1 ‘f sin? 2xdx 1 I sin® 2x - cos 2xdx =
8 8

=-1~!6—j(1— cos4x)abc~—-1-%jsin2 2xd(sin2x) =

= i}gx—?‘lzsinh—zlgsin’ 2x+C.

3) agar m va n lar juft sonlar bo‘lib, ularning kamida biri
manfiy bo‘lsa, yuqorida bayon gilingan usul magsadga olib
kelmaydi. Bunda tgx=r almashtirishni bajarish lozim bo‘ladi;

d) [tg"xdx, jctg"xdx, n—natural son, n>1 ko‘rinishdagi
integrallar mos ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar
yordamida hisoblanadi.

dt

1+¢

almashtirishlami

Masalan, tgx=t, x=arcigt, dx= 5

t"
1+1¢°
integral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.

6-misol. J' tg’xdx ni hisoblang.

dt hosil bo‘ladi. Demak, berilgan

bajarsak, Itg"xdx = j'

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlarni bajarsak,
5
Itgs xdx = I d

dt= [ -1+ ar=1-S g2
U+

1+ 241 4 2 29 741
4 2 4 2
=£——£—+lln(t2+l)+C=£g—x-—t—g—x—+lln(tg’x+l)+C
4 2 2 4 2 2
hosil bo‘ladi.
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€) I sin nx - cos mxdx, j cos nx - cos mxdx, fsin nx - sin mxdx
ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun ushbu

sin nx - cos mx = -;—(sin(n —m)x + sin(n + m)x),
COS nX - COSMX = —;—(cos(n ~m)x + cos(n + m)x),

. . 1
sin nx - sin mx = 3 (cos(n—m)x — cos(n + m)x),

formulalardan foydalanib, berilgan integrallarni yig‘indining
integraliga keltirish mumkin.

T-misol. I sinSx - cos3xdx ni hisoblang.
Yechish.

fsin5x - cos 3xdx = -;-j(sin(sx —3x) +sin(5x + 3x))dx =

= ljsin2x+lfsin8xdx = —lcos2x——-1—c058x+C.
2 2 4 16

7-§. Sodda irratsional funksiyalarni integrallash

Har qanday ratsional funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari
elementar funksiya bo‘lishini va ularni hisoblash usullarini ko‘rib
chigdik. Lekin har qanday irratsional funksiyaning boshlang‘ich
funksiyalari elementar funksiya bo‘lavermaydi. Biz hozir
boshlang‘ich funksiyalari elementar bo‘ladigan ba’zi bir sodda
irratsional funksiyalami integrallash bilan shug‘ullanamiz. Ular
asosan biror almashtirish yordamida ratsional funksiyaga
keltiriladigan funksiyalardir.

mf o m M m nef m,
7.1 J‘R(x,\'/x xS XM Yde (m,n,,my,n,,...m,,n)

— butun sonlar) ko‘rinishidagi integrallar.
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Bu integral x=f, bu yerda s’ m‘—,—”lz—,...,ﬂ’f- kasrlaming eng
non ny
kichik umumiy maxraji, almashtirish natijasida ratsional funksiya
integraliga keltiriladi.

I RO, Yx™ 3Yx™ .. % x™ Ydx = IR(t’,t" 2%, st dt

1-misol. I ——‘EEE— ni hisoblang,
S -
Yechish: 1/2 va 1/3 kasrlammg eng kichik umumiy maxraji 6
ga ten§ bo‘lganligi sababli x=° almashtirish bajaramiz. U holda
"‘6t dt bo‘ladi.

I J'“St dt = 6j'—-——dt 6f(€ +1*+7 +8 +t+1+-——-)dt-

=t +§-t +—§—t +28 +3t2+6t+6ln|t—1|+C=x+-§~/;—+
+%«3/;2-+2\/;+32/;+62/;+61n'9/;—1|+c
a a, \
I=] R(x’(ax+b) ,,,,,(ax+b) }dx ko‘rini$hdagi

cx+d cx+d

integral.
Bu integralda R—o°‘z argumentlarining ratsional funksiyasi, a,
b, ¢, d lar haqigiy sonlar va &, @, , ..., a,— ratsional sonlar bo‘lib,

ulaming eng kichik umumiy maxraji m va ad —bc =0 bo‘lsin.

(Agar ad-bc=0 bo‘lsa, u holda

b
=const va

cx+d
ax+b)" ax+bY" | . . .
R} x, yeers ifoda x ga nisbatan ratsional
cx+d cx+d
funksiya bo‘ladi).
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Quyidagi = n ’ ax+b yoki " = ax+b almashtirishni
cx+d cx+d

t"d-b va do= m(ad—bc)t’:"dt
a—ct" (a—ct™)
Natijada, berilgan integral ¢ ga nisbatan ratsional funksiyani
integrallashga keltiriladi, ya’ni
dt" —b oo m(ad —bc)t™™
a-—ct” (a—ct™)?
Bundan avval R ning argumentlari irratsional ifodalardan
tashkil bo‘lsa, endi argumentlar ratsional va butun ratsional
funksiyalarga keltirildi.
Qisqacha qilib yozsak, I={ R,(t)dt, bunda R, — ratsional
funksiya. Avval olingan natijalarga ko‘ra bunday integral ele-
mentar funksiyalar orqali ifodalanadi.

2-misol. I= I

kiritamiz. U holda x= bo‘ladi.

=] R( dt.

dx
integralni hisoblang.
Jx+1-Yx+1 &

Yechish. Integral ostidagi funksiya R(x,vx+1,3x+1)
ko‘rinishdagi funksiya bo‘lib, bu yerda q, =%, a, =-;:. Bu
kasrlarning eng kichik umumiy maxraji m=6. U holda 5=x+1,
x=-1, dx=6rdt, \x+1=F, Yx+1=F almashtirishlarni bajarib,

5 3
t?t dtz =6 ! d; integralga kelamiz. Natijada

quyidagi /=

I=6_[ (¢ +t+1+t—1—1)dt=2t3+3t2 +6t+6In|r—1|+C=

=2Vx+1+3x+1+6Yx+1+6In|§x+1-1]+C boladi.

7.3.
I =J'_____@f__ I =IM I =J'___dx___
’ 2 H 3
l vax’ +bx+c¢ Vax* +bx+c xNax? +bx +c
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ko‘rinishdagi integrallar. 7, integralni hisoblash uchun ildiz
ostidagi ifodadan to‘la kvadrat ajratiladi:

2 b, c b’ b, 2
ax” +bx+c=a((x+—) +(=——=)=a((x+—) £k%).
2a a 4a 2a
Keyin esa x+5b—- =u, dx=du almashtirish bajariladi. Natijada
a

du
inte jadvaldagi ushbu |——=——=— ko‘rinishdagi integralga
gl jadvaldagi ushbn [ s ;
keltiriladi.

I, integral suratida ildiz ostidagi ifodaning differensiali ajratib
olinadi va bu integral ikkita integral vyig‘indisi ko‘rinishida
ifodalanadi.

, -j' (Ax+ B)dx Iza(2 +b)+(B-~——-) ~

, = 2a 20 5.
Jax* +bx+c Jax® +bx+c
2
d(ax’ +bx+c) ++(B-—;1£-)I, -
a

2a° aox? +bx+c

A R <, Ab
== [(@® +bx+c) 2d(ax’ +bx+c)+ (B- ), =
2a 2a

=£\/ax2+bx+

a
bu yerda: /; yuqorida hisoblangan integral.
I; integralni hisoblash x= -1—, dx = -—lzdu almashtirish
u u
yordamida /; ga keltiriladi.
3x-~1

VX2 +2x+2

Yechish. Berilgan integral I; ko‘rinishidagi integral.

3-misol. [——————dx ni hisoblang.
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3
Gx-1) e ~(2x+2)-4

J“/ 2 4+2x+2 Isz+2x+2
‘4I d(x+1) =3Wxt +2x+2 4ln'x+1+\/x +2x+ |+C

\/(x+l) +1
4-misol j———d—x—-
Wt +2x-1

Yechish. Ushbu integral /; ko‘rinishdagi integral.

1
dx:i[(x2+2x+2) 2d(x* +2x+2)-

ni hisoblang.

dx 1 u __f_wudu
Ix\/x2+2x—l dx=-——12-du J‘uz L+_2__1 I\/1+2u —-u?
u W ou
l -1
j' dw D = —arcsin —— + C = arccos ——— 1= +C.
2= =1y Ji
7.4. Trigonometrik almashtirishlar yordamida

I R(x,Nax® +bx +c)dx integralni hisoblash.

[R(x, Jax* +bx+c)dx  integrallaning  xususiy  hollarini

hisoblashni yuqorida qarab o‘tdik. Hisoblashning bir necha

usullai mavjud bo‘lib, bunda biz avval trigonometrik

almashtirishlariga asoslangan hisoblash usulini ko‘rib o‘tamiz.
ax’+bx+c kvadrat uchhadni to la kvadratini ajratish va

o‘zgaruvchini almashtirish natijasida »* + &* ko‘rinishga keltirish
mumkin. Shunday qilib, quyidagi uch turdagi integrallami qarash

yetarli L= RuNK =u)du, I, = f R(u, K +u? )du,
L= R(u,Nu* = k?)du.

I1; integral u=ksint (u=kcost) almashtirish natijasida sint va
cost ga nisbatan ratsional funksiya integraliga Keltiriladi.
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Haqgiqatan ham, wu=ksint, k>0 almashtirishdan foydalansak,
du = kcostdt, Nk* —u® = kcost,
j R,k —u?)du = j R(ksint, kcost)k costdt bo‘ladi.

I, integral esa u=ktgt yoki u=kctgt almashtirish yordamida
sint va cost ga nisbatan ratsional funksiya integraliga keltiriladi.
Haqiqatan ham, u=ktgt, k>0 almashtirishni bajaramiz. U

holda du = ——dt, VK> +u’ k. va
cos“ t cost
[ R@NE +4? )du—jR( sin’ ) k_ar
cost’ cost) cos’t
bo‘ladi.
k k
I; integral u=ksect=—— yoki u=-—— almashtirish
cost sint

yordamida sin¢ va cost ga nisbatan ratsional funksiya integraliga

keltiriladi. Hagiqatan ham, u = -—k—— almashtirishni bajaraylik.

U holda du = X382 4y J2 PR L U

COS 4 cos!?
jR(u,myH:jR( K ,ksmt)‘ks“,”dt
COS¢ cOost 94 S 4

bo‘ladi. sint va cest ga nisbatan ratsional funksiya integrallari
avvalgi paragrafda aytilgan metodlar yordamida hisoblanadi.

5-misof. j\/az — x*dx ni hisoblang.
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x=asint

dx = acostdt
2 2 2 2 2
=f2—j(1+cos2t)dt - %t+%sin2t+€=—az—t+§2—sintcost+

Yechish. J'\/az —xtdx =

=q? j cos’ tdt =

X
t = arcsin~
a
2
X :
+C=| sint=2 |=Z arcsinZ+IVai-x?+C.
a 2 a 2
Z—
cost =
a
6-misol. I\/az +x*dx ni hisoblang.
x = atgt
Yechish. J'\/a +x’dx = a 4 4 = I\/a2(1+tg2t) .
t
cos2 t
Sdt=d 2 bo'ladi. j integralni _hisoblashni
cos’ t cos’ ¢ cos’ ¢

o‘quvchilarga havola gilamiz.
j\/az +x"dx integralni quyidagicha bo‘laklab integrallash
ham mumkin.

=it +a’, d __ xdx
'[Va2+x2dx= * ¥ ora . ,/x2+a =x\,x2+a2 —_
dv = dx, V=X

Ia tx —a —x\/x2+a2—.{\/x2+a2dx+I adr

Vx* +a’ | x2+a2=
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=xVx? +a° —Isz +atde+a’ In|x+VJxt +a* |,

I Vx® +a*dx ni tenglikning chap tomoniga o‘tkazib, quyidagini

hosil gilamiz:

jJa +xPdx = Jx +a’ +—-ln|x+\/x +a* |+C.

Izoh.
bo‘laklab integrallash mumkin.

dx -
7-misol. | ———====ni hisoblang.
Yechish.
x = atgt a
dx a cos’t
———=| dx= dt —R =
J-x“«/az +x? cos’ t ja “g*t-a
2 2 a cost
a +x"=—q
cos?t
_1 J-cos t = ] J-(l sin’ t)d(smt)
sin” ¢ a sin* ¢
l - _4 . 1 . _2 -
=— j (sinz)" d(sint) —— I (sint)~d(sin¢t) =
a a
-—— 1, —+— 1. +C, sint ni x orqali ifodalaymiz.
3a’sin’t a’sint
. x
sint= ——=—r, u
a+x°
I dx ___(a2+x2)3/2+ /a2+x2 .
295

www.ziyouz.com kutubxonasi

I a® - x'dx, IJx ~a’dx  integrallarni  ham

x=atgt,

holda



75. I= I R(x,\/ax2 +bx+c)dx integralni Eyler almashti-
rishlari yordamida hisoblash. Agar ildiz ostidagi kvadrat uch
hadning haqigqiy ildizlari bo‘lmasa va a<0 bo‘lsa, u manfiy bo‘lib,
Jax* +bx+c funksiya mavjud bo‘lmaydi va integrallash
masalasi 0‘z ma’nosini yo‘qotadi. Shuning uchun quyidagi ikki
hol mavjud.

1) a<0 va ax’+bx+c hagigiy ildizlarga ega bo‘Isin. Bu holda

Vax? +bx+c=Ja(x—a)(x—ﬂ)=(x—a)-t (N
almashtirishni bajaramiz. Bunda ¢, § kvadrat uchhadning haqiqiy
ildizlari  (a<f). Demak, a(x—a)(x—-p)=(x-a)*t,

2 — —
at2 Pa ’ d= 2a(2ﬂ az)t
t"—-a (t°-a)

Jat +bx+c=(x-a)t= f%‘_:____ﬁ)i_
-a
Endi topilgan ifodalami berilgan integralga qo‘yib, ¢ ga
nisbatan ratsional funksiyaning integraliga ega bo‘lamiz.
Agar a=f bo'lsa, Jax®+bx+c= \ﬁz(x— a)® funksiya
mavjud bo‘lmaydi, chunki a<0.

dx
8-misol. I = J. —J== ni hisoblang.
xVl-x?

Yechish. Bunda a=-1<0, 1-x2=(l-x)(1+x), shuning uchun (1)

Y
ko‘ra V1-x* =(1+x)t, 1-x=(1+x)01%, x=:2 ! ,

+1

—4tdt 5 1-¢* 2t 1-x

= - =|1+ p=—t_ 4o 22X
(& +1y [ t2+1) £ +1 1+x

bo‘ladi. Topilgan ifodalarni berilgan integralga qo‘ysak,

ax-f)=(x-a)-t*, x=

’
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fl_:_i_l
I=I —4tdt —2] |t | ST | T EE 2 AP
F-1

u(1-12) |t+1I 1-x

— +1

1+x

]
I\II x+x/l+x|
2) a>0bo‘lsin. Bu holda

Jad +bx+c=t-xJa  (yoki t+xva) )

almashtirishni bajaramiz. Bundan
tt-c_ 2 a+2bt+2ca
b+2tla’ (b+2tJa)?

(o +brto =f— t’—c o= bt+cya+£a
b+2ta b+2tJa

kelib chigadi. Topilganlarni berilgan integralga qo‘yib, yana ¢ ga
nisbatan ratsional funksiyaning integraliga ega bo‘lamiz.
9-misol. | _ j ni hisoblang.
vxl+5
Yechish. (2) gako‘ra

N +5=t—x, X +5=-2x+x*, x=

+C kelib chigadi;

»

-5
2t

2 z _ 2
dx—tztsdt, /xz+5=t_£_2_t_§=tzts.Shuninguchun

j(’ +3) d=f9;—t=h1‘t|+c=ln|x+\/;c—2—-|:§l+C-

t2+5

2t
Yuqorida keltirilgan (1) va (2) almashtirishlar Eyler
almashtirishlari deb ataladi.

b
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7.6. Binomial differensialni integrallash. Ushbu
I'=[x"-(a+bx") dx integral berilgan bo‘lsin, bunda m, n, p —

ratsional sonlar, a va b — haqiqiy sonlar.
a+bx" binom (ikki had) bo‘lgani tufayli integral ostidagi ifoda
binomial differensial deb aytiladi. Binomial differensialga bog‘liq
quyidagi teorema o‘rinli.
Teorema. (P.L.Chebishev teoremasi) Quyidagi uch holdagina
binomial differensialning integrali elementar funksiya bo‘ladi.
1-hol. p — butun son;

2-hol. p= L xasr son, lekin m+l_ butun son;
S n
3ol p=" va ™! _ kasr sonlar, lekin ™! +p — butun
) n n
son

Ushbu uch holda binomial differensialning integrali elementar
funksiya bo‘lishini ko‘rsatish bilan cheklanib, teoremaning to‘liq
isbotini keltirmaymiz.
1-holda p butun son bo‘lsa, m va n kasrlarning umumiy
maxraji & ni topib,
x=t', de=kt'dt

almashtirishlardan foydalansak,
X" (a+bx") dx=t™ (a+bt™) -kt*\dt
bo‘ladi (mk va nk lar butun sonlar).
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda ¢ ga nisbatan ratsional
funksiya bo‘lib, berilgan masala ratsional funksiyani integral-
lashga keltinladi.

. dx
10-misol. I=I%/—x7-(l+\3/x—2)

Yechish. Bu yerda I=[x?(1+:*)dx va mz_é,

ni hisoblang.

n= %, p =-1. Quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
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=, de=30dt, t=3x, x =17, Q+x°) =(1+£)".
U holda I=[r2-q+2)' 32dt =3[ —— =
I a+r) ‘ J‘tz +1
=3.arctgt + C =3-arctgx+C.
2-holda p =L bo'lsa,
S

1
a+bx" =t°, x=b""(t'-a)’", dx=b"" -l-(t’ -q)" 1st“’"dt
n
almashtirishlarni bajarib,

m+ -+l

x"(a-bx" ):dx = 5 -b—T Y (e a)_n_-l iy
n

1 .
— butun son, shuning uchun

ga ega bo‘lamiz. Shartga ko‘ra mt
n

o‘ng tomondagi ifoda ¢ ga nisbatan ratsional funksiya bo‘lib, bu
masala ham ratsional funksiyani integralashga keltiriladi.

\/1 +4x
N
1 l

Yechish. Bunda I = j x 2(1+x4)3dx bo‘lib,

mz—%, nzi-, p=-§ (r=1,s=3) va m:l
i
Shuning uchun 1+x* =7, x=(* -1 x 2= -1)72,
dx =120 —=1°dt, y1+4x =¢ almashtirishlarni bajaramiz.
Bu holda
12

[=[@ -7 120 ~1’de =12f(¢* -—t3)dt=—7—t7 3+ C=
=172\3/(1+<‘/;)7 ~3-3Q+¥x) +C.
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3-holda p= 4 va Z +1 +L butun son bo‘lganda

s n s
a+bx" =t'x" almashtirishdan foydalanamiz. U holda quyidagi
1 1

tengliklar o‘rinli bo‘ladi: x" =a(t -b)", x= a ( —b)7,

1 n+l m _m

dx==2a"(t’ -b) " -£dt, X" =a" (' -b) ",
n

a+bx" =t -alt’ -b)", x" -(a+bx")dx=

m m n+l

1
" “n -~ 3 N o feS s
=a”(ts—-b) ”n .ap(t'__b) p.tp.(___)all(t _b) n 't ldt=
n
LI LI
=—q" "'—'(t"—b) nos o om o grisl g
n
m+l r m+l r
R 8- ’] - —-+;
=—a" S-= ™. -b) '(n Jdt.
n
. . m+1 r .
Teoremaning shartiga ko‘ra, —— +— — butun son. Shuning
n s

uchun masala ¢ ga nisbatan ratsional funksiyani integrallashga
keltiriladi. '

12-misol. I = | ni hisoblang,

dx
x? %’(1 +x°)

5
Yechish. Bu yerda I = j x2(1+x%) 3dx bo'lib, m=-2, n=3,

+ p = -2 butun son.
n
Ushbu 1+x*=r’x’ almashtirishni bajaramiz.

Yi+x - =
Uholda ¢ = , x=({ =13, de=~-1)3 d1,
X
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l+x =2 . -1 bo‘ladi. . Demak,

2 5 _i
_j(ﬁ —)R (PP -1 3 Pde =

I=

£ -1 1 h+x x?

-—I —dt=—t-—+C=——————=—==—=C
x 2%/(1+x3)2
1

13-misol. I = [(1+x")*dx integralni hisoblang.
Yechish. Bu holda m=0, n=2, p =21— — butun son emas,
mil 1. butun son emas va p+m+1=_l_+_l_=§_ — butun

n n 4 2

son

emas. Demak, Chebishev teoremasiga ko‘ra berilgan integral

elementar funksiyalar bilan ifodalanmaydi.
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IX bobga doir test savollari

1. Agar F(x) funksiya f{x) funksiyaning boshlang‘ich funk-
siyasi bo‘lsa, quyidagi formulalardan qaysi biri to‘g‘ri? (k=0)
A) J’ f(k)dx = kF (x) +C;

B) [ (ks =kF(-x)+C;

C) J'f(b—kx)dx=%F(b—loc)+C;

D) jf(b—lor)dx=—%F(b—kx)+C.

2. F(x)=cos3x—cosn funksiya quyidagi f;(x)=sin3x,
Lix)=sin3xtsinz, fiy(x)=3sin3x, fi(x)=3sin3x funksiyalar-
ning qaysi biri uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi?

A)fi B)fa Ofs D)fs

3. Quyidagi Fi(x)=x’, Fyx)=0,2x°, F3(x)=4x°,
Fyx)=0,2-x°+5, Fs(x)=4x’+4, Fs(x)=x-5 funksiyalardan
qaysilari fix)=x"' funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘ladi?

A)FyFs  B)FyFy  C)F;Fs D) F3iFs

4. fix)=x* funksiyaning M(-1;3) nuqtadan o‘tuvchi
boshlang‘ich funksiyasini toping.

A) F(x)=x’+5/3; B) F(x)=x/3;
C) F(x)=x*/3+10/3; D) F(x)=x>/3+3.
5. fsin3x-cos3xdx ni hisoblang.
A) '/4c0s6x+C; B) 9cosx-sinx+C;
C) Y125in6x+C; D) —'/5c086x+C.
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dx
6. | —=——=——=ni hisoblang.
'[\/l—x/Z : &
A)—4Jl——x/2; B)—4\/1—x/2+C;
C)4\/1—x/2+C; D)2Jl—x/2.

- J‘x3+2x+2\/;
. ——_——_—x\/;

A) -§-x2J2+4J;+1n|x|+c;

dx ni hisoblang.

B)-E—J\:2 x +4Jx +2In| x|+C;
) i;-xz + 4% +In| x|+C;

D) %xz x +4Jx +2In|x|.

8. Jctg*xdx ni toping.

A) x—ctgx+C; B) ctgx—x+C;

C) =x—ctgx+C; D) x+etgx+C.

9. Jinxdx ni toping.

A) xinx—x+C; B) xInx+x+C;
C) xInx+C; D) Yy ln’x+C.

10. I————dx ni hisoblang.

A) Jx -arctg\/; +C; B)2 Jx —2arctg\/; +C;
C) Vx +arctgx +C; D) 2 Jx +2arctgJx +C.
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11. Sodda ratsional kasrni ko‘rsating.

2x-17 x+2
A) ———; B ;
) (x—4)? ) x—4
3x+8 3—x

T <’ D) /—.

x +4x-5 x*+x+5
12. Agar 6x+1 =4 bo‘lsa, a va b ni

(x-D(x+3) x-1 x+3
toping.
A)a="I5; b=""1y; B) a="a; b=""1s;
C) a=""/s; b="1s; D) a=""/y; b=""1,.
13. I X ni toping.
(x+D(2x+1)
x+1 Ix +1
A) In +C; B) In —+C;
2x+1 V2x+1
C) In|(r+1)(2x+1)HC; D) In, XL+,
' 2x+1
dx

14. { ————— ni toping.

j x(x* +1) ping
A) Inp(*+ D]+C; B) In(x?+1)+C;
C) Inxj+arctgx+C; D) In|x|-arctgx+C.

dx

15. ni toping.

'f V2x+5 ping
A) V2x+5+C; B) In|]2x+5+C;
C) Inv2x+54C; D) 0,5v2x+5+C.
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16. 3fcos’xdx ni hisoblang.

A) 3sinx+sin’x+C; B) sinx+3sin’x+C;
C) 3sinx—sin’x+C ; D) */4cos*x+C.
17. Codda kasrlarni ko‘rsating
3
) > ; —Z—Jf—i—; 3 —;———ﬂ-—;
2x-3 x +x+1 x +x+1
2x+3 2x* +3

2 7y )
(x"=x+1) x'-x+1
A)L2,3; B)1,2;
012,58 D) 1,2,4.

18. Quyidagi sodda ratsional kasrlarga yoyishning qaysi
biri to‘g‘ri?
1 _ 4 N Bx+C |
(x41)(x® =2x+1) x+1 x*-2x+1’
3x Ax B Cx+D
2) = + + ;
(x+2*(x*+1) (x+2)* x+2 x*+1
x—-1 __ 4 N Bx+C
(x+3)(x*+x+1) x+3 x*+x+1
xt+1 4 + B
(x+2)(x+1) x+1 x+1
A)L3; B) 2, 4;
0)2,3; D)3, 4.

305

www.ziyouz.com kutubxonasi



19. I fdx integralni hisoblang.
x+1
A) arctg%+ C;, B) %ar‘cz‘gx2 +C;

C) arctgd4x+C; D) % arctg’x+C.

20. 3 I x?x* + 2dx ni hisoblang.
A) :5‘-\6/0:3 +2)°+C;  B) %{/(x’ +2)° +C;

3 4
0) %.</(x’+2)°+c; D) 3‘3—%(3‘;-+2x)+c.
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X BOB. ANIQ INTEGRAL
1-§. Aniq integral tushunchasiga olib keladigan masalalar

1.1. Yuza haqidagi masala. [a;b] kesmada uzluksiz va
nomanfiy f{x) funksiya berilgan bo‘lsin. y=f{x) funksiyaning
grafigi, Ox o‘q, x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
tekis figura aABb egri chizigli trapetsiya deb ataladi.

Xususiy holda 4 bilan a nﬁqta yoki B va b nugtalar ustma-ust
tushishi ham mumkin, yoki har ikki hol bir vaqtda yuz berishi
mumkin. Bu hollarda ham qaralayotgan figura egri chizigli
trapetsiya deb yuritiladi.- '

A y
y=fx)

A /r\,,q\_/

|
|
gl

: )
i !
I ! '
| .
| .
| b
S Y, Xn-1 X
= x\——v—-f ES = -

0| @a=Xe ‘*IAxkx" x,=b

2-rasm.
aABb egri chizigli trapetsiyaning yuzini topish talab qilinsin.
Buning uchun [a,b] kesmani
a=xg <x;<x;<...<x,=b
nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lib va bu nugtalardan Oy
o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib, adBb egri chizigh
trapetsiyani # ta kichik egri chizigli trapetsiyalarga bo‘lamiz. Endi
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har bir [xx;,x¢] kesma ichida ixtiyoriy & nuqta olamiz. Har bir
trapetsiyada asosi [x4.;x;] va balandligi A&,) bo‘lgan to‘gri
to‘trburchak chizamiz. Bu to‘g‘ri to‘trburchaklaming yuzalari

S ) iaexe)=f( 8, ) Axr, k=1,2,....m
bo‘ladi. To‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlarining yig‘indisi esa

Sn:Zf (6 )Ax,
k=1
orqali belgilaymiz. Agar A=max Ax; deb belgilasak va A—0

ISksn
bo‘lsa, (bu holda [a;b] ni mayda bo‘laklarga bo‘lishlar soni »
cheksiz o‘sadi) S, ifoda egri chizigli trapetsiya yuziga tobora
yaginlasha boradi. Shuning uchun egri chizigli trapetsiyaning yuzi
deb ‘

S=£i_r£&,= al_lg ;f(fk )Ax,
ni gabul qilish tabiiydir.

1.2. O‘zgaruvchan kuch bajargan ish haqidagi masala.
Faraz gilaylik, jism Ox o‘q bo‘ylab Ox o‘qdagi proeksiyasi x ning
funksiyasi bo‘lgan F=f{x) kuch ta’sirida harakat gilayotgan

bo‘lsin. Jism shu kuch ta’sirida @ nuqtadan b nuqtagacha
harakatlanganda bajarilgan ishni topish talab qilinsin.

Buning uchun [a, ] ni » ta bo‘lakka bo‘lamiz:

a=xp<x1<x2<...<Xp.1<x,=b. [xx;,x;] bo‘lakdan ixtiyoriy &
nuqtani tanlab olamiz va shu bo‘lakda jismga ta’sir etuvchi kuchni
f(&) ga, uning bajargan ishini

JC&) Ok -xa-1) =f( &) Axy
ga teng deb qaraymiz. U holda F=f{x) kuchning [a,b] da bajargan
ishi tagriban Z f(&)Ax, ga teng bo‘ladi. Anigki, 4 = max Ax,

=1 1<ksn
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nolga intilsa, Z f(&,)Ax, bajarilgan ishni anigroq ifodalaydi va
k=1

uni 4= £m(1)2 f(&)Ax, deb olish mumkin.
s
Shunday qilib, yuqoridagi ikki masalani yechish ushbu
DIFLCALA
k=1

ko‘rinishdagi yig‘indining limitini hisoblash masalasiga olib keldi.
Shunga o‘xshash ko‘pchilik geometrik, mexanik va h.k. masalalar
shunday yig‘indilaming limitini izlashga keltiriladi.

2-§. Integral yig‘indi, aniq integralning ta’rifi

Aytaylik, f{x) funksiya [a;b] da aniglangan bo‘lsin. [a,b]
kesmani

a=xp< x;< x2< ...<x,=b
nugqtalar bilan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. [a,b] ni bo‘luvchi bu sonlar
to‘plamini [a;b] ning bo linishi deb ataymiz va g7, bilan
belgilaymiz:

T={X0, X1, ..., Xn| A=x9< X1< X2< ...<x,=b}.

Har bir elementar [x;;,x4] (k=1,2,...,n) kesmada bittadan ixti-

yoriy &, nugqta tanlab, shu nuqtalarda funksiyaning f{ £, ) qiymat-

larini hisoblaylik va quyidagi yig‘indini tuzaylik:
S(a)= 2, f (&A%, , (1)
k=1

bu yerda Axy=x-x4 [x-1,%:] (k=1,2,...,n) kesmaning uzunligi.

Ushbu (1) yig‘indi f{x) funksiyaning [a;b] dagi integral
yig ‘indisi deb ataladi.

[a;b] ning bo‘linishlari 7, va har bir [xi;xs] kesmadan &
nuqtalarni tanlash usullari cheksiz ko‘p bo‘lganligi sababli f{x)
ning [a,;b] dagi (1) integral yig‘indilari to‘plami cheksiz to‘plam
bo‘ladi. A= max Ax; belgilash kiritamiz.
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1-ta’rif. Agar A nolga intilganda f{x) ning [a;b] dagi (1)
integral yig‘indisi chekli 7 limitga ega bo‘lib, bu limit [a;b] ning
7, bo‘linishlariga va £, nuqtalarini tanlash usuliga bog‘liq
bo‘lmasa, o‘sha I limit f{x) ning [a;b] dagi aniq integrali deyiladi
vau

[ ()
orqali belgilanadi: :
lim 3 f (50 [ )

Bunday holda f{x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi (yoki
Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.

Bu yerda ham aniqmas integraldagi kabi f(x)dx integral osti-
dagi ifoda, f{x)- integral ostidagi funksiya, x - integrallash o ‘zga-
ruvchisi deb ataladi, a va b esa mos ravishda integrallashning quyi
va yuqori chegaralari deyiladi.

b

Aniq integralning {f(x)dx belgilanishi shu funksiyaning

anigmas integrali belgilanishiga o‘xshash. Bu tasodifiy emas.
Aniq integralni hisoblash shu integral ostidagi funksiyaning
aniqmas integralini hisoblashga keltiriladi, ularning belgilash-
larining o‘xshashligi integrallash formulalarini eslab qolishni
osonlashtiradi. Ammo aniq integral bilan anigmas integral orasida
muhim farq mavjud: f{x) funksiyaning [a;b] kesmadagi aniq
integrali biror sondan iborat, shu funksiyaning anigmas integrali
esa uning barcha boshlang‘ich funksiyalarini ifodalaydi. Shu
sababli bular turli tushunchalardir.

Aniq integral tushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan
aniq integralning geometrik ma’nosi kelib chiqadi: geometrik
nuqtayi nazardan nomanfiy funksiyaning aniq integrali son
jihatdan shu funksiyaga mos egri chiziqli trapetsiyaning yuziga
teng bo‘ladi.
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3-§. Aniq integral mavjud bo‘lishining zaruriy sharti

Teorema. Agar f{x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda bu funksiya [a,b] da chegaralangan bo‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz gilaylik. U holda f{x) funksiya [a,b]
kesmaning 7, bo‘linishiga mos [xi;,x¢] (51,2,...,n) kesmalaming
hech bo‘lmaganda birida chegaralanmagan bo‘ladi. Masalan,
funksiya [x;.,,x;] da chegaralanmagan bo‘lsin. Integral yig‘indini
quyidagicha yozish mumkin:

S(1a )=A+(&;)Ax; ,

bundad= § 7 (&)Ane 3 1 (&)Am.

k=j+1
[x.1.%] da f{x) chegaralanmaganligidan shunday & €[x; %]

nuqta mavjudki, [f{&;)Ax| >4+ :11- tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U
holda
\ 1
IS(a)| =|A+f(5;) A 2 If(5;) Axjl-|A] >|A]+ 7 -lA|=z

Demak, A—» 0 da S(z,)—>o bo‘ladi va bundan integral
yig‘indining chekli limiti mavjud emasligi kelib chigadi. Bu esa
f(x) ning integrallanuvchi ekanligiga zid bo‘ladi. Bu qarama-
qarshilik teoremani isbot giladi.

Shuni ham aytish kerakki, ba’zi bir chegaralangan funksiyalar
integrallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin, ya’ni funksiyaning
chegaralanganligi uning integrallanuvchi bo‘lishi uchun faqat
zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart bo‘la olmaydi. Masalan,

_ |0, agar x irratsional bo'lsa,
f(x)“{l, agar x ratsional bo'lsa
funksiya (Dirixle funksiyasi) [-1;1] da chegaralangan. Shu
funksiyaning kesmadagi integral yig‘indilarini olaylik. Agar har
bir [xi.s, xx] kesmada & lar uchun faqat ratsional nuqtalar tanlab
olinsa,
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S()= 2 f (G- b, = Y18, =2

bo‘ladi.
Agar har bir [x;;, x;] kesmada &, lar uchun faqat irratsional
nugqtalar tanlab olinsa,

S() =Y (&) Ax, =30-Ax, =0.
k=1 k=1

Demak, S(7,) integral yig‘indining limiti £, nuqtalarni tanlab
olish usuliga bog‘liqdir. Bu esa Dirixle funksiyasining integral-
lanuvchi emasligini ko‘rsatadi.

4-§. Darbu yig‘indilari va ularning xossalari
Jf(x) funksiya [a;b] da aniglangan va chegaralangan bo‘lsin.
[a;b] ning biror 7z, bo‘linishini olib, quyidagi belgilashlarni
kiritamiz:
mp= of o), M= sup fx) (1)

n n

S(w)=) mdxx, S(t)= Y. Midx(2)

k=1 k=1

Bunda (2) yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yugori
yig ‘indilari deb ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan my va
M; ning mos kesmada mavjudligi aniq. Umuman olganda, (2)
yig‘indilar integral yig‘indi bo‘lmaydi, chunki my; va M;
funksiyaning giymatlari bo‘lmasligi mumkin (agar f{x) uzluksiz
funksiya bo‘lsa, (2) yig‘indilar f{x) funksiyaning integral
yig‘indilari bo‘ladi).

Darbu yig‘indilarining uchta asosiy xossasi mavjud.

(D) Har qanday 7, bo‘linish uchun

S(%)< S(%) <8 (1)
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

312

www.ziyouz.com kutubxonasi



Isboti. Ixtiyoriy &, €[xx1,x:] uchun my <f( &, )sMy,

_S:kaAxk < Zf(fk)Axk S ZMkAxk =5.
k=1 k=1 i

Shuni ta’kidlash lozimki, berilgan 7, bo‘linish uchun
Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari yagona bo‘ladi, lekin
integral yig‘indi, har bir qism kesmadan &, nuqtalarni tanlash
evaziga cheksiz ko‘p bo‘ladi.

(ID) {a;b] ning bo‘linish nuqgtalari sonini oshirish natijasida
quyi yig‘indilar kamaymaydi, yuqori yig‘indilar esa o‘smaydi.

Isboti. [a;b] ning 7, bo‘linishi uchun quyi yig‘indi S; bo‘lsin.
Endi bo‘linish nuqtalami orttiramiz. Masalan, {x;;,x;] ni ¥ nuqta
yordamida ikkiga bo‘lamiz. Hosil bo‘ladigan yangi quyi yig‘in-
dini S, deb belgilaymiz.

k-1 n .

8= mAx, +mydact 3 mAx,, -

j=1 J=k+1

k-1 n
_Sz:ijij +my (X -xx.)tmg” (X=X )+ Z mijj ,

J=1 J=k+1

bunda m;'= inf_] fx), my "=[i_§1f]f(x).

Ma’lumki, to‘plamning aniq quyi chegarasi gism to‘plamining
aniq quyi chegarasidan katta emas. Buni e’tiborga olsak, m;’ 2 my,
my” 2 mgva o (X -xp) e (e X )2 (X X)) tmp(xe- X )=
=my(xp-Xt.;) =mpAx; munosabat o‘rinli.

Demak, S; 2.5, bo‘ladi.

Yugori yig‘indiga bog‘liq bo‘igan hol shunga o‘xshash
isbotlanadi.

(II1) [a,;b] ning har qanday bo‘linishidagi quyi yig‘indi har
ganday boshqga bo‘linishdagi yuqori yig‘indidan katta emas.

Isboti. 7, bo‘linishdagi yig‘indilar §; va §, bo‘lsin, 7,

n

bo‘linishdagi yig‘indilarni S, va §2— deb belgilaylik. Endi, 7, va
¢
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7, lardagi bo‘linish nuqtalarni birgalikda olib, yangi 7z,

bo‘linishni va unga mos 33 va E; larni bosil gilamiz.
(I) ga ko‘ra §; < 33 va 3‘:233, (I) ga ko‘ra 3 SE.
Shuning uchun §; <83 SS—SSS'; yoki S; SS_Z.

Demak, quyi yig‘indilar to‘plami yuqoridan, yuqori
yig‘indilar to‘plami esa quyidan chegaralangan bo‘ladi.

5-§. Aniq integralning mavjudlik sharti
Quyida integral mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarli shartini
keltiramiz.
Teorema. [a;b] kesmada aniglangan va chegaralangan f{x)
funksiyaning shu kesmada integrallanuvchi bo‘lishi uchun

lim (S(z,)-8(7, )70 (1)
shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Isboti. Yetarliligi. (1) shart bajarilgan bo‘lsin. A—0 da quyi
yig‘indilar {S,} ketma-ketligi limitga ega bo‘ladi, chunki A—0 da
bo‘linish nuqtalarining soni ortadi, natijada {S,} uchun Darbu
yig‘indilarining (II) xossasiga ko‘ra

5,£8,<..58, <.
o‘rinli bo‘ladi. Shu bilan birga (II) xossaga ko‘ra S, <§,, ya’ni
{§, }monoton o‘suvchi hamda yuqoridan chegaralangan ketma-

ketlik. Demak, u limitga ega.
Shunga o‘xshash, A—>0 da yuqorida yig‘indilar ketma-ketligi

{S.} ham limitga ega bo‘ladi. f%) funksiyaning -
chegaralanganligi va (1) shartdan 0= {1'.'."0(‘? (r,)-S8(z,)) =

= {ll_)n(l) S(r,)- {{l_l:(l) S(z,), il_?lo S(z,) =£1_13(1) S(z,) =1 kelib chiqadi

va bunda I chekli sondir. U holda §(r,,)SS(r,,)S:§'(rn)
tengsizlikka ko‘ra oraligdagi o‘zgaruvchi S(r,) ham o‘sha
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limitga ega bo‘ladi. Demak, chekli ii_rIzOS(r,)=l limit mavjud

ekan.
Zarurligi. f{x) funksiya {a;b] da integrallanuvchi bo‘lsin, ya’ni
ﬁin(z) S(r,)=1 bo‘lsin. Bu holda ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday

&>0 son topiladiki, <& bo‘lganda |S(z,)- 1| <—;: bo‘ladi.

Yuqoridagi 7 limit integral yig‘indi S(rn)=2 f(&)Ax, da
k=1

gatnashgan ¢, nuqtalarni tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmaganligi
hamda my; va M lar f{x) funksiya qiymatlari to‘plamining aniq
quyi va aniq yuqori chegaralari bo‘lganligi sababli

£ = £
I§(r,,)—l|$5<€, |S(r")-1|$5<£
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan 7-&<S8(r,)<S(z,)<I+¢

yoki A <& bo‘lganda IE(T") ~S(z,)

tengsizlik esa (1) shartning bajarilishini ko‘rsatadi.

< 2¢ kelib chigadi. Oxirgi

6-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari
1-teorema. Agar f{x) funksiya [a,;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa,
u holda funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Isboti. Kantor teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a,b] kesmada
tekis uzluksiz bo‘ladi, ya’'ni ixtiyoriy £>0 uchun shunday >0 son
topilib, |x -x ’|<d tengsizlikni qanoatlantiruvchi va [a,b] kesmaga
tegishli bo‘lgan barcha x’, x” lar uchun |f{x )-f(x")|<e tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.

f{x) funksiya har bir [x;.,x:] da uzluksiz bo‘lgani uchun

Veyershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra shunday &' €[xi;,x] va

&" e[xi1,x4] nuqtalar topiladiki, f{& )=my, f(&,")=Mi bo‘ladi.
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Sxp-xp.;SA tengsizlik o‘rinli. Agar A<§ deb olsak, tekis

ék’ - ék'
uzluksizlikka ko‘ra , FEDN-FED

< g bo‘ladi. Bu holda

f(gk,)—f(gk”) Axk <

0<§—§=Z(Mk —m; )Ax, =z
k=1 k=1
<e) Ax, =e(b~a).
k=1

Shunday qilib, 4<é bo‘lganda 0<§—§ <g(b-a) bo‘lib, 0
ixtiyoriy bo‘lganidan !{irrg(s'—g) =0 tenglikning, ya’ni funksiya
integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti bajarilishi
kelib chiqadi. Demak, f{x) funksiya [a;b] kesmada

integrallanuvchi bo‘ladi.

Ushbu  y=x’-1, y=1i—J£ funksiyalar [1;2] kesmada
X

integrallanuvchi bo‘ladi, chunki ular bu kesmada uzluksiz.

1
— 0;1], .

Aksincha, y={x’ *x<(G1] funksiya [0;1] kesmada
0, x=0

chegaralanmagan va wuzilishga ega. Funksiya chegaralanma-
ganligidan uning [0;1] kesmadagi integrali mavjud emasligi kelib
chiqadi.

Yuqoridagi teoremaga asosan kesmada aniqlangan uzluksiz
funksiyalar sinfi integrallanuvchi bo‘lar ekan. Bu sinfhi ma’lum
ma’noda kengaytirish mumkin. Buning uchun [a4;b] da chekli
sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lgan chegaralangan funksiyalar
sinfini ko‘rib o‘tamiz.

f(x) funksiya [a,;b] kesmada chegaralangan bo‘lsin.

M = sup f(x), m =xie}1ui_; | Sf(x) belgilami Kkiritib, quyidagi

xela:b]

@, =M —m sonni f{x) fimksiyaning [e D] kesmadagi tebranishi
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deb ataymiz. U holda [xi.;x:], #1,2,..., n kesmalardagi
funksiyalarning tebranishini ax orqali belgilasak, ax=M;-m; va

5-8 =Z(Mk —m, )Ax, =Z“’k -Ax,
k=t =1

bo‘lganligi uchun integral mavjud bo‘lishining zaruriy va
yetarli shartini quyidagicha yozish mumkin bo‘ladi:

ain%Za)k Ax, =0 (1
%=1

2-teorema. Agar [a;b] da chegaralangan f{x) funksiya shu
kesmada chekli sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lsa, u holda f{x)
funksiya integrallanuvchi bo‘ladi.

Isboti. f(x) funksiyaning uzilish nuqtalari ¢;, ¢, ..., ¢ bo‘lsin.
Ixtiyoriy kichik £>0 olamiz va har bir uzilish nugtasining uzunligi
&dan kichik bo‘lgan

(cr-&1; c1t&1), (c-&2 €2t &), ... , (Ckr8 Ck+80)
atroflarini ajratib olamiz.

[a;b] kesmadan bu oraliglarni chiqarib tashlasak, k+1 ta
kesma qoladi. Ularning har birida f(x) funksiya uzluksiz va Kantor
teoremasiga ko‘ra tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi. Shuning uchun
uzilish nugtalarini o‘rab oluvchi atroflaming tashqarisida yotuvchi
oraliglar uchun shunday & >0 mavjudki, ulardan olingan va

|x' ~ x"| < & tengsizliklarni qanoatlantiruvchi x' va x” lar uchun
lFGN - x| <e
tengsizlik bajariladi. Endi
S =min{d,,&,&,,...., 6 }
belgilashni kiritib, [a;b] kesmaning uzunligini J dan kichik
bo‘lgan Ax,, /=1, 2, ..., n qismiy oraliglarga bo‘lamiz. Shunda 2

xil oraliglarga ega bo‘lamiz:
1) uzilish nuqtalarini o‘rab oluvchi atroflaming tashqarisida
yotuvchi oraliglar — ularda funksiyaning tebranishi @, <¢ bo‘ladi.
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2) ajratilgan atroflar bilan umumiy nuqtalarga ega bo‘lgan
oraliglar — bu oraliglarda funksiyaning tebranishi M-m=ay,) dan
katta bo‘la olmaydi.

Shunday qilib, D @,Ax, ni yuqoridagi ikki xil gismiy
Jj=1

oraliglarga mos ravishda guruhlab, ikkita yig‘indiga ajratamiz:
ij.ij. + Za)j.Ax,, .
J J

Bunda
Zwa <£ZAx <e(b-a),

Zwa <(M- m)ZAx < (M —m)3ke,

chunki 2-xil gismiy oraliglardan (c, 5y ¢+g) da to‘la joylash-
ganlarining uzunliklari yig‘indisi ke dan kichik, gisman yot-
ganliklariniki 24k& dan kichik bo‘ladi. Shuning uchun, agar
Ax; <5 bo'lsa, '

Za)Ax <&((b-a)+3k(M —m)), ya’ni A=maxAx, -0

1<j<n

da Zw,Ax_, —>0 va (1) shartga ko‘ra f{x) funksiya berilgan

kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada monoton bo‘lsa,
u shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Isboti. Aniqlik uchun ffx) o‘suvchi funksiya bo‘lsin. Ixtiyoriy
&0 son olib, unga ko‘ra 8>0 sonni quyidagicha aniglaymiz:

£
Jb)-f(a)
So‘ngra [a,h] kesmani A=maxAx, <& bo‘ladigan 7,

1<<n
bo‘linishiga mos Darbuning quyi S(r,) va S (z,) yuqori
yig‘indilarini tuzamiz. U holda
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S(z,)-8(z,)= Zkax Z(f(xk) (X DAX, <

k=1

Z(f( %)= f (%)) =

m
m(f( X) = f(x) + ot f(x,)~ f(x,,))=
m(f( x,)~ f(x o))‘m(f() fa)=¢

bo‘ladi. Demak, funksiya integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy va
yetarli sharti §(r")-§ (z,)<e bajariladi. Bu esa qaralayotgan
funksiyaning integrallanuvchi ekanligini bildiradi.

Chegaralangan va kamayuvchi funksiyaning fmtegrallanuvchi
ekanligi yuqoridagi kabi isbotlanadi.

1
) 1’2 s . .

Misol. y={«x xe(l2] funksiyaning [1,2] kesmada
2, x=1

integrallanuvchi ekanligini asoslang.

Yechish. Bu funksiyaning integrallanuvchi ekanligini yuqo-
ridagi teoremalardan foydalanib asoslash mumkin.

Funksiya x=1 nuqtada uzilishga ega, qolgan nuqtalarda esa
uzluksiz. 2-teoremaga ko‘ra bu funksiya [1;2] da integrallanuvchi
bo‘ladi.

Shuningdek, berilgan funksiya [a,b] da kamayuvchi. Shuning
uchun ushbu funksiya 3-teoremaning hamma shartlarini qano-
atlantiradi va integrallanuvchi bo‘ladi.

1-izoh. Integrallanuvchi funksiyalar sinflarining soni fagat-
gina chegaralangan uzluksiz, chegaralangan va chekli sondagina
uzilish nuqtalariga ega bo‘lgan hamda chegaralangan va monoton
bo‘lgan funksiyalar sinflari bilan cheklanib golmaydi. Uzilish
nuqtalari sanogli to‘plamni (hadlari takrorlanmaydigan ketma-
ketlikni) tashkil etadigan chegaralangan funksiyalar sinfi ham
kesmada integrallanuvchi bolishini ko‘rsatish mumkin.
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2-izoh. Agar a=b bo‘lsa, ta’rifga ko‘ra har qanday funksiya
uchun ushbu

[r@dx=0
tenglikni o‘rinli deb faraz gilamiz.

7-§. Aniq integralning xossalari
Avval aniq integralning tenglik bilan ifodalanadigan xossa-
larini qaraymiz.

b
1°. J'l-atx=b—a.
Isbotl Hagqgiqatan ham, bunda f{x)=1 va ta’rifga ko‘ra
Il dx—llmZI Ax, =b—a bo‘ladi.
=1

20 Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
kf(x) (k=sonst) ham integrallanuvchi va

e = #f resras

bo‘ladi.
Isboti. Hagiqatan,

lim > (5,)%, =Klim> (&A%, = k[ £()ds.

b b
Demak, _[ kf (x)dx mavjud va uning qiymati kI f(x)dx ga

teng.
3% Agar fi(x) va fo(x) funksiyalar [a;b] da integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda f;(x)+ f2(x) ham [a,b] da integrallanuvchi va

JUi@ £ = ﬁ(x)dxiff;(x)dx

tenglik o‘rinli bo*ladi.
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Isboti. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa
qo‘shiluvchilar soni chekli (ikkitadan ko‘p) bo‘lganda ham o‘rinli
bo‘ladi.

b a
J' f(x)dx = —j f(x)dx, ya’ni integrallash chegaralari
b

o‘rnini almashtirsak, aniq integral ishorasini qarama-qarshisiga
o‘zgartiradi.

b
Isboti. j f(x)dx integral a<b hol uchun aniglangan edi. Agar
a>b bo‘lsa, 4° xossa aniq integral ta’rifiga qo‘shimcha sifatida
b

qaraladi. Bu xossani quyidagicha talgin gilish mumkin: I f(x)dx

va j f(x)dx integrallari ishorasi bilan farq qiladigan integral

yig 1nd11arnmg limiti bo‘ladi.
5°. (Aniq mtegralmng addmvhk xossasi) Agar f(x) funksiya

uchun j F(x)dx, j F(x)dx, j f(x)dx mavjud bo‘lsa, u holda
quy1dag1 tenghk 0 rmh bo* ladl
jf(x)dx j f(x)dx+ J f@dx (1)

Isbotl. a<c<b bo* lsm. [a;b] ni shunday n ta bo‘lakka
bo‘lamizki, c=x,, bo‘linish nuqtalaridan biri bo‘lsin. U holda

if(gl)Ax Zf(@)Ax + Z f(&)Ax, va

k=1 k=m+1

lim " £(5)8% = fGods, im S £(6 ), = | F(),
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11m Z f(&)Ax, I f(x)dx bo‘lgani uchun bu yerdan (1)

k=m+1

kelib chigadi.
c b c
Agar a< b < ¢ bo‘lsa, u holda j f(x)dx = j F(x)dx+ j f(x)dx
a a b

bo‘lib, bundan j S(x)dx = j S (x)dx— j S (x)dx =

- I f(x)dx + j F(x)dx bo'ladi.

Shunday qlhb ¢ nuqta [a;b] ning ichki yoki tashqi nuqtasi
bo‘lishidan qat’i nazar, (1) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Endi aniq integralning tengsizlik bilan ifodalanadigan
xosslarini o‘rganamiz.
6°. Agar [a;b] da f{x) integrallanuvchi va f{x)>0 bo‘lsa, u
b

holda [ f(x)dx 2 0 bo‘ladi.
Isboti. f{ £, )20, k=1,2,....,n va Axg=x-x;-; >0 bo‘lgani uchun

Z S(&,)A x20 bo‘ladi. Bu tengsizlikda limitga o‘tsak,

k=1

b n
[ rdx=limYy 1(£)Ax, 20
u k=l
kelib chiqadi.
7°. (Aniq integralning monotonlik xossasi) Agar [a;b] da f{x)
va ¢ix) lar integrallanuvchi va ¢(x)<f(x) bo‘lsa, u holda
b b
[odx <[ f (ax

bo‘ladi.
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Isboti: [a,;b] ning ixtiyoriy bo‘linishi uchun ¢(&,) < f(&,),

k=1,2, .., n. Demak, D o(&£)Ax, <Y f(&)Ax, bo‘ladi. Bundan
k=1 k=]

n " b b
lim > p(&,)Ax, <limY” £(£)A%, yoki [ @)dx < [ f ()dx
k=1 k=1 a a

kelib chiqadi.
3-rasmda 7° xossaning geometrik talgini berilgan.
o(x)<f(x) bo‘lganligi sababli ad,B,b egri chiziqli trapetsiyaning
yuzi a4 ;B;b egri chizigli trapetsiyaning yuzidan katta emas.
8%, Agar [a;b] da f(x) uzluksiz bo‘lib, f{x)>0 va f{x) aynan

b
nolga teng bo‘lmasa, u holda I f(x)dx>0 bo‘ladi.

Isboti. f(x) aynan nolga teng bo‘lmaganligi sababli [a;b]
kesmada shunday & nuqta topilib, bu nugta uchun f€)>0 bo‘ladi.
f{x) ning uzluksizligiga ko‘ra & ning shunday (a;B) atrofi
mavjudki, (o;B)c [a;b] va bu oraligning barcha nuqtalari uchun
ham f{x)>0 o‘rinli bo‘ladi. U holda

j.f (x)dx = :1" S (x)dx+ f f(x)dx+ T f(x)dx va 6°-xossadan
[ a a B

b B
[rdx> [ fGodx kelib -y

a A B I
chiqadi. f{x) uzluksiz ! >ﬁ<)
bo‘lgani uchun |[a; B da

. [ : ) A [ otx)
u eng kichik qiymatga B,

erishadi. Bu eng kichik
qiymatni m bilan
belgilaymiz. [a;8] da
Jf(x)>0 bo‘lganligi uchun

a

3-rasm.
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m>0 bo‘ladi. Shuning uchun

B 8
If(x)dféfmdx=m(ﬂ—a)>0,

va bundan I f(x)dx 2 I f(x)dx >0 kelib chiqadi.

1-izoh. Umumiy holda 6 -xossadagi tengsizlik gat’iy bo‘la
olmaydi. Hagiqatan ham,

0, xe[-10)U(0;1],
f)= { o
funksiya 6° xossadag1 shartlarm qanoatlant1rad1 Shu bilan birga

I f(x)dx = j F()dx + j F(x)dx=0+0=0,
1
ya'ni [ f(x)dx >0 (qat’iy tengsizlik bajarilmaydi).

b

I f(x)dx>0 bo‘lishi uchun f{x) funksiya [a;b] kesmada 8°
xossa shartlarini qanoatlantirishi yetarli.

9° Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda [f(x)| funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi
va

[ fde

b
< J|f(o]ax
tengsizlik o‘rinli.
Isboti. f{x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsin. U holda

ixtiyoriy €>0 son olinganda ham shunday &>0 son topiladiki, A<d
bo‘lgan har qanday 7, bo‘linishga nisbatan

g(rn) - Q(Tn) = Zkaxk <&
k=1
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bo‘ladi. Anigki, x',x" € [a;b] lar uchun
lreni-lren) <l ren-r6)
tengsizlik o‘rinli bo‘lib, undan quyidagi ‘
sup|| £ (x")] | f (x| < sup| £ (x") - e
tengsizlik kelib chiqadi. Demak, @, < @, tengsxzhk o‘rinli, bunda
- | f(x)| funksiyaning [x.,;x;] dagi tebranishi. Natijada

] [
> B Ax, <Y o Ax, <e
k=1 k=1

bo‘ladi. Bundan esa | f (x)l funksiyaning [a;b] kesmada integral-

lanuvchiligi kelib chiqadi.
Shuningdek, )

PN A AL LA L

k=1 k=1
tengsizlikda A—0 da limitga o‘tsak, izlanayotgan tengsizlik kelib
chiqgadi.

2-izoh. f{x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
|f(x)) ham integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rib o‘tdik. Bunga
teskari bo‘lgan xulosa, umuman aytganda, noto‘g‘ri bo‘ladi.
Masalan,

agar Xx irratsional  bo’lsa,
-1, agar x ratsional bo'lsa

1,
S (x)={

funksiya uchun
ﬂf(x)|dx jldx b-a,

Demak, [a;b] da | f (x)| funksiya integrallanuvchi bo‘ladi,

lekin f(x) ning o°zi Dirixle funksiyasi kabi integrallanuvchi emas.
10". (Aniq integralni baholash) Agar f{x) funksiya [a;B]
kesmada integrallanuvchi va m<f{x)<M bo‘lsa, u holda
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b
mb-a)< [ f(x)dx<M(b-a)  (2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. Shartga ko‘ra 1xt1yor1z xe[a b} uchun m<f{x)< M. Bu
tengmzhkka 7° xossam so‘ngra 2° va 1° xossalarni tatbiq etamiz:

jmdx < j F(x)dx < jde,
mjdx < j'f(x)dx < dex,

b
mb-a)< [ f(x)dx<M(b-a). 4- 7

A, _ B;

rasm T

4-rasmda [a,b] da Ax)>0
bo‘lgan  hol uchun  10° 4 B
xossaning geometrik talgini
berilgan. aA;B:b to‘g‘ri

to‘rtburchakning yuzi m(b-a)
ga, aAd,Bb to‘g‘ri
to‘rtburchakning yuzi M(b-a) 4-rasm.

ga teng. (2) tengsizlikdan egri

chizigli trapetsiyaning yuzi birinchi to‘g‘ri to‘rtburchak yuzidan
kichik emas, ikkinchi to‘g'ri to‘rtburchak yuzidan katta emasligi
kelib chiqadi.

i
1-misol. J\/9 + x? dx integralni baholang.
0

Yechish. [0;1] kesmada 9 <9+ x* <10 tengsizlik o‘rinli.
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Bundan 3<v9+x* <10 ekanligi kelib chigadi. (2) formu-
1

laga  ko'ra 3(1-0)< j 9+ x*ax <\10(1-0) yoki
0

o+ x2de< 0.

3<

© Sy,

1 1
2-misol. [ xdx va [x’dx integrallani solishtiring.
0 0

Yechish. [0;1] kesmada x > x> bo‘lganligi sababli
1 1
[ xdx= [ x*dx bo‘ladi.
0 0

8-§. O‘rta giymat haqidagi teoremalar
1-teorema. Agar f{x) funksiya [a,;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa,
u holda bu kesmada shunday ¢ nugta topiladiki,

[fwax=foe-a) (1)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. f{x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi. Demak,
b

10°-xossaga ko‘ra m(b-a)< j' f(x)dx <M(b-a) tengsizlik o‘rinli.

Bundan
i i

S (x)dx
m< < <M e

b-a

tengsizlik hosil bo‘ladi. Endi
Bolsano-Koshining 2-teoremasiga
asosan [a;b] kesmada shunday c

nuqta topiladiki,

S~rasm.
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b

[roa
a(c)= yoki I f(x)dx=a(c)b-a)
bo‘ladi (5-rasm).

Ushbu tenglikning mohiyati quyidagicha: f(x) 20 bo‘lganda
tenglikning chap tomoni egri chizigli trapetsiyaning yuzini, o‘ng
tomoni f{c)(b-a) ifoda esa to‘g‘ri to‘rtburchak yuzini ifoda giladi
(5-rasm).

Demak, y=f(x) funksiyaning grafigida shunday M(c;f(c))
nuqta mavjudki, tomonlarining uzunliklari f{c) va b-a bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi yuqoridan y=f(x)>0, quyidan Ox o‘q
bilan va x=a, x=b vertikal to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng bo‘ladi. Boshqacha
aytganda, f(x) funksiyaning [a;b] da qabul qiladigan barcha
qiymatlarining o‘rta anfmetlgl f(c) ga teng bo‘ladi, ya’ni

f(c)———— j f@dx. (@)

Bunda f(c)-berilgan f(x) funks1yan1ng [a;b]} kesmadagi o ‘rta
giymati deyiladi.

Misol. f(x)= 1 funksiyaning [1;2] kesmadagi o‘rta
x

qiymatini toping.
Yechish. (2) formulaga ko‘ra

2
f(c)=—l—-jgx—=ln|x||2 =In2-Inl=1In2, demak,
2-117 x :

funksiyaning o‘rta qiymati in2 ga teng ekan.
2-teorema. Agar [a;b] da f{x) va @(x) lar uzluksiz, ¢(x)> 0
(yoki <0) bo* lsa u holda [a,;b] da shunday c nuqta topiladiki,

j [ (x) p)dx=fie) j @ ()dx 3
o‘rinli bo‘ladl.
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Isboti. f(x) va @(x) uzluksizligidan j f(x) p(x)dx, i¢(x)dx

integrallar mavjud bo‘ladi. Veyershtrass teoremasiga ko‘ra,
sup f{x)=M, %nlg S(x)=m lar mavjud va m<f{x)<M. ¢(x)>0 bo‘lgani
fa:b) @

uchun m(p(x Jx) ¢(x <Mgp(x) kelib chiqadi U holda
mfw (x)dx < J F(x) px)dx <Mj¢ (x)dx
Bu yerda 1kk1 holat bo‘lishi mumkm
I holat: I(o(x)dx=0 bo‘lsin. Aniqki, bu holda so‘nggi

b
tengsizlikdan _[ f(x) o(x)dx =0 kelib chigadi va (3) tenglik o‘rinli
bo‘ladi.

jf(x)¢(x)dx
I holat: j @ ()dx>0 bo‘lsin. U holda m < &< M

j P(x)dx
tengsizlik o‘rinli. [a;b] da f{x) funksiya uzluksiz bo‘lgam uchun

b
[ F)p(x)dx
shunday ¢ nuqta topiladiki, £———————= f(c) bo‘ladi. Bu

b

[o(x)ax
tenglikdan (3) tenglik kelib chiqadi.

9-§. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integral
f(x) funksiya [a,;b] da uzluksiz bo‘lsin. U holda bu funksiya

har qanday [a 'xJc[a,b] da integrallanuvchi bo‘ladi va f f(dt
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integral x ning [a;b] dagi A
har bir giymatiga aniq bir
sonni mos qo‘yadi. Demak,
bu holda integral o‘zining
yuqori chegarasining
funksiyasi bo‘ladi:

D(x)= j- f(@®)dt, asesb.

Geometrik nuqtayi na- O |
zardan f(1)>0 bo‘lganda X
@(x) funksiya 6-rasmdagi
egri chiziqli trapetsiyaning
bo‘yalgan gismining yuzini bildiradi.

@(x) funksiyaning x bo‘yicha, ya’ni aniq integralning yuqori
chegarasi bo‘yicha hosilasini topamiz.

Teorema. Uzluksiz funksiya aniq integralining yuqori che-
garasi bo‘yicha hosilasi mavjud va u integral ostidagi funks-
iyaning yuqori chegarasidagi qiymatiga teng:

6-rasm.

/() =Uf(t)dt) - )

Isboti. x, x+Axe[a,b] lar uchun A@(x) D(x+Ax)- D(x)=

x+Ax

ff(t)dt f f(t)dt-j f(tdt + j ft)dt -

x+Ax

I f()det = I f()dt bo‘ladi. O‘rta qiymat hagidagi teoremaga

ko ra shunday £ €[x;x + Ax] topiladiki, bu nuqtada

x+Ax

[ £t =12 4, yarni AD(x)=f) A
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AD(x)

o‘rinli bo‘ladi. Bundan = f(&) kelib chigadi. Ax—0 da

E—x va f{x) ning uzluksizligini nazarda tutsak,

Q') = gmo AD(x) = lgirq f(&) =f(x) hosil bo‘ladi.
Shunday qilib,

i

@'(x) =( f f(t)dt] = (.

Bu tenglik [a;b] da uzluksiz bo‘lgan f{x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi @(x) mavjud ekanligini ko‘rsatadi.

1-misol. ®(x) = I sintdt funksiya hosilasini toping.
3

Yechish. Yuqoridagi teoremaga ko‘ra ®'(x) =sinx bo‘ladi.

x!

2-misol. ®(x) = Ie’dt funksiya hosilasini toping.

1
Yechish. Bu holda yuqori chegara x ning funksiyasidan iborat,
shu sababli murakkab funksiyani differensiallash qoidasidan
foydalanamiz:

O(x)=e" -(x*) =2xe" .

Endi quyi chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integralni
qaraylik. Berilgan f{x) funksiya [a,;b] da uzluksiz bo‘lsin. U holda
bu funksiya har qanday [x;b]c[a;b], a<x<b kesmada
integrallanuvchi va uning integrali x ga bog‘liq bo‘ladi. Uni

F(x)= i f(@)dt
deb belgilaymiz. Aniq integralxxossasiga ko‘ra
j f@)dt = j' f@®dt+ j ft)dt = D(x)+ F(x).
Bunadan a '
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F(x)=[ f()dt -0 (x)

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglik F(x) funksiyaning xossalarini
f{x) hamda @(x) funksiyalarning xossalari orqali o‘rganish
mumkinligini ko‘rsatadi. Jumladan, F(x) funksiya @(x) kabi [a,b]
da hosilaga ega va

F'(x)= [ [r@ar —0<x)) =0-f(x)=—f(x)
bo‘ladi.

10-§. Nyuton- Leybnis formulasi, aniq integralni hisoblash

10.1. Nyuton-Leybnis formulasi. Aniq integral bilan bosh-
lang‘ich funksiya orasida qanday bog‘lanish mavjudligini ko‘rib
o‘taylik.

Aytaylik, f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz va F(x) uning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri bo‘lsin: F’(x)=f{x). Yuqoridagi
mulohazalarga ko‘ra,

D)= [y

ham f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. U holda ma’lumki,
D(x)=F(xj+C, C=const.
Demak,

I f(t)dt =Fx)+C.

Bunda x=a deb olsak, 0=F(a)+C yoki C=-F(a) kelib chigadi.
Demak,

[ 0yt =F(x)-Fa).
Endi x=b deb olsak,
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[ f(x)dx =F(b)-F(a) (1)

bo‘ladi, ya’ni [a,;b] kesmada uzluksiz bo‘Igan funksiyaning aniq
integrali shu  funksiyaning  boshlang‘ich  funksiyalardan
birortasining bu kesmadagi orttirmasiga teng bo‘ladi.

(1) formula integral hisobning asosiy formulasi bo‘lib, u
Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

(1) tenglikning o‘ng tomonidagi, F(b)-F(a) ayirma, odatda

F(x)lz ko‘rinishida yoziladi. Bu holda Nyuton-Leybnis formulasi
quyidagicha yoziladi:
b

[fx)dx =F(x), = F®) - F(a).

Nyuton-Leybnis formulasi aniq integralni hisoblash masa-
lasini anigmas integralni hisoblash masalasiga olib keladi.
Misollar:

2
a) I-)lz dx=In|x]| lf =In2-Inl=In2;
1

b) f ( 1+sinx)dx=(x-cosx)|: =(7-cos m)~(0-cos0)=rr+ 1 +1=1+2;

5 1 .
j (4+x) 2d(4+x)= 2\/4+x|0 =29 -JA) =2

0 2 _
d) je—Zx :_16—2,\*i =__(eo__ez)=€ 1.
-1

10.2. Aniq integralni bo‘laklab integrallash. Aniqn.as
integrallarni hisoblashda bo‘lakiab - integrallash usuli asosiy
usullardan biri edi. Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra. aniq integ-
ral bilan anigmas integral orasida bog‘lanish mavjud. Shu sababli
bo‘laklab integrallash usulini aniq integrallarni hisoblashda ham
tatbiq qilish mumkin.
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Faraz qilaylik, u(x) va v(x) funksiyalar [a;b] da uzluksiz
hosilalarga ega bo‘lsin. U holda
(uv)'=u’vtuy’ ‘
bo‘lib, u(x)v(x) funksiya u’(x)v(x)+u(x)v’(x) uzluksiz funk-
siyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Nyuton-Leybnis for-
b

mulasiga ko‘ra I(u v+ uv'ydx = (uv)|: . Bundan

a

‘[fuv'dx = (uv)li - }u’vdx

kelib chiqadi. So‘ngra uv’dx=udv va u’vdx=vdu ekanligini e’ti-

borga olsak, natijada
b

Iudv = (uv)lz - j- vdu 2)

a a

aniq integralni bo ‘laklab integrallash formulasi hosil bo‘ladi.
x/2

Misol. J. xcosxdx integralni hisoblang.
0

Yechish. Bunda u=x, dv=cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx
hosil bo‘ladi.
Demak, (2) ga ko‘ra

n/2 2
) . T T r=2
Ixcosxdx=(xsmx)[0 - [smxd.x=5+cosx g’zza-—cosO:—i—.
(]

0
10.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish. Anigmas
integrallarni hisoblashda yangi o‘zgaruvchi kiritish usuli bilan
soddaroq integralga erishib, ushbu
[ foyax=flo )’ War
munosabatdan foydalangan edik. Shunga o‘xshash masalani aniq
integral uchun ham ko‘rib o‘taylik.
Aytaylik, f{x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan va uzluksiz
bo‘lsin.
Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz, x=¢(1)
funksiya [a;f] kemada uzluksiz differensiallanuvchi, x=¢(?)
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funksiya qiymatlari to‘plami [a;b] kesmadan iborat va ¢(a)=a,
o(f)=b bo‘lsa, u holda

b B
[fwds = feenewar  3)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz bo‘lgani uchun shu
kesmada u boshlang‘ich funksiya F(x) ga ega. Shartga ko‘ra
o(a)=a, (f)=b bo‘lganligi sababli Nyuton-Leybnits formulasiga
ko‘ra

b g
ff (x)dx = F(b) - F(a) = F(9(B))~ F(p(@)) = de (p() =

8 8
= [Fou)e'(hdt = [ f(p)p'(t)dt.

Shuni ta’kidlash kerakki, aniq integralni o‘zgaruvchilarni
almashtirish usuli bilan hisoblaganda integral ostidagi ifoda bilan
bir qatorda integrallash chegaralari ham o‘zgaradi.

1
1-misol. _[ v1-x"dx hisoblang.
0

Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U
holda x=sint funksiya yuqoridagi teoremadagi barcha shartlarni

[0; —’5] kesmada ganoatlantiradi va dx=costdt, a=0 da a=0, b=1 da

,B=1t/2 Demak (3) formulaga ko‘ra

I 1-xdx = _Nl sin’¢ - costdt—_[cos tdt = _E[(;+%c052t}lt=

wl2

1 1
=(—t+—sin2¢t
(2 2 )

0
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9

2-misol. I

ni hisoblang.
o 1+ J_

Yechish. x—tz deb o‘zgaruvchini almashtiramiz, u holda
dx=2tdt va a=0 da t;=Ja =0, =9 da t=+b=3 bo‘'ladi. (3)
formulaga ko‘ra

dx  padt i 1 3
=[ZZ =2f|1-— [ =2(¢:-In|1 =6-2In4.
[12=-] j( 1+t}’ (t=In| 1+ =6-2n

1+1¢

7/3
3-misol. I

76 sin’® x

Yechish. sinx=t deb almashtirishni bajaramiz. U holda cosxdx
=dt, t;=sin(n/6)=1/2, t2=sin(1r/3)=x/§ /2 bo‘ladi. (3) formulaga

X dx ni hisoblang.

asosan
i3 N
feost yon froa 11" 1{16-16) 2
”,Gsm X v 47|, 4 9 9
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X bobga doir test savollari

_ 1. [0;1] kesma x, =0, x =%, X, =%, x, =1 nuqtalar
bilan 3 ta bo‘lakka bo‘lingan. Quyidagilarning qaysilari y=x*

funksiyaning integral yig‘indisi bo‘ladi?

NN 1L AlLlk
A)O-—+1-(———)+—(1-—-), B)03+6 (2 3)+l ( 2),
1 1 1 11 1,11
0 3*37 5GP DG +a-)

2, Quyidagilai'ning qaysi biri flx) funksiyaning integral
yig‘indisi bo‘la olmaydi? Bu yerda [1;3]; x¢=1, x1=2, x»=2,5,
x3=3

4) f1,5)-2-D+f(2,D)-2,5-2)+ f(3)-3-2,5);
B) f()-2-D+1(2)-B-2)+f(3)(2,5-2);

C) f)-2-D+1(2,5)(2,5-2)+f(3)-3-2,5);
D)y f)-Q-D+f(2,6)-(2,5-2)+ f(3)-(3-2,5).

3. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri noto‘g‘ri?

A) Bo‘linish nuqtalarining sonini oshirish natijasida quyi
yig‘indilar kamaymaydi;

B) Bo‘linish nugtalarining sonini oshirish natijasida yuqori
yig‘indilar o‘smaydi;

C) Quyi yig‘indi har qanday yuqori yig‘indidan katta emas;

D) Quyi yig‘indi integral yig‘indidan katta.

4. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Chegaralangan funksiya integrallanuvchi bo‘ladi;
B) Kesmada uzluksiz funksiya integrallanuvchi bo‘ladi;
C) Kesmada monoton funksiya integrallanuvchi bo‘ladi;
D) Integrallanuvchi funksiya chegaralangan bo‘ladi.
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5. Quyidagi mulohazalardan qaysi biri to‘g‘ri?

A) Darbuning quyi yig‘indisi yuqori yig‘indidan katta emas;
B) Darbuning quyi yig‘indisi integral yig‘indi bo‘ladi;

C) Darbuning yuqori yig‘indisi integral yig‘indi bo‘ladi;

D) Integrallanuvchi funksiya uzluksiz bo‘ladi.

6. Quyidagi jumlalardan qaysi biri to‘g‘ri?
b
A) Agar j S (x)dx >0 bo‘lsa, u holda [a;b] kesmada f{x)>0 bo‘ladi;

b

B) Agar j S (x)dx =0 bo‘lsa, u holda [a;b] kesmada f{x)=0 bo‘ladi;
’ b

C) Agar [a;b] kesmada f{x)>0 bo‘lsa, u holda '[ f(x)dx 20 bo‘ladi;

b
D) Agar [a;b] kesmada f{x)>0 bo‘lsa, u holda j f(x)dx >0 bo‘ladi.

7. Quyidagi jumlalardan qaysi biri to‘g‘ri?
b

A) Agar I f(x)dx >0 bo‘lsa, u holda [a;b] kesmada f{x)>0 bo‘ladi;
b

B) Agar I f(x)dx =0 bo‘lsa, u holda [a;b] kesmada f{x)=0 bo‘ladi;
‘ b

C) Agar [a;b] kesmada f{x)>0 bo‘lsa, u holda I f(x)dx 20 bo‘ladi;

b
D) Agar I S (x)dx <0 bo‘lsa, u holda [a;b] kesmada f{x)<0 bo‘ladi.
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3Jx

4
8. J' (I+5x+ ———)dx ni hisoblang.
1

A) 43,5; B) 47,5;
C) 47; D) 48,5;
A

9. J‘ Odx ni hisoblang.
0 3\/; +1

A)2(1-1n2);  B)2+In4;

C) In0,5; D) 1+1n2;
7

10. ,tg; dx ni hisoblang.
7y SIN2X

A1 B)1.42;

0) 1.43; D) 3.

11. f{x =sinx funksiyaning [0;n] da o‘rta qiymatini toping.
A) 7 B) 0; 0) 2 )
7 2

12. j(x)=2x2+1 funksiyaning [0;1] kesmadagi o‘rta qiy-
matini toping.

A) 1, B)2;

C) 5/3; D) 3/5;

13. Agar a—Je‘dx b= j edx, c= I €® dx bo‘lsa, quyidagi-

lardan qaysi bm o‘rinli?

A) a<b<c; B) c<b<a;
C) a<b<c; D) b<a<c.
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14. f(x)=+/x funksiyaning [1,4] da o‘rta qiymatini
toping.

A2 BL 03 D)lgf.

CNES

15. Quyidagi munosabatlardan qaysi biri o‘rinli?

a [fr@ad=flrole; B freads flrwla ;

C) j'f(x)dxs [raxpax; D

J £

> ﬁf(.x)ux :

X

16. l—lt—2 dt integralning hosilasi quyidagi
+

funksiyalardan qaysi biriga teng bo‘ladi?
A) arctgx; B) Lz; 0)
X

1 1
; D .
1+x? 1+ x?
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XI BOB. XOSMAS INTEGRALLAR

[a,b] oraligda berilgan f{x) funksiyaning aniq integrali tushun-
chasini kiritib, batafsil o‘rgandik. Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki,
integralning bayonida oraligning chekliligi va f{x) ning chega-
ralanganligi bevosita ishtirok etdi.

Endi avvalgi integral tushunchasini ma’lum ma’nolarda
umumlashtirish imkoniyati bormikan, degan savol tug‘uladi.
Albatta, umumlashtirish shunday bo‘lishi kerakki, natijada Riman
integralining asosiy xossalari o‘z kuchini saglab qolsin. Ba’zi
hollarda aniq integral tushunchasini cheksiz oraligda aniglangan
funksiya yoki chegaralanmagan funksiya uchun umumlashtirishga
to‘g‘ri keladi. Biz hozir ana shunday umumlashgan (yoki xosmas)
integrallami kiritamiz va o‘rganamiz.

1-§. Integrallash sohasi chegaralanmagan xosmas integral

f(x) funksiya [a;+0) cheksiz oraliqda aniglangan bo‘lib, uning

har qanday [a, f] chekli qismida integrallanuvchi bo‘lsin, ya’ni
ixtiyoriy ¢ (£>a) uchun ushbu

[ roax

integral mavjud bo‘lsin. Bu integral berilgan f{x) funksiya
uchun faqat ¢ o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

j'f(x)dx= F(), t €la;+x).

1-ta’rif. Agar t—+w da F(#) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lsa, bu limit f{x) funksiyaning [a;+o) oraligdagi xosmas

integrali deyiladi vau I f(x)dx kabi belgilanadi. Demak,
[ £(x)dx = tim F(e) = tim | f(x)dx M
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2-ta’rif. Agar t—»>+o da F() funksiyaning limiti mavjud
bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (1) xosmas integral yaqinlashuvchi deyi-
ladi, f{x) funksiya esa cheksiz [a;+0) oraligda integrallanuvchi
Junksiya deb ataladi.

Agar t—>+o da F(t) ning limiti cheksiz bo‘lsa yoki mavjud
bo‘lnasa, (1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

1-misol. I ﬂa, ae R integralni yaqinlashishga tekshiring.
x

Yechish Agar a#1 bo‘lsa, u holda

l—-a g
—= hm 2 tim Z—| = lim —L—(t"” -1,
I—>+ao >0 | =y 1540 | w o
Demak
—_—, Va>],
[
00, Va<l.
Agar o=1 bo‘lsa u holda
I——- lim & llmln|x|| = hmlnt-
l—)+’x> {32+

Demak, J‘—;— integral o>1 da yaqinlashuvchi, a<l da
x

uzoqlashuvchi ekan.

2-misol. I e “dx , a>0 ni hisoblang.

0

—ax

t—>4x [ a |0

Yechish. J‘ Ty = hm e “dx = lim —
0

y (— ew : (1 1 J I
lim +— = lm|———|=—.
{430 a a ) {40 \a aeul a
Funksiyaning (—o0;b] oraliq bo‘yicha xosmas tegrali ham
yuqoridagi kabi ta riflanadi.
342

www.ziyouz.com kutubxonasi



f(x) funksiya (—oo;b] da berilgan bo‘lib, bu oraligning istalgan
[r;b] qismida integrallanuvchi, ya’ni

[ fxydx = o)

mavjud bo‘Isin.
3-ta’rif. Agar r - —~oo da @(r) funksiyaning limiti _l_iglwd)(r)

mavjud bo‘lsa, bu limit f{x) funksiyaning (—oo;b] oraliqdagi
b
xosmas integrali deb ataladi va u [f(x)dx kabi belgilanadi,

Demak,
b 6
[ fdx = lim ©() = lim [ e ()

4-ta’rif. Agar r - -0 da @(r) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (2) xosmas integral yaginlashuvchi
deyiladi, f(x) esa cheksiz (—co;b] oraligda integrallanuvehi
funksiya deb ataladi.

Agar r — —oo da @(r) ning limiti cheksiz bo‘lsa yoki mavjud
bo‘lmasa, (2) integral uzoglashuvchi deyiladi.

490
3-misol. I cos xdx ni yaqinlashishga tekshiring.
0

Yechish. Bu xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki
t >+ da

F@)= jcosxdx =sint
0
funksiya limitga ega emas.
dx

1+ x?

0
4-misol. j ni yaqinlashishga tekshiring.
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Yechish.
¢ dx
J. = 11m I = lim arctgx' = hm (arcth arctgr) = —
2 1+x 1+x2 o= 2
Demak, 1ntegral yaqinlashuvchi va
0
J- dx 7w

d1ext 2
Aytaylik, f{x) funksiya (-c0;+o) da uzluksiz bo‘lsin. U holda
biror ce(-00;t0) uchun I f(x)dx va J- f(x)dx integrallar

yig‘indisi bu funksiyaning ikkala integrallash chegaralari ham
cheksiz bo‘lgan xosmas integrali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

T f(x)dx . Demak,
[ Fdx= | fCode+ | fods
va ta’rif bo‘yicha L
[ feax=lim [ fds+lim [ f)ds G)

deb qabul gilamiz.
Agar (3) dagi ikkala limit ham mavjud va chekli bo‘lsa,

_[f (x)dx integral yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi

deyiladi.

5-misol. I 5 integralni yaqinlashishga tekshiring.
S l+x

Yechish. (3) formulada ¢=0 deb olamiz. U holda

' [ " fodx b odx
I1+x _J; +'[1+r = I1+x2+:1ir+1101+x2:
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= lim arctgxl(: + lim arctgx|, = lim (arctg0—arctgr) +
+’lim (arctgt —arctg0) = -;—Jr + —;-zz =TI

Geometrik nuqtayi nazardan yagqinlashuvchi If (x)dx

xosmas integral y=f{x)>0 egri chiziq, x=a, y=0 to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan va Ox o‘qi yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan
figuraning chekli S yuzaga ega ekanhgml anglatadi (7-rasm).

Shunga o°xshash, If (x)dx va If (x)dx yaqinlashuvchi

xosmas integrallarga ham geometrik talqm berish mumkin.

L

y

7-rasm.

2-§. Xosmas integralning xossalari
Yugqorida kiritilgan xosmas integrallar aniq integrallarga
o‘xshash xossalarga ega:

1°. Agar j f (x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi va -

o‘zgarmas son bo‘lsa, I kf (x)dx ham yaqinlashuvchi va
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I kf (x)dx =k j f (x)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2°, Agar I f (x)dx va j(o(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
holda J. (f(x) £ ¢(x))dx yaqinlashuvchi va

[(F@zoends= [ f @det [ o @

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Izoh. Berilgan integrallarning yaqinlashuvchiligi yetarli shart
bo‘lib, funksiyalar yig‘indisining integrali yaginlashuvchi bo‘lishi

uchun zaruriy shart emas. Masalan,
1 1
f(x == ¢(X)=— s xE[l;-l-OO)
x x+1
bo‘lsin. U holda

1>+

| £ _ lim In|x||;=lim In? = +<o,
] X t—>+oc
—:—I—-dx =—lim ln|x+l|i;= —lim[ln(t +1)-In2] = —o0.
X +1 t—>+00 1>+
Demak, qaralayotgan xosmas integrallar uzoqlashuvchi
bo‘ladi. Funksiyalar yig‘indisi uchun esa

J‘(—l-——l—)dx=lim(ln]x|-—ln|x+l|)|;=1im(1nt—1n(t+l)+ln2)=
X x+1 t—+oc t~»+o0

=limln——+I2=Inl+n2=1n2
{—»400 t+l

yaqinlashuvchi xosmas integral bo‘ladi.
Shuni ham ta’kidlash kerakki, agar integrallardan biri
yaqginlashuvchi bo‘lib, ikkinchisi uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda

346

www.ziyouz.com kutubxonasi



T o o
xosmas integral uzoqla;huvchi bo‘ladi.
3°. Agar f{x) ning [a;+o ) bo‘yicha T f (x)dx integrali
yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning [b;;oo) (a<b) oraliq
bo‘yicha T f (x)dx integrali ham yaqginlashuvchi bo‘ladi. Bunda
b

[ 7w =[r o+ | 1 s

o‘rinli bo‘ladi.
4° Agar xe[a;+wo) uchun f{x)>0 va bu funksiyaning xosmas -
integrali yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

[ 7 waxz0

bo‘lad.
5°. Agar f{x) va @(x) funksiyalar [a;+o) da aniglangan,
uzluksiz va 0<f(x)<ep(x) shartni ganoatlantirsa, u holda

a) Tw (x)dx yaqinlashuvchi bo‘lganda T f (x)dx ham
yaqinlashauvchi bo‘ladi; a

b) T f (x)dx yzoqlashuvchi bo‘lganda T(p(x)dx ham
uzoqlashlzvchi bo‘ladi. v

Misol tariqasida 5°-xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan

xossalar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi
ta’riflaridan kelib chiqadi.
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5"-xossaning isboti. Aniq integralning xossalariga ko‘ra

ixtiyoriy ¢ > a uchun j f(x)dx < _[ o(x)dx .
Agar I @ (x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

Fy= j.f(x)dx < j.(a(x)dx < Tgo(x)dx <+o

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Demak, F(?) funksiya yuqoridan
chekli son bilan chegaralangan. Shuningdek, f(x)>0 bo‘lgani

uchun F(t) funksiya o‘suvchi bo‘ladi. Bulardan chekli limitning

’l_l)rpw F@®)= Il_1)r+r100 j f(x)dx mavjudligi, ya’ni T f (x)dx

yaqinlashuvchiliagi kelib chiqgadi. a
Aksincha, T f (x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa,

I S (x)dx< J. @ (x)dx tengsizligidan t—>+co da chap tomoni
chegaralanmagan va bundan o‘ng tomonining limiti chekli

emasligi, ya’ni .[ @ (x)dx uzoqlashuvchiligi kelib chigadi.

6-misol. I integralni yaqinlashishga tekshiring.
1

dx
Vi +1
Yechish. 5%-xossadan foydalanamiz. Berilgan integralni f —

x
1

integral bilan solishtiramiz, bu integral a>1 da yaqinlashuvchi (1-
misol). (1;+w0) da
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1 11 o s
[ +1 < J;T R bo‘lganligi  sababli, !;3./_2_
integralning yagqginlashishidan berilgan j dx integralning
1 VX +1

yaqinlashishi kelib chigadi.

3-§. Absolut yaqginlashuvchi integrallar
Quyida xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lishining zaruriy
va yetarli shartini isbotsiz keltiramiz {2, 210-b.].
1-teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi

T reas

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy £>0 son
olinganda ham, shunday 1, (tp>a) soni topilib, t’ > #), t'>
bo‘lgan ixtiyoriy ¢’, ¢’ lar uchun

[ f(x)ax

.

<&

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Ushbu teoremadan xosmas integrallaming yaqinlashuvchi-
ligini aniqlashda foydalanish qiyin, ammo bu teorema muhim
nazariy ahamiyatga ega va undan quyidagi teoremani isbot
gilishda foydalanamiz.

2-teorema. Agar _H f (x)]dx xosmas integral yaqinlashuvchi

bo‘lsa, u holda I f(x)dx xosmas integral ham yaqinlashuvchi

bo‘ladi.
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Isboti. Shartga ko‘ra “ f(x)|dx yaginlashuvchi integral. 1-

teoremaga asosan, ixtiyoriy €0 son olinganda ham, shunday ¢,
(to>a) soni topiladiki,

t'’>ty, "> ty (t"">t’) bo‘lganda ]| f(x)|dx < & tengsizlik
bajariladi. Ammo [
s'j| F()|dx.
Demak, ixtiyoriy €0 son olinéanda ham, shunday ¢ (2>a)

If (x)dx

lff(x)dx

soni topiladiki, ¢’ > ¢, ¢t’"> tp bo‘lganda <g bo‘ladi. 1-

teoremaga asosan j f(x)dx integralning yaqinlashuvchiligi kelib
chiqadi.

1-ta’rif Agar j | f(x)|dx xosmas integral yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda j S (x)dx absolut yaginlashuvchi xosmas integral

deyiladi, f(x) funksiya esa [a;to) oraligda absolut integ-
rallanuvchi funksiya deb ataladi.

2-ta’rif. Agar j f(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lib, j | f(x)]dx
uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda j f(x)dx xosmas integral shartli

yaginlashuvchi deyiladi.

350

www.ziyouz.com kutubxonasi



Misol. I glz—{dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
x
1

Yechish. Avval j '—Slnz—x-ldx integralni tekshiramiz. (1;+0) da

|51112x | <___ va j—dx yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli, 5°-

X x

xossaga ko‘ra j‘—z—dx integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
x
1
Csinx , . Crcr g
Demak, I ——dx integral absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
X

b
Yugqoridagi xossalarni J. f(x)dx integral uchun ham bayon
qilish mumkin.

4-§. Xosmas integrallarni hisoblash
Endi xosmas integrallarni hisoblash bilan shug‘ullanamiz.
a) Nyuton-Leybnis formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
[a;+0) da uzluksiz bo‘lsin. Xosmas integral ta’rifi va Nyuton-
Leybnis formulasidan

[ 1 @ax=tim [ de = lim(F )~ Fla)

kelib chigadi va bunda F(x) funksiya f{x) ning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladi. Agar t—>+co da F(#) ning limiti chekli bo‘lsa,
bu limitni F(¢) ning +oo dagi giymati deb qabul qilishimiz
mumkin, ya’ni

tll)rg F)=F(+x).

Bundan esa, f{x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-
Leybnis formulasi o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi:
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| f @dx =F(+a)-F@)=F)|”

b) bo‘laklab integrallash. Aytaylik, u(x) va v(x) har biri [a;+o)
da uzluksiz u’(x) va v’(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Agar

+00

I v (x)du(x) xosmas integral yaginlashuvchi va

’l_ian u(t) = u(+0), ll_ian W(t) = v(+0)

+00

limitlar chekli bo‘lsa, u holda Iu (x)dv(x) ham yaqinlashuvchi

a

bo‘ladi va

[ u @av() =ve) |:°° - j v (x)du(¥).

Misol. .fxe"‘dx xosmas integralni hisoblang.
0

Yechish. Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanamiz. U
holda

u(x)=x, dv(x)=e“dx du(x)=dx, v(x)=-¢"
(u(x)v(x)) l = lim (~xe”)=- lim 7‘0
x>0 @

v(x)du(x) = I (e )dx = Il_l)lg e*| =0-1=-1 bo‘ladi va demak,
0

0
[ xedx=0-(-1)=1.

¢

d) o‘zgaruvchini almashtirish. Aytayllk f(x) funksiya [a;+0)
da berilgan bo‘lsin. Quyidagi j S (x)dx integralda x=g¢(1)

almashtirish kiritamiz. Bunda
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(1) @) funksiya [o;+o0) da berilgan va uzluksiz ¢’(t)
hosilaga ega;

(2) @) funksiya [a;+o0) da qat’iy o‘suvchi;

3) p(a)=a, qo(+oo)=tl_i)r+nm @(t) =+ bo‘lsin.

U holda If (p()@'(H)dt  yaqginlashuvchi bo‘lishidan

I f(x)dx yaginlashuvchiligi va j f(x)dx= I fe@®))e'()dr
tenghk o‘rinli bo‘lishi kelib chxqadx

5-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali

Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi
funksiyaning chegaralanganligi edi.

Endi f{x) funksiya [a;b] da chegaralanmagan bo‘lsin.
Anigrog‘i, ixtiyoriy £0, (e<b-a) uchun f{x) funksiya [a;b-€] da
chegaralangan va integrallanuvchi bo‘lib, b nuqtaning atrofidagina
chegaralanmagan bo‘lsin. Bu holda » nugta f{x) funksiyaning

maxsus nuqtasi deb ataladi.
Demak, ixtiyoriy ¢ (a<t<b) uchun j f (x)dx integral mavjud
bo‘lib, u faqat ¢ o°zgaruvchining funksiy;si bo‘ladi:
j'f (x)dx =F(t), a<t<b.

1-ta’rif. Agar t—»b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a;b)
b

oraliqdagi xosmas integrali deyiladi va u I f (x)dx kabi

belgilanadi.
Demak,
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I 69 = im F0= fim, | G

Agar t—b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib, u
chekli bo‘lsa, xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, f{x)
funkstya esa [a,b) da integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Agar t—>b-0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa,

b
I S (x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqorida limit

mavjud bo‘lmagan holda ham biz xosmas integralni uzog-
lashuvchi deymiz.

Xuddi yuqoridagidek, a nuqta f{x) ning maxsus nugqtasi
bo‘lganda (a,b] oraliq bo‘yicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraligda berilgan bo‘lib, a nugta shu
funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiya (a,b]ning
istalgan [¢;b] (a<t<b) qismida integrallanuvchi, ya’ni ushbu

&
J 7 @dx=Fry

integral mavjud bo‘lsin.
2-ta’rif. Agar r—>a+0 da F(t) funksiyaning limoF(t) limiti

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f{x) funksiyaning (a,b]

b
oraliqdagi xosmas integrali deb ataladi va u J- f (x)dx kabi

belgilanadi. Demak,
b b
[ f 6dx = lim )= lim j f (o)dx.

a - t

Agar t — a+0 da F(?) funksiyaning limiti mavjud va chekli

b
bo‘lsa, I f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi, f{x) esa (a,b] da

integrallanuvchi funksiya deyiladi. Agar t— a+0 da F(z) ning
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b
limiti cheksiz bo‘lsa, u holda I f(x)dx xosmas integral

uzoglashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo‘Imagan holda
ham biz integralni uzoglashuvchi deymiz.

Agar f{x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki ¢ nuqtasida
li_r)cn f(x)=wo bo‘lsa, u holda aniq integralning additivlik

xossasiga o‘xshash integralni ikkita integralning yig‘indisi
ko‘rinishda ifodalaymiz:

J £ =] roons § £y = tim J 7o+ tim [ ros.

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi limitlar mavjud bo‘lsa, u
holda xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi, aks holda
uzoqlashuvchi deyiladi.

Geometrik nuqtayi nazardan chegaralanmagan funksiyaning
xosmas integrali y=f{x) egri chiziq, y=0, x=a, x=b to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan va x—b-0 da (x—a+0, x—>c20) Oy o'qi
yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga ega
ekanligini anglatadi (8-rasm).

¥y

o\ r=rtx)

PECET v b
8-rasm.

I
i-misol. jiix— ni yaqinlashishga tekshiring.
2 Vx

Yechish. Bunda x=0 nugta integral ostidagi funksiyaning
maxsus nuqtasidir. Bu holda ta’rif bo‘yicha
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1—>0+0

pdx . o .
!:/?:'m’!\/—- lim 2J_| ,11590(2—2\5)_2.

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va uning giymati 2
ga teng.

1
dx
2-misol. integralni yaqinlashishga tekshiring.
'!. Jl-x

Yechish. Bunda x=1 nuqta integral ostidagi funksiyaning
maxsus nuqtasidir.

Bu holda

dx ot dx .
‘["l_xztl—lpl;{loz‘). h_x—rl—l>lll-1(_2 1- XI —tl_l)ll’l_lo(—z\jl—t+2)=2_

0

Demak, bu integral ham yaqinlashuvchi.
1
3-misol. j@ integralni yaqinlashishga tekshiring.
7
0
Yechish Ta’ rifga ko‘ra
1—>0+0 1-0+0

I—z tim [Z = lim ln|x”}=lligno(lnl—lnt)=+oo,

ya’ni bu xosmas 1ntegral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

4-misol. I

¥ ,ax€R, a<b integralni yagqinlashishga
-X

tekshiring.
Yechish. Ikki holatni garaymiz. 1-hol. o#1 bo‘lsin. U holda

b t

J'(b ib;)a - t!-ig—lo.'-(b f’;)a = _'h?_l I(b—x)“"d(b_x) =

=— lim (b—x)l_a I’ —
=0 l-a | l-a

lim (b0 - (b—a)"™*) =
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(b_a)l—a
= l~a
0, a>1.

, a<l,

b !
2-hol. a=1 bo‘lsin. U holda j bd" = lim j &__

=~ lim In|b—x[[, = lim (In|b—¢|~In|b—al) = +eo.
dx

(b-x)*
o1 da uzoglashuvchi bo‘lar ekan.

b
Demak, I integral a<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi,

6-§. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining
xossalari
Quyida maxsus nuqtasi b bo‘lgan f(x) funksiyaning [a,b)
b

oraliq bo‘yicha olingan j f(x)dx xosmas integralining xossalarini

keltiramiz. Bu xossalarni maxsus nuqtasi a bo‘lgan funksiyaning
(a;b] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integrallari uchun ham
bayon gilish mumkin.

1°. Agar fix) funksiyaning [a;b) dagi xosmas integrali
yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning [c;b), (a<c<b) oraliq
bo‘yicha integrali ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda

[ £ was = | 1 @+ 7 6o
tenglik o‘rinli bo‘lacuii. a C
2°. Agar j' f (x)dx va jq)(x)dx integrallar yaqginlashuvchi
bo‘lsa, u holda ;xtiyoriy a B ;onlar uchun

h
[(@ f(x)+ Bptx)dx
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integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,
b b b
[@r)t Bopxdx=a| f(x)dx £ B p(x)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

b
3% Agar I f (x)dx integral yaqginlashuvchi bo‘lib, [a;b) da
’ b
/6920 bo'lsa,uholda | f (x)dx20 bo'ladi.
b ‘ b
4°. Agar j f(x)dx va I(o(x)dx integrallar yaqinlashuvchi

b b
bo‘lib, [a;5) da f{x) < (%) bo‘lsa, u holda j fdx < [ @ ()dx
bo‘ladi.
5°. fix) va @(x) funksiyalar [a;b) da uzluksiz bo‘lib, b esa
ularning maxsus nuqtasi va 0 < f{x)<e(x), x€[a;b) bo‘lsin. U
holda

b b
I(p(x)dx yaqginlashuvchi  bo‘lsa, I f (x)dx ham
yaq1nlashuvch1 bo‘ladi;
b) j‘ f (x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, I @ (x)dx ham uzoqlashuv-

chi bo* lad1

Misol tariqasida 3° xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan
xossalar bevosita xosmas integral va uning yaqinlashuvchiligi
ta’riflaridan kelib chigadi.

3" xossaning isboti. Aniq integralning xossalariga asosan

f(x)20 bo‘lsa, ixtiyoriy te[a;b) uchun I f (x)dx > 0 bo‘ladi.
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Bundan
jf(x)dx = lim j f (x)dx 20
ekan11g1 kelib chigadi.

7-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini
hisoblash

Endi chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisob-
lash bilan shug‘ullanamiz.

a) Nyuton-Leybnis formulasi.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a;b) da uzluksiz bo‘lsin. Ma’-
lumki, bu holda shu oraligda uning boshlang‘ich funksiyasi F(x)
mavjud bo‘ladi.

Agar x—b-0 da F(x) ning chekli limiti mavjud bo‘lsa, bu
limitni F(x) ning b nuqtadagi qiymati deb qabul gilamiz, ya’ni

xl—l;lbl}o Fy=F)

Xosmas integral ta’rifi va aniq integrallar uchun Nyuton-
Leybnis formulasidan foydalanib,

[ £ 9dx=lim, [ £ G)dx=lim (F()-Fla)=F(a)}-F&)=/t5)],

ni topamiz. Bu esa, yugoridagi kelishuv asosida, f{x) funksiyaning
xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnis formulasi o‘rinli bo‘li-
shini ko‘rsatadi:

b
[ f @)dx=F)-F(a);
b) bo‘laklab integrallash.
u(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a;b) da uzluksiz u’(x) va

v’(x) hosilalarga ega, b nuqta esa v(x)u’'(x) va u(x)v'(x) funksi-
yalarning maxsus nuqtasi bo‘Isin.
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b
Agar J'v(x)du(x) xosmas integral yaqinlashuvchi va ushbu

b
lilr)r_l0 u()v(t) limit chekli bo‘lsa, u holda I u (x)dv(x) xosmas

integral ham yagqinlashuvchi bo‘lib,
b b

[u v =(uegve) |Z - [v dut)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bunda
u(d)v(b)= lim u()n(z).
d) o‘zgaruvchini almashtirish.
J(x) funksiya [a;b) da berilgan bo‘lib, b uning maxsus nugqtasi
b

bo‘lsin. I f (x)dx xosmas integralni ko‘rib chiqaylik. Ushbu integ-

ralda x=¢(t) almashtirishni bajaramiz, bunda ¢(#) funksiya [a, /)

oraligda uzluksiz ¢’(z) > 0 hosilaga ega ‘hamda ¢(a)=a,
p

’ligo P)=>b. Bu holda agar J' f(o(t)p'(t)dt xosmas integral

a

b
yaqginlashuvchi bo‘lsa, j J (x)dx xosmas integral ham yaqinla-

shuvchi bo‘ladi va
b B
[ 1 dx = [ feO)p'()dt

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Yuqorida biz maxsus nuqtasi b bo‘lgan f{x) funksiyaning
[a;b) oraliq bo‘yicha olingan xosmas integralini hisoblash
usullarini ko‘rib o‘tdik. Bu usullarni maxsus nuqtasi a bo‘lgan
funksiyaning (a;b] oralig bo‘yicha olingan xosmas integralini
hisoblashda ham qo‘llash mumkin.
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1

l-misol: I = J.———éx———-

2 1+ x)Wx

Yechish. Ushbu integralda x = @(f) =¢*> almashtirishni baja-

ramiz. Anigki, ¢?) funksiya (0;1] oraliqgda ¢’(?)=2¢>0 uzluksiz
hosilaga ega va ¢(0)= 0 ¢(1)=1. Demak,

1

—J. j 2udt —2!-—-—dt2 =2arctgt|l =222

(1+x)J' s (L+22) +t o "4 2

Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integraldagi kabi chega-

ralanmagan funksiyaning xosmas integrali uchun ham absolut

yaqinlashish tushunchasini kiritish mumkin.
(a;b] da amqlangan va a nuqta maxsus nuqtasi bo‘lgan ftx)

funksiya uchun ﬂ f(x)|dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, I f(x)dx

ni hisoblang.

T

absolut yaqmlashuvchl xosmas integral deyiladi, f(x) funksnya esa
(a,;b] da absolut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.
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XI bobga doir test savollari
1. Ifi-x; ni hisoblang.
X
A)0,5; B)1/3; C) 0,25, D) uzoqlashuvchi.

1
2 I xInxdx xosmas integralni hisoblang.
0

A)0,5, B)-0,5; C)-0.2s5; D) uzoglashuvchi.

T xdx
3. xosmas integralni hisoblang,
'! :;(xz -3y

A)S;  B)3; O1; D)-3.

.j:x\/—

A) yaqginlashuvchi, -6; B) yaginlashuvchi, 6;

xosmas integralni yaqinlashishiga tekshiring.

C) uzoglashuvchi; D) yaqginlashuvchi, % .

5. To‘g‘ri jumlani toping:
dx
(x+1)°

A |
T odx
5) '!‘(x+l“
!
J

integral a<1 da yaqinlashuvchi;

integral o>1 da yaqinlashuvchi;

— integral a>1 da yaqinlashuvchi;

0<0 da uzoglashuvchi.

[24

362

www.ziyouz.com kutubxonasi



6. To‘g‘ri xulosalarni ko‘rsating:
Agar f{x) va ¢(x) funksiyalar [a;+) da aniglangan, uzluksiz
va 0sf(x)<gp(x) shartni qanoatlantirsa, u holda

1) T(o (x)dx yaqinlashuvchi bo‘lganda T S (x)dx ham
yaqinlaSh‘;wchi bo‘ladi; ’

2) T f (x)dx uzoglashuvchi bo‘lganda Tgo(x)dx ham
uzoqlashl:vchi bo‘ladi; a

3) qu (x)dx uzoglashuvchi bo‘iganda T f (xJdx ham
uzoqlashL:vchi bo‘ladi; ’

4) T f (x)dx yaqinshuvchi bo‘lganda T@ (xjJdx ham

yaqinlashuvchi bo‘ladi.
A)1lva2; B)1lva3; C)2va3; D)3 va4.

7. To‘g‘ri jumlani toping:

v odx
A) ;!(b—x)“

uzoqlashuvchi bo‘ladi;

integral a<l bo‘lganda yaqginlashuvchi, a1 da

(b~x)
uzoqlashuvchi bo‘ladi;
b

dx
0 [——
" (b~x)
uzoqlashuvchi bo‘ladi;

b
B) f dx — integral o<1 bo‘lganda yaqintashuvchi, a>1 da

integral a>1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a<l da
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b
D) j 7 dx)a integral a=>1 bo‘lganda yaginlashuvchi, a<l1 da
- X

uzoglashuvchi bo‘ladi.

8. Noto‘g‘ri xulosalarni ko‘rsating:

fix) va ¢x) funksiyalar [a;b) da uzluksiz bo‘lib, b esa
ularning maxsus nuqtasi va 0 < f{x)<g(x), xe[a;b) bo‘lsin. U

holda

}¢(x)dx yaginlashuvchi  bo‘lsa,
yaqinlashl‘;vchi bo‘ladi;

j)‘ f (x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa,
uzoqlashu;;/chi bo‘ladi;

3) I¢(x)dx uzoqlashuvchi  bo‘lsa,

uzoglashuvchi bo‘ladi;

b
_[f (x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa,

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

A)lva2 B)1va3; C)2va3;
9. Yaqinlashuvchi integrallarni ko‘rsating:
f cosx

1 2 dx;

) I 1+x* ) -!- x*

cos x T

3 de; 4

) _-[c x ) ~! 1+ x)?
A)1va4; B)1va2; C)lva3;
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j. f (x)dx ham
b
'[ @ (x)dx ham
b
j f(x)dx ham

b
fo@dx  ham

D) 3 va 4.

D) barchasi.



10. Uzoqlashuvchi integrallarni ko‘rsating:

Tl
) | —dx; 2)
‘(‘:1+x -“1.4_\/_
-2 .
sinx
dce; 4

X ) !(1+x)2

A) lvad; B)1va2; C)lva3; D) barchasi.

11. Yaqinlashuvchi integrallarni ko‘rsating:

1 j——_l—dx 2) jJ—I;l;_;dx

3

) "‘\/x+ ) "-(1+x)
A) 1vad B) I va2;
C)2va3; D) barchasi.

12. Uzoqlashuvchi integrallarni ko‘rsating:

1)[

3 dx; 4

) :[J4+x ) J‘1+JC
A) 1 vad; B)1va2;
C)1va3, D) barchasi.

2

N 2 [ o
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X1 BOB. ANIQ INTEGRALLARNING TATBIQLARI

1-§. Yuza tushunchasining ta’rifi. Kvadratlanuvchi soha.
Yuzaning additivligi

Tekislikda yopiq chiziq bilan chegaralangan D tekis figura
(soha) berilgan bo‘lsin (9-rasm). M bu figuraga ichki chizilgan,
M’ esa tashqi chizilgan ko‘pburchak bo‘lsin. Ularning yuzalarini
mos ravishda o va o’ deb belgilaymiz. Anigki, bunday
ko‘pburchaklar cheksiz ko‘p bo‘ladi. Ixtiyoriy M ko‘pburchak M’
ning qism to‘plami bo‘lib, o<c’ bo‘ladi. Agar biror M’
ko‘pburchakga va uning o’ yuziga qarasak, barcha McD
ko‘pburchaklar uchun ulaming yuzlari {c} sonlar to‘plami
yuqoridan ana shu o‘zgarmas ¢’ son bilan chegaralangan bo‘ladi.
Demak, {o} sonlar to‘plamining aniq yuqori chegarasi mavjud va

suposao.
McD

Shunga o‘xshash biror M va o ni o‘zgarmas deb qabul qilsak,
{0’} sonlar to‘plami quyidan chegaralangan bo‘lib,

info'2o
'oD

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

9-rasm.
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Agar supo =S va inf o’ = § belgilamni kiritsak, ixtiyoriy M,

o vaM’, ¢’ lar uchun
o<8§<S<o ()

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar berilgan D figura uchun S = S bo‘lsa, D figura
yuzaga ega yoki kvadratlanuvchi deyiladi va uning yuzi aynan shu

. §=S=5

songa teng deb qabul qilinadi.

Misol: D figuraning o°zi ko‘pburchak bo‘lsa, ravshanki S = S
bo‘ladi.

1-teorema. D tekis figura kvadratlanuvchi bo‘lishi uchun
ixtiyqriy >0 ‘ olinganda ham shunday
M({ <D)va M' (I '>D) lar mavjud va ularning yuzlari
uchun

o'-o<¢g

bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. 5= = S bolsin. Yugqori va quyi chegaralar

ta’riflaridan foydalansak, % uchun shunday M, o, va M’, o' lar

topiladiki, ular uchun o > S —% , o'<S§ +-§ tengsizliklar

o‘rinli bo‘ladi. Bundan
, £ &
c'~o<~+=-=¢
2 2

kelib chiqadi.
Yetarliligi. Endi &0 uchun shunday M, o va M',c’ lar
mavjud bo‘lib,
o'-o<e¢
o‘rinli bo‘lsin. U holda (1) ga ko‘ra
S~ S<o'-o<e¢
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bo‘ladi, bunda S va S lar o‘zgarmas sonlar. £ > 0 ixtiyoriy
ekanligini e’tiborga olsak, §=§ tenglik o‘rinli ekanligi kelib
chiqadi.

2-teorema. Agar D yopiq va chegaralangan soha bo‘lib,
yopiq va kvadratlanuvchi D; va D, sohalarga bo‘lingan bo‘lsa va
ularning umumiy ichki nuqtalari bo‘lmasa, u holda D soha ham
kvadratlanuvchi bo‘lib, uning S yuzi D; va D; sohalarning S; va S
yuzlari yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Isboti. M, — D, M, — D, va bu ko‘pburchaklaming yuzalari
mos ravishda o6, va o, bo‘lsin.  Shuningdek,
M, > D,, M, > D, vaulaming yuz!ari mos ravishda o, va o,
bo‘lsin (10-rasm).

M=M,UM,,M=M'UM,

yangi ikkita ko‘pburchak hosil qilib, ularning yuzalarini o va o’
kabi belgilaymiz. Ravshanki,

- r__ ' ’
o,to,=0<0 =0, t0o,.
1-teoremaga asosan ixtiyoriy &€ >0 da shunday M,, M, va

M, M , ko‘pburchaklar mavjudki, ulaming yuzalari uchun

' & ' &
o, -0, <5’ o, -0, <5
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan

(0, +0,)(0,+0,)<c,

ya'ni o' -o <e kelib chigadi.
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10-rasm.

Demak, shunday McD va M’>D lar topiladiki, ulaming
yuzalari uchun o'-o <e bo‘ladi. 1-teoremaga ko‘ra bundan D
kvadratlanuvchi soha bo‘lishi kelib chigadi.

Endi D ning yuzasini topamiz. Quyidagi

0,£S5,<0/,0,<8, <0,
munosabatlardan

o=0, +0,<8+8S,<0/ +0,=0"
kelib chiqadi. Bundan
c<S<o’, o'-o<¢

ekanligini nazarda tutsak,

[(S,+S,)-Slko'-o<e
tengsizlikka ega bo‘lamiz. £son ixtiyoriy bo‘lgani uchun

S=S;+S;

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Yugqorida isbot gilingan teorema yuzaning additivlik xossasini
bildiradi va u yuzaning additivligi hagidagi teorema deb ataladi.

2-§. Yuzani hisoblash formulalalari
Faraz qilaylik, x=a, x=b, y=0 to‘g‘ri chiziglar va y=f{x)
nomanfiy uzluksiz funksiya grafigi bilan chegaralangan D tekis
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figura berilgan bo‘lsin. Biz shu figuraning yuzasini hisoblaymiz.
Buning uchun [a;b] kesmaning biror z, bo‘linishini olamiz:
a=xp<x;<...<x,=b.

f{x) ning [x4.;,x] kesmadagi eng kichik va eng katta qiymatlari
mos ravishda m; va M bo‘lsin. Har bir [x;.;,x;] ga mos, asosi shu
kesmadan iborat bo‘lgan, balandliklari esa y=m, va y=M, bo‘lgan
ikkitadan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yasaymiz (1 1-rasm).

Barcha to‘rtburchaklarning kichiklaridan (balandliklari my)
jborat bo‘lgan ko‘pburchak D figuraga ichki chizilgan
ko‘pburchak bo‘lib, katta to‘rtburchaklardan iborat ko'pburchak
tashqi chizilgan bo‘ladi. Ularning yuzalari mos ravishda

X

%
- o

11-rasm.
o= mAx, =5(r,), o= MAx, =5(,)
k=1 k=1

bo‘ladi. Shartga ko‘ra f{x) funksiya uzluksiz, bundan uning
integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Demak,

supo = }1113_.5_’(1") = !{II)I.(}S(Z',,) =info' (A= {Eﬁ’fmﬂ')’
ya'ni D figura (egri chiziqli trapetsiya) kvadratlanuvchi va uning
yuzasi
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b

S= j £ (o)dx
bo‘ladi.
Agar yuqoridagi D figura quyidan y=0 to‘g‘ri chiziq o‘rniga
y=¢(x) (p(x)< f(x), xe[a;b]) chiziq bilan chegaralangan
bo‘lib, ¢(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda

b
S = [(f(9) - p(x))ax
bo‘ladi. ’

Misol. y=x" va x=y chiziglar 1
bilan chegaralangan figuraning yu-
zini toping,

Yechish. Berilgan figura yuqo- ¥
ridan y=\/;, 0<x<1 chiziq 0 1 >

bilan, quyidan esa y=x2, 0<x<l1
chiziq bilan chegaralangan (12-
rasm). Shuning uchun

l 3
2x21 1,1 2 1 1
S= X -~ 2 dx:-—q— -=x I e 2T -
;[ (fx~x)ds ==}, -3 Io 33
Egri chizigli trapetsiyadagi egri chiziq parametik usulda

(a<t< fB) berilgan bo‘lsin, bunda ¢(a)=a,

{x = (1),
y=y()
o(B)=b, [a;B] kesmada y (f) uzluksiz, @) esa monoton va
uzluksiz ¢’(t) hosilaga ega deb faraz gilamiz. O‘zgaruvchini
almashtirish qoidasiga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:

b 8
s=[rax =y p'©de (1)
= t
1-misol. {x ? C(_)S > (0<t<2n) ellipsning yuzini hisoblang.
y=bsint
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Yechish. Avval ellips chorak qismining yuzini topamiz:

bsint(—asint)dt = jsm tdt = i(l —cos2t)dt =

0 0

Alca
NI::'--.o

a_b_(t_sinZI)%__ir_q_Il
2 2 0 4
Demak, S=nab.

x =a(t —sint),

2-misol. Ox o‘qi va { 0<t<2x sikloidaning

y =a(l-cost),
bir arkasi bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang.
Yechish. (1) formulaga ko‘ra

2r
j.a(l cost)a(l—cost)dt =a j (1-cost)*dt =

0

2z

=az(Idt—ZIcostdt+ j cos® tdt) = a* ((t - 2sin)|>" +
0 0 1]

”) =3na’.

+—1—2f(l+cos2t)dt) = a2(27r+—1—(t+lsin2t) 2
21 20T

3-§. Qutb koordinatalar sistemasida figuraning yuzasini
hisoblash

Qutb koordinatalar sistemasida tenglamasi 7 = r(¢) bo‘lgan
! egri chiziq, ¢ =a va @ = f nurlar bilan chegaralangan figura
yuzini hisoblash talab qilinsin.

Bu figurani to‘g‘ri figura, ya’ni boshi O nuqtada bo‘lgan
p=¢* mur (<@ <f) r=r(p) chizigni ko‘pi bilan bitta
nuqtada kesib o‘tadi deb faraz gilamiz. Shuningdek, »=r(®)
funksiyani [a, #] da uzluksiz deb qaraymiz.
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Egri chiziqli O4B sektorning yuzini hisoblash uchun integral
yig‘indi tuzish, keyin esa limitga o‘tishdan iborat algoritmdan
foydalanamiz. )

1. [a, B] ni n ta gism kesmalarga bo‘lamiz va
a=@, <P, <..<@, =0, Ap,=¢,—@,,, k=1n belgilash
kiritamiz. U holda O4B egri chizigli sektor » ta egri chizigli qism
sektorlarga ajraladi.

2. Har bir [p_.0) k= L,n gism kesmadan ixtiyoriy
ravishda 6, nuqtani tanlab olamiz va r(gp) funksiyaning shu
nugqtalardagi giymatlarini hisoblaymiz:

r.=r8,), k=Ln

3. Har bir [p,_,p] qism kesmada 7 =r(@) funksiyani
o‘zgarmas va qiymati r, =r(6,) ga teng deb qaraymiz. Bu holda
egri chizigli gism sektorni radiusi #, = r(6,), markaziy burchagi
A@, bo‘lgan doiraviy sektor bilan almashtiramiz (13-rasm).

13-rasm.

Bunday doiraviy sektor yuzi AS, =%r2 (0)Ag, formula

bilan hisoblanadi.
Egri chizigli OAB sektorning S yuzini taqriban # ta doiraviy
gism sektorlardan tuzilgan figura yuziga teng deb qarash mumkin:
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n

S = iAS,( =
k=1 k=

(1)tagribiy tenglik [¢,_,9,] kesmalar qanchalik kichik

l%r“‘(ek)m (1)

bo‘lsa, shunchalik aniq bo‘ladi. (1) ning o‘ng tomoni —;—rz (@)

uzluksiz funksiya uchun integral yig‘indi bo‘ladi.
4. OAB egri chiziqli sektorning yuzi S deb integral yig‘in-
dining A = %’]‘A(”k — 0 dagi limit giymatini qabul qilamiz:
a;

. 17,
S =lim=>3.r’ @80 =3 I (p)dep

Shunday qilib, egri chiziqli sektorning yuzi quyidagi formula
bilan hisoblanar ekan.

s—lfﬁ()d (2)
=2) o)dyp

l-misol. r=a(l+cosep) kardioida bilan chegaralangan
figuraning yuzasini hisoblang
(14-rasm).

Yechish. Kardioida qutb
o‘qiga nisbatan  simmetrik,
demak, uning yuzasi ABO egri
chizigli  sektor  yuzasining
ikkilanganligiga teng bo‘ladi.
ABO  egri chizigli  sektor
r=a(l+cos @) chiziq,
¢=0,¢p=n  nurlar bilan

chegarlangan. 14-rasm
(2) formulaga ko‘ra 14-rasm.
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1+ cos2¢

J' azj(1+cos¢)2d¢=azj.(l+2005(o+ o=
0 0 0

NI-—-

. 1. . 3
=a2(5¢+2sm¢+zsm2¢)lo=—2—7ra2 .

15-rasm.

2-misol. r= a,[cos 2¢ lemniskata bilan chegaralangan
figuraning yuzasini toping.

Yechish. \/cos2¢ funksiya [0;2x] ning faqatgina [—E-f]

4’4
3n Sz . . .
va I:T,—A;—] qismlarida aniglangan (15-rasm). Bu figura qutb
boshi va qutb o‘qiga nisbatan simmetrik. Shuning uchun
T L=
S=4. —J‘a cos2pdp = 2a” —sin2¢ 4 =d
2y 2 0
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4-§. Fazoviy jism hajmini hisoblash

4.1. Ko‘ndalang kesimi ma’lum bo‘lgan jism hajmini
hisoblash.

Aytaylik, yopiq sirt bilan chegaralangan T jism berilgan
bo‘lib, uning biror to‘g‘ri chiziqqa, masalan, abssissalar 0‘qi Ox
ga, perpendikular tekislik bilan ixtiyoriy kesimining yuzasi
ma’lum bo‘lsin. Bunday kesim ko ‘ndalang kesim deyiladi.
Ko‘ndalang kesim uning Ox o°‘q bilan kesishish nugtasining
abssissasi x bilan aniglanadi.

Umuman olganda, x o‘zgarishi bilan ko‘ndalang kesim yuzi S
o‘zgaradi, ya’ni x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi. Uni S(x)
bilan belgilaymiz. S(x) funksiyani [a,b] kesmada uzluksiz deb
qaraymiz, bu yerda a va b berilgan T jismning cheti (chegaraviy)
kesimlari abssissalari (16-rasm).

3
24

L
/a

16-rasm.
T jismning V hajmini hisoblash uchun integral yig‘indini
tuzish va limitga o‘tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.
1. [ab] kesmani a=x,<x <..<x,, <x, =b nugtalar

yordamida » ta qism kesmalarga ajratamiz.
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Ax, =x, —x,_,, A= I’[II%}]{AX,( , k=Ln belgilashlar

kiritamiz. Bo‘lish n\iqtalari x; orqali Ox o‘qga perpendikular
tekisliklar o‘tkazamiz. x=x, k =1,n tekisliklar oilasi T jismni
har birining qalinligi Ax,, & =1n bo‘lgan gatlamlarga ajratadi
(17-rasm).

]

b

Y a & X X3 Xpi é"k Xp Xmila b

17-rasm.

2. Har bir [x,_,x], k=1n qgism kesmadan ixtiyoriy
ravishda & nuqta tanlab olamiz va S(x) funksiyaning shu
nugtadagi S(£,) qiymatini hisoblaymiz.

3. Har bir [x,_,x,] qism kesmada S=S(x) funksiya o‘zgarmas
va qiymati S(&,) ga teng deb faraz qilamiz. U holda T jismning
har bir qatlamida asosi S(£,) va yasovchisi Ox o‘qqa paralel
to‘g‘ri silindmi ko‘rish mumkin. Bu qism to‘g‘ri silindming
balandligi Ax,, hajmi AV, =S(&,)Ax, formula bilan hisoblanadi.

T jismning hajmi V tagriban n ta pog‘onali gism silindriardan
tashkil topgan figura hajmiga teng bo‘ladi:
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Ve av, =3 5(E Ay, .
Anigki, H/l = r{r:fg: —Alxk qanchalik kichik bo‘lsa, taqribiy teng-
lik shunchalik aniq bo‘ladi.
Izlanayotgan hajmning qiymati deb V = £i£2§S(§k )Ax, ni

qabul gilamiz.
Limit ostidagi ifoda [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan S(x)
funksiyaning integral yig lndISl bo‘lganligi sababli

= hmZS(g,, )Ax, jS(x)dx bo‘ladi.

Shunday qilib, x=a va x= b tekisliklar orasida joylashgan jism
hajmi, agar Ox o‘qga perpendikular kesim yuzasi ma’lum
S=8(x), xela,b] funksiya bo‘lsa,

b
V = [S(x)dx (1)
formula bilan aniqlanadi.
2 yr 2 e ..
Misol. — +<+—=1 ellipsoid bilan chegaralangan jism
a c
hajmini hisoblang.
Yechish. Agar ellipsoidni x=h tekislik bilan kesib o‘tsak,
kesimda
yZ 22
+ =1 ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning

h? W
bz(l—;‘z—) Cz(l—;?)

yarim o‘qlari b\J1-4*/a® va cV1-h*/a®> ga teng bo'lib,
2
yuzasi S =S(h)=rxbc (1-——27) ga teng bo‘ladi. (1) formulaga

ko‘ra izlanayotgan hajm
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a

a a h2 3 4
V= _J;S(h)dh = j mbo(l = =)dh =rbelh =) } = 7mabe.

Xususan, a=b=c=r bo‘lganda radiusi r ga teng shar hosil

bo‘ladi va uning hajmi -;lﬂ'l’3 bo‘ladi.

4.2. Aylanma jism hajmini hisoblash. Ox o‘q atrofida a4Bb
egri chiziqli trapetsivani aylantirishdan hosil bo‘lgan jismni ko‘rib
chigamiz. Bunda a4Bb trapetsiyani y=f(x) egri chiziq, Ox o‘qi,
x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan deb qaraymiz
(18-rasm). Agar bu jismga Ox o‘qqa perpedikular tekisliklar bilan
kesib o‘tsak, kesimda radiusi y=f{x) ning moduliga teng bo‘lgan
doiralar hosil bo‘ladi. Demak, bu holda ko‘ndalang kesim yuzasi

S(x) =7y’ = z(f(x))* bo‘ladi.
Aylanma jism hajmini hisoblash uchun (1) dan foydalanamiz:

v = af yids = £ @

Agar jism c¢CDd trapetsiyani Oy o‘qi atrofida aylantirishdan
hosil bo‘igan bo‘lsa (19-rasm), u holda uning hajmi quyidagi

y E

y=it) B

18-rasm. 19-rasm.

formula bilan hisoblanadi:
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d d
V=z[xdy=n[(@y)'dy, bu yerda x=0(y), yele,d]

CD chiziq tenglamasi.
2 2

1-misol. x—2+12- =1 ellipsni Ox o‘q atrofida aylantirishdan

a
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang.
Yechish. (2) formulaga ko‘ra
V= ]- wytdx = ‘af ﬂ—bi(az —x*)dx = zb” (azx—f—)
. J a’ 3

a

-a

b . a, 4 2
27ra2 (a 3) 37rab.
2-misol. x =a(t—sint), y=a(l—cost), 0<t<2xr sikloida
arkasini Ox o‘qi atrofida aylantirishdan: hosil bo‘lgan figura
hajmini toping.
Yechish: (2) formuladan foydalanamiz. Bunda 0<x<27za

2ra

bo‘ladi. Demak, V =7 j y*dx . Bu integralda o‘zgaruvchilarni
0

almashtiramiz. x=a(t-sint), y=a(l—cost) deb olamiz, u
holda dx = a(l—-cost)dt bo‘ladi. Agar x;=0va, t, =0, x, =27a
bo‘lsa, t, =27 bo‘ladi. Bulamni e’tiborga olib, quyidagini hosil
qilamiz:

2ra

27
V=n j yidx = n‘j a*(1-cost)? a(l - cost)dt =
0 0

2r 2r
= ra’ f (1-cost)’dt = ma’® j (1-3cost+3cos’ t —cos’ )dt =
0 0
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27
= 7a* ((¢~3sin)|, +3 I+ cos2f
0

dt — f (1-sin® H)d(sin?)) =

2x

=57’a’.

sin 2t ) sin’ ¢
)—sint +

= 7ra3(27r+( (t+

0

5-§. Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash
5.1. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida yassi
yoy uzunligini hisoblash. Aytaylik, y=f(x) funksiya [a,b]
kesmada aniqlangan, uzluksiz va / shu funksiya grafigi bo‘lsin.
(20-rasm). Yassi / egri chizigning uzunligini topish talab qilinsin.
Yassi / egri chizigning uzunligini s bilan belgilaymiz.

Avval AB yoyini uzunliging deganda nimani tushunishni
aniglab olamiz. Buning uchun [a,b] kesmani ixtiyoriy ravishda
a=xp<x,<...<x,=b nuqtalar yordamida n-ta bo‘lakka bo‘lamiz.
Ax, =x, —x,_,, k=1,n belgilashni kiritamiz. Har bir x,, i=1Ln
nuqtadan Oy o‘qga [ chiziq bilan kesishganga qadar parallel
to‘g'ri chiziglar o‘t-
kazamiz. Bu hoilda 1’ 9N
AB yoy n ta bo‘- M i A{B
lakka bo‘linadi. [ N,
chizigning qo‘shni ¥
bo‘linish nuqtalarini A
kesma (vatar) bilan
tutashtiramiz va
AN]N]...]V,,_[B siniq x
chiziq hosil qilamiz. 3] a=x, ¥, x; xy X %nl pex,
Shu sinig chizig-
ning uzunligini /, 20-rasm.
bilan belgilaymiz.

Demak,

l,,=|A_]\71|+_,_:

121= ZAlk ’
k=I
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bu yerda: Al, — N, N, yoyga tiralgan vatar uzunligi.

Siniq chiziqning uzunligi AB yoy uzunligining taqribiy
qiymati bo‘ladi (/ =/ ). Anigki, agar [a,b] kesmaning bo‘linish
nuqtalari soni n ni (qism kesma uzunliklari eng kattasining
uzunligini nolga intiladigan qilsak) orttirsak, u holda siniq
chizigning uzunligi 4B yoy uzunligiga intiladi deb qabul qilish
tabiiy.

Agar ﬂzr{tﬂ:}(Axk —>0 da /, chekli limitga ega bo‘lsa, u

holda bu limit / yoyning uzunligi deyiladi, egri chiziq bu holda
to ‘g ‘rilanuvchi deb ataladi:
-llm Al (D

/1—-)0,“

Agar chekli limit mavjud bo‘lmasa, yoy uzunligi mavjud
emas, chiziq esa to ‘g ‘rilanmaydigan deyiladi.

Endi, agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz hosilaga ega
bo‘lsa, u holda / — to*g‘rilanuvchi ekanligini ko‘rsatamiz va uning
uzunligini hisoblash formulasini keltirib chiqaramiz.

N, N, vatar uzunligini hisoblaymiz. Ny.;(xi1,yx-1), Ne(xiyi)
bo‘lganligi sababli

Al —|N“ I—,f P+ Ay} 1+( ? Ax, bo‘ladi.

Lagranj teoremasiga ko‘ra
Ay, - S(x)—f(x,_,)

Ax, X, —X

Demak,
Al = Jle(F1E)) A,

Olingan natijani (1) ga go‘yamiz.

s=lim >RGP A, )

=f'(&) & exx).
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(2) formulaning o‘ng tomonida \/1+( f'(x))* funksiyaning
[a,b] dagi integral yig‘indisi yozilgan. Bu funksiya uzluksiz
bo‘lganligi sababli integral yig‘indining limiti mavjud va shu limit

J1+(f'(x))* funksiyaning [ab] dagi aniq integraliga teng
bo‘ladi.

s=lim > I+ (&) &5, = [+ (T @) s

Shunday qilib, agar f{x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
hosilaga ega bo‘lsa, u holda 4B yoy to‘g‘irlanuvchi va uning
uzunligi s quyidagi formula bilan hisoblanadi:

s= [1+ (/@) dx 3)

Misol. x* + y* = R? aylana uzunligini hisoblang.
Yechish. Avval aylananing I chorakdagi qismi uzunligini
topamiz. Aylananing bu yoyi tenglamasi

=vR* —x?, 0< x< R bo‘ladi.

pd
Bundan y’ ——J=~__— Demak, (3) formulaga ko‘ra

—s JJH IJ_Tx_dx Rarcsm-— =R-—27£.

Shunday q111b, aylana uzunligi s =27R ga teng.

5.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan yoy uzunligini
hisoblash.

Egri chiziq tenglamasi parametrik ko‘rinishda berilgan
bo‘lsin:

x=x(t), y=y(t), t €[t,,t,], bu yerda x(). y(t) - uzluksiz
hosilaga ega va [f,,¢,] da x'(r) = 0.
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(3) formuladan foydalanish uchun avval o‘zgaruvchini
almashtiramiz. x = x(¢), dx=x'(t)dt, y.=y//x/.Uholda

2
-—'J x'(t)dt
yoki
= [Ny + oy d. “
. x =a(t-sint), - . L
Misol. 0 <t < 2x sikloida arkasi uzunligini
y=a(l-cost)

hisoblang.

Yechish.

2r 2z
s = J. \/aiz(l—cost)2 +a’ sin? tdt = aI 2(1—-cost)dt =

—aI 4sin? —dt—ZaIsm dt——4acost
2

5.3. Qutb koordinatalar sistemasida yoy uzunligi. Egri
chiziq qutb koordinatalar sistemasida r=r(@), ¢ela,p]
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. »(¢) va r'(p) lami [a, ] da

uzluksiz deb faraz qilamiz. Bu chizigni parametrik ko‘rinishda
yozamiz:

{x = r(p)cos @,
y =r(p)sing.
x va y dan ¢ bo‘yicha hosilalami hisoblaymiz:

2n

= 8a.
(1]

"t _ -
x, =r'cosg—rsing
y, =r'sing+rcosg
Demak,

}D (x;,)2 +(y‘:,)2 =r’ +(r').
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o= [P T ®

Misol. r = a(1+ cos @) kardioida uzunligini hisoblang.

Yechish. Burchak 0 dan m gacha o‘zgarganda izlanayotgan
yoyning yarmini hosil gilamiz. (5) dan foydalanamiz:

r'=—asing, r’+(")? =a’(1+cos@)’ +a’sin’ p=

= 2a’ (1 + cos @) = 4a’ cos’ % :

U holda
s=2f P+ dp= 4ajcos%d¢=8asin% (’)’
0 0

=8a.

b
5.4. Yoy differensiali. Yoy uzunligi s= J' JI+ (') dx

formula bilan aniqlanar edi, bu yerda y=f(x) funksiya [a;b] da
aniglangan va uzluksiz hosilaga ega. Ushbu formulada
integrallashning quyi chegarasi o‘zgarmas, yuqori chegarasi esa
o‘zgaruvchi deb faraz gilaylik. Yuqori chegarani x bilan
integrallash o‘zgaruvchisini ¢ bilan belgilaylik. Bu holda yoy
uzunligi yuqori chegaraning funksiyasi bo‘ladi:

s(x) = ]E\/l (@) de

Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integralning
hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra s(x) funksiya differren-
siallanuvchi, uning hosilasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

s'x) =1+ (S ().

Bundan yoy differensiali uchun quyidagi formulani hosil
qilamiz:

ds = s'(x)dx = 1+ (f'(x) dx.
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Demak, yoy differensiali yordamida yoy uzunligini hisoblash

b
uchun ushbu s = Ids formulani hosil gilishimiz mumkin.

]

Agar y' = % ekanligini e’tiborga olsak,
ds = 1+(%)2dx = \/dxz +dy*,

ds’ =dx* +dy*
(Pifagor teoremasining analogi) hosil bo‘ladi.

ya’'ni

6-§. Aylanma sirt yuzini hisoblash

Aytaylik, f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan, noman-
fiy va uzluksiz hosilaga ega bo‘Isin. Uning grafigi bo‘lgan 4B egri
chizigni Ox o‘qi atrofida aylantirish natijasida aylanma sirt hosil
bo‘ladi (21-rasm). Shu sirtning yuzini aniq integral yordamida
aniqlaymiz. Buning uchun [a;b] ning biror bo‘linishini olamiz:

a=x,<X <..<X_, <x, <..<x,=b.

Bo‘linish nuqgtalaridan Oy o‘qqa paralel to‘g‘ri chiziglarni
o‘tkazib, ularni 4B yoygacha davom ettiramiz. Buning natijasida
AB yoy ham Ni(xif(xi)} nuqtalar yordamida » ta bo‘lakka
bo‘linadi. Endi 4=N, N, ..,N,=B nuqtalami ketma-ket
tutashtirib, siniq egri chiziq hosil gilamiz.

AB yoyni Ox o‘gi atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘ladigan aylanma sirtning yuzasi deb siniq chiziqni Ox o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladigan sirt yuzasining Ny Ny
vatarlar eng kattasining uzunligi nolga intilgandagi limitini gabul
gilamiz.
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== N

.ﬁN’FI B
\
y
2'
14
1] b __x' x
(721 " I
[}
1
)
;
)
;
’
|2
21-rasm.

Ma’lumki,
INk-lNk’= \[(xk = Xy ) +(f(xk)"'f(xk—f))2
vatar uzunligi nolga intilganda Ax, — 0 va aksincha. Shuning

uchun kelgusida limitni
A=maxAx, -0

I1<ksn

uchun ko‘rib o‘tamiz. NijN; vatami Ox o‘qi atrofida
aylantirganda kesik konus sirti hosil bo‘ladi va uning yuzasi
2rf(x,. )+ 27 f(x,)
S, = £l > L2INLN.
Shu tarzda hosil gilingan yuzalaming »n tasini qo‘shsak, siniq
chiziq yordamida hosil gilingan sirt yuzasi P, kelib chigadi:

P = 2Zf(x* ')+f("")u Al, =N, N, |.

Uni boshqacha ko rlmshda yozish mumkin:

P =2”if(xk—l)2+ f(xk)Ask ~_2ﬂif(xk-l);f(xk)(Ask ~AL),

bunda As, mos ravishda N, va N, nuqtalar orasidagi yoy
* uzunligi.
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Ma’lumki, Ax, >0 da As, — 0 Shuningdek,
SO )+ ()
2

bo‘linma f(x,_,) va f(x,) lar orasidagi son

bo‘lib, f{x) funksiya uzluksiz bo‘lganidan, shunday & e(x,_;;x,)
mavjudki,

Sx)+ (%)

LT fg)

bo‘ladi. M = max f(x) deb belgilaylik. A —>0 da P, ning

tarkibidagi ikkinchi qo‘shiluvchi

0< 2”2 f(Xk_l)+f(xk)lAsk —AL)= 2”if(§k NAs, —Al) <

<27rMZ(As ~Al)= 27rM(ZAs ZAI J—> 0,
k=1 k=1

chunki

Km) Al =Y As, =L

A0 k=1 k=1
(yuqoridagi shartlarda AB yoyning to‘g‘rilanuvchiligi nazarda
tutilgan).

Demak,
n b
limP, = 2rlim> . f(§)As, =27 [ £(x)ds

bo‘ladi, ya’ni aylanma sirtning yuzi

S = 27zj f(x)ds =27 j FOON1+ F1(x) dx

formula bi'lan ifodalanadi.
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= t s

Agar to‘g‘rilanuvchi yoy tenglamasi {x o) (st p)
y=y@

parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘lib, ¢@(f) va w(t) lar

uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, u holda sirtning yuzasi

I
S =27 [weWp' Q) +y' @) dr

bo‘ladi. Shunga o‘xshash, agar egri chiziq
r=f(@), a<@<p
tenglama bilan berilgan bo‘lib, f'(68) uzluksiz funksiya bo‘Isa,

B
§ =2z[ f(O)sin6\/*(8)+ 1'(6) d¥

formulani keltirib chiqaramiz.
Misol. Radiusi R bo‘lgan sfera sirtining yuzasini toping.
Yechish. 1 usul. Aylana tenglamasi parametrik ko‘rinishda
quyidagicha yoziladi:
x = Rcost,
{y= Rsint, 0<t<2x
chorak aylanani Ox o‘qi atrofida aylantirish natijasida yarim sfera

hosil bo‘ladi. Bu holda 0<¢ < % bo‘ladi, shuning uchun

n

O Gt |

2
— =27| Rsin t\/(—R sint)? +(Rcost)’dt = 27 R? I sintdt =
0
z
=-27R’ cost|2 =27R*.
0

Demak, S =47R*.
II usul. Qutb koordinatalar sistemasida aylana tenglamasi
r=R, 0<6<2x.Shuning uchun '
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ﬂ’

RsinOJR* +0*dO= 272R2_[s1n0d0 27R?, S=4rnR’.

cl——.N|§

52,
2

7-§. Aniq integralning fizik masalalarni yechishga tatbiqi

7.1. O‘zgaruvchan kuch ishini hisoblash. Aytaylik, moddiy
nugta biror o‘zgaruvchan F kuch ta’sirida to‘g‘ri chiziqli harakat
gilsin. Bu nuqtaning ko‘chishini § vektor orqali belgilaymiz va
kuchning yo‘nalishi ko‘chish yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin deb
faraz gilamiz. | F | va |§ | orqali F va § vektorlarning uzunligini
belgilaymiz.

Agar F o‘zgarmas bo‘lsa, u holda mexanikadan ma’lumki,
bajarilgan ish 4 = |F' l |§| ga teng bo‘ladi.

Endi F yo‘nalishni saglagan holda modul bo‘yicha
o‘zgaruvchan bo‘lgan holatni ko‘rib chigamiz. Shu kuch bajargan
ishni hisoblaymiz. Ox o‘qi deb moddiy nuqta harakatlanayotgan
to‘g‘ri chizigni qabul qilamiz. Aytaylik, yo‘nalishning bosh-
lang‘ich va oxirgi nuqtalari abssissalari mos ravishda a va b (a<b)
bo‘lsin. {a,b] kesmaning har bir nuqtasida kuch moduli ma’lum
qiymat qabul giladi va x ning funksiyasi, ya'ni F =F(x) bo‘ladi.

F(x) funksiyani uzluksiz deb hisoblaymiz. O‘zgaruvchan kuch
bajargan ishini hisoblash uchun integral yig‘indini tuzish va
limitga o‘tishga asoslangan algoritmdan foydalanamiz.

1. [a,b] kesmani x,, k=1n nuqtalar yordamida » ta

bo‘lakka bo‘lamiz: a=x,<x <.<x,,<x =b.

-1
Ax, =x, —x, k =1,n belgilashni kiritamiz, u k- qism kesma
uzunligiga teng. Ma’lumki, butun yo‘ldagi ishni 4 bilan,
[x,_,,x,] qism kesmada bajarilgan ishni 4; bilan belgilab,

quyidagiga ega bo‘lamiz: 4 = ZAk .

k=1
390

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar [x,_,,x,] ni yetarlicha kichik qilib olsak, u holda har bir
bunday kesmada | F |~ const deb qarash mumkin.

2. Har bir [x,_,x,] qism kesmadan ixtiyoriy &, nugtani
tanlab olamiz va F(x) funksiyaning shu nuqtadagi qiymatini

hisoblaymiz.
3. Har bir qism kesmada kuchning moduli o‘zgarmas

qiymatga ega va F(x) funksiyaning & nuqtadagi qiymatiga teng
deb faraz gilamiz: IF' I =F(&,). Bu holda kuchning [x,_,,x,]
kesmadagi ishi Ad, =|F|Ax, = F(&)Ax, bo‘ladi.

O‘zgaruvchan kuchning butun yo‘ldagi ([a,b] da) ishi uchun

A=Y 4, =D F(E)Ax,
k=1 k=1

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
4. A=maxAx, >0 dagi 4, ning limiti mavjud bo‘ladi

[a,b]
(chunki F(x) farazga ko‘ra uzluksiz) va o‘zgaruvchan kuchning a
nuqtadan b nuqtagacha bo‘lgan to‘g‘ri chiziqli yo‘ldagi ishini
ifodalaydi:

= hsz(; YAx, j F(x)dx (1)

Misol. Agar prujinani 0, 05 m ga cho‘zish uchun 2 H kuch sarf
gilinsa, u holda bu pryjinani 0,1 m ga cho‘zish uchun
bajariladigan ishni hisoblang.

Yechish: Guk qonuniga ko‘ra prujinani cho‘zuvchi (siquvchi)

kuch moduli |F' | shu cho‘zishga (siqishga) proporsional bo‘ladi,
ya’ni IF | =kx, bu yerda x-cho‘zilish (siqilish) kattaligi. Shartga
ko‘ra 2=k-0,05 , bundan k£ =40. (1) formulaga ko‘ra
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0,1 0.
A= j40xabc=20x2 =027,
0

7.2. O‘zgaruvchan quvvatli elektrodvigatel ishini hisob-
lash. Endi ishni topishga doir boshqa masalani qaraymiz. Dvi-
gatelning Az =[a,b] vaqt oralig‘ida bajargan ishini hisoblaymiz,
bunda uning ¢ vaqtdagi quvvati ma’lum va N(t) ga teng qaraymiz.

Yuqoridagi algoritmdan foydalanamiz:

1. [a,b] kesmani n ta bo‘lakka ajratamiz: [#.;, 4],

k=1n, At =t —t_,.
2. Har bir [#.;, %] qism kesmadan ixtiyoriy 7, nuqtani

tanlaymiz.
3. Har bir qism kesmada quvvatni o‘zgarmas va N(r,) ga

teng deb qaraymiz. U holda
A= A4, =3 N A, .
k=1

N(?) funksiyani uzluksiz deb qaraymiz va A =max Az, —» 0

[a,b]
da limitga o‘tamiz. Natijada

A= N(ydt )

formulaga ega bo‘lamiz.
Misol. [0, -gl] vaqt oralig‘ida o‘zgaruvchi tok bajargan ish va
@

o‘rtacha quvvatini hisoblang.

- Bunda tok kuchi / =/ sin ot formula bilan aniglanadi (/-
tokning maksimal giymati, @ -doiraviy chastota, t-vaqt, zanjir
qarshiligi R-ga teng)

Yechish. Ma’lumki, o‘zgarmas tok kuchining quvvati N=FR
formula bilan aniglanadi. (2) formulaga ko‘ra
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2x/w 2r/w 2
A=17R | sin’ wtdt = IR | I-cos2ar , _I'R7
° ° 2 @

O‘zgaruvchan tokning o‘rtacha quvvati esa
A I'R

Tl

ga teng bo‘ladi.

o'rta

7.3. Statik momentlarni, inersiya momentlarini va og‘irlik
markazi koordinatalarini hisoblash.
7.3.1. Umumiy ma’lumetlar. Tekislikda to‘g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. m massali 4(x,y) moddiy nuqtaning Ox o‘qqa (Oy)
nisbatan statik momenti deb, son jihatdan nuqta massasini
nuqtadan Ox o°qiga bo‘lgan masofa ko‘paytmasiga teng bo‘lgan
kattalikka aytiladi:
M, =my (M,=mx)
2-ta’rif. m massali 4(x,y) moddiy nuqtaning Ox (Oy o‘q, O
nugta) ga nisbatan inersiya momenti deb, shu nuqta massasini Ox
(Oy, O nuqta) gacha bo‘lgan masofa kvadrati ko‘paytmasiga teng
bo‘lgan kattalikka aytiladi:
I=my?, I =mx’, I, =m(x’+y")
Agar  m,m,,..m, massali A4(x,y) 4(x,3,),
A (x,,y,) moddiy nuqtalar sistemasi berilgan bo‘lsa, u holda
statik momentlar

M, =kayk, M, =kaxk §))
k=1 k=4
inersiya momentlari
L=Ymy2 I =Ymx2 I=I+1,=Y x> +ym,
k=1 k=1 k=1

formulalar bilan hisoblanadi.
3-ta’rif. Moddiy nuqtalar sistemasining og ‘irlik markazi deb
quyidagi xossaga ega bo‘lgan nuqtaga aytiladi: agar bu nuqtaga
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sistema massasi M = ka qo‘yilsa, u holda uning ixtiyoriy
k=1

0‘qqa nisbatan statik momenti sistemaning shu o‘qqa nisbatan

statik momentiga teng bo‘ladi.

Og‘irlik markazi koordinatalarini S(x,7) deb belgilasak, u
holda ta’rifga ko‘ra

M, =kayk =My, M, =kaxk =Mx

k=1 k=1
hosil gqilamiz. Shunday qilib, moddiy nuqtalar sistemasining
og‘irlik markazi koordinatalari
- My n n _ M n n
x=———=(2mkxk)/z:mk, y=—= =(kayk)/ka
M k=1 k=1 M k=1 k=1
formula bilan hisoblanadi.

7.3.2. Tekis yoyning og‘irlik markazi. To‘g‘rilanadigan AB
yoy bo‘ylab p =1 zichlik bilan biror modda joylashgan bo‘lib, bu
yoyning parametrik tenglamalari

x = x(]),

y=y(), 0<I<L
bo‘lsin (parametr sifatida / —yoy uzunligi olingan), bunda L —
butun yoy uzunligi x(), y(l) lar [0;L] da uzluksiz funksiyalar.

[0;L] ning biror bo‘linishini olamiz:

0=lp<l;<...<l,=L.
Natijada 4B yoy P.1 Py qismlarga bo‘linadi, bunda
Pi=Pi(xiyr), xk=x(l), yi=y(l)

PPy yoyga joylashgan massa Am, =1Al,. Shu massani Py
nuqtaga markazlashtiramiz. U holda sistema og‘irlik markazining
koordinatalari tagriban

i

D x()AL Y x()AL PRIV
T~ k=1 — k=l ’ ? ~ k=1
$ 4, L L
k=1
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bo‘ladi. x(l) va y(l) funksiyalar uzluksiz bo‘lgani uchun
yuqoridagi integral yig‘indilarning A(/) = max Al, — 0 dagi limiti

mavjud bo‘ladi va ta’rifga ko‘ra og‘irlik markazining
kooradinatalari shu limitlarga teng deb qabul qgilinadi:

s=1 j x(hdl, 7 =-L’-§ Y.

AB  yoy tenglamas1 y=f(x), a<x<b ko‘rinishda
berilgan bo‘lsin. U holda

%= %j.x\/1+ flx)Pdx, 7 =%i L1+ f(x)*dx bo'ladi.

1-teorema (Guldinning birinchi teoremasi). AB tekis yoyni
shu tekislikda yotgan yoy bilan kesishmaydigan biror o‘q atrofida
aylantirishdan hosil bo‘ladigan sirtning yuzi shu yoyning uzunligi
bilan uning og‘irlik matkazi chizgan aylana uzunligining
ko‘paytmasiga teng.

Isboti. AB yoy tenglamasi y = f (x) a<x<b ko'rinish-
da bo‘lsa, u holda

=_jx1/1+f(x dx, = —jf(x) 1+ f'(x)dx.

Bu tenghklarnmg ikkinchisini 2zL ga ko‘paytirsak,
b
275L = 27 [ f W1+ f(x) dx

hosil bo‘ladi. Ushbu tenglikning o‘ng tomoni AB yoy Ox o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtning yuzasi bo‘lib, chap
tomoni yoy uzunligi bilan uning og‘irlik markazi chizgan aylana
uzunligining ko‘paytmasidir.

Misol. y=+R*-x*, —R<x<R yarim aylananing
og‘irlik markazi koordinatalarini topish talab qilinsin.
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1§ Rx
-_ ”?2 —_ —
x———-”R:Lx 1+ y"“dx ——”R_J;—————Rz_xzdx

chunki integral ostidagi funksiya toq. Demak, yarim aylananing
og‘irlik markazi (0;—2—5) nuqtada joylashgan.
4

7.3.3. Tekis figuraning og‘irlik markazi. y= f(x),
y=¢(x), [f(x)<e@(x) uzluksiz egri chiziglar va x=a, x=b, a<b
to‘g'ri chiziqlar bilan chegaralangan G tekis figura bo‘ylab
zichligi o‘zgarmas o =1 bo‘lgan biror modda joylashgan bo‘lsin.
[a;b] kesmani

a=xp<x;<... <Xp.;<x,=b
nuqtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lib, G figuraga n ta to‘g‘ri
to‘rtburchak  chizamiz. Bu  to‘rtburchakning balandligi

o(x,)— f(x,) ga, asosi esa Ax, =x, —x,_, ga teng (k=1,2...,n).
Bu holda har bir to‘rtburchakka joylashgan modda massasi

my, = p(p(x,) — f(x,)Ax,
bo‘ladi (bunda p=1- jismning zichligi). To‘rtburchak diago-
nallari kesishgan nuqtaning, ya’ni og‘irlik markazining koor-
dinatalari quyidagicha yoziladi:

fk — xk—12+ xk , j)—k = (o(xk)-;f('xk). U hOlda
to‘rtburchakdan iborat bo‘lgan figuraning og‘irlik markazi
koordinatalari quyidagicha yoziladi:

n ta
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X Em, z(xk—ﬁ‘i]w(xk) fE)Ax,
5 — A= = k=t ,

> m, 3 (@(x) - fx,)Ax,
k=l

5, -m, %ki«o(xk)+f<xk))(¢<xk)—f(xk))Axk

> m, Z(qo(xk)—f (% )Ax,
Bulardan A = max Ax, ——)0 da 11m§ ¢, lin(}ﬁ=n bo‘lib,

1gk<n

M(&,n) nuqta G figuraning og‘irlik markazi bo‘ladi. Shuningdek,
hmz(wk) SxAY, j (p(x)~ f(x)dx =S,

bunda S berilgan G figuraning yuzas:dlr Endi
Z(xk _——‘J((o(xk) S DA%, —Zxk (o(x)— f(x DA, —

k=1
—-EZ(¢(xk Y= f(x,))Ax,? ekanligini e’tiborga olsak,

n b

lim x, (p(x,) — f(x DA, = [x(p(x)— f (x))dx bo'ladi va
k=1 a

giir(};;((o(xk) ~ f(x)Ax,? =0, chunki A->0 da

Z((P(xk) ~f(x, ))Axk2 < Z(ko(xk )l + If (x, )I)Axkz <

k=1 k=)

<NAY At = NA(b-a) =0 (bunda

k=1

N= sup(l¢2xk )|+1 f(x,)])). Demak, A —0 da
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[xe@)-feax [0 ()~ f2 ()M
f = ap, y == A .
[o@-fenax  2[(p(x)- f(x)dx

Agar G figura egri chizigli trapetsiya bo‘lsa
(y=9(x), f(x)=0),uholda

_lj' dx __l_j 2 dx
f—Saxy ’77_2Say

b
bo‘ladi. Bunda S = I @(x)dx— egri chizigli trapetsiyaning yuzi.
l ba b
Bu holda 7=—c [y?ax tenglikdan 2pS=[¢’(x)dx  yoki

b
2mS=nx _[ @’ (x)dx bo‘lib, quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi:

2-teorema (Guldinning ikkinchi teoremasi). Tekis figurani
o‘zi bilan kesishmaydigan o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil

b
bo‘ladigan figuraning hajmi (7[_.‘ ¢*(x)dx) shu figuraning yuzasi §

va uning og‘irlik markazi chizgan aylananing uzunligi
ko‘paytmasiga teng.
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XII bobga doir test savollari

1. y=sinx, y=0, 0<x<r chiziqlar bilan chegaralangan figura
yuzini hisoblang.
A) B) 2; C) 2mx; D) 1.

2. y=x*12, y=1/(1+x?) chiziglar bilan chegaralangan figura
yuzini hisoblang.
A w2, B)mn2-1/3; C)13-m2; D)n-2.

‘3. y=2x"? | 0<x<11 yoy uzunligini hisoblang.
A7, B)74; C) 65; D) 70; E) 19.

4. xy=16, y=0, x=4, x=8 chiziqlar bilan chegaralangan
figurani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan figura
hajmini hisoblang.

A) 64n; B) 32m; C) 216m; D) 16mx.

5. Jism v(f)=3~+1 (m/s) tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli harakat
qilmoqda. Jismning t;=0 (s) dan t;=4 (s) gacha bo‘lgan vaqt
oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘lini hisoblang. (m)

A)68; B)49; C) 65; D) 22.

6. To‘g‘ri chiziqli harakat gilayotgan jismning tezligi
v(t)=4t- ga teng. Jismning harakat boshlangandan to
to‘xtaguncha o‘tgan yo‘lini hisoblang. (m)

A)10,3; B)10%s; C) 10,5 D) 12.

7. To‘g‘ri chiziqli harakat gilayotgan jismning tezligi
v(f)=4t+3¢* ga teng. Jismning ;=0 harakat boshlangandan to
=4 (s) gacha bo‘lgan vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘lini
hisoblang. (m)

A)70; B)96; C) 48; D) 72.

399

www.ziyouz.com kutubxonasi



8. y=sinx, y=cosx egri chiziglar va Ox o‘qi bilan
chegaralangan figura yuzini hisoblang.
3z

4 =5 B) 272  ©)2-V2; D) 2++2.

2 2
9. % + {-2— =1 ellipsni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan
hosil bo‘ladigan aylanma ellipsoidning hajmini hisoblang.

ab®

ab® 3ab’
3’ |

4

A) na’b; B) C) gﬁazb; D)

10. y=sinx (0<x<r) sinusoidaning Ox o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘ladigan jismning hajmini toping.

3 4 1
A =r*; B -r% %,  D)r.
) 2 ) 3 0 5 )
x2 y2
11. -4—+—9—— =] ellips bilan chegaralangan figura yuzasini
toping.

A)4m B)9nm C) 6m; D) .

12. y=x2, y=4 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzasini toping.
8 16 32
A) —; B) —; C)—; D) 16.
)3 ) 3 ) 3 )

13. y=x’-6x+8 parabola va Ox o‘qi bilan chegaralangan
figura yuzini toping.
0% BL o4 D2
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14. r =4,/cos2¢ lemniskata bilan chegaralangan figura
yuzini toping.

A) 4, B) §; Q) 16; D) 24.

Test savollari javoblari
1 bob.
1123145678 [9[10]11]12]13
C|B|/D|A[C|{D|A|A[{D|A|B|D]}]C
1411511617 11811920 |21 (222324 ]|25]26
C{C|{C|A|B|B|{D|C[B|B|D|DJ|A
11 bob.
1{2 (314516 |7 {8 (9}{10]j11]}12]13
D|ID{ID|B|(B|B|B|A|C|D Ci|D
141151161718 [ 19]20 | 21
B{iC{A|{B|C|]A|[D|D
111 bob.
112 (3451617 18|9]110(11]112]13
B{D|D|C|C|B|C|]C|]A|C]C|C]|D
1415|1617 [ 1811912021 ]22{23 |24 25|26
D|IB|D|/B[(D|[C|D|B|C|{B|C|D|C
27 128129303132
C|C|B|AJA]|C
IV bob.
1 (234567 {8|9(10]1112]13
A|lB|C|D|jC|C|D|D|D]|C D| B
1411511617 118 [ 19| 20
C{D|C|]A|C|D|D

401

www.ziyouz.com kutubxonasi



1 {2 3 4 5 6 7 8 19 11011 112 |13
D|C |]A |C |C B |B [B|A|B B
1411516 |17 |18 {19 {20
D|D |C |D|C (B |C
X bob.
1 (2 [3 [4 |5 (|6 {7 (8 {9 [10 {11 {12 {13
B|B (D |(A|JA|C|C|D A |C
14|15 {16
D|B |{C
XI bob.
112 |3 14 |5 |6 |7 |8 19 110 {11 {12
BiC |{C |C |C |A |A |D |D A
XI1I bob.
1 |2 (3 |4 {5 |6 {7 {8 {9 |10 |11 {12 {13
B{B{B|B|A|B|BI|C D |C
14
C
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