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6 Qisgacha sharh

Qisgacha sharh

Ushbu kitob mualliflarning Matematik Tahlil deb nomlangan
2 gismlik o'quv go‘llanmalarini gayta ishlash natijasida yozilgan
3 ta kitobdan birinchisidir. Ushbu gism bir haqiqiy o'zgaruvchili
funksiya differencial va integral hisobining klassik kursiga kiruvchi
bo‘limlarini 0‘z ichiga olgan. Kitobda dastlab haqiqgiy sonlar va li-
mitlar nazariyasi bayon etilib, so'ngra uning asosida uzluksiz funksi-
yalar, differensiallash, anigmas va aniq infcegrallar o'rganiladi.

Tenglamalarni tagribiy yechish usullari hamda aniq integrallarni
hisoblash usullari ham darslikdan o‘rin olgan. Bundan tashgari. ki-
tobga sonli qatorlar nazariyasi hamda funksional ketma-ketlik va
gatorlar nazariyalari kiritilgan. Barcha matematik xulosalar gisga
va sodda ishotlar asosida bayon gilingan va ko‘p sonli misollar bi-
lan oydinlashtirilgan. Har bir bobning oxirida mavzulami chuqur
o'zlashtirishga yo‘naltirilgan misollar keltirilgan.

Kitobda to‘plamlar nazariyasi va matematik mantig tushun-
chalaridan foydalanilgani sababli o'quvchiga qulaylik yaratish mag-
sadida kitob oxirida to'plamlar va matematik mantigning umumiy
nazariyasidan gisqacha maiumot keltirilgan.

Kitob Mirzo Ulug'bek nomli 0 ‘zbekiston Milliy universiteti va
M. V. Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining, Toshkentda-
gi filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘gilgan ma’ruzalar asosi-
da yozilgan. Ushbu kitob universitetlarning "matematika", "amaliy
matematika va informatika'l, "mexanika", "informatika va axborot
texnologiyalari” yo‘nalishlari bo'yicha ta’lim oluvchi hamda oliy
matematika chuqur o'rganiladigan texnika oliy olquv yurtlari-
da taiim oluvchi talabalar uchun mo‘ljallangan.
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AHHOTauuA

[aHHas KHura aBnsieTcs NepBOi M3 TPeX KHUT HamnucaHHbIX B
pesynbTarte nepepaboTKnM ABYXTOMHOIO y4e6bHOro nocobus aBTopos
no marematumyeckoMy aHanudy. OHa BK/O4YaeT B ceba pasfensl,
BXOAALLME B KNACCUYECKUIA KYpC AnddepeHLnanbHOro U UHTEerpasb-
HOF0 MCYMCNEeHUs PYHKUWUIA OAHON AEACTBUTENIbHOW NEpPeMEHHOIA.
BHauane n3naraetcs Teopus AeCTBUTENbHbLIX YMCen, Teopus npe-
[eN0B M Ha 3TON OCHOBE U3y4yalTCA HempepbiBHblE DYHKLMKW, ANd-
(hepeHUMpOBaHMeE, HEOMPESENEeHHbI 1 ONpeaeneHHbIR NHTerpan, a
TakXe MeToAbl MPUBAVKEHHOTO PeLleHNs YPaBHEHWNIA N BbIYUCIEHUA
onpefefieHHbIX UHTerpanos. B KHWUTY BK/IHOUEHA TEOPUSA YMCNOBbLIX
pafoB, a TakXe Teopus (YHKLMOHANbHbLIX NOC/efoBaTenbHOCTEN
N pagoB. Bce MateMaTUyecKne yTBEPXKAEHUSA CHAbXEeHbl KpaTKUMM
M NPOCTbIMW [OKa3aTe/bCTBAMW W MPOUNNIOCTPUPOBAHbI BOMbLLNM
KO/IM4YeCTBOM MPUMEPOB. B KOHLe KaXK0i rnasbl MPUBOAUTCA HAbop
3afay, npefHasHayeHHbIX ONA Nyylwero ycsoeHus matepuana. C
LieNbi0 06/1eryeHns Nonb30BaHNSA KHUTOM B KOHLLe NPUBOAATCS KpaT-
Kune cBefieHNs 13 06LLein TeOPUN MHOXECTB 1 MaTemMaTnyecKoli noru-
KW, Ucnonb3yemble B AaHHOW KHure. KHWra HanucaHa Ha OCHOBe
NEeKUMA, YNTaBLUMXCSA aBTOpaMu CTyfAeHTam HauuoHanbHOro yHu-
BepcuTeTa Y36ekuctaHa vMeHn Mup3o Ynyréeka v TallKeHTCKOro
thunmnana MOCKOBCKOI0 rocyfapCTBEHHOIO YHUBEpPCUTETa WMEHU
M, B. JlomoHocoBa. lNpefHasHayeHo ANa CTYAEeHTOB YHUBEPCUTETOB
no HanpasfeHWAM "MaTemMaTuka" , "npuknagHas mMaTemaTuka u
MH(opmaTuka" , "MHopMaTnka u MHHOPMaLMOHHbIE TEXHONOrNN"
N "MexaHuKa" , a TakXe ANfA CTYLEeHTOB TeXHUWYeCKMX BY30B C
yrny6neHHbIM U3YUYEHWEM BbICLUE MaTeMaTUKMW.
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Annotation

This book is the first volume of the second edition of the two
volume books of these authors named Mathematical Analysis. This
volume is manual of calculus of the functions of one real variable.
The book covers theory of real numbers, theory of limits, continuous
functions, differentiation, indefinite and definite integral, approxi-
mate solutions of the equations and numerical evaluation of definite
integrals. In the last two chapters numerical series and function-
al sequences and series are investigated. Appendix contains a brief
explanation of notions of general set theory and mathematical log-
ic, which are used in the book. The proofs are concise and simple.
Exercises at the end of each chapter mainly serve to deepen under-
standing of the material.

This manual is based on lectures given by the authors to students
of the National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek
and the Tashkent branch of Moscow State University named after
M. V. Lomonosov. It is designed for students of universities in areas
of "Mathematics”, "Applied Mathematics and Computer Science",
"Information technology"and "Mechanics"as well as for advanced
students of engineering with indepth study of higher mathematics.
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So4boshi

Ushbu kitob mualliflari tomonidan Matematik Tahlil deb nom-
langan 2 gismlik (1-qism 2012 yil va 2-gism 2017 yil bosmadan
chigarilgan) o‘quv go‘llanma chop etilgan edi. Bu goilanma muta-
xassislar tomonidan katta gizigish bilan garshi olindi va muallifiarga
o'quv go'llanmani yanada mukammallashtirish bo'yicha bir gator
taklifiar kelib tushdi. Xususan, go'llanmaning ikkinchi gismini ikki-
ta alohida gism sifatida chop etish magsadga muvofig bo‘lishi hagida
ham. Muailiflar mana shu kabi takliflarni hisobga olib, go'llanmani
gayta ishlab, 3 gismdan iborat ushbu Matematik analiz kitoblarini
o'quvchiga taqdim etdilar.

Birinchi kitob 0z ichiga bir o‘zgaruvchili funksiyalarning diffe-
rensial va integral hisobi deb yuritiluvchi boiimini oigan. Bu bo‘lim
quyidagi umumgabul gilingan standart mavzulardan iborat: haqiqiy
sonfar nazariyasi, limitlar nazariyasi, uzluksiz funksiyalar nazariyasi,
differensiallash, anigmas va aniq integrallar hamda tenglamalarni
tagribiy yechish va aniq integrallarni hisoblash kabi differensial va
integral hisobining tadbiglari.

Bulardan tashqgari, sonli gatorlar nazariyasi hamda funksional
ketma-ketliklar va gatorlar nazariyasi ham birinchi gismdan o‘rin
oigan.

Ikkinchi va uchinchi kitoblar ko‘p haqiqgiy o'zgaruvchili funksiya-
lami differensial va intégral hisobining klassik kursiga kiruvchi
bo‘limlarini 0‘z ichiga oigan.

Ravshanki, matematik tahlilni o'rganayotgan o'quvchi uchun
eng og'ir narsa ‘ bu isbotdagi eslab qolish shart bo'lgan uzundan-
uzog mulohazalardir. Mazkur 3 ta gismdan iborat kitoblarni yozish-
da tasdiglarni o'quvchilar uchun tushunarli, lekin shu bilan birga
imkon darajasida gisqa isbotlarini topishga harakat gilindi. Chu-
nonchi, Kkitoblarda deyarli barcha isbotlar bir betdan oshmagan
bo‘lib, to‘la va aniq matematik asoslarga tayangan holda bayon
gilingan.

Uch kitobdan har birida bir gator o'ziga xosliklar bor. Jum-
ladan, haqiqiy sonfar nazariyasini konstruktiv qurish bilan bir ga-
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torda haqiqiy sonlaxning aksiomatik nazariyasi ham Kkeltirilib, bu
usullar o'zaro tagqoslangan.

Uchinchi gismda keltirilgan Furye almashtirishlari nazariyasi
kompleks giymatli funksiyalarni o'rganishga olib keladi. Shu nug-
tayi nazardan, birinchi kitobda haqigiy sonlax nazariyasi bilan bir-
ga kompleks sonlar nazariyasi ham nihoyatda sodda usulda bayon
gilinib, buning natijasida hagigiy o'zgaruvchi va kompleks giymatli
funksiyalarning xossalari ham o'rganilgan. Bundan tashqari, rat-
sional funksiyalarning elementar funksiyalarda integrallanishi haqi-
dagi taniqgli teorema haqiqiy o'zgaruvchi va kompleks giymatli funk-
siyalarni integrallash orgali isbot gilingan. Natijada isbot sezilarii
darajada soddalashgan.

Uchta gismda ham barcha natijalarni imkon darajasida eng keng
umumiylikda keltirishga harakat gilindi. Masalan, Nyuton-Leybnits
formulasining darsliklarda kam keltiriladigan isboti berilgan. Bu is-
bot, birinchidan, Riman aniq integrali ta’rifining, tushunish uchun
biroz murakkabroq bo‘lsa-da, magsadga muvofiq ekanligini ko'rsatadi
Ikkinchidan, keltirilgan isbot bu formulaning hosilasi Riman ma’no-
sida integrallanuvchi boigan barcha differensiallanuvchi funksiyalar
uchun o‘rinli ekanligini ta’kidlaydi. Shu borada eslatib o‘tamizki,
odatda Nyuton-Leybnits formulasi uzluksiz hosilali funksiyalar
uchungina isbotlanadi.

Navbatdagi o‘ziga xoslik anig integralning geometrik tadbig-
lariga doirdir. Tekislikdagi egri chizigning yoyi uzunligi formulasi
keltirib chiqgarilayotganda bu egri chiziq kompleks tekislikdagi egri
chizig deb hisoblandi. Natijada formulaning isboti ancha soddalash-
di.

Tagribiy usullar bayon gilinayotganda, funksiya ekstremumini
topishning amaliyotda ko‘p qo‘llaniladigan usuli ushbu darslikda
birinchi marta asoslandi va yaginlashish tezligi baholandi (8.2.1-
teorema). Bundan tashqari, tenglamalar yechishdagi Nyuton usuli
(bu usul urinmalar usuli deb ham ataladi) yaqinlashish tezligining
to‘g‘ri bahosi keltirildi.

Funksional ketma-ketliklar va gatorlarni o'rganishda, matema-
tik analiz bo'yicha boshga darsliklardan fargli o‘laroq, deltasimon
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ketma-ketliklar kiritilgan. Uzluksiz funksiyalarai algebraik va trigo-
nometrik ko‘phadlar bilan tekis yaqinlashtirish haqgidagi Veyer-
shtrass teoremasi ushbu deltasimon ketma-ketliklar yordamida is-
botlangan.

Ushbu kitoblarda misollarni tanlashga katta ahamiyat garatil-
gan. Tanlangan misollar nafaqgat isbotlangan tasdiglarni oydinlash-
tirishga xizmat giladi, balki ular katta g'oyaviy ahamiyatga ham
egadir.

Lotin alifbosiga o'tish munosabati bilan tanigli olimlaming ismi-
ni va matematik terminlarni jahon adabiyotlarida umumagabul gilin-
gan yozilishiga imkon darajada yaqinlashtirish zaruriyati tug ildi.
Shu munosabat bilan biz tanigqli matematiklarning ismini hamda
matematik terminlarni yozishda quyidagi usulni qoiladik: Hilbert,
Helmholts, homeomorfizm va hokazo.

Ayrim paragraflar, bandlar hamda alohida tasdiglarning tartib
ragamlariga yulduzcha qo‘yilgan. Buning ma’nosi shundan iboratki,
bu paragraf va bandlar, asosiy matndan unchalik giyin boimasada,
matematik analiz bo‘yicha odatdagi dasturlarga kirmagan, lekin
matematik analizni hamda uning tadbiqlarini kelgusidagi o‘rganish-
larda foydali boigan materiallarga egadirlar.

Nihoyat yana shuni gayd etamizki, darslikda qulaylik uchun is-
botlar yakuni gora kvadrat 0 orqgali belgilangan.

Kitob Mirzo Ulug'bek nomli 0 ‘zbekiston Milliy universiteti va
Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkentdagi
filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘gilgan maruzalar asosida
yozilgan.

Ushbu Matematik analiz deb nomlangan 3 ta kitob birgalik-
da universitetlarning "Matematika", "Arnaliy matematika va
informatika"”, "Mexanika", "informat.ika va axborot texnologiya-
lari" va "Axborat tizimlarini matematik va dasturiy ta'minoti"
yo'nalishlari bo'yicha hamda oliy matematika chuqur o'rganiladigan
texnika oliy o‘quv yurtlarida ta’lim oluvchi talabalar uchun mo‘ljal-
langan boiib, u difFerensial va integral hisobi kursini toia gamrab
oladi.

Biz umid gilamizki, ushbu o'zbek tilida yaratilgan matematik
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tahlil kursi T. Qori-Niyoziy tomonidan ilk bor o‘zbek tilida yozilgan
‘Asosiy matematik analiz kursi' nomli darsligi va tanigli olimlari-
miz T. Azlarov va H. Mausurovlarning ‘Matematik analiz1l nomli
darsliklarining an‘anaviy davomi deb gabul gilinadi.

Shuni aytish kerakki, hozirgi kunda ko‘p matematik atamalar-
ning o‘zbek tilidagi tarjimasi mutaxassislar tomonidan qayta ko'rib
chigilayapti. Shu nugtayi nazardan garaganda, ushbu kursni ham
Matematik analiz o‘rniga Matematik Tahlil deb atash maqgsadga
muvofiq boYar edi. Lekin bu kurs o'quv reja va o‘quv dasturlarda
Matematik analiz deb atalganini hisobga olib, biz ham shu atamani
ishlatdik.

Ushbu ikkinchi nashrni tayorlashda mualliflarga o‘z yordamlarini
ayamagan hamkasblarimizga, jumladan B.Naimjonov, Q.Buvayev,
Yu.Fayziyev va Sh. Sheraliyevlarga o‘zimizning chuqur minnatdor-
chiligimizni bildiramiz.



| Bob. Hagiqgiy soniar

Matematik analiz shakllaniski davrida unga differensial tenglama-
larni tuzish va yeehish usullari deb qgaralgan edi. Hozirgi kunda
mlt‘m‘tik tahlil deganda differensial va intégral hisobi tushunilib,
differensial tenglamalar nazariyasi deganda esa, asosan, matematik
tahlilning usul va natijalariga asoslangan, matematikaning alohida
bo'limi tushuniladi.

Zamonaviy matematik tahlil asosida limitlar nazariyasi yotadi
deb, hech ikkilanmasdan aytish mumkin. Keng ma’noda olib qara-
ganda, aynan mana shu holat matematik tahlilni matematikaning
boshga bo'limlaridan ajratib turadi.

Ushbu kursning asosiy magsadi - bir ozgaruvchili funksiyalar
uchun differensial va intégral hisobni bayon etish. Bir o'zgaruvchili
funksiya deb, bu kursda haqiqiy sonlar to'plamini hagiqgiy sonlar
to'plamiga akslantirish tushuniladi. Shu sababli kurs haqiqgiy sonlar
to‘plamini qurish bilan boshlanadi.

§1.1. Butun sonlar

1. Biz butun sonlar xossalarini o'quvehiga ma’lurn deb hisoblay-
miz. Odatda butun sonlar to‘plami Z simvoli orgali belgilanadi.

Har ganday ikki m va n butun sonlar uchun qgo'shish m + n va
ko!paytirish mn amallari aniglangan. Bu ikki amal kommutativlik,
ya’ni:

m+n=n+m, mn = nm (1-1-1)
va assotsiativlik, ya’ni:

k+(m+n)=(+m)+n, k(mn) = (km)n, (1.1.2)
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xossalariga ega.
Bundan tashqari, bu ikki amal distributivlik, ya’ni:

k(m +n) = km + kn (1.1.3)

gonuni bilan bog'langan.
Z to'plamida nol 0 va bir 1 sonlari alohida ajraiib turadi. Ya’ni,
har ganday m e Z uchun

0+m=m, Im=m (1.1.4)

tengliklar o'rinlidir.

Butun sonlar to'plami musbat butun sonlardan, manfiy butun
sonlardan va noldan iborat. Har ganday butun a soni uchun —a son
garama-qarshi son deyiladi va u quyidagi

a+ (—a) =0

tenglikni ganoatlantiradi. Ko‘paytirish amali gqo‘shish amalidan shu
bilan farq giladiki, butun sonlar to‘plamida, go:shishdan fargli o‘la-
roqg, ko'paytirish amali teskarilanuvchi emas. Boshgacha aytganda,
biz har ganday butun a soni uchun unga teskari cT1element, ya’ni
a bilan ko'paytmasi 1 ga teng bo‘lgan butun son mavjud deya ol-
maymiz.

Musbat butun sonlar natural sonlar deb ham ataladi. Natural
sonlar to'plami natural gator ham deyiladi va odatda N simvoli
orgali belgilanadi.

Butun m sonining natural n -darajasi induksiya orqali aniglana-

* ml=m, mn = mmn_1. (1.1.5)
Masalan, agar 2=1+1 deb aniglasak,
m2—m -m
bo‘ladi.

Istalgan k butun son va ixtiyoriy natural m va n lar uchun
e _jine i
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tengiikning bajarilishi ravshan.
Bu tengiikning barcha manfiy bo'Imagan m va n larda o‘rinli
bo'lishi uchun k / 0 bo‘lganda

ke =1

deb hisoblanadi.

2. Biz ko‘pincha sonlarning geometrik tasviridan foydalanamiz.
Shu maqgsadda biror to‘g‘ri chiziq olib, unda ixtiyoriy ravishda O
nugtarii belgilaylik. Bu O nuqta to‘g‘ri chizigni ikkita nurga ajrata-
di. Nurlardan birini musbat va ikkinchisini manfiy deb ataymiz.
Odatda to'g'ri chizig gorizontal ko‘rinishda olinadi va o‘ng tomon-
ga ketgan nur musbat deb garaladi. Albatta, matematik nugtayi
nazardan bu tanlov majburiy emas. Musbat nurda O nugtadan farg-
ii ixtiyoriy Ei nuqtani belgilaymiz, so'ngra, OE\ kesma davomida
E 2 nugtani shunday tanlaymizki, bunda OE\ va E 1E2 kesmalar teng
bo'lsin. Bu jarayonnidavom ettirsak, shunday Ei, E2, En, ... nug-
talarni olamizki, har bir En nugta OEn- 1 kesma davomida yotadi
va quyidagi tengliklar o‘rinli bo'ladi (1.I-rasmga garang):

SR T T T SO T S S TR SO T T T
g £,0E, . ErEi 0 EI El En E,-1

1.1-rasm

EnEn+1= OEi, n=12.3,.

Xuddi shu usulda manfiy nurda O E-\ = OE\ kesmani olamiz va
E -2)E-3, ...,E-n,.. nugtalarni shunday belgilaymizki, bunda E”n
nugta OE-i kesma davomida yotsin va quyidagi tengliklar baja-
rilsin:
E—-+AE-—+n— —OEy, n=123,..
Bundan buyon biz istalgan n uchun En nugtani butun n soniga,

O nugqtani esa 0 ga, ya’ni nol soniga aynan teng deb hisoblaymiz.
Bu tasvirlashda musbat sonlar 0 nugtadan o'ngda va manfiy sonlar
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esa bu nugtadan chapda joylashadi. Xususan, barcha natural sonlar
0 nugtadan o‘ng tomonda yotadi.

3. Har ganday musbat butun n soni noldan katta deb hisoblana-
di va n > 0 deb yoziladi. Har ganday manfiy butun m soni esa
noldan kichik deb hisoblanadi: m < 0.

Musbat sonlar va go‘shish axnalidan foydalanib, butun sonlarni
taggoslash mumkin. Chunonchi, agar biror k natural (ya’ni butun
musbat) son uchun n = m + k boisa, biz m < n deymiz. Burn <n
tengsizlik n> m ko'rinishda ham yoziladi.

Ushbu tengsizlik munosabati tranzitivlik xossasiga egadir, ya’ni
agarm <nvan< Kk boisa, m <k boiadi.

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o‘rinli:

1) agar m < n boisa, ixtiyoriy k € Z uchun

m+k<n+k

boiadi;
2) agar m <nva k> 0 boisa,

mk < nk

boiadi.

Qat’iy boimagan m < n tengsizlik yoki m < n, yoki m = n
ekanini anglatadi.

Kiritilgan tagqoslash quyidagi sodda geometrik ma’noga ega:
agar m < n tengsizlik bajarilsa, m nugta n nuqtadan chapda joy-
lashgan boiadi.

4. Butun sonlar to'plami Z ning biror E gismiy to'plami berilgan
boisin. Agar shunday butun m € E son topilsaki, ixtiyoriy n € E
uchun

m<n
tengsizlik bajarilsa, m songa E to'plamning minimal elementi de-
yiladi.
Xuddi shu singari maksimal element tushunchasi ham Kiritiladi.
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Ravshanki, Z to'plamning har ganday gismiy to ‘plami maksimal
yoki minimal elementlarga ega boiavermaydi. Masalan, musbat bu-
tun sonlar to'plami maksimal elementga ega emas, manfiy butun
sonlar to'plami esa minimal elementga ega emas.

N natural sonlarto'plami butun sonlar to'plamining gismiy to ‘p-
lami deb garalganda, bu to'plamning eng muhim xossalaridan biri
- uning tola tartiblanganligidir. Bu xossa shundan iboratki, N
to'plamning ixtiyoriy gismiy to'plami eng kichik elementga egadir.
0 ‘ta muhim bo'lgan matematik induksiya usuli (prinsipi) avnan ana
shu xossaning natijasidir. Biz bu usulning tadbiqini quyidagi sodda
misolda ko'rsatamiz.

1.1.1 - misol. Ixtiyoriy n € N uchun

T >n né€N, (1.1.6)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. (i) Shubhasiz, agar n —1 boisa, (1.1.6) tengsizlik o‘rinli:

21> 1.

(ii) Endi (1.1.6) tengsizlikni n = k da o‘rinli deb faraz qilib,
uning n = k + 1 da ham o'rinli ekanini ko'rsatamiz. Shunday qilib,

2k > k
bo'lsin. U holda, bu tengsizlikni qo‘llab,
2fcrl= 2«2 >fc-2 = A+ A>* + |

ni hosil gilamiz, ya’ni (1.1.6) tengsizlik n = k + 1 da ham o'rinli
bo'lar ekan.

(iii) Matematik induksiya prinsipi (1.1.6) tengsizlikni barcha
natural n sonlari uchun o‘rinli deb ta’kidlashimizga imkon bera-
di. Hagigatdan, agar bunday bo‘Imasa, shunday n sonlar topiladiki,
ular uchun (1.1.6) tengsizlik bajarilmaydi. Biz bunday sonlar uchun
(i) ni hisobga oigan ravishda n> 2 deyishimiz mumkin. Natural son-
lar to'plami to‘la tartiblangan bo'lganligi sababli, bunday n sonlar
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ichida eng kichigi mavjud, biz uni (k + 1) deb beigilaymiz. Bundan
chiqdi, (1.1.6) tengsizlik n = k da oiinli boiib, n = k+ 1da o‘rinli
emas ekan. Ammo bunday boiishi mumkin emas, chunki bu tas-
dig (ii) ga ziddir. Demak, (1.1.6) tengsizlik barcha n larda bajarilar
ekan.B

5. Odatda butun sonlarni quyidagi:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 (1.1.7)
ragamlardan foydalanib, o‘nli sanoq sistemasida yoziladi, bunda
2=1+1 3=2+1 4=3+1 5=4+1,
6=5+1 7=6+1 8=7+1 9=8+ L
Bu holda sanoq sistemasining asosi gilib
10=9+1

soni olinadi.
Har ganday musbat butun k sonni

k = a010° + 0ilO1+ ... + an10n (1.1.8)

koi'inishda yagona usulda yozish mumkin, bunda har bir j koefSt-
sient (1-1.7) giymatlardan birini gabul giladi.
Odatda (1.1.8) son simvolik ravishda

k = dndn-~\..0j00? (1.1.9)

deb yoziladi, bunda oo - birlar soni, Oi - o'nlar soni, a2 - yuzlar
soni va hokazo, deb ataladi. Ba’zan, k sonining musbat ekanligini
ta’kidlash maqgsadida (1.1.9) oldiga < + » - plus belgisi go'yiladi:

k = + onan_i...aiao- (1.1.10)

Manfiy m soni shu singari, lekin « —> minus ishora bilan yozi-
ladi:
m = - bnbn-i...bibo. (1.1.11)
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6. 0 ‘nli sanoq sistemasi o‘rniga ixtiyoriy natural asosga ega
bo'lgan sanoq sistemasini olish mumkin. Zamonaviy elektron hisob-
lash mashinalarida (kompyuterlarda) ikkilik sanoq sistemasi qo'llani-
ladi. Bunga sabab kompyuterlar tuzilishining texnologik xususiyat-
laridir.

Ikkilik sanoq sistemasida faqat ikki ragam: 0 va 1 ishlatiladi.
Ushbu sistemaning asosi 1+1 soni bo‘lib, quyidagi ko'rinishda yozi-
ladi:

10=1+ 1. (1.1.12)

Demak,
100= 1+ 1)Q+ 1) =1+1+1+1 (1.1.13)

bo'ladi.

Bu (1.1.13) formula ikkilik sanoq sistemasida taniqli "ikki karra
ikki to‘rt"tengligini anglatadi.

Ikkilik sanoq sistemasida harn har ganday natural k sonni (1.1.8)
yoki (1.1.9) ko‘rinishda yozish mumkin, bunda cij ikkita 0 yoki 1
giymatlami gabul giladi, 10 esa (1.1.12) tenglik orqgali aniglana-
di. Misol tarigasida birinchi to'qgizta natural sonlaming yozilishini
keltiramiz, bunda biz chap tomondagi sonni o'nli sanoq sistemasida
va 0‘ng tomondagi sonni ikkilik sanoq sistemasida yozdik:

91=1,

2=10,

3=11,

4=100,

5=101,

6= 110,

7=111,

8=1000,

9=1001.

Manfiy butun sonlar (1.1.11) ko‘rinishda tasvirlanadi, bunda bj
ikkita 0 yoki 1 giymatlarni gabul giladi.

Shunday qilib, < + » yoki < —» ishora bilan olingan, nol va
birlaming ixtiyoriy chekli ketma-ketligi biror butun sonni ifodalaydi
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va aksincha, ixtiyoriy butun son, <+> yoki<—» ishora 'bilan olingan
nol va birlarning chekli ketma-ketligi orgali ifodalanadi.

8§ 1.2. Ratsional sonlar

Yugorida gayd gilinganidek, butun sonlar to'plamida ko'paytirish
amali, go'shish amalidan fargli oiaroq, teskarilanuvchi emas. Aynan
mana shu hol butun sonlar to'plamini ratsional sonlar to ‘plamigacha
kengaytirish uchun boigan sabablardan biridir.

1. Butun sonning natural songa nisbati ratsional son deyiladi.
Ya’ni, agar p butun son boiib, g natural son boisa. ratsional son

deb © ko'rinishdagi ifodaga aytiladi. Odatda © ratsional sonni kasr

(arifmetik kasr) deb ham atashadi, bunda p surat va q maxraj de-
yiladi. Albatta, agar pn = mq boisa, - va — kasrlar o'zaro teng

boiadi. Shuning uchun, gat’iy qilib aytganda, har ganday ratsional
son — bu teng kuchli kasrlar sinfidir, ya’ni har ganday ratsional
son yugoridagi ma’noda o‘zaro teng boigan barcha kasrlar sinfidan
iboratdir. Lekin, shunga garamasdan, biz musbat ratsional r son
uchun

Q

deb yozamiz va o‘ng tomonda mos teng kuchli kasrlar sinfining biror
vakili turibdi deb hisoblaymiz. Demak, bu kelishuvimizga ko‘ra, rat-
sional son surati butun sondan iborat boiib, maxraji natural sondir.

Agar surat musbat boisa, ratsional sonni musbat deymiz va
aksincha, surat manfiy boisa, ratsional sonni manfiy deymiz.

Shunday qilib, ratsional sonlar tx/plami musbat ratsional son-
lar, manfiy ratsional sonlar va noldan iborat ekan. Odatda ratsional
sonlar to'plami Q simvoli orgali belgilanadi.

Har ganday ratsional sonni kasr oldiga « + > yoki « —> ishora
go'yib, surati manfiy boimagan butun son va maxraji esa natu-
ral boigan arifmetik kasr orqali ifoda gilish mumkin. Butun sonni
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ham maxraji birga teng bo'lgan kasr ko‘rinishdagi ratsional son deb
garasa bo‘ladi.
2. Ratsional sonlar to'plami Q da tabiiy ravishda qo‘shish va

ko'paytirisb amallari kiritiladi.
Ikki ratsional - va — sonlaming yigHndisi deb quyidagi rat-
sional songa aytiladi:

p+m=g +gm (121}
g n gn

™
Ratsional P va — sonlaming ko ‘paytm,asi deb quyidagi ratsional

0 tiladi:
songa aytiladi o m  pm

g n gn
Ratsional sonlarni qo‘shish va ko'paytirish amallari kommutativ:

(12.2)

r+s=s+r, res—sm
va assotsiativ:
r+ (s+1)=(r4s)at, rms-t) —(r-s)-t
bo'lib. ular birgalikda esa distributivlik xossasiga:
r(s+ 1) =rs4-rt,

ega ekanligini ko'rsatish giyin emas.
. . 0 . .
Ratsional sonlar to'plamida nol 0 = y va bir 1 = - alohida
o‘rin tutadi. Chunonchi, ixtiyoriy ratsional r soni uchun

ra0—r, r-1=r

tengliklar bajariladi.

Kiritilgan qo‘shisb va ko'paytirish amallari uchun ularga teskari
bo'lgan ayirish va bo'lish amallarini aniglash mumkin.

r va s ratsional sonlaming ayirmasi deb
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tenglikni ganoatlantiruvchi t ratsional songa aytiladi vat = r —s
deb yoziladi.
Agars/ 0bo'lsa, r vas ratsional sonlarning bo‘linmasi (nisbati)
deb
r —sst

tenglikni ganoatlantiruvchi t ratsional songa aytiladi vat = © deb

yoziladi. S
Shuni qayd etamizki, oxirgi tenglikdagi kasr, umuman aytganda,
gat’iy ma’noda arifmetik kasr emas, chunki uning surati va maxraji
butun sonlar bo‘lmay golishi ham mumkin.
Har ganday ratsional r soni uchun unga gqarama-qarshi bo'lgan
shunday (—) son mavjudki, u

r+(—)=0

tenglikni ganoatlantiradi. Xuddi shu singari har ganday ratsional
r 0 soni uchun unga teskari bo'lgan shunday r*“ 1 son mavjudki, u

W, J

tenglikni ganoatlantiradi.

Shuni aytish kerakki, nol teskari elementga ega emas, ya’ni nolga
bo'lish amali aniglanmagan.

3. Har ganday ikki ratsional sonni tagqoslash mumkin. Boshqa-
cha aytganda, Q to'plamda tengsizlik munosabatini Kiritish mumkin.
Buning uchun biz Q to'plamda manfiy va musbat elementlar mav-
judligidan foydalanamiz, zero aynan shular orgali ratsional sonlar
tartiblanadi.

Awval nol bilan tagqoslashni kiritaylik. Agar ratsional r son mus-
bat bo'lsa, uni noldan katta deymiz (r > 0) , ratsional r son manfiy
bo'lganda esa uni noldan kichik deymiz (r < 0).

Endi yuqoridagi aksiomalardan foydalanib, umumiy holda teng-
sizlik munosabatini kiritishimiz mumkin.

Ta'rif. Agar ikki ratsional son uchun s —r > 0 tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, r ratsional son s ratsional sondan kichik deyiladi:

r<s s—r > 0.
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Bu r < s tengsizlik s > r ko‘rinishda ham yoziladi.

Kiritilgan tengsizlik munosabati tranzitivlik, yani: «agar r < s
va s < | boisa, r <t boiadi», xossasiga ega ekanligini ko'rsatish
giyin emas.

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o‘rinlidir:

1) agar r < s boisa, ixtiyoriy ratsional t uchunr +t < s+t
tengsizlik bajariladi;

2) agarr <svat > 0 boisa, rt < st tengsizlik bajariladi.

Bunday aniglangan taqqoslash qoidasiga muvofiq istalgan ikki r
va s ratsional sonlar uchun quyidagi uch:

r<s, r=s, r>s

munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o‘rinli boiishini gayd etamiz.

Shuni hisobga olgan holda, "ratsional sonlar to‘plami chizigli
tartiblangan" deyiladi.

4, Ratsional sonlarning ushbu paragrafda sanab o‘tilgan xos-
salari asosiy hisoblanib, ular yordamida bir gator yangi xossalarni
keltirib chigarish mumkin. Qizigi shundaki, bunda ratsional son-
larning ganday aniglanganiigi umuman ahamiyatga ega emas, muhi-
mi ular uchun yugoridagi xossalarning o‘rinli ekanligidir. Boshgacha
aytganda, biz bunday xossalarga ega boigan ixtiyoriy tabiatdagi
obyektlarni olib, fagat keltirilgan xossalarga asoslangan holda maz-
munli tasdiglarni keltirib chigarishimiz mumkin. Albatta, bunda
olingan yangi tasdiglar ratsional sonlar uchun ham olrinli boiadi.

§ 1.3. Cheksiz o‘nli kasrlar

1. Afsuski, ko!pgina masalalarni yechish uchun ratsional son-
larning 0zi yetarli emas. Masalan, yuzasi 50 kv.m. ga teng boigan
kvadratning tomonini topaylik. Ravshanld, bunday kvadratning to-
moni hy/2 m. ga teng boiishi kerak edi. Ammo bu son ratsional
emas, chunki \/2 ning ratsional emasligini oson kolrsatish mumkin.
Agar biz ratsional sonlar to'plami bilan eheklansak, bu ifoda ni-
mani anglatishini umuman tushuntira oimaymiz. Bu kamchilikni
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gisga qilib quyidagicha aytish mumkin: ratsional sonlar to'plami
tola emas.

Shuning uehun ratsional sonlar to'plamini biror usul yordami-
da shunday to!ldirish zarurki, bunda, birinchidan, yangi elementlar
xuddi ratsional sonlar xossalariga ega boisin va ikkinchidan, ular
ratsional sonlar bilan birgalikda toia to'plamni tashkil gilsin. Rat-
sional sonlar to'plamini toidirishning eng oson yoii cheksiz o‘nli
kasrlardan foydalanishdir.

Har ganday ratsional sonni davriy cheksiz o'nli kasr ko'rinishida
yozish mumkin. Bunday kasrni olish uchun, masalan, burchak usuli
bilan boiish algoritmidan foydalanish kifoya.

1.3.1 - misol.

- = 0,3333...
3

Endi, aytaylik, r _y ixtiyoriy musbat ratsional son boisin. U

holda burchak usulida boiish vagtida, goldiq har bir gadamda q
dan kichik boiishi kerak. Natijada biror gadamdan keyin qoldiglar
gaytarilib kela boshlaydi. Bundan chiqdi ratsional sonning cheksiz
o'nli kasr ko‘rinishida ham ragamlarning biror guruhi gaytarilib kela
boshlaydi.

Shuni gayd etish kerakki, ratsional sonni bunday usulda cheksiz
davriy o‘nli kasr ko'rinishida yozishda 9 ragami bu cheksiz o‘nli
kasrning davri boia olmaydi. Masalan, burchak usulida boiishda
0,499999... cheksiz o'nli kasr hosil boimay, uning o'rniga 0 ragami
davri boigan 0,500000... cheksiz o'nli kasr hosil boiadi.

Bu tasdiqqa teskari tasdig ham o‘rinli. Chunonchi, 9 ragami
davri boimagan har gqanday cheksiz davriy o‘nli kasrga biror rat-
sional sonni mos go:yish mumkin. Buning uchun navbatdagi misolda
goilanilgan algoritmdan foydalansa boiadi. Aytaylik.

a = 1,518181818...
boisin.

U holda
10a = 15,18181818...
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va
1000a = 1518,18181818...

deb, quyidagi tenglikka ega bo'lamiz:
990a = 1000a- 10a = 1503.

Onghbu glgoritm garalayotgan cheksiz davriy o'nli kasrga r —
15 7 . : n
— = —— ratsional sonm mos qo'yadi. Ratsional sonlar bilan

davri 9 ragamiga teng bo'lmagan cheksiz davriy o‘nli kasrlar orasida
o!matilgan bunday moslikning teskarisi ham o‘rmli ekanini ko‘rsatish
giyin emas.

Agarda barcha cheksiz davriy o'nli kasrlarni olsak, u holda yugori-
dagi algoritm ularning har biriga biror ratsional sonni mos qo'yadi,
lekin hunda ikki o‘nli kasrga bitta ratsional son mos kelishi mumkin,
masalan,

~ - 0,50000... = 0,499999...

Bunday anigmaslik fagat 0 yoki 9 sonlari davriy gatnashganda-
gina sodir boiadi. Bu anigmaslikni yo'gotish maqgsadida, bundan
buyon shunday kasrlami teng deb bisoblaymiz.

Ratsional sonlar to‘plamiga davriy bofimagan cheksiz o'nli kasr-
larni qo'shish yordamida yucjorida qayd etilgan to‘ldirishga erishi-
ladi.

fiTa’rif. Ushbu
x = a0,aia2...an..., (1.3.2)

ko‘rinishdagi ifodaga musbat cheksiz o nli kasr deyiladi, bunda ao -
(butun gism deb ataymiz) manfiy bo‘Imagan butun son bo‘lib, har
bir j > 1 larda aj (o‘nli belgi deb ataymiz) sonlar 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 giymatlardan birini gabul giladi. Bundan tashgari, (1.3.1)
da ak(k > 0) lardan kamida bittasi noidan farglidir.
Ta’rif. Agar
y = -b 0,bib2...bn- (1.3.2)

tenglikda minus < —» ishoraning o‘ngida musbat cheksiz o‘nli kasr
turgan bodfsa, bu (1.3.2) ifodaga manfiy cheksiz o‘nli kasr deyiladi.
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Bu songa mos musbat cheksiz o‘nli kasr
6 = 60,6162- " .- (1.3.3)
manfiy (1.3.2) kasrning absolyut giymati deb ataladi. Bu holda
W =b

deb yoziladi.
Quyidagi ifodaga
0= 0,00...0... (1.3.4)

nollik cheksiz onli kasr, yoki oddiygina nol deyiladi.

Musbat cheksiz o'nli kasrning absolyut giymati deb shu kasr-
ning o'ziga aytiladi, nolning absolyut giymati esa nolga teng deb
hisoblanadi.

2. Ikki cheksiz o'nli kasr uchun tenglik tushunchasini kiritamiz.

Ta'rif. Agar

a = ao,o0ia2-.an... (1.3.5)

va
b = bo,bib2---bn... (1.3.6)

cheksiz onli kasrlar uchun
ao = b0, ai = bi, a2=102, ..., an = I, ... (1.3.7)

tengliklar bajarilsa, bu kasrlami teng deymiz.

Bundan tashqari, 0 yoki 9 davriy qatnashgan kasrlar uchun quyi-
dagi qo‘shimcha tenglik munosabatini Kiritamiz.

Ta’rif. Agar 9 davriy gatnashgan quyidagi

a = ao, aia2—dk-iak999...
davriy kasrda ak - 9 ho‘lib, 0 davriy gatnashgan
a' = a0,aia2...afc_iaf000...

davriy kasrda ak = ak + 1 bo‘lsa, bu davriy kasrlami ham teng deb
hisoblaymiz.
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3. Ikki cheksiz o'nli kasr uchun tagqoslash qoidasini kiritamiz.
Ta’rif. Ikki musbat, oZzaro teng bo‘lmagan,

a = ao, aia,2.-on...

va
b — bo, b\b2—hn...

cheksiz onli kasr berilgan bo‘lsin. Agar
ao > ho

bo‘lsa, yoki shunday n nomer topilsaki,

a0 = bo,
ai =
tthn— — bn—I
bo‘lib,
h ~ bn

bo‘lsa, a ni b dan katta deymiz va a > b deb yozamiz.

Bu ta’rifning 0 yoki 9 davrga ega bo'lgan davriy kasrlar uchun
ham muvofiglashganligini navbatdagi tasdiq ko‘rsatadi.

1.3.1* - tasdiq. Mos ravishda 9 va 0 davriy gatnashgan ikki
0 ‘zaro teng cheksiz o‘nli davriy kasrlar berilgan bo‘sin, yahi

a = ao; 0i02—afc—0fc9999...,
bunda ak / 9 va

a' —ao, aia2...afc-iafc0000...,
bunda gk = ak + 1« U holda quyidagi

a<c<a'
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go 'sh tengsizlikni ganoatlaniiruvchi ¢ son mavjud emas.
Isbot. Faraz gilamiz, shunday ¢ son mavjud bo'lib, u

c= (g dC..

ko‘rinishga ega bo‘lsin.
Ta’rifga, ko'ra, a < c tengsizlik shunday n nomer mavjudligini
anglatadiki, u uchun

Cqg—Qg Ci= ui, Ccn—1 — 0jn—1;

lekin
m > Un

bo‘ladi.

Ta’kidlash lozimki, n butun son isbot gilinayotgan tasdiq shar-
tidagi k butun sondan kichik bo'la olmaydi. Hagigatan, agar n < k
tengsizlik o'rinli bo'lganda edi, a va o* sonlarining verguldan keyingi
birinchi (n—1) o‘nli belgilari teng bo'lgani uchun, biz nafagata < ¢
tengsizlikka, balki a‘ < ¢ tengsizlikka ham ega bo‘lar edik.

Lekin n butun son k butun sondan katta ham bo‘la olmaydi,
chunki a sonning k nomeridan boshlab, barcha o'nli belgilari 9 ga
teng bo'lib, On sonlar , ravshanki, 9 dan katta bo'la olmaydi.

Shunday qilib, yugoridagi n son tasdiq shartidagi k songa teng
bo'lishi kerak ekan. Xuddi shu singari, ¢ sonining o‘nli belgilari ichi-
da a! sonining ularga mos o'nli belgilaridan kichik bo'lgan birinchi
belgisining nomeri ham k ga teng ekanligi ko'rsatiladi. Isbotlana-
yotgan tasdigning shartiga ko‘ra ak = ak + | ekanligini eslasak,

Ofc < Cfc < «fe + 1

go'sh tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Ammo, ravshanki, bu go‘sh tengsizlik hech ganday butun
va Ck sonlar uchun o'rinli bo‘la olmaydi. Hosil bo‘lgan garama -
garshilik 1.3.1* - tasdigning haq ekanligini isbotlaydi.B

Ta’rif. Har ganday musbat cheksiz onli kasr ixtiyoriy manfiy
cheksiz onli kasrdan katta hisoblanadi.
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Tarif. Agar |6] > \a\ bolsa, a manfiy cheksiz o'nli kasrni b
manfiy cheksiz o ‘nli kasrdan katta deymiz.

Tarif. 0sonini har ganday manfiy cheksiz o'nli kasrdan katta
va har ganday musbat cheksiz o‘nli kasrdan kichik deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy ikki cheksiz o'nli kasrni 0'zaro taggoslash
mumkin ekan, ya’ni ikki cheksiz o'nli kasrlar yoki ozaro teng, yoki
ulardan biri ikkinchisidan katta bo‘ladi.

Odatdagidek. agar b > a boisa, a ni 6 dan kichik deymiz va
a < b deb yozamiz. Qat’iy boimagan tengsizliklar a <bvaa > b
odatdagidek kiritiladi, ya’ni:

(a < 6) < (a<b)V(=h)

Eslatma. Yuqorida Kkiritilgan ikki cheksiz o'nli kasrni taqgoslash
goidasidan tengsizlik munosabatining tranzit.ivligi to'g'ridan - to'g'ri
kelib chigadi:

(a<h)Aa(b<c)=(ac<c),

ya’ni, a <b va b < c tengsizliklardan a < c tengsizlik kelib chigadi.

4, Yugoridagi tushunchalarning tadbiqgi sifatida absolyut giy-
matning xossalaridan birini isbotlaymiz.

1.3.2 - tasdig. Quyidagi ikki tengsizliklar teng kuchlidir:

lee| < a, (1.3.8)

—a<x<a. (1.3.9)

Isbot. Awvalo, har ikkala (1.3.8) va (1.3.9) tengsizliklarda a
cheksiz o‘nli kasrning musbat boiishini ta’kidlaymiz, chunki aks
holda, ikltala tengsizlik ham hech ganday x uchun o'rinli boimas
edi. Shu sababli bundan buyon a > 0 deb hisoblaymiz.

1) Dastawal (1.3.8) dan (1.3.9) kelib chigishini isbotlaymiz. De-
mak, (1.3.8) tengsizlik bajarilsin deb faraz gilaylik. Agar x > 0
boisa, bu tengsizlik

X <a

ko'rinishga keladi va shuning uchun x cheksiz o'nli kasr (1.3.9) go'sh
tengsizlikni ham ganoatlantiradi.
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Agarda x < 0 bo‘lsa, (1.3.8) tengsizlikni unga teng kuchli |a)] <
| —a\ ko'rinishda yozib olamiz, gaysiki, manfiy x va (—a) cheksiz
o‘nli kasrlami taqgoslash goidasiga binoan x > —a tengsizlik ba-
jarilishini anglatadi, ya’ni bu holda ham x (1.3.9) go‘sh tengsizlikni
ganoatlantirar ekan.

2) Xuddi yugoridagidek (1.3.9) dan (1.3.8) ning kelib chigishi
isbotlanadi.H

8 1.4. Haqiqiy sonlar

1.

Ta’rif. Haqigiy son deb cheksiz o'nli kasrga aytamiz.

Hagiqiy sonlar to!plami R simvoli orgali belgilanib, u sonlar o‘qi
deb ham ataladi. x € R yozuv x hagigiy son (yoki gisqaroq qilib,
son) ekanligini anglatadi.

Ravshanki, ratsional sonlar hagigiy sonlarning bareha davriy
cheksiz o‘nli kasrlardan iborat gismiy to'plarnini tashkil giladi, ya’ni
QcR.

Ratsional bo‘lmagan haqigiy sonlarga irratsional sonlar deyila-
di.

Bizning galdagi vazifamiz haqiqiy sonlar uchun arifmetik arnal-
larni, ya’ni qo'shish va ko'paytirishni kiritishdir. Biz bu vazifani
keyingi paragrafda amalga oshiramiz. Ushbu paragrafda esa haqiqiy
sonlarning yugorida o'rnatilgan tengsizlik munosabatlari bilan bog’liq
bo‘lgan asosiy xossalarini o‘rganamiz.

Sonlar o‘gining quyidagi gismiy to'plamlarini Kkiritaylik:

ochiq interval yoki gisqaroq, interval deb

(a,b) —{x €ER: a<x <b}, (1.4.1)

to ‘plamga;
yopiq interval yoki kesma (yoki bazan segment) deb

[a.6]={x€R: a<x<6} (1.4.2)

to'plamga;
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yarim interval deb
[ab)={xGR: a<x<bh} (1.4.3)

yoki
@ 6={xGR: a<x <b} (1.4.4)

to'plamlarga aytamiz.

2. Ushbu bandda biz Q ratsional sonlar to'plami R haqiqiy son-
lar to‘plamida zich ekanligini ko'rsatamiz.

Ta’rif. Haqgigiy sonlar to plami R ning biror gismiy to plarai E
berilgan bo‘lsi7i. Agar E ning R dan olingan ixliyoriy interval bilan
kesishmasi bo‘sh bo‘lmasa, E toplam R da zich deyiladi.

1.4.1* - tasdiq. Q ratsional sonlar toplami R hagigiy sonlar
toplamida zichdir.

Isbot. R sonlar o'gidan olingan ixtiyoriy (a,b) interval berilgan
boisin. Bu intervalda kamida bitta ¢ ratsional son borligini isbot-
laymiz.

Agar avabsonlar ratsional bo‘lsa, masala hal; ¢ sifatida ularning
o‘rta arifmetik giymatini olamiz:

a+b
Shu sababli, faraz gilaylik,
a = ao,aia2—
va
b = bo, &&--

bo'lib, ulardan kamida bittasi irratsional son boisin. Agar, misol
uchun, b irratsional boisa, u holda a soni uchun 9 soni davriy gat-
nashmagan cheksiz o;nli kasr ko'rinishidagi ifodasini tanlaymiz.

Intervalning ta’rifiga ko‘ra a < b. Demak, shunday manfiy boi-
magan butun k son topiladiki, u uchun
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boiib,

boiadi.
Endi agar c sifatida quyidagi

¢ = bo, bib2--bkooo0...

davriy cheksiz o'nli kasrni olsak, ravshanki, a < c <b boiadi, va a
soni davri 9 dan iborat cheksiz davriy kasr boimagani tufayli a * c.
Bundan chiqdi, a < ¢ < bM

Navbatdagi tasdiq ixtiyoriy haqiqiy sonni ratsional sonlar bi-
lan yaginlashtirish mumkinligini ko'rsatadi. Ratsional sonlar uchun
arifmetik amallar aniglanganini eslatib o'tamiz.

1.4.2* - tasdiq. Ixtiyoriy haqiqiy c soni berilgan bo‘lsin. U holda
istalgan e > 0 ratsional soni olinganda ham, shunday ikki a va 8
ratsional sonlari topiladiki, ular uchun

va
[3—a <e

tengsizliklar bajariladi.
Isbot. Agar c ratsional son boisa,

a=¢C—

deb olishning o‘zi yetarli.
Endi c irratsional son boisin. Aniglik uchun bu son

C — Cq,Ci1C2Cs3...

ko‘rinishdagi davriy boimagan cheksiz o'nli kasr boisin.
Biz n nomerni quyidagi shartdan tanlab olamiz:

n > -
£
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U holda, ravshanki, (1.1.6) ga ko‘ra,

10" >2n>n > -
e

va shuning uchun,

10~-n < £ .
Endi
a = co,cic2...cn000...
va
f = co,cic2..c,999...
desak, ravshanki, a <c< R va, R -a = 10~n < e bo'ladi.B

Eslatma. 1.4.2* - tasdiq ixtiyoriy ¢ € R uchun shu sonni 0°z
ichiga oluvchi ratsional chegarali hamda istalgancha kichik uzunhk-
ka. ega bo‘lgan (a, B) intervalning topilishini anglatadi. Ravshanki,
bunda a va 8 sonlari mos ravishda chapdan va o‘ngdan ¢ soniga
ratsional sonlar bilan yaginlashishni beradi.

3. Yugorida o'rnatilgan haqiqiy sonlarni taggoslash goidasi yugo-
ridan yoki quyidan chegaralangan to ‘plam tushunchalarini Kiritish
imkonini beradi.

Paraz gilaylik, E haqiqiy sonlar to'plami R ning ixtiyoriy gismiy
to‘plami bollsin.
Ta’rif. Agar shunday M son-i topilsaki, ixtiyoriy x € E uchun

x < M

tengsizlik bajarilsa, E C R toplamni yuqoridan chegaralangan
deymiz.
Bunda M soni E to‘plamning yugof chegarasi deyiladi.
Ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki, ixtiyoriy x € E uchun

X >m

tengsizlik bajarilsa, E C R toplamni quyidan chegaralangan
deymiz.
Bunda m soni E to‘plamning quyi chegarasi deyiladi.
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Ta’rif. Agar to plam yuqoridan ham quyidan ham chegaralangan
bo‘lsa, u chegaralangan deyiladi.

Shubhasiz, agar biror to'plam yuqoridan chegaralangan boiib,
M uning yuqori chegarasi bo‘lsa, M dan katta ixtiyoriy son ham shu
to'plamning yuqori chegarasi bo‘ladi. Boshgacha aytganda, yuqori-
dan chegaralangan to'plam cheksiz ko‘p yuqori chegaralarga ega.
Shu chegaralar ichida ularning eng kichigi juda muhimdir.

Ta’rif. Yugoridan chegaralangan to plarnning aniq yuqori che-
garasi deb yuqori chegaralarning eng kichigiga aytiladi.

Boshgacha aytganda, M soni E to‘piamning aniq yugori chegarasi
bo'lishi uchun u quyidagi ikki shartlarni ganoatlantirishi kerak:

(i) ixtiyoriy x € E uchun

X <M

tengsizlik o'rinli;
(i) ixtiyoriy M' < M uchun shunday x1E E topiladiki, u uchun

x1>M'

tengsizlik o'rinli.

Bunda (i) - shart M son E to!plamning yuqori chegarasi ekan-
ligini, (ii) - shart esa ixtiyoriy kichikrog M ' son yugori chegara bo'la
olmasligini, ya’ni M eng kichik yugori chegara ekanligini anglatadi.

E to‘plarnning aniq yuqori chegarasi sup E simvoli orgali belgi-
lanadi.

Quyidan chegaralangan E to'plamning aniq quyi chegarasi bu
to'plam quyi chegaralarining eng kattasi sifatida aniglanib, infE
simvoli orgali belgilanadi.

Agar E to'plamining aniq yuqori chegarasi M shu toIplarnning
elementi bolsa (M € E). M shu to‘plarnning maksimal elementi
yoki sodda gilib maksimumi deb ataladi. Xuddi shu kabi minimal
element yoki minimum aniglanadi.

Ratsional sonlar sinfi ko'pgina masalalaxni yechishga yetarli emas-
ligi to'g'risida yuqorida aytilgan edi. Misol sifatida quyidagi

E={xeQ: x2<2}
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chegaralangan to'plamning ratsional sonlar sinfida anig yuqori chega-
raga ega emasligini gayd etamiz.

Hagigatan, bu to‘plamning aniq yuqori chegarasi sifatida y/2
sonni olish mumkin edi, ammo bu son ratsional emas, shuning uchun
ratsional sonlar sinfida u «mavjud emas». Bunga sabab ratsio-
nal sonlar to'plamining tola emasligidir. Aksincha, hagiqgiy sonlar
to‘plamining eng muhim xossasi uning toialigi hisoblanadi.

Bu xossadan, xususan, ixtiyoriy musbat a haqigiy soni uchun
arifmetik kvadrat ildizning, ya’ni (y*)2 = « tenglikni ganoatlanti-
ruvchi y/a musbat haqiqiy sonning mavjudligi kelib chigadi (quyida
keladigan 3-bobning 3.6-paragrafiga garang).

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlar to'plamini to‘laligi tushun-
chasining ma’nosini oydinlashtiradi.

1.4.1 - teorema (to‘lalik haqgidagi asosiy teorema). Hagiqiy
sonlarning har ganday bo‘sh bo‘lmagan yuqoridan chegaralangan to p-
lami aniq yuqori chegaraga egadir.

Isbot. Faraz gilaylik, E hagigiy sonlarning agalli bitta element-
ga ega bo‘lgan yuqoridan chegaralangan tojplami boisin.

1) Avval E to'plam elementlari orasida kamida bitta manfiy
bo‘Imagan son bor holni garaymiz. Albatta, bu bolda aniq yuqori
chegara ham manfiy boimaydi. E to‘plamning yugori chegaralari-
dan biri M boisin deylik, ya’ni istalgan x £ E uchun

X <M

boisin.
E to'plamdagi istalgan manfiy boimagan sonni

a = ao, 0102... (1.4.6)

ko'rinishda belgilab olamiz. Ma’lumki, biz ao ni butun gismvaj > 1
boiganda % sonlami o‘nli belgilar deb atagan edik.

Shubhasiz, barcha (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlarning butun gism-
lari M dan katta emas, shuning uchun butun gismlar ichida eng
kattasi mavjud. Ana shu butun gismni bo orgali belgilaymiz. Bu bo
sonning ham manfiy emasligi anig.
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Biz E to'plamning (1.4.6) koi’inishdagi sonlari ichida faqgat bu-
tun gismi bo ga teng bo‘lganlarinigina garaymiz. Bu sonlar ichida
verguldan keyingi birinchi o‘nli belgisi, yali aj eng katta bo'lgan
son mavjud. Ana shu eng katta o‘nli belgini b\ orqgali belgilaymiz.
Ravshanki, bi (1.1.7) giymatlardan birini gabul giladi.

Endi E to‘plamning (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlari ichida faqat bu-
tun gismi boga va birinchi o'nli belgisi b\ ga tenglarinigina garaymiz.
Bu sonlar ichida verguldan keyingi ikkinchi o‘nli belgisi, ya’ni 02 eng
katta bo‘lgan son topiladi. Ana shu eng katta o‘nli belgini & orgali
belgilaymiz.

Mana shu jarayonni davom ettirib, biz quyidagi cheksiz o‘nli
kasrni olamiz:

b - bo,bikj...on-~ (1-4.7)

Aynan mana shu son E to'plamning aniq yuqori chegarasi boiishi
anig. Hagiqatan, bu sonning tanlanishiga ko‘ra, istalgan a € E
uchun

a<b (1.4.8)

bo‘ladi, ya’ni b son E to'plamning yuqori chegarasidir. Yana b son-
ning tanlanishiga asosan, agar biz (1.4.7) dagi oiili belgilardan biror-
tasini kichiklashtirsak, (1.4.8) tengsizlik barcha a G E lar uchun
o‘rinli boimay qoladi. Bundan chiqdi, b aniq yuqori chegara ekan.

2) Endi E to'plamning barcha elementlari manfiy sonlar bo'lsin.
Ushbu holda manfiy

X = - 0g,010.2...

sonlar o‘rniga ularning absolyut giymatlarini, ya’ni

\x\ — 00,0102 —

sonlarni garaymiz.

So‘ngra, E dagi sonlarning absolyut giymatlaridan tuzilgan to‘p~
lamning (1.4.7) ko‘rinishdagi aniq quyi chegarasini, ya’ni b cheksiz
o'nli kasrni quramiz. Chunonchi, har bir gadamda ak o‘nli belgining
eng kichik giymatini olamiz va uni bk deb belgilaymiz. Shundan
so'ng (—b) son E to'plamning aniq yuqgori chegarasi ekanligi oson
tekshiriladi.il
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4, E to!plam yuqoridan chegaralangan bo'imagan hollarda ham
anig yuqori chegara simvoli sup E ishlatiladi va bunda

supg — +00 (1.4.9)

deb hisoblanadi, bu yerda oo - cheksizlik belgisi.
Shunga o'xshash, to!piam quyidan chegaralanmagan holda

infE = -o00 (1.4.10)

deb yoziladi.
Yuqoridan chegaralanmagan to‘plamlarga eng muhim misollar
sifatida quyidagi tengliklar bilan aniglangan

(a, +o0) = {&#& GR : x > a} (1.4.11)
ochiq yarim tog ri chizigni va
[a, +oc) = {x GR : x >a} (1.4.12)

yopiqg yarim tog ri chizigni olish mumkin.
Quyidan chegaralanmagan to ‘plamlarga esa misollar sifatida quyida-
gi ochiqg yarim to‘g‘ri chizigni:

(—o0, b) —{x GR : x <b} (1.4.13)

va
(—e0, B= PKGR :  x <b} (1.4.14)

tenglik bilan aniglangan yopiq yarim to‘g‘ri chizigni olish mumkin.
Haqiqiy sonlar to‘plami R ni ba’zan cheksizlik simvollari orqgali
ham yoziladi:
R = (—e0, +00).
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8§ 1.5. Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar

1. Ushbu paragrafda biz hagigiy sonlar ustida arifmetik amal-

lami aniglaymiz. Bunda quyidagi oddiy kuzatish asos gilib olinadi:
agar biz a va b haqigiy sonlarni ratsional a va /3 sonlar bilan mos
ravishda yaginlashtirsak, a f 3 va ad ratsional sonlar ham mos
ravishda a + byig'indiga va ab ko'paytmaga yaqinlashishi kerak.

Istalgan hagiqiy sonni ratsional sonlar bilan ixtiyoriy aniglikda
yaginlashtirish mumkinligi 1.4.2* - tasdigda ofinatilganligini eslatib
o'tamiz.

Yozuvni soddalashtirish magsadida quyidagi belgilashni kirita-
miz. Ixtiyoriy a hagigiy son uchun R(a) simvoli orgali a dan kichik
bo'Imagan ratsional sonlar to'plamini belgilaymiz:

R(a)= {xEQ : x>a} = Qn [a +00). (1.5.2)

Bu to'plam quyidagi 0‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan xossaga ega.
1.5.1* - tasdiq. Istalgan a € R uchun

infR(a)=a (1.5.2)

tenglik o rinli.

Isbot. Bevosita R(a) to'plamning ta’rifidan a son quyi chegara
ekanligi ko‘rinibturibdi. Shuning uchun biz ana shu son quyi chegara-
laming eng kattasi, ya’ni aniq quyi chegara ekanligini koTsatishimiz
kifoya.

Buning uchun biror ¢ > a son ham R(a) to‘plamning quyi
chegarasi deb faraz qgilaylik, ya’ni istalgan x E R(a) uchun x > ¢
bo'lsin deylik. Ratsional sonlarning R da to'laligiga ko'ra, (a, c) in-
tervalda kamida bitta ratsional x' son topiladi, ya’nhi a < x' < c.
Demak, (1.5.1) ta’rifga ko‘ra x1E R(a). Amrno, ravshanki, bu ele-
ment x' > c tengsizlikni ganoatlantirmaydi. Hosil bo‘lgan garama-
garshilik tasdigni isbotlaydi.B

Eslatma. Agar a ratsional son bo'lsa, R(a) to‘plamning aniq
quyi chegarasi shu to‘plamning o'ziga tegishli bo‘lib,

infR(a) = minR(a) = a (1.5.3)
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tengliklar o'rinli bo‘ladi.

2. Awval ikki hagigiy a va 6 sonlarning yig‘indisini aniglaymiz.
(1.5.1) ta’rifga ko‘ra, R(a) to'plam elementlari x > a tengsizlikni
ganoatlantiruvchi, R(b) to'plam elementlari esa y > b tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha ratsional sonlardan iborat. Ratsional son-
lar uchun arifmetik amallar aniglanganligini eslatib o'tamiz.

Ta’rif. Ikki hagigiy a va b sonlar yig‘indisi deb

c — inf (x +vy) (1.5.4)
*efi(a), YER(b)
tenglik orgali aniglangan ¢ songa ayiamiz.

Har ganday ikki haqiqiy son yig‘indisining mavjudligi haqiqiy
sonlar to!plamining tofaligi hagidagi asosiy teoremadan kelib chiga-

di.

Quyidagi tasdiq o'Tinli.

1.5.2 - tasdiq. Agara va b ratsional sonlar bo‘lsa, (1.5.4) tenglik
bilan aniglangan a va b haqgiqgiy sonlar yig‘indisi ratsional sonlar
toplamida aniglangan (a + b) yigindi bilan ustma-ust tushadi.

Isbot toig‘ridan tog‘ri (1.5.3) tengliklardan kelib chigadi.

Bu tasdiq ikki haqigiy sonning yig‘indisi uchun odatdagi

c=a+b

belgilashdan foydalanishga imkon beradi.

Shuni aytish kerakki, yuqoridagi ta’rifda a sondan o'ngda joy-
lashgan barcha ratsional sonlar to'plami R(a) o‘rniga, a sondan
chapda joylashgan barcha ratsional sonlar to‘plamidan, ya’ni

L@)={xGQ : x<a} = (—o0, a]flQ (1.5.5)

to‘plamdan foydalansa ham boiadi.
Bunda ikki hagigiy a va b sonlar yig‘indisi sifatida quyidagi

d = sup (x+y) (1.5.6)

ael(a), y€L(b)

tenglik orgali aniglangan d son olinadi.
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Bunday aniglangan yig'indi yuqorida aniqlangan yig'indi bilan
ustma-ust tushishini ko'rsatish giyin emas, ya’ni navbatdagi tasdiq
o'rinlidir.

1.5.3* - tasdiq. Istalgan ikki a vab hagiqiy sonlar uchun (1.5.6)
tenglik orgali aniglangan d son shu sonlarning yigHndisiga teng,
ya’ni

d=a+h. (1.5.7)

Isbot. Agar x E L(a),x"' E R(a) vay E L(b),y' E R(b) bo'lsa,

X <a<x, y<bh<y (1.5.8)
bo'ladi va shuning uchun

X+y < x'+y.

Demak, ushbu tengsizlik chap tomonidagi yig'indining aniq yuqori
chegarasi, ya’ni d soni, 0‘ng tomondagi yig'indining aniq quyi chegarasi-
dan, ya’ni a + b sonidan oshib ketmaydi. Binobarin,

d < a+h (1.5.9)

Endi istalgan ratsional e > 0 son uchun (1.5.8) shartdagi rat-
sional x, x",y va y' sonlarni

X'- x <E y'-y <£ (1.5.10)

tengsizliklarni ganoatlantiradigan qgilib tanlaymiz (ravshanki, 1.4.2*
- tasdigga ko'ra buni amalga oshirish mumkin).
Shunday ekan d sonining (1.5.6) ta’rifiga ko'ra

X'+]] < x+y+2£ < d+ 2e,
natijada chap tomonning anig quyi chegarasini olsak,
a+b < d+2£ (1.5.11)

tengsizlik hosil bo‘ladi.
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Nihoyat, (1.5.9) va (1.5.11) larni solishtirib,
d < a+b < d+ 2e

tengsizliklarni olamiz va bundan, e > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra,
talab gilingan
a+6=d

tenglikka ega bo‘lamiz.H

Haqiqiy sonlar uchun (1.5.4) tenglik orgali aniglangan qo‘shish
amali xuddi ratsional sonlarni go'shish amali singari xossalarga ega
ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

1) Hagigatan, kommutativlik xossasi quyidagi tenglikdan kelib
chigadi:

inf x+y) = inf (y + x). (1.5.12)

x€R(a), YER(b) y€R(b)yx€R(a)

2) Shunga o‘xshash, assotsiativlik xossasi ratsional sonlar yig‘in-
disining assotsiativligining bevosita natijasidir.
3) Nol element sifatida, ravshanki, quyidagi cheksiz o‘nli kasr
olinadi:
0= 0,000...

Hagigatan, agar x € R{a) vay G R(0) boisa, ya’ni, x vay quyidagi
x>a, y=>0

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ratsional sonlar bo'lsa,
ravshanki,

a+0=inf(x+y)=inf(x+0)=infx —a
bo‘ladi.
4) Nihoyat, ravshanki, istalgan a uchun unga garama-qarshi (—a)

element mavjud. Hagigatan, agar a > 0 element

a = CQOCG3... (1.5.13)
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koi'inishga ega boisa, unga garama-qarshi element sifatida
-a = -c0,cic2c3..., (1.5.14)

manfiy cheksiz o‘nli kasrni olish kerak va aksincha, (1.5.14) ko‘ri-
nishdagi elementga, garama-garshi sifatida (1.5.13) element olinadi.

Biz ikki hagiqiy sonning yigindisini aniglagan vaqtda bu son-
laming musbat ekanligini talab gilmagan edik. Maiumki. agar hagiqgiy
son < + » ishorali (yoki umuman ishorasiz) cheksiz o'nli kasr orgali
ifodalansa, bunday son musbat va aksincha, agar haqiqiy son « —»
ishorali cheksiz o'nli kasr orqali ifodalansa, bunday son manfiy de-
yilgan edi. Demak, agar a musbat hagigiy son boisa, -a manfiy
haqiqiy son boiadi.

Quyidagi sodda tasdiq oZinli.

1.5.4* - tasdiq. Ixtiyoriy ikki a va b musbat hagigiy sonlar
uchun

-(0 +6) = (-0) + (-6) (1.5.15)

tenglik o frinli.
Isbot. Ixtiyoriy x G L(a) vay G L(b) berilgan boisin, ya’i x
va y ratsional sonlar uchun

X <a y<mb

tengsizliklar o‘rinli boisin.
U holda
-~ > —a, —y > —b

va shuning uchun -x G R(-a) va -y G R(-b). Demak, 1.5.3* -
tasdiqga va aniq quyi hamda aniq yugori chegaralarning keyingi
paragrafda keltirilgan 1.7.9 - tasdiqdagi xossasiga koi'a
{-a) + (-b) = inf[(-a:) + (-y)] =
= inf[~(a; + y)] = -sup(® +y) = -(a +h). B

3. Ikki haqiqiy sonning ko‘paytmasini aniglashga o'tamiz. Awal
ikkala ko'paytuvchi musbat boigan holni garaymiz.
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Ta’rif. Ikki musbat hagigiy a va b sonlaming ko ‘paytmasi deb
quyidagi hagigiy ¢ songa aytamiz:

c — inf X Wy, (1.5.16)
x€R(a), YER(b)

Haqiqgiy sonlar to‘plamining to'laligi hagidagi asosiy teoremadan
istalgan ikki hagigiy musbat son ko'paytmasining mavjudligi kelib

chiqgadi.
Quyidagi tasdiq o'rinli.
155 - tasdig. Agar a va b musbat ratsional sonlar bo'lsa,

(1.5.16) tenglik bilan aniglangan a va b hagiqiy sonlar ko paytmasi
ratsional sonlar to plamida aniglangan ab ko paytma bilan ustma-ust
tushadi.

Isbot xuddi 1.5.2 - tasdiq isboti singari to'g'ridan to'g'ri (1.5.3)
tengiiklardan kelib chigadi.

Bu tasdiq ikki musbat haqiqiy sonning ko'paytmasi uchun odatda-
gi ¢ = a mb = ab belgilashdan foydalanishga imkon beradi.

Agar biz xuddi ikki haqigiy son yig'ndisi holidek, a va b son-
lari ko‘paytmasini ekvivalent ravishda barcha x G L(a) vay G
L(b) lar uchun xy sonlar to'plamining aniq yuqori chegarasi sifatida
anigiamoqchi bo'lsak, hech ganday natijaga ega bo‘Imaymiz. Chun-
ki, masalan, a — b = 1 bo'lsa, xy sonlar to‘plami R sonlar o'giga
teng bo’ladi.

Shunday hollarni bartaraf gilish magsadida L(a) to'plamdan
barcha manfiy sonlarni chigarib tashlaymiz, ya’ni istalgan a > 0
uchun quyidagi to‘plamni kiritamiz:

L+(@) = {xGQ : 0<x <a}. (1.5.17)

Endi
d = sup X W (1.5.18)
Xx€L+(a),yeL+(b)
deb belgilasak, bunday aniglangan ko;paytma yuqorida aniglangan
ko'paytma bilan ustma-ust tushadi.
1.5.6* - tasdiq. Ixtiyoriy a va b musbhat haqigiy sonlar uchun
(1.5.18) tenglik bilan aniglangan d soni ularning ko paytmasiga teng,



44 Hagqiqiy sonlar IBob

yani
d= ab. (1.5.19)
Isbot. Bu tasdiq ham, 1.4.2* - tasdigdan foydalangan holda
xuddi 1.5.3* - tasdiq singari isbotlanadi.
Ta’rif. Ikki manfiy a va b hagiqiy sonlarning kopaytmasi deb
quyidagi hagigiy songa aytamiz:

06 = [fl[[6]. (1.5.20)

Ta'rif. Agar ikki a va b hagigiy sonlardan biri manfiy va boshqasi
musbat bo‘lsa, ularning ko'paytmasi deb quyidagi hagiqiy songa ay-
tamiz:

ab= —\a\\b\. (1.5.21)

Nihoyat, istalgan hagiqiy sonning nolga ko paytmasini noiga teng
deb gabul gilamiz:
as0=0°a=0.

Yugoridagi tengliklar bilan aniglangan haqiqiy sonlami ko‘pay-
tirish amali xuddi ratsional sonlarni ko'paytirish amali kabi xos-
salarga ega ekanini ko'rsatish giyin emas.

Hagigatan, agar a va femusbat sonlar bo‘lsa, kommutativlik xos-
sasi

inf X By — inf y mX

x&R(a), yeR(b) y€R(b), x&R(a)

tenglikdan kelib chigadi.

Agarda a < 0 va b < 0 bo'isa. yuqoridagi holdan foydalanib,
quyidagi

ba = [6]<[a] = [aj<[6] = ab

talab gilingan tenglikni olamiz.

Xuddi shu usulda bir ko'paytuvchi musbat va boshgasi manfiy
bo'lgan holda ham kommutativlik xossasi isbotlanadi.

Assotsiativlik xossasi:

(ab)c = a(bc)
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musbat a, b va ¢ sonlar uchun ratsional sonlar ko'paytmasining as-
sotsiativlik xossasidan bevosita kelib chigadi. Musbat bo‘lmagan
ko'paytuvchilar ishtirok etgan hoi ham yuqoridagi holga keltirila-
di.
Birlik elementning mavjudligi ravshan, chunki bir sifatida rat-
sional 1 sonini, ya’ni
1 = 1,000000...

cheksiz o‘nli kasrni olish mumkin.
Hagiqgatan, agar x € R(a) vay £ R(1) boisa, ya’ni * vay
ixtiyoriy ratsional sonlar boiib,

X>a y>1

tengsizliklar bajarilsa, a > 0 sonlar uchun talab gilingan munosa-
batni olamiz:

aml=inf (xwy) = inf (xml) = inf x —a
Aksincha, agar a < 0 bo‘lsa,
a*l= —al*1l= —a = a.
Eslatma. Ixtiyoriy a > 0 hagigiy son uchun
(1) ea -- —a

tenglik o frinli
Ushbu tenglikning to‘g‘ri ekanligi shubhasiz.
Nihoyat, istalgan a > 0 element uchun unga teskari a-1 element

b= inf - (1.5.22)

zEL+(a) Z

ekanligini koisatish giyin emas, bu yerda L+(a) - (1.5.17) tenglik
orgali aniglangan ratsional sonlar intervali.

4*. Yuqorida kiritilgan haqiqiy sonlarni go‘shish va ko‘paytirish
amallari ratsional sonlarga xos bo'lgan boshqga barcha xossalarga
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ham ega. Buning isboti murakkab bo'Imagan bir turdagi muloha-
zalar yordamida amalga oshiriladi.
Masalan, bu ikki arifmetik amalni bog‘lovchi distributivlik xos-
sasini, ya’ni
(a+ b)c= ac+ be (1.5.23)

tenglikning bajarilishini a,b va ¢ sonlar musbat bo'lgan vaqtda tek-
shiraylik. Ravshanki, istalgan x GL+(a), y GL+(b) vaz G L+(c)
ratsional sonlar uchun

(xX+y)z —xz+yz

tenglik o'rinlklir.
a) Haqiqgiy sonlar ko'paytmasi ta’rifiga ko‘ra

Xz < ac, Yyz < 6c
Shu sababli, xz GL(ac) vayz G L(bc) boiadi va haqiqiy sonlar
yig‘indisi ta’rifiga ko:ra
Xz + yz < ac+ 6c.
Demak,
(x +y)z < ac+ hc. (1.5.24)

Shunday ekan, (1.5.24) ning chap tomonida aniq yuqori chegara-
ga o‘tsak,

(a+ b)c <ac+ bc (1.5.25)
tengsizlikni olamiz.
b) Teskari tengsizlik
ac+ 6c <(a + b)c (1.5.26)

ham xuddi shunday ko'rsatiladi.
Ikki (1.5.25) va (1.5.26) tengsizliklarni taqqoslasak, biz talab

gilinayotgan (1.5.23) tenglikni olamiz.
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Boshga hollar ham ko'riigan holga keladi. Misol uchun, a va b
haqgigiy sonlar musbat bo‘lib, ¢ < 0 bo'lgan holni garaylik. Bu holda,
1.5.5 - tasdigga kola,

(a+ b)c = —(a+ b)\o\ ——(alc| + 6jc|) = (—a\c\) + (—|c|) = ac + bc.

5. Tengsizlikning ratsional sonlar uchun yuqorida keltirilgan asosiy
xossalari hagigiy sonlar uchun ham o'rinli ekanligi arifmetik amal-
lar holidagidek ko'rsatiladi. Bevosita o'rnatilgan tengsizlik muno-
sabatlaridan (1.3.3 - bandga qarang) har ganday ikki a va 6 haqiqiy
sonlar uchun quyidagi munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o ‘rinli
ekani kelib chigadi:

Tranzitivlik xossasi ham, yania < bvab < ¢ bo'lsa, a < ¢
bo'lishi ham oson kc‘rsatiladi.

Endi tengsizlikning har ikki tomoniga biror bir hagigiy son qo'shish
mumkinligini ko'rsatamiz. Chunonchi, agar a va b haqiqiy sonlar

uchun
a<b (1.5.27)

tengsizlik bajarilsa, istalgan ¢ GR larda

atc<b+c (1.5.28)

ekanini isbotlaymiz.
Faraz gilaylik, x £ L(a) va z\ € L(c) hamday € R(b) vazz G
R(c) bo'lsin. U holda,

X<a<b<y, zi<c<z2
tengsizliklar bajariladi. Shuning uchun
X+ zi <Y + z2-

Endi chap tomonda aniqg yuqori chegaraga va 0‘ng tomonda esa aniq
quyi chegaraga o‘tsak, talab gilinayotgan (1.5.28) tengsizlik hosil
bo‘ladi.
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Isbotlangan xossadan, masalan,
a>b (1.5.29)

tengsizlikning
a- b>0 (1.5.30)

tengsizlikka teng kuchliligi kelib chigadi.

Bu natijadan foydalanib, berilgan tengsizlikning ikki tomonini
biror bir musbat songa ko‘paytirganda natija o'zgarmasligini isbot-
lash mumkin. Hagigatan, (1.5.29) tengsizlik bajarilsin deylik. De-
mak, (1.5.30) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Musbat sonlarning ko'paytmasi
musbat bo‘lgani uchun (1.5.30) tengsizlikni ¢ > 0 hagigiy songa
ko‘paytirsak,

ac—bc=(a—h)c>0

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan chiqdi,

ac > he

ekan.

Tengsizlikning boshga xossalari ham shunga o‘xshash isbotlana-
di.

Eslatma. Birinchi marta ratsional sonlar to‘plamini haqiqiy
sonlar to‘plamigacha matematik asoslangan ravishda kengaytirishni
nemis matematigi R. Dedekind amalga oshirgan. Bunda olim kesim-
lar tushunchasidan foydalangan.

Aslida, yuqorida aniglangan L(a) va R(a) ratsional nurlarni De-
dekind kesimining chap (yoki quyi) va o‘ng (yoki yuqori) sinflari
deyishimiz mumkin. Dedekind nazariyasida aynan mana shu sinflar
a hagigiy soni deb eion qgilinadi. Bu nazariyaning biroz giyinchi-
lik tug'diradigan tomoni shundaki, bu usulda yuqoridagi nurlarni
fagat ratsional sonlar orqali, ya’ni cheksiz o'nli kasrlarni jalb gilmay
aniqlashga to‘g‘ri keladi.

6. Eslatib o'tamizki, N natural (ya’ni musbat butun) sonlar
to'plami to:la tartiblangan, ya’ni ixtiyoriy E ¢ N to'plam quyi-
dan chegaralangan bo'lib, minimal elementga ega. Yuqorida aytil-
ganidek, matematik induksiya prinsipi natural sonlarning ana shu
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xossasiga asoslanadi. Ushbu prinsipning tadbiqiga yana bir misol
sifatida ikki haqgigiy sonning natural darajasi uchun Nyuton binomi
deb ataluvchi formulani isbotlaymiz.

Bu formulada birinehi n ta natural sonning faktorial deb ataluv-
chi ko'paytmasi muhim rol olynaydi. Faktorial ni simvol orqgali bel-
gilanib, ya’ni

ni —1*2e3 ... *(n—1) *n,
<n faktorial> deb o‘giladi.

Matematikada 0! = 1 deb hisoblashga kelishib olingan.

Agar Cm, Cm+i, =>Cn hagiqgiy sonlar bo‘lsa, ularning yig'indisini
yozuvni gisqartirish magsadida quyidagi

n

k=m
simvolik ko'rinishda yozishadi. Bu yerda mvan butun sonlar bo‘lib,
ular uchun m <n tengsizlik o'rinli. Bu ikki son ba’zan yig'indining
chegaralari deb ataladi.

Oxirgi formulada k harfi jamlash indeksi deyilib, uni ixtiyoriy
boshga harf bilan almashtirish mumkin:

n n n

Ravshanki, agar jamlash indeksini bir birlikka surilsa, yig'indi
chegaralari teskari tomonga suriladi, ya’ni:

151 - misol (Nyuton binomi). Har ganday natural n hamda
ixtiyoriy a € R va b€ R lar uchun quyidagi tenglik o rinti:

(1.5.31)
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Isbot. 1) Shubhasiz, agar n = 1 bolsa, (1.5.31) tenglik bajari-
ladi.

2) Endi biror natural n uchun (1.5.31) tenglik oiinli deb faraz
gilib, n ni (n+ 1) ga o'zgartirganda ham bu tenglikning saglanishini
koi'satamiz. Demak, ravshanki,

n\
@+»r+=(@+r-(a+6=g akbn~k(a + b).
Qavslami ochsak,
(0 + b)n+l = - afcHlfe"-£t+ £ 1 y r ;,afl -fel

N O K1~ K~

bo‘ladi.
Birinchi yig‘indida indeksni bir birlikka suramiz, ya’ni ft indeks
o'rniga ft- 1 qo'yamiz. U holda,

n--1
akbn~k+1+

n! Kin —fe-f1
a“fh—°
+E_f(n —)!

Endi birinchi yig'indida oxirgi hadni va ikkinchi yig‘indida birin-
chi hadni ajratsak,

(a + b)n+1 _ M+l + 6I’a+l+

n\ n!

akbn +i-k (4.5.32)
+f§i Lft —I)1(n —ft+ 1)1 T fri(n —o)!
tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar
N n\ (n+ )

fe—1)(n —fc+ 11 foge—for  fo(n + 11—
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tenglik o'rinli ekanini hisobga olsak, (1.5.32) ni quyidagicha yozish
mumKin:

+ b)n+l = H+htl+Y
(a+ b+l = an £-K\(n +

I_k;{\,akbn n-k

Ravshanki, bu tenglik (1.5.31) da n nomerni (n+1) gao'zgartirish
natijasida hosil bo'lgan tenglik bilan ustma-ust tushadi.

1) va 2) lardan, matematik induksiya prinsipiga ko‘ra, (1.5.31)
tenglikning ixtiyoriy n uchun o'rinli ekanligi kelib chigadi.

Natija. Agar a > 0 bo‘lsa, ixtiyoriy n uchun

(l+o)n>1+na, a>0 n€N, (1.5.33)

tengsizlik bajariladi.

Bu tengsizlikka ishonch hosil gilish uchun (1.5.31) tenglikda b =
1 deb, uning o‘ng tomonida faqgat birinchi ikkita, k = 0 va k =1
nomerlarga mos kelgan hadlarni goldirish yetarlidir.

8 1.6. Sanoqli va kontinuum quvvatli to‘plamlar

Agar ikki A va B to'plamlar berilib, A to‘plamning har bir a
elementiga B to'plamning biror f(a) elementi ma’lum bir gonuniyat
asosida mos qo'yilsa,

/ A ->B

akslantirish berilgan dejdladi.

Agar / akslantirish A to'plamning turli elementlarini B to‘plam-
ning turli elementlariga mos qo'yib, A to‘plamni B to'plamning usti-
ga aks ettirsa (ushbu darslikning Qolshimchalar gismida batafsilroq
berilgan), / : A -* B akslantirish ozaro bir giymatli deyiladi. Ush-
bu holda B to'plamning barcha elementlarida aniglangan teskari
/1 :B -> A akslantirish mavjud boiib, u quyidagi ikki shartni
ganoatlantiradi:

1) har gqanday a € A uchun / _1(/(a)) = a tenglik o‘rinli;

2) har ganday b€ B uchun /(/_1(6)) = b tenglik o'rinli.
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Anigki, har ganday o'zaro bir giymatli akslantirishga teskari aks-
lantirish ham o'zaro bir giymatli boiadi.

Agar ikki A va B to!plamlar uchun birini ikkinchisiga o'zaro
bir giymatli akslantirish mavjud boisa, bu to'plamlar ekvivalent
deyiladi. Bunday holda ikki A va B to'plamlar bir xil quvvatga ega
ham deyiladi.

Ta’rif. Natural sonlar to plamiga ekvivalent to plamlar sanoqli
toplarnlar deb ataladi.

Boshgacha aytganda, agar to'plam elementlarini natural gator
yordamida nomerlash mumkin boisa, bunday to!plam sanoqgli deyi-
ladi.

1.6.1 - tasdiqg. Chekli to plamlarning sanogli birlashmasi sanoqli
toplam bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, Ek - berilgan chekli to'plamlar boiib,

a
E = \JEK
k=1

bo'lsin. Agar biz E to‘plamning barcha elementlarini natural qator
yordamida nomerlab chigsak. tasdiq isbotlangan bo'ladi.

Biz buni, masalan, E to;plam elementlarini navbatma-navbat
nomerlab chigish orgali amalga oshirsak bo‘ladi. Ya’ni avval Ei
to‘plamning barcha elementlarini nomerlaymiz, so‘ngra E2 to ‘plam-
ning barcha elementlarini nomerlaymiz va hokazo. Chunonchi, agar
Ek to'plam mk ta elementdan iborat bo'lib, € Ek element Ek
da n - o'rinda turgan bo'lsa, biz unga E to‘plam elementi sifatida
yangi

N=mi+m2-*%--—-- \-mk-i+n (1.6.1)

nomer beramiz.B
1.6.2 - tasdiqg. Sanogli toplamlaming chekli yoki sanogli sonda-

gi birlashmasi yana sanogli toplam bo‘ladi.
Isbot. Faraz gilaylik, Ek - berilgan sanoqli to‘plamlar boiib,

@
E = (J Ek
k=1
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bo‘lsin. Ushbu E to'plamning barcha elementlarini natural gator
orgali nomerlab cbigish mumkinlgini ko‘rsatamiz. Buning uchun
biz diagonallash deb ataladigan jarayondan foydalanamiz.

Chunonchi, Ek to'plam elementlarini affl,n — 1,2,3,.. orgali
belgilab, yarim cheksiz matritsa deb ataluvchi quyidagi jadvalni
garaymiz:

4° 42 43
44 42 49 me

42> «? oem

Endi
Fm—{a$ £Ek :n+k-1 =m}

to'plamlarni kiritamiz.

Bunday anigiangan har bir Fm to‘plam (1.6.2) matritsada chap-
dan o‘ngga va tepaga garab ketgan m - diagonalda joylashgan m ta
elementlardan tashkil topgan bo‘lib, u chekli to‘plaindir.

Shunday ekan, quyidagi

()
E = (Fm

m=\
tenglik bajariladi. Bundan chiqdi, E to‘plamning sanoqliligi 1.6.1 -
tasdigdan kelib chigadi.

Natija. Butun sonlar toplami Z sanoglidir.

Hagigatan, manfiy butun sonlar to'plamining natural sonlar to ‘p-
lamiga ekvivalentligi 0"z-ozidan ko‘rinib turibdi. Shuning uchun
natija 1.6.2 - tasdiqdan kelib chigadi.m

16.1 - teorema. Barcha ratsional sonlar to plami Q sanoqlidir.

Isbot. Ixtiyoriy natural Kk son uchun maxraji K bo‘lgan gisgar-
maydigan kasrlar to'plamini Kkiritamiz:

Et= {i: nez}
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Masalan,

f1 1 3 3 5 5 \

2\ 20 2020 2020 277y

Ravshanki, har bir Ek to‘plam sanogli boiib,

@
Q= U Ek
fc=i
Endi 1.6.2 - tasdigdan foydalanish yetarli.H
1.6.2 - teorema. (0,1) intervalning barcha nugtalari toplami
sanoqgli emas.

Isbot. Bu tolplamni sanoqli deb faraz gilaylik. Bundan chiqdi,
biz noldan katta va birdan kichik barcha haqiqgiy sonlarni nomerlab
chigishimiz mumkin ekan, yani

*i = 0,au0i2ai3...0i,,...

= 0, a2Ifl22023--02n-.-

= 0, 031032033-..03ra...

% k = O,afciafc20fc3-0Ofcra...

Endi (0,1) intervaldan c hagigiy sonini shunday tanlab olamizki,

C 0, dcCs. O,

ko'rinishga ega boiib, barcha c* sonlar 0 va 9 dan fargli hamda
c\/ on, @ 022, ¢3/ 033, ..., vaumuman, cre/ anratengsizliklar
bajarilsin.

Bunday aniglangan c soni birorta ham soniga teng boia ol-
maydi. Bu esa, {xk} sonlarning (0,1) intervaldagi barcha haqiqiy
sonlarni tashkil etishiga, ya’ni (0, 1) intervaldagi barcha haqiqiy son-
lar to'plami, yuqoridagi farazimizga ko'ra, sanoqgli ekaniga ziddir.H

Ta’rif. (0,1) intervalga ekvivalent bo‘lgan to plamlar kontinu-
urn quvvatga ega toplamlar deyiladi
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Sonlar o'gidan olingan istalgan interval kontinuum quvvatli to ‘p-
lam boiishi anig. Hagigatan, agar a <b bolsa,

X —a

akslantirish (a, b) intervalni (0, 1) intervalga o'zaro bir giymatli aks-
lantiradi. Bunda har bir x G (a, b) nugtaga y G (0,1) nugta mos
go'yiladi. Teskari akslantirish quyidagi ko'rinishga ega:

x — a+ (b—a)y.
Xususan, (—1,1) interval kontinuum quvvatga egadir.

1.6.3 - teorema. Barcha haqiqgiy sonlar toplami R kontinuum
gquvvatga ega.

Isbot. Quyidagi
X

1- W\

akslantirish (—4, 1) interval va sonlar o‘gi (—e0, +00) orasida o0'zaro
bir giymatli akslantirish ekanligini ko'rsatish yetarli. Buning uchun
esa yuqoridagi akslantirishga teskari akslantirish mavjud va u quyida-

X =
i+ v

koi'inisbga ega ekanligini gayd etish kifoya.B

8§ 1.7*. Tartiblangan maydon

1. Agar berilgan K to‘plamning ixtiyoriy ikki elementi a G K
va b 6 K uchun quyida keltirilgan aksiomalarni ganoatlantiruvchi
goshish va kopaytirish amallari aniglangan bo'lsa, bu to:plamga
maydon deyiladi. Qo‘shish amalining natijasi K to'plamining bir
giymatli ravishda aniglangan elementi bo‘lib, a + b deb belgilanadi
va a va 6 lar yigindisi deyiladi. Ko‘paytirish amalining natijasi K
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to‘plamining bir giymatli ravishda aniglangan elementi bolib, ab
deb belgilanadi va a va b larning kopaytmasi deyiladi.

Qo‘shish aksiomalari:

A1) go'shishning kommutativligi:

a+b=b+ g (1.7.1)

A2) go‘shishning assotsiativligi:
(@a+b)+c=a+ (b+c); (1.7.2)
A3) nol deb ataladigan va 0 simvoli orgali belgilanadigan shun-
day element mavjudki, ixtiyoriy a € K uchun quyidagi tenglik ba-

jariladi:
a+ 0= ga; (1.7.3)

A4) ixtiyoriy a £ K uchun a ga qarama-qarshi deb ataladigan
va -a orqali belgilanadigan shunday yagona element mavjudki, u
uchun quyidagi tenglik bajariladi:

a+ (—a) =0. (1.7.4)

Ko‘paytirish aksiomalari:
M 1) ko‘paytirish kommutativligi:

ab = ba; (1.7.5)

M2) ko'paytirish assotsiativligi:
@b)c = a(bc); (1.7.6)
M 3) bir deb ataladigan va 1 simvoli orgali belgilanadigan shun-
day yagona element mavjudki, 1 0 va ixtiyoriy a € K uchun

quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:

la = o; 1.7.7)
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M4) ixtiyoriy a/ 0 element uchun a ga teskari deb ataladigan
va a-1 orgali belgilanadigan shunday element mavjudki, u uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:

a(a_1) =1 (1.7.8)

Yugoridagi to'rtta go'shish va to'rtta ko‘paytirish aksiomalari-
ga bhiz go'shish va ko'paytirishni bog'lovchi navbatdagi aksiomani
go'shamiz.

Distributivlik aksiomasi:

K dan olingan ixtiyoriy a, b, ¢ elementlar uchun quyidagi tenglik
o‘rinli:

a{b +c) = ab+ ac. (1.7.9)

Sanab o'tilgan aksiomalar maydon aksiomalari deyiladi. May-
don aksiomalaridan nol va birning yagona ekanligi kelib ehiqishi-
ni ko'rsatish qgiyin emas. liagigatdan, agar ikkita Oi va Q nollar
mavjud deb faraz gilsak, Al va A3 dan

O=0+0C=Q

kelib chigadi.
Shunga o'xshash, agar ikkita li va 12 birlar mavjud deb faraz
qiltsg?k, MI va M3 aksiomalardan

li=1ie12=12

kelib chigadi.

Ratsional sonlar yuqorida sanab o'tilgan barcha aksiomalarni
ganoatlantirishini tekshirish oson. Shuning uchun ular maydonni
tashkil giladi. Ravshanki, haqiqgiy sonlar to'plami ham maydonni
tashkil giladi.

2. Maydon aksiomalaridan kelib chigadigan bir necha. tasdiglarni
keltiramiz. Avvalam-bor biz qo‘shish va kolpaytirishning assotsia-
tivligiga asosan (a+b) + c o‘raiga a+ b+ c deb va (ab)c o‘rniga abc
deb yozishimiz mumkinligini qayd etamiz. Bundan tashqari, a+(—b)
0‘rniga a —b deb yozishga kelishib olamiz.
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1.7.1 - tasdiq (ayirish). Quyidagi
a+x=>b (1.7.10)

tenglik fagat va fagat
X =b—a (1.7.11)

bo‘lganda bajariladi.
Isbot. 1) Agar (1.7.10) tenglik bajarilsa,

X —Xx+(a—a)=(x+a)—a=b—a

boiadi, yani (1.7.11) tenglik ham bajariladi.
2) Agar (1.7.11) tenglik bajarilsa,

a+x a+((b—a)=a—a+b—b

boiadi, ya’ni (1.7.10) tenglik ham bajariladi.m
1.7.2 - tasdiq (boiish). Agara” 0 bo‘lsa,

ax=b (1.7.12)

tenglik fagat va fagat
X =6a"1 (1.7.13)

bo ‘Uganda bajariladi
Isbot. 1) Agar (1.7.12) tenglik o'rinli boisa,

x = *(aa_1) = (®a)a-1 = (ax)a~1= ba-~lI

boiadi, ya’ni (1.7.13) tenglik ham o'rinli boiadi.
2). Agar (1.7.13) tenglik bajarilsa,

ax = a(ba~l) = a(a_16) = (aa~l)b=b

boiadi, ya’ni (1.7.12) tenglik ham bajariladi.M
Bundan buyon fe(a_1) o'rniga - deb ham yozishga kelishib olamiz.
1.7.3 - tasdiq. liar ganday a uchun

0eam= 0 (1.7.14)
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tenglik o’rinli.
Hagigatan ham,

0=a—a=la—a= (0+D)-a—a = O-atl-a—a = O-ata—a=0-a. =

Bu tasdigdan 0 ning o‘z teskarisiga ega emasligi va 0 ga boiish
amalini aksiomalarni buzmasdan aniglab bo‘lmasligi kelib chigadi.
1.7.4 - tasdiq (Qisqartirish goidasi).

@ab=0)=>(a=0)V(-=0). (1.7.15)

Bu tasdiq, ab ko‘paytma nol bo‘lishi uchun a yoki b lardan kami-
da bittasi nolga teng bollishi shartligini anglatadi. Hagigatan ham,
agar, misol uchun, b 0 bo'lsa, M4 aksiomaga ko‘ra mavjud va
shuning uchun

a = a(bb~l) = (ab)b~l = Oeb~l = 0

bo‘ladi.

Shunga o'xshash, agar a / 0 bo‘lsa, b = 0 ekanligi isbotlanadi.
Albatta, a = 0va b= 0 hoi ham bo'lishi rrmmkin.H

1.7.5 - tasdiq. Ixtiyoriy a va b lar uchun

(—a)b ——(ab). (1.7.16)
Chindan ham, distributivlik aksiomasiga ko'ra,
ab+ (—a)b = [a+ (~a)]lb = 06= 0,

shuning uchun (—a)b element ab ga garama-qgarshi, ya’ni (—a)b =
-(ab). m

Bundan buyou, —(ab) elementni —ab deb belgilashga kelishib
olamiz.

1.7.6 - tasdiqg. Ixtiyoriy a uchun

-(-a) = a. (1.7.17)
Hagigatan ham, (1.7.4) ta’rifga ko'ra,
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va go'shishning kommutativligiga ko'ra,
(-a) +a=0,

ya'ni a element (—a) ga garama-garshi yoki (1.7.17) o'rinli.B
1.7.7 - tasdig. Ixtiyoriy a vab lar uchun

(—a)(—h) = ab. (1.7.18)
Darhagigat, (1.7.16) va ko'paytirishning kommutativligidan

(-a)(-b) = —a(—#)] = —(—#)a] = -(-ab)

bo'ladi va (1.7.17) ga ko'ra, (1.7.18) bajariladi.H
Xuddi shu kabi kiritilgan amallarning boshga standart xossalari
ham isbotlanadi. Xususan, an butun darajaning odatdagi barcha
xossalari o'rinlidir. Bunda natural daraja induktiv ravishda kiriti-
ladi, ya’ni
an+l = ana, n GN, al=a,

manfiv daraja esa a / 0 lar uchun a~n = Pt n GN, ko'rinishda
aniglanadi. Nihoyat odatdagidek, agar a / 0 bo‘lsa, a0 = 1 deb
gabul gilinadi.

3. Yugorida keltirilgan maydon aksiomalari ratsional sonlar yc
hagiqiy sonlar to'plamlarining tola tavsifini bermaydi. Bu aksioma-
larning yetishmasligi tufayli ularni ganoatlantiradigan, lekin rat-
sional sonlar maydonidan ham, hagigiy sonlar maydonidan ham jid-
diy farg giladigan boshga maydonlar mavjud bo'lishi mumkin. Bun-
day maydonlarga misol sifatida kompleks sonlar maydonini keltirsak
bo‘ladi. Hagigiy sonlar maydonining oziga xos tomoni shundan ibo-
ratki, ixtiyoriy ikki hagigiy sonni taggoslash mumkin, ya’ni ulardan
gaysi biri ikkinchisidan katta yoki kichik ekanini aytsa bo'ladi.

Aytaylik, biror K maydonda. tengsizlik munosabati «<» beril-
gan bolsin. Bunda a < b yozuv a elementning b elementdan kichik
ekanini anglatadi. Agar < -«kichik» munosabat kiritilgan bo‘lsa. un-
ga ko‘ra > «katta» munosabatni quyidagicha kiritish mumkin: agar
a < b bo‘lsa, b > a deymiz.
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Qat’iy bollmagan a < b tengsizlik a < b yoki a = b ekanini
anglatadi:
(a<h) <= (a<b)V (a=h).

Teskari a > b tengsizlik ham xuddi shu singari ma’noga ega.

Qat’iy boimagan «<» tengsizlikdan fargli « O tengsizlikni ba’zan
gat’iy tengsizlik ham deyishadi.

Nol element bilan taggoslash yordamida musbat va manfiy ele-
mentlar kiritiladi. Chunonchi, a element noldan katta, ya’ni a > 0
bo‘lsa, u mushat deyiladi. Agar b element noldan kichik, ya’ni b < 0
boisa, u manfiy deyiladi.

Quyida biz tengsizliklarning asosiy xossalarini to‘rtta aksioma
koiinishda keltiramiz. Bu aksiomalardan tengsizliklarning boshqga
bareha zaruriy xossalarini keltirib chigarish mumkin.

Tengsizliklar aksiomalari.

IN 1) Ixtiyoriy ikki a va b elementlar uchun quyidagi ueh muno-
sabatdan bittasi va fagat bittasi o‘rinlidir:

Boshgacha ayitganda, istalgan ikki elementni taggoslash mumkin.

Biz tengsizliklarni to‘g‘ri va noto:g‘ri tengsizliklarga ajratamiz.
Chunonchi, a element belementdan kichik boigan holda a < b teng-
sizlik to‘g!ri tengsizlik deyiladi, aks holda esa u noto‘g‘ri tengsizlik
deyiladi.

IN2) (tranzitivlik) Agar a < bva b < ¢ bo‘lsa, a < ¢ bo‘ladi.

IN3) Agar a < b bo‘lsa, ixtiyoriy c uchun a+ c <6 + ¢ boiadi.

Boshqgacha aytganda, agar to‘g‘ri tengsizlikni ikki tomoniga bir
xil element qo‘shsak, hosil boigan tengsizlik yana to‘g‘ri boiadi.

IN4) Agar a < bvac > 0 boisa, ac < be boiadi.

Boshqgacha aytganda, agar to ‘gfi tengsizlikning ikki tomonini bir
xil musbat elementga ko‘paytirsak, natijada yana to‘g‘ri tengsizlik
hosil boiadi.

Yuqorida keltirilgan aksiomalarni ganoatlantiruvchi tengsizlik
munosabati kiritilgan maydonga tartiblangan maydon deyiladi.
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4. Tengsizlik aksiomalaridan kelib chigadigan bazi natijalarni
keltiramiz.

1 - natija. Agar a > 0 bo‘lsa, —a < 0 bo'ladi va aksincha, agar
a < 0 bo‘lsa, —a > 0 bo‘ladi.

Hagigatan ham, agar a > 0 bo‘lsa, INI| ga ko'ra a / 0. Agar
—a < 0 noto‘g‘ri bo'lganda edi, -a > 0 to‘g‘ri bo‘lar edi. Lekin
bunda IN3 va IN2 larga ko‘ra, a + (—a) > a > 0 bo‘lishi kerak, bu
esa a + (—a) = 0 tenglikka ziddir.

Agar a < 0 bo‘lsa, tasdiq xuddi yugoridagidek isbotlanadi.

Eslatib o'tamiz, 2= 1+ 1.

2 - natija. Agara/ 0 bo'sa, a2 > 0 bo‘ladi.

Hagigatan ham, a > 0 bo'lganda IN4 aksiomaga ko‘ra a2 =
am > 0. Agar a < 0 bo'lsa, 1- natijaga ko‘ra, —a > 0 tengsizlik
bajariladi. Shunday ekan, 1.7.7- tasdigni va hozirginagaralgan holni
go‘llasak, talab gilingan

a2=am=(—a)*(—) >0

tengsizlikni olamiz.

3 - natija. 1 ~ 0, ya m maydonmng W& deTncTht% uTizng not
elementidan Kkatta.

Hagigatan ham, 1= 1«1=12> 0.

Xuddi shu ravishda ixtiyoriy tartiblangan maydonning ratsional
va haqigiy sonlarga o‘xshash boshga xossalari ham isbotlanadi.

5. Ratsional yoki haqigiy sonlar to‘plami har ganday tartiblan-
gan maydonga garaganda turli xil xossalarga boyroq ekanligini gayd
etamiz. Ana shu muhim xossalarga misol tarigasida Arximed ak-
siomasi deya atalmish quyidagi xossani keltiramiz.

Arximed aksiomasi. Tartiblangan K maydonning har ganday
a elementi uchun a < n tengsizlikni ganoatlantiruvchi n butun son
topiladi.

Arximed ushbu aksiomani geometrik atamalarda keltirgan: nur-
da birlik kesmani shuncha marta ketma-ket qo'yish mumkinki, nati-
jada u ixtiyoriy oldindan berilgan nugtadan o‘tib ketadi.

Arximed aksiomasi o'rinli bo‘lgan tartiblangan maydonga arximed,-
cha tartiblangan maydon deyiladi. Masalan, ratsional sonlar to'plami
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ham, haqgigiy sonlar to ‘plami ham arximedcha tartiblangan maydon-
ni tashkil giladi.
6. Faraz qgilaylik, K tartiblangan maydon bo‘lib, E C K ixtiyo-
riy to'plam bo'lsin.
Ta’rif. Agar shunday B € K element mavjud bo'lsaki, ixtiyoriy
x € E uchun
X< B

tengsizlik bajarilsa, E toplam, yugoridcm chegaralangan deyiladi.
B element E to'plamning yuqori chegarasi deyiladi.
Ta’rif. Agar shunday A € K element mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x GE uchun
x> A

tengsizlik bajarilsa, E toplam quyidan chegaralangan deyiladi.

A element E to'plamning quyi chegarasi deyiladi.

Ta’rif. Agar toplam yuqoridan ham, quyidan ham chegaralan-
gan bo‘lsa, u chegaralangan deyiladi.

Shubhasiz, agar biror to'plam yuqoridan chegaralangan bo‘lib,
B uning yugori chegarasi boisa, B dan katta ixtiyoriy element
ham shu to‘plamning yuqori chegarasi boiadi. Boshgacha aytgan-
da, yugoridan chegaralangan to'plam cheksiz ko‘p yugori chegaraga
ega. Shular ichida eng kichigi, aynigsa, muhimdir.

Ta’rif. Yugoridan chegaralangan toplamning aniq yuqori che-
garasi deb yuqori chegaralarning eng kichigiga aytiladi.

Boshgacha aytganda, M soni E to'plamning aniq yuqori chega-
rasi bo'lishi uchun u quyidagi ikki shartni ganoatlantirishi kerak:

(i) ixtiyoriy x € E uchun

tengsizlik o*rinli;
(i) ixtiyoriy M “ < M olganda ham shunday x' € E topiladiki,
u uchun
X1>M*

tengsizlik bajariladi.
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Bunda (i) - shart M element E to‘plamning yuqori chegarasi
ekanligini, (ii) - shart esa ixtiyoriy undan kichikrog M' element
yuqgori chegara bo‘la olmasligini, ya’ni M eng kichik yuqori chegara
ekanligini anglatadi.

E to‘plamning aniq yuqori chegarasi lotincha supremum sofidan
olingan sup E simvoli orgali belgilanadi.

Quyidan chegaralangan to'plamning aniq quyi chegarasi, yuqori-
dagiga o'xshash, quyi chegaralarning eng kattasi sifatida aniglanadi.
E to‘plamning aniq quyi chegarasi lotincha infimum so'zidan olingan
inf E simvoli orgali belgilanadi.

Agar E to'plamining aniq yuqori chegarasi M shu to‘plamning
elementi bo‘lsa, ya’ni M GE bo'lsa. M to‘plamning maksimal ele-
menti yoki sodda gilib maksimumi deb ham ataladi. Xuddi shu kabi
minimal element yoki minimum aniglanadi.

Ixtiyoriy tartiblangan K maydonda aniq yuqori va aniq quyi
chegaralar orasida sodda bogiglik borligini ko'rsatamiz.

Istalgan E C K to‘plam uchun —E simvol orgali

-E = {x GK : —x € E}

to'plamni belgilaymiz.

Quyidagi tasdiq o'rinli.

1.7.9 - tasdiq. Agar (-E) C K toplam aniq quyi chegaraga
ega bo‘lsa, u holda E toplam aniqg yuqori chegaraga ega bo‘ladi va

mf(-E) = —supE

tenglik bajariladi.
Isbot. Agar
a = inf(—E)
bo'lsa, aniq quyi chegaraning tarifiga ko'ra, quyidagi ikki tengsizlik
bajariladi:
1) istalgan x GE uchun
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2) istalgan a' > a element olganda ham shunday x! G E elemet
topiladiki, u uchun
—x1 < al

Bu munosabatlarni quyidagi ko'rinishda gayta yozish mumkin:
1) istalgan x € E nugta uchun

X < —a

tengsizlik o*rinli,
2) istalgan a' > a (ya’ni -a' < —a) element olganda ham shun-
day x' £ E element topiladiki, u uchun

x> =

tengsizlik o'rinli boadi.
Demak, sup E ——a, ya’ni

a= —SupeE . B

7. Yugoridan chegaralangan to ‘plam doim ham aniqg yuqori che-
garaga ega bo‘ladimi? Agar gap ixtiyoriy tartiblangan maydon to‘g*
risida ketsa, bu savolga javob, umuman aytganda, salbiy. Misol
sifatida tartiblangan ratsional sonlar maydonini olish mumkin. Yugo-
rida gayd etilganidek, chegaralangan

E={xcQ: x2<2}

to‘plam na aniqg yugori va na aniq quyi chegaraga ega emas.

Bu to'plamning anig yuqori chegarasi \/2 soni bo'lishi mumkin
edi, ammo bu son ratsional emas, shuning uchun ratsional sonlar
sinfida u crnavjud emas».

Bu misolda yuqgoridan chegaralangan to‘plamning aniq yuqori
chegaraga ega emasligining sababi ratsional sonlar to'plamining tola
emasligidir. Shu munosabat bilan barcha arximedcha tartiblangan
maydonkjx to‘plamidan shundaylarini ajratib olaylikki, ularda har
ganday yugoridan chegaralangan to'plam aniq yuqori chegaraga ega
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boisin. Chunonchi, ixtiyoriy tartiblangan maydon K uchun quyida-
gi aksiomani kiritamiz.

Aniqg yuqori chegara prinsipi. Tartiblangan maydonning ix-
tiyoriy bo'sh ho‘lmagan, yuqoridan chegaralangan toplami uchun
aniq yugori chegara mavjud.

Ushbu aksioma o'rinli boigan tartiblangan maydonlar to1a de-
yiladi.

Sbunday qilib, ratsional sonlaming tartiblangan maydoni toia
bo‘lmasdan, hagigiy sonlar maydoni esa, 1.4.1 - teoremaga ko‘ra,
toiadir.

Aslida, istalgan K toia arximedcha tartiblangan maydon bilan
ynqorida qurilgan R haqigiy sonlar maydoni orasida o‘zaro bir giy-
matli moslik o'rnatish mumkin. Bunda K maydon ikki elementining
yigindisi ularga mos R maydon elementlari yig'indisiga mos kela-
di va K maydonning ikki elementi kolpaytmasiga R maydonning
mos elementlari ko!paytmasi mos keladi. Bunday holda istalgan toia
arximedcha tartiblangan maydon R ga izomorf deyiladi.

Aksiomatik ravishda haqigiy sonlarni Kiritish usuli ixtiyoriy to ‘la
arximedcha tartiblangan maydonni haqiqiy sonlar to plami deb e ’lon
gilishdan iboratair. Ammo bu usulda shunday to'plamning mavjud-
lik masalasi ochiq goladi.

Bu masalaning yechimini muayyan hagigiy sonlar to‘plamini
qurishdan iborat boigan konstruktiv usul beradi. Bu usulni biz 1.4
paragrafda amalga oshirgan edik. Bunda bizdan serdiggat mehnat
va zerikarli mulohazalar talab gilinganiga guvoh boidik. Ammo bu
ikki usulni taggoslamoqchi boisak, bu borada mashhur ingliz fay-
lasufi va matematigi Bertran Rassel (1872-1970) so'zlarini keltirish
foydalidir. U shunday degan edi: o'g'rilik halol mehnatdan ganday
ustunliklarga ega boisa, aksiomatik usul ham konstruktiv usuldan
xuddi shunday ustunliklarga egadir.

Hagigiy sonlar to‘plamini qurishning yana bir konstruktiv usuli-
ni R.Dedekind taklif gilgan edi. Bu usulda hagiqiy sonlar ratsional
sonlar to'plamining kesimi sifatida kiritiladi. Ya’ni ratsional son-
lar to‘plami ikki o'zaro kesishmaydigan, birining elementlari ikkin-
chisining har bir elementidan katta boigan gism to‘plamlarga boii-
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nadi. Bu ikki konstruktiv usullar nia'lum ma’noda bitta natijaga
olib kelishini ko‘rsatish giyin emas.

81.8. Kompleks sonlar
1. Kompleks son tushunchasi.

Agar ikki haqgigiy o va b sonlar uchun gaysisi birinchi va gaysisi
ikkinchiligi aniglangan bo'lsa, bunday sonlarga tartiblangan juftlik
deyiladi. Tartiblangan juftlikni biz (o, b) ko'rinishda yozamiz. Bun-
da o - birinchi va b - ikkinchi element.

1.8.1 - ta’rif. Hagigiy sonlarning tartiblangan juftligini kom-
pleks son deb ataymiz.

Shundav qilib, agar z - kompleks son bo‘lsa, z = (0, b) bo‘ladi,
bunda a va b - haqigiy sonlar bofib, a - kompleks z sonining haqiqiy
gismi va b esa uning mavhum gismi deyiladi. Hagigiy va mavhum
gismlar uchun quyidagi belgilashlar ishlatiladi:

Rez —a, Imz —bh. (1.8.1)
1.8.2 -Ta'rif. Agar ikki kompleks z\ = («i, &) va z¢, = (02,by)
sonlar uchun a\ = 02 va 61 = 62 tengliklar o‘rinli bo‘lsa, bunday
kompleks sonlar teng deyiladi.
gL.8.3 - tarif. Ikki kompleks z\ = (Bi,&i) va 2= (02,b") son-
larning yig‘indisi 2\ + Z2 deb quyidagi kompleks songa aytamiz:

Z1+Z2 —(ai + 02, bi + £2)- (1.8.2)

1.8.4 - ta’rif. Ikki kompleks Zi = (01,61) va Z2 = (02,62) son-
la,ming ko paytmasi z\ 22 deb quyidagi kompleks songa aytamiz:

zi W22 —(0i02- 6162, aifo + azh)- (2.8.3)

Kompleks sonlar to'plami (1.8.2) va (1.8.3) tengliklar orqgali ki-
ritilgan go'shish va ko'paytirish amallari bilan birgalikda C simvoli
orqgali belgilanadi. Bunda nol sifatida
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son va bir sifatida
X= (1,0)

son olinadi.

1.8.1 - tasdiq. C - kompleks sonlar toplami maydonni tashkil
etadi.

Isbot hagiqgiy sonlarning xossalarigan kelib chigadi.

Ikki kompleks 2\ —(w,6i) va - (02,62) sonlarning ayirmasi

zi-z2=(ai- a2, h - 62

ekanligi to‘g‘ridan to ‘g‘ri hisoblash orgali tekshiriladi. 1kki kompleks
z1= (ai,bi) va 2 = (02,62) sonlarning nisbati biroz murakkabroq
ko‘rinishga ega (bunda ¢2/ 0 deb shart qo‘yiladi):

zi _ /0102 + 6162 0261 - «162"
2 \ alib\ * o|+6 vy

C maydonning (a, 0) ko'rinishdagi elementini 0 GR hagigiy son
deb hisoblaymiz va
(a,0)=a

deb yozamiz.

Hagiqgiy sonlar maydonidan fargli oiaroq, kompleks sonlar may-
doni tartiblangan emasligini qayd etish zarur.

1.8.5 - ta’rif. Quyidagi kompleks son

i= (© 1 (1.8.4)

mavhum bir deyiladi.
1.8.2 - tasdiqg. Quyidagi tenglik o'rinli:

i2 = -1. (1.8.5)

Isbot. Kompleks sonlar ko'paytmasi ta’rifiga ko'ra:

i2 = (0,1)(0,1) = (0+0- 1+1, 1+0+1-0)=(-1, 0)=-1. A
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1.8.3 - tasdiq. Istalgan z = (a,b) kompleks son uchun

z = a+ib (1.8.6)

tenglik o ‘rinli
Isbot. Yig'indi va ko'paytma ta'riflariga ko'ra:

a+ib = (a,0)+ (0,1)(&,0) = (a,0)+ (Ob- 10, 0-0 +6-1) =

= (a0)+ (0,b) = (a,b) —z. M

1.8.3 - tasdiq biz uchun (1.8.6) ko'rinishdagi kompleks songa
xuddi kvadrati —1 boigan i mavhum bir gatnashgan hagiqgiy son
deb garashga imkon beradi.

Kiritilgan belgilash va tushunehalardan foydalanib, (ay. by) va
(«2,b2) ikki kompleks sonlar uchun qo‘shish va ko‘paytirish amal-
larini quyidagi koiinishda yozishimiz mumkin:

(ax + ibi) + (02 + *62) = (& + 02) + i(bi + 62),

(01 + ibi) m(02+ ¢62) = (a\a2 - 6162) + t(ai&+ a2bi).

2. Kompleks son moduli.

1.8.6 - ta’rif. z = a + ib kompleks sonning qo‘shmasi deb
z —a —ib kompleks songa ayiiladi.

Masalan, agar z = 2+ X bo‘lsa, z —2 —di bo'ladi.

1 - eslatma. Istalgan kompleks z son uchun quyidagi tengliklar
o‘rinli:

z=z, z+z=2Rez, z~z=2ilmz (1.8.7)

2 - eslatma. Istalgan ikki z\ va z2 kompleks son uchun quyidagi

tengliklar o‘rinli:

1+ £2 = z\+ 22, zf 2722 = zi m2. (1.8.8)
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(1.8.7) va (1.8.8) tengliklaming isboti bevosita hisoblash orqali
amalga oshiriladi. Masalan, (1.8.8) - tengliklardan birinchisining
to‘g‘rililiga ishonch hosil gilaylik. Aytaylik, z\ = cij + ib\ va zi =
a2+ ib-i bo'lsin. U holda, (1.8.3) ga ko'a,

zi m22 = (a\a2 - hb%) + i(aib2 + 0261)
va shuning uchun

zT'zi = (aia2-b 1b2)-i(aib2+a2bl) = (ai-ibi)(a2-ib2) = zi-z2-

1.8.7 - ta’rif. Kompleks z —a+ib sonning moduli deb, quyida-

gi
\z(2 = z-z = a2+b2 (1.8.9)
tenglik bilan aniglangan \z\ soniga aytiladi.
Demak,
\z2\2 = jReMN2+ jIm2Z|2.
Masalan, agar z = i + M bo:lsa, \2\ = + 32 = 5 bo‘ladi.

Ravshanki, \z\ —\z\.
Kompleks son modulining ta’rifidan bevosita quyidagi tengsiz-
liklar kelib chigadi:

iReN < \z\, [Imz|] <\2\ (1.8.10)

Qo‘shma son tushunchasidan foydalanib, ikki kompleks z\ va z2
sonlarning nisbatini quyidagi sodda ko'rinishga keltirish mumkin:
Zl VAR
*2 o~ \z2\2 '
Masalan,

2-3i  (2- 3)e(4- 3) -1- 18t
4+ 3i ~ 4+32  ~ 25



§1.8. Kompleks sonlar 71

1.8.4 - tasdiq. Istalgan ikki kompleks z\ va Z2 sonlar uchun
quyidagi tenglik o:rinli:

\zi -Z2! = \zi\ m\zz\. (1.8.11)

Isbot. (1.8.9) modulning ta’rifiga ko'ra, (1.8.8) dagi tengliklar-
dan

\Zi-22\2 = (z1-22)(z1-22) = Zizi-2222 = \z1\2 -\Z2\2

kelib chigadi.l!

Ikki kompleks son yig‘indisi moduli uchun o‘rinli bo‘lgan formula
hagiqiy sonlar uchun ma’lum bo'lgan formuladan birmuncha farq
giladi.

1.8.5 - tasdiqg. Istalgan ikki kompleks Z\ va z2 sonlar uchun
quyidagi formula o rinli:

\zi+z2\2 = \zi\2+ \z22\2 + 2Re(Ni oLL). (1.8.12)

Isbot. (1.8.9) modulning ta’rifiga ko‘ra, (1.8.7) va (1.8.8) teng-
liklardan
\zi + 222 == (zi + z2)(z1+ 22) =

= Z\Z\ + Ziz2 + Zizi+ 2272 =
= \zi\2+ \222+ 2122 + ziz2 =

= \zi\2+ \z2\2 + 2R e(z{zV)

kelib chigadi.ffl
1.8.6 - tasdiq. Istalgan ikki, kompleks zi va z2 sonlar uchun
quyidagi tengsizlik o rinli:

\z\ +z2\ < bl + bl- (1.8.13)
Isbot (1.8.12) tenglik va (1.8.10) tengsizliklardan kelib chigadi:

\z\ + 222 = \2\ |2+ \z2\2 + 2Re(Ni *22) <
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< N 2+ N 2+2[zi-22] = |ri[2+[P2[2+2]8*]M] = (N +]z2])2. n

Natija. Istalgan kompleks Z\,Z2,...,zn sonlar uchun quyidagi
tengsizlik o ‘rinli:

\%i + 22+ oo+ zn\ < |7l + \zWA+ — + I-Znl- (1.8.14)

3*. Kompleks sonning geometrik atamalardagi ifodala-
nishi.

Biz R2 koordinatalar tekisligini barcha tartiblangan (x,y) juft-
liklar to'plami sifatida aniglashimiz mumkin, bu yerdax GR vay G
R. Bunda tartiblangan (x,y) juftlikni tekislikning nuqtasi deb, x va
y sonlarni esa uning koordinatalari deymiz. Birinchi koordinatani
abssissa va ikkinchi koordinatani ordinata deb ataladi. Har gan-
day kompleks son haqigiy sonlarning tartiblangan juftligi bo'lganligi
sababli, ravshanki, kompleks sonlar to'plamini R2 koordinatalar
tekisligi deb garasak bo‘ladi. Bunda hosil bo:ladigan yagona farq
shundan iboratki, kompleks sonlar uchun ko‘paytirish amali aniglan-
gan, lekin koordinatalar tekisligidagi nuqtalar uchun esa bunday
amal aniglanmagan.

Bunday mos go“vishda kompleks sonning moduli garalayotgan
nuqgtani koordinatalar boshi bilan bogiovchi kesma uzunligiga teng
bo'ladi.

Istalgan z = a + ib kompleks sonni olaylik. M — unga mos
koordinatalar tekisligidagi (a,b) koordinatalik nuqta bo'lsin. Ox 0
va OM nur orasidagi burchak giymatini ip orgali belgilaylik (bu
burchak giymatining haqgigiy sonlar nazariyasiga asoslangan tarifini
3 - bobda keltiramiz).

Ushbu 3 burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi va

argr = 9

ko‘rinishda belgilanadi.
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Agar trigonometrik funksiyaiardan foydalanadigan bo'lsak, bu
burchakning tangensi b ordinataning a abssissaga nisbatiga teng
ekanini, ya™ni

tgtp = - (1.8.15)

ekanini ko‘rish giyin emas.

Masalan, agarz —1+i bo‘lsa, tg i* = -I) = 1va, natijada, tp = —
bo'ladi.

Ikki kompleks son ko'paytirilgan vagtda ulaming argumentlari
go'shilishini, ya’ni

arg(™i e22) = argz\ + arg22 (1.8.16)

tenglikning 27r ga karralik qo‘shiluvchi anigligida bajarilishini tek-
shirish giyin emas.

Hagigatan, agar z\ —a\ + ib\ va * = 02+ (62 bo‘lsa, zxz2 =
(«102 —6162) + «(«162 + «2&) bo'ladi va shuning uchun

b) j 62
tglargd w9 = aA+” = “m@ V =
aia2 - 6i& 1-z1.1! 1~ otg<2
«1 02

Natijada tangenslar yig'indisi uchun formuladan quyidagi teng-
lik kelib chigadi:

tglarg(2i *¢2)] = tglargzi + arg 22].

Nihoyat, oxirgi tenglikda tangenslarni tashlab yuborsak, talab
gilinayotgan (1.8.16) munosabatni olarniz.

§1.9. Misollar

1 - misol. Tengsizlikni isbotlang:

(3" <nns 1 (19.1)
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Ko‘rsatma. Induksiya usulini go'llab,
(I+1) <3 .>1 (19.2)

tengsizlikdan foydaianing.
2 - misol. Tengsizlikni isbotlang:

B” < nl< , n> 1 (1.9.3)

Ko‘rsatma. Induksiya usulini goilang. Bunda chapdagi tengsiz-
likni ko‘rsatish uehun (1.9.2) tengsizlikdan va o‘ngdagi tengsizlikni
isbotlash uchun esa

(1+1) >2,n>1 (1.9.9)

tengsizlikdan foydaianing.
3 - misol. Tengsizlikni isbotlang:

2n >n3, n> 10. (1.9.5

Ko‘rsatma. Agar n —10 bo'lsa, 210 = 1024 va 103 = 1000. De-
mak, bu holda (1.9.5) tengsizlik o'rinli ekan. Endi induksiya usulini
go‘llab,

2n3> (n 4-1)3, n > 4,

tengsizlikdan foydalanish yetarlidir.
4 - misol. Agar x\ mX2 sexn = 1va barcha Xj > 0 bo‘lsa,

+ MR H------ hon > n (1.9.6)

tengsizlikni isbotlang.

Ko‘rsatma. Quyidagi ko‘rinishda induksiyani gqo'llash mumkin.
Tasdig n = 1 uchun o'rinli, albatta. Endi tasdigni n uchun o'rinli
deb, uni n + 1 uchun ishotlaymiz.

Awval n toqg boisin deylik. U holda n + 1 = 2k va shuning uchun
induksiya shartiga ko‘ra

(i + &2) + (K3 + x4) 4---—-- i- (xn + Xn+i) >
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> 2(MxiX2 + \[*3*4 H------ hVXnXn+l) > 2= n + 1,

chunki "{*2 * oo \/XnXi+l = 1

Endi n juft bo'lsin deylik. U holda xn+2 = 1 deb. yuqoridagi
usulda tasdigni n + 2 uchun isbotlash yetarli.

5 - misol. Agarpj > 0, j = 1,2,¢+-,n, bo‘lsa,

AxSl+.- xIJM > (2.9.7)
o
tengsizlikni isbotlang.
Ko‘rsatma. Quyidagi
Xj:'_:::::, j:]_,z,
*\j ==\
belgilashdan foydalanib, yuqoridagi tasdigni go'llang.
6 - misol. Agar *1 «*2 *es¢ = 1va barcha Xj > 0 bo'lsa,

L+ x\)(I + *2) eee(1 + xn) > 2n

tengsizlikni isbotlang.

Ko‘rsatma. Birinchi shart va 1+Xj > 2~/x] lardan foydalaning.

7 - misol. Dirixle nomi bilan ataluvchi prinsip quyidagidan ibo-
rat: agar (n + 1) ta jismni n ta qutiga joylashtirilsa, shunday quti
topiladiki, unda bittadan ortiq jism bo‘ladi.

Mana shu prinsipdan foydalanib, navbatdagi tasdigni isbotlang.
liar ganday musbat a va natural N uchun shunday natural m van
sonlar topiladiki, ular uchun n< N va

tengsizlik bajariladi.

Ko‘rsatma. Har ganday x soni uchun uning kasr bo'lakchasi
deb {x} —x—{x\ songa aytiladi, bu yerda [x] orgali x sonining butun
gismi belgilangan. Berilgan a hagigiy son uchun k = 0,1,2
larda {ka} kasr bodakchalarni garaylik. Bu bo‘lakchalarning ham-
masi [0,1) yarim intervalda yot.adi. Endi [0,1) yarim intervalni N
ta bo'lakka bo‘lib, Dirixle prinsipidan foydalaning.
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8 - misol. To‘g‘ri chizigdagi o‘zaro kesishmaydigan intervallar
to'plami oshib borsa sanogli ekanini isbotlang.

Ko‘rsatma. Har bir shunday intervalga biror ratsional sonni
mos go‘yish mumkinligini ko'rsating.

9 - misol. To‘g‘ri chiziqdagi har aanday sanogsiz to'plam chegara-
langan sanogsiz gismiy to'plamga ega ekanini koTsating.

Ko‘rsatma. Agar tasdigning teskarisini faraz gilinsa, bunday
to‘plain sanogli sondagi sanogli to'plamlar birlashmasiga teng bo'li-
shini ko'rsating.

10 - misol. [0, 1] kesma va (0, 1) interval orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘mating.

Ko‘rsatma. [0,1] kesmadagi irratsional sonlarni 0‘z o'rnida goldi-
rib, [0, 1] kesmadagi va (0, 1) intervaldagi ratsional sonlar o'rtasida
o°‘zaro bir giymatli moslik o'rnating.

11 - misol. [0, +00) yarim to'g'ri chizig va (0, 1) interval orasida
o'zaro bir giymatli moslik o‘mating.

Ko‘rsatma. [0, +00) yarim to‘g‘ri chizig va (0,1) intervaldagi
irratsional va ratsional nuqtalar orasida alohida o'zaro bir giymatli
moslik o‘mating, irratsional nugtalar orasida, masalan, quyidagi
moslikni olish mumkin:

X = V= x € (0,+00), y € (0,1).
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§2.1. Ketma-ketlik limiti

1. Sonli ketma-ketlik deb natural sonlar to'plamida aniglangan
va haqigiy giymatlar gabdl giluvchi / : N -> R funksiyaga aytiladi.
Agar f(n) = xn deb belgilasak, sonli ketma-ketlik deganda natural
sonlar bilan nomerlangan quyidagi haqigiy sonlar to'plamini tushu-
nish mumkin:

(2.1.1)

Biz (2.1.1) sonli ketma-ketlikni gisga gilib \xn\ orgali belgi-
laymiz. Odatda formal gat’iylik tarafdorlari bu ketma-ketlikni
{xn}n=i ko'rinishda yoki unga teng kuchli boigan, {&B}*=1,
i aefcHfeli) e simvollar yordamida belgilashni afzal ko'rishadi. Lekin
biz uni, albatta, agar bunda xato tushunishlarga yoi qo‘yilmasa,
yugoridagi ko'rinishda belgilaymiz. Bunda xn sonni ketma-ketlikning
n-elementi yo‘ki hadi deb ataymiz.

Bundan buyon, «xnomer» deganda biz natural sonni tushunamiz.
Bundan tashqari, ushbu bobda sonli ketma-ketlikni biz ko'pincha
gisqaroq qilib ketma-ketlik deb ataymiz.

Sonli ketma-ketliklar uchun tabiiy ravishda arifmetik amallarni
aniglash mumkin.

Ta'rif. 1kki {x,,} va {yn} ketma-ketliklar yig'inclisi deb {xn+yn}
ketma-ketlikka aytamiz.

Shunga o'xshash. ikki {xn} va {yn} ketma-ketliklarning ayir-
masi deb {xn—yn} ketma-ketlikka, ko'paytmasi deb {xnyn} ketma-

ketma-ketlikka (oxirgi holda {yn}
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ketma-ketlikning barcha elementlari noldan fargli deb talab gilish
zarur, ya’ni yn/ 0) aytiladi.

Ketma-ketlikning eng asosiy xossasi —bu uni limitining mavjudli-
gidir. Limit deganda shunday hagiqiy son tushuniladiki, unga ketma-
ketlikning hadlari, ularning nomeri oshgan sari istalgancha yaqin-
lashib boradi. Boshgacha aytganda, ixtiyoriy (istalgancha kichik
bo'lgan) mushat (odatda bu sonni e, ya’ni «epsilon» deb atalmish
yunoncha harf bilan belgilashadi) son uchun ketma-ketlikning biror
nomeri (e ga bog‘lig bo'lgan va odatda N orgali belgilanadigan)
dan bosklab barcha hadlari limitdan o'sha musbat songa farq gilsin.
Shunday qilib biz quyidagi ta’rifga kelamiz.

Ta’rif. {xn} ketma-ketlik va a soni berilgan bo‘lsin. Agar ix-
tiyoriy s > 0 olinganda ham shunday N — N (e) nomer topilsaki,
barcha n> N lar uchun

\xn ~a\ <£ (2.1.2)

tengsizlik bajarilsa, a son {xn} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
Limitga ega boigan ketma-ketliklar yaginlashuvchi deb ataladi.
Agar xn ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsa, odatda

lim xn —a
n—00
deb yoziladi yoki ba’zan,
n->00 da xn-—ma

deb ham yoziladi ("en cheksizlikka intilganda iks en a ga intiladi"deb
o‘giladi).

Ba’zan ketma-ketlik limitining ta’rifi sonlar o'gidagi nuqgtalar
atrofi tushunehalaridan foydalanib ham Kiritiladi.

Ta'rif. Sonlar o‘gidagi Xq nugtaning atrofi deb shu nugtani o %
ichiga oluvchi istalgan ochiq intervalga aytiladi.

Agar bu interval (Ro—£, xg+e¢) ko'rinishga ega bo'lib, bunda e >
0 bo‘lsa, bu interval xg nuqtaning e atrofi deyiladi. Bu tushunchadan
foydalanib limitning ta’rifini yana quyidagicha ham berish mumkin:
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agar biror a son uchun istalgan e > 0 olganda ham ketma-
ketlikning N = N (e) nomerdan boshlab barcha elementlari a nugta-
ning e alrofida joylashsa, n holda a son {xn} ketma-ketlikning limiti
deyiladi.

Boshgacha aytganda, agar istalgan e > 0 uchun a nugtaning
£ atrofidan tashgarida {xn} ketma-ketlikning oshib borsa, chekli
sondagi hadlari joylashsa, a son bu ketma-ketlikning limiti deb ata-
ladi.

Yaginlashuvchi eng sodda ketma-ketlik bu statsionar ketma-
ketlikdir, ya'ni shunday {xn} ketma-ketlikki, uning barcha element-
lari bitta songa teng: xn = c. Ravshanki, xn —c statsionar ketma-
ketlik yaginlashadi va c soni uning limiti bo'ladi. Misol sifatida
quyidagi ketma-ketlikni olish mumkin:

X11 .?X..

Navbatdagi misol, sodda boiishiga garamasdan o‘ta muhimdir.
2.1.1 - misol. xn —n—ketma-ketlikning limiti O sonidir.
Hagiqgatan, istalgan e > 0 uchun N (e) sifatida
N > - (2.1.3)
£

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy natural sonni olaylik.

i um L——1 1
0 £ /4 13 12 1
2.1-rasm

U holda biz n> N nomerlar uchun
. 11
\xn - 0 —\Xn\—?1 <K]<£

munosabatga ega bo'lamiz. Bu esa 0 soni xn ketma-ketligining limi-
ti ekanini anglatadi (2.1-rasm).
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Odatda N(e) sifatida (2.1.3) tengsizlikni ganoatlantiruvchi N
natural sonlar ichidan eng kichigini olishga harakat gilinadi. Ravshan-
ki,

N —N(E — i +1 (2.1.9)

aynan shunday sondir.

Bu yerda ixtiyoriy hagiqgiy x son uchun [x] simvol orgali uning
bwtun gismi, ya’ni x dan oshib ketmaydigan eng katta butun son
belgilangan. Misol uchun, [if] = 3, [ = 2, [-3,14] = 4.

Albatta, har ganday ketma-ketlik ham yaginlashuvchi bo‘laver-
maydi. Misol uchun,

XN =n

ketma-ketlik, ravshanki, limitga ega emas. Limitga ega bo‘lmagan
ketma-ketliklar uzoglashuvchi deyiladi.

Etibor bering, oxirgi ketma-ketlikning giymatlar to ‘plami chega-
ralanmagan. Bir garashda bu ketma-ketlik aynan shu sababli uzog-
lashadi va agar bu to'plam chegaralangan bo'lganida edi, ketma-
ketlik ham yaginlashar edi, degan tasavvur hosil bo‘lishi mumkin.
Lekin, aslida, bunday emas.

Ta’rif. Agar shunday M > 0 son mavjud bo‘saki, {xn} ketma-
ketlikning barcha hadlari

\xn\ < M (2.1.5)

tengsizlikni ganoatlantirsa, bunday ketma-ketlik chegaralangan de-
yiladi. -

Chegaralangan ketma-ketlikka eng sodda misol bu istalgan stat-
sionar ketma-ketlikdir. Masalan,

5 5 5 .., 5.

Agar ketma-ketlik yaginlashsa, yuqgorida ko'rganimizdek, limi-
tining ixtiyoriy e atrofidan tashqarida ketma-ketlikning oshib borsa
chekli sondagi elementlari yotadi. Bundan har ganday yaginlashuv-
chi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligi bevosita kelib chigadi.
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2.1.1
langandir.

Isbot. Faraz gilamiz, {xn} ketma-ketlik biror a songa yagqin-
lashsin, ya’ni istalgan e > 0 uchun shunday N nomer topilsinki,
n > N boiganda (2.1.2) bajarilsin. Xususan, agar e = 1 desak,
shunday N —N (1) nomer topiladiki, u uchun

- tasdiqg. Har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik chegara-

wn—a\<1l n> N,

boiadi (2.2-rasm).

2.2-rasm

Shunday ekan, quyidagi
\xn\ < \xn - a\ + [q
tengsizlikka ko'ra, xuddi olsha n nomerlar uchun

xn\< |a] + 1, n >N, (2.1.6)

tengsizlikka ega boiamiz.
Endi

M = max { a7, |&2],-, Niv-il, [a] + 1} (2.1.7)
deylik. Unda (2.1.6) va (2.1.7) larga ko‘ra, istalgan n nomer uchun
\xn\< M, n=1,2,3,.

Demak, xn ketma-ketlik chegaralangan ekan.H
Yugorida bu tasdigning teskarisi o'rinlimi degan savol go‘yilgan
edi. Boshgacha aytganda, har ganday chegaralangan ketma-ketlik
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yaginlashuvchi bo'ladimi? Navbatdagi misol bu savolga salbiy javob
beradi.
2.1.2 - misol. Ushbu

= (-1r
ketma-ketlik chegaralangan va uzoglashuvcbidir.
2. Ketma-ketliklar orasida nolga yaginlashuvchi ketma-ketliklar

alohida o‘rin tutadi,

Ta’rif. Nol soniga yaginlashuvchi ketma-ketlik cheksiz kichik
deyiladi.

Ushbu bandda biz cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalarini o'rga-
namiz. Qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz kichikligiga urg‘u berish
maqsadida uning hadlarini yunoncha harfiar {an}, {fin} va hokazo
lar bilan belgilaymiz.

Yuqgorida keltirilgan ta’rifga ko‘ra, agar istalgan e > 0 uchun
shunday N —N(e) nomer topilsaki, n> N bolganda

\an\< e (2.1.8)

tengsizlik bajarilsa, {an} ketma-ketlik cheksiz Kichik bo'ladi.

Ravshanki. statsionar, ya’ni hamma hadlari o'zaro teng: xn = ¢
bo‘lgan ketma-ketlik fagat ¢ = 0 boigandagina cheksiz kichik bo'la
oladi.

Cheksiz kichik ketma-ketliklarning quyidagi sodda, lekin shu bi-
lan birga muhim xossasi bevosita tarifdan kelib chigadi.

2.1.2 - tasdiqg. Agar {an} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lib,
{xn} ketma-ketlik

K1 <\0On\ (2.1.9)

tengsizlikni ganoatlantirsa. {xn} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo*
ladi.

Isbot. Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta’rifiga ko'ra istalgan
e > 0 olganda ham shunday nomer N = N(e) topiladiki, n > N
nomerlar uchun (2.1.8) tengsizlik bajariladi. Shunday ekan, (2.1.8)
va (2.1.9) tengsizliklardan n > N bo'lganda
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tengsizlik keiib chigadi. Bu esa xn -» Oni anglatadi.H
2.1.3 - misol. {2~n} ketma-ketlik cheksiz kichikdir.
Hagiqgatan, (1.1.12) ga koxra

2“ra< -.
n

Enditalabgilinayotgantasdiq ketma-ketlikningcheksizkichik-

ligidan kelib chigadi (2.1.1 - misolga garang).

2.1.3 - tasdiq. Ikki cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig‘indisi
ham, ayirmasi ham yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo ‘ladi.

Isbot. Aytaylik, (in va Rn cheksiz kichik ketma-ketliklar boisin.
Cheksiz kichik ketma-ketlik tarifiga ko‘ra istalgan e > 0 uchun
shunday N\ nomer topiladiki, n > Ni boiganda

bl < (2.1.10)

tengsizlik bajariladi. Xuddi o'sha e > 0 uchun yana shunday N2
nomer ham topiladiki, n > M2 boiganda

\Rn\ < 1 (2.1.11)

tengsizlik bajariladi.
Agar
N = max{Ni, A2}
desak, n> N boiganda har ikkala (2.1.10) va (2.1.11) tengsizliklar
baravariga bajariladi.
Natijada,
10tn Bn\ — |airej + \Bn\

tengsizlikdan foydalansak. (2.1.10) va (2.1.11) larga ko'ra
\an + Bn\<e, n> N (2.1.12)

baho hosil boiadi.
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Oxirgi (2.1.12) tengsizlik {an + /3n} ketma-ketlikning cfaeksiz
kichikligini anglatadi.
{an —f3n} ketma-ketlikning cheksiz kichikligi,

Pn\ ~ |ojrg + i\

tengsizlikdan foydalangan ravishda xuddi yuqoridagidek isbotlanadi.t

2.1.4 - tasdig. Chegaralangcm ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
ketma-ketlikning kopaytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, {xn} chegaralangan va {an} cheksiz kichik
ketma-ketliklar boisin. Chegaralangan ketma-ketlikning tarifiga bi~
noan, biror M > 0 o'zgarmas uchun (2.L5) tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta’rifiga ko'ra esa, istalgan e > 0
uchun shunday N nomer topiladiki, n> N larda

£ (2.1.13)

boiadi.
Natijada, (2.1.5) va (2.1.13) tengsizliklardan

\xnan\< M — =£, n> N

baho kelib chigadi. Bu esa {xnan} ketma-ketlik cheksiz kichikligini
anglatadi.m

Ta’kidlash joizki, istalgan {xn} ketma-ketlikni ¢ songa ko‘payti-
rishni biz {xn} ni statsionar c,c,c,... ketma-ketlikka ko'paytirish
deb garashimiz mumkin.

2.1.5 - tasdiq. Ikki cheksiz kichik ketma-kettiklarning ko payt-
masi yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot 2.1.1 - va 2.1.4 - tasdiqlardan darhol kelib chigadi.

2.1.6 - tasdig. Agar {otn} va {jO«} ketma-ketliklar cheksiz kichik
bo‘lib, {xnj ketma-ketlik

tengsizlikni ganoatlantirsa, {xn} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo*
ladi.
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Isbot. Ravshanki, tasdig shartidan quyidagi go‘sh tengsizliklar
kelib chigadi:

\otn\  |/3nj < Xn < \CUn\ "1 i/5ral-

Hagigatan, masalan, o'ngdagi tengsizlik (cbap gismi ham xuddi
shunday isbotlanadi) quyidagicha o'rnatiladi:

Xn <Pn< \Pn\ < \On\ + |/U
Endi agar o‘rnatilgan tengsizlikni unga teng kuchli bo'lgan quyida-
gi

\Xn\ < \&n\ “I"\Pn\

ko'rinishda yozib olsak, talab gilinayotgan tasdiq 2.1.2 - va 2.1.3 -
tasdiglardan kelib chigadi. i

3. Endi istalgan yaginlashuvchi ketma-ketliklarni o'rganishga
o'tamiz. Bunda bizning asosiy qurolimiz elieksiz kichik ketma-ketlik-
laming yuqorida o'rnatilgan xossalari bo!ladi.

Awvalo, navbatdagi tasdiq o'rinli ekanini gayd etamiz.

2.1.7 - tasdig. {xn} ketma-ketlik a songa yaginlashishi uchun
{xn —a} ketma-ketlikning cheksiz kichik ho‘lishi zarur va yetarli.

Isbot limit va cheksiz kichik ketma-ketlik tariflaridan bevosita
kelib chigadi.

Shunday qilib, {xn} ketma-ketlik fagat va fagat biror cheksiz
kichik {an} ketma-ketlik bilan quyidagi

Xn=a (X

ko‘rinishga ega bo‘lgandagina a songa yaginlashadi.

Endi biz yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar
hagidagi teoremalarni isbot gila olamiz.

2.1.1 - teorema. Ikki yaginlashuvchi {xn} va{yn} ketma-ketliklar
yigHndisi ham yaginlashuvchi bo‘lib, yig‘indining limiti limitlar yig ‘indi-
siga teng bo‘ladi, yani

nI_i{g()(xn+Vn) = T[‘!\i_[Bsxn + nI_iirpoyn. (2.1.149)
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Isbot. Faraz gilaylik, xn ->a vayn b boisin. U holda, 2.1.7
- tasdigga asosan,
Xn —@&4 (Xn (2.1.15)

va
Vn—b4 pn (2.1.16)

tengliklar orinli boiadi, bu yerda {an} va {fin} - cheksiz kichik
ketma-ketliklar.
Avvalgi band natijalarini hisobga olib, bu ikki tengliklarni go'shsak,

%N+ Vn—a+an+b4 Pn—(a+ hb)47r

tenglik hosil boiadi, bunda {7™} - cheksiz kichik ketma-ketlik.
0 {matilgan tenglik 2.1.7 - tasdigga ko‘ra {xn \yn} ketma-ketlikning
a + b songa yaginlashishini anglatadi.il

2.1.2 - teorema. Ikki yaginlashuvchi {xn} va {yn} ketma-ketliklar
kopaytmasi yana yaginlashuvchi bo‘lib, ko paytma limiti limitlar ko paytm
teng bo‘ladi, ya’ni

lim (xnmyn) = lim xn ¢ lim yn- (2.1.17)

Isbot. Faraz gilamiz, xn  a vayn -» b boisin. U holda, 2.1.7
- tasdigga asosan, (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar o'rinli boiadi. Bu
ikki tengliklarni o'zaro ko‘paytirib, oldingi band natijalarini hisobga
olsak,

xnmn= (a4 Oin}{b+pn)=ab+aeBn+bmn+anm =ab+ %

boiadi, bu yerda {7n} - biror cheksiz kichik ketma-ketlik.

0 ‘rnatilgan tenglik 2.1.7 - tasdigga ko‘ra. {xn eyn} ketma-ketlik
ab songa yaginlashishini anglatadi.ll

Natija. [xn} va {yn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsin. U
holda, ixtiyoriy A va fi hagigiy sonlar uchun {\xn + nyn} ketma-
ketlik ham yaginlashuvchi bo‘lib,
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tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.
Bu xossaga limitga o'tish amalining chizigliligi deyiladi.
Xususan, A—1va ji ——1 bo'lganda oxirgi tenglikdan
lim (xn- yn) — Il)rgoxn - Iirzloyn (2.1.18)

re—h x>

munosabatni olamiz.

4. Ikki yaginlashuvchi ketma-ketliklar nisbatini o'rganishga o‘ta-
miz. Bunda maxrajda turgan ketma-ketlikning barcha hadlari va
uning limiti noldan farqgli bo'lishi zarur.

2.1.1 - lemma, Berilgan {yn} ketma-ketlik 6 /0 songa yagin-
lashsin. U holda shunday N nomer topiladiki, barcha n > N lar
uchun . U

li/n|>y>0 (2.1.19)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Limit ta’rifiga ko‘ra, istalgan e > 0 olganda ham shunday
N —N(e) nomer topiladiki, u uchun

lyn-b\ <£, n> N(e),

tengsizlik bajariladi.
Bundan

\yo\= lb+yn- bh> j&- \y,,- > jg-e, n> N,

kelib chigadi. Bu tengsizlikda e = 0 desak, talab gilingan (2.1.19)
tengsizlikni olamiz.®

Eslatma. Isbotlangan lemma, xususan, noldan fargli limitga
ega bo‘lgan ketma-ketlikni nolga teng hadlarining soni fagat chekli
bo‘lishi mumkinligini anglatadi.

Endi ikki ketma-ketlik nisbatining limiti hagidagi teoremani is-
botlashimiz mumkin.

2.1.3 - teorema. Faraz qilaylik, {xn} ketma-ketlik a songa va
{yn} ketma-ketlik esa 6 /0 songa yaginlashsin. U holda biror nomer-

dan boshlab <|— ketma-ketlik aniglangan bolib, u * songa yagin-

Un}

lashadi.
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Isbot. Shartga ko‘ra, xn —ma vayn b bo'lsin. U holda 2.1.7
- tasdigga asosan, (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar bajariladi. Shun-
day ekan, 2.1.1 - lemmaga asosan biror nomerdan boshlab quyidagi
tengliklarni yozishimiz mumkin:

Xn a__bxn- ayn _ b(a+ an)- a(b+ jgn)
yn b byn byn

Agar biz bu tenglikda = Op.- (a/b)pn deb belgilasak, u holda
7n - cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lib,

i X 1
_ 2.121
wi b In ( )

tenglik bajariladi.

2.1.1 - lemmaga ko'ra {1/yn} ketma-ketlik chegaralangan, shu-
ning uchun 2.1.4 - tasdigdan (2.1.21) ning o‘ng qismi cheksiz kichik
ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi. Demak,

hm xn _ a
=W yn o
Shunday qilib, 2.1.3 - teoremaga asosan nisbatning limiti limitlar
nisbatiga teng ekan.

Shubhasiz, agar yn ketma-ketlikning barcha elementlari noldan
fargli bo‘lsa. { >ketma-ketlik barcha n larda aniglangan bo‘ladi.

Shunga aham|{/at berish joizki, agar biz ketma-ketlikning istal-
gan chekli sondagi elementlarini o'zgartirsak, uning yaginlashish
xossasi va limiti o’zgarmaydi. Xususan, agar ketma-ketlikning chekli
sondagi elementlari nolga teng bollsa-yu, biz ularni, masalan, birlar
bilan almashtirsak, natijada nolga teng bo'lmagan elementlardan
iborat yangi ketma-ketlik olamiz va eski bilan yangi ketma-ketliklar
bir vagtda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo'ladilar. Bun-
dan tashgari, bordi-yu ular yaginlashsa, ularning limitlari o‘zaro
teng bo'ladi.

5. Ushbu bandda biz tengsizliklarda limitga o'tishni o'rganamiz.

2.1.2 - lemma. Agar {xn} ketma-ketlik a songa yaginlashib,
xn > 0 bo‘lsa. u holda a > 0 bo‘ladi.
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Isbot. Shartga ko‘ra xn > 0 va xn —»a boisin. Demak, limit
ta’rifiga asosan, istalgan e > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,

\%n —a\ < e, n> N

boiadi.
132 - tasdiqdan bu tengsizlikning quyidagi qo‘sh tengsizlikka
teng kuchli ekanligini olamiz:

—.e <xn- a<e. (2.1.22)

Shunday ekan, xn >0 shartdan va (2.1.22) ning 0‘ng tomonidagi
tengsizlikdan

e+a>xn>0, yani e+a>0
bahoni hosil gilamiz. Bundan chiqdi, istalgan musbat e uchun
a> —e (2.1.23)

tengsizlik o‘rinli boiar ekan.
Oxirgi tengsizlik a son har ganday manfiy sondan katta ekanini
anglatadi va shuning uchun u manfiy boia olmaydi. Demak, a > Q.B
2.1.4 - teorema (tengsizliklarda limitga o‘tish hagida),
Agar ikki yaginlashuvchi {xn} va {yn} ketma,-ketlikla,rning barcha
had,lari
Xn fii Vn (2.1.24)

tengsizlikni ganoatlantirsa. ularning Umitlari ham shu tengsizlikni
ganoatlantiradi, yahi

nllyr@o Xxn < ﬁ,l—'ynao yn. (2.1.25)

Isbot. (2.1.24) ga ko'ra yn—xn > 0 tengsizlik o rinli va shuning
uchun, 2.1.2 - lemmaga asosan
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Endi (2.1.18) tenglikni goilab, talab gilingan (2.1.25) munosa-
batni olamiz.SS
Eslatma. Agar (2.1.24) shartni gat’iy xn < yn tengsizlikka
o'zgartirsak, bundan. umuman aytganda, limitlar uchun halm gat’iy
tengsizlik kelib chigmaydi. Masalan, agar xn = 0 va yn = ﬁketma—
ketliklarni olsak,
N i

1%Qgxn = Jigyn = 0.
Navbatdagi teorema matematik tahlilda muhim rol of/naydi.

2.15 - teorema. Agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar Hita songa
yaginlashsib, {zn} ketma-ketlik

biroq

Xn <Zn <Vn (2.1.26)

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda {zn} ketma-ketlik ham xuddi
o0 ‘sha songa yaginlashadi.

Isbot. Shartga ko'ra {xn} va {yn} ketma-ketliklar limiti a soni
boisin. Shunday ekan, (2.1.26) tengsizlikdan

Xn-a < zn-a < yn—a (2.1.27)

munosabat kelib chigadi.

2.1.7 - tasdigga asosan (xn - a} va {yn - a} ketma-ketliklar
cheksiz kicbik boiadi. Demak, (2.1.27) va 2.1.6 - tasdigga ko'ra,
{zn —a} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo‘ladi, ya’ni zn —ma.H

Eslatma. Isbotlangan teorema matematikada " ikki politsiyachi
prinsipi' deb ataluvchi quyidagi matematik folklorning tasdig'idir:
agar gochuvchi (ya’ni zn) hamma vaqt biror a manzilga intiluvchi
ikki politsiyachi (ya’ni xn va yn) orasida boisa, qochuvchi ham oxir-
oqgibat shu manzilga keladi.
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82.2. Monoton ketma-ketliklar

1. Sonli ketma-ketliklarni o'rganishdagi asosiy muammo —bu
ular limitining mavjudligi hagidagi muammodir. Umumiy holda bu
masalani hal gilish ancha murakkab bollsa-da, lekin ketma-ketliklar-
nirig ba’zi sinflari uchun u nisbatan oson yechiladi. Aynigsa, mono-
ton ketma-ketliklar uchun limitning mavjudlik muammosi sodda
yechimga ega.

Ta’rif. Agar barcha n nomerlar uchun

Xn < xn¥d) i —1,2,3,... (2.2.1)

tengsizliklar bajarilsa, {xn} ketma-ketlikni 0 ‘suvchi deymiz.
Agarda quyidagi qat’iy

xn<xn+l, n- 1,23,.. (2.2.2)

tengsizliklar o'rinli bo'lsa, {xn} ketma-ketlikni gatiy o'suvchi deymiz.
Masalan, xn —n ketma-ketlik gat’iy o'suvchidir.
Kamayuvchi ketma-ketliklar ham shunga o'xshash aniqglanadi.
Ta’rif. Agar barcha n nomerlar uchun

Xn>Xd, n=123,. (2.2.3)

tengsizliklar bajarilsa, {xn} ketma-ketlikni kamayuvchi deymiz.
Agarda quyidagi qat’iy

Xn>xnfl, n=1,2,3,. (2.2.4)

tengsizliklar o'rinli bo'lsa, {xn\ ketma-ketlikni gatiy kamayuvchi
deymiz.

0 ‘suvchi ketma-ketliklarni va kamayuvchi ketma-ketliklarni mo-
noton ketma-ketliklar deymiz. Bazan, gat’iy o'suvchi va gat’iy ka-
mayuvchi ketma-ketliklar gatiy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

Etibor bering, yugoridagi ta’riflarga asosan statsionar ketma-
ketlik ham o'suvchi, ham kamayuvchi bo'ladi.

2.2.1 - misol. xn = iqat’iy kamayuvchi ketma-ketlikdir.
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211 - tasdigda har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik chega-
ralangan boiishini koidik. Buning teskarisi o'rinli emasligiga esa
chegaralangan va uzoglashuvchi xn = (—)n+1 ketma-ketlik misoli-
da ishonch hosil gildik.

Bu misolning o‘ziga xosligi shundan iboratki, uning hadlari no!
atrofida goh olsib va goh kamayib o'zgarmas amplituda bilan tebrana-
di. Boshgacha aytganda, bu ketma-ketlik monoton emas. Qizigi
shundaki, agar ketma-ketlik monoton boisa, uning yaginlashishi
uchun chegaralangan boiishi zarur va yetarli ekan.

2. Shu munosabat bilan yugoridan yoki quyidan chegaralangan
ketma-ketlik tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. Agar shunday B soni mavjud bo‘lsaki, barcha n nomerlar
uchun

xn < B (2.2.5)

shart bajarilsa, {xn} ketma-ketlikka yugoridan chegaralangan de-
yiladi.

Xuddi shu singari quyidan chegaralangan ketma-ketlik aniglana-
di.

Ta’rif. Agar shunday A soni mavjud bo‘lsaki, barcha n nomerlar

uchun
xn > A (2.2.6)

shart bajarilsa, {xn} ketma-ketlikka quyidan chegaralangan de-
yiladi.

Har ganday monoton ketma-ketlik hech boimaganda bir tomon-
dan chegaralangan boiadi. Hagigatan ham, agar {xn} ketma-ketlik
o‘suvchi boisa, ixtiyoriy n nomer uchun

Xn > XI

tengsizlik o'rinli boiadi, ya’ni ketma-ketlik quyidan x\ soni orqali
chegaralangan. Agar {xn} ketma-ketlik kamayuvchi boisa, ixtiyoriy
n nomer uchun

Xn N X\

tengsizlik bajariladi, ya’ni ketma-ketlik yuqoridan x\ soni orqali
chegaralangan.
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Shunday qilib, monoton ketma-keilikning chegaralanganligini ta-
iab gilmoqchi bo‘lsak, u o‘suvchi bo'lganda yugoridan chegaralan-
ganlikni (chunki quyidan u shundog ham chegaralangan), kamayuv-
chi bo'lganda esa quyidan chegaralanganlikni talab gilish yetarli.

Navbatdagi teoremani biz an’anaviy ko'rinishda keltiramiz.

22.1 - teorema. Yuqgoridan chegaralangan har ganday o ‘suvchi
ketma-ketlik yaginlashadi.

Isbot. Shartga ko'ra {xn} ketma-ketlik o'suvchi va yuqoridan
chegaralangan bo'lsin, ya’ni (2.2.1) va (2.2.5.) shartlar bajarilsin.

E simvoli orgali {xn} ketma-ketlikning giymatlar to'plamini,
ya’ni sonlar o'gining barcha xn nugtalardan iborat gismiy to'plamini
belgilaymiz. (2.2.5) ga ko'ra, E to‘plam yuqoridan chegaralangan va
shuning uchun, 1.4.1 - asosiy teoremaga binoan bu to'plamning aniq
yugori chegarasi mavjud.

Mana shu aniqg yugori chegarani

a=sup E

deb belgilab, xn —=a ekanini isbotlaymiz.
Anig yugori chegaraning tarifiga ko‘ra

xn<a n=1,273,. (2.2.7)

Yana o;sha aniq yuqori chegaraning ta’rifiga asosan ( § 1.2, (ii)
shartga garang) istalgan e > 0 uchun E to'plamning a—e nuqtadan
o'ngda joylashgan kamida bitta nuqtasi mavjud. Agar xm shunday

nuqta bo'lsa,
a—e < xn

tengsizlik bajariladi.

{xn} o'suvchi ketma-ketlik bo‘lgani uchun bu tengsizlikni ketma-
ketlikning nomeri N dan katta bo'lgan barcha elementlari ham gano-
atlantiradi, ya’ni

a—e<xn, n> N, (2.2.8)

Shunday ekan, n > N boiganda har ikkala (2.2.7) va (2.2.8)

tengsizliklar bir vagtda bajariladi, ya’ni:

a—£ < Xn < a, n> N.
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Bundan chiqdi,
\xn —a\<e, n> N

tengsizlik ham o‘rinli boiar ekan. Bu tengsizlik esa {xn} ketma-
ketlikning a soniga yaqginlashishini anglatadi.H

Natija. Quyidan chegaralangan har ganday kamayuvcM ketma-
ketlik yaginlashadi.

Hagigatan, quyidan chegaralangan har ganday kamayuvchi {yn}
ketma-ketlik yaginlashishini ko'rsatish uchun, xn = —yn ketma-
ketlik o'suvchi va yugoridan chegaralangan ekanligini gayd etib, un-
ga 2.2.1 - teoremani qoilash yetarli.

Eslatma. Agar {an} ketma-ketlik o'suvchi boiib, biror a songa
yaqginlashsa, u holda, ravshanki, quyidagi

an<a n=1723.

tengsizliklar bajariladi.
Xuddi shunga o'xshash, {bn} ketma-ketlik kamayuvchi boiib,
biror b songa yaginlashsa,

bn>b, n—1,2,3...
tengsizliklar orinli boiadi.
3. Yugoridagi 2.2.1 - teoremani qoilashga misol keltiramiz.
2.2.2 - misol. Quyidagi
FLog g s-atl+b +-"+s <2-2-9)

ketma-ketlikning yaginlashishini ko‘rsatamiz.
1) 0 ‘z-o'zidan koi'inib turgan

Sre+l = Sn + z.] N ﬁ)f (2.2.10)

tenglikdan srati > sn tengsizlikni olamiz, ya’ni {sn} ketma-ketlik
olsuvchi ekan.
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2) Endi bu ketma-ketlikning yugoridan chegaralangan ekanini
isbotlaymiz. Buning uchun

Sn <3 —n-\7, n€N, (2.2.11)
tengsiziik bajarilishini ko'rsatish yetarli.

(2.2.11) bahoni matematik induksiya usuli yordamida isbotlay-
miz. Agar n — 1 bo‘lsa, bu baho tenglikka aylanib, u, hagiqatan,
o:rinli bolladi.

Endi (2.2.11) bahoni n — k da to‘g!ri deb. uning n —k -f 1
da ham bajarilishini ko'rsatish oson. Hagigatan, farazimizga ko'ra,
(2.2.10) tenglikdan

1 1 1 K 1
sk#i = S 3"M+ b+ D! =3 _(FTI! “ 3 (kc+ I)!

hosil bo'ladi, va’ni (2.2.11) tengsiziik n = k + 1 uchun ham to‘g‘ri
ekan.

Demak, matematik induksiya prinsipiga asosan (2.2.11) baho
istalgan n € N da bajariladi.

Shunday qilib, {sra} ketma-ketlikning o'suvchi va yuqoridan che-
garalangan ekanini ko'rsatdik. Bundan chiqdi, u yaginlashuvchi bo*-
ladi.

(2.2.9) ketma-ketlik limiti e harfi bilan belgilanadi. E’tibor bering,
bu son uchun (2.2.9) tenglik va (2.2.11) tengsizlikdan bevosita

2 < e <3

baho kelib chigadi.

4. Navbatdagi misolda shunday ketma-ketlik keltirilganki, agar
biz uning yaginlashishini isbotlay olsak, u holda uning limiti oson
topiladi,

2.2.3 - misol. Quyidagi
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munosabat bilan aniglangan {5}, }* 0 ketma-ketlik istalgan ¢ > 0
boshlang‘ich giymat uchun yaginlashishini isbotlang.

Shuni avtish kerakki, bunday aniglangan ketma-ketlikda xn+i ni
hisoblash uchun oldingi xn ga gaytib, (2,2.12) formuladan foydala-
nish zarur. Shuning uchun bunday ketma-ketliklar gaytadigan yoki
rekurrent (yunoncha recurrere - qaytmoq so‘zidan olingan) ketma-
ketlik deb ataladi. Bunda (n + 1) - eiementni birinchi n ta element
orgali aniglaydigan formulaga rekurrent formula deyiladi.

1) Awal xq > 0 ni har ganday tanlaganda ham {xn}n=\ ketma-
ketlik quyidan Vb son bilan chegaralanganini ko‘rsatamiz, ya’ni bi-
rinchi nomerdan boshlab

Xn > Vb, n=123,.. (2.2.13)

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz.
Buning uchun istalgan musbat, haqigiy t soni uchun o‘rinli bo'lgan

K+ - .. 0 @)

tengsizlikdan foydalanamiz.
Agar (2.2.12) da mos almashtirishlarni bajarib, (2.2.14) tengsiz-
likni go'llasak, talab gilingan bahoni olamiz:

Xntl = <2,215)

2) Endi {xn}%Li ketma-ketlikning kamayuvchi ekanini ko'rsatish
oson. Hagigatan, (2.2.12) rekurrent formulaga ko‘ra
b\ Xxn -b

1
Xn - %1 X&Xn-—l - >0

¢ Jsfl/

va demak, xn+\ < xn, n = 1,2,3,...

Shunday gilib, 2.2.1 - teoremaning natijasiga asosan, {xn } ketma-
ketlik biror hagigiy a soniga yaqginlashadi. Bundan chiqgdi, (2.2.12)
rekurrent formulada limitga o‘tsak,
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tenglikni olamiz. Bundan a —Vb ekani kelib chigadi. Ixtiyoriy mus-
bat sonning kvadrat ildizini taqgribiy hisoblashning ushbu usulini
buyuk ingliz olimi I. Nyuton taklif gilgan.

Qayd gilamizki, (2.2.12) rekurrent formula kvadrat ildizni tagri-
biy hisoblashning zamonaviy kalkulyatorlarda goilashga qulay al-
goritmini beradi.

82.3. Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipi

Sonlar o'qida ixtiyoriy ikki [ai, &] va |a2,62] kesmalarni garaylik.
Agar
ai<a2<b2<nh

boisa, [02,62] kesmani [ai,bi] kesma ichida joylashgan deymiz.
Ravshanki, [02,&2] kesmaning [oi,&i] kesma ichida joylashishi
uchun [02,62] kesmaning har bir nugtasi [ai,&i] kesmaga ham te-
gishli boiishi, ya’ni
[02,62] c [Oi,6i]

boiishi zarur va yetarlidir.

Navbatdagi teorema cheksiz ko‘p ichma-ich joylashgan kesmalar
ketma-ketligi hagida boiib, u bir gator tadbiqlarga egadir.

2.3.1 - teorema (ichma-ich joylashgan kesmalar prin-
sipi). Agar [an,bn] C R kesmalarning har biri o'zidan avvalgisini
ichiga joylashgan bo‘lib, ya™ni

[Qat], 6i-H] C [dv, 6] (2.3.1)

bo‘lib, ulaming uzunligi nolga intilsa, bu kesmalar ketma-ketligining
barchasiga tegishli bo‘lgan ¢ nugta mavjud va yagonadir.
Isbot. Ravshanki, (2.3.1) munosabat

Ou —Rra+l < bn+l N bn

tengsizliklarning bajarilishini anglatadi.
Demak, {ara} ketma-ketlik o‘suvchi va {bn} ketma-ketlik esa ka-
mayuvchi ekan. Bundan tashqari, kesmaning ta’rifiga ko‘ra istalgan
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n uchun
an < bn (2.3.2)

tengsizliklar bajariladi.
Modomiki {hn} ketma-ketlik kamayuvchi ekan, bn < b\ tengsiz-
lik bajariladi va (2.3.2) ga ko‘ra

Bn bl

bo‘ladi.

Buridan chiqdi, {an} ketma-ketlik chegaralangan bo'lib, 2.2.1
- teoremaga ko‘ra u yaginlashuvchi bo'ladi. Xuddi shunga o‘xshab,
{6n} ketma-ketlikning quyidan chegaralangan va yaginlashuvchi eka-
nini ko'rsatish mumkin.

Shartga ko‘ra kesmalarning uzunligi nolga intiladi, va’ni

(on —(in) 20, n —200.

Shunday ekan, {an} va {bn} ketma-ketliklar yagona limitga in-
tiladi. Biz bu limitni ¢ harfi bilan belgilaymiz, ya™ni

c= lim (in — lim bn-
n—yoo n —00
Endi 2.2.1 - teoremadan so‘ng keltirilgan eslatmaga ko'ra
an<c< bn

tengsizlik bajarilishini gayd etamiz. Bu tengsizlik esa, 0z navbatida,
c nugtaning har bir [an, bn] kesmaga tegishli ekanini anglatadi. Bun-
dan tashqari, ¢ nugtaning yagona ekani ikki turli nuqgta bir vaqtning
0°‘zida uzunligi istalgancha kichik bo‘lgan kesmalarga tegishli bo‘la
olmasligidan kelib cbigadi.B

Eslatma. Bu teoremada kesmalar o'rniga intervallarni olish
mumkin emas. Chunonchi, quyidagi ichma-ich joylashgan interval-

lar (0, 5 ketma-ketligini garaylik. Bu intervallarning har biri avval-
gisi ichiga joylashgan bo'lib, ularning uzunligi nolga intiladi. Lekin
bu intervallarning barchasiga tegishli boigan nuqta mavjud emas.
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Boshgacha aytganda, bu intervallar barchasining kesishmasi bo'sh
to ‘plamdir.

82.4. Ketma-ketlikning yugori va quyi limitlari

1. Ushbu paragrafda biz yaginlashmaydigan ketma-ketliklarni
o'rganamiz. Ko'pgina amaliy masalalarni yechishda aynan shun-
day ketma-ketliklami o'rganishga to‘g'ri keladi. Ba’zan bu ketma-
ketliklar biror songa yaginlashishi uchun ularni <gismlarga ajratish»
yetarli bo'ladi. Ana shu o‘rinda hosil bo'ladigan limitlarga gismiy
limitlar deyiiadi.

Ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, u yaginlashuvchi deyilar edi.
Ravshanki, agar ketma-ketlik vaginlashsa, u yagona limitga ega.
Hagigatan ham, agar u ikkita a va b limitlarga ega deb faraz gilsak,

Xn —la -j-OLfi — b fin

bo'ladi va bundan
0 (X—ai—fin yO0

ni olamiz. Demak, b—a = 0, ya’ni b = a ekan.

Ammo uzoglashuvchi ketma-ketliklarda gismiy limitlar ko'p bo*
lishi mumkin. Qismiy limitga aniq ta rif berish uchun gismiy ketma-
ketlik tushunchasini kiritamiz.

Ixtiyoriy gat’iy o'suvchi {k,} natural sonlar ketma-ketligini tan-
laymiz, ya’ni

ki<f@< ..<kn< ..

Ta'rif. Agar {*,,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsa, (xkn ketma-
ketlik {xn} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiiadi.

Masalan, {x2n-i} va {*2n} ketma-ketliklar berilgan {*,,} ketma-
ketlikning har xil, ya’ni biri toqg nomerdagi vaikkinchisi juft nomerda-
gi elementlaridan tashkil topgan ikki gismiy ketma-ketliklaridir.

Ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlikning a soniga yaginlashuvchi {x "~}
gismiy ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, a son {xn} ketma-ketlikning qis-
miy limiti deyiiadi.
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2.4.1 - misol. xn = (—1)" bolsin, U holda juft nomerli
%2n = (-1)2" = 1
gismiy ketma-ketlik 1 soniga yaginlashadi, toq nomerli
@@= (-1)2"“1=- 1

gismiy ketma-ketlik esa —1 soniga yaginlashadi. Shuning uchun 1
va —1 sonlar {xn} ketma-ketlikning gismiy limitlari boiadi.

2. Endi ketma-ketlik uchun limit nugta tushunchasini kiritamiz.
Dastlab yozuvni soddalashtirish magsadida quyidagi atamalashga
kelishib olaylik.

Faraz gilavlik, E - sonlar o‘gining ixtiyoriy gismiy to‘plami va
{xn} - biror ketma-ketlik bo‘lsin. Agar shunday cheksiz ko‘p turli
nomerlar topilsaki, {xn} ketma-ketlikning bu nomerlarga mos kel-
gan elementlari E to‘plamga. tegishli boisa, biz E to'plamda {xri}
ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlari yotadi deymiz.

Bu kiritgan ta’rifimiz to'plamlar nazariyasida gabul gilingan
an’anaviy atamadan farq giladi. Misol uchun, agar E to‘plam fagat
bitta x — 1 nuqtadan iborat boisa, to‘plamlar nazariyasi nug-
tayi nazaridan u cheksiz ko‘p nuqtaga ega boia olmaydi. Ammo
yugoridagi kelishuvga ko‘ra, E to'plamda {(—21)"} ketma-ketlikning
cheksiz ko‘p, ya’ni barcha juft nomerli elementlari yotadi.

Sonlar o'gidagi o nuqgtaning atrofi deb shu nugtani 0z ichiga
oluvchi ixtiyoriy intervalga aytilishini eslatamiz. Biz o nuqtaning e-
atrofi deganda (a —e, a-fe) intervalni tushunamiz va bunda doim
e > 0 deb hisoblaymiz.

Ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy £-atrofida {xn} ketma-ketlik-
ning cheksiz kop elementi joylashsa, a nuqta berilgan ketma-ketlik-
ning limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, 1va —1 nuqgtalar {(—1)” } ketma-ketlikning limit nug-
talaridir. Bu ketma-ketlik uchun limit nuqtalar to'plaini gismiy li-
mitlar to'plami bilan ustma-ust tushishi tasodifiy emas. Chunonchi,
quyidagi ikki tasdiq o‘rinli.

2.4.1 - tasdiq. Har ganday ketma-ketlikning gismiy limiti shu
ketma-ketlikning limit nuqgtasi bo‘ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, a nugta {xn} ketma-ketlikning gismiy li-
miti bo‘lsin, ya’ni a ga yaginlashuvchi {xtn} gismiy ketma-ketlik
mavjud bolsin. Shunday ekan, istalgan e > 0 uchun {x" } ketma-
ketlikning biror nomerdan boshlab barcha elementlari a nugtaning
e-atrofida yotadi. Demak, shu e-atrofda {xn} ketma-ketlikning chek-
siz ko‘p elementlari yotadi, ya’ni a - ketma-ketlikning limit nuqtasi
ekan.H

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli.

2.4.2 - tasdig. Har ganday ketma-ketlikning limit nugtasi shu
ketma-ketlikning gismiy limiti bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, a nuqgta {xn} ketma-ketlikning limit nug-
tasi bo‘lsin, ya’ni a nuqgtaning istalgan e-atrofida ketma-ketlik-
ning cheksiz ko‘p elementlari yotsin.

Musbat ¢ ga ketma-ket 1, 5, g, mmgiymatlarni berib, shunday
(a— a+ ~) intervallarni olamizki, bu intervallarning har birida
{xn} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlari yotadi.

Birinchi (a —1, a + 1) intervalda ketma-ketlikning k\ nomerli

biror elementini tanlaymiz, ikkinchi (a — a+  intervalda k2 >
ki nomerli, uchinchi (a —|, ai |) intervalda hi > fe nomerli, ...,
n- interval (a— a+ -) da kn > kn-i nomerli va hokazo ele-

mentlami tanlaymiz. Natijada shunday {xkn} gismiy ketma-ketlik
olamizki,

bo‘ladi.
Demak,

ya’ni {xkn} ketma-ketlik a songa yaqginlashadi. Bu esa, 0z navbati-
da, a soni {xn} ketma-ketlikning gismiy limiti ekanini anglatadi.B

3. Umuman aytganda, har ganday ketma-ketlikda gismiy limit-
lar ko‘p bo'lishi mumkin, ammo ularning ichida eng kattasi va eng
kichigi, aynigsa, katta ahamiyatga egadir.

Ta’rif. Ketma-ketlikning eng katta gismiy limiti bu ketma-ketlik-
ning yugori limiti deyiladi.
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Agar {xn} ketma-ketlikning yuqori limitini a desak, u quyidagi

a-= Ii)rrgcxn (2.4.13
simvol orgali belgilanadi.
Xuddi sliunga o‘xshash ketma-ketlikning quyi limiti aniglanadi.
Ta’rif. Ketma-ketlikning eng kichik gismiy limiti bu ketma-ketlik-
ning quyi limiti deyiladi.
Agar {xn} ketma-ketlikning quyi limitini a desak, u quyidagi

a= limamn (2.4.2)
n->o00
simvol orgali belgilanadi.
Yuqorida ikkita gismiy limitga ega boigan ketma-ketlikka mi-
sol sifatida {(—1)”} ketma-ketlik keltirilgan edi. Bu misolda gismiy
limitlar 1 va — ga teng. Ravshanki, bu holda

Iin&ﬁm —1, lim xn —4.

Albatta, 0‘z-0zidan quyidagi savol tug‘iladi: har ganday ketma-
ketlikda ham limit nugtalar bormi? Agar ketma-ketlik chegaralan-
gan boisa, bu savolgajavob ijobiy boiar ekan. Bu natija bir-biridan
bogiigsiz ravishda chex matematigi B.Bol’sano va nemis matema-
tigi K.Veyershtrass tomonlaridan isbotlangan. Aslida, biz bu yer-
da bundanda umumiyroq navbatdagi tasdigni isbotlaymiz. Shuni
aytish lozimki, bordi-yu ketma-ketlik yagona limit nugtaga ega boisa,
uning yuqori va quyi limitlari o‘zaro teng boiib, ular ana shu nug-
tadan iborat boiadi.

24.1 - teorema. Har ganday chegaralangan ketma-ketlik yuqori
va quyi limitlarga ega.

Isbot. Shartga ko'ra {xn} chegaralangan ketma-ketlik boisin
deylik, ya’ni shunday A va B o‘zgarmaslar mavjudki, ular uchun

A<Xxn<B

munosabat o‘rinli.
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Bu tengsizliklar {x,,.} ketma-ketlikning barchaelementlari [A, B\
kesmada yotishini anglatadi.

Awval biz [A, B] kesmani ArYB nuqta orgali ikkita teng kesma-
larga ajratamiz. Bu ikki kesmalardan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
elementlarini 0‘z iehiga olganini [ai, 61] simvol orgali belgilaymiz.
Bordi-yu, har ikkala kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko‘p ele-
mentini 0z ichiga olsa, [ai, ¢1] sifatida bu kesmalardan o‘ng tomon-
dagisini olamiz.

So'ngra tanlangan [ai, b\]kesmani ikkita teng kesmaga bo'lamiz
va \U2, 62] simvoli orgali ulardan ketma-ketlikning cheksiz kop ele-
mentlarini 0‘z ichiga olganini belgilaymiz. Yana, bordi-yu, har ikkala
kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko:p elementlarini 0‘z ichiga ol-
sa, [02, 62] sifatida bu kesmalardan o‘ng tomondagisini olamiz.

Bu jarayonni davom ettirib, biz shunday ichma-ich joylashgan

kesmalar ketma-ketligini olamizki, bunda n - gadamda quril-
B —A

gan [a«, bn\ kesma uzunligi — ga teng bo‘lib, u {xn} ketma-
ketlikning cheksiz kop elementlarini 0‘z ichiga oladi, bundan tashqga-
ri, bn nuqtadan o'ngda ketma-ketlikning oshib borsa, chekli sondagi
elementlari yotadi.

Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipiga (2.3.1 - teorema) aso-
san [a, b] ning yuqoridagi barcha kesmalariga tegishli bo'lgan ¢ nug-
ta mavjud va yagona. Aynan shu c nuqta {x,,} ketma-ketlikning
yuqori limiti bo'lishini isbotlaymiz. Buning uchun ¢ nugtaning ix-
tiyoriy e-atrofini garaymiz. Ravshanki, biror nomerdan boshlab
(ya’ni bn —an < e bo‘lgan nomerdan boshlab), barcha [an, bn]
kesmalar ana shu e-atrofda yotadi. Shunday ekan, quyidagi tasdiglar
o'rinli boiadi:

1) ¢ nugtaning e-atrofida, qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz
ko‘p elementlari yotadi;

2) c nuqgtani e-atrofining oTigida garalayotgan ketma-ketlikning,
oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotadi.

Demak, c nuqgta {xn} ketma-ketlikning eng katta limit nuqtasi
ekan. Bundan, 2.4.2 - tasdigqa ko;ra, c soni ushbu ketma-ketlikning
yuqori limiti bo‘lishi kelib chigadi.
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Quyi limitning mavjudligi xuddi shunga o‘xshash ko'rsatiladi.K

Isbotlangan teoremaning natijasi sifatida Bol’sano-Veyershtrass
teoremasini klassik ko'rinishida keltiramiz.

2.4.2 - teorema (B. Bol’sano, K. Veyershtrass.) Har gan-
day chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.

Isbot 2.4.1 - teoremadan bevosita kelib chigadi.

4. Yugori va quyi limitlarning o'zaro teng bo‘lishi ketma-ketlik-
ning vaginlashishini anglatadi.

2.4.3 - teorema. Ketma-ketlik fagat va fagat chegaralangan
bo‘lib, uning yuqgori limiti quyi limitiga teng bo‘lgandagina yaqin-
lashadi.

Isbot. 1) Faraz gilaylik, {xn} ketma-ketlik yaginlashsin. U hol-
da, birinchidan, 2.1.7 - tasdigga ko‘ra, bu ketma-ketlik chegaralan-
gan boiadi. Ikkinchidan, yaginlashuvchi ketma-ketlikning istalgan
gismiy ketma-ketligi, ravshanki, ketma-ketlik limitiga yaginlasha-
di. Shuning uchun {xn} ketma-ketlik yagona limit nugtaga ega
boiib, uning yuqgori limiti quyi limitiga teng boiadi.

2) Endi, faraz gilaylik, {xn} chegaralangan boiib, uning yuqori
va quyi limitlari bitta a soniga teng boisin. Yugori limit ta’rifiga
ko‘ra. istalgan e > 0 uchun a nugta e-atrofining o'ngida {xn} ketma-
ketlikning oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotishi mumkin.
Endi, quyi limit ta’rifiga ko‘ra, a nuqta e- atrofining chapida ham
ketma-ketlikning oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotishi mum-
kin. Demak, biror nomerdan boshlab, {xn} ketma-ketlikning barcha
elementlari a nuqtaning e-atrofida yotar ekan. Bu esa {xn} ketma-
ketlikning a soniga yaginlashishini anglatadi.m

5. Yugori va quyi limit xossalarini o'rganishga o'tamiz. Awal
guyidagi sodda tasdigdan boshlaymiz.

2.4.3 - tasdiq. Har ganday chegaralangan {xn} ketma-ketlik
uchun quyidagi

lim (—xn) = —lim xn,  lim (—xn) = —Ilim xn (2.4.3)
n-+00 n—00 n—00 n—00

tengliklar o ‘rinli.
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Isbot. Ravshanki, {xn}to {~xn} ketma-ketliklar bir xil sonda-
gi limit nugtalarga, ega. Shuningdek, agar a nuqta {xn} ketma-
ketlikning limit nuqgtasi bo‘lsa, —a nuqta {—xn} ketma-ketlikning
limit nuqtasi boiadi. Bundan ko'rinadiki, (2,4.3) tengliklar oiinli
ekan.H

Yugori va quyi limitlar bilan limitlarga garaganda ehtivotlik bi-
lan munosabatda bo‘lish zarur. Masalan, (2.1.14) tenglikka o‘xshash
tenglik yuqori limitlar uchun o'rinli emas. Hagigatan, xn = (—1)”
vayn = (—)n+l deylik. U holda

limxn= limyn= 1,
n—00 n—00
birogq xn + yn = 0 va shuning uchun
. N _
n“_ﬂ?,o(x” yn) = 0.
Demak, bu misolda

lim (xn+yn) < limxn+ limyn.
n—’\oo( y ) n-+00 n_>00y

Umumiy holda ketma-ketliklar yig'indisining yugori va quyi li-
mitlari uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanini ko‘rsatish oson:

lim [xn+yn) < limxn+ limyn
n—too n—=CG

71—>00

va
lim (xn +yn) > hm xn+ Jimyn.
n—yoo n —mw o N-+oo
Keyinchalik bizga quyidagi tasdig muhim boiadi.
2.4.4 - tasdiq. Agar ixtiyoriy ikki chegaralangan {xn} va {yn}
ketma-ketliklar
xn<yn, n -123.. (2.4.9)
shartlami ganoatlantirsa, u holda
limxn < limyn, limxn < limyn (2.4.5)
n—00 n—oc n—=00 TG00

tengsizliklar bajariladi.
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Boshgacha aytganda, agar ikki chegaralangan ketma-ketlik teng-
sizlik belgisi bilan bog'langan bo‘lsa, yugori va quyi limitlar uchun
ham bu tengsizliklar saglanadi.

Isbot. 1) Faraz gilaylik, a - {xn} ketma-ketlikning yuqori limiti
va b - {yn} ketma-ketlikning yuqori limiti bo’lsin. U holda istalgan
e > 0 uchun b+e nugtadan o‘ngda {yn} ketma-ketlikning oshib bor-
sa, chekli sondagi elementlari yotadi. Hagigatan, aks holda BoPsano-
Veyershtrass teoremasiga ko'ra b sonidan katta gismiy limit mavjud
bo'lar edi.

Demak, biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik bajariladi:

yn < b+e.

Shunday ekan, (2.4.4) shartga kolra, biror nomerdan boshlab
quyidagi tengsizlik ham bajariladi:

Xn < b+ e

Demak, bu tengsizlikni {xn} ketma-ketlikning barcha limit nug-
talari ham ganoatlantiradi va xususan, uning yuqori limiti ham ganoat-
lantiradi, ya’ni

a < b+ £

Bundan, e > 0 ning ixtiyoriyligini hisobga olsak, 0 < btengsizlik
kelib chigadi.

2) Endi quyi limitlar uchun talab gilinayotgan munosabat 2.4.3
- tasdigdan bevaosita kelib chigadi:

-limy,, = 71Iim (-yn) < lim (~xn) = - limxn,
ya’ni (2.4.5) ning o!ng tomonidagi tengsizlik ham o'rinli ekaii.B
6. Yuqoridagi tasdigning tadbigi sifatida navbatdagi muhim mi-

solni keltiramiz.
2.4.2 - misol. Quyidagi ketma-ketlikni garaymiz:

(2.4.6)
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Bu ketma-ketlikning yaginlashishini va u 2.2.2 - misolda o‘rga-
nilgan

ketma-ketlik bilan bitta limitga ega ekanini isbotlaymiz.
Ma’lumki. Nyuton binomi formulasi quyidagi

n i

koiinisbga ega. Agar bu formulada a = —va b = 1 desak,

_( I\n_ 7 n\ 1
&\ n) A Kk\(n —k)\ nk

tenglik hosil bo'ladi.
Bundan n\ = (n-k)\-(n —k+ I)(n —k+ 2)...(n —1)n tenglikni
go'llab,

2.4.8
oony @9

rnunosabatni olamiz.
1) (2.4.7) va (2.4.8) tengliklardan

Go —Sm U—123... (2.4.9)

kelib chigadi.

2) Endi istalgan m nomerni tayinlab, (2.4.8) yig'indida hadlarini
sonini m ta had golguncha kamaytiramiz. U holda istalgan n > m
uchun (2.4.8) dan



108 Sonli ketma-ketliklar 11 Bob

tengsizlikni olamiz.

Demak,

~ m \m
en > M ——J sm. n>m. (2.4.10)

3) Biz 2.2.2 - misolda {sn} ketma-ketlikning e < 3 soniga yaqin-
lashishini ko'rsatgan edik. Bundan, albatta, ketma-ketlikning yuqori
limiti ham e soniga tengligi kelib chigadi. Shunday ekan, 2.4.4 - tas-
digni go'llab, (2.4.9) dan

limen < limsn = e (2.4.11)
n->oc¢ ra-»0oo
munosabatni olamiz.
Ravshanki, ixtiyoriy tayinlangan m uchun (2.4.10) ning o‘ng
tomoni n -> 00 da sm ga yaqginlashadi. Shuning uchun yana 2.4.4 -
tasdigga ko‘ra (2.4.10) dan

lim& > Sm

»CO

kelib chigadi va bundan m oo da

lime, > e (2.4.12)
n—eo

tengsizlik hosil bo'ladi.
Nihoyat,(2.4.11) va (2.4.12) munosabatlarni taggoslab.

limen < e < lime, (2.4.13)

nnee n->00

tengsizliklarni olamiz.

Albatta, yuqori limit quyi limitdan kichik bo'la olmaydi. Demak,
(2.4.13) dan ikkala gismiy limitlar tengligi kelib chigadi, ya’ni 2.4.3
- teoremaga ko‘ra, en ketma-ketlik yaginlashar va uning limiti e soni
bo'lar ekan.
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82.5. Koshi kriteriysi

1. Yugorida gayd gilganimizdek, berilgan ketma-ketlikning yaqin-
lashish yoki yaginlashmasligini aniglash ketma-ketliklar nazariyasi-
ning eng muhim masalalaridan biridir. Bu masalaning ganchalik mu-
rakkabligini ko‘z oldimizga keltirish magsadida quyidagi ikki savolga
javob berishga urinib ko‘raylik:

1) {xn} ketma-Kketlik berilgan a soniga yaginlashadimi?

2) {xn} ketma-ketlik yaginlashadimi?

Bir garashda, bu ikki savol bir-biridan deyarli farg gilmaydi,
birog ular orasidagi farq javob gidirishni boshlashimiz bilan ko‘zga
yaqqgol tashlanadi.

Birinchi savolga javob berish uchun xn ketma-ketlikdan beril-
gan a sonni ayirib, {xn —a} ketma-ketlikning nolga intilishini tek-
shirishimiz kerak. Agar u nolga intilsa, savolga javob ijobiy, bordi-yu
intilmasa, javob salbiy boiadi.

Ikkinchi savolga javob berish uchun esa har bir hagigiy a sonni
olib, {xn —a} ketma-ketlikni nolga intilishini tekshirishimiz kerak.
Agar u nolga yaginlashmasa, haqiqiy sonlarni tanlashni toki {xn}
ketma-ketlik yaginlashadigan sonni topgunga gadar davom ettirish
kerak. Bordi-yu barcha hagigiy sonlarni tekshirib ko'rganimizda ham
{xn} ketma-ketlik yaginlashadigan son topilmasa, bu ketma-ketlik
uzoglashuvchi boiadi.

Albatta, hech kim bu usulda ketma-ketlik yaginlashishini tek-
shirmaydi. Buning sababi shundaki, fransuz matematigi Ogyusten
Koshi ketma-ketlikning limiti boiishi mumkin boigan sonni bil-
masdan turib, ketma-ketlikning yaginlashishini aniglash usulini to-
pishga muyassar boigan. Gap shundaki, har ganday yaginlashuv-
chi ketma-ketlikning hadlari «zichlashishi» zarur, ya’ni uning el-
ementlari bir-biri atrofida to‘planishi kerak. Qizigi shundaki, bu
tasdigning teskarisi ham o'rinli ekan, ya’ni agar ketma-ketlik had-
lari *zichlashsa™ u yaginlashar ekan.

IImiy adabiyotda biror hodisa ro‘y berishining zaruriy va yetarli
alomati kriteriy (yunoncha kriterion - gqat’iy garor degani) deyiladi.
Shuning uchun O.Koshi topgan yaginlashish alomatini kriteriy deb
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ham atashadi.

Albatta, ketma-ketlikning yaginlashishini ta‘minlaydigan bir gan-
cha shartlar mavjud. Bulardan biri yugorida ko'rsatilganidek mono-
tonlik va chegaralanganlik shartidir. Ammo bunday shartlar zaruriy
bo'lmasdan, fagat yetarlidir. Shu sababli ular kriteriy bo'la olmaydi.

2. Koshi kriteriysini keltirishdan avval Koshi ketma-ketligi tu-
shunchasini kiritamiz.

Ta’rif. {xn} ketma-ketlik berilgan bo‘sin. Agar istalgan e > 0
olganda ham shunday nomer N = N(e) topilsaki, barchan> N va
m > N lar uchun

\xn - x m\<£ (25.1)

tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik Koshi ketma-ketligi deb
ataladi.

Eslatma. Matematik adabiyotda Koshi ketma-ketligi ba’zan fun-
damental ketma-ketlik ham deyiladi.

2.5.1 - tasdiq. Har ganday Koshi ketma-ketligi ehegaralangandir.

Isbot. Faraz gilaylik, {xn} - Koshi ketma-ketligi bo'lsin. U holda
istalgan e > 0 olinganda ham shunday nomer N = N(e) topiladiki,
u uchun (2.5.1) shart bajariladi. Agar bu shartda m = N desak,
n > N lar uchun

\xn\<\xN\+e, n>N (2.5.2)

tengsizlikni olamiz.

Demak, agar M = max{ |*ij, [a2|, |*jv-i|, ™Vv| + £ }
deb belgilasak, barcha n € N nomerlarda quyidagi tengsizlik o'rinli
bo'ladi:

xn\< M, n GN.

Bu esa {xn} ketma-ketligining chegaralanganligini anglatadi.B

2.5.2 - tasdiq. Har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik Koshi
ketma-ketligidir.

Isbot. Shartga ko'ra {xn} yaginlashuvchi ketma-ketlik bo‘lib,
a soni uning limiti bo'lsin. U holda istalgan e > 0 olinganda ham
shunday nomer N —N(e) topiladiki, u uchun

kn —a\ <e, n>N, (2.5.3)
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tengsizlik oTinli boiadi.
Shuning uchun agar gandaydir boshga nomer m ham m > N
shartni ganoatlantirsa,

\xm —a\ <e, m> N, (2.5.4)

tengsizlik bajariladi.
(2.5.3) va (2.5.4) tengsizliklardan

\xn —xm\ <2e, n>N, m>N

kelib chigadi va demak, e > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra {xn} - Koshi
ketma-ketligi ekan.B

3. 2.5.2 - tasdiqqa teskari boigan tasdiq, ya’ni har ganday Koshi
ketma-ketligining yaginlashuvchi ekanligi haqiqiy sonlar nazariyasi-
dagi eng ajoyib natijadir.

2.5.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Ketma-ketlik yaginlashuv-
chi bo‘lishi uchun uning Koshi ketma-ketligi bofishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Zarurligi 2.5.2 - tasdigda isbotlandi.

2) Yetarliligi. Har ganday {xn} Koshi ketma-ketligi yaginlashuv-
chi bo'lishini isbotlaymiz. Ta’rifga ko‘ra, istalgan e > 0 olinganda
ham shunday nomer N —N (s) topiladiki, u uchun (2.5.1) shart ba-
jariladi. 2.5.1 - tasdigga asosan esa {xn } ketma-ketlik chegaralangan
va shuning uchun 2.4.1 - teoremaga ko‘ra u yuqori a va quyi a limit-
larga ega. Ikkita {xnk} va {xmk} gismiy ketma-ketliklarni shunday
tanlab olamizki,

xnk-+a, xmk->a (2.5.5)

munosabatlar o‘rinli boisin.
Endi (2.5.1) dan = va m = nifc deb olib, k ni cheksizlikka
intiltirsak, (2.5.5) ga ko‘ra

la—a\ <e

tengsizlik kelib chigadi.

Bundan, e > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, a = a tenglikni olamiz.
Demak, 2.4.3 - teoremaga asosan {xn} ketma-ketlik yaginlashuvchi
ekan.H
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4, Navbatdagi misol Koshi kriteriysining imkoniyatlarmi namo-
yish giladi.
2.5.1 - misol. Quyidagi
. - On .
xn+i = xn+j-—" , nGN, xi=1, (2.5.6)

rekurrent formula orgali aniglangan {xn} ketma-ketlikni garaylik,
bu yerda {9n} - elementlari fagat ikki: + 1yoki —1 giymatni gabul
giladigan ketma-ketlik. Masalan, on = (-1)rayokién = (-1)f", bu
yerda [§] simvoli odatdagidek x sonining butun gismini anglatadi.
Bunday aniglangan {xn} ketma-ketlikning yaginlashishini isbot-
laymiz. Bu ketma-ketlik, umuman aytganda, monoton boimaganligi
uchun biz monoton ketma-ketliklar uchun o'rinli bo'lgan natijalar-
dan foydalana olmaymiz. Shu sababli Koshi kriteriysini goilaymiz.
Agar m > n desak, u holda, ravshanki,

;II-_m ——L—fi‘!‘ ! Netl ,L, I Oom-I|
(n+1ly (n+2)2 my "

Shuning uchun,

am—on < FrTS2 FToRt et met @57y

Endi quyidagi

1 < 1 1 1
(n+ 1)2 nn+1) n n+1

munosabatni (2.5.7) ning o‘ng tomonidagi har bir hadga. goilasak,

I®@*-®»! < B - fl,+r|\J/ Gt -dea " {mla

tengsizlikni olamiz.
Qavslarni ochib, mos hadlami gisqartirsak,
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hosil bo'ladi.
Demak,

xm —xn\ < = m>n (2.5.8)

Bu tengsizlikdan {xn} ning Koshi ketma-ketligi ekanligi bevosita
kelib chigadi. Shunday ekan, bu ketma-ketlik yaginlashuvchidir.

82.6. Chegaralanmagan ketma-ketliklar

Hozirgacha biz fagat chegaralangan ketma-kethklarni oTgandik.
Biroq ko‘pgina masalalarni yechayotganda chegaralanmagan ketma-
ketliklarga ham duch kelamiz. Mantiqan chegaralanmagan ketma-
ketlik —bu chegaralangan boimagan ketma-ketlik boiishi kerak-
ligidan quyidagi tarifni olamiz.

Ta’rif. Agar istalgan hagigiy A soni uchun {xn} ketma-ketlikning
kamida bitta xn elementi topilsaki, n uchun

xn\ > A (2.6.1)

tengsizlik bajarilsa, bu ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.
Ravshanki, har ganday ketma-ketlik yoki chegaralangan yoki
chegaralanmagan boiadi.
2.6.1 - misol. xn = ri'""1)7 ketma-ketlikni olib, uning bir nechta
boshlang'ich hadlarini yozaylik:

Bu ketma-ketlikning chegaralanmaganligi anig. Shu bilan bir-
ga, uning toq nomerli {&n-i} hadlari tashkil gilgan gismiy ketma-
ketligi cheksiz kichikdir:
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Eslatma. 1.6.1 - teoremaga asosan elementlari bareha ratsio-
nal sonlardan iborat bo;lgan {rn} ketma-ketlik mavjud. Boshgacha
aytganda, bu ketma-ketlik quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

(i) har bir rn - ratsional son,

(if) har bir ratsional son biror rn bilan ustma-ust tushadi,

(iii) agarn ~ m boMsa, rn * rm boiadi.

Anigki, bu ketma-ketlik chegaralanmagan va gizig'i shundaki,
uning limit nugtalari R sonlar o‘gi bilan ustma-ust tushadi.

Chegaralanmagan ketma-ketliklar ichida eng ahamivatlisi chek-
siz katta ketma-ketliklardir.

Ta’rif. Agar istalgan hagigiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, bareha, n > N larda {xn} ketma-kcMikning hadlari

xn\ > A, n> N, (2.6.2)

tengsizlikni ganoatlantirsa, bu ketma-ketlikka cheksiz katta deyila-
di.

Quyidagi tasdigga asosan cheksiz katta ketma-ketliklarni o‘rga-
nishni, ma’lum ma’noda, cheksiz kichik ketma-ketliklarni o'rganishga
olib kelish mumkin.

2.6.1 - teorema. Agar {xn} ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lsa,

biror nomerdan boshlab ketma-ketlik aniglangun boib, u chek-

siz kichik ketma-ketlik bo 1adi.

Isbot. Shartga ko'ra {*,,} - cheksiz kattii ketma.-ketlik bo'lsin. U
holda istalgan e > 0 uchun (2.6.2) da A —3 desak, biror Ar= N(e)
nomerdan boshlab,

\Xn\ > =y n > N!
£

baho o'rinli bo‘ladi.
Demak, n > N(e) larda {xn} ketma-ketlik elementlari noldan
fargli bo'lib,

(2.6.3)
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shartni ganoatlantiradi. (2.6.3) tengsizlik esa 1— 1 cheksiz kichik
\V%n )
ketma-ketlik ekanini anglatadi.B

Teskari tasdiq oiinli bo'lishi uchun biz "ketma-ketlikning ele-
mentlari noldan fargli bo‘lsin"degan tabiiy go'shimcha shartni talab
gilishimiz zarur.

2.6.2 - teorema. Agar {xn} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘lib,
biror nomerdan boshlab xn 0 shart bajarilsa, u holda shu nomer-

dan boshlab <X—)b ketma-ketlik aniglangan bo‘lib, u cheksiz katta
n
bo “ladi.
Isbot. Shartga ko‘ra {xn} cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lsin.
Bundan chiqdi, istalgan e > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,

n> N larda
xn\ < e (2.6.4)

tengsizlik bajariladi.

Yana shartga ko'ra kerak bo‘lsa N nomemi kattaroq olib, biz
n > N larda xn / 0 shart bajariladi deb hisoblashimiz mumkin.
Agar A avvaldan berilgan ixtiyoriy musbat son bo‘lsa, (2.6.4) da

= —deb, n> N = N (A) lar uchun

A

kni <
tengsizlikni olamiz. Uni quyidagi ko'rinishda gayta yozishimiz mumkin:

=t > A, n>N.

A\

Bu tengsizlik esa 1|—)1 cheksiz katta ketma-ketlik ekanini
xn

anglatadi.B
Cheksiz katta ketma-ketlikka misol sifatida xn - (—1)n-n ketma-
ketlikni, ya’ni
-1, 2, -3, 4, -5, ..

ketma-ketlikni olish mumkin.
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E tibor bering, bu ketma-ketlikning hadlari cheksiz marta ishora-
sini o'zgartiryapti. Elementlari chekli sonda ishorasini o'zgartira-
digan cheksiz katta ketma-ketliklar alohida sinfni tashkil giladi. Bun-
day ketma-ketliklarni, oz navbatida, ikki sinfga ajratish mumkin:

birinchi sinfga biror nomerdan boshlab barcha elementlari mus-
bat bo‘lgan cheksiz katta ketma-ketliklarni kiritamiz;

ikkinchi sinfga esa biror nomerdan boshlab barcha elementlari
manfiy boigan cheksiz katta ketma-ketliklarni kiritamiz.

Ta’rif. Agar istalgan hagigiy A soni uchun shunday N = N (A)
nomer topilsaki, {icra} ketma-ketlikning elementlari n > N larda

xn > A (2.6.3)

tengsizlikni ganoatlantirsa, bu ketma-ketlikka +00 ka intiluvchi
deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:

lim xn = +00.
n—00

Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida xn = n ketma-
ketlikni olish mumkin.

Ta’rif. Agar istalgan hagigiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, {xn} ketma-ketlikning elementlarin > N larda

xn < A (2.6.4)

tengsizlikni ganoatlantirsa, bu ketma-ketlikka —00 ka intiluvchi
deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:

lim xn = —00.
n—=+Q0

Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida xn = —n ketma-
ketlikni olish mumkin.

Yuqoridagi ta’riflar gismiy limit tushunchasini kengaytirib, ular
safiga +00 va —00 simvollarni go'shishga imkon beradi.
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Ta'rif. Agar {xn\ ketma-ketlikdan +oc ka intiluvchi, ya’ni
lim Xnk = +00
k—00

bo‘lgan {xnk} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu ketma-
keilik uchun +00 yugqori limit deyiladi.
Burma, quyidagicha yoziladi:

Ing 5<n ~ +00.

Masalan, xn = (—l)nn ketma-ketlik uchun +co yuqori limit
bo'ladi.

Ravshanki, ketma-ketlikning yuqori limiti fagat va fagat u yuqori-
dan chegaralanmaganda +o00 ga teng bo'ladi.

Ta'rif. Agar {xn} ketma-ketlikdan —o0 ka intiluvchi, ya’ni

lim xn, = —o0
k—yco
bo‘lgan {xn.,} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu ketma-
ketlik uchun —oo0 quyi limit deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi
lim xn = —oo0.
n—oo
Masalan, xn = (—1)nn ketma-ketlik uchun —eo quyi limit bo'ladi.
Ravshanki, ketma-ketlikning quyi limiti fagat va fagat u quyidan
chegaralanmaganda —oo ga teng bo'ladi.
Yugorida keltirilgan ta’riflarga asoslanib, biz har ganday son-
li ketma-ketlik uchun yuqori va quyi limitlar mavjud deyishimiz
mumkin. Bu limitlar orasidagi munosabatni formal ravishda quyida-
gicha ifodalasa bo'‘ladi:

—00 < Jmxn < limxn < +o0o0.
n—0 N-+00

Eslatma. Anigki, agar {xn} ketma-ketlik chegaralangan bol!lib
uzoglashsa, yuqoridagi munosabatda barcha gat’iy bo'Imagan teng-
sizliklar belgisi gat’iy tengsizliklar belgisiga o'zgaradi.
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§2.7. Kompakt to‘plamlar

1. Ushbu paragrafda biz ketma-ketliklarni emas, balki ixtiyoriy
E C R to'plamlami o'rganamiz.

Ta'rif. Agara € R nugtaning istalgan e-atrofida E C R to'plam-
ning cheksiz kop nuqgtasi bo‘isa, a nugtani E toplamning limit
nugtasi deymiz.

2.7.1 - tasdiq. Berilgan a £ R nugta E C R to‘plamning limit
nugtasi bo‘lishi uchun quyidagi:

(i) xne E;

(ii) xn 7/ g;

(iii) n -> 00 da xn —a,
shartlami qanoatlantiruvchi {xn} kctma-ketlikning mavjud bo‘lishi
zarur va yetarli.

Isbot xuddi 2.4.1 va 2.4.2 - tasdiglar isbotiga o'xshash olib bo-
riladi.

1) Zarurligi. Berilgan a nugta E to‘plamning limit nugtasi bo'lsin.
Bundan chiqdi, istalgan e > 0 olganda ham shunday x G E nuqta
topiladiki, u uchun

O< ppP—aj < e (2.7.1)

munosabat o‘rinli bo'ladi.
(2.7.1) dagi tengsizliklarning o‘ng tomondagisi x nugta a nugta-
ning e-atrofida yotishini, chap tomonidagisi esa x nugta a nugtadan

fargli ekanini anglatadi. Endi e ga ketma-ket 11,

giymatlami beraylik. Tanlangan har bir e — — uchun, (2.7.1) ga
ko'ra, shunday xn € E nugqta topiladiki, u

0< Wwn- a\< - (2.7.2)
shartni qanoatlantiradi.
Ravshanki, bunday tanlarigari {xn\ ketma-ketlik uchun (i)-(iii)
shartlar bajariladi.
2) Yetarliligi. Endi (i)-(iii) shartlarni ganoatlantiruvchi {xn}
ketma-ketlik mavjud bo'lsin deylik. U holda a nuqgta E toJplamning
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limit nugtasi ekanini ko'rsatamiz. Istalgan e > 0 ni tayinlaymiz.
(i) - shartga ko‘ra biror nomerdan boshlab, {xn} ketma-ketlikning
barcha elementlari a nugtaning e-atrofida yotadi, ya'ni a nugtaning
istalgan e-atrofida E to'plamning cheksiz ko'p elementlari yotadi.
Bu esa a nugta E to'plamning limit nuqtasi ekanini anglatadi.B

Berilgan E to‘plamning barcha limit nuqtalari to'plami hosilaviy
to'plam deyiladi va E' simvoli orqgali belgilanadi.

Shunga e'tibor garataylikki, E to‘plamning limit nugtalari E
to'plamga tegishli boiishi ham, tegishli boimasligi ham mumkin.
Masalan, agar E = (0,1) boisa, E' — [0,1] boiadi. Demak, (0,1)
intervalning barcha nugtalari limit nugtalar boiib, ular E ga te-
gishlidir; ikki chegaraviy O va 1 nuqtalar esa limit nuqgta boiishiga
garamasdan E ga tegishli emas.

Bu misolda E to‘plamning barcha nuqgtalari limit nuqgtalar boiib
chiqdi. Lekin doim ham bunday boiavermaydi. Masalan, agar m
natural son boisa, barcha — ko'rinishdagi sonlardan tashkil top-
gan E to‘plam yagona a :mO limit nugtaga ega va bu nuqta E
to'plamga tegishli emas. Ushbu to‘plamning hech bir nugtasi limit
nuqgta boimaydi, chunki bu nuqgtalarning har biri shunday atrofga
egaki, unda E to'plamning bu nuqgtadan boshga elementi yo‘q.

Berilgan E to‘plamning limit nuqgtasi boimagan elementlari yak-
kalangan nugtalar deyiladi, Binobarin, oxirgi o'rganilgan misolda E
to‘plamning barcha nugtalari yakkalangan ekan.

Ta'rif. Barcha limit nugtalari o‘ziga tegishli bo‘loan to‘plam
yopigq to‘plam deyiladi

Shunday qilib, agar E1 C E boisa. E yopiq boiar ekan. Limit
nugtalar to'plami E' doimo yopiq boiishini ko'rsatish oson.

E I) E' to'plam E to'plamning yopilmasi deyiladi va E simvol
orgali belgilanadi. E toJiam E ni 0‘z ichiga olgan eng kichik yopiq
to'p'iam ekanini ko'rsatish giyin emas.

2, Zamonaviy matematik tahlilda muhim o‘rin tutgan yana
tushunchani kiritamiz.

Ta'rif. Agar E C R to‘plamga tegishli bo'lgan har ganday
xfl GE nuqtalar ketma-ketligidan yaginlashuvchi hamda limiti ham

bir
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E ga tegishli bo‘lgan gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu
to‘plam kompakt to‘plam deyiladi

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlarning kompakt to'plamlari tav-
sifini beradi.

2.7.1 - teorema. Befilgan E C R toplam kompakt bo‘lishi
uchun uning yopiq va chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. ) Zarurligi. Faraz gilaylik, E to'plam kompakt bodsin.
Uning yopiq va chegaralangan ekanini isbotlaymiz.

Aytaylik, a nuqta E to'plamning ixtiyoriy limit nuqgtasi bodsin.
U holda 2.7.1 - tasdigning (i)-(iii) shartlarini ganoatlantiruvchi {xn}
ketma-ketlik mavjud bodadi, ya'ni xn G E bodib, xn -> a bodadi.
Bundan kompakt to‘plain ta'rifiga ko'ra, a G E kelib chigadi. De-
mak, E to'plam o'zining barcha limit nuqgtalarini o‘z ichiga olar
ekan. Bu esa ta'rifga ko'ra E ning yopiq to‘plam ekanini anglatadi.

Endi E chegaralanmagan to‘plam deb faraz qgilaylik. U holda
xn G E bo'lgan cheksiz katta ketma-ketlik mavjud bo'lib, ravshan-
ki, bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib
bo‘lmaydi. Bu esa E to'plamning kompaktligiga. ziddir. Demak, E
chegaralangan to‘plam ekan.

2) Yetarliligi. Endi E yopiq va chegaralangan bo'lsin. Uning
kompakt bo'lishini isbotlaymiz.

E to‘plam nugtalaridan tuzilgan ixtiyoriy {xn} ketma-ketlikni
olaylik. Bu ketma-ketlik chegaralanganligi uchun Bol’sano-Veyersht-
rass (2.4.2 - teorema) teoremasiga asosan, undan biror a soniga
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Endi a G E
ekanini ko'rsatish yetarli.

Ikki holni garaymiz.

9 {*.,} ketma-ketlik aqalli bitta a ga teng bodgan elementga
ega. Bu holda barcha xn G E bodgani sababli a G E bodadi.

B) {xn} ketma-ketlikning barcha elementlari a dan fargli. Bu
holda a nugta E to‘plamning limit nuqtasi bodadi va E yopiq bodgani
sababli yana a G E bodadi.

Shunday qilib har ikkala holda ham a G E ekan.u

Quyidagi uchta to‘plam kompakt to'plamga misol bodadi:

1) Chekli sondagi elementga ega bodgan to;plam. Bu to‘plain
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chegaralangan va birorta ham limit nuqtaga ega emas va, shuning

uchun, u yopiq (bu to‘plamning barcha nugtalari yakkalangan);

1 1 1
2)0, 1, , — ... hugtalardan iborat to'plam (bu to'plam

faqat bitta a = 0 limit ,r;uqtaga ega va biz uni to‘plam elementlariga
go‘shib go'ydik; uning boshga barcha nuqtalari yakkalangan);

3) [a, 6] kesma.

Lekin (a, b) interval kompakt emas, chunki u chegaralangan
bo'lishiga garamasdan yopiq to'plam emas. Yarim to'gii chiziqg [0, + 00)
ham kompakt emas, chunki u yopiq bo'lishiga garamasdan, chegar-
alangan to'plam emas.

Zamonaviy matematik tahlilda kompakt to‘plamlar xossalaridan
juda keng foydalaniladi.

2.8. Misollar

1 - misol. Agar xn > 0 ketma-ketlik uchun biror n nomerdan
boshlab

tengsizlik o'rinli bo‘lsa, lim xn = 0 ekanini isbotlang.
Ko‘rsatma. Ushbu 0 < x n <c¢ gn tengsizlikdan foydalaning.

2 - misol. Tenglikni isbotlang:

Ko'rsatma. Quyidagi

tengsizlikdan foydalanib, berilgan ketma-ketlik hadlarining awalgi
misol shartini ganoatlantirishini koi'sating.
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3 - misol. Tenglikni isbotlang:

. an
lim — = 0 (a > 0).
n~zoo nl

Ko'‘rsatma. Quyidagi xn = an/n\ belgilashni Kkiritib,

<g<1
Xn H+ |

tengsizlikdan foydalaning.

4 - misol. Agar a > 1boisa. istalgan natural r soni uchun
fir
m— =0 (2.8.1)

1
n-+oo(In

ekanini isbotlang.
Ko'rsatma. Agar xn —rf Zan desak, biror n nomerdan boshlab

*rxkg'o-m!l + ;) <«<i
offi Uy Tl
tengsizlik bajarilishini ko'rsating.
5 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,
*n=1+x+r+-—-— (2.8.2)
2 3 n

ketma-ketlikning uzoglashishini isbotlang.
Ko‘rsatma. Biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik baja-
rilishini ko‘rsating:

1
Xn Xn> —

6 - misol. Istalgan musbat sonlar ketma-ketligi uchun
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tengsizlikni isbotlang.
Ko4satma. Agar (2.8.3) tengsizlikning teskarisini bajariladi

deb faraz gilsak, ya'ni

ai + ak+l\

lim —-—- r— < 1

k->co / + 14

K

desak, biror N nomerdan boshlab

12 <1, K> N,
k+ 1"k

K

bo'ladi. Bundan chiqdi, shu nomerdan boshlab,

& 4 ttfcH K+ 1
aK K

tengsizlik bajariladi, ya'ni
L OfeH
K+ 1 & f+ 1

bo'ladi. Bu tengsizlik jordamida (2.8.2) ketma-ketlik yaqinlashadi
degan ziddiyatga keling.

Eslatma. Agar istalgan e > 0 uchun

a\=e, Oc=k k=23,...

ketma-ketlikni aniglasak, ravshanki.
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bo‘ladi. Bundan (2.8.3) tengsizlikda gat’iy tengsizlik belgisini gqo'yish
mumkin emasligi kelib chigadi.

7 - misol. Agar

bo'lsa, ushbu
infla;id, sup{*rgd, !im xn, lim xn
o n
kattaliklarni toping.

Ko‘rsatma. Quyidagi limitlardan foydalaning:

lim X4k = 0, lim *4fet2 = e.
k—too k

—00

8 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

ketma-ketlikni yaginlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. Biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik baja-
rilishini ko'rsating:

9 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

ketma-ketlikni yaginlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. Quyidagi munosabatdan foydalaning:

1 1 1 1
@2n+DHa (@n+D2n 2n 2n+ 1*
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10 - misol. Agar oi > > a3 > eee> an > mmmva aj > 0
bo‘lsa,
Xn -p «1 1-02 ! I <t o >0 e

ketma-ketlik, fagat va faqat
Wn = ai +2a2 4......+ 2na2® (2.8.4)

ketma-ketlik yaginlashganda, yaginlashishini ko‘rsating.
Ko'rsatma. Quyidagi

tengsizlikni isbotlang.

11 - misol. 10 - misoldan foydalanib,

Xn=1i+¢+"'--+¢>P>1

ketma-ketlikni yaginlashishga tekshiring.

Ko‘rsatma. Bu holda (2.8.4) ketma-ketlik maxraji birdan kichik
bo'lgan geometrik progressiyani n ta hadining yig‘indisi bo'lishini
ko'rsating.
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§ 3.1. Funksiyaning limit giymati

1. Ushbu bobda funksiya deganda biz E ¢ R to‘plamni R
sonlar o'giga akslantirishni tushunamiz. Bunday funksiyalar sonli
funksiyalar ham deyiladi. Shunday qilib, agar / funksiya bo'lsa, u
biror EC R to'plamdan olingan har bir hagigiy x songa haqiqiy
/ (x) sonni mos go'yadi. Bunda E to‘plam / funksiyaning aniglanish
sohasi deyiladi va ba’zan D (f) simvol orqgali belgilanadi. Biz yana
f:E R kabi belgilashdan ham foydalanamiz.

Bir xil aniglanish sohasiga ega bo'lgan ikki / va g funksiyalar-
ning yig‘indisi / + g, ayirmasi / - g va ko'paytmasi / g tabiiy
ravishda aniglanadi:

(f+9){x) = 7(*) +g(x), (f ~g){x) = f(x)-g(x),

(f mg)(x) = f(x) mg(x).

Biz, aslida, / va g funksiyalar turli aniglanish sohaga ega bo'lganda
ham, ya'ni £>(/) D(g) bol!lganda ham, ularning yig'indisi, ayir-
masi va ko'paytmalarini aniglashimiz mumkin. Bunda biz /7 [g
yig‘'indi, f —g ayirma va / g ko‘paytmalarni ikki aniglanish so-
halarning kesishmasi D (f) n D(g) da aniglangan deb hisoblaymiz.

3.1.1 - misol. Agar n manfiy bo‘lmagan butun son va
ao, ai, an biror o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, quyidagi

f(x) = aoxn + aixn~| + a2xXn-24— + an-ix + an

ko'rinishda aniglangan funksiyaga kophad deyiladi.
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Ravshanki, / ko'phadning aniglanish sohasi sonlar o‘qidir, ya'ni
D(f) = R = (=00, 00).

Agar oo / O bo'lsa. n soniga ko‘phadning darajasi deyiladi.
Qo, ai, (in sonlar ko'phadning koeffitsientlari deyiladi, bunda ao
soni bosh koeffitsient deb ham ataladi.

O-darajali ko'phad o ‘zgarmas funksiya deyiladi:

f(x) = c, c = const.
1-darajali ko‘phad chizigli funksiya deyiladi:
f(x) - kx \h. k7 0.
2-darajali ko'phad kvadratik funksiya deyiladi:
f(x) = ax2+ bx + c, a/ 0.

3.1.1 - tasdiq. Agar f va g kophadlar bo‘lsa, / + g, f —g va
/ =g funksiyalar ham, ko‘ph,ad bo'ladi.

Isbot 0'z-o'zidan ko'rinib turibdi. Aslida, ko'phadni yuqorida
Kiritilgan uck arifrnetik amallarni o‘zgarmas va f(x) —x funksiya-
larga chekli marta qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan funksiya, deb
ham ta’riflash mumkin edi. Shu ma’noda 3.1.1 - tasdig ko‘phadning
ta'rifi bilan deyarli bir xildir.

2. Agar g funksiyaning aniglanish sohasidagi barcha x lar uehun
f

g(x) / 0 shart bajarilsa, ikki / va g funksiyalarning — nisbati
quyidagi
() X)=mM.
v j () 9(X)
tenglik orgali aniglanadi.
Xuddi yuqoridagidek biz i nisbatni / va g funksiyalar turli

aniglanish sohalarga ega bo'lganda ham aniglashimiz mumkin, fagat
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bunda biz doim nisbatning aniglanish sohasi deb ikki / va g funksiya-
lar aniglanish sohalari kesishmasidan g funksiyaning nollari ehigarib
tashlangan to'plamni olamiz:

DIPYD (f)nD (g)\{x:g(x) = O}

3.1.2 - misol. Agar P va Q lar ko‘phadlar boiib, Q(x) ® O
boisa (ya'ni Q - nolga teng nolinchi darajali ko'phad boimasa),
quyidagi

fix) = Q(x)

funksiyaga misional funksiya deb ataladi.

P
Ravshanki, / = — ratsional funksiyaning aniglanish sohasi son-

lar o'gidan maxrajning nolxarini ehigarib tashlangan to‘plamga teng:
D{f) = R \{k:Q{x) = 0}

Xususan, maxrajni Q(x) = l1deb hisoblab, har ganday ko'phadni
ratsional funksiya deb garashimiz mumkin.

3.1.2 - tasdiq. Agar f va g ratsional funksiyalar bo‘lsa, f + g,
f
f —9>f 9 va — (g(x) ® O bo‘lganda) funksiyalar ham ratsional

funksiyalar bo‘ladi.

Isbot ratsional funksiyaning ta'rifidan bevosita kelib chigadi.
E’tibor bering, har bir ratsional funksiyani o'zgarmas va f(x) —x
funksiyalarga yuqoridagi to'rtta (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va
boiish) arifmetik amallarni ehekli marta qoilash natijasi deyish
mumkin. Shu ma’noda 3.1.2 - tasdiq ratsional funksiyaning ta’rifi
bilan deyarli bir xildir.

Funksiya o'z aniglanish sohasining turli gismlarida turii formu-
lalar orgali berilishi ham mumkin.



§3.1. Funksiyaning limit giymati 129

3.1.3 - rnisol. Signum funksiyasi quyidagicha aniglanadi:
—1, agar x < 0 boMsa,
0, agar x = 0 bo'lsa,
1, agar x > 0 bo'lsa.

k
y

y=sign(x)

3.1-rasm

Bu funksiyaning aniglanisk sohasi sonlar o!qidir. Istalgan x GR
uchun quyidagi ikki tenglikning o‘rinli ekanini oddiy hisoblashlar
orgali ko'rsatish mumkin:

x esign x = [l I¥] *sign x = x, x € R.

Navbatdagi misolda funksiyalarning umuman antiga ko‘rinishga
ega, bo'lishini ko!rishimiz mumkin.
3.1.4 - misol. Dirixle funksiyasi quyidagicha aniglanadi:

. 11, agar* ratsional bo‘isa,
D(x) = < ] ]
[0, agar x irratsional bollsa.

Bu funksiyaning ham aniglanish sohasi sonlar o‘qidir, ya'ni R.

3. Funksiyalarni o'rganishda ularning grafigi (ya'ni koordina-
talar tekisligining funksiya bilan bog‘lig bo'lgan muayyan gismiy
to‘plami) muhim rol o'ynaydi.

Eslatib o'taylik, agar x GR vay € R bo'‘lsa. R 2 koordinatalar

tekisligi deganda biz barcha tartiblangan (x, y) juftliklar to‘plamini
tushunar edik. Tartiblangan (x,y) juftlikni tekislikning nugtasi, x
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va y sonlarni esa uning koordinatalari deb ham atashadi. Birinchi
koordinatani odatda abssissa va ikkinchisini esa —ordinata deyiladi.

f : E -¥ R funksiyaning grafigi deb quyidagi:

r(/) = {(*,7(*)) €R2, x GE}

ko'rinishda aniglangan T (f) C R 2 to‘plamga aytiladi.

Boshgacha aytganda, / funksiyaning grafigi — bu koordinata-
lari y — fix) munosabat biian bogiangan barcha (x,y) juftliklar
to'plamidir.

Odatda funksiya grafigini doskada tasvirlaganda, abssissalar o‘qi-
ni gorizontal ravishda chizib, musbat abssissalik nugtalar manfiy
abssissalik nugtalardan o‘ngda joylashtiriladi, ordinatalar o'gini esa
vertikal ravishda chizib, musbat ordinatalik nuqgtalar manfiy ordi-
natalik nuqgtalardan yuqorida joylashtiriladi.

Bunday tanlashda funksiyalarning grafigi odatda silliq egri chi-
ziglardan iborat bo'lib, agar har bir shunday egri chizigni istalgan
vertikal to'g'ri chizig bilan kessa, to‘g‘ri chizig va grafik oshib borsa
bir marta kesishadi. Masalan, 3.1.1 - misolda ko'rilgan ko‘phadlar
shunday grafikka ega. Grafiklar sillig chiziq bo‘lsa-da, cheksizlikka
ham ketib golishi mumkin. Masalan, 3.1.2 - misolda ko'rilgan rat-
sional funksiyalar grafigi ana shunday xossaga ega.

Ba’zi funksiyalar grafigi uzilgan (odatda uzilishga ega boigan
deb ataladi) egri chizigdan iborat bo‘ladi. Misol tarigasida 3.1.3 -
misolda garalgan funksiya grafigini olish mumkin. Nihoyat, Dirixle
funksiyasi shunday grafikka. egaki, uni gog'ozda eskiz ravishda ham
tasvirlash giyin. Bu grafik to‘g#fisida biroz tasawurni quyidagi rasm
beradi (3.2-rasm):
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i 1
y

0]

3.2-rasm

4. Funksiyalarning eng muhim xossalaridan biri- ularning uzluk-

sizligidir. Uzluksiz funksiyalar to‘g‘risida geometrik tasavvurni
uzluksiz deb ataladigan egri chiziglar berishi mumkin, ya’'ni shunday
egri chiziglarki, ularni chizganda galam gog'ozdan ko'tarilmaydi.
Oddiy qilib aytganda, grafigi uzluksiz egri chizigdan iborat bo'lgan
funksiya uzluksiz funksiyadir.

Albatta, bu yerda keltirilgan mulohazalar fagatgina intuitiv
bo'iib, ularni matematik ma’noda gat’iylashtirish ancha murakkab-
dir. Odatda uzluksiz funksiyalar limit giymat tushunchasi orqali
ta'riilanadi. Biz liam ana shu yo'lni tanlaymiz,

Avval misol tarigasida quyidagi ratsional funksiyani qaraylik:

X2 +X-
/(%) 1

Bu funksiya maxraji nolga aylanadigan ikki x — 1va x = —1
nugtalardan tashqari barcha nugtalarda aniglangan bo‘lib, /(1) va
/ (—1) ifodalar esa ma’'noga ega emas. Shunday bo‘lsa-da, agar x =
1 nugtaning atrofida bu funksiya giymatlariga e'tibor bersak, /(1)
ga biror ma’no berishimiz mumkin bo‘ladi. Hagigatan, yetarlicha
kichik a sonni olib, x = 1+ a deylik. U holda

1+ a)2+ (1+a)—2_ 3+ a

f{x) = /(1 4a)= @422 2+ a

Endi, agar a nolga intilsa, ya’ni x — 1+ a birga intilsa, f(x)
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giymatlar ; ga intiladi. Shuning uchun biz ; sonni / funksiyaning
x — 1 nugtadagi limit giymati deyishimiz mumkin.

Ta'rif (H.E.Heine). Berilgcm f funksiya a nuqtaning shu nug-
tani o ‘zi kirishi short bo‘lImagan biror atrofida aniglangan bo'lsin.
Agar a ga yaginlashuvchi va xn / a shartni ganoatlantiruvchi argu-
mentning ixtiyoriy xn ketma-ketligi uchun f(xn) giymatlar ketma-
ketligi biror b soniga yaginlashsa, ana shu b sonini f funksiyaning
a nugtadagi limit giymati deymiz.

Agar b soni / funksiyaning a nugtadagi limit giymati boisa,

lim f(x) = b (3.1.1)
X—ya
deb yoziladi.

Shuni aytish kerakki, ta'rifdagi xn ™ a shart garalayotgan funksi-
yaning a nugtada aniglanmagan boiishiga imkon beradi (bu holni
yuqoridagi misolda koidik). Agarda / funksiya a nuqtada aniglan-
gan bo'‘lsa, qayd etilgan shartdan / funksiyani a nuqgtadagi limit
giymatining, umuman aytganda, /(a) bilan ustma-ust tushmasligi
kelib chigadi.

Funksiyaning a nuqgtadagi limit giymati funksiyaning a nuqtada-
gi limiti deb ham ataladi.

Sonlar o‘gining har bir nuqtasida limit giymatga ega boigan
funksiyaga misol sifatida barcha x € R larda bitta ¢ giymatni
gabul giladigan, f(x) = c o‘zgarmas funksiyani olishimiz mumkin.
Ravshanki, har bir a E R nuqgtada bu funksiyaning limit giymati c
ga teng.

Navbatdagi misol ko'rinishdan ancha sodda boiishiga garamas-
dan, juda muhimdir.

3.1.5 - misol. Quyidagi

f(x) = x

birlik funksiya butun sonlar o'qida aniglangan boiib, istalgan a EH
nuqgtadagi uning limit giymati a ga tengdir:

limx = a.
X—ya
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Limit nugta ta'rifidagi yana bir narsaga ahamiyat beraylik. Un-
da aytilishicha, argumentning a ga intiluvchi ixtiyoriy {xn} ketma-
ketligi uchun {fix,,)} ketma-ketlik b ga yaqginlashishi zarur.

Endi 3.1.3 - misoldagi sign x funksiyani garaylik. Agar biror {xn}
ketma-ketlik uchun xn > Ovaxn -> 0 shartlar bajarilsa, sign xn — |
bo'lib, shu sababli

lim signxn = 1
bo'ladi.
Agar boshqga biror ketma-ketlik hadlari yn < 0 shartni ganoat-
lantirib, yn -> 0 bo'lsa, sign yn = —1 bo'ladi va shu sababli
lim signyn = -1

n —5*00

tenglik bajariladi.

Har ikkala holda ham sign funksiyaning limiti mavjud boisa-
da, ular o‘zaro teng emas va shuning uchun sign funksiya 0 nugtada
limit giymatga ega emas.

-1
Xuddi shu xulosaga xn = S___)_n ketma-ketlikni olsak ham ke-

lamiz. Ravshanki, bu ketma—ketlirll ham nolga yaqginlashadi, shu bi-
lan birga. uning toq nomerli barcha elementlari manfiy va juft nomer-
li barcha elementlari esa musbatdir. Ta’rifga ko'ra sign funksiyaning
mos giymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik

signxn - (-1)m@

ga teng bo'lib, ko'rinib turibdiki, u yaginlashmaydi. Bu yana bir
marta sign funksiyaning O nuqgtada limit giymatga ega emasligini
tasdiglaydi.

Endi xuddi shu usulda 3.1.4 - misolda ko'rilgan D(x) Dirixle
funksiyasini qaraylik. Agar istalgan a € R uchun unga yaqinlashuv-
chi biror {xn} ketma-ketlikning barcha elementlari ratsional bo'lsa,
D(xn) = 1 boiadi va shu sababli
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tenglik bajariladi.
Bordi-yu o'sha a G R ga yaqginlashuvchi boshga biror {yn}

ketma-ketlikning barcha elementlari irratsional bo'lsa, D(yn) = 0O
bo‘ladi va shu sababli

lim D(yn) = O

tenglik bajariladi.

Bu ikki limitning o'zaro teng emasligidan Dirixle funksiyasi son-
lar o'gining hech gaysi nugtasida limit giymatga ega emasligi kelib
chigadi.

Agar istalgan a nugtaga yaginlashuvchi {xn} ketma-ketlikni shun-
day tanlasakki, uning toqg nomerli x2k-i elementlari ratsional va
juft nomerli x X elementlari irratsional bo‘lsa, biz yana xuddi shu
xulosaga kelamiz. Hagigatan,

D{X2k-\) = 1, D{X%k) = O

tengliklar o'rinli boiib, {D (xn)} giymatlar ketma-ketligi uzoglasha-
di. Bimdan yana bir bor Dirixle funksiyasining sonlar o‘qining hech
gaysi nugtasida limit giymatga ega emasligini olamiz.

Bevosita limit giymat ta'rifidan va Il bob natijalaridan nav-
batdagi tasdigga kelamiz.

3.1.1 - teorama. Agar

lim f(x) = b, limg(x) — ¢
bollsa,
hm (f+g)(x) = b+c, lim (f-g){x) = b-c, lim,(f-g)(x) = be

tengliklar o‘rinli bo'ladi va ¢ / 0 bo‘lgan holda

tenglik bajariladi.
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Isbot 2.1.1, 2.1.2 va 2.1.3 - teoremalardan va limit giymatning
ta'rifidan kelib chigadi. Misol tarigasida quyidagi tenglikni isbot-
laymiz:

Him U+ g)fx) —lim f(x) + lim g(x). (3.1.2)

Buning uchun biz a ga yaginlashuvchi ixtiyoriy {xn} ketma-
ketlikni garaymiz. 2.1.1 - teoremaga ko'ra

lim \f(xn) + g(xn)] = _lim f(xn) + lim g(xn)

N—oo —>00 ra—>o00

tengiikni olamiz.

Bu esa limit giymatning Heine ta'rifi bo'yicha (3.1.2) tenglik
o'rinli ekanini anglatadi.H

3.1.6 - misol. Quyidagi

f{x) = aoxn + a\xn~| + a2Xn~2 + eee+ an-ix + an

ko'phad istalgan a € R nugtada f(a) ga teng limit giymatga ega.
Bu tasdiq 3.1.1 - teoremani chekli marta o‘zgarmas funksiya va bir-
lik f(x) = x funksiyaga qoilashdan kelib chigadi (3.1.5 - misolga
garang).

5. Funksiyaning limit giymati ta'rifini boshgacha ko‘rinishda
ham berish mumkin. Chunonchi, agar a nugtaning yetarlicha kichik
atrofida / funksiyaning giymatlari b dan kam farq gilsa (boshgacha
aytganda. x nugta a ning ¢-atrofida yotib, S > 0 yetarlicha kichik
boiganda f(x') giymatlar b sondan e dan kichik songa farq qgilsa,
ya’'ni b ning M-atrofida yotsa), biz b sonni / funksiyaning a nuqtada-
gi limit giymati deyishimiz mumkin.

Ta'rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuqta-
ning shu nugtani o ‘zi kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniqlan-
gan bo‘lib, b biror hagigiy son bo‘lsin. Agar istalgan £ > 0 olganda
ham shunday 5 > O topilsaki,

0< x—a\< 6 (3.1.3)
shartni ganoatlantiruvchi argurnenining barcha x giymatlari uchun

\f(x)-b\ < £ (3.1.9)
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tengsizlik bajarilsa, b sonini f funksiyaning a nuqtadagi limit qiy-
mati deymiz.

(3.1.3) tengsizlikning chap gismi x / a ekanini anglatadi, ya'ni
(3.1.4) tengsizlik a nuqgtaning d-atrofida yotuvchi va umuman ayt-
ganda, a ga teng boimagan argumentning barcha x giymatlari uchun
bajarilishini bildiradi. Demak, xuddi yuqoridagi Heine ta'rifi sin-
gari limit giymat a nugtada aniglanmagan funksiyalar uchun ham
aniglanishi mumkin va bordi-yu funksiya bu nugtada aniglangan
bo'lsa ta'rifga ko'ra / funksiyaning a nugtadagi limit giymati /(a)
bilan ustma-ust tushishi shart emas.

Limit giymatning Koshi va Heine bo'yicha ta'riflari teng kuchli
ekanligi intuitiv tushunarlidir. Biz bu tasdigni quyidagi teoremada
isbotlaymiz.

3.1.2 - teorema. Berilgan f funksiya a nuqgtaning shu nugtani
o ‘zi kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin. Uholda
b son f funksiyaning a nuqtadagi Koshi tarifi bo‘yicha limit giymati
bo‘lishi uchun bu son f funksiyning a nuqtadagi Heine ma’nosida
limit giymati bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Avval b son / funksiyaning a nuqtadagi Koshi ma’nosi-
dagi limit giymati bo'lsin. Demak, ta'rifga ko'ra istalgan e > 0
uchun shunday 6 > O topiladiki, (3.1.3) shartdan (3.1.4) kelib chiqa-
di.

Qaralayotgan / funksiyaning aniglanish sohasidan xn / a shart-
ni ganoatlantirib, a songa yaginlashuvchi istalgan {xn} ketma-ketlik-
ni olaylik. Ravshanki, biror N nomerdan boshlab bu ketma-ketlik-
ning barcha elementlari a nugtaning ¢-atrofida yotadi, u holda xuddi
shu nomerdan boshlab {7/ («,,)} ketma-ketlikning barcha elementlari
(3.1.4) gako'ra b nugtaning e-atrofiga tushadi. Demak, f(xn) -> b,
ya’ni b son / funksiyaning Heine ma’nosida ham limit giymati bo'lar
ekan.

2) Endi b son / funksiyaning a nugtadagi Heine ma’nosida limit
giymati boisin. Biz b Koshi ma’nosida ham limit giymat bo‘lishini,
ya'ni

(Ve > 035> 0) V®(0 < \Xx—aA < 5 : (Jf(x) —B\ < e) (3.1.5)
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ekanini ko'rsatishimiz zarur.
Bu tasdigni teskarisini faraz etish usuli bilan isbotlaymiz.
Demak, faraz gilamiz, b Koshi ma’nosida limit giymat boimasin,
ya’'ni (3.1.5) mulohazaning teskarisi:

(Be > 0)(W > 0) =te(0 < x—a] < (§ : (|/(a) —& > e)

o'rinli boisin.

Boshqgacha aytganda, shunday e > 0 son mavjudki, istalgan 5 >
0 olganda ham (0 < \x- a\ < 5) to'plamdan shunday x topiladiki,
u uchun

- 1/(*) -6] >e (3.1.6)

tengsizlik bajariladi.
Biz 6 > 0 sonning ixtiyoriyligidan foydalanib, unga ketma-ket

1, 5 g v % giymatlarni berishimiz mumkin. Har bir 5 = 7
i
uchun shunday xn son topiladiki, u uchun

(3.12.7)
tengsizlik o'rinli boiib, (3.1.6) tengsizlik quyidagi ko'rimshga keladi:

If(xn) - &> e (3.1.8)

Ravshanki, (3.1.7) va (3.1.8) shartlar birgalikda xn ketma-ketlik
a ga yaginlashsa-da, lekin {/(xn)j ketma-ketlik b ga yaginlash-
masligini anglatadi. Demak, b son / funksiyaning Heine ma’nosida
limit giymati boia olmas ekan. Hosil boigan garama-qarshilik teo-
remani isbotlaydi.B

Eslatma. / funksiyaning biror a nuqtadagi limit giymatini ta'rif-
layotgan vaqtda bu funksiyaning D (f) aniglanish sohasi a nugtaning
biror atrofini toialigicha 0!z ichiga olishini talab gilishga zaruriyat
yo‘g. Buning o'rniga a ga yaginlashuvchi va D (f) ga tegishli boigan
biror xn ketma-ketlikuing topilishini talab qilish yetarlidir. Bundan
chiqdi, biz berilgan E to'plamning istalgan limit nuqgtasi uchun /
funksiyaning limit giymatini aniglashimiz mumkin ekan.
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6. Sonlar o'gining tartiblanganligi funksiyaning bir tomonla-
ma limit giymati tushunchasini Kiritish imkonini beradi. Biz bu
imkoniyatni 3.1.3 - misolda o‘rganilgan signum funksiyasi misolida
ko‘rishimiz mumkin. Bu funksiyaning grafigidan ko‘rinadiki, agar *
nugta O ga chapdan (ya'ni 0 dan kichik boiib) yaginlashsa, sign x
funksiya —1 ga yagqinlashadi, bordi-yu x nugqgta 0 ga o'ngdan (ya'ni
fagat musbat boiib) yaginlashsa, sign x funksiya 1 ga yaginlashadi.
Demak, bu funksiya 0 nugtada limit giymatga ega boimasa-da, am-
mo u xuddi shu nugtada o‘ng va chap limit giymatlarga ega boiar
ekan.

Bundan buyon funksiyaning a nuqtadagi o‘ng limiti haqida gapir-
ganda, biz bu funksiyaning aniglanish sohasi yetarlicha kichik h > 0
lar uchun (a, a+ h) ko'rimshdagi intervalni o'z ichiga olishini talab
gilamiz. Bunday intervalni a nuqtaning o‘ng yarim atrofi deb ham
atashadi.

Xuddi shu singari agar berilgan funksiyaning aniglanish sohasi
(a-h, a) ko'rinishdagi intervalni o'z ichiga olsa, bunday funksiyani a
nugtaning chap yarim atrofida aniglangan deb atashadi. Biz funksi-
yaning chap limiti hagida gapirganda uni garalayotgan nugtaning
aynan chap yarim atrofida aniglangan deb faraz gilamiz.

Ta'rif (H.E.Heine). Berilgan / funksiya a nuqtaning biror oling
yarim atrofida aniglangan bo'lib, b biror haqiqiy son bo‘lsin. Agar a
ga yaginlashuvchi vaxn > a shartni ganoatlantiruvchi argumentning
istalgan xn ketma-ketligi uchun unga mos f(xn) giymatlar ketma-
ketligi b ga yaginlashsa, u holda b sonini f funksiyaning a nuqtadagi
o‘ng limiti deymiz.

Agar bsoni / funksiyaning a nuqtadagi o‘ng limiti boisa,

ligy, &)y = b (3.1.9)

kabi yoziladi.
Ba’'zan bundan-da gisga

fla+0) = b (3.1.10)

belgilashdan ham foydalaniladi.
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Biror nugtadagi o‘ng limit shu nuqtadagi o ‘ngdan limit deb ham
ataladi.

Xuddi yugoridagidek 7/ funksiyaning a nuqtadagi chap limiti yo-
ki chapdan limiti tushunchasi ham kiritiladi, ya'ni agar

[Xn € D(f)\ AN < a] A [xn -» a] => (f(xn) >ab)

bo‘lsa, b soni / funksiyaning a nuqgtadagi chapdan limit deyiladi.
Bunda quyidagi belgilashlardan foydalaniladi:

X_Itlerln_gf(x) = f(a—0) = b. (3.1.11)
Anigki, 3.1.3 - misoldagi signum funksiyasi uchun quyidagi teng-
liklar o‘rinli:

sign (0 —0) = —1, sign (0 + 0) = +1.

0 ‘ng va chap limitlar bir tomonlama limitlar deyiladi. Bunda
avval Kiritilgan oddiy limit giymatini ba'zan ikki tomonlama limit
deb atashadi.

Agar biror nuqgtada chap va o‘ng limitlar o‘zaro teng bo‘lmasa,
bu nugtada limit giymat mavjud bo‘lmaydi. Ushbu tasdigni isbot-
lashdan avval biz o‘ng va chap limitlarning Koshi bo'yicha ta'rifini
beramiz.

Ta'rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuqta-
ning biror o0 ‘ng yarim atrofida aniglangan bo'lib, b hagigiy son bo‘lsin.
Agar istalgan e > 0 olganda ham shunday 6 > O topilsaki,

a<x<a+eé6
shartni ganoatlantiruvchi argumentning barcha x giymatlari uchun
\f(x)-b\<£ (3.1.12)

tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa, b son f funksiyaning a nugtadagi o ‘ng limiti
deyiladi.
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Xuddi shu singari funksiyaning a nuqtadagi Koshi bo'yicha chap
limiti b ta’riflanadi:

(Ve>0)@B<5>0) : x GD(f)\ A[a—S < x < a\ = [i/(a))—6 < e\

3.1.3 - teorema. Bir tomonlama limitning Heine va Koshi
bo‘yicha ta’'riflari teng kuchlidir.

Bu tasdiq quyidagini anglatadi: b son funksiyaning a nugtadagi
Koshi ma’'nosida o‘ng (chap) limiti boiishi uchun uning shu nuqgtada
Heine ma’'nosida o‘ng (chap) limit boiishi zarur va yetarli.

Isbot ikki tomonlama limit hagidagi 3.1.2 - teoremaning isboti
kabi olib boriladi.

Ravshanki, agar / funksiya a nugtaning shu nuqgtani o‘zi tegishli
boiishi shart boirnagan biror atrofida aniglangan bo'lib, shu nug-
tada b limitga ega boisa, u shu a nugtada ham chap, ham o‘ng
limitlarga ega bo'‘lib, bu limitlar b ga teng boiadi.

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli.

3.1.4 - teorema. Agar f funksiyaning a nugtada o‘ng va chap
limitlari mavjud va o'zaro teng bo‘lsa, u holda f funksiyaning shu
nugtada limiti mavjud bo‘lib, quyidagi tengliklar bajarila.di:

Jlig f(x) = f(a+0) = /(- 0).

Isbot bevosita bir tomonlama limitiarning ta'riflaridan kelib
chigadi.

Chunonchi, agar b son chap limitga teng boisa, istalgan e > 0
olganda ham shunday ¢ i > 0 ko'rsatish mumkinki, a—by < x < ain-
tervalda yotuvchi argumentning barcha x giymatlari uchun (3.1.12)
bajariladi.

Xuddi shu singari agar b son oiig limitga teng boisa, shunday
62 > 0 ko'rsatish mumkinki, a < x < a+ 82 intervalda yotuvchi
argumentning barcha x giymatlari uchun (3.1.12) bajariladi.

Shunday ekan 5= min{<$i, ¢2} desak, (3.1.12) tengsizlik
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shartni ganoatlantiruvchi argumentning barcha x giymatlarida ba-

jariladi.

Buesa b son / funksiyaning a nuqtadagi limiti ekanini
anglatadi.B

7. Funksiya chegaralanmagan to‘plamda berilgan hollarda funksi-

yaning argumenti cheksizlikka intilgandagi limiti tushunchasini Kiri-
tish mumkiu.

Ta'rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya yuqoridan chegaralan-
magan E C R to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar argumentning
+00 ka intiluvchi istalgan xn £ E ketma-ketligi uchun mos f(xn)
giymatlar ketma-ketligi biror b soniga yaginlashsa, b son fix) funksi-
yaning x —>+00 dagi limiti deyiladi.

Agar b son J'(x) funksiyaning x +00 dagi limiti boisa,

A .m =ob 3L13)
kabi yoziladi.
Koshi ma’nosidagi bunga mos ta'rif quyidagi ko'‘rinishga ega:
Ta'rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya yuqoridan
chegaralanmagan E C R to plamda aniglangan bo‘lib, b hagigiy son
bo‘lsin. Agar istalgan e > 0 olganda ham shunday A > O son topilr
saki, x > A shartni bajaruvchi barcha x £ E lar uchun

\f(x)-b\<e (3.1.14)

tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning x — +00 dagi limiti
deyiladi.
Xuddi funksiyaning nuqgtadagi limiti kabi x +00 dagi limit-
ning Heine va Koshi ta’riflari teng kuchli ekanligini isbotlash mumkin.
3.1.7 - misol. Quyidagi ratsional funksiya

f(x) = . x~0, (3.1.15)

x -> +00 da O ga teng boigan limitga ega. Bu tasdiq istalgan
Xn +co ketma-ketlik uchun unga mos {f(x n} ketma-ketlik nolga
intilishidan kelib chigadi:

Jim f(x) = 0.
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Agar funksiya quyidan chegaralanmagan to'plamda aniglangan
bo'lsa, xuddi yuqoridagi singari x -> —o0 da Heine va Koshi ma’nosi-
da limit tushunchalari kiritiladi. Bu ikki limit ta’'riflari teng kuchli
bo'lishi anig. Agar b son f(x) funksiyaning x -» —oo0 dagi limiti

bo'lsa,
X%(X) —b (3.1.16)

kabi yoziladi.
3.1.8 - misol. Quyidagi

/(*) — b \2{> <X < +00. (3.1.17)

funksiya x +o0c da 1 ga teng bo'lgan limitga ega:
£_Ilr_u fl&()‘]—l,
x -A —00 da esa —1 ga teng bo‘lgan limitga ega:
lim_ fix) ——1L
X—y—€0

Keltirilgan tengliklarni isbotlash uchun (3.1.17) funksiyani x > O
hoMganda

IX)=rnw x>o

ko‘rinishda va x < 0 bo‘lganda esa

/w = Xx<0'

ko‘rinishda yozib olib, 3.1.7 - misol xulosasini qo'llash yetarli.
Shunday qilib, bu misolda yuqoridagi ikki limit har xil bo‘lib
chiqgdi.
Agar f{x) funksiyaning ham x -» +00o dagi ham x -)» —oo0 dagi
limitlari mavjud bo‘lib, bitta b soniga teng bo‘lsa, bu b soni fix)
funksiyaning x -> oo dagi limiti deyiladi va
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kabi yoziiadi.
Ba'zan
lim f(x) = b (3.1.19)
X—>*00
belgilashdan ham foydalaniladi.
3.1.9 - miso!. Ixtiyoriy ratsional

ff )= a°xTl + aigW-1+ a2xn~2 t----+ On-ix + an , m
X boxm + bix™-1+ bixm~2 H--—-- Y bm- ix + bm

funksiyani garaylik.
Agar x / 0 bolsa, bu funksiyani quyidagi ko'rinishda yozish
mumkin:

ai . 02 &N—i . &n

(lo +-———- — 0+ e+t ZT\ H- =
ffr) _ rn-m X X, Xn~1 Xa /oi oi N
, Lel n N Bm-1 X bm - VvV '1'21*

X X2 Xm~ 1| Xm

Ravshanki. x — oo da (3.1.21) tenglikning o‘ng tomonidagi

kasr ~ soniga yaginlashadi. Kasr oldidagi xn~m ko'pavtuvchiga

kelsakt?ox -» 00 da n < m lar uchun uning limiti O ga teng, agar
n = m bo'lsa, uning limiti 1 ga teng va n > m bo'lganda esa bu
ko'paytuvchining limiti mavjud bo'lmaydi.

Demak. n > m. bo'lganda (3.1.20) funksiyaning x -> oo dagi
limiti mavjud bo'lmasa-da, n <m bo'lganda

X-~00

munosabat o'rinli bo'lar ekan.

Shunday qilib, agar ratsional f(x) funksiya x +00 da biror
haqigiy songa teng limitga ega bo'lsa. ujc-> —oo0 da ham xuddi
o'sha songa teng limitga ega bo'ladi.
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8§ 3.2. Koshi kriteriysi

1. Funksiyaning biror a G R nugqtadagi limiti mavjudligining
zarur va yetarlilik sharti Koshi kriteriysi orqali beriladi. Sodda qilib
aytganda Koshi sharti quyidagidan iborat: a nugtaning yetarlicha
kichik atrofidan olingan argumentning barcha giymatlarida funksiya-
ning unga mos giymatlari bir-biridan kam farq qilsin.

Ta'rif. Berilgan f funksiya a nugtaning shu nugtani o‘zi Kirishi
short boYTagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin. Agar istalgan e >
0 olganda ham shunday 5 > O topilsaki,

O0< WW—a\< @ O0< \x'—a\< 8 (3.2.21)

shartlami ganoatlantiruvchi argumentning barcha x' va x" giymat-

lari uchun
\f{x')~ f(x")\ <e (3.2.2)

tengsizlik bajarilsa, f funksiya a nugtada Koshi shartini ganoatlanti-
radi deymiz.

3.2.1 - teorema. Berilgan f funksiya a nuqtaning shu nug-
tani o‘zi kirishi shart boY4Tagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin.
f funksiya a nuqtada limitga ega bo‘lishi uchun uning shu nuqtada
Koshi shartini ganoatlantirishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, / funksiya a nugtada b ga teng bo‘lgan
limitga ega bo'lsin. U holda istalgan e > 0 olganda ham shunday
6 > O topiladiki, u uchun quyidagi implikatsiya o‘rinli bo'ladi:

\fx: [0< —a\ < £] = F¥(x) —B\<
Bundan quyidagi
\f(x") - F(x")\<\f(x')-b\ + \f(x") -b\

tengsizlikka ko'ra (3.2.1) shartlarni ganoatlantiruvchi xr va oc" lar
uchun (3.2.2) tengsizlikning o'rinli ekanligi bevosita kelib chigadi.

2) Endi / funksiya a nugtada Koshi shartini ganoatlantirsin.
Ya’'niistalgan 5 > 0 uchun (3.2.1) dan (3.2.2) tengsizlik kelib chigsin.
/ funksiyaning a nugtada limitga ega ekanini isbotlaymiz.
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Faraz gilaylik, {xn} -a ga yaginlashuvchi hamda xn ™ a shart-
ni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ketma-ketlik boisin. Biror N nomer-
dan boshlab bu ketma-ketlikning barcha elementlari a nugtaning
¢-atrofiga tushadi va demak, istalgan n > N vam > N nomerli xn
va xm elementlar uchun (3.2.2) ga ko'ra

\f(%n) - < £

tengsizlik bajariladi.

Boshgacha aytganda, {f(xn)} Koshi ketma-ketligi ekan. Shu-
ning uchun, 2.5.1 - teoremaga ko'‘ra bu ketma-ketlik yaginlashadi.
Demak, / funksiya a nuqtada limitga ega.B

Shuni qayd qilish joizki, agar (3.2.1) da a nuqtaning o‘ng yoki
chap yarim atrofini oladigan boisak, biz a nugtadagi o‘'ng yoki chap
limit mavjudligining Koshi shartini olamiz.

2. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti mavjudligining Koshi shar-
ti xuddi yuqoridagi koi'mishga ega. Sodda qilib aytganda bu shart
quyidagidan iborat: argumentning yetarlicha katta giymatlarida funk-
siyaning mos giymatlari bir-biridan deyarli farq gilmasin.

Ta'rif. Berilgan f funksiya yuqoridan chegaralanmagan E C
R toplamda aniglangan bo'lsin. Agar istalgan £ > 0 olganda ham
shunday A > 0O son topilsaki, x' > A, x" > A shartlami ganoat-
lantiruvchi barcha x' (5E va x" GE lar uchun

\f(x') ~ F{x")\ < £ (3.2.3)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiyax -» +00 da Koshi shartini ganoat-
lantiradi deymiz.

Quyidagi t.asdiq o'rinli.

3.2.2 - teorema. Berilgan f funksiya yugoridan chegaralanma-
gan E C R to‘plamda aniglangan bo‘lsin. f funksiya x —a+00 da
limitga ega bo ‘lishi uchun uning x +00 da Koshi shartini ganoat-
lantirishi zarur va yetarli.

Isbot xuddi 3.2.1 - teoremaning isbotiga o:xshash ravishda olib
boriladi.



146 Uzluksiz funksiyalar I11 Bob

Endi funksiyaning x — —o0 va x —a+00 da limiti mavjudligi-
ni ta'minlash uchun go'yiladigan Koshi shartini keltirish murakkab
emas.

8§ 3.3. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

1. Faraz gilaylik, /7 funksiya E C R to'plamda aniglangan bo'lib,
¢ shu to‘plamning limit nugtasi bo'lsin.

Ta'rif. Agar a{x) funksiya ¢ nugtada nolga teng bo‘lgan limit
giymatga ega bo‘lsa, ya'ni

lima(xx) = O (3.3.1)

bo‘lsa, bu funksiya o‘sha ¢ nugtada cheksiz kichik deyiladi.
3.3.1 - misol. Ixtiyoriy tayiniangan c € R soni uchun

a(x) = (x —c)n, n GN,

funksiya ¢ nuqtada cheksiz kichikdir.

Bu tasdiq 3.1.6 - misoldan kelib chigadi.

Ta’kidlab o'tamizki. agar b soni / funksiyaning ¢ nuqtadagi limit
giymati bolsa,

funksiya, ravshanki, c nuqtada cheksiz kichik bo'ladi. Anigroq ayt-
ganda, / funksiya c nuqtada b ga teng limit giymatga ega bo‘lishi
uchun bu funksiyaning ¢ nuqtada cheksiz kichik boigan biror a(x)
funksiya bilan birga

f(x) = b4 a(x) (3.3.2)

tenglikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

2. Agar funksiya ¢ nuqgtaning atrofida chegaralanmagan bo‘lsa,
argument c ga yaginlashgan vaqtda bu funksiyaning xatti-harakatini
o'rganish, ya'ni funksiya +oo yo —oo ga intiladimi yoki umuman
boshqga hoi sodir bo'ladimi, shuni aniglash muhim masala hisoblana-
di.
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Faraz qilaylik, /7 funksiya E ¢ R to'plamda aniglangan boiib,
¢ shu to'plamning limit nuqtasi boisin.

Ta'rif. Agar argumentning ¢ ga yagqginlashuvchi istalgan {xn}
ketma-ketligi uchun

lim f(xn) = +oo0 (3.3.3)

tenglik o‘rinli bollsa, f funksiya ¢ nuqtada cheksiz katta deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:

lim f(x) — +oo0. (3.3.9)

Agar / funksiya ¢ nuqgtada cheksiz katta boiib, u uchun (3.3.4)
tenglik bajarilsa, g(x) = —f(x) funksiya ham c nugtada cheksiz
katta deyiladi va bu quyidagicha yoziladi:

lim g(x) = —o0. (3.3.5)

Shuni qayd qilish joizki, agar a(x) funksiya ¢ nuqtada cheksiz
kichik boiib, bu nuqgtaning biror atrofida musbat boisa, f(x) =

~ funksiya c nuqtada cheksiz katta boiadi.

]

3.3.2 - rnisol. Quyidagi

funksiya c nuqtada cheksiz kattadir. Bu tasdiq 3.3.1 - misoldan kelib
chiqgadi.

3. Matematik adabiyotlarda a nuqgtada o'ngdan yoki chapdan
cheksiz katta boigan funksiyalar ham ko'p uchraydi. Bunday funksi-
yalarning ta'rifi yuqorida keltirilgan ta'riflarga o‘xshashdir. Masalan,
agar xn -> ¢ boiib, xn > c¢ shartlarni ganoatlantiruvchi argument-
ning istalgan {xn} ketma-ketligi uchun

lim f(xn) — +oo0
71-4-00
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munosabat o'rinli boisa, biz buni

(3.3.6)

kabi belgilaymiz yoki yanada gisqa qilib,
f(c + 0) = +00 (3.3.7)

deb yozamiz.
3.3.3 - misol. Quyidagi

funksiya ¢ € R nuqtada o'ngdan ham, ehapdan ham cheksiz kat-
tadir, aniqgrog'i,

f(C- 0) = -0o0, f(c + 0) = +po.

Bu tasdiq, berilgan funksiyaning x < c¢ larda manfiy va x > ¢
larda musbat ekanini hisobga olsak, 3.3.1 - misoldan kelib chigadi.

4. Berilgan nuqtada cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalarni
tagqoslash uchun maxsus o va O belgilashlarni kiritish qulaydir.
Ta'rif. Berilgan f va g funksiyalar a nugtaning shu nugtani
o0 ‘zi kirishi shart bo4Tagan biror atrofida aniglangan bo‘lib, x / a
bo‘lganda g(x) ¢ O bo‘lsin. Quyidagi

f(x) = o(g(x)), x->a, (3.3.8)

di.
Bu (3.3.8) belgilash "f(x) kichik g(x) ga teng” debolqgiladi.
Masalan,
x2= 0(x), x -=> 0,
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Umuman, istalgan a E R nuqtavam < n shartni ganoatlantiruv-
chi ixtiyoriy butun m va n lar uchun

(x —a)n = o((x - a)m), X -* a,

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglik, sodda qilib aytganda, n—m?> 0
bo‘lgan barcha butun sonlar uchun h(x) = [x —a)n~m funksiya a
nugtada cheksiz kichik ekanini anglatadi.

Ahamiyat bering, xususiy holda

a(x) = o(l), X -> a,

yozuv a(x) funksiyaning a nuqtada fagat cheksiz kichik ekanligini-

gina anglatadi.
Ta'rif. Berilgan / va g funksiyalar biror E ¢ R to‘plamda

aniglangan bo'lsin. Quyidagi
/(<) .=0(g(x)), x EE, (3.3.9)

yozuv E to plamda biror o‘zgarmas C uchun

\f(x)\ < C\g{x)\, Xx E E,

tengsizlik bajarilishini bildiradi.
fBu (3.3.9) belgil&sh "f(x) nO" kattag(x) gateng" debo'qiladi.
Masalan,
1—x2=0(1 - x), a € [0,1].

E’tibor bering, quyidagi
f(x) = 0(1), XEE,

yozuv f(x) funksiyaning E to‘plamda fagat chegaralangan ekanligi-
nigina anglatadi.
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8§ 3.4. Monoton funksiyalar

Limitlar nazariyasi nuqtayi nazaridan garaganda, aynigsa, mono-
ton deb ataluvchi funksiyalar o'rganishga qulaydirlar.

Ta'rif. Agar f funksiya E toplamda aniglangan bo‘lib, ixtiyoriy
x GE vay € E lar uchun quyidagi

®< V => fix) < f(y) (3.4.1)

implikatsiya o‘rinli bo‘lsa, / funksiya E to‘plamda o ‘suvchi de-
yiladi.

Agar (3.4.1) ning o‘ng tomonidagi tengsizlikda gat’iy boimagan
tengsizlikni qat’iy tengsizlikka o'zgartirsak, biz gat’iy o ‘suvchi funksi-
yaning ta’riiini olamiz:

x <y =» fix) < f(y). (3.4.2

Masalan, f(x) = sign x funksiya butun sonlar o:gida o‘suvchi,
lekin gat’iy o'suvchi emas.
Xuddi shunga o'xshash kamayuvchi funksiya ham aniglanadi:

Y <y = f(x) > H(y).
Qai’ly kamayuvchi funksiya esa quyidagicha aniglanadi:
X <y =¥ fix) > f(y).

0 ‘suvchi funksiya bilan kamayuvchi funksiyalar monoton funksi-
yalar deyiladi, gat’iy o‘suvchi funksiya bilan gat’iy kamayuvchi funk-
siyalar esa gat’iy monoton funksiyalar deyiladi.

Har ganday monoton funksiya bir tomonlama limitga ega.

3.4.1 - teorema. Biror intervalda monoton bo'lgan funksiya shu
intervalning har bir nugtasida chap va o ‘ng limitlarga ega.

Isbot. Aytaylik, / funksiya (a,b) intervalda monoton boiib, c
shu intervalning istalgan nugtasi boisin. Ana shu nuqgtada, masalan,
chap limit /(c —0) ning mavjudligini isbotlaymiz.
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Aniqglik uchun / o'suvchi bo'lsin deylik. / funksiyaning ¢ nug-
tadan chapda gabul giladigan giymatlari to'plamini, ya'ni

{fix) 1 a<x < c} (3.4.2)

to'plamni qaraymiz.
Modomiki / o'suvchi funksiya ekan,

fix) < f(c), a<x <c,

tengsizlik bajariladi.

Bundan (3.4.2) to‘plamning yuqoridan chegaralanganligi kelib
chigadi. Demak, bu to'plamning anigyuqgori chegarasi mavjud bo*lib,
biz bu chegarani M orqali belgilaymiz:

M = sup f(x) .
a<x<c

Endi'/ funksiyaning ¢ nugtadagi chap limiti ana shu aniq yuqori
chegaraga tengligini, ya’'ni

/(c-0) =M (3.4.3)

ekanini isbotlaymiz.
Aniqg yugori chegaraning ta'rifiga ko'ra quyidagi ikki tasdiq o:rinli-
dir®
1) a < x < ¢ shart.ni ganoatlantiruvchi har ganday x nuqgtalar
uchun
f{x) < M (3.4.9)

tengsizlik bajariladi;
2) istalgan e > 0 olganda ham shunday xe nuqgta topiladiki, u
uchun a < x £ < ¢ bo'lib, quyidagi tengsizlik bajariladi:

fixe) > M —e. (3.4.5)

Musbat 5 = 5(e) sonni 6 = c—x£deb olamiz. Shunda / funksiyan-
ing o'suvchiligiga ko'ra ixtiyoriy x > x£ —c¢ —E uchun (3.4.5) dan

fix) > fixe) > M - £
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tengsizlik kelib chigadi.
Agar (3.4.4) ni hisobga olsak, ¢ —5 < x < c intervaldagi barcha
x lar uchun
M —£ < f(x) < M

tengsizlikni olamiz.

Bu tengsizlik M soni / funksiyaning ¢ nuqtadagi chap limitiga
tengligini anglatadi. Demak, (3.4.3) tenglik bajarilar ekan.

Monoton funksiyaning o‘ng limitga ega ekani ham xudai shunga
o‘xshash isbotlanadi.B

Eslatma. Agar / funksiya c nugtaning biror atrofida aniglangan
va o'suvchi bo'lsa, uning o'ng va chap limitlari hamda ¢ nuqtadagi
giymati quyidagi munosabat bilan bog‘langan bo'ladi:

f(c-0) < /(c) < f(c+ 0).

Bunda tengsiziiklardan hech birini, umuman aytganda, tenglik
bilan almashtirib boimaslig'ini sign x funksiyasi misolida ko'rish
mumkin, chunki ¢ = 0 nuqtada

sign (0 —0) = —1, sign 0= 0, sign (0+ 0) = 1

8 3.5. Funksiyalar uzluksizligi

1. Ushbu paragrafda biz eng muhim matematik tushunchalardan
biri bo‘lgan uzluksiz funksiya tushunchasini Kiritamiz.

Ta'rif. Agar a nugtaning biror atrofida aniglangan f funksiya
shu nugtada limit giymatiga ega bo‘lib, bu giymat f(a) ga teng bo’lsa,
ya’'ni

lim f(x) = f{a)

X—a

bo‘lsa, f funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya limit giymatining Heine va Koshi ta’riflarini esga olsak,
biz funksiyani nugtadagi uzluksizligining ikki teng kuchli ta’rifini
berishimiz mumkin.
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Uzluksizlikning Heine bo'yicha ta'rifi quyidagi ko'rinishga ega
boiadi.

Ta'rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nugtaning biror
atrofida aniglangan bo‘hin.

Agar argumentning a nugtaga yaginlashuvchi istalgan xn ketma-
ketligi uchun funksiyaning unga mos f(xn) giymatlar ketma-ketligi
f(a) ga yaginlashsa, f funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksizlikning Koshi bo‘yicha ta'rifi esa quyidagicha o‘giladi.

Ta'rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuqta-
ning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.

Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday 6 > O topilsaki, argument x
ning

WX —a\ <5

shartni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
\f(x) - /Z(a)lI< £

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Albatta, / funksiyaning biror nugtadagi uzluksizligi ta'rifida ar-
gument giymatlarining bu nuqtadan farq qilishini talab gilishga
zaruriyat yo'q.

Bundan buyon agar biror funksiya E to‘plamning har bir nug-
tasida uzluksiz boisa, biz gisqga qilib: funksiya E to plamda uzluksiz
deymiz.

3.5.1 - misol. Har ganday ko'phad butun sonlar o‘gida uzluk-
sizdir.

Bu tasdiq 3.1.6 - misoldan bevosita kelib chigadi.

Navbatdagi misol funksiya o‘zi aniglangan nugqtalarda uzluksiz
boiishi shart emasligini ko'rsatadi.

3.5.2 - misol. Dirixle funksiyasi (3.1.4 - misolga garang) sonlar
0‘gining hech gaysi nuqtasida uzluksiz emas.

Bu tasdiq Dirixle funksiyasining biror nugtada ham limit qiy-
matga ega emasligidan kelib chigadi.

Agar E to'plamda aniglangan / funksiya a € E nuqtada uzluk-
siz boimasa, u holda / funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.
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Bunda a nugta / funksiyaning uzilish nuqgtasi deb ataladi. Shunday
qiiib, Dirixle funksiyasi sonlar o‘qining har bir nuqgtasida uzilishga
ega ekan.
Fagat bir nuqtada uzluksiz bolgan funksiyalar ham mavjud.
3.5.3 - misol. Agar D(x) Dirixle funksiyasi bolsa, quyidagi

/(%) = xD{x)

funksiya * = 0 nuqtada uzluksiz bo'iib, boshga barcha nuqtalarda
uzilishga ega. Hagigatan, ravshanki,

oo < I,

shuning uehun, agar xn -4 0 bolsa, f{xn) -4 0= /(0) boladi, ya'ni
/ funksiya nolda uzluksiz ekan.

Endi, agar / funksiya boshga biror a 0 nugtada uzluksiz
bolsin desak, u holda

m = M
X
funksiya ham o‘sha nuqgtada uzluksiz bolishi kerak, albatta. Am-
mo bu Dirixle funksiyasining har bir nugtada uzilishga ega ekaniga
ziddir.
2. Uzilish nuqtaning turlari. Ta'rifga ko'ra agar a nugtaning
biror atrofida aniglangan / funksiya uchun

lim f(x) = f{a)

tenglik bajarilmasa, bu a nuqgta / funksiyaning uzilish nuqgtasi deyi-
lar edi.

Uzilish nugtani, bu tenglik bajarilmasligi sabablariga garab, tur-
larga ajratish mumkin.

Eng sodda hoi — bu gachonki chap tomondagi limit mavjud
bolib, biror b songa teng bolsa-yu, lekinb f(a) bolsa. Bu holda
agar funksiyani a nugtada b ga teng qilib o'zgartirsak, ya'ni

fix), agarx a bolsa,
/i0*0 =
b , agar x - a bolsa,
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desak, bu funksiya a nuqtadan tashgari barcha nugtalarda f(x)
funksiya bilan ustma-ust tushsa-da, lekin u, / funksiyadan farqli
ravishda a nuqtada uzluksiz bo'ladi. Shunday qilib, garalayotgan
holda berilgan funksiya giymatini a nugtada o‘zgartirish yordamida
uzilishni bartaraf gilish mumkin ekan. Shu sababli bunday uzilish
nuqgta bartaraf eiiladigan uzilish nugta deyiladi (3.3-rasm).

Keyingi yanada muhimroq hoi —bu a nuqtadagi uzilish funksiya-
ning bu nugtadagi limiti mavjud emasligi tufayli sodir bo‘lgan holdir.
Bu holda uzilish nuqgta ikki turga bo‘linadi. Bu boiinishning asosi-
da quyidagi bizga maium boigan tasdiq yotadi: a nugtaning biror
atrofida aniglangan funksiya shu nugtada uzluksiz bo‘lishi uchun
uning shu a nugtada chap va o‘ng limitlarga ega boiib, bu bir
tomonlama limitlar funksiyaning shu nugtadagi giymatiga teng bo'li-
shi, ya'ni

f(a-0) = /(a+0) = /(a)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Bundan chiadi, uzilish yoki o‘ng va chap limitlar mavjud bo'lib,
ular o‘zaro teng boimasligi sababli yoki bo'lmasa, bir tarafli limit-
lardan birortasi mavjud emasligi tufayli sodir bo‘lishi mumkin. Bi-
rinchi holga misol sifatida sign® funksiyasini olsak bo'ladi, ikkinchi
holga esa Dirixle funksiyasini.
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Agar a nugtaning biror atrofida aniglangan / funksiya bu nug-
tada o'ng va chap limitlarga ega boiib, uiaro‘zaro teng boimasa:

/(a- 0 i f(a. 10),

u hoida bunday migta birimhi tur uzilish rmgte deyiladi.
Btinda
/(« 10) - f(a -0)

kattalik / funksiyaning a nuqtadagi sakrashi deyiladi. Masalan. a —
0 nugta sign* funksiya uchun birinchi tur uzilish nugta boiib, bu
nugtada garalayotgan funksiya; 2 ga teng boigan sakrashga ega.

Agar a nuqta atrofida aniglangan / funksiyaning bu nugtadagi
bir toraonlarna limitlaridan agalli bittasi mayjud boimasa. u holda
a nugta ikMnchi tur uzHish nuqUi deyiladi. Masalan (3.4-rasmj}.

gin agar x / O boisa,

X

ko'rinishda aniglangan funksiya nolda ikkinehi tur uzilishga ega,,
chunki, ravshanki, x =; 0 nuqtada bu funksiya chap tomondan ham,
0;ng tomondan ham limitga ega emas.

y
|

3.4-rasm
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3. Ushbu bandda biz uzluksiz funksiyaiar ustida arifmetik amal-
lar bajarish natijasida yana uzluksiz funksiya hosil bo'lishini ko'ramiz.

3.5.1 - teorema. Agar f va g funksiyaiar a nuqtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lib, shu nugtada uzluksiz bo‘lsa, bu ikkifunksi-
yalarning yig‘indisi, ayirmasi, kopaytmasi va nisbati (qayd qilingan
atrofda g w/ 0 bo‘lgan hollarda) a nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, /7 va g funksiyaiar a nuqtada uzluksiz

f
bo'lsin. Biz / + g, f —g, f ;g va — (g / O bo'lganda) funksiyaiar

ham o'sha nugtada uzluksiz ekanini isbotlashimiz kerak, ya'ni har
ganday xn =m0 ketma-ketlik uchun

f(xn) £ g(xn) ->f(a) £ g(a), f(xn) e -> /(a) +g(a),
hamda a nugtaning gayd gilingan atrofida g / 0 bo‘lganda

fun) /(0)
9ixn) g(a)

munosabatlarni isbotlashimiz zarur. Lekin bu tasdiglar bevosita 3.1.1
- teoremadan kelib chigadi.ll

Shuni aytish kerakki, 3.5.1 - teoremaning nisbatga tegishli qgis-
mida berilgan intervalning barcha x nugqtalai'ida g(x) / O shartni
o'rniga fagat g(a) / O deb talab qilish yetarlidir. Hagigatan, bu
shartdan g funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun uning a nug-
taning biror atrofida ham noldan fargli ekani kelib chigadi. Aslida
bundan-da gat’iyroq navbatdagi tasdiq o‘rinli.

3.5.1 - tasdiq. Berilgan g funksiya a nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lib, shu a nuqtada uzluksiz bo‘lsin. Agar g(a) > 0
bo‘lsa, a nugtaning shunday S-atrofi va ¢ > 0 olzgarmas topuadiki,
barcha x € (a —5, a+ 6) larda

g(x) >c>0

tengsiztik bajariladi.
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Isbot. Shartga ko‘ra ixtiyoriy e > 0 uchun shunday 5 > 0 topi-
ladiki, barchax e (a- S, a+ ¢) larda

g(@)-£ < g(x) < a(a +e

tengsizlik bajariladi (3.5-rasm).

911 gesak. talab gilingan tengsizlikni olamiz.H

Endic=e —

Isbotlangan 3.5.1 - tasdiq quyidagini anglatadi: agar beriigan
funksiya uzluksiz bo'lgan nugtasida noldan fargli bollsa, shu nug-
taning biror atrofida u o'z ishorasini saglaydi.

3.5.2 - misol. Har ganday ratsional funksiya o‘zi aniglangan
barcha nuqtalarda uzluksizdir. Boshqgacha aytganda agar P(x) va

Q{x) ko'phadlar bo'‘lsa,

/(®)

funksiya maxraj Q(x) noldan fargli bo‘lgan barcha nuqgtalarda uzluk-
sizdir.

Ta'rif. Berifgan y — f (x) funksiya E C R to‘plamda aniglan-
gan bo‘hin. Bundan tashqari, X ip(t) funksiya M C R to‘plamda
aniglangan bo‘lib, uning giymatlar to‘plami E da yotsin. U holda M
to‘plamda aniglangan va har birt € M giymatga f[<p(t)] sonni mos
go‘yuvchi f(tp) funksiya murakkab funksiya deb ataladi.

Bunday aniglangan F (t) = /[</X(i)j funksiyani / va <pfunksiyalar-
ning superpositsiyasi yoki bu ikki funksiyaning kompozitsiyasi deb
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ham atashadi va. F = foip kabi belgilashadi. 3.5.2 - teorema. Agar
ip: M ->E funksiya. birora GM nugtada, f : E —R funksiya esa
o0‘sha nugtaga mos b = <p(@ € E nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
murakkab F(t) = f[<p(t)] funksiya t —a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Biz biror a € M nugqtaga intiluvchi har ganday tn G M
ketma-ketlik uchun quyidagi

fl<p(t*)] ->/[¥>()], tn-+a, (3.5.1)

yaginlashishni isbotlashimiz zarur. Lekin ip funksiyaning uzluksiz-
ligidan

<p(tn) th —ma,

munosabatni olamiz. U holda / funksiyaning b = <p(a) € E nug-
tadagi uzluksizligidan (3.5.1) kelib chigadi.H
2. Ushbu bandda biz biror intervalda uzluksiz funksiyalarning

muhim bir xossasini o'matamiz. Bu xossaning geometrik ma’nosi
quyidagidan iborat: agar uzluksiz funksiyaning grafigi biror gori-
zontal to‘g‘ri chizigning ham yuqorisida, ham ostida o'z nuqtalariga
ega bo'lsa, u holda bu grafik ana shu gorizontal to‘g‘ri chizigni al-
batta kesib o'tadi.

3.5.1 - lemma. Berilgang funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘l-
sin. Agar g(a) < 0 va g(b) > O bo‘lsa, (a,b) intervalda shunday c
nuqgta topiladiki, u nugtada g(c) = O bo‘ladi.

Isbot. Berilgan [a, &\ kesmani c\ = — nugta orqali teng ikki
bo‘lakka boiamiz. Agar g(c{) = O bo‘lsa, c\ qgidirilayotgan nuqgta
bo'ladi. Bordi-yu g(c{) / 0 bo'lsa, [ai,6i] simvoli orqgali ikki [a,C\]
va [c\, 6] kesmalardan gaysi birining chetki nuqtalarida g funksiya
har xil ishorali giymatlar gabul qgilsa, o‘shani belgilaymiz. Shunday
qilib,

g{al) < 0, g(bi) > O
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Keyingi gadamda [oi, 61] kesmanic2 = - -~ nugqtaorqali teng

ikki bo‘lakka ajratamiz. Agar g(c2) = 0O bo'lsa, yana talab gilingan
nugta topildi. Bordi-yu g(c2) @ 0 boflsa, [02,62] simvol orqali ikki
[Bi,C)] va [02,61] kesmalardan gaysi birining chetki nugtalarida g
funksiya har xil ishorali giymatlar gabul gilsa, ohani belgilaymiz.
Demak,

g(a2) < 0, gb2 > O.

Bu jarayonni davom ettirsak, biz yoki gandaydir ra-gadamda
g(cn) = 0 tenglik o‘rinli bo'ladigan cn nugtani olib, jarayonni tu-
gatamiz, yoki ichma-ich joylashgan shunday \an, bn\ kesmalarni ola-
mizki, ular uchun

glon) < O, gbn > 0 (3.5.2)

bo'ladi (3.6-rasm).

Agar bu jarayon tugamasa, ravshanki, \an, bn\kesmaning uzunli-
gi nolga intiladi, shuning uchun, ichma-ich joylashgan kesmalar prin-
sipiga ko'ra [an, bn] kesmalarning barcbasiga tegishli bo!lgan yagona
¢ nugta topiladi. Xuddi ana shu ¢ nuqgtada talab gilingan g{c) = 0
tenglik o'rinli ekanini isbotlaymiz.

Demak, an — c va 11 — ¢ ekan. U holda uzluksizlikka kofia
g(fin) -» g(c) vag(bn) -» g(c). Shunday ekan, (3.5.2) munosabatlar-
da n -» 00 da limitga o'tsak,
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tengsizliklarni olamiz.

Anigki, bu ikki tengsizlik bir vagtda fagat g(c) = 0 bo‘lgandagina
bajariladi.B

Navbatdagi teoremani uzluksiz funksiyaning barcha oraliq giy-
matlarni gabul qgilishi hagidagi teorema deb nomlashadi.

3.5.3 - teorema. Berilgan f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz
bo‘lsin. Agar f(a) < f(b) bo‘ha,

fla) < A < f(b)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi istalgan A soni uchun (a, b) intervalda
f(c) —A tenglik bajariladigan ¢ nuqgta topiladi.
Isbot. Quyidagi

gx) = f{x) - A

funksiyani kiritamiz.

Ravshanki, g funksiya 3.5.1 - lemmaning barcha shartlarini gano-
atlantiradi va shuning uchun (a. b) intervalda shunday ¢ nugta mav-
judki, g(c) — O boiadi. Demak, f(c) = A tenglik bajarilar ekan.H

5. Kesmada uzluksiz funksiyaning eng muhim xossalaridan biri
uning chegaralanganligidir. Ushbu bandda ana shu xossa toiaroq
oi'ganiladi.

Ta'rif. Berilgan f funksiyaning E C D (f) to‘plamda gabul qi-
ladigan barcha giymatlar toplami E to‘plamning aksi deyiladi va

f(E) = {f(x) : XGE}

kabi belgilanadi.

Ta'rif. Agar / funksiya va E ¢ D (f) toplam berilgan bo‘lib,
f(E) to'plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda f funksiya E
toplamda yuqoridan chegaralangan deb ataladi.

Bunda f(E) to‘plamning ariiq yuqori chegarasi / funksiyaning
E to‘plamdagi aniq yuqori chegarasi deb ataladi va

sup f(x) = sup f(E)
X&E
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kabi belgilanadi.

Quyidan chegaralangan funksiya xuddi shunga o'xshab aniglana-
di.

Ta'rif. Agar f funksiya va E C D (f) toplain berilgan bo'lib,
f(E) toplam quyidan chegaralangan bo‘lsa, n holda f funksiya E
to'plamda quyidan chegaralangan deb ataladi.

Bunda f(E) to'plamning aniq quyi chegarasi / funksiyaning E
to'plamdagi aniq quyi chegarasi deb ataladi va

Jnf f{x) = inf f(E)

kabi belgilanadi.

Biror to'plamda bir vagtning o'zida ham yuqoridan. ham quyi-
dan chegaralangan funksiya shu to'plamda chegaralangan deb atal-
adi.

3.5.4 - teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi).
Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada chegaralangandir.

Isbot. Berilgan / funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lsin. Teo-
remani isbotlash uchun, ravshanki, barcha x G [a, § larda

INe \ < b

tengsizlikni ganoatlantiruvchi B o'zgarmasning mavjudligini isbot-
lash yetarli.

Faraz qgilaylik, bunday B topilmasin. U holda B ga ketma-ket
1,2,3,... giymatlarni berib, [a,b] kesmada shunday {xn} ketma-
ketlikni topamizki, u uchun

i70K,,)|>n (3.5.3)

baho o'rinli bo'ladi.

Bol’sano - Veyershtrass teoremasiga ko'ra {xn} ketma-ketlikdan
[a, b] kesmadagi biror ¢ nuqgtaga yaginlashadigan {xnk} gismiy ket-
ma-ketlikni ajratish mumkin. Shartga ko'ra / - uzluksiz, shuning
uchun, birinchidan, {f{xnk)} ketma-ketlik /(c) gayaqginlashadi. Lekin,
boshga tomondan, (3.5.3) bahoga ko'ra,

1/0njj > nk
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tengsizlikni olamiz, ya'ni bu ketma-ketlik chegaralanmagan ekan.
Hosil bo'lgan garama-garshilikdan teoremaning tasdig'i kelib
ehiqadi.t

3.5.5 - teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi).
Kesmada uzluksiz boYygan funksiya shu kesmada o ‘zining aniq yuqori
ham,da aniq quyi chegaralariga erishadi

Isbot. Berilgan / funksiya [a, b] kesmada uzluksiz boisin. U hol-
da 3.5.4 - teoremaga ko'ra bu funksiya ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bcvladi va bundan chiqdi, 1.4.1 - teoremaga ko'ra u
aniq yugori hamda aniq quyi chegaralarga egadir:

m = f(x), M — sup f(x).

inf
*ela,b] ®efa,b]
Biz / funksiyaning ana shu chegaralarga erishishini isbotlashimiz

kerak. Boshgacha aytganda, [a, b kesmada shunday >x* va x* nug-
talar mavjudligini ko'rsatish kerakki, ular uchun

tengliklar o'rinli boisin.

Masalan, / funksiyaning M aniq yuqori chegaraga erishishini
isbotlaymiz. Faraz gilaylik, bunday boimasin. U holda M —f(x)
ayirma qat’iy musbat bo'lib, [a, § kesmaning hech bir nuqtasida
nolga aylanmaydi. Shuning uchun, 3.5.1 - teoremaga ko'ra quyidagi

8
o -
M =jrhw
musbat funksiya [a. b kesmada anigiangan va uzluksizdir. ir
Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan g funksiya yuqori-
dan biror musbat son orgali chegaralangan, ya’ni

m:.-1 4 < B, a<x<b.
M - f{x)
Demak,

f(x) < M — _ a< x <b.
Jj
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Bu tengsizlik M —— son / funksiyaning yuqori chegarasi ekanini
anglatadi, ya'ni, bundan chigdi, M soni aniq yuqori chegara emas
ekan. Hosil bo'lgan garama-garshilik teoremani isbotlaydi.H

Agar shunday x* £ E nuqgta mavjud bo'lsaki,

fix*) = sup 7 (*)
X&E
bolsa, f(x*) giymat / funksiyaning E dagi maksimumi deb ataladi

va

max f{x) = fix¥*)
XGE

kabi belgilanadi.
Bunda x* son / funksiyaning E to'plamdagi maksimum nugtasi

deyiladi. Masalan,

max _ sign x = 1.
*€[-1,1]

Shu singari, agar shunday x* 6 E nuqgta mavjud boisaki,

/(**) = jpt /(%)
bo'lsa, fix*) giymat / funksiyaning E dagi minimumi deb ataladi
va

in /7(*) = fix*

min /(*) = fix*)
kabi belgilanadi.

Bunda x* son / funksiyaning E to'plamdagi minimum nugtasi

deyiladi. Masalan,
min _sign x = —1.

€[]
Natija. Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada o zining

maksimum hamda minimumiga egadir.
Agar / funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lib, E to'plam uning

giymatlar to'plami bo'‘lsa, ya'ni

E={y€R :y=fix), x £ [a 6]}
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boisa, u holda / funksiya [a,b] kesmani E to‘plamga uzluksiz aks-
lantiradi deyilacii.

Bunday aniglangan E to'plam / akslantirishdagi [a,b] kesma-
ning aksi deb ham ataladi.

3.5.2 - tasdiq. Uzluksiz akslantirishda kesmaning aksi yana
kesma bo‘ladi.

Isbot. Berilgan / funksiya [a, b kesmada uzluksiz bo‘lib, E
to‘piam bu kesmaning aksi bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kirita-
miz:

m = min_ f(x), M — max f(x).
£€[a,6) xtfa,6]

Ravshanki, E C [m,M]. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga
asosan m GE vaM € E. 3.5.3 - teoremaga ko‘raesa [n,M] C E.
Demak, E —[m, M] ekan.iB

6. Ushbu bandda biz gqanday shartlarda uzluksiz funksiya teskari
funksiyaga ega bo'lishini va qanday shartlarda tesi<ari funksiya uzluk-
siz bo'lishini o'rganamiz.

Ta'rif. Agar / funksiya E to‘plamda aniglangan bo‘lib, istalgan
ikki x £ E vay € E argument giyrnatlari uchun x / y shartdan
fix) / f(y) kelib chigsa, f funksiya E to'plamda teskarilanuv-
chanlik shartini ganoatlantiradi deymiz.

Ta'rif. E to‘plamda aniglangan f funksiyaning teskari,si f 1
deb, M —f(E) to’plamda aniglangan va quyidagi ikki shartni ganoat-
lantiruvchi funksiyaga aytiladi:

1) istalgan x € E uchun

2) istalgany £ f(E) uchun

firly)} = \-

3.5.3 - tasdiq. Funksiya o‘z teskarisiga ega bo‘lishi uchun uning
teskarilanuvchanlik shartini gqanoatlantirishi zarur va yetarlidir.
Isbot o0'z-0‘zidan ko'rinib turibdi.
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0 ‘z teskarisiga ega bo‘lgan funksiyalarni teskarilanuvchi deb ham
atashadi.

3.5.4 - tasdig. Qat’iy monoton funksiya teskari,lanuvchidir.

Hagigatan, agar xX\ / x2 bo'lsa, x\ < x2 yoki xj > x2 bo'lib,
ravshanki, gat'iy monoton funksiya har ikkala holda ham f(xi) /=
fix 2 shartni, ya’'ni teskarilanuvchilik shartini ganoatlantiradi. De-
mak, bu funksiya 3.5.3 - tasdiqqga ko'ra teskarilanuvchidir.

3.5.6 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarisiga
ega bo‘lsa, teskari funksiya ham uzluksiz bo ‘ladi.

Isbot. Shartga ko'ra / funksiya [a, 6] kesmada uzluksiz bo‘lib,
Z" 1 teskari funksiyaga ega bo'lsin. 3.5.2 - tasdiqqa asosan, agar

m — min fix), M = max fix)
Ke[a,6] x&[a,b\
deb belgilasak, \a,b] kesmaning aksi [m ,M ] kesma bo'ladi.

Aytaylik, yo nugta [m,M] kesmadan olingan ixtiyoriy nuqgta
bo'lsin. Ravshanki, agar xq = f~ I (yo) deb olsak, fix 0) = yo bo‘ladi.
Biz /-' teskari funksiyaning mana shu yo nuqtada uzluksizligini
ko'rsatamiz.

Buning uchun [m,M] dan y0 ga yaqginlashuvchi ixtiyoriy {yn}
ketma-ketlikni olib, unga mos {/ _1(j/r§} ketma-ketlikning /_1(j/0) =
xg songa yaginlashishini ko'rsatish yetarli.

Avvalo, shuni gavd gilamizki, biz xn = f~liyn) deb belgilasak,
ravshanki,

f(xn) — Vvn “7~20= /(*0) (3.5.4)

munosabatga ega bo'lamiz.
Faraz gilaylik, {f~1(yn)} ketma-ketlik, ya'ni {xn} ketma-ketlik
gayaginlashmasin. U holda *0 nugtaning biror atrofidan tashqari-
da ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlari topiladi. Demak, Bol!-
sano - Veyershstrass teoremasiga asosan {xn} ketma-ketlik xo dan
fargli x0 € [a, £ limit nugtaga ega. Boshgacha aytganda, xnk —»x0
gismiy ketma-ketlik topiladi va shuning uchun 7/ funksiyaning uzluk-
sizligiga ko'ra
fi%onk) /(4) (3-5.5)
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boiadi.
Agar (3.5.4) va (3.5.5) ni taggoslasak, Xq / x0 boiishiga gara-
masdan, f(xo0) = f(x(, tenglikni olamiz. Bu esa / funksiyaning

teskarilanuvchiligiga ziddir. Hosil boigan garama-garshilik teore-
mani isbotlaydi.®

7*. Yuqorida istalgan (uzluksiz boiishi shart boimagan) funk-
siya teskarilanuvchi boiishi uchun yetarli shartlardan biri uning
gat’'iy monotonligi ekani ko‘rsatildi. Qizig'i shundaki, uzluksiz funk-
siya teskarilanuvchi boiishi uchun gat’'iy monotonlik sharti zaruriy
ham ekan. Chunonchi, agar biror kesmada uzluksiz funksiya teskari-
lanuvchi boisa, u ana shu kesmada gat’'iy monoton boiishi shart.
Bu tasdigning isboti quyidagi sodda teoremaga asoslanadi.

3.5.7 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv-
chi bo‘lso,, u 0‘zining maksimum va minimumlariga kesmaning che-
garaviy nuqtalarda erishadi.

Isbot. Shartga ko'‘ra berilgan / funksiya [a, § kesmada uzluksiz
va teskarilanuvchi boisin. U holda bu kesmaning istalgan ikki x\ va
X2 nugqtalari uchun quyidagi implikatsiya o'rinli boiadi:

[xirx 2\ => \f(xi) £ Z7(*2)].

Xususan, f(a) ™ f(b). Aniglik uchun f(a) < fib) deb, istalgan
x e (a, b) nugta uchun quyidagi

9 /(a) < fix) < f(b)

ikki tomonlama tengsizlik oiinli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Haqi-
gatan, agar bunday boimaganda edi, shunday xq g (a, b) nuqgta to-
pilar ediki, u uchun, masalan, f(x0) > fib) tengsizlik o'rinli boiar
edi, ya'ni:

f(a) < f(b) < f(x0).

Shunday ekan, 3.5.3 - teoremaga asosan (a, xq) interval ichida
shunday ¢ nugta topilar ediki, u uchun /7(c) = /(&) boiar edi. Ammo
bu tenglik / ning teskarilanuvchi ekaniga ziddir.B

Endi biz kesmada uzluksiz funksiyaning teskarilanuvchiligidan
uning gat’'iy monoton ekanligi kelib chigishini isbotlashga o'tamiz.
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tenglik o ‘rinli.
Isbot. Quyidagi belgilashni kiritamiz:
b= (a«ym= (\fa)m. (3.6.5)
U holda butun ko'rsatkichli darajaning xossalariga ko‘ra (3.6.3)

ni hisobga olib, quyidagi tenglikka kelamiz:

bn = («™M )7 =(«*e)"" = [(aV-) am.
Bundan i ko‘rsatkichli darajaning ta’rifiga asosan

b= (am)n = (3.6.6)

Natijada (3.6.5) va (3.6.6) tengliklarni taqqoslasak, talab qili-
nayotgan (3.6.4) tenglikni olamiz.B

Endi, agar m va n istalgan natural sonlar bo'lsa, musbat rat-
sional V — = uchun a > 0 sonining r Kkolrsatkichli darajasini

n
quyidagicha aniglaymiz:
a™ = \a™\m. (3.6.7)

Agar r > 0 bo'lsa, a > 0 sonning manfiy ratsional (—r) ko'rsat-
kichli darajasi

a~r = (-) (3.6.8)

ko'rinishda aniglanadi.
Nihoyat, istalgan a > 0 uchun

a0 = 1 (3.6.9)

deb gabul gilamiz.

Shunday qilib, biz istalgan musbat haqiqiy son x uchunyuqgorida-
gi mulohazalar yordamida ixtiyoriy ratsional r ko‘rsatkichli xr dara-
jani Kiritdik. Boshgacha aytganda, biz aniglanish sohasi x > 0 mus-
bat yarim to‘g‘ri chiziqg bo‘lgan

Pr(x) = xr
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ratsional ko'rsatkichli darajali funksiyani anigladik. Ravshanki, ko'r-
satkichli funksiya ana shu yarim to'gri chizigda uzluksiz va o‘suvchi
boiadi.

Ratsional ko'rsatkichli daraja quyidagi asosiy xossalarga ega
ekanini ko'‘rsatish giyin emas:

ar+s = ar eas, (3.6.10)
cary = ar\ (3.6.11)
ar -br = (a-b)r. (3.6.12)

Bu munosabatlarda a.va b - istalgan musbat sonlar boiib, r va
s ko'rsatkichlar esa ixtiyoriy ratsional sonlardir.

Isbot butun ko'rsatkichli darajalarning xossalaridan hamda
3.6.1 - tasdiqgdan bevosita kelib chigadi.

Eslatma. Agar a > 1boisa, ixtiyoriy ratsional r > 0 son uchun

ar > 1 (a@a>1r>0r<€Q). (3.6.13)

Hagigatan, r = m/n deylik va b = a}/n deb belgilaylik. Agar b <
1 boisa, bu tengsizlikni n - darajaga ko‘tarib, gqarama-qgarshilikka
kelamiz: a = bn < 1 Demak. b > 1 ekan. Endi bu tengsizlikni m -
darajaga ko'tarsak. talab gilingan tengsizlikni olamiz:

ar = am/n = bm >1

2. Ko'‘rsatkichli funksiya.
Ushbu bandda ixtiyoriy a> 0 uchun

f(x) =ax, x€Q, (3.6.14)

funksiyani o‘rganamiz.

Avvalgi bandda biz bu funksiyani a > O ixtiyoriy hagiqiy son
boiganida barcha ratsional x 6 Q ko'rsatkichlar uchun aniglagan
edik. Bizning galdagi vazifamiz bu funksiyani ko'rsatkieh ixtiyoriy
hagiqiy son, ya'ni x € R boigan holda ham aniglashdir. Buning
uchun biz awal (3.6.14) funksiya har bir irratsional nugtada limit
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giymatga ega ekanligini ko'rsatib, scrngra o'sha nugtada uni ana shu
limit giymatga teng deb aniglaymiz.
Limit giymat mavjudligining isboti quyidagi tasdiglarga asoslana-

di.
3.6.1 - lemma Agar a > 0 bo'lsa,
lim alsn = 1 (3.6.15)
n-yoo
bo'ladi.

Isbot. Agar a > 1 bo'lsa, biz biror b > 0 uchun a = 1+ b deb
yozishimiz mumkin. U holda (1.3.22) ga ko‘ra istalgan natural n

uchun
h\n

1+ -1 > i + 6
n/

Shunday ekan, darajali funksiyaning monotonligiga asosan

1+ - > (1 + b)Vn,
n

ya’'ni

@+ b)am -1 <
n

Avvalgi belgilashga o‘t,sak, (3.6.13) ga ko'‘ra
0 < a¥n -1 <
n

Bundan a > 1 bo'lganda lemmaning tasdig‘ini olamiz. Agarda
a < 1 bo'lsa, isbotlanganga asosan

lim T |
»woo \ald
va talab gilingan munosabat oMe = ~yijn tenglikdan kelib

chigadi.®
Natija. Agar r* ratsional sonlar ketma-ketligi nolga intilsa,

lim ark = 1 (3.6.16)
k—yo0
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tenglik bajariladi.
Hagigatan, agar > 0 bolsa, cheksiz katta rik ketma-ketlikni

rs < —k shartdan tanlab olsak, a > 1 lar uchun
n

1 < ark < al',nk
tengsizlikni va 0 < a < 1 lar uchun esa
al/k < ark < 1

tengsizlikni olamiz. Bundan har ikki holda harn (3.6.16) tenglik kelib
chigadi. Agarda tk < O bolsa, talab gilingan natijani olish uchun
ar — I/ a~r tenglikdan foydalanish kifoya.

3.6.1 - teorema. Agara > 0 va a /- \ bo‘lsa, quyidagi
f(x) = ax, x € Q, (3.6.17)

barcha mtsional sonlar to plamida aniglangan funksiya har bir x €
R nugtada limit giymatga egadir.

Isbot. Avval fix) = ax funksiyaning monoton ekanini ko'rsatay-
lik. Aytaylik, a > 1 boisin. Agar x & Q vay G Q boiib, x < y
bolsa, h = y —x > 0deb belgilab, (3.6.13) yordamida quyidagi

f(y) ~ fix)- f(x + h) - f{x) = ax+h- ax —ax\ah- 1 >0

munosabatga ega boiamiz, ya’'ni bu holda f(x) funksiyagat’iy o'suv-
chi boiar ckan. Xuddi shunga o'xshab, a < 1boiganda bu funksiya-
ning gat’'iy kamayuvchi ekani koi’'satiladi.

Har gqanday monoton funksiya singari (3.6.17) funksiya ham har
bir ¢ € R nugtada chap /(c —0) va o‘'ng f(c + 0) limitlarga ega
(bu tasdiq 3.4.1 - teoremaning isbotini so'zma-so'z qaytarish orqali
isbotlanadi).

Endi bu limitlaming o‘zaro tengligini isbotlaymiz. Aytaylik, {xn}
va {yn} ratsional sonlar ketma-ketligi c ga yaginlashib, xn < ¢ < yn
tengsizlikni ganoatlantirsin.
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Shunday ekan, hn = yn —xn desak,
f(Vn) - f(xn) = aXn{ahn - 1)

tenglik hosil boiadi.

Shartga ko‘ra, har bir xn son har ganday ym dan kichik, xususan,
xn < yi. Demak, oXxn ketma-ketlik chegaralangan. Bundan chiqdi,
oxirgi tenglikda n -» oo deb limitga o'tsak, gayd gilingan

f(c + 0) —/(c—0) = 0 (3.6.18)

tenglikni olamiz. Bu tenglik esa limit giymatning har bir ¢ G R
nugtada mavjudiigini anglatadi.B
Eslatma Agar c - ratsional son boisa,

f{c - 0) < /(c) < /(c+ 0)
munosabat va (3.6.18) tenglikdan
/(c- 0) = f(c) = f(c+ 0)

tenglikni olamiz, qaysiki, o'z navbatida, / funksiyaning c nuqgtada
uzluksizligini anglatadi.
Endi biz koTsatkicbli funksiyani istalgan irratsional nuqgtada
uning giymatini limit giymatga teng deb aniglashimiz mumkin.
Ta'rif. Agara > 0,a 1 bo'lsa, istalgan irratsional x son uchun

ax — lim ar (3.6.19)
r—x, r&Q

deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, biz 3.6.1 - teorema yordamida asosninga > 0. a
1 boigan barcha giymatlari uchun ko'rsatkichli ax funksiyani R son-
lar o'gining hamma nugqtalarida anigladik.

3.6.2 - teorema. Ko'rsatkichlifunksiya quyidagixossalarga ega:

ax+y = ax.ay® (3.6.20)
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@*)* = ayx, (3.6.21)
ax bx = (ab)x, (3.6.22)

buyerda a> 0, b> 0 x €R, yGR.

Isbot ratsional qiymatli argumentlar uchun o‘rinli bo'lgan
(3.6.10) - (3.6.12) tengliklardan bevosita kelib chigadi. Hagigatan
ham, agar (3.6.10)-(3.6.12) tengliklarda r G Q va s € Q sonlarni
r -> x vas ->y deb limitga o'tsak, talab gilingan (3.6.20)-(3.6.22)
munosabatlar ko‘rsatkichli funksiyaning irratsional x va y nuqta-
lardagi (3.6.19) ta'rifidan kelib chigadi.

3.6.S - teorema. Ko ‘rsatkichli (3.6.19) funksiya R daa > 1
bo‘lganda qat’iy o‘su,vchi va O < a < 1 bo'lganda gat’iy kamayuv-
chidir.

Isbot. Masalan, a > 1 bolib, x < y bo'lsin. Agar h = y —

x > 0deb, h ga yaginlashadigan o'suvchi rn ratsional sonlar ketma-
ketligini olsak, u holda (3.6.13) ga ko‘ra

am- 1>0

munosabatni olamiz. Endi rn ketma-ketlikning o'suvchi ekanini
hisobga olsak,
ah- 1>0

B
tengsizlik hosil bo'ladi.
Shunday ekan, (3.6.20) dan

ay -ax = axth —a®= ax(ah—1)> 0

munosabatga ega bo'lamiz, gaysiki, 0‘z navbatida, ko‘rsatkichli funk-
siyaning gat’iy olsishini anglatadi.H
Navbatdagi lemma argumentning haqiqiy giymatlarida aniglan-
gan ko:rsatkichli funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz ekanini ko'rsatadi.
3.6.2 - lemma. Agara > O vaa” 1 bo‘lsa, u holda

Jmax — 1 (3.6.23)

a:—>0
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Isbot. Aniqglik uchun a > 1 deylik. Aytaylik, xn nolga yaqin-
lashuvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlar ketma-ketligi bo'lsin. Endi O ga
yaginlashuvehi va rn < xn < sn shartni ganoatlantiruvchi ikki rn
va sn ratsional sonlar ketma-ketligini olamiz. U holda

aln < aXn < aSn

Agar bu yerda (3.6.16) xossadan foydalanib, limitga o‘tsak, talab
gilingan tasdiqga ega bo'larniz.H

3.6.4 - teorema. Agara > 0 vaa”™ 1 bo‘lsa, R hagigiy sonlar
to ‘plamida aniglangan

f(x) =ax, x€R, (3.6.24)

funksiya R da uzluksiz bo‘ladi.
Isbot 3.6.2 - lemma va (3.6.20) tenglikdan kelib chigadi. Haqi-
gatan,
ax — ac — ac(ax~c —1)

va o‘ng tomon x -+ ¢ da nolga intiladi. Bu esa (3.6.24) funksiyaning
¢ nugtada uzluksizligini anglatadi.B

3.6.5 - teorema. Agar a > 1 bo‘lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli
bo‘ladi:

lim_ax = 0O, lim ax —+oo0. (3.6.25)
X—y—00 ' X—y+00

Isbot. Agar 8 —a — 1> 0 desak, (1.3.22) ga asosan
an= (I+<5)n>1+n5,

shuning uchun n -> +00 da an —+00 bo'ladi. Bundan ko'rsatkichli
funksiyaning monotonligiga ko'ra (3.6.25) ning o‘ng tomonidagi teng-
lilmi olamiz.

Endi chapdagi tenglik o‘rinli ekani shubhasiz. Hagiqatan, agar
X -* —00 desak,
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bo‘ladi.H
1 - natija. Agar O< a < 1 bo‘ba,

lim ax = +oo0, lim ax = O (3.6.26)
X—y—60 X—>-+00

tengliklar o‘rinli bo‘ladi

1
Haqgigatan, agar —> 1 tengsizlikni va
a

tenglikni hisobga olsak, talab gilingan (3.6.26) tengliklar 3.6.5 - teo-
remadan kelib chigadi:

2 - natija. Ko ‘rsatkichli funksiyaning giymatlar to plami musbat
yarim to‘g‘ri chiziq, ya'ni {y € R :y > 0} bo‘ladi.

Isbot quyidagi

inf ax —Q, %J]gax: {oc

tengliklar va 3.5.3 - teoremadan kelib chigadi.

3. Logarifmik funksiya.

Yugqoridagi 3.5.7 - va 3.6.4 - teoremalardan haqigiy sonlar to‘p-
lamida aniglangan ko'rsatkichli funksiyaning teskari funksiyaga ega
ekani to'g'ridan to‘g‘ri kelib chigadi.

Ta'rif. a> Ova a/ 1 bo‘lsin. Ko:rsatkichli

y = ax
funksiyaga teskari funksiya logarifmik funksiya deyiladi va

x = logay

kabi belgilanadi.
Bu funksiyani argument va funksiyani belgilashni odatdagi ko'-
rinishga o'tkazib,
y = loga* (3.6.27)



178 Uzluksiz fanksiyalar 111 Bob

kabi yozish mumkin.

Yugqoridagi 2 - natijaga asosan logarifmik funksiya musbat yarim
to‘g‘ri chiziqda, ya'ni {x € R :x > 0} da aniglangan.

Ta'rifdagi musbat va birga teng boimagan a soni logarifmik
funksiyaning asosi deb ataladi. Logarifmik funksiya b > 0 nuqtada
gabul giladigan logab giymat esa b sonining a asosga ko'ra logarifmi
deyiladi.

Eslatma. Logarifmik funksiya musbat yarim to‘g‘ri chiziqda,
yani [x € R :x > 0} da uzluksizdir.

Eslatma bevosita 3.5.6 - va 3.6.4 - teoremalardan kelib chiqadi.

Asosiy logarifmik ayniyat deb ataluvchi quyidagi tenglik loga-
rifmik funksiyaning ko'rsatkichli funksiyaga teskari bo‘lganidan be-

vosita kelib chigadi:
ai‘ga3 _ X (3.6.28)

Logarifmik funksiya bir gator muhim xossalarga ega boisa-da,
aynan navbatdagi teoremada keltirilgan xossa logarifmning XVII-
XX asrlarda keng tarqalishiga. asos bo‘lgan. Bu xossa ko'paytirish
amalini unga nisbatan soddaroq qo‘shish amali bilan maium ma’no-
da almashtirishga imkon beradi.

3.6.6 - teorema. Ixtiyoriy x > 0 vay > 0 lar uchun

logapk *y) = loga® + logay (3.6.29)
tenglik o ‘rinli.

Isbot bevosita (3.6.28) asosiy logarifmik ayniyatdan va ko‘rsat-
kichli funksiyaning (3.6.20) xossasidan kelib chigadi. Haqigatan,

X = a}*Sax, y —alogay
tengliklarni o'zaro ko'paytirsak, (3.6.20) tenglikka ko'ra

alogax-y _ _ alogax . (MNogay __ alogax+logay

hosil bo‘ladi.
Bu tenglikdan ko'rsatkichli funksiyaning gat’iy monotonligini
hisobga olsak, talab gilingan (3.6.29) tenglik kelib chigadi.m
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Agar e soni

tenglik orqgali aniglansa, asosi ana shu e soniga teng bcrigar, lo-
garifmga natural logarifm deyiladi va u Ins = \ogex ko‘rinishda
belgilanadi. Natural logarifmlar matematikada va uning tadbigida
juda katta ahamiyatga ega.

Hisoblash amallarining bajarilishini tezlashtirish magsadida
1614 yilda D.Neper tomonidan kiritilgan logarifmlar aynan natural
logarifmlar edi. Keyinchalik o‘n asosli (o'nli) logarifmlar ularni sigib
chigarib, gariyb uch asr mobaynida asosiy bo‘lib goldilar. Shu davr-
da o‘nli logarifmlar jadvallari yoki ularning soddalashtirilgan holi
bo'lgan logarifmik chizg'iehlar hisobchilar orasida keng tarqalgan
edi.

XX asr oxirlariga kelib turli sohalarda keng targalgan elektron
hisoblash texnikasi logarifmik jadval va chizg'ichlarni keraksiz qilib
go‘'ydi. Ammo ilmiy izlanishlarda esa asosan natural logarifmlar
go'llanilib, logarifmik funksiyalarning ahamiyati borgan sari oshib
boraverdi. Natijada yana natural logarifmlar asosiy o'ringa chiqib
oldi.

4. Trigonometrik funksiyalar.

R 2 tekislikda

S={@a?y) GR2:x2+y2=1 (3.6.31)

ko'rinishda aniqglangan S to'plamni garavmiz. Bu to'plam markazi
koordinatalar boshida bo'lib, radiusi 1ga teng bolgan aylana yoki
gisga qilib biruk aylana deyiladi.

Koordinatalari («i, §) bolgan Mi nugta bilan koordinatalari
(02,62 bo'lgan M2 nugtani birlashtiruvchi M )M2 kesma uzunligi
deb quyidagi

\MXM 2\ =V (0i - «a)2+ (61- btf (3.6.32)

manfiy bolmagan songa aytiladi. Shunday ekan (3.6.31) to'plamni
R 2 tekislikdagi koordinatalar boshidan uzunligi 1 ga teng bolgan
masofada joylashgan nuqtalar to'plami deyish mumkin.
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Aylananing ikki imqgtasi orasida yotgan gismi yoy deb ataladi.
Mana shu aylana yoyining uzunligi tushunchasini kiritishga o!tamiz.

Birlik aylanada koordinatasi (1,0) bo'lgan nuqtani P deb belgi-
lab, aylana yoyining uzunligini shu nuqtadan boshlab oichaymiz.

Birlik aylanadan yuqori yarim tekislikda yotuvchi istalgan M =.
(x,y) nuqgtani (ya'ni y > 0 bo‘lgan nuqtani) olamiz. Bu ikki P
va M nugtalami P ~ iPk kesmalardan iborat bo'lgan shunday siniq
chizig L = PqP\P2...Pn-iP n bilan birlashtiramizki, bunda Pq = P
vaPn= M bo'lib, barcha Pk nuqtalar S aylanada yotsin (3.7-rasm).

Biz siniqg chiziqg girralari soat strelkasiga teskari ravishda ketma-
ket. joylashgan deb hisoblaymiz, ya’'ni bizning holimizda omgdan
chapga garab joylashgan bo'ladi. Bu degani, agar Pk nuqta {xK,YK)
koordinatalarga ega bo‘lsa,

X =Xn<Xxn-i < ..<X]<Xo=1 (3.6.33)

tengsizliklar OTinli bo'ladi.

3.7-rasm
Bunday siniq chizigni P M yoyga ichki chizilgan deymiz. Bu L
siniq chizigning uzunligi deb

n
(3.6.34)
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songa aytiladi, bunda ALk orgali Pk-i va Pk nugtalarni birlashtiruv-
chi kesma belgilangan boiib, uning uzunligi (3.6.32) ga asosan

|ALfc]= iPfciPfe] = W(*k - *fc-i)2+ (f/*- Vk-i)2

ga teng.

Agar siniq chizigning bo‘g‘inlari sonini, ya’'ni n ni oshirib borsak,
har bir bo!g‘in uzunligi gisgarib. siniq chiziq uzunligi aylana uzunligi
deb ataladigan songa yaginlashib boradi.

Ta'’rif. Birlik aylananing P M yoyi uzunligi I(M ) deb bu yoyga
ichki chizilgan siniq chiziglar uzunligining anigq yuqori chegarasiga

aytiladi:
n

(M) ="sup \\ = suPy\A L k\ (3.6.35)
£ t

Agar M = (—1,0) boisa, PM yoy yarim aylana yoyiga teng

boiib, uning uzunligi yunoncha ir harfi bilan belgilanadi.

Ravshanki, agar [—1,1] kesmaning ixtiyory x nugqtasi uchun M
orgali aylananing (x, \/lI —x2) nugqtasini belgilasak, bu ta'rif har bir
X ga P M yoy uzunligini, ya’ni manfiy boimagan sonni mos qo‘yadi.
Shunday qilib, (3.6.35) tenglik orgali

f(x) = I(M), buyerda M = (x,y/l —x2), —1< x<1

fuhksiyani aniglashimiz mumkin ekan.

Agar x abssissani ozroq o‘zgartirsak, yoy uzunligi ham ozgina
o'zgarishini tekshirish qiyin emas, ya’'ni yuqgoridagi funksiya uzluk-
sizdir. Shuning uchun 3.5.3 - teoremaga ko'ra bu funksiya barcha
oralig giymatlarni gabul giladi. Demak, O < a < ir kesmadan
istalgan haqiqiy a sonni olsak ham, birlik aylanadan yuqori yarim
tekislikda yotuvchi shunday M nugta topiladiki, u uchun (M) —
a boiadi (VII bobdagi 7.1.3 - misolga keltirilgan eslatmaga ham
garang). Bunda M = (x,y) nuqta P = (1,0) nuqgtani koordinatalar
boshi atrofida a radianga burish bilan hosil gilingan deyiladi.

Agar a haqiqgiy son — < a < 0 oraligdan olingan manfiy son
boisa, burishni soat strelkasi bo'yicha olamiz, bunda P M yoy uzun-
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ligini (M) desak, a = —K M) bolladi. Bu holda P nugtani a radi-
anga burish natijasida hosil bo'lgan M nuqta quyi yarim tekislikda
yotadi, ya'ni uning ordinatasi y < 0 bo‘ladi.

Shunday qilib, [-7r,ir] kesmadan olingan har ganday a hagqiqiy
songa birlik aylananing P nugqtasini a radianga burish natijasida
hosil bo'lgan M = M {a) nugtasi mos keladi. Ravshanki, M nug-
taning (x,y) koordinatalari a ga bog'liq, ya'ni (3.8-rasm)

x = x(a), y = y().

Bunda x(a) son a sonining kosinusi, y(a) son esa a sonining
sinusi deyiladi. Ular quyidagicha belgilanadi:

eoso — Xx(aj), sina = y(a). (3.6.36)

Shunday gilib, P nuqgtani a radianga burish natijasida hosil
bo‘lgan M (a) nugta quyidagi koordinatalarga ega ekan:

M (a) = (cosa, sina). (3.6.37)

Trigonometrik deb ataladigan kosinus va sinus funksiyalari
(3.6.36) tengliklar yordamida [—tt, /] kesmada aniglangan. Ammo
davriy davom ettirish deb nomlanadigan usul yordamida ularni bu-
tun sonlar o'giga davom ettirish mumkin.
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Agar shunday T / O son topilsaki. barcha t € R lar uchun
f(t+T) = f(t), —oo0<t< +00,

tenglik bajarilsa. butun sonlar o‘qida aniglangan / funksiya davriy
deb ataladi.

Bu yerda umumiylikni buzmasdan T sonni musbat deyish mum-
kin. Bu son davr deb ataladi. Masalan, Dirixle funksiyasi davriy
bo'lib, istalgan musbat ratsional T soni uning davri bo‘ladi.

Faraz qilaylik, /7 funksiya uzunligi T ga teng bo'lgan biror oralig-
da, masalan, [0, T ] kesmada aniqglangan to /(0) = f(T ) bo‘lsin. Agar
/ funksiya T davrga ega bo'lgan davriy funksiya bo'lib, /7 bilan [0, T\
da ustma-ust tushsa, / funksiya / funksiyaning davriy davomi deb
ataladi.

Ravshanki, (3.6.36) tengliklar orqali [—#, 7] kesmada aniglangan
kosinus va sinus funksiyalarini butun sonlar o‘giga quyidagi tenglik-
lar orgali 27t davr bilan davriy davom ettirish mumkin:

cos(a + 27r) = cosa, sin(a + 2-k) = sina.

Bevosita trigonometrik funksiyalai ta'rifidan (3.6.37) koordina-
talarga ega bo‘lgan M {a) nuqta birlik aylanada yotishi kelib chigadi,
bundan esa navbatdagi asosiy trigonometrik ayniyatni olamiz.

3.6.2 - tasdiq. Ixtiyoriy hagigiy a uchun

B
cosla + sin2« = 1 (3.6.38)

tenglik o ‘rinli.

Bu (3.6.38) ayniyatdan sinus va kosinuslarning ckegaralanganligi
kelib chigadi.

Natija. Ixtiyoriy hagigiy a uchun

Jcoso;] < 1, Isina] < 1 (3.6.39)

tengsizliklar o ‘rinli.
Biz burilishni abssissa o'qida yotuvchi P = (1,0) nuqtadan bosh-
lab hisoblaganimiz uchun a va —a burchaklarga burish natijasida



184 Uzluksiz fanksiyalar 111 Bob

hosil bo'lgan nuqtalar abssissalari ustma-ust tushadi, ordinatalari
esa ishorasi bilan farq giladi. Boshqacha aytganda, quyidagi teng-
liklar o'rinli bo‘ladi:

cos(—a) —cos a, sin(—a) = —sinct. (3.6.40)

Bu tengliklar kosinusning juft va sinusning toq funksiya ekanini
anglatadi.
3.6.3 - tasdiq. Ixtiyoriy hagigiy a va /3 lar uchun

cos(a —/3 = cosacos/?+ sinasin;3 (3.6.41)

tenglik o ‘rinli.
Bu (3.6.41) tenglik muhim trigonometrik ayniyatlardan biri bo'lib,
u go‘shish formulasi deb ataladigan tengliklar gatoriga kiradi.
Ushbu (3.6.41) tenglikning isboti § 3.9 da keltirilgan ((3.9.3)
formulaga garang).

m
3.6.4 - tasdiq. Agar 0 < a < — bo‘lsa,

0 < sina < a (3.6.42)

tengsizlik o ‘rinlidir.
Isbot. Agar koordinatalari (x,y) bo'lgan M nugta (0,1) koor-
dinatali P nuqtani a radianga burish bilan hosil bo‘lgan bo'lsa, u

holda 0 < a < lar uchun

0<vy< yW+@1—x)2 = \PM\ < a

tengsizlik bajariladi. Bundan, ravshanki, (3.6.42) kelib chiqadi.B
Natija. Istalgan a e R uchun

|sino;|<]al] (3.6.43)

tengsizlik o ‘rinli.

Hagiqatan, agar |g] < 1 bo'‘lsa, (3.6.43) tengsizlik sinusning toq
funksiya ekanini hisobga olsak, (3.6.42) dan kelib chigadi. Agarda
\a\ >1 bo'lsa, (3.6.43) tengsizlikning (3.6.39) dan kelib chiqishi
ko'rinib turibdi.
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3.6.7 - teorema. Kosinus va sinus trigonometrik funksiyalar
butun sonlar o‘gida uzluksizdir.
Isbot. Quyidagi tenglik

cosij3—cosa = —2sin

bevosita (3.6.41) formuladan kelib chigadi. Endi (3.6.39) va (3.6.42)
baholarni goilasak,

hosil boiadi. Demak, quyidagi implikatsiya o'rinli boiar ekan: {3 ->
a => cosP cos a. Bu esa kosinusning ixtiyoriy a nuqtada uzluk-
sizligini anglatadi.

Sinusning uzluksizligi xuddi shu singari isbotlanadi.M

Qolgan trigonometrik funksiyalar sinus va kosinuslar orgali aniqg-
lanadi. Chunonchi, tangens va kotangenslar bu funksiyalarning nis-
batlari ko'rinishida kiritiladi:

smx cos*

f Bu ikki funksiyaning o‘zi aniglangan har bir nugtada uzluksizligi
shubhasiz.

5. Teskari trigonometrik funksiyalar.

Ravshanki, butun sonlar o'qida aniglangan davriy funksiya teska-
rilanuvclianlik shartini ganoatlantirmaydi, chunki u har bir giymat-
ni cheksiz ko‘p nuqtalarda gabul giladi. Shu sababli trigopnometrik
funksiyalarga teskari funksiyani aniglash uchun bu funksiyalarni
ular gat’iy monoton boigan kesmalarda garash kerak. Shunday qilin-
sa, teskari funksiyalar mavjud boiib, 3.5.6 - teoremaga ko‘ra, ular
uzluksiz ham boiadilar. o

Sinus uchun monotonlik oraliq sifatda odatda kesma

olinadi. Bu kesmada sinus gat’iy o'sib, —1 dan +1 gacha barcha
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giymatlarni gabul giladi. Shunday ekan, [—1,1] kesmada
/(®) = sin®, <x < |

funksiyaga teskari /-1 funksiya aniglangan. Bu teskari /_1 funksiya
arksinus deb ataladi va

/_1(®) = arcsin®, —1<x<1

kabi belgilanadi.

Arksinus [—1,1] kesmada uzluksiz ekanligi va gat’'iy monoton
o'sishi shubhasiz.

Kosinus uchun monoton o‘sish oralig'i sifatida odatda [0, irf] kesma
olinadi. Bu kesmada kosinus +1 dan —1 gacha barcha giymatlarni
gabul qilib, qat’iy kamayadi. Shunday ekan, [—1,1] kesmada

/(®) = cos®, 0< x < 7,

funksiyaga teskari f~ ] funksiya aniglangan. Bu teskari J  funksiya
arkkosinus deb ataladi va

/_1(®) = arccos®, —1< x < 1,

kabi belgilanadi.
Arkkosinus [—1,1] kesmada uzluksiz ekanligi va gat’iy monoton
kamayishi shubhasiz.
mTT
Tangens uchun monotonlik oralig'i sifatida ,—) intervali oli-
nadi. Bu intervalda tangens gat’iy o'sib, —oo dan +00 gacha barcha
giymatlarni gabul giladi. Shunday ekan, (—o0, +00) sonlar olgida

* \ , T v
f(x) = tgo, — <x <

funksiyaga teskari /_1 funksiya aniglangan. Bu teskari f~ | funksiya
arktangens deb ataladi va

/_1(®) = arctg®, —00 < X < +00,
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kabi belgilanadi.
Arktangens (—00, + 00) sonlar o'gida uzluksiz va gat’iy monoton
o'suvchidir.

Yuqorida o'rganilgan funksiyalar, ya'ni darajali, ko'rsatkichli,
logarifmik va shu bilan birga asosiy trigonometrik hamda teskari
trigonometrik funksiyalar eng sodda elementar funksiyalar deyiladi.

Ta'rif. Eng sodda elementarfunksiyalarga chekli sonda arifmetik
amal va superpozitsiyalarni qo'llash natijasida hosil bo‘lgan funksiya
elementar funksiya deyiladi.

Eslatib o‘tamiz, go‘shish, ayirish, ko'paytirish va bo'lish amallari
arifmetik amallar deyilar edi. Shunday qilib, har ganday elemen-
tar funksiyani eng sodda elementar funksiya va to'rtta arifmetik
amallardan tuzilgan formula krrinishida yozish mumkin ekan. Mi-
sol uchun, quyidagi funksiya elementardir:

f(x) —sin(Inx) + 2etg”™ —3arctg(l + x2).

Formula ko‘rinishida berilgan elementar funksiyaning tabiiy anig-
lanish sohasi sifatida, odatda, argumentning bu funksiya ma’noga
ega bolgan barcha giymatlari to'plami olinadi.

Quyidagi natija yugorida isbot gilingan tasdiglardan bevosita
kelib chiqgadi.

3.6.9 - teorema. Elementar funksiya o‘zi aniglangan sohaning
har bir nugtasida uzluksizdir.

§3.7. Ajoyib limitlar

1. Birinchi ajoyib limit.
3.7.1 - teorema. Quyidagi tenglik o‘rinli (birinchi ajoyib limit):

. sinO
lim
a—+0 a



188 Uzluksiz fanksiy&I&r 111 Bob

Isbot. Ushbu
fla) = Sno! 3.7.2f
a

funksiya a — 0 nugtaning shu nugtani o‘zi kirmagan ixtiyoriy atrofi-
da aniglangan. Awal bu funksiyaning a — 0 nuqtadagi o‘ng limitini
hisoblaymiz.

Faraz gilaylik, M = (x, y) nuqta P — (0,1) nuqtani a radianga

burish orqgali hosil bo‘lsin, buyerda O < a < ~. U holda a ning shu
gqiymatlarida
1 N
1 snan, (3.7.3)
2 a

bahoning bajarilishini ko'rsatish giyin emas. Darhagqigat, bu tengsiz-
likning o‘rinli ekanligi 8 3.9 da ko'rsatilgan (3.9.2 - tasdigqa garang).

(3.7.3) bahodan (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi oijg limiti 1
ga tengligi, ya'ni

/0+0) = lm fa)]= 1

ekani kelib chigadi.
Endi sinus toq funksiya boigani uchun (3.7.2) juft funksiyadir,
ya'ni f(—a) —f(a). Shuning uchun

/(0-0) = lim /(-a) = lim f(a)= 1,

a—0,a>0 a—0,a>0

ya'ni (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi chap limiti ham 1 ga teng
ekan. Bundan talab gilingan (3.7.1) munosabatni olamiz.I'
2. Ikkinchi ajoyib limit.

3.7.2 - teorema. Agar e son (3.6.30) tengtik orgali aniglangan
son ho'lsa, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi (ikkinchi ajoyib limit):

lim (1 + h)i/h = e. (3.7.4)

Isbot. Ravshanki,
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li 1+ — = 3.75
2!, {15 T e (3:7:5)
tenglikni isbotlash yetarlidir.
Avval x — +00 deb faraz gilib, n = [xX\ deb belgilaymiz. U holda
n < x < n+ 1bo‘ladi va shuning uchun quyidagi ikki tomonlama
tengsizlik bajariladi:

Ravshanki, e sonining ta'rifiga ko‘ra x —»-foo da bu tengsizlik
o‘ng va chap tomonlarining limitlari e ga teng. Demak,

lim 1+ —" =e. (3.7.7)
X-)-+00 Yy X)

Endi, agar x -> —o0 bo'lsa, t — —x deb

ni hosil gilamiz.

Agar (3.7.7) tenglikni e’tiborga olsak, t -» +o0 da (ya'ni x -»m
—o0 da) oxirgi tenglikning o‘ng tomoni e soniga intilishini ko'rishimiz
mumkin. Binobarin, (3.7.5) tenglik bajarilar ekan.B

§3.8. Kompleks giymatli funksiyalar

Matematik tahlilda hagiqgiy o‘zgaruvchili kompleks giymat gabul
giluvchi funksiyalar muhim o'rin tutadi. Chunonchi, agar haqiqiy
sonlar o'gining (a, b) intervalida aniglangan / funksiya bu interval-
dan olingan har bir haqgiqiy x songa kompleks f(x) sonni mos qo‘ysa,
bu funksiya kompleks giymatli deyiladi. Bunday funksiya
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f :M)-»C*

kabi belgilanadi, bunda C - kompleks sonlar to'plami.
Kompleks sonlar ta’rifiga ko‘ra kompleks giymatli / funksiyani
quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

f(x) = u(x) -fiv(x),

bu yerda uvat) - oddiy (haqiqiy giymatli) funksiyalardir. Bunda u
funksiya / funksiyaning haqiqgiy qgismi va v funksiya / ning mavhum
gismi deyiladi. Shunday qilib, kompleks giymatli funksiyalarni o‘rga-
nish ikki hagiqgiy giymatli funksiyalarni o‘rganishga kelar ekan.
Kompleks qiymatli / = u + iv funksiyaning absolyut giymati
(yoki moduli) deb hagiqgiy manfiy bo'Imagan quyidagi funksiyaga
aytiladi:
/001 = \Jul(x) + v 2(x). (3.8.1)

Masalan,
e(x) — cosx + isin*

funksiyaning moduli aynan birga teng funksiyadir:
\ex)\ = 1.

Kompleks giymatli funksiyaning limit giymati va shu bilan birga,
uzluksizligi xuddi hagiqiy funksiyalar uchun aniglangandek aniq-
lanadi. Misol tarigasida uzluksizlik ta'rifini keltiramiz.

Ta’'rif. Agar ixtiyoriy e > 0 olinganda ham shunday S > O
topilsaki, a nuqgtaning 6- atrofidan olingan barcha x lar uchun

1/0°0 - f(a)l < £ (3.8.2)

tengsizlik bajarilsa, kompleks giymatli / funksiya a nuqtada uzluksiz
deyiladi.

3.8.1 - tasdiq. Kompleks giymatli f = u+iv funksiya biror nug-

tada uzluksiz bo‘lishi uchun shu nugtada har ikkalau vav funksiyalar-
ning uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isbot bevosita

if(x) - f(a)l = \/[®) - «(a)]2+ faO) - Ya)]2 (3.8.3)

teiiglikdan kelib chiqgadi.
Hagigatan, agar (3.8.2) tengsizlik bajarilsa,

lu(x) —u(@)l < e, \v(x) —v@)] < e

tengsizliklar ham bajariladi. Bunaan n va v funksiyalai'ning a nug-
tada uzluksizligi kelib chigadi.

Aksincha, agar n va v funksiyalar a nuqtada uzluksiz boisa,
shunday 5 > O topiladiki, a nugtaning ¢-atrofidagi har qanday x
uchun

\u{x) - «(a)l < IveK) - M)l < ~

tengsizliklar bajariladi, bu esa, 0‘z navbatida, (3.8.3) ga ko'ra (3.8.2)
bajarilishini anglatadi.

Kompleks qgiymatli funksiyalar ham hagiqiy funksiyalarning ko‘p-
gina xossalariga ega ekanini gayd etamiz. Masalan, arifmetik amal-
lami goilash uzluksiz kompleks giymatli funksiyalar sinfidan chigarib
yubormaydi (boiish amalida maxraj noldan fargli degan qo'shimcha
shart qo'yish zarur).

Misol tariqasida / fgnksiya a nuqtada uzluksiz boiib, f{a) ¢ O

shart bajarilgan holda — funksiyaning ham a nuqtada uzluksizligini

isbot gilamiz.

Faraz gilaylik, /7 = n + iv funksiya a nuqtada uzluksiz boisin.
U holda 3.8.1 - tasdiqga asosan har ikkala v va v funksiya uzluksiz
boiadi. Shunday ekan,

n

r_
f u+iv u24-v2 n2+ v2
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tenglikdan bevosita ~ funksiyaning ham mavhum, ham haqiqiy
gismlarining uzluksizligi kelib chigadi. Demak, 3.8.1 - tasdiqgqa asosan,
— funksiya ham uzluksiz ekan.

Xuddi shunga o'xshash, uzluksiz funksiyalarning boshga xos-
salari isbot gilinadi.

§3.9*. llova (trigonometrik funksiyalarning xossalari)

Faraz gilaylik, S - markazi koordinatalar boshida boiib, radiusi
1 ga teng bo'lgan aylana bo'lsin, ya’'ni birlik aylana bo‘lsin.

Agar P - birlik aylananing (1.0) koordinataga ega bo'lgan nug-
tasi bo'lsa, M = (x,y) orqali aylananing shunday nuqtasini belgi-
laymizki, u P nugtani i radianga burish natijasida hosil bo'lib,

M = (eost, sini) (3.9.1)

koordinataga ega bo'lsin.

Faraz gilaylik, P va M nuqtalarni yangi s radianga burish nati-
jasida aylananing mos ravishda P' va M ' nugqtalari hosil bo'lsin.
Bunda, albatta, PM kesma uzunligi P'M ' kesma uzunligiga teng
bo'ladi, ya'ni:

\PM\ = \P'M"\. (3.9.2)
Quyidagi
P = (1,0), P' = (eoss,sins),
M —(cosi, sini), M"'—(eos(i + s), sin(i + s)),

tengliklarni hisobga olib, (3.9.2) tenglikni

(1 —eosi)2+ sin2i = [eost —eos(i + s)]2+ [sini —sin(i + s)]2

ko'rinishda yozib olamiz.
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Bundan (3.6.38) asosiy ayniyatni qo'llab, murakkab boirnagan
hisoblashlar orgali

eost = eos(i 1 s)eoss+ sin(i + s)sins

tenglikni hosil gilamiz. J
Agar ixtiyoriy a va 8 1ar uchun

t = a —fi, s= /3

desak, yana bir muhim

cos(a —6) '= eos a;eos /3-f sina sin/? (3.9.3)

trigonometrik ayniyatni olamiz. (3.9.3) tenglik go‘shish formulalari

deb ataladigan ayniyatlar gatoriga kiradi. Ko'pgina muhim trigono-

metrik munosabatlar aynan (3.9.3) formuladan kejib chigadi.
Masalan, bu tenglikda f3 o'rniga —3 ni olsak, (3.6.40) ga ko‘ra

cos(a + /J) = eos a eos 8 —sinasin/A (3.9.4)

tenglik hosil bo'ladi.
Endi 0 — —a deymiz. U holda (3.6.38) asosiy trigonometrik
ayniyatni qo'llab,

eosZa = eos2a —sin2a = 1—2sin2a

munosabatni olamiz.
Demak,

1—cosa = 2sin2 (3.9.5)

2. Ushbu bandda biz birlik aylana yoyining uzunligi uehun ko'ri-
nishdan tabiiy bo'lgan baho olamiz.

Aytaylik, (x, y) koordinatalik M nugqgta birinchi kvadrantda yot-
sin, ya’'nix > 0, y > 0 bollsin. Xuddi yoy uzunligi ta’'rifidagi singari
P va M nuqtalarni L = PgP] P2-.Pn-\ Pi sinig chiziq bilan shunday
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birlashtiraylikki, Po = P va Pn = M bo'lib. Pk nuqgtalar S aylanada
yotsin.

Faraz gilaylik, siniq chiziq uchlari soat strelkasiga qarama-garshi
ravishda joylashgan bo'lsin, ya’'ni bizning holimizda o‘ngdan chap-
ga qarab joylashgan bo'lsin. Bu degan so‘z, agar Pk nuqta (Xk,yk)
koordinatalarga ega bo'lsa, u holda

X = XN < Xn-i < - <xi<xo=1 (3.9.6)

boMsin.
Bunda bevosita birlik aylananing (3.6.31) ta'rifidan siniqg chiziq
uchlarining ordinatalari quyidagi

0=2b< 2l< - <yn\ <yn=YV (3.9.7)

shartni ganoatlantirishi kelib chigadi.

3.9.1 - tasdiq. Faraz gilaylik, 0 < a < ~ bo'lsin. Agar M =

(x, y) nugta birlik aylananing P ~ (1,0) nugqtasini a radianga burish
bilan hosil qilinsa,
a < 1-x+y (3.9.8)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Agar

{Xk Xk\) H @Zfc Vk) < (|*fc XkHI'Mi/fc  2/fc-)2
tengsizlikdan foydalansak, (3.9.6) va (3.9.7) tengsizliklarga ko'‘ra
\PkPk-i\ = V (Xk- Xk- D2+ {yk - 2/fc-i)2 <

< kk- xk-i\ + Yk- yki\ = (Xk-1-x K) + (yk- Vk-I)

munosabatni olamiz.
Demak,

X \= N ~ + ~yk~/\:
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= (x0- Xn)+ (Vn- J0) ~ 1- X+ y.

Boshgacha aytganda,
NN\ < 1-x +y.

Bu tengsizlik chap gismida barcha L siniq chiziglar bo‘yicha aniq
yuqgori chegaraga o‘tsak, talab gilingan (3.9.8) bahoni olamiz.H

4
Natija. Agar 0 < a < — bo'lsa,
d

a < 1—cosa + sino; (3.9.9)

tengsizlik o ‘rinli bo'ladi.

Hagigatan, cosa = x va siria = y tengliklarni e’tiborga olsak,
(3.9.8) dan (3.9.9) tengsizlik kelib chiqadi.

3.9.3 - tasdiq. Faraz gilaylik, 0 < a < ;bo‘lsin. Agar M =
(x,y) nugta birlik aylananing P = (1,0) nuqtasinia radianga burish
hilan hosil qilinsa,

1_ <1 (3.9.10
7.7 U
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Avval (3.9.5) tenglik va (3.6.43) baho yordamida

1l —cosa = ﬁsfnz1 = ﬁ(/a—§2 - al
2 - 2 2
tengsizlikni olamiz.
So'ngra bundan foydalanib, (3.9.9) bahoni
0?
a < l—cosa + sina < — + sina
ko‘rinishga keltiramiz.
Bu baho va (3.6.43) dan
c?
ot — —sina < a (3.9.11)

tengsizlik kelib chigadi.
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Ravshanki, musbat a lar uchun (3.9.10) va (3.9.11) munosabat-
lar teng kuchlidir.B

§3.10. Misollar

*1 - misol. Ushbu

—COS® ) »
=--5— , agar x(p O bo'lsa,

agar x —0 bo'‘lsa

funksiya a ning ganday\@@ymatida uzluksiz bo'‘lishini aniglang.
KoVrsatma. Quyidagi

1—cosx = 23in -2—

ayniyatdan foydalanib, birinchi ajoyib limitni qoilang.
2 - misol. Limitni hisoblang:

lim (v ®+ P x + g —x).

Ko‘rsatma. Quyidagi

a—b=
3t
ayniyatni qo'llang.
3 - misol. Tenglikni isbotlang:
limtofeO+ 4 =5, o050, (3.10.1)
X—20 X Ina

Ko‘rsatma. Logarifm asosini e ga keltirib. (3.7.4) tenglikdan
foydalaning.
4 - misol. Tenglikni isbotlang:

lim —--——--- = Ina, o> 0. (3.10.2)
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Ko‘rsatma. 3 - misoldan foydalanish magsadida x = loga(l+y)
almashtirish bajaring,
5 - misol. Tenglikni isbotlang:

Ko'rsatma. an —1= (a —I)(on_1 + an~2+ eee+ 1) formulani
goilang.

6 - misol. [0,1] kesmada aniglangan va barcha [ab\ C [0,1]
kesmalarda. chegaralanmagan funksiyaga misol keltiring.

Ko‘rsatma. Ratsional nugtalarda / = g ko'rinishda aoiqg-

langan funksiyani garang.
7 - misol. Shunday f(x) va g(y) funksiyalarga misol keltiringki,
ular uchun Ilim/(®) = 0va limg(y) — 1 boiib, limg(f(x)) mavjud
y-+0 x->0

X->0
boimasin.
Ko‘rsatma. f(x) = xsin- va g{y) — sign2y funksiyalarni
garang.

8 - misol. [—1,1] kesmada aniglangan va 0 nuqtada o‘suvchi
boigan shunday funksiyaga misol keltiringki, u hech qanday > 0
uchun [—5,5] kesmada monoton boimasin.

Ko'rsatrna. f(x) = xsinzifunksiyani garang.

9 - misol. Agar / funks%:/a butun sonlar o'gida aniglangan
boiib, uning grafigi x = 0va x = ¢ (¢ ™ 0) tolg'ri chiziglarga
nisbatan simmetrik joylashgan boisa, uning davriy ekanini isbot-
lang.

Ko'rsatma. Shartga kolra

f(x) = f(-x), f(c+ x)=f(c-x)

tengliklar bajarilishidan foydalaning.

10 - misol. Dirixle funksiyasi davriy ekanini va har ganday
musbat ratsional son uning davri boiishini isbotlang.

Ko”satma. Bevosita tekshirish orqali isbotlang.
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11 - misol. Agar davriy funksiya eng kichik musbat davrga ega
bo‘lmasa, u yoki har bir nuqgtada uzilishga ega yoki u o‘zgarmasga
teng bo'lishini ko'rsating.

Ko'rsatma. Agar yuqoridagi shartni ganoatlantiruvchi funksiya-
ning biror nuqtada uzluksizligidan uning o'zgarmasga tengligini is-
bot qgilsak, misol yechilgan bo'‘ladi.

Aytaylik Tk -» Odavrlar ketma-ketligi mavjud bo'lib, /7 funksiya,
a

[Tk

masalan, nol nuqtada uzluksiz bo'‘lsin. Ixtiyoriy a uchun =

deymiz. U holda
a = nfeTfic + 9kTk, bu yerda ‘6k\< Im

Endi /(a) = /(0) ekanini ko'rsating.



|V Bob. Differensiallash

4.1. Funksiyaning hosilasi

Hosila tushunchasi birinchi garashda o‘zaro bogiig boimagan
ikki masala tufavli vujudga kelgan. Bu masalalarning birinchisi hara-
katlanayotgan jismning tezligini aniglash boisa, ikkinchisi esa biror
chizigga o'tkazilgan urinmani topishdan iborat. Aslida, bu ikki masala
o‘zaro uzviy bogiiqgdir, chunki nuqtaning tezligi bu nuqta harakati
traektoriyasiga urinma boigan vektordir.

1. Tezlik. Nugtaning to‘g‘ri chizig bo'ylab harakatini qaray-
lik. Bu to‘g‘ri chizigni biz koordinatalar o‘qi, ya'ni haqiqiy sonlar
to'plami deb qaraymiz. Faraz gilaylik, t vagt momentida nuqtaning
koordinatasi x(t) boisin. Shu nuqgta harakatining tezligini topamiz.

Biror Ai vaqt oraligidan keyin nuqgta x(t + Ai) koordinataga
ega boladi. Demak, nuqta t dan t + At gacha o'tgan vaqgt ichida
X(t+ At) —x(t) yoini

v,r = N+ A2 N3 (4.1.2)

o'rtacha tezlik bilan bosib oi.adi.

Biz nuqtaning t momentdagi tezligini taxminan yuqorida hisob-
langan (4.1.1) o'rtacha tezlikka teng deyishimiz mumkin. Darhagiqat,
fizik mutaxassis "taxminan” degan so‘zni tashlab yuborib, aynan
(4.1.1) ifodani nuqtaning izlanayotgan tezligi deb hisoblagan boiar
edi. Biroq (4.1.1) formulaning kamchiligi shundan iboratki, unda
o‘rtacha tezlik At oraliq giymatga bogiiqdir, ya’'ni nuqtaning tezligi
notabiiy ravishda har ganday vaqt momentida keyin nima boiishiga
bogiig boiib golayapti. (Shuni gayd aytish joizki, XX asrdagi fan
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taraqqiyoti fizik mutaxassisning o‘z nugtayi nazarini himoya qilishi-
ga asos borligini ko'rsatdi.)

Yugoridagi kamchilikni bartaraf gilish maqgsadida Ai vaqt orali-
g'ini Kichikiashtira boshlab, (4.1.1) kasr o'zgarishini kuzataylik. Bun-
da, albatta, maxraj nolga intiladi, lekin, shu bilan birga, x(t) ni t
ning uzluksiz funksiyasi deb qarasak, kasr surati ham nolga intila-
di. Bunda garalayotgan kasr biror v soniga yaginlashishi murnkin.
Ayrian shu son nuqtaning t vaqtdagi tezligidir, ya'ni

e + Ald)-ae (i)

v= lim ———— — (4.1.2)
OHO At

Shu paytgacha tezlik tushunchasi to;g‘risida gapirganda uning
ma’nosini aniglashtirmagan edik. Endi esa biz (4.1.2) munosabatni
to‘g‘ri chizig bollab harakat gilayotgan nuqta tezligining ta'rifi deb
garasak bo'ladi.

2. Urinma. Eslatib o‘tamiz, biror (a, b) intervalda aniglangan
/ funksiyaning grafigi deb R 2 koordinatalar tekisligidagi koordina-
talari (x, f(x)) bo'lgan nuqtalar to'plamiga aytilar edi. Aniqrog'i, /
funksiyaning ' (/) grafigi quyidagi

W) = {(*,y)GR2:y = f{x), a<x<b} (4.1.3)

to'plamdan iborat.

Faraz qilaylik, (c, 7(c)) va (c + h, f(c 4- h)) nuqtalar / funksiya
grafigining ikki har xil nuqgtalari bo‘lsin. Shu nuqtalardan o'tuvchi
to‘g‘ri chizig tenglamasini yozamiz:

V = + /(c). (4.1.4)

Agar biz h ning giymatini kamaytira borsak, /7 funksiya grafigi-
ning abssissalari ¢ va ¢ + h bo'lgan ikki nugtasi orgali o‘tadigan
to‘g‘ri chiziq ' (/) grafikning (c,/(c)) nugtasidan o'tkazilgan urin-
maga yaqinlashib boradi. Bunda urinma tenglamasi (4.1.4) tenglik-
ka ko‘ra (4.1-rasm)

y = k(x—c) + /(c) (4.1.5)
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ko'rinishga keladi, hu yerda

K = lim f(c i (4.1.6)
Ao h

4.1-rasm

Yugorida urinma tushunehasi to'g'risida gapirganda Im miing
ma’'ndsim aniqglashtirmagan edik. I-Indi esa biz I'(/) grafikka ab-
ssissési ¢ ga teng boigan nuqtada o'tkazilgan urinma — bu grafigi
(4.1.5) - (4.1.6) koiinishga ega boigan to‘g‘ri chiziqdir, deb ta’riflasbimiz
murnkin.

3. Hosila.

6 Ta'rif. Berilgan f fmksiya a nuqtaning biror abrofida aniglan-
gan bo‘lsin. Bu funksiyaning & nuqtadagi hosilasi deb gnyidagl? u-
mitga aytiladi:

lim /(¢ + '>)-/(“). (4.12.7)
h-M) h
6datda / funksiyaning a nuqtadagi hosilasi f (d) simvol orqali
belgilanadi.
Yuqoridagi (4.1.7) kasr suratini argumentning h orttirmasiga
mos keluvchi / funksiyaning ortirmasi deb atash gabul gilingan.
Kasrai q'zim esa ctyitmaM nisbat deb atashadi.
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4.1.1 - misol. Ushbu fix) = x birlik funksiyani garaylik. Rav-
shanki,
/(a+ h)—/(@)= (a+ h)- a= h.

Shuning uchun

/(a+ h)~ f(a)
h h

va demak, istaigan a € R nuqta uchun f'(a) = 1 ekan.
4.1.2 - misol. Ushbu f(x) = x2 kvadratik funksiyani qaraylik.
U holda

fla + h) —/(a) = (a + /)2—al —2ah + h2.
Shuning uchun

+ +  =2n+ ft
/i A

va demak, istaigan a e R nugta uchun

f'(a) = lim (2a+ h) = 2a
h-to

ekan.

Ta'rif. Agarfunksiya a nugtada hosilaga ega bo'lsa, bufunksiyani
a nugtada differensiallanuvchi deymiz.

411 - va 4.1.2 - misollarda qaralgan funksiyalar har ganday
a E R nugtada differensiallanuvchidir.

4.1.3 - misol. Agar D(x) Dirixle funksiyasi bo‘lsa,

f(x) = x2D(X)

funksiya x = 0 nugtada differensiallanuvchidir.
Hagiqgatan,

f(o+h)-m = h 2D(h).

Shuning uchun,



84.1. Fanksiyariing hosilasi 203

floxh)— /(o) = hD(h~ ~ h_»
v
bu esa /'(0) = 0 ekanini anglatadi.
Qayd etish kerakki, bu funksiya noldan boshqa hech ganday nug-
tada differensiallanuvchi emas.
Eslatma. Ravshanki, / funksiyaning a nugtadagi hosilasi
ta’'rifmi quyidagicha ham yozish mumkin:

m = ,m /<4-IM . (4.1.8)
x~a X —a
Hagigatan, agar h — x —a deb yozib olsak, (4.1.7) va (4.1.8)
ta’riflarning o'zaro teng kuchli ekani ravshan bo'ladi.

4.1.1 - teorema. Berilgan a nuqgtaning biror atrofida aniglangan
/ funksiya shu nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lishi uchun quyidagi

f(x) = f(a) + A-(x —a) + a(x)(x - a) (4.1.9)

tenglikni gqanoatlantiruvchi A o‘zgarmas sonning va a nuqtada chek-
siz kichik bo‘lgan a(x) funksiyaning mavjud bo‘lishi zarur va yetar-
lidir.
Isbot. Ravshanki, (4.1.9) shartni quyidagi
9
f(x) - /(a)

X —a

a(x)

ko'rinishda yozish mumkin, bunda x —a da a(x) — 0.

Bu tenglik, shubhasiz, chap tomondagi kasrning limiti mavjud
bo'lib, u A soniga teng ekanligiga teng kuchiidir, ya’'ni, hosilaning
(4.1.8) ta’rifiga ko'ra /'(a) = A tenglikka teng kuchiidir.m

1 - natija. Agar a nuqtaning biror atrofida aniglangan f funksiya
shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, a nugtada cheksiz kichik
bo‘lgan shunday a(x) funksiya topiladiki, u uchun

f(x) = f(a) + f'(a){x - a) + a(x)(x - a) (4.1.10)
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tenglik bajariladi.

2 - natija. Agarfunksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo‘isa,
u shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Hagiqatan, bevosita (4.1.10) tenglikdan x > a da f(x) -4 f(a)
ekani kelib chigadi. Bu esa / funksiyaning a nuqtada uzluksiz ekani-
ni anglatadi.

Chap va o‘ng limitlarning ta’rifidan foydalanib, funksiyaning
chap va o'ng hosilasi tushunchalarini kiritish mumkin.

Ta'rif. Berilgan f funksiya a nuqgtaning biror o ‘ng atrofida anig-
langan bo‘lsin. Bu funksiyaning a nugtadagi o ‘ng hosilasi deb quyi-
dagi limitga aytuadi:

h—lll\?)-’}o u,

Funksiyaning nugtadagi chap hosilasi ham xuddi shunga o‘x-
shash kiritiladi; bunda fagat h -* 0—O0 deb limitga o'tiladi. Chap va
o‘'ng hosilalar ba’zan bir tom,onlama hosila deb ham ataladi. Albat-
ta, chap va o‘ng hosilalar o‘zaro teng bo‘lishi shart emas. Masalan,
/ (x) — N funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi 1 ga va chap
hosilasi —1 ga teng.

Agarda 7/ funksiya [a, 6] kesmaning har bir ichki, ya'ni x G (a, b)
nugqtasida differensiallanuvchi bo'lib, a nuqtada f'(a) o‘ng hosila-
ga va b nugtada f'(b) chap hosilaga ega bo'lsa va bundan tashqari,
shunday aniglangan f'(x) funksiya [a,b] kesmaning har bir nug-
tasida uzluksiz bo'lsa, biz bunday funksiyani [a, 6] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi deymiz.

Agar / funksiya biror (a, b) intervalning har bir nuqtasida diffe-
rensiallanuvchi bo'lsa, istalgan x € (a, b) nuqtada f (x) son aniglan-
gan boladi. Boshgacha aytganda, (a,b) intervalda x -* f'(x)
funksiya mavjud bo'lar ekan. Mana shu funksiya / funksiyaning
hosilaviy funksiyasi, yoki sodda qilib hosilasi deb ataladi.

Berilgan / funksiyaning hosilasini f'(x) simvol orqgali belgilashni
fransuz matematigi J. L. Lagranj kiritgan, Funksiya hosilasi uchun
ko'p ishlatiladigan yana bir belgilashni nemis matematigi G. V.
Leybnits kiritgan bo'‘lib, u quyidagidan iborat:
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W, X  yoki oddiyroq
dx

Masalan,
dx2
— = 2=
ax
4. Differensiallash gqoidalari.
Hosilani hisobiash jarayoni defferensiallash deb ataladi. Nav-
batdagi tasdiqg differensiallashning chizigli amal ekanini anglatadi.
4.1.2 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nuqtada differen-
siallanuvchi bo‘lsa, istalgan X € R va 3 E R o'zgarmaslar uchun
Xf(x) N-1-ig(x) funksiya ham shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lib,
quyidagi tenglik bajariladi

(Af + upg) = XFf + uyal (4.1.11)

Isbot. Agar

deb belgilasak,

F(x) - F(a) = Xf(x)-f(a) + g{x) - g{a)
X —a X —a X —a
tenglik o‘rinli boiadi.
Bu tenglikda x a deb limitga o'tsak, talab gilingan tenglikni
olamiz:

F'{a) = Xf'(a) +ug'(a). =
Ko'paytmani differensiallash qoidasi murakkabroq ko‘rinishga
ega.
4.1.3 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nugtada differen-
siallanuvchi bo‘lsa, ularning ko‘paytmasi f (x)m(x) ham shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi tenglik bajariladi

(fg)" = fg + fsf (4-1.12)
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Isbot. Agar

desak.
F(x) - F(a) = [f(x) - f(a)lg(x) + f(a)[g(x) - g(@\
tenglikni olamiz va shuning uchun,
=m jzM . g(x)+
X -a X —a X -a

4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga ko‘ra, g(x) funksiya, har qan-
day differensiallanuvchi funksiya singari, a nuqtada uzluksizdir, ya'ni
x >madag(x) —»g(a). Shunday ekan, x —=a da limitga o'tib, oxirgi
tenglikdan talab gilinayotgan munosabatni hosil gilamiz:

F'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g\a). 1

Nisbatning hosilasi yanada murakkab ko'rinishga ega.

4.1.1 - lemrna. Agar g funksiya a nuqtada differensiallanu-
vchi bo‘lUb, g(a) ™ 0 ho‘lsa, — y funksiya a nuqgianing biror atrofida
aniglangan bo ‘lib, shu nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi va quyida-
gi tenglik bajariladi:

iv g'
;) - - ?m ,4'L13)

Isbot. 4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga asosan g(x) funksiya
a nugtada uzluksiz va shuning uchun u, 3.5.1 - tasdiqga ko‘ra, a

nugtaning biror atrofida noldan farglidir. Demak, shu atrofda 1

9{x)
nisbat aniglangan.
Agar
F(x) =JL
g(%)
desak,

F{x) - F
PI-F@ 0 g@ emela)
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tenglikni olamiz. Demalk,
F(x) - F(a) g(x) - g(a) 1
X —a X -a g(x)g(a)’
Bu tenglikda x, -> a deb limitga o‘tsak, talab gilingan tenglikka
ega bo'lamiz:

4.1.4 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nuqtada differen-
f(x
siallanuvchi bo‘lib, g(a) ~ 0 bo‘lsa, () nisbat ham shu nuqtada

differensiallanuvchi bo‘ladi va quyidagi tenglik bajariladi:
(4.1.14)

Isbot. Biz bu kasmi quyidagi ko‘rinishdagi ko'paytma deb qara-
shimiz mumkin:

Shunday ekan, ko‘paytmani differensiallash haqgidagi 4.1.3 - teore-
mani va 4.1.1 - lemmani go'‘llab, talab gilingan tenglikni olamiz:

4. Murakkab funksiyani differensiallash.

Avvalgi bobning 3.5 - bandida kiritilgan murakkab funksiyalarni
o‘rganamiz. Chunonchi. y = /(.r) funksiya biror E C R intervalda
aniglangan bo‘lsin. Bundan tashqgari, x = <p(t) funksiya M C R
intervalda aniglangan bo‘lib, uning giymatlar to‘plami E da yotsin.
Ushbu bandda biz M to‘plamda aniglangan va har birt G M songa
flip(t)] giymatni mos go‘yuvchi f(ip) funksiyani o‘rganamiz.

4.1.5 - teorema. Agar (p funksiya a G M nuqtada differen-

siallanuvchi bo'lib, f funksiya bu nuqtaga mos b = jp(a) G E da
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

F(t) =
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murakkab funksiya a nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi va
F'(a) = m<pXa) (4.1.15)

tenglik bajariladi.

Isbot. Ma’'lumki, / funksiya b nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa,
(4.1.10) ga ko‘ra, b nuqgtada cheksiz kichik bo'lgan shunday a(x)
funksiya topiladiki, u uchun

/(*) - f(b) = [/'(&) + a)\ -(x-b) (4.1.16)

tenglik bajariladi.
Agar x —(p(t) deb, b= (p(a) ekanini hisobga olsak, (4.1.16) dan

=[m + ,WIN - «-w
t —ft t—a

tenglikni olamiz.

Bu tenglikda t > a deb limitga o'tsak. talab qilingan (4.1.15)
tenglik hosil bo‘ladi.H

Eslatma. Agar / va ip funksiyalar o‘zlari aniglangan interval-
laming har bir nuqgtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u hoida mu-
rakkab funksiyani differensiallash formulasi <f funksiyaning anigla-
nish sohasidagi barcha t larda o'rinli bo'lib, u quyidagi ko'rinishda
yoziladi:

= />(M] V (i). (4.1.17)

Bu (4.1.17) formulani ba’'zan «zanjirli goida» deb atashadi. Agar
t o'zgaruvchi ham o‘z navbatida gandaydir s o0'zgaruvchining
funksiyasi bo'lsa, ya'ni t = r(s) bo'lsa. bu terminni ishlatish sababi
yanada oydinlashadi. Hagigatan, bu holda quyidagi

$(5) = /{"[r(s)]}

murakkab funksiyaning (bu funksiya ba'zan $ = foipor ko'rinishda
ham belgilanadi) hosilasi

$°(*) =
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ga teng bo'ladi, bunda x —tp(t) vat —t(s).

5. Teskari funksiyani differensiallash.

Eslatib o'tamizki, biror E to'plamda aniglangan / funksiyaga
teskari funksiya deb, M = f(E) to'plamda aniglangan va quyidagi
ikki:

1) istalgan x € E uchun

/_1[/7(")] = X%

2) istalgan y € f(E) uchun

flr\y)\ =V

shartlarni ganoatlantiruvchi f~ 1 funksiyaga aytilar edi.

4.1.6 - teorema. / funksiya a nugtaning biror atrofida gatiy
monoton va uzluksiz bo‘lsin. Bundan tashgari, f funksiya a nuqtada
differensiallanuvchi bo'lib, f'(a) 0 bo‘lsin. U holda teskari /7" *
funksiya b = / («) nugtada differensiallanuvchi bo'lib,

(/7 -")» = ~ (4X18)

tenglik bajariladi.

Isbot. Albatta, teoremaning shartlari bajarilganda teskari funk-
siya mavjud bo‘lib, u6é = f(a) nuqtaning biror atrofida aniglangan
bo'ladi hamda f~ 1(b) = a tenglik bajariladi. Ana shu atrofdan olin-
gan istalgan y ™ b son uchun x —/-1(y) deymiz. Bunda, ravshanki,
f(x) —y bo'lib, x / a bo'ladi. Shunday ekan,

/"Hy)-/-1) _ = | (4 x 19)
V-b fix) —f(a) f(x)-f(a)- }

X —a
Agar y b bo‘lsa, teskari funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra

(3.5.8 - teoremaga garang), X -> a bo‘ladi. Demak, (4.1.19) teng-
likda y -» b deb limitga o‘tsak, talab gilingan (4.1.18) tenglikni
olamiz.H
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§4.2. Eng sodda elementar funksiyalarning hosilalari

1. Logarifmik funksiyaning hosilasi. Quyidagi
f(x) = Ina;, x>0, (4.2.1)

logarifmik funksiyani garaymiz, bunda In® simvoli orgali (3.6.30)
tenglik biian aniglangan va e soni asos qilib olingan logarifm belgi-
langan, ya’'ni Ina; = logea;.

Biz bu funksiyani har ganday x > 0 nuqtada differensiallanuvchi

ekanini isbotlaymiz.
Ayirmali nisbat tuzib, uni, logarifm xossalaridan foydalanib. qu-

lay ko'rinishga keltiramiz:

M*+h)-In* _ 1xIh” +h\ =1In/ +
h X h \ X/ X \ xJ

Agar t = h/x desak, ayirmali nisbatni

Hx + h)-In(x) = 1 In(1+t)1/, t=h
h X

4.2.2)

kabi yozib olish mumkin.
Ixtiyoriy tayinlangan x > 0 uehun h 0 shartdan i -40 kelib

chigadi. Agar ikkinchi ajoyib limitdan, ya’'ni
tim@QA+i)l»x = e
iSO

tenglikdan foydalansak, logarifmik funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra,

Iim In[(l + i)IA] = Ine = 1

tenglikka ega bollamiz.
Shuning uchun, (4.2.2) tenglikda h -> 0 deb limitga o'tsak, lo-

garifmik funksiya hosilasi uchun
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tenglikni olamiz.
Endi ixtiyoriy a> 0, a 1 asosli

f{x) = loga», x>0, (4.2.4)

logarifmik funksiyaning hosilasini hisoblaylik. Agar b asosli loga-
rifmdan a asosli logarifmga o‘tish formulasidan, ya’ni

logbx
log,,. X
logba

munosabatdan foydalanib, h = e desak,

tenglik hosil bo'ladi. Bu tenglikni (4.2.3) formuladan foydalanib dif-
ferensiallasak, navbatdagi tasdigni olamiz.

4.2.1 - tasdiq. (4.2.4) logarifmik funksiya har qanday x > 0O
nugiada differensiallanuvchi bo‘lib,uning hosilasi quyidagi ko‘rinish-
ga ega

(log« x)* *>0"' (42-5)

2. Ko'‘rsatkichli funksiya hosilasi. Agar a > 0 va a 1
bo‘lsa,

fix) — ax, —00 < x < 00, (4.2.6)

ko'rinishdagi ko'rsatkichli funksiyani o‘rganamiz. Ma’lumki, bu funk-
siya R sonlar o'gining barcha nuqtalarida aniglangan. Ko'‘rsatkicbli
funksiyaning har ganday x £ R nugtada differensiallanuvchi ekanini
ko'rsatamiz.

Buning uchun (4.2.6) ko'rsatkichli funksiya (4.2.4) logarifmik
funksiyaga teskari ekanini gqayd etamiz. Shunday ekan, biz teskari
funksiya hosilasi hagidagi 4.1.6 - teoremadan foydalansak bo'ladi.
Chunonchi, agar

fix) = logtta, x>0,
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bo'lsa,
f~1{y) = ay, -0O0<y< QQ
bo'ladi.
Ravshanki, 4.1.6 - teoremaning barcha shartlari o‘rinli. Shunday
ekan, (4.2.5) ga ko'ra, agar x va y sonlar x = dJ munosabat bilan
bog'langan boisa,

W = IT m(»)] = = (i¢y = *1»" = « tao
tenglikka ega bo'lamiz.

Odatdagi belgilashlarga o‘tsak, navbatdagi tasdigni olamiz.

4.2.2 - tasdiq. (4.2.6) ko‘rsatkichli funksiya ho,r ganday x € R
nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi quyidagi ko‘rinishga
ega:

(axy — axlna, —o0o0<x<o00. (4.2.7)

Eslatma. Agar a = e bo'lsa, (4.2.7) formula nihoyatda sodda
ko‘rinishga keladi:

(exy — ex, —00 < X < 00. (4.2.8)
3. Darajali funksiya hosilasi. Ixtiyoriy a € R sonni tayinlab,
fix) = xa, x>0, (4.2.9)

darajali funksiyani garaymiz. Ko'‘rsatkich ixtiyoriy haqiqiy son bo'‘l-
gani uchun, biz bu funksiyani musbat. yarim to‘g‘ri chiziqda aniglan-
gan deb hisoblaymiz (hagigatan, masalan a = —0.5 bo‘lsa, x < O
lar uchun darajali funksiyani aniglash qiyin).

Logarifmik funksiya xossalaridan foydalanib, (4.2.9) funksiyani
ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalarning superpozitsiyasi sifatida
yozib olamiz:

fix) = ealliX.

Shunday ekan, 4.1.5 - teoremani qo‘llasak,

. 1 a a
fix) = ealnxam- = xa+- = axd- 1
X X
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tenglik hosil bo'ladi.

Natijada navbatdagi tasdigqa kelamiz.

4.2.3 - tasdiq. (4.2.9) darajoM funksiya har ganday x > 0 nug-
tada differensiallanuvchi bo‘lib,uning hosilasi quyidagi ko'rinishga
ega:

(Xa)' = axa~l. (4.2.10)

Eslatma. Agar a ko‘rsatkich ixtiyoriy butun son bo'lsa, (4.2.10)
formula barcha x ® O lar uchun o'rinli boiadi va a ixtiyoriy natural
son boiganda esa, (4.2.10) tenglik barcha x G R lar uchun bajari-
ladi.

4. THgorxometrik funksiyalar hosilalari. 1) Biz

y = sine@, x GR, (4.2.11)

funksiyadan boshlaymiz.
Argument orttirmasini h deb, funksiya orttirmasini hisoblaymiz:

sin(ee + h) —sinx —2sin ™ cos "x + »

U holda ayirmali nisbatni quyidagicha yozish mumkin:

a  sif@r ) —sin® _ SRP g (4 M) (4.2.12)
2
Birinchi ajoyib limitga ko'ra, quyidagi
. h
sm -
h —0 —7— —y1

impiikatsiya o'rinli bo‘ladi.
Shunday ekan, (4.1.12) tenglikda h 0 deb limitga o'tsak, kosi-
nusning uzluksizligiga asosan, qujudagi tasdigni olamiz.
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(4.2.11) sinus funksiyasi har ganday x £ R nugtada differensial-
lanuvchi bo‘lib, uning hosilasi quyidagi ko‘rinishga ega:
(sinx)" = cosx. (4.2.13)

2) Endi
y = cosx, X E£R, (4.2.14)

funksiyani garaylik.
Keltirish formulalariga ko'ra,

cos X = sin —X]j . (4.2.15)

(4.2.13) tenglikdan va murakkab funksiya hosilasi hagidagi 4.1.5
- teoremadan foydalanib, (4.2.15) tenglikning chap tomonini diifer-
ensiallaymiz:

(cos x)' = cos —x'j (—1) = —sinx.
Shunday qilib,
(cosx)'= —sinx, ig R. (4.2.16)
3) Ushbu
y = tgx, x~~ +'Kk, k&£EZ, (4.2.17)

tangens funksiya,sining hosilasi ham oson hisoblanadi.
Hagiqatan, agar nisbat hosilasi uchun isbotlangan (4.1.14) for-
mulada /(x) = sinx va g(x) = cosx desak.

(t SN (sinx); cosx —sinx(cosx)’ €C0s2x + sin2x 1
X) = ——---
9 COS2X cos2X Cos2 X

tenglikni olamiz.

Demak,

1 m
(tgx)' = — 5—=1+1tg2x, x”"-rxnk, KkE£Z  (4.2.18)
C0S2X 2
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4) Navbatdagi formula ham xuddi (4.2.18) tenglik singari isbot-
lanadi.

sm X

5. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari.
1) Quyidagi

y = arcsin®, —1<* <1 (4.2.20)

funksiyani qaraymiz.
v - 7T
Bu funksiya —~ <y < — kesmada aniglangan x = siny funksi-

yaga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiyani differen-
siallash haqidagi 4.1.6 - teoremani va sinus hosilasi uchun olingan
(4.2.13) formulani go'llasak,

1 1

(arcsin®)' = (siny)’ cosy (4.2.21)

tenglikni olamiz.
Endi

munosabatni e’'tiborga olsak, (4.2.21) tenglikdan navbatdagi tasdiq
kelib chigadi.

4.2.4 - tasdiq. (4.2.20) teskari funksiya har ganday x € (—1,1)
nugtada dAfferensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi quyidagi ko‘rinish-
ga ega:

—1< X < 1 (4.2.22)
2) Quyidagi

m
arccos® o arcsin ®
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tenglikdan
(arccos*)' = — . m, —1<x<1, (4.2.23)
V1 —ar
formulani olamiz.
3) Endi
y = arctga:;, —be< X < 00, (4.2.24)
funksiyani qaraym_li_[z. T
Bu funksiya — < y < ~ kesmada aniglangan a = tg?/ funksiya-

ga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiya hosilasi haqi-
dagi 4.1.6 - teoremani va tangens hosilasi uchun (4.2.18) formulani
go'llasak,

(dCtg*)' = ~ y =

tenglikni olamiz.
Demak, tgy = x bo‘lgani uchun,

1
(arctga?)’\—l—-_-l:-?}2> —00<X<00, (4.2.25)

formulani hosil gilamiz.

6. Eng sodda elementar funksiyalar hosilalari jadvalh

Agar eng sodda elementar funksiyalar hosilasini bilsak, yig'indi,
ayirma, ko'‘paytma va nisbatlarni differensiallash haqidagi teore-
malami va murakkab funksiyani differensiallash qoidasini go'llab,
istalgan elementar funksiyani differensiallashimiz mumkin. Shunday
ekan, quyidagi eng sodda elementar funksiyalar hosilalari jadvalini
bilish muhimdir.

1°. (xay = ctxa 1 (x> 0).

1
2°. k Y O<a 1 x> 0).
(K)g., x ailna ( )
3°. (ax)’ = ax-lna (0< o 1, -oo0 < X < 00).

4°. (sin*)' = cosx (—o00 < X < 00).
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5°. (cos®)' = —sin® (—00 < X < 00).
6°. (tg®)' = — =i+ tg2® (x N+ kn, ft € Z).
C0S2X 2
10°. (arctg®) 7-7—5- (—00 < x < 00).
1+ X2

Eslatma. Istalgan elementar funksiya hosilasi yana elementar
funksiya bo!ladi.

Elemental’ funksiyalarni diiferensiallash bo'yicha ikki muhim mi-
solni keltiramiz. Bu misollarda a va b ixtiyoriy hagiqiy sonlardir.

4.2.1 - misol. Quyidagi

fix) = In«fix —a)2+ bl (4.2.26)

funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Murakkab funksiyani diiferensiallash qoidasini qo'llab,
hosilalar jadvalidan

PO = Ain[® - a)2+ &2)" - I2 ix - a)2+ 6a X a)

tenglikni olamiz.
Shunday qilib,

(In \J(x —a)2+ bl )’ x—a (4.2.27)
(® —a)2+ 62" o

4.2.2 - misol. Quyidagi

/(®) = arctg--y “
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funksiyaning hosilasini hisoblang.
Yechish. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini goilab,
hosilalar jadvalidan

£0x) ( ¢ X —a\' 1
x) - (arctg
X- a 2 p
1+
tenglikni olamiz.
Demalk,
arctg”™) =(--a2+y. (4.2.28)

7. Yuqori tartibli hosilalar.

Agar / funksiya biror intervalda differensiallanuvchi boisa, bu
intervalda f'{x) funksiya aniglangan boiadi. Albatta, bu yangi f
funksiya ham shu intervalning biror a nuqtasida differensiallanuvchi
boiishi mumkin. U holda f funksiyaning a nuqtadagi hosilasi /
funksiyaning shu nuqgtadagi ikkinchi tartibli (yoki ikkinchi) hosilasi
deb ataladi va f"(a) kabi belgilanadi. Bunda quyidagi

f'(a) = /M(a) = g (a)

belgilashlardan ham foydalaniladi.

Xuddi shu singari, ikkinchi hosila ham garalayotgan intervalning
har bir nuqtasida mavjud boiib, u ham diiferensiallanuvchi funksiya
boiishi mumkin. U holda / funksiya ikkinchi hosilasining hosilasi
/ funksiyaning uchinchi tartibli (yoki uchinchi) hosilasi deb ataladi
va

J J dx3
kabi belgilanadi.

Umuman, agar / funksiya biror intervalda n —1 tartibli /(n™I1*
hosilaga ega boiib, 0‘z navbatida bu funksiya ham difFerensiallanuv-
chi funksiya boisa, uning hosilasi / funksiyaning n - tartibli hosilasi
deb ataladi va

fin) =
J dxn
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kabi belgilanadi.

Bunda / funksiya berilgan intervalda n marta differensiallanuv-
chi deb ataladi.

Shunday qilib, ra-hosila induktiv ravishda aniqglanar ekan:

f(n)(x) = n—2,3,...

Qulaylik uchun, ba’zan O - tartibli bosila deb funksiyaning o‘zi
tushuniladi, ya’ni

fi0\x) = fix).

Ba’zi funksiyalarning n-tartibli hosilasini hisoblashga misollar
keltiramiz.

4.2.3 - misol. Quyidagi

f(x) = sina;, —00 < X < 00,

fuoksiyani garaymiz.
Uning hosilasi

(sina?); = cosx = sin Mg +
ko'rinishga ega.

Demak, sinus funksiyasini differensiallash argumentni 7r/2 qiy-
matga surishdan iborat ekan. Bundan, induksiyaga ko'‘ra,

(sina?)™ —sin (x + , NE£N, —00< X < 00, (4.2.29)
formulani olamiz.

4.2.4 - misol. Quyidagi formula xuddi yuqoridagidek isbotlana-
di:

(cosx)™ =cos(x +*nj, n£N, —o00< X < 00. (4.2.30)
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4.2.5 - misol. Endi navbatdagi
fix) = In® x>0,

logarifmik funksiyani qaraymiz.
Uning hosilalari quyidagicha aniglanadi:
(nx)l = (IN®)" = —~  (IN®)T =
w qr
Bu tengliklardan n - hosila uchun quyidagi xulosaga kelish mum-

Kin:

(IN®W = (-1f+17-2 - « €N. ®>0 (4.2.31)

«:

Bu formula bevosita induksiya usuli yordamida isbotlanadi.
4.2.6 - misol. Agara> 0, a”™ 1bo'lsa,

/(®) = ax, —o00 < X < 00,

funksiyani garaymiz.
Bu funksiya hosilasi

(ax)' = ax-lna

ga teng.

Demak, bu funksiyani differensiallash uchun uni asosning natu-
ral logarifmiga ko!paytirish kerak ekan. Bundan chiqdi, ko'rsatkichli
funksiyaning n-hosilasi quyidagi

(ax)(n) = ax-(Ina)n. (4.2.32)
ko'rinishga ega bollishini ko'rish giyin emas.
8. Leybnits formulasi. Agar u va v funksiyalar biror interval-
da n marta differensiallanuvchi bo‘lsa, ulaming ko'paytmasi uv ham

shu intervalda n marta differensiallanuvchi bo‘lib, Leybnits formu-
lasi deb ataluvchi quyidagi
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_ £ n\ u(k)v(n-k) (4.2.33)
1 _ |
o fel(n —ft)!

tenglik o ‘rinli bo‘ladi

Bu formulani matematik induksiya usuli orqali isbotlaymiz. Av-
val shuni gayd gilamizki, n = 1boisa, ushbu formula ko‘paytmailing
hosilasi uchun maium boigan (4.1.12) formula bilan ustma-ust
tushadi.

Endi faraz qilaylik, (4.2.33) formula biror n uchun o‘rinli boisin.
Yugqori tartibli hosilaning induktiv aniglanishiga asosan, (n + 1) -
tartibli hosila uchun

N u{k)v{n-k) =
dx kMo Wn —K\

=E
- K\(n —K)\ dx

fe=0
n\ .
+ u™NV~An~k+Y)]
tenglikni olamiz.

Demalk,

n! hr=!
+
n+1 -

n!
(fckl (ra-fetl)
U
E gt —I)7l(£1 —ft+ 1) -tC:EOft!(n —ft)!

Birinchi yigindida oxirgi hadni va ikkinchi yigindida birinchi
hadni ajratsak,

(uv)(n+I™ = ISn+™Nv f UWN+14 -
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n\ nl
+i5 I(A?-DI(n-A + 1)! + k\(n-k)\

tenglik hosil bo'ladi,
Bu yerda kvadratik gavsni quyidagi

nl nl (n+ 1)
k—nin —k+ DT K\n—K\N K\ + 1K\

ko'rinishda yozsak, (4.2.33) formulani (ra+ ZI) - hosila uchun olamiz:

M ("+1) = wn+% + uvA+V+Y r-(B+ 1), n(% M +i) =
k-(n + 1 -k)\

_ (n + 1) u(k) (n-k+1)
' fcln+ I-fc)!'tt

Endi talab gilinayotgan tasdiq matematik induksiya usulidan
kelib chiqadi.

§4.3. Punksiyaning lokal ekstremumi

1. Funksiyaning nuqtada o‘sishi va kamayishi.

Ta'rif. Faraz gilaylik, f funksiya a nuqtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar a nugtaning shunday 5-atrofi topilsaki, a
nugtadan o (hgda funksiya a nuqtadagidan katta giymatlar gabul qil-
sa, ya'ni

f(x) > f(a), a<x <a + 0, 4.3.1)

tengsizlik bajarilsa, a nugtadan chapda esa, funksiya a nugtadagidan
kichik giymatlar gabul gilsa, ya'ni

f(x) < f(a), a- 6<x< a, (4.3.2)

tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya a nuqgtada o ‘suvchi deyiladi.
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0 ci-6 a a+S

4.2-rasm

Xucidi shunga o'xshash, a miqgtada kamayuvchi funksiya aniqg-
lanadi.

Agar funksiya hosilasi biror nugtada noldan farqli bo'lsa, hosi-
laning ishoréasi hu funksiyani shu nuqta atpfidi* §'6isb 'yojM
shini anglatadi.

4.3.1 tasdig. RBenlgan f funksiya a nugqtaumg biror atrofi-

da anighmgan bo‘lib, a rmqtada dijjer-ensiallanuvchi ho”sin. Agar
f'(aj > 0 bo'lsa, funksvya, a nugtada a‘s&M) agarda f'(a) < O bo 'isa,
fimMsiya a rmgtadu homaiyaM.

Isbot. Hosilaning (4.1.8) limit ko'rinishidagi ta'rifiga ko‘ra, istal-
gan e > 0 olganda ham shnnday 6>0 topiladiki, u udhun

. — <(+E 0<p-q<o

«<hart bajariladi.
Avval faraz gilaylik, /'(«) > 0 boisin. U holda e > 0 ni yetar-
licha kiehik olib,

4.3.3
« —a ( )
bahoni hosil gilamiz.

Ravshanki, (4.3.3) mungsabat (4.3.1) va (4.3.2) tengsizliklarning
hir vagtda bajarilishiga teng kuoblidir.
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Agarda /'(a) < O bo'lsa ham isbot xuddi shunga o'xshash
bo'ladi.H

2. Lokal ekstremum.

Ta'rif. Faraz gilaylik, f funksiya a nuqtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar a nugtaning shunday 5-atrofi topilsaki, un-
da

f(x) < /(a), a-5<x<a +5 (4.3.4)

bo‘lsa, u holda f funksiya a nuqtada lokal maksimumga ega deyi-
ladi.
Bunda a nuqgta lokal maksimum nuqta deb ataladi (4.2-rasm).
Xuddi shunga o'xshash lokal minim,um aniglanadi, fagat bunda
a nuqtaning ¢-atrofida

f(x)>f(a), a~5<x<a +6, (4.3.5)

tengsizlik bajarilishi zarur.

Bu holda a nuqgta lokal minimum nuqta deb ataladi.

Agar a nugta yoki lokal minimum nuqgta yoki lokal maksimum
nuqta bo'‘lsa, u loko,l ekstremum nugta deb ataladi.

4.3.1 -teorema (P.Ferma). Agarf funksiya a lokal ekstremum
nuqtasida differensiallanuvcM bo‘lsa, f'(a) = 0 bo‘ladi.

Isbot. Ravshanki, lokal ekstremum nuqtada funksiya o‘suvchi
ham, kamayuvchi ham bo'la olmaydi. Shuning uchun, 4.3.1 - tas-
digga ko'ra, /'(a) hosila musbat ham, manfiy ham bo!la olmaydi.
Demak, f(a) —O0 ekan (4.2-rasm).H

84.4. Chekli orttirma haqgidagi teorema

4.4.1 mteorema (M.Roll (M.Rolle)). Berilgan f funksiya
[a, b kesmada uzluksiz va (a, 6) intervalning har bir nuqtasida ddf-
ferensiallanuvehi bo‘lsin. Agar f (a) = f(b) bo‘lsa, (a,b) intervalda
shunday £ topiladiki, f(£) — 0 bo‘ladi.
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Isbot. Veyershtrassning ik'’kinchi teoremasiga koia. / funksiya
biror x* nuqtada minimal giymatga va biror x* nuqtada maksimal
giymatga erishadi.

Agar /(as*) -m /(**) boisa, bunday funksiya berilgan kesma-
da o‘zgarmas boiadi. Shuning uchun, uning hosilasi shu kesmada
nolga teng boiadi. Demak, bu holda teoremadagi £ sifatida (a,b)
intervalning istalgan nuqtasini olish rmirnkin.

Agarda / (#*) < f(x*) boisa, /(0) = /(f>) shartga ko'ra, x* va
x* nugtalardan kamida bittasi (o, b) intervalning ichida joylashgan
boiadi. Shunday ekan, bu nuqtani | orqali belgilasak, 4.3.1 - Berma
teoremasiga asosan, /'(£) = O tenglikni olamiz.B

,Roll teoremasi sodda geoinctrik ma’noga ega: agar funksiya in-
tervalning chetki nuqtalarida bir xil givmatlarga ega boisa, u holda
grafikka o‘tkazilgan urinma biror nuqgtada abssissa o'giga parallel
boiadi (4.3-rasm).

Roll teoremasi mcxanik ma’noga ham ega: agar to/g'ri ehjziq
bo'ylab harakatlanayotgan nuqta boshlangich holariga gaytsa, u
holda uning tezligi biror vaqt momentida nolga aylanadi.

4.4.2 *teorema (J.L.Lagranj). Agar f funksiya [0,¢] kesmada
uzluksiz ho'lih. (a. b) intervalning har bir nuqtasida differensiallarvu-
vchi bo‘lsa, u holda (a. b) internal ichida shunday £ nnglu topiladiki,
bu nugtada

/(0)= f(O(b ma), a<£f£ <b @41
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tenglik bajariladi.
Isbot. Quyidagi

aWw = Ne )-® ~ (x -a)

funksiyani qaraymiz.
Bevosita tekshirish orqali

g(@) = /(a), g(b) = /(a)

tengliklar bajarilishini ko'rish mumkin.

Demak, g(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ga-
noatlantiradi va shu teoremaga asosan, shunday £ <€ (a, b) nuqta
topiladiki, g'(Q = 0 bo'ladi. Shuning uchun,

m = f(

Bu tenglik, ravshanki, (4.4.1) munosabat o'rinli ekanini anglatadi.il
Natija. Agar f funksiya (a. b) intervalda differensiallanuvchi
bo‘lib, bu intervalning har bir nuqgtasida

fix) - O
bo‘lsa, shunday C o‘zgarmas topiladiki, u uchun
f{x) - C, x € (a,b),

tenglik bajariladi.
Hagqgigatan, (4.4.1) ga ko'ra, har gqanday ikki xX\ € (a, b) va x2 €
{a, b) nuqgtalar uchun

fix2 ~ fix1D) = f'i0ix2- xi) = 0

tenglik o‘rinli, ya'ni f(x 1) = f(x2 — const, bu yerda const orgali
biror o'zgarrrias belgilangan.

1 - eslatma. (4.4.1) formulaning geometrik ma’nosi quyidagi-
dan iborat: differensiallanuvchi funksiya grafigining istalgan ikki a
va b abssissalik nugtalaridan o'tuvchi to‘g‘ri chizig uchun grafik-
ning £ abssissalik shunday nugqtasi topiladiki, grafikka shu nuqtada
o'tkazilgan urinma o'sha to‘g‘ri chizigqa parallel bo'ladi (4.4-rasm).
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2 - eslatma. Agar (4.4.1) formulada a= x va b= x + h desak,
bu formula

/(x+ h)- f(x) = /'(£) K x<£<x + h, (4.4.2)

ko'rinishga keladi.

Bu (4.4.2) tenglikning chap tomonida / funksiya argumentining
h orttirmasiga mos kelgan chekli (ya’'ni limitga o'tilmagandagi) ort-
tirmasi turibdi. Shu sababli, (4.4.2) formula (shu bilan birga (4.4.1)
formula ham) chekli orttirmalar formulasi deb ataladi.

3 - eslatma. Modomiki (4.4.2) formuladagi £ nuqta x va x + h
nuqtalar orasida yotar ekan, 0 < 6 < 1 shartni ganoatlantiruvchi
shunday 0 nuqta topiladiki, u uchun ~ —x + 9h tenglik bajariladi.
Shuning uchun (4.4.2) formulani quyidagi

f(x + h)-f(x) = f'(x+0h)h, 0<$<1,

ko‘rinishda yozish mumkin. Shubhasiz, bu tenglikda 9 nuqta £ va h
larga bog‘liqdir.

Navbatdagi formula Lagranj chekli orttirmalar formulasining
umumlashgan holidir.

4.4.3 -teorema (O.Koshi). Ikki f vag funksiyalar [a, & kesma-

da uzluksiz va (a, b) intervalning har bir nugtasida differensiallanuv-
chi bo‘lsin.
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Agar g funksiyaning hosilasi (a,b) intervalning barcha nuqtalari-
da noldan farqgli bo‘lsa, bu interval ichida shunday £ nugta topiladiki,

u uchun
M z m = m a<(<b (443)

tenglik bajariladi.
Isbot. Quyidagi

(p(x) = [f(x)-f{a)}[g{b)-g{a)\-[g{x)-g(a)][f(b)-f(a)\ (4.4.4)

funksiyani garaymiz.
Ravshanki,

Demalk, ip funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoat-
lantiradi va shu teoremaga asosan, shunday £ e (a, b nuqta topi-
ladiki, (P'(E) = O bo‘ladi. Shuning uchun, (4.4.4) ga kofa,

£(09¢{p) - g@)]- g'(Wib)- /@) = 0. (4.4.5)

Ravshanki. g(b) —g(a) /7 0, chunki barcha x € (a, b) nuqtalar-
da g'(x) 0 bo'lgani uchun g(a) — g(b) tenglik Roll teoremasiga
zid bollar edi. Shunday ekan, (4.4.5) tenglikning har ikki tomoni-
ni /(£)[#(&) ~ #(«)] songa bo‘lib yuborsak, talab gilingan (4.4.3)
tenglikni olamiz.H

Koshi teoremasi limitlarni hisoblashda asqotadi. Darhaqgigat, ~

ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishda u nihoyatda foydalidir.
Chunonchi, agar

cg_rpq f(x) —)Ll/r\gr g[x) =0 (4.4.6)

bo'lsa, x -> a da é((.i))\ nisBat 8 ko'rinishdagi anigmaslikka ega
g(x

deyiladi.
Mana shu anigmaslikni ochish deganda biz



8§4.4. Chekli orttirma hagidagi teorema 229

limitni. u mavjud bo‘lga,n hollarda, hisoblashni tushunamiz.
Xuddi shu singari x —a + 0 da - anigmaslik tushunchasi Kiri-
tiladi.
Navbatdagi teorema shunday anigmaslikni ochishning bir usulini
beradi.
4.4.4 - teorema (Lopital qoidasi). Ikki f va g funksiyalar
a < x < a+ S intervalda differensiallanuvchi bo‘lib, shu intervalda
gl{x) 0 bo‘lsin. Bundan tashqari
Iim f(x) = Ilim X) =0 4.4.8
im () = lim g(x) (4.4.8)
tengliklar bajarilsin.
U holda, agar quyidagi (chekli yoki cheksiz)

lim f'ix
x-+a+o g'(x
limit mavjud bo'lsa,
Iim M

x-+a+o g{x)

limit ham mavjud bo‘Ub,

am M = am |
x~at) g(x) i“a+0 g

M (449)
[x)
©
tenglik bajariladi.
Isbot. / va g funksiyalarni a nugtada nolga teng deb aniglaymiz
(e'tibor bering, /7 va g funksiyalar a nuqtada aniglanmagan edi):

f{fa) - g(a) = O

Endi bu ikki funksiya [a, X\ kesmada uzluksiz bo‘lib, Koshi teo-
remasining barcha shartlarini qanoatlantiradi.

Faraz gilaylik, {xn} - a nugtaga yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-
ketlik bo‘lsin. Koshi formulasini go'llab,

f{xn) = f{xn) - /(o) = /'(&),) /44101
g(xn) g{xn)-g(a) g{£n)
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munosabatni olamiz, buyerda nuqtaa < (n < xn shartni ganoat-
lantiradi. Ravshanki, oxirgi tengsizlikdan xn -> a+0 => £n-»a+0
implikatsiya kelib chigadi. Shunday ekan, agar (4.4.10) munosabat-
ning o‘ng tomonidagi kasrning limiti (chekli yoki cheksiz) mavjud
boisa, uning chap tomonidagi kasr limiti ham mavjud boiib, bu
limitlar o‘zaro teng boiadi.H

Navbatdagi natija teorema isbotidan bevosita kelib chigadi.

Natija. Agar 4-4-4 - teorema shartlari chap limitlar uchun o ‘rinli
bo‘lsa, u holda teorema tasdigi ham. chap limitlar uchun o'rinli
bo'ladi. Agar bordi-yu 4-4-4 ~teorema shartlari oddiy (ikki tomonla-
ma) limitlar uchun o'rinli bolsa, teorema tasdig‘i ham, bunday lim-
itlar uchun o‘rinli bo ‘ladi.

4.4.1 - misol. Limitni hisoblang:

Lopital goidasini qoilab,

tenglikni olamiz.
4.4.2 - misol. Limitni hisoblang:

A = lim —-—-—--
*-4+0 X¢ + sin
Lopital goidasini qoilab,

2sin2.r

tenglikni olamiz.
Yana bir marta Lopital qoidasini qoilasak,

. 4e0s 2a;
2+ 2e0s 23

tenglikni olamiz.



Teylor formulasi 231

4.5. Teylor formulasi

1. Teylor ko'phadlari. Agar / funksiya a imqtaning biror
atrofida differensiallanuvchi bolsa, u holda, yuqorida ko'rganimizdek,
i->ada cheksiz kichik bo'lgan shunday a(x) funksiya topiladiki,

u uchun quyidagi

f(x) = /(a)+ f'{a) (x- a) + a(x) (x - a)

tenglik bajariladi. Bu formulaning o‘'ng tomonidagi birinchi ikki hadi
quyidagi ehiziqgli funksiyadir (ya’'ni birinchi tartibli ko'phaddir):

P{x) ~ /(a) + /'(a) (x - a).
Ravshanki. bu funksiya uchun
P(a) = f{a), P'(a) = 7/'(a)

tengliklar o'rinli bo‘lib, u a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida
berilgan f(x) funksiyaga istalgancha yaqin bo'ladi.

Endi., faraz qilaylik, /7 funksiya a nuqtaning biror atrofida n
- tartibgacha hosilalarga ega bo:lsin. Shunday n - tartibli P{x)
ko'phad topishga harakat gilamizki, uning n - tartibgacha barcha
hosilalari / funksiyaning mos hosilalai’iga teng bo'lsin, ya’'ni

P(«\)=/W , P‘a)= f(a), vee P<U>(0) =/<">(«)  (4.5.1)

tengliklar bajarilsin.
Shu maqgsaddan - tartibli Teylor ko'phadi deb ataluvchi ko'phadni
quyidagi tenglik orgali aniglaymiz:

fc=0

Ravshanki, x = a bolganda

Pn(a,f) = f{a)
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tenglik o'rinli.
Bundan tashqari, bevosita talrifdan

tengiiklarni olamiz.
Yoki, yig‘indi indeksini bir birlikka sursak,

71 1 / \ts

K(x>f) = E /(fet1)(«) - Pn-i(x, f) (4.5.2)

A:=0

bo‘ladi.
Demak. x — a boiganda,

P>,f) = Pn-MTf) .= /'(a).
Endi, isbotlangan (4.5.2) munosabatni differensiallasak,
Pn(xJd) = PLAXJ") = Pn-2x,f")
va, shuning uchun,
p> ,f) = Pn-2a.j") = /"(a).

Shu mulohazalami davom ettirib, Teylor ko‘phadining (4.5.1)
tengiiklarni ganoatlantirishini ko'rsatish qiyin emas. Demak, Tey-
lor ko'phadi biz izlayotgan ko‘phad ekan. Shu sababli, bu ko'phad
berilgan funksiyaga yugqori tartibli aniglikda yaginlashishini kutish
ta’biiydir. Bunga mos tasdiq Teylor formulasi orqali beriladi. Teylor
formulasi yordamida biz

R(x) = f(x) - Pn(x,f)

ayirmani sodda ko‘rinishga keltirib, uning uchun kerakli baholarni
olamiz.
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2. Teylor formulas!. Ushbu bandda biz yuqorida gayd etilgan
Teylor formulasim isbotlaymiz va shu bilan birga, R(x) gqoldiq had
uchun turli ifodalar olamiz.

4.5.1. Berilgan n natural soni uchun f funksiya a nuqgtan-
ing biror atrofida n + 1 - tartibli hosilaga ega bo‘lsin va x ko‘rsatiigan
atrofning ixtiyoriy nuqtasi bo‘bin.

Bundan tashqari, G (t) funksiya gayd etilgan atrofda differensial-
lanuvchi bo‘lib, t ~ x bo‘lganda G '(t) ~ O bo‘lsin.
U holda x va a orasida yotuvchi shunday £ nuqgta topiladiki, u

uchun

formula o‘rinli bo‘ladi, bu yerda

Isbot. Agar
(4.5.5)
k=0
desak.
k=1
bo'ladi va, tegishli gisqgartirishlarni amalga oshirib,
(4.5.6)

tenglikni olamiz.
Endi quyidagi
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Koshi formuiasidan foydalanib,
F(x) ~ F(a) = n{

tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar (4.5.6) ni hisobga olsak, bu tenglik

N*)-m = g TSN (-0« wsn

ko‘rinishga keladi.

Nihoyat, F funksiyaning (4.5.5) ta'rifidan bevosita kelib chigadi-
gan

F(x) —F(a) = f(x)~ ¢ ¢ -M (x-a)k
k—Q

tenglikni  (4.5.7) ga qo'ysak, talab gilingan (4.5.4) munosabatni
olamiz.B

1 - natija (Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor for-
mulasi). Berilgan n natural soni uchun f funksiya a nugtaning
biror atrofida n+1 - tartibli hosilaga ega bo‘lsin. U holda ko‘rsatilgan
atrofdan ixtiyoriy x nuqta olganda ham x va a orasida shunday £
nugta topiladiki, n uchun quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:

(4.5.8)

bu yerda
AU-iM = (4.5.9)

Isbot. 4.5.1 - teoremada

deb olamiz.
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U holda
G{t) = -(n+ 1)(x-t)n

bo'lib, G(x) —G(a) = —(x —a)n+I| tenglikka ko'ra,
G(x) - G(a) (x - a)ntl
G'(0 ~ (n+1)(x-0n~
Shuning uchun (4.5.4) teriglikning o‘ng tomoni
(.-.)e» /W >(Q = fAN\1t) M1
(n+ I)(x —£)n 1\ (rr-fl)!

ko'rinishga keladi va, natijada, talab gilingan (4.5.9) tenglikni
olamiz.H

(4.5.9) dagi ifoda Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishidagi
qoldig hadi deyiladi.

2 - natija (Koshi ko‘rinishidagi goldiq hadli Teylor for-
mulas!). Agar 4.5.1 - teoremada

G(t) — x —t

desak, ravshanki,

G{x) - G(a)
G>{() ~ X a
bofladi.
Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘'ng tomonidagi ifoda
f(n+1)(£)
R*+i(x) = J "(x-a){x-an (4.5.10)

ko'rinishga keladi va u Koshi ko'rinishidagi goldiq had deyiladi.m
3- natija (Shlomilx-Rosh ko‘rinishidagi goldig hadli Tey-
lor formulasi).
Ixtiyoriy p natural sonni tayinlab, 4.5.1 - teoremada

G(t) = (x-tf

deb olamiz.
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U holda, ravshanki,

G(x) —G{d) (x —a)v
G'(Q p(x - Op~r’
Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘'ng tomonidagi ifoda

Rn+i(x) = {x- a)pe@@- £)n-p+l (4-5.11)
ko‘rinishga keladi va u umumiy ko‘rinishdagi yoki Shlomilx-Rosh
koiinishidagi qoldiq had deyiladi.il

Esiatma. Teylor formulasida a = 0 boiganda uni ba'’zan Mak-
loren formulasi deb ham atashadi:

/(,) = /(0) + m X + + ..

et NP ~xn + RNX), (4.5.12)

bu yerda

B 4 = c< 1 < M5-13)

Bu tenglikda £ giymat x va n larga bogiiq, ya'ni £ = fft(aej.
3. Ko'rsatkichli funksiya yoyilmasi. Quyidagi

ko'rsatkiehli funksiyaning a = 0 nuqtada Teylor formulasi bo'yicha
yoyilmasini (Makloren yoyilmasini) topamiz.

Ravshanki, f~ (x) = ex. Demak, /(n)(0) = 1. Shuning uchun,
(4.5.11) formulaga ko;ra,
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i'ii]lik bajariladi, bunda

Trat+l t
n = fa+1)!” 0<i <L (4.5.15)
<l Sinus yoyilmasi. Quyidagi
f(x) = sin®
Itilcniyani garaymiz.
Ma’lumki,
I (N)(x) — sin " ®+ ~nj .
ornak,
/(»)(0) = sin
Shuning uchun,
1<">(0) () x. agar n = 2k —1 bo'lsa,
0, agar n = 2k bo'lsa.
Natijada,
sinx = x X3 4+8 @,
™ 2fc-| _
(4.5.16)
I>u yerda
~ . . n(2k 4-1)\  @2fctl n £
«,(*) = sin(f+ — J— ) pf+yj. 0<J < Im (4.5.17)

5. Kosinus yoyilmasi. Quyidagi

/(®) = cos®

funksiyani garaymiz.
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Ma’'lumki,
& N(®) = 0OS(x +

Demak,

/<*>0) = cos (™) .
Shuning uchun,

(—k, agar n = 2k bo:lsa,

1(»)(,0)
0, agar n = 2k + 1 bo'lsa.
Natijada,
nb
cos® = 1 —— +-Nj —gj- +... + ()2l + (4-5-18)

bu yerda
Mx) = cce(«+i& £S)JL_L_ o<i <1l (4519

6. Logarifm yoyilmasi. Modomiki In® funksiya manfiy argu-
mentlarda aniglanmagan ekan, uni x — 0 nugta. atrofida Makloren
formulasi bo‘yicha yoyish mumkin emas. Odatda bu funksiya o'rniga

(®) = In(I+®), X> —1,

funksiya olinadi. Yangi funksiya ® = 0 nugta atrofida aniglangan va
cheksiz marta differensiallanuvchidir.
Agar n > 1bo'lsa, hosila uchun

[<">) -
tenglikni olamiz, demak,

1(")©) - (—)Nei(n —1)!
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Yana /(0) = 0 tenglikni hisobga olsak, x > -1 bo'lganda

w2 A8 A4
In(l+a?) - .T-y +y - —+ ..+ (-1)n~1— + Rn(x) (4.5.20)

yoyilma hosil bo'ladi, bunda
(i\n rn+l £

M x) = ATT' 0<: <L (4'5'21)

7. Asimptotik yoyilma. Agar Mn+j orgali garalayotgan funksi-
yaning (n + l)-tartibli hosilasining aniq yuqgori chegarasini beigi-
lasak, Teylor formulasidagi qoldig had Mn+i(x - a)n+l ifoda orqali
yuqoridan baholanadi. Biroq, Teylor formulasining ko'pgina tad-
biglarida goldig had ganday M n+\ koeffitsient bilan baholanishi
ernas, balki x —» a da uning (x—a)n+1 kabi nolga intilishi muhimdir.

Shu munosabat bilan avvalgi bobda kiritilgan quyidagi belgilashni
eslatamiz: agar shunday o'zgarmas C > O topilsaki, barcha x G E
larda

OO\ < C\g(X)\, x G E,

tengsizlik bajarilsa, biz
f{x) = 0(g(x)), xgE,

deymiz.

4.5.2 - teorema. Berilgan f funksiya birorn natural son uchun
a nuqtanmg biror atrofida n - tartibli hosilaga ega bo‘lib, bu hostia
a nugtada differensiallanuvchi bo‘Lsin. U holda a nugtaning shunday
V(a) atrofi topiladiki, unda quyidagi formula o ‘rinli bo‘ladi:

f(x) = E ~~(x-a)k+0((x-a)n+l); x G V(a). (4.5.22)
k=Q

Isbot. Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasida n
o‘rniga n —1 olib. uni / funksiyaga qoilaymiz:

fix) = E -yja(x-a)k + frp-(x-a)n. (4.5.23)
feo K nm
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Shartga ko'ra f n"(x) funksiya a nuqtada difFerensiallanuvchi
bo'lgani uchun

f(n){0 = /(n)(@) + / (n+N(a)(~ _ 0) + a(0(x _ a)

tenglik o‘rinli bo'lib, bunda a(£) - argument £ —»a da cheksiz Kichik
funksiyadir. Albatta, a nuqgtada cheksiz kichik bo‘lgan har ganday
funksiya shu nugtaning biror V(a) atrofida chegaralangandir. Shu
sababli oxirgi tenglikdan quyidagi munosabatni olamiz:

/(*)(E) = f(n\a) + 0(x —a), x e V(a). (4.5.24)

Endi, (4.5.24) bahoni (4.5.23) ning oxirgi hadiga qo'llab, o‘z-
o0‘zidan ko'rinib turgan

x- anmd {x- a = 0((x- an+l)

munosabatdan foydalansak, talab gilingan (4.5.22) tenglikni olamiz.H

Isbotlangan (4.5.22) formula / funksiyaning a nuqta atrofidagi
asimptotik yoyilmasi deyiladi. Bu formulada o' ng tomondagi ko'phad
/ funksiya bilan, umuman aytganda, ustma-ust tushmasada, u /
funksiyadan ko'phad darajasidan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik
miqdorga farqg giladi. Yoyilmaning nomi yunoncha <a$imptotos»,
ya'ni < ustma-ust tushmaydi» degan so‘zdan olingan.

Bu formula ko'pincha a = 0 bo‘lganda qo‘llaniladi. Bu holda
(4.5.22) formula quyidagi ko'rinishga keladi:

fx) = ¢ ¢~ x k+ 0(xn+l), x€V(0). (4.5.25)
k=0

Ba'zi eng sodda elementar funksiyalarning noldagi asimptotik
yoyilmalarini keltiramiz.

1) Eksponentaning yoyilmasi:

e = l+x + "~ + + e+ TF + ° (xn+1)- (45-26)
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2) Sinusning yoyilmasi:

X3 X5 X7

sinx = x _ 77 + 7% "o+
ran-I|
o+ (- DN Ty + <*"~>- (4.5.27)
3) Kosinusning yoyilmasi:
T2 .4 6 T2n
c°sx = 1 +...+(-1» N - + 0(x2nt+2). (4.5.28)

Keltirilgan formulalar turli limitlarni hisoblashda asqotadi.
4.5.1 - misol. Limitai hisoblang:

. 1—cosx cos2a: cos3e&e

i, ~ 1—cosx '

Kosinusning 0 (x A aniglikdagi asimptotik yoyilmasini govllasak,
(4.5.29) kasrning surati uchun

(4.5.29)

1—c0sSx C€0S2X COSSx =

=1-(1- £ 4<% (I- £ +0(Y) (I- F+0 (%)

+ 0(®4) = 72+ O(x4) (4.5.30)

ifodani olamiz.
Xuddi shu usulda maxrajni quyidagi ko'rinishga keltiramiz:

/ 2 \ 2
1—cos@= 1—I1— 40(x4J= +0(@ed4). (4531)

Endi (4.5.30) va (4.5.31) ni (4.5.29) kasrga go'ysak,

1—cosx cos2z cos3xe _ 7x2+ 0(x4) _ 14+ 0(x2

1—cosx 2 . 1+ 0 (x2

yF 0 (e 4 (x2)

tenglik hosil bo‘ladi. Bundan yuqoridagi limit 14 ga teng ekanligi
kelib chigadi.
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8§ 4.6. Differensiallar

1. Birinchi differensial. Faraz gilaylik, / funksiya a nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. Argumentning h ga teng orttirmasiga
mos kelgan / funksiyaning orttirmasini quyidagi ko'rinishda belgi-
laymiz;

Af(a,h) = f(a+ h)-f(a). (4.6.1)

Bu orttirmani, (4.1.10) formulaga ko'ra, quyidagi h -» 0 =
a(a, h) -> 0 implikatsiyani ganoatlantiruvchi biror a(a, h) yordami-
da

Af(a, h) = f{a)h + a(a, h)h (4.6.2)

kabi yozish mumkin.

Funksiya orttirmasining h ga nisbatan chizigli bo'lgan f{a)h
hadi / funksiyaning a nuqtadagi differensiali deyiladi va u df(a, h)
orgali belgilanadi. Shunday qilib,

df(a,h) = f(a)h. (4.6.3)

Agar / funksiya biror intervalning har bir nugtasida differensial-
lanuvchi bo‘lsa,uning differensiali ikki x va h o'zgaruvchilar funk-
siyasi bolib, u h bo'yicha chiziglidir:

df(x,h) = f(x)h,
An’ana bo'yicha h o'zgaruvchini dx deb belgilashadi va bu holda
differensial quyidagi ko'rinishga keladi:
df(x, dx) = f(x)dx,
yoki yanada gisga qilib,
df = f(x)dx (4.6.4)

kabi yoziladi.
Masalan,
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d(sinx) = cosa dx.

Yana bir misol:

1 1 dr
d(Intga;) = ---—-- — 5— dX — -—-—----—— .
tgx cos™x sSms cos®
2. Birinchi difFerensial ko'rinishining invariantligi. Ba'zan

X argumentning o‘zi yangi t o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi. Mana
shunday holda f(x) funksiyaning differensialini topaylik. Buning
uchun,

F{t) = f(x) = f[x(t)} (4.6.5)

murakkab funksiyani t argumentning dt orttirmasiga mos kelgan
orttirmasini izlaymiz. Agar / vax funksiyalar difFerensial lanuvchi
boisa, u holda F murakkab funksiya ham differensiallanuvchi boiadi
va

dF —dF(t, dt) —F'(t)dt = f[x{t)]x'{t)dt (4.6.6)

tenglik bajariladi.
Endi, dx = x'{t)dt boigani uchun, (4.6.6) tenglikni quyidagi
ko'rinishda yozib olamiz:

dF = f{x)dx. (4.6.7)
Ikki (4.6.5) va (4.6.7) tengliklardan
df = f{x)dx (4.6.8)
munosabat kelib chigadi.
Shunday qilib, x argumentining o‘zi ham biror yangi o‘zgaruv-
chining funksiyasi bo'lsa, f(x) funksiyaning (4.6.8) birinchi differ-
ensiali xuddi (4.6.4) kabi ko'rinishga ega boiar ekan. Bu yerdagi

yagona farg shundaki, (4.6.8) tenglikda dx - funksiyaning differen-
sialidir va bu tenglikni aslida quyidagi ma'noda tushunish zarur:

df(t,dt) = f(x(t)) dx(t,dt).
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Yugoridagi (4.6.8) tenglik birinchi differensiai ko'rinishining in-
variantligi deb nomlanadi.

3. Ikkinchi differensiai. Earaz gilaylik, / funksiya biror inter-

valda ikki marta differensiallanuvchi bo'lsin. Bu funksiya differen-
siali quyidagi

df(x,dx) = f'(x) dx

ko'rinishga ega bo'lib, u dx orttirmaning har bir tayinlangan giy-
matida x o'zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo:ladi. Bu
o'zgaruvchiga h orttirma bersak,

df(x+h,dx)—df(x,dx) — [f'(x+h)—f'(x)]dx = [f"(X)+a(x,h)\hdx

munosabatni olamiz, bunda h -» 0 da a(x, h) -> 0.

Birinchi differensialning differensiali birinchi differensiai orttir-
masining h ga nisbatan chizigli gismi bo‘lib, u quyidagi ko'rinishga
egadir:

f'(x) h dx.

Bu ifodaning h — dx dagi giymati / funksiyaning ikkinchi diffe-
rensiali deb ataladi va d2f = d2f(x,dx) kabi belgilanadi. Shunday
qilib,

d2f = f'{x) {dx)2, (4.6.9)
ya’ni ikkinchi differensiai dx orttirmaning kvadratik funksiyasi ekan.

Masalan,

g2(sinee) — —sin® (dx)2.

Endi x argument yangi t o'zgaruvchining funksiyasi bo'lgan hol-
da f(x) funksiyaning ikkinchi differensialini topamiz. Chunonchi,
quyidagi murakkab funksiyani garaymiz

F(t) = f(x) = f[x{t)] (4.6.10)

va uni t argumentnmg dt orttirmasiga mos kelgan ikkinchi differen-
sialini hisoblaymiz.
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Agar / va x funksiyalar ikki marta differensiallanuvchi bollsa,
u holda F murakkab funksiya ham ikki marta differensiallanuvchi
boiib,
F(t) = FIx{DIx'()}2+ Fx{O\x"{t)
tenglik bajariladi.
Demak,

d?F —d2F (t,dt) —F"(t)(dt)2 = f[x(t)][x"(t)dt]2+ f,[x(t)]x"(t)(dt)2
(4.6.11)
Agar, (4.6.9) ta'rifga ko'ra, x"{t)(dt)2 — d2x ekanini hisobga
olsak, u holda (4.6.10) va (4.6.11) dan

d2f = f'(x)(dx)2+ f(x)d2x (4.6.12)

munosabatni olamiz.

Endi (4.6.9) va (4.6.12) ni taqqoslasak, shuni ko'rish mumkinki,
x 0'zgaruvchi boshqa t o'zgaruvchining funksiyasi boigan vaqtda,
ikkinchi differensialga go'shimcha f(x)d 2x had qo'shilar ekan, bun-
da d2x - x o'zgaruvchining ikkinchi differensialidir. Shunday qilib,
ikkinchi differensial koi'inishi invariantlik xossasiga ega emas ekan.

4. Ixtiyoriy tartibli differensiallar. Berilgan / funksiyaning
n-tartibli differensiali (ra —I)-tart.ibli differensialning difFerensiali
sifatida induktiv ravishda aniglanib,

r f = f(nN\x)(dx)n (4.6.13)

ko'riuishga ega boiadi.

Hagigatan, faraz gilaylik, / funksiya biror intervalda n marta
differensiallanuvchi boiib, uning (n —I)-differensiali aniglangan va
bu differensial uchun

VY = f{n-N@)"~)"-1 (4.6.14)

tenglik o‘rinli boisin.

Bundan chiqdi, / funksiyaning aniglanishiga ko'ra, (n—l)-tartibli
differensial x o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi boiar
ekan. Demak,
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cT If(x+h,dx)—dn~1f(x,dx) = [fn M(x+fy—f~ WX)](dx)n 1—

= [frdx) +a(x,h)]h (dx)n~I.

Ravshanki, bu orttirmaning h bo'yicha chizigli gismi

f{N\x) h (dx)n~1 (4.6.15)

ga teng. Ushbu (4.6.15) ifodaning h = dx dagi giymati / funksiya-
ning n-differensidli deydadi. Shunday ekan, bu ta'rif va (4.6.14)
tenglikdan (4.6.13) formula bevosita kelib chigadi.

Agar X o'zgaruvchi yangi t o'zgaruvchining funksiyasi bo‘lib; n >
2 bo'lsa, / funksiyaning n-differensiali uchun formula murakkabroq
ko'rinishga ega ekanini krrsatish qgiyin emas. Boshqgacha aytganda,
n-diiferensial ham, ikkinchi differensial kabi, invariantlik xossasiga
ega bo'lmaydi.

Eslatma. Teylor formulasi differensiallarda quyidagieha yozila-

di:

w4 df d2f  d3f  d4f tTf 4
f(x + dx) - fix) —— + + -0)- + -l - + ==+ 4- Rn+i(x),
bu yerda

8 4.7. Korapleks giymatli funksiyalarni differensiallash

Ta'rif. Kompleks giymatli va x haqigiy o‘zgaruvchili f(x) funk-
siyaning x — a nuqtadagi hosilasi deb quyidagi limitga aytiladi:
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4.7.1 - tasdiq. Kompleks giymatli va x hagigiy o‘zgaruvchui
f(x) = u(x)+iv(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lishi uchununing
haqigiy u(x) va mavhum v(x) qismlarining differensiallanuvchi
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot bevosita hosila ta'rifidan kelib chigadi.

Ravshanki, kompleks giymatli funksiya hosilasi

f'(x) = u'(x)+ iv(x) 4.7.2)
ga teng.
Masalan, agar
e(x) = eosx + isinx
bo'lsa,
e\x) = —sinas+ icosx
bo'ladi.

Kompleks giymatli funksiyalarni differensiallash amali xuddi ha-
giqiy funksiyalar holidagidek xossalarga ega.
Misol tarigasida ikki kompleks giymatli funksiyalar ko‘paytmasi-
ning hosilasi uchun
(fg)l = f'g+ fsf (4-7.3)

formulani isbotlaymiz.
Faraz gilaylik, / —u + iv vag = p + iq funksiyalar diiferensial-
lanuvchi bo'lsin. U holda, 4.7.1 - tasdigga ko'ra,

fg = (up—va) + i(ug + vp)

formulada u,v,p va q lar differensiallanuvchi hagiqgiy funksiyalar
bo'ladi.

Demak, yana 4.7.1 - tasdiqga ko'ra, ko'paytma ham differensial-
lanuvchi ekan. Endi (4.7.2) formulani va hagigiy funksiyalar ko' payt-
malarini differensiallash qoidasini qo‘llasak,

(fg)" = ('p +upl—v'g—val) + i(u'q + ugql+ v'p + vp)

tenglikni olamiz.
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Bundan talab gilinayotgan (4.7.3) formula bevosita kelib chiga-
di:

ug)' = bl -fiv)(p+ig) + (u4iv)(p'+iq) - fg4fg'

Yana bir misol tarigasida kompleks giymatli / funksiya a nug-
tada differensiallanuvchi bo‘lib, f(a) ~ 0 boiganda, — fuoksiyaning

shu nugtadagi hosilasini topamiz.

Shunday qilib, / = u+iv funksiya a hugtada differensiallanuvchi
boisin. U holda, 4.7.1 - tasdiqga asosan, har ikki n wav funksiyalar
ham shu nugtada differensiallanuvchi bo'ladi. Yana 4.7.1 - tasdigni
goilab, o‘z-o‘zidan ko'rinib turgan

1 1

i u+ iv ugﬁ \&

tenglikka ko'ra, —funksiya ham a nugtada differensiallanuvchi ekani-
ga igror boiamiz.

Shunday ekan, g = — deb belgilab, (4.7.3) formulaga asosan,

Ug)' =f'g +fg'=j + fg’

ni olamiz.
Modomiki (fg)1= 0 ekan, oxirgi tenglikdan

hosil boiadi.
Shunday qilib,

4.7.4)
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Hagigiy va mavhum gismlari elementar funksiyalar boigan kom-
pleks giymatli funksiyalarning hosilalari, (4.7.2) formulani go‘llab,
oson topiladi.

4.7.1 - misol. Aytaylik, c = a+ ib boiib, bunda a va b haqiqiy
sonlar b ® 0 shartni ganoatlantirsin. Ushbu

- B_Q
®(x,¢c) = In\Ox - a)2+ b2+ iarctg — (4.7.5)

funksiya hosilasi topilsin.
Yechish. Hosilani hisoblash uehun biz (4.2.27) va (4.2.28) teng-
liklar hamda (4.7.2) formuladan foydalanamiz. Natijada

X —a

G EAp TR AU TR TR

mvT » —

x —a+ ib X —cC 1
{x—a)2+ b2 x—cV2 x—c
munosabatni olamiz, bu yerda ¢ = a—ib, ya’'ni c ga go‘'shma sondir.
Shunday qilib,

1

X —C

(4.7.6)

Yugqori tartibli hosilalar ham shunga o‘xshash hisoblanadi.

4.7.2 - misol. Yana c —a+ ibdeymiz, bunda ava b lar haqiqgiy
sonlar boiib, b & 0. Yuqoridagi (4.7.5) funksiyaning n - tartibli
hosilasi topilsin.

Yechish. Agar (4.7.6) tenglikni ketma-ket differensiallasak,

4.7.7)

munosabatni olamiz.
(4.7.7) tenglikni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

1

o —on (4.7.8)
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Demak, (4.7.8) tenglikning o‘ng tomonidagi funksiya oshkor ko'ri-
nishda yoziladigan biror elementar funksiyaning hosilasi ekan.
Eslatma. Agar c —a+ ib bo'lsa,

yH{x —a)2+ b2 = \x—A

bo‘ladi va shuning uchun, (4.7.5) funksiyani
Hc) =Inj@- c] + iarctgX a, Imc= b/ 0O (4.7.9)

ko'rinishda yozish mumkin.
Yugorida. $(«, ¢) funksiya 6 /0 boiganda aniglangan edi. Endi
bu funksiyani b= Imc = 0 da quyidagi

$(a;,c) = InpP—c], Imc=0. (4.7.10)

ko'rinishda aniglaymiz. Bunda, albatta, hosila uchun (4.7.6) va (4.7.8)
tengliklar o'rinli bo'lib golaveradi.

Shunday qilib, ixtiyoriy kompleks c soni va ixtiyoriy natural n
uchun

(4711

tenglik bajarilar ekan, bunda $(*, c) funksiya 6 /0 da (4.7.9) teng-
lik va, b= 0 bo'lganda esa, (4.7.10) tenglik orgali aniglangandir.

8 4.8. Funksiyalar grafigini tekshirish

Ushbu paragrafda biz funksiyalar grafigini o’rganamiz. Eslatib
o‘tamizki, biror E to'plamda aniglangan / funksiyaning grafigi deb
R 2 dan olingan quyidagi

r(/) = {(*,?)ER2 : f(x) = y, x € E} (4.8.1)

nuqtalar to‘plamiga aytilar edi.

Boshgacha aytganda, / funksiya grafigi tekislikning (x,f(x))
ko'rinishdagi barcha nugtalari to‘plamidan iborat bo'lib, bunda x
berilgan / funksiyaning aniglanish sohasiga tegishlidir.
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Agar funksiya berilgan intervalda differensiallanuvchi bo'lsa, ho-
sila ishorasi yordamida bu funksiyaning monotonlik intervallarini
aniglashimiz mumkin va natijada, funksiyaning lokal ekstremum
nugtalarini topa olamiz. Funksiya grafigini o'rganishni mana shu
ekstremum nugtalarini topishdan boshlaymiz.

1. Lokal ekstremum nugtalarini topish. Yugorida ekstre-
mumning quyidagi zaruriylik sharti topilgan edi (4.3.1 - Ferma teo-
remasi):

agar f funksiya ¢ nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, shu nuqgta-
da lokal ekstremumga ega bo‘lsa, f'(c) = 0 bo‘ladi.

Berilgan / funksiyaning hosilasi nolga teng bo'lgan nugta shu
funksiyaning kritik yoki statsionar nugtasi deyiladi. Oxirgi nom
hosilaning mexanik ma’nosiga asoslangan. Agar x - vaqt va f(x)
- biror harakatlanayotgan moddiy nuqtaning x vagt momentida-
gi koordinatasi bo'lsa, funksiya hosilasini moddiy nugtaning tezli-
gi deb garashimiz mumkin. Agar biror a nugtada tezlik nolga ay-
lansa, ya’'ni garalayotgan moddiy nuqgta bu momentda harakatdan
to'xtasa, bunday nugta / funksiyaning statsionar nugtasi bo'ladi.

Sodda f(x) = x3 funksiya misolida yuqoridagi shart yetarli
emasligini ko'rish mumkin. Chunonchi, x = 0 nugtada /'(0) = 0
shart bajarilsada, 0 nugta berilgan funksiya uchun lokal ekstremum
nugta bo'la olmaydi.

Ushbu bandda biz lokal ekstremum uchun yetarlilik shartlari-
ni topish masalasini o'rganamiz. Afsuski, lokal ekstremum uchun
bir vaqtning o'zida ham yetarli, ham zarur bo'lib, oson tekshiri-
ladigan shart hozirga gadar ma’lum emas. Shu sababli biz lokal
ekstremum uchun turli vaziyatlarda tekshirishga qulay bo‘lgan bir
necha yetarlilik shartlarini keltiramiz.

4.8.1 - teorema (ekstremumning birinchi yetarlilik shar-
ti). Faraz gilaylik, f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida differen-
siallanuvchi bo‘hb. f'(c) = 0 bo‘lsin. Bundan tashgari, ¢ nugtaning
o'‘sha atrofida quyidagi shart bajarilsin:

x<c bolsa f'ix) <0 bobin va

X >c¢ bolsa, f'(x) >0 bo'lsin. (4.8.2)
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U holda ¢ nuqgta f funksiyaning lokal minimum nugtasi bo'ladi.
Isbot. Agar x < c bo'lsa, [x,c] kesmada Lagranj formulasini
goilab, (4.8.2) shartdan foydalansak,

4.5-rasm

/(c) - fix) = ~x) <0, x<E£<ec
munosabatni olamiz.
Demak, x < ¢ bo'lganda
f(x) > /(c) (4.8.3)
bo'lar ekan. Xuddi shu singari, x > c bo'lsa. [c, X\ kesmada Lagranj
formulasini go‘llab, teorema shartiga ko'ra.
f(x)~ f(c) = F(0 (x-c)> 0, c<£<x.
munosabatni olamiz.
Demak. x > ¢ bo'lganda

f(x) > /(c) (4.8.4)

bo'lar ekan. Shunday qilib, (4.8.3) va (4.8.4) larga ko'ra, x / ¢
bo‘lganda f{x) > /(c) bo'lar ekan. Bu esa e nuqtaning lokal mini-
mum nugtasi ekanini anglatadi (4.5-rasm).m
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Natija. Farnz gilaylik, f funksiya c statsionar nugtaning biror
atrofida differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi shartni ganoatlantirsin:

X < ¢ bolsa, f'(x) >0 bo'lsinva
x>c bolsa, /'(.*)< 0 bo'lsin. (4.8.5)

U holda ¢ nugta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi bo'ladi.

Isbot gilish uchun 4.8.1 - teoremani fi(x) = —f{x) funksiyaga
go'llash yetarli (4.6-rasm).

Qayd etamizki, 4.8.1 - teorema / funksiya ¢ nugtadan ehapda
va obigda yotgan nuqtalarda differensiallanuvchi bo'lib, ¢ nugtaning
o0'zida esa fagat uzluksiz bo'lgan holda ham o'rinlidir. Chunonchi, bu
teoremani quyidagi umumiyroq kobinishda ham keltirish mumkin.

4.8.1* - teorema (ekstremum uchun birinchi yetarlilik
shartining boshga ko‘rinishi). Biror § > 0 uchun f funksiya
{x:0< WX—¢Cj < to‘plamning barcha nuqgtalarida differensial-
lanuvchi bo'lib, ¢ nuqtaning o ‘zida uzluksiz bo‘lsin. Agar ¢ nugtaning
6-atrofida (4-S.2) shart bajarilsa, ¢ nuqta f funksiyaning lokal mini-
mum nugtasi bo'ladi.

Isbot 4.8.1 - teorema isbhotini so‘’zma-so‘z gaytarishdan iborat-
dir.

Xuddi shu singari, / funksiya C nuqtada differensiallanuvchi bo‘l-
may, bu nuqtada fagat uzluksiz bo‘lgan holda ham, agar (4.8.5)
shart bajarilsa, ¢ nuqta / funksiyaning lokal maksimum nuqtasi
bo'lishini ko'rsatish mumkin.



254 Differensiallash 1V Bob

4.8.1 - misol. Quyidagi
f(x) = \x-c\

funksiyani qaraymiz (4.7-rasm).

Bu funksiya butun sonlar o'gida uzluksiz boiib, x = c nug-
tadan boshqga barcha nuqtalarda differensiallanuvchidir. Bu nug-
tadan tashqarida hosila quyidagicha aniglanadi:

. f-1, agar x < c boisa,
f(xX) = sigh (x—c) — <
| 1, agar x > c bofsa.

Demak, (4.8.2) shart o‘rinli boiar ekan va shuning uchun, 4.8.1* -
teoremaga ko'ra, qaralayotgan funksiya x = c¢ nuqtada lokal mim-
mumga egadir.
Shuni aytish joizki, (4.8.2) va (4.8.5) shartlarga ko'ra/ funksiya
hosilasining ¢ nuqgta atrofida chegaralangan boiishi shart emas.
4.8.2 - misol. Quyidagi

f(x) = 1- y\N\

funksiyani garaymiz.
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4.8-rasm

Bu funksiya butun sonlar o'gida uzluksiz boiib. x — 0 nug-
tadan boshga barcha nuqtalarda differensiallanuvchidir. Bu nug-
tadau tashqarida hosila quyidagicha aniglanadi:

agar x < 0 boisa,

agar x > 0 boisa.

Demak, (4.8.5) shart o'rinli boiar ekan va shuning uchun, ga-
raiayotgan funksiya x — 0 nuqtada lokal maksimumga egadir (4.8-
rasm).

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish oson bo‘lsa-da, u o'rgani-
layotgan funksiyaga ko'proq shart qo'yadi. Chunonchi, statsionar
nugtada bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud boiishi
talab qilinadi.

4.8.2 - teorema (ekstremumning ikkinchi yetarlilik shar-
ti). Faraz gilaylik, c nugtaning biror atrofida f funksiya hosilaga ega
bo‘lib, bu nugta f ning statsionar nuqtasi ho‘hin. Bundan tashqari,
/ funksiya ¢ nugtada ikkinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsin.

Agar f'(c) > 0 bo'lsa, ¢ nugta f funksiyaning lokal minimum
nuqtasi bo‘ladi va f'{c) < 0 bo‘lganda esa, c nuqgta funksiyaning
lokal maksimum nuqtasi bo'ladi.
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I

Isbot. Avval f'(c) > 0 deb faraz gilamiz. U holda 4.3.1 - tas-
digga asosan, bu tengsizlik fix) birinchi hosilaning c¢ nuqgtada
o'sishini anglatadi. Bundan chiqdi, /'(c) = 0 bo'lgani sababli, (4.8.2)
shart o‘rinlidir. Demak, ¢ nuqta/ funksiyaning lokal minimum nug-
tasi ekan.

Teorema /"(c) < 0 bo‘lgan holda ham xuddi shunga o‘xshab
isbotlanadi.B

Eslatma. Agarda f'(c) = 0 bo'lsa, 4.8.2 - teorema c statsio-
nar nugtaning lokal ekstremum nuqtasi bo'lishi hagida biror tayinli
javob bera olmaydi. Bu holda yanada yuqoriroq tartibli hosilalarni
o'rganishga to!g'ri keladi.

4.8.3 - teorema. Faraz qilaylik, k G N uchun f funksiya ¢ nug-
taning biror atrofida 2k —1 - tartibli hosilaga ega bo‘lib, ¢ nugtaning
o'‘zida esa, 2k - tartibli hosilaga ega bo‘lsin.

Bundan tashqari,

I'(c) = ["(c) = eee= © =0 (4.8.6)

tengliklar bajarilsin. U holda, agar /(Zc)(c) > O bo‘lsa, ¢ nugta f
funksiyaning lokal minimum nugtasi bo’ladi vaf 2k\c) < 0 bo‘lganda
esa, ¢ nugta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi bo‘ladi.

Isbot. Teylor formulasini qo'llasak, ¢ va x nuqtalar orasida shun-
day £ nuqgta topiladiki, u uchun

1(*) =1(c) + f(c)(x - €+ - c? + ~cf + oo
(X 2)(c)/  o\Xx2 ! _ ©)2k~1 1487
(2k —2)! 0 + (2k-D\[X O {

tenglik o'rinli bo‘ladi.
Endi, (4.8.6) shartni e'tiborga olsak, (4.8.7) dan

0<§ ~ <1’ (48'8)

munosabat kelib chigadi.
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Aniglik uchun, 2k - tartibli hosila f ~“Hc) > 0 shartni ganoat-
lantiradi, deb faraz gilamiz. 4.3.1 - tasdiqga asosan. bu tengsizlik
oldingi f(2~V(x) hosilaning ¢ nugtada o'sishini anglatadi, ya'ni ¢
nuqtadan chapda u ¢ nugtadagi giymatidan kichik giymat gabul qi-
ladi va ¢ nugtadan o'ngda esa, bu hosila ¢ nugtadagi giymatidan
katta giymat gabul giladi. Teoremaning shartiga ko'ra /( 2fc 1)(c) =
0 va, bundan tashqari, (4.8.8) da £ nuqta ¢ va x nuqtalar orasida
yotadi. Shularni hisobga olsak. quyidagi shartga ega boiamiz:

x <c da /(2fc1)(0 <0 boiadiva
x > c da 0 boiadi. (4.8.9)

Demak, (x —c)2fe 1 funksiyaning togligi tufayli,

fw-NO (x-cr-'>0, x£c.

Shunday ekan, (4.8.8) dan

I*) > I(c),

kelib chigadi.

Ravshanki, bu tengsizlik ¢ nugta / funksiyaning lokal minimum
nugtasi ekanini anglatadi.

Teorema f(2\c) < 0 boigan holda ham xuddi yuqoridagidek
isbotlanadi.H

2. Funksiya grafigining gavariqligi. Biror (a, b) intervalda
difFerensiallanuvchi boigan / funksiyani garaymiz. Eslatib o‘tamizki,
(4.8.1) ta'rifga ko'ra, (a, b) intervaldan olingan istalgan ¢ uchun
bu funksiya grafigining mos nuqtasini (c,/(c)) ko'rinishda yozish
mumkin.

Qaralayotgan funksiya difFerensiallanuvchi boigani uchun, uning
grafigi har bir nugtada urinmaga egadir. Chunonchi, agar ¢ nuqta
(a, b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi boisa, graiikning (c,/(c)) nug-
tasidan o‘tkazilgan urinma quyidagi tenglamaga ega:
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K(x) = f(c) + f'(c)(x-c). (4.8.10)

Boshgacha aytganda, / funksiya grafigining (c,/(c)) nuqtasi-
dan o'tkas;ilgan urinma (4.8.10) funksiyaning grafigi bilan ustma-ust
tushadi.

Agar (a, b) intervalning ixtiyoriy x nUqtasi uchun

fix) < /(c) + f'(c)(x -c), a<x <b, (4.8.11)

tengsizlik bajarilsa, u holda / funksiya grafigi o'zining (c, /(c)) nug-
tasidan o'tkazilgan urinmadan pastda yotadi deyiladi.

Agar (4.8.11) da "<" belgini "> belgiga almashtirsak, biz
funksiya grafigi urinmadan tepada yotishining shartini olamiz.

Ta'rif. Agar biror intervalda differensiallanuvchi funksiyaning
grafigi har gqanday urinmadan pastda yotsa, bu grafikning gavariqlik
yo‘nalishi yuqoriga garagan deb aialadi.

Shunga o'xshash, agar funksiya grafigi har ganday urinmadan
yuqgorida yotsa, bu grafikning gavariglik yo‘nalishi pastga garagan
deyiladi.

Qavariglik yonalishi ikkinchi tartibli hosila ishorasi yordamida
aniglanishi mumkin.

4.8.4 - teorema. Berilgan f funksiya (a, b) intervalda ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lsin. U holda,

1) agar f"(x) > 0 bo'lsa, f funksiya grafigining gavariglik yo‘na-
lishi pastga garagan bo'ladi;

2) agar f'{x) < 0 bo‘'lsa, f funksiya grafigining gavariglik yo'na-
lishi yugoriga garagan bo'ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, ¢ rmqgta (a, b) intervalning ixtiyoriy miqtasi
bo'isin. 'leylor formulasiga ko'ra,

A(*) = I(c) i- flic)(x - ¢) -f ~¢p-(x - ©)2. (4.8.12)
Agar ikkinchi tartibli hosila manfiy bo'Imasa, (4.8.12) dan

I(*) > IR) +/'(# -c)

tengsizlikni olamiz.
Bu tengsizlik / ftmksiya grafigi urinmadan yugorida yotishini
anglatadi. Demak, uning gavariglik yo'nalishi pastga garagan ekan.
Jgarda f" < 0 boisa, isbot xuddi yuqoridagidek boiadi (4.9 va
4,10-rasmlarga garang).B
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3. Bukilish nuqtalari. Funksiya grafigining gavarigligi funksiya
aniglanish sohasining turli intervallarida turli yonalishlarga ega boii-
shi mumkin. Berilgan funksiyaning grafigini chizishda gavariglik
yo'nalishlari o'zgaradigan nuqtalar muhim ahamiyatga egadir.

Ta'rif. Agar shunday 6 > 0 mavjud bo‘lsaki, ikki (c —5, c)
va (¢, ¢+ 5) intervallardan birida f funksiya grafigining qavariglik
yo'‘nalishi pastga va boshgasida yuqoriga garagan bo‘lsa, grafikning
(c, /(c)) nugtasi bukilish nuqgta deb ataladi.

4.8.5 - teorema (bukilish nuqgta uchun zaruriylik sharti).
Berilgan f funksiya ¢ nuqtaning biror atroftda ikki marta differen-
siallanuvchi bo'iib, ikkinchi tartibli f n{x) hosila ¢ nuqtada uzluk-
siz bo‘lsin. Agar (c,f(c)) nugta bukilish nugtasi bo‘lsa, f*(c) — O
bo‘ladi.

Isbot. Teskarisini faraz gilish usuli bilan isbotlaymiz. Awal f"(c) >
0 boisin deylik. Shartga ko‘ra ikkinchi hosila ¢ nugtada uzluksiz.
Shuning uchun, 3.5.1 - tasdiqga asosan, c nugtaning biror ¢-atrofida
u ishorasini saglaydi:

f'(x) > 0, c—8<x<c+5. (4.8.13)

Shunday ekan, 4.8.4 - teoremadan / funksiya grafigining qavarig-
lik yo'nalishi ¢ nhugtadan chapda ham, o‘ngda ham pastga garagan-
ligi kelib chigadi. Bu esa (e, /(c)) ning bukilish nugtaligiga ziddir.

Shunga o‘xshash, /"(c) < 0 tengsizlikdan / funksiya grafigi
gavariglik yo'nalishining ¢ nugtadan oiigda ham va chapda ham
yuqgoriga garaganligi kelib chigadi. Bu ham (c,/(c)) ning bukilish
nugtaligiga ziddir.

Demak, /"(c) —O0 ekan.H

4.8.5 - teorema bukilish nugta uchun zaruriy shartni beradi.
Lekin bu shart yetarlilik sharti boia olmaydi. Misol sifatida f(x) =
x A funksiyani olish mukin. Bu funksiya uchun f"(x) — 12 x2 > 0.
Demak, /"(0) = O, lekin funksiya grafigining gavariglik yo'nalishi
pastga garagan.

4.8.6 - teorema (bukilish nugta uchun birinchi yetarlilik
sharti). Berilgan f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida ikki marta
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differensiallanuvchi bo‘lib, f'(c) = 0 bo'lsin. Agar ikkinchi tartib-
li hosila ¢ nugtadan chapda va o'ngda turli ishoralarga ega bo‘lsa,
(c,/(c)) nugta f funksiya grafigining bukilish nugtasi bo‘ladi.

Isbot bevosita 4.8.4 - teoremadan kelib chigadi. Hagigatan ham,
bu teoremaga ko‘ra, / funksiya grafigining gavarigligi ¢ nuqtaning
chap va o'ng tomonlarida turli yo'nalishlarga ega. Shuning uchun,
(c>(c)) - bukilish nugtadir.B

Eslatrna. Ravshanki, 4.8.6 - teoremada ikkinchi tartibli hosi-
lani ¢ nugtaning o'zida mavjudligini talab gilish shart bo'lImasdan,
bu hosilaning ¢ nugtadan chap va o0‘ng toinonda turgan nuqtalarda
mavjud bo'lib, o'sha ¢ nuqtadan chap va o'ngda turli ishoralarga
ega bo'‘lishini talab qilish yetarlidir.

4.8.3 - raisol. Quyidagi

f{x) = xyP\ux\

funksiyani garaymiz.

Bu funksiya butun sonlar o‘qida uzluksiz differensiallanuvchi
bo!lib, uning hosilasi

f{x) = \VW\
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ga teng.
Ravshanki, / funksiya x = 0 nuqtadan boshga barcha nuqgtalar-
da ikkinchi tartibli hosilaga ega. Bu hosila nol nugtadan tashgarida

, 3 sign x

ga teng.

Ikkinchi tartibli hosila x = 0 nuqtadan chapda va o‘ngda har xil
ishoralarga ega bo‘lgani uchun, funksiya grafigining qavarigligi chap
va o'ngda turli yo'nalishlarga ega va shuning uchun, (0,0) nugta
bukilish nugtadir (4.11-rasm).

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish oson bo‘lsa-da, lekin u
o'rganilayotgan funksiyaga ko'proq shart go‘yadi. Chunonchi, bu
shartda funksiya uchinchi tartibli hosilasining bukilishlikka tekshiri-
layotgan nugtada mavjudligi talab gilinadi.

4.8.7 - teorema (bukilish nugta uchun ikkinchi yetarlilik
sharti). Berilgan f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida ikki marta
differensiallanuvchi bo‘lib, f*(c) = 0 bo‘lsin. Agar c nugtada uchin-
chi tartibli hosila mavjud bo‘lib, f~(c) / 0 bo‘lsa, f funksiya grafigi
(c,/(c)) nugtada bukilishga ega bo'ladi.

Isbot. Aniglik uchun f 3\c) > 0 deylik. U holda, 4.3.1 - tas-
diqga ko'ra, ikkinchi tartibli f"{x) hosila c nugtadao‘sadi, vaf'(c) =
0 bo‘lgani uchun, ikkinchi tartibli hosila ¢ nugtadan chapda manfiy
va undan o'ngda musbat bo'ladi. Shuning uchun, 4.8.6 - teoremaga
asosan, / funksiya grafigi (c, /(c)) nugtada bukilishga ega.B

Agar f"\c) = 0bo'lsa, 4.8.7 - teorema / funksiya grafigi (c, /(c))
nugtada bukilishga ega bo'lishi hagida hech ganday ma’lumot be-
ra olmaydi. Bu holda biror ijobiy natija olish uchun funksiyaning
yugoriroq tartibli hosilalarini tekshirish lozim.

4.8.8 teorema. Faraz qgilaylik, k € N uchun f funksiya c
nugtaning biror atrofida 2k -tartibli hosilalarga ega bo‘lib, ¢ nugtada

f'(C) = f"'(c) = ==e= / (2f)e) = O (4.8.14)
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bo'lsin.  Agar ¢ nugtada f(+N\c) N 0 ho'lsa, (c,/(c)) nugta f
funksiya grafigining bukilish nuqtasi bo 'ladi.

Isbot. Ikkinchi tartibli hosila f"(x) uchun Teylor formulasidan
foydalanamiz. Bu formulaga asosan, ¢ va x nuqtalar orasida shunday
£ topiladiki, u uchun

f'(x) = f*(c)+/ (B)(c)(x-c) + f (x-c)2+ ~ {x-cf+ am=f

tenglik o‘rinli boiadi.
Agar (4.8.14) tengliklami e’tiborga olsak, (4.8.15) dan

f(x) =Wsg)<sXx~-c 22 0<f5 i<l <4'8-16)

munosabatni olamiz.

Aniglik uchun 2k +1 - tartibli hosila ¢ hugtada musbat boisin,
deb faraz gilamiz, ya'ni f(&+I\c) > 0 boisin. Natijada, 4.3.1 -
tasdigga asosan, oldingi f(2K\x) hosilaning ¢ nugtada o'sishi kelib
chiqadi. Boshgacha aytganda, bu hosila ¢ nugtadan chapda bu nug-
tadagi giymatdan kichik va undan omgda esa, bu giymatdan katta
giymat gabul giladi. Bundan, 22k\c) = 0 boigani va £ nugta c va
x huqtalar orasida yotgani uchun,

x<c da /(2)(0< 0 boiadiva

x>c da /(A)(E) >0 boiadi (4.8.17)

degan shartning bajarilishi ma'lum boiadi.
Demak, (x —c)(2k~T funksiya juft boigani uchun,

f{2A 0{x-C) % 2 (4.8.18)
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ifoda ¢ nuqgtaning chap va o‘ng tomonlarida turli ishoralarga ega.
Shunday ekan, (4.8.16) tenglikdan ikkinchi tartibli f*(x) hosila ham
xuddi shunday xossaga ega ekani kelib chiqadi. U holda, 4.8.6 -
teoremaga ko'ra, / funksiya grafigi (c, f(c)) nuqtada bukilishga ega.

[ (2fc+1)(c) < 0 boiganda ham isbot xuddi shu yo'‘l bilan amalga
oshiriladi.B

4. Funksiya grafigining asimptotalari. Funksiya grafigi
o'rganilayotganda ko‘pincha yaxshi maium boigan shunday «étalon»
funksiya topishga harakat gilinadiki, uning grafigi garalayotgan funk-
siya grafigiga iloji borieha yagin boisin. Ko‘p hollarda ana shunday
étalon funksiya sifatida

y=kx+ b (4.8.19)

ko'rimshga ega bo'lgan chizigli funksiya olinadi.
Ta'rif. Agar / funksiya

f(x) =kx + b+ a(x) (4.8.20)
ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda

lim ax) = 0 (4.8.21)

X —"+00

bo‘lsa, (4.8.19) tenglik bilan aniglangan funksiya f funksiyaning
X -> +00 dagi asimptotasi deb ataladi

Masalan,
. 282+ +5
/W = X+ |
funksiya grafigi
y —2x+ 1

asimptotaga ega, chunki (4.12-rasm)

f(x) = 22+1 + 41
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4.12-rasm

}\mksiyaning x -» —o0 dagi asimptotasi ham xuddi yuqoridagidek
aniglanadi.

4-8.9 - teorema. Berilgan f funksiya grnfigi x foe da
(4-8.19) asimptotaga cgn boiiald achun jjnyidagi ikki.

Ilmeo o (4.8.22)
va
lim -
X Bt b (4.8.23)
binWkTwa zarw va yetarli.

Isbot. 1) ftfflz qilaylik, (4.8.20) va (4.8.21) shartlar baiarilsin.
(4.8.20) tenglikiii

Kk f —f (4.8.24)
X X X
kabi yozib olamiz. Agar (4.8.21) ni e’'tiborga olsak, (4.8.24) teng-
likdan (4.8.22) kelib chigadi va (4.8.20) tenglikdan osa, (4.8.23) ni
olamiz.
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2) Endi (4.8.22) va (4.8.23) limitlar mavjud boisin, deb feraz
gilamiz. Limitga o‘tish amali chizigli bo%ani uehtra, (4.8.23) teng-
likni
lim |J/(r)—kx- 6 = 0
-H-3C

x-H
deb yozib olishimiz murnkin.
Ravshanki, hundan (4.8.21) asimprotik rcnglikka ega boiamiz.LLI
Ta'rif. Affar quwyidagi ikki
lim fix oki lim fix
T-Hiid )Y x~>a -0 o )
bir lomonhma UmitlarAan kamida bittasi +oe yoki ~-00 ga tmg

boba. f funksiya gmfigi x = g vertikal amaptotaga ega deyiladi
(4.13-rasmga garang).

4.13-rasm

5 Funksiya grafigini xomaki chizish. Bu bandda, yugprida-
gi natijalarga asoslanib, funksiya grafigini oi'ganish va qurishning
asosiy bosgiehlarim keltimmiz.

4.8.4 - misol. Quyidagi funksiyaning taxniiniy grafigini chizing:
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1 Avvalo sbuni qavd etamizki, (4.8.25) tenglik bilan / funksiya
x -- 0 nugtadan boshga barcha x € R rmqtalarda aniglangan. Shu-
ning nchun. biz / funksiyaning kabiiy aniglanish sohasi sifatida

= (-00, 0) U(0, +00) (4.8
tO'plamni olisbimiz rntimkin (4.14-rasm).
2. Ravsbanki, o'rganilayotgan funksiya nolga fagat jfo — —3/2

. . . 3 .
nugrada aylanadi. Hundan tashgari, funksiya (—eoc, —A~) yarirn

3
to‘g'ri chizigda manfiy va (—-, 0) bamda (O, 100) intorvallarda

musbat. giymatiami
0 nugtada chap limit nolga

* I_i>rg1_0 I (x) — 0, 4.8.
bu nugtada o‘ng limit esa, + od ga teng:

lim i(R) — ioc. (ti
os—4pon}o
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3. Berilgan (4.8.25) funksiya hosilasi

f'(x) = M (x2-2x- 3)e2x= —(x+ )(x - 3)e2/x (4.8.29)
ga teng.
Bevosita bu tenglikdan statsionar nugtalar X\ = —1 va x<i — 3

ekani kelib chigadi. x\ = —1 nugtadan chapda va x2 — 3 nuqtadan
o‘ngda hosila musbat bo'lib, boshga barcha nugtalarda u manfij/-
bo'ladi. Demak, x\ = —1 nuqta funksiyaning lokal maksimum va
X2 = 3 nugta esa,uning lokal minimum nugqtalari ekan. Bundan
tashqari,

/(-1) - e~2= 0,135..., /(3) - 9e2/3 = 17, 529...

Funksiya (—00, —1) yarim to‘g‘ri chizigda O‘sadi, (—, 0) va
(0, 3) intervallarda esa u kamayib, (3, +00) yarim to‘g‘ri chiziqda
funksiya yana o'sadi.

4. Ikkinchi tartibli hosila

f'"(x) = p e2/x (4.8.30)

a teng.
g g 3

Bu tenglikdan ikkinchi tartibli hosila x$ = — nuqtada nolga
aylanishi kelib chigadi. Bundan tashqari,

ekanini ko'rish oson.

ikkinchi tartibli hosila bu nugtadan chapda manfiy va olngda
musbat. Shuning uchun, (x3, f(x3)) nuqta (4.8.25) funksiya grafigi-
ning bukilish nugtasidir. Bu nugtadan chapda funksiya grafigining
gavariglik yo'nalishi tepaga garagan, o‘ngda esa bu yo'nalish pastga
garagan.
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5. Teylor formulasidan x ~ +00 da

e2/x = X -> +00.

ekanligi kelib chigadi.
Shuning uchun,

fix) = 2x+3) (I +1 +
Bu tenglik funksiya grafigi

y —2®+ 7 (4.8.32)

0g'ma asimptotaga ega ekanligini anglatadi.

Bundan tashqari, (4.8.28) tenglikka ko‘ra, ordinatalar o'qi grafik-
ning vertikal asimptotasi bo'ladi.

1-5 bandlarda o'rnatilgan xossalarga asosan funksiya grafigining
xomaki chizmasini qurishimiz mumkin (4.14-rasmga garang).

§4.9. Misollar

1 - misol. Agar f(x) — ax bo'lsa, hosila ta'rifidan foydalanib
/'(2) ni hisoblang.
Ko'rsatrna. (3.10.2) tenglikdan foydalaning.
2 - misol. Quyidagi
y = InX
funksiya Ox o'gini ganday burchak ostida kesadi?

Ko‘rsatma. Hosilaning geometrik ma’nosidan foydalaning.
3 - misol. Agar f(x) differensiallanuvchi va n natural son bo'lsa,

tenglikni isbotlang. Aksincha, agar (4.9.1) tenglik o'rinli bo'lsa, /
funksiya hosilaga ega, deyish mumkinmi?
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Ko'‘rsatma. (4.9.1) tenglikni isbotlash uchun hosila ta’rifidan
foydalaning. Teskari tasdigni tekshirish uchun D(x) Dirixle funk-
siyasini tekshiring.

4 - misol. Agar

a) f(x) funksiyax = xq nuqtada hosilaga ega bo'lib, g(x) funksiya
shu nugtada hosilaga ega bo'lmasa, yoki

b) har ikkala f(x) va g(x) funksiyalar x = xg nuqgtada hosilaga
ega bo'lmasa.

F(x) = f{x)g{x)

funksiya x — Xo nuqtada hosilaga ega emas deyish mumkinmi?

Ko‘rsatma. a) f(x) = x —Xg va g(x) — W —Xo\ funksiyalarni
X = Xo nuqtada tekshiring.

b) /(K = D(x) vag(x) = 1- D(x) funksiyalarni istalgan x0
nugtada tekshiring.

5 - misol. Agar f(x) funksiya chekli (a, b) intervalda differen-
siallanuvchi bo'lib,

lim/Va;) = oo
X-+a

bo'lsa, albatta
)|(I_I;1af(x) —o00

bo'ladi, deyish mumkinmi?
Ko‘rsatma. f(x) — y/x —a funksiyani tekshiring.
6 - misol. Limitni hisoblang:

lim yfx.
X—>+00

Ko'‘rsatma. Avval In yfx = ~ deb, so‘ngra Lopital qoidasidan
foydalaning.
7 - misol. Limitni hisoblang:

lim xx.
x—>+0

Ko‘rsatma. Almashtirish bajarib, avvalgi misolga keltiring.
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8 - misol. Quyidagi egri chiziq asimptotasini toping:

y=im r (x>e>nm

Ko‘rsatma. 4.8.9 - teoremani qo‘llang. Limitlarni hisoblashda
ikkinchi ajoyib limit, va Lopital goidasidan foydalaning.

9 - misol. Agar y = x3e2x bo‘lsa, y ~ ni toping.

Ko‘rsatma. Leybnits formulasidan foydalaning.

10 - misol. Agar f(x) funksiya cheksiz (xo, +00) intervalda
differensialianuvchi bo‘lib,

lim f{x) =0
X-*+00

boisa,

Un M =0

Xx—>.+00 X

ekanini isbotlang.
Ko‘rsatma. (4.4.3) Koshi formulasidan foydalaning.
11 - misol. Teylor formulasidan foydalanib, limitni hisoblang:
1— g3
lim.L —(c0sa) B
X-+0 X SIn2*

Ko‘rsatma. f(x) = (cosx)tgx = gtg*!“(«**) funksiyaga 0 (x4)
goldig hadli va g(x) = sin2x funksiyaga ()(xv) qoldiq hadli Teylor
formulasmi go'llang.

12 - misol. Anigmaslikni oching:

lim (tgx)tg2x

Ko'rsatma. (tg*)tPa = etz2xIn(t" x>deb, darajadagi funksiya
limitini hisoblash uchun Lopital qoidasini qo‘llang.
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8§ 5.1. Boshlang'ich funksiya

1. Boshlang'‘ich funksiya tushunchasi. Biror intervalda ikki
/ va F funksiyalar berilgan boiib, ular

F'(x) = f{x) (5.1.1)

munosabat bilan bog'langan bo'lsin.

Yugorida bayon gilinganidek, bunda / funksiya F funksiyaning
hosilasi deyiladi. 1V bobda. F funksiyani bilgan holda / funksiyani
topish usullarini ko'rib chiqdik.

Ushbu bobda esa biz teskari masalani o'rganamiz, ya'ni agar
/ funksiya ma’'lum bo'lsa,, hosilasi / ga teng bo‘lgan F funksiyani
topish usullari bilan tanishamiz.

Ta'rif. Agar F funksiya biror intervalda differensiallanuvchi
bo‘lib, (5.1.1) tenglik hajarilsa, F funksiya shu intervalda f funksiya
uchun boshlang‘ich funksiya deyiladi.

5.1.1 - misol. Ma'lumki, (sina?' = cosa?. Demak,

f(x) = cosx

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
F(x) = sins

bo‘ladi.

Matematikada ko'p hollarda berilgan amalga teskari amal ya-
gona ravishda aniglanmaydi. Masalan, kvadratga oshirish amaliga
teskari amal kvadrat ildiz chigarish amalidir. Bunda har bir hagiqgiy
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x soni uchun a = x2 son yagona ravishda aniglansada, ammo istal-
gan musbat a soni uchun shunday ikki turli x\ va x2 sonlar topi-
ladiki, ularni har birining kvadrati a ga teng boiadi.

Shunga o‘xshash hoi berilgan funksiyaga boshlangich funksiyani
topishda ham sodir boiadi. Chunonchi, agar F(x) funksiya/ uchun
boshlangich funksiya boisa, istalgan C o‘zgarmasni olsak, F(x) +
C funksiya ham, albatta, yana boshlang‘ich funksiya boiadi. Shu
o‘rinda / funksiyaning bundan boshqa boshlang‘ich funksiyaga ega
emasligini qayd etish lozim, ya’'ni navbatdagi teorema o'rinlidir.

51.1 - teorema. Agar ikki Fi va F2 funksiyalar biror intervalda
/ funksiya uchun boshlang‘ich funksiyalar bo‘lsa, u holda shunday C
0 ‘zgarmas son topiladiki, gqayd etilgan intervalda

Fi(x) - F2x) = C (5.1.2)

tenglik bajariladi.
Isbot. Agar

g{x) = Flix) - F2(x)

deb belgilasak, ravshanki,
g(x) = FI{x) - Fl = f(x) - f{x) =0

boiadi. Demak, Lagranj formulasining natijasiga ko'ra, g(x) = const
ekan.H

Berilgan / funksiya uchun boshlang‘ich funksiya topish jarayoni
/ funksiyani integrallash deyiladi. Masalan, cos« funksiyaning inte-
grallash natijasi sina funksiyasidir.

Agar F funksiya / uchun biror boshlangich funksiya boisa,
5.1.1 - teoremadan istalgan boshqa boshlangich funksiyaning F (x) i
C ko'rinishga ega ekanligi kelib chigadi, bunda C ixtiyoriy o'zgarmas
sondir. Bu F (x)+C funksiya / uchun boshlangich boigan funksiya-
larning eng umumiy ko'rinishi boiib.uning muhimligi tufayli, u anig-
mas integral degan maxsus nomga ega. Anigmas integral quyida-
gicha belgilanadi:

(5.1.3)
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Shunday qilib, / funksiyadan olingan anigmas integral quyidagi

/f(x)dx = F(x) + C (5.1.4)

ifodaga teng deb hisoblanadi, bunda F funksiya/ funksiyaning biror
boshlang'ich funksiyasi bo‘lib, C esa ixtiyoriy o'zgarmas sondir.
Masalan,

/c03xdx = since + C.

Shuni aytish kerakki, hozirgi kunda matematik ilmiy adabiyot-
larda bu belgilash sekin - asta yo‘gola boshlab,uning o'rniga «anig-
mas intervalda> olingan aniq integral tushunchasi ko‘proq ishlatil-
yapti. Lekin darsliklarda bu belgilashdan xuddi awalgidek keng foy-
dalanilib kelinyapti.

Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi
bollsa. dF(x) = f(x)dx bo'ladi. Shuning uchun, (5.1.4) tenglikni

/dF(x) - F(x) + C (5.1.5)

ko'rinishda ham yozish mumkin.
Masalan,

ri(arctg.x) = 14 x2
X

bo'lgani uchun
J i\ x2 -~ J ~arct§x) = arctSx + C-

Eslatma. Har ganday funksiya ham hosilaga ega bo'lmaganidek,
har ganday funksiya ham boshlang'ich funksiyaga ega emas. Masa-
lan, D(x) Dirixle funksiyasini olishimiz mumkin. Ravshanki, bu
funksiya uchun F'{x) = D(x) tenglikni ganoatlantiradigan differ-
ensiallanuvchi F(x) funksiya mavjud emas.
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Ammo, garalayotgan funksiya uzluksiz bo'lsa, quyida 6 - bob-
da ko'rsatilganidek (6.5.5 - teorema natijasiga garang), u albat-
ta bosblang'ich funksiyaga ega bo‘ladi. Demak, barcha elementar
funksiyalar uzluksiz bo'lgani sababli (3.6.9 - teoremaga garang), har
ganday elementar funksiya boshlang‘ich funksiyaga ega. Navbatda-
gi bandda eng sodda elementar funksiyalar va ularni boshlang‘ich
funksiyalarining jadvali keltiriladi.

2.

Anigmas integrallar jadvali. Eng sodda elementar funksi-

yalar hosilalarining jadvalidan bevosita unga mos anigmas integral-
laming jadvali kelib chigadi. Bu jadval odatda quyidagi ko‘rinishda

keltiriladi:

1°

20

3°.

4°.

5°.

6°-

7°.

8°.

90

10°.

11°.

Tat+l
f xadx = --—-- -+ C, al —
a+l
fdx = InpK + C {x70).
J x
faxdx — 7™—+ C (0<a”™ 1 -00 <x < 00).
J Ina

f Qosxdx — sin# + C (—00 < x < 0C).

f sinx — —cosa: + C (—oc<x<o00).

| ~~~Y~ = C (x’\’\2+kir,k€Z).

J cos-
n = -ctga; + G (x~kn, fee Z).
sur a
f . — = arcsina? + C (—1<x <1).
VI —x2
j ffei _ arctga; + ¢ (—00<x<00).
X4 x
f ~X = In]x+ vx2+ 1] + C (—00 < x < 00).
J VXATI
f-7 = = In"+VA2ATI + ¢ (N>1).

Vx2- 1
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1 + * *] N

i2°- 1 ., o, 4,y tC 7D

Bu jadvaldagi barcha formulalarning (aynigsa 100-12° tenglik-
laming) to‘g'riligi o'ng tomonda turgan ifodadan bevosita hosila
olish bilan tekshiriladi.

3. Yugorida har ganday elementar funksiya boshlang‘ich funksi-
yaga ega. bo'lishi qayd etilgan edi. Ammo shuni aytish kerakki, bun-
da boshlang‘ich funksiyaning elementar funksiya bo'lishi shart emas.
Masalan, quyidagi

iN* *
fipg = 3 o = 0% gy = e X2 Uy =
elementar funksiyalar boshlang‘ich funksiyalarga ega, lekin bu bosh-
lang‘ich funksiyalar elementar funksiyalar emas. Bundan chiqdi,
ularni hisoblash uchun boshlang'ich funksiyalar jadvali foyda ber-
maydi va demak, bunda boshqa biror usuldan foydalanish zarur.

Agar biror funksiyaning boshlang’inch funksiyasi elementar funk-
siya bo'lsa, u holda bu funksiya elementar funksiyalarda integral-
lanadi deyiladi. Masalan, barcha ko'phadlar va sin*, eos*, tg*
kabi barcha asosiy trigonometrik funksiyalar elementar funksiyalar-
da integrallanadi.

Qanday funksiyalar elementar funksiyalarda integrallanishi haqi-
dagi masala matematik analiz shakillanayotgan davrda muhim aha-
miyatga ega bo'lgan bo'‘lsa, hozirga kelib bu masala o'z zaruriyatini
yo'gotdi. Shunga garamasdan, ananaga ko'ra, quyida 5.4 - paragraf-
da har ganday ratsional funksiya elementar funksiyalarda integral-
lanishi isbotlanadi.

§ 5.2. Integrallashning asosiy usullari

1. Anigmas integralning chizigliligi. Anigmas integralning
asosiy xossalaridan biriuning chizigliligidir.
521 - tasdiq. Agar f va g funksiyalar biror intervalda bosh-

lang‘ich funksiyaga ega bo‘lib, X va B lar ixtiyoriy haqiqgiy sonlar
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bo‘lsa, n holda Xf + ug funksiya ham o'‘sha. intervalda boshlang‘ich
funksiyaga ega bo'lib,

J [Af{x) + RBg{x))dx = X\] f(x)dx + fijg(x)dx (5.2.1)

tenglik bajariladi.

Isbot bevosita 4.1.2 - teorema va differensiallash amalining chi-
zigliligidan kelib chigadi.

2. 0 ‘zgaruvchini almashtirib integrallash. 0 ‘zgaruvchini
almashtirib integrallash usuli quyidagi tasdiqga asoslanadi.

5.2.2 - tasdiq. Berilgan g(t) funksiya G{t) boshlang‘ich funksiya-
ga ega bo‘lsin, ya’ni

(5.2.2)

bo‘lsin.

Bundan tashgari, ip(x) - wtiyoriy differensiallanuvchi funksiya
bo‘lib,uning giymatlari to‘plami g funksiyaning aniglanish sohasiga
tegishli bo‘lsin. U holda quyidagi

\] glip)\ ipl(x) dx = G[ip(x)\-\-C (5.2.3)

tenglik bajariladi

Isbot (5.2.3) tenglikning 0'ng tomonida turgan funksiyani bevosi-
ta differensiallash hamda murakkab funksiya hosilasi hagidagi 4.1.5
- teoremani qoTiash orgali amalga oshiriladi.

0 ‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli quyidagicha qoilana-
di. Aytaylik, f(x) funksiya uchun boshlang'ieh funksiya topish talab
gilinsin. Biz bu funksiyani quyidagi

£{x) = gltP(\ my"(x) (5.2.4)

ko'rinishda yozib olishga erishdik deylik. Bunda g va ip lar 5.2.2 -
tasdigning shartlarini qanoatlantiruvchi funksiyalar bo'lsin. U holda
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biz
\] f(x) dx = G[tp(X)] + G (5.2.5)

deb yozishimiz mumkin.
Agar t —tp(x) desak, dt = tp'(x)dx bo‘ladi va shuning uchun,
(5.2.4) tenglikdan

fix) dx —g[ip(X)\ mcp'(x) dx = g(t) dt

munosabat kelib chigadi.

Demak, o‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli anigmas in-
tegral ostidagi ifodada x o‘zgaruvchi o‘rniga t — (p(x) funksiyaga
teskari bo‘lgan funksiyani qo'yisbdan iborat deyish mumkin.
Shu sababli, ushbu usul ko'pincha o‘rniga qo‘yish usuli deb ham
ataladi.

Bu usulda ko'zda tutilgan natijaga erishish, asosan, <p(x) funk-
siyani ganchalik to‘g‘ri tanlanishiga bog'liq, chunki bu funksiya tan-
langandan keyin g funksiya yagona ravishda aniglanadi. O ‘rniga
go'yish usuli uchun universal algoritm yo'g. Shu sababli, bu usul
bilan mo!ljallangan amaliy natijaga erishish asosan hisoblovchining
mahoratiga bog'liq, ya’'ni uning ichki hissiga hamda formulalami te-
gishli ravishda teng kuchli formulalarga almashtirish bo'yicha egal-
lagan bilimiga bog‘ligdir.

5.2.1 - misol. Quyidagi

integralni hisoblang.
Agar t = sing almashtirish bajarsak, dt = cosx dx bo'ladi va
shuning uchun,

eswx CO0Sx dx = e* dt.

Demak,
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5.2.2 - misol. Quyidagi

| tgxdx= f dx
J J cosa;

integralni hisoblang.
Agar t = cos x almashtirish bajarsak, dt = —sinx dx bo'ladi va
shuning uchun,

sing dx —dt

tgx dx =
COoSsX t

Demak.

\] tgx dx = —\] y = —Inji]+ C ——Injcosa;] +C.

5.2.3 - misol. Quyidagi

integralni hisoblang.

Bir garashda gavsni Nyuton binomi formulasi yordamida ochib,
integral ostidagi ifodani 2008 ta haddan iborat yig‘indi ko'rinishda
yozib olib, so'ngra boshlang'ich funksiyani hisoblash kerakdek ko'ri-
nadi. Ammo, agar quyidagi

i=2x+ 5 dt= 2dx

almashtirishni bajarsak, integral oson hisoblanadi, ya'ni

3. Bo'laklab integrallash.
5.2.3 - tasdiq. Agaru vav funksiyalar biror intervalda differen-
siallanuvchi bo‘lib, u'(x)v(x) ko‘paytma shu intervalda boshlangHch
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funksiyaga ega bo'lsa, u holda u(x)v'(x) ko‘paytma ham shu inter-
valda hoshlang'ich funksiyaga ega bo‘ladi va

\] u(xX)v'(x) dx —u(x)v(x) —\.] v(x)u'(x) dx (5.2.6)

tenglik bajanladi.
Isbot. Agar ko'paytma hosilasi uchun ma’lum boigan

(uv)' —u'v -f uv'
formuladan foydalansak,
uOVv'(x) = [u)vE)Ir—u'{x)v{x)

boiadi. Bunda, o'ng tomon boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lgani
uchun, chap tomon ham boshlang'ich funksiyaga egadir. Shunday
ekan, bu tenglikni integrallab, talab gilingan (5.2.6) formulani
olamiz.B

Eslatma. (5.2.6) tenglikni odatda

\] udv= uv—\] v du (5.2.7)

ko'rinishda yoziladi.

Albatta, boiaklab integrallash usuli (5.2.6) tenglikning o‘ng
tomonidagi integraluning chap tomonidagi integraldan osonroq hi-
soblangan holdagina foyda beradi.

5.2.4 - misol. Quyidagi

/xcosx dx
integralni hisoblang.
Agar u = x, dv - cosx dx desak, du —dx, v —sin« boiadi va
(5.2.7) formula bo'yicha boiaklab integrallasak,
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tenglikni olamiz.
5.2.5 - misoL Quyidagi

\] X 2c0S X dx

integralni hisoblang.
Agar u = x2, dv —cos x dx desak, du = 2xdx, v —sinx bo'ladi
va bo'laklab integrallasak.

\] x2c0Sx dx = x2sinx —2\] x sinx dx

tenglikni olamiz.

Obig tomondagi integralni hisoblash uchun biz bu safar u =
x, dv = sinxdx deb, yana bo‘laklab integrallash formulasini qo‘l-
laymiz. Natijada

J Xsinx dx = x(—cosx) —j (—co0sa:) dx — —xcos,t + SIN®+ cC

tenglik hosil bo'ladi.
Shunday qilib,

\] x2c0sx dx = x2sinx + 2x cosx —2sinx + C.

E’'tibor bering, yuqgoridagi integralni hisoblashda bo'laklab integ-
rallash formulasidan ikki marta foydalanishga to‘g‘ri keldi.
5.2.6 - misol. Quyidagi

\] xalnx dx (a/ —1)

integralni hisoblang.
dx AN i
A%ar u= Inx, dv= xadx desak, du= — v ------- - bo'ladi
] ) X ct+ 1
va, bo'laklab integrallash formulasiga ko‘ra,
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§ 5.3. Kompleks giymatli funksiyalarni integrallash

Ta'rif. Kompleks giymatlix haqgiqiy o ‘zgaruvchili f(x) funksiya-
sining boshlang‘ich funksiyasi deb

Fiix) = fx) (5.3.1)

tenglikni ganoatlantiruvchi kompleks giymatli F(x) funksiyaga ayti-
ladi.

5.3.1 - tasdiqg. Kompleks giymatli x hagigiy o ‘zgaruvchili F(x) =
U (x)+iV (x) funksiya kompleks giymatli f(x) = u(x)+iv(x) funksiya-
ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘Ushi uchun U (x) funksiya u(x) ning
va V(x) funksiya v(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Isbot bevosita boshlang'ich funksiya ta'rifidan kelib chigadi.

Bu holda ham boshlanglich funksiyaning umumiy kolrinishi anig-
mas integral deyiladi va quyidagicha belgilanadi

(5.3.2)

bu yerda C — C\+ iC?2 - ixtiyoriy kompleks o'zgarmas son. Shun-
day qilib, / kompleks giymatli funksiyani integrallash masalasi ikki
hagiqgiy funksiyani, ya'ni / funksiyaning hagiqiy va mavhum qgism-
larini integrallashga kelar ekan.
Masalan, agar
f(x) = cos£ Hi sinx

bo'lsa.
\] f(x) dx = sinx —icosx + C
bo'ladi.
Kompleks giymatli funksiya uchun boshlang'ich funksiya topish

jarayoni integrallash deyilib, u xuddi haqigiy funksiyani integrallash
amali ega bo‘lgan xossalarga egadir.
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5.3.1 - misol. Agar a va b haqiqiy sonlar boiib, ¢ = a+ ib
boisa,

—d
, , flnb —cl -f iarctgx—7— , agar Ime”~O Dboisa,
$(x,c) = < b
ANnjar —c], agar Imc =0 boisa,
(5.3.3)

ko'rinishda aniglangan funksiya

<p(xc) = -1m (5.3.4)

funksiyaning boshlangich funksiyasi boiadi.
Hagigatan, agar (4.7.11) formulada n — 1 desak,

<&'(xc) = ——
X - C

boiadi.
Shuning uchun,

i - = *(*.c)+C- P.3.5)
5.3.2 - misol. Faraz gilaylik, a va b haqigiy sonlar boiib, ¢ =

a+ib boisin. Agar $(*, c) (5.3.3) tenglik bilan aniglangan funksiya
boisa, istalgan natural n soni uchun

(5.3.6)

tenglik o'rinli boiadi.
Isbot bevosita (4.7.11) tenglikdan kelib chigadi.

8 5.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

1. Algebraik ko4phadlarning xossalari. Ushbu bandda kom-
pleks algebraik kophadlarrd, ya’'ni quyidagi ko'rinishdagi
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P(z) = aozn + aizn 1+ ...+ an-iz + an (5.4.1)

funksiyalarni o‘rganamiz, bu yerda ak - berilgan kompleks sonlar
bo'lib, z = x + iy esa kompleks o'zgaruvchidir.

Agar ao / 0 bo'lsa, n natural son ko'phadning darajasi deyiladi
va agar barcha z & C larda P(z) = 0 bo'lsa, ko!phad aynan nolga
teng deyiladi.

5.4.1 - tasdiq. Agar ko‘phad aynan nolga teng bo‘ba,uning bar-
cha koeffitsientlari nolga teng bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi

aoZzn + a\zn~1+ ...+ cin-iz+an=0, z € C,

ayniyat bajarilsin deylik.
Agar bu tenglikda z = 0 desak, an = 0 hosil bo'ladi. Shunday
ekan, yugoridagi ayniyatni

z[aazn ™M+ a\zn N-f-..fFonx] =0, z€C

ko'rinishda yozish mumkin.
Natijada, 2~ 0 uchun

aozn *+ aizn 2+ ..+ Qn+ —0

tenglikni olamiz.

Chap tomondagi funksiya uzluksiz bo'lgani sababli, bu tenglik
z = 0 da ham o'rinli bo'ladi, ya'ni, bundan chiqdi, tenglik bar-
cha z E C larda bajariladi. Hosil bo‘lgan ayniyatda z = 0 desak,
an-1 = 0 ni olamiz. Bu jarayonni davom ettirsak, P ko'phadni bar-
cha koeffitsientlarining nolga tengligi kelib chigadi.B

5.4.2 - tasdig. Agar ikki ko'phad bir-biriga aynan teng bo‘lsa,
u holda ular bir xil koeffitsientlarga egadir.

Ushbu tasdiq yugoridagi 5.4.1 - tasdigning natijasidir. Hagigatan,
bu ko'pbadlarning ayirmasi aynan nolga teng bol!lib, natijada ayir-
maning barcha koeffitsientlari noldan iborat bo'ladi.
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Har qanday musbat darajali ko'phadni darajasi kichikroq bo‘lgan
ixtiyoriy kolphadga bo'lish hagidagi navbatdagi tasdiq algebraik
ko!phadlar nazariyasida muhim ahamiyatga egadir.

5.4.3 - tasdig. Agar P(z) darajasi n > 1 bo'lgan ixtiyoriy
ko'phad bo'lsa, u holda darajasi m <n bo‘lgan istalgan H (z) ko‘phad
uchun darajasi n—m bo‘lgan shunday Q(z) va darajasi m dan kichik
bo‘lgan shunday R(z) ko‘phadlar topiladiki, ular uchun

P(z) = H(z) =Q(2) + R(2) (5.4.2)

tenglik o ‘rinli bo'ladi.

Bu tasdigdagi ko‘phadlarni nomlash uchun odatdagi atamalar-
dan foydalaniladi, ya’'ni P - bo'linuvchi, H - bo‘luvchi, Q - nisbat,
R - goldig deb ataladi.

5.4.3 - tasdiq «burchak» usuli bilan bo'lish orqali isbotlanadi.

5.4.1- misol. Agar

P(z)=z5+ 323+ 4z2+ 52+ 6, H{z) = z2+ |
ko'phadlar berilgan bo'lsa,
P(z) = (z2+ 1)(23+ 2z + 4) + (3z + 2)
deb yozish mumkin, ya’'ni (5.4.2) dagi belgilashlarda
Q(z) =z3+2z+4, R(z)=3"+2

tengliklar bajariladi.

Faraz qilaylik, c ixtiyoriy kompleks son bo‘lsin. Agar (5.4.2)
tenglikda H(z) ko'phad sifatida chizigli ikki had deb ataluvchi bi-
rinchi darajali z —c ko'phadni olsak,

P(z) —(z ¢©)=Q() +R

tenglikni olamiz, bu yerda R - nolinchi darajali ko'phad, ya’'ni o‘zgar-
mas kompleks son. Bu tenglikda z = c desak, R — P(c) tenglik hosil
bo'ladi. Shunday qilib, biz Bezu teoremasi deb ataluvchi quyidagi
tasdigni isbotladik.
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5.4.1 - teorema (E.Bezu (E.Bézout)). Agar P{z) darajasi
n > 1 bo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad bo‘lsa, u holda istalgan ¢ kompleks
soni uchun darajasi n —Ibo ‘Igan shunday Q (z) ko ‘phad topiladiki,
u

P{z) — (z —c) *Q(z) + P(c) (5.4.3)

tenglikni ganoatlantiradi.

Agar (5.4.2) tenglikda qoldig aynan nol boisa, ya'ai R(z) = 0
boisa, P(z) ko'phad H{z) ko'phadga boiinadi deymiz.

Ta'rif. Agar P(c) = 0 bo‘lsa, ¢c soni P ko‘phadning ildizi deb
ataladi.

5.4.2 - teorema. Darajasi n > 1 bo‘lgan P(z) ko‘phad (z —c)
ikki hadga ho'linishi uchun ¢ soni P ko‘phadning ildizi bo‘lishi zarur
va yetarlidir.

Isbot bevosita Bezu teoremasidan kelib chigadi. Hagigatan,
(5.4.3) formulaga ko'ra,

P(z) = (z- c) mQ(2) (5.4.4)

tenglik fagat va fagat P(c) = O boiganda bajariladi.

Ushbu paragrafda ~ = x+iy kompleks o'zgaruvchini garashimiz-
ga asosiy sabab shundaki, fagat shu holdagina har qanday ko'phad
ildizga ega boiadi deb aytish mumkin. Bu hagidagi tasdiq algebra-
ning asosiy teoremasi deyilib,uning isbotini buyuk nemis matemati-
gi Gauss nomi bilan bogiashadi.

Algebraning asosiy teoremasi. Musbat darajali har ganday
algebraik ko ‘phad ildizga ega.

Algebraning asosiy teoremasining isboti odatda kompleks o'zga-
ruvchili funksiyalar nazariyasi kursida keltiriladi.

E’tibor bering, agar biz algebraik ko'phadlarning fagat haqiqiy
ildizlari bilan cheklanganimizda, teorema o'rinli boimas edi. Masa-
lan, P(x) -=x2 1 ko'phad hagqiqiy ildizga ega emas.

Shuni gayd etib o'tamizki, ko'phad koeffitsientlarini ozgina o‘z-
gartirish natijasida haqiqiy ildizlarning soni o‘zgarishi mumkin. Ma-
salan, ikkinchi darajali

P(x,a) = x2—a
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ko'phad a = 0 da yagona (ikki karrali) haqiqgiy ildizga ega: xo = 0.
Agarda a koeffitsient noldan fargli bo'lsa, u nolga ganchalik yagin
bo'lImasin, natija o'zgaradi. Chunonchi, agar a > 0 bo'lsa, P(x, a)
ko'phad ikki hagiqgiy ildizga ega: xX\ = -y/a, x2- vyl/a, lekina < 0
bo'lganda esa, bu ko!'phad umuman hagiqiy ildizga ega emas.

Algebraning asosiy teoremasiga asoslanib, n - darajali istalgan'
ko'phad n ta (kompleks) ildizga ega ekanini ko'rsatamiz.

5.4.3 - teorema. Agar P(z) - (5.4.1) ko'rinishga ega bo'lgan
n > 1 darajali ko'phad bo‘lsa, shunday n ta c\,c2, mmcn kompleks
sonlar topiladiki, ular uchun

Qqz Ci)=(z Q@ (z OH) =z On (5.4.5)

tenglik bajariladi.

Isbot. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘'ra, P ko‘phad biror
kompleks c\ soniga teng bo'lgan ildizga ega. Demak, (5.4.4) teng-
likka ko'ra, darajasi n —1 ga teng bo‘lgan shunday Qi(z) ko‘phad
topiladiki, u uchun

P{z) = (z- 61 =Qi{z) (5.4.6)

tenglik bajariladi.

Agar n > 1 bo'lsa, yana algebraning asosiy teoremasiga ko'ra,
Qi(z) ko'phad ham biror c2 ga teng bo‘lgan ildizga ega bo'ladi.
Demak, (5.4.4) ga ko;ra, endi darajasi n -2 ga teng bol!lgan shunday
Q2(z) ko'phad topiladiki, u uchun

Qi(z) = [z - c2) mQ2{z)

munosabat obinli bo!ladi.
Bundan, (5.4.6) ga asosan,

P(z) = (z- a) m(z - c2) *Q2(2)

ni olamiz.
Bu mulohazalarni davom ettirib, biz quyidagi



288 Anigmas integral V Bob

P(z)= (z-Ci)m{z- c2) ®ee=(z- Cn-1) {z-Cn) Qn (54.7)

tenglikka kelamiz, bu yerda Qn - nolinchi darajali ko'phad, ya'ni
kompleks o'zgarmas sondir.

Nihoyat, agar (5.4.7) tenglikning 0‘'ng tomonidagi gavslarni ochib,
hosil bollgan ko'phaddagi zk lar oldidagi koefiitsientlarni (5.4.1)
ko'phaddagi mos koeffitsientlar bilan solishtirsak, Qn = o tenglikni
olamiz.B

Eslatma. (5.4.5) tenglikda ba'zi c* ildizlar o‘zaro ustma-ust
tushishi mumkin. Shuni hisobga oigan holda, ko'phadni ikki had-
lar ko(paytmasi sifatida quyidagicha. yozib olsak boiadi:

P(z) = a0(z - ci)mi *(z - c2m2eee(z - a)mi, (5.4.8)

endi bu yerda barcha cu sonlar har xildir. Har bir ko'rsatkich
natural bo'lib, u Gk ildizning karrasi deyiladi. Ravshanki,

mi + m2 H------ Ymi=n. (5.4.9)

Agar karram*. — 1 bo'lsa, ildiz oddiy, aks holda esa u karrali
ildiz deyiladi.

Ravshanki. ¢ soni P ko!phadning m - karrali ildizi bo'lishi uchun,
Q(c) 0 shartni gqanoatlantiruvchi biror ko'phad topilib,

P(z) —(z —0)mQ(2)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

2. Ratsional funksiyalar xossalari. Aytaylik, P va Q - kom-
pleks koeffitsientli algebraik ko'phadlar bo'lib, Q(z) ~ 0 bo'lsin,
ya'ni Q nolga teng nolinchi darajali ko'phad bo‘lmasin. Ushbu band-

da biz quyidagi
ﬁazrn (5.4.10)
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ko'rinishga ega boigan ratsional funksiyalarni o'rganamiz. Ravshan-
P
ki, berilgan / _V ratsional funksiyaning aniglanish sohasi C kom-

pleks tekislikdan maxrajning nollari olib tashlangan to'plamga teng:
D(f) = C\{z:Q(z) = 0}. (5.4.11)

Xususan, har ganday ko‘phad ham. Q(z) = 1 deb garasak, rat-
sional funksiya boiadi. Agar / va g funksiyalar ratsional boisa,

bevosita tekshirish orqali f+g, f-g, f-g va- (g(z) ~ 0boiganda)

funksiyalar ham ratsional ekanini ko'rish mumkin.
Agar P(z) ko'phadning darajasi Q(z) ko'phadning darajasidan

P
kichik boisa, (2) ratsional funksiya tog‘ri kasr deyiladi.

. P(z
5.4.4 - tasdiq. Berilgan —()‘ ratsional funksiya to‘g‘ri kasr

bo‘lib, ¢ kompleks soni Q(z) ko‘phadmng m - karrali ildizi bo‘lsin,
ya’'ni quyidagi tenglik bajarilsin:

Q(z) = (z- ¢)mQi(z), buyerda Qi(c)/ O. (5.4.12)
U holda

p (@ A pi(z) n X

Q@) ~ (z-co)m+ (z- cym~1Qi(z) (5-4'13)

9
tenglik bajariladi.
. Pic\ .
Bu tenglikda A = e +\ o‘zgarmas son bo‘lib, P\(z) esa shunday

kophadki, (5.4.13) ning o'ng tomonidagi u gatnashgan oxirgi kasr
to‘g‘ri kasrdir.
Isbot. Quyidagi

P{z) A _ P(z) A _ P(2)-AQ1®
Q{2) (z-c)m (z-c)mQi(z) (z-c)m (z-c)mQi(z)
(5.4.14)

ayirmani garaymiz.
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Ravshanki, shartga ko'ra, ¢ soni (5.4.14) ning o‘ng tomonidagi
oxirgi kasr suratning iidizidir. Hagigatan,

P(c) - AQ!(c) = P(c) - i(c) = 0.
Shunday ekan,

P(z) - AQi(z) = {z- ¢c)Pi(2).

Bu tenglikni (5.4.14) ga go'ysak, talab gilingan (5.4.13) muno-
sabatni olamiz.ifi

1 - eslatma. Biz ¢ kompleks soni garalayotgan to‘g‘ri kasrning
nafagat maxrajining ildizi, balki suratining ham ildizi bo'lgan holni
inkor gilmaymiz. Bu holda (5.4.13) dagi A o'zgarmas nolga aylanadi.

2 - eslatma. Shuni aytish kerakki, (5.4.13) tenglikning o‘ng
tomonidagi ikkinchi kasr maxraji, darajasi dastlabki kasr maxraji-
ning darajasidan kichik bo:lgan ko'phaddir ((5.4.2) tenglikka garang)

P(z
5.4.4 - teorema. Berilgan ’\cgr-;r misional funksiya to‘g'ri kasr
Q(z
bo'Ub, Q(z) ko'phad quyidagi
Q(z) = (z- ci)mi (z- c2)m2*==(z- cnm” (5.4.15)

ko'rinishga ega bo'lsin, ya'ni k = 1,2,...,n uchun ck kompleks soni
Q(z) ko‘phadning - karrali ildizi bo‘lsin.
U holda ratsional funksiya quyidagi ko‘rinishga ega bo'ladi:

(5.4.16)
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Bu tenglikda Akj lar kompleks o ‘zgarmaslar bo‘lib, ularning bir
qgismi nolga teng bo'‘lishi mumkin.

Isbot ketma - ket 5.4.4 - tasdigni qo‘llashdan iborat. Chunonchi,
bu teoremani har bir go‘llash natijasida hosil bo‘ladigan to‘g!ri kasr
maxrajining darajasi kamayib boradi. Bu jarayonni toki o'sha dara-
ja birga teng bo‘lguncha davom ettirish yetarlidir.

3. Ratsional funksiyalarning integrallanishi.

545 - teorema. Hagqigiy o‘zgaruvchili har ganday ratsional
funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi.

Isbot bevosita 5.4.4 - teoremadan kelib chigadi. Hagigatan,
har ganday ratsional funksiyani ko'phad va to‘g‘ri kasr yig'indisi
ko‘rinishida yozish mumkin. 0 ‘z navbatida, har ganday to‘g‘ri kasr
esa, 5.4.4 - teoremaga ko'‘ra (z ni hagiqiy o'zgaruvchi x deb garab,
ya'’ni mavhum gismi y = 0 deb),

(5.4.17)

ko!rinishdagi kasrlarning chizigli kombinatsiyasi sifatida yoziladi (bu
yerda Ck-kompleks sonlar).

Nihoyat, yuqorida ko'rilgan 5.3.2 - misolga asosan, (5.4.17) ko'ri-
nishdagi ifodalarning boshlanglich funksiyalari elementar funksiya-
Jardan iboratdir.B

1 - eslatma. Agar c~a + ibvn x haqiqiy o‘zgaruvchi desak,

IN\x—& + larctg &-—, agar Imc”O bo'lsa

$(x,c) —
Inj* —cj, agar Imc= 0 bo'lsa,
(5.4.18)

ko'rinishda berilgan funksiya, (5.3.6) ga asosan,

tenglikni ganoatlantiradi. Boshgacha aytganda, bu tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda (5.4.17) uchun boshlang'ich funksiyadir.
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Demak, ratsional funksiyaning boshlang'ich funksiyasi ratsional
kasrlar hamda quyidagi ikki :

L(xX) — InW—cA\ (5.4.20)

va
T—a
A(x) = arctg—— (5.4.21)
funksiyalarning yig‘indisidan iborat bo'lar ekan.

2 - eslatma. Agar haqigiy o'zgaruvchili ratsional funksiyada
koeffitsientlari ham hagiqgiy bo'lsa, u holda, albatta, boshlang'ich
funksiya ham hagiqiy giymatli funksiya bo‘ladi. Sunday funksiyalar
uchun yugoridagi teorema kabi tasdiq o'rinlidir:

hagiqgiy o‘zgaruvchili va haqiqiy koeffitsicntli har ganday ratsi-
onal funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi va uning bosh-
lang'ich funksiyasi logarifm, arktangens va ratsional funksiyalar or-
gali ifodalanadi.

Hagigatan, agar f(x) haqiqiy koeffitsientli ratsional funksiya
bo'lsa, u holda 5.4.4 - teoremaga ko'ra, bunday funksiya ham (5.4.16)
ko'rinisbda ifodalanadi, bu yerda cK sonlar va AjG koefEtsientlar,
umuman aytganda, kompleks sonlardir. Shunday ekan, / uchun bosh-
lang‘ich funksiya ratsional funksiyalar va (5.4.20) hamda (5.4.21)
ko'rinishlardagi funksiyalarning kompleks koeffitsientlar bilan olin-
gan chizigli kombinatsiyasi orgali ifodalanadi.

Ammo / uchun boshlang'ich funksiya haqigiy funksiya bo‘lgani
sababli, ravshanki, bu boshlang‘ich funksiya yuqoridagi chizigli kom-
binatsiyaning haqigiy gismiga teng bo‘ladi. Bu chizigli kombinat-
siyaning mavhum gismi esa o'zgarmasga teng bo'lib, biz bu o‘zgar-
masni nolga teng deb hisoblashimiz mumkin.

4, Ba’zi trigonometrik integraliarni hisoblash. Ushbu band-
da biz ikki o'zgaruvchili ratsional funksiyalarni garaymiz. Awal ikki
o'zgaruvchili ko'phad tushunchasini kiritaylik.

Ta'rif. Ikki u va v hagigiy o‘zga,ruvchiii hagiqiy ko‘phad deb
quyidagi chekli yig‘indiga aytiladi:

P(u, v) = 53 ckmukvm, (5.4.22)

k, m
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bu yerda Ckm koeffitsientlar haqiqiy sonlardir.
Masalan,

P(u, v) = vA+ 3usv + 5wy2+ 7v3+ 9

funksiya ikki o‘zgaruvchili ko'phadga misol boiadi.
Ta'rif. Ikki u va v o‘zgaruvchili ratsional funksiya deb (5.4.22)
ko‘rinishdagi ikki ko'phadning nisbatiga aytamiz:

D, . P(u,v)
- Q& U -
5.4.5 - Tasdiqg. Agar R(u,v) ikki o‘zgaruvchili ratsional funksiya
bo‘lsa, u holda
fix) = fi(sinX cosx)

ko‘rinishdagi funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi.

Isbot. 0 ‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanamiz. Bu-
Iling uchun, universal trigonometrik almashtirish deb ataluvchi, quyi-
dagi

i =tg] (5.4.23)
almashtirishni bajaramiz.
U holda
X —2arctgt, dx 1+t
bo'ladi.
Bundan tashqari.
sms = 21
T 1+102
va, shunga o‘xshash,
1—t2
COSX =
1+t2

tengliklar oilnli boiadi.
Shunday ekan, (5.4.23) almashtirishni bajarsak,

21 1-t2\ 2dt

J R(sinX,COSX)dX_J R™J +t2,1+t23 1+t2
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munosabatni olamiz.
Ravshanki, 0‘'ng tomondagi integral ostida t argumentning rat-
sional funksiyasi turibdi. Shuning uchun, 5.4.5 - teoremaga asosan,

ac
bu integral t = tgz—o'zgaruvchining elementar funksiyasidir. De-

mak, bunday boshlanglich funksiya x o'zgaruvchining ham elemen-
tar funksiyasi bo'ladi.il
5.4.2 - misoL Quyidagi

dx
/ cosx —2sinx + 3

integralni hisoblang.
£5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni qo!llasak,

f dx I 1 2dt
J cos® —2sin*+3 J |-t2 21 | TY¥
1+t2 1+ t2

f 2dt f dt
\] 1—t2—At+3+ 3i2“ J te - 2t+ 2

=J t_Jati =adgC=2+C
hosil bo‘ladi,
Demak,

/ dx —arct/ A R
coSx —2sinx + 3 g(}gz '

5.5. Misollar

1 - misol. Integralni hisoblang:

dx
| e

Ko‘rsatma. t — \/ex —1 almashtirish bajaring.
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2 - miso!. Integralni hisoblang:
I' (xInx)3dx.

Ko‘rsatma. i = Ina: almashtirish bajarib, bo'laklab integral-
lashni qo'llang.
3 - misol. Integralni hisoblang:

dx
Sin X mCOS X

Ko'rsatma. (5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni
go'llab, ratsional funksiyani integrallashga keltiring. So'ngra, 5.4.4
- tasdigdan foydalaning.

4 - misol. Integralni hisoblang:

2x +1 .
dx.
/3x-2

2x + 1 a
3xe- 2 3x-2+

Ko‘rsatma. Ushbu
b

tenglikdan a va b koeffitsientlarni toping.
5 - misol. Integralni hisoblang:

B dx
/ a< X< b
nax —a)(b—x)

Ko'‘rsatma. Quyidagi

X —a
b—a

sin™t

almashtirishni bajaring.
6 - misol. Integralni hisoblang:

I Va2+ X2 dx.
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Kcrrsatma. x = a sht almashtirish bajaring.

7 - misol. Agar f(x2) = y (x > 0) bo'lsa, f(x) funksiyani
toping.

Ko‘rsatma. fix) funksiyani topib, uni integrallang.

8 - misol. Integralni hisoblang:

/ aisin* + feicosa; ,
R ax.
asin® + bcosx

Ko‘rsatma. Quyidagi
Gisinx + b\cos x —A(asinx + bcos*) + B(asin* + bcosx)1

tenglikdan A va B koeffitsientlarni toping.
9 - misol. Integralni hisoblang:

/ x 5dx

VT m?
Ko‘rsatma. 1 —x2 —t2 almashtirish bajaring.
10 - misol. Integralni hisoblang:

dx
/ (x —2)2(x + 3)3

X —2
Ko'rsatma. t= ------ - almashtirish bajaring.
X “r 3
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8§ 6.1. Integral - integral yig‘indilar limiti sifatida

1. Egri chiziqii trapetsiya yuzasi. Aniq integral tushunchasi
biror kesmada berilgan funksiya grafigi va abssissalar o‘qi bilan
chegaralgan geometrik shakl yuzasini hisoblash masalasi bilan uzviy
bogiiqdir.

Biror [a, b] kesmada / funksiya berilgan boiib, u manfiy boima-
gan giymatlar gabul qgilsin. Bu funksiya grafigi, abssissalar o‘gi ham-
da x = avax = b vertikal to‘g'ri chiziglarning ikki kesmalari bilan
chegaralangan shaklni T deb belgilaylik:

T—{(eey) €R2 m0<y< f(x), a<x<b}. (6.1.1)

T shaklni odatda egri chiziqgii trapetsiya deyishadi. Bu shaldning
S = S(T) yuzasini hisoblash magsadida [a, 6 kesmani

a=xg< xX\< X2< ..<xn—b
nuqtalar yordamida [xk-\, Xk], k= 1,2,..., n gismiy kesmalarga ajra-
tamiz.
U holda T egri chizigii trapetsiya quyidagi:
Tk= {(x,y) &R2 : O<y< fix), xk<x< xkx}
ko'rinishdagi kichik egri chiziqii trapetsiyalarning yigindisiga ay-

lanadi.
Agar
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deb belgilash kiritsak, kichik egri chizigli trapetsiyaning Sk —
S(Tk) yuzasi tagriban

ga teng bo‘ladi, bu yerda f* nuqta [xfc-i, kesmaning ixtiyoriy
nuqtasidir.

Shunday ekan, butun T egri chizigli trapetsiyaning yuzasi taqri-
ban

n
S(T) » (6-L2)
fei
ga teng bevladi (6. i-rasm).
6,1-rasm

Agar Har bir gismiy \xk-i, ] segmentning uzunligini kichik-
lashtirsak (va narijada, bo'linish nuqtalari soffi n ni oshirsak), (6.1.2)
yig'indi egri chiziqgli trapetsiya yuzasiga yauada yagmroq bo tshini
kutish tabiiydir.

Shuni qayd etish joizki, biz egri chizigli trapetsiya yuzasining
aniq ta’rifigaoga emasmiz. Shu sababli, bizningyuqoridagi mulohaz-
alarimiz mana shu yuzani intuitiv tushunishimizga asoslangan edi.
Biss boshga yo'l tutsak hani boiadi. chunonchi, gismiy segmentlar
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uzunligi nolga intilgan vaqgtdagi (6.1.2) yig'indining limitini (6.1.1)
egri chizigli trapetsiya yuzasi deb atashimiz mumkin.

2. Integral yig'indilar limiti. Shunday qilib, / funksiya (bu
safar manfiy bo‘lmasligi shart emas) biror fe, 6 kesmada aniglan-
gan bo'lsin. Bu kesmaning P bo'linishi deb shunday P — {xk}g"0
nuqtalar to‘plamiga aytamizki, ular

P = {a=xg<xi< ..<xn= 6}

shartni ganoatlantirsin. Har bir [xk-\,Xk\ gismiy segmentda biror
£& nugtani tanlaymiz:

Xk-i < £k < Xk-

Ta'rif. Berilgan f funksiyaning P bo‘linish va {£j} nugtalar tan-
lanishiga mos integral. yigHndisi deb, ushbu

n
ap(f) = = J2 /(Cfc) (6.1.3)
fc=i
songa aytiladi, bu yerda Axk —  —XKk-i-

P bo'linishning diametri deb eng katta qismiy segmentning uzun-
ligiga aytamiz:

d = d(P) = maxAxfc- (6.1.4)

Ta'rif. Agar ixtiyoriy e > 9 son olinganda harn shunday 5 =
5(e) > 0 son topilsaki, d(P) < 5 shartni ganoatlantiruvchi har
ganday P bo'linish uchun £j oraliq nuqgtalarning tanlanishiga bog'liq
bo‘lmagan holda biror I soni bilan quyidagi

\I - Mf, te» I < e (6.1.5)
tengsizlik bajarilsa, u holda | soniga (6.1.8) integral yig‘indilar-
ning d,(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

Bunda quyidagicha yoziladi:
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Ta'rif. Agar berilgan f funksiya uchun (6.1.3) yig‘indilarning
d(P) -» 0 dagi I limiti mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya [a, 6]
kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi deyiladi.

Ko'rsatilgan I limit / funksiyadan [a b] kesma bolyicha olingan
Riman aniq integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

b
(6.1.6)

a

(«integral a dan be gacha ef iks de iks> deb o'qgiladi).

(6.1.6) tenglikda / funksiya integral ostidagi funksiya deb. a
soni integralning quyi chegarasi va b soni esa integralning yuqori
chegarasi deb ataladi.

Eslatma. Berilgan / funksiyaning [a, 6] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi boiishi uchun istalgan integral yig'indining, boiinish
diametri kichiklashganda istalgancha kichik gilish mumkin boigan
biror ap{f) kattalik bilan birga, quyidagi:

b
(6.1.7)

a

ko'rinishga ega boiishi zarur va yetarli.

3, Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu bandda biz differen-
sial hisobni integral hisob bilan bogiovchi asosiy formulani isbot-
laymiz. Tarixan shunday sodir boiganki, bu formulaning turli ko'ri-
nishlarini har xil vaqtlarda bir-biridan bogiigsiz ravishda ko'pgina
matematiklar isbotlashgan. Nyuton xam bu formula hagida o'z us-
tozi Barroudan xabar topib, undan ko'p foydalangan. Lekin matem-
atik adabiyotlarda ushbu formulani, differensial va integral hisobni
shakllanishida eng katta hissa go‘shganligiga hurmat ramzi sifatida,
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Nyuton va Leybnits nomlari bilan bogiashadi. Darhagiqat, fan tar-
ixchilarining mehnati zoye ketmadi va hozir bu formulan! ko' pincha
sodda qilib integral hisobning asosiy formulasi deb atashadi.

Riman integralining yuqoridagi integral yig'indilar limiti sifatida
keltirilgan ta'rifi biroz uzunrog va murakkabroq boiib ko'rinishiga
garamasdan, bu ta'rif yordamida integral hisobining asosiy teore-
masini eng sodda isbotini berish mumkin.

6.1.1 - teorema (Nyuton-Leybnits formulasi). Faraz qi-
laylik, f funksiya [0, b] kesmada Riman bo‘'yicha integrallanuvchi
bo‘lsin. Bundan tashqgari, F funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lib,
har bir ichki nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin va

F{x) —/(#), a<x <b, (6.1.8)

tenglik bajarilsin.
U holda quyidagi

I f(x)dx — F(b) - F(&) (6.1.9)

formula (integral hisobining asosiy formulasi) o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Berilgan [a, b] kesmaning ixtiyoriy P — {a - xq <x\<
. < xn — b} boiinishini olamiz. Lagranj formulasiga asosan, har
ganday gismiy [xk~i,Xk\ kesmada shunday ~ nugqta topiladiki, u
uchun
F (xK) F(xk-1) = F'(EKAxk

tenglik bajariladi. Bu tenglikni, (6.1.8) ga ko'ra,
F(xK) - F(xk~i) = /[(&)A®T (6.1.10)
ko'rinishda yozish mumkin. Endi (6.1.10) tengliklarni k bo'yicha 1
dan n gacha yig!'ib, zaruriy gisqartirishlarni bajarsak,
! !

F(b) - F(a) = E jF(xk) - F(xf.i)] = (& )Axk (6.1.11)
A=l k=1
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tenglikni olamiz.

Bu tenglikning chap tomoni [a, 6] kesmaning bo'linishiga bog'liq
emas. Tenglikning o0‘ng tomoni esa integral yig'indidan iborat, bolib,
uning limiti / funksiyadan [a, B\ kesma bo'yicha olingan integralga
teng. Shunday ekan, (6.1.11) tenglikda limitga o‘tib, talab gilingan
(6.1.9) formulani olamiz.m

Eslatma. Odatda quyidagi

F(x) B = F(x) = F(b)-F(a) (6.1.12)

belgilashlardan foydalaniladi.
Bunda (6.1.9) integral hisobining asosiy formulasini ko'pmcha

b
(6.1.13)
a
ko'rinishda yozishadi.
4. Integrallanuvchi funksiyalarga misollar.
6.1.1 - misol. 0 ‘zgarmas f(x) - c funksiya istalgan [a, b] kesma-
da integrallanuvchidir. Hagigatan, istalgan P = bo'linish va

ixtiyoriy € [xk-i, xK] uchun /(£*) = c tenglikdan

aP(fi {6J) = cA«! + c&x2+ ...+ cAxn=c(b- a)

munosabat kelib chigadi.
Demak,

Km aP(f, {&}) = c(b- a).

Shuning uchun
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6.1.1 - tasdig. AmaT f funksiya [a, 6] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi ho'lsa, n shu kesmada chegaralangan bo'ladi.

Isbot. Faraz qgilaylik, / funksiya ja, &\ kesmada Riman bo'yicha
integrallanuvchi berlib, 1 uni integral yig'indilarining limiti bo‘lsin.
Demak, ixtiyoriy e > 0 uchun shunday S(e) >0 topiladiki, bo'linish
diametri d(P) < 5 bo'lgan istalgan (6.1.3) ko'rinishdagi integral
yig'indi (6.1.5) shartni «anoatlantiradi. Xususan, e = ldesak, d(P) <
¢(1) bo'lganda

< U1+ 1 (6.1.15)

tengsizlikni olamiz.

Albatta. / funksiyaning har bir gismiy [xk-i, & kesmada chega-
ralangan ekanini ko'rsatish yetarli. Isbotni teskarisini faraz gilish
yo'li bilan olib boramiz. Demak, faraz gilaylik, berilgan funksiya
biror gismiy kesmada chegaralanmagan bo'lsin, masalan, P, X\\ da.

Quyidagi
N

I(EXAKL = E /(&) Axk - E Axk
i k=2

tenglikka ko‘ra, (6.1.15) dan

VENA®RT < J] + 1 + (6.1.16)

kelib chigadi.

Biroq bu tengsizlik / funksiyaning o, >Ki] gismiy kesmada chega-
ralanmagan degan farazimizga ziddir. Hagigatan, k > 2 bo'lsa, har
ganday tayinlangan £ [xk-i-.Xk] oraliq nugtalar uchun shunday
£1 G kg, X\\ nugtani ko'rsatish mumkinki, funksiyaning chegaralan-
maganligiga ko'ra, (6.1.16) ning chap tomoni uning 0‘ng tomonidan
katta bo'ladi.



304 Aniq integral VI Boh

0 ‘rnatilgan garama-garshilik 6.1.1 - tasdiqg o'rinii ekanini
ko'rsatadi.B

Shunday gilib, Riman bo'yicha integrallanuvchi har ganday funk-
siya chegaralangan ekan. Ammo bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas.
Hagigatan, navbatdagi misolda chegaralangan, lekin Riman bo‘yicha
integrallanmaydigan funksiyaga rnisol keltiramiz.

6.1.2 - misol. Dirixle funksiyasi

_ 12 aSar x ratsional boisa,
10, agar x irratsional boisa,

hech ganday [a, ] C R, a < b, kesmada integrallanuvchi emas.
Hagigatan, [a, b] sonlar o‘gining ixtiyoriy kesmasi boiib, P lining
ixtiyoriy boiinishi boisin. Quyidagi ikki integral yigindini garaymiz:

o-p(aw) - F. Axx

va
n

<p(D, m) = kE:1 D(f Axkm

Oraliq nuqta sifatida [xk-i ,Xk] kesmadan istalgan ratsional
nuqgtani olamiz va ikkinchi yigindi uchun oraliq uy e [xk-i,Xk\ nug-
ta sifatida istalgan irratsional nugtani olamiz. U holda, ravshanki,
D(£k) = 1 va shuning uchun

n
°p{D,{&}) = E Axk=b-a.
k—i

Xuddi shunga o‘xshash, D(r]k) = 0 va shuning uchun
= o

Modomiki b—a ¢ 0 ekan, oxirgi ikki integral yigindi o'zaro teng
emas. Bundan chiqdi, Dirixle funksiyasining integral yigindilari yuqo-
ridagi ta'rif bo'yicha limitga ega boia olmaydi. Demak, Dirixle
funksiyasi [a, b] kesmada Riman bo'yicha integrallanmas ekan.
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Agar R[a, b] simvol orgali [o, b] kesmada Riman bo'yicha integ-
rallanuvchi funksiyalar to‘plamini belgilasak, u holda R[a, I\ beril-
gan [a, § kesmada chegaralangan funksiyalar to‘plamining gismiy
to‘plami bo‘ladi. Bundan tashqgari, bu gismiy to'plam xosmasdir,
ya'ni u chegaralangan funksiyalar to‘plami bilan ustma-ust tush-
maydi.

Dirixle funksiyasining integrallanmasligiga sabab uni sonlar o‘qi-
ning har bir nugtasida uzilishga ega ekanligidadir. Birog blindan
Riman bo'yieha integrallanuvchi funksiya uzilish nuqgtasiga ega bo'la
olmaydi degan fikr kelib chigmaydi.

6.1.3 - misal. Har ganday c € [a, 6] uchun

il, agarx = c bo'lsa, , .
gAX) = \o, agar c bollsa, (M '17)

funksiya [o, 6 kesmada integrallanuvchi bo'lib,

b
/ ge(x)dx = 0 (6.1.18)

tenglik o!rinlidir.
Hagigatan, agar c nuqta P bodinishning hech bir nuqtasi bilan
ustma-ust tushmasa,

n
crp(9c {&}) = 9c{ik)Axk (6.1.19)
fe=i

integral yig'indida oshib borsa bitta had noldan fargli bodib, ravshan-
ki, u ham d(P) dan kichik yoki teng bodadi. Agarda ¢ nuqta P

bodinishning biror nuqtasi bilan ustma-ust tushsa, (6.1.19) yig‘indida
noldan farqgli had oshib borsa ikkita bodadi. Lekin har ikkala holda
ham integral yig'indilar d(P) -> 0 da nolga intilishi anig. Demak,

(6.1.18) tenglik o'rinli bodar ekan.H



306 Aniq integral VIBob

§ 6.2. Riman integralining asosiy xossalari

1. Riman integralining chizigliligi. Ushbn bandda Riman
integralining integral ostidagi funksiyadan chizigli bog'liq ekanini
ko'rsatamiz.

6.2.1 - teorema. Agar f va g funksiyalar [a, b] kesmada Riman
bo'yicha integrallanuvchi bo'lsa, istalgan haqgigiy X va ji sonlar uchun
Xf+lig funksiya ham shu kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo ‘lib,

0 t t
J [Al(a) + ixg[x)]dx — \J f(x)dx + //J g(x)dx (6.2.1)

tenglik bajariladi.

Isbot. Agar P berilgan [a, 6] kesmaning istalgan bo'linishi bo'lsa,
A/ + fj,g funksiyaning (6.1.3) ko'rinishdagi integral yig'indisi f vag
funksiyalar integral yig‘indilari bilan quyidagicha bog'langan bo'ladi:

ap{\f 4 fig) = Xap(f) f H<rp(g). (6.2.2)

Shartga ko'ra/ vag funksiyalar integrallanuvchi, shuning uchun,
(6.1.7) tenglikka asosan, ularning integral yig'indilarini quyidagi:
O
op{f) = J f(x)dx + aP(f)

a

va
b

‘p(g) = J g(x)dx + ap(9),

ko'rinishlarda yozish mumkin, bu yerdagi ap(f) va ap(g) katta-
liklarni bo'linish diametri kichiklashganda istalgancha kichik gilish

mumkin.
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Demak.
b b
+ fig) = xj gx)dx + /id g(x)dx +
a a
+XaP(f)+tiap(g). (6.2.3)
ModomiKki

Aap(f) + jjap(g)

kattalikni P bo'linish diametri kichikiashganda istalgancha kichik
gilish mumkin ekan, (6.2.3) tenglik Xf+fig funksiya Riman bo'yicha
integrallanuvchi bo‘lib, (6.2.1) tenglik o'rinli ekanini anglatadi.B

Navbatdagi rnuhim xossani integralning integrallash kesmasi-
ning funksiyasi sifatida additivligi deb atashadi.

6.2.2 - teorema. Agar a < b < c bo'lib, f funksiya [a,b] va
[6, ] kesmalarda integrallanuvchi bo‘lsa, bu funksiya [a, ¢] kesmada
ham integrallanuvchi bo‘ladi va quyidagi tenglik bajartadi:

c b c
If(x) dx = ] f(x) dx +Jf(x) dx. (6.2.4)

a a b

Isbot. 1. P* simvol orqali [a c] kesmaning b nuqgtani o'z ichiga
oigan ixtiyoriy bo'linishini belgilaymiz, ya’'ni, agar

P* = {a —x0 < xi < X2< —<xn= ¢}
desak, biror m nomer uchun b = xm bo'ladi. Ravshanki, bu holda
P* bo'linish quyidagi ikki bo'linish yig'indisidan iborat bo'ladi:
1) [a b\ kesmaning diametri d(Pj) < d(P) bo'lgan

Pi—{a=Xq<x\ <X2< .. < xm—b}

bo‘linishi va
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2) b, c] kesmaning diametri diPo) < d(P) boigan
Pi= {b—%m~" ®m+l i %amt2 <= =

boiinishi.
Mana shu P* boiinishga mos kelgan f funksiyaning integral
yigindisini
ft 771 Tl

E /& )AN (6-2-5)
k=1 fc=1 k=m+1

ko'rinishda yozish mumkin.

Shartga ko‘ra, / funksiya [a,c] va [c, § kesmalarda integral-
lanuvchidir. Shuning uchun, (6.2.5) ning 0‘ng tomonidagi integral
yigindilar / funksiyadan mos ravishda [a,c] va [c,6] kesmalarda
olingan integrallarga intiladi. Demak, (6.2.5) ning chap tomonidagi
integral yig'indi (6.2.4) ning 0‘'ng tomonidagi integrallar yigindisiga
intiladi, ya'ni

b c
hm o<rp*(/) = J f{x)dx + J f{x)dx. (6.2.6)
a b
2. Endi [a c] kesmaning, b nugtani o'z ichiga olmagan, ixtiyoriy

P boiinishini gqaraymiz. Aytaylik, b nugta xm-i va xm nuqtalar
orasida yotsin, ya’'ni

1~ b < Xm.

Agar P boiinishga b nuqgtani go'shsak, [a, c] kesmaning yan-
gi boiinishini olamiz. Ana shu boiinishni P* simvol orgali belgi-
laymiz. Bunda, albatta, d{P*) < d(P) boiadi. Ravshanki. bu ikki
boiinishlarga mos keluvchi (6.1.3) ko'rinishdagi integral yigindilar
ayirmasini quyidagicha yozish mumkin
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— 1) —f(Tm)(p—%m-1) ~ /(Cm)(&ra N> (6-2.7)
bu yerda € [xm-i,b\ va € [b,xm). Integrallanuvchi funksi-
yaning chegaralanganligi hagidagi 6.1.1 - tasdigga ko‘ra, shunday
M > 0 o'zgarmas topiladiki, barcha x <€ [o, c] uchun /(@] < M
tengsizlik bajariladi. Shuning uchun (6.2.7) dan

\<jp(f) - crp*(fl < M(@am-&em_i) + M(6-a& i) + M(eem-&) =

= 2MAxm < 2Md(P) (6.2.8)

kelib chigadi.
Demak, har ikkala integral yig'indi bitta limitga ega bo'lib, (6/2.6)
ga ko'ra,

b (o]

= J/ /(e)d® f Jf f(x)dx,
a b

d(P)-+0

ya'ni (6.2.4) tenglik bajarilar ekan.n
Eslatma. Biz (6.2.4) tenglikda a <b < c deb faraz gilgan edik.
Agar istalgan a uchun

a

/f(x)dx —0 (6.2.9)

deb; kelishib olinsa, (6.2.4) tenglik a < b < c bo‘lganda ham o'rinli
bo'ladi. Shuni alohida gayd etamizki, (6.2.9) tenglik isbotlanmaydi
va u fagat kelishuv natijasidir.

Navbatdagi tasdiq, [a d kesmada integrallanuvchi funksiya qiy-
matini shu kesmaga tegishli bo'igan ixtiyoriy ¢ nuqtada o'zgartirsak,
o'zgartirilgan funksiya yana integrallanuvchi bo'lib, bunda integral-
ning giymati o‘zgarmasligim ko'rsatadi.

6.2.1 - tasdiq. Agar f funksiya [a,b] kesmada Riman bo'yicha
integrallanuvchi bo‘lib, ¢ G [a, €] bo'lsa, istalgan hagigiy u, uchun

f(x), agar xd-c bo'lsa,
*\ —
P () = B , agar x = c bo'lsa,
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funksiya ham [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

b b
J ffi{x) dx = j f(x)dx
a a
tenglik bajariladi.
Isbot bevosita 6.2.1 - teorema va 6.1.3 - misoldan kelib chigadi.
Buning uchun, quyidagi 0‘z-o'zidan ko'rinib turgan,

= f(%) + b - f(c)\gc(x)

tenglikdan foydalanish yetarli.

Eslatma. Agar [a 6] kesmada integrallanuvchi funksiyaning qiy-
matlarini shu kesmaning istalgan chekli sondagi nuqtaiarida o‘zgar-
tirsak, hosil boigan funksiya yana integrallanuvchi boiib, bunda
integralning giymati o‘zgarmaydi.

Shuni aytish kerakki, Dirixle funksiyasi nolga aynan teng funksi-
yadan sanogli sondagi nuqtalarda (barcha ratsional nugtalarda) farq
giladi. Demak, agar integrallanuvchi funksiya giymatlarini sanogli
sondagi nuqtalarda o‘zgartirsak, Dirixle funksiyasi misolida ko'rgani~
mizdek, o'zgartirilgan funksiya Riman bolyicha integrallanmasligi
ham mumkin ekan.

6.2.1 - misoL Aytaylik, ¢ ¢ R bo‘lsin. Shu nuqgtada uzilishga
ega bo‘lgan

hc&)n: Ii-,, ag‘ar X > c bo'lsa,

. (6.2.10)
10, agar x < c boisa,

funksiyani aniglab,uning istalgan [a, 6] kesmada integrallanuvchi eka-
nini ko'rsatamiz.

Hagigatan, agar ¢ nugta [ab] kesmadan tashgarida yotsa, bu
kesmada hc(x) o'zgarmas bo'lib, 6.1.1 - misolga ko'ra, u integral-
ianuvchi boiadi.

Bordi-yuc G [e, b boisa, (6.2.10) funksiya [c, b] kesmada o!zgar-
mas boiib, [a, c] kesmada esa, c nugtadan boshga barcha nuqtalarda
0‘zgarmasga teng boiadi. Shuning uchun, u har ikkala kesmalarda
ham integrallanuvchi boiadi. Demak, 6.2.3 - teoremaga ko'ra, bu



§ 61 iliman integralining asosiy xossaJari 311

funksiya but.un \mb\ temada integrallanuvehidir. Xustisan. agar e £
[3.fc] boisa.
b

he b -c 0.21

tenglik bajariladi.

Shuni ayl i™h kerakki. hc(x) funksiya pog‘onasirrion (yoki boYaxi/t+
o'ruarTT) deb ataluvehi funksiyalarga eng sodda misoffir. Immu-
irian, pog‘onasimon deb quyidagi ko&iuishdagi funksiyaga aytiladi:

1 = 2 mwlknxy (6'2'
21
bu yerda wy, va rj beriigan baqgiqiy sonlardir.
6.2.2 - misol. A —[a, R) - sonlar o'qimag biror yarim interval!

boisin, ya'ni
A mje€R ac<a&<R).

Quyidagi

0j(0 A) —7 * agfU x G~ boisa. (6.21
) 0, agar x A boisa,

fudkmyapi aniglayarnw (6.2-rasm).

9 \Y

6-

6.2-rasm
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Ushbuw(a:, A) funksiya A yarim intervalning Xarakteristik funksi-
yasi deyiladi. Agar ha(x) va h3(x) (6.2.10) tenglik orgali aniglangan
pog‘onasimon funksiyalar bo'lsa, ravshanki,

u)(x, A) = ha(x) — hR{x).

Aniglanishiga ko'ra, u(x, A) funksiya istalgan kesmada integral-
lanuvchi bo'lib, agar A yarim interval biror [a, b] kesmaning ichida
yotsa, (6.2.1) va (6.2.11) tengliklarga asosan,

b b b
J ux,A)dx = J ha(X)dx—d hR(x)dx —(b—a) —(b-B8) — R—a.

a a a

Shunday qilib, agar A yarim interval [a, 6] kesmaning ichida jov-
lashgan bo'lib,uning uzunligini JA] —R —a desak,

b
Jux,A)dx = A (6.2.14)

a

tenglik bajarilar ekan.

6.2.3 - misol. P —{a —xq < x\ < X2< .. < xn= b} -
berilgan [o, b] kesmaning biror bo'linishi bo‘lsin. Bu kesmada h(x)
funksiyani shunday aniglaymizki, u har bir gismiy A* = [xk-\,xk)
yarim intervalda o‘zgarmas bo'lib, giymatni gabul qgilsin, ya'ni

h{x) — Hk, agar x € &> bollsa (6.2.15)

(k = n bo'lganda A* sifatida An = Mwn-i,xn] = [xn-\,b\ kesma
olinadi).

Albatta, bunday aniglangan h(x) funksiya pog'onasimondir.
Agar 6.2.2 - misoldagi belgilashlardan foydalanib, u(x. A*) deb Ak
gismiy yarim intervalning xarakteristik funksiyasini olsak, h(x)
funksiyani quyidagi ko”inishda yozish murnkin bo'ladi:

n
h(x) = Y~Pku(x, AK). (6.2.16)
fc=
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Demak, xulosa qilib shuni aytish mumkinki, istalgan pog‘onasi-
mon funksiya bar ganday [a, 6] kesmada Riman bo'yicha integral-
lanuvchi bo'lar ekan. Bundan tashqari, (6.2.14) tenglikka ko'ra,

n \ n

/ h(x) dx = [ U} (X, AKd XY jANAN-
a fc=1 { k=1

Bundan, (6.2.15) ta'rifni hisobga olsak, oraliq nugtalar €
[xk-i,Xk) istalgancha tanlanganda ham,

h n
/I h{x)dx — y h({k)Axk (6.2.17)

a *=1

tenglikni olamiz. Boshgacha aytganda, P bo'linishning gismiy in-
tervallarida o'zgarmas giymat gabul giluvchi h(x) pog'onasimon
funksiyadan olingan integral shu P bo‘linishga mos keluvchi integral
yig'indiga teng bo'lar ekan.

Integralning navbatdagi xossasi tengsizlik belgisi bilan bog‘langan
funksiyalardan olingan integrallar hagidadir.

6.2.1 - lemma. Berilgan f funksiya [a 6 kesmada Riman
bo'yicha integrallanuvchi bo'lsin. Agar

fix) >0, a<x <b, (6.2.18)
bo‘lsa, quyidagi tengsizlik bajariladi:

b

f(x) dx > O. (6.2.19)
/m

Isbot. Agar / funksiyadan olingan integral manfiy bo‘lganda
edi, (6.1.7) tenglikka ko'ra, P bo'linishning diametri yetarlicha kichik
bo'lganda, crp{f) integral yig'indi ham manfiy bo‘lar edi. Ammo
(6.2.18) shartga asosan / funksiyaning barcha integral yig‘indilari
musbatdir. Bu garama-garshilik lemmani isbotlaydi.B
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6.2.3 - teorema. Berilgan f va g funksiyalar [a b] kesmada
Riman bo'yicha integrallanuvchi bo‘isin. Agar

f(x) < g(x), a<x <b, (6.2.20)

bo‘lsa, quyidagi tengsizlik bajariladi:

b b
Jf(x)dx < J g(x)dx. (6.2.21)

a a

Isbot bevosita 6.2.1 - teorema va 6.2.1 - lemmadan kelib chigadi.

§ 6.3. Barbuning yuqori va quyi integrallari

1. Darbuning yuqori va quyi yig‘indilari. Yuqorida ko'rga-
nimizdek, Riman integralining ta’rifraning xossalarini nisbatan oson
isbotlashga imkon beradi. Ammo bu ta’rif yordamida berilgan funksi-
yaning biror kesmada integralianuvchiligini aniglash ancha murakkab-
dir.

Integralning vana boshgacha aniglash usulini fransuz matema-
tigi J.G.Darbu taklif gilgan. Darbu ta’rifining ustunligi shundan ib-
oratki, u bo'yicha integrallanish kriteriyasi nisbatan yaqqolroq ifo-
dalanib, osonroqg tekshiriladi. Bu usulning asl mohiyati integralla-
nishga tekshirilayotgan / f'unksiyani ikkita pog!onasimon funksiyalar
bilan ikki tomondan yaginlashtirishdadir; ulardan biri / dan kichik
bol!lib yaginlashsa, ikkinchisi esa/ dan katta bo'lib unga- yaginlasha-
di.

Faraz gilaylik, / funksiya biror [a, b] kesmada aniglangan bo‘lib,
shu kesmada chegaralangan bo'lsin. Bundan tashqari, P — {a
Xg <X\ < X§ < ... < xn b} berilgan kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi
bo;lsin.

Endi h(x) pog'onasimon funksiyani shunday aniglaymizki, u har
bir [xk-i ,Xk) gismiy yarim intervalda biror jik giymatni gabul gilsin
(agar k — n boisa. biz h(x) funksiya oxirgi gismiy [xn-i,xn] =
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[xn- 1,6] kesmada. 0'zgarmasga teng deb olamiz). Bunday aniglan-
gan h(x) funksiya, 6.2.3 - misolda ko'rganimizdek, Riman bo'yicha
integrallanuvchi bo'ladi va undan olingan intégral (6.2.17) formula
boS-'icha hisoblanadi.

Faraz gilamiz, h(x) pog‘onasimon funksiya shunday aniglangan
boMsinki, u uchun

h(x) < f(x), a<x <b, (6.3.1)

tengsizlik bajarilsin. Bu bahoni ta'minlash uebun h(x) funksiyaning
= mk giymatlarini quyidagicha aniqgiasb kifoya:

mk = inf { f(t) : te [k i,icid }. (6.3.2)

Hosil bo‘lgan funksiyani h(x,P) simvoli bilan belgilaymiz. De-
mak, agar A& — [xk-i,Xk) desak (k = n bo‘lganda, odatdagidek,
An = [xn-i,x n] deb hisoblaymiz), biz quyidagi ta'rifgaega bo'lamiz:

agar x € A* boisa,

h(x,P) = mfc, k= 1,2, (6.3.3)

Pog‘onasimon h(x, P) funksiyani P bolinishga mos keluvchi Dar-
buning quyi pog‘onasimon funksiyasi deb ataymiz.

Shunday gilib, Darbuning quyi pog'onasimon funksiyasi (6.3.1)
tengsizlikni ganoatlantirib, undan olingan intégral, (6.2.17) ga ko'ra,

f n
/ h(x, P) dx = 53 mkA%k (6.3.4)
a Rt

ga teng (6.3-rasm).
(6.3.4) tenglikning o‘ng tomonidagi yig'indi P bo‘linishga mos
keluvchi Darbuning quyi yig'indisi deyiladi va odatda quyidagicha

belgilanadi:
Y

M&AXFC. (6.3.5)
fc=1
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Xuddi shu singari, berilgan F boiinish uchun Darbuning yuqori
pog‘onasimon funksifyasi 11(x) — B (x. F) ni shunday aniglaymizki,
u har bir Aft= “W2k- \. xk) gismiy yarim intervalda o'zgarmas bolib,
quyidagi

Mh = sup { f{t) : t G [Ak—) } (6.3.6)
tenglik bilan aniglangan giymatlami gabul qilsin.
Shunday qilib,

H{x,P) -- Mfc , xeAfc, k—1,2,(6.3.7)

Yuqori pog‘onasimon funksiya integrali

}
[ 1(x:P)dx = ~M kaxk (6.3.8)

T *=1
ga reng (6.4-rasm).

(6.3.8) tenglikning o‘ng tomonidagi yjg'indi F bo'linishga mo
kelgan Darbuning yuqori yigHndisi deyiladi va odatda quyidagidia
bolgilauadi:

»
s(f,P) = J2MkAxk- (6-3-9>
ki
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Darbuning har ganday boiinishga mos kelgan yuqori pog‘onasi-
rnon funksiyasi quyidagi

If(x,P) > /(*), a<X<hb (6.3.10)

tengsizlikni ganoatlantirishi anig.

Shuni aytish kerakki, shartimizga koia o'rganilayotgan funksiya
chegaralangan bo'lgani uchun, (6.3.2) va (6.3.6) kattaliklar va bu-
cing natijasida, Garbuning quyi (6.3.5) va yuqori (6.3.9) yigfindilari
chegaralangan aniq sonlardir.

2. Darbuning yuqori va quyi intcgrallari. Darbuning quyi
va yugqori yig‘indilari xossalarini navbatdagi bir gator sodda jum-
lalarda keltiramiz. Bu jmnialarda/ funksiyani [a, 6] kesmada aniglan-
gan va chegaralangan ixtiyoriy funksiya deb garaymiz.

1 - jumla. tterilgun ja. ff kesmaniny istalgan ikki Pt va P
bo‘linish(nn uchun h(x, Pj) quyi pog‘masimon funksiya LU(x,Pa)
yuqgori pog‘onasimon funkseyadan katia etnas, ya 'ni

Wx, Pi) < H(x,P2, a<x <b. (6.3.11)

Isbot (6.3.1) va (6.3.10) tengsizliklardan kelib chigadi.
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2 - jumla. Darbuning istolgan quyi pog‘onasimon funksiyasi-
dan olingan integral Darbuning har ganday yugori pog‘onasimon

funksiyasidan olingan integraMan katta emas. ya'ni
b b
J nex Piydx < Jhx, P2) dx.

a a

Isbot 1 - jumla bilan 6.2.3 - teoremadan kelib chigadi.
3 - jumla. Darbuning istolgan quyi yig‘indisi Darbuning har

ganday yuqori yig‘indisidan katta emas, ya’'ni

s(f,Pi) < S(f,P2). (6.3.12)

Isbot Darbuning quyi va yugori yig‘indilari ta'rifi hamda 2 -
jumladan kelib chigadi.

4 - jumla. Darbuning barcha quyi yig'indilari to ‘plarrii yuqori-
dan chegaralangan bo‘lib, Darbuning barcha yuqori yig‘indilari top-

lami quyidan chegaralangan bo‘ladi.

Isbot 3 - jumladan kelib chigadi.
Ta'rif. Berilgan f funksiyadan [a, b kesma bo‘yicha olingan Dar-
/(/) deb [a, 6 kesmaning barcha bo‘li-

buning quyi integrali
nishlari bo‘yicha olingan Darbu quyi yig‘indilarining aniq yuqori
chegarasiga aytamiz, ya’'ni
Hf) = sup s(f,P). (6.3.13)
p

Ta'rif. Berilgan f funksiyadan [a, 6] kesma bo‘yicha olingan Dar-
buning yugori integrali 1(f) deb [a, 6] kesmaning barcha bo'linish-
lari bo‘yicha olingan Darbu yuqori yigHndilarining aniq quyi chegara-
siga aytamiz, ya'ni

[(l) = inf S(f,P). (6.3.14)

Ravshanki, Darbuning bunday aniglangan quyi va yuqori integ-

rallarining mavjudligini 4 - jumla ta'minlaydi.
5 - jumla. Darbuning quyi integrali Darbuning yugori integrali-

dan katta emas, ya'ni
1(f) < /()= (6.3.15)
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Isbot 3 - jumladan kelib chigadi.
Ta'rif. Apar f funksiya uchun Darbuning quyi integrali Darbun-
ing yugori integraliga teng bo‘lsa:

LU) = 7(f), (6.3.16)

n holda bu funksiya [a, i} kesmada Darbu ma’nosida integrallana-
di dexjmiz, bunda Darbuning quyi va yuqori integrallarining umu-
miy giymatini, ya'ni /p = 1 = L_sonni f funksiyaning [a, 6] kesma
bo'yicha Darbu ma’nosidagi integrali deymiz.

Endi P bo'linishga yangi nuqtalarni qo‘shganda Darbuning quyi
va yugori yig‘indilari ganday o'zgarishini kuzatamiz.

6 - jumla. Agar P berilgan [a b] kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi
bourb, P* esa P pa chekli sondagi nuqtalarni qo‘shishdan hosil bo‘lgan
yangi bo‘linish bo‘lsa, Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari quyidagi
tengsizliklarni ganoatlantiradi:

s(f,p)< s(f,p*), S(f,P*) < S(f,P). (6.3.17)

Shunday qilib, bo'linishga yangi nuqtalarni qo‘shganda Darbu-
ning quyi yig'indilari o'sib, Darbuning yuqori yig'indilari esa kama-
yar ekan.

Isbot. Shubhasiz, bu jumlani P bo‘limshga fagat bitta nuqgta
go'shilgan holda isbotlash yetarlidir.

(6.3.17) dagi tengsizliklardan o'ngdagisini isbotlaymiz. Aytaylik,
boéhlang'ich bo'linish

P = {a~xo0<xi < ..<xn= b}

ko‘rinishga ega bo'lib, yangi P* bo'linish {xm-i,xm) intervalda yot-
gan bitta X* nuqtani:

Xm—1l A~ X < Xm,

go'shishdan hosil bo'lsin.
Bunda Am = [xm-i,xm) gismiy yarim interval ikkiga bo'linadi:
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bu yerda A'm = [xm-i,x*) va = [x*,xm).
Ravshanki, bu qo'shilish natijasida (6.3.9) yig'indining fagat m
- nomerli bitta hadi o‘zgaradi. Demak,

S(f,P) - S(f, P*) = MmAxm- MmA'xm- M" A"xm, (6.3.18)

bu yerda M'mva M 'h sonlar / funksiyaning mos ravishda A'm va A™
yarim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo‘lib, Alxm — (x* —
Xm-1) va A"Xm= [xm- X*).

Agar o0'z-o0'zidan ko'rinib turgan

Mm< Mm, M" < Mm

tengsizliklarni va

AXm A Xjn —AXm

tenglikni hisobga olsak, (6.3.18) dan talab gilingan tengsizlik kelib
chigadi:

s(f,P) - S(f,P* = (Mm- M'JA'Xm + (Mm- M")A"xm > 0

(6.3.19)

Xuddi shunga o'xshash (6.3.17) dagi tengsizliklardan chapdagisi
ham isbotlanadi.B

7 - jumla (Darbu ma’nosida integrallanish kriteriyasi).

Chegaralangan f funksiyaning Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘-

lishi uchun ixtiyoriy e > 0 son olganda ham shunday P£ bo‘linish
topilib,uning uchun

S(f,Pf) - s(f,Pf) < s (6.3.20)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. 1. Awval / funksiya Darbu ma’nosida integrallanuvchi
bo'lsin, deylik. U holda, (6.3.16) ta'rifga ko'ra,

sup s(f, P) = 1(f) —ID = 7(f) = inf S(f, P). (6.3.21)
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Aniq chegaralarning ta'riflariga binoan shunday ikki Pi = Pi(e)
va P2 = P2(e) bo'linishlar topiladiki, ular uchun

s(f, Pi) S(f, P2) < 1a + \ (6-3.22)

tengsizliklar bajariladi.

Bu ikki Pi va P2 bo'linishlarni birlashtirish natijasida hosil bo‘l-
gan bo'linishni Pe simvoli bilan belgilaymiz. U holda, 6 - jumlaga
ko'ra, Pi va P2bo'linishlardan Pe bo'linishga o'tishda quyi vig'indilar
fagat o‘sishi mumkin va yugori yig'indilar esa, aksincha, fagat ka-
mayishi mumkin. Shuning uchun, (6.3.22) ga ko'ra,

s(f,Pe)>Ip~ f, S(f,PE<ID+

Bundan, shubhasiz, (6.3.20) tengsizlik kelib chigadi.
2. Endi (6.3.20) shart bajarilsin, deylik. Ma’'lumki, istalgan P
bo'linish uchun

s(f,P) < I(/) < 1(f) < s(f,p)

tengsizliklar bajariladi. Shunday ekan, istalgan bo‘linish uchun quyida-
gi baho o'rinli bo'ladi:

1(f) - L(f) < S(f,P) - s(f,P).
9
Bu bahoda P —Pe desak, (6.3.20) ga ko'ra,

1(f) - LU) < £ (6-3.23)

tengsizlikka ega bo'lamiz.

Ravshanki, bundan, e > 0 ixtiyoriyligiga ko'ra, 1(f) = LU)
tenglik kelib chigadi. Demak, / funksiya Darbu ma’nosida integral-
lanuvchi ekan.B

7 - jumlada o'rnatilgan Darbu ma’'nosidagi integrallanish Kkri-
teriyasi berilgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi hagidagi masa-
lasini to'la hal giladi.
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Navbatdagi jumlalar integralga berilgan ikki ta’rifni, ya’'ni Dar-
buning aniqg yuqori va aniq quyi integrallarning ustma-ust tushishi
ma’nosidagi ta’'rifi bilan Rimanning intégral yig'indilar limiti ma’nosi-
dagi talriflarini o'zaro bog‘lashga yordam beradi. Chunonchi, bu
jumlalarda Darbuning quyi integrali quyi intégral yig'indilarning,
Darbuning yugori integrali esa yuqori intégral yig'indilarning limiti
ekani ko'rsatiladi.

Daslab, 6 - jumlaga qo'shimcha ravishda, quyi va yuqori yig‘indi-
laming berilgan bo'linishga qo'shimcha chekli sondagi nuqgtalar
go'shilgandagi o‘zgarishini baholaymiz.

8 - jumla. Berilgan f funksiya [ab\ kesmada chegaralangan
bo'lib, M bu funksiyaning [a,b] kesmada aniq yuqori va m esauning
anig quyi chegaralari bo‘lsin. Bundan tashqgari, P berilgan [a 6]
kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi va d = d(P)uning diametri bo‘lsin.

Agar P* bo'‘linish P bo‘linishga yangi N ta nuqgta o ‘shish bilan
hosil bo'lgan bo‘linish bo‘lsa, Darbuning quyi yig‘indilari

<s(f,P) + N(M —m)d(P) (6.3.24)
tengsizlikni va Darbuning yuqgori yig‘indilari esa
S(f,P) < S(f,P*) + N(M —m)d(P) (6.3.25)

tengsizlikni ganoatlantiradi.

Isbot. Ravshanki, (6.3.24) va (6.3.25) tengsizliklarni N — 1 da
isbotlash yetarli, chunki umumiy holga N marta bittadan nuqtalar
go‘shish bilan o‘tish mumkin.

Shuning uchun. masalan, (6.3.25) tengsizlikni TV = 1 da isbot-
laymiz.

Aytaylik, boshlang‘ich bo'linishP = {a —xg < xX\ < ... < xn=
b} ko‘rinishga ega bo'lib, yangi P* bol!linish (xm-i, xm) intervalda
yotgan bitta x* nuqtani, yani

Xm— ~ X < Xm

shartni ganoatlantiruvchi nugtani qo'shishdan hosil bo'lsin.
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Bunda Am = gismiy yarim interval ikkiga boiinadi,
ya'ni
Am — AmUAmMmM,
bu yerda A™n — \x )vaAm— [« mn)*
Ravshanki, bu go'shilishda (6.3.9) yig'indida fagat m - nomerli
bitta bad o‘zgaradi. Demak, xuddi 6 - jumla isbotidagidek ((6.3.19)
ga garang),

Stf,P)-Stf,P*) = {Mm-M'mA!xm+
+{Mm- M ")A"xm, (6.3.26)

bu yerda M'm va M'rh sonlar / funksiyaning mos ravishda A'm va
yarim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo‘lib, A'xm — x* —
Xxm-\ va A"Xm = xm- x*.

Nihoyat, 0'z-0‘zidan ko'rinib turgan

Mm- Mm< M —m, Mm- M" <M —m

tengsizliklarni hisobga olsak, (6.3.26) dan talab gilingan (6.3.25)
bahoni N = 1 da olamiz:

S(f,P) —S(f, P*) <

<O(M-m)A'xm+(M-rn)A"xm= (M-m)Axm < {M-m)d(P).

Demak, yugorida qayd gilinganidek, (6.3.25) tengsizlik ixtiyoriy
N uchun ham o‘rinli boiar ekan.
Xuddi shu singari (6.3.24) tengsizlik ham isbotlanadi.B
Ta'rif. Biror A haqiqiy soni berilgan bo‘Isin. Agar istaigane > 0
uchun shunday d > 0 topilsaki, ixtiyoriy P bo‘linish olganda ham
d(P) <6 shartdan
E(f,P) - A\ < e

tengsizlik kelib chigsa. A son Darbuning quyis(f, P) yigHndilarining
d(P) —0 dagi limiti deyiladi.

Xuddi shunga o‘xshab Darbuning yuqori S(f, P) yig!indilarining
d(P) -+ 0 dagi limiti aniglanadi.
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9 -jumla (Darbuning asosiy lemmasi). Berilgan f funksiya

[a, f§ kesm.ada aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. U holda, d(P) —

0 da Déarbuning quyi va yuqori yigHndilarining limti mavjud bo'lib,
quyi yig'indilar limiti Darbuning f funksiyadan olingan quyi integ-
raliga teng, ya'ni

lim s{f,P) = 1,
d(P)-M) P

yugori yigHndilari limiti esa Darbuning f funksiyadan olingan yuqori
integraliga teng, ya’'ni

lim S(f,P) = 7
d(P)-M)
bo‘ladi.
Isbot. Avval Darbuning yuqori yig'indilarini garaymiz. Istalgan
£ > 0 uchun shunday o6 = 6(e) > 0 topilishini ko'rsatamizki,
diametri 5 dan kichik bo'lgan ixtiyoriy P bo'linish uchun

I < S{f,P) <1 + e (6.3.27)

tengsizlik o'rinli bo'lsin.

Buning uchun aniq quyi chegara ta'rifidan foydalanamiz. Bu
ta'rifga ko'ra, istalgan e > 0 olganda ham shunday Pe bo:linish
topiladiki, u uchun

S{f,Pe) <7 + | (6.3.28)

tengsizlik bajariladi.

Aytayjik, N = N(e) son Pe bo:linish nugtalari soni bolsin. U
holda

5 -S(Ve)- %.ﬁ(l\/:r-ﬁ)r \(/6.3.29)

deymiz, bu yerda M orgali / funksiyaning [a 6] kesmadagi aniq
yugori chegarasi va m orgali esa bu funksiyaning anig quyi chegarasi
belgilangan (biz / o‘zgarmasga aynan teng emas deb hisoblashimiz
mumkin, shuning uchun, M —m > 0).

Endi P diametri d(P?) < ¢ shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
bolinish bolsin. Modomiki, 1 yuqori yig'indi {S(f, P)} lardan [a, 6]
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kesmaning barcha P bo'linishlari bo'yicha olingan aniq quyi chegara
ekan, biz tanlagan bo'linish uchun (6.3.27) da chapdagi tengsizlik
bajariladi. Shuning uchun, bu bcrlinish uchun (6.3.27) dagi qo‘sh
tengsizlikning o‘ng gismini isbotlash yetarli.

Tanlab olgan P bo'linishimizga Pe bo'linishning barcha nugta-
larini go'shishdan hosil boigan bollinishni P* simvol orgali belgi-
laymiz. U holda, 8 - jumlani go‘llab, (6.3.29) tanlashga ko‘ra,

S(f,P) < S(f,P*) + N &M —m)o = £(/,P*) + | (6.3.30)

tengsizlikni olamiz.
Agar P* bollinishni P£ bo'linishga P bo‘linishning barcha nug-
talarini go'shish bilan hosil bo'lgan deb garasak, 6 - jumlaga ko'ra,

S(f,P*) < S(f,Pe). (6.3.31)

Nihoyat, agar (6.3,30) tengsizlikda awal (6.3.31), so'ngra (6.3.28)
baholardan foydalansak,

S(f,P) < S(f,Ps) + e < I + e

tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, (6.3.27) dagi tengsizlikning o‘ng
tomoni ham bajarilar ekan.

Ravshanki, (6.3.27) tengsizlikdan Daxbuning joigori integrali Dar-
buning yuqori yig'indilarining limiti ekani bevosita kelib chigadi.

Xuddi shunga o‘xshab, Darbuning quyi yig'indilarining limiti
Darbuning quyi integrali ekani isbotlanadi.B

Darbuning asosiy lemmasidan Darbu ma’'nosida integrallanish-
ning navbatdagi yana bir kriteriysini olamiz.

10 - jumla. Berilgan [a, 6] kesmada chegaralangan f funksiya-
ning Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun Darbuning
quyi yig‘indilari limiti Darbuning yuqori yig‘indilan limitiga teng
bo‘lishi, ya'ni

(6.3.32)
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tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot bevosita 9 - jumla va Darbu ma’nosidagi integralning
(6.3.16) ta'rifidan kelib chigadi.

8§ 6.4. Riman integral! bilan Darbu ma’'nosidagi
integralning ustma-ust tushishi

1. Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi.

1. Ushbu paragrafdagi bizning asosiy magsadimiz - Darbuning
asosiy lemmasiga asoslanib Riman va Darbu integrallarining ustma-
ust tushishini kolrsatishdir.

6.4.1 - teorema. Berilgan f funksiya [a, 6] kesmada Riman
bo'yicha integrallanuvchi bo'lishi uchun uning shu kesmada Darbu
m,a’nosida integrallanuvchi bo'lishi zarur va yetarli. Bunda Riman
integrali Darbu ma’nosidagi integralga teng bo ‘ladi.

Isbot. 1) Dastavval / funksiya [a, 6] kesmada Darbu ma’'nosida
integrallanuvchi boiib,

P ={a= xg< xi < ..<xn—b}

shu kesmaning ixtiyoriy boiinishi bo'lsin.

Agar mikva M* lar orqali / funksiyaning \xk-1, Xk] gismiy kesma-
dagi mos ravishda aniq quyi va aniq yugori chegaralarini belgilasak,
£k € [xk-i,Xk\ nugtani ixtiyoriy tanlaganda ham

mk < f(£k) < Mk

tengsizlik bajariladi.
Bu go'sh tengsizlikni Ax kga ko'paytirib. k bo'yicha yig;ib chigsak,

<Mf,m) <s(f,p) (6.4.1)

tengsizlikni olamiz.
10 - jumlaga ko'ra, (6.4.1) ning chap gismida turgan Darbuning
quyi yig'indilari ham,uning o'ng gismida turgan Darbuning yuqori
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yigIndilari ham bitta limitga intiladi. Shuning uchun, (6.4.1) teng-
sizlikka asosan, integral yigindilar ham xuddi o‘sha limitga intila-
di. Bu esa, 0‘z navbatida, Riman integrali mavjud bolib, Darbu
ma’'nosidagi integralga tengligini anglatadi.
2) Endi / funksiya [o, 6] kesmada Riman bo'yicha integrallanuv-
chi bolib,
P={a=xqg<x\<..<xn—Db}

shu kesmaning ixtiyoriy bolinishi bolsin. Bu bolinish diametri-
ni d(P) orgaii belgilaymiz. Har bir [ajfc-i,#*.] kesmadan nugtani
shunday tanlaymizki,

(&) > MK - (6.4.2)

tengsizlik bajarilsin. Bundan tashgari, Ok £ [xk- i.0:*;] nugtani shun-
day tanlaymizki,

Ne ) < mk + 0 d (6.4.3)

tengsizlik bajarilsin.
Ikki (6.4.2) va (6.4.3) tengsizliklami birgalikda quyidagi

§ Ne ) - -tl)-:a< mk < Mk < /(&) + S—Qa
ko'rinishda yozish mumkin.
Bu go'sh tengsizlikni A xkga ko'paytirib, k bo'yicha yiglb chigsak,

MfdOk}) - d(P) < s(f,P) <

< S(f,P) < Mf-AHK}) + d(P) (6.4.4)

tengsizlikka ega bolamiz.

Ushbu tengsizlikning chap va 0‘ng tomonidagi integral yigIndilar,
/ funksiya Riman bo'yicha integrallanuvchi bolgani sababli, d(P)
0 da/ funksiyadan olingan Riman integraliga intiladi. Bundan chig-
di, xuddi shu limitga Darbuning quyi va yuqgori yiglndilari ham
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intiladi. Nihoyat, 10 - jumlaga asosan, bundan / funksiyadan olin-
gan Darbu ma’'nosidagi integral mavjud bo‘lib, u Riman bo'yicha
integralga tengligi kelib chigadi.i

2. Isbotlangan teorema «Darbu ma’'nosidagi integarl» degan
atamani tashlab, keyinchalik bunday integrallarni ham Riman in-
tegrali deyishga imkon beradi. Shuni aytish joizki, bu teoremaga
asosan, avval o'rnatilgan Darbu ma’nosida integrallanish kriteriysi
bir vaqtning o‘zida Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi ham
bo'ladi.

Eslatib o‘tamiz, mrik va simvollar orqgali mos ravishda (6.3.2)
va (6.3.6) tenglilar bilan aniglangan sonlar belgilangan edi.

6.4.2 - teorema (Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi).
Chegaralangan f funksiyaning [a, 6] kesmada Riman bo‘yicha integ-
ralanuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy e > 0 olganda ham shu kesmani

quyidagi
n

Y'XMk - mk)Axk < e (6.4.5)
k=i
tengsizlikni ganoatlantiruvchi P bo‘linishining topilishi zarur va
yetarlidir.
Isbot 0‘z-0‘zidan ko'rinib turgan

n
S(f,P) - s(3,P) = YAM(Mk- rmk)Axk
fo=i

tenglik va 7 - jumladan bevosita kelib chigadi.
Yugoridagi kriteriy Riman integralining navbatdagi muhim xos-
salarini isbotlashga imkon beradi.

6.4.3 - teorema. Agar/ funksiya [a 6] kesmada integmllanuv-
chi bo‘lsa, bu funksiya istalgan [c,d] C [o, 6] kesmada ham integral-
lanuvchi bo'ladi.

Isbot. Berilgan/ funksiya [a, 6] kesmada integrallanuvchi bo'lib,
[cd\ C [a b bodsin. Integrallanish kriteriysiga (6.4.2 - teorema)
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ko'ra, ixtiyoriy e > 0 olganda ham [a, ] kesmaning shunday Pe
boiinishi topiladiki,uning uchun navbatdagi baho bajariladi:

S(f,Pe) - s(f,Pf) < £ (6.4.6)

Agar biz P£ boiinishga ikki ¢ va d nugtalarni qo‘shsak, 7 - jumla-
ga asosan, yugori yig'indilar fagat kamayishi va quyi yig'indilar esa
fagat oshishi mumkin. Shuning uchun (6.4.6) tengsizlik saglanadi.
Demak, umumiylikni saglagan holda, biz Pe boiinish c va d nugta-
larni 0!z ichiga oladi deyishimiz mumkin.

Shunday ekan, P£ boiinishning [c, d] kesmada yotuvchi nugtalari
[c,d] kesmaning biror P* boiinishini hosil giladi. Bundan tashqari,
shubhasiz,

S(f,n - S(J,P*) < S(f,Ps) - s(f.P£). (6.4.7)

Agar (6.4.6) va (6.4.7) tengsizliklarni birgalikda garasak, [c,d]
kesmaning P* boiinishiga mos kelgan Darbuning yuqgori S(f,P*)
va quyi s(J, P*) yig'mdilari uchun quyidagi

- s(f,P*) < e

tengsizlikni olamiz. Demak, 6.4.2 - teoremaga asosan, / funksiya
[c. d| kesmada integrallanuvchidir.m

Natija. Agar f funksiya [a, D\ kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
ixtiyoriy ¢ € (a, b) uchun bu funksiya [a, c] va [c, § kesmalarda ham
integrallanuvchi bo ‘lib,

c b c
J tpodx = ) feodx Jf(x)dx (6.4.8)

a a b

tenglik bajariladi.

Eslatma. Mazkur tasdiq 6.2.2 - teoremaga teskari tasdiqgdir.
0 ‘sha teoremada (6.4.8) tenglik a < b < ¢ munosabatni ganoat-
lantiruvchi har ganday a, b, ¢ sonlar uchun isbotlangan edi. Biz in-
tegralni uning yugori chegarasi quyi chegarasidan kichik boigauda
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shunday aniglashimiz murnkinki, natijada (6.4,8) tenglik istalgan
a, b,c sonlar uchun o'rinli bo'ladi. Chunonchi. agar a < b bo‘lsa,

a b

JMax — — ] f0dx (6.4.9)
b a

deymiz.

Ravshanki, integralni bunday aniglashimizda (6.4.8) tenglik har
ganday a,b,c hagigiy sonlar uchun o‘rinli bo'ladi (albatta, bunda
integral ostidagi funksiya mos integrallash oraliglarida aniglangan
bo'lishi zarur).

Shuni alohida gayd etish joizki, integralning yuqori chegarasi
quyi chegarasidan kichik bo'lgan vagtda (6.4.9) tenglik isbotlan-
masdan, fagat chapdagi integralning ta'rifi sifatida gabul gilinadi.

3. Agar funksiyaning kesmadagi tebranishi tushunchasini Kirit-
sak, (6.4.5) integrallanish kriteriysini boshga (matematik adabiyot-
larda ko'p uchraydigan) ko‘rinishda yozish mumkin.

Ta'rif. Faraz qilaylik, A sonlar o‘gidagi ixtiyoriy kesma bo'lib,
u berilgan f funksiyaning aniglanish sohasiga kirsin. U holda f
funksiyaning A kesmadagi tebranishi deb quyidagi kattalikka ayti-
ladi:

u(f, A) = sup  /(*)-I(y)]- (6.4.10)
xeA, y&A
Masalan, agar f{t) funksiya temperaturaning vaqgtga bog'ligligini
ko'rsatsa va A orqali 24 soatga teng bo'lgan vaqt intervalini belgi-
lasak, (6.4.10) kattalik temperaturaning bir kecha-kunduzdagi o'rta-
cha tebranishlarini anglatadi.
Biror kesmadagi funksiyaning tebranishiuning shu kesmadagi
aniq yugori va aniq quyi chegaralarining ayirmasiga tengligini tek-
shirish giyin emas:

u(f, A) = sup f(x) - inf f(y). (6.4.11)

Tebranish tushunchasidan foydalanib, 6.4.2 - teoremani nav-
batdagi ko'rinishda keltirish mumkin.
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6.4.2* - teorema (Riman bo'yicha integrallanish kriteriysi).
Chegaralangan f funksiyaning [a, 6] kesmada Riman bo‘yicha integ-
rallanuvchi bo‘Ushi uchun ixtiyoriy e > 0 olganda ham berilgan
kesmaning shunday

P = {a—xo0 < Xi< ..<xn= b}

bo‘linishi topilib, u uchun

n
Y~oj(f,AKAxk < £ (6.4.12)
fc=i

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli, bu yerda A& = \xk-i £&]m
2. Murakkab funksiyaning integrallanishi.

Ta'rif. Agar g funksiya \A B] kesmada aniglangan bo'‘lib, shun-
day o‘zgarmas L > 0 topilsaki, istalgan ikki x G [A, B\ vay G [A, B]
nugtalar uchun

B0 - g\ < L—n (6.4.13)

tengsizlik bajarilsa, g funksiya berilgan kesmada Lipshits shartini
ganoatlantiradi deyiladi.
6.4.1 - misol. Ushbu

g(x) = I®]

funksiya butun sonlar o‘gida Lipshits shartini qanoatlantiradi. Haqi-
gatan,

\g(x)-g(Y)\ = WA - W < I® U,
ya'ni (6.4.13) shart L = 1 o'zgarmas bilan bajarilar ekan.
6.4.2 - misol. Ushbu

g(x) = x2
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funksiya sonlar o'gidagi ixtiyoriy kesmada Lipshits shartini ganoat-
lantiradi. Hagigatan, agar jig < M va VA< M bo'lsa,

B(x) - 9(y)l = I+ W-\x-y\ < 2M\x - W\

ya'ni (6.4.13) shart L = 2M o‘zgarmas bilan bajarilar ekan.
Ravshanki, biror kesmada Lipshits shartini ganoatlantiruvchi
har ganday funksiya shu kesmada uzluksiz ham bo'ladi. Hagigatan,
agar y -» x bo'lsa, (6.4,13) shartdan g(y) -> g(x) kelib chiqa-
di, qaysiki 0‘z navbatida, g funksiyaning x nuqtadagi uzluksizligini
anglatadi. Bu tasdigning teskarisi o'rinli emas, albatta. Masalan,

g(x) = ylx, O0<x<1

funksiya [0,1] kesmada uzluksiz, ammo u shu kesmada Lipshits shar-
tini ganoatlantirmasligini ko'rish giyin emas.

Eslatma. Agar C[a, 6 simvol orgali [a £ kesmada uzluksiz funk-
siyalar to:plamini, C I[a, K\ simvol orgali [a,b] kesmada uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi funksiyalar to'plamini va nihoyat, Lip[a, 6] simvol
orgali [a b] kesmada Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiyalar
to'plamini belgilasak, u holda quyidagi munosabat o'rinli bo:ladi:

Crl[a,6] C Lip[a,§ C C[a, bl (6.4.14)

0 ‘ng tomondagi tegishlilikni biz yugorida ko'rsatgan edik. Chap-
dagi tegishlilik Lagranj formulasidan va C I[a bl dan olingan ixti-
yoriy g funksiyaning hosilasi, Veyershtrassning birinchi teoremasiga
ko'ra, [a 6] kesmada chegaralanganligidan kelib chigadi. Hagigatan,
ma’lumki,

g(x) —g(v) ~ g'(0(x ~ y)>
shuning uchun
\g(xX) -g(v)\ < M\x-y\,

ya'ni Cl[a b\ dan olingan har ganday funksiya Lipshits shartini
ganoatlantirar ekan. Yugqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki,
(6.4.14) dagi har ikkala tegishlilik gat’iydir.
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6.4.4 - teorema. Berilgan ip funksiya [a, b] kesmada integral-
lanuvchi bo‘lib,uning giymatlari biror [A, B] kesmaga tegishli bo‘lsin.
Agar g funksiya [A, B] kesmada Lipshits shartini ganoatlantirsa,

f(x) = gl<p(], a<x <b, (6.4.15)

murakkab funksiya ham [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot. Lipshits shartiga ko'ra, [a, 6] kesmaning ixtiyoriy P ~
{a = xg < X\ < .. < xn = b} bo'linishi olinganda hamda €
[xk-i,Xk] va Gk £ [xk-i,xk] nugtalar ixtiyoriy tanlanganda ham
quyidagi

1/(&)-1(»?fc)l = 9[<P"K)}-OMVK)} < L\<p(EK)-<p(VK)I < AK)

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonida ip funksiya-
ning Ak = Wk-i,xk] gismiy kesmadagi tebranishi turibdi.
Demak,
uj(f, Af) < L-w(<p, Af). (6.4.16)

Shunday ekan, (6.4.16) ni Axk ga ko'paytirib, k bo'yicha 1 dan
n gacha yig'ib chigsak,
n n
53«(/,AfgAxk < LY~ u{ip,AKAxk (6.4.17)
0 frol k- 1

bo'ladi.

Shartga ko‘ra ip funksiya integrallanuvchi edi. Bundan chiqdi,
(6.4.17) ning o‘'ng tomonini, P bo'linishni tanlash hisobiga, istalgan
e > 0 dan kichik gilish mumkin. Demak, / funksiya ham integral-
lanuvchi bo'lar ekan.H

1 - natija. Agar P(t) ixtiyoriy ko‘phad bo‘lib, f funksiya [a, 6]
kesmada integrallanuvchi bo'ka, g(x) = P\f(x)] murakkab funksiya
ham [a, b} kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Ravshanki, P(t) ko'phad uzluksiz differensiallanuvchi funksiya
bo‘lganligi sababli sonlar o‘qgining istalgan kesmasida Lipshits shar-
tini ganoatlantiradi. Demak, natija 6.4.4 - teoremadan kelib chigadi.
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2 - natija. Biror kesmada integrallanuvchi ikki funksiya ko‘payt-
masi ham shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.
Agar

e fg = \[(f+g)2 - (f-9)2Z
tenglikni e'tiborga olsak, isbot, 0‘ng tomonning, yugorida qayd gilin-
ganidek, integrallanuvchi ekanidan kelib chigadi.
3 - natija. Agar f funksiya [a, 6] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
I/l funksiya ham shu kesm,ada integrallanuvchi bo‘lib, quyidagi teng-
sizlik bajariladi:
b b
J ipydx < ] \fpordx. (6.4.18)

a a

Isbot. Berilgan/ funksiya [a bj kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.
Ma'lumki, g(x) = M\ funksiya sonlar o'gining istalgan kesmasida
Lipshits shartini ganoatlantiradi. Bundan chiqdi, 6.4.4 - teorema-
ga asosan, g[f(x)] = [/(&)] murakkab funksiya ham [ab\ kesmada
integrallanuvchi bo'ladi.

Endi (6.4.18) tengsizlikni isbotlash goldi xolos. Buning uchun

S < () < N
tengsizlikni integrallab, 6.2.2 - teoremadan foydalanamiz. Natijada,

b b b

- Jdoadx <j [®)dx < I \(x)\dx

a a a

tengsizlikni olamiz, gaysiki, shubhasiz, (6.4.18) tengsizlikka teng
kuchlidir.B

Shuni aytish kerakki, teskari tasdig o'rinli emas, ya'ni |/(.t)]
funksiyaning integrallanuvchi ekanidan f(x) funksiyaning integral-
lanuvchi ekani, umuman aytganda, kelib chigmaydi.

6.4.3 - misol. Agar D(x) Dirixle funksiyasi bo'‘lsa,

f(x) = 2Dix) - 1
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funksiyani gqaraymiz. Ravshanki,

£(x) 1, agar x ratsional bo!lsa,
X) =
—1, agar x irratsional bo'lsa.
Shuning uchun, j/ (cc)j = 1 funksiya integrallanuvchi bo'‘lsa~da,
/ funksiya integrallanuvchi boimaydi (aks holda Dirixle funksiyasi
D(x) [1 + f{x)J/2 harn integrallanuvchi bo'lar edi).

8 6.5. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari

1. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. Integ-
rallanish kriteriysining (6.4.2 - teorema) sodda natijasi sifatida ix-
tiyoriy monoton funksiyaning integrallanuvchi ekanini ko'rsatamiz.

6.5.1 - teorema. Kesmada monoton bo‘lgan har ganday funksiya
shu kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘ladi

Isbot. Aniglik uchun / funksiyani [a, 6 kesmadao‘suvchi bo‘lIsin,
deylik. Bunda, albatta, f(a) < f(b) desak bo'ladi (agar f(a) —
f(b) bo'lsa, / funksiya qaralayotgan kesmada o'zgarmas boiib, u,
6.1.1 - misolda ko‘rsatilganidek, integrallanuvchi bo'ladi). Bundan
tashgari, P - {a — xq < % < .. < xn - 6} berilgan kesma-
ning ixtiyoriy boiinishi bo‘lib, d(P)uning diametri boisirt. U holda,
ravshanki, ixtiyoriy gismiy yarim interval [xu-i, Xf.) uchun quyidagi
munosabat o'rinlidir:

f(xk=i) = mk < Mk < f(xK), (6.5.1)

bu yerda nit va .Mt sonlar mos ravishda (6.3.2) va (6.3.6) tengliklar
bilan aniglangan aniqg chegaralardir. Demak,

Mk-m k< f(xk)- f(xk 1)

va shuning uchun,
22[Mk-m KAxk < d(P) Y).f(xk)~f(xk-1] = d(P)[f(b) - f(a)].

fc=i fc=i
(6.5.2)
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Agar istalgan e > 0 uchun

A=i(£) “ /(&)-1(<.)

desak, diametri d(P) < 6 bo'lgan har ganday P bo'linish uchun
(6.5.2) dan (6.4.5) baho kelib chigadi. Bundan chiqdi, 6.4.2 - teo-
remaga asosan, / funksiya integrallanuvchi bo'lar ekan.B
Agar / funksiya [a B\ kesmada aniglangan bo‘lib, bu kesmaning
shunday
P—{a=Xg< xX\<X2< —< xn= b}

bo'linishi mavjud bo'lsaki, / funksiya har bir gismiy (xk-i,Xk) kesma-
da monoton bollsa, u holda / funksiyani qaralayotgan kesmada
bo'lakli monoton deymiz.

Natija. Kesmada bo‘lakli monoton bo‘lgan har ganday funksiya
shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi.

Hagigatan, isbot 6.2.2 - va 6.5.1 - teoremalardan bevosita kelib
chigadi.

2. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi. Uzluk-
siz funksiyalarning integrallanuvchanligi tekis uzluksizlik tushun-
chasi yordamida o‘rnatiladi.

Ta'rif. Agar ixtiyoriye > 0 son olganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, har ganday X\ € E va X2€ E nugtalar uchun

i - x2\< 6 /(&) - f(x2)] < e (6.5.3)

implikatsiya o‘rinli bo‘lsa, f funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz
deyiladi.

Shubhasiz, E to'plamda tekis uzluksiz bo‘lgan har ganday
funksiya E to‘plamning har big nugtasida uzluksiz bo'ladi. Agar E
ixtiyoriy t,0'plam bo'lsa, teskari tasdiqg o'rinli emas, albatta. Lekin E
to'plam kesma bo'lganda, natija boshgacha bo‘lar ekan. Ghunonchi,
ixtiyoriy kesmada berilgan funksiyalar uchun uzluksizlik va tekis
uzluksizlik tushunchalari ustma-ust tushadi.
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6.5.2 - teorema (G. Kantor). Kesmada uzluksiz bo‘lgan har
ganday funksiya shu kesmada tekis uzluksizdir.

Isbot. Berilgan / funksiya [ab] kesmada uzluksiz bo'lsin. Bu
funksiyaning tekis uzluksiz ekanini teskarisini faraz gilish yo'li bilan
isbotlaymiz. Shunday qilib, / funksiya [o, bl kesmada tekis uzluksiz
bo'Imasin deylik. Bundan chiqdi, quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
£0 > 0 son topiladi:

ixtiyoriy 6 > 0 son olganda ham, uning ganday kichik bo‘lishidan
gatiy nazar, [a 6] kesmadan doim shunday ikki x' va x" nugtalar
lopiladiki, ular uchun

WX - x"\ < § (6.5.4)

bo'lib, f funksiya uchun esa, (6.5.3) tengsizlikka teskari tengsizlik
bajariladi, ya'ni

\f(x') - f{x)\ > £o. (6.5.5)
(6.5.4) da 5 ning ixtiyoriy musbat son ekanligidan foydalanib,
unga ketma-ket 5n = —qumatlarnl beramiz. (6.5.4) va (6.5.5) teng-

sizliklarga asosan, har blr shunday 5n uchun [a, 6] kesmadan shunday
ikki Xn va @' nugtalar topiladiki.

K “ <\ < ~ (6.5.6)

bo'lib,
1/(0-/(O1 > (6.5.7)
tengsizlik bajariladi.

Bolsano-Veyershtrass (2.4.1 - teorema) teoremasiga asosan, {xIn}
ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mum-
kin. Belgilashlarda chalkashmaslik magsadida, gismiy ketma-ketlikni
gayta nomerlab, {x'n} ketma-ketiikning o‘zi biror ¢ € [a 6] songa
intiladi deyishimiz mumkin. U holda, (6.5.6) bahodan, {x'ri} ketma-
ketlikning ham xuddi shu c soniga yaginlashishi kelib chigadi. Shart-
ga ko'ra. / funksiya [a b] kesmaning har bir nuqtasida uzluksiz edi.
Shuning uchun,

l«) -*1I(c), [/«) /(c), n->00,
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bu esa (6.5.7) tengsizlikka ziddir.B

Funksiya tebranishi tushunchasidan foydalanib (oldingi bandga
garang), funksiyaning kesmadagi tekis uzluksizligi ta’rifini quyidagi
ko'rinishda ham keltirish mumkin. Biz JA] simvol orgali A kesma-
ning uzunligini belgilaganimizni eslatib o'tamiz.

6.5.1 - tasdiq. Berilgan / funksiyaning [a,bj kesmada tekis
uzluksiz bo‘Ushi uchun istalgan e > 0 olganda ham shunday 8 >
0 son topilib, uzunligi 8 dan kichik bo‘lgan har gqanday A C [a,b]
kesmada f funksiyaning tebranishi e dan kichik bo‘lishi zarur va
yetarlidir, ya'ni istalgan A C [a b kesma uchun quyidagi implikat-
siyaning bajarilishi zarur va yetarli:

Al < 8 u(f, A) < e. (6.5.8)

Darhagigat, agar A = \xi:x\\ desak, E = [a,b] bo‘lgan holda
(6.5.3) va (6.5.8) implikatsiyalaming teng kuchliligiga shubha yo‘q.

6.5.3 - teorema. Kesmada uzluksiz bo‘lgan har ganday funksiya
shu kesmada integrallanuvchidir.

Isbot. Berilgan / funksiya [a, B\ kesmada uzluksiz bo'lsin. U
holda, 6.5.3 - teoremaga ko‘ra, u shu kesmada tekis uzluksiz ham
bo‘ladi. Shunday ekan, ixtiyoriy e > 0 olganda ham shunday 8 > 0
topiladiki, u uchun (6.5.8) implikatsiya o‘rinli bo'ladi.

Endi P = {a —x0 < *I < ... < xn-i < xn = b} orgali [ab]
kesmaning shunday bodinishini belgilaylikki,uning diametri 8 dan
kichik bo'lsin, ya’'ni ixtiyoriy k = 1,2,...,« uchun Xk —Xk-i < 5
bo'lsin. U holda, (6.5.8) shartga ko'ra,

W(/, Afc) < £
tengsizlik bajariladi.
Demak,
n n
5>(/,Afc)Aa* < E e wmAxk —e(b—a). (6.5.9)

k—1 &=1
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Mazkur bahodan, P bo'linishni tanlash hisobiga, (6.5.9) ning
chap tomoniaagi ifodani istalgancha kichik gilish mumkinligi kelib
chigadi. Bu esa/ funksiyaning [a, b] kesmada integrallanuvchi ekani-
ni anglatadi (6.4.2* - teoremaga garang).H

Agar / funksiya berilgan kesmaning, oshib borsa biror chekli
sondagi nugtalaridan tashqari, barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lib,
o‘sha chekli sondagi nuqgtalarda birinchi tur uzilishga ega boisa,
bunday funksiyani garalayotgan kesmada bo‘lakli uzluksiz deymiz.

Natija. Kesmada bo‘lakli uzluksiz bo'lgan har ganday funksiya
shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Hagigatan, ravshanki, har ganday bo'lakli uzluksiz funksiyani
biri uzluksiz va ikkinchisi pog'onasimon bo'lgan ikki funksiyayig‘indi-
si sifatida yozish mumkin. Ma’'lumki, bunday ikki funksiyaning har
biri integrallanuvchi bo'ladi. Demak. ularning yig'indisi ham integ-
rallanuvchidir.

3. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan integral. Agar /
funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, 6.4.3 - teoremaga
ko'ra, u istalgan kichikrogq kesmada ham integrallanuvchi bo‘ladi
va demak, ixtiyoriy x € [a, 6 uchun quyidagi funksiyani aniglash
mumkin:

X

(6.5.10)
a

Mazkur (6.5.10) funksiya yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo‘lgan
integral deyiladi.

Agar / funksiya [ab\ kesmada integrallanuvchi bo‘lsa. (6.5.10)
integral shu kesmada uzluksiz funksiya bo'lishini ko'rsatish giyin
emas. Biz bundanda kuchliroq natijani, ya'ni gayd gilingan integral
[a, 6] kesmada Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiya ekanini
isbotlaymiz.

6.5.4 - teorema. Agar f funksiya [ab\ kesmada integrallanuv-
chi bo‘lsa, yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integral shu
kesmada Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiya bo‘ladi.
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Isbot. Agar / funksiya [a b kesmada integrallanuvchi bo'lsa,
6.1.1 - teoremaga ko'‘ra, u shu kesmada chegaralangan bo'ladi, ya'ni

FCON < M, a<x <b.

Shuning uchun, (6.4.12) tenglikni va (6.4.22) bahoni hisobga
olib, a<x <y <b bo‘lganda talab gilingan natijaga ega bo'lamiz:

iy y y
\F(Y)—FOO\ = \jf(t)dt < j\f(t)\dt< IMdt = M\y-x\. H

\X X X

Riman bo'yicha integrallanuvchi har qanday / funksiya uchun
biz vuqori chegarasi o'zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integralni [a, H
kesmaning har bir nugtasida differensiallanuvchi bo‘ladi deya ol-
maymiz. Ammo / funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtalarda hosila mav-
jud bo‘lib, u/ ning shu nuqtadagi giymatiga. teng bo'ladi.

6.5.1 - misol. [—1,1] kesmada berilib, x = 0 nuqtada birinchi
turdagi uziiishga ega bo'lgan

0, agar —1 < x < 0 bo'lsa,

f(x)
1 agar 0< x < 1bo'lsa,

funksiyani garaymiz. Sodda hisoblashlar shuni ko'rsatadiki, unga
m.os yugqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan

Fix) =j f(t)dt
-

integral quyidagicha aniqlanadi:

Bevosita bu tenglikdan F(x) funksiyaning noldan fargli barcha
nuqtalarda differensiallanuvchi bo'lib, x ~ 0 nuqtaning o‘zida esa
differensiallanuvchi emasligi kelib chigadi. Bu hoi tasodifiy emas,
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chunki integral ostidagi funksiya aynan x — 0 nugtada uzilishga ega
bolib, golgan barcha nuqtalarda uzluksizdir.

6.5.5 - teorema. Apar f funksiya [ab\ kesmada integrallanuv-
chi bo‘lib, biror ¢ G [a b nugtada uzluksiz bo‘lsa, yuqori chegarasi
0 ‘zgaruvchi boYgan (6.5.10) integral ana shu ¢ nuqtada hosilaga ega
bo‘ladi va quyidagi tenglik bajanladi:

F'(c) = /(c).

Isbot. Shartga ko'ra, / funksiya [a, 6] kesmada integrallanuvchi
bolib, ¢ nuqtada uzluksiz bolsin. Bundan chiqdi, ixtiyoriy e > 0
uchun shunday 8 > 0 topiladiki,

jx —c\<8 bo‘lganda \f(x) —/(c)] < e boladi. (6.5.11)
Earaz gilaylik, c+h G [a, b] bolsin. Navbatdagi tenglikni garaymiz:
c+h c+h
F(c+ h) —F(c) ... —\ €' -
o -1(c) —\f I dx—f (©) =j¢ ] [F(0)-f(c)lde.

Agar 0 < W\ < 8 bolsa, (6.5.11) ga kola, oxirgi integralda
integral ostidagi funksiya absolyut giymati bolyicha e dan katta
bolmaydi. Shuning uchun,

c+h

Hc+h)-F(cl_m
h <£fm ll‘}jx

Demak,

h->0 h ;
ekan.n
Natija. Agar / funksiya [ab\ kesmada uzluksiz be‘lsa, yuqori
chegarasi o‘zgaruvchi bo'lgan (6.5.10) integral shu kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi tenglik bajanladi:

dt — f{x), a<x <b.
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Shunday qilib, biror kesmada uzluksiz bo'lgan ixtiyoriy funksiya
shu kesmada boshlang'ich funksiyga ega bo‘lishi isbotlandi. Xusu-
san, 3.6.9 - teoremaga ko‘'ra, har qanday f(x) elementar funksiya
boshlang'ich funksiyaga ega. Bunday boshlang'ich funksiya sifatida
biror tayinlangan a nuqta bilan quyidagi

X
(6.5.12)

funksiyani olish mumkin.

Elementar funksiyalarda integrallanmaydigan f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi ba’zi muhim hollarda maxsus funksiya deb
ataladi. Bunday maxsus funksiyalar gatoriga, masalan, integmllan-

gan sinus:
X

0

hamda xatolar funksiyasi (error function):

X

kiradi.
4. Aniq integrallarni hisoblash qoidalari.

6.5.2 - tasdiq (o‘zgaruvchini almashtirish qoidasi). Beril-
gan g funksiya [a,/3\ kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,
uning giymatlar to‘plarni [a, 6] kesma bo‘lsin. Bundan tashqari,

g(@ = a 9d(3) = b

tengliklar bajarilsin.
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Apar f funksiya [a, 6] kesmada uzluksiz bo‘lsa,
b 3
J f(x) dx = J flg{t)]g'(t)dt (6.5.13)
a a

tenglik o ‘rinli bo‘ladi.

Isbot. 6.5.5 - teoremaning natijasiga ko'ra, / funksiya F bosh-

lang'ich funksiyaga ega. Shunday ekan,
D) = F\g)], a<t <R,
murakkab funksiya
d'*) = FrmwWtt) = f\g(t)g'(t)
hosilaga ega. Demak, Nyuton-Leybnits formulasiga asosan,

R R
J f[9{D)]g'(t)dt = J &{t)dt= P(3) - P(a) =

a a

b
®= F[g(R)} - F\g(@] = F(b) ~ F(@ = J f(x)dx.

a

6.5.2 - misol. Integralni hisoblang:

[

f sin2ee

1 = / — =dx
J cos4 X
0

n

Agar t = tgx almashtirish bajarsak, quyidagi natijani olamiz:
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6.5.3 - tasdiq (bo'laklab integrallash qoidasi). Agaru vav
funksiyalar [a, 6] kesmada differensiciUanuvchi bo‘lib, ularning hosi-
lalari shu kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, quyidagi tenglik bajarila-
di:

_h b
J u)v'(x)dx = u(x)v{x) |. - \Jv(x) u'(x) dx. (6.5.14)

a a

Isbot. Ravshanki, u(x)v(x) ko‘paytma
u(x)v'(x) + ul\x) v(x)
funksiya uchun boshlang'ich funksiyadir. Demak, Nyuton-Leybnits
formulasiga ko'ra,
b
JIUG)V (X)) + u'(X)v{x)] dx — u(x)v(x)
a

Eslatma. (6.5.14) formula o‘ng tomonidagi birinchi had integ-
raldan tashgari, had deyiladi.
6.5.3 - misol. Integralni hisoblang:

2
I —j xInxdx.
i
Agar u = In® va dv = xdx deb. bo‘laklab integrallash qoidasini
go'llasak, quyidagi natijani olamiz:

£ JBda: , . C 21n2_?£{

6.5.4 - tasdiq (integral ko‘rinishdagi qoldiq hadli Teylor
formulasi). Agar n manfiy bo‘lmagan butun son bo'lib, f funksiya
a nugtaning biror atrofida (n + 1) marta uzluksiz differensiallanuvchi
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boba, n holda o‘sha atrofdan oiingan har ganday x uchun quyidagi
tenglik bajariladi:

m = [a)+f(a)(x- a+ + ..+
X
+h A® -~ vnfin+tl) W dt (6.5.15)

a

Isbot. Agar « = 0 bo'lsa, (6.5.15) tenglik
X
fx) = /(@) +3 f(t) at

ko'rinishga kelib, Nyuton-Leybnist formulasi bilan ustma-ust tusha-
di. Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun

I(*) = [(a)+/(a)(~-a)+r(a)r~+ . .+/i"-D()N ~° )N jl+
X

(6'516)

a

tenglik o'rinli deb faraz qilib, bundan (6.5.15) tenglikni keltirib
chigaramiz. Ana shu magsadda (6.5.16) dagi integralni bo'laklab
integrallaymiz:

(n —1)! o

{n —1)! n 1 {© n 1 14 *

(x—a)T
n\
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Hosil bo‘lgan ifodani (6.5.16) ga qo'ysak, talab gilingan (6.5.15)
tenglikni olamiz,

5. 0 ‘rta giymat formulasi. Biror ja, b] kesmada integrallanuv-
chi bo‘!lgan / funksiyani garaymiz.

Ta'rif. Berilgan f funksiyaning [a,b] kesmadagi o (rta giymati
deb quyidagi kattalikka aytiladi:

b
= thij fNe dx- (6-5-17)
a
Masalan, agar [a, B\ kesmani uzunligi | = (b—a) ga teng bo‘lgan

biror metal g'o'laning matematik ideallashtirilgani deb garab, funksi-
yaning f(x) giymatini x € [a, 6] nugtadagi temperatura desak, u
holda (6.5.17) kattalik metal g'o‘laning o'rtacha temperaturasini
anglatadi. Shubhasiz, agar / funksiya o‘zgarmas bo'lsa, ya'ni f(x) =
c desak, o'rtacha giymat ham c ga teng bo'ladi.

Ushbu misolda g‘o‘la bir jinsli deb faraz gilingan edi. Bordi-yu
g'o'laning zichligini o‘zgaruvchi deb,uning x nuqgtadagi giymatini
p(x) ga teng desak, u holda o‘rtacha giymat sifatida quyidagi kat-

talik olinadi:
b

ep(l) = f f{x) p(x) dx, (6.5.18)
a
bu yerda
b
I(p) = J p(x)dx. (6.5.19)
a

Odatda p(x) > O va I(p)> 0 deb faraz gilinadi.

Shuni aytish kerakki, bu umumiy holda ham o'zgarmasning o'rta-
cha giymati o'sha songa teng o'zgarmas bo‘ladi.

Matematik adabiyotlarda o'rta giymat hagidagi teorema odatda
navbatdagi ko'rinishda keltiriladi.

6.5.6 - teorema. Berilgan f va p funksiyalar [a b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lib, p quyidagi shartni ganoatlantirsin:

p(x) >0, a<x<h (6.5.20)
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Apar
™) = a QE-O = a%('lpb (6.5.21)
desak,

m(f) < p <M(f) (6.5.22)
shartni ganoatlantiruvchi shunday v, son topiladiki, n uchun quyidagi
tenglik bajariladi:

b _b
J teopydx= p ] ppoydx. (6.5.23)

a a

Isbot. Yuqoridagi (6.5.21) belgilasbga ko'ra, barcha x € [ab\
lar uchun
m(/) <f(x) <M (f)
tengsizlik o'rinli. Bu qo'sh tengsizlikni hadma-had p(x) > 0 ga
kcrpaytiramiz:

M) o) < fix) mix) < M) -pfx).
Endi bu tengsizlikni integrallasak,
O
mif)-1{p) < J f{x)p(x)dx< M(f)-1{p) (6.5.24)
B

boiadi, bu yerda I{p) (6.5.19) tenglik bilan aniglangan kattalikdir.
Agar lip) > 0 bo'lsa,
b
p - J fix) pix) dx (6.5.25)
a
deb belgilaymiz. Buday aniglangan p soni uchun (6.5.23) tenglik o‘z-

o‘zidan ko'rinib turibdi. Bundan tashqari, (6.5.22) shart bevosita
(6.5.24) dan kelib chigadi.
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Bordi-yu I(p) — 0 bo'lsa, (6.5.24) tengsizlikka ko'ra, (6.5.23)
tenglikning harikki tomonidagi integrallar nolga teng bo'lib, (6.5.23)
tenglik, albatta, istalgan /i uchun bajariladi.B

1 - eslatma. Agar/(p) > 0bo‘lsa, (6.5.18) tenglik bilananiglan-
gan o‘rta giymat uchun quyidagi ikki tomonlama baho o'rinli bo'ladi:

m(f) < Ep(f) < M(f). (6.5.26)

Hagigatan, (6.5.18) va (6.5.25) tengliklarga ko'ra ji = Ep(J).
Demak, (6.5.22) va (6.5.26) bahoiar ustma-ust tushar ekan.

Shunday qilib, har ganday funksiyaning (6.5.18) ko'rinishdagi
o'rta giymati bu funksiyaning aniqg yuqori va anig quyi chegaralari
orasida yotadi.

1 - natija (birinchi o‘rta giymat formulasi). Agar 6.5.6 -
leoremada f funksiya [a, 6] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda beril-
gan kesmada shunday £ nugta topiladiki, u uchun quyidagi formula
o‘rinli bo'ladi:

J f0pxydx= 1(£) Jp(x) dx. (6.5.27)

Ushbu formulani isbotlash uchun awvval kesmada uzluksiz har
ganday funksiya shu kesmada o'zining maksimum va minimum-
lari orasida yotgan barcha giymatlarni gabul qilishini ko'rsatamiz.
Hagigatan, Veyershtassning ikkinchi teoremasiga binoan (3.5.5 -
teorema), [a bl kesmada shunday a va R nuqtalar topiladiki, ular
uchun

m(/) = min f(x) = f(a), M(f) = max f(x) = f(B)

bo'ladi. Shunday ekan, 3.5.3 - teoremaga ko‘ra, (6.5.22) shartni
ganoatlantiruvchi har ganday /i son uchun shunday £ e [a, R3] nug-
ta topiladiki, u uchun /(£) = B tenglik baiariladi. Demak, (6.5.27)
tenglik (6.5.23) dan kelib chigadi.
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Agar (6.5.27) formulada p(x) = 1 desak, sodda almashtirishiar-

dan keyin,
b
(6.5.28)
a

tenglik hosil boiadi. Demak, [a, b] kesmada uzluksiz boigan funksiya
0'zining o‘rta giymatini shu kesmaning biror nugtasida gabul giladi.
Odatda ana shu (6.5.28) formulani birinchi o‘rta giymat formulasi
deb atashadi.

2 - natija (ikkinchi o‘rta giymat formulasi). Berilgan [a, b
kesmada uzluksiz f funksiya va differensiallanuvchi g funksiya beril-
gan bo‘lsin. Bundan tashqari, g funksiyaning hosilasi shu kesmada
integrallanuvchi bo‘lib, g'(x) > 0 bo‘lsin. U holda [a, B\ da shunday
£ nugta topiladiki, n uchun

b ? b
J f(x)g(x)dx= g(@J f(x)d,x + g(b)j f{x)dx  (6.5.29)

formula o‘rinli bo'ladi.
Natijani isbotlash uchun

X

deb belgilaylik.
U holda (6.5.12) tenglikka ko'ra, F'(x) — f{x). Shunday ekan,
bo‘iaklab integrallasak, quyidagiga ega bo*‘)amiz:

b b

b
F(bgb) - F{a)g{a) - I F(x)g'{x)dx. (6.5.30)

a
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Shartga ko'ra g'(x) > 0 ekan, biz oxirgi integralga birinchi o‘rta
giymat formulasini qo'llashimiz mumkin. Demak,

b b
J F(x)g'(x)dx = F(£)jg'(x)dx = F(£)g(b) - g@].

a a

bu yerda £ nugta [a, 6] kesmaning biror nuqtasidir.
Bu munosabatni (6.5.30) tenglikka qo'ysak va F(a) = 0 ekanini
hisobga olsak,

b

J f{x)g{x)dx = g{a)F{f) + g(b)\F(b) - F(£)]
a

formulani olamiz. Ravshanki, bu tengiik talab gilingan (6.5.29) for-
mulaning o‘zidir.

Ikkinchi o'rta giymat formulasini Bonne formuiasi ham deyisha-

di.

2 - eslatma. Bonne formuiasi nisbatan umumiyroq holda ham
o'rinli ekanini gayd etamiz. Chunonchi, [a, b] kesmada / funksiya
integrallanuvchi bo'lib, g funksiya esa fagat monoton bo‘lgan holda
ham bu formula o‘rinlidir. Animo bunda (6.5.29) formulamng isboti
ancha murakkablashadi.

§ 6.6. Xosmas integrallar

Yugorida biz chegaralangan / funksiyadan chegaralangan [a, b
kesmada olingan integral tushunchasini kiritdik. Ammo, ko:p hollar-
da chegaralanmagan oraligda olingan, yoki chegaralanmagan funksi-
yadan olingan integrallarni o'rganishga to‘g‘ri keladi. Bunday integ-
rallar xosmas deb atalib, ular integral yig'indilarining limiti sifatida
emas, balki biz yuqorida o‘rgangan («xo0s») integrallarning limiti
sifatida aniglanadi.
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1. Birinchi turdagi xosmas integrallar.

1. Mazkur bandda biz chegaralanmagan oraliqda olingan integ-
rallarni chegaralangan oraligda olingan integrallar limiti sifatida
aniglaymiz.

Ta'rif. Faraz qilaylik, fix) funksiya x > a da aniglangan bo‘lib,
istalgan A > a uchun [a, A] kesmada integrallanuvchi bo‘kin. Agar

A
lim (6.6.2)

»-foe
a

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f funksiyadan olingan birinchi tur
xosmas integral deyiladi va
+00
(6.6.2)

a

ko ‘rinishda belgilahadi. Bunda f funksiya (a. +00) sohada xosmas
ma’noda integrallanuvchi deb ataladi.

Shuni qayd etish kerakki, (6.6.1) limit mavjud bo'Imagan vagtda
ham (6.6.2) ifoda (birinchi tur) xosmas integral deb ataladi.

Agar yuqoridagi limit mavjud bo‘lsa, (6.6.2) xosmas integral
yaginlashadi deyiladi va

(6.6.3)

deb yoziladi. Aksincha, agar (6.6.1) limit mavjud bo'Imasa, (6.6.2)
xosmas integral uzoglashadi deyiladi.

E'tibor bering, (6.6.3) tenglik isbotlanmaydi; u yaginlashuvchi
xosmas integral giymatining ta'rifi deb gabul gilinadi.

6.6.1 - misol. Agar a > 0 bo'lsa, p GR ning quyidagi

(6.6.4)
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xosmas integral yaginlashadigan barcha giymatlari topilsin.
Awal p 1deylik. U holda har ganday A > a uchun

fdx Al-p—al-p

R (6-6.5)

Ravshanki, (6.6.5) tenglik o'ng tomonining A -> +o00 dagi limiti
fagat va fagat p > 1 bo'lganda mavjuddir. Bu holda

N piee @

Bordi-yu p < 1 bo‘lsa, (6.6.5) tenglikning 0‘ng tomoni A —=-foo
da +o00 ga uzoglashadi. Nihoyat, agar p = 1 bo'lsa,

tenglikka ega bo'lamiz va ushbu holda ham limit +00 ga tengdir.
Buni odatda quyidagicha yozishadi:
+00
f dx
+°° p~" a
a
Shunday qilib, (6.6.4) birinchi turdagi xosmas integral p > 1da
yaginlashib, p < 1 da esa uzoglashar ekan.
Agar ahamiyat bersak, xosmas (6.6.2) integralning yaginlashishi
A -» +00 da ushbu

A

F(A) = / f(x)dx
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funksiyaning limiti mavjudligini anglatadi. Shuning uchun, xosmas
integralning yaginlashish kriteriysi sifatida funksiyaning cheksizlikda-
gi limiti mavjudligi uchun Koshi kriteriysini olsak boiadi.

6.6.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Xosmas (6.6.2) integral-
ning yaqginlashishi uchun ixtiyériy e > 0 olganda ham shunday A =
A(é) son topilib, bu son uchun quyidagi implikatsiyaning bajarilishi
zarur va yetarlidir:

A

[At>A)AAr>A) = Jf(x)dx < £ (6.6.7)

Isbot 3.2.2 - teoremadan bevosita kelib chigadi.

Navbatdagi teoremada xosmas integralning chiziglilik xossasi
o'rnatiladi,

6.6.2 - teorema. Agar f va g funksiyalardan a dan +0c gacha
olingan xosmas integrallar yaginlashsa, u holda ixtiyoriy X va ji
haqiqgiy sonlar uchun XJ \fig yigHndidan olingan integral ham yaqin-
lashadi va quyidagi tenglik bajariladi:

+CO +00 +00

INe ) + (> =x ] fe)dx+ N goodx.  (6.6.8)

Isbot. Yig'indidan olingan integralning yaginlashishi quyidagi

A" A Al

[ [A/®) + ngx)\dx < W /[ f{x)dx + N J/ g{x)dx
J
A A

tengsizlik va (6.6.7) Koshi kriteriysidan bevosita kelib chigadi. (6.6.8)
tenglik esa aniq integral va limitning chiziglilik xossasi natijasidir.

2. Agar teoremada xosmas integra)larning yaginlashishi yoki
uzoglashishi uchun yetarlilik shartlar o'rnatilgan boisa, bunday teo-
rema matematik adabiyotlarda yaqginlashish yoki uzoglashish alo-
mati deb nomlanadi. Navbatdagi yaginlashish alomati o'rganilayot-
gan integralni yaginlashishi awaldan ma'ium boigan integral bilan
taqgoslashga asoslangandir.
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6.6.3 - teorema (taqgqoslashning umumiy alomati). Faraz
gilaylik, g(x) > O funksiya berilib,

a
J g(x)dx (6.6.9)

a

integral yaginlashsin. Agar f funksiya istalgan A > a uchun [a, A]
kesmada integrallanuvchi bo'lib,

K\ < g(x) (6.6.10)

tengsizlikni ganoatlantirsa, (6.6.2) xosmas integral ham yaginlasha-
di.

Isbot bevosita 6.6.1 - teoremadan kelib chigadi.

Yugorida o‘rganilgan 6.8.1 - misol yordamida biz taqqoslayotgan
g(x) funksiyamizni aniq ko'rinishda tanlab olishimiz mumkin.

6.6.4 - teorema (taqgoslashning xususiy alomati). Faraz
gilaylik, a > 0 bo‘lib, f funksiya har ganday A > a uchun [a A]
kesmada integrallanuvchi bo'bin.

1) Agar birorp > 1 uchun

C
/0001 < —; x>a> 0, p>1 C>0 (6.6.11)

tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) xosmas integral yaginlashadi.
2) Agar biror p < 1 uchun

C
fix) > —, x>a> 0, p<l, C>0 (6.6.12)

tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) xosmas integral uzoglashadi.

Isbot. Agar 6.6.1 - misolning natijasidan foydalansak, teore-
maning birinchi gismi bevosita 6.6.3 - teoremadan va ikkinchi gismi
esa, 6.2.3 - teoremadan kelib chigadi.
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3. Navbatdagi alomat asosan integral ostidagi funksiya ossil-
yatsiyalanganda. ya’ni turli ishorali giymatlar gabul gilib tebrangan
holda go/llaniladi.

6.6.5 - teorema (Dirixle-A.be! alomati). Faraz gilaylik,

1) f funksiya X > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz bo‘lib,uning

X

F(x) = /| f{t)dt (6.6.13)

a

boshlang‘ich funksiyasi shu yarim to‘g‘ri chiziqda chegaralangan bo‘l-
sin;

2) g funksiya x > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz differensial-
hnuvchi bo‘lib, quyidagi shartlarni gqanoatlantirsin:

g(x) >0, g'x) <0, Jima() = 0. (6.6.14)
U holda
-I.(D
J fix)g(x)dx (6.6.15)
a

xosmas integral yaqinlashadi.
Isbot. Koshi kriteriysidan foydalanish magsadida quyidagi in-
tegralni bo‘laklab integrallaymiz:

9 A
J f{x)g{x)dx = F(A")g(A") - F(ADg(A")-
A
An
—J F(x)g'(x)dx, (6.6.16)
Al

bu yerda F funksiya (6.6.13) tenglik orgali aniglangan. Shartga
ko'ra, bu funksiya chegaralangan:

\F(X)I < M, x> a
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Shunday ekan, (6.6.16) tenglikka asosan,

A" A"
\]f{x) g(x) dx < M[g{A") + g(A\ + M \] \g'(x)\dx. (6.6.17)

Hosilasiga (6.6.14) da qo'yilgan shartga ko'ra, \g'()\ = —g'(x).
Shuning uchun, (6.6.17) ningo‘ng tomonidagi integral g(A> —g(A")
ga teng. Demak,

A
J f{x)g{x)dx < 2Mg(A"). (6.6.18)
A

Teorema shartiga asosan ((6.6.14) ga, garang), g funksiyaning

cheksizlikdagi limiti nolga teng. Bundan chiqdi, ixtiyoriy e > 0 oi-
ganda ham shunday A = A(e) topiladiki, A' > A boiganda

9(A) < L\

tengsizlik bajariladi. Agar bu bahoni (6.6.18) ga qo‘ysak,

f(x)g(x) dx < £

>_ hl>

tengsizlikka ega boiamiz. Demak, Koshi kriteriysiga (6.6.1 - teore-
ma) asosan, (6.6.15) integral yaginlashar ekan.lI!
6.6.2 - misol. Quyidagi integralni yaginlashishga tekshiring:
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desak, Dirixle-Abel alomatining barcha shartlari bajarilishini tek-
shirish giyin emas. Demak, bu alomatga binoan (6.6.19) integral
yaginlashadi.
Dirixle-Abel alomati yordamida xosmas integrallarning uzoglashi-
shini ham ko'rsatish mumkin.
6.6.3 - misol. Ushbu
400

;T (6.6.20)
X

xosmas integrating uzoglashishini ko'rsating.
Buning uchun quyidagi tenglikdan foydalanamiz:

I~ e o« 20+ 2 5i2~ (662 1)
X X X

Bu tenglikning 0'ng tomonidagi birinchi kasrdan olingan xosmas
integral Dirixle-Abel alomatiga asosan yaginlashadi. Ravshanki, bu
yerdagi ikkinchi kasrdan olingan xosmas integral (6.6.20) dagi in-
tegralni ikkilanganiga teng. Shunday ekan, agar (6.6.20) integral
yaginlashganda edi, 6.6.2 - teoremaga ko'ra, (6.6.21) tenglikning
chap tomonida turgan kasrdan olingan xosmas integral ham yagin-
lashar edi. Ammo, 6.6.1 - misolda ko'rsatilganidek, bu integral uzog-
lashadi. Demak. (6.6.20) integral ham uzoglashar ekan.

Shuni aytish zarurki, navbatdagi misolda ko‘rsatilganidek. bi-
rinchi turdagi xosmas integralning yaginlashishidan integral ostida-
gi funksiyaning na fagat cheksizlikda nolga intilishi, hattokiuning
chegaralanganligi ham kelib chigmaydi.

6.6.4 - misol. Quyidagi xosmas integralni yaqginlashishga tek-
shiring:
.I_m
I xqgsinfx)dx, p>0, q> 0. (6.6.22)

Buning uchun, krpayfcrnasi (6.6.22) integral ostidagi funksiyaga
teng bo'lgan

f(x) —xp~Isin(xp), g(x) - xog-p+l
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funksiyalarni garaymiz.
Ravshanki, f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridan biri
1

chegaralangan — cos(xp) funksiya bo'lib, g(x) funksiya esa, q—p +

1 < 0 shart bajarilganda, cheksizlikda nolga monoton yaginlashadi.
Shunday ekan, Dirixle-Abel alomatiga ko'ra,

p>q+1

shart bajariiganda (6.6.22) xosmas integral yaginlashadi.

Ammo, g yuqgoridagi shartni ganoatlantirgan holda, istalgancha
katta musbat son boia oladi. Bundan chiqdi, yarim to‘g‘ri chizigda
yaginlashuvchi integral ostidagi funksiya shu sohada chegaralanma-
gan boiishi ham mumkin ekan.

4, Xosmas integrallarni hisoblashdao!migaqo'yish (o‘zgaruvchi~
lami almashtirish) va boiaklab integrallash usullaridan foydalani-
ladi.

6.6.1 - tasdiq (o‘zgaruvchilarni almashtirish). Faraz gilay-
Uk, g(t) funksiya t > a yarim to‘g‘ri chiziqda uzluksiz differenaial-
lanuvchi bo ‘lib, quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) g@ = &
2) Ymgop = oo

3)g't) > 0, a<t < +00.
Agar f(x) funksiya x > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz bo‘lsa,

(6.6.23)
a a
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqgari, bu xosmas integrallarning
birini yaginlashishidan ikkinchisining ham yaqginlashishi kelib chiga-
di.
Isbot. A > av&B > a sonlar A = g(B) tenglik bilan bogiangan
boisin. U holda, 6.5.2 - tasdigga ko'ra.
A B

(6.6.24)
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Yuqoridagi 3) shartga asosan, A — +00 intilish 8 — +00 intil-
ishga teng kuchlidir, shuning uchun isbotlanayotgan tasdiq (6.6.24)
tenglikdan kelib chigadi.H

6.6.2 ~ tasdiq (bo‘laklab integrallash). Beriigan u va v
funksiyalar x > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz differensiallanu-

vchi bo‘Ub, quyidagi limit mavjud bo‘hin:

lim u(x)v(x) = B.
X~*+o0a
U holda,
+00 +00
J ux)v'(x) dx = B — u(a)v(a) — Jv(x)u'(x)dx, (6.6.25)
a a

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Buridan tashgari, ikki xosmas integralning
birini yaginlashishidan ikkinchisining ham yaginlashishi kelib chzqga-
di.

Isbot. 6.5.2 - tasdigga ko'ra, istalgan A > a uchun,

A A
J u(x)v'(x) dx = u(A)v(A) - u(a)v(a) - Jv(x)u'{x) dx

tenglik bajariladi.
Bu tenglikda A — +00 deb limitga o'tsak, talab gilingan tas-

digni olamiz.li
5. Xuddi yuqoridagidek, (-00,a) yarim to‘g‘ri chiziq bo'yicha
olingan birinchi tur xosmas integral ham aniglanadi:

a a

1 f(x)dx — lim f(x)dx. (6.6.26)
A-v-00

J

Xosmas (6.6.26) integral ham xuddi (6.6.2) integral ega bo'lgan
xossalarga ega.
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Endi butun sonlar o'gi bo'yicha olingan quyidagi
+00
J f(x)dx. (6.6.27)

— 00
birinehi tur xosmas integralni o‘rganamiz.
Agar f(x) funksiya sonlar o‘gidagi istalgan [A, B] kesmada in-
tegrallanuvchi bo'lib, quyidagi ikki karrali limit
B

lim f d 6.6.28
A->—00, B *+00 J (x) dx ( )

mavjud bo'lsa, (6.6.27) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi va
bu limit (6.6.27) xosmas integral giymati sifatida gabul gilinadi.
Istalgan hagiqiy a son uchun

+00 a +00
J J o0 dx+ J tx) ax (6.6.29)
— 00 — 00 a

tenglik bajarilishini ko'rsatish giyin emas. Bunda (6.6.29) tenglik-
ning chap tomonidagi xosmas integral fagat va fagat bu tenglikning
0'ng tomonidagi har ikkala xosmas integrallar yaginlashgandagina
yaginlashadi.

2. Xosmas integrallarning absolyut va shartli yaginlashishi.

Ta'rif. Faraz gilaylik, f(x) funksiya x > a da a,niglangan bo‘lib,
har bir [a, A\ kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. Agar
+00
I \f(x)\dx (6.6.30)
G

xosmas integral yaginlashsa,

c
J f(x)dx (6.6.31)
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xosmas integral absolyut yaginlashadi deyiladi.

Bevosita 6.6.3 - teoremadan har ganday absolyut yaginlashuvchi
xosmas integralning yaqginlashishi kelib chigadi.

6.6.5 - misol. Quyidagi integralni absolyut yaginlashishga tek-
shiring:

-f-00 .

f sine _
J ~w

1

Bu intégral absolyut yaginlashadi, chunki 6.6.3 - teoremaga asosan,
quyidagi integral yaginlashadi:

+00

/ Isineel

Ta'rif. Agar (6.6.31) integral yaginlashib, (6.6.30) integral uzog-
lashsa, (6.6.31) xosmas integral shartli yaqginlashadi deyiladi.
6.6.6 - misol. Quyidagi

+00

sinXK,
/ —  dx %.6.32)

integral shartli yaginlashadi. Hagiqatan, Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra,
bu integral yaginlashadi, ammo, 0‘z-0'zidan ko'rinib turgan

Isin>x\ S sin2X
X X
tengsizlikdan foydalanib, (6.6.20) integralning uzoglashishini hisob-

ga olsak, ushbu
400

J X
I

integralning uzoglashishini ko'ramiz. Ravshanki, bundan (6.6.32) in-
tegralning shartli yaqginlashishi kelib chigadi.
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talarida aniglangan boidi. Ammo, biz A sonni ganday tanlashimiz-
dan qat’iy nazar, ravshanki, / funksiya [0,1] kesmada chegaralangan
bo'la olmaydi, natijada, bu kesmada u Riman bo'yicha integrallanu-
vchi ham boimaydi.

Endi boshgacha yoi tutaylik. Agar 0 < e < 1 boisa, (6.6.35)
funksiya ixtiyoriy [e, 1] kesmada uzluksizdir va demak, integrallanuv-
chi ham boiadi. Bu funksiyani je, 1] kesmada Nyuton-Leybnits for-
mulasidan foydalanib integrallaymiz:

1
J~L = = 2-2vS.
£

Shubhasiz, ¢ 0 da integral 2 soniga yaginlashadi va shuning
uchun, (6.6.35) funksiyadan [0,1] kesma bo:yicha olingan integral-
ning giymatini 2 ga teng deb hisoblashimiz tabiiydir.

0 ‘rganilgan misol umumiy holga o'tish uchun asos boia oladi.

Ta'rif. Berilgan f funksiya (a,b] yarim intervalda aniglangan
bo‘lib, 0 < e < b—a intervaldan olingan har ganday e uchun [aft, 6]
kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.

Agar

b

IiEB: J/ f(x) dx

ate

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f funksiyadan olingan ikkinchi tur
Xosmas integral deyiladi. Bunda / funksiya [a, b\ kesmada xosmas
ma’noda integrallanuvchi deb ataladi.

Bunday xosmas integral uchun odatdagi belgilashdan foydalani-
ladi:

b b
J f(x) dx — lim™ J f(X) dx. (6.6.36)
a ate

E'tibor bering, (6.6.36) tenglik isbotlanmaydi; u yaginlashuvchi
xosmas integral giymatining ta'rifi deb gabul gilinadi.
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Shuni qayd etish kerakki, (6.6.36) limit mavjud bo'lmagan vaqt-
da ham quyidagi
b

[lw *
a
ifoda (ikkinchi tur) xosmas integral deb ataladi.

Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham xuddi birinchi tur
xosmas integrallar kabi yaginlashish va uzoglashish tushunchalari
kiritiladi hamda yaqginlashish alomatlari o‘rnatiladi. Xususan, bun-
day integrallar uchun umumiy va xususiy taqgoslash alomatlari is-
botlanadi.

2. Agar / funksiya b nugtada maxsuslikka ega bo'lib, har ganday
b—a > e > 0 uchun [a,b —e] ko'rinishdagi kesmada Riman bo'yicha
integrallanuvchi bo'lsa, u holda ikkinchi tur xosmas integral giymati
quyidagi limit kofrinishida aniglanadi.

(6.6.37)
a
Ravshanki, oddiygina ofgaruvchini almashtirish yordamida ik-

kinchi tur xosmas integralni birinchi tur xosmas integralga keltirish
mumkin. Chunonchi, (6.6.37) integralda

1
t
b —X
almashtirishni bajarsak,
b—e l/e
J fix)ax = ] f(b- ~
a 1/ (b-a)

tenglikka ega bofAlamiz.
Bu tenglikda e >m0 + O deb limitga o'tsak,

_b co
J fix)ax = J o n (6.6.38)

a 1/(b-a)
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tenglik hosil boiadi. Bunda bar ikkala xosmas integral bir vagtda
yoki yaginlashadi yoki uzoglashadi.

3. Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham absolyut va shartli
yaginlashish tushunchalarini kiritish mumkin. Chunonchi, agar \f(x)\
funksiyadan olingan ikkinchi tur xosmas integral yaginlashsa, f(x)
funksiyadan olingan xosmas integral absolyut yaginlashadi deyiladi.
Bundan tashgari, agar f(x) dan olingan integral yaqinlashib, \f(x)\
dan olingan integral uzoglashsa, / funksiyaning integrali shartli
yaginlashadi deyiladi.

6.6.8 - misol. Quyidagi:

i

/ —c0s —dx
J x X
0

ikkinchi tur xosmas integrating shartli yaginlashishini ko'rsatamiz.

Agar t = —deb o‘zgaruvchini almashtirsak,
X

1 V4]
f1l 1 f cost
I —cos —dx — [ - dt
J X X ] t
e 1
tenglikni olamiz.
Bundan chiqdi,
1 40
f 1 1 f COSt
/ —C0S —dx = [ --—--- at,
J x J t
o} 1

chunki o‘ng tomondagi integral Dirixle-Abel alomatiga ko'ra yagin-
lashadi. Demak, chap tomondagi integral ham yaginlashar ekan.

Agar berilgan integral ostidagi funksiyani f(x) deb belgilasak,
If(x) I funksiyadan olingan integral uzoglashishini ko'rsatish giyin
emas. Hagigatan, agar u vaginlashganda edi, yana yuqoridagi al-
mashtirishni bajarib,



§6.6. Xosmas mtegrallax 367

tenglikni olar edik, ammo o‘ng tomondagi integral, xuddi 6.6.6 -
misoldagi singari, uzoglashadi.

Shunday qilib, garalayotgan integrating shartli yaqginlashishi is-
botlandi.

Shuni aytish kerakki, manfiy bo‘lImagan f(x) > 0 funksiyadan
(a, 6] yarim kesmada olingan integral fagat bitta faolda, ya'ni bu
funksiyadan [a+ €, 6] kesmada olingan integrallar € -» 0 da +00 ga
intilgandagina uzoglashadi. Shuning uchun, odatda

b
J Koo ldx = +o0

a

deb yozishadi. Ushbu belgilash fagat manfiy bo‘lmagan funksiyalar-
dan olingan integral uzoglashganda ishlatiladi.
Masalan,

0
4. Berilgan funksiya [a,b] kesmaning biror ichki ¢ nuqtasida
maxsuslikka ega bo'lganda ham bu funksiyadan olingan ikkinchi tur
xosmas integrallar o'rganiladi. Chunonchi, agar / funksiya ixtiyoriy
e > 0 uchun [a,c—¢] va [c+ e, § ko!rinishdagi kesmalarda integral-
lanuvchi bo'lsa, u holda / funksiyadan olingan xosmas integral ikki
xosmas integrating yiglindisi sifatida aniglanadi:
b c b
J f(xX)dx —J f(x)dx +J f(X)dx.
a a c

Bunday aniglangan ikkinchi tur xosmas integrallar uchun Koshi
ma’'nosidagi yoki bosh giymat ma’'nosidagi integral tushunchasini
kiritish mumkin. Chunonchi,
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6.6.9 - misol. Agar / funksiya [—1,1] kesmada toq bo'lib (ya'ni
barcha x G [—L,1] lar uchun f(—x) = —f(x) bo'lib), x = 0 nugtada
maxsuslikka ega bo‘lsa,uning Koshi ma’nosidagi xosmas integralini
hisoblang.

Berilgan funksiyaning ta'rifiga ko'ra,

—e 1 1
J/(x) dx —] f{—)dx = - Jf(x) dx

- | S £

tenglikka ega bo'lamiz. Shuning uchun,

—£ 1
\]f(x)dx + \]f(X)’ﬁX = 0
-1 e

Demak, nolda maxsuslikka ega bo'lgau toq funksiya uchun

|
V.p. Jf(x) dx = 0

bo'lar ekan.
6.6.10 - misol. Agar a < ¢ < b bollsa, navbatdagi tenglikni
isbotlang:
V.p. f (6.6.40)
J x —c c—a

a

Agar e > 0 yetarlicha kichik bo'lsa, quyidagini olamiz:

c—e b

dx dx . £ . b—c . b—c
7 h7 =ln; ..+ IN-mo- = In------- .
J x—c J x —c \a—A\ £ c—a
a c+e

Demak, yuqoridagi (6.6.39) ta'rifga ko'ra, talab gilingan (6.6.40)
tenglik bajarilar ekan.
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8§ 6.7. Haqiqiy argumentli kompleks giymatli
fimksiyalardan olingan aniq integral

1. Berilgan [a b] kesmada aniglangan / : [a 6 -» * funksiya
komleks giymatlar gabul qgilsin deylik. Bundan chigdi, shunday ikki
haqigiy funksiyalar u : [a,] =R vav : [a b R mavjudki, ular
uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo'ladi:

[(x) = u(x) + iv(x), a<x<b. (6.7.1)
Bunday aniglangan / funksiyadan Riman bo'yicha aniq integral
xuddi haqigiy giymatli funksiyalar holidagidek olinadi. Chunonchi,
[a, 6 kesmaning istalgan P bo'linishini garaylik:
P={a=xg< x\<X2< ..<xn—b}.

Har bir gismiy [xk-i,Xk\ kesmada biror = nugtani tanlaymiz:

Endi integral yig'indini tuzamiz:

<PU) = 6-p(/>{&1) = 53 AxK, (6.7.2)
k=i
bu yerda Axk = Xk~ xk-I-
pAgar ixtiyoriy e > 0 olganda ham shunday 5 > 0 topilsaki,
diametri d(P) < ¢ bo'lgan har ganday P birlinish va £& € [xk-i.xi.]
nugtalarni ixtiyoriy tanlanishi uchun

IM/» {£?}) - A < e

tengsizlik bajarilsa, 1 kompleks son (6.7.2) integral yig‘indilarning
P bo'linish diametri d(P) nolga intilgandagi limiti deyiladi.

Agar / funksiyaning integral yig'indilari limiti mavjud bo'lsa,
bu funksiya [a, 6] kesmada Riman bo'yicha integrallanuvchi deyiladi.
Aynan shu limit / ning aniq integral! deb ataladi:
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Kompleks giymatli f{x) funksiya integrallanuvchi boiishi uchun
uning u(x) haqgigiy va v(x) mavhum gismlarining integrallanuvchi
boiishi zarur va yetarlidir. Bu tasdigni va bunda bajariladigan quyida-

i
g b b b

J fe0 dx = Jue ax + i ] v(x) dx (6.7.4)
a a a
tenglikni isbotlash giyin emas.

(6.7.4) tenglik yordamida kompleks giymatli funksiyadan olin-
gan integralning barcha asosiy xossalarini keltirib chigarish mumkin.

Navbatdagi muhim xossani biz bevosita integral ta'rifidan foy-
dalanib ishotlaymiz.

6.7.1 - tasdiq. Agar / : [ab] C funksiya [ab] kesmada
integrallanuvchi bo‘lsa, [(a?)!funksiya harn [a, §] da integrallanuvchi
bo ‘Ub,

b @)
J f(x)dx < f ! (x) |dx (6.7.5)
a
tengsizlik bajariladi.

Isbot. Shartga ko'ra, tt(x) = Re f(x) vav(x) = Imf(x) funksiya-

lar integrallanuvchidir. Bundan

\FOON = \/u2(x) + v2(x)

funksiyaning ham integrallanuvchi ekani kelib chigadi. Hagigatan,
0‘z-0'zidan kolrinib turgan

V(*) - fiv)l = >/[«(*) - uy)\2+ b(®) - vty)}2<

< \u(x) —u(y) |+ \Ww) - viy) |

tengsizlikdan istalgan A kesma uchun shu kesmadagi tebranish
u(f, A) < u(u,A) + u(v,A)

tengsizlikni ganoatlantirishi kelib chigadi.
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Shunday ekan, Rimanning integrallanish kriteriysiga (8.4.2* -
teorema) asosan, u va v funksiyalar integrallanuvchi bolgani sababli,
i/l funksiya ham integrallanuvchi bo'ladi.

Endi (6.7.2) formulaga yig‘indining moduli hagidagi (1.8.14) teng-
sizlikni go'llasak,

n

\MfH\ < 53 l/(&)! Aar*
k=1

bahoni olamiz.
Bu tengsizlikda d(P) -> 0 deb limitga o'tsak, talab gilingan
(6.7.5) tengsizlikka ega bolamiz.H

6.8. Misollar

1 - misol. Agar f(x) funksiya [0, loo) da uzluksiz bo'lib,

lim f(x) = A bo'lsa,
X—-+00

lim J-i:f(nx)dx (6.8.1)

0
9
limitni toping.
Ko‘rsatma. Avval A = 0 holni garab, (6.8.1) dagi integralni
(0, -~=) va (- 4f— , 1) intervallar bo'yicha integrallar yig'indisi sifatida
y/n yfn
yozib oling. So‘ngra umumiy holni o'rganilgan holga keltiring.

2 - misol. Agar / funksiya T > 0 davrga ega bo'lgan davriy
funksiya bo'lib, [0, T\ kesmada integrallanuvchi bo'isa,

lim f(nx)dx = -~ f f{t)dt
n—*‘i"g 1 Jo

tenglik bajarilishini isbotlang.
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Ko‘rsatma. Avval nx — t almashtirish bajarib, so'ngra/ funksi-
yaning davriyligidan foydalaning.
3 - misol. Agar j(x) funksiyax > 0 elamonoton o'suvchi boiib,

lim = 400 boisa,
X-++00 X

J sin (f(x))dx
0

integral yaginlashadimi?
Ko‘rsatma. f(x) = (A2 + 1)7 funksiyani tekshiring.

4 - misol. Agar [a,& kesmada f'{x) monoton va \f(x)\ > A
boisa,
6
J sin(/(x)) dx < A 6382)

a

tengsizlikni isbotlang.

Ko'rsatma. (6.8.2) integralda t = f(x) almashtirish bajaring.
Hosil boigan integralga (6.5.29) Bonne formulasini goilang (o‘sha
yerdagi 2 - eslatmaga garang).

5 - misol. Agar f(x) funksiya (0, a) intervalda monoton boiib,
a

5xpf(x)dx integral mavjud boisa, Al_i>m}_0xp+1f(x) = 0 tenglikni is-
botlang.

Ko‘rsatma. lkkinchi tur xosmas integral vaginlashishi uchun
Koshi kriteriysini keltiring va undan foydalaning.

6 - misol. Berilgan [a, \ kesmada g(x) funksiya uzluksiz boisin.
Agar f(a) = f(b) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi har ganday uzluk-
siz differensiallanuvchi / funksiya uchun

f f{x)g(x)dx = 0
Ja

tenglik bajarilsa, g(x) = 0 ekanini isbotlang.
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Ko‘rsatma. Berilgan kesmaning biror nugtasida g(x) /- O deb
faraz gilib, / funksiyani e-i/x2(i-x)2 funksiya yordamida tanlash
hisobiga ziddiyat oling.

7 - misol. Berilgan [ab] kesmada u(x) uzluksiz differensial-
lanuvchi va v(x) uzluksiz bo'lsin. Agar [a, b\ kesmada uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi va /(«) = f(b) = 0 shartni ganoatlantiruvchi har
ganday / funksiya uchun

b
J [ux)f'(x) + v{x)f(x)] dx = 0 (6.8.3)
a
tenglik bajarilsa, u'{x) =.v(x) ekanini isbotlang.
Ko'rsatma. Awal (6.8.3) tenglik
b
I\u'(x) - v(X)If(x)dx = 0

a

munosabatga teug kuchli ekanini ko‘rsating. So'ngra 5 - misoldan
foydalaning.
8 - misol. Agar fix) funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi
bo‘lib, |
J f(x)dx > 0 (6.8,4)
0

bo'lsa, u holda shunday [c, b\ C [0,1] kesma topilib, unda f(x) > 0
tengsizlik bajarilishini isbotlang.

Ko‘rsatma. Agar [0,1] kesma bo'linishining diametri yetarlicha
kichik bo'lsa, (6.8.4) tengsizlik Darbuning quyi yig'indilari uchun
ham bajarilishidan foydalaning.

9 - misol. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa,

b-h
i + - =
Jim NG+ ) - feoNdx = 0
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ekanini isbotlang.

Ko‘rsatma. Kantor teoremasiga ko'ra/ funksiya [a, b] kesmada
tekis uzluksiz ekanligidan foydalaning.

10 - misol. Integrallanuvchi tog funksiyaning istalgan bosh-
lang'ich funksiyasi juft vajuft funksiyaning boshlang'ich funksiyalari
orasida faqat bittasi toq ekanini isbotlang.

Ko‘rsatma. Berilgan / funksiyaning istalgan F boshlang'icb
funksiyasini quyidagi

X

r@ =1 Nedt+cC

aniq integral ko‘rinishida yozib oling.
11 - misol. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo'lib, biror ¢ € (a, b) nugtada birinchi tur uzilishga ega bollsa, u
X

holda F(x) = f f(t) dt funksiya ana shu ¢ nuqtada diiFerensiallanuv-

chi emasligini (I)<0‘ rsating.

Ko'rsatma. F(x) funksiyaning c nuqtadagi hosilasi ta’rifidan
foydalaning.

12 - misol. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib,
manfiy bo'lmasa,

»525 dx =iia 1fx) (R8'5)

tenglikni isbotlang.

Ko'rsatma. Agar M = maxxe[0fg fix) va (6.8.5) dagi ketma-
ketlikni an desak, an < M (b —a)n ekanini va istalgan e > 0 uchun
biror [a, 3} kesmada f(x) > M —e bo‘lgani uchun an
a)n ekanini isbotlang.

13 - misol. Agar uzluksiz f(x) funksiya [0,1] kesmada monoton
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kamaysa, istalgan a G (0,1) uchun
a i
I f(x) dx >a J f(x) dx (6.8.6)
o] 0
tengsizlikni isbotlang.
Ko'rsatma. Awal (6.8.6) tengsizlikning chapidagi integralda
X — at almashtirish bajaring, so'ngra uni o‘ngdagi integral bilan
taggoslang.
14 - misol. Agar /(x) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada in-
tegrallanuvchi boisa, quyidagi, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb
ataluvchi, tengsizlikni ishotlang:

b b b

J f()g(x) dx < [ \f(x)\2 dx i
a B\ « \ a
Ko'‘rsatma. Istalgan A va, B sonlar uchun, ravshanki,

A2 R2
Demak, agar
A(X) = B{x) = \3(x )\
1I\f(x)\2 dx 13 \q(x)\2 dx
desak.
o
J A(X)B(x) dx <
boiadi.
15 - misol. Agar fix) funksiya [0,1] kesmada uzluksiz differen-

siallanuvchi boiib, /(1) —/(0) = 1 boisa,

J \F()\2 dx > 1
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tengsizlikni isbotlang.
Ko'rsatma. Ravshanki,

i
/(1) ~1(0) = J f(x) dx = 1
0

Bu tenglikda f va 1 funksiyalar uchun Koshi-Bunyakovskiy teng-
sizligini go'llang.
. sinT
16 - misol. Agarx 0da f(x) = -—-- va /(0) = 0desak, f(x)

X

funksiyaning [—1,1] kesmada integrallanuvchi va F(x) = f f(t) dt

funksiya (-1,1) intervalda differensiallanuvebi ekanini ko'rsating.
F'(0) ni toping.

Ko‘rsatma. Birinchi ajoyib limitdan foydalanib, 6.2.1 - tasdiq
va 6.5.5 - teoremalami qo‘llang.



VIl Bob. Aniq integralning geometrik
tadbiqglari

§ 7.1. Egri chiziq yoyining uzunligi

1. Ushbu bandda biz uzluksiz yassi egri chiziqg deb ataluvchi egri
chiziglarning uzunligini tépish bilan shug‘ullanamiz. Bunda uzluksiz
yassi egri chizig deganda biror [a, 8} kesmaning uni tekislikka uzluk-
siz akslantirishdagi aksi tushuniladi. Ammo shuni gayd etish ker-
akki, umumiy holda kesmani uzluksiz akslantirishning aksi bizning
tasavvurimizdagi egri chiziq bo‘lmasligi ham mumkin. Masalan, [0,1]
kesmada aniglangan shunday uzluksiz akslantirish ko'rsatish mumkin-
ki (bunday akslantirishlar Peano akslantirishi deb ataladi),uning ak-
si [0,1] x [0,1] kvadratni to’laligicha qoplaydi (2 - tom, 11.3.2 - para-
grafga ham garang). Shuning uchun biz uzunligini biror ma'noda
0’lchash mumkin bo‘lgan egri chiziglar sinfini ajratib olishimiz zarur.

Faraz qgilaylik, [a, B\ kesmada ikki uzluksiz funksiya aniglangan
bo'lsin:

x = (p(t), y = 'lipt), t£€ [aB\. (7.1.1)

Bu ikki funksiyani [a, 8] kesmada aniglangan va R 2 tekislikda qiy-
mat gabul giluvcbi bitta

$(i) = @®,ip)

vektor-funksiyaning komponentalari sifatida gqarash mumkin. Bun-
day vektor-funksiyaning RiR) qgiymatlar to'plami koordinatalari
(7.1.1) tengliklarni ganoatlantiruvchi R 2 tekislikdagi barcha nugta-
lar to‘plamidan iborat bo'ladi.
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Faraz qilaylik, istalgan ikki ol!zaro fargli t\ va t2 G \aR\ lar
uchun $(ii) $(;2) shart bajarilsin. U holda .3($) to'plam R2
tekislikda $(a) va <&{R) nuqtalarni tutashtiruvchi birorL = R(¢) C
R 2egri chizigni aniglaydi. Ravshanki, bunday egri chiziq o‘zini o‘zi
kesmaydi, ya'ni t ning turli giymatlariga egri chizigda ham turli
nuqgtalar mos keladi. Shunday aniglangan L egri chiziq sodda yassi
egri chizig deyiladi.

E'tibor bering, L egri chiziq uzluksiz boiadi, ya'ni, sodda qilib
aytganda, bunday egri chizigni chizganimizda go'limiz qog‘ozdan
ko'tarilmaydi.

(7.1.1) tenglamalar L chizigni parametrlashtiradi deyiladi
bundagi t kattalik parametr deb ataladi. Ravshanki, bitta egri chi-
zigning o‘zi turli tenglamalar bilan parametrlashtirilishi mumkin.
Sodda egri chiziq yoy ham deb ataladi.

Masalan, [a, 6] kesmada aniglangan / : [a,b} -> R uzluksiz
funksiyaning grafigi sodda yassi egri chiziq bo‘ladi. Eslatib o'tamiz,
berilgan / funksiyaning grafigi 1"(f ) deganda biz R 2 tekislikda vot-
gan quyidagi to'plamni tushunamiz (7.1-rasm):

r() ={®v)€R2 : fix) =y, a<x <b}. (7.1.2)

r (/) grafikning sodda yassi egri chizig ekaniga ishonch hosil gilish

va
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uchun x ni parametr deb gabul gilish kifoya. Bunda $(e&) = (x, f(x))
vektor-funksiya L — F(/) egri chizigni aniglaydi.

Agar (7.1.1) tenglamalar bilan aniglangan L egri chiziq fagat
bir holda, ya'ni £ = a, t% = 6 bollganda o'zini o'zi kessa, ya'ni
$(«) — tenghk o'rinli bo‘Tsa, bunday holga mos kelgan egri
chizig yopiq sodda yassi egri chizig deb ataladi.

Masalan, R 2 koordinatalar tekisligida yotuvchi va markazi koor-
dinatalar boshida bo‘lgan birlik aylanani parametrik ravishda quyida-
gi

X=cosi, y sini, tG][0, 27,

ko'rinishda yozish mumkin. Ravshanki, bunda $(0) = <B{2#). De-
mak, aylana yopiq sodda yassi egri chiziq bo'lar ekan.

Ushbu bandda bundan buyon L egri chiziq deganda sodda egri
chizigni tushunamiz.

Bundan keyingi bayonimizni osonlashtrish magsadida, R 2 koor-
dinatalar tekisligini C kompleks tekislik deb, ya'ni barcha z —x +
iy kompleks sonlar to‘piami deb hisoblaymiz. Bunda x vay hagigiy
sonlar z kompleks sonining mos ravishda haqiqiy va mavhum gism-
lari deb ataladi.

Bu holda 3?(i) vektor-funksiyani kompleks giymatli funksiya deb
higoblash mumkin:

$(t) = <p(t) + itp(L).

Shunday qilib, L egri chiziq

X=ip(), y— tE[a,(3\,

tenglamalar bilan parametrlashtirilgan bo‘lib, $(£) = ip(t) 4- iip(t)
bo:lsin.
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% %
7.2-rasm
Endi P deb \a,0\ kesmaning

P = {Of=%<ti < ..<k =/5}

koitnishdagi boiinishi olamiz.

V11 Bob

(7.1.3)

Ravshanki, Mf. ~ 3>(%) nuqtalar L egri chizigda yotadi. Bu nug-
talarni ketrna-kct kesmalar bilan birfasbtirib, L egri chizigga ichki

ehizilgan quyidagi

I(P) — MOM,M2..Mn

sinig chizigni garayrniz. Bunda har bir kesffia ¢ (F) siniq
chizigning bo'Umi déyiladi. Har bir M k-iM k boflim uzUnligi

A4 iMfc] = |$(if) - 4>(ifc-i) ]

tengiik orgali aniglangani uchun, 1(P) siniq chizigning uzunligi

k p )\

<:U>
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ga teng (7.2-rasm).
L egri chizigning uzunligi \\\ deb L egri chiziqgqa ichki chizilgan
siniq chiziglar uzunlikiarining anig vugori chegarasiga aytiladi:

n
\I\ = sup H(N) - p(™-1)1- (7.1.5)
p ti

Agar egri chiziq chekli uzunlikka ega bo'lsa, u to‘g‘rilanuvchi
deyiladi. Aksincha, uzunlik chekli bo'lmasa, bu egri chizigni to'g'ri-
lanmaydi deymiz. Ravshanki, har ganday to‘g‘rilanuvchi egri chi-
zigning uzunligi manfiy bo‘lmagan songa teng.

7.1.1 - t“r*"'. Faraz qgilaylik, L C C egri chiziq [(x,8\ kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi @ : [a, R\ —> C funksiyasining aksi
bo‘lsin. U holda L egri chizig to‘g‘rilanuvchi bo‘lib,uning uzunligi

ushbu
)

W\ :j |PO] dt (7.1.6)

a

giymatga teng bo‘ladi.

Isbot. 1) L\i) orgali ® : \a,t] -* C funksiyaning aksini. ya'ni
L egri chizigning mos gismini belgilaymiz. S(t) mana shu L(t) egri
chizigning uzunligi bo'lsin, ya'ni

9 S() = \L{O\.

Awval s(t) funksiyani [a, R\ kesmada chegaralangan ekanligini is-
botlaymiz. Ravshanki, bu funksiya o‘suvchidir, shuning uchun s(R)
ni chekli ekanligini isbotlash yetarli.

(7.1.3) ko'rinishdagi istalgan P bo'linish uchun, Nyuton - Leyb-
nis formulasiga asosan, ushbu

tk
P(rK) - (tk-i) = J PD(s)ds
1
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tenglik bajariladi. Shuning uchun, P boiinish orgali aniglangan 1(P)
siniqg chiziq uzunligi, (7.1.4) tenglikka binoan,

m\ =E J $'(s)ds
k=1 jfc-|

ga teng. Demak,

m\ <E i 150I1t&= 5\&@)\ds.

*-1
Endi chap tomondagi ifodaning aniq yugori chegarasini olsak,
P
L\ < J\&(s)\ds (7.1.7)
a

tengsizlik hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, L egri chiziq to'g'rilanuvchi bo'lib. uning uzunli-
gi (7.1.7) bahoni ganoatlantirar ekan. Bundan, o‘z-o‘zidan ko'rinib
turgan S(t) < S(0) = \\\ munosabatga ko'ra, Sit) funksiyani chega-
ralanganligi kelib chigadi.

2) Endi s(t) funksiyani differensiallanuvchi ekanligini isbotlab.
uni hosilasini topamiz. Faraz gilaylik, t 6 [a,/3) va h > 0 sonlar (i +
h) € [a,P] shartni ganoatlantirsin. U holda (7.1.7) tengsizlikning
isbotini a —t va /3 —t + h lar uchun gaytarib, quyidagi

t\h
S(t+ h) - S(t) < j \&(s)\ds (7.1.8)
t
tengsizlikni hosil gilamiz.

Bizga yuqgoridagi ayirma uchun quyidan ham baho kerak bo'ladi.
Agar i>(£+/i) —$(f) ayirma $(i) va $ (t+h) nugtalami tutashtiruv-
chi vektorni ham ifodalashini hisobga olsak,

I15G + fr)-$(i)] < S@G jh) - S (7.1.9)
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tengsizlikka ega boiamiz. Natijada, (7.1.9) dan

O(+h) - ) _ S{t+ h)- 5(f)

. (7.1.10)

baho kelib chigadi.

Demak, h ning ishorasi ganday boiishidan gat’iy nazar, 5(f)
funksiyaning monotonligiga ko'ra, (7.1.8) va (7.1.10) munosabatiar-
dan quyidagi

t+h
<P+ h) - PE) < S(t+ hY-S(t) ds
h - Sl
tengsizlikni olamiz.

Hosilaning uzluksizligiga ko'ra, bu go‘sh tengsizlikning chap va

o‘ng tomonlari h —0 da P (t)\ ga intiladi. Shunday ekan,

ds(t)

7.1.11
at ( )

3) Agar (7.1.11) tenglikni integrallab, unga Nyuton - Leybnis
formulasini goilasak,

s®) - 5(g) dt

tenglikka ega boiamiz. Lekin, s(3) — 5(a) = |4 boigani uchun,
bu tenglik isbot gilinishi talab gilingan (7.1.6) formulaning o‘zidir.8
Natija. Agar L egri chiziq (7.1.1) tenglamalar yordamida para-
metrlashtirilgan bo‘lib, <p(t) vatp(i) funksiyalar[a, B] kesmada uzluk-
siz differensiallanuvchi boba, n holda L egri chizig to‘g ‘rilamvchi
bo‘lib,uning uzunligi quyidagi formula orgali hisoblanadi:

(7.1.12)
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Isbot kompleks giymatli ®(/) funksiyaning hosilasi ham kom-
pleks giymatli
P = y(t) + #'(*))

funksiya bo‘lib,uning absolyut giymati

ga tengligidan bevosita kelib chigadi.

Eslatma. 7.1.1 - teoremaning ishotidan ko'rinib turibdiki, bu
teoremaning tasdig’i va demak, yuqgoridagi natija ham, har ganday
yopiq sodda yassi egri chizig uchun ham o'rmli bo'ladi.

7.1.1 - misol. Quyidagi

X23+y23=a23, a>Q X>0 vy>0

astroida yoyi uzunligini hisoblang.
Bu egri chizigni quyidagicha paramertlashtirish mumkin:

x(t) = ip(t) = acos3i, y(t) —xj)@®) = asin3i, 0<1t< k/2.
Ravshanki,
ip'(t) = —3acos21msint, ‘'dgi(b) = 3asin21mcost.

Shuning uchun,

2
[</(i)] + w{t)\¢; = 9a2cos41sin21+ 9a2sin41c0s21= -j- sin221.

U holda, (7.1.12) formulani go'llab,
12
J 2
0

tenglikni olamiz.
2. Endi [a, b] kesmada aniglangan / : [a bl -> R uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi funksiyaning (7.1.2) grafigini garaylilc. Yuqorida gayd
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—Jchxdx= shf]g = sha.
(0]

Yugoridagi giperbolik kosinusning graiigi zanjirsimon chiziq deb
ataladi. Bunga sabab shundan iboratki. agar biror zanjirni ikki uchi-
dan mahkamlab osib go'yilsa, osilib turgan zanjir shakli mana shu
egri chiziqg ko'‘rinishida bo'ladi.

3. Agar / funksiya [a. b\ kesmada uzluksiz bo'lib, fagat (a, b)
intervaldagina uzluksiz differensiallanuvchi bo:lsa, (7.1.13) dagi in-
tegral, umuman aytganda, ikkinchi turdagi xosmas integral bo‘ladi.

Bu holda integral yaginlashishini qo'shimcha ravishda o‘rganish lo-
zim. Agar integral yaginlashsa, funksiya grafigi tolg‘rilanuvchi bo‘ladi

Eslatma. lkkinchi turdagi (7.1.13) xosmas integral fagat va
fagat f funksiya [o, b] kesmada absolyut integrallanuvchi bo‘lganda-
gina yaginlashadi. Bu tasdiq, quyidagi 0‘z-o‘zidan ko'rinib turgan

V') < VI1+No)I2<i +

tengsizlikka ko‘'ra, umumiy taqqgoslash alomatidan kelib chigadi.

7.1.3 - misol. Ushbu

x sin— agar 0 < x < 1 bollsa,
X

o, agar x — 0 bo'lsa,

funksiya grafigi to'g‘rilanmaydigan egri chiziq ekanini ko'rsatamiz
(7.3-rasm).
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Hagfgatan, agar x > 0 boisa,

.tulx)\ s'ip'i% _';FOS

|-

tenglikni ol&miz. Endi f f(x)
gi ravshan. Dcmak. ynqoridagi egri chizig to'g'rilanrnas ekan.

Agar f hosiladan [a, b\ kesmada olirigan xosmas integral al>
solyut yaqinlashsa, yuqgoridagi eslatmada gayd gilinganidek, / funk-
siya grafigi toff'rilanUvehi bo-lib,uning uzunligini (7.1.13) forniula
yordarnida hisoblash manikin.

7.1.4 - raisol. Birlik aylananing P —(1,0) vaM —(a,b), b> O,
nuqtalarini tutashtiruvehi P M yoy uzunligini hisoblang (7/1-rasm).

Bn yoy, albatta, f{x) =V | —x2 funksiya grafigi bo;ladi. Modo-
miki
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ekan, quyidagi natijaga ega bo'lamiz:
i i
\'PW\ = J ANTH\filLdx = i dx T aresma
VT o

(7.1.14)

Biz M = (—1,0) bo'lganda P M yoy uzunligini yunoncha w harfi
bilan belgilagan edik. Shunday ekan,

dx
N vT
Integral ostidagi funksiya juft bo'igani uchun,
X
™ dx
2 |/ Vvr mr

Bu tenglik yordamida (7.1.14) formulaning 0’ng tomonidagi xos-
mas integralni (0 < a < 1 bo'lganda) xos integral orgali vozish
mumkin:
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arcsina. (7.1.15)

4. Ushbu bandda uch oicbovli R 3 fazoda berilgan egri chi-
ziglarni o'rganamiz ( R 3 fazoning ta'rifi 87.3 da keltirilgan). Beril-
gan [a,R] kesmani i>(i) = ip(t), %(i)) akslantirishdagi aksi
fazoviy egri chiziq deb ataladi. Agar bunda hosil boigan egri chi-
zigni L orgali belgilasak, u uch oichovli R 3 fazoning gism to'plami
boiadi.

Yassi egri chiziqga o'xshash, L fazoviy egri chizigning uzunligi
ham unga ichki chizilgan siniqg chiziglar uzunliklarining aniq yugori
chegarasi sifatida aniglanadi.

Agar $(i) akslantirishning

* = vV = #9. z = x(t), a<t < B,

komponentalari uzluksiz differensiallanuvchi boisa, L egri chiziq
to'g'rilanuvchi boiib,uning uzunligi

(7.1.16)

formula orgali aniglanadi.
Keltirilgan formulani isbotlash uchun awal 7.1.1 - teorema is-
botini deyarli so‘’zma-so!z gaytarib,

B
(7.1.17)

a

tenglikni o’matamiz. So’ngra <BXi) akslantirishning hosilasi deb

m = w . m . A¥*))
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akslantirishni olib, uning uchun

mt)i =

formuladan foydalansak, talab gilingan (7.1.16) tenglikka kelarniz.

8 7.2. Yassi shakl yuzi

R 2 koordinatalar tekisligining ixtiyoriy E to'plamini garaylik.
Bizning galdagi magsadimiz bu to'plam yuzini ta'riflash va uni hi-
soblash usulini topishdir.

Avvalam bor shuni gayd etaylikki, berilgan E to'plamning yuza-
ga ega yoki ega emasligi bu to‘plam chegarasining ganchalik kat-
taligiga bog'ligdir. Shu sababli biz E to'plam chegarasi tushunchasi-
ni kiritishdan boshlaymiz.

Faraz gilaylik, b = (b\, b2) nugta R 2 tekisliknig ixtiyoriy nuqtasi
bo'lsin. Istalgan e > 0 uchun b nuqtaning e-atrofi deb markazi b
nuqtada bo'lib, radiusi e ga teng bo'lgan doiraga, ya'ni

X - F = yl(xi- 6i)2+ {x2- h2)2< £ (7.2.1)

shartni ganoatlantiruvchi barcha x = G R 2 nuqtalar to‘p-
lamiga aytamiz.

Ta'rif. R2 tekislikning ixtiyoriy E gismiy to‘plami berilgan bo‘lsin.
Agar b G R2 nugtaning istalgan £-atrofida E to‘piamga ham te-
gishli bo‘lgan, ham tegishli boYTagan nuqtalari bo‘lsa, b nuqta E
to‘plamning chegaraviy nuqtasi deyiladi.

Chegaraviy nugtalar to'plarai E to!plamning chegarasi deb ata-
ladi va odatda OE simvoli orgali belgilanadi.

Masalan, agar a, b, c,d sonlar a < b va ¢ < d shartlarni ganoat-
lantiruvchi ixtiyoriy hagiqgiy sonlar bo‘lsa,

F={(x,y)e R2 : a<x<b, c<y<d} (7.2.2)
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terg'ri to'rtburchak chegarasi quyidagi to'rtta kesmaning yig'indisi-
dan iborat:
9F — S\Us2U5L3U<g,

bu yerda
51 = {(X,y) £ER2 : a<x<b y=c}

52 —{{x,y) £R~ : x=4a «c<y<d},

53 = {(x,y) ER2 : a<x<b vy=d}

54 = {GEy) £ER2 : x = b, c<y <d}.
B’'tibor bering, xuddi shu to'plam quyidagi:

G={(xy) ER2: a<x<b, c<y<d} (7.2.3)

to'g:ri to'rtburchalcaing ham chegarasi boiadi, ya’'ni dF = dG. Bu
ikki F va G to‘g'ri to'rtburchaklarning fargi shundaki, F to‘plam
barcha chegaraviy nugtalarini o'z ichiga olsa, G to'plam esa biror-
ta ham chegaraviy nugtasini o'z ichiga olmaydi. Oson ko'rsatish
mumkinki,

8G = dF = F\G = {(X,y) £F : (X,y)EG}.

Ta'rif. Agar biror F to‘plarn o‘zining barcha chegaraviy nugta-
larini o'z ichiga olsa, u yopiqg to‘plam deyiladi.

Masalan, (7.2.2) to‘g'ri to'rtburchak yopiq to'plamdir.

Ta'rif. Agar G to‘plarn birorta ham chegaraviy nugtasini o0z
ichiga olmasa, u ochiqg to‘plam deyiladi.

Masalan, (7.2.3) to‘g'ri to'rtburchak ochiqg to'plamdir.

Ixtiyoriy to'plamning yuzini ta'riflashdan oldin biz regulyar to‘g ‘-
ri to‘rtburchak yuzini aniglaymiz. Regulyar to‘g!ri to'rtburchak bu
(7.2.2) ko'rinishdagi to'plamdir. Bu to'plam [a, €] va [c,d] kesma-
lami ko‘paytmasi ham deyiladi va F = [a, b X [c, A\ kolrinishda
belgilanadi.

Shunday qilib, regulyar to‘g‘ri to‘rtburchak deganda, biz
tomonlari koordinata o ‘glariga parallel bo‘lgan ixtiyoriy yopiq to‘g‘ri
to‘rtburchakni tushunar ekanmiz.
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Ta'rif. Quyidagi son:
IPl = (b-0)-(d-c) (7.2.4)

(7.2.2) ko'rinishdagi P regulyar to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi deb
ataladi.

Ravshanki, ixtiyoriy regulyar to‘g'ri to‘rtburchaknmg yuzi biror
musbat sondir.

Ta'rif. Chekli sondagi (yopiq) regulyar Pk to‘g‘ri to‘rtburchak-
laming birlashmasini, ya'ni

F = PiUPaU- «UPn (7.2.5)

to‘plamni yopiq ko‘pburchakli shakl deb ataymiz (7.5-rasm).

7.5-rasm

Yopiq ko'pburchakli F shakldan barcha chegaraviy nuqtalarini
olib tashlash natijasida hosil bo'lgan

G = F \dF

to'plamni ochig ko‘pburchakli shakl deymiz.
Nihoyat, agar biror E ¢ R 2 to'plam berilib. u uchun shunday
ochiq ko;pburchakli shakl G topilsaki, ular

G CE ¢ (GudG)
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munosabatni ganoatlantirsa, E to:plamni ko ‘pburchakli shakl deymiz.
Bunda G berilgan E ko'pburchakli shaklning ichki gismi deb atala-
di.

Shunday qilib, biz aniglagan ko ‘pburchakli shakl chegarasini o'z
ichiga olishi yoki olmasligi, yoki bo‘lmasa, chegaraning biror qis-
minigina oz ichiga olishi mumkin ekan.

Agar ikki koJpburchakli shakllaming ichki gismlari umumiy nug-
talarga ega boimasa, ularni biri ikkinchisi ustiga tushmaydigan ko'p-
burchakli shakllar deyiniz.

Ta'rif. Agar Q ko‘pburchakli shakl (7.2.5) ko‘rinishga ega bo‘lib,
Pk regulyar to‘g‘ri to‘rtburchaklar o'zaro biri ikkinchisini ustiga tush-
masa, u holda bu shaklning yuzi (\Q\ orgali belgilanadi) deb quyidagi

songa aytamiz:
n

I = E|Pf] (7.2.6)
k=1
Bu ta'rifning korrektligi, ya'’niunmg (7.2.4) formulagazid boimay,
Q qay fcarzda regulyar to'g'ri to'rtburchaklarga boiinishiga bogiiq
emasligi, navbatdagi sodda tasdiglardan kelib chigadi.
7.2.1 - tasdiq. Agar P regulyar to‘g'ri to ‘rtburchak quyidagi

P = PiliP2 (7.2.7)

ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda P\ va P2 biri ikkinchisi ustiga tush-
maydigan regulyar to‘g‘ri to‘rtburchaklar bo‘lsa, u holda

IPl = bx]+ P2\ (7.2.8)

bo‘ladi.
Isbot o'z-0'zidan ko!rinib turibdi. Hagigatan, agar masalan, P\ =
[a,h] X [c,d\ va = \h,b] X [c,d] boisa, P = [ab] X [c,d] bo'lib,

(7.2.7) tenglik bajariladi. Shunday ekan, (7.2.4) ta'rifga koia,
P\ I 1P21= (h-a)(d-c) + (b-h)(d-c) = (b-a)(d-c)= |Pj. m
7.2.2 - tasdiq. Agar P rvgulyar to‘g‘ri to‘rtburchak quyidagi

P = PiUP2eeeUPn
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7.6-rasm

Agar E shaklga birorta ham ko!pburchakii shaklni ichki chizib
bo'lmasa, iBJ* = 0 deb qgabul giliuadi.

Ta'rif. Beriigan E yassi shaklning yuqgori yuzi \E\* deb bu
shnMga tfishqi cMzilgan ko‘pburchakli shakllar yuzlarining aniq quyi
chegarfisiga aytiladi:

7.7-rasm
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Ta'rif. Agar yassi shaklning quyi yuzi yugori yuzi bilan ustma-
ust tushsa, u kvadratlanuvchi deyiladi. Bunda

El = EU = #|* (7.2-11)

son kvadratlanuvchi E shaklning yuzi deb ataladi.

7.2.2 - teorema. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi
bo'Hshi uchun vztiyoriy e > 0 son olganda harn unga ichki va tashqi
chizilgan shunday mos ravishda P vaQ ko‘pburchakli shakllar topi-
lib, ulaming yuzlari

XA - W\ < e (7.2.12)

shartni gqanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1. Agar E yassi shakl kvadratlanuvchi bo'lsa, ta'rifga
ko'ra, istalgan e > 0 uchun shunday ichki chizilgan P va tashqi
chizilgan Q ko'pburchakli shakllar topiladiki, ular

\p\>\E\-e, Yy \<\e\+ £

tengsizliklarni ganoatlantiradi. Ravshanki, bundan (7.2.12) tengsiz-
lik kelib chigadi.

2. Agar (7.2.12) shart bajarilsa, u holda quyi va yuqori yuzalar
uchun quyidagi

B ™M < 1M, < Ne\* < \QA

0'z-0‘zidan ko'rinib turgan tengsizliklardan
\E\* - \EU < £

munosabatni olamiz.

Bu tengsizlikdan, e > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra, yuqori va
quyi yuzlarning ustma-ust tushishi kelib chigadi. Demak, E shakl
kvadratlanuvchi bo'lar ekan.B

Natija. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi bo‘lishi uchun
uni chegarasining yuzi nolga teng bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
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Agar E shéaklga birorta ham ko'pburchakii shaklini ichki chizib
bo‘lmasa, |B]*= 0 deb gabul gilinadL

Ta'rif. Berilgan E vyassi shaklning yuqori yuzi |bj* deb bu
Stmkign tashqi chizilgan ko‘pbmthaki shakllar yuzlnrinmg aniq quyi
chcgamsiga aytiladi:

N* = IQI- (7.2.10)

7.7-rasm
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Ta'rif. Agar yassi shaklning quyi yuzi yuqori yuzi bilan ustma-
ust tushsa, u kvadratlanuvchi deyiladi. Bunda

\E\ = \EU = \EW (7.2.11)

son kvadratlanuvchi E shaklning yuzi deb ataladi.

7.2.2 - teorema. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi
bo‘lishi uchun ixtiyoriy e > 0 son olganda harn unga ichki va tashqi
chizilgan shunday mos ravishda P vaQ ko pburchakli shakllar topi-
lib, ulaming yuzlari

XA ~ W\ < e (7.2.12)

shartni gqanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1 Agar E yassi shakl kvadratlanuvchi bo'lsa, ta’rifga
ko'ra, istalgan e > 0 uchun shunday ichki chizilgan P va tashqi
chizilgan Q ko'pburchakli shakllar topiladiki, ular

-PI>1£]-8, 1«I<M +f

tengsizliklarni ganoatlantiradi. Ravshanki, bundan (7.2.12) tengsiz-
lik kelib chigadi.

2. Agar (7.2.12) shart bajarilsa, u holda quyi va yugori yuzalar
uchun quyidagi

W\ < JEU < \E\* < \QA
0‘z-0'zidan ko'rinib turgan tengsizliklardan
IEI* - \E\, < £

munosabatni olamiz.

Bu tengsizlikdan, e > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra, yuqori va
quyi yuzlarning ustma-ust tushishi kelib chigadi. Demak, E shakl
kvadratlanuvchi bo‘lar ekan.B

Natija. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi bo‘lishi uchun
uni chegarasining yuzi nolga teng bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
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Hagigatan, agar P shakl E ga ichki chizilgan ochiq ko'pburchakli
shakl bo'lib, Q esa E ga tashqi chizilgan yopiq ko'pburchakli shakl
bo'lsa, u holda

S = Q\P ={MgQ : M<£P}

to'plam, ravshanki, d E chegarani o'z ichiga oluvchi yopiq ko'pburchakli
shakl bo'ladi. Bundan tashqari,

X\ = \QA- W\

tenglik o‘rinli. Demak, (7.2.12) shart chegaraning \8E\* tashqi yuzi
nolga tengligini anglatadi. Bundan chiqdi, \oE\ = 0 ekan.

Endi egri chizigli trapetsiya deb ataluvchi shakllar yuzini o'rga-
nishga o'tamiz.

Ta'rif. Agar f funksiya [a, 6] kesmada uzluksiz bo‘lib, manfiy
bo‘Imasa,

T = {(x,y) ER2 : X€[ab], O<y< f(x)} (7.2.13)

ko‘rinishdagi to‘plamni egri chizigli trapetsiya deb ataymiz (7.8-rasm).

'Y

7.8-rasm

7.2.3 - teorema. (7.2.13) egri chizigli trapetsiya kvadratlanuv-
chi bo‘lib,uning yuzi quyidagicha aniglanadi:
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Isbot. 6.5.3 - teoremaga ko'ra, / funksiya [a, 6] kesmada uzluk-
siz bo‘lgani sababli u shu kesmada integrallanuvchidir. Endi 6 -
paragrafdagi 7 - jumlaga asosan, istalgan e > 0 olganda ham [a, b]
kesmaning shunday P bo'linishi topiladiki, unga mos Darbuning
yugori va quyi yiglindilari quyidagi:

Sp(f) - sP(f) < e (7.2.15)

shartni ganoatlantiradi.

Shuni gayd etamizki, Darbuning sp (f) quyi yig‘indisi egri chi-
zigli trapetsiyaga ichki chizilga,n ko'pburchakli shakl yuziga teng
bo‘lib, Darbuning Sp{f) yuqori yig'indisi egri chizigli trapetsiyaga
tashqi chizilgan ko'pburchakli shakl yuziga teng bo:ladi. Shunday
elan, (7.2.15) shart, 7.2.2 - teoremaga ko'ra, T egri chizigli trapet-
siyaning kvadratlanuvchi ekanini anglatadi. Bundan tashqari, istal-
gan P bo'linish uchun quyidagi tengsizliklar bajariladi:

sp(f) < \XI\ < Sp(f).

Bu tengsizliklar va (7.2.15) shart birgalikda Darbuning quyi va
yugqori integraDari 0'zaro ustma-ust tushib. [T] ga tengligini ko'rsata-
di. Shunday ekan, 6.4.2 - teoremadan talab qgilingan (7.2.14) tenglik
kelib chigadi.H

1 - natija. Agar f vag funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo'‘lib,

(7.2.16)

ga teng bo‘ladi (7.9-rasm).
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2—natija (Kaval'ori prinsipi). Farnz gilaylik,
E\ = {{x,y) %%€ [05], gAXx) <y<fi(x)}

va

®2 {(x,y) ? X€ [aff] g2(x) <y< f2(x)}

bo'bin. Agar
Ne ) - 9i(x) = h{x) - gi(x), a<x < b,

bo'lsa, {Ei] = |£2] bo'ladi.
7.2.1 - misol. Quyidagi doiraning yuzi topilsin;

ur(f) = {<xX,y)€EE2 | a2+y2<r2}.
Ravshanki. Im tenglikni gnyidagicha yozish mumkin:
K(r) <{(ir,y) ER2:—r < x <r, -\jru—r2<y< yV2—at#}.

Shuning uchun, (7.2.16) formuladan foydalansak,
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hosil bo'ladi.
Endi x — rsmt trigonometrik almashtirishni go'llasak,
tt/2
KD\ =21 Vr2—x2dx = 2r2 3 VI —sin21 costdt
_r —w/2

tt/2

—2r2 J cos2tdt
—7r/2

munosabatni olamiz.
Demak.

t=ir/2
IfC(n] =r2 t+ - sin21 = TIr (7.2.17)

7.3. Jism hajmi

Ushbu paragrafda biz uch olchovli fazodagi aylanma jismlar deb
ataluvchi maxsus to'plamlaming hajmini hisoblash biian cheklana-
miz.

Uch o'lchovli r 3 fazo deganda u = (x,y, z) hagigiy sonlar uch-
ligining tartiblangan to‘plami tushuniladi. Bunda u ni R 3 fazoning
nuqgtasi va x, y hamda z sonlarni u nugtaning koordinatalari deyi-
shadi. Yana x - absissa, y - ordinata z esa applikata deb ham ataladi.

Agar biror koordinatani tayinlab qo'ysak, masalan, x = Xq de-
sak. u holda (xq,y, z) ko'rinishdagi nuqtalar 0x o‘giga perpendikul-
yar bo'lib, uni x = Xgq nugtada kesadigan quyidagi tekislikni tashkil
giladi:

P{xq) = {{xQy.z), yG R, zeR}. (7.3.1)

Boshga koordinatalar o'glariga perpendikulvar tekisliklar ham
xuddi shunga o'xshash kiritiladi. Bu tekisliklar bilan chegaralan-
gan eng sodda shakl bu yopiq parallelepiped bo‘lib. u quyidagi
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ko'rinishga ega:

F =m-{{x,y,z) eR 3 :ai<x<a2 b\<y<b2, o< z<c2}
(7.3.2)
bu yerda oi, a2, 61,b2,c\,c2 lar ai < a2, b\ < b2vac\ < c2 shartlarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy hagiqgiy sonlardir.
Shunga o'xshash,

G = {(x,y,z) GR3 : 01l <x < a2, h<y<b?2 a < zc<c2j
(7.3.3)
to'plam ochiq parallelepiped deyiladi.
Faraz qgilaylik, b = (bi,b2,bs) nugta R 3 fazoning ixtiyoriy nug-
tasi bo'lsin. Istalgan e > 0 uchun b nugtaning s-atrofi deb radiusi e
ga teng bo'lib, markazi b nuqtada bo‘lgan sharga, ya'ni

X - B\~ y/@i-bi)2+ (*2- b2)2+ (@3- bs)2< e

shartni ganoatlantiruvchi barcha x = {x\,x2,xs) € R3 nugtalar
to'plamiga aytamiz.

Ta'rif. R s fazoning ixtiyoriy E gisrniy to'plami berilgan bo‘lsin.
Agar b £ R? nuqgtaning ixtiyoriy e-atrofida E to‘plam,ga ham te-
gishli bo‘lgan, ham tegishli bo‘lmagan nuqtalar topilsa, b nuqgta E
to‘plamning chegaraviy nuqgtasi deyiladi.

Chegaraviy nuqtalar to'plami E to'plamning chegarasi deyiladi
va odatda BE simvol orgali belgilanadi.

Ta'rif. Agar F to‘plam o‘zining barcha chegaraviy nuqtalarini
0z ichiga olsa, u yopiq to ‘plam deyiladi.

Masalan, (7.3.2) parallelepiped yopiq to'plamdir.

Ta'rif. Agar G toplam birorta ham chegaraviy nuqgtasini o'z
ichiga olmasa, u ochiqg to ‘plam deyiladi.

Masalan, (7.3.3) parallelepiped ochiq to'plamdir.

Yopiq F parallelepipedning ham, ochiq G parallelepipedning
ham chegarasi quyidagi to’plamdan iborat:

dG = dF = F\G = {(x,y,z)eF : (x,y,z)EG}

Har ganday parallelepipedning chegarasi yoq deb ataluvchi to'g'ri
to'rtburchaklardan iboratdir.
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Biz (7.3.2) ko'rinishdagi to'plamni regulyar parallelepiped dey-
miz. Boshqgacha aytganda, regulyar parallelepiped deganda biz
yoglari koordinatalar o ‘glariga perpendikulyar bo‘lgan ixtiyoriy yopiq
parallelepipedni tushunamiz.

Ta'rif. (7.3.2) ko‘rinishdagi regulyar parallelepipedning hajmi
deb quyidagi songa aytamiz:

HJ = (aa-aiMk-ftiMca-ci). (7.3.4)

Ravshanki, istalgan regulyar parallelepipedning hajmi musbat
son bo‘ladi.

Ta'rif. Chekli sondagi Pk yopiq regulyar parallelepipedlarning
birlashmasini, ya’'ni

F = PiUP2U---UPn (7.3.5)

to'plamni yopiq ko‘pyoqli jism deb ataymiz.

Yopiq ko'pyogli F jismdanuning barcha chegaraviy nuqtalarini
olib tashlash natijasida hosil bo‘lgan G to'plamga ochiqg ko pyoqli
jism deyiladi, ya'ni

G = F \ dF.

Nihovat, agar biror E C R3 to‘plam uchun shunday G ochiq
ko'pyoqli jism topilsaki,uning uchun
9
G CE C (GUdG)

munosabat bajarilsa, E to'plamni ko'pyoqgli jism deymiz. Bunda G
to‘plain E ko'pyoqli jismning ienhki gismi deb ataladi.

Shunday qilib, biz aniglagan ko‘pyoqli jism chegarasini o'z ichiga
olishi yoki olmasligi, yoki bo'Imasa chegaraning biror gisminigina o ‘z
ichiga olishi mumkin ekan.

Agar ikki ko'pyoqli jismlarning ichki gismlari umumiy nugta-
larga ega. bo'lmasa, biz bu jismlarni biri ikkinchisini ustiga tush-
maydi deymiz.

Ta'rif. Agar Q ko'pyoqgli jism (7.3.5) ko‘rinishga ega bo‘lib, Pk
regulyar parallelepipedlar o ‘zaro biri ikkinchisining ustiga tushmasa,



404 Aniq integralning geometrik tadbiqglari VIl Bob

u holda bu jismning hajmi (\Q\ orgali belgilanadi) deb quyidagi

songa aytiladi:
n

QA = EINI- (7-36)
k=1

Bu ta’rifning korrektligi xuddi ko'pburchakli shakl yuzi ta’rifining
korrektligi kabi ko:rsatta,di.

Quyi va yuqori yuzalar tushunchalari singari quyi va yuqori
hajmlar tushunchalari kiritiladi.

Faraz gilaylik, B uch o'Ichovli R 3 fazoning chegaralangan to'plami
bo'lsin. Bunday to'plamni bundan buyon jism deb ataymiz. Jismga
ichki va tashqi chizilgan ko'pyoqli jismlar tushunchalari xuddi ichki
va tashqi chizilgan ko‘pburchaklar singari aniglanadi.

Ta'rif. Berilgan B jismning quyi hajmi jB]* deb B ga ichki
chizilgan P ko'pyoqgli jismlar hajmlafining aniq yuqori chegarasiga
aytiladi:

I£* = sup |P;
PCB

Agar B jism ichiga birorta ham ko'pyoqli jism chizilmasa, B\* =
0 deb gabul gilinadi.

Ta'rif. Berilgan B jismning yuqori hajmi |ZJ* deb B ga tashqi
chizilgan Q ko ‘pyogli jismlar hajmlarining aniq quyi chegarasiga ayti-
ladi:

B\* = inf \Q\
QDB 11

Ta'rif. Berilgan B jismning quyi hajmi uning yugori hajmiga

teng bo‘lsa, bu jism kublanuvchi deyiladi. Bunda

\B\ = \BU = \B\*

son kublanuvchi E jismning hajmi deb ataladi.

7.3.1 - teorema. Berilgan B jismning kublanuvchi bo‘lishi uchun
istalgan e > 0 son olganda ham unga ichki va tashqgi chizilgan shun-
day mos ravishda P va Q ko pyoqli jismlar topilib. ularning hajmlari

A - W < e (7.3.7)
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shartni qonoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Bu teoremaning isboti xuddi 7.2.2 - teorema isbotidek olib bo-
riladi.

Shuni aytish kerakki, jismlar hajmining umumiy nazariyasi kar-
rali integrallar nazariyasida rivojlantiriladi. Shuning uchun, biz bu
yerda hajmlarni fagat maxsus hollarda oddiy Riman integralidan
foydalanib hisoblash usullari bilan tanishamiz.

Faraz gilaylik, P(a) va P(b) tekisliklar O x o‘giga perpendikulyar
bo'lib. bu o‘gni mos ravishda a va fe nugtalarda kessin. Bundan
tashgari, B ¢ R 3 yuqoridagi tekisliklar orasida joylashgan biror
jism bo'lsin. U holda B(x) simvol orgali B jismning P (x) tekislik
bilan kesishmasini belgilaymiz, ya’ni

B{x) m— BnP(x).

B(x) ni ba'zan kesim deb ham atashadi. Ravshanki, har bir kesim
yassi sliakl bo'ladi.

Har bir x G [o,fd uchun B(x) kesim kvadratianuvchi bo!lsin
deylik va s(x) simvol bilan bu shakl yuzini belgilaylik, ya'ni (7.10-
rasm)

S(x) = \B(XN\.

Navbatdagi teorema jism hajmini hisoblashni biror kesmaga per-
pendikulyar bo‘lgan ko'ndalang kesimlar yuzidan shu kesma bo‘yicha
olingan integralni hisoblashga olib keladi.

7.3.2 - teorema. (Kaval‘eri prinsipi). Faraz qgilaylik, B ikki
P(a) va P(b) tekisliklar orasida joylashgan jism bo‘lib, B jismni
P (x) tekislik bilan kesimining S(x) yuzi [a, f§ kesmada integrallanuv-
chi funksiya bo‘lsin. U holda B jismning \B\ hajmi uchun quyidagi

formula o‘rinli:

(7.3.8)
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7.10-rasm

Isbot bdatda karrali integrallar nazariyasi deb ataluvchi bo'lim-
da keltiriladi. Bu isbpt karrali integralni takroriy integralga keltirish
hagidagi teoremani B jismnmg xarakteristik funksiyasiga go‘llashga
asoslanadl.

Biz bu teoremadan aylanma jismlaming hajmlarini hisoblash
uchun foydalananiiz. Aylanmajismlar deganda biz egri ehizigli trapet-
siyaning abssissalar o‘gi atrofida aylanishi natijasida hosil boMgan
shaklni tushunami/.

Shundav qilib, agar / funksiya [a, b] kesffiada manfiy bo'lmasa,
B aylanma jism deb quyidagi ro‘'planiga aytamizi

B = {x,y.z)€B3 :x6 y2-1z2< [2(»)}. (7.3.9)

Ravshanki. bu jism (7.2.13) egri ehizigli trapetsiyani Ox olqi atiofi-
da aylantirishdan hosil boiadi.

7.3.3 - teorema. Agar f funksiya |a 6 kcsmada manfiy bo%
magan mtegraUamtmki fwnkskfa bo'lib, B (7.3.9) ko‘nrmhdag'i ay-
lanrna jism bo‘lsa, u holrla B jism hajmi \B\uchun quyidagi formula
O‘rinli:

B\ = ka 2($ do%, (7.3.10)
a
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Isbot. Kaval'eri prinsipidan foydalanamiz. P {x) yuqorida anig-
langan tekislik bo'lsin. B (x) orgali B jismni shu tekislik bilan kesish
natijasida hosil boigan kesimini belgilaylik. Bu kesimning radiusi
f(x) ga teng bo'lgan doiradan iboratligi bevosita (7.3.9) ta'rifdan
kelib chigadi. Shuning uchun. bu kesimning S{x) yuzi

S{x) = T7TH\x) (7.3.12)

ga teng bo'ladi.

Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a, b\ kesmada integrallanuvchidir.
Shunday ekan, 6.4.4 - teoremaga ko'ra, f 2(x) funksiya ham va de-
mak, s(x) funksiya ham [a, 6] kesmada integrallanuvchi bo'ladi. De-
mak, biz (7.3.8) formulani go‘llashimiz mumkin. Bu formuladan,
(7.3.11) tenglikni hisobga olsak, talab gilingan (7.3.10) munosabat-
ni olamiz.B

7.3.1 - misol. Radiusi R ga teng bo'lgan

B(R) = {(x,y,z) € R3 : x2+y2+ z2<R 2}

sharning hajmini toping.
Ravshanki, bu shar, agar

f(x) = y/IR2—x2, —R <x<R,

deb olsak, (7.3.9) ko'rinishdagi aylanma jism bo‘ladi.
Shuning uchun, (7.3.10) formulaga ko'ra,

R 3ix=R

R ]
20| = T f20)dx = F3(R2—x2)dx = 7 KX

-R -R

3 z=_R

Demak,
I2%)] = ~rR\
Shuniqayd etamizki, (7.3.10) formulani aylanmajism chegaralanmagan

bo‘lgan holda ham godlash mumkin. Bunda bu jism hajmi deganda
biz unga yaqginlashuvchi chegaralangan jismlar hajmlarining limitini
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tushunamiz. Albatta, bu holda xosmas integrallarni garashga to‘g‘ri
keladi.
7.3.2 - misol. Quyidagl

f(x) &> 1,

funksiya grafigining abssissalar o'qi atrofida aylanishi natijasida hosil
bo'lgan B jismning hajmini hisoblang.

Awval (7.3.10) formuladan 1 < x < b kesmada foydalanamiz.
So'ngra, bu formulada b —+oc¢ deb limitga o ‘tsak,

+00 +00
d
| =13 f2(x)dx:_lr! X);dx T
1

tenglikni olamiz.

§7.4. Aylanma sirt yuzi

Ushbu paragrafda biz aylanma jismlarini chegaralovchi sirtlarni-
gina o'rganish bilan cheklanamiz.

Uch o'Ichovli fazoda O xi o'qi atrofida x2 — j{x\) funksiya grafi-
gi aylanishi natijasida hosil bo'lgan s sirtni qaraymiz. Qat’iyroq
aytganda, bu sirtni quyidagicha ta'riflaymiz: / berilgan [a, 6] kesma-
da manfiy bo‘lmagan funksiya bo'lsin. S aylanma sirt deb fazoning
quyidagi ko'rinishdagi to‘'plamiga aytamiz:

S — {(k1k2k3) € R3 : @2+ x\ —f2(xi), a< xi < b}.
Aylanma sirtga muhim misol sifatida kesik konus sirtni olishimiz
mumkin. Bu sirt kesmaning, anigrog'i, f(xi) = kx\ + c chizigli

funksiya grafigining aylanishi natijasida hosil bo'ladi. ya'ni

K — {(xi,x2,xs) e R3 :d2+ =3= (& + C)2, a< x\ < b}.
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Ma’'lumki, bu kesik konus yon sirtining yuzi sodda ko'rinishga
ega:
K\ = 2irrl, (7.4.1)

bu yerda r - konusni asoslari radiuslarining o'rta arifmetigi, | esa
konus yasovchisining uzunligidir.

Ixtiyoriy P = {a = xo0 < x\ < ... < xn — b} bo'linishni olaylik.
Bu bo'linishga mos kelgan har bir

Lk = {(x,y) €R2 :x = xk, 0<y < f(xk)}, k=0,1,..., n,

kesmaning abssissalar o0‘gi atrofida aylanishidan aylana hosil bo'ladi.
Shu aylanalardan ikki ketma-ket kelganini asos qilib Sk kesik konus-
larni j'asaymiz. Nihoyat, mana shu kesik konuslardan tashkil topgan
aylanma sirtni S(P) orgali belgilaymiz.

Har bir sk kesik konus yon sirtining yuzi |c]. (7.4.1) ga ko'ra,
quyidagi formula bilan aniglanadi:

S\ = 27 (AR Ar M vi(Aaf)2 + {f(xk) _ /(afc 1)]2.

Faraz qilaylik, / funksiya [o, 6] kesmada uzluksiz differensial-
lanuvchi bo'lsin. U holda, Lagranj formulasiga ko'ra, shunday £& G
(xk-i,Xx) son topiladiki, u uchun

® \sk\ = 27/ -~ - N yi+ [//fa)la

tenglik bajariladi.

Kantor teoremasiga asosan / funksiya [a, ffj kesmada tekis uzluk-
sizdir. Shu sababli, ixtiyoriy e > 0 olganda ham P bo'linish dia-
metrini shunday kichik tanlash mumkinki, har bir gismiy kesmada

= /(&) + a*

tenglikka ega bo'lamiz, bu yerda \ak\<£m Shunday ekan, o'rganila-
yotgan S(P) aylanma sirtning yuzi uchun
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\S(P\ = 2r [[(&) + aKly/l + [/'(&)]Z2 Axk
k=1
tenglikni olamiz.
Demak,

\S(P)\ = 2tt]T /(6)VI + [Ne )]J2 AXk+ 0(e).
k=1

Agar 5 aylanma sirt yuzini P bofinish diametri nolga intil-
gandagi S (P) sirtlar yuzlarining limitiga teng deb aniglasak, oxirgi
tenglikdan

b
Bl = 2kj fO)\II + \F)\2dx (7.4.1)
a

formulani olamiz.

7.4.1 - misol. Abssissa o'gi atrofida

fix) = — 1<x<b b>1
X
funksiya grafigi aylanishi natijasida hosil bo'lgan S(b) sirt yuzini
toping.
Agar (7.4.1) formuladan foydalansak,

0] O

1561 = 2] f(x)y/l + ¥oO\2dx = 2kj I 1+~ d
5(6) il (x)y (x)\2dx N M
i X
tenglikka ega bo'lamiz.
Bundan garalayotgan sirt yuzi uchun quyidagi bahoni olamiz
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Demak, b —a+00 da |5(6)] -+ +00 bodar ekan.

Shuni aytish kerakki, garalayotgan sirt yuzi cheksiz bodishiga
garamasdan, u chegaralagan jism, 7.3.2 - misolga ko'ra, chekli hajm-
ga egadir. Xususan, bu sirt chegaralagan «idishga» uch litrdan biroz
ko'prog (V = 7 bo'yoq solish mumkin bo‘iib, bunda bu <idish>
todadi. Ammo xuddi shu «idish» sirtini bo'yash uchun esa, gancha
ko'p bo‘yog bodsa ham yetmaydi.

8 7.5. Misollar

1 - misoi. Quyidagi
X a2 !
V=TIVa2+x2+ Kln(*-'- Va2+x2), 0<x<1,
a

funksiya grafigining uzunligini toping.

Ko'rsatma. (7.1.4) formulani godlang. Hosil bodgan integralda
x ~ bsht giperbolik almashtirishni bajaring.

2 - misol. Quyidagi

y = bXB/r, 0< x < 4,

funksiya grafigi uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.4) formulani godlang.
3 - misol. Quyidagi

y=2X 0<x < a,

funksiya grafigi uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.4) formulani godlang.
4 - misol. Quyidagi

9 3, 9 .
X = -cos t,y=-smt
5 4

parametrik ko'rinishda berilgan yopiq egri chiziq uzunligini toping.
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Ko'‘rsatma. (7.1.7) formulani go'llang.
5 - misol. Quyidagi

1 1
X = -8(t —sint), y -- é(t —cosi), 0 < x < 2n,

parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.7) formulani go‘llang.
6 - misol. Quyidagi

y=2a2, x+y—2

egri chiziglar bilan chegaralangan soha yuzini toping.
Ko‘rsatma. (7.2.16) formulani go'llang.
7 - misol. Ushbu
A A
a2 ¥ (52 =1
ellips yuzini toping.
Ko'‘rsatma. (7.2.16) formulani go'llang.
8 - misol. Ushbu

a2 b2 ~ c2

ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.
Ko‘rsatma. (7.3.8) formulani go'llang.
9 - misol. Quyidagi

y = SinX, y —0, 0 < X< TT,

egri chiziglaming Oy o'qgi atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan
sirt chegaralagan jism hajmini toping.
Ko'rsatma. (7.3.10) formuladan foydalaning.
10 - misol. Quyidagi
y = cosa?, {a < —

d
funksiya grafigining O x o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo'lgan
sirt yuzini toping.

Ko‘rsatma. (7.4.1) formulani go'llang.
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integrallarni hisoblashning tagribiy usullari

8.1. Tenglamalar ildizlarini hisoblashning taqribiy
usullari

Bu paragrafda biz funksiya ildizlarini va uning ekstremumlari-
ni taqribiy hisoblash usullarini ko'rib chigamiz. Biz o'rganadigan
barcha usullarda berilgan funksiyalarni uzluksiz deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, / funksiya [a, § kesmada uzluksiz bo'lib, f(a) <
0 va /(ft) > 0 shartlarni ganoatlantirsin. U holda, 3.5.1 - lemmaga
ko'ra, (a, b) intervalda shunday c nugta topiladiki, u uchun /(c) = 0
tenglik bajariladi, ya'ni ¢ soni quyidagi

f(x) = 0 (8.1.1)

tenglamaning yechimi bo'ladi.

Demak, / funksiyaga qo‘yilgan shartlar c ildizning mavjudligi-
ni ta‘'miniar ekan. Endi biz mana shu ildizning giymatini awaldan
berilgan istalgan aniglikda hisoblash bilan shug'ullanamiz.

Dastavval biz (8.1.1) tenglama ildizini tagribiy hisoblashning
« villa usuli» deb nomlanadigan eng sodda usul bilan tanishamiz.

I.”Vilka” usuli. Bu usulga asos qilib 3.5.1 - lemma isboti-
da foydalanilgan jarayon olingan. Ushbu lemmada biror kesmaning
chekkalarida turli ishoraga ega bo‘lgan uzluksiz funksiya grafigi ab-
ssissalar o'gini kesib oltishi isbotlangan edi. Isbotda go‘llangan jara-
yon esa kesmani teng ikki bo‘lakka bo‘lib, ulardan gaysi birining
chekkalarida funksiya turli ishoraga ega bo‘lsa, kesmaning o‘sha gis-
mini tanlashdan iborat edi.
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Yugorida qayd gilinganidek, / funksiya (a, 6] kesmada uzluk-
siz bollib, /(a) < 0 va f(b) > 0O shartlarni ganoatlantirsin. (8.1.1)
tenglama ildizini topish magsadida

b—a (8.1.2)

belgilash kiritib, Xk rekurrent ketma-ketlikni quyidagicha aniglaymiz:

X0 = a (8.1.3)

va k > 0 lar uchun

Ravshanki, hi — va shuning uchun x\ =

Shunday qilib, berilgan / funksiyaning ildizini topish jarayoni
ketma-ket f(x K) giymatlarni hisoblashdan iborat ekan. Agar bordi-
yu biror natural k uchun f(xk) = 0 tenglik bajarilsa, biz Xk nuqtani
gidirilayotgan ildiz deb e’lon qilib, jarayonni tugatamiz. Shuning
uchun, bundan buyon f(xk) ¢ 0 deb faraz gilamiz.

8.1.1 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniglangan
ketma-ketlik uchun

f(xk- hk) < 0, f(xk+ hk) > 0 (8.1.5)

shartlar o ‘rinlidir.

Isbot oddiy bo:lib, u matematik induksiya usuli bilan olib bo-
riladi.

8.1.2 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniglangan
ketma-ketlik (8.1.1) tenglamaning biror c ildiziga yaqinlashadi va
bunda quyidagi baho bajariladi:

(8.1.6)

Xk
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Isbot. (8.1.2) va (8.1.4) tengliklardan

p v
%N\ y N S E
k=1
A (6—a)

an+k
k=1
bahoni olamiz.
Demak, ixtiyoriy natural n va p lar uchun

(8.1.7)

baho bajarilar ekan.

Hosil bo‘lgan (8.1.7) baho {xn} ketma-ketlikning Koshi ketma-
ketligi ekanini anglatadi va shuning uchun, bu ketma-ketlik biror e
songa yaginlashadi.

Agar (8.1.5) tengsizliklarni hisobga olsak, bevosita / funksiya-
ning uzluksizligidan /(c) = 0 tenglikni olamiz, ya'ni bu x = ¢ son
(8.1.1) tenglamaning ildizi bo'‘lar ekan.

Nihoyat, agar (8.1.7) bahoda p -4- oo da limitga o'tsak, talab
gilingan (8.1.6) bahoga ega bo‘lamiz.H

Eslatma. Yuqorida / funksiyaga go'yilgan (8.1.1) shart tengla-
maning kamida bitta ildizi borligini ta‘'miniaydi. Albatta bunda
(a,b) intervalda bir nechta ildiz bo‘lgan hoi va hattoki, cheksiz
sondagi ildizlar bo‘lgan hoi ham inkor gilinmaydi. Masalan, [—2, 2]
kesmada

f(x) = 2x —\W+ 1]+ W —]] B8138)

funksiya uzluksiz bo'!ib,
1(-2=-2<0, /(2=2>0

shartlarni ganoatlantiradi.
3.5.1 - lemmaga ko‘ra. bu shartlardan (—2, 2) interval ichida /
funksiyaning ildizi mavjudiigi kelib chigadi. Ammo bu funksiyaning
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aniglanishidan —1 < x < 1 kesmaning har bir x nugtasiuning ildizi
ekanligi ko'rinib turibdi. Bundan chiqdi, (8.1.8) funksiya cheksiz
ko'p ildizlarga ega ekan. Yugorida ko'rilgan "vilka” usuli esa bu
ildizlardan fagat bittasini, chunonchi, ¢ = 0 ildizni topish usulini
beradi.

2. Vatarlar usuli. Mazkur bandda biz vatarlar usulini ko'rib

chigamiz. ” Vilkal usulidan fargli o'laroq vatarlar usulida biz / funk-
siyaning [ab] kesmada uzluksizligidan tashqgari.uning (a,b) inter-
valda go'shimcha ravishda differensiallanuvchi bo'lishini ham talab
gilamiz. Bunda. funksiya grafigi vatari deb grafikni ixtiyoriy ikki
nuqtasini birlashtiruvchi to‘g‘ri chizig kesmasiga aytiladi.

Vatarlar usulidagi ildizning aniglangan tagribiy giymatidan yan-
gi taqgribiy giymatiga o'tish g'oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik, xq
yuqoridagi (8.1.1) tenglama ildizining avvalgi gadamda aniglangan
taqgribiy giymati bo‘lsin. Agar / funksiya grafigining (xq, f(x0)) va
(b, f(b)) nugtalarini birlashtiruvchi vatar abssissalar o'qini X\ nuqta-
da kessa, mana shti x\ son (8.1.1) tenglama ildizining yangi tagribiy
giymati deb olinadi.

Agar Xk izlanayotgan c ildizning tagribiy giymati bo'lsa, keyin-
gi Xk+1 tagribiy giymat uchun formulani aniglaylik. Buning uchun
grafikning (xk, f (xk)) va (b, f(b)) koordinatalik nugtalaridan o‘tuv-
chi to'g!ri chizigning tenglamasini, ya’'ni

y(x) = f(xk) + ® X _ XK) (8.1.9)
O—Xk

tenglamani garaymiz.
Qayd gilganimizdek, Xk+i son y(x) = 0tenglamani ildizi bo'lishi
kerak. Demak,

"o 20l £ n O e -

va bundan chiqdi,
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Mazkur rekurrent formula (8.1.1) tenglama ildizini tagribiy hisob-
lashning vatarlar usuli ketma-ketligini aniglaydi. Bunda boshlang'ich
yagqinlashish sifatida

Xg= a (8.1.11)

nugtani olishimiz mumkin.

Agar / funksiyaning [o, b}kesmadagi hosilasi musbat va o'suvchi
bo‘lsa. yuqoridagi ketma-ketlik korrekt aniglanganligiga, ya’ni Xk
nuqtalardan birortasi ham [a, b kesmadan tashgariga chigmasligiga
ishonch hosil gilamiz.

8.1.3 —tasdiq. Berilgan f funksiya [aB\hesmada differensial-
lanuvchi bo'lib,uning f'(x) hosilasi shu kesmada o‘suvchi bo'lsin. U
holda istalgan Xq G [a, b] nugta uchun

(8,1.12)
X — Xo

ayirmali nisbatx ning funksiyasi sifatida x > Xo da o‘suvchi bo'ladi.

Isbot. Har ganday h > 0 uchun x ni x+h ga o‘zgartirganimizda
(8.1.12) ayirmali nisbat giymatining kamaymasligini ko'rsatish yetar—
li. Buning uchun Lagranj formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga
asosan, shunday £i G (x0,X) nugta topiladiki, u uchun

fX) - f{xo) = F{inN{x- X0), Xo <6 <X, (8.1.13)
tenglik bajariladi.
Shunga o'xshash, h > 0 uchun shunday & G (X,x 4 h) nuqta
topiladiki,
fix+ h)~ fO) = f*(&)h, x<&<x +h, (8.1.14)

tenglik o'rinli bo;ladi.
Shunday elan, (8.1.13) va (8.1.14) tengliklarga ko‘ra,

fix 4 h) - /(x0) = [F(x +h)~ T\ 4 [F{X) - FOO\ =

= f({2h+ f(Z1)ix-X0).
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Endi f(x) hosila o'suvchi ekanini gayd qilsak, £2 > £1 bo‘lgani
uchun /'(£1) < /'(£2) tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,

f(x +h)- f(x0) > f(Ci)h +/'(£i)(x - x0) = f(£i)(x +h- x0).
Bu tengsizlikdan, (8.1.13) ga ko‘ra, talab gilingan natijani, ya’ni

f(x +h)-fjx0) > , ~ f(x) - f(x0)
X+h—x0 — 1 X —XO0

munosabatni olamiz.B
Navbatdagi tasdiqda (8.1.10)—(8.1.11) tengliklar bilan aniglan-
gan {xk} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, yugoridan (8.1.1) tenglama-
ning izlanayotgan x —c ildizi bilan chegaralangan ekanini ko'rsatamiz.
8.14 -tasdiq. Berilgan / funksiya [a, 6] kcsrnada differensial-
lanuvchi bofib,

f(a) <0, /(&) >0, f(x)>0, a<x <b, (8.1.15)

shartlami qanoatlantirsin. Bundan tashqari, f(x) hosila Ja,b] kesma-
da o‘suvchi bo'lsin.

U holda (8.1.10)- (8.1.11) tengliklar bilan aniglangan »K ketma-
ketlik o‘suvchi bo‘libruning barcha hadlari

xk < C (8.1.16)

bahoni ganoatlantiradi.

Isbot. Matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun,
shartga ko'ra xq = a < c bo'lgani sababli, a < Xk < c deb faraz
gilib, Xk < Xk+i < c go'sh tengsizlikni isbotlash yetarlidir.

Ma’lumki, /(c) = 0. Shuning uchun (8.1.10) tengiikni quyidagicha
yozish mumkin:

Xk+1 = Xk + ~ 8.1.17)

Bu tenglikka ko'ra, agar Xk = c bo'lsa, Xk+i — c ekani kelib
chigadi. Ya’ni isbot qilinishi talab gilingan Xk < "k+i < ctengsizlik
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bajarilar ekan. Shu sababli bundan buyon a < Xk < c deb faraz
gilamiz.
Sodda almashtirishlar yordamida (8.1.17) tenglikni

& xk) f(c) -/(xK) 515

c - xXk+i = {C_ Xk) /(ft) _ f(x k) (C - Xk)

ko'rinishga keltiramiz.
Agar
x (ft- xk)y  /(c) - f(xKk) (8.1.19)
/(ft) - f(Xk) (c- XK

deb belgilash kiritsak, (8.1.18) tenglik
c - Xk+i = (c- XK)(I - OK (8.120)

ko‘rinishga, keladi.

Shartga ko;ra f o'suvchi berlgani sababli 9k > 0 boiadi. Bundan
tashgari, farazimizga ko‘ra xk < ¢ < b bo‘lgani uchun, 8.1.3 -tasdiq
va (8.1.19) tenglikdan Ok < 1 tengsizlik kelib chigadi. Demak,

0< k<1 (8.1.21)

shart bajarilar elan.
Shunday qiiib, xk < cdegan farazimizga ko‘ra, (8.1.20) va (8.1.21)
munosabatlardan

0 < c-XkK+i < c-Xk
baho kelib chigadi. Bundan esa, 0‘z navbatida, (8.1.10)-(8.1.11) ketma-
ketlik uchun talab gilingan

Xk < %k+1l <c

tengsizlikka ega bo‘lamiz.B
Shunday qilib, (8.1.10)-(8.1.11) ketma-ketlik korrekt aniglangan
ekan.
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8.1.5 -tasdiq. Agar 8.1.4 -tasdiq shartlari bajarilsa, (8.1.10)-
(8.1.11) tengliklar bilan aniglangan Xk ketma—ketlik (8.1.1) tenglama-
ning x = c ildiziga yaqginlashadi. Bundan tashqari, biror g, 0 <
g< 1 o'‘zgarmas uchun

N0 - A< (b-a) myn (8.1.22)

baho o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Agar
Sk—C Xk

deb belgilash kiritsak, 8.1.4 -tasdiqdan {e/J ketma-ketlikning ka—
mayuvchi va manfiy emasligi kelib chigadi. Agar Ck (8.1.19) formula
bilan aniglangan sonlar bo‘lsa, (8.1.20) tenglikdan

£k+ = (1 —GK)Ek (8.1.23)

rekurrent munosabatni olamiz.
Lagranj formulasiga ko‘ra, shunday £& € (Xk,c) va rk 6 (xk,b)
sonlar topiladiki, ular uchun

/(c) - f(xXK) S
(c-z,) =f&)
va
flb) -
e (F=F*>T - 1 (m)

tengliklar bajariladi.
Yuqoridagi ikki tenglikni (8.1.19) ga qo'ysak, Ok quyidagi ko'rinish—
ga keladi:
= /I'(&)
/I(% )I
i1\
Agar a — desak, f{x) funksiyaning o‘suvchi bo'lgani uchun,
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bahoga ega bo'lamiz. Shunday ekan, (8.1.23) dan quyidagi
£k+i < (1- Oi)Ek
muhim tengsizlik kelib chigadi. Demak,
0 < £k+i < (1 - a)k+1e0. (8.1.24)
Ravshanki, / funksiyaga qo'yilgan shartlarga ko‘ra,
O<ac<1l

Endi £0 =—e—x0 —c—a < b—a ekanini hisobga olsak, (8.1.24) dan
talab gilingan (8.1.22) bahoni olamiz.B

Vatarlar usulining ustunligi taqribiy gqiymatlar ketma-ketligining
izlanayotgan ildizga tez yaginlashishidadir. Bu usulning yana bir
muhim xususiyati shundan iboratki, rekurrent ketma-ketlikni hisob-
lash vaqtida funksiya qiymatini oldingi nugtada hisoblashning o‘zi
yetarlidir. Bundan tashgari, biz funksiyaning birinchi hosilasi mav-
judligini talab gilsakda, hech bir nugtada uning gijrmatini hisoblash-
ga zaruriyat yo'qdir.

Agar bizda bor ma’lumotlar hosilaning ham giymatini hisoblash-
ga imkon bersa, tagribiy giymatlar ketma-ketligining ildizga yaqin-
lashish tezligini yanada oshirish mumkin. I.Nyuton taklif gilgan
urinmalar usuli aynan shunday usuldir.

3. Urinmalar usuli (Nyuton usuli). Urinmalar usulining
asosiy g'oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik, do yuqoridagi (8.1.1)
tenglama ildizining tagribiy giymati boisin. Agar / funksiya grafigi-
ga (xq, f(x0)) nugtada o'tkazilgan urinma abssissalar o'gini X\.nug-
tada kessa, ana shu X\ nugtani (8.1.1) tenglama ildizi uchun yan-
gi tagribiy giymat sifatida olamiz. Bu jarayonni davom ettirib, biz
urinmalar usulining taqribiy giymatlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, grafikka (x* f(xk)) nuqgtada o'tkazilgan urinma
tenglamasini garaylik. Bu tenglama quyidagi ko'rinishga ega:

V= f{xK) + F(xK)(x - xK).
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Agar y(xk+1) = 0 bo'lsa,
0 = /Ofc) + f(x K)(xk+1 - icjt)

tenglik hosil bo'ladi. Demak,

Xk+1=Xk~ M r 8L25)

Boshlang'ich yaqinlashish xq sifatida odatda ildizga yaqinligi av-
valdan ma’lum bo‘lgan nuqgtalardan bin olinadi. (8.1.25) rekurrent
formula orgali aniglangan ketma-ketlik urinmalar usulining taqgribiy
giymatlar ketma-hetligi deyiladi.

Faraz qilaylik, ildizini topishimiz kerak bo'lgan / funksiya biror
[o, B] kesmada ikkinchi hosilaga ega bo'lib, quyidagi shartlarni ganoat-
lantirsin

f(a) <O, f(b) >0, f'(x) >m >0, 0< fix) <M, a<x <b.
(8.1.26)

U holda bu kesma ichida /(c) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi
c nuqta mavjud va yagona bo‘ladi. Biz (8.1.26) shartlar bajaril-
ganda (8.1.25) ketma-ketlikning ana shu c ildizga yaginlashishini
ko'rsatamiz.

8.1.6 —tasdiq. Agar (8.1.26) shartlar bajarilsa, u holda (8.1.25)
rekurrent munosabat bilan aniglangan {xk} ketma-ketlik monoton
kamayib, (8.1.1) tenglamaning x = c ildiziga yaginlashadi.

Isbot. Awal Teylor formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga
asosan, ¢ va xk nugtalar orasida yotgan shunday £k nuqta topiladiki,
u uchun

/(c) - f(xK) = F(xK)(c - xK) + LM hl (c_ Xkf

tenglik bajariladi. Agar /(c) = 0 ekanini hisobga olib, f{xk) ga
bo'lib yuborsak,

IM . L, (&) '2
f'M V M1 H
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tenglikka kelamiz.
Endi (8.1.25) rekurrent munosabatni hisobga olsak, bu tenglik-
ning chap tomoni Xk+i ga tengligini ko'ramiz. Demak,

* M _ o

= (8X27)

Hosil bollgan tenglikning o‘ng tomoni, (8.1.26) shartlarga ko‘ra,
barcha k larda musbat. Bundan chiqdi, boshlang‘ich xq nuqtaning
ganday tanlanishidan gat’iy nazar, (8.1.25) ketma-ketlikning X\.dan
boshlab barcha nuqtalari (8.1.1) tenglamaning c ildizidan o‘ngda
yotar ekan.

Agar x > c bo‘lsa, (8.1.26) shartlardan f(x) > f(c) = 0O ekani
kelib chigadi. Shunday ekan, hosilaning musbatligiga ko‘ra,

fix)

I'(®)

Bundan chiqdi, (8.1.25) tenglikka ko‘ra, Xk > c bo’lganda .Xfcn <

Xk bo'ladi, ya’ni bu ketma-ketlik monoton kamayuvchi bo'lar ekan.
Shunday qilib, {xn} ketma-ketlik kamayuvchi va quyidan chega-

ralangandir. Demak, bu ketma-ketlik limitga ega. Bu limitni d orgali
belgilab, (8.1.25) tenglikda k — oo deb limitga o'tsak,

> 0, X>c

m
r(d)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan f{d) — O ekani kelib chigadi. De-
mak, ildizning yagonaligiga ko‘ra, d —c. Bu esa 8.1.6 —tasdigning
o‘rinli ekanligini ko'rsatadi.B

Shuni aytish kerakki, urinmalar usulidagi tagribiy giymatlar ket-
ma-ketligi vatarlar usulidagi ketma-ketlikka qaraganda ildizning aniq
giymatiga ancha tez yaginlashadi. Navbatdagi tasdiq yaginlashish
tezligi asosan boshlang'ich yaqginlashishning tanlanishiga bog‘liq eka-
nini ko;rsatadi.

8.1.7 -tasdiq. Agar (8.1.26) shartlar bajarilib,



424 Tagribiy usullar VIl Bob

bo‘lsa, (8.1.25) tenglik orgali aniglangan {xk} ketma-ketlik uchun

27 n
Nn-c| < n=20,1,..., (8.1.29)

baho onnli bo'ladi, bu yerda
= dbo—cC - < 1. 8.1.30
a ¢ o ( )

Isbot. Agar ek = xk — c deb belgilab, (8.1.27) tenglikdan foy-
dalansak, (8.1.26) shartlarga ko‘ra,

. M o ,
Ek+i ~ 4 (8-1-31)

tengsizlikka ega bo'lamiz.

Endi (8.1.29) bahoni matematik induksiya usuli bilan o‘rnatish
giyin emas. Hagigatan, n —O0 uchun bu baho, (8.1.30) munosabatni
hisobga olsak, o‘z-0'zidan ko'rinib turgan tenglikka aylanadi. So'ngra,
bahoni n —k uchun o'rinli desak, (8.1.31) ga ko'ra,

ectl - 27e* ~ 2m{-M'q ) = M- (q = -M'q .

Bu tengsizlik n = k + | da (8.1.29) baho bilan ustma-ust tushadi.
Demak, induksiyaga ko'ra, (8.1.29) baho barcha n lar uchun o'rinli
ekan.B

8.1.1 - misoi. Ushbu

Xm = a (8.1.32)

tenglama ildizini hisoblash uchun Nyuton usulidagi tagribiy giymat-
lar ketma-ketligini toping.
Agar
f(x) =xm-a (8.1.33)
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deb belgiiash kiritsak, u holda f'(x) = rnxm~l va fix ) = m(m —
)®"1-2 bo‘ladi. Demak, (8.1.33) funksiya (8.1.26) shartlarni ganoat-
lantiradi va (8.1.25) rekurrent formula

X™ —o
to™ 1

ko'rinishga keladi. Bu formulani quyidagicha yozib olish ham mumkin:

Xkl - (I- ~)x k+— (8.1.34)
Vv my ma;™ 1

Xususan, agar m = 2 desak, (8.1.34) tenglikdan a sonining
kvadrat ildizini hisoblash uchun bizga maium bo‘lgan Nyuton for-
mulasini olamiz:

xkH = 7i(xk +—) » (8.1.35)

Shu olrinda (8.1.26) shartlarning muhim ekanligini gayd etish
zarur. Agar bu shartlar bajarilmasa. Nyuton usulidagi taqribiy qiy-
matlar ketma-ketligi (8.1.1) tenglama ildiziga yaginlashmasligi ham
mumkin.

8.1.2 —-misol. Ushbu

B x4-8a2-17= 0 (8.1.36)

tenglama ildizini [4,1] kesmada hisoblash uchun Nyuton usulidagi
tagribiy giymatlar ketma-ketligini toping.
Buning uchun
f(x) = 17+ 8a2- xA (8.1.37)

funksiyani garaymiz.
Agar bu funksiya giymatini x = —4vax = 1nuqtalarda hisobla-
sak,

/(_4) = -111 < 0, /(1) = 24> 0,
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munosabatlarga ega bolamiz. Dexnak, 4, Ij kesmada (8.1.36) tcxig-
lama ildizga ega ekan.

Nyuton usulidagi tagribiy giymatlar ket-ma-ketligi, (8.1.25) for-
mulaga binoaii, quyidagi rekurrent munosabat orqgali aniglanadi:

17 + - Xi

exE _kk_ 1] A4 4 ( 39

Agar boshlang‘ich yagirdashish sifatida xqg — 1ni olsak, u holda
tb‘g‘ridan to‘g!ri (8.1.38) formuladan

w- -1, x; = 1, xas -1, ...

ketina-kétlikka ega boflaixiiz.
Dernak. x,, m(—1)”. Ravshanki. bu ketma-ketlik uzoglashadi.

8.l-rasui
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Shuni gayd etishjoizki, (8.1.37) funksiya [4,1] kesmada (8.1.26)
shartlarni ganoatlantirmaydi. Aynan shu sababli tagribiy giymatlar
ketma-ketligi ildizga yagqinlashish o'rniga x — 1 va x ——1 orasida
«0'ralashib qolayapti» ( 8.1-rasmga garang).

§ 8.2. Funksiyaning ekstrernum nuqtalarini
hisoblashning taqribiy usullari

Berilgan funksiyaning ekstrernum nuqtalarini topish masalasi,
IV bobda keltirilgan nazariyaga ko'ra, statsionar nuqtalarni, ya’ni
hosilaning nollarini aniglab, so‘ngra bu statsionar nuqtalarni o‘rga-
nishdan iboratdir. Demak, ekstrernum nugqtalarni taqribiy hisoblash
8.1 —-paragrafda o'rganilgan masalaga kelar ekan. Ammo zamonaviy
kompyuterlar funksiyaning ekstrernum nugtalarini, ularni hosilalari-
ni topmasdan turib, taqribiy hisoblash imkoniyatini beradi. Ushbu
paragrafda shunday usullardan biri bilan tanishamiz.

1. Funksiya ekstrernum nugqtasini topish algoritmi. Ush-
bu bandda biz funksiya ekstrernum nugqtasini tagribiy hisoblashning
shunday usulini o'rganamizki, u funksiya nollarini topishning av-
valgi paragrafda (1 - bandga garang) o‘rganilgan —cvilka> usuliga
o‘xshashdir.

Faraz gilaylik, / funksiya [a b] kesmada uzluksiz boiib, biror
c e (a, b nuqgta uchun quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

(i) / funksiya [ac] kesmada gat’iy olssin;

(ii) / funksiya |c b] kesmada gat’iy kamaysin.

Shubhasiz, bu shartlar ostida c huqgta / funksiyaning [a, b] kesma-
dagi maksimum nugtasi bo‘ladi. Biz yana shuni ta’kidalashimiz mum-
kinki, bunday aniglangan / funksiya (a, b) interval ichida lokal mini-
mumga ega emas.

Qo'yilgan shartlar o'rganiladigan funksiyalar sinfini ancha toray-
tirib go'yadi, albatta. Lekin shunga garamasdan bunday funksiyalar
tadbiglarda ko'p uchrab turadi.

Bizning magsadimiz ¢ nuqtaga yaginlashuvchi ketma-ketlikni
tuzishdan iboratdir.
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Aytaykk,
b—a
x0=a, ho= ~Y= (8.2.1)
bo'lsin. Biz ¢ nuqtaga yaginlashuvchi {xn} ketma-ketlikni quyidagi
rekurrent formuladan aniglaymiz:

xn =Xn-\ +hn-x, n=1,2,..., 8.2.2)

bu yerdagi {hn} orttirmalar ketma-ketligi navbatdagi formuladan
topiladi:

hn— > agar f(xn) > f(xn-1) bo’lsa,

hn hn—i (8.2.3)
n—+ agar f(xn) < f(xn-1) bo'lsa.

Bundan ko'rinadiki, biz / funksiya giymatlarini xo = a nug-
tadan boshlab hisoblab, o'ngga garab ho gqadam bilan toki funksiya-
ning navbatdagi giymati oldingisidan kichik bo‘lgunga qadar harakat-
lanamiz. Bunga erishishimiz bilan biz teskari yoiialishda ikki marta
kichik gadam bilan harakatlana boshlaymiz. Agar funksiya kamay-
ishdan to‘xtasa, biz yana o'ngga garab harakatlanamiz. Shunday
qgilib, biz goh o‘suvehi va goh kamayuvchi bo'lgan {xn}%d 0 ketma-
ketlikka ega bo'lamiz.

Ravshanki, (8.2.2) ketma-ketlikning navbatdagi nuqtasi ¢ nug-
tadan o'ngda bo‘lishi zahoti, yoki undan keyingi gadamda bu ketma-
ketlik o‘suvchidan kamayuvchiga o'zgaradi. Bundan so‘ng ketma-
ketlik ikki marta kichik gadam bilan kamaya boshlaydi. Bundan
bevosita ko‘rinib turibdiki, (8.2.2) ketma-ketlik nuqtalari bir tomon-
ga (chap yoki o‘ng tomonga) harakatlanayotganida ikkidan kam
boMrnagan va to'rtdan ko‘p bo!lmagan sonda gadam qo‘yadi.

2. Tagribiy giymatlar ketma-ketligining yaqinlashishi.
Agar (8.2.2) ketma-ketlikning xn elementi o‘zidan oldingi va o‘zidan
keyingi elementlardan katta bo'lsa, ya’ni

Xn i va Xn n,;

tengsizliklar o'rinli bollsa, biz bu elementni (8.2.2) ketma-ketlikning
o‘ng burilish nugtasi deb ataymiz.
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Shunga o'xshash, agar (8.2.2) ketma-ketlikning xm elementi o‘zi-
dan oldingi va o'zidan keyingi elementlardan kichik bo'lsa, ya’ni

'Em < 'Em—- VS Xm < Xm. 1

tengsizliklar o!rinli bo‘lsa, biz bunday elelmentni ketma-ketlikning
chap burilish nuqtasi deb ataymiz.

0 !ng va chap burilish nuqtalarini biz (8.2.2) ketma-ketlikning
chekka nuqtalari deb ham ataymiz.

Navbatdagi ikki tasdiq yuqoridagi bandda keltirilgan muloha-
zalardan bevosita kelib chigadi.

1 -tasdiq. Agar xn nuqta (8.2.2) ketma-ketlikning o‘ng burilish
nugtasi bo‘lsa, u holda quyidagi

uch nugtalardan bin (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish nuqgtasi
bo‘ladi.

2 -tasdig. Agarxm nuqta (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish
nuqgtasi bo‘lsa, u holda quyidagi

2-m+2) %m+3j %m+4

uch nugtalardan biri (8.2.2) ketma-ketlikning o‘ng burilish nugtasi
bo‘ladi.

Agar xm orgali (8.2.2) ketma-ketlikning birinchi o‘ng burilish
nuqgtasini belgilasak, xn2 orqgali undan keyingi chap burilish nuqtasi-
ni belgilasak va bu belgilashni davom ettirsak, u holda biz (8.2.2)
ketma-ketlikning barcha chekka nuqtalaridan tuzilgan va navbatma-
navbat nomerlangan gism ketma-ketligini olamiz.

Asosiy tasdiq quyidagidan iborat.

3 - tasdiq. Agar {xnk} ketma-ketlik (8.2.2) ketma-ketlikning
navbatma-navbat nomerlangan chekka nugtalaridan iborat qism
ketma-ketligi ho‘lsa, u holda k > Ila r uchun

nk < 4fc—2 (8.2.4)

tengsizlik o‘rinli.
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Isbot. Qism ketma-ketlikning tuzilishiga ko'ra 1 < m < 2
Bundan tashgari, 1 —va 2 - tasdiglardan ketma-ketlikning har bir
o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lagi 4 dan ko‘p bo'lmagan gadam nati-
jasida hosil bo'lishi kelib chigadi. Shunday ekan, qo'shni chekka nug-
talar nomerlari oshib borsa 4 taga farqg gilishi mumkin, ya’ni

rij —rij-i < 4. (8.2.5)

Bundan chiqdi, agar o‘z-o’zidan ko'rinib turgan quyidagi
k
nk = Ui + ni — flj-i)
32

ayniyatdan foydalansak, (8.2.5) tengsizlikdan

k
Uk< 2+ 4= 2+4(h—I) = 4k—2
i=2

munosabatni olamiz.H
821 —-teorema. Agar f funksiya (i) va (ii) shartlami ganoat-

lantirsa, (8.2.1)-(8.2.3) tengliklar bilan aniglangan {xn} ketma-ketlik
/ funksiyaning x —c maksimum nugtasiga yaginlashadi va bunda

NO - O\ < A2-n/4, A = 2y/2(b—a), (8.2.17)

baho bajariladi.

Isbot. Biz {xnk} orqgali (8.2.2) ketma-ketlikning chap va o‘ng
burilish nugtalari ketma-ketligini belgilaymiz. Faraz qilaylik, n& _i <
n < rik tengsizlik bajarilsin. U holda bevosita chap va o‘ng buri-
lish nugtalar ta’rifidan xn va c nuqtalarning xrk | va xnk nuqtalar
orasida yotishi kelib chigadi. Shunday ekan,

M1 —CO\ < WK ki (8.2.7)
1-va 2 -tasdiglarga ko'ra, nugtadan xnk nugtagacha h—

(— D fe-xfc~ gadam bilan oshib borsa 4 gadamda borish mumkin.
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Shuning uchun, ravshanki,

Xnk—xnh rl1 < 4h =4 2k «

Bu baho va (8.2.7) tengsizlikka ko‘ra,

ban ct& Abra

0 ‘z navbatida 3 -tasdiqga ko‘ra.

TM\ Z_(Fz Nnm+2
- - 4
tengsizlikka ega bo'lamiz.
Shunday ekan,

1 I~ nb~a
le-~cl ~ AU ~ r 7 {b~a)’\B
va demak, talab gilingan (8.2.6) baho isbotlandi.B
Shuni aytish joizki, o‘rganilgan usul o‘zining go'llanishi soddali-
gi bilan ajralib turadi. Chunki bu usulni amalda qo‘llash uchun biz
funksiya giymatini navbatdagi nugtada hisoblab, uni oldingi gadam-
da hisoblagan giymat bilan solishtirishimiz yetarlidir.

B

8 8.3. Aniqg integrallarni hisoblashning taqribiy
usullari

Aniq integrallarni tagribiy hisoblash usullari asosida integralni
integral yig‘indilar limiti ko‘rinishidagi ta’rifi, ya’ni quyidagi

3

a

f{x)dx = dUMQE
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tenglik yotadi.
Bu ta’rifga asosan biz integralni tagriban unga mos integral
yig‘indi bilan almashtirishimiz mumkin. Turli usullar bilan

P —{a=xo0< xi < .. <xn-~b]

bo'linishni va £& € [xk-ixk\. nugtalarni tanlab, biz aniqg integral
hisoblashning bar xil tagribiy usullariga ega bo'lamiz.

1. To‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli. Berilgan [a, 6] kesmani n ta
teng bo‘lakka bo'lamiz (bu bo‘linish odatda tekis to‘r deyiladi):

Xk —a + kh, k—0,1,2, buyerda h=—~—-. (8.3.1)
n

Oralig  nugqtalar sifatida [x~-i XK\ gismiy kesmaning o'rtasini
olamiz, ya’ni
) Xk-1 + Xu ,
tk = —_ (832)
U holda aniq integralning tagribiy giymati In(h, f) sifatida quyi-
dagi ifodaga ega bo'lamiz:
n
IR{h,f) = hJ2f(tk)- (8.3.3)
K=1
To'g‘ri to'rtburchaklar usulining xatoligini (bu xatolik goldiq
had ham deyiladi) ER(h, f) simvol orgali belgilaymiz, ya’ni
6
ER(h,f) = / f(xX)dx - 1rGi,/). (8.34)
a
Endi shu kattalikni baholaymiz. Buning uchun uzunligi h ga teng
bo'lgan [xk—i,XK] qgismiy kesmani alohida garaylik. Dastavval bu
kesmani almashtirish bajarib, [-h/2,h/2] kesmaga keltiramiz. Faraz

gilaylik, / funksiya ana shu kesmada ikki marta differensiallanuvchi
bo'lsin. U holda, Teylor formulasiga ko‘ra, biror rj = *,0 < W\

N\ uchun
f(x) = /(0) +f'(0O)x +/"bl y (8.3.5)
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tenglikni olamiz.
Shunday ekan, simmetrik kesmada integrallab,

h2 h2
J feodx - hf)+ ] Frx~dx
—h2 -h/2

tenglikni hosil gilamiz.

Shuni qayd etish joizki, j = % nuqgta x dan uzluksiz bog'liq
bo‘Imasligi mumkin. Ammo, agar >0 = /"(0) desak, cp(X) =
f'(r}x) funksiyaning uzluksizligi (8.3.5) tenglikdan bevosita kelib
chigadi. Shuning uchun, o‘rta giymat haqidagi formulaga ko'ra,

2 2
J t(m)~dx = T0)J YK-=
-h/2 -h/2

bu yerda 9 — (—h/2, h/2) intervaldan olingan biror nuqtadir. Shun-

day qilib,
h/2

(8.3.6)
-h/2

Shubhasiz, xuddi shunday tenglik har bir gismiy [**-1)X\kesma
uchun ham o'rinli, ya’ni

j f(x)dx = hf(tk) + f(e K~ , (8.3.7)

bu yerda gismiy kesmaning markazi bo'lib, 6k esa (xk-i,%k)
intervalning biror nuqtasidir.

Endi goldig hadni, (8.3.4) va (8.3.7) tengliklardan foydalanib,
quyidagi ko'rinishda yozamiz:

n ( xk



434 Tagqiibiy usullar V 111 Bob

Ma’lumki,

1 n
min j"{x) < —~YL1"{Ok) < maxf'{x)
a<x<o nz a<x<b
= k=1 =

tengsizliklar o‘rinli. Demak, ikkinchi hosilaning uzluksizligiga ko‘ra,

[a b] kesmadan shunday 0* nuqta topiladiki, u uchun

["(«») = ["(«*)e (8.3,9)
k=1

Bu tenglik yordamida (8.3.8) goldiq had yanada qulayroq ko‘ri-
nishga keladi:

ER(h,f) = (8.3.10)

Nihoyat, nh = b—a bolgani uchun, (8.3.1)-(8.3.4) munosabat-
lardan va goldiq hadning (8.3.10) ko'rinishidan foydalanib, quyidagi
fonnulani ofamiz:

ff@dx = hJ2f(a+ kh-h/2) 4 , h=
a k=1
(8.3.11)

Bu (8.3.11) tenglik to‘g‘ri to’rtburchaklar formulasi deyiladi.
Chunki bu holda (8.3.11) dagi aniq integralga teng boigan egri
chizigli trapetsiya yuzi asosi Axk = h va balandligi /(E&) bo'igan
to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlari yig‘indisi bilan yaqinlashtiriladi. Shu-
ni gayd etish joizki, agar / funksiya [a B kesmada chizigli boisa,
u holda (8.3.11) formuladan ko‘rinib turibdiki, integralning tolg‘ri
to'rtburchaklar formulasi orgali hisoblangan tagribiy giymati uning
aniq giymati bilan ustma-ust tushadi.

2. Trapetsiyalar usuli. Yana tekis to‘r deb ataluvchi bolinishni
olib, endi bu safar /(£*.) sifatida quyidagi kattalikni olamiz:
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ya’ni, £ [xk-i,Xk] nuqtalarni shunday tanlaymizki, yuqoridagi
tenglik o'rinli bo'lsin. Boshqgacha aytganda, PKk—\,XK] gismiy kesma
ustida joylashgan egri chizigli trapetsiya yuzining taqribiy giymati
sifatida biz parallel tomonlarining uzunligi f(xj.-i) va /(x*) larga
teng bo'lgan trapetsiya yuzini olamiz.

U holda aniq integralning taqribiy giymati h (h, f) sifatida quyi-
dagi ifodaga ega bo‘lamiz:

A
(8.3.12)
fcai

Trapetsiyalar usulining xatoligini hisoblash magsadida yana
uzunligi h ga teng bo‘lgan [xk-i,Xk] gismiy kesmani alohida garay-
lik. Almashtirish bajarib bu kesmani [~h/2, h 2] ga keltiramiz. Faraz
gilaylik, / funksiya ana shu kesmada ikki marta diiferensiallanuvchi
bo‘isin. Dastavval, quyidagi integralni bo'laklab integrallab, bizga
qulay kcrrinishga keltiramiz:

Jpe-t2fMdt - x2-t2f() I _x + 2J =
—X =X

2i/(DItI-* - 2 | f(t)dt = 2xf(x)+2xf(%<)—2v.]f{t)dt

B X —X

Shunday ekan, o‘rta giymat haqidagi formulani qo'llasak, nav-
batdagi tenglikka kelamiz:

J f () dt — x[f(=x) +F(x)}= - i J(an—tZ)i"{t)dt
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Endi bu tenglikda x = h/2 deb,
h/2
- 3
J fityit - hftm 3= 1s& nuy 3L
-h2
tenglikni olamiz, bu yerda B € Fh/2,h/2\ bo'lgan biror nugta.
Shubhasiz, xuddi shunday baho uzunligi h ga teng bol!lgan har
bir gismiy P&~N\X\ kesmada o'rinli:
XK
Il J«*> = (8.3.13)
X1

Bundan, xuddi to‘g‘ri to‘rtburchaklar usulidagidek. (8.3.13) teng-
liklami yig‘ib chigsak, trapetsiyalar usulidagi xatolik uchun

/ w i3
f{x)dx - IT(h,f) = £ No ) - (8-344)
a k=l
ifodani olamiz.
Ikkinchi tartibli f*(x) hosiianing uzluksizligiga ko‘ra, shunday
0* € [a 6 nugta topiladiki, u uchun (8.3.9) tenglik bajariiadi. Agar
h = - ekanini eslasak, u holda (8.3.12) ta’rif va (8.3.14) teng-
likka ko'ra. quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

"toodx = Efsrﬂl_[/(a+ {K—Dh) +f(a +kh)] - b-2)3
! ba! 12n2
(8.3.15)

Bu formulani navbatdagi ko'rinishda ham yozish mumkin:

-+

Jmix = M M + hj2f(“+m
a *=1

(8.3.16)
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Ushbu (8.3.16) formula trapetsiyalar formulasi deyiladi. Shuni
aytish kerakki, aniq integralni taqribiy hisoblashning trapetsiyalar
usulidagi xatolik tartibi ham xuddi to‘g‘ri to'rtburchaklar usulida-
gidek.

3. Parabolalar (Simpson) usuli . Agar (8.3.11) va (8.3.16)
formulalarni tagqoslasak, trapetsiyalar formulasining xatoligi to'g'ri
to'rtburchaklar formulasi xatoligidan ikki marta katta bo‘lib, yana
ishorasi bilan farg qilishini ko'rishimiz mumkin. Shuning uchun,

/) + 2In(h,/) yig'indi uchga ko‘paytirilgan / funksiyaning
integraliga yuqori tartibli aniglikda yaginlashishini kutsak bo'ladi.
Boshqgacha aytganda,

b
J f{x)dx = jj[IT(h,f)+ 2IRMH\ + a(h)

a

tenglik o'rinli bolib, bunda h -» 0 da a(h) yugori tartib bilan nol-
ga intilishini kutish tabiiydir. Bu tenglik gismiy interval bo‘yicha
olingan integralning quyidagi ifodaga yagqinlashishini anglatadi:
XK
I [(»* =)+ [(**)+2/(fa) (8.3.17)
Xk~
bu yerda & = (xk-i +xk)/2.
(8.3.17) formuladagi yaginlashish xatoligini baholash maqgsadida
/ gunksiyani to'rt marta uzluksiz differensiallanadi deb faraz qilib,

€
h = J[f@\D) + A (—t)]PE~D)t (8.3.18)
o]
integralni garaymiz, bu yerda P£(f)— to'rtinchi tartibli quyidagi
ko'phad:
P,(t) = (8.3.19)

Bu ko'phadning quyida keltirilgan xossalarga ega ekanini ko‘rish
giyin emas:



438 Tagribiy usullar VIl Bob

0) Pe(t) >0, 0<¢<eg

(i) Pe) = PEe—=PXHe) =0
(i)  Pe(o) = O;

(iv)  Pj3)0) - 4e

) Pi3)e) - —2¢;

(vi) = .- O<t<eg
(vii) ushbu tenglik o'rinli:

jm* . .

Agar
V() = /(0 +/(-%)

funksiyani garasak, u
vi®e = /') -1'(-t)....= T« (()+

va
VZ0) = 9"(0) = O

shartlarni ganoatlantiradi.

Shundayekan, bu munosabatlardan foydalanib (8.3.18) integral-
ni uch marta bo'laklab integrallasak (P£(i) va ip funksiyalar xos-
salariga asosan bunda hosil bo‘ladigan barcha integraldan tashqari
hadlar nolga aylanadi),

e e

ie= J pe(t)dt= - 1 Pi(t) dt =
0 0
=j B"()p'f(t)di = ~1 <p'(H)pP(t)dt

(0) (0)
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tenglika ega bo‘lamiz. Yana bir marta bo'laklab integrallab, (iv) va
(v) shartlarni hisobga olsak, quyidagini olamiz:

£
le = ~<p(e) P™{e) +~(0)PF(O) +J op(d) dt =
0

= 20/0)+/(-BH+650 61 KO +/(14

Oxirgi integralda almashtirish bajarib, navbatdagi muhim teng-
likka kelamiz:

£ e
/1(«)<# = §[/(<0+4/(0)+/(-*)] - i INfm (t)+fm (-t)] P,(t)dt.
_e 0

(8.3.20)
0 /g tomondagi integralga o'rta giymat hagidagi formulani qo‘l-
lasak, u quyidagi ko'rinishga keladi:
£
J +/ (4,(-D] F.(t) dt =
0

= [0 +/<z)(-'.>)]gr fi(i)* =2AM<~

Shunday qilib, (8.3.20) dan biz o'rganayotgan integral uchun

£ 5
/1 Ne * = §[/(<)+ 4/(0)+/(-£)) -/*M jg (8.3.21)
—£

tenglik hosil bo'ladi.
Xususan, e —h/2 deb, (8.3.21) ni quyidagicha yozish mumkin:

hi2
[ /() dt= or/(~Ar2) +ar00) + I(JL2)] - 1 <a>(» )~ .

-h/2
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Xuddi shunga o'xshash baho uzunligi h ga teng bo’lgan har bir
D&, XKN\ gismiy kesma uchun o'rinii ekani turgan gap, ya’ni:

xh
J f(x)dx = A[f(xk-1) + 4f(EK) + F(xK)] - / (4)(%)IgQ-

(8.3.22)
Demak,

f h n h5 n
| f(x) dx = -57[/(®fc_i) +4/(™) +/(®T] - — ~ [ (4)(%).
k=1 <4

Shartga ko‘ra f~ (x) uzluksiz bo‘lgani uchun shunday 9* E [a, b
nuqta topiladiki, u uchun

1 n

k—

Nihoyat, nh = b—a ekanini e’tiborga olsak, talab qilingan for-
mulani olamiz:

f _hon Xb-af
J f{x)dx = - +4/(&) + f(xKN\- T (4)(e")-

k=i J2880n4 ¢

(8.3.23)

Bu (8.3.23) tenglik Simpson formulasi yoki parabolalar formulasi
deyiladi [T. Simpson (1710-1761)]. E'tibor bering. (8.3.17) formu-
laning o‘ng tomoni / funksiya grafigining abssissalari xk_i, va xk
bo‘lgan uch nuqgtasi orqali o‘tuvchi parabola ostining yuziga teng.
Aynan shu sababli (8.3.23) tenglik parabolalar formulasi deb ham
ataladi.

(8.3.1) va (8.3.2) lardan foydalanib, (8.3.23) formulani yana quyi-

dagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

j /0dx = J[/(@+A&)] + y £/ (a +kh) +
a A1
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+y (g J(<m+«>-n/2)1 - 8324
=i

Simpson formulasi to‘g‘ri to‘rtburchaklar hamda trapetsiyalar
usullariga garaganda ancha yuqgori tartibli aniglikka ega va shu
sababli undan zamonaviy hisoblashlarda keng foydalaniladi. Shuni
gayd qilish joizki, uchinchi tartibli algebraik ko!phad uchun Simpson
formulasi orgali hisoblangan aniq integral giymati shu integralning

aniq giymati bilan ustma-ust tushadi.



IX Bob. Sonli gatorlar

§9.1. Sonli qator yig‘indisi tushunchasi

1. Biror {ak} sonli ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Uning element-
laridan formai ravishda tuzilgan

ai +a2+a3+ ... +ad+ ..

ko'rinishdagi ifodaga sonli qator (yoki oddiy qilib gator) deyila-
di. Ketma-ketlikning ak elementlari gatoming hadlari deb ataladi.
Ushbu gatomi * belgidan foydalanib yana quyidagicha ham belgi-
lashadi:

e]e]

(9.1.1)

bunda yig'indining yuqgori chegarasi gator hadlari sonining cheksiz
ekanini anglatadi.

2*. Sonli gator yig'indisi tushunchasini aniglasb bo'yicha uchta
yondashishni keltirish mumkin. Birinchisida cheksiz sondagi had-
larni, ular ganchalik kichik bo'lishidan gat’iy nazar. qo'sbib chigish
jarayoni hech gachon tugamaydi deb hisoblanib, burtday yig'indining
biror ma’noga ega ekani umuman inkor etiladi. Bunday yondashish,
Axilles va toshbaga nomi bilan tanilgan, Zenon Eleyskiy (eramizdan
awalgi ri 490 - pu430 -vyillarda yashagan) paradoksida o‘z aksini
yaqqol topgan.

Bu paradoksga ko‘ra, Axilles toshbagaga yetib olish magsadida,
awal toshbaga boshlang‘ich vagtda turgan PO nuqtaga kelishi kerak,
ammo toshbaqga bu vaqt ichida boshga biror PNnuqgtada bo'ladi. Ax-
illes Pi nuqgtaga yetib kelganda esa, toshbaga navbatdagi p2 nugtaga
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keladi va hokazo. Modomiki Axilles bosib o'tishi kerak bo‘lgan yo'l
eheksiz sondagi oraliglardan (ulaming uzunligi istalgancha kichik
bo'lishiga gqaramasdan) iborat ekan, ularni gqo'shib chigish jarayoni
(Zenon fikricha) eheksiz ko‘p vaqt talab giladi va shuning uchun,
Axilles hech gaehon toshbagaga yeta olmaydi.

Ikkinchi yondashish tarafdorlari istalgan eheksiz gator yig‘indiga
ega va bu yig‘indini hisoblash uchun arifmetikaning oddiy goidalari
yetarli, deb hisoblaj'dilar. Aynigsa o‘rta asrlarda bunday garash
keng tarqalgan edi. Masalan,

5=1-1+1-1+1-1+ ..
belgilash kiritib, biz
S = 1-(1-1+1-1+.)
deb yozishimiz mumkin, ya’ni
S = 1-5.

Bundan 5 = ~ ekani kelib chigadi. Qizig'i shundaki, bu yon-

dashish tarafdorlarini butun sonlar yig‘indisining to‘g‘ri kasr boiib
golgani ajablantirmagan.
Ammo bu yondashishning qoniqarli emasligi quyidagi

S* = 1+1+1+1+1+ ..
gator rnisolida yaqqol ko'zga tashlanadi. Chunki
5 = 1+(Q1+1+1+1+.)

deb yozib olsak,
5* = 1+5*

bo'ladi va bundan esa shubhasiz noto‘g‘ri bo'lgan 0 = 1 natijani
olamiz.
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Nihoyat, uchinchi yondashish shundan iboratki, unda barcha
sonli gatorlar ichidan fagat biror qonigarli ma’noda yig‘indi tushun-
chasini kiritish mumkinlarinigina ajratib olinib, qolganlarini esa o'r-
ganilmaydi. Limitlar nazariyasiga tayangan bu yondashish XX asr
matematiklari tomonidan rivojlantirildi va u juda sermahsul bo'lib
chigdi. 0 ‘sha vagtda kiritilgan sonli gator yig‘indisi tushunchasi,
yig'indiga ega bo'lgan gatorlar sinfini kengaytirish natijasida; doimo
rivojlantirildi va hozir ham rivojlanib kelmoqda.

3. Navbatdagi magsadimiz (9.1.1) cheksiz yig'indiga, xuddi chek-
li sondagi hadlar yig'indisi xossalariga ega bo'ladigan qilib, ma’no
berishdan iboratdir. Buning uchun, dastlabki n ta hadning yig'indisi-
ni hisoblab, n cheksiz kattalashganda bu yig'mdining o'zgarishini
kuzatamiz.

Ta'rif, Berilgan (9.1.1) gatoming dastlabki n ta hadi yig'indisini
bu gqatoming n- qismiy yig‘indisi deb ataymiz va Sn simvoli orqali
belgilaymiz:

n
Sn — 'ylck — Ol + R+ e+ O (9.1.2)

9.1.1 - misol. Ushbu

gatorning gismiy yig'indilari

ga teng.

Demak, bu misolda {Sn} gismiy yig'indilar ketma-ketligi yaqin—-
lashuvchi bo‘lib,uning limiti 1 ga teng ekan. Shuning uchun ay-
nan ana shu sonni berilgan sonli gatorning yig‘indisi deb hisoblash
tabiiydir.

Shunday qilib, biz sonli gator yig'indisining quyidagi ta’rifini
berishimiz mumkin.
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Ta'rif. Agar (9.1.1) sonli gator gismiy yig'indilaridan tuzilgan
ke.tma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u holda bunday gatorni yaginlashuv-
chi deymiz.

Aksincha, agar qgismiy yig‘indilar ketma-ketligining limiti mavjud
bo‘lmasa, (9.1.1) qatorni uzoglashuvchi deymiz.

Yaginlashuvchi sonli qator yig‘indisi debuning gismiy yig‘indila-
ri limitiga aytamiz!

S = lim Sn. (9.1.3)
71-+00
Bunda
S = E at
fci

deb yozamiz, ya’ni bu tenglikning o‘ng tomonidagi simvolni nafagat
gatorni belgilash uchun, balki, u vaqginlashgan vaqtda, gatorning
yig‘indisini belgilash uchun ham ishlatamiz.

Odatda, agar (9.1.3) tenglik bajarilsa, (9.1.1) gator S ga yaqgin-
lashadi deyiladi.

4, Bevosita yuqoridagi ta’rifdan yaginlashuvchi qator hadlari-
ning nolga intilishi kelib chigadi.
9.11 - tasdiq. Agar sonli gator yaginlashuvchi bo‘lsa,uning

hadlari nolga yaginlashadi.

Hagigatan, agar (9.1.1) gatorning (9.1.2) tenglik bilan aniglan-
gan Sn gismiy yig'mdilari S soniga yaginlashsa, n —> co deb limitga
o'tsak,

an = Sn-Sn-! = (Sn-S) - (Sn-i—5) —>0,
ya’ni talab gilingan natijaga ega bo‘lamiz.

Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas. Bunga misol sifatida, gar-
monik gator deb ataluvchi, quyidagi gatorni keltirish mumkin:
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Ravshanki, bu gatorning hadlari nolga yaqginlashadi. Lekin, agar biz
bu gatorni

ko'rinishda yozib olib, har bir gavs ichidagi hadlar yig'indisi 1/2
dan katta ekanini hisobga olsak,uning gismiy yig'indilari +00 ga
intilishiga amin bo’lamiz.
9.1.2 -misol. Geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan quyida-
gi gatorni garaymiz:
(e]e)
(9.14)
{o=]

Agar [ > 1 bo‘lsa, ravshanki. p\> 1 bo‘ladi. Demak, bu
holda 9.1.1 -tasdiqqa kol!ra, (9.1.4) qator uzoglashadi. Agarda \<
1 bo'lsa, bu gatorning n-qgismiy yig'indisi uchun

formula induksiya usuli orgali oson tekshiriladi.
Shuning uchun. |g < 1 bo;lganda (9.1.4) qator yaginlashuvchi
bo‘lib,uning yig'indisi

ga tengdir.
Navbatdagi tasdiq yaqginlashuvchi gator yig'indisi chiziglilik xas-
sasiga ega ekanini anglatadi.
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9.1.2 -tasdiq. Agar

ocC CD
Y10k 22 bk
k=1 k=l

gatorlar yaqgirdashsa, istalgan haqigiy X va 1, sonlar uchun

[e]e]

k=l
gator ham yaginlashadi va uning yigHndisi

[o]e] 0o 0o

=l k=1

[Oa teng bo‘ladi.

Isbot ketma-ketlik limitining chizigliligidan kelib chigadi. Haqi-
gatan, agar Sn{a) simvol orqgali Y”ak gatorning gismiy yig'indi-
lari ketma-ketligini, Sn(b) simvol orgali esa bk gatorning gismiy
yig‘indilari ketma-ketligini belgilasak, (9.1.5) ning chap tomonidagi
gator gismiy yig'indilari uchun

Sn(Xa+ub) — XSn(a) + fiSn(b)

tenglikni olamiz.

Bu tenglikda, limit xossalaridan foydalanib, n 0o deb limitga
o‘tsak, talab gilingan (9.1.5) tenglikka ega bo'lamiz.

5. Sonli gatorlar nazariyasidagi eng asosiy masala berilgan ga-
torning yaginlashish yoki yaginlashmasligini aniglashdir. Navbatda-
gi shart qgator yaginlashishi uchun ham zaruriy, ham yetarli shart
bo'lgani uchun uni kriteriy deb atashadi.

9.1.1 -teorema (Koshi kriteriysi). (9.1.1) sonli gator yagin-
lashishi uchun istalgan e > 0 olganda ham shunday N = N¢(e)
nomer topilib, n > m > N shartni ganoatlantiruvchi barcha natural
m van sonlar uchun

(9.1.6)
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot (9.1.2) tenglik bilan aniglangan Sn gismiy yig:indilar ket-
ma-ketligi uchun Koshi kriteriysi va o‘z-0zidan ko'rinib turgan
LI

tenglikdan bevosita kelib chigadi.

Eslatma. Modomiki Koshi kriteriysi gatoming dastlabki had-
lariga bog‘lig emas ekan, gatorning istalgan chekli sondagi hadlarini
o‘zgartirish uning yagqinlashishiga ta’sir gdmaydi. Chunonchi, agar
(9.1.1) gator berilgan bo‘lsa, istalgan natural N soni uchun

00

ko'rinishdagi qatorlar (9.1.1) gator bilan bir vagtda yaginlashadi
yoki uzoglashadi.

6. Koshi kriteriysi berilgan gatorning yagqinlashishini aniglash
uchun nihoyatda samarali vositadir. Ammo amaliyotda yaginlashish-
ning tekshirish osonroq bo‘lgan turli yetarlilik shartlaridan ko‘proq
foydalaniladi. Shunday shartlar safiga, o‘rganilayotgan gatorni yaqin-
lashishi avvaldan ma’lum bo'lgan boshqga bir gator bilan solishtirish—-
ga asoslangan, taqqoslash alomatlari kiradi.

9.1.2 - teorema (tagqoslashning umumiy alomati). K4
Uk va bk haqigiy sonlar ketma-ketligi

(9.1.7)

tengsizliklarni ganoatlantirsin.
U holda, agar

8

gator yagqinlashsa,

8



§9.1. Sonli qator yig‘indisi tushunchasi 449

gator ham yaginiashadi
Isbot. Bevosita Koshi kriteriysi va

M M

k=m\lL ferat+l

tengsizlikdan kelib chigadi.

9.1.3 - teorema (xususiy taqqoslash alomati). Agar O <
g < 1 bo‘lsa vaC > 0 berilgan o‘zgarmas bofib, biror N nomerdan
boshlab
bl < Cgk, k>N, (9.1.8)

tengsizliklar bajarilsa,
co

gator yaginiashadi.

Isbot. Yuqorida gayd qilinganidek, gatorning istalgan chekli
sondagi hadlarini o‘zgartirish uning yaginlashishiga ta’sir gilmay-
di. Shunday ekan. bu tasdiq 9.1.2 - teorema va 9.1.2 - misoldan
bevosita kelib chigadi. m

9.1.3 - misol. Quyidagi

o (9.1.9)

gatorni garaylik.
Ravshanki, bu gatorning hadlari

(HE-2+1

3 fe

bahoni ganoatlantiradi. Bundan chiqdi, (9.1.8) tengsizlik g = 1/3
va C = 3 givTnatlar uchun bajarilar ekan. Demak, (9.1.9) gator

yaginiashadi.
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7*. Xuddi yuqgoridagi singan kompleks sonii gator tushunchasi
kompleks sonlarning formal cheksiz yig‘indisi sifatida aniglanadi,
ya'ni

[e]e}
E (94.1°)
fc=i
Bunda har bir had o= + ibk ko'rinishga ega bolib, a; va bk lar
haqigiy sonlardir.
Agar

n

lim YY" ck =S
n—too

f=1l
limit mavjud bo'lsa, (9.1.10) gator yaginlashuvchi deyiladi, bunda
S soni (9.1.10) gatorning yig'indisi deb ataluvchi kompleks sondir.
(9.1.10) kompleks gatorning yaginlashishi quyidagi ikki

00 00
53 ak va 53 bk
k=1 fc=1

haqiqiy qatorlarning yaginlashishiga teng kuchli ekanini ko'rsatish
giyin emas. Bunda

00 00
53 ak = Re5 wva 53 -~
k=l i

munosabatlar bajariladi.
9.14 -misol. Moduli X\< 1 shartni ganoatlantiruvchi istalgan
z = X + iy komleks son uchun

E, 2 = L)

tenglikni isbotlang.
Ma’lumki (9.1.2 - misolga garang),

?n

Sn(z) = 5] zk-l = 1— (9.112)
1

k=i 2
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Agar bu tenglikda n -» oo deb limitga o'tsak, talab gilingan (9.1.11)
munosabatni olamiz.

1 -eslatma. (9.1.11) ayniyat aynigsa kompleks sonlaming trigo-
nometrik ko'rinishidan foydalanilgan hollarda ko;p qo‘llaniladi. Cbu-
nonchi, istalgan z = x +iy kompleks son uchun r = X\= +y2

va p—arctg{y/x) deb belgilaylik. U holda
2 = reW = r(cosip + isiuip)
va natijada
zn = raem,f rn(eosnip + isinrnp).

Shu sababli (9.1.11) ayniyatni, soddalik uchun yig'indi indeksini
bir birlikka. surib, quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
@

5 rk(coskip + isinfcw) = T r(c_o_szﬁ_ir_lgn_qot_'

Maxrajdagi mavhum sondan qutulish magsadida quyidagi

1 1—reosip 4 irsin(p
1—r(eosip + ¢(sin™>) (1 —rcostp)2 + r2s\Rip

l1—reosp + irsin(p
1—2reosip+r2
tenglikni yozamiz.
Natijada gatorning haqiqiy gismi uchun

_ A
E rkeosk(p — e Ireos_5_ (9.1.13)
ko n | —2reostp+r2

tenglikni va gatorning mavhum qismi uchun, k —0 ga mos kelgan

hadning nolga tengligini hisobga olsak,

Y ,r smktp = — —————— ——5 (9.114)
k=1
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tenglikni olarniz.
Odatda (9.1.13) tenglik quyidagi ko'rinishda yoziladi:

! Ji=rz (9.1.15)

K
+ > r cos — —
ktp 2 1—2rcoslp+r2

k=1

NI

Bu (9.1.15) tenglikning o‘ng tomonidagi funksiya Puasson yad-
rosi deb ataladi. Barcha O < r < 1 larda o'rinli bo'lgan (9.1.14) va
(9.1.15) munosabatlar matematikaning turli tarmogqlarida muhim
ahamiyatga ega. Misol tarigasida kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar
nazariyasini, analitik funksiyalar nazariyasini, xususiy hosilali tengla—
malar uchun chegaraviy masalalar nazariyasini va garmonik tahlilni
keltirish mumkin.

2 —eslatma. (9.1.12) ayniyatdan z = er»>® 1 bo'lganda

vy ekp =\ piv

k=0
tenglik kelib chigadi. Bunda haqiqiy gismni ajratsak, quyidagi muhim
munosabatga ega bo‘lamiz:

n sm En +-Jp
n+ ")
- + E cosktP = -ip . (9.1.16)
k=i 2sin

(9.1.16) tenglikning o‘ng tomonidagi kattalik Dirixle yadrosi deb
atalib, trigonometrik funksiyalar nazariyasida asosiy rolni o'ynaydi.

§ 9.2. Musbat hadli gatorlar

1. Ushbu bandda biz barcha hadlari manfiy bo'Imagan gator-
lami o‘rganamiz. Bunday gatorlarni, o'rnatilgan an’anaga rioya qil-
gan holda, musbat hadli gatorlar deb ataymiz (aslida "manfiy bo'lma-
gan hadli qatorlar"deb atash mantigan to!g‘rirog bo‘lar edi). Mus-
bat hadli gatomi garayotganimizni alohida ta’kidlash maqgsadida
gatorning n-hadini bu bandda Pk simvoli orgali belgilaymiz.
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Shunday qilib, o

9.2.1)

gatorni gqaraymiz va uning ganday shartlarda yaqinlashishini o'rgana-
miz. Dastawal musbat hadli gatorlar yaqinlashishi haqidagi nav-
batdagi sodda kriteriyni keltiramiz.

9.2.1 - tasdiq. Musbat hadli (9.2.1) gatoming yaginlashishi
uchun bu qator gismiy yig‘indilari ketma-ketligining chegaralangan
bo'lishi zarur va yetarli.

Hagigatan. garalayotgan holda gismiy yig'indilar ketma-ketligi
monoton o'suvchi bo'lib, 2,2.1 -teoremaga ko‘ra, u fagat chegara-
langan bo'lganda yaginlashadi.

2. Navbatdagi teorema (9.1.8) ko‘rinishdagi bahoning bajarili-
shini tekshirish yo'llaridan birini beradi.

9.2.1 - teorema (Koshi alomati). Agar 0 < g < 1 bo'lib,
biror N nomerdan boshlab

yAMk <q, k> N, (9.2.2)

tengsizlik bajarilsa, (9.2.1) qator yaginlashadi.
Isbot garalayotgan gator hadlari

Pk < 0K

shartni ganoatlantirishidan kelib chigadi. Chunki bu shart, 9.1.3 -
teoremaga kolra, (9.2.1) gatorning yaginlashishini kafolatlaydi.

9.2.2 -teorema (Dalamber alomati). Agar0< g < 1 bo‘Up,
biror N nomerdan boshlab

(9.2.3)

tengsizlik bajarilsa, (9.2.1) qator yaqinlashadi.
Isbot. Ravshanki, (9.2.3) tengsizlikni
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da monoton kamayuvchi ekanini anglatadi. Shuning uchun,

Demak, 9.1.3 -teoremaga ko'ra (9.2.1) gator yaginlashadi.B

3. Navbatdagi alomatni qo'llash uchun ikki gqo‘shni hadlar nis-
batining limitini hisoblash talab gilinadi.
9.2.3 -teorema (Dalamberning limit ko‘rinishidagi alo-

m ati). Agar berilgan gatorning hadlari biror nomerdan boshlab mus-
bat bo'lib,
. ol
kllmtoo ?PEC_H = Q (9.2.4)
limit mavjud bo‘lsa, (9.2.1) gator Q < 1 bo‘lganda yaginlashadi va
Q > 1 bo'lganda esa uzoglashadi.
Isbot. Shartga ko'ra, istalgan e > 0 uchun k > N{e) bo'lganda

Q - £ < e < Q A¢£ (9.2.5)

tengsizlik bajariladi.

1) Agar Q < 1 bo'lsa, e > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymiz-
ki, Q +e = g < 1 bo'lsin. U holda (9.2.5) ning o‘ng tomonidagi
tengsizlikka ko‘ra, barcha k> N nomerlar uchun

baho o'rinli bo‘ladi va demak, (9.2.1) gator 9.2.2 —teoremaga asosan
yaqinlashadi.

2) Agar Q > 1 bo‘lsa, e > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymizki
Q -e = g> 1baho bajarilsan. U holda (9.2.5) ning chap tomonidagi
tengsizlikka ko‘ra, biror N nomerdan boshlab

WK

tengsizlik bajariladi, ya’ni

Pk+t1 > Wk



§9.2. Musbat hadli qatorlar 455

Demak, (9.2.1) gator hadlari ketma-ketligi monoton o'sadi. Shu-
ning uchun bunday ketma-ketlik nolga yaginlashmaydi va natijada,
(9.2.1) gator uzoqglashadi.B

Yugorida musbat hadli gatorlar uchun o‘rnatilgan yaqginlashish
alomatlarini qo'llab, umumiy ko'rinishdagi sonli gatorlar uchun yaqin-
lashish alomatlarini olish mumkin. Bunga misol tarigasida navbatda-
gi muhim ahamiyatga ega bo‘lgan alomatni keltiramiz.

Shunday qilib, yana umumiy ko'rinishdagi

DO

Y ak (9-2.6)
fc=i
souli gatomi garaymiz.
9.24 - teorema (yugori limit ko‘rinishidagi Koshi alo—~
m ati). Agar quyidagi
lim = Q (9.2.7)

co

yugori limit mavjud bo‘lsa, (9.2.6) gator Q < 1 bo‘lgunda yagin-
lashadi va Q > 1 bo‘lganda esa uzoglashadi.

Isbot. 1) Awal Q < 1 deylik. Yuqgori limit ta’rifiga ko‘ra, ix-
tiyoriy e > 0 uchun shunday N(e) nomer topiladiki, k > N(e:)
bo'lganda

VKt < Q+e (9.2.8)

tengsizlik bajariladi.
Musbat e > 0 ni shunday kichik gilib tanlaymizki, Q+e = g <1
bo'lsin. U holda (9.2.8) tengsizlik

Nk < Q k>N(e),
ko'rinishga keladi, ya;ni

lafcl < gk, k>N(e).
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Shu sababli, 9,1.3 -teoremaga ko'ra,

@

J2 ki
k=1

gator yaginlashadi. Demak, umumiy taqgoslash alomatiga, asosan,
(9.1.2 -teorema), (9.2.6) gator ham yagqginlashadi.

2) Endi Q > 1bo'lsin. U holda, (9.2.7) tenglikka ko'ra. shunday
{anfc} qismiy ketma-ketlik topiladiki, istalgan e > 0 uchun biror
N(e) nomerdan boshlab (ya’ni k > N (e) bo'lganda)

lank¥/nk > Q-e

tengsizlik bajariladi.
Musbat e > 0 ni shunday kichik qilib olarnizki, Q —e > 1bo'lsin.
U holda k > N(e) lar uchun

K kWnk > i

tengsizlik o'rinli bo'ladi, ya’ni
No-

Demak, (9.2.6) gator hadlari nolga intilmaydi va natijada, ushbu
gator uzoglashadi.B

4. Qatorlar uchun yuqorida keltirilgan yaqginlashish alomatlari
berilgan gatorni hadlari geometrik progressiya tashkil giluvchi boshga
bir gator bilan taqgoslashga asoslangan bovlib, ular biroz "dag'al”
alomatlar deb hisoblanadilar. Xususan, shuni qayd etish lozimki,
chegaraviy Q = 1 hol uchun bu alomatlar gatorning yaginlashuv-
chi yoki uzoglashuvchi bo'lishini aniglab bera olmaydi. Navbatdagi
nisbatan "seagir" alomat sonli gatorlarning ancha keng sinfi uchun
ularning yagqinlashishi to'g'risidagi masaJani hal gilishga imkon be-
radi.



§9.2. Musbat hadli gatorlar 457

9.2.5 -teorema (Koshi-Maklorenning integral alomati).
Agar f(x) funksiya x > 1 yarim to‘g‘ri chizigda monoton kamayuv-
chi bo‘lib, manfiy bo‘lmasa, u holda bu funksiya giymatlaridan tuzil-
gan

X /() = J(1) + /(2) +/(3) 4 eee (9.2.9)
k=1

gatorning yaginlashishi uchun
00
J f(x) dx (9.2.10)
i

xosmas integralning yaginlashishi zarur va yetarli.

Isbot. Teorema shartiga ko'ra, istalgan natural k va ixtiyoriy
X G [k—I,k] uchun

f(k) < f(x) < f(k —1), k-I<x<k,

go‘sh tengsizlik bajariladi.
Bu tengsizlikni [A—I,fc] kesma bo'yicha integrallasak,

k k k
J f(k) dx < J f{x)dx < J f(k —1) dx
R k-1 k-1 fc-
ga ega bo'lamiz, yoki
k
f(k) < \] f(x) dx < /(fc-1).
k-1

Endi, hosil bo'lgan tengsizliklarni k bo'yicha m 4 1 dan n gacha
yig'ib chigsak,
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munosabat hosil bo’ladi, yoki

Nihoyat, / funksiyaning manfiy emasligini hisobga olib, Koshi
kriteriysini qo‘llasak, (9.2.11) tengsizlikdan (9.2.9) gator fagat va
fagat (9.2.10) xosmas integral yaginlashgandagina yaginlashishi ke-
lib chigadi.U

9.2.1 - misol. Quyidagi gatorni garaymiz:

(9.2.12)

Koshi-Maklorenning integral alomatiga asosan, bu gator ushbu

[e]e)

(9.2.13)

birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki yaqinlashadi, yoki
uzoglashadi.

Yuqgorida. 6.6.1 — misolda (9.2.13) integralning a > 1 da yagin-
lashishi va a < 1 da uzoglashishi ko'rsatilgan edi. Demak, (9.2.12)
gator ham a > 1 da yaginlashar va a < 1da esa uzoglashar ekan.

Eslatma. Albatta, 9.2.5 -teoremadagi f(x) iunksij—a monoton-
ligi hagidagi shartni x > 1 yarim to‘g‘ri chizigda talab qilishga. ehti-
yoj yod. Buning o‘rniga bu shartni biror natural N sonidan boshlab
bajarilishini, ya’ni f(x) funksiyaning x > N yarim to'g'ri chiziqda
monoton kamayishini talab gilish yetarli.

9.2.2 -misol. Ushbu

(9.2.14)

gatorni garaymiz.
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Koshi-Makloren alomatiga kol!ra, (9.2.14) gator quyidagi

co

!z (9.2.15)
3

ko'rinishdagi birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki yaqin-
lashadi, yoki uzoglashadi.
Modomiki

ekan, (9.2.15) integral a > 1 da yagqinlashadi va a < 1 da uzog-
lashadi. Bundan chiqdi, (9.2.14) gator harn a > 1da yaginlashar va
a < 1da uzoalashar ekan.

5*. Koshi-Makloren alomatini isbotlashda go'llanilgan yiglindini
integral bilan almashtirishga, asoslangan usul berilgan gatorning na
fagat yaginlashisb. yoki uzoglashishini aniglashga, balki gator uzog-
lashuvchi bodgan holda uni gismiy yig'indilarining o:sishini baho-
lashga ham irnkon beradi. Boshgacha aytganda, ana shu usul yor-
damida bunday yig'indilarning asimptotikasini aniglash mumkin.

9.2.3 - misol. Garmonik gatorning n ta hadi yig'indisi uchun
quyidagi
1+2—+3—+...— —Inn C + 0 n —> o0, (9.2.16)
n

asimptotik bahoni isbotlaymiz. Bu tenglikdagi C o‘zgarmas soni
Eyler ofzgarmasi deb ataladi.

Awvvalo, istalgan natural k soni uchun Kk —1 < x < Kk oraliqda
yotuvchi x sonining butun gismi @] = k —1 ga tengligini qayd
etamiz. Shu oraliqda 1/k = |/(Jas] + 1) tenglik o'rinli bo'lgani uchun
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Agar bu tengliklarni k bo‘yicha 1 dan n gacha yig'ib chigsak.

K 7
_y' t dx f  dx
el * _ ke« =4 bM+1
hosil bo‘ladi.
Bu tenglikdan
Inn+1) - 1
J + 1
tenglikni ayirsak.
V i-in(n+1) = f S ------ M dx= T-—o
el kK /O M + 1 X+ 11 % b + DH(x +1

(9.2.17)
munosabatga ega bo‘lamiz.
Endi

(e]e]

b (972 "18)
deb belgilaymiz.
Ravshanki, bu xosmas integral yaqginlashadi, chunki
O<x-Ppq<1
va shu sababli x > 1 bo'lganda quyidagi
0 < *~-M <1
A + D@ +1I) X2
go‘sh tengsizlik o'rinlidir.
Agar bu tengsizlikni integrallasak,
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bahoga ega boiamiz. Buridan chiqdi, (9.2.17) tenglikning o‘ng tomoni-
dagi integral uchun quyidagi

0

tenglikni yozish mumkin ekan.
Demak, gayd etilgan (9.2.17) tenglikdan

munosabat kelib chigadi.
Talab gilingan (9.2.16) asirnptotik bahoni olish uchun

ekanini gayd qilish yetarli.

Shuni aytish joizki, C = 0,57721566490... sonning arifmetik
tabiati yaxshi o'rgariilmagan. Xattouning ratsional yoki irratsion—
al eltani ham noma’lum.

6*. Uzoglashuvchi gatorlar gismiy yig‘indilarinmg bizga ma’lum
baholaridan foydalanib, yangi uzoglashuvchi qgatorlar uchun ham
gizigarli formulalar olish mumkin.

9.2.4 - misol. Quyidagi

(9.2.19)
asirnptotik bahoni ishotlaymiz, bu yerda, C -Eyler o'zgarmasi.
Garmonik gatorni
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n+1+1-|’- + - '\+/1+1-|]-' + +:L
I Ve - vy T Tl S
(9.2.20)

ko'rinishda yozib olamiz.

Agar garmonik gatorning birinchi n ta hadining yig'indisini Sn
orgali belgilasak, (9.2.20) ayniyatning chapida S2h turganini va o‘ng
tomondagi ikkinchi yig‘indi esa Sn/ 2 ga tengligini ko*‘rainiz. Shuning
uchun, bu ayniyatni

1H H +" 422 =Sh~ ©22))
kabi yozib olishimiz mumkin.
Endi (9.2.16) asimptotik bahoni go'llasak.

Sh-~Sn = [In(2n) +C +0 [lim+a +o (i)

= In2 + \IViU+\C +0 \ 4] (9.2.22)

munosabatga ega boiamiz.
Bu ikki (9.2.21) va (9.2.22) tengliklardan. ravshanki, talab qilin-
gan (9.2.19) asimptotik baho kelib chigadi.

8§ 9.3. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi gatorlar

1. Xosmas integrallar uchun absolyut va shartli yaginlashishlar
kiritilgani kabi, sonli gatorlar uchun ham absolyut va shartli yaqgin-
lashish tushunchalarini kiritish mumkin.

Ta'rif. Agar

E N\ (9.3.1)
k=1
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gator yagqinlashuvchi bo’lsa,

[e]e]

(9.3.2)

gator absolyut yaginlashadi deymiz.

Umumiy taqqoslash alomatidan har ganday absolyut yaginlashuv-
chi gatorning yagqinlashuvchi ekani bevosita kelib chigadi.

Ta'rif. Agar (9.3.2) qator yaginlashib, (9.3.1) gator uzoglashsa,
(9.3.2) gator shartli yaginlashadi deymiz.

Awvalgi paragraida o'rganilgan Koshi va Dalamber yaginlashish
alomatlari aslida berilgan gatorning absolyut yagqilashishini kafolat-
laydi. Shartli yaginlashuvchi gatorlarni o‘rganish, ya’ni ular uchun
yaginlashish alomatlarini aniglash, ancha nozik masalalardandir.
Quyida biz shunday alomatlardan ba’zilari bilan tanishaniiz.

Navbatdagi yaqinlashish alomati quyidagi

(e]e]

(9.3.3)

maxsus ko‘rinishdagi qatorlarga go'llanadi, bunda aKva bk lar haqiqgiy
sonlar bo'lib, ulardan biri ishorasini saglasa, ikkinchisi, masalan a*,
turli ishorali giymatlar gabul gilishi mumkin. Bu alomat birinchi
tur xésmas integrallar uchun Dirixle-Abel yaqinlashish alomatining
diskret ko'rinishidir.

9.3.1 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Agar Uk ketma-
ketlikdan tuzilgan (9.3.2) ko‘rinishdagi gator gismiy yig‘indilari chegar-
alangan bo‘lsa, ya’ni

(9.3.4)

va bk ketma-ketlik monoton kamayib,
bk ii bict;, k— (9.3.5)

nolga intilsa,
kk —0, k 00, (9.3.6)
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n holda (9.3.3) gator yaginlashadi.
Isbot. Sn simvol orgali Yh ak qatorning gismiy yig'indilarini bel-
gilaylik. U holda

—Sk S+

bo'ladi va shu sababli istalgan n>m nomer uchun

V ¥ V Geskitke ¥ He ¥ shits

k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+I1
Y ~YESdd
k=m—!—| k—m
tenglikka ega boiamiz.
Demak,
M n
Ny e N A Skfbk  frfefl) ‘b Snbnd)  SmbmH-
k=m-11 k=m+1

Modomiki, (9.3.4) shartga ko‘ra, |on|< M ekan, oxirgi tenglik—
dan

— M Xk—fgH] + Mbn-t + Mbm+i
fem+l k=m+1

bahoni olamiz.

(9.35) monotonlik: shartiga asosan “« - b k+i\= bk~ bk+ 1-Shun-
day ekan, oxirgi tengsizlik o!ng tomonidagi yig'indi aynan m b n+1 -
Mbn+xga teng bo‘ladi. Bundan chiqdi,

Ny Ot < 2MbT+1- (9.3.7)
k=m\1

Nihoyat, (9.3.6) shartdan foydalansak, (9.3.7) tengsizlik chap
tomonidagi yig'indining nolga intilishi kelib chigadi. Demak, Koshi
kriteriysiga asosan, (9.3.3) gator yaqinlashar ekan."
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Ta'rif. Agar barcha bk,k = 1.2,3,... sonlar musbat bo‘lsa,
J2 (- ) k=1bk
fcH

a-®R+b2-h + - (9.3.8)

ko‘rinishdagi qgator ishorasi navbatlashgan gator deyiladi.

9.3.2 -teorema (Leybnits alomati). Agar bk musbat sonlar
ketma-ketligi monoton ravishda nolga yaginlashsa, (9.3.8) ishorasi
navbatlashgan gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Agar a5 = (—)fc 1 desak va

2 2$*=S P

fc=I

deb belgilasak, ravshanki, Si = 1,52 —0 va urnuman
S2n-1=1, S2n—O0, n = 1,2,3,...

tengliklar bajariladi.

Shunday ekan, Sn yig‘indilar ketma-ketligi chegaralangan bolib,
biz 9.3 1 -teoremani qo'llashimiz mumkin. Bu teoremadan esa (9.3.8)
gatorning yaginlashuvchi ekani kelib chigadi.H

9.3.1 - misol. Ushbu

E 1w ~ (939)

gatorni yaginlashishga tekshiring.

Leybnits alomatiga asosan, bu gator istalgan a > 0 lar uchun
yaginlashuvehidir. Ammo shuni aytish joizki, 9.2.2 paragrafdagi mis-
olga ko‘ra, (9.3.9) gator 0 < a < 1 bo'lganda fagat shartli yagin-
lashadi.

2. Ma’lumki. go‘shish arifmetik amali k.ommutativlik va assot-

siativlik xossalariga ega. Shu sababli, chekli sondagi hadlar yig'indisi-
ni qarayotganda, ular gaysi tartibda joylashgani ahamiyatga ega
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emas. Ammo, cheksiz sondagi hadlarni qo'shayotganda. hadlarning
gaysi tartibda joylashgani muhim rol o‘ynaydi.
9.3.2 - misol tarigasida

1 111 N (-Dfeld
N2 +3-(+'" = E 4 - (9.3.10)
k~1
gatorni garaylik,
Bu gatoming yaginlashishini ko'rsatish vauning yig'indisini hisob-
lash uchun quyidagi

nz2 ~>3 4 n
In(l +x) = ® + + .+ (-1)"-1

—_—— p— + IC'I"+1
Teylor formulasidan foydalanamiz, bunda fin-b1goldiq had Lagranj
ko‘rmishida olingan bo'lib, ya’ni
m-+1 +
Rn+1 = (- if
n+1 (I+0nHl
bo‘lib, £ = £n(e) bilan 0 < £ < 1 intervalga tegishli biror nugta
belgilangan.
Xususan, agar X —| bo‘lsa,

02 - 1 | +>11+..+(Cir .1 +JwWl

bo‘iib, goldiq had
lir+ii (9.3.11)

bahoni ganoatlantiradi.
Eridi Sn orgali (9.3.10) gatorning gismiy yig'indisini belgilasak,
oxirgi tenglikdan
Sn — In2 Rn+i

munosabat kelib chigadi.
Ravshanki, (9.3.11) bahoga ko‘ra,
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Shuning uchun,
lim S,, — In2

M-+00
ya’ni (9.3.10) gator yagmlashar va uning yig'indisi In 2 ga teng ekan.
Bu gatorning juffc 2n nomerii gismiy yig'indisini quyidagi ko'rinish-
da yozib olamiz

s = (-2 + Gantq

1
27/ 13 4 2n

=E (arn'-m)’ ¢

Endi (9.3.10) da, har bir musbat haddan keyin ikkita manfiy
had keladigan qilib, hadlarini crrnini almashtiramiz:

11 111 11 1
il] 3 +11¢1 ! +5~10~12 + " (U '13)

Albatta, bunday almashtirish natijasida hosil bo‘lgan gator (9.3.10)
gatordan fagat hadlarining joylashish tartibi bilan farq giladi.

Agar yangi (9.3.13) gatorning gismiy yig‘indisim Sn simvoi bilan
belgilasak,uning 3n nomerii gismiy yig‘indisini

Ve( 1 1~ (I 1 ( 1 1 1\
B«—V1~2  4y+V3 —6—8) +"+\ 2~ ~ ~ 4n) ~
T ofe=l v - ab -5 ;

koi'inishda yozish mumkin.
Bu tenglikni o‘'ng tomonidagi har bir gavsda birinehi ikki kasrni
umumiy maxrajga keltirsak,
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munosabatga ega bo'lamiz.
Hosil bo‘lgan tenglik bilan (9.3.12) tenglikni taggoslab,

SL = \sh

ni olamiz.

Natijada, boshlang'ich (9.3.10) gator yig'indisi S va hadlarining
o‘rm almashtirilgan (9.3.13) qgator yig'indisi S’ o'zaro quyidagi teng-
lik bilan bog'langanligini ko'rish giyin emas:

= is,

ya’ni (9.3.10) gator yig'indisi, hadlarining joyi o'zgargandan keyin,
ikki marta kamayib, In N2 ga teng bo'lib goldi.

3*. 0 ‘rganilayotgan (9.3.10) gator bundanda gizigarli xossaga
ega: (9.3.10) gatorning hadlarini tegishli ravishda o‘rnini almashtib,
uni istalgan awaldan berilgan songa yaginlashuvchi gilish mumkin.

Hagigatan, agar hadlarining o!rnini almashtirish natijasida hosil
bo'lgan gator gismiy yig‘indilari Sn+m berilgan (9.4.10) gatorning n
ta dastlabki musbat va m ta dast-labki manfiy hadlariga ega boisa,

_ N
g 2k-1 2k

bo‘ladi.
Bu tenglikdan, (9.2.14) va (9.2.17) asimptotik formulalarga aso-
san.

1 C
al N2\ + — +0 Inm +~+ 0 _—
+m ( ) "0 5 > B,

1. A
= In2 + -In— + o(l), n -»00, m-¥ oc,
2 m

baho kelib chigadi.
Ravshanki, istalgan musbat p son uchun (9.3.10) gator hadlari-
ning o'rnini shunday almashtirish mumkinki, natijada hosil bo”’gan
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yangi qatorning har bir gismiy yig‘indisida musbat hadlarining soni
n ni manfiy hadlari soni m ga nisbati p ga yaginlashadi. Shun-
day ekan, oxirgi asimptotik bahoga ko‘ra, yangi gatorning yig'indisi
In*y'p) ga teng bo:ladi.

Masalan, yangi hosil bo‘lgan gqatorda har bir musbat haddan
so'ng bitta manfiy had kelsa, m = n vap = n/m —1 bo'lib, gator
yig'indisi In 2 ga teng bo‘ladi. Bordi-yu, yangi qatorda har bir mus-
bat haddan so'ng ikkita manfiy had kelsa, rn = 2nvap = n/m =
1/2 bolib, gator yig'indisi in y/2 ga teng bo‘ladi.

Nihoyat, agar (9.3.10) gatorda har bir musbat haddan so'ng
to‘rtta manfiy had keladigan gilib hadlar o'rni almashtirilsa, m =
4n va p_= n/m — 1/4 bollib, hosil boigan gatorning yig'indisi
In(2~/T/4) = 0 ga teng bo'ladi.

4. Umumiy holda

(e]e]

y, amk (9.3.15)
k=1
ator
a @
ak (9-3-16)
k=1

gator hadlarining o'rnini almashtirish natijasida hosil bo'lgan boiishi
uchun mfc natural sonlar quyidagi ikki shartni ganoatlantirishi ke-
rak:

1) agar k j bo'lsa, m*. m,} bo'ladi;

2) istalgan natural n soni uchun m* = n tenglikni ganoatlantiruv-
chi ik son topiladi.

Yugorida shartli yaginlashuvchi gator yig'indisi uning hadlari-
ni qavsi tartibda qo'shilayotganiga gat’iy bogiig ekani ko‘rsatildi.
Agar gator absolyut yaqginlashsa, u hadlari o'mini ixtiyoriy o'zgarti-
rilganda ham yaginlashadi va bunda uning yig'indisi o'’zgarmaydi.
Boshgacha. qilib aytganda, absolyut yaginlashuvchi gator ol!rin al-
mashtirish xossasiga egadir.

9.3.3 -teorema. Agar gator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu
gatorning hadlari o'rnini istalgancha almashtirish natijasida hosil
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boYaan yangi gator ham yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi beril-
gan gator yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, (9.3.16) gator absolyut yaginlashib.uning
yig‘indisi S gateng bo'lsin. Bu gator hadlarining o‘rnini o'zgartirish
natijasida hosil bo'lgan (9.3.15) gatorni garaymiz va uning yagin-
lashuvchi bo'lib, yig'indisi aynan S ga tengligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun Sn orgali (9.3.15) gatorning gismiy yig'mdilarini belgilaymiz:

.
sn = 79-3417)

k=1
va istalgan e > 0 olganda ham shunday N = N(e) nomer topilib,

barcha k > N larda
ISh — S\< e (9.3.18)

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz.

Modomiki (9.3.16) gator absolyut yaginlashar ekan, Koshi kri-
teriysiga asosan, berilgan e > 0 uchun shunday m = m(e) nomer
topiladiki, barcha natural p sonlar uchun

m+p
\Y O\ (9.3.19)
k=m-11 J
tengsizlik bajariladi.
Demak, (9.3.16) gatorning Sm gismiy yig'indilari quyidagi teng-
sizlikni ganoatlantiradi:

MmN\ m+p
o T oo
k=m-+1 k=m+1
Bundan, p -* oo desak,
IS - Sm! < m —m(e), (9.3.20)

bahoga ega bo‘lamiz.
Yuqorida aniglangan rm = m(e) sonni tayinlab, N = N(e)
nomerni shunday katta qilib olamizki, n > N bo‘lganda berilgan
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gatorning hadiari o'rnini almashtirish natijasida hosil bo‘lgan ga-
torning (9.3.17) ko‘rinishdagi Sn gismiy yig'indilari quyidagi

Nj 22

hadlarni oz ichiga olsin.
U holda, shunday aniglangan ixtiyoriy gismiy yig-indini

sh=Y; d +Y lik
3=1 k

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda shtrix orqgali Sn ga kiruvchi
k > m nomerli elementlardan iborat yig'indi belgilangan.
Shunday ekan, yetarlicha katta p lar uchun, (9.3.19) ga asosan,

m-+p

K - < Y, I*l < f» n>N,
fnH

tengsizlik bajariladi.
Bundan. (9.3.20) ni e’tiborga olsak, n > N bo'lganda talab qilin-
gan (9.3.18) tengsiziikka ega bo‘lamiz:

- S\ < jSn - 5m]+ Nn - S\< |+ | = e 8

N atija. Agar musbat hadli gator yaginlashsa, u hadlarining o‘rni-
ni istalgancha almashlirgandan keyin ham xuddi o‘sha yig‘indiga
yaginlashadi.

5. Shartli yaqginlashuvchi (9.3.10) gator hadlarining o‘rnini al-
mashtirish hagidagi yuqoridagi natijani B. Riman umumiy holda
ham isbot gilgan. Chunonchi, agar (9.3.16) gator shartli yaqinlash-
sa, uning hadlarini o'rnini o‘zgartirish natijasida uni istalgan avval-
dan berilgan songa yaginlashuvchi gilish mumkin.

Bu teoremani ishot gilishdan oldin, biz shartli yaginlashuvchi ga—
torda musbat hadiari ham, manfiy hadiari ham cheksiz ko‘p ekanini
ko‘rsatamiz. Aslida biz bundanda kuchliroq natijani, ya’ni bunday
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gatoriarda musbat hadlarining yig'indisi ham, manfiy hadlarining
yig‘indisi ham chegaralanmagan ekanini isbotlaymiz.

Shu magsadda (9.3.16) qatoming n -nomerli gismiy yig'indisi
tarkibiga kiruvchi musbat hadlari yig'indisini P(n) simvol orqali va
o‘sha gismiy yiglindi tarkibiga kiruvchi manfiy hadlarining absoiyut
giymatlari yiglindisini Q(n) simvol orqali belgilaymiz.

9.3.1 -tasdiq. Agar (9.3.16) gator shartli yaginlashsa, v holda

lim P(n) = Ilim Q(n) — +oo0 (9.3.21)
n—0c n-"00

tenglik bajariladi.
Isbot. Ravshanki, P(n) vaQ(n) kattaliklarta’rifigako'ra, (9.3.16)
gatorning n —nomerli gismiy yig'indisi

Y, B = P(n) - Q(n) (9.3.22)
fo=l

ga teng bo‘lib, hadlami absoiyut giymatlaridan hosil bo!lgan ga-
toming n -gismiy yig'indisi esa

n
Il = P(n) + Q(n) (9.3.23)
k=1
ga teng.
Endi gqayd etamizki, (9.3.16) gatorning biror S soniga yaqin—-
lashishi n
lim ¥ ak = S (9.3.29)
71—t00 —J

tenglik bajarilishini anglatsa, ko'rsatilgan gatorning shartli yagin-
lashishi esa, gatorning absoiyut yaginlashmas ekanini, ya’ni

n
lim Y 4lofd = +00 (9.3.25)
n—yoc

munosabat bajarilishini anglatadi.
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Agar (9.3.24) va (9.3.25) tengliklarni (9.3.22) va (9.3.23) teng-
liklar bilan taggoslasak,

A, W) - QM = S, li|m, \PM) +Q(n)] = +oc

tengliklarga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, bu munosabatlardan talab gilingan (9.3.21) tenglik
kelib chiqgadi.B

Endi, (9.3.21) munosabatlarga asoslanib, yuqorida gayd etilgan
Riman teoremasini isbotlash giyin emas.

9.34 -teorema (B. Riman). Agar (9.3.16) gator shartii yagin—-
lashsa, istalgan hagigiy A soni uchun bu gator hadlari o'mini shun-
day almashirish mumkinki, natijada hosil bo‘lgan (9.3.15) qator
yagqinlashuvchi bo‘lib.uning yig’indisi A ga teng bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, (9.3.16) gator shartli yaqginlashsin. U hol-
da, gator yaginlashishining zaruriylik shartiga ko‘ra. bu gatorning
musbat hadlari ham, manfiy hadlari ham nolga intiladi. Shuning
uchun gatorning musbat hadlarini kamayuvchi tartibda joylashtiri-
shimiz mumkin. Bunda hosil bo'lgan ketma-ketlikni {pk} orqali bel-
gilaymiz. Xuddi shunga o'xshash, manfiy hadlar absolyut giymat-
larini kamayuvchi tartibda joylashtirib, hosil bo‘lgan ketma-ketlikni
{gk} orgali belgilaymiz.

9.3.1 —-tasdiqg va 9.3.3 -teoremaning natijasidan quyidagi muno-
sabétlar kelib chiqgadi:

[e]e] co

(9.3.26)

Endi A ixtiyoriy berilgan haqigiy son bo'lsin. (9.3.16) gator had-
larini o'mini quyidagi ravishda almashtirarniz.

1) Dastlab musbat hadlarni shunday qo‘shib boramizki, toki
ularning yig‘indisi S(n"\) —pi +p2+— f pni berilgan A dan oshsin.
Bungaerishishimiz bilan, hosil bo'lganyig‘indidan (}i,q2, msgmi son-
larni shunday ayirib boramizki, toki

S(ni +mi) = pi +P2+ ... +pni - Qi -0g2- ... - gni (8.3.25)
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kattalik A dan kichik bolsin, Modomiki (9.3.26) shart bajarilar
ekan, bu har ikki gadamni ham amalga oshirish mumkin.

2) Ikkinchi gadamda yana pni+1+pni+2+... +Pn2 musbat had-
larni shunday go‘shib boramizki, toki ularning umumiy yig'indisi

S(n2+mi) = pi-fp2+..+pni ~ A~L2- - - +

+ Pnx+l + Pni+2 + ... +Pn2

yana A dan oshib ketsin. So'ngra, hosil bo‘lgan yig'indidan

QmiHy Q25 Q2

sonlarni shunday ayirib boramizki, toki
9712 +rm2) = Pl+P2+-+Pni - Q- - ..-Qm +

4“ Pni+ | 4*Pni+2 4" 4" Pn<2 imi+ 1 — Qm-i+2 oo Qm2

giymat A dan kichik bo‘lsin.

k) Bujarayonnidavom ettirib, ;—gqadamda hosii gilingan S(rik-i+
mk-1) yig'indiga musbat hadlarni shunday qo‘shib boramizki, to-
ki umumiy yig'indi S(jik + mk=\) berilgan A sondan oshib ketsin,
so:ngra, manfiy hadlarni shunday qo‘shib (ya’ni qj larni ayirib) bo-
ramizki, toki umumiy yig'indi S{nk + mk) o‘sha A sondan kichik
bo'lsin.

Albatta, bu jarayon hech gachon tugamaydi. Chunki har bir
gadamda biz hech bo'Imasa bitt.a musbat va bitta manfiy liadni
go‘shib borayapmiz va bunday hadlarning soni, yuqorida ko!rsatgani-
mizdek, cheksiz ko‘pdir. Bu jarayon natijasida biz (9.3.16) gator
hadlarining o‘rni almashtirilgan yangi gatorga ega bo‘lamiz.

Mana shu yangi gatorning S(n) gismiy yig‘indilari berilgan A
soniga yaginlashishini ko'rsatamiz. Ravshanki, hadlar o!rnini almash-
tirish jarayoniga asosan, k—gadamdan so'ng gismiy yig'indilar A f
pmk sonidan oshib ketmaydi va, xuddi shu kabi, A —qgmk dan kichik
ham bo'lImaydi. Bundan chiqdi, n > nk + mk bolganda quyidagi

A - gk < S(n) < A + prk (9.3.27)
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go'sh tengsizlik bajariladi.
Shartga ko'ra (9.3.16) qator shartli yaginlashgani sababli, bu
gator hadiari nolga yaqginlashadi. Demak, (9.3.27) dan

i, S() — A

munosabat kelib chigadi, ya’ni hadlarining o‘rni almashtirilgan gqa-
tor awaldan berilgan A soniga yaqginlashar ekan.H

Eslatma. Xuddi yuqoridagi usul bilan shartli yaginlashuvchi
gatorni +00 yo —o0 ga intiladigan, yoki bo‘lmasa umuman limit-
ga ega boimaydigan qilib hadlarini o‘mini o'zgartirish mumkinligi
ko'rsatiladi.

8 9.4. Ikki karrali gatorlar

Hagqigiy sonlaming {ankj ko‘rinishdagi ikki karrali ketma-ketligi—
ni garaymiz, bu yerda n va K indekslar barcha natural giymatlarni
gabul giladi. Ushbu

00

MK (9.4.1)
n,fc=1

formal yig‘indini yozib, uni ikki karrali qator deb ataymiz.

Oddiy sonli qatorlardan fargli ravishda ikki karrali gator yig'indisi
turli usullarda aniglanishi mumkin. Matematik tahlilning tadbiglari-
da (9.4.1) ikki karrali gatorni takroriy gator deb garash, ya’ni gator
yig'indisi sifatida

00 / 00 AN
s = 22 (53 ank | (9.4.2)
\fc=l

sonni olish aynigsa ko‘p uchraydi.
Bunday anigiashda yig'indi olish tartibi muhim ahamivatga ega,
chunki boshqga tartibda olingan

o0 / 00

22 (52 ank) (9.4.3)
fc=l \rH
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yig‘indi s sonidan farq gilishi, yoki umuman mavjud bo'knasligi
mumkin.

9.4.1 - misol. Qator hadlari ank = (W —&n,K) ko'rinishda
aniglangan bo‘lsin, bunda Sk orgali Kroneker del'ta-simvoli deb
ataiuvchi quyidagi kattalik belgilangan:

11, agar n =k bo'lsa,
(0, agar n Kk bo'lsa.

U holda istalgan n nomer uchun

n*—<thy = 0 (9.4.9)
fc=i
tengiik bajariladi, chunki (9.4.4) cheksiz yig'indida faqgat ikki had
noldan fargli boiib, bulardan biri (k —n bo'lgan holda) 1 ga teng
bolsa, ikkinchisi esa (k = 2n bo‘lgan holda) —1 ga teng. Demak,
(9.4.2) qator yaginlashadi va s = 0 bo‘ladi.
Ammo istalgan toq k nomer uchun

ocC co

AN@EK &NK) — A Ak — 1

71=1 n=1

tengiik bajariladi, ya'ni bu yig'indi kK  co da nolga intilmaydi va
shu sababli (9.4.3) gator uzoglashadi.

Shuni aytish kerakki, agar (9.4.1) gatoming barcha hadlari mus-
bat bo‘lsa, (9.4.2) va (9.4.3) yig'indilar ustma-ust tushadi.

9.4.1 - teorema. Ikki karrali (9.4-1) gatoming barcha had-
lari manfiy bo‘lmasin, ya’ni Ok > 0 bo'lsin. U holda, agar (9.4-2)
takroriy qator yaqginlashsa, (9.4-8) takroriy gator ham, yaginlashadi
va

EE &k —E E ank (9.45)
n=1 k- k=In=1

tengiik bajariladi.



89.4. Ikki karrali qatoriar 477

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, istalgan n > 1 uchun

ocC

bn = 53 ank (9.4.6)
k=

ko'rinishdagi gatoriar va, bundan tashgari,

oc

s= /2 (9.4.7)

71=1

gator yaginlashadi.
Shundan foydalangan holda biz isialgan k > 1 uchun

00
NO&K ~ K (9.4.8)
71-1

ko'rinishdagi qatorlarning va quyidagi

0o

53 (9.4.9)
el

gatorning yaginlashishini ko'rsatib,

s = s (9.4.10)

tenglikni isbotlashimiz kerak.
Awval shuni gayd etamizki, qatorning hadlari manfly bo‘lmagani
sababii, (9.4.6) tenglikdan istalgan N uchun

N

Y, ik (9.4.11)
k=1

tengsizlik kelib chigadi.
Bundan, xususan,
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tengsizlikni olamiz. Bu fcengsizlik va (9.4.7) gatorning yaqinlashishi-
ga ko‘ra esa, istalgan k > 1 uchun (9.4.8) gatorning yagqinlashishi
kelib chigadi.

Ikki takroriy yig‘indilardan biri chekli boigan holda, 9.1.2 —tas-
digga ko'ra, yig'indi tartibini o'zgartirish mumkin. Bundan chiqdi,
(9.4.11) tengsizlikka asesan,

ECk EEaH( EEak Ekn S

fc=ln=1 n=1fc=I

munosabatga ega boiamiz.

Ravshanki, gator hadlari manfiy boimagani uchun, N o'sganda
chap tomondagi yig‘indining monoton o'sishi kelib chigadi. Shunday
ekan, (9.4.9) qator (demak, (9.4.3) takroriy gator ham) yaginlashadi
va

s <s

tengsizlik bajariladi.
Endi yugoridagi mulohazalarni (9.4.3) gatorga qoilasak, teskari
tengsizlikni, ya’ni
s < g*

munosabatni olamiz. Demak, talab gilingan (9.4.10) tenglik bajari-
lar ekan.H
Agax berilgan gator hadlarining ishorasi o'zgaruvchi boisa, yu-
gorida gayd etilganidek, (9.4.5) tenglik, umuman aytganda, bajaril-
maydi. Ammo gator absolyut yaqginlashsa, navbatdagi teorema gayd
etilgan tenglikning o'rinli boiishini ko!rsatadi.
9.4.2 -teorema. Agar quyidagi
EE m G40
k— j=1
takroriy qator yaqginlashsa, u holda har ikkala (9.4-2) va (9.4-8)

takroriy qatorlar ham yaginlashadi va ularning yig'indilari o‘zaro
teng bo'ladi.
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Isbot. Quyidagi
Pnk = rnax{ank, 0}, ok = max{-anfc, O}

belgilashlarni kiritamiz.
Ravshanki, bunda

OisPnk — Ois Qnk ~ (& (9.4.13)
tengsizliklar va
&K — Pnk  Qnky iikd = pri Han

tengliklar bajariladi.
Shartga ko‘ra

E aie (9.4.14)
i=i
gator absolyut yaginlashadi. Bundan chiqdi, 9.1.2 -tasdigga asosan,

co [e]e] [e]e]
Ylax = Pik ~ 'Y y Qik
It y=l =]

tenglik o'rinli, chunki (9.4.13) tengsizlikdan o‘ng tomondagi gator—
larning yaqinlashuvchuigi kelib chigadi. Demak.

00 (e]e) (e]e) e]0) e]0) oc
E E =EE m -EE (9.4.15)
fe=li=I fe=IN=l feslj=|

Boshga tomondan, 9.4.1 -teoremaga asosan, (9.4.12) gatorning
yagqinlashishidan quyidagi

00 00

E E .
j=ifcd

takroriy gatorning ham yagqinlashishi kelib chigadi. Demak, yuqorida—
gi mulohazalami takrorlasak,

(e]0) e]e) 00 (o] e]0) 00
EE a*=EE _ P*-EE bk (9.4.16)
 1fed Ffes ¢=1fedl
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tenglikka ega bo'lamiz.

Endi 94.1 -teoremani qo'llasak, (9.4.16) va (9.4.15) tengliklar-
ning o‘ng tomonidagi gatorlarning o'zaro tengligini olamiz. Shun-
day ekan, gayd etilgan tengliklarning chap tomonlari ham o‘zaro
tengdir.B

Natija. Ikki karrali {(ink) ketma-ketlik indekslari n > k > 1
tengsizlikni ganoatlantirganda aniglangan bo'‘lsin. Agar

(00) n

n=1fcH

gator yaqinlashsa, u holda chap va o'ng tomonlari yaqinlashuvchi
gatorlardan iborat bo‘lgan quyidagi

@ n @

EE ek —EE on

n=1lk=1I k—1n=k
tenglik bajariladi.

Bu tasdigni isbotlash uchun k > n boiganda ikki karrali ketma-
ketlik hadlarini ank = 0 deb aniglab, (9.4.5) tenglikni go‘llash vetar-
li.

Eslatma. Agar gator absolyut yaginlashmasa, xatto (9.4.5) teng-
likning har ikkala tomonida yaginlashuvchi gatorlar tursa ham, bu
tenglikning bajarilishini kafolatlab bo'lmaydi.

9.4.2 —-misol. Hadlari ank —¢nfc-5(n-+i),fc ko'rinishda aniglan-
gan ikki karrali ketma-ketlikni garaymiz. Anigroq tassovur gilish
magsadida bu ketma-ketlik giymatlarini quyidagi

cheksiz matritsa ko‘rinishida yozib olamiz.

Bu matritsa bosh diagonalida joylashgan barcha elementlar 1
ga teng bo'‘lib, undan yuqoridagi diagonalda joylashgan barcha ele-
mentlar —1 ga teng. 0 ‘z-ozidan ko'rinib turibdiki, bunda har bir
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satr elementlari yig'indisi ham, ikkinchi ustundan boshlab, har bir
ustun elementlari yig:indisi ham nolga teng. Birinchi ustun element-
lari yig‘indisiga kelsak, ravshanki, u 1 ga teng. Shunday qilib, gara-
layotgan holda

w @ w ®

E £ ox—o EE ok

n=Ik— k=In=I

ya’ni har ikki t.akroriy gator yaginlashsada, ularning yig'indisi o'zaro
teng boimas ekan.

§ 9.5*, Uzoqlashuvchi qatorlarni jamlasb

1. Biror ma’noda yig'indini mos qo'yish mumkin boigan ga-

torlar to‘plamini kengaytirish magsadida bir gator matematiklar
tomonidan sonli gator yig‘indisi tushunchasi umumlashtirib boril-
gani yuqorida gayd etilgan edi. Aynigsa ko‘p uchraydigan umum-
lashtirishlarni E. Chezaro va N. Abel nomlari bilan bogiashadi.
Quyidagi
1-1+1-1+ .. = (95.1)
k—

sonli gatomi garaylik.
Uning gismiy yig'indilari ketma-ketligi

10 1 0,..,

ko‘rinishga ega boiib, ravshanki, u uzoglashadi. E. Chezaro bu qis-
miy yig'indilarning o‘rta arifmetiklarini, ya’ni

Si+§2+53+..+Sn
ey —— (9.0.2)
ketma-ketlikni garashni taklif gildi. Ravshanki,

S1+S2+Sz+..+sn = [|j = 2
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bu yerda 9 sonlar n nomerning toq yoki juftligiga garab, nolga yoki
1/2 ga teng. Shu sababli

&n 1 N
2 n
Demak,
lim an =

ya’ni (9.5.1) gator gismiy yig'indilarining o‘rta arifmetiklari 1/2
soniga yadiiilashar ekan.
Endi ixtiyoriy sonli gatorni qaraylik:

[e]e]

(9.5.3)
k=1

Odatdagidek Sn simvoli orgaliuning gismiy yig‘indilarini belgi-

laymiz:
Y vV

Sn = $>*. (954)
k=1

]

:-E*
k=1

Ta'rif. Agar

—_

=)

ketma-ketlik uchun
n"—"?nan — S
tenglik bajarilsa, (9.5.3) gator S soniga o‘rta arifmetik jamlanadi
deyishadi,
Bu limit (9.5.3) gatorning Chezaro ma’nosidagi umumlashgan
yig'indisi deb ataladi va

(C,1)]T &k ~ S
k=i

ko'rimshda belgilanadi.
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Yugorida biz gator yig‘indisini gismiy yig'indilarning limiti sifati-
da aniglagan edik. Albatta, o‘z-0'zidan savol tugliladiki, hozir anig-
langan umumlashgan yig'indi tushunchasi yuqorida kiritilgan gator
yig‘indisi tushunchasi bilan ganday bog'langan? Boshgaeha aytgan-
da, agar gator oddiy ma’noda yaginlashsa, u Chezaro ma’nosida
jamlanuvehi bo'ladimi, va, agar javob ijobiy bo‘lsa, Chezaro ma’nosi-—
dagi yig'indi oddiy ma’nodagi yig'indi bilan ustma-ust tushadimi?
Navbatdagi tasdiq qo'yilgan savollarga ijobiy javob beradi, ya’ni bu
tasdiq har bir yaginlashuvchi gator Chezaro ma’nosida yig'indiga
ega bo:lib, bu yig‘indi gatorning oddiy yig‘indisi bilan ustma-ust
tushishini ko‘rsatadi.

95.1 - teorema (E. Chezaro). Yaginlashuvchi gator gismiy
yig‘indilarining o‘rta arifmetiklari gator yig‘indisiga yaginlashadi.

Isbot. Berilgan gator gismiy yig'indilarini Sn va bu yig'indilar
limitini S orqali belgilaymiz.

Ravshanki,

Shunday ekan, ixtiyoriy N nomerni tayinlab, (9.5.2) o‘rta arif-
metiklar va gator yig‘indisi ayirmalari uchun n > N bo'lganda

quyidagi
n ~ N

°0-s = ;;E (i-si = +z E <~
k=1

1k=1 n k=N+1

munosabatga ega bo'lamiz.
Shartga ko'ra {Sk—S} ketma-ketlik cheksiz kichik va shu sababli
u chegaralangan, ya'ni

ISk-S\ < M, k=1,2,3,.
Bundan tashgari, istalgan e > 0 uchun k > N —N(e) bo'lganda

K-S\ < e k=N,N+I,N +2,.
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tengsizlik bajariladi. Demak,

k=i k=N-+1

Bundan chiqdi,
lim wvn—5] < e

va e > Oning ixtiyoriyligidan yuqori limitning nol ekani kelib chiga-
di. Shunday qgilib, {an —S} ketma-ketlikning limiti mavjud va u
noiga teng ekan. Bu esa, 0z navbatida, o‘rta arifmetiklarning S
sooiga yaginlashishini anglatadi.H

Eslatma. Isbotlangan teorema o‘rta arifmetiklar usulining reg-
ulyarligi haqgidagi teorema deb ataiadi. Ravshanki, teskari tasdiq
o‘rinli emas, chunki Chezaro usuli bilan jamlanadigan uzoglashuvchi
gatorlar mavjud. Misol tarigasida (9.5.1) qatorni olish mumkin.

2. Qatorlarni umumlashgan jamlashning N. Abel nomi bilan
bogiiq boigan yana bir usuli o'rganilayotgan gator hadlariga qo-
shimcha x parametr Kiritib, hosil boigan funksiyaning x 1-0
dagi limitini hisoblashdan iboratdir.

Yana (9.5.1) gatorni garaylik. Agar gator n-hadini xn~l ga ko‘'-
paytirsak, hosil boigan quyidagi.

S(X) = 1—X+X2—x3+ ... (9.5.5)

gator 0 < x < lintervaldan olingan ixtiyoriy x uchun yaginlashadi
va

(9.5.6)

tenglik bajariladi.

(9.5.5) ning o‘ng tomondagi gator x = 1da (9.5.1) gator bilan
ustma-ust tushgani sababii, (9.5.5) yigindining x 1—0 dagi
limitini hisoblashga harakat qilib ko'rish tabiiydir. Agar bu limit
mavjud boisa, uni (9.5.1) gatorning umumlashgan yigindisi deb
atash mumkin. Bunda, (9.5.6) ni e’'tiborga olsak,
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tenglikka kelamiz, ya’ni (9.5.1) gatorning bunday aniglangan umum-
lashgan yig‘indisi bu gatorning Chezaro ma’nosidagi yig‘indisi bilan
ustma-ust tushar ekan.
Endi yana umumiy ko‘rinishdagi (9.5.3) sonli gatorni garaylik.
Ta’rif. Agar 0 < x < 1 intervaldan olingan ixtiyoriy hagiqgiy x
uchun

(e]e]

53 a*Vk~l (9.5.7)
k=1
gator yaginlashsa va
lim Y' akxk=1= S (9.5.8)
X—21—0 k:’i

tengtik bajarilsa, (9.5.8) gator Abel usuli bilan S soniga jamlanadi
deyladi

Bunda S soni (9.5.3) gatorning Abel ma’nosidagi yig'indisi deb
ataladi va quyidagicha belgilanadi

ocC

(A)53 & = S. (9.5.9)
fo

(9.5.7) gatorning yig‘indisi (9.5.3) gatorning Abel o‘riachasi deyi-
ladi.

Navbatdagi teorema Abel usulining regulyarligini ko'rsatadi.

95.2 - teorema (N. Abei). Agar (9.5.3) qator yaqginlashib,
uning yigindisi 8 ga teng bo‘lsa, u holda bu gator Abel usuli bilan
jamlanmchi bo'lib, uning Abel ma’nosidagi yig'indisi ham S ga teng
bo'ladi.

Isbot. 1) Avval (9.5.7) gatorning 0 < x < lintervaldan olingan
ixtiyoriy x uchun yaginlashishiga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan,
(9.5.3) gator yaginlashgani uchun {an} ketma-ketlikcheksiz kichikdir
va demak, u chegaralangan, ya’ni
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Bundan (9.5.7) qator hadlari uchun quyidagi
%1 < Mxn—l, 0< X< 1

bahoni olamiz. Demak, 9.1.3 —teoremaga ko‘ra, (9.5.7) qator yagin—
lashadi.
2) Ushbu

(e]e]

O<ee< ], (9.5.10)

belgilashni kiritaylik. Agar (9,5.3) gatorning gismiy yig'indilari Sn
bo‘lsa, On —Sn —Sn”i tenglik o'rinli (bunda biz So = 0 deb oldik).
Shu sababli

00 [o]e]

sx) = E 1=E I(S+-9n) =

[o]e] 0o o]e]

n=I
Demak,

(e]e]

(95.11)
M=l

Shunday ekan, navbatdagi

00
1l—x)E x"-1=1 0<X<1
M1

tenglikdan foydalanib, (9.5.11) dan

[e]e)

S(x)-S = (I-x)E x”"iSn-S) (9.5.12)

munosabatni olamiz.
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Shartga ko'ra {5n —S} ketma-ketlik cheksiz kichikdir va demak,
u chegaralangan, ya’ni

M-S\ < M, n=123,.

Bundan tashqari, istalgan e > 0 uchun shunday N norner topiladiki,
n> N = N(e) bo‘lganda

ISn-S\< |, n> N,

tengsizlik bajariladi.
Natijada, agar (9.5.12) ni e’tiborga olsak,

N : 00
N\S(X)-Sl < (I-x)E A", - Si+a-a&) xn~1 NS\ <
n=1 n=N+1
N 00
< M(-2)]P zn1 +f(l—) E & 1 <MN(-x) + -
Ta=1 n rr=Ar+1

tengsizlikka kelamiz.
Endi 5= 6(e) >0 sonni

MN(e) ® < |
o = 2
shartdan aniglaymiz.
U holda 0 < 1—x < & bo'lganda

I5@@) —\ < ¢ | —-06<x<I,

tengsizlik bajariladi.

Bundan, o‘z navbatida, (9.5.8) tenglik, ya’ni (9.5.6) gatorning
Abel usuli bilan S soniga yaginlashishi kelib chiqadi.B

1 - eslatma. Yuqgorida biz (9.5.10) qatorda yig'indi indeksini
1 birlikka surib, (9.5.11) tenglikni oldik. Mana shu almashtirishga
Abel almashtirishi deyiladi.
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2 -eslatma. 9.5.2 —teoremaga teskari tasdigning o'rinli emasli-
gini (9.5.1) gator misolida ko'rishimiz mumkin. Ya’ni Abel usuli
bilan jamlanadigan uzoglashuvchi gatorlar mavjud ekan.

Trigonometrik yig'indilar bilan bog'lig bo'lgan yana bir misolni
garaymiz.

9.5.1 - misol. Ushbu

(9.5.13)
f=i
gatorning har bir i/jgR uchun uzoglashishi bevosita (9.1.16) for-
muladan kelib chigadi. Hagigatan, bu formulaga ko'ra, n butun
bo‘lganda gismiy yig'indilar ip  2nir lar uchun limitga ega emas.
Agar 9 = 2nn bo'lsa, (9.5.13) gatorning har bir hadi 1 ga teng
bo'lib, yana, natijada, bu gator uzoglashadi.
Endi, agar (9.1.15) formuladan foydalansak, S(x) Abel o'rtachala-
rining ¢ 2im bo'lganda quyidagi

1—2xcosip4-x2
ko'rinishga ega ekanini ko'ramiz. Demak.

ya’ni gator Abel usuli bilan jamlanuvchi bollib,uning Abel ma’nosi-
dagi yig'indisi nolga teng ekan.

Navbatdagi misol Chezaro ma’nosida jamlanmaydigan, lekin,
shu bilan bir gatorda, Abel usuli bilan jamlanuvchi gatorlar mavjud-
ligini ko'rsatadi.

9.5.2 - misol. Ushbu

1-2 +3-4 +5-6 +.. (9.5.19)

gator Chezaro usuli bilan jamlanmaydi. Hagigatan, {Sn} qismiy
yig'indilar ketma-ketligi. ravshanki, quyidagi

1, —1, 2, _2, 3; _3!
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ko‘rinishga ega, shu sababli {on} oita arifmetikiar ketma-ketligi

dan iborat, ya'ni

n toq bo‘lsa,

0 , agar n juft boisa.

Ravshanki, an ketma-ketlik ikki O va 1/2 limit nuqgtalariga ega
va shu sababli u uzoglashadi. Demak, (9.5.13) gator Chezaro usuli
bilan jamlanmas ekan.

Endi bu gatorning Abel usuli bilan jamlanuvchi boiib, uning
Abel ma’nosidagi yig'indisi 1/4 ekanini koisatamiz. Buning uchun
0 < x < 1lintervaldagi barcha x larda o'rinli boigan

—— = 1 —X+X2—X%X3+a&—x5+ ..,

1+C

tenglikdan foydalanamiz. Biz 10.9 - § da bu tenglikni hadma-had
differensiallash mumkinligini, ya’ni

—— = —1+4+2X—32+4x3—5x44-...,
Zl+x)2

tenglikning bajarilishini ko‘rsatamiz. Bu tenglikdan (9.5.13) gatorga
mos keluvchi Abel o‘rtachalarining

koi'inishga ega ekani kelib chigadi.
Demak,

3. Albatta, Chezaro va Abel usullari olzaro ganday munosabat-
da, degan tabiiy savol tug‘iladi. Bu savolga javob shundan iborat-
ki, Chezaro usuli bilan biror S soniga jamlanuvchi har bir sonli
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gator Abel usuli bo'yicha ham aynan o‘sha 5 soniga jamlanadi.
Hagigatan, (9.5.11) tenglik o‘ng tomonidagi gatorga Abel almshtiri-—
shini go'llasak,

S(X) —S — (1 - X)2E nxn~1(an —S) (9.5.16)
n—

tenglikni olamiz.
Bunda biz (9.5.15) tenglikda x ni —x almashtirish bilan hosil
bo'ladigan quyidagi

(e]e)
(1—x)2E nxnd = 1 (95.17)
n=1

ayniyatdan foydalandik ((9.5.12) tenglik isboti bilan solishtiring).

Endi talab qgilinayotgan tasdiq isboti xuddi 9.5.2 - teorema is-
boti singari olib boriladi ((9.5.12) tenglikdan keyingi mulohazalarga
garang).

Isbotlangan tasdiq matematik adabiyotlarda Abel usuli Chezaro
usulidan kuchlirogligi hagidagi teorema deb ataladi.

4, Chezaro, gismiy yig‘indilarning o‘rta arifmetiklaridan tashgari,
ulardan yana o'rta arifmetik olish natijasida hosil boigan gismiy
yig‘indilarni ham o'rgandi. Chunonchi, agar

@ _ ai +a2+ +ee+an
n

belgilash kiritsak, quyidagi
lim <« = S

tenglik bajarilganda (9.5.3) qator S soniga 2-tartibli Chezaro o‘rta
arifmetiklarida jamlanadi deyiladi.

Bu limit (9.5.3) gatorning umumlashgan 2-tartibli Chezaro yig'in-
disi. deb ataladi va

(C,2)t ak = S
k=1
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ko'rinishda belgilanadi.

Chezaroning ixtiyoriy natural m-tartibli o'rtachalari to—1-tar-
tibli o'rtachalarning o'rta arifmetigi sifatida induksiya orgali anig-
lanadi, chunonchi,

(m-1) (m-1) (m-1)
(m) _ °1 + 12 +cr3 +-+q9-n

n - n

Bu o'rtachalar limiti

co
C,mYV ak=_lim am

ko'rinishda belgilanadi.

Xuddi yuqoridagi singari, agar m > | bo‘lsa, Chezaroning m-
tartibli usuli Chezaroning Z-tartibli usulidan kuchliligi va Abel usuli-
ning ixtiyoriy m-tartibli Chezaro usulidan kuchliligi isbotlanadi.

Shunga garamasdan, hisoblash nugtayi nazaridan Chezaro usuli
Abel usulidan ustunroq hisoblanadi, chunki Chezaro o'rtachalarini
hisoblash uchun chekli sondagi arifmetik amallar bajarish talab gili-
nadi. Bu esa sonli qator ko‘rinishda tasvirlangan turli kattaliklarni
kompyuter yordamida hisoblashda nihoyatda muhimdir.

§ 9.6. Cheksiz ko‘paytmalar

1 Agar {cfc} biror sonli ketma-ketlik bo‘isa, quyidagi ko*rinish—
dagi
Cl C2+%C3+...+0n" e

formal ifodaga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ketma-ketlikning  ee-
mentlari cheksiz ko‘paytmaning hadlari deb ataladi. Cheksiz ko‘payt-
mani belgiiash uchun quyidagi simvolik yozuvdan ham foydalanila—
di:

[e]e]

K. (9.6.1)



492 SonU qatorlar IX Bob

Xuddi sonli gatorlar holidek, (9.6.1) cheksiz ko'paytmani o'rganish
magsadidauning dastlabki n ta hadi ko!paytmasini kiritib, bu ko*payt-
ma n cheksiz oshgan sari ganday o‘zgarishini kuzatamiz.

Tarif. (9.6.1) cheksiz kopaytmaning dastlabki n ta hadining
kopaytmasini, ya’ni

n

Pn = n o = c1eC2e... oCfii HEn (9.6.2)
k=1
ifodani cheksiz ko'paijtmaving n- gismiy ko‘paytmasi deymiz.
9.6.1 - misol. ixtiyoriy tayinlangan hagiqiy x uchun quyidagi
cheksiz ko‘paytmani garaymiz:

00
% s Y» fy>
w «l «l «JU FiTN /™ <\\

cos Eﬁ — COS 5 +C0S 7 +COS 5. @.6.3)

k=1
Agar x ® 0 bolsa, n-gismiy ko'paytma

n
PJXx) = I cosk( = cosXecos” cos X (9.6.4)
K=1
oson hisoblanib,uning quyidagi
pn{x) (9.6.5)

tenglikni ganoatlantirishini ko‘rsatamiz.
Dastawal, n — 1 da P\{X) = cosXK bo'lgani sababli, (9.6.5)
tenglik

X . X 1.
cos—sSin- = =sinX
2 2 2

ko'rinishga kelishini gayd etamiz. Demak, bu hokla (9.6.5) shubhasiz
o'rinli ekan.

Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Qismiy ko'payt-
ma ta’rifiga ko'ra,

PU+I(x) = Pn(x) QB 721,
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Bundan chiqdi,
) . @ T @ 1 @
Pn+i{x)sin*+1 = Pn(%) cos 21 sin 24T - ~pn(X)sin—.
Agar (9.6.5) tenglikni biror n uchun o'rinli desak,
Pn+i(xX)sin”~j - — sin* = 2" j sin®

munosabatga ega boiamiz. Demak, (9.6.5) tenglik barcha natural
n lar uchun bajarilar ekan.
Isbot gilingan (9.6.5) tenglikdan x ~ O lar uchun

sing (Xf n)

"X sin@?2_n) (0.66)

Pn{x) =
munosabat kelib chigadi.
Agar n -» 00 boisa, birinchi ajoyib limitga ko'ra, kvadrat gavs-
dagi ifoda 1 ga intiladi. Demak,
lim Pn(x) = SI—Qa )

n~*oo

Bordi-yu x = 0 boisa, istalgan n nomer uchun, ravshanki, Pn =
1 boiadi. Shunday ekan, ixtiyoriy x € R uchun {Pn} gismiy ko'-
paytmalar ketma-ketligi yaginlashuvchi bo‘lib,uning limiti

{slnoz agarx/Obo'to, (g67)

1 agar x —O0 boisa,

ga teng boiadi.

2. Bir qarashda aynan shu (9.6.7) funksiyani gqaralayotgan chek-
siz ko'paytmaning giymati deb garash to‘g!ri bolar edi. Ammo
matematik adabiyotlarda bundan biroz fargliroq ta’rif gabul qilin-

Hosil bolgan vaziyatga oydinlik kiritish magsadida quyidagi-
ni gavd gilamiz. Agar cheksiz ko‘paytmaning hech bolmasa bit-
ta cP hadi nolga teng boisa, boshga c*, k / p, hadlarning gan-
day bolishdan gat’iy nazar, shu p nomerdan boshlab barcha gismiy
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ko'paytmalar nolgateng bo‘ladi. Shuning uehun, cheksiz ko'paytma-
lar nazariyasida ko‘paytmaning barcha hadlari noldan fargli deb
hisoblanadi. Bundan tashqari, gismiy kolpaytmalarning limiti ham
noldan fargli bo'lsin, deb talab qilinadi (e’tibor bering, (9.6.7) funk-
siya X — 7 nugtada nolga teng).

Shunday qilib, yaginlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning quyidagi
ta’rifiga kelamiz.

Ta’rif. Agar (9.6.1) cheksiz kopaytmaning (9.6.2) gismiy ko'-
paytmalari ketma—-ketligi noldan farqli chekli limit-
ga ega bo'lsa, u holda (9.6.1) cheksiz ko'paytmani yaqinlashuvchi
deymiz.

Yagqinlashuvchi cheksiz ko ‘paymaning qiymati deb uning gismiy
kopaytmalari ketma-ketligining limitiga aytamiz:

P — Ilim Pn. (9.6.8)
ra—00
Odatda @
P = J] ck (9.6.9)
k=1
deb yozishadi.

Endi yuqorida ko'rilgan misol bo‘yicha shuni gayd gilamizki,
keltirilgan ta’rif bo'yicha (9.6.3) cheksiz ko‘paytma, uning (9.6.4)
gismiy ko'paytmalarining limiti istalgan hagigiy x sonlar uchun mav-
jud bo'lishigagaramasdan, x  rmrbollganda yaqginlashuvchi bo'ladi,
bu yerda m noldan fargli butun sondir.

Ba’zan, gismiy ko‘paytmalar limiti nolga teng bo'lganda, cheksiz
ko'paytma nolga uzoglashadi deyiladi.

Shunday qilib,

= Pir— ~ ~ cpoig (9610)
k=i I 1 agar X = 0 bo'lsa,

bundan tashqari, agar x = mir, m —#1, +2,... bo‘lsa, (9.6.10) teng-
lik o'rinli bo'lib qolsada, cheksiz ko‘paytma nolga uzoglashadi.
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3. Bevosita yuqoridagi ta’rifdan yaqginlashuvchi cheksiz ko'payt-
maning hadlari birga yaqginlashishi kelib chigadi.

9.6.1 -tasdiq. Cheksiz ko‘paytma hadlarining birga intilishi bv.
ko‘paytma yagqinlashishining zaruriy shartidir.

Hagigatan, agar (9.6.2) tenglik bilan aniglangan Pn gismiy
ko'payt,malar P / 0songa yaginlashsa. talab gilingan natijani olamiz:

Pn P 1
cn = p———- »— = 1, n -> oo.

1 -natija. Agar (9.6.1) cheksiz kopaytma yaginlashsa, quyidagi
tenglik o‘rinli bo‘ladi:

cn = 1 + On, (9.6.11)

bu yerda {dn} -cheksiz kichik ketma-ketlik, ya’nin oo daan —> 0.

2 —natija. Agar cheksiz ko paytma yaqinlashsa, biror nomerdan
boshlabuning bareha hadlari musbat bo‘ladi.

Navbatdagi tasdiq cheksiz ko'paytmalar uchun yaginlashish mu-
ammosini sonli gatorlar uchun yaginlashish muammosiga keltirishga
imkon beradi.

9.6.2 - tasdigq. Agar &k > O,k € N, bo'lsa, (9.6.1) cheksiz
kopaytma yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

[e]e]

® 53 Inck (9.6.12)
k=1

sonli gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bun-
da (9.6.1) cheksiz kopaytmaning P giymati (9.6.12) sonli gator
yig‘indisi S bilan quyidagi munosabat orgali bog‘langan bo‘ladi:

P = es. (9.6.13)

Isbot (9.6.1) ning Pn gismiy ko‘paytmalari va (9.6.12) ning Sn
gismiy yig'indilari quyidagi

IdPn — Sn, Pn = c n,
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tengiiklar bilan bog'langanligidan hamda ko‘rsatkichli va logarifmik
funksiyalarning uzluksizligidan kelib chigadi.

Navbatdagi teorema barcha hadlari 1 dan katta bo‘lgan cheksiz
ko‘paytmalarga doir.

9.6.1 -teorema. Agar a& > 0 bo'lsa,

Cco

11 () 064

cheksiz kopaytma fagat va fagat

[e]e)

E ©6H

k=i

sonli gator yaqginlashganda yaginlashadi
Isbot. Teorema isbot bo‘lishi uchun, 9.6.2 - tasdiqga ko‘ra,
(9.6.15) qator fagat va fagat
ac
E +°%) (9.6.16)
fc
gator yaqginlashganda yaginlashishini ko'rsatish yetarli.
Bizga ma’lumki, (9.6.15) gatorning va hozirgina ko!'rganimizdek,

(9.6.14) cheksiz ko‘paytmaning harn yaginlashishi uchun zaruriy
shart at hadlaming nolga intilishidir. Shuning uchun biz

ft —y 0, k—2o0o0.

deb hisoblashimiz mumkin.
Xususan, biror nomerdan boshlab,

0O0< <1

desak bo‘ladi.
Bunday shartni ganoatlantiruvchi  lar uchun esa quyidagi
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go‘sh tengsizlik o'rinli.

Shunday ekan, talab gilinayotgan tasdiq umumiy taqqoslash alo-
matidan kelib chigadi (9.1.2 -teoremaga garaiigj.H

Eslatma. Xuddi shunga o'xshash tasdiq barcha ak lar manfiy
bo‘lganda ham o'rinli, cbunki bu holda, agar bk — —ak > 0 deb
belgilasak, yetarlicha katta k nomerlar uchun

bk < -In(l - k) < 2bk

tengsizlik bajariladi.

9.6.2 - tasdiq yordamida cheksiz ko‘paytmalar uchun absolyut
yaginlashish tushunchasini kiritish mumkin. Chunonchi, agar (9.6.12)
gator absolyut yaqginlashsa, (9.6.1) cheksiz ko‘paytma absolyut yagin—
lashadi deyiladi. 9.6.1 —teorema cheksiz ko'paytmaning bunday ma‘-
noda aniglangan absolyut yaginlashishi uchun navbatdagi zaruriy va
yetarli shartni olishga imkon beradi.

9.6.2 —-teorema. (9.6.14)cheksiz ko'paytmaning absolyut yaqin-
lashishi uchun (9.6.15) sonli galoming absolyut yaqginlashishi zarur
va yetarli.

Isbot barcha yetarlicha katta k nomerlar uchun o‘rinli bo'lgan
quyidagi

R\ < [In(l +aB] < 2N\

go‘sh tengsizlikdan va umumiy taqgoslash alomatidan kelib chigadi.
4*. Tub sonlarning zamonaviy nazariyasida quyidagi

@ .

« 8> = (9.6.17)
*:l

tenglik orgali aniglangan Rimanning (B. Riemann) zeta—funksiyasi
nihoyatda muhim rol o'ynaydi. Bu yerda s kompleks giymatlar ham
gabul gilishi mumkin bo'lgan son: s = a + it. Bundan tashqgari,
butun sonning kompleks darajasi ks = kfkP kabi aniglanib, istalgan
hagiqgiy t uchun
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kit = ¢ltink — cos(iInk) + isin(iln£;)

deb hisoblanadi.

Ravshanki, (9.6.17) gator Res > 1 bo‘lganda, ya’ni, agar s -
a it desak, a > 1 ocbiqg yarim tekislikda yaqginlashadi.

Riman zeta-funksiyasining asosiy xossasi Res = a > 1da o'rinli
bo‘lgan quyidagi

«*) = I] fl— p) (S6-18

fomiuladan iborat, bu yerda cheksiz ko!paytma barcha tub p sonlar
bolvicha olib boriladi. Bu formula birinchi marta Leonard Eyler
tomonidan s ning hagiqiy giymatlari uchun isbotlangan.

(9.6.18) ayniyatning isboti cheksiz kamayuvchi geometrik pro-
gressiya hadlari yig‘indisi uchun o'rinli bo'lgan quyidagi formulaga
asoslangan:

Hagigatan. bu tenglikni p tub sonining turli giymatlarida yozib
olib, ularni o‘zaro ko'paytirsak, hosil bo‘lgan ifodaning chap tomoni-
da (9.6.18) cheksiz ko'paytma bo‘lib,uning o‘ng tomonida esa quyida-

gi
1 1

ks ~ (P?1-PT --Pnn)s
ko'rinishda yozish mumkin boigan barcha hadlar yig‘indisi tura-

di. Bundan, agar har bir butun k sonini yagona usulda tub sonlar
darajalarining ko‘paytmasi:

k = PT-PT--Pnn

sifatida yozish mumkinligini hisobga olsak, talab gilingan (9.6.18)
ayniyatni olamiz.
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Sodda almashtirishiar yordamida

1

ekanini ko'rsatish mumkin. Bunda [ orgali, odatdagidek, x soni-
ning butun gismi belgilangan. Ravshanki, bu tenglikdagi xosmas
integral Re.s > 0 bo‘lganda yaqginlashadi. Bundan ko'rinadiki, oxirgi
ifoda Res > 1 da (9.6.17) tenglik orgali aniglangan Riman zeta—
funksiyasining Re s > 0 tekislikka davomini berar ekan.

Rimanning mashhur gipotezasi quyidagidan iborat: zeta—funksi-
yaning Res > 0 yarim tekislikdagi nollari Res = - vertikal to‘g‘ri
chizigda joylashgan. Bu gipotezani isbotlashga matematiklar bir
yarim asrdan beri urinishadi. Agar u isbot bo'lsa (gipoteza to'g'rili-
giga hech kimda shubha yo‘q), u, zeta-funksiyaning (9.6.18) Eyler
ko‘paytmasi ko'rinishidagi ifodasi bilan birga, sonlar nazariyasining
ko'pgina muhim masalalarini yechishga imkon bergan bo‘lar edi.

9.7. Misollar

1 -misol. Ushbu gatorni yaginlashishga bevosita tekshiring va
gator yig‘indisini toping:

co

Ko‘rsatma. Qatoming k —qismiy yig‘indisi Sk ni

n=I

ko'rinishda yozib olib, o'xshash hadlarini gisgartiring.
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2 —misol. Har ganday musbat hagigiy x son uchun gator yagin—-
lashishining zaruriylik shartidan foydalanib

co

Y cosnx
n—

gatorning uzoglashishini isbotlang.

Ko‘rsatma. (1.9.8) bahodan foydalanib, har ganday musbat
haqigiy x son uchun shunday nk va mk o'suvchi natural sonlar
ketma-ketliklari topilib, ular uchun

nkx - 24Tk + Ol — j
W /
munosabat bajarilishini ko'rsating. Bundan, gator yaginlashishining
zaruriylik shartiga zid bo'lgan,
lim cosnkx — 1
k—ec
tenglikni keltirib chigaring.
3 —-misol. Agar an gator yaginlashsa, uni hadlarini, gator-
da kelish tartibini saglagan holda, gruppalashtirish natijasida tuzil-
gan

(0] Pn+1-1
Y A», buyerda An= aK, (pi=1 pi<p2< e

n=1 k=Pn

gatorning ham yaginlashishini isbotlang.
Teskari tasdiq o'rinli emas. Misol keltiring.
Ko‘rsatma. Tasdigni isbotlashda Koshi kriteriysidan foydala—

ning. Teskari tasdigni Y~ n=i(—~")n gator misolida. tekshiring.
4 - misol. Quyidagi
1 1 1
1000 b v/1000 + L W +""

gatorni yaginlashishga tekshiring.
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Ko‘rsatma. Qator yaginlashishining zaruriylik shartidan foy-
dalaning.

5 - misol. Arifmetik progressiya hadlariga teskari sonlardan
tuzilgan gatorning uzoglashishini isbotlang.

Ko‘rsatma. Garmonik gator hadlari bilan taggoslang.

6 — misol. Agar °n> (°™ > Q) gator uchun
lim ———— —q (9.7.0)
ra—cc on

limit mavjud boHsa,
(9.7.2)

limit ham mavjud bo'‘lishini isbotlang.
Teskari tasdiq o'rinli emas, ya’ni (9.7.2) limit mavjud bo‘lsa,
(9.7.1) limit mavjud bo'Imasligi mumkin. Misol keltiring.
Ko‘rsatma. Tasdigni bevosita sonli ketma-ketlik limiti ta'rifidan
foydalanib isbotlang. Teskari tasdigni

gator misolida tekshiring.
7 - misol. Qatorni yaginlashishga tekshiring:

Ko‘rsatma. Leybnits alomatini go‘llang.
8 - misol. Qatorni yaginlashishga tekshiring:

Ko'rsatma. (9.1.16) tenglikdan foydalanib, Dirixle—Abel aloma-
tini goilang.
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9 - misol. Agar ishorasi navbatlashgan (9.3.8) gatorda bk > 0
va n —> 00 da bk =m0 bo‘lsa (ya’ni Leybnits teoremasida bk ketma-
ketlik monoton bo'lmasa)., bu gator yaginlashadimi?

Ko‘rsatma. Quyidagi

2+ (-1)”
n

gatorni tekshiring. Bunda (9.3.9) qator a = 1 da yagqinlashishidan
foydalaning.
10 - misol. Quyidagi

00

n=i V" "+1

cheksiz ko‘paytmani yaginlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. 9.4.1 —teoremadan foydalaning.
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§10.1. Funksional ketma-ketliklar

1. Funksional ketma-ketlik deb barchasi bitta Eq C R to'plamda
aniglangan va natural sonlar gatori bilan nomerlangan funksiyalar—
ning sanoqii birlashroasiga, ya’ni

h(x), ... D(fk) = Eo, (10.1.1)

ko'rinishdagi ketma-ketlikka aytamiz.

Funksional ketma-ketliklar odatda {fk(%)} simvol orqali, yoki,
agar berilgan ketma-ketlikni qaysi indeks orgali nomerlanganligiga
urg'u berilmoqchi bo‘lsa, {fk(%)}kLi simvol orgali belgilanadi.

Argumentning biror xo giymatini tayinlab, {/'«("0)} sonli ketma-
ketlikni garaylik. Agar bu sonli ketma-ketlik biror b soniga teng
bo!lgan limitga ega bo‘lsa, (10.1.1) funksional ketma-ketlik x,q nug-
tada b soniga yaginlashadi deyiladi.

Endi (10.1.1) ketma-ketlik biror E C Eo to‘plamning har bir
nugtasida yainlashadi deb faraz gilaylik. Bu holda E to'plamda tabi-
iy raviskda

f(x) = Jlim_fk(x), x £E,

A%
ko'rinishdagi funksiya aniglanadi. Ushbu funksiya (10.1.1) ketma-
ketlikning limit funksiyasi, yoki oddiy qilib, limiti deyiladi. Bunda
(10.1.1) ketma-ketlikni / funksiyaga E to'plamning har bir nuqgtasi-
da, yoki E da nugtabay yaginlashadi deyishadi.

10.1.1 - misol. Ushbu

fn(x) = xn, x> o,
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funksionai ketma-ketlik [0,1] kesmada quyidagi

0, agar 0< x < 1 bo‘lsa,
1, agar Xx = 1 bo'lsa,

ko'rinishda aniglangan funksiyaga yaginlashadi.

2. Agar limitning ta;rifidan foydalansak, funksionai ketma-ketlik-
ni to'plamda yaginlashishining quyidagi ta’rifini oiamiz:

agar istalgan x £ E va ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday N =
N (e,x) nomer topilsaki, n > N bo'lganda

Un(*) — /0»)I < £ (10.1.2)

tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik E to‘plamda / funksiyaga
yaginlashadi deyiladi.

Ba’zi hollarda N nomemi x & E qgiymatga bog‘ligmas ravish-
da tanlashga imkon tug'iladi, ya’ni, boshgacha aytganda, (10.1.2)
tengsizlik x £ E ga nisbatan tekis bajariladi. Bunday hollar alohida
ahamiyatga ega.

Ta’rif. Agar istalgoM e > 0 olganda ham shunday N = N(e)
nomer topilsaki, n > N bo‘lganda barcha x £ E lar uchun (10.1.2)
tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) funksionai ketma-ketlik f funksiyaga E
to‘plamda tekis yaginlashadi deymiz.

10.1.2 - misol. Quyidagi

fnx) = 1-x)n, x>0,

funksionai ketma-ketlik 0 < a < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
istalgan a uchun [a, 1j kesmada yaqginlashadi. Bu tasdiq

N -0 < A—a)n < s, n>N(e),

tengsizlikdan kelib chigadi. Bu yerda N(e) sifatida.

sonni olish mumkin (biz e < 1 deb hisoblaymiz).
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Navbatdagi teorema sonli gatorlar uchun Koshi kriteriysining
(25.1 —-teorema) analogi hisoblanadi.

10.1.1 —-teorema (Koshi kriteriysi). (10.1.1) funksionalketma-
ketlikning / funksiyaga E to plamda tekis yaqinlashishi uchun istal-
gan e > 0 olganda ham shunday N —N{e) nomer topilib, n > N
bo‘lganda istalgan natural p va barcha x ¢ E larda quyidagi:

N+ - )N < e, n>N, xGEt (10.1.3)

tengsizlikning bajaritishi zarar va yetarli.

Isbot. 1) Awval {fn} ketma-ketlik biror / funksiyaga E toJplamda
tekis yaginlashsin deb faraz gilaylik. U holda, ta’rifga ko'ra, ixtiyoriy
e > 0 uchun shunday N = N(e) nomer topiladiki, n > N bo Iganda

fn(x)-fO)\ < n>N, x£E,

tengsizlik bajariladi.
Demak, n > N bo‘lganda istalgan natural p va barcha x ¢ E
lar uchun

NM)-M+HpOIN. < \IMX)~FON\ + \F)—m+HpIN\ < | +] = e

tengsizlik bajariladi, ya’ni (10.1.3) shart o'rinlidir.

2) Endi (10.1.3) shart bajarilsin, Bu shartdan har bir tayinlan-
gan X G E qgiymat uchun {fn(x)} sonli ketma-ketlikning funda-
mental ekani kelib chigadi. Bundan chiqdi, bu sonli ketma-ketlik,
yugorida (2.5.1 -teorema) keltirilgan Koshi kriteriysiga asosan, li-
mitga ega. Demak, fn funksional ketma-ketlik E to'plamda yaqin-
lashar ekan. Bunda / limit funksiya uchun (10.1.3) bahoda p —» 0o
deb limitga o‘tsak,

Ny - f(x)i < e n> N, xGE,

munosabatga ega bo'lamiz. Bu esa, 0z navbatida, fn(x) ketma-
ketiikning / limit funksiyaga E to'plamda tekis yaginlashishini
anglatadi.H
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Eslatma. Shuni gqayd etish joizki, funksional ketma-ketliklarning
tekis yaqinlashishi hagidagi Koshi kriteriysining isboti sonli ketma-
ketliklar uchun bizga ma’lum boigan Koshi kriteriysining isboti-
ga asoslandi, qaysiki, 0‘z navbatida, hagigiy sonlar to'plamining
to‘laligi natijasi edi.

3. Navbatdagi tasdiq tekis yaginlashuvchi ketma-ketliklar nazari-
yasidagi asosiy teoremalaridan biri hisoblanadi.

10.1.2 —-teorema. Agar fn funksional ketma-ketlik f funksiyaga.
E to‘plamda tekis yaginlashsa va fn funksiyalar birorc £ E nugtada
uzluksiz bo‘lsa, u holda f funksiya ham ana shu ¢ nugtada uzluksiz
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, E to'plam nugtalaridan tuzilgan {xj} ketma-
ketlik ¢ ga yaqinlashsin. Biz f(Xj) sonli ketma-ketlikning /(c) ga
yaginlashismi ko'rsatamiz. Buning uchun

NfG)-fO)\ < \Ff(xj)-fneP)\ + \fn(xj)-fn@©\ + |/n(c)-/(c)]

(10.12.4)
tengsizlikdan foydalanamiz. Funksional ketma-ketlikning tekis yagin—
lashishiga ko'ra, istalgan e > 0 olganda ham shunday N = N(e)
nomer topiladiki. n> N boiganda barcha x e E lar uchun

I/»(«) ~ fix)] < e
tengsizlik bajariladi. Xususan, bu tengsizlik x — Xj va X —c lar
uchun o'rinli. Shunday ekan, (10.1.4) da n = N desak,
N Ff(Xj)-fc)] < £ + \iNiXj) - fNiO\ + £ (10.1.5)

tengsizlikka ega bolamiz.

Shartga ko'ra, fa funksiya c nugtada uzluksiz. Shuning uchun,
(10.1.5) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi go'shiluvchining limiti nolga
teng. Demak,

Jim ) - /(c) | <2e.

Modulning manfiv emasligi va e > 0 ning ixtiyoriyligiga asosan,
bu tengsizlikning chap tomonidagi yuqori limit nolga teng. Bundan
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chigdi, limit ham mavjud bo'iib, u nolga teng bo'ladi, ya’ni

Jﬂ%\f(xj)—f{cﬂ = 0.

Demak, / funksiya ¢ nugtada uzluksiz bo‘iar ekan.B

Natija. Agar fn funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo'lib. f ga
shu kesmada tekis yaqinlashsa, n holda f funksiya ham [a, § kesma-
da uzluksiz bo‘ladi.

Eslatma. Ma’lumki, / funksiyaning ¢ G E nuqtadagi uzluksiz-
ligi

)!I_[]g J0x) = f(c)
tenglikning bajarilishini anglatar edi. Shunday ekan, 10.1.2 —teore-
mani quyidagi ko'rinishda ham aytish mumkin: tekis yaginlashuvchi
ketma-ketlik uchun
fim lim fnG) — fim_ fim (9

tenglik o'rinli.

Shuni aytish kerakki, agarda ketma-ketlik yaginlashsayu, lekin
bu yagqinlashish tekis bo‘lmasa, yuqgoridagi tenglik bajarilmasligi
ham mumkin. Masalan,

fn(x) = 11Lur2’ l < X< 1
ketma-ketlik uchun, ravshanki, quyidagi munosabatlar o‘rinlidir:
lim lim fn(x) = 0, m lim fn(x) = 1

li
2540 M-+00 N —00 X—»0

8§ 10.2. Uzluksiz funksiyalar fazosi

1. Biz istalgan [a, b] kesmauchun C[a, €] simvol orgali shu kesma-
da uzluksiz bo‘lgan barcha / : [a,6] = R funksiyalar to'plamini
belgilagan edik (6.4 - § ga garang). Istalgan ikki uzluksiz / va
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g funksiyalar va istalgan ikki hagigiy A va j, sonlar uchun A/ +
fig funksiyaning ham uzluksiz bo'‘lishi turgan gap. Shunday ekan,
Clab\ ni vektor fazo (yoki chiziqii fazo) deb garash mumekin.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga (3.5.5 - teorema) ko'ra,
har ganday / G C[a, € funksiya uchun quyidagi

mwn = iI/IiCIYI]1 = )ag’é FOON\ (10.2.12)

kattalikni aniglash mumkin.
Ushbu kattalik 0‘’z—o'zidan ko'rinib turgan navbatdagi xossalarga
ega
i) istalgan / G C[a, b] funksiya uchun
il/li > 0, bundaagar |/]|=0 bolsa, / =0 bolad\
ii) istalgan f G C[a, b] funksiya va ixtiyoriy A haqigiy son uchun
A1 = WeHl

tenglik o‘rinli
iii) istalgan ikki f va g uzluksiz funksiyalar uchun

[/ + Pl < Li/ll + ™

tengsizlik o‘ri,nli.

Bu i)-iii) xossalarga ega bo‘lgan kattalikka norma deyiladi.

Shunday qilib, (10.2.1) tenglik bilan aniglangan kattalik / G
C[a, B\funksiyaning normasidir. Bunda C[a, 6] vektor fazoning o‘zini
normallangan fazo deb atashadi.

Navbatdagi ikki tasdiq norma va tekis yaqinlashish orasidagi
bog'lanishni ko‘rsatadi.

10.2.1 -tasdiq. Agarf GC\a €] vae > 0 bo'lsa,

1/0)1 < e (10.2.2)
tengsizlikning barcha x G [a, 6] larda bajarilishi uchurt

m < e (10.2.3)
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Ravshanki, shartga ko‘ra, \f(X)] funksiya [a B\kesmada
uzluksiz bo‘ladi, va, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga binoan,
shu kesmaning biror Xo nuqtasida o'zining maksimumiga erishadi,
ya’ni

I/®] < Y@®o)], xE[a,b\.

Shubhasiz, (10.2.2) tengsizlikning barcha x 6 [a g larda bajari-

lishi uchun

/(*o)l < £
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Shunday ekan, isbotni yakunlash uchun J/(a0)] = II/I! ekanini

ta’kidlash kifoya.H
10.2.2 —tasdiq. Berilgan jn € C [a, €] ketma-ketlikning f funksi-
yvaga [a, 6] kesmada tekis yaqinlashishi uchun

1/«=/11 =0, n-> 00, (10.2.4)

munosabatning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot bevosita tekis yaginlashish ta’rifi va 10.2.1 - tasdigdan
kelib chigadi.

Agar (10.2.4) munosabat bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik / funk-
siyaga C[a,b] fazoning normasi bo'yicha yaginlashadi deyiladi.

Bundan chiqdi, [a, B\kesmada uzluksiz funksiyalar ketma—ketligi—
ning tekis yaqinlashishi C\a, b} fazo normasi bo;yicha yaqginlashish
bilan ustma-ust tushar ekan.

2. Uzluksiz funksiyalar ketma-ketliklari uchun, hagigiy sonlar
ketma-ketliklari singari, fundamental ketma-ketliklar yoki Koshi ket-
ma-ketliklari tushunchalarini Kiritish mumkin.

Ta'rif. Agar istalgan e > 0 olganda ham shunday N = N(e)
nomer topilsaki, n> N vam > N bo‘lganda berilgan fn E C[a,b]
ketma-ketlik uchun

NNfR-FM\N\<f, n> N, m> N, (10.2.5)

tengsizlik bajarilsa, bunday ketma-ketlik C\a, BNfazo normasi bo'yi-
cha fundamental ketma-ketlik yoki Koshi ketma-ketligi deyi-
ladi
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Navbatdagi teorema CJa, §] fazosining muhim tavsifini beradi.

10.2.1 - teorema (Koshi kriteriysi). [ab] kesmada uzluk-
siz bo'lgan {fri(x)} funksiyalar ketma-ketligining shu kesmada tekis
yagqinlashishi uchun uning C[a,b] fazo normasi bo'yicha fundamen-
tal bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Agar {/r(ic)} ketma-ketlik [a B\Nkesmada tekis yaqin—
lashsa, u holda, 10.1.2 - teoremaga ko‘ra, limit funksiya uzluksiz
bo‘ladi va, 10.2.2 -tasdiqga asosan, (10.2.4) shart bajariladi. Shu
sababli,

\\FHMNN\ < - /]| + | I/-/mii = 0, n, TO->00.

Bundan, ravshanki, (10.2.5) shartning bajarilishi kelib chigadi.
2) Endi (10.2.5) shart bajarilsin deylik. Funksiya normasining
(10.2.1) ta’rifiga ko'ra,

) —mBON < N —N\

tengsizlikka ega bo'lamiz. U holda, 10.1.1 -teoremaga asosan, fn(x)
ketma-ketlik [a, I kesmada f{x) limit funksiyaga tekis yaginlashadi.B

Eslatma. Shunday qilib, C[a. § fazo normasi bo'yicha funda-
mental har ganday ketma-ketlik shu fazo normasi bo'yicha yaqin-
lashadi, ya’ni shu fazoga kiruvchi limitga ega. Bunday xossaga ega
bo'lgan va, normalashgan vektor fazo to"la deyiladi. Shu sababli,
10.2.1 -teorema C[a, €] fazoning tolaligi hagidagi teorema deb ham
ataladi.

8§ 10.3. Funksional ketma-ketliklarni clifferensiallash va
integrallash

1. Funksional ketma-ketliklarni integrallash.

10.3.1 —-tasdiq. [a b kesmada uzluksiz bo‘lgan istalgan g funk-

siya uchun
b

(10.3.1)
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tengsizlik o'rinli.
Tasdigni isbotlash uchun funksiya normasi ta’rifidan kelib chi-
gadigan quyidagi

WR\< lpl, a<x <b,

tengsizlikni [a, 6] kesma bo'yicha integrallash yetarli.

10.3.1 ~teorema. Agar Ja,b] kesmada uzluksiz fn funksiyalar
ketma-ketligi f funksiyaga shu kesmada tekis yaqinlashsa, v holda

X
Fn(x) = J fn(t)dt
a
boshlangHch funksiyalar ketma-ketligi quyidagi
x
F(x) - J f(t)dt
a
boshlangich funksiyaga [06] kesmada tekis yaginlashadi.
Isbot. Quyidagi
X
Fn(x) - F(x) = JIfn(t) - f(t)] dt
a
tenglikui yozib, 10.3.1 - tasdigni g(t) = fn(t) —fit) funksiyaga
go‘llaymiz. U holda
X
IFn(x) - )N\ < I\.fn(t) - f(Idt <

a

b
< J \m-m\dt<\\fn -F\\~(b-a).



512 Fanksional ketma-ketiiklar va qatorlar XBob

Agar chap tomondan x € [a 1§ bo‘yicha maksimum olsak,
Na -A\\ < X1 —/11 mb—a)

tengsizlik hosil bo‘ladi.

Bunda o‘ng tomon nolga intilganligi sababli chap tornon ham
noiga intiladi. Bundan chiqgdi, 10.1.2 -tasdigga asosan, Fn ketma-
ketlik [a 6 kesmada F funksiyaga tekis yaginlashar ekan.H

Natija. Agar [a b] kesmada uzluksiz fn funksiyalar ketma-ketligi
shu kesmada f funksiyaga tekis yaqginlashsa, u holda quyidagi

b b
f(x) dx (10.3.2)

tenglik bajariladi.
1 ~eslatma. Ravshanki, agar ¢ - berilgan [ab] kesmaning
ixtiyoriy nugtasi bo'lsa, yugoridagi teorema kabi tasdiq quyidagi
X
$n(x) = f fn(t)dt,

C

ko‘rinishdagi boshlang‘ich funksiyalar uchun ham o'rinli.
2 —eslatma. (10.3.2) tenglik [a, i kesmada tekis yaginlashuvchi
uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun quyidagi

b b
nll)érrgo J/ fn(x) dx — JI nIltryofn(x) dx (10.3.3)

tenglikning bajarilishini anglatadi.

Shuni aytish joizki, uzluksiz funksiyaga har bir nugtada yagin-
lashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi bunday xossaga ega bo‘-
lishi shart emas. Masalan,
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ketma-ketlik D, 1j kesmaning liar bir nugtasida nolga yaqinlashishi
turgan gap, ammo n -» oo da

1 1 n2
j j n2x dx _1j dt 1 2
I\m(“ — T+W = 2arctgn - 4
0 0 0

munosabatga ega bo‘lamiz (bu yerda biz i = n2«2 almashtirishdan
foydalandik).

2. Funksional ketma-ketliklarni difFerensiallash.

Eslatib o‘tamiz, agar / funksiya [a, 5 kesmaning bar bir ichki
nugtasida differensiallanuvchi bo'lib, a nugtada f(a) o‘ng hosila—
ga va b nugtada f'(b) chap hosilaga ega bo!lsa va bundan tashgari,
shunday aniglangan f(x) funksiya [a, BNkesmaning har bir nuqgtasi-
da uzluksiz bo'lsa, bunday funksiyani [a b kesmada uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi deb atagan edik.

10.3.2 —-teorema. Faraz qilaylik, fn(x) funksiyalar [a, £ kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, {/,,(*)} hosilalar ketma-ketligi
shu kesmada tekis yaginlashsin.

Agar sonli ketma-ketlik biror c G [a b da yaqginlashsa, u
holda:

(i) fn(x) funksional ketma-ketlik biror f(x) funksiyaga tekis yagin-
lashadi;

(i) f limit funksiya [a B kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘ladi;

(Hi) quyidagi

nIi_%ifn(x) = fix)

tenglik bajariladi.

Isbot. Agar fn(x) ketma-ketlik [a, 6] kesmada biror <(as) funksiya-
ga tekis yaginlashsa, 10.1.1 —teoremaga asosan, g limit funksiya shu
kesmada uzluksiz bo'ladi.

Faraz qgilaylik, /»(c) sonli ketma-ketlik A soniga yaginlashsin. U
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holda, quyidagi
X
fa(x) = fnfo) + J (o) dt

C

Nyuton-Lyebnits formulasida n — oo deb limitga o‘tsak, 10.3.1 -
teoremaga ko‘ra, 0‘ng tomondagi ketma-ketlik tekis yaqginlashadi va
biz §

11IlrﬁgG fnx) —A + ; g(t) dt

C

tenglikka ega bo'lamiz. Demak, Jn ketma-ketlik

fx) = A + J g@dt

C

funksiyaga tekis yaginlashar ekan.
Isbotni yakunlash uchun, 6.5.5 —teoremaning natijasiga ko'ra,
quyidagi
/I'(®) = 9(x) = nlir;go fn{x)

tenglikning bajarilishini ta’kidlash yetarli.B
§10.4. Dini teoremasi

Yugorida keltirilgan misollarda ko‘rganimizdek, uzluksiz funk-
siyaga bar bir nugtada yaginlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-
ketligining tekis yaginlashishi shart emas. Shu sababli bunday ketma-
ketliklar bir gator noqulayliklarni tug‘diradi. Masalan, ularni. umu-
man aytganda, hadma-had integrallash mumkin emas. Ammo, agar
uzluksiz funksiyaga har bir nuqtada yaqginlashuvchi uzluksiz funk-
siyalar ketma-ketligi monoton bo4sa, quyida isbotlanadigan Dini
teoremasi ta’kidlashiga ko‘ra, bunday ketma-ketlikning tekis yaqin-
lashishi shart ekan.
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10.4.1 -lemma. Faraz gilaylik, [a 6] kesmada uzluksizgn funk-
siyalar ketma-ketligi n bo'yicha monoton kamayib, shu kesmaning
har bir nugtasida nolga yaginlashsin:

onx) > 9n+i(x) =m0, n-=>00 a<x <b. (104.1)
U holda istalgan xn € [a, b ketma-ketlik uchun
nllryoc gn(xn) = O (10.4.2)

tenglik o'rinli.

Isbot. (10.4.2) tenglik bajarilmasin deb faraz qgilaylik. U hol-
da, (10.4.1) shartga kolra gn(x) funksiyalar manfiy boimaganligi
sababli, shunday musbat eo > 0 son va o'suvchi rik nomerlar ketma-—
ketligi topiladiki,

Ink(xnk) > fo

tengsizlik bajariladi.

Ravshanki, {xnk} ketma-ketlikchegaralangan vademak, Bolsano-
Veyershtrass (2.4.2 —-teorema) teoremasiga asosan, uning biror gism
ketma-ketligi xmj yaginlashuvchi bo'lib, bu ketma-ketlikning xo lim-
it nugtasi [a b] kesmaga tegishli bo'ladi. Bundan tashgaxi, (10.4.1)
kamayuvchilik shartiga ko‘ra, istalgan n nomer uchun rrij > n
bo'lganda

on(%mj) ~ 9mj(%emj) ~ £0
tengsizlik o'rinli.

Endi rrij = oo deb limitga o‘tib, xmj = xg ni vagn funksiyaning
uzluksizligini hisobga olsak,

9n(x0) >£0 > O

tengsizlikka ega, bo'lamiz.
Hosil bo‘lgan tengsizlik (10.4.1) shartga ziddir, chunki bu shart-
ga ko‘ra, n = oc da gn(xo) —> 0 bo'lishi lozim.Bf
10.4.1 - teorema (U. Dini). Faraz gilaylik, [ab] kesmada
fn uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi n bo‘yicha monoton o'suvchi,
yahi
fnx) < fnH(*), a<x<b, n> 1,
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Xi,X2,...,.Xk nugtalarda yaqinlashadi. Bundan, k ning ixtivoriyligi-
ga ko'ra, diagonal ketma-ketlikni E to'plamning barcha nuqtalarida
yaginlashishi kelib chigadi. Demak, {fnn(x)} gidirilayotgan ketma-
ketlik ekan.H

Shuni aytish kerakki, berilgan kesmada tekis yaginlashuvchi gism
ketma-ketlik ajratish masalasi nisbatan ancha murakkabdir. Biror
kesmaning har bir nuqgtasida yaginlashuvchi bo‘lib, ammo uning
hech gandav gism ketma-ketligi shu kesmada tekis yaginlashmay-
digan funksional ketma-ketlikka misol keltirish giyin emas.

10.5.1 - misol. Aytaylik, an > 0 sonli ketma-ketlik cheksiz
kichik bo'lsin, ya’'ni n ->00 da a,, = 0 bo‘lsin. Manfiy bo'Imagan
va 1 dan kichik quyidagi

(10.5.2)

funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz.
Ravshanki, bu ketma-ketlik [—1,1] kesmaning har bir nugtasida

0, agar x”™ 0 bo'lsa,
1, agar x—O0 bo'lsa,

funksiyaga yaqinlashadi.

Ushbu funksiva uzilishga ega bo'lganligi sababli, yaginlashish
[1.1] kesmada tekis boia olmaydi. O ‘z-0'zidan ko'rinib turibdiki,
(10.5.2) ketma-ketlikning istalgan gism ketma-ketligi ham xuddi shu
ko'rinishga ega.

Tekis yaqginlashuvchi gism ketma-ketlikning mavjudlik masalasi-
ni o‘rganish magsadida tekis darajali uzluksizlik deb ataluvchi muhim
tushunchani Kiritamiz.

Ta'rif. [a 6] kesmada uzluksiz {fn(x)} funksiyalar ketma-ketligi
berilgan bo'bin. Agar ixtiyoriy e > 0 olganda ham shunday 5 > O
topilsaki, shu kesmadan olingan va \Z—\< 5 shartni ganoailantiruv-
chi istalgan ikki x va y nuqgtalar uchun

\Fn(x) - fn(y) <e n-=123 (10.5.4)
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tengsizlik bajarilsa, {fn(x)} funksional ketma-ketlik tekis darajali
uzluksiz dcyiladi.

Shunday qilib, tekis darajali uzluksizlik Koshi bo‘yicha uzluksiz-
lik ta’rifidagi 5> 0 sonni barcha fn(x) funksiyalar uchun bir xilda
olish mumkinligini angiatadi.

10.5.1 -teorema (Askoli, Arsela)(G. Ascoli, C. Arzeld).
Beriigan [a, § kesmada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz
bo‘lgan har ganday funksiyalar ketma-ketligidan shu kesmada tekis
yagqinlashuvchi gism ketma—ketlik ajratish mumkin.

Isbot. Faraz gilaylik, {fn(x)} funksional ketma-ketlik [a, B\kes-
mada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz bo'lsin.

Ma’Jumki (1.6.1 —teorema), [ab] kesmada yotuvchi barcha rat-
sional nuqtaiar to'plami sanogli. Shunday ekan, 10.5.1 - tasdiqga
asosan, tekis chegaralangan fn(x) ketma-ketlikdan [a, B\Nkesmada—
gi barcha ratsional nuqtalarda yaqginlashuvchi gism ketma-ketlik
ajratish mumkin. Belgilashlarni soddalashtirish magsadida ajratil-
gan gism ketma-ketlikni vana {fn(x}} simvol orgali belgilab,uning
[a B] kesmada tekis yaqginlashishini isbotlaymiz.

Tekis darajali uzluksizlik ta’rifiga ko'ra, istalgan e > 0 olganda
ham biz shunday 6 = 6(e) > 0 ni ko‘rsatishimiz mumkinki, garala-
yotgan kesmadan olingan va XX—y\< 6 shartni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy X va y nugtaiar uchun

\fnx) - )\ < n=1,2,3,.. (10.5.5)

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.

Ko‘rsatilgan 6 > 0 uchun biror natural m > (b —a)/5 sonini
tayinlaymiz va [a b] kesmani m ta teng bo‘lakka bo‘iib, har bir gis-
miy kesma, (uzuniigi 6 dan kichik bo'ladi) ichidan biror ratsional son
olamiz. Natijada m ta 1,2, ratsional sonlarga ega bo'lamiz,

Faraz gilaylik, * beriigan [a, b] kesmaning ixtiyoriy nuqgtasi boiib,
£k bu nugtaga yugorida taniangan m ta ratsional nuqgtalardan eng
3Jaqgini bo'lsin. U holda, ravshanki, —£&8 < 5 bo‘lib, (10.5.5) ga
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ko'ra, istalgan natural nva,p lar uchun
| fn+p(%) ~ f®w)\ 5:
is |/n+p(e ~/n-]p(sfc)l + I/n+p(Efc) ~ fn(EK)\ + N\ fn(£k)~fn{%)l <

< 1bl bl -W 1 + §ef (10.5.6)

tengsizlik o'rinli bo:ladi.
Belgilashimizga ko‘ra, {/n()} funksional ketma-ketlik m ta

—,Em

nuqtalarda yaginlashadi. Bundan chiqdi, iV = iV (t) nomerni shun-
day tanlashimiz mumkinki, n > N bo'lganda istalgan natural p
uchun bir vaqgtning o'zida m ta

NHE) - /(&)1 < > k=1,2,...,m, (10.5.7)

tengsizlik bajariladi.
Endi (10.5.6) tengsizlikning o‘ng tarifida (10.5.7) bahodan foy-
dalansak, n> N bo‘lganda istalgan natural p uchun

IInfpO)  fipt)l » n< X< 6,

bahoni olamiz.
Koshi kriteriysiga binoan, hosil bo'lgan baho {/«(k)} ketma-
ketlikning [a, € kesmada tekis yaginlashishini anglatadi.H

8§ 10.6. Ko‘phadlar bilan tekis yaqinlaslitlrish

1. Delta-simon ketma-ketliklar. Kvant mexanikasi masala-
larini yechish magsadida, XX asrning yigirmanchi yillarida ingliz
fizigi Pol Dirak «delta-funksiya» deb ataluvchi va 8(x) simvoli orgali
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belgilanuvchi funksiyani kiritdi. Dirak bu funksiyani x = 0 nuqta-
da +00 giymatni, bu nugtadan tashqarida esa, nol giymatni gabul
gilsin Ta, bundan tashqari, quyidagi

i
J s00dx —1
-

tenglikni ganoatlantirsin deb anigladi.
Dirakning tasdiglashicha, bunday tanlash natijasida istalgan uz-
luksiz / funksiya va ixtiyoriy s e R nugta uchun

i
J 6(x)f(x +a)dx = f(a) (10.6.1)
-

tenglikka ega bodamiz.

Ravshanki, Dirakning delta—funksiyasi oddly ma:noda funksiya
bo‘la olmaydi. Shu sababli, kvant mexanikasi roasalalarini yechishda-
gi matematik izlanishlarda bu funksiyadan foydalanmaslikka harakat
gilinar edi (bu hagida batafsil ma’iumotni, masalan, Jon fon Ney-
manning 1932-yiida chop etilgan «Kvant mexanikasining matematik
asoslarii nomli monografiyasida topish mumkin). Ammo, qizigli
shundaki, delta—funksiya yordamida olingan natijalar to‘g‘ri bo'lib
chiga boshladi (bu fizik eksperimentlarda hamda keyingi matema-
tik ma’nodagi «qat’iy» isbotlarda tasdiglandi). Natijada matema-
tiklarning bu funksiyaga bo‘lgan qgizigishi yanada ortib bordi.

Delta-funksiyaga matematik ravishda gat’iy ta’rif berish usulla—
ridan biri «delta-simon» funksiyalar ketma-ketligini kiritishdan ibo-
ratdir.

Ta'rif. Faraz qilaylik, -1,1] kesmada aniglangan tn(x) ketma-
ketlik gquyidagi uchta shartni ganoatlantirsin:

i) ketma-keilikning har bir funksiyasi manfiy bo‘Imasin:

(X) >0 -1<ea;e<l
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i) ketma-ketlikning har bir funksiyasi [—-,1] kesmada integral-
lanuvchi bofib, )
i
y en(x)dx = 1
i
tenglik o‘rinli bo‘lsin;
iii) O< a < 1 shartni ganoatlantiruvchi istalgan a uchun 8(x)
ketma-ketlik {X : a < YN\< 1} toplamda nolga tekis yaqginlashsin.
U holda bunday ketma-ketlik delta—simon ketma-ketlik deyiladi.
Navbatdagi tasdiqda biz ixtiyoriy delta—simon ketma—ketlik uchun
biror ma’noda limitga o'tganda (10.6.1) tenglikning bajarilishini
ko'rsatamiz. Odatda (7(R) simvoli orgali sonlar olgida uzluksiz bo‘l-
gan barcha funksiyalar to'plami belgilanishini qayd etamiz.

10.6.1 - teorema. Agar {&(X)} — delta—simon ketma-ketlik
ho'ha, istalgan f € C(R) funksiya uchun

i
fnix) = J ch(t)f(t+ x)dt (10.6.2)
i
ketma-ketlik sonlar o‘gining har ganday kesrnasida f funksiyaga tekis

yaginlashadi.
Isbot. Ravshanki, ii) xossaga ko'ra,

i
fa(x) ~f(x) = J mO[Ft +x)~ f(x)} dt.
-

Shu sababili, istalgan a > 0 uchun
fn(x)~f(x) =
g1 a

= J snEO[ft +x) - f)] dt+J  EEO\Ft +x)~ f)\dt+

~-1 —a
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X
+J IO [fE+X) - f(x)] Gt

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga asosan, (7(R) ga tegish-
li har ganday funksiya ixtiyoriy kesniada chegaralangandir. Shun-
day ekan, iii) xossa va 10.3.1 -teoremaga ko‘ra, oxirgi tenglikda-
gi birinchi va uchinchi integraliar n — 00 da ixtiyoriy kesmada
X bo'yicha tekis ravishda nolga intiladi. Demak. har ganday [a, b]
kesma uchun x € [a, B bolyicha tekis ravishda quyidagi

fn(x) - {{x) = J $®H(t+x)— f{x)] (.t+o{1) (10.6.3)

baho o'rinli bo‘ladi.

Ma’lumki, / funksiya uzluksiz bo‘lgani sababli, u istalgan kesma-
da tekis uzluksiz bo‘ladi (6.5.2 —teorema). Bundan chiqdi, istalgan
e > 0 uchun shunday a > O topiladiki,

\ix+1) - f(x)I<e, a<x <b, H<a,

tengsizlik bajariladi.
Shunéjay ekan, (10.6.3) va ii) shartga asosan,

ifnix) - /001 < J an®\F(t+x) - f(x)ldt +o(l) <

—a,

Ya’ni
NNHNN\Jgh] < e+o(l)

va, shuning uchun,
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Bundan, e > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra,

Demak, 10.1.2 —tasdigga asosan, (10.6.2) ketma—ketlik / funksiya—
ga [a 6] kesmada tekis yaqginlashar ekan.B

Eslatma. Agar delta-funksiya deb delta-simon ketma-keilikni
olsak, u holda (10.6.1) tenglikni quyidagicha tushunishimiz mumkin:

Shuni gayd etish joizki, hozirgi kunda (10.6.1) tenglikni boshga-
cha ma’noda asoslash kengroq targalgan. Bu asoslashga ko'ra, (10.6.1)
tenglikning chap tomonidagi integral uni o‘ng tomonidagi ifodaning
simvolik ravishdagi belgilanishi deb gabul gilinadi.

10.6.1 - misol. Quyidagi

n/2, agar WX\< 1/n bo'lsa,

h(x) =
9 0, agar E[> 1/n bo'lsa,

funksiyalar ketma-ketligi delta—simondir.

Hagigatan, bu ketma-ketlikning i)—iii) shartlarni aanoatiantirishi
0‘z-0'zidan ko'rinib turibdi. Demak, 10.6.1 —teoremaga ko'ra, istal-
gan uzluksiz / funksiya uchun sonlar o'gining har ganday kesmasida
tekis ravishda quyidagi

i/it
(10.6.4)

1/n

tenglik o‘rinli boiadi.
10.6.2 - misol. Agar An o'zgarmasni
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shartdan tanlab olsak,
Knx) = An{l- x2n, —d<x<lI, (10.6.6)

ketma-ketlik delta-simon bo;ladi.
Hagigatan, i) va ii) shartlarning bajarilishi shubhasiz. Bundan
chiqdi, iii) shartni tekshirish kifoya. Buning uchun
i i 1
- 1—x)ndx = 2/ \(/1—x2)ndxi 2J /(1 -x)ndx = /r\1+_1r > -
=i 0 0
el<anini qayd etamiz.
Shu sababii, 0 < a < 1bo‘lganda a < B < 1to'plamda x
bo'yicha tekis ravishda quyidagi

Knx) < n(1-x2n < n(l —a2n —=0, n —co.
balio o‘rinlidir. Bundan iii) shartning bajarilishi bevosita kelib chiga-
di.
10.6.3 - misoi. Agar Bn o'zgarmasni
i

1 i f nX\2n
411 = ‘]1 (@sT) * <067
shartdan tanlab olsak,
/ 7TXN\2n
(X)) =-Bn [oos—) (10.6.8)

ketma-ketlik delta-simon bo'ladi.

Yana fagat iii) shartning bajarilishini tekshirish yetarli, chun-
ki i) va ii) shartlarning o'rinli ekanligi o!z-0'zidan ko'rinib turibdi.
Integral ostidagi funksiyaning juftligini e’tiborga olib, t = cos—ﬂ;j—
almashtirish bajarsak,
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Bundan, e > 0 ning ixtiyoriyligiga kolra.
Jim J}h - /'lcM] = O.

Demak, 10.1.2 -tasdigga asosan, (10.6.2) ketma-ketlik / funksiya—

ga [a § kesmada tekis yaginlashar ekan.l
Eslatma. Agar delta-funksiya deb delta-simon ketma-keilikni
olsak, u holda (10.6.1) tenglikni quyidagicha tushunisbimiz mumkin:

1
nl_lpgo J/ n(X)f(x +a)dee = fia).
-1

Shuni gqayd etish joizki, hozirgi kunda (10.6.1) tenglikni boshga-
cha ma’noda asoslash kengroq targalgan. Bu asoslashga ko‘ra, (10.6.1)
tenglikning chap tomonidagi integral uni o‘ng tomonidagi ifodaning
simvolik ravishdagi belgilanishi deb gabul gilinadi.

10.6.1 - raisol. Quyidagi

n/2, agar jg < 1/n bo'lsa,

Mx) =
0, agar ja}> I/n bo'lsa,

funksiyalar ketma-ketligi delta—simondir.

Hagigatan, bu ketma-ketlikning i)—iii) shartlarni ganoatlantirishi
0‘z-0'zidan ko‘rinib turibdi. Demak, 10.6.1 —teoremaga ko'‘ra, istai-
gan uzluksiz / funksiya uchun sonlar 0'gining har ganday kesmasida
tekis ravishda quyidagi

I/n

Iimoo? [ 1(*+%<& ~ f(x) (10.6.4)

—I/n

tenglik oTinli bo'ladi.
10.6.2 - misol. Agar An o'zgarrnasm



§ 10.6. Ko'phadlar bilan tekls yaqinlashtirish 525

shartdan tanlab olsak,
Knx) = An(1- x2n, -1<X<1], (10.6.6)

ketma-ketlik delta—simon bo;ladi.
Hagigatan, i) va ii) shartlaming bajarilishi shubhasiz. Bundan
chiqgdi, iii) shartni tekshirish kifoya. Buning uchun

ANL—x2dx = 2J (I —=xndx> 2J (I—)r = -2- > L
J n+1 n

-1
ekanini qayd etamiz.

Shu sababli, 0 < a < l1bo'lganda a < p{ < 1 to‘plamda x
bo'yicha tekis ravishda quyidagi

Knx) < n(l —x2n < n(1—a?)n 0, n —mo.

baho o‘rinlidir. Bundan iii) shartning bajarilishi bevosita keiib chiga-
di.
10.6.3 - misoi. Agar Bn o'zgarmasni

= j (cos— ] dx (10.6.7)

shartdan tanlab olsak,

—

/TN
ap =.£LU cos—J (10.6.8)

ketma-ketlik delta-simon bo‘ladi.

Yana fagat iii) shartning baiarilishini tekshirish yetarli, chun-
ki i) va ii) shartlaming o'rinli ekanligi o‘z-0‘zidan ko'rinib turibdi.
Integral ostidagi funksiyaning juftligini e’tiborga olib, t = oos7rX

almashtirish bajarsak,

f( m\ ff e 4 £ that
COBT ) y wos2y & =
_ 1 0 0
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1
4

R - S50

munosabatga ega bo‘lamiz. Shuning uchun

Bn = 0(n).

Endi (0,1) intervaldan oiingan ixtiyoriy e uchun
na
Q = cos'Y

TR
deb belgilaymiz. U holda a <\X\.< 1 lar uchun eos—-< ¢ bo'ladi
va 0 < (< 1 bo‘lgani sababli

Kn(x) <B,jsg2n = 0(n)g2n =0, n —co.

Bundan chiqdi, iii) shart ham bajarilar ekan. Demak, (10.6.8)
delta-simon ketma-ketlik ekani isbotlandi.

Shunday ekan, 10.6.1 -teoremaga asosan, ista]gan uzluksiz /
funksiya uchun to‘g‘ri chizigning istalgan kesmasida t.ekis ravishda

quyidagi

lim B’Ij feos2/ A f(t +x)dt = f(x) (10.6.9)

n-=%o00
—i
tenglik bajariladi.

Yugoridagi misoilarda / sifatida butun sonlax o'gida uzluksiz
bo’lgan ixtiyoriy funksiyaiar garaidi. Agar bu funksiyalar qo‘shimcha
xossalarga ega deb faraz gilsak, ularga tekis yaqginlasimvchi funk-
sional ketma-ketiiklar uchun ancha qulay integral ko'rinishlar oli-
shimiz mumkin.

10.6.4 - misol. Faraz gilaylik. / butun sonlar o'gida uzluk-
siz funksiya bo‘lib, An (10.6.5) shartdan tanlab oiingan o'zgarmas
bo'lsin. Quyidagi

i
Pn(xX) = AnJ(Il- t2n f(x +1)dt (10.6.10)
—i
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ketma-ketlikni garaymiz. Agar (10.6.6) delta—simon ketma-ketlikka
10.6.1 -teoremani qo‘llasak, {Pn(x)} ketma-ketlikning f{x) funksiya—
ga sonlar o‘qining har ganday kesmasida tekis yaginlashishiga ega
bo'lamiz.

Eiidi / funksiya [0,1] kesmadan tashqarida nolga teng deylik. U
holda y —x +t almashtirish bajarsak,

N\+x

Pric) = An j [I-(y~ x)Zn f(y) dy
—+x

tenglik hosii bo'ladi.

Ravshanki, agar 0 < x < 1 boisa, [01] kesma uzunligi 2 ga
teng bo'lgan 1+Xx, 1+ag kesma ichida yotadi va shuning uchun, /
funksiyaga hozirgina go'ygan talabimizga ko‘ra, integrallash a.slida
fagat [01] kesma bo'yicba olib boriladi. Shu sababli, 0 < x < 1
uchun quyidagi

i
Pn(x) = AnJ[1- (y- x)2Rf(y)dy, O<x<I|, (106.11)
(0]

integral kolrinish o'rinii.

Bu formuladan Pn(x) funksiyaning O < x < 1 kesmada algebraik
ko'phad bilan ustma-ust tushishi bevosita ko'rinib turibdi.

Davriy funksiyalar uchun integra! ko‘rinish alohida ahamiyatga
ega.

10.6.5 - misoL Agar Bn o'zgarmas (10.6.7) shartdan tanlab
olingan bo'lsa, quyidagi

TIX) = ~ f(y +x)dy (10.6.12)

ketma-ketlikni garaymiz. Ravshanki, bu ketma-ketlik y = nt al-
mashtirish yordamida (10.6.9) integralning chap tomonidagi ifodaga
keladi.
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Agar (10.6.12) integralda t = y + x almashtirishni bajarsak,

TT+X

Tnix) = P [1L+ cos(t-x)}nf(t)dt (10.6.13)

n >

tenglikka ega bo‘lamiz.

Endi / funksiya 2jt davrga ega bo'lgan davriy funksiya bo‘lsin,
deylik. U holda. navbatdagi integralda integrallash sohasini 2ir ga
surib, quyidagi ifodani olamiz:

J [ +cost—xinf(t)ydt= J [-roos(t-x)Inf(t)dt. (10.6.14)

Oxirgi ikki (10.6.13) va (10.6.14) tengliklarni solishtirib. (10.6.7)
ketma-ketlik uchun muhim bo'lgan quyidagi

Th(x) = ~ ~J [L4cos(t - Inf(t) dt (10.6.15)

—r

integral ko'rinishni hosil gilamiz.

Shunday qilib, 2 davrga ega bo‘lgan ixtiyoriy / uzluksiz davriy
funksiya uchun (10.6.15) ketma-ketlik sonlar o'qining har ganday
kesmasida / funksiyaga tekis yaqginalashar ekan.

2. Veyershtrass teoremasi. Ushbu paragrafning asosiy magsa—
di [a 6] kesmada uzluksiz bo'lgan har ganday funksiyani algebraik
ko'phadlar bilan tekis yaqginlashtirish mumkinligini ko'rsatishdan ib-
oratdir.

Agar x = (1 - t)a + tb deb belgilab, quyidagi

gt) = ,ff(l - Da+1] = f(x)

funksiyani garasak, biz fagat [0,1] kesmada berilgan uzluksiz funk-
siyalarni o'rganish yetarli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan,
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/[ _a\
fx) =gl J bolgani sababli, agar Q(t) ko'phad [0,1] kesma-

da uzluksiz bo‘lgan g(t) funksiyaga t bo‘ylcha tekis yaqin bo‘lsa, u
holda

P(X) = Q) = a (~ £)

ko'phad [a 6] kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) fuksiyaga x bo'yicha
tekis yaqin boladi.

10.6.2 —-teorema (Veyershtrass). [0,1] kesmada uzluksiz har
ganday f(x) funksiya uchun unga [0,1] kesmada tekis yaqinlashuvchi
Pn(x) algebraik ko'phadlar ketma-ketligi mavjud.

Isbot. 1) Awal /(0) = /(1) = O bolsin deylik. U holda /
funksiyani [0,1] kesmadan tashqgarida nol deb, butun sonlar o‘giga
davom ettirish mumkin. Bunday aniglangan funksiyaning butun
sonlar o'gida uzluksiz bolishi turgan gap.

Endi (10.6.11) tenglik bilan aniglangan

i
Pn{xX) = An xX)Zh f(y)dy, O0<x<1,
0

ko'phadlarni garaymiz.

Ravshanki, bu ko'phadlar ketma-ketligi, 10.6.1 - teoremaga bi-
noan, / funksiyaga [0,1] kesmada tekis yaginlashadi.

2) Agar / funksiya [0,1] kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz
funksiya bo'lsa,

fx) = f(x) - [@-x)f(0) + xf(1Y

deb belgilab, biz masalani birinchi holga keltiramiz, chunki /(0) =
/(1) =0 hamda/ va/ funksiyalar o‘zaro birinchi tartibli ko'phadga
farq giladi. Shubhasiz, agar [0,1] kesmada / funksiyaga tekis yaqin-
lashuvchi ko'phadlar ketma-ketligi mavjud boisa, u holda berilgan
/ funksiya uchun ham tekis yaginlashuvchi ko'phadlar ketma-ketligi
mavjud boladi.B
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Agar (10.6.12) integralda t = y +x almashtirishni bajarsak,

Tnix) = J [L+ cos(t-x)}nf(t)dt (10.6.13)
—HX

tenglikka ega bo‘lamiz.

Endi / funksiya 2w davrga ega bo‘lgan davriy funksiya bo'lsin,
deylik. U holda. navbatdagi integralda integrallash sohasini 2w@ga
surib, quyidagi ifodani olamiz:

j [I+cos(t-x)]nf(t)dt = J [I+cos(t-x)]nf(t)dt. (10.6.14)
m =)

Oxirgi ikki (10.6.13) va (10.6.14) tengliklarni solishtirib, (10.6.7)
ketma-ketlik uchun muhim bo’lgan quyidagi

Th(x) = ~ A J[I +cos(i - X)Inf(t) dt (10.6.15)

—v

integral ko'rinishni hosil gilamiz.

Shunday gilib, 2ndavrga ega bo'lgan ixtiyoriy / uzluksiz davriy
funksiya uchun (10.6.15) ketma-ketlik sonlar o'gining har ganday
kesmasida / funksiyaga tekis yaginalashar ekan.

2. Veyershtrass teoremasi. Ushbu paragrafning asosiy magsa—
di [o, 6] kesmada uzluksiz bo‘lgan har ganday funksiyani algebraik
ko'phadlar bilan tekis yaginlashtirish mumkinligini ko!rsatishdan ib-
oratdir.

Agar x = (1 - t)a + tb deb belgilab, quyidagi

g = /Il ~Na+w] = f(x)

funksiyani garasak, biz fagat [0.1] kesmada berilgan uzluksiz funk-
siyalarni o‘rganish yetarli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan,
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f(x) = g F 2223 bo'lgani sababli, agar Q(t) ko'phad [0,1] kesma-

da uziuksiz bo;lgan g(t) funksiyaga t bo'yicha tekis yaqin bo‘lsa, u
holda

P(X) = Q) = e (Tff)

ko'phad [a B kesmada uziuksiz bo'lgan /(k) fuksiyaga x bo'yicha
tekis yaqin bo'ladi.

10.6.2 —teorema (Veyershtrass). [0,1] kesmada uziuksiz ha.r
ganday f(x) funksiya uchun unga [0,1] kesmada tekis yaginlashuvchi
Pn(x) algebraik ko ‘phadlar ketma-ketligi mavjud.

Isbot. 1) Awal /(0) = /(1) = 0 bo'lsin deylik. U holda /
funksiyani [0,1] kesmadan tashgarida nol deb, butun sonlar o'giga
davom ettirish mumkin. Bunday aniglangan funksiyaning butun
sonlar o'gida uziuksiz bo‘lishi turgan gap.

Endi (10.6.11) tenglik bilan aniglangan

i
Pn(x) = An — —xf]n f(y)dy, O0<x<1,
0

kofphadlarni garaymiz.

Ravshanki, bu ko'phadlar ketma-ketligi, 10.6.1 - teoremaga bi-
noan, / funksiyaga [0,1] kesmada tekis yaqginlashadi.

2) Agar / funksiya [0.1] kesmada aniglangan ixtiyoriy uziuksiz
funksiya bo isa,

/(«) .= £(x) - [(1=-*)/(°) +&()]

deb belgilab, biz masalani birinchi holga keltiramiz, chunki /(0) =
/(1) = Ohamda / va/ funksiyalar o'zaro birinchi tartibli ko'phadga
farq giladi. Shubhasiz, agar [0,1] kesmada / funksiyaga tekis yagin-
lashuvchi ko‘phadlar ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda berilgan
/ funksiya uchun ham tekis yaqginlashuvchi ko:phadlar ketma-ketligi
mavjud bo'ladi.B
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Odatdagi (algebraik) ko'phadlardan tashgari trigonometrik
kophadlar deb ataluvchi quyidagi

n
T(X) — co+"2 (akcoskx + bksin kx) (10.6.16)
k=i

ko'rinishga ega bo‘lgan funksiyalar muhim ahamiyatga ega. Bu yer-
dagi Ot bk va @ haqiqgiy sonlar trigonometrik ko‘phadlaming koef-
fitsientlari deb ataladi.

Misol sifatida

a3 &
T\ = 1+2cosx +3sin5x, '12(K) = = Cos & +Z—sin 100k

ko'phadlarni olishimiz mumekin.

Trigonometrik ko'phadlarning chizigli kombinatsiyasi, shubha-
siz, trigonometrik ko'phad bo‘ladi. Trigonometrik ko'phadlarning
ko'paytmasi ham trigonometrik ko‘phad bo’lishini tekshirish giyin
emas. Buning uchun, agar n va m sonlar natural bo'lsa, quyidagi

COSNX MOSMX, COSNX MINMX, SinnNX min Mx

ko‘rinishga ega bo'lgan koaytma trigonometrik ko‘phad bo'lishini
gayd etish yetarli.

Ravshanki, har bir trigonometrik ko!phad 2 davrga ega bo‘lgan
uzluksiz davriy funksiya bo'ladi. Shunday ekan, trigonometrik ko'p-
hadlarning ketma-ketligi fagat 2n davrga ega bo‘lgan uzluksiz davriy
funksiyaga tekis yaginlashishi mumkin. Veyershtrass teoremasining
navbatdagi ko‘rinishi hagiqatan har bir 2it davrga ega bo'lgan uzluk-
siz davriy funksiyani trigonometrik ko'phadlar bilan tekis yaqgin-
lashtirish mumkinligini ko'rsatadi.

10.6.3 - teorema (Veyershtrass). |, A] kesmada uzluksiz
va / (—) = /(0m) shartni ganoatlantiruvchi har ganday f funksiya
uchun 1,4 kesmada f{x) funksiyaga tekis yaqinlashuvchi Tn(x)
trigonometrik kophadlar ketma-ketligi mavjud.
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Isbot. Agar rn = %1, 2, ...uchun berilgan / furksiy*iidavom
[2m7—r,2rmr+n] kesmaga f(x) —f(x—2mir) tengl"0" uduksiz
ettirsak, /(—n) = f(n) shartga ko'ra, butun sonlar 0

va 2#davrga ega bo'lgan funksiyani olamiz.
Shunday ekan, (10.6.15) tenglik bilan aniglangaB

Thx) = ~ i f [I +cos(i - *)]"/(*)
-

"
ketma-ketlik / funksiyaga |, 7«1 kesmada tekis yaql0
Endi har bir t uchun x o'zgaruvchining quyidagi

[L+cos(t - X)In
, rj tgabog‘lig
funksiyasi, yuqorida gayd etilganga ko‘ra, (koeffitsien  furksiyaar
bo'lgan) trigonometrik ko‘phad bo‘lib, natijada
ham trigonometrik ko'phad ekanini qayd etish yetar i~

§ 10.7. Funksional qgatorlar

. . . e Fan>2qilz?¥lk>
1. Funksional gqatorning tekis yaqginlashishi*  “aniglangan
{un(x)} funksional ketma-ketlik bitta E C R to'pla®
funksiyalardan iborat bo'lsin. Ushbu

(107.1)
uk(B)
. n ta haohing
formal yig'indi funksional gator deyiladi. Dastlab 1
yig‘indisi, ya’ni n (1072

Sn(x) = Y, Ukix)

- .
gatorning n-qismiy yig‘indisi deb aﬁtﬁ'adi. Har bir taq\//I n’\jrn(%”éxs(]' E
son uchun (10.7.1) sonli gatordir. Agar bu sonli gat<?r -"shadi ,
yaginlashsa, u holda funksional gator x nuqtada ya
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uning yig'indisi S ga teng deyiiadi. Agarda funksional gator har bir
X € E nuqgtada yagqginlashsa, u holda uning yig‘indisi E to'plamda
aniglangan biror S(x) funksiya bo'ladi. Shunday qilib, (10.7.1) funk-
sional gatorning S(x) funksiyaga yaqinlashishi (10.7.2) funksional
ketma-ketlikning shu funksiyaga yaginlashishini anglatadi.

Agar (10.7.2) funksional ketma-ketiik E to'plamda S(x) funksiya-
ga tekis yaqinlashsa, (10.7.1) funksional gator shu funksiyaga E
to‘plamda tekis yaqginlashadi deyishadi. Bunday ta’rifdan so‘ng, tekis
yaginlashuvchi funksional gatorlarning barcha xossalarini tekis yagin
lashuvchi funksional ketma-ketliklar xossalaridan keltirib chigarish
mumkin.

10.7.1 - misol. Ushbu

(o]e]

xk
£ (-1)6" 1mg- <107-3)

funksional gator [0,1] kesmada 1n(1+x) funksiyaga tekis yaqginlasha—
di. Hagigatan, Lagranj ko'rinishidagi goldig hadli Teylor formulasi-
ga ko‘ra, [01] kesmadan olingan ixtiyoriy X va istalgan n nomer
uchun O < £ < lintervalda shunday £ nugta topiladiki,

xk ( (-D«+!  xn+1
In(l+x) = ¢ (-t + :
K\ @+0nl'n+1

tenglik bajariladi.
Shu sababli, (10.7.3) gator gismiy yig‘indisini Sn(x) simvol orgali
belgilasak,

+ - [ — < < NE
[In(l +& Sn{x)I AT O0< x< 1 (10.7.49)
bahoga ega bo'lamiz.

Bundan esa, o'z navbatida, (10.7.3) gatorning [01] kesmada

tekis yaqinlashishi va
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tenglikning bajarilishi kelib chigadi.

Funksional gatorlaming tekis yaginlashishi hagidagi eng muhim
tasdiglardan biri Koshi kriteriysidir.

10.7.1 -teorema (Koshi kriteriysi). (10.7.1) funksional ga—
toming E toplamda tekis yaginlashishi uchun istalgan e > 0 d-
ganda ham shunday N = N(é) nomer topilib, n > N va istalgan
natural p uchun barcha x € E larda quyidagi:

n> N, X€E,

tengsizlikning bajarilishi zarur va yeiarli.

Ushbu tasdiq tekis yaginlashishning ta’rifi va funksional ketma-
ketliklaming yaginlashishi uchun Koshi kriteriysidan bevosita kelib
chigadi (10.1.1 -teorema).

Navbatdagi tasdiq tekis yaginlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-
ketiigi limitining uzluksizligi hagidagi 10.1.2 —teoremaga o'xshashdir.

10.7.2 —-teorema. Agar (10.7.1) funksional gator E to’pla,mda
S(x) funksiyaga tekis yaqinlashib, un(x) funksiyalar biror ¢ € E
nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda S(x) funksiya ham shu ¢ nugtada
uzluksiz bo‘ladi.

Endigi tasdiq esa, 10,3.1 -teoremaning funksional gatorlar uchun
ko‘chirilgan holidir.

10.7.3-““"* Agar (10.7.1) funksional gator [a 6 kesmada S(x)
funksiyaga tekis yaqinlashib, un(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsa, u hol-
da ularning boshlangHch fanksiyalaridan tuzilgan gator fa,b] kesma—
da S funksiyaning boshlangHch funksiyasiga tekis yaginlashadi:

(10.7.6)

Masalan,
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Natija. Agar [a P\kesmada uzluksiz un(x) funksiyalardan tuzil-
gan qator shu kesmada S(x) funksiyaga tekis yaginlashsa,

iUk(x)dx = f S(x)dx (10.7.7)
B*a i
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Navbatdagi teorema 10.3.2 -teoremaga o‘xshashdir.

10.7.4 -teorema. Faraz qilaylik, un(x) funksiyalar [a, 6] kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi bofib, hosilalardan tuzilgan

(e]e]

XHO)
k=1
gator [a, 6] kesmada tekis yaqinlashsin.
Agar biror ¢ € [a, B\uchun

e]e]

JC«fcO)
fes

sonli gator yaginlashsa, u holda (10.7.1) funksional gator ja, § kesma-
da differensiallanuvchi biror S(x) funksiyaga tekis yaginlashadi va

$>"*(*) = S'(X) (10.7.8)
k=i
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Yugorida funksional ketma-ketliklar uchun isbotlangan Dini teo-
remasi (10.4.1 -teorema) funksional gatorlar uchun quyidagi ko'ri-
nishga ega bo'ladi. Ravshanki, funksional gator gismiy yiglndilari
ketma-ketligining o'sishi gator hadlarining manfiy emasligini anglata-
di.

10.7.5 -teorema (U. Dini). Agar [ab] kesmada uzluksiz va
manfiy bo‘lmagan funksiyalardan tuzilgan gator shu kesmaning har
bir nugtasida uzluksiz funksiyaga yaqginlashsa, u holda bu yaqin-
lashish [a, B kesmada tekis bo‘ladi.
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Ushbu bandning nihoyasida funksional gatorlarning tekis yaqgin-
lashishi uchun shunday yetarlilik shartini keltiramizki, bu shartning
ketma-ketliklar uchun o'xshashi yo‘q.

10.7.6 - teorema (Veyershtrass alomati). Faraz qilaylik,
Unix) funksiyalar jp,b] kesmada chegaralangan bo'lib,

ith(X) ] < cn (10.7.9)

shartni ganoatlantirsin. Agar

[e]e}

(10.7.10)

sonli gator yaqginlashsa, u holda (10.7.1) funksional gator [a, & kesma-
da tekis yaqinlashadi.

Isbot. Agar (10.7.9) bahoni hisobga olsak, istalgan n vap natu-
ral sonlar uchun x € [a, b} bo'yicha tekis ravishda

(10.7.11)
fenH k=n+ 1

tengsizlik bajarilishini ko'rarniz.

Shartga ko‘ra (10.7.10) sonli gator yaginlashadi. Bundan chig-
di, Koshi kriteriysiga (10.1.1 -teorema) asosan, (10.7.11) ning o‘ng
tomonini n > N bo:lganda e dan kichik gilish mumkin. Bu esa,
10.7.1 -teoremaga ko'ra, (10.7.1) gatorning tekis yaqginlashishini
anglatadi.H

Natija. Agarun € C[a,b} bo'lib,

cc

sonli gator yaqinlashsa, u holda (10.7.1) funksional gator [a, 6 kesma-
da tekis yaqginlashadi.

Hagigatan, bu holda h = |jue] deb, (10.7.9) bahoning o'rinli
ekanini gayd etish yetarli.
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Agar (10.7.9) baho o'rinli bo'lsa, (10.7.1) funksional gator
(10.7.10) sonli gator bilan majorirlamdi yoki (10.7.10) sonli gator
(10.7.1) funksional gator uchun majorant gator bo'ladi deyiladi.

1 - eslatma. 10.7.6 - teorema ko‘pincha quyidagi ko‘rinishda
keltiriladi:

biror kesmada yagqinlashuvchi sonli gator bilan majorirlangan
funksional gator shu kesmada tekis yaqinlashadi.

2 - eslatma. Veyershtrass alomati tekis yaginlashish uchun
yetarlilik sharti bo'lib, Koshi kriteriysidan o'iaroq, zaruriylik sharti
bo‘la olmaydi. Hagigatan, agar (10.7.1) funksional gator (10.7.10)
sonli gator bilan majorirlansa, ravshanki, quyidagi:

sup NK®N\ < ck

xE[a,b]
tengsizlik bajariladi. K
Endi Uk(x) = (— K deb,

funksional gatorning [01] kesmada yaginlashishini qayd etamiz.
Boshga tomondan,

va shuning uchun, agar bu gator (10.7.10) sonli gator bilan majorir-

| e\

tengsizlik bajarilishi kerak. Ammo bu holda (10.7.10) gator uzog-
lashadi.
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§ 10,8. fortacha yaqginlashish

1. 0 ‘rtacha yaqinlashish. Berilgan [0, kesmada Riman
bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalarni silliq (ya’'ni yetarli marta dif-
ferensiallanuvchi) funksiyalar hilan yaginlashtirish masalasi muhim
ahamiyatga ega. Lekin, bizga ma’lumki, Riman bo'yicha integral-
fanuvchi funksiyalarning uzluksiz bo'lishi shart emas, va shuning
uchun, bunday yaginlashtirish tekis bo'la olmaydi. Shu sababli bun-
day hollarda o‘rtacha ma’noda, ya’ni integral ma’nosida yaginlash-
tirish o'rganiladi.

Ta'rif. [a b kesmada integrallanuvchi fa(x) funksiyalar ketma-
ketligi va integrallanuvchi f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Agar

b
lim f N0 - fe)\dx = 0 (10.8.1)
a

tenglik bajarilsa, fn{%9 funksiyalar ketma-ketligi f(x) funksiyaga o‘r-
tacha yaqinlashadi deyiladi.

Ravshanki, biror kesmada tekis yaginlashuvchi har ganday funk-
sional ketma-ketlik shu kesmada o‘rtacha ham yaginlashadi. Hagiga—
tan, bu tasdiq quyidagi

b
dx < sup Fn(x) - )\ mb-a)

a<x<b
a

tengsizlikdan bevosita kelib chigadi.
Agar garalayotgan funksiyalar uzluksiz bo'lsa, oxirgi tengsizlikni
C[a,b] fazo normasi orqali yozish mumkin:

b

i O\ - f(x) Jdx < (b-a)- - N3  (10.8.3)

a

Shunday qilib, tekis yaginlashishdan o‘rtacha yaginlashish kelib
chigar ekan. Ammo bu tasdiqqga teskari tasdiq o‘rinli emas. Hattoki
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shunday funksional ketma-ketliklar mavjudki, ular, c/rtacha vagin-
lashishiga garamasdan, birorta nugtada ham yaginlashmaydi.

10.8,1 - misol. [01] kesmani m ta teng bo‘lakka bo‘lib, umk
simvol orqali ¢—gismiy kesmaning xarakteristik funksivasini belgi-
laymiz, ya’ni

f k—1 k
* 11, agar ~—< x < — bo'lsa,
UmkX) = \ g m ~  -m

[o, boshga x lar uchun.

Xususan, [0,1] kesmadagi barcha x lar uchun ujn(x) = 1. Quiril-
gan funksiyélarni bitta ketma-ketlik ko'rinishida joylashtiramiz:

Wu(aj), QRi{x), UR2(x), u{x), yxx),... ,

va shunday nomerlangan ketma-ketlikni {/,,(*+)} simvol orqali bel-
gilaymiz.
Ravshanki, fn(x) > 0 va agar fn(x) = gmk(x) bo'lsa,
i
/ fn =
4 (x) dx
o}

m

Bundan {/»(*)} ketma-ketlikning [0,1] kesmada o'rtacha nolga
yaginlashishi kelib chigadi. Boshga tomondan, bu ketma-ketlikning
birorta ham nuqgtada yaqginlashmasligi o‘z-o‘zidan ko'rimb turibdi.
Hagigatan, har ganday x0 6 [01] uchun {fn(x0)} sonli ketma-
ketlik cheksiz ko'p nol va birlardan iborat, ya’'ni bu ketma-ketlik
ik'’ki xususiy limitga egadir va shu sababli u yaginlashmaydi.

Ma’lumki, biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada albat-
ta Riman bo'yicha integrallanuvchi bo‘ladi (6.5.3 —teorema). Lekin
bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni Riman bolyicha integral-
lanuvchi bo‘la turib, uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar mavjud. Biroq,
gizig‘i shundaki, shunga garamasdan, har ganday integrallanuvchi
funksiyani uzluksiz funksiyalar bilan o‘rtacha yaginlashtirish mumkin
ekan. Chunonchi, navbatdagi teorema o‘rinlidir.
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10.8.1 —teorema. Agar f funksiya [a, ff] kesmada integrallanuv-
chi bo'lsa, istalgan e > 0 olganda ham berilgan kesmada uzluksiz
bo‘lgan shunday fe(x) funksiya topiladiki, u uchun

b
3 N - fe\dx < e (10.84)
a
tengsizlik bajariladi.
Isbot. Awval har ganday kesmaning xarakteristik funksiyasini,
ya’ni
1, x€[a,R],
0, xi 5]
ko'rinishdagi funksiyani ixtiyoriy aniglikda uzluksiz funksiyalar bi-
lan o‘rtacha yaginlashtirish mumkinligini ko'rsatamiz. Bunday uzluk-
siz funksiya sifatida oj(x) dan fagata < x < a+evaB—e<x <R
intervallarda farq qilib, bu ikki intervallarda chizigli bo'lgan a£(x)
funksiyani olish mumkin. Ravshanki,
8
vJ NUX) —ue()N\dx — e.

a

UK . =

Xuddi shunga o'xshab, istalgan [a,3) yarim interval xarakte-
ristik funksiyasini yaginlashtirish mumkin.

Endi har ganday pog'onasimon funksiya turli ko'rinishdagi kesma
vayarim intervallar xarakteristik funksiyalarining chekli chizigli kom-
binatsiyasi ekanini qayd etamiz. Demak, bunday funksiyalarni ham
uzluksiz funksiyalar bilan ixtiyoriy aniglikda o‘rtacha yaqginlashtirish
mumkin ekan.

Nihoyat, Darbu nazariyasiga ko‘ra, Riman bo'yicha integrallanu-
vchi har ganday funksiyani pog‘onasimon funksiyalar bilan ixti-
yoriy aniglikda o‘rtacha yaginlashtirish mumkin (masalan, Darbu-
ning quyi va yugori yig'indilarini tashkil giluvchi funksiyalar bilan)
va demak, yuqorida aytilganidek, uzluksiz funksiyalar bilan ham
yaginlashtirish mumkin.®
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Riman bo'yicha integrallanuvchi funksiyalar uchun Veyershtrass
teoremasiga (10.6.2 —teorema) o'xshash navbatdagi tasdiq o'rinli.

10.8.2 -teorema. Berilgan [a b kesmada Riman bo'yicha in-
tegrallanuvchi har ganday / funksiya uchun shunday Pn algebraik
kophadlar ketma-ketligi topiladiki, bunda

b
nllmm Jf Nf(}) —Pn(\dx = 0 (10.85)
a
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot 10.8.1 - va Veyershtrass teoremalaridan kelib chigadi.
Hagigatan, 10.8.1 -teoremaga ko'ra, istalgan e > 0 olganda ham
shunday uzluksiz fe(x) funksiya topiladiki, u uchun

b
J 1/O) - fEEON\dx < | (10.8.6)
a
tengsizlik bajariladi.
10.6.2 -teoremaga asosan esa, shunday Ps(x) ko!phad topiladiki.

u uchun
FE{xX)-Pe®\ <

Shunday ckan,

b b
i\ fe(x)- PsON\dx < dx = |

o, a
Bu va (10.8.6) tengsizliklardan

6
J Nf(X) - PEON\dXx < £

a

bahoga ega bo'lamiz.
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Endi e ga navbatma-navbat en —I1/n giymatlar bersak, bu ba-
hodan talab gilingan (10.8.5) tenglikni olamiz.Bj

Riman bo‘yicha integrallanuvehi funksiyalarning muhim xassa—
laridan biri ularning o'rtacha ma’nodagi uzluksizligidir.

10.8.3 - teorema. Berilgan [a 6] kesmada Riman bo‘yicha in-
tegrallanuvchi har ganday f funksiya uchun
b-h
lim X+h)—f(x)\dx = 0 10.8.7
) J K )—f(x) ( )
a

tenglik bajafiladi.

Isbot. 10.8.1 - teoremaga ko‘ra, istalgan e > 0 olganda ham
shunday uzluksiz f£(%9) funksiya topiladiki, u uchun (10.8.4) baho
o'rinli bo'ladi. U holda,

oA
J Xx +h) —fpoNdx <

a

b-h b-h
<3 Nfx+h) - FEx +hN\ax + | e+ h) - fe()\dx +
a
9 b-h

+ 3 N\ -/(*)] dx.

0 ‘ng tomondagi birinchi va oxirgi integrallar (10.8.4) bahoga
binoan e dan kichik bo'lgani sababli,
b-h b-h
J \f(x+h) —fp)\dx <2e+ J Ne(x + h)-fe(x)\dx.
a

Shartga ko‘ra, fe(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va bundan
chiqdi, u shu kesmada tekis uzluksiz ham bo‘ladi. Demak, agar h —
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Odesak, oxirgi integral nolga intiladi va shuning uchun,

b-h
A / Nx +h)~ FOONIX < 2e-

Endi e > 0 ni ixtiyoriyiigini hisobga olsak, hundan talab gilingan
(10.8.7) munosabat kelib chigadi.B

Xuddi tekis yaqginlashishdagi singari, o'rtacha yaginlashish uchun
ham integral ostida limitga o'tish mumkin.

10.8.4 —-teorema. Agar Riman bo'yicha integrallanuvchi {fn(x)}
funksiyalar ketma-ketligi integrallanuvchi f(x) funksiyaga o‘rtacha
yaginlashsa, u holda

(10.8.8)

tenglik bajariladi.
Isbot o‘z-ojzidan koijrinib turgan

b b b

a a a

tengsizlikdan kelib chigadi.
2. 0 ‘rta kvadratik yaqginlashish. Matematik tahlil va uning
tadbiglarida o'rta kvadratik yaginlashish muhim ahamiyatga ega.
Ta’rif. [a 6] kesmada integrallanuchi fn{x) funksiyalar ketma—
ketligi va integrallanuvchi f(x) funksiya berilgan bo'lsin. Agar

b
(10.8.9)

a

tenglik bajarilsa, fn(x) funksiyalar ketma-Kketligi f(x) funksiyaga
o‘ria kvadratik yaginlashadi deyiladi.
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Biror kesmadagi o'rtacha yaginlashish va o'rta kvadratik yagin-
iashish orasidagi bog'lanish navbatdagi tengsizlik orgali o'matiladi.

10.8.1 -tasdig. [o 6] kesmada Riman bo'yicha integrallanuvchi
har ganday f va g funksiyalar uchun quyidagi

b /b X2/ 6 X2

I fH)g)dx < 1J \f(x)\2dx] iJ \g(>§\2dxl |

(10.8.10)
Koshi-Bunyakovski tengsizligi deb atalmish tengsizlik o‘rinli.
Isbot. Har ganday haqiqgiy A uchun quyidagi

b
PiA) = J [\f(x)-g(]2dx (10.8.11)

a

kattalikni garaymiz.
Ravshanki,

b b b
P = x2Jd NNedx - 2ad f (g dx + J Ng¥Nedx =
= X2A —2\B +C, (10.8.12)

ya’'ni P(A) kvadratik uchhaddir. Bu uchhad, (10.8.11) ta’rifga ko‘ra,
barcha Ae R lar uchun manfiy emas. Shuning uchun,uning diskri-
minanti, ya’ni B2 —AC musbat boia olmaydi. Demak, (10.8.12)
dagi belgilashlarni hisobga olsak,
12,
B2-AC = 1J f(x)g(x)dx| -IN\Ffx)\2dx-J\gx)\2dx < O.
\a / a a

Ravshanki, hosil bo'lgan tengsizlik (10.8.10) munosabatning o'zidir.B

10.8.5 - teorema. Riman bo'yicha integrallanuvchi f(x) funk-
siyaga o‘rta kvadratik yaginlashuvchi integrallanuvchi har ganday
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{fn(x)} funksiyalar ketma-ketligi shufunksiyaga o‘rtacha ham yagin-
lashadi

Isbot. (10.8.10) Koshi-Bunyakovski tengsizligida f(x") funksiya
sifatida fn(x) - /(a:)] funksiyani olib va g(x) = 1deb,

tengsizlikni hosil gilamiz.

Agar ketma-ketlik o‘rta kvadratik yaginlashsa, 0‘ng tomon nolga
intiladi va shu sababli, chap tomon ham nolga intiladi. Demak, bu
ketma-ketlik o‘rtaeha ham yaqinlashar ekan.B

Shuni aytish kerakki, biz 10.85 - teorema yordamida o‘rt,acha
yaginlashuvchi ketma-ketliklar xossalarini o'rta kvadratik yaginla—
shuvchi ketma-ketliklar holiga o'tkazishimiz mumkin. Masalan, nav-
batdagi tasdig o‘rinli.

10.8.6 —-teorema. Agar Riman bo‘yicha integrallanuvchi {fn{x)}
funksiyalar ketma-ketligi integrallanuvchi f(x) funksiyaga o‘rta kvad-
ratik yaginlashsa, navbatdagi

tenglik bajariladi.

Eslatma. Shuni alohida gayd etish joizki, biz o'rtacha yaqin-
lashish uchun Koshi kriteriysini keltirmadik va bu tasodif emas,
albatta. Aslida o'rtacha yoki o'rta kvadratik ma’noda fundamen-
tal ketma-ketlik ta’rifini berish oson. Ammo har ganday fundamen-
tal ketma-ketlik ham Riman bo'yicha integrallanuvchi funksiyaga
yaginlashavermaydi. Bunga sabab faqatgina limit funksiyani chegara-
lanmagan bo'lishining mumkinligi emas. Chunki bu sababni bar-
taraf qilish uchun biz xosmas ma’noda Riman bo'yicha integrallanuv-
chi (yoki kvadrati xosmas ma’noda Riman bo'yicha integrallanuv-
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chi) funksiyalarni go'shib, garalayotgan fazoni kengaytirishimiz mum-
kin. Lekin bu yerda boshga muhim sabab borki, fazoni bunday ken-
gaytirish vaziyatni o'zgartirmaydi.

Hosil bo'lgan muammo integralni yangicha aniglash orqali hal
gilinadi. Bunda aniglanadigan yangi integral Lebeg integrali deb
atalib, u, birinchidan, Riman bo'yicha integrallanuvchi funksiyalar
uchun Riman integrali bilan ustma-ust tushadi va, ikkinchidan, Lebeg
integrali Riman bo'yicha integrallanmaydigan ko‘pgina funksiyalar
uchun ham aniglanadi. Vengriyalik matematik F.Riss (F.Riesz) va,
unaan bogiigmas ravishda, nemis matematigi E.Fisher (E.Fischer)
tomonidan Lebeg integrali yordamida aniglangan o‘rtacha (xuddi
shu kabi, o'rta kvadratik) yaginlashish uchun Koshi kriteriysi o'rinli
ekanligi isbotlangan.

§ 10.9. Darajali qatorlar

1. Quyidagi

oc

1T Gk (10.9.1)
fco
ko‘rinishdagi funksional gator darajali gator deb ataladi, bunda e&
hagiqiy sonlar darajali gatorning koeffi,tsientlari deyiladi.
Har ganday darajali gator uchun "

4 - 1liS VW (10-9.2)

Jti n->00

tenglik orgali aniglangan R kattalikni kiritamiz. Bunda, agar o‘ng
tomondagi yugori limit +00 ga teng bo‘lsa, biz R — Gdeb hisob-
laymiz, bordi-yu yugori limit nolga teng bo‘lsa, biz formal ravishda

R = +00 deymiz.

10.9.1 —-teorema. Agar (10.9.1) darajali gator berilgan bo'lib,

R kattalik (10.9.2) tenglik orgali aniglangan bo‘lsa, u holda (10.9.1)
gator YN\< R bo‘lganda absolyut yaginlashib, Y\> R lar uchun u
uzoglashadi.
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Isbot. Agar dn= axn desak,

1
Jim </KIl = MJim V1SJ = N j

bo‘ladi.

Yugori limit ko'rinishidagi Koshi alomatiga (10.2.3 - teorema)
binoan, (10.9.1) gator oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi kattalik 1
dan kichik bo'lsa (ya'ni p4 < R bo‘lsa), absolyut yaginlashadi va
(;'sha kattalik 1dan katta bo'lsa (ya'ni joj > R bo‘lsa\ uzoglashadi.

(10.9.2) tenglik bilan aniglangan R soni (10.9.1) darajali ca—
toming yaginlashish radiusi deyiladi va (-R, R) interval esa yaqgin-
lashish intervali deyiladi.

10.9.1 - misol. Ushbu

E

darajali gator istalgan x € R uchun yaginlashadi, chunki

k-0

lim —0
n->0Q vy
va shu sababli, yaqginlashish radiusi +00 ga teng.
10.9.2 - misol. Ushbu
E,
=0

darajali qator x = 0 da yaginlashib, istalgan x ~ 0 uchun uzog-
lashadi, chunki

lim \n) — +oo

n—oc

va shu sababli, yaqginlashish radiusi O ga teng.

Shuni aytish kerakki, agar 0 < R < 00 boisa, darajali gator
yaginlashish intervalining chegaraviy nuqtalarida yaginlashi ham va
uzoglashishi ham mumkin.
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10.9.3 - misol. Ushbu

(e]e]

k=0

darajali gatorning yaginlashish radiusi birga teng. Ravshanki, gator
har ikkala chegaraviy x —1 va x ——i1 nuqtalarda uzoglashadi.
Darajali gator yaginlashish intervalining bir chegaraviy nuqtasi—
da yaginlashib, ikkinchisida uzoglashishi mumkin.
10.9.4 - misol. Ushbu

darajali gatorning yaqinlashish radiusi birga teng bo'lib, gator x = 1
da yaginlashadi va x ——1 da uzoglashadi.
Navbatdagi misol darajali gator yaqginlashish intervalining har
ikkala chegaraviy nugtalarida yaginlashishi mumkinligini ko‘rsatadi.
10.9.5 - misol. Ushbu

darajali qatorning yagqinlashish radiusi birga teng. Ravshanki, bu
gator —1 < x < 1 kesmaning barcha nuqgtalarida yaginlashib, bu
kesmadan tashgarida uzoglashadi.

Navbatdagi teorema yaginlashish intervali ichida yotgan har gan-
day kesmada darajali gatorning tekis yaginlashishini ko'rsatadi.

10.9.2 —-teorema. Agar (10.9.1) darajali gatorning yaginlashish

radiusi R > 0 ga teng bo‘lsa, O < r < R intervaldan olingan istalgan
r ucliun bu gator |, r] kesmada tekis yaqginlashadi.
Isbot. Ravshanki, agar —+ < x < r bo'lsa,

IAXKN\<S WONK

tengsizlik bajariladi.
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Bundan tashqgari, 10.9.1 -teoremaga asosan,

ocC

h=0

sonli gatoryagqinlashadi. Shunday ekan, Veyershtrass alomatiga (10.7.6
—-teoremaga) ko'ra, (10.9.1) qator |+, M\kesmada tekis yaqginlasha-
di. m

Natija. Darajali gator yig‘indisi yaqginlashish intervali ichida
uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Hagigatan, 10.9.2 -teoremaga asosan, darajali gator yig'indisi
yaginlashish intervali ichidagi har ganday kesmada uzluksiz bo‘ladi.
Demak, u bu intervalning istalgan nuqtasida ham uzluksizdir.

2*. Qayd etish joizki, agar darajali gator yaginlashish intervali-
ning biror chegaraviy nuqtasida yaqinlashsa, u holda qator yig'indisi
mana shu nuqtada uzluksiz bo'ladi. Ravshanki, isbotni fagat yaqin-
lashish radiusi 1 ga teng bo'lgan holda keltirish yetarli. Mazkur
holdagi tasdiq Abel teoremasi deb ataladi.

10.9.5 -teorema (N. Abel). Faraz qgilaylik, (10.9.1) darajali
gatoming yaqinlashish radiusi 1 ga teng bo'lib,

/00 = Y IckXk, -1<X<1

bo‘lsin.
Agar (10.9.1) gator x = 1 da S soniga yaqinlashsa, u holda

tenglik bajariladi.

Isbot Abel jamlash usulining regulyarligi hagidagi 9.5.2 - teo-
remadan kelib ehigadi. m

Eslatma. Xuddi shu kabi tasdiq funksiya x — —i1 nuqtada
o'ngdan uzluksiz bo‘lgan holda ham o‘rinli.

10.9.6 - misol. Ma’lumki,



§ 10.9. Darajali gatorlar 549

darajali gator —1 < x < 1 da yaqinlashadi vauning yig'indisi S(x)
quyidagi
S(x) = In(l +X%)

tenglik bilan aniglanadi.

Qator x — 1 nugtada yaginlashgani sababli uning yig‘indisi,
Abel teoremasi ta’kidlaganidek, shu nuqtada uzluksizdir.

Qayd etish joizki, Abel teoremasining teskarisi o'rinli emas, ya’ni
chekli

li > KK
x—’(T—O k=0
limitning mavjudligidan (10.9.1) gatorning X = 1 nugtada yagin-
lashishi kelib chigmaydi.
10.9.7 - misol. Jshbu

kxk
k=0

gatorni garaymiz.

Ravshanki. Y\< 1 boigandabu gator yaginlashib,uning yig'indisi
Six) quyidagi

SC) = J iy

ko'rinishga ega.
Shubhasiz, quyidagi
@

lim _V (Dfa - x
i]?—okzo

limit mavjud, ammo x —1 nuqtada gator uzoglashadi.
Qator har ikkala chegaraviy nugtalarda uzoglashib, ammo bir
tomonlama limitlar bu ikki nugtada mavjud bo'lishi ham mumkin.
10.9.8 - misol. Ushbu

00
E
fco
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gatorni garaymiz.
Agar Y\ < 1 bo'lsa, bu gator, shubhasiz, yaqginlashib. uning
yig‘indisi S{X) quyidagi

S{X) 1 +lx 5
ko'rinishga ega bo'ladi.

Chegaraviy x = 1va x = —I1 nuqtalarda gator uzoglashsada,
shunga garamasdan,

M, S0 = Im S6) =

»

tengliklar o'rinlidir.

3. Funksiyalarni darajali gatorlarga yoyish. Ushbu band-
da biz ganday shartlar ostida berilgan funksiyani darajali gator
ko‘rinishida tasvirlash mumkinligini aniglashga harakat gilamiz.

Ta’rif. Agar (-R, R) intervalda aniglangan f(x) funksiya uchun
unga har bir x G (-R, R) nugtada yaqginiashuvchi darajali gator
mavjud bo'lsa, f funksiya shu intervalda darajali gatorga yoyiladi
deymiz.

Awvalo shuni gayd etamizki, 10.9.2 -teoremaning natijasiga kol'ra,
darajali gatorga yoyiluvchi bo'lishi uchun / funksiyaning uzluksiz
bo‘lishi shart. Lekin, quyida isbot gilinadigan 10.9.3 -teoremaga
binoan. bu shart yetarli emas ekan.

10.9.1 - lemma. Berilgan darajali gatorning va uni formal
ravishda differensiallash natijasida hosil bo‘lgan gatorning yaqin-
lashish radiuslari o‘zaro tengdir.

Isbot. Aytaylik, R soni quyidagi

00
N Ckk, —R <X <R,
fco

darajali gatorning yaginlashish radiusi bo'lsin.
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U holda formal ravishda differensiallashdan hosil bo‘lgan gator

(€))] @
kckxk-1 = (k'+ 1YbINxK (10.9.3)
k=1 k=0

ko'rinishga ega bo'ladi.
Ravshanki,
lim yk+1 = 1
k—00

U holda (10.9.2) ta’rifga asosan, differensiallangan gator yagin-
lashish radiusi R\ uchun

-- = lim # T W = lim ¥y (c+1) e lim VNKH\ =

il fe—>00 fe-*oo0 fe—»o00

1- lim -
tenglikka ega bo'lamiz. [
10.9.3 - teorema. Yaginlashish intervali ichida darajali gator
yig‘indisi cheksiz differensiallanuvchi fmksiyadir.
Isbot. Faraz gilaylik, R > 0 uchun / funksiya (—R, R) interval-

da darajali qatorga yoyilsin:

f(x) - J2 °kxk® -R<x<R. (10.9.9)

k=0

Formal ravishda differensiallash natijasida hosil bo'lgan (10.9.3)
gator, 10.9.1 -lemmaga asosan, berilgan (10.9.4) gator bilan bir xil
yaginlashish radiusiga ega bo'ladi. U holda, 10.3.2 -va 10.9.2 -teo-
remalarga ko'ra, darajali gator yig'indisi yaqginlashish intervali ichi-
da differensiallanuvchidir. Shu sabali, / funksiya differensiallanuvchi
bo‘lib,

f(x) = Y (k+Dcktxk
fco

tenglik bajariladi.
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Demak, darajali gatorga yoyilayotgan ftmksiyaning hosilasi ham
xuddi o'sha yaginlashish radiusiga ega bo'lib, darajali qatorga yoyi-
lar ekan. Shunday ekan, biz hosila uchun yana awalgi muloha-
zalarni gaytarishimiz mumkin. Natijada, ravshanki, garalayotgan
funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekani kelib chigadi. B

Eslatma. 10.9.3 -teoremaning isbotidan ko'rinib turibdiki, dara-
jali gatorga yoyiluvchi funksiyaning hosilasini hadma-had differen—
siallab topishimiz mumkin ekan.

Biror intervalda darajali qatorga yoyiluvchi har ganday funksiya
boshlang'ich funksiyaga ega bo'lib, bu boshlang'ich funksiya ham
o'sha intervalda darajali gatorga yoyilishini ko'rsatish qgiyin emas.
Hagigatan, agar

@
f(x) = ckxk, —R <x <R, (10.9.5)
fco

desak, u holda formal ravishda. integrallangan darajali gator quyida—
gi
co k-
F(e)-53cfc® -, —R<X<R, (10.9.6)

ko'rinishga ega bo'ladi.

Ravshanki, (10.9.5) gator (10.9.6) darajali qatorni formal ra-
vishda differensiallashdan hosil bo'lgan deyishimiz mumkin. U hol-
da, 10.9.1 -lemmaga asosan, bu ikki gatorning yaqinlashish radius—
lari o‘zaro teng bo'ladi. 10.9.2 -teoremadan bu ikki gator yaqin-
lashish intervalida yotgan istalgan kesmada tekis yaqginlashishi kelib
chigadi. Shuning uchun,10.9.3 —teoremaga ko'ra,

F'(x) = f(x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bundan F(x) funksiya (—R,R) intervalda f{x) ftmksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi ekani kelib chigadi.
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Shuni aytish kerakki, 10.7.3 -teoremaga asosan, darajali gator—-
lami hadma-had integrallash mumkin, ya’ni

X 0o
J f(tH)dt = Xk+l, -R<x<R, (10.9.7)
o] 0
tenglik o‘rinli.
Darajali gatorga yoyiluvehi funksiyaning cheksiz differensiallanuv-
chi ekani gatorning koeffitsientlarini topishga imkon beradi.

10.9.4 - teorema. Agar f funksiya (10.9.4) darajali gatorga
yoyilsa, u holda gator koeffitsientlari quyidagi
/(»)(0).
< = » =0,1,2,... (10.9.8)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Isbot. (10.9.4) darajali gatorni n marta differensiallab, 10.9.3 -
teoremaga ko'ra,
a
fr(x) — k(k-1) =k - n + Dckxkn, -R <x <R,
k=n
tenglikni hosil gilamiz.
Agar x = 0 bho'lsa, o‘ng tomondagi yig‘indida birinchi haddan
tashqari barcha hadlar nolga teng bo‘ladi. Demak,

/»(0) = n(n-= 1 eeeleOn = nl-G+ 1

Natija. (—R, R) intervalda darajali gatorga yoyiluvehifunksiya-
ning darajali gqatori quyidagi

fix) = jr , -R<x<R, (10.9.9)

fc=0

ko‘rinishga ega.

(10.9.9) gator / funksiyaning Teylor gqatori deb ataladi. E’tibor
bering, (10.9.9) qatorning koeffitsientlari xuddi Teylor formulasidagi
(8 4.5 ga qgarang) ko'rimshga ega.
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Shunday qilib, biror intervalda darajali gatorga yoyiluvehi funk-
siya shu intervalda cheksiz differensiallanuvchi bo'lar ekan. Ammo,
navbatdagi misoldan kolrinib turibdiki, har ganday cheksiz diffe-
rensiallanuvchi funksiya ham darajali gatorga yoyilavermaydi.

10.9.9 - misol. Quyidagi

agar X® 0 bo'lsa,

(10.9.10)
agar X=0 bollsa,
funksiyani gqaraymiz.

Ravshanki, bu funksiya sonlar o'gining barcha nuqtalarida, xusu-
san X —O0 nuqgtada ham, uzluksizdir. Bundan tashqari, har ganday
natural m uchun

gyéx mh(x) = 0 (10.9.11)

tenglik ham o'rinli.

Agar X ® 0 bo‘lsa, (10.9.10) funksiyaning ixtiyoriy hNe{x) hosi-
lasi x—mh(x) ko'rinishdagi funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi
bo'lib, (10.9.11) tenglikka ko'ra, bu funksiya butun sonlar o'gida,
cheksiz differensiallanuvchidir. Bundan tashqari,

Mm@©) = 0, n=0,1,2,...

Bundan chiqdi, h(x) funksiyaning barcha Teylor koeffitsiectlari
nolga teng bollib, bu darajali gator nolga (ya'ni x ® 0 bo'lganda
h(x) funksiyaga emas) yaginlashadi. Shunday qilib, h(x) cheksiz dif-
ferensiallanuvchi bo'lishiga garamasdan, birorta ham (—R, R) ko‘ri-
nishdagi intervalda darajali gatorga yoyilmaydi.

Darajali gatorga yoyilish shartini quyidagi

n  el@Q\
— —Xxk +Rn+H(e), —|R<X<R, (10912

Teylor formulasini kuzatish orgali topish mumekin.
10.9.5 - teorema. Berilgan f funksiyaning (—~R,R) interval-
da darajali gatorga yoyilishi uchun (10.9.12) Teylor formulasidagi
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Rn+i(x) qoldig hadning shu intervalda n —> oo da nolga intilishi
zarur va yetarli.

Isbot (10.9.12) tenglikdan bevosita kelib chigadi.

1 - natija. Agar f funksiya (-R, R) intervalda cheksiz diffe-
rensiallanuvchi bo‘lib, biror M > 0 o ‘zgarmas bilan

/()1 < -R<x<R, (10.9.13)

tengsizlik bajarilsa, v holda bu funksiya (-R, R) intervalda darajali
gatorga yoyiladi.
Hagigatan, agar qoldiq hadni Lagranj ko'rinishida olsak,

tengsizlikka ega bolamiz. Bundan qoldiq hadning nolga intilishi ke-
lib chigadi.

2 - natija. Agar / funksiya {- R.R) intervalda cheksiz diffe-
rensiallanuvchi bo‘lib, biror M > 0 0'zgarmas bilan

[/N@@)i < M, -R<x<R (10.9.14)
tengsizlik bajarilsa, v holda bu funksiya (-R, R) intervalda darajali
gatorga yoyiladi.

Hagigatan, (10.9.14) tengsizlikdan biror yangi M o‘zgarmas bi-

lan (10.9.13) shart kelib chigadi.
10.9.10 -misol. Ko'rsatkichli funksiya quyidagi yoyilmaga ega:

(10.9.15)

Hagigatan, istalgan musbat R uchun
NNRN\N =ex< M = eR, -R<x<R,

tengsizlik o'rinli, ya'lll (10.9.14) shart bajariladi. Ravshanki, (10.9.15)
darajali gatorning yaginlashish radiusi +00 ga teng.
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10.9.11 - misol. Kosinusning yoyilmasi quyidagi ko'rinishga
ega

x 2k
cosx =y (-1)*W, -oo<&<+oc. (10.9.16)
is (@A)
Bu holda butun sonlar o‘gida
im\.
|/M)] = cos (X 23 < 1, —00< X < +00,

tengsizlik o'rinli. Bundan (10.9.16) darajali gatorning yaginlashish
radiusi +o0o0 ga tengligi kelib chigadi.
10.9.12 - misol. Xuddi shunga o'xshash, sinus quyidagi

. X2k+l
sinx = L, (1) roi.'vV —00 < X < —foo, (10.9.17)
is 2k +X)!

yoyilmaga ega bo;lib. (10.9.17) darajali qatorning yaginlashish ra-
diusi +00 ga tengligi ko'rsatiladi.
10.9.13 - misol. Logarifmik funksiya quyidagi yoyilmaga ega:
[e]e] ﬁ
Inl+x) = Y, (-)’1 -1<*< 1 (10.9.18)
n=1 n
Odatda bu tenglikning isboti alohida -1 < x < 0 interval va
alohida 0 < x < 1 kesma uchun amalga oshiriladi. Agar 0 < x < 1
bo‘lsa, qoldig hadni Lagranj ko‘rinishda olib,

= (n+ 1" (TTEPL1'aWl “ nTT 0- ~

bahoga ega bo‘lamiz va bundan qoldiq hadning nolga intilishi kelib
chigadi. Bodiyu — < x < 0 bo'lsa, goldiqg hadni Koshi krrinishida
olish qulay bo'ladi, ya’ni:

f(n+N)(EN\
Rn+ix) = "1 x(x ~0"™ -Kx<i<0. (10919
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Demak,
(Wes g = (= M1 N-N-f17 =2 (N Ff)

Argumentning garalayotgan giymatlari uchun gavs ichidagi ifoda 1
dan kichik bo'lgani uchun, goldiq had n —» oo da nolga intiladi.

4*, Biror intervalda darajali gatorga yoyiladigan funksiyani shu
intervalda analitik funksiya deyishadi. Shunday qilib, analitik funk-
siyani nolning istalgancha kichik atrofida bilsak, uning giymatlarini
funksiya analitiklik bo'lgan intervalning ixtiyoriy nuqgtasida anigla—
shimiz mumkin. Boshgacha aytganda, analitik funksiyaning grafigi-
ni chizar ekanmiz, biz grafikni istalgancha davom ettira olmaymiz,
ya’ni biz uni fagat Teylor gatoriga binoan chizishimiz mumkin. Ay-
nan shunday funksiyalarni matematik tahlil asoschilari XVII-XVIII
asrlarda <hagiqgiy» funksiyalar deyishgan. Grafigi «qo'lning erkin
harakati bilan» («libera manu ducta») chiziladigan funksiyalarni
esa, ular funksiya deb garashmagan.

Xuddi (10.9.1) ko‘rinishdagi darajali gatorlar singari quyidagi

Y  Okx - a)k (10.9.20)
kQ

ko'rinisghdagi gatorlar ham o!rganiladi, bu yerda a — sonlar o'gining
istalgan nuqtasi.

Bu (10.9.20) gatorning yagqinlashish radiusi ham (10.9.2) formula
bilan aniglanadi, bunda yaginlashish intervali (a —R, a + R) ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi.

Agar funksiyaa G R nugtaning biror atrofida (10.9.20) ko'rinish-
dagi darajali gatorga yoyilsa, bunday funksiya shu nuqtada analitik
deyiladi.

Agar funksiya (—R, R) intervalda (10.9.1) ko'rinishdagi darajali
gatorga yoyilsa, u holda bunday funksiya shu intervalning har bir
nugtasida analitik ekanini navbatdagi teoremada ko'rsatamiz.

10.9.6 —-teorema. Agar biror R > 0 uchun f funksiya (-R, R)
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intervalda quyidagi

f(k)(0) ,
f(x) = 53 V% -R<X<R, (10.9.21)

fc=0

darajali gatorga yoyilsa, n holda istalgan a £ (-R, R) nugta uchun
shunday p > 0 son topiladiki, 1 uchun quyidagi tenglik bajarUadi:

co

f(x) = 53 ~a)k, a-p<x<a +p (109.22
*:0
Isbot. Agar
@
f(x) = 53 °nxril —|R <X <R.
n=0

desak, [a+ (x —a)}n ni Nyuton binomi bo'yicha yoyib,

00 n

f(x) = 53 cn(a+x-a)n = * () ®
n=0 n=0 fc=0 ~ .

= 53 (x~a)k53 KNn—k ) \ kn = 53 h(x-a)k, (10.9.23)

&=0 fc=0

tenglikni hosil gilamiz, bu yerda

rd
—f/cl(n - ft)!

Biz (10.9.23) dayig‘ish tartibini o'zgartirdik. Bunday o'zgartirish
fagat quyidagi

53 bhamgme)! i al —B3 M(ia+1® alr

ra=0 fc=0
(10.9.24)
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gator yagqginlashgandagina ma’noga ega. Hozir biz ana shu yaqgin-
lashishni ko‘rsatamiz.
Awval (10.9.24) ning o:ng tomonidagi gatorni

£ N (10.9.25)
n—0

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerdal = N\j 2—a\Endi p —R —H|
deb beigilaymiz. U holda x G-(a —p, a + p) lar uchun

t = W+ W—A< \a\p = R

tengsizlik o‘rinli va shuning uchun, (10.9.25) gator va demak, (10.9.24)
gator ham yagqinlashadi.

Ikki (10.9.22) va (10.9.23) darajali gator koeffitsientlarining o'zaro
ustma-ust tushishi xuddi 10.9.4 —teorema isbotidagidek ko'rsatiladi.H

1 —-eslatma. Teoremaning isbotidan ko'rinib turibdiki, (10.9.22)
gatorning yagqinlashish radiusi R —\sonidan kichik emas ekan.
Lekin (10.9.22) qatorning yaginlashish radiusi bu sondan katta
bo'lgan holga va hattoki, bu radius dastlabki gator yaginlashish
radiusi R dan katta bo'lgan holga ham misollar keltirish mumkin.

10.9.14 - misol. Agar f(x) = (2 +x)~1funksiyaning (10.9.21)
ko'rinishdagi darajali gatorini
L

| J | f
24X T 2 T+F T 2¢ e 2ox<z
deb yozib olsak, bu darajali gatorning yaqinlashish radiusi 2 ga teng
ekanligini ko'ramiz.
Lekin 10.9.6 —teoremaga ko‘ra, xuddi shu funksiya a —l nuqta
atrofida ham qatorga yoyiladi va mos yoyilma, ravshanki,

1 1

1 1 _ i f L A (=D
2+X 3+(x-1 3

e N S M
ko'rinishga ega. Bu gatorning esa yaqinlashish radiusi 3 ga tengligini
ko'rish giyin emas.
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2 - eslatma. Veyershtrass teoremasiga (10.6.2 - teoremaga)
ko'ra, FR, R] kesmada uzluksiz har ganday fix) funksiyani tekis
yaginlashuvchi Pn(x) ko'phadlar ketma-ketligining limiti sifatida
garash mumkin. Demak, agar

Qi(x) = Pi(x), OQnXx) = Pn(xX) - Pn-i(x), n = 2,3,...,

desak, quyidagi tenglik bajariladi:

@
f{x) = "2 Qn(x), -R<Xx<R.
T

Shunday qilib, Veyershtrass teoremasiga binoan, har ganday uz-
luksiz funksiyani tekis yaginlashuvchi ko'phadlar gatori ko'rinishida
yozish mumkin ekan. Ammo bu ko'phadlar gatorini doim ham dara-
jali gator sifatida yozib olish mumkin emas. Masalan, agar Veyersht-
rass teoremaisidagi Pn(x) ko'phadlar ketma-ketligi

Pn(xX) Pn—x) = OX

shartni ganoatlantirsa, biz darajali gatorga ega bo'lamiz.

Umumiy holda tekis yaginlashuvchi ko'phadlar gatorini dara-
jali gatorga faqgat yoyilayotgan funksiya yaginlashish intervali ichida
analitik Ixrlgandagina ofzgartirish mumkin.

5* Kompleks o‘zgaruvchili darajali qatorlar. Kompleks
z —Xx +iy € C o'zgaruvchili va kompleks &= +ibk koeffitsientli
ushbu a

Y Ok (10.9.26)
fco

ko'‘rinishdagi darajali gatorlar muhim ahamiyatga ega.
Bunday qatorlar uchun yaginlashish radiusi R xuddi haqigiy
o‘zgaruvchili darajali qatorlar holidagidek aniglanadi:

= Hm VN - (10.9.27)

N
ti
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(10.9.26) darajali gatorning ] < R da yaginlashib, ¥\> R da
uzoglashishi ham xuddi haqigiy o‘zgaruvchili darajali qatorlardagidek
isbotlanadi.

Kompleks tekislikda {z € C : X\< R} to'plam radiusi R gateng
va markazi koordinatalar boshida bo‘lgan ochiq doirani anglatadi
va u yaginlashish doirasi deb ataladi. Xususan, yaqginlashish radiusi
degan nomning kirit.ilishiga sabab ham aynan shundadir.

Agar

co

(10.9.28)

tenglik o'rinli bo'lsa, kompleks o'zgaruvchili / : C — C funksiya
{izl < R} doirada darajali qatorga yoyiladi, bunda f(z) funksiya
shu doirada analitik deyiladi.

Masalan,

funksiya radiusi 1 ga teng bo'lgan doirada analitik bo'ladi.

Shuni aytish joizki, agar (10.9.28) gatorning c* koeffitsientlari
haqgigiy bo‘lsa, f(x) funksiya argumentning hagiqgiy x giymatlari
uchun hagigiy giymatlar gabul qgiladi:

f(x) = 22 Ckxk» (10.9.29)

Bunda (10.9.28) funksiya (10.9.29) funksiyani sonlar o'qining
(—R, R) intervalidan kompleks tekislikning {z G C : XY\ < R}
doirasiga analitik davom ettiradi deyiladi.

Analitik davom ettirish, dastlab argumentning haqiqiy giymat-
lari uchun aniglangan, asosiy elementar funksiyalarni kompleks qiy-
matlar uchun aniglashning asosida yotadi.

10.9.15 - misol. Argumentning kompleks giymatlari uchun
ko‘rsatkichli funksiyani quyidagicha aniglaymiz:
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Bu funksiyaning kompleks sohada ham xuddi argumentning ha—
<Mly giymatlari uchun ega bo'lgan asosiy xossalarga ega ekanini
ko‘rsatamiz. Buning uchun avval, Nyuton binomiga kolra. istalgan
natural n uchun quyidagi

«+&" 1 y" »1 akbm V- O
(N n!, t—=* kiml R\ nua
KN\ k\emi—
tenglik o‘rinli ekanini eslatib o'tamiz.
Bu tenglikda yig‘indisi n ga teng bo‘lgan barcha manfiy bo‘lma-
gan butun k va m lar boVicha yig'indi olinayapti
Ushbu tenglilmi ixtiyoriy kompleks a va b sonlar uchun qo‘liasak,

&th Sp (@a+fyn _ y\ ak bm
|<’=_(J, ni nZ:"S‘ k+m=n Kl mi
k INn i
é) t % 5’0 a J)
0 = M-

tenglikni olamiz.
Shunday gilib, kompleks sohada ko'rsatkichli funksiyaning asosiy
xossasi o‘rinli bo‘lar ekan:

eath = ea+e6, aeC, 6eC. (10.9.31)

Agar 2 = it desak,

oo~ fifi @ 2AcH2fcH
el

Endi i2= —1 ekanini hisobga olsak,
f2k 00 2k+1
el
= ey + 'Ry (2F fi)i= cost+isint
Shunday qilib,

eli = eost+is'mt, -o00 <t < +00. (10.9.32)
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Bu formula Eyler formulasi deb ataladi.
(10.9.31) va (10.9.32) tengliklardan quyidagi

ez _ exHy ex(Q®By isiny) (10.9.33)

ayniyat kelib ehigadi.
Ahamiyat bering, agar argumentning mavhum gismiga 27T ni
go'shsak, funksiya giymat.i o'’zgarmaydi:

ez+Ati  eM.edll | ¢Zcog2it +isin2n) = ez,

ya’ni (10.9.30) tenglik bilan aniglangan ko‘rsatkichli funksiya davriy
bo'lib, uning davri Zai ga teng ekan. Ma’lumki, hagigiy to‘g‘ri chi-
zigda ko'‘rsatkichli funksiya gat’iy monoton edi.

10.9.16 - misol. Argumentning kompleks giymatlari uchun si-
nus va kosinus trigonometrik funksiyalarini quyidagi tenglik orgali
aniglaymiz:

°° ~ZcH
n = 26C’ (m9'34)
va 00 2k
cez = £(-1)* * zGCm (10.9.35)
k-0 '

Bu ta’rifdan bevosita
sin(—z) — —sinz, cos(—z) = cos2, z €C,

munosabatlar kelib ehigadi.
Endi, (10.9.30) ta’rifni hisobga olib, har ganday kompleks z
uchun o‘rinli bo'lgan, quyidagi

e = cosz+isinz, zG C, (10.9.36)

ayniyatni yozishimiz mumkin. Bevosita bu ayniyatdan navbatdagi
tengliklar kelib ehigadi:



564 FunksionsJ ketma-ketliklar va qatorlar X Bob

Ma’lumki, haqiqgiy argumentli sinus va kosinus funksiyalarining
absolyut giymatlari 1 dan oshmas edi. Ammo kompleks tekislikda
(10.9.34) va (10.9.35) tengliklar orgali aniglangan sinus va kosinus
funksiyalari har ganday kompleks giymatni gabul gilishi mumkin.
Masalan, quyidagi

cos2 = 2 (10.9.38)

tenglamani yechaylik.

Buning uchun A= eiz deb belgilash kiritamiz. U holda, (10.9.37)
dagi chap tenglikni hisobga olsak,

A+y -4, yani A2—4A+1=0

Hosil bo'lgan kvadratik tenglama ikki musbat haqiqiy ildizlarga
ega
A2 = 2xVs.
Agar z —Xx +iy son (10.9.38) tenglamaning ildizi bo'lsa, u holda
élz = Abo‘iib, (10.9.33) ga kofra,

ez — eyHx = e—y{cosx +ismx) — X

tenglikni olamiz.

Bundan, A ning musbat va haqiqiy bo‘lgani uchun. sin& = 0 va
cosx > 0. Demak, x = 2kn, bu yerda Kk ixtiyoriy butun son. Shuning
uchun,

= ni —1
e~y A vyani y—In A

Shunday qilib, (10.9.38) tenglama ikki gismdan iborat yechimga
ega ekan:

2k = 257 +iln(2 +\3), 2k = 2fcTr+iIn2—\%), k€Z.

Agar markazi ¢ € C nugtada bo‘lgan shunday doira mavjud
bo‘lib,uning ichida
@
f(z) = 22 ck(z-c)k (10.9.39)
k=0
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tenglik o‘rinli bolsa, u holda f(z) funksiya c nugtada analitik deyi-
ladi.

Yaginlashish radiusi xuddi o'sha (10.9.27) tenglik bilan aniglana-
di.

Yaginlashish radiusi bilan funksiyaning analitiklik sohasi orasida-
gi bogdiglik darajali gatorlarni aynan kompleks tekislikda garagan-
da yaqgol ko'zga tashlanadi. Masalan, quyidagi

funksiyani hagiqiy argumentlar uchun garasak, u haqigiy o'gning
har bir nugtasida analitik boladi, ammo uning ushbu

Cco

m =y,
fco

Teylor gatorining yaginlashish radiusi, biz kutgandek +o0o ga emas,
balki 1 ga teng. Agar biz argumentning hagiqiy giymatlari bilan
cheklansak, bu holni tushuntirib bo‘lmaydi. Bordiyu biz bu funksiyani
kompleks tekislikda garasak, boshgacha aytganda, uning kompleks
tekislikka analitik davomini, ya’ni quyidagi

[o]e]

m =S M)*2¢ Izl<
k=0
funksiyani garasak, u holdauning yaginlashish radiusi yana 1 ga
teng bo‘lib goladi, lekin endi yaqginlashish doirasi chegarasida bu
funksiya analitik bo'lImagan nugtalar paydo bo‘ladi. Chunonchi, z =
+i nugtada qgaralayotgan funksiya analitik emas.

Umumiy holda, agar funksiya (10.9.39) ko'rinishdagi darajali ga—
torga yoyilsa, kompleks tekislikdagi yaginlashish doirasining chega-
rasida bu funksiya analitik bo'Imagan nugta albatta topilishini is-
botlash rnumkixi.
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Umuman aytganda, ushbu matematik tahlil kursida o'quvchidan
boshlang'ich tushunchalarga ega bo'lishlik talab gilinmasada. lekin
darslikda matematik mantiq va to'plamlar nazariyasining hozirgi
kunda an’anaviy bo‘lib golgan belgilashlaridan foydalaniladi. Shu-
ning uchun, o‘quvchiga qulaylik yaratish magsadida, ushbu banda
to'plamlar va matematik mantigning umumiy nazariyasidan gisgacha
ma’lumot keltiriladi.

§Q.l. Matematik mantiq belgilashlari

1. Matematik mantigning asosiy obyekti mulohazalar va ular
ustida bajariladigan turli amallardir. Har bir mulohaza rost yoki
yolg'on bo'lishi mumkin. Boshgacha aytganda, har bir mulohaza
uchun quyidagi ikki <rost» yoki «yolg'on» giymatlardan birigina
rost bo’ladi.

Mulohazalar ustidagi eng sodda amallardan biri inkor amalidir.
Inkor amali uchun quyidagi ] belgilash ishlatiladi. Masalan, agar A
mulohaza bo‘lsa,uning inkori JA orgali belgilanadi va <A emas >
deb o'qiladi. Quyidagi inkorning rost giymatlari o‘z-o‘zidan tushu-
narlidir:

agar A rost bo‘lsa, JA yolg'on;

agar A yolg'on bo‘lsa, JA rost.

Mulohazalar ustidagi muhim amallar gatoriga kon’yunksiya va
diz’yunksiyalar ham Kiradi.

Ikki A va B mulohazalarning kon'yunksiyasi

AAB
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ko'rinishda belgilanib ( <A va B» deb o'giladi), fagat va fagat har
ikkala A va B mulohazalar rost bo‘lgandagina rost giymatni gabul
giladigan mulohazadan iboratdir.

Ikki A va B mulohazalarning diz’yunksiyasi esa

A MB

ko'rinishda belgilanib («A yoki J3» deb o'giladi). fagat va fagat A va
B mulohazalardan kamida bittasi rost bo'lgandagina rost giymatni
gabul giladigan mulohazadan iboratdir.
Implikatsiya yoki <.kelib chigmoglik» mulohazalar ustidagi yana
bir muhim amallardan biridir.
Implikatsiya
A=>B

ko'rinishda belgilanib(«A mulohaza B ni implikatsiyalaydi» yoki
«agar A bajarilsa, B ham bajariladi > deb o'qgiladi), quyidagicha
aniglanadigan mulohazani anglatadi:

agar A rost bo'lsa, B ham rostdir,

agar A yolg'on bo'lsa, B rost ham, yolg'on ham bo'lishi mumkin.

Boshgacha aytganda, rost rostni implikatsiyalaydi, yolg'on esa
har ganday mulohazani implikatsiyalashi mumekin.

Ikki A va B mulohazalar ekvivalentlikligi yoki teng kuchlikligi

A-&B

ko'rinishda belgilanib(«A mulohaza B ga ekvivalent» deb o'qiladi),
u fagat va. fagat A va B bir xil giymat gabul gilgandagina rost
bo'ladi.

Ekvivalentlikka misol sifatida quyidagi mulohazani keltiramiz:

(A =B) QB=»1A).

Bu mulohaza teoremalarni teskarisini faraz qilish usuli bilan is-
botlashda asqgotadi. Chunonchi, A dan B ning kelib chigishini is-
botlash o'rniga, biz B yolg'on, ya’ni 1B rost deb faraz gilamiz va
bundan JA ni keltirib chigaramiz, ya’ni bu holda A ham yolg'on
bo'lishini ko'rsatamiz.
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2. Oddiy mulohazalardan nisbatan murakkabroq mulohazalar
tuzilishi mumkin. Murakkab mulohazalarni tushunishni osonlashti-
rish magsadida ba’zi ko‘p uchraydigan ifodalar uchun maxsus bel-
gilashlar kiritish qulay bo'ladi.

Agar P{x) ifoda x ning P xossaga ega ekanligini bildirsa,

NP

yozuv orgali «ixtiyoriy x ucbun P xossa o'rinli» degan tasdigni
belgilashga kelishib olamiz. Bu yerda V belgisi umumiylik kvantori
deyiladi.
Quyidagi
3 XP(X)

ifoda orgali « P xossaga ega bo'lgan kamida bitta x obyekt mavjud»
degan tasdigni belgilaymiz. Bu yerda 3 belgisi mavjudlik kvantori
deyiladi.

8§ Q.2. To‘plamlar nazariyasi belgilashlari

1. To'plam matematikaning boshlang'ich, ta’rifsiz gabul dqili-
nadigan tushunchalaridan biridir. Biz uchun muhimi to'plamning
0‘z elementlari bilan aniglanishidir, ya’ni har ganday obyekt uchun
u berilgan to‘plamning elementi yoki elementi emasligi hagida aniq
aytish mumkinligidir. Odatda to'plamlarni belgilash uchun katta
(bosh) harflar, to'plam elementlari uchun esa kichik (yozma) harflar
ishlatiladi. Masalan, A = {a, b, e} to'plam 3 ta elementrlan iborat.

Agar a obyekt A to'plamning elementi bo'lsa, bu tasdiq quyida-
gicha yoziladi:

a€A.

Masalan, A = {1,2,3} bo'lsa, 2 e A bo‘ladi.
Aksincha, agar a berilgan A to'plamning elementi bo'lmasa,

a™A
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deb belgilanadi. Masalan, agar A yugoridagi to'plam bo‘lsa, 4 £ A
bo‘ladi.

Shuni aytish kerakki, to'plamda ikkita bir xil element bo'lmaydi,
ya’ni to'plam elementlarining qaytarilib kelishi mumkin emas. Masa-
lan, quyidagi oltita element birlashmasi:

{1,2,2,3,3,3}

to‘plam bo'lmaydi. Bu birlashmaga kiruvchi elementlar quyidagi
to'plamni tashkil etadi:
{1,2,3}.

Agar A to'plamning har bir elementi B to'plainning ham ele-
menti bo'lsa, A to'plain B to‘plamning gismiy toplami deb ataladi
va A C B kabi belgilanadi. Masalan, agar A — {1,2,3} va B =
{1,2,3,4} bo'lsa, A c B bo'ladi. Qismiy tofplam ta’rifini matema-
tik mantiq belgilashlari yordamida quyidagicha yozish mumekin:

AcB) <= [@GA) =>»((@€B)]

Agar bir vaqgtning o'zida A C B va B C A bo'lsa, A va B
to‘plamlar teng deyiladi va A = B deb yoziladi. Boshgacha aytgan-
da, agar ikki to'plam bir xil elementlardan iborat bo'lsa, ular teng
deyiladi.

Bunday ta’rif, 0'zining tabiiy ko‘rinishiga garamasdan, bizni ba’zi
matematik obyektlar to‘g‘risida shakllangan tasavvurimizni gqayta
ko'rib chigishga majbur qiladi. Masalan, agar har bir geometrik
shaklga biror nuqtalar to'plami deb garasak, ikki geometrik shakl
fagat ustma-ust. tushgandagina teng bo'lar edi. Xususan, bunday
garashda har bir uchburchak fagat o‘zigagina teng bo‘ladi.

Yuqoridagi ta’rifdan har qanday to*plarn o'zining gismiy to'plami
ekanligi kelib chigadi. Agar AC B vaA B bo'lsa, A to'plam B
ning xos gismiy toJiami deyiladi.

2. Biz quyida to’plamlar ustida bajariladigan eng sodda amal-
larni keltiramiz.
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Ikki A va. B to‘plamlar birlashmasi deb A yoki B to'plamga
tegishli bo‘lgan, ya’ni shu to'plamlardan agalli bittasiga tegishli
bo'lgan barcha elementlar to'plamiga aytiladi. A va B to‘plamlar
birlashmasi AUB simvoli orgali belgilanadi. Masalan, A = {1,2,3}
vaB —{3,4,5} bo'lsa, A\JB —{1,2,3,4,5} bo'ladi. Birlashmaning
ta’rifini matematik mantiq belgilashlari yordamida quyidagicha yo-
zish mumkin:

(aeAuB) (a@aGA)V (aGB).

Ikki A va B to‘plamlar kesishmasi deb bir vagtning o‘zida ham
A, ham B to'plamlarga tegishli barcha elementlar to'plamiga ayti-
ladi. A va B to'piamlar kesishmasi An B simvoli orgali belgilanadi.
Masalan, yuqgoridagi to‘plamlar uchun An B = {3}, ya'ni kesishma
bitta elementdan iborat. Matematik mantiq belgilashlari yordamida
kesishma ta’rifini quyidagicha yozish mumkin:

(aeAnB) <& (@GA)/(aGB).

Umuman elementi bo'lImagan to‘plamga bo‘sh to‘plam deyiladi
va 0 ko'rinishda belgilanadi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan foydalanib, ixtiyoriy A to'plam
uchun quyidagi tengliklar o‘rinli ekanligini ko'rsatish qiyin emas:

AuA="A, ifli = A Ando=A N1MNo0—0.
Agar ikki A va B to'plamlar uchun
AnB =Q

tenglik o:rinli boisa, ular kesishmaydigan to'plamlar deyiladi. Masa-
lan, A- (1,23} vaB - {4,56} bolsa, ANB = 0 bo'ladi.

Ikki A va B to'plamlarning ayirmasi AN\B deb, A to'plamning
B ga kirmagan barcha elementlari to‘plamiga aytiladi:

(xeA\B) & (xgA) n(x£ B).

Boshgacha aytganda, AN\B to'plam A dan B ga tegishli (agar
shundaylari mavjud bo'lsa) barcha elementlarni chigarib tashlash
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bilan hosil gilinadi. Masalan, A —{1,2, 3} vaB ~ {3,4,5} boisa,
ANB = {1, 2} boiadi. Albatta, agar A va B to*plamlar kesishmasa,
AN\B —A boiadi.

X 4
I
Uu ' \ A
B .
AKjB AnM
3. To'plamlar nazariyasidagi eng muhim tushunchalardan biri

ahslantirishdir, Bu tushuncha ham odatda boshlangich tushunchalar
gatoriga kiritilib, ta'rifsiz gabul qilinadi. Agar ikki *4va B to'plamlar
berilib, A to‘planming har bir a elementiga B to‘plamning biror /(a)

elementa maium bir qonuniyat asosida mos qo'‘yilsa,

/ A B

akslantirish berilgan deyiladi.

Agarda f : A = B akslantirish uchun quyidagi ikki shart;

(i) har ganday m C A. a; GA va<H” «2 uchun /(oi) # /(«2);

(if) har ganday b € B uchun shunday a G A topiiadiki, u uchun
/(@) = 6
O‘rinli boisa, u holda bu akslantirish 0%aro bir giymatii deyiladi.

Birinchi shart / akslantirishning turli eleuientlarga turli ele-
mentlami mos golyishini anglatadi. Demak, agar bu shart bajarilsa,
biz /(a) elementga a elementni mos qo‘yuvchi ieakmi /*“" akslan-
tirishni aniglashiimz mumkin.

Ikkinchi shart / rung A to'plamni B to*plamning ustiga aks-
lantirishini bildiradi. Shunday ekan, agar ikkinchi shart bajarilsa,
teskari/ 1 :B A akslantirish B to‘plamning barcha elemeirtlari-
da aniglangan boiib, quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

1) har ganday a g A uchun / "*(/(a)) = a tenglik o:rinli;
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2) har ganday b€ B uchim = btenglik o'rinli.

Shubhasiz, har ganday o'zaro bir giymatli akslantirishga teskari
akslant.irish ham o'zaro bir giymatli bo'ladi. Agar ikki A va B
to‘plamlar uchun birini ikkinchisiga o‘zaro bir giymatli aksiantirish
mavjud bo'lsa, bu to'plamlar ekvivalent deyiladi. Bunday holda ikki
A va B to'plamlarni bir xil quvvatga ega ham deyishadi.

Chekli sondagi elementlarga ega bo'lgan to‘plam chekli to'plam
deyiladi. Bunday to'plamlar bir xil quvvatga ega bo‘lishi uchun
ularning elementlari soni o4aro teng bolishi zarur. Shu ma’noda
to'plam quvvati tushunchasini natural sonlar tushunchasining nmnm-
lashmasi deyish mumkin.
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