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Ушбу дарслик биринчи марта 1986 ( l -қисм) ва 1989 
(2-қисм) йилларда ўқув қўлланма сифатида нашр этилган 
эди. Шундан буён ўтган давр мобайнида муаллифлар шу қўл- 
ланмага асосланиб, математик анализ курсини ўқяшни давом 
эттирдилар. Муаллифлар уз тажрибаларига таяниб, хамкасб- 
ларининг кўплаб маслаҳатларини эътиборга олиб, қўлланмани 
бирмунча қайта ишлаб чиқдилар. Аввало шуни таъкидлаш ло
зимки, дарсликни иккинчи нашрга тайёрлашда таърифлар, тео
ремалар, тасдиқларнинг қисқа, аниқ ва равон баёнига алоҳида 
эътибор берилди. Уқувчи китоб ўқиш давомида жуда кўп саҳи- 
фаларда шу маънода киритилган ўзгаришларга дуч келади. 
Иккинчидан, мантиқий қатъиятга риоя қилиш ва методик нуқ- 
таи назардан мукаммалроқ бўлиши учун у ёки бу тушунчага 
тескари тушунча ҳам аниқ таърифланди. Масалан, тўпламнннг 
кжоридан чегараланмаганлиги, фУнкИиянинг текис узлуксиз 
эмаслиги, функционал кетма-кетликларнинг нотекис яқинла- 
шувчилиги ва шу кабилар. Бу борада муаллифларни изчил бў- 
лишга ундаган яна бир сабаб кўпгина теоремаларнинг одатда 
тасдиқнинг тескарисини фараз килиш усули билан исботлани- 
шидир.

Китобни қайта ишлаш давомида бир қатор янги мавзулар 
киритилди, баъзилари чиқарилди, баъзи мавзуларнинг жойла
шиш тартиби ўзгартирилди.

Муаллифлар бу тадбирлар китобнинг асосий йўналишини 
ўзгартирмай, балки уни такомиллаштиришга хизмат қилди, деб 
ҳисоблайдилар.

Пировардида, муаллифлар расмий тақризчиларга, проф.
Н. Сатимовга, проф. Ш. Аюповга китобнинг биринчи ва иккин
чи нашри қўлёзмаси юзасидан билдирилган танқидий фикрла- 
ри ва қимматли маслаҳатлари учун миннатдорчилик изҳор эта
дилар.



Математик анализ олий математиканинг дастлабки ва 
айни вақтда, асосий бўлими бўлиб, барча олий ўқув юртлари
да тегишли дастурга қараб у ёки бу ҳажмда ўқитилади. Илга- 
рилари «Чексиз кичик миқдорлар ҳисоби», «Дифференциал ва 
интеграл ҳисоб» номлари билан аталиб келинган бу курс 
кейинги пайтларда деярли ҳамма ерда математик анализ деб 
юритила бошланди, Курснинг бундай аталиши унинг мазмуни 
ва мақсадини ҳақиқатан ҳам тўла акс эттиради ва унинг вазифа
си функцияларни анализ — таҳлил қилиш эканлигини англата
ди. Бунда анализга кириш — ҳақиқий сонлар назарияси, ли- 
митлар назарияси, узлуксизлик; бир аргументли ва кўп 
аргументли функцияларнинг дифференциал ва интеграл ҳисоби, 
қаторлар назарияси, Фурье қаторлари назарияси кўзда тутила
ди. Шуни алоҳида таъкидлаш лозимки, анализ курси баён этиш 
тартибининг қатъийлиги билан характерлидир. Ундаги мавзулар 
деярли ҳамма вақт муайян кетма-кетликда булиши керак. Ана 
шундагина курснинг мантиқий изчиллиги ва яхлитлиги кўрина- 
ди. Аммо, бу кетма-кетликни сақлаган ҳолда математик анализ 
курсини турлича қуриш ҳам мумкин. Бундай куринтлар авва
ло қабул килинган математик қатъиятлик даражаси билан, 
баённинг тўлалик миқдори билан фаркланади. Турли олий 
ўқув юртлари (техник, педагогик, университетларнинг хар 
хил факультетлари) учун ёзилган дарсликларда ва қўллан- 
маларда бу вазиятни яққол кузатиш мумкин.

Табиийки, бевосита математика мутахассислиги бўйича 
таълим оладиган талабаларга мўлжалланган анализ курси 
ўзининг юқори даражада математик қатъияти ва изчиллиги 
билан фарқ қилмоғи керак.

Ушбу китобни ёзишда муаллифлар ана шу мураккаб ва
зифани бажаришга интилдилар. Китоб, асосан университет
лар ва педагогика институтлари математика, амалий матема
тика ва физика-математика факультетлари математик ана
лиз курси дастурларига мувофиқ ёзилган. Тошкент Давлат 
университетида кўп йиллар мобайнида мазкур курс бўйича 
ўқиган маърузаларимиз китобни ёзиш жараёнида ^катта ёр
дам берди. Шу билан бирга, китоб қўлёзмаси тайёр бўлгач, 
у маърузаларимизда «синов»дан ўтказилди.

Китоб ёзилиши жараёнида биз математик қатъият ^ва из- 
чилликни таъминлашга интилиш билан бирга яна қуйидаги- 
ларга амал қилдик.



Биринчидан. Маълумки, талабалар юқори курсларда ма
тематик анализнинг узвий давоми сифатида функционал ана
лиз курси билан танишадила(р. Ундаги асосий тушунчалар 
(функционал, оператор, метрик фазо ва ҳ. к.) абстракция 
даражаси нуқтаи назаридан анализнинг тушунчаларидан «бир 
погона» юқори ҳисобланади, шунинг учун уларни анализ кур
си давомида талабалар онгига сингдира бориш, уларни «бир 
қадам» илгарини кўришга ўргата бориш, фикримизча, иккала 
фанни эгаллаш учун ҳам фойда келтиради. Айни пайтда, та
лабалар математиканинг моҳиятлари билан танишиш имко
ниятига эга бўладилар. Бу эса бўлажак мутахассиснннг мате
матик жиҳатдан шаклланишида маълум методологик ахами
ятга эга.

Иккинчидан. Математик анализнинг турли соҳаларга тат- 
биқ доираси нихоятда кенг. Аммо шулардан энг муҳими, 
фикримизча, унинг ҳар хил математик объектларни (иррацио
нал сонларни, функцияларни, хос ва хосмас интегралларни) 
тақрибий ҳисоблашга қўлланишидадир. Сирасини айтганда, 
анализнинг барпо бўлишидаги асосий манбалардан бири хам 
шудир. Бундай масалалар ҳозирга қадар ҳам анализнинг та- 
раққиёти учун хизмат қилиб келяпти. Шу мулоҳазага таянган 
холда анализнинг тақрибий ҳисоблашларга қўлланишига 
асосий эътибор берилган. Бу ўринда муаллифлар ўз илмий 
изланишларидан ҳам фойдаланганлар.

Учинчидан. Асосий тушунчаларни киритиш, асосий факт- 
ларни шарҳлашда мумкин қадар соддароқ, тушунарлироқ 
фикр юритишга ва муайян тасаввур ҳосил қилингандан ке- 
йингина уларни математик қатъият ва изчиллик билан баён 
этишга ҳаракат қилинди. Бу ҳамма дарслик ва қўлланмалар 
учун ҳам фойдадан ҳоли бўлмаган ўзига хос методик ёнда
шиш бўлиб, китобдан техник олий ўқув юртларининг талаба
лари ва ўқитувчилари фойдалана олишлари учун имкон яра
тади-

Китоб қўлёзмасининг дастлабки вариантини синчиклаб 
ўқиб чиҳиб, уни илмий ва методик жиҳатдан яхшиланишига 
ўз ҳиссаларини қўшганлари учун доцентлар Э. X. Якубов ва 
Б. Наимжоновларга муаллифлар ташаккур изҳор қиладилар. 
Фикр-мулоҳазалари билан китобнинг янада яхшиланишига 
муносиб ҳиссаларини қўшганликлари учун профессорлар 
Л. И. Волковский, А. С. Саъдуллаев, X. Р. Латипов, доцент
лар А. Борисов, Р. Ғанихўжаевларга ҳамда махсус муҳаррир- 
лик вазифасини масъулият билан бажарганлиги учун Тош
кент Давлат университети профессори F. Н. Насритдиновга 
муаллифлар самимий миннатдорчилик билдирадилар. Қўл- 
ланмадаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифа- 
тини яхшилашга қаратилган фикр ва мулоҳазаларини бил
дирган ўртоқларга муаллифлар аввалдан ўз миннатдорчи- 
ликларини билдирадилар.



1 - Б О Б
ДАСТЛАБКИ ТУШУНЧАЛАР

Ушбу бобда математика фанининг барча тармоқларида қўллани- 
ладиган энг мулим тушунчалар ҳақида баъзи маълумотлар берилади. 
Бундай тушунчалардан тўплам ва акслантириш тушунчаларини кел
тириш мумкин. Улардан математик анализ курси давомида муттасил 
фойдаланиб борилади.

1-§# Тўплам, Тўпламлар устида амаллар

1. Т ўп лам  туш унчаси . Ҳар бир фанни ўрганиш аввало 
унинг асосий тушунчалари билан танишишдан бошланади. Тўплам 
тушунчаси математиканинг бошланғич тушунчаларидан бири бўлиб, 
у мисол лар ёрдамида тушунтирилади. Масалан, шкафдаги китоблар, 
барча тўғри касрлар, Қуёш системасидаги сайёралар, берилган нуқ- 
тадан ўтувчи тўғри чизиқлар тўплами ҳақида гапириш мумкин.

Тўпламни ташкил этган нарсалар (предметлар) унинг элементла
ри деб аталади.

Одатда, тўпламлар лотин ёки юнон алфавитининг бош ҳарфлари 
билан, унинг элементлари эса кичик ҳарфлари билан белгиланади. 
Масалан, Л, 5, , £, Ғ, лар билан тўпламни, а, Ьч с, 
лар билан тўпламнинг элементини белгилаймиз.

Агар А тўпламнинг элементи а бўлса, а £ А ёки А Э я каби ёзи
лади ва «а элемент А тўпламга тегишли» деб ўқилади. Акс холда 
а £ А ёки a g А деб ёзилади ва «а элемент А тўпламга тегишли эмас» 
деб ўқилади. Масалан, А =  {2, 4, б, 8, 10} бўлса, у холда 6 £ А, 
7 £А  булади.

Чекли сондаги элемент лардан ташкил топган тўплам чекли туп- 
лам деб аталади. Масалан, юқорида келтирилган тўпламлардан шкаф
даги китоблар чекли тўпламни ташкил этади.

Математикада кўпинча чекли булмаган тўпламларни — чексиз 
тупламларни қарашга тўғри келади. Масалан, барча тўғри касрлар, 
барча натурал сонлар, берилган нуқтадан ўтувчи барча тўғри чизиқ- 
лар тўплами чексиз тўпламларга мисол бўла олади.

Барча натурал сонлардан иборат тўплам N харфи билан белгила
нади ва

W =  { 1 ,2 ,3 , /г, .} ёки N =  {n: п =  1, 2, 3, .}



каби ёзилади. Яна бир мисол сифатида В =  {х: х2 — 5х 4- 6 =  0} 
тўпламни келтирайлик. Бу тўплам х2 — 5х +  6 =  0 тенглама илдиз- 
ларидан ташкил топган.

Юқорида биз тўплам унинг барча элементлари учун характерли 
булган хусусиятни, қоидани келтириш билан берил ишини, шунинг
дек, унинг барча элементларини бевосита кўрсатиш билан берилишини 
кўрдик. Айрим вақтларда туплам қандай характерли хусусиятга эга 
бўлган элементлардан ташкил топганлиги маълум бўлса ҳам, бундай 
хусусиятли элементлар мавжуд бўлмаслиги мумкин. Масалан, А тўп- 
лам т +  х =  rt тенгламанинг (n£N, m£N,  п <  т) натурал сонлар 
тўпламидаги илдизларидан ташкил топган дейилса, бу тўпламнинг 
битта ҳам элементи йўқлиги маълум бўлади. Бунга сабаб, берилган 
тенгламанинг натурал сонлар тўпламида илдизга эга эмаслигидир. 
Бундан кўринадики, элементга эга бўлмаган тўиламларни хам кўриш- 
га тўғри келади.

Битта хам элементга эга бўлмаган тўплам буш туплам дейила
ди ва 0  каби белгиланади.

Шуни таъкидлаш лозимки, тўпламни аниқлашда уни ташкил эт
ган элементлар орасида айнан бир-бирига тенг бўлган элементлар 
тўпламнинг элементи сифатида фақат бир мартагина олинади. Маса
лан, В тўплам х3 — З х +  2 =  0 тенгламанинг илдизларидан иборат 
бўлсин. Бу тенгламанинг илдизлари хг =  1, х2 =  1, х3 =  —2 булиб, 
улардан тузилган В тўплам деганда биз 1 ва — 2 элементлардан 
тузилган В =  {1, — 2} тўпламни тушунамиз.

Кўпинча тўпламлар, улар чекли ёки чексиз бўлишидан қатъи 
назар, символик равишда текисликда бирор шакл, масалан, доирача- 
лар билан тасвирланади. Бу эса тўпламлар устида бажарилган амал
ларни тасаввур қилишда, улар орасидаги муносабатларни ўрганишда 
анча қулайлик туғдиради (1-чизма).

Агар В тўпламнинг хар бир элементи А тўпламнинг ҳам элемен
ти бўлса, В тўплам А тўпламнинг қисми ёки қисмий туплами 
(туплам ости) деб аталади ва Bc z A  каби белгиланади (2* чизма). 
Масалан, В =  {2, 4, 6, 8}, Л =  {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} бўлсин. 
Бунда B c z A  эканлигини кўриш қийин эмас.

Бўш тўплам 0  ҳар қандай А тўпламнинг қисми (қисмий тўпла- 
ми) деб ҳисобланади.

Бирор А тўплам берилган бўлсин. Бу тўпламнинг барча ҳисмий 
тўпламларидан иборат тўпламни #*(Л) каби белгилаймиз. Равшанки,

1- чизма. 2- чизма.



0  6.Ғ (Л), А £ F  (Л). Ў  (Л) туплам элементларининг ўзи тўпламдир • 
Масалан, Л =  { 1, 2}, В =  {1, 2, 3} тупламлар учун

,Ғ(Л) =  {{1}, {2}, {1, 2}, 0},
Г(В) =  {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}, 0 }

бўлади. Умуман, элементлари сони п та булган туплам нинг барча 
қисмий тупламларидан тузилган туплн\пшнг элементлари сони 2я га 
тенг.

Агар туплам чексиз бўлса, унинг қисмий тупламларидан тузилган 
тўпламнинг элементлари сони беқиёс кўп булади.

1-таъриф . Агар А туплам В тўпламнинг қисми, В туплам А 
тўпламнинг қисми бўлса, у холда Л ва В тупламлар тенг тўплам- 
лар деб аталади.

Л ва В тупламлар тенг эканлиги А =  В каби ёзилади.
Масалан, А тўплам kn  кўринишдаги сонлардан иборат бўлсин, 

бунда 6 =  0, ± 1 , ± 2 ,  яъни А =  {а: а =  кп, k =  0, ±  1, 
± 2 , . .}.

В тўплам эса sin х =  0 тенгламанинг ечимларидан иборат бўлсин, 
яъни В =  {х: sin X' =  0}. Агар sinx =  0 тенгламанинг барча ечимлари 
х =  kn, А =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3 ,  . формула билан ёзилишини хи
собга олсак, А — В бўлишини кўрамиз. _

2-таъриф . Агар шундай ag Л топилсаки, а£ В  бўлса ёки шун
дай Ь£В топилсаки, Ь£А бўлса, у ҳолда Л ва В тупламлар тенг 
эмас дейилади.

Бу хол А Ф В каби ёзилади.
Масалан, ушбу А =  {2, 4, 6, 8}, В =  (1, 2, 3, 4} тупламлар 

тенг эмас.
2. Т у п ла мл ар  устида  амаллар.  Биз қуйида тўпламлар ус

тида бажариладиган амалларни келтирамиз.
3-таъриф.  Л ва В тўпламларнинг бар

ча злементларидан ташкил топган С туп
лам Л ва В тўпламларнинг йиғиндиси деб 
аталади.

Л ва В тўпламларнинг йиғиндиси С — 
=  Л U В каби белгиланади (3- чизма). Ма
салан, А =  {2, 4, 6, 8}, В =  {1, 2, 3, 4}, 
Е =  {2, 4, 6, 8, .},£> =  {!, 3, 5, 7, .} 

А^в бўлса, унда уларнинг йиғиндилари қуйида-
ги тўпламлардан иборат б\глади: Л (J В =

3-чизма. ={1, 2, 3, 4, 6, 8}, EU £> =  {!, 2, 3, 4,
,} =  N, Л иВ  =  {2, 4, 6, 8, ..}.
Юкорида келтирилган 3-таърифдан:

л и л  = л ,  л и в  =  в и л
келиб чиқади, шунингдек, агар A cz В бўлса, унда A\J В =  В була
ди.

4-таъриф.  Л ва В тўпламларнинг барча умумий элементларидан



4- чизма.

ташкил топган D т уплам Л ва В туплам- 
ларнинг кўпайтмаси дейилади.

Л ва В тўпламларнинг кўпайтмаси D =
=  А П В каби белгиланади (4- чизма). Ма
салан, А =  {2, 4, 6, 8}, В =  { 1, 2, 3, 4} 
бўлса, уларнинг кўпайтмаси Л П £ =  {2, 4} 
туплам булади. Тупламлар кўпайтмасининг
4-таърифидан бевосита

ЛПЛ - Л ,  А Г)В =  В[}А
келиб чиқади, шунингдек, агар Лс:В бўл* 
са, унда А П В =  Л бўлади.

Икки тўплам кўпайтмаси бўш тўплам, яъни Л f| В =  0  бўлса, 
у ҳолда Л ва В тўпламлар кесшимайдиган тупламлар дейилади. 
Масалан, £  =  {2, 4, 6, .}, Ғ =  {1, 3, 5, 7, .} тўпламлар кесиш- 
майдиган тўплпмлар бўлади, чунки В П ^  =  0 .

Биз тўпламларнинг йиғиндиси ҳамда кўпайтмаси таърифларини 
икки тўпламга нисбатан келтирдик. Агар Av  Л2, , Ап тўпламлар 
берилган бўлса, уларнинг йиғиндиси

Л  U Л, U .1МЯ
ҳамда кўпайтмаси

П ̂ 2 П -ПД*
юқоридагига ўхшаш таърифланади.

5-таъриф.  Л тўпламнинг В тўпламга тегишли бўлмаган барча 
элементларидан тузилган Е тўплам Л тўпламдан В тўпламнинг айир
маси деб аталади.

Л дан В нинг айирмаси В =  Л \В  каби белгиланади (5- чизма) 
Масалан, Л =  {1, 2, 3, 4, 5}, В =  {3, 6, 9, 12} бўлса, Л \В  =  {1, 2.
4, 5} ва В \Л  =  {6, 9, 12} бўлади.

Агар Л тўплам 5 тўпламнинг кисми (яъни Acz S)  бўлса, ушбу 
5 \Л  айирма Л тўпламни 5 тўпламга тўлдирувчи туплам деб ата
лади ва CSA каби ёзилади:

С5Л =  S \A .
6-таъриф.  Л тўпламнинг В тўпламга тегишли бўлмаган барча 

элементларидан ва В тўпламнинг А тўпламга тегишли бўлмаган бар-



ча элементларидан тузилган тўплам А ва В тўпламларнинг симмет
рия, айирмаси деб аталади. Симметрии айирма А Д В каби белги
ланади (6-чизма). Таърифга кура

ААВ =  (А \В )[)(В \А ).
Масалан, агар Л =  {1, 2, 3, 4, 5, 6}, В =  {4, 5, б, 7, 8, 9} бўлса, 
у ҳолда бу тўпламларнинг симметрик айирмаси

ААВ =  {], 2, 3, 7, 8, 9}
бўлади.

Икки А ва В тўплам берилган бўлсин. Биринчи элементи А тўп- 
ламга, иккинчи элементи В тўпламга тегишли бўлган тартибланган 
(а, Ь) жуфт лик ларни қарайлик:

а£Л,  Ь£В.
7-таъриф.  Барча (а, Ъ) кўринишдаги жуфтликлардан тузилган 

тўплам Л ва В тўпламларнинг Декарт купайтмаси деб аталади.
Тўпламларнинг Декарт кўпайтмаси Л X В каби белгиланади. 

Одатда А х  А тўплам Л2 деб белгиланади, яъни
ЛхЛ =Л2.

Масалан, Л =  {1, 2, 3}, В =  {2, 4} бўлсин. Бу тўпламларнинг Де* 
карт кўпайтмаси қуйидаги

ЛхВ={(1. 2), (I, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 2), (3, 4)}
тўплам бўлади. Умуман айтганда, А х В  Ф ВхА.

Юқорида тўпламларни ва улар устида бажарилган амалларни тас
вирлаш учун ишлатилган шакллар Эйлер — Виен диаграммалари деб 
аталади (1— 6-чизма лар).

3. Универсал  тўплам.  Юқорида киритилган амаллар ихти
ёрий тўпламлар учун, тўпламларнинг табиатига ҳеч қандай шарт 
қўймасдан таърифланди. Аммо бундай «умумийлик» баъзан конкрет 
ҳолларда маънонинг йўқолишига олиб келиши хам мумкин. Масалан, Л 
тўплам сифатида 2, 4, 6, 8, 10 сонлар тўпламини: Л =  {2, 4, 6, 8, 10}* 
В тўплам сифатида Қуёш системасидаги сайёралар тўпламини олсак,. 
уларнинг йиғиндиси ва кўпайтмаси формаль айтила олинса хам, 
муайян ғайритабиийликка олиб келиши равшан. Бундай маъносизлик 
холларини истисно килиш учун, одатда барча амаллар бирор уни
в ерсал  тў пл ам  деб аталувчи тўпламнинг қисмий тўпламлари ус
тида бажарилади деб хисобланади. Бу универсал туплам U ёки Q 
билан белгиланади. Масалан, юкорида келтирилган сонли мисолларда 
универсал тўплам сифатида натурал сонлар тўплами U =  Af =  {1, 2Ь
3, . } олиниши мумкин. Эйлер — Виен диаграммалари учун эса U 
сифатида текисликнинг нуқталари тўплами олиниши мумкин.

Математик анализ курси давомида, асосан, универсал тўплам си
фатида ҳақиқий сонлар тўплгми R (каранг 2-боб, 4-§) қаралади.

4. Тў п л а мн и  бўлаклаш.  Бирор Л тўплам берилган бўлиб* 
Av Л2, , Ап тўпламлар унинг қисмий тўпламлари бўлсин: Aka  
cz A (k =  1, 2, 3, , ti).



1°. А и л 2и .и а п =  а ,
2° Ak[)A£= 0  ( k ^ i \  Л, f =  1, 2, 3, , п)

шартлар бажарилса, {А1У А2, Аг)  система А да булаклаш ба
жарган ёки А тўплам Av Л2, , Ar тўпламларга бўлакланган 
дейилади.

Биринчи шарт Аи Л2, , Ап тупламлар йиғиндиси А туплам 
бўлишини, иккинчи шарт эса бу тўпламларнинг хеч бир иккитаси 
ўзаро кесишмаслигини билдиради. Иккала шарт биргаликда А даги 
ҳар бир элемент бўлаклашнинг битта ва факат битта элементига те
гишли бўлишини таъминлайди.

Баъзан {ЛА, Л2, , Ап} ни А даги булаклаш, At ларини эса 
бўлаклашнинг элементлари дейилади.

Табиийки, битта А тўпламда турли бўлаклашлар бажарилган 
бўлиши мумкин ва хар кандай {Ах, Л2> » Ап} бўлаклаш & (А) 
нинг қисмидир.

Мисол л ар. 1. Л =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} туплам берилган бўлиб, 
Л1 =  {1, 2}, Л2 — {3, 4}, Л3 =  {5, 6} бўлсин, РаЕшанки, Аха А ,  
А2а А , Л3сгЛ бўлиб,

1) ^ U ^ U ^ 3  =  {1. 2, 3, 4, 5, 6} =  Л,
2) Лх ПЛ2 =  0 ,  Л2ПЛ3 =  0> А1(]Аг =  0

бўлади. Демак, берилган Л тўплам Лх, Л2, Л3 тўпламларга бўлак- 
лангандир, ((Alt Л2, Л3) система Л тўпламдаги бўлаклашдир.)

2. Л={1,  2, 3, 4, 5, 6} бўлиб, Л j == {1}» Л2 =  {2}, Л3 =  {3}, 
Л4 =  {4}, Д5 =  {5}, Л6 =  {6} бўлсин. Бу ҳолда ҳам {Alt Л2, Л3, 
^ 4» ^ 5. ^g) система учун юқоридаги Г — 2°- шартлар бажарилади 
ва, демак, у Л даги булаклаш бўлади.

2- §. Акслантиришлар

1. Акслантириш тушунчаси .  Акслантириш тушунчаси ма
тематиканинг асосий тушунчаларидан бири. Акслантиришлар назария- 
сида бир тўпламнинг элементларини иккинчи тўпламнинг элементла
рига мос келтириш конуниятлари ўрганилади.

Икки Е ва Ғ тўплам берилган бўлсин.
8-таъриф.  Агар Е тўпламдан олинган ҳар бир х элементга 

(х £ Е ) бирор қоида ёки конунга кўра Ғ тўпламда битта у элемент 
(у £ Ғ ) мос қўйилган бўлса, у холда Е тўпламни Ғ тўплгмга акс- 
лантириш берилган деб аталади.

Акслантиришлар кўпинча f ҳарфи орқали белгиланиб, қуйидагича 
ёзилади:

f:E-+-F ёки х~-+у.
Е тўплам f акслантиришнинг аниқланиш соҳаси деб аталади.

Мисо ллар.  1. N = { \ ,  2, nt .}, ~  , . .  .j



(яъни

4. Тўғри бурчакли ABC учбурчак берилган бўлсин, Е тўплам 
АС катетнинг нуқталаридан, Ғ тўплам эса гипотенузанинг нуқтала- 
ридан иборат бўлсин. Е тўпламнинг ҳар бир х элементига Ғ тўп- 
ламнинг у  элементини 7-а чизмада кўрсатилганидек мос қўйиб, 
f:E-+~F акслантиришга, бу тўпламларнинг элементлари орасида 7- б 
чизмада кўрсатилганидек мослик ўрнатиб, бошқа, g:E-*-F акслан- 
тиришгз эга бўламиз.

Келтирилган мисоллардан бир тўплам элементларини иккинчи 
тўплам элементларига акслантиришлар {Е -*■ Ғ) турлича булиши мум
кин эканлигини кўрамиз.

п

эга бўламиз. Баъзан бу муносабат /(«) =  — каби хам ёзилади.

2. N ва N' тўпламлар берилган бўлиб, ҳар бир n £ N  сонга —г 

сонни мос қўйсак, яъни п-*-— , унда ушбу g : N- *N ' ,  яъни g(n)=П2
=  — акслантириш ҳосил булади.ла

Ф яъни ф (п)=  1
акслантиришга келамиз.

£

в

с
Еа б

7- чизма.

Е ва Ғ тўпламларнинг эле- 
ментларини нуқталар деб тасаввур 
қилиб, f : E - + F  акслантиришни

F I 8-чизмада кўрсатилганидек гео-
■у метрик ифодалаш мумкин. Маса- 
/  лзн, юкорида келтирилган 3-ми- 

солдаги ф (п) =  1 акслантириш
9- чизмадагидек тасвирланади.



9- чизма.

Ушбу f : E - * F  акслантириш берилган бўлсин. f акслантириш ёр
дамида Е тўпламнинг х элементига мос келган Ғ тўпламнинг у  эле
менти х элементнинг акси (образи) деб аталади ва y =  f{x) каби 
белгиланади. Энди Ғ тўпламда ихтиёрий у  элемент олайлик. Е тўп- 
ламнинг шундай х элементларини қарайликки, уларнинг акслари 
қаралаётган у га тенг бўлсин. Бундай х £ Е  элементлар у нинг асли 
(прообрази) деб аталади ва f~l {у) каби белгиланади, яъни f~~l (у)=
= {*: f(x)=y}-

Агар AczE бўлса, А тўплам элементларининг аксларидан иборат 
{f (*); х £ А} тўплам А тўпламнинг Ғ даги акси деб аталади ва у / (Л) 
каби белгиланади. Агар BczF бўлса, В тўплам элементларининг асл- 
ларидан иборат {х: f(x)£B} тўплам В тўпламнинг асли деб аталади 
ра у f~[ (В) каби белгиланади.

Мисол. N =  {1, 2, 3, , п, .}, УИ =  {— 1, +1}, тўплам- 
лар ва f(n) =  (— 1)л акслантириш берилган бўлсин. Бунда, масалан,
5 £N  нинг акси f (5) =  — 1 бўлиб, М тўпламда олинган 1 нинг асли 
эса f~[ (1) =  {2, 4, 6, 8, . .} жуфт сонлар тўпламидан иборатдир. 
N тўпламнинг қисми бўлган Л =  {3, 4} (AaN)  тўпламнинг акси 
/ (Л) =  {— 1, +1}  =  М бўлади. М тўпламнинг қисми бўлган В =  
=  {— 1} {BciM} тўпламнинг асли эса /_ l(S) =  { 1, 3, 5, 7, } 
бўлади.

1-теорема.  Ғ нинг қисмлари бўлган А еа В тупламлар ку- 
пайтмасинине асли бу тўпламлар аслларининг кўпайтмасига тенг:

Г 1 (Лпв) =  г ‘ (Л)Л f~l (B). (1-1)
Исбот.  (1.1) тенгликнинг тўғрилигини кўрсатиш учун ушбу 

Г ' ( А ( \ В ) ^ Г 1(А)(\ Г 1(В) ва r \ A )  f| f~ l (B)<=f~\Af\B)
муносабатларни исботлаш етарлидир.

Фараз қилайлик, х элемент f~l (Af)B) тўпламнинг ихтиёрий эле
менти бўлсин: x £ f ~ l {А 0 В). Бундан f{x)£Af\B келиб чиқади. Де
мак, f(x)£ А ва f(x)£B бўлади. Энди f(x)£A дан x£f ~[ (Л), шу
нингдек, f{x)£B дан х £ f (В) га эгамиз. Шундай қилиб, x £ f ~ l (A), 

(В), демак, *6 f 1 (А) П f~' (В). Биз f~l (А (]В) тўпламдан олин-



ган ҳар бир х элемент { 1 (.4) П / 1 (В) тўпламнинг ҳам элементи 
эканлигини курсатдик. Демак,

Г ' (А ( ]В )с Г ' (А )ПГ \В) . (1.2)
Энди х элемент / - |  {А) П f~l {В) тўпламнинг ихтиёрий элементи 

бўлсин: x£f~* (A)f)f~x (В). У ҳолда х 0 ~ '(А) ва х 6 (В) бўлади. 
Бундан эса, f{x)£A, f(x)£B га эга бўламиз. Демак, f(x)£Af\B 
бўлиб, натижада х £ f~l (A f) В) эканлигини аниклаймиз. Шундай қи- 
либ, f~l {А) П /_1 (В) тўпламнинг ихтиёрий х элементи f~l (Af]B) тўп- 
ламнинг ҳам элементи бўлади. Бу эса

Г'(А)ПГ'(В)<=Г'(АПВ) (1.3)
эканини англатади. (1.2) ва (1.3) муносабатлардан (1.1) тенглик ке
либ чиқади. Теорема исбот бўлди.

Қуйидаги теоремалар худди шунга ўхшаш исбот қилинади.
2-теорем a. Ғ нинг цисмлари бўлган А еа В тўпламлар йиғин- 

дисининг асли бу тупламлар аслларининг йиғиндисига тенг:

Г 1 (A U 5) = Г 1 (A) U Г '  Ф). (1.4)
3-теорема.  Е нинг цисмлари бўлган А еа В тўпламлар йиғин- 

дисининг акси бу тўпламлар акслари йиғиндисига тенг:

f(A\jB) =  f(A)[jHB). (1.5)
2. Ак сл ант ир иш нинг турлари.  Ушбу

f :E - + F
акслантириш берилган бўлиб, f(E) эса Е тўпламнинг акси бўлсин:

f(E) =  {f(x): xZE).
Равшанки, ҳар қандай акслантириш учун f(E)czF  муносабат 

ўринли.
9-таъриф.  Агар f :E- +F  акслантиришда } (Е) ф Ғ бўлса, бун

дай акслантириш Е тўпламни Ғ нинг ичига акслантириш деб ата
лади.

Ми со л. N =  {1, 2, 3, .}, N' =  j l ,  ^ , — , j  тупламлар

берилган бўлиб, f : N-> N'  акслантириш эса п (ёки f(n) =  —3 п \ 3 п
кўринишда берилган бўлсин. Бу акслантиришда N тўпламнинг акси
f (N) =  l ~ ; п =  1, 2, •] = |^ , j  тўпламдан иборат бў-
либ, f(N) Ф  N' бўлади. Демак, / акслантириш ичига акслантиришдир.
I-бандда келтирилган 2, 3-мисоллардаги ва 7-6 чизмадаги акслан
тиришлар хам ичига акслантиришлар бўлади.

Ичига акслантиришни 10-чизмадаги каби геометрик тасвирлаш 
мумкин.

10-таъриф.  Агар акслантиришда /(£) =  F бўлса, бун-



дай акслантириш Е тўпламни 
Ғ нинг устига акслантириш 
деб аталади.

Устига акслантиришни баъ
зан сюръектив акслантириш 
дейилади.

М и с о л .  Е туплам текис- 
ликдаги (а, Ь), а — 0, ±  1;
6 =  0, ± 1  нуқталардан ибо- 10-чизма.
рат: Е =  {(а, Ь): а =  0, ±  1;
Ь =  0, ±  1}, Ғ туплам эса 0, 1, 2 сонлардан иборат: Ғ =  (0, 1, 2}. 
Е тўпламнинг хар бир (а, Ь) элементини ушбу

(а, b)--*a2 +  b3
ҳоидага кўра Ғ тўпламнинг элементларига акс эттирувчи f акслан
тиришни қарайлик. Б у акслантириш сюръектив акслантириш  бўлади. 
Ч унки f (E)  =  {О, 1, 2} =  Ғ  Ш унингдек, аавалги бандда келтирилган  
1 - мисолдаги ва 7-а чизмадаги акслантиришлар устига акслантириш
га мисол булади.

1 1 - т а ъ р и ф .  А гар f : E - * F  акслантириш Е тўпламнинг турли  
элементларини F тўпламнинг турли элементларига акс эттирса, f  
инъектив акслантириш д еб  аталади.

Ю қорида 1 -бандда келтирилган 1 ва 2 -м и сол л ар да  каралган

/  (п) =  — ва g  {п) =  —  акслантиришлар инъектив акслантириш бў- 
п п2

либ, 2 -§  даги 3 - мисолда у ( п ) =  1 акслантириш эса инъектив бўл- 
майди.

1 2 - т а ъ р и ф .  А гар f : E- *~F  акслантириш усти га  акслантириш  
бўл са  ва ихтиёрий y £ F  элем ент Е тўпламдаги ягона элементнинг  
акси бўлса, /  акслантириш узаро бир қийматли мослик деб  атала- 
ди. ч

У заро бир қийматли мослик баъзан биектив акслантириш дейи
лади.

М и с о л .  Радиуслари r x ва r2(r1<r.r2) бўл ган  концентрик айлана- 
лар берилган. Е тўплам  гг радиусли айлана нуқталаридан, Ғ тўплам  
эса л2 радиусли айлана нуқталаридан иборат бўл си н . М арказдан чиқ- 
қан ҳар бир нур г х радиусли айланани х нуқтада, г2 радиусли айла- 
нани у нуктада кесиб ўтади. Ҳар бир х£Е  га у £Ғ  ни мос қўямиз. 
Н атиж ада Е тўплам нинг элементларини Ғ тўп -  
ламнинг элементларига акс эттирувчи /  акслан- Ғ
тиришни хосил қиламиз. Б у  акслантириш , рав
шанки, биектив акслантириш  бўлади  ( 1 1 - чизма).

1 -бан ддаги  1 - м исолда берилган f{ri) = ~  ,
п

n £ N  акслантириш ҳам биектив акслантиришдир.
3 . Т е с к а р и  акс’лантириш.  Биз юқорида 

/:£->■£ акслантириш ва унинг турларини қараб 
ўтдик. Маълумки, / : £ - > £  акслантиришда £



тўпламнинг ҳар бир х элементига бирор қоидага кўра Ғ тўплам- 
нинг битта у  элементи мос қўйилар эди. Энди f \ E - + F  акслан
тириш берилган ҳолда Ғ тўпламнинг ҳар бир элементини Е тўп- 
ламнинг битта элементига акс эттирувчи акслантиришни қараймиз. 
[ : Е -f-F акслантириш биектив, яъни ўзаро бир қийматли мослик 
бўлсин.

13-таъриф.  Ғ тўпламнинг ҳар бир у  элементига Е тўпламнинг 
битта х элементини мос қўядиган ва

g(y) =  g(f(x)) =  x
муносабат билан аниқланадиган g:F  -*-£ акслантириш / : Е -+■ Ғ акс 
лантиришга нисбатан тескари акслантириш деб аталади. / аксланти
ришга нисбатан тескари акслантириш каби белгиланади (12-о, б 
чизма).

12- чизма.

Мисол.  N =  {1, 2, 3, , п, .}, =  {1, — 2, 3, — 4,
(— 1)п'г ,л, .} тўпламлар берилган бўлиб, f :N-*-N1 аксланти
риш п -*-(— 1 )п+] п кўринишда бўлсин. Бу акслантириш биектив 
акслантиришдир. Унга тескари бўлган f~l : N1-+N  акслантириш ушбу 
(— 1 )п+1п-*-п кўринишда бўлади. Шунингдек, 1-банднинг 1-мисоли- 
даги акслантириш тескари акслантиришга эга бўлиб, у ---- *-п кўри-П
нишда бўлади. Шундай қилиб, f:E-*-F акслантиришга нисбатан тес
кари акслантириш мавжуд бўлиши учун:

1) f : E - + F  акслантириш сюръектив акслантириш бўлиши,
2) Ғ тўпламдан олинган хар бир у  элементнинг Е тўпламдаги 

асли /“ * (у) =  (f(x)) =  х ягона бўлиши керак.

3- §. Тўпламларни таққослаш

Одатда, кўпинча турли тўпламларни таққослашга, яъни уларни 
элементларининг миқдори бўйича солиштиришга тўғри келади.

Агар А ва В лар чекли тўпламлар бўлса, у ҳолда уларнинг эле- 
ментларини беЕосита санаш билан элементлар сони бир-бирига тенг
лигини ёки А тўпламнинг элементлари сони В тўпламнинг элемент
лари сонидан кўп ёки кам эканини аниклаш мумкин.

Агар А ва В тўпламлар чексиз тўпламлар бўлса, унда бу тўп- 
ламларнинг элементларини, равшанки, санаш йўли билан таққослаб 
бўлмайди. Аммо бу тўпламларни уларнинг элементларини бир-бири
га мос қўйиш йўли билан таққослаш мумкин.



14-таъриф. Агар А ва В туплам 
элементлари орасида ўзаро бир қий- 
матли мослик ўрнатиш мумкин бўлса, 
улар бир-бирига эквивалент туплам
лар деб аталади.

Эквивалент Л ва В тупламлар
А *-> В

каби белгиланади.
Масалан, тўғри бурчакли ABC уч

бурчак (д ABC) берилган бўлсин 13-чизма.
(13-чизма). Бу учбурчакнинг гипотену-
заси АВ нинг нуқталаридан иборат тўпламни Ғ деб, АС катетни 
ташкил этган нуқталар тўпламини эса Е деб олайлик. Бу Е ва Ғ 
тўпламларнннг элементлари орасида ўзаро бир қийматли мослик ўр- 
натиш мумкин. Ғ тўпламда олинган ҳар бир Р нуқтага шу нуқтадан 
АС га туширилган перпендикулярнинг асоси а  ни мос қўямиз ва 
аксинча. Бу эса Е ва Ғ тўплам элементлари орасида ўзаро бир қий- 
матли мослик мавжуд эканлигини кўрсатади. Демак, таърифга би- 
нови, Е ~  Ғ экан.

Шунингдек,
Л={ 1, 2, 3, 4, 5, 6}, В = {2, 4, 6, 8, 10, 12}, N = {  1, 2, 3, ., п , .
N' =  (l, —, —, ., —, .) тўпламлар берилган бўлса, унда А ~В  

( 2 3 п )
ва N ~  N' эканини кўрамиз.

Эквивалентлик тушунчаси тўпламларни синфларга "ажратиш им
конини беради.

Масалан, бизга қуйидаги тўпламлар берилган бўлсин:
А =  {2, 4, 6, 8, 10, 12}, В =  {1,2}, С={10, 11},D={1,3, 5, 7, 9, 11}, 
Е =  {1}. Бу тўпламлар орасида А ва D тўпламлар, В ва С тўплям- 
лар эквивалент: В ~ С .  Бунда А ва D  тўпламлар битта б
элементли тўпламлар синфига кирса, В ва С тўпламлар эса бошка
2 элементли тўпламлар синфига киради. Аммо Е  тўплам Л, В, С, D  
тўп лам ларнинг биронтасига хам эквивалент эмас. У бир элементли 
тўпламни ташкил этади.

Натурал сонлар тўплами N  берилган бўлсин. Бу тўпламга экви
валент бўлган тўплзмларга мисоллар келтирайлик:

7 ’ ’ 7 ’ '}’ n ^ t ’
N" =  {2, 4, 6, 8, . ., 2п, .}, п ч—*“2л;

ЛГ =  {1, 3, 5, 7, 2л — 1, .}, л — 2л— 1

ва Ҳ. к.
15-таъриф. Натурал сонлар тўплами N га эквивалент бўлган 

хар қандай тўплам саноқли тўплам деб аталади.
Натурал сонлар тўппями Л/ га =>увивяпрнт бўлган барча туплам* 

лар саноқли эт^ди.



Қуйидаги икки =  {1, 2, 3, ., я, .}, N" =  {2, 4, 6, ., 2nt 
.} тўплам берилган бўлсин. Бунда N"czN эканлиги равшан. Аммо 

юқорида N ~  Nr/ эканлигини таъкидлаган эдик. Демак, N" cz /V, 
N" ~  N

Тўпламнинг қисми ўзига эквивалент бўлиши факат чексиз туп
лам л дргагина хосдир.

Биз юқорида мисол тариқасида келтирган тўпламларимиз асосан 
чекли тўпламлар ёки саноқли тўпламлар эди. Табиийки, чексиз, аммо 
саноқли бўлмр.ган тўпламлар борми? — деган савол туғилади. Бундай 
тўпламлар мавжуд. Улар билан кейинроқ танишг.миз (3- боб, 8- § нинг
3-бандига қаранг).

Эквивалент тўпламлар синфининг миқдорий характеристикам си
фатида тўпламнинг қуввати тушунчаси киритилади. Чекли тўплам- 
лар учун қувват тўплам элементларининг сонидан иборатдир.

4-§. Математик белгилар

Туплам тушунчаси билан танишишда биз баъзи бир математик 
белгиларни ишлатдик. Масалан, «Л тўпламнинг элементи а» ёки «а 
элемент А тўпламга тегишли» дейилганда а £ А деб тегишлилик бел
гиси «6» ни ишлатдик. Шунингдек, «с:» ёки «zd» белги бир тўплам 
иккинчи тўпламнинг қисми бўлганида қўлланилган эди.

Математикада баъзи холларда ёзувни қисқартириш мақсадида тез- 
тез учрайдиган сўз ва сўз бирикмалари ўрнига махсус белгилар иш
латилади.

«Агар бўлса, у ҳолда бўлади» ибораси «=>» — имплика
ция белгиси орқали ёзилади.

Масалан, Л, В ва С тўпламлар берилган бўлсин. «Агар Л с В ,  
В cz С бўлса, у холда A cz С булади» иборасини қуйидагчча ифода
лаш мумкин:

А а  В, В czC=> А а  В.
Икки эквивалент тасдиклар эквивалентлик белгиси «<£>» орқали 

ёзилади. Масалан,
(А\В) U (В\А) = 0  (A U В)\(А П В) =  0 .

«Хар қзндай», «ихтиёрий», «барчаси учун» сўзлари ўрнига «V» 
умумийлик кеантори белгисидан фойдаланилади.

«Мавжудки», «юпиладики» сўзлари ўрнига «3» мавжудлик кван
торы белгиси ишлатилади. Масалан:

1) «Ихтиёрий п хамда т натурал сонлар йиғиндиси яна натурал 
сон бўлади» иборани

Y n$N,  Y m£N^>(n + m ) $ N
каби ёзиш мумкин.

2) «Икки Л ва В тўпламлар кўпайтмаси бўш эмас» деган ибо
рани

А[ ) В ф 0  ёки З а :  а£Л, а£В



Шундай қилиб, £, €, а ,  =*-, <=>, V , 3  математик белгиларни 
кўриб ўтдик. Биз улардан кулай келганда, фойдаланиб борамиз.

Математик белгиларнинг ишлатилиш мазмунини қулайлик учун 
қуйидаги жадвалда ифодалаймиз:

Л'9 Математик
белгилар

Математик белгиларнинг ишлатилиш 
мазмуни

1 6 т е г ишли лик б е лг ис и ,  а элемент А тўпламнинг 
элементи булса, а £ А  каби ёзилади.

2 6 т е г ишли э ма с лик белг_иси.  b элемент В тўп- 
ламнинг элементи бўлмаса, b £ В каби ифодаланади.

3 С қисм белгиси.  А туплам В тупламнинг қисмибўл- 
са, у A cl В каби ёзилади.

4 V у му ми й л и к  к в а н т о р и б е лг ис и .  «Ҳар қандай», 
«ихтиёрий», «барчаси учун» сўзлари ва сўз бирикмалари 
ўрнида ишлатилади.

5 3
ма в жу д л и к  к в а н т о р и  б е л г и с и .  «Мавжудки», 
«топиладики» ўрнида ишлатилади.

6 =ф- импликация бе лг ис и .  «Агар . булса, у ҳол- 
да булади» ибораси урнида ишлатилади.

7 э кв ив а л е н т л ик  б е лг ис и.



Сон тушунчаси узоқ ўтмишдан маълум. Одамлар санаш тақозоси 
билан дастлаб 1 , 2 , 3 ,  . — натурал сонларни қўлланганлар. Сўнг- 
ра манфий сон, рационал сон ва, ниҳоят, хақиқий сон тушунчалари 
киритилган ва ўрганилган. Албатта, бу тушунчалар китобхонга урта 
мактаб математика курсидан маълум. Шунинг учун хам қуйида (шу 
бобнинг 1-, 2- § ларида) натурал сонлар, бутун сонлар, рационал сон
лар тўпламларининг энг муҳим хоссалари қисқагина баён этилган. 
Ҳақиқий сон тушунчасига келганда шуни айтиш керакки, унинг ки- 
ритилиши математик анализ учун каноатланарли даражада эмас. Шу 
сабабга кўра қуйида (шу бобнинг 3—5- § ларида) ҳақиқий сон тушун
часини Дедекинд бўйичч киритамиз ва ҳақиқий сонлар тўпламининг 
хоссаларини батафсил ўрганамиз.

1-§. Натурал сонлар. Бутун сонлар

1. Н ат у рал  сонлар.  Маълумки, N =  {1,2, 3, .} — барча 
натурал сонлар тўпламини ифодалайди. Бу тўпламдан олинган ихти
ёрий натурал п, т ва р сонлар учун қуйидаги икки тасдиқнинг ўрин- 
ли экани равшан:

1) п =  т, п > т ,  п < т  муносабатлардан биттаси ва фақат бит- 
таси ўринли,

2) п <  т, т с  р тенгсизликлардан п <  р тенгсизликнинг ўринли 
экани келиб чиқади.

Агар бирор Е тўпламнинг элементлари учун юқорида келтирил
ган 1) ва 2) муносабатлар (тасдиқлар) ўринли бўлса., Е тўплам тар
тибланган туплам дейилади. Натурал сонлар тўплами тартибланган 
тўпламга дастлабки мисол бўла олади.

Агар Е тартибланган тўплам бўлиб, унда шундай х0 элемент 
мавжуд бўлсаки, V х £ Е учун х =  х0 ёки х >  ха (х <  х0) бўлса,
Е нинг энг кичик (энг катта) элементи дейилади. Тартибланган тўп- 
ламда энг кичик (энг катта) элемент мавжуд бўлиши ҳам, бўлмас- 
лиги хам мумкин.

Натурал сонлар туплами элементларини ўзаро таққослаб, бу тўп- 
лам элементлари орасида энг кичик элемент мавжудлигини ва у 1 
сони эканлигини топамиз. Аммо N тўплам элементлари орасида энг 
катта элемент йўқ. Ҳақиқатан, ҳар бир п £ N учун яна А' га 
тегишли п +  1 сон топилади.

Маълумки, натурал сонлар тўплами N да иккита амал қўшиш 
(п 4- т) ва кўпайтириш (п ■ т) амаллари киритилади ва улар қуйида- 
ги хоссаларга эга бўлади.

Г Коммутативлик :  п-т-т =  т-\-п, п т =  т п.
2°. А с с о ц и а т и в л и к: (п +  т) +  р =  п +  (т +  р), (n-rri)p—

— п (т-р).
З3 Д и с т р и б у т и в  лик: (п •+• т)-р — п-р +  т р .



4° ;V тўпламда шундай k элемент борки, k -п =  n-k  =  п булади. 
Бу элемент k =  1 дир.

Кўпгина масалаларни натурал сонлар тўпламида ҳал қилиб бўл- 
майди. Масалан, қуйидаги содда

х +  2 =  1 (2.1)
тенглама натурал сонлар тўпламида ечимга эга эмас, яъни шу тенг
ламани қаноахлантирадиган нлтурал сон мавжуд эмас. Бу хол нату
рал сонлар тўпламини кенгайтиришни тақозо этади.

2. Бутун сонлар. Барча манфий натурал сонлар, ноль сони 
ва барча натурал сонлардан иборат тўплам бутун сонлар тўпламини 
ташкил этади ва у одатда Z  ҳарфи билан белгиланади:

Z =  {. — п, ., — 3, —2, — 1, 0, 1, 2, 3, . пу .}.
Равшанки, N a  Z.
Бутун сонлар тўплами натурал сонлар тўплами каби тартиблан

ган тўплам бўлади. Бутун сонлар тўпламида энг кичик элемент хам, 
энг катта элемент хам мавжуд бўлмайди. Бутун сонлар тўпламида 
қўшиш, кўпайтириш амаллари билан бир қаторда айириш амали 
(р —q) хам киритилади ва бу амалларга нисбатан 1-банддаги 1°, 2°, 
3°, 4°-хоссалар билан бирга яна қуйидаги хоссалар хам ўринлидир:

5° Y f i z z  элемент учун Z тўпламда шундай элемент— q мав- 
жудки, q +  (— q) =  0 бўлади.

6° Y q £ Z  элемент учун <7 +  0 =  0 -r 9 =  g бўлади.
7° Y q(~Z элемент учун q • 0 =  0 • q =  0 бўлади.
Z гўплам элементлари учун киритилган қўшиш ва кўпайтириш 

амаллари N тўплам элементлари учун киритилган шу амал ларнинг 
Z га тарқатилшиидир.

Юкоридаги (2.1) тенглама бутун сонлар тўпламида ечимга эга. 
Натурал сонлар тўплами N бутун сонлар тўплами Z гача кенгайти- 
рилса-да, бу Z тўпламда ҳам кўпгина масалалар ечилавермайди. Ма
салан, ушбу содда

2х +  5 =  0 (2.2)
тенглама бутун сонлар тўпламида ечимга эга эмас. Бу ҳол, юқори- 
дагидек, бутун сонлар тўпламини хам кенгайтириш зарурлигини кўр- 
сатади.

2-§. Рационал сонлар тўплами ва 
унинг хоссалари

I. Рационал сонлар. Ушбу кискармайдиган г =  —, p€Z,п
n d N  каср кўринишида тасвирланадиган ҳар бир сон рационал сон 
дейилади. Барча рационал сонлар тўпламини Q деб белгилаймиз.

Юқоридаги р ва п сонларнинг i дан бошка умумий бўлувчилари 
йўқлигини (р, п) =  I белги билан ифодалаймиэ. Шундай қилиб,

Q =  jr: r =  (Р. я )=  1, p£Z,  rt£N^.



Рационал сон ларнинг юқорида келтирилган таърифи қуйидаги таъ
рифга эквивалент: чексиз даврий ўнли каср кўринишида тасвирлана- 
диган хар бир сон рационал сон дейилади.

Равшанки,

Шуни таъкидлаш лозимки, тўпламдаги бир хил элементлар унинг 
битта элементи сифатида олинганидек, Q тўпламда хам бир-бирига 
тенг булган рационал сонлар битта элемент деб қаралади. Масалан,
2 4 8 16 * 2у , —, — , —  рационал сонлар битта — га тенг булган рационал
сон деб олинади.

Рационал сонлар тўплами Q хам бутун сонлар тўплами каби тар
тибланган. Рационал сонлар тўпламида энг кичик элемент хам, энг 
катта элемент хам мавжуд бўлмайди.

Рационал сонлар тўпламида қўшиш, кўпайтириш, айириш амал
лари билан бир қаторда бўлиш амали (нолга тенг бўлмаган сонга)

ҳам киритилади ва бу амалларга нисбатан ушбу хоссалар ўрин-
лидир (бу хоссаларда г, t ва s лар ихтиёрий рационал сонлар):

1° Коммутативлик:  г +  t — t +  г, r t ~ t r
2° А ссо циат ив л и к: (г -W) -г s =  г +  (£ +  s), (r-f) s =  г (f-s).
3° Дистрибутивлик:  (г +  О s =  г s -{-t s.
4° Ноль сонининг  х у с у с и я т и :  г +  0 =  г, r-Q = 0 .
5° Бир с о нининг  х у с  ус ияти: г-1 =  г 
6° Қарама-қарши э ле ме н т н и н г  мавжудлиги:  Y r €Q 

учун шундай — r£Q  сон мавжудки. г +  (— г) =  0 булади.
7° Тескари э ле ме нтнинг  мавжудлиги:  Y r €Q (г=^0)  

учун шундай r~x^Q сон мавжудки, г - г~1 =  1 бўлади.
8° V r £ Q, Y  t(zQ, Y s € Q сонлар учун г >  t бўлганда г +  

s г> t  -f- s.
9° Y r£Q,  Y t£Qj  Y^CQ ( s >0 )  сонлар учун r > t  бўлгандд 

r - s > / - s  бўлади.
10° Ихтиёрий икки мусбат г ва t рационал сонлар учун шун

дай натурал сон п мавжудки, п - г > £  бўлади. Бу хосса одатда Ар
химед аксиомаси деб хам юритилади.

2. Рационал сонлар тўпламининг  зичлиги.  Бу банд- 
да рационал сонлар тўплами Q нинг тартибланганлик хоссаси билан 
боғлик бўлган яна бир хоссасини караймиз.

Фараз қилайлик, r£Q, t £Q ва r c t  бўлсин. У холда — 

ва г <  <  t- Бу эса ихтиёрий г ва t рационал сонлар орасида 

•- рационал сон бор эканлигини кўрсатади. — сонни s билан
2 uJfr* i ^

белгилаб, г ва s сонлар орасида жойлашган ҳамда s ва t ора-
S t исида жойлашган —— рационал сонлар борлигини курамиз:

Nc z Zc z Q.



Бу жараённи исталганча давом эттириш йўли билан ихтиёрий г ва t  
рационал сонлар орасида чексиз кўп рационал сонлар борлиги аниқ- 
ланади. Мана шу хосса рационал сонлар тўплами Q нинг зичлик хос
саси дейилади.

3. Рационал сонли чегараланган ва чегараланма
ган тўпламлар. А рационал сонлардан тузилган бирор туплам 
бўлсин.

1-таъриф. Агар шундай рационал г сон (s сон) мавжуд бум- 
саки, ^ а £ А  учун а <  г (а >  s) бўлса, А тўплам юқоридан (қуйи- 
дан) чегараланган деб аталади, г рационал сон (s рационал сон) эса 
А тўпламнинг юқори (қуйи) чегараси дейилади.

Масалан, А =  |—, .j тўплам юқоридан чегараланган,.
чунки бу тўпламнинг хар бир элементи 1 дан кичик. N = {1, 2, 3, 

.} тўплам қуйидан чегараланган, чунки бу тўпламнинг хар бир 
элементи 0 дан катта.

2-таъриф. Агар А туплам хам юқоридан, ҳам қуйидан чегара
ланган бўлса, у чегараланган деб аталади.

Масалан, А =  .j тўплам чегараланган, чунки бу
тўпламнинг ҳар бир элементи 0 дан катта, 1 дан кнчик.

Айтайлик, А тўплам (A a  Q) юқоридан (қуйидан) чегараланган 
бўлсин. У ҳолда, равшанки, бу тўпламнинг юкори (қуйи) чегаралари 
чексиз кўп бўлади.

Мисоллар. 1. Ушбу
A =  {r: r£Q\  г <  1}

тўпламни карай лик. Бу тўпламнинг юқоридан чегараланганлиги рав
шан. Унинг юкори чегараларидан иборат тўплам

В =  {г: г GQ; г >  1}
бўлади. В тўплам элементлари орасида энг кичиги мавжуд ва у 1 га 
тенг.

2. Барча манфий рационал сонлар, ноль сони ва квадрати 2 дан 
кичик бўлган мусбат рационал сонлардан иборат тўпламни А дейлик:

А =  {г: г £ Q, г <  0} (J {г: г £ Q, г >  0, г2 < 2}.
Бу тўплам юқори дан чегараланган. Квадрати 2 дан катта бўлган хар 
бир мусбат рационал сон А тўпламнинг юкори чегараси бўлади. Де
мак, А нинг юқори чегараларидан иборат тўплам

В =  {г: г £ Q, г >  0, г2 >  2} 
бўлади* Бу В тўплам элементлари орасида энг кичик сон мавжуд

* Квадрати 2 га текг булган рационал сон мавжуд эмас. 28- бетдаги
1- теоремага қаранг.



бўлмайди. Шуни исботлаймиз. В тўпламдан r0 сонни {r0£B,  r0>  1) 
олиб, унинг ёрдамида ушбу

г, =  гп
4  — 2 /  гХ — 2 \
0 _  ( о <  —— <  1

о 1 2r0 }2 'о
рационал сонни ҳосил киламиз. Бу гх рационал соннинг квадрати 
2 дан катта бўлади. Хақиқатан,

± ± \ ' = r * - 2 r  r l ~ 2 1 ( Г°2~ 2 У .2r„ / 0 ° 2r0 + l 2r. j 
>  ro — (ro — 2) =  2.

Демак,
Шундай қилиб В тўпламда r0 сондан кичик бўлган r t рационал 

соннинг мавжуд булиши кўрсатилди. Бу эса В тўпламнинг элемент
лари орасида энг кичиги мавжуд эмаслигини билдиради.

3. Ушбу
А =  {г: r£Q; г >  1}

тўпламни қарайлик. Бу тўплам қуйидан чегаралангандир. Унинг 
қуйи чегараларидан иборат тўплам

В =  {г: r£Q; г <  1}
бўлади. В тўплам элементлари орасида энг каттаси мавжуд ва у 1 га 
тенг.

4. Квадрати 2 дан катта бўлган барча мусбат рационал сонлар
дан иборат тўпламни А дейлик:

А =  {г: r£Q.  г >  0, г2 >2}.
Бу туплам қуйидан чегараланган. А нинг қуйи чегараларидан ибо
рат тўплам

В =  {г: г 6 Q, г <  0} U {г: г £ Q, г >  0, г2 <  2}
бўлади. Бу В тўплам элементлари орасида энг катта сон мавжуд 
бўлмайди. Шуни кўрсатамиз. В тўпламдан у  го сонни (г0€б, г0 >  1) 
•олиб унинг ёрдамида ушбу

2 — г2п I 2 —V®
г, =г„ 0 1 0 <  — -  <  1

2го~г I ч 2r0-(- 1 
рационал сонни ҳосил қиламиз. Бу г1 рационал соннинг квадрати 
2 дан кичик бўлади. Ҳақиқатан,

г- J r  + 2_ i i i y  =  r2-i_2r +
1 1 °  2r„+l /  • '  2re+ 1 \2r. 4- l/

Демак,
Шундай килиб, В тўпламда г0 сондан катта бўлган гх рационал



соннинг мавжуд бўлиши кўрсатилди. Бу эса В тўпламнинг элемент
лари орасида энг каттаси мавжуд эмаслигини билдиради. Юқорида 
келтирилган мисоллардан кўринадики, рационал сонлар тўплами юқо- 
ридан (қуйидан) чегараланган бўлса, бу тўпламнинг юқори (қуйи) 
чегаралари орасида энг кичиги мавжуд (энг каттаси мавжуд) бўлиши 
хам мумкин (1, 3-мисоллар), мавжуд бўлмасдан қолиши хам мумкин 
(2, 4-мисоллар).

3-таъриф. Юкоридан чегараланган А туплам (AczQ)  юқори 
чегараларининг энг кичиги (агар у мавжуд бўлса) унинг аниқ юқо- 
ри чегараси деб аталади.

У sup А каби белгиланади.
Бу лотинча supremum — «энг юқори» деган маънони англатувчи 

сўздан олингандир.
4-таъриф. Қуйидан чегараланган А тўплам (Лсгф) қуйи чега

раларининг энг каттаси (агар у мавжуд бўлса) унинг анщ қуйи че- 
гараси деб аталади.

У infЛ каби белгиланади.
Бу лотинча infimum «энг қуйи» деган маънони англатувчи сўз- 

дан олингандир.
Мисол лар. 1. Юқорида келтирилган

А =  {г: г (EQ; г <  1}
тўпламнинг аниқ юкори чегараси мавжуд ва у 1 га тенг: sup А =  1.

2. Ушбу
А =  {г: г £Q; г >  1} 

тўпламнинг аниқ қуйи чегараси мавжуд ва у 1 га тенг:
inf Л =  1.

4. Тўғри чиз иқнинг хоссалари.  Сонлар ў қ и. Биз ушбу 
бандда тўғри чизиқнинг хоссаларини келтирамиз. I — тўғри чизиқ, 
М эса шу тўғри чизиқдаги нуқта бўлсин.

1° Тартиб л анганлик хоссаси.  Икки турли М ва Р (М£19 
Р£1)  нукталардан бири иккинчисига нисбатан чапда жойлашган.

2° Чегарасиз  лик хоссаси.  Ҳар кандай M £ l  нуқта учун 
/ тўғри чизиқда шундай Р ва S нуқталар тогтиладики, булардан би
ри М нуктадан чапда, иккинчиси эса М нуктадан ўнгда жойлашган 
бўлади.

3° 3 ичлик хоссаси.  Ҳар қандай икки турли М ва Р (М£1, 
Р£1)  нукталар учун камида шундай битта S нуқта (S£l )  топила
дики, бу нуқтаТИ ва Р нуқталар орасида жойлашган бўлади.

Тўғри чизиқдаги ихтиёрий икки М ва Р нуқталарни олайлик. М 
нуқта Р нуқтадан чапда ётсин. Тўғри чизиқнинг М ва Р ҳамда 
улар орасидаги барча нуқталаридан иборат тўллам кесма деб ата
лади ва МР каби белгиланади. Бунда М нуқта МР кесманинг чап 
учи, Р нуқта эса шу кесманинг ўнг учи дейилади.

Тўғри чизиеда икки МР ва М Р' кесма берилган бўлсин. Агар МР 
кесмани тўғри чизиқ бўйлаб суриш натижасида М нуқта М' нуқта 
устига, Р нуқта Р’ нукта устига тушса (бунда М билан Р ораси-



О £

14- чизма.

даги нуқталар̂ М' билан Р' орасидаги нуқталар устига тушади), у 
ҳолда МР  кесма М'Р' кесмага тенг дейилади.

I тўғри чизиқ ва бу тўғри чизиқда ихтиёрий нуқта олайлик (14- а  
чизма). Бу нуктани О ҳарфи билан белгилаймиз. О нукта (бош- 
ланғич нуқта) тўғри чизиқни икки қисмга— икки нурга ажратади. 
Бу нурлардан бирининг йўналишини мусбат, иккинчисиникини эса 
манфий деб келишиб оламиз. Одатда О куқтадан ўнг томондаги нур- 
ни мусбат йўналишда, чап томондаги нурни эса манфий йўналишда 
олинади. Шунингдек, масштаб кесмаси ОЕ ни (бу кесманинг узун
лиги 1 га тенг) тайинлаймиз. Бундай тўғри чизиқ сонлар уқи деб 
аталади.

Равшанки, сонлар ўкидаги хар бир М  нуқта шу ўеда ОМ (ёки 
МО) кесмани хосил килади.

5. Рационал сон лар ни гео метрик тасвирлаш. а) Бу
тун сонларни геометрик тасвирлаш. Сонлар ўқини олайлик. Бу ўқ- 
нинг бошланғич О нуқтасини ноль сонининг геометрик тасвири деб 
атаймиз.

Масштаб кесмаси (масштаб бирлиги) ОЕ ни О нуқтадан бошлаб 
ўнг ва чап томонларга қўямиз. Бу бирлик кесманинг бир учи О нуқ- 
тада бўлиб, иккинчи учи эса ўнг томондаги нурда М 19 чап томон- 
даги нурда эса М ~ х нукта ларни белгилайди. Шу усулда масштаб 
бирлигини кетма-кет О нуктанинг ўнг ва чап томонида жойлашган 
нурларга қўйиб, М 2, М 3, Af4, ’ва М _ 2, М _ 3, /W_4, нуқта- 
ларни топамиз. Бунда 1, — 1 бутун сонларга М 19 М _ г нукталарни,
2, —2 сонларга М 2, М _ 2 нуқталарни ва ҳ.к. мос қўйиб, натижада,
1, 2, 3, . сонларга тўғри чизиқда М 19 М г, М Ъ9 нуқталар, — 1,
— 2, —3, сонларга эса М _ 19 М _ 2> М_3, . нуқталар мос ке
лишини кўрамиз. I тўғри чизиқдаги M l9 М 21 М 3, ва М _ 19 М _ 2> 

нуқталар ”1, 2, 3, . ҳамда — I, —2, —3, бутун 
сонларнинг геометрик тасвири булади (14-6 чизма).

б) Ихтиёрий рационал сонларни геометрик тасвирлаш. Ихтиёрий 
рационал сонни геометрик тасвирлашдан аввал бирлик кесма (масш
таб бирлиги) нинг — (n £N )  қисмини топишни айтиб ўтамиз.

Бир катети бирлик кес
ма ОЕ9 иккинчи катети бир
лик кесмани п марта қў- 
йишдан хосил булган OF 
кесмадан иборат OFE тўғри 
бурчакли учбурчакни карай- 
лик (15-чизма). Бу a  ОҒЕ 

f2 F нинг OF томонидаги 1, 2,
3, п — 1 сонларни тас-

15- чизма. вир ловчи нукталар Fl9 F2,



Ғп_ { бўлсин. Натижада OF катетда бир-бирига тенг булган п 
та 0FV Т7̂ ,  Ғп_jF кесмалар ҳосил бўлади.

Энди OF катетдаги Fv Ғ2, Ғп_{ нуқталардан ҒЕ гипоте- 
нузага параллел тўгри чизиқлар ўтказамиз. Бу тўғри чизиқларнинг 
ОЕ катет билан кесишган нуқталари £ lf Ег, Еп_ { бўлсин. Рав- 
шанки, бу нуқталар ОЕ да OEv ЕгЕг, кесмаларни хо
сил қилади. Демак, ОЕ бирлик кесма п та 0Е1У ЕгЕ2, Еп_ {Е 
кесмаларга ажралди. Фалес теоремасига кўра бу кесмалар бир-бирига 
тенг булади. Демак, 0ЕХ кесма ОЕ кесманинг — кисмига тенг.

п
Масштаб кесмаси ОЕ нинг — кисми булган ОЕг кесмани О нук-

п
тадан бошлаб ўнг ва чап томонларга қўямиз. Бу кесманинг бир учи
О нуқтада бўлиб, иккинчи учи эса ўнг томондаги нурда М , ,  чап

п
томондаги нурда эса М . нукталарни белгилайди. Энди — в а -----

----- - tl л
11

сонларга М ( ва М , нуқталарни мос қўямиз. ОЕ1 кесмани О нуқ-
п ~п

тадан унинг ўнг ва чап томонларидаги нурга кетмп-кет т марта
«« т тқуииш натижасида — хамда------рационал сонларни геометрик тас-

п * п
вирловчи Мт ва М т нуқталарни топамиз. Шу йўл билан I тўғри

" “ л
чизиқда г =  — £ Q сонни геометрик тасвирловчи нукта топилади. Ма

салан, ушбу “ £Q сонни тасвирловчи нуктани топиш учун аввал

масштаб бирлигини О нуқтадан ўнг томонга бир марта жойлашти- 
риб, Мх нукта топилади. Сўнгра бу нуктадан бошлаб масштаб 
бирлигининг — кисмини қўйиб, — сонни геометрик ифодаловчи Мь

4

нуқтани топамиз.
Шундай қилиб, рационал ’сонлар тўпламидан олинган ихтиёрий

r =  ~  (w £ Z, t i£N)  сонга тўғри чизиқда битта Mr нуқта мос ке

лади. Бунда — сонга Мт нуқта, (m ^Z, сонга М
П -  п, —

п th
нуқта мос келиб, — <  — бўлса, М нуқта М т нуқтадан ўнгда 

п п 1 —i  —
ni петади.

Бундан кейин қулайлик учун r£Q сонга тўғри чизиқда мос ке
ладиган нуқтани Мг каби белгиламасдан г нукта деб олаверамиз.



Рационал сонга мос келадиган тўғри 
чизиқдаги нукта рационал нуқта ҳам 
деб аталади.

6. Р а ц и о н а л  сонлар  тўпла-  
мини кенг айтириш зарурияти.  
Биз аввалги бандда ҳар бир рационал 
сонга тўғри чизиқда битта нуқта (ра
ционал нуқта) мос қўйилишини кўриб 
ўтдик. Аммо тўғри чизиқда шундай 
нуқталар борки, улар бирорта ҳам

16-чизма. рационал сонга мос қўйилган бўлмай-
ди. Шуни кўрсатайлик.

Томони бир бирликка тенг бўлган О ABC квадратни карайлик 
(16-чизма). Бу квадратнинг диагонали ОВ нинг узунлиги V2 га 
тенг. Цйркулнинг учини О нуқтага қўйиб, радиуси ОВ га тенг бўл- 
ган айлана чизайлик. Бу айлана О А томон жойлашган тўгри чизиқ- 
ни D нуқтада кесади. ОА <  ОВ бўлгани учун D нуқта А нуктадан 
ўнгда жойлашган бўлади. Равшанки, ОВ == OD =  у г2 , демак, D нуқ- 
тага V2  сон мос келади. V2 эса рационал сон эмас. Бу қуйидаги 
теорема да исботланади.

1-т е орем а. Рационал сонлар тўплами Q да квадрати 2 га 
тенг булган рационал сон мавжуд эмас.

Исбот.  Тескарисини фараз килайлик, яъни Q тўпламда шундай
қисқармайдиган — (р £Z, n£N)  каср кўринишда ёзиладиган рацио- 

п
нал сон борки, бу сон учун

( ! ) ! =2 <“ >
тенглик ўринли бўлсин. (2.3) тенгликни

р2 =  2 п2 (2.4)
каби ёзиб оламиз. Бундан р жуфт сон эканлиги кўринади. Демак, 
р =  2т (m£Z)y р нинг қийматини (2.4) га қўйиб п2 =  2т2 тенглик
ни ҳосил қиламиз. Бу эса п соннинг ҳам жуфт сон эканлигини кўр- 
сатади. Демак, юқоридаги фараздан р ва п сонлар жуфт сонлиги 
келиб чиқади. Бинобарин, улар учун 2 умумий кўпайтувчи. Бу эса
— соннинг қисқармайдиган каср эканига зид. Теорема исботланди. 
п

Шундай қилиб, тўғри чизиқда олинган хар бир нуқтага Q тўп- 
ламда унга мос келадиган рационал сон мавжуд бўлавермас экан.

Агар тўғри чизикни чизиб, унда рационал сонларга мос нуқта- 
ларни бирор рангга (масалан, қизил рангга) бўясак, шу тўғри.чизиқ- 
да бўялмай қолган нукталарни (жумладан V2  сонга мос нуқтани) 
ҳам кўрамиз.

Равшанки, рационал сонлар тўпламида (2.1), (2.2) тенгламалар 
доим ечимга эга, аммо х2 — а =  0, a£Q  тенглама Q тўпламда доим 
ечимга эга бўлавермайди.
28



Масалан, а =  4 бўлганда х2 — 4 =  0 тенглама хг =  2, х2 =  — 2 
ечимларга эга, а =  2 бўлганда эса 1 - теоремага кўра х2— 2 =  0 тенг
лама Q тўпламда ечимга эга эмас. Бундан рационал сонлар тўпла- 
мини кенгайтириш зарурияти келиб чиқади. Демак, рационал сонлар 
тўпламига янги типдаги сонларни қўшиб, уни шундай кенгайтириш 
керакки, бир томондан, сонларнинг бу кенгайтирилган тўпламида 
х2 — 2 =  0 тенгламани ечиш ва шу каби кўпгина масалаларни ҳал 
қилиш мумкин бўлсин, иккинчи томондан эса, рационал сонлар тўп- 
ламининг барча хоссалари сонларнинг кенгайтирилган тўпламида хам 
ўринли бўлсин.

Рационал сонлар тўпламини кенгайтиришда бир- бирига эквива
лент булган бир нечта усуллар мавжуд (Коши усули, Кантор усу
ли, Вейерштрасс усули ҳамда Дедекинд усули). Биз қуйида Деде- 
кинд усулини келтирамиз.

3-§. Рационал сонлар тўпламида кесим

1. Кесим.  И р р а ц и о н а л  сон таърифи.  Q — барча рацио
нал сонлар тўплами бўлсин. Бу тўпламда бажарилган кесим тушун
часи билан танишайлик.

5-таъриф.  Рационал сонлар тўплами Q шундай А ва. А' тўп- 
ламларга ажратилсаки, бунда

1) А Ф  0 , А' Ф  0 ,
2) A U Л' =  Q,
3) V д£А,  V a' € А' a <  a'

шартлар қаноатлантирилса, Л ва Л' тўпламлар Q тўпламда кесим 
бажаради деб айтилади.

Кесим таърифидаги биринчи iuapi Л за А' тўпламларининг бўш 
эмаслигини, иккинчи шарт хар бир рационал сон ёки Л тўпламга 
ёки Л' тўпламга тегишли бўлишини ва учинчи шарт эса Л тўплам- 
га тегишли бўлган хар бир рационал а сон Л' тўпламга тегишли 
бўлган ҳар қандай а' рационал сондан кичик эканлигини англатади.

Юқоридаги кесим таърифидан, унинг бўлаклашнинг хусусий холи 
эканлиги кўринади (1- боб, 1-§ га қаранг).

Одатда, кесим (Л, А') каби белгиланиб, Л тўплам кесимнинг 
қуйи синфи, Л' тўплам эса кесимнинг юқори синфи деб ата
лади.

Кесим таърифидан бевосита қуйидаги хулосалар келиб чиқади:
Г (Л, Л') кесим Q тўпламда бажарилган кесим бўлиб, а £ А бўл- 

са, ах <  а тенгсизликни қаноатлантирувчи ихтиёрий aL рационал сон 
хам кесимнинг қуйи синфи Л га тегишли бўлади.

2° (Л, А') кесим Q тўпламда бажарилган кесим бўлиб, а '£Л'  
бўлса, а\ >  а! тенгсизликни қаноатлантирувчи ихтиёрий а[ рационал 
сон хам кесимнинг юқори синфи Л' га тегишли булади.

Энди Q тўпламда бажарилган кесимларга ми:оллар кглтирайлик.
Мисоллар.  1. 5 ва ундан кичик бўлган барча рациэн^л сон 

лардан иборат тўплам Л, 5 дан катта бўлган барча рациэнал сон-



лар тўплами А' бўлсин: A =  {r: r£Q,  г <  5}, A’ =  {г: г £ Q, г >  5}. 
Бу Л ва A' тупламлар учун 5-таърифдаги учала шартнинг бажари- 
лишини кўриш кийин эмас. Демак, бундай тузилган А ва А' тўп- 
ламлар Q да кесим бажаради.

2. А тўплам деб 1 ва 2 рационал сонлар орасидаги барча раци
онал сонлардан иборат бўлган А =  {г: r£Q,  1 <  г <2} тўпламни, А' 
тўплам деб 1 ва ундан кичик бўлган барча рационал сонлар ҳамда
2 ва ундан катта бўлган барча рационал сонлардан иборат

А' =  {г: г £ Q, г <  1} U {г: г £ Q, г >  2}
тўпламни олайлик. Равшанки, А ф  0 ,  А' Ф 0  ламда A U А’ =  Q. 
Аммо А тўпламдан олинган хар бир рационал сон А ' тўпламдан 
олинган исталган рационал сондан хар доим кичик бўлмаганлиги са
бабли бундай тузилган А ва А' тўпламлар Q тўпламда кесим ба- 
жармайди (кесим таърифидаги учинчи шарт бажарилмайди).

3. Ушбу А =  {г: r£Q, г <  1}, А' =  {г: г £Q, I <  г <  5} тўплам- 
ларни олайлик. Бунда А Ф  0 , А' ф  0  бўлиб, А тўпламнинг ҳар 
бир элемети А' тўпламнинг исталган элементидан кичикдир. Аммо 
А \ ] А ' ф ( }  бўлгани учун бу Л ва А' тўпламлар Q да кесим ба- 
жармайди (кесим таърифидаги ииккинчи шарт бажарилмайди).

4. Бирор r0£Q сонни олайлик. г0 ва ундан кичик барча рацио
нал сонлардан иборат бўлган А =  {г: т £ Q, г <  г0} ва г0 сондан кат
та барча рационал сонлардан иборат А' =  {г: г £Q, т >  rQ} тўплам- 
ларни кўрайлик. Бу тўпламлар Q да кесим бажаришини кўрсатамиз. 
Олинган r0£Q сон А тўпламга тегишли эди. Демзк, А Ф 0 .  Энди

r0€Q> r0 - r \ £ Q  ва r0+  1 > г 0
бўлишидан г0 -f 1 G.A’ эканлиги келиб чиқади. Демак, А' Ф 0 .  Рав
шанки, А[)А' ={r: г /-<r0} (J{r: r£Q,  г >  г0} =  {г: г £ Q} =  Q. Бу 
кесим таърифининг иккинчи шарти бажарилишига кўрсатади. Агар
V a£A,  *фа'£А' бўлса, ундан а < г 0, а' >  г0, яъни a < r 0< a '  
экани келиб чиқади. Демак, а <  а! ва (кесим таърифининг 3- шарти 
хам бажарилади. Шундай қилиб, А ва А' тўпламлар Q да кесим ба
жаради. Одатда бу кесимни

г0 =  (А, А')
каби ҳам белгиланади. Бу кесимнинг қуйи синфи А тўпламда (унинг 
элементлари орасида) энг катта элемент мавжуд бўлиб, у г0 экан
лиги равшаидир. Аммо кесимнинг юкори синфи А' тўпламда эса 
(унинг элементлари орасида) энг кичик элемент мавжуд эмас. Бу 
ҳолни исботлаш учун тескарисини, яъни юқоридаги г0 =  (А, А') ке
симнинг юкори синфи А' элементлари орасида энг кичиги мавжуд 
бўлсин деб фараз қиламиз. Уни г* деб белгилайлик: г* £ А' Кесим 
таърифига кўра г0 <  г* бўлади. Рационал сонлар тўплами зич туп
лам бўлгани учун шундай t рационал сон мавжудки, re <  t <  г* 
бўлади. А' нирг тузилишига биноан топилган t учун t £ A ’ бўлиши 
керак. Демак, А' да г* дан кичик бўлган t сон мавжуд. Ваҳоланки, 
биз г* ни А' нинг энг кичик элементи деб олган эдик. Бу зиддият 
A' тўплам элементлари орасида энг кичиги мавжуд эмаслигини ис-



ботлайди. Бундай кесимларни 
куйи синфи ёпщ, юкори син
фи очщ кесимлар ва г0 сонни 
эса А тўпламни ёпувчи эле
мент деб аталади (17-а  чиз
ма).

А

а

г
А

5. г0 рационал сондан ки
чик барча рационал сонлар- ,
дан иборат А =  {п г £ Q, г <  ■---------------------------- ------------
< г 0} ва г0 хамда ундан кат- *
та барча рационал сонлардан
иборат А' =  {г: г £ Q, г >  г0} 17- чизма.
тўпламларни кўрайлик.

Юқорида келтирилган 4-мисолдагидек кўрсатиш мумкинки, Q да 
бу А ва А' тўпламлар (Л, А') кесим бажаради. Бу холда (А, А') 
кесимнинг қуйи синфи А тўпламда (унинг элементлари орасида) энг 
катта элемент мавжуд эмас, кесимнинг юкори синфи А ' тўпламнинг 
элементлари орасида энг кичик элемент мавжуд. Қуйи синф А очиқ, 
юқори синф А ' эса ёищ бўлиб, г0 рационал сон эсг* тўпламни ёпув
чи элемент бўлади (17-6 чизма).

6. Куби 2 дан кичик бўлган барча рационал сонлардан иборат 
тўплам А! бўлсин*:

Бу Л ва Л' тўпламларнинг тузилишидан 5-таърифнинг барча шарт
ларининг бажарилишини кўриш қ̂ийин эмас. Демак, Л ва Л' тўп- 
ламлар Q да (Л, А') кесим бажаради. Энди шу кесимнинг қуйи син
фи Л тўпламнинг элементлари орасида энг катта элемент, шунинг
дек юцори синфи А' тўпламнинг элементлари орасида энг кичик эле
мент мавжуд эмаслигини кўрсатайлик. Л тўпламдан г0 сонни (г0£Л, 
г0 >  1) олиб, унинг ёрдамида ушбу

рационал сонни хосил қиламиз. Бу гг рационал соннинг куби 2 дан 
кичик бўлади: <  2. Ҳақиқатан ҳам,

* Куби 2 га тенг булган рационал сон мавжуд эмаслиги 28- бетдагн 1- теоре- 
мадагндек исбот этилади.

Л =  {г: r£Q, г3 <  2}, А' =  {г: r£ Q ,  г3 >  2}.



Демак, r0 <  rj € А, яъни г0£А сондан катта булган г г рационал сон 
хам А тўпламга тегишли булади.

Шундай қилиб, ихтиёрий г0 £ А рационал сон берилганда хам, ка
мида битта шундай тх рационал сон топилар эканки, у г1 >  г0 ва 
г1^А. Бу эса А тўпламнинг элементлари орасида энг каттаси мав
жуд эмаслигини кўрсатади.

Энди (А, А') кесимнинг юқори синфи А' тўпламнинг элементлари 
орасида энг кичиги мавжуд эмаслигини исботлаймиз. r'0£A' (r'0> 1)
бўлсин. Демак, г'£ >  2.

рационал сонни қарайлик. Бу т\ рационал соннинг куби 2 дан катта

Демак, г' > г[ £ Л', яъни r'0£A' сондан кичик булган т\ рацио
нал сон ҳам А' 1  ўпламга тегишли бўлади.

Шундай қилиб, ихтиёрий r'0£A' рационал сон берилганда хам, 
камида битта, шундай г\ рационал сон топилар эканки, у г\ <  г ’в 
ва г\ £ A' Бу эса A' тўпламнинг элементлари орасида энг кичиги 
мавжуд эмаслигини англатади.

Шундай қилиб, кўрилаётган мисолда (А, А’) кесим учун қуйи 
синф А ҳам, юкори синф А' ҳам очиқ бўлиб, .4 ва А' тўпламлар- 
нинг ёпувчи элементлари мавжуд эмас (17- в чизма).

Рационал сонлар тўплями Q да хам куйи синф — А тўпламнинг 
элементлари орасида энг каттаси, хам юқори синф — А' тўпламининг 
элементлари орасида энг кичиги мавжуд бўлгаи (Л, А') кесим мав
жуд эмас. Бу тасдикни исботлаймиз.

Фараз қилайлик, Q тўпламда шундай {А, А’) кесим мавжуд бўл- 
синки, а0 сони А тўпламнинг энг капа элементи, а'0 эса А' тўплам- 
нинг энг кичик элементи бўлсин. У холда кесим таърифига кўра 
а0 <  aQ тенгсизлик ўринли бўлади.

Равшанки,

а0 ~j~ Ол /
Бунда — рационал сон А тўпламга тегишли эмас, чунки а0 сон

Ушбу

'3бўлади: г { > 2 . Ҳақиқатан хам.

о



<?о %
А' тўпламнинг энг катта элементи ва о0< ---- -— Шунингдек,

а° рационал сон А' тўпламига ҳам тегишли эмас, чунки а'0 сон

ао + ао - ао+ <*пА тўпламнинг энг кичик элементи ва — -—  <  а0. Демак, —
рационал сон А тўпламга ҳам, А' тўпламга ҳам тегишли бўлмайди. 
Бу эса кесим таърифига зиддир. Шундай килиб, бир вақтда қуйи 
синфида энг катта элемент, юқори синфида эса энг кичик элемент 
мавжуд булган кесим мавжуд эмас.

Рационал сонлар тўплами Q да бажарилган кесим таърифи ва 
кесимга келтирилган мисоллардан қуйидаги хулосани келтириб чика- 
риш мумкин. Q тўпламда бажарилган (А, А') кесим фақат уч турли 
бўлиши мумкиь:

1) Кесимнинг куйи синфи А да энг катта элемент (г0 рационал 
сон) мавжуд, кесимнинг юксри синфи А’ да эса энг кичик элемент 
мавжуд эмас. Бунда г0 рационал сон куйи синф А нинг ёпувчи эле
менти бўлади.

2) Кесимнинг қуни синфи А да энг катта элемент мавжуд эмас, 
кесимнинг юқори синфи А' да эса кичик элемент {г’й рационал сон) 
мавжуд. Бунда г'0 рационал сон юкори синф А' нинг ёпувчи элемен
ти бўлади.

3) Кесимнинг қуйи синфи А да энг катта элемент мавжуд эмас, 
кесимнинг юкори синфи А' да энг кичик элемент мавжуд эмас. Бун
да қуйи синф А да, юқори синф А' да ёпувчи элементлар мавжуд 
эмас.

Биринчи ва иккинчи тур кесимларда уларнинг куйи ёки юқори 
синфлари ёпиц бўлиб, ёпувчи элементларни бир синфдан иккинчи 
синфга ўтказиб, хар доим бир турдаги кесимга — куйи синфи очиқ, 
юқори синфи эса ёпиқ бўлган кесимга келтириш мумкин. Биз бун
дан буён биринчи ва иккинчи тур кесимлар ўрнига бир тур кесимни, 
қуйи синфда энг катта элемент мавжуд бўлмаган (очиқ синф), юкори 
синфда эса энг кичик элемент мавжуд бўлган (ёпиқ синф) кесимни 
қараймиз. Бундай кесимларни рационал  кесим деб атаймиз,

Ихтиёрий r£_Q рационал сон учун Q тўпламда ҳар доим {А, А') 
кесим бажарилиши мумкинки, бу кесим рационал кесим бўлади, бун
да А тўплам счиқ синф, .4' туплам ёпик синф, ёпувчи элемент г 
соннинг ўзи бўлади. Демак, Q тўпламда олинган лар бир рационал 
сонга Q да бажарилган рационал кесим мос келади.

Аксинча, Q тўпламда (Л, А') кесим бажарилган бўлиб, кесимнинг 
куйи синфи А очик, юкори синфи А' ёпиқ ҳамда ёпувчи элемент г 
бўлса, бу кесим г рационал сонни ифодалайди.

Демак, Q да бажарилган ҳар бир рациснал кесим битта рационал 
сонни аниқлайди.

Шундай қилиб, Q туплам элементлари билан Q тўпламда бажа
рилган рационал кесимлар тўпламининг элементлари ўзаро бир қий- 
матли мосликда бўлади.



Рационал сонлар тўплами Q да бажарилган учинчи тур кесим— 
қуйи синф ҳам, юқори синф ҳам очиқ булган кесим иррационал ке
сим дейилади.

6- т а ъ р и ф. Рационал сонлар тўплами Q да бажарилган иррацио
нал кесим иррационал сонни аниклайди дейилади.

Иррационал сонлар тўпламини U ҳарфи билан белгилайлик.

4- §. Ҳақиқий сонлар. Ҳақиқий сонлар тупламинкнг хоссалари

Рационал сонлар тўплами Q да бажарилган кесим фақат икки 
тур — рационал ёки иррационал бўлиб, рационал кесим рационал сон
ни, иррационал кесим эса иррационал сонни аниқлашини биз юқори- 
да кўрдик.

7-таъриф.  Рационал ҳамда иррационал сонлар умумий ном би
лан ҳақиқий сонлар деб аталади.

Барча ҳақиқий сонлар тўплами R ҳарфи билан белгиланади. Таъ
рифига кўра, R =  Q U U.

Шундай килиб, рационал сонлар тўплами Q ни ҳақиқий сонлар 
тўплами R гача кенгайтирилди. Ҳақиқий сонлар тўплами R нинг 
хоссаларини қараймиз.

1. Ҳақиқий сонлар  т ў п л а м и н и н г  т а рт и б ла н г а н л и -  
г и. Аввал ҳақиқий сонлар тўпламида тенглик, катта ва кичик тушун- 
чаларини киритамиз. Айтайлик, х ва у хақиқий сонлар берилган бўл- 
син: x£R,  у (-R. Маълумки, хар бир ҳақиқий сон рационал сонлар 
тўплами Q да бажарилган кесим билан аниқланади. Бинобарин, х ва 
у  ларни аникловчи (Л, Л') ва (В, В') кесимлар берилган:

х =  (А, А'), у  =  (В,В').
Бу кесимларнинг куйи синфлари А, В лар учун ёки А =  В (бу ҳол- 
да, албатта, А' =  В' бўлади), ёки А ф  В (бу ҳолда Л' Ф В') муно
сабатлардан бири ўринли бўлади.

Агар А = 5  бўлса, (Л, Л') ва (В, В’) кесимлар бир-бирига тенг 
дейилади: (Л, Л') =  (В, В’). Бу холда улар аниклаган х ва у  ҳақи- 
қий сонлар хам бир- бирига тенг дейилади: х =  у.

Энди Л ф В бўлсин. Таърифга кўра, шундай гг £ А борки, г1£В  
бўлади, ёки шундай г2£В борки, г2£ А бўлади. Биринчи ҳолда 
rt £ Л П В' эканлиги келиб чиқади. Кесимнинг таърифига кўра, бу 
холда В а А  бўлади. Иккинчи холда эса r„£B П Л' эканлигидан AczB 
келиб чикади.

Шундай қилиб, А ф  В бўлганда ё AczB, ёки В с: А булар экан.
Агар AczB бўлса, (Л, Л') кесим (В, В') кесимдан кичик дейила

ди. Бу холда ҳақиқий сон х ҳақиқий сон у  дан кичик деб аталади: 
х <  у.

Агар А^эВ булса, (Л, А') кесим (В, В’) кесимдан катта дейила
ди. Бу холда л дақиқкЧ сон у  ҳақиқнй сондан катта дейилади: х >  у.

Шундай қилиб, ихтлёрий икки х ва у  ҳақиқий сон берилган бўл- 
са, унда

х =  у, х < у ,  х >  у



муносабатлардан бипаси ва фақат биттаси ўринли булади.
Энда x£R,  y £ R ,  z d R  сонлар учун ушбу х с у ,  у с  г тенгсиз- 

ликлардан х с  z тенгсизлик келиб чиқишини исботлаймиз. xdR,  
y£R,  z £ R  сонларни аникловчи кесимлар

х =  (А,А'),  у — (В, В'), г =  (С, С')
бўлсин.

Айтайлик, х с  у  Еа у < z  бўлсин. Таърифга асосан 
х с  у=> AczB, у  cz= > B czC

бўлади. Равшанки,
AczB, BczC=>AczC.

Бу эса х с  z эканлигини билдиради. Демак, ҳақиқий сонлар тўпла- 
ми R тартибланган тўплам.

Икки x£R,  y £ R  ҳақиқий сон орасидаги тенг, катта ва кичик 
тушунчалари, хусусан, бу сонлар рационал булган ҳолда, рационал 
сонлар орасида, тенг, катта ва кичик тушунчалари билан бир хил 
бўлади. Масалан, х, у £Q сонлар Q да бажарилган рационал кесим 
сифатида х — (А, А'), у  =  (В, В’) каби аниқланган бўлиб, улар ора
сидаги х с  у  муносабат юқоридагидек кесимлар орасидаги муносабат 
ёрдамида таърифланган бўлсин, яъни х с  у  о  AczB. Демак, шундай 
рационал сон г мавжудки, г^А,  г£В.  У ҳолда г £ А' Шунинг учун 
* <  г бўлади. Шунингдек, г£В,  у  —{В, В') бўлганидан эса г с у  
эканлиги келиб чиқади. Демак, х К г  ва т с у  тенгсизликлар ўринли 
бўлса, х <  у  тенгсизлик ҳам ўринли бўлади.

2. Ҳ а қ и қ и й  со нл ар  т ў п л а м и н и н г  зичлиги.  Фараз қи- 
лайлик, x£R,  y £ R  ва x c y  бўлсин. У ҳолда шундай г рационал 
сон мавжудки, шу сон учун ушбу х с  т с  у тенгсизликлар ўринли 
бўлади. Шуни исботлайлик. Q тўпламда бажарилган {А, А’), (В, В') 
кесимлар л: ва у сонларни аникласин: х — (А, А ), у  —(В, В'). 
У холда х с у  дан AczB келиб чиқади. Демак, В тўпламда шундай 
рационал сон г0£В мавжудки, бўлади: г0 £В. Унда r0£A' бў-
лади ва демак, х <  г0 тенгсизлик ўринли бўлади. Иккинчи томондан, 
у — (В, В’), г0£В ва В тўпламнинг элементлари орасида энг каттаси 
мавжуд ьмаслиги сабабли, шундай рационал сон г £В  мавжудки, 
г0 с  г ва г <  у бўлади. Натижада х <  г0 с  г с  у  тенгсизликларга 
эга бўлямиз Бундан эса х с г с у  эканлигини кўрамиз. Шу усул 
билан х £ К, u£R ва х >  у  бўлганда ҳам х > г > у  муносабатларни 
қаноатлап иг>уми рационал сон г маЕжуд эканлиги кўрсатилади. 
Шундай килиб, ихтиёрий иккита бир-бирига тенг бўлмаган ҳақиқий 
сонлар ( I'! ила камида битта ҳақиқий сон мавжуд. Бундан эса улар 
орасида ч-к и? кўп ҳақиқий сон мавжудлиги келиб чиқади. Демак, 
R — зич -Килам.

5- §. Ҳақиқий сонлар тўпламининг тўлиқлиги.
Деденинд теоремаси

Агар ҳақиқий сонлар тўплами R да бажарилган кесим тушунчаси 
киритилса, рационал сонлар тўплами Q да содир бўлганидек, R ни 
ҳам кенгайтириш зарурияти содир бўладими ёки йўқми деган табиий



савол тутилади. Қуйида биз бундай ҳолат бўлмаслигини, яъни R да 
бажарилган хар қандай кесим фақат биринчи тур кесим бўлишини 
кўрсатамиз. Одатда бу хосса ҳақиқий сонлар тўплами R нинг ту- 
лиқлик хоссаси дейиляди. Даставвал, R да бажарилган кесим тушун
часи билан танишайлик.

8-таъриф. Ҳақиқий сонлар тўплами R шундай £  ва £' тўп- 
ламларга ажратилсаки, унда

1) Е ф  0 , Е' Ф 0 ,
2) Е[]Е'  =  Я,
3) Y *€£,  Y х' £Е' =>х<х '

шартлар бажарилса, £  ва £' тўпламлар /? тўпламда кесим бажара
ди дейилади ва (£, £') каби белгиланади (5-таърифга каранг).

Аввалгидек, £  тўплам кесимнинг синфи, £' тўплам эса ке
симнинг юкори синфи дейилади.

Мисоллар.  1. Бирор сонни олиб, х0 сон ва ундан кичик
бўлган барча ҳақиқий сонлар тўпламини £ : £  =  {*: *£/?, Ж х 0}> л:, 
сондан катта бўлган барча ҳақиқий сонлар тўпламини £': £ '={*: л'£/?0 
* > х 0} деб олайлик. Натижада R тўплами £  ва £' тўпламларга 
ажралади. £  ва Е' тўпламларнинг тузилишидан улар учун 8-таъ
риф шартларининг бажарилишини кўриш қийин эмас. Демак, £  ва £' 
тўпламлар R тўпламда кесим бажаради. Бу (£, £') кесимда унинг 
қуйи синфи — £  тўплам элементлари орасида энг катта элемент мав
жуд бўлиб, у х0 га тенгдир. Аммо бу ҳолда кесимнинг юқори син
фи £' элементлари орасида энг кичик элемент мавжуд эмас. (Бу 
тасдиқни 3-§ нинг 4-мисолидаги каби исботлаш мумкин.) Одатда, 
бундай кесимда £  тўплам ёпиқ синф, ундаги энг катта элемент ёпув
чи элемент, Е' тўплам эса очиқ синф дейилади.

2. Ушбу Xq^R сондан кичик бўлган барча ҳақиқий сонлар тўп- 
лами £: Е — {х: x£R,  х < х 0}, х0 сон ва ундан катта бўлган барча 
ҳақикий сонлар тўплами £'  :£'  =  {х: x£R,  х > x Q} бўлсин. Бу £  ва 
£' тўпламлар R да (£, £') кесим бажариши равшандир. £  ва £' 
тўпламларнинг тузилишидан қуйи синф £  элементлари орасида энг 
катта элемент мавжуд эмас, юқори синф £' элементлари орасида эса 
энг кичик элемент мавжуд (у х0 га тенг) бўлиши кўринади. Бу хол
да £  тўплам очиқ синф, £' тўплам эса ёпиқ синф, ундаги энг ки
чик элемент ёпувчи элемент дейилади.

3. Ҳақиқий сонлар тўплами R да қуйи синф — £  тўпламнинг 
элементлари орасида энг катта, юқори синф — Е' тўпламнинг эле
ментлари орасида энг кичик элемент бор бўлган (£, £') кесим мав
жуд эмас. Буни исботлайлик.

(£, £') кесим R да бажарилган кесим бўлиб, унда £  нинг энг 
катта элементи х0 ва £'  нинг энг кичик элементи у0 бўлсин. Кесим 
таърифига кўра, х0 <  у0 бўлади. R тўпламнинг зичлик хоссгсига би
ноан шундай u£R  сон мавжудки, х0<  и <  у0 бўлади. Кейинги тенг- 
еизликлардан кўринадики, и сон £  га тегишли эмас, чунки х0 сон 
£  да энг катта элемент ва х0 <  и. Шунингдек, и <  yQ ва yQ сон £' 
тўпламнинг энг кичик элементи эканидан и соннинг £' га тегишли 
змаслиги келиб чикади. Шундай қилиб, u£R  сон £ ва Е' тўплам-



ларнинг бирортасига хам тегишли бўлмайди. Бундан £  ва Е' туп
ламлар R да кесим бажармаслиги келиб чикади. Бу эса юкорндаги 
фаразга зид. Тасдиқ исботланди.

Демак, R тўпламда бир вақтда қуйи хамда юкори синфларн ёпиқ 
булган кесим мавжуд эмас.

2 - теорема  ( Де д е кинд  теорем ас и). Ҳақиқий сонлар туп- 
лами R да бажарилган ҳар қандай (£, Ef) кесим учун фсщат 
қуйидаги икки холдан бири булиши мумкин:

а) кесимнинг куйи синфи — Е да энг катта элемент мавжуд, 
юқори синф — Е' да эса энг кичик элемент мавжуд эмас;

б) кесимнинг куйи синфи — Е да энг катта элемент мавжуд 
эмас, юқори синфи — £' да эса т г кичик элемент мавжуд.

Исбот.  Фараз қилайлик, R да бирор (£, Е') кесим бажарилган 
бўлсин. Демак, Е Еа Е' тупламлар учун 8-таърифнинг шартлари 
бажарилади.

Е тўпламнинг барча рационал сонлари тўпламини А туплам, Е ' 
тўпламнинг барча рационал сонлари тўпламини А' туплам дейлик. 
Равшанки, Лс=£, A'czE' Бу тузилган А ва А' тупламлар рационал 
сонлар тўплами Q да (А, А') кесим бажаришини кўрсатамиз. Аввало 
А ва Л' тўпламларнинг бўш эмаслигини исботлайлик. £  Ф  0  бўлга- 
ни учун 3*о £#> д'о £Е. Агар х0 рационал сон бўлса, х0£А булиб, 
А ф  0  бўлади. Агар х0 иррационал сон бўлса, таърифига кура у Q 
тўпламдаги иккинчи тур кесим билан аникланади. Демак, х0=(Л0, В0). 
Бунда Ао Ф 0  бўлгани сабабли, бўладн. Аммо
г0< х 0 ва х0£Е  бўлганидан эса, г0£А экани келиб чиқади. Демак, 
Аф 0  Худди шунингдек, А' Ф  0  экани ҳам кўрсатилади. R =  Е U £' 
дан ва Л, А' тўпламларнинг тузилишига кўра АЦА' = Q  бўлади.

(£, £') кесим R да бажарилган кесимлигидан ва Лсг£, A'czE' 
дан мос равишда Л ва Л' тўпламларга тегишли а ва а' элементлар 
учун а с а '  тенгсизлик ўринли. Шундай килиб, Q тўпламда (Л, А)  
кесим бажарилганлиги кўрсатилди. Бу кесим бирор хакикий а сонни 
(рационал ёки иррационал сонни) аниклайди: а =  (Л, А'). Демак, 
а Кесимнинг 2) шартига кўра а сон ёки £  тўпламга, ёки £' 
тўпламга тегишли бўлади. а £ £  бўлсин. Энди а сон £  тўплам эле
ментлари орасида энг каттаси эканини исботлаймиз. Тескарисини фа
раз қилайлик, яъни а сон £  тўплам элементлари орасида энг кат
таси бўлмасин. Унда ^ x ^ E ,  а < х  бўлади. Ҳақиқий сонлар тўпла- 
ми зичлигига кўра шундай г рационал сон мавжудки, а <  г <  х 
тенгсизликлар ўринли бўлади. Ушбу х £ Е  ва г < х  муносабатлардан 
г £ Е  ва демак, г£Л келиб чикади. Аммо а  =  (Л, Л') кесимнинг 
куйи синфи— Л тўпламдаги г сон бу (Л, Л') кесим аниклагян сон
дан катта бўлиши мумкин эмас. Бу зиддиятлик. Демак, а  сон £  тўп- 
лам элементлари орасида энг капаси бўлади.

Шунга ўхшаш мулохаза билан а £ £ ' бўлганда а сон £ ' туплам 
элементлари орасида энг кичиги экани кўрсатилади. Теорема исбот 
бўлди.

Дедекинд теоремасига кўра хакикий сонлар тўплами R да бажа
рилган ҳар кандай (£, £') кесим учун икки ҳол бўлади. Бунда £



ёки £ ' синфларнинг ёпувчи элементларини биридан иккинчисига ўт- 
казиш йўли билан битта ҳолга, кесимни бир тур кесимга келтириш 
мумкин. Биз R да бажарилган ҳар кандай кесим (£, Е') да кесим
нинг куйи синфи Е да энг катта элемент йўқ, юқори синф Е ' да 
эса энг кичик элемент бор бўлган кесим деб қараймиз. Бу эса Де
декинд теоремасини куйидагича хам ифодалаш мумкинлигини кўрса- 
тади.

3-теорема.  R да бажарилган хар қандай (Е , Е') кесим яго
на хакикий сонни аниқлайди.

Y ol£R сон ёрдамида ҳар доим R да а  =  (£, £') кесим бажариш 
мумкинки, бунда ҳақиқий сон а  кесимнинг юқори синфи Е' га те
гишли бўлиб, унинг энг кичик элементи бўлади. Аксинча, R да (£, 
£') кесим бажарилган бўлсин. 2- теоремага ва юқоридаги келишуви- 
мизга кўра бу кесимнинг юқори синфи £ ' да энг кичик элемент 
мавжуд бўлиб, кесим шу сонни ифодалайди.

Демак, ҳақиқий сонлар тўплами R шу тўпламда бажарилган ке
симлар тўплами билан ўзаро бир қийматли мосликда бўлади.

1. Сонли тўпламлар .  Биз аввалги параграфларда ҳақиқий 
сонлаг» тўплами R ни ва унинг хоссаларини ўргандик. Одатда эле
ментлари ҳақиқий сонлардан иборат бўлган тўплам сонли туплам 
дейилади ва у кўпинча £  =  {*} каби белгиланади. Математик анализ 
курейда асосан сонли тўпламлар қаралади. Сонли тўпламларга юқо- 
рида бир қанча мисол лар келтирган эдик. Яна бир қанча мисоллар 
келтирамиз:

2. £2 =  {л:: x £R, х3 — х — 0},
3. F3 =  {х : х £ R, 1 <  х <  2}
4. £ 4 =  { х : х £ R, 0 <  х с  1} (J {х : х £ /?, х >  3}.

Курс давомида ҳар доим учраб турадиган сонли тўпламларни кел- 
тирамиз.

Икки a£R,  b£R  сон берилган бўлиб, a c b  бўлсин. Ушбу

Бунда а ва & сонлар [а, Ь] сегментнинг чегаравий нукталари ёки 
чегаралари дейилади.

6-§. Сонли тўпламларнинг чегаралари

{ х : х  £ R, а <  х  <  Ь) 
тўплам сегмент деб аталади ва у [а, Ь] каби белгиланади:

[а, Ь ] ~ { х \  x£R,



{х : х £ R, а <  х с  Ь), {*: х £ R, а <  х <Ь)
тупламлар ярим сегмент дейилади ва улар мос равишда [а, Ь) ва 
(а, Ь] каби белгиланади:

[a, 6) =  {jc: x£R,  а <*<&},  (a, b ] ={ x :  x£R,  a <*<&}.

Кейинги мулохазаларда асосан сонли тупламлар билан иш кўри- 
лади. Шунинг учун бундан кейин «сонли туплам» дейиш ўрнига 
қисқача «тўплам» сўзини ишлатамиз.

2. Т ў п л а м н и н г  аниқ юқори ва аниқ  қу йи  ч е г а р а л а 
ри. Бирор Е тўплам берилган бўлсин.

9 -таъриф.  Агар шундай М сон мавжуд бўлсаки, V •*££ учун 
х <  М тенгсизлик бажарилса, Е тўплам щоридан чегараланган дейи
лади, М сон эса Е нинг юқори чегараси дейилади.

10-таъриф.  Агар ихтиёрий М сони олинганда хам шундай 
х0£Е  топилсаки, хв > М  бўлса, Е тўплам юқоридан чегараланмаган 
деб аталади.

11-таъриф.  Агар шундай т сон мавжуд бўлсаки, £  учун 
х >  т тенгсизлик бажарилса, Е тўплам қуйидан чегараланган дейи
лади, т сон эса Е нинг куйи чегараси дейилади.

12-таъриф.  Агар ихтиёрий т сони олинганда ҳам шундай 
х0£ £  топилсаки, х0 <  т бўлса, Е тўплам қуйидан чегараланмаган 
дейилади.

13-таъриф.  Агар Е тўплам ҳам қуйидан, хам юқоридан чега- 
ланган бўлса, Е тўплам чегараланган дейилади.

чегараланган, чунки бу тўпламнинг ҳар бир элементи 1 дан катта 
эмас.

2. N — {п : п — 1, 2, 3, .} тўплам юқоридан чегараланмаган, 
аммо у қуйидан 1 билан чегараланган: V n £ N  учун п >  1.

3. Е1 — барча тўғри касрлар ва 2, 4, 6 сонлардан иборат тўп- 
лам бўлсин. Бу тўплам юқоридан чегараланган, чунки унинг ҳар 
бир элемети 6 дан катта эмас.

4. Е2 =  {х : х <  0} тўплам қуйидан чегараланмаган.
5. Ушбу £ , =  {*: x£R,  2 <  х <  4} тўплам чегараланган тўплам- 

дир.
Юкорида • келтирилган таъриф ва мисоллардан кўринадики, агар Е 

тўплам юқоридан чегараланган бўлса, унинг юқори чегараси чексиз 
кўп бўлади. Бу тасдиқ М сондан катта бўлган ҳар қандай ҳақиқий 
сон Е тўпламнинг юқори чегараси бўла олишидан келиб чиқади.

Шунингдек, агар Е тўплам қуйидан чегараланган бўлса, унинг 
қуйи чегараси ҳам чексиз кўп бўлади. Бу эса т сондан кичик бўл- 
ган ҳар қандай ҳақикий сон Е тўпламнинг қуйи чегараси бўла оли
шидан келиб чиқади.

Юқоридан чегараланган тўплам учун унинг юқори чегаралари 
орасида энг кичигини, шунингдек, қуйидан чегараланган тўплам учун 
унинг қуйи чегаралари орасида энг каттасини топиш муҳимдир.



4-теорема.  Ҳар қандай юқоридан чегараланган тўплам учун 
унинг юқори чегаралари орасида энг кичиги мавжуд.

Исбот.  Е тўплам юқоридан чегараланган бўлсин, яъни шундай 
ҳақиқий М сон мавжудки, учун тенгсизлик ўриили.

Е нинг элементлари орасида энг каттаси мавжуд бўлсин. Уни х0 
деб олайлик. Демак, \f- х<~Е учун х-<х0 булиб, бу эса а‘0 сон Е 
нинг юкори чегаралари қаторида бўлишини кўрсатади. Аммо Е гўп- 
ламнинг юқори чегараси бўлмиш ҳар кандай М сон х0 сондан кичик 
бўлмайди, яъни .v0 <  /И, чунки .v0 £ Е. Бу эса х0 сон Е нинг юкори 
чегаралари орасида энг кичиги эканлигини билдиради. Бу холда тео
рема исбот бўлди.

Энди Е тўплам элементлари орасида энг каттаси мавжуд бўлма- 
ган ҳолни қараймиз. Е нинг юқори чегараларидан иборат тўплам Ғ' 
бўлсин. Бу Ғ' тўпламга тегишли бўлмаган барча ҳақиқий сонлардан 
иборат тўпламни Ғ дейлик. Равшанки, EczF F ва Ғ' тўпламлар R 
да (Ғ, /■ ') кесим бажаради: Е a  Ғ ва Е — юқоридан чегараланганли- 
гидан Ғ Ф 0 , Ғ' Ф 0  экани келиб чиқади, шунингдек, Ғ ва Ғ' лар
нинг тузилишидан эса Ғ (J Ғ’ — R ва Y х £ Ғ, Y х' £ Ғ' =>• х <  х’ бу
лади. Дедекинд теоремасига кўра бу (Ғ, Ғ') кесим бирор а  ҳақиқий 
сонни аниқлайди: а =  (Ғ, Ғ'). Бу а  сон табиийки, Ғ тупламнинг ва 
демак, EczF бўлганидан Е тупламнинг ҳам юкори чегарасидир, яъни 
а£Ғ'  Шу билан бирга у Ғ' тўпламнинг элементлари орасида энг 
кичиги. Теорема тўлиқ исбот бўлди.

14-таъриф.  Юқоридан чегараланган Е тўпламнинг юқори чега- 
ралгрининг энг кичиги Е нинг аниқ щори чегараси деб аталади. 
У sup Е каби белгиланади.

5-теорема.  Ҳар қандай қуйидан чегараланган туплам учун 
унинг куйи чегаралари орасида энг каттаси мавжуд.

■I Бу теорема юқоридаги 4-теорема каби исботланади. Унинг исбо- 
тини ўқувчига хавала қиламиз.

15-таъриф. Қуйидан чегараланган Е тўпламнинг қуйи чегара- 
ларининг энг каттаси Е нинг анщ қуйи чегараси деб аталади. 
У inf Е кчби белгиланади.

Натижа.  Ҳар қандай чегараланган Е тўпламнинг ани^ юқори 
ва аниқ қуйи чегаралари мавжуд ва

inf Е <  sup Е.
Мисол лар. Юқорида келтирилган мисолларда ифодаланган тўп- 

ламларнииг аник, юқори ҳамда аниқ қуйи чегараларини аии^лаймиз.
1. sup£ =  1, inf Е =  0,
2. inf ЛГ = 1,
3. sup£’1 =  6, inf£■ 2=  О,
4. sup£2 =  0,
5. sup E3 — 4, inf E3 =  2.
Юқоридаги тўпламлар учун sup N, inf Et ларни кейинроқ келти- 

рамиз.
Келтирилган мисоллардан тўпламнинг аниқ юқори ҳамда аниқ 

қуйи чегаралари тўпламга тегишли бўлиши хам, тегишли бўлмасли- 
ги ҳам мумкин эканлиги кўринади.



3. Тўп лам нинг аниқ юқори ва аниқ қуйи чегара ла
ри нинг хоссалари. 1° Агар £  туплам кжоридан чегараланган 
булиб, Е ха Е  булса, унда sup £ х <; sup Е булади.

Исбот. 4-теоремага кўра Е нинг аниқ юқори чегараси мавжуд: 
sup£ = сс. Е хсг.Е бўлишидан Е х тупламнинг хам юкоридан чегара- 
ланганлиги келиб чикали. $up£1= a 1 бўлсин. Энди а х <  а  бўлиши- 
ни исботлаймиз. Тескарисини фараз килайлик, яъни ах> а  бўлсин. 
У холда шундай рационал а сонни топиш мумкинки, ах> д  >ct бу
лади. =  sup £ бўлгани учун аниқ юкори чегаранинг таърифига 
кўра шундай а* мавжудки, af >  а бўлади (акс холда sup £ x< a  
бўлар эди). Демак, a* >  а. Аммо, иккинчи томондан, Е ха Е  ва 
a = sup£ бўлгани учун а тенгсизлик хам ўринли. Натижада 
зиддиятга келамиз. Шундяй қилиб а х <  а, яъни

sup Е х <  sup £
бўлади.

2° Агар £ тўплам қуйидан чегараланган бўлиб, £ xci£  бўлса,
inf E x >  inf £

бўлади. Бу хосса 1°- хосса каби исботланади.
3° Агар £  тўплам чегараланган бўлиб, Еха Е  бўлса, у ҳолда

inf £  <  inf Е х <  sup Ex <  sup £
бўладн.

Исбот. Г- ва 2°- хоссаларга асосан sup Е х <  sup £ ва inf £ х >  
>  inf £ бўлиб, inf £ х ^  suo £ х бўлгани учун изланган

inf £ <  inf Е х <  sup Ех <  sup £
тенгсизлик ўринли бўлади.

4° Агар у  .y £ £ учун х <  а  тенгсизлик бажарилса, у ҳолда 
sup £ <  а  тенгсизлик ўринли бўлади.

Исбот. £ тўпламнинг барча элементлари ва а  сондан £* тўгт- 
ламни сузамиз: £* =  £U{a}.

Бундан EczE* ва демак, 1°- хоссага кўра sup£ <sup£* тенгсиз
лик ўринли. Ундан sup£*=--a бўлганидан s u p £ < a  тенгсизлик ке
либ чиқади.

5° Агар Y х £ Е  учун тенгсизлик бажарилса, у ҳолда
inf £  >  р тенгсизлик ўринли бўлади.

Бу хосса юкоридаги 4°- хосса каби исботланади.
6° Агар £ тўплам юкоридан чега^ланган ва a =  sup£ бўлса, 

у ҳолда Y £ > 0  учун шундай х ' £ Е  мавжудки, х >  а — е бўлади.
Исбот. Тескарисини фараз қилайлик. Яъни шундан е > 0  мав

жуд бўлсинки, Y *££  учун лг<а— е бўлсин. У холда 4°- хоссага 
биноан

sup£ <  а — е,
яъни а <  а — е бўлиши келиб чикади. Бу зиддият айтилган тасдиқ-
ни исботлайди.



7° Агар Е туплам қуйидан чегараланган Еа b — inf Е булса, 
у ҳолда у  е >  0 учун шундай х £ Е мавжудки, х <  Ъ +  е бўлади.

Бу хосса 6°- хосса каби исботланади.
Ҳақиқий сонлар тўплами R таркибига — оо ва +  °о символлар- 

ни у  x £ R  учун х >  — оо ва х<~\ -оо  хусусият билан қўшиб, 
R тўпламни ҳосил қиламиз:

R =  R [ j { +  oo}U{— oo}.

Бу символларнинг киритилиши чегараланмаган тўпламларнинг 
аниқ юқори ва аниқ қуйи чегараларини киритиш имконини беради.

Агар Е юқоридан чегараланмаган бўлса, sup£ =  +  oo , қуйидан 
чегараланмаган бўлса, inf£ = — oo деб олинади. Демак, шу кели- 
шувимизга кўра N ва Е2 тўпламлар учун яниқ чегаралар supiV =  
=  +  oo, inf£ 2 =  — оо бўлади.

7-§. Ҳақиқий сонлар устида арифметик амаллар ва 
уларнинг хоссалари

1. Ҳақиқий сонлар йиғиндиси.  Икки а ва Р ҳақиқий сон
лар берилган бўлсин. Бу сонлар рационал сонлар тўплами Q да ба
жарилган ушбу сс =  (Л, А'), р =  (£, В') кесимлар билан аниқлан- 
син. Кесимлзрнинг қуйи синфлари А ва В тўпламлардан мос равиш
да a ва b сонларни олиб, уларнинг йиғиндиси с =  а +  Ь ни тузамиз. 
Бундай йиғиндилардан иборат тўпламни С билан: С={с  : c =  a +  b9 
а£Л, b^B),  сўнг Q \C  тўпламни эса С' билан (C '=Q \C ) белгилай- 
миз. Тузилишига кўря Q =  С |J С'

Энди С ва С' тўпламлар Q да (С, С') кесим бажаришини кўр- 
сатамиз. a =  (А, Л')> Р =  (В, В') лар Q да бажарилган кесимлар 
бўлгани учун

А ф 0 , А'Ф 0  9 A 1J А' =  Q; <з£Л, о! £А' = > с к а ' ,  
шунингдек,

В ф 0 , В' ф 0 , В (J В1 =  Q; b£B, b' £В' =>b <  Ьг

бўлиб, ундан аввало С ф 0  экани келиб чиқади. Сўнгра хар доим 
a +  b<  о! +  V бўлгани учун С тўплам юқоридан чегараланган бў- 
либ, sup С — у мавжуддир. Аммо А ва В тўплам элементлари ораси
да энг каттаси мавжуд бўлмагани учун a +  b < y  (а£Л, Ь£В)  була
ди. Унда a' +  b' >  у (a' £ А \  V £В') бўлиб, a! +  V £ С. Бундан 
a' +  Ь' € Q \C  =  С . Демак, C' Ф 0  Шунингдек, с =  a +  b£C  ва 
с <  с' =  a +  b' £ Q \C  эканига ишонч хосил киламиз.

Шундай килиб, С ва С  тупламлар Q да (С, С') кесим бажара
ди.

16-таъриф. (С, С') кесим билан аниқланадиган у хакикий сон 
а  ьа Р хакикий сонларнинг йиғиндиси деб аталади. Йигинди a -f Р 
каби белгиланади.

Энди ҳақикнй сонларни қўшиш амалининг хоссаларини келтира-



миз. Фараз килайлик, a £R f Р £R, б £R  бўлсин. Қуйидаги тенглик- 
лар ўринли:

10 а р =  Р +  а;
2° (а +  Р) +  б — ос 4- (Р 4- б);
3° Ноль сони учун

а +  0=^0 +  а = а .
Бу хоссалар осон исботланади. Биз улардан бирининг, масалан, 3°- 
нинг исботини келтирамиз.

Маълумки, 0 сони Q тўпламда (Q_, Q^) кесим билан аниқлана-
ди:

Q . =  {r: r £Q> г<0}. Q+ =  {r: r > 0},
0 =  (Q_, Q+).

a £R сон эса а =  (Л, А') кесим билан аниқлансин. Таърифга 
кура а +  0 =  (С, С ) булиб, бунда

C = { a + r : а£Л, r£Q_}.
Аммо а£Л, r£Q_ бўлганда a ~ r r < a  муносабат ўринли. Шу

нинг учун СсгЛ булади. Бундан
а +  0 < а  (2.5)

экани келиб чиқади.
Л тўпламдан ихтиёрий а сонни оламиз. Л да энг катта элемент 

мавжуд бўлмагани учун а <  at тенгсизликни каноатлантирадиган 
а1£А сон мавжуд. Унда а =  ах +  {а — aL) тенгликдан г — а — ах <  0 
бўлишини ҳисобга олиб, Л тўпламнинг хар бир элементини а +  г(а£Л, 

кўринишда ёзиш мумкинлигини аниқлаймиз. Бу эса
Лс:{д+г: а£А,  г С,

яъни ЛсгС эканини кўрсатади. Демак,
а ^ ’а +  0. (2.6)

Энди (2.5) ва (2.6) муносабатлардан a + 0  =  a тенгликка эга бўла- 
миз, 3°- хосса исбот бўлди.

Йиғиндининг кейинги хоссасини келтиришдан аввал a £R  сонга 
қарама-қарши бўлган сонни аниқлаймиз.

a £R  сони Q тўпламда (Л, А') кесим билан аниқлансин: a  =  (Л, 
А'). Рационал сонларнинг қуйидаги

— Af = { - а '  а'£Л'}, — А =  {— а : а£А)
тўпламларини қараймиз. Равшанки — А' ва —Л тўпламлар Q туп
лам да (—Л', —Л) кесим бажаради.

17-таъриф.  (—Л', —А) кесим билан аниқланадиган ҳақиқий 
сон a ҳақиқий сонга қарама-қариш сон деб аталади ва у — а каби 
белгиланади;

— ос =  (—А \  — Л).



4° \ f -a£R учун сс -~ (— а) =  0 тенглик урикли.
Исбот.  а  =  (А, А') бўлсин. Унда — а сон (—А', — А) кесим 

билан аникланади. Йиғинди таърифига кўра а +  (— а) =  (С, С’), 
бунда

С =  {с — a - j - (—а'): а£А у —а' £ —Л'}, C '= Q \C .
Аммо а < а' тенгсизлик ўринли бўлгани сабабли с =  а 4- (— а') =  
=  а — а' < 0  бўлиб, С тўпламни ташкил этган рационал сонлар 
манфий рационал сонлардан иборат эканини аниклаймиз. Демак, 
Cc:Q_. Бундан эса

a  -f (— а) <; 0 (2.7)
тенгсизлик келиб чикади.

Энди c£Q_  сонни олайлик. Унда, равшанки, — с >  0  бўлади. 
Биз уни г билан белгилайлик: г =  — с.

{А, А') кесимнинг куйи ва юкори синфларидан олинган а£А- 
а '£Л'  сонлар учун а' — а —г, яъни

с = a -f  (— а') (2.8)
тенглик ўринли бўлишини кўрсатамиз. а0 £ А, а'0£А’ учун а0 — а0 >  0 
бўлади. Архимед аксиомасига кўра шундай натурал n £ N  сон мав
жудки, бу сон учун t i-r>a'0 — а0 тенгсизлик ўринли бўлади. Аммо 
а0- г п - г > а '0 тенгсизликка кўра а0 +  n -r£ A ’ эканини топамиз. Мо
домики, а0£А, а0 -j- n -r£A ’ экан, унда натурал сон п ни шундай 
олиш мумкинки,

а0 - г ( п — 1) r£A,  а0 +  п - г £ А ’
бўлади. Агар

а =  а0 — (п — 1) -г, а' = а й +  п-г

деб олсак, унда а’ — а =  г, яъни с =  а -Ь (— а)  экани келиб чика
ди.

Демак, Q_ тўпламнинг ҳар бир элементи (2.8) кўринишда ифо
даланади. Бу эса Q_czC эканини англатади. Бундан

0 <  а -{- (— а) (2.9)
экани келиб чикади. Нихоят (2.7) ва (2.9) муносабатлардан а  +
4 - (— а) =  0  тенгликнинг ўринли эканига ишонч хосил киламиз. 
4°- хосса исбот бўлди.

5° Агар а £ R, $£R  бўлиб, сх :> Р тенгсизлик уринли бўлса, 
унда а +  б >  р -г б тенгсизлик ҳам ўринли бўлади.

Бу хоссанинг исботини ўқувчига ҳавола киламиз.
Берилган ҳақиқий сонга қарама-карши соннинг аниқланиши икки 

хакикий сон айирмаси тушунчасини киритиш имконини беради.
18- т а ъ р и ф. а  ҳақиқий сондан р хакикий соннинг айирмаси 

деб а +  (— Р) сонга айтилади. Айирма а — Р каби белгиланади:

а — р =  а 4- (- Р).



Энди хакикий соннинг абсолют киймати тушунчасини келтирамиз.
Бирор ol£R сонни (а Ф 0) олайлик. Бунда а, — а  сонлардан би

ри албатта мусбат булади. Бу мусбат сон а  соннинг а б с о л ю т  
қ иймати деб аталади ва у |а |  каби белгиланади. Ноль сонининг 
абсолют киймати деб 0 сонининг ўзи олинади. Демак,

. I fa , агар а > 0  булса,
| а ( = I —а, агар a < 0  булса,

2. Ҳ а қ и қ и й  сонлар кўпайтмаси.  Икки a  3 * О, Р > 0  .ха- 
кикий сон Q тўпламда бажарилган (Л, А') ва (В, В') кесимлар ёрда
мида аникланган бўлсин: а  =  (Л, А’), (5 =  (В, В'). А ва В тўпламлар- 
нинг манфий бўлмаган a £ Л, a > 0 ;  b£B, fr >  0 элементларидан 
ушбу

{a-b : а£Л, а >  0, Ь £В, 0} 
туплам ни тузамиз. Сўнгра рационал сонларнинг қуйидаги

C =  Q_U {a b: а£А, a > 0, b£B, 6 > 0 } f 
С' =  Q \C

тўпламларини қарай.миз. Бу С ва С' тўпламлар Q да (С, Сг) кесим 
бажаришини аввалги бандларда кўрсатилгандек исботлаш мумкин.

19-таъриф.  (С, С') кесим билан аникланган сон а  ва р хаки
кий сонлар кўпайтмаси дейилади. Купайтма a -р каби белгиланади: 
a • Р =  (С, С').

Ихтиёрий а ва Р хақиқий сонлар учун бу сонлар кўпайтмаси 
қуйидагича таърифланади:

Г—(! ос. I • 1 pj), агар а ва р турли ишорали бўлса,ос * р —
I (a| - |pi ,  агар а ва р бир хил ишорали бўлса.

Энди хакикий сонларни кўпайтириш змалининг хоссаларини келтн* 
рамиз. Фараз килайлик, a t R, Р£Я, b£R  бўлсин.

Г a-P =  P-a;
2 ° (a • p) • 6  =  a  • (P • 6);
3° a  -1 =  a.

Бу хоссаларнинг исботи кийин эмас. Биз уларнинг бирортасини, ма
салан, 3 °- хоссани исботлаймиз. 0 < a £ R  сон Q тўпламда бажа
рилган a =  (Л, Л') кесим, 1 сон эса (В, В') кесим билан аникланган 
бўлсин. Таърифга асосан а ■ 1 =  (С, С') бўлиб, бунда С =  { с : с =  
=  а-Ь, a£.4, bQB). Аммо b <  1 бўлгани учун a-b<a  бўлиб, ундан 
с — а-Ь£А эканини топамиз. Демак, Vc£C=>- с£ Л. Буэса С с. А 
эканини кўрасатади. Демак,

ос-1 <  а. (2 .1 0)
Энди а£Л бўлсин. Л тўпламда энг катта элемент мавжуд бўлма- 
гани сабабли унда а < а х тенгсизликни қаноатлантирадиган эле



мент мавжуд. Агар а — аг •—  деб қарасак, а2 £Л, — £В (чунки
ai aj

— <  1) эканини топамиз. Демак, Лс=С. Бундан 
ai

а < а - 1 (2 .1 1 )
тенгсизликнинг ўринли экани келиб чикади. (2 .1 0) ва (2 .1 1 ) муноса
батлардан а  • 1 =  а  тенгликнинг ўринли эканига ишонч ҳосил қила- 
миз.

Ҳақиқий сонлар кўпайтмасининг кейинги хоссасини келтиришдан 
аввал a  £R  сонга тескари булган сонни аниқлаймиз.

О < a ( : R  сон Q тўпламда бажарилган (Л, Л') кесим билан аниқ- 
ланган бўлсин. Рационал сонларнинг қуйидаги

C = Q_U {0}U |~г: а’ £ А' }

С’ =  Q \C

тўпламларини қарайлик. Бу С ва С' тўпламлар Q да (С, С') кесим 
бажаради. (Буни исботлаш ўқувчига тавсия килинади.)

20- таъриф.  (С, С') кесим билан аниқланган сон 0  <  а  =  (А, Л')
ҳақиқий сонга нисбатан тескари сон деб аталади. У —  (— =а  ̂ а
=(C,C')j каби белгиланади.

Агар а <  0  бўлса, у ҳолда бу сонга тескари бўлган —  сон қуйи-а
дагича таърифланади:

J__ _____ l_
a j а I

4° Нолдан фаркли у  а £ R сон учун унга тескари сон мавжуд
1 1 ‘ва а- — == 1 тенглик уринли.а

0 < а  сон (Л,Л'), а* —  ссн (С, С') ҳамда 1 сон (В, В')  [кесим а
билан аниқланган бўлсин:

а =  (А,А'), а — — (С, С’), 1 =  (В,В’).а

Фараз килайлик, с£С бўлсин. У хрлда с =  а - -^  <  1 (а£А, а' £ А')
а

булиб, бундан с£В  экани келиб чиқади. Демак, СсгВ, бинобарин,

« • — . < !  (2 .1 2)а
тенгсизлик ўринли бўлади.

Энди В тўпламдан мусбат b сонни олайлик: Ъ >  0. Агар



е =  —---- 1 деб қарзйдиган булсак, ундан 0  <  b <  1 тенгсизликкаь
кўра е >  О эканини топамиз.

А¥=0, А !ф 0  бўлгани учун ушбу а0£А, а'0£ А' сонлар мав
жуддир. Бунда а0<  а'0. Энди қуйидаги'а0, а0(1 +е), а0(1 +  е)2,
а0( 1 +е)"-1, а0(1 +  г)п, геометрик прогрессияни кўрамиз. Унда 
шундай иккита а =  а„(1 -f е)л, а = а 0( 1 -J- е) п_г1 хади топиладики, а — 
=  а0 (1+e )n£ Л, а = а 0(1 -fe)n+l £Л' булади. У ҳолда —  =  1+ е=

а

=  — , яъни 6 =  = а - - ~  булади. Демак, 6 £С. Шундай қилиб,
Ь а а

BczC. Бундан

К а —  (2.13)а

тенгсизлик келиб чикади. (2.12) ва (2.13) муносабатлардан изланган
а  • —  =  1 тенгликка эга бўламиз. а

а <  О бўлган холда ҳам юкоридагидек

а
бўлиши кўрсатилади.

6 - теорема.  Агар икки a£R,  Р£R ҳақиқий сон берилган бу
либ, а  Ф  О булса, у ҳолда

а* х =  Р (2.14)
тенгламани қаноатлантирувчи ягона ҳақиқий сон х мавжуд.

Исбот.  а ф О  бўлгани учун хар доим унга тескари булган
— ҳақиқий сон мавжуд бўлади. Бу — Еа р сонларнинг кўпайтма- а а
сидан тузилган р —  сонни қараймиз. Унда а

алмаштиришларга кўра |5- — сон ’(2.14) тенгламани қаноатлантири-
ос

шига ишонч хосил киламиз. Демак, л: =  Р — . Энди (2.14) тенглама-а
ни қаноатлантирувчи бундай соннинг ягоналигини кўрсатамиз. Тес
карисини фараз қилайлик, яъни (2.14) тенгламани қаноатлантиради- 
ган сон иккита: х ва у бўлсин: ol-x =  р, а-у  =  р. У холда а х —
— а • у =  0 ёки а (х — у) =  0 бўлиб, а Ф  О бўлгани учун х — у  =  О 
бўлади. Демак, х =  у. Теорема исбот бўлди.

21-таъриф.  Берилган а ва р ҳақиқий сонлар нисбати деб,
1 в Р — сонга айтилади. У — каби белгиланади. а а



5° a(zR, y £ R  сонлар учун хар доим
(a +  p ) v - a - Y  +  PVd

тенглик ўринли
6 ° Агар a  £R, P£/?, y £ R  сонлар берилган бўлиб, v >  0 ва a>P 

тенгсизлик ўринли бўлса, унда а ■ у >  {fy тенгсизлик ҳам ўринли бу
лади.

3. Ҳақиқий  соннинг  даражаси.  Аввало [куйидаги иккита 
леммани келтирамиз.

1- лемма.  {А, А') Qтўпламда ихтиёрий кесим бўлсин. Y£>0 ра
ционал сон берилганда хам, шундай а£А, а'£А' рационал сонлар 
мавжудки, бу сонлар ушбу а' — а с  е тенгсизликни каноатланти- 
ради.

Исбот.  А ва А' тўпламлар Q да (А, А') кесим бажарсин. Де
мак, А Ф 0 .  А тўпламда бирор а0 рационал сонни олиб, сўнгра 
қуйидаги

а0, а0 +  е, а0 +  2е, а0 +  пе, n£N ,

грифметик прогрессияни қараймиз. Архимед аксиомасига биноан 
шундай n £ N  топиладики, а0 +  ns£A, а0 +  (п +  l)e<=,4' бўлади.
Агар А тўпламнинг а0 +  ns дан катта бўлган эламентини а ва а0+  
4 - (п +  1)е =  а' деб олсак.

а' — а с  а0 +  (я +  1) е — (а0 +  пе) =  е
бўлишини топамиз. Демак, а' — а с  г, а £ А, а! £ А'

Лемма исбот бўлди.
2 - лемма.  Иккита а £R, $£R  ҳақиқий сон берилган бўлсин.

Y е >  0 рационал сон берилганда хам шундай а £ Q, a' £ (?, а с а '  
сонлар топилсаки, улар учун ушбу

о <: а < а',
а < р < а \  (2.15)
а! — а с г

тенгсизликлар ўринли бўлса, у ҳолда а  =  Р бўлади.
Исбот.  Тескарисини фараз килайлик, яъни (2.15) тенгсизликлар

Y £ >  0 рационал сон учун ўринли бўлса хам а  Ф  Р бўлсин. Маса
лан, а >  р дейлик. У холда шундай r£Q, r'£Q сонлар мавжуд бў- 
ладики, улар учун а >  г' >  г >  р тенгсизликлар ўринли бўлади. На- 
тижйда куйидаги а >  г' >  г >  а тенгсизликларга келамиз. Бундан 
а’ — а >  г ’— г >  0  тенгсизлик келиб чикади. Бу эса а’ — а<етенг-  
сизликнинг г' — г дан кичик бўлган е лар учун бажарилмаслигини 
кўрсатади. Агар а ^  Р булса хам шунга ўхшаш мулохазалар ёрда
мида зиддиятликка келинади. Лемма исбот бўлди.

а) Ҳақиқин  соннинг  б ут у н  даражаси.  Биз аввалги банд- 
да икки а ва р ҳақиқий сон кўпайтмасининг таърифини келтирдик. 
п та а ь а2> а3, а п хакикий сонлар кўпайтмаси а х-а2 ап
хам худди ўша йўл билан таърифланади. Агар а г =  а , =  . —



=  а,, =  а  бўлса, у ҳолда а-а.-а а сон а соннинг п- даражаси

Бу келтирилган таърифдан хам да хакикий сонлар устида амаллар- 
нинг хоссаларидан қуйидагилар келиб чиқади. a£R ,  бўлиб, п
ва т лар натурал сон бўлсин.

1) Қуйидаги тенгликлар ўринли:

2 ) п >  т ва а  >  1 бўлганда а” >  ат бўлиб, 0  <  а <  1 бўлганда 
эса а 1 <  а т бўлади;

3) агар а  >  р >  О бўлсй, у холда а" >  р" бўлади.
Маълумки, Y а  € R (афО) учун хар [доим унга тескари бўлган

Ҳар қандай а  Ф  0 ҳақиқий соннинг нолинчи даражаси 1 га тенг 
деб олинади: а 0 =  1 .

б) Ҳ ақи қи й  сондан  олинган  илдиз.  Бизга 0 <  а  £ R ва 
тайинланган n£N сонлар берилган бўлсин.

2 2 - таъриф.  Ушбу

тенгликни каноатлантирадиган мусбат £ сон а  сондан олинган п-да- 
ражали илдиз деб аталади ва у \/ сс каби белгиланади.

Келтирилган таърифнинг равон мазмунли (коррект) эканлигини, 
яъни (2.16) тенгликни каноатлантирадиган |  сон мавжудлигини хам- 
да ягоналигини кўрсатамиз.

Бунинг учун Q тўпламни қуйидаги

тўпламлар ёрдамида (Q =  Ля U А'п) ёзамиз. Бундай тузилган Ап ва

п  т а

деб аталади ва а  каби белгиланади:
а ■ а ■ а а =  а П

п  т а

—  ҳақиқий сон мавжуд. Ушбу — —  — сон а  соннинг —п-а а а а
даражаси деб аталади ва у а  п каби белгиланади:

(2.16)

Ап=  £?_ (J {0} (J {г: r£Q, г >0, /*< а}, 
А ' =  {г': г' е<?, г' >  0, г'п >  а}



А'п тўпламлар Q да (An, A'n) кесим бажариши равшандир. Бу кесим 
аниқлаган сонни |  деб олайлик: с =  (Ап, А'п).

Юқоридаги 1- леммага асосан Ye >  0 рационал сон учун шун
дай г£ А п, г '£ А'п сонлар мавжудки, г '—г < е  булади. Бу сонлар
нинг олинишидан, равшанки,

О <  г <  Е <  г'
в*, демак,

гп <  1п <  г ,л
тенгсизликлар ўринли булади.

А'п тўпламда г' дан катта булган тайин г„ сонни (бундай сон хар 
доим топилади) олсак ( 0  <  г <  г' <  г0)

Г - г п =  ( г ' - г ) ( г ' п- 1 + г - г ' п~2+  +
+  rn~2-r' 4 -rn~ l) <  (г' — r)-nrS~l <e-n-ro~l

булади. Бундан кўринадики, Ye >  0 рационал сон учун / е' =  —
V пго

га кура] шундай г £ А п, г ’£Ап лар мавжудки,

гп <  Г  <  г"1
ва

г'п- г п< е
тенгсизликлар ўринли булади.

Иккинчи томондан, (Ап, А'п) кесимнинг тузилишига биноан

гп <  а  <  г,п
булади. Шундай килиб, 2- леммадаги барча шартлар бажарилишини 
кўрсатдик. Шу лемма тасдикига биноан

С. Л.t =  а
га эга бўламиз.

Шундай килиб, (Ап, А ’п) кесим билан аниқланган £ сон (2.16) 
тенгликни қаноатлантирпди. (2.16) тенгликни қаноатлантирувчи I сон 
ягона булади. Ҳақиқатан хам, агар t x ва ? 2 сонлар (2.16) тенгликни 
қаноатлантирса, яъни

Щ =  а, Щ =  а 
тенгликлар ўринли бўлса, унда ушбу

У (ЗГ 1 - Л - е г 2 +  + ^ - 2 *s1+ l r l) = o
муносабатдан — Е2 =  0 , яъни =  ? 2 экани келиб чиқади.

в) Ҳақиқий соннинг  ра цио нал  даражаси.  Биз аввалда- 
ги бандларда a £R  соннинг бутун даражаси, шунингдек, а >  О сондан 
олинган п- даражали илдиз таърифларини келтирдик. Энди а  >  О



соннинг раиионал даражаси тушунчасини келтирамиз. Маълумки, ҳар 
қандай рационал сон кискармайдиган г =  — (т £ Z, n£N) каср кў-

П
ринишида ифодаланади. а б Я -f ҳақиқий соннинг г-даражаси а г қу- 
йидагича аниқланади:

сс' =  а ^ = ( Г а ) ” -
Фараз қилайлик, а£ # + ,  Р € Я ь  rl £Q, ri£Q  бўлсин. Қуйидаги сод
да хоссалар ўринлидир:

1) и ' а '  =  a r,J'r’;
2 ) (ar‘ )r’ =  a r, r*;

3) ( f ) T - £  <r£«;

4) a rt : а г =  a r,-r’;
5) (a-p)r = ar pr;
6 ) a  >  1 бўлганда гх <  r2 => a r* <  a r‘;
7) 0 <  a  <  1 бўлганда rx <  г2 =ф- a r' >  a r’.
Юқорида айтилганлардан кўринадики, a  =  ] сонининг ихтиёрий 

рационал даражаси 1 га тенг булади: V — 1.
Муайян узвийликни сақлчш маъносида, a  =  1 сонининг ихтиёрий 

ҳақиқий даражаси ҳам 1 га тенг деб олинади:

г) Ҳақиқий соннинг  ҳақиқий  даражаси.  Бирдан катта 
(a >  1), a £ R  сонни олайлик. Р € # 4- сон эса Q тўпламда бажарил
ган (В, В)' кесим билан аникланган мусбат сон бўлсин:

Р =  (В ,В 7, р >  о.
Барча манфий ҳақиқий сонлар, ноль ҳамда а (р £ В) кўринишдаги 
мусбат хакикий сонлардан иборат тўпламнч £ билан, R \E  тўплам- 
ни Е’ (£ ' =  R \E )  билан белгилайлик. Натижада R туплам R =  
== Е (J Е' кўринишда ёзилиши мумкин.

Юкорида киритилган Е ва Е' тўпламлар R тўпламда (Е, Е') ке
сим бажаришини кўрсатиш кийин эмас. £ тупламнинг тузилишидан 
унинг бўш эмаслиги кўринади: £  Ф  0  С ў игра хар д им а ь <  ab' (b£B, Ь' £В') бўлгани £  тўпламнинг юк пидан чегараланганлигини 
билдиради. Демак, sup £  ----- у мавжуд. В туплам элементлари ораси
да энг каттаси мавжуд бўлмаганлиги учун а <  у бўлади. У хол- 
да 7  <  a ft/ вг а* ' € £  бўлади. Бундан а'1’ £ Ь' Демак, Е 'ф 0 .  £  ва 
Е' тўпламларнинг тузилишидан £ нинг хар бир элементи £ ' нинг 
исталган элементидан кичик бўлиши равшандир. Шундай қилиб, £  
ва Е' тўпламлар R да (£, £ ') кесим бажаради. Қуйидаги таърифда 
£  ва Е' тупламлар юқоридагича тузилган деб кара лади.



23-таъриф.  (£, Е') кесим билан аникланадиган сон а соннинг 
ф-даражаси деб аталади ва каби бглгиланади:

а *5 =  (£, £').

Агар р манфий сон бўлса, унда а 15 — —j—т- деб караймиз ва у юқо- 
.ридагидек таърифланади.

Агар 0 <  а  <  1 бўлса, унда а е =  j' - ~ j  е деб олиниши натижаси
да яна биз юкоридаги холга келамиз. Мусбат хакикий соннинг ҳа- 
қиқий даражаси тушунчасидан фойдаланиб куйидаги теоремани кел- 
тирамиз.

7- т е о р е м а. Хар кандай а Ф 1 ва у мусбат хщщий сонлар 
учун

тенгламани каноатлантирадиган ягона Р хақиқий сон мавжуд.
Бу теореманинг исбоги (2.16) тенглама ечимининг мавжудлиги 

ҳамда ягоналигини исботлашга ўхшаш.
24-таъриф.  Бэрилган а ф  1 ва у мусбат хакикий сонлар учун 

ушбу

а е =  у
тенгламани қаноатлантирувчи р сон у соннинг а  асосга кура (а асос
ли) логарифми де5 агзлдди ва у ioga у каби бглгиланади:

Р = log* У-

8 - §. Ҳақиқий соннинг абсолют қиймати ва унинг хоссалари

Юкорида ҳақиқий соннинг абсолют қиймати тушунчаси билан та- 
нишган эдик. Маълумки, x£R  соннинг абсолют киймати қуйидагича 
аникланади:

I =  \ х, агар .V >  0  булса, ^
I — .V, агар х < 0  булса.

Энди хакикий соннинг абсолют киймати хоссаларини келтирамиз. 
1° x£R  сон учун

Iх I >  0 , \х\ =  I — Л'|, X <  I-V|) —X <  I-VI

муносабатлар ўринли. Бу муносабатлар соннинг абсолют киймати 
таърифидан келиб чикади.

2° Агар x £R  сонлар
| х | < а  (а>0)  (2.17)

тенгсизликни каноатлантирса, бундай х сонлар
— а < х < а  (2.18)



тенгсизлик лар ни хам каноатлантиради Еа аксинча. Бсшкача килиб 
айтганда (2.17) ва (2.18) тенгсизликлар эквивалент тенгсизликлардир:

1 х I <  — а с  х с  а.
Исбот  (2.17) тенгсизлик ўринли бўлсин: х £ Rt \х | <  а. Г- хос

сага кўра —I х  I <  х <  I д; I бўлишидан хамда — а с  — \х\ тенгсиз- 
ликдан топамиз: — а с  — | х | <' х <  | х |<  а. Бундан эса — а с  х с а  
экани келиб чикади.

Энди (2.18) тенгсизликлар ўринли бўлсин: x £ R t —a c x c a .  
Агар х >  О бўлса, \ х \ = х  бўлиб, \х\ с  а бўлади. Агар х < 0  бул

са, \ х \ = — х бўлиб, — х с а  бўлганидан эса | х | < а  эканини топа
миз. Демак, — а с  х с  а бў л ганда хар доим \х \ с  а бўлади.

Бу хосса куйидаги { х: x£R, \х \ с  а} ва {х: х £ R, — a c x c a )  
хакикий сонлар тўпламларининг бир-бирига тенглигини ифодалайди.

3° Агар х £ R сонлар | х | <  a (a >  0) тенгсизликни каноатлантирса, 
бундай х сонлар— a < х  <  а тенгсизлик ларни хам каноатлантиради 
ва аксинча, яъни

|х!,<  а -4==ф—  а <  х <  а.
Бу хосса 2°- хосса каби исботланади.

4° Икки x£R ва y£R хакикий сон йиғиндисининг абсолют кийма
ти бу сонлар абсолют қийматларининг йиғиндисидан катта эмас, яъни

1*4- У\<\х\ +  \у\-
Исбот.  Агар х +  у >  0  булса, х +  у — | х-{- у\ 'бўлиб, | х |,. 

у <  I у  I тенгсизликларни .хисобга олган холда

бўлишини топамиз. Агар х 4 - у <  0  бўлса, унда \х +  у \ =  —(xJry )=  
=  —-V +  (—# )< !а- I +  Iу I бўлади.

Бу муносабат қўшилувчилар сонн иккитадан катта бўлган ҳолда 
ҳам ўринли бўлади:

I Xt 4- x2 4- 4- xn i <  |Xi I 4-! xs I 4- 4 -1 *„!•
5° x£R, y£R сонлар учун

\x — y\ >  |x|—I у I
тенгсизлик ўринли.

Исбот.  Равшанки, х =  (х— у ) - г  у. Унда 4 °-хоссага биноан 
М =  I(х — у) 4 -у I «£ \х — у \ - г  \у \ бўлиб, бу тенгсизликдан \х—у\>
>  Iх I — ! УI бўлиши келиб чикади.

6 ° x£R, y£R сонлар учун
\ X'У \ =  I -V I \у\

танглик ўринли.
Бу тенглик соннинг абсолют киймати таърифидан келиб чикади. 
7° x£R, y£R, уфО сонлар учун

—  _  i i !
У I УI



Исбот.  — =  z деб олайлик. Бундан x = z-y бўлишини топа-
у

миз. Аммо 6°-хоссага кўра | х ( =  | z • у | =  | z | -\у\ ва бундан \z\ =
I х \ *=  J—г тенглик келиб чикади.
\у\
Барча манфий бўлмаган хақиқий сонлар тўпламини R+  билан 

белгилайлик. Равшанки, R+  с= R. Энди R тўпламдан олинган хар 
бир х хакикий сонга унинг абсолют киймати |лг| ни мос қўяйлик. 
Натижада биз

ёки f : x -> \х\
акслантиришга эга бўламиз.

Демак, ҳақиқий соннинг абсолют қиймэтини R  тўпламни R+ 
тўпламга (*) қоида бўйича акслантириш деб қараш мумкин.

9- §. Иррационал сонни тақрибий ҳисоблаш. Иррационал сонни 
чексиз даврий булмаган унли каср орқали ифодалаш

1. Иррационал сонни тақрибий ҳисоблаш.  Бирор а 
иррационал сон берилган бўлиб, у Q тўпламда бажарилган (А, А') 
кесим билан аниқланган бўлсин: а ={А, А’). Бутун сонлар тўплами Z 
рационал сонлар тўпламининг қисми (яъни ZczQ)  бўлганлигидан 
кетма-кет келган а0 ва а0 +  1 бутун сонлар топиладики, ушбу а0« х <
<  а0 +  1 тенгсизликлар ўринли бўлади. Бу ҳолда г0 = а0 сон а  ир
рационал сонни «ками» билан, г' =  а0 -f- 1 эса «ортиғи» билан тақ- 
рибий ифодалайди.

Энди
1 2 9

а о> а о +  — у а о +  — . » а 0 ~г  — , До ■»■ 1

сонларни оламиз. га0 <  а <  а0 +  1 бўлгани учун бу сонлар орасида 
кетма-кет келган шундай иккита

, CLi CLi -f~ 1(2 л -f" --- , йп -j- --------
0 10 0 10

сон топиладики, ушбу
I ai  ̂ ^ , Iа0 Ч----— <  а <  а0 1 — - +  —

0 10 0 ю ^  ю
тенгсизликлар ўринли бўлади, бунда [ах [сон 0, 1, 2, 9 сонлар
дан биридир. Қуйидаги

f l =  a Q ~r  ~\q =  а °' ^1’

- ai . 1 I 1г, =  ад — —  +  — =  аА-----1 э Ю ^  Ю 0 1 Ю
сонлар ос сонни мос равишда «ками» хамда «ортиғи» билан =  0, 1  

аникликда тақрибий ифодалайди. Сўнгра 
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10 ^  1 0 2’ 0 10 ^  10 

сонларни оламиз. Агар ушбу
ал ai 1а0 -j— - < а с  — L -----

0 10 0 10 ^  10

тенгсизликлар ўринли эканини эътиборга олсак, у холда кжоридаго 
сонлар орасида шундай кетма-кет келган иккита

а0 -г  —  4- — , a0 -i-
0 10 * 102’ 0 10 ^  102

сон топиладики, улар учун ушбу

я0 4— -  +  2 <*- а <  а0 4— L 4 - ----
0 ю Ю2 10 102

тенгсизликлар ўринли булади, бунда а2 сон 0, 1, 2, 9 сонлар*
дан биридир. Қуйидаги

I I ^2
Г  о  —= С2п —1— — = С 1л ,  CLX CLny

2 0 10 102 0 1 2

' t ^2 * 1 1 г = а 0 Н— - 4 - —-  4- —  =  a0, a.Go 4- —
2 10 102 102 0 1 2 T  102

сонлар a сонни мос равишда «ками» хамда «ортиғи» билан ^  =  0,01
аникликда тақрибий ифодалайди.

Бу жараённи давом эттира бориб п та қадамдан кейин шундай 
иккита

(Iq, #2  ^п~^о ~ —~ ~т' —— •
0 1 2  п 0 ю ~  102 10" ’

, 1 , ^ 1 ^ 2  , Оп+ \а0, а, а2 а Ч------— =  aQ Н----- +  —  -г . -1------- —
0 1 2  п ю" 0 10 10“ юп

он топиладики, улар учун ушбу

а0 4- —  +  —  +  +  —  <  а  < ^ 0 +  —  +  —  +  +
0 10 Ю2 юл 0 Ю ^  102

Дп -1- 1
' л (2.19)

юп
тенгсизликлар ўринли булади, бунда а1у а2, an сонларнинг хар
бири 0, 1, 2, 9 сонлардан бирига тенгдир.

Қуйидаги



r„ =  aQ, a, a2 4------л и 1 ± & a 1 jqh
1  ̂ - сонларнинг хар оири a иррационал сонни —  аникликда такриоии

ифодалайди.
Шундай килиб, (2.19) муносабатдан кўринадики, п ни етарлича 

катта килиб олиш хисобига а сонни исталганча аникликда гп ва г'п 
рационал сонлар (унли кас])лар) ёрдамида тақрибий хисоблаш мум
кин: а ж гп, а «  г'п. Юкоридаги гп ва г'п рационал сонларни мос ра
вишда «ками» хамда «ортиғи» билан сс соннинг ўнли яқинлатувчи- 
лари деб аталади.

2. Иррационал сонни чексиз  даврий бу лма г а н  каср
о р қа л и ифодалаш.  Маълумки, хар кандай рационал сон чекли 
унли каср ёки чексиз даврий ўнли каср кўринишида ифодаланади ва 
аксинча, юкорида айтилган касрлар рационал сонни ифодалайди. Шу 
сабабли иррационал сон а учун а ava2 ап муносабат ўрин- 
ли ва бу иррационал сон чексиз, даврий булмаган ўнли каср кўри- 
нишида ифодаланади. Албатта, бу айтилган тасдиқ математик жи- 
ҳатдан жиддий асосланиши лозим. Биз қуйида тегишли тасдикнинг 
асосланиши билан шуғулланамиз.

а — иррационал сон бўлсин. Бу сон юкоридаги 1-бандда кўрса- 
тилганидек «ками» билан a0, a,a2 ап кўринишдаги ўнли каср,
«ортиғи» билан а0уа{а2 ап-\— ~  кўринишдаги ўнли каср орка-
ли ифодаланади. Бу ўнли касрлар айирмаси п ўсганда камаяди.

Иррационал сон а ни тақрибий ифодаланиш жараёнини чексиз 
давом эттириш натижасида ушбу

а0, aLa2 ап (2.20)
чексиз унли касрни хосил киламиз. Бу (2.20) сонни иррационал сон 
ха нинг ўнли каср кўринишидаги ифодаси деб караймиз. Унда (2.19) 
тенгсизликлардан а0,а уа2 ап, чексиз ўнли каср даврий ўн- 
ли каср эмаслиги келиб чикади. Ҳақиқатан ҳам, агар (2.20) чексиз 
даврий ўнли каср, яъни рационал г сон бўлса, унда учун

. -г < r<  а0 +  —- 4- —  ~Ь 4- 10 102 10/1 ю ^  102

10"
тенгсизлик ўринли булиб, бу ва (2.19) тенгсизликлардан

| a - r , <  w  (V n £ N )  (2 .2 1 )

тенгсизлик келиЗ чикади. У холда 2- леммага кура а =  г булиб, 
бу а иррационал сон деб олинишига зид.

Демак, иррационал сон а ни и|юдалэзчи (2.20) сон чексиз, дав
рий бўлмаган ўнли касрдан иборат.



Энди бирор чексиз, даврий булмаган ўнли каср ай, аха2 а, 
берилган бўлсин. Ҳар бир натурал сон п учун ушбу

П

P n =  a 0, a i a 2 а -

Яп =  а0> а1 а2 ап
1

10

чекли унли касрларни — рационал сонларни олиб, сўнгра қуйидаги 
А =  { г : r£Q., т  п учун г < qn),
Л' =  { г : r£Q, у  л учун рп <" г}

тугтламларни тузамиз. А ва Л' тупламлар Q да (Л, Л') кесим 
бажаради. Бу кесим эса бирор а  хакикий сонни ани^лайди. Келти
рилган (Л, Л') кесимнинг тузилишидан ва а0, aLa2 ап чек
сиз унли каср даврий эмаслигидан ихтиёрий натурал п сон учун

pn< a < . q n (2 .2 2 )
тенгсизликлар ўринли эканлиги келиб чикади. (2.22) тенгсизликлар- 
дан ҳамда (2.21) тенгсизликни келтириб чиқаришдаги мулоҳазани 
қайтаришдан а0, ап чексиз, даврий бўлмаган ўнли каср
а сонни ифодалаши ва иррационал сон эканлиги келиб чиқади.

Демак, ҳар қандай иррационал сон а га чексиз, даврий булмаган 
ўнли каср а0, аха2 ап ва аксинча хар кандай чексиз даврий 
бўлмаган ўнли касрга иррационал сон мос келиши кўрсатилди.

Энди чексиз даврий булмаган ўнли касрлар тўпламида касрлар- 
нииг тенглик тушунчасини киритиб, юқоридаги мосликнинг ўзаро 
бир қийматли эканлигини кўрсатамиз.

Икки

К А  ь> ьп
унли каср берилган бўлсин.

Агар а0 = Ь0 ва барча натурал п сонлар учун ап =  Ьп булса, у 
ҳолда бу касрлар тенг дейилади ва

^0*^1 ^2 ап ~  0̂» ^1 ^2 ^л
каби белгиланади.

Фараз килайлик, а ва Р— иррационал сонлар учун

) (2-23) 
мослик урин ли бўлиб, а¥=Р бўлсин. У холда

а 0. а 1а 2 а п ф  Ьа> ЬА  Ьа 

булади. Ҳақиқатан ҳам, агар
@ о.п bq, • btl



бўлса, a0 = b0 ьа y n £ N  учун an — bn булиб, VnfEAT учун ушбу 

а, 0,02 ап <  а с  а0, а д

Q , 1
°0> йп <~ Р <' fl0> а1°2 ап '• |Q,j

тенгсизликлар хосил бўлади. Натижада у- n £ N  лар учун

[Jcc — р | <  —II Г 10л
тенгсизликка келамиз. Бундан 2- леммага кўра а =  Р келиб чиқади. 
Бу эса а Ф Р га зид. Шундай килиб, (2.23) мосликлардан ва а Ф р 
бўлишидан

экани келиб чиқади.
Шунингдек, агар а сонга иккита а0, а:а2 ап ҳамда, 

b0, bj)2 Ьп чексиз даврий бўлмаган ўнли касрлар мос қўйилса, 
у холда

а0, a.jO.2 чп . =  b0, bjb2 bn
тенглик ўринли бўлишини кўрсатамиз.

Тескарисини фараз килайлик, яъни (2.23) мослик ўринли бўлиб, 
а0, аха2 ап Ф Ьй, bxb2 bn бўлсин. У холда шундай 
ti (n£N)  топиладики, а0 = Ьй, а1 =  Ь1, ., an_, =  бўлиб, ап Ф 
Ф bn бўлади. Айтайлик, ап <  bn бўлсин. Унда

во. a A  оп_,ап +  - ^ < а 0, ал_, bn (2.24)

булади. Аммо (2.23) муносабатга кўра

Оо» • ап—\ ^  a  ^  ®0’ ^ 1^2
I 1

10*’

Оо.'' С А  • а п - \  ап +  ^-п < а < а *' ап- 1 6n +

булиб, ундан а сон, бир томондан, a0, ап_ х Ъп дан катта,
иккинчи томондан, a0t ап_ { ал-г ^  дан кичик бўлишини то
памиз. Бу эса (2.24) муносабатга зид.

Шундай килиб, (2.23) мосликдан я0, аха2 ап =  Ь0, ЬХЬ2 
Ъп тенглик келиб чикади. Демак,

a -> a 0, ал
мослик узаро бир кийматли мослик булади. Бу эса

OS =  Gq, 0*2 CLn
деб олинишини асослайди.



10-§. Ҳақиқий сонларни геометрик тасвирлаш

Биз 2-§ да хар бир рационал сонга сонлар ўқида битта нуқта 
(рационал нукта) мос келишини кўрсатган эдик. Шу билан бирга 
сонлар ўқида рационал бўлмаган нуқталар хам (масалан V 2 сонга 
мос келадиган нукта) борлиги аниқланди.

Энди хар бир ҳақиқий сонга хам сонлар ўқида битта нуқта мос 
келишини кўрсатамиз. Бунинг учун ҳар бир иррационал сонга сон
лар ўқида битта нуқта мос келишини кўрсатиш етарлидир.

Мазкур бобнинг 5- § ида ҳақиқий сонлар тўплами R тўлиқлик 
(узлуксизлик) хоссасига эга эканлиги кўрсатилган эди. Бинобарин, 
тўғри чизиқ нукталаридан иборат тўплам хам тў лик лик хоссасига 
эга булади. Уни келтиришдан аввал тўғри чизиқ нуқталари тўпла- 
мида бажарилган кесимни таърифлаймиз.

25-таъриф. Тўғри чизикнинг барча нуқталари тўплами I ни 
шундай иккита <М ва «Р тўпламларга ажратилсаки, унда

1) оМ. ф  0 ,  £Р ф  0 ,
2) Л \Ь Р  =  1Ч
3) Y -V' P(z&* бўлса, М нукта Р нуқтадан чапда жой

лашган шартлар б̂ :.самилса, у холда М  ва еР тўпламлар I тупламда 
кесим бажаради дейилади ва (М, $>) каби белгиланади.

Т ў ғ р и ч и з и қ н и н г  у з л у к с и з л и к  хоссаси.  Тўғри чизиқ 
нуқталари тўплами I да бажарилган хар қандай ('<М, «Р) кесим ягона 
М нуқтани аниқлаб, бу нуқта ёки <М тўпламнинг энг ўнг нуқтаси 
ёки & тўпламнинг энг чап нуқтаси бўлади.

1. Иррационал  сонларни г е о м е т р и к  тас вир л а ш. Би
рор иррационал сон а  берилган бўлиб, бу сон Q тўпламда бажарил
ган (Л, А') кесим билан аниқланган бўлсин: а  =  (Л, Л'). Бунда Л 
тўпламда энг катта, Л' тўпламда эса энг кичик элемент йўқ. / тўғ- 
ри чизиқ ва бу тўғри чизиқдаги Л ва Л' тўпламларни ташкил эт
ган рационал нукталарни олайлик. Бу рационал нуқталардан тузил
ган тўпламларни мос равишда Л ва А! каби белгилайлик.

Равшанки, бу ҳолда Л тўпламнинг нуқталари орасида энг ўнг 
нуқга йўқ. Шунингдек Л' тўпламнинг ну^талари орасида энг чап 
нуқта йўқ. I тўғри чизиқнинг шундай Р нуқталарини қараймизки, 
бу нуқталардан ўнгда Л тўпламнинг камида битта нуқтаси бўлсин. 
Бундай Р нуқталардан иборат тўпламни С билан белгилайлик. Тўғ- 
ри чизиқнинг С тўпламга тегишли бўлмаган нуқталари тўпламини 
С  билан белгилаймиз. Демак, С' =  l \C .  Бу С ва С' нуқталар тўп- 
ламлари l да кесим бажаришини кўрсатамиз.

Аввало А Ф  0  бўлгани учун а£А  рационал сон бор. Бу соннинг 
геометрик тасвири бўлган Ра нукта А тўпламга тегишли бўлади. Де
мак, Ра £С. Бу эса С Ф  0  эканини билдиради. Худди шунга ўхшаш 
С' Ф  0  экани кўрсатилади.

С ва С' тўпламларнинг тузилишидан С \ ] С  = I ва С тўпламдаги 
ҳар бир нуқта С  тўпламдаги исталган нуктадан чапда жойлашган- 
лиги келиб чикади. Демак, С ва С' тўпламлар I да (С, С') кесим



бажаради. Тўғри чизикнинг хоссасига кўра (С, С') кесИхМ ягона нуқ- 
тани аниқлайди. Бу нуктани Ра каби белгилаймиз. А тўпламда энг 
ўнг нуқт'1 бўлмагани учун Ра £А , шунингдек, А'  тўпламда энг чап 
нуқта бўлмагани учун Ра $А' бўлади. Демак, Р а $А[)А' бўлиб, бу 
нукта рационал нукта бўлмайди. Иррационал сон а га худди шу 
Ра нуқтани мос қўямиз.

2. Ҳақиқий сонлар тўплами R билан тўғри чизиқ  
нуқталари тўплами орасида ўзаро  бир қиймятли  
мослик.  Биз юқорида хар бир а £R  сонга / тўғри чизикда битта 
нуқта Ра нинг мос қўйилишини ку рган эдик. Энди аксинча, I тўғри 
чизиқдаги ҳар бир нуқтага битта хакикий сон мос келишини кўрса- 
тг»миз.

Сонлар ўқида бирор Р нукта олайлик. Бу нукта, айтайлик, О 
нук;?адан ўнгда ётсин. Равшанки, Р нуқта сонлар ўқида ОР кесма
ни ҳосил килади. Масштаб кесмаси ОЕ ни ОР кесма бўйляб жой- 
лаштирамиз. Бунда қуйидаги икки хол юз беради:

1J ОР кесмада ОЕ кесма бутун сон а0 марта тўлиқ жойлашади. 
Бу ҳолда ОР кесманинг ўнг учини ифодаловчи Р нуқтага худди шу 
а0 сон мос қўйилади. а0 сон Р нуқтанинг координатаси (абсциссаси) 
деб ҳам аталади. Демак, бу ҳолда Р нуқтага а0 бутун сон мос ке
лади.

22) ОР кесмада ОЕ кесма бутун сон а0 марта жойлашиб, ОР 
кесмадан SP кесма ортиб қолиши ёки ОР кесмада ОЕ кесма а0 +  1 
марта жойлашганда ОР кесмага PQ кесма етмасдан қолиши мумкин. 
Бу холда ОР кесманинг ўнг учини ифодаловчи Р нуқтага а0 сонни 
«ками» билан а0 +  1 сонни эса «ортиғи» билан мос қўйиш мумкин. 
Бу ҳолда Р нукта га мос келадиган хакикий сонни топиш мақсадида
масштаб кесмаси ОЕ нинг қисмини олиб, уни SP кесма бўйлаб 
жойлаштирамиз. Бунда яна қуйидаги икки хол юз беради:

12) SP кесмада ОЕ кесманинг кисми бутун сон ах марта тў- 
лиқ жойлашади. Бунда aL сон 0, 1, 2, 9 сонларнинг биридир. 
Бу холда Р нуктага а0 -р -у*- сон мос қўйилади.

2о) SP кесмада ОЕ кесманинг кисми бутун сон ах марта жой
лашиб, SP кесмадан кесма ортиб колиши ёки РА кесмада ОЕ 
кесманинг кисми aL 4- 1 марта жойлашганда РА кесмага AQX 
кесма етмасдан колиши мумкин. Бу холда Р нуктага я0, ах =  а0 +
+  —  сонни «ками» билан, ап, а} + —  =  а«~г —  Н— -  сонни эса

10 0 1 10 0 10 10
«ортиғи» билан мос қўйиш мумкин.

2г) ҳолда Р нуктага мос келадиган хакикий сонни топиш жара
ёни давом эттирилади. Бу жараённи п- марта такрорлаганда яна икки 
ҳол юз беради:



1Л) ОР кесмада масштаб кесмаси ОЕ бутун сон а0 марта, масш-
1 - 1таб кесманинг —  кисми ах марта, масштао кесмасининг —  қиеми

1аг марта ва х.к., масштао кесмасининг —  кисми эса ап марта тўлиқ 
жойлашади. Бу холда Р нуктага

CL\ . Qo , . О.»а0, aLa2 ап = aQ-\— L 4— - +  Ч— " о» 1 2 п 0 1 ю 102 ю«
сон мос қўйилади.

2J Р нуқтага мос келадиган сонни топиш жараёни якунланмай- 
ди. Бу холда Р нуктага

а0, aLa2 а =  aQ -f- —  +  —  +  +  Л* (*)°’ 1 2 п 0 ю юз
сонни ками билан,

, 1  . йл . Go , , CL -f-1 /**\
CL п . (Х л й о  • CL 1 ----------- =  ------------------------------- f -  “ Г  — — —  (  )

0 1 2  п Юл 10 Ю2 Ю« '  '

сонни «ортиғи» билан мос қўйиш мумкин.
Жараён чексиз давом этсин. Бу холда Р нуктага мос [келадиган 

ҳакгиқий сонни топиш учун юкоридаги (*) ва (**) сонлардан ушбу 
(V  n£N  учун)

С =  [г: г (iQ, г <  а0 +  —  + - °n+ М.\  ^ 0 10 10я J

С ' = (r .  r£Q, г > а 0 +  ^ - ^ -  + ^ ~\  0 10 1 0я
тўпламларни тузамиз. Бу С ва С' тўпламлар Q да (С, С ) кесим ба
жаради ва у бирор а ҳақи^ий (иррационал) сонни аниқлайди. Р нук
тага худди шу а  сонни мос қўямиз. Юқоридагидек тўғри чизиқда Р 
нуқта О нуқтадан чапда жойлашганда ҳам унга мос келадиган сон 
топилади. Бу сон манфий бўлади.

Шундай қилиб, тўғри чизиқда олинган ҳар бир нуқтага битта 
ҳақиқии сон мос қўйилиши кўрсатилди.

Демак, тўғри чизиқда олинган ҳар бир нуқтага бигта хақиқий 
сон, аксинча, ҳар бир ҳақиқий сонга тўғри чизиқда битта нуқта мос 
келади, яъни Ра ->-сс, a - +P a (adR,  Ра £1)-

Энди турли хакикий сонларга тўғри чизиеда турли нуқталар мос 
келишини, яъни

а —>-Ра, р—
булиб, а ф  р бўлганда Ра ва Р^ нуқталар хам турлича бўлишини 
кўрсатамиз. Фараз килайлик, р QR бўлиб, а Ф р бўлсин. Аник;-
лик учун а  <  р деб олайлик. Учта хол бўлиши мумкин:

а) а  ва р — рационал сонлар,
б) а ва р — сонларнинг бири рационал, иккинчиси иррационал,
в) а ва р — иррационал сонлар.



а) холни қарайлик, яъни a£Q, р £Q бўлсин. Унда а  =  (А, А')> 
Р =  (В, В') бўлиб, а сон А тўпламнинг энг катта, р сон эса В тўп- 
ламнинг энг катта элементи бўлади.

а < Р  бўлганидан a £В бўлади.
Рр нуқта В  тўпламнинг барча нуқталаридан ўнгда, демак, Ра 

нуқтадан ҳам ўнгда жойлашган. Бу эса Ра ва Р^ нуқталарнинг тур
ли эканлигини билдиради.

б) ҳол хам юкоридаги а) ҳол каби исботланади.
Энди в) холни қарайлик: а £ R \Q ,  р£R \Q  бўлсин. Унда а=(Л, А '), 

Р =  (В, В ’) бўлиб, а  <  р бўлгани учун А а  В бўлади. Демак, шун
дай рационал сон г топиладики, r£B, r(zA. Унда г £ А' бўлади. Бу 
рационал сонга Рг рационал нуқта мос келади.

Ра нуқта А' тўпламнинг барча нуқталаридан чапда, жумладан, 
Pr нуқтадан хам чапда жойлашган.

Рр нукта В тўпламнинг барча нуқталаридан ўнгда жойлашганли- 
гидан бу нуқта Pr нуқтадан ҳам ўнгда бўлади. Демак, нуқта Ра 
нуқтадан ўнгда жойлашган.

Шундай қилиб, ҳақиқий сонлар тўплами R билан тўғри чизиқ 
нуқталари тўплами l орасида ўзаро бир қийматли мослик ўрнатилди.

3. Тўғри чизиқда масофа тушунчаси.  Масофа тушун
часи математикада мухим тушунчалардандир. Уни киритишдан аввал 
оралиқнинг узунлигини киритайлик. Ҳар бир [а, £>], [а, Ь), (а, Ь] кў- 
ринишдаги оралиқнинг узунлиги деб b — а миқдорга айтилади. Энди 
масофа тушунчасини киритамиз. x£R, y £ R  бўлсин.

26-таъриф. Ушбу Iх— у\ микдор х ва у нуқталар орасидаги 
масофа дейилади ва р (х, у) каби белгиланади: р (х, у ) =  \х — у  |.

Масофа куйидаги хоссаларга эга:
1° р (х, у) >  0 бўлиб, р (л:, у) =  0 тенглик фақат ва фақат х—у  

бўлганда ўринли бўлади. Бу хосса масофа таърифидан бевосита ке
либ чикади,

2° р (х, у) — р {у, х) (масофанинг симметриклиги).
Ҳақиқатан ҳам,

Р (-V, У)= \х — у\  =  |(— 1) {у — д')| =  \ у  — х\ =  р (у, х).
3° Ихтиёрий x£R,  у £R,  z £ R  нуқталар учун р (х, у) р (х, г) +  

+  Р У) (учбурчак тенгсизлиги) тенгсизлик ўринли.
Ҳақиқатан ҳам,
Р (X, у) =  \х — у\ =  |(х — г)-г (г — у)\ < U  — z\ +  | z — y\ =

=  р (д-, г) +  Р (г, у).



3 - Б ОБ
СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ УЧУН ЛИМИТЛАР НАЗАРИЯСИ

Математик анализ курсида ўрганиладиган дастлабки тушунча ли
мит тушунчасидир. Айни пайтда у кейинрок; киритилади ган асосий 
тушунчалар учун замин бўлиб хизмат қилоди. Бу тушунча, қуйида 
кўрамизки, ўзининг киритилиши ва мазмуни бўйича хақиқии сонлар 
устидаги биз ҳозиргача кўрган амаллардан тубдан фарқ қилади. Ушбу 
бобда лимитлар назариясини содда ҳол — сонлар кетма- кетлиги учун 
қурамиз.

1-§. Ўзгарувчи ва ўзгармас миқдорлар

Биз табиатни кузатиш ва ўрганиш жараёнида узунлик, юз, >;ажм, 
вақт, температура, масса каби миқдорларга дуч келамиз. Конкрет 
шароитда бу миқдорлар баъзан турли қийматларни қабул қилса, баъ
зан бир хил қийматга тенг бўлади. Масалан, агар аудиториядаги 
талабаларга айлана чизиш таклиф этилса, унда талаба турли катта- 
ликдаги радиус билан айлана чизганини кўрамиз. Бундг. айлана ра
диуси турли қийматларни қабул килгани учун ўзгаруени микдор 
бўлади.

Маълумки, ҳар қандай айлана узунлиги s нинг унинг диаметри
2 г га нисбати —  ўзгармас сон л =  3,14 га тенгдир.

Шундай қилиб, икки хил — ўзгарувчи хамда ўзгармас миқдорлар 
бўлади. Одатда ўзгарувчи ва ўзгармасо миқдорлар х, у> r, а, b, с ва 
ҳ. к. ҳарфлар орқали белгиланади. Узгарувчи миқдор турли қий- 
матлар қабул қилиши мумкин. Масалан, айлана радиусининг ўзга- 
рувчи миқдор сифатида қабул қиладиган қийматларидан иборат туплам

A =  {r: r£R ,  0 < г < о о }
булади.

Агар ўзгарувчининг кабул қиладиган қийматларидан тузилган 
тўплам маълум бўлса, ўзгарувчи берилган деб ҳисобланади. Ўзгар- 
мас миқдорни ҳам ўзгарувчи деб қараш мумкин. Бунда ўзгарувчи- 
нинг қабул қиладиган қийматларидан ташкил топган тўплам битта- 
гина элементдан иборат бўлади.

Математикада бир неча ўзгарувчи миқдорлар ҳамда бу ўзгарувчи 
миқдорлар орасидаги боғланишлар ўрганилади. Айлана радиуси г ҳам, 
айлана узунлиги s ҳам ўзгарувчи миқдор бўлиб, s =  2 л г муносабат 
бу ўзгарувчилар орасидаги боғланишни ифодалайди. Бу ерда г — эрк- 
ли (г£Л) равишда ўзгарадиган ўзгарувчи бўлиб, s эса унга боғлиқ, 
эрксиз ўзгарувчидир. Айлана радиуси A = {r£R :  0 < r < o o }  тўп- 
ламдаги қийматларни қабул қилса, айлана узунлиги s нинг қиймат- 
лари г га боғлиқ бўлган ҳолда R+ = {s£R:  0 <  s <  oo} тўпламни 
ташкил этади.

Шундай қилиб икки хил: эркли ҳамда эрксиз ўзгарувчилар бу
лар экан.



2 -§. Сонлар кетма-кетлигининг лимити

1. Сонлар кетма-кетлиги.  N  ва R тўпламлар берилган 
бўлиб, /  — ҳар бир натурал n ( n £ N)  сонга бирор ҳақиқий хп (хп £ R) 
сонни мос қўювчи акслантириш бўлсин:

туплам сонлар кетма-кетлиги деб аталади.
Бу кетма- кетликни ташкил этган хп (п =  '1, 2, 3 .) сонлар унинг 

ҳадлари (элементлари) деб аталади. Одатда (3.1) сонлар кетма- кет- 
лиги унинг умумий ҳади орқали {хп} каби белгиланади. Сонлар кет
ма-кетлигига мисоллар келтирайлик.

Юкорида келтирилган мисол лардан кўринадики, баъзи кетма-кет лик- 
ларнинг умумий хадлари формулалар орқали ифодаланиб, уларнинг 
барча ҳадларики шу формулалар ёрдамида топил са, баъзи кетма- 
кетликлар ҳадларини маълум қоидалар ёрдамида топищ мумкин бў- 
лар экан. Масалан, 8-мисолда келтирилган кетма-кетликнинг хад
лари ушбу

f : N - > R  ёки f : n - * x n.
Бу ҳолда у хп =  f  (ti) каби ҳам ёзилади.

/ акслантиришни қуйидагича тасвирлаш хам мумкин:

1 2  3 п

1-таъриф. /  (п) ўзгарувчининг қийматларидан тузилган
(3.1)

2  ’ 3 ’

2 ) хп ~  (— 1)П: - 1 . 1 . - 1 . 1 . ( - 1)".
3) хп = п \: 1!, 2!, 3!, /г!,
4) xn = sin п° : sin Г, sin 2°, sin3°, sin/2°,

6) хп = \ :  1, 1, 1, 1,
7) 0,3; 0,33; 0,333; 0,33 3

п та
8) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
9) 3, 1, 4,

Х\ 1, Х2 1, Хп Хп_2 “Ь хп—!» п ^  3 (3.2)



Кетма- кетликнинг дастлабки хадлари берилган холда кейинги 
ҳадларини олдинги хадлари оркали топишни ифодалайдиган қоида 
рекуррент қоида деб аталади. (3.2) формулалар шундай коидани 
ифодалайди. Бу (3.2) қоида билан топилган 1, 1, 2 , 3, 5, 8 , 13 
21, . сонлар Фибоначчи сонлари дейилади.

9- мисолда келтирилган кетма-кетлик ҳадлари я сонининг, мос 
равишда, биринчи, иккинчи, рақамларидир. Маълумки, л ирра
ционал сон булиб, у чексиз, даврий булмаган унли касрдан иборат 
булади, бинобарин, рақамларнинг келишида бирор муайян конуният 
мавжуд бўлмайди.

Шуни таъкидлаш лозимки, {хп} сонлар кетма- кетлигининг (п =  
=  1 , 2 , 3, .} хадлари сони чексиз булган ҳолда бу кетма-кетлик
нинг барча ҳадларидан тузилган туплам чексиз ёки чекли туплам
булиши мумкин. Масалан, 1, —, —, —, кетма-кетлик хад-

2 3 п
ларидан тузилган j l , —, —, А туплам чексиз, 1 , — 1, 1 — 1 ,

[ 2 3  J
кетма-кетликнинг хадларидан тузилган {— 1 , 1} туплам эса чекли 
тўпламдир.

Энди сонлар кетма- кетлигининг чегараланганлиги тушунчалари 
билан т'анишамиз.

Бирор {хл} кетма-кетлик берилган бўлсин.
2-таъриф.  Агар шундай ўзгармас М сон мавжуд бўлсаки, y-ti^N 

учун хп М тенгсизлик ўринли бўлса, кетма- кетлик юқоридан че
гараланган деб аталади.

Масалан,
sin 1°, sin 2 °, sin3°, sinn°,

О, — 1, — 2 , —3, — n,

кетма-кетликлар юқоридан чегараланган, чунки биринчи кетма-кет
ликнинг ҳар бир ҳади 1 дан, иккинчи кетма- кетликнинг ҳар бир хади 
эса 0  дан катта эмас.

3-таъриф.  Агар ихтиёрий мусбат М сон олинганда ҳам шун
дай натурал п0 сон топилсаки, хПо >  М бўлса, {хп} кетма-кетлик 
юкоридан чегараланмаган деб аталади.

Масалан,
1 , 2 , 3,

кетма-кетлик юкоридан чегараланмаган кетма-кетлик бўлади.
4-таъриф.  Агар шундай ўзгармас т сон мавжуд бўлсаки,

Y n£N  учун хп ^ т  тенгсизлик ўринли бўлса, бу кетма-кетлик 
қуйидан чегараланган деб аталади.

Масалан,
I JL 1  1  __L
’ 2 ’ 4 ’ 8 ’ ’’ 2Л~ 1 ’

II, 2 !, 3!, я!,



кетма- кетликлар куйидан чегараланган, чунки кетма- кет
ликнинг ҳар бир хади 0  дан, {п\} кетма-кетликнинг хар бир ҳади 
эса 1 дан кичик эмас.

5-таъриф.  Агар ихтиёрий мусбат т сон олинганда ҳам шун
дай натурал л 0 сон топилсаки, хп̂ <  — т бўлса, {xrt} кетма- кетлик 
куйидан чегараланмаган деб аталади.

кетма-кетлик куйидан чегараланмаган кетма-кетлик булади.
6 - таъриф.  Агар {х^ кетма-кетлик хам қуйидан, ҳам юқори- 

дан чегараланган бўлса, у чегараланган деб аталади.
Масалан,

кетма- кетликлар чегараланган кетма- кетликлардир.
{л̂ } кетма- кетликнинг чегараланганлигини қуйидагича таърифлаш 

ҳам мумкин:
7-таъриф.  Агар шундай мусбат р сон мавжуд бўлсаки, V n£N 

учун j хп I <  р тенгсизлик ўринли бўлса, кетма- кетлик чегараланган 
деб аталади.

Келтирилган 4, 5, 6 , 7-таърифлар 2-бо5даги мог таърифларнинг 
кетма-кетликка нисбатан айтилишидир.

{*я} кетма-кетлик хадларидан тузилган тупламнинг аниқ юқори 
чегараси {хл} кетма-кетликнинг аниқ юқори чегараси деб аталади 
ва у sup {хп} каби белгиланади.

Шунингдек, {хп} кетма-кетлик хадларидан тузилган тупламнинг 
аниқ қуйи чегараси {хп} кетма-кетликнинг анщ қуйи чегараси деб 
аталади ва у inf {хп} каби белгиланади.

Масалан, ушбу

кетма-кетликларнинг аниқ юқори ва қуйи чегараларини ёзамиз:

2. Н у қ т а н и н г  атрофи тушунчаси .  Бизга а £ R сон ҳамда 
ихтиёрий мусбат е сон берилган бўлсин.

8 - т а ъ р и ф. Қуйидаги
£/e (а) =  {х: х £ R, а — е <  х <  а +  е}

Масалан,
- 2 , - 3 ,

sin Г, sin 2°, sinn°,

{ з — "}. {2 л + 2 }

sup {2п. +  2} =  +  оо, inf {2п +  2} =  4.



туплам а нуктанинг атрофи (е-атрофи) деб аталади, е сон эса ат- 
рофнинг радиуси дейилади.

Таърифга кўра а нуктанинг £- атрофи a нуктани уз ичига олган 
(а — г, а + г )  интервалдан иборат (18- а чизма). Демак, нуктанинг 
атрофи маълум нукталар тўпламидир. Нуктанинг атрофи куйидаги 
асосий хоссаларга эга:

1° Агар а нуқтанинг Ua (а) ва U6 (а) атрофлари берилган булса» 
бу атрофларнинг хар бирига кием бўлган UE (а) атроф хам мавжуд 
булади.

Исбот.  U0 (а) ва Ub (а) тупламлар а нуктанинг атрофлари бул- 
син:

Uq (а) =  {х: x£R, а — о <  х  <  а +  а},
U6 (а) ~  {х: x£R, а — б <  х <  а 4- 6 }.

с-6 а о+ьи

о-с Ь-& Ь Ь+&

18- чизма.

Агар а ва 6  мусбат сонлардан кичик булган е сонни олиб, а нуқ- 
танинг ушбу

Ош (а) =  {х: х £ R, а — г < х < а  +  г} 
атрофини қарасак, унда

Ьг ( а ) а и о {а)% Ut {a )a U b {a)
муносабатлар бажарилишини кўрамиз.

2°. Агар a£R, b£R  ва а ф Ь  булса, а ва b нукталарнинг шун
дай Uz (a), Ut (Ь) атрофлари мавжудки, улар умумий нуктага эга 
бўлмайди, яъни Ue (а) П Ue (Ь) =  0  (18-6 чизма).

3° Агар b нукта а нуктанинг Uz (а) атрофига тегишли бўлса 
(яъни b £U e (a))t у холда b нинг шундай б-атрофи Ut (b) мавжудки, 
Uь (/;) с= U2 (а) бўлади (18-е чизма).

2°-ва 3°-хоссалар 1°- хоссага ўхшаш исботланади.
Маълумки, хацикий сонлар тўплами R таркибига +  оо ва — оо 

символларни қўшиб, кенгайтирилган сонлар тўплами R ҳосил қилин-



ган эди. R да +  оо ва — оо «нуқта» ларнинг атрофи тушунчаси 
қуйидагича киритилади:

U (+  оо) =  {х: х £R, c£R, с <  х <  +  сю},
U (— оо) == {г. X£R, C1£R1 — оо < х <  c j .

3. Сонлар к ет м а -к ет л иг и нин г  лимит и. Бирор х19 х2, 
х31 . . хп> кетма-кетлик ҳамда бирор а сон берилган бўлсин.

9- т а ъ р и ф. Агар V е >  О олинганида хам шундай натурал сон 
n0£N  мавжуд бўлсаки, п >  nQ тенгсизликни қаноатлантирувчи барча 
натурал сонлар учун

\хп — а \< &  (3.3)
тенгсизлик бажарилса, а сон {*„} кетма-кетликнинг лимита деб 
аталади. Лимит учун

lim хп =  а, ёки limxn =  a, ёки хп~+а
П-—►ос

белгилашлардан фойдаланилади.
Бу таърифни қуйидагича ифодалаш мумкин:

V е >  0  3  по по (е) £№• V n >  по=^ I х п — й \ < г .
Маълумки, \хп — а \ < г  тенгсизлик а — е < х п <  а +  ь тенгсиз- 

ликЛарга эквивалентдир. Агар (а— е, а + е )  интервал а нуқтанйнг 
е- атрофи, яъни £/е (а) тўпламдан иборат эканлигини эътиборга олсак, 
унда {хп} кетма-кетликнинг лимитига юқорида келтирилган таъриф
га эквивалент бўлган қуйидагича таъриф бериш ҳам мумкин.

10-таъриф.  Агйр а нуктанинг ихтиёри# Ue (а)-атрофи олинга
нида хам {хп} кетма-кетликнинг бирор ҳадидан кейинги барча ҳад- 
лари шу атрофга тегишли булса, а сон {х^ кетма-кетликнинг ли. 
мити деб аталади.

‘‘Шуни таъкидлаш лозимки, кетма-кетлик лимити таърифидаги е 
ихтиёрий мусбат сон булиб, натурал сон п0 эса шу е га ва қара- 
лаётган кетма- кетликка боғлиқ равишда топилади.

И-таъриф.  Чекли лимитга эга булган кетма-кетдик яқинла- 
шувчи кетма-кетлик деб аталади. :

Бирор {хп} сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
12-таъриф.  Агар ихтиёрий а сон ва ихтиёрий натурал. п0 сон 

олинганда ҳам шундай мусбат е0 сони ва шундай натурал- ti >  п0 
сон топилсаки,

\хп — а\ >  е0

булса, {хп} кетма-кетлик лимитга эга эмас деб аталади. Бу таъриф- 
нй қисқача қуйидагича ифодалаш мумкин:

V «о£ N, п >  п0 =>\хп — а | >  е0.
13-таъриф.  Агар кетма-кетлик лимитга эга бўлмаса, у узоқ- 

лаигувчи кетма-кетлик дейилади.



Мисол л ар. 1 . хп =  —: 1 , —, —,
 ̂ п 2 3 п

лимити 0  га тенг бўлишини кўрсатинг.
Ихтиёрий мусбат е сонни олайлик. Шу е га кўра л0 =  

ни топамиз'. У холда барча п >  п0 сонлар учун

\Хп — а \ 1 0 1 . 1  1
п п п0 ■ 1 ' 

_ е
-f 1

<  е

муносабат ўринли. Демак, таърифга кура lim — =  0. Бу мисолда
п

е =  .0,0L деб олайлик. Унда п0 =  | —j +  1 =  101 экани куринади.
Агар е =  0 , 0 0 1  булса, п0 =  1001, шунингдек, е =  0,015 булса, п0 =  
=  67 эканига ишонч ҳосил қилиш мумкин.

2 . Ушбу хп =  а (а >  1):

а, V  a , V  а , 'V а ,
кетма-кетликнинг лимити 1 га тенг бўлишини кўрсатинг.

Ихтиёрий; мусбат е сонни оламиз. Олинган 8 сонга кўра натурал 
п0 сонни

п0 =  Г— — — 1 +  1

бўлсин деб қарайлик. Бу ҳолда \ti >  п0 тенгсизликни қаноатланти- 
рувчи барча натурал п сонлар учун

J_ lg (1̂~е)
I хп — 1 1. =  J У a — 1 1 =  a — 1 <  a ”° — 1 <  a lgn — 1 =  8

муносабатлар ўринли бўлади. Бу эса берилган кетма- кетликнинг ли1- 
мити 1 га тенг бўлишини кўрсатади.

3. Ушбу хп =  (— 1)п:— 1 , 1 , — 1 , 1, ., (— 1)'\ кетма-кет- 
ликнинг лимити мавжуд эмаслигини кўрсатинг. Тескарисини фараз 
қилайлик, яъни берилган кетма- кетлик лимитга эга ва унинг лимити 
а га тенг бўлсин. Унда таърифга кўра ихтиёрий мусбат е сон учун 
шундай натурал сон п0 мавжудки, п >  п0 тенгсизликни қаноатлай- 
тирувчи барча натурал сонлар учун |(— 1)'г— а | < е  тенгсизлик ўрин- 
ли булади. Бунда п жуфт бўлганда ) 1 — a | <  е, п тоқ бўлганда 
эса |(—Л)-г-а| < е  ёки | 1 +  а\ < е  тенгсизликка эга бўламиз. Шу 
тенгсизликларга кўра

2  =  | ( 1  — а) +  ( 1 +  а) I <  11 — а I +  I 1 +  а | < 2 е,
яъни 2 < 2 в  тенгсизлик келиб чиқади. Аммо бу тенгсизлик е > 1  
бўлгандагина ўринли. Бу натижа е >  0 соннинг ихтиёрийлигига зид. 
Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.



п-т- 1 2 3 4 п+ I
кетма- кетлик учун а =  0  сон лимит эмаслигини кўрсатинг

Ихтиёрий натурал п0 сонни олайлик. Унда ео ==_у  8 3  натурал 
п ^  п0 сон учун

гг-----  >  — =  Е0п+  I 2 0

булади. Демак, а =  0  сон берилган кегма-кетликнинг лимити эмас. 
Худди шундай усул билан а =  2, а =  3, а =  — 1, я =  —2 ларнинг 
берилган кетма-кетликнинг лимити эмаслиги кўрсатилади.

5. Ушбу 0,3; 0,33; 0,333; 0,33 3, кетма-кетликнинг
п та

лимити ~  га тенг булишини кўрсатинг.
IY е >  0  сон олиб 0,33 . 3 -----ни караймиз. Равшанки,3 I

п та 
п тз

______\_ _  33 . . .  3 ___ 99 . . .  9 — 10"

3 ~  100 . . . 0 з  3-10®

— I
3.10я _______ - 3 З-Ю"

Энди в >  0  га кура шундай я0 € /V сон топиш керакки, натижада
я >  п9 лар учун —1—  <  е тенгсизлик ўринли бўлсин. Кейинги тенг-3 • 10л
сизлик п >  — lg 3 е бўлганда ўринли бўлиши равшан. Демак, биз 
nq сифатида [— lg3e] сонни олишимиз етарли. Бу эса қаралаётган
кетма-кетлик лимитининг — га тенг бўлишини кўрсатади.з

4. Чексиз  кичик миқдорлар .
i4 - таъриф.  Агар {хп} кетма-кетликнинг лимити нолга тенг бул

са, хГь ўзгарувчи чексиз кичик миқдор деб аталади, тегишли {а̂ } эса 
чексиз кичик кетма-кетлик дейилади.

Кетма- кетлик лимити таърифида а =  0 деб олинадиган булса, 
унда барча натурал п > п 0 сонлар учун (3.3) тенгсизлик \хп— а | =  
=  I ха I <  е тенгсизликка келади. Демак, чексиз кичик микдор ўзга- 
рувчи микдор бўлиб, у ўзгариш жараёнида абсолют киймати бўйича 
аввалдан берилган хар кандай кичик мусбат е сондан кичик булади.

Мисол лар. 1 . хп =  — ўзгарувчи чексиз кичик миқдордир, чун- 
п

ки simjc,, =  lim — =  0 .
f l



2 . Ушбу хп =  qa ( I q | <  1) ўзгарувчи хам чексиз кичик мицдор.
Буни курсатиш учун lim^n =  0  (q Ф О, |? |< |1 ) лимитнинг ўрин- 

ли булишини кўрсатамиз.
Аввал, I q ! <  1 тенгсизликдан — >  1 тенгсизлик келиб чиқади.

tol
] 1 пУни — • =  1 4~ я (сс> 0 ) деб ва демак, — = ( 1  -г-a), n£N  деб қа- 

М \q\n
раш мумкин. Куйидаги

(] +  a / 1 >  1 +  n a, Y n£N
Бернулли тенгсизлигидан* фойдаланиб, а  >  0  булган холда топа
миз:

1

1—п а
Энди ихтиёрий мусбат г сонни олиб, унга боғлиқ nQ натурал сон

1

- и 4 “ 1

бўлсин деб қарайлик. У холда п >  п0 тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча натурал п сонлар учун

( Ш
1 — rt а 1 +  п0а

1

— — 1 е-------- а

-  е,

а
яъни Iq: <  € тенгсизлик ўринли. Демак, limq' =  0 ( 7  Ф 0, | q | <  1) 
лимит ўринли. Бу эса хп =  qn ўзгарувчи чексиз кичик микдор эка
нини англатади.

Агар хп =  qn ўзгарувчи учун q — 0  бўлса, Y n£N  да xn =  0  

бўлади. Бу эса, яна хп =  0 ўзгарувчининг чексиз кичик микдор эка
нини кўрсатади.

* Ихтиёрий п 6 -V ҳамда а >  — 1 (а £R,  а  Ф0)  сонлар учун ушбу
(1 4 -а ) » > \ + п а  (*)

тенгсизлик урлнли. Буни математик индукция усули билан осон исботлаш мум
кин. Ҳақиқатан, п =  2 да (1 4- а )2 =  1 т 2 а + а 2>  l- f - 2 a  бўлиб, (*) бажари
лади. Ў ҳолда (*) п ( п > 2 )  учун тўғри, яъни (1 4~ а)л >  1 Ч- л а деб, п 4- 3 учуй 
тўғрилигини кўрсатамиз:

(1 -)- а)п+] = (1 т  а)п (Ц+ a) > (1 4 - п а) (1 4 - а) =  1 4 - п а —« — яя2>
> 1 -j- (п — 1) а.

Одатда (*) Бернулли тенгсизлиги дейилади.



5. Чексиз  кичик ми қд о рл а р  билан к е т м а - к е т л и к  
лимити орасидаги  б o f  л  а ниш. Бирор { x j  кетма-кетлик берил
ган булиб, унинг лимити а бўлсин: lim хп=а. Лимит таърифига кура, 
у е > 0  учун шундай n0£N  топиш мумкинки, п > п й тенгсизликни 
каноатлантирадиган барча натурал сонлар учун | хп — а | <  е тенгсиз
лик бажарилади. Агар хп — а =  ап деб олинса, | ап | <  е булиб, бу 
ап ўзгарувчининг чексиз кичик миқдор эканлигини билдиради. Шун
дай қилиб, lim хп =  а бўлса, ап =  хп — а ўзгарувчи чексиз кичик 
миқдор бўлади.

Энди {*„} кетма-кетлик, а сон берилган бўлиб, ап — хп — а ўз- 
гарувчи чексиз кичик микдор бўлсин. Унда | хп — а | =  | а я | <  е бў- 
либ, lim хп — а бўлади. Натижада қуйидаги содда теоремага кела- 
миз.

1- теорема.  {хп} кетма-кетлик чекли а лимитга эга бўлиши 
учун ап =  хп — а ўзгарувчи чексиз кичик мшфор бдлиши зарур ва 
етарли.

Юкоридаги (4- мисол) х. =  ——  кетма- кетликни
Я-Г 1

х = \  1П+ I
кўринишда ёзиб олсак ва ап = -----  нинг чексиз кичик миқдор

п +  1
эканлигини эътиборга олсак, 1- теоремадан

limx„ =  lim — =  I n n+  1
эканлигини топамиз.

Умуман, кетма-кетлик берилган бўлса, бирор а сони унинг ли
митами ёки йўқми деган саволга таърифга асосланиб жавоб' бериш 
мумкин. Аммо бу йўл билан кетма-кетликнинг лимитики топиш 
мушкул ишдир, чунки текширилиши керак бўлган а сонлар чексиз 
кўп бўлади. Берилган кетма- кетликнинг яқинлашувчилигини аниқлаш 
ва унинг лимитини топиш ишларини осонлаштириш учун, одатда, 
бундай кетма-кетликларнинг турли-туман хоссалари, баъзи хусусий 
синфлари ўрганилади.

3- §. Яқинлашувчи кетма* кетликларнинг хоссалари

Якинлашувчи кетма-кетликлар қатор хоссаларга эга.
1° Агар {хп} кетма-кетлик яқинлашувчи ва limхп— а бўлиб, 

а >  р (а < д ) бўлса, у холда кетма-кетликнинг бирор ..ҳадидан 
кейинги барча ҳадлари ҳам р сондан катта (q сондан кичик) бў- 
лади.

Исбот.  хп- * а  бўлиб, а > р  бўлсин, е > 0  сонни, унинг ихти- 
ёрийлигидан фойдаланиб, е <  а — р тенгсизликни каноатлантирадиган 
қилиб олайлик.



Кетма-кетликнинг чекли а лимитга эга эканлигидан V e > 0  сон 
учун, жумладан 0  <  е <  а — р учун, шундай n0£N  сон топиш мум
кинки, п >  п0=> \хп — а\ <  е о  — £ <  хп — а <  8 бўлади. Натижада 
п >  п0 тенгсизликни каноатлантирувчи барча натурал сонлар учун
— в <  хл — а ва е <  а — р тенгсизликлардан хп >  р бўлиши келиб 
чиқади. ( а с  q ҳол учун ҳам хосса худди юкоридагидек исбот эти
лади.)

Бу хоссадан куйидаги натижа келиб чиқади.
1- натижа.  Агар {х;1} кетма-кетлик яқинлашувчи ва limxn =  a 

булиб, а >  0  (а <  0 ) булса, у холда кетма- кетликнинг бирор ҳади- 
дан кейинги барча ҳадлари мусбат (манфий) булади.

2° Агар {хп} кетма- кетлик яқинлашувчи булса, у чегараланган 
булади.

Исбот.  limхп =  а бўлсин. Таърифга кўра V e > 0  берилганда 
хам шундай n0£N  сон топиладики, п >  п0 тенгсизликни қаноатлан- 
тирувчи барча натурал сонлар учун \хп — а\ <  е бўлади, яъни {хп} 
кетма-кетликнинг (п0 4- 1)- ҳадидан кейинги барча хадлари учун 
а — е <  хп<  а +  е тенгсизликлар бажарилади. Демак, {хп} кетма- кет
ликнинг ошиб борса xlf х2, , хп ҳадлари а — г с  хпс  а +  е тенг
сизлик ларни қаноатлантирмаслиги мумкин. Агар

\а — е|, \а +  е|, \х2\, , |* J
сонларнинг энг каттасини М деб олсак, у ҳолда берилган кетма- 
кетликнинг барча хадлари

\хп\ < М ,  л =  1 , 2 , 3 ,  
тенгсизликни қаноатлантиради. Бу эса {*„} кетма-кетликнинг че- 
гараланганлигини билдиради.

1 - э слатма .  Сонлар кетма- кетлигининг чегараланганлигидан 
унинг яқинлашувчи бўлиши хар доим келиб чиқавермайди. Маса
лан, хп =  (— 1)"; — 1 , 1 , — 1 , 1 , (— 1)", кетма-кетлик че
гараланган. Айни вақтда унинг лимити мавжуд эмаслиги юқорида 
кўрсатилган эди.

3° Агар {хп} кетма- кетлик яқинлашувчи булса, унинг лимити 
ягонадир.

Исбот.  Тескарисини фараз қилаилик, {хп} кетма-кетликнинг ли
мити камида иккита бўлсин. Уларни а ва b дейлик, яъни 

limхп =  а, limxn =  b, афЪ.
Модомики, а Ф b экан, унда а ва b нуцталарнинг мос равишда шун
дай

U% (а) =  {х: х £ R, а — е <  х <  а +  е},
Ф) =  {х: х £ R, b — е <  х <  b +  е}

атрофлари мавжудки, улар умумий нуқтага эга бўлмайди: 
Ut ( a ) ( \ U , ( b ) =0 .



ЭндиПшхп =  а эканлигидан, у  г >  О берилганда хам (жумладан 
юкоридаги е учун) шундай п0 £ N сон топиладики, п >  п0 тенгсиз
ликни каноатлантирувчи барча натурал сонлар учун \хп— а|< е  ёки 
а — е <  хпс а  +  е тенгсизликлар ўринли булади. Худди шунингдек, 
\хтхп =  Ъ бўлганлигидан, >  0  берилганида хам (жумладан, юко- 
ридаги е учун) шундай n'0£N  сон топиладики, п >  п'0 тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча натурал сонлар учун \хп — Ь\ <  е ёки b —е <  
с  хп <  Ъ +  е тенгсизликлар ўринли бўлади. Энди п0 ва п̂  натурал 
сонлардан каттасини п0 деб олсак: n0 =  sup{n0, л'}, л >  л0 бўл- 
ганда бир вақтда

тенгсизликлар бажарилади. Натижада {хп} кетма- кетликнинг хп>
п >  л0, ҳадлари бир вактда (а — е, а +  е) ва (Ь — г, & -f е) интер- 
валларга 1егишли бўлади. Бундай хол Ue (а) П Ф) =  0  муносабат
га зиддир. Хосса исбот бўлди.

4- §. Яқинлашувчи кетма- кетликлар устида арифметик амаллар

I. Сонлар кетма-кет  лик л ари устида  амаллар.  {*„} : 
*2» > ҳамда {уп}\ у г, у2, уп% кетма-кетлик-

лар берилган бўлсин. Қуйидаги
*1 + у »  Х2 -ГУ2, , хл +  уп%

*i —У 14 Ч — Уъ * хп — уп%
Хх-Уи *2 У* » хп-уп,

кетма- кетликлар мос равишда {хп} ва {уп} кетма- кетлик ларнинг 
йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси ва нисбати деб аталади ва улар

\хп — а\ <  е ва |хя — 6 J <  е

i/i Уг Уп

каби белгиланади:

{ } __ f хп \
{ Уп } \Уп J

Масалан, * =  —, у =  -— ? бўлса,
rtп п



булади. Агар икки кетма-кетлик купайтмаси таърифида уа =  С =  
=  const бўлса, С {л'л} =  {Схп} экани келиб чиқади.

Сонлар кетма-кетликлари ус гида бажарилган арифметик амаллар- 
га нисбатан ушбу хоссалар ўринли булади:

1 ° Коммутативлик:
! 4 -  У,-.f =  'Уп -  -Уп\ =  \Уп ' х п ^

2  Ассоциатиьлик:
К  +  Уп +  {га' =  !*„ -  \Уп -  ггЛ ' Хп'Уп ‘ =  4 1  ‘ IУп ’*п 

3" Дистрибутивлик:
+  Уп !гя) =  'Xn ' ZJ  + \ У п г п'-

2 . Чексиз  кичик миқдорлар  хақида  л ем мал ар. Чек
сиз кичик миқдорлар ҳақидаги қуйидаги икки леммадан биз келгу
си баё[(имизда фойдаланиб борамиз.

1-/гемма. Чекли сонда ги чексиз кичик миқдорлар йиғиндиси 
чексиз кичик микдор булади.

Исбот.  ап ва чексиз кичик миқдорлар бўлсин: 
lim ап =  0, lim $п =  0 . Лимит таърифига биноан Y e >  0 берилган

да ҳам ~  сонга кура шундай п0 £ N сон топиладики, барча п >  п0

лар учун \ап\ <  булади. Шунингдек, ~  сонга кўра шундай п'0£Ы 

сон топиладики, барча п >  п'0 лар учун |Р п\ <  y  бўлади. Энди пп 

за п’п натурал сонлардан каттаснни п0 деб олсак: п0 =  sup jпа, п ’0
унда барча п >  п0 лар учун бир вақтда \ап\ <  —, |0 П| <  — тенг-2 2
сизликлар ўринли булади. Шунинг учун п >  п0 бўлганда |oc„-fPJ <
<  |а,| |Р„| <  j  -г j  =  е булиб, ундан lim (ап +  Р„) =  0  келиб чи-
қади. Энди ап, ва уп лар чексиз кичик миқдорлар бўлсин. Юқо- 
рида исбот этилганига кўра ап 0 П чексиз кичик миқдор булади. 
Худди шунингдек, (сс,, — рг) -j- уп ҳам чексиз кичик миқдорлар йиғин- 
диси сифатида яна чексиз кичик миқдор булади. Демак, ап +  Р„ -Ь 
+  уп — чексиз кичик миқдор. Мана шу усул билан чекли сондаги 
чексиз кичик миқдорлар йиғиндиси чексиз кичик миқдор булиши 
кўрсатилади. 1- лемма исбот бўлди.

2-лемма.  Чегараланган кетма-кетлик билан чексиз кичик миқ- 
дор купайтмаси чексиз кичик миқдор бўлади.

Исбот. \хп\ —чегараланган кетма-кетлик бўлсин. Шунга кура 
шундай ўзгармас сон М >  0  мавжудки, y-n^N  лар учун j.vj ^  М



бўлади. Энди ап — чексиз кичик миқдор бўлсин. Таърифга асосан
g

Ye >  0  олинганда ҳам — га кўра шундай n0£N  сон топиладики, бап-м.
1 6ча п >  п0 лар учун |осп| <  —• бўлади. Натижада барча п >  пп лар 

учун

}д:„*ct„| =  |лг_|-|ot_| С А1 —  = е' П ПI I П1 1 П\

тенгсизлик ўринли бўлиши келиб чиқади. Бу эса {хп-ап} ўзгарувчи- 
нинг чексиз кичик микдор эканлигини кўрсатади. 2 - лемма исбот 
бўлди.

2 - и а т и ж а. Икки чексиз кичик микдор кўпайтмаси яна чексиз 
кичик миқдор бўлади.

3. Я қ и н л а ш у в ч и  к е т м а - к е т л и к л а р  устида  арифме
тик амаллар.

2-теорема.  Агар {xj ва [уп} кетма-кетликлар яқинлашувчи 
бўлсп, \хп ±  уп) кетма-кетлик ҳам яқинлашувчи ва

Iim (хп ±  Уп) =  Ншхп dt lim уп
форм >ла ўринли булади.

И ‘.бот. limхп =  а, limyn =  b бўлсин. 1-теоремага мувофиқ 
хп =  < +  ап, Уп =  Ь +  P„ бўлади, бунда ап, Рл лар чексиз кичик 
миқдорлар. У холда хп ±  уп учун куйидаги

ХП ±  Уп =  (а =ь Ь) +  (ап ± Р п) =  а ± Ь  +  уп 
тенгликка келамиз, бунда уп =  ап ±  рл— чексиз кичик микдор. Бун
дан эса, яна ўша 1 -теоремага мувофик

lim (хп ±  уп) =  а ±  Ь =  lim хп ±  lim уп
бўлиши келиб чикади. Теорема исбот бўлди.

Бу теорема икки яқинлашувчи кетма-кетлик йиғиндисининг ли
мити бу кетма- кетликлар лимитларининг йиғиндисига тенг деган 
қоидани ифодалайди.

Исбот этилган теорема қўшилувчиларнинг сони иккитадан ортиқ 
(чекли) бўлган ҳолда ҳам ўринли бўлишини кўрсатиш мумкин.

3-теорема.  Агар {хп} ва \уп\ кетма-кетликлар яқинлашувчи 
бўлса, {хп • уп} кетма- кетлик ҳам яқинлашувчи ва

Hm(xn-yn) =  \imxn-\imyn
формула ўринли бўлади.

И с б о т. lim хп — а, lim yn — b бўлсин. У ҳолда хп =  а +  а„, 
уп =  Ь +  Р„, о.п ва Рл лар чексиз кичик миедорлар. Унда

хп'Уп =  (a +  an)(b +  $n) =  a-b +  (ap,t +  Ьап +  а„Рп).
Чексиз кичик миқдорлар ҳақидаги 1-ва 2 -леммаларга асосан Ьп ==■



=  а Рл +  b ап +  а„Рп кетма- кетлик чексиз кичик миқдор бўлади. Де
мак,

хпУп =  а-Ь +  8п
бўлиб, бундан

lim (*„■• Уп) =  а 'ь = limхп ' lim Уп

экани келиб чикади. Теорема исбот бўлди.
Бу теорема иккита яқинлашувчи кетма-кетлик кўпайтмасининг 

лимити бу кетма-кетликлар лимитларининг кўпайтмасига тенг були
шини ифодалайди.

Хусусан, агар {xj кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, унда 
Птл£ =  (l imxj 2 бўлади.

Агар \хп] кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, унда С =  const учун 
{Схп} кетма- кетлик ҳам яқинлашувчи ва lim (Схп) =  С lim ха формула 
ўринли бўлади.

4- т е о р е м а. Агар {xrt} ва {уп} кетма- кетликлар щинлшиувчи 

бўлиб, £ N учун уп фО ва 1\т уп Ф О бўлса, | ~ |  кетма-кет

лик ҳам яқинлашувчи ҳамда

lim — = lim*"
Уп ГтУп

формула ўринли булади.
Исбот.  limхп — а, \т у п — Ь, Ьф  0 бўлсин. У хрлда xti — a +  

+  a/t> Уп — b -\- $п, бунда ап, Р„ — чексиз кичик мйқдорлар. Шунн 
эътиборга олиб топамиз:

х„ а а -г а„ а Г1— ------=  ZL -!L -------= --------- ----- ф а at>).
Уп Ь b -f Ря Ь b (Ь 4- )

Чексиз кичик миқдорлар ҳақидаги 1- ва 2 -леммаларга асосан Ь аа =
— аРп чексиз кичик миқдор бўлиб, - ь ^  ̂ эса чегараланган

(чунки b — чекли, p„-*0 ) мивдор бўлгани учун уп=
— я-Рл) чексиз кичик миқдор бўлади. Демак,

хп а
Уп Ъ

Бундан

Уп Ь 1{тУп 
муносабатлар ўринли экани келиб чиқади.



Ш ундан килиб, якинлашувчи кетма-кетликлар нисбатинннг лими
ти уларнинг лимнтлари нисбатига тенг (бунда махраж нолдан фарк- 
ли булиши лозим).

2 - э с л а т м а .  Икки {хп\ ва у п \ кетма-кетликнинг нипэндиси 
айирмаси, купайтмаси ва нисбатидан иборат булган кетма- кетлик- 
нинг якинлашувчи бўлишидан бу ,хп, ва {у п \ кетма-кетликларпинг 
хар бири яқинлашувчи булиши хар долм келиб чикавермайди. .Маса
лан, {]/ ri — 1 — I п — ]} кетма-кетлик якинлашувчи, ч\ нки

lini (у  п  +  I — 1 п — 1) =  lim ■ -- --- — : = г . - =  0, аммо { У п +  1} 
_____ \ п  1 I л - 1

ва \У  п — 11 кетма- кетликларнинг якинлашувчи эмаслиги равшан.

Равшанки, | —  п \ кетма-кетлик якинлашувчи (унинг лимити 1 гаI п J
тенг). Лекин | — | кетма-кетлик якинлашувчи, {п\ кетма-кетлик

эса якинлашувчи эмас.
4. Я к и н л а ш у в ч и  к е т м а - к е т л и к л а р  ф а з о с и. Барча яқин- 

лашувчи кетма-кетликлардан тузилган тўпламни қарайлик. Бу тўплам- 
ни с билан белгилайди.

Юқоридаги мулохазалардан \хп \уп\ £ с бўлганда {хп ±  у п) £

{хп-Уп\ £ с> | ~ |  (Y«€'V учун уп Ф 0  ва lim уп ф  0  булган-

да) муносабатларнинг ўринли булиши келиб чикади. Демак, с тўп- 
ламда хам хақиқий сонлар тўплами R даги каби қўшиш, айириш, 
кўпайтириш хамда бўлиш амалларини бажариш мумкин.

Маълумки (2 -бобнинг 10-§ ига қаранг), R  тўпламда унинг ис
талган икки х  ва у элементи орасидаги масофа р (.г, у) — \х — у\ каби 
аникланиб, унинг бир канча хоссалари келтирилган эди. с  тўпламда 
хам унинг исталган икки элементи орасида «масофа» тушунчасини 
киритиш мумкин.

Фараз килайлик, {*n} £ c , |*/л} £ £  бўлсин. Бу элементлар ораси
даги «масофа» деб куйидаги

Р (К ). {«/„}) =  sup \хя — уп\ =  sup {|хх — у г I,
п

1^2 — i/at. \хп ~ У п1 •}
миқдорга айтамиз.

Энди киритилган «масофа» хоссаларини ўрганайлик.
Аввало р ({*„}, {t/n}) >  0  булиши равшандир. Агар р({*п}, {*/„}) =  

=  sup \хп — уп\ =  0  булса, ундан *fn£N  учун хп =  уп келиб чикади.
П

Аксинча, агар Y ri£N  учун хп =  уп бўлса, ундан р ({*„}, {//„}) =  

=  sup }хп — уп| = 0  экани келиб чикади. Демак,
П

р ({*„}. {Уп)) = 0 «  Yn £ N  учун Ха = уп.
Иккинчидан, р ({*„}, {*/,,}) =  р ({</„}, {*„}), чунки 
78



Р ({*„}• {%}) "= SUP К  — Уп\ =  SUP \Уп —  x n\ =  P ({ Уп)> K ,})-
n n

Эндк {xn}£c , {y^f £ с ва {zn}d c  бўлсин. Абсолют киймат хосса
сига кўра ушбу

К  —  гп\ <  К  — Уп\ + 1Уп —  гп\ 
тенгсизлик ўринли булиши равшан. Бундан эса

К  -  гп\ <  SUP К  -  Уп\ +  SUP \Уп —  гп\
п п

эканлиги келиб чиқади. Аниқ юқори чегара хоссасига кўра 

sup \хп — zn\ <  sup 1хп — уа\ +  sup Iуп — гп\.
п п п

Демак,
р ( К > .  {2„ » < р ( к } .  Ш ) + р ( Ш >  К ) ) -

Одатда бу с тўплам с фозо ёки яқинлашувчи кетма-кетликлар фа- 
зоси деб аталади.

5. Т е нг л ик  хамда  т е н г с и з л и к л а р д а  лимит га  ўтиш.  
Кетма-кетликлар лимитининг мавжудлигини кўрсатиш ва лимитлар- 
ни топиш каби масалаларни хал қилишда тенглик хамда тенгсизлик- 
ларда лимитга ўтиш қоидалари тез-тез қўлланиб туради. Биз уларни 
келтирамиз.

Г {хп} ва {,уп} кетма-кетликлар яқинлашувчи бўлиб, limхп =  а, 
limyn — b бўлсин. Агар y n £ N  учун хп =  у п бўлса, у ҳолда а =  Ъ 
бўлади.

Бу коида якинлашувчи кетма- кетлик лимитининг яг налигидан 
келиб чикади.

2 ° {хп\ ва {уп} кетма-кетликлар якинлашувчи бўлиб, limхп =  а, 
limyn =  b бўлсин. Агар y n £ N  учун xn <  yn(xn >  yn) бўлса, у хрл- 
да а <  Ъ (а >  b) бўлади.

Исбот.  Тескарисини фараз килайлик, яъни келтирилган шартлар 
бажарилса хам а >  b бўлсин. Маълумки, а >  с >  b тенгсизликларни 
қаноатлантирувчи хакикий с сон мавжуд. Демак, l im^  ==а ва а >  с. 
Яқинлашувчи кетма-кетликларнинг Г-хоссасига (шу бобнинг 3-§ 
ига қаранг) кўра шундай п0 £ N мавжудки, барча п >  п0 лар учун 
хп >  с бўлади. Шунингдек, limУп =  Ьу Ь с с . Яна ўша хоссага му- 
вофиқ шундай п'0 £ N мавжудки, барча п >  п'0 лар учун уп< с  бў- 
лади. Агар n0 =  sup{>z0, п'} дейилса, унда барча п >  п0 лар учун 
бир вактда хп >  с хамда с >  уп тенгсизликлар ўринли бўлиб, ундан 
хп >  уп булиши келиб чикади. Бу эса хп <  уп, п =  1, 2, 3, тенг- 
сизликка зиддир. Демак, а <  b бўлади.

Худди шунга ўхшаш, lim хп =  а, Umyn =  b хамда y n £ N  учун 
хп >  уп бўлишидан а >  Ъ тенгсизлик келиб чиқиши кўрсатилади.



3-эслатма.  {хп} ва {уп} кетма-кетликлар яқинлашувчи булиб, 
lim хп =  а , lirn yn =  b бўлсин.

Барча п =  1, 2, 3, лар учун хп с  тенгсизликнинг бажари- 
лишидан a c b  тенгсизлик хамма вакт*келиб чикавермайди.

Масалан, | ---- —| , | —|  кетма- кетликлэр якинлашувчи. Бу кет

ма-кет ликларда Y n£N  учун---- - <  — булса хам lim (---- - )  —
п п 1 \ п )

=  lim --  =  О булади.
п

3 - натижа.  Агар {лп} кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиб, V ti£N  
учун хп ^ с  (хп^ с)  бўлса, у холда \\тхп ^  с(\\тхп^ с )  булади 
(бунда с — ўзгармас сон).

Бу натижанинг исботи юқоридаги 2°-хоссада уп̂ =с, п =  1, 2, 
деб олинишидан келиб чиқади

3° {хп} ва {гп} кетма-кетликлар якинлашувчи бўлиб, l im^ =  
=  limzn =  a бўлсин. Агар y n £ N  учун xn< y n < z n бўлса, у хол
да {уп} кетма-кетлик ҳам якинлашувчи ва limуп =  а бўлади.

Исбот.  Кетма- кетликнинг лимити таърифига асосан у е  >  О 
берилганда хам шундай п0 £ N топиладики, барча п >  п0 лар учун 
\хп — а\ с  £ ёки а — г с  хп с  а Н- е тенгсизликлар ўринли бўлади. 
Шунингдек, ўша е > 0  олинганида хам шундай n'0£N  топиладики, 
барча л>  п'0 лар учун \гп — а\ с  е ёки а — е <  znc  а +  е тенгсизлик
лар ўринли бўлади. Энди nQ =  sup{/z0, дейлик. Унда п > п0 бўл- 
ганда бир вактда а — е <  хпс  а +  е, а — е с  zfl е  а +  е тенгсизлик
лар ўрин ли бў лади. Аммо шартга кўра y n £ N  учун xn̂ y n< z n 
тенгсизликлар ўринли. Шунинг учун п > п 0 бўлганда а — £ < х п<
<  уп <  а +  е, яъни а — е с  упс  а +  е бўлиши келиб чиқади. 
Бу эса {г/л} кетма-кетликнинг яқинлашувчилигини ва \\т уп =̂а экан
лигини кўрсатади.

Мисол.  Ушбу {х^ =  \У  п }: 1 , У  2 , у7 3 , У л, кет
ма-кетликнинг лимитини топинг.

Равшанки, барча л >  2 да

¥ п >  1
бўлади.

2 п/---- „
Энди ап =  у  п — 1 деб олиб, сўнг Бернулли тенгсизлигидан фои- 

даланиб топамиз:

У п  = (1 + сс/ > ! + п-яп > п-ап,

бундан ап <  ва п >  2  бўлганда 1 <  у п  <  j тенг-



Ч ' + т г г Г - 1
эканини хисобга олсак, у холда кейинги тенгсизликларда лимитга 
ўтиб (3°-қоидага асосланган ҳолда), изланган лимитни топамиз:

limy п =  1 .
Изоҳ.  Юқорида биз тенглик хамда тенгсизликларда лимитга 

ўтиш қоидаларини кўрдик. Бу қоидалар {хп}у {уп} ва {zj кетма- кет- 
ликларнинг хадлари орасидаги муносабатлар бирор тайин т-хаддан 
бошлаб урин л и бў л ганда хам тўғри бўлади.

5-§. Чексиз катта миқдорлар. Чексиз кичик ҳамда чексиз 
катта миқдорлар орасида богланиш

Математик анализ курсида чексиз кичик миқдорлар билан бир 
каторда чексиз катта микдорлар ҳам қаралади.

Бирор {*„} кетма-кетлик берилган бўлсин.
15-таъриф.  Агар хар кандай мусбат М сон берилганда хам 

шундай /20 £ N сон топилсаки, барча п >  п0 лар учун

1*„! >  м

тенгсизлик ўринли бўлса, хп ўзгарувчи чексиз катта миқдор деб 
аталади, тегишли {х^ эса чексиз катта кетма-кетлик дейилади.

Демак, чексиз катта микдор ўзгарувчи миқдор бўлиб, у ўзгариш 
жараёнида абсолют қиймати бўйича аввалдан берилган ҳар қандай 
мусбат сондан катта булади.

Равшанки, чексиз катта миқдорлар чекли лимитга эга эмас. 
Қулайлик нуктаи назаридан чексиз катта микдорларнинг лимити 

чексиз ёки чексиз катта миқдорлар чексизга интилади деб олинади 
ва

limx =  оо ёки х„—► ооп п

каби ёзилади.
Агар у М  > 0  сон олинганда хам шундай n0£N  сон топилсаки 

барча п >  п0 лар учун хп >  М (хп <  — М) бўлса, {хп} кетма- кетлик 
нинг лимити +оо (—оо) деб олинади ва Umxn=  +оо (\\тхп=  —оо) 
каби ёзилади.

Агар кетма-кетликнинг лимити чексиз бўлса, уни узоқлашувчи 
кетма-кетлик деб қараймиз.

Ми со л л ар. 1 . Ушбу {(— 1)п п} \ — 1, 2, — 3, 4, , 
(— \)п-п, . кетма-кетлик чексиз катта бўлади. Ҳақиқатан, |(— l)n X 
х п \ =  п бўлиб, ҳар қандлй мусбат М сон олинганда ҳам n £N  
сонни шундай танлаб олиш мумкинки, |(— 1)п-п \=  t i >  М бўлади.

2 . Ушбу {—п}, {п} кетма-кетликларнинг чексиз катта бўлиши 
равшан. Уларнинг лимити мос равишда — оо ва +  оо бўлади.

4 -эслатма.  Ҳар қандай чексиз катта кетма-кетлик чегаралан-



маган кетма- кетликдир. Аммо хар кандай чегараланмаган кетма- кет
лик чексиз катта булиши шарт эмас. Масалан,

1 , I2, 1 , 2 2, 1, З2, 1, п \  1 ,
кетма-кетлик чегараланмаган бўлиб, у чексиз катта эмас.

Энди чексиз катта хамда чексиз кичик миқдорлар орасидаги боғ- 
ланишни ифодалайдиган содда теоремаларни келтирамиз.

5-теорема.  Агар V n£N  учун хп Ф 0 булиб, {хп} кетма-кет
лик чексиз катта булса, кетма-кетлик чексиз кичик була
ди,

Исбот.  Ихтиёрий е > 0  сонни олайлик. {хп} кетма-кетлик чек
сиз катта бўлгани учун М =  — деб олинганда ҳам шундай ti0£N

б
сон мавжудки, барча п >  п0 лар учун |xj М бўлади. Демак, бар-

1ча п > п 0 лар учун \хп\ >  — булиб, ундан =  т-Ц <  8  булиши

экани-келиб чиқади. Бу эса J кетма-кетликнинг чексиз кичик
ни билдиради. Теорема исбот бўлди.

Худди шунга ўхшаш қуйидаги георема хам исботланади.
6 - теорема.  Агар -y-n£N учун хп Ф  0 булиб, {хп} кетма-кет

лик чексиз кичик бўлса, |т ~ | кетма-кетлик чексиз катта бўлади.

6 - §. Аниқмас ифодалар
{хп} ва {уп} кетма- кетликлар берилган бўлсин. Бу кетма- кетлик

лар якинлашувчи бўлган холда {хп ± у п}, {хп у п}, | ~ | »  (Уп ф °>

л — 1 , 2 , , lim уп ф 0 ) кетма-кетлик ларнинг якинлашувчи бўлн- 
шини шу бобнинг 4- § ида батафсил қараб ўтдик. Бунда {хп} ва 
{уп} кетма- кетликларнинг лимитларига нисбатан қуйидаги икки шарт 
бажарилган деб каралган эди:

1) {.г,} ва {уг}  кетма-кетликларнинг лимит лари чекли;

2) | — j (уп Ф 0, /г =  1, 2, .) кетма-кетликнинг ли.митига оид
У Уп )

мулоҳазада lim уп Ф  0.

Энди бу шартлар бажарилмаган ҳолда | —-J,  {хп-уп}, {хп ±  уг)
I Уп )

кетма-кетликларнинг характерини ўрганамиз.
Г к ў р и н и ш д а г и  аниқ мае л и к. Птд:л =  0 , lim(/rt =  0

бўлсин. lim и = 0  булгани учун — нинг лимитига, яъни lim —
Л ‘ Ь п )  Уп

лимитга 4- теоремани татбик килиб бўлмайди.



[ Хп ){хп} ва {уп} кетма- кетликлардан тузилган )— кегма- кетлик-I Уп )
нинг характери {хп} ва {ул} кетма- кетликлардан хар бирининг нолга 
кандай иитилишига караб турлича булиши мумкин. Буни куйидаги 
мисолларда кўрайлик.

1) {*„} =  ■! — \ ва {уп} =  J— I кетма-кетликларнинг лимитлари
{ п ) {пг )

нолга тенг экани равшан. Энди {— ) кетма-кегликни тузайлик:
\Уп J

I— ] =  {п}. Демак, lim—  =  — оо.
( Уп ) Уп

2 ) {хп} =  jbliZLj ва {уп} =  j кетма-кетликларнинг хар би-

■с ((— ])п\рннинг лимити нолга тенг. Бу кетма-кетликлардан тузилган Г 2  |  
кетма-кетлик лимитга эга эмас.

3) {*„>={“ ( ва ^л }==| “т |  кетма-кетликлардан хар бирининг

лимити нолга тенг булиб, бу кетма-кетликлардан тузилган 1— 1 “
I Уп J

I М V х" 1 *-— \— кетма-кетлик учун lim — = — булади.I 5 J Уп 5 •
Юцорида келтирилган мисоллардан кўринадики, хп-+0, уп- * 0'

( хп )булишинигина билган ҳолда, бу кетма-кетликлардан тузилган ]— \
\ Уп I

кетма-кетликнинг лимити тўғрисида тлйин хулосага келиб бўлмайди.
[ хп I 0Шунинг учун *„->0, уп-> 0 бўлганда,— кетма-кетлик — кў-
{ Уп ) 0

ринишдаги аниқмас ифода ёки аниқмаслик дейилади.

хп-+0  ва уп-+ 0  да | ~ |  кетма-кетликнинг характерини аник-

лаш аниқмасликни очиш дейилади. Биз юқорида курган мисолларда 
аслида тегишли аникмасликларни очиб бердик.

2 ° к ўр и ни шд аг и  аниқмаслик .  {jcn} ва {уп} кетма-кет
ликлардан хар бирининг лимитлари чексиз бўлсин: \\тхп= о о >

lim ;/n =  оо. Бу холда хам —  I кетма-кетликнинг характери қандай
Уп )

булишини ю^оридагидек олдиндан айтиб бўлмайди. Мисоллар қарай- 
лик.

1) ixn) =  {Уп) == {/г) кетма-кетликлардан ҳар бирининг ли
мити чексиз булади:

lim n 2 =  t o o ,  lim n  =  +  оо.



Бу кетма-кетликлардан тузилган / — 1 =  {я} кетма-кетликнинг ЛИ-
U n  J

хпмити хам чексиздир: Иш— =  +  оо.
Уп

2 ) {хп} =  {п2 +  п +  1} ва {г/л} =  {л2 +  1} кетма- кетликлардан хар

бирининг лимити чексиз. Бу кетма-кетликлардан тузилган 1 — 1
\Уп \

кетма-кетлик лимити

х !+ - + Т
lim —  =  lim ------— =  1 .

Уп i +  —^  и*
3) {хп} =  {(— 1 )n • /г} ва {yn} =  {л} кетма-кетликлардан ҳар бири

нинг лимити чексиз булиб, бу кетма- кетликлардан тузилган' 1 — 1 =
' Уп ’=  {(— 1)п} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Бу мисоллардан курина.дики, {хп} ва {уп} кетма-кетликлардан 
хар бирининг лимити чексиз булган ҳолда, бу кетма- кетликлар нис-
батидан тузилган j — j кетма-кетликнинг лимити тўғрисида : тайин 

хулосага келиб булмайди. Шунинг учун хп-> оо, уп-+ оо Да | — j
ОО

кетма- кеглик — кўринишдаги анщмас ифода ёки анщмаслик дейи

лади. Бу холда хам г/я—<-°о да | — | нинг характерини аниқ-

лаш а н и қ м а с ли к н и  очиш дейилади. Кўрилган мисолларда те
гишли аниқмасликлар очиб берилди.

3° О-» к у ри н и щ д а ги  аниқмаслик . .  {хп} ва {г/п} кетма- 
кетликлар берилган бўлиб, limxn =  0, lim Уп =  °° бўлсин. Бу ҳол- 
да ҳам {хп уп} кетма-кетликнинг лимитини характерлайдиган мисол- 
лар кўрайлик.

1) {*„} =  j—j, {уп} — {я2} кетма-кетликларнинг лимити мос ра
вишда 0  да оо дир. Бу кетма- кетликлар кўпайтмасидан тузилган 
{хп■ уп} =  {и} кетма-кетликнинг лимити °° бўлади.

2 ) {*„} =  » Ш  =  { ^ 2 +  л +  1} кетма-кетликларнинг лимити

мос равишда 0  ва оо бўлгани ҳолда, {хп■ уп} =  | l  Ч- - ^  +  4j-| кет
ма-кетликнинг лимити 1 га тенг.

3) {*„} =  ^ j, {г/п} =  {л} бўлсин. Уларнинг лимити мос ра-



вишда 0  ва оо. Бу кетма-кетликлар кўпайтмасидан тузилган {хп уп} =
=  {(— 1)п} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Демак, хп-+0, уп-*  °о бўлган ҳолда {хп-уп} кетма-кетликнинг 
характери турлича бўлади. Шунинг учун хп-+0, уп~+ оо бўлиши- 
нигина билган холда {хп-уп} нинг лимити ҳақида аниқ хулосага ке- 
либ бўлмайди. Шу сабабдан хп-*0 , yn-*  °о да {хп уп} кетма-кетлик
О • оо кўринишдаги аниқмас ифода ёки анщмаслик дейилади.

4 ° оо — о о к ў р и н и ш д а г и а н и қ м а с л и к .  {л:п} ва {уп} кетма- 
кетликлар берилган бўлиб, улар турли ишорали чексизга интилсин, 
масалан, lim*n =  +  oo, ]\туп = — оо дейлик. Бу кетма-кетликлар 
йиғиндксидан тузилган {хп +  уп} кетма- кетликнинг характери ҳам 
турлича бўлиши мумкин. Мисоллар кўрайлик.

') {хп} =  {Щ> {Уп} =  {— П} кетма-кетликлар учун 
Уп — 00 бўлиб, хп +  Уп =  п - > +  оо бўлади.

2) {хп} =  |/г +  -г|, {уп} =  {— п) бўлсин. Уларнинг лимити

\imxn == -f оо# \imyn =  — оо 

бўлган ҳояда, {хп +  уп} кетма-кетликнинг лимити нолга тенг бўла-

ди (-,«f  *- -  i  -* °1
3)* {хп} =  {п +  (— 1)п+1} ва уп =  {— п} кетма-кетликлар учун 

хп-> +  оо ва уп-+- — оо бўлиб, бу кетма-кетликлар йиғиндисидан 
тузилган {хп +  уп} =  {(— 1)п+1} кетма-кетлик лимитга эга эмас. 
Юқоридаги каби, бу холда ҳам хп +  оо, уп ->■ — оо да {хп +  у п} 
кетма-кетлик аниқмасликни ифодалайди. Бу аниқмаслик оо — <х> ку
ринишдаги аниқмас ифода ёки аниқмаслик дейилади. Шундай қи-
либ, —, —, 0  • оо ва оо — оо куринишдаги аниқмасликларни кўрибО с»
ўтдик. Қайд қилиб ўтамизки, 0°, оо°; 1°° кўринишдаги аниқмаслик- 
лар ҳам мавжуд.

Юқорида биз аниқмаслик Еазиятини намойиш қилиш учун ниҳо- 
ятда содда мисоллар келтириш билан чеппраландик. Аслида, кўпин- 
ча, аниқмасликларнинг берилиши мураккаб бўлиб, уларнинг турини 
аниқлаш, сўнгра уларни очиш, умуман айтганда, енгил масала бўл- 
масдан, берилган {хп} ва {уп} кетма-кетликларнинг қанчалик содда 
ёки мураккаблигига боғлиқ ва ўқувчидан маълум кўникма ва махо
рат талаб қилади. _____

М.и с о л л а р. 1 . Ушбу {хп} =  {п — пг — п1} кетма- кетликнинг 
лимитини топинг.

Биз оо — оо кўринишдаги аниқмасликка эгамиз.
Берилган кетма- кетликнинг умумий хади хп ни қуйидагича ёзиб 

оламиз:



3s--------Хп =  П — у пЛ — П1 — {п — у п3 —  п - )  (п 2 -j- п у  п3 — nz -f- У (п 3 — к8)2)

п2 т  п п* — п* Т̂ (Л3 — л *2) 2

о

Бундан эса
з *_____

Мтхп =  lim (я — г п3 — гг2) =  lim

келиб чиқади.
2 . Қуйидаги

лимитгш хисобланг.

Бунда — кўринишдаги аницмасликка эгамиз.
00

Арифметик прогрессия хадлари йиғиндиси формуласидан фойда
ланиб топамиз:

7-§. Монотон кетма-кетликлар ва уларнинг лимитлари

Биз якинлашувчи кетма-кетликларнинг катор хоссаларини кўриб 
ўтдик. Бу хоссалар кетма- кетликнинг чекли лимитга эга булиши би
лан боғлиқдир. Кетма-кетликнинг қачон чекли лимитга эга булиши 
ҳақидаги масала лимитлар назариясининг мухим масалаларидан бири. 
Аслида- ку, берилган кетма- кетликнинг лимити мавжудлигини лимит 
таърифи бўйича кўрсатиш лозим. Аммо бу ҳамма вақт ҳам осон бу- 
лавермайди. Шунинг учун лимити мавжудлигини аниклашимиз енгил 
булган кетма-кетликлар синфларини ажратиш, умуман лимит мав
жудлигини кўрсатадиган бошка шартларни топиш муаммолари пайдо 
булади. Қуйида биз монотон кетма-кетликлар синфини киритамиз ва 
бундай кетма-кетликлар учун лимит мавжудлиги ва уни хисоблаш 
масалалари билан шуғулланамиз.

1. Монотон кетма -к ет л ик л ар .  Бирор {*„} кетма-кетлик 
берилган бўлсин.

16-таъриф.  Агар {хг)  кетма-кетликда v  /г£Л сон учун хл ^

I т З  +  5 -j- -f (2/1— 1) =  П2, 1 - Г 2 4 - 3 -  +  « =  " + •

у ҳолда

п ( п +  1)
2



1 тенгсизлик ўринли бўлса, {хп} усувчи кетма- кетлик деб ата
лади.

Агар у  n£N  сон учун хп< х пМ тенгсизлик ўринли бўлса, {.vj 
катъий усувчи кетма- кетлик деб аталади.

.Масалан, 1 , 2 , 2 , 3, 3, 3, я, п, .,п, кетма-кетлик
п та

ўсувчи, 2 , 2 2, 2 3, 2п у кетма- кетлик эса қатъий ўсувчи кет
ма- кетликдир.

Агар кетма-кетлик усувчи бўлса, у қуйидан чегараланган 
булади. Ҳақиқатан, бу холда {хп} кетма-кетликнинг исталган хади 
учун хл <  хп тенгсизлик ўринли. Бу эса {хл} кетма- кетликнинг куйи
дан хх сон билан чегараланганлигини билдиради.

17-таъриф. Агар {хп} кетма-кетликда у  n£N  сон учун >  
тенгсизлик ўринли бўлса, {хл} камаювчи кетма-кетлик деб

аталади.
Агар Y п £ N сон учун хп >  хп+1 тенгсизлик ўринли бўлса, {хп} 

кетма-кетлик катъий камаювчи кетма-кетлик дейилади.
АС , 1 1 1 1 1  1 1  1Масалан, 1, —, —, —, —, —, —, —, кетма-кет-

2 2 3 3 3 п__ г / JX
п та

лик камаювчи. Ушбу
1 1 1  п+  1 
Г 2  ’ 3 ’ " я ’

кетма- кетлик эса қатъий камаювчи кетма- кетлик. Ҳақиқатан, у  п Э 
£N учун

п^г 2 п - г  1 — 1 ^ г\А „ +1 — х„ =  — - --------- ---- —  <  О
п т  1 п п (п^  1)

бўлиб, ундан хп >  xn_i бўлиши келиб чиқади.
Агар {хп} кетма-кетлик камаювчи бўлса, у юқоридан чегаралан

ган бўлади. Ҳақиқатан, бу ҳолда у  n£N  учун хг > хп тенгсизлик
ўринли. Бу эса кетма- кетликнинг юқоридан чегараланганлигини кўр- 
сатади.

Ўсувчи ва камаювчи кетма-кетликлар умумий ном билан моно
тон кетма-кетликлар деб аталади.

Монотон кетма- кетликнинг чегараланганлигини аниқлаш учун, 
агар у ўсувчи кетма-кетлик бўлса, унинг юқоридан, камаювчи бўл- 
са, унинг куйидан чегараланганлигини аниклаш етарли бўлади.

2 . Монотон к е т м а - к е тл и к н и н г  лимити ҳақида  тео
ремалар.

7-те орем а. Агар {*л} кетма-кетлик усувчи бўлиб, юқоридан 
чегараланган булса, у чекли лимитга эга; агар {хГ1} кетма-кетлик 
юкоридан чегараланмаган булса, у ҳолда {хл} кетма- кетликнинг ли
мити +  оо булади.



Исбот.  Аввало, {л:л} кетма-кетлик ўсувчи ва юқоридан чегара
ланган ҳолни караймиз. Кетма- кетлик юқоридан чегараланганлиги 
учун шундай ўзгармас М сон мавжудки, V n£N  сон учун хп< М  
тенгсизлик ўринли бўлади. Бу эса кетма-кетликнинг барча ҳадлари- 
дан тузилган тўпламнинг юқоридан чегараланганлигини ифода
лайди. Унда тўпламнинг аниқ юқори чегараси ҳақидаги 3-теоре- 
мага асосан бу тўплам учун sup {хп} мавжуд бўлади. Биз уни а би
лан белгилайлик: sup {х^ =  а. Энди а сон {хп} кетма- кетликнинг 
лимити бўлишини кўрсатамиз.

Аниқ юқори чегаранинг таърифига кўра, биринчидан, {хп} тўп- 
ламнинг хар бир элементи учун хп <  а тенгсизлик ўринли бўлса, 
иккинчидан, у  е >  0  олинганда ҳам катма- кетликнинг шундай хп̂ 
ҳади топиладики, бу хад учун хп# >  а — е тенгсизлик ўринли бў- 
лади. Демак,

Қаралаётган {хп} кетма- кетлик усувчи бўлгани учун п >  п0 тенгсиз
ликни каноатлантирадиган барча натурал сонлар учун хп >  х тенг
сизлик ўринли. Шу сабабли п >  п0 бўлганда 0 <  а — хп ^  а —
— хПо <  г тенгсизлик бажарилади. Шундай қилиб, V e > 0  олинган
да хам шундай п0 £ N сон топиладики, п >  n0 бўлганда | а — хп | <  
<г е тенгсизлик бажарилади. Бу эса а сон {х^ кетма- кетликнинг 
лимити эканини кўрсатади: lim хп =  а.

Энди {хп} кетма-кетлик усувчи бўлиб, юқоридан чегараланмаган
бўлсин. Унда ҳар қандай катта мусбат А сон олинганда ҳам {хп}
кетма-кетликнинг шундай х > хади топиладики, бу хад х • >  А бў-

о ‘ * *о
лади. Аммо барча n > n Q лар учун хп > х п> тенгсизлик ўринли бўл-
гани сабабли хп >  А тенгсизлик хам бажарилади. Бу эса l im^  — 
=  +  оо булишини билдиради. Теорема исбот бўлди.

Қуйидаги теорема ҳам худди юқоридаги теоремага ўхшаш исбот
ланади

8 - т.е орем а. Агар {хп} кетма-кетлик камаювчи булиб, қуйи- 
дан чегараланган булса, у чекли лимитга эга; агар {*„} кетма- 
кетлик куйидан чегараланмаган булса, у ҳолда {хп} кетма-кетлик
нинг лимити — оо булади.

Исбот этилган теоремалардан қуйидаги натижалар келиб чиқади.
4-натижа.  Ўсувчи кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиши учун 

унинг юқоридан чегараланган бўлиши зарур ва етарли.
Ҳақиқатан, агар ўсувчи кетма-кетлик якинлашувчи бўлса, яқин- 

лашувчи кетма-кетликларнинг чегараланган бўлишидан, унинг юкр- 
ридан чегараланганлиги келиб чикади. Агар ўсувчи кетма- кетлик



юқоридан чегараланган бўлса, у исбот этилган 7-теоремага асосан 
яқинлашувчи бўлади.

5-натижа.  Камаювчи кетма-кетлик яқинлашувчи булиши учун 
унинг қуйидан чегараланган булиши зарур ва етарли.

Мисоллар .  1 . Ушбу {д:п} =  I - 7 1 кетма-кетликнинг лимитини
.я  . 

топинг.
Аввало, бу кетма-кетлик лимитининг мавжудлигини кўрсатамиз. 

Равшанки,
{ п +  1)! п\,, =  - — т-г- =  — • ■— -  =

Л+1  (п+ 1) п+1 ~  пп (л+ 1)л ~  л \ я + 1 '
Бундан барча п >  1 лар учун лгл+1 <  хп тенгсизликнинг ўринли экани 
келиб чиқади. Бу эса берилган кетма-кетлик камаювчи эканини кўр- 
сатади. Кетма- кетликнинг ҳар бир хади мусбат, хп >  0, п =  1, 2,
Демак, у қуйидан чегараланган. Шундай қилиб, {хп} =  | ^ |  кетма-
кетлик камаювчи ва қуйидан чегараланган. 8 -теоремага кўра бу кет
ма-кетлик чекли лимитга эга. Биз уни а билан белгилайлик:

п\um — =  а. 
пп

Равшанки, а >  0 . Ушбу (1 +  а)">1 +  ап  (а >  — 1). Бернулли тенг- 
сизлигидан фойдаланиб топамиз:

fl + - ' ) " >  \ + п -  =  2.
\ ti J П

Бундан эса (п т  \)п> 2 - п п келиб чиқади. У холда
Ппхп — Х„. , = х п — ------- =  х„п rt-fl п п. - -(*+!)“

_ 2 -пп — пп х„-пп>  х „ ---------- ---  —-----=  х„,,
(П+ 1)" («+ I)" +

булиб, натижада қуйидаги хп >  2хп+1 тенгсизликка келамиз. Бу тенг-
сизликда лимитга ўтамиз: limx;t >  2 limxn+1. Ундан а >  2а ва 0 ни
ҳисобга олсак, a =  0 экани келиб чиқади. Демак,

lim —  =  0 . 
пп

2. Қуйидаги

Va , 1 a +  V a  , a +  1 ̂ a +  V a

У  a +  V a  4- V a +  . + V a ,
n та илдиз

(a >  0 ) кетма- кетликнинг лимитини топинг.



Бу кетма- кетлик юкоридан чегараланган булади:

xn< V a - r  1 (п =  1 , 2 , .) (*)
Шуни курсатамиз. Равшанки,

х1 =  У a <.t а — 1 

(*) муносабат п =  k учун ўринли бўлсин:
xk <  т с 4- 1

деб п =  k -f 1 учун ўринли бўлишини кўрсатамиз:

х л+] =  У  a -f- xk <  1  а У a - f  1 <  V  а — 2 +  1 =  

=  +  1 .
Демак, математик индук иия усулига биноан, у  n£N  учун

хп <  Уа +  1

бўлади.
Равшанки,

xt =  y а <  1 а 4- У а =  хг.
Энди k номер учун _, <  xk тенгсизлик бажарилсин дейилса, хк <
<  **+) бўлади. Ҳақиқатан ҳам,

Х„ =   ̂ о +  <  У а +  .V, -  хк+и

Демак, Y n £N  учун хп< х п_ х булади. Бу эса берилган кетма-кет" 
ликнинг усувчи эканлигини билдиради. Монотон кетма-кетликнинг 
лимити ҳақидаги 7- теоремага кура берилган кетма- кетлик чекли ли
митга эга. Биз уни у билан белгилайлик: Iimхп =  у. Сўнгра х2п =  
=  а +  тенгликда хадлаб лимитга ўтиш амалини бажариб топа
миз: limх2п =  lima +  limхп_ х ёки у'2 =  а +  у. Натижада у ни топиш 
учун ушбу у2 — у — а —0 КЕадрат тенгламага келамиз. Бу квадрат 
тенгламанинг илдизларини ёзамиз:

l - f  V  \ - r -4a  1 — т I — 4а
У\ - * У г 5

м г ]. — V \+4а Кетма- кетликнинг хадлари мусбат бўлгани учун уг = ------------
сон кетма-кетликнинг лимити бўлади. Демак,

}\тхп =  lim (l а — } а -!-• + J
п та илдиз

Хусусан, ушбу 

90

-  I I ]' 1 ! 42а ) = ------------- -



Гз Л  3 -гГз ,  К з ^ Л  з -И 'з

г 3 т  1 ' 3 т  “)~^3,  

кетма-кетлик якинлашувчи ва унинг лимити I 4- \ г \3

8 -§. Монотон кетма-кетликнинг лимити ҳақидаги 
теоремаларнинг татбиқлари

Ушбу параграфда биз монотон кетма-кетликнинг лимити ҳақи- 
даги теоремаларнинг математик анализ курсида караладиган баъзи 
масалаларга татбиқ этилишини қараб ўтамиз.

1 е сони.
а) е сонининг  таърифи.

Қуйидаги { x j  =  (( 1 — -- 'п]
V

— I1 
1 1 ’

г

7)‘ (3.7)

кетма-кетлик берилган бўлсин. Бу кетма-кетлик лимитининг мав
жудлигини кўрсатамиз. Берилган (3.7) кетма- кетлик билан бирга
ушбу

W “ {(1 +  7 D
кетма-кетликни хам караймиз. Бу кетма-кетлик камаювчи. Ҳақиқа- 
тан,

Уп

Уп+\
( | + т)
1 4- , г 2 U

(п -f- I)5’!'1-!'2

(п~г2) 1 + I
п  (д-н2)

a-f-2

п -h I
1 n - f l '

Бернулли тенгсизлигига асосан

1 +  • I
п  (я +  2)

булишини ҳисобга олсак, натижада

— Ц -  =  1 + -п  (п 2) п

УпМ V п ' п~г 1
=  1 , яъни уп >  yn4rX [ y n £ N )

тенгсизлик келиб чикади. Бу {уп} кетма-кетликнинг камаюзчи эка
нини англатади. Иккинчи томондан, {*/п} = |^ 1  |  кетма-кет- 
ликнииг хар бир хади мусбат булгани учун у куйидан чегаралан-

Н Iгандир. Шундай қилиб {у^ =  j l  1 4 -------j |  кетма- кетлик камаювчи



ва куйидан чегаралангандир. 8 - теоремага кўра бу {*/„} кетма- кетлик- 
лимитга эга.

Агар

^  =  ( 1 + 4 Г 1 = ^ ' ( 1 + г

тенгликдаи хп =  уп — [ тенгликнинг келиб чикишини ва lim —“ -j=
=  1 эканини эътиборга олсак, унда \\тхп =  \'туп га эга бўламиз. 
Бу эса (3.7) кетма-кетлик лимитининг мавжудлигини кўрсатади.

18- т а ъ р и ф. Берилган {хп} =  1 -J-кетма- кетликнинг ли
мити е сани деб аталади:

lirn(1 + 7T = e-
Бунда е лотинча exponentis — «кўрсатиш, кўрсатгич, намойиш қи- 

лиш» сўзининг дастлабки ҳарфини ифодалайди.
б) е сонини тақрибий ҳисоблаш.  е сонини тақрибий ҳи-

соблаш мақсадида +  — j” ифодани Ньютон биноми формуласидан 
фойдаланиб куйидагича ёзиб оламиз:

1 +.-LY1 = 1-1 . i l  + m l  1  + i? - - 1) ±  +  +:
п )  1 п 1-2 п 1 -2*3 ~ ^

Агар

■ ( л -  1) (У»- 2 ). . ■(*-*+ 1) __L_-J_ +  — =
1-2. - k ’ nk~  i пп

“ 2 +  Т +  +

( ' - 7 )  ( • -■ ; )  +

+  з - ( , - 7 ) ( , - т )  ( ' - ^ )

s* - 2+* ( , - 7 )  + i r ( l 4 r ) ( , - 7 ) + +

s *“ i i ^ l l _ 7 ) ( 1 - ») ( | _ 7 ) +  +  

+ v ( , - 7 ) ( 1- i )
деб олсак:

1̂ +  — j =  5, +  S2-



{хп} =  |^1 +  кетма-кетлик учун xt ■-= 2. Қолаверса, + -  jr' 

нинг ёйилмасидан, ~  <  , б £ЛГ тенгсизликка кўра, хл <  2  +

+  -̂ - +  +  ^  = 3  — gn-x' <  3. Шунга асосан е сони ,2 < е < 3
тенгсизликни каноатлантиради. Бу сонни янада аниқроқ ҳисоблаш 
учун куйидаги мулоҳазаларни юритамиз.

Юкоридаги S2 йиғиндини куйидагича ёзиб оламиз:

, k +  1 V п )  ^

+  — !—  ( \ - ± ) ( i - h ± ± ' ) +  
(fe+l) (*+2) v п Д  п )

4-

f 1 - —  V п(k -р 1) {k -j- 2). . . п \  п J \  п

Бу тенгликнинг унг томонида турган йиғиндининг ҳар бир ҳади- 
да қатнашган i =  k, k +  1 , ., n — 1 кўринишдаги кўпай-
тувчиларни ундан катта бўлган 1 билан ва

------------ 1------------ , /  =  1,2,3, n — k
(*+1) (*+2). . . (*+/)

кўринишдаги кўпайтувчиларни эса ундан катта бўлган ^  1 —. билан
алмаштириб, S2 йиғинди учун ушбу

1 +  77"^ +  + -  1So <  —
2 fe! U +  1 (*+1)8 (fe+l)n_*

тенгсизликка келамиз. Чексиз камайиб борувчи геометрик прогрес
сия барча хадлари йиғиндиси формуласидан фойдаланиб :(бунда би
ринчи хад Д  махражи ҳам - — бўлади j топамиз:

S ,<  — 1 1
г k\ I 1 \  k\k

Шундай қилиб,

( 1 +  i | - _ s i + s , < 2  +  ± ( i - i ) + i . ( i - i ) l i _ i )  +

ва ундан

0 < ( 1 +  i r - [ 2  +  l ( i - l )  +  i i ( , - i ) ( i - i )  +

+  о-
k — 1 1<  — 

k\k



тенгсизлик л арга эга бўламиз, п оо да бу тенгсизликларда лимитга 
ўтиб топамиз:

0 < е — (2 +  -J- +  4 - r  +  — ) <  — . (3.8)V 2 ! 3! *! ! k!k V
Бу муносабат е сонини тақрибий хисоблаш имконини беради. Демак,

I 1 , 1 ■ , 1в ~ 2 -\------ ---- т  И------
2 ! 3! к\

бўлиб, бу тақрибий формуланинг хатоси —— дан ошмайди. Маса-k\ k
лан, к =  1 0  да 

булиб, хатолик эса
‘ ж 2  +  т . +  +  йГ " 2 - 7 , 8 а 8 1

1 <  0 , 0 0 0  0 0 0  1
10! 10

булади. е сонининг янада аникроқ киймати: е =  2,7182818459045
в) е сонининг  иррационал  л иг и.
9-теорема,  е иррационал сондир.
Исбот.  Тескарисини фараз килайлик: е сони рационал сон бул- 

син, яъни у кискармайдиган

<? =  —, p £ N , q£N, q >  1 
Я

каср кўринишида ёзилсин дейлик.
КЦорида исбот этилган (3.8) тенгсизликларда k =  q деб олайлик. 

Натижада

0 <<? — ( 1 +  — +(14- — +  — +  + . L ) < _L
V 1! 2! q\ I q \q

еки

, „ - , !(l+ l +J-+ +-i)j<l (3.9>

тенгсизликка эга бўламиз. Равшанки, eq\ •=— q\ =  p (q — 1)! сон бу-
Я

тун мусбат, шунингдек,

q\ (1 + — + — + + —
\  1! 2! q\

сон ҳам бутун мусбат. Шуни хисобга олсак, (3.9) тенгсизликнинг 
чап томонидаги ифода бутун мусбат сон булишини топамиз. Лммо 
бу сон q >  1 тенгсизликка кўра 1 дан катта бўлади. Зиддиятлик ҳо- 
сил бўлди. Демак, е сони ирранионалдир Теорема исбот бўлдч.

2 . Ичма-ич ж о й л а ш г а н  сегмент лар принципи.
10-теорема. Иккита {хп} еа {уп} кетма- кетлик берилган бул- 

син. Агар



1) {.?,.} ўсувчи, {уп} камаювчи кетма-кетлик,
2 ) г  n£N  лар учун хп <  уп,
3) lim (f/„ — - О " ®  булса, {хг1} ва {уп) кетма-кетликлар якин- 

ла:иувчи ва limxn =  lim уп тенглик ўринли булади.
И с бот. {.*п} кетма-кетлик ўсувчи, {уп} кетма-кетлик эса кама

ювчи хамда ҳар бир n£N  учун хп <  уп тенгсизлик ўринли бўлгани- 
дан, V л С jV учун хп <  ух, уп >  xL тенгсизликлар бажарилади. Бу 
эса } кетма-кетлик юкоридан, {г/п} кетма-кетлнк эса қуйидан че
гараланганлигини билдиради. Монотон кетма- кетликнинг лимити ҳа- 
қидаги теоремаларга асосан {хп} ва {у,,} кетма-кетликлар яқинла- 
шувчи булади. Демак, \imxn ва lim уп лар мавжуд. Шунинг учун

lim (уп — хп) =  lim уа — lim ха 

булиб, теореманинг учинчи шартидан эса

Птг/Л — Нтл-„ =  0, lim £/„ =  lim лгя
бўлиши келиб чиқади. Теорема исбот бўлди.

Исбот этилган теоремадан муҳим натижа келиб чикади. Бу на* 
тижанн келтиришдан аввал ичма-ич жойлашган сегментлар кетма- 
кетлиги тушунчаси билан танишамиз.

Маълумки, {х: x£R, a ^ x ^ b }  тўплам [а, b] сегмент деб ата- 
лар эди. Агар \av bt] cz [a, b] бўлса, [а^ bt] сегмент [a, b] сегмент- 
нинг ичига жойлашган дейилади.

Агар [Оц b j, [а2, Ьг], [ап, Ьп], сегментлар кетма- кетлиги 
куйидаги

[а1( 6 ,] гз [а,, Ьг] zz> [а3, b3] zd zd [ап, bn\ zd

муносабатда бўлса, бу сегментлар ичма- ич жойлашган сегментлар 
кетма- кетлиги дейилади.

6 - натижа.  Агар ичма-ич жойлашган

[fli. by], [а2, Ьг], [а3, 6 8], [ап, Ьп],
сегментлар кетма-кетлиги учун lim (Ьп — ап) =  0 бўлса, у ҳолда 
{ a j  ва {bn} кетма- кетликлар битта лимитга эга хамда бу лимит бар
ча сегментларга тегишли бўлган ягона нукта булади.

Исбот.  [аг> 6 J , [а2, Ь2], [а„, £>л] ичма-ич жойлашган 
сегментлар кетма-кетлиги бўлиб,

lim (bn — ап) =  О

бўлсин. Бунда {ап} кетма-кетлик ўсувчи, {bn} эса камаювчи кетма- 
кетликлардир ва барча n£N  лар учун ап <  br бўлади. Демак, {ап} 
ва {Ьп} кетма-кетликлар 1 0 -теореманинг барча шартларини қаноат- 
лантиради, бу теоремага кўра {afl} ва {bn} кетма-кетликлар яцинла- 
шувчи ва



lima„ =  lim b„n n

бўлади.
Энди \\man~\\m bn ~  с деб белгилаб, с нуқта барча [anJ 6 J , 

п — 1 , 2 , . сегментларга тегишли бўлган ягона нуқта эканини 
кўрсатамиз. {an} кетма-кетлик ўсувчи ва limап =  с бўлганидан an<
<  £, (/2 =  1 , 2 , .), шунингдек, {6J  кетма- кетлик камаювчи ва 
lim bn =  c бўлганидан эса Ъп >  с (п =  1, 2, .) бўлиши келиб чи- 
қади. Демак, <  с <  Ьп, 1,2, булиб, с нуқта барча сег
ментларга тегишли: 1 , 2 , Агар шу с нуктадан 
фарқли ва сегментларнинг барчасига тегишли с', с' £ [ал, 6 J  (п =  
=  1 , 2 , .) нуқта хам мавжуд деб қараладиган бўлса, унда

бўлиб, бу муносабат lim (bn — ап) =  0  шартга зид бўлади. Демак,

Келтирилган натижа ичма-ич жойлашган сегментлар принципи 
деб юритилади.

5-эслатма.  Юқоридаги сингари ичма-ич жойлашган интервал- 
лар (ёки ярим интерваллар) кетма- кетлиги тушунчасини киритишимиз 
мумкин. Аммо уларга нисбатан 6 - натижа тасдиқи, умуман айтганда, 
ўринли бўлмайди. Масалан, ушбу

ичма-ич жойлашган интерваллар кетма- кетлигини карай лик. п-+  <х> 
да бу интерваллар узунлиги нолга интилса ҳам барча интерваллар 
учун умумий бўлган ягона нуқта мавжуд эмас (бундай яг она уму
мий нуқта 0  бўлиши мумкин эди, аммо 0  нуқта бу интервалларга 
тегишли эмас).

3. Саноқли б ў л маган  чексиз  т ў п л а м ни н г  м а в ж у д 
лиги.  Маълумки, натурал сонлар тўпламига эквивалент бўлган ҳар 
кандай тўплам саноқли тўплам деб аталар эди. Равшанки, саноқли 
тўпламлар чексиз тўпламлардир. Энди саноқли бўлмаган чексиз тўп- 
ламларнинг мавжудлигини кўрсатамиз. Бунинг учун аввало саноқли 
тўпламлар билан кетма-кетликлар орасида боғланиш борлигини кўр  ̂
сатамиз.

Агар бирор Е (Е a  R) тўпламнинг барча элементларини

кетма-кетлик кўринишида ифодалаш мумкин бўлса, Е саноқли тўп- 
лам бўлади. Ҳақиқатан, бунда ҳар бир хп га унинг индекси п ни 
мос қўйиб (хп-+п), Е тўпламнинг элементлари билан N тупламнинг 
элементлари орасида узаро бир қийматли мослик ўрнатиш мумкин.

Аксинча, агар Е (Е с= R) саноқли тўплам бўлса, унда п (n£N) 
номерга мос келадиган Е тўпламнинг элементини хп билан белгилаб» 
Е нинг элементлари

К — ап > \ с ~  с' | > 0



кетма-кетлик кўринишида бўлишини аниқлаймиз.
Шундай қилиб, Е (EczR) тўплам саноқли тўплам бўлиши учун 

уни ташкил этган элементлар
•̂ l» %2у ^З» Х п у

кетма-кетлик хосил килиши зарур ва етарли эканини кайд килиб 
ўтамиз.

И-те op ем а. Ушбу Е =  {х: x£R, 1} туплам санокли
булмаган чексиз тупламдир.

Исбот.  Бу Е тўплам санокли тўплам бўлсин деб фараз килай
лик. Унда Е нинг элементлари юқоридаги мулоҳазага кўра

я'х, х2, х31 ., хп,
кетма-кетлик ташкил этади. Демак, Е тупламнинг хар бир элемен
ти {л:л} кетма-кетликнинг тегишли ҳадидан иборат.

Энди Е =  [0, 1] сегментни —, — нукталар ёрдамида учта [о, —"Lз з  L з j
I  | ] ,  l] сегментчага ажратамиз. ^  =  [0 , 1] ни олайлик.
Зу xl юқоридаги учта сегментчанинг хеч бўлмаганда бштасига те
гишли булмайди. Бу сегментчани Ег оркали белгилайлик (бу Е1
тўплами ё jo, -j , ё -j, , ёки ĵ -j, lj булиши мумкин). Агар бор-

*■ [*• t J-ди-ю _L 2 
3 ’ сегментчалардан иккитасига тегиш

ли бўлмаса (унда хх албатта учинчисига тегишли бўлади), унда Ех 
деб улардан бирини, масалан чап томонда турганини оламиз. Рав
шанки, Et czE  ва Ег сегментнинг узунлиги — га тенг булади.з

Энди Ег ни ҳам учта тенг сегментчага ажратамиз ва юкоридаги 
ўхшаш х2£Е  элемент тегишли бўлмаган сегментчани Ег билан бел-
гилаймиз. Бунда Е2 cz Ег ва Е2 сегментнинг узунлиги — га тенг бў-

О-
лади. Сўнг Е2 сегментчани хам учта тенг сегментчага ажратиб, улар 
ичида х3£Е  элемент тегишли бўлмаганини Е3 оркали белгилаймиз. 
Бу жараённи давом эттириб натижада ушбу

Еъ Еъ Е3, ., ЕпУ 
сегментлар кетма-кетлигини хосил киламиз. Бунда барча п лар учун 
xnl E n бўлиб, Еп сегментнинг узунлиги га тенг бўлади. Бу сег-о
ментлар кетма-кетлиги учун

Ег ZD Е2 id £ 3 id . . . => Еп ZD .

муносабатлар ўринли бўлиб, ушбу lim — ■ =  0  лимитга эгамиз. У
О



ҳолда ичма-ич жойлашган сегментлар принципига асосан барча сег- 
ментларга тегишли булган ягона а нукта мавжуд: а £ Е п, п =  1,2,
3, Аммо хп£Еп бўлгани сабабли а Ф х п. Бу хол а нинг Е =  
=  [0, 1] сегмент га тегишли бўла туриб, {л:п} кетма-кетликнинг би
рорта хадига тенг бўлмаслигини кўрсатади. Бунга сабаб, Е нинг 
санокли деб олинишидир. Демак, Ё =  [0, 1] саноқли тўплам бўла 
олмайди. Теорема исбот бўлди.

19-таъриф. Ушбу
Е =  {х : xd R, 0 <  jc <  1} =  [0, 1]

тўпламга эквивалент бўлган ҳар қандай тўплам континуум қувват- 
ли тўплам деб аталади.

Куйидаги
А = {х: x£R,  а *^х *Cb} = [а, b] (а <  Ь)

тўплам континуум қувватли тўпламдир.
Дарҳақикат, ушбу

у =  а-\~ (b — а)х (х£Е, у£А)
муносабат £  ва Л тўпламлар орасида ўзаро бир қийматли мослик 
ўрнатади. Демак, бу тўпламлар эквивалент тўпламлар бўлио, А — 
континуум қувватли тўпламдир.

9- §. Қисмий кетма- кетликлар. Больцано — Вейеэштрасс леммаси

Бирор {хп} : х1У х2у х 3, , хпу кетма- кетлик берилган бук
син. Бу кетма- кетликнинг бирор пх номерли xni ҳадини оламиз. Сўнг- 
ра номери пх дан катта бўлган п2 номерли хп ҳадини оламиз. Шу 
усул билан хп̂  xtu ва хоказо ҳадларни олиш мумкин. Натижада 
номерлари пх < п 2<  <  nk <  тенгсизликларни қаноатланти- 
радиган ҳадлар танланган бўлади. Бу ҳадлар ушбу

- V  (Пг < п 2<  < n k <  .) (3.10)

кетма- кетликни ташкил этади.
Одатда (3.10) кетма-кетлик {хп} кетма-кетликнинг қисмий кет- 

Ma-кетлиги деб аталади ва {* } каби белгиланади. Баъзида {ха} 
кетма-кетликдан {хп̂  кетма-кетлик ажратилган дейилади.

Кисмий кетма-кетликнинг тузилишидан равшанки, А-^со да n k 
хам чексизликка интилади: lim  nk =  +  оо.

k—У оо
Мисоллар .  1 . Куйидаги

1 , 3, 5, 7, 2 л — 1,
2, 4, 6 , 8 , 2 л,
1, 4 , 9, 16, п2,

кетма- кетликлар натурал сонлар кетма- кетлиги 1 , 2 , 3, , п, 
нинг кисмий кетма-кетликлари бўлади.



1 , —  , — .
10 102

кетма- кетлик

’ о ' о > >2 3 п j
кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетлигидир.

3. Қуйидаги

1 , 1 , I 
- 1 , - 1 , -

1 ,

кисмий кетма- кетликларни ажратиш мумкин.
Келтирилган тушунча ва мисоллардан равшанки, битта кетма- кет- 

ликдан турли қисмий кетма-кетликлар ажратиш мумкин. Ҳар бир 
кисмий кетма-кетлик ўзи, умуман айтганда, мустакил, янги кетма- 
кетлик булиб, унинг учун хам якинлашувчилик ёки узоқлашувчи- 
лик масаласи ўрганилиши мумкин.

Кетма-кетлик лимити билан унинг кисмий кетма-кетликлари ли
мити орасидаги муносабатни қуйидаги теорема ифодалайди.

1 2 - те орем а. Агар {*„} кетма-кетлик лимитга (чекли, ёки 
+  оо, ёки — оо) эга булса, унинг ҳар кандай қисмий кетма- кетли
ги ҳам шу лимитга эга булади.

Исбот.  limхп =  а бўлсин, {*,,} кетма-кетликнинг бирор

кисмий кетма-кетлигини олайлик.
Лимит таърифига кўра у-г >  0 олинганида хам, шундай n0£N  

сон мавжудки, барча п >  л0 лар учун \хп — а | < е  бўлади. ft—»-оо 
да оо бўлишидан шундай m £N  сон топиладики, пт >  п0 тенг
сизлик ўринли бўлади. Демак, барча k > m  лар учун \хПк— а|<е тенг
сизлик бажарилади. Бу эса \\т х \= а  лимитнинг ўринли эканини ифо
далайди. Худди шунингдек, \\тхп =  +  °° (—°°) бўлганида хам {*„} 
кетма-кетликнинг хар кандай қисмий кетма-кетлиги +<»(—°°) га 
интилиши кўрсатилади. Теорема исбот бўлди.

6 > эслатма.  Кетма-кетлик кисмий кетма-кетликларининг лими
ти мавжуд бўлишидан берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд 
бўлиши қар доим ҳам келиб чиқавермайди. Масалан;

х.

1 , - 1 ,

1 , 1 , 1 , 1 ,
- 1 , - 1 , - 1 , , - 1 ,



кисмий кетма- кетликлари лимитга эга (улар мос равишда! 1 ва — 1 

ларга тенг). Аммо берилган {(— 1)/г+1} кетма-кетлик лимитга эга 
эмас.

Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга бўлмаса ҳам унинг 
кисмий кетма-кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

2 0 -таъриф.  {л:̂ } кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлиги лими
ти берилган кетма-кетликнинг қисмий лимити деб аталади.

3 -лемма (Больцано  — Вейерштрасс  леммаси).  Агар 
{*л} чегараланган бўлса, бу кетма-кетликдан шундай кисмий кетма- 
кетлик ажратиш мумкинки, у яқинлашувчи булади.

Исбот.  {.хJ  кетма-кетлик чегараланган бўлсин. Демак, кетма-

[а, b] сегментни тенг икки кисмга ажратиб, Г a + b '  a, —— ва \а+ь .
2 2  ’

сегментларни ҳосил киламиз. Берилган кетма-кетликнинг барча хад
лари [а, Ь] да бўлгани сабабли, унинг чексиз кўп сондаги ҳадлари
а ,

а — b ва Ь сегментларнинг камида биттасига тегишли 
бўлади. Энди {лл} кетма-кетликнинг чексиз куп сондаги хадлари

ни (агар иккала-бўлган сегментни, яъни а, j  ёки а +  Ъ
У Ь

сида хам кетма- кетликнинг чексиз кўп сондаги хадлари бўлса, улар
дан ихтиёрий бирини) [av деб белгилаймиз. Равшанки, [av
нинг узунлиги бўлади. Юқоридагига ўхшаш, [alf 6 J  сегмент-

сег- ̂ Г [а 1 +  ь1 , I ни тенг икки кисмга ажратио, аь ——----  ва j —̂ —-  , bL
ментларни хосил киламиз ва бу сегментлардан {хп} кетма- кетликнинг 
чексиз сондаги хадлари бўлганини [a2, b2] деб оламиз. Равшанки, 
[а*, Ь2] сегментнинг узунлиги бўлади. Бу жараённи давом
эттириш натижасида ушбу

[al9 fcj, [а2, Ь2], [ak, bk],
сегментлар кетма-кетлиги хосил бўлади. Тузилишига кўра хар бир 
lak, bj, fe = l, 2 , 3, сегмент да {*„} кетма-кетликнинг чексиз 
кўп сондаги хадлари булади.

Равшанки,
[alf 6 J  =э [а2, 6 2]=э =) [ак, bk]

[ak, bk] сегментнинг узунлиги bk — ak = b — а бўлиб, оо да
нолга интилади. Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кўра 
{aj ва {bk} кетма-кетликлар умумий (битта) чекли лимитга эга:

lim ак =  Y\mbk =  с.
Энди {* } кетма-кетликнинг [ах, Ьг] даги бирорта хадини олай-



лик. У п,-хад бўлсин: xn̂ [ a l9 Ь}]. Сўнгра, {хп} нинг [а2, &>] даги 
бирорта ҳадини олайлик. У п2- ҳад бўлсин: £[а2, Ь2]. Қаралаётган 
сегментларнинг ҳар бирида кетма- кетликнинг чексиз куп хадлари 
бўлганлиги учун, равшанки, п2 >  пл килиб олишимиз мумкин.

Худди шунингдек, {хл} нинг [а3> Ь3] даги хПх, хПг хадларидан 
кейин келадиган бирорта хпз хадини (пх <  п2 <  п3) оламиз. Бу жа- 
раённи давом эттириб, й-қадамда, [ak, bk] сегментдаги {дгл2} кетма- 
кетликнинг лЛ1, *Лг, , х лардан кейин келадиган хадларидан 
бири хПк ни оламиз ва ҳ. к. Натижада {хл} кетма-кетлик ҳадлари- 
дан ташкил топган ушбу

Хпх> Хп2> Xnk' <  ^2  <  <  хпk <  ■)

кисмий кетма- кетлик хосил булади. Кисмий кетма- кетликнинг 
хадлари учун

a k < x nk < bk. * = 1 , 2 ,

тенгсизликлар ўринли булиб, ундан &->оо да
l im* =  сnk

булиши келиб чиқади. Лемма исбот бўлди.
7-эслатма.  Келтирилган леммада кетма-кетликнинг чегаралан

ган булиши муҳим шартдир. Шу шарт бажарилмаса, лемманинг ху
лосаси ўринли бўлмасдан қолиши мумкин. Масалан, чегараланмаган 
ушбу

1, 2, 3, , я,
натура л сонлар кетма-кетлигининг хар кандай кисмий кетма-кетли
ги ҳам +  оо га интилади.

10-§. Коши теоремаси (якинлашиш мезони)

Кетма-кетликнинг качон чекли лимитга эга бўлиши ҳақидаги 
масала, юқорида таъкидлаганимиздек (7- § га қаранг) лимитлар наза- 
риясининг муҳим масалаларидан биридир. Бу масала 7- § да монотон 
кетма-кетликлар учун ҳал килинган. Табиийки, ихтиёрий кетма-кет
лик қандай шартда якинлашувчи бўлади деган савол туғилади. Бу 
саволга жавоб беришдан аввал фундаментал кетма-кетлик тушунча
си билан танишамиз.

Бирор {хп} кетма-кетлик берилган бўлсин.
21-таъриф.  Агар Ve >  0  олинганда ҳам шундай n0£N  сон 

мавжуд бўлсаки, барча п >  п0 ва барча т >  п0 лар учун

К  — Хт\< в  (ЗЛ1)
тенгсизлик бажарилса, {хл} фундаментал кетма-кетлик деб ата
лади.



Демак, фундаментал кетма- кетлик шундай кетма- кетликки, унинг 
бирор п0 =  п0(е) ҳадидан бошлаб хар қандай иккша хади орасидаги 
масофа аввалдан берилган ихтиёрий е >  О дан кичик булади.

Биз ушбу параграфда кетма-кетликнинг фундаментал бўлиши 
билан унинг яқинлашувчи булиши эквивалент эканлигини кўрсата- 
миз. Аввало фундаментал бўлган ҳамда бўлмаган кетма- кетликларга 
мисоллар келтирайлик.

Мисоллар.  1 . {хп} =  ( —— 1. Бу кетма-кетлик учун (3.11)(я+ 1J
шартнинг бажарилишини кўрсатамиз. Ҳақиқатан,

, __х \ — I__ - ______ —__ I <  nJr т _  J_ I___L
Л/г ‘т jn-Ь 1 *л+Ч пт п т 

Агар V e > 0  сонга кўра натурал п0 сонни

”о = [ т ]  +  1
деб олсак, у холда барча п > п 0 ва барча т > п 0 лар учун

I I , 1\хп—хт\ <  —г -т-----<  е1 п т\ „ „По я о
булишини топамиз. Демак, берилган кетма-кетлик фундаменталдир.

2- W  =  {1 +  ^ - f  +  £ }•
Бу ҳолда (п >  т да)

\х — х \ =  — 5------ 1-------!-------Ь 4- —
п т1 ( п  -f- ip  ( т + 2 ) 3 rt*

бўлиб, бу тенгликнинг ўнг томонидаги ҳар бир қўшилувчига ушбу
j _  _ 1 _______
рг р — I р 

тенгсизликни қўлланиб топамиз:

\х — х j <  (—---------— ) +  +  ( —---------—) =
\  т т-  j- 1 /  \ п  — 1 п )

=  J -------- С —
т п т

Агар Y в >  0  сонга кўра п0 =  J +  1 деб олинса, унда п >  т >
>  п0 бўлганда

К ~ х т\ < е
бўлади. Бу берилган кетма-кетликнинг фундаментал эканини билдиради.

3. Энди фундаментал бўлмаган кетма- кетликка мисол келтира- 
миз. Қуйидаги

. , г, , 1 , 1 , , п .



кетма-кетликни карайлик. Бу кетма-кетлик учун хар кандай т >  1 
олганимизда ҳам

I 1 , 1 • 1 1 1
K 1- ^ J  =  r7 T T ' r ^ r ? +  ^  Т т >

бўлиши келиб чикади. Бу хол берилган кетма- кетликнинг фунда
ментал эмаслигини кўрсатади.

13-теорема  (Коши теоремаси).  Кетма- кетлик яқинлашув- 
чи булиши учун у фундаментал булиши зарур ва етарли.

Йсбот.  З арурлиг и .  {л̂ } кетма-кетлик якинлашувчи бўлиб, 
Ншхя =  а бўлсин. Лимит таърифига мувофиқ, у  г >  О берилганда
хам га кўра шундай n0£N  сон топиладики, барча п >  п0 сонлар

учун \хп — а\ <  — тенгсизлик ўринли бўладн. Демак, ихтиёрий
п >  л0 ва т >  л0 сонлар учун

!*я — хт\ =  \хп — а +  а — x j  <  1хл — а\ i-  |.vm -  а| <  е.
Бу эса {хл} фундаментал кетма-кетлик эканини кўрсатади.

Ет а р л и  лиги.  {.х„} — фундаментал кетма-кетлик бўлсии. Де
мак, Y e > 0  учун шундай n0£N  сон топиладики, п >  п0, т > л 0 

лар учун |хп — хт1 <  е тенгсизлик ўринли. Бу тенгсизликда л сон 
(л0 дан катта) ихтиёрий бўлишини колдириб, т натурал соннинг я0 

дан катта бирор тайин кийматини олиб, юкоридаги тенгсизликни 
куйидаги

х —е <  х <. х т ет п т 1

кўринишда ёзиб оламиз. Демак, п >  п0 да {х^ кетма- кетликнинг хп 
ҳадлари (хт—е, хт Ч~ е) интервалга тегишли бўлиб, ундан кетма- 
кетликнинг чегараланганлиги келиб чиқади. Больцано — Вейерштрасс 
леммасига кўра {.кл} кетма-кетликдан чекли сонга интилувчи
қисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин. Бу кисмий кетма-кетлик ли- 
митини а билан белгилайлик: limx =  а. Энди а сон {х } кетма-кет-

fc-*eо *
ликнинг лимити эканини кўрсатамиз. Дарҳақиқат, бир томондан 
x„k а бўлгани учун у е  >  О га кўра шундай k0ZN сон топиладн-
ки, k >  k0 лар учун — а | < е  тенгсизлик бажарилади.

Иккинчи томондан, m — nk бўлганда \хп — х \ < е  тенгсизлик
ҳам бажарилади. Юқоридаги тенгсизликларга кўра

К  — а] =  \хп — xnk -i-xnk — a \<  \хп — xnk\ +  \xnk — а\ <  2  е

бўлиши келиб чиқади. Бу эса limxrt =  а эканини кўрсатади. Теоре
ма исбот бўлди.



Исбот этилган 1 еорема Коши теоремаси ёки яқинлашиш ме
зони (критерийси) деб юритилади. Бу теорема мухим назарий аха
миятга эга.

11- §. Кетма-кетликнинг юқори ва қуйи лимитлари

Бизга {л:п} кетма-кетлик берилган бўлиб, {хп̂  эса унинг бирор
қисмий кетма-кетлиги бўлсин.

Маълумки, кетма- кетлик лимитга эга булмаган ҳолда ҳам у кис
мий лимитларга эга бўлиши мумкин. Бу қисмий лимитларнинг энг 
каттаси ҳамда энг кичигининг мавжудлиги масаласини қараймиз.

2 2 - таъриф.  {лг„} кетма-кетлик қисмий лимитларининг энг кат
таси (энг кичиги) берилган кетма-кетликнинг юқори (қуйи) лимити 
деб аталади ва

limx^Qim )̂
каби белгиланади.

Ҳар кандай кетма-кетлик юқори ва қуйи лимитларга эга бўли- 
шини исботлаймиз.

Аввало юкоридан чегараланмаган ҳамда юкоридан чегараланган 
кетма-кетликлар учун хар доим юқори лимитнинг мавжуд бўлиши- 
ни кўрсатайлик.

1 . {xn} к ет ма - ке тл и к  юқоридан  чег а ра л а нм а г ан .  
Усувчи хамда оо га интилувчи

^2>
кетма-кетликни олайлик (а1< а 2 <  <  ak <  ak~*~ +  °°)-
Модомики, {хп} юкоридан чегараланмаган экан, унда кетма-кетлик
нинг шундай х хади топиладики, х >  а, тенгсизлик ўринли бўла
ди.

Худди шунга ўхшаш кетма-кетликнинг х ҳадидан кейин кела
диган х ҳади {пх <  /г2) топиладики, хПг >  а2 тенгсизлик ҳам ўринли 
бўлади. Бу жараённи давом эттириб, k- қадамда {хп} кетма-кетлик
нинг xni, хП', , xnk_ x ҳадларидан кейин келадиган шундай xnk 
ҳадини топамизки, бу ҳад учун

x nk >  a k (n i <  Ч  <  <  Ч - 1 <  Ч)
тенгсизлик ўринли бўлади ва ҳ. к.

Натижада {хл} кетма-кегликдан ушбу
х„, х„ , , х ,П i’ Пгу 9 ntf

қисмий кетма-кетлик ажратилиб, бунда барча k^N  лар учун хПк >  ak 
тенгсизлик ўринли бўлади. Шартга кўра limaft — +  оо. Бундан юко
ридаги тенгсизликка кўра limx^ =  +  <» га эга бўламиз. Шундай



қилиб, кетма-кетлик юқоридан чегараланмаган бўлса, унинг юкори 
лимити мавжуд ва -f- оо га тенг бўлади: l i m x n =  -f- оо.

2. {хп} к е т м а - к е т л и к  ю қ о р и д а н  ч е г а р а л а н г а н .  Бу хол
да шундай ўзгармас М сон мавжуд бўладики, барча п £ N лар учун 
хп <  М булади.

{хп} нинг хадлари ёрдамида куйидаги кетма- кетликларни тузамиз:

i x „ }i : x 2' Х9, Х„,
{хп}2:х3, х4, хп,

(Xn}k :Хк+1* Xk~2'
Бунца {хп}к1 k =  U 2, 3, лар {а;2} кетма-кетликнинг қисмий 

кетма- кетликларидир. Агар {x n}k белгининг узи билан { x ^ k кетма- 
кетлик хадларидан тузилган тўпламни белгиласак, унда бир томон
дан, {а*,̂ , {хп}2, тўпламларнинг юкоридан чегараланганлиги, 
иккинчи томондан эса, бу тўпламлар орасида

=> ^  {*»>* =>
муносабатлар борлигини кўрамиз. Бу тўпламларнинг аниқ юқори че
гаралари мавжуд. Биз уларни мос равишда M lt М 2, Mk, 
орқали белгилаймиз:

sup{xn}1 -sup{xn} =  M1,
П> 1

sup{xn}, =  sup{xn} =  М„
п>  2

SUP (Xn}k =  SUP k,} =  Mk.tl>k
Аниқ юқори чегаранинг хоссасига асосан

Mk+l^ M k, £ = 1 , 2 , 3, 
булади. Демак, {МJ  — камаювчи кетма-кетлик. У холда

=  lim sup{xn}
n>k

лимит мавжуд ва у чекли ёки — оо бўлади.
Фараз килайлик, Y \m M k =  — оо бўлсин. У ҳолда ҳар қандай 

мусбат А  сон олинганда хам шундай п0 £ N  топиладики, М   ̂<  — А 
булади. Аммо п >  п0 лар учун

хп <  Мп̂ =  sup {^По+1, xn̂ v  .}
булиб, ундан эса

* „ < — А
тенгсизлик келиб чиқади. Бу эса Urn хп =  — оо эканини кўрсатади. 
{Мк} кетма-кетлик чекли лимитга эга бўлсин. Биз уни М0 билан 
белгилайлик: lim Mk =  М0.



Нолга интилувчи j- |- j  кетма-кетлик ни оламиз. Модомики.

M k =  sup {x j, k =  1 , 2 , 3 ,
Tl>k

экан, унда аниқ юкори чегаранинг хоссасига кўра, {х^  кетма-кет
ликнинг шундай хПкУ k = 1, 2, 3, хадлари мавжудки,

М . ------ <; хп ^  At.
k k nk k

тенгсизликлар ўринли бўлади. Кейинги тенгсизликларда k -+  оо да 
лимитга ўтиб,

lim х =  М 0
«-►ао

булишини топамиз. Демак, М 0 берилган {хп} кетма-кетликнииг кис
мий лимити. Энди М 0 ни {хп} кетма-кетлик кисмий лимигларининг 
энг каттаси эканини курсатамиз. Ҳақикатан, лимит таърифига асосан 
Y e >  0 олинганда хам шундай n0£ N  сон топиладики, барча к >  п0 
(к £ N) лар учун М 0— е <  М к <  М 0 -\-е тенгсизликлар ўринли бўла
ди. Яна M k =  sup (х } ни эътиборга олиб, барча п >  /z0 лар учун

Tl>k
хп <  М 0 +  6 эканини топамиз. Бундан эса {л:̂ } кетма-кетликнинг 
ҳар кандай кисмий лимити M Q +  е дан катта бўла олмаслиги кури
нади. Олинган 8 соннинг ихтиёрийлигидан эса {л̂ } кетма- кетлик
нинг қисмий лимиги М0 дан катта бўла олмаслиги келиб чика
ди. Демак, М 0 сон {хп} кетма-кетлик кисмий лимигларининг энг 
каттасидир, яъни

\im xn =  MQ.

Худди шунга ўхшаш куйидан чегараланмаган ҳамда цуйидан 
чегараланган кетма- кетликлар учун хар доим уларнинг қуйи лимит
лари мавжуд бўлиши кўрсатилади. Кетма- кетлик куйидан чегаралан
ган ҳолда, унинг куйи лимити

\ imxn =  Y\mmk

бўлиб, бунда mk =  inf {xn}.
n>k

Шундай қилиб куйидаги теоремага келамиз.
14-те  о р е м  а. Ҳар кандай кетма-кетликнинг қуйи ҳамда юқо- 

ри лимитлари мавжуд.
7-н а т и ж а .  Агар кетма-кетлик чегараланган бўлса, унинг қуйи 

хамда юқори лимитлари чекли булади.
Мис ол .  Ушбу

кетма-кетликнинг қуйи ҳамда юкори лимитларини топинг.
Бу кетма-кетлик учун



М х =  sup {*„} =  4  , mx =  inf {л;,} =  — i ,
/Z> I - Л>1 О

,M2 =  sup {хп} =  4  , щ  =  inf {.vj =  — 4  ,
/i >2 4 гг > 2 3

=  м 26 +  2 
2 k +  I

бўлади. У холда

Демак,

Л ± 1
I п

---- 1, lim
{<-""

Энди юқори ва қуйи лимитларнинг хоссаларини келтирамиз. Би- 
рор {хп} кетма- кетлик учун

бўлсин. У холда V e > 0  сон олинганда хам:
1° Шундай n0£ N  сон топиладики, барча п > п0 лар учун

2° Y nl ^N  сон учун е ва пг ларга боғлиқ шундай натурал сон 
гг >  п { топиладики,

Юқори лимитнинг бу хоссалари қуйидаги маъноии англатади:
Y в > 0  сон тайин олинганда, биринчи хосса {хп} кетма-кетликнинг 
фақатгина чекли сондаги ҳадларигина

тенгсизликни каноатлантиришини, иккинчи хосса эса бу кетма-кет
ликнинг

тенгсизликни қаноатлантирадиган хадлари сони чексиз кўп булишини 
ифодалайди.

Ҳақиқатан, агар {хп} нинг чексиз кўп сондаги хадлари а +  е дан 
катта бўлса, у холда а +  е сондан кичик бўлмаган b (b >  a - f  е) га 
интилувчи {хп} кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлиги мавжуд, бу
а =  Н тл /: га зид бўлади. Демак, а + е  дан ўнгда кетма-кетликнинг 
кўпи билан чекли сондаги ҳадлари ётади. Бу Г-хоссани исботлайди: 

Модомики, \\т хп =  а экан, унда {л̂ } нинг кисмий лимитларидан 
бири а га тенг: l im* = а .  Лимит таърифидан эса бу кетма-

к-> эг

1 im хп =  а

хп < а  +  е,

хп’ > а  — г

булади.

хп >  а +  е

хп >  а — е



кетликнинг, демак {хп} нинг хам, чексиз кўп сондаги хадлари а — г 
дан катта бўлади. Демак, 2°-хосса хам исбот бўлди. Аксинча, бирор 
а сон юкоридаги икки шартни қаноатлантирса, у {х^  кетма- кетлик
нинг юқори лимити бўлади.

Равшанки, Г- ва 2°- шартларни каноатлантирувчи а сон учун
а =  lim sup{^}

fc->oc п> к
бўлиб, бундай ифодаланган а {*п} кетма-кетликнинг юкори лимити 
бўлади. Демак, а  =  lim хп.

Фараз килайлик, бирор {,rj кетма-кетлик учун

b =  lim дгп

бўлсин. У ҳолда V e >  0 олинганда ҳам:
Г  Шундай ti0£ N  сон топиладики, барча л >  л0 лар учун

хп>Ь  — е,

2° Y nx£ N  сон учун е ва л 1 ларга бог лик натурал сон п' >  n L 
топиладики,

хп, < Ь  +  ъ
бўлади.

Кетма- кетлик қуйи лимитининг бу хоссалари юкоридагидек ис
ботланади.

15-т е  о р е м  а. {хп} кетма-кетлик с лимитга эга бўлиши учун 

lim xn =Tim  хл =  с (3.12)

тенгликларнинг ўринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Ншхл =  с бўлсин. Кетма-кетлик лимитга 

эга бўлган холда унинг хар қандай қисмий кетма-кетлиги хам шу 
лимитга эга бўлишидан (3.12) тенгликларнинг ўринли бўлиши келиб 
чикади.

Е т а р л и л и г и .  {.хп} кетма-кетлиги учун (3.12) тенглик лар ўрин- 
ли бўлсин. Қуйи лимит хоссасига кўра, V e > 0  сон олинганда ҳам 
шундай n0£ N  сон топиладики, / г>/ г0 лар учун хп >  с — е бўлади. 
Шунингдек, юқори лимит хоссасига асосан, ўша О сон олин
ганда хам шундай сон топиладики, барча п > п 1 лар учун
хп <  с +  е бўлади.

Энди п0 ва nL сонларнинг каттасини п деб олсак, унда п >  п 
лар учун

с — г <  хп <  с -j- г

тенгсизликлар ўринли бўлади. Бу эса Umxn =  c эканини билдиради. 
Теорема исбот бўлди.



4- БОБ
ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ЛИМИТИ

1-§.  Функция тушунчаси

Биз 1- бобда ихтиёрий Е ва F тупламлар берилган ҳолда Е нинг 
элементларини F тупламнинг элементларига ўтказувчи

f : E - * F
f акслантиришларни қараб ўтган эдик.

Хусусан, Е  =  N, Ғ  =  R бўлганда натурал сонлар тўплами N  
нинг элементларини ҳақиқий сонлар тўплами R нинг элементларига 
ўтказувчи

f : N- +R (f: n ^ x n)
акслантиришлар сонлар кетма-кетлиги тушунчасига олиб келди ва 
улар 3 -бобда батафсил ўрганилди.

Энди Е =  R, Ғ — R бўлганда х (х 6 R) ўзгарувчи билан y(y& R )  
ўзгарувчи орасидаги боғланишни, яъни

f:R  -*-R  ( /: х-*-у)
акслантиришни ўрганамиз. Бу бизни функция тушунчасига олиб ке
лади.

1. Ф у н к ц и я  т а ъ р и ф и .  X ва Y  лар ҳақиқий сонларнинг би
рор тўпламлари (X a  R, Y czR ) бўлиб, х ва у  ўзгарувчилар мос 
равишда шу тўпламларда ўзгарсин: х £ Х ,  y £ Y

1-т а ъ р и ф .  Агар X  тўпламдаги хар бир х сонга бирор f қоида- 
га кўра У тўпламдан битта у  сон мос қўйилган бўлса, X  тўпламда 
функция берилган деб аталади.

Баъзан функция X  тўпламда берилган дейиш ўрнига функция X  
тўпламда аникланган деб хам юритилади. Функция

f : 9x - * y  ёки y  =  f(x)
каби белгиланади.

Бунда X функциянинг аниқланиш туплами (соҳаси), Y  эса 
функциянинг узгариш туплами (сохаси) деб аталади. х эркли уз- 
гарувчи ёки функциянинг аргумент у у  эрксиз ўзгарувчи ёки х ўз- 
гарувчининг функцияси дейилади.

М и с о л л а р  1 . Х  =  (— оо, т  оо ) ,  Y  =  (0, +  оо) бўлсин, f қои- 
да сифатида

f: х - > у  =  х2 +  1
ни олайлик. Бу холда, равшанки, хар бир х £ Х  учун битта х2 +  1 
топилади ва х2 +  1 £ Y  бўлади. Демак, X да у  =  х2 +  1 функция 
аниқланган.

2. X =  R, Y  =  Z ва f — ҳар бир ҳақиқий х сонга унинг бутун 
қисми [х] ни мос қўювчи коида бўлсин. Демак,

/ :  х [х] ёки у  ■= U]
функцияга эга бўламиз.



3. Ҳар бир рационал сонга 1 ни, хар бир иррационал сонга 0 ни 
мос қўйиш натижасида функция берилган булади. Бу функция Ди
рихле функцияси дейилади ва D(x) каби белгиланади:

£)/х\ =  (1, агар х рационал сон бўлса,
(О, агар х иррационал сон бўлса.

Юқорида келтирилган таърифда х ўзгарувчининг хар бир қийма- 
1 ига у  ўзгарувчининг битта қийматини мос қўядиган муайян қоида 
ёки қонуннинг берилиши му\имдир. Кўпинча, амалиётда функция
нинг аникланиш сохаси X  хам шу қоидага кўра, яъни функционал 
богланишнинг характерига кўра топилади.

Масалан, ушбу
х +  1

У =*--------:------Л'2— Ъх-\~6
функциянинг аниқланиш сохаси, табиийки, х =  2, х =  3 нуқталарни 
ўз ичига олмаслиги керак.

Таърифда функциянинг ўзгариш сохаси У берилган булиши та- 
қозо этилади, аммо шу У тўпламнинг ҳар бир элементи бирор х £ Х  
га, функционал боғланишни аникловчи қоидага кўра, мос цўйилган 
бўлиши шарт эмас. Ушбу

{f(x): х £ Х )
тўплам функциянинг цийматлари туплами дейилади ва У  ̂ каби 
белгиланади:

У, =  {/(*): *€ * } •
Равшанки,

Yf c z Y

оо], 2 -мисолда Y^ — Z, 3-ми-Келтирилган 1-мисолда К^=[ 1 ,  
солда эса Y D =  {0, 1} булади.

Бирор X  тўпламда y  =  f{x ) функция аникланган бўлсин. 
га мос келувчи у 0 микдор у  =  f{x) функциянинг х =  х0 нуқтадаги 
хусусий қиймати деб аталади ва у /  (х0) =  у 0 каби белгиланади.

Текисликда Декарт координаталар системасини оламиз. Текислик- 
нинг (х, /(*)) нукталаридан иборат ушбу

{(X, f (х))} =  {(X, f (X) ) : х£Х,  f (х)<ЕY}

тўплам y  =  f(x) функциянинг графиги 
деб аталади. Равшанки, {(х, / (х ) )} с Х х К  
бўлади. Масалан, у  =  Xs функцияни 
Х =  [— 1, 1] тўпламда қарайлик. Бу 
функциянинг графиги 19-чизмада ифода
ланган. Бунда X X Y  тўплам штрихлар 
билан кўрсатилган квадратни билдиради.

2. Ф у н к ц и я н и н г  б е р и л и ш  у с у л 
л а ри .  Функция таърифидаги ҳар бир х

19- чизма. га битта у  ни мос қўядиган коида ёки



қонун турли усулда берилиши мумкин. Биз уларни қиеқача қараб 
ўтамиз.

Кўпинча л' ва у  ўзгапувчилар орасидаги боғланиш формулалар 
ёрдамида ифодаланади. Бунда аргумент х нинг хар бир қийматига 
мос келадиган у  функциянинг қийматини х устида аналитик амал
лар— қўшиш, айириш, кўпайтириш, бўлиш, даражага кўтариш, илдиз 
чиқариш, логарифмлаш ва ҳ. к. амалларни бажариш натижасида то
пилади. Одатда бундай усул функциянинг аналитик усулда бери- 
лиши дейилади.

М и с о л л а р :  J. х  ва у  ўзгарувчилар ушбу
у  =  у ' П = ^ Г

формула ёрдамида боғланган бўлсин. Бу функциянинг аникланиш 
соҳаси X =  {х: x £ R ,  — 1 <  х <  1} =  [— 1, 1] тўпламдан иборат. 
Бунда хар бир х га мос келадиган у  нинг қиймати аввало х  ни 
квадратга кўтариш, сўнгра уни 1 дан айириш ва бу айирмадан ква
драт илдиз чиқариш каби амалларни бажариш натижасида топилади.

2. х ва у  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш қуйидаги формула
лар ёрдамида берилган бўлсин:

Бу функциянинг аниқланиш соҳаси X  =
=  /?\{0} булиб, унинг кийматлари сохаси
Y  =  {— 1, 1} тўпламдан иборат. Одатда **
бу функция

у  =  sign* _______________ _
каби белгиланади. Бунда sign — лотинча  ̂ * 
signum сўзидан олинган бўлиб, «бел
ги», «ишора» деган маънони англатади. ________

Бу ь =  sign* функциянинг х =  О 
нуқтадаги қиймати нолга тенг деб қабул 
килсак, у R тўпламда аникланган бўла- 20- чизма.
ди (20-чизма).

Баъзи ҳолларда х ( х £ Х )  вз y ( y € Y )  ўзгарувчилар орасидаги боғ- 
ланиш формулалар ёрдамида берилмасдан жадвал орқали берилган 
бўлиши мумкин. Масалан, кун давомида ҳаво хароратини кузатгани- 
мизда, t y вақтда ҳаво ҳарорати 7 \, t2 вактда хаво ҳарорати Т2 ва 
X. к. бўлсин. Натижада куйидаги жадвалга келамиз:

вакт? t к и *к

ҳарорат, Т Ту Тг т3 Тк

Бу жадвал t вақт билан хаво ҳарорати Т  орасидаги функционал 
боғланишни ифодалайди, бунда t — аргумент, Т  эса функция бўлади. 
Богланишнинг бундай берилиши, функциянинг жадвал усулида бе
рилиши деб аталади.



XOY текислигида шундай L чизиқ 
берилган бўлсинки, OX ўқида жойлаш-

l ган нуқталардан шу ўққа ўтказилган 
перпендикуляр бу L чизиқни факат бит
та нуқтада кесиб ўтсин.

ОХ ўқидаги бундай нуқталардан ибо
рат тўпламни X  оркали белгилайлик. X  
тўпламдан ихтиёрий х ни олиб, бу нуқ-

0

21- чизма.

■j* тадан OX ўқига перпендикуляр ўтказа- 
миз. Бу перпендикулярнинг L чизщ би
лан кесишган нуқтасининг ординатасини 
у  билан белгилаймиз ва олинган х га бу 
у  ни мос қўямиз. Натижада X  тўплам-

дан олинган хар бир х га юқорида кўрсатилган қоидага кўра битта 
у  мос қўйилиб, функция хосил бўлади. Бунда х ва у  ўзгарувчилар 
орасидаги боғланиш L чизиқ ёрдамида берилган бўлади (21-чизма). 
Одатда f нинг бундай берилиши унинг график усулда берилиши 
деб аталади.

Шундай қилиб, биз функциянинг аналитик, жадвал, график усул- 
ларда берилишини кўриб ўтдик. х ва у  ўзгарувчилар орасидаги функ
ционал богланиш юкоридаги учта усул билангина берилиб қолмас- 
дан, бошқача, фақатгина иборалар билан ҳам берилиши мумкин. 
Масалан, ҳар бир натурал п сонга унинг бўлувчилари сонини мос 
қўяйлик. Бу мосликни ср оркали белгилаймиз. Хусусан,

Ф(1) =  1, ф (2) = 2 , ф (3)=2, ф (4) =  3, ф (5 )= 2 , Ф (12)=6,

Одатда бу функция Эйлер функцияси дейилади.
Эйлер функцияси учун аналитик формула мавжуд эмас, уни жад

вал усулида ҳам, график усулда хам бериб бўлмайди. Маълумки, 
ихтиёрий туб р  сони учун ф (р) =  2 бўлади. Етарли катта туб сон
лар мавжудлигидан бу функциянинг табиати мураккаблиги кўрина- 
ди.

Математик анализ курсида асосан аналитик усулда берилган 
функциялар ўрганилади.

X  тўпламда у  =  f(x) функция аникланган бўлсин. Агар бу функ
ция кийматларидан тузилган

тўплам юқоридан (куйидан) чегараланган бўлса, f(x) функция X  
тўпламда юкоридан (куйидан) чегараланган деб аталади, ачс чолда 
эса функция юкоридан (қуйидан) чегараланмаган дейилади. Агар 
f(x) функция X  тўпламда хам юқоридан, ҳам куйидан чегараланган 
бўлса, функция шу тўпламда чегараланган дейилади.

Масалан, ушбу

Y f =  U(x):  х е Х }



функция X =  (0,1) тўпламда қуйидан чегараланган, аммо юкоридан 
чегараланмаган.

X тўпламда аниқланган икки f(x) хамда ф(*) функцияларни 
карайлик. Агар у х £ Х  да f(x) =  ф(х) бўлса, бу функциялар X тўп- 
ламда бир-бирига тенг функциялар дейилади.

X тўпламда аниқланган Ғ(х) =  f(x) +  ф(лг) функция f(x) ва ср(х) 
функцияларнинг йиғиндисидан иборат. Икки функция айирмаси, ку
пайтмаси ва нисбати ҳам шунга ўхшаш таърифланади.

3. Ж у ф т  ва т о к  ф у н к ц и я л а р .  Жуфт хамда тоқ функция
лар билан танишишдан аввал, О нуқтага нисбатан симметрик бўл- 
ган сонлар тўпламини таърифлаймиз.

Агар у - х £ Х  учун — х £ Х  бўлса, X тўплам О нуктага нисбатан 
симметрик туплам дейилади.

Энди О нуқтага нисбатан симметрик бўлган X тўпламда у  =  f(x) 
функция аникланган бўлсин. Агар V * € X  учун

/ ( - * )  =  /(*)
бўлса, f(x) — жуфт функция деб аталади. Агар У х с X  учун

/(  — *) =  — f(x) 
бўлса, / (х) — тоқ функция деб аталади. Масалан,

У =  COSX, у =  \х \
функциялар учун

cos( — x) =  cosx, !— x|  =  |x|
бўлгани сабабли улар жуфт функциялардир.

Ушбу
у  =  sin х, у  =  х3

функциялар учун
sin(—.v) =  — sin х, ( — л:)3 =  — х3

бўлгани сабабли улар ток, функциялардир. Икки жуфт (ток) функ
ция йигиндиси, айирмаси, яна жуфт (ток.) функциялар бўлиши рав- 
шандир.

Шуни таъкидлаш лозимки, функция ҳар доим жуфт ёки ток 
функция бўлавермайди. Бундай функцияларга f(x) =  x2— х, ср (х) =  
=  sin х — cos х лар мисол бўла олади. Бу функциялар жуфт хам, 
тоқ хам эмас. Бироқ куйидаги теорема ўринлидир.

1 - т е о р е м а .  О нуцтага нисбатан симметрик булган X  туп- 
ламда анщланган ҳар қандай f(x) функция жуфт еа ток функ
циялар йигиндиси кўринишида ифодаланади.

И с б о т .  Берилган /(х) функция ёрдамида куйидаги

„ и » . ! * т < = 1 ,

Ш = М 2 = П = £

функцияларни тузамиз. Бу функциялар учун



ф( _ , ) _  / ( - « > + » « >

* < -* )=  w

булиб, ундан ф(х) жуфт, я|;(л') эса ток функция эканлиги куринади. 
Шу билан бирга ушбу

ф(х) +  г[-(х) =  fix)

тенглик хам ўринли экани равшан. Бу эса теоремани исботлайди.
Жуфт функциянинг графиги ордината ўқига нигбатан симметрик 

жойлашгандир. Ҳақиқатан, бундай функциялар учун (х, fix)) нукта 
функция графигида ётган бўлса, ( — х, f ix))  нукта ҳам шу график - 
да жойлашган бўлади (22-чизма).

Ток функциянинг графиги координата бош» "а нисбатан симметрик 
жойлашади. Ҳақиқатан, бу функция графигида (х; /(х)) нуқта билан 
бирга хар доим (—х, — /(х)) нукта ётади (23-чизма).

1 Ю Д а в р и й  ва д а в р и й м а с  ф у н к ц и я л а р .
Г_2- т а ъ р и ф .  fix) функция X  тўпламда (X cz R) берилган бўлсин. 

Агар шундай ўзгармас 7 (7  ^  0) сони мавжуд бўлсаки, у х £ Х  учун
I) дг — Т  ва х -f  7  сонлар функциянинг берилиш сохаси А' га 

тегишли булса ва
_ 2) /  (х +  7) — / (х) (4.1)

бўлса, f{x) функция даврий функция деб аталади^
Агар fix) даврий функция бўлмаса, у давриймас функция дейи

лади.
Бу таърифдаги Т сони (7 ф 0 ) f (х) функциянинг даври дейи

лади.
/Айтайлик, X  тўпламда берилган fix) функция даврий функция 

бўлсин. Таърифга кўра, шундай 7 ( 7  Ф 0) сон топиладики, У  х £ Л' 
учун х — 7 £ Х ,  х — 7 £ X бўлади ва (4.1) тенглик бажарилади. Бу 
ҳолда, равшанки, kTik =  ±  1, +  2, . . ) кўринишдаги сонларнинг 
хар бири учун ва у х  6 А' учун х — &7 £ X ва fix +  kT) =  fix) бу
лади.

Шундай қилиб, агар бирор Т ф  0 ва у - х £ Х  учун (4.1) муноса-



D(x) =  { ]0]

бат ўринли бўлса, бу 'муносабат ихтиёрий kT(k - = ±  1, ±  2, ) 
учун хам ўринли булар экан.

Демак, ±  Г, ±  27\ лар хам /(jc) функциянинг даврлари бу
лади. /(jc) функциянинг мусбат даврлари тўпламини М  деб белгилай
лик. Агаг>

Г0 = inf М
хам /(jc) функциянинг даври булса, яъни Т 0£Л4 бўлса, у энг кичик 
мусбат давр (асосий давр) дейилади. Энг кичик мусбат давр мав
жуд бўлиши хам мумкин, мавжуд бўлмаслиги хам мумкин.

М и с о л л а р .  1. f{x) =  s m x  функция даврий функция. Унинг 
даврлари тўплами {2kn: k == ±  1, ±  2, } бўлиб, энг кичик мус
бат даври Т 0 =  2п буладиГ7

2. /(*) =  {*} функцияНи карайлик, бунда {х} — я сонининг каср 
кисми. Бу даврий функциядир. Унинг даврлари тўплами { m :  m =  
=  ±  1, ±  2, . . } бўлиб, энг кичик мусбат даври Т 0 =  1 бўлади.

3. f(x) =  С бўлсин, бунда С =  const. Бу даврий функциядир. 
Ихтиёрий Т(Т Ф  0) сон берилган функциянинг даври, яъни унинг 
даврлари туплами R \ { 0 }  дан иборат. Бу холда энг кичик мусбат 
давр мавжуд эмас.

4. Дирихле функцияси
агар х — рационал сон бўлса, 
агар х — иррационал сон бўлса

ни карайлик. Айтайлик, Т — бирор рационал сон (Т Ф  0) бўлсин. 
У ҳолда

_  j рационал сон, агар х — рационал сон бўлса,
“ {иррационал сон, агар х —иррационал сон бўлса

булади. Демак,
г)/ ! _  I 1’ агаР х ~  Рационал сон бўлса,

{х I Л) ^о, агар х — ирраиионал сон бўлса.
Шундай қилиб, У х  учун Т  — рационал сон бўлганда

D(x +  T) =  D(x)  (4.2)
бўлади. Демак, Дирихле функцияси даврий функция, ихтиёрий Т ф 0 
рационал сон бу функциянинг даври экан.

Энди бирор Т  иррационал сонни олайлик. Унда у х  учун (4.2) 
муносабат ўринли бўлмайди, чунки х рационал сон бўлганда х +  Т  
иррационал сон бўлиб, D(x)  =  1, D ( x 4 T )  =  0, яъни D (х +  Т) Ф  
фО(х)  бўлади. Шундай қилйб, иррационал сонлар Дирихле функ
цияси учун давр эмас.

Бинобарин, Дирихле функциясининг даврлари тўплами Q \{ 0 }  
дан иборат. Энг кичик мусбат давр эса мавжуд эмас — барча мус
бат рационал сонлар тўпламининг инфимуми ноль бўлиб, у Q \{ 0 }  
га тегишли эмас.

5. Ушбу
f(x) =  In sin jc

функцияни қарайлик. Бу функция {х: x£{2nk,  (2k +  1)л), k =  0y



±  1, ±  2, . .} тўпламда берилган. У даврий функция, даврлари 
тўплами эса {2kn:  =  ±  1, ± 2 .  } булади. Энг кичик мусбат 
даври 2я  га тенг (24-чизма)

6. f(x) =  х2 нинг давриймас функция эканлиги равшандир. Чун
ки у х  ва бирор Т(Г ФО)  сони учун (4.1) муносабат ўринли бўл- 
майди. Чунки у х  учун (х +  Г)2 =  х2 тенглик фақат Т =  О бўлган- 
дагина тўғри бўлад^, яъни блрэр^Г (Т ф  0) учун хам юқоридаги 
тенглик у-х  учун бажарилмайди.

7. Қуйидаги

ш =
f2(x) =  2х — cos Xy f^x) =  2x cos(jc2)

функциялар давриймас функциялар бўлади. Уларнинг давриймас 
функциялар бўлишини кейинроқ кўрсатамиз.

/ Д а в р и й  ф у н к ц и я  л а р н и н г  х о с с а л а р и .  Даврий функция 
таърифидан бевосита куйидаги хоссалар келиб чиқади.

1° Агар X тўпламда берилган f(x) ва g(x) функцияларнинг хар 
бири даврий функциялар бўлиб, Т Ф 0 уларнинг даври булса, у хол-
да f ( x ) ± g  (х), f(x)-g(x)  ва (g (х) Ф 0) функциялар хам даврий

бС*-)
функциялар бўлади ва Т уларнинг ҳам даври бўлади.

2° X тўпламда берилган f(x) функция даврий функция, Т Ф 0 
унинг даври бўлсин. g  эса f(x) нинг қийматлари тўплами {f(x): x£X}  
да берилган ихтиёрий функция бўлсин. У холда g(f(x)) мураккаб 
функция ҳам даврий функция бўлади ва Т  унинг хам даври бўлади.

Юқорида келтирилган хоссалардан фойдаланиб, бизга маълум 
бўлггн содда даврий функциялар воситасида исталганча мураккаб- 
ликка эга бўлган даврий функцияларни тузиш мумкин^

Мис ол .  Ушбу
Фх(л:) =  s in 32x, ф 2(х) =  a rc s in (co s ;c ), 

ср3(х) = In У  А + tg2(x -f-j j



функциялар даврий функциялар булади. Уларнинг даврийлиги sin л:, 
cos х, i gx  функцияларнинг даврийлигидан хамда Г - в а  2°-хоссалар- 
дан келиб чикади.

Қуйкдаги хоссалар даврий функциялар синфини характерловчи 
хоссалар булиб, бирор функциянинг даврийлигини ва, айникса, 
давриймаслигини текширишда қўлланилади.

f(x) функция X тўпламда берилган булсин.
3° f(x) даврий функция, Т Ф  О сони унинг даври булсин. Агар 

х0 нуқта бу функциянинг берилиш сохасига тегишли, яъни х0£ Х  
булса, у ҳолда барча x0 +  kT куринишдаги (ft =  0, ± 1 , ± 2 , ) 
нуқталар ҳам шу сохага тегишли булади:

x0 +  k T £ X ( k  =  О, ±  1, ± 2 ,  .).
Агар х0 нукта f(x) функциянинг берилиш соҳасига тегишли бул- 

маса (х0 £Х), у холда барча х0 ~ткТ куринишдаги (k =  0, ±  1, 
±  2, . ) нукталар хам шу сохага тегишли бўлмайди (x0-\-kT £Х) .

Шундай қилиб, бу хосса даврий функциянинг берилиш сохаси 
маълум структурага эга булиши кераклигини кўрсатади.

Бу хоссадан куйидаги натижа келиб чикади.
1 - н а т й ж а. Даврий функциянинг берилиш соҳасида абсолют 

киймати бўйича исталганча катта бўлган мусбат ва манфий сонлар 
бўлади.

Мис о л .  Ушбу
f(x) =  In sin х

функцияни қарайлик. Бу функция
А =  { х : х  £ (2кяу (2k 1) л), k =  0, dz 1, ±  2, }

тўпламда берилган. Қаралаётган функциянинг даврийлиги юкорида
ги 2°-хоссадан хам келиб чиқади.

\ / х 0£ А  нуқтани олайлик. А тўпламнинг тузилишига кўра барча 
х0 +  2kn(k ~  0, ±  1, ± 2 ,  ) кўринишдаги нуқтала_р шу А тўп- 
ламга тегишли бўлишини пайкаш кийин эмас. Агар х ^ А  бўлса, у  
холда барча хх +  2kn (k =  0, ± 1 , ± 2 ,  ) кўринишдаги нукта
лар ҳам А тўпламга тегишли бўлмайди.

Қуйидаги

f(x) =  V x ( \  — X)

функция давриймас функциядир, чунки унинг берилиш соҳаси X  =  
=  [0, 1] сегментдангина иборат.

4° Агар f(x) даврий функция булса, бу функция ўзининг хар 
бир қийматини х аргументнинг чексиз кўп қийматларида (бу кий
матлар орасида абсолют киймати бўйича хар канча катта бўлганлари 
ҳам бор) қабул килади.

Бу хоссадан қуйидаги натижа келиб чикади.
2- н а т и ж а .  Агар f(x) даврий функция бўлса, у берилиш соха- 

сида монотон функция булмайди.
Ми с о л .  f(x) =  s\nx  даврий функция. Унинг Х =  ( — оо, +  оо) 

да монотон эмаслиги равшан.



f2 (х) =  2х — cos х, /з (х) =  г~ к%
функциялар давриймас функциялар бўлади, чунки f2( x ) = 2 x — cos* 
функция ( — оо, -р оо) да ўсувчи, (f'2(x) =  2 -t- sinx >  0), f3(x) =
=  e~x“ функция эса 1 қийматни x аргументнинг фақат битта х =  0 
қийматидагина қабул қилади.

Юқорида келтирилган 4°- хоссани куйидагича айтса ҳам бўлади.
3-н а т и ж а .  Агар f(x) даврий функция бўлса, у ҳолда \ f - a£R  

учун f(x) =  а тенглама ёки ечимга эга бўлмайди, ёки чексиз кўп 
ечимга эга бўлади.

М и с о л .  f{x) =  х2 — Ъх -Ь 6 давриймас функция бўлади. Чунки 
\f-a £R  учун жумладан а =  0 да f(x) =  х2 — Ъх -1- 6 =  0 тенглама 
иккитагина ечимга эга.

5° f(x) даврий функция бўлсин. Агарда
f(x +  T) =  f(x) (4.1)

Т  га нисбатан тенглама сифатида каралса (х ни эса па[*аметр дейил- 
са), у холда (4.1) тенглама х параметрнинг барча қийматлари учун 
умумий бўлган нолдан фарқли камида битта Т =  7\ ечимга эга бў- 
лади.

Бу хоссага кўра f(x) функциянинг давриймаслигини кўрсатиш 
учун л: н ин г иккита а' =  а'0, х =  хг қийматларида Т  га нисбатан 
ушбу

f(x.о +  Т) =  f  (х0), f (хх 4- Т) =  f(xx)
тенгламаларнинг нолдан фаркли умумий ечимга эга эмаслигини 
кўрсатиш етарлидир.

Ми с о л .  Ушбу (— оо, +  оо) да берилган

f(x) =  {а:} +  sin х
функцияни қарайлик, бунда {а:} — х сонининг каср қисми.

Фараз қилайлик, бу даврий функция бўлсин. Т Ф  О сони унинг 
даври бўлсин, У холда \ j~x^R  учун

{х -f- 71} sin(A’ -f- Т) =  {х} -f- sin X
бўлади. Хусусан,

f х =  0 бўлганда {Т}  +  sin Т — 0, /4 ^
[х =  — Т бўлганда { — T,} -fs in ( — Т) =  0 * '

бўлади. Бу тенгликлардан
{Т}  +  { -Г }  =  0

бўлиши келиб чиқади. Агар ҳар қандай х (х £ R) сонининг каср кис
ми {х} манфий бўлмаслигини эътиборга олсак, унда кейинги тенг
лик фақат {Т}  =  { — Т)  =  0 бўлганда, яъни Т  бутун бўлгандагина 
ўринли бўлишини топамиз.

Иккинчи томондан, агар {Г} =  0 бўлса, (4.3) тенгликдан sin Т =  
=  0, яъни Т ^=kn{k^=Q,  ±  1, ± 2 ,  ) бўлиши келиб чикади.
118



Т =  kn куринишдаги сонлар орасида факат 0 сонигина бутун бўла- 
ди. Демак,

{Т}  -г sin Г =  0, { — Г} — sinT =  0

тенгламалар ягона Т =  О уйумий ечимга эга. Бундан эса, юкори- 
даги 5е -хоссага кура берилган функциянинг давриймас эканлиги 
келиб чикади.

6° f(x) даврий функция булиб, Т Ф  0 унинг даври бўлсин. Агар 
узунлиги Т  га тенг булган бирор [а, а  -г Л  оралиқда

I /(х) j <  М (х £ [а, а  — Л )
бўлса, аргумент х нинг ихтиёрий кийматида хам шу тенгсизлик 
ўринли бўлади.

Ми с о л .  Ушбу
/ 4(х) =  2xcos (х1)

функцияни қарайлик. Фараз килайлик, бу даврий функция бўлиб, 
Т Ф  0 сон унинг даври бўлсин. Равшанки, ^fx£[0,  Т] учун

I 2х cos(x2) I <  2 I х I <  2Т

булади. [6°-хоссага кўра бу тенгсизлик y - x £ R  учун хам ўринли
___  / J"2

булиши керак. Бирок, х =  } 2kn бўлганда (k >  —  ) бу тенгсизлик
' 2 л  *

бажарилмайди. Демак, / 4(х) =  2х cos(x2) давриймас функция.
Юкоридаги хоссалар, албатта, функциянинг даври сифатида 

унинг энг кичик мусбат даври (агар у мавжуд бўлса) олинганда 
ҳам ўринлидир. Келгусида биз ушбу китобда энг кичик мусбат 
даври мавжуд функцияларнигина караймиз ва функция даври деган
да шу энг кичик мусбат даврни тушунамиз.

4. М о н о т о н  ф у н к ц и я .  Т е с к а р и  ф у н к ц и я .  М у р а к к а б  
ф у н к ц и я .  Математик анализ курсида ўрганиладиган функциялар 
орасида монотон функциялар диккатга сазовордир. Биз бундай функ
циялар билан танишамиз.

f(x) функция X  тўпламда бе|>илган булсин,
3-т а ъ р и ф .  Агар аргумент х нинг X  тўпламдан олинган ихтиё

рий хА ва х2 қийматлари учун хг <  х2 бўлишидан / ( * i ) < / ( x 2) 
(/ (х2) <  / (xj) тенгсизлик келиб чикса, f(x) функция X  тўпламда 
усувчи (катъий усувчи) деб аталади.

4- т а ъ р и ф .  Агар аргумент х нинг X  тўпламдаги ихтиёрий хх 
ва х2 қийматлари учун хл С х 2 бўлишидан f(xx) >  /(х2) (f(Xj) >  /  (x^) 
тенгсизлик келиб чикса, f(x) функция X  тўпламда камаювчи (қатъий 
камаювчи)  деб аталади.

Ўсувчи хамда камаювчи функциялар монотон функциялар деб 
аталади.

М и с о л .  f(x) =  Xs функция X  =  /? да қаттий усувчи. Дарҳақи- 
кат, Y xi £ Rj Y x2 6 Я нуқталар олиб, хх <  х2 бўлсин деб карайлик. 
У холда



> 0 .— (x2 — *,) Г ( X2+  -■- A-, ) +  -J- Xj

Демак, Xx <  x2 тенгсизлик бажарилганда /(.vj <  f(x2) тенгсизлик хам 
бажарилади.

1-бобда акслантириш ва унга тескари булган акслантириш билан 
танишган эдик.ТФункция хам акслантириш эканлигини билсак-да, 
курс давомида укувчи бевосита функциялар билан шуғулланишини 
эътиборга олган холда, биз бу ерда тескари функция тушунчасини 
келтиришни лозим топ дик.

X  тўпламда y = f ( x ) функция аникланган бўлиб, Y f эса функция 
қийматларидан иборат туплам булсин, яъни =  {/(*): х £Х}. Энди 
Y р тўпламдан олинган хар бир у  га X  тўпламда фақат битта 
(f(x) — у  булган) х ни мос қўйиш мумкин бўлсин.

Бу холда Y  ̂ тўпламдан олинган хар бир у  га X  тўпламда бит
та х мос қўйилишини ифодалайдиган функцияга ке л амиз. Одатда, бу 
функция у =  f(x) га нисбатан тескари функция дейилади ва у х =  
—f~l {y) каби белгиланади. Демак, x =  f~1(y) шундай функцияки, 
Г 1 (У) =  / _1 (fW) =  * бўлади.

Агар х =  /  1(у) функция у  =  f(х) га нисбатан тескари функция 
бўлса, у  =  f{x) функция л; =  t~~{y) га нисбатан тескари бўлади. Шу
нинг учун хам у  =  /(*), х =  Г 1 {у) функциялар узаро тескари функ
циялар дейилади.

Равшанки, қуйидаги

f i r 1 (у) - у,  Г 10  (*)) =  *
хоссалар ўринли.

Ми со  л. г/ =  f (х) =  2 л: -г- 1 функцияни [0, 1] ораливда қарай- 
лик. Бу функциянинг қийматлари [1, 3] оралиқни ташкил этади.
[1,3] оралиқда аниқланган f~x{y) =  - — - функция берилган у =

— 2 х +  1 функцияга нисбатан тескари функция бўладқ^
Энди мураккаб функция тушунчаси билан танишамиз. 
у  =  f (х) функция X  соҳада аниқланган бўлиб, Y  ̂ эса функция 

кийматларидан иборат тўплам бўлсин, яъни Y f =  {f(x): х £ Х } .  Сўнг- 
ра Yf тўпламда ўз навбатида бирор г =  ф(г/) функция берилган 
бўлсин. Натижада X  пўпламдан олинган ҳар бир л: га У тўпламда 
битта */(/: х - * у )  сон ва Y  тўпламдан олинган бундай у  сонга бит
та г(ф: у - ^ г )  сон мос қўйилади:

/  Ф x U y - \ z .
Демак, X  тўпламдан олинган 'хар 'бир л* га битта z  сон мос қўйи- 
лади.

Одатда, бундай холда f ва ф функцияларнинг мураккаб функ
цияси берилган дейилади ва у z =  cp(f(x)) каби белгиланади.

Масалан, г =  У х - г  1 функцияни карайлик. Бу функция г= * У  у,



у  — х-\-  I функциялар ёрдамида ҳосил булган. z / = x + - l  функция 
R =  (— оо, +  оо) да аниқланган бўлиб, z =  J/"г/ функция эса */>0, 
яъни л*+ 1 > 0  да мавжуд бўлади. Демак, г =  у г*Ч* I мураккаб 
функция ушбу (X = { х : х £  R,  — I}) тўпламда аникланган.

Маълумки, ўрта мактаб математика курсида элементар функция
лар ва уларнинг баъзи бир хоссалари ўрганилади.

Функция — математик анализ курсида ўрганиладиган асосий объ
ект бўлгани учун биз ушбу параграфда элементар функцияларга 
тўхталамиз.

Элементар функциялар синфи асосан эркли ўзгарувчй x ( x £ R )  
ҳамда ўзгармас сонлар устида қўшиш, айириш, кўпайтириш, бўлиш, 
даражага кўтариш хамда логарифмлаш амалларини бажариш нати
жасида хосил бўлади. Бу хосил бўлган ифодаларнинг мавжудлиги
2- бобда батафсил қараб ўтилган хақиқий сонларнинг йиғиндиси, 
айирмаси, кўнайтмаси, нисбати, шунингдек, ҳақиқий соннинг хаки
кий даражаси, хақиқий сон логарифмининг мавжудлигидан келиб 
чикади.

1° Б у т у н  ва  к а с р  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

мае сонлар) бутун рационал функция деб аталади. Бутун рационал 
функция купхад деб хам юритилади. Бутун рационал функция R =  
=  ( — оо, оо) да аниқланган. Хусусан, у  =  ах -\-b —  чизиқли функ
ция ва у  =  ах2 +  Ьх +  с — квадрат учхадлар бутун рационал функ
циялардир. Маълумки, чизиқли функциянинг графиги текисликда 
тўғри чизиқни, квадрат учхаднинг графиги эса параболани ифодалай
ди. Квадрат учхад графигининг ҳолати а коэффициент ҳамда дис
криминант d =  Ь2 — 4ас нинг ишораларига боғлиқ бўлади. 25- чизмада 
параболанинг текисликда турлича жойланиш холат лари кўрсатилган.

2- §. Элементар функциялар

у  — йц хп +  аххп 1 +  -г CLn__\ х +  ап 

кўринишдаги функция (бунда n£N ва а0, aiy an- v  ап — У3гар-



Икки бутун рационал функциянинг нисбатидан тузилган

__  <*охП 1 +  • • +  ап—\Х~тап
bQx n - f  bxx,u~ 1 - f  . +  Ьт—1*+^т

функция каср рационал функция деб аталади. Каср рационал функ
ция

X  =  Я \{х: x £ R ,  b0 хт +  bYxm~ l 4- + Ь т__х х +  Ьпг =  0}

тўпламда, яъни махражни нолга айлантирувчи нуқталардан фаркли 
бўлган барча ҳақиқий сонлардан иборат тўпламда аникланган.

■шг 1 ох —I- bХусусан, у  — — ва у  =  ----------- ларх cx-̂ -d
каср рационал функциялар бўлади.

уМаълумки, у  =  —  функция графиги 
х

тенг ёнли гиперболадан иборат (26- чизма). 
Бу графикни билган холда у  =  ■ ах

функция графигини ясаш мумкин.
2° Д а р а ж а  ли фу нк ция.  Ушбу

26- чизма. н
У =  лг

кўринишдаги функция даражали функция деб аталади, бунда ц их
тиёрий ўзгармас хакикий сон. Даражали функциянинг аникланиш со
хаси ji га боғлиқ. ja бутун сон бўлганда рационал функцияга эга бў-
ламиз. Агар (я рационал, масалан р =  —  > 0  бўлса, т жуфт бўлганда

т

х и = х т функциянинг аникланиш сохаси х =  [0, -foo), tn тоқ бўлган- 
да эса функциянинг аникланиш сохаси R  =  (— о о , - f - оо) оралиқдан 
иборат бўлади. |л иррационал бў л ган да х >  0 деб олинади. Дара
жали функциянинг графиги а >  0 бўлганда хар доим текисликнинг 
(0,0) ҳамда (1,1) нуқталаридан ўтади (27-чизма)

fl

1

0



Даражали функция у  =  х р ушбу (0, се) оралиқда ц >  0 бўлгэн- 
да усувчи, ц <  0 бўлганда эса камаювчи бўлади.

З'1 К ў р с а т к и ч ли ф у н к ц и я .  Ушбу

кўринишдаги функция курсаткичли функция 'деб аталади,'бунда а 
ҳақиқий сон, а > 0  ва а ф  1. Кўрсаткичли функциянинг аниқланиш 
соҳаси Р  тўпламдан иборат бўлиб, функция кийматлари эса ҳар доим 
мусбат булади. Бу функциянинг графиги ОХ ўқидан юқорида 
жойлашган ва доим текисликнинг (0,1) нуктасвдан ўтади (28-чизма). 

4° Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я .  Ушбу

У =  loga л'
куринишдаги функция логарифмик функция деб аталади, бунда я > 0  
ва а ф  1 Логарифмик функция X  =  (0, -г оо) интервалда аниқланган. 
Бу функциянинг графиги OY ўқнинг ўнг томонида жойлашган ва 
доим текисликнинг (1,0) нуқтасидан ўтади (29- чизма).

29- чизма. 30- чизма.

5° Т ри  т о н о м е т р  и к ф у н к ц и я л а р .  Юу текисликда, марка
зи координаталар бошида, радиуси 1 га тенг бўлган +  у 2 =  1 
айланани олайлик (30-чизма). Бу айлананинг С (1,0) нуқтасидан ун
га СР уринма ўтказамиз. Координата бошидан чиққан ва Ot ўқ би- 
лан х бурчак ташкил этган 01 нур айланани А нуқтада, СР урин- 
мани В нуқтада кесади. Бу Л ва В нуқталарнинг координаталари 
мос равишда (/, г/,), (1, у 2) бўлсин. Равшанки, Л ва В нуқталарнинг 
ўрни х бурчакка боғлиқ. Демак, хар бир x£R сон учун Ot ўқ би~ 
лан х бурчак ташкил этадиган 01 нур ўтказилса, бу нурнинг айла
на ва уринмалар билан кесишган нукталарининг координаталари t , 
У и Уъ лар х га бог лик булиб, хар бир х га шу координата ларни 
мос қўяйлик

f : x - + t ,

V - x - + y i ,
Ч>:x-+yt.



Одатда <р: х - > у г га sin л:, f : x - > t  га cosx, г a tgx функ
ция деб аталади:

у х =  sinх, y 2 =  tgx,  t =  cosx.

Бунда /̂1 =  sinx, ^ c o s x  функциялар i? да аникланган 2д даврли 
функциялар бўлиб, улар учун Y  x£R да

— 1 <  sin х <  1, — 1 ^  cos х <  1
тенгсизликлар ўринли булади.

j/a= tg x  функция X  =  R \{x :  x£R; x =  (2 f t+ l) -~ ; А=0, ± 1 , . . . }

тўпламда аникланган.



ctg x, sec a;, cosec x функциялар sin x, cosx на tgx функциялар 
орқали куйидагича аникланади:

. 1 1  1ctgx =  .— , secx=  — , cosec x = -----.
tgx cosx sinx

Ушбу sin A', cosx, tgx  ва ctgx функцияларнинг графиклари 31-a,
б , в, г чизмаларда тасвирланган.

6° Гип ер б о л и к  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу у  =  ех кўрсаткичли 
функция ёрдамида тузилган қуйидаги

ех 4- е~*

< ? - е ~ х
функциялар гиперболик (мос равишда гиперболик синус, гиперболик 
косинус, гиперболик тангенс, гиперболик котангенс) функциялар 
деб аталади ва улар shx, chx, thx, cthx каби белгиланади:

.*  _ _  _l_ —х  е *  _  е —х
sh х =  ~ -g— , ch х =  ———— , th

cthx ■

2

+ e-x

shx, chx, thx  функциялар R да, cthx функция эса x — R \ { 0} тўп- 
ламда аниқланган.

Гиперболик функциялар орасида ҳам тригонометрик функциялар 
орасидаги боғланишга ўхшаш муносабатлар мавжуд. Масалан,

thx  =  - ^ - ,  ctgх =  , sh2x-= 2shx-chx.ch x sh л:

7°. Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  Маълумки, 
=  sin.v функция R  да аникланган булиб, унинг қийматлари {y£R:

— 1 <  у  <  1} тўпламни ташкил этади. Агар биз аргумент х нинг
х£  X =  I— “ j сегментдаги қийматларини қарасак, у  =  s i nх 

функциянинг қийматлари хам Y  =  [—1, 4-1] сегментда ўзгариб,
бунда X  =  — —  # —  тупламнинг элементлари Y =  [— 1, + 1 ]

L 2 * 2 J
тўпламнинг элементлари билан ўзаро бир қийматли мосликда бўла
ди. Бу хол у  =  sin х функцияга нисбатан тескари функцияни қараш 
имконини беради. у  =  sinx функцияга тескари функция у  =  arcsinx  
каби белгиланади. Демак, у  =  arc sinx функция X  =  [— 1, 4-1] тўп-
ламда аниқланган бўлиб, ўзгариш сохаси Y  =  £— тўплам-

ни ташкил этади.
Худди шунга ўхшаш, у  =  cosx, у  — tgx, у  =  ctgx функцияларга 

нисбатан тескари бўлган функциялар ҳам тескари тригонометрик 
функциялар дейилиб, улар мос равишда у  =  arc cosx, у  =  arc tgx, 
у  =  arc ctgx каби белгиланади.

у  =  arc cosx функция Х  =  [— 1, + 1 ]  да аниқланган бўлиб,



у( У,
Зжт

(Л
~ У

^ ----- — Ли----
УГ

/ ^ Z
тт2

0 х

тг
'10 X

32- чизма.

унинг қийматлари У =  [0, л] тўпламдан иборат. у  =  arc tg ху у  =  
=  arc ctg х функциялар R  да аниқланган. Бу функцияларнинг ўзга-
риш соҳалари мос равишда^— ва (0, л ) тўпламлардан ибо

рат.
32- чизмаларда тескари тригонометрик функцияларнинг графикла- 

ри тасвирланган.



Биз 3- бобда натурал аргументли функция — сонлар кетма-кет- 
лиги ва унинг лимитини ўргандик. Энди аргументи ҳақиқий сон 
булган функция лимитини караймиз. Аввало сонлар тўпламининг 
лимит нуктаси тушунчаси билан танишамиз.

1. Т ў п л а м н и н г  л и м и т  н у қ таси.  Маълумки,

Us (а) — {х: х € R, а — е <  х <  а +  е}

тўплам а нуктанинг атрофи (е- атрофи) деб аталар эди. Шунга ўх-
шаш, ушбу

U^(a) =  {х: х £R, а <  х < а  +  г} (4.4)

тўплам а нуктанинг ўнг атрофи,

U~(a) =  {*: х £/?, а — е <  .V <  а} (4.5)

тўплам а нуктанинг чап атрофи,
и с (°°) =  {х: x£R,  \ х \ > с } , (4.6)

Uc(-v- оо) =  {х: x £ R ,  х >  с), (4.7)

Uc (— оо) =  {х: х£  R, х <  — с} (4-8)

тўпламлар эса мос равишда оо, 4- оо ва —оо «нуқта» ларнинг ат
рофи деб аталади. (4.4) — (4.8) ларда 8 ва с лар ихтиёрий мусбат 
ҳақиқий сонлар.

X — бирор ҳақиқий сонлар тўплами, а — бирор нуқта бўлсин.
5 - т а ъ р и ф .  Агар а нуктанинг хар бир атрофида X  тўпламнинг 

а дан фаркли камида битта нуктаси булса, а нукта X  тўпламнинг 
лимит нуктаси деб аталади.

Демак? а нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлса, Ye >  0 сон 
Учун f

{£/e(fl)\{a}} [ \ Х Ф 0

муносабат ўринли бўлади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу (0, 1 ] =  {х: х £ R, 0 < л ; < 1 }  тупламнинг 

ҳар бир нуқтаси шу тупламнинг лимит нуктаси булади.
2. Ушбу JV =  {1, 2, 3, . . } тўплам лимит нуқтага эга эмас.
3. Ушбу (0,1) =  {х: x £ R ,  0 <  х <  1} тупламнинг ҳар бир нукта

си шу тупламнинг лимит нуктаси бўлади ва яна х =  0, х =  I 
нукталар хам (0,1) учун лимит нуқталардир.

4. Ғ — [0, 1] сегмент хамда 2 сонидан иборат тўплам бўлсин, 
яъни Ғ  =  [0, 1] U {2}. Бу тўплам учун х = 2  нуқта лимит нукта 
эмас.

Юкорида келтирилган таъриф ва мисоллардан қуйидаги натижа
лар чиқади:

Г. А' тўпламнинг лимит нуқтаси шу тўпламга тегишли булиши 
хам, тегишли бўлмаслиги хам мумкин.



2°. Агар а нуқта X  тупламнинг лимит нуктаси бўлса, а нукта
нинг хар бир атрофида X  тупламнинг чексиз куп нукталари була
ди. Буни исботлайлик. Тескарисини фараз қиламиз. а нуқтанинг би
рор t/0(a) атрофига X  тупламнинг чекли сондаги a a, a 2, , a k 
нуқталари тегишли бўлсин. У ҳолда |a  — |, | а — a s | ,  , \а—а к\ 
ва о сонларнинг энг кичигини 6 деб олинса, а нуктанинг Ub(a) ат
рофида X  тупламнинг а дан фарқли битта хам нуктаси бўлмайди. 
Бу эса а нукта X  тўпламнинг лимит нуктаси эканига зиддир.

3° Агар а нукта X  тўпламнинг лимит нуктаси бўлса, X  тўп- 
лам нуқталаридан а га интилувчи {хп}, <хп £Х, хп Ф а ,  п = 1 , 2 ,
3, . . ) кетма-кетлик тузиш мумкин. Шуни кўрсатайлик.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги {6п} ни олиб, а  
нуктанинг

Ubn(a) =  {x\ x£R,  a — bn < x < a - t  б„} (« =  1,2,  )

атрофларини қарайлик. а нуқта X  тупламнинг лимит нуктаси эка- 
нидан хар бир Ubn (a)(n — 1, 2, ) атрофда X  тўпламнинг а дан 
фарқли хп нуқтаси топилади: хп £ (а) (п =  1, 2, 3, ).

Юқоридаги 2°- хоссага биноан, бу хп нуқтани xlt х2, 
лардан фарқли қилиб олишимиз мумкин. Шундай килиб, ҳар бир 
п — 1,2, 3, учун \хп — a l < 6 „  бўлади. л-»-оо да бп-> 0  экан- 
лигидан Y e > 0  сон учун шундай n0Q N  топиладики, V я >  по да 
6 „ < е  бўлади. Демак, у е > 0  олинганда ҳам шундай na£ N  топи
ладики, V « > « 0 учун \хп — a I <  е тенгсизлик ўринли бўлади. Бу 
эса \\т ха =  а демакдир.

Бу келтирилган мулоҳазалардан кўринадики, бунда кетма-кет- 
ликларни кўплаб тузиш мумкин.

6 - т а ъ р и ф .  Агар а нуқтанинг ҳар бир ўнг (чап) атрофида X  
тўпламнинг а дан фарқли камида битта нуктаси бўлса, а нукта X  
нинг ўнг (чап) лимит нуқтаси деб аталади.

7 - т а ъ р и ф .  Агар хар бир Uc (оо) атрофда X  тўпламнинг ками
да битта нуктаси бўлса, оо «нукта» X  тупламнинг лимит нуктаси 
дейилади.

-f- оо, —оо «нуқта» ларнинг лимит нуқта бўлиши ҳам юкорида
ги сингяри таърифланади.

Масалан, -Ь оо «нукта» N =  {1, 2, 3, } тўпламнинг лимит 
нуктаси бўлади.

2. Ф у н к ц и я  л и м и т и н и н г  т а ъ р и ф л а р  и. X =  {x} ҳақиқий 
сонлар тўплами берилган бўлиб, а нуқта унинг лимит нуктаси бўлсин. 
Бу тўпламда f(x) функция аникланган дейлик. Модомики, а  нуқта X  
нинг лимит нуқтаси экан, X  тупламнинг нукталаридан а  га инги- 
лувчи турли {хп} (хп Ф а, л =  1, 2, 3, ) кетма-кетликлар тузиш 
мумкин: lim xn =  а. Равшанки, хп £ Х  ( л = 1 ,  2, 3 ). Шунинг 
учун бу нукталарда хам }(х) функция аникланган. Натижада {хп) 
кетма-кетлик билан бирга {/(•*„)}:



сонлар кетма-кетлигига хам эга бўламиз.
8 ' т а ъ р и ф .  Агар X  тупламнинг нуқталаридан тузилган, а га 

интилувчи ҳар кандай {хп}, (.хп Ф а , л =  1,2, ) кетма-кетлик ол- 
ганимизда хам мос {f(xn)} кетма-кетлик ҳамма вақт ягона b (чекли 
ёки чексиз) лимитга интилса, шу Ь га f(x) функциянинг а нуқта- 
даги лимити деб аталади. Функция лимити Y\mf(x) =  b каби бел-

х->а
гиланади.

Функция лимитига берилган бу таъриф Гейне таърифи деб ата
лади.

Баъзан Ъ ни f(x) нинг х-*а  даги лимити дейилади ва
х-+а да f ( x ) - >b

каби белгиланади.
Келтирилган таърифнинг ушбу мухим томонига ўқувчининг эъти

борини жалб қилайлик: а га интилувчи ҳар қандай {хп}, (хпФа, п =  
=  1 ,2 ,  ) кетма-кетлик учун хп-+ а  да { f (xn)} кетма-кетликнинг 
лимити олинган {хп} кетма-кетликка боғлиқ бўлмаслиги керак. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу

— -— , агар х Ф 0 бўлса,
1+*»
О, агар х =  0 бўлса

функциянинг х - > 0  даги лимити 1 га тенг эканини кўрсатинг.
Ҳар бир ҳади нолдан фарқли бўлган ва нолга интилувчи ихти

ёрий {хп} кетма-кетлик олайлик: lim хп = 0 ( х п Ф 0 > п =  1, 2, 3, .). 
У холда ушбу

{/(*„)} = f

кетма-кетликни хосил киламиз. Равшанки, хп-+ 0  да
1

lim /(*„) =  lim — у  =  1.
~хп

Демак, таърифга кўра 

2. Қуйидаги

lim f(x) =  l im -------=  1.
*-o *-»o 1-f **

f (x) =  sin —  (x Ф 0)
*

функциянинг x-»-0 даги лимити мавжуд эмас. Ҳақиқатан, нолга ин
тилувчи иккита турли {х'п} =  j - - j - ^ j, {<,} =  | j - - - j кетма- 

кетликни олайлик. Бунда



f(x'n) = sin  4-2-^-i П =  — 1, f (x’n) =  sin n =  1
 ̂ Z

бўлиб,

lim/«) = — 1, lim f(x’a) = 1.

Бу эса sin —  функциянинг л: — 0 да лимити мавжуд эмасли-
X

гини кўрсатади.
Энди функция лимити таърифидаги X  тўпламнинг нуқталаридан 

тузилган, а га интилувчи {*„} кетма-кетликларнинг хар бир ҳади 
х.,(п = 1 , 2 ,  ) ни а га тенг бўлмасин, деб айтилган шартга 
изох берамиз. Агар таърифдаги бу шарт олиб ташланса, у холда 
лимитга эга бўлган функциялар синфи бирмунча «тораяди». Хусу
сан, биз юқорида келтирган 1- мисолдаги функция хам лимитга эга 
бўлмай қолади. Ҳақиқатан, нолга интилувчи кетма-кетлик сифатида

{х'п} : О, О, О, О,

кетма-кетлик олинса, f(x) нинг қийматларидан ташкил топган мос 
{f(x'n)} кетма-кетликнинг лимши нолга тенг булиб, натижада

хп~+® (хпф  о, « =  1, 2, ) да f(xn)->~\,

К -+ 0, «  =  0, п =  1, 2, ) да О

муносабатларга эга бўламиз. Бу эса дг->-0 да f(x) функция лимитга 
эга эмаслигини билдиради.

Функция лимитини бошқача ҳам таърифлаш мумкин.
9 - т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон [топилса

ки, аргумент х нинг 0 <  \ х  — а \ <  6 тенгсизликни қаноаглантирувчи 
барча қийматларида | f(x) — b | <  е тенгсизлик бажарилса, b сон f(x) 
функциянинг а нуқтадаги лимити деб аталади.

10-т а ъ р и ф .  Агар V e >  0 сон учун шундай 6 > 0  сон топил
саки, аргумент х нинг 0 <  I х — а | <  б тенгсизликни қаноатланти- 
рувчи барча қийматларида | f(x) \ >  е (/ (х) >  е, f(x) <  — е) _ бўлса, 
}(х) функциянинг а нуқтадаги лимити оо (+  оо; — оо) дейилади.

Функция лимитига берилган бу таъриф К о ш и  т а ъ р и ф и  деб 
аталади. х _5

М и с о л л а р .  1. Ушбу f ( x ) =  —— —  функциянинг х->-5 даги 

лимити бўлишини исбот этинг.
1 Qe

Y е >  0 сон олайлик. Бу е га кўра б ни б ----------- деб олсак,
1 -j- е

у холда 0 <  I х  — 5 1 <■ б бўлганда

х— 5 1 1 | х - 5
х*—25 10 = ю ,1 д: +  5

1*-5\
10(10 — I*— 51) 10- 

тенгсизлик бажарилади. Бундан таърифга кўра

=  е



lim / (x) =  lim - iz i£ _  =  _L 
X-5 X-.5 X» — 25 10

келиб чиқади.
2. Ушбу /(*) =  - — -  функция учун 1 да f ( x ) -+oo  бўли- 

шини кўрсатинг.
Ye >  0 сон учун б =  ~  деб олинса, у ҳолда 0 <  \х — 1| <  б 

тенгсизликнинг бажарилишидан
1

I/ Ml = >  6

тенгсизлик келиб чикади. Демак, Иш — —  =  о о .
*—►1 х — 1

Функция лимити таърифидаги 0 <  \х — а\ <  б тенгсизлик а — б <
<  л; <  а +  б, х Ф а тенгсизликларга эквивалент бўлиб, функция ар- 
гументининг бу тенгсизликларни каноатлантириши уларнинг а нуқ- 
танинг U ? (a) атрофига тегишли бўлишини ифодалайди. Бунда

(й) =  ix : х  £ R* а ~  ® <  х  <  а  +  б; х  Ф а ) .

Шунга ўхшаш \f(x) — b\ <  е тенгсизликнинг бажарилиши x£U$(a)  да 
f(x) функциянинг қийматлари b нуқтанинг Ue (b) атрофида бўлиши- 
ни билдиради.

Шундай килиб, функция лимитининг икки хил — Гейне хамда 
Коши таърифлари келтирилди. Энди бу таърифларнинг эквивалент- 
лигини кўрсатамиз.

а) f (х) функция х  =  а нуқтада Коши таърифига кўра лимитга 
эга бўлсин, яъни Y e >  0 сон учун шундай б >  О сон топиладики,
0 <  \х— а\ <  б тенгсизлик бажарилганда |/ (х) — Ь\ <  е тенгсизлик 
ҳам ўринли бўлади.

X  тўпламнинг нуқталаридан тузилган, хар бир ҳади а дан фарқ- 
ли бўлган ва а га интилувчи ихтиёрий {хп}  кетма-кетлик олайлик:

\ \ т х п =  а (хп Ф а ,  п = ] ,  2, 3, .).

Сонлар кетма- кетлиги лимитининг таърифига кўра, юқоридаги б >  0 
учун шундай п0 £ N  сон топиладики, барча м >  п0 лар учун \хп —
— а\ <  б тенгсизлик ўринли бўлади. Натижада хп Ф а, п =  1, 2, 
муносабатга кўра 0< (л ;л — а\ <  б тенгсизликлар келиб чиқади. Бу 
тенгсизликнинг ўринли бўлишидан

\f(Xr ) ~  Ь\ < e
тенгсизликнинг бажарилиши келиб чикади. Демак, хп -*■ а да /  (хп) -*■ Ъ 
булади.

б) f(x) функция х =  а нуқтада Гейне таърифига кура лимитга 
эга булсин, яъни X  тўпламнинг нукта лари дан тузилган, а га ин
тилувчи ҳар кандай {*„} (хп Ф а, п =  !, 2, 3, .) кетма- кетлик



олганимизда хам мос {/(*„)} кетма-кетлик ҳамма вақт ягона b ли
митга интилсин.

Биз Ь сон f(x) функциянинг х — а нуқтада Коши таърифига кўра 
ҳам лимити бўлишини кўрсатишимиз керак.

Тескарисини фараз қилайлик, яъни f(x) функция х =  а нуқтада 
Гейне таърифига кўра b лимитга эга бўлса ҳам функция шу нукта - 
да Коши таърифига асосан Ь лимитга эга бўлмасин. Унда бирор 
е0 >  О сон учун ихтиёрий кичик мусбат 6 сон олинганида хам аргу
мент х нинг 0 <  |х — а \ <  Ь тенгсизликларни каноатлантирувчи би
рор х' қийматида

|/ (*') — b\ >  е0
бўлади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги {6П} ни олайлик. 
У холда юқоридагига кўра ҳар бир Ьп >  0 (п =  1, 2, 3, .) учун 
аргумент х нинг 0 <  \х — а\ <  6 тенгсизликларни каноатлантирувчи 
шундай х =  хп (п =  1, 2, 3, .) қиймати топиладики, 0 <  \хп —
— а\ <  Ьп ва |/ (xt)  — b\ >  е0 бўлади. Аммо Ьп -*■ 0 дан хп -► а. Бу 
холда Гейне таърифига асосан f(xn) - + b  бўлиши лозим. Юқоридаги 
муносабат эса бунга зиддир. Демак, f(x) функция х — а нуқтада 
Гейне таърифига кўра Ь лимитга эга бўлишидан унинг шу нуқтада 
Коши таърифига кўра ҳам Ь лимитга эга бўлиши келиб чиқади.

3. Ф у н к ц и я н и н г  б ир  т о м о н л и  л и м и т л а р и .  X  бирор 
ҳақиқий сонлар тўплами бўлиб, а унинг ўнг (чап) лимит нуқтаси 
бўлсин. Бу тўпламда y  =  f(x) функция аниқланган дейлик.

11- таъриф.  (Гейне) .  Агар X  тўпламнинг нуқталаридан тузил
ган ва хар бир хади а дан катта (кичик) бўлиб, а га интилувчи хар 
қандай {jcn} кетма-кетлик олганимизда хам мос {/(*„)} кетма-кетлик 
ҳамма вакт ягона Ь га интилса, шу b ни f{x) функциянинг а нуқ- 
тадаги ўнг (чап) лимити деб аталади.

1 2 - т а ъ р и ф  (Коши). Агар V е >  0 сон учун шундай 6 > 0  сон 
топилсаки, аргумент х нинг а <  х <  а +  Ь(а — Ь <  х <  а) тенгсиз
ликларни қаноатлантирувчи барча қийматларида |/ (л:) — 6| <  е тенг
сизлик бажарилса, Ь сон f(x) функциянинг а нуқтадаги ўнг (чап) 
лимити деб аталади.

Функциянинг ўнг (чап) лимити қуйидагича белгиланади:
lim f{x) — Ь ёки f ( a +  0) = 6 ( l i m  f(x) =  b ёки f ( a  — 0) =  b).

x - * a - f O  x ~ + a — 0

Агар a =  0 бўлса, x 0 +  0 (*-*■ 0 — 0) ўрнига x -► -f  0 — 0) 
деб ёзилади.

Функциянинг ўнг ва чап лимитлари, унинг б и р  т о м о н л и  ли
м и т л а р и  дейилади.

М и с о л .  Ушбу

/(*) =  Т7 ( х * 0 )1*1
функцияни қарайлик.

Ҳар бири нолга интилувчи иккита



n = = I » 2’ 3’ •)
кетма-кетликни олайлик. Бу кетма-кетликлар учун

X, п
/ « )  = лг, J - * 1- / « )  =

п п
бўлади. Демак,

lim /(x) =  lim —  =  1, lim f(x) =  lim — =  — 1.
*->+0 х-+-тО И  x-*—0 >—0 |x|

Функциянинг бирор нуктада бир томонли лимитлари мавжуд 
бўлишидан унинг шу нуқтада лимитга эга бўлиши ҳар доим келиб 
чиқавермайди.

Бироқ қуйидаги содда теорема ўринлидир. а нукта бир вактнинг 
ўзида X  тўплам учун ўнг ва чап лимит нуқта бўлиб, бу тўпламда 
y =  f(x) функция аникланган бўлсин.

2-т е о р е м а .  f(x) функция а нуқтада b лимитга эга булиши 
учун унинг шу нуктада унг ва чап лимитлари мавжуд булиб,

тенгликлар ўринли булиши зарур ва етарли.
Бу теореманинг исботи юқорида келтирилган таърифлардан осон- 

гина келиб чиқади.
Энди х — оо да функция лимити тушунчасини келтирамиз.
X  тўплам берилган бўлиб, оо (+  оо; — оо) унинг лимит «нукта» 

си бўлсин. Бу тўпламда y  =  f(x) функция аникланган дейлик.
13-т а ъ р и ф  (Гейне) .  Агар X  тўпламнинг нуқталаридан тузил

ган ҳар кандай чексиз катта (мусбат чексиз катта; манфий чексиз 
катта) {хп} кетма-кетлик олганимизда хам мос {f(xn)} кетма-кетлик 
ҳамма вақт ягона b га интилса, шу b ни /(х) функциянинг х -> оо  
(х-+  +  оо, — оо) даги лимити деб аталади.

14- таъриф (Коши).  Агар V £ > 0  сон учун шундай б > 0  сон 
топилсаки, аргумент х нинг \х\ >  б (х >  б; х  <  — б) тенгсизликни 
қаноатлаширувчи барча кийматларида |/(х) — Ь | < е  тенгсизлик ба
жарилса, Ъ сон f(x) функциянинг *->■ оо (х -*  +  оо; х --*> — оо) даги 
лимити деб аталади. Функция лимити

каби белгиланади.
Ушбу параграфнинг охирида функция лимитининг у м у  м и й таъ

рифи ни келтирамиз.
X  бирор тўплам бўлиб, а (чекли ёки чексиз) унинг лимит нук

таси булсин. Бу тўпламда y  =  f{x) функция аниқланган.
15-т а ъ р и ф .  Агар b (чекли ёки чексиз) нинг хар қандай U (Ь) 

атрофи олинганда хам а нинг шундай U (а) атрофи мавжуд бўлсаки,
Y x £ U ( a )  учун f (x )£U(b)  бўлса, b ни f(x) функциянинг x - + a  даги 
лимити деб аталади.

f(a  +  0) =  f(a — 0) =  b

lim f(x) =  b (lim f(x) =  b\ lim f(x) =  b)



Um J!L£ =  1 (4.9)
X-tQ x

тенгликни исботланг.
Аввало 0 <  х <  — интервалдан олинган барча х лар учун

sin х <  х <  tg х

тенгсизликлар ўринли. Бу мактаб математикасидан маълум. sin л: >  О 
бўлгани учун бу тенгсизликларни

1 <  —
s i n  х  c o s  х

кўринишда ёзилиши мумкин. Ундан

0 <  1 _ 1 Е £ <  1— COSA.- (4.10)
X

тенгсизликлар келиб чиқади.
Биз (4.10) тенгсизликларни ихтиёрий *6(^0, y j  учун исбот қил-

дик. (х ф  0) ва cosx функцияларнинг жуфтлигидан бу тенг-

сизликларнинг барча х £  (— , -y j  \{0} учун тўғрилигини топамиз.

Шу билан бирга 0 < \ х \ < ~  да 1 — cos х =  2 sin2 у  <  2 —  =  |jc1

тенгсизликнинг ўринли бўлишини эътиборга олсак, юқоридаги (4.10) 
тенгсизликлар қуйидаги

, S i n x /  I I1--------- <  |x|0 <

кўринишга келишини топамиз.
Агар Y e >  0 сон берилганда хам 6 >  0 деб е ва ■— сонларнинг

кичиги олинса, аргумент х нинг 0 <  |х| <  6 тенгсизликларни қаноат- 
лантирувчи барча қийматларида

j s i n  X S i n  X __ J <. e

тенгсизлик ўринли бўлади. Бу эса функция лимитининг Коши таъ
рифига кўра (4.9) лимитнинг тўғрилигини англатади.

2. Қуйидаги

lim f l +  —)*== е (4.11)
V к )

тенгликни исботланг (бунда е =  2,71 .).
Бунинг учун +  оо га интилувчи ихтиёрий {*fe} кетма- кетликни 

олайлик. Бу холда барча k =  1, 2, 3, лар учун xk >  1 деб қа-



раш мумкин. Ҳар бир хк нинг бутун кисмини пк оркали белгилаб,
ушбу [**]=«* (Лг= 1, 2, 3, . ) +оо  га интилувчи nv  пг, 
натурал сонлар кетма-кетлигини хосил киламиз. 

Маълумки,
lim ( \  +  — У =  е.
П—*эо \ Т1 )

Бу муносабат дан

' ■ Ч Г -lim
nk ->-f X

зкани келиб чикади. 
Энди ушбу

[**] =  «* = *л* < * * < » * +  I s* йг+"1
<

< - ! < ч 1 +
1

<  1 +  1 + 4  
x k пк

муносабатлар ўринли булишини эътиборга олиб, топамиз:

i '
(4.12)

Бироқ
lim l ] +  —

nk ~>“b°o
nk

— lim
nk —

1 +  ^ Г * +7 .  +  ^ Г 1 - ,

lim
nk “*+00

1 +  ^ - Г +) lim
nk -*■

1 -nk n- 1 
1 \nk =  e

лимитлар ўринли бўлгани учун (4.12) тенгсизликларда (бунда xk -+■ 
+  оо) лимитга ўтсак, изланган (4.11) лимит ҳосил бўлади.
Энди — оо га интилувчи ихтиёрий {хп} кетма-кетликни олайлик. 

Бунда хк <  — 1 (k =  ], 2, .) деб қараш мумкин. Агар yk =  — хк

деб белгиласак, унда ук->~ +  оо ва y k >  1 ( k =  1, 2, .) бўлади. 
Равшанки,

Ундан

(' + z f '  [0 + (' + «7^)1 “ c'
Шундай қилиб, — оо га интилувчи дар қандай {xk} кетма- кет

лик олинганда хам f(x) =  +  —^функция қийматларидан тузилган



кетма-кетлик хамма вақт е лимитга эга экани исботланди. Функция 
лимитининг Гейне таърифига кўра

lim fl +  — )* =  е
Х-+оо \  X )

лимит хам ўринли бўлади.

4- §. Чекли лимитга эга булган функцияларнинг хоссалари

Чекли лимитга эга бўлган функциялар ҳам яқинлашувчи кетма- 
кетликлар сингари катор хоссаларга эга. Уларнинг аксариятининг 
исботлари хам яқинлашувчи кетма-кетликларнинг мос хоссалари ис
бот лари кабидир. Чунки, юқорида кўрдикки, функция лимити ту
шунчаси сонлар кетма- кетлигининг лимити тушунчасига таянган 
холда таърифланди (Гейне таърифи). Шуни эътиборга олиб, қуйида 
келтириладиган хоссаларнинг баъзиларинигина исботлаймиз, қолган 
хоссаларни исботлаш ўқувчига тавсия этилади.

1. Т е н г с и з л и к  б е л г и с и  б и л а н  и ф о д а л а н а д и г а н  х о с 
с а л а р .  X  тўплам берилган бўлиб, а эса унинг лимит нуқтаси бўл- 
син. Бу тўпламда f(x) функция аниқланган.

1° Агар ушбу lim f(x) =  b лимит мавжуд бўлиб, b >  р (b <  q)
Х-К2

бўлса, а нинг етарли кичик атрофидан олинган х (х Ф а) нинг кий- 
мат ларида f ( x ) > p  (f (х) <  q) бўлади.

Агар ушбу lim f(x) =  Ь лимит мавжуд бўлиб, b >  0 (b <  0) бўл-
x-ta

са, а нинг етарли кичик атрофидан олинган х (х Ф а) нинг қиймат- 
ларида /  (х) >  0 (/ (х) <  0) бўлади.

2е Агар ушбу lim f(x) лимит мавжуд бўлса, а нинг етарли ки-
х^а

чик атрофидан олинган х (х ¥= а) нинг қийматларида /  (х) функция 
чегараланган бўлади.

И с б о т .  l i m /(*) =  & бўлсин. Функция лимити таърифига кўра
х-+а

Y& >  0 сон учун шундай 6 >  0 сон топиладики, 

x £ U 6(a) учун f ( x ) £ U e (b)

бўлади. Демак, аргумент л: нинг барча х £ Ub (а) қийматларида функ
циянинг мос қийматлари (b — е, Ь +  г) оралиқда булади. Бу эса /  (х) 
функциянинг а нуктанинг U6(a) атрофида чегараланганлигини кўр- 
сатади.

1-э с л а т м а .  Функция чегараланганлигидан унинг чекли лимит
га эга бўлиши хар доим хам келиб чиқавермайди. Масалан, /(*) =
=  sin — функция чегараланган, аммо х - ^ 0  да бу функция лимит-

*
га эга эмас.



X тўпламда (х) ва fz (x) функциялар аникланган бўлиб, а эса 
X  нинг лимит нуктаси бўлсин.

3° Агар аргумент х  нинг а нуктанинг бирор Ub{a) атрофидан 
олинган барча қийматларида

П ( х ) < Ш
тенгсизлик ўринли бўлиб, lim fx(x), lim f2 (x) лимитлар мавжуд бўл-

x->a x-*a
са, у ҳолда

lim f1 (x) <  lim f2(x)
x-*a x-+a

тенгсизлик ўринли бўлади.
4° Агар аргумент л; нинг а нуқтанинг бирор 0 ь {а) атрофидан 

олинган барча киймат ларида
Ш < } ( х ) < и { х )  (4.13)

тенгсизлик ўринли бўлса ва lim Д (х), lim f2(x) лимитлар мавжуд
х-+а х-*а

бўлиб,
lim (х) =  lim f2(x) =  b
х—ьа x-*a

бўлса, у холда
lim f(x) =  b (4.13')
х-*а

бўлади.
4° н и н г  и с б о т  и. Шартга кўра lim fx (х) =  b лимит мавжуд. Де-

х-+а
мак, Ye >  0 сон учун а  нуктанинг шундай U&i(a) атрофи мавжуд

ки, х нинг барча х £ U6i (а) қийматларида f t (х) £ Ue (b) бўлади. Шун
га ўхшаш, lim /2 (х) =  b лимит мавжуд бўлгани учун ўша Y e >  Ох->а
сон учун а нуктанинг шундай U6t (а) атрофи мавжудки, х нинг бар

ча x£L/ 6Ja)  қийматларида f2( x ) £Ut (b) бўлади.
. Агар 6j >  0, 62 >  О сонларнинг кичигини S деб, а нуқтанинг 

Ub (a) атрофи олинса, унда

(a), U6 (a)<=U6t (а)

муносабатлар ўринли бўлади. Натижада ҳар бир x £ U 6(a) учун бир 
вақтда

f x m u t (b)> f * № U e (b) 
бўлиб, (4.13) муносабатга биноан f ( x ) £ U e(b) ҳам келиб чиқади.

Демак, ҳар бир х £ 1 / 6 (а) учун f ( x ) £ Ue(b) ўринли. Бу эса х->- а 
да f(x) функция лимитга эга ва !im /(х) =  b бўлишини кўрсатади.

х-+а



lim jc cos— {x Ф 0)
Jt->0 X

лимитни топинг.
Равшанки, бир томондан x - c o s — функция учун — |x |< xcos—<

X X
<  \х\ тенгсизликлар бажарилади, иккинчи томондан,

lim (— |x)) =  lim \х\ =  0.
*->0 *-*0

Демак, юқоридаги 4°-хоссага кура lim x-cos — =  0.
Jt-»0 X

2. Ч е к л и  л и м и т г а  э г а  б ў л г а н  ф у н к ц и я л а р  у с т и д а  
а р и ф м е т и к  а м а л л а р .  X  туплам берилган бўлиб, а унинг лимит 
нуктаси бўлсин. Бу тўпламда /' (х) ва g  (х) функциялар аникланган.

1° Агар х ->  а да /(х) ва g(x)  функциялар лимитга эга бўлса, 
f ( x ) ± g  (х) функция хам лимитга эга ва

lim \f(x) ±  g  (х)] =  lim f(x) ±  lim g(x)
x->a x-+a x -*a

тенглик ўринли.
2° Агар x —*■ а да f(x) ва g(x) функциялар лимитга эга бўлса, 

/  (х) ■ g  (х) функция хам лимитга эга ва

lim [/(x)-g(x)] =  lim f(x)-lim g(x)
Х—К2 х->а х-+а

тенглик ўринли.
1-н а т и ж а .  Агар х - + а  да f(x) функция лимитга эга бўлса, унда 

k-f(x) (k =  const) функция хам лимитга эга ва

lim  [k-f(x)\ =  fc- l im f(x)
x-+a х-rd

тенглик ўринли.
3° Агар x -> а да /  (x) ва g(x)  функциялар лимитга эга бўлиб,

f (*)lim g(x)=£  0 бўлса, функция ҳам лимитга эга ва 
g (x)

lim f (x)
l im /  (*) x-+a
x̂ a g(x) lim g (x) 

x-*a
тенглик ўринли.

2 - э с л а т м а .  1) Юқорида келтирилган 1 °- ва 2°-хоссалар қў- 
шилувчилар, кўпайтувчилар сони ихтиёрий чекли булган холда хам 
ўринли.

2) х-+а  да f(x) ва g(x) функцияларнинг йиғиндиси, кўпайтмаси ва 
нисбатидан иборат бўлган функцияларнинг лимитга эга бўлишидан бу 
функцияларнинг ҳар бирининг лимитга эга бўлиши доим келиб чика-
вермайди. Масалан, f(x) = 1  — sin — , g(x)  =  sin — функциялар

X x



йиғиндиси f (х) +  g (.v) =  1 бўлиб, x —*■ 0 да f(x) +  g {х) -*■ 1 булади. 
Аммо х —► О да f (.v) ва g (х) функцияларнинг хар бири лимитга эга 
эмас.

3. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  л и м и т и .  Кўпчилик холларда 
мураккаб функциянинг лимитини ҳисоблашга тўғри келади. Шунинг 
учун биз қуйида мураккаб функция лимитини хисоблаш имконини 
берадиган теоремани келтирамиз.

Фараз килайлик, бирор X тўпламда t =  <р (х) функция аниклан
ган ва бу функция қийматларидан иборат Т  тўпламда у  =  f (t) функ
ция аникланган бўлиб, улар ёрдамида мураккаб функция у  — f {Ф (л:)) 
ҳосил қилинган бўлсин. Бу мураккаб функция X  тўпламда аниклан
ган. Шу билан бирга а сон X тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин.

3 - т е о р е м а .  Агар 1) lim ф(.г) =  с лимит ўринли бўлиб, а нуқ-
х^а

танинг шундай U6{a) атрофи мавжуд булсаки, барча x £ U t (a) лар 
учун ф (х) ф  с бўлса, 2) с нуқта Т тупламнинг лимит нуктаси 
булиб, lim f (t) =  Ь лимит мавжуд бўлса, у  холда х - + а  да му рак-

t-*c
каб функция у  =  f (Ф (х)) ҳам лимитга эга ва

l i m /(<р (*)) =  &
х-*а

булади.
И с б о т .  Шартга кура lim f(t) =  b мавжуд. Лимит таърифига

t-*c
кўра, Y e >  0 сон учун шундай а >  О сон топиладики, барча t £ U a (c) 
лар учун f ( t ) £ U s (b) бўлади.

Энди шартга кўра lim <р (х) =  с лимит ўринли, шу билан бирга а
х->а

нуктанинг шундай Ub{a) атрофи мавжудки, барча x £ U 6 (a) лар учун 
Ф (х) ф  с тенгсизлик ўринли. У холда яна лимит таърифига кўра, 
юқоридаги а >  0 сон учун шундай б >  0 сон топиладики, барча 
х $ 0 6(а) лар учун ф (х) £ 0 а(с) бўлади. Шундай килиб, Y e >  0 сон 
учун шундай б >  0 сон топиладики

x £ U 6 ( a ) ^ t  =  <?(x)£U0 (c)=>f  (0 g и ш (Ь) 

муносабатлар ўринли бўлади. Бу эса
lim f(t) =  lim / ( ф(х)) =  b
t-*c x->a

бўлишини ифодалайди. Теорема исбот бўлди.
3-э с л а т м а .  Теоремадаги а нуктанинг 0 6 (а) атрофида ц>(х) ф  с 

бўлсин деган шартни f (t) функция t =  с нуқтада аникланган ва
lim f(t) =  f  (с) =  b
t-+C

тенгликлар ўринли бўлсин деган шарт билан алмаштириш мумкин. 
Дарҳақиқат, агар х £ 0 6 (а) лар учун ф (х) ф  с бўлса, теореманинг 
исботи равшан: агар ф (х) =  с бўлса, у холда f (ф (jc)) =  f (с) =  b бў-



либ, I/ (ф (*)) — b\ =  0 булади. Шундай қилиб, барча x £ U 6 (а) лар 
учун /  (ф (*)) 6 Ut ф) бўлади.

Худди шунга ўхшаш, а, с ҳамда b ларнинг бири чекли, иккин
чиси чексиз ёки барчаси чексиз бўлганда хам теореманинг ўринли 
бўлиши исботланади.

М и с о л .  Ушбу

lim л [--- !---
У 1 Ч- 8 tgajc

лимитни хисобланг.
Бу ҳолда

У - У т Т ъ Т '  ' - T W - t g * '
Шунинг учун

lim ф(л) =  lim tg x  =  1 ва lim l / ___ !___=  —
я  я  6  /->1 г  1 +  8 3

лимитлардан теорема га асосан

г  l / "  i _ *
™ * 1 +  8 tg*x з

келиб чиқади.
4. А н и қ м а с  и ф о д а л а р .  Биз юқорида чекли лимитга эга бўл- 

ган функциялар устида арифметик амалларни кўриб ўтдик. Агар 
х - + а  да f(x) ва g(x) функцияларнинг ҳар бирининг лимити чексиз 
ёки f(x)/g(x) функция лимити қаралганда g (x )-* 0  бўлиб колса, бу 
ҳолда 3- бобнинг 6- § ида батафсил ўрганилган аниқмасликлар каби 
турли аниқмас ифодаларга келамиз.

X  тўплам берилган бўлиб, а унинг лимит нуқтаси бўлсин. Бу 
тўпламда f(x) ва g(x)  функциялар аниқланган. Агар х - + а  да

1) / М - > 0 ,  g (x )-> 0  бўлса, уларнинг нисбати — кўри-
ё  W о

нишдаги аниқмасликни ифодалайди;
/ (>с) 2ХГ 0

2) бўлса, уларнинг -L1-L нисбати —  кўри-g {X) со

нишдаги аниқмаслик бўлади:
3) /(х )-> 0 , g(x)-+- оо бўлса, уларнинг / (x)g(x)  кўпайтмаси

О-оо кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди;
4) / ( * ) - * +  оо(— оо), g(x)->-— о о (+  оо) бўлса, яъни f(x) ҳам- 

да g(x) функциялар турли ишорали чексизга интилса, f(x) +  g(x)  
ифода оо — оо куринишдаги аниқмаслик бўлади.

Бу холларда х - + а  да f(x) ва g(x)  функцияларнинг ўз лимитла-
рига интилиш хусусиятига қараб, (1, 2 -холларда) f(x) g(x)

ё (х)



(3-холда), f(x) +  g(x)  (4-холда) ифодаларнинг характерини аниқлаш 
аниқмасликни очиш деб юритилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
l im  sxn (*'Sin 2 х)
х->0 х2

лимитни хисобланг. Равшанки, бу ифода кўринишдаги аниқмас-

ликдир. Х - + 0  да x - s i n 2 x - ^ 0  ни хисобга олиб топамиз:
Jim sin (*,sin 2 х) ____ j |m sin (x-sin 2 x)»sin 2 x 2  _
*-►0 x2 x -*o x-sin 2 л>2 л:

~ sin (a'*sin 2 x) s i n 2 x  n =  2 -lim — 1----------- l i m ------- =  2.
x->o A'-sin2x *->o 2 x

2. Қуйидаги

Hm - к
x-*l X— I

лимитни хисобланг.
Бу холда x -► 1 да X.I A .X j л----- - ифода — кўринишдаги

аниқмасликдир. Содда алмаштириш лар ёрдамида топамиз:

lim * +  *2 +  • • • +  *” — п =  lim (* — 0 ~г (*2 — 1) -г • * • -г (*п — 1) __
х — I х-+\ X — 1

=  Нт (х -  1) [ 1 -г (дс -I- 1) 4- (**+* +  1) +  . . . +  ( V 1 -  * "-2+ . . +  л- -  1)]
х — 1 —

=  1 4 - 2  +  3 +  + п  =  п{п ~  !)
2

Н т  х + х « - ь  • . • -  хп — п =  п ( п -  1) 
х -  1 2

5- §. Монотон функциянинг ЛИМИТИ

Биз чекли лимитга эга бўлган функцияларнинг хоссаларини ўр- 
гандик. Энди функция лимитининг мавжудлиги масаласи билан 
шуғулланамиз. Дастлаб бу масалани хусусий холда — монотон функ- 
цияларга нисбатан ҳал қиламиз.

X  тўплам берилган бўлиб, а (чекли ёки +  оо) эса шу тўплам- 
нинг лимит нуктаси ва барча х £ Х  лар учун х ^ а  бўлсин. X  тўп- 
ламда f(x) функция аниқланган.

4 - т е о р е м а .  f(x) функция X  тупламда усувчи булсин. Функ- 
ция юқоридан чегараланган булса, а нуктада чекли лимитга эга, 
юқоридан чегараланмаган булса, унинг лимити +  оо булади.

И с б о т .  f(x) функция X  тўпламда ўсувчи ва юқоридан чегара
ланган бўлсин. Бу ҳолда {/(*)} =  {f(x) : х £ Х }  тўпламнинг чекли 
аниқ юқори чегараси мавжуд бўлади. Биз буни b билан белгилай-

Демак,



лик: sup{f(x)} =  b. Аниқ юкори чегаранинг хоссасига кура 
учун / ( * ) < &  бўлиб, Ye >  О сон олинганда хам шундай х ' £ Х  то
пиладики, f ( x ' ) > b — е бўлади. Қаралаётган функция ўсувчи бўлга- 
нидан х > х '  тенгсизлик бажарилганда /(*) > /( * ')  тенгсизлик хам 
ўринли бўлади. Демак, барча х : > х '  { х£Х)  лар учун f { x ) > b  — е. 
Натижада ушбу b — е <  / (х) <  b <  b +  е тенгсизликларга келамиз. 
Бу эса b сон f(x) функциянинг лимити эканини ифодалайди. Юқо- 
ридаги исбот жараёнида а чекли бўлганда х =  а — 6 (6 =  а — х '), 
а чексиз бўлганда эса х' >  Р >  0 деб олиниши лозим.

Энди f{x) функция X  да ўсувчи бўлиб, юқоридан чегараланма
ган бўлсин. Демак, хар қандай Р  >  0 сон олинганда ҳам шундай 
х ' £ Х  сон топиладики, f ( x ' ) >  Р  бўлади. Энди х £ Х  ва х >  х тенг
сизлик бажарилганда /(%) >  f(x') тенгсизлик ўринли бўлганидан бар
ча х >  х' (х £ X)  лар учун f { x ) > P  бўлиши келиб чиқади. Бу эса 
х - + а  да /(* ) -*  +  оо эканини билдиради. Теорема тўлиқ исбот бўл- 
ди.

X  тўплам берилган бўлиб, а (чекли ёки — оо) эса шу тўплам- 
нинг лимит нуқтаси ва барча х £ Х  лар учун х ^ а  бўлсин. X  гўп- 
ламда f(x) функция аниқланган.

5 - т е о р е м а .  Агар f (x) функция X  тупламда камаювчи булиб, 
у  қуйидан чегараланган бўлса, f (х) функция а нуктада чекли ли
митга эга, куйидан чегараланмаган булса, унинг лимити — оо 
булади.

Бу теорема юқоридаги теорема каби исботланади.

6- §. Коши теоремаси

Энди функция лимитининг мавжудлиги хакидаги умумий теоре- 
мани келтирамиз.

X  тўплам берилган бўлиб, а унинг лимит нуқтаси бўлсин. Бу 
тўпламда f(x) функция берилган.

16-т а ъ р и ф .  Агар Ye >  0 сон учун шундай б > 0  сон топил
саки, аргумент л; нинг 0 <  \х' — а \ с  б, 0 <  \х" — а\ <  6 тенгсизлик
ларни қаноатлантирувчи ихтиёрий х ва х” {х £ Х У х ' ^ Х )  қийматла- 
рида

тенгсизлик ўринли бўлса, /  (х) функция учун а нуктада Коши шар- 
ти бажарилади дейилади.

Ми с о л .  Ушбу f (х) =  х sin — функция учун х =  0 нуктада
.V

Коши шартининг бажарилишини кўрсатинг. Ҳақиқатан, V e >  0 сон 
олиб, б ни б =  деб каралса, у .холда х нинг

о <  U' — 0| =  \х'\ <  ± , о <  \хГ -  0| =  \яГ\ С. I  

тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий х \  х" қийматлари учун



қуйидагига эга бўламиз: If(x") — f (x')\ =  be" - s in ------- x • sin —  <x" x I

x' -sin — 
x”

X -sin ---x' <  [x"| +  \ x ' \<  e.

Бу берилган функция учун х =  0 нуктада Коши шарти бажарили- 
шини кўрсатади.

f(x) функция учун а нуктада Коши шартининг бажарилмаслиги 
қуйидагини англатади:

Y 6 >  О сон олганимизда хам шундай е >  0 ва О <  \х — а\ <  б,
О <  \х" — а\ <  б тенгсизликларни каноатлантирувчи х \  х" {х £ Л', 
х" £Х)  қийматлар топиладики,

булади.
Мис ол .  Қуйидаги

f (х) ----- cos —

функция учун х =  О нуқтада Коши шарти бажарилмайди. Хаки- 
қатан, Y б >  0 олганимизда хам е =  1 ва

2 k л ’ (2 k — 1) л

нуқталар учун (k >  — 1 булганда |а*'| <  б, \х"\ <  б бхтшши раз-
2 я 6 ]

шан,
If(x') — f{x' ) \  =  |cos(2fe -г 1) л — cos 2 ft я | =  2 ^  1

булади.
6-те о р е м  а (Коши).  f(x) функция а нуктада чекли лимитга 

эга булиши учун бу функция учун а нуқтада Коши шартининг 
бажарилиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  х ^ а  да f(x) функция чекли лимитга 
эга бўлиб, lim f(x) =  b бўлсин. Функция лимити таърифига кўра

х^а
Ye >  0 сон олинганда ҳам у - га асосан шундай 6 >  0 сон топила

дики, аргумент х нинг 0 <  [х <  а\ <  б тенгсизликларни қаноатлан- 
тирувчи қийматларида

\ f ( x ) - b \ < j -  

тенгсизлик ўринли бўлади. Хусусан, ушбу

О <  \х' — а\ <  6 о  If(x') — Ь\ <  у .

0<|х*-а|<а=НКдс")-Ы<у
муносабатлар ўринли. Бундан



I/ ( * ' ) - /  (*")I <  I/ (*') -  Ь\ +  !/ (X") ~ Ь ) < Е
тенгсизликнинг ўринли бўлиши келиб чиқади. Бу эса f(x) функция 
учун а нуқтада Коши шарти бажарилишини кўрсатади.

Е т а р л и л и г и .  f (х) функция учун а ну қтада Коши шарти бажа- 
рилсин, яъни V e> 0  сон олинганда хам шундай б >  О сон топилади
ки, х нинг 0 <  \х' — а\ <  б, 0 <  \хи — а\ <  б тенгсизликларни қаноат- 
лантирувчи ихтиёрий х', х" қийматларида \f(x') — f(xrf)| < е  тенгсиз
лик ўринли. Бу холда /(%) функция х - + а  да чекли лимитга эга 
бўлишини кўрсатамиз.

а нукта X  тупламнинг лимит нуқтаси. Шунинг учун X  тўплам- 
нинг нуқталаридан {хп} (хп ф  0, п =  1, 2, .) кетма- кетлик тузиш 
мумкинки, lim хп =̂ а бўлади. Кетма-кетлик лимити таърифига кўра, 
юқорида олинган б >  0 сон учун шундай п0 £ N сон топиладики, 
барча п >  п0 лар учун 0 <  \хп — а\ <  б ва 0 <  !хп+т — а\ <  б (т =  1, 
2, .) тенгсизликлар ўринли булади. Бу тенгсизликларнинг бажа- 
рилишидан эса, шартга кўра

\f(xn+m) — /(*„)!<  е

бўлади. Демак, {f(xn)} — фундаментал кетма-кетлик. У яқинлашув- 
чи. Биз {f(xn)} кетма-кетлик лимитини Ь билан белгилайлик, яъни 
lim f(xn) =  b. Энди X  тўпламнинг ну^таларидан тузилган ва а га
n-*oo f
интилувчи ихтиёрий {х^  кетма-кетлик х'п -+ а , х'п Ф а (п =  1, 2, .), 
олинганда ҳам f(x)  функция кийматларидан тузилган мос {/(*^)} 
кетма-кетлик хам ўша Ъ га интилишини кўрсатамиз.

Фараз килайлик, х'п-+ а  (х'п Ф а, п =  1, 2, 3, .) да f(x'n) - +b '  
бўлсин. {х^  ва {х'п} кетма-кетликлар хадларидан ушбу

Xjf Xj, Хо, , Х;1у Хпу

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик а га интила
ди. У ҳолда

f(Xi), /(*,'). f(x2), f ( x ’2), f(xn), f(xn), (4.14)
кетма-кетлик фундаментал бўлиб, чекли лимитга эга. Бу лимитни 
Ъ* билан белгилайлик. Агар {f(xn)} ва {/(х^)} кетма-кетликларнинг 
ҳар бири (4.14) кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетликлари эканини 
эътиборга олсак, у^ҳолда f(x'n)-+b*  булишини топамиз.
Демак,

Ь* =  b =  V
Шундай қилиб, /(,v) функция учун а нуқтада Коши шарти ба- 

жарилишидан X  тўплам нуқталаридан тузилган ва а га интилувчи 
хар қандай {хп} (хп ф  а, п =  1, 2, 3, ..) кетма-кетлик олинганда хам 
мос {/(*л)} кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кўра f(x) функция а нуқтада 
чекли лимитга эга бўлишини билдиради. Теорема исбот бўлди.



4-э с л а т м а .  Коши шарти ва Коши теоремаси х - * а  +  0,
- + а  — 0; оо, х ->  +  оо, х - + — оо бўлган холларда хам юқори- 
дагига ўхшаш ифодаланади ва исбот этилади.

7- §. Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар

Бизга X  тўплам берилган бўлиб, а унинг лимит нуктаси булсин. 
Бу тупламда а(х),  Р(х) функциялар аникланган.

17- т а ъ р и ф .  Агар х - + а  да а(х) функциянинг лимити нолга 
тенг бўлса, а(х) функция х - + а  да чексиз кичик функция деб ата
лади.

М и с о л .  f (x)  =  s\nx  функция х - > 0  ч е к с и з  к и ч и к  ф у н к 
ция,  чунки lim sinx =  0.

jc—>0

Агар X  тўпламда аниқланган /  (х) функция х ->  а да чекли b ли
митга эга булса (яъни lim / (лг) =  Ь), у холда а  (х) =  /  (х) — b функ-

х->а
ция х-*-а  да чексиз кичик функция бўлади. Ҳақиқатан, 

l ima  (x) =  lim [/ (x) — b\ =  lim f (x) — 6 =  0.
x—*a x-+a x^a

Демак, бу ҳолда f (x) функцияни да чексиз кичик функ
ция бўлган а  (х) ёрдамида қуйидаги

/ (x) =  b +  a  (х)
кўринишда ифодалаш мумкин.

18-т а ъ риф.  Агар х —>а  да р (х) функциянинг лимити оо бўл- 
са, р (х) функция х - + а  да чексиз катта функция деб аталади.

Мис ол .  / (х) =  — функция х — 0 да чексиз катта функция бў- 
х

лади.
Чексиз кичик хамда чексиз катта функциялар хам 3 -бобда ўрга- 

нилган чексиз кичик ва чексиз катта кетма- кетликларнинг хоссала- 
рига ўхшаш хоссаларга эга. Қуйида биз шу хоссаларни келтирамиз.

Г. Чекли сондаги чексиз кичик функциялар йиғиндиси чексиз ки- 
чик функция булади.

2° Чегараланган функциянинг чексиз кичик функция билан ку
пайтмаси чексиз кичик функция булади.

3° Агар а  (х) (a (х) Ф 0) чексиз кичик функция булса, —

чексиз катта функция булади.
4° Агар р (х) чексиз катта функция булса, чексиз кичик

функция булади.
Бу хоссаларнинг исботи бевосита 3- бобнинг 4- ва 5- § ларидаги 

хоссалардан хамда функция лимитининг таърифларидан келиб чиқади.



8-§‘ Функцияларни таққослаш

X  тўпламда / (х) ва g  (х) функциялар аниқланган булсин. Бирор 
а нуқтанинг U6 (a) cz X  атрофида f (х) ва g  (х) функцияларни тақ- 
қослаш масаласини қараймиз.

1. «О», «о», «~» б е л г и л а р .
19-таъриф.  Агар f  (х) ва g  (х) функциялар учун шундай ўз- 

гармас 6 >  0 ва С >  0 сонлар топилсаки, барча х £ U6 (а) лар учун

| Ш 1 < С - | * ( х ) |  (4.15)
тенгсизлик бажарилса, у холда х->-а да f (х) функция g  (х) функ
цияга нисбатан чегараланган дейилади ва /  (х) =  0  (g (х)) каби бел
гиланади.

Шуни таъкидлаш лозимки, бу таърифдаги х~->-а белги қарала- 
ётган (4.15) муносабатнинг а нуқтанинг бирор атрофида ўринли бў- 
лишини ифодалаб, /  (х) ва g  (х) функцияларнинг х-*-а  даги лими
тининг мавжуд булиши ёки бўлмаслигига боғлиқ эмас.

Масалан, х-*- 0 да х2 =  О (х) бўлади. Ҳақиқатан, ихтиёрий x£Ul (0) 
лар учун, яъни х £ ( — 1, 4-1) лар учун, | х2 | < | х |  тенгсизлик ба
жарилади.

Агар f (х) функция а нуқтанинг бирор атрофида чегараланган
j_
X

булса, у х - + а  да f (х) =  О (1) каби ёзилади. Масалан, f (х) =  (1+х)

х
функция х =  0 нуқта атрофида чегараланган (чунки lim (1-гх) =е).

X-+Q

х
Шунинг учун (1 +  х) = 0  (1) деб ёзиш мумкин.

20-т а ъ р и ф .  Агар х ^ - а  да / (л*) ва g  (х) функциялар учун f (х) =  
=  О (g (х)) ва g  (х) =  О (/ (х)) муносабатлар ўринли бўлса, у ҳолда 
х - ^ а  да /  (х) ва g  (х) функциялар бир хил тартибли функциялар 
деб аталади.

Масалан, f (х) =  х, g  (х) =  2х +  xsin х бўлсин. Равшанки, х 0
да

I л: I <  I 2х +  х • sinx! < 3  |х |
тенгсизликлар ўринли. Бу эса

х =  О ((2х +  x-sinx)), 2х +  x-sinx =  О (х)
бўлишини билдиради. Демак, х->-0 да /  (х) =  х, g  (х) =  2х +  xsinx 
функциялар бир хил тартибли функциялар булади.

Юқорида келтирилган таъриф лардан, х - + а  да

L  W =  о  (h (х)), и  М  =  О (/з М) =>- h  W =  о  (/з (х)), 
fl (х) =  о  (/2 (х)), f3 (х) =  О (/4 (х)) =* h  (х) • /з (х) =  О (fi (х) • / 4 (х)), 

h  (х) =  О (/ (х)), / 2 (х) =  О (f ( x ) ) ^ f L (х) 4- h (х) =  О (f (х)) 
каби муносабатларнинг ўринли бўлишини кўрсатиш қийин эмас.



7*т е o p ема.  Агар f (х) ва g  (х) (х Ф а гда /  (х) Ф  0, g  (х) Ф  0) 
функциялар учун ушбу

lim Ш  =  с
X ->а g(x)

лимит мавжуд ва 0 <  | с | <  оо бўлса, х -> а да / (х) ва g  (х) бир 
хил тартибли функциялар булади.

И с б о т .  Ушбу

lim -^-^- =  с
х -ю  g  (х)

лимит мавжуд ва 0 <  | х | <  со булсин. У холда

- - ~ 7  =  с +  7i (х), =  — +  Y2 М  g (х) / (х) с
бўлиб, бунда V! (х) ва у2 (х) функциялар чексиз кичик функциялар
ни ифодалайди. lim (х) =  0, lim v2 (х) =  0, демак, а нуқтанинг

х—*-а х-+а
етарли кичик атрофи U6 (а) да (х) ва у2 (х) функциялар чегара
ланган бўлади. У холда барча x £ U 6 (а) лар учун

I?i М I < k, \ y2 ( x ) \ < k  {k =  const)

тенгсизликлар ўринли бўлиб, ва ~ функциялар учун

ё(х) 
f  (х)

^  k 
1*1g(x)

тенгсизликларга келамиз. Демак,
I/ W K ( | c |  + k ) - \ g  (x)|,

+  * ) ■ ! / (x)|.

Бу эса
/  (x) =  0  (g (x)), g  (x) =  0  (/ (x))

эканини билдиради. Теорема исбот бўлди.
21- та ъриф.  Агар х^ ~ а  да f (х) ва g  (х) функциялар (х Ф а да 

g  (х) Ф 0) учун
lim / (*) _  1
*"*“ <? (д:)

бўлса, у ҳолда х-»-а /  (х) ва g  (х) лар эквивалент функциялар деб 
аталади. Эквивалент функциялар

/  М  ~  g  М
каби белгиланади.

Масалан, х ->  0 да f  (х) =  х, g  (х) =  sinx функциялар эквивалент 
функциялар: x ~ s i n x .

Агар х -> а  да f ( х ) ~  g  (х), g  ( х ) ~  s (х) бўлса, у холда х - > а  
да /  (х) ~  s (х) бўлади. Дарҳақиқат, х - + а  да f  (х) ~  g  (х), бундан



lim =  1 , x ->-a да  (лг) -—- s (л:), бундан lim =  1 келиб чи-
х-*а 8  ( x '  х-+а S ( х )

қади, улардан

l i m - Ш-  = ит Ш . и т  ^  =  1
х - » а  S <JC) х - и ,  g ( x )  x - « j  S ( x )

лимитга эга бўламиз. Демак, / (х) ~  s (л:).
2 2 - таъриф.  Агар /  (х) ва g  (х) чексиз кичик функциялар учун

f (х) =  а  ( x ) g  (х)
тенглик ўринли бўлиб, бунда lim а  (х) =  О бўлса, у холда х -*-а

х-+ а

да f (х) функция g  (х) га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик 
функция деб аталади. У

f(x) = о (g (х))
каби белгиланади.

Агар f (х) функция а нуқтанинг бирор атрофида чексиз кичик 
функция (яъни х - ^ а  да f (х)-*  0) булса, у f  (х) =  о ( 1) каби ёзи
лади.

Равшанки, агар х а да /  (х) ва g  (х) функциялар учун f (х) =  
=  0 (g М) тенглик ўринли бўлса, у ҳолда бу функииялар учун f (*) =  
=  0  (g (л:)) тенглик ҳам ўринли булади.

Юцорида келтирилган таъриф лардан фойдаланиб «катта О» ва «ки
чик о» орасидаги богланишларни ифодалайдиган куйидаги муносабат
ларни келтириб чикариш мумкин.

А (X) =  о  (/2 (X)), и  (х) =  О (/з (*))=*/, (X) -  О (/з (X)),
fl (х) = О (/2 (X)), и (X) = О (/з (х))=^А (X) = О (/, (X)),

A (*) =  О (/ (х)), /2 (х) =  О (g (х)) =4- /\ (х) • /2 (х) =  о (/ (х) • g (х)).
«Катта О» ва «кичик о» иштирок этган тенгликларнинг оддий маъно
даги тенгликлар эмаслигини таъкидлаймиз.

Масалан, х - ^ а  да h (х) =  о (g  (х)), А (х) =  о (g (х)) муносабат
лардан /, (х) =  / 2 (х) деб хулоса чикариш хато бўлади.

Энди «кичик о» ва эквивалентлик ~  белгилари билан боғланган 
функциялар орасидаги муносабатларни ифодалайдиган теоремани кел
тирамиз.

8- т е о р е  ма. х->-а да f (х) ва g  (х) функциялар ( х ф а  да 
f (х) Ф  0; g  (х) Ф 0) эквивалент (f (х) ~  g  (х)) булиши учун

g(x) /  (х) =  о (g (х))
ёки

g  (х) — f (х) =  о (/ (х))

тенгликнинг уринли бўлиши зарур ва етарли.
Исбот .  З а р у р л и г и .  х-*-а  да /  (х) ва g  (х) функциялар экви

валент бўлсин: f (х) ~   (х). У холда таърифга кўра lim ^-7 7 — 1х->а В (х)
бўлиб, ундан 
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келиб чиқади. Демак, g  (x) — f (x) =  o (g  (x)).
Е т а р л и л и г и .  x - + a  да g  (x) — f(x) — o (g (x)) булсин. У хол

да x - v a  да
j _  f (*) _  8 (x) — f (x) _ о (g (x)) 

g (*) g (x) g (л)
булиб, ундан

lim fl — - Щ )  =■ Hm ° t e i x)) - 0
x-*a \ g  (x) / x-+a g (a:)

/  (jc)келиб чикади. Бу эса lim ■ =  1, яъни f ( x ) ~  g  (x) эканини кўр-
*-<3 g {x)

сатади. Теорема исбот бўлди.
2- н а т и ж а .  Агар, х —>~а да /  (х) ва g  (х) функциялар учун

lim 4 -^ -  =  с ¥=(), с =  const
* -* •«  f  (х)

бўлса, у ҳолда ушбу
g  (.x ) ~ c - f  (x)

ва
g  (x) =  c-f  (x) +  o ( f  (x))

муносабатлар ўринли бўлади.
И с б о т .  Шартга кўра

lim 4 - ^  =  с ¥= 0, с =  const,
х-ю, j (х)

бундан
Hm =  1
х-+а С•/ (х)

келиб чикади. Демак, g  (х) ~  c-f(x).
Юқорида исбот этилган 8-теоремага ^осан c-f  (х) — g (х) =  

=  о (C'f (х)) =  о (/ (%)) кўринишда ёзиш мумкин, ундан
g  (х) =  с - /  ( х ) +  о([ (х))

экани келиб чикади.
Энди функцияларнинг эквивалентлигига асосланган хамда функ

цияларнинг лимитини ҳисоблашда тез-тез фойдаланиб туриладиган 
теоремани келтирамиз.

9 - т е о р е м а .  Агар х -+ а  да f (я) (х) еа g  ( х ) ~  g x (х) булиб, 
ушбу

l i m ^
х-+а g !  (X)

t  (jc)лимит, мавжуд бйлса, у  холда lim -L̂ -L лимит ҳам мавжуд ва
х->а g  (X)

lim Ш =  mn A W
х->а g  (х) *-»o gi  M



тенглик ўринли бўлади.
И с б о т .  Шартга кўра х-*-а  да f  (х) ~  f1 (х), g  (х) ~  g t (х). У 

ҳолда ушбу
/  (х) =  h  (х) 4- о (А (х)), 
g  (х) =  gi (*) +  о {gt (х)) 

тенгликлар ўринли булади. Натижада
о (fl (а-))

7\ » VI I -ь -

l i m l i f L ^ H m  М *) +  о (М *)) = U m
x—*q g (x) ж-ю gi (*) +  о (gx (x))

fi W
, , Г, , 0 fe i  (а;)) 1 

l “ f t W - ]
О If, « I

=  lim — —  - lim --------- fjA>)— _  jjm
X-ю gi  (a:) *->a j о (gi (AT)) *-*a g i (at)

g i (a:)
бўлиши келиб чиқади. Теорема исбот бўлди.

Функцияларни уларга эквивалент функциялар билан алмаштириш 
натижасида кўпгина функцияларнинг лимитлари содда хисобланади. 

М и с о л .  Ушбу
,. cos,v — cos2x 
l i m ------------------
X-+Q X 2

лимитни хисобланг. Равшанки,
Зх . х

2 - s in -----sin —
!. cosx — cos2x t . 2 2
l i m ------------------  =  l im
X-+Q x2 X-+0 x2

Энди дг->-0 да

sin —  =  —  +  о (x), sin — =  — +  о (x)
2 2 W 2 2 w

муносабатларни эътиборга олиб топамиз:

2sin - у -sin j  ( | t - r O  (*)) ( j  x +  о (*)] 
l im ---------------L  =  21im K—------------ L ± i------------ 1
ДС->0 X2 x->0 x2

3~  *2 _1_ 0 (*2)
0  1 - 4  V ' 3=  2 lim

Демак,
x-»o x- 2

cosx — cos2jc 3lim
x->0 x2 2

5-э с л а т м а .  Биз 1-бандда «О», «о» ва «~» белгилар билан боғ- 
ланган функцияларни ўргандик. Бунда а чекли деб каралди. а =  оо 
бўлган ҳолда ҳам юқоридагидек тушунча ва теоремалар таърифла
нади ва ўрганилади.



5* БОБ
ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

Функциянинг узлуксизлиги математик анализ курсининг мухим 
тушунчаларидан булиб, у функция лимити тушунчаси билан бевоси
та богланган.

X c z R  тўпламда f (х) функция аникланган, а £ Х  эса X  туплам
нинг лимит нуқтаси булсин. х - + а  да f (х) функциянинг лимити тўғ- 
рисида қуйидагилардан бирини айтиш мумкин:

1° х - + а  да /  (л:) функциянинг лимити мавжуд, чекли ва
lim /  (х) =  /  (а);
х-+а

2° х->-а да f {х) функциянинг лимити мавжуд, чекли ва 
lim f (х) = Ь ф {  (а);

3° х - + а  да / (b) функциянинг лимити мавжуд ва 
lim f (х) — оо (-4- оо, — оо);
х~>а

4° х - + а  да f (х) функциянинг лимити мавжуд эмас.
Агар бирор f {x)  функция учун Р-ҳол ўринли бўлса, бу функ

ция мухим функциялардан хисобланади ва катор хоссаларга эга бў- 
лади. Қуйида бундай функциялар узлуксиз функция деб аталган.

Биз ушбу бобда асосан узлуксиз функциялар ва уларнинг хосса
ларини ўрганамиз.

1-§. Функция узлуксизлиги таърифлари

1. Ф у н к ц и я н и н г  н у к т а д а  у з л у к с и з л и г и .  X c z R  тўп- 
ламда f (х) аникланган бўлиб, а £  X  эса X  тўпламнинг лимит нук
таси бўлсин.

1-т а ъ р и ф .  Агар х - > а  да f (х) функция лимити мавжуд ва
J im / ( * ) « / (о) (5 |)

бўлса, f (х) функция а нуқтада узлуксиз деб аталади.
М и с о л л а р .  1. f (х) =  хг +  х +  1 функция y - a ^ R  нуқтада уз

луксиз, чунки х-*-а  да
lim /  (х) =  lim (х2 4- х +  1) =  а2 +  а  +  1 =  /  (а).
х—>а х-+а

2. /  (х) =  (sign А')2 функцияни карайлик. Равшанки, бу функция
( 1, агар х Ф О,

/ (*) =  (signx)* — I 0> агар

кўринишда бўлиб, у  a £ R  учун
lim /  (х) - 1
х-+а

бўлади. Аммо / (0) =  0 бўлгани учун



lim f ( * )* / (0 ) .
X-*0

Демак, f (x) =  (singx)2 функция a =  0 нуқтада узлуксиз эмас, бошқа 
ҳамма а ф  0 нуқталарда эса узлуксиздир.

Биз 4- бобда функция лимитининг бир- бирига эквивалент булган 
Гейне ва Коши таърифларини келтирган эдик. Бу таърифлардан фой
даланиб, функциянинг а нуқтада узлуксизлигини куйидагича хам 
таърифлаш мумкин.

2-т а ъ р и ф  (Гейне).  Агар X  =  {х} тўпламнинг элементларидан 
тузилган ва а га интилувчи ҳар қандай {хп} кетма- кетлик олинганда 
хам функция кийматларидан тузилган мос {/ (хп)} кетма- кетлик хам- 
ма вақт / {а) га интилса, f (х) функция а нуқтада узлуксиз деб ата
лади.

3-т а ъ р и ф  (Коши).  Агар Y e > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон 
топилсаки, функция аргументи х нинг \х  — а | <  6 тенгсизликни ка
ноатлантирувчи барча қийматларида

I f (х) — f (а) I <  е
тенгсизлик бажарилса, f (х) функция а [нуқтада Тузлуксиз деб ата
лади. ____

Ми с о л .  Ушбу f (х) =  У х  +  4 функциянинг х =  5 нуқтада уз
луксиз булишини кўрсатинг.

Y е >  0 сон олиб, бу е сонга кура б >  0 сонни б =  3 s деб қа- 
ралса, у холда | х — 5 1 <  б бўлганда

l / ( x ) - / ( 5 ) |  =  | ^ J + 4 - 3 | =  < ^ < 4  =  в
* х т 4  -j-3 3 3

бўлади. Бу эса юқоридаги таърифга кўра, /  (х) =  v х +  4 функция
нинг х =  5 нуқтада узлуксиз бўлишини билдиради.

Коши таърифидаги \х — а | <  б ва | f (х) — f (а) | <  е тенгсизлик-

x £ U 6 (а) ва f ( x)£Ue (f (а))

кўринишда ҳам ёзилиши мумкин 
эканлигини хисобга олсак, атроф ту
шунчаси ёрдамида функциянинг уз
луксизлигини қуйидагича хам таъриф
лаш мумкин.

4 - т а ъ р и ф .  Агар Y e > 0  сон 
учун шундай б >  0 сон топилсаки, 
аргумент х нинг барча x £ U 6 (а) қий- 
матларида функциянинг мос қиймат- 

лари учун f (х) £ Ue (/ (а)) бўлса, f (х) функция а нуктада узлуксиз 
деб аталади (33-чизма).

Ми с о л .  Ушбу
[ х, агар х — рационал сон бўлса,

I (х) — )[ — х, агар х — иррационал сон булса

лар мос равишда

(Ком 
и(Нщ)\ ((о) 

W(flhfc

Pt(0}
33- чизма.



функция х =  0 нуқтада узлуксиз. Ҳақиқатан, У  е > 0  сон учун 6 > 0  
сонни 6 — е деб олинса, у холда у  х££/6 (0) лар учун f ( x ) £Ue (0) 
келиб чиқади.

Равшанки, (5.1) ўринли бўлса, ушбу lim [ / (х)— f (а)] =  0 ли-
х—а->0

мит хам ўринли булади. Одатда х — а айирма аргумент орттир- 
маси, f {х) — f (а) айирма эса а нуктадаги функциянинг орттир- 
маси дейилади. Улар мос равишда Дх ва Д у  (ёки Д /) каби белги
ланади:

Д х =  х — а, \ у  =  Д / =  / (х) — f (а).

Бу тенгликлардан фойдаланиб ёзамиз:

х =  а Да*, Дг/ =  Д / =  / ( а  +  Дх) — f (а).

Натижада (5.1) муносабат
lim * Д у  =  0
Д х->0

кўринишга эга бўлади. Демак, / (х) функциянинг а нуктада узлук
сизлиги, бу нуқтада аргументнинг чексиз кичик орттирмасига функ
циянинг хам чексиз кичик орттирмаси мос келиши сифатида хам таъ- 
рифланиши мумкин.

М и с о л .  у  =  sinx ва у  =  cosx функцияларнинг у  а£/?  нуқтада 
узлуксиз бўлишини кўрсатамиз. у а £ Я  нуқта олиб, унга Дх орт
тирма берайлик. Натижада у  =  sinx функция ҳам ушбу

Д у  =  sin (а +  Д х) — sin а 

орттирмага эга бўлиб, — я <  Д х < я бўлганда

I Д у  I =  I sin (а -Ь Д х') — sin а | =  2 • sin cos ^

' =  | А а-|2 1 1

тенгсизликка эга буламиз. Бундан lim Д у  =  0 бўлиши келиб чи-
Д дс—►О

қаАи. Демак, £/ =  s inх функция a £ R  нуқтада узлуксиз. Худди шун
га ўхшаш у  =  cosx функциянинг ҳам a £ R  да узлуксиз бўлиши 
кўрсатилади.

2. Ф у н к ц и я н и н г  бир т о м о н л и  у з л у к с и з л и г и .  Энди 
функциянинг а нуқтада бир томондан (ўнгдан ёки чапдан) узлуксиз 
бўлиши таърифларини келтирамиз.

X a  R тўпламда f (х) функция аниқланган бўлиб, a £ X  эса X  
тўйламнинг ўнг (чап) лимит нуқтаси бўлсин.

5-т а ъ р и ф .  Агар х - ^ а  +  0 ( х - ^ а — 0) да / (х) функциянинг 
ўнг (чап) лимити мавжуд ва

lim f (х) =  f (a) (lim f (х) =  / (а)) (5.2)
Х-+а-\- 0 X  -+Q— 0



бўлса, f (х) функция а нуктада ўнгдан (чапдан) узлуксиз дейилади. 
М и с о л .  Ушбу

трть, araP х ф  °>
/(* ) =

О, агар х — О

функцияни карайлик. Бу функция учун

lim /  (х) =  lirn - + т  =  О =  /  (О),
*—►-1-0 х-*+0 1 +  2 '

lim f (х) =  lim — ^  =  1 Ф f (О)
*->—О Х'+—О 1+^

бўлганлиги сабабли, берилган функция х =  О нуктада ўнгдан уз
луксиз бўлиб, чапдан эса узлуксиз эмас. Функциянинг ўнг (чап) ли- 
митларининг Гейне ва Коши таърифларидан (4-боб, 3-§) фойдала- 
ниб, унинг а нуктада ўнгдан (чапдан) узлуксизлигининг Гейне ва 
Коши таърифларини келтириш кийин эмас. Биз ўқувчига, машқ та- 
рикасида, бундай таърифларни баён этишни тавсия этамиз.

Юкорида келтирилган таърифлардан кўринадики, агар f (х) функ
ция а нуқтада ҳам ўнгдан, ҳам чапдан бир вактда узлуксиз бўлса, 
функция шу нуктада узлуксиз бўлади.

6 -т а ъ р и ф .  Агар /  {х) функция X  a  R тупламнинг ҳар бир нуқ- 
тасида узлуксиз бўлса, функция X  тупламда узлуксиз деб аталади.

Масалан, / (х) функция (а, Ъ) интервалнинг хар бир нуктасида 
узлуксиз бўлса, функция шу интервалда узлуксиз деб аталади.

/ (х) функция [а, b] сегментда берилган бўлсин. Агар бу функ
ция ((а, b) да узлуксиз бўлса хамда а нуқтада ўнгдан, Ь нуктада 
чапдан узлуксиз булса, функция [а, Ь] сегментда узлуксиз деб ата
лади. з _

Ми с о л .  Ушбу / (х) =  V х  функциянинг R тўпламда узлуксиз 
бўлишини кўрсатинг.

Аввал у  a £ R \ { 0 }  нуктада берилган функциянинг узлуксизлигини
3 з -—кўрсатамиз. V £ >  О сон олиб, бу сонга кўра 8 >  0 сонни 8 = — у а е
4

деб карайлик. Натижада \х — а | < б  бўлганда

I/ (x) — f (a)l =  l г х  — V a  I =  - ' - al  з . - i ' =
\ у  х2 у  ах — у  а2 \ 

l . x - a l  < J ± Z ^ l < e
з г ~ 1 3,---- 2 3 3 , -  3 з
1 * “ 7  > a ) - ^ 7 *  “ 7

тенгсизлик келиб чиқади. Демак, функция у  a £ R  (a Ф  0) нуктада 
узлуксиз.

Энди а =  0 булган хрлда, у  г 0 сонга кўра б >  0 сонни б =  
=  в3 деб олиб, \х — а | =  | х | <  б бўлганда



тенгсизликка эга бўламиз. Бу эса берилган функциянинг a =  О нук
тада узлуксиз бўлишини ифодалайди. Демак, берилган функция R 
тупламда узлуксиз.

2-§. Функциянинг узилиши. Узилишнинг турлари

Мазкур бобнинг бошида х - + а  да /  (х) функциянинг лимити учун 
4 хол юз беришини таъкидлаб, 1-§ да 1°-ҳолни ўргандик. Бунда 
биз узлуксиз функцияларга эга бўлдик. Энди 2° — 4°- холларни хам 
ўрганамиз.

f (а) функция X  с  R тўпламда аниқланган бўлиб, а 6 X  нуқта X  
тупламнинг лимит нуктаси бўлсин.

7-т а ъ р и ф .  Агар х а  да f (х) функциянинг лимити мавжуд, 
чекли бўлиб, lim f (х) =  b Ф f (а) ёки lim f (х) =  оо (-f  оо, — оо)

х~+а х-к2

бўлса ёки функциянинг лимити мавжуд бўлмаса, унда f (х) функ
ция а нуктада узилишга эга дейилади.

Функциянинг а нуқтада узилишга эга бўладиган холларини ало- 
ҳида қараб ўтамиз.

Г А '-^а да f (х) функциянинг лимити мавжуд, чекли бўлиб, у 
/ (а) га тенг бўлмасин:

lim f ( х ) ~ Ь  Ф f (а) (b — чекли сон).

Бу ҳолда, равшанки, X  да аниқланган ушбу
f  (а), х ф  а 
b, х =  а 

функция а нуқтада узлуксиз бўлади:
lim I* (х) =  lim f (x) =  b =  /* (a).

Шундай қилиб, берилган функциямизнинг битта а нуқтадаги қий- 
матини ўзгартириб (/ (а) ўрнига Ъ олиб) а нуқтада узлуксиз функ
цияга эга бўламиз. Шунинг учун, бу холда f (х) функция барта
раф килиш мумкин булган узилишга эга дейилади.

Масалан, ушбу
( а2, агар х Ф 0 булса,

 ̂^  1 1, агар а =  0 бўлса 
функция учун lim f (а) =  О Ф f (0)' му-

х-*0
носабат ўринли. Демак, бу функция 
х =  0 нуктада бартараф қилиш мумкин 
бўлган узилишга эга (34-чизма).

Ушбу

f{x)  =
a cos —, агар а ф  0 бўлса,

X



функция учун lim xcos — =  0. Агар бу функциянинг х =  0 нуқта-
X-+G X

даги қиймати / (0) =  0 деб олинса, функция бу нуктада узлуксиз 
булиб колади.

2° Энди х - > я  да /  (х) функциянинг лимити мавжуд эмас дей- 
лик.

Бу холат, аввало, х - > я  да /  (х) функциянинг ўнг ва чап лимит
лари мавжуд ва чекли бўлиб, /  (а —  0) Ф /  (а +  0) бўлганда рўй бе
ради. Шу холда функция а нуқтада биринчи т ур узилишга эга 
дейилади ва /  {а - г  0) —  /  (а —  0) айирма унинг а нуктадаги сакра- 
ши дейилади.

х - * а  да / (х) нинг лимити мавжуд бўлмайдиган бошка ҳамма 
холларда функция а нуктада иккинчи т ур узилишга эга  дейилади.

Масалан, 1) ушбу

—1 - ,  агар х Ф 0 бўлса,

функция учун

/ (* )  =  • 1 +  2
0, агар х =  0 бўлса

lim / (х) = 0, lim / (дг) = 1.
X-r- j-Q  X  — О

1Т7Г7Г

Г

_J__ I__ L.

35- чизма. 36- чизма.

Демак, берилган функция х =  0 нуктада биринчи тур узилишга эга. 
Унинг 0 нуктадаги сакраши— 1 га тенг (35-чизма).

2) Қуйидаги
f (X) =  lx)

функция х =  р (р — бутун сон) нуктада биринчи тур узилишга эга, 
чунки (36-чизма):

lim { (х) =  lim [х] =  р — 1,
Х -> р —  О Х - > р — о

lim /  (х) =  lim [х] =  р.
x-fP -t  О Х-+Р+ О

3) Ушбу



sin —, агар x >  О,
f (x)  =  \ x

— x, агар x <  0

функция x =  0 нуқтада иккинчи тур узилишга эга, чунки х -*• +  ()
да /  (х) =  sin — функциянинг лимити мавжуд эмас. 

х
4) Дирихле функцияси

f 1, агар х — ирражонал сон булса,
X М  — j Oj агар х — рационал бўлса

R тупламнинг хар бир а нуқтасида иккинчи тур узилишга эга, чун
ки х'л-+- а да х М  функциянинг ўнг лимити ҳам, чап лимити ҳам 
мавжуд эмас.

5) Ушбу

, агар х >  0 бўлса,
*
х, агар х <  0 бўлса 

функция учун
lim f (х) =  +  оо , lim f (х) =  О

*-++о X-*—О
бўлиб, бу функция х -= 0 нуқтада иккинчи 
тур узилишга эга бўлади (37- чизма).

6) Ушбу f (х) =  tgx функциянинг х =
=  j  нуқтадаги ўнг ва чап лимитлари

lim
я t g * = 00,
—+0

lim
Л

37- чизма.

tg (х) = +  во
-  -О 2

бўлади. Демак, f (х) =  tgx  функция х =  у  нуктада иккинчи тур

узилишга эга.
3° Энди х - + а  да

lim  /  (х) =  оо ( +  о о , —  оо)
Х -Ю .

булсин. Унда функциянинг ўнг ва чап лимитлари хам оо ( +  оо ,
— ос) бўлади. Бу ҳолда ҳам f (х) функция а нуқтада иккинчи тур  
узилишга эга дейилади.

Масалан, ушбу

! { х) = - ( х ф  0), ПО) =  о
д:2

функциянинг х - > 0  даги лимити +  оо дир ^бу ҳолда

lim —  =  +  оо, lim —  =  +  ooY  
лс-̂ 4-0 х2 *-*—О X2 J



Демак, берилган функция х =  О нуктада иккинчи тур узилишга эга. 
Шундай килиб, / (х) функция а ^ Х  нуқтада

1) узлуксиз бўлади ёки
2) бартараф килиш мумкин булган узилишга эга бўлади, ёки
3) биринчи тур узилишга эга бўлади, ёки
4) иккинчи тур узилишга эга бўлади.
1 - э с л а т м а .  Агар а £ Х  нуқта X  тўпламнинг бир томонли (яъни 

ўнг ёки чап) лимит нуктаси бўлса, юқоридагидек функциянинг бу 
нуктада узилиши (ўнгдан ёки чапдан узилиши) таърифи келтирилади.

2-э с л а т м а .  f (х) функция X  тўпламда аникланган, узлуксиз 
бўлиб, а 6Х  нукта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. Бу холда 
функциянинг а нуқтадаги қиймати аниқланмаган бўлса ҳам х - ^ а  
да f (х) нинг лимити мавжуд ва чекли, яъни lim f (х) =  b (6 — чек-

х-*а
ли сон) бўлиши мумкин. Бу лимит муносабатдан фойдаланиб X  U {а} 
тупламда узлуксиз булган функция тузиш мумкин. Ҳақиқатан, агар

р  _  {  ^ а г а р  х ^ Х  б У л с а >

\ Ь, агар х =  а бўлса
деб олинса, натижада X  U {а} тўпламда узлуксиз /* (х) функция хс- 
сил бўлади.

Масалан, у  =  функция (— оо, 0)U(0, л - оо) да аникланган
X

ва узлуксиз. Маълумки,
sinx !l im ------=  1.

х^О X
Бу муносабатдан фойдаланиб тузилган ушбу

( агар х Ф 0,
/ м =  *

[ 1, агар х =  0 

функция R да узлуксиз бўлади.

3-§. Монотон функциянинг узлуксизлиги 
ва узилиши

Биз юқорида X  тўпламда берилган ихтиёрий / (х) функциянинг 
а £ Х  нуқтадаги лимити учун 4 та ҳолдан бири бўлиши мумкинли
гини кўрдик. Қуйидаги теорема монотон функциялар учун бу хол- 
ларнинг фақат иккитаси бўлиши мумкинлигини кўрсатади.

/ (х) функция X  оралиқда аниқланган бўлсин.
1-те  о р е м  а. Агар / (х) функция X  оралиқда монотон функ

ция булса, у  uiy оралиқнинг исталган нуцтасида ё узлуксиз бў- 
лади, ёки фақат биринчи тур узилишга эга булади.

И с б о т .  f (х) функция X оралиқда ўсувчи бўлсин. X  нинг шун
дай а нуқтасини олайликки, бирор б >  0 учун (а — б, а +  б) с: X  
бўлсин. Шартга кўра V х£{ а  — б, а) учун /  (х) >  / (а) ва у  х£(а>



а +  б) учун / (х) >  /  (а) булади. Демак, / (х) функция (а — б, а) да 
юкоридан, (а, а +  6) да куйидан чегаралангандир. Монотон функ
ция лимити хакидаги теоремага асосан

lim f (x) =  f (a — 0 ) < f  (а), (5.3)
х-*а—О

lim f  (х) — f (а - г  0) >  f (а) (5.4)

булади. Агар f (а — 0) =  f (а) =  f (а +  0) булса, функция а нуктада 
узлуксиз булади. Агар f (а — 0) <  f (а -г 0) булса, шу нуктада функ
ция биринчи тур узилишга эга булади.

Агар а нукта X оралиқнинг четки нуктаси бўлса, юкоридаги ке- 
лишувимизга кура, бу нуктадаги бир томонли лимитнинг мавжуд
лигини кўрсатиш кифоя.

Равшанки, f (х) функция X  оралиада камаювчи бўлган холда хам 
мулоҳазаларимиз худди юқоридагидек булади. Теорема исботланди.

Энди монотон функциянинг узлуксиз булиши хакидаги теоремани 
келтирамиз.

2 - т е о р е м а .  Агар /  (х) функция X  ораликда монотон булиб, 
унинг кийматлари туплами Yf =  {f (х): х £ X} бирор ораликдан 
иборат булса, у холда бу функция X  да узлуксиз булади.

Ис б от .  Аниқлик учун f (х) функция X  да ўсувчи булсин. Фараз 
килайлик, f (х) функция теореманинг шартларини каноатлантирса 
хам, у бирор а £Х  нуктада узлуксиз бўлмасин. У холда 1-теоре
мага кўра у биринчи тур узилишга эга бўлади. Яъни

f (а — 0) <  f (а +  0)
булади (агар а нукта X  ораликнинг четки нуқтаси бўлса, (5.3) ёки
(5.4) тенгсизлик ўринли бўлади). Натижада

х <  а бўлса, f (х) <  / (а — 0)
х >  а бўлса, f (х) >  /  (а +  0)

бўлиб, f (х) функция {f {а — 0), /  (а +  0)) интервалдаги [ (а)  дан 
бошка қийматларни хеч бир х £ Х  да қабул қила олмайди. Бу эса 
f (х) нинг қийматлари тўплами Yf бирор оралиқдан иборат эканли- 
гига зиддир. Демак, функция а нуқтада биринчи тур узилишга эга 
бўла олмайди. Теорема исбот бўлди.

4-§. Узлуксиз функциялар устида 
арифметик амаллар

Энди узлуксиз функцияларнинг йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси 
ва нисбатини узлуксизликка текширамиз.

3-те  о р е м  а. Агар f (х) ва g  (х) функциялар Х с z R  тупламда 
аниқланган булиб, уларнинг ҳар бири а £ Х  нуктада узлуксиз бул
са,

f  ( x ) ± g  (х), f (x)-g (х), (g (x) Ф О, у- x £ X )
e (*)



функциялар ҳам шу нуқтада узлуксиз булади.
Ис б о т .  Бу теореманинг исботи лимитга эга бўлган функциялар 

устида арифметик амаллар ҳақидаги теоремалардан бевосита келиб 
чикади. Масалан, иккита узлуксиз функция кўпайтмаси яна узлук
сиз функция бў л ишини кўрсатайлик. f (х) ва g  (х) функциялар а нуқ- 
тада узлуксиз бўлсин:

Jim /  (х) =  /  (a), lim g  (х) =  g (а).
х-*а х ->а

У ҳолда

lim [f (х)■ g  (х)\ =  lim / (х)■ lim g(x)  =  f (a) ■ g  (a)
x->a x-+a x ->a

бўлиб, ундан f  (x) ■ g  (x) функциянинг a нуқтада узлуксиз бўлиши 
келиб чикади.

3-э с л а т м а .  Иккита функция йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси 
ва нисбати узлуксиз бўлишидан бу функцияларнинг хар бирининг уз
луксиз бўлиши келиб чикавермайди.

М и с о л .  Қуйидаги f (x) =  .v ва

(cos —, агар х Ф 0 бўлса,
*

О, агар х =  0 бўлса

функциялар кўпайтмасидан тузилган 9 (x) =  x-cos—  функция R  да

узлуксиз бўлган холда (x) функция х =  0 нуқтада узлуксиз эмас.
Юқорида келтирилган теорема қўшилувчилар ҳамда кўпайтувчи- 

лар сони ихтиёрий чекли бўлган холда ҳам ўринли бўлишини кўр- 
сатиш қийин эмас.

Энди теореманинг қўлланилишига мисоллар келтирайлик. 
М и с о л л а р .  1. у  =  ахп, а =  const, n £ N  функция R  да уз

луксиз.
Равшанки, f(x) =  х функцяи R да узлуксиз. Агар берилган 

функцияни

у  =  а-хп =  а - х ' х  х
п та

кўринишда ифодалаш мумкинлигини эътиборга олсак, 3-теоремага 
кўра у  =  ахп функциянинг R да узлуксизлиги келиб чикади.

Келтирилган мисол ва 3-теоремадан бутун на каср рационал 
функциялар

Р(х) =  а0хп +  а, хп~ х +  +  ап_,х +  ап,



(а0, а,, , ап; b0, blt , — ўзгармас сонлар, n £ N ,  m £ N )  ўг  
аниқланиш тўпламларида узлуксиз бўлиши келиб чиқади.

2. у  — tgx, у  =  ctgx, у =  secx, у =  cosecх функциялар ўз аниқ- 
ланиш сохаларида узлуксиз. Ҳақиқатан, бу функциялар узлуксиз 
функцияларнинг нисбати орқали ифодаланади.

5- §. Мураккаб функциянинг узлуксизлиги

у =  {(х) функция X  тупламда, z =  ср(у) функция эса V тўплам- 
да аниқланган бўлиб, улар ёрдамида г — ф(/(х)) мураккаб функция 
тузилган бўлсин (4-бобнинг 1-§ ига қаранг).

4-т е о р е м а  Агар у  =  / (х) функция а £ Х  нуктада, г =<р (у) 
функция эса а нуқтага мос келган y a =  f(d) нуқтада узлуксиз 
булса, z =  ф(/(х)) мураккаб функция а нуқтада узлуксиз булада.

Ис б о т .  у =  f (х) функция а £ Х  нуқтада, z =  (у) функция эса 
м°с У а =  !(а) нуқтада узлуксиз булсин. Функция узлуксизлиги таъ
рифига кура - у е > 0  сон учун шундай а > 0  сон топиладики,
I У — У а I <  °  тенгсизлик бажарилса, | ф(^) — ф (уа) I <  е тенгсизлик 
хам бажарилади. Шунингдек, олинган о > 0  сон учун шундай 
6 > 0  сон топиладики, |х  — а [ < 6  тенгсизлик бажарилганда |/(х) —
— f(a) I <  а тенгсизлик ҳам бажарилади. Демак, У  е >  0 сон учун 
шундай 6 > 0  сон топиладики, \х — а | < 6  тенгсизлик бажарилганда

I Ф (/М ) —  ф (/(а)) I <  е

тенгсизлик хам бажарилади. Бу эса г =  ф(/(х)) функциянинг а нуқ- 
тада узлуксиз бўлишини билдиради. Теорема исбот бўлди.

М и с о л л а р .  1. у  =  ах (а >  1) R тўпламда ўсувчи функция. 
Хар бир у >  0 да х — logау  нинг мавжуд бўлишидан берилган 
функциянинг қийматлари у =  {ах: x £ R }  = ( 0, + оо) оралиқни таш
кил эгиши келиб чиқади. Демак, у =  ах функция R да узлуксиз.

2. У =  log^x (а >  1). Бу функция X =  (0, + оо) оралиқда ўсув- 
чи. Унинг қийматлари Y =  {log^x: х£(0,  + o o ) }  =  R  ни тўлдиради, 
чунки ҳар бир y £ R  учун х =  ау мавжуд. Демак, у  =  logax (а >  1) 
функция, (0, +оо) да узлуксиз.

Юқорида келтирилган кўрсаткичли ва логарифмик функциялар
нинг 0 <  а <  1 бўлганда узлуксиз эканлиги ҳам 2- теоремадан ке
либ чиқади.

3. у =  x[L (х >  0) даражали функцияни қарайлик. Бу функцияни

и ** 1о?а х , л 14у =  х = а  (а >  0, а ф  1)

кўринишда ифодалаш мумкин. Агар \i logax функция (0, -f  оо ) да, 
ах функция эса R да узлуксиз эканини эътиборга олсак, у ҳолда 
мураккаб функциянинг узлуксизлиги ҳақидаги теоремага асосланиб 
у  хи функциянинг (0, + оо) оралиқда узлуксиз булишини топа
миз.



6-§.  Лимитларни ҳисоблашда функциянинг узлуксизлнгидан
фойдаланиш

Маълумки, функцияларнинг лимитларини хисоблаш мухим, шу 
билан бирга анчагина машаккатли ишдир.

Функцияларнинг узлуксиз булиши эса, уларнинг лимитини то
пи шда қўл келади.

у — f(x) функция X  с- R тупламда аникланган булиб, а нуқта 
X  нинг лимит нуқтаси булсин. z =  ц>(у) функция эса Y a  R туп
ламда аникланган. Бу функциялар ёрдамида z — ф(/(а')) мураккаб 
функция тузилган булсин.

Агар lim f(x) =  у а мавжуд бўлиб, z =  ф(г/) функция у а нуктада
х-*а

узлуксиз булса, у холда Нгпф (/(*)) мавжуд ва
х—>а
11Шф (/>-)) =  ф((/а)
X—*Q

тенглик ўринли булади.
Ҳақиқатан, х - + а  да f ( x ) - + y a ва ф(//) функция у а нуқтада уз

луксиз, яъни у  —>■ у а да фО/)--*-ф(у«). У ҳолда мураккаб функция
нинг лимити ҳақидаги теоремага асосан х - + а  да Ф (/(*)) функция 
лимитга эга ва

lim <р (f(x)) =  lim ср (у) =  Ф (уа)
х-*а у^уа

тенгликлар ўринли. Бу тенгликлардан узлуксиз функциялар учун 
функция ишораси остида лимитга ўтиш цоидаси келиб чиқади:

lim ф (/(*)) =  ф(Пт f (а)).
X-+Q X-+Q

Хусусан, f ( x ) = x  бўлса,
Птф(л:) =  ф ( Н т х )  =  ф(а).
х-*а х—*-а

М и с о л л а р .  I. Қуйидаги

lim (1 -I- 1лх)х О Ф \i £ R
* - 0

L 7Г<и . I
лимитни хисобланг. Биз буни l im(1 +  |ха)л =  1 iт [(1 +  м*) кури-’

л:—►О \  —►О
нишда ёзиб оламиз. Равшанки, х - + 0  да у =  ^л'-*-0 булади. Бун
дан қуйидагини топамиз:

|_
lim [(1 +  цх)мУ  =  [lim (1 +  y  f  Г  =  е11
А- -»0 У-+0

Шу мисолдан фойдаланиб l im  ̂1 лимитни хам хисоблаш

мумкин. Унда 0 ф х £ Р .  Равшанки, —  £/? да ва п-+ оо да — = у -* 0 .
J п п

Шунинг учун 
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lim / 1 ^  JL) =  Пт [1 +  y f  Г =  Him (1 +  y f  ]A =  /
П  /  //_> 0 y-+ 0

2. Қуйидаги лимитлари и хисобланг.

а) —  =  log,e (биринчи мухим лимит, а >  О, а ^И);
х -*0 -V

б) l i m - ----- ] =  In а (иккинчи м уҳим  лимит, а >  0, а -- 1);
л-*0 V

d) lim  ( 1 —л--------- = а  (учинчи мухим лимит).
Л'-О *

Бу муносабатларни исботлашда логарифмик, кўрсаткичли ва дара
жали функцияларнинг узлуксизлнгидан фойдаланамиз. Дархакнкат,

а) ҳолда
1 i_ 

lim — — =  lim log (1 x)' =  logfl [ iim (1 -f  a)x ] =  \ogrc\
.V *0  X  x —>0 , t - * 0

б) ҳолда эса ах — 1 деб, л '-^ 0  да t -*■ 0 булишини эътибор
га олиб топамиз:

а ' - \  v t 1 1
l im --------■ lim----------------= --------------------TTTi---------=  In a;

л - *o X /_>u logfl| l im(l  -J-/) 1 I logae
1-+о

Нихоят, в) холда (1 +  x)a — 1 — t деб, сўнгра a =  ^  ^ ва x-^0
1п(1+дг)

д а б у л и ш и н и  хисобга олсак,

,. 0-\~х)а — 1l im -------------- =  lim —  =  lim
.V-+0 X X-+Q X л'->0

/ ln(l 4- /) ln(l 4- x)
lll(l - r  /) 1 n( 1 —p Л')

келио чикади.
3. Иккита f(x) ва g(x) [функция fX с: R тупламда аникланган. 

а иуқта X  тупламнинг лимит нуктаси булсин.
Агар

lim f(x) =  b (ft >  0), lim g(x) =  с
x-*a x-*a

лимиглар ўринлн бўлса, ушбу

lim [/(*)]g(v) =  bc
X -H2

лимит хам ўринли бўлади.
Ҳақикатан, [/(A')]g(r) функцияни

[/(.r)j*w = e fi(x)io/(jf)
кўринишда ифодалаб, сўнгра кўрсаткичли хамда логарифмик функ
цияларнинг узлуксизлнгидан фойдаланиб, қуйидагини топамиз:



lim [g(x)-ln f(x)] lim g(x)-ln [l im /  (a)] 
pg[X)inj{X) =  ( ~ ‘ '

x-> a x-+ a=  e'tob =  etn* = b c

Одатда [/(x)]g(1) функция даражали-кўрсаткичли функция деб ата
лади.

Даражали-кўрсаткичли [Дх)]в(х> функция қуйидаги
1) l i m / ( x ) = l ,  l img(x) =  00;

x —va x -> a

2) lim f(x) =  0, lim g(x) =  0;
jc -» a  X —K2

3) lim f(x) =  +  0 0 , limg(jt) - 0
x - * a  x ~ * cl

ҳолларда авЕал қараб ўтганимизга ўхшаш, аниқмасликларни -ифода- 
лайди. х - + а  да [f(x)]g)x) функция 1) ҳолда Iе0, 2) холда 0°, 3) 
ҳолда оо° кўринишдаги аниқмасликлар дейилади.

Мис ол .  Ушбу

lim ( a - b- V (a >  0, b >  0)
x-+0\ 2 /

лимитни ҳисобланг.
I

fax +  bx \ r  . л I*  «j— -— I ифода x - > 0  да 1 кўринишдаги ани^маеликдан иоораг.

Уни очиш учун лимит ишораси остидаги функцияни қулай кўри- 
нишда ёзиб олиб, кейин лимитга ўтамиз:

ton / i + q L l i m  Г «■— ■) +  <*— ■> + Г
х-*+0 \ 2 /  t-v+O L 2

2 . а* -  1+6* -  I

=  lim
х->+0

j (ах -- \)+фх — Оj (aX -  'H-O* - »  j 2х

Мгп -  1+ t>r ■

I lim 
♦+о

J (a* — 1) +  (Ьх — 1)1 “х -  1+ L'x -  1 I * - + °  2*
2

(In rt-J- 1п Ь)
=  е2 =  у ш .

Демак, х - + 0  да берилган функциянинг лимити У  ab га тенг
7-§. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз ушбу параграфда нуқтада хамда оралиеда узлуксиз булган 
функцияларнинг хоссаларини ўрганамиз.

1. Н у қ т а д а  у з л у к с и з  б ў л г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а 
л а р и  ( л о к а л  х о с с а л а р ) .  f(x) функция X  тўпламда аникланган 
бўлсин. X  дан бирор х0 нуқта олиб, бу нук/ганингшу тўпламга те
гишли булган етарли кичик атрофини карайлик.



Фараз килайлик, / (х) функция қаралаётган х0 нуқтада узлуксиз 
бўлсин. Бу холда таърифга кўра lim f(x) =  /(х0) ўринли, яъни f (х)

X - t X q

функция х0 нуктада чекли лимитга эга булади. Чекли лимитга эга 
булган функцияларнинг хоссаларидан (3-бобнинг 4-ига қаралеин) 
фойдаланиб, х0 нуктада узлуксиз булган функцияларнинг хам қуйи- 
даги ■ хоссаларини айта оламиз.

1° Агар f(x) функция х0 нуқтада узлуксиз бўлса, у ҳолда х0 
нуктанинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади.

2° Агар /(х) функция х0 нуқтада узлуксиз ва } ( х ) ф  0 булса, у 
ҳолдй х0 нуктанинг етарли кичик атрофидан олинган барча х нуқта- 
ларда функция кийматларйнинг ишораси f(xQ)нинг ишораси каби бўлади.

1- н а т и ж а .  Агар f (x) функция х0 нуқтада узлуксиз бўлиб, бу 
нуқтанинг етарли кичик атрофидан олинган х нуқталарда унинг 
кийматлари мусбат хам манфий ишорали бўлаверса, функциянинг х0 
нуктадаги киймати нолга тенг бўлади.

З9 Агар f(x) функция х0 нуқтада узлуксиз бўлса, у холда 
Y e >  0 учун х0 нуқтанинг шундай етарли кичик атрофи топилади
ки, бу атрофдан олинган ихтиёрий х ,  х'  нуқталар учун | f { x )  —
— f(x") I <  е бўлади.

Ҳақи^атан, f(x) функция х0 нуқтада узлуксиз бўлганлигидан
Y e >  0 сон олинганда хам, га кўра шундай б >  0 сон топила

дики,, I х — х01 <  б тенгсизликни қаноатлантирадиган барча х лар 
учун I f(x) — f(x0) I <  тенгсизлик бажарилади. х0 нуқтанинг етар

ли кичик атрофидан олинган х \  х” нуқталар учун хам

I/(*' ) — / W I  <  Y ’

тенгсизликлар ўринли бўлиб, ундан \ f(x')  — /(*") | < е  тенгсизлик 
келиб чиқади.

Функциянинг нуқта атрофидаги хоссалари унинг локал хоссала
ри дейилади.

1. С е г м е н т д а  у з л у к с и з  б ў л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  
х о с с а л а р и  ( г л о б а л  х о с с а л а р ) .  Энди X  тўплам сифатида 
[а, b] сегментни, яъни

X  =  {х: х £ R, а ^  х < 6 }  =
=  [а, Ь]

тўпламни олиб, бу тўпламда 
аниқланган ва узлуксиз бўл- 
ган и функцияларнинг хоссала
рини ўрганамиз.

5- т е о р е м а. ( Б о л ь ц а 
н о — К о ш и н и н г  б и р и н ч и  
т е о р е м а с и ) .  Агар f(x) функ- 
ция [а, Ь] сегментда аниклан
ган еа узлуксиз булиб сег- 38- чизма.



ментнинг четки нуқталарида ҳар хил ишорали қийматларга эга 
булса, у холда шундай c ( a < c ^ ' b )  нуқта топиладики, у  нукла
да функция нолга айланади: f(c) =  0.

Бу теорема геометрик нуктаи назардан, узлуксиз эгри чизик; ОХ 
укининг бир томонидан иккинчи томонига ўтишда уни албатта ке- 
зиб ўтишини ифодалайди (38- чизма).

И с б о т .  f(x) функция ёпиқ (а, 6] орали^да узлуксиз булиб, 
f(а) <  0, f(b) >  0 булсин, (/(я) >  0, f(b) <  0 булган хол ҳам шунга

G 1 Ь ^ўхшаш қаралиши мумкин.). [о, 6] сегментнинг-—  нуктасини олиб, 

бу нуктада f(x) функциянинг қийматини қараймиз. Агар  ̂ - j = 0
Q I ^булса, с =  — деб олиниб, унда f(c) =  0 ва демак, теорема исбот

2
~  ^  Г „  , A i r a j  ( ,

, Ь\ сег-этилган булади. Агар J ^  0 булса, 0

ментлардан четки нуқталарида f(x) функция турли ишорали қиймат- 
га эга бўладиганини олиб, уни [av  орқали белгилаймиз. Демак, 
/(а,) <  0, / ( 6 j ) > 0  бўлиб, [a^by\ сегментнинг узунлиги эса bk—aL =
=  булади. Сўнг by] сегментнинг -~L ~ нуқтасини олиб,

бу нуқтада f(x) нинг қийматини қараймиз. Агар f I -  — ) =  0 бўл-
_l \ 2

са, 6' — - 1— -  деб олиниб, укда f(c) =  0 ва бу холда теорема исбот

булади. Агар /  j j ^  0 бўлса, jaA, —^ 1-j, ^ij сегдат-

лардан четки нуқталарида f(x) функция турли ишорали қийматга 
эга бўладиганини олиб, уни [д2, деймиз. Бу ҳолда /(я 2)< 0 ; f(b2) > 0
ва [а2, b2] сегментнинг узунлиги Ь2 — а2 =  бўлади. Бу жараён-

ни давом эттираверамиз. Натижада ё чекли сондаги қадамдан кейин 
сегментларнинг ўрталарини ифодаловчи нукта сифатида шундай с 
нуктага келамизки, у нуқтада функция нолга айланади, демак тео
рема исбот булади, ёки жараён чексиз давом этиб, ичма-ич жой
лашган

ta,, 6,]. [а2, 6.,], [ап, 6 J ,

сегментлар кетма-кетлиги хосил бўлади. Бу кетма- кетликнинг уму
мий ҳади |a„, Ьп\ да f(a„) < 0 , /(&,) > 0  бўлиб, [агГ bn] нинг узун

лиги Ьп— ап =  Ь- ~  0 (п -► оода) бўлади.

Ичма-ич жойлашган сегментлар принципига асосан шундай с 
нукта мавжудки (З-боб, 8-§).

lima,, — l i mbrl =  с (с£(а,  Ь)).

f(x) функциянинг [а, Ь\ да узлуксиз бўлишидан фойдаланиб, то
памиз:



fl„ — С- => Цап) /(d) ва /(ft,,) <  0 =* f(c) -<: 0 ,

(b.) -> /к) ва [(b)  >  0 =^/(r) >  0 .

Кейинги тенгсизликларда)I эса /(VJ“ 0 булиши келиб чикади. Теорема 
исбот бўлди.

Исбот этилган теорема кўпгина татбикларга эга, жумладан у 
айрим тенгламалар ечимининг мавжудлигини курсатиш ва уларни 
такриоии ечиш имконини беради. Масалан,

sin а: — х - г  1 “  0 (5.5)
тенгламани карайлик. Равшанки, f(x) =  sin х — х -f 1 R да узлуксиз. 
Жумладан, бу функция [0, л] сегментда хам узлуксиз булиб, сег
ментнинг четки нуқталарида: /(0) =  1 >  0 , /(л) — — л -7- I <  0 .

5- теоремага асосан )(х) функция [0, л) оралиқнинг хеч бўлма- 
ганда битта нуқтасида нолга айланади, яъни берилган (5.5) тенгла
манинг [0 , л] ораликда ечими мавжуд. [0 , л] сегментни

~ - , л |  сегментларга ажратиб, ,

ва

нинг четки нукталарида

’ [■
i j  — 2 ----- j -  > 0 , /(л) <  0 булишини топамиз. Демак, (5.5)

тенгламанинг ечими л | ораликда ётади. Бу жараённи давом

эттиравериш натижасида sinx — х -f 1 =  0 тенгламанинг такриоии 
ечими керакли аникликда топилиши мумкин.

6- т е о р е м  а ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  и к к и н ч и  т е о р е -  
м ахи). Агар f(x) функция [а , Ь] сегментда аниқланган ва узлуксиз 
булибу унинг четки нукталарида f(a) =  Ay f(b) =  B қийматларга 
эга ва А Ф В бўлсач А ва В орасида ҳар қандай С сон олинганда 
ҳам а билан Ь орасида шундай с нукта топиладики,

№  =  с
булади.

И с б о т .  Аншулик учун А < В  булсин, ихтиёрий С£ ( Ау В)  олай
лик. Ёрдамчи ф(х) =  / (х ) — С функция тузамиз. Равшанки, бу функ
ция сегментда узлуксиз вабу сегментнинг четки нукталарида ф(д) =  
=  А — С <  0, ф{Ь) =  В — С >  0 кийматларни кабул килади. У 
холда Больцано — Кошининг биринчи георемасига кура а билан b 
орасида шундай с нуқта топиладики, ф(г) =  0, яъни f{c) — С була
ди. Бу эса теоремани исботлайди.

2- н а т и ж а .  Агар /(х) функция бирор X ораликда (ёпиқ ёки 
очиқ, чекли ёки чексиз) аниқланган ва узлуксиз булса, у холда 
функциянинг барча қийматлари туплами бирор У оралнкдан иборат 
булади.

И с б о т .  Y = { /(х ): х £ Х }  тупламнинг аниқ қуйи чегараси т , 
аниқ юқори чегараси М булсин:

т =  inf У у М  =  sup У
МХ л( X



Бунда т ва М  лар чекли сон ёки оо булиши мумкин. Аниқ чегара- 
ларнинг таърифига биноан, у - х ^ Х  учун т < / ( х ) < Л 1  булади. Эн
ди f(x) функция қийматлари туплами (m, М) интервални ташкил 
этишини кўрсатамиз. Бу интервалда ихтиёрий С сонни олайлик: 
т <  С <  М.  У холда шундай Л ва В сонлар топиладики,

т <  Л <  С <  В <  М
булади. Бу Л ва В сонларни A =  f(a)y В =  f(b) деб қараш мумкин 
( a £ X f Ь£Х).  Исботланган теоремага асосан а билан b орасида 
шундай с сон мавжудки, f(c) =  С булади. Олинган С сон (m, М)  
интервалдаги ихтиёрий сон бўлганидан, бу интервалдаги барча қий- 
матларни f(x) функция қабул қилиши келиб чиқади.

7-теорем а. (Вейерштрасснинг биринчи теорем ас и). 
Агар f(x) функция [а, Ь] сегментда анщланган еа узлуксиз бўлса, 
функция шу сегментда чегараланган булади.

Исбот.  Тескарисини фараз қилайлик, яъни [а, 6] да узлуксиз 
бўлган f{x) функция унда чегараланмаган бўлсин. У ҳолда [а,Ь\  да 
шундай хп нуқта топиладики, шу нуқта учун \f(xn) \ >  п(п =  1, 2,
3, .) тенгсизлик ўринли бўлади. {хп} кетма-кетликдан Больца
но — Вейерштрасс леммасига асосан яқинлашувчи қисмий {xnfe} кет
ма-кетлик ажратиш мумкин: х xQ\ х0 £ [а, Ь]. Энди f(x) функция 
[а, Ь] да узлуксиз бўлганидан /(*/lfe) / (х0) бўлади. Бу эса \f(xn) \ >
> я, яъни /(*„).-*- 00 деб қилган фаразимизга зиддир. Демак, функ
ция [а, Ь] да чегараланган. Теорема исбот бўлди.

4-эслатма.  Келтирилгин теорема шартидаги оралиқнинг сег
мент бўлиши муҳимдир. Бу шарт бажарилмаса, теорема ўринли
бўлмасдан қолиши мумкин. Масалан, f ( x ) =  — функция (0, 1) ора
ликда аниқланган ва узлуксиз бўлса хам, у шу оралиқда чегара
ланмаган.

5-эслатма. Функциянинг бирор оралиқда чегараланган бўлиши- 
дан, унинг шу оралиқда узлуксиз бўлиши хар доим хам келиб 
чиқавермайди. Масалан, Дирихле фунцияси /(*) чегараланган бўлса 
ҳам у узлуксиз эмас.

8-теорема (Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси).  
Агар /(х) функция [ау Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз. булса, 
функция шу сегментда узининг анщ  юкрри ҳамда аниқ қуйи че- 
гараларига эришади, яъни [а, Ь\ да шундай хх ва х2 нукталар 
топиладики,

/(*,)= sup { / (х) }, f(x2) =  inf { / (х)}
хь{а ,  Ь\ * € [ а ,  Ь]

тенгликлар урин ли булади.
Исбот. Вейерштрасснинг биринчи теоремасига кура Дх) функция 

[а, Ь] да чегараланган. Модомики, { / (х): х£ [а, 6]} туплам- чегара- 
ланган экан, унда бу тўпламнинг аниқ юқори хамда аниқ қуйи 
чегаралари мавжуд. Биз уларни



sup { f ( x)} =  M,  inf { f(x)} = m
A '^la. b\ X‘ {a, b]

оркали белгилайлик.
Энди [a, b) сегментда f (л*) функция M  ва т қийматларни қабул 

қиладиган нуқталар мавжудлигини кўрсатамиз. Тескарисини фараз 
қилайлик, яъни fix) функция [а, b\ сегментда ўзиничг аниқ юқори 
чегараси М  га эришмасин. У холда у-х£[а,Ь]  лар учун f ( x ) < M  
тенгсизлик ўринли бўлади. Қуйидаги

функцияни қарайлик. Равшанки, бу функция [а, Ь] сегментда аниқ- 
ланган ва узлуксиз. Вейерштрасснинг биринчи теоремасига кўра <р(х) 
функция [а, Ь] да чегараланган. Демак, *ўх€[а,Ь]  лаР УЧУН ушбу

ф(х) =  --------- <  a (a =  const, а  >  0)М — I (х)
тенгсизлик ўринли. Бундан

f(x) <  М ---- --a
бўлиши келиб чикади. Бу эса М =  sup { f(x) } эканига зид. Де
мак, f{x) функция [а, Ь\ сегментда ўзининг аниқ юкори чегарасига 
эришади, яъни [а, Ь] да шундай хх нуқта мавжудки,

{(хл) =  sup { f i x ) }xe[a, b]
булади. Худди шунга ўхшаш f(x) функция [а, b] сегментда ўзининг 
аниқ қуйи чегарасига эришиши кўрсатилади. Теорема исбот бўлди.

6-эслатма. Агар f(x) функция очиқ (а, b) оралиқда (интервал- 
да) аникланган ва узлуксиз бўлса, функция шу ораликда ўзининг 
аниқ чегараларига эришмаслиги мумкин. Масалан, f(x) =  x2 функция 
(0, 1) интервалда узлуксиз. Бу функция учун sup х2 =  К inf х2 =  0 
бўлади. Аммо функция ўзининг sup ва inf қийматларига (0, 1) ин
тервалда эришмайди.

Одатда функциянинг бирор оралиқдаги хоссалари унинг глобал 
хоссалари деб аталади.

9-теорема (тескари функциянинг мавжудлиги).  
Агар f(x) функция X  оралиқда аниқланган, узлуксиз ва қатъий 
усувчи (қатъий камаювчи) булса, бу функция қийматларидан 
иборат Y ~ { f ( х): х£Х} оралиқда тескари / _1(#) функция мав
жуд булиб, у узлуксиз ва катъий усувчи (цатъий камаювчи) 
булади.

Исбот. f(x) функция X  оралиада узлуксиз бўлгани учун унинг 
қийматлари Y оралиқни туташ тўлдиради. Демак, ҳар бир y 0^ Y  
учун X  да шунцай х0 топиладики, /(х0) =  у0 бўлади. Бундай y ^ Y  
га мос келадиган xQ нуқта X  да ягона бўлади. Ҳақиқатан ҳам, агар 
X ораликда х0 дан катта ёки кичик бўлган х нуқта олинадиган 
бўлса, f(x) функция ўсувчи бўлгани учун f(x') =  у' хам у0 дан кат
та ёки кичик бўлади. Шундай қилиб Y  оралиқдан олинган ҳар бир



sup { f ( x )} =  M, inf { /(x)} =  m
A t l a .  b J * s [ a ,  b]

орқали белгилайлик.
Энди Ia, b] сегментда f (.x) функция M  ва m қийматларни қабул 

қиладиган нуқталар мавжудлигини кўрсатамиз. Тескарисини фараз 
қилайлик, яъни fix) функция [a, b] сегментда ўзиничг аниқ юқори 
чегараси Al га эришмасин. У холда V x£[a,b\  лар учун f ( x ) < M  
тенгсизлик ўринли бўлади. Қуйидаги

функцияни қарайлик. Равшанки, бу функция [а, Ь] сегментда аниқ- 
ланган ва узлуксиз. Вейерштрасснинг биринчи теоремасига кўра ф(х) 
функция [а, Ь\ да чегараланган. Демак, Ь] лар учун ушбу

ф(х) =  --------- <  a (a = const, a >  0)
M — f (x)

тенгсизлик ўринли. Бундан
fix) <  M ---- —a

бўлиши келиб чикади. Бу эса М  =  sup { f { x ) } экани га зид. Де
мак, f i x)  функция [ауЬ\ сегментда ўзининг аник; юкори чегарасига 
эришади, яъни [а, Ь] да шундай х1 нуқта мавжудки,

fW = sup {/(*)}
хе[а. Ь]

бўлади. Худди шунга ўхшаш f ix)  функция [я, Ь] сегментда ўзининг 
аниқ қуйи чегарасига эришиши кўрсатилади. Теорема исбот бўлди.

6-эслатма.  Агар f(x)  функция очиқ (a, 6) оралиқда (интервал- 
да) аниқланган ва узлуксиз булса, функция шу оралиқда ўзининг 
аниқ чегараларига эришмаслиги мумкин. Масалан, f i x ) ~ x 2 функция 
(0, 1) интервалда узлуксиз. Бу функция учун sup х2 =  1, inf х2 =  0 
бўладн. Аммо функция ўзининг sup ва inf қийматларига (0, 1) ин
тервалда эришмайди.

Одатда функциянинг бирор оралиқдаги хоссалари унинг глобал 
хоссалари деб аталади.

9-теорема (тескари функциянинг мавжудлиги).  
Агар f{x) функция X  оралиқда аниқланган, узлуксиз ва қатъий 
усувчи (катъий камаювчи) булса, бу функция қийматларидан 
иборат У =  { f { x ): х £ Х }  оралщда тескари / _1(#) функция мав
жуд булиб, у узлуксиз ва катъий усувчи (цатъий камаювчи) 
булади.

Исбот. f i x)  функция X  оралиқда узлуксиз бўлгани учун унинг 
қийматлари У оралиқни туташ тўлдиради. Демак, ҳар бир у0 £ У 
учун X  да шунцай х0 топиладики, /(х0) =  у0 бўлади. Бундай у0£У 
га мос келадиган xQ нуқта X  да ягона бўлади. Ҳақиқатан ҳам, агар 
X  ораликда х0 дан катта ёки кичик бўлган х нуқта олинадиган 
бўлса, fix) функция ўсувчи бўлгани учун f i x)  =  у'  хам у0 дан кат
та ёки кичик бўлади. Шундай қилиб У оралиқдан олинган ҳар бир



у  га X  да унга мос келадиган ягона шундай х топиладики 
/(•*) У булади. Демак, Y ораликда тескари х ^ f  4y) функция 
мавжуд. Энди x ~ f l (y) функциянинг Y да катъий усувчи були
шини, яъни y x^ Y , tj2£ Y , ;/j < у 2 бўлганда хх < х2 тенгсизлик \рин- 
ли (д'г =  (~ 1(У\), х2 =  f“ Ч//2)) булишини кўрсатамиз. Тескарисини 
фараз килайлик: у х <  у2 бўлгаида хл > х2 бўлсин. У холда у -= ]'(х) 
функция X  да катъий ўсувчилигидан f(xx) > /(дг2), яъни /д > у 2 бу
лади. Бу эса у х < у2 деб олинишига зиддир. Демак, x = f  1(у) функ
ция Y да катъий ўсувчи.

Нихоят, монотон функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага 
кўра, х = f ~ l (у) функция Y ораликда узлуксиз бўлади.

У -= f(x) функция X  да камаювчи бўлганда хам теорема кжсри- 
дагидек исботланади. Теорема исбот бўлди.

8-§. Функциянинг текис узлуксизлиги. Кантор теоремаси

y =  f(x) функция X  тўпламда аникланган бўлиб, xQ£ X  нуктада 
узлуксиз бўлсин. Функция узлуксизлиги таърифига кўра, у е > 0  сон 
учун шундай 60 > О сон топиладики, \х — тенгсизлик ўрин-
ли бўлишдан \ f(x) — f(x0) \ c z  тенгсизликнинг хам ўринли бўлиши 
келиб чиқади. Бу таърифдаги б0 >  0 сон аввал таъкидлаб ўтганимиз- 
дек е га боғлиқ: 60 =  в0(е). Энди f(x) функция X  нинг хл (хг =*= х0) 
нуқтасида хам узлуксиз бўлсин. Яна таърифга кўра, Y e > О сон 
учун шундай ^ > 0  сон топиладики, \х — х1\ с 6 1 дан | /(*) — -tm <  е келиб чиқади.

f(x) функциянинг х =  х0, х =  хг нукталарда узлуксизлиги таъри
фидаги е >  О сон бир хил булган холда хам унга мос келадиган 
60 ва 6 , сонлар, умуман, турлича булади, яъни функция бир иечта 
нуқталарда узлуксиз бўлганда, узлуксизлик таърифидаги 6 >  0  сон 
фақат к >  0  гагина боглиқ бўлмасдан, каралаётган нуктага хам 
боғлиқ бўлади. Шуни хам айтиш керакки, агар б — min (б0, б,) деб 
олинса, бу б >  0  сон х0 ва xt нуқталарга баравар ярайверади, чунки 
j x — лг0| <  б дан Iлг — х0 | < б 0 ва U — xt | <  б дан |де — .г,, j <  
келиб чикади. Мисоллар карайлик:

1 ) Кх) =  х2 функция [0 , 1 ] сегментда узлуксиз, жумладан 
а€Ю, I] _нуктада узлуксиздир. Таърифга кўра, V е >  О сон УЧУН 
б = У а 2 +  е — а деб олинса, | х — а | <  б бўлганда

I f(x) — f (а) I =  I хг — а2 1 =  I х — а 11 х — а +  2а | <  б (б +  2а) =
=  (Уа2 -fe — а)2+  { \ ,га2+  е — а)-2а =  г

бўлади. Демак, й - |  в2 -е.— а булиб, е >  0 билан бирга кара
лаётган а £ [0 , 1 ] нуктага хам боглиқ экан. Бирок,

б =  min б =  miniУ а г+ е  — а) =  min е ----= -------е. ——■
ас[а, I] а€[0. 1] flf[0,l] у Д2 Ч~ £ 1 ""Ь у 1 *1“ е

деб олинса, |.v — а |< б  дан \х — а \ <  б келиб чиқади. Шу сабабли 
бу б > 0  сон |0 , 1 | сегментнинг барча нуқталэрига тўғри келади.



Шундай килиб, f (х) х2 функция (О, 1] сегментнинг нукталари
да узлуксиз булиши таърифидаги б > 0  сон е > 0  сон билан 
бирга каралаётган нукталарга боглик булса хам, шундай 6 0 то
пиладики, у [0, 1) сегментнинг барча ну ̂ талари га ярайди, бошкача 
қилнб айтганда, шу 6 > 0 сон фа кат е гагина боғлиқ бўлиб, кара
лаётган нукталарга боғлиқ эмас.

2) j (х) — фхнкция (0, 1] ораликда узлуксиз, жумладан
х

а £ (0. 1| нуктада узлуксиздир. Таърифга кура, -у е > 0 сон учун
6 — деб олинса, 1Д' — а 1 <  6 б\ л ганда ( ав

—/(0)1 Ь'(1~
QE

булади. Демак, 6 нинг танланиши е >  0 билан бирга а£(О, 1J нуқ- 
таг,: боглик. Бирок, бу холда 6 иинг а £ (0, 1) бўйича минимуми

6 - min б =  min — ^ ~  0 .
а £ (0. 1J а £ ( 0. IJ I at

Бу эса f (х) — фх нкция (0 ,1) оралйқнинг нукталарида узлуксиз

булиши таърифидаги б >  0 сон е >  0 сон билан бирга қаралаётган 
нукталарга боглик ва (0 , 11 ораликнинг барча нуқталарига ярай- 
дигаи б > 0 сон мавжуд эмаслигини кўрсатади.

8-таъриф. Агар уе>0 сон учун шундай 6 > 0  сон топилса
ки, Л тупламнинг \ х ’ — х ” j <  б тенгсизликни каноатлантирувчи их- 
тиёрий х ва х" (х £ X, х" £ Х ) нукталарида

1 / С О  — f t O l  < е
тенгсизлик бажарилса, /(л) функция X тупламда текис узлуксиз 
деб аталади.

f(x) функциянинг текис узлуксизлик таърифидаги 6 > 0  сон 
е> 0  сонгагина боғлиқ бўлиб, каралаётган нуцталарга боғлиқ эмас.

f(x) функция X тупламда текис узлуксиз булса, у шу туплам
да узлуксиз булишини исботлаш кийин эмас.

Мисоллар. 1. Ушбу

/(*)--=» X
функциянинг X — {1, 2) сегментда текис узлуксизлигини кўрсатинг.
Y е > 0 учун 6 > 0  сонни 6 —Зе деб олсак, у холда у /  £[1, 2),
V х" £ (1, 2] лар учун \х" —х | <  б тенгсизлик бажарилганда

I p T ' - V ?  I =  з Ч  <  K z i f J  <  i  ^  е
| /  х 2 -|~  ̂ л* х -р 1 х - 3 3

булади. Демак, у =  у  х функция (1, 2) ораликда текис узлуксиз.
2 . Қуйидаги



/  (х) =  sin —*
функция X =  (О, 1) интервалда текис узлуксиз эмас. Ҳақиқатан хам, 
е > 0  сонни, масалан, £ =  ~  деб олиб, х х" £ (0, 1) ну^талар сифа

тида
X' =  — , X"  =  - -  -■ (п £ N ) лар

пп [ 2 п ~ \ ) п

қаралса, у холда |х " —х | айирма учун
1

пл (2 rz-f-1)
ни топамиз. Энди б ни (/г ни катта қилиб олиш хисобига) хар қан- 
ча кичик қилиб олиш мумкин бўлса ҳам

I f(x") — f(x) ( =  [ sin -2- - j - -  — sin tin I =  1 >  e =  ^

бўлади. Демак, берилган функция (0, 1) да текис узлуксиз эмас.
Бу мисолдан функциянинг бирор ораликда узлуксиз бўлишидан 

унинг шу оралиқда текис узлуксиз бўлиши келиб чикавермаслиги 
кўринади. Аммо куйидаги теорема ўринли.

10-т е о р е м а  ( Ка нт о р  т е о р е м  ас и). Агар / (х) функция [а, Ь] 
сегментда аниқланган ва узлуксиз булса, функция шу сегментда 
текис узлуксиз булади.

Ис бот .  f(x) функция [а, b] сегментда узлуксиз бўлсин. Фараз 
килайлик, функция шу сегментда текис узлуксиз бўлмасин. Демак, 
бу холда,бирор е > 0  сон ва ихтиёрий кичик 6 > 0  сон учун Iа, Ь] 
сегментда шундай х ва х" ьуқталар топиладики, \х"—х | <  6 
тенгсизлик бажарилса хам

\f(x") — f(x')\ > г
тенгсизлик ўринли бўлади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма- кетлигини {6 }̂: б1э б2, 
олайлик (6гг —*■ 0, бп >  0, п — 1, 2, 3, ). Фарази- 

мизга кўра, юкоридаги е > 0  сон ва ихтиёрий 8п^>0(п— 1, 2, .) 
сон учун [iа, Ь] сегментда шундай хп ва хп (п =  1, 2, 3, .) нукта- 
лар топиладики, улар учун қуйидаги муносабатлар ўринли бўлади:.

I Xj Xj I <C[ 6j => I f (Xj) f (Xj) I ^  6,
l < — ̂ 1 <  62=H f(x"2) — / ( x ' ) | >8 ,

К  “  I <  fiii I >  б’

(x"} кетма-кетлик чегараланган. Бу кетма-кетликдан Больцано— 
Вейерштрасс леммасига кўра (3-бобдаги 3-леммага қаранг) чекли 
сонга интилувчи қисмий \х"п̂  кетма-кетлик ажратиш мумкин:



xnk^ x0 ва [а, ъ\.
У холда

К —< 1 < бп- б -  о
бўлганидан |x(’fe} кетма-кетлик ҳам х0 га интилади: х^ —<-xQ. f(x) 
функциянинг [а, Ь] да узлуксиз бўлишидан:

f(xnk) -^ f (xo)>

(*<>)•
Улардач эса

келиб чикади. Бу эса у  п £ N учун | /(*") — / (х',) | >  е дейилган 
юқоридаги тасдиққа зид. Бу зиддият теоремани исботлайди.

}(х) функция X тўпламда аниқланган бўлсин.
9-таъриф . Қуйидаги

sup {f(x)> — inf {f(x)\
x ^ X  x £ X

айирма f{x) функциянинг X тўпламдаги тебраниши деб айтилади 
ва со оркали белгиланади:

со =  си (/: X) =  sup {/ (х)} — inf {f (jc)}.
х £  X  х ( 1 Х

f (x) функциянинг X тўпламдаги тебраниши қуйидаги 
со =  sup \ \f(x”) — f(x')\}

X' ,  X" g  X

кўринишда хам таърифланиши мумкин.
Кантор теоремасидан муҳим натижа келиб чиқади.
3- натижа.  Агар f{x) функция [а, Ь] сегментда аниқланган ва 

узлуксиз бўлса, у холда Y е > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон то
пиладики, [а, Ь] сегментни узунликлари б дан кичик бўлакларга 
ажратилганда, хар бир бўлакдаги функциянинг тебраниши е дан ки
чик бўлади.

Исбот .  f(x) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз бўлсин. Кантор 
теоремасига кўра бу функция [а, Ь] да текис узлуксиз бўлади.

Текис узлуксизлик таърифига кўра V £ > 0  учун шундай б > 0  
топиладики, \х — х” | <  б шартни қаноатлантирувчи ихтиёрий 
х G [а, 6], х" £ [а, Ь] лар учун \ f {x)— f(x") \ < е  бўлади. Энди 
шу б ни олиб, [а, b] сегментни диаметри б бўлгак ихтиёрай Р — 
=  {а'0, х{1 , хп} бўлаклашни оламиз. У  холда, равшанки,
Y х' 6 [xk, хш ], Y х" 6 [xk, xk+{] нуқталар учун \х" — х' 1 <  б ва, 
демак, I f(x") — f (х) | < е  бўлади. Бундан, ғхтиёрий бўлакча 
lxk, Xk+l] учун

(О =  SUp I / (х) — f(x") I < 8
X ', х щ £  [**  , x kJ_ {]



Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги С^лан 
боглик, булган, шунингдек, функцияларни синфлаш имконини бера- 
диган тушунча— функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси би
лан таншпамиз.

f (х) функция X тупламда аникланган ва узлуксиз бўлсии. Y 6 >  
> 0  сон олиб. Л тупламнинг \х"—х < 6  тенгсизликни канозтлан- 
тирувчи .v' ва л'" нукталарида ушбу

1/СО  — /  ( v ) ! (5 6)
айнрманм карайлик.

10-таъриф.  (5.6) айнрманинг аник юкори чегараси
sup { \ l ( x " ) - f ( x ’)\},  (бунда х'вх,  х" £Х,  \х" — х '| <  6)

функциянинг Л' тупламдаги узлуксизлик модули деб аталади ва
о) (б) ёки о)(/; 6) каби белгиланади:

(0 (6) -  (0 (/; 6) ^  sup {I f(x") — f (x ' ) \ l  х' £ X, х" £ X.
I х''—x' I о

Бу таърифдан функциянинг со (6) узлуксизлик модули б ( б > 0 )  пинг 
манфий булмаган функцияси экани куринади.

Энди узлуксизлик модулининг баъзи бир хоссаларини келтира
миз.

1° Функциянинг узлуксизлик модул! (0(6) ўзгарувчи б нинг 
усувчи функцияси булади.

Ҳақиқатан хам, 6t >  0, б2 >  0 ва б, >  б2 булсин. У холда ушбу
Л  =  { * ' € * ,  х” $ Х : \ х ' - х ' \ < 6 1},
Ао = {х £ X, х" £ X : I х" — х | <  б2}

тупламлар учун А2 с= Ах булиб, ундан sup {! /  (;<") — /  (х') | } <
<  sup { I / (х ') — f (х') I} булади, демак,

Ау
С0(б2) <СО(б,).

Шундай килиб, >  б2 тенгсизлик бажарилганда со (6t) >  со (б?) 
тенгсизлик хам бажарилади. Демак, со (б) усувчи функция.

2° Функциянинг узлуксизлик модули учун ушбу
со (А,б) ^  (1 -г X) со (б) (5-7)

муносабат ўринли, бунда А,— мусбат сон.
а) n£N  булсин. Бу ҳолда (5.7) тенгсизлик ушбу

со (пЬ) <  псо (6) (5.8)
кўринишга эга булишини кўрсатамиз.

Фараз килайлик, бирор [.*, у] сегмент берилган булиб, \х — у | <
<  пЬ булсин. Бу сегментни а. =  л' -г- — {у — x)(i =  0, 1, 2, , п)
нуқталар ёрдамида п та тенг кисмга ажратамиз. У ҳолда бу U, у] 
сегментда аникланган ((х) функция учун



f ly)  — / (x) 1/ («i) — f  (a0)l +  U(a i) — / («1)] +  
+  -r If (<*„) — f  («0 =  -v- =  У)

бўлади.
Иккинчи томондан, | a (+1— a ( | < 6 ( /  = 0 ,  1, 2, n) бўлиб,

ва
I/(г/) — / M l  <лсо(б)

булади. Демак, sup | f (у) — f (х) | <  лгсо (б) булиб, ундан
си (/г • б) <  п • о (б)

булиши келиб чиқади.
б) X— ихтиёрий мусбат сон бўлсин. Бу холда (5.6) тенгсизлик

ни исботлаймиз.
X соннинг бутун қисмини п орқали белгиласак, X учун п <  Х<

< п +  1 тенгсизлик ўринли бўлади.
Узлуксизлик модули со (б) ўсувчи функция бўлганидан ҳамда

а) холни эътиборга олиб, қуйидаги
со(А6)<со[(п+ 1) б] < ( /г +  1)со(б)<(1 +  А)со(б)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин.
Мис о лла р .  1. Ушбу f(x)=ax + b(a, b =  const) функциянинг 

X =  [а, Р] сегментдаги узлуксизлик модулини топинг.
Узлуксизлик модули таърифига кўра х £ X, х" £ X ва | х ' —

— х " | < 6  бўлганда топамиз:
со (б) =  sup |(ax' +  Ь) — (a 6 " + b ) |= s u p  |a ( x '— л:") | =  | а | * б.

(*'—х’|<6
Демак, f(x) =  ах 4- Ъ функциянинг X =  [a, Р] сегментдаги узлук

сизлик модули со(6) ^| а |  б булади.
2. f(x) =  x2 +  1 функциянинг X [0, 1] сегментдаги узлуксиз

лик модулини топинг.
Л =  [0, 1] тўпламда ихтиёрий х нукта олиб, х" нуқтани эса 

х" =  х — б деб қарайлик (0 <  б <  1). У ҳолда 26 — б2 >  0 экани
ни эътиборга олиб ёзамиз:

! /  (*') -  f (х‘') [ =  I (х'2 +  1) -  (х"2 +  1) I =  I 2*' 6 — 621 <  26 — 62.
Шунинг учун

<o(6)=sup J f (x ' )  — f ( * " ) l < 2 6  — б2
\ х ' —х  I-с.о

бўлади.
A m m o  x  =  1, x" =  1 — 6 нуқталар учун | х '  — x "  | == б ва
I f(x’) - f { x f) I == I (x'2 +  1) -  (x"2 +  1) I =  I 26 -  621 =  26 -  62

бўлгани сабабли co(6) =  26 — 62 бўлади.
Энди f(x) функциянинг текис узлуксизлиги билан унинг узлук

сизлик модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани кел
тирамиз.



11 - т е о р е м a. f (х) функция X тупламда текис узлуксиз бу
лиши учун Иш со (6) =  0 лимит ўринли булиши зарур ва етарли. 

в—>-f»0
Исбот .  З а р у р л и г и .  f(x) функция X тупламда текис узлук

сиз булсин. Таърифга кура у е > 0  олинганда ҳам ^  сон учун 

шундай бе >  0 сон топиладики, у  х £ X, у  х" £ X нуқталарда

! х' — х" I <  ьг лан I / (*') — / (jc”) I <  I

келиЗ чикади. У ҳолда 0 <  б <  6fc тенгсизликларни каноатланти
рувчи ихтиёрий б учун

Slip A \ f ( x ’) — f (x " ) \ }<  sup { \ f (x ’) - f ( x " ) \ } < ? - C . E

булиб, ундан го(б)<е,  яъни lim со (6)^=0 келиб чиқади.
6->-f0

Ет а р л и  л иг и. Ушбу lim со (6) =  0 лимит ўринли бўлсин. Де-
6-+̂ -0

мак, б->  +  0 да
со(б)= sup { |/(*') — f(jc")|}-*-0.

\ х ' — ЛГ"| с  О

У ҳолда у  jc' f  X, у  х" £ X лар учун
\х' — * " | < б <  бе дан \f(x') — f(x”) |< е

келиб чикади. Бу эса f(x) функция X тўпламда текис узлуксиз бу
лишини билдиради. Теорема исбот бўлди

Функцияларнинг узлуксизлик модулларига караб уларни синф- 
ларга ажратиш мумкин.

1) Узлуксизлик модули ушбу

со( б) <Мба
(бунда М =  const, 0 < а < 1 )  муносабатларни қаноатлэнтирувчи 
функциялар тўплами а тартибли Липшиц синфи деб аталади ва 
Lip^a каби белгиланади.

2) Узлуксизлик модули қуйидаги

lim со (б) In — =  0
6-+4-0 б

муносабатни қаноатлантирувчи узлуксиз функциялар тўплами Ди
ни— Липшиц синфи деб аталади.

Агар / (*)£ LipMa бўлса, у ҳолда бу функция Дини — Липшиц 
синфига хам тегишли бўлади. Ҳақиқатан хам, / (*)£ Lipма дан

со (б) <  М ба, (0 <  а <  1) келиб чиқади ва lim /W6a ln =  0 ли-
6~>-f0 б

мит ўринли бўлганидан, ушбу lim со (б) -In — = 0  тенгликнинг ўрин-
6~»+о б



10- §. Компакт тупламда узлуксиз булган функцияларнинг 
хоссалари

Биз мазкур бобнинг 7-§ ида [а, Ь] сегментда узлуксиз булган 
функцияларнинг хоссаларини, жумладан, функциянинг чегараланган 
бўлиши (Вейерштрасснинг биринчи теоремаси), функциянинг аниқ 
чегараларга эришиши (Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси) ва функ
циянинг текис узлуксиз бўлиши (Кантор теоремаси) каби хоссаларни 
қараб ўтдик. Бу хоссаларни ўрганишда функция узлуксиз бўлган 
оралиқ [а, b] сегментдан иборат бўлиши мухим эканлигини кўрдик 
ва хоссаларни исботлаш жараёнида эса Больцано — Вейерштрасс 
леммасидан бевосита фойдалана бордик.

Энди сегмент тушунчасидан умумийроқ бўлган компакт тўплам 
тушунчаси ва унда узлуксиз бўлган функцияларнинг хоссаларини 
ўрганамиз.

1. Очи қ ва ё пиқ т ў п л а м л а р .  X с~ R тўплам берилган бу
либ, а £ X булсин.

11-таъриф.  Агар а £ Х  нуқтанинг шундай
^6 (а) =  (г- х а — б <  х < а +  6} (б >  0)

атрофи мавжуд булсаки, U§ (a) cz X бўлса, а нуқта X тупламнинг 
ички нуктаси дейилади.

Масалан, х=  — нукта X =  [0, 1] тупламнинг ички нуқтаси, * =

=  0, х =  1 нуқталар X =  [0, 1] тупламнинг ички нуқталари эмас.
12-таъриф.  Агар X тўпламнинг хар бир нуқтаси унинг ички 

нуктаси бўлса, X тўплам очиқ туплам деб аталади.
Масалан, 1) X =  (0, 1) интервал очиқ тўплам.
2) X — (0, 1) U (2, 4) U (6, 8) тўплам хам очиқ тўпламдир.
13-таъриф.  Агар X тупламнинг барча лимит нуқталари ўзига 

тегишли бўлса, X тўплам ёпиқ туплам деб аталади.
Масалан, X =  [0, 1] сегмент ёпиқ туплам бўлади.
7 - э с лат ма .  Лимит нуқтага эга бўлмаган тўплам ёпиқ тўплам 

деб қаралади.
Масалан, чекли тўплам ёпиқ тўплам деб олинади.
2. К о м п а к т  тў пла м.  X — ҳақиқий сонларнинг бирор тўпла- 

ми бўлсин.
14-таъриф.  Агар X тўпламнинг нуқталаридан тузилган ҳар 

қандай {xn} (xn £ X, 1, 2, ) кетма-кетликдан шу тўпламнинг 
нуқтасига якинлашувчи {х } кисмий кетма- кетлик ажратиш мумкин
бўлса, X туплам компакт туплам деб аталади.

Мис о лла р .  1. X =  [а, Ь] сегментнинг компакт тўплам були
ши Больцано — Вейерштрасс леммасидан келиб чиқади.

2. X =  [a,, ft,] U [а2, b21 U U [аи, Ьп] тўплам компакт туп
лам бўлади.

3. X =  (0, 1) интервал компакт тўплам бўлмайди, чунки хп =

*— —-— £(0,  1) (п =  1, 2, 3, ) кетма-кетликнинг лимити 0 га
п +  1



тенг, яъни lim хп =  l im ------=  0. Аммо 0 сон (0, 1) тўпламга те-
rt +  1

гишли эмас.
Энди тупламнинг компакт булиши шартини ифодаловчи теорема- 

* ни келтирамиз.
12-те оре ма .  X компакт туплам булиши учун унинг чегара

ланган ва ёпиқ туплам булиши зарур ва етарли.
Исбот .  З а р у р л и г и .  X — компакт туплам булсин. Аввало бу 

тўпламиинг чегараланганлигини кўрсатамиз. Тескарисини фараз ки
лайлик, яъни X — компакт туплам булса хам у чегараланмаган 
булсин. У холда шундай xl £ X нуқта мавжудки, \х{ | >  1, шундай 
х2 £ X нуқта мавжудки, \х2 \ > 2  ва ҳ. к. Натижада {хп} кетма- 
кетлик хосил бўлиб, \хп I >  п (хп £ X, п =  1, 2, ) булади. Бу 
{хп} кетма-кетликдан яқинлашувчи қисмий кетма-кетлик ажратиб 
булмайди. Бу эса X нинг компакт тўпламлигига зид. Демак, X — 
чегараланган туплам.

Энди X нинг ёпиқ туплам булишини кўрсатамиз. Фараз қилай- 
лик, а нукта X тупламнинг лимит нуқтаси булсин. У холда X да 
а га интилувчи {хп} кетма-кетлик топилади. Равшанки, бу {хп} кет
ма-кетликнинг ҳар қандай {* } қисмий кетма-кетлиги учун 
lim х = а  лимит ўринли бўлади. X компакт тўплам бўлгани са
бабли а £ X бўлади. Демак, X тўпламнинг лимит нуқтаси ўзига те
гишли бўлади. Бу эса X нинг ёпиқ тўплам эканини билдиради.

Е т а р л и л и г и .  X — чегараланган ва ёпиқ тўплам бўлсин. Бу 
холда Больцано — Вейерштрасс леммасига кўра ҳар қандай {хл} 
хп £ X, п =  1, 2, ) кетма- кетликдан а га яқинлашувчГи {xnk} 
қисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: xnk~+a. Равшанки, бу а
нукта X тўпламнинг лимит нуқтаси бўлади. X ёпиқ тўплам бўлга- 
ни учун а £ X бўлади. Демак, X компакт тўплам. Теорема исбот 
бўлди.

Энди компакт тўпламнинг муҳим хоссасини келтирамиз.
X cr R — бирор тўплам бўлсин. Ҳар бир элементи интервалдан 

иборат S =  {а} интерваллар системасини олайлик.
15-та ъриф.  Агар X тўпламнинг ҳар бир а нуктаси учун S =  

=  {а} системада шу нуқтани ўз ичига оладиган а интервал топил- 
са, S == {а} система X тўпламни коплайди дейилади.

Масалан, X == (0, 1) бўлсин. Қуйидаги

интерваллар системасини олайлик. Равшанки, X =  (0, 1) тўпламнинг 
хар бир нуқтаси бу интерваллар системасининг камида битта интер-
валида жойлашган бўлади. Демак, ^ =  /г =  1, 2, j
система X =-(0, 1) тўпламни коплайди (39-чизма).



4 8 2 4

39' чизма.

Шуни хам айтиш керакки, агар бу S —
I \ 2

еистемадан бирорта | — , —  j интервал чикариб 

интерваллардан иборат

система X (0, 1) тупламни коплай олмайди.
Қуйида Гейне — Борель леммасини исботснз келтирамиз
Ге йне  — Бо р е л ь  лемм ас и. Агар чегараланган ёпиг X туп

лам чексиз интерваллар системаси {а} билан копланган булса, у 
холда {а} системадан X тупламни коплорчи чекли {a,, о„ an}
система ажратиш мумкин.

Энди компакт тўпламда узлуксиз булган функцияларнинг баъзи 
бир хоссаларини келтирамиз.

1° Агар f(x) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 
у чегараланган булади.

2° Агар f(x) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 
функция шу тупламда узининг аниқ чегараларига эришади, яъни 
шундай лг0 £ X, X нуқталар мавжудки,

/(х0) sup{/(.v)}, i ( x t) ini  { f i x) }
X £  X X £  X

булади.
3° Агар f{x) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 

функция X да текис узлуксиз бцлади.
4° Агар f (х) функция X компакт тупламда узлуксиз булса, 

шу X тупламнинг акси (образи) {/(л*)} компакт туплам булади.
Биз бу хоссаларнинг бирини, масалан Г-хоссани исботлаймиз.
Г- х о с с а  нинг  ис бот  и. X—компакт туплам бўлиб, бу туплам

да f(x) функция узлуксиз бўлсин. Нуктада узлуксиз булган функ- 
цнянинг хоссасига кура (7- §) у  х £ X нинг шундай етарли кичик 
атрофи U (х) мавжудки, бу атрофда f (х) функция чегараланган бу
лади. Бундай нукта атрофлари U (х) интерваллардан ( , v£X)S систе
ма тузамиз: S — {U (х): х £ X}. Равшанки, S система X тупламни 
коплайди. X компакт тўплам бўлгани сабабли, Гейне — Борель лем- 
масига асосан бу сисгемадан X тўпламни қопловчи чекли S* — 
=  \JV , Vr)  системани ажратиш мумкин. Ҳар бир Uk(k — 
=  1, 2 ,  п) атрофда f(x) функция чегараланган, яъни шундай
тк, A1k (mk, Mk =  const, A =  1, 2, ri) сонлар топиладики,

2П )’ ]

ташланса, кол ган



Y x £ U k лар учун mk <  fix) <  Mk (k — 1, 2, ti). Arap m|(
m2, mn — сонларнинг энг кичигини m деб M,, М2, Мп
сонларнинг энг каттасини М деб олсак, у ҳолда V х £ X лар учун 
m < . f ( x ) < M  бўлади. Бу эса f(x) функциянинг X  тўпламда чега
раланганлигини билдиради. 1°-хосса исбог бўлди.

11-§. Узлуксиз функциялар фазоси

16-таъриф . X тўпламда узлуксиз бўлган функциялардан ибо
рат тўплам узлуксиз функциялар фазоси деб аталади ва у С (X) 
оркали белгиланади.

Биз X  тупламда узлуксиз бўлган f(x) ва g(x) функциялар йиғин- 
диси, айирмаси, кўпайтмаси ва нисбати яна узлуксиз функция, яъни 
f{x)£C(X),  g (x)£C(X)  дан

f(x) ± g ( x ) £  С (X),
f(x)g(x)£C(X),

£ С (X) (бунда g (х) ф  0, х £ X)
е(х)

келиб чиқишини кўриб ўтдик.
Демак, С(Х) тўпламда ҳақиқий сонлар тўплами /?, яқинлашув- 

чи кетма-кетликлар тўплами с даги сингари қўшиш, айириш, кў- 
пайтириш ва бўлиш амалларини бажариш мумкин.

X czR компакт тўплам бўлиб, С (X) эса шу тўпламда узлуксиз 
функциялар фазоси бўлсин. С(Х) фазода унинг исталган икки эле
менти орасидаги «масофа» тушунчасини киритиш мумкин.

Фараз қилайлик, f(x)£C (X), g(x) £ С (X) бўлсин. Бу элемент
лар (функциялар) орасидаги «масофа» деб қуйидаги

Р (fix), g(x)) =  p{f, g) =  sup I f (x) g (x) I
x  £ X

сонга айтамиз.
13-т е о р е м  a. V f(x)£C (X), V g(x)^C(X) функциялар учун 

шундай х0 £ X нуқта топиладики,

Р (A g) = |f(*o) —£(*о)1
булади.

Ис б о т .  Модомики, f(x) ва g(x) функциялар X да узлуксиз 
экан, унда f(x) — g(x) функция хам X тўпламда узлуксиз булади. 
Мураккаб функциянинг узлуксизлиги ҳақидаги теоремага кура ф(х) =
— I/W  — g(*)l функция хам X тупламнинг хар бир нуқтасида 
узлуксиз бўлади. Узлуксиз функциянинг хоссасига асосан (7-§) 
шундай л'0 £ X нуқта топиладики, ср (х0) =  sup ф (х) булади. Демак,

X £ х
Р(Д g) = \f(x0) — g(x0)\-

Энди р (/*, g) нинг хоссаларини келтирамиз.
1° У f(x) £ С (X), V g{x) £ С (X) учун р (/, g) >  0 ва р (/, g) =  

=  0 дан f(x) =  g(x) келиб чиқади ва аксинча.



Исбот .  р(/,  g) нинг таърифидан бевосита унинг манфий эмас
лиги (р (/, g) >  0) кўринади. р (/, g) =  0 бўлса, бундан f(x) =  g (х) 
бўлиши келиб чикади. Ҳақиқатан хам, агар бирор х1 £ X нуктада 
f {x i)^g{xx) бўлса, унда Ц(хг) — g(xx) | >  0 булиб,

sup \f(x) — g(*)l £ ( * i ) | >0 .  яъни р (/, g)>  0
булади. Демак, р(/, g)-— 0 дан f(x)^g(x) келиб чиқади.

Равшанки, агар f(x) =  g(x) бўлса, унда p(f, g) =  О бўлади.
2° Y / W € С (X), Y g(x)£ С (X) учун

р(/, g) =  p ( g , /)
бўлади. Ҳақиқатан ҳам, у  f(x)£ С (X), Y g(x)£C(X)  функциялар 
учун

Р(/. g) =  sup I/(.г) — g(x) I =  sup I g(x) — f(x) I =  p(g, })
( '. x  £  X  x  £  X

бўлади.
3° Y f(x)£C(X), yg(x) £C( X) m  Y  h(x)£C(X) функциялар 

учун
P (/, g)<  P (/, h) 4- p (ft, g) (5.9)

тенгсизлик ўринли бўлади.
Исбот .  Ушбу

/ (х) — g (x )=  If (х) — h(x)] +  lh (х) — g  (x)]
тенгликдан

\f(x)—g(x)\<\f(x) — h(x)\+\h(x)—g(x)\ 
тенгсизликнинг ўринли эканини, унга кўра ушбу

sup|/(.v) — g ( x ) |<  sup {| f(x) — h(x)f +  \h(x) — g (x ) |}  <
x  x  £  X

< sup \f(x) — h (x) I -г- sup I h (x) — g(x) I
X £  X X £  X

тенгсизликнинг ўринли эканини топамиз. Демак, (5.9) тенгсизлик 
исбот этилди.

Бу (5.7) тенгсизлик одатда учбурчак тенгсизлиги деб юритила
ди.



6- B O B
ФУНКЦИЯНИНГ ҲОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ

Функциянинг ҳосиласи ва дифференциали тушунчалари матема
тик анализ курсининг фундаментал тушунчаларидандир.

Биз ушбу бобда функция хосиласи ва дифференциалы тушунча
лари билан танишамиз, функцияларнинг хосиласи ва дифференциали- 
ни хиеоблашни, шунингдек, дифференциал хисобнинг асосий теорема- 
ларини ўрганамиз.

1-§. Функциянинг ҳосиласи

1 Ф у н к ц и я  ҳ о с и л а с и н и н г  т а ъ р и ф л а р и. /  (л:) функция 
(а, Ь) интервалда аникланган булсин. Бу интервалда л0 нуқта олиб, 
унга шундай Да(Да\- 0) орттирма берайликки. л:0~&х£ (а, Ь) бул
син. Натижада f (x) функция ҳам А'0 нуктада

А У =  д  f (А-0) =  /  (д-0 -f Аа-) — /  (А-0)
орттирма га эга булади.

Ушбу
Ау  =  / Ц , г  Ах) (foj. (Дд- ф  0)
Ла- 4 а-

нисбатни караймиз. Равшанки, бу нисбат Да- нинг функцияси булиб, 
у Ах нинг нолдан фаркли киймат ларида, жумладан ноль нуктанинг 
етарли кичик

U ь (0) =  {Да* £ R : —б <  Д х <  6, Д а* Ф  0}

(б >  0) атрофида аникланган. Да' =  0 нукта Û {0) тупламнинг лимит
нуқтаси. Энди ДА*->-0да-^- нисбатиинг лимитини қараймиз, бу

Д х
лимит функциянинг хосиласи тушунчасига олиб келади.

1-таъриф.  Агар Дх-*-0 да нисбатиинг лимити
Да

lim —  ̂ -  lim 1 (х"
Ддг->о Д А' Ад: -о Да:

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x) функциянинг х0 нуктадаги 
ҳосиласи деб аталади. Функциянинг х0 нуқтадаги хосиласи, одатда,

Г  (а-0) ,  ёки ух̂  , ёки ^

белгилар ёрдамида ёзилади.
Демак,

f'(а'„) =  lim -  lim *-*->-- ± Ы . (6.1)
д*~>о Ах Ддс-*«о Да*

Бунда А'0 Да* — х деб олайлик. Унда Ах = х — х0 ва Да:~^0 да 
х — Xq бўлиб, натижада



]im  J  ‘ (.у,I 1- А л) / (л’о) ! j m  f M - f i .4 )
tsx -+0 Дл' [л х -» 0  Л X X—>x о X — A0

бўлади. Демак, f ( x)  функциянинг .v0 нуктадаги хосиласи х -* х 0 да
/ (а*) — / (.Vq)

А' — А'о
нисбатиинг лимити сифатида хам таърифланиши мумкин:

/ ' (*0) =  lim Пх)~ Пхо] (б.Г)
Х-̂ Х0 X —  Х0

Агар /  (х) функция (а, Ь) интервалнинг хар бир х нуктасида ҳоси- 
лага эга бўлса, бу хосила х ўзгарувчининг функцияси булади.

Ми с о лла р .  1. / (х) =  С •-= const булсин. Равшанки, бу функ- 
циянимг Y х 6 R нуктадаги орттирмаси

Ау =  /  (х +  Ах) — f(x) = C ~  С =  О
булиб, ундан у . =  lim Ьу_ =  о

А х-> 0  А х

келиб чикади. Демак, ўзгармас соннинг хосиласи нолга тенг.
2. У =  f (х) = х булсин. Бу функция учун

А У __ (X +  Ах)  —  д: __  J 

А х  А х

булиб, ундан f(x) = x функциянинг ихтиёрий х нуқтадаги хосиласи 
у' =  1 булишини топамиз.

3. /(х) =  I х ( бўлсин. Бу функииянинг х = 0  нуқтадаги орттирмаси
Ау= I Ах| бўлади, аммо Ах-^0 да нинг лимити мавжуд бўлмайди,Л -V
чунки lim —  =  1, lim =  — 1. Демак, f(x) =  |х | функция х=

А х --►+о А X Ах->—О А X
=  0 нуқтада ҳосилага эга эмас.

4 .f(x) = ex функциянинг х = 1  нуқтадаги хосиласини топинг 
Функция хосиласининг (6. Г) таърифидан фойдаланиб, топамиз:

/> .. ех — е л. е*~̂ 1 — в е( — 1у L_i =  lim ------ -^lim --------------  =  е lim ------ =
х~>1 X 1 / - . 0  t /  —о /

== еЛпе — е.
Демак, (ех)'!х=1 =  е.
5. f(x) =  1пх(х> 0) функциянинг ихтиёрий х > 0  нуктадаги хо

силасини хисобланг. Берилган функциянинг х > 0  нуктадаги орттир
маси

булиб,

А у = In (х +  Ах) —  In х = In ( 1 -f —  j

A y  1 , / , , A x \ 1 « , , , Ax \
—  In H -------=  —  In H --------Да Д ,v \  x J x \ x J



lim In ( l +  — =  1 
дх-*о \ х }

маълум лимитни (каранг 134-бет) эътиборга олсак, унда lim -^ - =  —
Дх-.о А х х

лимит ўринли булади. Демак, (1пх)' =  — , х >  0.
л:

6. f(x)= cosx функциянинг ихтиёрий x£R нуқтадаги ҳосиласини 
хисобланг. Бу функция учун

А у = cos(x-\- Ах) — cos х =  — 2sin^x-f

бўлиб,
А*

Sm ~2~
lim =  — lim sin (х +  l im -----------=  — sin х

дх-*о А х дх-»о \ 2 / дх̂ -о А х
~2~

булади. Демак, (cos х)' =  — sin х, V х ё R-
7 f{x) = Vx  (х >  0) функциянинг Vx£(0; 4- оо) нуқтадаги ҳо- 

силасини топинг. Бу функциянинг хосиласи х ўзгарувчининг ушбу

/ V x-t-Ax —V  х «. 1 ^у =  lim --------------------- =  hm ------------------- = — т и
д*_>0 Ах Ах-+0 yrx+Ax + V  х 2У х

функцияси бўлади.
2- т а ъ р и ф. Агар Ах -+■ -f 0 (Дх->- — 0) да нисбатиинг лимити

А х

Hm - ^  =  lim -/(*»>.
Дх->+0 А * Дх-̂ +0 Ал:

/ H m  A J L =  l i m  / U o -  Ax) — / (л-в)х
\Дх—►—0 А X Ах->—0 Ах J

мавжуд ва чекли булса, бу лимит /(х) функциянинг х0 нуқтадаги 
ўнг (чап) ҳосиласи деб аталади. Функциянинг х0 нуктадаги ўнг (чап) 
ҳосиласи f' (х0 +  0) (/' (х0 — 0)) каби белгиланади.

Одатда функциянинг ўнг ва чап хосилалари бир томонли ҳоси- 
лалар деб аталади.

Мисол.  / (х) — \ х\ ни карайлик. Бу функцияни мазкур банд-
нинг 3- мисолида кўрганмиз. Маълумки, lim =  1, lim =дх-»+о А х дх о A *
=  — 1. Демак, /(х) =  |х | функциянинг х =  0 нуқтадаги ўнг хоси
ласи 1 га, чап хосиласи— 1 га тенг

Функция хосиласи ҳақидаги 1- ва 2- таърифлардан хамда функ
ция лимити ҳақидаги (4- боб, 3- § га қаранг) теоремалардан қуйида- 
гилар келиб чиқади:



а) агар f(x) функция х0 нуктада f'(x0) хосилага эга булса, функ
ция шу нуқтада бир томонли f  (х0 -г 0), f  (х0 — 0) хосилаларга ҳам 
эга булиб,

П*о +  О) =  Г(хо- 0 )  = Г (*о) 
тенгликлар ўринли бўлади.

б) агар бирор U6(x0) атрофда узлуксиз /(х) функция х0 нуқтада 
бир томонли /' (х0 +  0) ва /' (х0 — 0) хосилаларга эга булиб,

/'(*o +  O) =  f'(*0- O )  
тенглик ўринли бўлса, функция шу нуқтада /' (х0) хосилага эга ва 

/' (х0) =  Г (х0 +  0 )=  /' (х0 — 0)
бўлади.

1-э с ла т ма .  Агар Дх->-0 да нисбатиинг лимити аник; ишо-Л к
рали чексиз булса, уни хам /(х) функциянинг х0 нуқтадаги ҳосила- 
си деб юритилади. Бундай холда f (х) функциянинг х0 нуқтадаги ҳо- 
силаси +  оо (ёки —  оо) га тенг дейилади.

2. Ҳ о с и л а н и н г  г е о м е т р и к  ва ме х а н и к  ма ъ но ла р и .
а) Ҳосиланинг гео метрик маъноси. f(x) функция (а, Ь) интервал

да аниқланган ва узлуксиз бўлиб, х0£(я» b) нуқтада / ' ( x j  ҳосилага 
эга бўлсин. Ҳосила таърифига кўра (х0 +  Дх£(а,  Ь)),

/'(x 0) =  !im

бўлади. f(x) функциянинг гра
фиги бирор Г чизикни ифода- 
ласин дейлик (40- чизма).

Энди Г чизикка унинг 
M0(x0, f(xо)) нуктасида урин- 
ма ўтказиш масаласини карай
лик.

Г чизиқда М0 нуктадан 
фарқли М (х0 +  Дх, f (х0 Н- 
+  Дх)) нуқтани олиб, бу нуқ- 
талар оркали / кесувчи ўт- 
казамиз. I кесувчи Ох ўқи би
лан ташкил этган бурчакни ф 
билан белгилайлик. Равшанки, 
ср =  ф (Дх).

Агар I кесувчининг М нуқта Г чизиқ бўйлаб М0 га интилган- 
даги (яъни Д х-^0 даги) лимит ҳолати мавжуд бўлса, кесувчининг 
бу лимит ҳолати Г чизиққа М0 нуқтада ўтказилган уринма деб ата
лади. Уринма — тўғри чизиқдан иборат.

Маълумки, /И0 нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ М0 нуқтанинг ко
ординаталари ҳамда бу тўғри чизиқнинг бурчак коэффициенти орқа- 
ли тўлиқ аникланади.

Дх

40- чизма.

Ф бурчак Дх га боғлиқ бўлади:



f(x) функция графигига М0 нуктада ўтказилган уринманинг мав
жуд бўлиши учун

lim ф(Ддг) =  а
А х  ->о

лимитнлнг мавжудлигини кўрсатиш етарли, бунда а — уринманинг. 
Ох ўқ билан ташкил этган бурчаги.

/SMM0P дан:

ундан эса

\ g y ( A X) =  м р  _  А У Д * ) - / ( * о ) у
М ()Р А х Ах

Ф(Ах) =  arctg /^ о -А л -)- /(х (|) 
А*

бўлишини топамиз. w =  arctg/  функциянинг узлуксизлнгидан фсй- 
далансак,

lim ф(Дх) =  lim arctg ; ^  =
Дх->0 Ах->0 Ах

='агс lg [ lim ' <х° At) ~ 1 --  j =  arctg }’ (х}) 
и*—о Ax J

бўлиши келиб чикади. Демак, Г1тф (Д х) мавжуд ва
Дх-*0

а =  lim ф (Ах) =  arc tg f' (хи).Ax->0
Кейинги тенгликдан

f'(xо) =  tga
бўлишини топамиз. Шундай килиб, f(x) функция х0£(а, b) нуқтзда 
f'(х0) хосилага эга бўлса, бу функция графигига М0 (х0, /  (х0)) нуқ- 
тада ўтказилган уринма мавжуд. Функциянинг х0 нуктадаги хоси
ласи /' (,v0) эса бу уринманинг бурчак коэффициентини ифодалайди, 
Уринманинг тенгламаси эса ушбу

У = f (Х0) +  i '(Хп) (X — х0)
кўринишида бўлади.

Масалан, f(x) = x2 параболага х =  1 нуктада ўтказилган уринма 
(*/*=j =  2) У= 1 +  2 (х — 1), яъни

у =  2х — 1
тенглама билан ифодаланади.

Агар f(x) функция х0£ (а, b) нуқтада бир-бирига тенг булмаган 
/' (х0 +  0), f  (х0 — 0) бир томонли хосилаларга эга бўлса, шу f(x) 
функция графигига М0(х0, f(x0)) нуктада бир томонли уринмалар 
ўтказиш мумкин ва бу уринмалар устма-уст тушмайди. Бу холда 
j (х) функция графиги (х0, f(xif)) нуктада «синади» дейиш мумкин.

Масалан, маълумки, f(x) = \ х\ функциянинг х 0 нуктадаги бир 
томонли хосилалари / ' ( + 0 ) =  1, / ' ( — 0) =  — 1 булади. Бу функ



ция графигига (0, 0) нуктада ўтказилган 
бир томонли уринмалар у =  х ва у = —л* 
булиб, функция графиги л* — 0 нуктада 
«сииади» (41- чизма).

Фараз килайлик, f(x) функциянинг х0 
нуктадаги хосиласи +  оо, яъни /'(*,.) =
=  -f- оо булсин. Энди

, А и (f ~  arc tg ——
А х

эканини эътиборга олиб, топамиз:

limcp --lim a rc tg -^ - =  arc tg(/' (jc0)) ■= arc tg (+  oo) =
Ax->0 Ax-*0 Ax *

By эса f(x) функция графигига (лг(„ f(x0)) нуқтада ўтказилган урин
ма Ox ўқи билан ~  га тенг бурчак ташкил этишини кўрсатади.
Демак, f ' (х0) =  -г оо булганда f(x) функция графигига (*<„ f(x0)) 
нуқтада ўтказилган уринма Ох ўқига перпендикуляр бўлади.

Худди шунингдек, f'(x0) =  — oo бўлганда /(.v) функция графиги
га (х0, [(Xfs)) нуқтада ўтказилган уринма хам Ох ўкига перпендику
ляр булади.

Масалан, f(x) =  ] \х\ функциянинг х — 0 нуктадаги ўиг коси
ла, :и

/' (-г 0) = lim L JfL - lim 1_Л, = lim —~
x -*■ pO X —  0  x-*^0 X \ >

шунга ўхшаш, x — 0 нуктадаги чап ҳосила 
учун /' (—0) — —с» га эгамиз. Демак, бе
рилган функция графигига (0,0) нуқтада 
ўтказилган бир томонли уринмалар Qy уки- 
дан иборатдир (42- чизма).

б) хосиланинг механик маъноси. Мод
дий нуктанинг ҳаракати s =  f{t) қоида би
лан ифодаланган бўлсин, бунда t — вақт,
5 — шу вакт ичида ўтилган йўл (масофа).
Бу қонун бўйича ҳаракат қилаётган нуцта- 
нинг t0 моментдаги оний тезлигини топиш
масаласини қарайлик. t вақтнинг t0 қиймати билан бирга t0 + At (At >  
> 0 )  қийматини ҳам олиб, бу нуқталарда s =  f(t) нинг қийматла- 
рини топамиз. Моддий нуцта At вақт ичида

A s ^ f ( tn +  A t ) - f ( t 0)
масэфани ўтадн ва унинг [/„, /„ +  Д/| сегментдаги ўртача тезлиги

ОС ,

A s

A 5 

A t
f(to 4- At) 

At

бўлади AI 
ментдаги оний тезлиги v ни ифодалайди:

О да —  нисбатиинг лимити моддий нуқтанинг t0 мо-



y =  lim — =  lim J b + J * - L« i  .
д/-*о At  Д/-+0 At

Ҳосила таърифига кўра

lim = Г (Ц -
д/-»о At

Демак, s =  / (/) функциянинг t0 нуқтадаги ҳосиласи механик нуқ- 
таи назардан s — / (/) қонун билан ҳаракат қилаётган моддий нуқта- 
нинг t0 моментдаги оний тезлигини билдиради.

3. Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б ў л и ш и  б и л а н  у н и н г  
х о с и л а г а  э г а  б у л и ш и  о р а с и д а г и  бог ланиш.  /(х) функ
ция (а, Ь) интервалда аниқланган бўлиб, х0 £ (а, Ъ) нуктада чекли 
/' (х0) ҳосилага эга бўлсин. Ҳосила таърифига кўра,

Г (х0) =  lim А*. =  lim / (*о-Ь а*)-/(* « ),
Дх->0 Л х Дх->о Ад:

яъни Дх-> О да -*■ f  (л'0).Д -V
Энди

(6.2)
А х

деб белгилаймиз. Равшанки, а ўзгарувчи микдор бўлиб, у Дл: га 
боглиқ ва Дх- >0  да нолга интилади.

(6.2) тенгликдан топамиз:
А У = Г (*о) • Ax +  а • Ах. (6.3)

Одатда (6.3) формула ф у н к ц и я  о р т т и р м а с и  нинг  ф о р м у л а 
си деб аталади. Шу формулага кўра

lim А у =  lim [f' (х0)-Дх +  а-Дх] =  О
Ах-+0 Д*->0

келиб чиқади. Бу /(х) функциянинг х0 нуқтада узлуксиз эканини 
билдиради.

Шундай қилиб, қуйидаги теоремага келамиз:
1-те о ре ма .  Агар f(x) функция х0£(а, Ь) нуктада чекли f'(xс) 

ҳосилага эга булса, функция шу нуктада узлуксиз булади.
2 - э с ла т ма .  Функциянинг бирор нуқтада узлуксизлнгидан унинг 

шу нуқтада чекли ҳосилага эга бўлиши хар доим келиб чиқавер- 
майди.

Масалан, у = \х\ функция х =  0 нуктада узлуксиз, аммо у шу 
нуқтада хосилага эга эмас.

2- §. Тескари функциянинг ҳосиласи. Мураккаб функциянинг
ҳосиласи

1. Т е с к а р и  ф у н к ц и я н и н г  ҳ о с и л а с и. /(х) функция (а, Ь) 
интервалда аниқланган бўлиб, бу функция тескари функциянинг мав
жудлиги ҳақидаги 5-бобдаги 9- теореманинг барча шартларини қано- 
атлантирсин.



2- т е о р е ма .  f(x) функция (a,b) да аникланган, узлуксиз ва 
катъий усувчи (катъий камаювчи) булсин. Агар f (х) функция 
х0£(ау b) нуктада f  (х0)ф 0 хосилага эга булса, бу функцияга тес
кари х =  f~l{y) функция х0 нуктага мос булган у0(у0 =  /О О ) нуқ- 
тада хосилага эга ва

■'-“ « и — ГТЗ
тенглик уринли.

Ис бот .  f (х) функция л'0 £ (а, b) нуқтада /' (х0) #  0 хосилага эга 
бўлсин. (6.3) форму ладан фойдаланиб топамиз:

f (0 — /(*о) =  Г W  (* — *о) +  а 0 — х0), ^  (а, 6), (6.4)
бунда t-*x0 да а =  а ( 0 - * 0 .  Энди /(х) функциянинг t нуқтадаги 
қийматини f(t)--=z деб белгилаймиз. Унда t — шунингдек,
х0= [ (̂Уо) бўлади. Натижада (6.4) тенглик ушбу

* -  Уо =  Г (хо) 1Г1 (г) -  Г 1 (Уо)I +  а (Г 1 (г)) ГЧ*) -  Г ХЫ1 =
=  Г 1 (2) -  Г 1 Ы  ИГ (*о) +  а  ( Г 1 (г))]

кўринишга келади. Кейинги тенгликдан эса

2 — «/о V (*о)~г а ( /“ Мг))
келиб чикади. z-+y0 да лимитга ўтиб қуйидагини топамиз:

г /“ Чг)—/ _1Ы  1- 1 lim -— — — ( =  lim -------
г-+Уо

Демак,

г — !/о г-+у0 /' (*о) + а / - 1  (г))
______ 1______  _1__
r W -lim a ( /^ ) )  =  f'(x0)

Hm - Г Ч Л - Г 1 Ш
г->Уо * — Уо t' (*о)

Ҳосила таърифига кўра

бўлиб, бундан

I J - 1H f -W . ,  Г 4 у ) \ , „ .
Z—+y о * i/o

/ '  (А'о)

тенгликнинг ўринли экани келиб чикади. Теорема исбот бўлди.
2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  ҳ о с и л а с и .  и = f(x) функ

ция (а, Ь) интервалда, у — F (и) функция эса (с, d) интервалда аниқ- 
ланган бўлиб, бу функциялар ёрдамида у = F(f(x)) =Ф(х) мураккаб 
функция тузилган бўлсин (бунда, албатта, х £ (а, Ь) да и = f (x)£(c,d) 
бўлиши талаб килинади).

3- т е о р е м а. Агар и =  f(x) функция х0 £ (а, b) нуқтада f' (х0) 
силага эга булиб, у = F(и) функция эса х0 нуктага мос и0(и0 =



— f (хо)) нуктада Ғ'(и0) ҳосилага эга бўлса, у холда мураккаб функ
ция Ф (x) = F(f(x)) хам х0 нуктада хосилага эга ва

Ф' (дг0) =  \F (f(x)))'x=x0 F' (и0) •/' (■хо) (6.5)
формула уринли.

Ис б о т .  и = [(х) функция х0£(а,Ь) нуктада, у ~  Ғ(и) функция 
эса мос u0(utJ = f(x 0)) нуқтадэ хосилага эга булсин. (6.3) формула дан 
фойдаланиб топамиз:

/ (0 — / (•'О = /' (*о) • (*— *о) -+• а (0 • (/ — Х„). (6.6)

ғ («) — ғ («о) =  ғ ' (“.,)'(s -U o )tP (S ) ■ (5 — U„). (6.7)
бунда

lim a (0 =  0, limji(s) — 0.
t-+xt s—*u0

Мураккаб функция Ф (x) =  F (f(x)) нинг нуктадаги орттирмаси 
Ф(/)— Ф(х0) ни юкоридаги (6.6) ва (6.7) муносабатлардан фойдала
ниб куйидагича ёзиш мумкин:

Ф (/) -  Ф (х0) =  F </(/)) — F(f (х0)) F' (и(1) • (Г (л'0) -(/ -  х0) -f
+  а (/) • (/ -  х0)] +  р (/(/)) • f/  (/) -  / (х0)1 =  Ғ' (i/o) • /'(*„) • (/ -  х0) +

-1 Г  (uj а (0 (t -  *в) +  р (/ (/)) • [/ (0 -  f W 1.
Энди бу тенгликнинг хар икки томонини t — х0 га бўлиб, сўнгра 
t->xQ да лимитга ўтамиз:

lim W O - e W  =  ғ  (Un). f. (Xo) +  r  (Ир). um a (/) _
t—*X̂ t —  Л'о

-f limp(/(/))• lim/— i-+Xo t A()
Бундан t-+Xb да a ( /)“^0, fi(f(t))-+0 эканини эътиборга олсак,.
(6.5) формула келиб чиқади. Теорема исбот бўлди.

3- §. Ҳосила ҳисоблашнинг содда қоидалари. Элементар 
функцияларнинг ҳосилалари

Биз ушбу параграфда икки функция йиғиндиси, айирмаси, ку
пайтмаси ва нисбатининг ҳосилаларини топиш коидаларини келтира
миз. Сўнгра элементар функцияларнинг ҳосилаларини хисоблаймиз.

f(x) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда аникланган бул
син.

1. Икки ф у н к ц и я  й и г и н д и с и  ҳ а мд а  а й и р м а с и н и н г  
ҳ о с и л а с и .  Агар f(x) ва g(x) функцияларнинг хар бири х£{ауЬ) 
нуктада f'(x) ва g (х) хосилаларга эга булса, у холда f(x)±g(x)  
функция хам х нуктада хосилага эга ва

lf(x) ±  g ( x ) ] ’ := f { x ) ±    (.v) (6 .8)

формула ўринли.
Ҳақиқатап ҳам, f(x) ва g(x) функциялар x£(a,b) нуқтада /'(а) 

ва g'(x) хосилаларга эга булсин. Таърифга кўра (/£(<з, fc>), t Ф х):



f  (Л-) = lim
t -*X t -- X

Э.1ди F (x) = f(x) ± g (x) деб белгилаб, қуйидагини топаикз:

Ғ (<) — Ғ (х) _  f (t) — /(.v) g (0  — g  ( ж)
t — Л' t — А' t — Д'

Бу тенгликда / -*• х да лимит ўтсак, қуйидагига эга бўламиз:

Ғ' {х) = lim fJ L L zm  =  Hm /(/)- /(v>-±lim -g(0~ g(x)^
t—*x t — X t^x t — X t-*x t — X

=  fr (x) ±  g' (x). Бу эса (6.8) формулами исботлайди.
2. Икки ф у н к ц и я  к ў п а й т м а с и н и н г  х о с и л а с и .  Агар 

f(x) ва g(x) функцияларнинг ҳар бири х£(а, Ь) нуктада f'(x) ва g'(x) 
ҳосилаларга эга бўлса, у холда f(x) g(x) функция хам х нуқтада 
хосилага эга ва

[ №  ■ g ( * ) ] '  -  Г «  • е  М  +  №■ W  (6. 9)
формула ўринли.

Ф W =  f W ‘g W  Деб белгилаб, нисбатни қунидаги

Ф (/) — Ф (ЛГ) =  /(/) — / (А*) до +  ~g(Q-g(s) ^  
t —  X t  —  X t ----X

кўринишда ёзиб оламиз. Бу тенгликда t - * x  да лимитга ўтиб, қу- 
йидагини топамиз:

Ф'(х) - lim - (- =  lim Г f (0 - f (x )  +
t-+x t  —  х  t-*x L t  —  x

t —  X
=  ^(x)'lim

t-+X

+  limf (t) lim = g(x)- f(x) -f- f{x)■ g'(x).t->X t->X t —  X

Бу эса (6.9) форму лани исботлайди.
3. Ик к и  ф у н к ц и я  н и с б а т и н и н г  х о с и л а с и .  Агар f(x) ва 

g(x) функцияларнинг хар бири x£(a,b) нуқтада f  (х) ва g (x) ҳоси-
f (jf)лаларга эга бўлиб, g{x) ф 0 бўлса, у холда — —  функция хам х
& (■*)

нуктада хосилага эга ва
\Пх)У __ '¥ (*)-g(*)~- f(x)'g' (х) (6 10)
UwJ ёЧ*)

формула ўринли.
(6.10) форму лани исбот лашдан аввал функция хосиласи таърифи

дан фойдаланиб — -— (£(*)=^0) функциянинг rx£(a,  b) нуқтадаги 
g W

хосиласини хисоблаймиз:



(лг)
— 1

=  lim
<-*JC

g(x)

g(x)
lim

t — X

g(<)-gW
t — X

lim
t-*x

g (*) — g (0 
gW-gM
t —  X

•lim
t~*x

I
Гм

g' (*) 
e*w

Демак,
Г J _ T  =  _  S' w  
LgW J g2 M

Энди (6.9) ва (6.11) формулалардан фойдаланиб, топамиз:

Г М
lew =  [fW

1
=  / 'M gW — Г -*(*)J

Г M-gW — fix)-g' (x) 
g 2 ix)8 (x) g 2 (x)

Бу (6.10) формуланинг ўринли эканини исботлайди.
1-натижа.  1) Юқорида келтирилган (6.8) ва (6.9) формулалар 

ёрдамида қўшилувчилар хамда кўпаювчилар сони ихтиёрий чекли 
бўлган ҳолда ҳам тегишли формулаларни исботлаш мумкин.

2) (6.9) формуладан g (х) =  с, с =  const бўлганда
[cf(x)Y =  с- / ' (*)

формула келиб чиқади. Бундан ўзгармас сонни хосила ишорасидан 
ташқарига чиқариш мумкинлиги келиб чикади.

3 - э с ла т ма .  Икки функция йиғиндиси, айирмаси, купайтмаси ва 
нисбатидан иборат булган функциянинг хосилага эга бўлишидан бу 
функциялардан хар бирининг ҳосилага эга бўлиши доим келиб чика- 
вермайди. Бунга мисоллар топишни ўқувчига ҳавола киламиз.

4. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  ҳ о с и л а л а р и .  Функция 
ҳосиласи таърифидан фойдаланиб, элементар функцияларнинг хосила- 
ларини топамиз.

Г у = ха ( х >  0) д а р а ж а л и  ф у н к ц и я н и н г  х о с и л а с и .  
Бу функция учун қуйидагига эгамиз:

Л х ^&У =  (х +  — хи =  хм 1
ва

L̂.
Ах

u-i \ х !
Ах

=  X
— 1

Ах

5- боб, 6- § да келтирилган лимитдан фойдаланиб, топамиз:

у ' — lim  -  
дх-*о Ах

1\тх
Дх-*0

М-1
А х 1- Ах №

Ах lim
А х - 0 Ах



Демак, (л11)' =  ц-хм_ Умуман, бу формула у  =  хц функциянинг 
аникланиш соҳасидаги ихтиёрий х учун ўринлидир. Хусусан ц =  —1 
бўлганда

Х ф о.
X J X*

2°. у =  а* (а >  0, а = ^1 ) к ў р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я н и н г  ҳо  
силаси. Бу функция учун куйидагига эгамиз:

Ау =  а*+А* — а* =  а* (а**— 1)
ва

М  _  ах (аЛх— 1)
Ах А х

5- бобнинг 6- § да келтирилган личитдан фойдаланиб топамиз: 

у' =  lim —  =  lim а* —— =  а* • lim - -а— - =  а* In а.
Д*->0 Ах Ах->0 Ах Ах->0 Ах

Демак,
(а*)’ =  а* • In а.

Хусусан, (ех)' — ех•
3° у  =  logflх ( а >  0, а ¥= 1, х > 0 )  л о га р иф м ик  функция-  

нинг  ҳосиласи.  Бу функция учун қуйидагига эгамиз:

Д У =  Iogfl (х +  Ах) — loga х =  loga (1 +  -y -J

ва

5- бобнинг 6- § да келтирилган лимитдан фойдаланиб топамиз:
X

у' =  lim -p- =lim  log J  f 1 +- — ) ] =  —  -log/. 
джт»о Д x  ддгт*о х [Д д; /  J л:

Демак,
(logcx)' =  -~--logae.

Хусусан,
1(1пх)' = X

4°. Т р и го н ом е тр и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  ҳосилалари .  
Ушбу у — sin х функция учун қуйидагига эгамиз:

Ay  =  sin(х +  Дл) — sinx =  2 - s i n • cos ^х+



ва
л х

г 51П “ Г"А и (  , Ах \ 2и (  , Ах \ 2— =  cos I х  ----- --  — 7---
X V 2 )  Ах_А х

2
Охирги тенгликда Дх-^0 да лимитга ўтиб топамиз:

. А х
sm —

и' =  lim —  =  lim cos (х +  —  V lim — —  =cos к.
&х-+д А х &Х--+0 \  2 /  ьх-ч.0 а  Л

2
Демак,

(sinx)' =  cosx.
Шунга ўхшаш (6 - бобнинг 1-§ га қаранг) (cosx)'=—suix формула 
ҳам исботланади.

Энди у == tgx функциянинг ҳосиласини tgx= -1- - -  нисбатиинг
COS X

ҳосиласи формуласидан фойдаланиб топамиз:
•cos х — sin x-(eos л') 'г ,, ч, /  s i nx  У  (sin х)' • 

У =  ( tg * )  =  --------- =  — —
\  COS X / COS3 X

cos2 sin2 х 1

cos2 X  cos2 X

Демак,

(tg * ) ' =  7 - 7 - -cos2 X

Худди шунга ўхшаш куйидаги формулалар ҳам исботланади:

(ctgx)' = ----- ;---- , (sec х)' =  ~-n— , (cosec.г)' = COS X

sin2 x cos2 х sin гх '

5° Тескари  т р и г о н ом е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  ҳ о си
ла лари. Тескари функциянинг хосиласини топиш қоидасидан фой
даланиб, тескари тригонометрик функцияларнинг хосилаларини хи
соблаймиз. Ушбу у =  arc sinx функцияни олайлик. Бу функция х—
=  siny функцияга тескари бўлиб, уни^— интервалда ка-
расак,

, ,  . w 1 1 I Iу =  (arcsin X) --------- - = -------=  =  -7= -
(sin у) cos у  У 1 — sin2 у  Y  I — хг

келиб чикади. Демак,

(arcsinx)'= (—1< х <  1).v ' у  l — а:2
Худди шунга ўхшаш қуйидаги формулалар хам исботланади:



(arccos x)'=  — y - y ^ i  (— 1 <  * <  1), 

(arc tg x)' =  1

(arc ctgx)' =

1 +  **’
____l_

1 д
6е. Г иперболик  ф у н к ц и я л а р н и н г  ҳ о с и л а лари. Энди 

гиперболик функцияларнинг хосилаларини хисоблаймиз. Бунда хоси
ла хисоблашдаги содда қоидалардан ва кўрсаткичли функция хоси
ласи формуласидан фойдаланамиз. Содда ҳисоблашлар ёрдамида у  =  
=  sh х учун топамиз:

у* =  (sh х)' =

=  А- (е* +  е *) =  chx.

Шунга ўхшаш куйидаги формулалар хам [исботланади:
(ch х)' =  sh х,

1(th х)' =
ch2 х

(cthx)' = -------i— (хФ 0).
sh2 x

4. Ҳ о с и л а л а р  жадвали .  Биз ушбу бандда элементар функ
циялар хосилалари учун топилган формулаларни жамлаб, уларни 
жадвал сифатида келтирамиз:

1°. (**)' =  ц-х**-1 (х >  0);

2°. (аху =  ох-1па (а >  0, а Ф 1);

3° (logflx)'= — • log е (х >  0, а >  0, а ф ] ) .
X

Хусусан, (1пх)'=  —  (х>0);
X

4° (sinx)' =  cosx;
5° (cos х)' =  — sin х;

6° (tgx)' =  — — (х *  -J- +  kni k =  0, ±  1, ); 
cos2 x 2

7°. (ctgx)' = ------—  (x Ф km k =  0, ±  1, .);
sin2*

8°. (arcsinx)' =  - , - 1 =  - (—I < x <  1);
У  J —  X2

9°. (arccosx)' = ---- ------- ■ (— 1 <  x <  1);У 1 — JC2



10° (arctgx)' =  ——1 — *2

11° (arcctgx)' =  — fnrjjs’

12: (shx)' =  chx;
13° (chx)' =  shx;

14*. (th*)' =  - A - ;
ch2 x

15° (cthx)' = ------ —  (хФ 0).
sh2x

5. Мисоллар.  Қуйидаги функцияларнинг хосилаларини топинг.
1) у =  In sinx, х£(0,я) бўлсин. Бу функцияни у =  1пм, и =  sinx 

деб қараш мумкин. (6.5) формуладан фойдаланиб топамиз:

у' — (In sinx)' =  —-— (sinx)' =  со- х- =  ctgx.
sin х  sin x

2) у =  [ti (x)] v(x> (и (x) >  0) бўлиб, и (x) ва v(x) функциялар uf (x) 
ва v' (x) хосилаларга эга бўлсин. Бу ифодани логарифмлаб топамиз:

ln у  =  v (х) • In и (х).
Энди мураккаб функциянинг ҳосиласи [((6.5) формулага қаранг) ва 
кўпайтманинг хосиласи ((6.9) формулага қаранг) учун тегишли фор- 
мулалардан фойдаланиб топамиз:

— -у' --= V (х) • lnu(x) +  V (х) — • и'(х). 
у к (*)

Бундан

у' =  У \v'(x) • 1пы(х) -f • и'(х)] =  [и (х)°(х> • [у'(х) • 1п« (х) +
I и (*) J

■и’ (х)|и (X)
келиб чикади. Демак,

( [ u w r w)' =  [u(x)]°w v' (х) ■ In и (х) +  • и (х)1.
и (х) J

4-§. Функциянинг дифференциали

1. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б ў л и ш и  
т у ш у н ч а с и .  f (х) функция (а, Ь) интервалда аниқланган булсин. 
х£(а, Ь) нуқтани олиб, унга шундай Ах (Дх^ёО) орттирма берай- 
ликки, (х0 -г Д х) £ (я, Ь) булсин. У холда f (х) функция хам х0 нук
тада Д у =  f (х0 +  А х) — f (х0) орттирмага эга булади. Равшанки, Д у 
орттирма Дх га боғлиқ бўлиб, кўпчилик холларда А * билан Д у 
орасидаги богланиш мураккаб булади. Табиийки, бунда Д х га кура 
А у ни аниқ ёки тақрибий ҳисоблаш кнйинлашади. Натижада орттир-



маси Дх орттирма билан соддароқ боғланишда булган функцияларни 
урганиш масаласи юзага келади.

3-таъриф.  Агар f (х) функциянинг х0£(а, Ь) нуктадаги орт
тирмаси Д у ни

кўринишида ифодалаш мумкин бўлса, / (.v) функция х0 нуктада диф
ференциалланувчи деб аталади, бунда А — А х боғлиқ бўлмаган ўз- 
гармас, а  эса Ах  га боғлиқ ва Ах->-0 да а  =  а (Дх ) 0.

эканини эътиборга олсак, у холда юкоридаги (6.12) ифода ушбу

кўринишни олади. Функция орттирмаси учун (6.12) форму лада А- А х 
ифода орттирманинг бош кисми деб юритилади.

Функциянинг бирор нуктада дифференциалланувчи бўлиши билан 
унинг шу нуқтада чекли ҳосилага эга бўлиши орасидаги боғланишни 
куйидаги теорема кўрсатади.

4-те орем a. f (х) функциянинг х £ (а, Ь) нуктада дифференци
алланувчи бўлиши учун унинг шу нуқтада чекли ҳосилага эга бу
лиши зарур ва етарли.

Исбот.  З а ру р л иг и .  / (х) функция х£(а, b) нуқтада диффе
ренциалланувчи бўлсин. Таърифга кўра, f (х) функциянинг х£(а, Ь) 
нуктадаги орттирмасини (6.13) кўринишда ёзиш мумкин. Шу (6.13) 
дан

бўлиши келиб чикади.
Е т арлилиг и .  f (х) функция х£(а, Ь) нуктада чекли }' (х) ҲО' 

си лага эга булсин. Ҳосила таърифига кўра

Ау =  А-Ах +  а-Ах (6.12)

Агар
а ■ Ах =  а (Ах)■ Ах =  о (Ах)

Ау =  А-Ах-\- о (Ах) (6.13)

ЬУ =  ц j о (А х)
Ах Ах

тенгликни ёзиш мумкин. Ундан эса

/ ' (х) =  lim
Д Х-+0 А х  А х->0 А X

булади. Агар

деб олсак, ундан
А У =  Г М-Дх +  а-Дх



эканини топамиз. Бу тенгликдаги а  миқдор Д х га боғлиқ ва А х->0 
да а —«- 0. Демак, /  (х) функция х £ (а, Ь) нуцтада дифференциалла
нувчи бўлиб, А =  f' (х) булади. Теорема исбот бўлди.

Исбот этилган теорема / (х) функциянинг х £ (а, b) нуқтада чекли 
/'(х) хосилага эга булиши билан унинг шу нуктада дифференциал
ланувчи бўлиши эквивалент эканини кўрсатади.

2. Фу нк ци я  д ифференциали  ва унинг  г е ом е т р и к  
маъноси.  f (х) функция (а, Ь) интервалда аникланган булиб, х£(а, Ь) 
нуқтада дифференциалланувчи бўлсин. Демак, функциянинг х нуқ- 
тадаги орттирмаси

Ау А-Ах о (Дл)
кўринишда ёзилиши мумкин, бунда А =  / ' (х) булади. Бу тенгликда 
функция орттирмаси А у  икки қўшилувчи: аргумент орттирмаси Ах  
га нисбатан чизикли А-Ах  хамда Ал: га нисбатан юқори тартибли 
(Ах-*-0 да) чексиз кичик микдор о (Дх) лар йиғиндисидан иборат 
экани кўринади.

4-таъриф.  f  (х) функция орттирмаси А у нинг Дх га нисбатан 
чизиқли бош қисми A A x =  f' (х ) Д х  берилган f (х) функциянинг х 
нуктадаги дифференциали деб аталади. Функциянинг дифференциа
ли dy ёки df (х) каби белгиланади:

dy =  df (х) =5 А • А х =  /' (х) • Д х.
Таърифга кўра f  (а-) функ

циянинг х нуқтадаги диффе
ренциали А х нинг чизикли 
функцияси бўлиб, у функция 
орттирмаси А у  дан о (Дх) 
га фарқ килади.

Энди х£(а, Ь) нуқтада диф
ференциалланувчи бўлган f (х) 
функциянинг графиги 43- чиз
мада кўрсатилган чизиқни ифо- 
даласин дейлик. Бу чизиқнинг 
(х, f (х)), (х +  А х, f (х + А  х)) 
нуқталарини мос равишда Ғ 

ва В билан белгилайлик. Унда ҒС =  Ах, ВС =  А у  булади. / (х) 
функция х£(а, b) нуқтада дифференциалланувчи бўлгани учун у 
х нуктада чекли / ' (х) хосилага эга. Демак, f (х) функция графи
гига унинг Ғ (х, f (х)) нуқтасида ўтказилган FL уринма мавжуд 
ва бу уринманинг бурчак коэффициенти tg a  =  f' (х). Шу FL урин
манинг ВС билан кесишган нуқтасини D билан белгилайлик. Рав-

DC * tшанки, д  FDC дан---- =  tga ва ундан DC =  tg ос FC =  f'(x)- Ах
FC

экани келиб чиқади.
Демак, f (х) функциянинг л: нуқтадзги диффергнциали d y ^ f ’ (х) Лх 

функция графигига F (х, f (х)) нуқтада ўтказилган уринма орттир
маси DC ни (DC =  dy) ифодалайди. Хусусан, f ( x ) = x  бўлганда бу 
функциянинг дифференциали



бўлиб,
dy =  dx =  А л;

бўлади. Бу ҳол эрклн ўзгарувчи х нинг эркли орттирмаси Ах ни 
унинг дифференциали dx билан алмаштирилиши мумкинлигини кўр- 
сатади. Бу / (х) функциянинг .г нуктадаги дифференциалини куйида
ги

dy =  f' (х) • dx =  у'dx (6.14)
кўринишда ифодалаш мумкин эканини англатади.

4-эслатма .  Биз f (х) функциянинг х нуқтадаги хосиласини —
dx

символ тарикасида белгилаган эдик. (6.14) муносабатдан эса — нис-
dx

бат функция дифференциали dy нинг аргумент дифференциали dx га 
нисбатидан иборат экани кўринади. Шуни таъкидлаш лозимки, диф
ференциалланувчи функциялар учун dy билан dx лар пропорционал 
ўзгариб, f' (х) пропорциона л лик коэффициентини ифодалайди.

Энди функция дифференииалининг (6.14) ифодасидан фойдала
ниб, элеМентар функцияларнинг дифференциаллари жадвалини келти
рамиз:

1° d (x̂ ) =  \ixn~] - dx (x >  0);
2° d (ax) =  ax-\na-dx (a >0, a =?= 1);
3° d (logflx) =  — logae-dx (x>0,  a >  0, а Ф 1); d (lm:) =  —;

x x

4 ° d (s in jc) =  cosx • dx;
5° ri (cos x) =  — sin jc • dx;

6° d (tgx) =  —-j^--dx (x, Ф ^  +  kix; fe =  0, ±  1, . . .j;

7°. d (ctgx) = ------— dx (x k л; k =  0, ±  1, .);
sin2*

8° d (arcsin x )= —■ ------ dx (—[1 < x <  ]);
/ l - x *

9° d (arc cosx) = ------ -- - - • dx (— 1 <  x <  1);
> 1 — X*

10°. d (arctgx) =  —-— dx;
& l 4- x*

11° d (arc ctgx) = ----’^r *

12°. d (shx) =  chx-dx;
13° d (chx) =  shx-dx;



14° d (th x) —ch* x ■dx\

15° d (cth x) =
sh2 .v

3. Д и ф ф е р е н ц и а л л а ш н и н г  содда  к о и д а л а р  и. Му
р а к ка б  ф у нк ц ия н ин г  дифференциали.  / (х) ва£(х)функ- 
циялар (а, Ь) интервалда аникланган бўлиб, х£(а, b) нуқтада улар
нинг дифференциаллари df(x), dg(x) мавжуд бўлсин. У холда

х£{а, Ь) нуқтада дифференциаллари мавжуд ва улар учун қуйидаги

формулалар ўринли.
Ҳақиқатан ҳам, функция дифференциалининг (6.14) кўринишда 

ифодаланишидан ва функциянинг ҳосилаларини топиш қойдаларидан 
фойдаланиб топамиз:

d [/ (х) ±  g  (х)} =  (/ (х) ±  g  (x))' dx =  f' (х) dx ±   (х) dx =

Хусусан, d (с-f (х)) =  с-df (x) (с =  const).
2-кати  ж а. Юкорида келтирилган формулалар дан фойдаланиб, 

қўшилувчилар ҳамда кўпайтувчилар сони ихтиёрий чекли бўлган ҳол- 
да ҳам тегишли формулалар ўринли бўлишини кўрсатиш мумкин.

Энди мураккаб функциянинг дифференциалини топамиз.
Фараз қилайлик, u — f(x)  функция (а, Ь) интервалда, у  =  F (и) 

функциялар эса (с, d) интервалда аниқланган бўлиб, бу функциялар 
ёрдамида y  =  F (f  (х)) =  Ф (х) мураккаб функция тузилган бўлсин 
(бунда, албатта, х £ (а, Ь) да и =  f (х) £ (с, d) бўлиши талаб кили
нади).

Мураккаб функциянинг хосиласи учун топилган (6.5) формула- 
дан фойдаланиб, шу мураккаб функциянинг дифференциалини топа
миз:
d<t> (х) =  d [F (f (х))] =  [F (f (х))]' dx =  F' (и) •/' (х) dx =  Ғ' (и) du.

Шуни таъкидлаш лозимки, бу ҳолда du микдор аргумент и нинг 
эркли орттирмаси эмас, у х ўзгарувчининг функциясидир.

f  (X )f (х) ±  g (х), f (x)-g (х) ва -Li-L (g (х) ф  0) функцияларнинг ҳам шу
е (*)

d [f (х) ±  g  (х)] =  df (х) ±  dg (х), 
d t/ (x)-g(x)] = f  (x)-dg (x) +  g(x)-df (x), (6.15)

d (g (x) ф  0)

=  df (x) ±  dg (x);
d  If (x)-g (*)] =  (f (x)-g (x))' dx =  g  (x) ■ f' (x) dx -f 

+  f  (x)- (x) dx =  g  (x) df (x) +  f (x) d g  (x),
д 'Дх =  S (x)'f' (*) dx— f (x) g' (х) dK _ax =  —------■----------

L S W  J v 8  W  /  g 2 (*)
_  g  (x)-df (x) — f  (x)-dg  (x) 

g 2 (x)



4. Ф у н к ц и я  дифференциали ва тақрибий  ф о р м у л а 
лар. Назарий ва айникса амалий масалаларни ечишда тегишли функ
цияларнинг нуктадаги кийматларини хисоблаш зарурияти туғилади. 
Кўпинча, бундай функциялар мураккаб бўлиб, уларнинг нуктадаги 
қийматларини топиш анча кийин бўлади. Бу хол функциянинг нуқ- 
тадаги қийматини тақрибий хисоблаш (уларни хисоблаш учун тақри- 
бий формулалар топиш) масаласини юзага келтиради. Функциянинг 
дифференциали эса тақрибий формулаларни топиш имконини беради.

f (х) функция (а, Ь) интервалда аникланган бўлиб, ,v0 £ (а, b) нуқ- 
тада чекли /' (дг0) Ф 0 хосилага эга бўлсин. Бу холда функция орт- 
тирмасининг формуласини ((6.3) ва (6.13) формулаларга каранг)

Д У = Г  (*о)Дх-*гО (Дл-)
кўринишда ёзиш мумкин. Бу форму лани хамда функция дифферен
циали учун dy =  f  (л'0) Л х формулани эътиборга олиб топамиз:
Ит А х  =  Ит r 1 + _ L _ .£ i ^ ) |  =  1.

д -г—►о dy д*-*о f (*0)-Aa' д*->о1. / (*о) Да' J
Шундай килиб, Ay ~  dy. Натижада куйидаги

Д у ж dy,
яъни

\ (х0 +  Д x)&f (х0) +  f' (х0) • Д х (6.16)
тақрибий тенгликка келамиз. Равшанки, Д у — dy =  о (Дя). Шунинг 
учун Да*-*0 да (6.16) тақрибий тенгликнинг нисбий хатоси нолгаAy — du п интилади, яъни —------ - ->-0.

А х
(6.16) формула х0£(а, Ь) нуктада дифференциалланувчи /  (х) функ

циянинг Xq нуктадаги орттирмаси Д у ни унинг шу нуктадаги диф
ференциали dy билан алмаштириш мумкинлигини кўрсатади. Бу ал- 
маштиришнинг кулайлиги, функция орттирмаси Д у аргумент орт
тирмаси Дл* нинг, умуман айтганда, мураккаб функцияси булган 
холда, функция дифференциали dy эса Ад; нинг чизикли функцияси 
бу л ишида дир. Агар Ах = х — х0 эканини эътиборга олсак, унда х0 +
4-Ах =  х бўлиб, (6.16) формула куйидаги

f (.г)«  /  (х0) +  f  (л*0) • (х — х0) (6.17)
кўринишга келади. Бунда х0£(а, Ь) нукта л;£(я, b) нуқтадан катта 
фарқ қилмайдиган, аммо f (х0) қулайроқ ҳисобланадиган нуқтадир.

Масалан, / (л') =  sin,v бўлиб, sin 29° ни ҳисоблаш талаб этилган 
бўлсин. Бу холда д'0 =  30° дейиш кулай. (6.17) формулага кўра

sin 29°«  sin 30° -4- cos 30° • (29° — 30°) ~  =  0,5 —360=

— 1 ^ - . —  «0,4848.2 360
Бунда Г нинг радиан ўлчовини ёзиш зарур, чунки бошқа ҳадлар 
радианларда берилган. Демак, sin29° =  0,4848 (10-4 аниқликда). 

Юкоридаги (6.17) формула ,v0 =  0 бўлганда ушбу



/ (лг)«/ (0) — / ' (0)-х (6.18)
кўринишни олади.

Маълумки, х0£(я, Ь) нуктада дифференциалланувчи f (х) функ
ция графигига (х0, /  (х0)) нуктада ўтказилган уринманинг тенгламаси 
куйидаги

У =  f (*о) ~г /' (*0M *  — х0)

кўринишда ёзилади. Бундан кўринадики, (6.17) тақрибий формула 
геометрик нуқтаи назардан, /  (х) функция ифодалаган эгри чизикни 
х0 нуктанинг етарли кичик атрсфида шу функция графигига (х0, /  (х0)) 
нуктада ўтказилган уринма билан алмаштирилишини билдиради.

Мис о лла р .  f (х) функция сифатида (1 - fx )u, ) 1 +  ^  е** 
In (1 +  х), sinx, tgx функцияларни олиб, уларга (6.18) формулани 
қўлланиш натижасида куйидаги такрибий формулаларни топамиз:

(1 -  х)и »  1 -  U X ,

Г 1 -г X «  1 Т  - J  X,

ех ж 1 +  .V,
In (1 +  х) ^  .V, 

s m x t t  х, 
tgx x.

5-§. Юқори тартибли ҳосила ва дифференциаллар

1. Ф у н к ц и я н и н г  юқори т а р т и б л и  х о с и л а л а р и .  f (х) 
функция (а, Ь) интервалда аникланган бўлиб, унинг хар бир х нуқ- 
тасида f  (х) хосилага эга бўлсин. Равшанки, f' (х) хосила х ўзга- 
рувчининг функцияси бўлади. Бу f' (х) хосила хам ўз навбатида би
рор х0£(я, b) да ҳосилага эга бўлиши мумкин.

5-таъриф.  Агар f (х) функция (<а, b) интервалнинг ҳар бир 
х £ (iа, b) нуқтасида f' (х) хосилага эга бўлиб, бу f' (:<) функция 
х0£(а, Ь) нуқгада хосилага эга бўлса, у f (х) функциянинг х0 нуқ- 
тадаги иккинчи тартибли хосиласи деб аталади. Функциянинг ик
кинчи тартибли хосиласи у"х=хь, Г (х0), ( ■ )  белгиларнинг бири 

оркали ёзилади.
/  (х) функциянинг учинчи, тўртинчи ва х.к. тартибдаги ҳосила- 

лари худди шунга ўхшаш таърифланади. Умуман, / (л) функция 
(а, Ь) интервалнинг хар бир х£(а, b) нуқтасида (п — 1)-тартибли 
/ ,п-1) (х) хосилага эга булсин. Б у / |п-1) (х) функциянинг х0£(а, Ь) 
нуктадаги хосиласи (агар у мавжуд бўлса) /  (х) функциянинг ,г0 нук
тадаги п- тартибли хосиласи деб аталади ва v y("lz , / (,!,(х0), ( —\ I

" 0 dxnJx=x0
ларнинг бири оркали белгиланади. Одатда / (х) функциянинг (х), 
/'" (х), хосилалари унинг юкори тартибли хосилалари дейилади.



Шундай килиб, f(x) функциянинг х£(ау Ь) да я-тартибли хоси- 
ласининг мавжудлиги бу функциянинг шу нуқта атрофида 1-, 2-,

, (п — 1)-тартибли хосилалари мавжудлигини такозо этади. Аммо 
бу ҳосилаларнинг мавжудлигидан п- тартибли хосила мавжудлиги,
умухман айтганда, келиб чикавермайди. Масалан, у =  ^LifJ функция-

нинг хосиласи у' =  | х | булиб, бу функция д: =  0 да хосилага эга 
эмас, яъни берилган функциянинг х =  О да биринчи тартибли хоси- 
ласи мавжуд, иккинчи тартибли хосиласи эса мавжуд эмас.

Мазкур бобнинг 1-параграфида бир томонли хосила тушунчаси 
киритилган эди. Бу ерда хам мос равишда юкори тартибли ўнг ва 
чап хосила тушунчаларини киритиш мумкин.

Функциянинг юкори тартибли, масалан, п-тартибли (п >  2) ҳоси- 
лаларини топиш учун, умуман айтганда, унинг хамма олдинги тар
тибли ҳосилаларини хисоблаш керак. Айрим функцияларнинг юқори 
тартибли ҳосилаларини бир йўла топиш мумкин. Мисол тариқасида 
баъзи бир элементар функцияларнинг я-тартибли хосилаларини то
памиз.

О У = x'L булсин (л*>0 ва |\£R). Бу функциянинг ҳосилаларини 
кетма- кет хисоблаймиз:

У" =  (уУ =  (и-Vм- 1) '  =  ц  (,и -  1) .х»-2,

Г  =  (у'У =  [ц (“ -  1) ^ -2]' =  Ц (^ -  1) (fi -  2)
Берилган функциянинг п- тартибли хосиласи учун ушбу

(г У'” =  И и  -  D (ц -  2) Oi -  п +  1) хц- п (6.19)
формуланинг ўринли булишини математик индукция усул*г ёрдамида 
кўрсатиш қийин эмас. Маълумки, п =  1 да

бўлади. Энди (6.19) формула п =  k да ўринли, яъни]

У<к) =  li (И — 1) (l-i — k 4- 1) ха~к 
бўлсин деб, унинг п — k 4- 1 да ўринли бўлишини кўрсатамнз. Таъ
рифга кўра у{к~1> =  (у<к)У Шунинг учун

у<к+]> =  =  (ц, (ц_1)  (ц —2) ( u - f e +  1 ) - =

=  И и - 1 )  f r - k + \ H VL-k)-J?-k- 1
бўлиши келиб чикади. Бу эса (6.19) формуланинг п =  k -f- 1 да .хам 
ўринли булишини билдиради. Демак, (6.19) формула ихтиёрий n£N 
учун ўринли.

(6. IS) да и — ихтиёрий хакикий сон. Хусусан, ц =  — 1 бўлсин. 
Унда у =  — функциянинг л-тартибли хосиласи



( т Г  =  <— 0-(—2) ( -  rt) Л—  =  L  (6.20)

бўлади.
2) у =  \пх (х >  0) функциянинг я- тартибли ҳосиласини топамиз. 

Бу функциянинг биринчи хосиласи у' =  — булишидан хамда (6.20)х
формуладан фойдалансак,

У&) _  =  I-I j n~]> =  (— i)”" 1 (n — 1)!

формула келиб чиқади. Демак,

(In х)(п)=  <n ~  1)!, x >  0. (6.21)
xn

3) у =  ax (a >  0, а Ф 1) булсин. Бу функциянинг хосилаларини 
кетма- кет хисоблаймиз:

у' — ах Ап а, 
у" =  (ах ■ 1п а)' =  ах In2 о, 
у'" — (аг 1п2а)' =  ах In3 а.

Бу муносабатларга караб у  =  ах функциянинг п- тартибли хосиласи 
учун ушбу

у {п) =  а *  ) п па

форму лани ёзамиз. Унинг тўғрилиги яна математик индукция усули 
ёрдамида осонгина исботланади. Демак,

(а ) (л) =  аЪ"а.
Хусусан, (ех)м —ех
4) у  =  sinx бўлсин. Маълумки, бу функция учун г/'=  cosx. Биз 

уни куйидаги

у' =  (sin а')' —- cosx =  sin (х +  - у )

кўринишда ёзиб оламиз. Сўнгра у  =  sinx функциянинг кейинги тар
тибли хосилаларини хисоблаймиз:

у " — (cosx)' =  — sinх =  sin (х -f 2• y j ,

у'" — (—sin д')'=—cosx=sin (x 4- 3 • у ] ,

z/IV) =  (— cosa')' =  sin x =  sin |x т 4 ~  ).

Бу ифодалардан эса г/ =  sinx функциянинг п- тартибли хосиласи учун 

у{п) =  sin |х  -Ь «• у )



формула келиб чикади. Унинг тутрилиги яна математик индукция 
усули билан исботланади. Демак,

(sin х)(п) =  sin | х -1- п — J. (6.22)

Худди шунга ўхшаш

(cosxfn) =  cos j'х +  п —j. (6.23)

2. Содда  қоидалар.  Лейбниц  формуласи.  f (х) ва g (х) 
функциялар (а, b) интервалда аниқланган бўлиб, улар х£(а, Ь) нуқ- 
тада п- тартибли f n) (.v), g[n) (х) ҳосилаларга эга булсин. Буни қуйи- 
дагича тушуниш лозим: f (х) ва g  (х) функциялар х нуктани уз ичи
га олган (a, fl)сг (а, Ь) интервалда /", ., f(n~l> ҳамда , g", . . .  
g(n~l) хосилаларга эга бўлиб, х нуктада эса f n) (х), g{n) (jc) хосила
ларга эга. У холда

1) [c-f (х)]М=  с -fn) (х), с =  const; (6.24)
2) [f (х) ±  g (x)]w =  Г  (х) ±  g(n) (х)\ (6.25)
3) if (x)-g {х)\(п)=  ftn} (x) g (х) +  Сп (x)  (х) 4-

+  Cl f n~-> (x) • g" (x) -t- + C kn f - * 1 (л-) gik) (x) 4- 4-
+  f (x) gin) (x), (6.26)

бунда
rk  _  n(n—  1) . . . (n —  k+- 1)

,l k\

Юқорида келтирилган (6.24), (6.25) формулалар содда исботлана
ди. Биз (6.26) формуланинг ўринли эканини исботлаймиз.

Маълумки, ((6.9) формулага қаранг);

[/ (х) ■ g (х)У' =  / ' (х) g(x) +  f(x)- (х).
Бу эса п =  1 бўлганда (6.26) формуланинг тўғрилигини кўрсатади. 

Энди (6.26) формула п =  k учун тўғри, яъни

[/ (*) g  (х)]{** =  f k) (x)-g(x) 4- C j f ~ l) (x)- (x) 4-
4- C\ f ~ 2) (x) -g" (*) -  -  f (x) ■ g (k) (x)

формула ўринли деб, унинг n — k 4-1 учун тўғрилигини кўрсата- 
миз. Ҳақнқатан хам, таърифга кўра

бўлиб, ундан
l f (x )g (x ) f+l) =  [fk)( x ) - g ( x ) ^ C ' f - l)(x)-g’ (x) 4-



+  / (л) • g{b) (•*)]' =  f(k ' u M ■ g (x) 4- [{k] (x) ■  (x) 4- Cl • f k) (x)  (x) 4- 
4- Cl f k~l) (x) • g" (x) -  4-C\ f k~i+X) (x) • g(i) (x) +

4- Cj (x) gii+l) (x) -i- 4- f'(x)-g{k] (X) ~  / (x) g ^  (x) =

=  }(k+,) (x) -g(x) +  (C°k 4- С1, ) f(k> (x) ■  (x) 4- 4- (Cj 4- 
4- С1' )  • f ~ i+i) (x) ■ g(i> (x) 4- +  / (x) • g(*+l) (x) 

булиши келиб чикади (C°k =  1).
i  j _  I k ( k — \ ) . . . ( k  —  i + \ )  . k ( k —  1 ) . .  . (A— i + 2 )Arap Ck - r C k = ------------ --------------4 - -------- ------- --------=

__ k (k — 1) . . . (k — i 4* 2) (k — / 4~ ^ ^  — 1) . . . (£ — i  4~ 2) / _
_  -  _

=  k ( k — 1) . ■ . (ft— l 4- 2)[(fe— t‘4- I)— tl =  (ft-U)ft(ft-l ). .  . ( f e - i - f  2 _  
i! i !

— rj— w+1
тенгликни эътиборга олсак, у ҳолда ушбу

If (x)-g(x)f+1) =  f{k+l)(x)-g(x) +  c [ +f }(x)-g’ (x) 4-

4- +  С‘+1/(' - /+1) (x) ■ g<1Қх)+. .+  ! (x) ■ g{k+V> (x)
формулага эга бўламиз. Бу эса (6.26) формула п =  k 4-1 бўлганда 
тўғри эканини кўрсатади.

Шундай қилиб, (6.26) формула барча п лар учун тўғридир. Ис
бот этилган (6.26) формула Л е й б н и ц  формуласи  деб аталади.

Мисол.  у =  ехsin я функциянинг 100-тартибли ҳосиласини ҳи- 
собланг.

Лейбниц формуласидан фойдаланамиз:

у 100) =  (е* sinx)(IOO) =  ех sinx 4- c j00e* -sin /х -г — ^4-

+  Cjoo е* s*n 2 • у  J -Ь 4- C'jpp ех sin [х 4- 100 — j —

=  ех |s in х +  C^sin (х +  ~ )  +  C]QQ sin (х +  2 ~ j +  +

+  Cj°0°0sin (х +  100 f ) ]  =  ех sinх [l +  С?00 +  С8т  +  +  С|°0°0] +

+  е cosx[CJ00 +  CI00 +  Cj00 +  +  îool e sinx[Cjoo +

+  C100 +  +  Сшо1 — e* cos x LC100 +  tfoo +  +  1̂00 ] =
=  e sin x [ 1 Cl00 +  Cm Cm  +  Cl00 Cl0Q +

"Ь ^lool e c°sx[Ci0o Cioo +  Cico c ioo+ + Cioo
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3. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  юқо ри т а р т и б л и  х о с и 
лалари.  u =  f(x) функция ((а, Ь) интервалда, у  =  F (и) функция 
эса (с, d) интервалда аникланган булиб, улар ёрдамида y =  F(f(x)) 
мураккаб функция тузилган бўлсин (бунда, албатта, х£(а , Ь) да 
u=z f(x)£(c< d) бўлиши талаб қилинади). u =  f(x) функция x£(a, Ь) 
нуктада иккинчи тартибли f"(x), у =  F (и) функция эса мос и(и =  
=  /(.*)) нуктада иккинчи тартибли F" (и) хосилага эга бўлсин. Ик
кинчи тартибли хосила таърифига кўра

yn =  lF ( f ( x W = l (F ( f ( x W Y
бўлади. Мураккаб функциянинг ҳосиласини ҳисоблаш формуласи
(6.5) дан хамда кўпайтманинг ҳосиласини хисоблаш формуласи (6.9) 
дан фойдаланиб, топамиз:

[(F(f(x))YY = IF' (f(x))-r (JC)]' = [Г  (f(x))Y.f' (x) +
+  F’ (f (х)) (Г (х)У =- F' (/ (jc)) Г (X)•/'(*) 4- F’ (/ (X)) • г  (X) =

=  Ғ'(х)-ГЧх) +  Ғ’([(х))-Г(х)
Демак,

у" =  [Ғ(/ (X))]" =  Ғ" (/ М) -Г2(X) +  F' (f (х)) • Г  (X).
Худди шунга ўхшаш u =  f(x) функция х£(а, Ь) нуктада (х) ва 
у  =  F (и) функция эса мос u(u — f (х)) нуктада F"' (и) ҳосилага эга 
бўлса, мураккаб y — F(f (х)) функция хам х £ (а, Ь) нуктада 3- тар
тибли хосилага эга булади. Бу хосила куйидагича хисобланади:

у" =  [F (I (*))]"' =  l(F (/ (х)П' =  [Ғ’ (f (X)) ■ f  (X) 4- 
+  Ғ' (f ( X) )  • Г  (x)Y =  F"' (/ (х)) ■Г3 (х) +

4- F" (/ (х))-2-Г (х )Г  (х) 4- F" (/(х)) •/' (х) ■ Г(х) -  Ғ' ( / (х))./'" (х) =
=  F'"{f{x))-r\x) + 3 F * V { x M  (х)-Г(х) 4- Ғ’ (/(х))-/'"(х).

Шу йўл билан мураккаб функция у =  F(f (х)) нинг исталган тар
тибли хосилалари хам ҳисобланиши мумкин.

4. Ф ун кц ия н инг  юкори т ар т и бли  д и ф ф е р е н ц и а л л а 
ри. f(x) функция х£(а, Ь) нуқтада чекли /' (х) ҳосилага эга бўлса, 
функциянинг дифференциали ушбу, dy =  f' (х) dx =  y'dx формула би
лан ҳисобланишини кўрдик ((6.14) га каранг). Демак, функциянинг 
дифференциали х ва dx ларга боғлиқдир.

Шуни таъкидлаймизки, dx мивдор / (х) функция аргумента х нинг 
ихтиёрий орттирмаси Ах ни ифодалаб, dy миқдорни х ўзгарувчи 
бўйича дифференциаллаш жараёнида уни ўзгармас кўпайтувчи сифа
тида қаралади.

Фараз килайлик, юқорида қаралаётган f(x) функция x£(a, Ь) нук
тада иккинчи тартибли f"  (х) ҳосилага эга бўлсин.

6-таъриф.  f(x) функция дифференциали dy нинг x£(a, Ь) нуқ-



тадаги дифференциали функциянинг иккинчи тартибли дифферен
циали деб аталади. Функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 
d2f (х) ёки d2y каби белгиланади, яъни

d2y — d (dy) ёки d2f (х) =  d(df (jc)).
Энди дифференциаллаш коидасидан фойдаланиб топамиз:

d2y  =  d (dy) =  d (y'dx) =  dx ■ d (y') — dx (y')'dx =  y" (dx)2.
Шундай қилиб, функциянинг иккинчи тартибли дифференциали унинг 
иккинчи тартибли хосиласи орқали куйидагича ёзилади:

d2y =  y"-dx2, (6.27)
бунда ушбу

dx2 =  dx ■ dx =  (dx)2
белгилашни келишиб оламиз.

f(x) функция х£(а, b) нуқтада 3-тартибли /"'(jc) хосилага эга 
булсин.

Худди юқоридагига ўхшаш, х£(а, Ь) нуктада функциянинг 3-тар
тибли дифференциали таърифланади: d3y =  d(d2y). Шунга кўра f(x) 
функциянинг 3-тартибли дифференцияли учун ушбу

d3y  =  d (d2y) =  d (y"dx2) =  dx-d (y")' =  dx\ij")' ■ dx =  y'" ■ dx3
формула келиб чикади, бунда dx3 =  (dx)3.

Шу йўл билан функциянинг юкори тартибли дифференциаллари 
таърифланади. Умумий ҳолни карайлик. f(x) функция х£(а, b) нуқ- 
тада л-тартибли /<Г1) (х) хосилага эга бўлсин. Функциянинг (п— ])- 
тартибли дифференциали d{n~]) у дан олинган дифференциал /(*) 
функциянинг х£(а, b) нуқтадаги ti-тартибли дифференциали деб 
аталади ва у dny  ёки dn f(x) каби белгиланади, яъни

dny  =  d (dn~ x у) ёки dnf(x) =  d(dn-'f(x)).
Бу ҳолда ҳам функциянинг п- тартибли дифференциали унинг п-тар
тибли хосиласи оркали қуйидаги

dny = y <n)-dxn (6.28)
кўринишда ифодаланади. Унинг тўғрилигини математик индукция 
усули ёрдамида исботлаш мумкин. Ҳақикатан ҳам, п =  1 ва п =  2 
бўлганда (6.28) формуланинг тўғрилиги юқорида кўрсатилди. Бу 
(6.28) формула п =  k да ўринли, яъни dky  =  y(k)dx бўлсин деб, 
унинг п =  k +  1 да тўғрилигини исботлаймиз. Функциянинг п- тар
тибли дифференциали таърифига кўра a<fc+1) у  — d (dty) бўлиб, ундан

dh+xy =  d (dky) =  d (y{k) ■ dxk) =  dxk-d ( i / y) =  y{k+i) -dxk+l 
экани келиб чиқади, яъни ушбу

dk+iy =  yik+i)-dxk+i



формула ўрннли. Демак, (6.28) формула ихтиёрий n £ N  учун тўғри. 
Маълумки, п- тартибли хосила (5-§ нинг 1-6 га каранг) ушбу

xfft =  i-M- кОринишда белгиланган эди. (6.28) эса функциянинг
dxn

п- тартибли хосиласини деб белгиланган символни каср сифа-
dxn

тида караш мумкинлигини билдиради.
/(х) ва g(x) функциялар (а, Ъ) интервалда аникланган бўлиб, 

улар х£(а, Ь) нуктада п-тартибли дифференциалга эга булсин. 
У холда ушбу

1) dn [с • / (х)] =  с • dn f (х), с =  const;
2) dnlf(x)]±g(x) =  dnf ( x ) ± d ng(x);
3) dn [/ (jc) • g  (jc)) =  dn f{x)-g (jc) -f C\ dn~ l f (x) ■ dg (x) +  +

-f C* dn~hf (x) ■ dkg  (jc) +  +  / (jc) dn g  (x)
формулалар ўринли бўлади. Юкори тартибли дифференциалларнинг 
бу коидалари (6.24) — (6.26) формулалар билан ифодаланган содда 
коидалар ҳамда (6.28) форму ладан бевосита келиб чиқади.

Энди мураккаб функциянинг юқори тартибли дифференциаллари- 
ни қараймиз.

и =  f(x) функция (а, Ь) интервалда, у =  F (и) функция эса (с, d) 
интервалда аниқланган бўлиб, улар ёрдамида у =  F(f (х)) мураккаб 
функция тузилган бўлсин (бунда, албатта х£(а, Ь) да и =  /(х)£(с, d) 
бўлиши талаб қилинади). Сўнгра ц=/ (х)  функция x£(a, b) нуқта- 
да f' (x), F(u) функция эса мос u(u =  f(x)) нуктада F' (и) хосила
ларга эга деб, y — F(f(x)) функциянинг дифференциалини хисоблай
миз.

Маълумки, ушбу у =  F(f(x)) =  Ф (х) мураккаб функциянинг диф
ференциали ((6.15) га қаранг) қуйидаги

dy =  Ф' (х) dx =  [F (/ (х))]' dx
ва

[F(i(x))]r =  Ff (f(x))-f'(x)
формулаларни эътиборга олинса,

dy =  d[f  (х))] =  Ғ' (f (х)) - Г (х) dx =  Ғ ’ {f (х)) • df (х) (6.29)
кўринишга эга бўлади,

Демак, функция мураккаб бўлган холда хам функция дифферен
циали функция ҳосиласи F'(f (x)) билан (бу ҳолда аргумент/(х) 
бўлади) аргумент / (х) нинг дифференциали df (х) кўпайтмасидан ибо
рат эканлигини кўрамиз.

Шундай қилиб, қаралаётган функциялар /(х) (х — эркли ўзгарув- 
чи) кўринишда бўлганда ҳам, мураккаб y =  F(f(x)) кўринишда бўл- 
ганда хам, бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил формага 
эга бўлади (яъни дифференциал формаси сақланади). Одатда бу хос- 
сани дифференциал формасининг инвариантлиги дейилади. Бунда



(6.14) фэрмуладаги dx аргумент х нинг ихтиёрий орттирмаси Ах ни 
{dx =  Ах) билдиради, (6.29) фэрмуладаги df(x) эса х ўзгарувчига 
боғлиқ булади.

Энди y = F(f(x)) мураккаб функциянинг иккинчи тартибли диф
ференциалини ҳисоблаймиз. Таърифга кура

d*y =  d4F{f{x))\=d[d{F{f{x)))\
булади. Дифференциаллаш коидасидан фойдаланиб топамиз:

Ру  -  #  [F U т  = d [F' ([ (х)). df (X)] = d [F' (f (x))}. df (x) +  
-rF'{f(x))-d[df(x)] -  F"(f(x))-df*(x)-F'(f(x)yd*f(x),

бунда df2 (x) =  df (x) • df (x) =  (df (x))2.
Демак,

d2y =  d2 IF (/ (*))] =  F" (/ (*)) • d/s (*) +  Ғ’ (f (x)) • d*/ (*)• (6.30)
Бу (6.30) формула билан (6.27) формулани таққослаб, иккинчи 

тартибли дифференциаллар дифференциал формасининг инвариант лиги 
хоссасига эга эмаслигини кўрамиз.

y = F(f(x)) функциянинг учинчи на хоказо тартибли дифферен
циаллари юкрридагидек бирин- кетин хисобланади.

6-§. Дифференциал ҳисобнинг асосий теоремалари

Ушбу параграфда дифференциал хиеобнинг асосий теоремаларини 
келтирамиз. Бу теоремалар келгусида, айникса функцияларни тек- 
ширишда, муҳим роль ўйнайди.

5-т е о р е м а  ( Ферма те оре мас и) .  f(x) функция бирор X 
ораликда аниқланган ва бу ораликнинг ички с нуқтасида узининг 
энг катта (энг кичик) кийматига эришсин. Агар б у нуктада 
функция чекли f' (с) хосилага эга булса, у холда

Г(с) =  0
булади.

Исбот .  Шартга кўра f(x) функция с нуктада энг катта қиймат- 
га эга, яъни *фх£Х да / ( * ) < / (с) тенгсизлик ўринли, шу билан 
бирга бу с нуқтада чекли /' (с) хосила мавжуд. Равшанки,

f' (с) =  lim Л Х)~ И А =  lim / W - ^ L  =  iim 1 М = Ж .
Х—>С Х— С х-*С̂ -0 Х— С Х-+С—О Х — С

Аммо х >  с бўлганда

0=^ lim < 0
-V — c x-̂ c—0 X — с

ва х < с бўлганда

' W~ ' M > о
ЛГ — С X +С—0 х —с

бўлишидан
f'(c) =  о



экани келиб чикади.
Шунга ўхшаш, функция с нуктада энг 

кичик кийматга эга ва бу нуқтада чекли 
f'(c) хосилага эга бўлганда хам /' (с) =  О 
булиши кўрсатилади. Теорема исбот бўлди.

Ферма теоремаси содда геометрик маъно- j ___^
га эга. У f(x) функция графигига {с, f{c)) ~  с х
нуктада ўтказилган уринманинг Ох укига
параллел бўлишини ифодалайди (44- чизма). 44- чизма.

5-эслатма .  f(x) функция [а, Ь\ сег
ментда аниқланган бўлиб, бу сегментнинг четки (х =  а ёки х =  Ь) 
нуқтасида ўзининг энг катта ёки энг кичик кийматига эришсин 
дейлик. Бу нуқтада функция хосилага (равшанки, бу холда бир 
томонлама f (а +  0), /' (Ь — 0) хосилалар тушунилади) эга булса, 
функциянинг хосиласи нолга тенг бўлмасдан қолиши мумкин. Ма
салан, / (х) =  х функция [0,1] сегментнинг л: =  0, л: =  1 нуктала
рида ўзининг энг кичик хамда энг катта кийматларига эришса хам 
унинг бу нуқталардаги ҳосиласи 1 га тенг.

6-те орем а (Ролль  теоремаси).  f{x) функция [а, Ъ] сег
ментда аникланган, узлуксиз еа / (а) =  f(b) булсин. Агар бу функ
ция (<а, Ь) интервалда чекли /' (х) хосилага эга булса, у холда шун
дай с (а <  с <  Ь) нукта топиладики,

Г(с) =  0
булади.

Исбот.  f(x) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз. Демак, Вей
ерштрасснинг биринчи теоремасига (5-боб, 7-§) кўра бу оралиқда 
функция ўзининг энг катта киймати М ва энг кичик киймати т га 
эришади.

1) m =  7W булсин. Бунда /(х) =  const, х£[а, Ъ] бўлади. Равшан
ки, бу ҳолда у с£(а, Ъ) учун / ' (с) =  0 бўлади.

2) т ф М  бўлсин. Бу ҳолда f(a) =  f(b) бўлгани учун f(x) функ
ция ўзининг энг катта киймати М, энг кичик киймати т ларнинг 
камида биттасига [а, Ь] сегментнинг ички с ( а < с < Ь )  нуктасида 
эришади. Ферма теоремасига асосан бу нуктада

Г (с )= Р  
булади. Теорема исбот булди.

/(*) функция Ролль теоремасининг барча шартларини қаноатлан- 
тирсин. У ҳолда бу функция тасвирлаган эгри чизиқда шундай 
(с, f(c)) нуқта топиладики, эгри чизиққа унинг бу нуқтасида ўтка- 
зилган уринма Ох ўқига параллел бўлади (45-чизма).

6-эслатма .  Ролль теоремасининг барча шартлари муҳим. Агар 
келтирилган шартларнинг бирортаси бажарилмаса, теореманинг хуло
саси ўринли бўлмасдан колиши мумкин. Масалан, 1) /  (х) =  1 — |дс] 
функция I— 1, +  1] сегментда узлуксиз бўлиб, бу функция учун 
/ ( — 1) — / ( +  1) =  0 бўлади. Аммо бу функциянинг ҳосиласи (— 1, 
+  1) интервалнинг бирорта нуқтасида ҳам нолга айланмайди. Бунга 
сабаб каралаётган функциянинг (— 1, + 1 )  интервалнинг хамма нуқ-



46- чизма..

таларида хам хосилага эга эмаслигидир. Аниқроғи, f(x) =  \ — \х\ 
функция х =  0 нуктада хосилага эга эмас (46-чизма).

2) f ( x ) = x  функция [0,1] сегментда узлуксиз булиб, (0,1) интер
валда чекли хосилага эга ва (0,1) интервалнинг барча нуқталарида 
f' (х) =  1. Бу функция учун Ролль теоремаси хулосасининг ўринли 
бўлмаслиги (х) =  х функция учун f(a) =  f(b) шартнинг бажарилмас- 
лигидандир.

7-теорема (Лагранж теоремаси).  f(x) функция (а, 6] сег- 
ментда аникланган ва узлуксиз булсин. Агар бу функция (а , Ь) 
интервалда чекли f' (х) хосилага эга булса, у холда шундай с ( а <
<  с <  Ь) нукта топиладики, бу нуктада

Г(Р) = f (Ь) — /  (а) 
b — а

(6.31)

булади.
Исбот.  Шартга кўра f(x) функция [а, 6] сегментда узлуксиз 

булиб, унинг ички нукталарида чекли f ' (х) хосилага эга. Бу функ
ция ёрдамида куйидаги

f(b)-f(a)F(x)~f(x)  — f(a) — (х — а)

функцияни тузайлик. Равшанки, бу F (х) функция [а, b] сегментда 
аникланган ва узлуксиз бўлиб, (ау Ь) интервалда эса

f (b) — f (а)
6 — а

хосилага эга. F (х) функция
нинг х =  а ва х — Ь нукта- 
лардаги қийматларини ҳисоб- 
лаймиз: Ғ (а) =  Ғ (Ь) =  0. Де
мак, Ғ (х) функция Ролль тео- 
рамасининг барча шартларини- 
каноатлантиради. У холда а 
ва b орасида шундай с ( а <  
<С.с<Ь) нуцта топиладики, 
Ғ' (с) =  0 бўлади. Шундай ки
либ,



0 = F'(c) =  f' ( c ) - L(b)h f(a)b — а
ра бундан (6.31) формула келиб чикади. Теорема исбот бўлди.

Энди Лагранж теоремасининг геометрик маъносига тўхталамиз. 
f(x) функция Лагранж теоремасининг шартларини каноатлантирсин 
дейлик (47-чизма). Функния графигининг A (a, /(a)), B(b, f(b)) нук- 
таларини тўғри чизиқ билан бирлаштирамиз. Унда АВ кесувчининг 
бурчак коэффициенти

Маълумки, f ' (х)— бу f (х) функция графигига унинг (х9 /(*))• 
нуқтасида ўтказилган уринманинг бурчак коэффициенти: tga  =  /'(*). 
Шундай килиб, Лагранж теоремаси (я, Ь) интерЕалда шундай с(а< 
с с с Ь )  иуқта мавжудлигини кўрсатадики (бундай нуқталар бир 
нечта булиши ҳам мумкин), f{x) функция графигига (с, f (с)) нукта
да ўтказилган уринма АВ тугри чизикка параллел бўлади.

Юкорида келтирилган (6.31) формулани бошкача хам ёзиш мум
кин. Бунинг учун a c c c b  тенгсизликларни эътиборга олиб,

кўринишга келади. Кейинги форму лада А х >  0 да а =  х, b = х +  
-f  Д х, Д X <  0 да эса а =  х +  Д х, Ь = х деб, топамиз:

Бу (6.33) формула чекли орттирмалар формуласи деб аталади.
Агар (6.31) формул ада f(a) = f{b) деб олинса, у холда / ' (с) =  О 

(acc<.  b) бўлиб, Лагранж теоремасидан Ролль теоремасининг ке
либ чикишини кўрамиз.

8 - т е о р е м  а ( Ко ши те оре мас и) .  f(x) еа g(x) функциялар 
[а, Ь] сегментда аниқланган еа узлуксиз булсин. Агар бу функция- 
лар (а, Ь) интервалда чекли /' (х) еа g' (х) хосилаларга эга булиб,. 
V *£(a , b) учун g ' (х) -^=0 булса, у холда шундай с (а с  с с  Ь) нуц- 
та топиладики,

тенглик ўринли булади.
Ис бот .  (6.34) тенглик маънога эга бўлиши учун g(b)=^=g(a} 

бўлиши керак. Бу эса теоремадаги g' (х) ф 0 (х£(я, Ь)) шартдан ке
либ чиқади. Ҳақиқатан ҳам, агар g(b) =  g(a) бўлиб коладиган бўл- 
са, у холда g(x) функция Ролль теоремасининг барча шартларини

бўлади.

Ь — аb — а
с.— 51=0 (0 <  0 <  1)

деб белгиласак, унда
с =  а +  (Ь — а) 0 (0 <  0 <  1)

бўлади. Натижада (6.31) формула ушбу
f(b) — }(a) =  f ' [ a - r ( b  — a)Q]-(b — a) (6.32).

/  (х т  Д х) — /  (х) — f' (х -(- 0 • А х) • А х. (6.33)

/ Ф) — I (а) _  >f' (с) (6.34)
g(b)  — g  (а)   (с)



қаноатлантириб, бирор с£ (а, b) нуктада (бундай нуқта Ролль тео
ремасига кўра топилади) g (с) =  О бўлиб қолади. Бу эса У *£(а , Ь) 
да g'(x)=F= 0 шартга зиддир. Демак, g(b) Ф g(a).

Энди f(x) ва g(х) функциялар ёрдамида куйидаги

F(x) =  f ( x ) - f ( a ) - - f ® - f{°\ lg (x ) -g (a ) \
g(b)  — g (а)

функцияни тузайлик. Бу функция [а, Ь] сегментда аниқланган ва 
узлуксиз булиб, (а, Ь) интервалда

Ғ'(х) =  Г ( х ) ~  f 2 ~ fi°). g'(x)
g(b) — g ( a )

ҳосилага эга. Сўнгра Ғ (х) функциянинг х ~ а у х = Ь нукталардаги 
кийматларини хисоблаймиз: Ғ (а) =  Ғ (Ь) =  0. Демак, Ғ (х) функция 
[ау Ь] сегментда Ролль теоремасининг барча шартларини қаноатлан- 
тиради. Шунинг учун а ва b лар орасида шундай с (а <сс <  Ь) то
пиладики, Ғ' (с) =  0 булади. Шундай килиб,

0 =  F'(c) =  f ' ( c ) - - W > - fi°).  (с)
g(b)  — g (а)

ва ундан (6.34) тенгликнинг ўринли экани келиб чиқади. Теорема 
исбот булди.

Хусусан, g (л*) — х бўлганда Коши теоремасидан Лагранж теоре
маси келиб чикади.

7- §. Тейлор фэрмуласи

1. Ф у н к ц и я н и я қ и н л а ш т и р и ш Ҳ а қ и д а. Маълумки, функ
ция математик анализ курсида ўрганиладиган асосий тушунча. Кўп- 
гина масалалар эса функцияни ҳисоблаш (берилган нуқтада кийма- 
тини топиш) билан боғлиқ. Функциянинг мураккаб бўлиши бундай 
хисоблашларда катта кийинчиликлар туғдиради. Натижада ноқулай 
ва мураккаб функцияни ўзига Караганда содда ва ҳисоблашга кулай 
бўлган функция билан яқинлаштириш — тақрибий ифодалаш масала
си юзага келади.

Берилган f(x) функцияни бирор g(x) функция билан яқинлашти- 
ришда куйидаги икки момент муҳимдир:

1) f(x) функцияга яқинлашадиган g(x) функциянинг танлаб оли
ниши ва унинг тузилиши (соддалиги ва хисоблаш учун қулайлиги).

2) f(x) функцияга g(x) функциянинг яқинлашишидаги хатоликни 
аниқлаш ва уни бахолаш.

Одатда якинлашадиган функция сифатида бутун рационал функ
ция— кўпҳаб олинади:

g (х) =  Рп (х) =  aQ +  ai (х — л0) -1- аг (.v — ,v0)2 +

T f l j x - x / .  (6.35)
бунда а„, аи а,, , ап ва ,v0 лар ўзгармас ҳақиқий сонлар, n £N.  

Равшанки, кўпҳад содда ва хисоблаш учун кулай функция.



1885 йилда машҳур немис математиги К- Вейерштрасс томони- 
дан 1а, Ь) сегментда узлуксиз булган f(x) функцияни Рп(х) кўпҳад 
билан якинлаштириш мумкин лиги, бошқача айтганда V е >  0 слин- 
ганда хам шундай Рп(х) кўп.ҳад мавжудки, унда *фх£[ау Ь] лар 
учун

\f(X) - P n(x)\<B
тенгсизлик ўринли бўлиши кўрсатилди. Биз Вейерштрасс теоремаси 
хакида математик анализ курсининг «Функционал кетма-кетлик ва 
каторлар» бобида батафсил гапирамиз.

Гарчи Вейерштрасс теоремаси /  (х) функцияни Рп(х) кўпхад билан 
якинлаштириш мумкинлигини ифодаласа хам якинлашиш хатолигини,. 
яъни ушбу

Rn(f) =  f ( x ) ~ P n(x)

айирмани баҳолаш имконини ва унинг нолга интилиш тартибини 
аниклаб бермайди. Кейинги ўрганишлар Rn(f) нинг нолга интилиш 
тартиби якинлаштириладиган f(x) функциянинг хосилаларга эга бў- 
лишига боғлиқ эканлигини кўрсатади. Одатда хосилага эга булган 
функция силлиқ функция деб аталади.

Модомики, силлик функцияларни кўпҳад билан кулай якинлаш
тириш мумкин экан, бирор х0 нуқтанинг атрофида f(x) функциянинг 
катор юкори тартибли хосилалари мавжуд бўлган ҳолда бу хосила- 
лардан фойдаланиб, аввало Рп(х) кўпҳадни тузиш ва f(x) функция
ни бу кўпҳад билан якинлаштириш масаласини қараш мумкин. Бу 
масалани хал килишда Тейлор формуласидан фойдаланилади.

Шуни айтиш керакки, хусусий холда бундай масала билан функ
ция орттирмаси Д у ни унинг дифференциали dy билан тақрибий 
ифодалаш (Д у ж dy) жараёнида танишган эдик ((6.17) га каранг). 
Маълумки, f(x) функция х0£(а, Ь) да дифференциалланувчи бўлса,. 
уни куйидаги

/(*) =  / (х0) г  (*о) • (X — Х0) -f  о (х — Л'о)
кўринишда ёзиш мумкин. Бу эса х0 нуқтанинг етарли кичик атро
фидаги х нуқталарда f(x) функция ушбу

P l  (х )  =  /  (Л'о) -Г  / '  (* о )  ( х  —  Х 0)

чизикли функция (биринчи даражгли кўпҳад) билан тақрибий ифо
да ланишини кўрсатади.

2. К ў п ҳ а д  у ч у н  Т е й л о р  ф о р м у л а с и .  Ушбу

р„ (х) =  <20 -  «1 (х — Х0) +  а2 (х — х0)2 4- -f
-r ап (X — х /  (6.35)

(бунда й0, alt а2, . , а п ва х0 ўзгармас хакикий сонлар, п £ N) кўпҳад- 
ни карайлик. Бу кўпҳадни кетма-кет п марта дифференциаллаб то
памиз:



Р'п (х) =  аг +  2 • (Ц (х—х0) +  3 а3 (х — х0)г +  +  пап (х — х0)п~[, 
Р"п(х) =  2-а2 +  3-2-а3(х — х0) +  + п ( п  — 1) ап(х — х0)п~2, 

Р”’(х) =  3-2-а3 +  +  п(п — 1)(п — 2) ап (х — x0)"-3,

Р^(х) =  п ( п - 1 ) - ( п - 2 )  2-ап. (6.36)
Бу (6.35) ва (6.36) тенгликларда х =  х0 деб олинса, унда берилган 
Рп (х) кўпҳад ва унинг хосилалари Р>к) (х) ( 6 = 1 , 2 ,  п) нинг
х0 нуктадаги кийматлари топилади:

Рп (хо) =
Р'п(х0) =  1! alf 
Ғ'(х0) =  21аг,

э(*)

Улардан
а0 =  Рп (Хо) ’

Р 'п (Хо)а, = 1!
Р’пЫ (6.37) 

2!

а = --------
л!

келиб чикади.
Шундай қилиб, Рп{х) кўпҳаднинг коэффициент лари кўпҳад за 

унинг ҳосилаларининг х0 нуктадаги кийматлари оркали ифодалан- 
ди. Коэффициентларнинг бу қийматларини (6.35) га қўйсак, унда

РП W =  рп (хо) +  (х — *«) +  4- Р-п )Х°- (X — Х п)п (6.38)I! П\
бўлади. Бу кўпҳад (6.35) кўпҳаддан коэффициентларинниг ёзилиши 
билангина фарқ қилади.

(6.38) формула кўпхад учун Тейлор формуласи деб аталади.
3. Ихтиёрий ф у н к ц и я  уч ун  Т ейлор  формуласи .  f(x) 

функция (а, Ь) интервалда аникланган бўлиб, у л0 £ (а, Ь) нуктада 
/ ', , f n) ҳосилаларга эга бўлсин. Функциянинг нуқтадаги
ҳосилаларидан фойдаланиб, куйидаги

Рп (/; X) =  Рп (X) =  / (Л'о) 4- (.V -  Хо) +  -г- (X -  х Х

кўпҳадни тузайлик.



Агар қаралаётган f{x) функция ti- даражали кўпҳад бўлса, унда 
юқорида (2-бандда) айтилганга кўра

f(x) =  Pn(f\ х),
ЯЪНИ

fix) =  / (.t„) +  Щ$-(х - х , ) +  +  ^ г - ( х  -  Х0 Г

булади.
Агар f(x) функция купхад булмаса, равшанки,

f(x)^Pn(t,x)
булиб, улар орасида фарқ юзага келади. Биз уни Rn(x) орқали бел- 
гилайлик:

Rnix) =  fix) ~  РП if’ х). (6.39)
Натижада ушбу

f(x) =  Pn(f; x) +  Rn(x),
яъни
fix) = / (.v0) +  Z j p i x - х0) -г +  Л ^ 1 ( х - х 0Г  +  Rn(x) (6.40)

формулага келамиз. Бу (6.40) формула f(x) функция учун Тейлор 
формуласи деб аталади. Rn(x) эса Тейлор формуласининг қолдиқ 
ҳади дейилади.

Қолдик хад Rn(x) нинг (6.39) формула орқали ифодаланишини би
лиш Рп{х) нинг f(x) га яқинлашиши ҳақида хулоса чиқаришга им
кон бермайди. Агар Rn(x) ни п ва х ларнинг қийматлари бўйича 
баҳолай олсак ва унинг нолга интилишини кўрсата олсак, у ҳолда 
f(x) функцияни Рп (f\ х) кўпҳад билан алмаштириш мумкин эканлиги
ни асослаган бўламиз. Демак, масала Rn(x) ни баҳолашдан иборат. 
Бу масалани ҳал килиш учун f(x) функцияга «оғиррок» шарт қўйиш- 
га тўғри келади.

f(x) функция (я, b) интервалда аникланган бўлиб, у Шу интер
валда узлуксиз f'(x), /''(*), , f n)(x) хосилаларга эга бўлсин. Ун
дан ташкари, (а, Ь) интервалда бу функциянинг (гг -f- I)-тартибли 
^л+1,(а*) хосиласи хам мавжуд бўлеин. (а, Ь) интервалда аргумент 

х нинг ихтиёрий кийматини тайинлаб, куйидаги

т  =  f M b  №  -  т г (X - 1) -  -  ( x - t ) n (6.41)

ёрдамчи функцияни тузамиз ва уни [л'0, х]с:(а, Ь) (ёки [лг, JC0]c=(a, b)) 
сегментда караймиз. F (t) функциянинг (6.41) ифодасидан уникг [л;0, jc] 
сегментда узлуксиз булишини кўриш кийин эмас. Бу функция 
(л:0, х) интервалда .хосилага хам эга. Ҳақи^атан х.ам,

г  it) =  -  т  -  [ г̂ ( х  -  о -  г  (о ] -  [ (х -  t f  -



Демак,

Энди [х0у х] сегментда узлуксиз ва (х0, х) интервалда чекли хосила
га (нолга тенг бўлмаган) эга бўлган бирор Ф(/) функцияни олай
лик. F(t) ва Ф(/) функцияларга [х0, х] сегментда Коши теоремасини 
қўлланиб топамиз:

(с =  х0 ■+■ 6 ( х— *о)) формула келиб чикади.
Шундай килиб, Тейлор формуласининг қолдиқ ҳади учун (6.44) 

формула топилади. Бу холда f(x) функциянинг Тейлор формулдси 
куйидаги

кўринишда ёзилади.
Тейлор формуласндан кенгрок фойдаланиш максадида, унинг 

колдик хадининг турли куринишлирини келтирамиз.
1° К о ш и к ў р и н и ш и д а г и к о л д  и қ ҳ а д л и Т е й л о р  ф о р- 

му ла с и .  Юқорида каралган Ф(0 функция сифатида Ф(1) -= х — t 
функцияни олайлик. Равшанки, бу функция [л*0, х] а  (а, Ь) сегмент
да узлуксиз, (jt0, х) интервалда эса чекли Ф'(1) =  — 1 хосилага эга. 
Бу функция учун Ф(л') =  0, Ф(х0) = х — л'0 булади. Натижада (6.44) 
формула қуйидаги

Ғ(х) — Ғ(х0) _  Ғ' (с)
(6.43)

булишини эътиборга олсак, унда (6.43) тенгликдан

(6.44)

/(*) =  /  W  +  г- ^ -  (X — х0) -• - —̂ -(х- -  Х0)- +  • +

(х— с0)п (6.45)

(с--=дг0-гГ(лг —л#), 0 <  0 <  1)



- x 0)]"(x -  x0) =  ^ г ^ ( х  -  x / +,) (I -  0)"

(0 <  0 <  1)
кўринишни олади. Қолдиқ ҳаднинг бу ифодасини (6.45) га қўйнб, 
топамиз:

f(x) =  f (хс) +  ^ ( х  -  До) +  ^  (х -  х /  +  +

-  - ^ Г ~ ( х  - , / •  -  - хаГ>  (1 -0 )"  (6.46)

Бу (6.46) формула f(x) функциянинг Коша кўриниишдаги қолдиқ 
ҳадли Тейлор формуласи деб аталади.

'2° Л а г р а н ж  к ў р и н и ш и д а г и қ о л диқ ҳ а дли  Т е й ло р  
формуласи .  Энди Ф(/) =  (х — функцияни олайлик. Бу функ
ция хам [.v0, х] cz (а, Ь) сегментда узлуксиз, (х0, л:) интервалда эса 
чекли Ф' (/) =  —(n — 1)-(х— i f  хосилага эга. Бу функция учун

Ф(х) =  0, Ф(х0) =  (х —х0)п~ ‘,
Ф' (с) = — (я — 1) (.V -  с)" (с =  X, -  О (.V -  .v0); о<'0 < 1) 

булади. У ҳслда юкоридаги (6.44) формула ушбу

К,. (X) =  £"i!il£L(A-_c);t г ^ щ х _ ^
п\ —(n-fl){X—с) (п-т- 1)?

кўринишни олади. Қолдиқ хаднинг бу [ифодасини (6.45) га қўйиб, 
топамиз:

fix) =  f (х0) +  f~ f - { x  -  Х0) +  ^  (X -  Х0)2 +  +

+  - ^ Ч х  -  х0)п -г -Ьгт£(х -  x0f +1 (6.47)f(n>M  , \П ■ Г+1 (с), .. v*+i 
(П + I)!1

Бу формула /(х) функциянинг Лагранж кўринишидаги қолдиқ 
ҳадли Тейлор формуласи деб аталади.

Тейлор формуласи қолдиқ ҳадинииг бу кўриниши содда бўлиб, 
у (6.47) формуладаги навбатда келадиган ҳадни эслатади. Фақат бунда 
функциянинг ~(п +  1)-тартибли ҳосиласининг х0 нуктадаги қиймати ўр- 
нига бу ҳосиланинг с(с =  xo-f0(x— х0)) нуктадаги қиймати олинади.

3° Пеано к ў р и нн ш и д а г и  қ о л диқ  ҳ а д л и  Т е й л о р  
формуласи.  f(x) функция Тейлор формуласининг Пеано кўриниши- 
даги қолдиқ ҳадини чиқаришда }(х) функцияга нисбатан қўйилган 
шар гни <.енгиллаштириш» мумкин.

/(х) функция х0 £ (а, b) нуқтанинг бирор 67б(х0) сг (а, Ь) атрофида
f'{x), f"(x), _. , / <п)(х) хосилаларга эга бўлиб, /<n> (х) ҳосила эса 
х0 нуқтада'узлуксиз булсин. Бу функция учун x £ U 6(x0) да ушбу



/  U) =  Ы  +  ^  (* -  »„> +  -  ■>.)'- +  -

T  +  (6.48)

(бунда с сон x0 билан x орасида) формула ўринли.
Ҳақиқатан ҳам, юқоридаги (6.47) формулада л ни п — 1 га ал- 

маштирсак, у холда (6.47) формуладан (6.48) келиб чиқади.
Равшанки, х-*-х0 да с ->■ х0 бўлади. f n> (х) эса х0 нуктада уз

луксиз. Демак,
1 im f n) (с) =  lim f"\c) =  /<п,(х 0).
.¥—►*0 С-+Х0

У холда

=  L +  .W

тенглик ўринли бўлиб, lim а(х) =  о бўлади.
JC-»X0

Агар да a(x) • (x — х0)я =  о ((x—xQf ‘) бўлишини эътибор
га олсак, натижада (6.48) формуланинг к олди қ хади учун ушбу

- ^ Г - ( х - Х о Г  =  ^ - ( x - v /  - fо ( ( х - х 0)п) (6.49) 

формулани топамиз. Энди (6.48) ва (6.49) формулалардан 

/М  =  f ix0) +  ^  (х -  х0) +  ^  (X -  Хо)2 +

+  -Г ■ С* — ХоГ 4- 0((х — х / ) (6.50)

формулага келиб чикади. Бу формула /(.х) функциянинг Пеано ку- 
ринишидаги цолдик хадли Тейлор формуласи деб аталади.

Демак, х->-х0 да (6.50) формуланинг қолдиқ хади нолга инти- 
либ, у (6.50) формулада ўзидан олдин келадиган хар бир ҳадга Ка
раганда юкори тартибли чексиз кичик микдор булади.

Шундай килиб, биз юқорида f(x) функция Тейлор формуласи 
қолдиқ хадининг турли кўринишларини келтирдик. Ечилаётган ма
саланинг талабига караб у ёки бу кўринишдаги қолдиқ ҳадли Тей
лор формуласидан фойдаланилади. Масалан, бирор х0 нуқта атрофи
даги х(хф х0) нуқталарда f(x) функциянинг қийматларини тақрибий 
ҳособлаш керак бўлса, Коши ёки Лагранж кўринишидаги :колдиқ 
хадли Тейлор формулаларидан фойдаланган маъқул, х - + х 0 да қсл- 
диқ ҳади нолга интилиш тартибинигина билиш лозим бўлса ёки х0 
нуқта атрофида функциянинг бош кисмини ажратиш керак булса, у 
холда Пеано кўринишидаги қолдиқ хадли Тейлор формуласидан 
фойдаланиш мақсадга муЕофиқ бўлади.

Одатда Коши ёки Лагранж кўринишидаги Тейлор формулалари 
кўпроқ амалий ахамиятга, Пеано кўринишидаги Тейлор формуласи 
эса кўпрок назарий ахамиятга эга бўлади.



4° Тейлор  фо рму лас ининг  бошқача  ё зил иш л а р и .  
/(х) функциянинг Тейлор формуласини орттирмалар хамда диффэнциал- 
лар формасида хам ёзиш мумкин. 3°-бандда келтирилган (6.46), 
(6.47) ва (6.50) Тейлор формулаларида х — х0 =  Дх де5 (бу ҳолда 
/ (х) ~  f (х0) =  / (х0 — Д х) — f (х0) =  Af (х0) булади), f (х) функция 
Тейлор формулаларини орттирмалар формасидаги кўринишларини 
топамиз:

А/(х„) =  /'(х0) • Дх4- ф ^ Д х 2 +  +  Ахп +  RJx). (6.51)

Бунда қолдиқ хад Rn (х) куйидаги

а) Коши кўринишида: Rn(x) =  ■1 д[ ^ Дхп+1(1— бГ

б) Лагранж кўринишида: Rn(x) =  Д х ,

в) Пеано кўринишида: Rn(x)=o(Ахп)
(0 <  9 <  1, с =  х0 — 0 • Д х) ёзилиши мумкин.

(6.51). формулада қолдиқ хадни Лагранж куринишида олиб, сўнг- 
ра п =  0 дейилса, у холда

А/(*о) = f ' (c ) -Ax
формулага эга бўламиз. Бу эса чекли орттирмалар формуласидир. 
((6.33) га каранг). Маълумки,

/ ' (х0) • Д х =  ?  (х0) dx =  df (х0),
Г  (х0) • (Дх)2 =  f" (х0) dx- =  d2f (х0),

/,п)(х0) • (Дх)" =  f n)(x0)dxn =  dn f (х0).
Бу ларни эътиборга олсак, f(x) функциянинг (6.46), (6.47), (6.50) 
Тейлор формулаларини куйидагича дифференциаллар фэрмасида ҳам 
ифодалаш мумкин бўлади:

Af(x0) =  df(x0) 4- - ~ d 2f(x0) +  4- -~ d n f(x0) +  Rn(x). (6.52)

Бунда қолдиқ ҳад Rn(x) эса қуйидаги
а) Коши кўринишида: RJx) ■-=— — 9)"n\
б) Лагранж куринишида: R(x) =  —-— dn~l f(c),(«4-1)!
в) Пеано кўринишида: Rn(x) о (d.xn)

(0 <  9 <  1, с =  x0 — 9Дх) ёзилиши мумкин.
5. М а к л о р е н  формуласи.  f(x) функциянинг (6.40) Тейлор 

формуласида х0 =  0 деб олинса, ушбу

f (x)=m+  ^  X 4- ф * 2 +  4- (6.53)
формула хосил булади. Бу ҳолда қолдиқ хад rn(x) қуйидагича:



а) Коши кўринишида: rn(x) — х + ^  6' / ,п+п (0л:),

б) Лагранж куринишида: rn(x)= / (п+1) (0л:),

в) Пеано куринишида: гп(х) =  о (х71)
(О <  0 <  1) ёзилиши мумкин.

Юқоридаги (6.53) формула }(х) функциянинг Маклорен форму
ласи деб аталади.

Ушбу

т = Ю  +  т х + ^ +  + J ^ > x- + J ^ L x-*< (6.54)

(О <  0 <  1) Лагранж кўринишидаги қолдиқ хадли Маклорен форму
ласини қарайлик. Бу формуланинг қолдиқ ҳадини бах.олаймиз.

Фараз килайлик, шундай ўзгармас М сон мавжуд бўлсинки, ар
гумент х нинг х0 =  0 нукта атрофидаги қийматларида ҳамда n £ N  
нинг барча цийматларида

\?п)(х)\<М (6.55)
тенгсизлик бажарилсин. У холда ушбу

(Я +  1)1
,иП+1
(« +  1)1

тенгсизликка эга бўламиз. х нинг х.ар бир тайин қийматида

lim |4от? — Ог,-»* (я+1)!

лимит ўринли бўлишини эътиборга олсак, у холда п нинг етарли 
катта қийматларида гп(х) етарли кичик бўлишини кўрамиз. Демак, 
х0 =  0 нуқта атрофида /(х) функцияни

«0) +  ™ ,  +  Ш , ! +

кўпҳад билан алмаштириш мумкин. Натижада ушбу

/(х )« /(0 )  +  ф х  +  ф х 2+  + - ^ г ~ х П (6-56)

тақрибий формула келиб чикади.
6. Э л е м ен та р  ф у н к ц и я л а р  учун М ак л о р е н  форму

ласи.  1°. /(х) =  ех бўлсин. Бу функция учун f n\x)=ex ва /(0) =  
=  1, /(п>(0) =  1 (п =  1, 2, . .).  У ҳолда

1+ТГ +  17+  + ^ f  +  rn(x)
бўлиб, унинг қолдиқ хади эса Лагранж кўринишида қуйидагича 
ёзилади:

'■„М =  Н ^ о е’ (0 <  е <  l)



Хар бир х£[ — а, а\ (а >  0) да {евх | <  ел булишини эътиборга 
олсак, унда

anJr1тенгсизлик келиб чикади ва п—>~ оо да j—руу, еа ифода ва демак,
гп(х) хам нолга интилади. Натижада f(x) =  ех функция [учун қуйи- 
даги

ех & I -i-----— _i_ —  _1! 2! я!
тақрибий формулага эга бўламиз. Бу формуладан, хусусан, х =  1 
бўлганда, е сонини тақрибий хисоблаш имконини берадиган ушбу

- , 1 , i . , 1ета 1 4------- ------- Ь • Н-----1! 2! л!

формула хосил бўлади. Bv холда \гп (1) | <  —— .
(я-i-l)!

2° f(x) =  sin х б ў л с и н. Маълумки, бу функциянинг л-тартибли 
ҳосиласи учун f n\x) =  (sin xfn) =  sin (x — n • ~ ) формула ўринли 
((6.22) га каранг). Равшанки, / (0) =  0 ва

! 0, агар п — жуфт бўлса,

(— 1) агар я — ток бўлса.
f (х) =  sin х функциянинг Маклоген формуласи п — тоқ сон бўл- 

ганда.
П—I

Х3 • А'5 X1 , . . ХП , ,4+ ( _ ! )  - - г <■„(*)

кўринишда ёзилади. Бу формуланинг қолдиқ хади Лагранж кўри- 
нишида куйидагича ёзилади:

гс+2 ( \
rn(x) =  (Hq^sinle*+ n ‘" Г ^ "  ) (° <  0 <  •)•

Равшанки, V* € [ — а, а] (а >  0) да

(»-2)1

булиб, /г->-оо да^— ифода ва демак, гп(х) хам нолга интилади. 
Шундай килиб, п — тоқ сон бўлганда ушбу

п—L
X3 X® у7 2 j/*—  ^  —  - _  +  + ( _ ! )  _

тақрибий хисоблаш формуласига эгамиз.



3° }(х) =  cosх бўлсин.  Бу функциянинг и-тартибли хосиласи 
учун f n) (х) =  (cosx)|n)=  cos I x +  л • формулага эгамиз, ((6.23) 
га қаранг). Равшанки, f (0 )~  1 ва

О, агар п — тоқ сон бўлса, 
f n)(0) =  cos ^ - =  j »

(—])‘ , агар п—жуфт сон бўлса

}(х) =  cosx функциянинг Маклорен формуласи қуйидагича ёзилади:
тг

, X2 , X4 X6 . , , ,ч2 ХП . , ч
cosx — — 2 Г -г -4 ---- ' 6f +  - г ( — 1) ' — + г„(х)

(бунда я — жуфт сон), унинг қолдиқ хади Лагранж кўринишида 
куйидагича ёзилади:

'■„W =  ( ^ ! C0S( e^ +  « - Т  +  Л) (°< 0 < 1 )-
Демак,

тгу2 у4 уб 7)
COS*» 1 2̂ j 1 41 бГ ”пГ"

4°. /(л:) =  1п(1 +  х) бўлсин.  Маълумки, бу функциянинг л-тар
тибли ҳосиласи учун ушбу ((6 .2 1 ) га қаранг)

f n\x) =  [ln(l + X ) ] in) =  (—I) " - 1 .  J jL zJl

формула ўринли. Равшанки, /(0) =  0, /  (n)(0) =  ( — 1)(л-1)-(я— 1)! 
Шуни эътиборга олиб, берилган функциянинг Маклорен формуласи
ни ёзамиз:

In (1 +Х) =  * - 4  +  т -  +  +  ( -  1>П" '  -1Г+ Гп(*)- (6-57)

Бу формуланинг қолдиқ ҳади гп(х) ни баҳолашда унинг Лаг
ранж ҳамда Коши кўринишларидан фойдаланамиз.

а) 1 бўлсин. Бу ҳолда (6.57) формуланинг Лагранж кў-
ринишидаги

^ > - (̂ | +^ (0 < 9 < |)  
қолдиқ ҳадини олиб, унинг учун қуйидаги

(—1)" • xn+1
М * )  1= >+1)(1+0Х)п+‘ я+1

баҳога эга бўламиз.
б) — a < x < 0 ( 0 < a <  1) бўлсин. Бу холда (6.57) формуланинг 

Коши кўринишидаги



қолдиқ ҳадини оламиз. (6.58) тенгликни қуйидагича ёзамиз: 

rn{x) =  ( - \ f
1+01* / 1+01* 

Ўзгарувчи х нинг —a< x< 0  (0 <  а <  1) қийматларида

Ц г  < '1+0!*
тенгсизлик ўринли бўлишини ҳисобга олиб, топамиз:

xn+ l <
1+ 0 1 * 1 — а

+ ( - 1 ) " - ' п

1+ 01  x

Демак, In (1 +  х) функция учун қуйидаги
1 / 1 , 4  X2 , X3 х4 ,
In (1 +  х) ~  X ---- 2---1 3------- 4--- г

тақрибий хисоблаш формуласи хосил бўлади.
5° f(x) =  ( 1 +  х)а бўлсин,  бунда a £R. Бу функциянинг л-тар- 

тибли хосиласи учун f n) (х) =  [(1 +  х)а ](n) =  а(а — 1) (а—п 4- 
+  1)(1 +  х)а~п формулага эгамиз. Равшанки, /0) =  1, /(п) (0) =  
=  а (а — 1) . (а — п +  1). f(x) =  (1 +*)а функциянинг Маклорен 
формуласи қуйидагича ёзилади:

(1 +  x f  =  1 -L 2-Х +  ?(а- .1)хг +  +

+  «(«-О ..^ ( а - п + 1 ) ^  +  -
п\

қолдиқ хад гп(х) эса ушбу

г(х) =  а(а~ ’) (а~ п) (1 +  0x)a~n~' -(1—0)" хп+]
п\

Коши кўринишида ёзилади. Энди | х | <  1 бў л ганда

(|_т)(,_т) (‘ т)I '<I+e*)”_l х
X 1 — 0 I п

1 +  0*
\х\п+' < |о  - II т '-1>х X

х ( 1 - -
п

(1+0х)“ 1 |х |,п+1

бўлиб, п ->■ оо да нолга интилади.
Хусусан, a =  п бўлса, у холда гп(х) =  0 бўлиб, ушбу

(1 +  х)п =  1 +  -±-х +  П-П̂ --~х2 +  +  хп

Ньютон биноми формуласига келамиз.
Шундай қилиб, бу ҳолда ушбу



О +*)• «1 +  - ! *  +  ° ! Е = £ хг +  +  «(«-!)■•■. \)хп
II 2! п\

тақрибий формулага эгамиз.
Биз юқорида элементар функцияларнинг Маклорен формулалари

ни келтирдик. Бу формулаларнинг қолдиқ ҳадларини асосан Лаг
ранж куринишида ёзиб, сўнгра уларни баҳоладик. Элементар функ
цияларнинг Маклорен формулаларида уларнинг қолдиқ ҳадларини 
бошқа кўринишларда хам ёзиш мумкин. Масалан, элементар функ
цияларнинг Пеано кўринишидаги қолдиқ ҳадли Маклорен формула- 
лари куйидагича ёзилади.

х *2 хп п1) е =  1 4- -j|- +  21 4- +  +  о(х  ),

2)sin* =  * - ^  +  | —  £  +  +  ( - 1 ) ^ ~  £  +  o ( S )  

(бунда п —тоқ сон),
п

3) с о в х = \ ~ х~ + ^ - ў +  + ( - 1  у . ^  +  о(хп), 

(бунда п — жуфт сон),

4) 1п(1 +  х ) = * - £  + V - T " 4- - г ( - 0 п" ‘ •— +о(дс"),
2 3 4 п

5) (1 +  х)а = ;i +  ^ х  +  ^ = Д с *  +  +
( « - n + t )  x n + 0 ( x n }

n\



7- Б О Б
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ҲИСОБНИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИҚЛАРИ

Ушбу бобда функциянинг хосилалари ёрдамида унинг ўзгариш 
характери (ораликда ўзгармас қийматни саклаши, усувчи ёки кама
ювчи булиши, максимум ва минимум кийматлари), шунингдек функ
ция графигини текшириш (функция графигининг қавариқ ёки ботик- 
лиги, бурилиш нукталарини аниклаш) каби масалалар ўрганилади.

1-§- Функциянинг ўзгариб бориши

1. Ф у н к ц и я н и н г  ў з г а р м а с  қ и й ма т н и  с а қ л а ши .  f(x) 
функция (a, b) интервалда аникланган бўлсин.

1-те орема.  f(x) функция (а, Ь) интервалда чекли f'(х) хоси
лага эга булсин. Бу функция (а, Ь) интервалда узгармас булиши 
учун шу интервалда

Г (X) =  о
булиши зарур ва етарли.

Ис бот .  З а р у р л и г и .  Шартга кўра f{x) функция (а, Ь) интер
валда узгармас, яъни f(x) =  С, С =  const. Равшанки, бу холда (а, Ь) 
интервалда f' (х) =  О бўлади.

Е т а р л и  л иги. Шартга кўра f(x) функция (а, Ь) интервалда 
чекли /' (х) хосилага эга ва /' (х) =  0. Энди (а, Ь) интервалда истал
ган х ва тайинланган х0 нукталарни олиб, [х0, х] ёки [х, х0] сег
ментни карайлик. Бу сегментлар (а, Ь) интервалда бутунлай жой
лашган, яъни [*0, х] с= (а, Ь), [х, х0] cz (а, Ь). Демак, f(x) функция 
[,v0, х] сегментда узлуксиз (функциянинг узлуксиз бўлиши, унинг 
(а, Ь) да чекли f' (х) хосилага эга бўлишидан келиб чикади) хамда 
чекли /' (х) хосилага эга. Лагранж теоремасига (6- бобдаги 7- теоре- 
мага каранг) кура х0 билан х нукталар орасида шундай с (с £ (.v0 х)) 
нукта мавжудки,

fix) — f ix0) =  }' (с) (X — х0) (7.1)
тенглик ўринли бўлади. (а, b) да /' (х) =  0 бўлганидан /' (с) =  0 бў- 
либ, (7.1) тенгликдан эса f(x) = f{x0) тенглик келиб чиқади. Агар с 
нуқта (х, х0) интервалдан олинган бўлса хам f' (с) =  0 дан f (.v) =  
=  /(х0) келиб чиқади. Энди С =  /(* 0) десак, (а, Ь) интервалда f(x) 
функция учун f(x) = C, С =  const муносабатга эгамиз. Бу f(x) 
функциянинг (я, b) интервалда ўзгармас эканини англатади. Теоре
ма исбот бўлди.

1-натижа.  Агар f(x) ва g(x) функциялар (а, Ь) интервалда 
чекли /' (х) ва g' (х) хосилаларга эга бўлиб, шу интервалда

тенглик ўринлн бўлса, у холда / (х) билан £(л) функциялар (а, Ь) 
интервалда бир-биридан ўзгармас сонга фарқ қилади:

f O') =  g(x) +  Cy С =  const.



Ҳақиқатан хам,

деб, (a, b) да
F'{x) = f ' {x ) -g ' {x )  =  О

бўлишини топамиз. Исбот этилган теоремага кўра Ғ (х) =  С, С =  
=  const бўлади. (7.2) муносабатдан f(x) =  g(x)-\-C экани кёлиб чи
кади.

2. Ф у н к ц и я н и н г  мо н о т о н  бўлиши.  Биз 4 -бобда функ
циянинг монотонлиги, яъни ўсувчи (катъий ўсувчи), камаювчи 
(қатъий камаювчи) бўлиши таърифларини келтирган эдик. Энди 
функция хосиласи ёрдамида функциянинг монотонлигини аниқлаш 
мумкинлигини кўрсатамиз.

f(x) функция (а, Ь) интервалда аниқланган бўлсин.
2-те оре ма .  f(x) функция (а, Ъ) интервалда чекли /' (х) хоси

лага эга булсин. Б у функция шу интервалда усувчи (камаювчи) 
булшии учун (а, Ь) интервалда

Г(Х)>  О (/' (X) <  0)
тенгсизлик ўринли бўлшии зарур ва етарли.

Исбот.  З а ру рл иг и .  Шартга кўра f(x) функция (а, Ь) да 
чекли f' (х) ҳосилага эга булиб, у (а, Ь) интервалда усувчи (ка
маювчи). Y х € (а, Ь) нуқтани олиб, у билан бирга х +  Дл: £ (а, Ь) 
нуқтани хам қараймиз. У холда

Дл: >  0 да f(x) < f ( x  +  Дл:) (f(x) > f ( x +  Дл:)),
Дл: <  0 да эса f(x) >  [{х +  Дл:) (/(лг) < / ( х  -Н Дл:)) 

муносабатлар ўринли бўлади ва бу муносабатлардан ҳар доим
f  (х +  Ах) — f  (х) >  q  Н( х  —  Ах) —  / ( * )  ^  q \  д  Q

Ах [ Ах j

тенгсизлик келиб чиқади. f(x) функция (а, Ь) да чекли f  (х) ҳоси- 
лага эга бўлгани учун ушбу

Пт / (* +  Ах) — / (*) 
д*-»о Ах

лимит мавжуд ва чекли бўлиб,

lim Н х ± М = Л xJ =  f'(x) (7.4)
Ах-* 0 Ах

ўринли. (7.3) ва (7.4) муносабатлардан (4-бобнинг 4-§ ига қаранг) 
(а, Ь) интервалнинг барча нуқталарида

Г (Х )> 0  (Г(х)<0)
тенгсизлик ўринли бўлишини топамиз.

Ет а р л и л и г и .  Шартга кўра f(x) функция (а, Ь) интервалда 
чекли f' (х) ҳосилага эга бўлиб, шу интервалда f' (х) >  0 (f' (х) <  0) 
тенгсизлик ўринли.



Энди (а, b) интервалда ихтиёрий х (х £ (а, b)) ва х 4- Дх {(х +
4- Ах) £ (а, 6); Дх >  0) нуқталарни олайлик. Равшанки, бу ҳолда 
[х, х +  Дх] с  (а, Ь) бўлиб, [х, х +  Д*] сегментда / (х) 'функция 
Лагранж теоремасининг барча шартларини қаноатлантиради. Лагранж 
теоремасига (6- бобдаги 7- теоремага каранг) мувофиқ х ва х -f  Дх 
нуқталар орасида шундай с ( х < с < х  +  Дх) нуқта мавжудки, ушбу

/ (х +  Дх) — /  (х) =  /' (с) • Дх (7.5)
течглик ўринли бўлади. (7.5) тенгликдан Дх >  0 ва у  х £ (а , Ъ) да 
/ ' (х) >  0 (/' (х) <  0) бўлгани учун

/ ( х  +  Дх) — f { x ) >  0  ( / ( х  +  Д х) —  / ( х )  <  0)

бўлиши келиб чиқади. Демак, х <  х +  Дх бўлганда f(x) <  f(x +  
+  Дх) (х <  х +  Д х=^/ (х) >  /(х  +  Дх)) тенгсизлик ҳам ўринли. Бу 
/(х) функциянинг (я, Ь) интервалда ўсувчи (камаювчи) бўлишини 
ифодалайди. Теорема исбот бўлди.

2-н а т и ж а .  Агар /(х) функция (а , 6) интервалда чекли / ' (х) 
хосилага эга бўлиб, шу интервалда /' (х) >  0 (/' (х) <  0) тенгсизлик 
ўринли бўлса, /(х) функция (а, Ь) интервалда қатъий ўсувчи (қатъий 
камаювчи) бўлади.

Ҳақиқатан ҳам, (7.5) тенгликдан Дх >  0 ва у  х £ (а, 6) да / ' (х)р>
>  0 (/' (х) <  0) бўлишини эътиборга олиб, қуйидагини топамиз:

f (х +  Дх) — f (х) >  0 ( / (х +  Дх) — / (х) <  0).

Демак, бу холда х<^х +  Дх бў л ган да /(х) <  /(х  +  Дх) (х <  х +
4- Дх => / (х) >  / (х +  Дх)) тенгсизлик ҳам ўринли. Бу /(х) функция
нинг (а, Ь) интервалда катъий ўсувчи (қатъий камаювчи) эканини 
кўрсатади.

1 - э с л а т м а .  f(x) функция (ау Ь) интервалда чекли f' (х) хосила
га эга бўлиб, бу функциянинг (а, Ь) да қатъий ўсувчи (қатъий ка
маювчи) бўлишидан, /' (x) нинг у  x £ (а, 6) да мусбат (манфий) бў- 
лиши ҳар доим келиб чиқавермайди. Масалан, / ( х ) = х 3 функцияни 
қарайлик. Бу функциянинг да қатъий ўсувчи бўлиши 4- бобнинг
I - § Да кўрсатилган эди. Бу функция учун /'(х ) =  Зх3 бўлиб, х = 0  
нуқтада f' (0) =  0.

М и с о л .  / (х) =  х3 — Зх +  2 бўлсин. Бу функция учун f'(x) =  
=  Зх2 — 3 =  3 (х2 — 1) бўлади. Равшанки, | х | <  1 бўлганда /' (х) <  
< 0 ,  I х I >  1 бўлганда f' (х) >  0.

Демак, берилган /(х) функция (— с » , — 1) интервалда қатъий 
ўсувчи, (— 1; + 1) интервалда қатъий камаювчи ва ниҳоят, (1, +  оо) 
интервалда қатъий ўсувчи бўлади.

Шундай қилиб, (а, b) интервалда чекли f'(x) ҳосилага эга бўл- 
ган f(x) функциянинг (а, Ь) интервалда монотон бўлиши билан шу 
интервалда функция хосиласи f' (х) нинг ишораси орасида куйида
гича боғланиш мавжуд: (я, Ь) интервалда

/' (х) >  0=^ /(х) функция ўсувчи =>f' (х) >  0,
/ ' (х) <  0 =ф- /  (х) функция камаювчи => /' (х) <  0,
/ ' (х) >  0 => /  (х) функция қатъий ўсувчи f' (х) >  0,
/ ' (х) <  0=^ /(х) функция катъий камаювчи => / ' (х) <  0.



f (x) функция (а, Ь) интервалда аниқланган бўлиб, х , £ (а, Ь) 
булсин.

1-таъриф.  Агар х0 £ (а, b) нуктанинг шундай атрофи 
^ 6  (*о) {*'• х0 — 6 <  х <  х0 +  6; 6 >  0} сг (а, Ь)

мавжуд бўлсаки, Y  х  € U§ (х0) учун

f ( x ) < f ( x j  ( f ( x ) > f ( x 0))
тенгсизлик ўринли булса, у ҳолда f (x) функция х0 нуқтада макси- 
мумга (минимумга) эга дейилади, f (x0) қиймат }(х)  функциянинг 
U 5 (.Vq) даги максимуми (минимуми) дейилади.

2 - таъриф.  Агар х0 £ (а, b) нуқтанинг шундай атрофи U§ (х0) с :  
с: (а, Ь) мавжуд бўлсаки, V  х £ 6 Г6 (х0) \{ х 0} =  (х0) учун

f ( x ) < f ( x 0) (f(x) >  /(х 0))
тенгсизлик ўринли бўлса, у холда f(x) функция х0 нуқтада қатъий 
максимумга (қатъий минимумга) эга дейилади, f  (х0) қиймат f(x) 
функциянинг Ujy (х0) даги қатъий максимуми (минимуми) дейилади.

Юқоридаги таърифлардаги х0 нуқта f(x) функцияга мос рзвиш' 
да максимум (минимум), қатъий максимум (қатъий минимум) кий- 
мат берадиган нуқта деб аталади.

Функциянинг 0 ь (х0) даги максимум (минимум) қийматлари

f(x) =  шах {f(x)} (f(x0)=  min {f(x)})
* £ ub <*o > x £ u 8 (*0 >

каби белгиланади. Бунда max (min) лотинча maximum (minimum) 
сўзидан олинган бўлиб, энг катта (энг кичик) деган маънони анг
латади .

Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг 
экстремуми деб аталади.

Мисол.  f(x) =  \ r \ — X1 бўлсин. Бу функция х =  0  нуқтада 
максимумга эришади. Ҳақиқатан ҳам, х £U$(0)cz([—1, -j- 1] (б >  
> 0) учун f (x)<f(0) ,  яъни

/(х) =  К Г ^ < / ( 0) =  1
бўлади.

2 - э с л а т м а .  Юкоридаги таърифларда f(x) функциянинг лг0£(в, Ъ) 
даги f (xQ) киймати унинг шу нуқта U^(xQ) атрофидан олинган нуқ- 
талардаги қийматлари билангина такдос ланди. Шунинг учун функ
циянинг экстремумини (максимум ёки минимумини) локал экстремум 
(локал максимум ёки локал минимум) деб юритилади.

3-э с л а т м а .  f(x) функция (а, Ь) интервалда бир қанча макси
мум ва минимумларга эга булиши мумкин.

Масалан, /  ( jc)  =  sin л: функцияни (0,4 л) интервалда царайлик.
г- , л Зл 5by функция х =  — нуқтада максимум, х =  — нуктада минимум, -  я



нуқтада максимум, — л  нуқтада минимумга эга эканини аниқлаш

кийин эмас. Демак, бу функция (0,4 л) интерЕалда иккита макси
мум, иккита минимумга эга бўлиб, максимум ва минимумлар нав- 
батма- навбат келади.

Функция ҳосилалари ёрдамида унинг экстремум лари хамда функ
цияга экстремум қиймат берадиган нуқталар топилади.

1. Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ш а р т и .  / (х) функция (а, Ь) 
интервалда аниқланган бўлиб, х0 £ (а , b) нуктада максимум (мини
мум) га эришсин. Демак, таърифга кўра х 0 нуқтанинг шундай 
L75 (x jc z  (а, Ь) атрофи топиладики, V * £ Ub (х0) да / (х0) >  f (х) (f (х0)<  
< f(x ))  тенгсизлик ўринли бўлади.

Функциянинг х0 нуқтадаги хосиласи ҳақида, умуман айтганда, 
қуйидаги уч хол бўлиши мумкин:

1) f '  (*о) мавжуд ва чекли,
2) / ' (х0) мавжуд ва чексиз.
3) хосила мавжуд эмас.
Биринчи ҳолда Ферма теоремасига кўра f' (х0) =  0 бўлади. Нати

жада қуйидаги муҳим теоремага келамиз.
3-т е  о р е м  а. Агар /(х) функция х0 £ (а , Ь) нуктада чекли f' (х0) 

ҳосилага эга бўлиб, бу нуқтада f(x) функция экстремумга эриш- 
са, у  ҳолда

Г ( х * ) = 0
булади.

Бироқ / (х) функция учун бирор х* £ (а, b) нуқтада чекли хоси
ла мавжуд ва f' (х*) =  0 бўлишидан унинг х* нуқтада экстремумга 
эга,бўлиши хар доим келиб чиқавермайди. Масалан, f ( x ) = x 3 функ
ция учун / ' (х) =  Зх2 ва х =  0 нуқтада /' (0) =  0 бўлса ҳам у х =  0 
нуқтада экстремумга эга эмас (бу функция қатъий ўсувчи эканлиги 
бизга маълум).

Демак, юқоридаги теорема функция экстремумга эришишининг 
зарурий шартини ифодалайди.

Одатда функция ҳосиласини нолга айлантирадиган нуқталар 
функциянинг стационар (турғун, критик) нуқталари деб хам ата
лади.

Иккинчи ҳолнинг эса бўлиши мумкин эмаслигини кўрсатайлик. 
Агарда f' (хJ  =  +  оо (— оо) бўлса, f(x) функция х0 нуқтанинг атро
фида ўсувчи (камаювчи) бўлади. Ҳақиқатан ҳам, ушбу

1}m i M z M  =  i o o
лг—̂JCo—h*0 X Xq

муносабатдан у  е >  0 учун шундай б >  0 топиладики, 0  <• х  —
— х0 <  6 булган х  лар учун — — °- >  —, яъни f ( x ) > f  (лв)

х — х0 е
тенгсизлик келиб чиқади. Худди шунингдек,

1?т f.S ± r f M  =  _  „о
х—>Хо—0 х Xq



муносабатдан — 6 < х  — х0 <  О булган х лар учун f ( x ) < f (х0) 
тенгсизлик келиб чиқади.

Шундай қилиб, бу холда f(x) функция х0 нуқтада экстремумга 
эришиши мумкин эмас экан.

Энди учинчи хол ҳақида.
Биз f(x) =  I х\  функциянинг х =  0 нуқтада (6- боб, 1- §) ҳосила- 

си мавжуд эмаслигини курган эдик. Бу функция х =  0 нуқтада ми
нимумга эга булиши равшандир (41-чизмага қаранг). Демак, функ
ция ҳосилага эга бўлмаган нуқталарда ҳам экстремумга эришиши 
мумкин.

Шундай қилиб, f(x) функцияга экстремум қиймат берадиган 
нуқталарни:

функциянинг стационар нуқталари;
функциянинг хосиласи мавжуд бўлмаган нуқталари орасидан 

излаш керак экан. Одатда бундай нуқта функция экстремумга си- 
наладиган нуқта деб аталади.

2. Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и  ш а р т л а р и .  Энди функция
нинг экстремумга эга бўлишининг етарли шартларини қараймиз. 
Аввалдагидек қуйидаги белгилашларни киритамиз.

^fT (*0) =  {х- x £ R ,  х0 — б <  х <  х0} (б >  0),

(^o) =  {Х- X ^ R ,  Xq <  X <  *0 +  6} (б >  0). 
f(x) функция *0 нуқтада узлуксиз бўлиб, унинг

Оь(х0) =  {х: x £ R ,  х0 — Ь < х < х 0 +  Ь х ф х 0}

атрофида чекли f' (х) ҳосилага эга бўлсин.
а) Агар

Y  х £ и $  (х0) учун / ' (х) >  0,

Y  х€и& (х0) учун f' (х) <  0

тенгсизликлар ўринли бўлса, яъни f  (х) хосила х0 нуктадан ўтишда 
ўз ишорасини «+ » дан «—» га ўзгартирса, у ҳолда f(x) функция 
х0 нуктада максимумга эга бўлади.

Ҳақиқатан хам, у  х £ (х0) учун f ' { x ) >  0 бўлишидан f(x)

функциянинг U§ (xQ) да қатъий ўсувчилиги келиб чиқади. Сўнгра 
/(л) функциянинг х0 нуқтада узлуксиз бўлишидан lim / ( * ) =  f(x0)

X —► X  g--0

тенглик келиб чиқади. Демак, у  х £ (xQ) учун

f ( x ) < f ( x 0) (7.6)

тенгсизлик ўринли бўлади. V х £  и £  (х0) учун f' (х) <  0 бў- 

лишидан f(x) функциянинг (х0) да қатъий камаювчи лиги келиб



чикади. f{x) функциянинг xQ нуктада узлуксизлнгидан lim f (х) =  

=  f (x0) тенглик келиб чиқади.
Демак, у  (x0) учун яна (7.6) тенгсизлик бажарилади.

Бундан Y  x £ U $ ( x 0) учун f ( x ) < f  (х0) бўлиб, у /(*) функция х0 
нуқтада максимумга эга булишини билдиради.

б) Агар
Y  x £ U §  (х0) учун Г (х) <  О,

V х £ 0% (х0) учун / ' (х) >  О

тенгсизликлар ўринли бўлса, яъни f  (х) хосила х0 нуқтани ўтишда 
ўз ишорасини «—» дан «+ » га ўзгартирса, у ҳолда f(x) функция х0 
нуқтада минимумга эга бўлади.

Ҳақиқатан, У  х £ (х0) учун /' (х) <  О бўлишидан f (х) функ

циянинг Ufr (х0) да қатъий камаювчилиги, У  х £ (х0) учун / ' (х) >

>  О бўлишидан эса /(х) функциянинг U§ (х0) да қатъий ўсувчилиги 
келиб чиқади. Сўнгра f  (х) функциянинг х0 нуқтада узлуксиз экан
лигини эътиборга олиб, у  xgi)g(x) учун /  (х) >  /  (х0) тенгсизликка 
эга бўламиз. Бу эса [ (х) функция х0 нуктада минимумга эга бўли- 
шини билдиради.

в) Агар

У х € (х0) учун f’ (х) >  О,

У x £ U i  (х0) учун Г (х) >  О
(ёки

У х б U I  (х0) учун / ' (х) <  О,

У х £ (х0) учун / ' (х) <  0)

тенгсизликлар ўринли бўлса, яъни f' (х) хосила х0 нуқтани ўтишда 
ўз ишорасини ўзгартирмаса, у холда f (х) функция х0 нуқтада экстре
мумга эга бўлмайди, f (х) функция х0 нуқтанинг (х0) атрофида 
катъий ўсувчи (ёки катъий камаювчи) бўлади.

Шундай қилиб экстремумга синалаётган нуқтани ўтишида функ
ция хосиласи ишорасининг ўзгариши унинг экстремумга эришиши- 
нинг етарли шартидир.

4- э с л а т м а .  Юкоридаги мулоҳазаларда f (х) функциянинг х0 
нуқтада узлуксиз бўлиши муҳим. Масалан, ушбу

f . . _  Гх2, агар ХфО  бўлса,
/ кх> — j  j t агар х =  о бўлса

функцияни қарайлик. Бу функция учун f  (х) =  2х бўлиб, хосила 
х =  0 нуқтани ўтишда ўз ишорасини «—» дан « + »  га ўзгартирса



ҳам, берилган функция х =  0 нуқтада минимумга эга эмас. Бунга 
сабаб, функциянинг х =  О нуқтада узлуксиз эмаслигидир.з --------

М и с о л .  f (х) =  (х +  3)2у  (х— I)2 бўлсин. Бу функциянинг экст- 
ремумини топинг.

Берилган функциянинг ҳосиласини топамиз:

РаЕшанки, хосила х =  О, х =  — 3 нуқталарда нолга айланади, х =  
=  1 нуқтада эса чекли хосила мавжуд эмас. Демак, функцияга 
экстремум берадиган нуқталарни х =  О, х =  — 3, х =  \ нуқталар 
орасидан излаш керак.

бўлишини топамиз. Демак, / ' ( х) ҳосила х =  0 нуқтани ўтишда ўз 
ишорасини «+» дан «—» га ўзгартиради. Равшанки, берилган функ
ция х =  0 нуқтада узлуксиз. Демак, берилган функция х =  0 нуқ- 
тада максимумга эга ва унинг максимум қиймати /(0) =  9.

бўлишини топамиз. Демак, f' (х) хосила х =  — 3 нуқтани ўтишида 
ўз ишорасини «—» дан «+» га ўзгартиради. Берилган функция х =  
=  — 3 нуқтада узлуксиз, демак, у х =  — 3 нуқтада минимумга 
эга на унинг минимум қиймати / ( — 3) =  0. Ниҳоят, х =  1 нуқтада 
берилган функция минимумга эга бўлиши юқоридагидек кўрсатила- 
ди.

3. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м и н и  т о п и ш д а  у н и н г  ю қ о р и  
т а р т и б л и  ҳ о с и л а л а р и д а н  ф о й д а л а н и ш .  Юқорида келти
рилган экстремумнинг етарли шарти синалаётган нуқтанинг ўнг ва 
чап томонидаги нуқталарда функция ҳосиласи f' (х) нинг ишорасини 
аниқлаш билан ифодаланади. Кўпинча, х0 нуқтанинг атрофида f ' (х) 
нинг ишорасини аниклаш қийин бўлади. Қаралаётган f(x) функция 
x0 нуқтада юқори тартибли ҳосилаларга эга бўлса, ҳосилаларнинг 
х0 нуқтадаги қийматларининг ишорасига қараб функциянинг экстре
мумини текшириш мумкин.

(7.7)

Аввал х =  0 нуқтани олайлик. Бу нуқтанинг | — р  у ]  атрофи

ни олиб, ҳосила учун (7.7) ифодани эътиборга олсак,

Энди х =  — 3 нуқтани қарайлик. Бу нуқтанинг 

атрофини олиб, (7.7) дан фойдалансак,

Y  €* ^— 3, — учун / '( * ) >  0



f(x) функция x0 £ (а, b) нуқтада f",  , / (п) хосилаларга 
эга бўлиб, бирор п >  2 сон учун

/ ' (*о) =  / ' '  (*о) =  =  / <л“ ,, (Хо) =  0, Г  (х0) Ф 0 (7.8)
бўлсин.

а) Агар п — жуфт сон, яъни п =  2т (т £ N) бўлиб,

r w  =  r , ( x ,)< o
тенгсизлик ўринли бўлса, f(x) функция x0 нуқтада максимумга,

r w  =  f m,w > 0
тенгсизлик ўринли бўлса, f(x) функция х0 нуқтада минимумга эга 
бўлади.

Ҳақиқатан ҳам, f(x) функция учун ушбу

fix) =  f i x  о) +  1̂ ( х ~ х <)  +  +  i * - * o )”- '  +

+  +  ( x _  )n 
n!

Тейлор формуласидан юкоридаги (7.8) шартларни эътиборга олиб 
топамиз:

fix) =  fiXo) +  / > » >  +  «<«> ( x - x oy  ,
п\

бунда х-+~х0 да а(л:)->0. Кейинги тенгликни қуйидагича ёзиб ола
миз:

f i x ) - f  ixо) =  (X -  х0Т  (7.9)
п\

Энди f n) (х0) ф  0 ва х-*-х0 да а  (х) — 0 бўлгани сабабли х нинг х0
га етарли яқин қийматларида (х £ £/§ (х0) лар учун) f (n> (х0) +  a(x)
нинг ишораси f n) (х0) нинг ишораси каби булади.

Равшанки, п =  2т бўлганда (х — х0)п =  (х —• х0)2т >  0 бўлиб,
x £ U $ ( x 0) да f(x) — f (x0) айирманинг ишораси f (n) (х0) нинг ишораси 
билан бир хил булади. Демак, f n) (хд) <  0 бўлганда Y  х £ U ^ ( x 0) 
учун f ( x ) — f(x0) <  0, яъни f ( x ) <  f (x0) бўлиб, f(x) функция х„ 
нуқтада максимумга эга булади. f n)(x0) > О бўлганда эса Y  x £ U f ) (x0) 
учун f (х) — f (х0) >  0, яъни f ( x ) > f  (х0) бўлиб, f (х) функция хп 
нуқтада минимумга эга бўлади.

б) Агар п — ток сон, яъни п — 2т +  1 {т £ N) бўлса, f(x) 
функция х0 нуқтада экстремумга эга бўлмайди. Ҳақиқатан,

Y x £ U £  (x 0) учун (x —  x0)n >  0,

Y  x £ Oft (Xq) учун (x — x0)n <  0



тенгсизликлар ўринли бўлиб, xQ нуқтанинг (х0) атрофида (х—xQ)n
нинг ишораси сақланмайди. Бу ҳолда (7.9) дан кўринадики, f(n)(xQ) 
нинг ишораси ҳар қандай бўлганда ҳам f{x) — f (x0) айирманинг 
ишораси ўзгаради. Бу эса х0 нуқтада экстремум йўқлигини англа
тади.

Ми с о л .  f (х) =  ех +  е~х +  2 cos х функцияни экстремумга тек- 
ширинг.

Бу функция учун / ' (х) =  ех — е~х — 2 sin х бўлиб, у х =  0 нуқ- 
тада нолга айланади. Демак, х =  0 стационар нуқта. Берилган функ
циянинг юкори тартибли хосилаларини топиб, уларнинг х =  0 нуқ- 
тадаги қийматларини хисоблаймиз:

/" (х) =  ех +  е~х — 2 cosx, /" (0) -  0,
(х) = е х — е~х + 2 sin х, Г  (0) =  0,

/ (IV) (х) =  ех +  е~х 2 cosx, / (IV) (0) =  4.
Жуфт тартибли хосила х =  0 нуктада нолдан фарқли бўлиб, 

у мусбат бўлгани учун берилган функция х =  0 нуқтада минимумга 
эга бўлади. Шу нуқтада функция қийматини ҳисоблаймиз: f (0) =  4.

Юқорида келтирилган коидадан, хусусан, п =  2 бўлганда куйи
даги натижа келиб чикади.

3 - н а т и ж а .  Агар х0 нуқта f (х) функциянинг стационар нуқтаси 
бўлиб, f (х) функция х0 нуқтада чекли f" (х0) ¥= 0 хосилага эга бўл- 
са, /" (х0) <  0 бўлганда / (х) функция х0 нуқтада максимумга, /" (х0) >
>  0 бўлганда / (х) функция х0 нуктада минимумга эга бўлади.

4. Ф у н к ц и я н и н г  э н г  к а т т а  ва э н г  к и ч и к  қ и й м а т -  
лари .  Биз аввалги бандларда функциянинг экстремумларини ўрган- 
дик ва функция бирор оралиқда бир нечта максимум ва минимум- 
ларга эга бўлиши мумкинлигини айтиб ўтдик.

Энди функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини топиш 
масаласини караймиз.

f (х) функция [а, b] сегментда аникланган ва узлуксиз бўлсин. 
Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига кўра (5-бобдаги 8-теоремага 
қаранг) функциянинг [а, Ь] да энг катта хамда энг кичик киймат
лари мавжуд бўлади ва бу қийматларга [а, Ь] сегментнинг нуқта- 
ларида эришилади. Функциянинг энг катта киймати куйидагича то
пилади:

1) /  (х) функциянинг ((а, Ь) интервалдаги максимум кийматлари 
топилади. Функциянинг хамма максимум қийматларидан иборат тўп- 
лам { т а х / (х)} бўлсин.

2) Функциянинг [а, Ь] сегментнинг чегараларидаги, яъни х =  а, 
х =  b нуқталардаги f (а) ва f ф) қийматлари хисобланади. Сўнгра 
{max /  (х)} тўпламнинг барча элементлари билан / (а) ва f (b) лар 
таккосланади. Бу қийматлар ичида энг каттаси f (х) функциянинг 
[а, Ь] сегментдаги энг катта қиймати бўлади.

Шунга ўхшаш функциянинг энг кичик киймати топилади:
1') /  (х) функциянинг (а, Ь) интервалдаги барча минимум киймат

лари топилиб, улардан {min f (х)} туплам тузилади.



2') [а, b\ сегментнинг чегаралари х — а, х =  b нуқталарда f (х) 
функциянинг /  (а), f (b) кийматлари хисобланади.

{min / (х)} тупламнинг барча элементлари хамда f (a), f (b) кий
матлари ичида энг кичиги /  (х) функциянинг [а, b] сегментдаги энг 
кичик киймати булади.

Мис ол .  Ушбу / (х) =  sin (х2) функциянинг | — v л , — г  5 л

сегментда энг катта ва энг кичик қийматларини топинг.
Функция ҳосиласини нолга тенглаб, яъни

/ ' (х) =  2х cos (х2) — О

тенгламани қараб, ундан х =  0, х =  — , х == лар ста

ционар нуқта эканини топамиз. Энди берилган функциянинг иккинчи 
тартибли ҳосйласини ёзамиз:

f" (х) =  2 cos (х2) — 4х2 sin (х2).

Бу ҳосиланинг стационар нуқталардаги кийматларини топамиз:

Г  (0) =  2 >  О, Г  ( | / | ) = - 2 л < 0 ,

f  ) = - 2 д < 0 .

Бундан f (х) =  sin (х2) функция х =  0 нуқтада минимумга, х ~  | /

ва х =  — ~  нуқталарда эса максимумга эришиши келиб чиқадп. 

Функциянинг стационар нуқталардаги қийматлари

f (0) =  0, f ( -  V ^ f  ) - ’ •  ̂ ( V f - ) “ '

бўлиб, унинг £— yrn , я  j сегментнинг чегараларидаги киймат

лари

f ( - / я )  =  0, =

бўлади. Бу қийматларни таққослаб, /  (х) =  sin (х2) функциянинг
— v я , v 5 я сегментдаги энг катта қиймати 1 га, энг кичик

қиймати эса — га тенг бўлишини топамиз.



f (х) функция (а, Ь) интервалда аниқланган бўлиб, бу интервал- 
дан олинган х, £ (а, Ь), х2 £ (а, b) нуқталар учун xt <  х2 булсин. Рав
шанки, (лг,, х2) с ; (а, Ь).

Энди /  (х) функция графигида А (х,, f (Xj)), В (х2, f (Xj)) нуқта- 
ларни олайлик. Маълумки, бу А (х,, /  (х,)), В (х2, (/ (х2)) нукталар- 
дан ўтувчи тўғри чизик тенгламаси куйидаги

У- f  (*i) _  x — xi
f (*2) — f (*1) x2—Xi

кўринишга эга бўлади. Уни

! +  — ‘ / WX4—Xy X2—xx
каби ёзиб олиб, қулайлик учун бу тенгламанинг ўнг томонини / (х) 
оркали белгилайлик:

/ (х) =  /  (Xj) +  /  (хг). (7.10)
x2—хх Хг—ДГ!

Шу белгилашга кўра у  — I (х) тенглама А (х,, /  (хх)) ва В  (х2, /  (х2)) 
нуқталардан ўтувчи тўғри чизиқни ифодалайди. (7.10) муносабатдан 
I (*1) =  /  (*1). L (*2) =  /  (хг) тенгликлар келиб чиқади.

2-т а ъ р и ф .  Агар ҳар қандай (хи х2) сг (а, Ь) олинганда х.ам
Y * € (*i, *2) учун

/ (х) <  / (х) (/ (х) <  I (х)) (7.11)
тенгсизлик ўринли бўлса, /  (х) функция (а, Ь) интервалда ботщ  
(қатъий ботиқ) функция деб аталади.

Ботик функция графиги (48-а чизма) А ва В нуқталардан ўтув- 
чи I (х) вагардан пастда жойлашган бўлади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар ҳар қаидай (х2, х2) а  (а, Ь) олинганда ҳам
V  х2) учун

/ (х) >  I (х) (/ (х) ^  I (х)) (7.12)
тенгсизлик ўринли бўлса, f (х) функция (а, Ь) интервалда қаварик 
(қатъий қавариқ) функция деб аталади.

Қавариқ функция графиги (48- б  чизма) А в а В  нукталардан у гув- 
чи / (х) ватардан юқорида жойлашган бўлади.



a-i =  , а 2 =  (ах > 0 ,  а 2 >  0)
хг—хг х%—Xi

деб белгиласак, унда

« l +  «2 =  1. 
cclx l +  a 2x2 =  x

тенгликлар ўринли бўлиб, (7.10) тенглик қуйидагича ифодаланади:
I (х) = a j  (xL) + a 2-f (x2).

Натижада (7.11) ва (7.12) муносабатлар ушбу
f (alxl +  a2x2) f  fo) +  a 2 /  (x2) (f ( a ^  4- a 2Xj) <

<  « i /  (x j  +  a 2 /  (*2)), (7.13) 
f (<*i*i +  a 2x2) >  a x /  (*x) 4- a 2 /  (*2) (f (a txL +  a,*,) >

>  «1 /  (*i) +  a 2 /  (x2)) (7.14)
кўринишга келади.

Шундай қилиб, (a, &) да бэтиқ функция 'учун (a. b),
Y  x26 (a, ^) лар учун

f (aLx, -f  a 2x2) <  a x f fo) +  a 2f (x2)

тенгсизлик бажарилади; бу ерда a x >  0, a 2 >  О ва a x +  a 2 =  1.
Бу хосса ҳам функция ботиқлиги таърифи сифатида олиниши мум

кин. Демак, функциянинг ботиқлиги (қатъий ботиқлиги) (7.13) тенг
сизлик билан ҳамда қавариқлиги (қатъий қавариқлиги) эса (7.14) 
тенгсизлик билан таърифланиши мумкин.

Функциянинг ҳосиласи ёрдамида унинг ботиқлиги ҳамда қавариқ- 
лигини текшириш мумкин.

/ (х) функция (iа, Ь) интервалда аниқланган бўлиб, бу интервалда 
чекли f' (х) хосилага эга булсин.

4-т е о р е м а .  f (х) функция (а , Ь) интервалда ботиқ (қатъий 
ботиқ) булиши учун унинг f' (х) ҳосиласининг (а , b) да усувчи 
(қатъий усувчи) булиши зарур ва етарли.

Ис б о т .  З а р у р л и г и .  f (х) функция (а, Ь) да ботиқбўлсин. Де
мак, V * i d(a, b)> V * 26(a, b), x i < x 2 бўлганда x £ ( x v  x2) лар 
учун

/  (x) <  - 2—  f  (Хг) +  f (X,)X2— X2—Xx
бўлади. Бундан

(x2 — x) f (*i) +  (*i — x2) f  (x) + ( x  — xt) f  (x2) >  0
бўлиши келиб чиқади. Кейинги тенгсизликда х2 — х1 =  (хг — х) +  
+  ( х — *j) деб қуйидагини топамиз:



Шу (7.15) тенгсизликда аввал х-*-х^ да, с ў н гх -> х 2 да лимитга ўт- 
сак, у холда

f  (Xl) =  lim f W .- f M  <  Hm f M - i ( A  =
X - t X i  x--  X\ X - * X t  x2 — x x2 --  X1

f  {Хг) =  lim >  Hm L M i l L M  =
X - > X 2 X —  X2 X —+ X2 x — Xi X 2 —  хг

бўлиб, натижада қуйидаги

/ ' (Xl) <  f — (:<l) <  / ' (x2)
*2 ~  *1

тенгсизликлар келиб чиқади. Демак, f' (хх) <  / ' (х2). Шундай килиб, 
хх <  х2 бўлганда /'(х 2) <  /'(х2) бўлади. Бу эса (а, 6) интервалда 
/'(х) нинг ўсувчи эканини билдиради. Энди f (х) функция (а, 6) ин
тервалда қатъий ботиқ бўлсин. Бу холда (7.15) тенгсизлик ушбу

/ (x) — f (Xi) <  f (*2) — / (*) д  |g )
х — xz x2 — X

кўринишда бўлади.
Лагранж теоремасига (6- бобдаги 7- теоремага қаранг) кўра

/_ w - M £l) = r  X i < l i < X f
X — Xx

x2 — *
бўлади. Сўнгра

*i <  £i бўлганда / ' (x j <  / ' (ij),
?2 <  *2 бўлганда / ' (f2) <  / ' (*2)

тенгсизлик ўринли бўлишини ҳамда (7.16) тенгсизликни эътиборга 
олиб, топамиз:

Г М > f' (У > Г (Si) > г м.
Демак, f ’(x,) <  f'(x2). Шундай қилиб, хх <  х2 бўлганда f' (xl) < f  (x2) 
бўлади. Бу f (х) функциянинг катъий ўсувчилигини англатади.

Е т а р л и л и г и .  /  (х) функция (а, Ь) интервалда чекли / ' (х) хоси
лага эга бўлиб, у ўсувчи (катъий ўсувчи) бўлсин. Демак, V  xi £ (a, Ь),
V х2£ (а, 6) учун хх <  х2 бўлганда / ' (Xj) <  /'(*?) (/'(*1) <  f  (*г)) 
тенгсизлик ўринли. Яна Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:

/ (*) - / _(£,) =  r  ^  ( <  ? <  ^  (7.17)
X — Xi

=  Г (У  (* <  <  х2), (7 18)Х2 — X
бунда

х1< 1 1 <  х < £ 2 <  х2. (7.19)
Демак, ij <  t ,  бўлганда / ' (^) <  / ' (c2) (/' (c j >  / ' ( |2)) тенгсизлик 
ўринли бўлади. У ҳолда (7.17) ва (7.18) муносабатлардан



f (x) —  f  ( * l )  /  ( * 2) —  f  (* ) I I  (* ) —  /  ( * l )  ,  /  ( * 2 ) —  /  (*)<
* — Xi x 2 —  x x 2 —  x

бўлиши келиб чиқади. Шундай килиб, V х 1^(ау Ъ), У х 2£(а, Ь) ва 
хх< х 2 бўлганда (бу холда (7.19) га кўра <  Е2 бўлади)

тенгсизликлар ўринли бўлади. Натижада (7.10), (7.11) ва (7.15) му
носабатларни эътиборга олиб, / (х) функциянинг (а, Ь) интервалда 
ботиқ (қатъий ботиқ) эканига ишонч хосил қиламиз.

Теорема исбот бўлди.
Худди шунга ўхшаш қуйидаги теорема хам исботланади.
5-те о рема .  } (х) функция (а, Ь) интервалда қавариқ (қатъий 

қавариқ) булиши учун унинг f'(x) ҳосиласининг (а, b) да камаюв
чи (қатъий камаювчи) булиши зарур ва етарли.

Функциянинг ботиқлиги ҳамда қавариқлигини унинг иккинчи тар
тибли ҳосиласидан (агар у мавжуд бўлса) фойдаланиб текшириш 
мумкин.

/ (х) функция (<а, Ь) интервалда аниқланган бўлиб, шу интервал
да у иккинчи тартибли f" (х) хосилага эга бўлсин. Бундан ташқари, 
(а, Ь) интервалнинг ҳар қандай (а, (5) ((а, (5) с : (а, Ь), а  Ф  Р) қисмидя 
/" (х) айнан нолга тенг бўлмасин.

6 - т е о р е м а .  / (х) функция (а, Ь) интервалда ботик (каварик) 
бўлиши учун шу интервалда

тенгсизлик ўринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  /  (х) функция (а, Ь) интервалда ботиқ 

(қавариқ) бўлсин. У ҳолда юқорида келтирилган теоремаларга кўра, 
функциянинг / ' (х) ҳосиласи (а, b) интервалда ўсувчи (камаювчи) бў- 
лади. Функциянинг монотон бўлиши ҳақидаги 2- теоремага кўра 
f" (х) >  0 (frr (х) <  0) бўлишини топамиз:

Е т а р л и л и г и .  Энди (а, b) интервалда функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласи учун ушбу f '  (х) >  0 (/" (х) <  0) тенгсизлик ўрин- 
ли бўлсин. У ҳолда яна функциянинг монотонлиги хакидаги 2 -тео
ремага кўра / ' (х) ҳосила (а, Ь) интервалда ўсувчи (камаювчи) бў- 
лади. Бундан 4- теоремага (5- теоремага) асосан /  (х) функциянинг 
(а, Ь) интервалда ботиқ (қавариқ) бўлиши келиб чикади. Теорема ис
бот бўлди.

М и с о л . f (х) =  Inх (х >  0 )  бўлсин. Бу функция учун / "  (х) =  

= ------ бўлиб, /" (х) <  0 бўлади. Демак, / (х) =  In х  функция (0,
х2

4 - оо) интервалда катъий қавариқдир. Шунга ўхшаш, /  (х) =  —  1пх,
х >  0 функция (0, 4  оо) интервалда ботиқ бўлади. Ушбу f (х) =
=  In х функциянинг қавариқлигидан битта тенгсизликни келтириб

/  (x) — f ( * 1) <  /  ( * 2) —  /  (*) (хг <  X <  х2),
х  —  х х х2 —  х

(Хх <  X <  Х2)

г  (Х )> о (Г (х )<  0)



чикарамиз. Функциянинг ботиқлиги таърифидан ^ ^ ( 0 ,  +  оо), дг2£(0, 
- f  00) лар учун а,  > 0 ,  а 2 >  0, a L +  а а =  1 бўлганда қуйидаги

In Xi +  a 2 In <  In (a t xx +  a 2 *2) 
тенгсизлик ўринли бўлади. Кейинги тенгсизликни қуйидаги

xf1 • <  a, +  cc2x2

кўринишда ёзиш мумкин. Хусусий ҳолда, a t =  a 2 =  -j- бўлса, бун

дан бизга маълум бўлган

V х1 х2 <  —1 ~Ь*2
1 2 2

тенгсизлик келиб чиқади.
2. Ф у н к ц и я н и н г  э г и л и ш  н у қ т а л а р и .  Функция хосиласи 

ёрдамида унинг эгилиш нуқталарини топиш мумкин. f  (х) функция 
х0 нуқтанинг (х0) атрофида аниқланган бўлсин.

4-т а ъ р и ф .  Агар /  (х) функция U~  (х0) ораликда ботиқ (қавариқ) 
бўлиб, Ujr (*0) оралиқда эса қавариқ (ботиқ) бўлса, у ҳолда х0 нук
та функциянинг (функция графигининг) эгилиш нуқтаси деб ата
лади.

/  (х) функция U& (х0) да иккинчи тартибли f" (л:) хосилага эга 
бўлсин. Агар

Y  x £ U ~  (х0) учун f" (х) >  0 (Г (л:) <  0),

Y  x£U~l  (х0) учун Г  (х) <  0 (Г (х) >  0)

тенгсизлик ўринли бўлса, у ҳолда U J  (х0) да / ' (х) ўсувчи (кама
ювчи), UJ  (лг0) да /'(*) камаювчи (ўсувчи) бўлиб, f'(x) функция х0 нук
тада экстремумга эришади. У холда х0 нуқтада j" (х0) =  0 бўлади.

Демак, f {х) функциянинг эгилиш нуқтасида иккинчи тартибли 
хосила f" (х) нолга тенг бўлади.

М и с о л .  f  (х) =  е~х бўлсин. Бу функциянинг иккинчи тартибли 
хосиласи

Г  (х) =  2е~х* (2хг — 1) 

бўлиб, у фақат х =  ±  нуқталарда нолга айланади:

Равшанки, бу функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласи (— оо,

— ж 00) интервалда f r (х) >  0; сег

ментда эса f" (х) <  0. Демак, f (х) =  е“'х* функция ^— оо, —



интервалда қавариқ, j"— —j-, сегментда ботик ва ' 00 'j
_ r

интервалда яна қавариқ бўлади. Функция графигининг А ^ , е ~
__i_

В (~~> е 2 ) нукталари унинг эгилиш нуқталаридир.
3. Ф ун кция  графигининг асимптоталари.  / (лг) функ

ция a£R  нуқтанинг бирор атрофида аниқланган булсин.
5-таъриф.  Агар ушбу

lim /  (х), lim f  (х)
x-+a+Q х -м — О

лимитлардан бири ёки иккаласи чексиз булса, у холда х =  а тўғри 
чизик /  (х) функция графигининг вертикал асимптотаси деб ата
лади.

Масалан, у  =  — функция графиги учун х — 0 т\три чизиқ верти-
X

кал асимптота булади.
Энди у  =  f (х) функция (а, оо) ((— оо, а)) ораликда аникланган 

булсин.
6-т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас k ва Ъ сонлар мавжуд бул- 

саки, оо да /  (х) функция ушбу
f (х) =  kx +  b -- ос (х)

куринишда ифодаланса (бунда lim а  (х) =  0), у холда у  =  kx +  b
►“ТОО

тўғри чизиқ f (х) функция графигининг оғма асимптотаси деб ата
лади.

Масалан,
г , ч х 2 — Зх  —  2
/  М  =  ----------:—X 1

булсин. Бу функцияни

f (x )  =  X -  4 +  -?"7
Х - г  1

2
куринишда ёзиш мумкин. Демак, х - >  +  00 да а  (х) = -------- ^Обў-

х — 1
либ, берилган функция f (х) =  х — 4 -г а  (х) куринишда ифодалана
ди. Бундан эса у  =  х — 4 тўғри чизиқ функция графигининг оғма 
асимптотаси экани келиб чикади.

7-т е о р е м а ,  f (х) функция графиги у =  kx -f  b оғма асимпто- 
тага эга булиши учун

lim =  fe, lim [/ (x) — kx] =  b
ДГ—>-7— "V x X—> "V

лимитларнинг ўринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  / (х) функция графиги y^ =kx  +  b оғма 

асимптотага эга булсин. Оғма асимптота таърифига кўра



бўлиб, бунда х- 
га эгамиз:

f  (х) =  kx +  Ь +  а  (х)
+  оо да а  (х) 0 булади. У холда қуйидагилар-

lim
X—»-f- оо

f(x) — lim kx — b +  a (x)
=  lim  

*"►+0
k 4- ^ \  =  KX x ->-|"ос X

lim [/ (x) — kx] =  lim [b -j-- a  (x)] =  b.
*•-►+00 *-*-+00

Е т а р л и л и г и .  Ушбу

lim =  k, lim [ / (x) — k x ] = b

лимитлар ўринли бўлсин. У ҳолда,
lim [/ (x) — kx] =  b дан /  (x) — kx — b =  a  (x) -*■ 0
X-*+oo

келиб чиқади. Демак, x ->  +  oo да
f (x) =  kx b -f- cc (x) 

бўлиб, lim a  (x) =  0 бўлади. Бу эса y  =  kx- \ -b  тўғри чизиқ f (х)
ac

функция графигининг оғма асимптотаси эканини билдиради. Теорема 
исбот бўлди.

М и с о л .  Ушбу /  (х) = -------функция берилган булсин. Бу функ-
(*—I)2

ция учун

k =  lim
X-

л?=  lim
X X (x l)2

=  I, демак, k — I;

6 =  lim [f{x)-
X-*-\- oo

kx] =  lim
*-+H“oc [(7 Г ^ _ Х ] =  2, дешк’ 6 =  2'

Шундай қилиб, берилган функ
ция графигининг огма асимпто
таси у  =  х +  2 тўғри чизиқдан 
иборат.

Фараз килайлик, /  (jc) функ
ция графиги 49-чизмада тасвир- 
ланган эгри чизиқ бўлиб, М  (х , 
f (х)) эгри чизиқдаги бирор нуқ- 
та бўлсин.

Бу нуқтанинг Ох ўқига про- 
екциясини М 0 билан белгилай
лик. у  =  kx +  b эса /  (jc) функ

ция графигининг оғма асимптотаси бўлиб, бу асимптота Ох ўқи
билан ташкил этган бурчак бўлсин. М Р — М  нуқтадан

асимптотага туширилган перпендикуляр кесмаси, Q — М М 0 тўғри чи- 
зиқ кесмасининг асимптота билан кесишган нуқтаси. Равшанки,



QM0 =  kx +  bt 
MQ =  f (x) — (kx +  b),

MP  =  MQ- cos 0.
Ушбу у — kx -j- b чизиқ функция графигининг оғма асимптотаси бўл- 
гани учун +  оо да MQ =  f (х) — (kx 4- Ь) — а  (х) функция нол
га интилади. У ҳолда х - > +  оо да МР  ҳам нолга интилади.

Демак, функция графигидан у  =  kx +  Ь тўғри чизиққача бўлган 
М Р  масофа М  (.х, /  (х)) нуқта график бўйича «чексиз интилганда» 
(x~-^+ «> да) нолгача камаяди. (Буни функция графигининг асимп
тотаси таърифи сифатида ҳам олиш мумкин.)

4- §. Функцияларни текшириш. Графикларни ясаш

Биз ушбу бобнинг ўтган параграфларида функцияларнинг ўзга- 
риш характерини хосилалар ёрдамида ўргандик. Бу ҳол функциялар
ни яққол тасаввур этишда, шунингдек, функция графигини аниқроқ 
ясаш да қўл келади.

Функцияларни текшириш ва уларнинг графикларини ясашни ку
йидаги схема бўйича олиб бориш мақсадга мувофиқдир:

Г Функциянинг аниқланиш сохасини топиш;
2° Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш нуқталарини 

топиш;
3° Функциянинг жуфт, тоқ ҳамда даврийлигини аниқлаш;
4° Функцияни монотонликка текшириш;
5° Функцияни экстремумга текшириш;
6° Функция графигининг қавариқ хамда ботиқлигини аниқлаш, 

эгилиш нукталарини топиш;
7° Функция графигининг асимптоталарини топиш;
8° Функциянинг ҳақиқий илдизларини (агар улар мавжуд бўл- 

са), шунингдек аргумент х нинг бир нечта харяктерли қийматларида 
функциянинг кийматларини ясаш.

М и с о л .  Ушбу

функцияни текширинг ва графигини ясанг.
Берилган функция R =  (— оо, +  оо) интервалда аниқланган ва 

узлуксиз. Бу функция учун f (— х) =  f (х) тенглик ўринли. Демак, 
f (х) жуфт функция (унинг графиги Оу ўқига нисбатан симметрик 
бўлади), уни [0, +  оо) ораликда текшириш етарли.

Функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ҳосилаларини топа
миз:

Г ( * > -(*2+1)2 ' W  (х*^ I)3
Функциянинг биринчи тартибли ҳосиласи [0, +  оо) ораликда мавжуд 
ва х =  0 нуқтада нолга айланади. Шу х =  О нуқтада иккинчи тар
тибли хосилани хисоблаймиз. /" (0) =  4 >  0. Бундан берилган f (х)



функция х = 0  да минимумга эга ва [0, -г «>) да min f  (х) =  — 1 
булади. Энди х >  О да / ' (х) >  О бўлганидан берилган функциянинг 
(О, +  оо) ораликда ўсувчилигини топамиз. Сўнгра ушбу

k =  lim - lim • -  =  0,

b =  lim [/ (x) — kx\ =  lim —— 1 =  1
JC—> —  oo Д?—►_j_ оо X 2 ~i~  1

лимитларга кўра у  =  1 горизонтал тўғри чизиқ f (х) функция графи
гининг асимптотаси эканига ва

jc* •— I , — 2
X2 -  1 1 < 0

50- чизма.

тенгсизликка кура функция гра
фиги асимптотадан пастда жой
лашган бўлишига ишонч ҳосил 
қиламиз.

Функциянинг иккинчи тар
тибли хосиласи [0, +  оо) ора- 

1ликнингх = — зз нуқтасида нол- 
/ 3

га айланади. Равшанки, 0 <
<  * <  - 4 =  да Г  (х) >  0, <

1^3 у 3
<  X <  +  оо да f" (х) <  0. Де
мак, f (х) функция [ 0, —^

V > 3
- -г оо \ интервалда қавариқ бўлади. х =интервалда ботиқ,

— J- 1г" нуқта функция графигининг эгилиш нуқтасидан иборат.
V 3

Берилган функциянинг графиги 50-чизмада тасвирланган.

5-§. Аниқмасликларни очиш. Лопиталь қоидалари

Биз функцияларнинг лимитини ўрганиш жараёнида —, — , О-оо,
о 00

оо — оо, 0 , оо , 130 кўринишдаги аниқмасликларни очиш билан шу- 
ғулланган эдик. Тегишли функцияларнинг ҳосилалари мавжуд бўл- 
ганда, берилган аниқмасликларни очиш масаласи енгиллашади. Одат
да ҳосилалардан фойдаланиб аниқмасликларни очиш Лопиталь кои- 
далари деб аталади. Биз қуйида Лопиталь қоидаларининг муфассал 
баёни билан шуғулланамиз.

,о  О
1 ~$ к у р и н и ш д а г и  а н и к  м а с л и  к. Маълумки, х —* а  да

/  (х)-+0, g  (х)-*-0 булса, нисбат — куринишдаги аникмаслик-
g (х) О



f i x )ни ифодалайди. Кўпинча х-*-а  да — нисбатиинг лимитини то

пишга Караганда нисбатиинг лимитини топиш осон булади.

Бу нисбатлар лимитларининг тенглигини қуйидаги теорема курсата- 
ди.

8-т е о р е м а ,  (а, Ь) интервалда аникланган, узлуксиз /  (х) ва 
g  (х) функциялар учун ушбу шартлар бажарилган булсин:

1) lim /  (х) =  0, lim g  (х) =  0;
х-+а х-+а

2) (о, Ь) да чекли f'(x) ва g'(x) ҳосилалар мавжуд ва g'(x)¥= 0;

3) lim — — =  k (k — чекли ёки чексиз).
x-*a g  (*)

У  холда

lim =  lim =  k
x->a g  (x) x->a g  (*)

тенглик ўринли бўлади.
И с б о т .  f  (х) ҳамда g  (х) функцияларнинг \х — а  нуктада кий

матлари нолга тенг, яъни
/  (а) =  0, g  (а) =  0 (7.20)

деб олсак, натижада
lim /  (х) =  0 = /  (a), lim g  (х) =  0 =  g  (а)
х-+а х->а

тенгликлар ўринли бўлиб, f (х) ва g  (х) функциялар [a, b) оралиқда 
узлуксиз булади. V х£(а ,  b) нуқта олиб, [а, х] сегментда /  (х) ва 
g  (х) функцияларни цараймиз. Бу сегментда /  (х) ва g  (х) функция
лар Коши теоремасининг (8-теоремага каранг) шартларини каноат
лантиради. У лолда Коши теоремасига кўра а  билан х орасида шун
дай с (а <  с <  х) нукта топиладики, ушбу

f  ( х ) ~ !  (а) _ Г  (с) 
g  (х) —  g (а)   (с) 

тенглик ўринли булади. Бу тенгликдан эса (7.20) га кўра
/ (*) _  Г (с) 

g  М    (с)

булиши келиб чикади. Равшанки, х - ^ а  да с —+ а. Демак,
1 - f (х) 1 - Г (с) и lim -L-L-L =  hm — — =  k.
x->a g  (x) c-m   (С)

М и с о л .  Ушбу

Jim ^ ~ ln (x" c)
x~*o arcsin x

лимитни хисобланг.
Бу ҳолда

f (х) =  е2х — In (х +  е), g (х) =  arc sin х



бўлиб, улар учун 8- теореманинг барча шартлари бажарилади. Ҳа- 
қиқатан ҳам,

1) l i m f ( x ) — l \m(e2x — \n(x+e)) =  0, limg(x) =
x->Q x-rO x->0

=  lim arcsin x =  0;
x->0
2) / ' (a-) -  2e-x-------\— ,   (x) =  т г = = = , I * I <  1:

x - г  e у 1 — x2

2e2*
3) lim ■ lim----------~ 2 ----------------—

«-.о    (jc) *-»o ____ L___ ________ e
V \  —  x*

бўлади. У холда 8- теоремага кўра

lim JlifiL  = i im £!fjzi£ifLz_£) = 2 ----- L.
др-оО g'(x) x-+o arcsin* e

Шу 8 -теоремадан, яъни Лопиталь қоидасидан фойдаланиб, 134- 
бетдаги муҳим (4.1) лимитни осонлик билан исботлаш мумкин. 
Ҳақиқатан,

л. sin х л. cos х .l im ------=  h m ------- =  1 .
x->0 X x-*0 1

5 - э с л а т м а .  Юқорида келтирилган 8 -теореманинг 3 - шарти ба- 
жарилмаганда, яъни х - + а  да f(x) ва g(x) [функцияларнинг хосила-
лари мавжуд булиб, х - >  а да — ̂  - нисбатиинг лимити мавжуд бўл-

g'(x)
маганда хам

/Мlim
х-ю g(x)

мавжуд бўлиши мумкин. Масалан, f(x) =  x2cos-^-, g(x) =  l n ( l +

+  x) бўлсин. Бу функциялар учун f  (.х) =  2xcos — +  sin - j*, £'(*)=

=  —— бўлиб, л' — 0 да 
1 +  *

1 1 
2xcos —  -p sin —

/ (*) ____x_______ x
1

1-f *
нисбат лимитга эга эмас. Бироқ

1 1 
X2 cos---  X • COS ---

lim - ^ - = l i m -----------— = l i m ----------^  = 0
X-+0 g(x) x-*o 1 n (1 -j- x) X-+0 In (1 -j- x)

бўлади.
9- т е о р е м а ,  (с, +  oo) интервалда аникланган f(x) ва g(x) функ

ция учун ушбу шартлар бажарилган булсин:



1) lim f(x) =  0, l imgr(x) =  0;
ЛГ-*.-Гх X-++CD

2) (с, +  oo) да чекли f' (x) ва  (x) ҳосилалар мавжуд еа
g  (*") ф  0; 

Г (*)3) lim
х - * + х  g '  (х)

=  k ( k — чекли ёки чексиз). У  холда

lim Их)
g (х) -К-►4-ос g (х)

тенглик ўринли булади.
И с б о т .  Умумийликни сақлаган ҳолда, теоремадаги с сонни

мусбат деб олиш мумкин. д: ўзгарувчини ушбу х =  формула ёр

дамида t ўзгарувчига алмаштирамиз. У холда х ->  +  оо д а / — + 0 .  
Натижада f{x) ва g(x) функциялар t ўзгарувчининг f ( ~ )

функциялари бўлиб, улар (о, —) интервалда аникланган.
\ £ /

Теореманинг 1) шарги қуйидаги

lim f(x) =  lim / ( — \ =  0, lim g (x) =  lim g f — =  0
X—►-)-oo 0 \ t ! x—*-{~cc / —► —1— 0 \ t )

кўринишни олади.
^0, —  j интервалда /  ^ ~ j >  ё  функциялар хосилаларга эга.

Ҳақикатан хам, 6- бобдаги мураккаб функция хосиласи хакидаги
3- теоремага кўра ((6.5) формулага қаранг) топамиз:

Н т ) Н ( т ) ] ; - м ( т )  ^  

( т ) Ғ . - ^ ( т ) т
Бу муносабатлардан f ’t j, g\ ( ~ j  ҳосилаларнинг мавжудлиги ке

либ чиқади. Сўнгра

ё[Т ) Г

lim
t -»+о

=lim_  _lim  =  b

^  - * ( - 9  i

''("г) Г‘{тбўлишидан эса lim -----——  нинг мавжудлиги ва lim
о St (f) =  k

эканини топамиз.



1) l i m / ( - f )  =  0 l i m g ( - U  =  0;
/-»+0 \ / 1 <-.+о \ t 1

2) jo, —  j интервалда f\ ё \  ҳосилалар мавжуд ва

> ' ( т ) * 0 ;

ft
3) lim — г т т  —

" +0 ! ' { т )

У холда юқорида исбот этилган 8- теоремага кўра

' ( т )
lim - ^ V r  =  k 

булади. Кейинги тенгликдан эса

]im Ш  =  lim Ш  =  k
X—*-)-оо fj{x) Х-*-\-сс g (х)

бўлиши келиб чикади. Теорема исбот бўлди.
Ми с о л .  Ушбу,

е х% —  1l i m ---------------
x->-i-x 2arctg*a—л

лимитни ҳисобланг.
j_

Бу ерда f(x) =  exi — 1, g(x) =  2 arc tg jc2 — я  бўлиб, улар учун
9- теореманинг барча шартлари бажарилади, жумладан

2 хя 4х
Г (*) =  — е ё' (х) =  7Т7«

булиб,
J_

/'(*) / 2 ,рХ> \ +  х* .. 1 4- х4 11 ' ’ — 1— 1 хр х — — п тlim - lim f— —  Y
8 (■*) \ x3 / 4x x->-r oo 2x* 2

бўлади. 9- теоремага кўра
1

lim . .  = — 1 .
л^-foo g(x) *->+«> 2 arc tgx2—Jl 2

2° —  к у р и н и ш д а г и  а н и қ м а с л и к .  Маълумки, x - + a  да



f (x) —*■ oo, g(x)->- oo бўлса, -^ н и сб а т — куринишдаги аниқмас-
g(x) 00

ликни ифодалайди. Бундай аниқмасликни очишда ҳам f(x) ва g(x) 
функцияларнинг ҳосилаларидан фойдаланиш мумкин.

10-теорем а. (а, Ь) интервалда f(x) ва g(x) функциялар учун 
ушбу шартлар бажарилган булсин:

1) lim /(х) =  00, l img( jc)=oo;
х~*а х-*а

2) (а, Ь) интервалда чекли f' (х), (x) ҳосилалар мавжуд ва
 (х) ф  0;

f  (х)3) lim — -  =  k (k — чекли ёки чексиз) .  У  ҳолда
х-ьа  (x)

lim  Ж -  =  ут Ш = к
х -+а g  (х) х-*а g  (х)

тенглик уринли булади.
Ис б о т .  k нинг чекли ҳамда чексиз бўлган ҳолларини алоҳида- 

алоҳида қараб ўтамиз.

а) Iim =  k 
gr(x)

бўлиб, k — чекли бўлсин. Лимит таърифига кўра, V e > 0  олинганда 
ҳам га кўра шундай 

сизликлар бажарилганда

ҳам га кўра шундай f i> 0  сон топиладики, а с х < а + Ь  тенг-

j  (7.21)
К' (х)

тенгсизлик хам бажарилади. Ушбу а < х < х 0< д  +  6 тенгсизликлар
ни қаноатлантирувчи ихтиёрий х ва тайинланган х0 нукталарни олиб, 
[х, х01 сегментда f(x) ва g(x)  функцияларга Коши теоремасини 
(8- теоремага каранг) қўлланамиз. У ҳолда

f (х) f (*о) _f (С) Ст оо\
!g ( x ) - g ( x 0) ~  (c)

тенглик ўринли бўлиб, бунда х < с < х 0 бўлади. Равшанки, бу с нук
та х га богликдир.

Теореманинг l im/ (x)=oo,  l i mg( x ) =<»  бўлиши шартига асос-
х—а х~*а

f (х )
ланиб f (х) Ф 0  (х) Ф 0 , -^-2- Ф 1 деб олсак булади.

f{x)
Энди (7.22) тенгликнинг чап томонида турган

f(x) — f (*о) 
g(x) — g (*0) 

нисбатни куйидагича ёзиб оламиз:

f(x) — f (*о) /w[
1 f Ы  

t(x ) . f(x)
f(Xo)
f ( x )

g(x) — g(xo) eM 1
\  g W ' gix) l g (Xo)
. g(x); gix)



У ҳолда (7.22) муносабат ушбу
t  /  (*о) g  (*о )

I M .  'W  ,  -O f! , яъни М  =  O g  _ j a f  ,7.23)
« W  ]_ 8 C * o l g (c) g(x) g (c) ) _  /(fo).

g (*) / M
(x <  с <  x0 кўринишга келади.

(7.23) тенгликнинг ўнг томонидаги  ̂ нисбат с ->  а (а <  x <
g (с)

<  с <  х0 <  а +  6) да fe га интилади:

lim =  k. (7.24)
с-а /  (с)

Энди

a  =  ^ - — k (7.25)
g' (С)

деб белгилайлик. Равшанки, а  микдор с га ва у орқали х ва х0 
нуқталарга боғлиқ бўлиб, а < х < х 0< с < а  +  б бўлганда (7.21) му
носабатга кўра

l«l<-§- <7-26)
тенгсизликни қаноатлантиради.

(7.23) тенгликдаги

1 _  8 (Хо)) (\g(x)J { f (*) )
нисбат, х0 нуқта тайинланган холда, х-*-а да 1 га интилади, яъни

£ Ы
П т ------ ^ - = 1 .

х-*а

Энди

деб белгиласак, у холда

/  U o )

/W

j_  g(*o)

P = - ^ 7 j S —  1 (727)
/W  

l imp =  0

g

бўлади. Демак, ўша у  e >  О олинганда хам ) га кЎРа ШУН’
дай бА >  0 сон топиладики, а < к а  +  ^  бўлганда



тенгсизлик ўринли бўлади. Энди (7.23), (7.25), (7.27) муносабатлар
дан топамиз:

/W =  (k +  а) (1 -f р) =  k +  [а +  (k  +  а) - PJ.

Агар 6 >  О ва >  0 сонларнинг кичигини б* деб олсак, унда а <
<  х <  а +  б* учун (7.26) ва (7.28) тенгсизликлар’ бир вақтда ўрин- 
ли бўлиб,

j а  +  (£ +  а )  Р| <  |а) +  ( !£| +  1 a  I) • IР I <  “  +  ( I & I +  ““ ) •' 6
2 V 2 / (2(|*|+e)

___ e e __
~  2 +  2 ~ e

тенгсизлик бажарилади.
Демак, у  e >  0 олинганда хам шундай б* >  0 сон топиладики, 

а < х < а  +  б* бўлганда
f(x) — k g(x) <  e

lim =  Hm L M = f }

бўлади. Бу эса

x'-*a g(x) x-*a g'(x)
бўлишини билдиради. 

f  (x)б) lim =  00 бўлсин. Функция лимити таърифига кўра
х-*а g' (х)

\/-М > 0  олинганда хам шундай 6 > 0  сон топиладики, а <  х<а- \-Ь  
бўлганда

Г (*)
g \x ) >  М (7.29)

бўлади.
Юқоридаги а) холидагидек а < х < х 0< а  4- б тенгсизликларни ка

ноатлантирувчи ихтиёрий х ва тайин х0 нукталарни олиб, [х, jc0] сег
ментда (7.22) тенгликка эга бўламиз. Бунда а <  х < с < х 0< а  +  6 ва 
демак, а < с < а  +  б тенгсизликларга кўра (7.22) тенгликдан

Г (с) >  М  (7.30)
I  {с)

тенгсизлик келиб чикади. Иккинчи томондан,

t _ g (Xq)
Hm ------ IL<£L_ e  i
*_.a , f(x o)1—

f (X)

пиладики, a <  x  <  a +  6X бўлганда

бўлганидан Y e >  0, жумладан, e =  учун шундай >  0 сон то-



| gix о) 
g(*) 

t f (Xq) 
f(x)

бўлади. Кейинги тенгсизликдан эса
g(Xq)
g(x)

1 —

/ W
f(x)

>  —  
2

бўлиши келиб чиқади.
(7.22) тенгликдан топамиз:

fix) =  
gW

l—

е(ха)
g(x)
f(Xp) 
t(x)

Ш .
g'(c)

Энди S'* =  min {6, 6j} деб олсак, у лолда а <  х <  а -Ь 6* бул- 
ганда (7.30) ва (7.31) тенгсизликлар бараварига ўринли бўлади. На
тижада а <  х <  а +  б* бўлганда

f(x)
g(X)

g(x о)
g(*)

1—i (xq) 
fix)

!'{C)
g'(c)

I> —  M 
2

бўлади. Бу эса

lim
x-+0

fix)
gix)

бўлишини билдиради. Теорема исбот бўлди.
11-т е о р е м а ,  (с, +  00) интервалда f (х) ва g(x) функциялар 

учун ушбу шартлар бажарилган булсин:
1) lim / ( * ) =  оо, Hm g(x) =  <х>;

X-*-foo

2) (с, - 
  (*) Ф 0;

3) lim
X̂ >+™  (дс)

У  ҳолда

оо) интервалда чекли f  (х),   (х) ҳосилалар мавжуд ва 

fix) k (k — чекли ёки чексиз).

lim fix) =  lim Г ix) =  k.
gix) X->+  ̂ g'(x) 

бўлади.
Бу теорема юқорида келтирилган теоремага ўхшаш исботланади. 
3е Б о ш к а  к ў р и н и ш д а г и  а н и қ  мае  л и к  л а р. Маълумки,



lim f(x) =  0, lim g  (x) •-= »  бўлганда f(x) g  (x) ифода 0 • oo кўриниш-
x-*a x >a
даги аниқмаслик бўлиб, уни куйидаги

/ » • «  w = - £ ^ —

g(x) f(x)
0каби ёзиш орқали —  ёки —  кўринишдаги аниқмасликка келтириш
0 со

мумкин.
Шунингдак, 1 im f (х) =  4- оо, lim g(x)=  -}-оо бўлганда f(x) — g(x)

x-*a x-*a
ифода oo — 00 қўринишдаги аниқмаслик бўлнб, уни ҳам қуйидаги

1 1

fM-g(x)= « j O f 1-
f (*) 8 W

каби ўзгартириш натижасида —  кўринишдаги аниқмасликка келти

риш мумкин.
Шундай қилиб, функция хосилалари ёрдамида 0 • оо хамда оо —

„ 0 -  ОО— оо куринишдаги аниқмасликларни очишда, уларни —  еки —
0 ОО

кўринишдагй аниқмасликка келтирилиб, сўнг юқоридаги теоремалар 
қўлланилади.

Маълумки, х - + а  да f(x) функция 1, 0 ва оо га, gr(x) функция 
эса мос равишда оо, 0 ва 0 га интилганда

[ f ( x ) f X)
даражали-кўрсаткичли ифода I" , 0°, оо° кўринишдаги аниқмаслик- 
лар эди. Бу кўринишдаги аниқмас лик ларни очиш учун аввал у  — 
=  [/(*)] 8(ж) логарифмланади: 1 п у  =  g ( x ) \ n f { x ) x - * - a  да g{x) In f(x) 
ифода О-оо кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди.

Фараз қилайлик, х-*-а  да g(x) In /  (х) аниқмас ифодани ўзгар- 
тириб, юкоридаги теоремалардан бирини (Лопиталь қоидасини) қўл- 
ланиб,

lim [g (х) ■ In f(x)] =  b
х->а

(b — чекли ёки чексиз) бўлишини топдик, дейлик. Унда 

lim у  =  lim [ f ( x ) f x) =  lim е8™ln/w =  еь
х-+а х^а х-+а

бўлади.
6 - э с л а т м а .  Агар f(x) ва g(x)  функцияларнинг f'(x) ва  (х) 

хосилалари ҳам f(x) ва g(x)  лар сингари юқорида келтирилган теоре
маларнинг барча шартларини қаноатлантирса, у ҳолда

lim =  lim =  lim
«W g'(x) g"(x)



тенгликлар ўринли бўлади, яъни бу ҳолда Лопиталь коидасини так- 
pop қўлланиш мумкин бўлади.

Ми с о л .  Ушбу

lim
Х -+ 0  I  х  ]

лимитни хисобланг. Равшанки, х - + 0  да у
Г sin х

~  L х ифода l ” кў-
ринишдаги аниқмаслик. Содда ҳисоблашлар ёрдамида топамиз:

In —

lim In у =  lim --------
х-*0 х->0 X2

sin * In •
:lim

Х-*0 (х2) '
=  lim

x-+0

X x cosx—sin* 
s in*  x2

2*
1 xcosx  —  s in *  1 (* .cos*  — s in* )'

=  T  xLo x* =  T  xLo ( I t  =
1

2 3*2 6 *
1 1. * sin * =  — — lim

Демак,

lim
x-*0 Г -



8- БОБ 
АНИҚМАС ИНТЕГРАЛ

Маълумки, ҳаракатдаги нуқтанинг тезлигини топиш, шунингдек, 
эгри чизиққа уринма ўтказиш каби масалалар (6- бобнинг 1- § ига 
каранг) функцияни дифференциаллаш тушунчасига олиб келган эди.

Нуктанинг хар бир вакт моментидаги тезлиги маълум бўлганда 
унинг ҳаракат қонунини топиш, эгри чизикни унинг ҳар бир нуқта- 
ларидаги уринмаларига кўра аниқлаш каби масалалар ҳам кўп уч
райди. Бундай масалалар юқорида эслатиб ўтилган масалаларга тес
кари бўлиб, улар функцияни интеграллаш тушунчасига олиб ке
лади.

1- §. Аниқмас интеграл тушунчаси
1. А н и қ м а с  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  f(x) функция бирор (а, Ь) 

(чекли ёки чексиз) интервалда аникланган бўлсин.
1-т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) да / (х) функция шу интервалда диф

ференциалланувчи Ғ(х) функциянинг хосиласига тенг, яъни
F'(x) =  f(x) (х £ (а, Ь))

бўлса, у ҳолда Ғ(х) функция (а, Ь) интервалда f(x) функциянинг 
бошланғич функцияси дейилади.

Бу таърифни функция дифференциали орқали ҳам айтиш мумкин.
2 - т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) да f (x)dx  ифода шу интервалда диф

ференциалланувчи F (х) функциянинг дифференциалига тенг, яъни
dF (х) =  /  (х) dx

бўлса, у ҳолда Ғ (х) функция (a,b) интервалда /  (х) функциянинг 
бошланғич функцияси деб аталади.

Энди }{х) функция [а, Ь] сегментда берилган булсин.
3- т а ъ р и ф. Агар (а, Ь) да /  (х) функция шу ораликда диф

ференциалланувчи Ғ(х)  функциянинг хосиласига тенг, яъни
Ғ' (х) =  /  (х) (х£(а,Ь))

бўлиб, а ва b нуқталарда эса
F'(a +  0) =  f(a), Ғ ’ (Ь — 0) =  /  (Ь)

тенгликлар ўринли бўлса, у холда Ғ (х) функция [а, Ь] сегментда 
f(x) функциянинг бошланғич функцияси деб аталади.

М и с о л л а р  1 . / ( * ) == — - г- х - бўлсин. Бу функциянинг
У 1 —х2

(—1, 1) интервалда бошланғич функцияси Ғ (х) — Y 1—хг бўлади, 
чунки (—1, 1) да

Ғ' (х) = (/■ Т = ? у  =  -  =  fix).

2. / (х) =  х2 функциянинг (— оо, +  оо) интервалда бошланғич
X3функцияси Ғ (х) =  —  бўлиши равшан.О



Шуни таъкидлаб ўтамизки, (а, b) интервалда узлуксиз бўлган 
хар кандай функция шу интервалда бошланғич функцияга эга бў- 
лади. Бунинг исботи 9 -бобда келтирилади.

Ғ (х) ка Ф (х) функцияларнинг хар бири (а, Ь) интервалда битта 
/  (лг) функция учун бошланғич функция бўлса, бу Ғ (х) ва Ф(х) 
функциялар (а, Ь) интервалда бир-биридан ўзгармас сонга фарқ кила
ди. Ҳақиқатан хам, бошланғич функция таърифига кўра (а, Ь) да

Ғ' (*) =  /  (х), Ф'(х) =  {(х) 
булади. Демак, Ғ' (х) =  Ф'(х). Бундан 7-бобдаги 1-натижага кўра 

Ғ (х) =  Ф (.х) +  С (С ■= const)
тенглик келиб чикади,

Модомики, (а, Ь) интервалда берилган f(x) функциянинг барча 
бошланғич функциялари бир-биридан ўзгармас сонга фарқ қилар экан, 
бу функциянинг шу интервалда бирор бошланғич функцияси Ғ (х) 
ёрдамида унинг исталган бошланғич функцияси ушбу куринишда 
ифодаланади.

Ғ (х) +  С (С =  const).
1-э с л а т м а .  Функциянинг аниқланишсохаси оралиқ булиши му

хим . Агар функциянинг аникланиш сохаси оралиқ бўлмаса, унинг 
бошланғич функциялари фарқи ўзгармас бўлмасдан цолиши мумкин. 
Масалан, f(x) =  x функцияни Е = ( —оо, — 1) у (1, +  оо) тўпламда 
қарайлик. Бу функция учун

ва

Ф(*) =

F(x) =  - f ( x £ E )  

- у - ,  агар л£(1, +

- у -  +  1, агар х  £ ( оо, — 1)

функцияларнинг хар бири бошланғич функция бўлиши равшан. Уш
бу Ф(х) — Ғ (х) айирма учун қуйидагига эгамиз:

Р ’ агар * e ( ' ’ + “ >'
1 1, а г а р х € ( - о о , - 1 ) .

Шундай қилиб, бу айирма Е  тўпламда константа эмас.
4- т а ъ р и ф. (а, Ь) интервалда берилган /  (х) функция бошланғич 

функцияларининг умумий ифодаси Ғ (х) +  С, С =  const, шу /  (х) 
функциянинг аниқмас интеграли деб аталади ва

t\ f (x)dx

каби белгиланади. Бунда f — илтеграл белгиси, f(x) интеграл ости
даги функция, f(x) dx  эса интеграл остидаги ифода дейилади. Демак,



$ 2 Х dx

аниқмас интеграл (қисқача, интеграл) ни топинг. Таърифга кура 
J 2х dx интеграл шундай функцияни, унинг ҳосиласи 2х (дифферен
циали 2х dx) га тенг. Қуйидаги

функция учун

булади. Демак,

1* 2х dx — +  С.
1п2

2 - э с л а т м а .  F (х) функция f(x) нинг бошланғич функцияси бў- 
ладиган оралиқ кўрсатилмаган холда бундай оралиқ сифатида f{x) 
функциянинг аникланиш оралиғи тушунилади.

2. А н и қ м а с  и н т е г р а л н и н г  с о д д а  х о с с а л а р и .  Аниқмас 
интегралнинг таърифидан бевосита унинг қуйидаги содда хоссалари 
келиб чиқади.

Г . f(x) функция аниқмас интеграли J f(x) dx  нинг дифференциали 
f (x)dx  га тенг, яъни

d I Г /  (х) dx] =  f (х) dx. (8.2)
J

Ҳақиқатан ҳам, Ғ (х) функция ff(x) нинг бошланғич функцияси бўл- 
син: Ғ' (х) =  /  (х). У холда

(7 (х) dx  =  Ғ (х) +  С 

бўлади. Кейинги тенгликдан топамиз:

d [ j  /  (х)dx ] d IF(x) +  С] := dF(x) =  F'(x)dx =  f (x)dx.

Бу хосса аввал дифференциал белгиси d, сўнгра интеграл белгиси 
J келиб, улар ёнма-ён турганда ўзаро бир-бирини йўқотишини кўрса- 
тади.

2°. Функция дифференциалининг аникмас интеграли шу функция 
билан ўзгармас сон йиғиндисига тенг, яъни

[ d F (х) =  F (х) +  С (С =  const). (8.3)

F(x) функция f(x) нинг бирор бошланғич функцияси бўлсин: 
Ғ' (х) =  /  (х). У холда

$ f (x )d x  =  F(x) +  C 

тенглик ўринли бўлади. Иккинчи томондан,



Охирги икки тенглик 2°- хоссани исбот этади.
Шундай қилиб, (8.2) ва (8.3) формулалар, дифференциаллаш 

амали аникмас интегрални топиш амалига нисбатан ўзгармас қўши- 
лувчи аниқлигида ўзаро тескари эканлигини кўрсатади.

3. И н т е г р а л л а ш н и н г  с о д д а  к о и д а л а р  и. 1°. Агар f(x) 
ва g(x)  функциялар бошланғич функцияларга эга бўлса, у ҳолда 
f ( x ) Jr g  (л:) ҳам бошланғич функцияга эга ва

j  lf(x) +  g  (*)] dx =  j f(x)  d x +  {g(x) dx  (8.4)
формула ўринли.

И с б о т .  f(x) функциянинг бошланғич функцияси Ғ (jc), g(jc) функ
циянинг бошланғич функцияси Ф(х) бўлсин. У ҳолда таърифга 
кўра

F'(x) =  f(x), Ф'(х) =  ё (х)
бўлнб,

I f (x) dx — F (x) +  Ct (Cx =  const), 

j g ( x ) d x  =  Ф (x) +  С 2 (С2 =  const) 

бўлади ва демак,

j  f (x)dx +  j  g(x )dx  =  F(x) +  Ф(х)+ Cx+  Ca. (8.5)

Агар Ч^х) =  F (x) +  Ф (х) деб олсак, унда
¥ '  (х) =  Ғ' (х) +  Ф'(х) =  f(x) +  g(x)

бўлади. Бу эса, ¥(х) функция f ( x ) + g ( x )  функциянинг бошланғич 
функцияси эканлигини билдиради. Демак,

J  lf(x)+ g(x)] dx — W (х) +  С =  F (х) +  Ф (х)+ С . (8.6)

Энди (8.5) ва (8.6) муносабатлардан J  f(x)dx +  j* g(x) dx интеграл 
F (x) +  Ф(х) +  CL +  C2 кўринишда, jf  f (x) +  g  ( x) ] dx интеграл эса 
F(x) -f- Ф(х) +  С кўринишда ёзилиши мумкин эканини кўрамиз. Бу 
муносабатлардаги С, Сг ва Са ўзгармас сонларнинг ихтиёрийлигидан 
эса Ғ(х) +  Ф(х) +  С ҳамда Ғ(х) +  Ф(х) 4- +  С2 ифодаларнинг бир- 
бирига тенг бўлиши келиб чиқади. Шундай қилиб, (8.4) формула 
исботланди. Одатда, интегралнинг бу (8.4) формула билан ифодалан
ган хоссаси унинг аддитивлик хоссаси деб аталади.

2°. Агар f(x) функция бошланғич функцияга эга бўлса, у ҳолда 
k ■ f(x)(k — ўзгармас сон) ҳам бошланғич функцияга эга ва к ф О  да

^ k - f { x ) d x - ^ k  J f (x)dx  (8.7)

формула ўринли бўлади.
И с б о т .  f(x) функциянинг бошланғич функцияси Ғ ( х ) бўлсин. У 

ҳолда Ғ'(х) =  f(x) ва J f(x) dx =  F(x) +  С бўлиб,



булади, бунда С  — ихтиёрий ўзгармас сон. Ушбу
lk-F(x)]' =  kF' (x) =  kf(x)

тенглик ўринли бўлишидан kf(x) функциянинг бошланғич функция
си kF (x) эканини топамиз. Демак,

j k - f ( x ) d x  =  k-F(x) +  Clt (8.9)

бунда С1 — ихтиёрий ўзгармас сон. Энди (8.8) ва (8.9) муносабат
лардан С ва Ct ўзгармас сонларнинг ихтиёрийлиги хамда к ф О  бў- 
лишидан (8.7) формуланинг ўринли экани келиб чикади.

3 - э с л а т м а .  Юқорида келтирилган (8.4) ва (8.7) тенгликларни 
хамда келгусида учрайдиган шунга ўхшаш тенгликларни ўнг ва чап 
томонларидаги ифодалар орасидаги айирма ўзгармас сонга баробар- 
лиги маъносида (ўзгармас сон аниқлигида) тенгликлар деб каралади.

4. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  а н и к м а с  и н т е г р а л -  
ла ри .  Бошланғич функция таърифидан ҳамда элементар функция
лар ҳосилалари жадвалидан (6- бобнинг 3- § ига каранг) фойдаланиб 
элементар функциялар аникмас интеграллари жадвалини келтирамиз 
(ҳар бир формула интеграл остидаги функциянинг аникланиш соҳа- 
сида каралади):

1°. j  0 dx  =  С, С =  const;

2° j  1 • dx =  ^dx  =  x  +  С;

Г *й+1
3°. j  +  С ( i * * - l ) ;

4° =  j - y -  =  l n | x | + C  (х ф О);

5° Г—!— dx =  (*——— =  arctg x +  C;
J1 +  *2 J i  +  *2 ё

6°. I ■ dx  =  I -  =  arcsin x -j- C;
J / l - * *  J V i - x 2

7° T  a ' d x = —  +  C;
J  lna

8° Jsin xdx =  — cos x +  C;

9°. j c o s x d x  =  sin x -f- C;

10° l~ r d x =  c t g * +  C;J  sin 2x J sin2 X

11° С— -— dx =  Г———— =  t g x  +  C;
J cos2* J  cos2*



12°. ^ s h x d x  =  chx +  С;

13°. ^chxd x  =  shx  +  С;

14°. Г— — cthx 4 - С;
J sh*x

15° f_ !* £ _ =  thx  +  С.
J cha x

Бу 1° — 15°-интеграллар қисқача жадвал интеграллари деб 
ҳам айтилади.

Юқоридаги 4°- формуланинг тўғрилигинн текширишда х  >  0 ва 
х  <  0 бўлган хрлларни алоҳида-алоҳида кўриш лозим. х  >  0 бўл-
ганда In I х I =  In х бўлиб, (In x)' =  —  бўлади. x <  0 бўлганда ln|x| =

=  In (— x) бўлиб, (In (— x))'=  (— 1) =  —  бўлади. 4°- формула эса

бу икки ҳолни бирлаштиради.
Келтирилган жадвал ва (8.4), (8.7) формулалар билан ифодалан

ган қоидалар турли функцияларни интеграллаш имконини беради. 
М и с о л .  Ушбу f (1 + Y x f d x  интегрални ҳисобланг.
Бу интегрални хисоблаш учун аввал (8.4), (8.7) формулаларни, 

сўнгра жадвални қўлланамиз:

j  (1 +  V ^ ) 2 dx =  f(l 4- 2\r x +  x) dx== f 1 dx 4-

_L 2.

4 - 2  f *  cfx4- \ x d x  =  x + —  x 4  — 4-C .J J 3 2
Интегралларни хисоблаш учун (8.4) ва (8.7) формулалар билан 

ифодаланган қоидаларнинг ўзи етарли эмас. Биз келгусида баъзи 
интеграллаш усуллари билан танишамиз.

2-§ . Интеграллаш усуллари

Ушбу параграфда узгарувчиларни алмаштириб интеграллаш ва 
бўлаклаб интеграллаш усуллари билан танишамиз.

1 . У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и б  и н т е г р а л л а ш  у с у 
ли.  Функцияларнинг интегралларини хисоблашда узгарувчиларни 
алмаштириб интеграллаш усули кенг қўлланилади.

Ушбу j  f  (х) dx аниқмас интегрални хисоблаш талаб этилган бўл- 
син. Бунда f  (х) функция бирор Х  =  (а, Ь) интервалда аниклан
ган ва

/(*) =  Ф (£(*))£'(*) (8-10)
куринишда ёзилиши мумкин дейлик.

Агар ф (t) функция Т =  (tu t2) интервалда бошланғич функция 
<&(t) га эга бўлиб, g(x) функция Х  =  (ау Ь) интервалда (бун*^ 
g(x)cnT)  дифференциалланувчи булса, у холда



формула ўрннли.
Бу тасдиқни исботлаш учун <P(g (jc)) функция ср (g(x)) g' (х) функ

ция учун бошланғич эканини кўрсатиш етарли Ҳақиқатан, 0(g(x j)'=  
=  Ф' (g(xj)(x) =  cp(g(*))g' (x). Тасдиқ исбот бўлди. Бу тасдикдан 
кўринадики, j’ / (jc) dx ни ҳисоблаш t  ~  g{x) алмаштириш ёрдамида 
I’ cp (1)dt ни ҳисоблашга келтирилади.

Одатда интегрални бундай усул билан ҳисоблаш ўзгарувчини 
алмаштириш усули билан интеграллаш деб аталади.

Узгарувчиларни алмаштириш усулининг муҳим томони ўзгарув- 
чиларни жуда кўп усул билан алмаштириш имконияти бўлган хол
да улар ичидан интегрални содда ва хисоблаш учун қулай ҳолга 
келтирадиганини танлаб олишдан иборат.

М и с о л л а р .  1. j (а =  const) ни хисобланг. Берилган ин-

тегралда ўзгарувчи jc ни х- -Ь а2 =  / каби алмаштирамиз. Бунда 2 xdx=  
~  dt  бўлиб, ((8.10) ва (8.11 ларга каранг)

=  —  Г — =  ^ - 1 п | / |  +  С =  —  In (jc2 т  a 2)-f  С булади. J.Y2-bo* 2 J / 2 11 2 -
2. J ecos* • sin xclx ни хисобланг. Бу интегралда cos x-—t алмаш

тириш бажарамиз. Натижада — sin xdx — dt бўлиб,

j  ecos * • sin xdx =  — j" e* d t — —e‘ -j- С =  — ecos x - f  С бўлади.

2. Б ў л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  Икки и =  и(х) ва v =  
=  V (х) функция (а, Ь) интервалда ,узлуксиз и'(х) ва v’(x) хосила
ларга эга булсин. Маълумки, (6- бобнинг 4- § га каранг)

d [и (х) ■ V ( jc)  ] =  и (х) dv (х) +  v ( jc)  • du (х).
Бу тенгликдан

и (х) dv (х) — d[u (х) ■ V ( jc ) ]  — V ( jc )  • du (х). ( 8 . 1 2 )

Энди (8.12) тенгликни интеграллаб топамиз:

j«(jc) dv ( jc) =  J  [d (и ( jc)  • v ( jc) )  — v (x) ■ du (jc) ]  =  u(x) • v (x) —

— J* v(x)du(x).
Шундай қилиб, куйидаги

j  и ( jc)  dv =  u(x) v[(x) — j u  (x)du ( 8 . 13)

формулага келамиз. Бу (8.13) формула булаклаб интеграллаш фор
муласи дейилади. У u(x)dv  ни интеграллашни v(x)du ни интеграл- 
лашга олиб келади.

Булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланиш учун интеграл 
остидаги ифодани и(х) ҳамда dv лар кўпайтмаси куринишида ёзиб 
олинади, бунда албатта dv  ҳамда v(x) du ифодаларнинг интегралла- 
рини осон ҳисоблана олиниши лозимлигини эътиборда тутиш керак.



М и с о л л а р .  1. §хех dx ни ҳисобланг.
Бу интегралда и — х, dv =  exdx деб оламиз. У холда du =  dx, 

v =  J  ех dx =  ех бўлиб, (8.13) формулага мувофиқ

j  xex d x = x e x - \ £ d x .

Дем ак,

J  хех dx - хех— j ' ех dx — хех— ех +  С =  е х (х — 1) +  С.

2. j ln  xdx ни хисобланг.
Интеграл остидаги In xdx ифодани и =  \пх, dv =  dx  лар кўпайт- 

маси деб оламиз. У холда du =  —  dx, v =  х булади. Булаклаб ин-
X

теграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз:

\1п x d x  =  xln х — f *• —- dx =  х Inх  — х +  С =  x l n —  + С .
J J х е

3. Ушбу
/  =  J  еах cos bx dx

интегрални қарайлик, бунда а, b лар ўзгармас сонлар ва а2 +  Ь2ф0.  
Бу интегралда и — еах, dv =  oos bx dx деб олсак, унда

du = а е ах dx, v — ^ cos bx dx =  sin̂ x 

бўлади ва бўлаклаб интеграллаш формуласидан фойдалансак,

/  =  —  е1* sinbx-----— f  е0* s in bxdx  (8-14)
ь ь j

экани келиб чикади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги интегрални 
яна бўлаклаб интеграллаймиз: и = е ах, dv  =  sin bxdx  деб олсак, у
холда du — аеах dx, v = ----- — cos bx бўлади. (8.13) форму ладан фой-

ь
даланиб топамиз:

j e^sin b x d x = -----eaxcos b x +  -у- | eax cos bx dx. (8.15)

(8.14) ва (8.15) тенгликлардан

/  =  —  e a*sin bx -j— — ■ —  e ax cos bx — — I e^cos bxdx  
ь b b b* j

бўлиши келиб чиқади.
Шундай қилиб, берилган /  =  f еах cos bx dx  ни топиш учун куйи

даги

/  =  —  еах sin b x +  —  еах cos bx— — /  +  С'
Ь № b2

тенгламага келамиз. Бу тенгламадан эса



бўлади. Демак,
1 ах и , a cos bx-{- Ъ sin bx ах , г\ е cos b x d x — ----------------------- е +  С.
J а2 +  Ь2

4. / „ =  I ------—------ ( п =  1, 2, а =  const) ни хисобланг.
n j  (х2-{-а2)п *

Бу интегралда и = ----------- — , dv =  dx деб олсак, унда
(х2 -j- д2)

« 2 пх dxdw = --------------- - п —, v =  х
(X2 +  a2)n+l

булади. (8.13) формуладан фойдаланиб топамиз:

/ „ = -------— п— I- 2n f --------r r r d x .  (8.16)п (лг2+о2)л J (хг -г а2) + ’

Бу тенгликнинг ўнг томонидаги гn+i~  dx ни

Г ______ * ______ d x  =  \ _______*1__________fl2 f ______ dx_______
j  (a.-2+q2)"+1 J  (x*+a*)n J  (x2^ a 2)"+I

куринишда ёзсак, унда (8.16) муносабат ушбу

L  = --------—-— 1-2 n - L  — 2 па21 ,,
(х2 а2) я+ ‘

кўринишни олади. Кейинги тенгликдан эса қуйидаги

/  , =  —!—  ------ ------JT +  ^ 1— * — - 4  (8.17)
'l+l 2/га2 (x 2- f a 2)'1 ~2 л

рекуррент формула келиб чикади.
Равшанки, /г == 1 бўлганда

j  С dx I Г  d ( а  1 . х . пА = т гт  -  — I — -—— = — arcts — ь с1 ха+ а 2 а ] / х \2  а а
J  1+ —

булади.
п >  2 бўлганда мос /„ интеграллар (8.17) рекуррент формула 

ёрдамида топилади. Масалан:



Ушбу параграфда рационал функцияларни интеграллаш билан 
шуғулланамиз. Бунинг учун аввал алгебра куреидан биз учун зарур 
бўлган маълумотларни келтирамиз.

1. К у п  х а д  в а у н и н г  и л д и з л а р и  х а к и  да.  Бирэр

Р (х) =  а0 -г ахх -г а2х2 +  . +  апхп (8.18)
кўпҳад берилган бўлсин, бунда а0, а,, а2, , ап — ўзгармас ҳа- 
қиқий сонлар, ап ф  О, n£N эса кўпҳаднинг даражаси.

Маълумки, бирор a£R сон учун Р(а) =  0 бўлса, а  сон Р(х) кўп- 
ҳаднинг илдизи деб аталади. У холда Безу теоремасига кура Р(х)  
кўпҳад х — а  га колдиксиз бўлиниб, у куйидаги

Р(х) =  (х — a) Q(%)
кўринишда ифодаланади, бунда Q(x) — (п — 1)-даражали кўпхад.

Агар (8.18) кўпҳад (х — a)k (k£N) га колдиксиз бўлинса, а  сон 
(8.18) кўпҳаднинг k каррали илдизи бўлади. Бу холда Р(х) кўп- 
ҳадни ушбу

P ( x ) ^ ( x  — a)kR(x)
куринишда ифодалаш мумкин, бунда R (х) — (п — k)- даражали кўп- 
ҳад.

Агар h =  а  +  ф  комплекс сон Р(х) кўпҳаднинг илдизи бўлса, 
у холда h =  а — ip комплекс сон хам бу кўпҳаднинг илдизи бў- 
лади. Шунингдак, h -- а — ip сон Р(х) нинг k каррали илдизи бўл* 
са, h =  а  — ip сон хам бу кўпҳаднинг k каррали илдизи бўлади.

Демак, Р{х) кўпҳад h =  a  +  ip комплекс илдизга эга бўлганда 
унинг ифодасида (х — h) кўпайтувчи билан бирга х —h кўпайтув- 
чи хам қатнашади. Бундай холда Р(х) кўпҳаднинг ифодасида 
куйидаги

(х — fi)(x — h ) =  [х — ( а +  ifi)][x — (а — /р)] =
=  х2 — 2 а х а 2 -т$2 =  х2 лг  рх -г  q (р =  — 2а, q =  а 2 -j- Р2)

квадрат учҳад кўпайтувчи бўлиб қолади.
Фараз килайлик,

Р (х) =  а0 f  aYx +  а2х2 +  -г ап хп 
купхад берилган бўлиб, а 2> а к лар унинг мос равишда 
Я2, , Kk каррали хакикий илдизлари, f t j ,  /z2, hs {hf =  +  h jy 
у =  1, 2, , s) лар эса кўпхаднинг мос равишда у и у 2, , y s 
каррали комплекс илдизлари бўлсин. Бу кўпҳадни унинг илдизла- 
рига кўра кўпайтувчиларга ажратиш хакидаги ушбу теоремани ис- 
ботсиз келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Ҳар кандай п- даражали



купҳад (a,,, aL, a2, an — узгармас ҳақиқий сонлар, an =^0), ушбу  

P(x)= (x -  а ^ Ч х  -  a 2f '  ( x - a k ) 4  (x2 +  p tx +

-r  gi)y'(x2 +  p-2x -I- qt)yt (x2 -f  p sx +  gs ) ys 

куринишда ифодаланади, бунда

^1 +  ^2 +  "Ь +  2 (yx -г 7з +  ~Ь Ys) =  п 
бўлиб, х2 +  PjX - f  <7;. =  0 (/ =  1, 2, s) тенгламалар хакикий 
илдизга эга эмас.

2. С о д д а  к а с р л а р .  Т ў ғ р и  к а с р л а р н и  с о д д а  к а с р л а р  
о р қ а л и  и ф о д а л а ш .  Ушбу

------ d------, — ё £ ± £ ------, т =  1,2,  (8.19)
(х —  а)т (х2 рх — q)m

куринишдаги касрлар содда касрлар деб аталади, бунда А, В, С 
ҳамда а, р, q лар ўзгармас сонлар, х2 +  рх +  q квадрат учҳад эса 
ҳақиқий илдизга эга эмас.

Маълумки, куйидаги

Р (х) — а0 -f- а хх -+- а,х2 4- +  апхп

ва
Q (к) =  Ь0 4- btx -f- b2xz ~г -+• b^x

кўпхадларнинг (а0, alf ап, bf), blf , b4 — ўзгармас сонлар,
n £ N ,  v £ N )  нисбати

P (x) _ a a — a\X — агх- — ,^-an хл

Q (x) b0 4- bix -г  Ь2хг — . +  b4 x '

каср рационал функция дейилади, п <  v бўлганда эса у тўғри каср 
деб аталади.

Ҳар қандай тўғри каср (8.19) содда касрлар орқали ифодалана
ди. Буни исботлашдан аввал иккита леммани келтирамиз.

Р ( v)1-л е м м а .  Агар —— т\три каср махражидаги Q(x) кўпхад 
Q (х)

ушбу

Q ( x ) - ^ ( x - a ) mQ1 (x) (mg АО
кўринишда бўлиб, QL (х) кўпҳад эса х — а  га бўлинмаса, у ҳолда 
берилган тўғри каср куйидаги

Р(х)  =  А т +  Ат- 1 +  +  P t (X)

Q (■*■') (х —  а)т (х —  а)т~ 1 х *  Q i (.v)

кўринишда ифодаланиши мумкин, бунда Л,, А2, А т — ўзгар-
мас ҳақиқий сонлар, P l (x) — кўпҳад.

И с б о т .  —— тўғри касрни куйидаги кўринишда езиб оламиз. 
Q(x)



р (х) =  _ P W ___ =  Ат р ( * ) ~ Ат • Qi<x)
Q(x) (х— а )mQ!(x) (х — а)т (х — а )1" • QjM '

Равшанки, (8.20) муносабатдаги R(x)  — Ат QL (х) айирма Ат сонга 
боғлиқ. Бу сонни шундай танлаб оламизки, натижада Р{х ) — 
—Лт • Qi(x) кўпҳад х — а  га бўлинсин. Бунинг учун

Р ( а ) — Лт -<3,(а) =  0

тенглик ўринли бўлиши керак. Демак,

& = £ @ L  
т Qi («)

деб олинса, у ҳолда Р(х) — Ат ■ Qv (х) кўпхад х — а  га булинади. 
Шундай қилиб,

P ( x ) - A M>Ql (x) =  ( x - a ) - P J x )  (8.21)

бўлади, бунда Рт(х) — кўпҳад.
Натижада (8.20) муносабат куйидаги

Р  (*) _  А т , Р т (X) ч

Q (х) (X — а)т ^  (X— а)т~ х ■ <?! (X) 
кўринишга келади, бунда Ат сон юқоридагидек аниқланган.

Энди
Р т  М  _  А т- 1 , Рщ  W  -  А т—1' Q lW

... 1 I
(х — а)т 1 (?!(х) (х— а)т 1 (х — а)ш '-QjW

тенгликнинг ўнг томонидаги Ат_ } сонни шундай танлаб оламизки, 
P m(x) — A„_i'Qi(x)  кўпҳад х — а  га бўлинсин. Бунинг учун

Л » - Л т _1<21(а) =  0 

тенглик ўринли бўлиши керак. Демак,
л =  Р,п («)
т- 1 0Г(5Г

деб олинса, у ҳолда Р т (х) — Ат_ х Ql (х) кўпҳад х — а  га бўлинади. 
Шундай килиб,

р т W — Ат- 1 ■ Qi М  “  (х — а) (х) (8.23)
бўлади, бунда (х) — кўпҳад.

(8.22) ва (8.23) муносабатлардан топамиз:

Р(х) Ат I_______ Ап-1____  , Рщ~\ (х)

Q (х) (х — а)т (х — а)т 1 (х — а)т ~ Qx (х)
(8.24)

Худди шунга ўхшаш ҳар гал ^  касрни ифодаловчи тенгликнинг
Q (*)



Aiўнг томонидаги охирги хадидан, юқоридагидек ----------г қисмини
(* —а)1

ажратиб топамиз:
Рщ—1 (х) Ат—2 , Рт—2 (*)

(х -  а)т~2 Qi (X) (х -  а)т~ 2 (х -  *)т~ г Q, (х)
ва х. к.

(8.25)

Р2 (х) _  Л1 _ r i w  (g 26)
(х — a) Qi (х) (х — а) Qx (х)

(8.24), (8.25), (8.26) тенгликлардан
р (х) , ^m-l , , А! PlW4- -+ --------Ь
Q(x) ( х - а ) т ( x - a ) m~ l *-<* QiW

бўлиши келиб чикади. 1- лемма исбот бўлди.
р (дЛ

2 - л е м  ма.  Агар тўғри каср махражидаги Q(x) кўпҳад

Q (*) =  (х2 +  рх - f  q)n • Qi (х)
кўринишга эга бўлиб (х2 +  рх +  q квадрат учҳад хақиқий илдизга 
эга эмас), Ql (х) кўпҳад х2 +  рх +  q га бўлинмаса, у ҳолда берил
ган тўғри каср қуйидаги кўринишда ифодаланиши мумкин:

Р (х) ^пх £n_iX +  Сп_[
п—I +  • +

Q (х) (х2 +  рх +  qf  (х2 -  рх +  q) 
о, c i Рх (*)

л:2-г рх+ q Qi (х) 
бунда Вх, В2, , Вп, С,, С2, , Ся — ўзгармас сонлар, P t (x) — 
кўпҳад.

И с б о т .  ^ |*j- тўғри касрни куйидагича ёзиб оламиз:

P(*) _  Р(дг) Вп х4-С„ г Р(х) — (Впх-\- C„)-Q1 (x)

Q W (*«+px+?)n QiW (х»4-Р*4-7)"
Бу тенгликдаги

Р (х )- (В „ х  +  С „ ) . ( М  (8.27)

кўпҳад Бп ва Сп сонларга боғлиқ. Энди Вп ва Сп сонларни шундай 
танлаб олиш мумкинлигини кўрсатамизки, натижада (8.27) кўпҳад 
хг +  рх лг  q га бўлинсин.

Аввало Р  (х) ва (х) кўпхадларнинг ҳар бирини х2 +  рх 4- <7 
квадрат учҳадга бўлиб оламиз:

Р  М  D  _L а1х 4- bi=  R(x) +
х * + р х + q x*+Px + q

QiW S(x) 4- - °2- — 2-
(8.28)



бунда R(x) ва 5  (х)— кўпҳадлар.
У ҳолда

Р (*) (в п х -г Сп) Qi (х) Р (х)_______ (В X --j-- Q ) Q (*)
х2 +  рх +  q х2 +  рх 4- q п х2 -}- рх 4- q

- т - V г + с„) s м + -

=  R М  — Ф пх +  Сп) S  (х) 4- Bn as +
. (ai 4~ Вп раг 4- Сп аг Вп Ь2) х 4  Вп 9'024^i — С"л 63 

л2 +  рх +  q
бўлади. Бу тенгликдан кўринадики, P ( x ) - ( B nx +  Cn)-Ql (x) ҳад 
х +  рх  +  q га бўлиниши учун х нинг барча қийматларида 

(«1 + B np-Ch — Спаг — Впьг) х вп ■ q ■ а2 +  bL —  СпЪл =  0 ,
ЯЪНИ

\в п ■ (<НР -  h )  -  Спа2 - « 1  =  0,
[ B ^ q a t - C f r  +  b ^  О (Й̂ У>

бўлиши керак.
Вп ва Сл ларга нисбатан (8.29) системанинг детерминанти

D- ^ 0а2р Ь2 
&2q Ь2

бўлади. Буни исботлаймиз. Тескарисини фараз қилайлик, яъни
D =  — Ъ2 (,а2р — b2) - \ - d 22-q =  0 (8.30)

булсин. Агар а2 - 0  бўлса, унда b2 =  0 бўлиб, натижада (8.28) дан 
Qi (х) кўпҳад х2 +  рх +  q га бўлиниши келиб чиқади. Бу эса Qx (х) 
кўпҳад у? +  рх +  q га бўлинмайди деб олинишига зиддир. Демак. 
а2 :т^О. Бу холда (8.30) тенглама ушбу

- ^ ) Ч р  (— — ) 4- <? =  О\ а2} \ а2 !

кўринишга эга б ўли б ,----- - хакикий сон х2 4- рх +  q =  Oj тенгла-
а2

манинг илдизи бўлишини кўрамиз. Бу эса х2 +  рх +  q квадрат уч- 
ҳад ҳақиқий илдизга эга бўлмасин деб олинишига зиддир. Демак, 
(8.29) системанинг детерминанти нолдан фаркли.

Модомики, (8.29) системанинг детерминанти нолдан фарқли экан, 
у ҳолда бу системадан ягона Вп ва Сп сонлар топилади. Бу сон
ларни (8.27) га қўйсак, натижада Р(х) — (Впх +  Сл) Qx (л:) кўп-

Р (х)
ҳад х2 +  рх -г q га бўлиииб, ------ каср эса ушбу

Ц \Х)

рад _  p m  Bn * + c n (



Рп М
(.V2 -г рх — Л-1  Qi (х) 

кўринишга келади, бунда РГ! (.г) — кўпҳад.

Худди шу йўл билан
Рп (х)

(х2 - - р х -  qf-'-Q^x)

Рп- lW
(х2 -г рх — q)'1 1

‘ (х* -  рх -  q)n~'2

Pn-l  И

Qi (а)
Вп—2Х ~i~ С/i—2 ,

( ^ - р л - ^ # - 2 ^
(х)

(8.32)

( x ^ p x - q f - ^ Q A x )
Рп-2

(х-~ рх^г q f ~ 3-Qi (х)
(8.33)

ва Ҳ. к.
Р-2 (х) В̂ х 4  Ci , Р1 (л)

(л.-2 -I- рх +  q) Qi(.v) X2 — рх — а ‘ Ql (X)

бўлиши топилади.
(8.31), (8.32), (8.33), (8.34) тенгликлардан эса

Р _ Х Сп t Bn-I-V~  Сп_I
Q (х) (х2 — рх — <7)" (х2 — рх -f- ?)п—1 

■ BjX -j- Ci I P i (х)
"И x2 + p x  +  g ‘ Qi (х)

бўлиши келиб чикади. 2 -лемма исбот бўлди.
2-т е о р е м  а. Хар кандай тўғри. каср содда касрлар йиғиндиси 

оркали ифодаланади.

бўлсин, бунда
ni +  пг +  "г пк "г 2 {Щ +  /772 - f  -г  ГП{) =  /г

бўлиб, х2 +  р.х +  <7,- ( / = 1 , 2 ,  , i )  квадрат учҳадлар хақиқий 
илдизга эга эмас.

бўлиб,

Q (х) =  (х — a j 1' ■ (х — а ^ 1 (х — а / *  • (х1 — рхх +  

+  <7i)m‘ (х2 +  р2х +  q2)m‘ (х- +  PjX -г <7t)mi

Р(х) о Р{х)туғри касрни қуиидаги

Р(х)
(х — ai)"1 • (х — a 2)'1‘ . . . (x — ak f k  . (** - f  Plx +  <?1)m« . . (x2+  pt- x +  qi) m‘



кўринишда ёзиб, бу тенгликнинг ўнг томонига 1-леммани бир неча 
марта (nL +  п2 +  +  nk марта) қўлланиб топамиз:

Q М (х — ax)ni (х — а ^ 1-1 Г х —
4 2) Л<2> ,

_J___________ П2 I______________2 1___________ 1 1 * j I

(х—а 2)п* (д: —а 2)'!г_| ' ’"я  — а2
л(*) J(t)

I I nfe-l . ,

{ x —  «ft)"* (* — a ft )n* - l  ^

Л*> 'Pi(x)
+  - ^ г  +  ^ Г ’ (8-35)

бунда

Qi (x) =  (*2 +  Pi* +  <?i)'"‘ (x2 4- p2x +  q2)m‘ (x2 +  ptx - f  q f 4

Бу муносабатдаги ўзгармас сонлар I-леммани ис
ботлаш жараёнида унда қатнашган ўзгармасларни ҳисоблаганимиз- 
дек топилади.

Энди Pl касрга 2- леммани бир неча марта қўлланиб топамиз: 
Qi (х)

Pi  ( х ) _____________________________ PiOO______________________________

Qi (X) ~  (х2 +  PiX +  (ДЕ* +  р2х +  q2r>  (д* +  Pi X +  qt f l  ~~

* & + < %  B ^ x + C ^  j j ^ + c V »
( х * + Р1х +  д1)т' ( x ^ Plx +  9l)m‘- '  *  +  PlX +  qi

■ ^  +  Cg| . +
(x +  p2x +  qi)m' (*2+  p2x +  <?2)m_m2_1

+  1 -  - f  -f- mt mt 
*2 +  p2x +  q2 (д̂ 2 - f  p; a: +  qt )rni

+ ------5 + — - - (8.36)
(a* 4- Pi x +  qt ) I x2 +  p. л: +  <7,-

Бу тенгликдаги ўзгармас В ^, С ^, , В(̂ . С {̂ . сонлар
2- леммани исботлаш жараёнида ўзгармасларни ҳисоблаганимиздек то
пилади.

(8.35) ва (8.36) муносабатлардан теореманинг исботи келиб чика
ди.

Юқорида исботланган теоремадаги ўзгармас сонларни бошқача — 
номаълум коэффициентлар усули деб аталган усул билан хам то
пиш мумкин. Бунда туғри каср номаълум коэффициентлари 

Q (х)



булган содда касрларга ёйилиб, сўнг тенгликнинг ўнг томонидаги 
содда касрлар йиғиндиси умумий махражга келтирилади.

Натижада
Р(х) =  R_W 
Q (х) Q(x)

тенглик хосил бўлади ва ундан барча х лар учун ўринли бўлган
P(x) =  R(x)

тенглик келиб чиқади. Бу тенгликнинг хар икки томонидаги х нинг 
бир хил даражалари олдида турган коэффициентларни тенглашти- 
риб, номаълум коэффициентларни топиш учун тенгламалар системаси 
хосил килинади.

2 х_1
М и с о л .  —— ^ тўғри касрни содда касрларга ажратинг.

Бу касрнинг махражи х2 — 5 х +  6 =  (х — 3) (х — 2) бўлгани учун 
теоремага кўра

\ 2 х — 1_________ А__ ^  В
х2 — 5 х — 6 л* — 3 * а: — 2

бўлади. Уни
2 х  — 1 А , В _  А ( х ~ 2 )  +  В(х — 3)

х2 — 5 д: +  6 х — З ^ д :  — 2 (х — 3)(д: — 2)

куринишда ёзиб, ушбу
2 х  — 1 =  А (х — 2) +  В (х — 3) ёки 2 х — 1 =  [А +  В) х — (2 А +  3 В)
тенгликка келамиз. Икки кўпҳаднинг тенглигидан фойдаланиб, А ва 
В ларга нисбатан ушбу

{2А  +  З В =  , <М 7 >
системага келамиз. (8.37) дан А =  5, В =  — 3 бўлади. Шундай ки
либ, берилган тўғри каср содда касрлар орқали қуйидагича ифода
ланади:

2 х — 1 5 — 3
х2 — 5 * +  6 х — 3 х —2

3. С о д д а  к а с р л а р н и  и н т е г р а л л а ш .  Содда касрларнинг 
аниқмас интегралларини хисоблаймиз. 

д
1° ------- содда касрнинг аниқмас интеграли:

х — а

Г — — dx =  А —  = А \ п \ х  — а\ + С ;
J х — а J х — а

д
2°. ------ -т (т >  1) содда касрнинг аниқмас интеграли ҳам тез

(х—а)
хисобланади:

J ^  Л J  Т Г ^  -  Л j  ( ,  -  а Г ” й (* -  о) -



I + с.
1 — т (х — а)

Вх С г С Bx -j- С *3  1------  содда касрнинг интеграли I =  \ ---------:------ ахх2 -г рх +  q J А'2 +  рх -f- q
ни хисоблаш учун аввал касрнинг махражида турган х2 -f- рх +  q 
квадрат учҳадни ушбу

х2 4- рх +  q =  (д; +  -£-j' - ^ q — ^  

кўринишда ёзиб оламиз. У холда

В х + С/  =  dx =  , - р т ,  ;
J x* +  px +  q ] -Ьа-4j \ 2. !

Вх — С ■ dx

булади, бунда а2 =  q ---- — . Бу интегралда х -f- — =  t  алмаштириш
4 х

бажарамиз:

J /2 о- а2 I 2 JJ t2~  а2 2 J /2 +  а:

, +  т

=  — In 
t \2 2

4- а2 +

I In Вр\  1 * В
+  (С ғ )  T arctS T  +  C* =  T ln

, 2 С ~~Вр

х2 -f- рх  +  q +

t * + тa rc tg -----— f _ _  4- с

Демак,

ь Bx-г С dx =
2 +  Р* “г Я

(2 С -  Вр) 
4 q — р2

| t e ^  + +

arc tg Т" С#»

бунда С„. — ихтиёрий ўзгармас.
Вх 1 С24°. —-— —----- - {т >  1) содда касрнинг интеграли I т =

- J

(хЗ+рл: +  <7) 
(В* +  О

(**4-Р*+ я)"
ни ҳисоблаш учун 3°-холдагидек ўзгарувчини ал-

маштирамиз: х-\- —- =  t. Натижада қуйидагига эга бўламиз:



п Вх _L q о ________ Вх С______

; - “ j  . ,■ + , ,+ ,> •  * = j  к « + ^ ) ! + < - f j

f « f t ( c - Y )  м  _ 1 f j p + a --) i и  в , ҳ (.

J fflj-rf»» 2 J (V +  a*)m I 2 j J(P +  e*)» 2 J <'2 +  a2Y V 2 /  J( /*+e*y

В 1 1 , /  вр \  с dt

m

= t +(c — ? ) !-2 1 — rn (/2 +  fl*)**-1 2 JJ (/* +a2)m

Бу муносабатдаги J  — интеграл ушбу бобнинг 2 -§ ида келти

рилган интеграл булиб, у рекуррент формула орқали ҳисобланади.
4. Р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р н и и н т е г р а л л а ш .  f(x)  рацио

нал функция булиб, унинг интегралини хисоблаш талаб этилсин.
Маълумки, рационал функция иккита Р{х)  ва Q(x) — бутун ра

ционал функциялар нисбатидан иборат, яъни

QW

Агар нотўгри каср (су рати даги купхаднинг даражаси мах-

раждаги кўпҳаднинг даражасидан катта) бўлса, унинг бутун қис- 
мини ажратиб, бутун рационал функция хамда тўғри каср йиғинди- 
си кўринишида қуйидагича ифодалаб олинади:

£ » = R W  +  l f i M .
О (XI С И

У ҳолда

Г /  [x) dx =  \ ^ - d x  =  \ R ( x ) d x +  f - А т  dx  (8-38)
J J Q(x) J J Q W

бўлади.
(8.38) муносабатдаги [ R (x) dx интеграл бутун рационал функ

ция (кўпҳад) нинг интеграли бўлиб, у осон ҳисобланади.
Демак, нотўғри касрни интеграллаш тўғри касрни интеграллаш- 

га келади. Тўғри касрни интеграллаш учун аввал бу касрни юқори- 
да исбот этилган теоремадан фойдаланиб содда касрлар орқали ифо
далаб олинади, сўнгра уларни 3~бандда кўрсатилганидек интеграл- 
ланади.

М и с о л .  J  ~Х~  ̂ ни ҳисобланг.

Интеграл остидаги —— j- касрни содда касрларга ажратамиз:

1 1 А . В , Cx +  D
------- “  + : — +х4— 1 (х— 1) ( х +1 ) ( х * +1 )  х — 1 (х+1) **+1 

Бу тенгликни қуйидагича ёзиб оламиз:



Л'4 —  1

У холда

А(лг-f 1) (х2 + 1 )  +  В( х — 1) (х2 +  1) +  (С* +  Д) (*2 — О 
(х — I) (х +  I) (х2 - f  I)

1 =  А ( х +  1) (х2 +  l ) + B ( x - l ) ( x * +  l) +  (Cx +  D)(x2 - l ) f

4-§. Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

Ушбу параграфда баъзи бир иррационал функцияларни интеграл
лаш билан шуғулланамиз. Аввало икки ўзгарувчининг рационал 
функцияси тушунчаси билан танишамиз.

Икки и ва V ўзгарувчи берилган бўлиб, бу ўзгарувчилар ёрда
мида

кўпайтмаларни тузамиз. Бу кўпайтмалардан тузилган ушбу

функция а ва v узгарувниларнинг купхади деб аталади, бунда а00, 
а го, а01, ап0, а0гг — ўзгармас ҳақиқий сонлар (коэффи
циент лар).

Р {и , t>) ҳамда Q(w, и) лар и ва о ўзгарувчиларнинг кўпҳадлари

яъни
1 — (Л -{- В -f- С) х3 -f- (Л — В -f- /)) д;2 (Л -f- — С) х -f- 

i -  (Л —В — D) 
бўлади. Натижада Л, 5 , С, D ларни топиш учун

Л “Ь 5  С •-= О, 
Л — fi +  D =  0, 
Л + 5  — С =  О, 
Л — В — 1

системага келамиз. Бу системани ечиб,

бўлишини топамиз. Демак,

JC4 — L 4 х — 1 4 х + 1  2 х * + 1

бўлиб,

=  — In
4

(Г-=0, 1, 2, / =  0, 1, 2, .)

Р  (и, у) =  а00 +  а10и +  а01v +  а20и2 +  an uv +  aQ2v2 +

+  +  anOU" +  V -I )  I11" ' 'V +  +  al (п-\)иг)П * +  V "



булсин. Ушбу (Q (и, v) ф  0) нисбат и ва v ўзгарувчиларнинг

рационал функцияси деб аталади ва у R (u , v) оркали белгиланади:

Я (и, о) =  £ ^ \  Q(«, t») =#= о.
Q (и. f)

Энди и ва v ўзгарувчиларнинг хар бири ўз навбатида битта л: ўз- 
гарувчининг

и =  ф (х), 
у =  о|) (х)

функциялари бўлсин. У ҳолда R(u, v) функция ф (х) ва aj)(x) функ
цияларнинг рационал функцияси бўлади. Масалан, ушбу

х  — 2 — 1 +  1

Ух — "If X* — 1

функция и =  У х  , и =  1 х2 — 1 ларнинг рационал функцияеидир, 
чунки,

п , . и 2 —  2 и -f- 1 Я (и, и) =  ------ ;----!---
и ~  V

Хусусан, ф(х) ва ф(х) ларнинг хар бири х ўзгарувчининг рационал 
функциялари бўлса, у ҳолда ушбу

R(u, v) =  R(q>{x), ty{x)) =  R{x)
функция шу х ўзгарувчининг рационал функцияси бўлади. Ҳақи- 
катан, х ўзгарувчининг рационал функцияларидан иборат ф(х) ва 
г|р(х) лар устида қўшиш, айириш, кўпайтириш ҳамда бўлиш амал
лари бажарилса, натижада х нинг яна рационал функцияси хосил 
бўлади.

1. R (x , у{х)) к ў р и н и ш д а г и  ф у н к ц и я л а р н и  и н т е г р а л 
ла ш.  Ушбу

\R (x ,  y(x))dx  (8.39)

интегрални карайлик, бунда R ( x , у(х)) функция л: ва у(х) ларнинг 
рационал функцияеидир.

Агар у(х) функция х нинг рационал функцияси бўлса, у холда 
R(x, у(х)) хам хўзгарувчининг рационал функцияси бўлади ваушбу

j# ( * ,  y{x))dx

интеграл рационал функциянинг интеграли бўлади. Бундай интеграл- 
лар 3-§ да батафсил ўрганилди.

Агар у(х)  функция х ўзгарувчининг рационал функцияси бўл- 
маса, у ҳолда равшанки, R ( x , у(х)) ҳам х ўзгарувчининг рационал 
функцияси бўлмайди. Б у ҳолда х ўзгарувчини алмаштириш ёрдами
да R(x,  у(х)) ни рационал функцияга келтириш масаласи келиб чи
кади. Агар биз шундай х =  ф (/) алмаштириш топсакки, натижада 
х =  ф (/), у{х) -= y{y{ t ) )  лар t нинг рационал функциялари бўлса, 
(бунда х =  ф' (0 ҳам рационал функция бўлади), у ҳолда



j  Я (х, у  (ж)) d x =  j R( ( p  (t), у  (ф (/)) • ф' (t) dt 

булиб, j" R(x, у  (x)) dx интегрални хисоблаш ушбу

J  Л (ф(0. У (Ф (0) ф' (0 dt

рационал функциянинг интегралини ҳисоблашга келтирилади.
Энди у(х)  функциянинг баъзи бир конкрет кўринишга зга бул

ган .холларини караймиз:
1° (8.39) интегралда

У( х ) = ў “
Г СХ

ах-\- Ь
с -j- d

булсин, бунда а, Ь, с, d  — узгармас сонлар, n £ N .  Бу ҳолда (8.39) 
интеграл куйидаги

) « [ * ■  ( 8 -4 0 )

кўринишни олади. Энди а , Ь, с , d сонлардан тузилган детерминант 
нолдан фаркли, яъни

Л = а * 
с d

=^0

деб караймиз. Агар

А =  | а 5 = 0
\с d

ах-{- Ьбулса, а ва b сонлар, с , d  сонларга пропорционал булиб,
сх -f- d

нисбат х га боғлиқ булмайди ва R ^ x ,  j / ax-^ ^  функция х уз-

гарувчининг рационал функцияси бўлиб қолади. Бу холда (8.40) 
интеграл 3-§ да ўрганилган интегралга келади. Шундай қилиб, 
кейинги мулоҳазаларда А Ф 0 деймиз.

(8.40) интегралда

у  c x - h d

алмаштириш бажарамиз. Натижада
.п ах — b dtn —  Ь ,Лt =  — — , X = -------- -- =  ф (t),

cx—d а — ct

dx =  ф' (t) dt =  (ad~-6c)- n' -n~ 1 dt 
(a —  ctn )*

бўлиб, (8.40) интеграл ушбу

R  I j /  ^ j  dx =  j  R (<p (t), t) ф' (0 dt =



=  ( ' * (  Л  . . ^ - ь с и £  \. dt
J ' a — ctn } (a — ctn )2

кўринишни олади. 
Демак, каралаётган

j  л  у
п /  ах -j- Ь\ j  ахсх-т d

* * n i  dln—b Л (cid — bc)ntn 1интегрални хисоблаш vm6v R -----------, t -------------------  рацио-
\  a — ctn ) (a — ctn )2 

нал функциянинг интегралини хисоблашга келади.
М и с о л .  Ушбу

Г 1 /  1 -г  * dx
J У \ - х  \ - х  

интегрални карайлик. Бу интегрални хисоблаш учун

t = V W ,
деб оламиз. У холда

/2 — 1 , 4 tdt х = -------, ах =**+ I (/2 -J- 1)2 
бўлиб,

Г - , / —  Г - g g .
J '  1 — X 1 — X J /2 —р 1

бўладн. Натижада берилган интеграл учун топамиз:

• T^ = 2 f 5 i l T d / =  2 / - 2 a r c t s (  +  C =

=  2 l /  1 — 2 arc tg \ / 11 Т.— +  С.Г 1 — д: t 1 — *
4-э с л а т м а .  м2, ўзгарувчилар берилган бўлсин.

Юқоридагига ўхшаш бу ўзгарувчиларнинг рационал функцияси R(u]T. 
и2’ > ип) тушунчаси киритилади. Фараз қилайлик,

d / v  / ax-г b \ri (axj-bVz lax+ b \rn \
V ’ \cjc-f-dj [ c x - r d j  \ c x - r d )  J

функция
I ax -r b yi / ax bVt I ax — b \rn

X’ [ cx-rd ) [ cx-'r d ) 9 [ cx-f- d J
ларнинг рационал функцияси бўлсин, бунда гъ r2, , гп рацио
нал сонлар бўлиб, a, b, с, d — ўзгармас сонлар ва ad — cb Ф 0. 
Қуйидаги

( М ,)
279



интегрални карайлик. Агар гъ г2, гп — рационал сонларни
умумий т махражга келтириб, (8.41) интегралда

ьt ^ f f a x + b  
у  сх+ d

алмаштириш бажарилса, натижада (8.41) интегрални ҳисоблаш ра
ционал функцияни интеграллашга келади.

Мис ол .  Ушбу
dx

V x ' +  f T

интегрални ҳисобланг. Бу интегралда t =  у х алмаштириш бажа- 
рамиз. Натижада

x — t6, d x =  6 t5dt  
бўлиб, берилган интеграл учун топамиз:

J v r ? r r - e J , T r - e J [ » , - < +  , ) - T T ] ‘e -

=  6 ( Т “ Т  +  t - ^ \ t + \ \ ) + C  =  e ( ^ L ^ t j L  +
3 2 /  V 3 2

-г У х — In |v х +  l|) -f  С =  2 Y x  — 3 \ r x -j- б х —

— 6 ln \р' х +  11 +  С.

2° (8.39) интегралда у  =  у(х) =  Y ах2 +  bx +  с бўлсин, бунда 
а, Ь, с — ўзгармас сонлар бўлиб, ах2 +  Ьх -j- с квадрат учхад тенг 
илдизларга эга эмас. (8.39) интеграл қуйидаги

j  R(x,  Y a x 2+ b x + c )  dx (а Ф 0) (8.42)

кўринишни олади.
Қуйида келтириладиган учта алмаштириш ёрдамида (8.42) ин

теграл рационал функция интегралига келтирилади.
а) а >  0 бўлсин. Бу холда (8.42) интегралда

t =  Y  а х  +  Y  ох2 +  Ьх-\-с (8.43)

(ёки t =  — Y o  х +  Vax2+ b x + c )  
алмаштириш бажарамиз. (8.43) тенгликни квадратга кўтарсак,

ах2 -\-Ьх с =  t2 — 2 V a xt +  ах2ил г УЛ т  L. — 1 -- 6 Т и AV ~Г w/2
бўлиб, ундан

* = _ * = £ _ .  dx =  2nr<“ ' +  t , + c V a ) dl
2 у a t + b  (2 у а £ 4  6)2

бўлади. Агар
V -----* ■ «. . V a n + b t + c V aI ax-~t-bx~rc =  ------- я=----------

2 V a t  +  b



эканини эътиборга олсак, у холда (8.42) интеграл ушбу

f R (х, V  ах2 +  bx+c) dx =

= - [ п (  i2- °  1Г а /a+*/+g }Га ) 2 ( V a i '2±  bt+c ) "а)
J \2 Vat-^b' 2 Y a t+Ь ) (2 У a t+b)*

кўринишни олади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги интеграл ости
да турган функция t ўзгарувчининг рационал функцияси экани рав
шан дир.

Шундай килиб, (8.42) интегрални хисоблаш а >  0 бўлганда
(8.43) алмаштириш ёрдамида рационал функцияни интеграллашга 
келтирилади.

б) с >  0 бўлсин. Бу холда (8.42) интегралда

алмаштириш бажарамиз. (8.44) тенгликни квадратга кутариб,

функция t ўзгарувчининг рационал функцияеидир. Демак, бу холда 
ҳам

интегрални хисоблаш (8.44) алмаштириш натижасида рационал функ
цияни интеграллашга келтирилади.

t =  — \ 1'rax--rbx +  c — V c  1 (8.44)

ах2 +  Ъх +  с =  хЧ2 +  2xt У с  + с 9
ундан

ни топамиз, шунингдек

У а ? + Ь х ~  =
a — t2

Натижада (8.42) интеграл куйидагича ёзилади:

V c  r~ — bt+a у  с

Равшанки,

\ R(x,  У ax2+bx-{-c)dx



5 - э с л а т м а .  Юқорида каралган а) ва б) ҳоллар я ' = — алмаш- 

тириш билан бири иккинчисига келади. Ҳақиқатан ҳам, а >  0, о О  
бўлганда (8.43) алмаштириш формуласида * =  — деб олсак, унда

Z

Va - - Jr b — Jr c  =  t — У  а —
г2 z z

бўлиб, кейинги тенгликдан (8.44) алмаштириш формуласи

У cz- -г b z + a  —tz — У  а
келиб чикади.

в) ах2 +  Ьх - -  с кЕадрат учхад хар хил х 1 ва х2 хакикий илдиз
ларга эга бўлсин. Маълумки, хх ва х2 илдизлар оркали ах2 +  Ьх +  
+  с квадрат учҳадни

ах3 - f  Ьх +  с =  а (jc — xz) (х — х2)
кўринишда ифодалаш мумкин. Бу ҳолда (8.42) интегралда ушбу

t =  —— У ax2Jrbx-rC (8.45)
х—хг

алмаштириш бажарамиз. Натижада j  а (х— .vj (х — х2) = t  (х—x j  ва 
уни квадратга ошириб, а(х  — хг) (х  — х2) =  t'1 (х — x j 1 булишини то
памиз. Демак,

л =  у c r f + b x + c  i,
t2— a t2 — a

d x =  2a(Xl-  X2)t dt
{(2 — a)2

бўлади. У ҳолда (8.42) интеграл ушбу

j R (х, У а х 2+ Ь х + с )  d x =

=  {  R j—ax2 — xit2 a (*i — Хг)  ̂ \ 2а (хг — дгг) t ^
J ‘ P — a ’ t 2 — a I (t2 — a)2

кўринишга келади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги интеграл ости
даги функция t ўзгарувчининг рационал функцияеидир.

Шундай қилиб, бу холда (8.45) алмаштириш натижасида
§ R(x,  У  ах~-\-Ьх+с) dx интегрални хиссблгш рационал функция
нинг интегралини хисоблашга келади.

Одатда (8.43), (8.44) ва (8.45) алмаштиришлар Эйлер алмашти- 
ришлари деб аталади.

М и с о л .  Г ------ - интегрални хисобланг.J *4-ух*л.лг+ 1
Бу интеграл учун (а =  1) Зйлернинг биринчи алмаштиришини 

((8.43) га қаранг) бажарамиз:

t — х +  У х 2 -j- х -j- 1.



У хьолда 

jc =
1 +  2/ 1 +  2/ (1+2/)* 

бўлиб, берилган интеграл учун
/* +  / + !г , - ~ 2 гJ Х~Г \  X2 +  *+1 J /(1 +  2 О2 

булади. Энди
2 t* +  t + i  _ _ 2 ____3 з

dt

*(1+2/)2 f 1+2/ (1+2 О2 
булишини эътиборга олиб, топамиз:

f =  2 In I / 1 — — In I 1 -f- 2 /1 +  — — +  C =
J x +  } x2 +  x + 1 2 1 ' 2 1+ 2 /

=  2 In I x +  У x2 4- x - r  1 I — 7 - In I 1 -f  2x - f  2 У  x2 +  x +  1 | +  

' 3 1 + C .
1 +  2 x + 2  1 x2 - x + l

2. Б и н о м и а л  д и ф ф е р е н ц и а л  л а р н и  и н т е г р а л л а ш .  
Ушбу

хт (а +  bxn )р dx
дифференциал ифода биномиал дифференциал деб аталади, бунда 
а, Ь — узгармас сонлар, т, п, р — рационал сонлар.

Биномиал дифференциал ларнинг

J  x m( a + b x n f  dx) (8 .46)

интегралини караймиз.
Равшанки, бу интегрални ҳисоблаш m, /г, р — рационал сонлар

га боғлиқ. Машҳур рус математиги П. Л. Чебишев кўрсатганки, 
(8.46) интеграл қуйидаги учта

1) р — бутун сон,
2 ) —I*—L — бутун сон,

п
3) т +  1 +  р  — бутун сон

п
ҳолдагина рационал функцияларнинг интеграли оркали ифодалана
ди.

1) р — бутун сон булсин. Бу холда т ва ti рационал сонлар 
(яъни касрлар) махражининг энг кичик умумий бўлувчисини о орка
ли белгилаб, (8.46) интегралда x =  ta алмаштириш бажарилса, ин
теграл остидаги функция рационал функцияга айланиб, (8.46) ин
теграл рационал функциянинг интегралига келтирилади.

2) ^ - ± 1 — бутун сон булсин. Аввал (8.46) интегралда
п



алмаштириш бажарамиз. Натижада (8.46) интеграл куйидаги
т+\ _j

J хт (а +  bxn )р dx =  — j  (а +  bt)p t п dt (8.47)

кўринишни олади. Қисқалик учун

q =  ------ 1
п

деб белгилаймиз. Бу ҳолда р — каср соннинг махражини s билан 
белгилаб, (8.47) интегралда

г =  (а +  Ы)5 =  (а +  Ьхп ) 5

алмаштириш бажарилса, натижада интеграл остидаги ифода рацио
нал функцияга айланиб, яна (8.46) интеграл рационал функция 
интегралини ҳисоблашга келтирилади.

3) p  +  q — бутун сон булсин. Юқоридаги (8.47) интегрални 
куйидагича ёзиб оламиз:

J (а +  ЫУ Я =  j  (CL~  f  *Р+Ч dL

Агар кейинги интегралда

/а +  bt\
=  { - г )

алмаштириш бажарилса, (8.46) интеграл рационал функциянинг 
интегралига келади.

М и с о л л а р .  1 . Ушбу

J ^ d x( \ - r V x  У»

интегрални қарайлик. Бу интегрални (8.46) интеграл билан таққос-
лаб, р — — 2 (бутун сон) эканлигини аниқлаймиз. Юқорида карал-

б ,--
ган 1) хол га кўра х =  t6 { t =\  х) алмаштириш бажариб топамиз:

Г — 5 ^ —  dx =  6 Г - j —  dt. 
J  (1+У х)2 J ( ^ 2)2

Бу тенгликнинг ўнг томонидаги интеграл остидаги функцияни
/в 1 1

— tA — 2/2 +  3 — 4(1+/2)2 /2+ 1 ( 2̂+1)2 
кўринишда ёзиш мумкин эканини эътиборга олсак, у холда

t8 а* *ь л /3 I л< - . , . (* dtdt — ------2 — + 3 /  — 4 arctg t +
(1 +/2)2 5 3 J (^ -r1)3

бўлади. Охирги интеграл шу бобнинг 2 -§ида келтирилган (8.17) 
рекуррент муносабат ёрдамида осонгина хисобланади:



dt 1 t , I I ± I+  — arctg t -f C.
(/2-fl)2 2 2 

Натижада қуйидагига эга бўламиз:

f — —  dt =  - t 3— - t 3 +  3t — -  arctg^ +  —  + C .  
J (1-H 2)2 5 3 2 2

6 —
Демак, t  =  i x эканини эътиборга олиб, узил- кесил езамиз:

 ̂ dx =  — > х5 — 4 Y x  +  18 v х — 21 arctg v x +
(1 +  f * ) 2 5

6 — 
v x

+  3 i f e i  +  c

2. j^ = = = = ;  интегрални ҳисобланг.
2 i

Бу интегрални I xdi —__ =  \ x (l - f  x3 ) 2 dx куринишда ёзиб,
J V l + t x *  J2 j tn~\— 1

m =  \, n =  —, /? = ------булишини топамиз. Бу холда — = 3  бў-
3 2 ' п '

либ,
L -L

f =  (1 +Л?)2

алмаштириш бажарамиз. Унда
2 з_ i__

1 + /  =  /2, Х = ( Г - — О2 ва d x = - ^ ( C 2 — i f  -2td t

бўлиб, берилган интеграл учун ушбу
2 1

j x ( l  +  X3) 2 dx =  3 J  (/2 — l )4 2 d/ =  3 -  — 6 - 4 -
7 5

i /  -  
+  /з + с, ; =  V 1 + x 3

ифода топилади.

5-§. Тригонометрик функцияларни интеграллаш

Ушбу параграфда тригонометрик функцияларни интеграллаш би
лан шуғулланамиз.

Юқоридагидек, R  (sinx, cosx) орқали sinx ва cosx ларнинг 
рационал функциясини белгилайлик. Бундай ифоданинг

J R  (sin х, cos х) dx  (8.48)
интегралини карайлик.

Агар (8.48) интегралда



алмаштириш бажарилса, у холда (8.48) интеграл остидаги R  (sin хг 
cos х) dx ифода t ўзгарувчининг рационал функциясига айланиб, 
(8.48) интегрални хисоблаш рационал функция интегралини ҳисоб- 
лашга келади.

Дарҳақиқат, куйидаги

2 ,gf  2,sinx = ----------
l + t f f

X
1—tg2 —2 1 — /2

COSX =  —
* 1 +  *2 '

x — 2 arctg t, dx =  2dt
1+/2

муносабатларни эътиборга олсак, у холда (8.48) интеграл куйидаги 

J  Я (sinx, c o s x ) d x =  [ R i —— , 2di
J v J \1 +  /г \ + р ) 1 +  /2

кўринишга^келади. Равшанки,
_ 2 _

1 + / 2 / 1+*2
функция t ўзгарувчининг рационал функцияси. Демак, (8.48) инте
грални хисоблаш рационал функция интегралини хисоблашга кела
ди.

М и с о л .  ------—  интегрални хисобланг.
 ̂ 3 +  sin д:

Бу интегралда t =  tg — алмаштириш бажарамиз. Натижада то

памиз:
г* dx _ р  1 2dt _2 Г ^ ______
J3 -f- sin  х I 2t Т + 7 2 “  J 3 /2 +  2̂  +  3 ’

J  3 +  1+<»



Демак,

dx } r 2 +. 3 tg 2 +  1 ( ^ =  arctg —— ==------h C.
3 -b sin jc 2 °  2 ( 2

Шуни таъкидлаш лозимки, J  R(cos x, sin x) dx интегралда t =  tg

алмаштириш универсал алмаштириш бўлиб, у (8.48) интегрални хар 
доим рационал функция интегралига келтирса- да, кўпинча бу 
алмаштириш мураккаб хисоблашларга олиб келади.

Айрим холларда тригонометрик функцияларни интеграллашда
i  =  tg х, t =  sin х, t =  cos x алмаштиришлар қулай бўлади.

М и с о л л а р .  1. j* d*- интегрални карайлик. Агар бу инте

гралда t =  tg - j  универсал алмаштириш бажарилса, у ҳолда

cos4 х J (1—/2)4

бўлади. Бироқ каралаётган интегралда t =  tg х алмаштириш бажа
рилса, у холда

dx

I .cos* x = U l +  &  X) - d{[Z *) =  j V  + t2) dt  

булиб, ундан

I
dx . . P . ^  , tg3 x . n  

t +  — -hC  =  tg x  +  -2------'r С
cos4 jc 3 3

булишини топамиз.
I cos** x dx2. I -----------интегралда t =  sin x алмаштириш бажариб топа-
1 sin5 jc

миз:
Г  cos3 xdx __ Г (1 —  sin2 jc) d sin x __ P  ( l— /2) ^  _

J  sin5 x J sin6 jc J  t5

=  —  — — 4- C =  — -  —------г -  +  С.
— 4 — 2 4 sin4 x 2 sin2 jc



1-§. Масалалар

Ушбу параграфда аник интеграл тушунчасига олиб келадиган 
масалалардан баъзи бирларини келтирамиз.

1. Ў т и л  г а н  й ў л  ҳ а қ и д а г и  м а с а л а .  Бирор моддий нуқта 
тўғри чизиқ бўйича [t0, Т\ вақт оралиғида v =  v (t) тезлик билан 
(t € [/„, ^1]) Ҳаракат қилаётган бўлса, унинг босиб ўтган йўли 5  ни 
топиш талаб этилсин. Равшанки, агар нуқта тезлиги ўзгармас (те
кис ҳаракат) бўлса, яъни v (t) =  u0 =  const, у ҳолда s — v0 (T — t0) 
бўлади. Энди и (t) — ихтиёрий функция бўлсин. Бу холда масалани 
ҳал этиш учун \t0, Т ] вақт оралиғини

О̂’ ^l' 2̂* п̂—1’ — T (to <  *1 <  ' ' '  n̂—l in)
нукталар ёрдамида n та бўлакка бўламиз ва хар бир [tk, ^ +1] бў- 
лакда (сегментда) ихтиёрий l k (lk € I^, k =  0,1, , n — 1)
нуқта оламиз (51-чизма).

i.
Z ' t  и С, Тгт

51- чизма.

Агар ҳар бир [tk, /4+1] (/г =  0, 1, п — 1) сегментда нуқта-
нинг тезлиги v =  v (t) ўзгармас ва v (£ft) га тенг деб олинса, у хол
да нуқтанинг [tk> 4 +1] вақт оралиғида босиб ўтган йўли ушбу

H l k)( tk+x- t k)

миқдор билан, унинг [t0 Т] вақт оралиғида босиб ўтган йўли s эса

s ~  v (£o) (̂ i О  v (~i) (̂ 2 — *i) +  +  v (£*) Vk+i — Q  +
+  + я О ,_ 1  ) { tn - t n_ l) (9.1)

миқдор билан аниқланади. Бунда /ft+1— tk =  Atk (6 =  0,1, n —
— 1) деб белгиласак, юкоридаги (9.1) ифодани қисқача, йиғинди 
белгиси 2  (сигма) ёрдамида қуйидагича ёзиш мумкин:

п -1
s ^ ^ v a k) A t k. (9. Г)

k = 0

Нуқтанинг [/„, Т ] да босиб ўтган йўлини ифодаловчи (9. Г) фор
мула тақрибийдир. Ҳақиқатан, биз нуктанинг тезлиги v ---= v (t) вақт- 
нинг функцияси бўлса ҳам, уни ҳар бир [^, /^ ,]  вақт оралиғида 
ўзгармас v (%k) деб ҳисобладик.

Энди [/0, Т] оралиқнинг бўлаклари сонини шундай орттира бо-



рай л икки, бунда хар бир 
син. У холда

оралик узунлиги Atk нолга интила бор-

п—1
V
m̂d

к=О

52- чизма.

микдор биз излаётган йўл мик
дорини тобора аниқроқ ифодалай 
боради, деб хисоблаш табиийдир.

2. Э г р и  ч и з и к л и  т р а п е -  
ц и я н и н г  юзи.  f(x) функция 
[а, Ь] сегментда аникланган, уз
луксиз ҳамда Y х € [я> Ь] да 
f(x) >  0 бўлсин.

Юқоридан f(x) функция гра
фиги, ён томонлардан х =  а, 
л: =  b вертикал чизиклар хамда 
пастдан Ох — абсцисса ўқи би
лан чегараланган шаклни карайлик (52-чизма).

Одатда, бундай шакл эгри чизикли трапеция деб аталади. аАВЬ— 
эгри чизиқли трапециянинг юзини топиш талаб этилсин.

Агар f{x) функция [а, Ь] сегментда ўзгармас, яъни
/ (х) =  С =  const

бўлса, у холда аАВЬ шакл тўғри тўртбурчак бўлиб, унинг юзи
S =  C- {b — a)

формула билан аниқланади.
Агар /  (л:) функция учун [а, Ъ] сегментда / (х) Ф С =  const бу

либ, у х нинг ихтиёрий узлуксиз функцияси бўлса, у ҳолда аАВЬ 
шаклнинг юзини топиш учун [а, Ь] сегментни

а =  хи х2, хп_ и хп =  Ь (х0 <  хг <  . . . <  хп)

нуқталар билан п та бўлакка бўламиз ва ҳар бир [xk, xft+1] (k =  О, 
1, n — 1) сегментда ихтиёрий E*(£ft€[;tA> хА+1]) нуқта оламиз. 
Ҳарбир [%  (k =  0, 1, 2, . п — 1) сегментда f  (х) функдия- 
ни ўзгармас ва уни /  (£*) га тенг килиб олсак, у холда xk Ak Bk xft+1 
эгри чизикли трапециянинг юзи

/  (?*) (Л'*-)-1 Хк) 
га тенг бўлиб, аАВЬ шаклнинг юзи эса

5 «  / (?о) (*i — *о) +  / (У  (х2~ х 1) +  . . . +
/  (?*) xt) +  • ■ • + /  (?n_i) (хп хп_ i)

микдор билан аниқланади. Демак,

5  « " J ] / ( У  А х „  (9.2)
л=о



бунда А xk =  xk+l — xk. Кўриниб турибдики, аАВЬ эгри чизиқли тра
пециянинг юзини ифодаловчи (9.2) формула тақрибий формуладир. 
Энди [а, Ь] сегментнинг бўлаклари сонини шундай орттира борай- 
ликки, бунда ҳар бир сегмент узунлиги А хк нолга интила борсин.

У холда У  /  (cfe) Axft йиғиндининг микдори хам ўзгара боради.
k=0

Равшанки, бу миқдорлар борган сари аАВЬ эгри чизикли трапеция
нинг юзини аниқроқ ифодалай боради.

Юқорида келтирилган икки масалани хал килишда ундаги v (t) 
х.амда /  (х) функциялар устида бир хил тадбирлар амалга оширилди, 
яъни

а) функция аникланиш соҳасини (тўпламини) бўлакларга бўлиш;
б) хар бир бўлакда ихтиёрий t k нуктани олиб, бу нуктада функ

циянинг қийматини ҳисоблаш;
в) функциянинг нуктадаги қийматини, мос оралиқнинг узун- 

лигига кўпайтириб, улардан йиғинди тузиш ишлари бажарилди.
Сўнг оралиқнинг бўлаклари сони шундай орттира борилдики, 

бунда хар бир оралиқча узунлиги нолга интила борди.
Натижада тузилган йиғиндиларнинг миқдорлари мос равишда 

ўтилган йўл ёки эгри чизиқли трапеция юзини тобора аниқроқ ифо
далай боришини пайкадик. Умуман, жуда кўп масалаларнинг ечими 
юқоридагига ўхшаш йиғиндиларнинг лимитини (йиғиндининг лимити 
кейинги параграфда аник таърифланади) топиш билан ҳал қилинади. 
Бундай йиғиндиларнинг лимити математик анализнинг асосий тушун
ча ларидан бири — аниқ интеграл тушунчасига олиб келади.

2-§. Аниқ интеграл таърифи]

Функциянинг аник интегралини таърифлашдан аввал баъзи бир 
тушунчалар, жумладан [а, Ь] сегментни булаклаш, функциянинг 
интеграл йиғиндиси тушунчалари билан танишамиз.

Ихтиёрий тўпламни бўлаклаш тушунчаси мазкур курснинг 1-боби- 
да келтирилган эди. Бу тушунчанинг каралаётган мавзумиз учун 
муҳимлигини эътиборга олиб биз қуйида уни сегмент учун яна бир 
бор баён этамиз.

1. [а, Ъ] ни  б ў л а к л а ш .  Бирор [a, b] a R  сегмент берилган 
бўлсин. Унинг ушбу

а =  х0 <  хг <  х2 <  <  х„_, <  хп =  Ь

муносабатда бўлган чекли сондаги ихтиёрий х0, х,, х2, ., xn_ t , 
хп нукталари системасини олайлик. Агар AL =  [,v0, x j ,  AL =  [xt-_,( 
x(] i =  2, 3, ., n деб белгиласак, у ҳолда равшанки,

1°. л и л и ,  . и 4 ,  =  [*,&];
2°. Ak f\Aj =  0 ,  (k Ф ] ,  k, j  =  1, 2, ., n).
Мазкур курснинг 1-бобидаги тўпламни булаклаш тушунчаси таъ

рифига биноан {Л1( А2, Ап} система [а, Ь] да бўлаклаш бажар-



ган бўлади. Ва аксинча, агар бизга [а, Ъ\ сегментнинг бирор чекли 
{Ви В2, Вт} бўлаклаши берилган бўлса, у ушбу

а =  У0 < У х < У 2 < -  <  У т—1 <У т  =  Ь 
муносабатда булган чекли сондаги у0, у и у 2, . . y m_ lt у т нуқ- 
талар системасини аниклайди. Бинобарин, биз тўпламни бўлаклаш 
таърифига эквивалент бўлган куйидаги таърифни кирита оламиз.

1-т а ъ р и ф .  [а, b] сегментнинг ушбу

муносабатда бўлган ихтиёрий чекли сондаги х0, хг, х2, - . хп_ ]у хп 
нукталари системаси [а, Ь] сегментда бўлаклаш бажаради дейилади. 
У ‘

каби белгиланади.
Ҳар бир хк (к — 0, 1, ., п) нуқта бўлаклашнинг бўлувчи нуқ- 

таси, A:ft+1] (6 =  0, 1, ., n — 1) сегмент эса P  бўлаклашнинг
оралиғи дейилади. _______

Р  булаклаш оралик лари узунлиги A x k =  xk+X— xk (k =  0, n— 1)
энг каттаси, яъни ушбу

Хр =  т а х  {Дхл} =  max {Дх0, Дл'], . . ,  A xk, Ax„_,}
микдор Р  бўлаклашнинг диаметри деб аталади.

М и с о л .  [а, 6] =  [0,1] бўлсин. Нуқталарнинг куйидаги

О,

0, — jL  JL  i®. 
ю ’ ю ’ ‘ 10’ ю
_2_ _4_ _6_ _8_ _Ю_ 
10 ’ 10 ’ 10’ 10 ’ 10

о
J _  2 _19 20
20~’ 20*’ ' " 20 ’ 20

системалари [0, 1] сегментнинг



бўлади.
Юкорида келтирилган таъриф ва мисоллардан куринадики, [а, Ъ] 

сегмент берилган ҳолда турли усуллар билан бу сегментни исталган 
сондаги бўлаклашларни тузиш мумкин экан. Бу бўлаклашлардан 
иборат тупламни Р  билан белгилаймиз: IP =  {Р}

2. И н т е г р а л  й и ғ и н д и .  [а, Ь\ сегментда f (х) функция аниқ- 
ланган бўлсин, [а, Ь] сегментни

^  =  {̂ о> *̂2» • • •* 
бўлаклашни ва бу бўлаклашнинг ҳар бир [xk, хл+1] (ft =  0, 1, 2, 
п — 1) оралицда ихтиёрий ?*(!*€[•**, xfc+I]) нуқта оламиз. Берилган 
функциянинг £,к нуктадаги қиймати f  (lk) ни Д xk =  — xk га кў- 
пайтириб, қуйидаги йиғиндини тузамиз:

o - f ( t o )  A*» +  /(Ei) Д * , +  + / ( ! t) A x , +  +

k=0
2 - т а ъ р и ф .  Ушбу

o = V / ( | ft) Д л , (9.3)
k=0

йиғинди f (х) функциянинг интеграл йиғиндиси деб аталади.
Масалан, 1) f (х) =  я* функциянинг [а, Ъ] сегментдаги интеграл 

йиғиндиси

k=0 к=О
булади, бунда

xk+i =  0, 1, 2, fi 1).

2) Дирихле функцияси
( 1, агар х£[а ,  Ь] — рационал сон булса,

D (х) — j q  ̂ агар Х(1 [(2, Ь] — иррационал сон бўлса 

нинг интеграл йиғиндиси қуйидаги
“- 1 ( b — a, агар барча Е. — рационал сон булса,

(0, агар барча | fc — иррационал сон булса

кўринишга эга бўлади.
Равшанки, /  (х) функциянинг интеграл йиғиндиси a f (>:) функ

цияга, [а, b] сегментни бўлаклаш усулларига хамда ҳар бир [хк, Xk+H 
сегментдан олинган нуқталарга боғлиқ булади.



3. А н и қ  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  f (х) функция [я, Ь] сегментда 
аниқланган булсин. [а, Ь] сегментнинг шундай

Л . Рг. Рз, Л*, (9.4)
(Pm(z^> т — 1, 2, .) бўлакларини караймизки, уларнинг мос диа- 
метрларидан ташкил топган

^TV
кетма-кетлик нолга интилсин: Хр -> 0 .^ т

Бундай ( т =  I, 2, .) бўлаклашларга нисбатан f  (х) функ
циянинг интеграл йиғиндиларини тузамиз. Натижада [а, Ь] сегментни 
(9.4) бўлаклашларга мос /  (х) функциянинг интеграл йиғиндилари 
кийматларидан иборат куйидаги

о 19 ог2, <j3, ат> (9.5)
кетма-кетлик ҳосил булади. [РаЕшанки, бу [кетма-кетликнинг хар 
бир ҳади l k нукталарга боғлиқдир*

3- таъриф.  Агар [а, Ь] сегментни ҳар кандай (9.4) бўлаклашлар 
кетма-кетлиги {Рш} олинганда хам унга мос интеграл йиғинди қий- 
матларидан иборат {сғт } кетма-кетлик £k нукталарнинг танлаб оли
нишига боглик бўлмаган ҳолда ҳамма вақт битта I сонга ишилса» 
бу I сон о йиғиндининг Ая - ^ 0  даги лимити деб аталади. У

л-1
lim а =  lim V /  (£) A x k =  1 (*)

ьр -> о
каби белгиланади.

Йиғинди лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин.
3 ' - т а ъ р и ф .  Агар Y e > 0  с°н олинганда хам шундай б >  0 сон 

топилсаки, [ау Ь] сегментни диаметри Хр <  6 бўлган хар кандай Р  
бўлаклаш учун тузилган о йиғинди ихтиёрий £k нукталарда

I а — 11 < е
тенгсизликни кансатлантирса, у холда I сон а йиғиндининг Хр - * 0  
даги лимити деб аталади. У юқоридагидек ((*) га қаранг) белгила
нади. Йиғинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.

4 - т а ъ р и ф .  Агар Ар -*-0 да /  (а:) функциянинг интеграл йиғин- 
диси (9.3) чекли лимитга эга бўлса, у холда f (х) функция [а, b\ 
сегментда интеграллануечи дейилади, о  — йиғиндининг чекли лими
ти, I эса — / (х) функциянинг [я, b] сегментдаги аниц интеграли 
деб аталади. Функциянинг аник интеграли

J /  (х) dx  
»

каби белгиланади.
Демак,



Бунда а сон интегралнинг куйи чегараси, Ь сон эса интегралнинг 
юқори чегараси, [а, Ь] сегмент интеграллаш оралиғи деб аталади.

1-§ да келтирилган масалаларнинг биринчисида s п у л -v (t) тез- 
ликнинг [/0, Т] сегментдаги аник интеграли:

т
s =  {* v (9 dt,

U
иккинчисида эса аАВЬ эгри чизиқли трапециянинг 5  юзи f  (х) функ
циянинг [а, Ь] сегментдаги аник интеграли

ь
S =  J  /  (х) dx

а

дан иборат.
Агар Хр —*■ 0 да йиғиндининг лимити мавжуд бўлмаса ёки унинг 

лимити чексиз бўлса, у ҳолда f  (х) функция [а, b] сегментда интег- 
ралланмайди дейилади.

М и с о л л а р. 1. f ( х ) ~  С =  const функциянинг [а, Ь] сегмент- 
дагн интегралини хисоблаймиз. [а, Ь] сегментни ихтиёрий

Р  =  {*0, *1 , ., хп} (a =  xQ<  xL <  <  хп =  Ь)

бўлаклашни олиб, f (х) =  С  функциянинг интеграл йиғиндисини то
памиз:

гг—1 гг—I
О =  V  С А Xk =  С 2  Д хк =  С [(*! — х0) - f  (Хп — хх) +  +  

к=0 fc=0
т  (Хп — -V i)] =  с  (хп — хо> = С ф — а).

Равшанки,

Демак,

lim a =  Iim С ф — а) =  С ф — а).
>.р-о  хр ~>ъ

I\ C - d x  =  C ф — а).
а

Хусусан, f (х) =  1 бўлганда қуйидагига эгамиз: 
ь ь
j* 1 -dx - j dx =  b — a.

a a

2. Ушбу f (x) — x функциянинг [a, b] сегментдаги интегралини 
ҳисоблайлик.

Маълумки, [a, b] сегментда f  (x) =  x функциянинг интеграл йи- 
ғиндиск



Бу (9.6) тенгсизликни га кўпайтириб топамиз:

хк * А хк ^  Ь/j * A xk ^  * А х  ̂ (/и =  0 , 1 ,  ., ai 1).

Кейинги тенгсизликлардан эса
Л—1 /7—1 Л—1
^ х к-А хк ^ У  1к-Ахк < У  xk^ - A x k
ft—О A=0 *=0

тенгсизликлар келиб чикади.
Л—1 Л—1

Демак, У  х*-Дх*<аг <  V - V i ' A*ь- (9 -7)
fe=0 А=0

л—I л—1
Энди V  х^-А х  ̂ ва хА+1 • Д хк йиғиндиларни куйидагича ўзгар- 

ь= о fc=-0
тириб ёзиб оламиз:

2  xk-A x k =  2  ** ('Vft+i — * * ) = 7  2  (xU i — x$ —
k=0 k=Q k—0

-  т  2  <**-' -  ^  -  i  ^ ■- i  2  ■д *! “*=0 A=0

=  !?=£! _ i  У  Ax-l  
2 2 t b  *

Агар xA+] =  хл +  Д xk эканини эътиборга олсак, у ҳолда

2 **+1 -Аа'* =  2  ^  +  Л ^ ) - А ^  =  2  ^ - A x ^  +  V a a - H
к— 0 k~ 0  к =  1 fr=0

л—1

Демак,

—а2 , 1 V* л ••>
—  + - J  Z A x i -

k—0

Бу муносабатдан



2

1 п~ {
тенгсизлик келиб чикади. Сўнгра — Д Х1 УЧУН

2 *=о

1  У  a ^ V - 1 У  а • ь~ а2 jimi * F 2
fc=9 Ь=0

(бунда Яр =  max {Д x j)  бўлишидан hp ~+0  да

булишини топамиз. 
Демак,

Бу эса таърифга кўра

1 я_|
1  У  Д*1-2 Jmd кfe=0

,. bi-CPlim а = ------- ,
V

1 j а*хах =
2 

а
эканлигини билдиради.

3. [а, 6] сегментда Дирихле функцияси учун аниқ интеграл мав
жуд эмаслигини кўрсатамиз.

Дирихле функцияси D (х) учун интеграл йиғинди қуйидагича 
бўлишини курган эдик:

j b  — a, arap барча £k— рационал сон бўлса, 
а “  { 0, агар барча — иррационал сон булса.

Равшанки hp -*~0 да а йиғинди лимитга эга бўлмайди, чунки [а, &] 
сегмент учун ихтиёрий бўлаклаш олинганда ҳам ҳар бир [хк, хй+1] 
сегментда нуқтани рационал қилиб олинса, интеграл йиғинди Ь—а 
га, нуктани иррационал килиб олинса, ўша интеграл йиғинди 
нолга тенг бўлади. Демак, Дирихле функцияси [а, b ] сегментда ин- 
тегралланмайди.

Одатда, юқорида келтирилган аниқ интеграл Риман интеграли, а  
интеграл йиғинди Риман йиғиндиси дейилади.

I - э с л а т м а .  Агар f  (х) функция [а, Ь] сегментда чегараланма
ган бўлса, у шу сегментда интегралланмайди.

Ҳақиқатан ҳам, f (х) функция [а, Ь] сегментда юқоридан чегара
ланмаган бўлсин. У ҳолда бўлаклаш олинганда ҳам бу 
бўлаклашнинг бирорта, масалан, [хк1 сегментида /  (х) функция 
296



юқоридан чегараланмаган бўлади. Демак, V  М >  0 сон [олинганда 
ҳам шундай £k£[x /l, ^ + il нукта мавжудки,

/  (У  >  - 7 ^ -  - яъни /  (h ) 'A x k >  мД Xk
тенгсизлик урин ли бўлади.

Энди l k нуқтани юқоридагидек олиб, £0, ., £fe_ lt gfe+1, .
?n_i нукталарни эса мос равишда [х0, дг2], [xlt х2], ., [xk_ [y xk\, 
[xfe+l, л:й+2], ['V-p xn\ сегментларда тайинлаб, f (х) функция
нинг интеграл йиғиндисини тузсак, бу интеграл йиғиндининг қий- 
мати хар канча катта булишини билиш қийин эмас. Равшанки, бу 
холда интеграл йиғинди чекли лимитга эга булмайди. Демак, f  (х) 
функция [а, Ь] сегментда интегралланмайди.

Шундай килиб, [а, Ь] сегментда интегралланувчи функция шу 
оралиқда чегараланган булиши зарур.

Кейинги мулоҳазаларда [а, Ь\ сегментни [а, b] ёпиқ оралиқ, қис- 
қача [а , b] оралик деб хам атаймиз.

3-§. Дарбу йкгиндилари. Аник интегралнинг 
бошқача таърифи

1. Д а р б у  й и ғ и н д и л а р и .  f (х) функция [а , Ь] оралиеда аниқ- 
ланган булиб, у шу оралиқда чегараланган булсин. Демак, шундай 
ўзгармас т ва М  сонлар мавжудки, V  х £ [я, Ь] лар учун

m < f  (х) <  М (9.8)
тенгсизликлар ўринли бўлади.

Энди [ау b ] ораликни бирор

Р  =  {-̂ о» ^ ^
(а =  х0 <  л:, <  <  хп =  Ь) бўлаклашни олайлик. Модомики, f  (х) 
функция [а, Ь] оралиқда чегараланган экан, функция ҳар бир [xk, 
xk+ x] (й =  0, 1, ., 11 — 1) оралиқда ҳам чегараланган бўлиб, бу 
функциянинг аниқ чегаралари

тк =  inf {/ (х)}, x€[xfc, xk+l],

Mk =  sup {f (x)}, x £ \ x k, xfe+1] (9.9)

мавжуд бўлади (2- боб, 6- §).
Равшанки, ихтиёрий £*£[xfc, xfc+1] учун

™k < f £ k) < M k (9.10)

тенгсизликлар ҳам ўринли бўлади. Энди mk ва Mk сонларни [хА, xk_l_I ] 
оралиқнинг узунлиги A x k =  xkM— хк (k =  0, 1, n — 1) га кў- 
пайтириб куйидаги



' ^ т к-Ахк =  т0А х 0 -г т ^ х ^  -т-ткА х к +  - f  т л_, Д
к=О 
л—1

2  М к 'А 'V* =  М 0 A -V0 "Г Afi Д Xi -  + М к ■ Д ** +  - М я_, Д*л_, 
*=о
йиғиндиларни тузамиз.

5-т а ъ р и ф .  Ушбу
rt—1 п—1

s = y i mk-Axk, S ^ y M k -xk (9.11)
k=0 к=0

йиғиндилар мос равишда Дарбунинг цуйи хамда юқори йиғиндила- 
ри деб аталади. Бу таърифдаги mk ва M k сонлар учун mk <  
<Мд,(/г =  0, 1, п — 1) тенгсизлик урин ли бўлганидан

(9.12)
тенгсизлик ҳам ўринли бўлиши келиб чикади.

РаЕшанки, (9.11) йиғиндилар f(x) функцияга боғлиқ бўлиши би
лан бирга [а, b] оралиқни Р  бўлаклашга хам боғлиқ булади, яъни

S =  S/(P), S =  Sf (P).
Аммо, биз ҳамма вакт муайян битта функциянинг интеграли ту

шунчасини ўрганамиз, шуни эътиборга олиб, соддалик учун, Дарбу 
йиғиндиларини s(P) ва S(P) каби белгилаб борамиз. (9.10) тенгсиз
ликларни Axk га кўпайтириб топамиз:

mk• Axk <  /  (У  - Axk <  М кАхк (k =  0, 1, n — l).

Кейинги тенгсизликлардан эса

^ т к-Ахк <  V / ( с ,) Д xk <  V Мк■ Axk
k=0 k=o k=0

тенгсизликлар келиб чикади. fДемак,
s ( P ) < a < S ( P ) .  (9.13)

Шундай килиб, f(x) функциянинг интеграл йиғиндиси хар доим 
унинг Дарбу йиғиндилари орасида булар экан.

(9.10) муносабатдан яна битта хулоса чикариш мумкин: ck нуқ- 
тани танлаб олиш ҳисобига f { l k) ни тк> шунингдек, M k қиймат- 
ларга ҳар канча якин келтириш мумкин. Бундан эса Дарбунинг 
куйи хамда юкори йиғиндилари берилган булаклаш учун интеграл 
йиғиндининг мос раЕишда аник куйи хамда аник юкори чегаралари 
бўлиши келиб чикади:

s =  inf {ст}, S =  sup {a}. (9.14)

Энди (9.8) ва (9.9) муносабатларга кўра (функциянинг аник чега
ралари хоссаларидан фойзаланамиз, 2-бобнинг 6-§га каранг):



m < : in k, M k <  M (k =  0, 1, n — 1)

тенгсизликлар ўринли. Шунинг учун ушбу
Л—I Л—I

s(P) =  У  • Д >  m V  Дд-/; =  — а), 
к=0 ft=0 
fl—i Л—I

S(P) =  v  AJ. . A.V, <  .И V  Axk =  М  (b — а)
k̂ Q k=Q

тенгсизликлар хам ўринли. Равшанки,
л - 1

Axk =  b — a.

Демак, учун куйидаги

т • (b — а) <  s (Р )<  S ( Р ) <  .И (Ь — я) (9.15)
тенгсизликлар ўринли булади. Бу эса Дарбу йиғиндиларининг чега- 
раланганлигини билдиради.

2. А н и к  и н т е г р а л н и н г  б о ш қ а ч а  т а ъ р и ф и .  f(x) функ
ция [a, Z?] ораликда аникланган булиб, у шу оралиқда чегаралан
ган булсин. [а, Ь] оралиқни бўлаклашлар туплами £Р =  { Р }  нинг 
ҳар бир Р с # 3 бўлаклашга нисбатан f(x) функциянинг Дарбу йиғин- 
д и лари s(P), S ( P ) ни тузиб,

(s(P )} , { S ( P ) }

тўпламларни караймиз. Бу тупламлар (9.15) га кура чегараланган 
булади.

6-т а ъ р и ф .  (s(P)} тупламнинг аник юкори чегараси f(x) функ
циянинг [а, b] оралиқдаги куйи интеграли деб аталади. У

ь
I  =  j /  (л*) dx
~  а

каби белгиланади.
{ vS (Р)} тўпламнинг аниқ куйи чегараси f (х) функциянинг [а, Ь\ 

оралиқдаги юкори интеграли деб аталади. У
ь_

I == \ f  (jc) dx
а

каби белгиланади. Демак,
ь

L =  i f  (х) dx -= sup ( s (P )},
a
b_

7 =  j7  (*) dx =  inf {S  (/>)}.
a



Шуни таъкидлаш лозимки, [я, Ь] да чегараланган ҳар қандай 
функциянинг куйи ва юкори интеграллари мавжуд булади.

7-т а ъ р и ф .  Агар f(x) функциянинг [ау Ь] оралиқдаги куйи хам
да юқори интеграллари бир-бирига тенг бўлса, у холда f (x) функ
ция [а, b] ораликда интегралланувчи дейилади, уларнинг умумий 
киймати

ь ь
/== j f (x)dx= ] f { x ) d x

и а
f(x) функциянинг [а, b] оралиқдаги аниқ интеграли дейилади. Агар

ъ ь
[ Қ х ) й х ф ]  f(x) dx
а а

бўлса, у ҳолда fix) функция [а, b] ораликда интегралланмайди дейи
лади.

Демак,
ь \ i

J f(x)dx =  J f(x)dx — j  /  (.v) dx.
a a a

М и с о л л а р .  1. f(x) =  x функцияни [a, b] ораликда карайлик. 
Бу [a9 b] ораликни ихтиёрий

P =  { X 0, )

бўлаклашни оламиз. Хар бир [xft, хл_ ,] [{k =  О, 1, п — 1)
ораликда

mk =  inf { /(*)]} =  inf j'.v} =  xk,

Mk =  s up{/ (x)} =  sup{x I =  xk+lS 

Шу сабабли бу функциянинг Дарбу йиғиндилари учун

k=0 ~ k=0

s  (Р) =  V  ^ +1Дх, =  £ = £  -  J_ V  д*£
k=0 k=0

ифодаларни топамиз. Бундан эса қуйидагига эгамиз:
/7-1

2 2
sup { 5 {Р) } =  sup J - п - -----— V  Дд| I =

к=0

inf { S (P )} =  inf J ^ = 2 i  -  4  V  Axl  j =  62- ' a:
k=o 1

Шундай қилиб, 
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 ̂ xdx— Ъ .
а

2. [(а, Ь] ораликда Дирихле функцияси D(x) ни карайлик. [а, Ь] 
оралиқни ихтиёрий

P = { x Q, Xj, хп )

бўлаклашни олиб, унга нисбатан Дарбу йиғиндиларини ёзамиз:
л —1

Sp(D) =  2  mkAxk =  О,
k=Q

п—I п—I

S P(D) =  2 /VV =  2  Лл'а =  & -  а-
*=о *=о

Бундан
sup {sp (D) } =  0, inf {S p (D) } =  b — a 

экани келиб чикади. Демак,
ь &
f D ( x ) d x = 0 ,  J D(x)dx =  b — a.
a »

Дирихле функциясининг [a, b] оралиқда қуйи ҳамда юқори ин
теграллари мавжуд бўлса-да.

ь ь_
I  D(x)dx = ¥ = \ D  (x ) dx
a a

бўлгани сабабли бу функция [а, b] ораликда интегралланмайди.

4-§. Аниқ интеграл таърифларининг эквивалентлиги

Биз 2 - ва 3- § да функциянинг [а, 6] оралиқдаги аниқ интегра- 
лига икки хил таъриф бердик. Ушбу параграфда эса улар ўзаро 
эквивалент таърифлар эканлигини исботлаймиз. |Бунинг учун аввал 
[а, Ь] оралиқни бўлаклашларнинг хамда Дарбу йиғиндиларининг 
хоссаларини келтирамиз.

1. [a, b] о р а л и қ н и  б ў л а к л а ш л а р н и н г х о с с а л а р и .  #* =



=  { Р  } туплам [а, b] ораликни барча бўлаклашлардан иборат туп
лам бўлиб, Pj £ Ў, Р2 £'? бўлсин.

Агар Р1 бўлаклашнинг ҳар бир бўлувчн нуқтаси Р2 бўлаклаш- 
нинг ҳам бўлувчи нуктаси бўлса, Р 2 бўлаклаш Р1 ни эргаштиради 
деб аталади ва Р1 осР2 каби белгиланади. Масалан, [а, Ь] =  [0, ]] 
бўлсин. Ушбу

бўлаклашлар учун Рхос Р2 бўлади.
1 Агар P i 6 Ро 6 Р3£еР бўлаклашлар учун Р х ос Р 2, Р2ос 

осР3 бўлса, у ҳолда Рх ос Р 3 бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, Ра ос Р2 бўлишидан Рх бўлаклашнинг бўлувчи 

нукталари Р2 нинг ҳам бўлувчи нуқталари, Р 2 ос Р3 бўлишидан эса 
ўша бўлувчи нуқталар Р 3 бўлаклашнинг х,ам бўлувчи нукталари 
эканлиги келиб чикади. Демак, PjOcP3.

2°. V ^ i  € -\/Р2 6 3* бўлаклашлар учун шундай Р £ ^  бўлак- 
лаш мавжудки, Рг ос Р, Р2 ос Р бўлади.

Ҳақиқатан хам,

Бу бўлаклашларнинг барча бўлувчи нукталари тўплам злемент- 
ларини ўсиш тартибида ёзайлик:

бўлаклаш учун Рхос Р, Р2 ос Р  бўлади.
2. Д а р б у  й и ғ и н д и л а р и н и н г  х о с с а л а р и .  f(x) функция 

[а, Ь] ораликда аникланган ва чегараланган бўлсин. Р г £ Р ,  Р2 € ̂  
бўлаклашларга нисбатан Дарбу йиғиндилзрини тузамиз. Улар мос 
равишда

бўлсин.

а =  У0< У 1 <  
Равшанки, ушбу

< y s =  b\ (s >  mv  s > n ,  s <  m  - f  ri).

P  {Уо* У\1 Уп )

s(PJ,  5 (P X)
ва

s(P2), 5  (P2)
бўлсин. Дарбу йиғиндилари куйидаги хоссаларга эга: 

1°. Агар Р j ос Р а булса, у  холда
s(P1) < s ( P 2)
S f P ^ S C P , )

тенгсизликлар уринли булади. 
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И с б о т .  [a, ft] оралиқнинг Р, бўлаклаши Р { =  j x0, х{, ., xh, 
хп j куринишда булиб, Р.2 бўлаклаш эса, Р, ос Р , бўлсин. Сод- 

далик учун, Р2 бўлаклашнинг бўлувчи нукталари Р, нинг барча 
* xi> хп бўлувчи нукталари ҳамда қўшимча битта х* G [a, ft] 
нуктадан иборат бўлсин. Бу х* нукта хк ҳамда хкМ нуқталар ора
сида жойлашсин:

xk < - x * < x , _ v

Демак,
Р.2 =  [ х с, х,, хк, х*, хк̂ ,  хп ]

Рг ьа Р2 бўлаклашларга нисбатан Дарбунинг юкори йиғиндилари 
қуйидагича ёзилади:

5  (Pj) =  M qAxq — +  -f- M kAxk +  -f-

+ M n_ xAxn_ x, (9.16)

•S.(Po) =  M 0Ax0 +  4- (M;Ax; +  M'k’Ax[) +  +  М п_ 1Ахп_ {, 

бунда
М ’к =  sup ( f  (x), .v£[xA, x*] }

M"k =  sup ( /(*), a: 6 [**, x*+ i ]}

Ba
Axk =  x* — хк’ Axl  =  Jtfc+i — **■

(9.16) муносабатлардан кўрииадики, 5 (P X) ва S ( P 2) йиғиндиларнинг 
бир-биридан фарқи қуйидагича: S(Pj)  йиғиндида М к-Ахк қўшилув- 
чи бўлган ҳолда 5  (Р„) йиғиндинииг унга мос қўшилувчисида 
M k -AXf, =  M k А хк ифода бўлади.

Равшанки, [х*, х*} cz [xk, xkJ_\], [х", xft+1] с : [хк, xfe+1], Аниқ че
гаранинг хоссасига кўра

м к< м к, М ’к< М к

бўлишини эътиборга олсак, у холда

М к Ахк +  М к А хк =  М к ( х* хкj -г {У1к ( х*} ^

<  М к[  ( ** — ) +  ( **+1 ~  Х* ) ] =  M k Ахк
бўлиб, натижада S (PJ ва S (P2) йиғиндиларнинг бир-биридан фарқ 
қилувчи хади учун ушбу

M'k А хк +  М к Ах"к <  M kAxk 

тенгсизликка келамиз. Демак, 5’(Р]) > - 5 ( Р 2). Худди шунга ўхшаш



Шундай килиб, [а, Ь] ораливда бўлувчи нукталар сони ошириб 
борилганда уларга мос бўлган Дарбунинг юкори йиғиндилари ош
майди, қуйи йиғиндилари эса камаймайди.

£Р булаклашларга нисбатан Дарбу йиғин-
дилари учун

s(P2) <  £(/>,)
тенгсизлик уринли булади.

И с б о т .  1-бандда келтирилган бўлаклашнинг 2°-хоссасига кўра 
шундай бўлаклаш мавжудки, Р ^  Р, Р2осР бўлади. Бу Р
бўлаклашга нисбатан Дарбу йиғиндилари s(P) ва S(P)  бўлсин. У 
ҳолда Г-хоссага кўра

л «  Р дан s (Л) <  s(P)y 5(Л ) >  5  (Р),
Р 2ос Р дан s (Р2) <  s (Р), 5  (Р2) >  5  (Р)

тенгсизликлар келиб чикади. Бу тенгсизликлардан хамда хар доим 
ўринли бўладиган s (Р) <  S (Р) тенгсизликдан ^

s i P J ^ s i P X S ' X P X S i P , )
экани келиб чиқади. Демак, s i P ^ ^ S i P ^ .

Бу хосса [а, Ь] оралиқни бўлаклашларга нисбатан тузилган куйи 
йиғиндилар тўплами { s (Р)} нинг ҳар бир элементи юкори йиғинди- 
лар тўплами { S ( P ) }  нинг исталган элементидан катта эмаслигини 
билдиради.

Дарбу йиғиндиларининг бу хоссаларидан фойдаланиб f(x) функ
циянинг қуйи хамда юкори

* L
I — \ f(x) dx, I =  J f (x )dx

a 0

интегралларн ҳақидаги иккита леммани исботлаймиз.
1-л е м м а .  Агар f(x) функция [а,Ь] ораликда аникланган ва че

гараланган булса, у холда

/ < 7  (9.17)
тенгсизлик ўринли бўлади.

И с б о т .  f(x)  функция [а, b\ ораликда чегараланган бўлсин. 
Равшанки, бу холда

/ =  sup {s(P)}, inf {S(P)}
миқдорлар мавжуд бўлади.

Дарбу йиғиндиларининг 2°-хоссаси ҳамда аниқ чегараларнинг 
хоссаларидан (2-боб, 6-§) фойдаланиб,

/ < S ( P ) ,

ундан эса
/ <  inf {5  (Р )}

бўлишини топамиз. Демак,



бўлади. 1-лемма исбот бўлди.
2-л е м м  а. Агар fix) функция [а,Ь] ораликда аникланган ва че

гараланган бўлса, у ҳолда Y e >  ® олинганда хам шундай б >  О 
сон топиладики, диаметри У.р <  б булган [а, Ь] ораликни барча Р  
бўлаклашлар учун

S ( P ) <  7-Ье,  s(P )> _/ — е

тенгсизликлар ўринли бўлади.
И с б о т .  f{x) функциянинг [о, Ь] ораликда fix) >  О ва ихтиёрий 

булган лолларни алоҳида караймиз. /  (х) >  0 бўлсин. Бу функция 
[о, b] ораликда чегараланганлиги сабабли

7 =  inf { S iP)}
мавжуд бўлади. Аниқ қуйи чегаранинг хоссасига кўра [а, Ь] ора
ликни шундай

Л, =  I Х0’ х<?> > Х°п ]

бўлаклаш мавжуд бўладики,

s i P 0) ^ 2 4 A« T + i -
fr=e

бўлади, бунда
Mj>==sup{/(x)}, x€[x°,  x°k+i]

ва Дх° =  xj+1— xjj. Энди у г > 0  сонга кўра б > 0  сонни 6 =

—5— деб олайлик, бунда (m £ N)4т М
М  =  sup { /  (х)}, х £ [а, b] .

Сўнгра [а, Ь] оралик.ни диаметри б дан кичик булган бўлаклашлар 
тўпламини олиб, уни каби белгилайлик. Демак, учун
Кр < 6  булади.

Фараз қилайлик, \/~Р б бўлаклаш куйидагича

Р .=  {Хо> х1> хт)
бўлсин. Бу Р  бўлаклаш ўзининг xk{k =  0, 1, т — 1) нуқта-
лари билан [а, Ь] ораликни [xft, а Ы  |] бўлакларга ажратади.

Энди юқоридаги Р 0 бўлаклашнинг x£(fc =  1, 2, , п — 1) 
бўлувчи нуқталарини (ички бўлувчи нуқталар) ўз ичига олган ушбу

[x j — б, х° +  б] {k =  1, 2, п — 1)

оралиқларни тузамиз. Бу оралиқлар билан Р £ ^ 6 бўлаклашнинг
[ xk, хА+1 J оралиқлари орасида қуйидаги икки ҳол юз бериши мум
кин:



а) [ xky xkJrl ] оралиқ ’бутунлай [ х\  — 6, ^ - ^ б ]  ораликда жой
лашган;

б) [ xky xk+l j оралиқ [ x°k — 6, x°k - f  6 ] оралиқда қисман жой
лашган ёки улар битта хам умумий нуктага эга эмас.

У холда Р £ ^ б бўлаклашга нисбатан /(*) функциянинг Дарбу
Й И ҒИ Н Д И С И

т—1
S ( P ) ^ ^ M kAxk

*=о
хам мос равишда икки кисмга ажралади:

5  (Р) =  S'(P) -  S"(P) =  V 'M * • Дх, +  y; 'M k • Дх*. (9.18) 

Энди S'  (P ) йиғиндида [ хк, хк^{ j cr [ ,v£ — б, х\ -f б j бўлгаилиги 

сабабли
S  (P) =  ? M kAxk <  M % A x k <  М -2  Ьт <  2М-т- ^  =  - f  (9.19)

бўлади. S"(P) йиғиндининг хар бир қўшилувчисида

Mk <  М \ , Axk <Ax°k

бўлганидан

S"(P) =  ^ " М кАхк <  v "  Ml Лх° <

<  V М°Лх° =  S(P0) <  I - Л .  (9.20)
k=Q

экани келиб чиқади. (9.18), (9.19) ва (9.20) муносабатлардан

S ( P ) < /  + y

бўлишини топамиз.
Агар [а, Ь] ораликда f(x) ихтиёрий бўлса, у холда хар доим 

шундай ўзгармас мусбат А сон топиладики, f (я) — А >  0 бўлади. 
Бу функцияга нисбатан юкоридаги исбот қайтариладиган бўлса, у 
ҳолда Дарбу йиғиндиси ва юқори интегралларнинг хар бири А -ф—
— а) сонга ортади ва f(x) функция учун хам лемманинг тасдиғи 
ўринли бўлади. Худди шунга ўхшаш

s(P) > . / — 8

булиши хам исботланади. 2-лемма исбот бўлди.
Бу лемма f{x) функциянинг юкори хамда куйи интеграллари 

Ар -> 0  да мос равишда Дарбунинг юкори ҳамда қуйи йиғиндилари- 
«инг лимити эканини кўрсатади:

ъ
/  =  Г f(x) dx =  lim 5  (Р),

а “Кр-* 0



3. А н и қ  и н т е г р а л  т а ъ р и ф л а р и н и  нг  э к в и в а л е н т  ли
ги. Аниқ интеграл 4- ва 7 -таърифларининг эквивалентлигини кур
са тамиз.

а) [а, b] ораликда f (х) функциянинг а интеграл йиғиндиси -^0 
да чекли лимитга эга булиб,

л -1  ъ
lim а =  lim V  f ( l j  Axk =  f /  (x) d x ^  I
Я р _0 'Ap-yO £ *  •>

бўлсин. Таърифга кўра, y e  >  0 олинганда хам шундай 6 >  0 сон 
топиладики, [а, b] оралиқни диаметри Яр <  б булган хар қан- 
дай Р бўлаклашга нисбатан

\а — /1 <  е,
1 — е <  сг <  /  +  е

тенгсизликлар ўринли булади. У холда (9.14) муносабатдан фойда
ланиб, Дарбу йиғиндилари s(P) ҳамда S(P) учун

1 — e <  s(P) <  S{P) <  1 e 
тенгсизликларнинг ўринли бўлишини топамиз. Иккинчи томондан, 

inf { S (Р )} <  S (Р), /  =  sup{s(P)} > s (P )  

ва I-леммага кўра / < 7  бўлгани учун

7 — е /  - f  е

тенгсизликлар ҳам ўринли бўлади, е >  0 соннинг ихтиёрийлигидан

1 =  1 =  1

тенглик келиб чикади. Демак, [а, Ь] оралиқда f{x)  функциянинг 
юқори ҳамда қуйи интеграллари бир-бирига тенг. Бу 7-таърифга 
кўра f(x) функция [а, Ь] да интегралланувчи бўлишини кўрсатади.

б) [а, Ъ] ораликда /(.г) фунциянинг юқори ҳамда куйи интеграл
лари тенг бўлиб,

ъ ь_ ь _
J f (х) dx =  j  f(x)dx =  j  f (x) dx (I =  /  =  I)
a a a

бўлсин. (9.13) муносабатга кўра]
s (P) <  о <  S (P) 

бўлади. Иккинчи томондан, 2-леммага асосан
_/ — е < а < 7  -f-e

бўлиб, I_= 1 =  1 тенгликка кўра
I — e <  о  <  /  +  e



тенгсизлик келиб чикади. Демак, \о  — / | < е .  Бу эса 4 -таърифга
кўра f{x) функция [а, b] оралиқда интегралланувчи эканлигини 
кўрсатади.

Демак, аник интегралнинг 4- ва 7-таърифлари узаро эквивалент.

5-§. Аник интегралнинг мавжудлиги

Энди функция аник интеграли мавжуд бўлишининг зарур ва 
етарли шартини топиш масаласи билан шуғулланамиз.

Аслида функциянинг интегралланувчи булиши ёки бўлмаслигини 
таъриф бўйича текшириш мумкин. Бироқ кўпчилик холларда интег
рал йиғиндининг чекли лимитга эга булишини кўрсатиш, шунинг
дек, юкори хамда куйи интегралларни топиш жуда қийин булади.

Шуни айтиш керакки, аник интегралнинг биринчи таърифидаги 
(4-таърифга каранг) лимит тушунчаси (интеграл йиғиндинииг лими
ти тушунчаси) янги тушунчадир. У ўтган бобларда ўрганилган 
кетма-кетликнинг лимити, функциянинг лимити тушунчаларининг ай
нан ўзи бўлмай, балки ўзига хос мураккаб характерга эга бўлган 
тушунча.

Аник интегралнинг иккинчи таърифи (7- таърифга қаранг) интег
рал йиғиндига Караганда бирмунча соддароқ бўлган Дарбу йиғин- 
диларига асосланади.

Демак, интегралнинг мавжудлиги критерийсини иккинчи таъриф 
асосида келтириш мақсадга мувофиқ.

f{x) функция [а, Ь] ораликда аникланган ва чегараланган бўл- 
син.

1-т е о р е м а .  f(x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 
булиши учун Y& >  0 олинганда хам шундай Ь >  О сон топилибу 
[а, Ь] оралщни диаметри Ар < б  булган хар кандай Р булаклаш 
га нисбатан Дарбу йиғиндилари

S(P) — s (Р) <  е (9.21)
тенгсизликни қаноатлантириши зарур ва етарли.

Ис б о т .  З а р у р л и г и .  fix) функция [а, Ь] оралиқда интеграл
ланувчи бўлсин. Таърифга кўра /  =  7 =  бўлади, бунда

_/ =  sup {s (Я)}, 7 =  inf { S (Я) },

V e >  0 олганда хам шундай 6 >  0 сон топиладики, [а, Ь] оралиқ- 
нинг диаметри Ар <  6 булган ҳар кандай Р  бўлаклашга нисбатан

Дарбу йиғиндилари учун 2-леммага кўра S(P) — 7 <  _/ —s(P) <

тенгсизликлар ўринли бўлиб, ундан S(P)—s ( P ) < e  тенгсизлик 

келиб чикади.
Е т а р л и л и г и .  у г >  О олинганда хам шундай 6 > 0  сон 

топилиб, [а, Ь] ораликни диаметри %р <  6 бўлган ҳар қандай Р  
бўлаклашга нисбатан Дарбу йиғиндилари учун



S ( P ) - s ( P ) < e
тенгсизлик ўринли бўленн. fix) функция [а, b] ораликда чегаралан
ганлиги учун унинг куйи хамда юкори интеграллари

_ / =  su p {s(P )}, Г  =  in f{ S (Р)>

мавжуд ва 1- леммага кура / <  /  тенгсизлик ўринли булади. Рав
шанки,

s ( P ) < _ / < 7 < S ( P ) .

Бу муносабатдан

О <  I —J  <  S (Р) — s (Р)

бўлишини топамиз. Демак, \ г е  >  0 сон учун 0 <  7 — _ / <  е бўлиб, 
ундан 7 =  /  бўлиши келиб чиқади. Бу эса /' (.v) функциянинг [о, &J 
ораликда пшегралланувчи эканлигини билдиради: Теорема исбот 
бўлди.

Агар аквалгидек Дх) функциянинг ( хк, xk_ , ] (k =  0, 1, 
п — 1) оралиқдаги тебранишини со/( оркали белгиласак, у ҳслда

S(P) -  s(P) =  V  (Мк _  mk)Axk =  V  co*Axft
*= 0  А'=0

булиб, юқорида келтирилган теорема куйидагича ифодаланади.
2-те о р е м  а. /(*) функция [а, 6] ораликда интегралланувчи бу

лиши учун у  г >  0 соя олинганда хам шундай 6 >  0 сон топилиб> 
[а, Ь] оралицни диаметри др <  6 булган хар кандай Р  булаклашда

п— 1
2 ® * -Лл* < е (9.210
*= о

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Равшанки, (9.2 Г) муносабатни куйидаги

л - 1

lim V  со. Ах,, =  0 (9.21")
г. k hР k=  о

куринишда ҳам ёзиш мумкин. Кўпчилик холларда, теореманинг 
(9.21") куринишдаги шарти ишлатилади.

6-§ . Интегралланувчи функциялар синфи

Ушбу параграфда аник интегралнинг маЕжудлиги ҳақидаги теоре- 
мадан фойдаланиб, баъзи функцияларнинг интегралланувчи булиши
ни кўрсатамиз.

f(x) функция [а , Ъ] ораликда аник/анган булсин.
3 - т е о р е м а .  Агар f ( x ) функция [а, Ь) о ралщда]  узлуксиз бул

са, у  шу ораликда интегралланувчи булади.



И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз булсин. Вейер
штрасснинг биринчи теоремасига (5- бобдаги 7- теоремага каранг) 
кўра функция [а, Ь] да чегараланган. Иккинчи томондан, Кантор 
теоремасининг (5- бобдаги 10-теоремага каранг) 5 -бобдаги 3-нати- 
жасига кўра V  е >  0 олинганда хам шундай б >  0 сон топилади
ки, [а, Ь] ораликни узунликлари 6 дан кичик булган 
бўлакларга ажратилганда функциянинг хар бир бўлакдаги тебрани
ши учун cofe< e  тенгсизлик ўринли бўлади. Демак, [а, Ь] ораликни 
диаметри %р <  б булган хар кандай Р  бўлаклашда

/1—11 п - 1

S (Р) — s (Р) =  V  (0k Axk <  е V  Дл'й =  е (6 — а)
к = 0  к = 0

бўлиб, ундан
п - 1

lim V  юкАхк --=0 
} р 0 i t о

келиб чикади. Демак, (9.21") га кўра f(x) функция [а, Ь] да инте
гралланувчи. Теорема исбот бўлди.

4-те  op ем а. Агар f(x) функция [а, Ь] ораликда чегараланган 
ва монотон бцлса, функция ису ораликда интегралланувчи булади.

Ис б о т .  f(x) функция [а, b] да чегараланган ва шу ораликда, 
айтайлик, усувчи бўлсин. V e > 0  сонни олиб, унга кура 6 > 0  
сонни куйидагича танлайлик:

б = ----------  > 0 .
/ Ф)—/ (а)

Сўнгра [а, Ь] ораликни диаметри Хр <  б бўлган Р  бўлаклашга нис
батан Дарбу йиғиндилари S (Р) ва s (Р) ни тузамиз. У холда

S ( P ) — s (Р) =  V  (йк Ахк=  У  [/ (хк̂ )  — f  (*fc)] Axk
п—1 п—I
__ __ U К ^
к = 0  к=0

п - \е
< — -—  V  [f(x ,,.,) — f(xb)\ =  — ?— /(*») +  / М  — 

1Ук~ 1’ { (Ь)— / (а) [  М ° "

-  f (*,) +  +  f ( x n) - / ( * „ _ ,) ]  =  [ / ( .g  - / а д  =

е l f ( b ) - f ( a ) l = e .
/ (*)—f (а)

Демак,
S(P) — s ( P ) <  е.

Бу эса (9.21) га кўра f(x) функциянинг [а, Ь] ораликда интеграл
ланувчи эканлигини билдиради.

Чегараланган хамда камаюзчи функциянинг интегралланувчи бу
лиши хам худди шунга ўхшаш исботланади. Теорема исбот бўлди.



5-т е о р е м  а. Агар f (х) функция [а, Ь\ ораликда чегараланган 
ва бу оралщнинг чекли сондаги нукталарида узилишга зга булибу 
колган барча нуқталарида узлуксиз булса, функция шу ораликда 
интегралланувчи булади.

И с б о т .  f (x ) функция [а, Ь] да чегараланган бўлиб, шу ора- 
лиқнинг фақат битта х* (х* £ (а, b)) нуктасида узилишга эга, кол* 
ган барча нукталарида узлуксиз булсин.

Y e > 0  сон олиб, .** нуктанинг

Uс (г*) •-= {а: : х £ X* — 8 <  х <  л* -г г}

атрофини тузамиз. Бу атроф [а, Ь] ораликни

и г (х*), [а, Ь ] \ и в (х*) =  1а9 х * - г ]  U U:*-г е, 6]

кисмларга ажратади.
Шартга кўра, f {x ) функция [а, х* — е] ва [г*-г е, Ь] ораликлар- 

нинг хар бирида узлуксиз. Бу ораликларнинг хар бирига алохида 
Кантор теоремасининг натижасини (5-бобдаги 3-натижани каранг) 
қўлланамиз. У холда олинган у  г >  0 сон учун шундай 6Х >  О ва 
б2 >  0 сонлар топиладики,

[а, х* — г] да Axk <  дан со* <  г,

[х* --г 8, Ь] да Дхл <  62 дан со̂  <  е

тенгсизликлар ўринли экани келиб чикади. Агар min {бх, б2} =  б 
деб олсак, у холда иккала оралик учун бир вақтда

Axk <  б дан о)л <  в (9.22)

тенгсизликнинг ўринли экани келиб чикади.
Энди юқоридаги у  е >  О сснга кўра б >  0 сонни б <  г деб 

олайлик.
[а, Ь] ораликни диаметри Хр <  б бўлган бўлаклашларга нисбатан 

f(x) функциянинг Дарбу йигиндиларини тузиб, куйидаги
п-1

S(P) — s (Р) =  2  Ь-Ч (9.23)
k=0

айирмани караймиз. (9.23) йиғиндининг .\;ар бир ҳадида [,vt , лА4_,] 
(k — 0, 1, 2, п — 1) ораликнннг узунлиги Axk қатнашади. Бу
\xk, %j_,] ораликларнинг х* нуктанинг Ut (х*) атрсфидан ташкарида 
жойлашганига, яъни [л'А, xk_,] f| Ue (х*) =  0  муносабат урин ли бў- 
ладиганига мсс келадиган (9.23) йигиндининг хадларидан тузилган
ЙИҒИНДИ

2 ' Ахь k
булсин. (9.23) йиғиндининг колган барча ҳадларидан ташкил топ
ган йигинди



2 ' Ч д *
к

бўлсин, бунда [хк, xkMl\ cz Ue (д*) ёки [xk, xk+i] (] {х* — г}  Ф 0 ,  
ёки [хк, хА+1] П {х* -i- г }  Ф 0  булади.

Натижада (9.2-3) йиғинди икки кисмга ажралади:

2 Ахь =  2 '  Аа* +  2 "  ш*A,v** (9-24)к=1 к к
Энди бу йиғиндиларни бахолаймиз. Юқэридаги (9.22) муноса

батдан фойдаланиб топамиз:
п—I

o:>£ &хк <  2  е^ А\-^  8 2  ^ Хк =  8 — я)* (9.25)
/г я k = 0

Иккинчи Й И Ғ И Н Д И  учун

к к к

булишини топамиз, бунда Q — f(x) функциянинг [а, Ь] оралиқдаги 
тебраниши.

Агар Uf\x?) атрофда бутунлай жойлашган [.хк, хк+[] ораликлар 
узунликларининг йиғиндиси 2 г дан кичиклигини хамда х* — г ва 
х* +  8 нукталарни уз ичига олган [хкУ хкМ\ оралиқлар иккита бу
либ, уларнинг узунликлари йиғиндиси хам 2 г (чунки б <  г) дан 
кичик булишини эътиборга олсак, у холда

Ахк <  4 e (9.26)
к

бўлади. Натижада (9.24), (9.25) ва (9.26) муносабатлардан
п.—1
V  cofe Axk < 6  (b — а) -г 4 е Q =  г [(Ь — а) +  4 Q] 
к= о

экани келиб чиқади. Демак,
л-1

lim V  со̂  Axk =  0#
>'р-° k5i

Бу эса (9.21") га кўра f(x) функциянинг [а, Ь] да интегралланувчи 
бў л ишини билдиради.

f(x) функция [а, Ь] оралиқнинг чекли сондаги нуқталарида узи
лишга эга бўлиб, колган барча нуқталарида узлуксиз булса, унинг 
[а, Ь] да интегралланувчи бўлиши юқоридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот бўлди.

М и с о л .  f(x) =  sin х функция (— оо, +  оо) интервалда узлук
сиз. Демак, юкоридаги 3- теоремага кўра бу функция ихтиёрий



[а, b] да интегралланувчи булади. f sin xdx интегрални ҳисоблай-

лик.
Модомики, /(*) =  sin д: функция [а, Ь] оралиқда интегралланув

чи экан, бу функциянинг [а, Ь] оралик бўйича интегралини таъриф
га кура хисоблашда, [а, Ь] оралиқни бўлаклашда ҳамда ҳар бир 
[.xk, xk̂ ]  бўлакда £k нукталарни интеграл йиғинди ва унинг лими
тини хисоблашга кулай килиб олиш имкониятига эга бўламиз. Шу
ни эътиборга олиб, [а, Ь] ораликни ушбу

а, а — а п, а +  2 а п, a +  k -ап, а +  п - а п =  Ь

нукталар ёрдамида |бунда а л=  -— -) я та тенг бўлакка бўлиб, ҳар

бир [а +  krxn, а - -  ( k -г  1)ап] (k =  0, 1, п — 1) бўлакда нуқ- 
тани куйидагича танлаймиз:

а =  V  sin [а +  {k +  1) ап] •ап =  а п У  sin [а +  (fe +  1) a j

£* =  a +  ( £ +  1)ап (fc =  0, 1, . . . , /i — 1).
У ҳолда функциянинг интеграл йиғиндиси куйидаги

гт —i

k=0
кўринишда бўлади. Ушбу

sin [a 4- (k +  l ) a j  =  •
- . n 2 sin —  

2

2 sin у  • sin [a +  (k +  l)a„] =

_ . n 
2 sm —  2

тенгликдан фойдаланиб, a учун

a m — cosл

sin —  2

2
.)_c o s ( )]

формулани топамиз. Натижада Да^ =  а п—> 0 да



=  cos a — cos b
бўлади. Демак,

ь
j sin xdx — cos a — cos b.
a

Хусусан
Я Зя
2 2
\ sin x d x =  1, j sin xdx =  0.

о
2-э с л а т м а .  f(x) функция [a, b] ораликда интегралланувчи 

бўлсин. Биз
a b

f f (x )d x  =  — 1 f (x)dx
b a

ҳамда
a

f  f (x) dx =  0

тенгликлар ўринли деб келишиб оламиз.

7-§. Аник интегралнинг хоссалари
[ Знди f(x) функция аник интегралининг хоссаларини ўрганамиз.

Г  Агар f(x) функция [а , Ь\ ораликда интегралланувчи бўлса, 
у исталган [a, Р] а  [а, Ь] ораликда хам интегралланувчи бўлади.

И с б о т .  f(x)  функция [a, Ъ] да интегралланувчи бўлсин. У ҳол- 
да 1- теоремага кўра V в >  0 олинганда хам шундай б >  0 сон то
пиладики, [а, Ь] ораликни диаметри Ар <  6 булган хар кандай Р  =  
=  {х0, Xj, хл} булаклаш учун

S ( P ) — s ( P ) < e  (9.21)
тенгсизлик бажарилади.

Р  бўлаклашнинг (ўлувчи нукталари хс, .г1? , хп каторига a  
ҳамда р нуқталарни кўшиб, fa, b] ораликни янги P2 бўлаклашни 
ҳосил киламиз. РаЕшанки, РосРг бўлади. У холда Дарбу йиғин- 
диларининг хоссасига кура (ушбу бобнинг 4- §, 2- бандига каранг)

s ( P ) < s ( P 1), S ( P X) < S ( P )  (9.27)
тенгсизликлар ўринли булади. (9.21) ва (9.27) муносабатлардан

S (P 1) - s ( P 1) < e  (9.28)
бўлиши келиб чикади.

[a, Р] оралиқдаги Р у бўлаклашнинг бўлувчи нуқталарини [a, Pi 
оралиқнинг бирор Р 2 бўлаклашнинг бўлувчи нукталари сифатида 
караймиз. Бу Р 2 бўлаклашга нисбатан f(x) функциянинг Дарбу 
йиғиндилари s(P 2), S (Р2) булсин, у холда



S ( P , ) - s  (/>,)=
[a. b]

S ( P 2) - s { P 2)--= ^ ( M k- m k)Axk 
[a. W

йиғинднларни таққослаб,
S(P,) — s (P2) <  S (Pj) — s (PJ

булишини топамиз. Натижада (9.28) муносабатни эътиборга олсак,
S ( P2) - s ( P s) < e

келиб чикади. Бундан 1-теоремага кўра /(х) функциянинг [a, Р] 
оралиқда интегралланувчи экани келиб чикади.

2° Агар /(х) функция [а, с] хамда [с, b] ораликларда интеграл- 
ланузчи бўлса, у холда функция [а, Ь] ораликда хам интегралла
нувчи булади ва ушбу

Ъ с Ь

j /  (х) dx =  J /  (х) dx — j  /  (х) dx
а  а с

формула ўринли.
И с б о т .  /(х) функция [а, с] хамда [с, Ь] ораликларда интеграл

ланувчи бўлсин (а <С с <  Ь).
У ҳолда V  е > 0  олинганда хам сонга кўра шундай бх> О

сон топиладики, [а, с] ораликни диаметри %Pi <  б, бўлган ҳар кан
дай Р 1 бўлаклашга ни:батан ДарЗу йиғиндилари учун

S i P J - s ^ X  у  (9.29)

тенгсизлик ўринли булади. Шунингдек, ўша сонга кура шундай

б2 >  О сон топиладики, [с, 6] ораликни диаметри Xpt <  б2 бўлган 
ҳар кандай Р2 бўлаклашга нисбатан Дарбу йиғиндилари учун

S ( P 2) - s ( P . J < ^  (9.30)

тенгсизлик ўринли бўлади. Энди б =  min {б1, б2} деб, [а, Ь\ ора- 
лиқни диаметри <  б бўлган ихтиёрий Р3 бўлаклашнн олайлик. 
Бу Р3 бўлаклашнинг бўлувчи нукталари каторига с (а <  с <  Ь) 
нуқтани хам қўшиб, [а, Ь] ораликни янги Р  бўлаклашни ҳосил қи- 
ламиз. Бу бўлаклашга нисбатан Дарбу йиғиндилари S(P),  s (P)  
бўлсин. [a, с] оралиқдаги Р  бўлаклашнинг бўлувчи нуқталаринн 
шу [а, cj ораликни бирор Р\ бўлаклашнинг бўлувчи нуқталари хам
да [с, b) оралиқдаги Р  бўлаклашнинг бўлувчи нуқталарини [с, b\ 
ораликни бирор Р2 бўлаклашнинг бўлувчи нукталари сифатида қа- 
раймиз. Бу бўлаклашларга нисбатан Дарбу йиғиндиларини тузамиз:



Равшанки, бу йиғиндилар учун мос равишда юкоридаги (9.29)г 
(9.30) тенгсизликлар ўринли булади:

S ( P \ ) - s ( P l ) < ^ 9

S ( P ' J - s ( P ' J < ± .

Иккинчи томондан,
S(P) =  S(P[)  +  S ( P ^  

s ( P ) ^ s ( P [ )  +  s(P'2)

бўлиб, натижада

S ( P ) - s ( P )  =  [S (Р[) -  s (Р[) ] +  IS (P’2) -  s (P'2)] < ±  +  ^  =  e

булиши келиб чикади. Демак, Y O 0  олинганда ҳам шундай 6 >
>  0 сон топиладики, [а, b] ораликни диаметри Хр <  б бўлган хар 
кандай Р  бўлаклашга нисбатан Дарбу йиғиндилари учун

S ( P ) - s ( P ) < *
бўлади. Бу эса 1-теоремага кўра f(x) функциянинг [а, Ь] оралиқ- 
да интегралланувчи эканини кўрсатади.

Юк.оридаги Р  бўлаклашга нисбатан f(x) функциянинг [а , Ь]> 
[(а, с], [f, b] оралиқдаги интеграл йиғиндиларини тузиб, уларни мос 
равишда қуйидаги

2  f $ k ) Axk’ 2  ^  Ахь
la , £>] lo . с] [с, b]

куринишда белгиласак, у ҳолда

2  f Ахь Axk -  2  Ax* 9̂ '3 1 ̂
[a . Ь] [а, с] [с, b]

бўлади. f(x) функция [а, с]у [с , Ь] хамда [а, Ь] ораликларда инте
гралланувчи бўлгани учун

Hm y . f ( t J A x k -  |' f ( x)d x,
ХР c j

l i m V  /  (lk) Axk — I /  (x) dx,
XP  с

lim V  fC:k)A x k =  \ f ( x )d x
AP  ~*C[a. b] a

тенгликларга эгамиз. (9.31) тенгликдан Xp - ^ 0  да изланган форму
ла келиб чикади. Шундай килиб, 2°- хосса исботланди.

Энди с нуқта [iа, b] оралиқдан ташкарида ётсин, яъни с нукта 
с < а < 6  ёки а < 6 < с  тенгсизликни каноатлантирсин. Агар



< a < f r  бўлса, у холда [а, Ь] сг [с, b] бўлгани учун Г-хоссага 
кўра f(x) функция [а, Ь] да интегралланувчи бўлиб, юқорида исбот 
этилганига асосан

b а  Ь

J  /  (х) dx =  f  f (x)dx — j  /  (x) dx
с c  a

формула ўринли бўлади. Бундан эса, 2- эслатмадан фойдаланиб
Ь а  Ъ с Ъ

) f (х) d x =  — J f (х) dx -г f  (х) dx =  j' f ( a-) dx - f  J  /  (x) dx
а с с

бўлишини топамиз.
Худди шунга ўхшаш, я < Ь < с  бўлганда ҳам f(x) функция 

[а, fe] да интегралланувчи бўлиши ва тегишли формуланинг ўринли 
экани кўрсатилади.

3° Агар f(x) функция [я, b] ораликда интегралланувчи бўлса. 
у холда с f (х) (с =  const) хам шу ораликда интегралланувчи бўла
ди ва ушбу

ь ь
f с • /  (х) dx =  с \ f (х) dx

а а

формула ўринли. 1
И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи булсин. 

Демак,
гг— I Ь

lim ст =  lim 2  / ( У  Дх* =  | f (х) dx.
Ь р - 0  Х р -*  O jg o  а

Энди с f (х) функциянинг мос интеграл йиғиндисини ёзамиз:

а х =  V  с f ( t k)
k=Q

У холда

<*i= 2  с ^ = с  2  Axk = с а -
k=0 k=0

Бундан У.р -> 0 да куйидаги
ь

lim стх =  lim с о  =  с lim а =  с j f ( x )d x
Кр Кр  —>0 Кр —►О q

тенглик келиб чикади. Бу изланган формуланинг ўринли эканини 
англатади.

4° Агар Қх) функция [a, fe] да интегралланувчи ва / ( x ) > d >  О
бўлса, у ҳолда —— функция хам шу ораликда интегралланувчи 

/ М



И с б о т .  / (х) функция \а, Ь] да интегралланувчи бўлсин. Демак, 
У  е >  О олинганда хам d2e га кўра шундай 6 > 0  топиладики, 
[а, Ь) ораликни диаметри Кр < 6  бўлган ҳар кандай Р  булаклаш 
учун

71—1
S(P)  — s (Р)=  V  (Мк -  тк) Axk < d H  

*=о
бўлади. Бунда

=  sup {/(*)}, xA+1j;
тк =  inf {/ (.*)}, x£ [xk, xfe+,].

f(x) >  d  >  0 бўлганлигини эътиборга олиб, —-— функция учун
/ (*)

К  =  sup [ — ■], Х£[хк, -V ,] .

< = inf { - ^ - } .  X t t ik ’ Xk+}] 

мавжуд булишини аниқлаймиз. Равшанки,

< ~ 1 Гтк Mk
бўлади. Натижада

s i P ) s ( P ) ~  2 2  ( ; г - л г ) д **”
j£o

к=0 К R k=0

бўлади. Бу эса —— функциянинг [а , Ь] да интегралланувчи экан- 
/ (̂ )

лигини билдиради.
5° Агар f(x) ва g(x) функциялар [а, &] оралиқда интегралланувчи 

булса, у ҳолда f(x) ±g(x )  функция ҳам [шу ораликда интегралла
нувчи бўлади ва ушбу

ь ь ъ
I lf(x)±g(x)] dx = fj  f  (х) d x ±  J  g  (x) dx

a a a
формула ўринли бўлади.

И с б о т .  f{x) ва g{x) функциялар [а, b\ оралиқда интегралланув
чи бўлсин. Демак,

П— 1

lim a! =  lim ('f(x)dx,
xp-o  xp^o ^  -a

n- 1 ь
linwr2 =  lim Y g ( L )  Axk=  Г g  (x) dx.



Энди f(x) ±  g(x) функциянинг [а, b] оралиқдаги мос интеграл 
ЙИҒИНДИСИНИ ёзамиз:

a ^ [ f ( l k) ± g ( l k) ] A x k =  
k=0

=  2  f & )  ± 2 8  ̂ д * * = a i ± a --
k=0 k—0

Бундан ‘к р ' + О  да қуйидагига эгамиз:
b b

lim о =  lim сгх±  lim o2 =  j f ( x ) d x ±  I g (x ) d x»
K p -*■ 0 Tip—»-0 Xp->0 -J ^

Бу изланган формуланинг ўринли эканини англатади.
1-н а т и ж а .  Агар /Дх), /2(х), *frtW функцияларнинг хар би

ри [а, Ь] оралиқда интегралланувчи бўлса, у холда ушбу

cJi(x) +  c j 2(x) +  — Сп fn (х) (с(=  const, I =  1, 2, п)

функция хам шу ораликда интегралланувчи булади ва 
ь

j  [CiЛ (jc) -г c,f2 (х) -f . -  сп fn{x)]dx =
а

Ь b Ь

--= Ci j' Л (*) d.v+c2 j '  f 2 (х) dx +  • —сп f  fn(x) dx
a a a

формула ўринли бўлади.
Бу натижанинг исботи юкоридаги 3°- ва 4°- хоссалардан келиб 

чикади.
6° Агар f{x) ва g(x) функциялар [а, Ъ] оралиқда интегралланув

чи бўлса, у холда f{x)-g(x) функция хам шу оралиқда интегралла
нувчи бўлади.

И с б о т .  f{x) ва g(x) функциялар [<а, b\ оралиқда интегралланув
чи бўлсин. У ҳолда интегралнинг мавжудлиги хакидаги теоремага 
кўра

гг-1

lim [SAP) -  sf (P)] =  lim У  (Mk — mk) Axk =  0, (9.32)
%p -+о hP-*°£?o

n-l
lim [S(£P) — s,(P*) *  lim V  (M’k — mk)Axk =  0. (9.33)
\p-+ 0 " Xp ~*°k^

Аввал барча x£ [a, 6] лар учун f(x) >  0,  (x) >  0 деб қарайлик. 
У ҳолда xfc+il учун

0 <  тк <  /(л-) <



тенгсизликлар ўринли бўлиб, ундан куйидаги
О <  тк■ т'к <  f(x)■ g(x) <  M k■ M'k

тенгсизлик келиб чиқади.
Равшанки, [xk, ik =  О, I, n — 1) ораликда fix)g(x)

функциянинг қуйидаги аниқ чегаралари:

m°k =  inf{/(x)-g(x)},

М°к =  sup {/(*)•£(*)} 

мавжуд бўлиб, улар учун
mkmk <  m°k <  М°к <  MkiWk 

тенгсизликлар ўринли бўлади. У холда куйидаги

Щ  — К  <  MkM ’h -  mkmk =  М ‘к (Mk — тк) +  тк (M’k—mk),

М  =  sup {/ (ж)} >  М к, М'  =  sup {g  (л:)} >  Мк
а<х<Ь а<х<Ь

тенгсизликларни эътиборга олиб (/ (х) ва g  (х) функциялар [а, Ь] да 
чегараланганлиги учун /W< УИ' <  оо бўлади), топамиз:

s s 4 p ) -  5ы  ^  =  2  { м > -  Ах* <  k=0

<  М  ' 2  (Мк — mk)Ахк +  М  V  (Мк — тк) Ахк. 
k=o *=о

Энди (9.32) ва (9.33) [муносабатлардан фойдалансак, у ҳолда қу- 
йидаги

л—1

тенглик келиб чикади. Демак, f(x)-g(x)  функция [а, Ь] оралиқда 
интегралланувчи.

Энди f(x) ва g(x) функциялар ихтиёрий интегралланувчи функ
циялар бўлсин. Бир томондан V  *€ [а, Ь] лар учун

fix) — inf {/ ix)} =  f{x) — m >  0, 
gix) — inf {g  (л:)) =  g(x) — m's*0  

тенгсизликлар ўринли. Иккинчи томондан,
fix) ■ gix) =  [/(*) — m] fe(x) — m'} +  mgix) +  m'f (x) — mm' деб 

ёза оламиз. Юқорида исбот этилганига хамда 4°-хоссанинг на- 
тижасига (1-натижага қаранг) кўра, f ix )g ix)  функция [a, b] opa- 
лиқда интегралланувчи бўлади.

4°- ва 5°- хоссалардан қуйидаги натижа келиб чиқади.
2 - н а т и ж а .  Агар fix), g(x) функциялар [a, fe] да интегралла-



нувчи ва g (л) >  d >  0 бўлса, у ҳолда J-±J- (фикция хам [a, f>] opa-
8 (*)

лиқда интеграллануьчи булади.
3 - н а т и ж а .  Агар fix) функция [а, Ь] ораликда интегралланувчи 

бўлса, -y-n^N учун [/ (х)]п функция ҳам шу ораликда интегралла
нувчи бўлади.

7°. Агар /(jc) функция [я, Ь) ораликда интегралланувчи булиб,
Y  хЦ[а, Ь] лар учун / ( х) :> О бўлса, у х.олда

f  f ( x ) d x >  О (a<b)
С

бўлади.
И сб о т .  Таърифга кўра ушбу

п-\
lim <т =  lim " У / ^ Д х *
лр->0 х Р _ 0 ^ о

лимит мавжуд. Модомики, Y x£ \а, Ь] лар учун /  (л) >  0 экан, унда

ва

бўлади. Демак,

*=о 

ъ
j /  (х) dx^zO.

4 - н а ти ж а .  Агар f(x) ва g (х) функциялар [а, Ь] оралиқда ин
тегралланувчи бўлиб, Y  х£ [а, b) лар учун |/  (л) <  g  (х) тенгсизлик 
ўринли бўлса, у холда ушбу

ь ь
( f{x) dx <  j  g ix) dx

a a

тенгсизлик ҳам ўринли бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, f{x) ва g{x)  функциялар [а, b] да интегралланув

чи бўлганидан g  (x) — / (x) >  0  функциянинг интегралланувчилиги 
4- хоссадан келиб чиқади. 6 - хоссага кўра бу х.олда

f  lg (x )  — f ix ) ]d x >  О
а

тенгсизлик келиб чикади. Бундан изланган тенгсизликка эга бў- 
ламиз.

5 - н а т и ж а .  (Кош и—Б у н я к о в с к и й  т е н г с и з л и г и ) .  Агар 
f(x) ва g ix)  функциялар [а,Ь\ ораликда интегралланувчи бўл-



са, у холда (юкоридаги хоссаларга кура) ушбу f(x\ — ag{x) (а — 
ихтиёрий узгармас) функция хам [а, b\ оралиқда интегралланувчи 
булади ва

ь
J  [/(*) — a g ( x ) ] 2dx >  О
а

тенгсизлик урин ли.
Демак, ихтиёрий ўзгармас а  сон учун

ь ь ь
“ 2 f ё 1 (х) dx — 2а $ fix) g  (х) d x +  J  /2 (х) d x > 0

а а а

тенгсизлик ўринли. Бу тенгсизликнинг чап томонидаги ифода а  га 
нисбатан квадрат учҳад булиб, у а  нинг барча ҳақиқий цийматла- 
рнда манфий эмас. Демак, бу квадрат учхаднинг дискриминанти 
мусбат эмас, яъни

[ f  /  (*) ё  (х) d x j  — [  f2{x)dx f g 2 (x) d x < 0 .
a a a

Натижада қуйидаги
ь Г~ь Г~ь
[  f (x) g(x) dx  < | /  $ f 2(x)dx- Y  f  g2 (x) dx  (9.34)

1 'a a

тенгсизликка келамиз. Бу тенгсизлик Koiuu—Бунякозский тенгсиз- 
лиги деб аталади.

8° Агар f(x) функция [а, Ь] оралиқда интегралланувчи булса, у 
ҳолда 1/Ч*)| функция хам шу оралиқда .интегралланувчи булади ва

ь
f  f ( x )d x

тенгсизлик ўринли бўлади.
И с б о т .  f (x)  функция [a, b] о pa лик,да интегралланувчи булсин. 

У холда V  в >  0 олинганда ҳам шундай 8 >  О сон топиладики, 
[а, Ь] оралиқни диаметри Кр <  6 бўлган хар қандай Р =  
{х0, x-L, хп} бўлаклашга нисбатан

S ( P ) - s ( P ) = 2 ® * A*fc<*
ft=0

булади, бунда ®k— /  (.v) функциянинг [хк, xk+l ] оралиқдаги тебра
ниши.

Равшанки, V * '6  [a, b], у  х" £ [а, Ь] лар учун қуйидаги

ll/M  1 - 1 / 0 0 II < ! / ( * ' ) - / ( O I
тенгсизлик ўринли бўлиб, ундан

sup II fix') \ — 1 /0 0 II <  sup I/ (*') — / (*") \



тенгсизлик келиб чик.ади. Демак, <ot < © A, бунда &ь— 1/ (х) | функ
циянинг [хк, хА+)] даги тебраниши. Натижада

П—1_ Л—1
s \}i(p ) — sm =  2  А х к < ^ а кАхк < &

k = 0  k = 0

булади. Бундан |/ (*) | функциянинг [я, Ь] ораликда интегралланувчи 
бўлиши келиб чиқади.

f(x) ҳамда \f(x)\ функцияларнинг [fl, b] оралиқдаги интеграл йй- 
ғиндиларини ёзамиз:

° = 2 ^ * )А **’k=0

k—0
У холда

i ° i =  2 ^ (~*)Ajc* i= 0 к=0
бўлади ва Кр ->  0 да лимитга ўтиб изланган тенгсизликнинг ўринли
эканига ишонч хосил киламиз.

8- §, Ўрта ҳиймат ҳаҳидаги теоремалар

}(х) функция \а, Ь] ораликда аниқланган ва чегараланган бул
син. У ҳрлда [а, Ь] ораливда

т =  inf { /  (jc)}, М  =  sup { /  (jc)}

мавжуд ва V j c £ [ o ,  b] учун
m < f ( x ) < M  (9.35)

тенгсизликлар ўринлн бўлади.
6 - т е о р е м а .  Агар f(x) функция [а, b\ оралщда интегралла

нувчи бўлса, у  ҳолда шундай ўзгармас p. ( m <  ц. < у Й )  сон мавжуд
ки, ушбу

ь
I f (x)dx =  \x(b — а)

а

тенглик ўринли булади.
И с б о т .  (9.35) тенгсизликлардан 3 - натижага кўра топамиз: 

ь ъ ь
j mdx <  J  f(x) djc< j  Mdx.

a a a



т ф  — а) <  j  fix) dx <  М {b — а).

Бу тенгсизликларни Ь — а >  0 сонга бўламиз:
ь
j  f  (*) dK

Л ------- </И .
Агар

Ь — а

Ц:
f  (х)  d x

Ь — а
деб олсак, у ҳолда изланган тенглик келиб чиқади.

6 - н а т и ж а .  Агар f(x) функция [а, Ь] ораливда узлуксиз булса, 
у ҳолда бу ораликда шундай с(с£ (а, b\) нуқта топиладики,

ъ
\ f { x ) d x  =  f{c) ф - а )  (9.36)

а
тенглик ўринли булади.

И с б о т .  f{x) функция [a,b\  оралиқда интегралланувчи. Демак,
ь

6 - теоремага кўра j / (х)d x =  ц ф — а) тенглик ўринлибулади (бун

да т <  р, <  М).
Больцано—Кошининг иккинчи теоремасига (5- бобдаги б- теоре

мага каранг) асосан [а, Ь] да шундай с нуқта топиладики,
/(С ) =  |Х

булади. Бундан (9.36) тенглик
нинг уринли экани келиб чикади. 
(9.36) тенглик [а, Ь] оралиқда 
fix)  >  0 булган ҳолда содда гео
метрик маънога эга. Маълум

ки, ушбу J  f(x) dx  аниқ интег

рал эгри чизиқли трапециянинг 
юзини ифодалайди (53- чизмадаги 

53- чизма. аАВЬ трапепияга царанг). Энди
fix) >  0 бўлганда шу эгри чизик

ли трапециянинг юзи асоси Ь—а га, баландлиги f (c) га тенг бўлган 
тўғри тўртбурчакнин юзига тенг (53- чизмада аА'В Ь тўғри тўртбур- 
чакка каранг).

7 - т е о р е м а .  Агар f(x) еа g(x) функциялар [а , Ь] оралшфа ин- 
тегрсьгмнувчи булиб, (x) функция шу оралшфа уз ишорасини ўз- 
гартирмаса, у  холда шундай узгармас |л (т< |х < М ) сон мавжудки, 

ь * ъ
Г fU)  g(x)dx  =  (х f g  {x)dx (9.37)

а а



тенглик ўринли булади.
И с б о т .  А нщ  интегралнинг 5 -хоссасига асосан f(x)g{x) функция 

[а, b] ораликда интегралланувчи булади. Энди g(x) функция [а, Ь] 
ораликда манфий булмасин, яъни у-х£[а,Ь]  лар учун g(x) >  0 бул
син, дейлик. У ҳолда m < / ( x ) < A f  тенгсизликларни £(л) га кў- 
лайтириб, сўнгра хосил булган ушбу

mg (х) <  /  (л) g  (х) <  M g  (х)
тенгсизликларни [а, Ь] ораликда интеграллаб топамиз:

? ь
т j g(x)dx<  j" /(х) g{x) dx j g (х) dx. (9.38)

а * а
Икки ҳолни қарайлик:

1/
a) j g(x )dx  — 0 булсин. У ҳолда

а

\ f ix)g(x)dx  =  О
О

бўлиб, бунда fi деб <  /И тенгсизликларни каноатлантирувчи 
ихтиёрий «онни олиш мумкин.

Ь
Щ J ^ ( x ) r f x > 0  булсин. Бу ҳолда (9.38) тенгсизликлардан

ъ
j f i x)8(x)dx

т <  Л------ '-------- <  Мь
]' e(x)dx 
и

бўлишй нелиб чикади. Агар
ь
I fix) Б(х) dxа

I’ gix) dx
а

деб олсак, унда
ь ь
j" /  (х) g(x)dx =  ц J  g  ix) dx

о a

булади.
[a, b] оралиқда gix) <  0 бўлганда (9.37) формула худди шунга 

ўхшаш исботланади. Теорема исбот бўлди.
7 - на т и ж а .  Агар [а, Ь] ораликда f  ix) функция узлуксиз, g ix) 

функция интегралланувчи бўлса, ҳамда шу ораликда gix)  функция 
ўз ишорасини узгартирмаса, у ҳолда шундай с (с £ [а, Ь]) нук.та то
пиладики,



f / ( * ) £  (x)dx =  f ( c ) J gix)dx
'a  a

тенглик ўринлн бўладн.
Бу натижанинг исботи (9.37) тенгликка асосланади.

9- §. Чегаралари ўзгарувчи бўлган аниқ интеграллар

f{x) функция [a,b\ оралиқда {интегралланувчи булсин. У ҳолда 
аниқ интегралнинг 1°- хоссасига кўра f(x) функция исталган [а, х]с: 
a[a ,b \ (а<  х <  6) ораликда ҳам интегралланувчи булади. Равшанки,

j' f i t )dt  
а

интеграл х га боғлиқ. Уни Fix) деб белгилаймиз.

f i x )  =  /  f(t)dt.
а

Энди f(x) функцияга кура Fix) функциянинг хоссаларини (уз
луксизлиги, дифференциалланувчи бўлишини) ўрганамиз.

8- т е о р е м а .  Агар fix) функция [а, Ь] оралщда инпъгграалхтув- 
чи бўлса, Fix) функция шу оралшфа узлуксиз бўлади.

И;сбот. fix) функция интегралланувчи бўлгани учун sup |Дх)| =  
=  A f < o o  бўлади. Y  х€  [a, b] нуқта олиб, унга шундай Дх >  О 
орттирма берайликки, х +  Ах£ \а, Ь] булсин. У холда Fix) функция
нинг орттирмаси учун қуйидагига эга бўламиз:

Х+ДХ Ж x -f Дх
A F i x ) = F  (х +  Дх)—F (х) =  j  f(t) dt  — J  f  it) d t— f i t )  dt.

a  a  x

Ани  ̂ интегралнинг 7°-хоссасидан фойдаланиб топамиз:

|ДҒ(х){ =
х + Д х х + Д х  х + Д х

Демак, ,.ч
IAF (x) I <  M Ax.

Бундан эса
lim ДҒ(х) =  О

Ддг-^+О

лимит келиб чиқади. Ах <  0 бўлганда ҳам худди юқорндагига ўх- 
шаш П тД /’(х) =  0 булиши кўрсатилади. Бу эса Ғ{х) функциянинг

ДХ-*»—О
х£[а,Ь\  нуктада узлуксизлигини билдиради. Теорема исбот бўлди.

9 - т е о р е ма .  Агар f{x) функция [а,Ь\ орапифа интегралланув
чи бўлиб, х0 £ (а, b) нуқтада узлуксиз булса, у ҳолда Ғ(х) функция 
xQ нуқтада дифференциалланувчи булади ва



И с б о  т. Ғ (х) функииянинг х0 нуктадаги орттирмаси:
Xe-h&X

A F W =  J ' / ( /)Л  ( Ax>0)  
i.

ни олиб, куйидаги

— / wAx
айирмани қараймиз. Аниқ интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб 
топамиз:

Яо+Д* х  e -f  Дх
А Ғ ^  _ / w = = _L[  j  / ( 0 Л _ /(д-о) I  d t y

Л0 Хо
xe-f ДдгJ i m - K x M  di.

A  JC

Бу муносабатдан
дг*-4"Д*

^  j  j / ( 0 - / ( * o ) | < «  (9-39)
Jto

тенгсизлик келиб чиқади.
Шартга кўра /  (x) функция x0 нуктада узлуксиз. Таърифга асосан;

Y  £ >  0 олинганда ҳам шундай 6 >  0 сон топиладики, |х — я0|<  6 
бўлганда | f(x) — f(x)0 \ <  е булади. Агар Д х < 6  деб олсак, у ҳолда
V *€!*o. * о + А*1 учун

1 / (0-- /  (хо) I <  е
булади. Натижада (9.39) тенгсизлик қуйидаги

ДГо+А*

- / ( * > |< £  j '  dt еД*

курииишга’келади. Демак,
I А Ғ ( х а)

I А*
Бундан

—  / ( * о )  < е .

lim
д * -> + о  А х

ЯЪНИ

F  (х0 +  0) =  /(.v0) 
тенглик келиб чиқади. Юқоридагидек, A x < 0  бўлганда

1:m Af(*o) г / ,  ч



тенглик хам ўринли булиши кўрсатилади. Теорема исбот бўлди.
Агар f  (х) функция [а, Ь] оралиқДа интегралланувчи бўлиб, х =  а 

ва х =  b нуқталарда узлуксиз (бунда функциянинг х — а да ўнгдан, 
х — Ь да эса чапдан узлуксизлиги тушунилади) булса, у ҳолда

F' (a-f  0) =  / (а  +  0), Ғ' ( 6 - 0 )  =  f{b -  0)
булиши юқоридагига ўхшаш кўрсатилади.

8- н а т и ж а .  /  (х) функция [а, Ь] ораливда узлуксиз булса, у ҳолда 
V * € [ a ,  £>1 учун

F' ( x )~ f ( x )
булади.

Демак, F(x) функция f(x) нинг [а, Ь\ даги бошланеич функ
циям.

Энди қуйи чегараси ўзгарувчи булган аниқ интегрални қарай- 
миз. f{x) функция [а, Ь] оралицда интегралланувчи булсин. У ҳол- 
да бу функция [х, Ь] <г[а, &] (а <  х <  b) оралицда қам интегралла
нувчи ва бу интеграл х  га боғлиқ булади. Уни

Ф(х) =  f  f(t )dt
X

деб белгилаймиз. Аник интеграл хоссасидан фойдаланиб топамиз:
Ь я b
J7 (t)dt=  f f ( t ) d t +  f f (Qdt  = F(x)Q-4>(x) ( а < х ^ f>).

а а х

Бундан эса

Ф(х)= j f ( t ) d t - F ( x )
а

булиши келиб чикади. Бу тенглик, Ф (х) функциянинг хоссаларини 
f  (x) ҳамда Ғ{х) функцияларнинг хоссалари орқали ўрганиш мумкин- 
лягини кўрсатади. Жумладан, агар f(x) функция [a, fr| ораликда 
узлуксиз бўлса, у холда

ф'(х) = - ! ( х )  
ь

булади. Ҳақиқатан ҳам, бу ҳолда ^/ (t) dt мавжуд ва у чекли сон,
а

Ғ(х) функция эса юкорида келтирилган теоремага кура {а, Ь\ да Ғ'(х) 
ҳоснлага эга булиб,

Ф' (х) =  ( / f W d t ) ' ^  ( J  f ( t ) d t - F ( x ) ) '  -  - F ' ( x )  -  - f(x)
x a



Интеграл мавзусининг асосий масалаларидан бири функция ин- 
тегралининг мавжудлиги бўлса, иккинчиси — функция интегралини 
ҳисоблашдир.

Биз f(x) функциянинг [a, b] оралиқдаги аниқ интегралини интег
рал йиғиндининг чекли лимити сифатида таърифлаган эдик. Юқори- 
да айтиб ўтганимиздек интеграл йиғиндининг лимити тушунчаси 
мураккаб характерга эга бўлиб, уни ҳисоблаш, ҳатто содда ҳоллар- 
да (шу бобнинг 2- § да келтирилган мисолга каранг) хам анча қи- 
йин булади.

Тўғри, f(x) функциянинг интегралланувчилиги маълум бўлса, 
унда интеграл йигиндининг лимити [а, Ь] оралиқни бўлаклаш усу
лига хам, ҳар бир бўлакда олинган 1к нукталарга ҳам боғлиқ бўл-

ь
май, Xp 0 да ягона / 17 =  j f(x) dx j сонга интилади. Бу хол

а
[а , Ъ] ораликни бўлаклашни хамда \.к нукталарни интеграл йиғинди 
ва унинг лимитини ҳисоблашга қулай қилиб олиш имконини бера
ди. Натижада функция интегралини топиш учун бирорта бўлаклаш- 
га нисбатан интеграл йиғиндининг лимитини хисоблаш етарли бў- 
лади.

ъ
Масалан, ( xdx интегрални хисоблайлик. Бунда f(x) ~  х  бўлиб,

a
у [a, Ь] ораликда узлуксиз. Демак, бу функция [а, Ь] да интеграл
ланувчи. [а, 6] ораликни ушбу

Р =  {а, а-т а п, а +  2a,,, a - f  kan, а 4- пап =  Ь}

бўлаклашни олиб, хар бир [a +  kan, a - f  (k -j- 1) а п] бўлакда =  

=  a +  kan деб караймиз, бунда a n=  - — —. У ҳолда

a -■= 2  /  (5*) Ахк =  2  (a +  k ’ а п К = а  я 2 ( a + 'k "“ «) =
k=0 k =0

=  an К na-\-atl(\ +  2 +  3-Г  . +  (я — l))J —
b2—a2 b — a

Бундан

Демак,

, b — a (n — 1)я 
па + -------  ---- ----- a .

l ima  =  lim
oc„ -*0 a„ ->0

fr2—a2 b — a 1 b* — a?



Умуман, кўп холларда функцияларнинг интегралини таърифга кў- 
ра ҳисоблаш кийин бўлади. Шунинг учун интегралларни хисоблаш- 
нинг амалий жиҳатдан қулай бўлган йўлларини топиш зарурияти 
туғилади.

1. Н ь ю т о н —Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  Ушбу бандда, функ
цияларнинг аниқ интегралларини хисоблашда кенг қўлланадиган 
формулани келтирамиз.

Маълумки, /(jc) функция [я, Ь] ораликда узлуксиз булса, у ҳолда

F W =  \ f { t ) d i
а

функция шу ораликда /(х) функциянинг бошланғич функцияси бу
лади. Бу бир томондан.

Иккинчи томондан, f(x) функциянинг ихтиёрий бошлангич функ
цияси Ф(х) берилган бошланғич функция Ғ(х) дан ихтиёрий узгармас 
қўшилувчига фарқ килади, яъни

Ф (х) =  Ғ (,v) +  С (С — const)
булади. Демак,

Ф ( х ) =  | / ( / ) Л + С .
а

Бу тенгликдан, аввал х =  а деб,
Ф (а) =  С, (9.40)

сўнгра X =  b деб,
ъ

Ф (6) =  J' f ( i ) d t + C  (9.41)
а

тенгликларни топамиз. (9.40) ва (9.41) тенгликлардан ихтиёрий бош- 
ланғич функция Ф(х) учун ушбу

ь
 ̂ f (x )dx^<P(b)  — Ф(а) (9.42)

а
формула келиб чикади'. Бу (9.42) формула Ньютон—Лейбниц фор

муласи деб аталади.
Одатда, (9.42) тенгликнинг ўнг томонидаги Ф(Ь) — Ф(а)  айирма

Ф(*)|^ каби ёзилади:

Фф) — Ф(а) =  Ф(х) lfc
Демак,

ъ
j  [ (х)Лх =Ф {х)  I'



2 . У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у л и .  / ( jc)  функция
[а, Ь\ ораликда аниқланган ва узлуксиз булсин. Бу ҳолда / (х) функ-

ь
циянинг аник интеграли [ f (x)dx  мавжуд булади. Кўпинча узгарув-

а
чини алмаштириш натижасида берилган интеграл ундан соддароқ 
интеграл га келтирилади.

Фараз килайлик, аник интегралда ўзгарувчи х  ушбу х =  qp (t) 
формула билан алмаштирилган булиб, бунда куйидаги шартлар ба
жарилган булсин:

а) ф(0 функция бирор [а, Р] оралиқда аниқланган ва узлуксиз, 
t  ўзгарувчи [«, pj оралиқда ўзгарганда ф (/) функциянинг киймат
лари [а, b\ оралиқдан чиқмайди;

б) ф (а) =  о, фф) =  6;
в) ф (0 функция [о., р] ораликда узлуксиз ф'(t) хосилага эга. У 

ҳолда

( f ( x ) d x ^  \ (9.43)
л а

тенглик ўринли бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, f(x) функция [a, b] оралиқда узлуксиз бўлгани 

учун шу ораликда бошланғич функция Ф(х) га эга булиб, (9.42) 
формула ўринли.

[а, р] ораликда Ф(ф (0) функцияни карайлик. Бу функция [a, PJ 
ораликда узлуксиз булиб, унинг хосиласи (6.5) формулага кўра қу- 
йидагича ёзилади:

[Ф(ф(/))1' =  ф ' ( ф ( 0 ) ф' (0-
Кейинги тенгликдан Ф' (х) =  /  (х) эканини эътиборга олиб топамиз:

[Ф(ф(0)Г =  / ( ф (9)-ф' (0-
Бу эса Ф(ф(0) функция [ос, (5] да /(ф (О )ф ’(О функциянинг бош- 

ланғич функцияси булишини билдиради. Ньютон—Лейбниц формула- 
сига кўра,

f  /  (Ф (0) • Ф' (0 dt  =  Ф (Ф (Р)) -  Ф (Ф (сс)).
ОС

Буни б) шартдан фойдаланиб ушбу
в
)'/ (<р (/)) -ф' (/) dt  =  Ф (Ь) — Ф(а) (9.44)

а

кўринишда ёзиш мумкин. Шундай килиб, (9.42) на (9.44) муноса
батлардан (9.43) тенглик келиб чиқади.

М и с о л .  Қуйидаги



f V 1 —x2 dx 
o

интегрални ўзгарувчинн алмаштириш усули билан хисобланг. Бу ин
тегралда x =  s \n i  алмаштириш бажарамиз. У холда (9.44) формула
га кура топамиз:

{  л /2  л /2

J V 1 —х 2 d x =  I Y 1 — sin2/ • cos t dt =  | cos21 dt =
0

я
л
2

Я

> =  T“  I  [ r  +  T cos 2 ' ]л  “  [ t ' +  T sin 2']

3; Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у л и .  u(x) ва v (x) функция
ларнинг ҳар бири [о, b] ораликда узлуксиз и'(х) ва и'(.г) хосилалар
га эга булсин. У холда

ь ъ
I и (лг) dv (х) =  [ы(лг) • v(x)] jo ~  f v  (-'•') du (х) (9.45)

а а
формула ўринли.

Ҳақиқатан ҳам (6.9) формулага кўра

[u(x) 'V(дс)]' =  и'(х)■ V(х) +  и(х) ■ v' (л).
Демак, u(x)v{x)  функция 1а, Ь] ораликда [u'(x)v(x) -f  и (x)v' (х) 

функциянинг бошланғич функцияси бўлиб, Ньютон — Лейбниц фор- 
муласига кура

ь
J  [ и (х) V (х) -Г- и (x)v’ (x)]dx =  [и (x)-v (х)] | *
с

булади. Аник интеграл хоссаси дан фойдаланиб топамиз: 
ъ ъ
j V (х) • и' (х) dx +  j" и(х) V (х) dx =  [и (х) • v (х)] I* *
Ь а

Бу тенгликдан эса (9.45) формула келиб чикади.
b ь

(9.45) формула J и (дг) dv (jc) интегрални ҳиеоблашнн | v{x) du (jc)
в а

интегрални хисоблашга олиб келади. Бунда и{х) хамда dv{x) ларни
ь

шундай танлаш лозимки, | v(x)du(x)  интеграл имконият борича
а

шодда хисоблансин.‘ о
/*•

М и с о л л а р .  1. I In х dx интегрални хисобланг.
Г

Агар и (jc) =  In х , dv (я) =  dx деб олинса, у ҳолда



du =  —  dx , и (x) = x
A*

бўлиб, (9.45) формулага кўра топамиз.
2 2

J In xdx == x In x  ̂ Л- —  dx =  x In л: jl —

2. /я=  j's innxdx интегрални ҳисобланг, бунда я =  О, 1, 2,

— cos х
Jo

Бу интеграл, хусусан п =  0, /г=  1 бўлганда осонгина хисобланади:
я л  я
2 2 Т

А> =   ̂dx =  — , /! == \ sin х dx =  
о 2 о

я >  2 бўлганда берилган интегрални
Я/2 Я/2

l n — j' sin" xd x =  I sin"-1 xd (— cos x)
о 0

куринишда ёзиб, унга бўлаклаб интеграллаш формуласини қўллай- 
миз. Натижада

/  =  (— sin" l x-cosx) +  (я— 1) j sin" 2x-cos2xdx =
0

я
о

= (я — 1) Js in "” 2x(l — sin2x)dx =  (n — 1)J sin n~ [xdx—

я
'г

я
2

— (/г — 1) J  sin n xdx =  (n — 1 )In_ 2 — {n — 1) In

булиб, ундан ушбу

(9.46)

рекуррент формула келиб чикади. Бу формула ёрдамида берилган 
интегрални я =  2, 3, бўлганда кетма-кет хисоблаш мумкин. Биз 
қуйида п — жуфт ва тоқ бўлганда берилган интегралнинг қиймати- 
ни келтирамиз:

п =  2т — жуфт сон бўлганда

2т — 1 2т—3



(2т— ])!! л  
2(2т)\\

п — 2т 4- 1 — ток сон бўлганда

2т 2т — 2
h m + l  2 т  +  1 2т —- 1 

(2 т)!! 
(2т +  1)1!

—  ±  JL  /  =
7 5 3

(9.48)

Бунда т\I символ т дан катта булмаган ва у билан бир хил жуфт- 
ликка эга бўлган натурал сонларнинг кўпайтмасини билдиради. 

Шундай қилиб,
Л
~2
J  sin" xdx =  
о

Хусусан,

(2 m — 1)!! л  п
~(2т)И~ у >  агаР п=2т  жуфт булса,

(2 т)П 
(2т +  1)!!

, агар п =  2 /п +  ] тоқ бўлса.

_ЭТ
2
j  sin2 xdx =  -р ,

Г sin3xdx =
i  з

4. В а л л и с  ф о р м у ла с и .  Юқорида келтирилган 2 - мисолдан 
фойдаланиб, л сонини ифодаловчи формулани келтирамиз. Равшанки,
0 < х <  у  бўлганда

sin2n+' * <  sin2" х <  sin2"-1 х (п — 1 ,2 , . . .)
Гтенгсизликлар урин ли. Бу тенгсизликларни 0, ^  оралиқда интег- 

раллаб

2
л
2

j" sin2n+I xdx <  j" sin2" xdx <  [ sin2n 1 xdx,

сўнгра (9.47), (9.48) формулалардан фойдаланиб топамиз: 

Бундан

(2 л)!!_ ,  (2п— 1)!! _я (2п—2 )!! 
(2 л + 1)П (2 /1)!! 2  (2 п - 1)!1

Г (2п)Ч 1* __ 1 _  ^  л_ <  Г (2п)II Y  1
[(2 п — l)!!j 2 л +  1 2  [(2 /г — l)!lj 2п



тенгсизликлар келиб чикади. Аммо бу тенгсизликларнинг чеккаларн- 
да турган ифодалар айирмаси

Г (2fi)!! I2 J ___ Г (2/1)!!
|_{2/г —  1)! !J 2/1 [ ( 2 / 1 — 1)!!

I
2/1+ 1<

булиб, п

J_2/i)
1(2 п

ос да нолга интилгани учун ушбу

— =  lim
2 п—* о

7i)!! 12 1 1 л  1 
— 1)!!j 2п 4- 1 2/1 2 2/1 

<1 учун 
>/■)!! 12 
-1)!! ]

формула урннли булади. Демак,
л .. 2 2 4 4— =  И Ш ------ - —
2 1 3  3 5

2 п 2п (9.49)
2 п — 1 2л-

Бу (9.49) формула Валлис формуласи дейилади.

11-§. Аниқ интегралларни тақрибий хисоблаш

Биз юкорида интеграл остидаги функциянинг бошланғич функ
цияси маълум бўлса, аниқ интегрални Ньютон — Лейбниц формуласи 
ёрдамида хисоблаш мумкинлигини кўрдик. Аммо бошланғич функ
цияни топиш масаласи доим осонгина хал бўлавермайди. Агар ин
теграл остидаги функция мураккаб бўлса, тегишли аниқ интегрални 
ҳисоблашнинг тақрибий усулларини қўлланиш лозим. Бу усуллар 
интеграл остидаги f (х) функцияни уни тақрибий ифодаловчи кўпҳад 
билан алмаштиришга (/ (х) ж Рп (х)) асосланади. f {х) функция [а, Ь] 
оралиқда аникланган ва узлуксиз бўлсин. 6 -бобнинг 7-§ ида эсла- 
тиб ўтилган функцияни кўпҳад билан якинлаштириш ҳақидаги Вей-

g
ерштрасс теоремасига асосан, у  е >  0 сон олинганда хам :----- сонга

кура шундай Рп (х) купхад топиладики,
Ь — а

У  х £ [а, Ь] лар учун

| /  (х) — Р п W K - 5-Ь — а
ь ь

тенгсизлик ўринли бўлади. Бундан ^Рп (.т) dx интегралнинг j” f (х) dx
а а

интегралга якинлашиши келиб чикади. Ҳақиқатан хам, аниқ интег
ралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз: 

ь ь ь
f  f (х) dx — [  Рп (х) dx =  j* [/ (х) — Рп (х)] dx

и
Г I f (x )  — P  (х)! dx <  ~ ~  [Ь — а) =  е. 

J " Ь — а



b b

f /  (jf) d x №  [  Pn (x) dx (9.50)
a a

тақрибий формулага келамиз.
Масалан, [0, 1] ораликда аникланган ва узлуксиз булган функ

циянинг j  f  (х) dx  интегралини тақрибий ифодаловчи формула топиш 
о

талаб этилсин.
Ушбу

k \ r>h _ъ /t nh4

k=̂ 0

кўпҳадни қарайлик. Одатда, бу кўпҳад Бернштейн кущади  деб ата
лади. Ушбу курснинг «Функционал кетма-кетликлар ва қаторлар» 
бобининг 10-§ ида п - +  оо да Бернштейн кўпҳадининг [0, 1]оралиқда 
/  (х) функцияга текис яқинлашиши, яъни у  е >  0 олинганда ҳам 
V * € [ 0 , 1] учун

If ( x ) - B n (х)I< е 

тенгсизлик уриили булиши исботланади.

(9.50) формуладан фойдаланиб топамиз: J  /  (лг) dx «  1'Вп (х) dx=
ъ о

1

-  и 2 '  ( i ) <’ -*>"-*] 2  / (7 ) Ч J *■ <’ -0 Л=0 k=0 о
— x)n~ k dx.

о
я—А

1
Энди h  =  I x k (1— jc)"- * dx, k ---0, 1, 2, n интегралларни

ҳисоблайлик. Булаклаб интеграллаш усули (и =  хк , d v = (  1—x)n k dx) 
билан ушбу

к = * 2, 3, - ,п
R П —  k  +  1 * 1

рекуррент муносабатларни ҳосил қиламиз.
Бу муносабатлардан V k учун

Скп h  =  — ------------- ------ h  , =  Ск- ] L  . =  с * -2 L  , =л (п—А)! п — А-1-1 л л

келиб чиқади. Буни эътиборга олсак, берилган аниқ интегрални тақ- 
рибий ифодаловчи куйидаги



формула ҳосил булади.

[ f (x) dx  интегрални тақрибий хисоблаш йўлларидан яна бири
а

интеграллаш оралиғи (а, Ь] ни п та тенг бўлакка бўлиш ва ҳар бир 
бўлакда /  (х) функцияни

1) С — const;
2) Ах - f  В (А, В — ўзгармас);
3) Ах2 -Ь Вх -г С (А, В, С — ўзгармас)

куринишдаги, яъни нолинчи, биринчи ва иккинчи даражали кўпҳад- 
лардан бири билан алмаштиришга асосланган. Биз бу холларни ало-

ҳида қараб, j /  (х) dx интегрални тақрибий ифодаловчи тўғри тўрт-

бурчаклар, трапеция ва параболалар (Симпсон) формулаларига кела
миз.

1. Т ў ғ р и  т ў р т б у р ч а к л а р  ф о р м у л а с и .  f  (х) функция 
[а, Ъ\ оралиқда аниқланган ва узлуксиз бўлиб, унинг

интегралини тақрибий ҳисоблаш талаб этилсин. Аввало V  * £ [a, fc] 
учун

ъ

а

Ъ
/  (х) dx

Л

/(*)«/ (~2~) = const
деб олиб, қуйидаги

ъ
(9.51)

а
формулани ҳосил қиламиз. Бу 
тақрибий формула (54- чизма) 
/ ( 4 > 0  булганда аАВЬ эгри 
чизиқли трапециянинг юзини 
аА'ВЪ тўғри тўртбурчак 
юзи билан алмаштирилишини 
кўрсатади. (9.51) формуланинг 
аниқлигини ошириш мақсади- 
да Iа, Ь] оралицни а =  х0, хА, 
х2> хп- р  xn ==b нуқталарх2> хп - 1» xn =  b нуқталар 
ёрдамида п та тенг бўлакка 
бўлиб, ҳар бир [xk> xk+]] бў- 
лакда (9.51) формула қў л ла
ни лади. У холда



/ -L \
f f  (x) d x x t f  ( ^ —p ± l  j (Xt+i — x4) == b- ~  f  (xfc+± )

*k 2 
булади, бунда

. , b — a ~ л'аг+ * 64-1 , Л , 1 \  b — a
= “ T i‘ +i)  — •

xk+l— xk =  (fe =  o, 1 , 2 , n — 1 ).
rt

Натижада қуйидагига эга бўламиз:

Г /  (x) dx =  I /  (x) dx -г j f  (x) d x +  +  f  f  (x) dx +  . 4 -
o x ,  i ,  Xk

+  Г f (x) d x t t ^ Z  f  (x0) +  b-̂ ~—  f  (xx) 4- +  b- ^  f  (xk) 4- 
J n n n
*n-1

4 - 4- b- y  f  (*„_,) =  y f  if W  +  f  (*.) 4  4-

4-/l*v„_1)l-
b

Шундай килиб,  ̂f  (x) dx интегрални тақрибий хисоблаш учун куйи

даги
ь
Г f  (х) dx да b- ^  [/ (х0) +  f  (xL) 4- 4 - f  (xk) 4- +
J n

+  =  (9-52)
/г=0

формулага келамиз.
(9.52) формула туғри туртбурчаклар формуласи деб аталади. 
Одатда, тақрибий формула чиқарилганда, албатта уни қўлланил- 

ганда йўл қўйиладиган хатоликни аниқлаш ёки баҳолаш тақозо эти
лади. Бунинг натижасида тақрибий формулалар ўзаро таккосланади.
(9.52) формуланинг хатолиги ушбу

ь л — I ___

Rn =  Г /  (х) d x ----- —  У  f (**) (9 -53)
а П k= 0

айирма билан ифодаланади. Уни баҳолаймиз. Бунинг учун f  {х) функ
ция [а, Ь\ оралиеда узлуксиз /" (х) ҳосилага эга булсин: деб қарай- 
миз.

Аниқ интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб Rn ни қуйидаги



-  2  f  d x =  Ъ  Г I/ ( x ) - f ( x k)]dx.
k=0 i k k=0 i k

кўринишда ёзиш мумкин. Тейлор формуласи

/ < * ) - / ( £ )  =  / ' (х -  **) +  у  Г  ( У  (* -  &

дан фойдаланайлнк, бунда сон * ва сонлари орасида бўлади. 
Натижада

“ 5 , Г '  V ®  <х~ ^ + \ г  | у  (* -  **>*] ^  ”
п—1 Xf._._] *Л-)-1

=  t/' (**) J  (* — **) ^  -г у  j1 Г  (У  (л —
4=0 ** '*k

___ . л— 1 xk-\-] ___

— x t f  dx) ■■= — 2  f  f%) (x — xkf dx
k=oJ

xk

бўлади.
Ўрта қиймат ҳақидаги 6 -теореманинг 5-натижасига кўра

4+]  _ xk+\ _
J  } ' % )  ( X -  хкГ dx =  Г  СО j  (X -  x t f  dx =  
xk xk

-= <x,+]~ x‘ '’ 1 " Ю  =  ^ ‘ г№ 1 )  < S № ,  *t+ ,))

бўлади. Шундай килиб, Rn учун куйидаги

г» 1 V 1 № — а)9 ( "  /£*■» _  —  ° ) 3 1 ‘V ’ t "  /1 ”\
* » -  2 ^  12пз '  24л* ' n

fc=0 fc=0
ифодага келамиз. Равшанки, ушбу

1 ^  у/  _/(Sq -̂Ь /'(£])-h ••

л a i  ^  n
(£^€[я, &J. £f€[a,  6], , b]) мивдор f"(x) нинг [д, 6]
оралиқдаги энг кичик m" ҳамда энг катта M rr қийматлари орасида 
бўлади, яъни



k=Q

f'(x) функция [iа, b] оралиқда узлуксиз. Больцано— Кошининг 
иккинчи теоремасига кура (5-бобдаги 9 -теоремага қаранг), (я, b) 
интервалда шундай g нуқта топиладики,

I П— I
/ " © = -  У  г а д  ш а ,  ьяп k=0

булади. Натижада Rn ушбу

К  ^ * П £ )  (£€(<*, Ь)) 

кўринишни олади. Демак,

\ f { x ) d x  =  ^  2  W  +  i r ?  Г (£ )- (9’54)
*=о п

Шундай килиб, [а, Ь] ораликда иккинчи тартибли узлуксиз хосила-
ь

га эга булган f{x) функциянинг \ f ( x ) d x  интегралини (9.52) туғри
а

тўртбурчаклар формуласи ёрдамида тақрибий хисобланса, бу тақри- 
бий хисоблаш хатолиги куйидаги

s e  (а, Ь)

формула билан ифодаланади.
2. Т р а п е ц и я л а р  ф о р м у л а с и .  f(x) функция (а, Ь] ораликда 

аникланган ва узлуксиз булсин. Y x £  [а, Ь\ учун

f  (*) ~  J l b ) - f { ±  х +  bf ( a ) - a f ( b) (9 55)
b — а b — а

Ь
деб олиб, f f(x)dx  интегрални тақрибий ифодаловчи ушбу

а

а а

__ f ( a ) -  (9 .5б)
2

формулани хосил қиламиз. (9.55) муносабатдаги 

f { b ) - f ( a )  х , bf (а) — af (b)
b — а b — а



ифода (а, Да)),  (b, f ф)) нукта- 
лардан ўтувчи тўғри чизиқ нуқ- 
тасининг ординатасини ифодалай- 
ди. (9.56) тақрибий формула 
/  {х) >  0 (Y x  £ [а, b]) бўлганда 
(55-чизма) аАВЬ эгри чизикли 
трапециянинг юзини аАВЬ тра
пеция юзи билан алмаштири- 
лишини ифодалайди. Энди (9.56) 
формуланинг аниклигини ошириш 
максадида [а , Ь] ораликни а =  
=  х0, хи *л_,, хп= Ь  нуқ-
талар ёрдамида п та тенг бу-

хЯ~г 1
лакка бўлиб, ҳар бир [xk, л ;^ ]  бўлакда / (я) функциянинг ( f (x)dx

'xk
интегралига нисбатан (9.56) форму лани қўлланамиз. У холда 

ч

— Хк) {k =  О, 1, , П—  ])

булиб, натижада ушбу

I' /  (х) dx =  j  /  (х) dx +  I’1 /  (х) dx +
а х, х ,

/ f.Vi) -i- / (.Г;)

+  I' /(-v)dx: 
1

/ (-Vq) 4- f (.Vi) (х ,— xe) + (Xj — Xj)

/ ( * „ _ l ) + / (*„ ) b с С f (x0) f (x. j )
4 --------- Si--------  •2 /2— 1 

+  /  ( * i )  +  / ( * 2)  ~T 

формулага келамиз. Демак,

j  /  (x) dx да -5— 2- ^ (Xo) 2 /<v'; ) +  /  (*,) 
<2

+  / W +  +  /(*„_])]•

-l-

(9.57)

Бу (9.57) формула трапециялар формуласи деб аталади.
Энди (9.57) трапециялар формуласининг хатолигини, яъни ушбу

Rn =  j  f ( x ) d x - ^ ~  +  /  (Xj) +
a

+  /(* * )+  +  /(*„_i)]
айирмани баҳолаймиз. Бунинг учун /(*) функция [а, Ь) ораликда 
узлуксиз /"(*) ҳосилага эга булсин деб қараймиз.



Аввало (jCfc, xk H-1\, 0 < < < - — -  оралик; учун юцорида келти-
П

рилган тақрибий формуланинг хатолигини, яъни

rk{ t ) ^ \ k f ( x ) d x - fî ± J ^ i ± J l t  (9.58)
*k

айирмани баҳолаймиз. Бу функциянинг t бўйича биринчи ва иккин
чи тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

Г'к(0 -  ([■* /(* )d x j • t j  = f { x k +  t ) -  
*k

---- J  f/ (**) +  f (Xk +  01 — y f  (*ft +  0  =  -j I/ (** +  t ) — f  (*ft)] —

- • £ / ' ( * * + a  

' ; < о = 7 П * * + о - { п * * + о - { п * * - м > =

=  — ( П х *  +  1).!

Равшанки, < =  0 да
М °) =  о. г;(0) =  0.

Энди

r W  =  - i r ( x k +  f)

тенгликни [0, /] оралиқда интеграллаймиз:
/ t
j’ rk (f)dt =  - j  [  t f  (xk + 1) dt. (9.59)
0 0

Бир томондан

j r 'k (t)dt =  r'k{t) j [ = r ; ( 0 ,

иккинчи томондан эса ўрта қиймат хакидаги теоремадак фойдала
ниб,

/ t
С t f  {Х к +  /) dt =  г  (?*) I' tdt -- £  г  (5*) (?* € 1хк. Х к - f  t])
О о

булишини топамиз.
Натижада (9.59) тенглик куйидаги



'* (0 =  -  7  Г  Ch) (h  € 1% хк -Г fl) (9.60.)

кўринишни олади.
Ушбу

i! *"
4^.(0 =  - ^ Г ( У

тенгликни [0, /] ораликда интеграллаб
i i
f r'k(t)dt =  - j { j t T ( l k)d t  (9.61)
о о

ни топамиз:
j‘r ’ (f)dt =  rk(0

j t T ( i k)dt  =  f"(Vk) ( lie u * , *k +  A).
о о

Натижада (9.61) тенглик куйидаги

м о - — j j ' т а з

кўринишга келади. У холда, юкоридаги (9.58) муносабатда t — 
=  - =  х>+) — xt деб хисоблаб,

JTfr I j
Г s / \ j  6 -  я г/ (-vfc ) +  / 1 (6 — a)3 f„ / t ..J /WdJ,”T“ .----5----J—5Г?-/(У

формулани. ҳрсил қиламиз. Натижада қуйидагига эга бўламиз:

J' /  (x)dx =  I / (х) dx +  [ / (х) dx +  +  J п /  (х) dx =
a *. *1 • —1

=  If (х0) +  /  (xj)] -  Г  Q  +  I/ Ui) +  /  M  -
2 n  2  n 3 2  ti

_ { b —af  f//(P. , ft — a |7 (*o)-/(*„) , £/ ч . f/ 4 ,
12 n3 » [ -------2-----------b +  /(x 2) +

1 (b -  a)* г  < $ + /■" (i;> +  . .  +  r  
+  “b / (x/(_j)J JTn2~ -------------------- JJ----------------------

Аввал қараганимиздек

Г ( 0 + Г а Ь +  ••• +  /" ( C i )



миқдор f"(x) функциянинг [а, b] оралиқдаги энг кичик ҳамда энг 
катта қийматлари орасида бўлиб, f"(x) функция [а, b\ оралиқда уз
луксиз бўлганидан эса, шундай 5£(а,  b) нукта топиладики.

Г  (5)
Г  (sp) +  f" (ij) • • • -г /" (s„_i)

булади. Демак,

j  f (х) dx =  ĵ o )+  /(*,,) f  (Xi) +  +  f  _

(b —  a)» 

12 n* П О  Ш а ,  b)). (9.62)

Шундай қилиб, /  (x) dx интегрални тақрибий ифодаловчи (9.57)
а

трапециялар формуласининг хатолиги ушбу

формула билан хисобланади.
3. П а р а б о л а л а р  (Симпсон)  ф о р м у л а с и .  Бу ҳолда [а, Ь]

ь
оралиқда аниқланган ва узлуксиз /(х) функциянинг j1 f (x )d x  интег-

а
ралини тақрибий ҳисоблаш учун f(x) функцияни (а, /(а)), а_т~

/
а -f- Ь хамда (b, f {b)) нуқталардан утувчи у  =  Ах- -{-Вх -{-С

парабола нуктасининг ординатасн билан алмаштирамиз. Берилган 
(a, f(a)), j а ~^Ь , / ( ~ " “ )) ва Ф> /(b)) нуқталар орқали парабола

ўтказиш мумкин. Бундай парабола ягона булади. Ҳақиқатан хам, 
у  =  Ах- 4- Вх +  С  парабола кжорида айтилган нукталар оркали ўт- 
гани учун ушбу

А-
а-{-Ь\г В b:̂  +  c  =  f ( а + ь (9.63)2 / \ 2 

A b - + B b  +  C =  f (b)

тенгликлар ўринли булади. Бу системанинг коэффициентларидан 
тузилган

а1 а
I а -j- Ь \ 2 а - г  Ь , {а —  6 ) 3

2
Ьг

2



детерминант хар доим нолдан фаркли (чунки а фЬ).  Демак, (9.63) 
система ягона ечимга эга. Бу хол (а, f(a)), ( , f Ь )j

ҳамда (b, /  (ft)) нуқталардан ягона у =  Ллг2 +  Вх +  С парабола ўти-

ь
шини оилдиради.

ь
Эндн f (Ах2 -г Вх +  С) dx интегрални берилган (" f (х) dx интег-

а а
ралнинг тақрибий киймати деб куйидаги

|‘ f (х) dx  «  f (Лх2 4- Вх 4- С) dx
а  а

Ь

формулани хосил киламиз. Бу тақрибий формуладаги J {Ахг -f- Вх +
а

+  C)dx  интегрални хисоблаймиз: 
ь

Л'3 № . п  А'2 \Ь
Г (Ах2 -hBx +  C)dx  =  A- ~  I +  В — 1 + С х
J з ja 2 \а

+  в - — -  + С ( Ь — а ) =  -— -  [2 Л {Ьг Ьа-г а2) +  3 В (Ь — а) 4-
2 6

+  6С] = b — а (Аа2 4- Ва С) +  4 [Л | ^ 1 *  +  в ( ^ ) + с ]  +

+  (ЛЬ- 4- в ь  +  С)} =  \f(a) 4- 4 f  ( ^ - j  +  f(b)j 

b
Шундай қилиб, I’ f (x) dx интегрални тақрибий хисоблаш учун ушбу

а

Ь

j* f (х)dx «  J/ (а) 4 f +  /  (&)] (9.64)
а

формулага келамиз. {
Бу (9.64) формула f(x) >

>  0 бўлганда 56- чизмада 
кўрсатилган аА\ВЬ эгри чи- 
зиқли трапеция юзини аАИВЬ 
эгри чизикли трапеция юзи 
билан алмаштирилишини ифо
далайди.

(9.64) формуланинг аниқ- 
лигини ошириш учун [а, Ь] 
оралиқни

a Q =  Л0» *1» > X 2k» X 2k-\-[ * X 2kJr-2J ’ Х 2п—2 » Х 2п_(• Х 2п =  ^

(х0 <  X, <  X, <  <  х.2к <  x2fe+l <  Xfe_ 2 <  ’ <  х,„_2<  Х2а_ , <  х2п) 

нуқталар ёрдамида 2 п та тенг бўлакка бўлиб, ҳар бир [x,ftf x2ft+2],



(k — 0, l, .2v, , n — ]) оралиқ бўйича олинган интегралга (9.64) 
формулани қўлланамиз. У ҳолда [x2k, х2А+2] оралиқ учун

*2*+2
j  Т(Х) dx  «  — *— [ / (х2к) +  4 /  (х2к+]) +  /  (х2к+2)\ =
*2 к

=  I f (Х2к) +  4 / (x2fe_,) +  / (x2ft )] (£ =  О, 1, , П - 1 )  (9.65)
on 1

формулага эгамиз.
Натижада аниқ интегралнинг хоссасидан фойдаланиб, қуйидаги 

ифодага эга бўламиз:

f '/ (x)'dx =  J /  (х) dx +  f‘ f  (x) d x +  +  f n f  (x) dx  «
" '*• * г  x 2 n —2

-  * ~  " К/ W  +  4 /  (*,) +  /' (*2)) 4- (/ (x2) +  4 f  (x3) +  /  M  +6 Л

+  +  (/ (*2, - 2) +  4 /  (*2n- i)  +  /  M l  =  I /  w  +

-f  7 ( * j )  +  4 (/ (x,) +  /(%> +  +  /  (*2n_,)) +  2  (/ (x2) +

+  /  (^4) +  +  f (*2n—2))!-
Шундай и.илиб, /(x) функциянинг аниқ интегралини тақрибий ифо- 
далайдигрн куйидаги 

! ь
Г f  (x) dx  »   ̂ [( /  (Xj) +  /  (х., )) 4- 4 (/ (x j +  f (x3) +

J  6  n
-h

+  f (X2„_,)) +  2 ( / (Xj,) +  /  (x4) 4 - + / (x,„_2))] (9.66)

формулага келамиз. Бу формула параболалар (ёки Симпсон) форму- 
лда/ деб аталади.

Параболалар формуласининг хатолигини топиш учун /(х) функ
цияга қўшимча шарт қўйилади.

Фараз килайлик, /  (я) функция [а, Ъ] ораликда узлуксиз / (lV) (л) 
ҳосилага эга булсин.

Аэвало (9.65) такрибий формуланинг хатолиги ушбу

I _
г* =  J /  (X) dx -  [/ (л д  -г 4 /  ( x ^ j )  +  / (.v2̂ 2)] (9.67)

x 2k

айирма билан ифодаланади. Уни баҳолайлик.
Куйидаги

F(t )  =  rk ( t)— ^ r k (h) (9.68)
пъ

ёрдамчи функцияни караймиз, бунда 

346



*2fc+t -И

rk {t) =  j  f  (X) dx — j f  (X2k+l — 0  +  4 f  (x2k+l) +  f  (x2k+l +  01
X*k+\ - t

ва

2rt

Бу (9.68) функцияни кетма-кет у ч марта дифференциаллаб; топамиз: 

F' (0 =  f{x2k+l + 1) +  f{x2k+l- 1) - f (x2k+l- t )  +

+  4 /(% +l) +  f (% +l +  0 1 - j  [/' (*»+t +  0  -  

- Г ( ^ +1- 0 1 - ^ 4 r fe(/x) =  j [ f ( X 2k+l + t )  +  f i x 2k+[- 0 -  

- 2 /•(%+,)] — I  f f  (**+, +  0  — Г (x2fc+1 - 0 1  -

f "  W =  J  [ f  (*2k+l +  t ) ~ r  (x2k+l U" (.K2k+t +  0  +

+  r ( x 2k_i.l - t ) ] - 2̂ r k(hy, 

r - (0 = -  J  Г Г ' +  0 - r  (*2ft+1 - 0 1  rk{h),

X2fc-f I
бунда f  /  (x) djc интегралнинг f бўйича ҳосиласини ҳисоблашда

*26+1
8-натижадан фойдаландик. Энди Лагранж теоремасига кўра

Г  (*2*+ 1 +  о -  г  (*2*+1 - 0  =  / (lV) (У  2 '

(§*6 (*2*-м — х2к+\ + 0  бўлишини эътиборга олсак, у ҳолда Ғ " '( /)  
нинг ифодаси қуйидаги

F’"(t) —  j t 2 [ r 4 h )  +  ^  rk (h)j

кўринишга эга бўлади.
Агар Ғ  (0) =  О, Ғ (h) =  0 булишини эътиборга олсак, у ҳолда 

Ролль теоремасига кўра шундай <1( 0 < < 1< / i )  нукта топиладики, 
F'(tl) =  0 (0 <  ^  <  /г) тенглик ўринли бўлади. Ғ'(0) =  О, Ғ' (tt) =  0 
тенгликларга кўра яна Ролль теоремасига асосан шундай t2 (0 <
<  h  нуқта топиладики, F” (t,) — 0 (0 <  t2 <  /х) тенглик ўрин- 
ли бўлади. Шунга ўхшаш, ушбу Ғ "(0) =  0, Ғ" (t2) =  0 тенглик
ларга кўра юқоридагидек шундай t 3 (0 <  t3 <  t,) нукта топиладики,



Ғ " / ^з)== 0 (0 < t 3 < t 2) тенглик ўринли бўлади. Натижада Ғ'" (t) 
функция учун t =  iz бўлганда қуйидагига эга бўламиз:

/ ,,v’ (?») +  j ;  '■»(<•)

еки

r„(h) =  ~ F v>(h)-

Энди (9.67) ва (9.68) муносабатларни эътиборга олиб, юқорида- 
ги (9.65) формулани куйидагича ёзамиз:

* 2 4 + 2

j  /  (х) dx =  ^  [/ (x2fc) +  4/ (x2t+1) +  /  (% +2)] -  
x2k

__( ь- o ) » /(IV) ^  А =  о j (л — 1).
2880/15 ' V V ’

Бу тенгликдан фойдаланиб топамиз:
Ъ *2  *4 *2л

j  j (x )d x  =  j* /  (х) dx -h j /  (x) dx +  + J  f {x)dx —

a *0 *J *2n-2

=  ^  К/ (*0) +  4/ (x,) +  /  (x2)) +  (/ (x2) +  4/ (x3) -f  /  M  +Drt

+  +  (/ (*2n_2) +  4/ (*,„_,) +  /  (x2n))] -  «  [/<'v> (?0) +

Демак,
v

J  /  (x)dx =  [ (/ (x0) +  /' (x2n)) +  4 (/ (x,) +  f (x3) —
a

+  /  (*2n-l)) +  2 (/ (x2) -f  /  (x4) +  +  / (x'2n_2))] -  

( b - af  ,ilV>Ci).

бунда

/ (,v>(9 =

2880 л4

/(1V)G o ) + / <IV,<M-r  +  /,1V) <?„_,)

+

(9,69)

&))•

Шундай қилиб, J f{x) dx интегрални тақрибий ифодаловчи (9.66)
a

Симпсон формуласининг хатолиги
(Ь — а)5
2880 пГ /(1У)Ф  (I € (а, Ъ))



ифода билан аникланади.
ь

Биз юқорида J f{x) dx интегрални тақрибий ҳособлаш учун
а

тўғри тўртбурчаклар, трапециялар хамда Симпсон формулаларини 
келтирдик. Бу тақрибий формулаларнинг хатоликларини таққослаб, 
Симпсон формуласининг аниқлик даражаси тўғри тўртбурчаклар 
хамда трапециялар формулаларининг аниқлигига қараганда юқори 
эканлигини кўрамиз.

М и с о л .  Ушбу
I

f  er** dx
o',

интегрални тўғри тўртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формула- 
лари ёрдамида тақрибий хисоблаймиз.

[0,1] ораликни 5 та тенг бўлакка бўламиз. Бўлиниш нуқталари
,v0 =  0, x l =  0,2, x2 — 0,4, xs 0,6, a'4 =  0,8, xs =  1,0

бўлиб, бу нуқталарда f  (x) --= е~х' функциянинг кийматлари қуйида- 
гича:

f (x0) =  1,00000. 
f ( x j  =  0,96079, 
f ( x 2) =0,85214, 
f ( x 3) =  0,69768, 
f ( x j  =  0,52729,
/(* 5) =  0,36788.

Ҳар бир бўлакнинг ўртасини ифодаловчи нуктанинг координата
лари л:, = 0 , 1 ,  х З = 0 , 3 ,  х 5 = 0 , 5 , х 7 = 0 , 7 ,  = 0 ,9  бўлиб, бу

2 2 2 2 2 
нукталардаги функциянинг кийматлари куйидагича:

f { x l/2) =  0,99005,
Д *3/2) =  0,91393. 
f (x5/2) =  0,77680, 
f (x r/2 ) =  0,61263, 
f (х9/2 ) =  0,44486.

а) Туғри тўртбурчаклар формуласи ((9.52) ва (9.54) ларга қа-

ранг) бўйича  ̂ erx% dxzx  — (0,99005 -f- 0,91393 +  0,77680 +
о

+  0,61263 +  0,44486)= -  3,74027 «  0,74805,
5



ча
б) Трапециялар формуласи ((9.57) на (9.62) ларга қаранг) бўйи- 

J  e-*’dx*£ у  /WOOO^SGTSS +  0 96079 +  о,85214 4  0,69768 4
D \  -

- f  0,52729 ) =  -  (0,68394 4- 3,03790) =  -  -3,72184 «  0,74437,/ 5  5

l t f j <  —  =  — « 0 ,0 0 6 . 
nl 6-25 150

в) Симпсон формуласи ((9.66) ва (9.69) ларга қаранг) бўйича

Г е~х* dx «  — [(1,00000 4  0,36788) 4  4 (0,99005 +  0,91393 - f  
*/ 30
+  0,77680 4  0,61263 4  0,44486) 4  2 (0,96079 4  0,8521440,69768+
4 -0 ,5 2 7 2 9 )]= ^  (1,367884-4-3,74027 42-3,03790) =  ^  (1,36788 4  

4  6,07580 4  14,96108) «  0,74682.

— —  =  0,7 Юг*.
1 ”1 2880-54

1
Та1фибий формулалар ёрдамида ҳисоблаб топилган J  е“ х* dx ин-

о
тегралнинг қийматини, унинг

1
f е~х* dx =  0,74685

киймати билан таққослаб, Симпсон формуласи ёрдамида топилган 
интегралнинг тақрибий қиймати аниқроқ эканлигини кўрамиз.

12-§. Функционал ҳақида тушунча

Биз 1-бобда ихтиёрий Е ва Ғ тупламлар берилган холда Е туп
ламнинг элементларини Ғ тупламнинг элементларига ўтказувчи /  
акслантиришни, яъни ушбу f : E - + F  акслантиришни таърифлаган 
эдик. Хусусан, E =  N y F =  R  бўлганда

f : N ^ R ( f : n - + x n)

акслантириш сонлар кетма-кетлиги тушунчасига, E =  R y F =  R  бўл- 
ганда /  : R - * R ( f : х - + у )  акслантириш функция тушунчасига олиб 
келди ва улар 3- ва 4- бобларда батафсил ўрганилди. [а, Ь) оралиқ- 
да аникланган функциялар тўпламини М  дейлик. Энди Е =  М,  
F =  R бўлганда сргМ-*-^ акслантиришни караймиз. Бу аксланти
риш функционал тушунчасига олиб келади.

8-т а ъ р и ф .  Агар М  тўпламдаги ҳар бир f(x) функцияга бирор 
коида ёки қонунга кўра битта ҳақиқий сон у  мос қўйилган бўлса, 
М  тўпламда функционал берилган (анщланган) дейилади ва у



Ф ' 4 ( х ) - ^ у  ёки У =  Ф(Р) 
каби белгиланади. Бунда М  функционалнинг аникланиш туплами 
дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ф — \а, Ь] ораликда узлуксиз булган ҳар бир 
f(x) функцияга унинг шу оралиқдаги максимум қийматини мос 
қўювчи қоида бўлсин. Демак, бу холда ушбу

Ф: f ( x ) - +  шах {/(х)} ёки у  =  Ф(1)=  шах {/(л:)}
a<x<b acx^b

функционалга эга бўламиз. Бу функционалнинг аниқланиш тупла
ми М  =  С [а, Ь\ булади.

2. [а, Ь] ораликда интегралланувчи хар бир f(x) функцияга 
ь

унинг аник интеграли ["/ (х) dx ни мос қўйиш натижасида қуйидаги
а

Ь Ъ
Ф : /  (х) J f(x) dx ёки Ф (/) =  f /  W  dx

а а

функционал хосил бўлади. Бу функционалнинг аниқланиш туплами 
[а, b] оралиқда интегралланувчи барча функциялардан иборат тўп- 
лам бўлади (одатда бундай тўплам L  каби белгиланади).

Энди М  — [а, b] оралиқда аниқланган функциялардан иборат 
туплам бўлиб, Y  f ( x ) £ M ,  у  Ф М  € М учун

kf{x) +  / ф (х) £ М
муносабат ўринли бўлсин (бунда k, I — ўзгармас сонлар).

Бу М  тўпламда Ф(/) функционал аниқланган дейлик.
9-т а ъ р и ф .  Агар у  f (x) £ М ,  у  (р(х)$ М. лар учуй функцио

нал ушбу
Ф(Щ ~г 1(f) =  k  Ф(\) Ч -  /  Ф (ф)

тенгликни қаноатлантирса (бунда k ва I — ихтиёрий ўзгармас сон), 
у ҳолда Ф чизщли функционал деб аталади.

Юкорида келтирилган
ь

ф ( /)=  j f ( x )d x
а

функционал чизикли функционал бўлади. Ҳақиқатан хам, буни кўр- 
сатиш учун аник интегралнинг хэгсаларидан фэйдалашш етарли:

Ь ь
Фф!  +  /ф) =  f  Щ(х) +  /ф (*)] dx = k  f  /  (jc) dx +

а
b

+  1 f  ф (х) dx =  k Ф (J) +  / Ф (ф).
а

Функционаллар ва уларнинг хоссалари математиканинг функционал 
анализ бўлимида ўрганилади.



Математика, физика, механика хамда фан ва техниканинг бош- 
қа соҳаларида учрайдиган кўпгина масалаларни ечиш маълум функ
цияларнинг интегралларини ҳисоблашга келтирилади.

Ушбу бобда эгри чизик ёйининг узунлиги, эгри чизикли трапе
циянинг юзи, ўзгарувчи кучнинг бажарган иши ҳамда массага эга 
булган эгри чизикнннг инерция моменти аниқ интеграллар орқали 
ҳисобланиши кўрсатилади.

1-§. Ей узунлиги ва унинг аниқ интеграл орқали ифодаланиши

/  (х) функция [а, Ь] ораликда аникланган бўлсин. Бу функция
нинг графиги қуйидаги

{{х, f(x)) : x Q [ a ,  Ь]}

нуқталар тўпламидан иборат. Шу графикдаги (а, f(a)) ва (b, f(b)) 
нукталар орасидаги эгри чизиқ ёйи узунлигининг аник интеграл 
оркали ифодаланишини кўрсатамиз.

Маълумки, агар f(x)  функция [а, Ь] оралиқда ўзгармас, яъни 
/  (х) =  с, с =  const бўлса, бу функциянинг графиги текисликда 
(а, с), (b, с) нукталарни бирлаштирувчи тўғри чизиқ кесмаси бўлиб, 
унинг узунлиги

/, =  & — о (10.1)
бўлади.

Агар /  {х) функция [а, Ь] оралиқда чизиқли функция, яъни 
/ (*) =  ах  +  р (а, р — ўзгармас сонлар) бўлса, у ҳолда бу функция
нинг графиги (a, f(a)j, (b, /(b)) нуқталарни бирлаштирувчи тўғри 
чизиқ кесмаси бўлиб, унинг узунлиги

h  =  V ( b - a y  +  l f ( b ) - f ( a ) ) *  =  (b — а) V T + Ъ ?  (10.2)
бўлади.



Энди f(x ) функция [а, b] оралиқда аниқланган бўлиб, унинг 
графиги 5 7 -чизмада кўрсатилган чизиқни тасвирласин. Бу чизиқ —  
чекли сондаги (6 та) тўғри чизиқ кесмаларининг бирин-кетин бир- 
лаштирилишидан иборат. Одатда бундай чизиқ синщ  чизиқ деб 
аталади.

Равшанки, бу ҳолда синиқ чизиқ узунлиги (периметри) уни таш
кил этган тўғри чизиқ кесмалари узунликлари йиғиндисига тенг 
булади:

h  =  V i x . - a f  +  U i x d - f i a ) ?  +  V i x t - x t f  +  l f i x J - f i x J ] *  +  

+  +  V ( b - x sy- +  tf ( b ) - / w  =

=  2  У K + i — xkf  + 1/ K + i ) — /(**)!* (*o =  ° . =  b).
k=0

Умуман, [a, b] оралиқда аниқланган f(x) функция графиги n та 
4>(*0’ /(*o))’ 4  (*i. АЙ[х„, /  м  нуқтани (a =  х0 <
<  Xy <  b) ўзаро тўғри чизиқ кесмаси ёрдамида бирин-
кетин бирлаштиришдан ҳосил бўлган синиқ чизиқдан иборат бўлса, 
бу синиқ чизиқнинг периметри ушбу

/4 =  2  V b k + i  - * * ) ’ +  l/Uft+i) - / №  (Ю-З)
k=0

формула билан ҳисобланади (xQ =  а, xn =  b).

Энди f(x) функция [a, b] оралиқда аниқланган ихтиёрий узлук
сиз функция бўлсин. Бу функция графиги [а, b ] ораликда 58-чиз
мада кўрсатилган эгри чизиқ ёйини тасвирласин. Уни АВ деб бел
гилаймиз. [а, 6] ораликни ихтиёрий

Р = { х 0, X„ . . , * J  (a =  x0 < x , <  < х я =&)  

бўлаклашни олиб, бўлувчи xk (k =  0, 1, , ti) нуқталар орқали



Оу ўқига параллел тўғри чизиқлар ўтказамиз. Бу тўғри чизиқлар- 
нинг АВ ёй билан кесишган нуқталари Ak (xk, f  (xfe)) (k =  О, I, n, 

A0 =  A, An =  B) бўлади. АВ ёйдаги бу нуқталарни бир-бири би
лан тўғри чизиқ кесмалари ёрдамида бирлаштириб L синиқ чизиқни
хосил қиламиз. L синиқ чизиқ АВ ёйга чизилган синиқ чизиқ деб 
аталади. Бу синиқ чизиқ периметрини L деб белгилайлик.

Равшанки, синиқ чизиқ периметри L царалаётган f{x) функция
га боғлиқ бўлиши билан бирга [а, Ь] ораликни бўлаклашга хам 
боғлиқ бўлади, яъни L =  Lp (J).

Агар Р г ва Р2 лар [а, b] оралиқни иккита бўлаклаш бўлиб,
Рг « Р2 бўлса, у ҳолда бу бўлаклашларга мос АВ ёйга чизилган 
синиқ чизиқлар периметрлари учун

тенгсизлик ўринли бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, [a, b] оралиқни P 1 бўлаклаш қуйидаги

=  {*о’ • хк> xk+\> • XJ  (а •■= xo <  x i <  < xk <
<  xk+i <  < x n =  b)

кўринишда бўлиб, P2 эса Р г бўлаклашнинг барча бўлувчи нуқтала- 
ри ҳамда қўшимча битта х* £ [ау b] нуқтани қўшиш натижасида 
ҳосил бўлган бўлаклаш бўлсин. Бу х* нуқта xk ҳамда xk+x нуқта- 
лар орасида жойлашсин: xk < x ?  Демак,

Р2=s{*0* *1» » Xk' * Xn) (a ^  XQ <C <C

< 4 < X * < Xk+\ <  < Л * = Ь )•

Равшанки, Р г <хР2.
АВ ёйга чизилган Р 1 бўлаклашга мос синиқ чизиқ Lp {f) шу 

ёйга чизилган Р2 бўлаклашга мос синиқ чизиқ L p^(f) дан фақатги- 
на битта бўлаги билангина фарқ қилади: (/) да Ak Ak+l бўлак 
бўлган хрлда, LPj (/) да эса иккита АкА* хамда А* Ak+{ бўлаклар 
бор (58-чизмага қаранг). Аммо Ак Ак+{ тўғри чизиқ кесмасининг 
узунлиги Ак А* хамда А* Ак+1 кесмалар узунликларининг йиғинди- 
сидан хар доим катта бўлмагани учун (учбурчак бир томонининг 
узунлиги қолган икки томон узунликларининг йиғиндисидан катта 
эмас) ушбу LPi (/) <  Lp  ̂ (/) тенгсизлик ўринли бўлади.

Демак, Р  бўлаклашнинг бўлувчи нуқталари сонини орттириб бо-
рилса, АВ ёйга чизилган уларга мос синиқ чизиқлар периметрлари 
ҳам ортиб боради.

Р  бўлаклашнинг диаметри Хр нолга интила борганда АВ ёйига 

чизилган бу бўлаклашга мос синиқ чизиқ шу АВ ёйга борган сари 
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яқинлаша боради, синиқ чизиқ периметри эса АВ ёйининг узунли- 
гини борган сари аниқроқ ифодалай боради, деб қараш табиийдир.

1-т а ъ р и ф . Агар АВ ёйига чизилган {[а, Ь] ораликни хар кан
дай Р  бўлаклашга мос) синиқ чизиқ периметри

Lp (/) =  2
/г=0

да чекли лимитга эга бўлса, у ҳолда АВ ёй узунликка зга 
деб аталади ва ушбу

lim Lp (/) — L
Кр -* 0

лимит АВ ёйнинг узунлиги дейилади.
Хусусан, f(x) =  С, С =  const каби бўлса, АВ ёй узунлиги

Lp (/) =  2  ^ ( ^ 7 ^ ) 2 +  (С -С Г - =  2  К(**+1- * /  =
/г=0 /г=0

п—1
=  2  (^*+1— ■xk) =  b - a ,

к=О

L =  lim Lp {f) =  b — а 
кр —>0

бўлиб, (10.1) формулага келамиз. Агар f  (х) =  а х + $  каби бўлса, 
АВ ёй узунлиги

Lp (/) =  2  ^*+1 A’ft)2 +  а “ (■**+! хк)2 ~  
к= 0

Л—1
=  2  1+а'2 (**+ , — xk) =  K l  +  а 2- ф — а)

k=0
ва

L =  lim Lp (/) =  У Т + а *  (6 — а)
кр —>0

бўлиб, натижада (10.2) фурмула ҳосил бўлади.
Энди ёй узунлигининг аник интеграл орқали кандай ифодалани- 

шини кўрсатамиз.
f(x) функция [а, Ь] ораликда аниқланган, узлуксиз ҳамда узлук

сиз /' (х) ҳосилага эга бўлсин. Бу функциянинг [а, Ь] оралиқдаги
графиги АВ ёйни тасвирласин, дейлик. [а, Ь] оралиқни ихтиёрий Р:

р  =  {х0, , х„} (а =  х0 <  *, <  < x „  =  b)

бўлаклашни олиб, АВ ёйига чизилган унга мос синиқ чизиқни ҳо- 
сил қиламиз. Бу синиқ чизиқнинг периметрини ёзамиз:



LP (fl = 2  + Г/(%н)-/М 2-
k=Q

Ҳар бир [xk> xfe+1] оралиқда f(x) функцияга Лагранж теоремасини 
қўлланамиз. У ҳолда шундай xk (т̂  £ [.xk, xfe+l]) нуқта топиладики,

/  (**+,) — f  (xk) =  /' (Tfc) • (*fc+I — Xk) (A-fc <  <  Xfc+I)

булади. Демак,

LP ( / ) = 2  v i + г ю  • ( v .  -  =  2  ^ 1 + г ы  д * к,
k=0 k=0

бунда xk <:Xk *Cxk+v Кейинги тенгликнинг ўнг томонидаги йиғинди
У  1 + f ' 2(x) функциянинг интеграл йиғиндисини эслатади. Унинг 
интеграл йиғиндидан фарқи шуки, интеграл йиғиндида £ [xk, xk+x] 
нуқта ихтиёрий бўлган ҳолда, юқоридаги йиғиндида эса xk нуқта 
[xky хк̂ ]  оралиқдаги тайин нуқтадир. Аммо У I + f ' 2(x) функция 
интегралланувчи бўлганлиги (чунки, шартга кўра, /' (л:) узлуксиз) 
сабабли бунинг ахамияти йўқ. Демак,

п—1 6

lim Lp {f) =  lim У  V T + Т Щ  bx k =  f V  1 + / ' 2(x) dx 
кр -» 0  кр ->0  ^

тенглик келиб чиқади. Бу эса АВ ёйга чизилган синиқ чизиқ пе
риметри Хр ->  0 да чекли лимитга эга бўлишини ва у лимит

ь _______  „_,
 ̂ У  1 + / '2 (х) dx  интегралга тенг эканини билдиради. Демак АВ ёй

а
узунликка эга ва бу ёй узунлиги қуйидаги

ь _______
J  V l + Г Ч х ) dx (10.4)
а

формула ёрдамида ҳисобланади.
М и со л . [— а, а] (а >  0) оралиқда ушбу

Х ~~ — 
f(x) =  j ( e a + е ° )

занжир чизиқ ёйининг узунлигини топинг. Аввал f (х) функциянинг 
ҳосиласини хисоблаб, 1 + / ' 2 (х) ни топамиз:

Г  М  =

X X  Х Х
1 4- Р  М  =  1 -I- 7  ( < * -  Г  ‘)2 =  I  4  Г '“ )2,

4 4



X X
V \ + f ' 2(x) =  j ( e ° ~ +  e ~ ° ) .

Энди (Ю.4) формулага кўра занжир чизиқ ёйининг [ — а, а] оралнқ- 
даги ёйи узунлигини хисоблаймиз:

х _д: х_ х

L = \  i ie° + e  (e“ - e" 7 ) L = 0 (e — ;) '
—a

Қуйидаги
( x =  ф ft)

U - * ( 0 ( e < ' < f ,)  (l0 '5>
(тенгламалар системаси орқали ифодаланган эгри чизикни караймиз 
(бу ҳолда* эгри чизиқ параметрик ҳолда берилган дейилиб, (10.5 
система эгри чизиқнинг параметрик тенглама лари дейилади). Бунда 
Ф (0» Ф (0 лаР PJ оралиқда узлуксиз функциялар бўлиб, t ўзга- 
рувчи — параметрнинг [а, Р] оралиқдаги ихтиёрий иккита турли tL 
ва t2 2) қийматига мос келадиган (10.5) чизиқдаги А1 (xlf у х), 
А  (х2, У2) 1 нуқталар (^  =  ф ft), =  ^ (^); х2 =  Ф (t2), y 2 =  $  (t2)) 
ҳам турлича бўлсин. Бундан ташқари, параметр t нинг tx ва t2 қий- 
матларига мос келадиган (10.5) чизиқдаги Ах (х1У у{), А2 (х2, у^ нуқ- 
таларни t l <Ct2 бўлганда, А2 нуқта А1 нуқтадан кейин келади деб 
қаралади. Шу билан эгри чизиқда йўналиш ўрнатилади.

Фараз қилайлик, / =  а, / =  р қийматларга (10.5) чизиқда А ва В
нуқталар мос келсин. Бу чизиқнинг АВ ёйи узунлиги аниқ интеграл 
оркали қандай ифодаланишини кўрсатамиз.

Аввал юқоридагидек АВ ёйнинг узунлигини аниқлаймиз. [а, 0] 
оралиқни ихтиёрий

^  =  О  (« =  * „ < ' 1  <  < ' „  =  Р)
бўлаклашни олиб, бу бўлаклашнинг бўлуьчи tk (k ==0, 1, n)

нуқталарига мос келган АВ ёйдаги Ak =  Ak (xk, yk) (xk =  ф (tk)y y k =
— yp (tk)) нукталарни бир- бири билан тўғри чизиқ кесмалари ёрда

мида бирлаштириб, АВ ёйга чизилган синиқ чизиқни топамиз. Бу 
синиқ чизиқнинг периметри қуйидаги

^ ( W  -  Ч> М 2 +  (^+i) -  ♦  №  (10-6)
k=0

формула билан ифодаланади. Равшанки, L ф (/), \р (t) функцияларга 
хамда [а, р] оралиқни бўлаклашга боғлиқ, яъни L =  Lp (ф, \|?). 
Юқоридагидек, Ля - > 0  да синиқ чизиқ периметри Lp (ф, \f) чекли 
лимитга эга, яъни

lim Lp (ф, ур) =  I 
г.р + 0



бўлса, АВ ёй узунликка эга дейилади, бу лимит I эса АВ ёйининг 
узунлиги дейилади.

Энди АВ ёйининг узунликка эга булиши ҳамда ёй узунлигини 
аниқ интеграл орқали ифодаланишини кўрсатиш мақсадида 
Ф (0 ва г|> (0 функцияларни [а, (3] ораликда узлуксиз ф' (0 ва (t) 
хосилаларга эга деб қараймиз. Ҳар бир [tk> / fe+1] (fe — О, 1, n— 1) 
ораликда ф (t) ҳамда ij) (t) функциялар Лагранж теоремасининг шарт. 
ларини қаноатлантиради. У ҳолда Лагранж теоремасига кўра (/ft) 
/ft+1) интервалда шундай rfe нуқта топиладики, ушбу

Ф (У =  Ф' ( V f t + 1 - У  (10.7)
тенглик, шунингдек, шу (tk, f̂e+1) интервалда шундай 0fe нуқта то
пиладики,

(^+i) Ф (^ )=  (10.8)
тенглик ўринли бўлади.

Бу (10.7), (10.8) муносабатлардан фойдаланиб, (10.6) синиқ чизиқ 
периметрини қуйидагича ёзамиз:

Lp (ф, у\>) =  2  ]/ Ф (Т/г) (̂ 4-1 У - “Ь ‘Ф (®fe) (̂ fe-f-l f̂e)2 =
k—Q

л—I

=  2  2 (т*) +  ^ '2 (в*)А <А * * = ' w  - -  '*>•
/г=0

бунда t fe £ (/fe, 0fc € (tk, tk+x). Сўнгра Lp (ф, ф) ни ушбу

L p  (ф, Ч>) =  2  >А ф '2 ( У  +  4-' 2 (&) а  4  +

п-1

k=0
£ [tk, 4j_i1 оралиқдаги ихтиёрий нуқта) кўринишда ёзиб, бу тенг

ликнинг ўнг томонидаги

2 [ y V 2 ы  +  ф'2 (0*) - 1 / V 2 (1*) +  ф'5 ( у ] a tk
к— 0

йиғиндини бахолаймиз.
Аввал эслатиб ўтамизки, ихтиёрий а , Ь, с, d сонлар учун

h  'fl2+ 6 2 — i c2+ d 2| < | a  — г I +\b — d \ (10.10) 
тенгсизлик ўринли. Ҳақиқатан ҳам,

(а2 -r bz) — (с2 — d2)

Уа*-Н*-г > "u-rd‘



(о2  —  сг, +  (b- —  db
V аЧ-Ь* 4  v"c-+rf2

<  |a  — c| —  'a + c l ----------+
Уа?-\-Ь* +  1 /c2 -fd 2

чунки

4- I b — d i — ^ |a — c\ 4/6 — d|,
V<l2+*2 _L ] / C2-)-d2

V Й2+ 62 _)_ у C2_j_ d2 )- 'a2+ &2_)_ -j/-C2_)_

Агар (10.10) тенгсизликдан фойдалансак, юкоридаги йиғинди учун 
ушбу

I 2  [ ̂ ' 2 <т*) + Ф,а (̂ ) -  W 2 (i*) + v|>'2 (I*)] А/, I <
k=0

<  2  i r f w f - ^ w W ) I  a / , <
fc=0

<  2 1 ф' (T*} ~ ф' (?*>1 + 2  * ' (0*} -  1 At><k=0 k=0
тенгсизликка келамиз.

Шартга кўра ср' (/) ҳамда \|/ (t) ҳосилалар [a, p] ораликда узлук
сиз. Кантор теоремасининг натижасига мувофиқ у е > 0  олинганда
хам — -  сонга кура шундай б >  0 сон топиладики, [a, Р] ора

ликни диаметри Хр <  б бўлган ҳар қандай бўлаклашда

тенгсизлик, шунингдек,

1 Я ( е * ) - ф ' ( У 1 < 2 ({5 — а)

тенгсизлик ҳам ўринли бўлади. У хрлда қуйидагига эгамиз:

1 2  I К ф'2 (тА.) -Г f 2 (0*) -  W 2 (У 4  Г 2 (У J A/J <  
k=0

п — 1 л — 1

<  У , —0Л----A/fc+  V  -------5----- At. =
Я ,  2(P-a) 2(P-a)

тг— 1
е ~ V i Ai е=  — ^ -----2 У  Д/ = - 5 — ( р _  а )  =  е.

2 (Р — а) jU  * р-а VK '

Демак,



lim у  [Кф'гсд +ч>'2(0*) -  W 2(& +  V 4 l k)} А/* = 0. (10.11)
Х р -*0 f"** k~0

(10.9) тенгликда Хр -*-0 да лимитга ўтамиз. (10.11) муносабатни 
эътиборга олиб топамиз:

П—1
lim Lp (ф, ф) =  lim У  К ф '2(У  +  * '2(£ft) At k. (10.12)

%р -+0 Кр ->0 Л=0

ф' (/) ҳамда tf' (/) ҳосилаларнинг [а, Р] оралиқда узлуксизлигига 
кўра У ф'2 (/) +  г|/2 (it) функция ҳам [а, р] оралиқда узлуксиз бўлади. 
Демак, у шу оралиқда интегралланувчи. У холда l/Vp'2(0 +  *ф/2(0 
функциянинг интеграл йиғиндиси

2  К ф'2 (У  +  Ф'2(У  А/,
k=0

Хр 0 да чекли лимитга эга ва бу лимит
е

J Кф' 4t )  +  V 4 t ) d t
а

интегралга тенг бўлади. Демак,
л—I _______________  3

J i r n ^ l V ^ + ^ s * )  А ^ =  /  V V * (0  +  4>'f (0 dt. (10.13)
хр fe=0
Энди (10.12) ва (10.13) тенгликлардан ушбу

lim Lp (ф, -ф) =  Г У ф '2(0 +  ^ '2(0 dtХр -►О Jа

формула келиб чиқади. Бу эса АВ ёйнинг узунликка эга бўлиши- 
ни ва унинг узунлиги учун

Р _____________
/ =  | у У * ( 0  +  ч>,2( 0 я  ( ю .14)

а
формула ўринли эканини билдиради.

Хусусан, агар (10.5) система ушбу

=  У $ ч=  (а <  t <  b)
1У =  ^ (0

кўринишда бўлса, бу система у  =  г|з (х) (а <  х <  b) кўринишни ола
ди. АВ ёйнинг узунлиги учунь ъ

I = J  уу*(о +1р(0 dt =  [ V \  + Г 2 W d*
а а

формулага эга бўламиз. Бу (10.4) формуланинг ўзидир.



Г х- r t o s  f, ( 0 < а  <  / < §  < 2л) (10.15)
\г / =  г sin t

ЧИЗИҚНИНГ узунлигини топинг.
[а, (3] ораликда х =  <р (/) =  г cos t, у  =  \p(t) — г sin t  (г > 0 )  

функциялар узлуксиз хосилаларга эга. (10.15) система маркази 
координата бошида, радиуси г га тенг бўлган айлана ёйини ифода
лайди. Унинг узунлигини (10. 14) формула ёрдамида топамиз:

I =  j V V -c o s  t)"- +  (г-sin t)"- dt =  I" V r 2 (sin2 t +  cos2 1) dt =
a a

P
=  r j  d t =  r (P — a).

a

Юкоридаги (10.5) система билан ифодаланган АВ ёйни қарай- 
лик. Бу ёйда параметрнинг ? (a < £ < (J )  қийматига мос келадиган
нуктани С дейлик. Равшанки, АС ёйнинг узунлиги t га боғлиқ бу
либ, у (10.19) формулага кўра [a, /] оралиқда

,_„ t _____________
S =  S {t) — AC — f V v ,2(t) +  q '2{t) dt

куринишда ифодаланади. Бу юқори чегараси ўзгарувчи бўлган аниқ 
интегралдир. Унинг х;осиласи (9-бобнинг 9 -§  ига каранг):

S ' (t) =  V V 2(Q +  1>'2(0-
Кейинги тенгликни квадратга кўтариб, сўнгра ҳар икки томонини 
d t2 га кўпайтирсак, натижада

S'* (0 dt- =  ср'2 (0 dt2 +  i |/2 (0 dt2,
яъни

dS2 =  dx2 - f  d y2 (10.16)
муносабат ҳосил бўлади. Бу муносабат ёй дифференциалининг квад- 
ратини ифодалайди.

Энди текисликда қутб координаталарда берилган эгри чизиқ ёйи 
узунлигининг хам аник интеграл оркали ифодасини кўрсатамиз.

Фараз килайлик, эгри чизиқ қутб координата системасида цуйи- 
даги

г =  р(0) ( а < 0 < р )  (10.17)
функция билан берилган бўлсин, бунда р(0) функция [a, [5] ора- 
лик да узлуксиз р' (0) хосилага эга бўлсин дейлик. Биз (10.17) кў- 
ринишда берилган эгри чизиқ тенгламасини қуйидаги

У — Р ( 0 ) S1̂  о



параметрик куринишда ифодалаб, (10.14) формуладан фойдаланамиз:

=  f  V lp '  (0) cos 0 — р (0) sin 0]2 +  [p' (0) sin 0 +  p' (0) cos 0]2 dd  =

М и со л . Ушбу
г =  a • 0 (a =  const, 0 <  0 <  a)

эгри чизиқ (Архимед спирали) ёйининг узунлигини топамиз. Юкори
даги (10.18) формулага кўра ҳисоблаймиз:

2-§. Текис шаклнинг юзи ва унинг аниқ интеграл орқали 
ифодаланиши

Биз ушбу параграфда текис шаклнинг юзини топишда аниқ ин
тегралнинг қўлланишини кўрсатамиз.

Маълумки, текисликда берилган ABC учбурчак юзга эга ва 
унинг юзи учбурчак асоси а билан баландлиги h кўпайтмасининг

I =  j Y [p  (0) cos 01'2 +  [p (0) • sin 0]'2 dS =
a

a
Э

a
[  V>'2(0) +  P2 (6) dQ.

Демак,

(10.18)

a
l =  J  У  {a • 0)'2 +  (a ■ 0)2 d e  =  a | ] / 1 +  02 4 0  =

o o'

=  a [ - f - V l  + e 3  +  l l n  10 +  K l  + 0 *  j J“ =

=  [a ]/" 1 +  a 2 - f  In (a +  У I +  a 2)].



ярмига тенг (59-чизма): S =
=  ^-ah. Агар текис шакл

кўпбурчак, яъни ёпиқ синиц 
чизш\ билан чегараланган 
шакл булса, у ҳолда бу кўп- 
бурчак учбурчакларга ажра- 
тилиб, кўпбурчакнинг юзи уч- 
бурчаклар юзларининг йиғин- 
диси сифатида топилади (60- 
чизма).

Энди текисликда бирор 
чегараланган (Q) шаклни ка
райлик (61- чизма). Бу (Q) 
шаклнинг ичига (Л) кўпбурчак- 
лар, сўнгра (Q) шаклни уз 
ичига олган (В) кўпбурчакларни чизамиз. (Л) кўпбурчаклар- 
нинг юзини S A билан, (В) кўпбурчакларнинг юзини S B билан бел
гилайлик. Натижада (Q) шаклга ички чизилган кўпбурчак юзлари- 
дан иборат {S A} тўплам, (Q) шаклни ўз ичига олган кўпбурчак 
юзларидан иборат {S B} тўпламлар хосил бўлади.

{ 5 Л} туплам юқоридан, {SB} тўплам қуйидаги чегараланганли
ги сабабли { S A} тўплам апщ  юқори чегарага, {S в} тўплам эса 
аниқ қуйи чегарага эга бўлади:

61- чизма.

Равшанки,
sup { 5 Л} =  Q, inf {S в} =  Q. 

Q < Q .

2 -т а ъ р и ф . Агар Q — Q, яъни su p {S ^ } =  in f { S B} тенг. 
лик ўринли бўлса, у ҳолда (Q) шакл юзга эга дейилади ва Q =  
=  Q =  Q миқдор (Q) шаклнинг юзи дейилади. Демак, Q = su p{S j4} =  
=  inf { S B}. Энди (Q) шакл сифатида а АВЬ эгри чизиқли 
трапецияни оламиз. Бу эгри чизиқли трапециянинг юзга эга экани
ни ва юзнинг аниқ интеграл оркали ифодаланишини кўрсатамиз. f(x) 
функция [а, Ь] оралицда аниқланган, узлуксиз бўлиб, ta > ^
учун f(x) >  0 бўлсин.

Юкоридан f(x) функция 
графиги, ён томонлардан 
х =  а, х =  Ь вертикал чи- 
зиклар хамда пастдан Ох 
абсцисса ўқи билан чегара
ланган шаклни, яъни аАВЬ 
эгри чизиқли трапецияни 
қарайлик (62-чизма).

Энди [а, Ь] ораликни 
ихтиёрий 62. чнзма.



Р  =  {х 0, Ху, . ,х п) (а =  *0 < х ,  <  < Х П =  Ь)

бўлаклашни оламиз. f(x) функция [а, Ь] оралиқда узлуксиз бўлгани 
сабабли, бу функция Р  бўлаклашнинг ҳар бир [xk, xkM] (6 =  0, l ,  

n — l) оралиғида ҳам узлуксиз бўлиб, унда 
inf { f (*)} =  mk, sup { /  (*)} =  Mk 

Xk+l], k =  0, l, n — l).
Қуйидаги

йиғиндиларни тузамиз. Бу йиғиндиларнинг биринчиси аАВЬ эгри 
чизикли трапециянинг ичига чизилган кўпбурчакнинг юзини (62-чиз- 
мада бу юз штрихланган), иккинчиси эса аАВЬ эгри чизикли тра
пецияни ўз ичига олган кўпбурчакнинг юзини ифодалайди.

Равшанки, бу кўпбурчаклар, демак, уларнинг юзлари хам f(x ) 
функцияга ҳамда [а, 6] ораликни бўлаклашга боғлиқ бўлади:

SA = SpA(f), SB= S p (f).
[a, b] оралиқни турли бўлаклашлар олинса, уларга нисбатан аАВЬ эг
ри чизиқли трапециянинг ичига чизилган хамда бу эгри чизикли 
трапецияни ўз ичига олган турли кўпбурчаклар ясалади. Натижада 
бу кўпбурчак юзларидан иборат куйидаги

{ < № } .  {* * (/> }

тўпламлар ҳосил бўлади. Бунда j (/) |  тўплам юқоридан, |S ^ (/) |
тўплам эса қуйидан чегараланган бўлади. Демак, бу тўпламлар- 
нинг

sup inf j S PB (f) j

аник чегаралари мавжуд.
Шартга кўра f(x) функция [a, b] ораликда узлуксиз. У ҳолда 

Кантор теоремасининг натижасига асосан V е >  ® сон олинганда
—-—  сонга кўра шундай б >  0 сон топиладики, [а> Ь] ораликни
6—а

диаметри <  6 бўлган ҳар қандай Р булаклаш учун ҳар бир 
[x k, хк+] ] ораликда функциянинг тебраниши

Мк- т к< - ± -
* R Ь — а

бўлади. Унда

inf { S PB (f)}  -  sup { S* (f) } < S B(f) — S PA(f) =

= 2  'д  “  2  ■AXk= 2 (M * ~ nik)A Xk <k=Q k=Q k—0



<  Ь ^ а  2 Л^ =  j b a (& -  «) =  е'

Демак, [а, Ь] оралиқни диаметри Я,р <  б булган ҳар қандай булак
лаш олинганда ҳам бу бўлаклашга мос аАВЬ эгри чизиқли трапе
циянинг ичига чизилган хамда бу трапецияни ўз ичига олган кўп 
бурчак юзлари учун хар доим

О <  inf { S PB(f) } — sup { S д (fl } <  е 

тенсизлик ўринли бўлади. Бундан эса

inf { S PB(ft } =  эир [ S PA(f) } (10.19)

тенглик келиб чиқади.
(10.19) тенглик аАВЬ эгри чизиқли трапециянинг юзга эга бў- 

лишини билдиради.
Энди юқорида ўрганилган S PA (f), S B (f) йиғиндиларни Дарбу 

йиғиндилари (9-бобдаги 5 -таърифга қаранг) билан таққослаб, S p(f) 
ҳамда S B (/) йиғиндилар /  (х) функциянинг [a, b] оралиқда мос ра
вишда Дарбунинг қуйи ҳамда юкори йиғиндилари эканини топамиз. 
Шунинг учун (9-бобдаги 6-таърифга асосан) ушбу

sup { S PA (f)}, inf { S p (f )}

миқдорлар f{x) функциянинг қуйи ҳамда юқори интеграллари була
ди, яъни

b
sup 1 S A (/) j =  Г f(x)dx, inf jS ^  (/) j =  f f(x)dx . (10.20)

a a
Юқорида исботланган (10.19) муносабатга кўра

ь ь__
f f(x)dx =  J /  [x) dx
a °-

тенглик ўринли экани кўринади. Демак, 
ь ь ь_
[ f(x)dx =  j f(x)dx =  f(x)dx.
a a a

Шундай қилиб, бир томондан, аАВЬ эгри чизиқли трапеция юз
га эга экани, иккинчи томондан, унинг юзи f(x) функциянинг [а, Ь] 
оралиқдаги аниқ интегралига тенг экани исбот этилди. Демак, 
аАВЬ эгри чизикли трапециянинг юзи учун ушбу

ь

формула ўринли.



чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг (63-чизма). 
(10*21) формуладан фойдаланиб топамиз:

з 27
Q =  ] - J -  хЧх  J =  6 — -j j-= - j - ( k b .  бирлик).

1
Агар текисликда (Q) шакл қуйидаги

У =  h(x)\ У =  f2(x), х =  a, x =  b
чизиклар билан чегараланган шаклни ифодаласа (бунда Д(х) ва f2(x) 
функциялар [а, b] ораликда узлуксиз булиб, бу ораликда / ,  (х) >  0, 
f2( x ) > 0 ,  fi(x) >  }г (х)), у ҳолда бу шаклнинг юзи ^учун ушбу

о b Ь
Q =  J /iW  dx — J / 2 (л:) dx =  j I/i(x) — / 2(x)] dx (10.22)

a a a
формула ўринли бўлади (64-чизма).

н(?р,?р>

2р X

63- чизма. 64- чизма. 65- чизма.

М и со л . Ушбу fi(x) =']/г2рху f2(x )= — х2 ( /? >  0) чизиқлар би-
2 р

лан чегараланган шаклнинг юзини топинг (65-чизма).
Изланган юз у =  V 2рх ва у  =  Р >  0 параболалар билан

чегараланган. Шу параболалар (0, 0) ва (2р, 2р) нуқталарда кеси-
шади. Демак, изланган юз х ^ 0 ,  х =  2р ва у  =  у г2рх, у  =
= —  х2 чизиқлар билан чегараланган. Шунинг учун (10.22) фор-

2 р
муладан фойдаланиб топамиз:

= Я  Vzp~x -  ^  1dx= [ \ V Z p * -



1 - э с л а т м а . Юқоридаги (10.21) формула [а, Ь] оралиқда f{x) >
>  0 бўлганда аАВЬ эгри чизиқли трапециянинг юзини ифодалаши- 
ни кўрдик. Агар f(x) функция [а, Ь] ораликда узлуксиз бўлиб, ун
да ишора сақламаса, (10.21) формуладаги интеграл эгри чизиқли 
трапециялар юзларининг йиғиндисидан иборат бўлади. Бунда Ох 
ўқининг юқорисидаги юз мусбат ишора билан, Ох ўқининг пасти- 
даги юз эса манфий ишора билан олинади.

Масалан, агар а <  а  <  Р <  6 бўлиб, Лўх £ [а, а] учун f(x) >  0, 
^ fx £ [a ,  Р) учун /(*) <  0, i f x  £ [Р, Ь] учун f ( x ) > 0  бўлса, у ҳолда 
[а, Ь] оралиқда f(x) функция графиги билан чегараланган шаклнинг

а  р  Ъ

юзи Q =  j f(x)dx— j f(x)dx+  J f (x) dx  кўринишда ёзилади (66-чизма).
a a  P

Масалан, Ox ўқиҳамда синусоида- 4 
нинг 0 <  x <  2я оралиқдаги қисми Т 
билан чегараланган шаклнинг юзини 
топайлик. 0 <  х  <  я оралиқда sin х >
>  0, я <  д: <  2я оралиқда эса sin х <  0 _  
эканини эътиборга олиб изланаётган х 
шаклнинг юзини топамиз:

66- чизма.
2яЯ / 2я

Q =  I sin х dx +  I — j  sin x dx =  (—cos x)
о V я

Я
— ( — cos x) 

0.1
=  4 (кв. бирлик).

2 -э с л а т м а . Текис шаклнинг юзини қуйидагича ҳам таъриф
лаш мумкин.

Текисликда (Q) шакл берилган (61-чизмага қаранг). { Ап j шу 
шакл ичига чизилган кўпбурчаклар кетма-кетлиги, {Вп J эса (Q) 
шаклни ўз ичига олган кўпбурчаклар кетма-кетлиги бўлсин. Ап 
ламда Вп кўпбурчаклар юзлари мос равишда S A  ̂ ва S B̂  бўлиб, 
улардан тузилган кетма-кетликлар эса ( } ҳамда j S B̂  | бўл- 
син. Агар п-*~ о° да { 5 Л̂  } ҳамда { S B  ̂ } кетма- кетликлар чекли 
лимитга эга бўлиб, lim =  lim S B тенглик ўринли бўлса, (Q)

П—+0О П п-* оо П
шакл юзга эга дейилади ҳамда бу юз учун ушбу

Q =  lim S ,, = l im  S Bn
П -+  да п  /1—♦ о о  П

формула ўринли бўлади. Бунда Q шаклнинг юзи деб аталади.
Қутб координата системасида ушбу р =  р(0) (а <  0 <  Р) функция

тасвирлаган АВ ёй хамда О А ва ОВ — радиус-векторлар билан че
гараланган шакл — эгри чизиқли секторни қарайлик (67-чизма). 
Бунда р(0) функция [а, р] оралиқда узлуксиз ҳамда [J] 
учун р(0) >  0. Энди [а, Р] ораликни ихтёрий

{00-01. 0П) (« =  90 < е х<  < 0 „  =  Р)



бўлаклашни оламиз. О нуктадан хар бир кутб бурчаги вк га мос 
ОАк радиус-вектор ўтказамиз. Натижада ОАВ — эгри чизикли сек
тор ОАкАк+1 (k =  0, 1, п — 1; А0 — А, Ап =  В) эгри чизиқли 
секторчаларга ажралади.

р =  р (9) функция [а, Р] ораликда узлуксиз бўлгани учун бу 
оралиқнинг ҳар бир [0А, 0t+]] (k =  0, 1, п — 1) қисмида

m k =  inf { р ( 0 ) }  ( O ft< 0 < 0 * + 1 ) ,

ЛГ* =  sup {р(0)} ( 0 * < 0 < е * +1)

мавжуд.
Энди ОАкАкМ эгри чизикли сектор ичига ён томони тк га 

тенг булган тенг ёнли ОАк+1Вк учбурчакни, ОАкАк+1 ни ўз ичига 
олган ён томони М к га тенг бўлган ОВк+хАк учбурчакни чизамиз. 
Бу учбурчакларнинг юзи мос равишда

у  т\ sin Авк, - j M l  ■ sin A0fc (A0fc =  Qk+l —  0,) 

формулалар билан аникланади. Қуйидаги

2  sinAe* s = t  2  sinAe* (10-23)fe=0 k=0

йиғиндилар эса, мос равишда ОАВ эгри чизикли сектор ичига чи
зилган кўпбурчак юзини хамда ОАВ ни уз ичига олган кўпбурчак 
юзини ифодалайди. Бу s ва 5  лар р =  р(0) функцияга хамда [а, 0] 
оралиқни бўлаклашларга боғлиқ:

s = s p (р), S =  Sp (p).
Юқоридаги (10.23) йиғиндиларни қуйидагича ёзиб оламиз:



k=Q k=0 Д0|

Бу тенгликларнинг ўнг томонидаги биринчи қўшилувчилар —  2р(0)

функциянинг [а, (i] оралиқдаги Дарбу йигиндиларидир. 9- бобдаги
2-лемага кўра Кр 0 да бу йиғиндилар қуйи хамда юқори интег- 
ралларга интилади:

п- i  Р

J ira„ T 2 > * A0*= T  \ p2(e)de’ХР~*° k=o й.а
р

] imn 2 ^  ^  АЙ‘ = т ( p2(0)de-2 2 J

(10.24) тенгликларнинг ўнг томонидаги иккинчи қўшилувчилар учун
i i n  Д б

~дв7
Яя -> 0 д а  - ‘т — 1—̂ 0,

яъни
М П Д 0 ь  ,  I------ - — 1 <  8

A 0 f t  I

тенгсизлик ўринли бўлишини эътиборга олсак, у ҳолда қуйидагига 
эга бўламиз:

-  f y  m \M k ( — 1 'j I <  8 —— v  т 1Щ  <
2 U  H  д е , Л  г - j  * *

<  —  е /И2ф — а) (/И =  sup р (0); а  <  0 <  (3).

Бундан

Ilm - j -  2  g * -  -  1 )  =  0 CO-25)кр-+о 2 \  ДО* j

бўлиши келиб чикади. Худди шунга ўхшаш

,1026>
булади.

Энди Яр ->  0 да (10.24) тенгликларда лимитга ўтсак, у холда
(10.24) ва (10.25), (10.26) муносабатларга кўра ушбу

. р $

^  "  Т  j  Р* <0) ^  S  “  Т  J (10.27)
а р а

24—2651 369



тенгликлар ҳосил булади.
р =  р(0) функция [а, Р] ораликда узлуксиз бўлгани учун ў р 2(0)

функция ҳам шу ораликда узлуксиз, бинобарин [а, р] ораликда ин
тегралланувчи булади. Демак,

fp2(0)de = fp2(e)i(B) = fp2(0) de.
Ъ. “  <x

Натижада (10.27) га кўра
в

lim s =  lim S  =  -J— J* p2 (0) d0
hp-* o bp-+0

бўлиши келиб чиқади. Бу эса ОАВ секторнинг юзга эга экани ва 
унинг юзи учун ушбу

Q =  - j V w e
a

формула ўринли булишини билдиради.
Ми с о л .  Ушбу

р =  р (0) =  а (1 — cos 0) {a — const, 0 <  0 <  2 л).
функция графиги билан чегаралан
ган шаклнинг юзини топинг. Бу 
функция графиги кардиоидани ифо
далайди. Маълумки, кардиоида—ра
диуси а  га тенг бўлган айлананинг 
шу радиусли иккинчи қўзғалмас 
айлана бўйлаб ҳаракати (сирғанмас- 
дан думалаши) натижасида биринчи 
айлана ихтиёрий нуқтасининг чиз- 
ган чизиғидир (68-чизма). Кардиои
да қутб ўқига нисбатан симметрик 
бўлгани сабабли юқори ярим те- 
кисликдаги шаклнинг юзини топиб, 
сўнгра уни 2 га кўпайтирсак, из- 
ланаётган юз келиб чикади.

0 ўзгарувчи [0 , я] оралиқда ўзгарганда р радиус-вектор кар- 
диоиданинг юқори ярим текисликдаги қисмини чизади. Шунинг учун

Л Jt Л

Q — 2- J  p2 (0)d0 =  J a 2(1 — cos 0)2 d 0 =  a2 j' J -y  — 2 co s9  +
0 0 о

+ — cos2e]d0 = a2f— 0 —2sin0 +4'-4'sin 2 еГ =  IT2 J [ 2  2 2 Jo 2
Демак,

Q =  —  na2.
2

яа-.



3-§.  Айланма сиртнинг юзи ва унинг аниқ интеграл орқали
ифодаланиши

Маълумки, I узунликка эга булган АВ кесмани унга параллел 
ўқ атрофида айлантиришдан хосил булган сирт цилиндрик сирт 
деб аталади (69 -чизма). Бу сиртнинг юзи (цилиндрнинг ён сирти) 
S =  2 n rl  формула билан хисобланади. Бунда г — цилиндр асоси- 
нинг радиуси.

Ўада параллел бўлмаган АВ 
кесмани шу ўқ атрофида айлан
тиришдан ҳосил бўлган сирт ко
нус (кесик конус) сирт деб 
аталади (70-чизмада а) конус 
сирт, б) кесик конус сирт). Бу 
конус (кесик конус) сиртининг юзи 
(ён сирти)

S =  лг1 I S --= 2n r- ^ - 4 )
\ 2 /  69- чизма.

асосининг радиусиформула билан ҳисобланади. Бунда г — конус 
(гд, г2 — кесик конус асосларининг радиуси).

f(x) функция [а , Ь] ораликда аникланган ва узлуксиз булиб, 
Y * £ [я> Ь] учун f(x) >  0 бўлсин. Шу функция графигининг (а, /  (а))
ва (Ь, f{b)) нуқталар орасидаги бўлагини АВ  ёй деб юритамиз. Шу
АВ ёйни Ох ўқи атрофида айлантиришдан хосил бўлган сирт ай
ланма сирт деб аталади (71-чизма). Бу сиртнинг юзини аниклаб, 
унинг аниқ интеграл орқали ифодаланишини кўрсатамиз. [a, b\ ора- 
лицни ихтиёрий

70- чизма.

* хп \ ( а =  * 0 < * 1 <  < Хп =  Ь)
бўлаклашни олайлик. Р бўлаклашнинг ҳар бир xk (k = 0 ,  1, , п) 
бўлувчи нуқталари оркали Оу ўқига параллел тўғри чизиклар ўт-



казиб, уларнинг АВ ёйи билан кесишган нуқталарини Ak ( хк, f(xk)) 
билан белгилайлик. Бу Ak{xk, f(xk)) (& =  0, 1, , п), А0 =  А, 
А п — В нукталарни ўзаро тўғри чизиқ кесма лари билан бирлаштириб,.

АВ ёйига L синик чизиқ чизамиз.
АВ ёйини Ох ўқи атрофида айлантириш билан бирга синиқ чи- 

зиқни ҳам шу ўқ атрофида айлантирамиз. Натижада кесик конус 
сиртларидан ташкил топган сирт ҳосил бўлади. Бу сиртнинг юзи 
ушбу

1 -  2  y ( x t + t - x t y + [ l ( x t+l ) - f { x t ) \ ’ =
k=0

= 2 л  2  - - *■ ' {Xk+lV (**+i — **)2 +  V (*k+i).— / М *  (10.28)
*=o

формула билан ифодаланади.
P  бўлаклашнинг диаметри кр - + 0  да АВ ёйига чизилган L си- 

ниқ чизиқ периметри L (шу бобнинг 1-§ да кўрсашлганига кўра) 
АВ ёйи узунлигига интилади. Буни эътиборга олиб, Х.р-^0 да L 
синиқ чизиқни Ох ўқи атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган (ке
сик конус сиртларидан ташкил топган) сиртнинг юзи — q нинг ли
митини, биз излаётган айланма сиртнинг юзи деб қараш табиий. 
Энди айланма сирт юзини аниқ интеграл орқали ифодалаш мақса- 
дида қаралаётган f(x) функцияни [а, Ь] оралиқда узлуксиз f'(x) ҳо- 
силага эга бўлсин деб қараймиз. Аввал f(x) функция [а, b\ оралиқ- 
да узлуксиз бўлгани учун [хк> хА+1] оралиқда хам узлуксиз бўлиб, 
унда шундай %k нуқта топиладики,



f ( x k  )  “Ь  f ( X k + \ )  Г /£ Ч  £  r r  1
2 ~ f k̂) xk+\\

тенглик ўринли булади. Бу бир томондан. Иккинчи томондан, Лаг
ранж теоремасига кўра [xk, xk+[\ оралиқда шундай тк нуқта топила
дики,

f{xk-f-i) А**) =  f (xk) (*£+1 Xk)> Xk £ Xk+}\

тенглик хам ўринли бўлади. Натижада (10.28) муносабат ушбу

Я =  2л 2  №  =
£=0

=  2 я 2  К 1 +  Г- (т*) (Д.^ =  хА+1 — хк) 
к= 0

кўринишни олади. Кейинги тенгликни ушбу

<7= 2 я 2  К ч ) у т + 7 * ы  Ьхк +  2я  V  т а -
*=о *=о

— Ят*)1 ] /  1 +  / ,2K ) A x ft

кўринишда ёзиб оламиз ва унинг иккинчи хадинн бахолаймиз:

12я 2  [fit*) -  /К )]) /1  -г Г2 ( \)  Ах, |<
к=0

< 2 K M n̂ i \ f ( l k) - f ( r k) \A x k ,
k=0

М  =  шах 1 +  f '2 ( х ) , а <  х <  Ь.
Шартга кўра /(х ) [а, 6] ораликда узлуксиз. У ҳолда Кантор

g
теоремасининг натижасига асосан, V  е > 0  олинганда ҳам -----------

2пМ{Ь—а)
сонга кўра шундай б >  0 сон топиладики, диаметри Кр <  б бўлган 
ҳар кандай бўлаклаш учун ушбу

тенгсизлик ўринли бўлади. У ҳолда юкоридаги тенгсизлик куйида
гича ёзилади:

П—1 __________
12я 2  №  -  Ы  > ' 1 +  Г  (ч) Axft I <

k=0
п— 1

<  2лМ  У ------- -------  Ахь =  е.' V _________ ^
2nM(b — a) k



булиши келиб чикади.
Энди h p -*-О да (10.28) тенгликда лимитга утиэ топамиз;

Н т9  =  Н т 2 л 2 / ( т«)] 1 +  / '2(*А) A*ft.
?-р- °  яр- °  S 4

Демак, айланма сиртнинг юзи учун ушбу
ь

Q =  2л j  /  (х) ] Л - г /'*(*) dx (10.29)
а

формула ўринли.
М и с о л .  [О, о] ( а > 0) оралиқда

- * - ( /  + е ~ а ) (Ю.ЗО)

занжир чизиқни Ох уки атрофида айлантиришдан хосил булган ай
ланма сиртнинг юзини топинг.

Аввало (10.30) функциянинг ҳосиласини ҳисоблаймиз:

/'(* ) =  у ( е“ — е а )■

Сўнгра, (10.29) формуладан фойдаланиб, изланаётган айланма сирт
нинг юзини топамиз:

Q =  2л ^ -^ -{ е а + е  а^ ^ / Г  1 +  5 a)2 dx =

j ( е " + Г М ! ^ - ^ | [ Д + 2  + Г Ь л с -
о о

=  f  [ f  - 2 х - f , r 2 j]“ =  2 V - e-> +  4).

4-§. Ўзгарувчи кучнинг бажарган иши ва унинг аниқ интеграл 
орқали ифодаланиши

Фараз қилайлик, бирор жисм Ох ўқи бўйлаб Ғ куч таъсири ос
тида ҳаракат қилаётган бўлсин. Бунда Ғ куч жисмнинг Ох ўқида- 
ги холатига бог лик, яъни Ғ =  Ғ (х) ва унинг йўналиши ҳаракат йў- 
налиши билан устма-уст тушсин, дейлик. Бу куч таъсирида жисм- 
ни а нуктадан b нуқтага ўтказиш учун бажарилган ишни топиш



масаласи юзага келади. Маълумки, F =  F(x) 'куч [а, Ь] ораликда 
Ғ  (х) =  С, С =  const бўлса, жисмни а нуктадан b нуқтага ўтказиш 

учун бажарилган иш А — С(Ь — а) формула билан ифодаланади.
Ғ Ғ  (х) куч [а, Ь] ораликда х ўзгарувчининг ихтиёрий узлук

сиз функцияси бўлсин. У ҳолда [а, Ь] ораликни ихтиёрий
Р =  {х0, *1 , . Хп} (а =  х0 <  хх <  < х п =  Ь)

бўлаклашни олиб, бу бўлаклашнинг ҳар бир [xk, х ^ ,]  ( 6 = 0 ,  ], , 
п — 1) оралиғида ихтиёрий l k (SA £ [х ,̂ х^+)], k — Q, 1, п — 1)
нукта оламиз.

Агар ҳар бир [xk, дгА+1] ( k =  0,1, , п — 1) ораликда жисмга 
таъсир этаётган Ғ (х) кучни ўзгармас ва Ғ  (|А) га тенг деб олсак, 
у холда [хк, хл+1] оралиғида бажарилган иш тахминан Ғ (1к) (хА+1 —
— хА) формула билан, [а, Ь] ораликда бажарилган иш эса, тахминан

(* * + !-* * )  =  2  < 4  (10.31)
k=Q ft=0

формула билан ифодаланади.
F =  F (х) куч таъсирида жисмни а нуқтадан Ъ нуқтага ўтказиш 

учун бажарилган ишни ифодаловчи (10.31) формула тақрибийдир.
п—1

Равшанки, ^  ^ xk йиғинди Ғ =  Ғ (х) функцияга боғлиқ
k=0

булиши билан бирга у [а, Ь) ораликни бўлаклашга ҳамда хар бир 
[xk' °РаликДа олинган t k нуқталарга боғлиқ.

Энди Р  бўлаклашнинг диаметри Кр нолга интила борсин. У 
ҳолда юқоридаги йиғиндининг киймати биз излаётган иш микдори- 
ни тобора аниқроқ ифодалайди. Демак, Хр 0 да юкоридаги йиғин- 
дининг чекли лимитини бажарилган иш деб айтиш табиийдир.

Агар Хя - ^ 0  да (10.31) йиғинди [а, Ь] ораликни бўлаклаш усу
лига хамда нуқтани танлаб олишга боғлиқ бўлмаган ҳолда чек
ли А сонга интилса, бу А сон ўзгарувчи Ғ (х) кучнинг [а, Ъ] ора- 
ликдаги бажарган иши деб аталади. Демак,

л " , И т » 2А р  ->0у  k=0

Юқоридаги (10.31) йиғинди Ғ (х) функииянинг [a, b] оралиқдаги 
интеграл йиғиндиси эканини пайқаш кийин эмас. Каралаётган Ғ (х) 
функция [а, Ь] ораликда узлуксиз бўлгани учун у шу ораликда 
интегралланувчи бўлади. Демак,

lim У  F ( lk) Axk =  i F(x)dx.
А р  -►О ^

Шундай қилиб, ўзгарувчи Ғ {х) кучнинг [а, b] оралиқдаги ба
жарган иши



b
A =   ̂F (x) dx (10.32)

a

формула билан ифодаланади.

72- чизма.

М и с о л .  Винтсимон пру- 
жинанинг бир учи мустаҳ- 
камланган, иккинчи учига эса 
F =  F (х) куч таъсир этиб, 
пружина қисилган дейлик 
(72-чизма). Агар пружинанинг 
қисилиши унга таъсир этаёт

ган Ғ (х) кучга пропорционал булса, пружинани а бирликка қисиш 
учун Ғ(х) кучнинг бажарган ишини топинг.

Агар Ғ(х) куч таъсирида пружинанинг қисилиш миқдорини х 
орқали белгиласак, у холда

булади, бунда k — пропорционаллик коэффициенти (қисилиш коэф
фициенти). Юқоридаги формуладан фойдаланиб бажарилган ишни 
хисоблаймиз:

Механикада инерция моменти тушунчаси мухим булиб, у маса
лалар ечишда кўп қўлланилади.

Текисликда т массага эга бўлган А моддий нуқта берилган бў- 
либ, бу нуктадан бирор I ўққача (ёки О нуқтагача) бўлган масофа 
г га тенг бўлсин.

Маълумки, ушбу I =  тг2 миқдор А моддий нуқтанинг I ўқка 
(О нуқтага) нисбатан инерция моменти деб аталади.

Масалан, текисликдаги т массага эга бўлган А =  А (х, у) мод
дий нуқтанинг координата ўқларига хамда координата бошига нис
батан инерция моментлари мос равишда

рилган булсин. Бу системанинг бирор I ўққа (О нуқтага) нисбатан 
инерция хар бир нуктанинг шу I ўққа (О нуқтага) нисбатан

инерция моментлари йиғиндиси: 1п =  ^  тк г\ сифатида таърифла-

нади, бунда гк микдор Ак нуқтадан / ўққача (О нуқтагача) бўлган 
масофа.

Ғ [х) =  kx

5-§.  Инерция моменти

Ix =  тх-у 1у = т у 2у / 0 =  т (х2 +  у2)

формулалар билан ифодаланади.
Энди текисликда ҳар бири мос равишда m0, mv , гпп_ { мас

сага эга булган Л0, A [t Ап_ х моддий нуқталар системаси бе-



Масалан, текисликда ҳар бири мос равишда т 0, т{, тп_ х
массага эга бўлган А0 (х0, у 0), А { (лг,, г/,), Л„_, (*„_„ у„_, )
моддий нуқталар системасининг координата ўқларига ҳамда коорди
ната бошига нисбатан инерция моментлари мос равишда

С  =  2  ти 4  С  =  2  тк уЬ
k=0 k~[

С  =  2  +  
fe=0

формулалар билан ифодаланади.
Бирор у  =  f (х) эгри чизиқ ёйи бўйича масса тарқатилган бул

син. Бу массали эгри чизиқ ёйининг координата ўқлари ҳамда коор
дината бошига нисбатан инерция моментини аниқлаймиз.

f  (х) функция [а, b] ораликда аниқланган, узлуксиз ҳамда узлук
сиз /' (х) хосилага эга бўлсин. Бу функция графиги АВ ёйини тас
вирласин, дейлик. АВ ёйи бўйича зичлиги ўзгармас ва 1 га тенг 
булган масса таркатилган. Равшанки, бу холда масса ёй узунлиги- 
га тенг ва (10.4) формулага кўра

ъ __________
т =  J  +  /'* (л:) dx (10.33)

а
бўлади.

[а, Ь] оралиқни ихтиёрий
Р  =  {.v0, x j  (а =  х0 <  х, <  <  хп =  V)

бўлаклашни олайлик. Бу булаклаш АВ ёйни Ak (хк, f  (xft)) [k =  0, 1,

п — 1, Л0 =  Л,, Ап_ х = В )  нуқталар билан л та АкАк̂ { бў-

лакка ажратади. Бунда AkAk+i бўлакнинг массаси (10.38) формула
га кўра топилади:

*6+1 __________
тк =  J  V \  + P W  dx (k — 0, 1, , п — 1).

*k

Ўрта қиймат ҳақидаги теоремага асосан шундай (£k £ [xfc, 
нуқта топиладики,

тк =  f  V \  +  P  (x) dx =  V  1 +  P  ( y  A*fc (10.34)

булади, бунда Axfc =  — jcft.
Юкоридаги муносабатларга мувофиқ (Sfc, f  (I/)) (k =  0, 1, , 

n — 1) моддий нуктанинг координата ўқларига ҳамда координата 
бошига нисбатан инерция моментлари мос равишда



i ' xk= = tlm k =  4 V i  +  n  (У  л**.

l'yk =  / 2 (У  m, =  Г- (У  У 1 + Г  (У  Д**,

/'о* =  (^  +  / 2 (У ) ^  =  (?£ +  / 2 (5*)) >ЛН - Г - ( У  Ах,
формулалар билан, (Е0, f {%)), ( |„  / & ) ) ,  (Sn_ „  /(?„_,)) моддий 
нуқталар системасининг инерция моментлари эса мос равишда

4Я) = 2  +Р  (У Ах„
k=0

С  =  2  /2 (Е*> ^  1 +  Г  (У  Ах„ (10.35)
к=0

С = 2  ( и + / ! (У  i ^ 1+ /'■  (У  а*.
fe=0

формулалар билан ифодаланади.
Энди Я бўлаклашнинг диаметри Яя нолга интила борсин. Унда

ҳар бир ёйнинг узунлиги хам нолга интила бориб, Ак Ak + ,
ёйи эса нуктага айлана боради. Бу ҳол табиий равишда 0 да
(10.35) формулалар билан ифодаланган 1{”\  I (y \  I (Qn) йиғиндиларнинг 
лимитини массага эга булган моддий эгри чизиқ ёйининг координа
та ўқлари хамда координата бошига нисбатан инерция моменти деб 
карашга олиб келади.

Яр->-0да 1{х \  /<'2), / (0Л) йиғиндиларнинг лимити моддий эгри чи- 
зиқ ёйининг координата ўқларига хамда координата бсшига нисба
тан инерция моменти деб аталади ва улар мос раЕИшда 1ХУ 1у, 10 
каби белгиланади.

Демак,
п-1

(10.35) муносабатдаги йиғиндиларни [а> Ь) ораликда мос равишда 
қуйидаги

х2У~\ + П ( х ) ,  р  (х) ] Л  +  Г  (jc), 1г т Р ( х) )У Г 1 +  Р М

функцияларнинг интеграл йиғиндилари эканлигини пайкаш кийин 
эмас.



Шартга кўра f (х) функция [а, b] ораликда узлуксиз ҳамда уз
луксиз /' (х) хосилага эга. Шунинг учун юқоридаги функциялар 
[а, Ь] ораликда интегралланувчи булади. Демак,

Натижада ушбу

h  =  f  *2 V  И- Г  W dx,
a

( x ) V l + n  M  dx,
a

I0 =  f  I*2 +  / 2 W1 K l + f 2 (*) dx
a

формулаларга эга бўламиз.



11-БОБ  
СОНЛИ ҚАТОРЛАР

Маълумки, прогрессия лар математикада алохида урин тутади. 
Айникса, прогрессия ҳадларининг йиғиндиси билан боғлиқ масала
лар куп учрайди.

Одатда, ушбу
а, aq, aq2, aqn~ \  (11-1)

кетма-кетлик а ф  О, д ф  0 бўлганда геометрик прогрессия деб ата
лади (а — прогрессиянинг биринчи ҳади, q — прогрессия махражи, 
aqn~ ] — прогрессиянинг умумий хади). (11.1) прогрессиянинг бирин
чи п та ҳадининг йиғиндиси қуйидаги

( a  — aqn *
Sn -_=a +  aq +  aq2 +  4- aqn~ l =  l __q ’ агаР Ч ф

1 nay агар q =  1 
формула билан ифодаланади. Бу Sn йиғиндига (11.1) прогрессиянинг 
п-ҳадидан кейинги ҳадларини бирин-кетин қўша борсак, хосил бўл- 
ган

5 п+1 =  а +  aq +  aq2 +  +  aqn~ x +  aqn ,
5 л+2 =  a +  Щ -г aq2 +  +  aqn~ l +  aqn +  aqnJrl

йиғиндилар берилган чексиз прогрессиянинг барча ҳадларининг йиғин- 
дисини тобора яқин (аниқ) ифода лай боради дейиш табиийдир. Д е
мак, п с» да Sn нинг лимитини чексиз прогрессиянинг барча хад
лари йиғиндиси деб киритиш мумкин. Шундай килиб, ушбу 

а +  aq +  aq2 +  +  aqn~{ - f
«чексиз йиғинди» ни ўрганиш масаласи юзага келади. Бундай «чек
сиз йиғинди» сонли катор тушунчасига олиб келади.

Биз мазкур бобда, сонли қаторларни, аниқроғи, уларнинг якин- 
лашиши, узоклашиши, якинлашиш аломатлари хамда якинлашувчи 
каторларнинг хоссаларини ўрганамиз.

1-§. Асосий тушунчалар
Ушбу

1̂* 2̂* <*3’ * * (11-̂ )
ҳақиқий сонлар кетма-кетлиги берилган бўлсин.

1-т а ъ р и ф .  Қуйидаги

а\~Т а2~̂ ~ a3~T~ ап (11-3)
ифода қатор (сонли қатор) деб аталади.

ао
(11.3) катор ^исқача ^  ап каби белгиланади:

п— 1



Юкоридаги (11.2) кетма-кетликнинг а,, а2, ап, элемент- 
лари каторнинг хадлари дейилади. ап эса каторнинг умумий ха
ди дейилади. (11.3) каторнинг ҳадларидан қуйидаги

Ay =  alt 
A2 =  a1 +  a2,

A3 =  at -\- a2 +  a3,

=  a i +  a 2  +  а з  +  4 -  a n>

йиғиндиларни тузамиз. Бу йиғиндилар каторнинг қисмий йиғинди- 
лари дейилади.

Демак, (11.3) қатор берилган ҳолда хар доим бу каторнинг кис
мий йиғиндиларидан иборат ушбу

Ю -  А2, А3, Ап,

сонлар кетма-кетлигини ҳосил қилиш мумкин.
2 - т а ъ р и ф .  Агар п-+<х> да (11.3) каторнинг кисмий йиғиндила- 

ридан иборат {А п} кетма-кетлик чекли лимитга эга, яъни

lim Ап =  А
П—УОО

булса, у ҳолда қатор яқинлашувчи дейилади.
Бу лимитнинг қиймати А сон (11.3) қаторнинг йиғиндиси дейи

лади ва куйидагича ёзилади:
оо

Л =  а , + а 2 -г + а „ ~ г  =  2  ап-
п= 1

3 - т а ъ р и ф .  Агар п-+оо  да (11.3) каторнинг қисмий йиғиндила- 
ридан иборат {Ап} кетма-кетликнинг лимити чексиз бўлса ёки бу 
лимит мавжуд бўлмаса, у ҳолда (11.3) катор узоқлаилувчи дейила
ди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1 Н-------Н-------- +  ~\--------------- -г
1 2  2 - 3  (л — 1) -rt

қаторни қарайлик. Бу қаторнинг қисмий йиғиндисини ҳисоблаб, 
унинг лимитини топамиз:

А = 1 + —  +  —  +  4 ------- ------ =  l +  ( l  — - )  +
n 1-2 2-3 ( n — l ) -n  \  2 1

+ ( i ~ l )  + + (d r ;- i )  = 2- v  A- = 2-
Демак, берилган қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси 2 га тенг:



1 +  2 +  3 -Ь +  я +  
қатор узоклашувчи, чунки бу каторнинг кисмий йиғиндиси

А =  1 +  2 +  3 +  +  л =

бўлиб,
lim Ап =  оо.

л - » о о

3. Қуйидаги
1 — 1 +  1 — 1 +

қатор ҳам узоклашувчи, чунки бу қаторнинг қисмий йиғиндиси
л =  i _ | +  _i_/__nn-fi =  / о, агар л — жуфт сон булса,
п ' [ 1, агар л — тоқ сон бўлса

бўлиб, {Ап} кетма-кетлик лимитга эга эмас.
4. Геометрик прогрессия a, aq, aqn~ l, хадларидан ту

зилган
a +  aq +  aq2 + .  - f  aqn~ ] +

қаторни карайлик. Одатда бу қатор геометрик қатор дейилади. Бу 
қаторнинг кисмий йиғиндисини ёзамиз:

А =  а +  aq +  aq2 -f- +  aqn~' =
l - q

Агар I q J <  1 бўлса,
lim A„ =  a

1 — q
бўлади. Демак, бу холда геометрик катор якинлашувчи ва унинг 
йиғиндиси ——  сонга тенг.\ —q

Агар q >  1 бўлса, lim Ап =  oo бўлиб, қатор узоқлашувчи бўла-
П—ЮО

ДИ.
Агар q — 1 бўлса, оо да Ап =  tia~>o° бўлиб, қатор узоқ- 

лашувчи, q <  — 1 бўлганда эса {Лп} кетма- кетлик лимитга эга 
эмас. Демак, бу холда хам қатор узоқлашувчи бўлади.

Шундай қилиб, геометрик қатор (q | <  1 бўлганда яқинлашувчи, 
\q \ >  1 ва <7 =  ±  1 бўлганда узоқлашувчи бўлади.

5. Қуйидаги

1 +  7  +  i  +  + 7 +  ( 1 U )
қаторни олайлик. Бу қатор гармоник қатор деб аталади. (Маълум
ки, агар 0 =5± а £  R ва 0 ф Ь ^ Я  сонлар учун



тенглик ўринли бўлса, с сон а ва b сонларнинг ўрта гармоник 
киймати дейилади. Берилган (11.4) қаторнинг иккинчи ҳадидан 
бошлаб, хар бир ҳади ўзига бевосита қўшни бўлган икки ҳадининг 
ўрта гармоник қийматини ташкил этади. (11.4) каторнинг гармоник 
деб аталиши хам шундан келиб чиққан.) (11.4) қаторнинг биринчи 
2k та (k € N) ҳадидан тузилган

А, * =  I t  -  +  7  +  7  +  Н—ak—i~,' — й ^"ofc2 3 4 2* 1 +- 1 2 +  2 2 j
қисмин йиғиндисини олиб, уни қуйидагича ёзиб оламиз:

ЛИ 1+1 М т  + т ) + ( ?  + 1 + 7 + ? И 1  + Го +
+ + й )+ + ( " ? + т  + + ) '

Энди ушбу
1 , 1  1 , 1  _ 1
3 4 >  4 4 ~  2 ’

1 _ i_L == 4 . — =  1
5 6 ' 7 8 8 8 8 ' 8 8 2*

1 +  +  — >  — +  +  — =  8 • — =  —,
9 16 16 16 16 2

1 , 1  . 1  1 . 1 .  ,
+  „ b _ i ~  -1- - г г  >  -тг---- 1 т Г  +  +2k~ lJ-l 2fe—!+ 2  ‘ 2k 2fe ' 2k

I J_ _  ofc—t J L  =  1
2fc 2k 2

тенгсизликларни эътиборга олсак, унда

А л  > 1 + 6 - 1
2 2

тенгсизлик ўринли бўлиши келиб чиқади. Равшанки, {A2k } кетма- 
кетлик ўсувчи. Демак, lim A2k =  оо. Шундай қилиб, гармоник қа-

k—too
тор узоклашувчи.

6. Ушбу

1 - 1  +  1 - 1 +  + ( - 1 ) « - »  1 +  (11.5)
2 3 4 п

қаторни қарайлик. Бу қаторнинг қисмий йиғиндисини ёзамиз:

Шу йиғиндининг n оо да лимитинғ топиш учун (6.57) формула- 
ни келтирамиз (х >  — 1 да):



п +  1
тенгсизлик ўринли (6-боб, 7-§ нинг б-бандига каранг). Юкоридаги 
формулада х  =  1 деб топамиз:

In 2 — Ап -\гГп (1).

Натижада ушбу

М „ - 1 п 2 | - | г „ ( 1 > | <
П~г 1

тенгсизликка келамиз. Ундан
lim Ап =  In 2
п-*оо

тенглик келиб чиқади. Демак, (11.5) қатор якинлашувчи ва унинг 
йиғиндиси 1п2 га тенг.

Ушбу параграфнинг охирида қаторнинг қолдиғи тушунчасини 
келтирамиз. (11.3) каторнинг биринчи m та хадини ташласак, унда

оо

am+i 4 -а т+2+  =  2  ап (П-6)
п=т~1

катор хосил булади. (11.6) катор (11.3) каторнинг (т-хадидан 
кейинги) қолдиғи дейилади.

2-§.  Яқинлашувчи қаторлар ҳақида теоремалар

Бирор
оо

V  ап =  а{ +  а2 +  +  +  (11-3)

қатор берилган бўлсин.
1-т е о р е м а .  Лга/? (11.3) қатор якинлашувчи булса, ис-

талган (11.6) қолдиғи ҳам якинлашувчи булади ва аксинча. (11.6) 
колдщ катор якинлашувчи булса, берилган (11.3) қатор хам якин
лашувчи булади.

И с б о т .  (11.3) катор берилган бўлсин. Бирор т — натурал сон
ни тайинлаб, (11.6) каторнинг кисмий йиғиндисини Ak билан белги
лайлик:

А ь =  а , j Ч- а 19 ~Ь ак т— 1 т —2 1 1

Равшанки,

Л  =  Д»+„ - Л т , (4-7)



бўлади, бунда А т берилган (11.3) қаторнинг қисмий йиғиндиси.
(11.3) цатор якинлашувчи бўлсин. Таърифга кўра

lim  Am+k =  Л (A — чекли сон)
ft- ю о

бўлади. h-^oo  да (11.7) тенгликда лимитга ўтиб топамиз:

Jim Ak = A - A m. 
ft—>00

Бу эса (11.6) қаторнинг якинлашувчи эканини билдиради.
Энди (11.6) катор якинлашувчи бўлсин. У х.олда таърифга кўра

lim Ak =  А {А — чекли сон)
k—f оо

бўлади. (11.7') тенгликда я - х »  да лимитга ўтсак, у холда

lim А„ =  А +  Атп 1 тп-+оо
бўлиши келиб чикади. Бу эса (11.3) қаторнинг яқинлашувчи экани
ни билдиради. Теорема исботланди.

Шундай қилиб, каторнинг дастлабки чекли сондаги ҳадларини 
ташлаб юбориш ёки қаторнинг бошига чекли сондаги янги ҳадлар- 
ни қўшиш унинг якинлашувчилиги характерига таъсир қилмайди.

1-н а т и ж а .  Агар (11.3) катор якинлашувчи бўлса, унинг қол- 
диғи

Т т ~  1 +  °т + 2 +  +  °m +k  +

т -*оо да нолга интилади.
Ҳақиқатан ҳам, (11.3) қатор якинлашувчи бўлнб, унинг йиғин- 

диси А булсин, бу холда
А =  A -j~* г , г f =  Л — Аш  1 т 1 -71. т

булиб,
lim гт =  А — А =  0

т —> оо

булади.
2 - т е о р е м а .  Агар (11.3) катор якинлашувчи бўлиб, унинг йи- 

ғиндиси А га тенг бўлса, у  холда
о о

2  сап — са1 +  са2 +  -Г сап - f  (11.8)
/7=1

қатор ҳам якинлашувчи ва унинг йиғиндиси сА га тенг булади 
(с Ф 0 — т а  боглик булмаган узгармас ссн).

И с б о т .  (11-8) каторнинг кисмий йиғиндисини А'п билан белги
ласак, у ҳолда

Л’п = сау + са2 + +сап = с(а{+ а 2+ + а п) = сАп 
бўлиб, ундан



булиши келиб чикади. Бу эса (11.8) қаторнинг якинлашувчи були
шини ва унинг йиғиндиси с А га тенг эканини билдиради. Теорема 
исботланди.

Бу теорема якинлашувчи қаторларда ушбу
с (а, -Ь а2+  + а п +  ) =  са{ + с а 2 +  +  сап +

муносабатнинг ўринли булишини ифодалайди.
3-теорема. Агар

оо

2  ап =  а\ +  аг +  +  °П +
п=1

2  bn =  +  Ь2 -+• +  Ьп +
п~[

қаторлар якинлашувчи булиб, уларнинг йиғиндиси мос равишда А 
ва В га тенг бўлса, у  холда

о о

2  ^  =  ^  (а2 ^  +«^я) (1 I-®)
п— I
қатор хам якинлашувчи ва унинг йиғиндиси А -f- В га тенг брла- 
ди.

оо  о о

И с б о т .  V  ^  ва 2  bn қаторлар якинлашувчи. Демак, бу
п —  1 /7=1

каторларнинг кисмий йиғиндилари {Ап ва Вп лар) учун lim Ап — А,
П—+00

lim Вп — В  тенгликлар ўринли булади. (11.9) қаторнинг қисмий
/Z—> ао

йиғиндисини Сп билан белгилаб топамиз:
— (a i +  ) +  (а2 “Ь Ь.2) +  . .  +  (ап +  bn) =  (а( +  а2-f  . . .  ап) +  

+  (bl +  b2 +  +  Ьп) = А п +  Вг.

Бундан
lim Сп =  А +  В.
П-+оо

Кейинги тенгликдан теореманинг исботи келиб чиқади.
о о  о о

2-натижа.  Агар 2  ап ^  2  ^атоРлаР якинлашувчи булса,
п—1 П=1

у холда

| к + ч
/2=1

қатор хам яқинлашувчи ва



2  <“ » + " ’J = c 2 ' i» + i 2  ь*
n=l  n= I п—1

тенглик ўринли булади (бунда с, I — тг га боғлиқ бўлмаган ўзгар- 
мас сонлар).

4 - т е о р е м а .  Агар  (11.3) катор якинлашувчи бўлса, бу қатор- 
нинг умумий хади ап п »  да нолга интилади.

И с б о т .  (11.3) қатор яқинлашувчи бўлсин, яъни lim Ап = А
п—*оО

(А — чекли сон). Агар

ап = 4 - 4 - 1
бўлишини эътиборга олсак, у холда

lim ап — lim ( 4  ~  4 - i )  =  А ~ А  =  О
П —►оо П —+00

булишини топамиз. Теорема исботланди.
Теоремадаги тасдикнинг акси, умуман айтганда, ўринли эмас. 

Бошқача айтганда бирор каторнинг умумий ҳади п-^оо  да нолга 
интилишидан унинг якинлашувчи бўлиши хар доим келиб чиқавер- 
майди.

00 1
Масалан, (11.4) гармоник катор' V —  нинг умумий хади а —

пп=\
=  —  бўлиб, у п-+оо да нолга интилади, аммо бу катор узоқла-

п
шувчи.

Шундай қилиб, юқорида келтирилган 4- теорема катор якинла
шувчи бўлишининг зарурий шартини ифодалайди.

Қаторлар тузилишига кўра умуман қуйидагича бўлади:
1) барча хадларининг ишоралари манфий бўлмаган қаторлар;
2) бирор ҳадидан бошлаб, кейинги барча ҳадларининг ишоралари 

манфий бўлмаган каторлар;
3) барча хадларининг ишоралари манфий сон ёки бирор ҳадидан 

бошлаб кейинги барча хадларининг ишоралари манфий бўлган қатор- 
лар;

4) чексиз кўп манфий ишорали ва чексиз кўп мусбат ишорали 
хадлари бўлган каторлар.

2) ва 3) ҳоллардаги қаторларнинг якинлашувчи ёки узоқлашув- 
чилигини ўрганиш юқорида келтирилган 1 -теорема ва 2-теорема- 
ларга кўра 1) ҳолдаги қатсрларни ўрганишга келади.

3- §. Мусбат қаторлар ва^уларнинг яқинлашувчи булиши

Қаторлар назариясининг мухим масалаларидан бири каторнинг 
яқинлашувчи ёки узоклашувчилигини аниклашдан иборат.

Аслида берилган каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчилигини 
таърифга кўра текшириш мумкин. Бироқ кўпчилик ҳолларда қатор- 
нинг кисмий йиғиндиси Ап нинг ифодаси мураккаб бўлиб, оо да



унинг лимитга эга бўлишини (ёки бўлмаслигини) кўрсатиш қийин 
булади.

Шуни хам айтиш керакки, каторнинг якинлашувчи ёки узокла
шувчи эканини аниқлашда қаторнинг қисмий йиғиндисининг қийма- 
тини, хатто каторнинг йиғиндисини топиш зарурияти бўлмайди.

Натижада шундай усулларни (аломатларни) топиш масаласи юза
га келадики, бу усуллар ёрдамида, катор йиғиндисини ҳисобламай 
туриб, унинг яқинлашувчилигини аниқлаш мумкин бўлсин.

Аввало хадларининг ишоралари манфий бўлмаган қаторларни 
караймиз.

1. М у с б а т  қ а т о р л а р н и н г  я қ и н л а ш у в ч и  б ў л и ш и  
шарти.  Бирор (11.3) қатор берилган бўлсин:

о о

2  ап ~  а1 а2 +  ап "Ь (11-3)
П=1

Агар ап >  0 (п =  1, 2, 3, ) бўлса, у холда (11.3) қатор 
мусбат ҳадли қатор ёки кискача, мусбат қатор деб аталади.

о о

5 - т е о р е м а .  Ушбу ^  ап мусбат қатор яқинлашувчи булиши
я=I

учун унинг кисмий йиғиндилари кетма-кетлиги юқоридан чегара- 
ланган бўлшии зарур ва етарли.

оо

И с б о т .  3  а р у р л и г и. V  ап қатор яқинлашувчи бўлсин. Таъ-
п—1

рифга кўра, қаторнинг кисмий йиғиндиларидан тузилган {Ап} кетма- 
кетлик п-+-оо да А га интилади: lim Ап =  А (А —чекли сон). У ҳол-

П-+ оо
да {Лп} кетма-кетлик яқинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссасига 
кўра чегараланган, жумладан, у юқоридан чегараланган булади.

оо

Е т а р л и л и г и .  ^  ап каторнинг қисмий йиғиндилари кетма-кет-
П— 1

лиги f Ап) юқорида чегараланган булсин.
Шу қаторнинг ҳар бир ҳади манфий булмагани учун

А п+1 =  А п +  ап+1 >  А п

тенгсизлик ўринли. Демак, {Ап) кетма-кетлик ўсувчи. Шунинг учун
3 - бобдаги 7 - теоремага кўра (Л„| кетма-кетлик чекли лимитга эга;

о о

lim Ап — А. Бу эса "V ап қаторнинг яқинлашувчи эканини билди-
' 5Й

ради. Теорема исботланди.
М и с о л .  Ушбу



каторни карайлик. Одатда (11.10) катор умумлашган гармоник ка
тор дейилади. Бу к.атор а  >  1 бўлганда яқинлашувчн эканлигини 
кўрсатайлик. Унинг

-4" = 1 +  ~2®~ +  I » -  +  +

қисмий йиғиндиларидан тузилган \Ап} кетма-кетлик ўсувчи экани 
равшан. Демак, Ап< А 2п+ х (я =  1,2,  .). Шу билан бирга қуйи- 
дагига эгамиз:

4 л+1= 1 + - ^ Г + ^ - +  = 1  +

+  ("2s " + "з“~) ( ( 2п)а (2п-г 1)“ ) ^  1 
2 2 , 2 _  j j ____1_  / ,  ___ 1 _ ___1___

+  +  4а  ' (2п)а ~~ ' 2а —1 \  ‘ 2а  За

+  + ^ г )  =  1 +  - ^ Ь - 4 л.

Охирги икки муносабатдан ушбу

тенгсизлик келиб чикади. Бундан а  >  1 бўлганда

А* < ’̂ £ г Т < п в 1 * 2* ) (1111>

тенгсизлик. ҳосил бўлади. Бу эса {Лд! кетма-кетликнинг юқоридан 
чегараланганлигини билдиради. 5- теоремага кура берилган қатор 
яқинлашувчидир. Демак, умумлашган гармоник катор а  > 1  бул- 
ганда яқинлашувчи булади.

«о J

Хусусан, 2  “  Қатор якинлашувчидир.
л=1 П

3 - н а т и ж а .  Мусбат каторнинг қисмий йиғиндиларидан иборат 
кетма-кетлик юкоридан чегараланмаган бўлса, катор узоклашувчи 
бўлади.

2. М у с б а т  қ а т о р л а р н и  т а қ қ о с л а ш  ҳ а қ и д а  т е о р е м а 
лар.  Мусбат қаторнинг яқинлашувчилиги ёки узоклашувчилигини 
билган ҳолда, ҳадлари бу қатор ҳадлари билан маълум муносабат
да бўлган (таққосланган) иккинчи мусбат каторнинг яқинлашувчи- 
лиги ёки узоқлашувчилигини аниклаш мумкин. Улар куйидаги те
оремалар оркали ифодаланади.

00 00
Иккита мусбат ^  оп ва У  Ьп катор берилган бўлсин.

/1=1 /1= 1
б - т е о р е м а ,  п нинг бирор я0(я0 >  1) қийматидан бошлаб бар

ча п >  я0 лаР УНУН



оо оо
са, V  ап қатор ҳам. яқинлашувш бўлади, б) V  ап қатор узок,-

/1=1 n=l
jc

лсииувчи бўлса, V  bn қатор хам узоклашувчи бўлади.
п=I

И с б о т .  Ушбу бобнинг 2 -§  ида айтиб ўтдикки, қаторнинг якин
лашувчи (узоклашувчи) бўлишига унинг чекли сондаги дастлабки 
хадларининг таъсири бўлмайди. Шу сабабли (11.12) тенгсизлик п0 =  
=  1 дан бошлаб ўринли бўлсин деб караш мумкин. Демак, 
< & п(я =  1,2,  ) тенгсизлик ўринли. У ҳолда берилган қатор- 
ларнинг кисмий йиғиндилари

А-п ~  a i +  а2 +  • 4 ' ап, 1 +  ^ 2 +  +  Ьп 
учун ушбу

Ап < В п ( п = \ , 2 ,  ) (11.13)

тенгсизлик хам ўринли бўлади.
30

Азвал 2  bn қатор яқинлашувчи бўлсин. У ҳолда 5- теоремага
П— 1

кўра, (5П} кетма-кетлик юқоридан чегараланган бўлади, яъни би
рор М  учун Вп <  М,  (« =  1, 2, ). Бундан ( 11. 13) тенгсизликка 
асосан Ап <  М {п =  1, 2, ) тенгсизлик ҳам ўринли экани келиб 
чикади. Демак, {Ап\ кетма-кетлик хам юқоридан чегараланган. Яна

оо

ўша 5- теоремага кўра ^  ап к.аторнинг якинлашувчи булиши ке-
П= I

либ чиқади.
СС

Энди У  ап катор узоклашувчи бўлсин. У х.олда (А„| кетма- 
/1=1

кетлик юкоридан чегараланмаган, (11.13) тенгсизликка асосан {Вп ) 
кетма-кетлик дам юкоридан чегараланмаган бўлади. Бундан эса
оо

'V Ьп каторнинг узоклашувчи булиши келиб чикади. Теорема ис-
п= I
ботланди.

Одатда, бирор мусбат қаторнинг якинлашувчи ёки узоқлашувчи- 
лигини аниқлашда, бу қатор хадлари тенгсизликлар ёрдамида аввал- 
дан якинлашувчи ёки узоқлашувчилиги маълум каторнинг хадлари 
билан боғланади, сўнгра исбот этилган теоремадан фойдаланиб бе
рилган катор хақида хулоса чикарилади.



Л. I . Я  , . Л , I . I
sm ------Ь sin ------h sin - -  -г +  sm —  +

12 22 з 2 n 2

катор якинлашувчилигини текширинг. Бу катор хадлари учун

О <  sin - ~  <  —-(и, =  1,2, •)
11 п2

тенгсизлик ўринли бўлишини кўрсатиш кийин эмас. Демак, берил-
ос I

ган каторнинг ҳар бир хади якинлашувчи V  —  каторнинг мос ха-
п=1 п

дидан кичик. 6 -теоремага асосан берилган катор якинлашувчи.
7- т е о р е м а .  Ушбу,

lim —̂— =  k ( 0 < & < о о )
Л—»00 b

Ос

лимит мавжуд булсин. Агар: а) /е< с» ва ^  Ьп катор якинлашув-
л=^1

Сс

чи булса, у  ҳолда V  катор ҳам якинлашувчи булади; б) k >  О
Л=1

оо ос
еа "V 6Л қатор узоклашувчи бўлса, у  ҳолда ^  катор ҳам

Л = 1  П = 1

узоклашувчи булади.
СО

И с б о т .  a) k<C 00 бўлиб, V  қатор якинлашувчи булсин. Ли-
Л=|

мит таърифига кўра, >  0 сон олинганда ҳам шундай n0^N сон 
топиладики, барча л > л 0 лар учун

о„
— ----- k
к

< 8 ,

яъни

(k ~ & )b n < a n < ( k  +  t)b n (11.14)

тенгсизликлар ўринли булади.
ОС сс

Шартга кўра V  bn қатор якинлашувчи. Шунинг учун V  (& +
Л — 1 Л = 1

+г)Ь п катор ҳам якинлашувчи. У ҳолда (11.14) тенгсизликдан ва 6-тео-
00

ремадан V  ап каторнинг яқинлашуЕчи булиши келиб чикади.
n=i

ор
б) k >  0 бўлиб, V  bn қатор узоқлашувчи бўлсин. Агар 0<Cki<Z

Л = 1



ап< ik  олса к, у холда l im-r— =  k лимит ўринли эканидан ва 6>fei
п-+0о °п

апбўлишидан, шундай п0£N  сон топиладики, л >  л0 бўлганда-----  >
Ьп

> fe 2 тенгсизлик ўринли бўлади. Демак, я > я 0 бўлганда &л < —  ап
ki

па
тенгсизлик бажарилади. Бундан б-теоремага асосан V  ап қаторнинг

Л=1
узоқлашувчи бўлиши келиб чиқади. Теорема исботланди.

Бу теоремадан куйидаги натижа келиб чикади.
4-к а т и  ж а. Агар ушбу

lim =  k
П -+  оо Ь / i

00 00
лимит ўринли булиб, 0 < ^ < о о  булса, у холда ^  ап ва 2  ^а ’

п= I л=1
торлар бир вақтда яқинлашувчи, ёки бир вақтда узоклашувчи бу
лади.

Ми с о л .  Ушбу

V ___ !__
1+-  П= 1 П

п

қаторнинг якинлашувчилигини текширинг. Бу каторни гармоник қа- 
« 1

тор "У —  билан таққослаймиз. Бу икки қатор умумий ҳадлари нис-
ПП = 1

батининг лимитини топамиз:

I
14- L

lim —% — = lim — - — j- =I i m — =  1.
f l—*00 ____  П —► эс I -J- — . n-*-jo  - j /  л

П П n У

Демак, 4- натижага кўра берилган қатор узоклашувчи булади.
8 - те о ре ма ,  п £ N нинг бирор п9 қийматидан бошлаб барча 

,п > п 0 угар учун

(11.15)
ап Ьп

*■
тенгсизлик уринли булсин. У ҳолда, агар а) ^ b n қатор якинла-

Л=1



шувни булса, у  ап катор ҳам якинлашувчи булади; б) ^  Ъа'
п=1

тор узоклашувчи бўлса, V  bn қатор хам узоклашувчи булади.
п=1

И с б о т .  Аввал айтганимиздек (11.15) тенгсизлик п =  1,2, 
кийматларда бажарилади деб хисоблаш мумкин. Шундай цилиб,

Ьп~ 1< _ р - ( „  =  1,2,  ) 
Ьп

тенгсизлик уринли деб қараймиз. Ундан куйидаги
о2 ах ап_ j>2_
Qj Q., an_, 62 £>.._[

тенгсизлик келиб чикади. Бундан ушбу

<11.16)

тенгсизликка эга бўламиз.
on х

Агар "V Ьп катор якинлашувчи булса, унда V  _ 1  Ьп қатор хам
....................................................... Л̂ 1 61

яқинлашувчи бўлади.  ̂нда (11.16) тенгсизлик ва 6 - теоремага асо-
ОС

сан V  ь;аторнинг якинлашувчи булиши келиб чикади.
п=1

эа
(11.15) тенгсизлик уринли бўлганда ^  ап қаторнинг узоқла-

п= 1
Ос

шувчи бўлишидан ^  Ьп каторнинг хам узоклашувчилиги келиб чи-
п= 1

қиши шунга ўхшаш исботланади. Теорема исбот бўлди.
3. М у с б а т  к а т о р л а р  у ч у н  я қ и н л а ш у в ч и л и к  а л о м а т -  

лари.  Биз юкорида мусбат қаторларни тақкослаш теоремаларини 
келтирдик. Гарчи бу теоремалар ёрдамида текшириладиган катор 
хадларини иккинчи қатор хадлари билан таққослаб, қаралаётган қа- 
торнинг якинлашувчилиги ёки узоқлашувчилиги масаласи хал бўл- 
са хам, таккослаш теоремалари маълум ноқулайликларга эга. Бун
дай ноқулайликлардан бири берилган катор билан таққосланадиган 
қаторни танлаб олишнинг умумий коидаси йуклигидир.

Берилган қаторни геометрик хамда умумлашган гармоник қатор- 
лар билан таккослаб, каторнинг якинлашувчилиги ёки узоқлашувчи- 
лигини ифодалайдиган аломатларни келтирамиз:

СО
а) К о ш и  ал ом а т и. Мусбат қатор V  ап берилган булсин.

п—\
Агар n^N нинг бирор tiQ (п0 >  1) кийматидан бошлаб барча п > п 0 
қийматлари учун



чи) булади.
ос __

И с б о т .  Аввал ^  ал катор учун п >  n0 бўлганда у  ' ап <  1
Л— 1

тенгсизлик уринли бўлсин. Бу тенгсизлик ушбу CLn<,qn тенгсизлик
ка эквивалентдир. Демак, берилган каторнинг хар бир ҳади (п > /г0 
бўлганда) якинлашувчи геометрик каторнинг мос хадидан катта эмас.

00
6- теоремага кўра "V ап катор якинлашувчи бўлади.

П— 1 __
Агар барча п ^ п 0 лар учун у  ап >  1, яъни ап >  1 тенгсизлик

уринли булса, у холда берилган каторнинг хар бир хади узокла- 
00

шувчи V  l =  каторнинг мос хадидан кичик эмас.
П— 1

ОС
Яна ўша 6- теоремага кўра, V  ап катор узоклашувчи бўлади.

п= 1
Амалий масалаларни ҳал қилишда кўпинча, Коши аломатининг 

куйидаги лимит кўринишидан фойдаланилади.
Агар ушбу __

lim у  '"а^= к
П~> ос

ОоШ
лимит мавжуд булса, у  ҳолда. V  ап катор k <  1 булганда яқин-

п—\
лашувчи, k^> 1 бўлганда эса узоклашувчи булади.

И с б о т .  Аввал /е<  1 f ўлсин. Шундай хакикий сон q топилади
ки, £<<?< 1 тенгсизлик уринли бўлади. У холда лимитларнинг те
гишли хоссасига кўра (3- бобнинг 3- § ига каранг) шундай гс0 £ JV 
топиладики, барча п >  п0 лар учун у  an ^ q  тенгсизлик ўринли

сс
бўлади. Юқорида исбот этилган Коши аломатига кура ^  ап катор

п—1
якинлашувчи.

Энди булсин. У холда шундай n0 ^N  топиладики, барча
я > /г 0 лар учун у  ап >  1 булиб, ундан берилган каторнинг узок
лашувчи бўлиши келиб чикади.

М и с о л .  Қуйидаги

| + ( т Н т М т / +
каторнн карайлик. Бу катор учун топамиз:]



Демак, Коши аломатига кўра берилган қатор якинлашувчи.
00

1-э с л а т м а .  Агар У  ап катор учун
Л = 1

lim ?/'~an =  k = * \П—+ зг Г

лимит уринли бўлса, қатор яқинлашувчи хам узоклашувчи хам бу
лиши мумкин.

I J J J
Масалан, ^  —  =  1 +  +  ~  +  -̂-------- г қатор учун

—< п3 22 З2 ПгП— 1 __
k =  1, яъни lim 1 /  JL =  1 берилган катор якинлашувчи.

П -+QG Г П2
Агар ушбу

^  1 =  1 +  1 4 - 1  +
л — 1

қаторни қарайдиган бўлсак, унинг учун ҳам k =  1, яъни lim?/"l =
Л->оо '

=  1 бўлишини кўрамиз. Аммо бу катор узоклашувчидир.
Шундай килиб, k —\ бўлганда Коши аломати каторнинг яқинла- 

шувчи ёки узоклашувчи бўлишини аниклаб бера олмайди.
б) Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар n£N нинг бирор п0(п0> \ )  

қийматидан бошлаб барча п >  п0 кийматлари учун

^ ± L < < 7 < !  ( —  > l )  (11.18)

тенгсизлик уринли бўлса, V  ап катор якинлашувчи (узоклашувчи)
п=(

булади.

И с б о т .  Берилган У  ап катор билан бирга яқинлашувчи
л—I

ŷ d Qn ~~ q j r q 2 j t~q3 j r  . - \-qn +  ( 0 < ў < 1 )
л=1

я,л ' Iгеометрик қаторни қарайлик. Аввал------— <  q <  1 тенгсизликни

оламиз. Уни

ап+\ ^  Яп+х— —  <<? =
яп

кўринишда ёзиб, сўнгра таққослаш ҳақидаги 8- теоремани қўллана-



миз. Шу теоремага к ў р а ^ ? "  каторнинг яқинлашувчилигидан ^
п= 1 /1=1

қаторнинг якинлашувчилиги келиб чикади. Qn+ 1 >  ] бўлганда

00
2  каторнинг узоклашувчи булиши равшан, Даламбер аломати
Л=]
исбот бўлди.

Даламбер аломатини ҳам лимит куринишида ифодалаш мумкин. 
Агар ушбу

lim “2±L =  d
П-+00 Qn

лимит мавжуд булса, у  ҳолда d <  1 булганда катор яқинлашувчи,
1 булганда эса катор узоклашувчи булади.

Бунинг исботи Коши аломатининг лимит кўринишининг исботига 
ўхшаш.

М и с о л .  Ушбу

1 +  ^ -  +  ' 5 Г +  + ^ г  +

катор якинлашувчилигини текширинг. Бу катор учун қуйидагиларга 
эгамиз:

п -  йп+1 _  пп ________ 1
пп “п (п -г I)'1"1'1

Лимитга ўтнб топамиз:

lim

Даламбер аломатига кўра берилган катор якинлашувчи.
ос

2 - э с л а т м а .  Агар ^  ап Кат0Р УЧУН
П=1

Я.
lim -2 ± L  =  d =  j
n~*oc an

лимит ўринли бўлса, у холда катор якинлашувчи бўлиши ҳам, узоқ- 
лашувчи бўлиши хам мумкин. Демак, бу холда Даламбер аломати 
каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи бўлишини аниқлаб бера 
олмайди.

Шундай қилиб, берилган мусбат каторни геометрик катор билан 
таккослаб Коши ва Даламбер аломатларини келтириб чпкардик. Ге
ометрик қатор «тез» якинлашувчи каторлардан хисобланади. Агар 
текшириладиган катор геометрик катордан «секинроқ» якинлашувчи 
бўлса, унда бу қатор тўғрисида Коши ва Даламбер аломатлари ор-



кали бирор хулосага келиб булмайди. Бундай каторларни геометрик 
қаторлардан «секинрок» якинлашувчи каторлар билан таққослаш ло
зим булади. Шу муносабат билан мусбат каторни умумлашган гар
моник катор билан таккослаб, катор якинлашувчилнгининг яна бит
та аломатини топамиз.

00
в) Р а а б е  а л о м а т и .  Ушбу ^  ап мусбат катор берилган бул-

П=\
син.

Агар n £ N  нинг бирор пь (п0 >  1) кийматидан бошлаб барча 
п>гс0 кийматлар учун

сс
тенгсизлик ўринли бўлса, ^  ап к.ат0Р якинлашувчи (узоқлашув-

П— I
чи) бўлади.

И с б о т .  Аввал п > л 0 лар учун п ( 1 ------ >  г >  I тенгсиз

лик бажарилсин, дейлик. Бу тенгсизликни қуйидаги

° —  < 1 ------ --  (11.20)
п

куринишда ёзиб, сўнг г > а > 1  тенгсизликни каноатлантирадиган а  
сон оламиз. Мухим лимитлардан бирини ушбу

/ 1 \ а 
(' п") — 

lim ----------- j------- =  а

кўринишда ёзамиз (5-бобнинг б - § ига қаранг). Танланишига кўра 
а < r  бўлгани учун шундай n’P/V сон топиладики, барча п >  п0 лар 
учун

г.— ! - Г -  >

-L
п

тенгсизлик уринли бўлади. Ундан ушбу

—  (11.21)

тенгсизлик келиб чиқади. Энди шах {п0, пй[ — па деб олсак, бар
ча л > п 0 лар учун (11.20) ва (11.21) тенгсизликлардан



тенгсизликка эга бўламиз. Агар (11.22) тенгсизликни ушбу
1

( л - i f
сс J

куринишда ёзсак, унда берилган катор хадлари билан "V ——  умум-
• .  пЛ— ]

лашган гармоник қатор ҳадлари орасида (11.15) кўринишдаги муно
сабат борлигини пайкаймиз. Маълумки, а  >  1 да умумлашган гар
моник қатор якинлашувчи. Демак, 8- теоремага кўра берилган қа- 
тор. яқинлашувчи бўлади.

Энди барча п >  п0 лар учун

тенгсизлик ўринли бўлсин. Ундан
j _

fln+i п 
Qn 1

« — 1
<Х J

тенгсизлик келиб чикади. Шунинг учун 8- теоремага асосан V  —
, 71 П=1

гармоник қаторнинг узоклашувчи бўлишидан берилган қаторнинг 
узоклашувчи экани келиб чикади.

Раабе аломати исботланди.
Бу аломатни хам куйидагича лимит куринишда ифодалаш мум

кин.
Агар ушбу

lim п (  1-------j =  р (р — const)
\ ап '

лимит уринли булса, р >  1 булганда катор якинлашувчи, р <  1 бул
ганда эса катор узоклашувчи булади.

М и с о л .  Қуйидаги
j _  j l  . JL _ L i _ L  JL JL Jl  1

2 '  2 4 2 2 4 6 3

jl J -  JL JL JL J -  -i. -i- (2/z~  *)** J _  _i_
+  2 4 6 8 4 ‘ 1 (2n)I! n ‘

катор якинлашувчилигини текширинг.
Бу катор учун қуйидагиларга эгамиз:



t i n

(2n___ПМ
(2n ^  2)!!

=  гг 2n- n

lim n I

2  n 2 —  4 /1 — 2  

a

__l___  (2 /i)  ?!

/14-1 (2/1— 1)!!
3/г2 -  2n 

~ 4 n - f  2 ’

2

Демак, Раабе аломатнга кура берилган катор якинлашувчи.
г) И н т е г р а л  а л ом а т (Кош и н и н г  и н т е г р а л  а л о м а т и ) .

ОС
Ушбу 2  ап мУсбат катор берилган булсин. Фараз қилайлик,

п—\
[1, 4  оо) ораликда аникланган, узлуксиз, ўсмайдиган ҳамда манфий 
булмаган f(x) функция учун f(n) =  ап (п =  1, 2, ) булсин. У 
холда берилган катор куйидаги

2 « « = 2 / ( я )
Л =  I Л=1

кўринишни олади. Равшанки, / г < х < п - | -  1, n£N [бўлганда

f { n ) > f { x ) ^ f { n +  1), 
яъни ап >  f (х) >  апМ тенгсизликлар уринли. Кейинги тенгсизликлар
ни [п, п +  1] оралик бўйича интеграллаб топамиз:

n-f 1
e „- - i <  [ f ( x ) d x < a Um (11.23)

П
Энди берилган катор билан бирга ушбу

(1124>п= 1 Л

қаторни хам карайлик. Бу [қаторнинг кисмий йиғиндисини ёзамиз:

(11.25)
Л fe+ l Л-j-l

2  f /(*) d x =  j' f(x)dx.
*=i 'k ' I

Фараз килайлик, f(x) функция [1, + o o )  оралиқда F(x) бошлан- 
ғич функцияга эга бўлсин (Ғ’ (х) =  f  (х)) [ 1, +  о о )  оралиқда f ( x ) ^ 0  
бўлгани учун Ғ (х) функция шу оралиқда ўсувчи бўлади.

Ғ  (х) функцияни юқори чегараси ўзгарувчи бўлган аниқ интеграл 
кўринишда ёзиш мумкин:

Ғ ( х ) ~  Ғ (  1 ) = 0 .

Натижада (11.25) тенглик ушбу



k=\ k

кўринишга келади. Демак, (11.24) қаторнинг қисмий йиғиндиси 
Ғ(п  +  1) га тенг.

Агар л ->  оо да Ғ ( л +  1) чекли сонга интилса, яъни (11.24) қа- 
торнинг қисмий йиғиндиси чекли лимитга эга бўлса, шу қатор яқин- 
лашувчи булади. Унда (11.23) тенгсизлик хамда 8- теоремага кўра 
каралаётган катор ҳам якинлашувчи бўлади.

п-+- оо да Ғ(/г4- 1) - >  оо бўлса, берилган катор узоклашувчи бу
лади.

Шуйдай қилиб, куйидаги интеграл аломатга (Коши аломатига) 
келамиз:

Агар f(x) функция [ 1 , т ° ° )  ораликда анщланган, узлуксиз еа 
ўсмайдиган булиб Fix) шу функция учун бошланғич функ-

оо
ция ва 2  ап к.ат0Р УЧУН f (п) =  ап (п =  К 2, )• булса, у  ҳолда

П= 1
берилган қатор lim F (х) =  А лимит чекли булганда якинлашувчи9

Х-*-\-оо
чексиз бўлганда узоклашувчи булади.

00 I
Ми с о л .  Куйидаги У  умумлашган гармоник каторни қа-

П—I

райлик. f ( x ) = ----- ( а > 0 )  деб олайлик. Равшанки, бу функция [ 1 ,+  оо)
Л'»

да аниқланган, узлуксиз, камаювчи ҳамда шу ораликда манфий 
эмас. Шу билан бирга х =  п бўлганда f{n) — —5-. Энди а  Ф 1 бул

ганда топамиз:
* . 1 /—a-rl

ғ И  -  / д а  м  -  г - T T l [ > = r  - 1  ].
] 1 

бундан қуйидаги натижа келиб чиқади:

lim F (х) =  lim — 1--------— 1] =
X —> эо X—► qc  ̂ СС X  JХ-+ Сс

1 , агар а > 1  бўлса,
=  I ос — 1

оо, агар а < 1  бўлса.
Агар а  =  1 бўлса, х - > о о  да

* j
F (л) =  j —  dt =  In оо

бўлади.
Демак, интеграл аломатга кўра берилган қатор а >  1 бўлганда 

якинлашувчи, а  <  1 бўлганда узоқлашувчи бўлади.



3 - э с л а т м а .  Ҳар бир мусбат каторнинг якинлашувчилигини тақ- 
қослаш йўли билан ҳал қилиш (текшириш) учун ярокли булган 
универсал қатор мавжуд эмас.

4- §. Ихтиёрий ҳадли қаторлар ва уларнинг яқинлашувчилиги

Биз аввалги параграфда мусбат каторлар ва уларнинг якинлашув
чилиги масаласи билан шуғулландик. Хусусан, мусбат қаторларни 
таккослаш теоремаларини келтириб, бу теоремаларга асосланган хол
да яқинлашиш аломатларини ўргандик. Бу аломатлар ёрдамида мус
бат қаторларнинг якинлашувчилиги ёки узоклашувчилигини аниклаш 
кўпинча осонлик билан ҳал этилишини кўрдик. Энди ихтиёрий хад
ли каторлар (қисқача ихтиёрий каторлар) ва уларнинг яқинлашувчи- 
лигини ўрганамиз.

1. И х т и ё р и й  қ а т о р н и н г  я к и н л а ш у в ч и л и г и  ҳ а қ и д а
ос

т е о р е м а .  Бирор ихтиёрий ^  ап к*ат0Р берилган бўлсин.
п=\
ос

9 - т е о р е м а .  Ихтиёрий ^  ап фторнинг якинлашувчи булиши
п= 1

учун  Y e >  0 сон олинганда ҳам шундай n0£N сон мавжуд бўлиб, 
барча л > я 0 ва т — 1, 2, лар учун

!«„+ i +  о„+2 +  +  а„+т\ < е (11 -26)
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Берилган катор якилашувчк булсин. 
Таърифга кўра бу каторнинг кисмий йиғиндиларидан (яъни А у — аи 
А2 =  Oj +  а2, Ап =  а1 ~г а2 ~  ап , лардан) тузилган
,Лл1 кетма-кетлик чекли лимитга эга. Бу ҳолда Коши теоремасига 
(3- бобдаги 1,3- теоремага қаранг) асосан, Лўг >  0 олинганда хам шун
дай n0£N  сон топиладики, барча ti >  п0 ва т =  1, 2, лар учун

тенгсизлик ўринли бўлади. Бу тенгсизликдан

|ал+] +  ап+2 +  +  ап+т| <  е.
Е т а р л и  лиги.  Берилган катор учун V s  >  0 сон олинганда 

хам шундай n0 0V сон топиладики, барча п >  п0 ва т =  ], 2, 
лар учун

1а л+1 +  а л+2 +  +  й т + л ) <  6

тенгсизлик ўринли. Ушбу

А п+т ~  А п =  йл+1 +  ап+2 +  + а п+т

тенгликка кўра

\An+m — AJ < &



тенгсизлик ҳам ўринли бўлади. Бу эса яна Коши теоремасига кура 
кетма-катликнинг чекли лимитга эга булишини кўрсатади. Д е

мак, катор якинлашувчи. Теорема исботланди.
Ми с о л .  Ушбу

sin  I sin 2 , sin п ,
9 92 ’ 0 «

қаторни карайлик. Бу катор учун (И . 21) шартнинг бажарилишини 
текширамиз. Аввало, равшанки,

sin (п ~  1) sin ( я - г  2) sin (п -г  т)
2̂ 4-1 < 2nJr~ * Qrt-f-m

1 2n~ l 1
" 2n̂ ~2 * 9ч~гтп j *

Энди V  e >  0 сонга кўра, л0 =  [— log2e ] - f  1 |деб олинса, у холда 
барча л > / г „  ва яг =  1, 2, лар учун

sin(n --r !) sin ( n - r  2) sin(n +  w)
2̂ -H 2n+ m < e

тенгсизлик ўринли бўлади.
Демак, 9- теоремага асосан берилган катор якинлашувчи.
2. К а т о р л а р н и н г  а б с о л ю т  ва ш а р т л и  я қ и н л а ш у в ч и -

X
лиг и .  Ихтиёрий ^  ап қатор берилган бўлсин. Бу қатор хадлари-

П= 1
нинг абсолют қийматларидан қуйидаги

2  K l =  W  “I- W  ~  "г laJ +  (11 -27)
0=1

каторни тузамиз.
00

10-т е о р е м а .  Агар ^  якинлашувчи бўлса, у  ҳол-
п=I

зо

да 2  ап катор хам якинлашувчи бўлади.
Л= I
Ушбу теоремадаги тасдиқ юкоридаги 9- теоремадан осонгина ке

либ чикади.

4 - т а ъ р и ф .  Агар 2  K ,l қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда
П—l

2  ап катор абсолют якинлашувчи дейилади.
П=\



5- т а ъ р и ф. Агар ^  а„ катор якинлашувчи бўлиб, "V lan| қа-
Л=1 П~\

30

тор узоқлашувчи бўлса, у ҳолда V  ап қатор шартли яқинлашуечи
п=1

дейилади.
00 op

4 - э с л а т м а .  'V (aj каторнинг узоклашувчи бўлишидан V  ап
п= 1 п=1

қаторнинг узоқлашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

1— 2 - + Т - Т +  + ~  +••• (1Ь28>
каторни қарайлик (1-§ даги (11.5) каторни қаранг). Унинг яқинла- 
шувчилиги маълум. Бу катор хадларининг абсолют кийматларидан 
тузилган

' + Т + Т  + Т +  + Т  +
к.атор гармоник қатор бўлиб, у узоклашувчи.

2. Ушбу

± - _ L  +  _ L _ J _ +  +  ± z i £ ±  +
12 22 Г З2 4 2 ^  722 * •

қаторни қарайлик. Бу қатор хадларининг абсолют кийматларидан 
тузилган

—  4- — ^ - — 4 - —  4- j ___!___L
12 22 ‘ 32 42 4 П2

катор яқинлашувчи, чунки у умумлашган гармоник қатор бўлиб, 
a  =  2. Шунинг учун 10-теоремага кўра берилган катор ҳам якин
лашувчи бўлади. Демак, берилган қатор абсолют яқинлашувчи.

Юкоридаги (11.28) катор эса шартли якинлашувчи каторларга 
мисолдир.

00

Бирор ихтиёрий^ ап катор берилган бўлсин.
п= 1

Қаралаётган қатор хадларининг абсолют қийматларини олиб, улар-
00

дан Iап\ каторни тузамиз.
1

00

Шу 2  \aJ  қаторнинг мусбат қаторлигини эътиборга олиб, қара-
П— 1

лаётган каторнинг абсолют якинлашувчилигини ифодаловчи аломат- 
лардан бирини—Даламбер аломатини келтирамиз.



lim
а,

П= 1 
71-1' =  1
а,

лимит уринли булса, у  холда ’V  катор / <  1 булганда абсолют
п— 1

якинлахиувчи булади.
Ми с о л .  Ушбу

V
п=1

қаторни карайлик. Бу катор учун қуйидагини топамиз:

/ =  lim
П—► сО

v̂ -T1

1—AT/l- l 1-Л*
=  lim

f l —iTqt

j I x |, агар |xj <  1 бўлса,
I 1, агар I x[ >  1 бўлса.

Демак, ! a: I <  1 да берилган қатор абсолют якинлашувчи булади. 
1 * | >  1 бўлганда эса каторнинг характери тўғрисида Даламбер ало
мати бирор хулоса бермайди. Аммо U v | >  1 бўлган холда п-^оо да 
қаторнинг умумий хади нолга интилмаганлиги сабабли (унинг лими
ти 1 га тенг) катор узоклашувчидир.

3. Ҳ а д л а р и н и н г  и ш о р а л а р и  н а в б а т  б и л а н  ў з г а р и б  
к е л а д и г а н  к а т о р л а р .  Л е й б н и ц  т е о р е м а с и .  Биз қуйида 
ихтиёрий каторларнинг битта мухим ҳолини қараймиз.

Ушбу

с1— с2 ^-с3 — с 4 +  + ( - 1)п- Ч - г  (11.29)

каторни карайлик, бунда с п >  0 (п =  1, 2, ).
Одатда бундай катор хадларининг ишоралари навбат билан уз - 

гариб келадиган катер деб аталади.
Куйидаги

1 ___ L _i_ _ L _____ -L-
2 ‘ 3 4 '

, / 1 \ п—I 1 ,
“Г (—  1 ) -------Гп

+
3 7 п 2/2 4-1

қаторлар хадларининг ишоралари навбат билан ўзгариб келадиган 
қаторлардир. (11.29) кўринишдаги каторларнинг якинлпшишини ифо
далайдиган куйидаги Лейбниц теоремасини келтирамиз.

11-т е о р е м а  ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  Агар (11.29) каторда
сп+ 1 < с п ( п =  1,2, ) 

тенгсизликлар ўринли бўлиб,



П—+00
бўлса, (11.29) қатор якинлашувчи булади.

Исбот.  Берилган (11.29) каторнинг 2т (m£N) та ҳадидан иборат 
ушбу

А 2т “  с2.~~ С3 СА “Г  +  С2т—\ С2т
қисмий йиғиндисини олайлик. Рившанки,

^ 2 ( т - 1 )  =  А.2гп (С2т-\-[ С2т-г-2 ) '

Теореманинг шартига кўра бўлиб, натижада

1) ^  А 2т
тенгсизликка келамиз. Бу эса \А2т) кетма-кетликнинг ўсувчи экан* 
лигини билдиради.

Энди А 2пг ни қуйидигича ёзамиз:

А2т =  (^2  ^ з )  1^4 Съ) • {С2т—2 С2т—1 )  с 2т '
Равшанки, (11.30) га кура

2̂ 4̂ 5̂ '̂ > 2̂пг_2 2̂т_I

Шунинг учун А2т<^с1 тенгсизлик уринли. Демак, \ А2т] кетма-кет
лик юқоридан чегараланган. Шундай қилиб, \А2т | кетма-кетлик 
усувчи ва юқоридан чегараланган. Демак, бу кетма-кетлик чекли 
лимитга эга:

limА.ут — А (А — чекли сон). (11.32)
т  -ю о ~

Энди (11.29) қаторнинг Ъ п— 1 (т £\7) та ток сондаги хадидан 
иборат ушбу

А2т- \  ~  с1 с2 +  С3 С4 " Ь  С2т-\
қисмий ййгиндисини олайлик.

Равшанки,

Аощ—1 ~  А2т "Г" С2т- 
Бундан (11.31) ва (11.32) ларга асосан топамиз:

l i m A 2rn-\ = l i m  т-> ос т~* ос

Ос

Шундай қилиб, V  ап каторнинг кисмий йиғннди лари дан иборат кет-
п— I

ма-кетлик чекли лимитга эга эканини кўрсатдик. Демак, (11.29) ка
тор яқинлашувчи. Теорема исботланди.

М и с о л .  Юқорида кўрилган ушбу

1 — L  +  _ L _ _ L  +  +  ( _ ! ) » - >  _L +
2 3 4 п



қаторни карайлик. Бу катор учун теорема барча шартларининг ба- 
жарилишини кўрсатиш қийин эмас. Лейбниц теоремасига кўра бе
рилган катор якинлашувчи булади.

5- §. Яқинлашувчи қаторларнинг хоссалари

Биз ушбу параграфда яқинлашувчи қаторларда ҳадларни гуру.у 
лаш, абсолют яқинлашувчи қаторларда эса ҳадларнинг ўрнини ал
маштириш каби хоссаларга тўхталамиз.

сг
1. Г у р у ҳ л а ш  х о с с а с и .  Бирор ^  ап катор берилган булсин.

П= 1
Бу катор ҳадларини гуруҳлаб куйидаги каторни тузамиз:

+  а2 т  - f  ani+o +  ~r anJ +  (П .33)

бунда n u n2, (rzt <  n2 <  ) лар натурал сонлар кетма-кетли- 
гининг бирор \пк } кисмий кетма-кетлиги бўлиб, да n k-*- оо.

ос

Агар 2  ап катор якинлашувчи булиб, унинг йиғиндиси А сон-
п= I

га тенг булса, у  холда бу қаторнинг ҳадларини гуруҳлашдан хо
сил булган (11.33) катор ҳам якинлашувчи ва унинг йиғиндиси 
ҳам А сонга тенг булади.

И с б о т .  Таърифга кўра берилган каторнинг Ап кисмий йиғинди; 
си учун Игл Ап =  А (А  — чекли сон) лимит ўринли. Энди (11.33) ка-

ft —*33
торнинг кисмий йиғиндисини ёзамиз:

Ank =  (Д1 +  а2 +  - f  ап)  +  (a„i+, 4- а„1+2 4- 4- anJ  4- 4-

- К _ 1 + 1 + % . _ 1+2 +  + % ) •
Бу кисмий йиғиндилардан тузилган

А „ , А „, А„, А „ .«I* Л/ П3' flfc

кетма-кетликни карайлик. Равшанки, бу {Ая кетма-кетликнинг кис
мий кетма-кетлигидир. У холда 3 - бобдаги 12-теоремага кура, \А [ 
кетма-кетлик якинлашувчи ва унинг лимити ҳам А га тенг булади.

lim А„ =  А.
k~

Бу эса (11.33) каторнинг яқинлашувчи булишини ва унинг йи- 
ғиндиси А га тенг эканини билдиради.

Демак, якинлашувчи каторларда катор хадларини гуруҳлаш на
тижасида унинг йиғиндиси ўзгармайди ва якинлашувчилиги бузил- 
майди.

5 - э с л а т м а .  Бу хоссанинг акси хар доим ўринли бўлавермайди, 
яъни хадлари гурухланган каторнинг якинлашувчи бўлишидан даст
лабки каторнинг якинлашувчи бўлиши хар доим келиЯ чиқазермай- 
ди. Масалан, ушбу ҳадлари иккитадан гурухланган



( 1 - 1 ) - H !  - n - M l - l H -
каторни карайлик. Равшанки, бу катор якинлашувчидир. Аммо

1 — 1 - г 1  — 1 -
катор узоқлашувчидир.

00
2. Ў р и н  а л м а ш т и р и ш  х о с с а с и .  Ихтиёрий V  ап қатор бе^

п=\
рилган булсин. Бу катор хадларининг ўринларнни алмаштириб, қу- 
йидаги

2 ал =  а ! +  а2 +  +  +  (11.34)
п=  1

каторни ҳосил киламиз. Бу (11.34) каторнинг хар бир ап хади
с©

V  ап каторнинг тайин бир а хадининг айнан ўзидир.
п=1

СС
Агар 'V ап катор абсолют якинлашувчи билиб, йиғиндиси А

п= 1
сонга тенг булса, у  холда бу катор хадларининг уринларини их- 
тиёрий равишда алмаштиршидан хосил булган (11.34) катор якин
лашувчи булади ва унинг йиғиндиси ҳам А сонга тенг булади.

ОС

И с б о т .  Бухоссани V  ап катор мусбат хамда ихтиёрий хадли
п~ I

булган ҳоллар учун алоҳида исботлаймиз.
1) Берилган катор мусбат катор булиб, у якинлашувчи ва йигин- 

диси А сонга тенг булсин. Таърифга кура lim Ап =  А. [Лл — ўсувчи
 ̂  ̂00

кетма-кетлик бўлганидан А п <  А тенгсизлик уринли [булади. Энди 
(11.34) каторнинг

A ’k =  а\ -  а'2 - f  +  ak

кисмий йиғиндисини қарайлик. Бунда а\ =  an  ̂ а' =  an̂  ak =  
a„fe. Равшанки, {A 'k\ — усувчи. Лгар п =  тах( / г1, n2, nk) деб ол
сак, у холда A'k <  Лп тенгсизлик хам уринли булади. Шунинг учун 
Л * < Л  тенгсизлик уринли. Шундай килиб, .A'k\ кетма-кетлик усув
чи ва юкоридан чегараланган. Демак, у чекли лимитга эга:

lim А' =  А' ва Л'<Л.

сс
ArapJ ^  каторни (11.34) катор хадларининг уринларини ал-

Л=1
маштиришдан ҳосил бўлган катор деб қарайдиган бўлсак, унда 
юкорида келтирилган мулохазага асосланиб, (11.34) каторнинг якин
лашувчи ва йигиндиси А' сонга тенг бўлишидан берилган каторнинг



ҳам якинлашувчилиги ва унинг йиғиндиси А учун Л<Л'  тенгсизлик 
ўринлн булишини топамиз. Юқорида Л '<Л  экани кўрсатилган эди. 
Шу икки тенгсизликдан А =  Л' булиши келиб чикади.

со
2) "У ап ихтиёрий хадли катор бўлиб, у абсолют яқинлашув-

ГС=1
чи ва йиғиндиси А сонга тенг булсин. Шу катор хадларининг урин-

*
ларини алмаштиришдан хосил бўлган ’V  а'п каторни карайлик.

п=1
ос ос

Модомики, V  ап катор абсолют якинлашувчи экан, унда ’V  \ап j
л=1 п-= I

қатор якинлашувчи булади. Бу мусбат катор бўлганлиги сабабли 

1) ҳолда исботланганига кўра V  \ап 1 қатор ҳам яқинлашувчи бўла-
Л=1X

.ди. Шунинг учуй V  ап катор якинлашувчидир.
п=  I

ос

Энди V  ап қатор йиғиндисининг хам А сонга тенг эканини кўр-
п=1

сатамиз.
00

2  ап каторнинг мусбат ишорали ва нолга тенг булган a/V
n—l

по
хадларидан ^  ait х-амДа манфий ишорали a Si, ан , х.ад-

fc=l
ао

ларининг абсолют қийматларидан ^  \asJ  қаторларнн тузамиз. Қу-
m=l

лайлик учун ajk =  Ьк, aŝ  =  ст деб белгиласак, ушбу

00

/г=1

2  Ст ~ °1 Спг *36)
т=1

03
каторлар хосил бўлади. Шартга кўра 'V \ап| қатор яқинлашувчи.
гт rt==lДемак, бу каторнинг

А п =  \Qi\ +  1а г! +  +  ia ri' п  =  U 2,

кисмий йиғиндиларидан тузилган {Л*| кетма-кетлик юқоридан чега
раланган, яъни у  п 0V да

Л * < Л*  (Л* — ўзгармас сон) (11.37)



тенгсизлик уринли. Энди "У ап каторнинг қисмий йиғиндисини Лп
П=[

билан белгилаб топамиз:
п к т

A^ ' Z ‘4 = y , h - ' ^ 4  =  Bk~ c m. (П.38)
/=1 1 = 1 1 = 1

03
бунда п — к -г т бўлиб, к — Ап кисмий йиғиндида V  ап қаторнинг

Л= I
мусбат ишорали, т эса унинг манфий ишорали хадларининг сони. 
Биз энг мухим, п-+- оо да k-^оовз. т->- оо ҳолни қараш билан чега- 
раланамиз.

Равшанки

Вк < К >  С , п < К -  (П-39)
о о  о с

(11.37) ва (11.39) муносабатлардан ^  bk, V  ст каторларнинг кис-
k=\ гп= I

мий йиғиндилари Вк ва С,., юкоридан чегараланганлиги келиб чиқа-
оо  оо

ди. 8- теоремага кўра ^  ^  ст каторлар якинлашувчи бўла-
k—[ т—1

ди. Бу каторларнинг йиғиндиларини мос равишда В ва С билан 
белгилайлик: lim Bk =  В (В — чекли сон), lim Ст =  С (С—чекли сон).

к—>оо т—юс
Энди (11.38) тенгликда лимитга ўтсак, куйидагига эга бўламиз: 

lim Ап =  l im(5fe — Ст) =  lim Вк — И тпСт — В  — С.
П—юо П—юо к—юс ТП-+00
00

Бу эса V  an қаторнинг якинлашувчи ва унинг йиғиндиси А учун
п= 1

А =  В — С формула ўринли эканини англатади.
сзо

Берилган катор хадларининг ўринлари алмаштирилганда ^  bk ва
ft=i

ао

V  с т қаторлар хадларининг ҳам ўринлари алмашади ва 1) холга
т=5=1
асосан бу каторлар йиғиндилари мос равишда В ва С га тенг булиб

00
қолаверади. Демак, А =  В — С тенгликка кўра ап қаторнинг йи-

п=  I
ғиндиси хам Л сонга тенг бўлади. Бу холда ҳам хосса исбот бул- 
ди (ўрин алмаштиришда ҳадлар ўз ишоралари билан олинганлиги

СО _ 00

учу н 2  Ьк нинг ҳамма хадлари яна га, V  ст нинг ҳамма
k= 1 171 =  I

ҳадлари яна с га киради).



Бу хоссанинг уринли бўлишида каторнинг абсолют якинлашувчи 
бўлиши муҳимдир. Агар катор шартли якинлашувчи бўлса, кжори- 
даги хосса ўринли бўлмай колиши мумкин. Масалан, куйидаги

' - Т  +  Т - Т +  + , - » " " т  +
каторни карайлик. Бу каторнинг шартли якинлашувчилигини ва йи- 
ғиндиси А =  In 2 га тенг эканлигини (I- § га каранг) кўрсатган 
эдик. Демак, қаторнинг кисмий йиғиндилари

А0 =  ^  I------- — ------А0 ,1 =  А0 ~ г ------------
^  \ 2/е — 1 2k )  2л 2 п + 11

чекли А лимитга эга:
lim Л2п =  Иш А г,^  =  А.

П —► оо П —>сс

Энди берилган каторнинг битта мусбат ишорали хадидан кейин 
иккитадан манфий ишорали ҳадини олиш усулида хадларини алмаш
тириб, ушбу

1 ------!-------- - 4 -  —  — —  -А.
2 4 3 6 8

1 1 1 (11.40)
2л — 1 4л —2 4 п

қаторни ҳосил қилайлик. Кейинги каторнинг биринчи Зп та ҳадидан 
иборат қисмий йигиндисини ёзамиз:

л;„ =  1 -  —  — —--I- — !-------- --------------------------------------------
Зп 2 4 3 6 8 2 л - !  4 л - 2

г - 2  4k / '

Агар

= V ( — - 1
4п * *  \2k  — 1 4k -к—1

1 1 1 1 / 1  1
2 k — 1 4k — 2 4k 2 \2k  — 1 2k!  

бўлишини эътиборга олсак, унда А'3п кисмий йиғиндини қуйидаги- 
ча ёзиш мумкин:

" тг
L . 1 ^  / J _  _ _ l i =  - L A nA' =  V  — ( — L— — — 1= — У3/i 2 \ 2k _  j 2k j 2 ^

Демак,

t = )  -  . . .  . „  -  _  . 2 . - 1  2k J

lim AL  =  lim —  A =  —  A.Зл о 2л оTI—► ос Л—»00

Шунингдек,

410



“ й (л»"+ 27 Ь ) = Т '4’

1 тЛ «  = 2 iS  (л =*+  - 4 - ^ г 2) +  т  д
бўлади.

Шундай килиб, (11.40) каторнинг кисмий йиғиндисининг лимити 

А сонга тенг. Демак, хадларининг ўринларини алмаштиришдан

ҳосил бўлган (11.40) катор йиғиндиси -у- А сонга тенг. Бу эса бе

рилган катор ҳадларининг ўринларини алмаштириш натижасида унинг 
йиғиндиси ўзгаришини кўрсатади.

Умуман, абсолют якинлашувчи бўлмаган каторлар ҳадларининг 
ўринларини алмаштиришдан ҳоснл бўлган каторлар ҳақида қуйидаги 
теорема ўринли. Биз бу теоремани исботсиз келтирамиз.

00
12-т е о р е м а  ( Р и м а н  т е о р е м а с и ) .  Агар ^  аа қатор шарт-

rt=I
ли яқинлашувчи бўлса, у  ҳолда ҳар қандай А (чекли ёки чексиз) олин
ганда хам берилган катор хадларининг уринларини шундай ал- 
маигтириш мумкинки, ҳосил булган қаторнинг йиғиндиси худди 
шу А га тенг булади.
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