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СУЗ БО Ш И

Ушбу китоб «Узбекистан» нашриётида чоп этилган 
«Математик анализ курсидан мисол ва масалалар тупла- 
ми», I жилдининг давоми булиб, у уз ичига куп узгарувчи- 
ли функцияларнинг лимити ва узлуксизлиги, дифференци­
ал х.исоб, функционал кетма-кетликлар ва к,аторлар, 
хосмас интеграллар, параметрга боглик, хос х,амда хосмас 
интеграллар, каррали интеграллар, эгри чизикли ва сирт 
интеграллари, Фурье к,аторлари мавзуларини олади.

Мазкур китоб Тошкент Давлат университети матема­
тика факультети укитувчиларининг бир гурухи томонидан 
ёзилган булиб, унга математика ихтисослиги буйича 
мутахассислар тайёрлаш дастури х,амда Т. Азларов 
ва X. Мансуров томонидан ёзилган икки жилдлик 
«Математик анализ» китоби асос к,илиб олинган.

Кулланмани ёзишда муаллифлар х,ар бир математик 
тушунча ва таърифни мое миеол ва масалаларни батафсил 
ечиш оркали таллил к,илиб укувчиларга етказишга 
х,аракат к,илдилар. КулланмаДа 1300 га як,ин мисол ва 
масалалар келтирилган булиб, уларнинг 250 дан ортиги 
тулик, ечими билан берилган.

Китоб кулёзмасини укиб, унинг яхшиланишига уз хис- 
саларини кушган профессорлар Ш. Ёрмух,амедов, Р. Аш у­
ров, доцентлар Т. Туйчиев, М. Мамировларга муаллифлар 
ташаккур изх,ор киладилар.

Кулланманинг сифатини янада яхшилаш борасидаги 
фикр-мулох,азалар учун муаллифлар аввалдан уз миннат- 
дорчиликларини билдирадилар.
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К У П  У З ГА РУ В Ч  ИЛ И Ф У Н К Ц И Я Л А Р , У Л А Р Н И Н Г  
Л И М И ТИ  ВА У З Л У К С И ЗЛ И ГИ

1-§. /г ФАЗО. /г ФАЗОДА КЕТМА-КЕТЛИК ВА УНИНГ
лимити

т  та хак,ик,ий сонлар туплами Я  нинг узаро Декарт 
купайтмасидан иборат ушбу

/?п =  К Х Я Х - Х К = { ( Хи Х2’~; Х2£Я.,...,Хт £Г(\
тупламни карайлик. Одатда бу тупламнинг элементини 
(нукдасини) битта харф билан белгиланади: х =  
={х\, Х2,..., хт ). Бунда Х\, х%...,хт сонлар х нукданинг мос 
равишда биринчи, иккинчи,/п-координаталари дейила- 
ди.

Я'п тупламда ихтиёрий х — (х\,х2 ,...,хт ),у  =  
={у.\, ¿/г,.--, Ут) нукдаларни олайлик. Ушбу

Р  (х ,у )=  л1(х>— у 1)2 +  (х2 — у2)2 +  ...+ (хт — ут )2 =

=  Л /  2 (х/г- ^ ) 2
V *=1

микдор х ва у нукталар орасидаги масофа дейилади. 
У куйидаги хоссаларга эга:

1°. р (х, у)~^0 ва р (х, у) — 0 -фф- х — у,
2° .  р\х,у) =  р {у,х ),
3°. р (х, 2 )< р  (х, у) +  р (у, г) (г £/?'")•
Ят туплам Ят фазо ( т  улчовли Евклид фазоси) деб 

аталади.
Хусусан, т  =  2 булганда (х\=х , х2 =  у)

1?2 =  Я Х Я  =  {(х, у ):х С К ,уС Н }

фазога эга буламиз. Бунда У(хь ^ (*2,
нукталар орасидаги масофа

р((х„ у,\ (хъ у2))=  ^(х2 — х]У Ь [Уч — УI )2 
булади. /?2 фазо текисликни ифодалайди.
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Ушбу
f:N ~ *  Rm

акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

*(1>, х(2), х(п),..., (j¿n) =  (x\n\ 4 п\..., л£>), n£N )

туплам Rm фазода кет ма-кет лик дейилади ва у {{х(п)} ка- 
би белгиланади. Х,ар бир х̂ п)= (4 "\  ^ я)) (/1=1,2,
...) ни кетма-кетлик jçадлари дейилади.

R'n фазода бирор {лг<">}:
у(1) у(2) у(п)

кетма-кетлик ва a =  (ai, а.2,..., ат ) нук,та берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  олинганда х,ам шундай 

no£N топилсаки, ихтиёрий n>rio учун

р(хм , а )< е
тенгсизлик бажарилса, а нук,та {х{п)} кетма-кетликнинг 
лимита дейилади ва

lim х^ =  а ёки п-+- оо да х(п)->-аП—*■ оо
каби белгиланади.

Агар {jc(n)} кетма-кетлик лимитга эга б^лса, у як,инла- 
шувчи кетма-кетлик дейилади.

1 -м и с о л . Rm фазода ушбу

{*<«>} =  {-L, I, . . . ,- }я п п

кетма-кетликнинг лимити а =  (0,0,...,0) эканини KÿpcaTHHr. 

V e > 0  сонни олайлик. Ш у е га кура я0 =  |^^-J-f-1 ни 

топамиз. Унда V  учун
, ( Л . И р ( ( { , Д ....А ). (0,0....о ))=

V
У

( ^ - 0 ) 2 +  ( ^ - 0 ) 2 +  ... +  ( ^ - 0 ) 2 =  

У m -фп _  у т
к 0

булади. Демак,
В"]



р(л:(л), а ) С е .
Таърифга кура

lim х{п)— 1 iгп (  1 Л,...,—W iO .O ,...0) =  ап ■ а» п ► оЛ'* п , п )

булади.
2 -ми сол .  R2 фазода ушбу

{x(n̂ } =  { ( - - l f t 1, ( — 1)п+1}
кетма-кетликнинг лим-ити мавжуд эмаслигини курсатинг.

Тескарисини фараз киламиз, яъни берилган кетма- 
кетлик лимитга эга ва у a =  (ai, a2) га тенг булсин. Унда 
лимит таърифига кура V e> 0 , жумладан е=1 учун шун- 
дай no£N топиладики да

р(( 1»1)»( ° ь  а2)<Сг, 
р(( --1, — 1),(«,, «2) ) 0 :

булади. Бу муносабатлар ушбу

2 д/2 = р(( • 1, -1 ).(1 ,1 ))< р (( -1, - 1 ),(а „а г)) |
+  р((аь а2), (1 ,1 )< е +  е =  2 8 =  2 (е= 1 )

зиддиятга олиб келади. Бунга сабаб берилган кетма- 
кетликни лимитга эга деб к,арашдан иборатдир. Демак, 
берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас.

1 - т е о ре ма .  Rm фазода {х<п)} =  {х(1п>, х (2п1,..., х (̂ }  ке 
ма-кетликнинг а =  (а\, ат) га интилиши:

lim х (п) =  а
П-+- оо

учун бир йула
lim х\п) =  а,,

lim х (2п) =  а2,
П-*-оо

булиши зарур ва етарли. Демак,
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lim x (n) =  a-

lim x[n) =  a x
tl-*- оо

lim х (гл) =  а.г
П-*- oo

lim x (mn) =  am

Бу теорема Rrn фазода кетма-кетликнинг лимита сонли 
кетма-кетликнинг лимитига келишини ифодалайди.

3 -м и с о л . R 2 фазода ушбу

кетма-кетликнинг лимитини топинг.
Бу кетма-кетлик координаталаридан ташкил топган 

кетма-кетлик сонлар кетма-кетлиги булиб, улар куйидаги- 
ча булади:

Равшанки, бу кетма-кетликлар учун

lim х̂ п)=  lim «(д/5 — 1)= lim —■ 1 =  1п5,
П со п оо

lim .4"?= lim lim ( l  +  —Y — e2
П-*- oo n-*-oo\ ft / . n —>- oo , \ ft /

булади. 1-теоремадан фойдаланиб берилган кетма-кетлик- 
нинг лимити

lim xw =  lim (д/5 — 1, (.—— )л) =  ( 1п5, е2)п -у оо п -+ оо п
булишини топамиз.

Мисол ва масалалар

R 2 фазода к.уйидаги кетма-кетликларнинг лимити 
а (a £ R 2) эканини исботланг:

а =  ( 0,0).
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2. W " ’!= { (

3. •

4. * ■ , ) ,

5. M  =  { l . sin ^ , i ] ,

6- (У " И £ т }

7- =

8. W 4 ~ { i

9. =

R 2 фазода к,уйидаги кетма-кетликларнинг 
топинг:

10. {хм } =  ( - 3+27'\
V п ’ я4- 15 /

11. W n )}  —  (  2'1+2 +  3” +3 5-2"— 3-5” +| \
V г̂  + З" ’ 100-2'! + 2-5'г /

12. {*<■>} =  ( > ,  2д/0̂ 5 ).

13. V8 - 1.. 4 Ш Л  
\§ ® - 1  /

14. {х(''»} =  ((1 +  11'!) ̂ ,  о ^ ) ,  а> 0 , /?>0.

15. {х (п)} =  ( ^ ,  "д/л).

16. {*<">} =  ("д/3̂ -  2 , "V«3 +  3n ).

17. {.Y(n>} — /  log5(”2+ [) : 'г —lg/г \
\ " ’ l°g2(4'!+ 1) /

18. Ы п)} = (  { ~ 1 )П---- I __ ^
\(" + 2)! (0,3)'!n! /

19. {х <п,} =  (  n ' -n~h- 4"+ «2~2” - i\
V га!+ ! ’ я4 + (я!)2 /



1°. К у п у з г а р у в ч и л и ф у н к ц и я  т у ш у н ч а -  
с и. Я т фазода бирор М  тупламни карайлик: М с:/?™ 

2 -т а ъ р и ф . Агар М тупламдаги х,ар бир х=(х\, хч,..., 
х,п)  ну^тага бирор к,оида ёки к,онунга кура битта х1ак1и^ий 
сон у (у £ Я ) мос к,уйилган булса, М тупламда куп 
узгарувчили (ш  та узгарувчили) функция берилган 
дейилади ва уни

¡:{х\, х2,..., Хт) у ёки у = ¡{х\, х2,..., хт )
каби белгиланади. Бунда М  — функциянинг аникланиш 
туплами, х\, Х2,..., хт — функция аргументлари, у эса Х\, 
Х2,..., хт узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

Масалан, }  — Я.т — фазодаги хар бир х =  (х\, Х2,..., хт ) 
нуктага шу нукта координаталари квадратларининг 
йигиндисини мос куювчи коида, яъни

¡ :х  =  (хи Х2 ,..., Хт )-^ Х\+ Х2 +  ... +  Х2т
булсин. Бу х.олда у =  х2-\-х\-\-...-\-х2т  функцияга зга 
буламиз. Бу функциянинг аникланиш туплами М — Я"1 
булади.

Нт+1 фазонинг нукталаридан иборат ушбу 
{(х\, х2 ,..., Хт, ¡(хи Х2 ,..., Хт )}

туплам у — [(х  1, Х2,..., Хт) функция графиги дейилади. 
Масалан, икки узгарувчили

г =  х-у, 2 =  х2-\-у2
функцияларнинг графиги /?3 фазода гиперболик хамда 
айланма параболоидлар булади.

4 -м и с о л . Ушбу

2 =  агсэт(х  +  у)
функциянинг аникланиш тупламини топинг.

Равшаики, х ва у аргументларнинг кийматларига кура
2 нинг маънога эга булиши учун, х ва у лар ушбу

—  1 +  1
муносабатда булиши лозим. Бу тенгсизликларни те- 
кисликнинг х-\-у-\-1=0 ва х-\~у~ 1=0 тугри чизиклар

2-§. КУП  УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ л и м и т и
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орасидаги нукталарнинг координаталари каноатланги- 
ради. Берилган функциянинг аникланиш туплами 1 - 
чизмада тасвирланган

1- чизма.

5 - м и с о л . Ушбу

2=  д/( — 1 — х2 — у2)($\Г?ПХ -\- 5\г?пу)
функциянинг аникланиш тупламини топинг. Бу функция 
х ва у ларнинг

з т 2ял:-[- з т 2лг/ =  0
буладиган кийматларидагина аник,ланган. Кейинги тенг- 
ликдан топамиз:

?>т2пх — 0=>х — р (р — бутун сон),
5\п2лу — 0=^у — д (д — бутун сон).

Шундай к.илиб, берилган функциянинг аникланиш тупла­
ми

М =  { {р ^ )^ ^ :р ^ 1 ,
булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларнинг аникланиш тупламларини 
топинг:

21. )(х.у)--- .х + у

10



22. /(х, г/)= д/х +  г/.
23. f(x, у) =  д/х +  л/у.
24. /(х, у )=  V — ^ +  л/У-
25. f(x ,y ) =  д/l — х2 — у2.

х2+ ц 226. f(x, у) =  arccos— 9—fy

27. f{x, у )=  д/г/ sinx.
28. / (X , г/)— д/х — д/у.
29. /(х, г/) =  1п(хЧ-г/).
30. /(х, j/) =  arctg i i ^ ^ :

31. /(х, г/)=1 +  л [— {х ~ у )2.

32. /(х,г/) = 1 п ( 4 - 4 - 1)

33. /(x,//) = T i f + ; /.

34. /(х, г/)=— ^ 4 г -

35. /(х, г/)= д / ?— 4 +  д/7^-г/2.

V  2* — * —г/

37. /(х, #) =  -ф щ х2 +  у2).
38. /(х, ;/)=- I п( х — г/). ___

39. /(х, г/) =  хг/+ д / 1п̂ тр^Г +  л / ^ + ^ “ 9-

40. /(х, i/) =  a rcs in ~  +  arcsin(l — у).
У ____________ __________

41. /(х, у )=  л[х2 +  у2-  1)-(4 — х2- # 2).

2°. К  а р р а л и л и м и т . / ? ' "  фазода бирор х° — (х?, 
хг,..., х„) нукдани хамда е > 0  сонни олайлик. Ушбу

11



г

U e(x °) =  {(x], х2,..., xm)GRm:p((^i, х2,..., хт ),
(х°и х°2 ,..., х°т ) )< е }  

туплам х° нуктанинг агрофи дейилади.
Агар х° нуктанинг ихтиёрий атрофи Щ х °)  да (V b >  

> 0 ) M (M cz R m) тупламнинг х° нуктадан фаркли камида 
битта нуктаси булса, х° нукта М тупламнинг лимит 
нуктаси дейилади.

Фараз к,илайлик, Rm фазода М туплам берилган булиб, 
а =  (а\, а.2,..., ат ) нук/га ( а £Rm) унинг лимит нуктаси 
булсин. Ш у тупламда y =  f(x\, х%..., xm) =  f(x ) функция 
аникланган.

3 - т а ъ р и ф  ( Г е й н е  т а ъ р и ф и ) .  Агар М туплам­
нинг нущталаридан тузилган, а га интилувчи х1ар щндай 
{х{п)} {х{п)ф а , п =1,2,...) кетма-кетлик олинганда %ам мос 
{/(х(п))} кетма-кетлик х,амма ва^т ягона b (чекли ёки 
чексиз) лимитга интилса, b сон /(х) функциянинг 
а ну^тадаги лимити деб аталади.

4 - т а ъ р и ф .  ( К о ш и  т а ъ р и ф и .  Агар V e > 0  сон 
учун шундай б > 0  сон топилсаки, уилбу 0<р(х, а )< 6  
тенгсизликни к,аноатлантирувчи Vx£M  нущталарда

\f(x) — b\ < е
тенгсизлик бажарилса, b сон f(x) функциянинг а нук,тада- 
ги лимити деб аталади.

Функция лимитини
lim /(х) =  6 ёки lim f(xb х2,..., хп) =  Ь
х-*-а JCj — а j

каби белгиланади.
Одатда функциянинг бу лимитини унинг каррали 

лимити деб хам юритилади.
Бир узгарувчили функцияларга ухшаш, бу холда хам

3— ва 4 — таърифлар узаро эквивалентдир.
6 - мис ол .  Ушбу

ху , агар х2-\-у2> 0 булса,

0, агар х2-\-у2 =  0 булса

функциянинг (х, у)->( 0,0) (яъни х-*-0, у~*~0) даги 
лимитининг нолга тенг эканиии курсатинг.
12



а) Г е й н е  т а ъ р и ф и г а  к у р а :  (0,0) нукдага 
интилувчи ихтиёрий (х„, уп) кетма-кетликни оламиз.

(х„, уп)-*-{0,0) (яъни х „^ А , уп-+0)
((Хп, Уп)ф {0,0), п — 1,2...)

У нда
,, . хпУп/(*«. уп) --

л/4 + у1
булади. Агар

Х пУп I  Х „Уп I ------- - 1уш ■ ̂V-« ” V 4+А г ^
■жанини эътиборга олсак, х„—>-0, у„-*-0 да 

П т  /(х,„ у„) — 0 
булишини топамиз. Демак,

1йп ^ =0.

<  т

ХД VА> *-//2

Г>) К о ш и  т а ъ р и ф и г а  к у р а :  Уе сонга кура б =  2е 
деб олинса. У холда 0<р((х, //), (0 ,0 ))< б тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча ,(х, у) нуктларда

\ К х ,у )- 0 \ = - ^ Ж  +  =
Л1Х +У

=  ур((х, у), (0 ,0 ))< уб  =  е. 

тенгсизлик уринли булади. Бу эса

П т /(х, г/) =  П т  , А'у 0.
х^ °  х_^° Л/а:2-!-й2у-*-0 у .о у  ̂У

эканини билдиради.

7 -м и с о л . Ушбу

К х ,у )=
Х +  У&т —, агар х=̂ =0 булса, 

0, агар х =  0 булса

13



функциянинг (х, у )-V(0,0)даги лимити нолга тенг эканини 
курсатинг.

V e > 0  сонга кура б = у  деб олинса, унда 0 < р((х, у),

(0 ,0 ))< б тенгсизликни к,аноатлантирувчи барча (х, у) 
нукталарда

\f(x, у) ОI =  I х +  у sin lx I < \х\ +  \у\<  2д[х* +  у2 <

< 26 =  8
тенгсизлик уринли булади. Бу эса Коши таърифига кура 
(х, г/)—>-(0, 0) да берилган функциянинг лимити 0 эканини 
билдиради:

lim f(x, у )— lim fjc +  г/sin !Л  =  0.
x-i-0 *^0 \ х /■у'-+0 О

8- м и с о л. Ушбу

f(x, у )= (х  +  у )sin- sin^-

функциянинг (х, г/)—э-(0, 0) даги лимити ноль булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг лимити ноль булишини Коши 
таърифидан фойдаланиб курсатамиз. Бунинг учун V e >  
> 0  сонни олиб, унга кура шундай 6 > 0  сон мавжудлигини 
топиш керакки,

0< р((х , у), (0, 0 ))< 6  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х, у) ларда

I/(*> У) — Oí =  I( Je —j— í/)sln 1 sin 1 I < 8
x y

булсин. Равшанки,

P((*, У), (0, 0 ))=  д/х2 +  у2 .
Энди

р.((х, у), (0, 0 ))< б
ва

1*1 +  \у\ <  2 д[х* +  у2
тенгсизликларни эътиборга олиб,
14



\f(x,y) — 0\ =  |(x +  ¿/)sin—sin— I <  IX I +  Iy\ <

<  2 л]х? +  у2 =  2р((*, г/), (0, 0)) <2ô =  e

дейилса, унда 0 =  булишини топамиз. Шундай к.илиб,

V h> 0  сон олинганда хам шундай б =  у  сон топилади-

ки, 0<р((х , у), (0 ,0 ))< ô  тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча (х, у) ларда

\f(x,y)- -0| == |(x +  í/)sin ŝin-̂ - < 8

к'нгсизлик уринли булди. Бу эса

lim' f(x,y)== lim í(x  +  y)sin-i-sin‘ 1 =  0
X-+0 x~*-0 L X  y  j
ÿ —0 ÿ—o

жанини билдиради.
5- т а ъ р и ф. Лгар V e > 0  сон учун шундай 6 >

О  гопилсаки, ушбу р((х, ÿ), (0, 0 ))> б  тенгсизликни 
а,чноатлантирувчи барча (х, у) нук,таларда

I/(*, г/) — Ь| < е
i енгсизлик бажарилса, b сон /(x, ÿ) функциянинг ’х-*- оо, 
Ч у оо даги лимити дейилади ва

lim /(х, y) =  b
X-*- ОО
: У-*■ оо

лабы белгиланади.
9- м и с о л. Ушбу

с, , X  -{- у -f~ 2х? -f- 2i/¿
fix,g =  T  , 2 • ■ 

j r + r
(|)уНКЦИЯНИНГ X-y oo, y-*- ОО даги лимитини топинг. 

Аввало берилган функцияни
х +  у +  (х2 +  у2)2 0 X  . у

х2 +  у2 х2 +  у2 х2 +  у2

каби сзиб оламиз. CÿHrpa
X +  у +  2х2 +  2у2 2

х2 +  у2 х2 +  у2 Jp +  y2

15



тенгликнинг унг томонини бах,олаймиз: 

__Í ____(_ У I _ I Х~\~У\ ^  о V ?  + У2
9 . 9 9 . 0 1 о о ^  ¿*2 +  /  Х* +  у2 I Х? +  у2 " "  * 2+ ÿ 2 "  д / 7 ^  

Демак,
х + г/ + 2х2-)-2//2

.2

х2 + У2 1 ^  л/^ + ÿ2 ‘
Равшанки,

Р((*> í/), (0, 0 ))=  \х2-\-у2 > б  (б > 0 )
тенгсизликни каноатлантирувчи барча (х, г/) нукталарда

I/(X, г/) — 2| =  I £± ^ 2̂ + V  _ g I <  - г -2...- < -2-
1 х +у2 I /х2+ /  0

булади. Демак, V e > 0  с о н  олинганда хам, унга K ÿ p a  
2

ô =  -g деб олинса, унда р((х, у), (0, 0 ))> б  тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча (х, у) нукталарда

х_ + У + ̂ х~ У̂2__ о
2 I 2X -f-ÿ <ь*

булади. Юкорида келтирилган 5-таърифга Kÿpa

i* ~Н У ~f~ 2х2 -f- 2у2 ~lim — = 2
X — оо X  -f- у
У~*~ оо

эканлиги келиб чикади.
10- м и с о л. Ушбу

/(*, .V) -
* У  ;• ( .V - ÿ )2

функциянинг (х, г/)->-(0, 0) да лимити мавжуд эмаслигини 
курсатинг.

(О, 0) нуктага интилувчи 2 та —

=  - | )- + (о ,о » .

16



м-гма-кетлик оламиз. Унда функция кийматларидан 
иборат кетма-кетликлар

1 1

/(•««. Уп)

f(K , Уп)

2 2 П П

п2 \я л/
1,

1 1
ri1 п2

> . 1 ' У 4я2+1

оулиб,
lim f(x„, уп)=  1, 
lim f(x'n, у'п) =  О

i лади. Бу эса (х, */)-*-(О, 0) да бери.iraн функциянинг 
шмити мавжуд эмаслигини билдиради.

11 - м и с о л. Ушбу

/(*> у) =
sin (х у)

X2
, агар х^=0 булса,

3, агар х =  0 бÿлca
i|i\икциянинг х->-0, у —у 3 даги лимитини хисобланг.

Лгар X2- y — t дейилса, унда х->-0, г/-»- 3 да í-vO. Натижа-
ди

.. s i n ( A )  sin(jA/) sin < оl im ---- =  lim ------^-^--i/=lim ——-г/ =  3
x ^ O  X  X-+0 X  У  t-*-0 1
y - y  3 ÿ - * 3  ¿f-»-3

булади.
1- э с л а т м а. Айрим холларда x =  a +  r cos ф, у =  Ь-\~ 

I г sin ср алмаштириш
lim f(x ,y )
x -r* aУ^Ь

каррали лимитни топишни енгиллаштиради. Бунда 
f(x, y) =  f(a +  r cos ф, b-\-r sin <p) =  F(r, ф)

булиб,
lim /(х, у) =  с -фф- lim F(r, ф) =  с
x̂ f-a
У-*Ь

булади. 
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12- м и с о л. Ушбу
/ 2 i 2ч 2 2

lim — " г 2~дг —»- О 1— COS( АГ +  !/ ) ÿ-0
лимитни хисобланг. 

Аввало

.. (х2 +  #2)х2г/2 ,. lim —-— — =  l im (j^ + yV ÿ2
l ± l . xy

x~*~0 1 — COS(x2-)-ÿ2) ÿ-i-0 Po° 2 s in ^ 2̂ 2!

lim
*->-o»-*■0

г  *2+ / . “ I

[ w ]

— lim
X-+0
У-* 0

2 i 2 г  * + r

. 2^2+ÿ2 s i n ---■

2x2ÿ2 _
*2 + ¡/2

2 lim
y-*-o

2 , 2 . * +ÿ Sin--- 1 x2y

x-*0  jT-f
jr-o
lim

эканини топамиз. Сунгра x =  r cos q>, y — r sin cp алмашти- 
ришни бажарамиз. Унда

lim
2 2 

*  У dim
4 2 - 2  Г COS tps If! ф

х-тО X2 +  ÿ 2 r->-0 r2(cos2œ +  sin2œ) г-»-О
1 i m r2cos2<ps i п2ф =  0

булади. Демак,
, .2 i 2\ 2 2 (x  +  ÿ  )*  ÿ___

Jc->-0 1 — COS (x2 + г/2)
lim
x-*-0 у-*О

13- м и с о л. Ушбу

lim (1 + jo/)* ÿx->-0ÿ-2
лимитни хисобланг.

Лимити хисобланадиган функцияни куйидагича ёзиб 
оламиз:

2

( 1 +  ху) =  [ (  1 +  ху) *» ] ^+чг =  [( 1 +  ху) *» ]
ч

Х + У

CÿHrpa t =  xy алмаштиришни бажарамиз. Равшанки, 
х->0, г/ —з-2 да /-^0. Унда, бир томондан,

lim (1 -\-ху)ху — lim (l-|- í)'
х->-0 Í — 0у-+ 2

е ,

18



ni i ними томондан,
lim — =  2
л -0 x  +  it 
У -2 ,

i « \ и шпини хисобга олиб, берилган лимит
2

lim (1-(-xy)x2+xÿ =  е2
X —>- О

1.1 ими' булишини тонамиз.
14- м и с о л. Ушбу

lim ху
X-+-GХ -+ 0  Х 2 +  у 2

il и мит мавжудми?
Лйтайлик, (х, у) нукта (0, 0) нукдага текисликдаги у — 

кх Tÿrpn чизик буйича интилеин. У  х,олда

ху и-2 иlim „ » =  lim
х—»0 х2 +  у 2 х^О  х 2 +  6 2х 2 1 -\-k2
ÿ - o

( y = k x )

оулади. Демак, (х, г/) нукта турли Tÿrpn чизиклар буйича 
(О, 0) га интилганда лимитнинг киймати турлича бÿлaди. 
I• у х,ол каралаётган лимитнинг мавжуд эмаслигини 
оилдиради.

15- м и с о л. Ушбу
х4-2и 

lim “ 5--— ---?  -
X—*- оо X — 2ху +  2у
у-*  о» :

лимитни х,исобланг.
Ушбу

X =  r COS ф, у =  г sin ф

алмаштиришни бажарамиз. Равшанки, х-*-  о о , у-> оо да 
г-у- со . Натижада

I . x-f-2у  ,. cos I) j 2г sin 1|
 ̂^  2 2 '  ̂ 2 2 2 2 2 X — оо X — 2ху-{-2у r-+oo г cos ф — 2r cos qjsin ф +  2г sin ф

ÿ-1-o»
cosœ +  2sintp .. 1 cos ф  4-2 sin ф

lim  -----г----- v -----frf-— Ий— =  lim  т
г-+оо r(C0S ф — 2C0S фБШ ф+З.вШ ф) r ^ o o r (cos ф — sill ф) 4-sin ф

булади. Агар [0, 2я] да
19



cos ф +  2 sin ф 
(cos ф— sin q>)2 +  SÍn2<p

фуыкцияпинг чегараланганлигини эътиборга олсак, унда
х 4-2и 1 cos ф +  2 sin ф „hm - =- ||ш --------- -  О

х-юо X" — 2ху-\-2у г  —>■ со r (cos ф — Э Ш ф У + Э Ш ф
у —» сю

булишини топамиз.
3°. Т а к р о р и й л и м и т . Куп узгарувчили функция- 

ларда каррали лимит тушунчаси билан бир каторда 
такрорий лимит тушунчасиии х,ам киритиш мумкин.

Фараз килайлик, f(x\, х%, ..., х,п) функция М  тупламда 
(M czR m) берилган булиб, а =  (а\, а2, ат ) нукта шу 
М  тупламнинг лимит нуктаси булсин. Х\, х% ..., х,-_i, x¡+i, 
хт лар тайинланган булиб Х;-^а,- да берилган функциянинг 
лимити (агар у мавжуд булса) x¡, х% ..., x¿_i, x,-+i, хт 
узгарувчиларга боглик булади:

lim f(xb х2, ..., x j  =  <pi(xb х2, ..., x;_¡, х ,, „  x j .
Xi  (Ij

ф, функцияларда хам шундай мулохаза юритиб ушбу 
lim lim ... lim f(x¡, х2, х т )

хт v "т хт Г ‘ “я, - I х\~*а\
ни хосил киламиз. Одатда бу лимит f(x i, х2, ..., хт ) 
функциянинг такрорий лимити дейилади.

f(x i, Х2, х,„) функция аргументлари х\, хг, хт лар 
мос равишда аь аг,..., ат ларга турли тартибда интилганда 
функциянинг турли такрорий лимитлари хосил булади.

16- м и с о л . Ушбу

Я*. í/) =
. л// агар х2 ¡ //’:>() булса, 

л1*?+у2
О, агар х2 +  ;/2 — 0 булса

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг.

Равшанки,
lim f(x, у )=  lim . =  0.

х-^п л1х2+ у 2

Бу тенгликдан
1
I

булиши келиб чицади.

lim lim — -~==- — lim 0
;--о х -о  д\х2 +  у2 у ---°
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Шумим гдек,

lim f(x, у) =  lim - Vÿ - =  О ,
V—°  у-*0 ДIx2 +  !I2

lim lim ..lim О =  О.х-̂ О у-»0 y/_|_ÿ2

/1.1'мак, берилган функциянинг такрорий лимитлари
< > 111 > (>м рига тенг булиб, у нолга тенг:

lim lim — - Æ = -=  Jim lim 0 .
y-^O x-0 л]х2 +  у2 х^Оу^О  дlx2 +  y2

I • \ функциянинг (О, 0) нуктада каррали лимитининг 0 га
.....  )|<анини 6- мисолда курган эдик.

17- м и с о л. Ушбу

Ц х,у) =  \ ^ -  агар х +  3* ф 0  6*лса'
[ 0, агар х +  Зг/ =  0 булса

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
1ППИМГ. Бу функциянинг такрорий лимитлари куйидагича 
оулади:

lim f(x, у) =  lim :' v, ■ — ~  ,х-̂ О X—О x+dy d
.. 2 х — у .. / 1 \ 1hm lim — ,■--- =  lim ' ' —: ( 4>у-+ О х^О -* +  3у у^.о \ 3 /  3

lim f (x ,y )=  lim =  2 ,
у-i-O y-~ О х Л~оу

lim lim f(x, y )=  lim 2 =  2 .
x->-0 г/ —*-0 x->0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитларидан 
бири — у  га, иккинчиси эса 2 га тенг. Бунда равшанки,

,. ,. 2х — у , .. .. 2х — и lim l im—— ■ hm lim
-0 x->-0 x +2>y 1 -bOj^O X-\-3y

111 y  h и айтиш керакки, каралаётган функциянинг ( 0 ,0 )  
нуктадаги каррали лимити мавжуд эмас.

Хакикатан хам, (0, 0) нуктага интилувчи

(■*». Уп) =  ‘- )^ (0 , 0),
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« '  а  -  ( I  т ) ^ ° -  °>
кетма-кетликлар учун мос рав-ишда

2 ---— с/ ч П П 1
А*«. У,.)=т------, =  4

п п

1 +3-
1

п п

о 5- 42 -----
п П '

5 4— + 3*п п

Л » /\ и  ' и 0 б
4 . ¿ ¿ )= — --- г- =  7 7 ^ 1 7

булади ва бу берилган функциянинг каррали лимитининг 
мавжуд эмаслигини билдиради.

18- м и с о л. Ушбу

/О*. у )— ху2 2,/ <2 У + (х  — у)

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг.

г- г\ г г *2у2 пп т  - у :--*--- Г = 0 ’ 1'П1 1114 „ ;== 0,
Х^О X у + (х  — у ) у-+ О х^О х у + (х  — у)

П т  2 Х у ’~3 о'ЩО, Н т  П т  —- .. , =0.
ч и.- * о  х у + (х — у) х-+оу-+о х у  + (х — у)

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари бир- 
бирига тент булиб, улар нолга тенг:

П т  П т  • д --- -~=Пт П т  л ц--- ^-=0.
0 х^О X у + (х  — у ) х^Оу^О х у  + (х  — у)

Бу функциянинг (0, 0) нукдада каррали лимитининг 
мавжуд эмаслиги 10- мисолда курсатилган эди.

19- м и с о л. Ушбу

х+г/эт^-, агар х ^ 0  булса,

0, агар х = 0  булса
функциянинг (0, 0) нукдада такрорий лимитлари мавжуд- 
ми?

Равшанки,
П т  П т  [(х, у) =  П т  (х-\-у$т~ )— х
х-»0у->-0 у~*-0 х
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" i.iдм. Бирок,х 0 да sin^-функдиянинг лимити мавжуд 

" пмаганлиги сабабли

lim lim (х-\-у sin - Л
i/̂ o * — о\ f/

м.шжуд эмас.
/ 1,омак, берилган функциянинг битта такрорий лимити 

мимжуд булиб, иккинчиси эса мавжуд эмас.
1>у функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 

м.шжудлиги (унинг нолга тенглиги) 7- мисолда курса- 
I и.иган.

20- м и с о л. Ушбу

f(x, у )= (х  +  у )s i n s i n  —

фумкциянияг (0, 0) нуктада такрорий лимитлари м.авжуд- 
мм?

jc-i-0 да бу функциянинг лимити мавжуд эмас, чунки

X _  i -- >- 0, х'п =  ■ . f ■— *-Оил (4п+1)я
м'гма-кетликлар учун уларга мос равишда х,осил бÿлгaн 
ы-гма-кетликлар лимит-лари

/(*„, У )=  /(~>  у ) - ( п я + у У ш  п:х s in¿ -0 - ьО
(уф= 0),

У )= Î  (  (4„Т1)Л ’ у) = (  ( i « i  jñ +  у ) sin 7  -  У sin У

|урлича булади. Бинобарин}

lim lim (x +  ÿ)sin. — sin — 
г/->0х->0 x  У

мммит мавжуд эмас. Худди шунга ухшаш 

lim lim (jc +  i/)sin™sin—
x  0 у  О х  У

мммитнинг мавжуд эмаслиги кÿpcaтилaди. Демак, бе- 
рилган функциянинг иккала такрорий лимити хам мавжуд 
чмас.

Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 
мавжудлигини (ва унинг нолга тенглигини) 8- мисолда 
курган эдик.
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Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, фунм 
циянинг каррали хамда такрорий лимитлари орасидагУ 
муносабатлар турлича булар экан:

а) lim lim f(x, у \ lim lim f(x, y \lim /(x, y)
x - + a xy - y  a2 y - ^ a 2x -^ -a ] x - * a x

y-+ci 2

лимитларнинг xap бири мавжуд ва
lim lim f(x, y )=  lim lim f(x, y )=  lim f(x, y),

y~*-a.2X->-ai x - + a l

У-*-а 2
б) lim lim /(x, y)f lim lim f(x, у) лимитлар мавжуд ва]

x-̂ â y-̂ -â  y-̂-Ü2X->-al
lim lim f(x, у )ф  lim lim /(x, у) булиб, lim /(x, у) лимит

(/->-«2 x->al
У~*~а2

мавжуд эмас,
в) lim lim f(x, у), lim lim /(x, у) лимитлар мавжуд ва|

x-̂ -aj y -+ a .2 у-*-а0х-^-а j

lim lim /(x, y )=  lim lim /(x, у) булиб, lim /(x, у) лимит мав
х->а^-*-а2 x  -»-а,

У~*~а2
жуд,

г) lim lim /(x, y), lim lim /(x, г/) лимитларнинг бири]
х-*-а̂ у~*-а2 у-*-а.2Х-*-а.1

мавжуд, иккинчиси мавжуд эмас, аммо lim [{х, у) лими:
X-+-ÜJ
у-+-а2

мавжуд.
д) lim lim f(x, у), lim lim /(x, у) лимитларнинг иккала-

х-*-а1 у-+а2 у-+а2 x-*-a,

си х.ам мавжуд эмас., аммо
lim /(х, у)

лимит мавжуд.
2 - т е о р е м а .  f(x,  у )  функция М  =  {(х,  y )£ R 2: 

\х—х0| < й ь  Iу —*/о1<йг} тупламда берилган булсин.
Агар: 1) (х, у ) ^ ( х 0, у 0)  да f (x,  у )  функциянинг 

каррали лимити мавжуд:
Hm f(x,  у ) —Ь\



I ч.i|) бир тайинланган д: да (х,ар бир тайинланган у  да) 
W m f ( x , y ) = y ( x )  (lirn f (x,  у )=Ч>(у) )
!/->-Уо Х-+ХО

(ими г мавжуд булса, у х,олда
lim lim f (x,  у) /lim lim f(x, у) )
X-*-X ii ÿ ÿo V у-*-УйХ~*-Хи '

ыкрорий лимит х,ам мавжуд булиб,
lim lim f ( x , y ) = b  /lim lim f (x,  y ) = b \
Х-»Ха У-+УИ V У ÿo X-+XO /

Oy л ад и.

Мисол ва масалалар

Куйидаги каррали лимитларни хисобланг:

J — л[а?

у-*-0
44. lim ^

4.4. lim а ^  ху, { а ф 0).
х^О *У

х + 3 хуу-»-о
45. lim (je2-j-¿/2) s in ' .  

л:->-0 ХУ у-+ 0
46. lim 4-Ц -.

X-*- оо X  У
у-*-00

47. lim (■+# 
V i + x V - i

дг̂ о х2 + г/2

*-»- ООу->а

48. lim
д:—̂0 ¡/-*0

• / 4 2ч . л  s in íx  í/~)49. lim
*+0 (*2+ / )2' 
г/-i-о

50. lim (х//)2(/+Л  
*^0 ÿ-o

е* +ÿ51. lim —т-- J-
Х-+ 0 х* + у*
у-+ О
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52. lim (1-f- x W )

y-*-0

53. lim (1 -f-jc2 +  л/2)лг-̂О  ̂ 'У-+ 0

54., lim
X-+0 x !/-r0

у  у oo

56.

55. lim (A:2 +  ¿/2)s in — !___

lim ( x 2-\r y 2)¡n í ¡  -f_sin *— \
; z z  V * 2+ / /

57. lim * - ± 1 .'
x  -+• oo

58. lim (х +  г/)е~(*2+Л
X — oo 
У-*- oo

59. lim - ...
X -+ 0 0  U 3 | - f  | ; / ! Я ‘
У -+  oo

60. lim (л:2-f- ̂ 2)UI.
X-к 0i/̂ 0

61. lim ( x 2Jr y l y 2y \

62. lim ([* ± -eü -

■ " £ ¿  V ¿ + ? '

S S T ,  K a P P M "  Г » й - Р " » " г  м а в ж у д  э м а с л и г н н и

63. lim —-—.
х->-0 Х ~\~У0

64. lim —~ у .
jí-t-0 •* + # ÿ̂ O

65. lim - ^ L _  
— о *2+г/2
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2 2.... .. X — у (»(». lim ■■ .
x-0 X ¿  +  y ¿y-*-0

(¡7. lim 2*!+3f .
x-*0 X¿ + l/¿ ÿ-1-O

<18. lim 4 ± ^ ± 4 .
x-*0 X — x y - \ - y
У-+ о

. . . .  . .  I n ( x  +  ÿ )(>!». lim —  .
X— i У 
я'-*- о

x2 y70. lim
X—>- oo *4 +  /  
if-> 00

71. Ушбу
_ X 3 +  y 3

■f(x,y) =
, агар (х ,у )ф (0,0) булса,

X -j- у

i(x,y) =  -

.0, агар (x, y) =  (0, 0) булса 
икциянинг (0, 0) нук,тада каррали лимитининг мавжуд 

м.к'лигини курсатинг.
72. Ушбу

( 1 +  д. ! у У  \ агар х +  у ф  О булса,

1, агар х-\-у =  0 6ÿflca
'b икциянинг х-ь оо, г/—>- оо да каррали лимитининг мавжуд 
>м,1слигини KÿpcaTHHr.

Куйида берилгаи /(х, у) фуикцияларнинг такрорий 
lim lim/(x, у), lim lim/(x, у)
х ~^хо У~у Уо У У о x ~*~xq

¡ммитларини х,исобланг.
[ х — у + х2-\-у2,, . -- -— ,--- — , агар х ф — ц булса,f(x ,y ) =  l х+у
(. 0, агар x = — у булса,

х0 =  0, уо =  0.

74. / (х ,г/ )= 4 ±Ж±4 ;  хо =  0, у0==0. x ху у

75- «*• х .= 0 , ¡,«=0.
-у г* с/ \ COS X  COS и  л  л76. /(х, у) = -- --- - ; х0 =  0, у0 =  0.

x +у
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биР {)нт< г\V 'V' *  1'"1’ /{Х) ФУнкЧия М  тупламнинг J#4S S f f "
1 a i‘l(M(li'.i!n,' i ^ ' i " '1'1" » .™ «ки , юкорида келтирилг 
РУВЧиляпи fivö У *1 •• 1>У1111 И.ли функциянинг барча узг

о i Р У ,H4íl узлуксизлигини ифодалайдиj --------  ^  , С1 у  к)<Л

¿  1 - м и с о л . Ушбу 

/ (* ,  У )
* 4 + у 4

х2̂ -у2' аГаР ^)т^(О.О) булса, 

О, агар (Ос, //)==(0,0) булса

Ф ун кп !!ГИНГ R2 ~ а „УЗЛ У КСИЗ эканини к;урсатинг. Б  
Уз л У к с и з  ^ ™ ёр и й  Гх° ' ^  ((*»’ Ä  нуктад

iim  f ( x , y ) =  lim  -̂ 4+ ^ 4 —  * о + хо 

* ■ ^ 0  i f - » - ÿ 0  и

Ун_Осабатдан келиб чикади.

Ч ™ Щ ? Нн % авсаётТаГ» и ,ФУГ ‘‘И” .НВ" Г ( ° '  0 )  " у к т а д а  У зл у к с! 
¡ ' “ 'Simp д е й ^ с Г у “ „лдааР * агаИ ' » ™ ‘Ч>»» * = г » 8ф, 

П т  /(*,*) =  limflrcosq,, г5ш Ф)=  I/•-»-Оу-*-О
=  l im0 r2(cos*<p +  sin4<p) =  О

б у л а д и д емак>

lim í(x,y) =  f (0,0).
х —*-0
y - y  О

t e . ÄU i PS r “ “ “ r <0'0) нуктада у м у к ”
^  М И СО Л. У ш б у

/(̂ > ÿ ) ~ ~ Ь  £/ 
функциянинг /?2 да узлуксиз булишини курсатинг.

V b ^ °  сонни оламиз. Унга кура 0 =  |- дейилса, |

СИЯПИ Р((Х’ ^ ° ’ л̂ с~ хо̂ 2 +  (У~Уо)2 < 0  теш 
и*Ни каноатлантирувчи V(x, ¿ , )e t f2 нукталарда



\i(x, y) — f{x0, у0)\ ~ \ х  +  у — (х0 +  у0)\ <  '

I » *<>l 4- ! У — У ОI <  2д/(х — х0)2 +  (г/ — i/0)2'< ’26 =  e

км II (.пик уринли булади. Бу эса Коши таърифига кура 
/(» //) |||ункциянинг , V(xo, уо) нуктада узлуксиз булишини 
ми I/шради.

’.М м и с о л. Ушбу

Д а%//)- 2х+ 3
¿ + у 2+ 1

I- 11К11II я пинг ихтиёрий (Хо, y0)<^R2 нуктада узлуксиз 
шшипи курсатинг.
(':!,//()) нуктага Ах, Аг/ орттирмалар бериб, функция- 

Nmiii тулик орттирмасини топамиз:
А/( х0, //о) =  /(Ч  +  Ах, у0 +  Ay) — f(x0, у о) =

2( Xq rf- Ах) -f- 3 2х0 -{- 3

(х0 +  Дх)2 (у0 +  Дг/ )2 + 1  Х0 +  z/q +  1

|2(х0-)-Дх)-(-3] (Xq +  //q+ i ) — (2хй-\-3\(хй-\-кх)2 -\-(уй-\-k y )2  ̂I

[(х0 + Дх) +(г/04-Ду) + 1 К ^ о *)

11 \ генгликдан
lim Af(x0, у0) =  0
Дх->-0

fiy.iiиши келиб чикади. 9-таърифга кура берилган функция 
| »о, уо) нуктада узлуксиз булади.

/(хi ,X 2,..., хт ) функция M c z R m тупламда берилган 
пепсин. Бу функциянинг бирор хк(/с= 1,2,...,т) аргумеи-
шдан бошка барча аргументларини тайинлаб, бу хк аргу­
мента Axk орттирма берамиз. Унда функция ушбу

K J  =  f(x 1, х2,..., xk_t,xk, + А хъ xk+{, ..., xm)— f(xh..., x j

( Ir =1,2..., m) хусусий орттирмага эга булади.
11- т а ъ р и ф. Агар Ахк-*-0 да функциянинг хусусий 

чрттирмаси А / xiau нолга интилса, яъни

l i mA*/  =  0 (k =  1,2,..., m)
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булса, f(xi,x2,..., хт ) функция (хь х%..., хт) нуктада х] 
узгарувчиси буйича узлуксиз дейилади. Одатда функция 
нинг бундай узлуксизлигини унинг %ар бир узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксизлиги дейилади.

3- т е о р е м а. Агар f ( x х%..., xm) функция (xiJ 
Х 2, , . . ,  X m ) ^ M  нуктада узлуксиз (барча узгарувчилари 
буйича бир йула узлуксиз) булса, функция шу нуктада x,a(i 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булади.

2 - э с л а т м а .  f(x\, Х 2,..., х т ) функциянинг бирор| 
нуктада хар бир узгарувчиси буйича хусусий узлукси^ 
булишидан унинг шу нуктада узлуксиз (бир йул а] 
узлуксиз) булиши хар доим келиб чикавермайди.

24- м и с о л. Ушбу

i 2xy_

* 4 ?
, arapx -|-i/ =5^=0 булса,

I 0, а гар х -\-у=  0 булса

функциянинг хар бир узгарувчиси буйича узлуксиз, иккал!' 
узгарувчиси буйича бир йула узлуксиз эмаслигин1|  
курсатинг.

Равшанки,
у ф 0 ва х^-хо=7^0  булса 

lim f(x ,y)=  lim — У)-
Х -^ Х 0 х - ^ х а 1С - \ - у

и .1|>увчиси буйича бир йула узлуксиз) булмайди. Чунки
■ 0, г/-»-0 да

lim f(x,y)='\im  •—
х—0 х —О JC у *
у-~ 0 у-О

лпжуд эмас. Уни 14- мисолда курсатилган эди.
2°. Ф у н к ц и я н и н г  у з и л и  ши.
12- т а ъ р и ф. Агар

lim /(х„ х2,..., хт ) =  Ь ф [ (а ь а2,..., ат )
х\~*'а \

• ипса, еки
lim f(.X[jX2,...,xm)-

булади.
Демак,

у — 0 ва х —ухоФ О  булса, 
lim /(х,0) =  lim — — ==0 =  f(x0,0);
X-*-Xq X -*r XQ X  - f -  0

y =  0 ва x-^0 булса, 
lim /(x,0) =  0 =  /(0, 0)
X -+ X q

lim f(x,y) =  f(x0,y).

i/лса, ёки f(x 1X 2,..., xm) функциянинг лимити мавжуд 
t'f/лмаса, у х,олда f ( x хг,..., хт)  функция (а ь а2,..., ат)  
п/^тада узилишга эга дейилади.

25- м и с о л. Ушбу
f ^  y ^ i ^  +  y2’ агаР (х , У ) Ф ( 0,0) булса,

1 1, агар (х, у ) =  (0,0) булса 
функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга булишини 
урсатинг.

Равшанки,
lim f(x ,y)=  lim (x2 +  i/2) =  0.
x->-0 jc-vO
y -+  О У -»  0

I > у холда

Бу берилган /(x, у) функциянинг х узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз булишини курсатади. Худди шунга 
ухшаш каралаётган функциянинг у узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз булиши курсатилади.

Берилган функция (0,0) нуктада узлуксиз (иккал!
32

lim f(x,y) =  0 ф  /(0,0) =  1
х— О
У-0

пулади. Юкоридаги таърифга кура берилган функция 
(0,0) нуктада узилишга эга булади.

26- м и с о л. Ушбу

, агар (х, у )ф (0,0) булса,
f(x ,y ) =  \ *2 + у2

О, агар (х ,у ) =  (0,0) булса
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функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга булишин» 
аникланг.

Равшанки, берилган функция R'2 тупламда аникланга 
булиб,

lim f{x,y) =  lim — —  -=■-+-оо
д г - ^ О  je — 0  X + у ~у-̂ 0 »-<-0

булади. Таърифга кура берилган функция (0,0) нуктад 
узилишга эга.

27- м и с о л. Ушбу

Кх,у ) - - 2 2 sin JUT+Sin л у

функциянинг узилиш нукталарини топинг. 
Бу функция R 2 фазонинг

{ sinax — 0,
{  sinny =  0

системани каноатлантирувчи (х, у) нукталарида узилишг, 
эга булади. Кейинги системанинг ечими

{(х, у ):х  =  п — бутун сон, у =  т  — бутун сон}
тупламнинг нукталаридан иборат. Демак, берилган функ 
циянинг узилиш иукталари чексиз куп булиб, улар

{(п , m ) : n ^ Z ,  m ^ Z }

тупламни ташкил этади.
28- м и с о л. Ушбу

f{x ,y )=  ; • /  + / ---
(х — у)(х +  3у)

функциянинг узилиш нукталарини топинг.
Бу функция R 2 фазонинг

х2 — у =  0, яъни у =  х2
хамда

x +  3i/ =  0, яъни у = — ~ х

тенгликларии каноатлантирувчи нукталарида узилишгг 
эга булади. Демак, берилган функциянинг узилин
нукталари туплами у =  х2 парабола хамда .у = — -Л 

тугри чизиклардан иборат.



.1" Ф у н к ц и я н и н г  т е к и с  у з  л у к с из  л и г и. 
Ц\\, х2,..., хт ) функция М тупламда (M czR m) берилган 
njbuiKH.

13- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон 
пишлсаки, М тупламнинг
р((\'\,X2,—,x'm), Х/£)̂ <Сб тенгсизликни щаноатланти-
/ly/IUU иХТиёрий (Х\, Х2',..., х'т )^ М ,  ( х \ " х " т ) ^. М 
т/^галарида

I f(x[, х2,..., x'm) — f{x\, х2,..., xm') I < е

/ снгсизлик бажарилса, f(x\, х2,...,хт ) функция М тупламда 
п'кис узлуксиз дейилади.

29- м и с о л. Ушбу
/(х, у) — X2 | • у2

||)упкциянинг УИ={(х, y ) ^ R 2:x2-\-y2^  1} тупламда текис 
учлуксиз булишини курсатинг.

V e > 0  сонни олиб, унга кура олинадиган б > 0  сонни

Л <  булсин дейлик. У х.олда

P((*i, У\))= л1(хг~х1)2 +  (у2-  У < б-
к'нгсизликни каноатлантирувчи V(xi, у\ )^ М , У(хг, 
;/2) ё М  нукталар учун

\ f(x t, У \ )— /(х2, у 2) I =  \ А + у \ — ( 4 + у 1)\ =
=  \ ( x i  —  x 2) - { x l +  x 2) + ( y l —  y 2) ( y l + y i )\<

<2д/(х2 — х,)2 +  (г/2 — i/,)2 +
+  2 д/(х2 — х, )2 +  {у2 — ул f  =  46 <  е

булади. Таърифга кура берилган функция М тупламда 
текис узлуксиз булади.

30- м и с о л. Ушбу

f ^  =  i y

функциянинг М =  {(х,у) ̂  R 2:0 <С х2 у2 1} тупламда те­
кис узлуксиз эмаслигини курсатинг.

Бу функция М тупламда узлуксиз. Бирок у каралаётган 
М тупламда текис узлуксизлик таърифидаги шартни
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бажармайди. Бошк,ача айтганда У6>*0учун шундай е; 
> 0  ва (х\, у\), (х2 , у2 ) нукталар топиладики,

рЦх/, у ') ,  (х./, у2') )<  6=  >  \Н.х1'у/ ) — Кх2', у2')\ > е |  
Х,ак,ик,атан хам, У 6 > 0  учун е=1 деб

( а ^ ) ^ М ’ (< М ’ 1 ) ^ М  нукталарни олсак, 

п >  //(,= | - щ  | булганда

Р(^Т ’ 2л-’ 27г”0  =  6

хамда

' ^ | ) - Л ^ Т л ) 1 = з « 2> 1 = в

булади. Демак, каралаётган функция М  тупламда текис 
узлуксиз эмас.

4-т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар 
} (х „ х 2,...,хт)  функция чегараланган ёпик, М  тупламда
( М а Я т)  берилган ва узлуксиз булса, функция шу 
тупламда текис узлуксиз булади.

Мисол ва масалалар

Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг, 
узилиш нукталарини топинг:

10а:
(х-1)2 + (у-1)г

з у

87. Н . х , у )  =  -

88. К х , у )  =  -

89 . К х , у )  =

90. К х ,  у ) =

91. К х , у )  —

92 . К х , у ) =

36

2 х - у

д/1 — х2 — у2, агар х2 +  г/2^  1 булса, 
0, агар х2 +  у2>  1 булса.

х—У
х + у '

2х — 3 
^  + /  — 4 ' 
х — у2
х +  у2 '



№ /(»,//) = х — у 

Г3 //'* '

1,1 /(V, г/) =  1п(9 — х2 —у2), 
иг, /(л:, ¿/)= 3

'И, 1'(х,у) =

!>7. /(х, у) х +  У '

NN. ¡(Х,у) =  БШ--.
л у

II)». /(х, £/) = эшх • эшг/
100. /(х, г/) =  сое

101. Ушбу
А̂ Ч-г/2 —9 '

агар у ^ х 4 ёки у ^  0 булса, 
агар 0<Су<Сх4 булса

(|)ункциянинг (0,0) нуктада узилишга эга эканини исбот- 
ланг.
102. Ушбу

/(*- У)'-

д/4 — х2, агар у =  0 булса,

л/^— у2, агар х =  0 булса, 
0, агар хфО, у Ф 0 булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.

103. Ушбу

К * ,у )=
л1(ху)2

0, агар х2 +  г/2 =  0 булса

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.
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функциянинг (0,0) ну к/гада узлуксиз булишини исбот- 
ланг.

105. Агар /(х, у) функция хар бир узгарувчиси буйича 
узлуксиз булиб, бирор узгарувчиси буйича монотон булса, 
у холда /(х, у) функциянинг иккала узгарувчиси буйича 
бир йула узлуксиз булишини исботланг. 1

Куйидаги функцияларнинг М тупламда текис узлук­
сиз булишини исботланг:

106. f(x, у) =  х3 — у3\ М — {{х, y )£ R 2: 1 < х <  2,0< г/<  1}.
107. Дх, у )=  4 ^ ;  М  =  {(х, //) £ /?2:0 <  х2 +  г/2 <  25}.

X + У

108. /(х, y) =  xysin-1--, М =  {(х, í/)£/?2:0 < x < 1 ,0 < í/< 1 }.

109. Дх, у ) = л 1 7 Т ? \  M =  R 2.
Куйидаги функцияларнинг М тупламда текис узлук­

сиз эмаслигини курсатинг:

110. /(х, у) =  ; М =  {(х, y )e R 2:0 < x 2 +  y2<  И
X + У

111 /(х, у) =  х sin '-; М =  {(х, y )£ R 2:0< х, 0<г/<1}.
У

112. /(X, у )=  М = {(х , í/)£/?2:0 < х2 +  г/2<  1}.
\-у

X III  б о б

К У П  У З ГА РУ В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х.ОСИЛА  
ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

1-§. К У П  УЗГАРУВЧ  ИЛ И Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г ХУСУСИЙ 
Х.ОСИЛАЛАРИ ВА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Л А РИ

I o. Ф у н к ц и я н и н г х у с у с и й  х о с и л а л а р и  ва  
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч а н л и г и .

Дхi, Х2,..., хт)  функция очик, М  тупламда (M czR m) 
берилган булиб, (x?, хг,..., х,°„)£М булсин. Бу функциянинг



>, (/.• 1,2,..., т )  координатасига шундай Ах* (Дг= 1,2,..., 
<) прттирма берайликки, (х?, х®,..., х* +Ах*,..., хт )£М  

|ц п ин. Унда функция
Л х */  =  / (х |, Хг,...-, Х °  +  А Х * ,.. . ,  Х т )  — Кх°1, Хг,..., Х „ )  

Иугусий орттирмага эга булади.
. Адсь/

I г а ъ р и ф. Агар Ахк-+0 да ушбу П т
Дх4 + 0 Д**

/(*?,-• 4  +  Ахк,...,х°т )-/(х1...,х °т ) п т --------- ---------------лимит мавжуд ва чекли
и, .0 Дл:*
1ч/пса, бу лимит f(x ,̂ Хг,..., хт ) функциянинг (х°\, х®,..., х„) 
тц\гадаги х* узгарувчиси буйича хусусий х;осиласи 
111'йилади ва

дНхи-’Хт) д/ с- , г, о оч 
сЦ* , ’ 2’- ’

(ч'лгиларнинг бири билан белгиланади. Демак,

д̂  — П т  (& =  1,2,..., т ) .
д*к дх^о

Келтирилган таърифдан, / (х ь  Хг ,..., х т ) функция 
/{|, /£2>---, /^хусусий хосилалари бир узгарувчили функция- 
иинг хосиласи каби эканлиги куринади. Бинобарин, куп 
у.парувчили функциянинг хусусий хосилаларини хисоб- 
члшда бир узгарувчили функциянинг хосиласини хисоб- 
■шшдаги маълум к,оида ва жадваллардан тулик фойдала- 
пиш мумкин.

1 -м и с о л . Ушбу
/ (х , у )= е ‘*

функциянинг (1.1) нуктадаги /*, ¡'у хусусий хосилаларини 
х,исобланг.

Таърифга кура
<3/(1Л) _  И т . /(1 +А-М)—/(1,1)

дх Дх->-0 Дл:

5/(1,1) /(1,1 -ЬАл/) —/(1,1) *.— - = Н т  —-— -----— — булиб,ду А у
,.т  /(»+А, !)-/(.,!) = 1.т _е» ^ - е _

Д х - 0  д *  А х

.. е(еАх— 1)=  П т  ——■ ----- — е
Дх—>-0 Дл:

га тенг. Худди шунга ухшаш
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б;улади.
Демак,

d f ( l l )
дх ’ ду

2 -м и с о л . Ушбу

f (x ,y )=  У * 2 + у 2

ф у н к ц и я н и н г  (0 ,0 )  н у к ,т а д а  хусусий х о с и л а л а р и  м а в ж у |  
э м а с л и г и н и  K ÿ p c a -гинг.

Равшанки, (х, у )ф { 0,0) д а

ÏÀx, У)
2 Д/х2 +  у2 л[х2 +  у2

Í y { x , y )  = --- 7 =
2 л/х2 +  у2 yjx? +  t?

Х,осила таърифига K ÿ p a

/^(0,0)= lim , № + * f ) - î ( m  =  lim !Лдг|
Дх-+-0 Ax->0 A X

(0,0 +  A ÿ )— /(0,0) |Ay|/;(0,0)= 1 i m ■ д — ' ±= lim
Aÿ-t-O Aÿ Ay-v 0 Ai/

бÿлaди. Бирок,
i- I Ал: I |Д«[lim —— , lim . ' L
Дх-*-0 Ах o Ai/

лимитлар мавжуд бÿлгaнлиги сабабли, каралаётга 
функциянинг (0,0) нук,тада хусусий хосилалари мавжу, 
булмайди.

3 -м и с о л . Ушбу

f (x ,y )=  In tg y

функциянинг /i, /ÿ хусусий хосилаларини хисобланг.
Бу функциянинг X ;узгарувчиси буйича хусуси 

хосиласини хисоблашда у ни ÿ3rapMac, у узгарувчис 
буйича хусусий хосиласини хисоблашда эса х ни узгарма 
деб караймиз. Унда



булади.
4 -м и с о л . Ушбу

[ агар (х ,г/Ж 0 ,0 ) булса,
/(*,*/)= Х +У

1.0, агар (х, г/) =  (0,0) булса
функциянинг хусусий хосилаларини топинг.

Икки холни карайлик:
1) (х, у )ф { 0,0) булсин. Бу холда

д/ _ д (  2ху \ __  2у(хг-\-у )-2 х у-2 х__

О
..2

______ ( '  2 х у  \  _ _

дх д х у ^ + у Ъ )  ( ¿ + У 2?

_  2у(у2- х 2)

(х2+у2?  ’
д ]  _ _  д (  ‘2ху \ _  2х(х2 +  уг)- 2 х у 2 у  =  . 

ду ~  д у \ ^  +  ̂  )  (х2 +  у2)2

= 2 Х(х2-~У2)
(х2+ у 2)2

булади.
2) (х, г/) =  (0,0) булсин. Бу холда, хосила таърифидан 

фойдаланиб, топамиз:
а/(0,0) =  Игп /(0 +  А х ,0 )- / (0 ,0 ) =  ,. т  2АХ-0 =  0) 

дх Ах-^0 Ах Ах^о Ах3

д/00> /(0,0 +  Лг/) — /(0,0) .. 2Лг/-0 л' ■■■■:■ =  11 т  - п -  =  1)т  — V -  =  0.
%  А у -+ 0  Ь у  Д1/_ ^ 0 Д  у *

Демак, берилган функция ихтиёрий (х, у )£ Я 2 нуктада 
хусусий хосилаларга эга.

5 -м и с о л . Ушбу

Кх,у)~-
ху , агар ( х , у )Ф (0,0) булса,

х6+ у 2
0, агар (х, г/) =  (0,0) булса 

функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилаларини топинг.



Хусусий х,осилаллр та 1>рифидан фойдаланиб топамиз:
С/пп\  г- /(0+Ах.О) /(0,0) 0 лfx(0,0)= lim / ; =  hm =  0,

Дх->-0 Д *- *0  л х

I- /(0,0 + Ai/) —/'(0,0)) .. О л
/ „ ( 0 , 0 ) =  l im  ;  - =  h m  ——  =  0.

у д ^ о  Ь у  ь у -*.о А У

Демак,
' /£(0,0) =  0, /¿(0,0) =  0.

Берилган функция (0,0) нуктада хусусий хосилаларга эга 
булсада, у шу нукдада узлуксиз булмайди. Чунки 
(0,0) нукдага интилувчи

((± , J_ , }  ((1 , J ; ) ^ (0,0))

кетма-кетликда функция к,иймагларидан иборат 

кетма-кетлик учун
J ____ 1_

lim f( n' 4 ) =  lim f  П1 = у ^ 0  =  /(0,0)п — по ' ' 1 /7 п — по 1 I 1 ^

булади. Демак,
п 6  п 6

Н т / ( | ,4 )^ / (0 ,0 ) .
П4—»- оо п  П

Бу эса /(х, г/) функциянинг (0,0) нукдада узилишга эга 
эканини билдиради.

/(х 1, Х2,..., хт ) функция очик Afc=/?m тупламда 
берилган булиб, (х?, х“,..., Xm)£Af булсин. М  тупламда 
(x i+ Axi, Х2 +  АХ2,..., х„ +  Ахт ) нукдани олиб, функция­
нинг тула орттирмаси

A/(X1, Х 2,..., х„) =  /(х? + А Х ], Х °  +  А Х 2,..., Х т  +  Ахт) —
— /(Х |, Х2,..., Х „ )

ни к,араймиз.
2- т а ъ р и ф. Агар /(хi, хг,..., функциянинг (х?, 

х®,..., х^) нущтадаги А/(х?, х“,..., х„) орттирмасини
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Д/(Х[, >4,..., х°т ) — А 1Ах1 +  Л2Дх2-[-... +  ЛтДхт -|- 

| а,Дх( + а 2-Дх2 +  ...+ ат -Дхт ка£ы ифодалаш мумкин 

тиса, ¡(х\, Х2,..., хт ) функция (х,, х2,..., х°т ) нуктада
дифференциалланувчи дейилади (бунда А\, Лг,—, Лт лар
Ч я I, Ахг,..., Ахга ларга боглик булмаган узгармаслар, оч,

■ /л..., ат лар эса Ах^ Дхг,..., Дхш ларга боглик ва Ах'1 -кО, 
Длгг-^О,..., Дхт ->-0, да аг-^0, аг-^О,..., ат ^-0(Ах! =  Ах2 =  

...=Дхт =  0 булганда .а1 =аг =  ...= ат =  0 деб олина-. 
ДИ). . ■■■■•■

Агар /(Х|, хг,..., хт)  функция М тупламнинг %ар бир 
пущтасида дифференциалланувчи булса, функция М туп- 
тм да дифференциалланувчи дейилади.

Юкоридаги (1) муносабатни
А/(х?, х2,..., х^) =  Л 1Ах1 +  Л2Ах24” ••■ +  ЛтАх„, +  0(р) (2) 

куринишда хам ёзиш мумкин. Бу ерда: 

р=  д/Ах? +  Ах  ̂+  ... +  Ах .̂

6- м и с о л. Ушбу
/(X, у) =  Х2-\-у2

функциянинг ихтиёрий (хо, г/о)£/?2 нуктада дифференци­
алланувчи эканини курсатинг.

Берилган функциянинг (хо, г/о) нуктадаги тула 
орттирмасини топамиз:

А/(х0, г/0) =  /(х0 +  Ах, г/0 +  Ау) — /(х0, г/0) =
=  (х0 +  Ах)2 +  (г/0 +  Аг/)2 — (х  ̂+  г/̂ ) =

=  2х0Ах +  2у0Ау +  Ах2 +  Аг/2.

Агар Л)=2хо, Дз==2//о, « 1 =Дх, аг =  Ау дейилса, 
унда

А/(Хо, г/о) — Л 1Лх +  Л2Аг/-)-сб1 -Дх +  а2Дг/
булади. Бу эса берилган функциянинг (хо, г/о) нуктада 
дифференциалланувчи эканини билдиради.

7-м и сол  . Агар /(х, г/) функция (хо, г/о)£/?2 нуктада 
дифференциалланувчи булса, у холда бу функциянинг шу 
нуктада ¡'Х(х0, г/о), /у(*о, г/о) хусусий хосилалари мавжуд ва
(2) муносабатдаги А 1 ва Аг лар учун

Я(х0, г/о) =  Ль /у(х0, г/0) =  Л2 
булишини исботланг.
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Шартга кура /(х, у) функция (хо, у о) нук,тада| 
дифференциалланувчи. Унда таьрифга биноан

А/(х0, уа)=А\А.Х\ -\-А<2А.Х2 -\-а\Ь-Х-\-аъ&у (31
булади. Агар бу тенгликда Ах^О , Аг/ =  0 дейилса унда 

Ах/(х0, г/о) =  Л|Ах +  а|Ах
булиб,

М*р. Уо)
Дх-»-0 Дх--*- о
Н т  .- Г д 5---=  Нт_(Л, + а ,) =  Л,

булади. Демак, берилган функциянинг (хо, у о) нуктада 
Гх(хо, г/о) хусусий хосиласи мавжуд ва

Гх(хо, уо) =  А {.
(3) муносабатда Ах =  0, Ауф О  дейилса, унда 

АуЦхо, уо )= А2Ау+а,2Ау 
булиб,

.. ЬуКхо,у0)
Ь т --- —---=  1!гп (Л2+ос2) =  Л2
д»+о ЛУ • д</->-о

булади. Демак, берилган функциянинг (х0, г/о) нуктада 
/у(хо, г/о) хусусий хосиласи мавжуд ва

Гу( хо, г/о) =  Л2.
8- м и с о л. Ушбу

К* ,У )  =
ху , агар (х, у)=£(0,0) булса,

к0, агар (х, у) =  (0,0) булса
функциянинг (0,0) нуктада дифференциалланувчи 
булмаслиги курсатилсин.

Берилган функциянинг (0,0) нуктадаги орттирмасини 
топамиз:

А/(0,0) =  /(0 +  Ах,0 +  А у ) -  /(0,0) =  ПАх,Ау) =
ДхД у

л/ад^ +  Д у2

айлик, яън 
иалланувчи

Д/(0,0) =  /;(0,0)Ах +  й о т у  +<*, Ах +  а.2Д г/

Тескарисини фараз килайлик, яъни берилган функция 
(0,0) нуктада дифференциалланувчи булсин дейлик. Унда



л " " ’ № .0 )= и т - « “ М = 0,
Ах-* О

(0,0)= П т  /(0’Лу)' /(0,0) _  о
Ау-+0 Щ

пулншини эътиборга олсак,
А/(0,0) =  а 1 • Ах +  аг-А у 

келиб чикади. Натижада ушбу 
Ах-Ау

л ]\ 1 + А у 2
= а, - Ах-\-а2-А.у

генгликка келамиз, Кейинги тенгликдан Ах =  А у булганда 
Ах
Л/2

яъни
Ах(а ,+ а2),

л/2'а !+ а 2

булиши келиб чикади. Бу эса Ах-»-0, Аг/->0 да ся^О , 
аг^-0 булишига зиддир. Зиддиятнинг келиб чикишига 
берилган функциянинг (0,0) нуктада дифференциалла- 
нувчи булсин дейилишидир. Демак, каралаётган функция 
(0,0) нуктада дифференциалланувчи эмас.

1 -э с л а т м а . }{х\, хг,..., хт ) функциянинг (х?, Хг,..., х„) , 
нуктада барча хусусий хосилаларга эга булишидан унинг 
шу нуктада дифференциалланувчи булиши хар доим келиб 
чикавермайди (каралсин, 8-мисол).

9 -м и с о л . Ушбу

/ (* , У ) =  \ \ x y i

функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилаларга эга 
булишини ва шу нуктада уни дифференциалланувчи 
эмаслигини курсатинг.

Таърифдан фойдаланиб берилган функциянинг 
(0,0) нуктадаги хусусий хосилаларини топамиз:

£ (0 ,0 )  == П т  Я ° + А^ ° ) — /(° , ° )  _  , { т . я ^ . ° )  _
Ах-»-О ^х Ах-►О ^х



№ ,0 )_ ü m  Ш + i»  =  Ilm m a  =
Ау-*-0 &У Ау-*-0 ДУ

H ö-aTT л=  lim v -- =0.Ay —о Ai/
Демак,

/£(0,0) =  0, /'(0,0) =  0.
Фараз килайлик функция (0,0) нуктада дифференци- 

алланувчи булсин. У х,олда
А/(0,0) =  /(0 +  Ах,0 +  А/у) /'(0,0) =  /(Ах,А//) =

=  д/1 Ах - Аг/1 

булиб, бу орттирмани ушбу
А/(0,0) =  /£(0,0) Ах +  да,0 )А  у +  0(р)

(р =  д/Ах 2 +  А / )

куринишда ифодаланади.
Куйидаги

А/(0,0) (УЦАх +  У^Дг/) д/TÄxAi/l 

Уд^^ +  Ау2 д/ал:2 -f- Ai/2

муносабат ихтиёрий А х ^О , Ау-+0 ларда нолга интилмас- 
лигини куриш кийин эмас. Масалан, Ах =  - ->-0,

П

АУ— ~— 0 булганда

д / - ~ 1\  п п\ АхАу\ __  у  п п 1

л/д^ +  Ai/2 -Л /  1 ,  1 2 '
\ /  п2 п2

Демак,

д/ТАх- Аг/1 Ф 0(р).

Айтилганлардан, берилган функциянинг (0,0) нуктада 
дифференциалланувчи эмаслиги келиб чикади.

/(х 1, х2,..., хт ) функция M czR m тупламда берилган 
булиб, Xi, Х2,..., хт узгарувчиларнинг х,ар бири уз навбати- 
да tu t%. . . , tk узгарувчиларнинг T a R h тупламда берилган 
функцияси булсин:
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Х \ —  Ф . ( * 1 ,  ¿ 2 > —  > 4 ) >

х2— ¿2,■■■< ¿к)’ (4)

Хт — Ьк)-
Бунда (/ь tk)£T булганда унга мос (х\, х2,..., хт )^М  
булсин. Натижада

/(фь (¿1, ¿2,..., 4). фг(/1, 4), — , фт(̂ 1, ¿2,..., 4)) =
=  /7(Л,.», 4 )
мураккаб функция хосил булади.

1- т е о ре ма .  Агар (4) функцияларнинг хар бири 
нук.тада дифференциалланувчи булиб, ¡(х\ ,  х2,..., 

хт)  функция эса мос (х\, л:“,..., * °т)  нук,тада дифференци­
алланувчи булса, у холда мураккаб функция хам (£?, ¿2,..., 
Д )  нук.тада дифференциалланувчи булиб,

V дх. + л .
дх2

дх2
+

дх_т
д1{ ЙХ! <?г, д х т д1л

<5/ Зх,. 1 _|\ 91
<?х2

1 5/ д х т

д12 (?Х[ <Н2 дх2 дхт в<2 ’

д/ <5/ дх̂
1 51 дХ2 1 +  - а /-

<?Х| д<к 1 5 х 2

(5)

булади.
10- м и с о л. Ушбу

/(х, у) — х2 — у2

функциянинг хусусий хосилаларини топинг, бу ерда х =  
=  t=t\COSt2, у=^\&т12.

Юкорида келтирилган (5) формулалардан фойдала- 
ниб, берилган мураккаб функциянинг хусусий хосилалари­
ни топамиз:

— у1)у-Ух5,Ш2)1= 2хсо^г— 2у$Ш 2 =  21\С.о$12 X  

X  со б /2 —  2 tls\nt2s ln t2 =  2t^c.os2t2, д/2 дх д12
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+  1 Г  Щ  = ( х2- У 2)'х- (^ 0 5 ^ 2 +

-\-{х2 — — ^ э т ^ )  — 2г/-/,со5/2 =

=  - 2 / ^ т / 2со.ч/2 — 2 / ? 8 т / 2со8 /2== —  2/2.ч ш 2/2. 

Демак,

~дТ; =  2^ С0&2^  ~1[-=  — 2фнп2*2.

1 1 -м и с о л . Ушбу

/̂  =  / (Л ,  X")
функциянинг хусусий хосилаларини топинг.

Берилган функцияни
Г  — ¡{и, V), бу ерда и =  х2у, у==ху

деб караш мумкин. Унда (5) формуладан фойдаланиб 
топамиз:

дР дР ди . дР до дР  п . й/7 . ,
‘з 7 = + ¿ 7 '  ̂ 7  =  ' Ух

дР дР ди . дР дь дР  2 . дР
-я- = —я---5“ +-т---^ = Т “~л: — х?\пхду - ди ду ди ду ди ди

2°. Й у н а л и ш  б у й и ч а  х о с и л а .  /(х, у) функция 
очик, М  тупламда (М с г^ 2) берилган булсин. (хо, у о) 
тупламнинг ихтиёрий нуктаси булиб, I бу нуктадан утувчи 
бирор тугри чизик, булсин. Бу тугри чизивда (хо, у о) 
нуктага нисбатан икки йуналишдан бирини манфий 
йуналиш деб кабул килайлик. / чизикнинг мусбат 
йуналиши билан, мос равишда, абсцисса хамда ордината 
укларининг мусбат йуналиши орасидаги бурчаклар а ва |3 
булсин.

3 -т а ъ р и ф . I чизицдаги (х, у) нук,та I чизик, буйлаб 
(Хо, уо) нуктага интилганда ушбу

Кх,у) — Кх0,у0) 
р((*о- Уо)’ (х. у))

нисбатнинг лимита мавжуд булса, бу лимит [(х,у) функ­
циянинг (хо, уо) нук,тадаги I йуналиш буйича х;осиласи 
дейилади ва

дКх0, у0) 
д1

каби белгиланади. Демак,
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d¡ /(*, У )— f(x0, Уо)— lim
91 (X, у)-+(х0, у0) р((*0> Уо)’ ( х’ У))

" т е о р е м а .  Агар/(д; у) функция (ю, уо)  нукладд дафферсици- 
I ишнувчи булса, у хонда функция шу нук,тада х.ар кдндай I йу налиши 
цйича х,осилага эга ва

df(x0,y 0) df(x0,y 0) df(x0,y 0)
---------- ==--------- cosoH------ „----- cos В

dl дх ду

»улади.
1 2 -м и с о л . Ушбу

/(*, у ) —  a rctg—

||ункциянинг(1,1)нуктадаги I йуналиш буйича хосиласини топинг, бу 
¡i i,'i /—(0,0) нуктадан (1,1) нуктага к,араб йуналган биссектрисадан 
|0орат.

Берилган функция (1,1) нуктада дифференпиалланувчи булга нлига- 
iiiii 2-теоремага кура

ö / ( l ,1) 3/(1,1) , а/(1 ,1) „
— -cosa. Н--- — -cosß

dl дх ду

ьулади. Равшанки, 9/(1,1) у | 1
ах *2 . „2 х-1 ~~2 ’Xa +  у

9/(1,1) х I 1
!/=>

ду х2 +  у2 I 2
у — 1

n i / — биссектриса булганлиги сабабли

Демак,
9/(1,1) 1 я  1 я

—  " O S —  ■— — cos—  =  0.
dl 2 4 2 4 

1 3 -М И С О Л . Ушбу
/(*, у) =  \п(х +  у)

9 9|||ункииянинг(р у )  нуктадаги I йуналиш буйича хосиласини топинг, бу

фда / — шу нуктада н утувчи абсцисса укининг мусбат йуналиши билан 
1 бурчак ташкил этадиган тугри чизик.
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9 9 . . . .9  9 . 9 9.
4' ~2 "/(4 ’ 2 ) , дГ{Т ’Т ] 0 соза-|--- ---- соэр

Юк,орида келтирилган теорсмага кура

д1 дх ду

булади. Равшанки,
9 9 I

^ (Т ’¥> 1 . 4
дх х +  у 1 4 27 *

9 9 I
в я Т Т >  1 I ч 4

ду х +  у < 4 2 7 ’
9
7

Демак,
9 9

|ЭЛТ ’ У ) 4 л .  4 л „  4 У2 4 д/2 
а/ ~~ 27 005 4 2 7 С05 4 ~  27 ‘ 2 27 ’

1 4 -м и с о л . Ушбу
/(х, г/) =  х +  |г/|

функциянинг (0,0) нуктадаги координата уклари буйи 
х.осилаларини топинг.

Бу функциянинг (0,0) нуктада ОХ ук,и буйи' 
хосиласи 1 га тенг, ОУ ук,и буйича хосиласи эса мавж 
эмас.

42 - э е л а т м а .  Функциянинг дифференциалланувч 
булмаган нуктада хам йуналиш буйича х,осила мавж 
булиши мумкин.

15- м и с о л . Ушбу

/(*, у )=  д/х2 +  у2

функциянинг (0,0) нуктада исталган йуналиш буйич 
хосиласи мавжудлигини курсатинг.

Йуналиш буйича хосила таърифидан фойдалани 
топамиз:



Дсмак,
a/(Q.Q) , 

dl
Каралаётган функция (0,0) нуктада дифференциалла- 

иувчи эмас, чунки

Л/(0,0) =  /(Дх, Ау) — /(0,0) =  /(Дх,Дг/) =  д/Дх2 +  Ду1 =  р.

Оулиб, равшанки, р->0 да р=^0(р).
3°. Ф у н к ц и я  н и н г д и ф ф е р е н ц и а л  и.
/(х 1, Xi,..., хт ) функция очик, M a R m тупламда 

(н'рилган булиб, (х°, х%..., x„)£Af нуктада дифференци- 
,1лланувчи булсин. Унда функциянинг шу нуктада орттир- 
маси учун

Д/(х ,̂ х2,..., х°т ) =  /4)Дх1+ Л 2Дх24---- +  Лт *Дхт +  0(р)==

=И;̂ +̂Х‘+-+А&Х-+<К1,)
булади.

4 -т а ъ р и ф . /(х 1, Х 2,..., хт)  функция орттирмаси А/(х®, 
Хш) минг Axi, Дх2,..., Ахт ларга нисбатан чизик,ли бош

к,исми

А [ Дх, +  А 2Дх2 +... +  Л mAxm =  -— Аху +  -j ~~Ax2 + ... +

°1 дл.
dxm

/(xi, хг,..., xm) функциянинг (x?, X 2,..., Xm ) ну^тадаги 
дифференциала дейилади ea df ёки df(xux2,...,x°m)  каби 
белгиланади.

Демак,

^/(х?, х2,--, х^ ) = 1 +  +  • • • +  ~J~r~dxm (6)

(A x i= d xb Ax2 =  dx2,..., Axm =  dxm).
1 6 -м и с о л . Ушбу

/(*> у )=  ~\/xy + j

функциянинг дифференциалини топинг.
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(6 ) формулага кура

й? =  1 йх  I о / У

булади.
Энди функциянинг хусусий х,осилаларини топамиз: 

д/ 1 , , I
д*  2 -л / Г ,

<5/ !У-»+7/ * \ (*  — 2).
-5 / /  /  , х  у 2

Демак,

1 *
— Гу___ I У

**/= I----— Г = 7 й у=2ЛГ+7 Чху+7
г Г ^ + 4“̂ +

V “ ' ;  * 9 -12

1 7 -м и с о л . Ушбу

/(х, г/)= агссоэ
ху

функциянинг дифференциалини топинг.
(6) формулага кура

а! = ^ х + Т у (1У
булади.

Энди берилган функциянинг хусусий хосилалариш 
топамиз:



мураккаб функциянинг дифференциалини топинг.
Функция мураккаб булган х.олда х,ам унинг диффе- 

|>енциали

=  ~-с1и +  ~~ (1  V ди ди

куринишда булади. Бирок бу х,олда йи ва й ъ лар эркли 
орттирмалар булмасдан, улар х ва у ларга боглик булади. 
Шуни эътиборга олиб топамиз:

йи =  (1(ху) =  (ху)'хйх -\-{ху)уйу =  ус1х +  хйу,

(1и =  с1(х-) =  (- )'хйх (-Х-)Ау =  ]Лх-- -гйу.у у 4 у 'У я у у2 *
Демак,

(1Р — -~{ус1х +  хйу) +  -,-и{ ^Лх — ~~йу).

4°. Т а к р и б и й  ф о р м у л а .  Фараз килайлик, ¡(хи 
Хг,..., хт ) функция очик М<иЯт тупламда берилган булиб, 
(х\, Д ..., Хт)£М  нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У колда

А /(Д  Д - ,  х0т ) =  й1(х°и Д ..;, *2,) +  0(р)



А/(*|. * 2 ....х"т )

х°2,..., х°т )
1.

Натижада ушбу
А/(х?, Д..., х ° ) « Л / ( л х°т) 

такрибий формулага келамиз. Уни

А/(Х|, х2,..., х°п)ж - ~ А х 1 + ~-А л :2+  ... + - ~ - Ахпдх2 " 2 дх„

каби ёзиш х,ам мумкин.
1 9 -м и с о л . Ушбу

а =  1,023,01
миадорнинг такрибий кийматини топинг. Берилган мик 
дорнинг такрибий кийматини тогшш учун

[(х ,у ) =  ху
функцияни караймиз. Бу функция (1,3) нуктада диффе- 
ренциалланувчи. Демак,

д/( 1,3) = ^ ^ ~ А х  + ^ ^ А у  + 0(р). 

Энди Ах =  0,02, Аг/ =  0,01 дейлик: Унда

^/(1+0,02,3 + 0.01)-Д1.3)!»#-л:»-|-Ла: +
-~Ь Х пх • А у | х= 11у==з1Дл:==о,02,Л|/=0,01 

=>- /(1,02;3,01) — /(1 ,3 )« 3 • Г* 0,02 +  1 • 1п 1 •■0,01 =̂  
=► 1,023’01 -  1да 0,06 =>-1,023'01«  1,06.

1(Х,у) =

1(х,у)~-

1(х,у)=

1(х,у)--

Цх,у)=

К х ,у У-

х+1  
У2+  1

соьу *

= 1п (х2- у 2). 

- у ф  ■ *
Ф '

= л:5т(л: +  г/).
X

л1х2+у2

¡{х,у) =  агс$,т—. 

¡(х,у)=\п(х +  л!х2 +  у2). 

Кх,у)-- 

Цх,уУ-

1 7—ех.X

Демак,
а=1,023 1,06.

Мисол ва масалалар I

Куйидаги функцияларнинг хусусий хосилаларини то-
ПИНГ:

12.
13.

14.

1Г>.

II).

17.

18.

19.

2 0 . 

21.

22.

Кх,У) = 
Кх,у)=

Кх,у)= 

КХ,у)= 
Кх,у) = 

Кх,у) =

К х ,у )  = 

Кх,у) = 

К х ,у )  

Кх,у)

Кх,у)

■■
-ху 1п (ху).
= аг<^ -фсу.

X- агсэт— .
л / ?+ ?

- ш
-(5\ПХ)™У.

=  1 \  
=  1пзш Х + \

Фу '
= — е

1- Кх,у)-- х — у 
х +  У '

'23. }(х,у) =  1Ч^(х +  у).



24. ¡(х ,у )=  а гсэт У ^ ~ у 2
л!7+у2'

25. ¡(х,у) =  (2х)|3 у

Куйидаги функцияларнинг (хо,уо) нукдада дифф 
ренциалланувчи булишини исботланг:

26. ¡(х,у) =  х уУ {х 0,у0)е Я 2.

27. ¡(х,у)==3л/х5\пу, (хо,уо) =  (0,0).
28. ¡(х,у) =  1*»У(х0,у0)е Я 2.
29.

!(х,у) =
(л-“ +  //2)81л агар (х ,у )ф (0,0) булса,

а: +у
0, агар (х,у) =  (0,0) булса,
(х0,у0) =  (0,0).

30. Цх,у) =
*2\ У2 ’ агаР ( х ,у )ф (0,0) булса, х + у

О, агар (х,г/) =  (0,0) булса,
(*о,*/о) =  (0 ,0).

Куйидаги функцияларнинг (хо,уо) нуктада дифф( 
ренциалланувчи эмаслигини исботланг:

31. Кх ,у )= \ [х у  ,(х0,уа) =  (0,0).

32. ¡(х,у) =  ^ х 3 +  у3,(х о,уо) =  (0,0). 

х\у\
33. Нх,у) =

(хо,уо=(0,0).

34. [{х,у) =

агар (х ,у )ф {0,0) булса, 

О, агар (х,у) =  (0,0) булса,

х2у агар (х,у) ф (0,0) булса, 
X +у
О, агар (х,г/) =  (0,0) булса, 

(хо,уо)=(0,0).
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34.а. Агар ¡(хьх2,...,хт ) функция (хЧ,х1,...,х°т )£ М с:/?"1
муктада дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 
уллуксиз булишини исботланг.

34,6. Агар ¡(хъх2,...,хт ) функция (х°1,х2,...,х0т )ш м а / ? "1 
муктада дифференциалланувчи булса, у шу нуктада 
барча хусусий хосилаларга эга булишини исботланг.

35. Агар /(х1,х2,...,хт ) функция (х?,х2,...,х“ )£М
иук,танинг атрофида барча узгарувчилари буйича хусусий 
х,осилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар шу нуктада 
узлуксиз булса, {(х1,х2,...,хт ) функция (х°,х2,...,х^) нукта- 
да дифференциалланувчи булишини исботланг.

Куйидаги мураккаб функцияларнинг хусусий хосила- 
ларини топинг:

36. ¡(х,у)==х2у3, х =  /, у =  Р.
37. ¡(х,у) =  Р, х =  и2+ и 2, у - и - ь .
38. Дх,у) =  Р , х==аи, у =  Ью.
39. ¡{х,у) =  Р, х =  и2 +  у2, у =  и2 — и2.
40. /7 =  Я ,̂г/), х =  иъ\гш, у — и2.

41. Ях,г/) =  у ,  х =  е‘, у =  Ш.

42. ¡{х,у) =  хи, х =  э т и ,  у =  соъи.
43. ¡(х,у) =  х$\пу-\-ув\пх, х=-^у у =  и-у.

44. [(х,у) =  1п х =  3/2, у=л/^-\~ 1.

45. Я*,*/) =  ан^-^, x =  t, у =  ? .

46. [(х,у) =  ехЧп(х +  у), х =  /3, у= 1  —
47. Я*,г/),==х'Ч х =  м2 +  а2, у =  и2 — и2.

48. Ушбу Я х,у) =  х2 — ху 2у2 функциянинг (1;2) 
нуктада Ох уки билан 60° ли бурчак ташкил этадиган 
йуналиш буйича хосиласини топинг.

49. Ушбу ¡(х,у)=\п^1^-\-у2 функциянинг (1;1) нук­
тада Ох уки билан 45° ли бурчак ташкил этадиган 
йуналиш буйича хосиласини топинг.
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I
50. Ушбу К х , у ) =  !у  функдиянйнг 2у2 +  х2 =  С2 эл-:|

липснинг ихтиёрий нуктасидаги шу нукта нормали 
йуналиши буйича хосиласининг ноль булишини исботланг.1 

Куйидаги функцияларнинг дифференциалини топингя

51. ¡(х,у) — хщу п. 1

52. ) ( х , у ) =  К

53. ¡(х,у) =  у \ [х .

54. ¡ ( х , у ) =  ^ х 2 +  у 2. ■I

55. /(х , у ) = 1  \
56. ¡ { х , у ) = Г у.

57. Я м )  =  1пд/^+р.
58. ¡(х,у) =  1п2(х — у).
59. ¡(х,у)— (х2-{-у )3.
60. ¡(х,у) =  е™(ху).
61. ¡(х,у) =  х\п(ху).

62. Кх,у) =  ( ^ у .

63. Я^Í/) =  aгctg-^+aгctgy.

Куйидаги микдорларнинг такрибий кийматларини 
хисобланг.

64. а =  (0,97)105.
65. а =  (1,08)3'96.
66. а =  1,942-е0,12.
67. а =  2,685‘п0'05.
68. а =  Б т  1,59 ̂ 3 ,09 .
69. а=зт1,49-агс1:£0,07.
70. а =  5т59‘М §46°.

71. а = 1 п (У П 0 3 + л /0 ^ 8 - 1)-

2



;>■§. КУП  УЗГА РУВЧИ Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г ЮК.ОРИ ТАРТИБЛИ 
Х.ОСИЛА ВА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Л А РИ

1°. Ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т а р т и б л и  х у с у с и й  
Коси л а л а р и .

f(xbx2,..., хт ) функция очик М (MczjRm) т;упламда бе-
рилган бÿлиб, унинг (x¡,x2,...,xm) нуктасида/£р /£2,...,
1'<т хусусий хоснлаларга эга б;улсин. Равшанки, бу ху­
сусий хосилалар х\, хг,..., хотларга боглик булади.

5 - т а ъ р и ф .  /i,, fx2..., fxm ларнинг хк (к =  1,2,..., 
т )  узгарувчиси буйича хусусий х^осилалари берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий х1осилалари 
вейилади ва

Г ,,,,. ! % ....Г , , , .  <* =  1.2.....-»)

ёки

d2f__ d2/ __ ( k = \ 2  ... m )
dx{dxk dx2dxk dxmdxk

каби белгиланади. Демак,

d2f _  д / df=  f" == d / _̂ £1 \
' *1** д х Д  dx l ) ’

° * f  — f "  9 (  9 f \ 
V k  dxk \  dx2 ) ’dx2dxk

9 f _> / _  d (  df \
' v ‘

Иккинчи тартибли хусусий хосилалар умумий холда

- Д -  =  /"*л  0 =  Í,2,...,m; й =  1,2,...,т)

куринишда ёзилади. Хусусан, г =  & б^^лганда:
d2f _  д ]̂_ 

dxkdxk ~  Зх2
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каби ёзилади. i = £ k  б;улганда каралаётган иккинч 
тартибли

<52/

хусусий хосилалар аралаш x¡осилалар дейилади.
f(xux2,...,хт ) функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо

тартибдаги хусусий хосилалари хам худди шунга ÿxuiam 
таърифланади.

20- м и с о л. Ушбу
f(x,y) =  \n(x2 +  y2)

функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини 
топинг.

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини 
топамиз:

df д . , 2 i 2\ 2х =  Н х 2 +  у 2) - ,2 ’

ду ду *  х2 +  у2 '

Иккинчи тартибли хусусий хосила таърифидан фойдала 
ниб f(x,y) =  1п(х2 +  у2) функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий хосилаларини топамиз:

д2/ _  _д_  ̂ df_ ^__ ( __2х
дх1 д х \ д х )  д х \ х 2 +  у2

2( лг2 -f-ÿ2-— лг-2х) _ о  ^  +  ÿ2- 2 x 2_ 2(у2- х 2)

(*2 +  í/2)2 (* 2 +  / ) 2 ( * 2+ у2)2 '
д21 д / 3/ \ д / 2х \ 2х-2у
ô x ô ÿ  d ÿ V бх у d y \ ^  +  y 2 j - ( ¿ + у 2)2

4-Ч/ . а 2/ д ./ а/ \ д (  2 у ■

(*2 +  í/2)2 ’ дудх <5лД dí/У d x \ ¿ + y 2 .
2у-2х Аху

(х2+ У 2)2 (х2+ у 2)2 ’

d 2f  д ,
f d f  )1 Ö 1(  2у \

2{х2 +  у2- у - 2 у )

Qj to 1
CL>

 
 ̂

;

{  д у ) ' ду\U  2+ у 2 ) (х2 +  у 2)2

2(х2 — у2)
(х2 +  у 2)2 '

(Б у  мисолда V(x, y )£ R ¿((x, у )ф ( 0,0)) да

ô2/ d2f  ,  „ .— булишини курамиз).
d-rdÿ дудх 
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21- м и с о л. Ушбу 

/(*>*/) =
х2- « 2

ХУ ' ~ Г Г Т '  агаР (х ,У )Ф (0 ,0 )  булса,
%  ~т~ У

О, агар (*,г/) =  (0,0) булса

функциянинг аралаш хосилаларини топинг.
Аввало (х ,у )Ф (0,0) булган холни караймиз. Бу холда

1 1  
3 х =  У

3/
ду

=  х •

&2/
9 ( т

дхду д у \ дх )

З2/ 3 /а/-
дудх Зх 1 % .

Сх2- у 2 , 4 х У

* ?  +  У 2 ( ^  +  / ) 2), -У
4х2г/.2.2

(х2+  у2)2->

+ /
/  о..2..2

/1 -(— 8x2у2 Л
V  { х 2 +  у 2)2 )  '

(1 -)— 8х2у2 \
* 2 +  Л  +  <х 2 +  У 2)2 )

булади.
Энди (х,г/)=(0,0) булган холни караймиз. Бу холда 

функциянинг хосилаларини таърифга кура хисоблаймиз:

« - = =  Пт  ^ ) - М 0,0) =  Пт о =0>
А*-VI) А х  Лл -  о Лг

3/(0,0) /(0,Л(/)-/(0,0) .. О л— =  Ит  — — П т  —— =  0 ,
д У Ау-*-0 Ь У А у ^ О ^ У

3/(0,Ау) 3/(0,0)
32/(0,0) .. Зх Зх .. — Аг/3 . .\ п т  ---- ■■■■ ■ ■ ■— -== 1пп —  “ • — — 1 .

Лу-О Д</ А у ^ О  А у

3/(Ах,0) 3/(0,0)
^(0,0) И т  ол  --- 0 ц _  =  т  д ^ _
дудх д*.. о д*  д*+оАх3

Демак, каралаётган функциянинг У(х, у) £ Я 2 нукта- 
да аралаш хосилалари

_3_2/ (х ^  д2Кх,у) 
дхду ’ дудх

лар мавжуд.
22 — м и с о л .  Ушбу

¡ (х’У)==\п л1(х ~ а ) 2-\-(у — Ь)‘2 (а, Ь — узгармас)

функция Лаплас тенгламаси

61



ни каноатлантиришини курсатинг .

f(x.,y) функциянинг  иккинчи тартибли —Ç, -LL  Ху Су
дх ду  1

сий хосилаларини топамиз:
df д
а х - а * - У ' ~  ~  V (— a f + ( y ~ b f

2(х —  a) X — a

In ^ (x  — a)2 +  {y — b)2

X-
2л[(х — a f  +  (y — b f (x — a f  +  (y — b)2

Худди шунга  ÿxuiarn
df _  y —i
ду  ( x _ a )2 + ( ÿ _ ft)2

бу'лади.
d2f d2fЭнди — — -  ларни топамиз:  
дх ду

d2f  д ( d f \ i д  i(  ;к —а
дх 2 Sx { д х ) ' д х '1 (* — а)2 +  (у

(x — a) + ( y  — b) —(х — а)2(х — а ) _  (у — Ьу — (х — а)
[(х — а)2 +  (у — Ь)2]2 [(х - а ) 2 +  (у — Ь)2]2

Худди шунга  ÿxmam

ÉL  —. { x - a f - i y - b f  
ду2 [ ( x - a f  +  ( y - b ) 2)2

эканлиги топилади.

д2!  I д 2/ _  (у — Ь)2 — (х — а)2 (х — а)2 — (у — Ь)2
дх2 ду2 [ ( x - a f  +  (y — b)2]2 [(x — a f  +  (y — b)2]2

_  (У — Ь)2 — (х — а)2 ~\~(х— а)2 — (у — Ь)2
[ ( х - а ) 2 +  ( у - Ь ) 2)2

0 .

Д е м а к ,
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/(Х у)  =  | * 2а г с ^ ' 7 ~ * /2а г с 1ё "7 ’ а г а р  ( ^ ) ^ ( ° . ° )  булса ,  
[О, а г а р  (х ,у )= (0 ,0 ) б ул са

функциянинг  а р а л а ш  хосилаларини топинг.
(х,г/)У=(0 ,0 ) х а м д а  (х,у) =  ( 0 ,0 ) булган холларФи 

ал охи да -алохид а  караймиз .
Аввал о  (х ,у )Ф (0,0) булсин. Бу холда

^ ^ атс12 Т - У 2агс^ т ) =  2хатс^ - ^ у ~

~ У 2-“ 2"Х Т == 2х а г с 1^ ~  — у, 
х + у  х

^ / д/ \ '' / Ох я ___ л Л = -  — _______1 —  *
<5(Д<?*/ <5(/\ х  /  х2 +  г/2 х2 +  г/2 ’

х2а г ^ — — ¿/2а г ^ —)  =  
ду д у \  6  х У )

= ~ Г ~ у  -  2 г/агс1ё ™ +  =  дс -  2уатс\%±
х + у  У * + < т  У

- й — и д1 )  =  ~ Г А - 2^ - а  г ^  * )  =дуд я  д х \ д у  )  д х \  ^ У )

_  ■ 2 у 2 х2 — у 2 

*2 +  г/2 х2 +  (/2 
булади.  Д е м а к ,

¿>2/ ^ - У 2 
дхду  х2 +  у2 ’

5 -  “ 7 Т /  «**> *«> •< »> •

Энди (х,у) — (0,у) ва  ¿/=£0 булсин.  Хосила таърифидан 
фойдаланиб топамиз:

д/(0л) =  и /(0 + Дх,у)-/(0,г/)
<5* д,_о А*



- У 2-= S 0[ à x a rc tg i - ÿ2arctg- r ¿ ] =
Д е м а к ,

* Ш  =  у ,
дх а

Худди шунга  ÿx iuaiu,  (х,у) =  (х,0) ва хф О  учун

а/(*.0) ......
ду

бÿлиши кÿpcaт илaд и .  Б у л а р д а н  эса

0/(0,0) _ () 3/(0,0)  _ 0
дх  ’ Зг/

бÿлиши келиб чикади.
Яна х,оеила таърифидан фойдаланиб топамиз:

3/(0,0)
3/(0,Аг/) д х ------- ~ _ д , , _ п

а2/(0.0) =  Иш_____________=  l im 'Y =  -  1,
дхду Aÿ-fO Ai —о У

df(Axfi) 3/(0,0)
3 2/(0,0) . .  Зг/ Зг/ . . А х  — 0 .' я =  l im — .----- —- —  =  hm —  =  1 .

Ддг̂ О Д* Дх^О

Д е м а к ,

дхду  ’ дудх
Шундай  килиб,  берилган функция V(x,y)Ç.R 2 да  

а р а л а ш  хо си лалар г а  э г а  булиб, у л а р  (х ,у )Ф (0 ,0 ) д а

д21(х,у) d2f(x,y) 
дхду дудх  ’

(х,г/) =  (0 ,0 ) д а  эса:

32/(0,0) _ ^ _ 3 2/(0,0)
дхду дудх

2 - э с л а т м а .  Юкорида келтирилган 21 - х а м д а  23- ми- 
солларда ги  f(x,y) функциянинг  (0 ,0 ) н ук тад а ги  а р а л а ш  
хосилаларининг  бир-бирига тенг  эмаслигини курдик .  
Бунга  с а б а б  к а р а л а ё т г а н  функция ар а л а ш  хосилалари-  
нинг (0 ,0 ) н ук т а д а  узлуксиз  эмаслигидир.  2 1 - мисолда-
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ги f(x,y) функциянинг {х ,у )Ф (0 ,0 ) н у к т а д а г и  ар а л а ш  
хосилалари

d2f(x,y) d2f(x,y) х2—у2 / .  I 8х2у2 \ 
дхду дудх  (лс*4- у2)2 ) ’

(х,у) — (0 ,0 ) н у к т а д а  эса
d2/(0,0) =  _  j <?2/(0,0) =  j 
<5хдг/ ’ дудх

эди. Бу ар ал аш  хосилаларнинг  (0,0) н у к т а д а  узлуксиз  
эмаслигини курсатиш учун (0 ,0 ) н у к т а г а  я кинлаш ад иган

кетма -кетликни караили к .

d2f(x,y) 2 1 . «  *нинг х  = —, у =  — да ги  ки и м атла ри д ан  иборат
дхду п п

кетма -кетлик

7 1 + 8 . д а .(4НтУ\ [(4ВД1
К 1 +  8 - =  Щ- öy j, и б ,

<52/|¡ J - . 1 )\ « п /
/2 1ч дхди 125 д хд у
(Hb<o.o,

булади.  Бу эса' 0J l jy ' 1' нинг (0,0) н у к т а д а  узлуксиз  э м а с ­

лигини билдиради.
Умумий холда куйидагн теорема уринли:
3 - т е о р е м а .  f(x ,y )  функция оч и кМ  (M czR 2)  ту п л а м -
- „ -  „ df df d2f д а  берилган о у л и о ,  шу т у п л а м д а  , —-  х а м д а  ,

1удх аРалаш хосилаларга  эга булсин.  Агар аралаи^

хосилалар (хо, уо) нуктада  узлуксиз б ул с а ,  у х о л д а  шу 
нуктада

d2f(x 0, у0) d2f (x 0,y0) 
дхду дудх

б у л а д и .
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2°.  Ф у н к ц и я  ни н г  юк , о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е -  
р е н ц и а л л а р и .  f(x u хт ) функция очик M c R m
ту п л ам д а  берилган булиб, унинг барча я -тартибли хусусий 
хосилалари м а в ж у д  булсин.'  А гар  (х°и х°т )£М
н у к т а д а  бу хосилалар узлуксиз  б.улса, f(x\, х2,..„ хт ) 
функция (xi ,  Д . . .  Хт) н у к т а д а  п м а р т а  дифференциалла- 
нувчи булади.

М а ъ л у м к и ,  f(xux2,...,xm) функция (х°их02,...,х°п) н у к т а ­
да  дифференциалланувчи булса ,  унинг шу н у к т а д а г и  
дифференциали

df = i k dx>^ ^ d x2 + - + ^ k dXm
б ул ар  эди.

Ф а р а з  килайлик ,  f(x itx2,...,xm) функция (xhx2,..., 
x j 6 R"‘ н ук т а д а  икки мар та  дифференциалланувчи 
булсин.

6 - т а ъ р и ф .  f(x t,x2,...,xm) функциянинг (хьх2,.,.,хт ) н
у^тадаги дифференциала df нинг дифференциали'берилгак 
f(x hx2,...,xm) функциянинг иккйнчи тартибли дифференци­
али дейилади ва у d2f  каби белгиланади:

d2f  =  d(df)

Умуман,  /(х1;х2, .. .,хт ) функция ( х 1,х2, .. .,хт )£/?т ну кт ад а  п
марта  дифференциалланувчи б у л г а н д а ,  шу нуктадаги  
(п — 1 ) - тартибли дифференциали dn~lf  нинг диффе­
ренциали берилган функциянинг п- тартибли диффе­
ренциали дейилади ва dnf  каби белгиланади.  Дем ак ,

dnf  ̂ d ( d n 7 ) .

Функциянинг  п- тартибли дифференциал унинг xycyf 
сий хосилалари оркали символик равишда куйидагича  
ёзилади:

dnf  =  (  ?  dxt +  -Ц—dx2 + . . .  +  д dxm\ f .1 .  <?x,„ m)  i
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Хусусан ,  п =  2 б^'лганда:

d2f —-^-j dx2 +  9 I dx\+ . . .  +  J  -|
<5jc2 öx2

+ 2 ^ Х ^ Х,^ 2 + 2 ”Д / Х|̂ 3 4  •••+

+  2 ^ L ~ dX'dXm +  2 Д а  ¿x2dx3 +

+  2i | : ^ + - - - + 2^ A + -"+

+  2 fí* d fa* 'dXm-'dXm-OXm—[OXm

2 4 - м и с о л .  Ушбу

f(x,y) =  sin(x2 +  y2)

функциянинг  учинчи таргибли дифференциалини топинг.
Функциянинг учинчи тартибли дифференциали куйида-  

гича бÿлaди:

+  3 д  ̂-d xd y2 +  -^-jdy3.
дхду2 ду6

Функциянинг  хусусий хосилаларини топамиз:

Л - = ^ т ( х 2 +  у2)=дх дх v 17 ’
=  cos(jc2 +  í/2) - 2 x  =  2xco s(a :2 +  í/2)

д f — 9-{2х • cos(x2 у2)) =
дх2 дх

== 2соэ(х2 +  г/2) — 4x2sin(x2 +  í/2) , 

д ï  —  ií7(2co s(a :2 -Hí/2) — 4x2s i n (x2 +  í/2)) =
ó* 3 дх

. =  12xsin(x2 +  í/2) — 8x3cos(a:2 +  у2) ,

=-|-(2cos(x2 +  г/2) — 4x2sin(x2 +  у2)) ■- 
дхгду  д У

=  — 4í/sin(x2 +  í/2) — 8x2í/cos(x2 +  í/2) ,

шунингдек ,
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Т Т =  — 12 г/s i п(х2 +  г/2) — 8 í/3c o s ( x 2 +  г/2), 
dy

=  — 4 x s in (x 2 +  г/2) — 8xy2cos(x2 +  г/2).
dxdy

Н а т и ж а д а

d3/ =  [ — 12x- sin(;e2 +  г/2) — 8x3cos(x2-(- ¿/2)]dx3 +
— 3[ — 4¿/sin( je2 -{- y2) — 8x2ycos(x2 +  y2)\dx2dy +

— 3[ — 4xs in (x2 - f  y2) — 8xy2cos(x2 +  y2)]dxdy2 +
— [ — 12# sin (x2 - f  #2) — 8//!c o s (x 2 +  y2)]dy3 —

=  — 12sin(A:2 +  i/2)[xiiA:3 +  y ^ 2ùfÿ +  ^ ^ ÿ 2 +
+  г/г/г/3] — 8 co s (x 2 -f- y2)[xidx¿ +  3x2ydx2dy +  

-\-3xy2dxdy2-\- y3dy3] =  — 12sin ( jc2-+-¿/2) X  
X  \dx2(xdx -\- ydy) -\- dy2(xdx ydy)\ —

— 8cos(x2 y2)(xdx y d y f  — — 12sin(x2-|-¿/2) X 
X  (xdx ydy)(dx2 -\- dy2) — 8cos(x2 y2) ■ (xdx y d y f

булади.  Д е м а к ,

d3f=k — 12s ¡ t i (x2 \ y'2)(xdx \ ydy)(dx2-\-dy2)—
— 8cos(x2 +  y2)(xdx +  y d y f.

25- M и с о л. Ушбу

F =  [(x,y), x =  u2-—v2, y =  uv

функциянингиккинчи тартибли дифференциалини топинг.
М а ъ лу м к и ,  функциянинг биринчи тартибли диффе- 

ренциали

dF — ~  d x +  dJ dy,дх ' ду 13 

иккинчи тартибли дифференциали эса

d2F ={-tdx+ + %ify
d2¡  , 2  , o  d2í  I d2f  ,/..2 , 3 f  .o . djdx2- f 2 7 '  dxdy +  ~ r d y 2 +  -~-Л2х +  y ~-d2y
oxr dxdy d y2 * ' dx dy

бÿлaди.
Аввал о  dx, dy, d2x, d2y ларнй топамиз:  

dx =  d(u2 — V2) ±= 2 udu — 2 vdv, dy =  d (u -v )~  vdu -+- udv,
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с12х =  сЦс1х) =  с1(2ис1и — 2 и(1у) =  2с1и2 — 2dv2, с12у =  
=  с1(с1у) =  с1(ьс1и +  ис1и) =  йис1и йийю =  2 с1и(1у. 

Н а т и ж а д а :

Л2 Р- — '-\2udu — 2vdv)2- \ - 2 -(2ийи—-
дхГ , 0зсОЦ

— 2 и^о)(ий?ы +  м^у )Н—^ 4 ( у ^ й  +  м^и)2 +
ду

+  2 ^ ( й и 2- с 1 и2) +  2^йис1и =

=  4 ^ ( u 2du2 +  v2dv2-2 u v d u d v )  +  2 ^ ¡)J  X

д2!
X  (uvdu2 — v2dvdu +  u2dudv — uvdv2)~\--^{2dudv)2 +

+  а^ 2 ( du2 — dv2)-\- -™-( 2dudv) =

■ =  ( +  4 - ^  цу +  --^-о2 +  2-|^ V 2 +
\  а * 2 ахау  а /  ' д х )

+  2 ^ -Ц--ЫИ — 2- ~ -  -у2 +  2 ~ ~ -и 2 — 4 ау ыи  +  —-'\dudv +  
у  а^а# адгаг/ ах 2 г̂/ /+ Г 4-5-|-у2 — 4 -1 ~ -и у  +  —■ у «2 — 2-~ Л ^ и 2.

\  ах2 д х д У д у 2 /
3°. К у п у з г а р у в ч и л и  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  

ф о р м у л а с и .  /(хь Хг, ..., хт ) функция /?т фазонинг 
(х°, х°, ..., Д )  нуктаси атрофида л + 1  мар та  диффе­
ренциалланувчи булсин. Ушбу формула

/(*!, Ж2, ..., Хт ) =  1{х\, Х°2, ..., Д )  +  ̂ < Л - , — Х?)-|
, 5 , ._0ч , , а

_  ( * 2 - 4 ) . +  -  + ^ - - ( х т - 4 ) / +
2 т

+ ^ ( ^ ' ( х 1_ х ' ) + ^ (х2~ ' х2) +  -  +

+ ^ х т _ х " - ) )  -  + « ! ( а 1 1 < х ,  '“ л ' ‘ )  +

=7^гГ)т(^-(х1 -  4 )+ ¿ .4 * 2  -  4 )+  

+ - + ^ Хи~ )̂),+1/
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куп узгарувчили f(xù X2 , xm) функциянинг Тейлор 
формуласи, Rn(f) эса Тейлор формуласининг к,олдик, х;ади 
дейилади.  Бу ерда  ¡(х\, Хг, х,„) функциянинг барча  
биринчи, иккинчи ва хоказо п- тартибли хусусий хосилала-  
ри (x°h х%, х°т ) н у к тад а ,  барча  (л +  1 )- тартибли хусусий 
хосилалари эса

(А  +  6(^1 — Jt?), 4 + 0(х2 — х°2), ..., х°т  +  0(хт — х°т )) 
(0 < 6 < 1)

н у к т а д а  хисобланган.
Хусусан ,  икки узгарувчили /(х, у) функциянинг  Тейлор 

формуласи куйидагича  булади:
df(x0, y 0) , \ . д[(х0, у 0) ^ _ (Х_ Х0И-----_с/ \ г/ \ I I' О' У0' , V ,f(x, y) =  f{x0, Уо)H---- --------(X— x0)H------- x

. ч , 1 Г  Уо) ,  Ч2 , о  д2^ х0’ уо), чХ(у — у0) +  д х 2 ---(х — *о) + 2  д х ду  (ж~ Х

<52/(хп, у,Л
Х (у  — у0)-\------ — -̂--- (У — УоУ

ду ] + - + „ т [ - ^ х

. д п[(хп, уп)
X (X -  х0Г +  Cl f M ^ i x -  х0 ) » -  '(*/ -  Уо) + . . .  +

дх dÿ
дл/(х0, уп)

+ - • + ■ дуП (у - уоТ |+/?„(/).г].
1 [  дп + 1Кх0 +  в ( х - х 0, у 0 +  в ( у - у 0) ) / г .. чи+1|  

* « ( / ) -  ( * + ! ) ! . ] _  ' ~ ' о) 1

-  м~о I — -о '’ ¡ ' 0 ^ ' ' ' » “ » 0 "  , чл+1 I
+  •••-+------------------ ^ + т ----------- -------- ( y - i / o r +1J .

д "  + '/ (*о +  9 ( ^ 1 х о)’ Уо +  e ( ÿ  — г/0)) 

д у п
26- м и с о л. Ушбу

/(х, у) =  <?»
функциянинг  п =  2 б^ллган холда  (хо, ¿/о) =  ( 0 , 1 ) нукта  
атрофида Тейлор формуласини ёзинг.

п =  2 учун /(х, у) функциянинг Тейлор формуласи

Н * ,у ) Ч ^ У « )  +  Щ ^ ( х - х , ) + ^ ^ - ( у - у , ) +

дх2

X  [ у -  у о) +  { у -  Уо)2 +  R2(h

булади.  Равшан ки ,  /(О, 1 ) = 1 .
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Энди f(x, у) функциянинг хусусий х.ос'илаларини ва 
уларнинг  (0 ; 1 ) н у к тад а ги  кийматлари ни топамиз:

й .  -  д J  =  ± е7  ш  ■ ) 1  ± А L  г
дх  дх у  ’ Эх 1

- д±  =  7  =  _  J L . 7  _ 1Ж Ж= О
ду ду у2 ’ ду

л  _ > ( ± 4 )  -  V .  - 1 .д х \ у У

= > Р Л = \ i c7  „ * с 7 а2/(0.»)
3 x^1/ д у \  у  )  у 2 уз ’ дхду

l l = j J  - J L ei \  =  A e i + b J  f J M  
ду2 *y V у2 )  у* у3 ..ду2

Н а т и ж а д а
/(*, i/ )= 1 + * +  ‘ *2 — *(У — 1 )■+ /?2(/)2 '

булади .  Бу берилган функциянинг п =  2 бул ган х,олда 
(О, 1 ) нук ,тадаги Тейлор формуласидир.

27- м и с о л. Ушбу
; • /(*, у)=ху

функциянинг  п =  3 : б ул га нда  (хр, г/о) =  ( 1, 1 ) нукта  
атрофида Тейлор формуласини ёзинг.

Бу холда  /(х, у) функциянинг Тейлор формуласи 
куйидагича  булади.- '  >

f(x, y) = f(xо, Уо) + ( ^ ( х - х 0) +  ̂ { у ~ у 0)У +

+ Ь ( ^ х ~~х *) + ^ у ~ у ь ))  f  +  з т ( т х ( х “ х °) +

+  -^-(г/ — .(/с)) / +  /?з(/)
Функциянинг  (1; 1) да ги  киймати /(1, 1 ) = 1 .

Энди f(x, у) =  ху функциянинг хусусий хосилаларини 
ва уларнинг  ( 1; 1 ) н у к т а д а ги  кийматларини топамиз:

'V ■ 3/(1 ,1)^ .
<;.v у дх ’

■ f  =  Х*1ПХ, М  =  
ду д у

Зх дх2

д » - 1 +  1 Inx, 7  =  1, 
ЗхЗг/ ! ч ■ * ' 3x3// .
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5 /,  =  2ху" 11пх +  уху~~' ( l ux ) 2, — А ?’ = ( ) ,
dxdy¿ дхду-

4 - * М > .  - ^ У | ) = о .  
ä»S « /

Н а г и ж а д а
£/ ч «  ч , дКхогУо) , ч ,
f(x, у ) — Я*о> i/o) Ч ( я — *о)Н~

, ô/(-<0' %)
%

i Г  ñ2f( и А  

+  2

{у — Уо) +

1 Г д 2!(х й, у0) 0 2/(х0, у 0)
(х  _  * 0) +  2— (ж -  ХоХу -  i/o) +

(5"/(х0, ÿ0) . .2~| I 1 Г ^ я ^ о ’ ^о)/ чЗ ,
+  - ( i r - У о )  J + 6 - L — ^ 5 -------- о ) 3 +

+  3 ' 4 т ^  • (X — x¿)2(у  — ÿ 0) +  3 —' lJ )LpL {Х- Х0)хд 3К хо< Уо) /„ . . л2 , . .  ч , n d3í(x0, y Q)

охо " 2

я 3 г | I

+  Я з ( / )  =

<5х ôÿ ‘ дхду

W/ \2 i дЪКхо>Уо)', ч3 
Х (У  — Уо) Н------ 71-----(У — Уо)

=  1 +  1(х  — 1 ) +  0 -(г/ — 1 ) +  y í Q - ( x  — 1)2 +

+  2 . 1  (х  1 )(у 1 ) Н 0 *(л/ 1)2| + J { 0 . ( x -  1 ) ! +

+  3-1 - ( х — 1 ) \ у — 1) +  3-0-(х— 1 ) ( у — 1)2 +
+  0 (г/— 1 )3] +  /?3(/) =  1 + ( * — 1 ) +  ( х — \ )(у— 1 ) +

+ 1 < х - 1 )2( г / - 1 )+/?з(/)
булаДи. Бу берилган функциянинг Тейлор формуласидир.  

Мисол ва м ас ал ал а р  
Куйидаги функцияларнинг  2 - тартибли хусусий хоси- 

л а ла р и  ва 2 - тартибли дифференциалларини топинг:

72- Я* .  у) — ху — х .



73. f(x ,y )  =  (x2 +  y2f .
74. f(x, y) =  x  — 3 s in у
75. f{x ,y )  =  ̂ .75. f(x, y) —

76. f(x, //)= a r c t g  xy.
77. f(x, y) =  y\ jx .

78. f(x, y ) ~  д/2xy +  y2 .
79. f(x, y) =  s in (хг/).
80. /(X, ¿/) =  ( 1 +  x)m( l  +//)''.
81. f(x, i/) =  2 cos2̂  — y ÿ

82.  /(x, г/) =  <?*1п г/ - f  sin у- ln х.
83. /(х, í/) =  a r c c t g  (х-\-2у).
Куйидаги  функцияларнинг  ку рс ати лган  тартибдаги 

хусусий хосилаларини ТОПИНГ;

84. /(х, у) =  у  ln (хг/), - г5 /2 .

Куйидаги функцияларнинг  ку рсати лга н  та ртибдаги 
дифференциалларини топинг:

90. /(х, г/) =  х3 +  //3 +Зхг/, á 3/.
91. f(x, y) =  cos(x2 +  y2), d f.
92. f(x, y) =  e*\ d'°f.
93. f{x, y )= \ n (x -y ), d4f.
94. f(x, y) =  eaxyn, d ]0f.
95. /(x, y) =  eaxcos by, d'°f.
Куйидаги м ур а кк а б  функцияларнинг  иккинчи тартибли 

хусусий хосилаларини х а м д а  иккинчи тартибли диффе­
ренциалларини топинг.

дхду '

85. f(x ,y )  =  arctg-^-,У à2f  d2¡  

х дх2 д у 2

86 . /(х, í/) =  xcos г/ -f- г/sin х, д3/ а3/ а3/
öjc3 дх2ду  ду 3

73



96. ^  =  /(х, у), х — аи, у =  Ьр.
97. г = / ( Х ,  у), х  =  «  +  о, у =  и — V.

98. /7 =  /(х, у), х =  у =  \  '

99. ,Р =  /(х, у) ,  х  =  «е",  у =  иеи.
100. /(х, у) =  ху, х =  У =  и -V.

101. Ушбу
/(х, г/) = — х2-|-2хг/+  Зг/2 — 6х  — 2у — 4

функциянинг  л =  3 булган \олда ( —2; 1) нукта  атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

102 . Ушбу Л - ■г у ттгта.-
/(х, г/) =  д/1 — х — ¿/

функциянинг  п =  3 булган холда  (0; 0) нук,та атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

103. Ушбу
/(х, г/) =  е * з т  г/

функциянинг  л =  3 булган холда  (0 ; 0 ) нукта  атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

104. Ушбу
/(х, г/) =  соэ х- соэ  г/

функциянинг  «, =  3 булган холда  (0; 0) н ук та  атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

105. Ушбу
/(х, у) =  у х

функциянинг  га =  2 булган холда ( 1 ; 1 ) нукта  атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг.

3 -§ .  КУП У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  
ЭК С Т РЕ М УМ  К Й Й М А Т Л А РИ

■ /(XI, х 2, ..., хт ) функция оч и к  М(М с„* /Г) т у п л а м д а  
берилган булиб,  ( х ; , 4 , . . . , х ^ М  булсин.

7 - т а ъ р и ф. Агар  (*?, х°2, ..., х“ ) ну^танинг шундай 

Цб атрофи:
С16 =  {(х 1, х2, ..., х т ) £ /? -Р =

=  2  (Х/г — х )̂2 < й | с = М  ( б > 0 )

.мавж уд булсаки, У (х ь  х 2, ..., хт )£
/(XI, х2, .... хш)< / (х ? ,  х2, ..., х?„)
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булса, f(x b X2 , ..., xm) функция (x°, x°2, ..., x°m) нук,тада 

максимумга (минимумга) эга дейилади, f(x°, х°2, ..., x°m)
к,иймат эса f(x\, х% ..., хт ) функциянинг максимум  
(минимум) щиймати дейилади. Уни

f{x°b х°2, ..., x°m) =  шах {/(х„ х2, ..., хт )}

■(/(*?, х°2, ..., х?т ) =  min {/(*!, x2 i ..., хт )}
(*.... .

каби белгиланади.
Функциянинг  м акси му м  ва  минимуми умумий ном 

билан унинг экстремуми дейилади.
28- м и с о л. Ушбу

/(■*, У )= л / ^ — х2 — у2

функциянинг ( 0 ; 0 ) нук дад а  м а к с и м у м г а  эришишини 
курсатинг .  Бу функция М =  {(х, y ) £R2:x2 у2 1} да  
а ни кл ан га н (0 ; 0 ) нуктанинг

U6 =  { (x ,y )e R 2:x2 +  y2<  6} (0 <  б <  1)

атрофини олайлик .  Равшан ки ,  i/6c : A i  булади.
V(x,  у )е  Us учун

/(*, у ) =  д/ l — х2 — г/2 <  1 = / ( 0 , 0 )

булади.  Д е м а к ,  берилган функция (0; 0)  н у к т а д а  
м а кси м у м г а  эга  ва  унинг м акси му м  к,иймати 1 га тенг.

4 - т е о р е м а .  Агар f ( x \, Х2, ..., xm)  функция (х°, 
х& ..., х°т ) нукдада  экстремумга эришса ва шу нук/гада

барча ~ х у с у с и й  х,осилаларга эга б у л с а ,

df(x\, х \ , х °  ) 
у х,олда ------------------ = 0 ,  i =  1, 2 , т  б у л а д и .

ах1

29- м и с о л. Ушбу
/(.V. t/) =  X 'у

функция ( 0 ; 0 ) н у к т а д а  э к с т р е м у м га  эришадими?



Р авш ан ки ,  ДО, 0) =  0.
(О; 0 ) нуктанинг

и 6 =  {(Х; у )£ $ 2:х2-\-у2< 8 }  (0 < б <  1 )

атрофини олайлик.
Бу атрофда Дх,  у) — [(0, 0) айирма уз ишорасини 

са к л а й м а д и .  М а с а л а н ,  координаталари бир хил ишорали 
булган н у к т а л а р  учуй бу айирма мусбат ,  турли хил 
ишорали н у к т а л а р  учун манфийдир. Д е м а к ,  берилган 
функция ( 0 ; 0 ) н у к т а д а  э к стр е м ум га  эга  эмас.

И з о х.. 2 9 - мисолда келтирилган функция
3/ 3/

1 7  =  *  “зТ =  х
,  3/(0,0 ) п 3/(0,0 ) п хусусии хо си лалар г а  эга  булиб, _ ' '  = 0 , —"  ' =  0

булади.  Д е м а к ,  4- теорема шартлари экст ремум  учун 
зарурий булиб,  етарли эмаслигини курамиз .

3- э с л а т м а. Юкорида келтирилган 4- теорема куп 
узгарувчили функциянинг  э к стр е м ум га  эришишининг 
зарурий шартини ифодалайди.

30- м и с о л. Ушбу

/(■*, у) =  д/*2+ у 2

функция (0 ; 0 ) н у к т а д а  э к с т р е м ум га  эга  буладими? 
Равшан ки ,

ДО, 0) =  0.
(0 ; 0 ) нуктанинг

¿У6 =  {(х, г/)£/?2:х2 + / <  6} (6 > 0  )

атрофини олайлик .  Унда У(х,  у )£ и 6 учун

Дх,  у ) =  д/х2 +  у2 ^ 0  =  Д0,  0)

булади.  Д е м а к ,  берилган функция (0; 0) н у к т а д а  мини- 
м ум га  эришади ва

т т { Д х ,  у)} =  0
булади.

К а р а л а ё т г а н  Дх,  у ) =  д/х2 +  у2 функция (0; 0) н у к т а ­
д а  хусусий хос ил ал ар га  эга  эм а с  ( к а р а н г ,  3- мисол).

4 - э с л а т м а .  Куп узгарувчили ДхГ, хг, ..., хт ) 
функция очик М а # " 1 тупламнинг :
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1 ) барча  хусусий хосилалари нолга ай ланад ига н ,  яъни

л .  = о  - ^ - = 0  "7 - 0’ дх2 ’ дх т

тенглам ал арн и  ка ноатлантирадиган  н у к т а л а р д а .
2 ) хусусий хосилалар м а в ж у д  б у л м а га н  н у к т а л а р д а  

' э кс тре мум га  эришиши мумкин.
Одатда  /(лс|, хг, хт ) функциянинг  барча хусусий 

хосйлаларини нолга айлантир ади ган н у к т а л а р  шу 
функциянинг стационар ну^талари  дейилади.

5 - т е о р е м а .  }(х\, х% хт)  функция (х°и х°, 

х°т)£Кт нуктанинг бирор II6 атрофида ( 6 > 0 )  берил-  
ган ва ушбу шартларни бажарсин:

1) }(х\, х% хт) функция и & д а  барча узгарувчилари  
буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга  эга;

2)  (х°, х \ , х Щ  нукта }(х\, х% хт)  функциянинг  
стационар нуктаси;

3)  коэффициентлари 

б у л г а н
т

ф(1 |, §2> •••> ?га)=  2  аиЛ&кг, к— 1

квадратик форма мусбат (манфий) аникланган.
У х о л д а  /(х\, х% х.„) функция (х'1, .... хпт )

нуктада  минимумга (ма кси м умга )  эришади.
Агар к в а д р а т и к  форма ишора с а к л а м а с а ,  / функция 

(х”, х % ,х ° т ) н у к т а д а  экс тре мумга  эришмайди.
Икки уз г арувчили функциялар учун бу теорема 

куйидагича  булади:
}(х, у) функция (хо, уо) нуктанинг атрофи

и я =  {(х, у) еЯ 2: -\1('х—х0) 2+ ( у —у о)2 < б )

(б >  0)  д а  берилган ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи 
тартибли узлуксиз хусусий хосил аларига  эга булсин.  
(хо, Уо) нукта /(х, у )  функциянинг стационар нуктаси
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д/(*р, У о) __0 дНхргУр) _ 0 
дх  ' д у

ва

дЦ (х0, у0) д2{(х 0, у0) д 21(х 0, у0)
а п ~  ^  \ а,2~  ахду ’ у

булсин.
1°. Агар

а па 22—а ?2 > 0  ва а и > 0

б у л с а ,  f ( х, у)  функция (хо, уо) нук,тада минимумга  
эришади.

2°. Агар

а 11а22 — а 1 2 > 0  в а  й ц < 0

б у л с а ,  ¡(х , у)  функция (лео, Уо) нук.тада максимумга  
эришади.

3°. Агар
а Иа 22 й 12 <~̂ О

б у л с а ,  /Сх, у)  функция (хо, уо) нук,тада экстремумга  
эришмайди.

4°. Агар
а иа22—а212 =  0

б у л с а ,  ¡(х , у)  функция (хо, уо) ну кт ад а  экстремумга  
эришиши хам,  эришмаслиги хам мумкин.  Бу « ш у б х а л и »  
хол  к,ушимча текшириш т а л а б  к,илади.

31- м и с о л. Ушбу

/(х, у) =  х3 +  у3 — Заху ( а ф  0)

функцияни экс т р е м у м га  текширинг.
Аввал о  берилган функциянинг  хусусий хосилаларини 

топамиз:

== Злг — За//,

=  Зу2- 3 а х .  
д у  и

Уларни нолга тенглаб ,

( Зх2 — 3ас =  0,
1 3 у2 — 3 а х  =  0

78



система да н берилган функциянинг  стационар н ук тал ар и  
(О, 0 ) х а м д а  (а, а ) эканини топамиз.

Равш ан ки ,
Щ м 1  =  6х , Щ А  =  6у , _  За.

дх ду2 дхдУ
(а, а) н у к т а д а

д2Ца, а) „  д2На,а)  0 „ д 2/(а, а)а — ^ - ^  =  6 а,  а 12= — ^ ,,—  = — З а , — - 1 —  =  Ьа,
дх2 ду ж

булиб,  . , •.
а па22 — а\2 =  3 6 а2 — 9 а 2 =  27 а 2 >  О

булади.
Д е м а к ,  а > 0 да  а ц > 0  булиб,  к а р а л а ё т г а н  функция 

(а, а) н у к т а д а  минимумга ,  а  <  0 да  ац  •< 0 булиб,  функция 
(а ,  а )  н ук т а д а  макси мум  га эришади.

(О, 0 ) н у к т а д а

а па22— а 22 =  3 6 -0  — 9 а 2= — 9 а 2< 0

булиб,  бу н у к т а д а  функция э к с т р е м у м г а  эришмайди.
32- м и с о л. Ушбу

/{г, у) - (// х )2 +  (// I 2 ) ‘
функцияни экс т р е м у м га  текширинг.

Равш ан ки ,  ,
. ^ 2 ( х - у ) ,  ^ у = 2(у~ ~ х) +  3(у +  2)2

ва
( 2(х — у) =  0,
1 2(у — х) +  3(// +  2 )2 =  О

Д е м а к ,  ( —2; —2) берилган функциянинг  стационар 
нуктаси .

Функциянинг  и-ккинчи тартибли досилаларининг  стаци­
онар н ук т а д а г и  кийм ат ла ри

¿>2/ ( -  2 , - 2 )  п 
Д м --- • "о ~ ---А

,2 „ - г  -  2 , у = ....2 .

д г Ц - 2 .  - 2 ) =  _ 2

дхду  

д 2К ~ 2 ,  — 2 ) _ 2

булиб,

22 ~  ,  2 ду

апа22 — аг12 =  0
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булади.  Д е м а к ,  «шубх ,али»  ,\ол. Бу х,олда эк стремумнинг  
бор-йуклигини аниклаш учун ку йидаг ича  текшириш 
утказилиши ке ра к .  Стационар ( —2; —2) н у к т а д а н  утувчи 
у =  х  тугри чизик нукталарин и карай миз .  Бу тугри 
чизивда берилган функция

/(*, У)\у=х =  Ч>(У) =  (У — У? +  (У +  2 )3 =  (у +  2 )3
куринишга э г а  булиб, у <  — 2 д а  ф(г/}<0 , у >  — 2 д а  эса 
ф(^/)>0 булади.  Берилган функция ( —2; —2) нукта  
атрофида х,ам мусбат ,  х а м  манфий к и й м а т л а р г а  эга  
булганлиги сабаб ли у шу н ук т а д а  э к с т р е м у м га  эриш- 
майди.

33- м и с о л. Ушбу
f(x, у) =  х2 — у2-\-2а2

функциянинг  D =  {(x, у)£ Я 2:х2 +  у2^ а 2} т у п л а м д а  энг 
к а т т а  ва  энг  кичик кийматларини топинг.

Берилган функциянинг  стационар,  нукта лар ини топа- 
миз:

У) __  о  у df(x, у) _  „ 
дх ' ’ ду  *  '

Д е м а к ,  (0; 0) нукта  функциянинг  стационар нуктаси 
экан.  Бу н у к т а д а  берилган функциянинг  киймати

/(0 , 0 ) =  2а 2
булади.

Энди f(x, у) =  х2 — у2-\-2а2 функцияни D нинг чегараси 
{х2-\-у2 =  а2} а й л а н а д а  ка раймиз .  Бунда

х2-\-у2 =  а2 => у =  ±  д/а2 — х2
ва

f(x, y) =  f K(x ,±  -\[а2 — х2 ) — х2—-(а2 — х2)-\-2а2 =  2х2 +  а 2
булади.  Бу fx =  2x2-\-a2 функциянинг  [ — а,  а ]  да ги  энг 
к а тта  д а м д а  энг кичик кийматлари ни топамиз:

/' =  4х, 4х =  0 х =  0.
f x=a — 2 • 0 +  а 2 =  а 2

¡■с =  2х2~1~ а2 функциянинг  \ — а, а ] сегментнинг  четки 
н у к т а л а р и д а г и  киймати 2 • а2 а2 =  За2 булади.

Д е м а к ,  /(х, у) функция энг кичик киймати  а 2, энг к а тта  
киймати эса За  булади.  Бошкача  ай т г ан д а  берилган f(x, 
у) функциянинг D туплам чегарасидаги  энг  кичик киймати 
а , энг к а т т а  киймати  эса  За2 булади.  Бу ки йм ат ла рн и f(x, 
у) функциянинг  стационар н ук тад а ги  киймати (/(0 , 0 ) =
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— 2а2) билан солиштириб, берилган функциянинг
I) тупламдаги энг к атт а  киймати За2, энг кичик к,иймати 
эса а2 булишини топамиз.

Мисол ва мас ал ал а р

Куйидаги функцияларни экс т р е м у м га  текширинг:  

) =  X2 +  ху +  у2 — 6х — 9у.106. f(x, у
107. /(х, у
108. /(х, у
109. /(х, у
110 . fix, у
11 1 . /(х, у
112 . /(х, у

— 2хц — 2х — 4 и.
=  х2 +  ( ^ - 1 )2.
=  X +  у — 3 ху. 

- - x u ( l - x - y ) .  
=  х -f- ху + 3 аху. 

) =  хА +  / + 2х2у2 — 8х +  8 у. 
113. /(х, у ) — ху 1 +• ( х > 0 ,  у > 0).

X  у

114. f(x ,y )=  1 — д/х2 +  г/2.

115. f(x,y) =  (x2 +  y) л/еу.
116. f(x,y) =  ex2~~y( 5 —2х-\-у).
117. f(x, у ) = е х~ \х2- 2 у 2).
118. /(х, у) =  ху 1п(х2 +  г/2).
119. /(х, í/) =  x-|-w-f -4s inx-s inu .
120 . f{x,y) =  xey+xs'ny.

121. f ( x , y ) = l - ( x - 2 Y - y \
122 . f(x, y) =  e~x2- yXax2 +  by2).

Куйидаги функцияларнинг ку рсат илган  D т у п л а м д а  
энг к атт а  ва энг кичик кийматларини топинг.

123. f(x, у) — х — 2у  — 3.
D =  {(x, у )е  R2 : 0 < x <  1 , 0 < í / <  1 , 0 < х  +  г/< 1}.

124. f(x, у ) = \ + х  +  2у.
D{(x, у)£ R2: x ^ 0 ,  у ^ О ,  х  +  г/^ 1}.

125. /(х, г/) =  х2 +  3 у 2 — х + 1 8 у — 4.
£) =  {(х, u)£R2: О ^ х ^  1,0^ у ^  1}.

126. f{x, у) =  х2- у \  0 0 2 ,
D =  {{x, y)£R 2:x 2 +  y2<  1}.

127. /(х, _í/) =  s i nx  +  siní/ +  s in (x  +  í/).

0  =  {(х, y)£ R 2: 0 < х < у ,  0 < у < у } .

128. f(x, у) =  х2-\-у2.
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D =  {(*, у ) € R2: ~  +  -  F  =  1, 0 < b < a } .
а £r

129. f(x, у) — (х — у2)л [(х — l ) 2.

D =  {(x, у ) €/?2 :.у2< х <  2 }.
130. f{x, y ) =  д / l — x2 — y2.

D =  {(x, y )e R 2:x 2 +  y2^  1}.

4- §.  О Ш К О РМ А С Ф У Н К Ц И Я Л А Р

1°. x ва  у  у з г ар ув чи лар ни нг  F(x, у) функцияси учун
у шбу

F(x, у) =  0
т ен гл ам ага  эга  булайлик.  Энди х узгарувчининг  кийм атла-  
ридан иборат шундай X тупламни к,арайликки,  бу 
т у п л а м д а н  олинган х.ар бир к,ийматда F(x, у) =  0 т е н г л а м а  
(у га нисбатан т е н г л а м а )  ягона ечимга  э г а  булсин.

X т у п л а м д а н  ихтиёрий х сонни олиб, бу с о и г а F(x, у) =  
=  0 тенглам ан инг  ягона ечими булган у  сонни мос ку ям из .  
Н а т и ж а д а  X т у п л а м д а н  олинган хар  бир х га юкорида 
к урс ати л ган  кои д а га  ку ра  битта у  мос к,уйилиб, функция 
хосил булади .  О д а т д а  бундай аник,ланган-  функция 
ошкормас  куринишда берилган функция (ошкормас  
функция)  дейилади.  Уни

те н гл а м а  у  ни х нинг ошкормас  функцияси килиб 
аникл ай дими?

х узг арувчи нинг  X =  R \{x£R: — 1 1} т у п л а м д а н
олинган х,ар бир кийм атига  у  уз гарувчининг

x -> y :F (x , у) =  0
каби белгиланади.

34- м и с о л. Ушбу

2

киймати мос куйи лса ,  унда ,  р авшан ки ,

д/jc2 — 1 Чх*— 1
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булади.  Д е м а к ,  к а р а л а ё т г а н  тенглам а ошкормас  ф у н к ц и я

2х-+у —

ни аниклайди.
35- м и с о л. Ушбу

F{x, у ) = х ~ у +  g sini/ — О

тен глам а  ошкормас  функцияни аниклайдими?
Берилган те нг лам ани

х  =  г/—y s i m /

куринишда ёзиб оламиз .  Агар

Ч>(У) =  У — y s i n  у

дейилса,  р авшанки ,  бу функция ( — оо, +  оо) д| 
аникланган ,  у зл укс из  ва

4>'(у) =  1 —2~cosi/ > 0

хосилага  эга .  Унда  ф(у) нинг монотонлигидан,  х  =  ф(//) 
функцияга  нисбатан тескари у =  ц>~\х) функция м а в ж у д  
булади.  Энди х узг арувчининг  ( — оо, +  оо) дан олинган 
хар  бир ки йм ат иг а  у =  (р~\х) ни мос ку ям из .  Н а т и ж а д а ,  
х  =  ф(у) ва  у =  у~ \ х )  эканини эътиборга  олиб, F(x , у) =

=  F (x , ц , - [(х ) )  =  х — у +  Y sln  У =  х — (У — y s i n  г/) =

— х — х =  0 булишини топамиз.  Д е м а к ,  берилган те нг ­
л а м а  у ни х нинг ошкормас  функцияси сифатида аник,- 
лайди.

3 6 -м и с о л . Ушбу

F(x, у) =  х2 +  у2 — \пу =  0 { у > 0)
тенглам а ошкормас  функцияни аниклайдими? 

у2 — 1пу  айирма х ар  доим мусб ат  булади:

у2 — 1п г/ > 0 .
Шу сабабли  х  узгарувчининг  ( — о о , -)- оо ) да ги  хеч бир 
кийм ат ид а
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х2 +  у2 — lm/ =  0
тенглик баж ари лм ай ди .  Бинобарин, берилган т енглам а 
ошкормас  фукнцияни аникл амайд и.

6 - т е о р е м а .  F(x, у)  функция (хо, yo)£R2 нук.танинг 
бирор и  h, к((х  о, у0) )  =  {(х, y)£ R 2:x o -h < :x < x o -\ -h , у0 —
— k<Cy< ÿ o  +  k] ( h > 0 , & > 0 )  атрофида берилган ва 
у к,уйидаги шартларни бажарсин:

1)  UA, k((x0, уо)) д а  узлуксиз;
2)  х  узгарувчининг (хо — h, Xo-\-h) ораликдан олинган  

х,ар бир тайин к,ийматида у  узгарувчининг функцияси 
сифатида усувчи;

3 )  F ( x о, г/о) =  0 .
У х,олда (хо, уо) нук,танинг шундай

U . y Y i ' x o ,  У й ) ) — { ( х ,  у  )  Ç R 2 : Хо —  й <  х  <  л:0 +  6 ,  у» е  <  
< У < У о  +  е} 

атрофи ( 0 < б < h, 0 < 8 < k )  топиладики,

1 ) Vx £ (хо  — ô, Хо +  б) учун F (x , у )  =  0 тенглама ягона  
у  ечимга (у£ (у о —  е ,  ÿ o  +  е )  эга, яъни F (x , у )  =  0 те нг лама  
ёрда мид а

x ^ y : F ( x ,  у ) =  О
ошкормас куринишдаги функция аник,ланади.

2)  х  =  Хо б у л г а н д а  унга мос келган у =  уо б у л а д и ,
3)  ошкормас куринишда а н и м а н г а н

x - y y :F ( x ,  у ) = 0
функция (хо — б, хо +  б) ора ли к да узлуксиз б у л а д и .

7- т е о р е м a. F(x, у )  функция ( х 0, Уо) £R2 нукданинг  
бирор атрофи U (xо, */о)да а н и м а н г а н  б у л и б  к,уйидаги 
шартларни к,аноатлантирсин:

Г .  F (x, у )  U д а  га мар та  узлуксиз  дифференциалла-  
нувчи (п =  1,2,... )

2°. F (xо, уо) = 0 .
3°. Fy(xо, уо) Ф  0.

У х,олда шундай IczU (xo, Уо) атроф ва  бу атрофда f ( x )  
функция ма вж уд  булиб,

f/  =  / , X / 9; Ix =  { x £ R :\х — х 0[ < а } ,  

ly = {y £ R - \у — уо\<р}>
ихтиёрий (х, у )£ 1  л а р д а

1 ) F (х , у ) =  0 <  =  >  y  =  f( x )
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2) f(x )  функция Ix д а  « -марта узлуксиз диффе- 
ренциалланувчи ва 1-тартибли х,осила учун

F i x ,  f(x ) )  
f'(x )  =  х

F J x , i ( x ) )

тенглик уринли б у л а д и .
3 7 -м и с о л . Ушбу

F(x, у) =  еу -\- у  s in х  — х3 +  7 =  0
тенг лам а (2 ,0 ) нуктан'инг атрофида у ни х нинг ошкормас 
функцияси сифатида  аниклайдими?

Берилган

F(x, у) =  еу-\-у sin х  — х3 +  7
функцияни 7 - теореманинг  шартини бажаришини ёки 
б а ж ар м а с ли ги н и  текширамиз.

Р авш ан ки ,  F(x, у) функция R2 т у п л а м д а  аникланган 
ва узлуксиз .  Бинобарин, у (2,0) нуктанинг  ихтиёрий 
атрофи U h, а((2,0)) да  узлуксиз .  ( h > 0, k > 0 ) .

F(x, у) функциянинг  хусусий хосилаларини топамиз:

др(х,у) — д_̂ еУ у  g i n  х — х3 +  7) =  у COS X — Зх2,
дх дх

dF(x, у) _  д {еу-\-у s in х  — x3 +  7) =  eí, +  sin х.
ду ду

Д е м а к ,  F(x , у) функциянинг хусусий хосилалари 

д х '  Н у  л а р  тУп лам Да > ж у м л а д а н  U h,k{{2,0)) да  

узлуксиз .  Сунг

dF(2,0) _  е</ _j_ s jn х  I =2 =  i _|_ s i n  2 Ф  0.
ц=0ду

Ва нихоят,

F (2 ,0 )= e y-\-y s in х  — x 3 +  7 L _ 2 = 0
у  = 0

булади.
Шундай  килиб,

F(x, у) — еу -\-у s in  х — х3 +  7
функция 7- теореманинг  барча  шартларини бажаришини 
аникл ад ик .  Шу сабаб ли 7-теоремага  кура
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F(x, y) =  e'-'-\- //sin x  — x3- j -7 =  0
т е н гл ам а  ( 2 ,0 ) нуктанинг  атрофида у  ни х нинг ошкормас 
функцияси сифатнда аникдайди:

х ->-//: F{x, у) =  0
Бу функция узлуксиз  х а м д а  унинг хосиласи

dF
, дх у  cos х  — Зх2

dF ey -j-s in x

булади.
38- м и с о л. Ушбу

F(x, у) =  уех— х  In у — 1 = 0

те н глам а  (0 , 1 ) нуктанинг  атрофида у ва х нинг ошкормас 
функцияси сифатнда аниклайдими?

F(x, у) функция D =  {(x, y)£R 2: y > 0} т у п л а м д а  
а ни кл ан га н ва узлуксиз .  Ж у м л а д а н  (0,1) нуктанинг  
£/*.*((0,1)) атрофида ( 0 < / г < ; 1 ,  0 < & )  узлуксиз .  Унинг 
хусусий хосилалари

d F (x ,y) _  д
дх дх

(уех — х In у — \ )= у е х — In у,

U h , k { { 0,1)) да  узлуксиз  ва 
dF( 0,1) * х

ду у . 0 = 1 ^ 0
= 1

булади.
Функциянинг  (0,1) нуктада ги  киймати

F(0,\) =  yex — х  In у — 1 1 х=0 = 0
»=1

булади.
Д е м а к ,  F(x, у) функция 7- теореманинг барча  шартла-  

рими б а ж а р а д и .  Шу теорем ага  кура

F(x, у ) = у е х— х  In у — 1 = 0  

тен глам а (0 , 1 ) нуктанинг  атрофида
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x ^ y :  F(х, у) =  О
ошкормас функцияни аниклайдн.

Бу функция узлуксиз  ва унинг хосиласи

dF_

и '— дх — уе* ~ lnj/
J  dF ■ х -"х ■е ----

ду У

булади.
39- м и с о л. А гар  F(x, у ) функция узлуксиз  иккинчи 

тартибли

d2F(x, у) dF(x, у) д2F(x, у) 
дх2 ' ’ дхду  ’ Эу2

хусусий хо си лалар г а  эга булса ,

F(x, у) — О 
т е н г л а м а , ё р д а м и д а  аникланган

х ^ - у :  F(x, у) — О
ошкормас  функциянинг биринчи х а м д а  иккинчи тартибли 
хосилаларини топинг.

F(x, у ) —й  ни дифференциаллаб

dF . dF , .
"дх +  ду  = °  ( О

булишини топамиз.  Бу тенгликдан эса

У =

dF
дх
dF  
ду

булиши келиб чик,ади.
Юкоридаги ( 1 ) муносабатни яна  бир мар та  диффе- 

ренциаллаймиз:

. 9  1:  dF
дх  [ дх

I dF ■■ „
+  г . . ,  У 0 '
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Р авш ан ки ,

» (< dF \ d2F , d2F
дх  ‘к дх ) Зх2 ^ дхду

А г < dF  \ d2F ,  З2/7

Зх\V ду  ) дудх 1 я 2 
ду

У ■

Шундай килиб,  куйидаги тен гликка  келамиз :  

З2/7 , 3 2F  , , Г d2F . д2Р Л  . , dF
дхду

¿2F , л  d2F , , d2F ,2 , dF
-2 ' 1 ^ У ' + ^ т У  = ° -0 * 2  »  dy2 »  dy

Кейинги тенгликдан эса

d2F , 0 d2F d2F ,2
— 7 + 2 -  -у -\------ --y
Зх2 дхдУ du2

У dF_
dy

булиш-и келиб чикади.  Бу тенгликда  у' нинг урнига  унинг 
кийматини к,уйсак,  унда

а /7 а /7 а2/7 / а/7'\2 а2/7 / 3F'\2 а2/7

il —
ах Зг/ дхду \ д у  „> ах2 \ <?х /'  <Эг/2

У / а /7
V a 7 )!

булади.
2°. Икки

Z7, = f l ( * , Уу и, У), ^2 == ̂ г(х, У, и, V)

функциялар (хо, г/о, «о, Чо}€/?4 нуктанинг  бирор

^ ,A, fet1fe =  U * .  У у и > v ) £ R 4 : xo  —  / z i < x < x o - f  A i ,  г/о —  А 2 <  
< г / < г / о  +  А 2, « о  — * 1< « < н о  +  * 1,  ^ о  —  & 2 < у <

< И 0 +  Ы
атрофида ( A i > 0 ,  А г > 0 ,  £ i > 0 ,  k2> 0 )  берилган булсин> 

Ушбу

Г F, =  Fi(x, у, и, v )= 0 ,
{ F2 — F2(х, у, и, о ) =  0 (2 )

т е н г л а м а л а р  системасини карайли к .



t

8 - т е о р е м а .  F\(x, у, и, v )  ва F2(x, у, и, v)  функция-  
лар куйидаги шартларни бажарсин:

О  УкМШ((х 0, yo, «о, vo)) д а  узлуксиз;
2 ) Uh,h2k,k2( ( xt)> Уо, «о, vo)) д а  бзрча хусусий х,осила- 

ла рга  эга ва узлуксиз;
3)  хусусий х,осилаларнинг (хо, уо, «о, »о) нук,тадаги 

кийматларидан тузилган ушб у детерминанти нолдан  
ф а р м и :

dF i dF,
du dv

ôF2 âF2
du dv

4)  (х0, уо, «о, »о) нуктада

F ¡(xo, yo, uo, Vo) = 0 ,
F 2( xo, yo, Uo, Vo) = 0 .

У х,олда (xo, yo, uo, vo) нукданинг шундай
V6l̂ tíit((x 0,y 0,u 0, v 0))  атрофи ( 0 < 6 , < А Ь 0 < 6 2< ä 2,

0 <  6 i < fe i ,  O C e i C Ä i ,  0 < s 2< Ä 2) топиладики,  бу атроф-  
да

1 ) (2)  т е н гл а м ал а р  системаси ошкормас куринишдаги  

u =  f\(x, у, f2(x, у )) , v =  f2(x, у)
функцияларни а н и м а й д и ;

2)  (хо, уо) нукдада,  унга мос келадиган нукда

Mo =  /i((*o, ÿo), h (x 0, уо)), 0o =  M*o, yo)

б у л а д и ;
3)  ошкормас куринишда аник,ланган f\ ва f2 функция-

л ар

{(х, y )£ R 2:x о — ô i < x < x 0 +  ôi, ÿo — Ô2< ÿ < ÿ 0 +  Ô2}
т у п л а м д а  узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий х,осилаларга  
эга б у л а д и .

40- м и с о л. Ушбу

{x y - \ - u v =  1,
XV — уи — 3

система ( 1 ; — 1 ; 1;2 ) нук/ганинг атрофида ошкормас  
функцияларни аник.лайдими?

Бу холда
F \(х, у , и, v )  =  x y -\ -u v  — 1 ,
F2 (x, у, и, и) =  хи — у и — 3 

булади .  89



Равш ан ки ,  бу функциялар ( 1 ; — 1 ; 1 ; 2)  нуктанинг  
атрофида узлуксиз  х а м д а  барча

E i
dF  i

■---  1/ ----- Y дР' _ э! а
дх У’ ду х ’ du dv -  =  M,

dFl dF9
и — — =  —  и

a'Fj _
— Il -

дх ду du ~~ í/>

хусусий хосилалар  х,ам узлуксиздир.  
( 1 ; — 1 ; 1 ; 2 ) н у к т а д а

ÔF,

Ôiî dv
—  1 2  1 1

,d F 2 dF  2 “ I l  i l
du

х а м д а

/'i(l>— 1, 1,2 ) =  О, 
/ ^ ( l , — 1, 1,2 ) =  О

булади .  Д е м а к ,  8 - те оремага  кура

{xy-\-uv — Г,
xv — yu — 3 ; I

система и ва v ларни х, у уз г ар ув чи ларни нг  функцияси 
сифатида  аниклайди.  Берилган т е н г л а м а л а р  системасини 
и ва v л а р г а  нисбатан ечиб топамиз:

. .  - 3 + Л / 9  + 4 ^ - 4 х У
• ' ; ' 2у- ; ’ ;

г  — 2 ÿ( 1 — ху)

— 3 +  д/э +• 4 ж/ — i x 1 у2

Мисол ва  м а с а л а л а р

Куйидаги т е н г л а м а л а р  ^ р с а т И л г а н  нук,та атрофида 
ошкормас  функцияни аниклайдими?

131. F{x, у) =  х4 +  ху +  у3 — 3 =  0, ( 1 ; 1 ).
132. F(x, у) =  ( х -  ,1){х +  у  . 1 ) =  0, ( 1;0).
Í33.F(x, у) — х3-\-у3 — Заху =  0, ( а д / 4 , ад/2 ).
134. /•'(X, //) =  х(X- у'2) - -  a ix1 ¿/2), (0,0).
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Куй ида ги  т е н г л а м а л а р  системаси ошкормас  функция- 
ларни ан и кл ай ди ми?

{x-\-u =  u-\-v,- т у  -г

xy +  yv  =  1 .
( хи-\- uv =  4,

136. { -
 ̂уи — о =  0 .

{X + «  =  M +  Ü,

у  s in и — л: sin у =  0 .

Куйидаги ошкормас  куриниш да берилган функция- 
ларнинг  биринчи ва иккинчи тартибли х.осилаларини 
топинг:

138. F (x ,y ) =  x — у-\-\пу =  0.
139. F(x, у) =  х2 — 2ху-\-у2 х у  — 2 =  0.
140. F (x ,y )=  1 — у-\-ух =  0.
141. F(x, у) =  хе2у— у \п х  — 8 =  0.
142. F(x, у) — еу-\-ах?е~у — 2Ьх =  0.

143. F(x, /у) =  I n -- X¿2+ у2 — а гс tg- у~ =  0.

144. F(x, у) =  х2\п у  — у21пх =  0.
145. F(х, у ) =  1 + х у —_\п(еху +  е~ ху) =  0.
146. F(x, г/) =  1п д/л^ +  г/2 — a- a r c t g y ,  ( а ф О ).

XIV боб
Ф У Н К Ц И О Н А Л  К Е Т М А - К Е Т Л И К Л А Р  ВА  К Д Т О Р Л А Р

1-§. ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИК ВА КАТОРЛАРНИНГ 
ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

Ф а р а з  килайлик ,  х.ар бир на т у ра л  n^N  сонга 
X т у п л а м д а  ан и кл а н га н  /Дх) функция мос келсин. У холда

fi(x), /2(х), . . . ,  fn{x\...
ке тм а -к е т л и к  хосил булиб,  бу кетма-кетлик функционал 
кетма-кетлик  дейилади .  Функционал  ке тм а -ке т л и к  {/„(х)}, 
унинг умум ий  х ад и  эса  /„(х) каби  белгиланади.

1- м  и с о л .  ф — хар  бир н а т у р а л  п сонга s i п-"-* 

функцияни мос к.уювчи акслантириш  булсин:



Бу акслантиришдан

л[х . ф  . Ф
s in -  s in——,...,sin—-—....1 п п

функционал кетма -кетлик хосил булади.  У [0, -(- оо) д а ;
л/хберилган булиб, умумий хади //г( jc) == si n— булади.

2 -м и с о  л .  ф — хар  бир натура л п сонга пхп(\ — х) 
функцияни мос куювчи акслангириш булсин:

ц>:п-+ пхп(1 — х).
Бу холда

х( 1 — х) ,2х2( 1 — х),..., пхп( 1 — х),...
функционал кетма-кетлик хосил булади.  Кетма-кетлик X =  
=  R д а  берилган булиб, унинг умумий хади

[п(х) =  пхп( 1 — х)
булади.  X т у п л а м д а  {/„(х)}:

/i(x), /2(х),  /з(х),..., fn(x),...
функционал кетма -кетлик  берилган булиб,  хо£Х булсин.

1 -т а ъ  р и ф . Агар  {/„(хо)} сонлар кетма-кетлиги як^ин- 
лашувчи (узо^лашувчи) булса, {/„(х)} функционал кетма- 
кетлик хо ну^тада .щинлашувчи (узок^лашувчи) дейилади, 
хо нущта эса бу функционал кетма-кетликнинг я^инлашиш 
(узо^лашиш) нук^таси дейилади.

{/„(х)} функционал кетма -кетликнинг  барча  якинла-  
шиш нук ,таларидан иборат ту плам  кетма-кетликнинг 
я^инлашиш сох,аси дейилади.  {/„(х)} функционал кетма-  
кетликнинг  як,инлашиш сохаси М д а  ани вдан ган  ушбу

/:х-+- l im f n(x) (x£/W)
П ОО

функция,  {fn(x)} кетма-кетликнинг  лимит функцияси дейи­
лади.  Д е м а к ,

l im f n(x) =  f{x) (x£AÍ).
П -*-оо

3 -м и с о л . Ушбу

л[х
/ге(х) == П sin

П

функционал кетма-кетликнинг  лимит функциясини топинг.



Бу функционал кетма -кетлик ^  =  [0, +  оо) да  бе- 
рилган. Унинг лимит функцияси

f ( x )=  l im /„(x) =  l im n s i n - ^ - =  l im — 7" ■ -Jx — л/х
n - +  OO n OO Я n  —>- oo Vх

П
булади.

4 - ми с о л .  К,уйидаги

fn(x) =  xn
функционал кетма-кетликнинг  лимит функциясини топинг.

Бу функционал кетма -кетлик Х =  ( — оо, -)- оо ) да  
аник,ланган.  Равш анки,

V x £ ( l ,  -(-сю) да  l im /я(х)  =  l im хп— -f- сю,
Ч оо п  оо

V x £ (  — 1,1) да  l im fn(x )=  l im хп — 0,
П —*■ оо П-*- о о

х = 1  да  l im /„( 1 )== l im Г  =  1
П—У оо п - * - о о

булиб, V £ ( — оо,  — 1J да  /я(х ) =  х" функционал кетма-  
кетликнинг лимити м а в ж у д  эмас.  Д е м а к ,  /,,(х) =  х" 
функционал кетма -кетликнинг  як,инлашиш сох,аси М =  
=  ( - - 1, 11, лимит функцияси эса

/(*) =
{ 0 , а 1 1, ^

аг ар  — 1 < х <  1 булса ,  
а г ар  х = 1  булса

булади.
5 -м и с о л . Ушбу

функционал кетма-кетликнинг  лимит функциясини топинг 
Бу кетма-кетликнинг  лимит функцияси ку й и д а ги ” 

топилади:

I • С ,  ,  /  Х -\-П  \2(* +  л ) /  Х + П  . \2(* +  л>

=  l im А  +
п — оо \ 2  x +  n j

2х +  п , ,-------- —----2(jr + n)-х 2x-\-/i

: l im ( l  —
п- * о Л  2 Х +  п /

1+ -2х + п  г, 
•( —2х)----------
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Д е м а к ,  лимит функция

f { x ) = e ^
булади.

6 -м и с о л . Ушбу

fn(x) =  n2('\jx — n+\jx), ( х > 0 ) 

функционал кетма-кетликнинг  лимит функциясини топинг.

F(x) =  l im fn(x )=  l im n\ -\jx— +д/х) =
П —*• oo n->- oo

I I  1 1 1
=  l im n\x" — x"+l ) =  l im n2x"+l (x n n+l — 1 ) =

„ 2  _ ! — x"¿+ n_1
=  l im , ----- • - — -------- ---- ~ =  ln jc.

fl-*- oo П - j -  fl .

Д е м а к ,  /(x) =  ln x.

2- §. ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИКНИНГ ТЕКИС 
ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

Бирор {/„(*)}:

/,(х), /2(х),. . . ,  /п(х ) , . . .

функционал ке тм а -кетлик берилган булиб,  М эса  бу 
функционал кетма -кетликнинг  якинлашиш сохаси ва  ¡(х) 
лимит функцияси булсин:

Нш /„(*) =  /(*) (х £М ) .
оо

2- т а ъ  р и ф . Агар  У е > 0  сон олинганда х,ам шундай 
топилсаки, ихтиёрий п > п 0 учун бир йула х;амма 

х£М лар  учун

I/„(*) — /(х)| <  е
тенгсизлик бажарилса, {/«(*)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда  /(х ) г а  ге/шс як,инлашади ( функционал кетма- 
кетлик текис як,инлашувчи) дейилади.

Д е м а к ,  бу холда  таърифдаги щ  н ату ра л  сон ф а к а т  е га 
боглик, булиб,  х л а р г а  боглик булмайди.
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Агар xíap бир 8 > 0  учун х;амма х лар  учун у мумий n<¡ 
топиш мумкин б у л м а с а ,  яъни V n^N  олинганда х;ам 
шундай ео ва хо £М топилсаки,

\f„(xo) — f(xo)\ < 8

тенгсизлик бажарилмаса, {fri(x)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда f(x) га нотекис як,инлашади дейилади.

Бу холда  по н атура л  сон е га  боглик булиши билан 
бирга к а р а л а ё т г а н  х га х ам  боглик, булади.

{fn(x)} функционал кетма -кетликнйнг  f(x) га текис 
якинлашувчилиги

/ п(х) f(x) {х^М )
каби белгиланади.

7 - м  и с о л  . Ушбу
г  / \ Sin ПХ 
/«(*) =  -

функционал кетма-кетликни М =  { — оо, + о о )  да  текис 
якинлашувчилигини курсатинг .

Бу  ке тма-кетликнинг  лимит функцияси

г/ ч s irm x  п
/(*) =  l i r n ....- — = 0

П оо п

булиб, у М — ( — оо +  оо ) д а  якинлашувчи булади.
Энди якинлашиш характерини аниклаймиз .  V e > 0

сон олинганда х а м  п0 =  |  ̂ J дейилса ,  унда  барча  

п > п о  ва Ух£М  учун

s in  пх , _1 1\fn(x ) - f(x )\  =  1- ^ . - 0 | =  1 - ^ - 1  <
п п0+Г

булади.  Юкоридаги таърифга  биноан /л(х)  кег-
п

ма -к етлик  лимит функция /(лг) =  0 га текис як,инлашади:  

sin пх
о (х6( —  ОО, +  оо ))

(Юк,орида ай ти лган л ар д ан  куринадики,  по на т у ра л  сон 
фак.ат е гагина боглик,: по =



8 - м и с сг л. Ушбу

функционал кетма-кетликни текис  якинлаш увчил икка  
текширинг.

Аввал о  бу кетма -кетликнинг  лимит функциясини 
топамиз:

/(*)<= П т  /,(*) =  П т  т ~ - т ~  =  х.
П—>- оо п->-сю 1 Т ^ Т - 1

Энди /„(х) кетма -кетликнинг  лимит функция / ( х )= 1  
=  х  га якинлашиш характерини  аник,лаймиз.  У е > 0 1  
сонни ( е < 1 ) олиб, по нат урал  сон сифатида

по =  £(1 +  Х°)(~1Г ~  |
ни олсак ,  ун да  х0£[0 , 1] учун

Шхо)-Кхо)\ = *«1 = - ^ ^ о) <1 + п  +  х0 и 1 +П +  Х0  ^

' 2  п0 +  х0

булади.  Юкорида по ни олинишидан унинг е га  ва Хо 
н у к т а г а  богликлиги куринади.  Бирок., по деб

п0 =  т а х  л0
, г й 1 ( , + < т - ' ) ]  =  

К т  -  ■)]
олинса,  ун да  У п > п о  ва У х £ [ 0 , 1 ] учун

[[п{х) — /(х)| < 8

тенгснзлик бажарилади.  Бу эса берилган кетма-кетликнинг  
А4=[0 ,1 ]  д а  лимит функцияга  текис якинлашишини 
билдиради.

9- м и с о л. К,уйидаги

/„(х) =  "*-2 (0 < х <  1 )
1 + пх

функционал кетма-кетлйкни текис як ,инлашувчиликка 
текширинг.
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Бу кетма -кетликнинг  лимит функцияси 

/(х) =  l im /л(х)  =  l im ПХ2 ,  — Q
/2 —>- cx> п -» -о о  1 - j -  t l  X

булади.
Энди берилган кетма -кетликнинг  лимит функция 

/(х) =  0 га  якинлашиш характерини ан и к ,л ай м и з .У е>  
> 0  сон олинганда  х,ам по натура л сон сифатида

"о =  [ ¿ ]  ( * ^ 0)

олинса,  унда  У я > л о  учун

!/«(■«)— /(■»)! =  к  г х 2 -  °| =I 1 + п X I 
пх 1 1 ,

----- 9 9 • i  / , Г Г  " С  61 -|~ П X пх К + 1)*

булади.
(Р авш анки ,  х  =  0 д а  Vn учун /„(0) =  /(0) =  0.) Бу 

х,олда «о нинг х  га боглик,лиги эваз ига ,  ихтиёрий натурал
п сон учун е0 =  ~* ва х==~ £(0, 1 ] к,илиб олсак ,

1 )̂-Кт)1 =7 X 7 = i>e»1 I 9 * Я 
П

булади.  Бу эса  берилган fn(x) функционал кетма-  
кетликнинг  лимит функция /(х) =  0 га нотекис якинлаши-  
шини билдиради.

1- т е о р е м а .  ( Д х )}  функционал кетма-кетликнинг  
М т у п л а м д а  лимит функция f(x )  га текис як,инлашиши 
учун

lim sup|/ „( x)— /(х)| = 0
П-*- оо х£М

бул и ш и зарур ва етарли.
10- м и с о л. Ушбу

fn(x) ■= д/ х2 +  J  ( — ОО <  X <  +  ОО )

кетма-кетликни текис  як инлаш ув чиликка  текширинг.
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Аввал о  бу кетма -кетликнинг  лимит функц.иясини 
топамиз:

f( x )=  l im f n(x )=  l im ~\/х2-]—~  =  д [x2 =  \x\,
П —*■ oo П —*■ oo \l tl

сунгра  1 fn(x) — f{x )| ни к,араймиз:

t г — i I л Ь  2 + ^  
\ u x ) - f ( x ) \ =  К  x2+~k- -  u i  I _  I ... У  *

X

IV' 
( V ^ ) l

'■ '| =  I 1 - - Xл]^ ”Ь \x\

V r': 1*'

,г"(л/"21 1 v Mx!)
Р авш ан ки ,  x £ ( — oo,  + o o )  учун

■: l l
S U p  • •------  ......; . . =  —  .

ил> "t V r,+«2 +ul)
Бун дан  эса

l im sup\fn(x) — f(x)\ =  l im ’ • =  0
oo rt-*- оо n

булиши келиб чикади.  Юк,оридаги 1- теорем а га  ку ра  
берилган функционал к етм а -к ет лик  ( — оо, +  оо) д а  текис 
якинлашувчи булади.

1 1 - м и с о л. Ушбу

f n {x ) =  пх+/ % п2~ ( 0 < Х <  1 )
хг +  п

функционал кетма-кетликни текис  як ,инлашувчиликка 
текширинг.

Бу кетма -кетликнинг  лимит функцияси

£/ \ 1 - z ( \ 1 • пх X2 п2 ч/ ( * ) =  l im fn(x )=  l i m -----2 2...- -=  1
п - у  оо  п —у о о  X  - J -  П

булади .  Энди 

98



C + .rj f  
х2 +  я:

нинг супремумини топамиз.  Равш анки ,  [0, 1] да

, , , , s, ч, \ n x - tx - ~tn I I __
I/i*) /(*)!- I ,.2 + „2 I I x2 + „2 I X2 + n2

sup \fn(x) — f(x)\ ==sup nx = m a x

булади.  А гар  %£[0, 1] ва n > \  д а

( nx Y

x2 +  n2 )

и(х2 +  И2) — n x '2 x __ n'! — nx2 __  n(n2 — 3C2) ^ Q
(x2 +  n2 )2  (x2 +  n2f  (x2 +  n2)2

эканлигини эътиборга  олсак ,  ун да  [0 , 1 ] да  - пх -  нинг
X -\-п

усувчи булишини ва у [0 , 1 ] д а  узининг энг к атт а  кийматини 
х = 1  д а  к а б у л  килишини аниклаймиз .

Д е м а к ,
пх пшах

х2 +  п2 1 -|-п 2

Шундай  к,илиб, берилган к етм а -к етлик  учун 

sup \fn(x) — /(jc)I = —-0<x< 1 1 +n
булиб,  ундан

l im sup | / „ (х ) -/ (х ) | = 0
П-*- oo 0 < J C <  1

булиши келиб чикади.  Д е м а к ,  берилган ке тм а -кет лик 
[0 , 1 ] д а  текис  якинлашувчи.

12- м и с о л. Ушбу
fn(x) =  nxn( 1 — х ) ( 0 г ^ х < ;  1 )

функционал кетма-кетликни текис  як ,инлашувчиликка 
текширинг.

Р авш ан ки ,  х = 1  да  /ге(1 )  =  0 ва 0 ^ х < 1  д а  эса 

l im f n(x )=  l im пх"( 1 — х)  =  0
П -*■ оо П —*■ оо

булади.  Д е м а к ,  берилган функционал кетма -кетлик [0,1 ] да  
якинлашувчи,  унинг лимит функцияси /(х) =  0 булади.  Бу 
якинлашишнинг характерини аниклаймиз .

I fn(x) — f(x)\ =  \пх\\ — х) — 0 | =  пхп( 1 — х), 

sup |/„(х) — /(х)| =  sup пхп{ 1 — х) =
0<х<1 0<х<1

=  max rax"(l — х).
1
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Энди.. пх?(\— х) функциянинг  [О, 1] да ги  м ак си му м  
к,ийматини топамиз.  Ра вш ан ки ,

{пхп(1 — х)) — п2х’1~'[(\ — х) — пхп =  п2х',~{ — п(п-\-1 )хп

ва

п2хп '1 — п(п -f- 1 )хп — 0 ^ > х ,— О, х2 =  —-—.г п+ 1

пхп( 1 — х) функция х = ~ —  д а  узининг  м акс и м у м  кийма-  

тига  эришади.  Бу м ак си му м  кийм ат

» Ш Ч 1 - :. т г )
га  тенг  булади.  Н а т и ж а д а

sup | /„(*.)- f(x )| — » (  | Y  ■ ~n~
\ я т 1 / П-\-\

булиб,

l im . sup \fn(x )— f(x)\ =  l im n(-£_ - Y -—j -  =  1
л -> -оо 0< х< 1 tl —+■ oo \ Я Т * /  n + 1  e

булади .  Д е м а к ,  берилган к е тма -кетл и к  [0, 1) д а  нотекис 
якинлаш ади.

Ф а р а з  килайлик ,  А' т уи л ам д а  {/„(*)} функционал ке тма -  
кётлик берилган булсин.

3 - т  а ъ р и ф. Агар  V k > ( )  сон олинган<)а ,\ам шундай 
hq̂ N сон топилсаки, п > по, т > п о  булганда  V x £ X  учун 
бир йула

.1/ „ Ц — Цх)\  < е

тенгсизлик бажарилса, {fn(x)} функционал кетма-кетлик  
X да фундаментал кетма-кетлик дейилади.

2 - т е о р е м а  ( К о ш и т е о р е м а с и). \fn(x)}  функци­
онал  кетма-кетлик X  т у п л а м д а  лимит функцияга эга  
б у л и ш и  ва унга текис якинлашиши учун у X д а  фунда­
ментал  б ул и ш и  зарур ва етарли.

13- м и с о л. Ушбу
. -  ■ ■д е

Ц х ) =  х? — & +:\ (0 < х < 1 )

функционал кетма -кетликнинг  текис якинлашувчйлигини 
Коши теоремасидан фойдаланиб курсатинг .
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Бу  ке тм а -кетлик нинг  [О, 1] д а  фундаме нт ал  бÿлишини 
K ÿ p c a T a M H 3 .

\fn(x) — f n(x)\ =  \хп- х п+У -{ х т - х т+х)\<

<  \х" — хп+1\ +  \хт — хт+у\ = ( х п — хп+1) +

+  (хт — хт + ' ) <  sup (х', — хп+1) +
1

А гар  V e > 0  сонга Kÿpa н ату ра л  по сонни

п°= Ш +1
деб олинса,  у х,олда барча  п > п о  ва  барча  т > п о  учун

1 _i_ 1 ^  1 1 2  ^_|---- ---------- ------ = ---- < 8
п т  п0 п0 п0

булади.  Д е м а к ,  V e > 0  сон олинганда  х а м  шундай натура л  
сон м а в ж у д к и ,  п > п о, т > п 0 ва  V x £ [0 ,  1] учун

\fn(x) — f m(x)\ < 8

тенгсизлик ÿpинли булади.  Бу  эса  берилган fn(x) =  xn —
— xn+ï функционал кетм а -кет лик нинг  [0 , 1] д а  ф у н д а ­
ментал эканини билдиради.  Коши теоремасига  кура  кетма-  
ке тл ик [0 , 1 ] д а  текис  як ,инлашувчи булади.

Мисол ва м а с а л а л а р

Куй идаг и  функционал ке тма -к етликларн инг  лимит 
функцияларини топинг:

1. /„(*) =  —--!----, — сю < Х < - \ -  оо.
X -\~п

2. fn(x) =  xn — x2n, 0 < х < 1 .

3. f„(x) =  nx2sin-~, — оо <Сх<С  +  оо.

4 . fn{x )= c o sn-~ -, — оо < _ х < .  +  оо.

1 -4- х2п
5 -  М х )=  2 +  х 4 п ’  —  ОО < х <  +  ОО.

6 . f„(x) =  n2x( 1 — х2)п, O ^ x ^ l .
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8

9

10

11

12
13

14

15

16

17

18

19

20

П I——----
1п (х )=  д / з т  х ,

¡п(х) =  П 2Х п(  1 — х), — оо < Х <  +  ОО. 

/«(*) =  (  1 + ^ ) " ’ —  оо < х <  +  ОО-

/П(х) =  п{'\[х — 1 ), 0 < х <  +  оо. 

/«(*) =  д /1 + х п, ! < х < 2 .

/я(х) =  е~“ 2, 1 < х <  +  оо. 
/л(х) =  (х — 1 ) а г ^ х л, 0 < х С  +  оо.

/д( х ) =  .....-х-------^  0 < х <  1 .
х2 + ( 1— их)2

/«(*) =  ( "  1 * ) " ,  — оо < X<  +  оо.

/п(х)==( _ ^ ± 1 ) ' 1, 0 < Х <  +  оо.

/п(х) =  га[1п(х-(- га) — 1п га].

/ я « = д /  1 + х "  I ( 4 ) л. о <  х  < + оо .

А гар  /о(х) функция [0, 1] се гментд а  аник.ланган ва 
у зл укси з  булеа ,  у  холда  1

X
Ш ) =  \1п-р)сИ  (га— 1, 2 , 3, ...)

о

функционал ке тма-кетликнинг  лимит функцияси ¡(х) =  
=  0 эканини исботланг.

К,уйидаги функционал ке тма -к етликларн инг  текис 
якинлашувчилигини исботланг:

2 1 . /„(х)== "Л/х2Н—  , — оо < х <  \- оо.2
IV

22 . /я(х )-= ™ х , 1 < х <  +  оо.

23. [п(х) =  хе~',х, 0 ^ х <  +  °°-
24. /„(х) =  е"-(х- я)г, - 1 < х <  1.

25. /„(х) =  1п^х2- ( - ^ ,  1 < х <  +  °°-
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28. fn(x)=  a r c s i n - - - — , O ^ x ^ - - .
' 1 '  . i +дл 2 , , ; •

27. Агар  [0, 1] сегментда  / о ( х )  =  0 бул са ,  у  холда

fn(x)— ^ x - f ^ x )  { п = \ ,  2 , 3, r 0

функционал кетма -кетлик ни нг [0 , 1 ] д а  текис  якинлашувчи-  
лигини исботланг .  ' -': i ‘

28. А гар  /(х) функция [0, 1] д а  ан и кл ан га н  ва  узлуксиз  
булса ,

/„(х )= 2 / f | W ( l - x r A
А- О 4 "  7

функционал ке тма-кетликни нг  [0 , 1 ] д а  /(х) га  текис 
якинлашишини исботланг.

29. А гар  /(х) функция [0, 1] д а  ан и клан га н  ва 
у зл укс из  бул са ,  уш бу

функционал кетма -кетлик нинг  (0 , 1 ) д а  /(х) га  текис 
якинлашишини исботланг.

30. А гар  /(х) функция ( — оо,  -|-оо) д а  ани кл ан га н  
узлуксиз  х а м д а  2я  даврл и  функция бул са ,  у  холда

— я

функционал ке тма -кетлик ни нг  ( — оо,  -f- оо) Да /(х) га  
текис якинлашишини исботланг.

К,уйиДаги функционал ке тм а -к етл иклар н и  текис  х а м д а  
нотекис якинлаш иш га  текширинг:

3 1  • 1 Л х ^  пх\  1 ’ ° < * < L
п  ,-------------------

32. / , , ( х ) = у х - s in х, О ^ х г ^ я .

п о  с / \ Т2Х“f - X —j -  TI .33. f n { x )  = ---------- -— , — OO <  X <  oo .
x  -J- fl

34. fn (x )  =  -Y , - 2 < x <  2.
\ + x 2n

35. /я ( х ) = —ln—, 0 < x < l ,n n
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36. [п(х)=^хп - х 2п, 0 < х ^  1.

37. /П(х) =  пхе пх , 0 < х <  1.

д/п +  х

39. /Л{х )= ~ —̂ —, 1 < х <  +  оо.
/г л:

40. ¡ п(х) =  с о ^ - х пу  0 <  х < у •

3 - § .  Т ЕК ИС Я К. ИН ЛА ШУ В ЧИ  Ф У Н К Ц И О Н А Л  
К Е Т М А - К Е Т Л И К Л А Р Н И Н Г  Х О ССА ЛАР И

./И туп л а м д а  (Мс=/?) бирор {/„(х)} функционал 
ке тма-кетлик берилган булиб,  унинг лимит функцияси /(х) 
булсин:

1°. Агар  {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг  хар  бир 
/„(х) ( «  =  1, 2, 3, ...) хади М т у п л а м д а  узлуксиз  булиб,  бу 
функционал кетма -кетлик  М д а  текис якинлашувчи  булса ,  
у холда  /(х) лимит функция ха м  М т у п л а м д а  узлуксиз  
булади.

2°. Агар  х->-хо д а  {/„(х)} функционал кетма -кетликнинг  
ха р  бир fn (х) (п =  1, 2 , ...) хади чекли

лимитга  эга  булиб,  бу к етм а -к етлик  М д а  текис  я к и н л а ­
шувчи булса ,  у холда  {а„} к етм а -к етлик  хам  якинлашувчи,  
унинг лимити а ( а = \ \ т а Л  э са  /(х) нинг х ^ - х о  даги

П т  /я(х )  =  /(х) ( х е м )

Нт/„ (х )  =  а„ ( « = 1 , 2 , ...)

лимитига  тенг:
Н т  /(х) =  а.

Бу  ифодани

Н т  П т  /„(х ) =  П т  П т  /„(х)

ш а кл д а  хам  езиш мумкин.  
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3°. А гар  {fn(x)} функционал кетма-кетликнинг  хар бир 
fn (х) (п =  1 , 2 , . . . )  х ади  [а, b] сегментда  узлуксиз  булиб,  бу 
функционал к етм а -к ет лик  [а, Ь] д а  текис якинлашувчи 
бул са ,  у  холда

ь ь ь 
^f¡(x)dx, \j [2(x)dx ........  ^fn(x)dx, ...
а а а

Ь
к е т м а -к е т л и к  якинлашувчи,  унинг лимита зса  \¡ f(x)dx

а

га тенг  булади:

Кейинги тенгликни
ь ь

l im \ f n(x )d x =  \ Г l im fn(x)~\dx
П-*- оо J  ̂I Я—»- оо

а а

каби ёзиш хам  мумкин.
4°. А гар  {fn(x)} функционал кетма-кетликнинг  хар бир 

fn(x) (п =  1, 2 , ...) хади \а, Ь) сегментда  узлуксиз f'n(x) (п =  
—'Г, 2 , ...) хосилага  эга  булиб бу хосилалардан тузилган

Л(х) ,  П х \  /£(*), . . .

функционал к етм а -к ет лик  [а,  Ь] да  текис якинлашувчи 
бул са ,  у  холда  лимит функция f(x) шу [а, b] д а  f'(x) 
х осилаг а  эга  булиб,  {fh{x)} кетма-кетликнинг  лимита f'(x) 
га тенг  булади:

Мисол ва м ас алала р

41. Ушбу
г - , sin пх

г

функционал ке тма -к етли к  учун х =  0 да 

эканини курсатинг .
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42. Куйид аги

ч Г О ,  а г а р  0 < : х < 1  булса ,  
/(х) =  <

[ 1 , а г а р  х =  1 булса

га  нотекис яки н лаш са  хам

булишини курсатинг .
43. Ушбу

/„ (х) — пх ( 1 — х2)ге(0 < ; х < ;  1 )
функционал кетма -кетлик нинг  лимит функцияси /(х ) 
[0 , 1 ] д а  у зл укс из  булса  х ам

булишини курсатинг .
44. А гар  /(х ) функция [0, 1] д а  узлуксиз  /'(х ) хосилага  

эг а  бул са ,  у холда

функционал к е тма -кетл и к  учун

булишини исботланг.
45. /(х) функция ( — о о , 4 -  оо ) д а  узлуксиз ,  2 я  да врли  

функция булиб,  у узлуксиз  /' (х) хо силага  э г а  булсин.  Унда  
ушбу

/п( х ) =  2 / ( | ) с ^ 1 - х Г - 4
к=0

л

 ̂ /(Особ2п(^ ~ ^ сИ

функционал ке тма -к етли к  учун

Тх-Мх) ̂ П х )

булишини исботланг.



4- §. ФУНКЦИОНАЛ КАТОРЛАР ВА 
УЛАРНИНГ ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

X т у п л а м д а  iX czR )  бирор
и\(х), и2(х), ..., ип(х), ... 

функционал ке тма -к етли к  берилган булсин. Ушбу 
М|(х)+ И2( х ) +  ... +  ип(х)-\- ...

оо

ифода функционал к,атор дейилади ва  у 2  ип(х) каби 
белгиланади:

оо

2  ип{х) =  щ {х)+ и 2(х )+ ...  +  ип(х) + ... ( 1 )
П= 1

4- т  а ъ р и ф. Агар  2  ип(хо) (хо£Х) сонли к,атор як,ин-
п =  1

оо

лашувчи (узощлашувчи) булса, 2  ип(х) функционал
п = I

щ тор хо нущтада я^инлашувчи (узок,лашувчи) дейилади, 
хо нук,та эса функционал щагорнинг як^инлашиш (узок,ла- 
шиш) ну^таси дейилади.

оо

2  ип{х) функционал каторнинг  барча  якинлашиш
п =  1

н у к т а л а р и д а н  иборат т уп л ам  бу функционал каторнинг  
якинлашиш сох1аси дейилади.

( 1 ) функционал каторнинг  д астл аб ки  х.адларидан 
ту зи лг ан  ушбу

51(х) =  И|(х),
8 2( х ) = и 1(х) +  и2(х),

Sn(x).= U\{x) +  и2(х) + ...  +.«„(*)

йигиндилар функционал каторнинг  цисмий йигиндилари 
дейилади.  ( 1 ) функционал каторнинг  кисмий йигиндила- 
ридан иборат (S„(x)} функционал кетма-кетликнинг  лимити 
S{x):

l im S n (x )  =  S(x ) .
f l  -* -  oo

функционал щаторнинг йигиндиси дейилади.  Агар  ушбу
оо

2  |и„(х0)| ixoeX)
П= 1
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сонли ка тор  якинлашувчи булса ,  у холда  2  ип(х) функ-
я = 1

ционал катор хо н у к т а д а  абсолют якинлашувчи дейилади.  
Функционал каторнинг  барча  абсолют якинлаш адиган  
н у к т а л а р и д а н  иборат ту п л а м  к,аторнинг абсолют як,инла- 
шиш соуаси дейилади.

14- м и с о л. Ушбу
оо

(0 < х <  +  оо)п=1 [(/г—1)*+1 ] («*+! )

каторнинг  иигиндисини топинг.
А ввал о  берилган функционал каторнинг  кисмий 

йигиндисини топамиз:

S ', ( X ) == J + T  (лг-h IX jc + 2 ) ( 2 x + l X 3 x + l T  + ••■  +

[(/г— l)x-\- \\nx-\-1 ) (  1 x +  I )  (  x-\- 1 2 x +  1 )

(  2x~\- 1 3 x +  1 )  (  (n — l)x +  1 nx-\~ 1 )

n x - \ - 1

энди n - v o o  да  лимитга  утамиз :

l im 'S„(*) =  l i m ( l - — ^— ) = 1.
tl — oo n — oo \ I 1 /

Д е м а к ,  берилган функционал каторнинг  йигин- 
диси S ( x ) = l  булади.

15- м и с о л. Ушбу

h хп ' =  1 -\-х-\-х2 хп~'
п— 1

функционал каторнинг  якинлашиш сохасини топинг. Бу 
каторнинг  кисмий йигиндиси

-х
о / \ 1 I I , п I , ----- . а г а Р х=Ф1 булса ,S„ (х )=  1 +  х + . . .  +  * ” =  j 1—х ’ . J

{ п, а г ар  х — 1 булса

булади .  Унда

V x 6 ( — 1, 1) учун l im S „ ( x ) =  l im 1 - ==т -1—
П о о  П—*~ ОО * X * X

VxG [ l ,  +  оо ) учун l im S n(x )— оо,
Я  — ОО
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У х ^ (  — °о, — 1 ] учун (5„(х)} к етм а -к етлик  лимитга  
эга эмас.

Шундай к. и л и б, перил га н функционал каторнинг  якин- 
лашиш сохаси М =  ( — 1, 1) интервалдан иборат экан.

16- м и с о л. Ушбу

У _____ ! _ ____= 1  . + _____ I____ . _ к . . .
„ = 1  ( 2 « — 1)дг2'г“ ‘ *  Зх3 5х5 (2  п — \)х2п~'

функционал каторнинг  якинлашиш сохасини топинг. Бу 
ка торга  Д а л а м б е р  аломатини куллай м и з  (бунда  х ни 
параметр  деб х,исоблаймиз).  Равш анки ,

и„ (х) = -------- 1 — -¡ип_1_,(х) = - —  1 - , ,
( 2/1 — 1)х + (2 / г+ 1 )х 2л+ '

булиб,

К + 1< *)1 : I 2 ( я + 1 ) х 2л+ || _  1 2 я + 1

|“„(*)| г(2/г— 1 )х2п—1 I х2 З" - 1

булади.  Д е м а к ,

2 п + 1  1п т
П—у  оо

, =  Ь т  —
“ЯМ  )  п^ооХ-2 2п— 1 г2 ’

М а ъ л у м к и ,  —■-< 1 бул га нда ,  яъни |х| >  1 бул га н да  катор
х2

якинлашувчи булади,  —¿ - > 1, яъни |х|<;1  булса ,  катор
X

узоклашувчи  булади.  Энди х = \  ва х — — 1 холл а рн и 
карай миз .  х== — 1 б ул га нда

^ - 1
■. -! н 1 2« — 1 . ’

х =  1 б ул га н да  <»
2 .2  п— 1П— 1

сонли к а то рл ар  х,осил булади.  Равшан ки ,  бу ка то рлар  
узоклашувчидир.

Шундай килиб, берилган каторнинг  якинлашиш сохаси 
М — ( — оо, — 1)11(1, +  оо ) эканлигини топамиз.

17- м и с о л. Ушбу



функционал каторнинг  якинлашиш х а м д а  абсолют як,ин- 
лашиш сохаларини топинг.

Р авш ан ки ,  х нинг
К + 1« !  ^  .11 гп-...:...— ' <  1

П -*  со К М  I

муносабатни ка ноатлантирадиган  к и й м атла ри д а ,  Д а л а м -  
бер ал о м ати га  кура ,  берилган ка тор  абсолют якин ла-  
шувчи булади.  Шуни эътиборга  олиб топамиз:

!“«+1(х)I Г1 (-1)"+|/ 1-*\"+'|.|ы„+]( )̂| П  ( - 1)" ' 1 / 1- . г  у
1Т  к м Г =  М  г й + г Ч  I + г )

( —1 )л / 1 — жЛ»П 2 л— 1 I 1—л:
2 я - 1  Л и - * )  М  „ и 1 ,1 >>//[ ; ' !  1 + х

Д е м а к ,

1 — X 1 ,.  2л  — 1 1 1 - л :  1
1 -\-х 1Л 1!  2 л + 1 1 -\-х 1

1 —х 1 =Ф- — 1 <  ———  <  1 =>-I 1 -(- X I I X
=>- х > 0 ,  яъни М =  (0 , +  оо )

т у п л а м д а  берилган функционал катор абсолют як,ин- 
лаш увчи булади.

х  =  0 д а  берилган функционал катор

сонли ка т о р га  айланади.  Бу катор Лейбниц тео ремасига  
ку ра  якинлашувчи булади.  Бирок унинг хадларининг  
абсолют ки й м атла ри дан  ту зилган

1 + “  +  “ +  Н------- - -------Ь' 3 ~  5 Т  ~  2 л — 1 '

катор узоклашув чи булганлиги сабаб ли (2 ) катор шартли 
якинлашувчидир .  ( — о о ,  0 ) ор ал и кда  катор узоклашув чи 
зк ани равшан.  Шундай килиб,  берилган функционал 
каторнинг  якинлашиш сохаси [0 , - ( -со) ,  абсолют якинла-  
шиш сохаси эса (0 , +  о о )  дан  иборат.

5-§. ФУНКЦИОНАЛ КАТОРНИНГ ТЕКИС ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

X т у п л а м д а  (Хс^Я) бирор якинлашувчи

2  ип(х) =  и1(х)-\-и2(х)-\-... ип(х)-{-...
71= 1
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функционал ка тор  берилган булиб,  унинг  йигиндиси S (x )  
булсин:

l im S„(x) =  S(x ) .
П-*- оо

оо

5- т а ъ р и ф. Агар X тупламда  2  ип(х) функционал
п — 1

щаторнинг к,исмий йигиндиларидан иборат (S„(x)} функци­
онал кетма-кетлик к,атор йигиндиси S ( x )  га те кис 
як,инлашса, у \олда бу функционал щ тор  X да текис 
як^инлашивчи дейилади.

кетма-кетлик X да S(x) га нотекис як,инлашса,
оо

унда 2  ип(х) функционал щатор X да нотекис ящ н ла-
П— 1

шувчи дейилади.
оо

3 - т е о р е м а .  2  ип(х) функционал ка тор  X  д а  S ( x )  га
п— 1

текис як,инлашиши учун
' оо

l im sup|S„(X)  — S (x )  I =  l im sup | 2  uk(x )  I = 0
л —► oo x£X  n -* - o o  x£X  k = n -\ - l

булиши за рур  ва  етарли.

1- э с л а т м а. Агар  2  ип(х) функционал кйтор учун
п =  1

l im s u p Г$„(*) — S(x)| =5^0 (х£Х)
П-+- оо  х£Х

булеа ,  ун да  берилган катор X д а  нотекис якинлашувчи 
булади.

18- м и с о л. Ушбу
оо

I 2  1
п — 1 (х +  п)(х +  п + 1 )

функционал ка то рн и н г [0 , -(- сю)да  текис якинлашувчили-  
гини курсатинг .  Берилган кагорнинг  йигиндисини топамиз:

1 , 1 ,
Sn(x)= (х + 1 )(х  +  2) ^  (х +  2Х* +  3)

(  1 ______ 1 U Y  1 ____ 1 U
\ х -| -1  х -\ -2 )  \ x-\ -2  х +  З /(х +  п)(х +  п - f l )

+  + (  1 ______________ '  )\ х-\-п x -f-n -j-  1 )

l im S - ^ ¿ н ) = ~ т  ■



Д е м а к ,

5 « = ^ г -

Н а т и ж а д а

Э Д - З Д  =  -Д т =

булиб,

sup |S„(x) — S (x )I = - ^ Tje£(0, oo) Л+1

булади.  Кейинги тенгликдан эса

l im sup |S„(x) — S(x)| = 0
n-y OOX'£'(0, + oo)

булиши келиб чик,ади. Юкоридаги 3 - тео рем аг а  ку ра  
берилган „функционал катор (0 , +  оо) д а  текис як инла-  
шувчи булади.

19- м и с о л. Ушбу

п=1 ( 1 + п х Х 1 + ( п + 1 ) х )

функционал каторнинг  (0 , +  оо) д а  нотекис якин ла-  
шувчилигини курсатинг .

Аввал о  бу каторнинг  йигиндисини топамиз:

5 "(Х) =  Т1Т ^ У ( Г + ^ Г ”^ (I I :!дх 1 ! Зх) "• +
X (  1____- А  )  j

V l + x  1 + 2  х ) ~т  {х+пх)(х+(п +  {)х)

\ (  1________1 V j
' V l + 2 x  1 +  З х  /

+  ..... 1......- _____ 1____ ) =  1 _______I_____
[ г \ 1 + м  \ + ( п + \ ) х )  \ + х  \ + ( п + \ ) х '

l im S n(x )=  l im (T J -------  ' ) =  ' .
П-+ oo л - > - о о \ 1 + *  1 -\~(n-\-\)x J  \-\-X

Д е м а к ,
S(x) 11 +ДС

Унда

sup |S„(x) — S(x)| =
*£(0 , +  oo)

x m f J  1 + - * 1 1 + ( л + 1 ) х  1 - f - x l  j :£ (0 , +  oo ) 1 + ( л +
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булиб, х—----- — б у л г а н д ап-\- I

l im sup  |Sn( x ) — S ( jc)| = 4 - # ; 0
n - y  o ox £ (0 ,  -j- ° ° )  ^

булади. Демак, берилган катор (0, +  оо) да нотекис якинлашувчи. 
В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  Агар

оо

2  ип(х)  =  и,(х)  +  и2(х)  + . . .  +  ип(х) +  ...

функционал каторнинг х,ар бир ип(х)  (п =  1, 2, ...) х,ади 
X т у п л а м д а

(п = \ ,  2, ...) 

тенгсизликни каноатлактирса ва
оо

2  cn =  c t +  с2 + ...-\-сп-\-...

сонли катор якинлашувчи б у л с а ,  у х о л д а  2  ип(х)  функ-
/1=1

ционал катор X  д а  текис якинлашувчи б у л а д и .
20- м и с о л. Ушбу

s in  \2х , s in  22х
+

П— ! п
функционал каторни Вейерштрасс  ал о м а т и д а н  фойдала- 
ниб текис якинлашувчилигини курсатинг .

Берилган каторнинг  хар  бир

ип{х)-- ( « = 1 , 2 , . . . )

хади учун

I «„(*) !  =

б улади  ва равш анки ,

п= 1 п

сонли катор якинлаш увчи.  Вейерштрасс  ал о м а т и га  ку ра  
берилган функционал катор ( — о о , +  о о ) д а  текис 
як ин лаш увчи булади.
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2 1 - м и  с о л .  Куйидаги

£  t , s + \ y
л=1 п

функционал каторнинг  якинлашиш сохасини топинг ва 
текис якинлаш иш га  текширинг.

л: узгарувчини пар ам ет р  хисоблаб ,  Коши ал омат идан  
фойдаланиб гопамиз:

l im — l im (л:2-|—i-) =
Я —оо V  ^ п — оо ^

Д е м а к ,  берилган катор х2< 1 ,  яъни ( — 1,1) д а  якинла-  
шувчи, |х| > 1  д а  узоклашувчи.  x =  ~ tl  да

°° 1
1  (1 +  --)"

« - 1  п

сонли ка т о р га  э г а  буламиз .  Бу  каторнинг  ум у м и й  ХДДИ 
учун,  я -* - оо да

булганлиги  сабабли  у у зо клашув чи булади.  Д е м а к ,  
берилган функционал каторнинг  якинлашиш сохаси 
( — 1, 1 ) интервалдан иборат экан.

Ушбу 0 < а < Г  1 тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиё- 
рий а сонини олиб, [ — а, а] сегментни караймиз .  Равш анки,  
{ — а, a ] c z (  — 1,1). Унда Vjс£[ — а,  а] учун

(jc2- f - r < ( a 2 +  --) ' !П , П

булади.  Н а т у р а л  По сонни шундай т а н л а б  олиш мумкинки,

а 2 + п ^ п 0 (a2<Cb<. 1 )

булади.  Н а т и ж а д а  берилган функционал каторнинг  хар 

бир (х2 +  -^ ) " ( « =  1,2 ,...) ха ди  учун ( *2+ - - ) " <  6"

булишини ва 2  Ьп каторнинг  якинлашувчилигини аник-
П— 1

лаймиз.  Вейерштрасс  ал омат идан  фойдаланиб,  берилган 
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функционал каторнинг  [ — а,  а] д а  (0 < а < 1 ) текис 
якинлашувчи булишини топамиз.  Берилган каторни 
( —- 1, 1 )о р а л и к д а  нотекис якинлашувчилигини курсатишни 
ук увчига  х а в о ла  киламиз .

22- м и с о л. Ушбу
оо 

П —  1

функционал каторнинг ,  Вейерштрасс  алом атидан  фойда- 
ланиб,  [0 , +  оо) д а  текис  якинлашувчилигини курсатинг .  

Бу каторнинг  х а д л а р и  учун

1 = 0  д а  м„(0 ) =  0 , ( «  =  1,2 ,...) 
х > 0  д а  ип( х ) > 0 , (п = 1 ,2 ,..:) 

булади.  Р авш ан ки ,

ип(х) =  2хе~пх— х?пе ~пх =  хе ~пх{ 2 — пх) =  пхе ~п\ \ —  х )

2 / 2 булиб,  х = — д а  «„(■—) =  0 ,

2 /0 < х < — д а  ип( х ) > 0 ,

2
—< л г < о о  д а  ип(х ) < 0
П

2
булади .  Д е м а к ,  «„(х) функция д а  м а к с и м у м г а  эри-

шади:
2

2  4 4 _о
шах ы„(х) =  «„(—) =  т е

0 < Х <  +  оо П П П

Д е м а к ,  берилган функционал каторнинг  хар  бир хади 
учун

о < ы„(х) < 4 - 4е п

булади.  Агар
00 л 1

2  —  •—
2 2 

п =  1 в П

каторнинг  якинлаш увчи  эканини эътиборга  олсак ,  унда  
Вейерштрасс  ал о м ати га  ку ра ,  берилган функционал
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к.аторнинг [0 , +  °о)  д а  текис  яхинлашувчи булишини 
гопамиз.

оо

4 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м  а с  и). 2  ип(х
Л=1

функционал каторнинг X д а  текис якинлашувчи б у л и ш и  
учун унинг кисмий йириндилари кетма-кетлигининг X д а  
фундаментал  бу ли ш и зарур ва етарли.

Мисол ва м ас ал ал а р

Куйидаги функционал каторларнинг  якинлашиш соха-
ларини топинг:

46.
оо

2 2л8т - - . 51.
оо

у 1 / Х—1
п  =  0 Зл п= 1 д [п \ 2х-\~

47.
оо

у д/и
52.

оо

2
Я=1

хепх.
п — 1 ( х - 2  ? '

48. у ,
1 53.

оо

У \ пп х

я  =  1 ( х  +  2 ) п '
Ал

п =  I п2 '

49.
оо 

2  
« =  1

я д / э т " * . 54.
оо

2  (5 - х 2у.
п =  1

50.
оо

2 -
п  =  1

хп(\ -х п) 55.
оо

у СО 5ПХ

п ^-1

л == 1
3 г—л/п •

Куйидаги функционал каторларни нг  абсолют як инла-  
шиш сохаларини топинг:

00 оо
56. 2  —э т — . 61. У.

" . - I й " - I  А 4 > *
оо оо

57 . 2  1 62. 2  ( — 1 )"'  ‘б> •Л8",ж. 
я_ ,  п\хП л = 0

ОО ОО 2  \  п

58. 63. I  (  „ \ х ) .

59. 2  п~[П1.
п — 1

оо . оо
6 0 . 2 ( - 1 Г +, 4 г - 6 5 .  2  Г | 1 п( 1 + ^ ) Т .

/7=1  ̂ .. _ I  ̂ -*Л = 1
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Куйидаги функционал каторларни нг  ку рс ати лга н  ора- 
л и к л а р д а  текис як,инлашувчилигини исботланг:

оо

66 . 2  , ' , X =  ( — ОО , +  оо ).
« =  1 * * +  п

1
67. 2 ----Ц - ,  *  =  (1, + ° о ) .

00 I — IV -  1
68. 2  ( ,1) г , х  =  [0, + о о).

оо

69. 2  Х =  ( — оо, +  оо).
л = 1  2  

“  / 1 \Я— 1 уП
70. 2  ’ 1 , ^=[0,1].

Л=1 ’ я
оо

71. 2  *- 2, Х =  ( - о о ,  +  сю).
Л = 1  п ^ п  + х

°° , п /1 - 1  2п

72. 2  „ ’ ^ = ( — 1,1).
п =  1 

оо

7 3 ' ^  (х +  2 п — 1 )(л :+ 2 « + 1 ) Т" ^  =  [ ° ’ + ° ° ) -Л = 1
00 1 2х74. 2  вш—т=-агс1:£- -̂--- г-, Х =  ( — оо, + о о).

« _ 1  V« *2 +  /̂

75. 2  1пЛ +  ^ 4  Д  Х =  ( - ° о ,  + о о ) .
л = 1  \  2  +  "  *  /

Куйидаги функционал като рларни нг  ку рс ати лган  ора- 
л и к л а р д а  нотекис як,инлашувчилигини исботланг:

76. 2  (е-<я- ,)2х— е ~ п\  *  =  [0,1].
П— 1

гш  ОО « V1 я  Р1Х

77. 2  з т 2- ^ - ,  Х =  (0, + о о) .  78. 2  Х =  (0,1).
. 1 ~г ПХ X • д/Яп=1 п=1 у

ОО 2

79. 2  ------- ^  =  ( — оо, +  оо).
. - 1

80. 2  • з1п п х , Х =  [0,1].
П — 1
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оо 1
81. 2  Л т  1 , Л —( —2 ,2 ). 82. 2  • , Х =  (0 , 1 ].

п — 1 ^  п =  1 Д / 1 + « 3 Х

83 . 2  ( а г с ^ — )2, Х  =  ( — о о ,  + ° ° ) -
. пп — 1

84. 2  ^ : ± А . з 1 п - ,  Х = ( 1 ,  + о б ) .
*=1 « я

оо

85. 2  ^ Н п- + Х-, Х = (1 ,  +  оо).
„■=, V" »

Куйидаги функционал каторларнинг  ку рс ат илган  ора- 
ликларда текис якинлашувчилигини Вейерштрасс  а л о м а ­
тидан фойдаланиб исботланг:

86. 2  4 - .  ^ = [ — 1Д]
П=1

87 . 2  -■ ‘ )П, X  =  ( -  2 ,  +  оо ).
* + 2"

8 8 .  £  Х = [ 1 ,  +  о о ) .
П= 1

оо

89 . 2  Х  =  ( - о с ,  + о о ) .
/г д/я/ 7 = 1 '

90. 2 ------Х  =  [ 0 ,  +  о о ) .
„ = , 1 + А 2

91 .  2  — х  =  ( — о о ,  +  о о )
1 + п х

ОО п

92. 2  ,г ’ ’ , А' • | —1,3|-
Л=1(3я+1)3П
ОО I—

93 .  2  б ! ! ! 2 >л' , Х  =  [ 0 ,  +  о о ) ,
Я=1 1 +Я X

00 / 2 \3
94 .  2  (  , ^  =  [ 0 ,  +  оо )•

„ = Д  1 +ПХ3 )

95. 2  пхК х = (2, + ОО).
" 1 х



Куйидаги функционал ка торларни нг  к у рс ати л ган  ора- 
ли кларда  текис ёки нотекис якинлашувчилигини а никл а нг;

96. 2  х  =  [0 , 2я].

97. 2  ( -  1 )пХ~ 1'П, Х = ( - о о ,  + о о ) .

98. 2 * - ^ * = [ < > ,  + 0 0 ).
Я = 1  ( 1 + л х )

99. 2  " ^ з  - ^  =  [0, + о о ) .
Ч  « *

00 [-
шо. 2 ..х = [ 0 , + о о ) .

„ = 1  ! + Л
00 и

Ю1. 2  ( — 1Г  ;  + о о ) .

оо

102 . 2  1п2( 1 + - ) ,  АГ =  [0, +  оо).
л = 1  V I + га * /

ОО

103. 2  е~п^ х, Х =  (0 ,£ ) .
Л = 1

^  Г_Пл+|
104. 2 4 —г -— * ■Х =  ( — °°> + ° ° )2 п +  81ПХ ' 7Я=1

°° л !
105. 2  , *, „ а г ^ А  Х =  [ — 2,2]

"  п ( п + 1 ) 2 ”Л= 1
ОО

106. А гар  2  к,атор як.инлашувчи бул са ,  у х,олда
/2=1

2
Л = 1  ”

функционал каторнинг  [0 , + ° ° )  д а  текис  якинлашувчи 
булишини исботланг .

107. А гар
оо I

2  \ип(х) I
Я = 1
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у УХолда°,ЫЛ КЗТ0Р l a ’ b l Да текис я а д н л а ш у вчи б у д т о р  хам  якинлашувчи,  унинг  йигиндиси С эса  S(x)  нинг
I  л'о да ги  лимити

2  ип(х)
п=|

функционал каторнинг х,ам шу [a, b]да текис якинлашув булишини исботланг.
оо

108. Агар 2  ап катор якинлашувчи булса,
; , п = .  1 У Холя

функционал каторнинг  [0, +  ° ° ) д а  
булишини исботланг.

2 апе~
П= 1

в  тенг булади:'  оо оо
lim 2  ип(х ) — 2  lim и„(х).
х ~*~х0 п = 1  п — 1 х ~*~хо

3°. Ф у н к ц и о н а л  к  а т о р н и д а д л а б  и н т е г -
оо

га л л  а ш .  А га р  2  ип(х )  функционал каторнинг  х ар  бир 
« - i

п(х )  (я = 1 , 2 ,...) хади  [а, b] сегментда узлуксиз булиб, бу  
атор шу сегментда текис якинлашувчи булс а ,  у холда  

------интргпалларидан тузилган6-§. ТЕКИС ЯКИНЛАШУВЧИ <!
КАТОРЛДРнииг —

п л а м д а  i 

онал ка тор  берилган булиб,

1ЧИС ЯКИНЛАШУВЧИ ФУНКЦИОНАЛ 
КАТОРЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

X т у п л а м д а  (X c z R )

s ( x ) =  2

оо
якинлашувчи 2  ип(х)  функци

П= 1
унинг  йигиндиси S(x)  булсин

п~\ ип(х) ( х е х ) .

I o. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р  й и г и н ,
оо

Агар 2
со 1 ........" ^ д и с и н и н

л у к с и з л и г и  A r a n  V
„ V  ф у н к ц и о н а л

х а д л а р и  X ~ °Аадлар и  X т у п л а м д а  узл уксиз  булиб,  бу  функционал ка тор  
X д а  текис  якинлашувчи булса ,  у  холда  каторнинг  
йигиндиси S ( x )  х а м  X д а  у зл укс из  булади.

2°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л  а р д а  Y о л, г. - ^

г у  з - 

К а т о р н и н г

к ц и о н а л

lim S(x) — С

f nyA.) у ь  ---  .  ,
атор шу се гментд а  текис  як и н л а ш у ьч «  
атор ха дл ар ини нг  интеграл ла рид ан  ту зилган

ь ъ ь
^u l(x)dx-\- ^u2(x )dx -\-. . . +   ̂u„(x)dx-\-...

а а а' >' ;V . J  * '■ ? Т ' ' 1 ' " ' , . • /;

катор л а м  якин лашувчи,  унинг йигиндиси эса

о
\j S{x)dx

га  тенг  булади:
2
(1=1

jdx

l im S ( x ) = C

u„(x)dx‘>
x-+x0

х а д л а б  л и -со
м и т г а  у т и ш .  Агар  х - у х о  д а  2  ип(х)  функционал

П= 1
каторнинг  хар  бир ип(х)  ( « = 1 , 2 , . . . )  хад и чекли 

lim ип(х) =  с п ( п =  1, 2,...)

лим ит га  э г а  булиб,  бу катор  X 
булса ,  у  холда Да текис якинлашувчи

п = 1

120

га тенг  булади.4°. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р н и  х а д л а б  д и ф ф е -
оо

р е н ц и а л л а ш .  А га р  2  ип(х)  функционал каторнинг
Л= 1

ха р  бир ип(х)  х ад и  ( п =  1,2, . . . ) [а ,  Ь\ се гментда  узлуксиз  
и'п(х ) ( п  — 1,2,. . .) хосилага  э г а  булиб,  бу  хосилал ар да н

оо
ту зилган 2  ил(х)  функционал ка то р  [а ,  Ь] д а  текис

л = 1
якинлашувчи б у л са ,  у  холда  берилган функционал 
каторнинг  йигиндиси S(x)  шу [а ,  Ь] д а  s ' ( x )  хосилага  эга

ва
S ' ( x ) =  2  ип{х)

/i=i
булади:

d
dx

Í  i u „ W .
п =  1



2  1 п - * £ ^ ^ ( 0 < * <  +  оо)Я=1 л(л+1+*)  V ’

функционал каторнинг  й и г и н д й с и н и  топинг. 
М а ъ л у м к и  (18- мисол),

¿ó- м и  с о л .  Ю к,ор и даги  х о с с а л а р д а н  ф о й д а л а и и б

(п +  х \ п + \ + х )П — 1

функционал к,атор [0, +  оо ) д а  текис як,инлашувчи, 
йигиндиси S ( jc) =  —-1— га тенг:

1 +  X
оо

1 2  1

унинг

\ + х  (я  +  хХл+1 +д с )
п — 1

(1 8 -м и со л га  ка ран г ) .  Иккинчи томондан,  бу каторнинг  
хар  бир хад и к а р а л а ё т г а н  орал икд а  узлуксиз .  Д е м а к ,  уни 
х а д л а б  интеграллаш мумкин:

f  dt __ у  f  dt
) \ + t  J  (n +  t)(n ++ 1 + 0

Равшан ки ,

5 - п Ь ’ = 1 п ( 1 + ? )’

f  dt
{ (  1 « \

j  (/î +  0 ( ra+ 1 + 0 J \ я + 1 n + l + t j

=  1п(л +  /)|5— l n ( n + l  +  /).Jj =
=  ln(/z +  x) — ln n — l n ( r t + l  + jc )  +  l n ( « + l )  =

ln (ra +  lXn+*)
n ( n + \ + x )

Д е м а к ,

2  ln ^ + 1.x " +.i ) = l n ( l + x).n=l n(n+ l + x )
0 0  ,/-» a \ r VI s innx 1

2 4 - м и с о л .  Ушбу 2  ,  • n(«+ rx« + 2) KaT0|)
, n =  1

(О,+  oo) д а  текис якинл ашувчил игидан ,  унинг  йигинди­
си s(x)  нинг дс —í-0 да  лимити
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Н ш 5 ( х ) =  2  П т - - - - - ,  . , „ч
х^о п= I *  л ( я + 1 Х « + 2 )

сю

=  2

л = 1

1 1
( я + 1Х я +  2) ~~ 2

п =  I

эканлигини топамиз.
25- м и с о л. Ушбу

°° уп
2  —  ( — 1 < л с <  1)

п .
п=  1

функционал каторнинг  йигиндисини топинг.
Берилган функционал каторнинг  хар  бир хади диффе- 

ренциалланувчи булиб, уларнинг  хосилаларидан ту зи лг ан
оо

2  Х? ~ '
п — 1

к.атор [ — а ,  а ]  ( 0 < а<С 1) д а  текис  якинлашувчи ва

00 1 

! *

Д е м а к ,  берилган каторни х а д л а б  дифференциаллаш 
мумкин:

I  (  х")  =  |
л = Д  «  / Л=1 ¡ —X

Кейинги тенгликни интеграллаб топамиз:

= - 1 п ( 1 - х )  ( — 1 < л г <  1).
П.

п =  1

26- м и с о л. Ушбу

/(*) =  I  — ------- в т —^ • а г Ы ^ д / —
п ^  \/ : й V'« V я

у  И  - | -  X

функция (0,  +  оо) д а  уз луксиз  бул ад им и?
Бу функционал каторнинг  хар  бир хади  (0, -|- о о ) д а  

узлуксизлиги  равшан .  А гар  функционал каторнинг  (0,  +  
+  о о ) д а  текис  якинлашувчилигини ку р с а т с а к ,  унда
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f (x)  функция (к атор йигиндиси сифатида) шу (0, +  оо ) 
д а  рузлуксиз  булади.

Энди х > 0  да

--------- 4
«  +  I sin х\<.х 0 < a r c t g x < .

эканлигини эътиборга олиб,

К ( * ) 1  = 81пШЙс,«ЛЙг|<
д/я+я2

<  1___ 1 . л Д  =  1
\ln V«* V я n5/4

оо

булишини топамиз.  Равшан ки ,  2  катор якинла-
„ 1 "5/4 /г= 1

шувчи. Вейерштрасс  ал оматига  ку ра  к а р а л а ё т г а н  к а ­
тер текис якинлашувчи булади.  Д е м а к ,  /(х) функция 
(О, +  оо ) д а  узлуксиз.

Мисол ва ма с ал ал а р

Куйидаги  функционал к а торлар  йигиндисини у зл ук -  
сизл ик ка  текширинг:

^  г"
109. 2

я=| 2Л(1+Х2'1)' 
оо

ПО. 2  х2е~пх, о ^ х ^ .  1.
п =  1

т .
Я _ 1  п  + п х

112. 2  [ a r c t g  пх — arctg(/z — I)*],  0 < j c <  1.

113.

п =  1 

1
l +  х [\ + (п + \ )х \ \ + п х )'П — 1

114. х +  2  (хп+>- х п), 1.
П= 1

115. - ¿ - +  2  (  T L r r — -J—Y о < * <  1.1 + х  \ a:-f-/г +  1 x-j-n )  -
п =  1
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Куйидаги функционал кдторларни як,инлашиш 
сохаларида  х а д л а б  интеграллаш мумкинм и?

оо оо

116. 2  “ Л— . 118. 2 ....... ч ... ;
. - i  "

117. ' 2  2x{n2e - " 2*2~ ( n ^ \ f e - ~ ^ ' ) x }. 119. 2  (х2п- х1п~2).
п —• I /1 =  1 .

К,уйидаги функционал като рлар ни  якцн лашиш  
сохасида  х а д л а б  дифференциаллаш мумкинми?

00 оо

120. 2  <0Т .  122. 2  |е ~<" •>**'
I ПХ п =  1

е

00 п
121 2  123. 2

■ я = , 3"
К,уйидаги лимитларни топинг:

. ...ОО ■ ■’

124. l im 2  х"- ' .  127_ Иш 2  ( * » + ' — *).
x-í- 1 —0 п = \

125. l im 128. l im |  - L - .
n =  1

2 п ~  x - , + 0  , 2 V1 n — 1

s in /гх sin  (/г- f  1)х \ . -S x2.  . .  / sin fix sin (/г-|— I j c \ ,• v
126. l im 2  ( — r--------------i-r-T • 129. l im 2  -• - f t -

\ V« V”+ i  > , 1 + n Vx —►-— /1=1 rt =  1 1
2

130. Ушбу
oo

f ( x ) =  2  .

функциянинг ( — оо,  + о о )  да  узлуксиз  хосилага  эга 
эканини исботланг.  г  ;
131. Ушбу

0 0  „ - П Х

2  , 2
п =  1 * + "

функционал катор йигиндиси [0, +  оо) да  узлуксиз,  
(0, + о о )  да  эса дифференциалланувчи эканини исбот­
ланг.
132. Ушбу оо / i _ j_\

2  Vx2" - 1 - х :ы"  )  ■
/1=1

функционал каторни [0,1] д а  х а д л а б ,  интеграллаш мум- 
кинлигини курсатинг .
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Ушбу

2  о-пх =  а 0 а хх а2х2 ипхп
п = 0

ёки умумийрок,

7 -§ .  ДАРАЖАЛИ КАТОРЛАР

2  й-п(х х0) — ад-\-а¡(х х0)-^-а2(х — х0)2-\-... -)-
п — 0

+  а„(х — х0)п +  ...

ка то рл ар  (бунда  а0, а\, а 2,..., ап,... ва  х0 — у з г а р м а с  
ха ки ки й  сонлар) д а р а ж а л и  к а то рл ар  дейилади.  Равшан -  
ки, д а р а ж а л и  като рлар  функционал каторларнинг  хусусий 
холи (и„(х)  =  апхп ёки ип (х) =  ап(х — х0)п; п =  1,2...).

5 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар
оо

2  апхп д а р а ж а л и  катор х нинг х =  хо ( х о ф О )  кийматида
я=1
як.инлашувчи б ул с а ,  х нинг

1*1 <  1*о1
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийма тлари да  
д а р а ж а л и  катор абсолют якинлашувчи б у л а д и .

оо

6 - т е о р е м а .  Агар 2  апхп д а р а ж а л и  катор х нинг
п— 1

баъзи ( х ф О )  кийма тларида якинлашувчи,  баъзи киймат-  
л а р и д а  узоклашувчи б у л с а ,  у х о л д а  шундай ягона г ( г >

оо

> 0 )  сон топиладики,  2  апх" д а р а ж а л и  катор х  нинг
П— 1

\х\< г  тенгсизликни каноатлантирувчи кий ма тлар ида  
абсолют якинлашувчи,  |лс| >  г тенгсизликни каноат ланти ­
рувчи к ийматл ар ида  эса узоклашувчи б у л а д и .

оо

6- т а ъ р и ф. 6 -т е ор ем ада ги  г  с о н и  2  а пхп д а р а ж а -
П— 1

ли к,аторнинг як ;инлашиш р а д и у с и ,  ( — г, г )  интервал э с а  
д а р а ж а л и  к,аторнинг як ,инлашиш интервали д е й и л а д и .  | 

Берилган д а р а ж а л и  катор х а м м а  ( х ф  0) нукта -
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л а р д а  у зо клаш са ,  унда  г== О дёб олинади,  катор х,амма 
х л а р д а  як и н лаш са ,  унда  г  =  оо деб олинади.

оо

2- э е л а т м а. х =  ± г  н у к т а л а р д а  2  а пх" д а р а ж а л и
П— 1

ка.тор якинлашиши хам  мумкин,  узоклашиши х.ам мумкин.
7 - т е о р е м а  ( К о ш и  — А д а м а р  т е о р е м а с и ) .

оо

Берилган 2  апхп да ра ж ал и каторнинг якинлашиш радиу-
П= 1

СИ

(3)
• ¡ ¡ш \ l\ a j

П —*■ оо '

б у л а д и .

3 - э с л а т м а .  Агар  П т  дД|а„| = 0  булса ,

П т  у  |а п| =  +  оо булса ,  г  =  0 булади.
, П —*■ оо

оо

Д а р а ж а л и  катор 2  апхп нинг якинлашиш радиусини
п =  0

г — П т
■ П - * -  ОО

формула ёр д ам и д а  дам ( а г а р  бу лимит м а в ж у д  б улса )  
аниклаш мумкин.

ОО

4 - э с л а т м а .  2  а„(х — х0)" д а р а ж а л и  каторнинг
г.; - ; ■ ; Л , |.Лт==0 „• ...... ■ : ^  .; Гг

якинлашиш интервали (хо—г, хо +  г )  булади.  Бунда
оо

г  ушбу 2  апхп каторнинг  якинлашиш радиуси.
П — 1

27- м и с о л. Ушбу

2  —
п =  1

д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш радиусйни,  якинлашиш 
интервалини х,амда якинлашиш сох,асини топинг.



Бу д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш  радиусини 
(3)  ф ормул аг а  ку ра  топамиз:

lim |im \ Á -V
с о  V « ,  у  2 'vn

jñ_
: l im 2 " = 1 .

n - * - o o

Д е м а к ,  берилган д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш радиу-  
си г =  1, якинлашиш  интервали эса ( — 1,1) булади.  J t =  _ 
± г = ±  1 д а  д а р а ж а л и  ка тор мое рави шда

( 1 \п2  J . - 0
я= 1 2 ^  ’ я=12'^"

сонли к а т о р л а р г а  айланади.  Бу  като рлар ни нг  як инла-  
шувчилиги равшан.  Д е м а к ,  берилган д а р а ж а л и  каторнинг  
якинлашиш сох.аси [ — 1,1] се гментдан  иборат.

2 8 - м и с о л .  Ушбу

2 - 5 3 - 52 ( я 1 )5"

д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш радиусини,  якинлашиш 
интервалини х а м д а  якинлашиш сохасини топинг. Бу 
д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш радиусини ( * )  форму­
л а г а  биноан топамиз:

l im
а

а.л+1
=  l im

=  l im 5-

Д е м а к ,  берилган д а р а ж а л и  каторнинг  якин лашиш  радиу-  
си г  =  5, якинлашиш интервали ( — 5,5) бÿлaди .  х =  — 5 да

1 - Т + Т — ■ +  ( - ! Г Ч + -

сонли катор хосил б;улади ва у якинлашувчи.  
х — 5 д а  эса

H - T + T + V + T + -

сонли катор хосил булиб,  у у зо клаш ув чи  булади.
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Д е м а к ,  берилган д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш 
сохаси [ — 5,5) ярим интервалдан иборат.

2 9 -м и с о л . Ушбу

22 +  32 • 2 +  42 ' 22 + " ’ 1 ( n+ \ f  2” 1 "■

д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш радиусини,  якинлашиш 
интервалини х а м д а  якинлашиш сохасини топинг. 

Д а л а м б е р  ал омат идан  фойдаланиб топамиз:

Игл
п -* - оо

/ ( « +  I ) 2 _ х2п+2 \  . /  п2 _ х2п \  

V(« + 2)2 2л+| / \ ( я + 1 ) 2 2" /

=  l im *2 (” + 1)4
оо 2  п\п +  2 ) 2

2
Д е м а к ,  <  1, яъни х2< 2  б ÿл гa н дa  катор  якинла-

шувчи ва х2> 2  д а  катор узоклашувчи булади.  Бундан 
берилган д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш радиуси г
— д/2, якинлашиш интервали эса ( — д/2, д/2 ) бÿлиши

00 2
келиб чикади.  x = ± - \ ¡ 2  д а  2  -------- г, катор

хосил б;улиб, унинг умумий хади учун 

l im п - -  1 -/- О
П -*■ оо (  /7 —{— 1 )

булганлиги сабабли ,  катор узоклашувчи  булади.  Д е м а к ,  
берилган д а р а ж а л и  каторнинг  якинлашиш сохаси х,ам 
( — д/2., д/2) интервалдан  иборат экан.

Мисол ва  м а с а л а л а р

Куйидаги д а р а ж а л и  каторларнинг  якинлашиш р а д и у ­
си, якинлашиш интервали х а м д а  якинлашиш сохаларини 
топинг:

уП

133. 2  — . 135. 2  п\хл.п
п — 1 п=  1

134. 1  ( — 2)п -х2п. 136. 2  ЪП+[ ~ 2)П{х+УТ-
п — \ п — I
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|2 _ l i e  V  (*  +  3)
137. 145: 2

138 2  ( ~ 1 )V  146- 2  2 ln"-x'\
2/2+ i ' ' /1=1/1=1

139. 2  (д/2 — 1)х". , 4 7 - | 2» +31
/г =  1 п оо п%

НО. 2  d P ) V .  ' 48 .  2  £

' X"

141. 2

Л=1

з -  149. 2  —
Я=1 2+1

я+1

2/г— 1 ' * п In (/г+ 1 )
л — 1

/1 = 1

и з .  2  ( л' , 1 у - 1 151. i  о + ; + . . . + > - 1
Я=1 '  V« 4 = 1  "
00 °°

144. 2  ( 1 - - Y V .  152. 2  ( М ...Y.V /г )  V s i n  лг У

Куйидаги каторларни нг  як,инлашиш еохаларини то- 
пинг:

ОО п
I С О  X 1 1П X  сю

21 ~ Г '  156. 2  2"cos"x.п— 1
п ~  1

154. 2  „ 1 ( '  х \" ,.->7 у  I •2 п + \ \ \ + х ) '  *57. 2  — Sin л¿n-\-1 \ 1 -\-Х ) *“ *• — -sin----.„=1 л=1 ¿I 2п
ОО

155. 2  (1 + - i ) - п*е~пх.
п -  1

8 - § .  Д А Р А Ж А Л И  К , А Т О Р Л А Р Н И Н Г  Х О С С А Л А Р И

Бирор
ОО

2  апхп =  а0- j - a ,x - f -a 2x2- f- ... +  а„х" + ... (4 )
П =  I

берилган булсин.



1°. А гар  (4 )  каторнинг  якинлашиш радиуси г ( г >
0) булса ,  у холда  бу катор [ — с, с] ( 0 < с < г )  д а  те- 

кис як.инлашувчи булади.
2°. Агар  (4 )  каторнинг  якинлашиш радиуси  г  булса,  

у холда бу каторнинг

£ (* )  =  2  апхп 
/1 =  0

йигиндиси ( — Г, г) д а  узлуксиз  функция булади.
3°. Агар  (4) д а р а ж а л и  каторнинг  якинл ашиш  радиуси 

г булиб,  бу катор х =  г (х — — г)  н у к т а л а р д а  якинлашувчи 
булса ,  у  холда  каторнинг  йигиндиси 5 ( х )  функция х =  г 
(х— —г)  н у к т а д а  чапдан (у нгда н)  у зл уксиз  булади.

4°. А гар  (4)  каторнинг  якинлашиш радиуси  г  булса ,  бу 
к,аторни [а,  Ь] ( [а,  Ь ] а (  — г, г))  о рали кда  х а д л а б  интег- 
рал лаш мумкин.

5°. Агар  (4) каторнинг  якинлашиш радиуси  г  булса ,  бу 
к.аторни ( — г, г )  д а  х а д л а б  дифференциаллаш мумкин.

3 0 -м и с о л . Ушбу °о
2  пхп.

/2=1

функционал каторнинг  йигиндисини топинг.
М а ъ л у м к и ,  у  пАл X 

п =  1

д а р а ж а л и  ка то р  ( — 1,1) д а  якннлашувчи ва унинг 
хиигиндиси —..— га тенг:1 —X

2
/1=1  ̂ х

Бу каторни х а д л а б  дифференциаллаб топамиз:

^ V  ..п Л (  X \ _  ^  л—1 __ 1— х — х(— 1) ,А / \2 2й х \ \ - х }с1х <1х\ 1 - х  / ■ в_ 1" "  \ \ - x f

ОО

2  пхп~1— *

31- м и с о л. Ушбу

"  О - х ) 2'

°° ( 1 \п *-п  + 1

/2 =  0

тенгликнинг  тугрилигини исботланг.

131



Равшан ки ,  ( — 1,1) да
о° оо

2  ^ = - ¡ 4 — =^ 2  ( - l ) V = T- f - ,
л=о J - *  „=о ‘ + *

Кейинги генгликни [0 , х] оралик ( 0 < х < 1 ) 6 ÿÜH4a 
интеграллаб топамиз:

dt -

2  ( - 1 ) "  r w / = i n ( i  +  O l o ^  2 -^ -~ 1у п  =  l n ( l + * ) .
л -о  0 л=о " + 1

32- м и с о л. Ушбу

2 л + 1 
/1 =  0

д а р а ж а л и  каторнинг  йигиндисини топинг ва ундан 
фойдаланиб

у  ( - I f  _  ^
2п 4-1 4

л = 0

бÿлишини курсатинг .  
Равшан ки ,  ( — 1,1) да

ОО оо

2  х” =  —L-=► 2  ( - Х
I   У  х

2 \/г
л = 0 1 *  л = 0 1— ( — X)2

ОО

=*■ 2  ( — 1 У'х2'
/1 =  0

\п „ 2 л  ____ j
2 '1 + jr

Кейинги тенгликни [0, х) ( 0 < х - < 1 )  оралик,  буйича 
интеграллаб топамиз:

п п — и п

2  ( — \)n^i2ndt  =  a r c\ g  х=> 2  ( — 1)"|П — = a r c t g  X.
« — О о ti—О

х =  1 да  
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00 у2п+1
2  ( - l ) n- i

д а р а ж а л и  к,атор

« = О 2/1+1

/ 1 \П
У  А  
^  2л+1

п — О

сонли като рга  айланади.  Бу катор (х ад ла ри нинг  ишорала-  
ри нав бат  билан уз г ар иб  келад и ган  к.атор) Лейбниц 
тео ремасига  кура  якинлашувчи булади.  Унда х = 1  да

°° „ 2 л + 1  00 , 1чд

2  ( ~ 1 ) V + 1  = arctgjc^  2  2n+i = a r c t g l= f
я = 0  л = О

булади.

Мисол ва мас ал ал а р
Куйидаги  д а р а ж а л и  каторларни нг  йигиндиларини 

х а д л а б  дифференциаллаш ва  интеграллаш ёр д а м и д а  
топинг:

00 пу П СО

158. 2 — . 162. 2  ( п + \ )х п.ПП= 1 П = 0
0 0  | ОО

, 5 9 - 2  Т2̂ тггх2п+'- 163‘ 2  ( - 1 ) п“ ' ( 2 я - 1 ) х
п —  0  п — 1

00 2п 00
160.  2  7.Т-Т, ■ , 6 4 - 2  п ( п + 1 ) х " - 1.

,2п — 2

п {2П)- 'п =  0 п =  1

161.  2 я(я+1) 'Я = 1
Куйидаги  ка то рлар ни нг  йигиндиларини топинг:

00 v4«-3
, 6 5 - 2  f c ä "/г = 1

ОО „ 1

166.  2  ( - ])
я = 1 ( 2 л - 1 )  3я” 1

167. 2  2"cytl 
п =  1
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функция

Г \ х ) = ! { х )

те н гл ам ан и  каноатлантиришини курсатинг .
169. Ушбу

^  г

Кх)~1^г
функция

( * > + / ' ( * ) - / ( * ) = О
тенгламани  каноатлантиришини курсатинг .

9-§.  ТЕЙЛОР К.АТОРИ. ФУНКЦИЯЛАРНИ ДАРАЖАЛИ 
К.АТОРЛАРГА ЁЙИШ

/(х) функция хо(хо£/?) нуктанинг  бирор [/в(хо) =  
=  {х£/? :хо— б < С х < х о  +  б; б > 0 }  атрофида берилган 
булиб,  шу атрофда исталган та ртибда ги хо силага  э г а  
булсин.  Ушбу

V  ^ ’Ю  / \П ГГ \ | //(ЛГо) / Ч ,
■2 *о) — Л х о ) +  - у р  ( *  — ^о) +

л  =  0

, /"<*0), 42 , , /*Л,(-о).
+  2! ^  — *<>) +■••

д а р а ж а л и  к,атор /(х) функциянинг  Тейлор $атори  дейила- 
ди. Хусусан ,  Хо==0 да  катор куйидагича  булади:

п  =  О

(о да тда  бу  каторни М ак л ор е н  к,атори х ам  дейилади).
8 - т е о р е м а .  /(х)  функция бирор (  — г , г )  ( г >  

> 0 )  о р а л и а д а  исталган тартибдаги х,осилага эга б у л и б ,  
унинг х  =  0 нукдадаги Тейлор к,атори



булсин. Бу к.атор ( — г, г) да  f(x )  га якинлашиши учун /(х) 
функция Тейлор формуласи

Н . ) - / ( 0 )  + £ f - * +  ' - » - * 4 . . .  ф ° ^ + г , ( х >

нинг к,олдик, х.ади барча х£ (  — г> г)  Да нолга интилиши

lim гп(х) = 0
П—у оо

зарур ва етарли.
М а ъ л у м к и ,  бу холда Тейлор формуласининг колдик, 

хади:
а )  Л а г р а н ж  куринишида

' « ( * )  =  /„г г1)! 1 (с =  0*. 0 < 0  <  1) ;

б) Коши куринишида

'„(*)  =  1 — ОГ ( с =  O.v, 0 <  0 <  1);

в) Пеано куринишида

/•„(л')--О(х")
булади.

Агар

муносабат  уринли булса ,  /(х) функция Тейлор ка торига  
ёйилган дейилади.

9- т е о р е м а. f ( x )  функция бирор ( — г, г )  ора ли кда  
исталган тартибдаги хосилага эга булсин.  Агар шундай  
узгар мас  М > 0  сони топилсаки, барча xd ( — г, г ) ' х а м  д а  
барча га(/г= 1,2,...) учун

| f(n>(x) | <СМ
тенгсизлик бажарилса,  у х о л д а  ( — г, г) о ра л ик да  f(x )  
функция Тейлор к,аторига ёйилади,  яъни

IM -
п—0

б у л а д и .
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Куйида баъзи содда  функцияларнинг  Тейлор к а то рл а -  
рйни келтирамиз :

1. ¿ * = 1 + х  +  -~ +  ... +  -£ +  ... ( _ o o < X <  +  œ ) .  (5)

2. | ^ х  =  х — | -  +  ... +  ( - i r 17¿ ^ r + . . .  ( — °о < Х <

<  +  о о ) .  ( 6 )

0) .

(7)

1).

(8)

3. c o s x = l — ~  + . . . + (  - i l ) " - ( ^ j r + -  ( — ° ° * <  +  ° ° )

4. ln(l+x) = x-4+- + (-l )n-’v+- (-Кдс<1).
5. (1 - f x ) m =  1 + т х +  1- х 2 +  . . . +

. т ( т  — 1)...(т— я 4- 1) . . .  ,, ,
4 ------- га!-------- -Т- - ^  + . . .  ( 1x1 <  1 ). (9)

33- м и с о л. Ушбу

/(х) =  ch X
функциями X нинг д а р а ж а л а р и  буйича к ато рга  ёйинг.

Берилган функциянинг  те-тартибли ( « — 1,2,...) х.оси- 
ласи ку йида гич а  булади:

ch(n)(x)  =  <

Бундан:

ch<n)(0)  =

ch X, а г ар  п жуф т сон булса,  
sh X,  а г ар  «  ток  сон булса.

Í 1, а 
[О, а

а г ар  п жуфт  сон булса ,  
а г а р  п ток  сон булса

булиши келиб чикади.  Д е м а к ,  берилган функциянинг 
Тейлор катори

V 2  г 4  У2л

i + í r + i + " - + ( i | j - ' ' -  < " »

булади.  Бу каторнинг  якинлашиш интервалнни топамиз.  
Д а л а м б е р  ал ом атига  Kÿpa

l im I У'" ' I  : . I -  l im . . . \  . - О"" L L  (2«Ч 2)! : (2«)! ]  (2га-4= 1X2«+ 2)
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булганлиги сабаб ли к а р а л а ё т г а н  каторнинг  якинлашиш 
интервали ( — оо,  +  оо ) булишини аниклаймиз .  Д х )  =  
=  о\\ х функция Тейлор формуласининг  колди к х.ади 
(Л а г р а н ж  куринишидаги кол дик х а д )

1 + 1

( « + ! ) !
х"+'

(«+1) !

с1т 0х, а г а р  п жу ф т  сон булса ,  

с !1 0х, а г а р  я  ток  сон булса

( О < 0 <  1) булади.  
Агар

| эЬ 0х| - 

1 сИ 0х| евх +  е~~вх

< е ы ,

е

х а м д а
|П+ 1

Л тоо (« + !  )!
= 0

булишини эътиборга  олсак ,  унда

П т  гп( х )=  0

экани келиб чикади.  Д е м а к ,  (10)  каторнинг  йигиндиси 
сЬ х  га  тенг:

у4 • >

3 4 -м и с о л . Ушбу

/(х )= 1п 1 4-х

функцияни М а клоре н  катори га  ёйинг. 
М а ъ л у м к и ,  х £ ( — 1,1] д а

1 п ( 1 + х )  =  х — £  +  4 -  ... +  ( -  1)я -1 -к

булади .  Бунда  х  ни — х  га алмаштириб,  топамиз:
у2 „3

1п( 1 — х )  =  — X------------ ------. X
П
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2х2 , , 2хгп~ 1
Н а т и ж а д а

1п(1 +  х)  — 1п(1 — х) =  2х-|— — +3 1 1 2га—1

булади.  Кейинги каторнинг  ( — 1,1) д а  якинлашувчилиги 
равшан.  Д е м а к ,

г.

1—х 1 3 1 1 2п— 1

35- м и с о л. Ушбу
/(x) =  s in4x

функция ни х0 =- '4‘ нукта  атрофида Тейлор каторига  ёйин

Аввал о  s i n 2x  =  -2 (1 — cos 2х),  cos2x = y ( l  + c o s  2х) 

эканини эътиборга  олиб,

с/v \ / 1 —cos 2х \2 1 1  о i l + c o s 4 x
/(*) =  ( — 2— ) =  4 “  2 2*  +  - ~ 8 ------=

3 1  О I 1 и=  8-----2 cos 2х +  —-cos 4х

булишини топамиз.  Сунгра  х =  Í +  ~ алмаштиришни ба- 

ж а р а м и з :

/M  =  / ( H - f )  = { — ¿cos2</ +  J )  +  -¡co s4(/+ ” ) =

3 I 1 • О. I=  - g - + y s m  2t — - c o s  4/

Энди sin x  х а м д а  cos x  ларнинг  ёйилмалариднн 
фойдаланиб,  ушбу

• o v __ V  ( — 1)п22л+1 ,2п + \



36- м и с о л. Ушбу
ОО
у  ( - » )
"  п(2п— 1)

П — 1

йигиндини хисобланг .  
Равшан ки ,

( - 1 ) ' 1" 1 ....2 Г ( ~  1)Я~ '  ( ~ 1 )И“ '
п(2п — 1) [_ 2п — 1 2п J

Унда

Т  ( ~ 1)в~1 . 2  V ( - 1 ) п" 1 2
п(2л— 1) 2 п — 1 пп— 1 л=1 я = !

булади.  А гар  (31, 32- мисолларга  к а р а н г )

2  — =  1п( 1 +  1 ) =  1п2,
П~ 1

V ( “  О"“ 1 * ! Я2 - 2— р-,==агс1&1 = т
п  =  1

булишини эътиборга  олсак,  унда

V ( - 1 ) " - 1 =  ^ _ 1 п2 
^  п(2п— 1) 2Я= 1

эканини топамиз.
37- м и с о л. Ушбу

а=УТЗ()
микдорни 0,0001 аник,ликда х.исобланг. 

Буни ку йи да гич а  ёзиб оламиз:

3л/ Ш = 3л/125 +  5 = д / 1 2 5 ( Ц - т ^ )  =  5 ( 1 + А ) з.

Энди, бизга  маълум ки ,  ушбу

( 1 + х Г = 1 + т * +  ОТ̂ - 1) Л:2 +  -  +

, т(/я— 1)...(т —и+ 1) ^  ,
Н--------------- яГ~----------- ,

( — 1 < * <  1) тенгликда  т = ~  дейилса,  унда

( 1 + ^  =  1 ' ' 2 , 2 - 5  2 - 5 . 8  .
25  3 - 5 2 32 -2!54 З3 -З!56 34 -4! 58
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хосил булади.  Бу  хадларининг  ишоралари навб ат  билан 
уз г ар иб  ке лад и ган  к,атор булиб,  Лейбниц теоремасига  
кура

5 . ( 1 + ^ ж 5 . ( , + _ ^ _ ? ± ? )

2 - 5нинг хатоси кеиинги х а ДВДа н > яъни -—------ дан  кичик
З3 -4!5б

булади.  Агар

2- 5
З3 -З!56 8 1 - 6 2 5

; 0,0001

х а м д а

15 1
3 - 5 2 3 ;

2 \ =  5 +  0,06667 -  0,00089 =  5,06578 
■ 2! 5 /

булишини х,исобга олсак,  унда

3
а — дДЗО « 5 , 0 6 5 7 8

эканини топамиз.
38- м и с о л. Ушбу

интегрални так.рибий хисобланг .
М а ъ л у м к и ,  ( — оо, - ( - о о ) д а

X х  ̂ хп
^ = 1 + ^ + 1 + - + ; г + -

булади.  Бунда  х ни — х2 га алмаштириб,  топамиз:

— 1? I х2 , х4 X6 .
е  1| I 2 , - 3 ! + ” ”

Кейинги генгликни [0,--]  оралик, буйича инте грал ла сак ,

унда
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т г + í — ЗТ +  " > =
о о

____(  X3 x5 x7 \ IТ  _
_  Vх  3 2! 5 3!7 / I о

— — -}__________ L - +
4 43-3 4s -2!5 473! 7 

булади.  Учга  хадини олиб, топамиз:
I

J 4 4^.3 4 -2!5

=  0,25 -  0,0052 +  0,00009 =  0,24489.
Д е м а к ,

I

т
^ e - ^ d x œ  0,24489.
о

Мисол ва  м а с а л а л а р

Куйидаги тенгликларнинг  тугрилигини исботлаиг:
ОО п

170. а*=  2  ' '“ V  ( а > 0 ) .
я =  0

^  at2'1+ ‘
171. sh х =  2  Т2Я-+ Т )Г ( ~ 0 0 < Х <  +  0 0 ) -

п =  0 7'
оо

1 7 2 ___ !__ — I l  V (2я 1 )!! 2п / 1 ^
(2«)И ( ~  1 <  ^ <  1 )

173. a r c  s in x =  x -f- 2 -Щк~-— ———- ( — 1 < х < С 1 )' (2 л !! 2 л + 1  1П= 1

174. 1п(* +  д/х2+  1 ) =  х +  2 ( -  1)л . ( 2 / г - 1 ) ! !  х2п+1
( 2л) ! !  2 л + 1

П —  1

( -  1 < л с <  1).

Юкоридаги (5)  — (9) м ун о саб ат лар д а н  фойдаланиб,  
ку йидаги  функцияларни х нииг д а р а ж а л а р и  буйича 
д а р а ж а л и  ка то рга  ёйи.нг:

í 7 5 - * Л 176. -
2

д/1 — 2х '
141



177. s in - у .

178. е 2х +  2 е - х.
179. a rccos  x.

180. cos2x.
181. x cos32x.

182. ln(12 — x — x2).

185. — — - .
x — 4x +  3

188 .  -— 2 ,
1 -\-x-\-x

189. 2x a r c t g  x  — ln ( l  +  x2).

Куйидаги  функцияларни к у рс ати л ган  нук та  агрофида 
Тейлор к а торларига  ёйинг ва  бу к.аторларнинг якинлашиш 
радиусларини топинг:

190. f (x) =  cos4x, х0 =  —у .

191. /(х) =  ln(x2-f-2x-|-2),  х о =  — 1.

,9 2 - « * > - 7 ^  » - ' •

193. /(х) = — 1 хо =  2.

194. / ( х ) = ~ ,  х о=  — 2.

195. f (x) =  cos x, х0= ~ .

196. f ( x ) = e x, х о=  — 2.
197. Д х )  =  д/х, х0==4.
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Куйидаги функцияларни турли у с у л л а р д а н  фойдала- 
ниб, Макл орен к ,аторларига ёйинг ва  бу каторларни нг  
як,инлашиш радиусларини топинг:

198. ¡ (х)  =  (\-\-х)е~х. 203. Д х )  =  а г е н т  .
V* 1

199. /(х) =  з т 2х - с о 52х. 204. /(х) =  а г с с о з ( 1 — 2х2).
2 х

200. / ( х ) = *  ~ 3х+1_ 205. / ( х ) =  \е~‘2сИ.
х — Ьх +  6 0

201. /(х) =  а 206.  /(х) =  Ц
о
х

202. /(х) =  а г ( ^ ( х +  л/\+х2). 207. /(х) =   ̂ !п!!; ! п  (И.
о

208. Ушбу
х2п

п - о  2 " - я 1
/ ( * ) =  2  

функция

/'(х) — х/(х) =  О

тенгл амани к,аноатлантиришини курсатинг .

209. Ушбу

“  „я+1
Я * ) =  2  *п\

п  =  О

функция

х/' (х) =  ( х +  1)-/(х)

тенгл амани каноатлантиришини курсатинг .

210. Ушбу



тенг ликлар  м а ъ л ум  булган холда

2s i n x - c 0s x = “ s i n 2x, S in 2X +  COS2X =  1

тенгликларни  исботланг.
Куй идаги каторларнинг ,  йигиндиларини топинг:

( ~ \ ) П\пПХ

212. 2  ( 2 п + 1 )х п.
п =  0

213. 2 ( З я +  1 )х3
гг!= 0

п(п+  1) ■Я= 1 
со

215. 2  п4хп.
п =  1

Sin ях
/г!

п — I

Микдорларни  ку рс ат илган  аник,ликда хисобланг :

217. а  =  д/250 , 0,001. 220.  а =  a r c t g  0,2, 0,0001.
218. a  =  s in 18°, 0,001.

219. а =  ln 3, 0,0001. 221.  а  =  ~ ,  0,0001.

Интеграл остидаги функцияларни д а р а ж а л и  каторлар-  
га ёйиб, интегралларни к у рс ати л ган  аник,ликда хисоб- 
ланг :

1 ■ г
222.  ̂ ^ ~ dx , 0,001. 225- 3 s in x2dx, 0,001.

о 0

Г _ *  г223.  ̂ е  х dx,  0,001. 226.  ̂ xxdx, 0,001.

224.  ̂ cos x2dx, 0,001.
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ХУ боб
ХОСМАС И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. ЧЕКСИЗ ОРАЛИК, БУЙИЧА ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР 
ВА УЛАРНИНГ ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ ТУШУНЧАЛАРИ

/(х) функция \а, +  сю.) о рали кда  берилган булиб,  бу 
оралик,нинг иста лг ан  [а,  t ] ( а - < ¿ <  +  0 0 ) кисмида 
интегралланувчи,  яъни ихтиёрий t ( t > a )  учун ушбу

t

F ( t )= ^ f (x ) d x
а

интеграл м а в ж у д  булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар  ¿ - v  +  oo д а  F(t) ф ункци янин г  

лимиты м а в ж у д  б у л с а ,  б у  лимит f(x)  ф ун к ци ян ин г  
[а, +  оо) оралик, б у й и ч а  х о см а с  интеграла  д е й и л а д и  ва

+ 00

к а б и  б ел г и л ан а д и .
Д е м а к ,

оо I

[ f ( x ) d x =  i im F ( t )=  l im [ f (x )dx .  (1)
J  t —y  4 -0 0  t  —>- —j— oo
а а

2 - т а ъ  p и ф. Агар  /->- +  сю д а  F(t) ф ун кци ян ин г  
лимита м а в ж у д  б ул и б ,  у  чекли б у л с а ,  (1)  х о см а с  интеграл  
я ^ и нл а ш у вчи  д е й и ла ди ,  f ( x ) э с а  ч е к с и з  [а, +  оо ) оралищда  
инте гралланувчи  д е йилади .

Агар  /->-}• оо д а  F(t)  ф у н к ц и я н и н г  лимита ч е к с и з  
б у л с а  ё к и  лимит м а в ж у д  б улм а са ,  (1)  х о см а с  интеграл  
у з о к ,л аш увчи  д е йила ди .
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f (x)  функцияйинг  ( — сю, а] ва  ( — сю, +  оо) оралик,- 
л ар  буйича хосмас  интеграллари,  уларнинг  як,инлашувчи- 
лиги,  узок .лашувчилиги ха м  юкоридаги каби таърифлана -  
ди:

 ̂ f ( x ) dx =  l im [ f (x)dx ,
J / — OO J— oo t

+ oo t
\ f (x)dx — l im \f(x)dx.
J /-»- + 00 J

— 00 t ' - y -  oo 1

a + . 00

1 - э с л а т м а .  А гар  'j f (x)dx  ва  ̂ f (x)dx  интег-
— oo 

4 -  00

р а л л а р  м а в ж у д  булса ,   ̂ f (x)dx интегрални куиидаги-

ча х,ам таъри ф лас а  булади:
- } -  ° 9  a - f -  00

 ̂ f ( x ) d x - -   ̂ ¡(x)dx-\r  ̂ f (x)dx
—  00 —  00 а

1- м и с о л. Ушбу
-|- оо

/ =   ̂ xe~~x~dx
о

хосмас  интегралнинг  як.инлашувчилигини аник,ланг ва  
кийматини топинг.

Таърифга ку ра
с о  t

[ xe~~*2d x =  l im \xe~^dx
J l-rb+.OO J . . .

б ул и б ,

F ( t )=   ̂xe X>dx =   ̂e  x¿--^dx2 = — l  e  *2| =
о 0

=  - V r + - 2

бул га нли гида н  эса

булиши келиб чик,ади. 
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Д е м а к ,  берилган хосмас  интеграл якинлаш увчи ва
+

о
S **dx =  2 '

2- м и с о л. Ушбу
+ 00

dx
х2 +  х + 1

—  ОО

хосмас  интегралнинг  якинлашувчилигини ан и клан г  ва 
кийматини топинг.

Таърифга Kÿpa
+ оо I

f  dx __ . .  f  dx
J  Х? +  Х +  1 f - *  — oo J  * 2 +  * + l— i^+oo <'

бÿлaди.  А гар <*+i)
e  t'

V3

ва

Ü - „  ** ~;Marct8̂ “arclgjT>
f  oo

! / я  / я  \ \ __ 2я
S\"2

t
t-*- 4- oo /-> -f

2 / я

“  #
булишини эътиборга  олсак ,  унда  берилган хосмас  инте­
гралнинг  якинлаш ув чи  ва у

, __ 2я

~ ~  ~ w
эканини топамиз.

3- м и с о л. Ушбу
+  ОО

S dx
—  ( а > 0 ,  а > 0 )

а

хосмас интегрални яки н л аш увч и л и кка  текширинг.
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Р авш ан ки ,  [а ,  /] орал икда  ( а > 0 )  /(*) =  -—  функцияX
t
Г dxузл уксиз ,  д е м а к  \—  интеграл м а в ж у д .
J  X
а

а )  а > 1  булсин.  Бу  холда

l im
оо

f  dx . .  1 / Л —а — а '\— =  lim ------ (г —а ) = ------г
J *а /-V + со 1 - “  “ - 1

булади.  Д е м а к ,  c t >  1 булга нда  берилган интеграл як и н ла -  
шувчи ва

+ СЮ
f dx_ _  а  .

J  ха ~~ « — 1

б) а < 1  ва а — 1 б ул га н д а ,  мое рави шда

lim
/ —>- -j- оо J  X I —*■ оо

\ äx -  l im , - ■-(í , - “ - a |- e) =  +  oo,
J ^  / -  + »с I - «
а

i
l im [ —- =  l im ( l n / — ln a ) = - f  oo

/ — —j— OO J  *  / -»--{ -o o
а

булади.  Д е м а к ,  a <  1 б у л г а н д а  берилган интеграл 
у зо клашув чи булади.

4- м и с о л. Ушбу
+ оо

 ̂ х s i n  х dx
о

хосмас  -интегрални у зо клашув чи эканини курсатинг .  
Т аьриф га  кура

+ оо
 ̂ х s in х dx

о
интеграл /-> +  оо да

i
F ( t )=   ̂х s in х dx

о

функциянинг  лимитидир.  Равш ан ки ,
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t t

F ( t )=  s in x d x =  — xcos x -\-\j c o s x d x  =
0 0 0 

=  — t COS / +  s in i
4

ва  д а  бу функциянинг  лимити м а в ж у д  эмас.
Д е м а к ,  берилган интеграл узок,лашувчи.

Мисол ва м ас ал ал а р

Куйидаги хосмас интегралларнинг  як,инлашувчи экани- 
ни аник,ланг ва  кийматини топинг:

'• Т т г ?  «■ Т т

2.

, + * * '  ' } l+Jt2
+  оо оо

dx

о
-f- оо -f- оо

+ 1

3
I

- f  оо

4

dx
2*2 — 5 jc +  7 '

Г rf* . 9. f xexdx.
J  jc In X J
<? — oo

+  oo 4 - 0 0  o

. [ ------. 10. (
J  x2 +  2x +  5 J  x -j- 1

Куйидаги хосмас интегралларнинг  узок,лашувчи эка-  
нини исботланг:

+  , +  о о

11
J л!х )  х-\п X
1 1
® оо

5 1 T F -   ̂ s *n xdx.
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15.

16.

17.

л I . +00
(  *+ * и  г  ,о  Г хс1х
3 « Ч .  |8' )  7 Г Г

4 - оо
о

+ оо
Г  ¿ Я  | д  Г x - C . O S . x d x .
3 лг +  Зх— 10 33 1
- ОО +  ОО

 ̂ \ п ( х + х ) ЛХ' ж  ^

■) л/ 4 +  х2

2- §. ЯК.ИНЛАШУВЧИ ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ. 
АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР

+  ОО - | - о о

1°. Агар   ̂ ¡ ( х ^ х  ва  ̂ ^ (х )^ х  хосмас  интеграл-
а а

ла р  якинлаш увчи  булса ,  у  холда
+  о о5 Ы (x)± ¡\ g (x ) ¡d x

а

хосмас  интеграл хам  якинлашувчи булиб,
+  оо -{- ОО 4 “ 00

5 [<*•/(*)+Р-£(*)Кх =  а  $ /(х)с*х±Р  ̂ g(x)dx
а а а

булади,  бунда  а,  р — у з г а р м а с  сонлар.
2° .  Агар  У х £ [ а ,  + о о )  учун / ( х ) < # ( х )  булиб,

оо 4~ °°
Л [ (х^х  ва   ̂ я ( х ^ х  интеграллар  якинлашувчи
а а

булса ,  у холда
4~  о о  4 "  ОО

 ̂ [ ( х ^ х ^ .   ̂ g (x )dx

булади.

3°. Н ь ю  т о н - Л е й б н и ц  ф о р м у л а с и .  /(х) функ­
ция [а,  4- 0 0 ) о р ал и кд а  узлуксиз  булиб,  .Р(х) эса  унинг шу 
орал икда ги бошлангич функцияси булсин (/7' (х )  =  /(х)).
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Унда

J f (x)dx =  F(x)\ + °° =  F ( +  cx> ) -F (a )  (2)
+ 00

булади .  Бу ерда

F( +  оо ) =  l im F(t).
i —*- -f- o°

(О д а т д а  (2) ни х а м  Ньютон-Лейбниц формуласи дейи- 
лади. )

4°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
}(х) функция [а, +  оо) ор ал и кда  узлуксиз ,  ср( )̂ функция 
эса [а, ß) д а  у зл укс из  дифференциалланувчи функция 
булиб,

а  =  ф ( а ) ^ ф ( ^ ) < с  l im ф ( / ) = - ) - о о  
/-^р—о

булса ,  у х,олда
+  оо ff

5 f ( x ) d x =  ^f(<$(t))if'(t)dt
а а

булади.
5°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  Агар 

и =  и(х)  ва v  =  v(x)  функциялар [а,  +  оо) д а  узлуксиз  
дифференциалланувчи булиб,  l im ( u - v ) м а в ж у д  булса ,

X —>- -f- оо

у холда
-f- ОО _)_ оо -{- оо

 ̂ u d v  =  uv  —  ̂ v d u

булади .  Бу ерда  

и • V

5- м и с о л. Ушбу

м.£>1+<х>— Hm ( u . - v )^ -u (a ) v ( a ) .
. JC—>- + ОО

dx
х2 +  х — 2

интегрални хисобланг .  Рав ш ан ки

« * > - 7 ^ 7 = - К т Ь - т Ь - )
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булиб,

функция унинг бошлангич функциясидир.  Унда  Ньютон- 
Лейбниц фо рмул асига  ку ра  топамиз:

+  оо

Г (1х 1 I 1 I +°° 2 , „\ 2---------- =  “НП— —  =™1п2
3 х -\~х — 2 3 х +  2 12 3
2

6 - м и с о л .  Ушбу

+ ”  „2
/ =  с ^ ± а х

3 * + 1
интегрални хисобланг .

Аввал о  бу интегрални куйидагича  ёзамиз :

+  оо +  оо

, ь = 1 5+ 1  ̂ / (*2+-+— 2 +  2) 
дг

+ оо (-7 )
2+ 2

сунгра  t =  x — — алмаштиришни б а ж а р а м и з .  Н а г и ж а д а

+  оо, [ сН 1 ,  ̂ 1+00 л
'  =  5 ?  + 2 =  ~ ф г Г С - »  =  ~Ф

— оо

булиши келиб чикади.
7- м и с о л. Ушбу

+  оо

I х
интегрални хисобланг .  Бу интегрални б у л а к л а б  интеграл- 
лаш формуласидан фойдаланиб топамиз.  Берилган инте- 
г р алд а
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«  =  a r c t g x ,  d v —~ d x
X

деиилса,  y х,олда

du  =  —̂ ——dx, v = — -  
*2+1 *

бÿлиб,  ку йи даги г а  эга  бÿлaмиз :
+  oo + 0 0

f  a rc t g  x j ___ arc t g  x | + 00 , f
) x2 aX~  X I, +  )

dx
x(x2 -j- 1 )

- f  00

n
T

1

-~ +  (\nx  —y l n ( x 2+ l ) ) |
+ 00 
1

я  , j x I +°° n . 1  я  , 1 n 2
=  “Г + |п" 7 ^ = Ч  = ' Г - 1 п -

4 лА 2+ 1  I .  4 V2 4 2 ’

8- м и с о л. Ушбу

/(*) =  Л  ( е < х <  +  оо)
X 1п JC

чизик, \ а м д а  Ох ÿKn билан ч е г а р а л а н га н  шаклнинг  юзини 
топинг. Бундай шаклнинг  юзи

+  сх> -{ - с ю

dxS =  [ f (x ) dx — í
J  J  X ln X
ë e

булади .  Интегрални хисоблаймиз :
+ 00 .+ «>

X In X
e

Д е м а к ,

9- м и с о л. Ушбу
+  оо

0 <  ( —Á -----  d x <  0,1
J  х* +  х + 1  10
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Р авщ ан ки ,  тенгеизликни исботланг.

[10, + о о )  да 0 <  4/  < 4  =  ̂
X -j“ X -j- 1 X X

булади.  Кейинги тенгеизликни иитеграллаб  топамиз:

0-
+  00 9  +  оо

Г X dx X dx
3 х4 +  х-\-1 J  X2
1 0  10

Агар
+  оо

Г ^ = _ ± | + ~ = 0
J X2 X I ю
10

булишини эътиборга  олсак ,  унда

0 <  Т + ^ < 0 , 1

тенгсизликка  келамиз .

Мисол ва м ас ал ал а р

Куйидаги хосмае  интегралларни хисобланг:

+  ОО +  ОО

sin  X — X COS X21. \ (  2 ' + — ~ ) d x .  24. (
J  V * 2 - l  ( X + 1 ) 2 J  J

“b OO _|_ OO

22. [ - -  d- ------г 25. \ e - ^ d x .
J  X (x +  Vx ) J

dx.

23
+ OO -H»

dxí  dx 26 (
'  J  x 2 +  2 x  +  2 '  J  (x2^ f- OO ¿
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27.

28.

29.

30.

+  оо

0
+ 00

dx

Ч л / ? ‘
3 1 .  С -x̂ x-dx

\ О + Х 2)2о
+ 00

лг+ 12

о ,(*2+1)2
dx. 32. arctg л: dx.

xl0-e~~xdx.
О

-f- оо
Г In je 
'  1+х2

dx.

(1+*2)3/2

33. (j e~ 2jccos 3xdx. 
о

-f- оо

34.  ̂ e~ 2*sin ЗхЛе.

о
-f- оо

Куйидаги функция графиклари  ва  аб сц и ссал ар  ÿKH 
билан ч е г а р а л а н г а н  шакллар нинг  юзини топинг:

35. /(*) =
1+ х-

-, — оо <С X <  +  оо .

36. /(х) =

37. / (* )=-

■yjl+e
ф

( x + i y

38. f (x) =  x4e~x, 0 < x <  +  oo.

39. f(x)~-
(x2 +  x + \  f '

oo <^x<i  +  oo .

40. /(*) = -, 0 ^  X  <C -j-
1 -j-

Куйид аги тенгсизликларни исботланг:  

+ 00
41. 0,25 <  [ 4 f t - L djc< o ,3 5 .

J ХИ +  1

- ос !42.
+ оо

COS \х 

х2 +  4

+  ОО

43. 0 <  J 2 + 3 d x < _ J
i +  x2 + l 10 д/2
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-г
44. О<  ( е  „ ¿ . с < 0 , 0 1 .3 х + ю

2
-Ь °°

45. 0 <  \ е~ *^х < . — '
Л 5-5-2102 '

3-§.  ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ 
ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ ХАК.ИДА ТЕОРЕМАЛ АР. 

ИНТЕГРАЛНИНГ АБСОЛЮТ ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ

/(х ) функция [а ,  + 0 0 ) ор ал и кда  берилган булиб, 
ихтиёрий х£[а,  +  оо) д а  / ( х ) ^ 0  булсин.

1 - т е о р е м а ,  ¡(х )  функция хосмас интеграли
+ °°

 ̂ f(x)d x  нинг як.инлашувчи бу ли ш и учун, V t£ (a, +  оо )
а

д а  F ( t)= \ j f ( x ) d x ^ C  ( С  =  с о п 5 0  б у л и ш и  зарур ва
а

етарли.
2 - т е о р е м а ,  /(д:) ва g (х) функциялар [а, +  оо )  д а  

берилган б у л и б ,  У х £ [а ,  +  о о )  д а

+ оо
булсин.  У х о л д а   ̂ ц(х)йх  як,инлашувчи б ул с а ,

 ̂ «
+  °°  + о о

| 1(х)(1х  * а м  якинлашувчи б у л а д и ;   ̂ }(х)йх  уз о ад а -
«  а

4 - оо

шувчи б у л с а ,   ̂ ё(х )й х  хам узоклашувчи б у л а д и .

3- т е о р е м а. ¡ ( х )  ва  ц ( х )  функциялар \а, + 00 )  д а  
¡ ( х )  ^ 0 ,  !*(х) ^ 0  бул иб ,

№
Х -> -  4  оо

П т - Ш ) = к  ( 0 < й <  +  о о )

булсин.  Агар & <  +  оо ва   ̂ ё ( х ) й х  интеграл якинла-
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+ 00
шувчи булса ,   ̂ ¡ ( х ) й х  интеграл х,ам якинлашувчи б у л а -

а
+ 00

ди. Агар к >• О в а   ̂ g (x )dx  интеграл узок,лашувчи

+ °°
б у л с а ,   ̂ ц ( х ) й х  интеграл хам  у зо клаш ув чи  б у л а д и .

(I
Д е м а к ,  а г а р  0 < / г <  +  оо булса ,  юкоридаги интеграл- 

л ар  бир в а к т д а  я щ н л а ш а д и  ёки у з о^ л а ш а ди .
4 - т е о р е м а .  Агар  х нинг етарли к а т т а  цийм атл арид а  

( х > х 0> а )

к * >  =

б у л с а ,  у  хо лда  Vа : > хо учун ф ( х )  С <  +  оо ва  а >

+ 00
> / б у л г а н д а   ̂ ¡ ( х ) й х  интеграл якинлашувчи,  <р(х)^

й ' ; : .. 
Д., ; .. 5+: оо ■

^ С > 0  ва  / б у л г а н д а  Ц ¡ ( х ) й х  интеграл узок, л а-
а

шувчи б у л а д и .

5- т е о р е м а .  Агар  х — +  оо д а  ¡ ( х )  функция ~  га

нисбатан о(а>£>) тартибли чексиз кичик б у л с а ,  у  хо лда
+ оо

 ̂ ¡ ( х ) й х  интеграл а >  1 б у л г а н д а  якинлашувчи,
а

^  1 б у л г а н д а  эса  у зо клаш увч и  б у л а д и .
[(х) функция [а,  +  о о ) о р ал и кд а  бернлган булсин.

6 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а  си.) К,уйидаги
оо

хосмас интегралнинг  якинлаш увчи  булиш и учун,  У е >  
> 0  сои олинганда  х а м ,  шундай #оС*о> а )  сон топилиб, 
?  >  и ,  Г '  б у л г а н  ихтиёрий ¥, 1" л ар  учун

157



$ f ( x ) d x — \j f ( x ) d x
а

jj f ( x ) d x <  e

тенгсизликнинг  баж ар или ши з а р у р  в а  етарли.
+ °о

7 - т е о р е м а. Агар  ̂ | f ( x )\ d x  интеграл я^ин лашув -

+  оо

чи б у л с а ,  у  х о л д а   ̂ f ( x ) d x  интеграл х,ам як,инлашувчи
а

б у л а д и .
+  оо

3- т а ъ  р и ф. Агар  jj \f(x)\dx интеграл як ,инлашув-

чи б у л с а ,  у  %олда   ̂ f (x)dx аб с олют як ,инлашувчи  ин ­

теграл д е й и ла ди ,  f (x)  ф у н к ц и я  э с а  [ а ,  +  о о ) д а  а б с олют  
инт е граллан увчи  ф ун к ц и я  д е йила ди .

+  оо

4- т а ъ р и ф. Агар  ̂ f (x)dx интеграл я ц и н л а ш у в ч и

+  оо

б у л и б ,   ̂ \f(x)\dx интеграл у з о щ л а ш у в ч и  б у л с а ,  у  х,олда
а

- f  оо

 ̂ f (x)dx шартли як ,инлашувчи  интеграл д е йила ди .
а

8 - т е о р е м а  ( Д и р и х л е  а л о м а т и ) .  f (x)  в а  g (x )  
функциялар [а, +  о о ) о р а л н в д а  берилган бул и б ,  у л а р  
ку йидаги  шартларни бажарсин:

1 )  f (x)  функция [ а ,  +  о о ) д а  у зл укс из  ва  унинг  шу 
о р ал и кд а ги  бошлангич F(x)(F'(x) =  f (x) )  функцияси 
че гараланган ,

2 )  g ( x )  функция [а, +  о о )  д а  g ' ( x )  х,осилага э г а  ва  
у  у зл у кс и з  функция,

3 )  g ( x )  функция [а, +  оо ) д а  камаювчи,
4)  l im g ( x )  =  0.

X —У- оо
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У * о л д а
+ оо

\ f ( x ) g ( x ) d x
а

интеграл як,инлашувчи б у л а д и .

10- м и с о л. Ушбу
+ °°

ингегралнинг  якинлашувчилигини курсатинг .  Бу интеграл 
учун

i
Г 1 1 F(t ) =  \ T.sin—dx =  cos 
J  г  *

бÿлиб,  V / £ | +  ° ° )  да

F(/)== cos— ^  1 

щ  
и.

1 1 - и и с о л .  Ушбу

булади.  Унда 1 - теорем ага  Kÿpa  берилган интеграл 
якинлашувчи б>ллади.

S е  X>dx

интегралнинг  якинлашувчилигини курсатинг .  Равшан ки ,  
V x ^ ï  1 учун

бÿлaди.  Унда

1
X

+ °°
dxf  dx 

J

нинг якинлашувчи булишини эътиборга олиб, 2- теоремага  
биноан
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+ ОО
е  Xdx ‘

нинг хам  якинлашувчи эканйни топамиз.  Равшан ки ,
+ ОО 1 ~f- оо

 ̂ e~ x' d x =   ̂е .." dx-\- e~^dx.
о о 1

Д е м а к ,  берилган хосмас  интеграл якинлашувчи.

12- м и с о л. Ушбу
+  оо5 dx

-\j4x-\- 1п х
1

интегрални якинлаш увчиликка  текширинг.  Бу  хосмас  
интеграл билан бирга

+  оо
Г Jx_
) л/х

интегрални кар аймиз .  Кейинги интегралнинг  узоклашувчи 
экани равшан.

Энди
I

. .  л[4х+ \пх Д[хIim —-— -— :—=  lim — v . =  lim
j e . оо __ *__  x —у  +  oo ~yfâx IП X I IП X 2

Vх V  X
булишини эътиборга  олиб, 3- теорем ад ан  фойдаланиб,  
берилган хосмас  интегралнинг  узоклашув чи эканини 
топамиз.

13- м и с о л. Ушбу
+ оо '

f dx
з ,------

1 х\х2-\-х
интегралнинг  якинлашувчилигини курсатинг .  Интеграл 
остидаги функция учун

1 1

хЛр^+х ХК д j\+~
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б у л и б , х >- -j- оо д а  у о ( “ 57 з " ) ’ яъ н и

х л [ х 24 -х

булади.  5- теоремага  кура берилган интеграл якинлашувчи 
булади.

14- м и с о л. Ушбу
+ о»
\ - ' [Xdx  ( а > 0 )J X 1

хосмас  интегралнинг  якинлашувчилигини исботланг.  
Интеграл остидаги функцияни ку йидаг ича  ёзамиз :  

sin X . 1 с/ \ / \-------=  sin X-----=Нх) -  р ( х).
Xa  Xa

Бу ерда
1/(x) =  sin X, g (x )  =

X
Бу f (x)  ва  g (x )  функциялар 8 - теореманинг  (Дирихле 
аломати )  барча  игартларини к,аноатлантиради:

1) f (x) =  s in x  функция [1, +  оо) о рали кда  узлуксиз  ва 
бошлангич функция F(x) — — cos х  че гараланган ,

2) функция |1, +  оо) д а  g '{x )=  — -^-~- 

хосилага  эга ва  у узлуксиз ,

3) а(х)  — - 1 ( а > 0 )  функция [ 1 , + о о )  орал икда  ка-  '
ха

маювчи,
4)  l im g ( x ) — l im = ö .

j e ’bo x^*- 4* оо X

Д е м а к ,  8 - те орем ага  кура  берилган хосмас  интеграл 
якинлашувчи.

15- м и с о л. Ушбу
4-00

• f ™ Хс1х
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хосм ас  интегралнинг  шартли якинлашувчилигини к у р с а ­
тинг.  Бу интегралнинг  я к и н л а р у в а и л и г и  юкорида келти- 
рилган 14- мисолдан келиб чикади.

Энди

-  \
интегрални ка рай м и з .  Равшан ки ,

I . I ^  о 1 — COS 2х [s in x¡ ^ s m х = ------------- .

Унда  ихтиёрий ¿ > 1  учун
/ / t

S¡ sin JC I , ^  1 Г dx 1 f  cos 2x ; >•„.
\ - - , - \ d x > - i \ — 2 J r “ *- <3 >

I 1 1

М а ъ л у м к и ,
t -j- OO t -}- 00

. . .  f  dx ( dx . . .  f eos 2x , Г cos 2x .inri  . \ , Iim V ..  d x — \  dx.
í - » - | ix >  J  ^  J X í .> |. ,x; J  X J  X

I I  I 1

+ oo OO
« f  dx f  eos 2x , \- А гар  í нинг узок,лашувчилИгини, \ ------- dx  пинг

i i
э са  якинлашувчилигини эътиборга  олсак ,  ун да  (3)  тенг-

+  оо

л и кда  х-*- +  оо да  лимитга  утиб,   ̂ j s '” x |rfx хосмас
Ьр ' 1 .

интегралнинг,  узоклашувчилигинп топамиз.
Д е м а к ,  к а р а л а ё т г а н  интеграл шартли якинлашувчи.
16- м и с о л. Ушбу

+  оо

Г sin X ■dx

интегралнинг  абсолют якинлашувчилигини курсатинг .  
Интеграл  остидаги функция учун ихтиёрий х£[1 ,  +  оо )

д а  .. ■ . -
sin х \  1

1 +  х2 I " "  1 +  х2

булади .  Равшан ки ,  
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+ °°

\Щ?“х1

як ин лаш увчи интегралдир.  Унда 1- те оре ма га  биноан
4- оо

1 +  х2
dx

интеграл х.ам якинлашувчи булади.  7- теоремадан эса
4  оо

S sin X ,----- - у ах
I +  х21

нинг як,инлашувчнлиги келиб чик,ади. Д е м а к ,  берилган 
интеграл абсолют якинлашувчи.

Мисол ва мас ал ал а р

К,уйидаги интегралларни якинлашувчилигини исбот- 
ланг :

46.

47.

48.

49.

50.

[ __ ^ ___dx  51. (  - dx

+00 ,------ +р
[ ___ И±1__ dx  52. \ --------------
J  1 +  2 ф + х 2 ¿  хл! х2— \

4  оо
1п X 1 ах.

í ^ - d x .  53. 5
О * 0

,  +г
( - - d x  54. \ г
)  1 + Х 4  I  Х ^ Х

о
+ 00

о

dx.
4  оо

a rc tg  2х

i 4- оо4  ОО 1 -
f  dx д 5  С Щ 1 + х + х - ф с )

J x2ln x ,, Д[х?
dx.

Куйидаги интегралларнинг  шартли якинлашувчилиги-  
ни исботланг:

+  о о  +  СО 2

56. \ s in  x2dx. 57. \ х f 1" х dx.
•1 J х3 + \о i ^
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- f  °°  4-

58. f  ™ ^ L dx . 62. С J*±±î'™dx
j  V* J ill X  ax -0 2 

+  “ > +  oo

dx.59. \ cosf  dx. 63. [ ^ L ! i n ±
J д/x+lnx J J x0 06°- «• T^ k^ -

+  °°  +  oo

e ' -  i  6 5 '  S  a r c t ^ -2 I х
Куйидаги интегралларнинг  абсолют якинлашувчилиги­

ни исботланг:
+  00 +  оо

66.  ̂ SU]2X dx. 69. jj ln 2̂ l  +~-^s in  X dx.
i i

-f- оо 4“ 00

Г ;j_cos(I +  2х) d x 70 . f l J *s\nx'dx.
J л/х — In x) J X, ф —lnx) (

67.

-f- OO -f̂OO
cos(l +2x 

( д/х — In x)'
68. \ - cos(1+2*;  dx. 71. f f c ± f - d * .

J ( д/х —In x) J X  д/х

Куйидаги интегралларни абсолют ва шартли якинла-  
шувчиликка  текширинг.

+ 00 ........  •• !Х: siní sin-—) ■

72. J ( а > 0 ) .  7 5- \ ^
i о

Ч-oo +_°°

73.
i ~  р

5 f ^ M  s i n x d j c  76. \ xas ï n  x2dx.
J  Xa  о
г

+ 00 +> sinx dx
(2х —cos(lnx)f ‘ 2 ^arctg-- — arctg-1- ^

f (x)  функция ( — oo, +  oo) орал икд а  берилган булиб, 
бу оралик,нинг исталган \1', /] ( — оо < / ' < / <  +  оо ) кис- 
мида интегралланувчи бз^лсин:

t
F{ t ' , t )=\ f{x)dx .

t'
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=   ̂f (x)dx ф ун кци ян ин г  лимити м а в ж у д  в а  ч екли ё у л с а ,  
г

4 -  ОО ^  . ;Г ; ; ¿л;-
г/ ц о л д а  \ /(x)dx х о см а с  интеграл б о ш  к,иймат мйЪ'носи-

— оо

д а  я к и н л а ш у в ч и  д е н и  лип.  . , . ,

jj f (x)dx

5- т а ъ р и ф. А г а р  t ' =  — t б у л и б ,  t - * -  +  оо д а  F ( t ' ,  t ) =

l im
*->- + О

. ■+ о° .

лимит э с а   ̂ f (x)dx х о см а с  интегралнинг  б о ш  k¡иймати

д ейила ди .
+  оо

.  ̂ f (x)dx х о с м а с . интегралнинг  б о ш  к,иймати

+ °°
V.P. J f (x)dx

каби белгиланади.  Д е м а к ,
“+ ОО:

+ oo
 ̂ f (x)dx  хосмас  интеграл якин лаш увчи булса ,  у бош

— оо

ки й м ат  маъносида  хам  якинлашувчи булади.  Бирок
+  оо

 ̂ f (x)dx  хосмас  интегралнинг  бош ки йм ат  маъносида
— оо

якинлаш увчи булишидан унинг якинл ашувчи булиши хар 
доим хам  келиб чикавермайди.  М а с а л а н ,  ушбу

+  оо

 ̂ s in х dx
— оо

хосмас  интеграл бош ки ймат  маъносида  якинлашувчи:

t
W > 0 учун  ̂ s inx  d x »  0  ва,  де м ак ,
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l im ( s in jt dx =  0.

Бирок, jj s in xdx интеграл як,инлашувчи эмас .
+ 9°

17- м и с о л. Куйидаги
-f- оо

интегрални топинг. 
Таърифга кура

+  ОО t

V.P. ( l~ \ - d x =  l im t ~ - х dx  
J l + x 2 í-  ̂+ ao J l+x2

— OO — t

t

S1 4- x
--------dx  ни хисоблаймиз:
l + x 2- liiS M

i
I 1 f rf(l+A'?) . 1

2" 3 ~ 7 Т 7 " “ =  а г с ^ /~ агс1^ - /) +  у 1 п

- t  - i  _ t
i

>. 1 “_ I+ S  .  , 2- l n T

Унда
t
г l x

l im \ ------2d x — l im ( a r c t g  t — a r c t g (  — /)) =  я
Í oo J   ̂ 1 - j - X  / —*■ —)- oo

булади.  Д е м а к ,
+  oo

V.P. ( 1 ~>rX d x = n .
J  l + x 2

— oo

Куйидаги интегралларни топинг:
+ °° + u-

78. V.P. xdx. 80. V.P.  ̂ a r c t g  xdx.
— OO _  oo 

+  OO -|_ OO

79. V.P.  ̂ c o s  xdx. 81. V.P. ( j d x .
— oo

— oo

166

+
Í +



4- § .  Ч Е Г А Р А Л А Н М А Г А Н  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х О С М А С  
И Н Т Е Г Р А Л Л  А РМ  В А У Л А Р Н  И Н Г  

Я К И Н Л А Ш У В Ч И Л И Г И  Т У Ш У Н Ч А Л А Р И

f (x)  функция (« .  Ь) ярим интсрвалда  берилган-булиб,  
b шу функциянинг  махсус  нуктаси булсин. Бу  функция 
\а, b ) ярим интервалнинг  исталган [a,  i ] ( a<^ t< .b )  кис- 
мида  интегралланувчи,  яъни ихтиёрий t(a<Ct<Cb) учун 
ушбу

м а в ж у д  булса ,  бу лимит ¡ (х)  функциянинг  [а, Ь) буйича 
хосмас интеграли дейилади ва

6 - т а ъ  р и ф. Агар t - + b  — 0 д а  F(t) ф ун кци ян ин г  
лимита м а в ж у д  б ул и б ,  у  ч екли  б у л с а ,  (2)  х о см а с  интеграл  
як ,инлашувчи  д е йила ди .  f (x) э с а  [а, Ь) в а  интег ралланувчи  
ф ун кци я  д е йила ди .

Агар  / b -- 0 д а  F( t ) ф ункци янин г  лимита ч е к с и з  б йл сп  
ё к и  лимит м а в ж у д  б улма са ,  ( * )  х о см а с  интеграл  
у з о к ,л аш увчи  д е йилади .

Худди юкоридагидек ,  а  нук,та f (x)  функциянинг  махсус  
нуктаси б ул г а н д а  (а, Ь) орал ик буйича хосмас  интеграл ,  
а  ва  b н у к т а л а р  функциянинг махсус  нукталари  бул га н да  
(а, Ь) орал ик  буйича хосмас  интеграл таърифланади:

а

интеграл м а в ж у д  булсин.
А гар  t —у b —>- 0 да  F(t)  функциянинг  лимита

lim F(t)

b

а
каби бел ги л ан а д и :

ь ь
f (x)dx  — 1 im F(t) l im

t - + b - 0
a a



хосмас  интегралнинг  якинлашувчилигини ан н кдан г  ва 
кийматини топинг.

Таърифга курэ
1 I.
Г dx ,. Г dx

о /

булиб,
I

булишидан эса

l im F ( t ) =  l im 2(1 — лД  ) =  2
/-> ! О /->-+0

келиб чикади.  Д е м а к ,  берилган хосмас  интеграл як,инла- 
шувчи ва

[А*  2.
J Vх

i 0
19- м и с о л. Ушбу

I
[  _dx__
J  л[х(\—х) 
о

хосмас  интегралнинг  якинлашувчилигини ан и клан г  ва 
Кийматини топинг.

Таърифга ку ра
1 U
Г dx __ j:, f  dx
J  л/х(1—х) i - * + 0  J  л[х(\—х)
о 0-^-1 - 0  t

булади.  Агар
U

S ^ 5 f e r = a rc s ln (2 -c — '>1,"=
/

=  a r c s i n ( 2 ü — 1) — a r c s i n ( 2 i — 1)
ва

l im |a r c s in (2y— 1) — a r c s i n ( 2 i — 1)] =  у  +  у  =  я
и-*- 1 — О
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булишини эътиборга  олсак,  унда  берйлган хосмас  интег- 
ралнинг  як.инлашувчилигини х а м д а

t

$■
dx

д/х(1 —X)
О

эканини топамиз.
20- м и с о л. Ушбу

/ , =  [ .1-, \ dx ( а > 0 )
J  (x — a f  U b - x f  V ’
а а

хосмас  интегралларни якинлаш увчиликка  текширинг.
Хосмас  интеграл таърифидан фойдаланиб куйидаги-  

ларни топамиз:

, f  dx c f  dx . .  Г ( x -/ ,= \-----------=  lim \------------ =  l im -—-
J (x — a f  /-ю + oJ (x — a f  (-+a + oL I

t

=  l im [(b — a)' “ — (/ — a ) 1 “] ( a ^ l ) .
/ a + 0 1 ~ a

Бу лимит a <  1 б у л га н д а  чекли, д е м а к  /i хосмас  интеграл 
як,инлашувчи,  а >  1 б у л г а н д а  эса  чексиз,  1\ хосмас  
интеграл узоклашув чи булади.  а = 1  бул га н да  

ь ь

И т  \ х ~ а =  И т  11п( ^ - а )]|"J х—а t^a+а J х—а /_*„+о 1 1
а t

булиб h  интеграл узоклашув чи булади.
Д е м а к ,

Л =  ( « > < »J (х — а)
а

хосмас  интеграл a <  1 б у л га н д а  якинлашувчи,  а ^  
^  1 б у л г а н д а  узоклашувчидир.

Худди шунга  ухшаш курсатиш  мумкинки,

I2= \  dx ( а  >  0)
“ J  ( b - x f  а

хосмас  интеграл a<L 1 б у л г а н д а  як,инлашувчи,
¡5= 1 б ул га н д а  узоклашувчи булади.
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21 - м и с о л. Ушбу

йх
; '4К-1 Л/V х -м- . \
/ -Ш / Л'Й

хосмас  интеграл якинлашувчи булишини исботланг  ва 
кийматини топинг.

Р авш ан ки ,  бу йнтеграл 20- мисолга кура  ^

якинлашувчи .  Энди унинг кийматини топамиз:
2  1 2  , .  Г,

Г ____ (1х __  ̂ (1х ___^   ̂ ¡¡X

- 1  л [ (х ~ 1 ) 2 - 1 л[(х - \ ) 2 1 л [ ( х - 1 ) 2

I , - -  — Пт ( ——--- =  Пт (з\/х---1 )|<-,=
Л  д / ^ 7  ‘- - о  ^

=  3 П т  ( У/ — Г — д/ — 2 )  =  3
/ - 4- 1 - 0

2 2

 ̂ 3 — =  П т  ( — — ----- =  П т  ( З у х  1 )!
} л / ^ Т у  1Г ' - 1+0

=  3 П т  ( д/2— 1 — д / ^ -  1 )  =  3.
' 3

/-+ 1 +0

Д е м а к ,
2

( ах =  з ( л/2 Ч - 1).

Мисол в а  м а с а л а л а р

Куйидаги хосмас интегралларнинг  якинлашувчилигини 
курсатинг  ва кийматини топинг:

г л 1
82. I - ‘ *г . 84.  ̂1п хс1х.

0 • -о
1 \ : 4
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86. С 89. (
Й хХпх ¡1 л / ^ 2
1 3

§*7  ̂ до ^

1/2 1

’ • !■

88.

Г ф ^ гА

(  -  ^ ‘1х- . 91. Г
0 л/э .У" 2  У(.] _  Д.)2

Куйидаги хосмас  интегралларнинг  узоклашувчи экани- 
ни исботланг:

92.
2 _1_
Г ¿X 2
' 96.

— 1 J  х 1п л;
2 О
Г ¿х 1
3 ( Х - ! ) 2 '  97. 5

х3 — 5х2

94.

95.

2 е
 ̂ с ! е  х с1х. 98. ( —~х

о  ̂ еХ~ 10 о
г л '• ;Г хйх  г
1 7 = Т -  5 е ‘

Лх
Тз”‘

5- §. ЯК.ИНЛАШУВЧИ ХОСМАС 
ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ.

АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР

/(х ) ва £(х)  функциялар [а,  Ь) д а  берилган булиб,
6 нукта  шу функцияларнинг  м ах сус  нуктаси булсин. 

ь ь
1°. А гар  у (х) с1х  ва х)<1х хосмас  интеграллар

а а

якинлашувчи булса ,  у д олда  
ь
 ̂|а• /(,г)_Ь Р • ¡г(х)Щх

а

хосмас  интеграл хам  якинлашувчи булиб,
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b b b 

 ̂[ a - / ( x ) ±  ß •,g(x)\dx =  a\j, f(x)dx±:  ß  ̂g (x)dx
a a a

булади ,  бу ерда  a, ß — у з г а р м а с  сонлар.
'■ ; ' ь а •

2°. Агар  b)  у чу и ¡ ( x ) - ^ g ( x )  булиб,  \f(x)dx
а

Ь { о т  '■■■■ '■ [1 - i : £

ва \ g (x )dx ин теграллар яв д нла шув чи  булса ,  у холда
а к ; -

b j  Ь

ij/'(*)</*< \t g (x )dx
а а

булади.
' 3°. I f ь ю т о н — Л е й б н и ц ф о р м у л а  с и. f (x)  функ­

ция {а, Ь) орал икда  узлуксиз  булиб,  F(x) эса  унинг  шу 
орали кда ги  бошлангич функцияси булсин ( F'(x) =  f ( x )). 
Унда

ь
^f{x)dx — F(x)\ba~° — F(b — 0 )— F(a)  (4)
a ; /

булади.  (О д а т д а  (4)  Ньютон-Лейбниц формуласи дейила- 
ди).  Бу ерда

F(b — 0 ) =  l im F( t )
t-* b - о

4°. У з г а p у в ч и н и а л м а ш т и р и ш  ф о р м у л а с и .  
f (x)  функция [а, Ь) д а  узлуксиз ,  <р(/) функция эса [а,  ß) д а  
узлуксиз  дифференциалланувчи функция б у л и б , ■

а  =  с р ( а ) ^ ф ( / ) <  l im <p( t ) ~ b
t - r b - O

булса ,  у х,олда
Ь ß

J / ( x ) d x =  J/(q> ( t W ( t ) d t
а а

булади.
5°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  ф о р м у л а с и .  Агар 

и =  и(х ) ва  u =  v(x)  функциялар [а, Ь) да  узлуксиз
дифференциалланувчи булиб,  l im ( и - и )  м а в ж у д  булса ,

t — b - о

у холда  
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^udv  =  u - v  I* — ^ vd u
ь

булади.  Бу ерда
u - v |ц= l im u ( t ) v ( t )  — u(a)v(a) .

/-*■6-0

22- м и с о л. Ушбу
2
f  dx 
J  л: y in  л:
1

интегрални хисобланг .  Равш анки,

функциянинг  (1,  2] орал икда ги бошлангич функция-си 

F(x) =  2- д/Гп х

булади.  Ньютон — Лейбниц формуласидаи фойдаланиб,  
топамиз:

f dx -(2лГ\п х )|2 ==2 In 2 — 2 lim д / Ш  = 2  1п2.
v h - o  i-i-i-o

23- м и с о л. Ушбу

Г x3dx

. ] v-i

интегрални х,исобланг. Бу интегралда  узгарувчини алмаш- 

тирамиз:  х  — 2 s in /. Бунда  х£ [0 ,  2) б ул га н д а  /Е|̂ 0,

булиб, dx =  2 cos id t  булади.  Н а т и ж а д а  берилган интеграл 
куйидагич а  ёзилади:

2 „ 3 . . .  г  „ : „ 3 ,

_ ^  - 8 С =  8 siu7<//
j  J ~ si j

Кейинги интегрални хисоблаймиз:
л
2 0 j j о
Ц sin4 d t  =  jj (1 — c o s 2t )d{cos t) =  (cos t — 3-cos3/)|^
0

2
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2 ,
Г х dx __ 16

J д / 4 ^  3

24- м и с о л. Ушбу
i
Г ln  jc ,\ -~ -ах
J Vх о

интегрални хисобланг.  Б ул аклаб  интеграллаш формуласи- 
дан фойдаланиб топамиз.  Берилган интегралда

и — 1п х, dv=~^Frdx 
л/х

дейилса,  у холда

d u = ~ d x ,  о =  2 д/2 

булиб, к у й и д а ги га  э г а  буламиз :

[~~x-dx  =  2^Jx\nx\'  — 2 Í - ^ r - =
J  У *  v ! +o J л
o o

=  — 2 l im л]х\пх  — 4 t/ x | L 0= — 4.t-*+ o v

Д е м а к ,

Мисол ва  м а с а л а л а р
Куйидаги  хосмас  интегралларни х,исобланг:

104. dx.
о л ](х — \)2

105. J ix~ l)f + l dx.
— Г .
- 0 , 2 5

106. ( -
J  х  -J2x  -j- 1

- 0 , 5
л
Т

107.  ̂ д/tg л; dx.
о

100.

101.

í
J  д/х

dx

102. x2dx

4 —

103. 2 — л: 
д/3 — х

¿jc.



¡0 8 .  \ ^ p ^ J d x .  1 0 9 .  \ (a , b£R,  a < b ) .
J  -Л/ ,_„2 J  ^(x — a)(x — b) ’
0  V 1 л  a

6- §. ХОСМАС ИНТЕГРАЛНИНГ ЯК.ИНЛАШУВЧИЛ ИГИ Х,АК,ИДА 
ТЕОРЕМАЛАР.  И HIE ГР АЛ H И H Г АБСОЛЮТ  

ЯК.ИНЛАШУВЧИЛИГИ

f (x)  функция [а,Ь) да  берилган булиб,  Ь шу функция- 
нинг махсус  кук/гае и булсин.

9- т е о р е м а ,  fa ,в )  д а  манфий б у л м а г а н  f ( x )  функция-
ь

нинг \^f(x)dx хосмас интегралнинг як,инлашувчи булиши
а

учун (а ,  Ъ) д а

F(t )-==\f(x)dx  ̂  С (C  'i=F const )
а

булиши за рур  ва  етарли.
10- т е о р е м а .  f ( x )  ва g ( x )  ф ун кцкя лар  \а,Ь) д а  

берилган бул иб ,  Ь шу функция л арнинг  махсус  нукдаси 
булсин.  Агар Ух£[а,Ь)  ixa

о < / ( х ) А [ * )
. ь > ■: 4

б у л с а ,  у хо л д а   ̂g ( x ) d x  интегралнинг  як,инлашувчили-
а

Ь ' г, , 6
гидан ^ f ( x ) d x  нинг як,инлашувчилиги;  ^ f ( x ) d x  интег-

а а
Ь

ралнинг  узок ,лашувчилигидан ^g ( x ) d x  нинг узоВДашув-
а

чилиги келиб чик,ади.
1 1 - т е о р е м  a. f ( x )  ва  g ( x )  функциялари [а,Ь) д а  

аник,ланган,  f ( x ^ 0 ,  g ( х бул иб ,

! im - - / 7  =  ̂  ( 0 +
л .ft o f f ( x )

- ь
булсин,  Агар k C  +  оо ва \. g (x)dx  якинлашувчи б у л с а ,

£ а i : " :■
>> ; ■ . .

\ f (x ) d x  х а м  як,инлашувчи б у л а д и .  Агар k > 0  ва
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• £

\§(х) (1х узок,лашувчи б ул с а ,  \}(х)(1хх,ам узок,лашувчи
“
б у л а д и .

^12- т е о р е м а .  Агар х нинг Ь га етарли я к н н  
киима тларида

¡(х )  -  ( а > 0 )
( Ь ^ х ) аУ ’

бу лс а ,  у х.олда хр(х) ^  С<С -)- оо ва а<С 1 б у л г а н д а
Ь

\1(х)с1х интеграл якинлашувчи,  ср(д: ) ^ С > 0  ва
а ь
>  I б у л г а н д а  ^((х)с1х интеграл узоклашувчи б у л а д и .

а
1 3 - т е о р е м а .  Агар х —у Ь —  0 д а  ¡(х )  функция  

ь_;х га нисбатан а(а~>0) тартибли чексиз катта б ул с а ,
ь

у х о л д а  ^ ¡ ( х ) й х  интеграл а <  1 б у л г а н д а  якинлашувчи,
а

а ^ 1  б у л г а н д а  эса узоклашувчи б у л а д и .
14- т е о р е м а ( К о ш и  т е о  р е  м а е  и). К,уйидаги

ь
^}(х)(1х
а .

хосмас интегралнинг (6  —  махсус нукта)  якинлашувчи  
бу ли ш и учун, У е > 0  сон олинганда хам,  шундай 6 >  
> 0 т о п и л и б ,  Ь — 8<Ц '< 6 ,  Ь — б < ^ " < ;  6тенгсизликларни  
каноатлантирувчи ихтиёрий V ва ?' лар  учун

I I" г

5 Н х )й х ~ \ К х )й х -

< 8

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
15- т е о р е м а  ( Д  и р и х л е а л о м а т  и).  }(х)  ва 

§ (х )  функциялар {а,Ь) д а  берилган б у л и б ,  ул а р  куйидаги  
шартларни бажарсин:

1) ¡(х )  функция \а,Ь) да  узлуксиз ва унинг шу 
ораликдаги бошлангич Р (х) (Р '(х)= -[(х))  функцияси 
чегараланган,
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2)  g(x)  функция [а,b) д а  g'(x)  х,осилага эга ва 
у узлуксиз функция,

3)  g(x)  функция [а,Ь) д а  камаювчи,
4)  lim g ( x ) = 0 .

х-*-Ъ — 0

У х о лд а

\f(x) g (x) dx

интеграл як,инлашувчи б у л а д и .
а

1 6 - т е о р е м а .  Агар ^.\f(x)\dx интеграл.як.инлашув-
ь

ь
чи б у л с а ,  у х,олда \^f(x)dx интеграл х,ам як,инлашувчи

а
б у л а д и .

Ь

7- т а ъ р и ф. А га р  \f(x)\dx интеграл як ,инлашувчи

б у л с а ,  у  х;олда  ̂f (x)dx аб с олют я^инлаш увчи интеграл

д е б  аталади,  ' f (x)  ф ун кци я  э с а  \а,Ь) д а  аб солют  
интег ралланувчи  ф ун кц и я  д е йилади .

25- м и с о л. Ушбу

i
Г х arc sin х dx
I Vi

интегралнинг  якинлашувчилигини курсатинг .  Агар

* t
Г x a rc s ir ix  . ■_> f arc sin x , 1 ,  . ,F ( l ) =  \ —  d x <  \ — , . d x = - ^ ( a r c  s in í )
o V I - * 2 i  V i - * 2 

ва V/£[0,1) да

F( t) =  j (,a re sin t f

эканлигини эътиборга  олсак ,  9- теоремага  кура  берилган 
интеграл як,инлашувчи булишини топамиз.
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26- м и с о л. Ушбу

1 „2
\ 4C0SX dx
о3 \ ß - x

интегралнинг  якинлашувчилигини курс.атинг.  Равшанки,  
V jcÇ[0,1) д а

V r - ¿  \1 X

булади .  Ушбу
i i

dxГ dx __ Г dx
У у = -  ) т г 1 ^ г/ г

хосмас  интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб,
10- теоремада  и фойдаланиб,

S.cos2*  ,-т—-----dx
V r= 5

интегралнинг  як.инлашувчи -жанини топамиз:  . i :
27- м и с о  л. Ушбу

\ dx 
J Sin Xо

хосмас  интегралнинг  узоклашувчилигини курсатинг .  

М а ъ л у м к и ,  Vjc£(0,1] д а  е х> 1  булади.  Д е м а к ,

"tV > ~ V  (* 6 (0 , 1 ] )sin *  sin *

i

Энди dx  интегрални караймиз .  Таърифга ку ра

\— l-—d x =  l im [
J  sin X -t-0 J

1
dx
. 9sin“*/ . V •: .

=  l im ( — c t g x ) | ; ~ c t g l  4- l im ctgí== +  oo 
í-^+0 (->+0
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булади.  Д е м а к ,  \ dx хосмас интеграл узоклашувчи ва 
J  sin Xо

10-теоремага  биноан

е*— —dx 
sin X0

интеграл хам  узоклашувчи булади.
28- м и с о л. Ушбу

1
 ̂ д/lnx dx

о

интегрални як инлаш ув чиликка  текширинг.  Бу хосмас 
интеграл билан бирга

i

якинлашувчи интегрални ка раймиз .  Ра вш ан ки ,  

l im =  l im д/х■ 1пх = 0.
х-*~ + 0  1 лг— + 0

\ß

11- теорем аг а  ку ра
i
 ̂ д/Гпх ~dx

о

интеграл х а м  якинлашувчи булади.
29- м и с о л. Ушбу

i
Г dx

о а/ ^ 4

интегралнинг  якинлашувчилигини курсатинг .  Интеграл 
остидаги функция учун



1

УГ-*4 л/о— 1 + хк 1+ 2̂)
1 1

^ 1 ~ х л/( 1 + Х Х 1 + Х 2) ( » • '  * ) ‘ '2 л / п + х ) ( 1 + л : 2)

булиб,  х-*~ 1 — 0 да

1

о -*),/2 у<- -.......=о(— 1 Л
1+х)(1+ * 2) V ( 1 — х) )

булади .  13- теоремага  ку ра  берилган интеграл якинла-  
шувчидир.

30- м и с о л. Ушбу

2
 ̂1п э т х  йх

интегралнинг  якинлашувчилигини курсатинг ,  кииматини 
топинг.

Р авш ан ки ,  0 < а < 1  булга н да  
1п п хI п

х-> -0
П т  — —: =  — Пгг/ 1 х—Л о з  х ) =  0
х^о -а х ~ а- '  /

X

булади.

5 1 -  ( « < « < ! )
о

якинлашувчи булгани учун 11- теорем аг а  кура  к а р а л а -  
ётган интеграл якинлашувчи  булади.  Энди бу и нте грал ­
нинг-кийматини топамиз:

я  л
т  7

/ =   ̂ 1п эш х  с1х =   ̂ 1п^251пу?со5-|-^х =
0 0

— . л  л  я
2 ’ 2 2 7

=   ̂ \n2dx-\-  ̂ 1п $\п-х-й х  +   ̂ 1п с о в у ¿ X -   ̂ 1п2й?х =  ̂ 1п2,
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2  4

 ̂ ln s in ^dx =  2 Ц ln s in tdt , =
o ' : ; ; r :  o

'л л
. . J  . " : : T... ,

 ̂ ln c o s y d x  =  2  ̂ ln s i n id t(t  =  ~’ — |
o - i  \ ó«r . ' :

4

Д е м а к ,  ' W;
! ■ _л \ < ■ ; >'• > 1 ) ,/л_ 1 ¡- " ; ;

4 2"

/zx=yln2+'2 |j ln sin/¿// +  2  ̂ ln s\ntdt =
o ü

; -4 : ;
л
Y

=  y -  ln2 +  2  ̂ ln s i n ¿ d ¿ =   ̂ ln2 +  2/.
o

Кейинги тенгликдан

/ = - | Ш 2

булиши келиб чик,ади.
3 1 - м и  с о л. Ушбу

\C0S(~W~~l ) ' ^ x dX

интегралнинг  абсолют якинлашувчилигини курсатинг .  
Аввало

|С08( L I < ...L
л/х 1 )  \JX I \jx

булишини аник,лаймиз.  Равшан ки ,

\ ^ ХО

хосмас  интеграл як,инлашувчи.  Унда 1 0 - теоремадан
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хосмас  интеграл  якинлашувчилиги  келиб чик.ади. Бу эса 
берилган интегралнинг  абсолют як,инлашувчилигини бил- 
диради.

32- м и с о л. Ушбу

1 5К т ^ - ) - т ^

интегрални абсолют ва  шартли як .инлашувчиликка текши- 
ринг.

Интеграл  остидаги функцияни ку йида гич а  ёзамиз :  

^ п( т 1 7 ) . т ^ 1 =  / (х ) . я (х ) .

Бу ерда

/(*)== s i n - 1-— -  g ( x ) =  1 - х .
( 1 — х)

Бу f(x) ва  g' (x) функциялар 15-теореманинг  (Дирихле 
ал омат и )  бар ча  шартларини ка ноат лан тирад и .

1) f ( x ) = ---------„• • sin-------  функция [0, 1) д а  узлуксиз
( 1 — х) 1 •*

ва  унинг бошлангич функцияси F(x)— — cos t чега- 

рал ан ган ;
2) g (x )— l — x функция [ОД) д а  g '(x )=  — 1 хо силага  

э г а  ва у у зл укс и з  функция;
3) g ( j c ) = l — х функция [0, 1) д а  камаювчи,
4) l im g ( x ) =  l im ( 1 — х) — 0.

j e - » - 1 — 0 X—*-1 — 0

Д е м а к ,  15-теоремага ку ра  берилган хосмас  интеграл 
як,инлашувчи.

Равш ан ки ,

I 1 1 I ___1 - 2 1 / г ч- ------- sin-,------- > . ----- s in2—----- . (5 )
I l — x  1 — JC ------ 1 — x 1 — x  v ’

Энди

sin -------dx
J  1 —  X l — x
o

интегралнинг  узоклашув чи булишини ку рсатам и з .  
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Ихтиёрий 6 > 0  сонни. олайлик.  Агар  е = ~ ,  V на Г

лар оифнтида I- й •</'•< I. I — Л <С /" •< I тенгсизликларнй 
к,аноатлантирувчи

Г = \ — -1- , I"... 1 1
, , пк . 2 пк

/
лар олинса,  у холда

I г . 2 1\ э т 2- .-------- ------
\ 3 ■ 1 —X \—х 
1 V

Т  в!!!2/ 1 (* .

-  ) — л > ^ г ) 51

в т йх
1 — 1 • м-

&\п ЧсИ=- 1
2пк 

1 пп 1

¿ЛП 

1 1
—соз2̂

2йл 2

булади.  Б у эса ,  Коши теоремасйга  мувофик.,

-с1х

интегралнинг  узок,лашувчилигини билдиради.
Юкоридаги (5)  муносабатдан  ва 10-теоремадан фойда- 

ланиб,

Я 1 . I I ,  8111 ,--- (1.Х .
\ — Х  1 — .V

интегралнинг  у зо клашув чи булишини топамиз.  
Д е м а к ,

ы 5;п ------¿ х
— х 1 — X

хосмас  интеграл шартли якинлашувчи экан .
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Мисол в а  м а с а л а л а р
Куйидаги интегралларни якинлашувчилигини исбот-

ланг:

ПО. ( - — . 115. Г Лх
О

1 2 л

1П. С — , П 6. Г йх

^ о ^

112. 117. \ -^ = н 1х .
3 V СО вХ / фх 3 фёШх

п з .  | д / ^ .  П 8 . 5^

4 4 . [ Л / ^ Ч х .  119. \lm -dx.
 ̂ у  1 6 - х 2 Зе81м-1

Куйидаги ин тегралларнинг  узок,лашувчилигини ис- 
ботланг:

1.

2 I
йх

121. С..^  21йх . 124. (  —
З х 3 —2х2 +  4 3 х

БШЛС ,ах.

122. С хйх . 125. ( '"*'"х йх.
I о хфГпх

Куйидаги  хосмас  интегралларни як .инлашувчиликка 
текширинг:

126. 129.
) Хл̂ Х 3 X— д/х-фх ' ' 3 X— фс
0 О
1 I

йх
1п(1 ~{~х) '

1
1

йх128. \х2\п2- й х .  131. (
)  X  ]  3  -----------------------------------

О л]х(ех — е ~ х)о 
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1

«32. arcs'n (/ f/ W . 134. f - Ц о
J  xln (1 +  x) J  x  V х  Vх0 0

133. t  135. \ - r J .
3 X2 j  У х + г

1
dx
arctgx

0 о 
К,уйидаги х осм ас  интегралларни абсолют якинла-

шувчиликка  текширинг:
1 1

136. s i n - d x .  139. (  s i n ' t / x .
J  Л-2 | ! х  ) ех- 1  хО
0 ,5  .  1

, 3 7 - \ C°x\nx~dx- 140- 5 -—f-d x .

0 ,5  1

138.

х
1

U T ^ - Y c o s ^ .  141. (  - v dx.
3 л  1 — Х )  06 3 ( у  л' . .  х Г

Ф а р а з  килайлик ,  /(х) функция (а ,  с — г]!] ва [с +  г\%, Ь) 
(т] 1 > О, П2> 0 ) о р а л и кл а р д а  интегралланувчи булиб,  
с нукта  функциянинг  махсус  нук та си  булсин:

М а ъ л у м к и ,  Tji-^O, г]2^ 0  да  ушбу 
.V—-Hi ь

/7(т]1,112) =  J f{x )d x+  J f{x)dx
а С +  П2

функциянинг  ли мита  /(х) функциянинг  (а, Ь) даги хосмас  
интеграли дейилади ва ку йида гич а  белгиланади:

ь
l im /7(т11,т)2) =  [f(x)dx  ( 6)
ть--+-0 •>

п аг,2~*0
Агар  /;( i)i, i]2) функциянинг  лимити чекли булса ,  

(4) хосмас  интеграл якинлашувчи,  а к с  холда  интеграл 
узоклашувчи дейилади.

8- т а ъ  р и ф. Агар  т)1 =  т]2 =  г] ва t j - » -0  да
с — rj b

^о(т1. 'П-)=  ̂ f(x )dx +   ̂ f(x )dx
а с -}- г|

функциянинг  лимити м а в ж у д  ва чекли булса ,  у холда 
ь
\j f(x)dx хосмас  интеграл бош ки й м ат  маъносида  як,инла-
а , ■ "

шувчи дейилиб,
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И ш /'о (П -> |)-л —О

лимит эса  \[(х)йх хосмас интегралнинг бош щймати  ]
а

дейилади. Уни

I

У.Р ^¡(х)<1х

каби белгиланади:

■ С — Г)

У . р Д / ( х ) Л с =  П т  \ ¡(х)йх-\- \ ¡(х)с!х 
Л г)^0 ■> с + П

^¡(х)йх хосмас  интеграл якинлашувчи булса ,  у бош
а

киймат  маъносида  хам  якинлашувчи булади .  Бирок 
ь
^ ¡(х ^ х  хосмас  интегралнинг  бош ки ймат  м а вноси да
а . . , ; - ,

якинлашувчи булишидан унинг якинлашувчи булиши хар 
доим келиб чикавермайди .  М а с а л а н ,  ушбу

№
хосмас  интеграл бош киймат  маъносида  якинлашувчи:

У.Р
1■5—  =  П т  {

*  ч - + о \
-с1х

— Пт|1п ¡лс1 1 11
ч -о

I- 1п.л-1 | (| ] =  0.

с1х
хосмас  интеграл якинлашувчи эмас.
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Куйидаги интегралларни топинг:
ь

. У .Р \  -^ -7 { а < с < Ь ) .  144. У.Р.  ^xigxdx.
а Х  °  О

4 _ Л

■ У Р 145. У.Р.  (
0 .5  ^ 3 — бет* ’

XVI боб
П АРАМ ЕТРГА БОРЛИК, И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. ПАРАМЕТРГА БОГЛИК, ИНТЕГРАЛ ТУШУНЧАСИ

¡(х,у) функция Я2 фазодаги бирор

0  — {(х,у)£Я2: а ^ х ^ Ь ,  у £ Е а Я )

т у п л а м д а  берилган булсин. у узг арувчининг  Е т у п л ам д ан  
олингаи х,ар бир т ай иилан ган кц ймат ида  ¡(х,у) функция 
х узгарувчиси буйича [а,Ь\ орал ивда  интегралланувчи,  
яъни

ь
 ̂Кх,у)йх

а

интеграл м а в ж у д  булсин.  Равшан ки ,  бу интеграл у  у з г а ­
рувчининг Е т у п л ам д ан  олинган кцйматига  боглик булади:

ь
1{у)— \Кх,у)йх. ( 1)

а

О д а т д а  (1) интеграл параметрга боглик, интеграл, 
у  уз г ар ув чи  эса параметр  дейилади.  П а р а м е т р г а  боглик 
ин те гралла рда  1(у) функциянинг  бир катор хоссалари 
(лимити,  узлуксизлиги,  дифференциалланувчилиги,  ин- 
тегралланувчилиги.  ва  х.к . )  урганилади.  Бу  хоссаларни 
ур ганиш да  /(х,у) функциянинг  у буйича лимити ва унга  
интилиш характери  мухим роль уйнайди.

¡(х,у) функция О т у п л а м д а  берилган,  уо эса  Е туп- 
лам ни нг  лимит нуктаси булсин.
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ч

1- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  олинганда \ам, (Vx£[a,b] 
учун шундай) б =  б(е,х )>-0 топилсаки, |у — г/оI <Сб 
тенгсизликни к^аноатлантирувчиV у£Е учун

\f(x,y) — ф(х)| < в, х £ ( « , 6|..

биле и, у уалд а  ф(х) функция f(x,y) функциянинг у  w /( 
даги лимит фунщияси дейилади. ■  ̂ i ).9 

f(x,y) функция D т у п л а м д а  берилган булиб,  оо 
,Е тупл ам нинг  лимит нуктаси булсин.

2- т а ъ  р и ф. Агар  V k > 0  олинганда х,ам (х£[а,Ь] 
учун) шундай А =  А (е ,л : )>0  топилсаки, |г/|>-А тенгсиз­
ликни к^аноатлантирувчи Уу£Е  учун

\f(x,y)— ф(*)| < 8

булеа ,  у х^олдаф(х) функция f(x,y) функциянинг у -у- оо 
даги лимит функцияси дейилади.

! - м и с о л. Ушбу

f(x,y) =  x  s i ny

функцияни b  ={(x,y)£R2: 0 < х <  1, y£R}  т у п л а м д а  ка -  

райлик.  y - + Y  да ги  лимит функция х эканлигини кур- 

сатинг.

А гар  V e > 0  га кура .  6 =  е деб олинса,  ун да  

IУ— У о \ = \ у —у  | — 8 тенгсизликни каноатлантирувчи  

Vi/G/? ва V x £ [ 0 , l ]  учун

\f{x,y) — ф(х)| =  \xs\ny-x\  =  |х| I s in у — 1 | =

=  \х\ | sini/ — sin ^

-̂1 Я I ^< j y - y | < e

булади.  Д е м а к ,  у у  д а  f(x,y) =  xs\ny " функциянинг 

лимит функцияси
ф(х) =  l im f (x ,y )=  l im x s i n y — x

л n
y-+— y-+—

булади.
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2-  м и с о л .  У ш б у

ух
fix ,У )--  2 2

1 +  у х

функция D =  {(x,y)(zR2: 0=sCx^ 1, y£R}  т у п л а м д а  берил­
ган бÿлcин. у —>- оо да ги  лимит. функцияни топинг. 

ф(х) =  0 эканлигини к)фсатамиз .

Агар  V e > 0  га Kÿpa A =  деб олинса,  унда  \у\ > А  

тснгсизликни кано атл антирувчи VÿÇT? учун

\f(x,y) — ф(х)| =  I уХ 2 0 1 <  — < е
I 1 +  у х  I ух

бÿлaди.  Д е м а к ,  0 < х ^  1 учун «/■-»-■ оо д а  /(х, у ) —
— функциянинг  лимит функцияси ф(х) =  0 булади.

1 +Î/V
х =  0 д а  ф(0) =  0 эканлиги равшандир.

Юкорида келтирилган мисолларнинг  биринчисида,  л и ­
мит функция таърифидаги  6 =  8 бÿлиб,  у ф а к а т  е гагина
б(Н71 и к, иккинчисида эса А =  булиб,  у берилган е >

> 0  билан бирга к а р а л а ё т г а н  х  н у к т а г а  ха м  боглик 
эканлигини кура ми з .

Лимит функция таърифидаги б > 0  нинг ф а к а т  е >  
> 0  гагина  боглик килиб танланищи мумкин булган х,ол 
мухимдир.

3- т а ъ р и ф. D тупламда берилган f(x,y) функция­
нинг у^ -уо  даги лимит функцияси ф(х) булсин. V e >  
> 0  олинганда х а м  шундай б =  б(е) топилсаки, 
\у — Уо\ <  < ô  тенгсизликни каноатлантирувчи \fy£E ва 
Vx£[a ,b ]  учун

|/(х, у) — ф(х)| < 8

булса, f(x,y) функция уз лимит функцияси ф(х) га 
[а,Ь] да текис як,инлашади дейилади.

4- т а ъ р и ф. D тупламда берилган f(x,y) функциянинг 
у->-уо даги лимит функцияси ф(х) булсин.

V ô > 0  олинганда х<ам шундай е о > 0, хо£[а,Ь\ ва \у\ —
— г/ o lC ô  тенгсизликни каноатлантирувчи у\£Е топил­
саки, ушбу
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тенгсизлик уринли булса, у х,олда f(x,y) функция ср(х) га  
нотекис я^инлашади дейилади.

Юкорида келтирилган 1- мисолда f(x,y) =  xslny  функ­

ция Л3 У3 лимит функцияси х га текис як,инлашиши

равш андир .  2- мисолда эса  f(x,y) =  - - х— функция
1+ х У

у->- оо да  лимит функция ф(х) =  0 га нотекис якинл аш ад и.  

Х,акикатан хам ,  V A > 0  сонни олайлик .  Агар  80= ^ - ,  у { 

сифатида \у\ \ >  А тенгсизликни ка ноатлантирувчи  ихтиё-
рий г/i ни ва х0= —  деб олсак ,  у холда 

У1
1

" ‘ V  1 .
1/(*о.0|) — ф(*)1 = -----------Г  =  Т > 8 ° = У

l+ y ' ' VУ1
булиб,  бу 4 - таърифга ку ра  у-+- оо да  f(x,y) = ху

1 +  х2у2
функция уз лимит функциясига нотекис якинлашишини 
билдиради.

3- м и с о л. Ушбу

Кх ,у )=
■ Л ' + т У

функция D =  {(x,y)£R2: 0 < х <  1, 0 < г / <  +  оо} ту п л а м д а  
к а р а л а ё т га н  булсин. у-*- -f- оо да  лимит функцияни топинг 
ва  як,инлашиш характерини текширинг.

l im f(x ,y )=  l im ------ 1 =-г~~Г
у-*- + оо i/-»-+ 00 1 ) l + ß

эканини куриш вдйин эма'с.



Агар а =  е,па ва х > 0  л а р д а  1 n(I -\-x)<.x  эканлигини 
эътиборга олсак ,  у холда  |f(x,y) — ф(лс)|

2
X --------

е

4

= -  :' - i <  1 ~

<Се тенгсизликни ечиб топамиз:

I
У >

Агар  Д = .... -  — - дес ак ,  у холда  V e > 0  га кура
! „ ( ! —т )„21 г 

1

21п(,1- у )
у >  А

тенгсизликни: каноатлантирувчи  V// л а р  учун ва 
V x £ [0, l ]  учун

\f(x,y) — <p(x)\ = 1 1.

1+ №
i  î+e*

тенгсизлик Уринли ’ б^ллади. Бу эса 3- таърифга  Kÿpa 
берилган f{x,y) функдияни у - у  4 -  оо да  лимит функция 
ф(х) га текис як.инлашишинй билдирадн.

4 -м и с о л . Ушбу

f{x,y) =  s i n y

функция D =  {(х,у)£ R 2 : x £ R, О +  оо} т у п л а м д а  бе­
рилган булсин. у - у  +  оо да  лимит функцияни топинг ва 
интилиши характерини текширинг.

lim f(x ,y )=  l im s.,in- = 0  эканини куриш
;/->- + оо оо 1 У

кийин эмас :  ф(х) =  0



о I X IV e > 0  га кура  А — -—-  де са к ,  у холда тенг-

сизликни ка но атлантирувчи  V у  учун |sin-—| С е  булади.
У

\ х \Бу ерда Д==-—  факатгина е га боглик бу лм ай  х га хам

богливдир.  А ни х га боглик,мас килиб олиб булмаслигини 
курсатишни ук увчига  хав ола  киламиз .

Д е м а к ,  к а р а л а ё т г а н  функция уз лимит функциясига
4- таърифга  ку ра  нотекис як,инлашади.

Т е о р е м а .  f(x,y)  функция у-^уо  д а  лимит функция 
ср(х) га эга б у л и б ,  унга текис якинлашиши учун V e >  
> 0  олинганда  х ам ,  х(х£[а,Ь\) га  боглик, б у л м а г а н  
шундай б =  б(е )> 0  топилиб, \у — i/o l<6,  \у' — уо\<8  
тенгсизликларни каноатлантирувчи V у,у' £ Е х а м д а  
Vx£[a,6]  учун

\f(x,y)—f(x ,y ')\ < e  
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
2- §.  П А Р А М Е Т Р Г А  БОРЛИК,  И Н Т Е Г Р А ЛЛ  АРН И Н Г Ф У НК Ц И О Н А Л

Х О ССА ЛАР И

1 - т е о р е м а .  f(x,y)  функция у нинг Е т у п л а м д а н  
олинган х а р . б и р  тайин кийматида х нинг функцияси 
сифатида [а, Ь] ора ли к да узлуксиз булсин.  Агар f(x,y)  
функция у  — г/о да  ф(х) лимит функцияга эга б у л с а  ва унга  
текис як,инлашса, у х о л д а

Ь Ь

q>(x)dx (2 )

.булади.
2 - т е о р е м  а. Агар f(x,y)  функция D =  {(x,y)£R2: 

:x£[a,b], y£[c,d\} т у п л а м д а  узлуксиз б у л с а ,  у х о л д а

ь
Н у) =  \ f(x,y)dx

а

функция [с, d] о ра л ик да  узлуксиз б у л а д и .
3- т е о р е м а .  f(x, у)  функция D =  {(x, у) £R2:x£[a, 6], 

у ф ,  с?]}т у п л а м д а  берилган ва у  уз гар ув чи ни нг\с, ора- 
ликдан олинган хар бир тайин кийматида х  узгарувчининг  
функцияси сифатида [а, Ь] ораликда узлуксиз булсин.  Агар

l i m f(x,y)dx==  Jj
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f(x,y) функция D т у п л а м д а  fy(x,y) хусусий хосилага эга  
б ули б,  у О д а  узлуксиз б ул с а ,  у х о л д а  1(у)  функция хам  
\c,d] ора л иа д а  Г (у)  хосилага эга ва ушбу

и

I ,( y ) = \ f ' e(x,y)dx (3)

муносабат уринлидир.
4 - т е о р е м а .  Агар f(x,y)  функция 2- теорема шартла-

d

рини каноатлантирса,  у х о лд а  \,J(y)dy интеграл мав жуд

ва
а о и и
$ \f(x,y)dx dy—  ̂ \j f(x,y)dy dx (4 )

муносабат уринлидир.
f(x,y) функция D = {{x ,y)£ R 2:x(:\a,b\, y£[c,d\} т у п л а м ­

д а  берилган,  у узгарувчининг  \c,d\ ораликдан олинган хар 
бир тайин кийм ат ид а  f(x,y) функция х  узгарувчининг  
функцияси сифатида [а,Ь] орал икда  интегралланувчи 
булсин.

х =  а(у), х = $ ( у )  функцияларнинг  хар бири \c,d\ да 
берилган ва Vy(i[c,d\ учун

булсин. У холда
(to)

К у ) =  \f(x,y)dx

(5 )

(О

интеграл м а в ж у д л и ги  ва у парам ет р  у  га богликлиги 
равшандир.

5 - т е о р е м а .  f(x,y)  функция D =  {(x,y) £R2:x£[a,b], 
y£[c,d]} т у п л а м д а  узлуксиз,  а(у), $(у)  функциялар [c,d\ да  
узлуксиз ва (5)  шартни кдноатлантирсин. У х о л д а

Ш)
Цу)=  J f(x,y)dx

а(у)

функция хам |с,й] ора ли кда  узлуксиз б у л а д и .
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6- т е о р е м а .  f (x ,y )  функция D =  {(x,y) £R2:x(:[a,b], 
У £11 с,</]} т у  п л а м д а  узлуксиз ,  f'y(x ,y)  хусусий хосилага  э г а
ва  D д а  узлуксиз ,  а (у ) ,  $ (у )  функциялар  а  '(у ) ,  ß '(y)  
х о си л ал ар га  э г а  ва  у л ар  ( 5 )  шартни к,аноатлантирсин. 
У х,олда 1 ( у )  функция хам  [c,d\ о р а л и к д а  хосилага  э г а  ва  

т
Ц у)=  5 fy(x>y)dx +  ß '(y)f(ß (y),y)—a'(y)f(a.(y),y)(6)

а(у)

муно сабат  уринлидир.
5- теорема шартлари  б а ж а р и л г а н  холда 1(у) фуик- 

циянинг [c,d] ор ал и ада  интегралланувчи эканлиги ке- 
либ чик,ади.

5-м и с о л . Ушбу
2

l i m \ x 2co saxdx  ни топинг. Интеграл остидаги /(х,а) =
а”*°о
=  x2cosa x  функция х £ [0,2] a d R  л а р д а  узлуксиз  экани 
равшандир.  Ж у м л а д а н ,  у 0  =  {(х,г/)£/?2:х£[0,2] ,а£[0,2]} 
т у п л а м д а  узлуксиз .

I im/(x,a)==l imx2cosax==x2,
а-*-0 а->-0

| /(х, а)  — х21 =  | x2cosax  — х2 | =  | х2(cosax  —
— l ) j  =  х21 cosax  — 11 =  х211 — cosax  | =
о I _ . о а х  I „ о | ах  | | а х  | а 2х4 а 2 ^

=  x2|2s m 2---1 <  2х  -g—<  8а  <  е.

л/еА гар  V e > 0  га кура  6 =  - ^  де са к ,

|/(х,а) — х2| < 8  булади.  Бу эса а->~0 да  /(х, a )  =  x2cosax
функциянинг  лимит функция х2 га текис якинлашишини 
билдиради.  1- т е о р е м а д а н  фойдаланиб топамиз:

2 2 2

l im \x2co sax d x =  \ l im x 2cosaxüix =  [ x 2d x = - \  =
a —>-0 J  J  cc-*-0 J  3 * 0 3

0 0 0

1
6- м и с о л .  Ушбу l im \-------—-------  ни топинг

— Ji+O+fX
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1'(х,п)— • 1--------  функция п —у о о да  лимит функция

: га текйс  як инлашади ;  Д е м а к ,  I- теорсмага  кура
1 ц-е*

интеграл остида лимитга  утиш мумкин,  яъ-ни

Ю к о р и д а  к е л т и р и л г а н  3-  м и с о л г а  к у р а  и н т е г р а л  ости-
д а г и  "

I I

булади.
7- м и с о л. Ушбу

1 ___

l im f х-е 1,2 dx
у^О J у

ингегралда  лимит белгисини интеграл остига киритиш 
мумкинми?

Ф а р а з  килайлик ,  лимит белгисини интеграл остига 
киритиш мумкин булсин. Лопиталь  к,оидасини ку лл аш

2х

X 2билан l im- -у-е г  = 0  эканини куриш к,ийин эмас.  Де-
У 0 у

мак ,
1  ^
 ̂ l im х -е 1,2dx =  0
 ̂ У >0 У

булади.
Энди иятегрални кийматини хисоблаб,  сунгра  лимитга  

утамиз:



Д е м а к ,  лимит белгисини интеграл ости га киритиш мум- 
кин э м а с  экан.

Не га ?  Ш а р х ла б  берииг!
8- м и с о л .  Ушбу

функциянинг  у — О н у к т а д а г и  хосиласининг  мавжуДлиги-  
ни х а м д а  (3) формула уринлилигини текширинг.

Ф а р а з  килайлик ,  ¡(у)  функциянинг  упФО нук/гада 
хосиласи м а в ж у д  булиб,  (3) формула уринли булсин. 
У холда

булади.
Энди берилган интеграл ни б у л а к л а б  интеграллаш фор- 

м ул аси д ан  фойдаланиб,  бевосита хисоблайлик:

1(у)==  ̂1п \[х2 +  у2 (1х
о

/<//)=л-1 и \?/а'2н- -V21 л. о -  ( /  .? йх
о х : + у

* 1п \[\ +  у 2 — 1 ••¡- г/агеЧо-  ̂ |  ̂ о =  

=  1 п +  у2 — 1 +  у  а гс1£

1 (0 )=  — 1 бул гани учун

булади.



И н т е г р а л  о с т и д а г и  ф у п к ц и я и и н г  у б у й и ч а  х о с и л а с и
у

х2 + у
- булиб,  у г/ =  0 н у к т а д а  нолга тенг.

Д е м а к ,  к а р а л а ё т г а н  интеграл учун (З )  формула уринли 
эмас .  М а ъ л у м к и ,  (3) формула уринли булишининг асосий
ш ар тлар и дан  бири {' (х,1/)=  . у 9 функциянинг  у зл ук -

х +у
сизлигидир.  Бу функциянинг  (0,0) н у к т а д а  узлуксиз  
эмаслиги равшандир.

9- м и с о л. Ушбу

! { а ) =

интегрални хисобланг.
Ф а р а з  килайлик ,  х ф а ^ г > 0 булсин. У холда

Кх,а)--

;,,ч. - а г а р  х ф 0 , х ф  булса ,

а,  а г ар  х =  0 булса ,

0, а г а р  х = — булса

функция х,амда 

/'„(-*> « )  =

_ — а г а р  булса ,
1+ а2̂ А  . 2

0, а г ар  х =  булса

функциялар О =  {(х,а)^/?2: 0 ^ х ^  2 0 < е ^ а } т у р т б у р -

ч акда  у зл укс и з  экани равшандир.
Д е м а к ,  (3) формулами к у л л а ш  мумкин.
Н а т и ж а д а

<1х

1 н - о 2 \.%2х

булади.
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Бу ин тегралда  t gx =  l алмаштиришни б а ж а р и ш  нати- 
ж а с и д а

+ °°
j ' (  Г dt
П а ) =  s. . . »о ( 1+ ^ x 1

интегралга  кедамиз .

+  -° °  —  0 °  +  оо

______ J  { dt _L_ f  d(ta )
2^, ' -2'2' ' a2 J0 (Г + / X1 +  « * ) 1 - a z J 1 +  l2 а2-  1 J 1+/V0

7  a r c t g / | +<” + - 2 1- .  a rctg(a/)| + °° =1 — а I о а — 1 I о 2 1 -f- а

Энди

Г(а) =  i ифодани интеграллаб ,  топамиз ’:

/(а ) =  у 1 п(I + а ) +  С, бу ерда  С — ихтиёрий у з г а р м а с  

сон.
А -|-0 да  лимитга  утиб, охирги муно сабат дан куйида -  

гини оламиз :

l im /(а) =  -^--0 +  С,
и-+ +0 2

яъни:

С =  l im J(a).
а-»- +0

Интеграл остидаги функция у зл укс из  бул гани учун
2- те орем ад ан  фойдаланиб

/(0) =  l im l ( a ) =  \im ^ ctf {atgxA d x = o
а^+0 ¿ а ^+0

эканини,  яъни С  =  0  эканини топамиз.
Шундай  к.илиб, а > О л а р д а

/(а) =  у 1п ( 1+ а )

булади.
Худди кж оридагига  ухшаш а < О  б у л г а н д а
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/(а) =  у 1п(1 — а)

эканини курсатиш  к,ийин эмас .  Д е м а к ,  к а р а л а ё т г а н  
интеграл V «  да

/(а) =  ~ 1п(1 +  I а  |)

га тенг.
10- м и  с о л. Ушбу

/ ( ' . ' с!х (а >  0, Ь > 0 ) 1пх

интегрални х,исобланг. 
Р авш ан ки ,  х > 0  да

\хЧу- \пх

булади.
1 а Ь 1 ' Ь

Д е м а к ,  1 =  ( — и~*- (1х=   ̂йх  ̂хЧу.
О О а

Интеграл остидаги ¡(х,у) =  ху — функция 0  =  {(х,у)£Я’ : 
: х£[0 ,1 ] ,  у£[а,Ь]} т у п л а м д а  у злуксиз лигидан (4)  форму­
лами к у л л а ш  н а т и ж а с и д а  топамиз:

/ =   ̂йу  ̂хЧ х =  Ч-р-—=  1п 1 Ь+  у 1 + а

Шунда й килиб, к а р а л а ё т г а н  интеграл

Г хь- х а , , 1  +  6\ — ------йх =  \и~т т
3 \пх 1 + а
о

экан.
11- м и с о л. Ушбу

Ь-\- а

г/ \ Г вшах 1 Г (а )=  \ — ......йхX
а + а

интеграл учун /""'(а) ни топинг.
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Юкорида келтирилган 6- теорема шартларини текши- 
рамиз.

^ ( а + / г Ь ) 31Па^  +  а ) ~ ( а + а + а ) 31Па(а +  а )-

Куйидаги  функцияларнинг  берилган т у п л а м д а  лимит 
функцияларини топинг:

¿) — {(х,£/) £ IО <с! х <С 4“ 00 > ^ <~С У <~̂ “Ь 00 }> У о== "Ь 00 -
2. Дх,г/) =  ( х — 1) а п ^ х !/;

Б =  {(х,у)£Я2 : 0  <  л: С  +  оо , 0<Су<С. +  +  00 ■

О —  {(х,у) £ ; х £ 7?, О <С у <С. -|- о о }, у0— -|-_оо.

4. ¡(х,у) =  ху\
0  =  {(х,г/)£/?2: 0 < х <  1, 0 < / / <  1}, у0 =  0.

5. ¡(х,у) =  хг&ту,

0  =  {(х,у)£Я2:х е Я ,  0 < у < л } ,  г/о =  у '

6. ¡ (х ,п )=  д/Т+х",

¿) =  {(х,га)^^2: 0 ^ х ^  2, я(ЕА0 , п0= о о .
7. /(х,я) =  л а г е р я х 2,

£) =  { ( х , « ) ( Е ^ 2 : 0 ^ х <  +  о о ,  п £ Ы } ,  « 0 = о о .
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/(х,а) = -------- функция х =/=0 л а р д а  узлуксиз ,

/'(х,а) =  совах  эса  /? д а  узлуксиздир.
( а + а ) / =  ( 6 + а ) /=  1-
(6) формулани ку л л а б ,  топамиз:

Мисол ва м а с а л а л а р

1. ¡(х,у) =  х4соэ XI)



8. f(x,n) =  ti3x2e nx,
D =  {(x,n)£R2:0 ^ x < C  +  oo, n£N}, n0=  oo.

9 . Нх,п)=- \¡n sin ;
v ri^jn

D =  {(x,n)£ : 0 ^ x <  +  oo, я  £ /V}.

. « . « X  „ = . „ ( 1  + - = - ) ;

D =  {(x,n)£R2:0 < .x < .  +  oo, n£N}, n0=  oo.

Куйидаги функцияларнинр берилган т у п л а м д а  лимит 
функцияларини топинг ва уни текис  якднлашишини 
исботланг:

11. f(x,y) =  e - J ? ,

D =  {(x,y)£R2: 1< х <  +  оо, 0 < г / <  +  оо}, ¿/0=  + о о .

12. f(x ,y )— -\fy s\n-^jp

D =  {(x ,y)eR 2:x £ R 2, 0 < у <  +  оо}, ¿/й=  +  оо.

13. f{x,n) =  x2n,
D =  {(x,n)eR2: 0 < * < 6 ,  0 < б < 1 ,  n£/V}, я 0= о о .

>4. /(*,n) =  - ™з-2 ,1 -f- /2 X
D =  {(x,n)dR2: 1 +  oo, n£N}, % =  oo.

2 2 2 4 r  г/ ч «X . X15. « . , . ) = - |+<1? s ,n  w ,

D =  {(x,n)£R2: 1 < x <  +  oo, n£N}, n0=  oo.

Куйидаги функцияларнинг  берилган т у п л а м д а  лимит 
функцияларини топинг ва уни текис  як,инлашишга 
текширинг:

1 а (/ \ cos
16' « X’' , > = W 5 ’ ■ • •

х £ [ 0, +  оо), n£N,  ra0= o o .

17. f (x ,n )= -'^ j- ,  * £ [ ! , + oo),
/IJT

я £ N, n0 =  oo.
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18. f(x,n) =  n 2Ç 1— c o s - ^ - ) ,  x Ç [0, +  oo) 

n Ç N, iï о =  o o .
X

19. /(x,n) =  n  ̂sin dt ,
О

je G [0,2], 0 < с с < ; 1 ,  n£ N, rí0 ==oo.

20 . f(x,y) =  - j c o s —, 0 < х < 1,
У

О< у <  +  оо, у0 =  оо .

21. Ушбу.
i

f ( i / ) =  Ç - ^ y r f j e , / ( * ) e c [ o , i ] ,  /(* . )> о.
Г  + í/

функциями у з л укс и зл и кка  текширинг.
22. Куйидаги интегралларни хисобланг :

1 -(-а

а )  П т  С ^
а->-() J  1 ~{— X“ -f- CC“

а
1 ! '

б) l im [ д/х2 +  а 2 с/х.
а-»-О J

Куйидаги функцияларнинг  хосилаларини

23. F (x )=  J e 4x?dy.
х
cósa _____  •

24. F(a ) =  J e ^ - ^ d x .
siria

a

25. f ' ( a ) =  ^/(x +  a ,  x — a) dx.
o

26. F (a) — j  '"( 1+ a t ) t/x.
o
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2 . а  х  -1- а

27. /7( а ) =   ̂с1х  ̂ яЩх2-\-у2 — а 2)с1у.
О х - а

х

28. 1 '(х )=   ̂ (х -\-у)Цу)йу, /(х )— ди ф ф е ренциалланувчи
о

функция булса ,  Р"(х)ни топинг.
ь

29.  Р ( х ) =   ̂ ¡ (у )\ х  — у\4у, а < .Ь , /(#) € С [ а , 6] И"(х)ни
а

ТОПИНГ.

30. /•'(*)= и а Х х -Г Г - 'с И ^ ^ Х х )  ни топинг.
о

Куйид аги интегралларни хисобланг :
я
у

31.  ̂ 1п(а2з т 2х +  Ь2со$2х)с1х.
О

л

32. ЛIп( 1 — 2асоБХ +  а2)с1х. 
о
л

33. \ I п ; ' га'°'ЦА' • — ( | а | <  1).
-О 1— асоьх. соъх

0
1

3 4  С а г с ^ д: _  ^ х _

’ I х ' л/ Г ^  ‘

I
К у р с а т м а :   ̂ - ,у2 2 муносабат да н фойда-

о 1 у
ланин г.

1 Ь а
35. а )   ̂ ^ х -Лх\ а > О, й>>0

о
1 ь

б) 5соз(1 п ± у ^ - < 1 х ,  а > О, Ь > 0.
О
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f(x,y) функция D =  {(x,y)£R2: x e [ a , +  оо ), y£ EczR }  
т у п л а м д а  берилган булиб, у уз гарувчининг  Е т уп л ам д ан  
олинган хар  бир тайин ки ймат ида  х уз гарувчининг  
функцияси сифатида \а, -)- о о )о р а л и к д а  интегралланувчи,  
яъни

+ оо
¡j f(x,y)dx, (у£Ё)
а

хосмас  интеграл м а в ж у д  ва  чекли булсин. Бу интеграл 
у нинг ки ймат ига  боглик булиб,

+  оо

Цу)=  ̂ f(x,y)dx
а

интеграл п а р а м е т р г а  боглик, (чег араси чексиз)  хосмас  
интеграл деб а т а л а д и .

Ушбу
a -J- оо

 ̂ f(x,y)dx, Jj f(x,y)dx
—  00 —  00

п ар а м е т р г а  боглик хосмас интеграллар ха м  юкоридагидек  
киритилади.

f(x,y)  функция D =  {(x,y)£R2:x£ [a,b ], y ^ E c z R }  
т у п л а м д а  берилган,  b — махс ус  н укта  булиб,  Е т у п л а м д а н  
олинган у  нинг х,ар бир тайин ки йм атида  [а,Ь) о р ал и кд а  
интегралланувчи,  яъни

ь
 ̂f(x,y)dx (у£Е)

а .

хосмас  интеграл м а в ж у д  булсин.
Бу интеграл х а м  у нинг ки йм ат иг а  боглик булиб,

ь
1(У)= \ f{x,y)dx

а

интеграл п а р а м ет р г а  боглик,  чегараланмаган функция- 
нинг хосмас интеграл и деб а т алади .

а нукта  махсус ,  а ва  b н у к т а л а р  махсус ,  у м у м а н  
п ар а м е т р г а  боглик ч е г а р а л а н м а г а н ,  чег араси чексиз

3 -§ .  ПАРАМЕТРГА BOFJIИК, ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАР
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хосмас  йнтегралл 
киритилади.  

М а са л а н ,

йнтегралл ар п ар ам етр г а  боглик, хосмас интеграллардир.
f(x,y) функция D =  {(x,y)£R2:x £ [a ,+  оо ), y^E czR }  

ту п л а м д а  берилган,  у узгарувчининг  Е т уп лам дан  олинган 
хар  бир тайин кийм атида  х  узг арувчининг  функцияси 
сифатида [а ,-|-оо) ораликда  ингегралланувчи  булсин. 
У холда чегараси чексиз булгап хосмас  интеграл таърифи- 
га ку ра  ихтиёрий [а,  А] д а  (а < .А  <  +  оо)

л
!( А ,у )=  ^/(x,y)dx (7)

а
интеграл м а в ж у д  в а

-|- оо

/(/У) • 'i f(x ,y)dx=  l im ¡{А,у). ( 8)
•' . А -»- +  ооа

Д е м а к ,  ¡(у)  ва НА,у) функциялар (8) ва (7) интеграл- 
л а р  оркали аникл анган булиб, 1(у) ¡(А,у)  функциянинг 
А -V 4- оо даги лимит функциясидир.

5- т а ь р и ф. Агар А оо да /(А,у) функция 
уз. лимит фунщияси .¡(у) га Е тупламда текис ящнлашса, 
у .\олда

+  оо

% )  =   ̂ f{x,y)dx
а

интеграл Е 'тупламда текис ящнлашувчи деб аталади.
6- т а ъ  р и ф. Агар А 00 да  ¡{А,у) функция 

уз лимит .функцияси J(y) га Е тупламда нотекис 
щинлашса, у х^олда

-f- оо

J { y ) =  \ f(x,y)dx
а

интеграл Е тупламда нотекис ящ нлаш увчй деб аталади.

а р  т у ш у и ч а с и  х а м  юк,оридаги каб и

ь

( , -  , ( а > 0)
J (х — а )
а
f  оо
Г cosах , -  п\ — — -dx, а С R 
J а + х

205



(8) интегралнинг  Е т у п л а м д а  текис якинлашувчи 
булиши ку йида гмда н  иборатдир:

4- оо

1)  ̂ ¡(х,у)йх  хосмас  интеграл,  у  узгарувчининг
а

Е т у п л а м д а н  олинган х,ар бир тайин ки йм атида  я к и н л а ­
шувчи,

2) У в > 0  олинганда  хам,  шундай А =  А ( в ) > 0  топила- 
дики,  \ М > А  ва у£Е  учун

- ) -  ОО

 ̂ ¡{х,у)с1х

булади.
4“ ОО

 ̂ ¡(х,у)с1х интеграл Е т у п л а м д а  якинлашувчи,  ааммо

у шу т у п л а м д а  нотекис якинлашувчилиги эса  ку йидаг идан  
иборатдир:

+ о»
1)  ̂ ¡(х,у)<1х интеграл у  уз гарувчининг  Е т уп л а м д а н

олинган ха р  бир тайин ки йм атида  якинлашувчи.
2) У А > 0  олинганда  хам  шундай е0> 0 ,  у 0£Е то пил-

саки,
-I- оо

 ̂ Цх,у)с1х
А,

ео

булади.
12- м и с о л. Ушбу

4-00

/(</)=" $ уе Х4 х ,  у£ {0, 4-оо. )

интегралнинг  якинлашиш характерини текширинг.  
Аввал о

л
1(А ,у)=  \ уе~ху(1х ( 0 < :  А <£ 4- оо )

интегрални караимиз .
А

/(А,у) =   ̂уе Хуйх — — е~
,1 = Л

х  =  О

1 — е~Ая.
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С у н г р а

булишини топамиз.
Д е м а к ,  к а р а л а ё т г а н  интеграл таърифга  ку ра  якинла-  

шувчи.
Энди интегрални текис якинлаш увчиликка  текшира-  

миз.
+ оо

 ̂ е~~хуй{ху) =  е~Ау эканини хисобга олинган холда
А

У Д > 0  деб олиб е0 =  ~-, Л0> А  тенгсизликни каноатлан-
О

тирувчи УДо учун Уо— ~г Деб олсак ,  у холда

+  0 0

5 Уое "'"¿У =  е - ^  =  ̂ > | = 8о

булади.
- г  ^

Бу эса ¡ ( у ) =   ̂ уе~ху(1х интеграл ( 0 , +  оо) ораликда
оо

нотекис якинлашувчилигини билдиради.
Е ту плам  сифатида (а ,  +  оо )сг  (0, +  00 ) ораликни 

ка р а й ли к  (б ун да  а — ихтиёрий м усб ат  сон), у холда 
барча  у£\а, +  °° )ларда

+  оо
- Л у .

е Ау <  е аА

тенгсизлик уринли булади.  Унда У е > 0  олинганда  хам  
( 0 < 8 <  1) Д = —1п— дейилса,  У Л > Д  ва  Уг/£[а ,+  о о )
'  '  а  р.

учун
+  оо

булади.
т

Д е м а к ,  /(г/) =   ̂ уе~хуйх интеграл [а, +  о о ) с ( 0 ,  +  оо )
+  оо

орал икд а  текис якинлашувчи.
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f(x,y) функция D = {(x ,y)£ R 2:x e [a ,  +  o o ) ,y £ E c z R }  
т у п л а м д а  берилган ва

+ оо

1 { у )~  \ f{x,y)dx (8)
а

интеграл м а в ж у д  булсин.

7 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  ( 8) интег­
рал Е т у п л а м д а  текис якинлашувчи б ул и ш и  учун V e >  
> 0  олинганда х,ам, шундай А =  А (е )> 0  топилсаки, А ’ >  
> А ,  А" >  А тенгсизликларни каноатлантирувчи А', А" 
ва Уу£Е  учун

А"

f(x,y)dx < е

генгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Бу те орем ад ан  мИсол ва м а с а л а л а р  ечишда фойдала- 

ниш м у р а к к а б р о к  булгани сабаб ли текис якинлашиш га 
текшириш учун кулайрок,  аломатла рн и келтирамиз .

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и :  f(x,y) функция 
D =  {(x,y)£R2:x£[a, +  оо), y£Ec^R}  т у п л а м д а  берилган.

+  оо

Ну)=  ̂ f(x,y)dx
а

интеграл м а в ж у д  булсин.
Агар шундай ф(х) функция топилиб (х£[а, +  оо)),
1) V x £ [ a ,  + ° ° )  ва учун |/(х ,г/Хф(х) булса ,

+ 00
2) ф(x)dx хосмас  интеграл якинлашувчи булса ,

а

У холда
+  оо

J ( y ) =  J f{x,y)dx
а

интеграл Е т у п л а м д а  текис якинлаш увчи булади.
13- м и с о л. Ушбу

X ^ f d x ,  y i R
J \+зг о

интегрални текис якин лаш иш га  текширинг.
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Агар
а гс'-.\-gxy I я

1 + х 2 I 2 ( 1 + / )

Л о
эканини хисобга олсак  ва ф (х )  = ----- -— деиилса ,  у

2(1 + х 2)

холда
+  0 0

с1х
1 + х 2 2 2

булгани учун Вейерштрасс  ал оматига  ку ра  берилган 
интеграл /? д а  текис якинлашувчи булади.

14- м и с о л. Ушбу

+ 00 2 
\ хе~х этхуйх, у£Я

интегрални текис  як.инлашишга текширинг.  
Агар

| _  2 I
\1'(х,у)\ =  ! хс Х8 1 пху\^.хе^

эканини эътиборга  олсак ,  ц>(х) =  хе х дейилса ;  у холда

+ °° + °° 2 1 а
 ̂ (р(х)йх=  ̂ хе~х*(1х= — у  е~х

+*,

2

якинлаш увчил игида н,  Вейерштрасс  ал о м ати га  кура ,  бе­
рилган интегралнинг  текис якинлашувчилигини топамиз.

А б е л ь  а л о м а т и .  /(х, у) ва £{х, у) функциялар О — 
=  { (х , г/)£/?2 : х С [ а ,  +  о о ), у £ Е а Г ? }  т у п л а м д а  берилган,  
у узг ар ув чи нинг  Е т уп л а м д а н  олинган хар  бир тайин 
к,ийматида £(х,  у) функция х нинг функцияси сифатида [а, 
+  о о )  да  монотон функция булсин.

Агар
+  0 0

Л /(х,у)йх

интеграл Е т у п л а м д а  текис  якин лаш увчи ва  У(х, у ) £ 0  
учун

\ё(х, //) ! '<с  (С =  сопз1)
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4 - оо

S fix, y)g(x, y)dx
а

интеграл Е да  текис як дн ла шувч и  булади.
14- м и с о л. Ушбу

Т  zr c t gxy .a r c t g i c y2 e _ X!,dX' ^  + о о )

J 1 + х 2
о

интегрални текис якин лашиш га текширинг.

Агар

1 -\-х
деб олинса,

[ / К 9 ) 1 < 4 ' Т ^ ?

теигсизликдан фойдаланиб,
4 - 00 4 - 00

( f ( x ,y )d x =  \ arct 
J J 1 4-х
о 0

интегралнинг  Вейерштрасс  ал о м ати га  кура  текис як,инла- 
шувчи эканиии топамиз.

g (x ,  y) =  e~Xil ва у нинг [0, +  оо) дан олинган хар  бир 
тайин цийматида  х нинг камаювчи функцияси б улиб ,1 
V x£ [0 ,  +  оо) ва Уг/6[0, +  оо) л а р д а

\g(x, у)\=е~  *•"< 1
булади.  Д е м а к ,  Абель ал омат ига  кура ,  берилган интеграл 
[О, +  оо ) орал ивда  текис якинлашувчи.

Д и р и х л е  а л о м а т и . )(х, у) ва g(x, у) функциялар 
D т у п л а м д а  берилган булиб,  V / i ^ a  х а м д а  У у£Е  учун

б у л с а ,  у  х о л д а

|  ̂/(х, y)dx\ <  С (С =  const )

бул са  ва  g(x, у) х буйича монотон, х —>- +  оо да  уз лимит 
функцияси ф(у) га  текис яцинлашса ,  у холда
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4~ оо

5 Кх, уЩ х, у)йх

интеграл Е д а  текис як,инлашувчи булади.
15- м и с о л. Ушбу

оо
Г Э Ш аХ -Э тВ * , / ^ л
} -------------4 х  (а ,  Р € [ а ,  ь\ Осась)

интегрални текис я к д н д ащ и ш га  текши ринг.
Агар

/(х, а , р) =  з т а л ; - 5трх== ^ ( « ( а —- Р)х — со5( а + Р ) х ]  

ё(х, У )  =  -  деб олинса,  у холда

А А

$ / ( а ,  р )(1х =  у   ̂[ соз(а  — р )х — соэ(а  4 -  р )х\йх =
о , о

1 Г 5т ( а — р)х 5 т ( а .+  р)х~| | Л __ 1 Г з т ( а — р)Л 5ш(а+р)Л~|
= 2 [  ". а  — р а  г р ]  I о _  11_ '«*— Р ; ~ ^+~ Р 4

булиб,  У Л > 0, Уа ,  РС[а,  Ь] л а р  учун

л
1 I 5 т ( а — Р)Л Бт(а+р)/4 I р|  ̂/(х , а, $)с1х \ = 2 1 а р сс+Р I а2 — р2

булади.  х —> 4-  00 д а  £(х, //)= функция [а,  Ь\ орал икда

нолга текис яцинлашади.  Д е м а к ,  Дирихле аломатига  кура ,  
к а р а л а ё т г а н  интеграл [а,  Ь] орал икда  текис якинлашувчи.

Ч е г а р а л а н м а г а н  функция хосмас интегралининг  текис 
(нотекис)як, ,инлашувчилйги тушунчаси ха м  юкоридагидек  
киритилади.

4- §.  П А Р А М Е Т Р Г А  БОГЛИК,  ХОСМАС И Н ТЕ Г РА ЛЛ  АРМ. И Н Г 
Ф У Н К Ц И О Н А Л  ХОССА ЛАР И

/(х, у) функция 0  — {(х, у)£[^2:х£\а, 4-  0 0 ), #■€.£ Г)/?} 
т уп л ам д а  берилган г/о^тупламиицг^лимйт нукдаси булсин.

8- т е о р е м а. ¡ (х ,  у )  функция
! )  у  узг арувчи нинг  Е дан олинган хар  бир тийин
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кийматида  х узг арувчининг  фуикцияси сифатида[ а ,  оо ) 
д а  узлуксиз ,

2 )  у^[)~, д а  У |а, А | ( и С А  <  +  оо ) о р а .ш к д а  (|. (х )  ли­
мит ф ун кцияг а  текис як инлаш увчи  булсин.

Агар

+  ОО

Ц у ) =  5 К х ,у ) й х
а

интеграл Е т у п л а м д а  текис  як инлаш увчи  б у л с а ,  у  хо л да  
у - у у о  д а  1 ( у )  функция ли м и тга  э г а  ва

+  ОО +  ОО

Нш 1 ( у )  =  П т  \ } ( х ,у ) ( 1 х =   ̂ ф(х)Лх
//-г/0 » ’ «о „ „

муносабат  уринли.
/(х, у) функция 0  =  {(х, у ) £ $ 2:х£[а, +  оо ), у£[с, с!]}

т у п л а м д а  берилган.
9- т е  о р е м  а - 1 ( х ,у )  функция В  т у  п л а м д а  узлу  ксиз ва

-¡- оо

Н у)== 5 ! (х ,у ) ( 1х
а

интеграл \с, й] орал икд а  текис якинлашувчи б у л с а ,  у  х,олда 
1 ( у )  [с, (1\ о р а л и кд а  узлукс из  б у л а д и .

10- т  е о р е м а. ¡ (х ,  у )  функция О т у п л а м д а  уздуксиз ,  
}'у(х, у )  хусусий х,осилага э г а  в а  у х,ам 1? д а  узлуксиз  б у ли б, 
у ф ,  й] д а

оо

Ц у ) =   ̂ [(х ,у)с1х
а

интеграл якинлашувчи булсин.
-{- оо

Агар  ̂ ¡'у(х, у )й х  интеграл \с, й\ д а  текис я к »  ила-
а

шувчи б у л с а ,  у х,олда 1 ( у )  функция х,ам \с, й] о р а л и к д а  
Г  (у )  х,осилага э г а  б у л а д и  ва

оо

1 ' ( у ) =  5 м х> у ) йх
а

муносабат  уринли.



т е о р е м  а. }(х, у )  функция О т у п л а м д а  узлуксиз
ва

-)- оо

интеграл [с, й] о р ал и кд а  текис  якинлашувчи булсин.  
У х,олда 1 ( у )  функция [с, й\ о р а л и кд а  интеграл л анувч и ва

Р + "  + °° л
У ( у ) й у = \ \   ̂ 1(х,у)с1х](1у=   ̂ I \}(х, у)с1у\с1х
с с а а с

муно сабат  уринли.
[(х, у) функция 0  =  {(х, г/)6 /?2:л'Е[а,  +  оо), у£(с, +

4- оо )} т у п л а м д а  берилган булсин.
12- т е о р е м а .  ¡ (х ,  у )  функция О т у п л а м д а  узлуксиз

+ ОО 4- оо
 ̂ Н х> У)<1х,  ̂ 1 ( х ,у ) й у  интеграллар мос равишда

а с

\с, 4- оо ) ,  [а, +  оо ) д а  текис  як,инлашувчи булсин.  
Агар

~|~ оо —оо -{- оо -+ оо
5 [ 5 К х’ у)<1х¥у(ёки I' [  ̂ ¡ (х ,  у)(1у\с1х)
с а а с

интеграл як,инлашувчи б у л с а ,  у  х,олда
+ оо+оо + оо + оо

 ̂ I  ̂ ?(х, у)(1у]с1х(ёки  ̂  ̂ } ( х , 11)с1 х\с1 у)
а с с . а

интеграллар як,инлашувчи ва  у з а р о  теш б у л а д и .
16- м и с о л. Ушбу

+ оо
 ̂ е~ах&\пх йх (0< с с о « ^ а <  +  00 )

О

интегрални текис якинлаш иш га  текширинг.
Агар  /(х, а )  =  вшх,  д(х, а) =  е~ах дейилса,  V холда 

У/1> 0, Уа£[ао ,  +  оо ) учун

А

О

булади.



Р авш ан ки ,  х-*- +  оо да

g(x, а ) —>-0.

1п |
Д е м а к ,  V е > 0  га кура  А = — - -  дейилса,  У х > А  л а р д а

«о

!#(х.а)| =  I ^  | < е

булади.
Шундай килиб, ц(х, а )  х —>- +  оо да  уз лимит 

функцияси нолга текис  якдшлашади.  Бу эса ,  Дирихле 
аломат ига  кура ,  берилган интегрални текис якинлашувчи-  
лигини билдиради.

17- м и с о л. Ушбу

( -~^н!х  (0 ^ / ? ^  10)
О Х л ] Х

интегрални текис як ,инлашишга текширинг.
Агар 0 < / ? <  10 тенгсизликни эътиборга олсак,  у холда

, ,  . \прх „ 1п10л: 

м уносабат  уринли булишини топамиз.
+ °° 10
\ - -?~с1х интеграл эса як,инлашувчи булади ,  чунки
0 хл]х

+Г  \пЮх Г  /,0
\  — т̂ 4 х =  \  . ¡11  <  ОО ( /  =  1п х) .
.) х^х J _1 0 е3

Д е м а к ,  к а р а ла ё т га н  интеграл ,  Вейерштрасс  аломатига  
ку ра ,  текис як.инлашувчидир.

18- м и с о л. Ушбу

интегрални текис як инлаш иш га  текширинг.
Ушбу х =  е~ 1̂ < 0 )  ал маштириш н ат и ж а с и д а  ин-

+ 00
те грал   ̂ V1-е~р‘сИ куринишга келади.
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булиб, \ -у-(И  интегралга  якинлашувчи эканини куриш
J р  о О с

кийин эмас .  Д е м а к ,  Вейерштрасс  ал омат ига  кура ,  бе- 
рилган интеграл текис  якинлашувчи.

19- м и с о л. Агар  /(лс) функция (0, -+- оо ) да  интеграл-, 
ланувчи булса ,  ушбу

-(- оо оо

П т   ̂ е~а1[(х)йх =   ̂ ¡(х)с1х 
“ - + 0 о о

муносабатни исботланг.
К,уйидаги айирмани ка раймиз :

Г 1Ц

+  0 0 4 - оо -1- оо

 ̂ е ах1(х)с1х—  ̂ /(х)с1х=  ̂ (е ах— \)Цх)йх\
О 0 0

 ̂ /(х)с1х якинлашувчи булгани учун У е > 0  га кура
+ 00

З Д > ( )  топилиб, У Л ^ Д ,  / 4 " > Д  лар  учун |  ̂ ¡(х)(1х\ <  
е булади.

Равшан ки ,  е ах— 1. функция лс^О л а р д а  монотон ва 
чегараланган .  Урта киймат  х,акидаги теоремадан фойдала- 
ниб топамиз:

А "  А "

 ̂ ( е ' ах — \ )Цх)с1.х =  (е~ах" — 1)  ̂ Кх)йх,

< е .— \)!(х)йх\ <: |  ̂ /(х)с1х
А'

Д е м а к ,   ̂ (е~ах— 1 )[(х)йх интеграл текис якинлашувчи.

Бундан,  таърифга  кура ,  етарлича  катт а  А учун



Энди берилган е > 0  га кура ,  А нинг тайинланган 
ки ймат ида  а  ни шундай танлаймизки,

1 Жх)йх <

булсин.
У холда

+  оо

+  оо

5« 1)/(х)йIX + 1 )[(х)йх

^ , 8 . 8  

< Т  +  2  8

булади .
2 0 - м и  с о л .  Агар /(х) функция [0, +  оо) орал икда  

узлуксиз  ва чег ар ал ан ган  булса ,  ушбу
+  оо

И т  2 Г _уНх) ¿ х  =  т
ц-*0 л  3 х +  у о

муносабатни исботланг.
Аввало  х =  1у алмаштиришни б а ж а р а м и з  ( / > 0 ,  у\ 

> 0), у холда
оо +  оо

сИ.

Энди Ш
ГП+?

м
1+ ^

ва
М л М

. аг =  - „ —
1 + г

булгани  учун,  Вейерштрасс.  ал ом атига  кура ,
+  оо

— ( - 1,̂ х'>с1х интеграл текис  якинлашувчидир.  
Я 3 х~ -(- у
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Р а в ш а н к и ,

i m  _  тUm —
ÿ - O l  + í2 1 + t2

V (•'.> 0 га Kÿpa ô > 0 ,  V|i/|<ô учун ва V/£(a ,  b) л а р д а

<  е1 í(ty) _ /(0) I 1 £ т О

11+/2 1 -и2 1 Í  1 + i1 1
u>нгсизлик уринлидир.

8- те орем ад ан  фойдаланиб топамиз:

i- 211 m
ÿ - + 0  я

+ °°
yf(x) , . .  2 dx =  l im

+ °°
f  í(íy) 
J i +/o

+ °°

*2 + ÿ2
dt --

о
+ °°

1 +

dt
1+ Г

= /(0)

о

2. я  

я " ' У = /(0).

21- м и с о л. Ушбу
+ °°

F(а ) =  \ ^ ^ d x  ( а > 0 )  
J Xa

функцияни у злукси зли кка  текширинг.
COS X

f(x, a) =m—¿— функциями

Da =  {(x, a)£R 2: 1 < х <  -(- о о ,  а > е > 0 }

ту п л а м д а  узл.уксиз экани равшан.
Энди интегрални текис як,инлашишга текширамиз.

cos X dx =  sin X = siny4 — s i n l  бÿлиб,

I j) cos X dx I ^ 2  бÿлaди.  V e > 0  учун ЗД =  Д ( е ) >

> 0  топиладики V|x|, Y a > e > 0  л а р  учун —  < e  була-
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ln— J
ди (A(e)  =  — -— килиб олсак  б^глади). Бу эса —  функ-

е ха
цияни х->  +  оо да  лимит функция 0 га текис якинлашиши- 
ни билдиради.  Дирихле аломат ига  кура  берилгаи интеграл 
текис  якинлашувчи булиб,  9 -т еоре ма га  асосан F(a) функ­
циями узл уксизлиги келиб чицади.

22- м. и с о л. Агар  /(х) ¡0, +  оо ) о р ал и кд а  узлуксиз  ва
-f- оо

\ - - - - d x  интеграл якинлашувчи бу'лса, ушбуX

-f- оо

J№ L Æ È ïld x  =  f{0)1п— ( а >  0, й > 0)х а

Ф р у л л a н и формуласини исботланг.
Ф а р а з  килайлик ,

F( x ) = \ - M d x  

булсин, у холда  / 4 > 0  учун
-f- оо -j- оо

J -I^xl d x =  J JB -h t= = F (+  o o ) - F ( a A )
А аА

ва
+  оо

S /0’x)d\- F ( +  o a ) - F ( A b )
А

ôÿjiaAH. Д е м а к ,
-f- °o ЬА

\ f(ax)"~Hbx)d x ^  F(Ab)— F (A a )~  J -^ 'd x .
A aA

Охирги инте грал га  урта  ки й м ат  х а к и д а г и  теоремани 
к 5?ллаб ,  функциянинг  у злуксизлигида н фойдаланиб топа-



Пш ( № ± 2 Ш а х = т  1ПА.
Л - , + 0  3 *  а

А

+  оо

Шундай килиб,  ̂ ^ -х- ~ - 6--йх =  /(0)1п^-.
о

23- м и с о л. Фруллани формуласидан фойдаланиб,  
ушбу

+  оо
Г соб а х —-сое Ьх , , п  , АЧ \ = --------------------ах  ( а > 0, Ь > 0 )
о

мнтегрални хисобланг .
Каралаёт г ' ан  интегралда  /(х) =  соэ х  булиб,  /(0) =  1 га 

тенг. Д е м а к ,
+ оо

Г соь ах  — соэ Ьх , . Ь \ --------------------ах  — I п—.
.) х а
о

24-м и с о л. Ушбу

+  ОО

Г е~ ах — е~^х
\ - —  - ----- б! п гпх (а >  0, (:> >  0)
о

интегрални хисобланг .
+ 00 „ е - с и _ е -Р х

----------э т  т х  (1х

интегралга нисбатан 10-теорема шартлари бажарилишини 
текширамиз :

Их, т )  = -----------------т х ,X

х =  0 да  /(0, т )  =  0 д еса к ,  /(х, т )  функция £) =  {(х, 
т ) £ Я 2: 0^ х <  +  оо, т £ Я )  т у п л а м д а  у зл укс и з  булади.

/и(х,  т ) = { е ~ ах— е~^х)со& т х

булиб, бу функциянинг  О т у п л а м д а  узлуксизлиги  равшан-  
дир.
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Энди
+  оо

 ̂ (е - ах — e -p *) cos m xdx

интегрални текис чи н л аш и ш га  текширамиз :

\(е~ах — е ~ ̂  )cps т х | < < ? ' "  — -е~^х булиб,

+ °° / е - Р А' е~а' \ I + °° 1 1 
J ( е - Г - е  !1л>/.\- -(  „-------- а  >1:, - « '  J
О

булади.  Бу эса Вейерштрасс  аломат ига  ку ра

+ °°
 ̂ (е~ах— e _fU)cos т х  dx 

о

инт.егралнинг текис якинлашувчилигини билдиради.  
Д е м а к ,

+ °° а р
/ ' » ( « ) =   ̂ ( e - “ - e - pj!)cos m x d x = - ^ - ^ - + J -

О

Бундан:
ч , /и , m , г'1 { т )  =  a r c t g - - a r c t g -  +  C .

( С — ихтиёрий у з г а р м а с  сон) экани келиб чикиб, О
— 1(0)== С муно сабатдан С =  О дир. Д е м а к у

•4-00 ,, ■ ч 
Г е~ ах — е _| . < i гп($—а)[(т ) =  \ --------- —— sin m xdx  =  a r c t g -------- г -.J х afi — m“
о

25-м и с о л. Ушбу
4 - оо

¡(а, Р )—  ̂ e ~ ™ ~ —d x ( a ^ 0) 
о

Агар

i а г ар  хф О  булса,
f(x, а) =  \

 ̂ р, а г ар  х =  0 булса
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д есак ,  f(x, ос) функция чекли а > 0  ва 0 < х <  -+ оо л а р д а  
узлуксиз  булади.  Худди 19-мисолдагидек ,  к а р а л а ё т г а н  
интегралнинг  текис якинлашувчилиги курс ат илад и .  

Энди

/р— е " e o s р * А с  
о

и нтегр ал и и караймиз .

+ ■»
!е  “YosfLv! < e _0!V, e~axdx

о

и н те г рай якинлашувчи  булгани учун,  Вейерштрасс  алома-
-f- оо

гига кура ,  /р—  ̂ е axcosfix dx интеграл текис якин ла-
о

шувчи. Ь холда ,  10-теоремадан фойдаланиб,  толамиз:

/¡¡(а Р) =  — a „. /(а, Р ) =  arctg- í5 +  С(а) ,  
а  +  р а

/(а, 0)  — 0 булгани учун С(а) =  0 булиб,

(a ,  ¡3)~=arctg— булади.  Берилган интеграл текис я к и н л а ­

шувчи, интеграл остидаги функция эса  узлуксиз  булгани 
учун 8-теоремадан

Т  00 -f- оо

l i m / ( o , p ) =  ( l im e - ^ - ^ - d x ^  [ ^  
+о J «->- +о * J v dx

генгликни ва

l ¡m a r c t g -Ц =  y s g n f )
а - ^ + О  a ¿

эканини хисобга олсак ,
+  оо

\ ^ = f Sgn p
О

га эга буламиз .
+  оо

О члтда \ J  -d x  интеграл Дирихле интеграла дейи-
0

л а д и .
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26-м и с о л. Ушбу
+  ОО

соэрх (1х (а ,  |3>0)

интегрални х.исобланг:

ОО

Г БШ (XX п  ,V — _ — соБ рх ах =

Ып(®— |3)х йх'

м ун осабат да н  ва Дирихле интегралининг  к.ийматидан 
фойдаланиб топамиз:

+ ОО

^этах  0 ,
— — с о эр х  ах =

у ,  а г а р  р < а  булса ,

р а г а р  а = р  булса ,  

О, а г а р  | 3 > а  булса .

27- м и с о л. Ушбу

эта*  вт^л:
х х с1х ( а > 0, Р > 0)

интегрални хисобланг .
Н - ОО

соз(а— |3)х — соз(а+  Р)х с1х

интеграл га  б у л а к л а б  инте грал ла ш формуласини к,уллаб 
топамиз

/(а , Р) =  у { [ с о Б ( а — Р)х  — С 0 5 ( а + Р ) л ' ] ( — ’ )| о+ +

+  ОО

(Р —а ) 8 т ( а —- (3)х
+ °°

“ +■
+ Р)81П((Х+ Р)Х^Д;
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4  0 0  - f -  о о

_  ( P —a) f s in (g — ß)x^x . ( g + p) f s i n ( « + ß ) x ^

~ ß ,  а г ар  ß ^ a  бÿлcа ,  

y a ,  а г а р  ß ^ a  булса .

Д е м а к ,

- j -  о о

S s inax  sinßjc ^
. ß, а г а р  ß ^ a  булса,

y a ,  а г а р  ß ^ a  булса.2

28- M и с о л. Ушбу
-f- оо

/(a, b )=  J -e- "Г [ « a - ble bxdx  ( a > 0 , b > 0)

иитегрални х,исобланг:

4  °° 4- o°r> —ax ,, — bx г  „ — bxS p  — à x _ p  — bx r
— —- 5— -- d x  +  (a — b) ^ ------dx.

о
4 -  OO

S e - a x _ e  — bx
-------- 2-------dx интегрални б у л а к л а б  интег-

o
раллаймиз :

+ оо
/¿а,Ь) =  ( е - " - е - ь* ) ( - ± )  |+°° +  J Ье-Ьх- а е - ах- dx =

4  °° , 4 -00-ЬхS e - b x  п - а х
-  dx а \ -  dx-\-(b — а).

о о

4  °° , 4  оо 4 - 0 ° ,

l ( a , b ) = a  Ц -—dx — b Ц ~ ~ - d x  +  b  ̂ е-у-  dx —
О О О

+  ОО _)_ оо
Г е ~ ах Г р~Ьх— Р~ ах

— а  ̂ - ~ —dx-\-(b — a) =  a \ ------- -— —dx-\-(b — a).



+ ОО ^  ^

 ̂ *' -¿х Фруллани интеграл и булиб, у 1п— га
о

тенг.
Д е м а к ,

1(а, Ь) =  (Ь — а)-\-а\п-. .

29- м и с о л. Ушбу
-}- оо

>= ( I
+  х

-4 -  ОО

- х ““ 1
7(а ) =  5 г -  йх

ингегрални хисобланг .
а <;1 д а  х  =  0 махсус  н укта  булади.

5 Т Т 7 * х = \ т Г ,- ‘>’‘ +  5 Т + 7 ^  =
О о 1

=  /|(а) +  /2(а) .
1
\)ха~'^х интеграл а > О  д а  якинлашувчи,  а < 0  д а
О
узо клашувчи,  0 < х < с 1 да

1 у а  —  1--х“~1 с  —____х“-'2 1 + х

тенгсизл ик лар  уринли булиб,

« “ >= О *

интеграл а > О  да  як днлашувч и ,  О да  у зо к д аш увч и  
булади.

х ^  1 д а  эса
1 „а — 1

-~ха - 2 <Г —___С  ха~22 Х 1+х

тенгсизликлар уринли булиб,
ОО

- ха ~'
12( а ) =  \ , ] х <1х
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интеграл а <  1 д а  якднла шувч и,  а >  1 д а  узоклашувчи 
булади.  Д е м а к ,  берилган интеграл 0 < а < 1  да  якинла-  
шувчи.

Энди 1(a) интёгрални хисоблаймиз.
Равшан ки ,  0 <<а: < ; 1 да

булиб, бу катор [а0, Ь0] ( 0 < а о < л : < 6 о <  1) д а  текис 
якинлашувчи булади.

Бу  каторнинг  хусусий йигиндиси

0 <Са<;1 л а р д а  \ха 'dx интеграл якинлашувчи

булгани учун,  Вейерштраес  ал ом атига  кура ,  \sn(x)dx

к=о 1+•*
булиб, VnÇA/ ва V * e ( 0, l )  л ар  учун

тенгсизлик уринлидир.
1

О

о
интеграл текис як.инлашувчи булади.  Д е м а к ,

о о оо о

булиб, бу тенгликдан

]
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к  =  О

( — 1Г
а-\~к

Агар

1 + х
4 х

интегралдн х = ,— алмаштиришни ба .жарсак ,  у холда

1 1

4 “НтдН-'
(1 —а)— 1

-(И

булади .  Худди

о о

юкоридагига  ухшаш

к=\

Энди Дх)  
к.аторига ёямиз

булишини топамиз.  Д е м а к ,

! ( * ) = !  А а ) + , М = ± + 1 [ ; -  1С ( _ ! т + - ± 7 ).

соэ а х  ( 0 < а < 1 )  функцияни Фурье

 ̂| (х )йх==-^ соэ а х  йх — 2 ап =

_  2̂ 
л

О

2 1_ 
л  2

юэ пх й х — — [ соэ а х  * СОБ пх йх =  зх J о
я

 ̂(с:оз(а +  /г)х +  соэ(а — п)х)йх =  ( — 1 )п

(соэ а х  — жуфт

сое ах-

226

2а вш ал ; Ьа=О

функция булгани  учун)

эш ал  , 2 а з т  ал
ап • 2

*=1
( - 1)"
2 .2 а —к

сое йх.



Ivy тенгликд а  x  =  0 де са к ,

булиб.

sin an  , 2а  sin ап ( — 1)'
~~áñ

s in  an . 2 a s in a j i ( - 1)*
an

яъни

еки

°° ( i f  
+  2 a  2 1 

k- \a —lï

, Л -  ‘ "f-2a  1 '! sin ait a *=1а-г_*2

булади .  Б у н д а н ' э с а

/(a) =

экани  келиб чий,ади. 
Д е м а к ,

+ оо
~ d x -  / '—  ( ( ) < » <  I )
1 -\-х sin an

30- м и с о л. Ушбу
. +  00

!  =
А ,cosa ,х + Л 2cos а2х -{-... +  À kçosakx

dx

( a i ,  аг,. . . ,  a 4> 0, A i -j- Л2 +  +  Л* =  0) 
интегрални х.исобланг.

11 - f  /I2 +  ... +  Л* =  0 мун осабат дан  А* ни топамиз.  
Н а т и ж а д а

/ =  

булиб,

+  °о5 -

A  jCOSßj X -— A j coscLfeX -J- ... ~j“ A fe_jCosû^__jX A ^_|Cos ci^x
dx



г  ° °  л  лА ! сое а , х — А | со $акх
— -  —  с1хX

о

и нтегралга  Ф рул лани формуласини ку лл аб ,  топамиз:

+ о°

^ А ,соза.х — А,срваьх л ш а ,
-------- —  —— —йх =  — ¿411 п—-- =■ — А 11 п и ̂ А 11 п (1{г.

х ак
о

Худди шунга  ухшаш кол га н интегралларни хисоблаб,

/ == — (Л^гш,  -\- А2\па2-\~... -\-Ак\пак) 

га э г а  буламиз .

31- м и с о л. Ушбу
4  оо 4  00

/, =   ̂ ып(х1)йх ва /2=   ̂ со&(х2)с1х 
о о

Ф р е н е л ь  интегралларини хисобланг .
х2 =  / ал маштириш н а т и ж а с и д а  бу интеграллар 

к,уйидаги куринишга келади:
4  оо 4  ОО

СОй/, 1 Г ,, . 1 Г сое
) 7 ^ ' -  2 )

+■ с51 _  2 
я

О
4 - 0 9

е - ^ Л х

тенгликни хисобга олиб, куйидаги ин те грал га  келамиз :

4  00 4  °°
^„ =  2Р- [ е к‘сН  ̂ е 1х'с1х =

оо -4-00

= —  ̂ Лх  ̂ е~(к+х2)1?>1М сИ =
а аО о

4  оо

у я  3 1 + ( й 2 +  х2)2 '
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Охирги муносабат да  к-*- Ода  лим итга  у там из  (25- ми- 
солга к а ранг ) .

+  оо -¡- со

12 нинг Киймати хам  !\ га тенг  булади.
32- м и с о л. Ушбу

\ - ^ 1 х
о

интегрални хисобланг .
Бу интегралда  =   ̂алмашгириш б аж ар и ш  натижаси-

~ь °°
да  у к уйида ги   ̂  ̂ куринишга келади.  Б у эса

о

Дирихле интеграли булиб, унинг киймати  у  га тенг.  Д е ­

мак,
-1 а

х 4

33- м и с о л. Ушбу
+ оо

, Г соьих — соьЬх , у ~
/== ) ~ ~ 2— с1 х  <а> ()- ь  > ° )хо

и нтегр а л ни х исобл а 11 г .
Дирихле интегралидан фойдалаиамиз:

5 =  <#> 0 ).
. О ■

ь
^  Г Б'тхи , соьах— соъЬх ^сшди \ - ау =  -9 эканини хисоога олсак  у

Л х х~

холда

О а а О
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=  ^{Ь — а) булади .  (И н те граллаш  тартибини узг арти-  

риш мумкинлигини асослашни уцувчига  х ав ола  киламиз) .

Мисол ва  м а с а л а л а р

36. П а р а м е т р г а  ¡боглик, ч е г а р а л а н м а г а н  функциянинг  
хосмас  интеграли учун текис  якинлашиш  тушунчасини 
келтиринг.  ;

37. П а р а м е т р г а  боглик, ч е г а р а л а н м а г а н  функциянинг  
хосмас  интеграли учун:  
а )  Коши критерияс^;

• б) Интеграл белгиси остида лим ит га  утиш х а к и д а г и
теорема;

в) Интегралнинг  параметр буйича узлукс.излиги х а к и д а г и  
теорема;

г) Интегрални пар ам етр  буйича дифференциадлаш 
х а к и д а г и  теорема;

д )  Интегрални п арам етр  буйича ин те гралла ш  х а к и д а г и  
теорем ал ар ни  келтиринг.
Куйидаги интегра'лларни текис я кинлаш иш га  текши- 

ринг:

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
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а е

 ̂ хае Хс1,х, ( а ^ а ^ Ь ) .  
1

-  оо
Г совах , - к\ ------ - ах, а £  /с.
3 1+ х2

+  оо

йх

-йх (0^ а <  +  оо, 0 тайинланган) .

(х — а)  -}-1
{ 0 ^ а <  +  о о ).

т"5 - ( х —аУ я.



45.
+ "  2 

s i n * ”
\ f f ~ d x ,  ( / ; > ( » .

46. ( p > 0 ,  q >  — 1).
0
1
( - j==^dx,  (0 ̂  n <  - f -oo ).
S v i - * 2
1

48. ( s i n- 1 , 0 < n < 2 .
J  X

0
1

47.

49.

50.

5 т 7 - : : ^ ^ = г ( 1 а 1 < | ) -
о л 1 (х — l)(x —2)2 

(  . f noHC. ¿ .v, ( 0< a <  1).
j  VI-*—“ l 0

1 w

51. 1 im \ ae axdx м уносабат да  лимит белгисини интег-
“- + о  о

рал остита киритиш мумкинми?
52. f(x) функция (0, +  о о ) д а  абсолют интегралланувчи 
булса ,

+  оо

l im \ /(x)sinrax dx =  0

эканини исботланг.
4- оо

53. l im ( d-— ни топинг.
п —у о о  J  Х П  - j -  1 

0
+  ОО

54. F (a )=   ̂ е~(х~~а) dx функциянинг  узлуксизлигини

исботланг.
1

55. /(«) =

а sin—
. /(ос)=  ̂— *~~dx функциянинг 0 С  а  С  1 д а  узлуксизли-  

о хх

гини и с б о т л а н г .
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р,  , Г s i n( l  —а )х ,
5о. г(а)   ̂ — ах  функцияни у злукс и зли кка  

о

текширинг  ва графигини чизинг.
К,уйидаги функцияларни у з л укси зл и кка  текширинг:

+ 00
5 7 . т =   ̂ ( а > 2 ) .

0
Л,

58. / ' ( а ) -  [ sin -  dx. ( 0 < а < 2 ) .
J ха(я — х)а о
+ «>

59. F(а ) =  ( -~с — dx, ( O C a C i ) .
J I sin atI“

+ oo
60. F (a )=  J ae~ax2dx, a£R.

0
- f  oo

61. F(a) =  (  — dx функция — oo < a <  +  oo
J 1 -(-(л+а)

да  узлуксиз  ва  дифференциалланувчилигини исботланг.  
Куйидаги интегралларни х.исобланг:

+ °°
е о  f  sin ах — sin bx , , ^  '62..  \ ------------------- dx, ( а > 0, Ь > 0).

о

63 у  a r c t g a x  - a r c t g ^ ^  ( д ^ р> f e > Q )

О

V е e-«2_ e-V
64. \ - ........  ̂ ------- dx .  ( а > 0 ,  Р > 0 ) .

О
+  оо

f  / е~ ах — рТ$х \ 2
65.  ̂ dx, ( а > О ,  |3>0).

О
4-°°

S — а х __р  — рх

------- — ---- cos т х  dx, ( а > 0 ,  |3>0).

о
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67. \ - ln{l y ^ . ]dx, ( | « | <  1).
0J x2V l - * 2

68. zÉ É X áx, ( | a í <  1).
о Л/1-*2 

ir c t

x r V ^-1

7°. ï  —
J ß2 +  *2

-j- oo

7 1  f  arctgout- a r c t g ß x  ^

J X2о
-j- OO

7 2  Ç _  in(l + g V ) l n ( i +  ß V )

J X4

-j- oo

69. Ç - arĉ L dx.
J у2 Л / v 2 __  1

+ oo

0 
- f -  OO

73. J е -с«*+з**н ‘ V/*, ( a > 0 ,  ас  — й2> 0 ) .
----- OO

-f- oo

74.  ̂ e~â c\\ bx dx, ( a > 0 ) .

+  oo

- K )75. 5 e *2 'dx, ( a > 0).
0

„ „  + r ”  e - « 2 _ . e - ß x 2-

76- \ --------- д--------dx, ( a > 0, ß > 0).J X0
- f  oo

77. jj e~ax¿cos bx dx, ( a > 0 ) .
о

+ oo

78. (j x e “ ax2sin dx, ( a > 0 ) .
о

-(- oo

79.  ̂ x2ne ^ c o s 2 b x  dx, (n£N). 
о
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80.
о

+ оо ' _ 2
81. J i . "  y ° ^ x dx.

о
-f- оо

82. J dx.
■ 0

83. " f  (  Si7 - ) 3dx.
0

+  oo
si

.,284. J ^ Ÿ 'd x -
0

+ 00

85. J
0

- oo

S _¿y; sinax* sinßx , , .  .  ~ /л ~ л .
e -------y  . dx, ( £ > 0, a >  0, ß > 0).

Y

0

+  oo

86.
о

+ °°
87. [ cn*axndx. 

J 1 ■1+x2 ■ о
+ _C

X sin
J-88. ( *J™£-dx.

J  1 4 -+ *о
- f -  o o

89. f -sirr4  dx.
о ! + '-

- f -  o o

90. (
A  O - M 2)2

I "

91.  ̂ sin(ax2-\-2bx +  c)dx (ü=£0).
- oo 

+  oo

 ̂ s i nx2-cos2ax dx.92.
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+  оо

93.  ̂ со5х2-соэ2ах с1х .
— оо 

+ 00 
Г со

3 «?
94.

95.

96.

СОБ X у

Г хбш ху с1х.
о

о о

1 —X -с1х ( а > О, Ь > 0).
о

+  оо

о
+  оо

(1х
X

98.
— ах , — а .х

со б о х  —  е  со ьЬ.х 
----------------—-----------—¿/х. (а ,  а , > 0).

99.  ̂ е ^'созг^уйх.
о А'
+ °° 2

100.  ̂ е~х\ т - 2-с1х.

+  оо _  2
а Г е х йх ,

^  3 ( а > 0 )

0
4" оо _  2

101. (  — х— х
| д / / + а2  ̂ *2+ а!

тенгликни исботланг.
- ¿X в(п(д: — А)

¿¿х ( £ > 0). тенгликни ис­

ботланг.

103. а ,  р, у > 0  ва  а ,  р, у л а р  ичида у  к а т т а  булса ,

а г а р  <х<С р +  у  булса ,
4 “ ОО

]ПСМ̂ $тРл:-51П7Х (1х =
4 ’

т е н г л и к н и  и с б о т л а н г .

~> а г а р  а = р  +  Т булса ,

0, а г а р  а > р  +  у булса
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104.  Агар ai ,  аг,..., а„ лар мусбат булиб, а >  2  Щ
i~! .1

булса,
+  оо

. I s i n c a  s m « i *  s lnV  . я  / — i ------------ ------. . .------- ах  — ---а,-а,-...-а
х х 2

о
тенгликни исботланг.

+  оо

105. Í ( s in  a x  — s in  bx)2--^-— ~\a — b\
J v- 2,
о х

эканини и с б о т л а н г . ; ...

5- §.  Э Й Л Е Р  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р И

I. Б е т а ф у н к ц и я  ( I  т у р  Э й л е р  и н г е г р а л и ) .
i

Ушбу В(а, b ) =  Jjx“” '( 1 — х)ь~~1йх ( а > 0, 0) интег-
о

рал бета функция ёки I. тур Эйлер интеграла деб  а т алади .  

Б е т а  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а л а р и :
1. В(а, Ь) =  В(Ь, а).
2. В(а, Ь) =  и Ь, ь 1 . B ( a , b - \ ) ( b > \ ) .

2! Ж а , п ) = ^ = ±  » •  *£"■

3. В(а, 1 — а )  =  — я—  ( 0 < а <  1).. 7 s in а л  v 7

4- В ( | , | )  =  я .

II. Г а м м а ф у н к ц и я  ( I I  т у р  Э й л е р  и н т е г р а -  
.1 п ). Ушбу

+ 00
Г(а)  =   ̂ ха 'е 7/х ( а > 0 )  

о

интеграл гамма функция ёки II тур Эйлер интеграла деб 
ат ал ад и .

Г а м м а  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а л а р и :

,• а 1 ' ‘=  l i m п—.—г
■„-*00 «(« +

2. Г ( а +  1 ) =  а Г ( а ) .

. . . .  a 1 - 2 - 3 - . . . - ( п — I ) 1. I ( а ) =  l im па -
„ - * 0 0  a ( a+ l ) . . . ( a .+ / i— 1)



Г(„ ~ Н )  =  « ! .
• ». ¡ ( ¿ г )  (О, +  оо) д а  узл уксиз  ва барча  та ртибдаги 
узлуксиз  х,осилаларга эга  ва

+  оо

Г(л)( а ) =   ̂ ха ~хе~~\\пх)пйх ( л =  1,2,...).
О

4. В(а, ¿,)=* : Т(а)г(6)
'  ’ ’ Г{а +  Ь)

5 .  Г ( а ) Г ( 1  — а )  =  В ( а , !  — а ) = — —— .
з т а я

Хусусан,  а  =  ~  да  ( 0 < а < 1 ) .

Г ( у ) =  V я -

6. !'! а ! I'(а | . - ) = - Л  ¡ -Г(2а) (Л е ж а н д р  формуласи) .

34- м и с о л. Ушбу
-  - оо

1 — е х1(1х
■ о

и н те г р а л н и х. и собл а н г .
х — / алмаштириш н ати ж аси д а  интеграл куйндаги  

куринишга келади:
4  оо оо ! _|_ оо ]

,  =  _   ̂ ‘ у / / -  ,   ̂ «  '•/ 2^  =  ~  5 е  'е~1с11 =
0 0 о

=  |гф .

Юкоридаги (5)  м ун осабат дан  фойдаланиб I =  ~д/я 

м;
- ос5

эканини топамиз.  Д е м а к ,
4-00

V"
2

35- м и с о л. Ушбу
п
~2

/ =   ̂ъ\пъхсо8*хс1х
о

. и н т е гр а л н и  х и с о б л а н г .



з т х  =  дД (М > 0 )  алмаштириш н а т и ж а с и д а  интеграл 
куйидаги куринишга келади:

£ 5
(5!П2х):!(1 — 5Ш2Х)2^ Х =  ; ^ ( 1  — I) 2 ' 2 И -

о

-I 1 - ,  #2 ,

3

1 . 5  7 . ' , 4 )ГФ
2 Г(6)2 2 ’  2 

15 г- 1 Зл
-■ 2 4 V я  ‘ "8 ■ V я  120 '  512 ’

36- м и с о л. Ушбу
+ оо

/= йх (га£Л/)

интегралыи хисобланг ,
х =  д// ( / > 0 )  ал маштириш н а т и ж а с и д а  интеграл 

куйидаги куринишга келади:
+ °° I

х2пе~~х с ?х =  -

1 У я  Г(2л) __ д/л  ( 2 л — 1)!
2 ’ 2~': ' ¡*"> 22" "( л - 1 ) !

( 2  л —  1) !!
пл +

- •  д / я .

(Б у  ерда  Г ( я + у )  учун Л е ж а н д р  формуласидан фойда-

ландик) .
37- м и с о л. Ушбу

1- 4х
^ « + Р ( 1 _ * ) +  7 ] Р +  Ч

(а, р >  0, у, р, <7> 0 ) 

интегрални Эйлер интеграллари оркали  ифодаланг .
( а  +  у ) х  ,----------- -------——  =  / алмаштириш н ати ж а с и д а  интеграл

а х  +  Р( 1 —  х)  +  7 р  р

ку йидаги  куринишга келади:

238



(•х | т)"(Р И,’/'
^ / " - ‘(1 — /)" '(И--
о

В(р, я)
(«+?/' (Р+т)‘?

38- м и с о л. Ушбу

2

/ = Ц э т “ ‘х-сов* 1х й х ( а > { ) , Ь >  0).
о . ••

интегрални Эйлер интеграллари орк,али ифодаланг.
$\пх =  1 алмаштириш н ати ж аси д а  интеграл куйидаги 

куринишга келади:
| »

/ =  ^ “- ' ( 1 - / 2) 2 <и.
о

Бу интегралда  эса ?  =  у  алмаштиришни б а ж а р а м и з .  
У холда

О о

1 - ,  , . , 1 '(у )Г (у)/л \ 2 / _ 1 р / &  ̂\ _(1 — у) ¿у  — 2 2 ’ 2 2 ' ,< • /;
*■ 2 '

булади.
Хусусан ,  а г а р  6 =  1 булса ,

у  - Г(—-)
/ =  ^ ¡ п  а~1( И = ~ у - ------- 2 :— булади.

о г с ^ у 1 )

Агар  а = 1 + о с ,  6 = 1 —  о с ( | а | < 1 )  булса ,  у  холда
я  л  л

2 У 2
 ̂ ъ т а~1х-со5ь~\хйх =   ̂$\пах ■ С05~~ах с1х= Y g axdx

2

/ =

булиб,
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булади.
Д е м а к ,

2 i  я 
\ t g  ax d x = - 2 ----- "
J  РЛС -

ал
cos т

39- м и с о л. Ушбу

) ( l  + x)lnx

0< < 7< 1
интегрални хисобланг.Т Т

1{Р ’ У) j  ( 1 -J-jc)lnjc Х J (\-\-х)\пх
dx-

о

+-°° л-1
П р ^ ) =  S \ T T x )^ dx'

о
-f- °о _J

/<2,( Р - <? ) =  \ Т г Ы ^ ах

булсин,  у холда:

( i\ p , <?));= S i - р ) -

Худди шунга  ÿxuiaui

( / U < 7 ) ) ; =  S ^ d x  =  B{q, \ - q )

бÿлиб,



=  jtln --------  - f  С га э г а  буламиз .Iтл J

p =  q учун I(p, q) =  0 м ун осабат да н  С =  0 экани келиб 
чик,ади.

40- м и с о л. Ушбу

р4 == S i П3фСО S ф
эгри чизик, билан ч е г ар ал ан ган  шаклнинг  юзини х,исоб- 
ланг.

М а ъ л у м к и ,  из лан аёт ган  юза

берилган чизик, биринчи ва учинчи чоракларда  иккита  
япрок,ни ифодалайди.  Шунинг  учун

Д е м а к ,

Р
^р2(ф)й?ф булиб,
а

2 3 _1_

s = 2 - y   ̂ s i n 2ф * c o s 2ф dq>
о

и зл ан а ёт ган  юзани аниклайди.
38- мисолдан фойдалансак ,

о

л (к в .бирлик )  га  э г а  бÿлaмиз .

Д е м а к ,
я  д/2
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Мисол ва  м а с а л а л а р

Эйлер интегралларидан  фойдаланиб куйидаги интег- 
рал ла рн и хисобланг:  

i _____
106.  ̂ д/х — х2 dx.

о
а  ' ■ ' ;

107.  ̂х2 д ja 2 — х2 dx ( а : > 0 ) .
о
+  ОС

, 08.  J

о
+.°° 9 

j r dx
1 + х 4 'о

1

\ - г ~ Л п > П
О “V Í — je"
+  оо

п о .  \ ™ lx dx.
J XT

111.

ОSi X2"dx

0 " \ / x ( l—  X 2 )

V o х2п- '
, , 2 ‘ \ -------2dx ( 0 < л < 1 ) .J 1 +  j rо

-f- GO

. ' 3 .  5 dx

о (1 + * r

" 4 - S 7i i r £ ¿ í " á 'l: <1 < 4 < °. » > 0 ) .( 1 — kcosx)*

„ a— 1
115. r |— í/л-, ( 0 < a <  1 ).

0

+ 00 a 2
116. J ( a 2<  l) .

0
1

117.
о
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- f -  o o

1 1 9 .  J Ĉ d x  ( v > n > 0 ) .

120. [ \nV(x)dx.
о

121. xn +  y" =  an ( x > 0, y > 0, n > 0) эгри чизик. билан 
ч е г ар ал ан ган  юзани хисобланг .

122. х? +  г/я +  z" =  ап ( х > 0 ,  у > 0, z > 0 )  сирт билан 
ч ег ар ал ан ган  ха ж м н и  хисобланг .

К,уйидаги генгликларни исботлаиг:
+ °°

*  5 xie - d x  =  - ^ r
0
1 р
Г X dx л

+ °°
123. S е 0

124. (  6
S V»
+ оо

125. S0
+ 00

126. S *0
+ 00

I X  dx =  ----- r ( / j ) s i n~ -  ( 1 <  р <

2 _г„-
127. f * — . б/х -

о  '  1

1

i
128.

(.x2 +  ax +  b f  л/а(а +  2 ф )  Г (р)
U

( й > 0, а  +  2д/& > 0 ,  Р > \ \
1 1
Ç dx Ç xtldx я  -, -  лгч

) v r = 7 l v i - 7 = s r ( ', e  ’ ■
1 i о а  i

129.  ̂ ( 1 — X3) 2dx=^jd> (х3— 1) 2dx.'
— oo 1

и — i

130.  Г ( а ) Г ( а + , у ) . . . Г ( а +  п̂ - ) =  f t
п  ’*■ п а -

п 2
( «ел/) .



X V II боб

К АР  Р А Л  И ИНТЕГРА,ЛЛ АР

1-§. ИККИ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1. И к к и к а р р а л и и н т е г р а л  т а ъ р и ф л а р и .  
Бирор ч е г а р а л а н г а н  ( О ) а Р 2 соха берилган булсин. Бу 
сохани б у л а к л а р г а  а ж р а т у вч и  чекли сондаги / чизиклар 
системаси {/:/с:(0)} (О) соханинг  булиниши деб  а т ал ад и  
ва у Р =  { 1 :1 а (0 ) }  каби белгиланади.  (О) сохани 
б у л а к л а р г а  а ж р а т у в ч и  хар бир / чизик,, Р  булинишнинг 
булувчи чизиги, (О) соханинг  булати эса Р б ул иниш нит 
булаги дейилади.  Р  булиниш б у л а кл а р и  диаметринйнг  энг 
ка ттаси  унинг  диаметра деб  а т а л а д и  ва у А,,, каби 
белгиланади.  (О) соханинг булинишлар тупламиии &  = {р}  
оркали белгилаймиз .

/(х, у) функция ( 0 ) с :Р 2 сохада  берилган булсин. Бу 
соханинг  Р булиниши ва бу булинишларнинг  хар  бир, 
кв адратлан увчи  (Ок)  ( й — 1, 2, ..., п) б ул а ги д а  ихтиёрий 
(Ь , Г\к) н ук та  олиб,

й'игиндини тузайлик ,  бунда  Ок — (Ок) соханинг  юзи.
Од ат да  (1) /(х, у) функциянинг  интеграл йигиндиси 

ёки Риман йигиндиси деб а т алади .
1 - т а ъ р и ф .  ¥ в > 0  олинганда х,ам, шундай 6 >  

> 0  топилсаки, (О) соханинг диаметра  Хр< б  булган х,ар 
к^андай булиниши х1ам да щ р  бир (Ок) булакдаги  ихтиёрий 

т)б) ну^талар учун

тенгсизлик бажарилса, у х,олда функция интегралланувчи  
ва I сонга /(х, у) функциянинг [б )  сох1а буйича икки кар- 
рали интеграли ( Риман интеграли) дейилади ва у

П
( 1)

|о — /| < е

( \\fix, у)йхс1у)
( О )

каби белгиланади. 
Д е м а к ,



Дл\ у) функции (D )czR 2 сохада  берилган ва  чегара-  
ланг ан  булсин. (D) соханинг  бирор Р булинишини 
к,арайлик.

т к =  inf {f(x, у)\ Мк=  sup {f(x,y)}
(x,y)eDlt, (*,#(%)

лар  ёр да мида

s =  2  mkDk, S  =  2  MkDk
k = \

йигиндиларии ту за ми з .  О д ат да  бу йигиндилар мос 
равишда Д а рб у н и н г  к,уйи х а м д а  щ о р и  йигиндйлари деб 
аталади.  (D) соханинг х,ар бир булинишига нисбатан {s}, {S} 
т уплам ларнйнг  чегараланганлигини ва s ^ c r ^ S  муноса- 
бат  уринлилигини куриш к.ийин эмас,
2- т а ъ  р и ф.

sup{.s'}==l, inf{S} =  /

мик,дорлар мос равишда f(x, у) функциянинг ( D) соцадаги 
/̂ уйи икки каррали х,амда ющори икки каррали интеграли 
деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар f(x, у) функциянинг ( D) сохада  
к,уйи х,амда юк,ори икки каррали интеграллари бир-бирига 
тенг булса, у х;олда }(х, у) функция ( D) сохада 
интегралланувчи, уларнинг умумий щиймати

1 =  / = 7
¡(х, у) функциянинг ( D ) сохадаги икки ка рра ли  иктеграли 
(Римаи  интеграли)  дейилади ва

х, y)dD  ($/(*> LJ)dxdy)
(D)

каби белгиланади.
2. И к к и к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д -  

л и г и. И н т е г р а л л  а н у  в ч н  ф у н к ц и я л а р с и н ф и .

1 - т е о р е м  a.  f(x , у )  функция (D ) сох,ада ннтёгралла-  
нувчи б у л и ш и учуй, V e > 0  олинганда хам,  шундай б >  
> 0  топилиб, (D )  соханинг диаметр и Ж  б б у л г а н  хар  
к.андай б у л и н и ш га  нисбатан Да р бу  йигиндилари

S ( f ) — s ( f ) <  е 
тенгсизликни каноатлантириши зарур ва етарли.

¥
( М )
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2- т е о р е м а. Агар ¡ ( х ,у )  функция чегараланган ёпик, 
(О ) С2 $ 2 со хдда  берилган ва  узлукс из  б у л с а ,  у шу со хада  
интегралланувчи б у л а д и .

3 - т е о р е м  а. Агар ¡(х , у )  функция (О ) с о х а д а  
че гараланган  ва  бу сохднинг чекли сондаги ноль юза л и 
чиз ик ла рида  узил иш га  з г а  булиб ,  к,олган барча  нукта-  
л а р д а  у зл укс из  б у л с а ,  функция (В )  со хада  интегралла- 
нувчи б у л а д и .

Икки ка р ра ли  интеграллар ёр д а м и д а  текис шаклнинг  
юзи, жисмнинг  хаж мл ар и н и  то п и ш . мумкин.  Интеграл 
гаърифидан бевосита (О) шаклнинг  юзи

О =  ^с1хйу
(О)

булиш и ке либ  чи ка ди .
1- м и с о Л. Ушбу

ху(1,0, (0 )= {(х , у)£/?2: 0 ^ х ^  1, О
(О)

и нте гр ал и и  1 - т а ъ р и ф  ё р д а м и д а  х,исобланг.
Р авш ан ки ,  /(х , у) =  ху функция (О) да  узлуксиз ,  

д е м а к ,  2- теорем аг а  к у ра ,  у  (О) Да интегралланувчи
булади.  (£>) сохани У =  / — I. п -••• 1) чизиклар

ё р д ам и д а  б у л а к л а р г а  а ж р а т а м и з  ва ха р  бир ( Д 7) д а

(Ь, ть) =  ~п) д е ® ка рай миз .  У холда

п —  1 п —  1 , п — 1 п — 1

0 = 2  2  2  « 2  / =
/=0 / О 'г I о / = о

' _I «(/г—I) ! п(п—1),
я4 2 2

булади.
Бун да н эса  п-*- оо д а  булса ,  а-

■ Д е м а к ,

1
4 '

2- м и с о л.  Ушбу

^хуйО =  -\.
( О )

^ хуй й
(О)
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интегрални 3 - таъриф ёр дам ида  хисобланг ,  бунда /) 
={{х, у)£/*2:
0 < х < 2 , 1  
1 < г / < 3  ]

(£)) сохани х = 1 + у ,  у =  1 + у  ( г==1> л — О чизик,- 

лар ёр д ам и д а  б у л а к л а р г а  а ж р а т а м и з .

<0„) =  {(х, У Н Я ‘ : + '/г
/2 +  2(/— 1) п +  2/

п

Оу— У

4

'и/ ( л: - у ) = ( 1+ 1” ) ( 1 + 2(/„” );лр(0.л \ « /\ /"1,/ = и.у)6(£>„)

5 ( / ) =  2  2
¡=1 /=И

А 2 ( 1 +  1 ) г ( |+ | ) = Х 2 1( 1 + А ) [л +  

+ А ^ ] _ » Й ^ 2  ( , + ! ) >

2(2/ г+ 1)/  , й(/г+1)\ (2 п +  1X3/1+ 1 ) .
„2 2«  / «2

< 0 -  2  ¿ / ' + ¥ ) ( >  +  О + ^ ) '

- 2  ( •  +  ^  ( '  + ^ '  Х " + 2^ ' 1 ) “/=1 1=1

(2./г — 1 )(3/г — 1) .

“ ■ п2 ’
Бир{5(/)} =  6,
¡пГ{5(/)> =  6

эканлигидан
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мун о саб ат га  эга  буламиз .
3. И к к и к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  

И к к и к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и х и с о б л а ш .
I°- /(-*, у) функция (D) со хада  интегралланувчи 

булсин.  Бу  функциянинг  (D ) сохдга  тегишли булган ноль 
юзали L чизикдаги (Lcz(D )) кийматлари нигина  узгарти-  
ришдан хосил булган F(x , у) функция хам  (О) со хада  
интегралланувчи булиб,

§ f(x ,y )d D  =  \\F(x, y)dD
(О) (D)

булади.
2°. /(х, у) функция ( D ) со ха да  берилган булиб,  

( D ) соха ноль юзали L чизик. билан (/) ,)  ва  ( D2) 
со х а л а р га  а ж р а л г а н  булсин.  А гар  /(х, у) функция (D ) со­
х а д а  интегралланувчи булса ,  у (D |) ва (D2) со хал ар да  
х ам  интегралланувчи бул ади ва

\\f(x,y)dD=± § f( x , y )d D ,+  [[f(x ,y)d D 2 
(О) (£>,) (02)

мун осабат  уринли. (Б у  хоссанинг  тескариси хам  уринли- 
дир).

3°. Агар  f(x, у) функция ( D ) со хада  интегралланувчи 
булса ,  у холда  с-/(х,  у) (с — const ) х а м  шу со ха да  
интегралланувчи ва

\\с ■ f ix , y)dD =  c§f(x, y)dD
(Д ) (« )

формула уринли.
4°. Агар  /(х, у) ва g(x, у) функциялар (Б) соха да  

интегралланувчи булса ,  у холда  /(х, г/ )±^(х ,  у) функция 
хам  шу сохада  интегралланувчи  ва

$ / ( * ,  У )± g ix , у)№ И= ^/(х,  у ^ О  ± [ ^ х ,  у ^ Б  
( О )  ( О )  1 ( О )

формула уринли.
5°. Агар  /(х, у) функция (£)) соха да  интегралланувчи  

булиб,  У(х ,  г/)£(0) учун /(х, г / )> 0 булса ,  у холда

булади.
(О)
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6°. Агар  f(x, у) функция (D ) сох,ада интегралланувчи 
булса ,  у холда \f(x,y)\ функция хам шу со хада  
интегралланувчи ва

I §f(x, y)dD I <  \\lHx, y)\dD
I ( D )  I ( D )

тенгсизлик уринли.
7°. ^ р т а  к и й  м а т  х а к и д а г и  т е о р е м а .  Агар  

f(x , у )  функция (D ) сохада  интегралланувчи б ул с а ,  
у х о л д а  шундай узга рм ас сон

М =  sup {f(x, у)}, т =  inf {f(x, у})
(*.</)€(£>)

мавжудки,
\\f(x,y)dD  =  iiD
(D)

формула  уринли,  бу ерда  D (D) соханинг юзи.
Н а т и ж  а. Агар f(x , у )  функция ёпик (D ) сохада  

узлуксиз б ул с а ,  у х о лд а  шундай (a, b )£ (D )  гопиладики,

\\ f(x ,y )d D  =  f(a , b)D
(D)

б у л а д и .
8°. У р т а к и й м а т  х а к и д а г и  у м у м л а ш г а н  

т е о р е м а .  Агар g (x , у )  функция (D )  сохада  интеграл­
ланувчи б у л и б ,  у шу сохада у з  ишорасини сакласа  ва 
f ( x ,y )  функция (D )  сохада  узлуксиз бу-лса, у  х о л д а  
шундай ( a ,b ) d ( D )  топиладики,

y )g (x , y)d D  =  f(a ,
(D)

b) § g ( x ,y ) d D
(D)

б у л а д и .
f(x, у) функция (D )  со хада  берилган булиб,  у шу 

сохада  интегралланувчи булсин. Б|у функция (D ) соханинг 
юзага  э г а  булган хар ка н дай  (rfi) кисмида и н т е гр а л ла ­
нувчи ва

ГГ f{x, y)dDs(d)
интеграл d га боглик, булади.  

Одат да  бу

S((d)) =  ̂ ( x ,  y)dD
,w
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функция соланина функцияси деб  а т алади .  (£)) со ха да  
бирор (хо, уо) нукдани олайлиК. (с!) эса шу нуктани 
уз  ичига олган ( ¿ ) с г ( 0 )  соха булсин.

А гар  X—>-0 да ф ( т нисбатнинг  лимити П т

м а в ж у д  ва чекли булса ,  бу лимит|Ф((^) ) функциянинг  (хо, 
уо) н у к т а д а г и  сох,а буйича х;осилайи деб  а т алади .  (Б у  ерда  
й — (с1) соханинг  юзи, К эса  унинг  диаметри) .

А гар  /(х, у) функция (£>) со хада  узлуксиз  булса ,  
у  холда  Ф((й)) функциянинг  (^0, уо) н у к тад а ги  соха 
буйича хосиласи /(хо, уо) га тенг; булади.

4 - т е о р е м а .  }(х, у) функция £> =  {(х,  у)£Я2\ 
а ^ .х ^ Ь , с^ .у^ .(1}  сохада  берилган ва интегралланув-  
чи булсин.

Агар  х£[а, 6] узгарувчининг х,ар бир тайин кийматида
л

!(* )=  5 !(х, у)йу

интеграл м а в ж у д  б у л с а ,  у х о л д к  ушбу
Ь г -  <1 \~

5 \Нх, у)(1у (1х
а 1_ с \ _

■:' • ; о  ■ ■ • ' ■ ’ " ' •' •' ' '
интеграл х,ам м а в ж у д  б у л а д и  ва

Ь г~ (I I
у ) ( 1 ° =   ̂ \ 1(х ,у)й у

(О)
йх

уринли.
5 - т е о р е м а .  1 ( х ,у )  функция ( Р )  сохада  берилган ва 

интегралланувчи булсин.  Агар х£\а, Ь] узгарувчининг кар
(I

бир тайин кийматида  ̂¡( х , у )4 у  интеграл м а в ж у д  б у л с а ,

иС\с, (1] V н а рупчининг хар бир тайин кий 
ъ
\)} ( х ,у )й х  интеграл м а в ж у д  б у л с а ,  у х о л д а

м атида

Ь Г" й —1 (1 г* ь
5 \ К х ,у )й у  Ых, ]  ^1(х,у)(1х
а  |_ с  _| с  \_ а

¿ у

интеграллар хам  м а в ж у д  ва
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о г а  а о

\ \ f(x ,y )d D =   ̂f(x , y )d y  dx =  ^f(x, y)dx
(D) a L. с с L_ a

dy

формула уринли.
Энди ( D ) cox.a ушбу

(D ) =  {(x, ¿/)£/?2: a < x < 6 ,  ф , ( х ) < # <  ф2(х)},

(ф,(х)С C[a, b ], / =  .1 ,2 )

куринишда булсин.
6 - т е о р е м а .  f(x ,  функция (D )  сохад а  берилган ва 

иитегралланувчи булсин.  Агар х£{а, Ь] уз гар увч ин и нг дар  
бир тайин к,ийматида

ф2(*)
Ц х ) =   ̂ f(x , y )d y

ф |.(*)

интеграл м а в ж у д  б у л с а ,  у х о л д а  ушбу
Ь Г  ФгМ
 ̂  ̂ f ( x ,y ) d y  dx

а L  fi (x>

интеграл х,ам м а в ж у д  б у л а д и  ва
6 г

\\f(x> y )dD
(D)

b Г" Ф2(*>

SI S i
a L.» iW

f(x , y )d y dx

уринли.
К,уйидаги 3— 5 мисолларда  f(x, у) функция 6 - теоре­

ма шартларини к ,аноатлантиради,  деб к а р а л а д и .
3- м и с о л. Ушбу

(D)  =  {(x, y )e R 2rx2 +  y 2^  9, х 2 +  (г/ +  4)2> 2 5 }
куринишда булса ,

^/(х,  y)dxdy
(О)

пптегрални такрорий ин те грал га  келтиринг  ва  интеграл- 
ляш тартибини узгйртиринг.

6 - т е о р е м а д а н  фойдаланиб,  топамиз:

. 3 л[у-х?
[[fix, y )d x d y =   ̂ dx \ f(x, y)dy.

<"> - 3 л/ f c  - 4



Интеграллаш  тартибини узгартириш учун (D ) сохаиi 
ку нидаги  куринишда ифодалаймиз:

(D) =  ( i ) i ) j j ( ö 2)U(D3), (2- чизма га к а р а н г )  
у

з

2- чизма.

{Oi) =  {(x, í/)€/?2:1 < г / < 3 ,  — д/9— у2 < х <  д/9 — у2 }, 

(D2) =  {(x; ÿ )6/?2: 0 < ÿ < l ,

-  ф - i f  < х <  -  \ / 9  8// - / / ' } ,

( 0 3) =  { ( X ,  //)6R2:0 < / / < 1 ,  \!9 —8у — у* < х <  V' 9 - / r  }.

6- теорем адан  ва икки ка рра ли  интеграл хоссаларидан 
фойдаланиб,  топамиз:

1 — \/э- S y - ~ y 2 1 V í r /
+   ̂dy J /(X, í/Rí/+ W/í/ 5 f(x,y)dx.

0 __ У э - /  0 \■> -«« /

4 -  и  и  с  о  л .  У ш б у

1 *2/3 2 1-
I = ^ d x   ̂ /(х, y )d y +  ^dx  ̂ f(x ,y)d y

0 0 i о
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пи ич'ралда интеграллаш тартибини узгартиринг .  К а р а л а -
■ i i . ni  сохаларни ч е г а р а л а б  турган  эгри чизиклар у3 =  

хА {Оу ук,ига нисбатан симметрии куби к пар аб о л а )  ва 
(V ‘¿)2-\-(у— 1 )2=  1 (м а р к а з и  (2, 1) н у к т а д а  радиуси
I га тенг  а й л а н а )  л а р д а н  ибора'гдир ( 3 - чизма) .

Чизм адан куринадики,  у  0 д а н 1 т ача  у з г а р г а н д а
к узгарувчи  х =  г/3/2 дан х =  2 — д/2 у — у2 г ач а  у зг ар ад и .  
Д е м а к ,

I 2— Угу—у*

1 =  5 (1у 5 ^ х ’ у)<1х'
° ш

5- ми-с 'о  л. Агар
( £ )  =  {(х, у)£И2:\х\ +  |г/|< 1} 

куринишда булса ,
^ ( х ,у ) ( 1 0  интегрални такрорий интегралга  келти- 

(О )

ринг ва  интеграллаш тартибини узгартиринг.
Интеграллаш еохасини координата у к л а р и г а  нисбатан 

симметрик эканлигини куриш к,ийин э м а с  (4- чизма) .

( 0 )  =  {(х, г/)СК2: -  1 < х < 1 ,  1 +  |х|<//<  1-| .х|} =

=  {(х, г/)£/?2: — 1 +  * \У 1Г
Д е м а к ,

1 1-^1 
]у(х ,У )(Ю =   ̂ ¿ х   ̂ /(х, у)йу =
(О) - I  -1 + 1x1

1 \~\y\
=   ̂ (1 у  ̂ /(X, у)йх

-1 —1 + Ы
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(х2 +  y 2)dxd.y
(О)

интегрални х,исобланг.  Бу ерда  (D) томонйари г/ =  х, у =  
=  х +  а,  ÿ  =  a,  у  — За ( а > 0 )  бз'лган п араллеллограм м .

Чизм адан  куринадики,  интегрални такрорий интеграл- 
га келтиришда,  уии

d Ч>2 (»)

 ̂dy \j f(x ,y )d x  
с t¡<?)

к;уринишда ифодалаш мак ,садга  мувофивдир ( 5 - чизма) .

6 - М И С О Л .  У ш б у
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Д е м а к ,
да у

? +  у2)с1хс1у =   ̂ йу  ̂ (х2 +  г/2)с?х
(О) а у  — а

За
5 [ т - й т а - + г ' 3- Л - “ ) ] ' , 9

81а4 16а4
12 12

27а 4 а 4 а 4 168 4 . .  4
В  а = 1 4  а1 3 12 3 12

7- м и с о л. Ушбу

/ =  у^хуйхйу
(О)

интегрални хисобланг.  Бу ерда  (О) -фс +  д/г/ =  1 п а р а ­
бола ва  координата ук ла р и  билан ч е г а р а л а н г а н  сох,а. 

Ч изм ад ан  интегрални
Ь

 ̂(1х  ̂ !(х , у)йу
а ф , ( х )

куринишда хисоблаш мак ,садга мувофик, эканлигини 
ку ра ми з (6- чизма) .

Д е м а к ,

1 о - ^ > 2 1
/ = ^ Х   ̂ =  — ̂  Х( 1 — д/х )4£/х = 280 ‘
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4. И к к  и к а р р а л и  и н т е г р а л  л а р д а  ÿ з г а - 
р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш .

Оху х, амда Оии координаталар системасида  мое 
равишда  ( D) ва (Л) сох,аларни ка рай ли к .  Бу сохаларнииг  
чег ар ал ар и  содда,  б^глакли-силлик, чизик,лардан иборат 
бÿлcин.

/(х, у) функция (D) сох,ада берилган ва  унинг чекли 
ка р р а ли  интеграли

$/(*,  y)dxdy
Со)

м а в ж у д  булсин. Бу интегралда  ÿ3rapyB4HHH ку йида гич а  
алмаш тирам из :

{ 'X =  ф( и, V ) '
, \  ( u , v ) £ A e R 2. (2)

y =  ÿ(u, ü),

(2)  акслантириш куйида ги  шартларни каноатлантир-  
син:

1°. (А) ни (D) га ÿ3apo бир ки йматли акслантиради.
2°. ф(и, и), \р(и, v) функциялар (А) сох.ада узлуксиз ,  

барча  хусусий х осилал ар га  э г а  ва бу хусусий ^осилалар 
хам  узлуксиз .

/(х, у) функция (D ) сох,ада берилган ва  узл уксиз  
булиб,  (2) акслантириш 1° — 2° шартларни ка ноатлантир-  
син. У холда

ÿ ( x ,  y )d x d y = ^ f(ф(м, v), ф(и, v))\l(u, v)\dudv (3)
(О) (А)

формула уринли, бу ерда  I(u, = l)(u, v)

(2)  системанинг  Якобианидир.

дх дх
du dv
ду_ ду_
да dv

(3) формула икки каррали интегралларда узгарувчини 
алмаштириш формуласи дейилади.

8- м и с о л. Ушбу

г=  § (x 2+ y 2)dxdy
(О )

интегрални хисобланг.
Бунда  (Z)) =  {(x, y)£ R 2:l < х г / < 2 ,  0 < x < 2 ÿ < 4 x }  ин- 

т е гр а л ла ш  сохасини чизмада  ифодалаймиз (7- чизма) .
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У

и =  ху, и = ~ ^ Х  = у :  ' y ^ ^ uv

алмаштиришни ба ж а р а м и з .  Н а т ц ж а д а  берилган соханинг 
образи

(А)=={(м, u)Ç/?2:l
■4

булкб,  Якобиан эса 

/ ( и ,  V )

Г !
2 д/ми

- JL -V  /.“
2 V » 3

± Л Н
2 V « : t V ?

1_
~2v

га ген г булади.

Д е м а к ,  '

/ =  \ \ (x ‘¿+ y ¿)dxdy == \ \ ( j + uu) i v d u d v '-
( О ) (Д)

1 1 /2  

9- м и с о л. Ушбу

j>3 
16 ■

^  /( \1х24 -)г  )dxdij
х2 +!Г1<  I
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инте грал да  к,утб координаталари системасига  утиб,  уни 
такрорий интегралга  келтиринг.

Í  X == pcos ф,
(  г/ ===== psin ф 

ал маштириш н ати жасида  топамиз:

COS ф — р s in  <р
/(р-,-ф)= ,i s in  Ф р  COS ф

2 л 1 1
/==

О О

¿■Л X. 1

\ d(P \ рЯрМр =  2 я  Jj p/(p)rfp-

10“ м и с о л .  Ушбу

/ =  ^  s in -\Jx2.+ y2 dxdy
д2<:/+/<4я2

интегрални хисобланг .
9- мисолдан фойдаланган х о л д а , интеграллаш сохаси 

х а л к а  эканини эътиборга  олиб, топамиз:
2л

/ = г /  л 2л \
: 2 я   ̂ psin ===== 2.тс| pcos РI"л "f-  ̂ cos pdp ) =

11- м и с о л. Ушбу

(О)

интегрални хисобланг .  Бу ерда

(D) =  {(х, //)> Я 2:* >  0, у >  0, (  +  ( 0 *  <  1}. 

Куйидаги

- блг

^  ===== w2/3, f = ü ,/3 и b

алмаштиришн аж ар ам и з .  Ка ра ла ё т га н  соханинг  образи 
куйи дагича  б} л ;  и:

(A) =  {(¿í, и)£/?2: и ^ 0 ,  у ^ 0 ,  и +  ' и ^  1}. 

булади.  Якобиан эса:
г/ \ 2аЬ 1/3 —2/3 /(ü, W )=-g—И1/Л0 -/J

бÿлaди.
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—  и —

— v)u l/3v 2/3dudv — ~Y~\u l/3du  ̂ (1 — u
1 1 — u

о 0
1 -

— u)u i 2/3du = ^ a b  ^ ~ {1 л̂ и ) 4/ви l/3du
оо

12- м и с  о л .  Ушб.у

I — \\ [cos(x-f-y)]dxdy
0 ^ л .
0 ^  г/ ^  л

интегрални.  хисобланг.
Интеграл  остидаги функциянинг  хоссасидан фойдала- 

ниб, интегрални куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Бу интегралда  к а р а л а ё т г а н  сохани х-\-у =  — чизик. ёрда-

мида икки б у л а к к а  а ж р а т а м и з ,  уларнинг  бирида cos(x +  
-\-у) мусб ат ,  иккинчисида эса  манфий бÿлaди  (8- чизма) .

/ =  2 ^  \ co s(x y)\ d x d y .
О^х^л 

0<г/<я — X

У

\

X

8- чизма.
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Д е м а к ,

/п/2 2 х 2
/ =  2|  ̂ (1х  ̂ соэ(х-\-у)йу— \) 4х   ̂ со$(х-\-у)(1у —

----X

^йх  ̂ со5(х-\- у)йу \  = 2   ̂ ( 1 — $\пх)(1х-\-  ̂ ЙХ +
л о / о  0
2

Л
+  \ ы\л хйх =  2п.

л/2

13- м и с о л. Ушбу

Д[\у — х2](1х(1у
/ < < / <  4

интеграл хисоблансин.
Интегр аллаш  сохаси Оху те кисли кда  у =  х2 парабола  

ваг/ =  4 тугри чизик билан чегар ал анганд ир .  3- теоремага  
ку ра  к а р а л а ё т г а н  интеграл м а в ж у д  булиб,

0, а г ар  (х, у ) £ 0 1 =  {(х,.г/):х2«^ г/ <  1 + х 2} булса ,

1, а г ар  (х, у)£ В 2 =  {(х, у):1 -¡-х2 ̂  у С  2 х2} булса ,  

д/2 , а г а р  (х, у ) е 0 3 =  {(х, у):2 +  х2^ у < 3  +  х2} булса ,  

д/3, а г а р  (х, у )£ 0 4 =  {(х, у):3 +  х2^ у < 4 }  булса

булади (9- чизма) .  Соха Оу ук ига  нисбатан симметрикдир.  
Д е м а к ,

/(■*> у) —

I =
■о

(£)[) соханинг  юзасига тенглигини хисобга

олиб, топам из:
4

3 ’
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9- чизма. О 1 '@№2 X

Шундай килиб,

/ =  5 2+  д/2 5 3 +  д/35 ,  =  ^ (4 4 4 л/3 — 3 д/2 ;

14- м и с о л. Ушбу

/ = ^  s g n ( x 2 — у2 -\-2)с1х(1у

интегрални х,исобланг.
Инте гралл аш  сох.аси координата у к л а р и г а  нисбатан 

симметрикдир.  Иккинчи томондан,  s g n ( x 2 — у2 +  2) функ- 
цияси координата  текислигининг  хар  бир чорагида 
жо йлашган сох,ада тенг  ки йм ат  к а б у л  ки лади  (10- чизма) .
Д е м а к ,

1 =  4 55 5ё П(л;2 — г/2 +  2 )с1хс1у.

*>0,1/58,0

s g n ( r  ̂— г/2+  2) =

1, а г ар  х2- у 2 +  2 > 0  булса ,

0, а г а р  х2 — у2 2 =  0 булса ,

— 1. а г ар  х2 — г/2 +  2 < 0  булса .



15- м и с о л. Ушбу

l i m —1— \\ f(x, y)dxdy
о-► 0 я р  „ J J  „0-0  Лр , 2 2

лимитни топинг. Бу ерда fix , и) к а р а л а ё т г а н  D =  Ux, 
y)£R 2:x2-\-y2s^ р2} сох,ада узлуксиз .

^  f{x, y)dxdy интегралга  ÿpxa  к,иймат х а к к д а г и

теоремани ку ллаймиз .  Н а т и ж а д а :  
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—jf (x , у )л p2 =  fix , у), (X, y)e(D ).
Jip

p -*-0  да  x- » -0 ,  y-+-0.
f(x, у)  функция (О) да  узлуксиз  бул гаии учун

l im — «- \\ f{x, y)dxdy =  \imf(x, y) =  f(0, 0)  
p-^Олр" ■ JJ () —о

'* + </<(>

•.жани келиб чикади.
16- м и с о л. Ушбу

а г + а г - г ,  ш м + а г - 4 . . •

Т = Т -  4 - Í  < *> «•  » X »
чизиклар билаи ч е г ар ал ам ган  юзани топин-г.

х =  арсоз3ф — , у  =  ¿р55п3ф ( р > 0 )  алмаштиришни 
б а ж а р а м и з .  Н а т и ж а д а

/  X  \  2/3 / , / N 2/3

( а )  + ( У )  ....  ' Л!1 Р = Ч '
/  X  \ 2/ 3 . /  и  \ 2/3

( т )  +  ( т )  “# :д а  р = '~8’\ ;

'-;—f  д а  8“- = у  д а  ф =  a r c t g  2 булиб,  /(р, ф) =

=  3aftpcos2<psin2<p бул ади.
Шундай килиб,  изл ан аёт ган юза к. иидагига тенг:

8 arctg 2 "

S  =  55dxdy — Safe  ̂pdp \ cos\os iп2фй?ф ==
(О) ! л/4

189 , /  s i n  4<р \ I arctg 2 189 . /  , 1 , 6 \
"  16-аЬ\У  ~  -  т  - / IЯ -10 a4 arCtgT + 2 5 )

(юз бир.).

(Ю кор ид a s in 4ф==—■— ■ формул а дан фойдала- 
(1 +  t g  ф )“

нилди).
(V )  жисм юкоридан z = f( x ,  у)  сйрт, ён томондан 

ясовчилари Oz у к и га  па раллел  булган цилиндрик сирт 
х а м д а  куйи дан  Оху текисликдаги { В ) соха билан
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че г а р а л а н га н  булсин. ( V ) жисмнинг  х;ажми f(x, у) 
функциянинг  ( D ) соха буйича икки карра ли  интеграли 
орк,али куйидагича  топилади:

V — ^/ (* ,  y)dxdy.
(D)

17- м и с о л. Ушбу

-с s in(  я (  ,, 4  "о U k£N

ва г =  О сиртлар билан ч е г а р а л а н га н  жисмнинг  ха жми ни  
топинг.

V =  ^\z(x, y)\dxdy интегрални хисоблаймиз.  Бунда
(О)

(D)  =  {(x, y)£ R 2: f e < ~ 4 - - ^ < f e 4 - 1} х  =  apcos ф, у--
аг I/

- =  Ь р 5 т ф  алмаштиришни б а ж а р а м и з .

2 = С З ш ( я ( - £  +  £ ) ) функциянинг жуфтлигини,

к а р а л а ё т г а н  сох.анинг координата  у к л а р и г а  нисбатан 
симметриклигини хисобга олсак ,  у холда:

л / 2  -y/ F + Т

V — 4  ̂ (¿ф pabc l s i r i  я р 2|ар =  4а £ с Х
0 у*

я  ^ г + ‘ ( _  ] yt + 1 I Щ ь .1
Х т   ̂ p\sinnp2\dp =  2n a b c± ...— {cosnr2)| =

Vе

==abc( — l)* + 1(cos(fe4“ 1)я  — cos kn) =
,  „ 2aftc( — 1 )*+2cos kn =  2abcбулади.

1 8 - м и  с о  л. Ушбу x2 4-  у2 =  /?*. цилиндр билан х24~ 
4- г/2 4~ 22 == У?2 сферадан а ж р а т и л г а н  жисм хаж ми ни  
топинг.

Интеграллаш  сохаси симметриклигини хисобга олган 
холда  топамиз:

V ~  4 \\ Л/#2 ~~х2 — у1 dxdy, бу ерда  (D ) Оху
( О )

текислигининг  биринчи чорагида  ж ой лаш ган  х  =  0 ва x2-j- 
4- y 2 =  Rx чизик,лар билан ч е г ар ал ан ган  ярим доирадир 
(11- чизма).
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II- чизма.

R ^ R x  — x 2 _________________  R

V =  4^ d x  У  д\я2 — х2 — у 1 dy= ^-\j \(R2 — x2)-
о о • о

Г)3

Д е м а к ,

• a r cs in‘ " У т г ^ + У ^ - - ^

- ^ . ( 2 я >  v «  ( f  - 1 ) ) + > ■  -  4 ^ s -  | « s.

1 9 - мисол. Ушбу z2 — xy, xy =  1, x y = 4, ¿/2 =  x, г/2=  
=.'6x, z — О сиртлар билан ч е г ар ал ан ган  жисмнинг  
х,ажмини топинг.

Жисм _куйидан 0xi/(z =  0) текислик билан,  юк,оридан 
эса z = ^ [x y  конус сирти билан копланган .  Ён томондан
ясовчилари Oz ук.ига п ар ал лел  булган гиперполик (ху =  
=  с i), пар аболик  (у2 =  с2х) цил'Индрлар билан чегара-  
лангандир.

Узгарувчиларни  ху =  и, у2= и х  алмаштириш на ти жа -  
сида  топамиз:

I(u,v)=±, (A)=.{(u,v)eR2:u e ll,4 ]ve ilM
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4 3

У = ^ -ф с у  dxdy =  ЭД|/(и,-и)| -yjududv — -̂  ^ ^ judu^

Д е м а к ,

(О) (Л)

dv
v

19
1пЗ.

Биз аник, интеграл ёр дам ида  баъзи бир лимитларни 
хисоблашни ку рг ан  эдик.  Ка рра ли  интеграллар ё р д а ­
мида хам  бу м асалани  х,ал этиш мумкин,

20- м и с о л. f(x,y) функция

(D) =  {(x ,l/TR2: 1 , 0 < / / <  1}

сохада  интегралланувчи  булса ,  икки ка рра ли  интеграл 
таърифидан фойдаланиб,  ушбу

ку пайтм авин г  п —*~ оо да ги  лимитини топинг. Бу ерда
п
П ak =  a r a 2- . . . -an.

белгилашни киритамиз.

у  л ар  учун |1п(1+х) — х | ^ х 2 тенгсизликдан 

фойдалансак ,
1 п п  / • и  \ 1 п Г  п . .

« " П . - ; . i , е д -т - ¿ )  < ■ ?  I  [ . £ , < ; • - )“ 1 = 14=1 '  А = | L г = 1
булади.

4=1 _ i=l fe = 1 ¡=1

эканиии эътиборга олиб, топамиз:

<
п

п
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»■"̂Г I » X кит = «п -*-00 п Ь \*=.1 4=1

муносабатдан

П т  1п||„ -  Пш ! [  ¿ / ( у ,  у )
Я-)-оо и —У оо П 1 Д. 1 \ 7

га эга  буламиз .  Бу тенгликнинг  унг  томонидаги ифода 
¡(х,у) функция учун (¿ ))  сохада  к а р а л а ё т г а н  булинишга 
иисбатан интеграл йигинди эканини куриш кийин эмас.  
\\1\х,1/)йхс1ц интеграл м а вж у д ли ги д а н
О) '(¡Кх.утсЛу

НшПл =  ^

булади.
Д е м а к ,

+ 1 & Ш
5 Цх,у)ЛхЛу

Мисол ва  м а с а л а л а р

Куйидаги ин те гр алла р да  интеграллаш тартибини 
узгартйринг .

8— Ю- мисолларда  г ва  ф к,утб координаталаридир.

2 2х  __

1. ^ Л х ^ Ц х ^ у .  2 л / 2 ^
О Х

2 —  лг¿ — л 1

е
и ^

— 6 х2 6 .  ^
1 о

1 X2 2л в т *

3. \(1х\1{х,у)с1у. 7.  ̂ dx 5 Кх,у№у.
х3 0 °

- ' л/2 асозф

( лх  Т  к * , ! / » -  8 - 5 М ,<ф-г)Лг ( “ > 0 ) -3 3 _ —л/2 о4
-1 /1 — х“
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я/2 а  - ^ 2 $  а ф

3 5 Лф’г )^г ( а > 0 ) .  10- ^ ф ( / ( ф ,г)йг.
0 0 0 0 

Куйидаги интегралларни кисобланг:

11. ^{*3У +  хуъ)йхйу„
(О)

( О )  =  { ( х , у ) £ / ? 2 : х ^ 0 ,  г / > 0, 4 * 2 - З г / 2 <  4, 4//2 - З х 2 <  
<  4). '

12. Д х3~ 3х/ +2у3^ .
(£>) ХУ

(О) сох,а У=~^> У Ущ 'х— 1, // — х ■•{- 1 чизиклар би-

лан чег араланган .

13. 55ху2йхйу,1 (О) сох.а у2 =  2рх
(О)

парабола  ва х =  -~ ( р > 0) чизик билан чег араланган .

14. .55|хг/1йхс1у, (0 ) =  {(х ,у )£ $ -:х 2-\-у2^ а 2}.
(О)

, 5 ‘ ( / ) ) {(х,у)и /{’ : X2 +  у2< а “}.
(О)

16. \ {̂х +  у)(]х11у, (О) соха х2 +  у2 =  х +  у
(а)
чизик билан чег араланган .

17- 55 {\х\ +  \у\)с1хйу.
М М;/Г< 1

, 8 ' 55 (х2+ у2)<1х(1у.
*4+г/4<  I

*2+*/2< 1 

20 ' й +
2

0<</< 2

(О)
2|- . р + т ) 1^  (°>  ( т + | ) , = # + » ! 
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^ - ^ ^ ± ^ ä xdy,
(D) V х  + У

чизик, ва координата у к д а р и  билан ч е г ар ал ан ган  ( х > 0 ,  
У>  0).

4 3 i „ 2 ,,2  „ „ 3  j j ',,4

22 .
CD)

( D ) сох,а (x6 +  ÿ 6)2 =  (x  — y f  чизик билан чег ар ал ан ган .

23. W x3y5dxdy.
Ul + lÿl < i

24. ^([x]+[y])dxdy, (D)— соха учлари 0(0 ,0 ) ,  Л(0,2),
(О)

ß(2,0) ,  С(2,2) булган к в а д р а т  

25 й  \xl j r lf \ dxdy- 26. \\ ln ( l  + x 2 +  y2)dxdy.
*+*/< 3 2 2 ^2

х > 0 , //>0 X +Í/ < а

/< Я2 *2 + у2<ад1

29. ^ ('r "|_'í/> dxdy.
(О)

(D )^{(x,y)e.R'?-: 1 - х < г / < 3 -  X, -* -<г/<2х}.

30. ^ ( x 3 +  ÿ J )dxrfi/
(ß)

( 0 )  =  {(х,г/)е/?2: х 2< г / <  Зх2, <  2 у <

31.
(«)

( о ) =  {(x,i/) G 2 : а х 3 <  y <  i>x3, px <  г/2 <  </x}.

î0 ^ É !L dxdy,32.
(ö)

(£>)={(х,г/) G Я 2 : аг/ <  x2 <  by, px <  г/2' <  </x}.

33 . + л[у dxdy> (D) C0X'a V* + л[у = 1
(O )

чизик ва координата уклар и  билан чег ар ал ан ган .
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34

35.

W ^\x — y2\ dxdy, (D) =  {(x,y)a-R2:\ y\ ^ ; 1 , 0 < х <  2}.
(D )

Куйидаги чизик,лар билан ч е г а р а л а н г а н  сох,алар 
юзаларини хисобланг :

36. (х2 +  у 2)2 =  2а\ х 2 — у2), х2 +  у2 =  а2.
37. (x3-\-y3f  =  x2-\-y2, х ^ О ,  ¿/>0.
38. (х2 +  у 2)2 =  8а2ху, (х — а)2 +  (у — а)2^ а 2, а >  0.

O Q  Х  I У ___ I У

**• 7 + 7 - V + T -  

4 »- ( Î + î ï = f  

V ? + " W  “  '■х = а  ÿ = 0 -
42. х  +  г/ =  а,  х-|~г/ =  6,. у = а х ,  г/ =  ßx, ( 0 < а < 6 ,  
0 < а <  ß).
43. у2 =  2рх, y2 =  2qx, x2 =  2ry, х2 =  2 s у 
(0< p < q ,  0 < r < .s ) .«•Vf+V лЯ+У y~ = 1  й

т - 2-

45.  ( * 2+:#2)3 =  а 4( *4+ / ) .46- (p+í)="!+̂ 
Ai - y ï + \ J î = 1’
x =  0, y =  0 ( x ^ O ,  y ^ O ).

4 440 * *
4 V  * = • ? ■  r ^ '

xy =  c2, xy =  d2.
( x > 0 ,  г/>0 ,  О < а < 6 ,  O < c < ¿ ) .  
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49. x2-\-y2 =  ay, x2 +  y2 =  by, х = а у , х =  $у'.
(О< a < b ,  0 < а < ß).
50. (x - j-2 у — 1 )2 —( 2лг —I- у  — 2)  = 9 .

К,уйидаги сиртлар билан ч е г а р а л а н га н  жисмларнинг  
х,ажмларини топинг:

51. x +  y +  z =  a , x2 +  y2 =  R2, х — 0, у =  0, 2 =  0

( a > / ? V 2) .
52. z =  x2-\-y2, у =  х2, у — 1, z =  0.
53. z =  sin-“ -, z =  0, у =  х, у  =  0, х  =  я .

54. z =  xy, x -\ -y -{-z=  1, 2 =  0.
55. z2 =  xy, X2 +  у2 =  а 2.
56. г  =  л:2 +  г/2. x2 +  ¿/2 =  x, X2 +  ty2 =  2х, 2 =  0.
57. X2 +  í/2 +  2 2 =  а 2, х 2 +  г/2 > а | х |  ( а > 0 ) .

58. 2 =  e " (j£2+!/2>, 2 =  0, х2 +г/2 =  /?2.

Куйидаги жи смлар ни нг  хаж мл ар и н и  топинг:

62. 22 ^  2рх, y ^ x s ^ ia , у ^ О .
63. z2^ 2 p x , z2^ 2 q y , O sS íz^ a , х ^ О , у ^ 0.

64. x2 +  ÿ 2< a 2, 0 < а 2 < а 2 — 2 ÿ 2.

66.  4 х > у 2, 4 г / > х 2, 0 < z < í/.
67. х2 +  г/2< а г < / г 2.

69. 0 < 2 < c - s i n —- - s i n | х | <а ,  \y\^b. a b

2 х‘

а‘

68.  O ^ z ^ c e

70.

[\у ^ х ^ а у ,  ( т > л . > ' 0 ,  0 < ß < a < l ) .
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/(х ,у ,г ) функция Я3 фазодаги чег ар ал ан ган  ( V) сохада  
берилган булсин. Бу функциянинг  (V") соха буйича уч 
ка р ра ли  интеграли тушунчаси 1 - §  д а  келтирилган икки 
ка рра ли  интегралга  ухшаш киритилади.  ( V ) соханинг 
р булинишини карайлик .  Бу булинишнинг хар бир (V  к) 
(6 =  1,2,...,п) б ул аг ида  ихтиёрий (%к, цк, £а) нукда олиб, 
куйидаги

<*= I  Ш ь цк, е*)к*.
*=I

интеграл йигиндини туз ами з ,  бунда  Ук — (У к) нинг 
х аж ми .

4 - т а ъ  р и ф. У е > 0  олинганда х,ам, шундай 
> 0  топилсаки; (V ) соханинг диаметри  А,<с6 булган х1ар 
к,андай булинишда %ам да х,ар бир (V\) булакдаги  
ихтиёрий (|й, г)*, £*) ну^талар учун

|сг — / 1 <  е

тенгсизлик бажарилса, у х1олда I га ¡(х,у,г) функциянинг 
( V) буйича уч каррали интеграли дейилади ва у

2-§. УЧ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

[(х,у,г)(11/ { т  ¡(х,у,г)йхйуйг) 
т  (V)

каби белгмлапади.  
Д е м а к ,

$¡{х,у,г)с1хс1у(1г — Нт £ /(£*, тц, £6)Ук
щ  » г 1

Уч каррали интегралларнинг  м авжуд ли ги ,  интегралла-  
нувчи функциялар синфи ва интеграл хоссаларига  оид 
теоремалар  худди икки ка рра ли  интегралларда ги  каби 
булади.

¡(х,у,%) функция
( \/)={(х, у, г)С/?3: а < 6 ,  е < 2 </}

сохада  берилган ва узлуксиз  булсин.  У холда

У’ г)йхйуйг =   ̂  ̂А  /(х, у, г)й г\й у
(У )  а _ с \  в /

йх

булади.
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Энди ( V ) соха — пастдан 2 =  я|)[ (х,у), юк,оридан
• ' ^2 (х,у) сиртлар билан,  ён томондан Ог укига
и.чраллел цилиндрик сирт билан че гараланган  соха 
булсин. Бу соханинг  Оху текислигига  проекцияси 
(!)) булсин.

Агар ¡(х ,у,г) функция шундай (У )  со хада  узлуксиз  
Оулиб, 2 =  я|ь{х,у) ( / = 1 ,2 )  функциялар (£>) да  узлуксиз  
Пулса, у х,олда

/ \
^  ¡(х ,у ,г)й хёуй г=  Ш   ̂ 1(х ,у ,г )й г^ х й у
(V)  ( Д ) \ ф , ( х )  /

оулади.
Агар

(£)={(х ,г/)£/?2: а < * < 6 ,  ф , ( х Х г / < ф 2(х)}

оулиб, ф,(х) ( / = 1 ,2 )  функциялар [а,Ь] д а  узлуксиз  булса ,  
У х.олда

ь г~ / ̂ х-у) \
^  ¡(х,у,г)йхс1ус[г=   ̂ | (  | ¡(х,у,г)(1г \йу
(К) а _1р,(х) /

булади.
!(х ,у,г) функция (У )  сохада  берилган ва узлуксиз  

булиб, (V )  соха  — силлик ёки булакли  силлик, сиртлар 
билан ч е г ар ал ан ган  булсин.

¡(х,у,г)(1хйус1г интегралда  узг арув чи ларни  к,уйи-

йх

(V)

дагича  ал маш тирамиз :

' Х = ( р ( и , Р , ю ) .  

у =  \\>(и,и,р),
г =  %(и,ь,хю), («,г>,до)£Ас:/?3 (4)

(4) акслантириш 1 - §  4- пунктда  келтирилган 1°— 
2° каби шартларни каноатлантирсин.  У холда

^(х,у,г)йх<1ус1г= =  ̂ /(ф(« ,о ,ш) ,  ^(и.к.ш), х(и,ъ,т))
(У) (Д)

\1(и,и^)\йис1ийт (5)

булади ,  бунда
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дх дх дх
ди до дно
ду ду_ ду
ди до д т
дг дг дг
ди до дш

1(и,У,ш) =

(5) формула уч ка р р а ли  инт ег рал ла рда  уз гарувчи-  
ларни алмаштириш формуласидир.  Купчилик хо ллар да  уч 
ка рра ли  интегралларни хисоблаш учун уз г ар ув чи ларни  
к,уйидагича алмаштириш мак .садга  мувофик, булади:  

а )  К,уйидаги
(6)^ГСОЭф, у-

алмаштиришни к а р аи ли к  
( —  оо < 2 <  +  оо ).
Н а т и ж а д а  (5)  формула ушбу

г в т ф ,  2 =  2 

( 0 < г <  +  о о ) , ( 0 ^ ф < Т 2 л ) ,

¡(х,у,г)с1хс1ус1 2  =  ^  /(г,ф,2 )г£/гй?фй?2 
Щ (Д)

куринишни олади.
О д а т д а  (6)  алмаштириш цилиндрик алм аш ги ри ш лар  

(г,ф,г) эса  нук/ганинг цилиндрик координаталари де| 
йилади.

Ушбу
X =  рвшвСОЭф, г/ =  р5П108тф, 2 =  рСО80 (7)

алмаштиришни ка р а й л и к  ( 0 ^ р + о о ) ,  ( 0 ^  0 ^ я ) ,  ( 0 ^  
^ Ф <  2я) .  У холда (5)  формула куйидаги куринишни 
олади:

¡(х,у,г)с1 хс1ус1 2  =  \ /(р,0,ф)р в т  0с?р^0^ф.
СО (Д)

О д атд а  (7)  алмаштириш сферик алмаш тириш ла р ,  (р, 0 ,  
ф) эса  нуктанинг  сферик координаталари дейилади.  .

21 - м и с о л. Ушбу ЙИ”
< К)

интегрални таъриф бу
х 2 + у 2— "2 ~2 1 2— иа\ х у =  Ь

йича хисобланг .  Бунда  (1^) соха
2 цилиндрлар ,  y =  xtg<x, у =  "х\%,$

ярим текисликлар ва иккита г =  с ва г =  <1 текисли клар б и  

лан  ч е г ар ал ан ган  ( 0 < .а< .Ь , с < й , 0 < а < ( 3 ) .
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Цилиндрик (г,ф,г) координ аталар системасида  ци- 
линдрлар г =  а, г=.Ь, ярим текисли кл ар  ф =  а ,  ф =  Р, 
текисликлар эса  2 =  с ва г  =  (1 куринишга эга  булади.  
К,аралаёттан интегралда  функциянинг  узлуксизлигини 
хисобга олиб, яъни интегрални м а вж у д ли ги д а н  фойда- 
л ан ган  холда  интеграл йигинди ту за ми з .  (К )  сохани 
куйидаги  булинишини караймиз :

1) г=г ,- ,  /у— а  +  Ь ~а4  ёки

г1 =  а +  I Аг, А г — Ь"п <1, г =  1, п — 1

2 ) Ф =  Ф*, Ф* =  а + ---~ “- к  ёки

Ф* =  а + £ - А ф ,  А ф = - - ^ “ , й =  1 , п — 1.

3)  2 =  г ;-, г ;- =  с +  й п с • / ёки 

г  = 2  +  / • Аг,  Аг  =1 п

/ — 1,'я — 1, ( У1/к) сохачанинг  х а ж м и  

^  =  уА ф  • Аг - Аг • (г,- +  г ,_ ,) =  уА ф  • Аг.

Аг[2а +  Ал(2г— 1 )1 =  ^а + А г - — -^Аф-Аг-Аг  

булади.

!{ х ,у ,г )= х 1 функция (г,ф,2 ) систе ма да  
/(/■,Ф,г) =  у Г 2 (1 + с о э 2 ф )  куринишни олади.

Энди интеграл йигиндини туз ами з :

а =  Т  Т, I  / ( ^ т1 4 . ^ ) ^ / 4 = { И «  +  Аг- 2- ^ 1) х
,=-.1 1=1 ¡г= 1 /=1 4 '

п п

Х ^ А г  £  Аг  £  ( 1 + со з2ф /()Аф.
/•-1 *=1

Бу тенгликнинг  унг  томоиидаги йигиндиларни алохидэ-  
алохида  хисоблаймиз :
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or=  ¿  (a  +  Ar- 2l 2 l ^ (a  +  A r - i fA r  =
i= 1

=  £  +  A r  • 2iy -  )  • ( ß 2  +  2аг'Лг +  i 2A r 2) A r  =
i=I

=  ¿  [ a 3 +  a2A r(3i — 0  +  aA r2(3i2 — i) +  y ú r ^ . • (2/3 — /2)J
i — 1

Ar =  jna3 + a2 • “ [ 3n(”+1) -  « 4 ]  +
a _ (b — af _ Гд _ n(n+ 1 X2n + 1) _  п(/г+1П 

я2 L 6 2 J

(6 —a)3 Г я 2(п+1)2 1 n(n+ 1 )(2/г+ 1) ~[~) b — a _
n3 L 4 -  / 2  6 1} n

— (ft a ) • j a 3 +  a 2( — a ) [ ^ (  1 - ( - { ) -  ¿  | +

+  a ( f t - a ) 2[ | (  1 +  i ) ( 2 + | ) - ¿ ( l  + 0 ]  +

+  (b -  a ) 3[  ‘ (  1 + 1 ) 2 -  y2- (  1 + 1 ) ( 2 + 1 ) ] } ;

сгф =  £  ( 1 - f - соз2ф *)Аф = « +  ¿  со5(2а  +  й -2А ф ) Лф =
/г=1 L 4=1 J

t sinrc-A<pcos(2a+-^~--2Afp)
__________________________ А Ф =

1 n  ^  s inAç

=  [ ß _  а  +  - g - s i n (  ß -  a ) c o s [ 2 a  +  (  1 + 1 ) (  ß -  а ) ]

п
а г =  £  Az =  d — c.

/'=i
Энди /г->-0 да  лимитга  утиб,  топамиз:  

l im а ( я )  =  --*-(64 — a 4) ( ß —a)~~-~(siri2a — sin2ß) (d — с).

Д е м а к ,

Щ А / о -  -i{&4 -  a 4)[ (ß - a )  -  ~ ¿ ( s i n 2 a -  s i n 2 ß ) ] (d  -  с).
(V)
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22- м и с о л . У ш бу

/ =  ^  хру г'г г( 1 — л: — у  — г ) вй х й у й г
(V)

интегрални дисобланг .  Бунда  (1/) сох.а х-\-у-\-г =  1, х — 0, 
у — 0, 2 =  0 текисли клар  билан че гараланган ,  р ,д ,г ,з > 0. 

К а р а л а ё т г а н  интегралда
х-\- у -\-г =  и, у-\- г =  ии, 2 =  иуда

алмаштиришни б а ж а р а м и з .
х,у ва  2 ларнинг  энг кичик кийм ат ла ри  0 булгани учун 

х-\~у-\-2 =  1, *  +  ¿/ +  2 =  «  мун осабат лар дан ,  « '<; 1 экани-  
ни топамиз.  Д е м а к ,  и нинг тайи нланган  кийм'атида г/ +  2 
нинг энг к а тта  киймати и га тенг,  бундан 1. Худди 
шунга  ухшаш 1 булади.

Шун да й килиб,
( А ) = = { (ы ,и , д а ) : 0 ^ и ^  1, О ^ ы ^  I, О ^ ш ^  1}. 

х =  и( 1 — и), у — ии( 1 — ни), г =  ииьи

булиб,  Якобиан эса

1 —  V —  и О

V — у г;' и — и т  — ии 
уш иш ии

00 =  н2и,

1 =  333 1 ~  1 ~  ^ )чигуГИиг • (1 ~ и у -  и2и йи№ йт =
( 4 )
1 Г 1

=   ̂иг+<1+г+\ 1 — и)Чи  ̂у ‘7+г+1.(1 _  иУ'йю  ̂шг( 1 — т ) Ч т  =
0 0 0
1 1

=  <\) ир+^ г+2.(\ -и у й и ^ В (г-\ -1 , ^ + 1 ) а " +г+1( 1 + и ) ^ и  =
о о

1
=  В(г +  1, ц +  1) 5 и г т ^ \  1 -  иув(д +  г-\ 2, (>+\)(1 и-=

О

= В { г + 1, * 7 + 1 )  £(<? +  / + 2 ,  / ?+ 1 )£ (/ 7  +  </ +  г +  3, 5 +  1 ) =
Г(г 1)1 (д -\- \)Г(д +  г +  2)Ц/? +  1)Г(р-\~д +  г +  3)/'(5+ ]) _

Г(г + я + 2Щд + г + р + 3)Г(р + д + г + 8 + 4)
=  Д^+1)Д/~+1)Ду+1)Г(р+1)

Др +  <7 +  '- +  х +  4)
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/ == х 2 +  у2)с1хс1ус1г
<V)'

интегрални х.исобланг. Бунда  ( V ) — сох.а х2-\-у2аг, (х 2 +  
+  г/2) а г 3 сиртлар билан чег ар ал ан ган .

( V) ни чег ар ал аб  турган  сиртлар 0 1  уки атрофида 
айлантиришдан х,осил булган айлан ма сиртлар булгани 
учун меридиан кесимнинг  чизмасини ка раймиз (12 -чиз-  
ма).

х2 +  у2 =  а г  ва (х2 +  г/2)2 =  а г 3 сиртлар ушбу г =  а, х +  
-|- у 2 =  а2 айлана  буйича кесишади.

(У )  сох.анинг О2  у к и га  проекцияси (0, а) интервалдан 
иборат,  хОг/текислигига проекцияси эса х2 +  г/2< а 2 доира- 
дан иборатдир.  г  =  го, (го£(0, а ) )  текислик (К )  ни ички

радиуси л[а2о> ташки радиуси д/аг0 бул ган доиравий
х.алка буйлаб кесади.

Д е м а к ,

( V )  =  { ( Х . У Ж +  а ' Л ± ? - < г <У2#
[[Ь(х2-\-у2)(1х(1ус1г= \\{х2 +  у2)(1х(1у \ гйг.
ДО ^  Л /

23- м и с о л. Ушбу

/2- чизма
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Бу ерда
(£>о) =  {{х,у) £ Я2: х2 +  у 2 <  а2}. 

Цилиндрик коорди нат ал ар га  утиб,  топамиз:
а 2л д/аЛ

/ =   ̂hdh  ̂ dц)  ̂ г3йг,

\ /-■V я а
I =   ̂ й у ^ г3йг  ̂ hdh =  ^^2л\|h(a2ti2 — a î3)dh =

О

^ - т ) -

о о

—а 6[2 V 4 5 У 40 '
Д е м а к ,

40 '

24- м и с о л. Ушбу

х2-\-у2 +  г 2 =  2аг, х2 +  у 1 =  г2,х2 +  г/2 — у  г2

сиртлар билан че гараланган  со\а хаж ми ни  топинг. 
М а ъ л у м к и ,  изланаётган х а ж м

У = ^  dxdydz
(V)

формула оркали топилиб, бунда  (У )  юк.орида берилган 
сиртлар билан чегар ал ан гандир .

Сферик коорди нагалар  системасидан фойдаланамиз :

У = = ^  dxdydz =  ̂ ( ) 2s¡nвdpd(^)dO
(V) (А)

(А) =  | ( р , Ф ,0 ) :О ^ ф < ;2 я ,  ™ ^  0 ^ г 2 а с о э 0 |

2 л  л /4 2асоз0  ^ л/4

У =   ̂ ^Ф  ̂ sinQdQ  ̂ р2ф = 1 6 ~ ^ ~   ̂ со53в з т в £ / в  =
0 л/6 0 л/6

3 л/6

=  1 6 ^ -   ̂ со530 ^ ( с о 5 0 ) = - | - я а 3 (куб .бир. )
л/4
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Мисол в а  м а с а л а л а р  
Куйидаги  уч ка р ра ли  интегралларни хисобланг :

71. ^ х у 2г 3(1хс1ус12,
( V )  ,

бунда  (У )  г =  ху, у =  х, х = 1 ,  2 =  0 
сиртлар билан че гараланган .

V72. \\\ ( . Ь \dxdydz,
‘ 1 ( 5

(1/) 2 2 
бунда  (У )  ^ - \ - \ +  гт =  \ сирт билан 

а Ь с
ч ег ар ал ан ган .

73. <̂ ( x 2-\-y2)dxdydz,
(V)
бунда  ( V) х2 +  у2= 2 г ,  2 =  2 сиртлар 
билан чег ар ал анган .

74. [¡^ухуг dxdydz,

У  ¿  +  У2 ^+ У 2бунда  (У )  2 =  - ^ ' Ч  2 =  - - у Ц

ху =  а2, ху =  Ь2, у =  ах, у =  &х 
сиртлар билан ч е г а р а л а н г а н  ( х > 0 ,  г / > 0, 2 > 0 ,

0 <.а<сЬ, 0 < а < р ,  0 < т< С п)

75. ^  x'nynzpdxdydz, 
хЧ«Чг2< 1

//г, п, р л ар  бутун,  манфий б у л м а га н  сонлар.

76. \\\ 1( х 2 — 4 ху -\- y2)dxdydz.
о<1/5; I 
0<г< I

77. ^  лгг/2 dxdydz, 
т

78.

^  zdxdydz,( и) =  |(х,г/,2 ) 6 : г 2 > ~ ( х 2 +  г/2), 0 <  г  <  /г|. 
по /ч> '

79. Щ  z2dxdydz,( V) =  {(х,у,г)£ И3: ^  +  у2 +  г2> Я 2,
(V)

* 2 +  г/2 +  22<  2^г}.
280



80.  ^ ( х  +  у zfdxdydz, (V) =  {(x, у, z)£R3 :
(V )

:х2 +  у 2^  2az,  х2 +  у 2 +  z2 ^  За2} .

К,уйидаги сиртлар билан ч е г ар а л а и г а н 'ж и с м л а р н и н г  
х,ажмларини топинг:
81.  ( x 2 -f- y 2 +  z2)2= a ßz.
82. ( x2-\-y2-\-z2)3 =  a3xyz.
83.  (х2 +  г/2 +  z2)2 =  axyz.
84. (x2 +  y2 +  z2)2 =  az(x2 +  y2).
85. (х -\-у -\-z f  =  a z .
86. (х2-\-у2-\- z2)3 =  a¿y ¿z¿.
87. (x2 - f  у2 +  z 2)3 =  а3(х3 +  у3).
88. (x2 +  y2 +  z2f  =  a3z(x2- y 2).

89. (x2 +  y2 +  z2)2 =  a3ze

90. (x2 +  y2 +  z2)3 = L ^ + y 2 +  z2 \

91. (x2 +  y2)2 +  z4 =  za3.
92. (x2 +  y2f  +  z6 =  a3xyz.

r2  \ 2 - 2

93. ( i  4 - . f r )  +  t

04. 1 4  +  4 + ^ '

*( 
' ■ ( Í

95' ( V «  +  V Í ) ’ +  7 = ‘ - * = ° ‘ i> - ° • 2 = 0  <г >°>-
9 6 .  x  +  У +  z == a , x y z =  2 a ,  x  +  y  =  z , x +  y =  

=  2z, x =  y, y =  3x.
97. a2^ x y ^ b 2, p z ^ x y ^ q z ,  a x ^ y ^ ß x ,  ( ü < a < 6 ,  

O C p C q ,  0 < a < ß).
98. r  =  as incp- ( i  +cos(p) .
99. r  =  asin<p-(as in2̂ -|-ftcos2,i|)).
10 0 f  Х \2/3 , / ÿ \ 2/3 i / 2  У / 3 .

• ( « )  + ( f )  ( т )  1
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X V IIJ  боб  

Э Г Р И  Ч И З И М Й  Н Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§ .  Б И Р ИМ ЧИ  ТУР Э ГР И  ЧИЗИК. ЛИ ИН ТЕ ГРА Л Л А Р

1. И н т е  г р а л т а ъ  р и ф и . Текисликда  бирор тугри-
w  ". ;

ланувчи AB  ( Л = ( а 1,- а 2), В =  (Ьи Ь2)) эгри чизикнй
(ёйни) олайлик .  Бу эгри чизивда  икки йуналишдан. бирини 
( м а с а л а н ,  А н у к т а д а н  В н у к т а г а . к,араб йуналишни) 
мусбат,  иккинчисини манфий йуиалиш деб ка б ул  килайлик 
(13- чизма) .

AB  эгри ЧИЗИК.НИ А дан  В га  к а р а б  А 0 (Л0'=Л) ,  
Ai,  Л2, А„(Ап =  В) н у к т а л а р  ёр дамида

(Ak=  ( xk,yk)£AB, к =  О,,п,{х0,Уо) ==

=  ( а , , а 2), (хп,у„)= (Ь иьЖ п та  б у л а н ка  буламиз .  Бу

Л0, А у, А 2, ■■■, Ап

н у к т а л а р  системаси AB  ёйининг булиниши дейилади ва  

Р~={А0, Л,» А 2, ■■■, A J  

каби  белгиланади.  A kAk+i  ёй у зун ликлари  
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Ляб (6 =  0,1, ..., п) нинг энг к а ттаси  Р булинишнинг 
диаметри дейилади ва \р билан бел гида пади:

Хр =  та х {А зк}.
*

АВ  эгри чизивда  ¡(х,у) функция ан икл анга н булсин. 
Бу эгри чизикнинг

р =  {А0, А и А 2, ..., А п}

булини ш и ни ва  унинг .кар бир АкАк+х ёйида ихтиёрий 
(1к, цк) нукта  (к =  0,1,2, ..., п — 1) оламиз .  Сунг  куйида-

0== I  г\к)^к (1)
А- - • О

йигиндини туз амй з .  О д атда  (1)  интеграл йигинди д е й и ла ­
ди.

АВ  эгри чизикни шундай

Р и  Р 2, ..., Р г п ,  ... (2)

булинишлари кетма-кетлигини ка пай мизк и ,  уларнииг  мос 
ди ам етр л ар и дан  ташкил топган к етм а -к ет лик  учун

П т  Х„ = 0
т  ->• оо т

булсин. Бунда й булинишларнинг  х ар  бирига нисбатан
(1) каби йигиндилар тузиб

01, 02, ..., 0 т , ...

кетма-кетликни хосил киламиз .
КУ.

Агар  АВ  эгри чизикнинг ха р  ка н д а й  (2) куринишдаги 
булинишлари кетма-кетлиги { Р т }  олинганда  хам ,  унга  мос 
ййгйндклард ан  иборат {0т } к е тма -кетл и к  (|*, х\к) нукта-  
ларни та н л а б  олинишига боглик б у л м а г а н  холда  х а м м а  
в а к т  битта  / сонга интилса,  бу  сон 0  йигиндининг лимити 
дейилади:

п — 1
Пт 0 =  Пт £ /(£*, ц к)А$к= 1

°/г = 0
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1 - т а ъ р и ф .  Агар Хр - у О да а  й итнди  чекли лимитга

эга булса, у цолда f(x ,y) функция АВ эгри чизик, буйича 
интеграллапувчи, бу лимит эса f(x,y) функциянинг 
биринчи тур эгри '.зищли интеграла дейилади ва

 ̂ f(x,y)ds

АВ

каби белгиланади:

\ f(x,y)ds =  l i m £  /(5*.. t)a)As/;-
■i 

АВ

2. И н т е г р а л  н и н г м а в ж у д  л и г и .  Ф а р а з  к,илай- 

лик,  АВ  эгри чизик, ушбу

( 0 < s < S )  (3)
y =  y(s)

система билан берилган булсин. Бунда  s — AQ ёйнинг
W W

узунлиги (Q = (х ,у)£  АВ), S  эса  АВ  нинг узунлиги.

1 - т е о р е м а .  Агар f(x ,y )  функция А В  эгри чизикда  
берилган ва  уз луксиз  б у л с а ,  у  х,олда бу функциянинг

АВ  буйич а биринчи тур эгри чизик.ли интеграли м а в ж у д  ва
5

\ f( x ,y ) d s =  \ f(x (s ) , y ( s ) )d s  ( 5 )

б у л а д и .
Энди АВ  эгри чизик. ушбу

х =  Ч'(П . _
у = \ к о

система билан (п арам етрик  фо рмада )  берилган булсин. 
Бун да  <(:(/), <|-(/) функциялар [а,р] д а  ф'(.£), г|/(£) узлуксиз  
х о си л ал ар га  э г а  ва  (ф(а), 'ф(а)) =  А, (ф((3),'Ф(Р)) =  ^
булсин,
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2 - т е о р е м а .  Агар f(x ,y )  функция А В  д а  берилган ва  
у ¡луксиз б у л с а ,  у  х,олда бу  функциянинг  А В  буй ича 
бнринчи тур эгри Чизик,.!« интеграли м а в ж у д  ва

5 t(x ,y )d s  =  5 Н Ф ) м т  - a t  (5)
А Н  а

бул ад и.
Бу теоремалар биринчи тур эгри чизикли интегралнинг 

мавжудли гини ан и кл аб  бериши билан бирга унинг Риман  
интеграли оркали ифодаланишини х а м  ку рс ат ади.

3 . И н т е г р а  л н и н  г х о с с а л а р и .  Биринчи тур эгри 
'Iизик,ли интеграллар  хам  Риман интеграллари хоссалари 
каби хосса ларга  эга.

АВ  эгри чизик, (3)  ёки (4) система билан аник,ланган
булиб, f(x ,y ) ва g(x,y) шу эгри чизикда  берилган ва 
узлуксиз  функциялар булсин.

1°. А гар  АВ = A C U C B  булса ,  у холда

 ̂ f(x,y)ds =   ̂ f(x ,y )d s+   ̂ f(x,y)ds

А В А С  СВ

булади.
2°. Ушбу

 ̂ C -f(x,y)ds =  С  ̂ f{x,y)ds (С — const )

А В  АВ

теш лик уринли.
3°. К,уйидаги

 ̂ [f(x ,y )± g (x ,y)]d s—  ̂ f{x ,y )d s±  g(x,y)ds

А В  А В  А В

тенглик уринли булади.

4°. Агар  V(x,  у)£АВ  д а  (fx, у ) ^ 0 булса ,  у холда 

 ̂ f(x ,y)ds'^  О

А В

булади.
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5°. \f(x,y)\ функция AB  да  интегралланувчи  ва  

| J f(x,y)ds | <  J \f{x,y)\ds
w v-<

A B  A B

булади.

6°. Шундай  (с, ,  с2) 6 ^ й  нукта  топиладики,

 ̂ f{x,y)ds =  f{cx, с2) ; S

ЛЯ
о

булади,  S  бунда  ЛВ нинг узунлиги.
4 .  И н т е г р а л н и  х  и с о б л а ш . Эгри чизикли интег- 

р а л ла р  Риман  ин те грал ла рига  келтирилиб хисобланади.  
Бунда  купинча

(S _________________
5 f(x ,y )d s=  5/(ф(О.'Ф(О)У(Р/2( г0 +  гК2( /) ^  (5)
w * а

А В

формуладан х а м д а  куйи да  ке лтириладиган формула- 
л а р д а н  фойдаланилади.

Айтайлик ,  АВ  эгри чизик уш бу

у =  у{х) ( а < х < 6 ,  у (а )= А , у(Ь) =  В)

т ен гл ам а  билан ан и кл ан га н  булиб,  у(х) функция [а,Ь) д а  
у зл укси з  у'(х) хо силага  э г а  булсин. Агар f{x,y) функция

v_>

шу АВ  д а  берилган ва у зл уксиз  булса ,  у холда
ь _________

5 f(x,y)ds =  5 f(x,y(x)} V 1 +  у '\ х )dx (6)
w а

булади .  ав
\J -

Энди АВ  эгри чизик ушбу

р =  р (0 )  ( 0 О̂ 0 ^ 0 | )

те н глам а  билан (к ут б  координата систе масида )  берилган 
булиб,  р (0 )  функция [0о, ©i] д а  узлуксиз  р ' ( 0 )  хосилага

э г а  булсин.  Агар  f{x,y) функция шу АВ  д а  берилган ва  
у зл укс из  булса ,  у холда
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02 "
Ц Цх,у)с1$ =   ̂ /(рСО80,р5Ш0) Д/р2 +  р'2 ¿¿0 (7)

булади.
1 - М И С О Л. Ушбу

 ̂ ( 4 3д/х - - З д г / ) ^

да

интегрални хисобланг ,  бунда  АВ  текисликнинг  Л —
=  ( — 1,0), В =  (0,1) нукталарини бирлаштирувчи тугри 
чизик кесмаси.

Р авш ан ки ,  А ва В нук/галардан утувчи тугри чизик 
генгламаси

у =  х +  1

булиб,  берилган интеграл эса
г/ =  х  + 1, — 1 0

кесма буйича олинган интеграл булади.
Унда  (6)  формулага  кура

 ̂ (4\/х — 3 л[у)й.8 =

А В

0   

=   ̂ ( 4 Щ - 3 д/х +  I ) д / Н - (х-\ \)':Ч х
— I

булади.  Кейинги интегрални адсоблаймиз:
о
 ̂ ( 4  д/х — 3 д/х4- 1 ) д/2 й х ~

— 1

== д/2 [ з  • — 2(х  +  1 )^]°_! =  — 5 д/2 .

Д е м а к ,

 ̂ (4 л/* “ 3 дА/ № =  — 5 д/2 .

АВ
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2- м и с о л. Ушбу

А В

. Я'

интегрални хисобланг ,  АВ  бунда  г/2= 2 х  параболанинг  

(1,  д/2) ва  (2,2) н уктал ар и  орасидаги булаги .  

Юкоридаги (6) формулага  кура  (у =  д/2х):

**V-» 1
АВ

булади.
Энди

2  

\ ^ + ( ф г а *

интегрални хисоблаймиз.  А гар

| + ( Ф * у ’ = ^ -  „ * -

эканини эътиборга олсак ,  унда  

ф  [  .....

2

= | $ у Т + 2 х  ¿ х  =  | { 5 У 5 - З л / 3 )
I

булишини топамиз.- Д е м а к ,

5 ^ ¿ 8  =  -^( 5 д/5 3 д/3 ).

ав

3- м и с о л. Ушбу

5 Х̂/ ¿5

АН
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интегрални хисобланг ,  бунда  АВ'^т -\-^т = \  эллипс­
ов Ь

нинг биринчи кв а д р а н г д а г и  к,исми.
Аввало

2 9

а2 Ь2

эллипснинг  параметрик тецгдамасини  ёзиб оламиз:  
х =  асо$1,

, . , ( 0 < ^ <  2 я )  
у =  Ь& lnt

Д е м а к ,  берилган интеграл ушбу

{х=асаШ 
у =  Ь$Ш “ '  ' '  2

эгри чизик. буйича олинади.
(5)  формуладан фойдаланиб топамиз:

л
~2

 ̂ х у й з =   ̂ аС03/-/?51п/д/а^5^Г +  62С082/Л .
 ̂ о

А В

Энди аник, интегрални хисоблаймиз:
п
Т _2______________

/ =   ̂ асо5/-б81п/д/а^з1п2/ +  62со82̂  =

аб
-2~

0 ■

л/2а/л . ,---------------------
5 5Й,2/. у а2- 1 

Кейинти интегралда

соэ2/ =  м ;

деб оламиз.  Унда

& т21(И =  — --йи., и£[ — 1,1]
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булиб,  , / ,  о , 2 2

4

2 Г а2 +  62 /-• « ' , Г 
¿2 * 3 1_ 2 V 2 ..I :

1Ь_ 2
4 ‘ "62 _

аЬ а 2 +  а6 +  й
3  а  +  6

булади.  Дс.»-пк,
Г , аб а2 + ий-(-62
1  3  • а + Ь  ■ '•

лв

4- м и с л. Ушбу
 ̂ хуй&

АВ

интегрални хисобланг ,  бунда  АВ 

(х  =  асЫ,
0 < . * < * о )( у =  а$\\1 

гипербола шдан иборат.
(5)  фор.. . . ,ладан фойдаланиб топамиз:

. о О
АВ

*0 ____________
=  а 2  ̂ д/а2(5Ь2̂  +  с ! А )

О

Энди а ;к интегрални хисоблаймиз:
1п 1(\
 ̂ бЬ/- ; \/и\$\г1 +  сН2/) £// =  у   ̂ д/сЬ2/ сИ -

о с
3

- 1;  ̂ л е т ^ ( с Ь 2 о = у ■-|<сь2о*
о

= - ^ ( с Ь 22/0- 1 ) .
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-

 ̂ хус1я =  ( с п 2 2/0 — 1 )•

АВ ' ;

5- м и с о л. Ушбу

\ \y\ds

а в  ;

интегрални х.исобланг,  бун да  А В ку йида ги  ( к утб  ко- 
ординатал-ар си стемаси да)

р == а л/соэ2(р (  — ~  <  ф < - 0

тенгЛама билан берилган эгри чизик. (л ем ниск ат а  ёйи). 
Юкорида келтирилган (7 )  формулага  кура

: . Л./’4 ; . ■ _____ . . :

5 \у\<18= 5 Iрэ5пср| д/р2 р/2 ¿ф
^  . — п/4

АВ

булади .
А гар

п2 I ./2 _  д2гоч2п) 4-  а2&'т2^  ■= --Л —р  Н - р  —  а . с о з 2 ф +  со52ф СОз 2 ф

эканини эътиборга  олсак ,  унда

!р • викрI • д / р Ч - р ' 2 = а 2|5Шф|

булиб,
л/4 я /4

5 \у\йэ=  5 а 2Ыпф|Лр =  2 а 2  ̂ 51Пф^ф =  а 2( 2 — д/2 )
- л / 4  О

ЛВ

булади.
6- м и с о л. Ушбу

АВ

Д е м а к ,

5 (.х +  уЦз
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интегрални хйсобланг ,  бунда  AB  э'гри чизик, учлари
0(0 ,0 ) ,  0 ] (  1,0) ва 0г (0,1 )  н у к т а л а р д а  булган учб ур чак  
контуридан иборат.

Интегралнинг  хоссасига Kÿpa

 ̂ (x +  y)ds —  ̂ (х ]-у )ds-]- ij (x +  y)ds +

А В  ° ' ° 2

+  \ (x + y )d s
/ 001 .

булади.
Р авш ан ки ,  ..... ~ ’ ... "

0 [ 0 2 нинг тенглам аси  у =  1 — х ( 0 ^ х <  1),
ОгО нинг тенг лам аси х  =  0 ( 0 ^ г / <  1),
0 0 1 нинг тенг лам аси у =  0 (О ^ х ^ .  1) 

булади .  Шуми эътпборга олиб, топамиз:  .. : , ч, м
i

J  (x j- y )d s  =   ̂( х -}• 1 — х) \!2 d x — д/2,

1.0

1
 ̂ (x-\-y)ds— ^xdx =  -^'.' ч! '*'

ооi ,;ü| ,.>!} .(io-.- ,,!

Д  е м а к , hï«ô s 5 s :> ; v ' ы к  : ? n i  iv / s

(j ( x  ~{~ // )ds - 1 “I- \/2. -, .

A B  <Г: •-

7- M и с о л .

5

<4ß  .. } ¿ • I I  V  •• ’*
' НГ:,/1ЧГ,!;*С Í-\ÍÁ .W ' ■....... ‘ •

интегрални хисобланг ,  бунда  AB  эгри чизик 

р =  а,  ф =  0, <| - • 'j
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(к,утб координаталар системаси да )  чизик,лар билан 
че гараланган  каварик ,  ёпик, контурдан и борат 
(14- чизма) .

Р

Интегралнинг  хоссасидан фойдаланиб топамиз:  

\ e ^ % s +  5 e ^ d s  +
MN NP

A ß

_ l_  c e  V'-5-V/¿s
PM

MP  чизикда

<p =  0,

бул ганлиги сабабли

 ̂ е л !Ж ?(18=  ^ e Vp2c«s2,+p2sin2Tdp==

MN О
a

=   ̂ë ’dp =  e“ — 1
О :

бÿлади.
NP чизикда

0 < c p < ~  p =  a

булганлиги  сабабли
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Л№ 'О

булади.
Р М  чизивда , -

О ^  р а, ф ==

б ул  г а  11 л и г и саб  а б ли
-------- - а

.  ̂ е 'Щ -Ив =   ̂еЧр =  еа — 1
1‘М о

булади.
Д е м а к ,

-------  л/4

лв 1
5. И н т е г р а  л н и н  г б а ъ з и б и р т а т б и к  л а р и . 

Биринчи тур эгри г а д з р д р м  ; и в д м р » л ч  ёЦдамида ёй 
узунлигини,  жисмнинг  массасини,  огирлик мар ка зларини ,  
инерция моментларини хисоблаш мумкин.

1°. Текисликда  тугриланувчи АВ эгри. чизик, берил- 
ган булсин. Унинг узунлиги ушбу

5 ,/.ч (-8)

; А В  Ч "  , , у

формула билан топиладй.  ; , ; ’ ? ,
ч_/

2°. Текисликда тугриланувчи АВ  эгри чизиги буйича 
мас са  т а р к а т и л га н  булиб,  унинг зичлиги р =  р ( х ,  у) 
булсин. Бу  эгри чизикнинг масдасй. ..

т =  \ Р(х,у)й5, (9)

- А В  •; = . V

огирлик марказинииг  к оо р д  и н а т а л а р и э с а

*0==т 5 Х'Р(Х'У)а з ’ У" . ш 5 У М Ь уК 8 ПО)
А В  А в

булади.
294 - V



АВ. эгри чмзик,нинг ОХ ьа ОУ координата ук,ларига 
нисбатан статик моментлари

З г = \ у й 8 ,  % =  5  х ё в  ( 1 1 )

АВ АВ

формулалар билан, шу укдар га  нисбатан инерция мо­
ментлари эса.

/*=  ̂  ̂ ^  ( 12)
а  в  х л а :

формулалар оркали ифодаланади.

8- м и с о л. Ушбу 

хЦ)=асо&31,

у($)= а§ ’т 3( (0< Г * ^  2я )

система билан берилган АВ эгрк чизик, (астроида) 
нинг узунлигини топинг,

Астроида координата укларига рнсбатан симметрии 
булишини эътиборга далиб, (8) формуладан топамиз:

л/2

А В .

л/2

=  | -\f(—-Зacos2tsini)2~'\-(2̂ asm2tcost)2dt =
' О

ф  _ _ _ _ _ ---------------------1 -  п / 2

( *\ / ®|-зт22  ̂£Й =  6а  ̂ 8 т 2 Ш :—6а. 
о • * 4 ОО

Нем ах,
'5  =  6с.
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9- М И С О Л. ЧИЗИКЛИ ЗЙЧЛИГИ р(х, у ) — \у\ булгЛИ

у2 =  2рх (0< х < у )

параболанинг массасини хам да  огирлик марказини 
топинг.

(9) формуладан фойдаланиб, параболанинг массаси 

т =   ̂ \y\ds

АВ

булишини аник,лаймиз. Бу эгри чизикли интеграл
(6) формулага кура

5 \у\йз =  5 \у\ ~ \ / 1 '^ - у  ’йу

АВ

булади.  Демак ,

т =  5

Энди аник, интегрални дисоблаймиз:

(  \у\~\!  1 + \ й у  =  2 - М у л / р 2 +  у 2 йу =
- Р  V  р  о

= - Ц л1р2 + у2 ¿(р2 +  у2)=  ^{р2 + у2)2 • Ц  =
0

^  1 / ( 2  \/2 — 1 ).

Демак ,

т  =  ~ р2(2-\]2 — 1 ).

Параболанинг огирлик марказининг координаталари
( 10) формулага кура

хо =  ~~ ^
А В )
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Уа = ~ -   ̂ У -\y\ds
А в

булади.  Энди бу эгри чизикли интегралларни адсоблай- 
м из.: -

 ̂ х .\ уЫ 8=   ̂ р У Ш = ^ - ^ Х
 ̂ -■ о

А В ‘ А  В

Ш Щ у2 ¿У =  V ( У3л1^ +  У2 У̂ 
р р I

Кейинги интегрални булаклаб,  интеграллаш форму- 
ласидан фойдаланиб хисоблаймиз. Агар

у2 =  а , у д / р Ч - у2 йу =  (IV

дейилса,  унда

йи =  2уйу,  и — ± { р 2 +  у2у

булиб,

\ У3л / 7 + ? ¿ у  =  \ у \ р 2 +  у2)|* 5  2у(р2 +  у2)Ч у -

2д/2Р . 1

О

з з 

булади.  Демак ,

_  1 2 / ( 1 +  / 2 )  __ (5 +  3 д/2 )р

0 т . /  15 35 /

Худди шунга ухшаш

у0= ~  5 у \у Ы з =  3(2-^ 8-+ ^ -(З л/ 2+ 1п (1 +  л/2))

АВ

булиши топилади.
10- м и с о л, Ушбу

1  А 2 
А В :х 3 + у 3 = а 3 (х^ О , у ^ О )

297



астроиданинг ОХ ва ОУ координата укларига нисбатан 
статик моментларини топинг.

Аввало берилган астроиданинг параметрик кури- 
нишдаги тенгламасини топамиз. У куйидагича

х-—асов3/, '' я 
. з ,  (0 < К т )  у =  а&т I А

булади. Сунгра ёй дифференциалини хисоблаймиз:

¿5 =  Д1х'2 +  у'2 (11=

=  д/Засоэ2̂  — 8т/ )2 +  ( З а 5 т 2/-со8/)2й(/ =

=  ‘Аасо?>1-$,т1сИ.
( 1 1 ) формуладан фойдаланиб топамиз:

л/2

5* =  | уй 5=   ̂ а э т 3/• Засов/-5^/^/ =
оЛ8

Л/-2 За2За2  ̂ s\n4td(s\nt) =  - ~ - ,

о
л/2

5^==  ̂  ̂ аcos3/'•Заcos/•sin/rf/ =
о

л/2

=  — За2 | со54̂ ( с о 5/) = 5 'о
Дем ак ,  астроиданинг координата укларига нисбатан 
статик моментлари

„ __За2 ___За2
*“  5 ’ »~"1Г

булади.
11- м и с о л. Ушбу

А В :х2-{-у2 =  а2

а й л а н а н и н г  д и а м е т р и г а  н и с б а т а н  и н е р ц и я  м о м е н т и н и  
то пи нг .
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Равшанки,  берилган айлананинг параметрик курини- 
шидаги тенгламаси

х==а 9 ° ^ ’ 2я )у =  а$ 1п̂

булади.

Айлана диаметрини ОХ укига  жойлаштириб, сунг
( 12) формуладан фойдаланиб топамиз:

/х=  у2йз =   ̂ а2&\пН-д^асов/)'2+  ( а 5ш/)'2^  =
о ■’

. 2л . .

— а 3  ̂ 5 т ’-7<//“ ГШ!. ...... :. . , ;

о 
А В

Демак ,  берилган айлананинг диаметрига нисбатан 
инерция моменти

/* — гш3
булади.

V-/

1 - э с л а т м а .  Айтайлик, Лй  фазовий эгри чизик 
булиб, бу чизикда /(х, у, г) функция берилган булсин.

V-/

Юкоридагидек /(х, у , 2 ) функциянинг ЛВ эгри чизик
буйича биринчи1 тур эгри чизщйи интеграли тушунчаси 
киритилади на ургапйлади.

12- м и с о л. Ушбу

\{х2 +  у2 +  г2)й8

А В

интегрални хисобланг, бунда АВ куйидаги 

х =  а соэ/
у =  а& т1  (0^ / ^ 2я )  
г =  Ы л

система билан берилган эгри чизик.
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Равшанки,  бу х,олда
2л ________

5 (х2 +  //2 +  22)Й5=  ̂ (а2соз2£ +  а2&\п21 +  ¿?̂ 2) д/а2 +  62(II
о

А В

булади.  Аник, интегрални хисоблаймиз:
2 я  _________

 ̂ (а2сое2* +  а25 т 2/4- ¿>Г2)д/а2 + Ь2с11 ==
О

2л  I 2 72^ ( а 2+ ^ 2№==^ _ Н _ (6;га2 +  8я Зг,2)

о
Демак,

 ̂ (*2 +  /  +  22) ¿5 =  яа2 +  8я У ) -

/4 8

Мисол ва масал ала р

Куйидаги биринчи тур эгри чизикли интегралларни  
хисобланг:

1.  ̂ (х-\-у)(1з, бунда АВ чизик текисликнинг  

¿8
(0,2) ва (2,0) нукталарини бирлаштирувчи тугри 
чизик, кесмаси.

Г 1 У2. \ —^ = = - ¿ 5, бунда АВ текисликнинг (0,0) ва
I У ^+ У 2 + 4

АВ

(1,2) нукталарини бирлаштирувчи тугри чизик, кесма­
си.

3.

АВ

зикнинг (2,4) ва (1,3)  нукталари орасидаги кисми.

5 \_/

бунда АВ куйидаги у2 =  2х параболанинг

АВ

(0,0) ва (1 ,д/2)  нукталари орасидаги ёйи.
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5.  ̂ ХУ бунда АВ ушбу \х\ -\-\у\ =  а тенглама

АВ

билан берилган чизик.

6. \ х2йв, бунда АВ эгри чизик ушбу х2-{-у2 = а2
АВ

айлананинг юкори ярим текисликдаги кием и.

7.  ̂ д/^ +  г/2^ ,  бунда АВ эгри чизик ушбу

А В  ■

| х  =  а(со5/-|- /-эт/),
(0< / < 2я )  у =  а(?>\п1 — /соэ/)

система билан берилган эгри чизик.

8.  ̂ (х +г/)Л,  бунда АВ ушбу

р о -
телглама билан берилган чизик. : -

;9-  ̂ \id-s, бунда А В ку й и д а г и ;  г/ =  а ей*  тенглам;  

л в ;
билан берилган, чизик. .м . , О ; !н

10.  ̂ ( х 3+г/3) ^ 5, бунда Л В ушбу ..
V? .  ¡ 0 ( } \  , Я  .1 Я П  .  Г *  Д >  '  Р  %^;гЭЕ,:гЛ С д В

ля "
2 2 2

астроидадан иборат.
, р ■■■:.. . ■ • -Ь;, , .- о :  ;, 7Й  ,у..ь | X

11 .  ̂ д/х2 +  г/2г/5, бунда ЛВ ушбу х?Щ у2=±ах айла-
 ̂ ’.Г- 5'

. А В ... . , с  , , _  .....
надан иборат. .........  ‘ : "

12.  ̂ \y\ds, бунда к в '-к у й и д а п Г ' ( ^ —

АВ

-у2) лемниската'  еййдан иборат. ; ! ' ' ' 1 ' ’’
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13. Айтайлик, фазовий АВ Эгри чирк,  ушбу

х — х(1) 
у =  у(() 
г =  г(1)

система билан берилган булиб, х(1), у(1) ва г(/) 
функциялар [а, р] да узлуксиз х'(^), #'(/) ва ¿' (¿) 
хосилаларга  эга булсин. Агар /{х, у, г) функция шу

ЛВ да анйК,ланган ва узлуксиз булса,  унда 

; ;.Ц }{х, у, \?(х(Ц, г/{0 , ^ ( 0 Х
 ̂ а

А/3 ■

X д/а'/2( г ) -|~ ;/2( I) +  г'Ц 1)) сИ
булишини исботланг.

14. Ушбу
¿Я

ЛЯ:. • "• ; '

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик куйидаги

х =  асоз/; у =  а$1 Ы, г= Ы
винт чизигидан иборат.

15. Ушбу

йя

лв

интегрални хисобланг, бунда АВ куйидаги

х =  /, у — Ц=-, 2 =  /3 (0< / <  1 ) 
V2

чизикдан иборат.
К,уйидаги чизикларнинг ёй узунликларини топинг:
16. х =  созЧ, у  =  э т 4/ (0< ^ <  2ц).
1 7 . ау~ = хг, 0 < х <  5а.
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18. у = - “г{еа + е  “) (0< x < x 0)

19. p =  a s in3y .

20. у =  1 — in cosx ( O ^ x ^ y ) .

21. Чизикли зичлиги p(x, y ) =  |x| булган ушбу
x 2 =  4  y  ( 0  < г / <  1 )

параболанинг массасини хисобланг.
22. Чизикли зичлиги р(х, у)=\у\  булга и ушбу

x =  acost, y =  baint 2я)

эллипснинг массасини топинг.
23. Чизикли зичлиги р(х, у) =  ху булган ушбу

эллипснинг биринчи квадратида жойлашган кисмининг 
массасини топинг.

24. Чизикли зичлиги р(х, у) =  -̂ ~ булган ушбу
У

X —X

*/= 2 ( е а + е  " )

занжир чизигининг массасини топинг.
Куйидаги эгри чизикларнинг огирлик маркази ко- 

ординаталарини топинг:

25. х  =  а(/ —sin/), у =  а( 1—cosí) ( 0 ^ / ^ я ) .
26., д/х +  д/г/ =  д/а ( О ^ х ^ а ) .
27. у2 =  ах 3 — х4

X —X

28. у =  - -̂(еа -\-е а ) ( — а ^ х ^ а ) .
/29. Ушбу /

х =  д/5 eos3/, /
г/=  д/5 s in3/ /

/
система билан берилтан ЛБ чизикнинг /ОХ ва ОУ 
ук л ар га  нисбатан статик моментларини торинг.
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х =  д/2 cost, 

у =  д/2 sin/
W

система билан берилган АВ чизикнинг ОХ ва OY 
у кларга  нисбатан инерция моментларини топинг.

2- §. ИККИНЧИ ТУР ЭГРИ ЧИЗИК.ЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Текисликда бирор тугри- 
ланувчи АВ эгри чизик. берилган булиб, бу чизизда 
f(x , и) функция аникланган булсин. АВ эгри чизик.нииг 
P =  {Aq, А],..., Ап} булинишини ва унинг дар бир

AkAk+l (k =  0,1,..., п.— 1) ёйида ихтиёрий (%к, г\к) нукда 
олиб функциянинг шу нуктадаги кийматц f{\k, Цк) ни 

AkAk+i нинг ОХ ( OY) укидаги Ах^Аук) проекциясига 
купайтириб, куйидаги йигиндини тузамиз:

a ' = i f & k, щ)Ахк ( e " = ni ' f ( t k, щ)А ук) (13)
k—Q k=Q

Энди АВ эгри чизикнинг шундай

Р-и Р Щ  Рту- (14)
булинишлари кетма-кетлигини караймизки,  уларнинг 
диаметрларидан ташкил топган {А.Рга} кетма-кетлик 0 га
интилсин:

lim ХРт =  0.
т -*-:оо

Бундай булинишларга нисбатан (13) каби йигиндиларни 
тузиб, ушбу

^ 1» (o’] , 02 >■■*?

кетма-кетликни хосил киламиз.

Агар АВ эгри чизикдшнг хар кандай (14) кури- 
нишдаги булинишлар кетма-кетлиги {Рт } олинганда хам, 
унга мос йигиндилардан иборат {а'т } ({от1 ) кетма-кетлик

30. Ушбу
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( U't|/í) нукталарнинг ((|A, % ) £ AkAk+\) танлаб олиниши-
I ;i боглик, булмаган х,олда х,амма вак/r битта
II сонга ( ¡ 2  сонга) интилса, бу сон а' (о")  йигиндилар- 
иинг лимити дейилади ва

Ii inо/ =  /j ( l i m a " = / 2)
Я,-О

каби белгиланади.
2- т а ъ р и ф. Агар А.р->-0 да а' йигинди (а"^йигинди) 

чекли лимитга эга булса, у х,олда f(x, у) функция

А В эгри чизик, буйича интегралланувчи дейилади. Бу 
тм и т f(x, у) функциянинг иккинчи тур эгри чизищли 
интеграли дейилади ва

J f{x, y)dx ( J f(x, y)dy)

AB A B

каби белгиланади.
Демак,

S r i— I
f(x, y )d x=  Itm 2 f ( lk, rh)Axk ,

Xn-+ 0 k =  0r
AB

S r i— 1

f(x, y )d y=  l im 2 /(!*, t|*)Ay„).
lp-+0k = 0

AB

АВ эгри чизикда P(x, y) ва Q(x, y) функциялар 
берилган булиб,

$ P(x, y)dx,  ̂ Q(x, y)dy

AB A B

уларнинг иккинчи тур эгри чизик,ли интеграллари 
^ л с и н .  Ушбу

Р(х, y )d x+  5 Q(x, y)dy
А В А В :

йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий 
куриниШи дейилади ва
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А В

каби ёзилади:

у) 4*
Ч

Энди АВ тугриланувчи ёпц^
В нукталар устма-уст  тушсин. " *-«, ц 
Бу ёпик, эгри чизикда шундаД й,Л б Иг, 3И 
к.абул киламизки,  кузатувч'ц 
х аракат  килганда,  ёпик чизцк 
соха унга нисбатан хар Дои^ Чц

% Х , у  )(1у

яъии д  
елгил;

в а

(15- чизма).
ч и з ц к  * 4  Ч  Л И к

/<5 чизл1̂  ^

Р(х, у) ва (¿(х, у) функция^
К буйича иккинчи тур эгри Чц^ ^Нц 
умумий куриниши куйидагича л

Нь К эгри 
ЧТвпгчдлЛ

Х'1г Щ у )й у

4 Из и 
Нщ

А аС

аникланади ва
С ь .>4 У)с1ь

^Р(х,у)с1х +  <Э(х,у)с1уё КИ

л - и
каби белгиланади. 
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? И н т е г р а л  н и н г  м а в ж  у д  л и г и . Фараз к,илай-
ИН . . . . . . . .

’ .эгри чизик ушбу .

X ■= ф(/),
у : ~ ф )  ( а С Ц Р )  (15)

. ■ ... ■■■ 
f 'iÿ jje taa- -билан {параметрик куринйшда) берилган 
•1 <îr - îii(- Бунда <p(t) функция [а, р] да  узлуксиз cp'(t) хоеи- 
Ф(с*\ч эга , Чт(/) эса шу ораликда узлуксиз 6ÿjm6, (ф{а)), 

Л ^ Л ,  (ф(Р). tj5(j3))=S булсин,

н;1 ' т е о р е м а; Агар /(х, у )  функция A S '  дй берилган 
^ укси § ' булЬа, у х,олдй бу функциянинг "икк'инчи тур 

"«изи'кЙи интёграли1 м авж уд  ва'

. ■ ' г.. \ .
y f ( x ,  y ) d x =  J /(ф(/), \Ç(t))q/(t)dt

б 1 |;. ™
'хДи,

С ^ Н д и  Л В эгри чизик (15) система билан берилган 
бунда -ф(/) функция [а, [3] да узлуксиз \\i\t)

1 ^ ( а ) ) = Л ,  („ф(§),..ф(р)) =  0 булсин.
Ч ц ^ г а  эта, ty(t) эса шу ораликда узлуксиз хамда

т е о р е м а .  Агар f(x, у)  функция АВ  д а  берилган 
э Л у к с и з  булса ,  у х,олда бу функциянинг иккинчи тур 

' Чизидли интеграли

нЧХи ^Уд в а

' Ч » .

АВ

\ /(х, у )dy =  7̂(ф(0 , i>(t))-^'(t)dl

эгри чизик (15) система билан берилган бÿлиб,
<Р U)

t ( /) функциялар [а, ¡3} да узлуксиз. ф'(t), ф(/) 
^ ^ а л а р г а  эга  хам да  (ф(а), ф(а ) )= Л ,  (ф(Р), tb(P)) =  

булсин.
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 ̂ Р(х, У)йх +  0(х, у)йу

АВ

каби ёзилади:

 ̂ Р(х, у)йх +  0(х, у)йу=- Ц Р(х, у)йх+  <2(х, у)йу

А В А В

КУ ' '
Энди АВ тугриланувчи ёпик эгри чизик, яъни А ва 

В нукталар устма-уст тушсин. Уни К билан белгилайлик. 
Бу ёпик эгри чизивда шундай йуналишни мусбат деб 
кабул киламизки,  кузатувчи ёпик, чизик буйлаб 
х,аракат килганда ,  ёпик чизик билан чегараланган 
сох,а унга  нисбатаи х,ар доим чап томонда ётсин 
(15- чизма).

о х

15- чизма.

Р(х, у) ва 0(х, у) функцияларнинг ёпик эгри чизик 
К буйича иккинчи тур эгри чизикли интегралларининг 
умумий куриниши куйидагича

 ̂ Р( х, у )(1х +  (¿(х. у )с1у -\~  ̂ Р(х, у)с1х +  (Э(х, у)йу

Л а С  СЬА /

аникланади ва

\ Р(х, у )й х + 0(х , у)с1у ёки фР(х, у)йх+*С)(х, у)<1у
I  к

каби белгиланади. /
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2. И н т е г р з л н и н г  м а в ж  у д л и г и . Фа раз килай- 

лик, А В  эгри чизик ущбу

Х  =  Ц ){() ,  .
( а а $ С ^ р )  (15)

система : 6кла'и (параметрйк1 куринйшда) берилган 
булсин. Бунда ф(/) функция [а, В] да  узлуксиз ф'(/-) хоси- 
ла га  эга,  4^0  эса шу ораликда узлуксиз булиб, (ф(ос)), 
# х ) ) = Л ,  (ф(р), ф( |3}) = В  булсин.

3- г е о р е м а .  ■ А г а р ф у н к ц и я  А В  д&'бёршГган 
ва узлуксиз б^лса,  у  х,олда эу функциянинг иккинчи гур 
эгри чизй'кли интегралй' мавЖуд, ва'

5 /(*, у)(1х=  5/(ф(0 , ф ))$ У )М
■ ■ ^  а

АВ

булади.

Энди А В эгри чизик ..(15) система билан берилг-ан 
булиб, бунда г|э(7) функция [а, р] да  узлуксиз я|/(0 
хосилага эга,  тр(£) эса шу ораликда узлуксиз хамДа 
(ф(а), ф(а)) =  Л, (ф(Р), г|:(Р)) =  й булсин.

4 - т е о р е м  а, Агар ¡(х , у) функция АВ  д а  берилган 
ва узлуксиз булса ,  у  кол да  бу функциянинг иккинчи-тур 
эгри чизидли интеграли

5 /(*> у¥ у

А  В

м авж уд ва

Р ; "
5 /'(А% //)<•///= |/(ф(/), ф))-^'{1)сИ

. . .  ■ . о а ■ . '
АВ

булади.

АВ эгри чизик (15) система билан берилган булиб,

ф(/), 1|:(7 ) функциялар [а, Р] да  узлуксиз ф'(0> Ф(0 
хосилаларга эга  хамда  (ф(а), ф (а ) )= Л ,  (ф(Р), “ф(Р)) =  
=  В булсин.

Чч-'Г !>
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5 - т , е о р е м а .  Агар Р(х, у)  ва (¿(х, у)  функциялар

АВ  д а  берилган ва узлуксиз буЛса,  у х,олда бу функция- 
ларнинг иккинчи тур эгри чизик,ли интеграллари м ав ж уд  
ва

¡1 Д
 ̂ Р(х, у )й х + 0(х , у)(1у=  [̂/>(ф(/), 'ф(0)ф/( 0  +

АВ

+  (Э(ц>(0,М1))П0№
булади.

3. И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и . Иккинчи тур 
эгри чизикли интеграллар катор хоссаларга эга.  
Куйида интегралнинг асосий хоссаларини келтирамиз.

1°. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар интеграл- 
лаш эгри чизигининг йуналишига боглик булади:

 ̂ !(х ,у )с 1х = —  ̂ ¡{х,у)йх\  ̂ /(*, //)<///-= -   ̂ [(х,у)ёу.
V-/ '• * ' - •• ' <1>\л 4  ̂/ ■; “ :"\о ' ‘ --Ч - •• г?

ВА А  В  ВА -  В А

2°. Агар АВ эгри чизик ОХ укига  (ОК укига)  
перпендикуляр; булган кесмасидвн ?иборат
булса,  у х,олда

г : !)  ̂ Нх' йМг/ ?=" 0; ̂  \;К*>11№ у—0)-
А В А В ,... ,

3°. Агар /(.V, у) функция А В да интегралланувчи

булйб^И®=^СЦг Сб -б$ЛСЗ,-Ь' М' 1 чД«

¡(х ,у )й х =   ̂ ¡{х,.у)с1х-\-  ̂ [{х, у)(1х
 ̂ -.44 ' £‘>. ЧхЛХ I

А В А С  Ч  С В  ■ ....

булади.

4°. Агар /(х , у) функция АВ да  интеграллаиувчи 
булса,  у холда • Л М&К г' И? Р... -Ф?

йк ,л| ккитхФЧъ)*. <дпщр нъ№&И/ти& ш&яЬ. кмяьъпь?- 
булади, бунда к ^ с Ь п ^ '-^  * ' ■-«■■>> < ■•ытг*. . '
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5°. Агар /(*, у) ва g(x, у) функциялар АВ да интег- 
ралланувчи булса,  у холда

 ̂ \Кх,у)±Е(х,у)](1 х ^   ̂ [(х ,у)й х±   ̂ ё(х,-у)йх

АВ  АВ  АВ

булади.  д
4. И н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш .  ?Юк,орида 

келтирилган теоремалардан куринадики, АВ чизик, 
(15) система билан берилганда иккинчи тур эгри 
ЧИЗИК.ЛИ интеграллар Римал интегралларига келтири- 
либ, куйидаги формулалар ёрдамида хисобланади:

| /(*, у)йх =  '¡/(фСО, ^(О)-ф' (О^.  (16)
•• . л/ а  г .

АВ'

 ̂ К х,у)и х=  |/{ф(0,'ф(0)Ф,( 0 ^ .
^  а

АВ

( Щ ъ 0 { х ? у ) й у —  5(/>(ф(/), 4’(0)ф/( 0  +
 ̂ а

А В

+  0 ( ф( 0 ,  ^ ( 0 Ж ( 0 ] ^ -  (17)

Хусусан,  АВ эгри чизик,

у =  у{х) ( а ^ х ^ Ь )
тенглама билан аникланган булиб, у(х) функция [а, 6] да 
узлуксиз , у'(х) хосилага эга булса,  у холда

ь
 ̂ ¡(х, у )ё х =  ^/(х, у{х)) йх (17')

а
АВ

булади.
л_/

Агар АВ эгри чизик

х = 4 у )  (£ < ¿ / < ¿ 0
тенглама билан аникланган булиб, х(у) фудкция [с, й] да 
узлуксиз х'(у) хосилага эга булса,  у холда
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ä\
5 f(x> y)dy=  \ f(x(y), y)dy,
w С

AB

5 P(x, y)dx +  Q(x, y)dy =

AB  ' " ....: '

а

=S= \[P{x(y),y)x'(y)+Q{x{y), y)\dy . ( 1 7 " )

булади.
13- m  и с о л. Ушбу

\ {2xy — i/)dx

AB

интегрални хисобланг, бунда АВ~- маркази координа­
та бошида, радиусй г б^лРан 'айд&нанииг юкори ярим 
текисликдаги кисми; йуналиши., 16- чизмада курса-  
тилган.

Равшанки,  айлананинг парамётр.иж тенгламаси 

х == reos/,
// — rsin/ \

булади. Бунда I параметр о дан л  гача уз гарганда (х,

у) нук/га А дан В га караб  АВ— ярим айланани чиза- 
ди. Унда (16) формулага кура

3 )0



л

 ̂ (2х у — y2)dx =  — jj(2r2sin/-cos/— r2s in2̂ )rsin tdt

AB

булади.  Энди аник, интегрални дисоблаймиз:
Л л

 ̂(2r2sin/ ■ cos l — /-2s in2/)rsin/ dt =  2r3  ̂s in2̂ ( s in/)
О  О

—  r3 J s in3tdt =  [ 2 r3- sl!-3/ — r\ —  cost +  -c ° p  ) 4 3 

3 r  •

Демак ,

(  i 9 v n  —  ; / 2 W  y  —  з ̂ (2xy — y2)dx =  ~ r3.

AB
14- м и с о л .  Ушбу

jj (xy — y2)dx +  xdy

A B

интегрални х,исобланг, бунда AB эгри чизик у — 2х2 
иараболанинг (0,0) ва ( 1 ,2 ) нукталари орасидаги 
кисми, йуналиши эса (0,0) нуктадан ( 1,2 ) нуктага  
караб  олинган.

Равшанки,  Р(х, у) — ху — у2, Q(x, у) =  х функциялар
w

каралаётган  АВ да узлуксиз.  Юкоридаги (177) форму- 
лага  кура

1
\ {xy — y2)dx +  x d y =  ^[x-2x2 — (2x2)2 +  x-(2x2y]dx

о
A B

булади.  Кейинги интеграл эса
1
J (2 x 3- 4 x 4- f  4x2)d.\ 31 

-  30

га тенг. Демак ,

\ (xy — y2)dx +  xdy- 31
30'
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\ у2йх +  х2йу

АВ

интегрални х.исобланг, бунда АВ эгри чизик
2 2

эллипснинг юкори ярим текисликдаги кис-
а Ь
мидан иборат.

Бу эллипснинг параметрик тенгламасини ёзамиз:

х =  асоэ/, 
у =  Ь5'т1

А = (а ,  0) нуктага  параметрнинг / =  0 киймати В =  
=  ( — а,0) нуктага  эса / =  л киймати мос келиб, / пара ­
метр 0 дан я  гача узг арганда (х, у) нукта А дан В га к а ­
рав эллипснинг юкори ярим текисликдаги кисмини чи- 
зади.

Р (х ,у )  =  у2,< 2(х ,у) =  х2

функциялар эса АВ да  узлуксиз.  Берилган интегрални 
(17) формуладан фойдаланиб х,исоблаймиз:

 ̂ у2с1х +  х‘2с1у =  [̂Ь25 т ^ -{  — а&Ш) +  а2со521-Ьс&5^М==
 ̂ 0 

АВ
л

(асоэ3/ — Ь$\\хЧ)сИ= — —аЬ2.
|РР / ч 1

16- м и с о л .  Ушбу
 ̂ Зх2уйх-{-(х2-\- \)йу

АВ

интегрални х.исобланг, бунда АВ эгри чизик (0,0) нук- 
тадан чикиб (0,0), ( 1,0), ( 1 ,1 ) нукталарни бирлаш- 
тирувчи синик ЧИЗИК-

Интегралнинг хоссасига кура

 ̂ Зх2уйх-\-(х2 1)йу=   ̂ Зх2уйх-\-(х2 \ )(1у-\-

АВ А С

‘ СВ ’

15- м и с о л. Ушбу

+   ̂ Зх2ус1х-\-(х2 1)с1у
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булади. АС бунда (0,0) ва (1,0) нукталарни,  СВ эса
( 1 ,0) ва ( 1, 1 ) нукталарни бирлаштйрувчи тугри чи- 
зик, кесмаларидан иборат.

АС да  г/ =  0 ва АС кесма ОУ укига  перпендикуляр 
булганлиги сабабли

 ̂ Зх2уйх-\-(х2-\- 1)с1у =  0

А С

булади.

СВ кесмада х = 1  ва у эса ОХ укига перпенди­
куляр булганлиги сабабли

1
 ̂ 3х2ус1х +  (х2-\- \ )й у=   ̂2йу =  2

о
СВ

булади. Демак,

 ̂ Зх2ус1х +  (х2 +  1 )с1у =  2 .

АВ

17- м и с о л. Ушбу

ф 2 хуйх — х2<1у
к

интегрални х,исобланг. /г бунда 0  =  (0,0), А —(2,1) 
нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик кесмаси хам-
Да У = ~2 Х парабола еиидан ташкил топган епик эгри
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ф 2хуёх  +  х2йу — | 2 хуёх +  хЧ у +  | 2хус1х +  х2йу.
к ^ >~/

ОА АО

О А кесмада х =  2 у булиб, (17) формулага кура
1

 ̂ 2хуйх +  хЧу  =   ̂[2 • 2у2 ■ 2 -  4у2]<1у =  |
О

ОА

булади.
ЛО ёйида эса х =  2у2 булиб, яна (17) формулага кура

 ̂ 12 
| 2хуёх +  х2̂  =  ^[2 *2у2- у ■\у- 4у4]с1у =  —

до
булади. Демак ,

Ф

„  . 2 , 4 12 162хуёх х(1у =  д =  -  ! 5 .
&

18- м и с о  л. Ушбу 

к
интегрални хисобланг, бунда & — учлари Л =(1 ,0 ) ,  В =  
=  (0,1), С =  ( — 1,0), £> =  (0, — 1) нукталарда булган 
квадратнинг контуридан иборат ( 1 8 - чизма).

Интеграл хоссасига к у р а :

ф т*ТП¡нГ<^ + ̂ )=  5
/г ч_/

Лб

+  1 5 й т щ - (( ^ + ^ ) +
ее -• ; сЬ

+  5 т т а т ^ ' * 91-
од

Энди бу тенгликнинг унг томрнидаги интегралларни 
илохиДа-алрхида хисоблаймиз. .-•)
и ' : • '

/1В да х  +  г/ =  1, 0 < х < !  1 булиб, ¿х.-М*/==0 булади.

Шунинг учун юкоридаги тенгликнинг у нг томоийдаги 
биринчи интеграл 0 га тел г: . , ..

5 ы + ы  (а х + щ ^
лЬ ,

/>’С да  ; / / х =?= I, — 1, . ^ х <  0 булиб, йу — йх хамда

|х| =  — ““ х, |г/| — хН-; 1 булади. В,,дан С н у к т а г а ч а  В,С 
буйича келишда х узгарувчи 0 дан —-Т гача узгаради.  
Шуни эътиборга олиб, топам из:

| . А йх-\-йу)= .А  -4— •’ . • -2с1х =  —2 .3 \х\ + \у \х У 3 т х  + х+10 ; 'вс у  •: \ ч

С/) да х +  г/= — 1, — 1 ^  х ̂  0\бул  и б, йх -\- йу =  
=0 эканлигини эътиборга Олсак,

1 и т ^ У й!1)=0
со

булади.

И н т е г р а л н и н г  х о с с а с и д а н  ф о й д а л а н и б ,  т о п а м  из:
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DA да у —~х= — 1, 0 < х <  1 булиб, dy =  dx х.амдм 
\х\=х, \у\ =  \— х булади. D нуктадан А нуктага  DA 
буйича келишда х 0 дан 1 гача узгаради.  Шунинг учу!

1
[ , . 1 ; - i (dx +  d y )=  f ----- 2d* =  2J |х| +  |г/| v J x + l - x
-  О

DA

булади.  Демак,

Ф u r m {dx+dy)=*°  к _
4. И н т е г р а л  н и н г  б а ъ з и  б и р  т а т б и ц л а р и ,  

Иккинчи тур эгри чизикли интеграллардан текиг 
шаклларнинг юзини х.исоблашда, куч таъсирида булгаи 
майдонда бажарилган ишни топишда фойдаланилади.

1°. Т е к и с  ш а к л н и н г  юз и .  Текисликда бирор 
юзага эга булган шакл берилган булсин. Унинг чегараси 
тугриланувчи ёпик, 0(D) чизивдан иборат. Бу шаклнинг 
юзи D иккинчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
куйидаги формулалар билан топилади: 1

D =  ф xdy, D — — ф ydx ,
d(D) d(D)

D =  у  ф xdy — ydx. (18)
(D)

2°. Б а ж а р и л г а н  и ш н и  т о п и ш .  Текисликда

тугриланувчи бирор АВ эгри чизик берилган булсин. Бу 
эгри чизикдаги моддий пук.та ни ушбу 

F(x, у) — Р{х, y)i+Q {x, у)]

узгарувчи куч таъсирида А нуктани В нуктага  
утказишда баж арган  иши

W =   ̂ Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy (19)

АВ

булади.
19- м и с о л. Ушбу

x =  acost„ 2л) (20)
у — bs\nl

эллипс билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.



/>==-! ф хс!у - уйх 
д ф )

Гпллди, бунда д(О ) —.эгри чизик (20) эллипсдан 
ИГтрлт. ■ >,Л 1 ' :

»иди эгри чизикли интегрални (17) формуладан 
||н | II л а л а н и б х,исобл а й м и з : - „• ..л-’ ’

1>у ш а к л н и н г  юзи ( 1 8 )  ф о р м у л а г а  к у р а

£> = ф хйу — уйх==-^\^(асо$1-Ьсо^~\-
<?(0) О

' " 2л ' ■
, I Р‘ '

-\-Ь$\п1-аъШ)сИ =  -~аЬ \ (со82/ + . ч т 2/)£// =  ;ш/;.
-  Р  4

20- м к с  о л.  Ушбу
•гг шг-кг! .\и̂ :ф̂ ‘п ■гги;н-.у;д &>:£=<!. ая'н ¿о ;■ ч-лте-г*
. ,, (й у, .г | у ~ ‘,1аху < а > 0) м-\,3- . . ,,,¡.5.-.,

ми шк (Д екарт яироги) билан чегараланган шакдйинг 
и ми ни топинг (19- чизма). ’ - ; ! '4; :

й  Л й л  ф{'и!,.У

■ .  : < ) 7  . Д !  л  ?п  э т

V?д -г..'л (к гЖ-р1

ЯК :;Т;-ТЛ

« ■ , I.. . ! >1 <7 .'*■

УМ йпг.ься»' к:• и .:•» К■::с

19- чизма. -!;П-к ¡ПГПфйЖ^д З.ин! ; -££'нг^

Аввало берилган чиликниж п^раметрпк куриниши- 
дяги тенгламасини ёзамиз. Бунинг учун

у {X
белгилаш киритамиз, бунда I — п ащ ^етр ,  Унда .(>{

х3 +  у 3 — Заху =&х3 +  №  Щ \\ax \i != > х-- 3 а1
- -А-Н

булади. Натижада чизикнинг ушбу
/инг-нот ' « ¡ ¡ « ¿ а  'н^п-кии-ш '-нп'.иЛ 'лзши-е
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.3at 3at /л . > j ' **■ i \
X~ l + J ’ ÿ = w  00

параметрик куринищдаги тенгламаларига келамиа 
Изланаётган шаклнинг юз и ( Í8) формул а’п а кура я

D =  T,--ф xdy—ydx 
■ô(o) ;

булади.  Бунда д(D)

3 Lit  3 (XÍ у р  i _■ : ¡ \ ;

, *  =  W  у У - J J t  ( 0 < / <  +  ° ° )  - 1

чизикдан иборат.
(17) формуладан фойдаланиб, эгри чизиклн 

и нте гр а л ни хисоб л а й м из :
-f- 00 ч \

. 0(D) 0 .

За/2 ,/ За/ \ 9 а1  У * /(2/ — /4) — /2(1 --2 / 3) , ,
- 1 Т 7 < Т , - 7 ) = - Г  i  ...... :

9а2 +f  )2 3 2
=  0 \ .. „С// —  „ а" .

2  J  (1 ¡.. / ) • 2
О v

. 21 - м и с о л. ЛВ эгри чизиги ушбу у =  х3 параболадан 
иборат. Унинг (0,0) хам да  (1,1) нукталар орасидаги 
киемини караймиз. Шу ораликда

F(x, у ) =  4хвг + ш//

куч таъсирида бажарилган  ишни топинг.
Равшанки,

Я(х, у)=--\х\ Q(x, у) =  ху.
Изланаётган ишни (19) формуладан фойдаланиб, топа- 
миз:

W =  Jj Р(х, y)dx +  Q(x, y )d y=   ̂ 4x6dx +  xydy--

АВ AB
1
 ̂(4хб +  X - X3 • 3  x2)dx =  1.
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2 - э с л а т м а .  AB фазовий эгри чизик, булиб, бу 
чип и ада  f(x, у , z) функция берилган булсин. ЮкориДа- 
Ридок, f(x, у, г) функциянинг иккинчи тур эгри чизиади 
ипгсграллари таърифланади ва улар

f(x, у, z)dx,  ̂ f(x, у , z)dy, <j f(x, у, z)dz

AB A 4  AB

кпби белгиланади.  Умумий х,олда АВ эгри чизиада 
Р(х, у, z), Q(x, у, 2 ), R(x, у, z)  функциялар берилган булиб,

 ̂ Р(х, у, z),  ̂ Q(x, у , z)dy,  ̂ R(x, у, z)dz

A B AB АВ

нитеграллар м авж уд  булсин. Ушбу

 ̂ Р(х, у, z)d.x-\-  ̂ Q(x, у, z)dy +  jj R (x,y,z)dz
w о

AB AB AB

иигиндининг иккинчи тур эгри чизик, л и интегралнинг 
умумий куриниши дейилади ва

 ̂ Р(х, у, z)dx-\- Q(x, у , z)dy-\-R(x, у, z)dz

A B

каби ёзилади:

jj Р{х, у, z)dx-\-  ̂ Q(x,y,z)dy-\-  ̂ R{x, у, z)dz =

AB A B  AB

=   ̂ P(x, y, z)dx-\- Q(x, y, z)dy +  R(x, y, z)dz.

AB

Мисол ва м а с а л а л а р

Куйидаги иккинчи тур эгри чизиади интегралларни 
Хисобланг:

31.  ̂ xydx, б у н д а  АВ э г р и  ч и з и к  у =  s inx с и н у с о и д а

АВ

ч и зи г и н и н г  (0,0) х , а м д а  (л, 0) н у к т а л а р  о р а с и д а г и  
Кием и.
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32. бунда АВ эгри чизик, “  +  у = 1  тугри

АВ

чизикнинг (а, 0) ва (0, Ь) нукталари орасидаги к,исми.

33.  ̂ (х у — \)йх +  х2уйу, бунда АВ эгри чизик 4х-

АВ
г ,2+  у2 =  4 параболанинг биринчи квадрантдаги кисми.

34. (х2 +  у2)йх +  хуйу, бунда Лй эгри чизик, у  =  И 1 

лв
тенглама билан берилган чизикнинг (0, 1 ) х,амда ( 1,е) 
нукталари орасидаги кисми.

ч_/

35. ф ( х 2— г/2М х + (л :2 +  г/2)й(г/, бунда ЛВ эгри чизик

А В
2 2

1 эллипсдан иборат.
а ь

36. ^ 2хй х  — (х +  2д)с1у, бунда АВ эгри чизик, учла-

А В

ри ( — 1,0), (0,2 ), (2 ,0) нукталарда булган учбурчак
• контуридан иборат.

37. (Ь (х+У)ах—(х~У^У ; бунда АВ эгри чизик х2 +
3 х2 4 -и2

АВ

-\-у2 =  а2 айланадан иборат.

38. ф усо$х<1х-{-?,тх(1у, бунда АВ эгри чизик учла-
ч_у ■, : ч. ' '

АВ

ри ( — 1,0), (0,2 ), (2,0) нукталарда булган учбурчак 
контуридан иборат.

39.  ̂ 4х&т2уйх +  усо522хйу, бунда АВ эгри чизик

АВ

текисликнинг (0,0), (3,6) нукталаридан утувчи тугри 
чизикнинг шу нукталар орасидаги кисми.

40. (£, уЛх- х<1у̂  бунда ДВ эгри Чизик ушбу
7 х 4-и~+ у

АВ
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лйланадан иборат.

41.  ̂ хуйх +  у2йх, бунда А В ушбу

АВ

х =  /2, у =  t ( 1 ^ / ^  2 )
п ри чизик,.

42.  ̂ уйх— хйу, бунда А В куйидаги

АВ

х =  асоз3/, у =  а&{п3/

истроида кисмидан иборат.

43.  ̂ (2а — у)йх-\-хйу, бунда АВ ушбу

АВ

х =  а(/ — эт/) ,  у =  а( 1 —сое/) 2л)
циклоидадан иборат.

44. ( —х‘,х ' ■н1'1 бунда АВ эгри чизик куйидаги 
I  V I  + х 2+ у 2

АВ

эллипснинг биринчи квадрантдаги  кисми.

45. АВ фазовий эгри чизик ушбу 

x =  x(t),
y =  y(t), ( а  < f < ß )  
z =  z(t)

система билан берилган булиб, x(t), y(t), z(t) функциялар 
|а, ß] д а  узлуксиз x'(t), y'{t), z'(t) хосилаларига эга 
булсин

(х(а),  у{а) ,  z(a)) =  A, (x(ß),  y(ß), z(ß)) =  B.
Агар P(x, у, z ), Q(x, у, z), R(x, у , z) функциялар

KJ
AB да  узлуксиз булса,



Л Р(х, у, г)йх +  (3(х, у, 2)с1у +  Р(х, у, г)йг =

АВ

Р

=  5} (Д * (0 , уЦ), гУ ))хУ ) +  0(х(1), уЦ), г ( О М О  +
а

+  #(*(/), уЦ), 2(1))-г'{Г)]сИ
булишини исботланг.

46. Ушбу

 ̂ у2йх-\-{х2 +  г)йу-\-(х +  у +  г2)йг

АВ

интегрални х.исобланг, бунда АВ эгри чизик. фазодаги
(1,0,2) хамда  (3,1,4) нукталардан  утувчи тугри 
чизикнинг шу нукдалар орасидаги дисми.

47. Ушбу
 ̂ (у2-\-г2)йх — угйу-{-хйг

АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ куйидаги 

лс =  /,
г/ =  2соз/, (0^ / ^  у )  

г — 2ъ\х\1

винт чизигидан иборат.
48. Ушбу

 ̂ х2йх-\-(х-\-г)йу-\-хуйг

АВ

интегрални х,исобланг, бунда АВ куйидаги 

л: =  5т/ ,
У =  ь\ п2/, ( 0 < / < у )

2 =  з т 3/

система билан берилган эгри чизик,.
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49. Ушбу
X. уЛ х— хйу

Т  ( ¿  + ху + &
АВ

Ч_->

интеграл учун, бунда АВ эгри чизик х2-\-у2 =  г2 айлана- 
дан иборат,

П т ф  г ь - ч , ■ 0 
г^О Т  (X + х у  +  у )

АВ

булишини исботланг.
Куйидаги эгри чизиклар билан чегараланган текис 

шаклнинг юзини топинг:
50. х2 +  у2 =  25 айлана билан чегараланган шакл 

(дойра).
51. х =  асоэ t, у =  а &1 п t астроида билан чегараланган 

шакл.
52. х =  а(2со^  — соэ2/), у =  а(2 э т / — эт2/)  кардионда 

билан чегараланган шакл.
53. (х2 +  у2)2 =  а2(х2 — у2) лемниската билан чегара­

ланган шакл.
55. (х-\-у)2 =  а х ( а > 0) парабола хамда  ОХ уки би­

лан чегараланган шакл.

3 -§ . ГРИН ФОРМУЛАСИ

Юкоридан хамда  пастдан [а, Ь] да  узлуксиз булган 
у =  ф1(х), у — фо(х) функция графиклари, ён томон- 
лардан эса х =  а, х =  Ь вертикал чизиклар билан че­
гараланган (£>) сохани — эгри чизикли трапецияни 
карайлик.  Унинг чегарасини (контурини) дй  билан 
белгилайлик. Маълумки,  бу холда 0  =  0 1 1 0 0  ( 2 0 - чиз- 
ма).

6- т е о р е м а .  Р(х, у)  функция Б  сохада  берилган ва 
узлуксиз булсин.  Агар бу функция О сохада  узлуксиз  
дР(х,у)  „ _ „
— ^  хусусии хосилага эга б у л с а ,  у х о лд а

\ Р (х ,у )й х = —^ ^ —̂ Л х Л у  (21 )

ао 0

б у л а д и .
Энди юкоридан у =  <1, пастдан у =  с горизонтал чи­

зиклар билан, ён томонларидан [с, (1\ да узлуксиз булган
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х = х¥\(у), х =  х¥2(у) функция графиклари билан чегара- 
ланган в  сохани— эгри чизикли трапецияни карай-  
миз. Унинг контурини дС билан белгилаймиз (21- чиз- 
ма).

Но

I
4

о а 6 х

20- чизма.

21- чизма.

7 - т е о р е м а .  Я(х, у)  функция б  сох,ада берилган ва 
узлуксиз булсин.  Агар бу функция в  сохдда узлуксиз
д(^(х, у)

— ——  хусусии х.осилага эга б у л с а ,  у \олда

5 <?(*, у)Лу =  Д  д<̂ ^ й у  (22)
дО О

б у л а д и .
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Энди текисликдаги Т7 соха юкоридаги икки холда 
каралган  соханинг хар бирининг хусусиятига эга 
булсин. Р(х, у) хамда (¿(х, у) функциялар Р да берилган 
на узлуксиз.  Агар бу функциялар Т7 да  узлуксиз
дР(х, ч) д(}(х, у) л ..^  . )х хусусии хосилаларга  эга булса,  у хол­

да

 ̂ Р(х, у)(1х +  (¿(х, у)йу =  д(Н£ !1) - 0Р(*у у Ш у  (23)
д И  р

булади.  • "■ . *
Одатда : (2.1), (22) ва (23) формулалар Грин 

формулалари дейилади. Купинча Грин фбрмуласининг 
(23) куринишидан фойдаланилади.

Айтайлик, текисликда чегараланган ёпик бир 
богламли И сохада Р(х, у) ва (¿(х, у) формулалар 
берилган ва узлуксиз булсин. Бу функциялар Р сохада 

дР (х ,у) дС}(х,у)
узлуксиз,  — д у ~  ва — дх хусусии хосилаларга  эга.

У холда куйидаги тасдиклар  уринли:
1°. Агар сохада

м ■ : Л и
дР{х, у) __ д(}(х, у)

.........  Оу дх  ’

булса,  у холда /•' соха га тегишли булган хар кандай 
К ёпик чизик. буйича олинган интеграл

ф Р(х, у)с1х +  С?(х, у)с1у =  О
К

булади.
' '  2°. Агар Р сохага тегишли булган хар кандай 

К ёпик чизик буйича олинган интеграл учун

ф Р(х, у)йх +  <3(х, у)йу =  О
- - \ V. Г / V К

булса,  у холда

 ̂ Р(х, у)с1х+(Э(х, у)с1у ( Л В с : / 7) 

ли
интеграл А ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри 
чизикка боглик булмайди (интеграллаш йулига 
боглик булмайди).

325



3°. Агар ушбу

 ̂ Р(х, у)йх +  <3(х, у)с1у (Л В сгВ )

интеграл А ва В нукдаларни бирлаштирувчи эгри 
чизикла боглик, булмаса (интеграллаш йулига боглик. 
булмаса) ,  у холда

Р(х, у)с1х-\-С2(х, у)Лу
ифода В сох,ада берилган бирор функциянинг тулик 
дифференциали булади.

4°. Агар
Р(х,у)йх +  (Лх,у)с1у

ифода В сох,ада берилган бирор функциянинг тулик, 
дифференциали булса,  у холда

дР{х,у)  _  д<3(х,у) 
ду дх

булади.
Дем^ак, юцорида келтирилган тасдиклар орасида

1 ° =>. 2° =ф- 3° =>- 4° =ф- 1 °
муносабатлар уринли экан.

22- м и с о л. Грин формуласидан фойдаланиб, ушбу

ф х'2(1у — х2у йх

АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик х2-{-у2-- 
=  г2 айланадан иборат.

Равшанки,

Р(х, У)=  ~ х 2у, <2{х,у) =  ху2,
дР(х,у) _  у2 д(Цх,у)  ,  

х ' я ,  —Уду ' дх

д<3(х, у ) ___ дР(х, у ) _  2 , 2 

дх ду ' ' У  ‘

Грии формуласи (23)га кура

ф ху2йу — х2у с1х =  х2 +  у2)йхйу
Р

АВ

булади, бунда В ушбу х2 +  у2^ г 2 доирадан иборат. 
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Шундай к,илиб, берилган эгри чизикли интегрални 
х,исоблаш содда икки каррали интегрални х,исоблашга 
келади.

Икки каррали интегралда

х =  рсоэф, г/ =  рэтф  
алмаштиришни бажарамиз .  Унда

2л г ^
х2 +  у2)<1хс1у= ^ ф ^ р 3й ? р = ~

0 0

булади. Демак ,

ф ху2йу — х2 ■ у йх =

АВ

2 3 - м и с о л. Грин формуласидан фойдаланиб, ушбу 

ф  л[х2 +  у2 (1х +  у[ху +  \п{х+ л[х* +  У2) ¥ у
АВ

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик, учлари
(3,2), (6,2), (6,4), (3,4) нукталарда булган тугри 
туртбурчакнинг контуридан иборат ( 2 2 - чизма). Бу 
х,олда
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Р(х, у) — л[х2 +  у2 , <9(х, у) =  у[ху +  1п(х +  д/х2 +  //) I 

булиб,
у ) _  <Э( д/^2 +  4'2 ) _  У

дУ дУ л[х2 + у2 ’

д<Э(х; у) __ д(у\ху+\п(х +  Д1х2 +„у2 )])___ /  у л]х2 +  у2 + 1
дх дх 3 1 ,  / 2 , 2

V V* -I У

т * .  У ) дР(х, У ) _ , {  У л1х2 + у 2 | Л  : „ 1

Зх 9 У д/7+7 / л/72'^¡4 . »„ , I - У — г т ==̂ = У
X +У

2

булади. Грин формуласи (23) дан фойдаланиб топамиз: 

ф д/*2 + У2Лх + у[ху +  \п(х +  д/х2 +  у2 )]с1у =  § у 2с1х(1у,.
И

АВ  ̂ ■ 
бунда АВ — кжорида — чизмада тасвирланган тугри 
туртбурчак контуридан иборат.

Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича 
хисобланади:

(/')
Демак ,

ф  л[х2 +  у2<1х +  у[ху +  1 п (х 4 -  д/х2 +  у2 )\с!у == 56.

АВ
24- м и с о л. Ушбу

(2 ,3 )

 ̂ (х +  у)(1х \ ( х —у)(1у
(0,1)

эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглик, 
эмаслигини курсатинг, сунг уни х,исобланг. Бу интеграл- 
да

Р(х, у) =  х +  у, <2(х, у) =  Х  у 
булади. Равшанки,  бу функциялар узлуксиз хамда 
узлуксиз

дР(х , у) __ . д(Э(х, у%__.
ду ' дх

хусусий хосилаларга  эга.  Иккинчи томондан,
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дР(х, у) __ д<Э(х, у)
ду дх

булади. Демак ,  берилган интеграл инп гр'лллаш йулига 
боглик, булмайди. Шу имкониятдан фоидаланиб, интег- 
раллаш йулини шундай танлаймизки,  берилган эгри 
ЧИЗИК.ЛИ интегрални хисоблаш осон булсин. Интеграл- 
лаш эгри чизиги сифатида 2 3 - чизмада курсатилган 
синик, чизик,ни оламиз.

Интеграл хоссасига кура
У

(2 ;з)

(О; /) (г-1)

0 X
23- чизма.

(2 ,3) (2 ,1)

5 (х +  у)йх-\-(х — у)с1у =   ̂ (х +  у)йх +  {х — у)(1у +
(0 , 1) (0, 1)

(2 ,3 )

+  \(х+ у)й х  +  (х — у)с1у
(2,Г)

булади. Равшанки,
(2, 1) (2, 1)

5 (х +  у)с1х +  (х — у)йу =   ̂ (х +  у)йх =
(0,1) (0,1)

■ • . 2  ' 1 г; ■ : г ■' ' ' !
=  1 )(1х~\,

0
(2 ,3 ) (2 ,3 )

$ (х  +  г/)я?х +  (х — у)й у=   ̂ (х — у)с1у =
(2, 1) (2 ,1)

3

=  \ ( 2  — У)а У =  0-
1 ' ; ' " ' ' : • • ' : Ч‘' " '>■ " '
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l  (x+ y)d x  +  (x — y)dy =  4 +  0 =  4.
(0 , 1)

25- м и с о л. Ушбу

ф (Зх2 +  y)dx +  (х — 2y2)dy =  0

к .

тенгликнинг уринли булишини исбоТланг, бунда К эгри
чизик учлари (0,0), ( 1,0), (0, 1 ) нукталарда булган 
учбурчак контуридан иборат.

Берилгаи интегралда

Р(х, г/) =  3х2 +  г/, Q(x, у) =  х2 — 2у2
булади.

Бу функциялар текисликда узлуксиз хамда
д Р ( х , у ) _ .  dQ(x, у) . 

ду ’ дх

узлуксиз хусусий хосилаларга эга булиб,
дР(х, у) _  dQ(x, у) 

ду дх

булади. Унда юкоридаги 1°-тасдикка биноан Р(х, y)dx-\- 
+  Q(x, y)dy нинг ёпик контур буйича (берилган учбурчак 
контури буйича) интеграли нолга тенг булади:

ф (Зх2 +  г/)£/х +  ( х — 2y2)dy =  0. 
к

26- м и с о л. Ушбу

(?>х2у — ~ ^dx +  (x3— xy2)dy

ифоданинг бирор F(x, у) функциянинг тулик диффе- 
ренциали булишини курсатинг, сунг шу функцияии 
топинг.

Бу ифодада

Р(х, у) =  3х2у — Q(x, у) =  х3 — ху2

булади. Уларнинг хусусий хосилалари 
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дан иборат. Демак ,  Р(х, у) ва <2(х , у) функциялар 
узлуксиз хосилаларга эга ва

Унда карал аётг ан  ифода 3°-тасдикка биноа'н бирор 
/;(х, у) функциянинг тулик дифференциали булади:

деб оламиз. Бунда (хо, уо) текисликда тайинланган 
нукта,  (х, у) эса узгарувчи нукта.  Интеграл эса шу 
нукталарни бирлаштирувчи бирор эгри чизик. буйича 
олинган.

Модомики, (24) интеграл интеграллаш йулига 
боглик эмас экан, унда (хо, уо) нукта сифатида (0,0) ва 
интеграллаш эгри чизиги сифатида 24-чизмада тасвир- 
ланган синик чизикни оламиз.

ЭР(х, у) 
ду

д Я(х, у) 
.....ду

йр(х, у ) =  ( ¿̂х2у — Ул ) й х  +  (х3 — ху2)(1у

Энди /?(х, у) функцияни топамиз. Уни

/•(х, г/)= 5 Р(*,Ш х+(}(х,у)<1у  (24)
Ц. о̂)

У

(Х ,У )

о (Х.о) X

24- чизма.
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И н т е г р а л  х о с с а л а р и д а н  ф о й д а л а н и б  т о п а м и з :

(х, У)
Р(х, у ) =   ̂ (3х2у — у~ )̂йх +  (х3 — ху2)йу-- 

(0 ,0 )

(«,0) з
=   ̂ (Зх2у — -^-)йх +  {хг — ху2)йу +  

(0,0) 

+   ̂ (3х2у — ̂ )й х  +  (х3 — ху2)йу =
(х.0)

(*,0) 3 (х,у)  3

=  $ (3х2у — ̂ -)йх +  и ( г 3 — ху2р у  =  хлу - -  ХЦ ■.
(0,0) ' (х,0)

Демак ,  з х/
Р(х,у) =  х ' у -

Мисол ва м ас а л а л а р
Грин формуласидан фойдаланиб,  к,уйидаги эгри чи- 

зик,ли интегралларни х,исобланг:
56. ф  (д: +  у)2йх — (х2-\-у2)йу, бунда К — учлариД ,  ̂ \ >*( <>'  ) ;

(1.1),  (3,2), (2,5) н у к т а л а р д а  булган учбурчакнинг  
контури. :■ з  ■:»>, .г: ...

57.  ф  (1 — х2)уйх 4- дг( 1 +  у'г)йу , бунда. А' у шоу
К ■ ' ■ "

х2-\-у2 =  =  г2 ай лана дан  иборат.
58. ^ (х у  +  х +  у ^ х  +  ̂ ху +  х — у ^ у ,  бунда К ушбу  

к
X2 2
- 5- +  , = 1  эллипсдан иборат.
II Ь

59. ф<?1(1 — со$у)с1х—(у — иту)с1у], бунда К ушбу
к

О ^ г / ^ э т л :  соханинг контурйдан иборат.
60.  ф 2(х2 +  у2)йх +  (х +  у)2йу, бунда  К — учлари

к
(1.1),  (2,2), ( 1,3)  нукта л ар да  булган учбурчакнинг  
контури.

61 ф  (1х~ *у , бунда /( — учлари ( 1,0), (0, 1 ),
К
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( 1,0), (0, — 1 ) нукталарда булган квадрат  контури- 
дан иборат.

К,уйидаги эгри чизикли интегралларни интеграллаш 
йулига боглик эмаслигини аникланг,  сунг уларни 
хисобланг.

(2,3)
62. \ xdy-\-ydx.

( - 1,2)
0.2) „ ,

63. i 2*dx f  y ~ fx dy.
(oJi, y y
(1,3)

64.  ̂ (4x y — \bx?y)dx. -f-('2x2—5x3 +  7)dy.
(0 ,2 )

( 1,1)

65.  ̂ (4x3 — 3y2-\-5y)dx-\-(5x — 6xy — 4y)dy.

66.

( 0 ,0 )

(1,2)
ydx— xdy

\ x2
(2,1)
(2,n) 'Л

67. t f l  —- - c o s — +  +  "Cos™V^.
Д  ¿ h .  x A  A  *. •* , */ • *  ■ , ( i , Lr

Куйидаги ифодаларнинг бирор F(x, у) функцййнинг 
тулик дифференциали булиши ёки булмаслигини, аник,- 
ланг.  Агар у тулик дифференциал булса,  F(x, у) функци- 
яни топинг:

68.. (х2 +  2хг/ — y2)dx-\-(x2— 2xy — y2)dy.
69. (е2,/ — by3ex)dx +  {2xeiy — \by2ex)dy.
70.  ̂1 '2х2у +  ~2 y ix  +  ^4х3 — -j^dy.

71. (3х2у2 — у3-f-Ax)dx +  (2х3у — Ъху2 +  5 )dy.

72. -  ̂ ". . dx -  ' ;  . ' dy
i /V>+/ / У * 2+ /
2 x (  1 — e u ) , . e y ,73.  dx .
( \ + x 2)2 I I /

7 4  {x2 +  2xy +  Sy2)dx +  (x2 — 2 xy +  у2 )dy

(x4~y)3

333



Х/Х боб

г =  г(х, у) ( 1 )
тенглама билан аникланган (Б) сирт берилган булсин. 
Бунда г(х, у) функция (£>) сохада ( (О)с :/?2) берилган 
функция булиб, у шу сохада узлуксиз 1 'х(х, у ), г'у(х, 
у) хосилаларга  эга.

Маълумки,  бундай сирт юзага эга булиб, у куйидаги

5 =  Ц У Г  +  г'2х{х,у) +  г'%х, у) \lxdy
{О)

формула оркали хисобланади.

) - § .  Б И Р И Н Ч И  Т У Р  С И Р Т  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р И

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и . Юк,орида айтилган 
(Б) сирт берилган булсин. Бу сиртнинг булиниши, 
булиниш булаклари ва диаметри тушунчалари аввал 
каралган  [а, Ь] сегментнинг булиниши, (£)) соханинг 
булиниши каби киритилади ва ухшаш хоссаларга  эга 
булади.

Айтайлик, ¡(х, у , г) функция (5 )  сиртда ((£)<= 
с=^3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р булинишини ва бу 
булинишнинг хар бир (Бк) булагида ( & = 1,2,..., п) ихтиё- 
рий (|к, т)а, нук,тани олайлик. Берилган функциянинг 
(Ь, 1к) нуктадаги киймати /(|4, т]*, £*) ни (5*) сирт­
нинг Бк юзига купайтириб, куйидаги йигиндини тузамиз:

сг = 2  (2)
к=1

Одатда (2) интеграл йигинди дейилади.
( 5 )  сиртнинг шундай

Р>Р?,..., Рт ........................ (.3)
булинишларини караймизки,  уларнинг мос диаметрла- 
ридан ташкил топган

/̂>1> ^р2>•••> '̂рт> —
кетма-кетлик нолга интилсин: 11тА,рт =  0. Бундай Рт

т  оо

СИРТ ИНТЕГРАЛИ

Ф а з о д а  у ш б у
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(ш =  1,2,...) булинишларга нисбатан f(x , у, z) функция- 
минг (2 ) куринишдаги йигиндиларини тузсак,  ушбу

Gl, 02,..., Ощ,.-. (4)
кстма-кетлик хосил булади. Агар (S) сиртнинг хар 
кандай (3) булинишлари кетма-кетлиги олинганда 
хам, унга мос (4) кетма-кетлик (£*, x\k, t,k) нукталарни 
глнлаб олинишига боглик булмаган холда, хамма 
пакт битта / сонга интилса, бу / сон сг йигиндининг 
лимити дейилади.

1- т а ъ р и ф. Агар Хр->-0 да /(х, у, z) функциянинг 
интеграл йигиндиси а чекли лимитга эга булса, f(x, у, г)
Iрункция (S) сирт буйича интегралланувчи дейилади. Бу 
йигиндининг чекли лимити I эса f(x, у, г )  функциянинг 
биринчи тур сирт интеграли дейилади ва у

\\f(x, У, z)ds
(S)

каби белгиланади:
п

x ,y ,z )d s =  l im 2  f(%k, ц*, k̂)-S k.
Хр  Ofc =  1

2. И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фараз  килай- 
лик, R3 фазода (S) сирт z =  z(x, у) тенглама билан 
берилган булиб, z(x, у) функция чегараланган (D) сохада 
узлуксиз ва (D) да узлуксиз z'x(x, у), z'y(x, у) хусусий 
хосилаларга эга булсин.

1 - т е о р е м  а. Агар /(х, у, г)  функция (S )  сиртда  
берилган ва узлуксиз  б у л с а ,  у  х о л д а  бу функциянинг  
(S )  сирт буйич а биринчи тур сирт интеграли

\\f(x> У> z) ds
(S)

м а в ж у д  ва

\\f(x> У> z)ds =  § f( x ,  у, z(x, у ))  X
(S ) (О)

X  д/l + z '2x(x, y ) + z '2u(x, у ) dxdy

б у л а д и .
Энди R3 фазода (S) сирт х= х (у , z) тенглама билан 

берилган булиб, х(у, z) функция чегараланган (D ) соха­
да узлуксиз ва (D ) да  узлуксиз х'у(у, z), х'г(у, z ) хусусий 
хосилаларга  эга булсин.

¥
(S)
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2 - т е о р е м а .  Агар f(x, у, z) функция ( S )  сиртда  
берилган ва узлуксиз б ул с а ,  у х о л д а  бу функциянинг  
(S )  сирт б уйича  биринчи тур сирт интеграли

у> z) ds
(S)

\[f(x, у, z )d s =  \\f(x(y, z), у, z ) ^ l  + x 'l(y , z )+ x 'l(y , z) dydz
(S) ( « )

м ав ж уд  ва 

б у л а д и .
3. И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Биринчи тур сирт 

интеграллари икки каррали интеграл хоссалари каби 
хоссаларга эга.  Биз уларнинг айримлариии келтирамиз.

1°. Агар fix, у, z ) функция (S )  сирт буйича интегралла- 
нувчи булиб, (S )  =  (S i )U (S2) булса,  у холда

^/(х,  у, z)d s=  ^  fix, у, z)ds +  g/(x,  у, z)ds 
(S )  (S , )  (s")

булади.
2°. Агар fix , у , z) функция (S )  сирт буйича 

интегралланувчи булса,  у холда c-f{x, у, z) хам 
(с — const) шу сирт буйича интегралланувчи булади ва

\\с ■ fix, у, z)ds =  с ■ §f{x. у, z)ds
(S ) (S)

тенглик уринли булади (с — const).
3°. Агар fix, у, z ) ва g(x,  у, z) функцияларнинг хар 

бири (S )  сирт буйича интегралланувчи булса,  у холда 
fix, у, z)± g{x, у, z) хам шу сирт буйича интегралланув­
чи булиб,

ЭД[/(дс, y ,z ) ±  gix, у, z)]ds =  \\fix, у, z)ds ±  у, z)ds
(S) (S ) (S)

булади.
4. И н т е г р а л  ни х и с о б л а ш  „ Юкорида келти- 

рилган теоремалар функциянинг биринчи тур сирт инте- 
гралларининг мавжудлигини тасдиклаш'  билан бир к,а- 
торда уларни икки каррали интеграллар оркали ифода- 
ланишини хам курсатади.  Бинобарин, сирт интеграллари 
икки каррали интегралга келтириб хисобланади. Унда 
Куйидаги формулалардан фойдаланилади:
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y, z)ds == g ( / * ,  y, z(x, //)) y/ 1 +  z'2x(x, y) +  z'l(x, y) dxdy
<s> ( ° )  _________ _____________

\\f(x, y , z)ds =  \\f(x(y, z), y, z) V 1 +X'%y, z) +  x'î(y, z)dydz
(S) (ü)

^/(x, y, z)ds =  ^ [(x, г/, z, x), z) л{\ +  y ’l{z,x)-\-y'l(z,x) dzdx .

(5 )( S )  ( O )

1 - м и с о л .  Ушбу

§(6x  +  4y +  32)ds
( S )

сирт иитегралини хисобланг, бунда (S )  сирт к,уйидаги 

x-\-2y-\-3z =  6

текисликнинг биринчи октантдаги кисми (25- чизма). 
Равшанки,  (S )  сирт

z =  ̂ {6  — x — 2y)

тенглама билан аникланган.
(D) сохада эса АОВ учбурчакдан иборатдир. Бу 

сохада z функция узлуксиз хамда

2 *""' 3,’ Zy 2 
узлуксиз хусусий хосилаларга эга.
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/(х, у, г )  =  6х +  4г/ +  3г
функция эса шу сиртда узлуксиз.  Унда (5) формулагг 
кура

^ ( 6* +  4у-\- Зг)йз =  ^ ( 6х +  4г/ +  3 • |-(6 —
(5 )  (О)

( 5 )  с и р т  б е р и л г а н

-  х -  2у)). д /1 +  ( - | ) 2 +  ( - | ) 2 йхЛу

булади.
Энди икки каррали интегрални хисоблаймиз: 

\\[6х„+ 4// -(- (6 х 2у)\ д / 1 + у 4-~~йхйу =
( О )  '  у

= ф ^ 2 х  +  2у+6)с1ха у = Щ с 1 у  $ ' ( 5 *  +
(О) * 0 0 .

_  3
+  2у +  6)йх =  ^-4  ̂[-|х2 +  2ху +  6х] | =

0

=  2 д/И ( - £ -  5 /  +  21 у) | * =  54 VЙ .

Демак,

 ̂ 6х +  4 у +  Зг )йя =  54 дД4.
(5)

2- м и с о л. Ушбу

(5 )

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт х2 +  //2 +  г 2 =  
=  г2 сферанинг г  =  0 текисликиинг юкорисида жой- 
лашган кисми.

Каралаётган  (5 )  сирт

: =  д/г2 — х2 — г/2

тенглама билан ифодаланади. Бунда 2  =  2(х,  г/) функция 
Ф )  =  {(*> у)£Я2'-х -\-у2< г 2} да  узлуксиз х,амда узлуксиз

У ' * - * - /  2г/ =  “  V / - / - г
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г2 — х2—- у2хусусий хосилаларга эга.  Бу (О) соха 2 — Д/‘

сиртнинг х0у текисликдаги проекциясидир.
(5 )  сиртда ¡(х, у, г) =  х-\-у +  2 функция узлуксиз.  

Унда (5) формуладан фойдаланиб топамиз:

л' +  У +  г)йз =  * + У Л л1/2 — х2~ у 2 ) Х
( О )

X д / 1 + г '2х(х, у) +  г'1(х, у) йхйу.

(•«)

Агар

V 1 +2'1(х,У) +  г'1(х,у) =

булишини эътиборга олсак, у холда

х + у 1 ^(1хс1уй(*+!'+2,* = гй( 7П
(¿’ ) ( Д ) \  \ г

булади.
Энди икки каррали интегрални хисоблаймиз. Бу 

интегралда ушбу

х =  рсоэф, г/ =  
алмаштиришларини бажарамиз .  Натижада

х + у
(Й )\ \ г 2- х 2- у 2

2л
¡¡(соБср + втф)

р^р

2л г

й(р +   ̂ ( ^ р ^ р ) ^ ф  =
О О

2л г  ^

=  ( (С05ф +  з1пср)йф(—^¿£=^ +  2л -4
г! й У>-2- р2

-кг
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^ ( г /  +  2 ) ^
(5)

интегрални хисобланг, бунда (Э) сирт х = л [ ь 2 — у2 ци­
линдрик сиртнинг 2 =  0, 2 =  с ( с > 0) текисликлар ораси-
даги кисми. _

(5 ) сирт 'х— 'фг — у3 те игл а ма билан берилган.

х =  д ¡Ь2—у2 функция [ — Ь, Ь] да  узлуксиз .  булиб 
( — Ь, Ь) да узлуксиз.

* = °V" ~ у
хуСусий хосилаларга эга.  (5) ,сиртнинг ОуХ текисликдап 
проёкцияси

(£>) =  {(г/, г)£/?2:х  =  л/Ь^-у2, 2 =  0, 2 =  с} =

=  {(у, 2 ) 6А?2: — 0< 2 < с }
. б у.чади. /;р •;

/(х, у, г) — х{у-\-г) функция (5 )  сиртда узлуксиз 
(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

У2 (У +  г) • Д  / 1 +  , / ...йуфг

3- м и с о л.  Ушбу I

\\х(у +  2 )^5 =  Ц д/Ь2 — у2 (у +  2 ) • д /
(в) (£>) V

==. /;^(г/ +  2)^г/с!2.

Ь2 —.у2

Бу тенгликнинг унг томонидаги икки карралг  
интегрални хисоблаймиз:



^х(У +  г)йз =  Ь2с2.
(5)

Зх2 +  Ъу2 +  За2 — 2)йз

Д е м а к ,

4-  м и с о л .  У ш б у

интегрални хисобланг, бунда (5.) сирт у =  д/х2 +  у2 ко­
нус сиртнинг у =  0, у =  6 ( 6 > 0 )  текисликлар орасида- 
ги кисми (26- чизма).

(5 )  сирт у =  д /х2 +  22 тенглама билан берилганини 
эътиборга олиб, интегрални хисоблашда

формуладан фойдаланамиз. Бу холда (£)) соха ( 5 )  сирт­
нинг хОг текисликдаги проекцияси булиб, у (£)) =  {(*,г )£
£/?2: х2 +  г2 Ь2} доирадан иборат булади.  у =  д/д:2 +  22
функциянинг хусусий хосилалари эса

ларга  тенг. Натижада
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^ ( З г 2 +  5 у2 +  Зг2 — 2)^5 =  ^ [З х2 +  5(х2 +  г2) +  Зг2 — 2] X
( 5 )  (О)

2
с1гйх =

х Л / '+ Ы т ? У + (-Ч 7 7 7 )

=  У2^[3 (л :2 +  22) - 2  \dzdx 
(£>)

булади.
Кейинги тенгликнинг унг томонидаги икки карра^ 

интегралда узгарувчини куйидагича

х ~ р с о э ф ,  2 =  рвшф ( О ^ ф ^  2 я,  О ^ р ^ й )  

алмаштириб х,исоблаймиз:
2л &

д/2Ц[8(х2 +  22) - 2 ) ^ х =  л/2  ̂ ( 5(8р3 —2р)^р)£/ф==
<£>)

2л

=  д/2  ̂ (2р4- р 2) | ^ ф = л/ 2 - 2 я -62(2/72- 1 ) .
О

Демак ,

Ц(3л:2 +  5у2 +  З22 -  2 №  =  2 д/2 л62(262 -  1).
(5)

5 - м и с о л .  Ушбу

\\^х2 +  У2 ^
( 5 )

интегрални х,исобланг, бунда (5 )  сирт куйидаги

2 . 2  2 
х + у  2 = 0  ( 0 < 2 < 6 )

конуснинг ён сиртидан иборат. 
(Б) сирт

г=-^--^х2 +  у2 ( 0 < 2 < 6 )

тенглама билан аникланган булиб, унинг Оху текисли 
даги проекцияси (0)={(х,у)£Я; :х ? -^ -у ^ а 2} булади.
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” Д/х2 +  у2 функция узлуксиз хамда  узлуксиз хусусий 

Яосилалар
' __ Ьх ' __ Ьу

/о о ’ г У ~  ~Г% ,
а \ х  + у  а \х + у

га эга.  Бу сиртда берилган /(х, у )=  д/х2 +  г/2 функция
узлуксиз. Шуларни эътиборга олиб, (5) формуладан 
фойдаланиб, топамиз:

х2 +  у2й8 =  § ^ х 2 +  у 2 • д / Г + ^ + г ^ йхйу =
(А)

=  \\л]х2 +  у2 ■~ л!а1-\-Ь‘2 с!.хс1у.
(О)

Энди икки каррали интеграл

^  д/*2 +  у2 йхйу 
( О )

ии хисоблаймиз. Бу интегрални хисоблашда ушбу 

х =  рсоэф, г/ =  рзшф. 
алмаштиришларни бажарамиз .  Натижада

_________  2л а  2

\\л/х2 +  У2 йхс1У =  \(\р^р)йч> =  ̂ ~
(£>) 0 0

булади. Демак ,

Ц д / ^  +  ^ ^ У ^  +  б2 д / о Ч б 2.
(5)

6- м и с о л. Ушбу

^  | |
(5)

интегрални хисобланг,  бунда (Б) сирт куйидаги г =  х2-\- 
-\-у2 айланма параболоиднинг г =  0, 2 — 1 текисликлар 
орасидаги к,исми.

Равшанки,  бу (5 )  сиртнинг Оху текислигидаги 
проекцияси

(£>) =  {(*, у ) £ ^ ,х 2 +  у2^\} 
доирадан иборат булади.
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(5) формуладан фойдаланиб топамиз:

I хуг | ¿ я  =  | ху( х* +  у2) | д/ ! +  г'2 +  г'2 йхйу --
(¿) (О)

=  ̂ х 2-\-у2)\ху\ д/1 + 4(х'2 +  у,2)с1хс1у .
( О )

Икки каррали интегрални хисоблашда юкоридагидек 

х =  рсовф, г/ =  рэ!пф ( 0 < р <  1,0г£Сф<: 2л) 
алмаштиришни бажарамиз .  Натижада

§(х2 +  у2)\ху\ д/1+4 (х2 +  у2) йхйу =
( О )

л/2 I 1________

=  4  ̂  ̂(рСОБф • рэшф • р2 д/1 + р 2 )рс1р)с1у--
0 о

=  2  ̂р5 • Д/Т+4Р2 • Лр =■-125 ^  - 1
4 20

булади. Демак,

125 т/5 — 1

420
(5)

7- м и с о л. Ушбу

(̂л:г/ +  г/2 +  2д:)й?5 
(5 )

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт куйидаги
2 =  Д¡Х2 +  у2 конус сиртнинг х2-\-у2 =  2ах цилиндрик сир!
билан кесишган кисми.

(5 )  сиртнинг Оху текислигидаги проекцияси

(0 )  =  {(х, у)£Я2:(х — а ) 2 +  г/2< а 2}
доирадан иборат булади.

(5) формуладан фойдаланиб, топамиз:

\\(ху +  уг +  гх)с18 =  \^(ху +  у ^ х 2 +  у2 +
(5 )  (О)

+  х д/х2 +  г/2 ) д/1 +  г ' 2 +  г'2 йхйу.
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уканини эътиборга олсак, унда кжоридаги икки каррали 
интеграл ушбу

5. И н т е г р а л в и н г  б а ъ з и  б и р  т а т б и к , л а р и .  
Биринчи тур сирт интегралларидан сиртнинг юзини, 
массасини хисоблашда,  огирлик марказининг координа- 
таларини, шунингдек инерция моментларини топишда 
фойдаланилади.

1°. (5 )  сиртнинг юзи

(5)
формула билан топилади.

2°. Агар (5 )  сирт буйича зичлиги р(х, у, г) булган 
масса тарк,атилган булса,  унда ( 5 )  сиртнинг массаси

д/2 §{ху  +  у д/х2 +  у2 +  х д / ? +  у2 )с1х(1у

куринишга келади. Бу интегралда

х =  гсоэф, г/ =  гз1пф 
ллмаштириш бажариб хисоблаймиз:

д/2 ^(ху +  у л / ^ + у 2 +  х д/х2 +  у2 с1хс1у =

О о
я /2

=  8 д/2 а'  ̂ (со5ф8тф +  5тф4-со8ф)со84фг/ф =
о

=  8 • д/2 • а 4  ̂(1 — ^)2сИ= - 6- - у - а 4.
о

Демак,

булади.

( 6 )



3°. (Б)сиртнингогирликмарказинингкоординаталари 

х0=  'т\\хр(х, у , г)йз, у0 =  ̂ ур(х, у> г),/,-,
(¿4

гО =  ~п̂ \2Р(х, у, 2)й?5

булади.
4°. (5 )  сиртнинг Ох, Оу, Ог координата уадарига  

нисбатан инерция момеитлари мос равишда ушбу

/1 =  ^ ( 22 +  у 2) - р(х, у, г)с1з, /!, = - | ( г  +  / ) . р ( х ,  у, г)с1з,
(Э) (в)

/г =  ^(|® +  Х2)-р(х,. у, 2 )^ '
(5)

формулалар билан топилади.
(5 )  сиртнинг О.гг/, 0 X2, О г/2 координата текисликлари- 

га нисбатан инерция моментлари мос равишда куйида- 
гича булади:

/.п/ =  ^ 2 2р(х, у , 2)^5, /хг =  ^//2р(х, У, 2)^5,
(5) (5)

С?)
^ х 2р(х, у, г)йз.

8- м и с о л. Ушбу г 2 =  2ху тенглама билан берилган 
конуснинг биринчи октантдаги хамда  х =  2, х =  4 те- 
кисликлар орасида булган кисмининг юзини топинг. 

Изланаётган сиртнинг юзиййз
(5)

формула билан топилади. Бу сирт интеграли (5) форму- 
лага  кура

5  =  '
О?) (О)

булади, бунда (£>) соха (5 )  сиртнинг Оху текиелигидаги 
проекцияси:

( 0 )  =  {(х, £/)£#2: 0 < х <  2 , 0 < г / <  4}.
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Энди

'<• =  ( А~-г ." X  = "  ^  • У ~  - 2 , =  ( л[2ху % == ф  у  

булишини эътиборга олиб,

5  =! й  V 1 +  £ + £  - р  й (  А / 1  +  а / * ) " "(О) • (О)
булишини топамиз. Кейинги икки каррали интеграл 
куйидагича х,исобланади:

(«)

=1г(П(а/!+а/^о 1_ О
с1х =

(1х =

= 2 л / 2 \ ( л Г * + ^ ) * *

У=о 

¿= 1 6 .

Демак,  5  =  16.
9- м и с о л .  Х,ар бир нуктасидаги зичлиги шу нукта- 

лардан координата бошигача булган масофа квадратига  
пропорционал булган ушбу

г2 _ _ ^ _ 22х==л/
ярим сферанинг массасини топинг.

Шартга  кура
р(х, у, г) =  1г-(х2 +  у2 +  2 2)

булиб, бунда /г пропорционаллик коэффициентидир. 
Массани топиш формуласи (6) га кура

т  =  ^Ц х2 +  у2 +  г2)йз
( 5 )

булади. Бу ерда (5 )  сирт х =  Д/т2 — у2 — 22 ярим сфера- 
дан иборат булиб, унинг О.уг текисликдаги проекцияси

(О) =  {(х ,у)еЯ 2:у2 +  г 2</-2} 
доирадан иборат.
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( 5 )  ф о р м у л а д а н  ф о й д а л а н и б ,  т о п а м и з :

\\к(х2 +  У2 +  22 )й?4' =  * ̂ ( г 2 — у2 — г 2 +  у2 +  г 2) Xт  =
(5) (О)

X Д/1 +  Х'1 +  Х'1 ¿уйг.
Равшанки,

1 + х ’ +  х ‘ = 1  + (  л р  — — г 2 )'“ +

Нати жада

т  == кг
Га"1 2 "■ 2^ 2 ¿ )  Л !Г 2 - у 2 - г 2

тенгликка келамиз.  Бу икки каррали интегрални 
хисоблаш учун

г/ =  а$Шф, 2 =  асоэф
алмаштиришни бажарамиз.  Бунда 2 л, 0 ^ а < : г
булади:  .

2л г 1

=  —  ̂ ( ^(/'2 — “ 2). 2 - у ф ' 2— а 2))йф =

• ^ ?^ . 2л  =  2лг.2 I 
- 2

Демак ,

т  — т г ' \ [  =  2 : 1Г ’к
& ^ - У 2~ г2

10- м и с о л .  Ушбу х2 +  у2 +  г2 =  г2 тенглама билам 
берилган бир жинсли сферанинг биринчи октантда 
жойлашган булагининг Ог у кда  нисбатан инерция 
моментини топинг.
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Сфера бир жинсли булганлиги сабабли таркатилган 
массанинг зичлиги уз гармас  булади. Уни 1 га тенг к.илиб 
олиш мумкин: р(х, у, г)= \ .

Изланаётган инерция момента

, г =  \\(х2 +  у2) ^
I (5)

формула билан топилади, бунда (5 )  сирт

2 == д/г2 — х2 — у2 (х^О , У^О, 2 ^ 0)

тенглама билан аникланади.  Юкоридаги сирт интегра- 
ли (8) формулага кура

К =  -к2 +  У2 №  =  х2 +  У1) ■ л/Т+ 21  +  г'2у йхйу
(5) (О)

булади, бунда (Д )  сох,а (5 )  сиртнинг ОХУ текислигидаги 
проекцияси:

( 0 )  =  {(х, у)£1?2:х2 +  у2^ г 2, х > 0 ,  у > 0 } . 
Равшанки,

X , — у
Х л Г2 2 2 ’ г У ,/ 2 2 2\г —х —у Д/г —X — у

Унда

Д\(*2 +  г/2) —
т  л!г2- х 2- У2

булади. Энди икки каррали интегрални х =  асо5ф, у-- 
=ав1пф алмаштириш ёрдамида х,исоблаймиз:

, я г3
^ = - 3-

( О )  

Демак,

. зхг3 __  и г4
У 2 = / - - д "  —  .....Н
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1. Ушбу
^(■* +  ¿/ +  2 0 ^
(5)

интегрални хисобланг, бунда. ( 5 )  сирт
{(х,//,2 )е/?3: 0< х <  1, 0 < # <  1, 0< 2 <  1}

кубнинг ташки кисмидан иборат.
2. Ушбу интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт

(5 )

х-\-у-\-г =  а текисликнинг биринчи октантда жойлашган 
кисми.

3. Ушбу ^ ¿ 5  интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт
(5)

куйидаги 2 =  д/1 —х2 — у:- ярим сферадан иборат.
4. Ушбу

+  ¿/2 +  Зг2) ¿А'
(5)

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт г =  д/г2 \-у~
тенглама билан берилган сиртнинг 2 =  0, 2 = 1  те­
ки ели кл ар орасидаги кисми. ■

5. Ушбу

у +  2 +  д/а2 — х2) ¿5

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт куйидаги 
х2 у2 — а 2 цилиндрнинг 2 =  0, 2 = 1  текисликлар 
орасидаги кисми.

6. Ушбу

Мисол ва масалалар

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт у =  д/г2 — х2 — г2
ярим сферадан иборат.

7. Ушбу

5х2 +  Зг/2 +  322 +  4) ¿я

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт куйидаги 
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х =  д/г/2 +  22 тенглама билан берилган сиртнинг х =  0, х =
=  2 текисликлар орасидаги кисми.

8. Ушбу >

^ ( х 2 +  2 у2г2 +  у4 +  г*)(Ь 
(в)

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт х-\-у-\-г =  2 те- 
кисликнинг г/2-(-22— 1 цилиндрдан аж ратган  к,исми.

9. Ушбу '

( 5 ) ______________

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт у =  д/с2— 22
тенглама билан берилган сиртнинг х==а текисликлар 
орасидаги кисми.

10. Ушбу

дД  4 “ х'2 +  у 2
(5)

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт г =  ху ( х ^ О ,  у ^  
^ 0 )  т е н г л а м а  била н  бе рил г а н  с ирт нинг  
(х2 +  у2)2 =  2а2ху цилиндрдан аж ратган  кисми.

П.  Ушбу

^  V 1 +  9 г2 ¿в
(5)

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт куйидаги у — 3x2 
тенглама билан берилган сиртнинг (х2 у2')2 =  8хг ци­
линдрдан аж ратган  кисми.

12. Ушбу
К.--------- !------- ¿3

(-У}(1+^ + г/ + г)2

интегрални хисобланг, бунда (5 )  сирт х+г/ +  2 =  1 
(х^О , у ^ 0, 2 ^ 0) текисликдан иборат.

13. Ушбу
2х -¡- 2у +  г  =  8а

текисликнинг х2-\-у2 =  г2 цилиндр ичида жойлашган 
К .И С М И Н И Н Г юзини топинг.

14. Ушбу
х2 +  у2 =  г2

цилиндрнинг г/ +  2 — 0 ва 2 =  0 текисликлар орасидаги 
юзини топинг.
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с ф ер ан ин г  х2 +  у2 =  2аг п ар а б о л о и д  ичида  ж о й л а ш г а н  
К.ИСМ ининг юзини топинг.

16. Зичлиги р{х,у,г) =  х2 +  у2 +  г 2 булган ушбу

2=  д/г2 — х2 — г/2
ярим сф ер ан ин г  массасини топинг.

17. Зичлиги  р(х,у,г) =  х2-\-у2 +  г — 2 булган  ушбу
2г  =  9 — х2 — у2

сиртнинг  2 =  0 текисли к би лан  кесишган кисмининг  
массасини топинг.

18. Зичлиги  р(х,г/,г) =  х 2 +  г/2 +  г 2+ 1 булган ушбу

у +  д /х 2 +  г 2

сиртнинг  у — 0 ва у =  1 т е к и с л и к л а р  орасид аги  кисми-  
нинг массасини топинг.

Зи чли ги  у з г а р м а с  булган  куй ид аги  сир тларни н г  
огир ли к м а р к а зи н и  топинг:
19. х2 +  у2-\ а 2 =  г2 ( х > 0, у ^ О ,  г > 0).
20. 2=  "\/г2 — х2 — у2 ( х > 0, у ^ О ,  х +  у ^ г ) .
21. а 222 =  62(х2 +  г/2), 0 < 2 < ^ .

З и ч л и г и  у з г а р м а с  булг ан  куй ид аги  си рт ларн ин г  0 1  
укига  ни сба тан инерция м ом ент ларин и топинг:

22. х2 +  г/2 =  а 2г 2 (0 < г <  1).
23. х2 +  у2 =  2аг (0 < 2<1 а).

2- §. И К К И Н Ч И  ТУР СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Ф азо д а  ( 5 )  сирт г =  г(х,у) т е н г л ам а  билан аник-  
ланг ан .  Бу нда  г(х,у) функ ция (£>) сохада  . ( (О )с :  
с г ^ 2) берилган,  узлуксиз  х а м да  узлуксиз  хусусий 
х о с и л а л а р  г 'х(х,у), г 'у(х,у) га эга.  (В)  соханинг  чегара си 
эса б у л а к л и - с и л л и к  чи зи ад ан  иб орат  булсин.

(Ь’) сиртда  унинг че гара си б ил ан к еси шм ай диг ан  
/г ёп и к  чизикни олайлик.  (хо, г/о, го) нукта  сиртнинг
& ёп и к чизик  билан ч е г а р а л а н г а н  кисмига  тегишли ва 
Кг, шу ёп и к чизик  к нинг хОу  теки сл ик да ги  проекцияси 
булсин.

Сиртни нг  (хо, г/о^о) н ук та си да ги  уринма текисл икка  
шу ну к та д а  пе рп ен дикул яр  ут к а за й л и к .  Бу  п ерп ен ди ку ­
ляр

15. Ушбу
х 2 +  у 2 +  г 2 =  За2
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нинг мусба т  йун али ши деб  шундай йуналишни оламизки,  
унинг учидан к а р а л г а н д а  и к к а л а  & ва &п ёпик 
чизи к лар н ин г  йу н а ли ш л а р и  мусба т  булади.  Унинг 
манфий йуналиши эса шундай йун алишки,  унинг учидан 
к а р а л г а н д а  /г„ нинг мусбат  йу н али ши га  й нинг манфий 
йунали ши мос келади.  П е р п е нд ик уляр н ин г  мусбат  й у н а ­
лиши буйича олинган бирлик кесма  сиртнинг  (хо, у о, 
2о) нук та д аги  нормали дей илади.  Н о р м ал н и н г  0„ Оу
ва Ог у к л а р н и н г  мусба т  й у н а л и ш л а р и  билан т а ш к и л  
ки лган б у р ч а к л а р н и  мос р ав и ш да  а,  (3, 7 дейилса ,  унда

булади.  Б у л а р  нор мални нг  йуналтир увч и косинуслари 
дейилади.

Сиртни нг  устки томони деб унинг шундай томони 
олинадики,  бу томондан к а р а л г а н д а  и к к а л а  £ ва ёпик 
чизи к лар н ин г  йу н а ли ш л а р и  м усбат  булади.

Сиртни нг  устки томони к а р а л г а н д а  кп билан чегара-  
ла н г а н  текис  ш ак лни н г  юзи му сб ат  ишора  билан,  пастки 
томони (иккинчи томони)  к а р а л г а н д а  манфий ишора  
билан  олинади.

1. И н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  ¡(х, у , г) функция (5 )  
сирт да  б ер и лга н булсин.  Бу  сиртнинг  м аъл ум  бир томони- 
ни (ёки устки,  ёки остки томонини)  ка р ай ли к .  С и р т ­
нинг Р булинишини ва бу булиниш нинг  х,ар бир (5*) 
бу лаги д а  ( й =  1, 2, ..., п) ихтиёрий ('£*, г\к, Х,к) нукта 
олайлик.  Б е р и л г а н  функц иян инг  (£*, т)*, £*) ну кта да ги  
/(!*;. Цк, 1к) кийм атин и (Оху,.Оуг, Огх) текис лик даг и  
проекцияси ( 0 А) ((£>'Д ( й "  к), (£>"*)) нинг юзига купай-  
тирилиб,  куй ид аги  интеграл  йигиндини тузамиз:

усоэр = (9)

п

о =  I  /(!*, Чь  и ) - ° к ( 10)
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б у ли ни ш лари ни  к ара й ми зк и ,  ул арн ин г  мос д и а м е тр л а -  
ридан т а ш к и л  топган

р̂.2' ^рт> ■■■ 

ке тм а-ке тл ик  нолга интилсин: lim Хп = 0.
m  — о о  т

Бу н дай  Р„, ( т =  1,2, ...) б у л и н н ш л а р г а  нисбатан
f(x ,y ,z) функциянинг  интеграл йигиндиларини туза-  

миз.
Н а т и ж а д а

er1, 0%  От, ■■■

ке тм а-кет лик  х,осил булади.  Агар  (S)  сиртнинг х,ар 
к ан дай  (11) були н и ш л ар и  кетма-кетлиги {Рт} 
о лин ган да  х,ам, унга мос {стш} кетма-кетлик,  ( | fc, цк, £*) 
мукт аларни  т а н л а б  олинишига  боглик. бу лм а га н  холда  
х а м м а  вак,т битта I сонга интилса ,  бу 1 сон а  йигинди- 
нинг лимити дейила ди ва у

п

1 i m сг =  1 irri £  / ( i*, 11a, lk)-Dk =  I

каби белгила над и.
2 - т а ъ  p и ф. Агар  да  f(x ,y ,z ) функциян инг

ин теграл  йигиндиси о(о', о") чекли лимит га  эга булса,  
f (x ,y ,z ) функция (S)  сиртнинг т а н л а н г а н  томони буйича 
ин те граллану вчи  функц ия дейилади.  Бу йигиндининг  
чекли лимити / эса ( / ' ,  /".), f(x,y,z) функциян инг  
(S)  сиртнинг  т а н л а н г а н  томони буйича иккинчи тур 
интег рали дейила ди ва у

( 5 )  си р т н и н г  ш у н д ай

Ри Р‘2, Рт, ... (11)

каби бел гиланади:



Умумий холда  ( 5 )  сиртда  Р(х,у,г), (¿(х,у,г) ва Р(х,у,г) 
ф у н к ц и я л а р  берилган булиб,

^Р (х ,у ,г )  йхйу, ^(¿(х,у,г) й у й г^Я (х ,у ,г )  йгйх
(?) ■ . (5) (5)

ин те г р а л л ар  бор булса,  у холда

\^Р(х,у,г) йхйу-{- \^ )(х ,у ,г )  йуйг  | ^Р (х ,у ,г)  йгйх
(5) (5) - (Я)

йигинди иккинчи тур сирт ин теграли нинг  умумий курини-  
ши дей ила ди ва у

^ Р(х,у,г) йхйу  -(— С2(х,у,г) йуйг-\- Р{х,у,г) йгйх

каби белгиланади:

\^Р(х,у,г) йхйу  +  С)(х,у,г) йуйг  +  Р(х,у,г) йгйх =
(3) ■

\^Р(х,у,г) йхйу  +  ^(¿(х,у,г) йуйг  +  ^Я (х,у ,г)  йгйх.
(Я) •' (6-) к (5) -
Фа зо да  бирор (У) жисм  бери лган булсин. Бу жисмни 

ур аб  турган  епик, сирт  силлик. сирт булиб,  уни 
( 5 ) .  дейлик.  ¡(х,у,г)  функция (К)  д а  берилган.  Оху  
теки слик ка  п а р а л л е л  бултан те кислик-билан (V)  ни икки 
кисмга  а ж р а т а м и з :  (У) =  ( */1) +  (У 2). Н а т и ж а д а  уни 
ур аб  ту рга н  (5 )  сирт хам икки (£) )  ва (5г) си р тл ар га  
а ж р а л а д и .

Ушбу (-г ГГ
^ / ( х , у , г )  йхйу +  ^\[(х,у,г) йхйу
(5,) (52)

интеграл  ¡(х,у,г) функциянинг  ёпик сирт буйича иккинчи 
тур сирт  ин теграли дей ила ди в а

^\[(х,у,г) йхйу
(5)

каби белг ил ан ад и.  Б у н да  биринчи интеграл  (5[ )  
сиртнинг  устки томони, иккинчи интеграл  эса (5г) 
сиртнинг  пастки томони буйича  олинган.

Худди шунга  ухшаш

^[(х ,у ,г)  йуйг, ^¡(х ,у ,г)  йгйх
(5) (5)

х а м д а ,  умумий холда ,
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^Р (х ,у ,г )  йуйг-{-(Э{х,у,г) с1у(1г +  Я{х,у,г) йгйх
(5)

и н т е г р а л л а р  т а ъ р и ф л а н а д и .
Э с л а т м а .  Иккинчи тур сирт и н те г р а л л ар д а  

сиртнинг  кайси томони (устки ёки пастки томони; 
т а ш к и  томони ёки ички томони)  буйича  ин те гр ал л ан а -  
ётганлиги т а ъ к и д л а б  борилади.

2 .  И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Фа зод а  
( 5 )  сирт  г  =  г(х,  у) т е н гл ам а  билан берилган.  Бу н да  2 =  
=  г(х, у) функция ч е г а р а л а н г а н  (£)) сохада  ( ( О ) с :  
сг /?2) узлуксиз  ва (О)  да  узлукс из  г ' х(х, у), г ' у(х, у) 
хусусий хо с и л а л а р га  эга.

3 - т е о р е м а .  Агар } ( х , у , г )  функция ( 5 )  сиртда  
берилган ва узлуксиз бул са , у х,олда бу функциянинг 
( 5 )  сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

булади .
Фа зо да  (Б') сирт х =  х(у , г )  т е н г л ам а  билан берилган.  

Бу н да  х =  х(у, г )  функция ч е г а р а л а н г а н  ёпик (О')  соха-" 
да  ((£>')с : / ? : ) узлуксиз  х а м д а  узлуксиз  х'у(у,г) ,  х'г(у , г )  
хусусий х о с и л а л а р га  эга.

4 - т е о р е м а .  Агар ¡ ( х , у , г )  функция ( 5 ' )  сиртда  
берилган ва узлуксиз бул са , у холда  бу функциянинг 
( 5 ' )  сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

булади.
Ф азо д а  (Б") сирт у =  у(г,х)  т е н гл ам а  билан б е ­

рилган.  Бун да  и =  у{г,х) ф ункц ия ч е г а р а л а н г а н  (й " )  
соха да  ( ( Д " ) с г / ?  ) узлуксиз  ва (О) да  узлуксиз  у'г(г,х), 
у'х(г,х) хусусий х о с и л а л а р га  эга.

5 - т е о р е м а .  Агар } ( х , у , г )  функция ( 8 " )  сиртда

(5 )
м авж уд ва

( 5 ' )

мавж уд ва

(5') ( О ' ) .
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берилган ва узлуксиз булса* у х,олда бу функциянннг 
(8 " )  сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли

булади .
3 .  И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Иккинчи тур 

сирт и н те г р а л л ар и  икки к а р р а л и  и н те г р а л л ар н й н г  хосса- 
л а р й  каби х о с салар га  эга.

Ку йи да  иккинчи тур сирт  и н те г р а л л ар и г а  хос. иккита  
хоссасини келтириш билан к и ф оялана м из .

1°. Функциянн нг  (5 )  сиртнинг бир томони буйича 
олин ган иккинчи тур сирт интеграли,  функц иян ннг  шу 
сиртнинг иккинчи томони буйича олинган иккинчи тур 
сирт  ин те гра лид ан ф а к а т  йшб раси билан ф а р к  килади.

2°. ¡(х,у,г)  функциян нн г  ясовчи лари Ог  уки га  па- 
р а л л е л  б улган  ци ли ндрик  (Б) сирт  буйича иккинчи тур 
сирт  интеграли

булади.
/(х,г/,2) функц ия ни г яс овчи ла ри Ох укига  п а р а л л е л  

булган  цилиндриинг  ( 5 )  сирт  буйича иккинчи тур сирт  
интег рали ■ , '

булади.
¡(х,у,г) ф ун кциян ин г  яс ов чи ла ри Оу укига  п а р а л л е л  

булган  цилиндрнинг  ( 5 )  сирт  буйича иккинчи тур сирт  
интеграли

мавжуд ва

учун (5)

;■ ̂ [(х ,у ,2)йхйу  == О
П(5) '■ ;

учун

учун
^ ( х , у , г ) й х<1г
(5)

и(х,у,г)йх(кг=± О
булади.
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4. И н т е г р а л  н и  х, и с о б л а ш. Иккинчи тур 
сирт и н те г р а л л ар и  икки к а р р а л и  и н т е г р а л л а р г а  келти- 
риб хисоб ланади:

^ ( х ,у , г )й х й у  =  ^(х,у,г[х;у))(1хйу, (12)
(5) (О)

^ ( х ,у , г )й у й г = = ^ { х ( у , г \ у , г )й у й г /  (13)
(5) (О)

^¡(х,у,г)(1гс1х=^(х,у(г,х),г)(1гс1х. (14).
(5) (Д)

5 .  Б и р и н ч и  в а  и к к и н ч и  т у р  с и р г  и н т е г ­
р а л  л а р и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш .  (5 )  сирт  ва бу 
си р тда  бери лга н Р(х,у,г), (¿(х,у,г) ва Я(х,у,г) ф у н к ц и я л а р  
1- пу н кт да ги  ш ар т л а р н и  к ан оа тл ан ти рс и н .  Унда  ушбу

\^Р(х,у,г)с1ус1г +  (¿(х,у,г)с1гс1х +  Я(х,у,г)йхс1у —
(5)

=  ЭД[/?(*,г/,.г)соза +  0(х,у,г)  соэр +  /?(х,г/,2)соз7 ]с1з (15)
(5)

ф орм ула  уринли булади.
11- м и с о л. Ушбу

^[(ах2 +  Ьу-\- сг2) йхс1г
(Э) ■

интегрални хисобланг ,  бунда  (5 ) сирт х2 =  2ру ( р >  
> 0) сиртнинг у =  2р, 2 =  0, 2 =  у т е к и с л и к л а р  ор асид аги  
кисмининг  ички томони (27- чизма) .

27- чизма.
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(5 )  сиртнинг Охг  теки слиги даг и  проекцияси ( 0 ) =
=  {(х,2)£ / ? 2: — 2/ ? < х <  2р, 0 < 2 < < 7} булади.

(5 ) сиртнинг ихтиёрий нукдасига  у тка зи лган  нормал 
Оу ук.и билан уткир бу рча к  т ашк и л  к.илганлиги саба б л и  
сирт интеграл  и м усбат  шпора  бил ан олинади.  Юк ори да -  
ги (14) ф о р м у л а д а н  ф ой дал ани б,  гопамиз:

Ш а х 2 -(- Ьу +  сг~) /1x111 =  + Р ' -/р  +  )  ¿хйг .
(Я) ( О )

Энди икки к а р р а л и  интегрални хисоблаймиз:

- 2  р  

Де м ак ,

^ а х 2 +  у  х 2 +  с г 2^ (1хйу =
(О)

2р /  <7 \

=   ̂ 5 ^ ”*” 2}р )х2 +  сг2 с 1 г ) с1х =
” 2/7 \  0 /

!'/("! ¿ к * 'Г Ь= ;.!!/гЧ а+^ ) 1 зр£7/3

^ ( а х 2 +  Ьу +  сг2)йхс12 =  -^-р3д ( а  +  +  ̂ р с д 3-
(5)

12- м и с о л. Ушбу

- - -  1гг^с1х(1у

интегрални хис обланг ,  бунда  (5 )  сирт
9 2 2

х , У I 2 , .
а Ь с

элл ип соиднинг  2 =  0 тек ис лик да н пас/гда ж о й л аш г а н  
к,исми булиб,  интеграл  шу сиртнинг  пастки томони бу- 
йича олинган.

Р а в ш а н к и ,  ( 5 )  сиртнинг т е н г л ам а с и

ва унинг Оху теки сл ик даги  проекцияси

(0 )  =  Ь х ,у ) е Я 2: ~ ~ + ^ <  Л
булади.  ^
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( 5 )  сирт ва бу сиртда  бер и лган
2 2

Нх,у,г) =  -^г-\-— +  функц ия ха м  5 - теореманинг  
а Ь

ш ар т л а р и н и  к а н о а тл а н т и р а д и .  У холда  (12) ф орм ула -  
дан  фой д алани б,

„2 „2%^+^+кг)ЛхЛу'
(О)

I 1 ь- V  I2 ь2 у4 +  У - к с  д / |  - 4 - "у ¥ * * »

булишини топамиз .  И нт егра л  (Б) сиртнинг  пастки томони 
буйича олинган лиги с а б а б л и  сирт ин тег рали минус ишора  
билан олинади.

Энди

+?-“ - V 1 - ^ - 4 ) ^ -  

-$;(**- Д/‘
икки к а р р а л и  интегрални хисоблаймиз .  Бу  инте гралда  
у з г а ру вчи ла рн и

х =  арсоэф, г / = й р я 1'пф 

каби а л м а ш т и р и б  топамиз:

(О ) “ У 1
=  ̂ ^  |  ( ¿ с  д/1 — р2 — р2) а 6рй?р^й?ф==

2 л  /  1 ________ \

=  аЬ  ̂ М  £ср д/1 — р2 — р3^

=  2 я а 6

р )0?р£/ф

к с  (  1 —  р 2 ) 3 / 2  р 4  Л  , 1

3/2 -2паЬ /кс 1 \
1,з~т/
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Демак,

^  +  к г ^ й х ё у  =  2л  а Ь ( ~  —
(5)

13- м и с о л. Ушбу

^ х 2с1ус1г +  у 2(1гс1х +  г 2йхс1у
(5)

интегрални х,исобланг, бунда  ( 5 )  сирт

х2 + у 2 + г2 = а2 (г>0)
ярим сф ер ан ин г  т а ш к и  кисми.

Р а в ш ан к и ,  (5 )  сиртнинг  т енг лам аси

2 =  д [а2 — х2 — у 2

куринишга  эга.  Бу  функциян ин г  хусусий хос ил алари

* _  У
д  а- ■ х ‘ ¡г У ~ -'-2 - ¡ /

булиб,

2/2
У -  I о о 2\<Г г' 

булади.
Бе р и л г а н  иккинчи тур сирт  интегра лин и ( 1 5 )  форму- 

л а д а н  ф о й д ал а н и б  биринчи тур  сирт  интегралига  
келтирамиз:

^ х 2с1ус1г +  у 2й г  йх  +  г 2(1хс1у =
(5)

=  ^[лг2со за  +  г/2соэ(3 +  22соз7 ]й?х.
(.5 )

Агар

соэ а  =
V 1 + 2'х+

2 а
У

г'
соэ[3=- —

л [ ^ + г' \ +

1 Д а2 — х 2 — у 2 г  
С 0 Б 7 = — — = = = — -----------------=

л / ' + *  1 + * '2У
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булишини эъ ти бор га  олсак ,  у х,олда юк,оридаги тенглик-  
нинг унг гомон идя ги биринчи тур сирт интеграли .

(Э)
кур и ни ш га  келади.  Д е м ак ,

-- -р у-Згйх +  'г2йХйу =  +  У* +  ¿6)с13; •
(5) а щ

Энди (5) ф о р м у л а д а н  фойд ал ани б,  биринчи тур сирт  
интегралини хисоблаймиз:

а й ^  +  у3 +  =  ~а Й ^  +  У3 +  ( д/«2 — А" — / г ) ]  X
(5) (О)

X —,----а^ = -  йхйу = [[— х Л'-|/ — dxd.ii +
У * 2 - * 2 - /  $  д / ( / 2 - - Л-2 —  / / 2

+  ^ ( « 2 —  А'2 - ~  / / 2) ( /Л 7 /// ,  (16)
(О)

бунда  ¿) =  {(л:, г/)£/?2:л:2 +  г/2< а 2}. Бу  тенгликнинг  унг 
томонидаги  биринчи турган  икки к а р р а л и  интегрални 
х,исоблаш учун

х =  арсойф, ( / - - ар.чшф (0 < р <  1, 0 < ф <  2л)  

а л м а ш т и р и ш  б а ж а р а м и з .  Н а т и ж а д а
1 /  2л

\ /  2 л  2 л  \

^ р 4|   ̂ соэ3фй?ф+ ^ з т 3ф й ! ф | =  =  0
О \  О О /  V 1 —1>2

--а

2л

(чунки  ̂ С053фй?ф=  ̂ ЗШ3ф£/ф =  0 булади) .
о о

Энди (16) му но сабат даги  {^(а2 — х2 — у2) dxdy
* - {0) интегрални хисоблаимиз:



1 4лини —- а -я  га тенг  эканини топдик:
Ш у н д ай  к,илиб, б е р и л га н  и к кй н ч и  ту р  с и р т  и н т е гр а -

5$(3)
х2с1у(1г +  у‘2йгс1х +  г2йхс1у =  у  а 4я.

14- м и с  о л.  У ш б у

^ ¡ ( х ) й у й  2 +  £(у)йг(1х  +  Н(г)(1х<1у
(5)

ин т е г р а лн и  х и с о б л а н г ,  б у н д а  ( 5 )  си р т  ^

{(х,г/,2)6,/?3: 0 < : х < : а ,  0 ^ 2 ^ с}

п а р а л л е л е п и п е д н и н г  ташк,и сирти ,  / ,  g,  1г л а р  шу  си рт да  
а н и к л а н г а н  у з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р д и р .

Р а в ш а н к и ,

(5 )  =  ( 5 , ) - Ь ( 5 2)-1-(5з) +  (54)-4-(5б) +  ( 5 6)

б у н д а  ( 5 0 ,  ( 5г ) ,  ( 5 з ) ,  (54) ,  ( 5 б), ( 5 й ) л а р  п а р а л л е л е п и п е д ­
нинг т о м о н л а р и д и р :

(5, )=={(х,г/ ,2 )С^3: 0 ^ х ^ а ,  0 ^ г / ^ £ » ,  2 =  0},
(5 2) =  {(х,г/,2)£7?'! : 0 ^ х ^ а ,  0 ^ г / ^ 6 ,  2 =  с},
(5 3) =  {(х,г/,2)С/?3: 0 ^ л : ^ а ,  у =  0, 0 ^ 2 ^ с},
(5 4) =  {(х,г/,2)6/?3: 0 ^ х ^ а ,  у =  Ь, 0 ^ 2 ^ с},
(55) =  {(х,г/,2)£/?3: х  =  0, О ^ г / ^ б ,  0 < 2 < 1 с } ,
(5 6) =  { ( х , у , г ) С/?3: х =  а,  0 < г / ^ 6 ,  0 < 2 < с } .

Инт егр ал  хоссасига  кура

^ ¡ ( х ) й у й г  +  g ( y ) d z d x  +  Н{г) йхйу  =
(3)

-= .2 \ \ f{x )dydz-\-g (y )dzdxJ\Г h(z)dxdy
Н- Щ

ади. Бу тенгликнинг  унг томонидаги  сирт 
п гегпалларнп х и с облашд а ,  (5)),  (Яз), (5б) си рт лар  
буйича и н т е г р а л л а р  манф ий ишора  билан,  ($■£), (5 ^), 
(5б) с и р т л а р  буйич а  и н те г р а л л ар  эса  м усбат  ишора  билан 
олинишини эъ тиб ор га  оламнз .  Шунингдек ,  интегралнинг  
2°- хоссасидан ф о й д ал а н а м и з .  Н а т и ж а д а
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{[  f ( x ) d y d z  +  g ( y ) d z d x  +  h ( z) dx dy  =  \ \  h ( z) dx dy
(s.) AS,)

a /  I) \

'{ h{Q)dy Id x =  - h ( 0 )-ab,
О \  0

^  f (x )d y d z  +  g { y ) d z d x  +  h(z)dxdy  =  ^  h( z) dxdy  ■-
(S2j <S2>

=  \ J ^ h ( c ) d y ^ j d x  =  h(c) -ab  

б ÿ л a д и .  Х у д д и  ш ун г а  ÿxiuain

^  í ( x ) d y d z  +  g ( y ) d z d x  +  h(z )d xdy  =  — g{0)ac,

^  f (x )d y d z  +  g ( y ) d z d x  +  h {z )dy dx  =/g(b)ac ,
(S 4)

^  f (x )d y d z  +  g { y ) d z d x  h{ z )dydx  =  f(0)bc,  

^  f ( x ) d y d z - \ - g { y ) d z d x  +  h ( z ) d x d y  =  f{ci)bc ■.

(S,)

;(s,)

(s6) ... . ,_v. v=M.. .

б у л и ш и н и  т о п а м и з .  Д е м а к ,

-t g ( y ) d z d x  +  h(z )d xdy  =
(S)
7 ( a )  —/(0) , g(é) — g(0) i A(c) —A(0 ) ~l

a : b с J ' , •
Мисол sa  масалалар

24.  У ш б у

^y'2y 2z d x d y  
■ (S)

инт .егрални х и с о б л а н т ,  б у н д а  (S)  с и р т  x 2 T ÿ z r Z " -  
=  z 2 с ф е р а н и н г  z  =  0 т е к и с л и к д а н  п а с т д а  ж о й л а ш г а н  
К.ИСМИНИНГ уст  к и том он и.

25.  У ш б у

/ X= ^ \ x ¿d y d z ,  / 2 =  \^y'2d z d x  
(S) (S)

и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а н г ,  б у н д а  ( 5 )  с и р т  ( х — ,1)2 +  ( / / ~ -
— 1 )2 -+-( г  — Г)2 == 1 с ф е р а н и н г  т а ш к и  томони .
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26. Ушбу

^(1хс1у, / 2 =  ^гйхйу,  / 3 =  ^ г 2йхйу
(5) (5) (5)

ин тегра ллар н и хисобланг ,  бунда  (5 )  сирт

х2 о2 г 2
2  1 »2  • 9 а  Ь сг

эллипсоиднинг  ташк,и томони.
27 .  Ушбу

^2  йхйу  +  у<1хс1г — х2гйуйг
(5 )

ин тегрални хисобланг ,  бунда  ( 5 )  сирт 4х2 +  г/24 г 2 =  4 эл- 
липссоиднинг  биринчи окта нтда  ж о й л а ш г а н  кисмининг  
та шк и томони.

28. Ушбу

\ \(у2 +  г2)йуЛ г
(Я)

интегрални  хисобланг ,  бунда  (5 )  сирт х =  а2— у2—
— г2 пар аб олои дн ин г  Оуг  текислик а ж р а т г а н  кисмининг  
т а ш к и  томони.

29. Ушбу
^ гс1хс1у +  ус1хс1г +  2с1уй2

ин тегрални х,исобланг, бунда  (5 )  сирт
{(х,г/,2)С^?3: 0 ^ х ^  1, О ^ г / ^  1, 0^ 2^  1}

кубнинг т а ш к и  сирти.
30. Ушбу

х2 +  у2 +  3 г2)йхйу
(3)

интегрални хисобланг,  бунда (5)  сирт 2= д [х2-\-у2 тенг-
л а м а  би лан  б ер и л га н  сиртнинг  2 =  0, 2 =  2 т е ки слик лар  
ор аси д аги  ки смини нг  ташк,и томони.

31. Ушбу.  и  2 2 4\1(к+тУхау(5)
X2 и2

интегрални хисобланг ,  бунда  ( 5 )  сирт  2 =  4 — —----- ~

т е н г л ам а  би лан  б ер и лга н сиртнинг  2 =  0 текислик а ж р а т ­
ган кисмининг  ички (пас тки )  томони.
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^  (2х2 +  г/4 +  2*)<1ус1г 
(5)

32. Ушбу

интегрални хисобланг ,  бунда  ( 5 )  сирт  х =  уг ( у ^ 0, 2^  
> 0) сиртнинг (у2-\-г2)2 =  2Ь2уг  цилиндр а ж р а т г а н  
кисмининг  т а ш к и  томони.

33. Ушбу

й  а + ^ У х “ г

2 х2 г2
инте грални хисобланг ,  бунда  ( 5 )  сирт  у = Ь  —

сиртнинг.  у =  0 текислик а ж р а т г а н  кисмининг  ички 
кисми.

34. Ушбу
^  угйуйг  +  х гй гй х + хуйхйу  
(5 )

интегрални хисобланг ,  бунда  ( 5 )  сирт  тетр аэд р  сирти- 
нинг х =  0, у =  О, 2 =  0, х +  у~\-г =  а т ек и сл и к л ар  билан 
ч е г а р а л а н г а н  кисмининг  таш к и  томони.

3-§. СТОКС ХАВДА ОСТРОГРАДСКИЙ ФОРМУЛАЛАРИ

1. С т о к с  ф о р  м у л  а с и .  Стокс  формул аси сирт,; 
буйича олинган интеграл  би лан  шу сиртнинг ч егараси 
буйича олинган эгри чйзикли интег рални  богловчи 
ф орм улади р.

Ф азо да  икки томонли с и л л и к  ( 5 )  сирт  бери лга н 
булиб,  унинг чегараси д(8) эса б у ла к л и  — с ил лик  эгри 
чизикда н иборат  булсин.  ( 5 )  сиртда  Р(х,у,г), (^(х,у,г), 
Р(х,у,г) ф у н к ц и я л а р  ан и кл анг ан.  Бу  ф у н к ц и я л а р  ( 5 )  да 
узлуксиз  х а м д а  б ар ч а  ар г у м е н т ла р и  буйича узлуксиз  
хусусий х о с и л а л а р и г а  эга.  У холда  ушбу

ф  Р{х,у,г)с1х +  (¿ (х,у,г)йу  +  Р(х,у,г)(1г —
д ( Э )

(3)

+  < | 7 > 

ф ор м ул а  уринли булади.  О д а т д а  (17) Стокс  форм ула си 
дейилади.
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Хусусан,  ( 5 )  сирт  сиф а ти да  Оху  текисликдаги
(О) соха олинса,  унда 2 =  0 булиб,  (17) ф о р м у лад ан

ф Р(х,у)йх+<Э(х,у)с1у=§  — -др- \  (1х(1у.
ЩО) (О)

Грин ф о р м у лас и  келиб чикади.
Биринчи ва иккинчи тур сирт  и н те гр ал л ар и н и  узаро  

богловчи ф о р м у л а д а н  ф ойд ал ани б,  Стокс  фо рмуласини 
куйидагича  хам ёзиш мумкин:

ф  Р(х,у,г)с1х +  0(х,у,г)йу  +  Я(х,у,г)йг =
(̂5)

¡ ¡ ¡ [ (7 г -£ Н + (£ -# Н +
+ (1г1|г)с'кФ ' ('8)

(5)

1 5 -м и с о л . Ушбу

ф  ехс1х -\- г(х2 -\- у2)2 с1у у г3(1г

интегрални хисобланг, бунда К эгри чизик, 2=  л/х^ +  у2
сиртнинг  х  =  0, х  =  2 , у =  0, у =  1 т е к и с л и к л а р  билан 
кесишган ч и з и к л а р и д а н  т а ш к и л  топтан ёпик, чизикднр.  
Бу интегрални х и с о б л а ш д а  Стокс  ф о р м у л а с и д а н  фойда-  
лан ам и з .  Б ери лг ан  ин тег ра лда

3
Р =  ех, 0  =  г{х2 +  у2у ,  Я =  у г3

булиб,

^ = о ,  ~ - — 0,ду дг

/„2 | 72 9 О- З х г ^ Т ? ,  - < * Ч Л 7 . ^  =  0, ■ £ - * »

эканини топамиз .
(17) формулагч,  кура

ф  ех(1х +  г(х2 +  у2)2 йу  +  ут?(1г --
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_ _ _ _ _ _  3
=  ^ ( З х г д / х 2 +  г/2 — 0)йхс1у +  (г6 — (х2 -\- у2У) х  

(5)
X  dydz-\-{0 — 0)dzdx =  ^ З x z ^ J x ^ \ ^ 2dxdy +

(5)

+  [ (л 1 х 2 +  у 2У — (х 2 +  у 2) 2 \ d y d z  =  з Ц  х г  д / х 2 +  у'1 dxdy
(5)

булади,  бунда  ( 5 )  сирт  К  чизик, б и л ан  ч ег а р а л а н г а н  
конус сирт  ( г = д ¡х2-\-у2 ).

( 5 )  сиртнинг  Оху теки сл ик да ги  проекцияси 
( Д )  =  {(х,г/)еЯ2: 0 < х <  2, 0 < г / <  1}

булади.
Си рт  инте грали ( 5 )  сиртнинг пас тки  томони буйича 

ол инг ан лиг и с а б а б л и

3^ х 2д / ^  +  #2^ х ^ =  — З ^ х д / х ^ у 2 л / ^ + у 2 dxdy
(Я) (О)

булади.  Н а т и ж а д а

& exd x Jг z(x2Jr y1)'1d y Jr y z idz =  — 3 ^ х ( х 2 y2)dxdy=^
к (В)

1 2
— — 3 ^ (  \ ( х 3 +  ху2̂ у =  — 14.

о о
булади.

1 6 -м и с о л . Ушбу

ф (  у +  г)Фх +  (2 +  х Щ  +  (х +  у)Фг 
&

интегрални хисобланг ,  бунда  К ёпик, чизик
х  =  а&т21, у =  2а5т1со&, 2 =  ас оэ2/ 2л)

эл ли п сд ан  иборат.
Бу  интег рални  Стокс  ф о р м у л а с и д а н  ф о й д ал ан и б  

хисоблаймиз .
Р а в ш ан к и ,

Р =  у-\-г, 0  == 2 х, Я =  х-\-у
булиб,

д Р — 1 \ 1В-— 1 дР — 1
ду  ~~ <)2 —' ’ ах  ’ д г  ’ д х  ’ ду
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ф  (у +  г)йх  +  (г  +  х)йу +  (х +  у)йг  =
к

ЭД[(1 — 1)соэа  +  (1 — 1)со5р +  (1 — 1)соз7 ] й в = 0

б у л а д и . (18 ) ф о р м у л а г а  б и н о ан

(5 )

булади.
1 7 - м и с о л .  Ушбу

ф  уйх  +  гйу  +  хйг

интегрални хисобланг ,  бунда  К ёпик, чизик.

( х2 +  у2 +  г2 =  а2,
1 х - \ -у - \- г  — О

а й л а н а д а н  иборат  булиб,  йунали ши эса  соат  ст рел к асиг а  
кар ш ид ир .

Бу  интег рални  х и с о б л а ш д а  хам Стокс  формуласи-  
дан  ф о й д ал а н а м и з .  Б у  холда

Р  =  у ,  <3 =  2, Я  =  х
булиб,

дР дР _ п  — (\Ш —  1 д1̂ ~  1 П
''ду ’ 32 ’ 9л: ’ д г  ’ 9х  ’ <5*/ 

булади.
(18) ф о р м у л а д а н  ф о й д ал а н и б  топамиз:

ф(г/£/х +  2Йг/ +  Ы 2) =  ^  — ^ “ ) с о з а  +
«■ (5 )

- ^ (сова - ) -  соэ|3 +  сов'уУз.
(5)

Бу ерда  ( 5 )  сирт  х - \ -у - \-г  — 0 текислн книн г  бери лга н 
а й л а н а  билан ч е г а р а л а н г а н  к,исми.

Энди х - \-у - \-г  =  0 т екислик т е н г л ам а с и н и  нормал 
холга  келтириб,

С0 5а= ^ 3 ’ С03Р = ^ 5 ’ с о ^  =  ^ 5

булишини аник,лаймиз.  Н а т и ж а д а
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ф уйх  +  гс!у +  хйг = ----- 7д !
(5)

були ши келиб чикади.
Рав'шанки,

^ < ¿ 5  "== ка2.
(5)

Д е м а к ,

ф /д /л -  4 -  гс!у - I-  хс!г = ------^=-ла2 =  —  д /3  - я а 2

2 . О с т р о  г р а д с к и й  ф о р м у л а с и .  Фа зод а ,  паст-  
д ан  2 ==ф1(х,г/) т е и г л ам а  бил ан а н и к л а н г а н  с ил лик  
( 5 ^  сирт  билан,  ю к ор и дан  г  = - (| :;(л:,/./)(ч ¡(х ,у )^  - 
=^Ф2(х,у) т е н г л а м а  ё р д а м и д а  а н и к л а н г а н  с и л л и к  № )  
сирт  билан,  ён то м о н л а р и д ан  эса  ясовчи лари Ог укига  
п а р а л л е л  б улган  ци ли нд рик  (5з)  сирт  би лан  че гара -  
л а н г а н  (У)  сох,ани (ж и смн и )  к а р а й л и к .  (У)  да Я(х,у,г) 
функц ия а н и к л а н г а н  ва узл укс и з  булиб,  (У) д а  узлуксиз

дЦ(х,у,г)
дг

хусусий хо сил ага  эга булсин.  У холда

Щ  д^ ^ ’— йхйуйг== х̂(х ,у ,г )с1хйу  (19)
(V) ■ (5)

була ди ,  бунда  (5 )  сирт  ( 1/ )  ж и смн и  у р а б  турувчи сирт.
Худди шунга  ух ш аш  (V)  ж и см  х а м д а  Р(х,у,г), 

()(х,у,г) ф у н к ц и я л а р  теги шл и ш а р т л а р н и  ка н о а тл а н т и р -  
ганда

д()(х,у,г)

(V)
ду

-(1х(1у(1г =

=  \^Р(х,у,г)йхй2) (20)
(5)

4хйуйг= = у^(х ,у ,г )ёхйг  (21)

(5)
д()(х,у,2 )

ду
( V )  (5)

ф о р м у л а л а р  уринли булади.
Айтайлик,  ( V ) ж и см  юк ор ид аги  (19), (20), (21) 

ф о р м у л а л а р н и  уринли бул и ш и да  куй илг ан ш ар т н и  ба- 
ж а р г а н  булиб,  унда  Р(х,у,г), (¿(х,у,г), Р(х,у,г) ф у н к ц и я л а р
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дР  , д(Э 1 м \
д х  ду ^  д г  )

. . . .  д Р  дС) д Я
( V) да  у злу кси з  ва  (V)  да  узл ук си з  — , — , хусу-

сий х о с и л а л а р г а  эга булсин.  У холда

й :(Ю
=  ^Р(х,у,г)йу(1г-\-(3(х,у,г)д,г(1х+Р(х,у,г)йх(1у (22)

(Я)

булади.  Буни О с трогр адски й  ф о р м у ла с и  дейилади.
Биринчи ва иккинчи тур сирт  ин те гр а л л ар и н и  уза ро  

богловчн ф о р м у л а д а н  ф ой дал ан и б,  Ос тро гр адски й фор- 
1 мул а сини к у й и д аги ча  хам  ёзиш мумкин:

(V)

^ ¡ Р ( Х , //,2)005« +  Р(х,у,г)С0$у}(18 (23)
(5 )

1 8 -м и с о л . У шоу •
^Щ ^куйг +  Ау*йх<1%— 6г*йх$у
(5)

интегрални хисобланг ,  бунда  ( 5 )  сирт  х2-\-у2 =  а“ ци-
I  лин дрнинг  2 — 0, г =  к т е к н с л и к л а р  о р аси д аги  кисми'нинг 

гул и к сир тид ан ибора т  (28- чизма) .
Б е р и л г а н  ин тег рални  х и с о б л а ш д а  Остроград ск и й 

! ф о р м у л а с и д а н  ф о й д ал а н а м и з .  Бу  интеграл  учун
Р  =  4 х 3, • -  •}//". /? = =  - б 2 4

\ булиб,

У - = \ 2 х \  =  4 ^ = - 2 4 2 3
дх  дц дг

эканли гин и топамиз . ,
(22) ф о р м у ла  га ку ра

Ах'(1ус1г +  А у ’й г й х —  6 г*с1хс1у =
Щ , :

— 12^  (х2 +  у2 — 2г 3)й1хйуйг 
(Ю

булади,  бунда

(У) =  {(х,у,г)£Р3:х2-\-у2 =  а2, 0< 2< /г } .

Кейинги тен гл и кд аги  уч к а р р а л и  интегрални  хисоблай-  
миз.
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28- чизма.

Р а в ш а н к и ,

12 ^ (  х2 +  у 2 — 2г3 )(1хс1у4г-=
(V)

ЭД £  +  — 2г3)йг ~| с1хс1у =  

=  12^ [ ( х 2 +  у2)Н— \ ] ^ х й у ,

бунда
(£>) =  {(*,#) € Я2: *2 +  У2 <  ° 2}-

Агар узгарувчиларни
х == рсоэф, г/ =  р э т ф  ( О ^ р ^ а ,  0 ^ ф ^ ' 2 я )

деб  алмаштирсак, унда

12 Ц [ ( х2 +  у 2)к -  \ \ d x d y  =

О |_ О
булишини топамиз. Демак,

^ 4  хлй у й г  +  Ау’йг й х  —  6 г* йх йу  =  6 я а 2/г(а2 — /г3).
(5)
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^ х 2йуй г +  у2йгйх  +  г2йхйу
(5 )

интегрални х,исобланг, бунда  (Б) сирт

{(х,у,г)£Яй' - 0 ^ х ^ а ,  О ^ у ^ а ,

кубнинг т а ш к и  томони. Бу  интегрални О строград ски й 
формуласи бил ан т а к к о с л а б

Р =  ..V", <?... у ’. Я - г '
булишини топамиз .

Р а в ш ан к и ,

1 9 -м и с о л . У ш бу

1 ^ _ о г 10_  
дх ’ ди -2у,  ^  =  2г.

Остр оград ски й ф ор м у ла с и га  кура:

^ х 2йуйг  +  у2с1гйх +  г2йх<1у =
(5 )

=  2^ Г х  +  у  +  г)йх(1уйг.
(V)

Энди ( V) — ((.V,//,.?)( # ' : ( ) < :  а - 0 ^ 2^  
эканини эът иб орг а  олиб,  уч к а р р а л и  интегрални 

х,исоблаймиз:

2^ ( х  +  у +  г)й1хйус1г — 2  ̂с1х  ̂йу   ̂(х  +  у +  г)йг -
0 0 ■ • о

° “ Г 2 1
( х  +  у ) а + “2 \ й у=  2

о о

а2х  I " +  “ \(1х - За4.

Д е м а к ,

^ х 2йуйг  +  у2<1гс1х +  г2йхйу  == За4.
( 5 ),

2 0 - м  и Со л .  Ф а з о д а г и  (V)  ж и смн ин г  х,ажми

V — .'5 ^ ( х с о э а - ( -  г/сое(3 +  гсоъу)с18 
(5)

373



булишини исботланг,  бунда  (S )  сирт  (К)  жи сми и ураб  
ту р га н  сирт,  cosa,  cos|3, C0S7 л а р  (S)  сирт та шк и 
нор ма лин ин г  йуналтир увч и косинуслари.

О стр о гр ад ск и й  ф ор м ул ас ин ин г  (23) куринишидан 
ф о й д ал а н и б  топамиз:

(xcosa+ í/cosp +  zcosy)ds =  Щ +
(S)  (V)

_|_ .-JL _|_ y-^ d x d yd z  =  dxdydz.
(V)

М а ъ л у м к и ,

^  d x d y d z =  V 
(v)

булади.  Шуни э ътиб ор га  олиб,  юкоридаги  тен гл ик дан

У =  ( x c o s a + z / c o s p  +  zcosY)í/s
(S)

булишин/i  топамиз .

Мисол ва масалалар

Стокс ф о р м у ла с и д а н  ф ой д ал ан и б ,  куй идаги  эгри ' 
чизикли и н те г р а л л ар н и  сирт  и н те г р а л л ар и  о р к а л и  I 
ифодаланг :

35. ф ydx +  zdy -\- xdz.
к

36. ^ x 2y id x - \ -d y Jrd z .
к

37. ф (г/2 +  z2)dx +  (x2 +  z2)dy +  (x2 +  y2)dz.
К

38.  ф ( ^ 2 —  y z ) d x - \ - { y i  —  zx)dy-\-(z2 —  xy)dz.
_Л'

39. Ушбу Р =  х2у3, Q — l, R =  z  ф у н к ц и я л а р  учун 
Стокс ф орм ула си (17) н и нг  уринли булишини т е к ш и *  
ринг,  бунда  К эгри чи зи к  х2 +  у2 +  а2, 2 =  0 а й л а н а д а н  j 
иборат  булиб,  (S)  сирт  эса  х2 +  у2 +  z2 =  а2, 2 > 0 я р и м !  
сф ер ан ин г  устки томони.
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40. Ушбу Р — у, Q =  z, R =  x  ф у н к ц и я л а р  учуй Стокс 
формул аси (17) нинг уринли були ши ни текширинг,  
бунда  k эгри  чизик,

x =  acos2t, г/ =  а д /2 s in /cos / ,  z =  a s i n 2/ (0 =SCi<n)

а й л ан а  булиб,  (S) сирт  эса  шу а й л а н а  би лан  ч ег а р а л а н г а н
доирадир.

Стокс  ф о р м у ла с и д а н  фой д ал ани б,  куй идаги  эгри 
ч и з и м и  ин те гр ал л ар н и  хисобланг :

41.  ф  (y-\-z)dx-\-(z-\-x)dy-\-(x-\-y)dz,  бунда  К эгри 
к

чизик, ушбу х2 +  у2 +  z2 =  a2, x - \ -y - \- z  =  0 а й л а н а д а н  
иборат.

42. ф (у — z)dx-\-{z  — x)dy-\~(x  — y)dz, бунда  К эгри 
к

чизик х2 +  у2 =  а2, +  у  = 1  ( а > 0, с > 0) эл лип сд ан 
иборат.

43. ф xdx +  (x-\-y)dy +  (x +  y-\-z)dz,  бунда  К ушбу х  =  
к

=  as in / ,  y  =  acost, г  — a ( s i n i  +  cost) ( O ^ i ^  2л)  эгри 
ч из ив д ан  иборат.

О с трогр адски й  ф о р м у л а с и д а н  фойд ал ани б,  куйида- 
ги сирт и н те г р а л л ар и н и  уч к а р р а л и  интеграл  о р ка ли 
и ф о д ал а н г  (S  сирт  (К )  жисмни у р а б  турувчи сирт).

44.. ^  x y d x d y y z d y d z - { - z x d z d x .  
(S)

^  x2dydz  +  y2dzdx  +  z2dxdy. 
(S)

• f i

(S)

45.
(S')

46 ., xc o sa  +  j/cosp +  zcosY ^

л / ^ + г /5
Ост рогр адски й ф о р м у л а с и д а н  ф ой д ал ан и б,  к у й и д а ­

ги сирт  и н те г р а л л ар н и  хисобланг :

47- й xdydz-\-ydzdx-\-zdxdy ,  бунда  (S)  сирт
(S)

2 2 9х - у - z .—7Г +  ~ir~\----7T=  1 эллип сои днинг  ташк,и томони.
or Ьг с

x2dydz-\-y2d zdx -\-z2dxdy, бунда  (S)  сирт
(S)
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{(х,у,2 ) £Я3:0 ^ . х ^ а ,  О ^ у ^ а ,  О ^ г ^ а }  куб сиртининг  
ички томони.

49- й х ‘ауйг-\-у3йгйх-\-23йхйу, бунда  (5 )  сирт  ушбу
(3)

*2 +  У2 +  22 =  г2 сф ер ан ин г  т а ш к и  томони.

5° .  55 х2йуйг-\-у2йгйх-\-г2йхс1у, бунда  ( 5 )  сирт  уш бу
(3)

2 2 2

— 2у  =  0 конус тула  сиртининг  т а ш к и
а а Ь

томони.

XX б о б  

ФУРЬЕ К Д Т О РЛ А РИ

1-§. ФУРЬЕ К.АТОРИ ТУШУНЧАСИ

/ (х)  ф ункц ия [ — я,  я]  да  бер и лга н ва шу о р а л и к д а  
ин те гра ллан ув чи  булсин. Р а в ш а н к и ,

/ ( х ) - с о &пх, / (х)-?>тпх (п = 1,2, 3, ...) ф у н к ц и я л а р  хам  
[ — я,  я]  да  интег ра ллан ув чи  була ди .  Куй идаги  белги- 
л а ш л а р н и  киритамиз:

Я

а0 =  ~  5 Я х ) ^ >
— я

л

а я =  —  ̂ Кх)соъпхйх, ( п =  1,2,3,...),
— Л

Л

Ьп =  ~  Ц ¡{х)-ъ\ппхйх, ( п — 1,2,3,...). ( 1)

1 -т а ъ  р и ф . Ушб^

I е 
2

а0 “
~^~+  2  (апс.о&пх-\-Ьп&\ппх) (2)

П= 1

функционал к,атор [ — я,  я ]  да берилган  / (х )  фунщиянинг  
Фурье к,атори дейилади. ао, « ь  Ь\, а% ¿2, ... , ап, Ьп, ... 
сонлар / (х)  фунщиянинг Фурье коэффициентлари дейи­
лади.
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(1) к.атор / (х)  ф ун кциян инг  Фурье  к.атори булиши 
куйидагича  ёзилади:

а0 -
Д л:) ~ ^ +  2  (апсоъпх-\-Ьп&\ппх)

П= 1

Агар / (х)  ж у ф т  функц ия булса ,  у х,олда унинг Фурье  
коэффиц иентл ари

Л
2 Гап= — \ / ( х ) - с о ъпхйх, (« =  0, 1,2,...)

о

Ь„ =  0 ( « = 1 , 2 ,  3, ...) 

булиб, Фурье  к,атори эса

а0
/ ( х ) —•——(- 2  ап-со$пх

П= 1

булади.
А га р  / (х)  ток. функц ия булса ,  у х олда  унинг Фурье 

к оэ ффи циент лари
а„ =  0 (« =  0, 1, 2, ...)

Л

Ьп =  -~   ̂ ¡(х)$,'тпхс1х («=1,2 , . . . )
-о

булиб,  Фурье  ка то р и  эса
оо

/ ( х ) ~  2  ¿»„-эт/гх
И=1

булади.
Энди / (х)  ф ун кц ия  [ — /, /] да  ( / > 0 )  б ер и лга н ва шу 

о р а л и к д а  и н те граллан увчи  булсин.  К у йи да гич а  белги- 
л а ш л а р н и  киритамиз:

I
а „ = у   ̂ / ( х ) с о з - у  хй?х (« =  0, 1,2,...)

—I
I

Ьп =  у   ̂ / (х)БШ-у-х£/х ( « =  1,2,3,...)
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2 -т а ъ р и ф . Уигбу
ооа0 , XI /  ПЛ . . . пп \— +  2  [апс05— х +  Ьп&т— х}

п= 1

функционал к,атор \ — /, /] да берилган  / (х ) функциянинг 
Фурье к,атори дейилади. ао, а \, Ь\, а%, ¿2, , ап, Ьп, ... 
сонл ар  Фурье коэффициентлари дейилади.

~ (2) ка то р  / (х)  функ ц ия ни нг  Фурье  катори булиши 
к у й ид аги ча  ёзилади:

оо

/ ( х ) — - - +  £  ( « „ с о э ^ х  +  ^ з т - ^ х )  .
П= 1

1 -м и с о л . Ушбу

/ (х)  — еах ( — л ^ х ^ я ,  а = 0)

функ ц ия ни нг  Фурье  к,аторини тузинг.
Юк,орида кел тир ил га н (1) ф о р м у л а д а н  фо й д ал а-  

ниб, бу функ ц ия ни нг  Фурье  ко э фф иц ие нт лари ни  топамиз:
Л

а0= —  ̂ еахс1х =  -^-(еал — е~ал) =  ~ -зИал,л и  ал ал
— л

л
1 Г „х 1 1 а-соъпх-А -път пх  а  =  — \ еах-со$пхс1х =  -:------------ г—Цг-------е \ =
Л -1 "  а  +  л 1 - я

—  Л

=  ( -  1 Г 22а у  вИал, (п=  1,2,3,...)
я (а  +  л )

Ьа =  ±- ( е ^ т п х й х = - Х- - а<тпх- п™*пх - И "  =
Л •) Л а  +  л  1 - я

—  Л

=  ( - 1 )" - 1------^ ^ з И а л  (я  =  1,2,3,...)
л(а + л  )

Унда  б ер и лга н ф унк ц ия ни нг  Фурье  катори
а0 “

еах ~  - х - +  2. ( а„соз«х +  Ьп$,тпх) =
п—1

=  £ ^ ^ . ( а с о з « х - п 51г т х ^

булади.
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жу ф т  функ ц ия ни нг  Фурье  ка торин и ёзинг.
Ю к о р и д а г и  (1) ф о р м у л а л а р д а н  фойд ал ани б,  бе- 

рилган  ф у н к ц и я н и н г Ф у р ь е  ко э фф иц ие нт лари ни  топамиз:

• 2 а 0 =и тг

г ‘У  .> 2 Г о , 2 о sín/tóc
\ М х  -  з я ,а-„ =. ---) xkosnxdx  =  л X п
- :t . : о ' ‘ ! :

- ± - \  xsinnxdx  =  -  ¿  [ ( - С° Г ’ ) lo +
о

л

+  jj cosnxdx = ( - 1 ) Ц  (« =  1,2,3,...)

Д е м а к ,  / (х)  =  х2 функц иян инг  Фурье  кат ори
• 2 : ОО- • , ;■ : Л ■ ' ’ . ’ :

Л. 1- 2  ( - 1 ) "  COSH.V
. . . .  , .. . . П== 1 ' ' ; : -

"булади.
3 - м и с о  л . Ущ.бу , •

f ( x ) = x

фу нкц иян ин г  Фурье  кат орини ёзинг.  ¡
( 1) ф о р м у л а л а р д а н  ф ои дал ай й б,  берил'га.п ф у н к ц и я ­

нинг Фу рье  к о э фф иц ие нт ларин и то п а м и з : ;
Г- -Г л- - • : ■. .; ■ : ■■■ - ~

2 Г 2Ь„ — \ х  s in  n x d x ^  — ’ х  eos пх
Л  J  ‘ П К

. ¿ л: . .• 0 , , ........ ]
”” ] л 5 ' ..ч
+  — 'i eos  n x d x = — — co s  «n; =  ( — l ) n+l 2- (ri=  1, 2, ...)

n n  J n  ; . n.

Д е м а к ,  f{x) =  x  функц иян инг  Фурье  ка тори ¿ 

x ~  2  ( — 1)"+ -V- s in  nx
■ < ■"■■■- ' n---l - ”

-  булади.  : ;
4- м и c¡ о л. Ушбу . ‘ :■ щ ..

: f (x) =  ex ( — 1 С  ,V<. i )
функ ц ия ни нг  Фурье  кат орини ёзинг.  х-Ь



(3 ) ф о р м у л а л а р д а н  ф ойд ал ани б,  берилган ф у н к ц и я ­
нинг Фурье  ко э фф иц ие нт лари ни  топамиз.  Равиланки,  бу 
^ол да  / =  1.

:йх =  е — е ',

, п п  81* П П П Х  - \ -  СОБ П Л Х  

"21.2. 11 ^ п глг
—  1 

е — е~~~Г—г ?~‘ (е‘ с05 « л  — е ‘сое пл) =  ( — 1)"-------т-----
! + Л 2 • 1 + "2"2

БШПЛХ— ПЛСОБПЛХ г
----------------------------- ;-------------— »------- р л¿2 „2 с

1 +  л2л-2

! ¡ -« V

(б'ЛЛС08 «Я -Ь е ~  '«Л  С05 « л ).

я л  соэ пл , . |
- ~ - Г Т < е  -<?)-

1 -{- /2 Л

=  ( — 1) " 1 ■ ----—~ ПЛ ( « = = 1, 2, 3 , . . . )
\П + 1 е — &

' 1+ ; А 2 ‘

Д е м а к ,  1'(х)г=г-ех фу нк ц ия ни нг  1< х <  1) Фурье  
катори

е  со
е —г е — 1

+ ( е  — е ¿ . Г ( - ■ ) "
Ъ + п \ 2

соз ;« л х  +

( - 1)\п  + 1
I + п 2я2

-«я  в т  плх

булади.
5- м и с о л. Ушбу

1—х, а г ар  — л ^ х «2 0 булса,  

у х 2, а гар  0 < х ^ я  булса.

ф ун кц ия ни нг  Фурье кат орин и ёзинг.
Бу  ф ункц иян инг  Фурье  к,аторини ёзиш учун, а в в а л о  

унипг  Фурье  ко э фф ициен тл арини  (1) ф о р м у л а л а р д а н  
ф о й д а л а н и б  топам из:

ЗЙО



*0 =  ̂  \ f ( x ) d x = ±  5 ( - x )dx +  ± \ x~ d x  =  | - л ,
— Л —л 0

л Г °
а „ =  ”  ̂ ¡(x)cos nxdx =  А   ̂ — xcos, nxdx-\-

— л L — л

+   ̂ 7^ cos nxdx
О J

-cos nxdx  I =  —— Ц  .— —

[о
 ̂ — x s i n  nxdx-\-

—  Л

+   ̂ x-  sin nxdx
o J J

_  2[( — \ )n — 1 ]
2 3 я  n

К а р а л а ё т г а н  функциян ин г  Фурье ка тори  куй ид аги ча
булади:

оо [—
5 , v i 3'!-1)"-1 , 2(( — 1)"— 1) . / ( х ) ~  | 2 я  Ь 2 j ¿-------cos  — - - s i n  пх

6- м и  с о л .  [ — я ,  л ] ’ да бер и л га н  ва шу о р а л и в д а  
и н те граллан ув чи  f(x) функц ия Фурье  катори

O.Q 00
/(л:) — к—h 2  (a„cos nx-\-bn s in  пх)

n=\
НИНГ КИСМИЙ йигиндиси

Tn(f', x ) = T n( x ) = - ~ - +  2  (ak cos kx +  bk sin kx)
*=•

учун
t —  X

л sin (2 /z - f -1)-

s in -

тенглик уринли булишини курсатинг.
Б е р и л г а н  функц ия Фурье  каторин инг  кисмий 

йигиндиси
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О ’ х. ̂
Trkî'y х ) ==“2_ + .  2  (akcos kx-\- bks\n kx)

k—i

ни олиб,  ундаги a0, ak, bk ( k = \ ,  2, ...) л а р н и н г  урнига  
ул ар н и н г  иф од ал ари

«о =  ' S í(t)dt,
— ît 1 '• f ¿|

л

ak = ~  5 / ( O c° s  ktdt, ( k =  1, 2, 3, ...)
— Л ’ '■ ' \ / -• ,i 

Л

bk =  ~  ¡j / ( / ) s in  ktdt, (k = 1, 2, 3, ...)
— л

ни к/уйиб топам из:

'/’„(/i =  i / ( 7 Ш  j 2  "■ ^ / ( / ) | cos  k t - сои kx-\
k==i

■ 1 !- s in /г/- s in  kx]d t=  \ f(t)clt-}^ '
— ñ , , i

,  ■■ ,  Я  .

+  2  1 Г  / ( / ) cos /г(/ — x)dt =  — ( /(7)
Л J 7: : . .. • ¿ v : 3X J

dt.

kW l - J ,
:t +

/ Ш- Я;Й'!НД« i■,Vi

Р а в ш ан к и ,

* +  2  c o s /гг/=  2. sin |  *- +  2 cos &г/”| • -S!—
*m i. ■■ L  *;=> J  2 :s i h

2sint

• V У 
sm “2 +  2  / s i n

1

2 sin-

V  siii(A’ T W
"■ ; " ' 4** * ••• • ■" • ■' ‘ ; . У -•

•S ÍI l (V |  //.
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Кейинги тенгликда y  =  t —  x  дейилса, у холда ушбу

2  сов к(1— х) =
51п(2« 4-  Г)- '  2 '■

муно сабат га  эга буламиз .  Н а т и ж а д а  исб отланиши лозим 
булган

тенг лик к а  келамиз .
О д а т д а  (4) тенгликнинг  унг  томонидаги  интегра.л 

¡(х) ф ункц иян инг  Д и р и х л е  и н тег ралй  дейилади.

2-§. ФУРЬЕ К.АТОРИНИНГ ЯК.ИНЛАШУВЧИЛИГИ

Фурье като рин ин г  як ,инлашувчилигини и фодалай-  
диган  т е о р ем а л а р н и  к е л т и р и ш д а н  а в в а л  функц иян инг  
б у л а к л и - ди ф ф е р е н ц и а л ла н у в чи  тушун час ин и эс лати б  
утамиз.

[а, Ь] оралнк н и

б у л а к л а р г а  а ж р а т и ш  мумкин б улсак и,  х а р  бир (ак, ак + \) 
да  (й =  0, 1, 2, я — 1) ¡(х) ф ункц ия д и ф ф е р е н ц и а л л а -  
нувчи булса  х а м д а  х =  ак н у к т а л а р д а  чекли унг 
Г(ак +  0) (& =  0, 1, 2, п — 1) ва чап  ['(ак — 0) (к =  1, 2, 
п) х о с и л а л а р г а  эга  булса ,  у хо лда  ¡(х) ф ункц ия [а, Ь] да  
бу ла к л и - д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  дей илади.

1- т е о р е м  а . 2л  даврли / ( х )  функция [ — я, я]оралиц-  
да  булакли-дифференциалланувчи бул са ,  у холда  бу 
функциянинг Фурье кдтори

[а, Ъ]=[ао, « 1] и [ « ь  «а |11 ••• [Л«« ь ап\ 
(а0 =  а, ап =  Ь)

бу ла д и га н  ш унд ай
[ ао, а\ 1, 
Е а и а2 ],

[а„_ ь ап\
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aQ л
~2~ +  2  (a„cos t ix - \ -bn sin nx)

n — I

f — я,  я )  д а  як.инлашувчи бул и б , х £ (  — я , п )  да  

/ ( * + 0 ) + / ( * —0) _ _ао 2  ^ c o s  nx-\-b„  sin п х)  б у л а д и .
2  2  n . - I

л с = ± я  бул ганда  f ( x )  функция Фурье кдторининг 
йигиндиси

у  ( Я - я  +  0 ) + / ( л - 0 ) ]
га тенг бул ади .

2- т е о р е м а. Агар 2 я  даврли f ( x )  функция [ — я ,  я]  да  
у з л у к с и з ,  б у л а к л и - д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  ва  
}(  — я )  =  / ( я )  булса , бу функциянинг Фурье к,атори [ — я,  
я]  да  я^инлашувчи булиб,

а0 00
¡ ( х ) = —- +  2  ( а п cos nx +  bn sin пх)

п =  1

бул ади .
Бу х,олда f(x)  ф ун кция Фурье  к,аторига ёйи лади 

дейилади.
7- м и с о л. [ — я ,  я]  д а  б ер и лга н ушбу

{ 1, а г а р  — я ^ х с О  булса,
— 1, а г а р  0 ^ х < я  булса

2 я  д а в р л и  функцияни Фурье  к,аторига ёйинг.
Б е р и л г а н  функц ия к ж о р и д а  кел ти рил ган 1 - тео рема-  

нинг ш ар т л а р и н и  к а н о а т л а н т и р а д и .  Б и ноб ари н,  бу 
функция Фурье  к,аторига ёйилади.  Бу  ёйи лмани  топиш 
учун f(x)  функц иян инг  Фурье  кат орин и тузамиз:

л  0  л

«o =  :~  ̂ f ( x)dx=  ̂ dx-\- — \)dx =  Q,
—  Л  —  Л  0

л  0

ап =  — \ / (x)cos n x d x = — \ cos nxdx-\-
■ JC к) J

—  л  — л

л

+  — cosnx)dx  =  0 ( « = 1 , 2 , 3 , . . . )

— bn— ~  jj /(jc)sin n x d x — ~   ̂ s in nxdx-\-
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+  — \(- — sin n x )d x = — .[( — 1)" — 1], ( n =  1, 2, 3, ...)
1 Я  J '  « Я

o

Д е м а к ,
an— O, n =  0, 1, 2, ... 
¿>2n =  0, « =  1, 2, 3, ... 

i ___  4
b i n - i —  —  ( 2 n — 1 ) - л  ¡

Б а р ч а  x £ (  — л, л), х ф О  н у к т а л а р д а

. 4 y  s in (2 / j— \)х
' (Х)== “  л ^

л = 1
2rt— i

булади.
х =  0 ну к та д а  бери лга н функ ц ия ни нг  Фурье  кат ори  

йигиндиси
/( —0) +  Я + 0) =  ! + ( - ■ ! )  =  л 

2 2

га тенг.
х = — л,  х =  л  н у к т а л а р д а  ка тор  йигиндиси мос 

р а в и ш да
Я —я  — 0 ) +  / ( —я  +  О) _  ^

2
/ ( я  — 0 ) +  / ( я  +  0 ) 0

2

булади.
8- м и с о л. Ушбу

f (x) =  cosax  (0 < а < 1)

функцияни Фурье  к а тор иг а  ёйинг.
Бу  функ ц ия ни нг  Фурье  ко э фф иц ие нт лари ни  х,исоб- 

лаймиз:
Л

2 Г , г* sin  апап = — \ c o s  axax =  z   — ,
и я  J ап

о
Л  ^ Л

^co s  а х • cos nxdx =  - - ^ [ c o s  (а  +  «)х +2
’а " = я „о О

, . , , . . „  2а  в т а я4- c o s  (а  — п)х\ а х  =  ( — 1) ~ — - —
а — л  л
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(71= 1, 2, 3, ...) 
b„ =  О ( « =  1, 2, ...).

Д е м а к ,  бер и лган  ф ун кциян инг  Фурье  кат ори
оо

s in a ji . 2а  sin  а п  v i  ( — 1)"
cos а х ~ ---------- --------------- ¿л *— hr cos rixап л  — я2

n =  i

булади.  К, аралаётган  функц ия 2- теореман инг  ш ар т л а р и -  
ни б а ж а р а д и .  Шунинг  учун f (x) =  cos ах  функция Фурье  
к а т о р и г а  ёйилади:

оо
sin а л  . 2а  sin  а л  х 1 ( — 1)"cos ах = -----------1-------------- 2 j -h— V e o s  пхan  п  а2 —

п =  1

Агар кейинги тенгл икд а  х =  0 дейилс а ,  унда

-  +  2 а л  а

булиб,  ушбу

ОО —I

. а ~ п п — 1 _1

sin а я  а
п =  1

оо

? 2 ( - 1 Г ( ^ - + + г )

тенглик х,осил булади.

Мисол ва масалалар

( — л,  я )  да  бер и лган  куйидаги  ф у н к ц и я л а р н и н г  
Фурье  к а т о р л а р и н и  тузинг:

1. f(x) =  2x-\-3. 4. / (х) =  х +  х2.
2. /  (x)  =  sin x +  s in  2х. 5. /  (х) =  | eos х \ .
3. f ( x ) = \ x |.

( — 1, 1) о р а л и к д а  б ер и лга н куй ид аги  ф у н к ц и я ­
л а р н и н г  Фурье  к а т о р л а р и н и  ёзинг:

6. f ( x )  =  x2.
7. / ( х ) = | 2 х | .

{— 1, а г а р  — 1^ х < 0  булса ,
1, а г а р  0 < х < 1  булса.

9. / ( х )  =  х4.
10. /  (х) =  е2х.

386

8. / ( * )  =



Куй идаги ф у н к ц и я л а р н и  к у р сати л ган  о р а л и к л а р д а  
Фурье к ,аторларига  ёйинг:

I I .  / ( х )  = - 2 0 < х < 2 я .

12. / ( х )  =  я 2 — х2, —  л < . х < л :  ■
13. / ( x )  =  sin ах, — я < 1 х < я ,  afcZ.
14. / ( x )  =  s h a x ,  —  я < х < я .
15. / ' (х) =  х sin х, — я < х < я .

Ку йи даги  ф у н к ц и я л а р н и  Фурье  к а т о р л а р и г а  ёйинг:,
16. /  (x) =  sgn(cos  х)

О, а гар  — п С х С О  булса,
х, а гар  0 < : х < я  булса.

{х, а гар  — я ^ х < 0  булса,  
я, агар  0<

17. / ( х )  =

18. / ( х )  =

19. / ( X ) -

20. / ( х ) = >

; х < я  булса.
| OI 11 л
j 0, а 
12, а

21. Дх )  =

22. / (х)  =

s i n x i  -
агар  — 2 - < х < 0  булса,
а гар  0 < х < 2  булса.  

х, агар  — я < ! х < ;  0 булса,

^(я — х), а г а р  0 < х ^ я  булса.

— а гар  — я ^ х ^  0 булса ,

К 1 ш а г а р  0 ^ х  =
i-.': • н л ц а Э

!я  булса.

Ф у н к ц и ял а р н и н г  Фурье  катбрлГардай ё й и л м а л а р й М Й  
фойдаланиб,;  куй ида ni те  н г л и кл а р н и р  г урин л и бул ш п и ­
ни курсатинг.

( - 1)'a+ i Л

12;П — 1
(К  у р с а т м а, / (х)  =  х2 ф ункцияни  | — я ,  я]  да  ф у р ь е  

к а ториг а  ёйинг,  сунг х =  0 деб  олинг).



27. 2
П— 1 

о о

28. 2
я = 1

оо

29. 2
/г —.1 

оо

30. 2

1 я 2 i

« 2 ~  6  '

( _ ! ) « + >
ч

п 2 +  1 2 \

3 —( — 1)” 7

п2

1

12

л 2

(2/г— I )2 8  '

sh г)-

-я

( - I f  и  л - 2

4/И 4 '



Ж А В О Б Л А Р

XII  б о б

Куп узгарувчили функциялар, 
уларнинг лимити ва узлуксизлигй

1°. (Y  - у Y II . ( 27 , -  12. (1. 1). 13. (3; 4). 14. (11,

1). 15. (1, 1). 16. (1, 1). 17. (о ,  J.  18. (О, 0). 19. (О, 0). 20. (1,

2). 21. R 2\ { ( х ,  y):x~j~y =  0}. 22. ÿ =  — х  чизик нукталари  ва бу чизикдан 
юкорида ж ойлаш ган барча нукталар туплами. 23. Текисликнинг биринчи 
чоракдаги барча  нукталари туплам и. 24. Текисликнинг иккийчи 
чоракдаги  нукталари  тÿплaми. 25. {(х , у):х~ \  у'2^ .  1}. 26. {(х, у):х2 -\- у 2

9}. 27. 2 Ы ^ х < ^ ( 2 к - \ -  1)я, агар  у ^ О  булса (2£ +  1 ) n ^ x ^ ( 2 k  +  
+  2)я, агар  у <.О булса ( k =  0 , ± 1 ,  ± 2 ,  ...). 28. х ^ О ,  ¡ /> 0 ,
>  \/г/. 29. {(х, у \ . х - \ - у > 0}. 30. Бутун текислик (Оху).  31. у  =  х. 32.

i ? I?---—  ̂ гиперб°ла тарм оклари орасидаги текислик кисми. 33. R \ { ( x ,

у ) . х =  1, у  =  0}. 35. {(х, у ):— 1 1, — 1 ^ ¡ / ^ . 1 } .  36. {(х, у ) : х ^ . х 2-\-
+  ÿ2<  2х}. 37. 1(х, у ) :% к л^ .х 2 у 2 ̂ . n ( 2 k - \ - 1)}, ÆÇZ. 38. {(х, у):х +  
- \ - у < 0 } . 39. {(X, у):х2 у 2 =  9}. 40. у 2 =  х, у 2=  — х, у  =  2 чизиклар билан 
ч егаралан ган  эгри чизикли учбурчак. (0 (0 , 0) иукта кирмайди). 41. {(х,

ÿ ) : l< j c 2 +  ÿ2<  2}. 43. ' . 44. 3. 45. 0. 46. 0. 47. еа. 
2 а

48. 0. 49. 0. 50. 1. 5 Í . 0. 52. 1. 53. е. 54. 0. 55. 1. 56. 1. 57. 0. 58. 0. 59. 0. 60. 1.

61. 1. 62. In,2. 73. 1, — 1. 74. 1, 1. 75. ~  7 6 . ---- - ,  — . 77. 1, - 1 .
2 3 2 2

78. — , —— . 79. О, 1. 80. —, 1. 81. О, 1. 82. 1, 1. 83. О, 1. 84. 1, оо.
2 ’ 3 2 ’

85. О, 1. 86. О, 0. 87. (1, I) да узилади. 88. у — 2х  да узилади. 
89. узлуксиз. 90. у  — — х  да узилади. 91. х2 + < /2 =  4 да узилади. 92. у 2—  —
—  X  да  узилади. 93. у =  х  д а  узилади. 94. х 2 +  у 2 =  5 да  узилади. 95. (О, 
0) да узилади. 96. (О, 0) да узилади. 97. у =  — х  да узилади. 98. х  =  0, у =  
=  0 координата Укларида узилади. 99. х  =  пл,  n £ Z ,  у =  т л ,  t n ^ Z  да 
узилади. 100. х 2-\-у2 =  9 да узилади.
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5. d z - í  !lr ¡ \ ) d x  
dx  (X +  y f  дУ ix  T  y)  \  2 \ X  \ y  )

+  (  ^ x  -  )  dy  d»z =  -  d*» + 1  (  ~  Щ  )  dxdy  +

+ ----1í~—d y \  6. ""  - ~siti{X ■ 1 y) +  xcos(x~ У); - r ~ = x 'c o s (x +  tj).
i /  Vi/ öx ,ír

í/2 02  __ — xy  g с?г __ 1 <5z _

XI I I  б о б

Y u W f '  У и 2+ л 3 ' ' e? V ? + 7 ’ ôÿ

■ ^ 2 2 l ï ^ l 2 L  i2. * C ;d i f 4 à , ô:? = = i " -'cos 
у Т Г ^ л / ? ^ 2 ) '  ,  - 2 V dy x

' -■71]  2  <9z , У

,з: fewx ^ v “ :+r s i n  ----- x s i n
X

f e  __ x_ 16 d z __ ydx +  xdy  •
< 5 ÿ * ‘ ■‘■Z \2-\jxy\  1 r f  x y y ’ ' 4(1\ +  ху)л[ху

Х Г 3^ + l u r d x ’ +  f d i r )  -  ’’X'1 1 dxdii  17
X U v O + * i O ™  , 1 + ^  ' ÿ J ‘ -0*  .
d u  __ X.sgny d2u \ , 2x\ÿ\ i f 'u  (x? — y2f s g n y  

%  '" л2 | « 2' - ,л- “  ”  (*2 +  / ) 2 ’ ^  ~  i ^  +  ÿ2)2 ’

A -  ,, «s. dz= r f A Y , n^ /  а л d x + (rx y - - Â
dy2 (x2 +  y2f  LA * /  *  W J  V « .

x>-r
X

V . 20. « 1, 0)= 0, Щ1. o|= 1, /жС

0) =  I. <■//(!, 0) -  -dÿv2f. f =  !
dx V// . V//

d.z, ,

a ,  22: * - ' " [ ( ï + i> ü,+7 ( i - » И
d 2z =  i'^ jfÿ jrfjé2ф 2 ^ *  -t x -  ^  d x d y - f  I x 2'—  ¿ X  +  2» ^  * d y 2

-- ’■ Je л/2 1
24. d i t= — :---------- П г = = п f yd x  ■ xdy),2 i 2 *•»• ■ °.................., (х' -\ ,У") л1х2-  Г  . 
z ’ ^ 2  [л/(X' if-'2 x3 — y ^ d x 1 +  x(x'i,— 2 y i  — y^^d xd y  — ‘2 x 2t¿ d y 2\.,

...~ ( ' ; | 7 K xYZ? ¥ 2
38. d u = a f \ d x ' + b f U y ,  d*u =  a2f{{&i?+ 2 a b f$ d x d y + 62/ я dg2-



d z  d z  „  d z  d z  л 2 ,2

40- f = ^ SÍnü+%2“’ ^ = 7 > Vdu dx

+ ~ Ê k 4“ •'" ”+ $ 4“’' ¿ " i ? “”"” “ ” +2^ “’'“ ”+
d2z  d2z  dz  ,  ,  d z  . d z  e‘( H n t — l)

~|-------- cos V, -------=  — - «  coszü — - ....« s in  v. 41. —— = - ------7T~T,.----- •
d y2 d v 2 öx2 вх  Л  < ln i

• 42. — i sin  x)COSj:(cos x c tg  .v -  sin in sin x). 43. d z = (  sin  ¡,v— u sin-^- +  
dx  \  V V

2I U \  ! Li . и и  . i U"
T" U COS Í/Ü -j- ü cos —  № И + 1 ---- Sin—----- ---sin UV H---- — C°s UV -+-

d z  y

~dx~

и \  /  и2 . и и .
—  ) d u  +  l — sin ------- - s i r

+  , c m ± y  4 4 . f _ - L c , g ^ ( 6 ^ ^ ) .  45.

51. du =  x", ~ >y " ~ ' ( m y d x - \ - n x d y ) ,  d 2u — x m~ 2y n~ 2[m (m — 1 )y2d x ¿ +

+  2 m n x yd x d y  +  n ( n —  1 ) Л « !]. 52- ,
У

rf2« =  -  —3- d,y  { y ( í x ~ x d y ) .  54  du  =  l dx_ ± _ y dl _  d 2u  =  (.y d x - x d y f

У ^ ß + ? ’ ( ^  +  / ) 3 /2 '
56. du — exe(yd x- \~ xd y ), d 2a =  eJ4'[y2dx2 - |-2( l+ x y )d x d y - |- jA ¿ iy 2]. 59. dz  =  
=  6(x2 +  y 2)(xdx -\-ydy), d2z  =  6(x2 +  ¡/2)[(5x2 -)- y 2)dx2 +  4 x yd xd y  +  (x2 +

+  5 í /W ) . 63. ¿ 2  =  0. 64. 0,97. 65. 1, 32. 67. 1,05. 70. 0,5).
2 180

72. d z  =  ^ í/ +  - ~ ^ d x  +  ̂ x  — ~  d 2z — ̂ - á x 2 +  2 ^ H — y ^ d x d ÿ .

2
74.. d z  =  d x  — 3 eos y d¡/, d 2z  =  3 sin  y d 2y. 78. —

(2xy  +  y 2f / 2 '

80. / ” (0 ,0 ) =  m (m — 1). 87. 2 ~9!(4x +  6ÿ ) 88_ 2 +  2(mJC +
.(* +  «/)

+  ny) +  m ( m — \)  +  n ( n — l)\. 89. s in - ^ - .  96 .d2z  =  a2 ¡uu( u ,v ) d x 2 +

+  2abf"v( u ,v ) d x d y  +  b2f"vv( u , v ) d y 2. 97. du =  ¡ t (d x  +  d y )  + ¡ í ( d x  — dy),

d 2u = [ { { ( d x  +  d y f  +  2 f(i (d x 2 -  dy2) +  /22 (dx -  dÿ)2.
99. d 2z =  (ye* / í  +  e2« f "  +  2y e * + » f"  +  y 2e2* f " ' ¿  +  2( > / £  +  ^ / í  +  
+  xe2!í /¿¡i +  e '+í,( l  + X ÿ )  /„'£ +  ye2“ ¡í'v)dxdy +  (xey — f'u +  ¿ e 2“ fú'u +

+  2xex+sfúv +  e2xf"„)dy2. 100. d z  =  ( ^ ~ \  ' ( y  In—dx +  x ln—dÿ).
\  У /  У еУ

*НтТ№"‘т+̂ У^х'ыТ < +,ní)^'+
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+  ( / | п 2^ -  т - 1— ^ Л ^  +  ЛУ2. 103- у  +  х у  +  - ^ ~ у

1 _  г ' ; <г ' +  х * +  6* У  +  У— . 105. 1 |  ( < / - ! ) +  -| ( х - \ \ у - \ ) .

2 3

Ш . . 2! , 4!

106- ¡тт= —  21. 107. Экстремум йук. 108. 2 |П|П =  0 (0, 1) да.

/  1 1 \  / а  д /3  За \
'09- 2«„. = - !  (1. 1) Да- НО- ( у , у )  Да т а х .  111. (  2 , — у }

^ ---- (у ~ ’ ~ ~ ^ г )  л а р д а ' 1 , 2 ‘ 1) да  т а х - , , 3 ‘ 2т т  =  3°  (5 ’ 2) да-

1 , 5 . г  117. г тя = 8 е - 2 ( - 1, - 2 ) да; (0 , 0 ) да экстрему*
е

иук- 118. 2т1п= -

ум^тах с,с' V х’ “’ 47

х  =  у =  ± — . л ар д а . 121. г тах= 1 .  123.
2е’ ^Те

-2 , г = - 5 .  124. 2 = 1 7  (0, 1) на (1, 1) да г  = — у  ( у  ° ) да.

127. т а х  —  Да
/IX я  \
Ч"3’ Т )

а. 128. 2 = 1 2 8  (4, 4) да . г = — 4 (0,

е2г , _ А
X

0) да. 133. Й ук. 134. Йук. 135. Аниклайди. 141. Щ

26 — 2 а х е ~ у , х л . и у 2 — 2х2\ п у  у

X — у  ' х  — 2у  1п х

г/ _ ^ _ =  ^  +  ДУ". ¿2У =  (Д2+ 1)(*2 +  г/2)
145. у* =  у  • ¿ х ах  — у '  ¿*2 (а х  — у)3

X IV  б о б
Ф ункционал кетм а-кетликлар ва каторлар

2х
1. /(х) =  0. 2. /(* ) =  0. 3. /(х ) =  х3. 4. ¡(х)==е 2 . 6 . /(х ) =  0. 8 . /(* ) =  

=  0. 9. ¡(х) — ех. 10. /(х .)= ;1пх. 13. 1'(х) -■ ух . 14. /(х ) =  0. 15. ¡(х) =  

=  е2х. 16. /(х ) =  д/х. 17. ¡ ( х ) = х .  !8 . [(х) =  х, а гар  х < 0  булса; /(х ) =  

= у ,  агар  х =  0  булса; / (л с )= 1, а гар  х > 0  булса. 19. / ( х ) = 1, агар

х2
0 < х <  1 булса; Дх) =  2 , агар  1 < х < 2  булса; /(х ) =  - у ,  агар  

х > 2  булса. 31. Нотекис якинлаш ади . 32. Нотекис якинлаш ади. 
33. Нотекис якинлаш ади . 35. Текис. якинлаш ади . 36. Нотекис яки н л аш а­
ди. 37. Нотекис якинлаш ади . 38. Текис якинлаш ади . 39. Текис яки н л аш а­
ди. 40. Текис якинлаш ади . 46. Х  =  ( —  оо, + о о ) .  47. Х = (  — оо, 1)11(3, 
+  оо). 48. Х — ( — оо, — 3]11< — 1, +  оо). 49. Х  =  ( —  оо, + о о )  {хк =

= у +  £я; й =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...}, 50. Х =  ( — 1, 1). 51. (̂ =  [0, оо). 
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52. Л '= ( ~  оо. 0). 53. X - J  е). 54. X = { x £ R : 2 < \ х \ <  л/6 }. 55. Х =

— ( — оо, -|-оо  )\{* =  2£я, k  =  0, +  1, ± 2 ,  ...}. 56. Х =  ( — оо, - |-о о ).
57. Х =  ( - о о ) +  оо)\{0}. 58. Х =  ( - 3 ,3 ] .  59. X =  { x £ R : \ x \ >  ф } .  60.

(е, +оо). 61. А —  ̂ —  2 2 )  62' А = **е^:2/гл <л:<(2/'-' ~ 1 )л-

/г =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  ...}. 63. Х  =  ( — 1,1). 64. Х =  ( — со, — I )U (1 ,  + о о ) .
65. Х =  ( — 3, 3). 96. Нотекис якинлаш ади . 97. Текис якинлаш ади . 
98. Текис якинлаш ади . 99. Текис якинлаш ади . 100. Н отекис якинлаш ади . 
101. Текис якинлаш ади . 102. Текис якинлаш ади . 103. Нотекис якиила- 
ш ади. 104. Текис якинлаш ади . 105. Текис якинлаш ади . 109. У злуксиз. 
110. У злуксиз. 111. У злуксиз. 112. х  — 0 да  узилади . 113. * =  0 да 
узилади. 114. х = \  да узилади . 115. Узлуксиз. 116. Мумкин. 
117. М умкин эм ас. 118. М умкин эмас. 119. М умкин. 120. М умкин. 
121. М умкин эм ас. 122. М умкин эмас. 123. М умкин. 124. 2. 125.
2 л 2

— . 126. 1. 127. — 1. 128. 1. 129. — . 133. r =  1, ( - 1 ,  1), [ — 1, 1).
3  О

якинлаш ади .

136.

134. г  =  -—^=г-, ( ------ , —U V  135. х  —  0  нуктадагина
V2 \ V2 V2 /

■ "> I Щ <-"•4)- ш
( - 1 ,  1), ( - 1 ,  1]. ¡39. r =  1, ( 1, 1), [ - 1, 1). 140. г = у ,

141. г =  1, ( — 1, 1), [ — 1, 1]. 142. г =  4, (3, 5), [3, 5]. 143. г =  3, 
( — 2, 4), [ — 2, 4). 144. г = .е ,  ( — е, е). 145. r =  1, ( — 4, — 2), [ — 4. — 2].
146. r =  1, ( - 1 ,  1). 147. г =  3, ( - 3 ,  3). 148. r =  1, ( - 1 ,  1), [ - 1 ,  1]. 
149. г = 1 ,  ( - 1 ,  1), [ - 1 ,  1]. 150. r== 1, [ — 1, 1]. 151. г — 1, (0, 2). 
152. * =  0 нуктадагина якинлаш ади . 153. Л' —[0,1; Ю]. 154. Х =  (0, +  оо ). 

155. Х = ( - 1 ,  +  оо). 156. X =  {x:x<íR, y - f - Ы < х < ~  +  Ы ,  ¿  =  0,

...}. 157. * =  ^  — о о , — у ^ у ,  о о 158. S ( x ) = — ln( 1 — je). 

159. .S'(x) - ^ In I  ̂ * , U | < 1 .  160. S (*) =  c h * , |л г |<  +  оо 1 

161. S ( * ) = l + i ^ - l n ( l - * ) ,  lx | < 1 .  162. S (* ) = ------ !— т |* | < 1 .
x ( 1 — JC)2

163. S (*) =  1*1 < 1 .  164. S (*) = ------2—  1*| < 1 .
(1 +  * ) ( I - * ) 2

165. S ( * ) = y ^ a r c t g *  — y lny j y ) .  1*1 < 1 .  166. 167. 3.

175. Z , ( - o o < * <  +  oo). 176. * 4  I  <2"  - l ) ! ! ^ ^ x
n—\ tl\ 1 n\

: I,
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X

2(2/»+1)
Х (—оо

178. 2  A ( 2 n- ' + ( - l ) n) - ^ ( - o o < x <  +  oo). 
п = О я!

179. «  I  J 2£ n l > H , i ^ , ( - l < * <  D. 
■17в- 2 х » I i  (2«)!! 2л +1

2̂ п~~ i00 у— о -  i \ ... .
180. 1 +  2  ( -  1 Г ^ 7 Г Г " Х ( -  о« < х <  +  °° ).

п =  1 * ¿ n '

181. 2  3 ' ( ~ ‘ )Я' 22('1 П-{ 1 + 3 » - ' ) - * » " И ( - ° °  < * <  +  ” )•/¡=1 (2л)!
оо /  _  П п — 1 . 4 ~ "  —  3  — п

182. 1 п 1 2 +  2  ------ ---------------------------х" ( - 3 < х < 3 ) .
я = 1 «

оо „ 2 /1 + 1  . 00 1
183. 2  4 _ - г , ( _ 1 < * < 1 ) .  184. -  2  - - - - -  ( - 1 < х < 1 ) .  

п=  1 2 п - \-  1 /г= 1 Л-t- 1

оо v-2/г +  1

186. 2  ( - 1 Г - — г г p ( - 3 < J e < 3 ) -
П= 1 9

( - \ f ( n + \J _ x2n ^  ^  Jgg. 2 г  s¡n 2jt(з +  ~ Х
0/1 + 2 ’V V л/3я=1 J,87- ------ Х

ОО /  ___  1 ^

Х А ( - . 1 < х < 1 ) .  <89. * *  ( - 1 < х < 1 )

/*= оо.

l9l ï  J - l L l ( x + l f , r = l .  192. Z ( l - 2 - < " + I>X^-ir,
n =  0n=i «

2 n= 1 2“ +  -я!

1 °° ( x + 2f  „ 
194. - 4 - 2  - . r =  2.

2 n=o 2

д/2
. 9 5 . 4 -

/  я  / Я .2 / я  \3 \

f ,  : f e _ ï i ï L + 2 i i L ^ ) .
\ l ------ ГГ^ 2! 3! /

1 ; ’ 1- ’ -v

197. 2Г 1+  2 - ( - 1 )  g2” 3^~ (* —  4)fi~[, /- =  4. 
|_ « = i я! 2 J
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оо л4я—3 2я i ' оо /  i 1 \
199 2  ( - 1  )п+ '  - ^ ~ ~ - J L r r = o o .  2 00 . - -  2  (  . i  , \ v  . 

« i (2/г)!! ’ б ,(;= Д  2 | f 1 Зя + | /

_ СО ' : I ! тг ’
г =  2. 201. ±'+  2 ( • I ! , — ¡ , г =  !. 202. -  +

4  п ==-1 4 я  “Г  1 ■

ОО / 1 \Л — 1 со /._ J \Пу2п'-\- 1
+  2  --------X2"  г  =  2.  2 0 3 .  2  4 - - - - - - - —г  -  ’ г  =  1 •

n = i 2 ( 2 / z —’ 1)  л —о ' 2 /î - f- 1
1,2/1- :•— 1УИ — I 11 I

204. 2 |х | ■
» , (2 я  1 )!! л "  I г 

‘Г „ = 1 (2/г)! ! 2 /г +  1

205
■ ОО ( _ ПП „ . , ОО I \rlyrl-'r 1

• 2  - - - ^ - i ' r ~ ^ " + 1, r = o o .  206. 2 ------ V r r - : - ------ ; - r  —  O O  .„. o n!(2n: ¡ ; ¡  ' n^f<2n (• ! ) . ( 2 /г ¡ ¡ )!
OO ■' y2n 1

207. 2  ( - l f + I ■ r =  1. 21!. S ( .v ) -  . ( x > 0 ) .
/г=1  n¿ V f  • . . .

2 !2 . Si V) 1 1 V, I 1 < * Й 1 ) .  213. S (*) ( i I 3.V-)/ -'-
II v r  -  \  ;

214. 1 ; ‘ Ini I • ,v)¡ -  i < л : <  1 ». 215. 4;X f  1 l ( 'V " % X)~ ,
*  (1 - x f -  }

( - 1 < x <  1 ). 216. S (x) =  eC0S*sin(sinjt:). 217. a « 3 ,0 Í 7 .  218. a »  
«  0,309. 219. a »  1,0986. 220. a ^  0,1973. 2 2 !.: a « 0 ,6 0 6 5 . 222. 0,946. 
223. 0,747. 224. 0,905. 225. 0,310. 226. 0,783.

X V  б о б.

Хссмас интеграллар , : ,

1. —  1п2. 2. 3. - Г- 4. 1. 5: я . 6 . Ä  7. lr>( 1 +  л/2 ). 8 . ^  . 9.. -  i
2 4 Se ■ i ! . д/31 •< '■■■!'

10. • n.;v. 21. -  I 1 !пЗ. 22. Г> '- 'i6'1 . 23. л, 24.. I. 25. ! ( а > - 0 ).д/2 ' 3 2 ' ' 3 - ‘ ! ос ,
I I 1 ^ÎT тг

26. у +  | l n 3 .  27. 2(1 — 1п2 ). 28. 29. 101 30. 0  3 1 . о 3 2 . — — 1.

О Q П I А.
33. 34. 35. п. 36. 21п(1 +  д/2 ). 37. :--r-,±w  38. 2ïî 39.

13 ' ’ 1 3 ' .................  V C :  ' 4 : 2-- Г  ‘ 3, дЗ ‘
2д

40. 72. 0 <,<*<: I да ш артлик якиклаш увчи , a >  1 да абсолют
3  д/ 3  /  ;  _ . , i ' 1 .__ \

як,инлашувчи. 73 - 1 да ш артли як.инлишувмй а > 4 , . , .д а
абсолю т яциилаш увчй. 74. 0‘< а < :  1 да .'Шартли якЬнлашуйчи^: а  j>  Г да 
абсолю т якинлаш увчи. 75. I ^ а < 2  да щрржщ  якинлаш увяи, 0 < а <  
< 1  да абсолю т як.инлашувчи. 76. - - 3 < 5 a <  'да; абсолзот якдал а- 
шувчи, 0 < a . ^  1 да ш артли якинлашуй’яи. 77. a:<¿—-1 Да абсолю т 
якинлаш увчи, — 1 < а < ( >  да шарпли якинлаш увчи. 78. 0. 79.-М авж уд

: = " '< ... \  : : Г'; Л% 5



— . 89. — . 90. 2  \:'125. 91. 6 ^ 2 .  100. 51 . 101. 4. 102. 2л. 103. - | .
4 8 3

104, Д —í 105. “ У  106. 21ñ( д/2 — 1). 107. -rgr.. IQ8 . - J .  109. я . (а ,

ь е я  и <!>).- 126-- Я кинлаш увчи. 127. У зоклаш увчи.. 128. Якип- 
лаш увчи. 129. Я кинлаш увчи. ¡30. У зоклаш увчи. 131. Якинлаш увчи.

132. Узоклаш увчи. 133. Якинлаш увчи. 134. У зоклаш увчи. 135. Якин- 
лйнувШ . 136. а >  — 1 да  абсолю т якинлаш увчи. 137. Абсолют як.инла­
шувчи эмас- 138. « >  1 да абсолют якнилаш уечи. 139. а > 0  да абсолю т 
якинлаш увчи. 140. а > 0  да абсолю т якинлаш увчи. 141. 1 да 

. : . . • • I) С i,
абсолю т якинлаш увчи. 142. 1п—— —. 143. 1п2. 144. зх-1л2. 

¡л3145. , .
::mn • У  . ■ ■■ ■

' , ' XVI б о б  .

П арам етрга боглик интеграллар

1 0 . а гар  0 < л - с  1 б^лса, ■■■.

я .  ■■ . 3 .  ¡ ( х )  ; д-|

~7р.х ~  I )> а г а р  x j s  1 булса. ’ 1 '■

: "У \/3 f r.’a r á p t r e .V S Í  1 Т>\
4. Цх) =  х 2~ 1 .... 5. /{ л i 1

¿ . I, , ai'a.|j.:.v.=,0 'úy,,i.cíi.

эмас. 80. 0. 81. 0. 82. 2. 83. j ,  84. - 1 .  85. 21пЗ. 86. ~ j .  87. у .  88.

„ Г I, а гар  0 JC<  1 буЛса,
6- /(•«) =  { , '■ 7. /(х ) =

( х. агар  ! < д ; < 2  ñv.ica. У " . 4

8 . ¡(x) — 0. 9. /(х ) — 0. 10. /(x ) =  0. 16. f(x) =  0 га текие якинлаш ади . 
17. f(x) =  О га теки с якинлаш ади . 18. / (x )  =  0 га текис якинлаш ади .

19. /(х ) =  0 га текис якинлаш ади . 20. /(х ) =  ‘ га нотекис
■ xJ

якинлаш ади . 21. нуктада узилищ га эГа. 22. а ) ... Ь  б) Т.

Уг;
23. F Í x )  =  Ü x e - ^ - é ~ x3:-  j  y 2e ^ 2dy.  24. P ( ¿ ) =  - ( e “ lsinafs i n a + '

У\ ' , posa.. ’ г_ _ Л _ Х ’; . .—.... . - v-.: ' .У
+  ea|coáa|c o s á )+  A 'l — x2 c'aV ’: У /.v. 25. /-'(ct) = / ( « ,  ~ .a ) j

s i  n a
a  ■' '  ' ;

+  2 ( o )dx , (u =  x +  a , v =  x - ~ a ). 26. i ' '{'/.) —^ i n f l + a 2).
J ao •

сУ -a a!
27. /•1 (a ) =  2 a   ̂ s in ( í /2 +  a 4 — a 2)d i /- |-2  jj sin2x2 -cós2ax d x —

-  ■si; ' ■■ ;::'0 ■...í: :í
ш



— 2 a   ̂ d x   ̂ c ,os(x2 +  y 2 — а 2) d y .  28 . F " ( х )  =  3 f ( x )  +  2 x f ' ( x ).
О x  — а

29. F " (x) — 2f(x),  a ra p  x £ (a ,  b) булса, F " { x )  =  О, агар  * £ (a , й) булса.

30. Fln\ x )  =  ( n - l ) \  /(.v). 31. ' Wi n— . 32. О, агар  | e | <  1 булса;

n ln a 2, агар  | а | > 1  булса. 33. :t a rcsin  и. 34. —  In (1 4 - д/2 ).

35 а) a r c te — ____ __________ -  б) - - I n  i / ^ >~^2l j К урсатм а:35. а) a r c t g l + ( a + 1 ) ( & + 1 ) , О) ,  | 2 +  2а +  2

/  -й 6, - -  =  \ x ydy  ( а > 0 , f t > 0 ) муносабатдан фойдаланинг ва л с= е  ' 
lnx J 

а
алмащ тириш  баж аринг. 38. Нотекис якинлаш ади. 39. Текис якинла- 
шади. 40. Текис якинлаш ади . 41. Текис якинлаш ади. 42. Нотекис 
якинлаш ади. 43. Нотекис якинлаш ади. 44. Нотекис якинлаш ади .
45. Текис якинлаш ади . 46. Текис якинлаш ади. 47. Текис якинлаш ади . 
48. Нотекис якинлаш ади . 49. Текис якинлаш ади. 50. Текис якинлаш а­
ди. 51. Мумкйн эмас. 53.1. 56. ■<*.=. ± 1 .  57. Узлуксиз. 58. Узлуксиз. 
59. Узлуксиз. 60. c t= 0  да узилиш га эга.

62. 0. 63. 64. - Ь Д .  65. 66 . > Z ± 4 .  67.
2 b 2 а  ( a + ß ) 2“ +  2 ß 2  а2 +  т2

_ Л(1 _  д / l - a 2 )• 6 8 . „ 1 п - Ш | Ь “ -. 69. y s g n a ( l  +  |a |  у

70. In ( |a | ! Ifil 1(?!•/• ')). 71. ^ I n ( a -+ ß f  'r ' \  ( а > 0 ,  ß > 0 ) .Ipl 2 a«ßß
2 л

72. -,': ~ [ a ß ( a + ß )  +  a 3] n a + ß 3 ln ß - - ( a 3+ ß 3) ln (a + ß ) ]  ( a > 0 ,  ß > 0 ) .

73. Д / i « _  ■ . 74. 75. 76. v * (  V?ß -  V«)-
д/л

,.2

77. ~ \ / — e 4a. 78. - fe^ L C. 4° . 79. ( - 1 ) 0 ^ - —
2 у  a  4 a  д/ä  22/г+ '

80. ~ |о ь | : 81. J-l-lß  l — д/я а. 82. -^-sgna. 83. - ^ - a |a | .  84. -2--.
2 2 4 о 4

ог 3 I сх I a + ß  , a + ß  a — ß a — ß
85' 8 l n | ß ! '  86‘ ...T ““ a r c tg ”^ -------—  « c t g — +

4- -т-ln — Щг*- 87. Ку рс а т ма :
4 A2 4 ( a + ß ) 2 ’ " 2 1+ * 2

+ оо
=jj e "!l ‘ v 'с/г/ м уносабатдан фойдаланинг. 8 8 . - s g n a e  'a l.
о

89. i ( l - e- 2). 90. : t( '  ¡~ia l )  £ ~ 'M : 91. д /  ,Л s h /  aC ~ ft2 -f-
4 4 Y I a  I \  a
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(- '! s g t i A  92. v r tc o s (a 24 ). 93. д /я 'вш (a 2 +  ~ ). 94. -smay.

jr } U i -f- Ь i
95 .— ----cosay.  96. n (c tg n a  — c.tgnb). 97. :- { e a —  1 ). 98. -—In ------—. ц

2 ' z  z  tr~\~b

99 . _ i | e - “À o Sa y 2 .  100. ^ ” “ ^ № , / 2 .  106. g  . 107. - “- .  I

я  л  л  . . .  я  1 •4 -...-(З п  — 2)
108. 1 0 9 .------------ . 110. — . 111.

2 д /2 .’ ' . .я-' ‘ 2 ’ ’ УЗ З-б-.-.-(Зп) 
v « sin-1— v

■ /? 1 ' ' v; í
fi  ‘X « - ” ) 2' ' J r 2( | )

112. — —-----. H 3 : — V 114. —  , ■ ------- —115. n ctg iía ’
2sin « n  2 Г(п) (} — k ¿) - \ ' ( n )

■ , . 2jw 

„ 6 . n ‘‘ . 2 .1 1 7 . !
■ ■ „ J “ 1 - (/''! I i a )' i7(a + ß )  ■ V.- si tPpx- -ЩLUb - ^

9 r 2( 1 ) í - : r íV{ 1 ) i -Щ
П 9. ----- - i l l .  120. !i: \ 2.1.121. f  • ' ' ” . 1 2 2 , . ^ .... "  .

‘2voos V • Г( I : 4  1 4 ? )  os
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