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SO‘ZBOSHI

Komil inson g‘oyasi azal-azaldan xalgimizning ezgu orzusi,
uning ma’naviyatining uzviy bir gismi bolib kelgan. U sharq falsa-
lasidan oziglanib, yanada kengrog ma’no-mazmun Kkasb etib

kelmoqda.
Il in fugamlik jamiyatini barkamol. ezgu g‘oyalari, hayotiy
. umt uumrdilil .im bo‘Ignn insonlarginabunyod eta oladi. Shuning

ik liini yanj.'ilanayolgan jamiyatimizda soglom avlodni tarbiyalash,
erkin fUgaro ma'naviyatini shakllantirish, ma’naviy-ma’rifiy ishlami
yuksnk darajaga ko‘tarish orgali barkamol insonlami voyaga
ydkazishga muhim e’tibor berilmogda. Mamlakatimizda “Kadrlar
tayyorlash Milliy dasturi” asosida ta’lim-tarbiya tiziminmg tubdan
isloh etilayotgani ham ana shu ulug‘vor magsadni amalga oshirish
yoMidagi muhim gadamlardir.

llo/lirgi davr yoshlari ruhiyatida chuqur va mustahkam
bilitnlami shakllantirish, milliy istiglol g‘oyalariga sadogatni. ona-
Vatanga mehr-muhabbatni, bu yo‘ldagi fidoiylikni tarbiyalashni
davom ettirish oliy ta’limning asosiy vazifalaridandir.

“Ta’limto‘g‘risida”gi Qonun va “Kadrlar tayyorlash Milliy das-
Inr'i” vazifalarini amalga oshirishda va yuqori malakali mutaxassislar
layyorloslida aniq fanlarga ehtiyoj kuchayib bormoqda, chunki
umumkasbiy va ixtisoslik maxsus fanlari ana shu fanlar asosida
qurilgan boiadi.

Maskur darslik oliy malakali ta’lim bo‘yichayangi davlatta’lim
standartlarining irrigatsiya, gishlog xofaligi va texnik yo‘nalishlari
uchun matematik ta’limga gqo‘yilgan talablarga mos keladi.

Darslik matematika fanining birinchi gismi bo‘yicha chiziqgli
algebra va analitik geometriyadan 1-semestrdagi ma’ruza matnlarini
0°z ichiga oladi.



Darslik muallifhing Toshkent irrigatsiya va gishlogq x07jaligini
mexanizatsiyalasb muhandislari institutida ko‘p yillik ma’ruza o ‘gish
jarayonlarida to‘plangan ma’lumotlari va orttirilgan tajribasi asosida
yozildi.

Darslik irrigatsiya, gishloq xo jaligi va ba’zi texnik yo‘nalishlar
talabalari hamda mateMariica fani o'gituvchilari, shuningdek, o°‘zi-
ning matematik bilimini oshirish uchun mustagil o‘rganuvchilar
uchun foydali boiadi, deb hisoblaymiz.



KERISH

Matematika - bizni o‘rab turgan olamnmg fazoviy shakllari va
miqdoriy munosabatlari hagidagi fandir. Keltirilgan ta’rifhi keng
ma’noda tushunish zarur. Fan va. texnikaning rivojlanishi fazoviy
shakllar va miqgdoriy munosabatlar bo‘yicha uzbiy bogligligim
matematikada o ‘rganish uzluksiz kengayib boradi.

Matematika tabiiy-ilmiy, injener-texnik va iqtisodiy tadgiqot-
Lmli muhim vazifani bajaradi. U ko‘plab bilim tarmoglarida
lagatgina miqdoriy hisob quroii boiib golmasdan, shuningdek, aniq
isulgigotlar usuli, muammo va tushunchaiarni yetariicha aniglikda
umiimlashtirish vositasi boiadi. Zamonaviy matematika va uning
livojlanayotgan mantiqiy hamda hisoblash metodlaridan foydalan-
masdan insoniyot faoliyatining turli sohalaiida yuksak natijaiarga
erishib bolmaydi.

Matematika fagat amaiiy masalalami yechishning kuehli

* n. i l«rlib golmay, balki umimiy madaniyat eiementi hamdit.
»bn .ib.ibb malcmatik bilimlar zamonaviy mutaxassislar tayyorlash
n iillilllll- fundamental asosini tashkil giladi deb garash lozim.

Yevropa va markaziy osiyolik olimiaming matematika fani
luaqqgiyotiga qo‘shgan hissalari. Tarixdan ma’lumki, ilm-fan,
madaiiiyal va san’at rivojlangan jamiyatda taraqqiy etish, yuksalish
bo'lgan. Oolavcrsa, ilm-fan malum davlatning jahonga chigishida,
lauilisliida amsiy omillardan biridir. Bujarayondao‘zigtidori, bilimi
va ilmiy, badiiy ijodi bilan ilm xazinasini kashfiyot duriari bilan
boyitgan sharqu-garb olimiarirang hissasi begiyosdir. Ular yaratgan
asarlar ayni kunda ham olamni anglash, inson va borliq o‘rtasidagi
muammolami hal etish, diniy va dunyoviy biiimlami boyitishda
dasturamal vazifasini o‘tab kelayotir. Bu borada matematika sohasida
farb va sharg allomalari ilmiy ishlarini mofjizaga gqiyoshlash
mumkin.

Qadimiy gretsiyalik matematik va mexanik Arximed (eramiz-
dan avvalgi 287-212-yillar); fransuz matematigi va faylasufi P. De-
kart (1596-1650); angliyalik fizik va matematik 1. N’yuton (1643-
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1727); nemis faylasufi, matematik va fizik G. Leybnits (1646-1716);
matematik, mexanik va fizik L. Eyler (1707-1783); fransuz matema-
tigi va mexanigi J. Lagranj (1736-1813); nemis matematigi K. Gauss
(1777-1855); fransuz matematigi O. Koshi (1789-1857) va boshga
ko'plab vyirik olimlaming ishlanmalarida oliy matematikaning
asoslari keltirilganligini ta’kidlash kerak.

Markaziy Osiyoda ham dunyo iim-fan taragqgiyotiga hissa
go‘shgan buyuk allomalarimizning ilmiy merosi bebahodir.
Matematika sohasida buyuk asarlar yaratgan, ulkan dunyoviy ilmni
meros qoldirgan ajdodlarimiz hagida kengrog ma’lumotga ega
boiish bugungi avlodlar oldidagi ham farz, ham qarzdir.

Abu Abdulioh Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy - (taxmi-
nan 780-850-yillarda yashagan) - matematika fanining asoschisi,
geografiya, tarix va astronomiya kabi fanlaming rivojlanishiga katta
hissa qo‘shgan. Hindlarning o‘nli sistemasini birinchi bo‘lib tadqgiq
giigan, algebra faniga asos solgan buyuk astronom, gomusiy olim
hisoblanadi.

Al-Xorazmiy 0;z umrining aksariyatini Bag4dodda tashkil
etilgan ilmiy dargoh «Baytul-hikmat» (“Donishmandlik uyi”)da olim
sifatida faoliyat yuritdi. Uning matematika bo'yicha yozgan
risolalari: «Kitob al-jabr val mugobala», «Hind hisobi hagida
gisgacha kitob», «Astronomik jadvallar», «Kitob ul-suratul-arz»,
«Hind hisobi hagida gisqacha kitob» asari Yevropada hind ragamlari
sistemasining targalishida muhim rol o‘ynadi. «Kitob al-jabr val
muqobala» asarida algebra mustaqil fan sifatida birinchi boiib
o‘rganib chiqildi. Bu risola ikki gismdan iborat boiib, birinchi
gismida aigebraik miqgdorlar ustida amallami bajarish qoidalari,
birinchi va ikkinchi darajali tenglamalar ko‘rib chigilgan. Qoidalar va
yechimlar so‘z bilan bayon etilgan. Noma'lum ildiz yoki buyum deb,
nomaiumning kvadrati - kvadrat deb atalgan. Kvadrat tenglamalar
geometrik usulda yechilgan. Ikkinchi gismda esa turli xofalik —
turmush, savdo va yuridik (yer oichash, meros boiish) masalalarga
aigebraik metodiarni joriy qilish ko‘riladi. Shuningdek, asarda

geometrik masalalar bayon etilgan. Unda a va vWVsonlarining bir-

biriga yaginligi hamda bundan tashgari, 22 31416 kabi giymatlari

keltirilgan. Bu asar lotin tiliga XII asrda tarjima gilingan va ko‘p
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wsicjllar davomida Yevropa mamlakatlarida matematika bo'yicha
asosiy go‘ilanma bo*Hb keidi. “Al-jabr” asari matematikaning aloha-
da boMimiga aylanib, “algebra” deb ataladigan bo‘ldi. “Al-Xoraz-
niity” nomi “Algoritmus’ hozirgi hisoblash matematikasining asosiy
nlamasi “algoritm”ga aylandi.

Abul Abbos Ahmad ibn Muhammad ibn Nosir al-Farg‘o-
»ly 797-865-yillarida yashab ijod gilgan buyuk ajdodimizdir. Sharg-
da Al-Farg‘oniy, Yevropada Alfraganus (Alfraganus) tahalluslari
bilan mashhurdir. Ahmad al-Farg‘oniy Farg‘onaning Qubo, hozirgi
iiva sliahrida tavallud topgan. U - buyuk astronom, matematik va
jEi;11 Sharqgda “Hosib” (matematik) degan lagab bilan shuhrat
lupgan. Uni “Munajjim al-Rais” deb ham atashgan. Astronomiya,
Irafiya vamatematika sohasidagi asarlari bu fanlar taraqgiyotiga
Milmogli hissa go‘shdi, hamda bir necha asrlar davomida olimlar
ik linn goilanma bo‘ldi. Ahmad ai-Farg‘oniy Yer kun-asining doira-
viy iilimligini, diametri va radiusini aniglagan. Yer meridianlari
hailidti hilimlarga asos solgan va samodagi yulduzlarga mukammal
(asiiil' bcrgan. Chuqur matematik tadgiqotlar natijasida. samoviy
iiMiilamin)’ halandligi va ulargacha bo‘lgan masofalarni o4chash
lile Lumi iliin ;li hamda Ibydalanish ilmining birinchi mukammal
iii «Ki% .1 yaralj’aii olim sifatida jahon ilm ahli tomonidan e’tirof
<ld|aii.

Ahmad al-l;arg‘oniy tomonidan ixtiro qilgan suv sathini
0' Ichash “Nilometr” qurilinasi Nil daryosi sohiliga baipo gilinadi. Bu
Sjiii ilma snvning koMarilishi va pasayishinikuzatish imkonini bergan.
Mu ku/alish asosida dchqgonchilikning yil bo‘yi ganday boiganligini
gaytl th.h mumkin holgan. I) Bag‘dod rasadxonasida ko‘pgina
kashliyotlar qildi. Jumladan, 840-yilgi Quyosh tutilishini oldindan
bildi va bu haqda ilmiy kuzatishlar olib bordi. Alloma 1022 ta
yulduzni o'lchab, tasvirladi.

Aim Nasr Muhammad ibn Muhammad ibn U:zlug® ibn
Turxoii Forobiy (870- 950) gomuschi olim, sharq fanining
asoschilaridan biri. Forobiy «Hajm va miqgdor hagida kitob», «Fazo
geometriyasiga kirish hagida gisqacha kitob» va boshqa asarlari bilan
mashhurdir. Asarlarida matematikaning asosiy tushunchalarini
asoslash va to‘g‘ri bayon etish usullariga katta e tibor bergan.
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Abu Rayhou Muhammad ibn Ahmad Beruniy (973-1048)
astronom, matematik va gomuschi olim, Xorazmda tugilgan, asosiy
asarlarini arab tilida yozgan. Beruniyning asosiy ishlari astronomiya,
matematika, fizika, falsafa, tarix, botanika, geografiya, mineralogiya
va h. k. larga bag‘ishlangan. «Kitob at-tafxim» (1029— 1034 yillar)
asarida matematika, astronomiya va astrologiya asoslari bayon
etilgan. «Doiradagi vatarlarni uning ichiga chizilgan siniq chiziglar
yordamida aniglash haqgidagi risola» (1027-yil) nomli asarida
geometriya va trigonometriyaning qator teoremalarining isbotlari
berilgan. Beruniy tomonidan arifmetika va algebraning asosiy
masalalariga ta‘rif beradi; butun va kasr sonlar ustida amallar,
chizigli, kvadrat hamda kub tenglamalarni tagribiy yechish usullarini
bayon etadi; doiraga ichki chizilgan muntazam ko*pburchakning
tomonlarini aniglaydi; ko‘pyoglar, aylanmajismlar, konus kesimlari,
muntazam ko‘pyoqlarga ta’rif beradi va stereometriyaning asosiy
tushunchalarini bayon etadi. Matematikaga bagishlangan 22 ta risola
yozib goldirgan.

Abu Ali Husayn ibn Abdulloh iibn Sino (980-1037) faylasuf-
tabiatshunos, tabib, matematik, shoir, Buxoroga yagin Afshona
gishlog'ida tugilgan, Xorazm va Eronda ishlagan. Asosiy asarlari:
«Tib qonunlari», «Ashshifo», «Najot», «Ishorat va tanbih»,
«Donishnoma» va «Urjuz». Bulardan «Ashshifo» va «Donishnoma»
asarlarida matematikaga bagishlangan maxsus boiimlar bor.

Shoir, faylasuf, astronom va matematik G *syossddm Abulfath
Umar ibn Ibrohim Hayyom (1048-1131) Nishopurda tug‘ilgan. U
birinchi boiib uchinchi darajagacha boigan tenglamalarni yechish
nazariyasini yaratdi va barcha tenglamalarning umumiy sinflarini
bayon etdi. Umar Hayyom birinchi marta geometriya bilan
algebraning alogasi to‘g‘risidagi hamda aigebraik tenglamalarni
geometrik tushuntirish va yechish hagidagi masalani qo‘ydi.

Muhammad Tarag‘ay U'lugsbek (1394-1449) - buyuk o ‘zbek
astronomi, matematigi, davlat arbobi va ma’rifatparvari. U
Samargandda madrasa va dunyoda eng yaxshi rasadxona bunyod
etdi. 0 ‘z atrofiga mashhur matematik va munajjimlami to‘plab, ilmiy
maktab tashkil etdi. Ulug‘bek tomonidan juda aniq trigonometrik
jadvallami tuzishga imkon beruvchi al-jabr usuilari ishlab chigildi.



Itil lisiil istalgan aniglikda hisoblashlarni amaiga oshirishga yordam
licror cdi.

Malomatikaning rivojlanishiga rus matematiklari - N.I. Loba-
/rvrkiy (17Y2-1856), M.V.Ostrogradskiy (1801-1861), P.L. Chebi-
In-v (1821 18v4), JLLA. Marchuk (1856-1922), A.M. Lyapunov
(1K>7 I'M8) va boshqalarning ishlarini ham e’tirof etish mumkin.

< >/U>lustonda matematika faninirag rivojlanishi. Zamonaviy
. 1HI nt.u«nial ika maktabi ham jahon matematika fanining oldingi
su<uiniini rpallab kclmogda. Bu borada o°‘zbek matematiklari
\' HinHmaHy, S 11 Simjiddinov, T.N. Qori-Niyoziy, T.Jo‘rayev,
M *ukRhidelu<y. Sli Ayupov, Sh. Alimov, A. Sadullayev, A. A’za-
niliv. N (i ;itiidihljiivi-v. K <i'anixodjayev, M. Oripov, E. Fayzibo-
\. v, Y Sonlov, /1 Nannoiiov, M. Mamatov va boshgalarning ilm-
fiiis ioliuNidnf’i ci isligan yutuglarini ta’kidlash lozimdir.



| BOB. MATRITSA VA DETERMINANTLAR
I-§. Matritsa va ular ustida amallar

1.1. Matritsa tushunchasi. Matritsa tushunchasi va matemati
kaning matritsalar algebrasi bo‘limi igtisodchilar va boshga soha
mutaxassislari uchun muhim ahamiyatga egadir. Iqtisodiy jarayonlar
va obyektlarning matematik modeli sodda va ixcham matritsali
tenglama shaklida ifoda etiladi.

Ta’rif. mta yo‘l va n ta ustundan iborat boigan ushbu jadvalga

«12 ' «In ™ «ii «12 ' «in
«22 «2n | yoki 1  «22? «n 1)
«m2 «mn / «ml «m2 ' «mn

mXn moichamli matritsa deyiladi.
Masalan,

A Ch n
2 x 3 -oichamli matritsa.
o_(e* 1 —1 cost\
VO 4t -7 \-t)
2 x4 -oichamli matritsa.
Matritsalami A,B,C,... bosh harflar bilan belgilaymiz:

| «11 aiz ain \
n /«21 a2 " a2nj yok; A_ [Jayl= (a;)
\fljjil «m 2 l «mn/

(/=1,2,....01, j —1,2,...n)
ay -lar matritsa elementlari deyiladi, bu yerda birinchi indeks i -
element turgan y oi nomerini, ikkinchi indeksj - esa ustun nomerini
bildiradi.



Agar ixtiyoriy i vaj larda atf = by bo’isa, A = (a") va
Il (by) matritsalar teng deyiladi va A-B kabi yoziladi.

Matritsalar yordamida ba’zi iqtisodiy bog‘liglami ifodalash
mumkin. Masalan. igtisodiyotning ba’zi tarmoglari bo'yicha resurs-
larning tagsimotini jadvalda ifodalaymiz.

Resurslar Igtisodiyotning tarmog|lari

Qishlog xo‘jaligi Suv xojaligi
Suv 7.2 81
Mehnat 41 3,2
1lektroenergiya 5,2 6,3

IJshbu jadvalni resurslar tagsimotining ixcham matritsasi
ko'rinishida ifodalash mumkin:

17,2 8,1\
A= 41 32
\5,2 6,3/

jadvalga ko‘ra, an —7,2 - matritsa elementi —gishlog xojaligiga
gancha suv rosursi, a?2 = 3,2 -element esa—suvxo jaligig;agancha
un linit n-;uisi sarfianishini ko’rsatadi.
A i (1)maliitsaning barcha elementlari nolga teng bo‘lsa,
0 - 0\
0O 0 - 0]

0 0 -0/
niwl matritsa deyiladi.

12 kvadrat matritsa. Agar matritsaning yo‘llari soni uning
iiNinnlari sonig;i (eng bo‘lsa, u holda uni kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning yo‘llari soni uning tartibini bildiradi. n - tartibli
kvadrat matritsa berilgan bo‘Isin:

«11 «12 «ln \
«21 «22
i ©
Onl ((n2 «nn /
1



Kvadrat matritsada allt a22, —dnn elementiar joylashgan diagonal
bosh diagonal, aln,a2n-i>—>am ~yordamchi diagonal deyiladi.
Bosh diagonalidan pastdagi (yoki yugoridagi) hamnia element-
iar nolga teng boigan kvadrat matritsa uchburchakli matritsa
deyiladi. Uchburchakli matritsa quyidagi ko'rinishda boiadi:

«11 «12 «m\
0 «22 «2n J yOki
0 0 Load «nn J
(btl o .. 0
g= b2 22 - 0
\Ki &P bnn

A\ —yuqori uchburchakli, B - quyi uchburchakli matritsadir.
Agar (2) kvadratik matritsaning bosh diagonal elementlaridan
boshga barcha elementlari nolga teng boisa,

«11 0 - 0
° ? ®)
0 0 = an,J
uni diagonal matritsa deyiladi. Xususxy holda, (3) matritsada
i «ll = «22 = wmm= ami - 1
boisa,
1 0
0 1

0 Q0 o
koiinishga keladi, uni birlik matritsa deb ataladi.

A kvadrat matritsaning yoilarini  mos ustunlar bilan
almashtirilgan hosil boigan matritsaga transponirlangan matritsa
deyiladi vaAT- bilan belgilanadi:

«11 «21 ™ «nl
«12 «22 = an2

«In «2n dr,
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13 4\
Masalan, agar 4 = 15 --2 Ibo‘Isa, u holda

\2 0/

& -(3 5 2\
V4 -2 0/
bo*ladi.
Agar A kvadrat matritsa transponirlangan AT matritsaga teng
bo‘lsa, u holda A simmetrik matritsa deyiladi.

1.3. Matritsalar ustlda amallar va «laming xossalari.

Mcitritsglarni go Shish va ayirish. mxn - olchovli A = (ay) vaB =
(by) matritsalar berilgan bo‘isin. Ulaming yig'indisi deb, m”n -
olchovli C = (cy) matritsaga aytiiadi va elementlari

Cy=@Qj+ by (i=\,2,...,n,j=12,.....m) (4
tenglik yordamida aniglanadi (C = A+B deb belgilanadi).

l1-misoL 2x3 - oflchovli A—(" 2 J*) va &~

(/8 flz 14/ matritsalar berilgan bo‘lsin. A + B yig‘indini
toping.
Yccliish./1+S = (1 2 -3)+ (-1 ¢£ 3] =

1+ (1) 2+6 -3+3\ /0 8 OV
V 4+8 0+12 2+14' V12 12 16/

Ta’rifga ko‘ra, matritsalami qgo‘shishda mos elementlar
goMiilndi. Qo‘shish amali bir xil tartibli matritsalar uchun
aniglangan.

Jax« o'lchovli A va B matritsalar mos elementlari
ayirmalaridan tashkil topgan ushbu m*n - olchovli D = (dy)
matritsa A va B matritsalar ayirmasi deyiladi va D-A-B kabi
belgilanadi.

Matritsalami qo‘shish xossalari:

1°. A+0=(H-A=A.

2°.A+B=B+A.

3°. (A+B)+C~A+ (B+C) (assotsiativ).
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Matritsani songa kopaytirish. A —(a J —
1.2 matritsaning har bir elementini 1 haqiqiy songa
ko‘paytirganda hosil bo‘lgan matritsaga A son bilan A matritsa
ko paytmasi deyiladi va XA kabi belgilanadi. Demak,

o Ay
AA = At)j  Adp
Sl NRN2
. ( \ . . \}’ . ..
2-misol. AH I matritsani V2 ga ko ‘paytiring.
\sin(2t))
I -3v2 \
Yechish. V2 sA=V2 m av2
2tV2

AV2sin(2t)j

int Zp/lmatrltsanl cos £ ga ko “paytiring.
2cost etcost

Yechish. cost A “cost-f 2 % ;
t ostsint 4cost)e

vsm

Matritsalarni songa kofpaytirish xossalari:
4°. (XjLi)I=a(jm), (X jUF=const).

5°. LI/1-bB)=bl+X

6°. =L4+|ud.

4-misoi. Agar

bo‘lsa, A+B, 3/1-4B matritsalarni toping.
Yechish. Matritsalarni qo‘shish, ayirish va songa ko‘paytirish
goidalaridan foydalanib, izlanayotgan matritsalarni topamiz:
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/2 -1\ /2 O\ /2+2 -1+0\ /4 -1\
4+B=1 3 +4 1=1+4 3+1 =5 4 .
\5 3/ \6 5 \5+6 3+5/ \11 8/

/6 -3\
34 - 482 I=(3 9]
Vis 9/
/6-8 -3-0% (-2 "3°
=1 3—16 9-4 -13 5
VIS —24 9-—20y V9 -11
Matritsalami  ko'paytirish. m”n - oiehovli A = (a")

*=12,..»% j-\,2,...,n) matritsani n*p — o‘lchovii B = (by)
(/=1,2,...,n;j=1,2,.,.,p) matritsaga ko paytmasideb, shunday m*p-
oichovlii? = (ri;) (*=1,2,...,»*;j=1,2,...,p) matritsaga aytiladi va
uning elementlari

.

Y —~ ' aik~kj
k=1

(i~1,2,....m;j=1,2,...,p) (5)
formula yordamida aniglanadi.

Ta‘rifdan ko'rinadiki, ~ matritsani ixtiyoriy B matritsaga
ko‘paytirish uchun A matritsaning ustunlari soni B matritsaning
yo llari sonigateng boiishi talab gilinadi.

5-Misol. Ushbu

N=(j -3r)y'B=(0 83 1)
matritsalar ko‘paytmasini toping.

Yechish. A matritsa 3x2 - oichovli, B matritsa 2x3 - oichovli

boigani uchun ulaming ko*paytmasi 3x3 - oichovli
mi r2 rii»

A-B=1rni r2r23j
\'r31 r32 r33/
matritsa bo‘lib, uning elementlari (5) formulaga ko‘ra
ru=1m+0m=2 rl2=1m-1)+0m8= -1,
Ti3= 1wd+ Onl= 4, r2l= 2+2+ (-1) *0 = 4,
15



r2=2m-1)+ (-1) B8=-5rB=2m+ (-1) *1 =7,
r3l=0+2+3*0 =0, r=0m-1) + 3-3 =9,
rg=0-4+3-1=3

bo‘ladi. Demak,

A-B =

6-MisoL Ushbu
a_/ 1 2\ 0 3\
V3 o)’ \~2 4]
matritsalar berilgan boisin. A-B va B-Amatritsalami toping.
Yechish. Berilgan matritsalaming ko ‘paytmasini topamiz:
n.d— 1w0+2'(~2) -1-3 +2*44 /-4 Y
V3-0 + 0% (-2) Imd+0mMyY VO 9>
o n-( 0-(-I)+3-3 0-2+3-041/9 0\
U'A~V-2*(-1)+4-3 —2-2+4-0/ VI4 -4
7-MisoL Ushbu

u)-s=02 3)

matritsalar uchun 4-5 ® B -A munosabatni tekshirib’ko ‘ring.
Yechish. 4B —( _°). ("2 «)-(-7 «).

A =t& 0)'(2 -V =(-?

Demak, A B ® S ®A. Keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, ikKki
matritsa ko‘paytmasi uchun o‘rin almashtirish qoidasi o‘rinli
bolmaydi. Ammo, nxn - o‘lchovli A matritsa bilan rqga o ‘Ichovli
birlik E matritsa uchun

A-E =E-A =A
tenglik o‘rinli bo“ladi.
8-misoL Ushbu matritsalar ko ‘paytmasini toping.

Yechish. A matritsa 2x2 - olchovli, B matritsa 2x3 - o‘lchovli
boigani uchun ulaming ko*paytmasi 2x3 - o‘Ichovli matrita bo‘ladi.

K 1 >



(1-1+ 3-2 1ml+ 3ml 13 + 3m4)\ 5 4 154
V21+5-2 2ml+5ml 2m+5m4/ U2 7 26
A, B va. C matritsalar berilgan boisin. U holda

7°.(AB)C =A(BC)

8°. (A+BYC=A-C+B-C, A-(BXC)=AB+AC
xossalar o‘rinli bo‘ladi. 7°-xossaning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. n
- tartibli ixtiyoriy A, B va C matritsalar berilgan boisin, gisqacha
ularni quyidagieha belgilaylik

A= (%), B=(by), C= (dj), A B= U= (L), B-O V=(v9),
(A-BYC=5=(8), A-(B-Q =T= (y)

(AB)-C=fA:(B-C) ekanligini, ya'ni S=T ekanligini isbotlashimiz
kerak. U quyidagi teng7llikdan kelib c:hiqadi.l_I

Ly = @ik¥W> ~K " ’bklifyj
k=1 =1
S=UC,T=A-Vtengliklarga ko‘ra
M

uilclj = ~ ty* Wk "kIMNj >
1=1 1=1 k-1

] I n

tj=~ LKk = [
1=1 fel (=1

ya’ni, (/,1-1,2,.
Demak, (A-B)C=A(BQ.

0 minol. Ushbu matritsalar berilgan:
A= J4,5=(2),C=3 0 -2).

Bu matritsalar uchun (A-B) C =A (B-C) xossa o ‘rinli bo‘lishini
tckshiring.

Yechish. -B=(2 A4) «(4) =Q ,

0o -2)=e C «)e
B-C=(®)-(3 0 -2)=(:86 ° |°),

*-0>-0=G 1MW -e 0 1°)F ttilte
17 1



Demak, (A-B)-C = A-(B-C).
2-8. Determinantlar

Ta‘ril 2 - tartibli kvadrat matritsaning

A=(apl ard
determmanti deb, ushbu
«11 alz2l
a2l a22| (6)
songa aytiladi. Bu yerda alltal2 , a2l,a2 - determinant

elementiaridir. Determinant elementining birinchi indeksida turgan
son yo‘l ragamini, ikkinchi indeksida turgan son esa ustun ragamini
bildiradi. au a22 —%.2azi ayirma determinant giymati deyiiadi va
detA, yoki \A\, yoki A bilan beigilanadi.

10-misoL 2-tartibli determinantni hisoblang.

=2m- (-4) B8=10+ 12 = 22.

Ushbu

all alz ail3
detA  a21 a22 a23
«31 «32 a33
songa 3-tartibli determinant,
detA = «y « 22«33 4- «12« 23«31 4
+ «13«21«32 ~ «13«22«31 “ «11«23«32 * «12«21«33
unung giymati deyiiadi.

Uchinchi tartibli determinant qiymati oltita hadlar yig4indisidan
iborat bo‘lib, ulardan uchtasi musbat, goplgan uchtasi esa manfiy
ishoralidir. Bu hadlarni hisoblash quyidagi sxemalar yo‘rdamida
ifodalansa boiadi:

a) Uchburchak goidasi



yoKi
b) Sarryus qoidasi

II-misol. 3-tartibli determinantni hisoblang.

1-2 1
2 3-1 =
4 5 2

=1mm+ (-2) m(-1) M+ 1e2m5- -1-3%4-
-1 ¢(-1) m5- (-2) -2*2 = 6-1-84-10-12+ 5+ 8
n - tartibli kvadrat matritsaning

determinanti deb, ushbu
« L «12 w’ «In
«?21 «22 ®2n

ani - «n2
ifodaga aytiiadi.

25.

(7)

Agm A matritsaning determinanti detA = 0 bo‘lsa, u holda A
x0s matritsa deyiladi, aks holda detA @& 0 bo‘lsa, u holda A xosmas

matritsa deyiladi.

3-8. Minor va algebraik to‘ldiruvchilar.
Determmantlarning xossalari

Uchinchi tartibli
«1l1 «1l2 «13

,ﬂ,: «21  «22 «23
«31 «32 «33

19



determinant berilgan bo‘lsin. Bu determinantning biror aik (i, Kk =
1,2,3) elementini olib, shu element turgan yo‘lni hamda ustunni
o‘ziramiz. 0 ‘zirilmay qolgan eiementlardan ikkiinchi tartibli
determinant hosil bo‘ladi. Unga aik eiementning minori deyiladi va
Mik bilan belgilanadi. Masalan, uchinchi tartibli detenninantda
a23element turgan yo‘l va ustunni o“chirish

ant al2 a13
a2l 022 az3

a3l a32 a33

al2j
M23 = \ZI a 32l
determinant hosil bo‘ladi. Bu berilgan determinant a23 elementining
minoridir.
12-fwisol. ﬁ _ill determinantning minorlarini toping.
Yechish. Determinantning elementlari soni to‘rtta bo‘lgani
uchun minorlar soni ham to‘rtta bo‘iadi: M= 4, M12 = 1, M21 —
-3, M2 =2

natijasida

10-2
13-MisoL 4 determinantning Mllr M12va M3,

minorlarini toping.

Yechish. Determinantning elementlari soni to‘qgizta bo'lgani
uchun minorlar soni ham to‘qgizta bo‘ladi. Misol shartiga ko‘ra,
MIt, M12 va M32 minorlami topamiz:

« N -3 si- MW o slvaM-H 3 “i2|-
Ta’rif. (7) determinant <telementining algebraik toldiruvchisi

deb,
(-1y+IM,,
migdorga aytiiadi va  orqali belgilanadi:
Ay = (-1y +IMtj.
Kvadrat matritsa determinantining algebraik to‘ldiruvchilari
soni uning elementlari soniga teng bo‘ladi.
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Masalan,

1 0 -2
3 4 1
O -3 5

determinant elementlariga mos to‘qgizta minorlar mavjud a3 —
3 elementining algebraik to‘idimvehisini topamiz:

e . (- I)St2M32?(h-l)S|3 117 -(1-(-6)) =-7.
leterminant xossalarmi  3-tartibli determinantlarga nisbatan
keltiramiz. Uchinchi tartibli

1900 12 s
\A\ ~ «21 «22  a23
«31 «32 «33
determinant berilgan bo‘bin.

I°. Determinant yo Uarini unga mos ustunlar bilan

.iniltshtirilsa, determinant giymati o'zgarmaydi,ya ni
\AT\ = \A\.

tsbot. Ushbu xossani 3-tartibli matritsa determinanti ushun
tekshirib ko‘ramiz. Uchinchi tartibli transponirlangan matritsa
dctcrminantini hisoblaymiz:

«11 a2l «31
AT\ = a12 022 %2
«13 «23 «33
— a.140.22<"33 + «21«32«13 + «31«12«23
«13«22«31 ~ aU a23a32 ~ al2«21«33-
\A| - arLa22a33 + al2a23a31l+ al3a2la32 -
«l1la22a:il all«23«32 ~ «12«21«33 »

Decimik, \Ar\ = |/1].

2°. Determinant ixtiyoriy ikki yo Uni (ustunini) o Zzaro
almashtirsak, determinant giymati o0 zgarmasdan unung ishorasi
garama-garshi ishoraga o zgaradi.

Isbot. Birinchi va ikkinchi yoMlari o‘zaro almashtirilgan 3-tar-
tibli matritsa determinantini \AL\ belgilaymiz va uning giymatini
hisoblaymiz:

a2l a22 «23
Uil = «11  «12 «13
«31 «32 «33
— M2«21«33 + «13«22«31 + «11«23«32
21



“ «31 «1l2«23 — «11«22«33 — «21«32«13 ~
= —(— % 2«21«33 ~«13«22«31 — «11«23«32 +
+«31 «l2«23 + alla22a33 + a2la32als) = —N1-
Demak, rdx! = —{/1).
3°. Determinantning ixtiyoriyyo ida (ustunida) turgan barcha
elementlarni K songa ko paytirilsa, determinant giymati Kk marta
ortadi.
kari kal2 Kkari
a2l az22 a23
a3l a32 a33
— & «N«22«33 + &Y%2a23a3i-f kal3azicis2 ~
~~k-al3a22a3l ~ "«H«23«32 ~
—kal2a21a33 = k(atla22a33 + ai2a23% i+ «iz«2i«32 —
~arsa22a3l ~ au a23a32 ~ al2a2las3) = &"detA
4°. Determinantning biroryo 1i (ustuni)dagi barcha elementlar
nolga teng bo 1sa, determinant giymati nolga teng bo 1adi.
5°. Determinantning ikki yo'li (ustuni) bir xil bofisa, uning
giymati nolga teng bo 1adi.
Isbot. Faraz qilaylik, 3-tartibli determinantning ikkita yo‘li
elementlari bir xil bo‘Isin.
alt al2 al3
Oil al2z al3 — %I0!'i2a33 + «12«13«31"b «13«11«32 ~
a3l a32 a33
—al3al2a3i —«u «l3«3r ~~ al2aum a3z ~ 0
6°. Determinantning ixtiyoriy ikki yo 1i (ustuni) o zaro
proporsional bo 1sa, uning giymati nolga teng bo 1adi.
Isbot. Faraz gilaylik, 3-tartibli determinantning birinchi va
ikkinchi yollari o‘zaro proporsional bo‘lsin:

az2i _ <22 _ ~23 _Ip
all al2 al3
a2l ~ t "«11/ a22 —t “«12/ a23 ~ t "«13-

Determinantning ikkinchi yo‘l elementlari o'rniga birinchi yoi
elementlari orgali ifodasini go‘yamiz:

«11 «12  «13 all «12 «13
a2l a22 a23 — tati tal2 g3
«31 a32 a 33 «31 a32 «33
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«TI «12 «13
aii «12 «13 =1 «0=0.
«31 «32 «33
fi-xossaga Ko‘ra,
«11 «12 «13
«1ll «12  «13 :0.

«31 «32 «33
7°. Agar determinantning biror yo i (ustuni)dagi elementlar

ikki go Shiluvchilaryig ‘indisidan iborat bo 1sa, masalan,

«11 «12 «13
«l+a «2+ P «23+y
«31 «32 «33
ho 'Isa, u holda Ny
«ll «12 «13
a2l + a «22+ P «23+7
«31 «32 «33
«1ll «12 «13 «1ll1 «12 «13
= «21 «22 «23 + « p Yy
«31 «32 «33 «31l «32 «33
ho'ladi.

8°. JY¥Ir determinantning biror yo'li (ustuni)ni o0 zgarmas
songa ko paydrib, boshga yo1i (ustuni)ga qo Shilsa, determinant
giymati o zgarmaydi.

Isbot. 3-tartibli determinantning 1-yo‘lini k-songa ko'paytirib,
" yo'lgti ijo‘shamiz va 7-xossaga ko‘ra ifodalaymiz:

<N «12 « 11 «l11 «12 «13
<223 «71+ feceu «22+ kal2z a23+ ka
31 «32 «33 «31 «32 «33
«ll «12 «13 «1l1 «12 «13
= «21 «22 «23 /C«y fe«j2 ~Neld T
«31 «32 «33 «31 «32 «33
«11 «12 «13 «1l1 «12 «13
= «21 «22 «23 + Ko+ «11 «12 «l3 =
«31 «32 «33 «31 «32 «33
«11 «1l2 «13 «l1ll «12 «13
«21 «22 «23 + K 0= «21 «22 «23
«31 «32 «33 «31 «32 «33
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9°. Determinantning biror yo 1i (ustuni)dagi barcha element-
laming ularga mos algebraik to 1diruvchilari bilan ko paytmasidan
tashkil topganyig'indi shu determinant giymatiga teng bo 9adi.
Isbot. 3-tartibli determinantning 1-yo‘l bo‘yicha yoyilmasini
algebraik to‘ldiruvchilar orgali ifodalaymiz:
all al2 alil3

a2l a22 aZ23 all "~11 + al2 "~12 + al3 "A 13

%1 &2 as3
a22 a23\_ .la21  a23| ja2l a22j_

a32 a33c 12 <G31 a33l ttI3 <a31 a32<

=-alr m(&22a33 “ G23a32) “ al2 "(a2la33 —a23a3l) +
+ al3 up-21a32 ~ a22a3l) =

= AuN22a33 + al2a23a3l + al3a2la32 —

“ al3a22a3l ~ alla23a32 ~ al2a2la33-

10°.  Determinantning biror yo'li (ustuni)dagi barcha
elementlari bilan boshgayo 7 (ustun)da turgan mos elementlarning
algebraik to 1diruvchilari ko paytmalaridan tashkil topgan yig indi
nolga teng bo 1adi.

Isbot. 3-tartibli determinantning 2-yo‘l elementlarini 1-yo‘l
elementlarining mos algebraik to‘ldiruvchilari Ko ‘paytmalaridan
tashkil topgan yig‘indini hisoblaymiz:

a2l'M1 + a2 W12+ a23'Al3 —
— % 1a22 a23 a2 az2l a23% , _ . jazl az22j _
a32 a33 a3l a33 a2i  la31 a 32l
= «21 (a22a33 ~ a23a32) a22 ’(a2la33 ~ a23a3l) +
+ a23 ‘(a2la32 ~ a22a3l) ”
~ a2la22a33 ~ a2la23a32 ~ a22a2l1a33 +

+ a22a23a3l + a23a2la-32 ~ a23a2la32 ~ a23a2Za3l =
Determinantlaming 9-xossasiga ko‘ra, n —tartibli (n > 2)
determinantning 1-yo‘l bo‘yicha yoyilmasi cuyidagicha ifodalanadi:
®12 "* aln n
_ & a2 O2n
A= I CijAij ®)
dfil - .2 am J=i
n - tartibli determinantning ixtiyoriy yo‘l bo‘yicha yoyilmasini

= all "

0—" | @ijAij, (i 1,7i) 9)
= 24



voki ixtiyoriy ustun bo‘yicha y,fyilmasini

A—~ O-ijAiL (i 1,n) (10)
i=1

Ibniiulalar yordamida ifodalash mumkin.
(9) va (10) formulalar Laplasformulalari deyiladi. Agar =1
Ik Isa, (9)-formula (S)-formula bilan ustma-ust tushadi.
Diagonal (quyi yoki yuqori) matritsaning determinanti bosh
sliagonaldagi elementlar ko ‘paytmasiga teng bo‘ladi:
«11 «12 ' M

0 «22 azn —alrmzz w«nn-
0 0 - Om
I>unoind matritsani 1-ustun bo‘yicha yoyamiz:
«11  «12 «In «22 «23 «In
0«22 «21 _ 0 «s33 «2n
........ «11 m
0 0 - ((nn 0 0 ((nn
«33 «34 ((ln
0  «aa ™ «2n e
= «11 "«22° -
O 0 e «nn
- «11 - «22 at,
14-inlaol.
1 o 1 2°
32 matritsa determinantini hisoblan
2 3 1 0 g
4 -2 0

Ycchish. Matritsa determinantming 1-yo‘lidagi a+1 elementdan
boshga barcha elementlarni xossalardan foydalanib nolga
aylantiramiz. Birinchi yo‘lda bitta nol bor, yana ikkita nol hosil
gilamiz. Buning uchun, 1-ustun elementlarini -1 ga ko‘paytiramiz va
3-ustunning mos elementlariga qo‘shamiz. Shuningdek, 1-ustun
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elementlarini -2 ga ko‘paytiramiz va 4-ustunning mos elementlariga
go‘shamiz. Olingan natijalar asosida determinantni yozamiz:
1 0 1 2 1 0 0 O

-3 1 -2 -4 -3 1 1 2
detA -
2 3 1 0 2 3 -1 -4
-4 -2 0 -7 -4 -2 4 1
{1-yo‘l elementlari bo‘yicha determinantni yoyamiz}

1 1 2 1 1 2

1-unr- 3 -1 -4=3 -1 -4

-2 4 1 -2 4 1

{Determinantning 1-ustun elementlarini -1 ga ko‘paytiramiz va 2-us-
tunningmos elementlariga qo”hamiz. Shuningdek, 1-ustun element-
larini -2 ga ko‘paytiramiz va 3-ustunning mos elementlariga
go‘shamiz. Olingan natijalar asosida determinantni yozamiz va uni 1-
yo*‘lelementlari bo‘yicha yoyamiz}.

1 0 0
-4 -10
3 -4 -10=i.(-r 6 5 —20+60—40
-2 6 5
127 12 3
154 23 4
15-misol. A= 181 34 5 determinant xossaiaridan
208 45 6

foydalanib hisoblang.
Yechish. 7°-xossadan foydalangan holda, deteminantni yig‘indi
ko‘rinishda yozamiz:

00+27 12 3 10 12 3 27 123
A:100+54234 100234+54234

100+8 3 4 5 10 3 45 8 345

100+108 4 5 6 10 4 56 18 4 5 6
3°-xossaga binoan umumiy ko‘paytuvchilami determinant

oldiga chigaramiz:
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N1=100 +27-

A W DN
(&2 B~ V)

1
2
3

L
W N
A wWN
o b~ w
W N

1456 4 4 5 6
Yje uk!i(ki)’i 2-determinantning ikkita ustun elementlari bir xil.
rM asosan uning giymati nolga teng:

1123 1123
12 3 4

n 100-1 23 4+27-0:100-
13 45 13 45
1456 1456

li InnIn ustun elementlaridan mos ravishda birinchi ustun

#|t nH itliiiuii ayiramiz vanatijani 2-ustungayozamiz. Birinchi ustun

........ ill.Lumi 2 ga ko‘paytiramiz va mos ravishda uchunchi ustun
e l.....ni Inidan ayiramiz. Olingan natijani uchunchi ustunga yozamiz.

i Lit.ieli ic irmiinantning 2 taustuni elementlari bir xil bo‘ladi.  6°-

ii ilo i.i dclcrminant giymati nolgateng:
100

A=100- =0

1
2 2
3 3

< §. TcNkari matritsa

ii (artibli kvadrat matritsa

«11 «12 W' «
azt az22

nnr an2 " «nn

berilgan bo'lsin.
Agar A bilan «-tartibli A-1 - kvadrat matritsa ko‘paytmasi E -

hirlik matritsaga teng bo‘lsa
A-A-1=A~r *A=E
27



u holda A~r matritsaA ga ieskari matritsa deyiladi.

Teorema. A matritsaga A~1 teskari matritsa mavjud bo‘lishi
uchun uning xosmas matritsa boiishi zarur va etarlidir.

3 - tartibli kvadrat matritsa

berilgan bolsin. A matritsaga teskari matritsa A 1quyidagi formula
yordamida topiladi:

detA detA detA
R A2 AR

detA detA detA
, A3 A2z AR

VdetA detA detA'

bu yerda Ay (i,j —1,2,3) berilgan A matritsa ay elementining
algebraik toidimvchisi.

16-misol.
/ 2 1 2\
A= 0 "1 3
\1 -3 1/

M matritsaga teskari A 1 matritsani toping.
Yechish. det4=2-3+0-2+18-0=15. Demak, detA ®# 0 —

A_1 —mavjud. A-1 ni topamiz:

bu yerda
28



1Mmini In-rilgan matritsaga teskari matritsa quyidagi ko‘ri-
nt In i 1i% »o' Indi:

Iml dmili koiamiz:
<<I?( ® 3
1 0 0\

/ shilniii. Xos matritsaning teskari matritsasi mavjud boimaydi.

5-8. Matritsa raagi

linilj’.in 1)o‘l;in. A matritsaning ixtiyoriy kta yoii va &ta ustunini
lib. (< iuin(m,«)) A-tartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat
nil'll v . mims-. determinanti A matritsaning k-tartibli minori deyiladi.
I-(u’rif. A matritsaning noldan fargli bo‘lgan eng yuqori (katta)
turtibli minoriga uning rangi deyiladi va rankA bilan belgilanadi.
Matritsaning rangi uning yoilari va ustunlari sonidan katta
bo‘Imaydi, ya’ni rangA <min(m,n).
1-ta’rifdan quyidagilar kelib chigadi:



1) agar rangA-k bo‘lsa, u holda A matritsa minorlari orasida
noldan fargli A-tartibli kamida bitta minori mavjud boiadi;

2) (k+1) va undan yuqori tartibli minorlari (agar ular mavjud
bo‘lsa) nolga teng.

17-misol. Ushbu

matritsaning rangini toping.
Yechish. Berilgan matritsaning 2-tartibli minorlari bir nechta

I3
boiib, ulardan biri | J= 7 boiadi. A matritsaning 3-tartibli
minori

2 11
3 11
-4 11

determinantlarning xossalariga ko‘ra nolga teng. rangA-2.
Eslatma. Diagonal matritsaning rangi bosh diagonaldagi nolga
teng bolmagan elementlar sonigateng boiadi.
2-ta’rif. Noldan fargli eng yuqori tartibli minorga bazis minor
deyiladi. Bazis minor bilan kesishgan yollar va ustunlar bazis
deyiladi.
Ta’rifga kola, bazis minor tartibi matritsa rangiga teng boiadi.
Eslatma. Bazis minorlar soni bir nechta bolishi mumkin.
3 5
4 10|J matritsanmS barcha mmorlarini

toping va ular orasidan basis minorlami aniglang.

Yechish. 1) Ta‘rifga ko‘ra, minor - berilgan matritsadan
ajratilgan kvadrat gism matritsa determinantidir. Demak, berilgan
matritsa ikkita yoldan iborat bolgani uchun uning 3-tartibli minori
mavjud bolmaydi. Barcha ikkinchi tartibli minorlami hisoblaymiz:

13 1 5 3 5
M,= =-2, M2= =0, M, = =10.
2 4 2 10 4 10
M2 - minor nolga teng va u ta‘rifga kola bazis bolmaydi. Bazis

minorlar sifatida M, va M3minorlami olamiz.
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I T11lf,a binoan, matritsa rangini anigiash uchun barcha minor-
i...in .Ll'ihyetarlichamurakkabliktug4diradi. Bumurakkablikni
.. In i n. Inin matritsarangi saglanadigan almastirishdan foydalana-
|_H

"m kli),i almashtirishlar matritsa ustidagi elementar almash-
iiihlilni deyiladi:

I JIritsorting nolli ustunlarmi (yo Uarini) tashlab yuborish.

Mali itsaningyol (ustun) elementlarini noldanfarqli songa
AnfuiyllHsh,

 \lulritsaningyo Uarini (ustunlarini) almashtirish.

| ilainturning biror yo 1idagi (ustunidagi) barcha element-
1,11 mill/nit fargli ixtiyoriy o'zgarrnas songa Ko paytib, boshgayo‘l
nt nT) T.-, < mentlariga qo'shish.

Iroii iiiii. Matritsa ustida bajariSgan elemantar almashtirish-
1" lin wn,, lining rangi 0‘zgarmaydi.

Il b1 loorema yordamida matritsani zinasimon yoki uchbur-
ihil b ke&iinisliga keitirib, uning rangini anigiash mumkin.

M.ilrilsa elementar almashtirishlar yordamida uchburchakli
mili il;>>i keltiriladi va uning rangini hisoblash katta giyirtchilik
Iny'dlnnaydi.

S 30 o5
A= 2 5 2 1 matritsa rangini toping.

J 6 1 3y
\ « lu.ii rn<rill.,an matritsani elementar almashtirishlar yor-
W him Li inlilml Lilli ko'iinisli<>a keltiramiz. Yoqorida keltiirilgan
.............. i 1" Ll inin...... -iY<anuaydi. Birinchi yo'l element-
........ " f¢i 1-ii’|uiNin,inn/ va ikkinchi yoMning mos elementlariga
" limu N.M o mlllni- 11 iii'inclii yo'l elementlarini -1 ga

ko'paytiramiz va uchunohi yo'Ining mos elementlariga go'shamizr
13 05 "13 0 5s

i 52 1=0-12-9 = {Keyingi almashtirishlami
16 1 Ww 3 1 -2,

bajaraniiz: ikkinchi yoM elementlarini 3 ga ko'paytiramiz va uchinchi

yo‘Ining mos elementlariga qo‘shamiz, natijada quyidagi matritsa
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1 3 5"
hosil boiadi}: 0 -1 -9 | Hosil boigan matritsa, noldan
00 -29
fargli uchinchi tartibli minorga ega:
1 3 0
-1

Demak, rang A =3.
6- 8. Matritsalarnmg amaliy masalalarga tatbiqi

Matritsalar yordamida ba’zi igtisodiy bogiiglarni ifodalash
mumkmligini birinchi paragrafda ko‘rdik. Endi matritsalar yorda-
mida ba’zi amaliy masalalami yechishni d‘rganamiz,

I-masala, “Ravot” va “Qahramon” fermer xo jaliklarida yetish-
tirilgan poliz mahsulotlari shahardagi Ni, N2 va N3 supermarketlarga
har kuni yetkazilib turiladi. Bu fenner xo jalikiaridan kundalik poliz
mahsulotlarining bir tonnasini N\ - supemiarketga yetkazib berish -
20 ming, N2 - supermarketga yetkazib berish - 30 ming va N3 -
supermarketga yetkazib berish esa - 50 ming pul birligiga tofy‘ri
keladi. Har bir fermer xo‘aligining kundalik transport xarajatlarini
hisoblang.

Supermarketlarga kundalik yetkazilib berilgan

onjZm;ri poliz mahsulotlari (tonna hisobida)
N1 N2 N3

“Ravot” 2 3 1
“Qahramon” 3 1 4

Yechish. A —matritsa bilan har kuni fermer xofaliklaridan
supermarketlarga yetkazib berilgan polis mahsulotlari (toima hisobi-
da), B - matritsa esa fermer xojaligidan bir tonna mahsulotni super-
marketga yetkazib berish uchun sarflanadigan transport xarajatlari
(narxlari) boisin:

32



T @ 1 {)k=(2° 30 50)-

| ImL11 lemici \o jaliklarining poliz mahsulotlarini supermar-
keii - i il i ib> berish uchun ketgan bir kunlik sarf xarajatlari
HIVitii i iqgiiyidagigateng boiadi:

C—A-B1

(220 + 3-30 + 1+5G\ {180\
\V3m20 + 1-30 + 4- 50/ N290/*

i » ni.ik, “Ravot” fermer xojaligidan polis mahsulotlarini super-
m n m11;-a yetkasib berish uchun kuniga 180 ming, “Qahramon”
i mu i m juligidan esa290 ming shartli pul birligisarflanadi.

I nmsiila. Fermer xofjaligida 10 tonna kartoshka, 3 tonna piyoz
vi" it pomidor yetishtirish rejalashtirilgan. X= (10 3 6) —
l. wn T xogaligining rejasi; S= (1 1 3) - resurslar narxi (har bir
iemvm uchun); P—(0 3 7) - transport xarajati (har bir tonna
in liihi).

1)) Fermer xojaligi bo‘yicha rejadagi qishlog xofalik
mnhsiilollarini yetishtirish uchun sarflangan har bir resurslaming
nilgclorini aniglang.

2) Mahsulotlar turlari bo‘yicha bir tonna gishloq xojalik
mnliMilotini  yetishtirish uchun sarflangan resurs xarajatlarini

hiHnilk-

1tonna mahsulotni yetishtirish uchun
sarf anadigan resurslar migdori

Qishlog Ti 2 T3
xofjalik L .
muliHulotlari Swv mahaliy o‘g‘itlar mmt_aral
(ming, litr) (tonna) o‘g‘itlar
(tonna)
Knttoshka 2 2 1
Piyo/. 3 1 3
Pomidor 4 3 2
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1) Rejam bajarish uchun sarflangan jami resurs xarajatlari
migdorini aniglang.

2) Fenner xojaligi bo‘yicha resurs va transport xarajatlari
umumiy yig‘indisini toping.

Yechish. 1) 1tonna mahsulotni yetishtirish uchun sarflanadigan

resurslar migdorini A — - matritsa bilan ifodalaylik. Bu

yerda afj - rturdagi gishlog xojalik mahsulotining bir tonnasini
yetishtirish uchun sarflangan/'-turdagi 7) resurs miqdori.

T=Xm=(1036)+f3 43 =
\4 3 2/

= (10m+3m3+6m 10-2+3-1+6-3
10ml +3+3+6m) = (53 41 31).

Demak, fermer xojaligi rejadagi gishloq xo jalikmahsulotlarini
yetishtirishga sarflagah resurslar migdori quyidagicha: Tr—53 ming
litr; T2- 41 tonna; T3-31 tonna.

2) Bir tonna gishloqg xo jalik mahsulotini yetishtirish magsadida
foydalanilgan resurslar uchun ketgan sarf-xarajatlami hisoblaymiz:

/2 2 1\/1\ /2ml+2m4-1m8\ /7\
n-5r=3 131 = 31+1-1+3-3 = 13).
\4 3 2/W \4ml+3ml+2m3/ \13/

Demak, bir tonna gishlog xofalik mahsulotini yetishtirish
uchun 1-turdagi mahsulotga - 7 ming, ikkinchi va uchunchi turdagi
mahsulotlar uchun -13 ming so‘m sarflanadi.

3) Fermer xo'jaligining uch turdagi mahsulotlami yetishtirish
uchun resurslarga sarflagan xarajatini aniglaymiz:

X-(A-ST)= (10 3 6)-
=(10-7 +3-13+ 6-13) = 187.
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h mil irillni Mi‘jaligining rejadagi kartoshka, piyoz va
JMiH i "in  iiNhtiiisli  uchun resurslarga sarflagan xarajatlari
............. 1i / ming so‘mni tashkil giladi.

ill. nvifiuiti tashish uchun ketgan transport xarajatini

lii-.ildnyml/,:
I I (53 41 31)- =0 + 123 + 217 = 340.

I'mmak, Icnner xojaligining resurslar va transport xarajatlari
\i). mdisi quyidagiga teng:
Xe+(A®ET) + T oP =187 + 340 = 527.

i.i,.iin Kkichik korxona 2 xil gishlog xojalik xom-ashyo mahsulot-
lini'l in mil turdagi konserva mahsulotlari ishlab chigadi. Qishloq
........ mxu-ashyo mahsulotlarining sarf migdori quyidagi matritsa

I .. imr.lihla berilgan:

Muyerda a,j (/=1,2,3; j=1,2), i - turdagi birlik mahsulotgaj -
iiinli)’i birlik xom-ashyo sarflanishi. Korxonaning bir kunlik
ni Vi ulot ishlab chigarish rejasi yo‘l matritsa ko‘riishida berilgan:

C=(100 50 70).

IKki (urdagi gishlog xofjalik xom-ashyo mahsulotlarining narxi

n - matritsako’rinishida berilgan (bir kilograms uchun):

1) Korxonaning bir kunlik mahsulot ishlab chiqgarish rejasi
h.ijarilishi uchun gancha xom-ashyo mahsuloti kerak?

2) Wch turdagi mahsulotlaming har donasi uchun ishlatilgan
MUH a:;lityoning narxini toping.

4 Korxonaning bir kunlik mahsulot ishlab chigarish rejasini
1 uairli n. linn sarflagan ikki turdagi xom-ashyoning narxi toping.

YVchisli. 1) Bir kunlik mahsulot ishlab chigarish uchun
sa llanadigan 55 birinchi va S2 - ikkinchi turdagi xom-ashiyo
miqdorini aniglaymiz:

5\=--2-100+3-50+1-70=2004150+70=420 kg.
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S2=1 W00+2-50+3-70=100+100+210=410 kg,
yoki, boshga tartibda, ya’ni matritsa yordamida aniglaymiz:

S=C-A=(100 50 70) *3 2/—{420 410).

2) Uch turdagi tayyorlangan mahsulotning har bir donasig
ishlatilgan xom-ashyQ narxini topamiz:

#lab chigarilgan mahsulotlar uchu
ishlatilgan 2 turdagi xom-ashyo mahsulotining umumiy narxi:

Q=S-B=(420 410)- (3)=840+1230=2070 ming soémn.
Kunlik ishlatilgan xom-ashyo mahsulotlarining narxini boshqga
tartibda ham hisoblash mumkin:
Q=0OR= (100 50 70)-~12~= 700+600+770 = 2070000 so’m.

Yugorida yechilgan masalalardan ko'rinadiki, matxitsalarning
igtisodiyotda ahamiyati juda kattadur. Ulardan foydalanish hisobiga
igtisodchilar uchun muhim boigan ko‘pgina igtisodiy masalaiami
qulay va sodda yechish imkoniyati hosil boiadi.

Mustagil ishlash wchum misoilar.

1. Determinantiarni birinchi ustun elementlari bo'yicha yoyib
hisoblang:

a
a) b) «1 a 1

= 01N

3
2
2

W b

2. A va B matritsalar berilgan. Quyidagilar topilsin:
1) 2A—3B;2) AB; 3) B A; 4) ATL; 5) A-ATL
"3 5 -6" "2 8

A= 2 4 3 #8=-3 -1 0

3 1 kK .4 O -3y



i Matritsalar ko‘paytmasi AB va BA ni hisoblang:

I -2

4. Determinantiarni hisoblang.

3 1 2 3 2 -1 2 0
4 -1 2 4 3 4 1 2
8 11 1 1 ) 2 1 o0 1
4 -1 2 5 1 2 3 -2
-1 -2 4 1 o 4 1 1
2 3 0 6 -4 2 1 3
©) 2 2 1 4° Do 1 2 -2
3 1 -2 -1 1 3 4 -3
S. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang
8 7 2 10 i i
-8 2 7 10 . 1-12 2
D 44451 1-13
0 4-3 2 11 -1
r -3 4 i 5a 2 -1
4 - 232 4 b 4 -3
Yabed *Y2c 3 -2
3 -1143 4d 5 -4
6. Berilgan tenglamalar dan x ni toping va ildizlami determi-
nantga gqo‘yib tekshiring:
X2 3 2 x2 4 0
) x -1 1=0; 2) x 2 3=0
0 1 1 1 1 d



1. Berilgan matritsalarga teskari matritsalarni toping:

1A £); 2)A = osa ~ sina);
) \)3 4)/ ) sma cosas)
(2 5 7\ /2 1 -~1N

3)A
8. Matritsali tenglamalarni yeching:

*>(3B S M

&

, 13 -14 v (b 6\ /14 16-1
VS -2 V7 ei=U 100
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I HOB. CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR
SISTEMASI

Igtisodiy masalalarni (rejalastirish, boshqarish va boshga masa-
liiliirni) yechishda ko*p nomaiumli chizigli aigebraik tenglamalar
.r.icmasi qoilaniladi. m ta tenglamalardan tuzilgan n ta nomaiumli
<hi/igli tenglamalar sistemasini quyidagicha yozish mumkin:

arlx++ a12x2 + —+alnxn = blt
a21Xl + a22X2 + +a2nXn ~ b2,

&mixl  &m2x2 X~ bm,

bu yerda allt al12, ... ,a,,m- sistema koeffitsiyentlari, xItx2, ...,xn -
nomaium koeffitsiyentlar, hx, b2, ..., bm- ozod hadJar.

Chizigli aigebraik tenglamalar sistemasini quyidagi ixchamroq
ko‘rinishda ham yozish mumkin:

n
A A —b(r |
=l

Agar xx,x2, sonlami mos ravishda (1) tenglamalar sis-
temasidagi xx,x2, ...,xn - noma’lum koeffitsiyentlar o‘miga qo‘yil-
ganda sistemaning har bir tenglamasi ayniyatga aylansa,
XX, X2,..., X sonlar sistemaningy echimi deyiladi. (1) chizigli aigeb-
raik tenglamalar sistemasi yechimga ega boisa, sistema birgalikda,
ales holda, ya’ni yechimga ega boimasa, sistema birgalikda emas
deyiladi. Agar birgalikdagi sistema bitta yechimga ega boisa,
sistema aniglangan, aks holda, ya’ni ko‘p yechimga ega boisa,
sistema aniglanmagan deyiladi.

Tenglamalar sistemasida ozod hadlar nolga teng boisa, sistema
birjinsli deyiladi.
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I-8.. Chiziqli algebraik temglamalar sistemasini
yechishding Kramer usuli

Uch noma’lumli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:
(atlxx + al2x2 + al3x3 = bx
larX! +a2x2 + a23x3 = b2 2)

\G3IXx + ~3272  a33B = b3

Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan 3-tartibli determi-
nantni tuzamiz va uni determinant xossalariga ko‘ra 1-ustun bo‘yicha
yoyamiz:

(O] arr ai3
azi azz az3 = alrmAtl + a2l wA21 + a3l A3l (3)

«31 a 32 a33

Determinantning birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos
ravishda ozod hadlar almashtirib uchda A1( /12 >3 determinantlarni
hosil gilamiz hamda ularni ham 1-ustun bo‘yicha yoyamiz:

bx al2 al3

&- b2 d2 dB = bxeAXL+ b2eA2l + b3+A3l, (4)
Ib3 a2 a3
an bi ai3

A= a2l "2 a2 —bi X2+ by ®y? + fymA;,. (5)
asi b3 al3
all al2 bl

Ao = a21 a?22 np b\ IA:I.S + b2 *A% + b3 .A33_ (6)
a3l a32 b3

(2) sistemaning 1-tenglamasini Ari algebraik to‘ldiruvchiga, 2-
tenglamasini A2l ga, 3- tenglamasini A3l ga ko‘paytirib hadlab
go‘shamiz:

CAxxalx + A21a21 + A3la3l)xx +
+(Allal2 + A2la2 + A3la32)x2 +

+ (All<h3+ -~21a23 + -A31a33)*3 =
= i411b1 + A21b2 + A31b3 @)
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lii(joridagi (3) va (4) munosabatlar hamda determinantlaming
... I-uilnriga ko‘ra:
all "~1+ a2t'"21 + 03LmA3L = A
Ayal2 + "21n2 + ~31a3x2 = 0,
-~lal3 + -~21a23 + ~31a33 = 0,
Axxb\ + 2112 + A3lPo= A .
I ijada (7) tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
At = Aj.

Xuddi yugoridagidek. (2) sistemaning 1-tenglamasini A12 ga, 2-
Icnglamasini A2 ga va 3-tenglamasini J1® ga ko‘paytirib hadlab
i|o‘shamiz:

A'x2 = A2

(2) sistemaning 1-tenglamasini A13 ga, 2-tenglamasini A23 ga va

J-tenglamasini A33 ga ko‘paytirib hadlab go‘shamiz:

Aex3 = A3.
Natijada (2) sistemaga teng kuchli bo‘lgan
AXr = At
quz = A2 S
Am3 = A3
sistemani hosil gilamiz.
(8) sistemaning yechimi unda gatnashgan determinantlarg:

boqgliqdir.
1°. A® 0 boisin. U holda, (8) sistemadan noma‘lumlarning

X1 —Y " x2—J, x3—"4 (9)
giymatini topamiz. (xi,x2,x3) giymatlar (1) sistemaning yagona
yechimi bo’ladi. (9) formulaga Kramerformulasildeyiladi.

2°. A= 0 boiib, Ax,A2va A3 lardan hech bo‘lmaganda bittasi
noldan fargli boisin. Bu holda (2) sistema yechimga ega bolmaydi.
3°. A= 0 boiib, Ai= A2= A3= 0 bo’lsin. Bu holda (2)
sistema yoki cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi yoki bitta ham
yechimga ega bolmaydi.
I-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
r x1l-x3=2,
2X] —x2 + 3x3 = 4,
{3xr + 2x2 —2x3 —5.

1Gabriel Kramer (1704-1752) -fransuz, chizigli algebraning asOschilaridan biri.
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Yechish. Noma’lumlar oldidagi koeffitsyentlardan 3-tartibli de-
terminantni tuzamiz va uning giymatini topamiz:

10-1
2 -13 =2+0-4-3-6-0 =—VN o0
3 2 -2

A® o bo‘igani uchun berilgan tenglamalar sistemasi yagona
yechimga ega bo‘ladi. Kramer formulasiga ko‘ra sistemaning
yechimini topamiz.

Alf A2va A3 larning giymatini aniglaymiz:

2 0-1
Ax= -1 -1 =4+0+2—-5—12—-0=-11,
5 2 -2
12 -1
2 -13 2+ 18- 10- 3- 15+8 =0,
3 5 -2
10 2
A= 2 -1 -1 -5+0+8+6+2-0 =11.
3 ) 2 5
Kramer formulasiga ko‘ra.
) -11 0
=T 11 -11 0,
X3=/A = — = -1

. L A1
2-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
2XX + X2+ x3 = 1,

Xt —2x2 + 3x3 = 2,

I4xx+ 2x2 + 2x3 = —2.
2 11
Yechish. A= 1 —2 3 = —8+12+2
4 2 2
-12 - 2=0.
Aj, A2 va A3z laming giymatini aniglaymiz:
1 0 1
2 -2 3 =—4+0+4—4——0=-0,
-2 2 2
2 11
12 3 =8+ 12+2+8+ 12- 2= 40,
4 -2 2
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12 1 1
o3= 1 -2 2 =m4-2+8+8-—-"38+2=20.
14 2 -2
[= 0bo'lgani uchun 2-xossaga ko‘ra sistema yechimga ega
cinas.

2-8. Chiziq!! algebraik teaglamalar sistemasissi
yeehishining Gauss2usuli. Kroneker-Kapelli teoremasi

Uch noma’lumli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘Isin:
(auXx + % 2X2 + al3Xx3 - bl
\a21xr + ar2x2 + a23x3 = b2
(a3lxr + a32x2 + a33x3 = b3
Noma‘lumlar oldidagi koeffisiyentlardan A matritsani tuzamiz:
/all al2 "3y

A=1a21 a22 a23l

. _ Va3l a3 a33) ]
A matritsaning uchinchi. ustunidan so‘ng ozod hadlardan iborat

to‘rtinchi ustunni vertikal chiziq bilan ajratgan holda yozamiz va
hosil bo‘lgan kengaytirilgan matritsani A bilan belgilaymiz:
/«11 al2z al3 bxs
/1=1 a2l a22 az23
W a32 a33
Kengaytirilgan A matritsada diagonal elementlaridan pastda
joylashgan a21,a31 va a32 elementlar o‘rnida nol hosil gilishimiz
keralc. Birinchi yo‘l elementlarini a21 ga va ikkinchi yo‘l element-
larini at | ga ko‘paytirib, mos ravishda ayiramiz hamda hosil bo‘lgan
natijani ikkinchi yo‘lga yozamiz. Xuddi shuningdek, birinchi yo‘l
elementlarini a31 ga va uchinchi yo‘l elementlarini alx ga ko‘pay-
tirib, mos ravishda ayiramiz hamda hosil bo‘lgan natijani uchinchi
yo‘lga yozamiz:
latl  a12  a13

(a2l a22 a23
w a32 a33

2Gauss logann Karl Fridrix (JohaiinCarl Friedrji_?{l, 1777-1855)~nemis matematigi.



bu yerda a2 —o-% 'azi ~a22 'aii *a32 = ai. "asi ~a32 "au >
b2 = bt m21 —b2 malx va h.k.

Hosil bo*lgan matritsaning ikkinchi yoM elementlarini a32 ga va
uchinchi yo‘l elementlarini a32 ga ko‘paytirib, mos ravishda
ayiramiz hamda hosil bo‘lgan natijani uchinchi yo‘!ga yozamiz:

alz a13 bi\ 7/ cu2 3 bt
a22 a23 b2j~( 0 a2 23 B2
a32 a33 b3J \ 0 0 @33 b3/

bu yerda ci33=d23 +d32 —d 33 ma22, b3—h2 32 —b3 M 22,
Hosil bo‘lgan matritsani noma’lumlar orgali ifodalaymiz:

f + dylLx2 + al3x3 —
&2x2 &BX3* b2
&33x3 = b3

Sistemaning uchinchi tenglamasidan noma’lum koeffitsiyent x3 ning
giymatini topamiz:
b3

X3= — =
a 33

X3 ning giymatini sistemaning ikkinchi tenglamasiga goyamiz va
noma’lum koeffitsiyent x2 ning giymatini aniglaymiz. Shuningdek,
1-tengiamadan  ning giymati aniglanadi.
3-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
( XX x3—2,
XX —x2 + 3x3 = —1,
(3xr + 2x2 —2x3 = 5.
Yechish. Tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechamiz.
Ushbu kengaytirilgan matritsani tuzamiz:

3

-2

|1012\
1 -5
\1601111/

Sistemaning uchinchi tenglamasidan noma’lum koeffitsiyent x 3 ning
giymatini topamiz:
-11

lIx3= —11 => X3 => x3 = —1.
11
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al ning giymatini sistemaning ikkinchi tengiamasiga qoyamiz va
noma’lum koeffitsiyent x2ning giymatini aniglaymiz:

x2—5-(—1) =5 => x2+5=5 = x2=0.
Itirinchi tenglamadan xx ning giymatini aniglaymiz:

Xy ~m2 x* (1) —2 — X —I*

Demak, sistemaning yechimi {1; 0; —}.

Teorema (Krouneker3-Kapelll4). Chizigli tenglamalar sistemasi
birgalikda boiishi uchun kengaytirilgan va asosiy matrisalari ranglari
teng (mng(A) =rang(A)} boiishi zarur va yetarli.

Usbu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi:

1 Agar rang(A)*rang(A) boisa, sistema birgalikda emas.

2. Agar rang(A)=rang(A)=r boisa, sistema birgalikda
boiadi. r—n boisa, sistemayagonayechimgaboiadi, r <n boisa,
sistema cheksiz ko‘p yechimga egadir. Bu yerda n —sistemada
gatnashayotgan nomaiumlar soni.

4-misol. Sistemani yeching,

A +3x2- 2x3+4x4=1,

<-3X, +2x2+6x3- 5x4 =2,
-Xj +8x2+2x3+3x4=-2.

Yechish. Sistemani birgalikda yoki birgalikda emasligini

tekshiramiz:
(1 3 -2 4 " N\ 3 -2 4'n1

A=-3 2 6 -5 2 ~ 010 0 715
8 2 3 W 1L 0 7]-lj
J. 3 -2 4 1"
oOon o 7 5 =
W 0 0 0 -6y
rang(A) ®rang(A) => sistema birgalikda emas.

rang(A)—2, rang(A)

3 Kroneker Leopol’d (Kroneclcer Leopold, 1823-1891) -nemis matematigi.
4 KapelK Al*fredo (Capelli Alfredo, 1855-1910) - italiyalik matematik.
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S-misol. Sistemani yeching.
2X, —X, + x3=0,

X+XR .,
3X2+x3m 2.
Yechish.
2 -11 0" "- -1 2~ "0 -1 -1 21
A=1 01 -1~10 1 - 1 -1 01
0 31 .y 3 1 .22 0 2 00
o -i -1
i -i 0 =-250 => rang(A)=rang(A) 3.
0 2 0

Sistema birgalikda, matritsaning rangi noma’lumlar soniga teng.
Demak, sistema yagona yechimga ega.

Almashtirishlar yordamida hosil gilingan oxirgi matritsadan foy-
dalanib, berilgan sistemaga teng kuchli boigan sistemani yozamiz:

-X2- x3 2, -2,
X-XZ =1, => -1,
2>x2=0. X, =0.

Sistemaning yechimi: x, =1, x2=0, x3=-2.
6-misol. Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy va bitta
3X, - 2x2- 5x3+ x4 =3

xususiy yechimini toping: ' 2Xj - 3x2+ X3+ 5x4 = -3.

H+2x2 -dx4=m
Yechish. 1) Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz:
(b -2 -5 | 13~
2 -3 1 5]-3
12 0-4|-3
2) Matritsani uchburchakli ko ‘rinishgakeltiramiz. Hisoblashle

da qulaylik bo‘lishishi uchun matritsaning birinchi va uchunchi yol-
larini 0‘zaro almashtiramiz. Matritsaning 1-ustunida a,, element<Jan
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boshga elementlar oinida almashtirishlar yordamida noliar hosil
gilamiz:

m 2 0 -41]-3 (1 2 o0 -4 -3"

2 -3 1 513 =0-7 1 13 3

3 -2 -5 1 3 0 -8 -5 1B 12]

3) Hisoblashlarda qulaylik boiishishi uchun matritsaning
ikkinchi va uchinchi ustunlarini o‘zaro aimashtiramiz. Har bir ustun
yugqorisiga noma'iurn o ‘zgaruvchiiami yozamiz. 2-yo‘l elementlarini
5 ga ko‘paytiramiz va 3-yo‘Ining mos elementlariga qo‘shr%miz:

x3 2 *4 \ *3 X2 *4
1 0 2 -4 -3 1 0 2 -4 -3
=>
0 1 -7 13 3 o 1 -7 13 3

0 -5 -8 13 12, .0 0 -43 78 27,
4) Bazis minor sifatida ushbu noldan fargli determinantni
olamiz:

10 2
0o 1 -7
0 0 -43"
unga tegishli boigan nomaiumlar: xj, xj, X3, - bogiiqgli

0‘zgaruvchilar, bundan, x4 - erkii o‘zgaruvchidir.

rang(A) =rang(A) - 3 boigani uchun sistema yechimga ega,
ammo matritsaning rangi nomaiumlar sonidan kichik. Shu sababli,
sistema aniglanmagan, ya’ni sistema cheksiz ko‘p yechimga egadir.
5) Bogiigli o‘zgaruvchilami Xs - erkii o‘zgamvchi orqali
ifodalaymiz:
- 43x2+7Sx4=27, bundan x2 = —

x3-7 x2+13x4=3, bundan *3=_ 13*;143 60 .

X, +2x2- 4x4=-3, bundan jg = u

6) x4=2 uchun bitta xususiy yechimni topamiz, u holda
16-2-75 _ ;. +_78-2-27 _n. .o -13-2-60
g ThWAT g B,
7) Olingan yechimlami tekshiramiz:
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3-(—H—2-3-5-(—2)+1-2=3
2-(—h)-3-3+I-(—2)+5-2=-3.
I-(-)+2-3~4-2=-3
Demak, sistemaning umumiy yechimi:
. 16xa—T75 78x4—27. j. -W.-60
< I 43 a3
Agar x4=2 boisa, bogiigli noma’lumlaming giymati:
jo =-1; x2=3; x3==2
boiadi. Bu giymatlar sistemaning xususiy yechimidir.
7-misol. Sistemani yeching.
2] +x3—x4 =0,

3X, - X2- 2x4=1,
X2+X3-X4=2,
5x1—x2+x3~3x4=1.

Yechisli. Sistemani birgalikda yoki birgalikda emasligini
tekshiramiz:

2 0 1 -1 00 " 0 1 -1 o
amd 102 3 -1 0 -2 1
0 1 1-12 0 1 1 -1 2
5 -1 13 ¢ g 00 0 g

To'rtinchi yoidagi noilar birinch'i va ikkinchi yoilami qo‘shish
hamda to'rtinchi yoidan ayirish natijasida hosil boidi. Birinchi
ustunda noilar hosil gilish uchun birinchi yoini 3 ga, ikkinchi yoini
2 ga ko‘paytiramiz va ikkinchi yoidan ayiramiz:

0 3 -3 '6 0 3 -3 01
6 -2 0 -4 2 0 -2 -3 -1 2
o 1 1 -1 2 o 1 1 -1 2
00 0 o N0 0 0 0 o
To‘rtinchi yoini tashlab yuboramiz va uchinchi yoi

elementlarini 2 ga ko‘paytiramiz. Ikkinchi yoi elementiarini
uchinchi yoining mos elementlariga qo‘shamiz:
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720 1-101 ® 0 1 -1 00 2 O 1-1!0)
0o-2-3-12.0-2-3-12-0-2-23-11!2

1 1 -1 2. lo 2 2 -2 g 0 -1 -316j
2 (0] 1
0 -2 -3 =4%0 rang(A) =rang(A) =3
0 0-1

sistema yechimga ega, ammo matritsaning rangi noma’lumlar
sonidan kichik bo‘lgani uchun sistema aniglanmagan, ya’ni sistema

cheksiz ko‘p yechimga egadir.
Oxirgi matritsadan foydalanib, sistemani yozamiz:

2xl +x3-x4=0,
-2x2-3x3—x4=2,
-X3- 3x4=6.
Ma’lumki, x4 erkli o*zgaruvchi, sistemani quyidagi ko‘rinichga

keltiramiz:
2XX+X3=x4, 2xy - 6 + 3x4+x4,

-2x2- 3X3= x4+2, = —2x, —18—9x4+x4+2,
-X3=3x4+6. x3 = —3x4- 6.
B +2X,.
X2 =8 + 4x4,
x3=6-3x4,
xde i?.

3-8. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
teskari matritsa yordamida yechish

Uch noma’lumli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:
raltxi + al2x2 + al3x3 = bx

j2l-*-l  «22%2 "t «23%3 — A2 (10)
l«3i*i + «32*2 + «33*3 = b3
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Nomaiumlar oldidagi koeffitsiyentlardan A matritsani, noma’-
lumlardan tashkil topgan X —ustun matritsani va ozod hadlardan B —
ustun matritsani tuzamiz:

au al2 %3N
A= 22
32
\
(X fb,)
X =xj *B= Br
Xy
u holda (10) tenglamalar sistemasini matritsali tenglama, ya’ni
AX=B ‘ (11)

ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Agar A matritsa xosmas matritsa boisa, u holda (11) tenglama
quyidagicha yechiladi. (11) tenglamaning o‘ng va chap gismini A
matritsaga teskarisi matritsa J1-1 ni ko'paytiramiz:

A-1(AX) = A-1B yoki (A~1A)X = A~rB,
A~TA —E va EX = X boigani uchun tenglamaning
X m=A-1B (12)
ko‘rinishidagi yechimiga ega boiamiz.

8-misol. Ushbu tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida
yeching.

[ Xi~ X3 —2
\2xt —x2 + 3x3 = -4,
IBXxj 4 2xz —2x3 —5.

Yechish.
/10 -1\ I*i
A=((2 -1 3 ;X =[x2
\3 2 -2/ Us
A matritsa determinantini hisoblaymiz:
10-1
detA= 2 4 3 =240-—4—-73—6—"0=-11®0.
3 2 -2

Demak, detA @0 => A" 1—mavjud. /T 1ni topamiz:
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1 (44 wa1 31
-42  ~22 452
"413  A23 433

yerdii

4y = (--1)1+11_21 3; -4,
pr= (D12t 3 =13
o= (DR T g
~1 = (--i)2+1jg :; =-2
g = (122 Ié :; =1,
425 = (_.|)2+3|; I= -2,
431 = (- D3 1_2 -11 1
A3 = (_.1)3+2j; -5
433 = (-1%*3 j; = -1

Demak, berilgan matritsaga teskari matritsa quyidagi
uishga boiadi:

Al

-111
7 5 -
| 4
11 11
13 1
“ii ~ i
7 2
\7 i ii
1.”) icnglikdan sistemaning yechimini topamiz:
( g gy p
( 1 2 14 CJJL 0L+ JL)
ii 11 11
_ 13 1 5
X = n 1 1
7 2 1

11 11 11

ko‘ri-



Demak, tenglamalar sistemasining yechimi:
xt = 1; x2 = 0; x3 = —1.

4~8. Bir jinsli chizigli aigebraik tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng boigan chizigli aigebraik tenglamalar
sistemasini garaylik.
Ta’rif. Agar har bir tenglamada ozod hadlar nolga teng boisa,
birinchi darajali tenglamalar sistemasi birjinsli deyiladi.
Ushbu bir jinsli chizigli aigebraik tenglamalar sistemasini
berilgan boisin:
+ «12*2 + % 3*3 = 0,
1a21X! + a22x2 + a23x3 = 0, (13)
\a3IXi 4-a3x%2+ a33x3= 0.

Maiumki, xx = 0; x2= 0; x3—0 sonlar (13) sistemaning
har bir tenglamasini ganoatlantiradi. Bu yechim (13) sistemaning
trivialyechimi deyiladi.

Agar (13) sistemaning asosiy determinanti detA * 0 boisa,
sistema trivial yechimga ega boiadi. (13) sistemada ozod hadlar
nolga teng boigani uchun Ax= A2—A3—0 boiadi. Kramer
formulasiga ko‘ra, xt = 0; x2=0; x3= 0.

Demak, (13) sistema noldan fargli yechimga ega boiishi uchun
detA —O boiishi zarur ekan.

Ikkita tenglamadan iborat sistema berilgan boisin:

+ «12*2 + al3x3 = 0,
(ar'™! + a22x2 +a23x3= 0. ( }
1-holat. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar proporsional
emas, ya’ni quyidagi uchta determinantlaming kamida bittasi nolga
teng boimaydi:
lall al2] jal2z «131 K13 «111 ol

\d21  &221 'aZ2 «231 1«23 «211
U holda yechimni simmetrik ko ‘rinishda yozish mumkin:

|a12 «13 1 , l«ll «311
X, —k\\. A
\a-2| «23r U i «31lr
12
-k U @ (16)

o . 3~ K «21 a22
bu yerda k - ixtiyoriy 0°zgarmas son.
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2-holat. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar ozaro propor-
tional boisin, ya’ni (15) determinantlaming hammasi nolga bo‘lsin.
Ni;lema bitta tenglamaga keltiriladi.

9-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
(2xr —x2 + 3x3 —0,

(Xi + 2x2- 5x3= 0,

-11
an BT

lal2  ai3j _ |-1 3 |_
@22 s231 12 —5i

Yechish.

-1,

la13 allj _ 13 2 13,

la2s  «211« 1-5 1
(16) formulaga asosan: xt = —k; x2 = —43fc; x3 = 5k.

10-misoL Tenglamalar sistemasini yeching.
(3xt + x2- 2x3=0,
(6xa + 2x2—4x3 = 0.

Yechish. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar o‘zaro propor-
sionaldir. U holda, (15) determinantlaming hammasi nolga teng
boMadi. Sistemani bitta tenflama bilan ifodalash mumkin. Tengla-
madagi ixtiyoriy ikkita noma’lumga ixtiyoriy giymatlar beriladi va
uchinchi noma’lum aniglanadi.

11-misol.
Xt + 2x2+ 3x3=0
I3X] +x2+2x3=10
2Xr + 3x2+ x3=10
Yechish. Sistemaning asosiy determinantini hisobla
12 3
31 2=1+8+27T—6—6—6=18*0.
2 31
Demak, sistema x+= 0; x2= 0; x3= 0 trivial yechimga egadir.

12-misol.
(—2xx—2x2+ x3= 0,

XX+ X2+ 4x3 = 0,
| 3xx+ 3x2—x3 = 0.
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Yechish. Sistemaning asosiy determinantini hisoblavmiz:

-2-2 1,
O= 1 1 4 2- 24+3-3+24- 2=0
3 -1

3
Demak, sistema noldan fargli yechimga egadir. Sistemaning
ixtiyoriy ikkita tenglamasini olib, (16) formulaga asosan, sistemaning
yechimni topamiz. Bu yerda k —ixtiyoriy o ‘zgarmas son.

j. _ 1]
41 [ 9k1 X2 - _k 41 9k,
*3 0.

Sistemaning echimi: {—9k; 9k; 0}.
5-8. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasinmg tatbigiari

Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasi yordamida igtisodiyot
tarmoglariga tegishli masalalaming yechimlarini topish mumkin.
Chizigli tenglamalar sistemasining amaliy masalalarga tatbiqini
quyidagi masalalarda ko‘rib chigamiz.

1-masala. Zavodda 3 xil turdagi temir-buyum mahsulotlari
ishlab chigariladi. Mahsulotlar uchun 3 turdagi SIf S2 va S3 xom-
ashyo ishlatiladi. Bitta mahsulot uchun har bir xom-ashyodan
ishlatish me’yori va bir oylik xom-ashyo ishlatish hajmi 1-jadvalda
berilgan. Zavodning har bir mahsulot bo‘yicha bir oylik ishlab
chigarish hajmini toping.

1-jadval
Xom-  Bitta mahsulot ishlab chigarish uchun xom-  Bir oylik xom-
ashyo  ashyo ishlatilish me’yori 'shartli birlikda) ashyo islatilishi

turlari  darvoza deraza zinapoya (shartli
panjarasi to‘siglari birlikda)
1 st 2 0 69
s2 1 2 1 60
5 0 4 120

Yechish. Masalani chizigli algebraik tenglamalar sistemasi
yordamida yechamiz.
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I'araz qilayiik, zavod bir oyda x dona darvoza, y dona deraza
p injarasi, z donazinapoyato ‘sigiari ishlab chigarsin. U holda, har bir
lutilaj’i mahsulot uchun xom-ashyo sarflanishiga mos holda, quyidagi
di ileinani hosil gilamiz:

( 2x + 3z =69,
Ix+ 2y +z - 60,
15x + 4z = 120.

lin sistemani turli usullar bilan yechish mumkin. Biz Kramer usulidan
loydalanamiz. Buning uchun asosiy determinantni tuzamiz va
liisoblaymiz:
2 0 3
A= 12 1 =-14.
5 0 4
Asosiy determinant noldan fargli, demak, sistema birgalikda va
yagona yechimga ega. Yordamchi determinantiarni tuzamiz va

liisoblaymiz:

69 0 3
Ax= 60 2 1 = —168,
120 0 4

Ay = —231, Az = —210.

Kramer formulasiga asosan, masalaning matematik nuqtai-

nazardan yechimini topamiz:
-168 -231 L -210 15

X g 2y gy =03 14 '
Masala yechimi butun bo‘lishini hisobga olsak, sistemaning
noma’iumlari giymatidan quyidagi xulosaga kelamiz, ya’ni zavod bir
oyda 12 ta darvoza, 16 ta deraza va 15 ta zinapoya to‘siglarini ishlab
chiqgaradi.

2-masala. Ma’lum bir sondagi offamli materialdan fabrikada A-
ko‘rinishda 360 ta, B - ko‘rinishdagi - 300 ta va C- ko‘rinishdagi
675 ta mahsulot tikiladi. 3- xil usuldagi bichishdan foydalanish
mumkin. Har bir material o‘ramidan bichish usuilari bo‘yicha
mahsulotlar tayyorlash migdori 2-jadvalda berilgan. Reja bajarilish
shartini matematik shaklda yozing.

Yechish. x, y va z bilan mos ravichda birinchi, ikkinchi va
uchinchi bichish usuilari bo‘yicha ishlatilgan material o‘ramlari
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bolsin. U holda, 1-bichish usulida x ta o‘ramda 3x ta, 2-bichish
usulida - 2y ta, 3-bichish usulida - z ta A turdagi mahsulotlar
rejasini bajarish uchun quyidagi tenglama o ‘rinli boiishi kerak: 3x +
2y +z = 360. Xuddi shuyol bilan x -f 6y + 2z = 300, 4x +y +
5z = 675 tenglamalami hosil qilamiz. Ularni ushbu sistema
ko‘rmishida ifodalaymiz:

(3x + 2y +z = 360,

\x + 6y + 2z = 300,
(4x +y + 5z = 675.

2-jadval
Mahsulot turiari Bichish shakllari
1 2 3
A 3 2 1
B 1 6 2
C 4 1 5

Sistemani Gauss usulida yechamiz:

X + 6y + 2z = 300,
2y + 9z = 570,
. ~67z = -4020.

Bu tenglamalar sistemasi yugorida masala shartiga binoan
tuzilgan tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir. Hosil boigan
sistemadan x = 90,y = 15, z —60 giymatlami aniglaymiz.

Yugorida ko‘riigan masalalardan ma’lumki, chizigli algebraik
tenglamalar sistemasining igtisodiy masalalami yechishda o‘rni
kattadir.
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Mustagqil yechish uchun misollar

1. Tenglamalar sistemasini yeching:
(2x —3y+z—2=0, rIx + 2y + 3z = 15,
Djx +5y —4z+5=0, 2)j 5x—3y + 2z = 15,
l4x +y —3z44 =0, (I0x —Ily + 5z = 36.

X+ 2y 43z = 4, C2x—y+z=2,
3] 2x+y—z=3, 4) 3x42y 42z = =2,
3x + 3y 4-2z = 10. X—2y+z=1
2. Sistemalami Gauss usuli bilan yeching:
—y + 3z = 4, X —2y —3z = §,
X+ 3y —2z =5, 3X4ydz=3
X+by4dz=4 4 43y —2z = 4
X —2y + 3z = 6, r2x4y—32-3

2x + 3y - 4z = 16, 4)'|3x4r4y—52—9
3x —2y —5z = 12. ( 2y 47z = 11.
3. Tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida yeching:

rx42ydz=A4, 2X - 4y + 9z = 28,
1) 3x- 5y+3z=1 2) /Xx43y—6z=—-
2x+ 7y - z = 8. t 7x4-9y —9z = 5.
r2x 4y + 2z = 6, /X —2y 43z = 5,

3)Ix 3y—z= 5 4) |43y —z=-4,
Vox —2y 4z = —1. 3x +y—2z = —1.

(2x 4y 4 2z = 6, BX —2y 4-3z = 5,
5)jx- 3y-z =-5, 6) g2x 43y —z = —4,
(5x —2y 4-z = 4. 3X+y- 2z=—1
4. Birjinsli chiziqli algeraik tenglimalar sistemasini yeching:
3x 42y —z = 0, "X4-2y - z=0,

1) 2x —y 43z2=0, 2)j2x —y 4-3z =0,
Ix + 3y —4z = 0. (x+y-z =0
X+2y-4z2=Q 5x-3y+2z =0,
2x—y —3z=0, 2x+4y-3z =0,

3 4)
) x4-3_y4-z=0. 3x-7y+5z =0.
r3ax —y 42z =0, 2X —y + 3z = 0,
5 |2x+ 3y —5z2 =0, ) X4 2y —5z = 0,
( x4ys4z=0. 13x 4y - 2z =0.
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11 BOB. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYANING
SODDA MASALALARI

I-§. Ikki nuqta orasidagi masofa

Tekislikda A(xx, yrJva B(x2,y2) nugtalar berilgan bo‘lsin. A
va B nuqgtalardan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz (1-rasm).
Perpendikulyaming Ox o‘qi bilan kesishgan nugtalarini mos ravishda
Ax va Bi bilan belgilaymiz. Maiumki,

0AX= xIr 0BX= x2, AAX= yx, BBX= y2 @

A nugtadan Ox o‘qigaperellel to‘g‘ri chiziq o ‘tkazib, uning BBX

bilan kesishgan nuqtasini C bilan belgilaymiz. U holda

AC = AXBX CBX= AXAX 2)
boiadi. Agar AXX= 0BX—0AX BC = BBX—CBX ekanini
e’'tiborga olsak, (1) va (2) munosabatlardan

AC = x2—xIt BC = y2- yx 3)
kelib chigadi.

AJICB —to‘g‘ri burchakli uchburchak. Pifagor teoremasiga
binoan AB2--AC2+BCr boiadi. (3) munosabatga ko‘ra

AB=J(x2- xX)2+ (y2- yx)2 (4)
boiishini topamiz. (4) formula tekislikda ikki nuqta orasidagi
masofani topish formulasidir.



1-misoL A(1; -2), 5(5; 1) nugtalar orasidagi masofani toping.
Yechish. (4) formulaga ko‘ra,J va B nuqgtalar orasidagi masofa:

AB = 1- (—2))2=V16+9=5
2~8. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

Tekislikda i\(Xi.,yi) va P2(x2,y2) nugtalami tutashtiruvchi
kesmani qaraylik. Bu kesmada shunday P (x,y) nugtani topish

kerakki, PLP kesmaning PP2 kesmaga nisbhati 1 = — songa teng
r2
bolsin:

N -
PPi 2 4 ®)

Pr, P, P2 nugtalardan Ox o'giga pedbendikulyar tushiramiz (2-
rasm). Unda OP[ = xt, OP' = x,0P2= x2 boiadi. Pt va P
nuqtalardan Ox o‘qiga parellel chiziglar o‘tkazamiz. Ulaming PP’ va
P2P2 bilan kesishgan nugtalarini QvaSorgali belgilaylik. Ma’lumki,

PiQ = PIP'= OP' - OP[ = x-xt,
PS=QR=PP2=0Pi- OP' =x2-X, (8)
PQ- SR- PP'- QP'=PP' - PrP[ =y - ylt
P2S = P2Pt- SPI = P2P2- PP' =y 2-y.

2-rasm.

APIQP va APSP2 uchburchaklar o‘xshashligidan

w = PQ = PiP
PS pp2’ P2S  PP2
bolishini topamiz.
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(5) va (6) tengliklarga asosan,
X-Xr Ir y-YX rt

*2 y2~y 2

kelib chigadi.
Demak,
X-XX _ _” =y o L2XXTTXX2 (7)
Xx2—X 12 X+ r2
Y ~¥Yx rx r2yx + Ixyr
il Dy = ST . (8)
Yr~Yy b ' Fx+r2

Tengiiklaming o‘ng tomonidagi kasrlarning surat va maxrajini
r2 ga bo‘lamiz. A= Tbelgilash kiritamiz, u holda C nugtaning
r

koordinatalari:

% x+Ax2
X 1+A° ("
Yr o+
=~rrr- (10)

Xususiy holda, C nugta AB kesmaning o‘rtasi bo‘lsa, A—1
bolib, C nugtaning koordinatalari
X =" y =Yyl {u)
bo‘ladi.
2—r1nisol. Tekislikdayl(2:1), 3(3: -2) nugtalar berilgan. AB kesma-
ni A = = nisbatda boiuvchi C(X, y) nugtaning koordinatalarini toping.

10 4+3
“+2'3_ 2 =71
1+1 | 3’

2 2

3-8, Uchburchak va ko‘pburehak yuzi

Tekislikda A(_xx,¥x), B(x2,y2) va C(x3,y3) nugtalar berilgan
boisin. Bu nugtalarni kesmalar bilan tutashtiramiz va ABC
uchburchak hosil gilamiz (3-rasm).
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o] Ai Bi Ci X
3-rasm.

A, B, C nugtalardan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz va

ularni mos ravishda C, bilan belgilaymiz.
Bunda QA, = xt, OB, = x2, OC, = x3, AA, = y,,BBl=y?2
CCl —y3 boiib,

A.B, = OB, - 0Al= x2—x,,
B,Ci —OC, "OB, = x3 x2,
AlCl= OC, - OA —x3- X,
boiadi. \%
3-rasmga ko‘ra, AA,B,B, BB,C,C va AA,C,C trapetsiyalar
yuzalari uchun ushbu

AA + BB,
*AAB1B — *& Br — 2 (x2—xx)
BB, + CC ty
e =¥ G - N @2y
JAMGIC ~ 2 AnQn Ys +y1 (X2 x O

formulalar o‘rinlidir. 3-rasmdan maiumki, Ji?C uchburchakning
yuzi
S&ABC ~— $XWBJS + SBBICIC  SAACIc
boiadi.
(12) tengliklardan foydalanib,
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3AABC N(Yr + ¥Yr) mOr - *i) + (¥3+ Y1) 'O3 ~ x2)
—(¥3 + y-i) ®*(x3 —xx)] boiishini topamiz.

Oxirgi formulani determinantlar orqgali ifodalaymiz:

Yij . X2 M\ X3 3

weasc  * Y217 %3 ya1t X w1 (13)
yoki
xr yr |
W  =+]*2 Y2 1 (B")
*3 Y3 1

(13) formula berilgan uchburchak yuzini topish formulasidir.
3-misoL Uchlari A(2; 0), B(-1; -3), C(1; 4) nugtalarda boigan
uchburchak yuzini toping.
Yechish. (13) formulaga ko‘ra,

S&ABC = 4 0 1 -3+ H1 i K 20 -
+=( 6-0-4+3+0-8)=2i(-15) = 7,5 kv birlik
Tekislikda A~ x~yJ, A2(x2,y2), A3(x3,y3) , ... , An(xn,yn)

nugtalar berilgan boisin. Bu nugtalami siniq chiziglar bilan
tutashtirishdan hosil boigan ko‘pburchak yuzi quyidagi formula
bilan aniglanadi:
Xx Y1 *2 Y2 XN yni
xr y2 T oxs oys T e yii]' (14)
4-misol. Uchlari A(l: 0), B(2; 3), C(-1; 5), D(-2; 1) va E(0; -3)
nugtalarda boigan beshburchak yuzini toping.
Yechish. (14) formulaga ko‘ra,

1 3 -1
+'Sg:!+}h 5 ;_2 *
0 -%f*ﬁ 0.
+i(3-0 +10+3-1 +10+6 0+ 0+3) = 17
kv. birlik.

Mustagqil ishlash uchun misoliar
1. Quyidagi Ax&B nugqtalar orasidagi masofani aniglang:

1)A(5; -3) vaB(-3; 1); 2)4(4; 2) vaB(7; -2);
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3)A(0; 3) vaB (-2; 3); 4) A(k; QvaB(k + < 0).

2. Ordinatalar o‘qgida A(—5; 1) va 3(3; 2) nugtalardan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

3. Abssissalar o'gida shunday nugtani topingki, undan (5; 12)
nugtagacha boigan masofa 13 ga teng boisin.

4. Nugta to‘g‘ri chizigli harakat qilib, M(5; 5) va N(I; 3)
nugtalardan o‘tadi. Ox o‘gini kesib o‘tgan nugtasini toping.

5. A(—2; 1) va 3(3; 6) nugtalar berilgan. AB kesmani
AN: NB = —3:2 nisbatda boiuvchi N(x;y) nugtani toping.

6. Uchlari A(2; 0), 3(5; 3) va C(2; 6) nugtalarda boigan
uchburchakning yuzini toping.

7. A(x; 4) va B(—6; y) nugtalar orasidagi 43 masofa iV(-1; 1)
nuqgtada teng ikkiga boiingan. AvaB nugtalarni aniglang.

8. Uchlari A(-2; 0), 3(0; -1), C(2; 0), D(3; 2) va A4-1; 3)
nuqgtalarda boigtm beshburchakning yuzini hisoblang.



IV BOB. TEKISLIKDA TO'G‘RJCHIZIQ TENGLAMALARI
1~8. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va P(ar,br),
Q(az,b2) nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nugtalardan baravar uzog-
likda joylashgan tekislikdagi (N (X, y)} nugtalar to‘plamini garaylik
(1-rasm). Shartga ko‘ra, PN = QN bo‘ladi. Ikki nuqgta orasidagi
masofani topish formulasiga asosan

PN=J(x- ar)2+ (y- b2

ON = n/(x —a2)2 + (y —b2Y
boiadi. PN va QN masofalar teng:

/(x-a2+ (y~ b0o2 = -yjix- a2y + (y - b-~2
Tenglikning har ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz:

(X- %)2+ (y- bt)2=(x- a2y + (y- b2y,
X2 —2atx 4-a2+y2—2by + b2 =
—X2—2a2x + a2 +y 2—2b2y + b2,

2(a2 —at)x + 2(b2—bNy 4-a2+ b2—a2—b2 = 0.

Agar A = 2(a2—ax), B = 2(b2—br) va C = of + bf —a2 —b2
deb belgilash kiritilsa, u holda
Ax+By+C=0 @
tenglamani hosil gilamiz. Bu to‘g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi
deyiladi.
A, B, C sonlar (1) tenglamaning koeffitsiyentlari boiib, ular
to‘g‘ri chizigning tekislikdagi vaziyatini aniglaydi.
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1-rasm.

(1) tenglamaning ba’zi xususiy hollarini qaraymiz:
1°° APQOB PO, C= 0 baisin. (1) tenglama
Ax+ By =0 (2
ko‘rinishini oladi. Bunday to‘g‘ri chiziglar koordinata boshidan o‘tadi.
2°. A—0,B ®0, C PO bo‘lsin. U holda (1) tenglama
By + C—0 3)
ko‘rinishni oladi. (3) tenglama bilan belgilangan to‘g‘ri chiziq Ox
o‘giga parallel bo‘ladi.
3°.AD0,B =0,C D0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
1 Ax+C=0 (4)
ko‘rinishni oladi. (4) tenglama bilan belgilangan to‘g,ri chiziq Oy
o‘giga parallel bo‘ladi.
4°. A ®0, B = C= 0.Bu holda (1) tenglama
Ax =0, ya’nix —0 (5)
ko‘rinishni oladi. Bu to‘g‘ri chizig ordinata o‘qini ifodalaydi.
5. A= 0,B ®0, C= 0. Bu holda (1) tenglama
By =0, yaniy=20 (6)
ko‘rinishni oladi. Bu to‘g‘ri chiziq abssissa o‘qini ifodalaydi.

2-8. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
Aytaylik, tekislikda to‘g‘ri chiziq koordinata o'qlariga parallel

bo‘Imasin. Bu to‘g‘ri chiziqg Oy o‘qgida B(0; b) nugtadan o‘tib, Ox
o'qining musbat yo‘nalishi bilan a burchak tashkil etsin (2-rasm).
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Faraz gilaylik, N(x;y) - to‘g‘ri chizigdagi 5(0; b) nugta bilan
ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nugta boism. N nugtadan Ox
o‘giga perpendikulyar tushiramiz. B nugtadan Ox o0"giga parallel
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz va uning NNt bilan kesishgan nugtasini L
orgali belgilaymiz. 2-rasmdan maiumki,

ONt =mx, OB = b, ONx = BL, OB = NtL

NNt = y,LN —NNt-N 1L =y -b.

ABLN uchburchakdan

LN A y-b

tg« = tga = ~
y = tga mX + b.

Tenglamada k = tga belgilash kiritamiz. U holda,

y —kx + b, @)
bu yerda k- to‘g‘n chizigning burchak koeffitsiyenti deyiladi; b -
to‘g‘ri chizigning Oy o‘gidan ajratgan kesmasi.

@) - tenglama to‘g ‘ri chizigning burchak keeffitsiyentl
tenglamasi deyiladi.

Agar to‘g‘ri chizig Ox o‘qgiga parallel boisa, yoki o‘q bilan
ustma-ust tushsa, u holda a = 0 boiadi (3-rasm).

Faraz qgilaylik, to‘g‘ri chiziq Ox o‘giga parallel va ordinata
0‘qini 5(0; b) nugtadan kesib o‘tsin. U holda bu to‘g#i chizigdagi
ixtiyoriy N nugtaning ordinatasini B nuqta ordinatasiga teng bo‘ladi:

y —b. (8)
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B(O;b) N(xy)
O n
3-rasm.
(8) tenglamada b = 0 bo'lsa, to‘g‘ri chizig Ox o‘qgi bilan ustma-
ust tushadi.
Agar 6 = 0 bo‘lsa, (7) tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y = kx 9)

Bu holatda to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o‘tadi.
1-misol. 5(0; —3) nugtadan o‘tib, Ox o‘gi bilan a = 135°
burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini toping.
Yechish. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentini topamiz:
K = tgl35° = -1.
Shartga ko‘ra, b = —3. (7) formulaga ko‘ra
y=(-1) -x-3,
yokiy = —x —3.
2-misoL Koordinata boshidan va (4; -3) nugtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing.
Yechish. To‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o‘tganligi uchun

uning burchak koeffitsiyentli tenglamasi y = kx ko‘rinishda bo‘ladi.
Tenglamadan K ning giymatini aniglaymiz: —3 = fc «4 K= —

To‘g‘ri chiziq tenglamasi: y = ~2x.
3-8. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Koordinata o‘glaridagi ma’lum bir uzunlikdagi kesmalar ajra-
tuvchi tofg‘ri chiziq tenglamasini keltirib chigaramiz. Faraz gilaylik,
to‘g‘ri chizig Ox o‘gidan 0A=-a,0y o‘gidan OB = b (4-rasm)
kesma ajratsin.
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4-rasm.

To‘g‘ri chizig Oy o'gidan b birlik kesma ajratganligi uchun
uning burchak koeffitsiyentli tenglamasi y = kx + b ko‘rinishda
bo‘ladi. Ma’lumki, to‘g‘ri chizig A(a; 0) nugtadan o‘tadi. A nuqta
koordinatalarini to‘g‘ri chiziq tenglamasiga go‘yamiz va to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentini aniglaymiz:

0O=kKea+b => kK= —

a
Burchak koeffitsiyent giymatini y —kx + b tenglamaga qo‘ya-
miz: V= —X + b.
Tenglikning o‘ng va char gismini b ga gisqartiramiz:
y 1

1 y X 1
—_—— =+ <=»p—t —= .
b X b a
Natijada

2t p=1 (10)
tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglama to‘g ‘ri chizigning kesmalar
boyicha tenglamasidir.

To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasini uchburchak-
laming o‘xshashligi xossasidan foydalanib ham keltirib chigarish
mumkin. Buning uchunto‘g‘ri chizigda bitta ixtiyoriy N(X; y) nugtani
tanlaymiz (4-rasm). Arnugtadan Ox o‘giga perpendikulyar o ‘tkazamiz
va uning Ox o‘qi bilan kesishish nugtasini bt bilan belgilaylik.
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Natijada, ikkita AOAB va ANNtA o‘xshash uchburchaklar hosil
boiadi. Bu uchburchaklaming o‘xshashligidan
NN NA

_ js
OB OA ~
tenglik o‘rin!i boiadi.
Maiumki, OA= a,0B = b,0h\ = x, NNt = y; NtA = OA-
ONt —a —x. Ushbu giymatlami (11) formulaga qo‘yamiz:
y a—xX Xy
§=-—5-+trzi-p (12)

Agar to‘g‘ri chizig Ax+ By+ C—O(A ®QOB 9 0,C ®0)
umumiy tenglama bilan berilgan boisa, lining koordinata o‘qglaridan
airatgan kesmalar uzunligini quyidagicha aniglaymiz:

Ax+By+C=0 =» Ax+ By = -C
tXx+xy =1=>4 +4 = |-
A B
a——C, b ——° belgilash kiritamiz:
I+z =1i.
a b
3-misoL 2x + 3y —6 = 0 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘gla-

ridan ajratgan kesmalar uzunliklarini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

i - 2x + 3y —6.
Hosil boigan tenglamani 6 ga boiamiz:
2XxX3y Xy
—+— =1 = - +- =1

Demak, a = 3,b = 2.

4-8. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak
Ikki to‘g‘ri chizigning paraliellik va perpendikuiyariik shartlari

L, va L2to‘g*ri chiziglar mos ravishda burchak koeffitsiyentli

tenglamalari bilan berilgan bolsin (5-rasm):
y = kxx + bt vay —k2x + b2.

Bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi goburchak tangensini topamiz. Faraz
gilamiz, Lt vai 2to‘g‘ri chiziglar o‘zaro pecpendikulyar bolmasin,
aks holda tggpmavjud bolmaydi.

5-rasmdan ko‘rinadiki, a2 = ctl + (pyoki 9—a2 —ar.

Natijada,
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) tga2 - tg«!
9P=1t9(@2-aj tgax mtga?2

tgax, k2 = tga2 boigani uchun:

, A2 fa
t»«, =W ;- (13)
S-rasm.

Shunday qilib, o‘zaro perpendikulyar boimagan kesishuvchi L1
va L2to‘g‘ri chiziglar orasidagi (p burchakning tangensi (13) formula
yordamida aniglanadi. (p burchak Lt to‘g‘ri chiziqdan L2 to‘g‘ri
chizigga soat strelkasi yo*‘nalishiga garama-qarshi yo‘nalish bo‘yicha
hisoblanadi.

Agar to‘g‘ri chiziglar parallel yoki ustma-ust tushsa, u holda
ai = «2 vatg«i = tga2boiadi, ya'ni

iti = k2 (14)
(14) formulaikki to‘g‘ri chizigning paralleilik shartini ifodalaydi.

Agar Lx va L2 to‘g‘ri chiziglar perpendikulyar boisa, (13)
formula ma’noga ega boimaydi. Biroqg, bu holda to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak kotangensini aniglaymiz:

17 \Yexetga2 1+ kt-k2
tg«2 - tg«i k2- kt
To‘g'ri chiziglar perpendikulyar boigani uchun
n

ctg<p = ctg-- = 0.

ctgp= ctg(a2- ar) =
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Natijada
1+
k2 —kr
yoki
1+ ktk2 = 0 (ktk2 = —1). (15)

Shunday qilib, (15) formula ikki to‘g‘ri chizigning perpen-
dikulyarlik shartini ifodalaydi.

4~misol. x + 2y —5 = 0,3x —4y + 7 = 0 to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchakni toping.

Yechish. To‘g‘ri chiziq tenglamalarini burchak koeffitsiyentli

tenglamalarga keltiramiz:
1 5 3 7

y=~2X+r y=1x+i
To'g‘ri chiziglaming burchak koeffitsiyentlari mos ravishda
K -J1 K n
2 2~

(13) formulaga ko‘ra burchak tangensini topamiz:
3_/_IN\ 3 1 5
4

top=-4. L-ii.=il1l = = 2

i+VvV 2'A 1 8 8

5-misol. M(-2; 7) nugtadan o‘tuvchi va y = 3x —5 to‘g'ri
chizigga a) parallel, b) perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq teng-
lamasini yozing.

Yechish. a) Berilgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti
K = 3. To‘g‘ri chiziglaming parallellik shartiga K = kx = 3. To‘g"ri
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini yozamiz:y = 3x + b
To‘g‘ri chizig M nugtadan o4ganligi sababli, nugta koordinatalarini
tenglamaga qo‘yamiz: 7 = 3- (—2) + b => b —13. Natijada,
berilgan nugtadan. o‘tuvchi va berilganto‘g‘ri chizigga parallel to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzamiz: y = 3x + 13.

b) To‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarlik shartiga kt = —i::

L To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini yozamiz:
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2
y = kKiX+ b <>y = —x + b. Oxirgi tenglamadan b ning giyma-
tini aniglaymiz: 7 = —; (—2)+b => b= 139 Natijada,

berilgan nugtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chiziqga
. Lo - . 1 19
perpendikulyar to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz: y ——x + —.

5-8. To‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi.
Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Tekislikda MO(x0,y0) nuqgta va y = kx + b to‘g‘ri chiziq
berilgan boisin.

Ta'rif. Tekislikda MO nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
to‘plamiga to‘g ‘ri chiziglar dastasi deyiladi. MO nugta dasta markazi
deyiladi.

Faraz gilaylik, to‘g‘ri chizig M0 nugtadan o‘tsin, u holda

y0 = kx0 + b boiadi. Bundan b = y0~ ”xo- b ning giymatini
berilgan to‘g‘ri chizig tenglamasiga qo'yamiz, natijada

y —kx + y0—kx0
yokKi

Y ~Yo —k(x —x0) (16)
tenglama hosil boiadi.

(16) tenglamadagi burchak koeffitsiyent K ga turli giyma
berib, MO nuqtadan o‘tuvchi cheksiz ko‘p to‘g‘ri chiziglarni hosil
gilishimiz mumkin (6-rasm). Shu sababli (16) tenglama to‘g‘ri
chiziglar dastasi tenglamasi deyiladi.
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MO nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasidan bitta to‘g‘ri
chiziq tanlab olaraiz va bu to‘g‘ri berilgan M”™x"Yx) nugtadan
o‘tsin. U holda,

Y1 - Yo = K(Xi ~ *0)

yoki
k = Y1-Yo
K ning giymatini (16) formulaga qo‘yamiz:
Y~Yo = Y11 y—g(x-quI
yoki
o e @)

(17) formula berilgan ikki MO(x0;y0) va M1l(x1y1l)
nugtalardan O‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasidir.
a7 formulani o‘xshash uchburchaklaming xossalari asosida
ham keltirib chigarish mumkin. Faraz gilaylik, tekislikda M0(x0;y0),
Mi(xt; ¥x) nugtalar va ulardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig berilgan
boMsin (7-rasm). To‘g‘ri chizigda ixtiyoriy P(X;y) nugtani tanlay-
miz. MO, P va Mx nugtalardan Ox o‘qiga perpendikulyar tushiramiz.
Perpendikulyarlarning Ox o‘gidagi asosini mos ravishda NO, N, Nx
nugtalar bilan belgilaymiz. Shuningdek, MO0 nugtadan Ox o‘giga
parallel chiziq o‘tkazamiz. Natijada, grafikda AMO(?P va AMORMt
uchburchaklar hosi! bo‘ldi. Ma’ lumki,
ONO = xQ ON = x, ONX- xt, MONO = QN —RNIf
MONO = y0, MXNX= ylt PN = vy,
MOQ = NON = ON - ONO - x - Xq,
MOR = NONt = ON+- ONO = xr - x0,
PQ=PN- ON=PN- MONO =y - y0,
MtR = Mrbf - fify. = AfxiVi- MONO =y t- yO-
AMO(?P va AMgRMHl uchburchaklaming o‘xshashligidan

MOQ = PQ
MOR MR

tenglik o‘rinlidir. Bu tenglilcka yuqoridagi belgilashlarni qo‘yamiz:
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X-Xo Y-Yo
Xi~x0 Y- yo
Natijada (17) formula hosil boldi.

7-rasm.

6-misol. Berilgan MO0(—3; 4), Mr(2; 1) nugtalardan o‘tuvchi
to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing.

Yechish. A nugtaning koordinatalarini x0 —3,y0=4, B
nugtaning koordinatalarini esa xr —2,yr —1 deb belgilab, (17)
formulaga qo'yamiz:

X—(3) y—4
2-(-3) 1-4
yoki
X+3 y—4

~ =™ Ay
Hosil boigan tengiamani to‘g‘ri chizigning umumiy tenglama-
siga keltiramiz:
—3(x + 3) = 5(y - 4).

Qavslami ochib chiqib, tenglamaning o‘ng tomonidagi hadni
chap tomonga o'tkazamiz:
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—3x —9 —b5y + 20 ~ 0.
< 5y + 11 = Oyoki 3x + 5y - 11 = 0.

11- il lio’lgan 3x + 5y —11 = 0 tenglama berilgan MO va Mr

himl< Hilnii o'luvchi to'g‘ri chizigning umumiy tenglamasidir.

| miwol. Mt(—L; 1),M2(7; 1) nugtalardan o‘tuvchi to‘gfri

i in mjiriif-'liiimsini yozing.

\«»liish. yx = y2 = 1 boigani uchun to‘g‘ri chizig Ox o‘giga
i .ilF1 boiadi. Tzlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi y = 1
hi iiiii-ilida boiadi.

K misol. (3; -2) nugtadan o‘tib, 2x —Sy + 3 = 0 to‘g‘ri chizig-
ii ijutpendikulyar boigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chizigning umumiy 2x —5y + 3 = 0 teng-

ii n™Miimaga binoan, y —(—2) = k(x —3). Burchak koeffitsiyent K
maif* giymatini to‘g‘ri  chiziglaming perpendikulyarlik shartidan
ini(Jluymiz. Unga ko‘ra

K—k2= — => K—m
P Y

Y—(—2) = = (x—3) « 2(y + 2) = —5(x —3);
\
2y + 4+ 5x- 15 =0 <>2y + 5x - 11 = 0.

6-8. To4g‘ri chizigning normal tenglamasi

Tekislikda biror to‘g‘ri chizig berilgan boisin. Koordinata
boshidan bu to‘g‘ri chizigga tushirilgan perpendikulyaming uzunligi
> ga, shu perpendikulyar bilan OX o‘gining musbat yo‘nalishi
orasidagi burchak a(ad® 0, a = nJ™ boisin (8-rasm).

Demak, ON = p,Z.AON = a. To‘gii chizigda M = M (x,y)
nugtani olib, bu nugtadan OX o'giga perpendikulyar tushiramiz.
Perpendikulyaming asosi Mr boisin. Unda

OMt =x, MMr =y (18)
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8-rasm.

bofladi. AON hamda BON to‘g‘ri burchakli uchburchaklarda
/. AON = @¢zaBON = 90° - a.

AAON dan:
cosac = E)ﬁ =» OA = cosa => OA= Fsa (19)
ABON dan:
cos(90° —a) —— => sina = — => 05 = £20)
oS oS sine:
Ma’lumki,
M = 0n - OMr=—Clalsa— X. Ql)
OB va AMtM uchburchaklarning o‘xshashligidan
kelib chigadi.
(18), (19), (20), (21) munosabatlarni e’tiborga olsak, tenglik
P
Y _ cosa
sma cos a
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikdan
xcosa4dysina—p =0 (22)

boMishini topamiz. (22) tengiamani to‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chizigning Ax + By + C—0 umumiy tenglamasini
normal ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish mumkin. Umumiy
tengiamani hozircha noma’lum ju(jx @ 0) songa ko‘paytiramiz:

uUAX -f jxBy + uC —0 (23)
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Agar (23) tenglamani to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi deb
iviiidigan bo‘lsak, unda/M = cos a,ptB —sin a,uC = —pbo‘ladi.
itn k-iiglamalardan topamiz:

(pA)2+ OnBY = cos2a 4 sin2a = 1,

N = . DK*B* (24)
A normallovchi ko‘paytuvchi.
Demak,
+ -7 ! a=+ A
n==-/(======C0S = 4 - ———
4K+ nn2+B2
. B C
Ssina —*x-=======, — -
AW+B2  © yla2+ B2

Natijada berilgan J/ix 4 By 4 C = 0 tenglama
B

L g ¢ =0

/24 B2 +4XK +Bzy +n/a2+ B2
normal tenglamaga keladi. y - normallovchi ko‘paytuvchining
ishorasi 0zod had C ning ishorasiga qarama-garshi bo‘ladi.
9-misol. 3x 4 4y —7 = 0 to‘g‘ri chizig umumiy tenglamasini
normal tenglamaga keltiring.
Yechish. (24) formuladan foydalanib topamiz:
1 1

V324 42 5
Tenglamani L, ning giymatiga ko‘paytiramiz:
1

- o(3x 4 4y —7) —0
o( y —7)

Natijada ;-x4~y-~ = 0 to‘g‘ri chizigning normal teng-
lamasini hosil gilamiz.

10-misol. To‘g‘ri chizigdan koordinata boshiga tushirilgan
lii-rpendikulyaming uzimligi 3 ga teng. Perpendikulyar Ox o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan 45° burchak tashkil etadi. To‘g‘ri chizigning
normal tenglamasini yozing.

Yechish. Misol shartiga ko‘rap = 3,a = 45°. Bu giymatlami
(22) tenglamaga goyamiz:

X c0s45° 4 ysin45° -3 = 0,
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7-8. Nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha masofa

Tekislikda Ax + By + C = 0 to‘g‘ri chiziq va bu to‘g‘ri chi-
zigda yotmagan N (x0; y0) nugta berilgan bo‘lsin. N nugtadanto‘g‘ri
chiziqga perpendikulyar tushiramiz va uning asosini Nx nugta bilan
belgilavmiz. N nugtadan Ax + By + C—0 to‘g‘ri chiziggacha
bo‘lgan masofa NNt perpendikulyar uzunligiga teng (9-rasm).

Berilgan to‘g4i chiziq tenglamasini normal tenglamaga
keltiramiz:

Xxcosa +ysina—p - 0,
bu yerda p = OL—koordinata boshidan to‘g‘ri chizigga tushirilgan
perpendikulyar uzunligi.

Berilgan N(x0;y0) nuqgta orgali berilgan to‘g‘ri chizigga
parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Uning normal tenglamasi ushbu
Xxcosa+ysina—p =0 (25)
ko‘rinishda bo‘ladi. To‘g‘ri chiziqg N nugta orgali o‘tganligi uchun
uning koordinatalari (25) tengiamani ganoatlantiradi
x0cosa + yOsina —p = 0. (26)



Ma’ lumki, d=NNt =LK, OK= 0L+ LK OL=p,OK=
i‘d OK—OL~p —p.

(26) tenglikdan p = x0cos a + y0Osin a.

Natijada nugtadan to‘g‘ri chiziggacha boigan masofani topish

leiinulasi hosil boiadi:
d= V- p\= - x0cosa —y0sin a\,

yoki
d = PpOcosa +y0sina- pJ. (27)
Ma’lumki,
A B C
Cosa:i_::::'3|na—+_::: _p:+_.::::::
[ + 4K +B2 4a2+ b2

cosa, sina,-p ningqiymatlarini (27) formulaga qo‘yamiz:
= Mnay , Hy. <
45K TB2
11-MisoL N(4; 5) nugtadan 2x —3y —8 = 0 to‘g‘ri chizig-
gacha boigan masofani toping.
Yechish. (28) formulaga ko‘ra,
|2-4-3-5-8] 15
V22T(-3)2 VI3
Demak, izlanayotgan masofa == ga teng.

8-8: To'‘g‘ri chizigning amaiiy masalalarga tatbiqi

Toq ri chizigning igtisodiyotga tatbigi. Iqtisodiyotda asosiy
masalada talab D (demand) va taklif S (supply) mahsulot narxi P
(price) ga bogligligini o'rganish masalasidir.

Tadqigot asosida quyidagi amaiiy xulosaga kelamiz: narx gan-
cha past boisa, mahsulotga talab ko‘p boiadi, ya’ni aholining sotib
olish imkoniyati oshadi.

D ning P ga bogligligi ko‘r hollarda chizigli kamayuvchi
funksiya sifatida ifodalanadi:

D=-—aP4-c,a>0,¢c>0 (29)

Xuddi shu vaqtda, mahsulot narxi P ning oshishi bilan unga
boigan S takliflar ham oshadi. Shu sababli, taklif o‘su.vchi chizigli
funksiya bilan ifodalanadi:
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S=bP+d, b>0,d>0 (30)

(29) va (30) munosabatlarda a, b, ¢, d parametrlar tashgi omil-
iarni (jamiyatning turmush tarzi, siyosiy muhit va shunga o‘xshash
holatlarni) ifodalaydi.

Yugoridagi formulalardaP,D,S- o‘zgaruvchilar musbat boi-
ganiigi uchun ftinksiya grafigi fagat I-chorakda ma’noga ega boiadi
(10-rasm).

Igtisodiyot uchun muvozanat sharti katta ahamiyatga ega, ya’ni
talab va takliforasidagi tengiikdir.

Bu shart

D(P) = S(P)
tenglama bilan aniglanadi. Natijada D va 5 to‘g‘ri chizigiaming
kesishish nugtasi M nuqgta aniglanadi. M nugta muvozanat nugtasi
deb ataladi. Muvozanat ro‘y beradigan PO - narxga muvozanat narxi
deyiladi.

10-rasm.

Aholining turmush tarzi yaxshilanishi bilan ((29) formulaga
asosan c - parametrning o‘sishiga mos keladi) muvozanat nugtasi M
0‘ng tomonga siljiydi, ya’'ni D to‘g‘ri chiziq yuqoriga koiariladi. Shu
jumladan, S taklifchizigi o‘zgarmagan holda mahsulot narxi oshadi.

1-masala. Surxondaryo viloyatining Sariosiyo tumanidagi
bog‘dorchilik xofjaligi yetishtirilgan xirmoni respublikamizning
barcha viloyatlaridagi savdo markazlariga yetkazib beradi.
Xo‘alikda 2 xil turdagi transport vositalari mavjud boiib, ularning



ni lashish xarajatlari quyidagi burchak koeffitsiyentSi to‘g‘ri
i InZiglar tenglamalari bilan

y = 20x -r50 vay = HOx + 100

ilodalansin. Bunday - transport xarajati, X -yuk tashish masofasi
(bunda 1-100 km, 2 - 200 km va h.k.). Xo‘jalik Toshkent shahriga
xurmo yetkazib berish uchun qgaysi transport vositasidan foydalanishi
(ejamliroq boiadi?

Yechish. Yuk tashish xarajat funksiyalarini o‘zaro tenglash-
tiramiz:

20x + 50 = IOx + 100,
I0x = 50,
X = 5.

X = 5 giymatni xarajat funksiyalariga qo‘yamiz va y -
transport xarajatini topamiz:

y = 20 5 + 50 = 150.
/ y = 10 «5 + 100 = 150.

X = 5,ya’ni 5m1l00 = 500 km ga ikki transport uchun yuk tashish
xarajatlari teng. x < 5, ya’ni 5 w100 = 500 km gacha 1-transport
vositasidan, x > 5, ya’ni 500 km dan ortig masofaga 2-transport
vositasidan foydalanish xofjalik uchun tejamli bo‘ladi (11-rasm).
Sariosiyo tumanidan Toshkent shahrigacha 2-transport vositasi
yordamida yuk tashish xo‘jalik uchun tejamiidir.

2-masala. Ko‘p tarmoqli xo‘jalikka tegishli mebel fabrikasida
tayyorlangan stullar 64 ming so‘mdan sotilishi rejalashtirilgan.
Fabrikada 8 ta stulni tayyorlash uchun 635 ming so‘m, 13 ta stulni
tayyorlash uchun esa 750 ming so‘m xarajat qilinishi kerak. Agar
xarajatlar funksiyasi chizigli boisa, zarar ko‘rmaslik nuqgtasini, ya’ni
fabrika nechta stul ishlab chigarishlardan so‘ng, foyda olishini
aniglang.
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Yechish. M(% 635) 3 M2(13; 750) nugtalardan o'tuvchi
xarajatlar fimksiyasi tenglamasini keltirib chigaramiz va grafigini
yasaymiz:

C(x)—635 x-8
750-635 13-8

C(x)-635 x-8

C(X) = 23x + 451.
23 1

Shartga ko‘ra, R(x)=64x foyda olish funksiyasidir. Zarar ko‘r-
maslik nugtasini aniglash uchun harajatlar va foyda olish funksiyalari
grafiklarining kesishish nurtasi abssitsasini topamiz (12-rasm):

23X +451 =64x => 41x =451 => x=1I.

Demak, ishlab chiqarilgan stullar soni 11 tadan oshishi bilan
fabrika foyda ko‘ra boshlaydi.
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12-rasm.

3-masala. Fermer xofjaligi poliz mahsulotlarini yig‘ishtirishda
go‘shimcha ishchi kuchidan foydalanadi va 1 gektarga 100 ming
so‘m xarajat giladi. 5 gektarga esa xarajat 300 ming so‘m bo‘lsin.
Agar xarajat funksiyasi chizigli (to‘g‘ri chiziq) bo‘lsa, 4 gektardagi
poliz mahsulotlarini yig‘ishtirishga ketadigan xarajatni toping.

Yechish. Masala shartiga binoan, A(1, 100) va B(5; 300)
belgilashl4r Kkiritamiz. Bdki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

tenglamasiga asosan,

jc—1 y-100
5-1 300-100
Xx— —100
y y = 50x + 50,
4 200

Oxirgi tenglamadan x =4 day ning giymatini topamiz:

7 =50-4 +50 y = 250.
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Demak, 4 gektardagi poliz mahsulotiarini yigishtirishga 250
ming so‘m xarajat gilinadi.

Mustagqii yechish uchun misoiiar

1. A(-2; 3) nugtadan oiuvchi to‘g‘ri chizig Oxo°‘qi bilan 135° li
burchak tashkil etadi. Bu to‘g‘ri chizig tenglamasini toping.

2. Koordinatalar boshidan va (-2; -3) nugtadan o‘tuvchi to'g'ri
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

3. A(0; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinatalar burchagidan yuzi
3 kv birlikka teng uchburchak kesuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.

4. Quyidagi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang:

3x+2y=0,
6x+4y+9=0;

5. A(-2; 5) nugtava 2x-}?=0 to‘g‘ri chizigni yasang. A nugtadan
o'tuvchi tofg‘ri chiziglar dastasining tenglamasini yozing va o'sha
dastadan berilgan to‘g‘ri chiziqga: 1) parallel; 2) perpendikulyar
bo‘lgan to‘g‘ri chiziglarni tanlab oling.

6. (5; -3) nugtadan o‘tib, 4x+3y+15=0 to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

7. Berilgan nugtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha boigan
masofani hisoblang:

1) Px(4; -2), 8x-15y-11=0;
2) P2(-3;2), 4x - 7y + 26 = 0;
3) P3(8;5), 3x —4y —15 = 0.

8. 4x —3y = 0 to‘g‘ri chizigdan 4 birlik uzoglikdagi nuqtalar
geometrik o0‘mining tenglamalarini yozing.
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Q 3x- 2y+1=0vax+ 3y- 7= 0to‘ghi chiziglaming
i Islush nugtasidan ulaming birinchisiga perpendikulyar to‘g‘ri
. hiZig o‘tkazilgan. Hosil giiingan to‘g‘ri chizigdan koordinatalar
Ini:.liigacha boigan masofa gancha?

10. (2;7) nugtadan shunday to‘gri chiziq o‘tkazilganki, u
koordinata o‘qlari bilan yuzi 64 kv birlikka teng boigan uchburchak
i.ishkil giladi. Bu chizigning tenglamasini tuzing.

11. Uchlari A(-4; 2), B(2; -5) va C(5; 0) nugtalarda boigan
uchburchak medianalarining kesishgan nuqgtasini va balandliklarining
kesishgan nugtasini toping.

12. A(-2; -2), B(=3; 1), C(7; 7) va/3(3; 1) nuqgtalar trapetsiyaning
uchlari ekanligini tekshiring. Bu trapetsiyaning o‘rta chizigl va
diagonallarining tenglamalarini tuzing.
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V BOB. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziq tenglamasi 2-tartibli
aigebraik tenglama bilan ifodalanadi. 2-tartibli egri chiziglar (aylana,
ellips, giperbola, parabola) tenglamalari va ularning elementlarini
o'rganamiz.

I-§. Aylana

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olaylik. Shu
tekislikda biror C(a, b) nuqgta berilgan boisin.

Ta’rif. Berilgan nugtadan bir xil R masofada joylashgan
tekislikdagi barcha nugtalar to‘plamiga aylana deyiladi. Bunda
C(a,b) nugta aylana markazi, R - aylana radiusi deyiladi. M (X,y)
aylanadagi ixtiyoriy nugta boisin (1-rasm).

Aylanata’rifiga ko‘ra

\OM\ = R
boiadi.

ACTM to‘g ri burchakli uchburchak boigani uchun, Pifagor
teoremasiga kofra

\CT\2 + \TM\2 = \CM\2,
bu yerda |CI" = \x—a\, \IM\ = \y—Db\ Natijada markazi C(a, b)
nugtada va radiusi R ga teng bo‘lgan aylana tenglamasi hosil boiadi:
(x- a)2+ (y- b)z=R2 1)
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Xususan, aylana markazi koordinata boshida bo!lsa, uning
Htionik tenglamasi
X2+y2=R2 )
iinishga ega bo‘ladi (2-rasm).

1-misol. Markazi (2; 1) nugtada, radiusi 3 ga teng boigan
aylana tenglamasini yozing.

Yechish. Aylana markazi koordinatalari a= 2,b =1 va
radiusi R —3 boiadi. (1) formuladan (x —2)2+ (y —1)2=9
izlanayotgan aylana tenglamasi yoziladi.

(1) tenglamada gavslami ochish natijasida aylananing quyidagi
ko‘rinishdagi umumiy tenglamasini hosil gilamiz:
X2+y2+mx+ny+p—0 ©))

buyerdam = —2a,n —2b,p = a2+ b2 —R2.
(3) tenglamani (1) tenglama ko‘rinishga qayta keltirish uchun
(3) tenglamaning chap gismida to‘la kvadratlami ajratamiz:
mz , n2

2
f*+=) Hiy+f) ¢ +¢ - p “)
2-misol. x2+y2—A4x + 6y —3 = 0 aylana markazi va

radiusini toping.

Yechish. (3) formulaga ko‘ra, m = —4,n = 6,p ~ —3. Bu

giymatlami (4) formulaga go‘yamiz:

(x- 2)2+ (y+3)2=4+ 9+ 3,
(x- 2)2+ (y + 3)2=16.
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Demak, aylana markazi C(2; —3) nuqgtada, radiusi R = 4 ga
tengbo‘ladi,

2-8. Eilips

Tekislikda Ft va F2 nuqtalar berilgan boiib, ular orasidagi
masofa 2¢ (¢ > 0) ga teng boisin. Faraz gilamiz, 2a - musbat
0'zgarmas son bo‘lsin.

Ta’rif. Berilgan qo‘zg‘almas Ft va F2 auqtalargacha bo‘lgan
masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas 2a songa teng bo‘lgan nuqta-
laming geometrik o‘miga ellips deyiladi. Ft va F2 nugtalar ellips
fokuslari deyiladi.

Bu ta’rifdan ellipsning kanonik tenglamasini keltirib ehiqa-
ramiz. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. FLva F2
nugtalarni Ox o‘gida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashtiramiz. U holda fokus nugtalar quyidagicha koordinatalarga
ega boiadi: Ft(—¢; 0), F2(c; 0).

Fx, F2 ellips fokus nugtalarlarini qo‘zg‘almas holda mahkarnlab,
galam. va ip yopdamida 3-rasmda ko‘rsatilganidek, ellips grafigini
yasash mumkin.

88



Oxy koordinatalar sistemasida tasvirlangan ellipsda ixtiyoriy
M (x;y) nugta olamiz. Ta’rifga ko‘ra,
IFM] + \2Mj = 2a (5)
Muyerda 2a > 2c,ya’nia> c.
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra:
\PA = +y2 \RM\ = yf(x+c)2+y2 (6)
(6) tengliklarni (5) tenglamaga qo‘yamiz:
yf(x —)2+y2+ j(x +¢)2+y2= 2a.
Ikkinchi kvadrat ildizni tenglikning 0‘ng tomoniga o ‘tkazamiz
Vi tenglikning har ikki tomonini kvadratga oshiramiz:
X2+ 2CX + C2+y2=4a2—4a™/(x —C)2+y2+
+X2—2cx + C2+ y2
Bu tenglikdan: aj(x - ¢)2+y2- a2- cx. Hosil boigan tenglikni
kvadratga oshiramiz:
az2[(x —c)2+y23= (a2 —cx)2.
Natijada
(a2 —c2)x2 + a2y2 = a2(a2—c2) @)
tenglama hosil boiadi. Maiumki, a> c,a2- c2 ayirma musbat
boigani uchun b2 = a2—c2 belgilash kiritamiz, u holda (7)
tenglama
b2x2 + a2y2 = a2bz (8)
koiinishga! keladi. a =£0,b p0 boigani uchun (8) tenglamaning
har ikki tomonini a2b2 ga boiamiz:

(9) tenglama ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi. Uning
grafigi 4-rasmda keltirilgan.

Ellipsning kanonik tenglamasiga ko‘ra grafigini tasvirlaymiz va
a,b - parametrlarning geometrik ma’nosini aniglaymiz. (9)
tenglamaga ko‘ra ((-y)2=y2,(-x)2= x2), ellips koordinata
o'glariga nisbatan simmetrik. Tenglamaga x =0 va y =20
giymatlami navbat bilan qo‘yamiz va ellipsning koordinata o‘glari
bilan kesishish nuqtalarini aniglaymiz:

Ax(—a; 0), A2(a; 0), Br(0; -b), B2(0; b).
Topilgan nugtalar ellipsning uchlari deyiladi. A¥A2 va BtB2 kes-
maiar mos ravishda ellipsning katta va kichik yarim o‘giari deyiladi.
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Shunday gilib, a - ellipsning katta yarim o‘gi uzunligi, b esa
kichik yarim o‘qgi uzunligidir (a > b).

4-rasm.

Ellipsning fokuslaridan M (x,y) nugtagacha bo‘lgan masofalar
uchun quyidagicha beigilash kiritamiz (3-rasm):
I = 1L, F2M\ = 72 (10)
U holda (5) tenglama
rt+r2-2a (11)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Ma’lumki,
rt= WM =V(X+c)2+ Y2
r2 = jF2M| = c)2 + Y2-
Oxirgi ikki tenglikni kvadratga oshiramiz va birinchisidan
ikkinchisini ayiramiz:
r2—r2= (x+c¢)2+y2—(x —c)2—y?2.
Qavslami ochib chigamiz va quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:
ri - r2 = 4cx. (12)
Hosil bo‘lgan tenglamani
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Oi - r2)(?i +r2) = 4cx
ko‘rinishda yozamiz. (11) formulaga asosan,
(ri “ r2)'2a = 4cx.
Bu tengiamani 2a ga gisqartiramiz:
r~ r2= 2~x. (13)

(11) va (13) tenglamalardan rx va r2 topiladi:
C
M= a+ —X
a

C
r’=a— X
a

Natijada, ellipsdagi M(X, y) nugtadan fokuslargacha bo‘lgan rx

va r2 masofalarni aniglash formulasini topamiz:
ri2=ax+ (14)

bu Xerda =4

S = miqdor ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Bu migdor
ellipsning shaklini ifodalaydi, ya'ni s giymati gancha katta bo‘lsa,
ellipsning shakli katta o‘q bo‘ylab ko'proq cho‘zilgan bo‘ladi.

Kichik o‘gqga parallel va undan | masofada joylashgan to‘g‘ri
chiziglar ellipsning direktrisalari deyiladi (5-rasm). Ellipsning o‘ng
va chap direktrisa tenglamalari x = + “ ko‘rinishida bo‘ladi. Ellips

ekssentrisiteti s < 1 bo‘lgani uchun j > a bo‘ladi.
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Ellipsning fokal parametri p = b—2tenglik bilan aniglanadi. Bu

parametr ellipsning fokusi orqgali o‘tgan va kichik o‘qga parallel
boigan vatar yarmiga tengdir.
Quyidagilar ellips elementlarini tashkil etadi:
< 0 nugta- ellips markazi (6, 7 - rasmlar);
e Ax(—a,0); A2(a,0); Bj(0, ~b); B2(0,b) nuqgtalar - ellips
uchlari (4-rasm);
* Fxi—e¢; 0), F2(c; 0) - ellips fokuslari;
« 2c - fokuslar orasidagi masofa., bu yerda c = yfa2 —Db2;
* AxA2 —2avaB1B2 —2b - ellipsning katta va kichik o*‘qlari;
= ava b - ellipsning katta va kichik yarim o‘qiari uzunliklari;
ca= 4 (0 < £ < 1) - ellipsning ekssentrisiteti;

« X = £ - - ellipsning direktrisalari tenglamalari.

7-rasm.
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Agar a < b boisa, ellips fokuslari Oy o‘gida boiib,
c— - a2,|—3 = e,r —b+sy boiadi (8-rasra).

8-rasm.

Osmon obyektlarining elliptik orbitasi. Nemis astronomi
I.LKeplerning 1609-yilda chop etilgan planetalar harakati haqidagi
birinchi gonuniga koia, planetalar orbitasi fokuslaridan birida
Quyosh joylashgan ellipsni tashkil etadi. Asteroidlar, kometalar va
boshga osmon jismlari Quyosh atrofida elliptik traektoriya bo‘yicha
harakatlanadi (9-rasm). 9-rasmda massasi Quyosh massasidan kichik
boigan planetaning elliptik orbitasi keltirilgan. Fokuslaridan birida
Quyosh joylashgan. Elliptik trayektoriyadagi Quyoshga eng yagin
nugta - “peregeliy”, eng uzoq nuqgta- “afeliy” deyiladi. “Peregeliy”
va “afeliy” orasidagi masofa - ellipsning katta o‘qidir.

Peregeliy

9-rasm. Osmon obyektlarining Quyosh atrofidagi elliptik orbitasi.

93



3-misoL x2+ 2y2 = 2 ellipsning ekssentrisiteti va direktri-
sasini toping.

Yechish. Tenglamani 2 ga bo‘lib, kanonik ko‘rinishga kelti-
ramiz:

X2, y2_,
2 1
a2 —2, h2 —1. c2—a2—b2=2—1= 1.
_C 1 R

£E“a~VFi~-T
Direktrisa formulasiga ko‘ra

\Y
X =* —=r= %2,

2
X=z =
Vv
2

a
: ;

N

4-misol. Ekssentrisiteti s = > ga teng bo'igan ellipsning focus-
laridan biri (6;0) nugtada bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish. Shartga ko’ra,c = 6. e =

- =- —mC- -a
a 3 3

c2 —a2 —bh2 tenglikdan 6 ning giymatini topamiz:
62 =92—d2 => 2= 45.

Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz:

X2 42 g
81 45

5-misol. Katta o‘qi kichik o‘gidan uch marta katta bo‘lgan
ellipsning ekssentrisitetini toping.
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Yechish. Shartga ko‘ra, a —3b,c = Va2- b2 tengiikdan

c= N = 2V2fo£ =T => £:TFA:’\ £E=¥- .
6-misol. —2+ E= 1 eliipsning fokuslari, ekssentri.sﬁeti va
direktrisasini toping.
Yechish. Tenglamadan maiumki, a < b, ya'nia=3, b= 5.
U holda ellips fokuslari Oy o‘gida boiib, ¢ = /62—a2;, c =
/52 - 32=>c = 4,F1(0;-4), F2(0;4).£ = ~ + boiadi. Direk-
trisa formulasiga ko‘ra
yez-

<
T
1+

o Pao;
T
1+
—AnN

Ellipsning markazi, fokuslarining koordinata o‘glaridajoylashi-
shi va uning elementlarini 1, 2-jadvallarda keltiramiz.

1-jadval
Markazi 0(0,0) nugtada boigan ellips
Standart y2 2 X2 y2
tenglamasi i b a2 jj
a>b a<b
Fokuslari F(xc, 0) F(0, +c)
Fokus c =Va2—b2 c = *Jh2 —a?2
koordinatasi
Ekssentrisiteti g © ¢
a £=zb
Katta yarim a b
0‘q uzunligi
Kichik yarim b a
o‘cj uzunligi
Direktrisasi a b
Fokal o‘qi Ox Oy
10-rasm, (a) 10-rasm, (b)
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2-jadval

Markazi 0(h, k) nugtada boigan elHps

Tenglama
- koViuiishi

Fokuslari
Fokus
koordinatasi
Ekssentrisiteti

Katta yarim
0‘q uztixiiigi
Kichik yarim
o‘q uzumligi

Fokal o‘qi
Fokal o‘qdagi
uchlari

(x- Kf
a2 b2

(v~ k)2

.a>b
F(h+c,k)

c ~ Va2 —b2

£ =

9)|o

a
vAaRrE Y
b
I
Xu_ﬁ/lq;E_el'h
y=K
(h-a,k);

(h +a,/o
11-rasm, (a)

10-rasm.
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C(x-1if  (y- k)2

a2 b2
a< b

F(h,k+c)
¢ ~s/hl- a2

£=nh
b

a

, b m;
y=z3+f |
X=h
(h, K+ 6);
(ft,fct —b)
1l-rasm, (6)



@
11-rasm.

7-misol. (-2, ,-1) va (8, -1) nugtalar ellipsning katta o‘qgi uchlarini
tashkil etadi. Uning kichik o‘qi uzunligi 8 ga teng. Ellipsning kanonik
tenglamasini tuzing.
Yechish. Misol shartiga ko‘ra, ellipsning kanonik tenglamasi
x-K)2 {y-kf
c? br
(a > b) ko‘rinishga bo‘ladi. Ellips markazi (h, k) nugta

koordlnatalarlnl aniglaymiz:
AT, oty
'h= -=3, K= -———-=-—-'= 5
Ellipsning katta va kichik yarim o‘glari uzunliklari:
2 ' 2

Aniglangan giymatlarni kanonik tenglamaga qo‘yamiz:
(x—3)2 (y—(-))2

52+ 42
Q-3)2 (y+1)2
25 16

8-misoL Ellipsning markazi, uchlari va fokusi koordinatalarini
aniglang:
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(c+2)2 (y-5)2
9 49
Yechish. Ellipsning kichik va katta yarim o‘qlari uzunliklari:
a=3, b= 7.a<b. Uholda,
(x-ft)2 (y- k)2
a2 ' b2
kanonik tenglamaga asosan, ellips markazi koordinatalari: A=
—2,Kk = 5. Fokal o'gdagi uchlari, (h,k + b); (h,k —b) nugta
koordinatalarini aniglaymiz:
(ft k+6)=(-2,5+7)=(-2,12) va
(ft,fc-fe) = (-2,5-7) = (-2, -2).
Fokus koordinatasi: ¢ = Vo2 —a2 = V49 —9 = n/40.
Fokuslari: F(ft, K £ ¢) => F(—2,5 = V40).
Demak, ellipsning fokuslari Fx(—2,11.32) va F2(—2, —1.32).

3-8. Giperbola

Tekislikda Ft va F2 nuqgtalar berilgan bo‘lib, ular orasidagi
masofa 2c(c > 0) gateng bo‘lsin.

Ta’rif. Berilgan (F1va F2) nuqgtalargacha boigan masofalar
ayirmasiining absolyut giymati o‘zgarmas 2a songa teng boigan
nuqgtalaming geometrik o‘rniga giperbola deyiladi. F1va Fz nugtalar
giperbola fokuslari deyiladi.

Giperbolaning kanonik tenglamasini keitirib chigaramiz. Fxva
F2 nuqgtalami Ox o‘qgi bo‘ylab koordinata boshiga nisbatan simmetrik
holda ¢ masofada joylashtiramiz. U holda fokus nugtalar quyidagi
koordinatalarga ega boiadi: Fx(—¢; 0), F2(c; 0).

Oxy koordinatalar sistemasida tasvirlangan giperboladagi
ixtiyoriy M(X, y) nugtani olamiz. Ta’rifga asosan:

IFM] - \2M\ = +2a (15)
boiadi. Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra:
p/Ok+ c)2+y2=+2a+yj(x—C)2+y2

Tenglilcninghar ikki tomonini kvadratga oshiramiz va uni

soddalashtiramiz:

(x+c)2+y2=4a2+4 (Xx—C)2+y2+ (x—C)2+y2,
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cX —a2 —*+fu/(x —c)2 + y?2,
(c2—a2)x2—a2y2= a2(c2—a2),
¢ > a bo‘lgani uchun c2~ a2 > 0 bo‘ladi. U holda ft2 = =
c2 —a2 almashtirish yordamida
b2x2 —a2y2 —a2b?2
(englama hosil boiadi. Tenglamaning har ikki tomonini a2b2 ga
bo‘lamiz:
X2 v2
al bL
(16) tenglama giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.
Giperbolaning koordinata o‘glari bilan kesishish nugtasini topamiz.
(16) tenglamaga x = 0 giymatni qo'yamiz:
y 2
= Im
Tenglamaning chap toinoni manfiy yoki 0 ga teng, o‘ng tomoni
esa 0 dan katta, tenglama ma’noga ega bo‘lmaydi. Bu natija
giperbolaning ordinata o‘qini kesib o‘tmasligini bildiradi. Endi (16)
tenglamagay = 0 giymatni qo‘yamiz:
X2
a2
Bu tenglik giperbola abssissa o‘gini Ax(—aub) va A2(a) 0)
nuqtalarda kesishini biidiradi. Axva A2 nugtalar giperbola uchlari,
A+A2 kesma esa uning haqiqiy o‘qi deyiladi.
Oldingi paragrafdagi belgilashlar asosida va giperbola ta’rifiga
binoan:
rt~r2—=2a. a7
2-8 dagi kabi
r2—r2= 4cx (18)
tenglikni topamiz va uni
(M- r2)(rt4-r2) = 4cx
ko'rinishda ifodalaymiz. (3) tenglamaga asosan

m+r2==+1ex (19)
tenglikka kelamiz. (17) va (19) tenglamalardan rxva r2 topiladi:
r2= \ex+ a\ (20)
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bu yerda e —>1 — giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

Ekssentrisitet giperbola o‘glari nisbati bilan aniglanadi va uning
shaklini ifodalaydi. e giymati gancha katta bo‘lsa, giperbola
asosidagi tomonlari 2a va 2b ga teng to‘g‘ri to‘rtburchak mavhum
0‘g bo‘ylab kattalashadi.

X = = " to‘g‘ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deyiladi
(12-rasm). Giperbola ekssentrisiteti £ > 1 bo‘lgani uchun - < a

boMadi.
Giperbola asimptotalari to‘g‘ri chiziglar bo‘lib, bu tofg‘ri
chiziglar x ning cheksiz kattalashib borishi bilan giperbolaga borgan

sari yaginlashib boradi. kK = ttga = + - bo‘lishini hisobga olsak,
giperbola asimptotalari tenglamalari

Y= x~X (21)

ko‘rinishda bo‘ladi.

12-rasm.
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13-rasm.

Quyidagilar giperbola elementlarini tashkil etadi:

® 0 nugta - giperbola markazi;

®Ar(—a; 0) va A2(a; 0) nugtalar - giperbola uchlari;

* Fji—e; 0), F2(c;0)- giperbola fokuslari;

®2c - fokuslar orasidagi masofa, bu yerdac = Va2 + h2;

« AAZ—2a - giperbolaning hagigiy o°‘qi, BrB2= 26
giperbolaning mavhum o‘qi;

®a > 0 - giperbolaning hagiqgiy yarim o‘qi, b > 0 giper-
bolaning mavhum yarim o‘qi uzunliklari;

« £ = ~- giperbola ekssentrisiteti (r > 1);

= X —*~ —giperbola direlctrisa tenglamasi;

ey = +'“* - giperbola asimptotatenglamasi.

Agar a = b bo‘lsa, giperbola teng tomonli deyiladi, uning
tengla:‘nzﬁasi >2<2—y2 ~ a2ko‘rinishda bo‘ladi.
i Ya——~r = 1 giperbolalar qo‘shma giperbolalar
az2 b2 bz a2
deyiladi.

Giperbolaning kanonik tenglamasiga ko'ra grafigini yasash
algoritmi:

1 Koordinata boshidan abssissa o‘qining ikki tomoni bo‘ylab

hagigiy yarim 0‘q a ning uzunligiga teng kesmalar ajratamiz.



2. Koordinata boshidan ordinata o‘gming ikki tomoni bo‘ylab
mavhum yarim o‘q b ning uzunligiga teng kesmalar ajratamiz.

3. Markazi Dekart koordinatalar sistemasi boshida bo‘lgan,
tomonlari 2a va 2b ga teng bo‘lib, koordinata o‘qlariga parallel
bo'lgan to‘g‘ri to‘rtburchak yasaladi.

4. To‘g‘ri to‘rtburchak diagonallari yasaladi va to‘g‘ri to‘rtbur-
chak tashgarisiga ham davom ettiriladi. Bu chiziglar giperbola
asimptotalaridir.

5. Giperbola uchlarini (—a; 0) va (a; 0) nuqgtalarda belgilay-
miz. Bu nugtalardan asimptotalargacha yaqinlashib boradigan va uni
kesib o'tmaydigan shox chiziglami yasaymiz.

9-miso Zé\ eTh 1 giperbolaning ekssentrisiteti, direktrisa va

asimptotalarini toping.
Yechish. Berilgan tenglamada a = 5,b = 4. Bundan

c=Vo~TF =V25+ 16 = V4L s=5=+> L
Direktrisa tenglamasi x = + Bundan x = + = + "= ni
S
topamiz.

y = +~x formulaga ko‘ra, y = +-;*:. giperbola asimptota
tenglamalarini aniglaymiz.
10-misol i:\ 9=1 giperbola grafigini yasang. Uning

ekssentrisiteti, fokusi va direktrisasini toping.
Yechish.

c2=a2+ b2 == c¢c=5 => Ft(-5,0), F2(5,0).

£=~=~ x==xf ==+ f - direktrisa tenglamasi.
IMF2] S - 1T
TmdT=£" £=4: I"F*]-|]M™I=8. = 8.

y =+ x —qgiperbola asimptotasi (14-rasm).
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14-rasm.

11-misol. Haqiqiy o‘qi 6 ga teng va (9; -4) nugtadan o'tuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasini yozing,

Yechish. Shartga ko‘ra, 2a = 6 =» a —3.

Berilgan (9; ~4) nuqgta giperbola egri chizig‘iga tegishli boi-
ganligi uchun, nuqta koordinatalarini giperbola kanonik tenglamasiga
go‘yamiz:

92 (~4)2 92 (-4)2
a3 of5 NN 2 AN —2

av&b ning giymatlarini kanonik tenglamaga qo'yamiz:
X2 y?2
Natijada izlanayotgan kanonik tenglama hosil bo‘Idi.

Giperbolaning markazi, fokuslarining koordinata o‘glarida
joylashishi va uning elementlarini 3,4-jadvallarda keltiramiz.
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3-jadval

Markazi 0(0, 0) nugtada boigan giperbola

m  Standarl X2 y2 23 r2
teagSamasi - 5=1 h2" a2
Fokuslari F(xc, 0) F(0, £c)

Fokus c~ nfa2+ b2: c —fa2+ b2
|
Ekssentrisiteti ¢ ¢
a £~h

Hagqiqgiy yarim o‘q "a b

uzunligi = E -emEHN
Mavhum yarim b a
o‘q uzunligi
..... : . .
Fokal o‘qi Ox Oy
;, 'Aslisiptota ay —f_r yo o+ : x
""" 15-rasm, (a) 15-rasm, (b)
4-jadval
Markazi O, K) nugtada boigan giperbola
TengSsima .(x-h)2 (y- V)z (y-fc)2  (x- h)2
koVrimslii a2 - R = C
v l, - |
Fokuslari F(h = ¢, k) F(h,k £ ¢)
Fok«g lc--n/R b2 .e _Mb2+ a2
koordmafesi . i .
Ekssentrisiteti ¢ ¢
a o
Hagigiy yarim . vi a Y & ' !
o‘flczurdig)j C .
Mavhum yarim b a
o‘g uzunligi
; icaci a
Direktrisasi X = +—=+h y ot 1K
£ F
Fokal o‘qi y = K X —II
Asamptota b b
tenglamasi y-#=(x-h+k y + ?(X —h) 4K
16-rasm, (a) 16-rasm, (b)
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O Ny =-1*

15-rasm.

16-rasm.
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12-miisoL (-2, -1) va (8, -1) nugtalar giperbolaning haqiqiy o‘qi
uchlarini tashkil etadi. Uning mavhum o‘qi uzunligi 8 ga teng.
Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish. Misol shartiga ko‘ra, giperbolaning kanonik
tenglamasi

{x-ft)2 (y- K2
a2 b2

ko‘rinishga bo‘ladi. Giperbola markazi (ft, K) nugta koordinatalarini
aniglaymiz:

8+ (-2) -1+ (-1)
h = 2 =3 k=— T~2=-1-
Giperbolaning haqiqiy va mavhum yarim o‘qlari uzunliklarini:
8 —(—=2 r , 8
a=22 8 =2y
2 2

Aniglangan giymatlami kanonik tenglamaga qo'yamiz:
(x-3)2 0-(-1))2_

52 42
(x-3)2 (y+1)2
25 16

13-misol. Giperbolaning markazi, uchlari va fokusi
koordinatalarini aniglang:
{x+2)2 (y- 5)2
9 49 " 7
Ycchish, Giperbolaning haqigiy va mavhum yarim o‘qglari
uzunliklari: a= 3, b = 7. U holda,
(x—h)2 (y-kf
a2 b2
kanonik tenglamaga asosan, giperbola markazi koordinatalari: h =
—2,k~-5. Fokal o‘qdagi uchlari, (ft —a,k); (h + a,k) nuqgta
koordinatalarini aniglaymiz:
(ft- a,k) - (-2 - 3,5) =(-5,5) va
(h+ak) =(-2 + 3, 5) = (1, 5).
Fokus koordinatasi: ¢ = nla2 + b2 = /9 49 = V58.
Fokuslari: F(Jh + ¢, k) = F(—2 + n/40,5).
Demak, ellipsning fokuslari Fi(—9.62,5) vaF2(5.62, 5).
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4~8. Parabola

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olaylik. Shu
lekislikda Oy o‘giga parallel to‘g‘ri chiziq va bu to‘g‘ri chiziqqa
legishli bo‘Irnagan I > nugtaberilgan bo'lsin.

Ta’rif. Berilgan nugta va to‘g‘ri chizigdan bir xil masofada
joylashgan tekislikdagi barcha nugtalar to*‘plami parabola deyiladi.

Parabola kanonik tenglamasini keltirib chigaramiz. F(~;0)

nugtani va x ——J] to‘g‘ri chizigni koordinatalar sistemasida
yasaymiz (p > 0). M(X,y) - paraboladagi ixtiyoriy nugta boisin
(17-rasm).

Ta’rifga ko‘ra,
\FW\ = \BMI (22)
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga binoan

\BW\ = \ x - (- P\, N =J(x-])2+ (y-0)2

bu giymatlarni (22) tengiikka qo‘yamiz:

I*+11=J(*~f)2+y2-

17-rasm.



Hosil bo‘lgan tenglamaning ikki tomonini kvadratga oshiramiz
va gavslami ochib chigamiz:

Soddalashtirishlardan so‘ng, tenglama
y2 = 2px (23)
ko‘rinishga keladi. (23) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi
deyiladi.
Fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M (x,y) nugtagacha bo'lgan r
masofani topamiz. 17-rasmga ko‘ra, AFKM —to‘g‘ri burchakli
uchburchak. Pifagor teoremasiga asosan

FM2 = FK2 + KM2.
FM=r, FK=y, KM = X-OF = x —

r2= 2px+ x2—px+7

r =x+ —

Fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M (x,y) nugtagacha bo‘lgan r

masofa
(24)

formula yordamida aniglanadi.
Quyidagilarparabola elementlarini tashkil etadi:

< 0 nugta parabola uchi;

®F ;0) - parabola fokusi;

e X ——| —parabola direktrisasi tenglamasi;
e £ = 1 —parabola ekssentrisiteti;

108



®p fokal parametr (fokusdan direktrisagacha boMgan masofa
yoki Ox o‘giga perpendikulyar ravishda fokusdan o‘tgan vatar
uzunligining yarmi).

Agar parabola Oy o‘giga nisbatan simmetrik bo‘lsa, uning
kanonik tenlamasi

X2 = 2py (25)
ko‘rinishda bofladi. Uning fokusi Oy ofgidagi F (0;”j nugtada
direktrisasi Y ~ fokusdan paraboiadagi ixtiyoriy M(X,y)

nugtagacha boigan r masofa r —y + ~formula bilan aniglanadi.
14-misoL Uchi koordinada boshida va Ox ofgga nisbatan
simmetrik boMgan parabola, A(9;6) nugtadan o‘tadi. Uning kanonik
tenglamasini yozing.
Yechish. Misol shartiga ko‘ra, parabola Ox o‘giga nisbatan
simmetrik va uchi koordinata boshida, uning kanonik tenlamasi
y2 = 2px

ko‘rinishda bo‘ladi. A(9;6) nugta parabolaga tegishli bo‘Igani uchun
nugta koordinatalarini parabola tenglamasiga qofiyamiz:

62—2pm =p=2
Parabolaning izlanayotgan kanonik tenglamasini yozamiz:
y2 —4xX.
35-misoi. y2 = 16x parabolaning fokusi koordinatalari va

direktrisa tenglamasini toping.
Yechish. 2px = 16x => p —8.

F(l:0) => o) => F(4:0).
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Parabola direktrisasi tenglamasi:

\V/ 8

X ~ ~2 X = -2

16-misol. Kanalning ko‘ndalang kesimi parabola shakliga ega
(18-rasm).

Agar OA -- a, BC —2b boisa, rasmdagi koisatilgan o‘glarga
nisbatan uning tenglamasini yozing.

18-rasm.

Yechish. Kanal ko‘ndalang kesim chizigi Oy o‘qiga nisbatan
simmetrik paraboladir. Uning tenglamasi x2 = 2py ko‘rinishda
boiadi. C nugtaning koordinatalari (b; d) dan iborat. C nuqgta
koordinatalarini parabola tenglamasiga qo‘yamiz:

b2 —2pa.
Bu tenglikdan p parametmi aniglaymiz:

b2

no



p - parametmi parabola tengiamasiga qo‘yamiz:

, 5 b2
XZ= 2-~~Vy,
Zay

7 b2
_Ey.

Hosil bo‘lgan tenglama parabola shaklidagi kanal ko‘ndalang
kesim tenglamasidir.

Parabolaning kanonik tenglamalari wva ularning mos
elementlarini 5,6-jadvallarda keltiramiz.

Uchi 0(0, 0) nugtada bo‘lgran parabola
Sfaisdart Xx2- 2py Xx2= —=2py y2'=2px Y2 -
tenglamasi

i P P
Fokusi 1o §)  rFo-1) Fdo)  FAo)
Direktrisasi \% V \: x ~ KP X =
y_zi 32/
Simmetriya Oy Oy Ox Ox
o‘qi
1 19~rasm, '0 :'3Srte  20-rasm,
(d) . P ) ........ («) m

Uchi 0(h,k) nugtada bo‘lgan parabola
Teiiglanffl - (x-hf~r2p(y-k) <dy- U)2—2p(x—h)\
ko”rinish)

Fokusi F(h,k + P) F(h + 7 k)
Direktrisasi y=k_P n P
X= 2
Simmetriya X =h y =Kk
o‘qi

21-rasm, (a) 21-rasm, (b)



(@

19-rasm.

20-rasm.

(b)



(@) ‘ 0)
21-rasm.
17-misol. Uchi (3, 4) va fokusi (5, 4) nugtada boigan
parabolaning kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish. Parabola uchi (3, 4) va fokusi (5, 4) nuqtada

bolganligi uchun, unung simmetriya o‘gqi y = 4 to‘g‘ri chiziq
boladi. Parabbla kanonik tenglamasi:

(y - k)2= 2p(x - h).

Parabola uchi (3, 4) nugtada, u holdah = 3 va K = 4, F(5, 4)
fokus koordinatasidan p parametmi aniglaymiz:

h+-=5 => 3+-=5 => p=4
2. 2

Demak, parabolaning kanonik tenglamasi:
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(Y - 42= 8(x - 3).

Parabolaaiiig optik xossasi. Parabolaning ixtiyoriy nugtasiga
o ‘tkazilgan urinma fokal radius vektor va parabola simmetriya o‘qi
bilan bir xil burchak tashkil etadi (22-rasm).

Shu optik xossadan yorug' lik, tovush, radiyo va boshqga eleki.ro-
magnit to'lginlami uzatish va gabul qilish uchun turli sohalarda
go'Haniladi. Masalan, parabolik ko*rinishdagi projektoming fokusida
yorug'lik manbai joylashtirilsa, fokusdan chiqgan nurlar paraboloid
sirtiga urinadi va 23.a-rasmdagidek, yorug‘lik nurlari parabola
simmetriya o‘giga parallel akslanadi. Bu xossadan shuningdek,
fonarlar, avtomobil faralari, projektorlar, mikroto‘lginli relelar va
sputnik antennalarda ham foydalaniladi (24-rasm). Radiyoteleskop
va televizon sputnik antennalar yordamida parabolik reflektoming
simmetriya o' giga parallel holda kiruvchi signallar reflektor fokusiga
yo'‘naitiriladi va signallar kuchaytiriladi (23.b, 24-rasmilar).
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23-rasm.

24-rasm.
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5-8. Ikkinchi tartibli egri chiziglaming umumiy tenglamasi

Ikkinchi tartibli chizig yoki egri chizigning umumiy algebraik

tenglamasi
Ax2+ 2Bxy + Cy2+ 2Dx + 2Ey + F — O (26)

berilgan boisin. Bu yerda A, B, C,D, E, F - haqiqiy sonlar. Yuqorida
0‘rgangan ikkinchi tartibli egri chiziglar aylana, ellips, giperbola va
parabolaning kanonik tenglamalari (26) tenglamaning xususiy
holidir. Agar (26) tenglamada B = O teng bo‘lib, ikkinchi tartibli egri
chiziglaming simmetriya o‘glari koordinata o‘glariga parallel boisa,
(26) tenglama koeffitsientlari asosida tekislikda ikkinchi tartibli egri
chiziglaming turini aniglash mumkin:

1 Agar A = C boisa, aylana.

2. Agar A mC > OvaA & C boisa, ellips.

<

3. Agar A mC < 0 boisa, giperbola.
4. Agar A -C = 0,A2+ C2® 0 boisa, parabola.
Masalan:

1 2x2+ Sy2—3x + 7y —5 = 0 - ellips tenglamasi, chunki
A=2C=5AmrC=2+5=10> 0.

2. 8x —7y —2x2—2y2+ 4 = 0 —aylana, chunki A = —2,
c~ -2.

3. x2—6y2+ HOx —14y + 20 = 0 - giperbola tenglamasi,
chunkiA = 1, = —6,A-C= 1m(—6) = —6< 0.

4. 4x2—12y + 16x —7 = 0 - parabola tenglamasi, chunki
A=4C=0A°C=0A®0,A2+ C2= 42+ 2o 0.

Ikkinchi tartibli egri chiziglaming umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rimshga keltirish masalasini o‘rganamiz. Bu masala
koordinata o‘qglai'ini parallel ko'chirish va koordinata o‘glarini
malum a burchakka burish yordamida hal etiladi.

1 Koordinata o‘glarini parallel ko‘chirish. Koording
boshini 0 nugtadan Or nugtaga parallel ko‘chiramiz. Faraz gilamiz,
Oxy koordinata sistemasida P(x,y) nuqgta berilgan boisin.
Koordinata o‘qlarini parallel ko'chirish natijasida P nugta Orx'y'
koordinata sistemasida x' va y' koordinatalarga ega boiadi (25-
rasm). Eski va yarigi koordinatalar sistemasidaP(x,y) va P (x',y")
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nuqgta koordinatalari orasidagi bog‘liglik quyidagi formulalar bilan

ifodalanadi:
(X = x'+x0,

\y —¥'+ ¥Yc
yoki (x'=x~x0, (28)
(y =y--yO0-

(27) va (28) formulalar koordinata o‘glarini parallel ko'chirish

formulalari deyiladi.
, i

Y
r
y y ® (x.y) Py
v r
O' = X
0 X,> X X
/ 25-rasm.
2. Koordinata o‘qglarini burish. Oxy Dekart koordinatalar

sistemasi va P (x, y) nugtaberilgan bo'Isin. Koordinata o‘glarini soat
strelkasiga garama-garshi yo‘nalishda a burchakka buramiz. P
nugtaning koordinatalari Ox'y' koordinatalar sistemasidax' vay' ga
teng (33-rasm).
ASPD uchburehakdazSPD = a, OD = x', PD = y\
Ravshanki,
X = OA —0B —AB = OB —SD,
y = PA = AS+ SP —DB + SP.
Ma’ lumki,
OB = x'cosa, SD = y'sina,
SP = y'cos a, DB = x'sina.
Natijada
(x ~ X cosa—y sina,

29
[y = x-sina +y'cosa. (29)
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26-rasm.

Bu formulalar ixtiyoriy P rmqgtaning (x; y) eski koordinata-
larini koordinata o'glarini a burchakka burish natijasida hosil
bo‘lgan yangi (x',y n koordinatalar orgali ifodasidir. P nugtaning
yangi ( x',y') koordinatalarini eski (x; y) koordinatalar bilan
ifodalash uchun (29) formulada eski va yangi koordinatalar o‘mini va
a ni esa (—a) ga almashtirish kerak. Natijada

(x’=xcosa-rysina

ly' = —x $ina + y cos a
formula hosil bofladi. (30) formula koordinata o'glarini burish
formulasi deyiladi.

18-mlsol. 2x2—8x + 2y2+ 4y —62 = 0 egri chizig tupini
aniglang va tengiamani kanonik ko' rinishga keltiring.

Yechish. x2 va y 2 oldidagi koeffitsiyentlar teng, ya'ni A =
2,C = 2,A = C. Shusababli berilgan tenglama aylana tenglamasidir.

Tengiamani kanonik koiinishdagi tenglamaga keltirish uchun
unda gatnashayotgan har bir o‘zgaruvchiga nisbatan toTa kvadratni
ajratamiz.

Maktab matematikasidan ma’ lumki, ushbu ko' rinishdagi

m2+ 2mn + Nn2= (m + Nn)2va
m2—2mn + N2= (in —nN) 2
ifodalar to‘la kvadrat deyiladi.

Berilgan tenglamadan x gatnashgan hadlarni olamiz va toTa
kvadratni ajratamiz:
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2Xx2—8X = 2(x2—4X) = 2(Xx2—2mx *2 4 2r —22)
2(0k - 22- 4) = 2(x- 22- 8.
Xuddi shuningdek, y gatnashgan hadlar uchun:
2y2+ 4y = 2(y2+ 2y) = 2(y24 2myml4 | 2--12)
"= 2((y41)2- 1)=2yf I)2- 2
To'la kvadrat gatnashgan ifodalarni berilgan tenglamaga
go‘yamiz:

2(x - 2)2- 8+ 2(y + 1)2- 2- 62=0

Ozod hadlarni tenglikning o‘ng tomoniga o‘tkazamiz va
tenglikning har ikki tomonini 2 ga boiamiz:

(x —2)2+ (y4-1)2= 36.

Hosil bo'lgan tenglama markazi C(2; —1) nuqtada radiusi R =
6 ga teng bo'lgan aylana tenglamasidir.

(28) formulaga ko'ra x'- x- 2,y'=y + 1 belgilashlar
kiritamiz.

Natijadax'2 + y'2 = 36 aylana tenglamasini hosil gilamiz.

19-misol. x2+ 8x + 9y2- 36y - 29 = 0 tenglama bilan
aniglangan ikkinchi tartibli egri chiziq tipini aniglang va tenglamani
kanonik ko'rinishga keltiring.

Yechish. A= 1,C=9,AmC= 1m9> 0. AdC.

Berilgan tenglama ellips tenglamasidir. Tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltirish uchun har bir o'zgaruvchilar bo‘yicha to‘la
kvadratlami ajratamiz:

X2+ 8X = X2+ 2mx md + 42—42= (X + 4)2—16.

9y2—36y —9(y2—4y) = 9(y2—2my m2 4 22—22)

=9y - 22- 36
Hosil bo'lgan ifodalarni tenglamaga gayta qo‘yamiz:
(x4 42- 1649y - 22- 36- 29=0
Ozod hadlarni tenglikning o‘ng tomoniga o‘tkazamiz:
(x4 424 9(y —2)2= 81.

Tenglamani 81 ga boiamiz:

x442 (y-22_

81 9 ”

Ma’'lumki, a —9,b ~ 3.
Tenglamada (3) formulaga ko‘ra

X'=xXx+4, y' —y—2
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belgilashlar kiritamiz. Natijada ellipsning kanonik tenglamasi hosil
boiadi:

X2 yi2

9* + 3* = L

20-misoL 9x2—18x + 16y 2+ 64y —71 = 0 tenglama bilan
aniglangan ikkinchi tartibli egri chiziq tenglamasini kanonik
koiinishga keltiring.

Yechish. A = 9,C = 16,AmC = 916> 0. /1 & C.

Berilgan tenglama ellips tenglamasidir. Tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltirish uchun har bir o‘zgaruvchilar bo‘yicha toia
kvadratlami ajratamiz:

9(xr - 2x+ 1)+ 16(y2+ 4y + 4) =71+ 91+ 16 m4.
9(x - )2+ 16(y + 2)2= 144.
Tenglikning o‘ng va chap tomonlarini 144 ga boiamiz:
(x -1)2 (Y+ 2)2_
16 9
Ma’'lumki, a = 4,b = 3.
Tenglamada (28) formulaga ko'ra,
X7=Xx—1;, y'=y+ 2
belgilashlar kiritamiz. Natijada ellipsning kanonik tenglamasi hosil
boiadi:
t -
47+ 32 ~ 1-

21-misoL x2+ 8x —7y —5 = 0 tenglama bilan egri chiziq
tipini aniglang va tenglamani kanonik koiinishga keltiring.
Yechish. Tenglamaday 2 gatnashmaydi, demak, A «C = 0. Bu
tenglama parabola tenglamasidir. Tenglamani kanonik koiinishga
keltirish uchun x o‘zgaruvchiga nisbatan toia kvadratni ajratamiz:
X2+ 8X = X2+ 2mx w4 + 42—42= (x + 4)2—16.
Bu ifodani tenglamaga olib borib qo‘yamiz:
(x+4)2- 16- 7y - 5=0,
(x + 4)2—1y + 21,
(x+4H2= 7y + 3).



Hosil boigan tenglama x = —4 vertikai simmetriya o‘giga ega
boigan parabola tenglamasidir. Parabola uchi (—4; —3) nuqgtada
joylashgan (27-rasm).

(28) formulagako‘ra, x' = x+ 4, y' =y + 3 almashtirishlar
yordamida parabolaning kanonik tenglamasini hosil gilamiz:
xX'2=7y'".

22-misol. Teng tomonli x2- y2= a2 giperbola grafigida
koordinata o‘glari a = 45° burchakka burildi. Yangi koordinatalar
sistemasida giperbola tenglamasini yozing.
Yechish. Simmetriya o‘glariga nisbatan teng tomonli
X2—y2= a2
giperbola asimptotalari o‘zaro perpendikulyar. Eski koordinata
o‘qglarini soat strelkasi yo‘nalishida 45° ga buramiz. (29) formulaga
ko'ra,
X —x'c0sa —y'sina,
y = x'sina + y'cosa,
buyerdaa = —45° gateng, u holda

w2 w2 w2
=—xX'+—y' =—(x ty),

y=-P 2= Mox + ).

X vay ning koordinatalarini x2 Yy 2= a2tenglamaga qo‘yamiz:
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Nixt+y)2™MANj.xt +y’)2= a2
Qavslarni ochib, o‘xshash hadlarni soddalashtiramiz:
2x'y' = a2,yoki x'y'= +y

a2 #
Natijaday' = + —7tenglama hosil bo‘ladi. Agar a = V2fe (fe -

parametr) belgilash kiritamiz, u holda maktab o‘quvchilariga tanish
[3
bo'lgan y' = —giperbola tenglamasi kelib chigadi.

3. Ikkinchi tartibli egri chiziq tenglamasi invariantla
Ikkinchi tartibli egri chiziglar tupini aniglashning yuqorida ko‘rilgan
usuli xususiy hoi boiib, endi umumiy holni ko‘ramiz. (26) tenglama
koeffitsiyentlaridan ushbu ifodani tuzamiz:

I —A + C — birinchi invariant,

S= Fj B\ — ikkinchi invariant,

A B D
A= B C E — uchinchi invariant.
D E F

A - determinant (26) tenglamaning katta diskriminanti
deyiladi, S- yuqori tartibli hadlarining kichik diskriminanti deyiladi.
S va A giymatlariga asosan (26) tenglama bilan quyidagi geometrik
tasvirlarni ifodalashini aniglash mumkin:

AP O o
d > 0 Ellips (hagiqiy va mavhum) Nugta
5 < 0 Giperbola Kesishuvchi ikkita
to'g‘ri chiziglar
5= 0 Parabola Parallel to‘g'ri
chiziglar juftligi

(hagiqgiy yoki mavhum)

Agar S @ 0 bo'lsa, chizig markazga ega bo'‘ladi va u quyidagi
tenglamalardan aniglanadi:
Ax + By+ D —0, Bx+Cy+E=0 (31)
Koordinata boshini Onx0,y0 markazga ko‘chiramiz va (26)
tenglamani quyidagi ko'rinishga keltiramiz:
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Ax'2+ 2Bx'y'+ Cy'2+ Pr = Q, (32)
Ini ycida
F1= DxO+EyO+ F = + (33)
(Yx'vaO'y' o‘glami gandaydir a burchakka burish natijasida
i »') fmglama kanonik ko'rinishga keladi:
AtX'2+ CX'24Ft = 0. (34)
Ax va Cx koeffitsiyentlar quyidagi xarakteristik tenglama
ilili/laridir:

A2- IX+ 8= 0. (35)
u Inirilish burchagi quyidagi formuladan aniglanadi:
tgoc = ~ ;. (36)

23-misoL  x2+ 2ky + y2+ 2x+y = 0 tenglama tipini

aniglang.

Yechish. 8 = B 0,
cl =

Tenglama parabolik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:

111
1
1 1 - 1
A= 2
/ 1
1 2 °

Demak, berilgan tenglama parabola tenglamasini ifodalaydi.
24-misoL 8x2+ 24xy + y2—56x + 18y —55 = 0O tenglama
tipini aniglang.
\A  BI

Yechish. 8 s c AC - B2= 8e<1- 122 -136.

Tenglama giperbolik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:
8 12 -28
A= 12 1 9=0.
-28 9 -55

Demak, berilgan tenglama kesishuvchi ikkita to‘g‘ri chiziglami
ifodalaydi.

25-misol. 2x2 —4xy + 5y2—x + Sy —4 = 0 tenglama tipini
aniglang.
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Yechish.sz,lk/lD IE\I=AC- B2= 5m2- 22 6>0.

Tenglama elliptik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:

1
-2 5
2
1 5
~2 2

Demak, berilgan tenglama ellips tenglamasini ifodalaydi.
26-misol. 6xy + 8y2—12x — 26y + 11 = O tenglama tipini
aniglang va kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish./=/1+ C=0+ 8 = 8.
lé\ (I%I AC-B2=0-8-32=-9.

Tenglama giperbolik tipga tegishlidir.

0 3 -6
3 8 -13
-6 -13 11

Demak, berilgan tenglama giperbo a tenglamasini ifodalaydi.
(35) tenglamaga binoan, xarakteristik tenglamani tuzamiz:
nz- 84- 9=0.
Xarakteristik tenglama ildizlari: A1 =9, N2 — —1
(34) tenglamaga asosan,
2 81
9X2—Y H- —=0.
-9
Bu tenglamani kanonik ko' rinishga keltiramiz:
X'L
1 9
Umumiy tenglamaning ikkinchi invarianti 5 noldan farqgli
giymatga ega, demak, ikkinchi tartibli egri chiziq markazga ega
bo‘ladi va u (31) tenglamalardan aniglanadi:
3y —6 =0, 3x+ 8y —13 = 0.
Bundan x0= —1, yO= 2
Demak, markaz koordinatalari:
o'c-l, 2).
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8. Qutb koordinatalari sistemasi. Ikkinchi tartibli egri
.liiZiglaraing qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

| izika fanidan maiumki, tabiatda ikki. xil harakatlar mavjud:
ilfiit ilanma va aylanma, llgarilanma harakatni Dekart koordinatalar
i iciuasida ifodalash mumkin, ammo aylanma harakatni bu
r.k-mada ifodalashda muammolar vujudga keladi.

XVIl asrda de Sen-Vensan5va ICavaleri6 bir-biridan bexabar
holda qutb koordinatalar sistemasini kiritdi va aylanma harakatni

lasvirlash muammosini hal etdilar.
Tekislikda nugta o‘mini aniglash uchun Dekart koordinatalar

istemasidan tashgari ko‘p hollarda qutb koordinatalar sistemasi ham
goilaniladi.
Ta'rif. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi deb, qutb va
qutb o‘qgi bilan aniglanadigan koordinata sistemasiga aytiladi.
Tekislikda 0 nugta qutb va undan chiggan OP - qutb o‘qi
berilgan boisin. U holda tekislikda M nugtaning koordinatalari
(<p; r) boiadi. Bu yerda (p = ZMOP - qutb burchagi, r = \OM\ -
masofa - radius vektor (28-rasm).

28-rasm.

Agar to'g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi boshini
qutb, Ox o‘qi esa OP qutb o'gi deb gabul gilsak, u holda M

Hle CeH-BeHcaH INperyap (1584-1667) - 6enbrusanmk MatemaTuk.
&KaBanbepu BoHaBeHTypa (1598-1647) - nTantoLmMK MaTeMaTuK.
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nuqgtaning Dekart koordinatalar sistemasidagi ( x,y ) va qutb
koordinatalar sistemasidagi (<p; r) koordinatalari orasidagi bog‘!iglik

quyidagicha bo' ladi:
(X = r cos <p,

\y = rsin<
r=vy/x2+y2 tgp=-. (38)
27-misoL Dekart koordinatalar sistemasida berilgan M (1; —1)
nugtaning qutb koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini

aniglang.

Yechish. Shartgako‘ra, x = 1,y = —L

(38) formulaga asosan: r = W12+ ()2= /2, tgp = —L (p
ning 7T va —; giymatlaridan o = - giymatni olamiz, chunki

sin pbu giymatda manfiy bo‘lishi kerak.

Demak, qutb koordinatalar sistemasida M nuqtaning
koordinatalari (p = —- var = /2 gateng.

28-misol. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan (x —
IO 2+ y 2= R2aylana tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida
yozing.

Yechish. Tenglamadagi gavsni ochib chigamiz:

X2—2Rx + R2+ y2—>2=0 &>x2+ y2—2Rx = 0.

(37) formulaga ko‘ra x va y ning qgiymatini hosil boigan
tenglamaga qo‘yamiz:

(rcos(p)2+ (rsin‘p2—2Rrcos (p — 0,
r2—24r cos p— 0.

Tenglikni r (r ® 0) ga bo‘lamiz va natijada aylananing qutb

koordinatalar sistemasidagi tenglamasi kelib chigadi:
r = 2R cos @

Agar ellips, giperbola va parabolaning fokusini qutb va fokal
simmetriya offjini qutb o‘qgi sifatida gabul qgilsak, u holda bu egri
chiziglaming qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi bir xil
bofAadi:

= EedSh (39
bu yerda s - ekssentrisitet, p - parametr. Ellips va giperbola uchun
vV — P2 gateng boiadi.
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29-misol. Qutb koordinatalar sistemasida ikkinchi tartibli egri
, /g r — tenglama bilan berilgan. Dekart koordinatalar

n 5—4cos P
elislemasidagi kanonik tenglamasini yozing.

Yechish. Tenglanmning chap tomonini (39) ko'rinishga
koltirish uchun surat va maxrajini 5 ga bo'lamiz:

9
r=___S
1 _fgcosp
Buyerdar —~ < 1. Demak, egri chiziq ellipsdir.
b2 9 4 ¢ ., 9 4
p:—a:'5 £:'5:'a, bZ:'Sa, c:-5a.

b2va c2ning a orgali ifodasini c2= a2 —b2tenglikka qo'yib,
a ga nisbatan tenglama hosil gilamiz. Bu tengliklardana = 5, b = 3
giymatlar aniglanadi va ulami ellipsning kanonik tenglamasiga
go‘yamiz:
X2 v2
—+ == 1.
52 32
Parabola, ellips va giperbolaning fokusini qutb va fokal

simmetriya o‘qini qutb o‘qi sifatida gabul qilib, ulaming qutb
koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib chigaramiz. Bu
yerda ellips va giperbola uchun bilta fokusi, masalan chap fokusi
olinadi (29-31-rasmlar).

F - fokus, FP - qutb o‘gi boflsin. FMO = p belgilash kiritaylik
va p —fokal parametr deyiladi.

Faraz gilaylik, M(r,<p) - egri chizigda ixtiyoriy nugta boisin
(29-rasm). Parabola, ellips va giperbola xossalariga ko‘ra,

._m _ r
8 —~ NM ~ NM' (40)

AFKM to'g'ri burchakli uchburchak boigani uchun

$in(90° —<p) = ~ =>KM = rcos(p. (41)
NM = NK + KM —NOMO + r cos (42)

Ravshanki, NGMO = e, buyerdaFMO= p. U holdaNOMO = e
NatijadaNM = ™+ r cos (p. (43)

(43) tenglikni (40) ga olib borib go‘yamiz:
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r= £aNM —P + TECOSH) <=>r = oo i o,

Demak,
r = --—--5-——- (44)

1—£cos(p
Agar £ < 1boisa, ellips; e = 1- parabola; £ > 1- giperbola
tenglamasini beradi.
(44) tenglamadagi p parametr parabola uchun o‘zining awalgi
giymatiga, ya'ni fokusdan direktrisagacha boigan masofaga teng.

Ellips va giperbola uchun p parametming giymati a va b yarim

o‘glar bilan ifodalanadi: p = b2

29-rasm.
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31-rasm.

7-8. Ikkinchi tartibli egri chiziglarga o‘tkazilgan
urinmalar tenglamasi

Ikkinchi tartibli egri chiziq (parabola, ellips, giperbola)
grafigiga o‘tkazilgan urinma tenglamasini keltirib chigaramiz.

1 Parabolaga o‘tkazilgan urinma tenglamasi Parabola
simmetriya o‘giga parallel bo‘Imagan va parabola bilan bitta umumiy
nuqtagaegato’g‘ri chiziq parabolaga urinma bo‘ladi.

Faraz gilaylik, (x0,y0) nugtay 2 = 2px parabola va = =

= t,m ® Oto'g'ri chizigning kesishish nugtasi bo' Isin.

To'g'ri chiziq tenglamasini parametrik tenglamaga keltiramiz:

X = nt+ x0, y —mt + yO.
Ifodalarni parabola kanonik tenglamasiga qo‘yamiz:
(yO+ m1)2= 2p(x0+ nt) <=>y02-f 2mtyO+ m2t2
—2px0+ 2pnt <=rn2t2+ 2t(myO—pri) = O.
Agar myQ—pn.= 0 be/lsa, hosil bo‘lgan kvadrat tenglama
bitta ildizga ega bo' ladi.
myQO
myO—pn — 0 <=>n —
Oxirgi tenglikni parabola bilan (x0,y0) nugtada kesishuvchi

to'g‘ri chiziq tenglamasiga qo‘yamiz:
X- x0 y-yo , n , y
= — "P(.x-x0=y Oy -y O

YoY ~ Yo2 —px —pxO0.
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y02 = 2px0 bo‘lgani uchun tenglikni quyidagi ko'rinishda
yozarniz:
YoY ~ 2px0 = px -- pxO0.
Natijada tenglama

YYo = P(x + x0 (45)
ko'rinishga keladi. (45) tenglamaparabolaning urinma tenglamasi
deyiladi.

2. Ellips va giperboiaga ostkaz:ilgan urinma tenglamalari

m
to‘g‘ri chizigning urinma nugtasi bo'lIsin. To‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasini parametrik tenglamaga keltiramiz:

X = x0+ nt, y = yO+ nt.
x vay ning t parametr orgali ifodasini ellips tenglamasiga
go‘'yamiz va kvadratga ko'taramiz:

Faraz gilaylik, (x0,y0 nuqta ;*-bb:: 1 ellips va L=

+ 2¢(N H

Agar ~ + = 0 bo'lsa, kvadrat tenglama bitta ildizga ega

boiadi. Bu shart bajarilishi uchunn = ~,m = ~ ~ bo'lishi kerak.
n va m ning giymatlarini to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasiga

go‘yamiz:
X-X0_ y-yO X0 n, Yo,

y0/b2 ~x0/a2 a2(* *o) 'b2(y Yo '
. . . . X2 V2 Lo
gavslami ochib chigamiz va + ~ —1 tenglikni hisobga olgan
holda
7?2+ ~r= | (46)
tengiamani hosil gilamiz.
(46) tenglama ellipsning urinma tenglamasi deyiladi.

Xuddi shuningdek,
x2 yzZ "™

a2~b2~1
giperboiaga (x0;y 0) nuqgtada
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Ha_ W - 1 &47)
a2 mw ;
urinma tenglamasini keltirib chigarish mumkin.
(47) tenglamagiperbolaning urinma tenglamasi deyiladi.

Mustagil ishlash uchun misoiiar

1. Aylana diametrlaridan birining uchlari M,(2; —7) va
M2(--4; —3) nugqtalarda yotishi ma'lum. Aylana tenglamasini
yozing.

2. Quyidagi aylanalaming radiuslart va markazlarining
koordinatalarini aniglang:

a)x2+y2+ 2x- 6y+ 5—0; Db)x2+y2+ 4x- 5= 0;
d)x2 5+y2+ 4y =0; e) 4x2- 5x + 4y2--8= 0.

3. Koordinata cfgiariga urinadigan aylana M (—2; —4) nuqgtadan
o 'tadi. Uning tenglamasini yozing.

4. Quyidagi ellipslaming uchlari koordinatalarini, yarim
o‘glarini, fokuslarini va ekssentrisitetini toping:

1) 16x2 + 25y2 = 400; 2) 4x2+ 9y2 = 36;

3) 4x2+ 6y 2= 192; 4)9x2+ 7y 2= 63.

5. Ellipsning tenglamasi berilgan: 9x2 + 25y2 = 225. Uning
abssissasi 3 boigan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

6. Haqiqiy o‘qgi 6 ga, fokuslari orasidagi masofa 8 ga teng
boigan giperbolaning eng sodda tenglamasini tuzing. Qo‘shma
giperbolaning tenglamasini tezing.

7. Fokusi s + Pl 1 ellipsning fokusi bilan umumiy boigan

va ekssentrisiteti e ~ 1,25 ga teng giperbolaning tenglamasini
tuzing.

8. Quyidagilarga asoslanib, parabolaning tenglamasini tuzing:

1) uchidan fokusigacha boigan masofa 3 ga teng;

2) fokusining koordinatasi - (5;0), direktrisasi - ordinatalar o‘qi;

3) M(1; -4) nugtadan oiuvchi Ox o‘giga simmetrik boigan
parabola;

4) fokusi (0;2) da, Oy o‘qgiga simmetrik va uchi koordinata
boshida boigan parabola;

5) koordinatalar boshidan va M (6; —2) nuqtadan oiuvchi, Oy
0'qgiga simmetrik bo‘igan parabola.
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9. Parabolik ko‘zguning diametri 120 sm ga, botiqgligi 15 sm ga
teng. Yorugiik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirilganda gaytgan nur parabola o‘qiga parallel boiadi?

10. Kattayarim o‘qi 2 ga teng, direktrisalariesax = + —to'g‘ri

chiziglardan iborat ellipsning kanonik tenglamasini yozing.

11. Giperbolaning tenglamasi 9x2—16yz = 144. Uning
abssissasi 8 boigan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

12. Koordinata o‘glariga urinuvchi aylana markazi 2x —y +
3 = 0to‘g'ri chizigda yotadi. Aylana tenglamasini yozing.

13. x2+y2—4x+ 6y —5= 0 aylananing Ox o0‘q bilan
kesishgan nugqtalariga oikazilgan radiuslari ofitasidagi burchaklarni
toping.

14. Ellipsning tenglamasi berilgan: 7x2+ 18y2 = 126. Uning
absissasi 3 boigan va ordinatasi musbat boigan nugtasining radius-
vektorlari orasidagi burchakni toping.

15. Mavhum o‘gi 2V2 ga teng boigan giperbola direktrisa-
larining tenglamalari: x + 2 = 0. Giperbolaning tenglamasini tuzing.

16. Ko'‘prik arkasi tenglamasi y2 = 96x boigan parabola
ko‘rinishiga ega. Agar balandligi 6 m ga teng boisa, arka vatarining
uzunligini toping.
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Y| BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI
I-§. Fazoda koordinatalar sistemasi

Fazodagi biror jismning o‘rnini aniglash uchun xuddi tekislik-
dagi kabi Dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. Fazodagi biror
0 nugta va shu nugta kesishuvchi o‘zaro perpendikulyar bo'igan
uchta 0x,0y,0z to'g‘ri chiziglar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu
sistemaga fazoda Dekart koordinatalar sistemasi deyiladi va Oxyz
kabi belgilanadi. Ox - abssissalar o‘qi, Oy - ordinatalar o‘qi, Oz -
applikatalar o‘qi deyiladi. Ox, Oy, Oz koordinatalar o‘glari kesishgan
0 nugta koordinatalar boshi deyiladi.

Jismning joylashgan o‘mini P(x,y,z') orgali belgilaylik. P
nugtaning x, y, z koordinatalari uning mos ravishda Ox, Oy va Oz
o‘qglariga proeksiyalaridir. Koordinatalar o‘glarida (x, 0,0), (0, vy, 0),
(0,0, z) giymatlami belgilaymiz. Koordinata o‘glaridagi shu nug-
talardan o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan ikkita koordinata o‘qglariga
parallel boigan to‘g‘ri chiziglar chigaramiz. Bu to‘g‘ri chiziglar
(x,y,0), (x,0,z) va (0,y, z) nugtalarda kesishadi. (x,y, 0) nugta-
dan Oz o'‘qgiga, (x, Q.z") nugtadan Oy o‘giga va (0,y,z) nugtadan
Ox o'giga parallel boigan to‘g‘ri chiziglarni yo*‘naltiramiz. Y o‘nal-
tirilgan chiziglar o*zaro perpendikulyar boigani uchun bitta nugtada
kesishadi. Kesishish nuqgtasi fazoda P (x, y, z) nuqgtani ifodalaydi (1-
rasm).

Geometrik va fizik miqdorlarning ko'p giymatlari gandaydir son
orqali ifodalanadi.

Yo'nalishga ega boimagan va tanlangan sistemada o‘zining
sonli giymatini toiiq tasvirlaydigan miqdorga skalyar migdor
deyiladi. Masaian, zichlik, hajm, harorat va hokazo. Shu sababili,
ba’'zi hollarda sonlami skalyar deyiladi. Shunday qilib, skalyar —bu
gandaydir sondir.

Boshga geometrik va fizik migdorlar son va yo‘nalish bilan
ifodalanadi. Masalan, biror nugtaga qo‘yilgan kuch, moddiy
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nugtaning tezligi va hokazo. Bunday migdorlarga sodda holdato‘g‘ri
chizigdagi yo‘naltirilgan kesmani misol sifatida keltirish mumkin.

constant
Oy, 2)
(x, 0, Z)
(0.y*0)
(X, 0 m

y ~ constant

constant (™% 2%60)

1-rasm.

2-8. Vektor tushunchasi

Y o' naltirilgan kesma vektor dtyiladi va a=AB kabi belgilanadi.
AB vektoming A nugtasi uning boshlangich, B esa oxirgi nugtasi
deyiladi. AB kesmaning uzunligi (moduli) vektoming uzunligi
deyilib, |a]=J/4Bj kabi belgilinadt.

Vektor orgali, masalan, tezlik, tezlanish, kuch, momentlar va
boshqga yo‘nalishga ega boigan miqgdorlarni ifodalash mumkin.

Boshlangich va oxirgi nugtalari ustma-ust tushgan vektor nol
vektor deyiladi va O vektor bilan belgilanadi.

Agar vektor uzunligi birga teng boisa, uni birlik vektor yoki ort
deyiladi.

0 ‘zaro parallel, bir tomonga yo‘nalgan va uzunliklari teng
boigan a va b vektorlar teng vektorlar deyiladi va a — b kabi
belgilanadi ( 1-rasm).
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b r

I-rasm.

Shunday qilib, bitta aylananing markazidan chiquvchi turli
radius vektorlarning uzunliklari teng, ammo yo'‘nalishlari har xil
bolganligi uchun ular teng vektorlar emas (2-rasm).

2-rasm. 3-rasm

Shuningdek, 3-rasmdagi AB va CD vektorlar ham o‘zaro teng
emas. AD va BC vektorlar teng: AD = BC.

Tekislikdagi A(x0, y0) va B(xx, yx), (fazodagi A(x0O, y0,z0),
B(xx, yt, zx) nugtalar uchun {xx- x0; yt - y0) {(xx- XO; yx-
y0; zx—z0Q)) giymatlar AB vektoming koordinatalari deyiladi:

/ _~NAB = (xt- X0 yx- y0)
{AB = (xx- x0; yx- yO0; zx- z0)).

Vektoming koordinatalari soni uning o'lchovi deyiladi.
Masaian, a(a; p) - 2-0'Schovli vektor; «(a; P;y) - 3-0'lchovli vektor;
a(ai; ar; ..., a,) - «-0'lchovli vektor.

Faraz gilaylik, fermer xo‘jaligi n ta turdagi gishloq xo‘jalik
mahsuloti etishtiradi. Jumladan, 1-turdagi mahsulot xx- tonna, 2-
turdagi mahsulot x2- tonna, va hokazo. Bu holda fermer xo'‘jaligining
ishlab chigarish (rejasi) dasturini (x x; X2; ..., xn) - n-oichovli vektor
sifatida garash mumkin.

1-misoL A(-2; 4; 1), B(4; 2; 7) nugtalar berilgan. AB vektor
koordinatalarini aniglang va vektor modulini toping.

Yechish. AB = (4 - (-2); 2- 4, 7- 1) = (6; -2; 6).

Ta’rifga binoan, vektor moduli (uzunligi) uning boshlang'ich va
oxirgi nuqtalari orasidagi masofaga teng:
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\ABj= V62+ (-2Y + 62= /76 = 2-/19.
Bitta to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chizigda yotgan a va
b vektorlar kollinear vektorlar deyiladi:
a TT h —bir yo'nalishli vektorlar;
a it b —garama-garshi yo‘nalishli vektorlar;

al g—umumiy holda, parallel vektorlar (o‘zaro yo'nalishi
ko‘rsatilmagan hoi).

Bitta tekislikka parallel boigan uchta va undan ortiq vektorlar
to'plami komplanar vektorlar deyiladi. Jumladan, bitta tekislikda
yotgan vektorlar komplanardir.

3-8. Vektoming o‘qdagi proeksiyasi

AB vektor 7 0'q berilgan boisin (5-rasm). A va B nugtadan I
o‘qga perpendikulyar tushiramiz. Bu nuqtalaming | o‘gdagi
proeksiyasini mos ravishda At va Br orgali ifodalaymiz.

B

4-rasm.

A4B” kesmaning uzunligi a vektoming I chizigdagi proeksiyasi
deyiladi va prta = prtAB kabi belgilanadi. Agar AxB~ vektoming
yo‘nalishi I ning yo‘nalishi bilan bir xil boisa, a vektoming 1 o‘qdagi
proeksiyasi ArBr ning uzunligiga teng: prta = 1AxBx] (5-rasm), aks
holda pr\a= - lAiB-J (4-rasm).

a vektorni parallel ko' chiramiz va parallel ko*chirish natijasida
uning boshlangich nugtasi A x nugta bilan ustma-ust tushsin. U holda
a vektor | to‘g‘ri chizig bilan a burchak hosil boiib, bu burchak
vektoming I to‘g‘ri chizigga nisbatan og‘ish burchagi deyiladi.
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a vektoming | o‘qdagi proeksiyasini quyidagicha ifodalash

mumkin:
prta = \a\ *cosa (1)

a.=(ax dy, ag vektor koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin (6-
rasm). Agar a,(3,y iar mos ravishda a vektoming Ox, Oy, Oz
o'glariga nisbatan og'ish burchaklari bo‘lsa, u holda

ax\a\ ¢ cosa, ay\a\ mcosfi, az\a\ ecosy (2)
tengliklar o'rinlidir. cosa, cosp, cosy - a vektomingyo'naltiruvchi

kosinuslari deyiladi:
cos2a + cos2P + cos2y — 1.

Proeksiya xossalarini keltiramiz:
1) prEa= \Acos<p bu yerda = gf);
2) prz(Na+ jub)= Apr-a+ /nprrb, X va ju - ixtiyoriy sonlar;
3) teng vektorlaming proeksiyasi ham teng boiadi.

6-rasm.

4-8. Vektorlar ustida arifmetik amaliar

n-oichovli a=(ai; ar; ...;aR vab=( pi; p2; Pn) vektorlar
yig‘indisi deb, mos koordinatalari yigindisidan tashkil topgan
a+b=(ai+ pi; a2+ p3; ***; an+ pn - uU-oichovli vektorga aytiladi.

a(ai; ar; a3) va b( P»; Pr; P3) vektorlar berilgan boisin.
Vektorlar yig‘indisi va ayirmasini topish uchun “parallelogramm
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goidasi” dan foydalanish mumkin (7-rasm). Parallelogramm tomon

lari avab vektorlardan iborat bo'lsa, vektorlar yig‘ indisi va ayirmasi
mos ravishda parallelogramm diagonallarini tashkil etadi.

7-rasm.

Vektorlar yig‘indisini quyidagi masala yordamida tushunti-
ramiz. Faraz qilaylik, agrofirma tarkibida 2 ta fermer xo'‘jaligi
mavjud. 1-fermer xo'‘jaligi joriy yilda 400 tonna paxta, 210 tonna
g‘alla, 70 tonna sabzavot mahsulotlari va 30 tonna poliz mahsulotlari
yetishtiradi. 2-fermer xo‘jaligi esa 320 tonna paxta, 230 tonna g alla,
80 tonna sabzavot mahsulotlari va 50 tonna poliz mahsulotlari
yetishtiradi. 1-fermer xo‘jaligining joriy yildagi qgishlog xo'jaligi
mahsulotlari ishlab chigarish hajmini a=(400; 210; 70; 30) vektor, 2-
fermer xo‘jaligining gishlog xo'jaligi mahsulotlari ishlab chigarish
hajmi b={ 320; 230; 80; 50) vektor yordamida ifodalash mumkin. U
holda agrofirmaning_tyillik gishloq xo'‘jalik mahsulotlari ishlab

chi°qarish hajmi 5>vab vektorlar yig'indisidan iborat boladi:
a+ N720; 440; 150; 80).

(-ai; -ar; ...; -ar) vektor a=( ai; «r; ...; an) vektorga garama-
garshi vektor deyiladi va -a kabi belgilanadi (8-rasm). Demalk,
a+(-a)=0.

Ikki vektoming ayirmasi garama-garshi vektorlar yig'indisi
orqgali aniglanadi:

d-b=d+(-b)
a-(ai; ar; ...; an vektoming f songa ko‘paytmasi quyidagicha
aniglanadi:
Aa=(Aar, Jla2;  Aar). (3)
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Agar N > 0 boisa, Aa vektoming yo‘nalishi a vektoming
yo‘nalishi bilan ustma-ust tushadi (8-rasm), aks holda, ya'ni A< 0
boisa, a vektor yo‘nalishiga garama-garshi boiadi.

Agar yugoridagi keltirilgan masala bo'yicha 1-fermer xo‘jaligi
ishlab chigarish hajmini 2 martaga oshirsa, u holda vyillik ishlab
chigarishning yangi rejasi vektor ko'‘rinishida quyidagicha
ifodalanadi:

2a-(800; 420; 140; 60).

2-misoL Agara= (1; -2; 3) vab= (-5; 3; —1) vektorlar
berilgan boisa, a + 2b vektor uzunligini toping.

Yechish. ¢ = a + 2b belgilash kiritamiz, 2b = (—10; 6; —2).
c=(1—10; -2 +6;3- 2)= (-9; 4; 1)

Icl=V(—92+ 42+ 12= = 7V2

Vektorlar ustida kiritilgan amallarga nisbatan quyidagi xossalar
o'‘rinli:

1°. a + b=b + a (kommutativlik xossasi).

2°. a+(b+c)=(d+b)+c (assotsiativlik xossasi).

3°. d+o=d.

4°. a(a + b)= aa+ab (a+p) a=aa+pa (distributivlik xossasi).

5°. a-(p- a)=a mjS-+a.

Uchta i,j,k vektorlar uchun quyidagi shartlar bajarilsa, ular
koordinata bazislari deyiladi:

1) i vektor Ox o‘gida, j vektor Oy o‘gida. k vektor Oz o‘gida

yotsa;
2) har bir 1,j, k vektorlar oz o'gida musbat tomonga yo*‘nalgan

boisa;
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3) Itl =1, NN= 1va X\ = 1, ya'ni ular birlik vektorlar bo*
Ixtiyoriy a = (ax; ay;az) vektomi /,/, k bazis bo‘yicha yoyisli
mumkin (9-rasm), ya’ni

a = axi + ay/ + azfc. (4)

9-rasm.

3-misol. A(3; -2; 5), B(l; 4; 8) nugtalar mos ravishda AB
vektoming boshlang‘ich va oxirgi nugtalari boisin. AB vektoming i,
j, kbazis bo'yicha yoyilmasini va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

Yechish. AB vektoming koordinatalarini aniglaymiz:

AB = (1 —3;4--(-2); 8- 5)= (-2;6;3).

(4) formulaga ko‘ra, AB vektoming i, j, k bazis bo'yic

yoyilmasi:
AB = -2i + 6/+ 3k.

3-paragrafdagi (2) formuladan foydalanib, yo‘naltiruvchi

kosimuslar giymatini topamiz:

ftv

cosa

2
lofl n/4+ 36+ 9 :_7;
6

d :
cosfi = -é = -; = 3

© 92
Ta'rif. Kamida bittasi noldan fargli boigan shunday
Xk sonlar mavjud boiib, ular uchun
AjCli + A2a2 "bw""b~kMk ~ O
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tenglik o‘rinli boisa, ax,a2,...,ak vektorlar sistemasi chizigli
bog‘liq deyiladi.

b —Arax+ A2a2 + e+ Akak

vektor at, az, ..., ak vektorlaming chizigli kombinatsiyasi deyiladi.

Vektorlaming chizigli kombinatsiyasi fagat Ax = A2 = =
= Ak —O0 boigandagina nolga teng boisa, u holda alra2, —,ak
vektorlar sistemasi chizigli bog‘ligmas (yoki chizigli erkli) deyiladi.

Teorema. at,a2, -, a k vektorlar sistemasi chizigli bogiiq
boiishi uchun shuvektorlar sistemasidagi kamida bittavektor qolgan
vektorlaming chizigli kombinatsiyasiga teng boiishi zarur va
yetarlidir.

4-misoL a= (3;-2; 5) va b- (4; 1, -2) vektorlaming
At — 2, X2— 3 koeffitsiyentlar bilan chizigli kombinatsiyasini
toping.

Yechish. Ta'rifga binoan, c¢ = Ala+ A2b vektorni topish
mumkin.

1) Ata= 2+(3;~2;5 = (2m3;2m(-2); 2*5) = (6; -4; 10).

2) A2b = 3(4;1;,-2) = (3m4;31;3+(-2)) = (12; 3;- 6).

3) Ala+ A2b = (6; -4; 10) + (12; 3;-6) = (18; -1;4).

c= Ala+ A2b = (18; -1; 4).

5-misol. a= (3;1) va b= (-1;4) vektorlaming chizigli
bogiigmasligini isbotlang.

Yechish. Ta'rifga binoan, Axa + A2o = O vektorii tenglikni
hosil gilamiz. Chizigli kombinatsiyaning Axva A2 koeffitsiyentlarini
aniglash uchun vektorlar o' miga ulaming koordinatalarini go‘yamiz:

A1(3;1)+A2(-1;4) = 0.

Tenglikning chap gismida A. va 12 koeffitsiyentlarini mos

vektorlarga ko'paytib. ulaming yigindisini topamiz:
(3A1-A 2, Al+ 4A2 = (0;0).

Vektorlar teng boiishi uchun ulaming mos koordinatalari teng

boiishi kerak. Shu sababli
(BAX—A2 — 0,
bl1+ 4A2 = 0.
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Sistemadagi ikkinchi tenglamadan Ax ning A2 orgali ifodasini
topamiz Ax = —4A2 va bu ifodani ikkinchi tenglama qo‘yamiz:
3-(-4A2-A 2-=0,
—1242- Xr = 0.
A2 = 0 bo*3ganligidan Xx — 0 kelib chigadi.
Shunday gilib, vektorlaming chizigli kombinatsiyasi fagat
Nr = Ova 72 -= 0 giymatlardanolgatengbo’ ladi.

Demak, éva b chiziqli bog'iigmas vektorlardir.

5-8. Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi

Vektorlaming bu operatsiyasi bizga boshlang'ish maktabdan
ma’lum. Talabalar ham har yili yangi o'quv yili boshlanishida o‘quv
gurollari sotib olishda, bevosita ushbu ko‘paytmadan foydalanadi.
Kundalik mahsulotlar xarid gilishimizda ham ushbu vektorlar
operatsiyasidan foydalanamiz.

Talaba yangi o‘quv yili boshlanishidan awal, o'quv jarayoni
uchun kerakli o‘quv qurollarini sotib oladi. Masalan, talaba
do'kondan daftar, gaSam va ruchka sotib oldi. Ushbujarayonda talaba
ikkita vektordan foydalandi: a=(7; 2; 3) - miqdor vektori (7 ta daftai-
2 ta galam; 3ta ruchka), S=(2000; 300; 1000) - narx vektori (2000 -
daftar narxi; 300 - galam narxi; 1000 - ruchka narxi). Sotuvchiga
borishdan avval, talaba sotib olayotgan o‘quv qurollarining umimiy
narxini mustagil xotirada hisoblaydi:

7 w2000 + 2 m300 + 3 m1000 = 17600.

Xotirada hisoblangan 17600 sovm vektorlar amali, ya'ni ikki
vektoming skalyar kofpaytmasini tashkil giladi.

Demak, vektorlaming skalyar ko'paytmasi, o‘zimiz bilmagan
holda, iqtisodiyotda eng ko‘p ishlatiladigan matematik operatsi-
yalardan biridir.

a va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deb, shu vektorlar
uzunliklarinmg ular orasidagi (p burchak kosinusi ko‘paytmasiga
aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

a mb-\a\ =\b\ -cos(p. (5)
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(5) formulaga asosan, o‘zaro perpendikulyar boigan birlik
vektorlarning skalyar ko'paytmasini hisoblaymiz:

i i= [i]e[tjmcosOO= 1mlml= 1,
j ] — |/ m\\mcosO0= 1; k'k=\k\" |fe| mcosOO0 = 1;
i W/ — Ji|jml/l mc0os90° = 1m1lm0=0; i mk= 0;/ mk = 0.

Koordinatalari bilan berilgan a = axi + ayj + azk va 6 =
bxi + byj + bzk vektorlarning skalyar ko'paytmasini topamiz:
(axi + ay/ + azk) m(foxE+ by/ + bzk ) =
m/) + a*bz(£ mk) +

a-b =

= axbx(i mi) + axby(i

+aybx(j mi) + ayby(j </) + Oybz(j mk) +

+azbx(k i) + azby(k m/) + azbz(k mfc) =
' A Oy ' "b Gz *bz?

Demak, ay(a>c ay, az, B(b)c by; bz vektorlarning skalyar
ko‘paytmasini ularning koordinatalari orqgali quyidagi formula
yordamida aniglash mumkin:

= ax mbx + dy mby + az mbz. (6)

a-b =
Tomonlari a, b va c ga teng boigan uchburchak (10-rasm)
uchun kosinuslar teoremasini keltiramiz:
a2+b2-2 a-b-cos(p =c2. (7)
uzunliklarini mos vektorlar

Agar uchburchak tomonlari
uzunlildariga a = \a\,b = \b\,c = \a—Db\ tengboisa, (7) formula-

gako'ra

la]2+ |Ki —2 m]a] m\b\mcosq) = Jh —b\ .

Tenglikning o‘ng tomonini kvadratga oshiramiz:

laj]2+ \o\ — 2 m\a\-\b\ecosqg) = \a\2+ b\ -2 - a-b.
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0 ‘'ng va char tomonlardagi o‘xshash hadlami gisqartiramiz va
tenglilkni -2 ga boiamiz. Natijada (5) formula hosil bo'ladi:

|a] = |fgj mcoscp = a <b.

y -
(5) va (6) formulalardan a va b vektorlar orasidagi burchak

kosinusi aniglanadi:
rn<gn _ “tft ax-bx+ay-by+az-bz
COSsCp . ity J I
"1 Jax*+ayz+az2Jbx2+by2+bz2

6-misol. Ushbu a -(1; -3; 4), b=(2; 1; -1) vektorlaming skalyar
ko'paytrnasini toping.

Yechish. (6) formulaga ko‘ra,

asb-b 2+ (-3) 1+ 4m(-1) = -5.

7-misol. a=(6; -4; 3), b=(3; -2; -4) vektorlar orasidagi
burchakni hisoblang.

Yechish. (8) formulaga ko'ra,

= ab = 6-3+(—4)-(—2)+3-(—4) _ 14
A lal-[b[  V36+16+9-V9+4+16 ' V1769

Skalyar ko'paytmani ushbu masalada tushuntiramiz. Faraz gi-
laylik, supermarketda kartoshka 1000 so‘m, pomidor 3000 so‘m va
bodring 2000 so‘mdan sotilgan bo‘lsin. U holda bu supermarketda
narx vektori 5=(1000; 3000; 2000) ga teng. Agar xaridor x=(Xi; X2
x3) gishlog xo‘jaligi mahsulotlari to‘plamini xarid gilmoqchi boisa,
ya'ni xi kg kartoshka, x2kg pomidor va x3 kg bodring, u holda narx
vektori S va x ning skalyar ko' paytmasi
S mx = 1000xi +3000x2+2000x3 xarid gilingan mahsulotlar to‘plami
uchun sarflangan pul miqdorini ifodalaydi.

Xaridor kartoshka, pomidor va bodring uchun oila byudjetidan
Q=50000 so'm sarflashni rejalashtirgan boisa,
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Sex <
(engsizlikni yoki xaridoming oila byu?jjeti imkoniyati bo'yicha fagat
1000xi+3000x2+2000x3<50000

tengsizlikni ganoatlantiruvchi gishlog xo‘jaiigi mahsulotlari to‘pla-
mini xarid qilishi mumkin.

Skalyar ko(pgytmaning xossalari:

1°. a-b-b *a;

2°.a+(b + c)=a -b + a-c;

3°. Aa mb=a wAb — f (a mb);

4°. a I' b boisa, a+b = f]a] =\b\

Xususan, a *a — \a\2,

5°.a*b—0O<>alb(a®0,b d 0)

6°. a mb=\a\ mPrs b-\b\ =Pr% a.

8-misol. Agar \a\ = 3,jfej = 4 va = (ah') = 60° boisa,
3a — 5b vektor uzunligini toping.

Yechish. 3a —5b — c belgilash kiritamiz. U holda vektoming
uzunligi

c] = - 5b\=J(3a- 5bf = ap- 30ab + 25jb|z=
13a 5 e 30 25jb| Z

= =V8T3T80T400 = VTOT.

9-misol. x ning ganday giymatida a = (3; —2x; 7) va b —
(X; 4;5) vektorlar perpendikulyar boiadi?

Yechish. Vektorlaming skalyar ko'paytmasini topamiz:

ab —3ex + (—2x)m4 + 7m5= 3x—8x + 35 = —b5x + 35.

Vektorlar perpendikulyar boisa, u holda ulaming skalyar

ko‘paytmasi nolga teng boiadi. Shuning uchun
—bx+35=0 =>x—7.

Demak, agar x = 7 boisa, uholdaa Il b .

10-misol. Agar a=3p+r, b—2p—r, |pj= 3 [f] = 4,
= (p,r) = 7 boisa, a mb ko'paytmani toping.

Yechish. a va b vektorlar o‘miga ulaming chizigli
kombinatsiyasini go‘yamiz:
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asb —(3p+f)m2p —r) ~ 6pmp + 2rmp —3p o1 —f -r
Skalyar kofpaytmaning xossalarlga ko ra:
pur=im, p-p — \RE
U holda,
a-b = 6|pR—p o —|rR= 6jp{2—jp] *jfloosse>— [f]2.

aeib= 6+32- 3I4Icos-- 42=54- 12w - 16 = 32.
/r

11-misol. Agar ~a= 2p+ 3f, Ipl= /2 jrl =3, 99— =
(p,f) = ~ boisa, jaj nitoping,

Yechish. Maiumki, jaj ~ ~]aj2= Ya~ma . Misol shartidan
foydalanib a ma kofpaytmani topamiz:

a-a~ (2p+ 3f)m(2p + 3f) = 4pwp + 12r ep + r uf.
Skalyar ko'paytma xossasigako‘ra: p-p —\p\2, f-f — |fR.
U holda

a-d = 4|p2+ 12jp] m\r\cos<p + jf]2

ama—4m(n/2) + 12 m/2+3 mcos—+ 32=.

= 4m2+ 12ll'|//2-l3l\L22+ 32=8+ 36+ 9= 53.
jaj = n/53.
12-misol. Agar |pl=3,Iri=4, p= (p,r) = bo'lIsa,
£ ning ganday qiymatida a —p + sf, b = p —r vektorlar
perpendikulyar boiadi.
Yechish. a mb=0 at b(a®O0,b” 0). aeb ko'paytmani
topamiz:
amb —(p+ Er)mp —f) =pep+ (s—I)f mpp—Er mr.
a-b = jpj2+ (f —ND]p]l ejrjcos™> —E|f]2
a*b= 32+ (£E—1) m3 *4+c0s60° —£-42.
0=9+ (£-1)*6-e-16 = —10f+ 3
Demak, £ = — gateng boisa, ayah vektorlar perpendikulyar
boiadi.
Skalyar kopaytmaning fizik ma’nosi. Biror F kuch ta’siri
ostida moddiy nugta to‘g‘ri chiziqg bo‘yicha harakat qilsin, bunda
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I'li. lining yo‘nalishi harakat yosnalishi bilan bir xil boisin. Moddiy
nugta M i nugtadan M2 nuqtagacha ko'chganda F kuchning bajargan
i.ilii quyidagi formula (skalyar ko‘paytma) yordamida aniglanadi:

> A—F »S, (9)
buyerdaS = MtM2m

13-misoL Bir nuqtaga Ft = 3i —4j + Sk,Fz=2t+j —4k va
F3= —1 + 6] + 2k kuchlar go‘yilgan. Ulaming teng ta’sir etuvchi F
kuch go'yilish nuqgtasi to‘g‘ri chiziqgli harakat qilib, M1(4,2,-3)
nugtadan M2(7,4,1) nugtaga o‘tganda, F kuch bajargan ishni
hisoblang.

Yechish. Ravshanld, F —F. «+ P2+ F3= (4; 3; 3). S =
MtM2 —(3; 2;4). U holda F kuch yordamida bajarilgan A ish (9)
formulaga ko'ra aniglanadi:

/l=FuS=4m3+ 32+ 3m4 = 30 (/).

14~mi$oS. F kuch vektorining moduli 6 (kg) ga teng. S ko‘chish
vektorining uzunligi 7 (m) ga teng. Faraz qilaylik, F kuch S
ko‘chishga nisbatan gp = 60° burchak ostida ta’sir etmogda. F kuch
bajargan ishni hisoblang.

Yechish. Skalyar ko‘paytma ta’rifiga binoan,

A=F «S=\F\ mjsj mcoscp = 6 m7 mcos60° = 42 m\ = 21(Ar(7m).
6-8. Vektor kofpaytma

a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb, shunday c
vektorga aytiladiki, u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

1) ¢ vektoming moduli a va b vektorlardan vyasalgan
parallelogramm yuziga teng bo‘fadi, |c]=jai * L, *sinq);
1) cla, clb ( c vektor parallelogramm tekisligiga
perpendikulyar);
3) a, b, c vektorlar 0‘'ng bogiam tashkil etadi.
Vektor ko'paytma [a, b] yoki a x b kabi belgilanadi:
[a,£5]=c yoki ax b= c.
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Ta'rifga binoan, o‘zaro perpendikulyar boigan birlik
vektorlaming vektor ko' paytmasini topamiz:
\i X i\ = ji] *\\\ msinO0O = 1 m1 m0 = O;
I X1 —0; /7 Xxj=0;, kxk = 0;
i Xj =K KXI—j; Jjxk —L
Koordinatalari bilan berilgan a = axi + ayj + azk va
b — bxl + by] + bzk vektorlaming vektor ko'paytmasini topamiz:
axb —(axi+ ayj + azk) x (bxi + byj + bzk) =
= axbx(i x i) + axby(i x/) + axbz(i X k) +
+aybx(j x1i) + ayby(j x/) + aybz(J x fc) +
+azbx{k x i)+ azby(k Xj) + azbz(k x k) =.
= axbx mO + axby mk + axbz(—j) +
+aybx(—k) + Qyby, m0 + o.ybz *I +
+<*A o/ + azby(-i) + azbzm0 =
Oy mox)k Hb(azbx @x=)j “h(ctyhz azby)i.
Qavslar ichidagi ifodani determinant orgali ifodalaymiz:
bx |
axb + K oy
Determinantning xossalariga ko‘ra, 0‘'ng tomondagi yig‘indi
uning yo'l bo'yichayoyilmasini ifodalaydi.
Demak, a(ax ay; ag va b(bx by; b vektorlaming vektor
ko‘paytmasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

> _*

| j K
c=ax b= QGc Oy az (10)
bx by bz
Vektor Ko ‘paytmaning xossalari:

I.axb = —(b X a);

2°.dx(b +c) =axb + dx c
3. (a+ b) Xxc—axc + bxc;
4°. Aax b= axXb=Am(a x b);
5. ax a= 0;

6°.ax b= 0 <> a\\b.
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a va b vektoriardan yasalgan parallelogramm va uchburchak
vii/i mos ravishda quyidagi formulalar yordamida anigianadi (11-
ravi:

Sparallelogramm — J® X b\, (11)

suchburchak — ~ | x| . (12)

15-misoL a=(-2; O; 1), b=(l; 4; 3) vektoriardan yasalgan
piirallelogramm yuzini toping.

Yechish. (10) formulaga ko‘ra

"

1 J «
axb — —2 o i = /—8fc—4at+ 6/ = —47+ 7/—8fc.
14 3
(11) formuladan parallelogramm yuzini topamiz:
Spar = \dxb\ = 724 (-8)2 = VI29.

11-rasm,

16-misoL Agar a = p —3f, b= 2p+ 9r, \p\ = 2, jf]
32, —(p,r) = 135° boisa, Jax Kj ni hisoblang.

Yechish. ax b —(p —3r) x 2p + 9r) =
= 2(pxp) +9(pxf)-6(fxp)- 27(r xr).
Vektor ko' paytma xossalariga ko'ra
pxp =0, rxp ——p Xxr).

U holda ja x b\ = |15(p x r)] = 15]p]1?]sinI35° =
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V2
= 15 2*3/2 - 90.

jax = 90.
17-misol. Uchlari A(2; 2; -1), B{l; 3; 0), C(l; 0O; -1) nugtalarda
bo‘lgan uchburchak yuzini va 5 uchidan tushirilgan balandlikni
toping.
Yechish. Quyidagi vektorlarning koordinatalarini aniglaymiz:
NEH-1;1; 1), ACU-1;-2;0).
Vektor ko'paytmasini hisoblaymiz:
; k -
-1 111 =/ + 2[+ £+ 2F= 2t—j + 3N
-1 -2 0

Vektorlar uzun iklarini topamiz:

JAB X AC|= V22+ (-1)2+ 32= VT4,
IACj = V(-1)2+ (-2)2+~0 = VS.

.. . . V4
Natijada ShABC = i| AB X ACj = 5
balandlik hb = = _=m

0 \AC\ Vs N5

Vektor ko'paytmaning tadbiglarini mexanika va fizikaga doir
masalalarda keltiramiz:
. Mexanika kursida gandaydir gattiq jismning qo‘zg*‘alma

nugtasiga nisbatan F kuch momenti deb ataladigan vektor ushbu
formuladan aniglanadi ( 12-rasm):

mornOF — ON X F, (13)

2. Qo'zg‘almas o'q atrofida oo burchak tezlik bilan aylana)
gan nugtaning chiziqgli Vv tezligi shu nugtaning R radius vektori va o
burchak tezlik vektorining vektor ko' paytmasi bilan aniglanadi: Vv =
adxR.
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18-misoL A(O; 2; -1) nuqgtagaF = (2; 3; 1) go'yilgan. B(l; 1 2)
nugtaga nisbatan F kuch mometining giymatini va yonalishini aniglang.

Yechish. (13) formulaga asosan momOF = BA X F. BA
vektor koordinatalarini aniglaymiz: BA ~ 1;1;—3). (10)
formulaga asosan

— o« * i

Kk . . .
momOF = | _i 1 —s = I0i —5 —5k,
2 3 1
momOF = VIQ2+ (—H)2+ (—H)2= 5/3

TnomO-+Fvektoming yo*naltiravchi kosinuslarini aniglaymiz:
10 2 » 1 1

COM =l =>X cosp=~7i: COSY= ~7s

7-8. Uch vektorning aralash ko' paytmasi

a, b va c vektorlaming aralash ko'paytmasi deb, a-(h X c)

ifodaga aytiladi.
Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan boisa, u holda

aralash ko'paytma
ar a.

amb xc) = b, (14)

formula orqali topiladi.
Aralash kopaylmanmgxossalari

1. aebxc)=—ae(cxb).
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2°. Agar uch vektordan ikkitasi teng yoki parallel boisa, uholda
aralash ko'paytma nolga teng boladi.

3. (a X b)"c= ar+(b Xc). Aralash ko'paytmadagi “x ” va
e 7 belgilar o‘rnini almashtirish mumkin. Shu sababli, aralash
ko'paytmani abc koiinishda ham yozish mumkin.

a, b va c vektorlardan yasalgan parallelepiped hajmi:

V=\abc\. (15)
a, h va c vektorlardan yasalgan piramida hajmi:
Wir=t\ abc. (16)

a, b va c vektorlardan yasalgan prizma hajmi:
Vfrizra t~abc. a7)

A —m

a,bvac vektorlardan wyasalgan parallelepiped, plramida,
prizmaning a va b vektorlar tekisligiga tushirilgan h balandlik
quyidagi formuladan aniglanadi:

] axbj (18)

Agar a, b vac vektorlar komplanar boisa, u holda abc = 0
boladi.

19-misol. Uchlari O(0; O; 0), A(5; 2; 0),B(2; 5; 0) va C(l; 2; 4)
nugtalarda boigan piramida hajmini va C uchidan tushirilgan
balandlikni toping (13-rasm).

Yechish. OA = (5; 2;0), OB = (2;5;0), 0OC = (1; 2; 4)
vektorlar koordinatalarini aniglaymiz.

(16) formulaga ko‘ra,

2 0
=+i (100-16)5 ®4.
2 4
Vpir= 14kub )irlik.
Maktab geometriya fanidan ma’ lumki,
1 3-Kpir

W0AB

*W=+- oOAOBOC = + -

N WO
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13-rasm.
3A0AB -\OAxO B\,

J K
OA X OB = 2 O = 21k
5 O

YAOAB
Shunday qilib, h = s =4
2

Piramidaning C uchidan tushirilgan balandSikni (18) formula

yordamida ham aniglash mumkin.
20-misoL a=(1; 1; 1), b~(1; -1; -1) vac=(l; 1; -1) vektorlar
berilgan. 1) {a,b,cj vektorlar sistemasi bazis tashkil etishini
tekshirib ko‘ring; 2) a=(4; 0; 2) vektorni shu bazis bo‘yicha yoying.
Yechish. 1{a,b,c} sistema bazis tashkil etishini tekshirib ko‘ra-

miz. B uning uchun vektorlaming aralash ko‘paytmasini hisoblaymiz:
1 1 1

a (bxc)-= -1 -1 =4*0.

1
Bundanma’'lumki, {a,b,c} vektorlar komplanar emas. Demak,

[a, b, c) sistema fazoda bazis tashkil etadi.
2) d=(4; 0; 2) vektomi (a, K, c] bazis bo‘yicha yoyish uchun

d = xd + yb + zc chizigli kombinatsiyadan x,y,z koeffitsiyentlami
aniglash iozim. Chizigli kombinatsiyani matritsa ko'‘rinishda ifodalaymiz:
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fan rr 'T "IN
0 =X 1 -1 +z 1

U, ih -1 -K
Maiumki, vektorlar ustida chizigli amallar koordinatalari bo*-
yicha bajariladi, vektorlar teng bo’lishi uchun mos koordinatalari
teng boiishi kerak. Yuqoridagi vektor tenglikni koordinatalar bilan
chizigli tenglamalar sistemasi ko'rinishida ifodalash mumkin:

X+y+z =4,
X-y+z—0,
X-y~z = 2.
Chizigli tenglamalar sistemasini biror usul yordamida yechamiz
va nomaium koeffitsiyentlarni aniglaymiz:
X = 3 y — 2, z = —1L
Natijada d vektoming [a,b,c] bazis bo‘yicha yoyilmasi
quyidagi ko rinishda boiadi:
d=3a+ 2b—c.
21-misol. A(l; 2; -1), B(0; 1, 5), C(-l1; 2, ) va 4 2; 1, 3)
nugtalarning bitta tekislikda yotishini tekshiring. BD vektoming BA
va BC vektorlar bilan chizigli ifodasini toping.

Yechish. Agar BA, BC va BD vektorlar komplanar boisa,
nugtalarning bitta tekislikda yotishi ma’lum boiadi. Vektorlaming
koordinatalarini aniglaymiz:

BA = (1;1,-6),BC = (-1; 1;-4),BD = (2;0; -2).
Yugorida keltirilgan ta’'rifga ko‘ra, agar a,b vac velctorlar

komplanar boisa, u holda abc = 0 boiadi. BA,BC,BD
vektorlaming aralash ko‘paytmasini hisoblaymiz:
N

o~ 1 1 -6
BABCW ~ -1 1 -4 =0 =
— . — 2 0-2

= BA, BC, BD - vektorlar komplanar.
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BD - XLBA + X2BC chizigli kombinatsiyadagi Xx va X2
kocffitsiyentlarni aniglaymiz. Tenglamadagi vektorlaming mos
koordinatalarini tenglashti ramiz:

2 — Xx—X2, i £ -0 A 2 A

[-2 = -6 X - 4X2,

Demak, BD = BA - BC.
Mustagqil ishiash uchun misollar

1. Oxiri (11 ;2) nugtada boigan a = {2;—3;—1} vektoming
boshlang' ich nugtasini toping.

2.a = {12;-15; -1 6} vektoming yo'naltiruvchi kosinuslarini
hisoblang. )

3. a va /?ning ganday giymatlaridaa = —2i + 3/ 4-+pk, h =
art—6/ 4 2k vektorlar kollinear bo'‘ladi?

4. Jal = 11, M = 23 va Ja- bj = 30 berilgan. ja + b\ ni
hisoblang.

5. Uchburchakni A (—1; —2; 4), B(—4;—2;0) va C(3; —2; 1)
uchlari berilgan. Uning B uchidagi ichki burchagini aniglang.

6. a = (2;1,—1} vektorga kollinear bo‘lgan va x ma = 3
shartni bajaravchi x vektorni toping.

7. Agar / = {3;-2; -5} kuchning go'yilish nuqgtasi to‘g‘ri
chizigli harakatda A(2; —3; 5) dan B (3; —2; —1) holatga ko' chsa, bu
kuch gancha ish bajaradi?

8. a va b vektorlar (p — 7 burchak tashkil etadi. Agar |g = 6,

o\ — 5 bo'lsa, [a X b\ ni hisoblang.

9. m van o‘zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar
bo'lsa, a=m+2n va b= m+n vektorlarda vyasalgan
parallelogramm yuzini toping.

10. a —3i+ 4/, b= —3/+ K, c= 2i4 5k vektorlardan
parallelepiped yasang hamda uning hajmini hisoblang.

11. 4(2; —1;,—2), 5(1;2;1), C(2;3;0) va D(5;0;-6)
nugtalaming bir tekislikda yOtishini ko‘rsating.
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VII BOB. FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA

I-8. Tekislikning umumiy tenglamasi

Faraz gilaylik, MO(xc,y0,z0) nugta N (A, B, Q vektorga per-
pendikulyar boigan a tekislikka tegishli boisin (1-rasm). a tekislik
nugtalar to‘plamidan iborat bolgani uchun, undan ixtiyoriy
M(x, y,z) nugtani tanlaymiz. MQ nuqtadan M nugtagacha vektor
yo'naltiramiz:

MOM = (x - X0y - y0;z - zO.

Farazga binoan N L MOM, uholda skalyar ko'paytma xossasiga

ko'ra,

N sMOM = O.
Ko'paytmani vektorlar koordinatalari orqgali ifodalaymiz:
A(x - Xo)+ B(y - yO + C(z - z0 = 0. (D

Hosil boigan tenglama berilgan nugta orgali o‘tuvchi va berilgan
vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasidir.

1-rasm.

(1) tenglamada gavslami ochib chigamiz va
—Ax0—By0—CzO0 belgilash kiritamiz:
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Ax+By+ Cz+ D=0 (2)
(2) tenglama fazoda tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.
N(A, B, C) - tekislikning normal vektori.
(2) tenglama koeffitsiyentiariga binoan tekislikning xususiy
hollarini garaylik.
1°. Tenglamaning barcha koeffitsiyentlari noldan fargii bo'Isin.
Tekislik tenglamasini quyidagi ko*rinishda yozish mumkin:
4 +4 +4 =1 yoki X+ ¥+ ~= (3)

A B C
(3) tenglama tekislikning o‘glardan ajratgan kesmalar boyicha

tenglamasi deyiladi (2-rasm).

2°,A =0 =» By + Cz+ £ = 0. Tekislik Ox o‘giga parallel
boiadi (3-rasm), Xuddi shuningdek, Ax + Cz 4-D = O tekislik Oy
o‘giga parallel (4-rasm), Ax + By + D = 0 tekislik Oz o‘giga
parallel boiadi (5-rasm).

3°. D—0=>Ax+By+Cz=0. Tekislik  koordinata
boshidan o‘tadi (6-rasm).

4°. By + Cz - O0,A = 0,D = O tekislik Ox o‘qgi orqgali o‘tadi.
Xuddi shuningdek, Ax + Cz — 0 - tekislik Oy o‘gidan o‘tadi, Ax +
By = O - tekislik Oz o'gidan o'tadi (7-9-rasmlar).

2-rasm.

157






6-rasm.

5°. Ax + D = O tekislik Oyz tekisligiga parallel boladi (10-
rasm). Xuddi shuningdek, By + D = O tekislik Oxz tekisligiga (11-
rasm), Cz + D = O tekislik Oxy tekisligiga parallel boiadi (12-
rasm).

6°.x = 0, y —0, z = 0- koordinata tekisliklari tenglamalari.
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9-rasm.

10-rasm.
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11-rasm.

1-misol. 12x + 15y + 20z —60 = 0 tekisliknmg koordinata
o‘glaridan ajratgan kesmasini aniglang.
Yechisfo. Ozod hadni tenglamaning o‘ng tomoniga o‘tkazamiz
(13-rasm):
12x + 15y + 20z = 60.
Tengiikning har ikki tomonini 60 ga boiamiz:

X vy z
/ 5+i +3-1
a—5 b —4, c=3
12-rasm.
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13-rasm,

2-misoL Tekislik M(6; —10; 1) nugtadan o‘tib, abssissalar
o‘gidan a = --3 va appfikatalar o'gidan ¢ — 2 kesmaiar ajratadi. Bu
tekislikning koordinata o‘glaridan ajratgan kesmaiar bo'yicha
tenglamasini tuzing.
Yechisb. (3) tenglamaga ko‘ra
X4V + 2=
-3 b 2
Tekislik M (6;—10; 1) nuqgtadan o‘tganligi uchun uning
koordinatalari yuqgoridagi tenglamani ganoatlantiradi:
6 -10 1
-3+ ~T +2=1 =*1i =
Tekislikning koordinata o‘qgiaridan ajratgan kesmaiar bo‘yicha
tenglamasi yozamiz:
X Yy z
=3+=4+2=1-
3-misol. 0z o‘qi va M (3; —4; 6) nuqtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.
Yechish. Shartga ko'ra, tekislik Oz o‘gidan o‘tganligi uchun
C = 0,D = 0 boMib, tekislik umumiy tenglamasi 4-xossaga binoan
Ax + By = 0 ko'rinishda boiadi. Bu tenglamaga M nugtaning
koordinatalarini go‘yamiz;
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3
A*3+ B+(-4) =0 => B=-A.

3
Ax+ By = 0=> JIx+-Jly = Q
Oxirgi tenglikni J1 ga gisqartiramiz:
3
X + Z1y =0 => 4x+ 3y —Q

Demak, misol shartiga ko‘ra, tekislik tenglamasi Ax + +3y =
0 ko'rinishda boMadi.

2-8. Nugtadan tekislikkaeha bo‘lgan masofa

Berilgan MO(x0,yQzQ nuqgtadan Ax + By + Cz+ D - O
tekislikkaeha bo'lgan masofa nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo*!gan

masofa formulasi kabi aniglanadi va quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:
AN I"x0+By0+Cz0+D\

~ Yn2+B2+C2 1
4-misol. MO0(3;4;2) nugtadan 4x+ 3y + 12z—9=0
tekislikkaeha bo*lgan masofani toping.
Yechish.1= 4 B~ 3, C —12, D = -14.
Xg= 3, yo= 4, z0= 2 Bu giymatlami (4) fonnulaga qo‘yamiz:
/ ~_ \Vdm3+ 3-4+12-2-91 _ 39_ 7~
>/42 +e 32+ 122
Demak, berilgan nugtadan tekislikkaeha bo'lgan masofad — 3
ga teng.

3-8. Berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi

MIx1Lyi,z1), M2(x2fy2z2, M3(x3ly3,z3 nugtalar berilgan
bo'lib, ular bir to‘g‘ri chizigga tegishli bo‘Imasin. Berilgan M1t M2,
M 3 nugtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini keltirib chigaramiz.
M(x, Yy, z) - tekislikdagi ixtiyoriy nugtabo’lsin. Mt nugtadan M, M2
va M 3 nuqgtalarga vektor yo*‘naltiramiz (14-rasm):

MXM = (x -x It y - ylt z- zj,
M2Mt = (x2- xu y2- yX z2- zj,
M3Mt = (x3- X1 y3- yx z3- zj.
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Uch vektorlarning komplanarlik. shartiga asosan,
LLI, M MK . XB ,EI, ) = 0
~Xt y-Y!
xz~xi Y2- Yl z2-z x =0. (5)
*3- *1 Y3~ Y¥x 23- za
(5) formula berilgan uchta nugtadan oHuvcki tekislik tenglamasi

bo‘ladi.

14-rasm.

5-inisol. MICO; 2; 1), M2(4; —1; 1), M3(3;2;4) nugtalardan
o'tuvchi tekislik tenglamasi tuzing.
Yechish. (5) formulaga ko'ra, izlanayotgan tekislik
X—0 y—2 z—1
4-0 -1-2 1-1 = 0,yoki
3-0 2-2 4-1
X y—2 z—1
4 -3 0=0
0 3
tenglama bilan ifodalanadi. Determinantm hisoblaymiz:
-O9x +9(z- 1)- 12(y - 2) =
—9x + 9z —9 —12y + 24 = Q,
—9Ox + 9z—12y + 15 = 0.
Oxirgi tenglamani -3 ga bo' lamiz:
3x+ 4y —3z—-5=0.

w
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liosil boigan tenglama berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasidir.

4-8. Ikki tekislik orasidagi burchak.
Tekisiiklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari

va a2 tekisliklar
ax\Axx + Bty 4 Ctz + Dt = O, Nt = (Ax, Bt, CX),
a2:A2x + B2y + C2z 4-D2= 0, N2= (A2 B2, (0%)
umumiy tenglamasi bilan berilgan boisin. Tekisliklar orasidagi
burchak ularning normal vektorlari orasidagi burchak kabi
aniglanadi:

I ni'n2 _ | Al1A2+B1B2+C1C2 /4
COS(0 — + = e -

iNiMWal Jalz+B12+C12-Ja22+B22+C22

Agar tekisliklar parallel boisa, ularning normal vektorlari

kollinear boiadi, ya'ni

- = (|_|
A2 ~ B2 ~—~rc2

shart bajarilishi kerak.
Agar Nt 1 N2boisa, ya'ni Nt eN2-- O yoki
AtA24-BtB2+ CrC2—0 (8)
shart bajarilsa, ax va a2 tekisliklar o*zaro pecendikulyar boiadi.
6-misol. x + y + /2z 4-7 = 0 vaz = 0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.
Yechish. Tekisliklar normal vektori
w z1;,vV2), n£(0;0; 1).
Normal vektor koordinatalarini (6) formulaga qo'yamiz:
1-0 + 1-0 + V2-1 n2



Demak, tekisliklar kesishishi natijasida hosil bo‘lgan burchaklar
45° va 135° ga teng.

7-misol. M (3; 2;4) nugtadan o'‘tib, 2x —6y —3z+ 5= 0
tekislikka parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

Yechish. Berilgan tekislikning normal vektori koordinatalari
yozamiz: Nt(2; —6; —3). N(A; B; C) - izlanayotgan tekislikning
normal vektori bo'lsin. Shartga ko‘ra, M nugtadan o‘tuvchi tekislik
berilgan tekislikka parallel, u holda (7) formulaga asosan:

2 -6 -3
K~-krg-~-m ~ A~ 2,B-= c ~3-
Berilgan nuqta orgali o‘tuvchi va berilgan vektorga
pedendikulyar
A(X - Xq + By - yO + C(z- z0 - O
tekislik tenglamasiga ko‘ra:
2(x- 3)-6(y- 2)- 3(z- 4 =0

Qavslarni ochib, tekislik tenglamasini umumiy ko'‘rinishga

keltiramiz:
2x —6y —3z + 18 = 0.

5-8. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
To'g'ri chizigning kanonik va parametrSk tenglamalari

Faraz qilaylik, MO(x0,y0,z0 nugta S(n;m;p) vektorga
parallel bo‘lgan I to‘g‘ri chiziqgga tegishli boisin. Ma’iumki, to‘g‘ri
chizig nugtalar to‘plamidan iborat boflgani uchun, unda ixtiyoriy
M (X,y,z) nugtani tanlaymiz. MOM vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

MOM = (x- X0y - y0;z - zO).

Farazga ko'ra, MOM J5, u holda vektorlarning kollinearlik
shartiga binoan (15-rasm), ularning koordinatalari proporsionaldir,
ya'ni

X-x0_y-yO0_z-z0

n m p
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15-rasm.

1-ta’rif. Ushbu ko'rinishdagi
X-Xp _ Y-Yo _ z-zZp
n r n p
tenglama fazoda | to‘g ‘ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi,
S(n,m,fi) vektor to*g‘ri chizigningy o ‘naltiruvchi vektori deyiladi.
(9) tenglamani t parametrga tenglashtiramiz:

XoXB=- f—Ya_z2Q_ (teR).

t parametr yordamida to‘g‘ri chizigning yangi ko'‘rinishdagi
tenglamasini yozamiz.
2-ta’rif. Ushbu ko'rinishdagi
X —nt+ x0
Iy = mt+ y0 (10)

" z —pt+ z0

tenglamalar sistemasi | to‘g ‘ri chizigning parametrik tenglamasi
deyiladi.

8-misol. A(3; 4; —2) va 6(7; 5, —5) nuqgtalardan o‘tuvchi
to‘gri chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

Yechish. AB vektor koordinatalarini aniglaymiz:

AB = (7 —3;,5—4; —5—(-2)) =>-AB= (4; 1, -3).

Ixtiyoriy to'g‘ri chiziq cheksiz ko'p nuqgtalar to‘plamidan iborat
bo'lgani uchun, shu to‘g‘ri chizigga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy nugta
sifatida C{x,y,z) nugtani tanlaymiz va AC vektor koordinatalarini
topamiz:
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AC = (x —3;y —4;z + 2).

Ravshanki, AC va AB vektorlar kollinear, u holda ularning
koordinatalari proporsionaldir. Shuning uchun A va B nugtalar orgali
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

X—3 y—A z+2
1
ko'rinishda boiadi.

Kanonik tenglamadagi har bir kasmi t parametrga
tenglashtiramiz:

fx
=t
4
Yy~ 4
:t,
1
z+ 2
t.
-2

Sistemadagi har bir tenglamani maxrajdagi mos songa
ko'paytiramiz va AB to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz:

X = 4t + 3,
y = t+ 4,
\z= St —2.
Natijada, AB to‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalari
topiladi:

Xx—3 y—4 z+2 X = AL+ 3,
y = t+ 4,
= 3t—2.

9-misoL a: x —2y —2z+ 4 0O tekislikdan Af(5;1; —1)
nugtagacha boigan masofani toping.

Yechish. M nugta va a tekislik orasidagi masofa M nuqgtadan
tekislikka tushirilgan pedendikulyar uzunligiga tengdir. Bu
pedendikulyar tekislik normal vektori N ga parallel boiadi. a
tekislikning umumiy tenglamasidan normal vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

N = (1; -2; -2).
M nugtadan N vektorga parallel to'g‘ri chiziq oikazamiz. Uning
kanonik va parametrik tenglamalari quyidagicha boiadi:
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XxX—5 y—1 z+1

X = t+ S
y = 2t+ 1,
z = —2t—1.

a tekislikka perpendikulyar boigan to‘g‘ri chiziq tekislik bilan
K(x,y, z) nugtada kesishadi. Parametrik tenglamadagi x, y va z ning
t parametr orqali ifodasini a tekislik tenglamasiga qo‘yamiz:
t+5- 2(—=2t+ 1)- 2(-21- 1)+ 4=0,
t+ 5+4t-2 +4t+ 2+ 4 =0,
Ot+ 9 —Q =» t- -1.
t ning giymatini to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasiga qo'yib,
K(x, y,z) nugtaning koordinatalari aniglanadi:
X=-1+5= 4,
y=-2+-1)+1=3
z=(—2) m(—1) —1= 1.
Demak, K nugta (4; 3; 1) koordinataga ega.
U holdaM va K nugtalar orasidagi masofa

\MK\ = J(4 —5)2+ (3—1)2+ (I - (-1))2
[Wir|= 3.
Shunday qilib, M nugta va a tekislik orasidagi masofa d = 3 ga
teng.

6-8. Fazoda berilgao ikki nugta orgali o*tuvchi
to'g‘ri chiziq teaglamasi

FazodaM~r"x~y~z~ vaM2(x2,y22z2 nugtalar berilgan boi-
sin. Bu nugtalardan oluvchi to‘g'‘ri chizigning kanonik tenglamasini
topamiz. MtM 2 vektor koordinatalarini aniglaymiz:

M>X = 0z- xyy2- yu z2- zt).
To'g'ri chiziq cheksiz ko'p nugtalar to‘ plamidan iborat bolgani
uchun ungategishli bo' Igan ixtiyoriy M(x, y, z) nugtani olamiz va bu
nugtaga M t nuqtadan vektor yo* naltiramiz:

WWN = (X-XT;y-Yyrz- zx.
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Ravshanki, MXM va MxMr vektorlar kollinear. .Ikki vektoming
parallellik shartiga asosan

XX o y—yn z—zt ()
*¥2 ¢ *j Yr  ¥Yx z2~ zX
tengliklar o‘rinli bo' iadi.
(11) tenglamaga fazoda berilgan ikki nugtadan o'tuvchi to‘g*|
chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.
10-misol. Fazoda Mx(3; —2; 4),M2(—7; —3; 6) nuqtalardan
o‘tuvchi to*g‘ri chizigning kanonik tenglamasini yozing.
Yechish. Mt nugta koordinatalari xx — 3,yx= —2,zx = 4 va
M 2 nuqgta koordinatalari x2 = —7,yr = —3,z = 6 giymatlarini (11)
tenglamaga go'yarniz:
x —3 y —(—2) z —4
-7-3 =-3-(-2)~6-4
natijada
XxX—3 y42 z-—-4
-io =A== ~T~
tenglama hosil bo'ladi. Bu tengiama berilgan M xva M 2 nuqtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasidir.

7-8. Fazoda to'g&i chizigning umumiy tesagl&masi

Fazoda har bir to‘g‘ri chizig orqali cheksiz ko‘p tekisliklar
o' tkazish mumkin. Bu tekisliklardan ixtiyoriy ikkitasi kesishishi nati-
jasida fazoda to‘g‘ri chizigni hosil giladi. Ushbu kesishuvchi ixtiyo-
riy ikki tekislik tenglamalari birgalikda fazoda to'g‘ri chizigning
umumiy tenglamasini ifodalaydi. Dekart koordinatalar sistemasida
o'zaro parallel bo‘lmagan ax va a2 tekisliklar berilgan bo‘lsin (16-
rasm):
ax:Axx + Bxy + Cxz + Dx = 0,
ct2:A2x + B2y + C2z + D2 —0.
Tekisliklar o‘zaro parallel boimagani uchun A—i:B—: —

tengliklar bir vagtda bajarilmaydi.
Faraz nqllayllk, e bo'lsin.
Ushbu
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(Axx + Bxy + Cxz + Dx- Q
(N2x + Bry + C2z + D2- O
si.stemagafazoda to g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

16-rasm.

Ma’lumki, bu sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu
yechimlarni topish uchun noma’lumlardan birining tayinlangan
giymatini olamiz. z ga z0 giymat berib, (12) sistemani

(Axx + Bxy = -Dt - Cx0
+ B2y ~ ~&2 ~ 220 A
munosabatni e’tiborga olib, (13)

sistemani Kramer usuli bo‘yicha yechamiz:

Ai cxxQ bx \AX Dx Cxz0
—D2_-C20 B2 B = n270
Ax Bx > Y= A\ Bx
A2 b2 A2 b2

X vay ning giymatlarini z0 giymatga mos ravishda x0 va y 0 orgali
belgilaymiz. Shunday qilib, (12) tenglama bilan aniglangan to‘g‘ri
chizigda M0(x0,y0,z0) nugta topildi. To‘g‘ri chiziq cheksiz ko‘p
nugtalar to-plamidan iborat bolgani uchun, unda ixtiyoriy M(x,y, z)
nugtani tanlaymiz va MOM vektor koordinatalarini aniglaymiz:



MOM = (x - xO0, y —vy0, Z- Zq).

To*g‘ri chiziq ikki tekislikning kesishish chizig!i bo‘lgani uchun
uning yo‘na)tiruvchi S vektori Nx x N2 vektorga koliineardir va
vektor Ko ‘paytmani tofy‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori sifatida
olinadi:

5 S = xWw
i / K - . x
o _ \Br o JC Anj At BA
5 =
Ax Bx O \Br ~2 tJn Azt k B21
A2 B2 Cr
S=ri-i+m'j+p m,
i i Jr At BX
bu yerdan —I°1 m—fi P
y B2 {1 2 & VT A2 B2

MOM va S vektorlar parallel bo‘lgani uchun
X-x0 y-yo0
(14)
n m p
tengiiklarga ega bolamiz.

Shunday qilib, fazoda toay‘ri chizigning umumiy tenglamasini
uning kanonik ko‘rinishdagi tenglamasi orgali ifodaladik,

(12) tenglamadan bir martay ni, ikkinchi martax ni yo‘qotib,
to‘g‘ri chizigning proyeksiyalari bo‘yicha yoziigan tengla-
malariga ega bo‘lamiz:

ex = mz + a,

ly = nz+ h, {n)

(15) tenglamalami kanonik ko‘rinishda yozish mumkin:
x-a y-b z—0

m
II-misol. To*g"ri chizigning
(2x —3y +z —5=0,
(3x+y—2z—4=20
umumiy tenglamasini kanonik ko‘rinishda ifodalang.
Yechish. Sistema yechimini topish uchun noma’lumlardan
birini ixtiyoriy tanlaymiz. Masaian, z —1. U holda
(2x —3y = 4,
(3x +y = 6.
x —2, y —0. To‘g‘ri chizigdagi MO0(2; 0; 1) nugtani aniqladik.
To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi S —Nx x N2 vektorini topamiz:
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1 K
S=9 3 1 =6i+3/+2k+9k—i+ 4/ —
3 1-2
= 5i+7j + llk.
Demak, to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi
XxX—2 y—=0 z—-1
11

ko‘rinishda bo*“ladi.

8-8. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak. To‘g‘ri chiziq
va tekislikning parallellik va perpendikulyarlik shartlari

Fazoda - “m -:p— to‘g‘ri chizig va i4x + By + Cz +
D = 0 tekislik berilgan bo‘lsin. 5 = (n; m; p) - to‘g‘ri chizigning
yo‘naltiruvchi vektori, N = (A; B; Q tekislikning normal vektori.

Faraz qgilaylik, to‘g‘ri chiziq tekislikni gpburchak ostida kesib

o°‘tsin (17-chizma).

e17-rasm.

(0 to‘gri chiziq va uning tekislikdagi proyeksiyasi orasidagi
burchakdir.
N va S vektorlar orasidagi burchak a = 90° —(p ga teng. Ikki

vektor orasidagi burchak formulasiga ko‘ra
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cosa = N-S-
H o3

iv-s N-S
cos(90 —) = — —~ =»> smPp—
|A?]-]1] |«]-|ST

Demak, to‘g‘ri chiziq va tekisiik orasidagi burchak
\An+B-m+C-p\

(16)
formula bilan anigSanadi.
Agar to‘g‘ri chiziq tekislikka perpendikulyar bo‘lsa, 5 IN
bo‘ladi (18-rasm). Ikki vektoming paralleilik shartiga binoan,
P T (17
@an formula tof ri chiziq va tekislikning perpendikulyarl
shartidir.

N=(AfB, C) Il

18-rasm.

Agarto‘g‘ri chiziq tekislikka parallel bo‘lsa, N 1. S bo‘ladi(19-
rasm).

N-s—0=>Aen+B*m4Cmp =20 (18)
(18) formula to/‘g_ ‘ri chiziq va tekislikningparalleilik shartidir,
Vv n/i— -
12-misol. - = —== — to‘g‘ri chizigva x + 2y +

+3z —29 = 0 tekisiik orasidagi burchakni toping.
Yechish. Normal va yo‘naltiruvchi vektorlar koordinatalarini
yozamiz:
N(1;2;3), 5(2;12).
(16) formulaga asosan
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11-2 + 2-1 + 3- 21
sin h = —mmmmm e I—— N —

12+ 22+ 32w 22+ 12 f 22
10

"=

™ .*A B, C)

19-rasm.

13-misol. M(3, —2,4) nugtaning x —2y + z —5 = 0 tekislik-
dagi proyeksiyasini toping (20-rasm).

Yechish. M(3,—2,4) nugtadan o ‘tuvchi va berilgan x —2y +
z -- 5= 0 tekislikka perpendikulyar tofg‘ri chizig tenglamasini
tuzamiz. Tekislikning N(1,—2,1) - normal vektori shu to‘g‘ri
chizigning S - yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi:
XxX—3 y+2 z—4
- [ 2“ - "“"T""‘
Mt nugtaning koordlnatalarml aniglash uchunto ‘g ‘ri chizigning
kanonik tenlamasini parametrik ko‘rinishdagi tenglamaga keltiramiz:

X_S:y+2:2___4:t
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X —t+3, y=—=2£—-2\z—t44
£ ning giymatini aniglash uchun ushbu ifodalarni tekislik
tenglamasiga qoyamiz:
X—2y+z—7=0=» t+3+At+4+t+4—-5=0=>t

Bundan, nuqtaning koordinatalarini aniglanadi:
X=t+3=-1+3=2;,y=-21-2=2-2=0;
z=t+4=-1+4=3

Shuyday qilib, berilgan M nugtaning tekislikdagi proyeksiyasi
aniglandi: Mt (2; 0; 3).

9-8. Fazoda ikki to4y‘ri chizigning paraliellik,
perpendikuiyariik va bitta tekislikda yotish shartlari

Fazoda It va 12 to‘g‘ri chiziglar berilgan bofsin.
N XxX—at y~Dbi z—ci
LL'I ” ma [ PI
Sj(in™w, , pn, Mr (ar, blt ct).

| . X~a2_¥Y~h2_1~Q
2" n2 m?2 p2

P> M2(0242,C2).

Ix va /2 to‘g‘ri chiziglaming paraliellik (yoki ustma-ust
tushishi) sharti

(19)
ni nil Pi
tengliklarning bajariiishidan, perpendikuiyariik sharti esa
+ mxm2+ ptp2=10 (20)

tenglikning bajariiishidan iboratdir.

Ma’lumki, agar Sx# S2 bodib, MXVi2, Sxva 52 vektorlar
komplanar bo‘lsa, ya’ni MXM2 ¢ (Sx x S2)=0 o‘rinli bo‘lsa, u holda
Ir va 12to“g‘ri chiziglar kesishadi.
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Demak, 1t va 12 to‘g‘ri chiziglaming bitta tekislikda yotish

shard

a2~ bl @ a
% mx Pi =0 1)

m, P2

tenglik bajarilishidan iboratdir.

Agar M[M2+(S* XS2) ®0 bo‘lsa, u holda It va 12 to‘g‘ri
chiziglar aygash to‘g‘ri chiziglar bo‘ladi.

14-misol. Berilgan ikki to‘g‘ri chizigning fazoda o‘zaro
joylashishini tushuntiring:

lyxx-1 =2=2z+2, 4a 2,1), ANi(l,0, - 2),

P
h' Ay 3—Y—z>52244),  M2(-3,0,0).

Yechish. St1t S2 => ii va I2 parallel emas. MXM2 *(Sx x S2)
aralash ko‘paytmani hisoblaymiz:

-4 0 2
MXM2m(St XS2) = 1 2 1 - 10.
2 11

MiM2m(Sx x S2) ® 0 => Ix va 2 to‘g‘ri chiziglar ayqgash
to‘g‘ri chiziglardir.

10-8. Tekislik va to‘g‘ri chizigqa doir
aralash masalalar

.M 1(x1,x 2,x3) nuqgtadan to‘g‘ri chiziqg-

gacha bo‘lgan masofa (21-rasm).
Ma’lumki, izlanayotgan d masofa S va MOMt vektorlardan
yasalgan parallelogramm balandligiga teng. Shunday qilib,
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IS x MOMX\
d —H — (22)

w

Mi(jcjdy 13zi)

Mo (xo0,y0,z0),
S=(n,m,p).

21-rasm.

2. Ayqash to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng gisqa masofa. M
lumki, agar It va 12 to‘g‘ri chiziglar aygash boisa, u holda ikkita
parallel tekisliklar mavjud boiib, ulardan birida Ir to‘g‘ri chiziq,
ikkichisida 12to“g‘ri chiziq yotadi. Shu sabali,

X —at y—br z—cr
k: nn Thn Pi

buyerda S*n~*m~p”; Mt(a™fo”c,);

|l . x~a2_Y¥-b2 z~c?2
2" W m?2 p2

buyerda 82(n2,T2,p2yY, M2(a2 b2 c2); aygash to‘g‘ri chiziglar
JS— - —
orasidagi masofa M1M2, va S2 vektorlar asosiga qurilgan

parallelepiped balandligiga teng boiadi (Sx va S2 vektorlar bitta
boshlangich nuqtaga keltirilgan) (22-rasm).

Vpar-d _ [
d —H 23
S8 (23)
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22-rasm.

3. Berilgan to4Vi chizigdan o‘tuychi va berilgan tekislikka
perpendikulyar tekislik tenglamasi.

Tekislik va to‘g‘ri chizig berilgan bodisin:

a:Ax+ By + Cz+ D=0, N(A,B,C),
/ o X—a y—b z—c
I:
n m p
buyerda S(n,m, p), Mt (a, b, c).

Shartga ko‘ra, berilgan 1to‘g‘ri chiziq islanavotgan tekislikda
yotadi va bu tekislik berilgan a tekislikka perpendikulyardir. U
holda, N $S bo‘ladi.

Ma’lumki, 5 | MMX bu yerda M (x,y,z) - 1to‘g‘ri chizigdagi
ixtiyoriy nuqta. S va MMt vektorlar izlanayotgan tekislikda
yotadi. Uch vektoming komplanarlik shartiga asosan,

MMt m(S x N) = 0.
Aralash ko'paytmani vektorlaming koordinatalari orgali ifodalaymiz:
X—a y—b z—cf
n m v =0
A B C
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Natijada, berilgan to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va berilgan tekis-

likka perpendikulyar tekislik tenglamasini hosil gilamiz.
sehy *-3- Y-1_ 2-2 X— Y2 7. S| enHi®ialh

1%—m|sbl.——i——_———1——2— va Xz 2=2= 4o hctiZiglér
orasidagi eng gisqa masofani toping.

Yechish. Berilgan to‘g‘ri chiziglaming yo'naltiruvchi vector-
lari:

&(1,-1,2);£2(-1,3,3).

I+ to‘g‘ri chizigdan Mt (3,1,2) nuqgtani, 12 to‘g‘ri chizigdan
M2(0,2,0) nugtani olamiz va M1M2 vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

ARLAR(-3,1,-2).
3001
1 = 18.
-1

i j Kk

1 -12 -9i - 5 + 2k.

-1 3 3

Ayqgash to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng gisga masofani
d=H \(par-d_ iMXM2 ‘(S X s2)]
& X 52|

formula bilan aniglaymiz:
18 18

n8l+ 25+ 4 VilO
16-misol. Mr(5,3,—4) nuqgtadan tekislikka perpendikulyar

tushirilgan. Perpendikulyaming asosini shu tekislikdagi M0(2,4, —1)
nugta tashkil etadi (21-rasm). Tekislik tenglamasini tuzing.

M(X,y,

23-rasm.
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Yechish. Farazqgilaylik, M (x,y,z) - tekislikdagi ixtiyoriy nuqta

boisin. Masala shartiga ko‘ra,
M1l =* JIW* =M = O;

MOM: = (3.-1,-3); M@ = (x-2,y-4,z + 1);

W mMOM = 3(x- 2)- (y-4)- 3(z+1)=0=

= 3x-y-32-5=0.

Demak, 3x —y —3z —5 = 0 izlanayotgan tekislik tengla-
masidir.

17-misol. ~ toa‘ri chizigningx —y + +3z + 8 =
0 tekislikdagi proyeksiyasini toping (24-rasm).

Yechish. Berilgan tekislik va unga perpendikulyar boigan
hamda berilgan to‘gii chiziq bo‘ylab o‘tgan tekislikning kesishish
chizigi to‘g‘ri chizigning tekislikdagi proyeksiyasini ifodalaydi.
Perpendikulyar tekislik tenglamasini keltirib chigaramiz.

Faraz gilaylik, M (x,y,z) tekislikdagi ixtiyoriy nugta boisin.
To‘g‘ri chizigning yo‘naltituvchi vektori S(4,3,—2) va tekislikning
normal vektori 1,—1,3) hamda MOM (x,y —4,z + 1) vektorlar
komplanardir, ya’ni MOM ¢ (S x N) —0. Tenglikni vektorlar

koordinatalari bilan ifodalaymiz:
X y—4 z+1
=0 =p x—2y —z+7 =0.

we 41

24-rasm.

Shunday qilib, ikki tekislikning kesishish chizigi, ya’ni to‘g‘ri
chizigning tekislikdagi proyeksiyasi tenglamasini yozamiz:



X—2y--z+7=0Q
{x—yw~+3z+8=0

x+9_y+1 2z

yoki kanonik ko‘rinisda -
7 ~ 4 ~ -1°

11-8. Ikkinchi tartibli sirtlar

Oliy matematikaning ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaiar gismini
o°‘rganisfada, xususan ulami grafik tasviriashda, shuningdek, texnika
va iqgtisodiyot masalalarida ikkinchi tartibli sirtlar hagidagi
bilimlaming o‘mi muhim ahamiyat kasb etadi.

1, Ellipsoid, Sfera,

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi

y2

—t —+ ——1 (24)
ko‘rinishda bo‘lgan sirtga ellipsoid deyiladi (25-rasm,bu yerda a, b, ¢
- haqiqiy musbat sonlar).

Ellips kabi a, b, ¢ sonlar ellipsoidy arim o ‘qlari deyiladi. Yarim
o°‘glarga nisbatan quyidagi ta’rifiami keltiramiz:

2-ta’rif. Agara ®b,a ® c,b » c bo‘lsa, ellipsoid uch o‘qgli
deyiladi.

3-ta’rif. Agar a,b,c yarim o‘glardan ixtiyoriy ikkitasi teng
bo‘lsa, ellipsoid aylemma ellipsoid deyiladi.

4-ta’rif. Agar ellipsoidning barcha yarim o‘glari. teng boisa:
a = b = e —R, uholda ellipsoid R radiusli sfera deyiladi.

X2-fy2jrz2 £ (25)

Ellipsoidning z —O tekislik bilan kesimini ko‘ramiz. Ellipsoid

va tekislik kesishish chizig‘i tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadi:

Tenglamadan ko'rinadiki, kesishish chizig‘i - a va b yarim
o4yli ellipsdir.

Ellipsoidning z —h tekislik bilan kesimini Ico‘ramiz. Kesishish
chizig‘l quyidagi tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadi:
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bu yerdaar=a 1——,br = ®™XJ1—  Shunday qilib, agar 0 <

h<c boisa, u holda kesim al<a;bl<b yarim o‘qgli ellips
boladi. Agar h = ¢ boisa. u holda kesim (0,0, c) nuqtani tashkil

etadi.
18-misoL Markazi C(a,b,c) nugtada va radiusi R ga teng

boigan sfera tenglamasini yozing.

Yechish. M (x,y,z) sferadagi ixtiyoriy nutga boisin. Sfera
ta’rifiga ko‘ra, C(a, b, ¢) markazdan ixtiyoriy M(x,y, z) nugtagacha
boigan masofa R radiusgateng, ya’ni CM = R.

Ikki nuqta orasidagi masofa fbrmulasiga ko‘ra

CM = sj(x —a)2+ (y —b)z + (z —c)2
mx—a)2+ (y —h)2+ (z—C)z=R

25~rasm.

26-rasm.



Hosil bo‘lgan tenglama markazi C(a,b,c) nuqgtada, radiusi R
ga teng boigan sfera tenglamasidir (26-rasm). Xususiy holda sfera
markazi koordinata boshida boisa, ya’nia —b = ¢ —0 boisa, (25)
ko‘r:inishdagi sferaning sodda tenglamasini hosil gilamiz. (25)
tenglama bilan berilgan sferani o ‘zaro perpendikulyar uchta yo‘nalish
bo‘yicha tekis defonnatsiyalash natijasida ellipsoid hosil boiadi.

2. Giperboloidlar.

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi

y.2 -2 .2

koiinishdagi sirtga birpallaligiperboloid deyiladi (27-rasm). a, b, ¢
- miqdorlargiperboloidyarim o ‘glari deyiladi.
2-ta’rif. Kanonik tenglamasi

RZ+ B - E£= ~1 @7>
koiinishdagi sirtga ikkipallaligiperboloid deyiladi (28-rasm). Agar
a —b boisa, u holda giperboloid aylanma giperholoid boiadi.

Bir pallali giperboloidning {z = h} tekisliklar bilan kesimi
ellipslarni tashkil etadi:

X2 y2_ b2
a2 b2 c2'
Z=h,—o0< h < +o00.

|/i| ning giymati kattalashganda ellipsning yarim o‘glari ham
kattaiashadi ( 29-rasm).

Ikki pallali giperboloidning {z = h} tekisliklar bilan kesimi
V11> c shart bajarilganda

rxz y2 h2
~2+ b2=7'c2~ 1
z —h,

ellipslarni tashkil etadi.
Agar \h\ ~ ¢ boisa, kesim nugtaga aylanadi.
Ikki pallali giperboloidning x = h vay = h tekisliklar bilan
kesimida giperbolalar hosil boiadi:
X = h,
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2 y2.
AN B2 b2°
27-rasm.,
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29-rasm.

3. Paraboioidlar. Oxz tekisligida ushbu
X2 = 2pz,y =0 (28)
tenglama berilgan parabolani qaraylik, Bu parabolani Oz o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan sirt aylanma paraboloid
deyiladi.
Aylanma paraboloidning kanonik tenglamasi

5"" ’;2: 212 g29)

ko'rinishda bo‘ladi.

Aylanma paraboloidni Oy o‘gi bo'yicha marta tekis
deformatsiyalaymiz. Natijada elliptik paraboloid hosil bo*ladi.

Elliptik paraboloidni z —h (h > 0) tekislik bilan Kkesish
natijasida kesimda ellips hosil boMadi. x —h va y = h tekisliklar
bilan kesimi parabolalarni tashkil etadi.

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi

£ +£=2 2z (30)
ko‘rinishdagi sirtga (30-rasm) elliptik paraboloid deyiladi.
2-ta’rif. Kanonik tenglamasi )
y

1>
ko‘rinishdagi sirtga (31-rasm) giperbolikparaboloid deyiladi.
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Giperbolik paraboloidning y —O0 tekislik bilan kesimida

? =27 (32)
y =0,
parabola hosiS bo‘ladi. Sirtning x —h va y = h tekisliklar bilan

kesimida shoxlari pastga va yuqoriga garagan parabolalar hosil
bo‘ladi. Giperbolik paraboloidning_z = h tekislik bilan kesimi

(Xzo_ﬂ—:
o 2h,

(33)
z ~ h,

giperbolani tashkil etadi.

30-rasm.
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Oxz tekisligida berilgan ———= 1 giperbolani Oz o‘qgi

atrofida aylantirishdan —+ -j —-7 = 1 bir paliali giperboloid hosil
bo‘ladi.

Bir paliali giperboloidning har bir nugtasidan ikkita to‘g‘ri
chizig o‘tadi. Bu to‘g*ri chiziglar giperboloidning yasovchilari
deyiladi.

4o Konus.

Ta’rif. Kanonikteng}l/%masi

a2 b2 oz O (34)

ko‘rinishdagi sirtga konus deb ataladi.
Konusning z —h tekislik bilan kesimida
X~ y2 h2
a2+ b2 c2
ellips (32-rasm) hosil bo‘ladi. x = h yoki y = h tekisliklar bilan
kesimi giperbolalami (33-rasm) tashkil etadi.

| f
Kesimi ellips
32-rasm.
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Kesimi giperbola
33-rasm.

12-8. lIkkinchi tartibli sirflammg umumiy tenglamasi

Biz oldingi paragraflarda kanonik tenglamalari bilan berilgan
ikkinchi tartibli sirtlar va ularning tekisliklar bilan kesimlarini
o4gandik. Bu kanonik tenglamalar

Ax2+ By2+ Cz2+ 2Dxy + 2Exz + 2Fyz +
+Gx +Hy +Kz+L =0 (35)
ko‘rinishdagi tenglamaning xususiy holidir. (35) tenglama ikkinchi
tartibli sirtlaming umumiy tenglamasi deyiladi.

(35) tenglamani umumiy holda

F(x,y,z) =0 (36)
ko'rinishda yozish mumkin.

Agar ikkinchi tartibli sirt tenglamasida ©zgaravchilardan
ixtiyoriy biri gatnashmasa, bunday sirt silindrik sirtni ifodalaydi.

Masaian, F(x,y) = 0 tenglama bilan aniglahgan egri chiziq
silindrik sirtning yo'naltiruvchisi va shu yoiialtiravchi egri chizigni
kesib o‘tgan 0‘z-0°‘ziga parallel to‘g‘ri chiziglar silindrik sirtning



yasovchilari deyiladi, Shunday qilib, silindrik sirtning tenglamasi

0°‘zining yo‘naltiruvchisi tenglamasi bilan ustma-ust tushar ekan.

F(x,y) = 0 tenglama bilan aniglangan silindrlarni ko‘rib chigamiz.
I-ta’rif. Kanonik tenglamasi

ko‘rinishda boigan sirt elliptik silindr deyiladi (34-rasm).
2-ta’rif. Kanonik tenglamasi

ko‘rinishda bo‘lgan sirtgiperbolik silindr deyiladi (35-rasm).
3-ta’rif. Kanonik tenglamasi
y2= 2px (39)
ko‘rinishda boigan sirtpambolik silindr deyiladi (36-rasm).

r.

34-rasm. 35-rasm.

36-rasm.
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Mustagqil ishlash uchun misollar

1. 2x 4-3y + 4z —48 = 0 tekislikning koordinata o‘qglari
bilan kesishgan nuqtalarini toping.

2. 1) Mi(7;2;, —=3) va M2(5;6;—4) nugtalardan o°‘tib, Ox
o‘giga parallel; 2) P2(2; —1; 1) va P2(3; V, 2) nuqgtalardan o‘tib, Oy
o‘giga parallel; 3) Qx(3; —2; 5) va Q2(2; 3; 1) nugtalardan o‘tib, Oz
o4yiga parallel boigan tekislik tenglamasini yozing,

3. Koordinatalar boshidan tekislikka tushirilgan perpendikul-
yaming asosi M (2; —1; 2) nugtada, Bu tekislik tenglamasini toping.

4. M(l; —3;5) nugtadan olib, Oy va Oz o‘giardan Ox
o‘gdagiga ko‘ra ikki marta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini
yozing.

5. m (2;0; —) nugtadan 4x--4y + 2z + 17 = 0 tekislik-

gacha boigan masofani toping,

6. 4x —y +3z—6,=0 va X+ Sy--z+ 10~ 0
tekisliklaming kesishish chizigldan oluvchi va 2x —y + +5z —
5 = Otekislikka perpendikulyar boigan tekislik tenglamasini yozing.

No(x-2y43z-4=0, ...... ,

\3x+2y-52-4 =0 ¢ Ig ten8iamaiarmi: !>

proyeksiyalar bo‘yicha; 2) kanonik ko ‘rinishda yozing.
8. 1; 3) nugtadan otib, 1) a(2; —2; 4) vektorga; 2)

, ey to'gli chizigga; 3) x —3t—1;y = 2t + 3;z =

5t + 2to‘g‘ri chiziqga parallel boigan to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasini tuzing.
9. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming parallelligini ko ‘rsating:

x*2 _y~l _r , f X+y-2z=0,
3 -2 i va (x—y —-5z—8=0.
10. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarligini ko‘rsa-
ting:
fx +y —3z—1=0, f3x+y-5z2+1=0,
\2x —y —9z—2=0, va (2x+ 3y —8z+ 3 =0.
11. m va C ning ganday giymatida “ = to‘gri

chizig 3x —2y + Cz + 1 = 0 tekislikka perpendikulyar boladi?
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12. A(4; —3;1) nugtaning x + 2y —z —3 = 0 tekislikdagi
proyeksiyasini toping.

13. P(2; —1;3) nugtaning x —3t,y = 5t —7,z= =2t + 2
to“g;ri chiziqdagi proyeksiyasini toping.

14. P(4;1;6) nuqtaga +y-"22+3 = 0 to'g‘ri chizi44a
nisbatan simmetrik nugtani toping.

15. = — to‘g‘ri chizigdanx + 4y —3z + +7 = 0
teklsllkka@erpendlkulxar tekislik o‘tkazing.

16. - = —= — to‘g‘ri chizigning x —y + 3z+ 48=0
tekislikdagi proyeksiyasini toping.

17. P(7;9;7) nugtadan . s Eto‘g‘ri chiziggacha bo‘l-
gan masofani toping.

o TS oYyl 2 Ty X =Yt = 23 parallel to'g'n chizig-

lar orasidagi masofani toping.

19. Markazi C(l; —1; 4) nugtada bo‘lgan sfera 2x + y —3z —
3 = 0 tekislikka urinadi. Sferaning tenglamasini tuzing.

20. Quyidagi sferalarning markazlari va radiusini toping:
aA)x2+y2+22—6x + 8y + 2z + 10 = 0;
b)x2+y2+z2+ 2x —4y —4 = 0.

21. A, J5 C va D nugtalaming koordinatalari berilgan bo'lsin.
1) AD to‘gri chizigning kanonik tenglamasini; 2) A, B va C
nugtalardan o‘tuvchi Q tekislik tenglamasini; 3) D nugtadan o ‘tib, Q
tekislikka perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizigning kanonik tengla-
masini; 4) D nugtadan Q tekislikgacha bo‘lgan masofani; 5) AD
to“gri chizig bilan Q tekislik orasidagi burchakni toping.

d)A(3,-2,5), B(-2,4,3),C(l, -1,6), D(2,0, -1).

b)A (1,2,4), B (3,0, 1), C(0, -1, 1), EK2, 1, -1).

c)A (3,0,4), B(6,3,0), C(O,-9, 1), D(I, 2, 10).

d)A (2,7,3), B#4,56), C2,-3,0), £(5, 1,12).
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ILOVA
VIII BOB. KOMPLEKS SONLAR

Aigebraik tenglamalar nazariyasi, shuningdek, elektrotexnika,
gidro va aerodinamika hamda qattig jismlar mexanikasi masalala-
rining yechimlari haqiqiy va kompleks sonlar bilan ifodalanadi.

Kompleks soniaming turli shakllari va ular ustidagi asosiy
amallami ko‘rib chigamiz.

I-8. Kompleks sonlar ustida asosiy amallar

1-ta’rif. z = a + bi ko‘rinishidagi son kompleks son deyiladi.
Bunda a —ReZ - kompleks sonning hagigiy gisrni, b = ImZ -
kompleks sonning mavhum gisrni, i —mavhum birlik (i2 = —1).

z kompleks sonning a + bi ko‘rinishi uning aigebraik shakli
deyiladi.

Har ganday haqiqiy d sonni

d=d+0ei

ko‘rinishda ifodalash mumkin.

a + bi kompleks sonda a = 0,b ® 0 bo‘lsa, bi sof mavhum
son deyiladi.

2-ta’rif. zt = ar + btz vaz2 = ct2 + b2z kompleks soniaming
mos ravishda hagigiy va mavhum gismlari teng, ya’ni

ar —a2vabt = b2
bo‘lsa, zx va z 2 teng kompleks sonlar deyiladi:
Zx — Z2.

3-ta’rif. zt = ar+ bti va z2= a2+ b2i kompleks sonlar

yig‘indisi deb,
+22= (at + a2) + (br + b2)i

songa aytiladi.

4-ta’rif. zx —at + bti va z2= a2+ b2i kompleks sonlar
ayirmasi deb,

Zl ~ 72 = («1 ~ «2)+ (Pi~ b2)1
songa aytiladi.
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5-ta’rif. zx= ar -fbri va z2= a2+ b2i kompleks sonlar
kopaytmasi deb,
zxm2= (arma2-b 1'b2) + (axmh2 + a2 mht)i
songa aytiladi.
6-ta’rif. z ~ a + bi kompleks songaz = a —bi son go‘shma
kompleks son deyiladi.
Qo‘shmakompleks sonlar yig‘indisi va ko ‘paytmasi hagiqiy son
bo‘ladi:
z4z=a+bi+ta-hi=(a+a)+ b+ (-b))i=2a,
z-z —(a+ & (a —fci) =
= (a*a—be(—&)) + (a m(—6) + bea)i = a2+ b2
Kompleks sonlami boiish goidasi: agarz2 @ 0 bo‘lsa, u holda
2172172
2z Z2"12
Masalan, z, = ar + bxivaz2 - a2+ b2i (z2 & 0) kompleks sonlar
bo‘Immasi
_ai + bt (ar + bri)(a2—b2i)
z2 a2+ b2i (a2+ b2i)(a2- b2i)”
_ai'a2+ brmb2 a2-br- at-eb2.

a22 + 622 a22+b22
ko‘rinishda bo‘ladi.
1-misol. zx—2 —Ili va z2= 5+ 3i kompleks sonlar
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasini hisoblang.
Yechish.

z1+22=2-71i+5+3f=7-4f;
zx- 22=2-T7/- 5+ 3i)=2-5)+ (-7 - 3t

-3 - 10i;

Zjm2=(2- 70 m(5 + 30 =

= (2+5- (-7) *3) + (23 + (-7) *5)i

= (10 + 21) + (6 - 35)i = 31- 29i;
£i _ zj-zj _2—Tt_ (2- 7Q(5- 3Q _
z2 z2mj 5+3i (5+3Q(5- 30 ~
285 - (-7) m(-3) 2e(-3)+ (-7) W5 .

52+ 3? + 52+ 32
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10-21 6+ 35. 11 41.
~ 34~ 34~ 1~~34~3471

2-8. Kompleks sonning geometrik tasviri

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi berilgan boisin.
Koordinata tekisligida kompleks son nuqtani ifodalaydi. Tanlangan
koordinata sistemasida gorizontal o‘g haqiqiy o*q deyiladi va unda
kompleks sonning haqiqiy gismi belgilanadi. Vertikal o‘g mavhum

o0 ‘q deyiladi va unda kompleks sonning mavhum gismi belgilanadi.
Har bir z ~ a + bi kompleks songa koordinata tekisligida

(a, b) koordinatali nugta mos qo‘yiladi (1-rasm).

Iy

1-rasm.

z = a+ bivaz = a—bi goshma kompleks sonlar haqigiy o‘qga

nisbatan simmetrik nugtalami tasvirlaydi (2-rasm).
Nugtalari kompleks sonlarga mos keladigan koordinata tekisligi

kompleks tekislik deyiladi.
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. 3-8. Kompleks sonning moduli va argument!

z -- a + bi kompleks son kompleks tekislikda N (a, b) nuqgta

bilan tasvirlansin. u holda ON radius vektor ham z kompleks sonni
tasvirlashi mumkin (3-rasm).

Yy
b z
0 a %
-b 7
2-rasm.
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1-ta’rif. ON radius vektoming uzunligi z kompleks sonning
moduli deyiladi va |z| bilan belgilanadi.

MaMumki, radius vektoming uzunligi 0(0; 0) va N(a,b)
nugtalar orasidagi masofaga teng, u holda:

\z\ = Va2 + £2
2-ta’rif. Haqigiy o‘gining musbat yo‘naiishi va ON radius
vektor orasidagi (p burchakka z kompleks sonning argument!
deyiladiva <= Argz bilan belgilanadi.
Argz = argz + 27un, (nez).
bu yerda argz — Argz ning bosh giymati boiib, — < argz < n
shartdan aniglanadi, ya’ni

b
arctg é’ agar a > 0,
n+arctgé, agar a < 0, b> 0,
argz —n+arctg? agar a <0, b <0,
n
5 agara = 0,b > 0,
’ agara —0,b < 0.
3-rasmga ko‘ra, \z2\ = r, argz ~ <, uholda
a = r cos (p, b=rsin<p.
Bundan cos 9 = sing = tgp= K

4-8. Kompleks sonning trigonometrik shakli

Kompleks son z = a + bi aigebraik shaklda berilgan boisin.
Kompleks sondagi a va b o‘miga a = rcos<p va b —rsinq)
giymatni go'yamiz:

Z=rcos(p+ irsin<
z —r(cos(p+ isin(p) (D
buyerdar = |z|, 9= Argz.

r(cos g+ isin (p) - kompleks sonning trigonometrik shakili.
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2-misol. z = —1 —iV3 kompleks sonni trigonometrik shaklda
ifodalang.

Yechish. \z\ = r — _J(—)"~+ (~n/3)2 = 2,

-V3 r-
tgd=—f =
T 2
= —K+ arctgy/3 = --Tc+ 3—= —Slt.
—1 —iV3 = 2~rcos -8 j + rsin (—- j.

Triginometrik shaklda berilgan
zi rt(cos+ isin(p) vaz2 =r2(cosp+ isinP
kompleks sonlar ko'paytmasi va bodinmasini aniglaymiz:
7% ¢z2 = r*(cos g+ isin <) m2(cosp+ isin70 =
= (cos (pcosip —sin (psinip +
+ i(cos sinip + sin cosip)) =
= rxr2(cos{<p + ip) + isin(p+ ip)).
Demak,
zi "z2 = rir2(cos(<j? + 70 + isin((p + »)-  (2)
% ri(cosP+{ <0
z2 r2(cos +isinxp)
rt(cos( isin (cosip —isinip)
r2(cosip + isin 70 (cosip —tsin 7r)
ri(cos cosip+ sin <psinip + i(sin gcosip —cos (psinip))
r2(cos2t"+ sin21>)
= —2[cos(’\> —ip) + isin(<p - T0].
r

Demak,
12 H /72 [cos(<p - ¥») + isin(<p - VOL 3

1 Darajaga ko tarish. (2) formuladan foydalanib, trigonometrik
shaklda berilgan z = r(cos g+ isin ) kompleks sonni darajaga
ko‘tarish mumkin.

Faraz gilaylik, n - butun musbat son bo'lsin.

Zn=2zZm W 7,
r
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Ifodani soddalashtiramiz:
zn = rn(cos mp + isin n<p). 4
2. Ildiz chigarish. Kompleks sonning n - darajali ildizi deb n —
darajaga ko‘targanda ildiz ostidagi songa teng boiadigan kompleks
songa aytiladi, ya’ni
pn(cosmp + isinmp) = r(cos (p+ isinip)
boisa,
Ar(cos p+ isincp) = p(cosd + isinip).

Teng kompleks soniaming ildizlari teng boiishi kerak, argu-
mentlari esa 2u ga karrali songa farg gilishi mumkin boigani uchun
pnr=r, mp = P+ 2kn,

<P+ 2kn

p = mir, p= ---- r—] ----- >

bu yerda k —ixtiyoriy butun son. k ga 0,1 , 2 1 qiymatlar
berib ildizning n ta har xil giymatlarini topamiz.
Shunday qilib, kompleks sonning n - darajali ildizi n ta har xil
giymatga ega boiadi:
yr(cos(p -tisin (p) = n/r (cos + isin %)

buyerdak = 0,1,2,..., (n —1).
(4) va (5) formulalar Muavr@ormulalari deyiladi.
3-misol zx —2 —2i va z2 = n/3 + i sonlar berilgan. Tigono-

metrik shaklda zx mz2 va —ni toping.
z2

Yechish. zx —2 —2i son uchun
rx = 4/22+ (—2)2 = 2V2.

zx kompleks sonni trigonometrik shakli:
zx —2V2 "cos +isin
Xuddi shuningdek, z2 kompleks son uchun:

7Abraham de Muavr (Abraham de Moire) (1667-1754) - angliyalik matematik.
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V3 1 n
Cos(p2=~!sm(p2=_1 <p2 6

/T LT
z2 —2(cos + rsin—iJ.
U holda, (2) va (3) formulaga asosan,

€ L@ AR
z, l22_2V2l2(COS(-- +J) +isin (- - +6L]

4V2(cos(-|) +isin (-7))

2v2l | T TN [ Z 5N\
12 ¢ Sn}l 4 ism
=n os —
\a. (-1))
4-misol. z = - H—--| kompleks son uchun z 20 ni toping.

Yechish. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozamiz:

1 3

\Z\ = r : A+da-1"

argz —arctg-fi- = arctgV's = L.

2
U holda
a . n\ n . n
z = 1l(cos?4 i sin 3J = cos—4 ism-.

(4) formulaga koia,
20

n
20 (cos—4 isthy

/ 1\ / JT\ 20/f . 20n
cos 120 *4 4 isinf20 m = cos——4 i sin
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2bk—x . 2ltTr—IT
= B— 5------b| sin—- é""':

- cos (?TI - + isin (in -
/ n\ . M
= cosPk—=L+isin{nr--) =
@ X 1 V3
= —COS—t isin——~2 + i~2
1 V3,
e V—
2 2

5-misol. \fz = V—1 —i kompleks sonning kub ildizlari qgiy-

matlari topilsin.
Yechish. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozamiz:

a= -4, b —.
r=V(_-nN2+(-12=V2» [

a va b manfiy bolgani uchun <9 , gateng bo‘ladi.

5a . .
V——£= 42 (cos~ + £sin™)

N
51T

K=0,1,2.
5K 5m>

K=0 z0 = V2 1cos + isin—

. . 5
(c°s~ |+ Isml—rze/\]w

5ir + og WI‘+ o
-+ isin —
V2 ~cos 13-
' L2~ ~ra2r
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5-8. Ko‘rsatkichi kompleks bo‘lgan ko‘rsatkich!i funksiya.
Eyler formuialari

z
Ko‘rsatkichi z —x +iy kompleks bo‘lgan e ko‘rsatkichli

funksiya quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

z
e = lim (I+i)”
ol
e - e (cosMh+z'sinj)
yoki
X+iy X S \
e - e "cos>4-/smjy (6)
Xususiy holda, agar npy x = 0 bo‘lsa
e = cosSy +ismy @)

bu formula Eylerformulasi deyiladi.
Ko‘rsatkichli funksiyaning xossalari.
1°. Agar zx vaz2- ikkita komleks son bo‘lsa, unda

z]+z2 2l 72
e e e

Isbot. z i=xi+9;> 2 2=x2+iy2 bo‘lsin. (10) formulaga asosan
ezI+22 _ eOI+«>I)+(*2+iy2) _

(xi+x2)+/(yi+j2)  xi
=e =e

x2 (8)
e [cos(yl+y2)+zsm(yl+y2)J.

Trigonometrik shakldagi ikkita kompleks sonni ko ‘paytirish
formulasiga binoan:



€ =€ €

ZX 22 Xy+u,  x2+iy2
e e - e e

X ) @ )
= e 1(cosyx+isinyl)e (cosy2 +isiny2) =

= e le 2 [cos(yj+y2)+/sin™i+y2)].

42 2
(8) va (9) tengliklardan e =e e oiinli ekanligi kelib
chigadi.
ri
A~2 =
2°. e .22 (10)

(10) tenglik 1-xossa kabi isbotlanadi.
3°. Agar m butun son boisa,

boiadi. Agar m>0 boisa, bu formula (4) formulaga asosan osongina
hosil boiadi; agar m<0 boisa (4) va (5) formulalarga asosan hosil

gilinadi.
4°. Kompleks ko‘rsatkichli funksiya rT davrga ega, ya'ni
z+2m z 2m
e —e . Xususiy holda, agar z -0 boisa, e —1.
Hagigatan, (9) va (6) formulalarga asosan:
z+2ni zZ 2m z . z z
e —ee —e (cos2n +ism2n)=e -1l=¢ .m

Komleks sonning z ~ r (cos™+/sin”) trigonometrik shak-
lini (7) formulaga asosan ko ‘rsatkichli shaklga almashtirish mum-
Kin:

@i
z - re
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Ko‘rsatkichli shakldagi komleks sonlar uchun ko ‘paytirish,
bo‘lish, butun musbat darajaga ko‘tarish va butun musbat darajali
ildizdan chigarish quyidagi formulalar bilan bajariladi:

rxekh_rzeﬁ:rx_ae*($+&); (Jl)
= A Kd-dr)
W e ; (12)
rle
n iruf)
(I’e*)" =r e (13)
h+25K.
nré$ =Ufr-e n (14)

(7) Eyler formulas! trigonometrik va ko‘rsatkichli fimksiyalar
orasidagi bogMiglikni o‘matadi. Eyler formulasida ¥ ni ®va -¢
larga almashtirib, ushbu tengliklarni hosil gilamiz:

e¥ _cosh+isfa s = cos @ —™8ind_
Ulami go‘shish va ayirish yordamida quyidagilarni hosil
gilamiz:

er +e

cosd = ----- — (15)
. edx.e-P1l
Sin? = —-e-— A (16)
Bu ikkita oddiy formulalar ham Eylerformulalari deyiladi.
. . m/A nve~n 2+in
6-misoL Toping: 1) e ;2) e ;3) e

Yechish. (7) formulaga asosan:

Tte~iltl2 n\ cos(-*r/2)+isin(—ar2Hq —AT
2) e - e —e =

=cos(-49 tisin(-Aar) = -1
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24 2/ \ 2
3) (4) xossaga Ko‘ra e =e (coBX-HANAN = -r

7-misol. Quyidagilami toping: 1) cosi; 2) cos(l-i).
Yechish. (15) formulaga asosan:

J2+e*2 1N e

.4 ei{ld)+te<bl) e'HA+e~~
e

= Tefcos 1+isin)+e~ (cos(-1)+isin(-1))] =

= A[e cos 14-Bisin 1+ €Xcos 1- e~Usin 1 =

H

:;_er(e+e !)cos|+z(e-e'§)s-inﬂl: e—22e—cosT+i’-e2' |

2e
8-misol. z kompleks o°‘zgaruvchi uchun quyidagi formulalar
o ‘rinli bo‘lishini ko ‘rsating:

sinl.

.2 2
1) sm z +cos z =1,
2) sin2z = 2sinzcos”;
2 2
3) cos2z =cos z- sm z.

Yechish. 1) (15) va (16) formulalami kvadratga oshiramiz
hamda ulami hadma-had qo ‘shamiz:

1 H 2 f -.\2

(ezive~zi)”  (ezl-e~7)
2 .2
cos~ Z +sin” L —=----T— —+ 4
6271424€ 2i-e22042-€ 21 _ .

2) (15) va (16) formuialarning o‘ng va chap gismlarini mos
ravishda ko ‘paytiramiz
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) ezl+e~zl ezl-e~zl
2sinzcosz = 2-

2 2i
022'—(-,3_'22' C0S2z+28iN22  COS2z—ism2z
= Ti = T. 3 =sm2z.
3) (15) va (16) formulalarning o‘ng va chap gismlari
kvadratga oshiramiz hamda ularni hadma-had ayiramiz:
) 2/ \2
) (ezi+e~zl) [ezi-e~zin
CosS z-Sm z= 4 4
e2zi+2+e-2zi+e2zi_2+e-2zi e2zite-2zi
= C0S 2z.

Mustaqil ishlash uchun misollar

1. Kompleks sonlarni vektorlar bilan tasvirlang, ularning
modullari va argumentlarini anigqlang hamda trigonometrik shaklda
yozing:

1)z=3; 2)z —2; 3z =3i; 4)z=-=2;

5z —2-—2i; 6)z= 1+ tVvf3 7)z = -V 3-t.

2. 2,=3+2/ va z2=1+5i kompleks sonlar berilgan. z\'zt>

larni toping.

3. Quyidagilami Muavr formulasi bilan hisoblang:
D(@Q+Q10, 2)(1- bl3)6;3) (-1 + 0s;
4) (1 + cos”™ + isin™)4; 5) (V3 + i)3.
4.z — LU ning barcha giymatlarini toping va radiusi 1 ga teng
doira yasab, topilgan giymatlarini radius-vektorlar bilan tasvirlang.
5, )x3+8=0; 2)x4+4=0;3)x3- 8=0;
4)x6+ 64 = 0; 5) x4—81 = 0 ikki hadli tenglamalarni yeching.
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CO)TILGAN MAVZULARNING 0 “ZLASHTIRILISHINI
TEKSHIRISH UCHUN SAVOLLAR

Talabalar darslik bo'yicha mavzularni va uiarga oid masalalar
yechish malakasini o‘zlashtirganlaridan so‘ng, o‘zlashtirilgan
ta’rifiar, formulaiar va teoremalar isbotini takrorlash tavsiya etiladi.
Ushbu savollar o‘zlashtirilgan materiallami takrorlashda talabalarga
yordarn berish magsadida keltirilgan.

I. Chiziqgli algebra elementlart

1. Determinant deb nimaga aytiiadi? Uning asosiy xossalarini
keltiring.

2. Determinantning minori va algebraikto‘ldiruvchilari deganda
niraani tushimasiz?

3. Determinantlarni hisoblash usullarini bilasizmi?

4. Matritsa deganda nimani tushunasiz? Matritsalar ustidagi
chizigli amallar ganday bajariladi? Ulaming asosiy xossalarini
ayting.

5. Birlik matritsa deb ganday matritsaga aytiiadi?

6. Teskari matritsa deb ganday matritsaga aytiiadi va u qanday
topiladi?

7. Chizigli tenglamalar sistemasining yechimiari deganda ni-
mani tushimasiz?

8. Tenglamalar sistemasini yechishdagi Kramer formulasi va
uni ganday hollarda qo‘llab bo‘ladi?

9. Qanday shart bajarilganda chizigli tenglamalar sistemasi
yagona yechimga ega boladi?

10. Agar asosiy -determinant 0 ga teng bo‘lsa, chizigli
tenglamalar sistemasi hagida nima deyish mumkin?

11. Qanday shart bajarilganda bir jinsli tenglamalar sistemasi
noldan fargli yechimga ega bo‘ladi?

12. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishda Gauss usulining
ma’nosi nimadan iborat?

13. Tenglamalar sistemasini matritsa usuli bilan yechishni tu-
shuntiring.
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Il. Tekislikdagi analitik geometriya

1. Chizigning tenglamasini ganday tuzish mumkin?

2. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb nimaga ayti-
ladi?

3. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli va umumiy tengla-
malarini yozing.

4. To‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi ganday ko °‘ri-
nishda boTadi?

5. To‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi. Ikki to‘g‘ri chiziq
orasidagi burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

6. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini ganday
hosil gilasiz?

7. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasini va umumiy
tenglamasini normal ko ‘rinishga ganday keltiriladi?

8.Berilgan nugtadan to ‘g ‘ri chiziggacha boigan masofa ganday
aniglanadi?

9. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak ganday hisoblanadi?

10. Aylana deb ganday egri chizigga aytiladi? Uning tengla-
malarini yozing.

11. Ellips deb ganday egri chizigqga aytiladi? Ellipsning fokus-
lari va ekssentrisiteti ganday aniglanadi?

12. Giperbola deb ganday nugtalaming geometrik o‘rniga
aytiladi?

13. Parabola deb ganday nuqgtalaming geometrik o °‘rniga
aytiladi?

14. 1kkinchi tartibli egri chiziglaming qutb koordinatalaridagi
tenglamalarini yozing.

Mi1. Vektorlar algebras!

1. Vektor va uning moduli deb nimaga aytiladi?

2. Qanday vektorlarga kollinear, komplanar, teng vektorlar
deyiladi?

3. Modullari teng bo‘lgan ikki vektor o‘zaro teng bo‘Imasligi
mumkinmi? Agar teng boimasa, farqi nimada?
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4. Vektorlar ustida ganday aigebraik amallar bajarish mumkin?
Nol vektor deb ganday vektorga aytiladi? Vektorlar ustida kiritilgan
amallar uchun ganday xossalar o'rinli?

5. Tekislikda, fazoda basis deb ganday vektorlarga aytiladi?

6. Qanday vektorlarga chizigli bogiiq vektorlar deyiladi?

7. Dekart koordinatalar sistemasi ganday tanianadi?

8. Vektoming komponentalari, uning boshlangich va oxirgi
nugtalarining koordinatalari orgali ganday ifodalanadi?

9. Kesmani berilgan nisbatda boiishni ko‘rsating.

10. Uchburchak ogirlik markazining koordinatalarini uning
uchlarining koordinatalari orgali ifodalang.

11. Nugtaning va kesmaning o‘qdagi proyeksiyasi deb nimaga
aytiladi?

12. Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari. Proyeksiyalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar
ko'paytmasini ganday topasiz?

13. Vektoming uzunligini skalyar ko ‘paytma orgali ifodalang.

14. 1kki vektoming vektor ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va berilgan vektorlarning proyeksiyalari orqgali
ifodasi.

15. Uchta vektoming aralash ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va geometrik ma’nosini aytib bering.

16. Uchta vektoming komplanarlik shartini ifodalang.

IV. Fazodagi anaiitik geometriya

1 Qanday parametrlar berilganda fazoda tekislikning o‘mi
aniglangan boiadi?

2. Tekislik tenglamalarini (normal, umumiy, kesmaiar bo‘yicha;
berilgan bitta nugtadan, uchta nugtadan oiuvchi) yozing.

3. Ikki tekislik orasidagi burchakni ganday aniglaysiz? Ikki
tekislikning paralleilik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

4. Berilgan nuqgtadan berilgan tekislikkacha boigan masofa
ganday topiladi?

5. Fazoda ikki tekislik kesishish chizigidan oiuvchi tekisliklar
dastasining tenglamasini yozing. To‘g‘ri chizigning proyeksiyalar
bo ‘yicha tenglamalarini yozing.
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6. To‘g‘ri chizigning yo‘naltiravchi vektori deb ganday
vektorga aytiladi? To‘g‘ri chizigning kanonik. va parametrik
tenglamalarini yozing. Berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini yozing.

7. To‘g‘ri chizig bilan tekislik orasidagi burchak deb ganday
burchakka aytiladi va u ganday aniglanadi? To‘g‘ri chiziq va
tekislikning paraliellik va perpendikuiyariik shartlarini yozing.

8. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini ganday
topasiz?

9. Ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotish shariini yozing.

10. Sfera tenglamasini yozing.

11. Yasovchisi Oz o‘giga parallel silindrik sirt tenglamasini
yozing.

12. Aylanish sirtini ganday hosil qilasiz? Konus sirtlar
tenglamasini yozing.

V. Kompleks sonlar

1 Qanday ifodaga kompleks son deyiladi?

2. Kompleks sonning trigonometrik shaklini yozing. Uning
moduli va argumenti deb nimaga aytiladi?

3. Kompleks sonlar ustida qo ‘shish, ayirish, ko ‘paytirish va ildiz
chigarish amallari ganday bajariladi? Muavr formulasini yozing.
Misol keltiring.

4. Hagqiqgiy sonni trigonometrik shaklda ganday tasvirlash
mumkin?
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MUSTAQXL YECHISH UCHUN MISOLLAR

Quyidagi determinantlarni hisoblang:
| 5 34
6 4rI

8 8l
"3 r

3 5
5 8!
3 2
4 -4 5T
Va —
a nla

2

3.

jcosa -sina]
\sina cosa I'
v a+b a—b\

"a—b a+ hl
1 1
8 2 1
1 2
-3 1
9. -6 2
-1 2
0 x O
10. 1 1 x
0 x O
1 sina sin/3 ‘
cosa cosp

Determinantlarni birinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisobla
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16.

O oco
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1
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1
- X

17.

[E

18.

mmmBO;UOHOU‘m
=

b
b b e
X

~ O1

19.

[
Ny W
1
= s
N
1
|
(6]

20.

(o)}

ENQEON
1

SN

X
2. Y2 vy

»2 .

l+cosa l1l+sina 1
22. 1—sina 1+ cosa 1.

1 1 2
2c0s2+ sina 1 sina cosa
23. 1) 20052-2 sinf3 1 2) si_np cos/3
| 0 1 siny cosy

Determinant xossalaridan foydalaxiib hisoblang:
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24. 1)

7)

Y

9

11)

13)

W R, O, N W®

2
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o o - B
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- N
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[
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[E
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NSS4
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NS
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INJEN
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-1

1
14)
2

11

2 2

-1 3
-1

2 -1

4 -3

3 -2

5 -4

-3 4

-1 2

1 0

0
2 0
1 2
0 1
3 -2

4 1 1

2 1 3

1 2 -2

3 4 -3

1 2 0
2 3

o 1 1;

1 -2 3

1 -2 3

2 2 3

3 1 0

3 -2 0

25. Uchlari A(-2; 1), B(2; -2) va C(8; 6) nugtalarda bo‘lgan uchbur-

chakning yuzini hisoblang.
26. A(l; 3), B(2; 4) vaC(3; 5) nugtalar birto*g‘ri chizigda yotadimi?
27. Ava B matritsalar berilgan. Quyidagilar topilsin:
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5) A-A~

4) ﬂ'l's

1) 2A-3B ; 2) A-B; 3) B-A;

"2 8 -5
-3

v4

4

2

2111, A

0
5 «3)

-3s
-6
2

3

8 -7
3 4

27.2. A
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27.3. A
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1
-4
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6
1

2

K1 2
'r251

21.4. A
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1
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=336
4
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3

-44
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28. Berilgan tenglamalar dan x ni toping va ildizlami determinan
go'yib tekshiring:

x2 3 2 x2 4 0
) x — 1=0 2) x 2 3=0
@) il 110
x2 3 2 x2 4 9
3) x -1 1=0 4) x 2 3=0
0 14 111
Tenglamalar sistemasini determinantlar yordamida yeching:
(2x +3y = 1,
29. (3x + 5y = 4.
(3x+y =4,
30. (2x + 4y + 1.
x+ty =1
31 [X-y-2.
[3x +2y = 7,
32 [ax —5y = 40.
[ax =3y = 1,
3. [ax + 2y —6.
3 \mx —y = (m —n)z,
"[2x—y =n(m " 2n).
35. Ushbu, 3x —ay —1, 6x+4y=b tenglamalar sistemasi a va

b ning qaysi giymatlarida:

1) yagona yechimga ega;

2) yechim mavjud emas;

3) cheksiz ko‘p yechimga ega ekanligini aniglang.

36. Birjinsli  13x+ 2y = 0, 5x+ ay = 0 tenglamalar siste-
masi a ning ganday giymatida noldan fargli yechimgaega ekanligi-
ni aniglang.

Tenglamalar sistemasini yeching:
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2x —3y+z—2—Q 7X + 2y + 3z = 15,
37. )jx +by- 4z+5=Q 2) J 5m- 3y+ 2z =15,
Ux+y-3z+4=0 (I0x - Ily + 5z = 36.

38. 1)

39. 1)

rXx+2y+3z=1,

40. 1) |2x —y + 2z = 6,
(x+y-3z2=T1.
P2x- 5y+2z=Q
*{x+4y —3z=0.

(5 +§y+§z—0

f x—3y45z2=Q
(7x- 9y - llz = 0.

3X—y +72=0.
rx—y +3z=0Q

48, ]£+ 2y —5z=Q
X +y —2z = 0.

B+ 2y+z=05
2) j2x—y +z =6,
( x+5y=-3.
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fx +2y 43z =4,
49.\2x + 4y + 6z = 3,
( 3xty — —1
(x+ 2y + 3z = 4,
50.| 2x+y —z = 3,
(Bx+3y+2z=17.
"X+ 2y + 3z =4,
5. 2x+y —z =3,
3x + 3y + 2z = 10.

( 2x—y +r1 =2,
52. |3x + 2y + 22 = -2,
( x—2y+z —1.
Sistemalami Gauss usuli bilan yeching:

X —y + 3z = -4
53. 2x + 3y —2z = 5,
33X+ 5y+z =4
/| x —2y —3z = 8,
54,1 3x+y+z =3,
14x + 3y —2z = —1.
3x +y + 2z = -4,
55.| x- 2y —z = - 1,
v2x —3y —2z = Q.
r x+y=4
56.j 2x+ 3y +z =17,
{2x +y + 3z = 3.
i 2x +y + 4z = 20,
57.1 2x-y- 32 =3,
(3x+ 4y —Sz = 8.
(x+2y +4z = 31,
58.15x +y + 2z = 29,
(3x—y +z = 10.
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X —2y + 3z = 6,
59. 2x + 3y —4z = 16,
3x —2y —5z = 12.
i+y —3z = 3,
60. 3x + 4y —Sz —9,
2y + 7z = 11.

Tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida yeching:

( X+ 2y +z =4, f2x —4y + 9z = 28,
64. 1)<3x--5y+3z =1, 2)jix+ 3y- 6z =—,
(2x+ 7y —z - 8. (Ix+9y —9z =5,

'2x+y =5
65. x + 3z = 16,
Sy —z = 10.
* X+ 2y + 3z = 15,
66. 5x —3y + 2z = 15,
10x -- Ily + 5z = 36.

4-y —z = 36,

l/4-z —y = 13,
47 —x=T1.

I'X+y 4-z = 36,

68. j2x —3z = 17,
vV 6x —bz = 7.

r2x +y+ 2z = 6,
69. | x —3y —z = —5,
(5x—2y +z=-—4

(x —2y 4- 3z =5,
70.12x + 3y —z = -4,
(Xx4y—2z=—-1

71-74- masalalarda ko'rsatilgan amallarni bajaring:
71. 1) (2- 30C-4 + 70; 2) (5-60C-t0 +
8i);
3)(V3 + 0(V2-*V3); 4) (4 +iV5)(4 - iV5);
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5) (m + iy/n)(m —iyfn);

1+2t

2)T T

,,1-731 nr-i Vs

[J* NM+Vsi' Z;7-V2f!
nn 11(3+4Q(-1+3Q .74 -4+6t

6—8I "' (2+0(3-20"

TY I'i 31
72% 1}1=7

.. (m+ni)(n+mi)
n—mi

(sl

6) (a + bi)(a —bi).

5+3t oy
3)TIiT!

—2+7t"

0 OT+ivn_ ~
m-hjn’

p+gi
}g-vi'
(4-0(1+20 _
" (-2+0(1-30"

Quyidagi kompleks sonlami vektorlar bilan tasvirlang, ulaming

modullari va argumentlarini anigiang hamda trigonometrik ko‘rinishda

yozing:
7. 1z =3 2)z =2 )z =3i; 4)z = -2i.
76. 1)z —2—2i; 2)z=1+b/3;3)z=-V3- i
77. Dz=nB+i; 2)z=3+1i>3,3)z=-V2 +iV6.

78. 1)z=-V2+iV2; 2)z=sina +i(l —cosa).

79. 75-78-masalalarda berilgan sonlami ko ‘r$atkich!i

shaklda tasvirlang (—a < (p < ).

(relp

80.1) x2+25=10; 2)x2- 2x+5=G 3) x2+4*-13 =0

tenglamalarni yeching va ildizlami tenglamaga qo‘yib tekshiring.

81. Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi z nugtalaming sohalarini

yasang.

D\ <32) |zl <2 va ~<(p <n;
3)2<jzl<4 va -n <(p

4) jz| > 5
N\z- 3i|=3;8)jz+1-1ij<2

5 10z- 4 <2 6)|z+ 2i >4
9z-i]=1z- 1.
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. |*
ko‘rsating A z21 ifoda zi va 22 nuqtalar orasidagi masofa ekanligini
83.

ganoatlan%°® ~ ~2 + 3i nuqgta berilgan. \z-z0\< 1 tengsizlikni
~chi z nugtalaming sohasini yasang.

A~ AMagilarni Muavr formulasi bilan hisoblang:
4) (1 AN 0; 2) (1 - tv3)6; 3) (-1 +0s;

NosT7 + isin-)4; 5) (n/3+10)3; 6) (cos 15° +
isinl5°)8; 4 4
] ?) [V2(cos 10° + isin 10°)]6; 8 Cos 57° +
isin57°)]10 ) va( 'sin 10%]6; - 8)
85z~ ~
doira vasab n’ng barcha giymatlarini toping va radiusi 1 ga teng

86 1) a Wigan giymatlarini radius-vektoriar bilan tasvirlang.

NG 2) V—; 3) Y—2 + 2i iarni toping.

87. 1)

gg 1) * 2) V—4i; 3) Y—8 + 8tV3 lami toping.

AIx6e+ N +8=0; 2)x4+4 =0; 3)x3—8 =0,

89 Sojj —0; 5)x4—81 = 0 ikki hadli tenglamalami yeching.
o‘qdagi AB ~'gida J1(—b5), B(+4) va C(-2) nugtalami yasang va shu
tekshiring va N Kkattaliklarni toping. AB+BC=AC ekanligini

90. Berjj

1) A(0) ~ va B nuqtalar orasidagi masofani toping:

A)A(r-ynn> 2) (—2), £2(8); 3)N(3),B(-1);

91. Quyiq ~ (- 5)

D A5G- A va B nuqtalar orasidagi masofani aniglang:
2)A@4; ~ ~ vafi(-3; 1);
3)/1(0; - 2);

J VaB{—2) 3);

229



4) A(k; 1) vaB(k + g; 0);

5)A(-7; —9) va5(0; 15);

6) N1(4; —4) va5(6; 2).

92. Quyidagi nugtalarning har biri bilan koordinatalar boshi
orasidagi masofani toping:

1 -4(3; 4); 2.5(5;-12);

3)C(0;8); 4D (a;b).

93. Uchlari A(-4; 2),5(0; —1) va C(3; 3) nugtalarda boigan
uchburchak yasang va uning perimetrini hamda burchaklarini aniglang.

94. Quyidagi har bir holda ABC uchburchak o'tkir burchakli, o ‘tmas
burchakli yoki tofy‘ri burchakli bo‘iishini aniglang.

1)A1;4),B(5; 8),C(3:2);

2)A(2; 1),B(-2; 5), C(-I; 3);

3)A(L; -1),B(-2; 1),C(1;2);

4) A(-3; 2), B(Q; -1), C(-2; 5).

Ko‘rsatma. Uchburchak katta tomonining kvadrati qolgan ikki
tomoni kvadratlarining yig'indisidan kichik, katta yoki unga teng
bofishiga garab n otkir burchakli, o'tmas burchakli yoki tog fi
burchakli bo 1adi.

95. Ordimtalar o‘gida /1(—5; 1) va 5(3; 2) nugtalardan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

96. Uchlari A(L; 5), 5(2; 2), C(-3; -10), va D (-3; -2)
nugtalarda boigan to ‘rtburchak tomonlarining uzunliklarini aniglang.

97. Grdinatasi 2 bo‘lgan nugta (10; 3) va (8; 10) nugtalardan teng

uzogqlikaa turadi. Bu nugtaning abssissasini toping.
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98. Abssissalar o‘gida shunday nugtani topingki, undan (5; 12)
nuqtagacha boigan masofa 13 ga teng bo‘lsin.

99. A(2; 2), B(—5; 1) va C(3; —5) nugtalardan teng uzoglikda
boigan nugtani toping.

100. Koordinata o‘glarida K(—6; 8) nuqtadan 10 birlik masofaga
uzoglashgan nugtalarni toping.

101. A(—7; —3) nugtadan markazi C(5; -8) nuqtada va radiusi 5 ga
teng boigan aylanaga urinmalar oikazilgan. Ulaming uzunliklarini
toping.

102. A(Z; 2), 5(9; 2) va C(2; -5) nugtadan barobar uzoglashgan D
nugtani toping.

103. Koordinata o‘glaridan va C(2; 4) nuqgtadan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

104. A(-4; 2) nuqgtadan o‘tib, abssissalar o'gining 5(2; 0) nugtasida
urinuvchi aylananing markazini toping.

105. Koordinata o‘glarining har biriga urinuvchi va (2; -1) nugtadan
o‘tuvchi aylananing markazi, radiusini toping.

106. Nugta to‘g‘ri chizigli harakat gilib, M(5; 5) va N(I; 3)
nuqgtalardan o'tadi. Ox o‘gini kesib o‘tgan nugtasini toping.

107.A(3; 5) vaB(1; —4) nugtalarni yasang. AB kesmani AN: NB =
2:3 nisbatda boiuvchi N(x;y) nugtani toping.

108. A(—2; 1) vaJ5(3; 6) nugtalar berilgan. AB kesmani AN: NB =
—3:2 nisbatda boiuvchi N(x;y) nugtani toping.

109. Ox o‘gining A(x{) va B(x2) nugtalariga m1 va m2 massalar

joylashtirilgan. Bu sistemaning ogirlik markazini toping.
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110. Uzunligi 40 sm va og‘irligi 500 g bo‘lgan birjinsli steijenning
uchlariga og‘irliklari 100 va 400 g li sharlar osilgan. Shu sistemaning
og‘irlik markazini aniglang.

111. A(—2; 4),B(3; -1) va C(2; 3) nugtalarga, mos ravishda, 60,
40 va 100 g massalar qo‘yilgan. Shu sistema massalarining og‘irlik

markazini aniglang.

112. ABC uchburchakning A(6; 2), B(3; -2) uchlari va uning
medianaiari  kesishgan nugta M(3; 1) berilgan. C uchining
koordinatalarini toping.

113. ABC uchburchak berilgan: A(—1; 3), Z2(2; 1); C(7; —3). A
burchak bissektrisasining uzunligini toping.

114. Uchlari A(1; -1),5(6;4) va C(2; 6) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning og‘irlik markazini toping.

Ko‘rsatma. Uchburchakning og'irlik mar-kazi medianalarning
kesishgan nugtasidayotadi.

115. Uchlari A(2; 0), B(5; 3) va C(2; 6) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning yuzini toping.

116. A(L 1), B(-I; 7) va C(0; 4) nugtalaming bir to‘g‘ri chiziqda
yotishini ko‘rsating.

117. Uchlari A(3; 1), 5(4; 6), C(6; 3) va D(5; -2) nugtalarda bo‘lgan
to‘rtburchakni.ng yuzini hisoblang.

118. (-3; 4) va (2; 2) nuqgtalarning teng o'rtasi bilan (-1; 3) nugta
orasidagi masofani aniglang.

119. Uchlarining koordinatalari (4; 5), (-2; 3) va (1; 1) boigan
uchburchakning har bir tomoni o'rtasidagi nugtalaming koordinatalarini

toping.
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120. A(x; 4) va B(—6; y) nugtalar orasidagi AB masofa JM-1; 1)
nugtada teng ikkiga bo‘lingan.yi va B nugtalarni aniglang.

121. (-1; 6) va(3; -2) nuqtalar orasidagi kesmato ‘rtta teng bo‘lakka
bo‘lingan. Boiinish nugtalarining koordinatalarini toping.

122. Parallelogramm burchaklaridan uchtasining uchlari (4; -3), (6;
4) va (-5; -2) nugtalarda. Uning to‘rtinchi burchagi uchining
koordinatalarini toping.

123. Uchlari A(-2; 0), 5(0; -1), C(2; 0), D(3; 2) va E(-1; 3)
nugtalarda bo‘lgan beshburchakning yuzini hisoblang.

124. Birjinsli to‘rtburchakli taxtaning uchlari A(4; 4), B(5; 7), C(10;
10) va .0(12; 4) nugtalarda joylashgan. Taxtaning og‘irlik markazini
toping.

125. Markazi koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi R gat eng
aylananing tenglamasi x2 + y 2 = R2 bo‘lishini ko‘rsating.

126. Markazi C(3; 4) nugtada, radiusi R = 5 boigan aylana
tenglamasini yozing. A(—; 1), 5(2; 3), 0(0; 0) va D(4; 1) nugtalar shu
aylanada yotadimi?

127. A(3; 2) va Z?(-I; 4) nugtalardan teng uzoqlikda harakat giluvchi
M(x; y) nugta trayektoriyasining tenglamasini yozing.

C(~Il; 1) D(L, -3), E(0; -1) va F(2; 2) nugtalar o‘sha chizigda
yotadimi?

128. B(0; 4) nugtaga nisbatan A(Q; 12) nugtadan uch marta
uzoqroqda harakat giluvchi M(x;y) nuqta trayektoriyasining

tenglamasini yozing.



129. B(-4; 4) nugtaga nisbatan A(-1; 1) nugtadan ikki marta
yaginrogda harakat qiluvchi M(x;y) nugta trayektoriyasining
tenglamasini yozing.

130. Har bir nugtasidan H.2; 0) va F(-2; 0) nugtalargacha bo‘lgan
masofalarning yig‘indisi 2n/5 ga teng nugtalaming geometrik o'mining
tenglamasini yozing va u bo‘yicha chiziq yasang.

131. Ushbu:

Dy =2x+52)y=7- 2K 3)y=2x; 4y=4

5Y=4—pm2;, 6)2x—y +1=0; 7)y =V9—12

AN =rHM? 9 Y= 10) y = x2 —1 tenglamalarga mos
keladigan chiziglami (nugtalar bc/yicha) yasang.

132. Tenglamalari y2—x2 = 5 va 2x + y —1 = 0 boigan Lx va
L2 chiziglaming kesishish nugtasini toping.

133. Quyidagi chiziglaming kesishish nugtalarini toping:

D2x—y +1=0va2x+y—-5=0;

2)x2+y2=25vax = 3;

3y=,, vax+y—1=0;

4)Y=~vax2+y2= 13

134. Koordinatalar boshidan va A (—2; —3) nugtadan barobar
uzoglashgan nugtalar geometrik o ‘mining tenglamasini tuzing.

135. Koordinatalar boshidan va A(l; 3) nugtadan barobar
uzoglashgan nugtalar geometrik o'mining tenglamasini tuzing.

136. A(3; 0) nugtadan va koordinatalar o'gidan barobar uzoglashgan

nugtalar geometrik o‘rnining tenglamasini tuzing.
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137. Markazi C(a; b) nugtada, radiusi r boflgan aySanatenglamasini
tuzing.

138. Berilgan A(1, -2) va B(-1 2) nugtalargacha masofalaming
kvadratlari yigvindisi 20 ga teng o‘zgarmas kattalik boigan nugtalar
geometrik o‘rnining tenglamasini tuzing.

139. Berilgan A(O; 4) va B(-1 2) nugtalargacha masofalaming
kvadratlari yig‘indisi 1 ga teng o‘zgarmas kattalik boigan nugtalar
geometrik o'mining tenglamasini tuzing.

140. Agar M nugta harakatlanayotgan har bir momentda undan
A( 213]2) nugtagacha bo'lgan masofa B( V3; —1) nugtagacha
masofadan ikki marta ortiq bo‘lsa, M nugta trayektoriyasining
tenglamasini keltirib chigaririg.

141. Oy o‘qdan b=5 kesma ajratib, Ox o‘q bilan 1) 45°; 2) 135°
burchak tashkil qiluvchi to‘g‘ri chiziglarni yasang. 0 ‘sha to‘g‘nr
chiziglaming tenglamalarini yozing.

142. Oy o‘qdan b ~ —4 kesma ajratib, Ox o‘q bilan 1) 60°; 2) 120°
burchak tashkil gqiluvchi to‘g‘ri chiziglarni yasang. Bu to‘g‘ri
chiziglaming tenglamalarini yozing.

143. Koordinatalar boshidan o‘tib, Ox o‘qi bilan 1) 45°; 2) 60°; 3)
90° 4) 120° 5) 135° burchak tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziglaming
tenglamalarini yozing.

144. Koordinatalar boshidan va (-2, -3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

145. A(-2; 3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq Ox o‘dp bilan 135° li
burchak tashkil etadi. Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.
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146. 1) 2x - 3y = 6; 2)2x+3y = 0; 3)
y=-3;
NHNE+1=1; B)x-4y-7=0; 6)y+5=0;
7) 5x —2y = 0; 8) 10x +5y +12=0
to‘g‘ri chiziglaming har qaysisi uchun kva.b parametrlami aniglang.
147. Quyidagi tenglamalar bilan ifodalangan to‘g‘ri chiziglardan
gaysilari Ox o‘gining musbat yo‘nalishi bilan o‘tkir burchak va qaysilari

o‘tmas burchak tashkil giladi:

)y = —xX+5 2y = x—1 3y=X;
4H3x-5y+1=0; 5y = -x; 6) 3x = 4y,
NX+y +4=0; 8) 2x +3y = 0?

148. Quyidagi to‘g‘ri chiziglardan gaysilari koordinatalar boshidan
o‘tadi? lkkala koordinata o‘gini kesadi? Ox o‘giga parallel? Oy o‘qiga

parallel:
Dy +3=0; Dx+2y=0; H2x-5=0;
4 xX+y =2 53y +x =0 6) 6y +7 =0

N2x—y —1=0; 8x=y?

149. Kvadratning uchlaridan biri koordinalar boshi bilan, garama-
garshi uchi esa A(5; -5 nugta bilan ustma-ust tushadi. Kvadrat
tomonlarining tenglamalarini yozing.

150. Kvadrat uchlaridan biri koordinatalar boshida, diagonallari
kesishgan nuqgta S(-I; 1) nuqtada joylashgan. Kvadrat tomonlarining

tenglamalarini tuzing.
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151. To'g‘ri to‘rtburchakning ikkita tomoni koordinata o‘glarida
yotadi, uchlaridan biri (-2; -3) koordinataga ega. To‘g‘ri to‘rtburchak
tomonlarining tenglamalarini tuzing.

152. ) 2x - 3y =6;2)3x - 2y +4=0; 3) X+y-3=0;

NHXx+2y —8 = 0; 5) X4-8y—16=0 to‘g'ri
chiziglaming tenglamalarini o‘glardan ajratgan kesmalariga nisbatini
yozing.

153. 0(0;0) vaA(-3; 0) nugtalar berilgan. Bir tomoni OA kesmadan
iborat bo‘lgan va diagonallari 5(0; 2) nugtada kesishuvchi parallelogram
tomonlarining va diagonallarining tenglamalarini yozing.

154. A(O; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinatalar burchagidan yuzi 3
kv birlikka teng uchburchak kesuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

155. Abssissalar o‘qgining musbat yarmidan 2 birlikka teng,
ordinatalar o‘qgining manfiy yarmidan 5 birlikka teng boigan kesma
gjratadigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing (5x —2y —10 = 0).

156. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar rombning
katta diagonalini Ox o‘gi uchun, kichigini Oy o‘gi uchun gabul gilsak,
romb tomonlarining tenglamalarini yozing.

(3x#8y-12=0, 3x-8y+12=0, 3x+By+12=0, 3x-8y-12-0).

157. Koordinata o‘glari bilan 2x —5y +20 = 0 to‘g‘ri chiziq
orasidajoylashgan uchburchak yuzini toping (20 kvadrat birlik).

158. A(1; 2) nugta orgali oiuvchi va koordinatalar o‘gining musbat
yarim o‘glaridan teng kesmalar ajratadigan to‘g‘ri chizig tenglamasini

tuzing.
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159. (2; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinata burchagidan yuzi 12 kv
birlikka teng bo‘lgan uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini
tuzing (3x + 2y —12 = 0).

160. Asoslari 10 va 6 bo‘lgan teng yonli trapetsiyaning o'tkir
burchagi 60°, trapetsiyaning katta asosi Ox 0‘qi, uning simmetriya o‘qgini
Oy o‘gi deb olib. uning tomonlari tenglamasini toping.

(y=0; y=2V3, y=n/3x+5V3; y = —/3x +5V3).
161.Tomoni a gat eng bo‘lgan kvadratning diagonallari koordinata

o‘glaridan iborat. Kvadrat tomonlarining tenglamalarini tuzing.

162. y = jx —4 to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘nalgan nur Ox o‘giga
yetib, gaytadi. Nurning Ox o‘qgi bilan uchrashgan nugtasini va gaytgan nur

tenglamasini toping.
163. Quyidagi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang:

7) 5X—y+7:0,2X—3y+|:O’ 8) 2X+y:0,y:3X—4,
9) 3X+2y=0,6x+4y+9=0; 10) 3X_4y:0,8X+6y:";
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2Xx —4y +5 =0,
n) f-f5x—-'é’>y—7= 0.

,164. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming ustma-ust tushishligi,
parallelligi yoki kesishishini (bunda kesishish nugtasini topish kerak
boiadi) tekshiring:

I).x-y+3=0, 2x-2y-7=0; 2) 2x-y+4=0,4x-2y+9=0;

3) Xx+3y-1=0, 2x+6y-2=0; 4) 5x-y+I=0, 10x-3y+2=0;

5) 3x+2y-4=0, 5x+6y-12=0; 6) 2x-3y=0, 6x-9y=0;

7)Yy -S=0,3y+15=0; 8) 4x-1=0, 8y+2=0;

9) 2x+3=0, 2x-I=0; 10)4x-y+I1=0, 2x+3y-17=0;

11) 5x+3=0, 10x+7y+2=0.

165. A(2; 3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining
tenglamasini yozing. Shu dastadan Ox o‘qi bilan: 1) 45°, 2) 60°; 3)
135°  4) 0° burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziglami tanlab oling va
yasang.

166. A(-2; 5) nugta va 2x-y—0 to‘g‘ri chizigni yasang. A nugtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasini yozing va o‘sha
dastadan berilgan to‘g‘ri chizigga: 1) parallel; 2) perpendikulyar boigan
to‘gii chiziglami tanlab oling.

167. 2x-5y-IQ=0 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘glari bilan
kesishgan nuqgtalaridan bu tog‘ri chizigga perpendikulyar chigarilgan.
Ularning tenglamalarini yozing.

168. Berilgan ikki nugtadan o‘tgan to‘g‘ri chizigning tenglamasini
yozing:

DA(-I;3) vaB4; 2, 2) (-1;4) va(-3-2) 3)(0; 6) va(3; 6)

D O;0va(2; 3);5 (-1; 1) va(@; 1.
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169. A(-1;6) va B9; -8 nugtalar berilgan. AB kesmaning o‘rtasidan
va 2x-3y+5=0 to‘g‘ri chiziqga parallel o‘tganto‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.

170. Uchburchak uchlarinmg koordinatalari berilgan: A(-2;3), B(4;
-2) va C(I;5). Har gaysi uchidan garama—garslii tomonga parallel bo'‘lib
o‘tgan to‘g‘ri chiziglarning tenglamalarini yozing.

171. Uchlari A-2,Q, B(2;6) va C4;2 nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning BD balandligi va BE medianasi o‘tkazilgan. AC tomon,
BE medianasi va BD halandlikning tenglamalarini tuzing.

172. To'rtburchakning uchlari berilgan: A-4; -2, B-3;1, C(4; 3) va
D(5; —3). Bu to‘rtburchak tomonlarining o'rtalari parallelogrammning
uchlari ekanligini ko‘rsating.

173. Parallelogrammning X-y+I=0 va 2x+3y-6=0 tomonlarini
hamda uning uchlaridan biri C(7; I)ni bilgan holda qolgan ikkita
tomonning tenglamalarini tuzing.

174. Uchburchakning uchlari AQ; 0), B(1 2) va C (—=2; 3)
nugtalarda. Uning istalgan ikki tomonining o‘rtasidan o‘tgan to‘g‘ri
chiziq golgan tomoniga parallel ekanligini isbot giling.

175. (0; 2) nugtadan o4ib, y-x-5=0 to‘g‘ri chiziqga petendikulyar
bo‘lgan to‘g#i chiziq tenglamasini tuzing.

176. (5; -3) nugtadan o‘tib, 4x+3y+15=0 to‘g‘ri chiziqga
perpendikulyar boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

177. Uchburchakning uchlari A(2; 5), B(2, -3) va C(4; -1

nuqtalarda. Bu uchburchak balandliklarining tenglamalarini tuzing.
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178. Uchburchakning uchlari A(-2; 3), B(0; 0) va C(3; 5) nuqtalarda.
Uning har bir tomonining o'rtasiga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri
chiziglaming tenglamalarini tuzing.

179. Tomonlari x+y =4, 3x—y =0, x—3y—8=0
tenglamalar bilan berilgan uchburchak yasang, uning burchaklari va
yuzini toping.

180. Uchlari A(-4; 2), B(2; -5) va C(5; 0) nugtalarda bo'lgan
uchburchak medianalarining kesishgan nugtasini va balandliklarining
kesishgan nugtasini toping.

181. A(-2; -2), B(-3; 1), C(7; 7) va D(3; 1) nugtalar trapetsiyaning
uchlari ekanligini tekshiring. Bu trapetsiyaning o‘rta chiziqg'i va
diagonallarining tenglamalarini tuzing (BC|]DA;3x-5y+5=0;x-y=0;y-
1=0).

182. Uchburchakning A(3; 5), B(6; 1) uchlari va uning
medianalarining kesishgan nugtasi tV(4; 0) bo‘yicha uning tomonlari
tenglamalarini tuzing (4x+3y-27=0AB; x=3AC; 7x-3y-39=0(BC)).

183. Ikkita: A(-3; 1) va B(3; -7) nugtalar berilgan. Ordinata o‘gida
shunday N nugta topingki, AN va BN to‘g‘ri chiziglar bir-biriga
perpendikulyar bo‘lsin (N1(0;2) va N2(0; —8)).

184. M(4; -3) nugtadan o‘tib, koordinata o‘glari bilan, yuzasi 3 kv
birlikka teng bolgan uchburchak hosil qiluvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

185. )4x —3y +10 = 0; 2)5x + 12y - 39 = (;

3) 6x +8y —15 = (; HXx—2y+3=0;
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5y -x13=4; 6) Xxcos10° +
y$inlQ° 4-4 = 0to‘g‘ri chiziglarning tenglamalarini normal koYinishga
keltiring.

186. A(4;3); B(2;) va C(1;0) nugtalardan 3x+4y-10=0 to‘g‘ri
chiziggacha boMgan masofalami toping vato‘g‘ri chizigni yasang.

187. Normal uzunligip=2 va uning Ox o‘qga og‘ish burchagi 1)
45°, 2)135°; 4) 315° bo‘lganto‘g‘ri chiziglami yasang.

188. Berilgan nuqgtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha boigan
masofani hisoblang:

1) P14; -2, 8x-15y-II=0;

2)PX2;7), 12x+5y-7=0;

3)P3(—3;5), Ix—12y +2 = 0;

4)P4(-3;2), 4x ~T7y +26 = (;

5)P5(8;5),3x - 4y - 15 = 0.

189. Koordinatalar boshidan 12k—5y +39= 0 to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan masofani toping.

190. 1) 3x - 4y —10 = Ova6x —8v + 15 = (; 2) 2X —
3y —6 =0 va 4x—6y —25 = 0 to‘g‘ri chiziglar o‘zaro parallel
ekanligini ko‘rsating va ularning orasidagi masofani aniglang.

191. y = kx +5 to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan d = s/5
masofa uzoglikda bo‘lsa, km toping.

192. 4x ~ 3y = 0 to‘g‘ri chizigdan 4 birlik uzoglikdagi nuqtalar
geometrik 0‘mining tenglamalarini yozing.

193. 5x +Ay —15 .= 0 tenglamadagi A koeffitsiyenti ganday
bo‘lganida u to‘g‘ri chizigning ordinatalar o'gidan kesgan kesma 2 ga

teng boiadi?
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194. 8x —15y = 0 to‘g‘ri chizigga parallel boiib, A(4; —2)
nugtadan 4 birlik uzoglikdagi to*g‘ri chizigning tenglamasini yozing.

195. 1)2x +3y —12va3x +2y = 12; 2) 3x+4y=12 va
y = 0; 3) 2x —9y + 18 —0 va 6x + 7y —21 = 0 to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

196. M(x; y) nugtay = 4 —2x to‘g‘ri chiziqga nisbatany = 2x —
4 tog'n chizigdan 3 marta uzoqgdan harakat giladi. O'sha nugta
trayektoriyasining tenglamasini yozing.

197. Uchlari AQ; B(0;4) va C(—3; —2) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakka ichki chizilgan doira markazining koordinatalarini toping.

198. iV(l; 2) nugtadan o‘tuvchi va >4(3; 3), 5(5; 2) nugtalardan
bir xil uzoglikda boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.

199. Ikkita: A(2; —3) va S (5; —1) nugtalar berilgan. * nugtadan 6
birlik va 5 nugtadana 4 birlik uzoglikda boigan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini toping.

200. P (6; —2) nugtadan 4 birlik masofada yotgan vay = —x + 1
to‘gii chizigga parallel boigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini toping.

20l x+7y—6=0 va 5x—5y+1=0 to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

202. A3~ 5) va B{5; 2) nugtalardan teng uzoglikda boiib, M(1; 2)
nugtadan oiuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

203. (—1; 2) nugtadan o‘tib, abssissalar o‘qining musbat yo‘nalishi
bilan tashkil gilgan burchagining sinusi 0,8 gateng boigan to‘g'ri chiziq

tenglamasini tuzing.
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204. P (0; 1) nugtadan oftib, x —3y +10=0, 2xty—8=0
to‘g‘ri chiziglaming orasidagi kesmasi P nugtadateng ikkiga bo‘linuvchi
to‘g‘ri chizigni o‘tkazing.

205. 3x—2y +1=0 va x +3y—7= 0 to‘g‘ri chiziglaming
kesishish nugtasidan ulaming birinchisiga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq
o'tkazilgan. Hosil gilingan to‘g‘ri chizigdan koordinatalar boshigacha
bo‘lgan masofa gancha?

206. Tenglamasi 4x + 3y + 1 = 0 bo‘lgan to‘g‘ri chizig berilgan.
Bu to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lgan shunday to*g‘ri chiziq topilsinki, u
bilan berilgan to‘gri chiziq orasidagi masofa 3 birlikka teng bo‘Isin.

207. (2;7) nugtadan shunday to‘gri chiziq o‘tkazilganki, u
koordinata o‘glari bilan yuzi 64 kv birlikka teng bo‘lgan uchburchak
tashkil giladi. Bu chizigning tenglamasini tuzing.

208. Tenglamalari 3Xx—4y +6=0, x—2=0vay —2x—1
bo‘lgan to‘g‘ri chiziglaming bir nugtadan o‘tishini isbot qiling.

209. Uchburchakning uchlari berilgan: 1(—s8; 1), B(l; —2) va
C(6; 3). Uchburchakka tashgi chizilgan aylananing markazi va radiusini
toping.

210. Uchburchakning uchlari 1(—2;—1), F(l; 3) va C(—=; 3)
nugtalarda. Uchburchakka ichki chizilgan aylananing markazi va
radiusini toping.

211. 2x+5y +3=0va 3x -4y - 1 - 0 to‘g‘ri chiziglaming
kesishgan nugtasidan shunday to‘g‘ri chiziq o'tkazingki, uning bilany =

4x + 3 to‘g‘ri chizigning orasidagi burchak 45° bo‘lsin.
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212. Teng yonli uchburchakda yon tomonlarining tenglamalari
3X—y +6=0 va x +3y—2= 0. Uchburchakning asosi (1; —2)
nugtadan o‘tadi. Asosining tenglamasini tuzing.

213. Uchburchakning tomonlaridan ikkitasining tenglamalari y +
I =0 vax +| = 0 va medianalari kesishgan nugta (—i;0) berilgan.
Uchinchi tomon tenglamasini tuzing.

214. Uchburchakning tomonlaridan ikkitasining tenglamalari 3x +
2y +6 = 0, x +y —3 = 0 va balandliklarining kesishgan nugtasi (0;0)
berilgan. Uchinchi tomon tenglamasini tuzing.

215. Uchburchakning A(0;—4) , 5(3;0) va C(0;6) uchlari
berilgan. C uchidan A burchakning bissektrisasigacha bo‘lgan masofani
toping.

216. Parallelogrammning AB va BC tomoniari, mos ravishda, 2x —
y +5=0 va x—y +4 = 0 tenglamalar bilan berilgan, diagonallari
M(1; 4) nugtada kesishadi. Uning balandliklarining uzunliklarini toping.

217. Romb ikki tomonining tenglamalari X +2y = 4va X + 2y =
10 hamda diagonallaridan birining tenglamasi y=x+2 maium boisa,
romb uchlarining koordinatalarini toping.

218. 2x +y —6 = 0 to‘g‘ri chizig va unda ordinatalari yA —6 va
yB ——2 boigan ikki A va B nugta berilgan. AOB uchburchakning AD
balandligining tenglamasini yozing, uning uzunligi va DAB burchakni
toping.

219. Uchburchakning bitta uchi J1(3;—4) va ikkita
balandliklarining tenglamalari: 7x —2y —1 =0 va 2x —7y —6 =0

ga ko‘ra uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.
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220. Uchburchakning bitta uchi A(—4; 2) va ikkita medianalarining
tenglamalari: 3x—2y +2=0 va 3x+5y—12=0 ga kora
uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

221. Markazi 1) C(l; 2) nugtada va radiusi R = 3; 2) C(0;-3), R —
5; 3) C(—4; 3), R = 5bo'lgan aylana tenglamasini yozing.

222. 1(—4;6) nuqgta berilgan. Diametri OA kesmadan iborat
aylana tenglamasini yozing.

223. Aylana diametrlaridan birining uchlari Mx(2;—7) va
M2(—4; —3) nugtalarda yotishi ma‘lum. Aylana tenglamasini yozing.

224, Diametri 12x +5v +60 = 0 to‘g‘ri chizigning koordinata
o‘glari orasidagi kesmasidan iborat bo'lgan aylananing tenglamasini
tuzing.

225. Quyidagi aylanalaming radiuslari va markazlarining
koordinatalarini aniglang:

a) X2+y2+2x —6y +5=(; b) x2+y2+4x —5 = (Q;

d) x2—5+y2+4y = (; €) 4x2—bx +4y2—8 = (;
f) x2+y2 —8%+6y +21 = 0; g)X2+y2—10Xx —by —
15=0.

226. X2 +y2—5x —7y +6 = 0 aylananing koordinata o‘glari
bilan kesishgan nugtaiarini aniglang.

227. Aylana Ox o‘qga koordinata boshida urinadi va Oy o‘qgini
(0;10) nugtada kesib o‘tadi. Aylana tenglamasini yozing.

228. Markazi Ox o‘gqda va A(6; 41[2) hamda B(0; —=2v/5)
nugtalardan o'tuvchi aylananing tenglamasini yozing.

229. 4(3; —1) va B(-4;-8) nugtalardan o‘tuvchi aylananing
radiusi R = 13 gateng. Aylana tenglamasini yozing.
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230. 1(—3;0) va B(3;6) nugtalar berilgan. Diametri AB
kesmadan iborat aylana tenglamasini yozing.

231. 1) x2+y2—6x+4y —23 =0; 2) Xz +y2+5x—7y +
25=0; 3)x2+y2+ 7y = 0aylanalaming markazlari va radiuslarini
toping. Aylanalami yasang.

232. Koordinata o‘glariga urinadigan aylana M (—2; —4) nugtadan
o‘tadi. Uning tenglamasini yozing.

233. Koordinata o‘glariga urinuvchi varadiusi V5 gatengboiib, IV
chorakda yotuvchi aylana tenglamasini yozing.

234. Koordinata o‘glariga urinuvchi aylana markazi 2x —y +3 =
0 to‘g‘ri chizigda yotadi. Aylana tenglamasini yozing.

235. Berilgan A(—;3), B(—2,—4) va C(6;2) nugtalardan
o‘tuvchi aylana tenglamasini yozing.

236. Uchburchakning uchlari quyidagi koordinatalarga ega:
A{—2;9), B{—4;9) va C(5; 8). Uchburchakka tashqi chizilgan aylana
tenglamasini yozing.

237. x2+y2= 25 aylananing 2x—y +1 = 0 to‘ggi chiziqga
parallel bo‘lgan urinmalarini toping.

238. (1;1) nugtadan o‘tib 7x +y —3 =0 va x +7y —3 —0
to‘g‘ri chiziglarga urinuvchi aylana tenglamasini yozing.

239. A(l; —2),B(0; —1) va C(—3;0) nuqgtalardan o‘tuvchi
aylanaga koordinatalar boshidan o‘tkazilgan urinmalar tenglamalarini
yozing.

240. x2+y2—4x +6y —S = 0 aylananing Ox o‘q bilan
kesishgan nuqtalariga o‘tkazilgan radiuslari o‘rtasidagi burchaklami

toping.
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241. Quyidagi ellipslaming uchlari koordinatalarini, yarim
o‘glarini, fokuslarini va ekssentrisitetini toping:

1) 16x2 + 25y 2 = 400; 2) 4x2 +9y2 = 36;

3) 16x2 + 9y2 = 144; 4) 2Sx2 +9y2 = 900;

5)4x2+6y2 = 192; 6) 92+ 7y2 = 63.

242. rairres 1 ellipsga nisbatan A(—3; 0), 8(0; —5), C(2; 3),
D (— VTsj, E(2; -2) vaP(3;]) nugtalar ganday joylashgan?

243. Ellipsning katta yarim o‘gi a = 4 va ellipsda yotuvchi
M(—2;“ ) nugta maium. Ellipsning eng sodda tenglamasini tuzing va
M nugtadan ellips fokuslarigacha boigan masofani toping.

244. Kichik yarim o‘qgi 24 ga teng boigan va fokuslardan biri
(—5; 0) koordinatalarga ega boigan ellipsning eng sodda tenglamasini
tuzing.

245. Yarim o‘glarining yigindisi 36 ga, Oy o'gida yotuvchi
fokuslari orasidagi masofa 48 ga teng boigan ellipsning eng sodda
tenglamasini tuzing.

246. Agar ellipsning fokuslaridan biri (6;0) nuqgtada boisa va
ekssentrisiteti e ~ 2—gateng bo'!sa, uning eng sodda tenglamasini tuzing.

247. Ellipsning fokuslari orasidagi masofa katta va kichik
o‘glarining uchlari orasidagi masofaga teng. Ellipsning ekssentrisitetini
toping.

248. 9x2 + 25y2 = 225 ellipsda shunday M(X;y) nugta topingki,
undan o‘ng fokusgacha boigan masofa chap fokusgacha boigan

masofadan 4 marta katta boisin.
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249. x2 +y2 = 36 aylanadagi barcha nugtalarning ordinatalari 3
barobar marta gisgartirishdan hosil bo‘lgan yangi egri chiziq tenglamasini
yozing.

250. M(XN\Y) nugta x ——4 to‘g‘ri chizigga nisbatan F(-1;0)
nugtaga ikki barobar yaginrogda harakat giladi. Uning trayektoriyasini
aniglang.

251. x2+4y2= 16 eilipsni yasang, uning fokuslari va
ekssentrisitetini toping.

252. Quyidagi berilgan parametrlarga nisbatan ellipsning eng sodda
tenglamasini yozing:

1) yarim o'glari 4 va 2 gateng;

2) fokuslari orasidagi masofa 6 va katta yarim o‘qi 5 ga teng;

3) katta yarim o‘qgi 10 va ekssentrisiteti s —0,8 gateng;

4) kichik yarim o‘qgi 3 va ekssentrisiteti e = e gateng;

5) yarim o‘glari yig'indisi 8 va fokuslar orasidagi masofa 8 ga teng.

253. 25x2+ 169y2 = 4225 ellipsning o‘glari  uzunliklari,
fokuslarining koordinatalari va ekssentrisitetini toping.

254. Ellips fokuslarining biridan katta o‘gining uchlarigacha
bo‘lgan masofalar 1 va 1 ga teng. Uning eng sodda tenglamasini tuzing.

255. Ellipsdagi ikki nugtaning koordinatalari (1;4) va (-6;1). Bu
ﬁwgsr.\i?gntehglamasini tuzing.

256. Katta o‘gi kichik o‘gidan uch marta katta boigan ellipsning
ekssentrisitetini toping.

257. Ellipsning tenglamasi berilgan: 9x2 +25y2 = 225. Uning

abssissasi 3 bo'lgan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.
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258* Ellipsning tenglamasi berilgan: 1x2+18y2 = 126. Uning
absissasi 3 bo‘lgan va ordinatasi rausbat bo‘lgan nugtasining radius—
vektorlari orasidagi burchakni toping.

259. 5x2+9y2'= 180 ellipsda shunday nugtani topingki, nudan
o‘ng fokusgacha bo'lgan masofa chap fokusgacha bo‘lgan masofadan ikki
marta kichik bolsin.

260. 16x2 + 25y2 = 400 ellips va markazi ellips kichik o‘gining
yuqori uchida bo‘lib, uning fokusidan o‘tuvchi aylana berilgan. Ellips va
aylananing kesishish nugtalarini toping.

261. 8x2+ 10y2 = 160 ellipsga to‘g‘ri to‘rtburchak shunday ichki
chizilganki, uning ikkita garama—garshi tomoni ellipsning fokuslaridan
o‘tadi. Bu to‘rtburchak yuzini toping.

262. 16x2—9y2—144 = 0 (giperbolaning o'glari, uchlari,
ekssentrisiteti va asimptotalarining tenglamalarini tuzing.

263. Quyidagi giperbolalarning uchlari koordinatalari, o‘qglari,
fokuslari va ekssentrisitetini toping:

1)4x2 - 5y2 - 100 = O; 2)9x2 - 4y2 - 144 = (;

3) 16x2 - 9y2 + 144 = (; HIXx2- 7y2-252 = 0.

264. Haqiqiy abssissalar o‘gida yotadigan va Mr(3;—2),
M2(—6; 2VT0) nugtalardan o'tadigan giperbolaning ekssentrisiteti va
fokuslarining koordinatalarini toping.

265. Haqigiy o‘qi 6 ga, fokuslari orasidagi masofa 8 gatengbo‘lgan
giperbolaning eng sodda tenglamasini tuzing. Qo'shma giperbolaning

tenglamasini tuzing.
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266. Giperbolaning yarim o'glari yigindisi 17 ga, ekssentrisiteti
g=2 ga teng. Giperbolaning eng sodda tenglamasini tuzing va
fokuslarining koordinatalarini toping.

267. Ix1—5y2 = 35 giperbola fokuslaridan oiuvchi va Ox o‘q
bilan 60° li burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.

268. M(—5;2) nugta orgali 9x2~4y2= 36 (giperbola
asimptotalariga parallel boigan to‘g‘ri chiziglar o'tkazing.

269. Giperbolaning ekssentrisiteti s7¥3 ga teng, fokuslari (6;0) va (-
6;0) nuqgtalarda joylashgan. Giperbola va uning asimptotalari
tenglamalarini yozing.

270. x2—3y2 = 27 giperbola asimptotalari orasidagi oikir
burchak va ekssentrisitetini toping.

271. M(6;”V 5) nugtadan oiuvchi, koordinata o'glariga nisbatan
simmetrik boigan giperbolaning hagigiy yarim o‘qi a —4 ga teng.
Giperbolaning chap fokusidan asimptotalariga  tushirilgan
perpendikulyaming tenglamalarini yozing.

272. M nugta 9x2—16y2 = 144 giperbolaning fokuslari orasidagi
masofani F2M mMF1 = 2:3 nisbatda boiadi. F2 - giperbolaning chap
fokusi va M nugtadan Ox o‘qi bilan 135° li burchak tashkil etuvchi to‘gii
chiziq o'tkazilgan. Shu to‘g‘ri chizigning giperbola asimptotalari bilan
kesishgan nuqtalarini toping.

273. x ——2 to‘g‘ri chizigga nisbatan F(—8;0) nuqtadan ikki"
barobar uzoglikda harakat qiluvchi M nugtaning trayektoriyasini

aniglang.
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274. Quyidagi berilgan parametrlarga ko‘ra giperbolaning eng
sodda tenglamasini yozing:
1) uchlarining orasidagi masofa 8 ga, fokuslari orasidagi masofa 10

gateng;
2) hagiqgiy yarim o‘gi 5 ga teng va uchlari markaz bilan fokus

oralig‘ini teng ikkiga bo‘ladi;
3) haqigiy 0‘q 6 ga teng va giperbola (9;-4) nugtadan o‘tadi;
4) giperbola P (—5; 2) va Q(2v5; V2) nugtalardan o‘tadi.
275. Fokuslari ~(10; 0), F2(-10;0) bo‘lgan va M(12;3V5)

nugtadan o‘tuvchi giperbolaning tenglamasini tuzing,
N

2
276. Fokusi —4—y— = 1 ellipsning fokusi bilan umumiy bo‘lgan va
ekssentrisiteti s — 1,25 ga teng giperbolaning tenglamasini tuzing.
277. Uchlari — +— =1 eIIiEaning fokuslarida, fokuslari esa
169 144
uning uchlarida bo‘lgan giperbolaning tenglamasini tuzing,
A2 y2
278. —— =1 giperbolaning fokuslarini va asimptotalarini
yasang.
2y . . I
279. ——" = 1giperbolaberilgan. Talab qgilinadi:
1) fokuslarining koordinatalarini hisoblash;
2) ekssentrisitetini hisoblash;
3) asimptotalari va direktrisalarining tenglamalarini yozish;
4) qo'shma giperbola tenglamalarini yozish va uning
ekssentirisitetini hisoblash.

280. Mavhum o‘qi 2rv2 ga teng bo‘lgan giperbola direktrisalarining

tenglamalari: x &2 = 0. Giperbolaning tenglamasini tuzing.
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281. Quyidagi parabolalaming fokusi koordintalarini toping va
direktrisasi tenglamasini yozing:

Dy2=8x; 2)y2 = —12x;

3) X2 = 10y; 4) x2 = —16y.

282. Quyidagilarga asoslanib, parabolaning tenglamasini tuzing:

1) uchidan fokusigacha bo‘lgan masofa 3 ga teng;

2) fokusining koordinatasi - (5;0), direktrisasi — ordinatalar o‘q;

3) M(1;—4) nugtadan o‘tuvchi Ox o‘giga simmetrik bo‘lgan
parabola;

4) fokusi (0;2) da, Oy o‘giga simmetrik va uchi koordinata boshida
bo‘lgan parabola;

5) koordinatalar boshidan va M(6;—2) nugtadan o‘tuvchi, Oy
o‘giga simmetrik bo‘lgan parabola.

283. y 2 = 8x parabolada fokal radius-vektori 20 ga teng bo‘lgan
nugtani toping.

284. y2 = 4,5x parabolada direktrisadan d = 9425 masofada
bo'lgan M(X;y) nugta berilgan. Shu nugtadan parabola uchigacha bo‘lgan
masofani toping.

285. y2 = 48x parabolaning fokusi orgali o‘tuvchi vay = \ax+ 1
to‘g‘ri chizigga parallel gilib to‘g‘ri chiziq o‘tkazilgan. Hosil bo‘lgan
vataming uzunligini toping.

286. yz = 6x parabolaning: 1) 3X +y —6 = 0; 2) 2x—y +5 =
0; 3) y —6 = 0to‘g‘ri chiziglar bilan kesishish nugtasini toping.

287. y2 = 6x parabolaning A F = 1 ellips bilan kesishish

nugtalarini toping.
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288. y2 = 36x parabola hamda (x + 12) 2 +y2 = 400 aylananing
umumiy vatari tenglamasini tuzing va uzunligini aniglang.

289. Uchlari koordinatalar boshida, fokuslari Ft(—6;0) va
F2(0;—6) nugtalarda boigan ikkita parabolaning umumiy vatari
uzunligini toping.

290. Uchi (7;2) nugtada, fokusi (7;5) nugtada boigan parabola
tenglamasini tuzing.

291. Ox o0‘qga nisbatan simmetrik boigan parabolaning uchi (3;0)
nugtada. U ordinatalar o‘qidan uzunligi 24 gateng boigan vatar ajratiladi.

Parabola tenglamasini tuzing, uning fokusi va direktrisasini toping.
292. Fokusi —) nugtada boiib, direktrisasi 2x - 3 = 0to‘g‘ri

chizigdan iborat boigan parabola tenglamasini tuzing.

293. Parabola uchi (-3;4) nugtada, direktrisasi 2y —9 = 0 to‘g‘ri
chizigdan iborat boigan parabola tenglamasini tuzing.

294. Ko'prik arki tenglamasi y2= 96X boigan parabola
koiinishiga ega. Agar balandligi 6 m ga teng boisa, ark vatarining
uzunligini toping.

295. Parabolik ko'zguning diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm ga
teng. Yorugiik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirilganda gaytgan nur parabola o‘qgiga parallel boiadi?

296. Fontandan otilib chigayotgan suv ogimining parametrip = 2
ga teng boigan parabola shakliga ega. Agar suv ko‘pi bilan 4 m ga
koiarila olishi mumkin boisa, suv chigayotgan joyidan gancha nariga
tushishini aniglang.

297. 0 ‘tkir burchak ostida gorizontal otilgan jism parabola yoyi

chizib, boshlangich holatdan 32 m masofaga borib tushdi. Agar jism
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ko‘tatrilgan eng yugori balandlik 12 ra bo‘lsa, parabolik trayektoriyaning
parametrini aniglang.

298. F(0; 2) nugtadan va y=4 to‘g‘ri chizigdan bir xil uzoglashgan
nugtalar geometrik o‘rnining tenglamasini tuzing. Bu egri chizigning
koordinata o‘glari bilan kesishgan nugtalarini toping va uni yasang.

299. 1)y2 = 4x; 2Q)y2= —4x; 3)x2—4y;

4 X2 = —4y tenglamalar bilan berilgan parabolalar hamda ularning
fokuslari, direktrisalarini yasang va direktrisalarining tenglamalarini
tuzing.

300. 1) (0;0) va (I;-3) nugtadan o‘tuvchi Ox o‘gga nisbatan
simmetrik; 2) (0;0) va (2;-4) nuqtalardan o‘tuvchi Oy o‘gga nisbatan
simmetrik bo'lgan parabolaning tenglamasini tuzing.

301. Uchi koordinatalar boshida va fokusininng koordinatalari:
1) F(0; 4); 2) F(0; -3); 3)F(6;0); 4) F(-2,5; 0) bo‘lgan
parabolaning tenglamasini tuzing.

302. Parabola Ox o'gga nisbatan simmetrik, uning uchi
koordinatalar boshida, fokusidan uchigacha bo‘lgan masofa 12 ga teng.
Parabolaning tenglamasini tuzing.

303. Parabolaning tenglamasi y2 —2Ax va undagi nugtaning
radius-vektori 14 ga teng. Bu nugtaning parabola boshidan uzogligini
toping.

304. Parabolaning tenglamasi y2 —6x. Uning shunday vatarini
topingki, u (4;3) nugtada teng ikkiga bo'linsin.

305. y —x to‘g‘ri chiziq bilan x2+y2 +6x —0 aylananing

kesishgan nugtalaridan o‘tuvchi va Ox o‘gga nisbatan simmetrik bo'lgan
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parabolaning va direktrisalarining tenglamalarini yozing. To*gri chiziq,
parabola, aylanani yasang.
2 2
306. ~ +~ = 1ellips va uning direktrisalarini yasang. Ellipsning
X = —3 abssissasidan o0‘ng fokusgacha va o‘ng direktrisagacha bo‘lgan

masofalami toping.
N

307. 2 ¥ 1 giperbola va uning direktrisalarini yasang',
giperbolaning x=5 abssissasidan chap direktrisasigacha bo‘lgan
masofalami toping.

308. Katta yarim o‘gi 2 ga teng, direktrisalari esax = i’ézto‘g‘ri
chiziglardan iborat ellipsning kanonik tenglamasini yozing.

309. Asimptotalari y —=Xx, direktrisalari esa x = N6 bo‘lgan
giperbolaning tenglamasini yozing.

310. x2+4y2 = 16 ellips, uningy = | diametri va unga qo‘shma
diametrini yasang. Yasalgan yarim diametrlarning axva bt uzunliklarini
toping.

311. Ellipsning tenglamasi Sx2 + 9y 2 = 45. Uning abssissasi 2 va
ordinatasi musbat bo‘lgan nugtasidan o4gan urinmaning tenglamasini
tuzing.

312. Ellipsning tenglamasi 3x2+4y2 = 13. Uning shunday
nugtasidan urinma o‘tkazingki, u urinmay —3x +4-to‘g‘ri chizigga
parallel boMsin.

313. Ellipsning tenglamasi 4x2+ 7y2 = 56. Uning shunday
nugtasidan urinma o‘tkazingki, u x —2y —5—0 to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar bo'lsin.
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314. Ellipsning tenglamasi 4x2+ 75 ~ t00. Uning (4;]) nugta—
sida urinma va nonnal o‘tkazilgan. Ulaming tenglamalarini tuzing.

315. Giperbolaning tenglamasi x2—4y2 = 1. Unga go‘shma
boigan giperbolaning tenglamasini tuzing va uning ekssentrisitetini
toping.

316. Giperbolaning tenglamasi 9x2—16y2= 144. Uning
abssissasi 8 boigan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

317. Giperbolaning tenglamasi 16x2—25y2= 100. Uning
asimptotalari va direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

318. Giperbolaning tenglamasi 4x2—y2—15. Uning shunday
nugtasidan urinma o‘tkazingki, u 8x—y —3 = 0 to‘g‘ri chizigga
parallel boisin.

319. Giperbolaning tenglamasi 2x2—3y2= 5. Unga (1;3)
nugtadan o‘tkazilgan urinmaning tenglamasini tuzing.

320. Giperbolaning tenglamasi x2—y2 = 4. Uning shunday
nugtasidan urinma oikazingki, u 2x+5y +1= 0 to‘g‘ri chiziqga
pecgendikulyar boisin.

321. Giperbolaning asimptotalariy = +2x. Tenglamasix —4 = 0
to‘g‘ri chiziq unga urinma boimoqgda. Giperbolaning tenglamasini
tuzing.

322. Giperbolaning tenglamasi 8x2—5y2—4 =0, uning
diametrlaridan birining tenglamasi y = 2x. Bunga qo‘shma boigan

diametming tenglamasini tuzing.



323. Giperbolaning tenglamasi Ax2 —6y2 = 24. Uning ikki
go‘shma diametrlari orasidagi burchak 45 ° . lkkala diametming
tenglamasini tuzing.

324. Ax2—9y2 = 36 giperbolaning x +2y = 0 to‘g!ri chizigga
perpendikulyar bo'lgan urinmalarining tenglamalarini yozing.

325. Parabolaning tenglamasi y2 = Zx. Uning (2;,-2) nugtasidan
o‘tkazilgan urinma va normalning tenglamalarini tuzing.

326. Parabolaning tenglamasi y2 —Ax. Uning abssissasi 9 va
ordinatasi musbat bo‘lgan nugtasidan urinma va normal. o‘tkazilgan.
Ularning tenglamalarini yozing.

327. Parabolaning tenglamasi y2 = 8x. Uning shunday nugtasidan
urinma o‘tkazingki, u '2x+2v +5 = 0to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar
bo‘lsin. Uning tenglamasini tuzing.

328. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning tekisligida (4;3)
nugta berilgan. Parabolaning bu nugtadan o'tgan diametrini toping.

329. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning shunday vatarini
topingki, u (4;3) nugtada teng ikkiga bo‘linsin.

V2

330, ¥ =1 giperbola asimptotalarining direktrisalari bilan

kesishgan nugtalarini toping.

331. x2+4y2 = 16 ellips, uning y=x diametri hamda unga go‘sh-
ma diametrini yasang. Shu diametrlar orasidagi burchakni toping.

332. Tl 1 ellipsning koordinata  burchaklarining
bissektrisalari bilan kesishish nugtalarini toping.

332 +E=1 ellips va x2 +y2—8y = 0 aylananing umumiy

vatari tenglamasini tuzing.



334. Ekssentrisiteti e = 1,2 ga teng degan shartda ~ +* =1
eillips bilan umumiy fokuslarga ega bo‘lgan giperbolaning tenglamasini
tuzing.

335. Ko'prik arki tenglamasi y2-—36x boigan parabola
ko‘rinishga ega. Ark balandligi 6 m ga teng boisa, ark vatarining
uzunligini toping.

336. Parabolik ko‘zguning diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm ga
teng. Yorug'lik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirganda gaytgan nur parabola o‘qiga parallel boiadi?

337. Qutb koordinatalarida quyidagi nugtalami yasang:

i(3;f); c(5;¥); o(0.S:f); B(2,S;f);

FE;it); M(3;]); N(V3—);
338. Dekart koordinatalar sistematida M1(0;2), M2(—1;0),
M3(-n/3;1), M4(—L1;—1), M5(1;V3) nugtalar berilgan. Ulaming
gutb koordinatalarini toping.

339. Qutb koordinatalari ushbu: a) p=I; b) p=5; d) p=a; €) 9=
Z; /) 9=~ g)<p ) K)(p = const  tenglamalardan  birini
ganoatlantiradigan nugtalar ganday joylashgan?

340. Ushbu nuqgtalarga (I; £); f3y); (I;-1); M(@P; <P :
qutbga nisbatan; b) qutb o‘giga nisbatan simmetrik bo‘lgan nugtalaming
gutb koordianatalarini toping.

341. Qutb burchaklari 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90° ga teng va
ularga mos radius—vektorlari p = asin2<p tenglama bilan hisoblanadigan

nugtalami yasang. Olingan nugtalami silliq egri chiziqg bilan birlashtiring.



342. Quyidagi chiziglami yasang:

1) =2+2cos P\ 2) r=a P (Arxmed spiraii);

3) r=a(l-cos (p) (kardoida); 4) r2 = a2cos<p (lemniskata);

5r = —(giperbolik spiral); 6) r=a(l+2cos <p) (Paskal chig‘anog‘i).

343.1)~(2;i)vaB (l;g9); 2)c(4;f)vaF(4;f);
3) D (B; vaE (3; nugtalar orasidagi masofani toping.

344. Uchburchak uchlari berilgan: A”5; , B”™8; , C”3;~].
Bu uchburchak teng tomonli ekanligini ko‘rsating.

345. Qutb o‘gida A 0 nugtadan 5 birlik uzoglikda yotgan
nugtani toping.

346. Bitta uchi qutbda, golganlari (4;") va (1j* ) nugtalarda
boigan uchburchakning yuzini toping.

347. Uchlari AN , B CMNO; —) nugtalarda
boigan uchburchakning yuzini toping.

348.1) Qutb o‘giga perpendikulyar boiib, undan a kesma ajratuvchi
to‘g'ri chiziq; 2) A(a; d) nugtadan o'tuvchi qutb o‘qiga parallel boigan
to‘g‘ri chizigning qutb koordinatalaridagi tenglamalarini yozing.

349. Markazi C(G; a) nugtada va radiusi a ga teng ayalananing qutb
koordinatalaridagi tenglamasini yozing.

350.Ushbu 1) x2-y2=a;. 2)x2+y2= a2 3)xcoscp +
ysirup-p =0; 4)y=x, 5)x2+y2=ax; 6)(xX2+y2)2=
a2(x2—y?2) chiziglaming tenglamalarini qutb koordinatalardagi

tenglamalari bilan almashtiring.
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Ko‘rsatma. X = pcoscp, y = psin<p lami berilgan tenglamalarga
go'yib soddalashtiring.

351. a = {6; 3; —2} vektoming modulini hisoblang.

352. Vektoming X = 4, Y ——12 koordinatalari berilgan. Agar
lal = 13 bolsa, uning uchinchi Z koordinatasini toping.

353. Agar a = {3;—1;4} vektoming boshlang‘ich nugtasi
M (1; 2; —3) bo‘lsa, uning oxirgi N nugtasini toping.

354. Vektoming moduli Jaj = 2 va burchaklari a —45° p =
60°, y = 60°. Uning koordinata o‘glaridagi proyeksiyalarini hisoblang.

35, «= . . vektoming yo‘naltiruvchi  kosinuslarini

hisoblang.

356. Vektor ikkita koordinata o‘glari bilan quyidagi burchaklarni
tashkil gilishi mumksnmi: 1)a —30°, p = 45°; 2) /2= 60° y = 60°

3)a —150°, y = 30°?

357. a vektor Ox, Oy o‘glar bilan *a—60°, @= 120° burchak
tashkil giladi. Agar Ja] = 2 bo‘lsa, uning koordinatalarini hisoblang.

358. Koordinata o‘glari bilan bir xil burchaklar tashkil giluvchi va
moduli 3 bo‘lgan radius-vektoming M nugtasi koordinatalarini toping.

359. 4(3;—L;2) va £2(—1; 2; 1) nugtalar berilgan. AB va RA
vektorlaming koordinatalarini toping.

360. Oxiri (1;-1;2) nugtada bo‘lgan a —{2;—3; -1} vektoming
boshlang'ich nugtasini toping.

361. a = {12; —15; —16} vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini
hisoblang.

362. Vektor koordinata o‘glari bilan
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) a = 45°, p=60°, y =120 2) a=45°% p =

135°, y = 60°%
3) a =90° p=150° y= 60° burchaklami tashkil qilist
mumkinmi?

363. Vektor Ox va Oz o‘glari bilan a = 120°, y = 45° burchak
tashkil gilsa, u Oy o‘qi bilan ganday burchak tashkil giladi?

364. Berilgan a va b vektorlarga ko‘ra ushbu 1) a +b; 2)a —
b; 3)b—a; 4)—a—b; vektorlarni yasang.

365. Jal =13, 4= 19 va Ja+bj = 24 berilgan. Na—b\ ni
hisoblang.

366. |al =5 |o] = 8 va ular o‘zaro o= 60° li burchak ostida
kesishadi. N+ B\va Na- B\larni aniglang.

367. ABCD A'B'C'D' parallelepipedda uning girralari bilan ustma—
ust tushuvchi AB = m, AD = n, AALl = p vektorlar berilgan.

*

Quyidagi har bir vektorlarni yasang: £
Dfn+n+p;, 27T +n+~puw
3 m +"n +p; 4) fn+n—
p;
5) —m — +—p.
368. 0 ‘zaro perpendikulyar yo‘nalishdagi uchta M, N va P kuchla
bir nugtaga go‘yilgan. Agar \MI= 2kg, jivj = 10kg va |P] = 11kg

bo‘lsa, ularning teng ta‘sir etuvchisi R ning giymatini toping.
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369. Ikkita a = {3; —=2; 6} va b = {—2; 1; 0} vektorlar berilgan.
Quyidagi: )a +b; 2)a-b; 3)2a;4) —b; 5) 2a +3b; 6) ~a—b
vektorlarning har birini koordinata o‘qglaridagi proyeksiyasini toping.

370. a {2—1;3} va b={6;3—9} vektorlarning
kollinearligini tekshiring. Ulaming uzunliklarini va uzunliklar orasidagi
fargni hamda ulaming yo'nalishlarini aniglang.

371. a va /? ning ganday giymatlarida a = —2i +3j +j3k, b =
ai —6/ + 2k vektorlar kollinear boiadi?

372. o = 11, ] = 23 va ja—bB\= 30 berilgan. N+ f ni
hisoblang.

373. Jal = 5 va X\= 12 berilgan. Agar a,b vektorlar o‘zaro
perpendikulyar bo‘lsa, Ja-+ B\va ja —b|]lami aniglang.

374. a va b vektorlar o‘zaro 120° burchak tashkil giladi. Ja] = 3 va
Kl = 5boisa, ja + bj , [a—BN\ami anigfeng.

375. ABC uchburchakda vektorlar AB = m, AC = n. Quyidagi
vektorlarning har birini yasang:

fmen TN 0 YT Rasshtab birligmi = ]
deb olib, quyidagi vektomi yasang:

5) \M\~in + XN\—n; 6) In] —m —|Jm] —n.

376. ABC uchburchakning ogirlik markazi O nugtada. OA + OB +
OC =. 0 ekanligini isbot qiling.

377. 4(-1;5;-10),S(5;-7;8),C(2;2,-7) va D(5;-4;2)
nugtalar berilgan. AB va CD vektorlarning kollinearligini tekshiring,

ulaming uzunliklari orasidagi farg va yo‘nalishlarni ko‘rsating.
26



378. a=(2;—4;4}y va b={=3;2;,6} vektorfar orasidagi
burchaknin hisoblang.

379. Uchburchakning A(3;2;~3), B(5;1,—1) va (7(1; 2;—1)
uchlari berilgan. Uning A uchidagi tashgi burchagini aniglang.

380. a={4—=2-4} b={6—-3;2} vektorlar berilgan.
Hisoblang:

Da-b; 2)vaz2; 3n/P; 4) (2c - 36)(a + 2fe);

5) (a +b)2 6) (a —K)2.

381. a ning ganday giymatidaa = ai —3/ +2k vab =i —2/ +
ak vektorlar o‘zaro perpendikulyar boladi?

382. a = {6;—8; —7,5} vektorga kollinear bo‘lgan x vektor Oz
o‘gi bilan o‘tkir burchak tashkil etadi. Agar P = 50 bo‘lsa, uning
koordinatalarini toping.

383 a=3i+2j+2k va b=18.—22] —5Kk vek(orar
petendikulyar boigan x vektor Oy o‘gi bilan o‘tmas burchak tashkil
etadi. YN\— 14boMsa, uning koordinatalarini toping.

384. Uchtaa=2i+j43k, b=i—3j—2k vac —3i+2j—
4k vektorlar berilgan. x *a ~ —5, x W0 = —11, X ¢ = 20 shartlami
ganoatlantiruvchi x vektomi toping.

385. S = {4; —3; 2} vektoming koordinata o‘glari bilan bir xil o'tkir
burchak tashkil etuvchi o'qgdagi proyeksiyasini toping.

386. | o‘qi koordinata. o‘glari: Ox bilan a = 45°, Oz bilan y =
60° va Oy bilan o‘tkir /? burchak tashkil etadi. S = {12 —3;—5}
vektoming | o‘qdagi proyeksiyasini toping.
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387. Agar / = {3;—2; —5} kuchning qo'yilish nuqtasi to‘g‘ri
chizigli harakatda A(2; -3; 5) dan 6(3; —2; —-1) holatga ko'chsa, bu
kuch gancha ish bajaradi?

388. Uchburchakni A{-1;-2;4), B(-4;-2;0) va C(3;-2; 1)
uchlari berilgan. Uning B ucliidagi ichki burchagini aniglang.

389. Uchlari A(l; 2; 1), £(3;-1;7), C(7;4; -2) bilan berilgan
uchburchakning ichki burchaklarini hisoblab, uning teng tomonli
ekanligini ko‘rsating.

390. a = {2; 1, —1} vektorga kollinear bo‘lgan va x m. = 3 shartni
bajaruvchi x vektorni toping.

391. Ikkita /1(1;—4;—2), S(2;5;—2) nugta berilgan. | o'gi
koordinata o'glari Ox, Oy bilan a = 60°, /?= 120° Oz o‘qi bilan y
o‘tmas burchak tashkil etadi. AB ning | o‘qga proyeksiyasini toping.

392. Bir nugtaga uchta M = {3;—4; —2), N={2;3,—5}, P=
{—3; —2; 4} kucblar go‘yilgan. Ulaming teng ta‘sir etuvchi kuchining
go'yilish nugtasi to‘g‘ri chizigli bharakat qilib, M1(5;3;—7) dan
M2(4;—1;—4) holatga o‘tganda, bu kuch gancha ish bajarishini
hisoblang.

393. Agar )a = {2,3;0}, b={0;3;, 1} 2) a={-2; 30}

b —{—2;0;4} bo'lsa, c = ax b vektorni aniglang va yasang. Har bir
hoi uchun berilgan vektorlarda yasalgan parallelogramm yuzini
hisoblang.

394. Uchlari 1) /1(7:;3;4), B(l;0;6) va C(4;5; -2); 2
A(l; 1; 1), £f(2; 3;4) va C(4; 3; 2) nugtalarda bo‘lgan uchburchakning

yuzini hiosblang.

258



395. a=2/+K va b=i+2k vektorlardan parallelogramm
yasang hamda uning yuzi va balandligini aniglang.

396. Uchburchakning A(1;—1;2), B(S;—6;2) va C(l;6;—1)
uchlari berilgan. Uning B uchidan AC tomonga tushurilgan balandligini
toping.

397. a={2—2; 1} va b—{2; 3,6} vektorlar tashkil gilgan
burchak sinusini hisoblang.

398. a = {4;—2;3} va 6 = {0; 1; 3} vektorlarga perpendikulyar
boigan m vektor Oy o‘qgi bilan o'tmas burchak tashkil giladi. Agar
Iml = 26 boisa, uning koordinatalarini toping.

399. Oz o‘giga va a = {8;—15; 3} vektorga perpendikulyar
boigan m vektor Ox o‘gi bilan oikir burchak tashkil etadi. Agar YN\=
51 boisa, uning koordinatalarini toping.

400. a —{2; —3; 1} va b —{1; —2; 3} vektorlarga perpendikulyar
boiib, x m{i +2/ —k) —10 shartni ganoatlantiruvchi x vektomi
toping.

401. Agar Da =3k, b—2k; 2) a=i+j; b=i— boisa,
c~axb vektomi aniglang va yasang. Har bir hoi uchun berilgan

vektorlarda yasalgan parallelogramm yuzini hisoblang.

402. a va b vektorlar g>= 7 burchak tashkil etadi. Agar |g] =
6, YN\= 5 boisa, Ja x b]ni hisoblang.
403. a={03;—=2}, b={3,—2;0} va c=axb vektorlami

yasang. ¢ vektoming moduli hamda a va b vektorlarda yasalgan

uchburchak yuzini hisoblang.
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404 Uchlari 4(1; -1;2), 5(5;-6;2) va C(l; 3;-1) bo‘lgan
uchburchakning h = \BDj balandligini toping.

405. [a] = YN\= 5, (a,fe) —ea —2fe va 3a +2b vektorlarda
yasalgan uchburchak yuzini hisoblang.

406. mvan o‘zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar
boisa, a —m + 2n vab —m +n vektorlarda yasalgan parallelogramm
yuzini toping.

407. 0‘ng bog‘lam tashkil etuvchi a,b va c vektorlar o‘zaro
perpendikulyar. Agar Jal=4, |§ =2 |d=3 boisa, abc ni
hisoblang.

408. Uchta a={1,—1; 3}, b={-2;21} va c= {3;-2; 5}
vektorlar berilgan. abc ni hisoblang.

409. Quyidagi vektorlaming komplanarligini ko‘rsating:

Da={23 —1}, b={1,—13}vac = {1;9, 1},

2)a={3-2;1} b={212yva®= {3, -1; -2},

a=4{2-1;2}, $={1,2-3}vac = {3, -4; 7},

410. To'rtta 4(1; 2;-1), 5(0; 1;5), C(-1;2;1) va D(2; 1,3)
nugtalaming bir tekislikda yotishini ko‘rsating.

411. Uchlari A(2; -3;5), 5(0;2;1), C(-2,-2;3) vaD(3; 2;4)
nugtalarda bo‘lgan tetraedming hajmini hisoblang.

412 Tetraedming 4(1; 1 1), 52;0;2), C(22;2) va
D(3; 4;—3) uchlari berilgan. Uning D nugtasidan tushirilgan

balandligining uzunligini toping.
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413. Tetraedming hajmi V=5 uning uchta uchlari
A(2;1;~=D), £23;0;1), C(2;—1; 3) nugtalarda. Agar to‘rtinchi D uchi
Oy o'qida yotsa, uning koordinatalarini toping.

414. c vektor a va ft vektorlarga perpendikulyar, a va ft vektorlar
orasidagi burchak 30°. Agar Ja] = 6, [ft]= 3, jcj = 3 boflsa, abc ni
hisoblang.

415. a=3i+4/, b= -3/+k, c-2i+5Kk vektorhurdan
parallelepiped yasang hamda uning hajmini hisoblang. Berilgan (abc)
vektorlar gaysi bog'lamni taslikil etadi?

416. Uchlari 0(0; 0;0), A{5;2,0), B(2;5;0) va C(l;2;4)
nugtalarda bo‘lgan piramida yasang hamda uning hajmini, ABC yogning
yuzini va shu yogaa. tushirilgan balandlikni hisoblang.

417. A2;-1;-2), S(I;2;1), C(2;3;0) va D(5;0;-6)
nugtalaming bir tekislikda yotishini ko‘rsating.

418. a=i+] +4k, b=i- 2jvac = 3i - 3] +4k vektorlani
yasang va ular oszaro komplanar ekanligini ko'rsating. Bu vektorlar
orasidagi chizigli boglanishni toping.

421. 1) Ox va Mx(4;—;2) nugtadan; 2) Oy va M2(l;4;—3)
nugtadan; 3) Oz va M3(3; —4; 6) nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
yozing.

422. 1) Mx(7; 2; -3) va M2(5; 6; —-4) nugtalardan o‘tib, Ox o‘giga
parallel; 2) P2(2;-1;1) va P2(3; 1; 2) nuqgtalardan o‘tib, Oy ofgiga
parallel; 3) Qt(3; -2;5) va Q2(2; 3; 1) nugtalardan o‘tib, Oz ofgiga

parallel boflgan tekislik tenglamasini yozing.
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423.2x 3y 4z 24 0 tekislikning koordinata o‘glari bilan
kesishgan nugtalarini toping.

424, 5x-6y +3z+ 120 = o0 tekislikning Oxy koordinata
burchagi bo*,yicha ajratgan uchburchakning yuzini toping.

425, 2x - 3y +6z - 12 = 0 tekislik va koordinata tekisliklari
bilan chegaralangan piramidaning hajmini toping

426. Tekislik M(6; -10; 1) nugtadan o'tib, abssissalar o‘qgidan a =
—3 va applikatalar o gidan ¢ = 2 kesmalar ajratadi. Bu tekislikning
,.kesmalardagi* tenglamasini tuzing.

427. Mt (4; 3; 2) nugtadan o'tib, koordinata o'glari bilan noldan
fargli, bir xil uzunlikdagi kesmalarni ajratuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

428. Oz 0 gidan ¢ —- 5 kesma ajratuvchi van(—2; 1; 3) vektorga
perpendikulyar boigan tekislik tenglamasini tuzing

429, Oz oqi va M(1-2;1) nhgagan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini tuzing.

430. M(2; 3; —4) nugtadan o‘tib, Oyz tekislikka parallel boigan
tekislik tenglamasini tuzing.

431. Tekislik P(3; 8;—4) nugtadan o‘tib, abssissalar o‘gidan a =
-3, applikatalar o‘gidan ¢ = 2 kesma gjratadi. Bu tekislik tenglamasini
tuzing.

432. x + 2y —3z + 2 = 0 tekislik va koordinata tekisliklari bilan
chegaralangan piramidaning hajmini toping

433. Koordinatalar boshidan tekislikka tushirilgan perpendikul-
yarning asosi M (2; -1; 2) nugtada. Bu tekislik tenglamasini toping.
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434. Oz o‘gga parallel hamda Afj(2;20) va M2(4;0;0)
nugtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

435. M(1; —3; 5) nugtadan o‘tib, Oy va Oz o‘glardan Ox o'qda-
giga ko‘ra ikki marta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

436. Quyidagi

a)4x —by+3z—1=0 va X—4y—z+9=0;
b)y3x—y +22+1S=0 va b5x+9y—3z—1=

01
deéx+2y—A4z+17= va 9x+3y—6z—4=
0 0;
e)x4-y—1=0 va 2x-y +V3z4-I

tekisliklar orasidagi burchakni toping. °

437. Berilgan M(X;y;z) nuqtadan Ax+By +Cz+D =0
tekislikgacha boigan masofani toping: 1) Mx(—2, —4; 3), 2x —y +
2z+3=0;2) M2(2; -1; -1), 16x - 12y + 157 - 4= 0;3)

M3(l; 2,—3), 5x - 3y +z +4=0; 4 M4(3;-6;7), 4x - 3z- 1=
0; .5)Ms(9;2;-2), 12y-'5z+5=0.

438. P(-11-2) nugtadan Mx(l; -1; 1), Mz(-2; 1;3) va
M3(4; —5; —2) nugtalardan o!tuvchi tekislikgacha boigan masofani
toping.

439. Ikkita x +2y —2z +2 = 0, 3x +6y —6z - 4 = 0 parallel
tekisliklar orasidagi masofani toping.

440. 7x-6y—+6z+7=0 tekislikdan 2 birlik uzoglikda boigan parallel
tekislik tenglamasini toping.

441. MO(2;—3;—7) nugtadan o‘tib, 2x—63/—3z+5=0

tekislikka parallel boigan tekislik tenglamasini toping. 1 L
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442. Mo(—2; 7; 3) nugtadan o‘tib, x —4y + 5z 4-1 = 0 tekislikka
parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

443. MO(2;—3;1) nugtadan o‘tib, a{—3;2 —1} va AL 2; 3}
vektorga parallel boigan tekislik tenglamasini toping.

444, M0(2;2;—2) nugtadan o‘tib, 3x-2y-zH=0 va x-y-z=0
tekisliklaming kesishish chizigiga perpendikulyar boigan tekislik
tenglamasini toping.

445, M1(2; —1; 3), M2(3; 1; 2) nugtalardan o‘tib, 3x —y —4z =
0 tekislikka perpendikulyar bol‘gan tekislik tenglamasini toping.

446. Mt(3;—1;2), M2(4;—1;—1) va M3(2; 0; 2) nugtalardan
oiuvchi tekislik tenglamasini topng.

447. NN(0; 0; 2), 5(3;0;5), C(I; 1,0), va £5(4; 1;2) - tetraedr
uchlarining koordinatalari. Uning yoglarining tenglamalarini toping.

448. X —y +sj2z —5 = 0 va (yz) tekisliklar orasidagi burchakni
toping. *

449, P(3;—6;2) nugta - koordinatalar boshidan tekislikka
tushirilgan perpendikulyarning asosi. Shu tekislik tenglamasini toping.

450. a) Af1(3; 1; —1) nugtadan 22x+4y-2Gz-45=0 tekislikgacha;

b) M2(4; 3; —2) nugtadan 3x —y + 5z + 1 = Otekislikgacha;

d) M372; 0;— nugtadan 4x —4y + 2z + 17 = 0 tekislikgacha
bo‘lgan masofani toping.

451. Piramidaning NO; 6;4), N(3;5; 3), fi—=2; 11; —b5),
C(I; —1; 4) uchlari berilgan. Uning (hs) balandligini hisoblang.
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452. I(1; 3;—2) va B(7; —4;4) nugtalar berilgan. AB kesmaga
perpendikulyar bo‘lgan va B nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
toping.

453. 1) (2; —5; 3) nugtadan o'tib, (xz) tekisligiga parallel bo'lgan;

2) z o‘qi va (—S3; 1; —2) nugtadan o‘tuvchi;

3) (4;0,—2) va (5; 1; 7) nugtalardan o‘tib, Ox o‘giga parallel
bo'lgan tekislik tenglamasini toping.

454. 4x —y + 3z —6 = O vax +By —z + 10 = 0 tekisliklaming
kesishish chizig‘idan o‘tuvchi va 2x—y +5z —5= 0 tekislikka
perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

455. M(—1; 1; —3) nugtadan o‘tib, 5{1; —3; 4} vektorga parallel
bo*lgan to‘g‘ri cliizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

456. M1(2;—1;—1) va M2(3;3;—1) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

457. Af(—l1; —2; 2) nugtadan o‘tib, Ox o‘giga parallel bo‘lgan
to‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

458. M (l; —5; 3) nugtadan o'‘tib, koordinata o‘glari bilan a —

m TC

P Y= §/n burchaklar tashkil giluvchi to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamalarini yozing.

459. Uchburchakning A(—5;7;1), B(2;4;—1), C(—1;3;5)
uchlari berilgan. B uchidan AC tomongatushirilgan mediananing kanonik
tenglamasini toping.

460. Uchburchakning J1(1;—1;3), B(3;—4;9)/ C(—5;11;7)
uchlari berilgan. /1 uchidan tushirilgan bissektrisasining kanonik

tenglamasini toping.
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fx —33+2=0 Mx—3y —3z2=Q
X—2y +z+3=0

—2y +3z+1= 0,
3){)2(X +y—4z—-8= 0.

to‘gii chizig tenglamalarini kanonik ko‘rinishga keltiring.

\ .. X—y+22+7=0, , ,.
462. MO(L; -3; 5) nuqgtadan o tib, ( +3y _2Z2+3=20Q to 8n

chizigga parallel to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini toping.
463. M(2; 1;,—1) nugtadan o‘tib, x —y +z +1 = 0 tekislikka

peipendikulyar bo‘lgan to‘gri chizigning kanonik tenglamasini toping.

. (3x-4y~2z =0, (4x+y-6z~2 =0, £.
s 2x+y—2z+1 =0 va ( y—3z—2=0 togn
chiziglar orasidagi burchakni toping.
*x is*+3 _ y+2_ X+2 _ y—3_ ZzS,
5 7 == o= 5= (e
X+3z—7=0, (Xx—2z—5=0, o 3 *
y=0 val y=0 to g ri chiziglar orasidagi

*

burchakni toping.
466. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarligini ko‘rsating:

ax  y-l _z  ¢3X+y—bz+1=0,

3>T=— =;va(x+3y—8z+3=0;
x+y—4z+2=0 = X7 12++2?t>,
4X —y —5z+4=0va Y~ " L
.Z = 1—6t.
_OX+2  y-i oz ( X+y+2z2=0,
— = -T=lvaU -y- -8=0t0gn
parallelligini ko‘rsating.
468. “, =Z{= to‘g'ri chizigga 4(2; 3;1) nugtadan

o'tkazilgan perpendikulyaming tenglamasini yozing.
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c _2yH2z 4—-0
469. |2y 5z -4 —0 08 C*'M tenglamalarini: 1)

pmyeksiyalar bo'yicha; 2) kanonik. ko‘rinishda yozing.

470. Berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik
lenglamasini tuzing: 1) (1;—=2;1) va (3;1—1) ; 2) (3;—L0) va
CL0;3); 3)(0;-2;3)va(3; -2; 1); 4 (-1; 2 -4) va (0; 2; -4).

471. Mr(-1; 1;3) nugtadan o‘tib, I a{2; —2; 4} vektorga;, 2)

"1 ¢ to'g'ri chiziqga; 3) x=3t—1;, y=—2£(£+3;, r=

I 2 lo‘g'ri chizigga parallel boigan to‘g‘ri chizigning parametrik

tenglamasini tuzing.

472. Mi(—6;6; —b) vaM2(12; —6; 1) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigning koordinata o‘glari bilan kesishgan nugtalarini toping.

473. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming parallelligini ko"\rsating:

n£i£ Zzi=f£vaf x+Y-r =0
3 -2 i X—y —5z —8 = (O

5 X—E1t:+g ﬁx+3y—§z+2=0,
+2, va —n
Q/Fyz_t_ X-y-32—2=0
X+y—3z+1=0  _ (X+2y-5z-1=0,
(X —y+z+3=0 Va Ix-2y +3z-9 =0.
474. Quyidagi to‘g‘ri chizigiaming perpendikulyariigini ko‘rsating:
X+y 3z 1=0, MBx+y-52z+1=0,
2X—y —9z—2=0 Va (2x +3y-8z+3=(;

X=2t+1 f2x +y —4z +2 = Q,
Wx-y—52+4=0;

2Xx+y +2z+5=0,

V8 ox—oy—z+2=0.

267



475. —— ——~—to‘g'ri chiziq bilan 6x —3y + 2z = 0O tekislik

orasidagi burchakni hisoblang.

476. A(—L; 0; —5) va 5(1; 2; 0) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
bilan x —3y +2z + 5 = 0 tekislik orasidagi burchakni toping.

477. MO(3;—2;4) nuqgtadan o‘tib, 5x+3y-7z+H=0 tekislikka
perpendikulyar ho'lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

478. x=3t—2, y =—-At+1 z=4t—5 to'g‘ri chizigning
4x —3y —6z —5 = 0 tekislikka parallelligini ko‘rsating.

479. I to‘g‘ri chizigning Ax~3y +7z ~
7 = 0 tekislikda yotishini isbot giling.

480. To'g'ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini toping:

=~ = 2X+3y +z- 1= 0;

2)-3 =7ZT =£T"' x-2y +z-15 = (;

3)EE =2/ =—£zf# X +2y - 22 +6 = 0.

481. MO(2;--3;—5) nugtadan o‘tib, 6x-3y-5z+2=G tekislikka
perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

482. Mo(l; —1;—1) nugtadan o'tib, to‘'g'ri

chiziqga perpendikulyar bo‘Ilgan tekislik tenglamasini yozing.

483. Mo(l; —2; 1) nugtadan o‘tib, P*#+2/ -z +2 = o' to'g'r

chizigga peipendikulyar bo‘gan tekislik tenglamasini yozing.

484. n riing ganday giymatida 2j= = Y7 *™ to'g'ri chiziq x-

3y+6z+7=0 tekislikka parallel bo*ladi?
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. . . '3X—2y +z +3 =0,
485. C ning ganday giymatida 4x-3y +47+1=0 10"

chiziq 2x —y + Cz —2 = 0 tekislikka parallel boiadi?

486. Av&D ning ganday giymatidax = 3+41, y ~ 1—4t, z =
—3 + 71to‘g‘ri chizig AX + 2y — 4z +D - O tekislikda yotadi?

487. Aw B ning ganday giymatida Ax 4-By + 3z —5 = O tekislik
Xx=3+2] y=5—3t z—=2—21to'g'ri chizigga perpendikulyar
bo’ladi?

488. m va C ning ganday giymatida 2 —Y_H—= Eto‘g‘ri chiziq
3x —2y +Cz + 1 = 0 tekislikka perpendikulyar bo‘ladi?

489. 4(4;-3;1) nugtaning X +2y -z —3= 0 tekislikdagi
proyeksiyasini toping.

490. A(l; 2,1) nugtaning -~ to'g‘ri chizigdagi
proyeksiyasini toping.

491. P(2-1;3) nugtaning x=3t,y=5t~7, z=2t+2
to*g‘ri chizigdagi proyeksiyasini toping.

492. P(4;1;6) nugtaga chiziqga
nisbatan simmetrik nugtani toping.

493. P(2;-5;7) nugtaga Mx(5;4;6) va M2(—=2;,—17;-8)
nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqga nisbatan simmetrik nugtani toping.

494, P(5;2;-I) nugtaning 2x-y+3z+23=0 tekislikdagi proyeksiyasini
toping.

495. M(3; 1;-2) nugtadan va " | to‘g4i chizigdan

o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
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—2 V—y 7A-1

496. — = —=— to'g‘ri chizigdan x +4y —3z+7=0
tekislikka perpendikulyar tekislik oikazing.

497, ~= ~~——= to'g'ri chizigning X—y +3z+8=0
tekislikdagi proyeksiyasini toping.
X-3 _ y+1 _ z~ x—8 _ y~l _ z-6 ., .
498. — = . T va—g == —togn chiziglaming

kesishuvchi ekanligini ko'rsating, ular orqaii tekislik tenglamasini
yozing.

499. Af(—3; 2;5) nuqgtadan 4x +y -13z +13 =0 va X —2y +
z —11 = 0 tekislikiarga tushirilgan perpendikulyar orgali tekislik
o4kazing.

B, X= Y22l yy XT1 V-3 222 aqlle]  tofgti
chiziglardan oiuvchi tekislik tenglamasini yozing.

501. P(7;9;7) nugtadan — m= —~to‘g'ri chiziggacha boigan
masofani toping, *

502. =:va = — parallel to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofani toping.

503. —~~vaf — = to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng
gisga masofani toping.

Quyidagi tenglamalar ganday sirtlami aniglaydi (chizmasini
chizing):

504. x2+z2= 9.

505. 16y2 - 25z2 = 400.

506.y2 = —6z.

507.x2=1z2.
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508. xz = 2

509. x2 +y2 —2ax.

510.z22+4z —2x +6 = 0.

511. Jix2 +9y2 - 8x +36y +4 = 0.

512. X2 +y2= 4y.

513. z2 + 2z —4x + 1 = 0 tenglama ganday sirtni ifodalaj*di?

514. 9y2 — 1622 + 64z —18y —199 = 0 tenglama ganday sirtni
ifodalaydi?

2

515.~ ~ = 0 tenglama ganday sirtni ifodalaydi?
516. L chizig x2+z2=R2, y2+z2=r2 (/? > r) tenglamalar
bilan berilgan. Bu chizigning xOy tekislikdagi proyeksiyasini toping.

., (9y2 —6xy —2xz +24x —9y —3z —63 = 0O, .
S17'H 2x—3y+z—9=0 Cl1UMNL6

XQy tekislikdagi proyeksiyasini toping.

518. O'qi Oy o‘qga parallel va P(l;2;--1) nugtadan o‘tuvchi,
radiusi 3 gateng bo'lgan doiraviy silindrning tenglamasini tuzing.

519. x2+y2 =9, x—z = 0tenglamalar sistemasi fazoda qanday
chizigni ifodalaydi?

520. M (—2; 3; 6) nugtadan o‘tuvchi, markazi koordinatalar boshida
bolgan sferaning tenglamasini tuzing.

521. M(4; 2; 2) nugtadan o‘tuvchi, markazi C (I; —1; —) nugtada
bo‘lgan sferaning tenglamasini tuzing.

522. Markazi C(l; —1;4) nugtada bo'lgan sfera 2x +y —3z —
3 = 0 tekislikka urinadi. Sferaning tenglamasini tuzing.

523. Markazi C(0; 4; 0) nugtadabo’‘lgan sfera 2x + 6y —3z —3 =

0 tekislikka urinadi. Sfera tenglamasini tuzing.
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524 Quyidagi sferaiarnmg markazlari va radiusini toping:

QA X24y2 +722—6x48y 422410 = 0;

b) x2+y2+224-2x —4y —4 = (

d)x24-y24-z2—6x +10 = (;

e)X2+y2+2z2—A4AX 412y —27 +41 = (;

f) 36xz 4-36y2 + 3622 - 36X 4-24y — 72z -95 = (;

Q) X24-y24-72—2x 44y —4z7z —7 = 0.

525. Biror diametming uchlari A(2;5;—) va B(6;—1,; 3)
nugtalarda boigan sfera tenglamasini tuzing.

526. Mt(l; —2; —1), M2(-5; 10; —1), M3(-8;-2;2)
nugtalardan oiuvchi, radiusi K=9 boigan sfera tenglamasini tuzing.

527. Koordinata sistemasiga nisbatan 4 —z = x24-y2 ning
joylashishi va ko‘rinishini tekshiring.

Quyidagi sirtlarni kesimlar usuli bilan koordinatalar sistemasiga

nisbatanjoylashishi va ko‘rinishini aniglang ~chizmasini chizing).

72

528 4 =1
4 9 4

520 4n_ = _q.
1 2 4

530, —4— =0,
4 1 2

B3l 4+ = 22

532. x24-y2=2(z—I1)2
533.2y24-72 —1—x.
534. 3x24-y2—z2 = 3,
535. x2—2y24-72= 1.
536. x2 - y2 = 2z.
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537. Ushbu:

Dx2+y2+2z2= 2az

2)x2 +yl = 2az;

I) Xia+ty2 —2az;

N X2—y?2 - 2az;

B)x2—y2=122

6) X2 = 2az;

7) W2 m2yz;

8)z=2+X2+y2;

9 (z-a)2=xy;

10) (z —2x)2 +4(z —2X) 2 = y 2 sirtlardan har binning nomini
aniglang va ularni yasang.

538. 2x2—y2 +2z2+4x +2y 4-8z +1 = 0 tenglama ganday
sirtni aniglaydi?

539. x2 +y2+4z2= 2 ellipsoid bilan = —= to‘gri

chizigning kesishish nugtasini toping.
540. Ushbu tenglamalar ganday sirtni aniglaydi?
D2x2+y2+2z22—4AX +4y +4z +7 = (;
2)x2—6y2+322+8x +12y +1= 0
X2+y2+2x - 2y —2z —2 = 0.
541. 5 S to‘g‘ri chiziq va E+/1\E +-=1 ellipsoid
gaysi nugtalarda kesishadi?
542. x- = ) to‘g‘ri chiziciva£+ renlaie 1 bir kovakli

giperboloidning kesishish nugtalarini toping.
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