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П Р Е Д И С Л О В И Е  К Ч Е Т В Е Р Т О М У  И З Д А Н И Ю

Со времени выхода в свет последнего издания книги «Краткий 
курс высшей математики» прошло более 10 лет. За  этот период 
в преподавании высшей математики на естественных факультетах 
университетов наметился ряд новых тенденций, нашедших свое от
ражение в программах общего курса высшей математики. П ере
числим важнейшие из них:

а) В связи с развитием машинной техники вычислений значи
тельно возрос интерес к численным методам решения задач.

б) Повысилась роль линейной алгебры. Аналитическая геомет
рия во многих случаях рассматривается как геометрическая ил
люстрация соответствующих геометрических объектов.

в) Д ля  приложений ощущается потребность в векторной ал
гебре.

г) Не вызывает дискуссий, что естественник должен иметь по
нятие о гармоническом анализе.

д) Необходимо дать студентам понятие о численных методах 
решений дифференциальных уравнений. Кроме того, должно быть 
дано представление об уравнениях математической физики.

е) Д ля  некоторых специальностей требуется первоначальное 
знакомство с элементами теории вероятностей.

Настоящее издание книги представляет переработку ее в у ка
занном выше направлении с целью модернизации курса высшей 
математики.

Добавлен значительный новый материал: однако объем книги 
за счет изъятия Части старого материала мало изменился.

Сохранена общ ая установка книги: служить учебным пособием 
по высшей математике для студентов естественных факультетов 
(геологического, географического, биологического и почвенного) 
с небольшим общим курсом высшей математики (порядка 250—• 
300 часов). Книга приспособлена к действующим программам ос
новных специальностей факультетов.

Укажем наиболее существенные изменения и дополнения книги.
В главе I «Прямоугольная система координат на плоскости» 

сразу введен параллельный перенос системы координат, благодаря 
чему формула расстояния между двумя точками может быть до
казана в полной общности. Здесь же рассматривается общий слу
чай преобразования прямоугольной системы координат.

В главе II «Уравнение линии» дается понятие об алгебре мно
жеств.
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В главе III «Прямая линия» изъято нормальное уравнение пря
мой. Задача о расстоянии точки от прямой решается непосред
ственно. М атериал главы значительно сокращен.

В главе IV «Линии второго порядка» дается понятие об алгеб
раической классификации кривых второго порядка.

Глава VI «Функция» пополнена понятием о линейном и квадра
тичном интерполировании.

Существенно переработана глава VII «Теория пределов». В ос
нову положено окрестностное определение предела функции. Д о 
бавлен параграф «Понятие об асимптотических формулах».

В главе VIII «¡Непрерывность функции» приведена классифика
ция точек разрыва функции. Д ается понятие о кусочно непрерыв
ных и кусочно гладких функциях.

В главе IX «Производная» вводится понятие бесконечной про
изводной. Приводятся определения гиперболических функций.

Глава X «Основные теоремы о производных» написана более 
экономно.

, Глава XI «Приложения производной» пополнена формулой Тей
лора. Д ается аналитическое доказательство стандартных доста
точных условий выпуклости графика функции. Излагаются метод 
хорд и метод касательных для приближенного решения уравнений.

В главе XIV «Определенный интеграл», как это было сделано 
в первом издании книги, определенный интеграл рассматривается 
как соответствующее приращение первообразной подынтегральной 
функции. В курсе математического анализа с небольшим количе
ством часов такое определение определенного интеграла, по моему 
мнению, является более доходчивым для студентов и сразу вводит 
их в курс его приложений. Фактическое же нахождение интеграль
ной суммы, для среднего студента, представляет трудную задачу; 
это. понятие вводится позднее. В этой главе, кроме формулы тра
пеций, излагается квадратурная формула Симпсона. Более под
робно рассмотрены несобственные интегралы.

В основу главы XV «Приложения определенного интеграла» по
ложен «метод дифференциала». Разобраны некоторые новые за 
дачи.

Глава XVI «Комплексные числа» содержит основные сведения 
об алгебре комплексных чисел и их геометрическом изображении.

Новая глава XVII «Определители второго и третьего порядков» 
излагает соответствующую теорию. Показывается применение 
определителей для решения систем линейных уравнений (правило 
К рамера).  Дается понятие о методе Гаусса для решения систем 
линейных уравнений.

Полностью новая глава XVIII «Элементы векторной алгебры» 
содержит традиционный материал. Вводится понятие прямоуголь
ной декартовой системы координат в пространстве. Координаты 
точки пространства определяются как проекции ее радиуса-век
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тора на оси координат; это сразу решает вопрос о знаках коор
динат.

С учетом векторной точки зрения, существенно переработана 
глава XIX «Некоторые сведения из аналитической геометрии в 
пространстве».

В главе XX «Функции нескольких переменных» введены поня
тия скалярного и векторного полей, а такж е градиента скалярного 
поля. Д ается понятие абсолютного экстремума функции и приво
дится формулировка теоремы Вейерштрасса.

В главе XXI «Ряды» добавлен параграф  «Тригонометрические 
ряды Фурье».

В главу XXII «Дифференциальные уравнения» введен параграф 
«Метод Эйлера». Кроме того, включен материал, связанный с диф 
ференциальными уравнениями математической физики.

Глава XXIII «Криволинейные интегралы» изложена более 
сжато.

В главе XXIV «Двойные и тройные интегралы», часть мате
риала изъята.

Н овая глава XXV «Основы теории вероятностей» содержит эле
менты теории вероятностей.

В последней, XXVI главе дается понятие о линейном програм
мировании.

К ак и в прежнем издании книги, часть теорем излагается без 
доказательств, со ссылками на более полные курсы математиче
ского анализа. В основном указаны книги: С а х а р н и к о в  Н. А. 
Высшая математика. — Л.: Изд-во ЛГУ, 1973 и Н и к о л ь 
с к и й  С. М. Курс математического анализа, т. ¡. — М.: Наука, 1973.

Приношу глубокую благодарность проф. Л. Д . Кудрявцеву, об
стоятельная рецензия которого на рукопись книги позволила улуч
шить ее содержание.

Считаю своим долгом отметить, что редактор книги профессор 
Л. А. Тумаркин, ныне скончавшийся, произвел тщательное редак
тирование текста, как по существу, так и по-форме. Его много
численные существенные замечания были учтены при окончатель
ном варианте рукописи.

Выражаю  искреннюю признательность доценту И. П. Ц ареград 
скому, который внимательно прочел главу рукописи «Основы тео
рии вероятностей» и внес соответствующие коррективы.

Жаворонки, 1975 г. Б. П. Демидович
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Согласно определению Энгельса «чистая математика имеет 
своим объектом пространственные формы и количественные отно
шения действительного мира» (Анти-Дюринг). Сообразно этому 
математика, в общих чертах, делится на Геометрию и Анализ.

Возникновение математики относится к глубокой древности. 
Первый период ее получил название «Элементарной математики». 
Ее особенности: а) неподвижность рассматриваемых объектов;
б) неиспользование идеи бесконечности; в) отсутствие общих ме
тодов.

Бурное развитие производства, техники и естествознания в XVII 
и XVIII веках потребовало создания математического аппарата, 
пригодного к изучению переменных величин, находящихся в функ
циональной зависимости между собой. Возникла новая, так  назы
ваемая высш ая математика с ее разветвлениями: аналитической 
геометрией, дифференциальным и интегральным исчислениями, тео
рией диф ф еренциальных уравнений  и др.

В аналитической геометрии был дан общий метод решения гео
метрических задач (метод координат). Созданные в дифференци
альном и интегральном исчислениях новые мощные понятия: бес
конечно м а л а я  величина, производная, интеграл, бесконечный ряд  
и т. д. — не только позволили математикам с легкостью справиться 
со знаменитыми задачами древности: о касательной, площади, 
объеме тел и др., но и дали средства для решения более трудных 
задач, недоступных ранее математике. С помощью дифференциаль
ных уравнений успешно преодолевались актуальные для того вре
мени задачи, выдвигающиеся механикой, физикой и техникой.

Приведем краткие сведения из истории развития высшей мате
матики.

Основы аналитической геометрии были даны математиком и 
философом Д е к а р т о м  (1596— 1650). Открытие дифференциаль
ного и интегрального исчислений принадлежит Н ь ю т о н у  (1642— 
1727) и Л е й б н и ц у  (1646— 1716); хотя не следует забывать, что 
идеи нового исчисления были заложены в работах многочисленных 
их предшественников1). Выдающуюся роль в создании классиче
ского математического анализа сыграли Э й л е р  (1707— 1783), 
Л а г р а н ж  (1736— 1813), Г а у с с  (1777— 1855), К о ш и  (1789— 
1857), В е й е р ш т р а с с  (1815— 1897) и др.

Не имея возможности полностью осветить роль ученых Рос
сии в развитии высшей математики, ограничимся лишь указанием

') См. Ф и х т е н  г о л ь ц  Г. М. Основы маттадидйского анализа, т. I. —
М.: Наука, ¡968, гл. XIV (Истор! 
тематического анализа).

:й ма-
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наиболее важных вкладов, внесенных отечественными математи
ками, отсылая за подробностями к специальным сочинениям ‘).

Великому математику, петербургскому академику Эйлеру при
надлеж ат фундаментальные результаты почти во всех областях 
математического знания и его приложений. Его работы сохраняют 
свое значение до наших дней.

Гениальный русский математик Н. И. Л о б а ч е в с к и й  (1792— 
1856) совершил настоящую революцию в геометрии, создав новую 
науку — «геометрию Лобачевского». Идеи Лобачевского были 
столь новы, что современники не поняли их и только сравнительно 
недавно его теория получила всеобщее признание и дальнейшее 
развитие. Лобачевскому принадлежат такж е некоторые основопо
ложные результаты в области анализа.

Выдающийся академик М. В. О с т р о г р а д с к и й  (1801— 1861) 
вывел важное соотношение в теории «кратных интегралов», нахо
дящее широкие применения в приложениях.

Знаменитый русский ученый П. Л. Ч е б ы ш е в  (1821— 1894), 
в связи со своими замечательными работами по «теории механиз
мов», создал новый раздел математики: «Теорию наилучшего при
ближения функций», усиленно разрабатывающуюся в настоящее 
время. Ему принадлежат такж е классические результаты во мно
гих других областях математики: «теории вероятностей», «теории 
чисел», «интегральном исчислении». Он первый добился крупных 
успехов в решении труднейшей проблемы «о распределении простых 
чисел», которая свыше 2000 лет не поддавалась никаким усилиям.

Чебышев является основателем одной из сильнейших матема
тических школ в мире — петербургской математической школы, 
блестящими представителями которой были А. А. М а р к о в ,  
А.  М.  Л я п у н о в ,  В. А.  С т е к л о  в, А. Н.  К р ы л о в  и др.

Известный русский математик С. В. К о в а л е в с к а я  (1850 — 
1891) получила первоклассные результаты в теории дифференци
альных уравнений и теоретической механике.

Советские математики принимают самое деятельное участие в 
развитии науки. Благодаря  наличию в СССР большого количества 
выдающихся ученых во всех областях современной математики, 
группирующих вокруг себя коллективы активно работающих уче
ников и последователей, достижения советских математиков на
ходятся на уровне передовой математической мысли.

Н аш «Краткий курс» ставит своей целью изложение основных 
понятий высшей математики и их приложений в различных об
ластях. В настоящее время высшая математика служит теоретиче
ским фундаментом большинства технических и естественно-науч
ных дисциплин. Овладение ее методами и умение применять их 
на практике насущно необходимы для каждого естествоиспытателя.

') Д е л о н е  Б. Н. Математика и ее развитие в России.—-М.: Правда, 1948? 
Г н е д е н к о  Б. В. Очерки по истории математики в России.— М.; Гоетехиздат, 
1946.
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ПРЯМ ОУГОЛЬНАЯ СИСТЕМА 
К О О Р Д И Н А Т 'Н А  ПЛОСКОСТИ
И ЕЕ П Р И М Е Н Е Н И Е  К П РО С ТЕЙ Ш И М  ЗАДАЧАМ

§ 1. Прямоугольные координаты точки на плоскости

Координатами точки на плоскости называются числа, опреде
ляющие положение этой точки на плоскости.

П рям оугольны е декартовы координаты (по имени математика 
Д екарта) на плоскости вводятся следующим образом: на этой пло
скости выбирается точка О (начало координат) и проходящие че
рез нее взаимно перпендикулярные направленные прямые Ох и 
Оу (оси координат) (рис. 1).
Д л я  удобства рассмотре
ния будем предполагать, 
что ось О х  (ось абсцисс) 
горизонтальна и направлена 
слева направо, а ось Оу 
(ось ординат) вертикальна 
и направлена снизу вверх; 
таким образом, ось Оу по
вернута относительно оси 
Ох на угол 90° против хода 
часовой стр е л к и 1). Кроме 
того, выбирается единица 
масштаба для измерения 
расстояний.

Д л я  данной точки М вве
дем в рассмотрение два чис
ла: абсциссу х  и ординату у 
этой точки.

Абсциссой х  называется число, выражающ ее в некотором мас
штабе расстояние точки от оси ординат, взятое со знаком плюс, 
если точка лежит вправо от оси ординат, и со знаком минус, если 
точка лежит влево от оси ординат.

Ординатой у  называется число, выражающее в некотором мас
штабе (обыкновенно в том же, как и для абсциссы) расстояние 
точки от оси абсцисс, взятое со знаком плюс, если точка лежит 
выше оси абсцисс, и со знаком минус, если точка лежит ниже оси 
абсцисс.

Эти два числа х  и у  и принимаются за к о о р д и н а т ы  точки М, 
так как они полностью определяют положение точки на плоскости, 
а именно: каждой паре чисел х и у соответствует единственная

У'
А
- ~^М,

4 г11
■2 : |

11 I----............|....-
1I

- 4  ~2\ О
|"—11 ■ "1..  1 ! 1 < ^

2 4 | Б х
1
1
1
1
-- -ч

Рис. 1.

’) Вообше говоря, расположение осей и выбор их положительного и отри
цательного направлений являются произвольными.
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точка, координатами которой являются эти число,-, и обратно, каж- 
дая точка плоскости имеет определенные координаты х  и у. Если 
точка М имеет координаты х  и у, то это обстоятельство обозна
чают так: М( х , у )  (на первом месте ставится абсцисса х, а на вто
р о м — ордината у) .  При записи координат знак плюс, как обычно, 
можно опускать.

Оси Ох  и Оу  разбивают плоскость на четыре части, называемые 
квадрантами. Производя нумерацию квадрантов (I, II, III и IV) 
в направлении против хода часовой стрелки, отправляясь от того 
квадранта, где обе координаты положительны, получим следую
щую таблицу знаков координат:

I 11 III [V

X + — — н-

У + + — —

Отрезок ОМ, соединяющий начало координат О с точкой М 
(рис. 2), называется ее радиусом-вектором. Обозначая через ф 
угол, образованный отрезком ОМ  с положительным направлением

оси Ох, и через г его длину, для 
точки М, лежащ ей в I квадранте, 
из треугольников О М М ' и О ММ"  
получим
Ar =  r C O S < p ,  1

/ я  \  . f  ( 1)у  «= г cos f у  — ф j — г sin ф. )

Нетрудно убедиться, что формулы 
(1) будут справедливы для ко

ординат точек всех квадрантов. Таким образом, знак абсциссы х  
точки М  совпадает со знаком косинуса, а знак ее ординаты у  — со 
знаком си нуса в соответствующем квадранте.

Легко видеть, что если точка лежит на оси абсцисс, то ее орди
ната у  равна нулю; если же она лежит на оси ординат, ее абсцис
са х  равна нулю, и обратно. Следовательно, если точка совпадает 
с началом координат, то равны нулю обе ее координаты.

П р и м е р .  Точки Ч\), Щ(хь  %), M3(xs, у%) и МЛх^ у  А на рис, 1
имеют координаты х , =  + 2 , у\ — + 3 ; ¡¿г — —4, г/2 — + 2 ; х3 =  —2, у3 =  —4; 
Хь =  + 5 , i/4 == —2.

В дальнейшем прямоугольные декартовы координаты для крат
кости мы будем называть просто п р я м о у г о л ь н ы м и  к о о р 
д и н а т а м и .

В следующих параграфах рассмотрим некоторые простейшие 
задачи на применение прямоугольных координат на плоскости»
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§ 2. Преобразование прямоугольной системы координат

М(х ,у )
К  

У\ \

При решении задач иногда выгодно, вместо данной прямоуголь
ной системы координат Оху, выбрать другую прямоугольную си
стему координат О 'х 'у ', определенным образом ориентированную 
относительно первой. Например, при межпланетных путешествиях 
можно пользоваться системой координат, связанной с центром 
Земли ( г е о ц е н т р и ч е с к а я  система координат); однако более 
удобно использовать систему координат, связанную с центром 
Солнца ( г е л и о ц е н т р и ч е с к а я  си
стема координат).

Возникает вопрос о переходе от од
ной системы координат к другой.

Мы рассмотрим сначала простейший 
случай (рис. 3), когда оси «новой систе
мы координат» О 'х 'у ' параллельны соот
ветствующим осям «старой системы ко
ординат» О ху  и имеют одинаковые на
правления с ними (параллельны й пере- 
нос системы координат).

Пусть начало новой системы коорди
нат точка О ' имеет координаты (а , Ь)
в старой системе координат. Точка М  плоскости со «старыми ко
ординатами» (х, у) будет иметь некоторые «новые координаты» 
\[х', у'] (для ясности мы их обозначаем квадратными скобками) . 
Из рис. 3 непосредственно получаем

Рис. 3.

х ' ■ а, у ' =  у —  Ь, ( 1);

т. е. новые координаты точки равны ее старым координатам ми- 
нус старые координаты нового начала.

Обратно, из (1) находим

х '  +  а, у  —  у '  +  Ь. ( 2 ).

Пусть теперь «новая система» координат О х'у ', при неизмен
ном начале О, повернута относительно «старой системы» Оху  на 
угол а  (рис. 4),  т. е. ¿ х 'О х  =  а, причем а  считается положитель
ным, если поворот осуществляется п р о т и в  х о д а  ч а с о в о й  
стрелки, и отрицательным — в противоположном случае (поворот 
системы координат). •

Обозначим через р угол, образованный радиусом-вектором 
г =  ОМ  точки М с осью Ох'; тогда отрезок ОМ, с учетом знака 
угла р 1), будет составлять с осью Ох  угол е х Э -  Отсюда на осно-

') Здесь угол р считается положительным, если радиус-вектор ОМ повернут 
относительно оси Ох'  против хода часовой стрелки, и отрицательным, если он по
вернут относительно этой оси по ходу часовой стрелки.

Г г "
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вании формул (1) из § 1 при любом расположении точки М имеем

(3),
(4);

(б);

(6)

х  =  г eos ( а  -J- р) — re o s  а  eos р — г sin а  sin р
и

у  —  г sin (а  +  Р) =  г sin a  cos р +  г cos а  sin р.

Так как новые координаты точки М, очевидно, есть 
х '  =  г cos р, у ' == г sin р, 

то из формул (3) и (4) получаем
х  —  х '  eos а  — у '  sin а, |  
у  —  х '  sin а  +  у '  cos а. )

Д л я  запоминания формул (6) используют следующий мнемо
нический прием: говорят, что первая формула (6) содержит п о л 
н ы й  б е с п о р я д о к ,  а вторая — п о л н ы й  п о р я д  о к. Действи
тельно, в первой формуле нй первом месте стоит cos, на втором —

sin; кроме того, присутствует знак 
минус. Во второй формуле (6) ни
каких нарушений правильности в 
этом смысле нет.

Формулы (6) выражаю т старые 
координаты х и у  точки М  через 
ее новые х ' и у'. Чтобы выразить 
новые координаты х ' и у '  через ста
рые х  и у, достаточно разрешить си
стему (6) относительно х ' и у '. О д
нако можно поступить проще: а 
именно, принять систему О х'у ' за 
«старую», а систему Оху за «новую». 

Тогда, учитывая, что вторая система повернута относительно пер
вой на угол —а, заменяя в формулах (6) х '  и у ' соответственно 
на х  и у  и обратно и принимая во внимание, что c o s (—а) =  c o s a ,  
sin (—-a) — —sin a, будем иметь

х ' —  х  cos a  +  У sin a,
у '  =  — х  sin a  +  y  cos a.

Наконец, в общем случае, когда новое начало координат есть 
точка 0 ' ( а , Ь )  и ось О 'х' образует с осью Ох угол а ,  соединяя 
формулы (2) и (6), находим

х  =  а +  х '  eos а — у ' sin a,
у  =  h +  х ' sin a  - f  y ' cos a.

(7 )

(8)

Аналогично, из формул (1) и (7) получаем .
х ' =  (х — a) cos a  +  (у — b) sin a, 
г /  == — (* — a) sin a  +  (у — b) cos a. } (9)
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Из формул (8) и (9) вытекает, что формулы перехода от одной 
прямоугольной системы координат к другой прямоугольной си
стеме координат являются 
л и н е й н ы м и  ф у н к ц и я м и  
как новых, так  и старых ко
ординат, т. е. содержат эти 
координаты в первой сте
пени.

П р и м е р .  Отрезок ОМ,  где точ
ка М имеет координаты (х , у),  повер
нут на угол а  = 120° против хода ча
совой стрелки (рис. 5). Каковы будут 
координаты х' и у' нового положения 
М'  точки Mí

Предполагая, что с точкой М связана подвижная система координат Ох'у', 
па основании формул (6) будем иметь

х'  — х  cos 120° — у  sin 120° =  — (х у  л/i3")/2,

у ’ — х sin 120° +  у  cos 120° =  {х У з  — у) /2.

§ 3. Расстояние между двумя точками на плоскости

1) Найдем сначала расстояние г точки М( х , у )  от начала коор
динат 0 (0 ,  0) (рис, 6).

У

О

У '\ , £ ( х г ,уг )

АЫ I d^Xg-X, C(xz ,Ut)

Рис. 7.

Расстояние г =  ОМ,  очевидно, является гипотенузой прямо
угольного А О  ММ'  с катетами О М ' =  \х\  и М 'М  —  ¡г/},

По теореме Пифагора получаем

г =  л/х1 +  у2. (1)

Таким образом, расстояние точки от начала координат равно  
корню квадратному из суммы квадратов координат этой точки.

2) В общем случае, пусть для точек А( Х\ , у \ )  и В ( х 2, у 2) 
(рис. 7) требуется найти расстояние й  =  А В  между этими точ
ками.

Выберем новую систему координат А х 'у ',  начало которой со
впадает с точкой А  и оси которой параллельны прежним осям и 
имеют, соответственно, одинаковые направления с ними. Тогда
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в новой системе координат точки А и В будут иметь координаты 
(§ 2) А [0 ,0] и В [ х 2 —  х ь У2 — У1]. Отсюда на основании формулы 
(1) получаем

d —  /\¡{x2 — х ху  -f- (у2 — z/i)2, (2)

т. е. расстояние между двумя точками плоскости (при любом их 
расположении) равно корню квадратному из суммы квадратов раз
ностей одноименных координат этих точек.

З а м е ч а н и е .  Формула (2) дает также д л и н у  о т р е з к а  АВ.
Легко определить направление этого отрезка. Из прямоугольного A ABC 

имеем
d x — d  cos а =  х 2 — x¡, dy  =  d  sin а — у г — y¡ (3)

(¿х и dy называются п р о е к ц и я м и  отрезка АВ на оси координат Оху).  От
сюда получаем

cos а  <
х,_ — Xi У  г —  У  i tg a У2 — У\

хг — X¡

где d  определяется формулой (2).
П р и м е р .  Танк на местности переместился из точки Л (—30, 80) в точку 

В (50, 20) (относительно некоторой системы координат Оху),  причем координаты 
точек даны в километрах. Найти путь d, пройденный танком, если он двигался, 
не. меняя направления.

Применяя формулу (2), имеем

d  =  V (60 +  30)2 +  (20 — 80)2 =  У 6400 +  3600 =  100 (км).

§ 4. Деление отрезка в данном отношении

Предположим, что отрезок А В  (рис. 8), соединяющий точки 
А(ХиУл)  и В ( х 2, у 2),  разделен точкой С на два отрезка А С  и СВ,

причем отношение АС  к СВ  равно
I ( 1 >  0): 

АС - I .  ( 1)СВ
а  у i

в
Or

-— х ^
Х о

Рис. 8.

Требуется выразить координаты х  к 
у  точки С( х , у )  через координаты 
концов отрезка АВ.

Опустим перпендикуляры А А\, 
В В \ и С С] соответственно из точек 
Л, Б  и С на ось Ох. Тогда полу
чим, что три параллельные прямые 
Л И , С\С, В \В  пересекают стороны 

угла (не обозначенного на рисунке), образованного прямыми А В  
и Ох. Как известно из элементарной геометрии, пучок параллель
ных прямых рассекает стороны угла на пропорциональные части; 
поэтому

Л,С, АС
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откуда на основании равенства (1) будем иметь

■ (2) 
С\В\  v ’

Из рис. 8 видно, что — ОС[ — ОА\ —  х — х\, С \В\ —  О В у —* 
- О С 1— х 2 — х , П одставляя эти выражения в формулу (2), по

лучим
±= -^■  =  1. (3)
х 2 — X

Решая уравнение (3) относительно неизвестной абсциссы х, будем 
иметь

__ _ Х1 + 1̂2 ,
1 +1 '

аналогично,
. .  У \  +  2 
у ~  1 +  1 ‘

Итак, координаты точки С( х , и ) ,  делящей отрезок А В  в отно
шении I (считая от А к В) ,  определяются формулами

Х \  +  1 х 2 . . __  У \  ~Ь-  — и —  У±лИМ1. (4)
1+1 ' у 1 +  1 1

Если точка С делит отрезок А В  пополам, то А С  =  СВ  и, следо^ 
вательно, 1 =  А С / С В —  1. Обозначая координаты середины от
резка А В  через х,  у,  получим на основании формул (4)

(5)

т. е. к о о р д и н а т ы  с е р е д и н ы  о т р е з к а  равны  полусуммам  
соответствующих координат его концов.

П р и м е ч а н и е .  При выводе формул (4) и (5) мы предполагали, что концы 
А и В  отрезка АВ  лежат в первом квадранте, и, следовательно, координаты то
чек Л и Й  положительны. Легко доказать, что формулы (4) и (5) будут спра
ведливы и з  том случае, когда один или оба конца отрезка А В лежат в других 
квадрантах и, следовательно, некоторые или все координаты точек Л и В отри
цательны.

П р и м е р .  Вычислить координаты точки С(х,  у) ,  делящей отрезок А В ме
ж ду точками А (—5, —3) и В (4, —6) в отношении АС/СВ =  3/2.

В этом случае / =  3/2 и, следовательно:

- 5 + 4 - 4  ,  - 3  +  | - ( - 6 )  _ 4

. , 3 ~  5 ’ У~  3 5 '
1 +  -2 1+-2

§ 5. Площадь треугольника

Пусть требуется найти площадь 5  треугольника А В С  (рис. 9) 
с вершинами А ( х и у 1), В ( х 2, у 2), С( х 3, у 3).

Пусть А В  =  с, А С  =  Ь, а углы, образованные этими сторо
нами с осью Ох,  соответственно равны а  и р.
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На основании § 3 (см. замечание) имеем (рис. 9) 

А 'В ' ■■ сх —- с cos а  =  х 2

V

х ь
А "В "  —  с„ =  с sin а =  у 2 — У\ ( 1)

А 'С ' — bx =  b cos р
А " С ‘ ■■Ьу — Ъ sin р =  г/з

х„

У\-

Пусть ср =  ZCAB-, очевидно (рис. 9), ф =  р 
формуле тригонометрии получаем

(2)

а. По известной

5  =  ^  Ьс sin ф be sin (р — а):

-к Ьс (sin р cos а — cos р sin а) == -i- (bycx — Ьхсу). (3)

Отсюда в силу (1) и (2) имеем

S  =  T  [(г/з -  Уд (*2 — *i) ~  (*з “  *i) (г/2 — У\)1 (4)

Заметим, что формула (4) при ином расположении вершин мо
жет дать площадь треугольника 5  со знаком минус. Поэтому фор

мулу для площади треуголь-

А " (0 ,у , )

У\С% У^_ С(х3,!/з)

________________ .
AfaM) i ^ j  с'(х3,0) J

О А'(х/}0)

Рис. 9

ника обычно пишут в виде 

5  =  ±  — [(х2 — *,) (г/з — уд  —  

- ~ { х 3 — х 1) ( у 2 — у  |) 1 .  ( Л
где знак выбирается так, что
бы для площади получалось 
положительное число.

Используя понятие опреде
лителя второго порядка  

а Ь
с d ■■ ad — be,

формулу (4') можно записать в удобной для запоминания 
форме

1 Х2 — X, Хз — X1
У г  —  У \  У з  —  У \

± (5)

Формула (4') упрощается, если точка А( х \ , у \ )  находится в на
чале координат. А именно, полагая х 1 —  0, у\ =  0, получим

5  =  ±  — (х2у3 — х 3у 2).

Отметим, что если точки А, В, С находятся на одной прямой, 
то площадь 5  — 0; и обратно, если 5  =  0, то вершины А, В  и С 
расположены на одной прямой.
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П р и м е р .  Колхозное поле имеет форму треугольника с вершинами Л (—2, 
1), 5 (3 , 5) и С(— 1, 4) (размеры даны в километрах).

Определить площадь этого поля.
По формуле (5) имеем

с _ о _  1 3 +  2 - 1 + 2 1 _  1
“ 2 5 +  1 4 +  1 1 2 

или 5  =  950 га.
З а м е ч а н и е .  Определение площади многоугольника сводится 

к определению площадей треугольников. Д л я  этого достаточно р аз 
бить многоугольник на треугольники, площади которых вычисляют 
по формуле (4) .

Упражнения

1. Построить точки: Л (2, 3), В(—4, 1), С(2, —3), й ( —2, —2), Е(—5, 0).
2. Определить координаты вершин равностороннего треугольника, лежащего 

в I квадранте, со стороной, равной 10, если одна из вершин его совпадает с на
чалом координат О, а основание треугольника расположено на оси Ох.

3. Определить координаты точки М(х,  у) ,  симметричной с точкой Л( 1, 2) 
относительно: а) оси Ох; б) оси Оу\ в) биссектрисы I и III координатных уг
лов; г) биссектрисы II и IV координатных углов.

4. Прямая МЫ параллельна оси ординат и находится от нее вправо на рас
стоянии 5 единиц. Найти координаты точки Ль симметричной с точкой Л(2, 4) 
относительно прямой МЫ, и координаты точки В\, симметричной с точкой 
В (— 1, 3) относительно той же прямой МЫ.

5. На оси Ох найти точку, расстояние которой от точки А (3, 4) равно 5.
8. Отрезок АВ,  где А ( 2, 5) и В (4, 8) , делится точкой С в отношении 2 :3.

Найти координаты точки С.
7. Точка С (2, 3) делит отрезок АВ  в отношении 1: 2.  Найти координаты 

точки В , если известно, что точка А имеет координаты х =  1, у — 2.
8. Вершины треугольника суть Л (—2, 0), 6 (6, 6) и С(1, —4). Найти длину 

биссектрисы, проведенной из вершины А.
9. В точках' А (—2, 1) и В { 7, 4) помещены соответственно т ,  — 10 г и т 2= ,  

=  20 г. Определить координаты центра масс этой системы.
10. Найти координаты центра масс N треугольника АВС с вершинами; 

Л (—2, 1), В (2, — 1), С (4, 3). (Центр масс треугольника совпадает с точкой 
пересечения его медиан, которая, как известно, делит каждую из медиан в отно
шении 2 : 1, считая от вершины.)

И. Отрезок между точками А(хо, г/о) и В(х, у )  разделен на п равных ча
стей. Определить координаты XI, У1 (г — 1, 2, . . . ,  п — 1) точек деления.

12. Вычислить площадь треугольника с вершинами-Л{—2, —2), В (— 1, 3) и 
С(3, - 1).

13. Показать, что точки Л(—7 ,—3), В(— 1, 1) и С(2, 3) лежат на одной 
прямой.

14. Площадь треугольника АВС с вершинами Л (—2, 1), 6 (2 , 2) и С (4, у) 
равна 15. Определить ординату вершины С.

15. Лес имеет форму четырехугольника с вершинами Л(0 м, 200 м), В (200 м, 
100 м), С (500 м, 300 м) и 0(100  м, 700 м).

Найти площадь леса.

15 1 
6 5

=  ±  - ^ ( 2 5 - 6 ) =  9,5 (км2)
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§ 1. Множества

Под множеством X  =  {х, х х " ,  , , .}  понимается собрание (со
вокупность) некоторых элементов х, х ’, х", . . .  Если х  есть элемент 
множества X, то пишут х е  X  (читается: х  принадлежит X); если 
у  не является элементом множества X, то пишут у  <ф. X  (читается: 
у  не принадлежит множеству X ).

П р и м е р  1. X  — множество всех студентов в данной аудито
рии.

П р и м е р  2. X  =  {1 ,2 ,3 , . . . } — множество натуральных чисел.
Удобно ввести понятие пустого множества 0 ,  т. е. множества, 

не содержащего ни одного элемента. В частности, это освобож
дает нас от необходимости каждый раз доказывать существова
ние хотя бы одного элемента данного множества.

П р и м е р з .  Множество трехголовых людей пусто.
Множества X  и X ' считаются равными: X  —  X ', если они со

стоят из одних и тех же элементов.
О п р е д е л е н и е  1. Множество У, состоящее из части элем ен

тов множества X  или  совпадающее с ним, называется п о д  м н о 
ж е с т в о м  множества X; в этом случае пи
шут

У с= Х. (1)

Условились считать, что пустое множество 
есть подмножество любого множества.

Если множества изображать «логическими 
фигурами», то соотношению (1) соответствует 
рис. 10.

Если под символом V понимать «для любого», то соотноше
ние (1) эквивалентно следующему:

У у  е= У =ф- у  е  X , (10

где стрелка =Ф- заменяет слово «следует».
П р и м е р  4. Пусть X  — множество всех студентов первого кур

са и У — множество студенток первого курса. Очевидно, У с :  X.
Если У сг X  и X  с= У, то, очевидно, X —  У.
О п р е д е л е н и е  2. П од о б ъ е д и н е н и е м  (с у м м о й ) двух  

множеств X  и У понимается множество Х[ } У  (и — знак объедине
ния) ,  состоящее из всех элементов, принадлеж ащ их хотя бы од
ному из данных множеств, т. е. входящ их или  в X. или  в У, или  в  X  
и в У одновременно  (рис. 11).
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Аналогично определяется объединение большего числа мно
жеств. Так, под объединением X [ j Y \ j Z  трех множеств понимается 
множество всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из 
множеств X,  У, 1.  Логически знак 
объединения множеств соответ
ствует союзу «или» (соединитель
ному).

П р и м е р  5. {1, 2, 3}и{2, 3, 4} =
=  {1,2, 3,4}.

О п р е д е л е н и е  3. Под п е р е 
с е ч е н и е м  (п р о и з в е д е н и е м )’ 
двух множеств X  и У понимается 
множество X  П У (Г) — знак пересече
ния) ,  состоящее из всех элементов, Рис. 11. 
принадлеж ащ их как одному, так и
другому множествам, т. е. входящ их и в множество X  и в мноо/се- 
ство У (общ ая часть множеств) (рис. 11).

Таким образом, знак пересечения множеств логически соответ
ствует союзу «и» (н е  р а з д е л е н н о м у ) .  Если множества X  и 
У не имеют общих элементов, то их пересечение пусто:

Х(] У =  0 .
Аналогично определяется пересечение большего числа мно

жеств. Так, под пересечением Х [ ) У  трех множеств понимается 
множество всех элемен
тов, принадлежащих одно
временно множествам X,
У и г .

П р и м е р  6. {1 , 2 ,  3} П 
П {2, 3, 4} =  {2, 3}.

О п р е д е л е н и е  4. Д л я  
множеств X  и У под и х р  а з -  
н о с т ь ю  Х \  У понимается 
множество, содержащее все 
элементы множества X, не входящ ие в множество У (рис. 12).

Если У с :  X, то множество КС =  Х \ У  называется дополнением  
множества У до множества X  (рис. 13).

Очевидно, У и Ус =  X, У П Ус =  0 .
П р и м е р  7. {1, 2, 3 } \ { 2 ,  3, 4} =  {1}.

§ 2. Метод координат на плоскости

В главе I было показано, как, используя прямоугольные коор
динаты, можно чисто алгебраически решать геометрические за 
дачи.

Раздел математики, занимающийся изучением свойств геомет
рических фигур с помощью алгебры, носит название аналитической

Рис. 12. Рис. 13
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геометрии, а использование для этой цели координат называется 
методом координат.

Выше мы применили метод координат для решения ряда важ 
ных, но частных задач. Теперь мы приступим к систематическому 
изложению того, как в аналитической геометрии решается о б щ а я  
з а д а ч а ,  состоящая в исследовании методами математического

анализа формы, расположения и свойств 
данной линии.

Пусть мы имеем некоторую линию на 
плоскости (рис. 14). Координаты х н у  точ
ки, лежащей на этой линии, не могут быть 
вполне произвольными; они должны быть 
подчинены известным ограничениям, обус
ловленным геометрическими свойствами 
данной линии. Тот факт, что числа х и у 

Рис- 14. являются координатами точки, лежащей
на данной линии, аналитически записы

вается в виде некоторого уравнения. Это уравнение называется 
уравнением линии на плоскости.

Сущность метода координат на плоскости заключается в том, 
что всякой плоской линии сопоставляется ее уравнение1), а затем 
свойства этой линии изучаются путем аналитического исследова
ния соответствующего уравнения.

§ 3. Линия как множество точек

Линия на плоскости обычно задается как множество точек, 
обладающих некоторыми геометрическими свойствами, исключи
тельно им присущими.

П р и м е р  1. Окружность радиуса /? (рис. 15) есть множество 
всех точек плоскости, удаленных на расстояние & от некоторой ее 
точки О ( ц е н т р  о к р у ж н о с т и ) ,

*) Точнее говоря, класс равносильных уравнений
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Иными словами, на окружности расположены те и только те 
точки, расстояние которых от центра окружности равно ее р а 
диусу.

П р и м е р ,  2. Биссектриса угла Л ВС  (рис. 16) есть множество 
всех точек, лежащих внутри угла и равноудаленных от его сторон.

Этим утверждается, что: 1) для каждой точки М, лежащей на 
биссектрисе BD, длины перпендикуляров М Р и MQ, опущенных 
соответственно на стороны В А и ВС  угла, равны между собой: 
М Р —  MQ, и 2) всякая точка, находящаяся внутри угла AB C  и, не 
леж ащ ая на его биссектрисе, будет ближе к одной стороне угла, 
чем к другой.

§ 4. Уравнение линии на плоскости

Сформулируем теперь точнее определение уравнения лин и й 1)' 
на плоскости.

О п р е д е л е н и е .  У р а в н е н и е м  л и н и и  (у р а в н е н и е м  
к р и в о й ) на плоскости Оху называется уравнение, которому удов
летворяют координаты х и у  каждой точки данной линии и не 
удовлетворяют координаты лю бой точки, не леж ащей на этой 
линии.

Таким образом, для того чтобы установить, что данное уравне
ние является уравнением некоторой линии К, необходимо и доста
точно: 1) доказать, что координаты любой точки, лежащей на ли
нии К, удовлетворяют этому уравнению, и 2) доказать, обратно, 
что если координаты некоторой точки удовлетворяют этому урав
нению, то точка обязательно лежит на линии К.

Отсюда уже автоматически будет следовать, что: 1') если коор
динаты какой-нибудь точки не удовлетворяют данному уравнению, 
то точка эта не лежит на линии /(, и 2') если точка не лежит на 
линии К, то ее координаты не удовлетворяют данному уравнению.

Если точка М ( х , у ) передвигается по линии К,  то ее коорди
нату  х  и у, изменяясь, все время удовлетворяют уравнению этой 
кривой. Поэтому координаты точки М( х,  у)  называются текущими 
координатами точки линии К.

На плоскости Оху текущие координаты точки М данной кри
вой К обычно обозначаются через х  и у, причем первая из них есть 
абсцисса точки М, а вторая — ее ордината. Однако, если это целе
сообразно, текущие координаты точки М  можно обозначать лю
быми буквами, например, М( Х ,  У),  или М ( | , г | )  и т. п. Так, напри
мер, уравнения

у —  2х  и У == 2Х,
где точки N (х, у)  и N( X,  К) расположены на плоскости Оху, пред
ставляют собой уравнение одной и той же прямой на этой пло
скости.

’) Линию мы часто будем называть кривой независимо от того, прямоли
нейна она или не прямолинейна.
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Основное понятие аналитической геометрии — у р а в н е н и е  
л и н и и  — поясним на ряде примеров.

П р и м е р  1. Составить уравнение окружности данного радиуса I? с центром 
в начале координат.

Возьмем на окружности (рис. 17) произвольную точку М(х, у)  и соединим ее 
с центром О, По определению окружности имеем ОМ =  К, т. е. V х 2 +  у 2 — /?) 
откуда

х1 +  у2 =  R2. ( 1)

Уравнение ( 1) связывает между собой координаты х и у  каждой точки дан
ной окружности. Обратно, если координаты точки М(х, у)  удовлетворяют урав

нению (1), то, очевидно, ОМ =  Я и, следовательно, 
эта точка лежит на нашей окружности. Таким об
разом, уравнение ( 1) представляет собой уравнение 
окружности радиуса Я с центром в начале коорди
нат.

П р и м е р  2. Составить уравнения биссектрис 
координатных углов.

Рассмотрим сначала биссектрису I и III коор
динатных углов (рис. 18, а). Возьмем на ней произ
вольную точку М( х ,у ) .  Если точка М  лежит в пер
вом квадранте, то абсцисса , и ордината ее обе поло
жительны и равны между собой (по свойству биссек
трисы). Если же точка М(х ,у)  лежит в III квад
ранте, то абсцисса и ордината будут обе отрицатель- 

а абсолютные величины их равны; поэтому бу- 
у  этой точки. Следовательно, в обоих случаях

У 1

\ 0

Рис. 17.

дут равны и 
имеем

координаты
ны, 

х и

У — х. (2 )

Обратно, если координаты х и у  какой-нибудь точки М(х, у) удовлетворяют 
уравнению (2), то эта точка, очевидно, лежит на биссектрисе I и III координат-

ных. углов. Поэтому уравнение (2) представляет собой уравнение биссектрисы I 
и III координатных углов.

Рассмотрим теперь биссектрису II и IV координатных углов (рис. 18,6). 
Возьмем на ней произвольную точку N(x, у) ,  В каком бы квадрантет— II или
IV — ни была расположена эта точка, координаты ее х и у  равны по абсолютной 
величине и отличаются знаками. Следовательно, в обоих случаях имеем

у  — —X, (3 )
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Обратно, если для какой-нибудь точки N{x, у)  выполнено уравнение (3), то 
чта точка, очевидно, лежит на биссектрисе II и IV  координатных углов. Таким 
образом, уравнение (3) есть уравнение биссектрисы II и IV координатных углов.

П р и м е р 3. Составить уравнение прямой, параллельной оси ординат.
Пусть прямая АВ\\Оу,  и пусть отрезок ОА =  а {рис, 19, а). Тогда для лю

бой точки М(х, у) прямой АВ ее абсцисса х равна а:

х =  а. (4)

Обратно, если абсцисса некоторой точки М(х, у) равна а, то эта точка лежит 
па прямой АВ.

Таким образом, уравнение (4) представляет собой уравнение прямой, парал
лельной оси Оу  и отстоящей от нее на расстоянии, равном численному значению

б)

Рис. 19.

а; при этом если прямая расположена справа от осп Оу, то а положительно; если 
же прямая расположена слева от оси Оу,  то а отрицательно.

В частности, при а =  0 получаем уравнение оси ординат: х  =  0.
П р и м е р  4. Составить уравнение прямой, параллельной оси абсцисс.
Совершенно аналогично, если прямая СО\\Ох и ОС =  Ь (рис. 19 ,6), то ее 

урайнение будет
У =  ь ;

при этом если прямая СО расположена выше оси Ох, то Ь положительно, если 
же прямая СО расположена ниже оси Ох, то Ь отрицательно.

В частности, при 6 =  0 получаем уравнение оси абсцисс: у  =  0.
П р и м е р  5. Найти линию, расстояние точек которой от точки 6 ( 12, 16) в 

два раза больше, чем от точки <4(3, 4).
Если М( х ,у )  — произвольная точка искомой линии, то согласно условию за

дачи имеем
2 АМ =  ВМ.  15)

Чтобы составить уравнение этой линии, надо выразить АМ и ВМ через ко
ординаты х н у  точки М. На основании формулы расстояния между двумя точ
ками (гл. I, § 3) имеем

АМ =  У (Г ^ " З )2 +  (у -  4)2, ВМ =  У (*  -  12)8 +  (у -  

откуда соласно соотношению (б)

2 У (Г = Г з )2 +  (у _  4)2 =  У ( л : - 12)2 +

Это и есть уравнение искомой линии.

16)2,
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Но в таком виде трудно судить, какую линию представляет это уравнение, 
поэтому упростим его. Возведя обе части в квадрат и раскрыв скобки, получим

4х2 — 24а: +  36 +  4 у2 — 32 у  +  64 =  — 24* +  144 +  у2 — 32 у  +  256, 

или после несложных преобразований имеем равносильное уравнение

х'2 +  У2 100 .

Сравнивая полученное уравнение с уравнением (1),  мы видим, что искомая 
линия является окружностью радиуса 10 с центром в начале координат.

§ 5. Построение линии по ее уравнению

Если переменные х а  у  связаны некоторым уравнением, то мно
жество точек М ( х , у ) ,  координаты которых удовлетворяют этому 

уравнению, представляет собой, вообще говоря, 
некоторую линию на плоскости («геометрический 
образ уравнения» ) . .

В частных случаях эта линия может вырож
даться в одну или несколько точек. Возможны 
такж е случаи, когда уравнению не соответствует 
никакое множество точек.

Например, уравнению
( * - 1 ) »  +  ( у - 2 ) *  =  0

соответствует единственная точка (1, 2), так  как 
этому уравнению удовлетворяет единственная 
пара значений: х  == 1 и у  —  2.

Уравнению
х 2 4- у2 —  1

не соответствует никакое множество точек, так как этому урав
нению нельзя удовлетворить никакими действительными значе
ниями х  и у.

З н ая  уравнение линий, можно по точкам построить эту линию. 
П р и м е р .  Построить линию, выражаемую уравнением

у  =  х 2 (1)

{обычно говорят короче: построить линию у  —  х 2).
Д ав ая  абсциссе х  в уравнении (1) числовые значения и вычис

ляя соответствующие значения ординаты у, получим следующую 
таблицу:

X . . . ~ 3 — 2 - 1 0 1 2 3 . . .

У . . . 9 4 1 0 1 4 9 . . .

Нанося соответствующие точки на плоскость, мы видим, что 
конфигурация этих точек определяет начертание некоторой линии;
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при этом чем гуще построена сеть точек, тем отчетливее выступает 
ее контур. Соединяя построенные точки линией, характер которой 
учитывает положение промежуточных т о ч ек !), мы и получим ли
нию, определяемую данным уравнением (1) (рис. 20). Эта линия 
называется параболой.

§ 6. Некоторые элементарные задача

Если известно уравнение линии, то легко могут быть решены 
простейшие задачи, связанные с расположением этой линии на 
плоскости.

З а д а ч а  1. Заданы уравнение линии К  и координаты точки 
М( а , Ь) .  Определить, лежит ли точка М на линии К  или нет?

Иными словами, требуется узнать, проходит ли линия К  через 
точку М  или не проходит. ' •

На основании понятия уравнения линии получаем п р а в и л о ?  
чтобы определить, лежит ли  точка М на данной линии  К, нужно 
в уравнение этой линии подставить координаты нашей точки. Е сли  
при этом уравнение удовлетворится (т. е. в результате подста
новки получится равенство), то точка лежит на линии-, в против- 
ном случае, если координаты точки не удовлетворяют уравнению  
линии, данная точка не лежит на линии.

В частном случае линия проходит через начало координат тогда 
и только тогда, когда уравнение линии удовлетворяется при х  —  0 
и у  —  0.

П р и м е р  1. Дана окружность
*2 +  ^  =  25. (1)

Определить, лежат ли на ней точки М ( —3, 4) и Ы(4, —2).
Подставляя координаты точки М в уравнение (1),  получаем тождество

(—3)2 +  42 =  25.
Следовательно, точка М лежит на данной окружности.

Аналогично, подставляя координаты точки N  в уравнение (!),  будем иметь
42 +  (—2)2 ф  2-5.

Следовательно, точка N не лежит на данной окружности.
З а д а ч а  2. Найти точку пересечения двух линий, заданных 

своими уравнениями.
Точка пересечения одновременно находится как на первой ли

нии, так и на второй. Следовательно, координаты этой точки удов
летворяют уравнениям обеих линий. Отсюда получаем п р а в и л о :  
чтобы найти координаты точки пересечения двух линий, достаточно 
совместно решить систему их уравнений. Если эта система не 
имеет действительных решений, то линии не пересекаются.

') Для того чтобы иметь возможность судить о положении промежуточных 
точек линии, мы должны предварительно изучить общие свойства уравнения этой 
линии (подробнее см. в гл. XI).
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П р и м е р  2. Найти точки пересечения параболы у  — хг и прямой у  =  4.
Решая систему

У  =  * 3. |

У — 4, j
получаем две точки пересечения Л(—2, 4) и В (2, 4).

З а д а ч а  3. Найти точки пересечения данной линии с осями . 
координат.

Эта задача является частным случаем задачи 2.
Учитывая, что уравнение оси Ох есть у  —  О, получаем п р а 

в и л о :  чтобы найти абсциссы точек пересечения данной линии
с осью Ох, нужно в уравнении этой 
линии положить у  —  0 и решить 
полученное уравнение относитель
но х.

Аналогично, так как уравнение 
оси О у  есть х — 0, то получаем п р а 
в и л о :  чтобы найти ординаты точек 
пересечения данной линии  с о с ь ю  
Оу, нужно в уравнении этой линии  
положить х  =  0 и решить получен
ное уравнение относительно у.

П р и м е р 3. Найти точки пересечения 
окружности

х2 +  у2 =  1 (2)

с осями коордииат.
Полагая у  =  0 в уравнении (2), получаем х2 =  1, т. е. xi =  — 1 и х? =  1. 

Отсюда находим две точки пересечения данной окоужности с осью Ох  (рис. 21)5 
А { -1 , 0) и 3 (1 , 0).

Аналогично, полагая х «= 0 в уравнении (2), получаем у 2 — 1, т. е. у\ =  — 1 
й Уч — 1. Следовательно, имеются две точки пересечения данной окружности с 
осью Оу  (рис. 21): С(0, — i) и 0 (0 , !).

§ 7. Д ве основные задачи аналитической геометрии
на плоскости

Резюмируя содержание этой главы, можно сказать, что всякой 
линии на плоскости соответствует некоторое уравнение между те
кущими координатами (х, у)  точки этой линии. Наоборот, всякому 
уравнению между * и у, где х  и у  — координаты точки на пло
скости, соответствует, вообще говоря, некоторая линия, свойства 
которой вполне определяются данным уравнением.

Отсюда, естественно, возникают две основные задачи аналити
ческой геометрии на плоскости.

1) Д ана  линия, рассматриваемая как множество точек. Соста
вить уравнение этой линии.

2) Д ано  уравнение некоторой линии. Изучить по этому урав
нению ее геометрические свойства (форму и располозюение).



§ 8. Алгебраические линия

О п р е д е л е н и е ,  Л иния  называется л и н и е й  (или к р и в о й ) 
п -го  п о р я д к а  (п =  1, 2, . . . ) ,  если  она определяется уравнением  
п-й степени относительно текущих прям оугольны х координат. 

Такие линии называются алгебраическими. Например, линии

х  +  у — 1 =  О, x2 - f # 2 * = l ,  Xs +  у3 — Зху =  О

являются кривыми соответственно первого, второго и третьего по
рядка.

Общий вид кривых первого порядка есть

А х  +  B y  -j- С =  О,

где коэффициенты А и В  не равны нулю одновременно, т. е. 
А 2 -\-В 2 Ф  0. Как будет доказано ниже (см. гл. II I) ,  все кривые 
первого порядка — прямые линии.

Общий вид кривых второго порядка следующий:

А х2 -f- В ху Су2 -f- D x  +  Е у  +  F — 0,

где коэффициенты А, В  и С не равны нулю одновременно, т. е. 
Д2 +  В 2 -j- С2 Ф  0.

Заметим, что не всякому уравнению второго порядка соответ
ствует действительная кривая, Например, уравнению х2 +  2ху  -{- 

г/2 - j - 1 =  0 не отвечает никакая кривая на плоскости Оху, так 
как, очевидно, нет действительных чисел х и у, удовлетворяющих 
этому уравнению.

В следующих главах мы подробно изучим кривую первого по
рядка (прямую линию) и рассмотрим важнейшие представители 
кривых второго порядка (окружность, эллипс, гипербола, п ара
бола) .

Уравнение кривой «-го порядка может быть записано в следующем виде:

, П

Y, аРчхРУя =  °- (i)
р. <?=»оР+ <7 < П

где хотя бы один из старших коэффициентов аЙЯ, т. е. таких, что р +  <7 =  «, от
личен от нуля — знак суммирования).

Отметим важное свойство: п о р я д о к  к р и в о й  (1) не  з а в и с и т  о т  в ы 
б о р а  п р я м о у г о л ь н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т .

Действительно, выбирая другую систему прямоугольных координат О'х'у’, на 
основании формул перехода {§ 2) имеем

X =  й\Х' +  ft, у '  +  сь )
у  =  а2х' +  Ьгу'  +  съ J W

где ш, b¡, a  {I =  I, 2) — некоторые постоянные коэффициенты.

2 В, А. Кудрявцев, Б. И, Демидович
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Отсюда уравнение кривой (1) в новых юордияатах О'.х'д' будет иметь вид
tl‘
Е  <3>р‘, €=Ф 

Р'+Ч' < «'
где п'— порядок .преобразованной кривой. Очевидно, что п' «Ç п.

Аналогично, исходя из уравнения (3) и совершая обратный переход от ко
ординат х‘, у' к координатам х, у, получим уравнение ( 1), в котором п ^ п ' .  
Следовательно, п' — п.

. Упражнения

1. Составить уравнение линии, расстояние течек которой от оем Ох  в два 
раза больше, чем от оси Оу.

2. Составить уравнение линии, точки которой равноотстоят от двух данных 
точек: /1(2, 1) и В(—3, 0)

3. Какую кривую описывает центр тяжести треугольника ЛВС с двумя не
подвижными вершинами А {6, 0) и В (—6, 0), если третья вершина С(х?, Уз) опи
сывает окружность х \  +  у \  =  36?

4. Какие геометрические образы соответствуют уравнениям; а) ху =  0;
б) х2 +  у 1 =  0; в) х2 — I — 0; г) у2 Зг/ +  2 =  Ö; д) х2 — ху =  0?

5. По точкам построить кривые, заданные уравнениями: а) у  =  2 — х\ б) у  =

=  2х — х2\ в) у  =  ±  V 100 — х3; г) у  =  ±  -g- V  Ю0 — х2.

6. Указать, какие из данных точек Л{0, 0), В{1, 1), С(1, —1), D(— 1, — 1), 
Е{  1, 2) лежат на кривой у  — х2 и какие не лежат на ней.

7. Найти точки пересечения кривой у  =  2 +  х  — х2 с осями координат.
8. Найти точки пересечения окружности х̂  +  У2 — 8 в прямой х — у  — 0.



Г л а в а  Ш 

ПРЯМАЯ Л И Н И Я

§ 1. Уравнение прямой

Пусть Р(Э —  некоторая прямая на плоскости О ху  (рис. 22), Че
рез произвольную точку М 0(хо,Уа) этой прямой (условно называе- 

ую «начальной точкой») проведем прямую М 0х', параллельную 
оси Ох и имеющую с ней одинаковое направление. Тогда наимень
ший неотрицательный угол <р =  Z С},М0х '  ( 0 ^ ф < я ) ,  образован
ный полупрямой М 0(2, лежащ ей выше оси М 0х ' или совпадающей

с ней, с осью Мох', называется угло м  между данной прямой и осью 
Ох. Очевидно, этот угол не зависит от выбора точки М 0. Если пря
мая РС} пересекает ось Ох в некоторой точке А (а , 0), то ф есть 
обычный угол между направленными прямыми. Если Р 0\\О х, то, 
очевидно, ф =  0. Н ачальная точка Мо прямой и угол ф («направ
ление прямой») однозначно определяют положение этой прямой 
на плоскости.

1) Пусть сначала 0 ^  ф <  л/2. Тогда прямая РС} пересекает 
ось Оу в некоторой точке В (0 ,6 ) ,  которую можно принять за на
чальную.

Ордината у  — ММ текущей точки М ( х , у ) прямой (рис. 23) со
стоит из двух частей:

у  —  N 0  -{- СМ,  (1)

из которых первая постоянна, а вторая переменна. Введя угловой 
коэффициент ф =  к, из рис. 23 будем иметь

А1С —  Ь и СМ —  В С ^ у  —  кх  (2)
при х 0.

Таким образом,
У =  Ь ± к х  (3)

п ри х  ^  0,

2*
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Нетрудно проверить, что формула (3) остается справедливой 
также и при л; <  0.

Мы доказали, что координаты любой точки М  (х , у)  прямой РС,} 
удовлетворяют уравнению (3). Легко убедиться в обратном: если 
координаты какой-нибудь точки М\ (Х\ , У\ )  удовлетворяют уравне
нию (3), то точка М\ о б я з а т е л ь н о  лежит на прямой Рф. Сле
довательно, уравнение (3) представляет собой уравнение прямой 
линии Р() (так называемое уравнение прямой с угловы м коэффи
циентом) . Постоянные величины Ь и к (параметры) имеют следую
щие значения: Ь — ОВ — начальны й отрезок (точнее, начальная  
ордината) и к —  tg  ср — угловой коэффициент. Заметим, что если 
точка В расположена выше оси Ох, то Ь >  0, а если ниже, то 
Ъ <  0. При Ь 0 прямая проходит через начало координат и ур ав 
нение такой прямой есть

У —  кх. . (4)

При 6 — 0 получаем уравнение прямой, параллельной оси Ох:
У =  ь.

2) Если я /2  <С ф <  я, то с помощью аналогичных рассуждений 
мы также приходим к уравнению (3).

3) Если =  п/2, т. е. прямая А В  перпендикулярна оси Ох, 
то ее уравнение есть (см. гл. II)

х  =  а, (5)
где а — абсцисса с л е д а  этой прямой на оси Ох (т. е. ее точки 
пересечения с осыо Ох) .

З а м е ч а н и е .  Как частные случаи, получаем уравнения осей
координат:

у —  0 (ось Ох)  и х  —  0 (ось Оу).  (6)

Прямую легко построить по ее уравнению.
П р и м е р .  Построить прямую, заданную уравнением

3У = Т х - 4.

Известно, что две точки вполне определяют положение прямой. Поэтому до
статочно найти две точки, через которые проходит наша прямая. В данном урав
нении 6 =  —4. Следовательно, прямая проходит через точку В( 0, —4). С другой 
стороны, координаты х н у  любой точки, лежащей на нашей прямой, связаны за
данным уравнением. Поэтому, задав абсциссу некоторой точки, лежащей на пря
мой, мы из уравнения прямой найдем ее ординату. Положим, например, х =  2; 
из уравнения прямой получим у  =  — 1. Таким образом, наша прямая проходит 
через точки А (2, — 1) и В( 0, —4). Построив эти точки по их координатам и про
ведя через них прямую (рис. 24), мы получим искомую прямую.

Из предыдущего видно, что для произвольной прямой на пло
скости можно составить ее уравнение; обратно, зная уравнение 
некоторой прямой, можно построить эту прямую. Таким образом, 
уравнение прямой полностью характеризует положение ее на пло
скости.
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Из формул (3) и (5) видно, что уравнение прямой есть урав
нение п е р в о й  с т е п е н и  относительно текущих координат х  и 
//. Справедливо и обратное утверждение.

Т е о р е м а .  Всякое невырожденное  
уравнение первой степени

А х  +  В у  +  С =  О (А 2 +  В2 Ф 0 )  (7)

представляет собой уравнение некоторой 
прямой линии  на плоскости О ху  {общее  
уравнение прямой л и н и и ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  1) Пусть сначала 
В ф  0. Тогда уравнение (7) можно пред
ставить в виде

А С /оч
У ~~ В Х В * *• '

Сравнивая с (3), мы получим, что 
это есть уравнение прямой с угло
вым коэффициентом & — — А / В  и начальной ординатой 
ь =  — С /В.

2) Пусть теперь В —  0; тогда А Ф  0. Имеем А х  + С =  0 и

ж =  — С /А ,  (9)

Уравнение (9) представляет собой уравнение прямой, параллель
ной оси Оу  и отсекающей на оси Ох  отрезок а =  — С/А.

Так как все возможные случаи исчерпаны, то теорема доказана.

§ 2. Угол между двумя прямыми

Рассмотрим две прямые (не параллельны е оси Оу),  заданные 
их уравнениями с угловыми коэффициентами (рис. 25):

у  =  ¡гх +  Ь, где к =  1," ф, (! )
и

у  =  к 'х  +  Ь', где к '  —  ср'. (2)

Требуется определить угол 0 между ними. Точнее, под углом 0 
мы будем понимать наименьший угол, отсчитываемый против хода 
часовой стрелки, на который вторая прямая повернута относитель
но первой ( О ^ 0 - < я ) .  Этот угол 0 (рис. 25) равен углу Л СВ  тре
угольника АВС.  Д алее, из элементарной геометрии известно, что 
внешний угол треугольника равен сумме внутренних, с ним не 
смежных. Поэтому <р' =  ср +  или

0 =  <р' — ф;
отсюда на основании известной формулы тригонометрии получаем 

8  ё  ф) 1 _|_ ф . ^  ф'

Рис. 24.
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Заменяя и t g ф '  соответственно на & и к', окончательно бу
дем иметь

=  (3>

Формула (3) дает выражение тангенса угла между двумя пря
мыми через угловые коэффициенты этих прямых.

Выведем теперь условия параллельно
сти и перпендикулярности двух прямых, 

Если прямые (1) и (2) параллельны, 
то ф7 =  ф и, следовательно,

к ' =  й. (4)

Обратно, если выполнено условие (4), 
то, учитывая, что ф' и ф заключаются 
в пределах от 0 до я, получаем

Ф ' —  ф ,  (5)

и, следовательно, рассматриваемые пря
мые или параллельны, или сливаются 
(параллельность в широком смысле). 

Рис. 25. 1 7 р а в и л о  1. Прямые на плоскости
параллельны  (в широком смысле) тогда 

и только тогда, когда их угловы е коэффициенты равны между 
собой.

Если прямые перпендикулярны, то 0 =  я / 2  и, следовательно,
, а 1 1 Ч" кк' „
2 ¥ 0  “  к' — к ’

отсюда 1 '+  1гк' =  0 и
к' =  — \ /к .  (6)

Справедливо такж е и обратное утверждение.
П р а в и л о  2. Д ве  прямые на плоскости перпендикулярны  

тогда и только тогда, когда их угловы е коэффициенты обратны 
по величине и противоположны по з н а к у х) .

Пусть теперь уравнения прямых заданы в общем виде:
А х + В у ' + С  =  0 (7)

А 'х " + В 'у ’-¥  С '*=* 0. (8)
Отсюда, предполагая, что В ф  0 и В ' ф  0, получаем

(70
I

(8')

А С
У ~  в  х  ~ в

и
А' „ С'

у — — в , X В' ’
') Для прямых, параллельных осям Ох и Оу, условно полагают 1/0 — оо и 

1/со =  0.
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(9)

Следовательно, угловые коэффициенты этих прямых есть
/ л  , ,  А' к —  в , k  —  в , .

II» формулы (3), производя несложные выкладки, находим тан 
гене угла между этими прямыми:

АВ' - А ' В
t g 0 = ( 10)АА'  +  ВВ'  '

Отсюда получаем: 1) у с л о в и е  п а р а л л е л ь н о с т и  прямых 

( 0 = 0 )
т - т г  ( " I

и 2 ) у с л о в и е  п е р п е н д и к у л я р н о с т и  прямых (0 — я / 2 )

АА' +  В В ' =  0. (12)
Отметим, в частности, что прямые

Ах  -}~ Ву О — 0 и В х  — Ау  -]“ =  0 
изаимно перпендикулярны.

П р и м е р .  Определить угол между прямыми у  =  х и у  =  1,001х +  10. 
Здесь угловые коэффициенты прямых есть: £ — 1 и 1,001.
По формуле (3) получаем

( „ 1,001 -  1 0,001 ____ _ 1
1 +  1-1,00! 2.001 0,0°05 ‘ 2000 '

Так как для малых углов 0 справедливо приближенное равенство 0 
1 1 3438'

tg 0, то

в:
2000

рад 2000
•57°18'.

2000
1,7'.

§ 3. Уравнение прямой, проходящей через данную точку 
в данном направлении
Пусть прямая РМ образует угол ср с положительным направ

лением оси Ох  (рис. 26) и проходит через заданную точку 
Р( хиу \ У,  Выведем уравнение этой 
прямой, предполагая сначала, что 
прямая не параллельна оси Оу.

В этом случае, как мы видели, 
уравнение прямой цмеет вид

у  —  кх -{■ Ь, (1)

где к =  tg  ф — угловой коэффи
циент прямой, а Ь —  длина отрезка, 
отсекаемого нашей прямой на оси 
Оу.  Так как точка Р( х \ , у \ )  
лежит на прямой РМ,  то ее координаты х\  и у\  должны удовле
творять уравнению (1), т. е.

У\ — кх  1 ±  Ь. (2)
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Вычитая из равенства (I )  равенство (2 ) , получим

у  — у 1 =  к ( х  —  х  1) .  (3)

Это и есть уравнение искомой прямой.
Если прямая, проходящ ая через точку Р ( х и у{),  параллельна

оси Оу,  то ее уравнение, очевидно, 
будет

х  =  х\.  (4)

Если & — заданное число, то 
уравнение (3) представляет впол
не определенную прямую. Если же 
к  — переменный параметр, то это  
уравнение определит пучок прям ы х , 
проходящ их через точку Р( х \ , у \ )  

Рис. 27. (рис. 27); при этом И называется
параметром пучка.

П р и м е р  1. Написать уравнение прямой, проходящей через точку Р ( 3, 2), 
и параллельной прямой:

Так как искомая прямая параллельна данной прямой, то ее угловой коэффи
циент к =  4/3. Следовательно, на основании формулы (3) уравнение этой пря-

4.
мой имеет вид у  — 2 =  — (х — 3), или

У = Т Х ~  2-
П р и м е р  2. Написать уравнение прямой, проходящей через точку Р ( 4 , 5) 

В перпендикулярной к прямой:
2 , „ 

у ~  з *
Так как искомая прямая перпендикулярна прямой с угловым коэффициентом 

к =  —2/3, то ее угловой коэффициент к' =  — 1/6 =  3/2. Следовательно, на ос-
з

новации формулы (3) уравнение этой прямой таково: у  — 5 =  (х  4), или 

окончательно

§ 4.. Уравнение прямой, проходящей через две данные точки

Известно, что через две не совпадающие между собой точки 
можно провести прямую, и притом только одну. Отыщем уравне
ние прямой, проходящей через точки Р(х \ ,  у\)  и 0 { х 2, Уг).

Предположим сначала, что Х\ ф  х 2, т. е. прямая не парал
лельна оси Оу. Поскольку прямая Р(3 проходит через точку 
Р(хи У1),  то ее уравнение имеет вид (см. § 3)

у  —  у 1 =  к { х  —  х 1),  (1)
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где к  — неизвестный нам угловой коэффициент этой прямой. Од
нако, так как наша прямая проходит также через точку СЦх2, у 2),  
то координаты х2 и у 2 этой последней точки должны удовлетво
рять уравнению (1). Отсюда

Уг —  У\ —  к { х2-— х\)  

и, следовательно, при х 2 Ф  х\  имеем

к ■■ Уг — У\ 
#2 — Х\ (2)

Подставляя выражение (2) для углового коэффициента к 
в уравнение (1), получим уравнение прямой Р(3:

У — У\
__  У  -2 —  У I

( х  —  Х \)- (3)х 2 — х,

Это уравнение при у\ ф  у 2 можно записать также в виде про
порции

*  — *1 _  У — У\ / о / \
х2 — х, у 2 *— у  | '  ’

Если х\ —  х 2, т. е. прямая, проходящая через точки Р (х \ , у { )  
и 0.{х2, у 2),  параллельна оси Оу,  то уравнение этой прямой, оче
видно, будет

х  —  Х \ .

П р и м е р .  Написать уравнение прямой, проходящей через точки Р(4, —2) 
и (3(3, - 1 ) .

На основании уравнения (3) имеем
х —■ 4 у  +  2

-  1 +  2 ' или У =  ~ х +  2-

§ 5. Уравнение прямой в «отрезках»

Выведем теперь уравнение прямой, положение которой на пло
скости задано ненулевыми отрезками, отсекаемыми ею на осях 
координат. Предположим, напри
мер, что прямая А В  отсекает на 
оси Ох  отрезок О А —  а, а на оси 
О у —-отрезок О В  —  Ь (рис. 28), 
причем ясно, что тем самым 
положение прямой вполне опре
делено.

Для вывода уравнения пря
мой АВ  заметим, что эта прямая 
проходит через точки А { а ,0 )  и 
В  (0 ,6 ); поэтому уравнение ее 
легко получается из уравнения (3') (см. § 4), 
в нем х\ —  а, у\ —  О и х2 —  0, у 2 =  Ь. Имеем

х — а у  — О

Рис. 28.

если положить
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Отсюда

я окончательно

Л. _  _  _£ л .  | 
Ь ~  а ‘

- 4 - ^  =  1. а 1 Ь (1)

Это и есть так называемое уравнение прямой в «отрезках». 
Здесь х  и у, как обычно, — координаты произвольной точки 
М ( х , у ) ,  лежащ ей на прямой А В  (рис. 28).

П р и м е р .  Написать уравнения прямой АВ,  отсекающей на оси Ох отрезок 
ОА — 5, а на оси Оу  отрезок ОВ =  —4.

Полагая в уравнении (1) а — 5 и Ь — —4, получим

±  +  - Л -
5 — 4 1: ИЛИ

П р и м е ч а н и е .  Уравнение прямой, проходящей через начало координат 
или параллельной одной из осей координат, не может быть записано как урав
нение, прямой в «отрезках».

§ 6. Точка пересечения двух прямых •

Пусть имеем две прямые
А х  4“ В у  -}■ С =  0 (1)

и
А 'х  4- В ’у  4- С' =  0. (2)

Точка пересечения этих прямых лежит как на первой прямой, 
так  и на второй. Поэтому координаты точки пересечения должны 
удовлетворять как уравнению первой, так и уравнению второй 
прямой. Следовательно, д ля  того чтобы найти координаты точки 
пересечения д вух  данны х прямых, достаточно решить совместно 
систему уравнений этих прямых.

Последовательно исключая из уравнений (1) и (2) неизвест
ные у и х ,  будем иметь

(А В ' —  А 'В )х  +  ( С В ' — С' В)  =  0 (3)
и

(А В ' — А 'В ) у  Ц -[А С ' •— А 'С ) =  0. ' (4)

Отсюда, если. А В ' — А 'В  ф  0, то для координат точки пересечения 
прямых получаем такие выражения:

С В ' ~ С ' В  , А С ' - А ' С  
Х ~  АВ’ — А'В ’ У ~  АВ'  — А ' В '  {0)

или, введя определители второго порядка (см. гл. I, § 5), имеем

х =  ■

с В А С
С' В' А' С'
л В » У А В
А' В' А' В'

(6)
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Д л я  прямых (1) и (2) возможны следующие три случая.
1) А В ' — А ' В Ф  0, т. е.

А
в :
В

Н а основании § 2 прямые не параллельны. Координаты их 
единственной точки пересечения определяются из формул (6).

2) А В'  — А 'В  =  О, СВ'  —  С ' В Ф  0 или А С ' — А ' С ф  0, т. е.
С_

А В С '

Прямые параллельны (см. § 2) и точки пересечения нет. Аналити
чески это видно из того, что по меньшей мере одно из уравнений
(3) или (4) противоречиво и, значит, система (1) и (2) несов
местна.

3) А В ' — А 'В  =  О, СВ'  — С'В  =  О, А С ' — А'С =  0, т. е.

А В С '

Прямые (1) и (2) сливаются, и таким образом, существует бес
численное множество точек пересечения. В этом случае левые 
части уравнений (1) и (2) отличаются только на постоянный мно
житель и, следовательно, система этих уравнений допускает бес
конечно много решений.

П р и м е р .  Решая совместно систему уравнений прямых
Зх +  4у  — 10 =  0,

Чх +  Ьу — 9 =  О,

получаем х —  2 и у  ■ 
N(2, 1).

1. Следовательно, эти прямые пересекаются в точке

яМ(хиу,)

§ 7. Расстояние точки от прямой

Рассмотрим прямую КЬ,  заданную общим уравнением
Ах  +  В у +  С =  0, (1)

и некоторую точку М { х \ , у \ ) .  Под р а с с т о я н и е м  точки М  от 
прямой КЬ  (или прямой КЬ  от 
точки М)  понимается длина пер
пендикуляра й  =  МЫ (М К  ±
1  КЬ) ,  опущенного из точки М 
па прямую КЬ  (рис. 29).

Уравнение перпендикуляра 
МЛ/ можно записать в виде 
(см. § 2)
\ В ( х  —  х \ ) — А{у  —  у х) =  0. (2)

Отсюда для основания перпендикуляра Л7 (л:2, ¿/г) будем иметь
В ( х 2 —  хх) — Л ( у 2 —  у\ )  =  0, (3)

Рис. 29.
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и следовательно,
* а - * 1  _  У 2 - У \  _  ,

Л В ^

где ( —  коэффициент пропорциональности. Поэтому

й  =  У ( £  -  л;1)2 +  (72 ~  У.)2 =  У Л ^ Г ё 51 / 1. (5)

С другой стороны, учитывая, что точка Л^(х2,г/2) лежит на пря
мой причем из (4) имеем х 2 —  х\ -¡- Л^, у 2 —  у\ + . В*, полу
чаем
А хг +  Вг/г +  С =  Л (XI +  А )  +  В {уу г+  В /) +  С =

== (Лх, +  Яг/! +  С )_+^(Л 2 ̂  В2) =  0.
Следовательно,

1_____ Ах\  +  В у 1 +  С . .
г ~  Л г +  б г '  ^

Таким образом, в силу формулы (5) имеем

а ^ ± 4 *±+ £ ¥ }± £ 1 ,  (7)
У л2 +  В2

В частности, полагая х\ —  0, у\ —  0, получаем расстояние прямой 
от начала координат

й° =  ’ <8> 

З а м е ч а н и е .  Разделив обе части уравнения прямой (1) на 
У  Л2 В 2, получим уравнение

Ах +  £ у  + С __п /0Л

~ 0, (9) 

свободный член которого - у -— —-  численно равен расстоянию
у  А2 +  В2

прямой от начала координат. Такое уравнение прямой будем на
зывать нормированным.

Из формулы (7) получаем п р а в и л о :  чтобы определить рас
стояние точки от прямой, нужно в левую  часть нормированного  
уравнения этой прямой подставить координаты данной точки и 
взять абсолютное значение полученного результата.

П р и м е р .  Определить расстояние точки М( —2, 7) от прямой
24* +  Ту — 2 =  0.

■ 1 Нормируя уравнение этрй прямой, будем иметь
24х +  Ту -  2 .  24* +  7у  -  2 .■ = 0, или --------!— --------= 0.

У 242 +  72 ’ 25

Отсюда искомое расстояние есть
124 • (—2) +  7 • 7 —• 2 | 1
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Упражнения

'1. Построить прямые, заданные уравнениями:
а) у  — 2л;— 1; б) 2х — Зу — 6 =  0.

2. Основания равнобедренной трапеции равны 10 и 6, а угол при основании 
равен 60°. Написать уравнения сторон этой трапеции, приняв за оси координат 
большее основание и ось симметрии трапеции.

3. Написать уравнение прямой, проходящей через точку М (3, 4) и состав
ляющей угол в 45° с прямой у  — 2х +  1.

4. Написать уравнение прямой, параллельной прямым З х 2у  — 6 =  0, 
6я +  4у — 3 =  0 и проходящей на равных от них расстояниях.

5. Дан отрезок АВ  с концами Л (—3,2) и В(1, — 1). Написать уравнение 
прямой, соединяющей середину отрезка с началом координат.

6. Дан треугольник ЛВС  с вершинами /1 (4 ,2 ), В (—2 ,4 ) и С(— 1, —4). 
Написать уравнение медианы, проходящей через вершину С, и найти ее длину.

7. Дан треугольник ЛВС с вершинами Л (5 ,3 ), В (—3, 4) и С (—2, —5). На
писать уравнение высоты, проходящей через вершину В, и найти ее длину.

8. Дан треугольник ЛВС с вершинами Л (6, 4) ,  В ( —3, 5), С(—2, —6). На
писать уравнение прямой, проходящей через вершину А параллельно медиане, 
проходящей через вершину В.

9. Через точку (5 ,2) провести прямую, отсекающую равные отрезки на осях 
координат.

30. В разрезе угольный пласт имеет толщину у х =  5 м при Х\ — 100 м; </2 =  
=  15 м при хъ — 200 м. Предполагая, что пласт имеет форму клипа, найти за
кон изменения толщины его у  в зависимости от расстояния х. Чему равна тол
щина при х — 300 м? В какой точке разреза толщина пласта у — Ю м?

11. Найти точку пересечения прямых:
а) Ьх — Ту — 20 =  0 и 1х — \0у  +  15 =  0;
б) 2х +  Зу  — 7 =  0 и 4х +  6у  + 1 1  = 0 ;
в) 2х — у — 0 и х — 0,5у  =  0.

12. Написать уравнение прямой, проходящей через точку пересечения прямыж 
Зх +  4у  — 7 =  0, 5х +  Зу  — 8 =  0 и через начало координат.

13. Найти проекцию точки М (1,2) на прямую 5х +  2у  +  20 =  0.
14 Одна прямая проходит через начало координат и наклонена к оси Сх под 

углом а; другая прямая проходит через точку А (а, 0) и наклонена к оси Ох под 
углом {5 (¡3 Ф  а).  Найти точку пересечения этих прямых.

15. Дан треугольник с вершинами Л (—2 ,1 ) , В (2 ,— 1), С(4, 3). Определить 
координаты точки пересечения медиан этого треугольника.

16. Стороны треугольника- АВС  имеют следующие уравнения: х +  7у — 
_ 1 1 = 0 ( Л В ) ;  2х +  у  +  4 =  0 (ВС); Зх — Ъу — 7 =  0( СЛ) .  Вычислить пло
щадь треугольника ЛВС.

17. Найти расстояния точек 0 (0 ,0 ) ,  Л (1, 2), В (—2,1) от прямой Зх — 4 | /+  
+  10 =  0 .

18. Дан треугольник с вершинами Л (1,1) ,  В (—2 ,5 ) и С(—4 , - 3 ) .  Найти вы
соту треугольника, опущенную из вершины С на сторону АВ.

19. Найти длину отрезка, перпендикулярного прямым Зх +  4 у — 10 =  0 и 
3* +  4у  — 45 =  0 и заключенного между этими прямыми.

20! Написать уравнения прямых, параллельных прямой 8* — 6 у + 5  =  0 в 
проходящих от нее на расстояниях, равных 2.

21. Найти уравнения прямых, проходящих через начало координат и от
стоящих от точки Л (2 ,1) на расстояния, равные 2/5.
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Л И Н И И  ВТОРОГО П О РЯ ДК А

§ I. Окружность

Выведем уравнение окружности (рис. 30) с центром С (х 0,уо) 
и радиусом R. Для произвольной точки М  (х , у)  окружности вы

полнено равенство
М С  —  R,  (1)

Отсюда, вспоминая формулу расстоя
ния между двумя точками (гл. I, § 3 ),
имеем ___________________

У (*  — xQf  +  (у — у  o f  =  R. (2) 
Так как обе части равенства (2) по

ложительны, то, возводя в квадрат, по- 
Рис- 30- лучим равносильное уравнение

(х —  х 0) 2 +  (г/ —  Уо)2 =  R2. ( 3 )  
Итак, координаты любой точки М ( х , у )  данной окружности удов
летворяют уравнению (3). Справедливо также обратное утвер
ждение.

Таким образом, уравнение (3) представляет собой уравнение 
окружности радиуса R  с центром в точке С ( х 0,уо).  Это уравнение 
носит название нормального уравнения окружности.

В частности, полагая х0 =  0 и уо —  0, получим уравнение 
окружности с центром в начале координат

*2 +  у 2 —  R 2. (4)

Уравнение окружности (3) после несложных преобразований 
можно привести к виду

х2,+  у 2 -j- а х  -f- Р«/ -Ь у  =  0, (5)

где а —  — 2х0, р =  — 2у а, у  =  х2 +  у\  — R
Таким образом, окружность является к р и в о й  в т о р о г о  

п о р я д к а  (см. гл. II, § 8).
Сравнивая уравнение (5) с общим уравнением кривой второго 

порядка
А х2 +  В х у "+ Су2 '-f- Dx  -¡- Е у  -f- F —  0, (6)

мы видим, что в (5) 5  =  0 и, кроме того, ¿ 4 = 1 ,  С =  1, т, е. 
А  —  С.

Обратно, положим в (6) В  —  0 и А =  С ф  0:

A x2± i A y2^ - D x :̂ E y ± _ F  =  0, (7)



Деля уравнение (7) почленно на А ф  0 и полагая
Б/ А  =  а, Е/ А  =  р, Р/Л =  7, (8)

мы приходим к уравнению вида (5).
Уравнение (7) называется общим уравнением  окружности. 
Заметим, однако, что не всякое уравнение (7) является урав

нением действительной окружности. Легко показать, что (7) опре-2̂ , |, 02
деляет действительную кривую (окружность) лишь при ■— —
— у ^ О ,  где а, р, у выражаются равенствами (8).

Таким образом: действительная' кривая второго порядка я в 
ляется окружностью тогда и только тогда, когда  1) коэффи
циенты при квадратах текущих координат равны между собой 
и 2) отсутствует член, содерж ащий произведение текущих коор
динат.

§ 2. Центральные кривые второго порядка

Рассмотрим уравнение кривой второго порядка
Ах1 4- Су2 +  Ох  +  Еу  +  Р =  0 (1)

ф  о, С ф  0) без члена с произведением координат с и  у  
(В  — О)1). Дополняя члены, содержащие х н у  соответственно, до 
полных квадратов, будем иметь

А(‘ + ш) +с и + 4 ) = -£  + -& -Л (2)
Отсюда, полагая
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получаем
А (х  —  х0) 2 - f  С (у  — у о) 2 =  Д. (5)

Точка О '(х 0, у о) представляет собой ц е н т р  с и м м е т р и и  к р и 
в о й  (5) (центр кривой). Действительно, если точка М\ ( х \ , у \ )  
лежит на кривой (5), то симметричная ей относительно О '  точка 
М2(х2, у 2),  где х2 =  2х0 —  х и у2 —  2у0 —  у\, очевидно, такж е лежит 
на кривой (5) (рис. 31).

П араллельные осям координат Ох  и Оу  прямые у  =  у0 и х  =  
являются о с я м и  с и м м е т р и и  к р и в о й  (5) (оси кривой). Д ей 
ствительно, если точка М [хо, г/о — h) лежит на кривой (5), то сим
метричная ей относительно прямой у —  уо точка М ' (х0, уо ' +  К) 
также лежит на этой кривой. Аналогичным свойством обладает 
прямая х  —  хо.

’) В нашем кратком курсе при рассмотрении общих уравнений кривых вто
рого порядка мы ограничимся лишь этим случаем.
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В дальнейшем, для простоты исследования, будем предпола
гать, что центр кривой находится в начале координат, т. е. Хо —  О, 
у 0 =  0. Тогда уравнение кривой примет вид

Ах2 +  Су2 =  Л. (6)

О п р е д е л е н и е  1. К ривая второго порядка  (6) называется 
э л л и п с о м  (точнее, принадлежит э л л и п т и ч е с к о м у  т и п у ) ,

если коэффициенты А и С имеют 
одинаковые знаки, т. е,

АС  >  0. (7)

Д л я  определенности будем по
лагать, что А >  0 и С >  0 (так 
как, в противном случае, знаки 
членов уравнения (6) можно из
менить на обратные).

Возможны три случая: 1) Д >" 
>  0, 2) Д =  0 и 3) А <  0,

В первом случае, Д >• 0, имеем действительный эллипс

хг . 
а 3 'Г' Ь2

л / 1 '  ь =  л / т  (9)

-  +  - Й — 1. (8 )
где числа

называются полуосям и эллипса. Обычно полагают 0 < 1 ) < а  
(этого всегда можно добиться путем надлежащего выбора осей 
Ох и Оу) .  Уравнение (8) называется каноническим уравнением  
эллипса  с полуосями а и Ь (рис. 32). Точки А (а, 0), В  (0 ,6 ) ,  
А '(—а, 0), В ' ( б , —Ь) называются верш инами эллипса  и отрезки 
А А  — 2а и В 'В  —  2Ь — его осями. Отметим, что из уравнения (8) 
имеем \х  \ а, \у \ ^  Ь.

Заметим, что при а =  Ь получаем окружность
х 2 +  у2 —  а2.

Во втором случае, Д =  0, кривая (6) представляет собой точку 
О (0, 0) (вырож денный э л л и п с ) .

Наконец, в третьем случае, А <  0, кривая (6) не имеет дей
ствительных точек; ее условно называют мнимым эллипсом.

О п р е д е л е н и е  2. К ривая второго порядка  (6) называется 
г и п е р б о л о й  (точнее, кривой г и п е р б о л и ч е с к о г о  т и п а ) ,  
если коэффициенты А и С имеют противоположные знаки, т. е.

А С <  0. (10)

Положим, для определенности, А >  0, тогда С <  0. Возможны 
три случая: 1) Д >  0, 2) Д =  0, 3) Д <  0.



В первом случае, А >  0, имеем гиперболу с каноническим  
уравнением
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где а =  (действительная полуось) и Ь — / у  -—¡г (мнимая
полуось) (рис. 33). Точки А( а ,  0) и А '( — а, 0) называются вер
шинами гиперболы. Отметим, что \ х \ ^  а.

Рис. 32.

Рис. 33.

Во втором случае, Д =  0, получаем пару пересекающихся пря
мых (вырож денная гипербола)

( л/ А  х  — V “  С у ) { л / А  х  +  У ^ " С у )  —  0.

Наконец в третьем случае, А <  0, получим гиперболу
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с полуосями а V— д и Ь' ■■ Если а' —  а и Ь' — Ь, то
гипербола (12) называется сопряженной к гиперболе (11); ее вер
шины: В (0 ,Ь )  и В '(0 ,—Ь) (рис. 33).

Отрезок А 'А  =  2а называется действительной осью , а отрезок 
В 'В  —  2Ь — мнимой осью  гиперболы (11).

П р и м е р .  Определить вид и расположение кривой
хг +  2уг — 2х +  Ъу —  0. (13)

Дополняя члены, содержащие х и у  соответственно, до полных квадратов, 
будем иметь

У,
0 2

1
•1У‘V 1

---->-

- Л Л ф Л П  
* )

Рис. 34.

Отсюда

(* — 1)2 +  2

(х — I)2

О '+ т)'- 

. (»+£)'

8*

17 21
16

Следовательно, кривая (13) представляет собой эллипс с полуосями а.

“ л /^т” 1,46 и й== V
О'  (1, -  (рис. 34).

1,03, дентр которого находится в точке

§ В. Фокальные свойства центральных кривых 
второго порядка

Точки Р{с, 0) и Р '{ —с, 0 ), где

с =  -д/а2 й2, (1)
называются фокусами, соответственно эллипса, заданного канони
ческим уравнением (8), рис. 32 (знак —) и гиперболы, заданной 
каноническим уравнением (11),  рис. 33 (знак 4 : ) .

Отношение

(2)
сг —  —
а

называется эксцентриситетом центральной кривой второго по
рядка.

Из формулы (1) имеем: для эллипса 0 г ^ е < 1 ,  для гипер
болы 1 <  е <  + ° ° -  Заметим, что для окружности е =  0.

Пусть г =  МР и г' =  МР' —  расстояния точки М центральной 
кривой второго порядка от ее фокусов (так называемые ф окаль
ные радиусы  точки М). Имеем

(3)Г =  У  (ж — с)2 4- у 2
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г ' = -\/{х +  с)2 +  у 2 . (4)
Так как

а 2 —  Ь 2

где знак плюс соответствует эллипсу, знак минус — гиперболе, то

^ = = ± & 2 ( 1 “ 5 - ) '
II следовательно, с  учетом (1) получаем

г =  д^/л:2 — 2сх  +  с2 ±  62 (1  — ~ )  ;

= д / ( 1 ^  х2 — 2сх +  (с2 ±  Ь2) ■■

V- -х2 ~~ 2сх +  а2 — —  х  — а — \ гх  — а\  (5)

и, аналогично, ________ _______________ _

г' =  д Д 2 +  2сх +  с2 ±  ь2 ( \ - ^ ) ~ = \ г х  +  а \ .  (6)

Если к р и в а я — эллипс, то О еС е <  ! , |х |  а и поэтому 
г =  а — вх, г' =  а -{- ех;

отсюда
г +  г' =  2а, (7)

причем для любых г и г', удовлетворяющих равенству (7), суще- 
сч'вует точка данного эллипса.

Таким образом, для лю бой точки эллипса  сумма ее ф окаль
ных радиусов есть величина постоянная. Это свойство часто 
принимают за определение эллипса ( х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  
с в о й с т в о  э л л и п с а ) .

Д ля  гиперболы имеем: е >  1, \х \ ^  а. Поэтому
г =  ± ( е х  — а ) , г' =  ±  ( е х 4" а ) ,

где знак Я" соответствует правой ветви гиперболы ( * > - 0 ) ,  
а знак — соответствует левой ветви (х  <  0). Отсюда

г ' —  г =  ± 2 а .  (8)
Итак, д ля  лю бой точки гиперболы  абсолютная величина разности 
се ф окальны х радиусов есть величина  постоянная ( х а р а к т е р и 
с т и ч е с к о е  с в о й с т в о  г и п е р б о л ы ) .

§ 4. Эллипс как равномерная деформация окружности

Рассмотрим окружность радиуса а. Выберем некоторую прямо- 
утльн ую  систему координат Оху, начало которой, для простоты, 
поместим в центре окружности 0 ( 0 ,  0). Текущие координаты точки
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окружности М , для удобства дальнейших рассуждений, обозначим 
через X и У. В таком случае уравнение окружности будет иметь 
вид (см. § 1)

А/2,-|-У2 (о:
Произведем равномерную деформацию окружности (1) в на

правлении одного из ее диаметров, который, без нарушения общ
ности рассуждения, можно счи
тать вертикальным, т. е. направ
ленным по оси Оу. Пусть А— 
коэффициент деформации окруж 
ности в выбранном направлении, 
т. е. к  есть отношение длины 
преобразованного вертикального 
отрезка к его первоначальной 
длине. Заметим, что при 0 ^  
^  А <  1 мы имеем равномерное 
сжатие, а при к >  1 — равномер
ное .растяжение окружности.

Предположим, что при нашей 
деформации точка окружности 
М  (X, У) переходит в некоторую 
точку М ' ( х , у )  преобразованной 

кривой (рис. 35). Так как точки М  и М ' леж ат  на одной и той 
ж е  вертикали, то имеем

х  =  X, у  —  кУ. (2)

Отсюда при к ф  0 ’) получим

Х  =  х , У = У
Т * (3)

Подставляя эти выражения в уравнение (1), находим
■а, или

х ‘ , у ‘ 
7 ?  -ГТ2 (4)

где Ь —  ка\ т. е. преобразованная точка М' ( х ,  у)  расположена на 
эллипсе с полуосями а и Ь.

Обратно, если точка М' ( х , у )  принадлежит эллипсу (4), то со
ответствующая ей в силу (2) точка М  (X,  У) лежит на окруж
ности (1).

Таким образом, результат равномерной деформации окруж
ности вдоль одного из ее диаметров представляет собой эллипс.

’) В случае 6 =  0 при деформации окружности получаем отрезок —а ^  
£=: х ^  а, у  =  0, который можно рассматривать как вырожденный эллипс.
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§ 5. Асимптоты гиперболы 

Рассмотрим гиперболу (рис. 33)

£ 1  __ 11 ,—  т 
а2 Ь2

Решая уравнение (1) относительно у, получаем

( 1)

у  =  ±  — л /х 2 — а \ (2)

(3)
или

Если \х \  неограниченно возрастает, то
довательно, в некотором смысле, имеет место приближенное ра
венство

Покажем, что ветви гиперболы (1) сколь угодно близко при
ближаются к прямым (рис. 33)

косящим название асимптот гиперболы. Действительно, например, 
при х  >  0 возьмем в формулах (2) и (4) знаки плюс. Рассмотрим 
соответствующие точки М (х, у)  гиперболы (2) и N( x ,  У) прямой
(4), имеющие одну и ту ж е абсциссу х.  Тогда

при
Аналогично рассматриваются еще три случая: знаки минус 

п (2) и в (4) при х - >  + о о ;  в (2) знак плюс, в (4) минус при 
а--*— оо и, наконец, в (2) минус, в (4) плюс при х-+-— оо. 

Заметим, что сопряженная гипербола

как нетрудно проверить, имеет общие асимптоты с гиперболой (1). 
Д л я  р а в н о б о ч н о й  г и п е р б о л ы  (а —  Ь)

ь

b (х — У *2 — в2) (х +  V *8 — я2) ии л— — =====- о
х  +  V *2 — а2

х2 — у 2 — а 2

се асимптоты у  ~  ± х  взаимно перпендикулярны.
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§ 6. График обратной пропорциональности 

Рассмотрим кривую
х у  —  а 2 (а >  0) (1)

(рис. 36).
Выбирая за новые оси координат Ох'  и Оу'  биссектрисы коор' 

динатных углов и учитывая, что угол поворота се = - ^ , будек
иметь (см. гл. I, § 2)

: X  С О Б- ■у' БШ -== ?-=Х-
У 4 д/2

у  —  х '  5 Ш  — +  у '  с о в  — —  -• ,
4 4 д/2

Отсюда на основании (1) получаем

х '2 — у ' 2
-а2,

т. е.
Рис. 36. х '2 — у '2 =  2а2. (2:

Таким образом, графиком обратной пропорциональности (1) 
является равнобочная гипербола.

§ 7. Нецентральные кривые второго порядка

Кривая второго порядка называется нецентральной, если она 
или не имеет центра симметрии, или же имеет бесконечно много 
-центров симметрии (т. е. не имеет единственного центра).

Рассмотрим кривую второго порядка

Ах2 +  Су2 +  Их  Ч- Е у  +  Р =  0, ( 1)

где АС —  0 и А2 +  С2 Ф  0. Д л я  определенности будем считать, 
что

А  =  0, С Ф  0. (2)

Кроме того, предположим, что О ф  0, в противном случае мы бы 
имели пару параллельных прямых.

Дополняя в уравнении (1) члены с у  до полного квадрата, 
будем иметь

с ( у + 4 : ) ‘ = - ° х - Р +  Ж '
или, полагая

Р . Е2 О
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Получим
{у —  уо)2 =  2р( х  —  х 0). (4)

Кривая (4) называется параболой  (рис. 37); точка О' ( х0,уа)  но
сит название вершины, параболы, а число р  называется парамет
ром параболы. Легко убедиться, что 
прямая у —  уо является о с ь ю  
с и м м е т р и и  п а р а б о л ы  (ось 
параболы );  центра симметрии па
рабола (4) не имеет.

Если вершина параболы нахо
дится в начале координат, а ее 
осью является ось Ох, то мы полу
чаем так называемое каноническое 
уравнение параболы

Г 2 рх, (5)
причем параметр р здесь обычно считается положительным (этого 
можно добиться, выбирая надлежащ ее направление оси Ох; 
рис. 38).

Наметим, что если поменять ролями оси Ох и Оу, то каноническое 
уравнение параболы примет вид

х2 =  2 ру. (6)

;)то — уравнение параболы с в е р т и к а л ь н о й  о с ь ю  (рис, 38а).

§ 8. Фокальное свойство параболы

Рассмотрим параболу (рис. 38)
у 2 =  2рх {р >  0). (1)



Точка называется ее фокусом-, а прямая х  —  — ~ ~
директрисой.

Для точки М  (х , у) ее ф окальны й радиус г —  М Б  равен

г = = д / ( * _ ! . у +  у2=  ^ / х2 _ р х + Р^ +  2 р Х =  I

— д / ■х2 +  р х  +  =  х  +  . (2)

Д алее, расстояние зтой точки от директрисы равно

ММ  =  х  +  £  =  г.

Таким образом, парабола представляет собой множество всех  
точек плоскости, равноотстоящих от данной точки (ф окуса) и от  
данной прямой  (директрисы). Это — х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  
с в о й с т в о  п а р а б о л ы .

П р и м е р .  Определить координаты фокуса и уравнение директрисы пара- 
боты у — х1.

Сравнивая это уравнение с уравнением (6), получим 2р =  1; отсюда р =  1/2. 
Следовательно, фокус параболы имеет координаты (0, 1/4), а уравнение дирек
трисы есть у  =  — 1/4.

§ 9. График квадратного трехчлена

Рассмотрим квадратный трехчлен
у  =  А х2 +  В х  +  С ( А ф  0) .  (1)

Отсюда
у  — А [ х 2 +  -д х  +  . (2)

Дополняя выражение, стоящее в скобках, до полного квадрата, 
получим

или
( ,  +  £ ) ’ . ,з ,

Если положить
В !А А С - В 2 ...

Х° 2А ’ У° 4А ’ ( }

то из формулы (3) получим

у  —  Уо =  А (х  —  х 0) 2. (5)

Делая параллельный перенос системы координат

х ' =  х —  Хо, у ’ =  у  —  уо,

Б6 гл. IV. ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА
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окончательно будем иметь
у' — Ах'2. (6)

Уравнение (6) (см. § 7, формула (6 ))  представляет собой кано
ническое уравнение параболы с вертикальной осью, вершина кото

рой находится в точке О'(хо,уо) и параметр Р =  ‘ Таким обра
зом, график квадратного трехчлена является параболой с верши
ной в точке О'(х0,уо), ось которой параллельна оси Оу ( п а р а 
б о л а  с о  с м е щ е н н о й  в е р т и к а л ь н о й  о с ь ю ;  рис. 3 9 ) ,

Заметим, что абсциссы х\ и х̂  точек пересечения параболы 
'(1) с осью Ох являются корнями квадратного уравнения

Ах2 Вх-\- С — 0. (7)

Па этом свойстве основан графический способ решения квадрат
ного уравнения (7).

П р и м е р .  Привести уравнение у — хя — 4х  4 - 3 к каноническому виду и 
построить соответствующую параболу.

Перенося свободный член в левую часть уравнения и дополняя правую часть 
до полного квадрата, будем иметь у — 3 +  4 =  х1 —  4х -{- 4, или

У+  1 =  ( * ~ 2)2.
11олагая х — 2 =  х', у +  1 =  у', получим

У' =  X'2.
Таким образом, заданное уравнение есть уравнение параболы с вершиной в 

точке 0 ' ( 2 ,— 1) и осью симметрии О'у', параллельной оси Оу (рис. 40).

Упражнения

1. а) Найти координаты центра С и радиус Я окружности

+  У1 +  — 9 =  0.
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б) Написать уравнение окружности, проходящей через начало координат,
5 центром в точке С (1, 0) .

в) Написать уравнение окружности, касающейся осей координат, если центр 
ее лежит в точке С (1/2,1/2).

г) Написать уравнение окружности, диаметром которой служит отрезок с 
концами Л (— 1,2) и В  ( 5 ,6).

2. Написать уравнение прямой, проходящей через центры окружностейг

X?. -j- у2 _  _  $у __ з  _  о й х2 +  у2 - f  X —  Зу — 1 ==. 0.

.Определить расстояние между центрами этих окружностей.
3. Найти уравнение обшей хорды окружностей:

х2 +  у2 — 4х — 2у — 13 =  0 и х2 +  у2~~2х — 4 у — 15 =  0.

4. Найти полуоси, координаты фокусов и эксцентриситет эллипса

х2 +  2 у2 =  8.
Построить этот эллипс.

5. а) Написать каноническое уравнение эллипса, длина малой оси кото
рого равна 6, а фокусное расстояние равно 8.

б) Написать каноническое уравнение эллипса, если известно, что расстояние 
между концами большой и малой оси равно 5, а сумма длин полуосей равна 7.

в) Написать каноническое уравнение эллипса, если расстояния фокуса его 
от концов большой оси равны 2 и 18.

8. Найти длину диаметра ')  эллипса 5ха +  7у2 =  24, делящего угол между 
осями координат пополам.

7. а) Найти полуоси, координаты фокусов и эксцентриситет гиперболы
9*2 — 16(/2 =  36.

б) Написать каноническое уравнение гиперболы, если длина действительной 
оси м вн а 8, а расстояние между фокусами равно 10.

Построить эти гиперболы.
X2 IJ

8. Найти длину диаметра эллипса -^g +  - д -  =  1, перпендикулярного к асим-

х2 и*
птоте гиперболы "¡«Г ~  g ^  1 проходящей в I и I I I  квадрантах.

Х̂ Ц'
9. Найти эксцентриситет гиперболы - g ----- -jg- =  1 и сопряженной с  ней ги

перболы.
X2 ц*

10. Найти расстояние между фокусом F\ гиперболы -g -  — •jg' =  1 и фокусом

Fi сопряженной с ней гиперболы.
11. Найти уравнения прямых, проходящих через фокусы гиперболы 

X2 и2—  — =  1 и фокусы сопряженной с ней гиперболы.

4 4
12. Асимптоты гиперболы имеют уравнения у ~ ~ ^ х  и к  =  -  j ï .  Найти

эксцентриситет гиперболы, если действительная ось ее совпадает с осью Ох.
13. Написать каноническое уравнение параболы, если расстояние фокуса от 

директрисы равно 10.
14. Определить координаты фокуса в уравнение директрисы параболы у «= 

=  0,25Л
15. Поперечный разрез зеркала прожектора имеет форму параболы. Опреде

лить положение фокуса, если диаметр зеркала 60 см, а глубина 30 см.

>) То есть хорды, проходящей через центр эллипса.
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16. Дана парабола у2 =  \2х. Найти длину ее хорды, проходящей через 
точку М (8 ,0 )  и наклоненной к оси параболы под углом 60°.

17. Написать уравнение линии, точки которой равноотстоят от точки А (0 ,2 ) 
и оси Ох.

18. Привести уравнение параболы у — 2л;2 — 8л:+  5 к каноническому виду и 
определить координаты ее вершины.

19. Привести уравнение параболы у — —3 +  4х — х1 к каноническому виду 
и определить координаты ее вершины.

20. Привести уравнение параболы х — у2 — гН~ 2 к каноническому виду я 
определить координаты ее вершины.

21 . Арка железнодорожного моста, пролет которого / =  60 м и высота 
Л == 12 м, имеет форму параболы. Определить высоту Ы боковых стоек арки, на
ходящихся на расстоянии 15 м от его концов.



Г л а в а  V

П О Л Я Р Н Ы Е  КООРДИНАТЫ.
П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К И Е  У Р А В Н Е Н И Я  Л И Н И И

§ 1. Полярные координаты

О сновная идея метода координат состоит в том, что положение 
точки на плоскости однозначно определяется с помощью двух 
чисел. Конкретный геометрический смы сл этих чисел дает ту или 
иную систему координат. Наиболее важной после прямоугольной

системы, исключительно употреблявшей
ся нами до сих пор, является полярная 
система координат, к рассмотрению ко- 
торой мы и переходим.

Возьм ем  на плоскости точку О, ко
торую назовем полюсом. Проведем из 
полюса О направленную полупрямую Ох, 
называемую  полярной осью  (рис. 4 1 ) .

Пусть М —  произвольная точка плоскости. Соединим точку М 
с полюсом О отрезком ОМ. Длина отрезка ОМ —  р, т. е. расстоя
ние точки М от полюса, называется полярным радиусом  точки М, 
а угол ср =  Z хОМ , отсчитываемый от полярной оси к отрезку ОМ 
против движения часовой стрелки, —  полярным углом. Полярный 
радиус р и полярный угол ср и составляю т полярные координаты 
точки М.

Точка М  с полярными координатами р и ф записы вается сл е
дующим образом: М(р, ф), причем на первом месте ставится по
лярный радиус р, а на втором —  полярный угол ф.

Что касается  значений, принимаемых полярными координатами, 
то достаточно, очевидно, рассматривать значения р от 0 до + с о  
(О ^  р <  + о ° )_  и значения ф от 0 до 2я  (0 <  ф <  2п), при этом, 
как  мы условились, угол ф отсчитывается от полярной оси против 
хода часовой стрелки. Однако в некоторых вопросах приходится 
рассматривать углы, большие 2л, а т а к ж е  отрицательные углы, 
т. е. углы, отсчитываемые от полярной оси по направлению д ви ж е
ния часовой стрелки.

§ 2. С вязь  меж ду прямоугольными и полярными
координатами

Рассмотрим переход от полярных координат к прямоугольным 
и обратно.

П редположим, что полюс полярной системы совпадает с нача
лом прямоугольной системы координат Оху, а полярная ось я в 
ляется положительной полуосью Ох (рис. 4 2) .  Тогда для произ
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вольной точки М имеем

О А =  х, АМ — у, ОМ =  р, ZxOM =  ср,
Считая угол ф острым, из прямоугольного треугольника АОМ на
ходим

О А —  ОМ eos ф, АМ =  ОМ sin ф,

или

X —  Р  COS ф, Г/ =  р 8 Ш ф .

Полученные формулы справедливы для 
любого угла ф. Т а к  вы р аж аю тся  пря
моугольные координаты точки М че
рез ее полярные координаты. Д а л е е ,  из 
этого ж е  прямоугольного треугольника АОМ получаем

ОМ =  V О А2 +  АМ2, tgq> =  ^ ,

или

Р =  V * 2 +  г/2 , tg ф  =  -| -.

Т ак  вы р аж аю тся  полярные координаты точки через ее прямо
угольные координаты.

Заметим, что при определении по
лярного угла ф по нужно учиты
вать знаки координат х и у.

Ранее мы видели, что линии могут 
быть заданы  с помощью уравнений, 
связываю щ их их текущие прямоуголь
ные координаты. П окаж ем  теперь на 
простейшем примере, что линии могут 
определяться и уравнениями относи
тельно полярных координат.

П р и м е р .  Рассмотрим кривую

р =  а  ф,

где а  —  некоторое положительное 
число. Эта кривая называется спи- рис 43
ралью Архимеда. Д л я  ее построе
ния составляем таблицу соответственных значений qj и р:

0 я я 3
2я

5
ф Т У

К
2 Я • • •

р 0
я
— а4

я
Т а п а

3- п а 2па 5
~2 Па . . .

5

Рис. 42.
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По этой таблице наносим точки и соединяем их линией, уточняя, 
если в этом есть необходимость, положение промежуточных точек 
[(рис. 4 3 ) .

§  3. Параметрические уравнения линии

Иногда бывает удобнее вместо уравнения линии, св я зы в а ю 
щего прямоугольные координаты х и у, рассматривать так  назы 
ваемые параметрические уравнения  линии, дающие выражения

текущих координат х и у в виде функ
ций от некоторой переменной величины 
t (параметра). Параметрические уравне
ния играют важ ную  роль, например, в 
механике, где координаты х н у  д ви ж у 
щейся точки М (х, у) рассматриваю тся 
как функции времени (уравнения дви
жения) ,

П р и м е р  1. Выведем параметриче
ские уравнения окружности.

Пусть М (х,у)  —  произвольная точка 
окружности радиуса R с центром в на
чале координат (рис. 4 4 ) .  В  определяе

мом ею прямоугольном треугольнике АОМ обозначим угол хОМ 
через t. Тогда, очевидно, будут иметь место равенства

или
О А — ОМ cos t, AM — ОМ sin t, 

x — R cos t, у — R s in  t. ( 1)

Это и есть параметрические уравнения окружности.
Чтобы получить обычное уравнение окружности, нужно исклю

чить параметр t. Д л я  этого возводим уравнения (1) в квадрат 
и склады ваем  их:

х2 у2 ~  R2 (сое2 / +  8'п2 0  —  ^ 2-

П р и м е р  2. Параметрические уравнения эллипса.
Эллипс с полуосями а  и b можно рассматривать как равно

мерно сж ату ю  вдоль вертикального диаметра окружность радиуса 
а, где коэффициент сж ати я  k — b/ а  (см. гл. IV , § 4 ) .  Пусть 
М(х, у)  —  точка эллипса и N(X, Y) — соответствую щ ая точка ок
ружности (рис. 4 5 ) ,  где

ИЖ и
х =  Х, у ==-—¥. (2)

З а  параметр t примем угол, образованный радиусом ON окру ж 
ности с положительным направлением оси Ох:  ̂ ^ ЫОх. Ис-



пользуя формулы (2) ,  имеем
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х — Х =  а  cos (,

У ■ * a  s in  i  =  & sin

Таким образом, параметрические уравнения эллипса  с  полу
осями а  и b есть

х — a  cos t, у — b sin t. (3)

Исключив из уравнений (3) параметр t, получим каноническое

Ряс. 46.

уравнение эллипса
L

Имея параметрические уравнения линия, можно по точкам построить ее. 
П р и м е р  3. Построить кривую

X =  /2, у =  а .

Составляя таблицу значений, будем иметь

(4)

t . . . —2 - 1 0 1 2 .  .  .

X . . . 4 1 0 1 4 . .  .

У . . . —4 - 2 0 2 4 .  .  .

Нанося точки с соответствующими координатами (х, у) на пло
скость Оху и соединяя их линией, получим искомую кривую 
(рис. 4 6 ) .



Эта к р и в а я —  парабола. В  самом деле, исключив параметр Ь 
из уравнений ( 4 ) ,  получим

У2 — 4х,
т, е. каноническое уравнение параболы,

§ 4. Параметрические уравнения циклоиды

О п р е д е л е н и е .  Ц и к л о и д о й  называется кривая, описы
ваемая точкой окружности, катящейся без скольжения по прямой 
линии (рис. 4 7 ) .

Вы ведем  параметрические уравнения циклоиды, приняв пря
мую за  ось Ох, предполагая, что радиус катящ ейся окружности

6 4  г л .  V, ПОЛЯРНЫЕ КООРДИНАТЫ. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

равен а й в  начальном положении д ви ж у щ ая ся  точка М совпадает 
с  началом координат. З а  параметр t примем угол поворота (в ра
дианах) подвижного радиуса МС окружности относительно вер
тикального радиуса КС, где К —  точка касания окружности с осью 
Ох (рис. 4 7 ) .  Т а к  как качение окружности происходит без сколь
жения, то, очевидно, имеем

ОК =  МК =  at.
Отсюда на основании рис. 47 для координат текущей точки М 
циклоиды получаем следующие выражения:

х  =  ОР =  О К  —  РК =  OK — MQ — a t —  a  sin t =  a (t  —  sîn t)

y =  PM — КС — QC — a — a eos t — a ( I — c o s í ) -  

Таким образом, параметрические уравнения циклоиды есть 

x  =  a { t  — sin 0 ,  У =  а {  1 — cos ¡f).

Упражнения

Í. Построить точки по их полярным координатам: Л (5 ,0 ) ,  В ( 2, п/4), С (3, 
я/2), D ( ¡ ,n ) ,  Е (2, 5я/3).

2. Какие прямоугольные координаты имеют точки, заданные своими поляр
ными координатами: Л (5 ,0 ) ,  6 (6, я/4), С (2, п/2), 0 ( 4 ,  5я/4)?
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Построить по точкам логарифмическую спираль р =  2^ п.
4. Написать в полярных координатах уравнения следующих линии: а) к — 

=  1; б) у — — 2; в) у — х; г) у =  2х\ д) х +  у =  л/2 ; е) х 2 +  у- — 25.
5. Написать уравнение прямой х  cos а  +  У sin a  — р — 0 в полярных коор

динатах.
6. Уравнение кривой в полярных координатах имеет вид р — a cos ср. Напи

сать уравнение этой кривой в прямоугольных координатах и выяснить, что это 
за кривая.

7. Линия в полярных координатах задана уравнением р =  1/(1 — cos «р). На
писать уравнение этой линии в прямоугольных координатах.

8. Линия задана параметрическими уравнениями х  =  a sin t, у — b cos t. 
Найти ее уравнение в прямоугольных координатах.

9. Линия задана параметрическими уравнениями

0+т).
Найти ее уравнение в прямоугольных координатах.

10. Линия задана параметрическими уравнениями х =  Р, у =  4/. Найти ее 
уравнение в прямоугольных координатах.

11. Точка движется в плоскости Оху, занимая в момент времени (, отсчи
танный от начального момента  ̂ =  0, положение М (200 — 1 0 0 —■(). В какой 
момент времени точка достигнет прямой 8*  — 6у +  10 =  0 и каковы ее коорди
наты в этот момент?

3  В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович



Г л а в а  VI 

Ф У Н К Ц И Я

§ 1. Величины постоянные и переменные

При изучении закономерностей, встречающихся в природе, все 
время приходится иметь дело с в е л и ч и н а м и  п о с т о я н н ы м и  
и в е л и ч и н а м и  п е р е м е н н ы м и .

О п р е д е л е н и е .  П о с т о я н н о й  в е л и ч и н о й  называется 
величина, сохраняющая одно и то ж е значение (или вообще, или 
в данном процессе-, в последнем случае постоянная величина на
зывается п а р а м е т р о м ) .

П е р е м е н н о й  в е л и ч и н о й  называется величина, которая 
моокет принимать различные числовые значения.

Приведем примеры переменных и постоянных величин.
П р и м е р  1. Диаметр и длина окружности, в зависимости от обстоя

тельств, могут принимать различные значения и, следовательно, вообще говоря, 
являются величинами переменными, в то время как отношение длины окружно
сти к ее диаметру сохраняет всегда одно и то ж е значение и, следовательно, есть 
величина постоянная, называемая числом п (я — 3,14159 . . . ) .

П р и м е р  2. Объем V и давление р определенной массы газа являются ве
личинами переменными; однако, как известно из курса физики, произведение ир 
при неизменной температуре есть величина постоянная. При изменении же тем
пературы произведение ур, вообще говоря, меняется.

Заметим, что во многих вопросах ради общности формулиро
вок удобно бывает рассматривать постоянную величину как пере
менную, принимающую одно и то ж е  значение.

§ 2. Понятие функции

Изучая какое-нибудь явление, мы обычно имеем дело с сово
купностью переменных величин, которые связаны м еж ду собой 
так, что значения одних величин (независимые переменные) пол
ностью определяют значения других (зависимые переменные или 
функции).

Например, изучая газ,  мы интересуемся его объемом V, темпе
ратурой t, давлением р. Согласно закону М енделеева —  Клапей
рона, зная объем и температуру газа, мы можем однозначно 
определить его давление; следовательно, величины V и / можно 
рассматривать как  независимые переменные, а р —  как  зависи
мую (функцию).

Дадим теперь определение п о н я т и я  ф у н к ц и и ,  являю щ е
гося центральным понятием высшей математики, причем вначале 
ограничимся случаем двух переменных величин.

О п р е д е л е н и е .  Переменная величина у называется ф у н к 
ц и е й  (однозначной) от переменной величины х, если они связаны



§ 2 ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ 67

исжду собой так, что каждому рассматриваемому значению вели
чины х (допустимые значения) соответствует единственное вполне 
определенное значение1) величины у.

Это определение впервые в общих чертах было сформулиро- 
нано гениальным русским математиком Н. И. Л о б а ч е в с к и м 2) .

Переменная х н азы вает
ся при этом аргументом а) ___  я  _______ ’
или независимой перемен- 0 а. > . Ь х
ной, у иногда назы ваю т за 
висимой переменной. Отно- б) х  , ,
сительно самих величин х и — ----------‘“-с- — ~°̂  :
у  говорят, что они н аход я т
ся в функциональной зави- Рис. 48. 
симости.

Совокупность всех значений независимой переменной х, для 
которых функция у определена, назы вается  областью определения 
или областью существования этой функции.

Наиболее часто область определения функции представляет 
собой или интервал ( а ,Ь ) (рис. 48, а ) ,  т. е. совокупность всех 
чисел х, удовлетворяющ их неравенству

а < . х < .Ь
(подчеркнем, что здесь значения х =  а  и х — Ь исклю чаю тся!),  
или отрезок (сегмент) [а, Ь] (рис. 4 8 , 6 ) ,  т. е. совокупность всех 
чисел х, удовлетворяющ их неравенству

(здесь значения х =  а и х =  Ь вкл ю чаю тся!) .  В  некоторых слу
чаях областью  определения функции является  полуинтервал, з а 
крытый слева , [а, Ь), или закрытый справа, (а, Ь], т. е. множ е
ство чисел х, определяемых условиями а  ^  х <  Ь или соответ
ственно а <  х ^ . Ь. М ножество точек, представляющее собой или 
интервал, или отрезок, или полуинтервал, будем назы вать проме
жутком и обозначать соответственно через <а , Ь>.

Р ассм атр и ваю тся  т а к ж е  бесконечные интервалы: (— оо, а)  =» 
=  {х х <  а } ,  т. е. множество всех чисел, меньших а ;  (Ь, +  о о ) =
— {х х~> Ь), т. е. множество всех чисел, больших Ь; (— оо, + ° ° ) —  
множество всех действительных чисел (см. гл. V I I ,  § 1).  Анало
гичный смысл имеют промежутки (— оо, а] и [Ь, + о о ) .

Тот факт, что у есть функция от х, сокращенно обозначают так :

У =  / ( * ) ,  ( I )

')  Во всем дальнейшем изложении мы будем предполагать, если не оговорен© 
противное, что величины и числа, которые мы рассматриваем, принимают только 
действительные значения.

2) Г н е д е н к о  Б. В. Очерки по истории математики в России. — М.: Гос- 
техиздат, 1946.

3*
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где символ / назы вается  характеристикой функции. Д л я  обозна
чения функциональной зависимости ( 1 ) вместо буквы / можно 
употреблять любую другую букву (например, g, А, (р и т. д .) ,  
причем понятно, что различные функции должны обозначаться в 
одном и том ж е  вопросе различными буквами.

Частное значение функции [(х) при х — а  записы вается так: 
¡ { а ) .  Например, если

/ (* )■ =  х{\ — х),
то / (0) «в 0, / (1 ) =  0, /(2) =  —  2 и т. п.

Приведем несколько примеров, поясняющих понятие функции.

П р и м е р  1. Из формулы площади круга

Я =  я  /?2

следует, что каждому допустимому (т. е. положительному) значению радиуса Я 
соответствует определенное значение площади 5 . Следовательно, 5  есть функция 
от Я, определенная в бесконечном интервале: 0 <  Л <  + о о .

П р и м е р  2. Согласно закону Бойля — Мариотта при постоянной темпера
туре имеем ур =  С, где о — объем газа, р — его давление и С —  некоторая по
стоянная величина. Отсюда

=  .£.
^  р '

Следовательно, каждому значению давления р соответствует определенный объем 
газа и. Можно сказать, что объем газа V есть функция давления р. Из физиче
ских соображений вытекает, что область определения этой функции есть беско
нечный интервал:

0  <  р <  + о о .

П р и м е р  3. Найти область определения функции

У — л/ 4 — х 2. (2)

Эта функция имеет смысл, если 4 — дг2 ^ 0 .  Отсюда х2 <  4, или \х\ ^ 2 .  
Следовательно, область определения функции есть отрезок

—2 <  х <  2 .

Чтобы более наглядно представить поведение функции, строят 
график функции, рассматривая независимую переменную х и 
функцию у к ак  прямоугольные координаты некоторой точки М на 
плоскости Оху.

О п р е д е л е н и е .  Г р а ф и к о м  функции у =  {{х) называется 
множество всех точек М (х, у) плоскости Оху, координаты кото
рых связаны данной функциональной зависимостью.

Иначе говоря, график функции —  это линия, уравнением кото
рой служ ит равенство, определяющее функцию.

Например, для функции (2) имеем

х2 +  У2 =  4, у 0,

графиком, очевидно, является  верхняя полуокружность радиуса 
/? —  2 с центром в начале координат (рис. 4 9 ) .  И з рис. 49  стано-
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нптся ясным, что область определения функции представляет со
бой отрезок [— 2 , 2] .

Отметим, что, построив график функции y — f {x) ,  мы можем 
приближенно определить корни уравнения

f (x)  —  О

как абсциссы точек пересечения графика с осью Ох.
Если каж дом у  значению переменной х соответствует одно зн а

чение переменной у, то у назы вается  однозначной функцией от х; 
если ж е  хотя бы некоторым 
значением переменной х  соот
ветствует несколько (два, три 
и т. д .) или бесконечное мно
ж ество значений переменной 
у, то у  назы вается  многознач
ной (двузначной, трехзначной 
и т. д.) функцией от х.

Например, у — х2 есть одно
значная функция от х. Т а к ж е  
у — s i n x  есть однозначная функция от х. Функция у =  ±  д/х есть 
двузначная функция от х ; у — A rcsin  х  есть многозначная (бес
конечнозначная) функция от х.

В  дальнейшем под словом «функция» мы будем понимать 
однозначную функцию, если явно не оговорено противное.

Рис. 49.

§ 3. Простейшие функциональные зависимости

I. П р я м а я  п р о п о р ц и о н а л ь н а я  з а в и с и м о с т ь

О п р е д е л е н и е .  Д ве переменные величины называются п р я 
мо  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м и ,  если при изменении одной из них 
в некотором отношении другая изменяется в том ж е отношении.

Примерами прямо пропорциональных величин сл у ж ат :  длина 
окружности и ее радиус; путь, пройденный при равномерном дви
жении, и протекшее время; линейное растяжение упругого стержня 
и нагрузка, и многие другие.

Пусть х  и у —  прямо пропорциональные величины, и пусть при 
х — 1 величина у принимает значение, равное А. В  силу определе-

1 ьпня имеем отсюда

У kx. ( 1)

где постоянная величина к носит название коэффициента пропор
циональности. Функция (1) назы вается  однородной линейной 
функцией; ее графиком является прямая линия, проходящая через 
начало координат, с  угловым коэффициентом к (рис. 5 0 ) .
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2. Л и н е й н а я  з а в и с и м о с т ь

О п р е д е л е н и е .  Д ве переменные величины х и у связаны  
л и н е й н о й  з а в и с и м о с т ь ю ,  если

У =  Уо +  кх, (2)
где к и у0 —  некоторые постоянные величины.

Ф у н к ц и я ,(2) назы вается  линейной', ее график есть прямая ли
ния (рис. 51) с  начальным отрезком г/о и угловым коэффициен
том к.

Рис. 5).

Примерами величин, находящихся в линейной зависимости, 
являю тся: расстояние прямолинейно и равномерно движущейся 
точки от начала отсчета и время; длина стержня и температура 
его, и т. д.

О п р е д е л е н и е .  Д ве переменные величины называются о б 
р а т н о  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м и ,  если при изменении одной 
из них в некотором отношении другая изменяется в обратном 
отношении.

Примерами обратно пропорциональных величин сл у ж ат :  ск о
рость равномерного движения и время, необходимое для преодо
ления данного расстояния; объем, занимаемый газом (при посто
янной температуре), и давление; сила тока (при постоянной элек
тродвижущей силе) и сопротивление цепи, и т. п.

Пусть х и у — обратно пропорциональные величины, и поло
жим, что когда х — 1, то у — к. Согласно определению имеем 
х &—  отсюда

График этой функции при й >  0 представляет собой равносторон
нюю гиперболу (всю или часть ее) (рис. 5 2 ) .  При И <  0 мы полу
чаем гиперболу, расположенную во II  и IV  квадрантах.



4. К в а д р а т и ч н а я  з а в и с и м о с т ь

Квадратичная зависимость в простейшем случае имеет вид

kx%, (3)

где k —  некоторая постоянная величина. График функции (3)  есть 
парабола (вся  или часть) (рис. 5 3 ) ,  причем при & > 0  парабола 
расположена выш е оси Ох, а при k  <£ Ô —  нижё "беи Ох.
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Примерами величин, м еж ду  которыми имеется квадратичная 
зависимость, сл у ж ат :  площадь круга и радиус круга; путь, прой
денный телом при свободном падении его, и время, и т. п.

5. С и н у с о и д а л ь н а я  з а в и с и м о с т ь

При изучении периодических процессов важ ную  роль играет 
синусоидальная зависимость

у — A s in  (юл: +  ф). (4)

Функция (4) назы вается  гармоникой-, соответствующие постоян
ные (параметры) носят названия: А —  амплитуда, ю —  частота и 
Ф  —  начальная фаза. Функция у —  п е р и о д и ч е с к а я  с п е р и о 
д о м

Т =  2я/ю,

т. е. значения функции у — у{х)  в точках х и х-\-Т, отличаю
щихся на период, одинаковы. Действительно, имеем

</(*■+• Г ) =  /481п[ю(л: +  7') +  ф] =  A sin (сод: +  2п +  ф) =

=  Л з т ( ю х - { - ф )  =  у(х).

Гармонику (4) можно привести к виду

г/=  Л sin о> (я —  Хо) , (5 )
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г д е л ;0 =  — -Ц-. О тсюда получаем, что графиком гармоники яв

ляется  д е ф о р м и р о в а н н а я  с и н у с о и д а  с амплитудой А 
и периодом Т, сдвинутая вдоль оси Ох на величину х0 (рис. 54) 
(подробнее см. § 9 ) .

Примерами синусоидальной зависимости могут служить: откло
нения частиц воздуха от положения равновесия при распростра

нении в нем звуковой волны постоян
ной частоты и время; сила однофаз
ного синусоидального тока и время 
и т. п.

§  4, Способы задания функции

Обычно рассматривают три спосо
ба задания функции: аналитический, 
табличный и графический.

1. А н а л и т и ч е с к и й  с п о с о б  
з а д а н и я  ф у н к ц и и

Если функция вы р аж ена при 
помощи формулы, то говорят, 

что она зад ан а аналитически. Например, в формуле объема 
шара

V — у  я /?3

объем V есть функция радиуса R, заданная  аналитически.
Если функция

У — f (x)

задана формулой, то ее х а р а к т е р и с т и к а  f обозначает ту 
совокупность действий, которую нужно в определенном порядке 
произвести над значением аргумента х, чтобы получить соответ
ствующее значение функции у [или, что то ж е  самое, значение 
функции / ( * ) ] .

Пусть, например,

f ( x )  =  $ x r ^ =7 . ( 1)

Здесь  характеристика f обозначает следующ ую совокупность дей
ствий:

1 ) возведение аргумента х в квадрат;
2) вычитание из полученного результата числа 1 ;
3)  извлечение из соответствующей разности кубичного корня. 
Зн ая  характеристику f и д авая  аргументу х различные значе

ния, получим соответствующие значения функции f {x) .  Т ак ,  на*
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пример, для нашей функции ( 1) имеем

/ (— 1) =  ' $ ( — О2 1 = 0 ,  

/(0) =  ^ 0 ^ = 1  =  -  1, 

/(1) =  ^ ! ^ = Н = 0
н т. д.

Аналогичный смысл получают выражения 

/ (*  +  /г) =  ^/(* +  /г)2 -  1
и т. п.

В некоторых случаях функция может задаваться н е с к о л ь к и м и  ф о р ■ 
му л а ми.

Пусть, например,

f i x ) С:
если х  ^  0, 

если х  >  0.

Эта функция вполне определена, так как 
для каждого значения аргумента х  мы можем 
указать соответствующее значение функции 
/(х ). А именно, если х отрицательно или равно 
нулю, то [(х)  равно нулю, например,

/(0) == 0, f (— 1/2 ) =  0, Д - 1) о

и т. д.
Если же х  положительно, то f(x)  равно значению аргумента, например, 

f (3/4) =  3/4, f(5)  = 5

и т. д.
Таким образом, две формулы

f(x) — 0, если
н

f(x)  =  х, если х >  0, 

определяют о д н у  функцию (рис. 55).

2.  Т а б л и ч н ы й  с п о с о б  з а д а н и я  ф у н к ц и и

Предположим, что мы хотим установить зависимость между 
средней годовой температурой f  и высотой местности h над уров
нем моря, выраженной в километрах. Сопоставим результаты на
ших наблюдений в такую таблицу:

h 0 1 2 3 4 5 6 7 8

f + 7 ,9 + 4 ,6 + 0,1 - 5 , 0 — 10,7 - 1 6 ,9 —23,7 —30,8 - 3 8 ,0

Из приведенной таблицы мы видим, что средняя годовая тем 
пература изменяется вместе с высотой местности над уровнем
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моря, причем каж дом у  значению высоты к соответствует опреде
ленное значение температуры 1°. Следовательно, средняя годовая 
температура 1° есть функция высоты местности 1г над уровнем 
моря, при этом соответствие меж ду переменными /° и /г у стан ав
ливается таблицей. Такого рода способ задания функции н азы 
вается  табличным.

Зная аналитическое выражение функции, можно представить 
эту функцию для интересующих нас значений аргумента при по
мощи таблицы. Пусть, например, имеем функцию

У =  х3.
Д а в а я  х ряд числовых значений и вычисляя соответствующие зн а 
чения у, получим таблицу

X . . . - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 ■ ■ •

У . . . - 2 7 -8 - 1 0 1 8 27 .  . .

Мы видим, что если функция задана аналитически (т. е. при по
мощи формулы), то можно построить для нее таблицу или, как 
говорят, табулировать функцию.

Табулируются обыкновенно функции, имеющие сложное анали
тическое выражение (т. е. вы раж аю щ иеся сложной формулой), но 
часто встречающиеся на практике. Т ак ,  например, широко изве
стны таблицы функций: э т х ,  с о э х  и т. д. (так  назы ваем ы е т а б 
лицы натуральных тригонометрических величин), 1о ^ х  (таблицы 
логарифмов) и т. п. Д л я  этих функций имеются формулы, вы р а
женные с помощью бесконечных рядов (см. гл. X X I,  § 12) ,  но эти 
формулы слишком сложны для практического пользования.

Возникает вопрос: Есегда ли можно от табличного задания 
функции перейти к ее аналитическому выражению, т. е. записать 
такую функцию формулой?

Д л я  этого заметим, что таблица д ает  не все значения функции, 
причем промежуточные значения функции могут быть найдены 
лишь приближенно (так называемое интерполирование функции). 
Поэтому в общем случае найти точное аналитическое выражение 
функции по ее табличным данным нельзя.

Однако всегда можно построить формулу, и притом не одну, 
которая для значений аргумента, имеющихся в таблице, будет д а 
вать  соответствующие табличные значения функции. Такого рода 
формула носит название интерполяционной.

3. Г р а ф и ч е с к и й  с п о с о б  з а д а н и я  ф у н к ц и и

Аналитический и табличный способы изображения функции 
страдаю т отсутствием наглядности. Этого недостатка лишен гра
фический способ задания функции «/ =  / ( * ) ,  когда соответствие
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между аргументом х и . функцией у устанавливается с помощью 
графика (рис. 5 6 ) .  Здесь, чтобы для некоторого значения аргу
мента, например х, найти отвечающ ее ему значение у функции, 
нужно на оси Ох отложить в соответствующем направлении отре
зок О А — х, а затем построить перпендикуляр АМ до пересечения 
с графиком. В з я в  длину этого перпендикуляра с надлежащ им зна
ком, мы и получим число

У =  1(х)-
Д а в а я  х различные значения, мы с помощью этого приема будем 
иметь соответствующие значения функции у, которые, если это 
нужно, можно записать в виде 
таблицы.

Примером графического изобра
жения функции является  так  назы 
ваемая барограмма  (запись само-

Рис. 56.

пишущего прибора —  барограф а), д аю щ ая графически изменение 
атмосферного давления со временем.

Д л я  построения графика функции у =  I (х ) , заданной аналити
чески, нужно составить таблицу значений х и у данной функции, 
а затем, рассматривая х как абсциссу, у — как ординату точки, 
построить систему точек плоскости. Соединяя эти точки линией, 
вид которой учитывает, по возможности, характер промежуточ
ных значений функции, получим примерное графическое изобра
жение данной функции.

Например, пользуясь данными таблицы на с. 74, строим гра
фик функции

у =  х3

( кубическая парабола) (рис. 5 7 ) .

§ 5. Понятие функции от нескольких переменных

Понятие функции одной независимой переменной естественно 
распространяется на случай нескольких переменных.

О п р е д е л е н и е .  Переменная величина и называется функ- 
цией (однозначной) о т  н е с к о л ь к и х  п е р е м е н н ы х ,  например,
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от двух: х и у, если каждой рассматриваемой совокупности значе
ний величин х и у (допустимые значения) соответствует одно 
определенное значение величины и.

Здесь  переменные х и у называются независимыми перемен
ными, или аргументами-, совокупность рассматриваемы х значений 
их называется областью определения  или областью существования 
функции и. О бласть  существования функции двух переменных х 
и у, вообще говоря, представляет собой некоторое множество то 
чек плоскости Оху.

Тот факт, что и есть функция от х  и у, обычно коротко запи
сы вается  так:

и =  !(х, у),

где / назы вается  характеристикой функции. Конечно, вместо 
буквы / можно употреблять любую другую букву.

П р и м е р  1. Площадь V прямоугольника, стороны которого равны х н у ,  
выражается формулой

и  =  ху.

Очевидно, и  есть функция двух аргументов х и у, определенная в области 
х  >  0, у >  0.

П р и м е р  2. Уравнение состояния газа имеет вид ир =  ЯГ, где V — объ?м, 
занимаемый данной массой газа, р — давление, под которым находится газ, Т — 
абсолютная температура и Я — некоторая постоянная. Разрешая это уравнение 
относительно V, получим

Мы видим, что объем v есть функция от двух переменных: давления р и 
абсолютной температуры Т, причем эта функция определена в области р >  0, 
Г  >  0 .

Функцию и от трех переменных х, у и г  в общем виде можно обозначить
так:

и = =  f(x, у, г).

П р и м е р  3. Объем V =  хуг и полная поверхность S  =  2ху +  2i/z -¡~ 2гх 
прямоугольного параллелепипеда с линейными измерениями х, у и г являются 
функциями трех аргументов х, у, г, определенными в области х >  0, у >  0 и 
г  >  0.

§  6. Понятие неявной функции

Функция назы вается  явной, если она задан а  формулой, правая 
часть которой не содержит зависимой переменной. Например, 
функция у — х2 —  явная.

Функция у от аргумента х назы вается  неявной, если она з а 
дана уравнением

F( x, y)  =  0, (1)

не разрешенным относительно зависимой переменной. Например, 
функция у {у >  0) ,  определяемая уравнением х2 + ’ у2 =  1, я в 
ляется  неявной.
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Чтобы выразить функцию у, определяемую уравнением ( 1 ) ,  
в явном виде, достаточно это уравнение разрешить относительно у. 
Т а к  к ак  для данного значения аргумента х уравнение (1) м ож ет 
иметь несколько (и д а ж е  бесконечное множество) корней у, то 
в общем случае неявная функция является  многозначной.

Совокупность значений аргумента х, для  каж дого из которых 
уравнение ( 1) имеет хотя бы один действительный корень у , пред->, 
ставляет собой область существования соответствующей Йеяйной 
функции. Следует отметить, что не всякое уравнение (1)  Опреде
ляет неявную функцию. Например, уравнение

х2 +  У2 +  1 -  О,
очевидно, не определяет никакой функции (в действительной об
ласти !) .

П р и м е р .  Пусть х в, у связаны уравнением хг +  уъ =  1. Здесь у является 
н е я в н о й  ф у н к ц и е й  от аргумента х. Разрешая это уравнение относительно 
у, получим у — — £ 2. Эта последняя формула дает нам у как явную функ
цию от X.

Иногда разрешение уравнения (1) относительно у затрудни
тельно. Например, уравнение Кеплера

y — e s i ny  — x  (0 < е < 1 )

элементарными средствами не м ож ет быть разрешено относи* 
тельно у. В  таком случае функцию у приходится изучать, поль
зуясь непосредственно уравнением, определяющим эту функцию,

§ 7. Понятие обратной функции

Пусть у есть функция от аргумента х:
у =  f (х) . ( i ) ;

_  §
З а д а в а я  значения х, будем получать соответствующие значения 

у. М ожно, однако, считая у аргументом, а х —  функцией, зад ав ать  
значения у и вычислять соответствующие значения х. В  таком 
случае уравнение ( 1) будет определять х как неявную функцию 
от у. Эта последняя функция назы вается  обратной по отношению 
к данной функции у.

Предполагая, что уравнение (1) разрешено относительно х, 
получим явное выражение обратной функции

х =  ц>(у), (2)!'
где функция ф(у) для всех допустимых значений у удовлетворяет 
условию

Нч(у) ]  =  у- (3)]
П р и м е р  1. В  формуле объема шара
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радиус И является аргументом, а объем V — функцией. Разрешив уравнение (4) 
относительно Н, получим функцию, обратную данной;

R- 4
ЗУ 
4и '

Иногда придерживаются стандартных обозначений: под х пони
маю т независимую переменную, а под у —  функцию, т. е. зави си 

мую переменную. В  таком случае 
обратную функцию следует писать 

.у=ф) / в виде
у =  ф (х ) .

Рис. 58.

Например, можно говорить, что 
функция у — 2х и у — lo g2 X я в л я 
ются обратными.

О братная функция однозначной 
функции м ож ет быть м н о г о з н а ч 
н о й  (рис. 5 8 ) ,  т. е. данному значе
нию у может соответствовать не

сколько значений х\, х2, Хз, . . .  обратной функции х — ц>(у) (рис. 58). 
В  некоторых случаях удается сделать обратную функцию одно
значной, вводя дополнительные ограничения на ее возможные зн а
чения.

П р и м е р  2 . Двузначная функция х — ±  V У является обратной по отно
шению к функции у =  х2. Если условимся для корня брать лишь арифметическое 
значение его, то обратная функция будет однозначной.

Очевидно, что функция, обратная к функции ( 2) ,  есть функция 
' (1 ) .  Поэтому функции с характеристиками f и ф, связанными со

отношением ( 3 ) ,  являю тся в з а и м н о  
о б р а т н ы м и .  Одна из них назы вается  
прямой функцией, а другая обратной. 

Заметим, что одна и та ж е  кривая

У — f ( x )
представляет собой график данной функ
ции и график обратной ей функции, см о
тря по тому, на какой из осей Ох или Оу 
откладываю тся значения аргумента.

Если условиться обозначать независи
мую переменную через х, а зависимую 
через у, то чтобы из графика данной 

функции у — f (x)  получить график обратной ей функции у =  ф(дг), 
очевидно, достаточно первый график зеркально отобразить отно
сительно биссектрисы I и I I I  координатных углов (рис. 5 9 ) .
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§ 8. Классификация функций одного аргумента

В  зависимости от характера тех действий, которые надо про
извести над значением аргумента, чтобы получить соответствую 
щее значение функции, устанавливается  следующ ая классифика
ция функций.

1) Если над значением аргумента х и некоторыми постоянными 
выполняются действия: сложение, вычитание, умножение, в о зв е 
дение в целую и положительную степень (и притом конечное 
число р а з ) ,  то получается целая рациональная функция или мно
гочлен. Общий вид такой функции следующий:

Р (х) =  ÜQXm -j- üiXm~l — . . .  — flm-\Х -f- а т,
где т —  целое положительное или равное нулю число и коэффи- : 
циенты йо, « ь  •••» а  m- ь  а т—  постоянные числа.

2)  Функция, представимая в виде частного от деления двух 
целых рациональных функций:

п /х \ _ _  аоХт -}-а\Хт * +  . . .  am—i x ат 
ЬоХп +  bixn 1 +  . . .  +  bn—\Х +  Ьп

называется дробной рациональной функцией.
Совокупность целых рациональных и дробных рациональных 

функций образует класс рациональных функций.
3) Если над аргументом х, кроме выше перечисленных первых 

пяти алгебраических действий, производится еще извлечение корня 
конечное число раз и результат не является  рациональной функ
цией, то получается иррациональная функция. Например,

f (х) =  V &  - Î i ' T Î  +  +  1) 3,

Здесь  под корнем обычно разумеется его арифметическое значение.
Совокупность рациональных и иррациональных функций обра

зует класс явных алгебраических функций.
4) В  более общем случае алгебраической функцией назы вается  

многозначная неявная функция у, определяемая уравнением

Ро{х)уп +  P i(x)yn~1 +  . . .  +  рп-\ (х) у +  рп {х) =  0,
где п —  целое положительное число, а коэффициенты ро{х), 
pi{x),  pn-i(x), рп{х) —  целые рациональные функции от х 
и сверх того коэффициент ро(х) не равен тождественно н у л ю 1) .  
Например, корень уравнения уь +  у — х2 =  0 есть алгебраическая 
функция. Заметим, что эта функция не является явной алгебраиче
ской функцией, так  как  алгебраическое уравнение пятой степени 
и выше, вообщ е говоря, неразрешимо в радикалах.

5) В ся к а я  неалгебраическая функция назы вается  функцией 
трансцендентной.

')  Алгебраические функции, в обшем случае, рассматриваются в комплексной 
области.
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Простейшими трансцендентными функциями (так н азы вае
мыми элементарными трансцендентными функциями) являются:

а) показательная функция а х, где а  —  положительное число, 
не равное единице;

б) логарифмическая функция loga x, где а  >  О и а ф  1 ;
в) тригонометрические функции: sin х, c o s x ,  t g x ,  c tg  х, s e c x ,  

e o se c x ;
г) обратные тригонометрические • функции: Arcsin  х, Arccos х, 

A r c tg x ,  A r c c tg x ,  A rc se c x ,  A rcco se cx .
Функции алгебраические, элементарные трансцендентные и их 

конечные комбинации носят название элементарных функций. Это 
тот основной за п а с  функций, с которым мы будем иметь дело на 
протяжении всего курса!

Заметим, что в нашем курсе мы, как правило, будем исполь
зовать  лишь однозначные элементарные функции, накладывая, 
если это нужно, на рассматриваемые многозначные функции до
полнительные ограничения.

§ 9. Графики основных элементарных функций

Мы приведем здесь графики некоторых основных элементар
ных функций.

I. С т е п е н н а я  ф у н к ц и я

У — хп, (1)
где п —  целое число.

Функция определена при — о о < х < - | - о о ,  если п ^  0, и при
0 <  ¡х| <  4-оо, если п <  0.

Если п ^ О  (п — О, 1, 2, . . . ) ,  то графики функций (1) пред
ставл яю т собой п а р а б о л ы  
соответственно нулевого, пер
вого, второго и т. д. порядков 
(рис. 60) .

Рис. 60. Рис. 61.



Рис. 62. Рис. 63.

I I I .  П о к а з а т е л ь н а я  ф у н к ц и я

у =  а х,

где а  —  постоянное число, причем а >  0, а ф  1 .
Э та  функция определена при всех значениях х. Функция имеет 

положительные значения и монотонно возрастает  от 0 до 4~о° при 
й > 1  и монотонно убывает от + о о  до О 
при 0 <  а  <  1 (рис. 63 ) .

IV . Л о г а р и ф м и ч е с к а я  ф у н к 
ц и я

у — ^ а Х  ( а > 0 , а ф \ ) .  (3)

О бласть  определения 0 <  х <  +  оо.
Т а к  к ак  из формулы (3) имеем

х — а у,

то логарифмическая функция является  
обратной по отношению к показательной 
функции. Поэтому график логарифмиче
ской функции получается из графика по- Рис. 64.

Если л <  О (п — — 1, — 2, . . . ) ,  то графики функций (1) пред
ставляю т собой г и п е р б о л ы  различных порядков (рис. 6 1 ) .

II .  Р а д и к а л

у =  л/х,  (2)
где п —  натуральное число.

О бласть  определения функции:' 0 ^  х <.  ~Ь°о при п четном 
и — оо <  х ■< 4- ° °  при п нечетном.

Т а к  как х =  уп, то (2) является  обратной функцией по отно
шению к степенной функции ( 1) .  Поэтому графики радикала при 
различных показателях п есть параболы или части их (рис. 6 2 ) .

§ 9 .  ГРАФИКИ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ £$I
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казателыной с помощью зеркального отображения последнего отно
сительно биссектрисы I и I I I  координатных углов (рис. 6 4 ) .

V. Т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  
В  высшей математике аргументом тригонометрической функ

ции является ч и с л о ,  которое можно рассматривать как  меру 
соответствующего угла, выраженного в радианах.

Ограничимся обзором наиболее важ н ы х  тригонометрических 
функций.

а) у =  sin  х;

функция определена для всех значений х. Функция в ш х  —■ огра
ниченная (|8ш д | з ^  1) и периодическая, с периодом 2п (т, е. зн а 

чения функции повторяются при изменении аргумента на 2л ) ;  
графиком ее служ ит синусоида (рис. 65 ) .

б) У COS X

обладает  сходными свойствами с функцией s i n * .  График ее —  
косинусоида, представляю щ ая собой синусоиду, сдвинутую влево

на л/2 (рис. 6 5 ) .  Действительно, c o s x  =  sin ( *  +  у ) *

в)

определена при х •

tg x

2 6 + 1 я  (k =  О,

± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) ;  имеет период л. График 
функции —  тангенсоида (рис. 66) .

г) У =  c t g x

Рис. 66.

определена при х ф к .я (к — 0, ±  1, 
± 2 ,  . . . ) ;  имеет период я .  График 
функции — котангенсоида, геометриче
ски тож дественная с тангенсоидой 
(рис. 66) .
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"VI. О б р а т н ы е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и

а) у — arcsin  х, (4)

т. е. у есть дуга, взятая в пределах  >

— я /2  ^  у ^  rt/2, (5)

синус которой равен х:
sin у — х (6)

( г л а в н о е  з н а ч е н и е ) .  Функция (4)  однозначно определена 
на отрезке [— 1 , 1 ] ;  графиком ее служ ит часть синусоиды (дуга 
AB на рис. 6 7 ) .

Если  обратить равенство (6) ,  не наклады вая условие ( 5 ) ,  т. е. 
найти все значения у, синус которых равен х, то получим м н о 
г о з н а ч н у ю  ф у н к ц и ю

у =  Arcsin  х,
графиком которой служ ит синусоида,

идущая вдоль оси Оу. На основании свойств дуг, имеющих одина
ковый синус, вы текает формула

A r c s in х =  (— \)k a r c s in х -{-kn (k — 0, ± 1 ,  ± 2, . , . ) „

б) у =  arccos х, (7)

т, е. у есть дуга, взятая в пределах
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косинус которой равен х:

cos у =  х (9)

(г л а в н о е  з н а ч е н и е ) .  Функция (7) однозначно определена на 
отрезке [— 1 , 1 ] ;  график ее —  часть косинусоиды (дуга AB на 
рис. 68) .

Р еш ая уравнение (9) относительно у,  в  общем случае, полу
чим м н о г о з н а ч н у ю  ф у н к ц и ю

у == A rccos х,

график которой есть косииусоида, идущая вдоль оси Оу. При 
этом справедлива формула

Arccos х  =  ±  arccos л: +  2kn (k =  0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . ) .

в) у =  a r c tg x ,  ( 10)

т. е. у есть дуга, взятая в пределах
— я /2  <  у <  я/2, ( 11 )

тангенс которой равен х:
t g y  =  x  ( 12)

( г л а в н о е  з н а ч е н и е ) .
Функция ( 1 0 )  определена в промежутке —  со <  х <  - f  оо од

нозначно; график ее — дуга тангенсоиды (рис. 6 9 ) .

У,
г

!/>
TL

у<у=тЦх Л
г
> v  y = a r c c t g x0 х

п
~2Г 0 х

Рис. 69. Рис. 70.

Р еш ая уравнение (12) относительно у, в общем случае будем 
иметь м н о г о з н а ч н у ю  ф у н к ц и ю

у =  А г ^ * ,

график которой состоит из бесконечного числа смещенных тан
генсоид (10). Справедлива формула

А г ^ х  =  а г ^ л :^-кп (& =  0, ±1, ±2, ...).
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г) у =  а г с ^ х ,  (13)

т. е. у есть дуга, взятая в пределах
О <  у <  л, ' (14)

котангенс которой равен х:
с ^ у = = х .  (15)

Функция (13) однозначно определена в промежутке — оо «< х <■
<  -|-оо; ее графиком служ ит дуга котангенсоиды (рис. 7 0 ) .

Если в уравнении (15) для каж дого  х определять все значе
ния у, котангенс которых равен х, то получим многозначную 
функцию

у =  А г а ^  х, (16).

график которой состоит из бесконечного числа смещенных котан
генсоид (1 3 ) .  Имеем

А г с ^ х  =  агсЫ^л: ! - ! - Ы  (¡г  =  0 ,  ±1, ±2, . . . ) .

Рассмотренные графики основных элементарных функций сле
дует помнить. П ользуясь  ими, можно легко строить большое коли
чество графиков элементарных функций, рассматривая последние 
как « п р е о б р а з о в а н н ы е  о с н о в н ы е  э л е м е н т а р н ы е  
ф у н к ц и и».

Пусть график функции
у ~ №  (17);

известен (рис. 7 1 ) .

Рис. 71. Рис. 72.

Рассмотрим важнейш ие преобразования этого графика. 
1) График

У — f ( x —  о)

представляет собой исходный график ( 1 7 ) ,  с д в и н у т ы й  в н а 
п р а в л е н и и  о с и  Ох н а  в е л и ч и н у ,  р а в н у ю  а  (рис. 7 1 ) .



2) График
y =  b +  f(x)

получается из графика (17) в результате п е р е н о с а  п о с л е д 
н е г о  в н а п р а в л е н и и  о с и  Оу н а  в е л и ч и н у ,  р а в н у ю  b 
(рис. 7 1 ) .

3) График
y =  cf(x) ( с ф  0) (18)

получается из графика функции f (x)  при 0 <  с <  1 с помощью 
с ж а т и я  в 1/с раз ординат последнего, а при 1 < с < + о о  
с помощью р а с т я ж е н и я  в с раз ординат его с сохранением 
соответствующих абсцисс (рис. 7 2 ) .

Если —  оо <  с <  0, то график (18) является  з е р к а л ь н ы м  
о т о б р а ж е н и е м  графика у =  —cf(x)  о т н о с и т е л ь н о
о с и Ох (рис. 7 2 ) .

4) График
y =  f (kx) (k Ф  0)  (19)

получается из графика функции ÿ =  f ( x )  при 0 <  <  1 у в е л и 

ч е н и е м  в ~ ■ раз абсцисс его точек, а при 1 <С k <  -)-со у м е н ь 

ш е н и е м  в k раз абсцисс его точек, с сохранением их ординат 
(рис. 73 ) .
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Рис. 73. Рис. 74.

Если — со <  & <  0, то график (19) представляет собой з е р 
к а л ь н о е  о т о б р а ж е н и е  графика

«/==/(— кх)

о т н о с и т е л ь н о  о с и  Оу (рис. 73 ) .
Приведенные правила геометрически очевидны, и д оказател ь

ство их предоставляем читателю.
Комбинируя преобразования 1 ) — 4 ) ,  получаем возможность, 

исходя из графиков простых функций, строить графики относи
тельно сложных функций.
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П р и м е р .  Построить график функции г/ =  3 sin 2х.
На основании правил преобразования 3) и 4) этот график представляет со

бой синусоиду у — sin х, абсциссы точек которой уменьшены в два раза, а орди* 
паты увеличены в три раза (по абсолютной величине, с сохранением знака? 
рис. 74).

При построении графика функции важ но учитывать симмет
рию графика и периодичность.

О п р е д е л е н и е  1. Функция f(x) называется ч е тн о й ,  если 
она не изменяет своего значения при изменении знака аргумента,
т. е. если Hi

К  х) =  Д х ) . у=Ш
Например, четными функциями 
х° =  1 , х2, с о э х  и т. п.

График четной функции у —

являются I m m \  _

f {x) ,  оче- i 0 х \ 'X
видно, с  и м м е т  р и ч е и о т н о с и т е л ь н о
о с и  Оу (рис. 7 5 ) .  Поэтому для четной Рис. 75.
функции достаточно строить лишь правую
половину графика (х  0) ;  л евая  половина его (х <  0) является  
зеркальным отображением правой относительно оси ординат.

О п р е д е л е н и е  2. Функция f (х) называется н е ч е т н о й ,  
если при изменении знака аргумента знак функции меняется на 
противоположный, а численное значение ее сохраняется, т. е. если

/ . ( _ * )  =  - f U ) .

Например, нечетными функциями являю тся я, х3, s in x ,  t g x s 
arcsin  х, a r c t g x  и т. п.

График нечетной функции у — f(x) ,  очевидно, с и м м е т р и 
ч е н  о т н о с и т е л ь н о  н а ч а л а  к о о р д и н а т  (рис. 7 6 ) .  П о
этому, чтобы построить график нечетной функции, достаточно 
изобразить правую половину его (х ^  0) ;  л евая  половина графика 
(xsgCO) получается в результате поворота правой на 180°.

О п р е д е л е н и е  3.  Функция f(x) называется п е р и о д и ч е 
с к о й ,  если существует положительное число Т ( п е р и о д  функ
ции) такое, что
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(рис. 7 7 ) .  С периодическими функциями мы встречались у ж е ра
нее (гл. V I ,  § 3 ) ;  например, периодическими являю тся функции 
s i n х (период 2л ) ,  c o s x  (период 2л ) ,  t g x  (период л ) ,  c t g x  (период 
л) и т. д.

Д л я  построения графика периодической функции достаточно 
изобразить его на отрезке, длина которого равна периоду (основ
ная область), a затем построить периодическое продолжение гра
фика, приписав одинаковые значения ординат точкам, абсциссы 
которых отличаются на число, кратное периоду.

§ 10. Интерполирование функций

Рассмотрим функцию y — f (x) ,  заданную двумя первыми 
столбцами таблицы

X У А  у

х - з У - з Дг/_ 3 A2í/ _ 3
Х-2 У - 2 Ау-2 A2í/ -2
Х-1 у - 1 Ai/—i Д *и_,
х 0 У о а г/о АгУо
Х\ У i Aí/1 Abjx
Хг Уг Aí/2 •
*3 У э • *

Мы будем предполагать, что табличные значения . . . ,  х-% х_ {> 
х0, Х\, х2, . . .  аргумента х р а в н о о т с т о я щ и е ;  иными словами, 
разность

Ах*'=  Х(+1 —  х< = /г (¿ —  0, ± 1, ± 2, . . . )  ( 1)

есть величина постоянная (А —  символ разности). Величина Н на
зы вается  шагом таблицы. Д л я  изучения закономерности поведения 
функции у пополним нашу таблицу разностями Ду первого порядка 
(первые разности) :

^У‘ ~ У ‘+1 — У‘ (I — 0> ± 1 , ± 2, . . . ) .  (2)

Если функция у =  уй-\- кх —  линейная, то ее разность Аг/< =
—  М  есть величина постоянная.

Аналогично можно составить разности второго порядка (вто
рые разности):

А 2У1 =  Аг/ж —  А у1 =  (у 1+2 — у 1+1) — {у 1+1 —  г/г) =

=  У1+2 —  2г/ж +  У* (* —  0» =Ы> ± 2, . . . )  (3)
и т. д.

Если функция у линейная, то ее вторые разности Д2г/г равны 
нулю. Д л я  квадратичной функции у =  а  +  Ъх +  сх2 ее вторые 
разности Д2г/г постоянны (проверить!).
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Под интерполированием понимается приближенное нахождение 
функции у для нетаблилных. промежуточных значений аргумента х.

Пусть ш аг таблицы Н мал и разности А г/, почти постоянны. 
Положим, что Хо есть ближайшее н а и м е н ь ш е е  табличное зн а
чение для данного нетабличного значения х, т. е. хо <  х  <£ х\. На 
промежутке (х0, х\) функцию у приближенно можно считать ли
нейной У такой, что У(х0) — уо и У(х\)~у\. Геометрически эго

значит, что мы дугу кривой М 0М\ заменяем соответствую щ ей хор- 
(рис. 7 8 ) .  Т а к  как  угловой коэффициент хорды Л40А*1дой МйМ\ 

равен
У1 — У о А*/ о

/г
ТО

У ■■Уй-
&Уо (X — Х0)

(линейная интерполяция) . 
В во д я  величину

■х0 ■4

(«расстояние м еж ду  точками х и хо, измеренное в ш а г а х » ) ,  при
ближенную формулу (4) можно записать в следующем виде:

У =  Уо +  * Лг/о. ( 6 );

С помощью формулы (6) можно т а к ж е  производить обратное 
интерполирование, т. е. по значению функции у ( у о ^ у ^ у х )  
находить соответствующ ее значение аргумента х. Действительно, 
имеем

у — У о
Лг/о

О тсю да на основании (5) получаем

х — хо +  Иг.

П р и м е р  1. Функция у — у (х )  зад ан а  таблицей:

(7 )

(8)

X 1 1,02 1,04

У 1,21 1,44 1,69

Применяя линейное интерполирование, найти у (1 ,0 0 5 ) .  Чему ра
вен х, если у (х ) — 1,5?

1,005 -  1 1
1 ~ 0,020 4 ‘

2_
4

Зд есь  ш аг /г =  0,02. П ол агая  х0 =  1, имеем

О тсюда по формуле (6) находим у — 1,21 • 0 ,0 2  = 1,215.
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Д л я  обратного интерполирования полагаем лго =  1,02 и уо =1 
=  1,44. О тсюда Ду о — 1 ,6 9 —  1,44 =  0,25. По формулам (7)  и (8) 
находим

1,5 -  1,44 0,08
0,25 0,25 : 0 ,2 4

и 'х —  1,02 -Н 0 ,24  • 0 ,02  =  1,0248.
Заметим, что для х ^ ( х 0, хх) получается аналогичная формула 

линейного интерполирования, если вместо ближайшего наимень
шего табличного значения Хо вос
пользоваться  его ближайшим н а и 
б о л ь ш и м  табличным значением 
х\, что иногда более выгодно. А 
именно, имеем

У ** Ух +  Ч 1 (х -  х у). (4')

Д л я  получения более точных 
результатов иногда прибегают к 
квадратичному интерполированию, 

заменяя на промежутке (х0, х2) функцию у квадратным трехчле
ном ?  таким, что

?(хо) =  уо, ? (х х) =  уи ?{х2) =  у2, (9)

где Хо —  по-прежнему ближайшее наименьшее табличное значение 
для данного нетабличного значения х. Геометрически это означает

{рис. 7 9 ) ,  что мы дугу МоМ\М2 графика функции у =  у(х)  при
ближенно заменяем параболой с вертикальной осью, проходящей 
через точки М0, Ми М2. ]

Функцию ?  запишем в следующем искусственном виде ( 1 0 ) :

7  =  а  -{- Ь (х —  х0) +  с(х  —  хо) [х —  Х\ ).  (10)

П ол агая  х =  х0, в силу (9) получаем ?(х о )  —  уо —  а;  отсюда

а =  у0. ( 11 )

Аналогично, при х — х\ будем иметь ? (х\) =  у\ — а -\- Ь (х\ —  Хо) } 
отсюда, используя (11 )  и учитывая, что Хх—  Х о  =  1г, находим

Ь- У1 ~  У о 
/г

АУо
к (12)

Наконец, при х — х% имеем

? (х2) =  у2 == а ± Ь  (х2 — хо) +  с (х2 —  лго)  {х2 — Х х ) .
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Отсюда, так  как  х 2 —  хо — 2/г и х г —  х\ — /г, то, принимая во вни
мание ( 11 ) и ( 12) ,  получаем

Ау?- . 2/г
_  (Уг — ¿М +  (£| ~  У в) — 2 д Уо__ АУI ~  АУо _  А5Уо

2/г2 2/г2 •

(13)

«/а —  г/о • /г
2/г2 ~  2/г2

Таким образом, окончательно имеем

У Y =  Уо +  ^ г -  (х  ~  х о) +  4 Й г  ( *  -  *о) ( *  -  * i )2/г2

(формула квадратичного интерполирования),
П олагая

JC — Хо
Л

И
х — х, _  (х — лс0) — {х, — лг0) 

h h =  t ~  1 ,

(14)

(15)

(16)

получим более удобную формулу квадратичного интерполирова 
ния:

< ( / -  1)У&Уо +  {&Уо- ■ А2Уо- (17)

П р и м е р  2. Функция у =  у(х)  задана двумя первыми столб
цами таблицы:

X У А у A’U

0,20 1,2214 626 33
0,25 1,2840 659 33

0.30 1,3499 692
0,35 1,4191

Применяя формулу квадратичного интерполирования, найти 
у(  0 ,27).

В  качестве начального значения выбираем хо =  0 ,25  (необхо
димые элементы таблицы подчеркнуты!). Ш аг таблицы h — 0,05.

Находим разности Ау0 — 0 ,0659  и А2у0 =  0,0033 (в таблице для 
краткости десятичные разряды опускаю тся).

Имеем
0,27 -  0,25 0 4 _Í- 0,05

О тсюда по формуле (17) получаем 

у (0,27) =  1 ,2840 +  0 ,4  • 0 ,0659  +  М : 1 = М 1 . 0 ,0033 =

1,2840 +  0 ,0264  -  0 ,0004  =  1,3100.
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1. В треугольнике ABC, основание которого АС =  b и высота BD =  h, про
ведена прямая EF,  параллельная основанию АС и отстоящая от него на расстоя
нии к. Выразить площадь у трапеции AEFC  как функцию от х\ определить об
ласть существования этой функции и построить ее график.

2. Определить область существования функций:

a ) y  — «Jx — 2; б ) у  =  л Л 2 — 1 ; в) у =  —■= 1 ; г) у =  lg (1 +  х).
'У X — X2

3. Найти /(0) ,  / (1), 1(2), ¡(3), f (—x), f ( \/х), / ( * + ! ) >  если
¡(х)  =  х2— Зх +  2.

4. Зная, что /(1) = —2,23 и f ( 2) — 1,05, приближенно найти f(  1 , 3 ) , считая 
функцию линейной на отрезке [ 1 , 2] (линейная интерполяция).

5. Результаты измерения величин х и у приведены в таблице:

Упражнения

X 10 15 25

У 10 20 40

Найти зависимость между х  и у, зная, что она линейная.
6. Найти целую рациональную функцию второй степени:

f(x) — ах2 +  Ьх +  с,
такую, что /(0) =  — 3, f ( l )  =  0, /(2) =  5.

7. Пусть (р(х) — х2 и -ф(х) — 2х. Найти ф [ф (я)] и ф [<р(х)].
8. Найти f { f ( * ) ]  и f {f[f(x )]> , если f(x)  =  1/(1 — х).
■9. Для данных функций найти явные обратные:

а) у =  2х  +  3; б) у =  — х 3; в) у =  sin

10. Построить графики элементарных функций:

а) у =  * 2/3; б ) у — ~ ~ 2 ’ в) у =  1 ~  ( y )  ’ y ==[S ( x +  2):

д) у — 2 eos — -у  ̂ ; е) у — sin2 х. к а з а и и е. sin2 х  =  ■— ( 1—cos 2# )^ ;

3я — - f - ) ;  з) г/ =  — ctg — ; и) у =  arcsin 5

,  1 , 1 , 
к) » =  Y  +  я " g х‘
!1 . Приближенно найти действительные корни уравнения хг —  Зх +  ! — 0, 

построить график функции у — х* — Зх +  1.
12 . Приближенно найти наименьший положительной корень уравнения 

tg х — х, построив графики функций у =  tg  х  и у =  х.
13. Функция у =  у(х)  задана таблицей:

X 0,6 0,7

У 1,8221 2,0138

Используя линейное интерполирование, найти у(0 ,63). Чему равно х, если 
у(х) =  2 ?

ж ) у == 4 sin



Г л а в а  V II 

Т Е О Р И Я  П Р Е Д Е Л О В

§ 1. Действительные числа

Под величиной в математике понимается все то, что м ож ет 
быть измерено; при этом физическая сущность величины для нас 
безразлична. Поэтому выводы математики обладаю т о б щ н о 
с т ь ю ,  они применимы ко всем величинам вообще. Процесс изме
рения величины состоит в сравнении ее с другой однородной в е 
личиной (т. е. величиной той ж е  природы), принятой за  единицу. 
Результат измерения величины есть число —  значение измеряемой 
иеличины. Если измеряемая величина и единица измерения с о и з 
м е р и м ы  меж ду собой (т. е. имеют общую меру), то результат 
измерения есть рациональное число

где т и п  —  целые числа. Если измеряемая величина и единица 
измерения н е с о и з м е р и м ы  м еж ду собой (т. е. не имеют общей 
меры), то результат измерения есть иррациональное число (н а 
пример, л/2,  я  и т. д .) ,  которое можно изобразить в виде беско
нечной непериодической десятичной дроби

х — Ро, pipi . . .  Рп . . .

1хли  брать в этой дроби конечное число знаков после запятой, то 
мы будем получать некоторые рациональные числа, которые дадут 
нам значение измеряемой величины с любой степенью точности; 
поэтому практически при измерениях можно обойтись числами 
рациональными. Однако при формулировке общих законов избе
жать иррациональных чисел нельзя (например, площадь круга
S =  nR2, где л  —  число иррациональное). Числа рациональные и 
иррациональные носят название действительных или веществен
ных ч и с е л 1) .  Д л я  геометрического изображения действительных 
чисел служ ит числовая ось Ох (рис. 8 0 ) ,  где в определенном м ас
штабе расположены числа: рациональные (целые 0, ± 1 , ± 2, . . .

1 2
и дробные i f c y ,  ±  g-’ ••• и т - Д-) и иррациональные. В  резуль
тате все действительные числа помещ аются на числовой оси, з а 
полняя последнюю без просветов, т. е. каждому действительному 
числу соответствует определенная тонка числовой оси и, обратно,

') В дальнейшем, под словом «число», если явно не оговорено противное, мы 
будем понимать «действительное число».



каждой точке числовой оси отвечает некоторое действительное 
число. Поэтому вместо .слова «действительное число» часто гоио 
рят «точка».

Д л я  приложений к множеству всех действительных чисел \
присоединяют два символа

~2 ~1 0 1 2 J  —со и + о о  со  свойствами:-------¡-------1------ 1------- ¡-------1-------1-------1— *-
х  — оо •< X <  +  оэ.

Рис' 80- Т ак ая  система действитель
ных чисел назы вается  рас

ширенной. Предполагается, что справедлива следующ ая ариф
метика:

а) х ±  оо =  ±  оо;

б> i f s r " 0 '

в) х • ( ±  оо) =  ±  оо, если х >  О
и

х • ( ±  оо) =  о о , если х <  0.

Действительные числа могут быть положительными и отрица
тельными. В некоторых случаях приходится рассматривать абсо
лютную величину  действительного числа, игнорируя его знак.

О п р е д е л е н и е .  А б с о л ю т н о й  в е л и ч и н о й  ( или м о 
д у л е м )  некоторого действительного числа называется арифме
тическое значение этого числа.

Абсолютная величина числа а обозначается так: |aj. Напри
мер, | — 5 1 =  5, | + 3 |  == 3. Вообще, если х — действительное число, 
то

х, если х 0, 

х, если х <  0.

Очевидно, для всякого числа х имеет место равенство |— лс| =  
=  | х| .

Если расположить действительные числа на числовой оси, то 
абсолютная величина \х\ любого числа к представляет собой 
расстояние соответствующей точки А с  абсциссой х от начала от
счета О: | х [ =  О А (рис. 81 ) .
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\х\ ■
I я

-А----------------...--------------i i -

Рис. 81.

О тсю да следует, что если абсолютная величина числа х удов
летворяет неравенству
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то число х подчинено ограничению:

— а -<  х <  а (или соответственно — а ^ х ^ а ) ,  (2)

т. е. х  принадлежит интервалу (— а, а )  (или отрезку [— а, а ] ) .  
В частности, для любого числа х справедливо неравенство

—  I ЛС | ^  X ^  |х|.

Обратно, если имеет место одно из двойных неравенств ( 2 ) ,  то 
выполняется соответственно одно из неравенств ( 1) ,

Б олее общее утверждение: если

\х —  Хо\<. а (или \х —  Хо] ^  а ),

то, так  как  |х—  Хо| равно расстоянию меж ду точками х и Хо, 
имеем

Хо —  а  <С х <  хо +  а  (или хо —  а  ^  х  ^  хо +  а) 

и обратно (рис. 8 2 ) .

к —  а  - —
I ! 1 |_______>

о  х 0- а  \Х„ X  \х0 + а  х  
к ------- а — ^

Рис. 82.

Абсолютная величина действительного числа обладает следую
щими свойствами.

1) А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а  с у м м ы  двух или несколь
ких чисел меньше или равна сумме абсолютных величин этих 
чисел.

В  самом деле, пусть сначала х  и у —  действительные числа 
одинаковых знаков, т. е. ху ^  0. Очевидно, имеем

\х + у\ = \±\х\±\у \ | —|±(М + М) 1 =  М +  \У\

(например, |— 3 —  5| =  | —  (3 +  5)| =  3 +  5 ) .
Пусть теперь х и у —  действительные числа различных знаков, 

т. е. ху <  0, причем для определенности предположим, например, 
что \х\^\у\. Тогда имеем

|* +  0 | =  |±|х|=р|0 ||==|±(|*| —  М )  1 =  1* 1— м < м + м

(например, | — 5 +  2| =  | —  (5 —  2) | =  5 —  2 <  5 +  2 ) .
Таким образом, для лю бы х, действительных чисел х и у спра- 

ведливо неравенство
I* +  у\ ^  М +  \у\ > (3)

причем знак  равенства имеет место тогда и только тогда, когда 
числа х  и у одинаковых знаков.
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З а м е ч а н и е .  Неравенство (3) легко распространяется на 
любое конечное число слагаемы х, например,

|̂  +  У +  2:| =  |(х +  г/) +  2 | ^ | х  +  г/| +  |2 |^|л:| +  |г/|-|-!2 [.

2) А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а  р а з н о с т и  двух чисел 
больш е или равна разности абсолютных величин этих чисел.

В самом деле, в силу свойства 1 имеем

\А =  \у + { х — у) |<|г/| +  |л; — у\.
О тсюда

\х — у\>\х\ — \у\.
3) А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а  п р о и з в е д е н и я  двух или 

нескольких чисел равна произведению абсолютных величин этих 
чисел, например,

\ху\ =  \х\|г/|.

4) А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а  ч а с т н о г о  равна частному 
абсолютных величин (если делитель отличен от нуля), т. е. если 
у ф  о, то

х \_ |х |
У I \у\ '

5) А б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а  целой полооюительной или 
целой отрицательной с т е п е н и  равна соответствующей степени 
абсолютной величины основания, т. е.

\хп\ — \х\п.
Д оказательство  ,почти очевидных предложений 3 ) — 5) предо

ставляем читателю.

§ 2. Погрешности приближенных чисел

Измеряя величину с точным значением а, мы обычно получаем 
лишь ее приближенное значение х; разность а  — х называется 
ошибкой приближенного числа х. Число а  будем называть точным 
числом , а число х —  приближенным. Если х ^  а, то л: называется 
приближением по недостатку: если ж е  х ^  а, то х называется 
приближением по избытку.

О п р е д е л е н и е  1 . А б с о л ю т н о й  п о г р е ш н о с т ь ю  (или 
а б с о л ю т н о й  о ш и б к о й )  А0 приближенного числа х назы
вается абсолютная величина разности между соответствующим 
точным числом а и данным приближенным числом х, т. е.

До =  | а —  х\. (1)

Если точное число а  неизвестно, то формула (1) не дает во зм о ж 
ности определить абсолютную погрешность А0 приближенного 
числа х. В  этом случае ограничиваются оценкой сверху  абсолют
ной погрешности А0, т. е. находят положительное число А, по в о з 
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можности мало отличающееся от А0, такое, что

До ^  д. (2);;

Число А удовлетворяющ ее неравенству (2 ) ,  назы вается  пре
дельной абсолютной погрешностью приближенного числа х. О че
видно, имеем

х —  Д ^ а ^ х  +  Д; (3)

вместо неравенства (5) употребляется т а к ж е  сокращенная запись

а =  х ± Д .  (3') .

Часто бывает, что известны д ва  приближенных числа х\ и х2 
между которыми заклю чается  точное число а:

XI ^  а  ^  Х2 .
Тогда можно положить

а  =  х ±  Д,

где х  =  (х2 +  Х\)/2  и Д -  (х2 —  Х1) /2.
Абсолютная погрешность, взя тая  без учета измеряемой вели

чины, не характеризует точности измерения. Например, если при 
измерении длины стола а\ —  2 м и длины железной дороги
—  200 км допущена одна и та ж е  абсолютная погрешность Д1 —
—  Д2 =  0,1 м, то это не значит, что измерения равноточны; оче
видно, второе измерение точнее первого. Д л я  оценки точности 
измерений вводят понятие относительной погрешности.

О п р е д е л е н и е  2.  О т н о с и т е л ь н о й  п о г р е ш н о с т ь ю  
( о т н о с и т е л ь н о й  о ш и б к о й )  6о приближенного числа х на
зывается отношение абсолютной погрешности Д0 этого числа 
к абсолютной величине соответствующего точного числа а, т.  е.

Отсюда,,
До —  I а  160, (5)

т. е. абсолютная погрешность приближенного числа равна отно
сительной погрешности его, умноженной на абсолютную величину 
соответствующего точного числа.

Если точное число а  неизвестно или слишком громоздко, то 
дают в е р х н ю ю  о ц е н к у  числа 60. Число б, удовлетворяющ ее не
равенству

бо ^  б,

называется предельной относительной погрешностью приближен
ного числа х. Очевидно, если х  >  0, то можно положить ,

где Д —  предельная абсолютная погрешность числа х т акая ,  что 
х  —  А >  0.

4  В. А. К удрявцев, Б . II . Демидович
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П р и м е р  1 . Какова предельная относительная погрешность б числа х — 
=  3,14, заменяющего число я?

Так как 3,14 <  к  <  3,142, то абсолютная погрешность Д0 числа х  удовле
творяет неравенству Д0 <  0,002. Отсюда

»“ - 4 г < - | р г < в'4 - " г 4 -
Следовательно, можно принять 6 =  0,064 %.

Т а к  как точное число а во многих случаях найти трудно, то 
на практике полагаю т а ж  х, где х —  достаточно близкое к а  при
ближенное число, и пользуются приближенными формулами

6о -  Т7Т (4 '>
и

Д о »  И б о  (5 ')

( д а — знак приближенного равен ства) .  Соответствующие фор
мулы справедливы т а к ж е  для предельных погрешностей.

П р и м е р  2. Результат измерения с точностью до 0,5 % равен х — 25 ,7 . м. 
Определить предельную абсолютную погрешность Д этого измерения.

Из формулы (б ') имеем Д »  25,7 • —  •0,01 « 0 ,1 3 .  Следовательно, измеряе

мую величину а можно положить равной а =  25,7 м ± 0 ,1 3  м.

Введем  некоторые понятия, связанные с изображением чисел 
в десятичной системе, причем ограничимся рассмотрением лишь 
положительных ч и с е л 1) .  В ся к ая  цифра в десятичном изображении 
числа, отличная от нуля, и нуль, если он не служ ит для обозна
чения десятичного разряда или не зам ещ ает  неизвестную или 
отброшенную цифру, назы вается  значащей цифрой этого числа. 
Например, число 0 ,0507 имеет три значащие цифры: 5, 0 и 7. 
Запись числа 27 600  не позволяет судить о числе значащих цифр 
его; так, если это число имеет четыре значащие цифры, то его 
следует записать, например, в виде 2 , 7 6 0 - 104. Значащие цифры 
приближенного числа разделяю тся на верные  и неверные.

О п р е д е л е н и е  3. Говорят, что приближенное число имеет 
п в е р н ы х  з н а ч а щ и х  ц и ф р  (знаков , считая слева направо),
если абсолютная погрешность этого числа не превышает ~  еди
ницы его п-го разряда.

Например, если число х — 2 ,356 имеет три верных знака 2, 3,
5, то абсолютная погрешность этого числа

д 0 <  1 . 0,01 = 0 , 0 0 5 .

М атематические таблицы составляю тся таким образом, что все 
помещенные в них знаки являю тся верными. Например, для четы-

')  Влияние знака можно учесть особо.
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рехзначной таблицы логарифмов гарантируется, что абсолютная 

погрешность мантиссы каж дого числа Д0 ^  ~  • 10~4.

В  некоторых случаях абсолютная погрешность приближенного 
числа м ож ет достигать е д и н и ц ы  его п-го разряда, тогда будем 
говорить, что данное число имеет п верных знаков в широком 
смысле. Если абсолютная погрешность приближенного числа мо
ж е т  достигать двух единиц его п-то разряда, то говорят, что пер
вые п — 1 значащих цифр числа верные, а п-я цифра его сомни
тельная.

Понятие верных цифр не всегда можно понимать буквально, 
т. е. в том смысле, что если приближенное число имеет п верных 
знаков, то п первых цифр приближенного числа и п первых цифр 
точного числа совпадают меж ду собой. Например, если а — I 
есть точное число и х  — 0 ,999 —  приближенное число, то все знака 
последнего, очевидно, верны в широком смысле, хотя ни одна 
цифра точного числа не совпадает с соответствующей цифрой 
данного приближенного числа. Однако в большинстве случаев бук
вальное понимание будет верным.

Количество верных знаков приближенного числа характеризует 
точность измерения и позволяет найти предельную относительную 
погрешность этого числа.

П р и м е р  3. Приближенное число х =  8,3047 имеет два верных знака. Ка
кова предельная относительная погрешность б этого числа?

Здесь абсолютная погрешность

Д° < Т Г  *0,1 = 0 ,0 5 .

По формуле (4 ')  имеем оценку относительной погрешности

Следовательно, приближенно можно принять б == 0,6 %.

Обратно, зная предельную относительную погрешность прибли
женного числа, можно определить количество его верных знаков.

П р и м е р  4. Предельная относительная погрешность приближенного числа 
х =  623,809 равна б =  0,2 %. Сколько верных цифр имеет это число?

Используя формулу (5 ') ,  находим оценку абсолютной погрешности нашего 
приближенного числа До «  0 ,2-0,01-623,809 «  1,2. Не совсем строго можно счи
тать, что число х имеет три верные цифры в широком смысле.

В окончательной записи приближенного числа, вообще говоря, 
нет см ы сла  сохранять неверные цифры; в крайнем' случае можно 
удерж ать одну запасную цифру. Поэтому цифры приближенного 
числа, не являющиеся верными, обычно откидывают, или, как 
говорят, приближенное число о к р у г л я ю т .  Т а к ж е  часто прихо
дится округлять громоздкие точные ч и с л а . .

П р а в и л о  о к р у г л е н и я .  1) Если первая отброшенная 
цифра числа (считая слева направо) м е н ь ш е  5,  то оставшиеся

4*
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цифры его оставляют без изменения; 2) если ж е первая из отбро
шенных цифр б о л ь ш е  и л и  р а в н а  5, то первую из оставшихся 
цифр увеличивают на единицу.

Например, округляя число я =  3 , 1 4 1 5 9 2 . . .  до пяти, четырех, 
трв£ значащих цифр, соответственно получим приближенные числа 
3,1416, 3 ,142 и 3,14.

Специально выделяется частный случай, когда округляется на одну цифру 
число, имеющее последнюю цифру 5. Тогда последняя сохраненная цифра остав- 
ляется без изменения, если она четная, и увеличивается на единицу, если она не
четная (правило четной цифры).

При округлении приближенного числа мы, вообще говоря, уве
личиваем его погрешность, д обавляя  к абсолютной погрешности 
числа погрешность округления.

При пользовании правилом округления погрешность округле
ния, очевидно, не превышает 1/2  единицы последного сохранен
ного десятичного разряда.

Отсюда следует, что:
1 ) если точное число округлить до п значащих цифр, то полу

ченное приближенное число будет иметь п верных десятичных 
знаков ;

2) если ж е приближенное число с п верными десятичными 
знаками округлить до п значащих цифр, то полученное новое 
приближенное число будет иметь п верных десятичных знаков 
в широком смысле.

§ 8. Предел функции

В  математическом анализе, как  правило, рассматриваются 
б е з р а з м е р н ы е  величины, т. ,е. величины, лишенные физиче
ского содержания. Совокупности значений таких величин представ
ляют собой некоторые числовые множества. Исходя из этого 
и используя логические символы V («для любого») и 3  («сущ е
ствует», «найдется»),  можно формализовать определение функции, 
приведенное в гл аве  V I  (§ 2 ) .

О п р е д е л е н и е  1. Пусть X и У —  данные числовые множе
ства. Если в силу некоторого соответствия /, сопоставляющего 
элементам множества X элементы множества У, У х ^ Х  3 г/<=У 

единственный) ,  то у называется однозначной ф у н к ц и е  й от х, 
определенной на множестве X.

Этот факт коротко обозначается следующим образом:

У =  !(х) (х с е Х) 1).  (1)

')  Строго говоря, под функцией (1) следует понимать само соответствие 
в силу которого для каждого х  е  X подыскивается его партнер у е  У. При этом 
д х )  представляет собой з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  / в точке х. Однако на прак
тике символ } (х ) ,  где х  принимает все возможные значения, такж е называют 
ф у н к ц и е й .
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М н о ж е с т в о  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и  ( 1) ,  по смыслу опре
деления, содерж ится в У, т. е. { / ( * ) }  с :  У.

М ожно ск азать ,  что функция f осущ ествляет отображение мно
ж е ст ва  X в м н о ж е с т в о  У (рис. 83 ) .

Е сл и  { f {x) }  =  У, т. е. любой элемент //е У является  значением 
функции f, то говорят, что функция f отображает множество X 
н а  м н о ж е с т в о  У.

П р и м е р .  Функция f(x)  =  s in x  (0 <  х <  2п) отображает интервал X —; 
;== (0, 2п)  на отрезок У =  [— 1, 1].

П усть меж ду элементами множ еств X и У функция y — f(x J 
устанавливает в з а и м н о  о д н о з н а ч н о е  с о о т в е т с т в и е ,  
т. е.  V x g I  существует один и только 
один его образ y — f { x ) ^ Y  и обратно,
У у е в У  найдется единственный прообраз 
х ^ Х  такой, что f (x) — y. Тогда функ- У 
ция x — f-'iy )  (г/ е  У ) , у станавли ваю 
щая соответствие меж ду элементами мно
ж еств  У и X, называется обратной О 
для функции у — f  (х) . Иными словами, 
обратная функция f~x является  отобра
жением множ ества У на множество 
X. Очевидно, функции y =  f (x)  и x =  f~l (y) в з а и м н о  о б 
р а т и  ы.

О п р е д е л е н и е  2. П од о к р е с т н о с т ь ю  Ua точки а  (а  —  
действительное число) будем понимать любой интервал а  -<  х <  р, 
окружающий эту точку (а  < . а  <С |3), из которого удалена точка а  
(рис. 8 4 ) .

а.
а \------------ -v— ------- ' fi X

V*
Рис. 84.

П од окрестностью Ux  символа с» == ± о о  понимается внеш
ность любого отрезка [а ,  |3] (рис. 8 5 ) ,  т. е. {/«, =  (— оо,а)[|  
U(p, + ° о ) .  Естественно, что символ оо не содержится в своей
окрестности.

-35*-
«27

3 3 м е ч а и и е. Общепринято под окрестностью точки а понимать любой 
интервал 1а =  (а, |3), содержащий точку а, т. е. если 1а есть окрестность точки 
а, то /(. => а. При нашем определении окрестности и а точки а, для удобства даль
нейших рассуждений мы исключаем из. нее саму точку а, т. е. полагаем а £= ¡Уа,

ОС

Рис. 85.
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Такое множество точек обычно называется п р о к о л о т о й  (или и у н к т и р о «  
в а н н о й )  окрестностью точки а.

Допуская вольность речи, множество точек Ua — (a , a) U (а, ß) мы назы
ваем просто о к р е с т н о с т ь ю  т о ч к и  а (в нашем смысле). Такое определе
ние окрестности согласуется с обыденным ее пониманием. Например, естественно 
предполагать, что в окрестность города М осква не входит сам город Москва! 
Тем более, что при определений "о д п о с т о р о н н и х  о к р е с т н о с т е й  точки а: 
V ä = ( a ,  а) (левая окрестность) и t/ J =  (а, ß) (правая окрестность) точка а 
в с е г д а  исключается! (см. § 4).

Итак, в дальнейшем, если явно не оговорено противное, под окрестностыд 
точки а мы будем понимать любой интервал,: окружающий эту точку, из кото
рого выкинута сама точка а.

В тех случаях, когда удобно будет считать, что окрестность точки а содер
жит саму точку а, мы будем называть ее «полной окрестностью точки а».

Как нетрудно убедиться: 1 ) сумма (объединение) любого числа окрестно
стей точки а и 2 ) произведение (пересечение) конечного числа окрестностей 
точки а есть также окрестности этой точки.

Д л я  положительного числа б окрестность Ua некоторой конеч
ной точки а назовем ее 8-окрестностью, если Ua ~ ( a  —  6, a )| j 
U (а, а  +  б ) ,  т. е. если

0 <  ¡я  — öj <  6 Vx
(см. рве. 86) .

Пусть функция f (x)  задана на м нож естве X. Точка а (а ко
нечно) назы вается  предельной точкой (точкой накопления) этого

а~3 a a+S
- VmvmtW r-*— -X b f----- — ä- .

--------- v----------  х
Va

Рис. 86.

множества, если в л ю б о й  ее ß-окрестности Ua содержится бес
конечно много элементов х е  X, т. е. Ua f\ X ф  0  ¥Ua- В простей
шем случае можно предполагать, что функция f (x)  определена 
в некоторой окрестности точки а,  причем в самой точке а  функция 
f (x)  не обязательно имеет смысл.

Итак, пусть а  —  предельная точка множества X —  области 
определения функции f (x).

О п р е д е л е н и е  3. Число А называется п р е д е л о м  ф у н к 
ц и и  f (х) п р и х ->  а ( а -— число), т. е.

lim f (x) =  A,
х->а

если для любого  8 >  0 существует такая 8-окрестность Ua =
—  {х 10 <  I х —  а\ <  6} ,  б =  б (е) —  зависит от е, что

____________________ ¡/ ( а: ) — Л | < е  яры (2)

>) Для простоты здесь используется ó-окрестность точки а, т. е. ее с и м м е 
т р и ч н а я  окрестность. Однако определение остается в силе для любой окрест
ности Da — (а , а) U (о, р), так как она, очевидно, содержит б-окрестность точки 
о, где ö =  min (о — а, ß — о) > 0,
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Конечно, неравенство (2) д олж но выполняться для всех  тех  х, 
для которых определена функция f (x) ,  т. е. для  xŒ X f\U a", со 
гласно определению предельной точки в каж дой окрестности Ua 
Множество таких значений не пусто.

З а м е ч а н и е  1. По смы слу определения предела функции, 
числа е и ô =  ô (e )  можно полагать достаточно малыми. 

О п р е д е л е н и е  4. Утверждение

lim f (x)  — A
Х~>оо

эквивалентно следующему:

!/ (* )  —  ЛI <  е при И > Д ,  (3)

где  А — А (в) зависит от е.
М нож ество всех точек х, для  которых |дс|>Д, очевидно, я в 

ляется с и м м е т р и ч н о й  окрестностью Ux  символа оо; при этом 
предполагается, что для любой такой окрестности £/«> П X ф  0 ;  
условно можно сказать , что оо есть предельная точка множества 
X —  области определения функции f (x).

Объединяя определения 2) и 3 ) ,  получим общее определение 
предела функции при х -> а ,  которое годится как  для конечного а, 
так  и для а — оо.

Общее определение предела функции. Пусть f ( x ) — функция, 
определенная на мнооюестее X, и а  —  предельная точка этого мно
жества. Число А является п р е д е л о м  ф у н к ц и и  f (x ) п р и  
х ->  а тогда и только тогда, когда для любого  е >  0 существует 
такая окрестность Ua точки а  ’ ) ,  что

|f(*) — Л | < е  V x ^ U a (]Х (4)

(при Э ТО М  U а  П X ф  0 )  .
Коротко этот факт записы ваю т следующим образом:

lim f  (х) — А,
х->а

ИЛИ

f(x)-+-A  при х~>а.
П р и м е р  1. П оказать , что

lim х2 =  4.
Х -> 2

Д л я  удобства рассуждений мы будем предполагать, что 1 <0
<  х <  3, т. е. I х  —  2 1 <  1 .

П усть е >  0 —  произвольное число. Имеем

\х2 —  4 J =  Iл: — 2 | |х +  2 | — \х — 2 | (л: +  2) <  5|х —  2 | <  е,

(5) 

(50

(6)

')  Не обязательно симметричная.
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если | х — 2 1 <  е/5 и | х — 2 1 <  1. О тсюда можно положить

б == пип (*-|- - 1 )  >  0.

Таким образом, равенство (6) доказано. Заметим, что здесь 
6-окрестность точки х — 2 —  полная, т. е. содержит точку 2. 

П р и м е р  2. П оказать , что

1 при х - > о о .  (7)X +  1
Имеем

*  , I 1 1 ^  1 1
1 ~ I V -L. 1 I I V- —  П I ^  I V I _  I _  l i  " I ч- I _  1 8 »x + í  I ¡ х +  И I л; (— 1) I ^  | х | - | - 1 | 1* 1 — 1 

если только

\х\> ! + 7  =  А, 

что эквивалентно утверждению (7 ) .

З а м е ч а н и е  2. Не следует думать, что функция f(x) постоянно остается 
меньше своего предела.

Возможны три случая: 1) функция не превышает своего предела, например,

F + T '~> 1 при х ~>0° ’ пРичем A./!h y  <  i;
■ 2 ) функция не меньше своего предела, например, х2->- 0 при х - э - 0, причем 

**  >  0 при х ф  0;
3) функция колеблется вокруг своего предела, принимая значения то мень

ше, то больше его; надример,
.  . sin X _

•; j 2 -¡-------—------> 2  при х  ->  оо.

З а м е ч а н и е  3. При рассмотрении предела функции f(x)  при х~±а,  для 
простоты, можно было бы предполагать, что функция f(x) о п р е д е л е н а  в 
н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  а.

Однако, как показывают самые простые примеры, это неудобно для прило
жений.

П р и м е р  3. Пусть ____
. . .  s/sm х . . .. 
f (х) =  -----  (х  >  0).

Эта! функция определена на множестве X =  (0, я ] U [2я , Зя] U. . . ,  которое не 
является Окрестностью бесконечно удаленной точки оо. Тем не менее, с нашей 
точки зрения, имеем lim f (х) =  0.

I Х->оо
Отметим одно простое предложение.
Т е о р е м а  1. Если функция f(x)  —  с постоянна в некоторой 

окрестности точки а , то
lim f (х) =  с,
х~>а

причем с является единственным пределом этой функции при 
х -> а .

Д о казател ьство  этой »теоремы предоставляем читателю.
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Функцию, имеющую предел, не следует путать с о г р а н и ч е н 
н о й  ф у н к ц и е й .

О п р е д е л е н и е  5. Функция f (х) называется о г р а н и ч е н 
н о й  на данном множестве X, если существует такое положитель
ное число М, что

|/(x)|s^7W при j t e l

Если такого числа М нет, то функция f (x)  назы вается  неогра
ниченной.

Л е м м а .  Функция f ( x ) , имеющая предел А при а, огра
ничена в некоторой окрестности точки а.

Действительно, выбирая е —  1, имеем | f (х)— Л | <С 1 при 
х 6= Uа, где Uа —  соответствую щ ая окрестность точки а. О тсюда 
для всех  допустимых значений аргумента х ' )  получаем

\f(x)\ =  \ [ f ( x ) - A ]  +  A \ ^ \ f ( x ) - A \  +  \A\< 1+\А\ =  М,
если только х е  Ua.

З а м е ч а н и е  4. Обратное утверждение неверно: ограничен
ная функция м ож ет не иметь предела.

Например, функция f (x) =  s i n - j  ограничена при 0 < | х | <

<< -{- 00 и не имеет предела при х-*-0.
Отметим еще одну теорему, устанавливающ ую связь  меж ду 

границами функции и ее пределом.
Т е о р е м а  2.  Пусть существует l im f  (х) =  А и

х~>а

M < f ( x ) < N  (8)

в некоторой окрестности Ua точки а. Тогда
M ^ A ^ N .  (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, пусть Л <  М. П олагая 
е — М —  Л >  0, в некоторой окрестности Va точки а  будем иметь

\f{x) — A \ < M  — A, т.. е. — (М — А) <  f(x )— А <  М — А.

О тсюда, выбирая x ^ V a [\Ua, получим / ( x ) < A i ,  что противоре
чит левому неравенству (8) .

Аналогично опровергается предположение Л >  N.
З а м е ч а н и е  5. Теорема 2 остается верной, если в (8) одно 

или оба неравенства нестрогие.
С л е д с т в и е .  Положительная функция не может иметь отри

цательного предела.
З а м е ч а н и е  6. Понятие предела функции одной переменной 

естественно переносится на функции нескольких переменных.
Рассмотрим, например, функцию двух переменных f (x, y) ,  з а 

данную на некотором множестве X плоскости Оху.

')  То есть таких x ^ U a, для которых функция f(x ) имеет смысл.



Под окрестностью и а,ь  точки М0(а,Ь)  (а и b конечны) Зудем 
понимать внутренность любого прямоугольника { « i < A : < ß i ,  
a 2 < y < ß 2},  построенного вокруг точки М0 (т. е. a i  <  а  <  ß l( 
«2 <  Ь <. Эг), из которого удалена сам а точка Мо.

В таком случае утверждение

lim / (х, у) =  А
х->а
У ~>Ъ

означает, что V e > 0  3 Ua, b такая, что УМ(х,  у ) &  Иа,ъ сп равед
ливо неравенство

\f(x,y)— А \<  s. (10)

Конечно, при этом предполагается, что в любой окрестности Ua, ь 
найдутся точки М(х, у) ,  в которых функция f (x, y)  имеет смысл 
(предельная точка).

Это определение легко обобщ ается на тот случай, когда а  или
Ь, или оба вместе —  символы оо.

§ 4. Односторонние пределы функции

В  приложениях встречаются так  назы ваем ы е о д н о с т о р о н 
н и е  п р е д е л ы  ф у н к ц и и .

Введем понятие л е в о й  и п р а в о й  окрестностей точки а 
(а  —  число).

О п р е д е л е н и е  1. 1) Любой интервал Uä =  (а, а), правым 
концом которого является точка а , называется ее л е в о й  о к р е 
с тн о с ть ю .

2) Аналогично, любой интервал U% =  (а, ß), левым концом 
которого является точка а, называется ее п р а в о й  о к р е с т 
н о с т ь ю .

Символическая запись х -+ а  —  0 обозначает, что х принимает 
лишь значения, принадлежащ ие некоторой левой окрестности 
точки а, т. е. х - у  а, х <  а.

Аналогично, запись х - > а  +  0 обозначает, что х - у а, х >  а.
О п р е д е л е н и е  2. 1) Формула

lim f(x) =  A,
x-»a-0

где функция f(x) определена на множестве X и а  —  предельная  
точка этого множества (а  —  конечное) , а А —  число, обозначает, 
что V s >  0 Э Uä такая, что

\f(x) — Л | < 8  при X€ZX(] U Z 1) ( 1)

(предел функции сл ева ).
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')  Можно, конечно, ограничиться рассмотрением левых. 6-окрестностей точки 
а: и~ =  (а — б, а), где б =  б (е) >  0.



2)  Аналогично, формула
lim f {x)  — B

х-»а+0

(В  —  число) имеет следующий смысл :

\f(x) — B  | < е  при x ^ X f i U a 1),  (2)

где  е >  0 произвольно и U t зависит от г (предел функции, 
справа).
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У
1

t у=щт\х

0
•-------------- -1

af

Рис. 88.

Д л я  чисел А и В  употребляется символическая запись (рис. 87)$ 

А — f (а  —  0) и B — f ( a - j - 0 ) .

Если функция f (x)  определена в точке а,  то ее значение в этой 
точке обозначается через f ( a ) ;  конечно, оно м ож ет не совпадать 
с числами f (а  —  0) и f (a  +  0 ) .

О п р е д е л е н и е  3. Под о к р е с т н о с т ь ю  с и м в о л а  — со 
понимается любой интервал (— оо, а ) ,  а под окрестностью сим
вола  + о о  понимается любой интервал (ß, +  ° ° ) -  

Формулы
lim f (x) =  A' и lim f (x) — B' (3)

Х - » - о о  Х - >  +  ° °

расшифровываются так:

|/(я') —  Л ' | < е  при д : е ( — о о .Д ]) ,
а

|/(дг)—  В ' \ < г  при х е ( Д 2, + ° ° ) .

где е произвольно, J t e i  и А; =  А,(е)  (г —  1, 2 ) .

П р и м е р. Пусть f(x) =  sgn  х =  777  (х ^  (рис. 8 8 ) .  Имеем

1,lim / (х) — ■
Х - » - 0

lim / ( 1 ) =  I 2).
.xsi зре-

’ ) Обычно полагают =  (а, а +  б), где б — б (е) 5йределяется следующим
2) Здесь для краткости используются обозн» » 11 х ■== Ь  если - * < 0  (ср.
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З а м е ч а н и е  5. Д л я  существования предела функции f (x)  
при х - ^ а  (а  —  число) необходимо и достаточно выполнение ра
венства

f ( a  — 0) — f ( a  +  0 ) .

§ 5. Предел последовательности

Под последовательностью
хи х2, . . . ,  хп, . . .  (1)

понимается функция xn — f (n) ,  заданная на множестве натураль
ных чисел X — { 1 , 2 , . . . } .

По аналогии с пределом функции в бесконечно удаленной 
точке вводится понятие п р е д е л а  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .  
А именно, число а  есть предел последовательности хп (п =  1,
2, . . . ) :

lim хп — а '),П-->оо
если для любого s >  0 существует такое число N, зависящ ее от е, 
что для всех натуральных п >  N выполнено неравенство

! хп —  а  | <  е.

П р и м е р .  П усть х\ =  0,9, х2 — 0 ,99, х 3 =  0,999, . . .
И меем

хп =  1 (п =  1, 2, . . . ) .

Пусть е >  0 —  произвольное число. Тогда | хп — 1 \ — <  е, если 
|

п >  lg  — =  N, Следовательно, в
Hm х„ — 1.

ОО

§ 6. Бесконечно малы е

О п р е д е л е н и е .  Функция а(х)  называется б е с к о н е ч н о  
м а л о й  п р и  х - у а (а —  вещественное число или символ оо), 
если для любого  е >  0 существует такая окрестность Ua точки 
а, что

|а(я) | <  е при х е  Ua 2). (1)

Условие (1) эквивалентно следующему:

lim а  (.х) =  0, (2)
х~>а

f) Строго говоря, нужно писать и -> -+ о о . Но так как п — натуральное, то 
по смыслу я ->  оо и п ->  + о о  —  одно и то же.

2) Как обычно, неравенство (1) должно выполняться для тех х, для кото
рых функция и (х) определена, причем предполагается, что множество таких 
значений не пусто в любой окрестности Ua точки а.



т. е. предел бесконечно малой а (х )  равен нулю и обратно. Иными 
еловами;

а ( * ) - > - 0  при х-у-а. (3);

Аналогично определяется бесконечно м ал ая  функция при 
х - ^ а  —  0 и x - x z  +  Ó, а т а к ж е  при х ~*— оо или x -^ - f -o ö .  

З а м е ч а н и е .  Если
lim f ( x) =*A,  (4)
х -*а

то в  силу определения предела функции получаем, что разность 
f (x )— А есть бесконечно малая. Таким образом, из формулы (4): * 
получаем представление функции f (x) ,  имеющей при х - >  а  пре
дел А, в виде

f (x) =  Ä-\-a (х) , (5)'

где а (х )-^ 0  при х ~ *а .
Обратно, если для функции f (x)  справедлива формула (5 ) ,  то 

число А является  пределом функции при х —>а. И з формулы (5) 
вытекает ва ж н а я  л е м м а  о с о х р а н е н и и  з н а к а  ф у н к ц и и .  

Л е м м а .  Если  l im ¡(х) — А Ф 0 ,  то в некоторой окрестности
*->а

и а точки а  знак функции f(x) ( х ш Х )  совпадает со знаком \ 
числа А.

Действительно, пусть е —  | Л| >  0. Выбирая окрестность Ца ! 
так, чтобы | а ( х ) | < | Л |  при x < = t/ a, в силу равенства (5) буд ек  
иметь

s g n / (*)  =  sgn.Л >).
где х<==иа ()Х.

П р и м е р .  Точка М движ ется  по оси Ох, причем закон д ви ж е
ния ее

x  =  2- í sin/ (t —  вр ем я).

Очевидно, I х I ^  2~* <  е, если t >  log2-~ =  Т. П оэтому

lim х  =  0„
f - »  +  oo

Т аким образом, точка М соверш ает затухающ ие колебания во 
круг начала координат.

З а м е ч а н и е .  Функция f(x)& s 0 в некоторой окрестности Ua, 
по смы слу определения ( 1 ) ,  является  б е с к о н е ч н о  м а л о й  при 
х —> а.

Заметим, что никакая постоянная функция f(x)  =  0, где число с сколь 
угодно мало по абсолютной величине, не может быть названа бесконечно 
малой. Поэтому так называемые физические бесконечно малые (например, массй 
молекулы, размер атома, заряд электрона и т. п.), с математической точки зре
ния, не являются бесконечно малыми.

s 6. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ i 09

>) Запись 82П х читается: «знак х». Функция вйп х  определяется следующим 
образом: з§ п л  =  + 1 ,  если х >  0; sgn 0 =  0; sgп дс =  — 1, если х <  0 (ср., 
рис. 88).



§ 7. Бесконечно большие

О п р е д е л е н и е .  Функция f(x) называется б е с к о н е ч н о  
б о л ь ш о й  п р и  х->-а (а  — число или символ о о ) :

f ( x ) - + o o n p u x - + a ,  (1)

если для любого  Е  >  0 существует такая окрестность Ua точки а, 
что

| / ( jc ) | > E  при х< = и а (2)

для всех допустимых значений аргумента х.
Если функция f (x) — бесконечно больш ая при х~>а, то условно 

пишут
lim f  [х) — о о . (3 )

П р и м е р .  tg x - » - o o  при 

f : Записи
lim f  {х) —  — оо, lim f  {х) —  +  оо 
х-*а х->а

соответственно обозначают: / ( * ) <  — Е  при и f { x ) >  Е при
х е . и а (Е  >  0 произвольно И окрестность Uа зависит от Е ) .  

Л егко  доказы вается  следующее утверждение.
Л е м м а .  1) Если  / (х )-> о о  при я - > а ,  то 1 / / (* ) -> 0  при 

# - > а ;  2) если  ос(л:)-*-0 при х -+ а  (а ( х ) ф 0  для х ф а ) ,  то
1 / а  ( х ) ->  оо при х -+ а .

З а м е ч а н и е .  Неограниченная функция м ож ет не быть б ес
конечно большой.

Например, функция

f t o  =  T sin Т

нэ ограничена в любой окрестности точки х — 0, однако она не 
является  бесконечно большой при х -+ 0 .

§ 8. Основные теоремы о бесконечно малых

Т е о р е м а  1. Алгебраическая сумма конечного числа беско
нечно малых при х - + а х) функций есть функция бесконечно ма
лая при х -+ а .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  простоты ограничимся тремя функ
циями: а ( х ) - > 0 ,  ß ( x ) - > 0  и у (л :) -> 0  при х-*-а .

Рассмотрим их алгебраическую сумму

a ( x )  +  ß(x) —  у{х).
•) Здесь и далее в этом параграфе мы будем предполагать, что все рассма

триваемые функции заведомо определены на некотором о б щ е м  м н о ж е с т в е  
X, для которого а является предельной точкой. Рассматриваемые значения х 
такОвы, что
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П усть е >  0 —  произвольное положительное число. Т огда е/3 
т а к ж е  будет некоторым положительным числом.

В  силу определения бесконечно малой сущ ествуют три, харак« 
теризуемые числом е/3, окрестности U'a, U", V ”  такие, что

]а (х )|  < е / $  при x<=U'a, (1)

I Э (■*) I <  е/3 при x œ U", (2)

I Y (х) I <  е/3 при х е  (3)

Пересечение Ua — U'a f]U"f\U'a"  представляет собой окрест
ность точки а, в которой о д н о в р е м е н н о  б у д у т  ' в ы  п о л  - 
н е  н ы неравенства ( 1) ,  (2) и ( 3 ) .  Таким образом,

| а (*) +  р (х) — y (*) I <  I сф) Ж  Р (*) Ж  — Y (*) I ==
=  | а  (х) j +  | р (х) | +  | V (*) I <  j  +  - J  +  у  =  е, 

если X Œ Uа и X Œ X. А это и значит, что

а ( * )  +  Р М  —  Y С*)- *" О при х -+ а .

Теорема доказана.
В  частности, разность двух бесконечно малых при х - у а  функ

ций есть функция бесконечно малая при х —>а.
О п р е д е л е н и е .  Говорят, что функция f(x) о г р а н и ч е н а  

п р и  х - у а, если она ограничена в некоторой окрестности Ua
точки а.

Т е о р е м а  2.  Произведение ограниченной при х - у а  функции 
на бесконечно малую при х ^ -а  функцию есть функция беско
нечно малая при х -у а .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

(М >  0) п р и х е У й ,

где Va —  некоторая окрестность точки а  и

а (л : ) ->  0 при х —у а.

Тогда для произвольного е >  0  существует т акая  окрестность 
■Ua СГ V a ,  ЧТО

)<х (х) | <  г/М  при x œ U0. (4 )
Отсюда имеем

| f  (х) а (х) ] == | / (х) 11 а  (х) \ <  М • =  е,

если х œ  Uа- Таким образом, f ( x ) а ( х ) - > 0  при х - у а .
Т е о р е м а  3. Произведение конечного числа бесконечно малых 

при х . - у  а функций есть функция бесконечно малая при х -+ а ,  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Рассмотрим сначала две функции 

а(х )^ у0  и р(дг)->0 при х -у а .

§ 8. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ 111
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П олагая  0 <  е <  1 и р ассу ж д ая  так  же, как в теореме 1, 
у беж д аем ся , что сущ ествует такая  окрестность £/й, что

| а ( х ) | < е ,  |р(х) | <  е при х е  и а.
Отсюда

|а(,г)|5(х)) —  |а(х)  | • |р(л:) | <  е - е  <  е, если х ^ 1 ) а.
Следовательно, а ( х ) Р ( х ) - 5 - 0  при х -> а .

2) Если мы имеем, например, три функции а ( х ) - > 0 ,  р ( х ) - > -0 ,  
“у ( х ) - > 0  при х-^-а, то, используя первую часть д оказательства , 
получаем а( х) $( х) у( х)  — [ а  (х) р (х) ] у ( х ) О  при х - > а .

С л е д с т в и е .  Целая положительная степень [ а ( х ) ] п беско
нечно малой функции а ( х ) - у 0 при х -+ а  есть бесконечно малая 
функция при х-^-а.

З а м е ч а н и е .  Что касается  отношения двух бесконечно малых 
а ( х ) - > 0  и р (х )-> -0  при х -+ а ,  то оно м ож ет быть функцией про
извольного поведения при х -у а .

П р и м е р .  Пусть а  (х) =  х, р (х) — 2х +  х2, у (х ) =  х2. Здесь  
при х~+0 имеем

а  (х) 0, р (х) 0, у (х) -у  0;

№ — .2  +  х -» 2 ;  ^  =  х - > 0 ;  а -(х) -  1 —а  (х) ’ а  (х) ’ \ (х) х

С помощью действия деления можно сравнить меж ду собой 
бесконечно малые.

О п р е д е л е н и е  1. Две бесконечно малые а(х)  и р (х )  при 
х - * а  имеют о д и н а к о в ы й  п о р я д о к  п р и х —у  а, если их отно
шение имеет конечный предел, отличный от нуля, т. е.

х™т&=кф0-
О п р е д е л е н и е  2. Говорят, что при х -+ а  порядок бесконечно 

малой  р,(х) в ы ш е  порядка бесконечно малой а(х)  (или, что то 
ж е  самое, порядок бесконечно малой а(х)  н и ж е  порядка беско
нечно малой  Р ( х ) ) ,  если отношение р (х)/ос(х) есть бесконечно 
малая функция при х —у а, т. е.

П т  - ^ 4  =  0.
*-»а « (* )

В  этом случае пишут

Р (х) — о [а  (х) ] при х-у-а.
О п р е д е л е н и е  3. Говорят, что бесконечно малая  р (х )  имеет 

п о р я д о к  п (п —  натуральное число) относительно бесконечно  
малой  а ( х )  при х - у а ,  если

Нш -§г§г  =  к ф  0.
х->а

Если ж е  р (х) =  о [ап(х) ] при х - > а  (т. е. к — 0 ) ,  то порядок 
р (х )  выше п по сравнению с а ( х ) ,
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§  9. Основные теоремы о пределах

Зд есь  мы т а к ж е  будем предполагать, что функции, рассматри
ваем ы е в каж дой из следующих теорем, определены на некотором 
общем м нож естве X, для которого точка а  является предельной 
точкой (точкой накопления).

Т е о р е м а  1. Если каж дое слагаемое алгебраической суммы 
конечного числа функций имеет предел при х - > а ,  то предел  
этой алгебраической суммы при х - * -  а существует и равен такой 
ж е алгебраической сумме пределов слагаемых.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, например, имеем алгебраическую 
сумму трех функций / (х) -f- g  ( х ) —  h(x) ,  где

Y\mf(x) =  A, lim g(x)  =  B,  lim h{x) — C.
х - » я  x~>a x -*a

Т а к  как  функции отличаются от своих пределов на бесконечно 
малые, то получаем

f (x) =  А +  а(х) ,  g ( x )  =  В +  ß ( x ) ,  h ( x ) =  С +  у(х) ,  (1)

где а ( х ) - > 0 ,  ß (x ) -> -0 ,  у ( х ) - > 0  при х - > а .  Из  равенств (1 ) , .  ис
пользуя теорему об алгебраической сумме бесконечно м алы х (§ 8, 
теорема 1) ,  будем иметь

f (x) +  g { x ) ~  h(x) =  (A +  В — С) + [ а ( х )  + ß (х) —  т ( х ) ] ,  (2)

где a ( x ) + ß ( * ) —  v (x ) -> -0  при х - > а .  И з равенства (2) вытекает, 
что сумма f ( x )  +  g ( x ) —  h(x)  отличается от числа Л - f - ß  —  С на 
бесконечно малую  и, следовательно, э т о  ч и с л о  является  преде
лом данной суммы. Таким образом, имеем

lim [/ (х) +  g  (х) — h (х)] =
X —>Я

=  А +  В — С =  lim f  (х) +  lim g  (х) — lim h (x), (3)
x~>a. x~>a x->a

что и требовалось д оказать.
С л е д с т в и е .  Функция может иметь только один предел при

х - >  а.
Действительно, если f(x )-*-A  и f(x)~ *A '  при х - » - а ,  то на осно

вании теоремы 1 получим

f {x)  —  /(х) =  0--> -Л —  А' при х - > а .

Так  к ак  предел постоянной функции равен самой функции и един
ствен (§ 3, теорема 1),  то отсюда имеем А —  А' =  0, т. е. А' —  А.

З а м е ч а н и е .  В условии теоремы предполагалось, что каж дая из функций 
имеет предел, и доказывалось, что и их сумма такж е имеет предел. Обратное, во

о б щ е  говоря, не верно: из существования предела суммы не следует существова
ния пределов слагаемых. Например, имеем

!im (sin2 х  +  cos2 х) =  1,
Х - > ° о



тогда как Ига sin2 х  и lira cos2 х  не существуют, и поэтому здесь
Х-?ос х->со

!im (sin2 х  +  cos2 х) Ф  lim sin2 х  +  lim cos2 x.
X-*o° x -> °°  , X->oo

Таким образом, формулировка: предел суммы равен сумме пределов слагае
мых, является нестрогой.

Аналогичное замечание следует иметь в виду для предела произведения (тео
рема 2) и предела частного (георема 4).

Т е о р е м а  2. Если каждый из сомножителей произведения 
конечного числа функций имеет предел при х -^ а ,  то предел про
изведения при х - > а  равен произведению пределов сомножителей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Рассмотрим сначала произведение 
двух сомножителей f{x)_g{x),  и пусть

lim f (х) — А и lim g  (х) — В.
х -> а  х -^ а

Имеем
f(x) =  A +  а ( х) ,  g ( x)  =  ß -bß(A ') ,  (4)

где а  (*)-*-О и ß (jc) — 0 при х -^ а .  Отсюда получаем
f ( x ) g ( x ) = A B  +  y ( x ) ,  (5)

где
y ( a ' ) =  Л$( х) - \ - Ва( х) - \ -  a (x )ß (x ) .  (6)

Из основных теорем о бесконечно малых (§ 8, теоремы 1, 2 и 3) 
следует, что y (x )-> 0  при х -+ а .  Поэтому на основании равенства 
(5) будем иметь

iim [f (х) g  (х)3 =  А В =  lim f (х) lim g  (х). (7)
х->а х->а х->а

2) Рассмотрим теперь, например, произведение трех функций 
f ( x ) g( x ) h( x) ,  имеющих конечные пределы при х -+ а .  Используя 
первую часть доказательства, находим
lim [/ (х) g  (х) h (х)] =  lim {/ (х) [g (х) h [х) \ } =
х~ >а  х -> а

— Hm /  (х) lim [g (х) h (x)] =  lim f (x) lim g  (*) lim h [x).
x -> a  x~ > a  x ->  a x ->  a x -> a

С л е д с т в и е  1. Постоянный множитель можно выносить за  
знак предела.

Действительно, если с есть постоянная функция, то
lim [cf (х)] =  lim с lim f(x)  — c lim / (x).
x - > a  x -> a  x -> a  x -* a

С л е д с т в и е  2. Если функция f(x) имеет предел при х~>а,  
то предел при х - > а  целой положительной степени ее равен такой 
же степени предела этой функции, т. е.

lim [/(*)]“ =  [ l im /(*)]"
х~ >а  х~>а

(п — иатуральное число).
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Ит ^ + + ,im i ( i+ 4 ) ( i+ ^ ) 2(i + T-)1 =
JC ~ > 0 0  л  \  x - ’> o o L \  л  /  \  X  /  \  X  /  J

10 \  л  , 20 42 ,  30 у
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П р и м е р  1.

: Нт ( и ~ )  Ит ( l  +  ^ - )  Нт ( l + ~ )  -  1 • 1-1 =  I.
Х->оо \  X  /  х~>оо \  X  /  ¿Г->оо \  X  /

Л е м м а .  Пусть ¡ ( х ) - > - А ф О  при х -> а .  Тогда обратная по 
величине функция 1 / f ( x)  ограничена в некоторой окрестности Ua 
точки а.

Действительно, положим е =  | Л | > 0 .  На основании определе
ния предела функции имеем

| /  (х) — А  | <  при x e = U a

для всех допустимых значений х. Отсюда получаем 
\ f ( x) \  =  \ A - [ A - f ( x ) \ \ >

> | Д | — \ А — f ( j c ) |>  | Л | — при x e U a.

Таким образом,
1 1 1

/ м  1 I / WI < Ml

если х е  и а, что и требовалось доказать.
Т е о р е м а  3. Если функция 1(х) имеет предел при х - +а ,  

отличный от нуля, то предел при х - + а  обратной ей по величине 
функции 1/ ( (х)  равен обратной величине предела данной функ
ции, т. е.

= х~>а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, пусть П т  [ (х) =  А ф  0.
х-хх

Тогда на основании леммы, учитывая, что произведение ограни- 
ченной функции на бесконечно малую есть бесконечно малая (§ 8, 
теорема 2), будем иметь

Ш ~ т - т ' Ш ' 1А~ Пх ) ] ~у °  при * ~ * а *
Отсюда получаем

'А =  Нт Их)  •
х-*а

Т е о р е м а  4. Если делимое 1(х) и делитель д ( х )  имеют пре
делы при х -+  а и предел делителя отличен от нуля, то предел 
их частного (дроби) при х —>а равен частному пределов делимого



(числителя дроби ) и делителя (знаменателя дроби), т, е,
lim f ( x )

Hm ....  (9)
х~>а8 (х) lim g( x )  '  '

х->а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть l im g (* )= ^ 0 .  Тогда, используя тео-
х->а

рему о пределе произведения (теорема 2) и теорему о пределе 
обратной величины функции (теорема 3), получим
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lim [-Ц —г] — Иш Г/ (х ) — 7-г-!: 
х-*Л  g W J

lim f ( x )
=  lim f (x) lim - — r =  lim f (x)  — ****

Приме р  2.
x->a x~>ci S w  x->a lim S  (* )  lim S' (X) •

x -> a  x -> a

X2 —  1 ,. ( x  — l ) ( x + l )  x + ]
lim —Tr------г =  lim -------- 7-7 7 - 9  ,-------¡—pr  =* limx->i ( x — l ) ( x2 +  x + l )  x ^ l x i +  x + \

lim (x +  1)
*~»1 2

lim (*2 +  * +  1) “  T -X-»l
Без доказательства приведем еще одну теорему.
Т е о р е м а  б. Если функция f(x) имеет предел при х —>а

и V /  (х) (п — натуральное) существует в точке а й в  некоторой 
ее окрестности Ua> то

П _ П
lim V /O *)“ л/Ит  f (*)• (10)х-*а х-*а

§ 10. Иекеторые признаки существования предела функции

Не всякая функция имеет предел, даже будучи ограниченной. 
Например, s inx  при х -^ о о  предела не имеет, хотя | s i n x j ^  1. 

Укажем два признака существования предела функции. 
Т е о р е м а  о п р о м е ж у т о ч н о й  ф у н к ц и и .  Пусть в неко

торой окрестности Ua точки а функция f (x) заключена между 
двумя функциями кр(х) и ij) (х),  имеющими одинаковый предел А 
при х —>■а (рис. 89), т. е.

4 > ( x X f ( x ) ^ i i ( x )  (1)
и

lim ф (х) => lim ф (х) =  А. (2)
х->а х-> а

Тогда функция f (x) имеет тот же предел :

lim /  (х) =  А. (3)
х~>а



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из неравенства {1) имеем 

Ф (х) — А s^. f(x)  — А ^  (х ) — Л.
Отсюда

\ f (x)  —  i 4 | '<  т а х ( |ф ( х ) — Л |,  J-ф(х) — А\ ) .  (4)

На основании условия (2) для любого е >  0 существует такая 
окрестность Ua, что

I ф (х)— Л] < 8  И |'»Их) — Л | < 8  при X ^ U a .  (5)

Поэтому из неравенства (4) получаем
j f ( x )  — Л | < е  при X ( = U a, (6)

т. е. справедливо равенство (3).
О п р е д е л е н и е .  1) Функция f(x) называется в о з р а с т а ю 

щ е й  [ не  у б ы в а ю щ е й )  на данном множестве X, если из не
равенства х\ С  Х2 (х\, х2 е  
е  X ) вытекает неравенство 
f (x i) С  f (x2) (соответственно 
f ( x i ) z ^ f ( x 2)) .

2) Функция ^(х) называет- А 
ся у б ы в а ю щ е й  { не  в о з 
р а с т  а ю  щ е й) на X, если из 
неравенства х\ <С х2 [х\, х2 е  
е  X) следует неравенство 
f ( x \ ) > f ( x 2) (соответственно
f ( x i ) > f ( x 2)) .  Рис. 89.

Возрастающая (не убываю
щая) или убывающая (не воз
растающая) функция называется монотонной на данном мно
жестве X.

Т е о р е м а .  Пурть функция f(x) монотонна и ограничена при 
х <  а или при х > а .  Тогда существует соответственно левый  
предел ее

lim f (х) — f(a  — 0)
х ~ » а - 0

или правый предел ее
lim f (х) =  f(a  +  0).

х ~ » а + 0

Несмотря на наглядность этой теоремы, доказательство ее не 
может быть здесь приведено.

З а м е ч а н и е .  Аналогичное утверждение верно для а — —оо 
или для а =  -J-oo.

С л е д с т в-и е. Ограниченная монотонно возрастающая или 
монотонно убывающ ая последовательность хп (п — 1, 2, . . . )  имеет 
предел.

П р и м е р .  Рассмотрим последовательность периметров Р 3, Р 6> 
Р 12, . . .  правильных n -угольников (п =  3, 6, 12, , , . ) ,  вписанных
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в окружность радиуса R и получаемых в результате удвоения 
числа их сторон.

Легко убедиться, что

P 3 < P 6 < P 12< . . . ,

т. е. периметр Р п монотонно возрастает вместе с п. В то же время 
величина Р п ограничена, так как периметр каждого вписанного 
правильного д-угольника никогда не превышает периметра любого 
описанного многоугольника, в частности, например, периметра 
описанного квадрата, т. е. Р п <  8R.

Следовательно, существует

Jim Р п = С ,
П-> оо

который принимается з а  д л и н у  о к р у ж н о с т и .

§ 11. Предел отношения синуса бесконечно малой дуги 
к самой дуге

Т е о р е м а .  П редел отношения синуса бесконечно малой дуги  
к самой дуге, выраженной в радианах, равен единице, т. е.

И т  И П £ = 1  ( 3 )

Х->0 х w

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть сначала х >  0; причем так
как дуга х стремится к нулю, то можно считать, что 0 <  х <

В тригонометрическом круге радиу
са R —  1 построим угол ' х =  Z  ЛОВ 
(рис. 90), и пусть DB  — длина перпен- 

ц х  дикуляра, опущенного из точки В на ра
диус О А и АС — отрезок касательной 
к окружности, проведенной в точке А до 
точки пересечения ее с продолженным 
радиусом АВ. Очевидно, имеем

пл. А О А В  С  пл. сект. ОАВ С  
Рие. 90. -< пл. L\О А С .

Так как DB =  s ¡nx  и АС — \ gx ,  то на основании формул 
элементарной геометрии получаем

j s i n  х < - ^  х < ~  t gx ,
т. е.

sin х <  х <С tg х. (2)1
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Разделив все члены п о с л е д н е г о  двойного неравенства на поло
жительную величину sin х, будем иметь

1_____

1 <  Ü Í*  ^  cos *
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_  <  d r r .  (3)
Sin Л

или
c o s x C - ^ C l -  (4)

Пусть * - > + 0 ;  тогда из наглядных соображений получаем 
c o s x -^ 1  >). Таким образом, из неравенства (4) следует, что функ
ция sin х / х  заключена между двУмя Функциями, имеющими общий 
предел, равный 1. На основании теоремы о промежуточной функ
ции (§ 12) получаем

1 ¡m J Ü i -  = 1 .  (5)
Х-* + О

sin  X sin ( — X) „
2) Пусть теперь х <  0; имеем х _  х ’ д '

Поэтому
l i m ^ ^ 1- «Л

х->-о

Из формул (5) и (5'), очевидно, вытекает равенство (1)
(см. § 4, замечание 5). А ^

З а м е ч а н и е .  Из формул (2) вытекает, что если 0 < | . ' г | <
<  я /2 , то . - - _- -

|sinjr | =  s m M < M .

Отсюда, так как | s in x |  не превосходит 1, то при любом * спра
ведливо неравенство , ,

| s i n x l ^ M -  '(б).

причем равенство имеет место л и ш ь  при х — 0. Неравенство (6) 
часто используется для оценки синусов малых дуг.

§ 12. Число е

Рассмотрим выражение

(. + ЬУ-
где п — натуральное число.

■) Действительно, так как в силу (2 > l s i n *l  <  W  <1*1 <  п М ’ то С“ НУС 
бесконечно малой дуги есть бесконечй0 м а л а я - Отсюда 1 — cos х  =  2 sin2 - у  ->



120 ГЛ. VII. ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ

Будем давать п неограниченно возрастающие значения и вы
числять соответствующие значения степени + - ^ ) я . Получим 
следующую таблицу:

п 1 2 10 100 1000 10 000 • . .

Ы У 2 2,25 2,594 2,705 2,717 2,718 • » •

Мы видим, что с возрастанием п степень (̂ 1 + ~ ) ” изменяется все
медленнее и медленнее и, по-видимому, стремится к некоторому 
пределу, приближенно равному 2,718. Докажем, что это действи
тельно так.

Т е о р е м а .  Последовательность

0 + 1 ) ' 1 (« =  1, 2, . . . )

стремится к конечному пределу, заключенному между 2 и 3.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пользуясь биномом Ньютона (см. гл. XI, 

§ 5), будем иметь

(■+1 ) ->+» • ■ ш г+^ г 2) • а г + - ■ ■
( I )“.

п (п — 1) . . .  [я  — (и — 1)] 
1 - 2 - 3  . . .  и

ИЛИ

0  +1)"=2+-И‘ - 4 ) + ^ 0  Ч - ) 0 - 4 ) + -

При п >  1 все слагаемые в формуле (1) положительны, причем 
с возрастанием показателя п увеличивается число слагаемых 
и каждое соответствующее слагаемое становится больше.

Следовательно, последовательность ^1 +  - ^ У \  начиная с наи
меньшего значения, равного 2, растет вместе с показателем п.

С другой стороны, очевидно, каждое слагаемое в правой части 
формулы (1) увеличится, если все множители знаменателей заме
нить на двойки, а каждую из скобок заменить единицей. Поэтому

О +4) < 2 + Т + ^ +  + 2^-
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В силу известной формулы для суммы геометрической прогрессии 
имеем

\___ 1_
1 1 1 — 2 2П — 1 1 ^  1 

~ 2 + ¥ +  • • • +  Г Ш Г ~ ~  ~~ 2Ж=Т
2

Отсюда

О
Таким образом, члены последовательности +  —)* при не-

ограниченном возрастании п постоянно возрастают, оставаясь 
больше 2, но меньше 3.

Следовательно, на основании следствия к теореме из § 10 су
ществует конечный предел этой последовательности, очевидно, 
принадлежащий отрезку [2, 3] (см. § 3, теорема 2). Этот предел 
и называется числом е ' ) .  Итак,

е — lim ( l
« Л  п )

Приближенное значение этого числа есть 0 =  2 ,7182818284... ' 
Можно доказать, что функция

(1 + 1 ) *  ( j C S ( - o o ,  — l)U (0 ,  +  °o))

при х-*- оо стремится к числу е:

в =  lim ( l  + ± ) Х.
Х->оо  4 Л 7

Дадим другое выражение для числа е. Полагая-^- =  а  (а >  — 1), 
будем иметь

е е= lim (1 -f- а ) га .
а-»0

С помощью числа е удобно выражать многие пределы,
/  2 \*

П р и м е р  1. Найти lim ¡ 1 4 ------J .Х-̂ оо V X /
2

П олагая - — =  а, будем иметь

lim i l + ~ )  — lim ( 1 + а ) 2 /а— lim [(1 +  a ) ,/a]2 =  e2
x-> o o  \  X  )  a -» 0  a -» 0

Показательная функция вида
____________ У =  ех, (2)

') Обозначением числа е и его широким применением во многих вопросах 
математики мы обязаны петербургскому академику Эйлеру. Можно доказать, что
с <С 3.
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Где г  =  2 ,71828... ,  называется экспоненциальной; употребляется 
^акже обозначение

ех — ехр х.

График функции (2) изображен на рис. 91. Экспоненциальная
функция играет важную роль в ма
тематическом анализе и его прило
жениях.

П р и м е р  2. Пусть некоторая химическая 
реакция протекает так, что в каждый момент 
времени t скорость образования вещества про
порциональна количеству этого вещества, имею« 
щемуся в наличности в данный момент вре
мени.

Обозначим через Qo начальное количество 
этого вещества (т. е. количество вещества в 
момент времени t —  0). Промежуток временя 
(0, t) разобьем на п мелких промежутков:

(»■I), ( f  Ч ) .....(“ • п
Если в течение каждого из этих весьма малых промежутков скорость реак

ции считать постоянной, то количества вещества в моменты времени

JL
п ’

2t_
п

tit
п

соответственно будут равны

Qi =  Qo +  kQ0 • — — Qo ^ 1 +

Q, -  Q, +  *Q, ■ 4 -  Q, ( ,  +  •Ц) - Q. ( I +  

t
Qn — Qn—i +  kQr, 1 Qn l + k t  \  

n ) '■Qo ( 1 +
k t

где к — данный коэффициент пропорциональности (закон сложных процентов). 
Но согласно условию задачи прирост количества вещества происходит непрерыв
но. Поэтому, чтобы получить точную формулу, нужно предположить, что число 
наших промежутков неограниченно возрастает, а каждый из них стремится к 
нулю.

Отсюда, считая, ч т о -----> 0, для количества вещества <Э в момент вре-и
мени / будем иметь такую формулу:

« - Л " . [ « • ( ' + # ■ ) “]•

kt
Этот предел легко выразить через число е. В самом деле, введя обозначение 

== а, гд,е а  -> 0, получим

Q =  Qo lim [ ( 1 + а ) 1/аР ,а-»0
Т. 9.

(3 )'
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Это и есть закон, по которому происходит рост вещества в наших условиях. 
Формула вида (3) встречается при изучении целого ряда процессов, как-то: 

распада радия (здесь й <  0), размножения бактери^ и т. п. Отсюда ясно, ка
кую важную роль играет число е в математическом анализе и его приложениях.

§ 13. Понятие о натуральных логарифмах

Если основание логарифмов равно числу е, то логарифмы на
зываются натуральными или неперовы м и1) и обозначаются так:

\0geX =  \пх.

В высшей математике употребляются почти исключительно 
натуральные логарифмы, так как многие формулы для них, как 
мы увидим ниже, оказываются более простыми, чем для логариф
мов других систем2) .

Выведем соотношения между натуральным логарифмом числа 
и логарифмом этого числа при основании а (а  >  0, а ф  1). П у а ь  
мы имеем

у  =  \ogaX;
отсюда

а у — х.

Логарифмируя это равенство при основании е, находим

у  1п а =  1п х.
Отсюда

У =  ;•1 1п х, а 1п а '
или

=  (О

Эта формула' выражает логарифм числа х при основании а  че
рез натуральный логарифм этого числа.

Заметим, что, полагая х — е в  формуле (1), имеем

¡ое„е =  -!-----¡пе =  1------,ь а  1п а  1п а ’

Полагая в формуле (1) а =  10, получим

\ цх  =  \оцю х =  М \ п х ,  (2)

где М =^гТо — 1ёе== 0,43429 — модуль перехода (от натураль
ных логарифмов к десятичным).

!) По имени шотландского математика Непера — изобретателя логарифмов. 
г) Кроме того, в приложениях часто встречаются показательные закономер

ности вида (3) из предыдущего параграфа; в связи с этим более удобно пользо
ваться логарифмами при основании е.
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Обратно, из формулы (2) находим

: м
где =  In 10 =  2,30258.

\n x  =  ~ \ g x ,  (3)

§ 14. Понятие об асимптотических формулах

Пусть ф(ж) и -ф(х)— функции, определенные в окрестности 
точки а.

Обобщая определение § 8, будем говорить, что

Ф(*) — о(ф(дс)) при х-*~а, (1)
если

\ \>{х)=^а{х)(р(х) ,  (2)
где а{х )-> 0  при х -+ а .

Если ф (х) ф  0 в некоторой окрестности точки а , то из (2) 
имеем

<3 >

(ср. § 8).
О п р е д е л е н и е .  Если при х - > а  справедливо равенство

f ( x ) =  ф(х) +  о (ф (х )) ,  (4)

то ф(х) называют а с и м п т о т и ч е с к и м  ч л е н о м  (или асимп
тотическим выражением) для функции f (x)  при х~ *а .

Употребляется запись: / ( х ) ~ ф ( х )  при.х->-а. Если ф(л-)^=0 
при х е  Uа, то из формулы (4) получаем

(5>jc->a Ч* W
Выясним условия существования для функции f(x)  н е н у л е 

в о г о  линейного асимптотического члена:
( p ( x ) - k x - j - b  при х->оо. (6)

Пусть
f (x)  =  kx- j - b  +  а ( х ) ,  (7)

где <х(х) — бесконечно малая при х - уоо, т. е. а{ х)  — о(  1) при 
х -> °о ,  причем, очевидно, также а( х)  — o(kx  - f  b) при х->оо.

Из (7) будем иметь

Ш  +  (8)
X 1 X 1 X ' ’

Переходя к пределу при х - у о о  в  равенстве (8) и учитывая, 
что а { х ) / х - * 0  при х —*■ оо, получим

1.-™ fix) / А\
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Из формулы (7) находим
Ь :==х lim [/ (х) — kx\. (10)

Обратно, если существуют пределы (9) и (10), из которых хотя 
бы один ненулевой, то справедливо асимптотическое разложение 
(7). Действительно, из формулы 
(10), где й определяется равен-

Отсюда непосредственно вытекает 
формула (7).

График линейного асимптота- Рис 92
ческого члена у  =■ кх-\-Ъ  назы
вается асимптотой кривой г/ =  /(х) (рис. 92); причем случай 
/г =  о, Ь =  0 не исключается. Здесь для точек М (х , у) на кривой 
и М' (х, У) на асимптоте У — у  — ММ' 0 при х оо 1).

П р и м е р .  Построить при х -» -+ о о  линейную асимптотическую формулу для 
функции /  (х) =  л / х 2 +  х  +  1. |

Используя формулы (9) и (10), имеем:

Упражнения

1. Н а числовой оси построить множества точек, определяемых неравен
ствами: а) |х  +  2 | < 1 ;  б) \х  — 3 | >  3; в) 0 <  ] х —  1 | <  1/2; г) 1
^  |х| ^ 2 .

2. При определении массы тела был получен приближенный результат р — 
= 2,57 г с абсолютной погрешностью До ^  0,01 г. Определить предельную отно

сительную погрешность б числа р.
3. Сколько верных цифр имеет приближенное число х  =  35,719, если относи

тельная погрешность его 8о ^  1 % ?

') Если пределы (9) и (10) существуют при х-»— со или при я - > + о о ,  то 
асимптотическая формула (7) верна при соответствующих условиях. В этом слу
чае график функции y =  f ( x)  имеет л е в у ю  а с и м п т о т у  или соответственно 
п р а в у ю  а с и м п т о т у .

ством (9), имеем

l i m [f (х ) — kx —  b] —  0 .

'Гаклм образом,

л / х 2 +  X +  1 ~  х  +  при Х -> +  оо.
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Найти пределы:
. . 1000л; . х 1 — Зх  +  2 . х г — Зх  +  2
4. a) lim ■ б) lim ------ j — ¡----- ; в) iim ----- --------¡------.X-+00 I л X -> oo Л 1 X-> 1 — i

r  \ i- л / х  — 3 . . . .  's/ х  — 2 sin л: _ sin 5л;5. a) lim ---------— ; 6) lim ---------— . 6. lim -------- . 7. lim ---------- .
jc->9 x  У x-»8 ■* o x->oo x  x->0 x

0 1 — eos x  .. sin x — sin a .. .. íg 2x.8. lim ------- 5— —. 9. lim ------------------- . 10. lim — ----- .
Ж->0 x x->a . x a JC ->0 X

13. Выяснить поведение корней X\ и x2 квадратного уравнения
ах2 +  Ьх +  с —  0, 

если коэффициент а -*■ 0, а коэффициенты b ф  0 и с постоянны.
12. Пусть у t — x и #2 =  V * 2 + 1 -  П оказать, что lim ( у 2 — у{ )Х-»+оо

Выяснить геометрический смысл этого равенства.
Найти пределы:

3. lim ( 1 + - А Л .  14. lim • ¡pe- 15. lim Г 1 — .
м ->оо \  ¿  /  t i -> 0 0  i ~Т ¿  tl-> oo \  п  /

13.

JL
16. lim f l  +  — )  • 17. lim ( I - * ) * .  18. lim f — .

00 V « /  x->0 * -> » > U + U



Г л а в а  VIII

Н Е П Р Е Р Ы В Н О С Т Ь  Ф У Н К Ц И И

§ 1. Приращения аргумента и функции.
Непрерывность функции

Пусть х есть некоторое значение данной переменной величины. 
Наряду с х рассмотрим другое значение х\ этой переменной вели
чины. Введем следующее определение.

О п р е д е л е н и е .  П р и р а щ е н и е м  некоторой переменной 
величины называется разность между новым значением этой ве
личины и ее прежним значением, т. е. в нашем случае приращение 
переменной величины равно x¡ — х.

Для обозначения приращения используется греческая буква А; 
так, например, Ах =  х \ — х обозначает приращение величины х.

Прибавляя к значению переменной величины ее приращение, 
получим приращенное значение этой величины. Например, х +  Ах 
есть приращенное значение величины х.

Предположим, что у  есть некоторая функция от аргумента х, 
т. е.

У == f (х) • (I)

Дадим аргументу х приращение Ах; тогда у  получит соответствую
щее приращение А у. Этот факт, очевидно, можно записать так;

(2)

(3)

и приращение функции

у  +  Ау =  f(x  +  Ах).

Из равенств (1) и (2) следует

&У =  /(*  +  Ах) — /(х) .
П р и м е р  1. Определить приращение аргумента 

у  =  х2, если аргумент х  изменился от — 1 до 2.
Здесь, очевидно, Ах  =  2 — (— 1) =  3 и Ду  —

«= 23 — (— 1)! =  9.

Понятие приращения функции пояс
ним геометрически.

Пусть кривая АВ  есть график функ
ции у  — f(x)  (рис. 93).

Рассмотрим на этой кривой точку М 
с текущими координатами х и у.  Дадим 
абсциссе х точки М (х, у)  приращение 
Ах, тогда ордината ее у  получит прира
щение А у.  Точка М( х , у )  займет при 
лом положение ЛГ(х-|-Дх, у - \ - Ау ) .  Пусть С есть точка пересе
чения прямой, проходящей через точку М  и параллельной оси Ох,

У. м  Л rzzbi
y= f(x L ' А х с Í

А '
У

о\ N N' Ъ

Рис. 93.
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и перпендикуляра M'N', опущенного из точки М' на ось Ох. Оче
видно, что

M C  =  Ах, СМ' =  А у.

Может случиться, что для некоторого х  при стремлении Ах 
к нулю точка М' неограниченно приближается к точке М и, сле
довательно, А у  также стремится к нулю. В таком случае функция 
у  =  f (х) называется непрерывной при данном значении х. Более 
точно:

О п р е д е л е н и е  3. Функция f (x) ,  определенная на множестве 
X, называется н е п р е р ы в н о й  п р и  х =  х\ (или н е п р е р ы в 
н о й  в т о ч к е  Х у ) ,  если:

1) функция определена при х — х\ (т. е. х\ f= X ) ;
2) приращение функции в точке х\ стремится к нулю, когда  

приращение аргумента Ах\ — х  — Х\ стремится к нулю, т. е.

lim [f (Xi +  Ax,) -  f (x,)] =  0, (4)
Д*1 -i>0 _

где бесконечно малое приращение Axj пробегает лишь те значе
ния, для которых f (x i +  Axi) имеет смысл. При этом мы, как 
всегда, предполагаем (см. гл. VII, § 3), что xi является п р е 
д е л ь н о й  т о ч к о й  множества X и, таким образом, в любой 
окрестности Ux, найдутся точки Х\  +  Axi е= X, отличные от х\ 
(Axi ф  0), для которых функция f(x)  определена.

Короче говоря, функция называется н е п р е р ы в н о й  в д а н 
н о й  то ч к е ,  если в этой точке бесконечно малому приращению  
аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции.

Используя понятие предела функции (гл. VII, § 3), получаем 
развернутое определение н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  в т о ч 
ке:  функция f(x)  непрерывна в точке х\ тогда и только тогда, 
когда Ve >  0 36 — S (е, Xi) >  0 такое, что

\f(x)  — /(xj) ] =  | f ( x i +Ax i )  — f(xi) | < 8 ,  (5)

если x — Xi +  Axi и 0 <  | Axi | <  6 (Axi — любое допустимое при
ращение). Заметим, что неравенство (5), очевидно, выполнено и 
при Axi — 0, т. е. здесь б-окрестность точки х\ можно трактовать 
как п о л  н у ю: | Axi | <  б.

О п р е д е л е н и е  2. Функция- f (х) называется н е п р е р ы в н о й  
н а  д а н н о м  м н о ж е с т в е  X, если 1) она определена на этом 
множестве (т. е. V x e X  3 f (х)); 2) непрерывна в каждой точке 
этого множества, т. е. V x e l  справедливо ̂ равенство

lim А у  — lim [/ (х +  Ах) - -  /  (х)] =  0, (6)
Дх-»0 А.Х-+0

где х  r+  Ах <= X.
З а м е т и м ,  что здесь множество X  трактуется как о б л а с т ь  о п р е д е 

л е н и я  ф у н к ц и и ,  т. е. точки х ф  X  и х  +  Ах ф  X не рассматриваются.
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Например, функция /(х) непрерывна на отрезке [а, Ь), если:
1) эта функция определена в каждой точке этого отрезка, 2) V x e  
е  [а, 6] справедливо равенство (6), где х +  Ах е  [а, Ь \.

П р и м е р  2. Функция

f(x) =  i l ПРИ XGi 0 ,  1]’
‘ ’ (О при х ф  [0, 1]

непрерывна на отрезке X — [0, 1], хотя она не является непрерыв
ной на оси — оо <  а' <  +оо.

П р и м е р  3. Исследовать, на непрерывность функцию у  =  х2.
Д авая аргументу х  приращение Ах, получим

у  +  Д у =  (х +  Ах)2 =  х2 +  2х-Ах  +  (Ах)2, 

где Ду  — приращение функции у. Отсюда
Д  у  =  А х ■ (2х +  Ах).

Очевидно, каково бы ни было фиксированное значение х,  если Ах  бесконечно 
мало, то Ду  такж е будет бесконечно малым. Следовательно, функция х2 непре
рывна при любом значении аргумента х. Иными словами, х2 является непрерыв
ной функцией в бесконечном интервале (— оо, + о о ) .

Легко такж е доказать непрерывность степенной функции хп, где п — нату
ральное постоянное число.

О п р е д е л е н и е  3. Точка, в которой нарушается непрерыв
ность функции, называется т о ч к о й  р а з р ы в а  этой функции.

Если х =  Хо — точка разрыва функции y  =  f (x) ,  то возможны 
два случая:

1) функция f (x)  определена при х =  хо, причем

Ay  — f (х0 +  Ахо) — f {xо) Ч* О

при Ахо — х — Хо -> 0;
2) функция f (x)  не определена при х =  х0 и говорить о при

ращении функции в точке Хо не имеет смысла. В этом случае 
условимся .х =  х0 называть точкой разрыва функции f (x)  только 
тогда, когда функция f(x) определена в непосредственной близо
сти значения х0 !).

Если можно изменить или дополнительно определить функцию 
f(x)  в точке Хо (т. е. выбрать число f i x  о)) так, что измененная 
или пополненная функция f(x)  будет непрерывна при х =  Хо, то 
эта точка называется устранимой точкой разрыва  функции f i x) .  
В противном случае, т. е. когда функция f(x)  остается разрывной 
при х — Хо при любом выборе числа f i x  о), значение х0 называется 
неустранимой точкой разрыва функции f(x) .

П р и м е р  4. Рассмотрим функцию Е (х) , равную целой части числа х, т, е. 
если х  == п + j 9, где п — целое число и 0 îg  q <  1, то Ё(х)  =  п {рис. 94). На
пример, Е  ( V 2 ) =  1, Е { я) =  3, Е{— 1,5) — —2 и т. д.

') То есть при любом 8 >  0 в интервале (хо — е, Хо +  6) найдутся точки, где 
функция f ( x)  определена.

5  В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович
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Функция Е (х) разрывна при каждом целочисленном зн ачен м  аргумента х. 
В самом деле, например, при х  =  1 и достаточно малом Ах  имеем

Е  ¡1 -|- Ах) —■ 1, если Ах  >  О,
»

£ (1 + Д а " )  =  0, если Ах  <  0.

Отсюда, приняв во внимание, что £ (1 )  =  1, получим
О, если Ах  >  О, 

если Ах  <  0.
Следовательно, приращение функции Ау  — £(1 +  Длг) — Е(1)  не стремится к 
нулю при Д х -* 0 , и поэтому функция разрывна при х  =  1.

£<1 +  Д * ) - £ ( 1 )  =  {

-/1II
3 х

Рис. S4.

Аналогичное рассуждение можно провести для каждого из значений х  —  к, 
где к — целое число.

Л р и м е р 5. Пусть { (х) — 1/(х — 2 )2.
Эта функция не определена при х =  2, но имеет смысл для всех значений 

х ф  2 (рис. 95). Какое бы значение мы ни приписали числу /(2 ), всегда будем 
иметь

П 2  +  А х ) - } ( 2 ) = - щ у - { ( 2 ) - > а о

при Дх->- 0. Таким образом, здесь при х  —  2 при любом выборе значения ?(2) 
бесконечно малому приращению Ах  аргумента соответствует бесконечно большое 
приращение Ау  функции. Следовательно, эта функция имеет неустранимую точку 
разрыва при х  — 2.

§ 2. Другое определение непрерывности функции

Ввиду важности понятия непрерывности функции дадим другое 
определение непрерывности в точке, эквивалентное приведенному 
выше.

О п р е д е л е н и е .  Функция 1(х) называется н е п р е р ы в н о й  
п р и  х — X], если; 1) эта функция определена при х — х\\ 2) име
ет место равенство

Пт  1(х) =  1(хх)%  (1)

’) Здесь, как обычно, предполагается, что х\ есть предельная точка области 
определения функции ¡(х).



т. е. функция непрерывна в данной точке х\ тогда и только, тогда, 
когда предел функции при х - + х \  равен значению функции * в пре
дельной точке (рис. 96). Здесь, понятно, предполагается, что пере
менная х принимает лишь те значения, для которых f(x)  имеет 
смысл. Иными словами, для функции f(x) ,  
непрерывной при значении х\, из того обстоя
тельства, что x-y-xi ,  вытекает предельное со
отношение

f ( x ) - * f ( x  i).

Легко видеть, что: 1) если функция f(x)  
непрерывна при х — х\ в указанном ранее 
(§ 1) смысле, т. е. если

Hm [/ (х, +  Аа-,) — /  (jcj)] =  0, (2)
А х , - *  О

то, полагая, , xi +  Axi х, где, очевидно, x -v ^ i  при A*i->0, 
и пользуясь теоремой о пределе алгебраической суммы, получим

lim f (x)  =  f (Xi). (3)
Х->Х\

Следовательно, функция f(x)  непрерывна также при х =  х\ и в 
нашем новом смысле.

2) Очевидно, что, и обратно, из равенства (3) вытекает равен
ство (2).

Таким образом, эквивалентность двух определений полностью 
доказана.

Для функции, непрерывной на множестве X,  в силу формулы 
(!) д л я  к а ж д о г о  з н а ч е н и я  x i < =X  выполнено равенство

lim /(*) =  / (а̂ ).
Х->Х\

Так как х { =  lim х, то отсюда получаем
lim f (х) — f (lim x\, (4)
X+X\ \Я->Я| /

т. e. если функция непрерывна, то знаки предела и функции пере
становочны.

В подробных курсах анализа доказывается, что формула (4) 
остается верной для любой непрерывной функции х — ср(() такой, 
что при t-* -t  1. Таким образом, имеем у с и л е н н о е
с в о й с т в о  п е р е с т а н о в о ч н о с т и  ф у н к ц и и  f(x)  и п р е -

lim f (ф (t)) =  f (lim ф (OY (5)

Из определения 3 (§ 1) вытекает, что функция разрывна в дан
ной точке тогда и только тогда, когда или 1) не существует пре
дела функции в этой точке, или же 2) предел функции в данной 
точке существует, но он не совпадает со значением функции в этой
точке.
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§ 3. Непрерывность основных элементарных функций

1) Степенная функция
У =  хп

(п — натуральное (см. рис. 60)) непрерывна при любом значении х 
(см. § 1, пример 2).

2) Показательная функция
у =  а х (а >  0)

(см. рис. 63) непрерывна при любом значении х ’).
3) Тригонометрическая функция

у  — sin х

(см. рис. 65) непрерывна при каждом значении х.
В самом деле, давая аргументу х  приращение Ах и обозначая 

через А у  соответствующее приращение функции у, будем иметь 
у  +  Ay =  sin (х +  Ах) ; отсюда

А у  =  sin (х +  А*0 — sin х =  2 sin • eos (х  Ч - 4 г )  •

В силу замечания к теореме из § 11 гл. VII при Ах Ф  0 имеем
I ■ A.v- I ^  |Д л : |  s in —-  <  1
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2 | ^  2 ’ 

кроме того,
cos ( х  4- <  1.

Поэтому
\ А у \ < 2 ‘ - Ц Д  • 1 =  | Ах |, т. е. 1йпАг/ =  0.

1 Ах ->0

Следовательно, функция sin х непрерывна в интервале
( —ОО, 4-00).

Совершенно так же доказывается, что
у  — cos х

есть непрерывная функция в интервале (— оо, ”4-оо) (см. рис. 65).

§ 4. Основные теоремы о непрерывных функциях

Т е о р е м а  1. С у м м а  конечного числа непрерывных функций 
есть функция непрерывная'1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, если fi(x) и ¡2(х )— функ
ции, непрерывные на некотором множестве X, и Х\ — любое значе

*) Доказательство этого факта см,, например, в книге Н и к о л ь с к и й  С. М. 
Курс математического анализа, т. I.

2) Предполагается, что все рассматриваемые функции определены и непре
рывны на некотором общем множестве X, не содержащем изолированных точек 
(например, на интервале (а, Ь) или отрезке [а, 6] и т. п.).
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ние из этого множества, то

lim {fx (х ) +  /2 (*)] — /1 (x) +  /2 (x) — f 1 (#1) +  /2 (x i)»X->.V[
т. е. предел суммы при равен значению этой суммы при
X =±:'Х{У

Следовательно, функция /1 (х) +  /2 (*) также непрерывна на 
множестве X.

Т е о р е м а  2. П р о и з в е д е н и е  конечного числа непрерывных 
функций есть функция непрерывная.

Доказательство аналогичное.
С л е д с т в и е .  Целый полином

есть функция непрерывная.
Т е о р е м а  3. Ч а с т н о е  от деления двух непрерывных функ

ций есть функция, непрерывная во всех точках, в которых дели
тель отличен от нуля.

Доказательство аналогичное.
С л е д с т в и е .  Дробная рациональная функция

непрерывна всюду, за исключением тех значений х, где знамена
тель обращается в нуль.

Т е о р е м а  4. Непрерывная функция от непрерывной функции 
есть функция также непрерывная-, иначе говоря, сложная функ
ция, состоящая из непрерывных функций, непрерывна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х \ — произвольная точка области 
определения сложной функции ¡(<р(х)),  причем функция и — ц>{х) 
непрерывна в точке Х\, а функция /(.«) непрерывна в точке щ =  
л5= ср [х \). На основании усиленного свойства перестановочности 
непрерывной функции и предела (§ 1) имеем

т. е. сложная функция ¡'(ц>(х)) непрерывна в точке х\.
В силу теоремы 4, например, функции ( э т х ) 2 — э т 2* и э т ( х 2) 

непрерывны вследствие непрерывности функций х2 и э т х .
Функции, которые мы будем рассматривать в дальнейшем, 

непрерывны всюду, кроме, быть может, отдельных значений аргу
мента.

Например, функция

Р(х)  .=  ао +  а\х  -f- . . .  +  <*пхп

D  (г\ — - а ° +  С Ц Х +  +  ЯпХП 

К[Х> 6„ +  М '+  . . .  + b mxm

lim f (ф (х)) =  f (lim ф (х)\ =  f (ф (х,)),

(см. рис. 66) в силу теоремы 3 настоящего параграфа непрерывна 
для всех значений аргумента х, кроме тех, для которых cos х == О,
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т. е. "кроме значений х =  (2k — I ) л/2, где к — любое целое 
число. . ..

Аналогично, функция

ctß X '■ COS X

(см. рис. 66) непрерывна при s i n x ^ Q ,  т. е. при х Ф  kn (k — 
целое).

Справедлива теорема о непрерывности обратной функции, ко
торую мы приводим без доказательства.

Т е о р е м а  5. Если функция у  =  / (х) непрерывна и строго мо
нотонна [) на промежутке <а, ЬУ, то существует однозначная об
ратная функция х =  <р(у ) , определенная на промежутке <f ( a ), 
f(b) y, причем последняя также непрерывна и монотонна в том же 
смысле.

П
В силу этой теоремы: радикал ■у/х (п — натуральное) (см.

рис. 62), логарифмическая функция loga .v; (а >  0, а ф  1) 
(см. рис. 64), главные значения обратных тригонометрических 
функций arcsin А', arccos х, arctgx, arcctg* (см. рис. 67—70) не
прерывны при всяком значении аргумента х, при котором эти 
функции определены.

§ 5. Раскрытие неопределенностей

y=f(x)

Может случиться, что функция f(x)  определена и непрерывна 
всюду, за исключением некоторого значения х — хи при котором

функция f(x)  теряет смысл (становится 
н е о п р е д е л е н н о й ) .  Возникает вопрос: 
нельзя ли так выбрать число f (xi ) ,  чтобы 
дополненная функция f(x)  была непрерыв
на при X — X1.

В силу предыдущего для этого необхо
димо и достаточно выполнение равенства 

/ (*,) =  lim f (х).

Рис. 97.
Операция нахождения предела функции 
f(x)  при х-*-х\ в этом случае называется 
раскрытием неопределенности, а сам предел 

lim f (х), если он существует, носит не совсем удачное название

истинного значения функции f(x)  при х — х\.  
П р  и м е р 1. Пусть

л, , х2 — 4 f (х) — — г  ■

*) То есть ¡(х)  или строго возрастает, или строго убывает на <а, Ь>.



Эта функция теряет смысл при х =  2. Полагая дополнительно , 

f (2) =  lim =  lim (x +  2) =  4,
x ~>2 л z  x-*2

получим функцию, непрерывную всюду, в том числе и при х =  2. 
Если же положить f (2) Ф  4, то соответствующая функция будет 
разрывна при х — 2 (рис. 97).

П р и м е р  2. Функция
р / V sin ж 
f № = —

не определена при х =  0. Полагая дополнительно

/  (0) =  lim =  1*0 х
мы получим функцию, определенную и непрерывную для всех зна
чений аргумента х.

§ ,6. Классификация точек разрыва функции

Точка х0 разрыва функции f(x)  называется точкой разрыва  
первого рода, если существуют конечные односторонние пределы 
функции (§ 4) (рис. 87);

!im f(x)  =  f ( xо — 0), lim f (x)  =  f ( x0 +  0)
X~>Xo—О JC —>• А̂о 0

(при этом функция f(x)  не обязательно должна быть определена 
в точке х0, т. е. f {x0) может не существовать).

Величина
б =  f (хо +  0) — f(xo — 0) 

называется скачком функции f(x) в точ
ке А'о-

Все прочие точки разрыва Х\ функции 
f(x)  называются ее точками разры ва вто
рого рода. Среди них важное значение 
имеют точки б е с к о н е ч н о г о  р а з р ы в а  
хь для которых существуют (конечные или 
бесконечные) односторонние пределы

lim f(x)  и lim f(x)
x -y x i-o  x->Xi+0

и хотя бы один из них является бесконеч
ным (см., например, рис. 98).

В этом случае, прямая х — х\ называется вертикальной асим
птотой графика функции у — f ( x ) .

Функция, . допускающая на данном промежутке лишь точки 
разрыва первого рода в конечном числе, называется кусочно не
прерывной на этом промежутке. Заметим, что в точках разрыва 
кусочно непрерывная функция может быть не определена.

§ 6. КЛАССИФИКАЦИЯ ТОЧЕК РАЗРЫВА ФУНКЦИИ 135
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Отметим, что для непрерывности функции f ( x )  в точке х 0 необ
ходимо и достаточно равенство трех чисел:

f ( x 0 —  0 )  =  f  (xq +  0 )  =  f  (х о )  - i : :

(т. е. равенство нулю скачка функции в точке х 0) .
П р и м е р .  Определить характер точки разрыва х0 =  0 функ

ции
, /  (х) =  arcctg — .

Здесь мы имеем
Hm arcctg А  — я и lim arcctgA =  0.

х  ~í> - 0  X  X - » +  о х

Следовательно, х0 =  0 есть точка разрыва первого рода.

Упражнения

(.О пределить приращение аргумента х  и приращение функции у  =■ l g х, 
если аргумент х  изменился от 10 до 100.

2. Показать, что для линейной функции у  >= ах  +  Ь приращение Ау  не зави
сит от х.

3. Доказать непрерывность функции у — л / х .
4. Доказать, что функция у  =  \х\  непрерывна.
Определить точки разрыва функций:

S- f (*) ~  7----ГТГ7— T~öw----ГоТ• f  (х ) =  tg Í  2л: +  . 7. f  (х) ^  ----{х +  1) (х +  2) (х  +  3) ь V 4 )  sin и х  í
Найти «истинное значение» функций:
о £ / \ х3 — \ , 2 — s / x
s - f  W  =  - J Z T f  ПРИ X =  1. 9. f  (x) =  при x  — 4.

«« { / \ 1 - -  eos 2jc ■10. f  (x) —■------ ---------  при .x =  0.

И . Определить точки разрыва данных функций и выяснить характер этих
. V sin (х2) ' , , 1 . . Л точек: а) — — ——; б) arctg -у— ; в) sin



Г л а в а  IX 

ПРОИЗВОДНАЯ

§ 1. Задача о касательной

Пусть М — фиксированная точка данной непрерывной кривой К 
"(рис. 99). Рассмотрим секущую ММ', проходящую через точку М. 
Может случиться, что когда точка М' по кривой неограниченно 
приближается к точке М, секущая М М ’ стремится к некоторому 
Предельному положению МТ, т. е. угол у — Z M 'M T - *  0 при 
М '-у М . Тогда предельная прямая 
МТ называется касательной.

О ' п р е д е л е  н и е. /( ас  а-  
т е л ь н о й  к данной непрерывной 
кривой в данной ее точке М (точ
ка касания) называется предель
ное положение секущей ММ', про
ходящей через точку М, когда 
вторая точка пересечения М' не
ограниченно приближается по 
кривой к первой.

Если секущая ММ' при М '-*-М не имеет предельного положе
ния, то говорят, что касательной к данной линии в точке М не 
с у щ е с т в у е т.

Покажем теперь, как находится уравнение касательной по за
данному уравнению линии.

З а д а ч а .  Зная уравнение непре
рывкой линии

у =  f (x) ,

найти уравнение касательной в дан
ной ее точке М (х, у ), предполагая, что 
касательная существует.

Наряду с точкой М( х , у )  возь
мем на нашей линии другую точку 
М '{х-\-Ах, у - \ -Ау) (рис. 100). Прове
дя секущую М М ' и прямые M N || Ох 
и M'N || Оу, получим прямоугольный треугольник M NM ' с 
ми M N =  Ах и NM ' — Ду.

Пусть секущая М М ' составляет с положительным направле
нием оси Ох угол ф; тогда, очевидно, Z N M M '  =  q>. Из прямо
угольного треугольника M NM'  
ц и е н т  с е к у щ е й  .

.М .
Ах

катета-

определяем у г л о в о й  к о э ф ф и -  

t g < P = ^  • 0)



1 Пусть теперь М '-^ М ;  тогда, очевидно, А х -^ 0  и секущая ММ' 
стремится к своему предельному положению — к а с а т е л ь н о й 
М Т"в точке М (мы предполагаем, что касательная существует). 
Обозначим через а  угол, образованный касательной МТ с поло
жительным направлением осп Ох. При Дх->-0 будем иметь: ср-* ос 
и ;если касательная МТ не перпендикулярна оси Ох, то .в силу 
.непрерывности тангенса получим

tg c p - H g a ,

отсюда, переходя к пределу при Дх—>- 0 в равенстве (1), найдем 
угловой к о э ф ф и ц и е н т  k — i g а  к а с а т е л ь н о й  МТ:

k — lim ~  . '(2)

'Предел, стоящий'в правой части равенства (2), называется про
изводной  функции у  — f(x)  в точке х и сокращенно обозначается 
следующим образом:

Hm %L =  y ' =  f ' (x)  (3)
Д х - >  0 а х

(у' читается: «игрек штрих»).
Таким образом, угловой коэффициент касательной к графику 

функции равен значению ее производной в точке касания, т. е.
•• k =  f' (x) .  (4)

Зная угловой коэффициент касательной, легко написать ее урав
нение. Касательная МТ  проходит через точку касания М (х, у ) ; по
этому ее уравнение (см. гл. III, § 3) имеет вид

Y — у  — k (X — х),
где X и У — текущие координаты. Подставляя сюда значение угло
вого коэффициента k и учитывая, что точка М лежит на линии, 
получим уравнение касательной к этой линии

Y ~ f ( x )  =  f ' ( x ) ( X - x ) .  (5)
З а м е ч а н и е  1. Если обозначить для ясности координаты 

точки касания через (х \ ,у { ) , а текущие координаты, как обычно, 
через (х, у ) , то у р а в н е н и е  к а с а т е л ь н о й  к линии у — f(x)  
в точке M\ (xi, у{) имеет вид

У —  =  У \ ( х  —  JCj), ( 5 ' )

где цх =  f (*,) и y[ =  f ' ( x {).
З а м е ч а н и е  2. При выводе мы предполагали, что касатель

ная МТ  к линии у  — f(x)  в точке М  существует. Обратно, легко 
показать, что если для функции y  — f(x)  существует в точке х 
конечная производная, т. е. предел (3) (такая функция называется 
дифференцируемой в точке х ), то график этой функции в соответ
ствующей точке имеет касательную (5), не параллельную оси Оу.
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§ 2. Задача о скорости движения точки

К понятию производной приводит также задача о вычислении 
скорости неравномерного движения.

Предположим, что точка М движется, по некоторой прямой, 
которую примем за ось Ох (рис. 101). Каждому значению вре
мени ( соответствует определенное расстояние ОМ =  х. Следова
тельно, можно сказать, что абсцисса х движущейся точки есть 
функция времени

х =  f i t ) .  ------- vr " " *
г. о  м  . м ' яЭто уравнение называется урав
нением движения,; оновыража- Рис. 101. 
ет з а к о н  д в и ж е н и я  точки.

З а д а ч а .  Зная закон движения, найти скорость движущейся 
точки для любого момента времени.

Пусть в некоторый момент времени t движущаяся точка зани
мает положение М, причем ОМ — х. В момент t - f  &t точка зай
мет положение М', где ОМ' =  х +  Ах. Отсюда х +  Ах — f ( t  +  At).  
Следовательно, перемещение точки М за время At  будет

A x =  f i t  +  A t ) - f i t ) .  (1)

Если точка М  в течение промежутка времени \t, ¿ +  Д/] двига
лась в одном направлении, то Ах численно представляет собой 
пут ь ,  пройденный точкой за время A t 1). Отношение

Ах  f ( t  +  At) - f ( t )  /0 ч
At At  '■ >

выражает с р е д н ю ю  с к о р о с т ь  изменения абсциссы х за про
межуток времени At, обычно называемую средней скоростью дви- 
жепия точки. Предел средней скорости движения при стремлении 
к нулю промежутка времени At называется скоростью движения 
н данный момент времени t. Обозначая эту скорость через v, по
лучим

v =  lim , или v — lim Wl.'zlS*}. . (3)
Д<-*0 ДГ Д<-»1 а г

По аналогии с задачей о касательной (§ 1) можно сказать, что 
нолученное выражение (3) представляет собой п р о и з в о д н у ю  
функции х по переменной t, т. е.

v =  f’ i t ).

') В общем случае, перемещение точки и путь, пройденный точкой, р а з -  
л и ч н ы. Например, если первую секунду от начала движения точка передвину
лись на 10 м вправо, а в следующую секунду — на 10 м влево, то перемещение 
■ очки за промежуток времени А/ =  2 с равно Ах =  0, тогда как пройденный 
путь 5 =  20 м. .
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Таким образом, спорость прямолинейного движения равна произ
водной от пути по времени *).

З а м е ч а в  и е. Заметим, что если v =  f ' ( t )  сохраняет постоянный знак в не
котором, промежутке а <  t <  b, то можно доказать (см. гл. XI, § 2), что для 
любого момента t e s  (а, Ь) в течение достаточно малого промежутка [/, t +  At] 
точка движется в одном и том же направлении. Таким образом, Ах  представляет 
собой путь, пройденный точкой, и приведенная выше формулировка локально 
(т. е. для достаточно малого промежутка времени) является точной.

Если же для некоторого момента времени 11 имеем f  (t i) =  0, т. е. при бес
конечно малом промежутке времени Д/, — t — t t соответствующее перемещение 
точки Ах является бесконечно малой более высокого порядка, то Ах, вообще 
говоря, не является пройденным путем. Например, такая ситуация имеет место, 
когда точка совершает быстро затухающие колебания около своего положения 
равновесия. В этом случае формула (3) не адекватна нашему определению.

§ 3. Общее определение производной

Рассмотрение задач о касательной и скорости движения исто
рически привело к понятию п р о и з в о д н о  й, являющемуся одним 
из основных понятий высшей математики. При решении этих задач 
нам, в сущности, приходилось проделывать одну и ту же опера
цию: находить предел отношения приращения функции к прира
щению аргумента.

Сейчас мы разберем этот вопрос в общем виде.
Для простоты мы сначала будем предполагать, что рассматри

ваемая функция y =  f (x) определена на некотором конечном или 
бесконечном интервале X =  (а, Ь) и непрерывна на этом интер
вале. Пусть i e ( f l , i ) ) — некоторая фиксированная точка интер
вала (а, Ь). Дадим аргументу х приращение Да- ф  0 такое, что 
х -¡- Д х е ( з ,  Ь), тогда функция у  получит соответствующее при
ращение

ày  — f (x  +  Ах) — f{x). (1)
Составим отношение

£ •  < 2 >

Это отношение показывает, во сколько раз на Данном промежутке 
\х, х +  Ах] приращение функции у больше приращения аргумента 
х; иными словами, оно дает с р е д н н ю ю  с к о р о с т ь  и з м е н е 
н и я  ф у н к ц и и  у о т н о с и т е л ь н о  а р г у м е н т а  х на проме
жутке [х, х Ах ) ,

Пусть \ х • (¡; тогда и А у —>- 0 (в силу непрерывности функции 
у). Обозначим через X\ c z ( a , b ) множество точек интервала (а,Ь) ,  
для которых имеет смысл предельный переход

lim | f - „  (3)

1) Точнее: скорость есть производная абсциссы движущейся точки по вре
мени.
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Тогда формула
У' =  Hm -У- (хе= (4)Дя-»0

определяет некоторую функцию y'  =  f ' (x) ,  носящую название 
производной функции f ( х) .

О п р е д е л е н и е .  П р о и з в о д н о й  функции у  =  f(x) назы
вается предел отношения приращения функции к приращению 
аргумента при условии, что приращение аргумента стремится 
к нулю, если этот предел существует.

Таким образом, производная функции f(x)  есть некоторая 
функция f ' {x) ,  п р о и з в е д е н н а я  (т. е. полученная по опреде
ленным правилам) из данной функции.

Функция, имеющая производную на множестве Х\,  называется 
дифференцируемой на этом множестве (см. гл. XII).

Если х е  Xi фиксировано, то в силу (4) производная у '  пред
ставляет собой скорость изменения функции у  относительно аргу
мента х в точке х.

Для обозначения производной данной функции y  — f { x ) t 
кроме

y'  =  f'(x) ( Л а г р а н ж ) 1), 

употребляются также символы:

№ й б н и ц ) 2)

(смысл этого обозначения выяснится в гл. XII) и 
у  — f(x)  ( Н ь ю т о н ) 3).

В тех случаях, когда неясно, по какому аргументу (х, t и т. п.) 
происходит дифференцирование функции у, для соответствующих 
производных употребляются обозначения

у'х, у\ и т. п.

З а м е ч а н и е .  Аналогично дается определение производной функции у  =
— f ( x ) ,  определенной на некотором множестве X, не содержащем изолирован
ных точек. В частности, функция f (x)  дифференцируема на отрезке [а, Ь], если 
для каждой точки х  е  [а, b] существует предел

Y (х) =  lim 
д#-»о

причем предполагается, что х  +  Ддг <= [а, Ь]. Здесь

f  (а) =  lim и f '  (Ь) =  Hm й »  +  ДЧ ~ Ш .
АХ-М-0 &Х ДХ->-0 ах

>) Читается: «игрек штрих равно эф штрих от икс». 
йу
й х  читается: <<дэ игРек по ДЭ икс».

3) у  читается: «игрек с точкой».
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■ Для значения производной у'  — ¡'(х) функции у  — f(x) в фик
сированной точке х =  Х[ употребляются обозначения

(»')*-*. =  [Г =
Здесь f '(xr) — некоторое число.

Используя формулу (1), выражение для производной можно 
записать более подробно:

/ '(* )  =  lim H l ± A 4 .-  ü*> -. (5)
Дх->0 Дл:

С помощью формулы (5), опираясь на теорию пределов, можно 
находить производные функций.

П р и м е р  1. Найти производную функции у  =  х2.
Пусть х — произвольное фиксированное значение аргумента. Д авая  х  при

ращение Ах ф  0, будем иметь у  +  Ау =  (х +  A*)s. Отсюда
Ау — (х +  А х)2 — х2 =  2х-Ах  (Ах)2

и, следовательно,

у '  == lim ~ ~  —  lim (2х +  Ах)  =  2х.
Ах->0 Ах  дл:-»0

Таким образом,
(л:2) ' =  2х. (ö)

При решении задачи о касательной (§ 1) был выяснен геомет
рический смысл производной.

Г е о м е т р и ч е с к о е  з н а ч е н и е  п р о и з в о д н о й .  Для дан
ной функции у  — f(x) ее производная у ' — f'(x) для каждого зна

чения х равна угловому коэффициенту ка
сательной к графику функции в соответ
ствующей точке.

П р и м е р  2. Написать уравнение касательной 
к кривой у  =  х2 в точке М{1,  1) (рис. 102).

Ищем производную у'  при х  == 1. Согласно фор^ 
муле (6) имеем

у' — 2х.
Отсюда

k  =  ( / ) _ ,  =  2.
Следовательно, уравнение касательной запишется 
так:

у —  1 ===== 2 (je — 1), или у  —  2 х — \.

Заметим, что касательная к графику 
функции у  — f(x)  образует в данной точке 

с положительным направлением оси Ох  острый или тупой угол, 
смотря по тому, будет ли производная функции в этой точке поло
жительна или отрицательна. Если же производная равна нулю, 
то касательная к графику функции в соответствующей точке, оче
видно, параллельна оси Ох.  Справедливы также и обратные утвер
ждения.

Далее, из определения производной вытекает, что производная 
у'  дает скорость изменения функции у — f(x)  относительно аргу
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мента х.  Например, если в некоторой точке х имеем у' =  2, то это 
означает, что на малом промежутке [х, х -\- Ах] прирост Ау  фуик- 
ции у  примерно в два раза больше, чем прирост аргумента х, при
чем это соотношение будет тем точнее, чем меньше ¡Д.*].

Особенно ■ наглядный смысл получает производная функций 
!/ / (х), если под аргументом х понимать время. Тогда отно
шение

Ау_
Ах

представляет собой с р е д н ю ю  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  ф у н к 
ц и и  у  з а  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  [х, х +  Ах], а предел 
этого отношения

есть с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  ф у н к ц и и  у  в м о м е н т  в р е - 
м е н и х.

Таким образом, имеем:
Ф и з и ч е с к о е  з н а ч е н и е  п р о и з в о д н о й .  Д ля функции 

у  — /(х ) ,  меняющейся со временем х, производная у'х есть ско
рость изменения функции у  в данный момент х.

Производная дает возможность изучать характер изменения 
функции. Чем больше абсолютная величина производной, тем 
резче изменяется функция у  при изменении х и, следовательно, 
тем круче подымается или опускается график этой функции. Если 
производная некоторой функции у  положительна, то, очевидно, это 
означает, что с возрастанием аргумента х функция у  также рас
тет; если производная функции отрицательна, то это значит, что 
с возрастанием х функция у  убывает. Об этом более подробно 
см. в гл. XI, § 2.

Понятие производной находит многочисленные применения 
в геометрии, физике, механике, химии, биологии и других науках.

§ 4. Другие применения производной

Быстрота протекания физических, химических, биологических 
и других процессов, например, скорость охлаждения тела, скорость 
химической реакции и т. п., также выражается при помощи произ
водной. Поясним это на примерах.

П р и м е р  1. Предположим, что температура тела и  есть убы
вающая функция времени: и  —

Пусть ¿ — фиксированный момент времени. Если / получает 
приращение Д/, температура и  изменяется (уменьшается) на АС/; 
тогда отношение

А Ц 
Л/
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представляет собой среднюю скорость охлаждения тела. А предел 
этого отношения при Ai->0, т. е.

Hm
&t->o

выражает скорость охлаждения тела в данный момент f.
Таким образом, скорость охлаждения тела равна производной 

температуры тела по времени.
П р и м е р  2. Обозначим через х количество вещества, образо

вавшегося при химической реакции за промежуток времени t. 
Очевидно, х есть функция времени: х — f { t ) .

Если t получает приращение Аt, то х получает приращение Ах. 
Тогда отношение

Ах
лГ

представляет собой среднюю скорость химической реакции, а пре
дел

Hm f f  =  f'(t)
А /-» 0  йГ

выражает скорость химической реакции в данный момент t.
Таким образом, скорость химической реакции равна производ

ной реагирующей массы по времени.

§ 5. Зависимость между непрерывностью
и дифференцируемостью функции

Мы видели (гл. VIII, § 1), что функция

У — f i x)  (1)
называется непрерывной в точке х, если в этой точке

lim Ау =  0.
Дх-»0

Функция (1) называется дифференцируемой в точке х, если в этой 
точке она имеет производную, т. е. если существует конечный 
предел:

Hm (2)
Ах~>0

Между этими основными понятиями математического анализа 
имеется простая связь.

Т е о р е м а .  Если функция дифференцируема в некоторой 
точке, то в этой точке функция непрерывна. Обратное утверждение 
неверно: непрерывная функция может не иметь производной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция у  — ¡{к) дифференци
руема в точке х, т. е. для этой функции выполнено равенство (2),
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Напишем тождество
Ау =  - ^  ■ Ах (Д х ^ О ) .

Отсюда
lim Ау =  lim ~ ~  • lim Дл: — у'  • 0 =  0.

Д х-*0  Дл:-»0 Л х  Ах->0

Следовательно, функция y  — f(x)  непрерывна в точке х.
С л е д с т в и е .  Если функция разрывна в некоторой точке, то 

она не имеет производной в этой точке.
Пример непрерывной функции, не имеющей производной 

в одной точке, представляет функция

У =  М

(рис. 103). Эта функция непрерывна при х =  0, но не является 
дифференцируемой для этого значения, так как в точке х =  0 
графика функции не существует каса
тельной.

Математикам удалось построить при
меры непрерывных функций, недиффе
ренцируемых-ни в одной точке (В ей е р - 
ш т р  а с с  и др.).

Впервые отчетливое различие между 
понятиями непрерывности и дифференци- 
руемости функции было дано гениальным Рис. 103.
русским математиком Н. И. Л о б а ч е в 
с к и м.

Заметим, что производная y ' - f ' ( x )  непрерывной функции 
у  =  f(x)  сама н е  о б я з а т е л ь н о  я в л я е т с я  н е п р е р ы в 
ной .  Если функция f(x)  имеет непрерывную производную f'(x) 
на промежутке <а, b), то функция называется гладкой  на этом 
промежутке. Функция f (x) ,  производная которой f'(x) допускает 
лишь конечное число точек разрыва, и притом первого рода, на 
данном промежутке (а ,  b>, называется кусочно гладкой  на этом 
промежутке.

§ 6. Понятие о бесконечной производной

Если функция у — f(x)  непрерывна в точке Хо и

П * ь ) =  Hm / (*■> + Л ХА  ~  L & L  =  о о , (1)
Д*-->0

то говорят, что функция f(x)  имеет бесконечную производную  
в точке х =  Хо. Согласно геометрическому смыслу производной 
(§ !) производная y'0 — f ' ( x Л равна угловому коэффициенту ка
сательной k — t g a  в точке хо- Поэтому tg  а  — оо и, следова-
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Л
тельно, а, — — . Таким образом, условие (1) геометрически озна
чает, что в точке х0 график функции у  — ¡(х)  имеет вертикальную 
касательную. .

Упражнения

1. Что понимается: а) под средним подъемом пути; б) под подъемом пути 
в данной точке?

2- Что такое: а) средняя линейная плотность материального стержня; - б) ли
нейная плотность стержня в данной точке?

3. Что следует понимать: а) под средней скоростью изменения площади 
моря; б) под скоростью изменения площади моря в данный момевт?

4> Дайте определение: а) средней теплоемкости тела; 6} теплоемкости тела.



Г л а в а  X

ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ПРОИЗВОДНЫХ

§ I. Вводные замечания

Как мы видели, решение многих задач сводится к вычислению 
производных известных функций. Поэтому важно уметь быстро 
находить производные более или менее сложных функций.

Операция нахождения производной не совсем точно называется 
дифференцированием, а функция, имеющая конечную производную 
на данном множестве, носит название дифференцируемой на этом 
множестве. Учение о производной и ее приложениях составляет 
предмет дифференциального исчисления.

В этой главе мы рассмотрим основные правила дифференци
рования функций.

Здесь мы будем предполагать, если явно не оговорено против
ное, что рассматриваемые функции определены на некотором ко
нечном или бесконечном интервале.

Прежде чем указать на основные правила для нахождения 
производных, вычислим производные некоторых простых функций.

§ 2. Производные от некоторых простейших функций

Производная функции у =  / (х) может быть найдена по сле
дующей схеме:

1) аргументу х даем приращение Ах ф  0 и находим для функ
ции у  соответствующее приращенное значение у  +  Ау =  [ (х + А х ) ;

2) вычитая из нового значения функции у  +  Ау ее прежнее зна
чение у  — Цх) ,  получаем приращение А у  функции;

3) составляем отношение
4) находим предел этого отношения при условии, что Ах -*-0.

Результат предельного перехода Нт ^ -  — у' и является п р о -
д*-»о а х

и з в о д н о й  у' от функции у  по аргументу х, если, конечно, он 
существует.

Пользуясь этой схемой, найдем производные некоторых про
стейших функций.

I. П р о и з в о д н а я  от  с т е п е н и  хт, г д е  т — ц е л о е  по« 
л о ж  и т е л ь н о е  ч и с л о .  Пусть

у  =  хт.
Имеем у  +  Ау — (х +  А х)т, или согласно биному Ньютона

у  +  А у =  х т +  т хт~1Ах +  х т~2 (Ах)2 +  . . .  +  (Ах)т;
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Д * - > 0

отсюда
А у  =  тхт-'А х  +  ^ ~ Л  х т~2(А x f  +  . . .  +  (Ах)"

и
М . — m x™-i +  (*  ~  0 х т~*Ах +  . . .  +  (Ах)т~К 

Переходя к пределу при Аде-»-0, находим

у ' —  П т  Л // ---------”!-1

Следовательно,
(хт) ' =  тхт- \  (1)

Итак, имеем теорему: производная от целой положительной 
степени независимой переменной равна показателю степени, умно
женному на основание в степени на единицу меньше.

В частности, при m — 1 получаем

( х ) ' —  1.
т. е. производная независимой переменной равна единице.

Имеем также
(.х2)' =  2х , (х3) '  =  Зх2

и т. д.
З а м е ч а н и е .  Как будет показано дальше (§ 10), формула (1) 

справедлива для любого действительного постоянного показателя 
m (в частности, для дробного). Поэтому, например, имеем

(У * У  =  ( х ~ )  =  - i  х  ~т  =  - ~ г -  (х >  0);

т. е. производная квадратного корня из независимой переменной 
pfi-вна обратной величине удвоенного корня.

При х  =  0 функция у  — л / х  имеет производную у '  ~  оо. Здесь производ
ная о д н о с т о р о н н я я ,  так_как А х -*■ + 0 . Геометрически это означает, что ка
сательная к параболе у  — л /  х  в точке х  —  0 перпендикулярна оси Ох.

II. П р о и з в о д н а я от sin х. Пусть
у  =  sin х,

где аргумент х  выражен в радианной мере.
Имеем у  -j~ Ay =  sin (х +  Ах). Отсюда j

\
Ау  — sin (х +  Ах) — sin х, или Ау — 2 sin • eos ^х +  .

Разделив обе части последнего равенства на Ах, получим , .
Ах . А х

h y  ¿ sm 2 (  . Ах  \  Ay  Sln ~ Т  /  , Ах  \—- =  — -------- с о я (х  +  ^ - ) ,  или . CO S ( * + - ^ KАх ~~ Ах  V л  2 /  ’ Ах  Д £  1 2 ) ‘
2
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Переходя к пределу при Ах-»-0 и пользуясь теоремой о пре
деле произведения, имеем >

. Ах

и '=  lim 4 м- =  Hm —— • lim c o s ( x - f 4 r ) -
J  Лх->0 Л *  Ал- ->'( '■ 2 >

2

Из теоремы о пределе отношения синуса бесконечно малой дуги 
к самой дуге (гл. VII, § 11) следует, что

Ал
.. sm -7Г lim ¿ — i

д*->0 Ах_
2

Кроме того, в силу непрерывности функции cos х имеем

lim cos ( х - f  =  cos Г lim (х  -f- 1 =  cos х.
Ах->0 ^ ¿  ' 1дх->0 v ¿  'Л

Следовательно,
у' — 1 • COS X =  cos X,

т. е.
(sin х)' =  cos х. (2),

Итак, получаем теорему: производная от s inx  равна cosx.
III. П р о и з в о д н а я  от cos х. Пусть

у  =  COS X.

Тогда у'-\-А у =  cos (х +  А*) и> следовательно,
Ах  . ( . , Ах \JS.X > (А у  =  cos (х +  Ах) — cos х, или Ау — —• 2 sin - j -  • sin ^  + 2 )

Отсюда
. Ал:

. sm —jr~
А у  2
Ах  Ах

'2
sin(x + lf).

Переходя к пределу при Лх~>0, получим
Ах

и' =  lim ~  — — Нш ------ —  • lim sin (х  +  4 r ' )
Д х-»0 Ах->  о Дх-»0 '  '

2
Так как

Ах
sin " Т  /  ДгЧ

lim — т—-— =  I и lim sin ( х -j— g— ) =  sm x,
A x -> 0  & x  ->o ^  z  '■

2

то окончательно находим
у ' =  —sin x,
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т. е . .............. .
í(cos х ) ' — —sinx. (3)

Таким образом, имеем- теорему: производная от cos х равна  
sin х, взятому, с обратным знаком.

§ 3. Основные правила дифференцирования функций

Переходим теперь к выводу основных правил дифференцирова
ния функций. _ ■ 

Предположим, что все рассматриваемые функции определены 
и дифференцируемы на некотором общем интервале, причем все 
используемые значения аргумента х и приращенные значения 
х +  -Ах.принадлежат этому интервалу.

I. П р о и з в о д н а я  п о с т о я н н о й .  Производная постоянной 
величины равна нулю.

Постоянную величину с можно рассматривать как функцию

/(*) =  с,
принимающую одно и то же значение.

Дадим аргументу х  приращение Ах ф  0, тогда, так как функ
ция }(х)  не меняется при изменении аргумента, будем иметь

f (x +  Ах) — с.

Вычитая почленно из второго равенства первое, получим

f (x +  Ax) — f(x) =  0\
отсюда

} (х + Ax) — f (х) п  
Ах ~ ü ‘

Переходя теперь к пределу при Ax-vO, находим

/ '(* )  =  lim _ о ,
д.*->о Алг

т. е.
с' =  0. (1)

Переводя этот результат на язык механики, получаем следую
щую наглядную иллюстрацию нашей теоремы: скорость точки, на
ходящейся в покое, равна нулю.

II. П р о и з в о д н а я  с у м м ы .  П р о и з в о д н а я  а л г е б 
р а и ч е с к о й  с у м м ы  конечного числа дифференцируемых функ
ций равна такой же алгебраической сумме производных этих 
функций.

Пусть, например,
у  =  и -j- V — W,

где и,  V и w  — некоторые дифференцируемые функции от х.



Дадим аргументу х приращение Ал:; тогда каждая из функ
ций и, и и да получит соответственно приращение Дм, Av и Дда и 
вследствие этого функция у получит некоторое приращение Ду. 
'Имеем' ■'

у - \-А у  =  {и-\- Аи) +  (и +  Дv ) - ( w - \ -  Дда).

Вычитая почленно из второго равенства первое, находим

Ау — Аи +  Av — Дда.

Разделив обе части последнего равенства на Ах, будем иметь
í s . y _ _ t s . u .  Av  _  Aw 
Ах  Аж Ах Ах

Переходя теперь к пределу при Д х-> 9  и учитывая, что каж
дое слагаемое правой части имеет предел, находим

l!im == lirxi ~
Дх->0 ^ х  Д*->С ^ х Ах->0 & х А х ->0

или, пользуясь определением производной, окончательно получим

у' — и' +  и' — да'.

Таким образом, если каждая из функций и, и и w дифферен
цируема, то алгебраическая сумма этих функций (например, 
и 4- V — w) также дифференцируема-, при этом

(и +  V — w )' — u '- \ - v ' — да'. (2)
П р и м е р  1. Найти производную от функции tj =  2 — х  +  х2.
Применяя формулу (1) из § 2, имеем у '  — ( 2 ) '— (* ) ' +  (х2) '  =  — 1 Ц-2х.

С л е д с т в и е .  Если две дифференцируемые функции отли
чаются на постоянное слагаемое, то производные их равны между 
собой.

В самом деле, если f ( x ) — дифференцируемая функция и с — 
постоянное слагаемое, то имеем

[/(х) +  с ] ' =  Г(х)  +  (с)'  =  Г (х) +  0 =  / '(*)•
III. П р о и з в о д н а я  п р о и з в е д е н и я .  П р о и з в о д н а я  

п р о и з в е д е н и я  двух дифференцируемых функций равна про
изведению первого сомножителя на производную второго плюс 
произведение второго сомножителя на производную первого. 

Пусть
У —  UV,

где и  и V — некоторые дифференцируемые функции от х.  Дадим х 
приращение Дх; тогда и получит приращение Дм, v получит при
ращение До и у  получит приращение Ау. Имеем

у  +  Ау =  (и -+ Дм) (и +  Аи) ,

§ 3 . ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ФУНКЦИЙ 151
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или
у  Ч - Ау  =  u v '+  и- Aü + V  А и +  Дм • Áv. 

Следовательно,
Ау ■= и ■ До -J- V ■ Аи +  Аы ■ Ау.

Отсюда '
А/У __ Ду , Ди . Д и До ,

Д -v Д л: Ах  "ДлГ ’ " д Г  ’ Х ‘

Переходя в последнем равенстве к пределу при Дх-^О и учи
тывая, что и и о не зависят от Дх, будем иметь

!im  1 ± х ~ и ' Т 7  +  v ' *im  7 Г  +  lim  1 Г  • *im  т ~ ~ ' П т  А х ,
&х^>0 х &Х-У0 чДж-»0 А х  Ах-»0 Л х  Дл:->0 А х Д *-»0

ИЛИ

у' =  Ml/ +  vu'.

Таким образом, если каждый из сомножителей и и v имеет 
производную, то произведение их uv таю/се имеет производную-, 
при этом

(uv') =  uv' +  vu’. ' (3)
П р и м е р  2. Пусть у  =  х3 sin х.
Применяя формулу (3) и пользуясь формулами ( 1) и (2) из § 2, будем 

иметь
у ’ =  x3(sin х ) '  +  (хг) 'sin  х  =  х3 cos х  +  Зх2 sin х.

С л е д с т в и е  1. Постоянный множитель можно выносить за  
знак производной.

В, самом деле, если с — постоянный множитель, то имеем
(си)' — си' +  с'и,

отсюда, так как с' =  0, получаем
(си)' — си'.

С л е д с т в и е  2. Если
у  =  uvw,

где и, V и w — дифференцируемые функции от х, то
у' =  (u vw )' =  [ ( u v ) w] ' =  (u v)w ' +  (uv)'w  =

— (u v) w' 4- (uv' +  u'v) w — u'vw Ц- uv'w  +  uvw'.
Вообще, производная произведения нескольких дифференци

руемых функций равна сумме произведений производной каждого 
из этих сомножителей на все остальные.

IV. П р о и з в о д н а я  ч а с т н о г о .  Если числитель и знамена
тель дроби — дифференцируемые функции и знаменатель не об
ращается в нуль, то п р о и з в о д н а я  д р о б и  равна также дроби, 
числитель которой есть разность произведений знаменателя дроби  
на производную числителя и числителя дроби на производную  
знаменателя, а знаменатель есть квадрат прежнего знаменателя.
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Пусть

где и и v — дифференцируемые функции от х, и v ф  0. Дадим 
аргументу х приращение Ах; тогда и,, v, у  получат соответственно 
приращения Аи, Аи, А у, и мы будем иметь

, , и +  Ди
у  +  Ау =  ■¿■цГд7 •

Вычитая почленно первое равенство из второго, получим

. и 4- Ли и . » Ли — и Да
У ~  Т+'ДгГ v ’ ИЛИ АУ = - (t) +  Avj v~ •

Отсюда находим
Аи Ао 1 

Дг/ _ ü дГ ~  “ Лж /,ч
1 7 “  (о +  Ач) и ~ '  w

Пусть Дх-н>-0. Так как функция v дифференцируема в точке х, 
то она непрерывна в этой точке (гл. IX, § 5), и следовательно,

lim Ау =  0.
А х-> 0

Поэтому, переходя к пределу в равенстве (4) и учитывая, что 
функции и и v имеют производные, получаем

У = — .
или окончательно

vu '  — uv'
( Я (5)

X̂  — 1
П р и м е р  3. Пусть у  =

Применяя формулу (5), будем иметь

(х2 +  1) (х2 -  \У  -  (х2 -  1) (х2 +  1)' _ ( х2 +  \ ) 2 х -  ( х2 -  1) 2х 
(х2 +  I )2 =  (*2 + 1)2

2х3 +  2х  -  2х3 +  2х 4х
(х2 + \ ) 2 <х2 + 1)2 ‘

С л е д с т в и е  ]. Если знаменатель дроби — постоянная вели
чина, то
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З а м е ч а н и е .  Последний результат является очевидным, так 
как

и__J_
с с

и, следовательно,
i  В' =с с(})'■

, С л е д с т в и е  2. Если числитель дроби  — постоянная величина,
то

( C \ ' _ v c '  — cv '  cv'
U v ---v*-----sr- (6)

В частности, при с — 1 находим

( I ) ' “  ..Р)
П р и м е р  4. Если у  == то в силу формулы (7) им&зм

, ( х2 — 1) ' 2х
У — ■ —(л:2 — I )2 (х2 — I )2 '

V. П р о и з в о д н а я  с т е п е н и  с ц е л ы м  о т р и ц а т е л ь 
н ы м  п о к а з а т е л е м .  Пусть m — целое положительное число и

у  =  х~т,
или

— J _
У ~  х т ’

Применяя формулу (7), получим:
,  (хт)'  т х т- 1 _ т _ .

У —  ( Хт)2 —  х гт ~~ П1Х
Следовательно,

(х~т) ' —  — т х~т~ \  (8)

Мы получили то же правило, что и при дифференцировании 
целой положительной степени.

VI. П р о и з в о д н а я  от  t g х. Пусть
, sin х

v  te COS X

Применяя формулу (5), находим
• , __ cos х  • (sin x Y  — sin x  • (eos x ) '  _  eos x  • eos x  sin x  • ( — sin y) __

У eo s2 x  eos2 x
eos2 X  +  sin2 X  1

■ s e e 4 X.eos8 x  eos2 x
Итак,

[ ( t g x ) '=  sec2x  ' (9)
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■■VII. П р о и  з в о д н а я о т ; ctg х. Пусть
, COS Xу  =  с \ а х  =  —— . J  ь  sm х

Тогда имеем

У
/ __ sin х  • (cos х ) '  — COS X • (sin х ) '  __ sin X • ( — sin X) — COS x  • COS X

s i n 2 X  s i n 2 X

sin2.* +  cos2 * _  _  _  c o sec2 x
и п 'л  вш'дс

Итак,
,(ctg х) '  =  —соэес2 х. (10)

§ 4. Производная сложной функции

Рассмотрим некоторую с л о ж н у ю  ф у н к ц и ю
У =  Ич>(х)].

Если в цепи функциональных зависимостей: у — ¡(г)  и г — 
=  ф(х) аргумент х является последним, то мы будем называть 
его независимой переменной (чтобы подчеркнуть то обстоятель
ство, что изменение этого аргумента не зависит от поведения дру
гих переменных величин).

Таким образом, понятие аргумента и независимой переменной следует раз
личать. Например, пусть

у =  ъ т г  и г —  х 3.

Здесь г  есть аргумент функции у,  но г, очевидно, не будет независимой пере
менной.

Для простоты будем предполагать, что функция у — ¡( г )  опре
делена и дифференцируема в интервале (А, В ), функция г  — <р(х) 
определена и дифференцируема в интервале (а, Ь) и принимает 
значение из интервала (А, В) .  Тогда функция (1) заведомо будет 
определена и непрерывна в интервале (а, Ь). Возникает вопрос 
о дифференцируемое™,этой функции.

Т е о  р е м а. Если у  — ¡(г)  и г  — ф(я) — дифференцируемые 
функции от своих аргументов, то п р о  и з  в о дн а  я с л о ж н о й  
ф у н к ц и и

у  =  И ф М ]
существует и равна производной данной функции у  по промежу
точному аргументу г, умноженной на производную самого про
межуточного аргумента г  по независимой переменной х, т. е.

Ух ^ У' г - К-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х — допустимое значение незави

симой переменной. Дадим х отличное от нуля достаточно малое 
приращение Ад:; тогда г  =  ц>(х) и у =  } ( г )  получат соответствую
щие приращения Дг и А у.  Так как производная г/г =  / (г) по уело-
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вию теоремы существует, то, предполагая, что Дг ф  0, можно на
писать . ,

[(см: гл. VII, § 6), где а-*-0  при Дг-^-0 и, следовательно,
Дг/ =  ( г / '+  а)Дг.

Доопределим бесконечно малую а  при Дг =  0, полагая: а  =  О при 
Дг =  0. Тогда последнее равенство будет справедливо также 
и при Дг — 0, так как в этом случае, очевидно, обе части его 
равны нулю. Разделив обе части этого равенства на Ах, будем 
иметь

Переходя теперь к пределу при А х-^О  и учитывая, что при 
этом А г->0 и, следовательно, ос->0, получим

Доказанную теорему коротко формулируют так: 
Дифференцируемая функция от дифференцируемой функции 

есть функция, также дифференцируемая.
З а м е ч а н и е .  В обозначениях Лейбница формула, (2) прини

мает вид тождества

П р и м е р  2. Найти производную от функции у  =  sin3 х  —  (sin х ) ъ. 
Полагаем г  =  sin х; тогда у  =  хъ. Отсюда

При достаточном навыке промежуточную переменную г не пишут, вводя ее 
лишь  мысленно.

Отсюда

или
(2)

что и доказывает теорему.

cly _  dy  d z  
dx  d z  dx  ‘

П р и м е р ! .  Найги производную от функции у  — sin (ж2). 
Полагаем z  =  х 2, тогда у  =  sin z. Отсюда

/ / , 2чг х — 2х и у г — cos z  =  cos (х ). 

Следовательно, согласно формуле ( 1) имеем

ух == cos ( х г) • 2х =  2х  cos (ж2).

Следовательно,
z x — cos х  и у'г — З г2 =  3 sin2 х. 

у'х — 3 sin2 х  cos х.



П р и м е р  3. Найти производную от функции у  — V А'2 +  4х  +  3.
Используя формулу для производной квадратного корня (§ 2) и применяя

правило дифференцирования сложной функции, имеем ^

8 8. ПРОИЗВОДНАЯ ОБРАТНОЙ ФУНКЦИИ \Ъ 1

----- — ■■ ■ • (х2 +  4х  +  3 ) ' =  — "т= = = = = •  • (2х  +  4) •
2 V * 2 +  4х +  3 ’ 2 л / х 2 +  4х +  3

х +  2 
л /х 2 +  4х +  д '

2
Имеем

П р и м е р  4. Найти производную от функции у  =  tg3 -5-.

»- -  3 • ( ig  f ) '  -  з . е. 4  « с - 4  • ( £ ) '  - 1  f .

§ 5. Производная обратной функции 

Пусть
y  — f(x)  (1)

есть дифференцируемая функция от аргумента х в некотором ин
тервале (а , Ь ). Если в уравнении (1) у  рассматривать как аргу
мент, а х как функцию, то эта новая функция

х =  ф ( у ) ,

где f[q>(«/)] =  у, называется, как мы знаем, о б р а т н о й  по отно
шению к данной. Нашей задачей является: зная производную
у '  =  lim функции у  — f ( x ) , найти производную х' —

д*-»о Лх
=  lim ~  обратной ей функции х =  ф(г/), предполагая, что обрат- 

дг/~»о &У
ная функция существует и непрерывна в соответствующем проме
жутке (не разрешая уравнения (1)).

Т е о р е м а .  Для  дифференцируемой функции с производной, 
не равной нулю, п р о и з  в о д  н а я о б р а т н о й  ф у н к ц и и  равна 
обратной величине производной данной функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция у  =  f (х) дифференци
руема и у ’х — Г(х) ф  0.

Пусть .Ау ф  0 — приращение независимой переменной у  и Ах — 
соответствующее приращение обратной функции х — ф (у) .  Напи
шем тождество , _

_____1 • & £ . i \  ■ / о \

Ау ~ 1 ■ Ьх ’ ■ К )

Переходя к пределу в равенстве (2) при А у -^ 0  и учитывая, что 
при этом также Ах-»-0 (в силу непрерывности обратной функции),

')  Можно доказать, что если при наших условиях Ду ф  0, то Ах Ф  0. По
этому равенство (2 ) не может потерять смысл.
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п&лучим

Отсюда
A y - *  О Д у 1 : lim

Ax->Q

х . .  = 1
г

Ух
( 3 )

где х ' — производная обратной функции.
З а м е ч а н и е .  Если пользоваться обозначениями Лейбница, 

то формула (3) примет вид
dx  _  1 
d y  d y  ' 

dx

Вспоминая геометрический смысл производной, можно дать простую иллю
страцию формулы (3). В точке М(х,  у) графика функции у =  f(x)  проведем

касательную М\Т к этому графику и прямые 
Мх  и Му,  параллельные соответственно ко
ординатным осям Ох и Оу (рис. 104). 
Обозначая через и  и р углы, образованные 
касательной ШТ с положительными направ
лениями осей Ох и Оу соответственно, бу
дем иметь

tg cs == tg (Z  ТМх)  — у'х

tg P  — tg (Z  ТМу)  

Так как а  +  {$ =  

tg а  ■ tg р

п/2,  то отсюда следует
г/

■■Ух- 1,
что эквивалентно формуле (2).

П р и  м е р. Пусть у  — х  +  х 3. Имеем у х =» I +  Зж2, и следовательно,

1
У 1 +  Зхг - 

§ 6. Производная н е я в н о й  ф у н к ц и и

Рассмотрим несколько примеров дифференцирования н е я в  
н ы х ф у н к ц и й .

: П р и м е р  1. Найти производную функции у (у  >  0), опреде 
ляемой уравнением „ . .

„2  „2£ .  г £
а2 ^  Ь2

Разрешая это уравнение относительно у  и беря знак плюс,
в силу условия будем иметь нашу функцию в явном виде; - ■

ьy  =  - ^ / a 2 х \



г
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Дифференцирование ее теперь не представляет никаких ¡затруд
нений.

Однако в некоторых случаях данное нам уравнение элементар
ными средствами нельзя разрешить относительно у  и приходится 
рассматривать у  как неявную функцию от х. Поэтому укажем дру
гой способ нахождения производной неявной функции у. А именно, 
предполагая, что в данное урав
нение вместо у  подставлено его 
явное выражение; получим тожде
ство

11 
ь 2

1.

причем здесь у  есть функция от х.
Очевидно, если две функции тожде
ственно равны друг другу, то рав
ны и их производные. Поэтому взяв 
производные от левой и правой ча
стей предыдущего тождества и при
меняя правило дифференцирования сложной функции (§ 4), будем 
иметь

j?í_ i М . , /_о*аа +  b 2 У
отсюда

У
Ь3х

П р и м е р  2. Пусть у  есть положительная или отрицательная 
неявная функция от х, определяемая уравнением

у 2 =  2 рх.

Предполагая, что вместо у  подставлено соответствующее яв- 
гое выражение, и дифференцируя по х левую и правую частя 
полученного тождества, будем иметь 2уу ' =  2р.

Отсюда

У

З а м е ч а н и е .  Если две функции ф(х) и ^ (х )  равны друг другу не тожде
ственно, а лишь для некоторого значения х0 аргумента

то отсюда, вообще говоря, не следует, что q>'(x0) =  ^'(>:0). Это ясно видно яз 
|;пс. 105, где

«¡P'(-»fo) =  tg a a и ф'(л0) — tg
Таким образом, равенство в общем случае нельзя дифференцировать по

членно.



§ 7. Производная логарифмической функции 

Пусть
У =  b g a  X,

где х >  0 (а >  0, а ф  1). Найдем производную этой функции, 
пользуясь схемой, изложенной в начале § 2.

Дадим аргументу х (х фиксировано) приращение Ах ф  0 та
кое, что х +  А х > 0 .  Тогда функция у  получит приращение А у, 
и мы будем иметь у Áy =  loga (x +  Ax); следовательно,

А у  =  loga (х +  Ах) — ¡oga X
или, так как разность логарифмов равна логарифму частного, то

Ai/ =  loga ( l  + ' Т ' ) -  

Разделив обе части последнего равенства на Ах, получим

=  ¿ Iog a ( l  + 4 г ) -
Д  у

Полагая здесь —  — а (а  >  —1), находим

или на основании известного свойства логарифма:

-Й- =  7 - !о^ 1+С8}Т - 
Пусть Ах—>-0, тогда, очевидно, и а - > 0  (как произведение 

бесконечно малой Ах на постоянную величину ~ ) .  Поэтому

у' —  lim  —  • lim  f lo g a  (1 +  ® )a j  •
Дх-» 0  Ад: х  а о L J

1
Функция F(a)  =  (l + « )" “ » очевидно, непрерывна при a  ф  0. Так 
как логарифмическая функция также непрерывна и

Jl
lim (1 +  a) а — е
ct->0

(гл. VII, § 12), то знаки lim и loga можно переставить местами
a  ~»0

(гл. VIII, § 2 ) 1):

lim 1 loga (1 + a ) T  ! =  !ogß I l im (1 +  a ) 011 == !oga e. 
a-> 0  L J  La~>0 J

') Здесь мы по непрерывности доопределяем при a  =  0 функцию F (a )  —
1

*= (1 +  а) полагая F( 0) =  е,
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Следовательно,

У loga e.

Таким образом, имеем формулу

(loge*)/== -  log*в. ( I )

Пользуясь известным соотношением (гл. VII, § 13) loga e =  
=  формулу (1) можно переписать в виде

0°ga х') — JTrTa ' <1'>

Полагая здесь, в частности, а =  е ш помня, что 1 п е ~ 1 ,  по
лучим

(1п х)' =  ~  . (2)

т. е. п р о и з в о д н а я  н а т у р а л ь н о г о  л о г а р и ф м а  от неза
висимой переменной равна обрат
ной величине этой независимой пе
ременной.

Другой важный частный случай- 
получаем при а = '1 0 :

П \/ М(lg*) = — -

где М =  l g e '=  0,43429— модуль Рис. 106.
перехода.

Логарифмическая функция у — \п х  определена лишь при х >  0. 
Для приложений удобно рассматривать функцию

у  =  1 я I Л-1,
В

которая имеет смысл как при х положительном, так и при х отри
цательном, т. е. определена при х # 0  (рис. 106). Для нахожде
ния производной этой функции запишем ее с помощью двух ра
венств:

у  — In* при X >  0 и у — \п (—х) при X <  0.
Отсюда получаем

У — ■ 

Следовательно,

У'

( -  X)'

1 при х >  0

( - D при х <  0.

— При х ф  О, т. е. (In ¡ х |)' =  ~X ИС

б В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович



§ 8. Понятие о логарифмической производной 

Пусть
у — 1П2 , где 2 =  ф(л').

Тогда, применяя формулу дифференцирования сложной функции, 
получим

у'х =  (1п 2 )' =  (1п г)У х, или у'х =  ± г ' х.

Таким образом, имеем

Оп

Производная от логарифма функции называется логарифмиче
ской производной  функции.

П р и м е р .  Найти производную функции у  —  1п (х2 +  4х 5).
Применяя последнюю формулу, имеем

, _  ( х2 +  4х  +  5 )' 2х  +  4 
У ~  х 2 +  4х +  5 ~  х 2 +  4х +  5 ‘

§ 9. Производная показательной функции 

Пусть
у  — а-х, где а >  0.

Тогда
\п у  — х1п а.

Взяв производную от левой и правой части по х, будем иметь1)

1 / 1— у — !п а;
отсюда

у ' =  у \ п а ,
или окончательно

(ах)'  — а х ¡п а.  (I)

Таким образом, п р о и з в о д н а я  п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к 
ц и и  равна самой функции, умноженной на натуральный лога
рифм основания.

П р и м е р .  Найти производную функции у  —  2х.
По формуле (1) имеем

(2х)'  =  2х 1п 2.

Полагая в формуле (1), в частности, а =  е, получим
(ех)' =  ех,
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') Существование у ’ вытекает из дифференцируемое™ логарифмической функ
ции (см. §§ 7 и 5). /
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т. е. производная экспоненциальной функции ех равна самой 
функции. В этом смысле функция ех является простейшей функ> 
цией математического анализа.

В приложениях часто встречаются гиперболические функции,  которые фор
мально определяются равенствами

(рис. ¡07) и

сЬ х

эЬ х

ех +  е

сЬ х ех +  е ~ х ’ бЬ х

{рис. 1 (¡)8) . Из формул (2) получаем о с н о в н о е  с о о т н о ш е н и е

сН2 х  — эЬ2 х  =  1.

На основании формул (2) и (3) непосредственно находим производные ги- 
перболических функций

вЬ л:

сШ х  ■■ сЬ л: ех +  е~

(2)

(3)

(сЬ х ) '  =  вЬ х, (эЬ х) '  —  сЬ х, (Ш х ) '  - сИ2 х  ’ (с1Ь х) ' к '

§ 30. Производная степенной функции

Рассмотрим степенную функцию

у =  ха ( х > 0 ) ,

где а  — любое действительное число. 
Логарифмируя равенство (1), получим

1п у  =  а  1п х.

( 0

( 2 )

6*



Отсюда
у  =  £а 1п

Поэтому в силу теоремы о производной сложной функции (§ 4) 
степенная функция у  дифференцируема.

Дифференцируя по переменной х равенство (2), будем иметь

164 г л .  х. о с н о в н ы е  т е о р е м ы  о  п р о и з в о д н У х

Отсюда
у' =  а — =  сех“ -1 . ̂ X

Таким образом, мы получаем о б щ е е  п р а в и л о  дифференци
рования степенной функции:

(х“) '  — а х “-1, (2)
т. е. производная степени независимой переменной равна показа
телю степени, умноженному на основание в степени на единицу 
меньше.

Если степенная функция (1) имеет смысл при х ^  0, то фор
мула (2) будет справедлива также и при х ^  0.

§ II. Производные обратных тригонометрических функций

Функции, обратные тригонометрическим функциям, носят на
звание обратных тригонометрических или обратных круговых  
функций (Arcsin х, Arccos л', Arctgx, Arcctgx и т. д.).

Главные значения обратных тригонометрических функций по
лучаются в результате обращения дифференцируемых (с отличной 
от нуля производной в соответствующей области) тригонометриче
ских, функций и, следовательно, в силу теоремы о производной 
обратной функции (§ 5) являются также д и ф ф е р е н ц и р у е 
м ы м и .  Найдем их производные.

I. П р о и з в о д н а я  о т  a rcs in х. Пусть
у  =  arcsin х, (1)

где — 1 <; дс г ;̂ 1 и — я / 2 г ^ г / < я / 2  (см. гл, VI, § 9). Обратная 
функция имеет вид

х =  sin у, (2)
причем х'у =  cos уф О , если у  е ( —я/2 , я /2 ) .

Используя правило дифференцирования обратной функции 
(§ 5), получим

У'х = - ^ = —  • (3)х у cos у

Так как c o s f / > 0  при — п/2 <  у  <  я/2, то, учитывая (2), получаем 

cos у == V 1 — s i n V = y i  — А'2 >  О, — 1 <  X <  1.



Следовательно, на основании (3) имеем
, !

^ х д /1 — х 2
т. е.

(arcsin х)' =  —г.Д = = г . (4)
V i -- х2

Из формулы (4) следует, что кривая (1) при х =  ± 1  имеет 
вертикальные касательные.

II. П р о и з в о д н а я  о т  arccosх. Пусть
у  =  arccos х,

тогда
x '— cos у,

причем — 1 ^  и 0 sg; г/ sg и.
На основании правила дифференцирования обратной функции 

{§ 5) имеем
, ^  ^ ____ 1_

Ху sin у

Так как sin у  >  0 при 0 <  у  <  я, то
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sin г/ === +  л / 1 — cos2 У — л / 1 ~~ *2 >  0 (— 1 <  л: <  1). 
Поэтому

л/ 1 — х 2
Таким образом, .

(arccos х)' -- ------- т = = г  • (5)V 1 — X2
З а м е ч а н и е .  Формулу (5) мы могли бы также получить из 

соотношения
arcsin х +  arccos х =  п/2.

III. П р о и з в о д н а я  о т  a rc tg х. Пусть
!/ =  arctgA' (—ОО <  х <  + о ° ,  —я /2  <  у  <  п/2) 

и, следовательно, х — tg у.
Имеем (см. VI, § 3)

, ____ l_ _  1 _  1____== 1
; х'у sec2 у  1 +  tg 2 у  \ +  х 2 '

Таким образом,
(arctg х)' =  y q r j r  •

IV. П р о и з в о д н а я  о т arccig а. Пусть
у  =  arcctg х (—оо <  х <  + оо , 0 •< у  <  п ) ,

тогда X  =  ctg у .



Имеем (см. VII, § 3)

____ i____ i ______L_
* х'у cosec2 у  1 +  c tg2 у  S +  х 2 ’

Т. е.
¿ Э и и . ’ЧД.. •;

(arcctg х)' — — fqr^F •

П р и м е р ,  (a rc c tg  =  -  -— L _  . {х ф  0).

§ 12. Производная функции, заданной параметрически

Зависимость между переменными х и у  иногда удобно задавать 
двумя уравнениями

* = = ф ( 0.  » = 4 ( 0 »  0 )
где i — вспомогательная переменная (параметр). Особенно часто 
этим пользуются в механике, где параметр t обычно обозначает 
время, а уравнения (1) представляют собой параметрические 
уравнения траектории движущейся точки М (х, у ) .

Уравнения (1), вообще говоря, определяют у  как сложную 
функцию от х. В самом деле, разрешив первое уравнение си
стемы (1) относительно параметра t (если это возможно), будем 
иметь

t =  Q(x),

где 0 — функция, обратная к функции <р. Отсюда, исключая из 
уравнений (1) параметр t, получим

у  =  Щ ( х ) ) .  (2)

Пользуясь формулой (2), легко найти производную у'х как произ
водную сложной функции.

Однако на практике исключение параметра t часто бывает за
труднительным, а иногда даже невозможным. Поэтому мы дадим 
правило для нахождения производной у'х, не требующее исклю
чения параметра.

Т е о р е м а .  Если функция у  от аргумента: х задана парамет
рически х =  ф (/), y = - t y ( t ) ,  где функции <p(i) и ф (t) дифферен
цируемы и ф '(/) Ф  0, то производная этой функции есть

1 ^ = 4 .  (з)
xt

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В цепи равенств
У =  $ ( t ) ,  t =  0(х),

где t =  Q(x) есть обратная функция по отношению к функции 
х =  Kp(i), будем рассматривать параметр t как промежуточный
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аргумент. В таком случае, согласно правилу дифференцирования 
сложной функции (§ 4), имеем

Ух =  У 'г 'Ь  (4)

Применяя теперь правило дифференцирования обратной функции 
(§ 5), получим

■ £  =  Л .  (5)
x t

Следовательно, из формул (4) и (5) находим y x =  y't :x't, что
и требовалось доказать.

З а м е ч а н и е .  Пользуясь обозначениями Лейбница, формуле 
(3) можно придать вид очевидного равенства

d y  _  d y  , die 
d x  d t  * d t

Этим еще раз подчеркивается удобство обозначений Лейбница. 
П р и м е р .  Пусть

x =  t \  у  =  t \  (6)]

Имеем х \  == 2t,  y't —  Ш2. Следовательно,

ух = уг- - к =  y l

Справедливость последней формулы можно непосредственно проверить, исклю-; 
чая из равенств (6) параметр t.

§ 13. Сводка формул дифференцирования

Выведенные нами правила и формулы дифференцирования для 
функций одного и того же независимого переменного к объединим 
в таблицу:

5. с' =  0. XL (tg х)' =  sec2 х.
II. (и +  v — w)' — и' +  v' — w'. XII. (ctg х)‘ — — cosec2 х.

III. (си)' =  си'. XIII. (Ioga JC)' = —fi— ,(1пл;) '=4 .
IV. ( u o Y - u v '  +  o i f .  xlna 1

§  13. СВОДКА ФОРМУЛ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 167

VU — Uü XIV. (axY =  ax ln a, (ex)' =  e*.

XV. (arcsin x)'v • Ct ) ' ! _  ____
VI- —

VII. XV1- <arccos ' -  -  v r b f  ■
1

VIII. (*»)'.= rt*»"1, x ' = \ .  XVäL (arctgx)' — •
IX. (sin x)' — cos x.  i, . XVIII. (arcctgx) — — ~ .
X. (cos x) =  — sin x,  ■ ’ 1 +  *2



§ 14. Понятие о производных высших порядков

Производная / ' ( х ) от функции ¡(х)  называется производной  
первого порядка и представляет собой некоторую новую функцию. 
Может случиться, что эта функция сама имеет производную. Тогда 
производная от производной первого порядка называется произ
водной второго порядка или второй производной  и обозначается 
так: / " ( х ). Итак,

п*) = [/'(*)]'.
Производная от производной второго порядка, если она суще
ствует, называется производной третьего порядка или третьей про
изводной и обозначается так: т. е.

Г ( Х) =  1Г(Х)Г,
и т. д.

Для обозначения дальнейших производных употребляются 
римские цифры.

П р и м е р .  Пусть у  =  эшх. Тогда имеем последовательно
у' — соёх,  у" =  —э т х ,  у " ' =  —срвх, г/1У =  зтл;, . . .

§ 15. Физическое значение производной второго порядка
Мы видели, что с помощью производной первого порядка 

можно найти скорость движения. Покажем, что для того, чтобы 
вычислить ускорение движения, надо воспользоваться производ
ной второго порядка.

Пусть закон движения точки М по оси Ох выражается урав
нением х =  / ( / ) .  Пусть в момент времени / точка М имеет ско
рость у, а в момент  ̂ М  — скорость у +  Да.

Таким образом, за промежуток времени At скорость точки 
изменилась на величину До. Отношение

,:н Ди
м

называется средним ускорением  прямолинейного движения за про
межуток времени Д/. Предел этого отношения при Д /->0 , т. е.

П т  4 ^  = « / ( / ) ,
Д ( > 0

называется ускорением точки М  в данный момент Л Обозначая 
ускорение буквой /, можем написать / =  у’ (I).  Но и — По
этому

«'(*) =  [ / ' ( * ) ] '=  /" (О-
Итак,.имеем

/ =  П 0 .
т. е. ’ величина ускорения прямолинейного движения точки равна 
второй производной от пути!) по времени.

!) Точнее: от абсцисеы движущейся точки.

168  г л .  X. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ПРОИЗВОДНЫХ



УПРАЖНЕНИЯ 169

Упражнения
Найти производные от следующих функций:
J. а) у — Зх2 — х  +  5; б) f  (х) —  1/*2.Чему равны / '  (1), f '  (—10)?

„ . о s/—s 1 ,  х 2 2 ах  +  Ъ2. у  — 2 л / х  +  3 л/ ----- 57= - . 3. у  — —— f- —— . 4. у  = ----- —— .
•у х  2 х 2 а -\- b

5. у  =  х 2 (2х — 1). 6. у  =  (х -\- \) л / х  . 7. у  — х 2 sin х. 8. // =  1/(1 +  я 2).
2* sin л: — cos х  ,0. Ц = —-------=-. 10. и — —.-------;--------- -. 11. и — Ъ\пг X. 12. и =  sm X .

J 1 — х 2 * s in *  4 - cos je ^ и

КЗ. у =  cos3 —-. 14. у  =  cos . 15. у  =  л/ l  +  х г. 16. у  =  1п 1п л:.

17. у =  In2 х.  18. у  =  in л:2. 19. у =  In tg ~ .  20. у  — х п +  пх.

21. у  =  е ~ х\  22. у  — е1“2 (х2 — 4х  +  8). 23. у  =  arcsin ~ .

24. I/ =  arccos —-. 25. у  =  a rctg  . 26 . у  — (tg  х  — ctg я )2.

27. f  {х) =  х  +  arccig х.  28. у  =  !п (х  +  л / 1 +  * 2)-

20. у ■■ X :Й----- -5 . 1  . ол 1 . 1 “Ь X . 1 1— V I — х 2 +  — arcsin х. 30. у  =  — in -¡-------- +  -г- arctg х.
2 2 4 1 — х  2

Найти производные от дифференцируемых неявных функций у — у (х ) ,  оп
ределяемых уравнениями:

31. х2 у 2— ху  — \. 32. X s +  у3 — Зху —  0.
X

33. а) у  — х  +  in у; б) найти у '  в точке М ( 1, 1), если — +  2ху  — 3.

34. Найти производные у х от функций, заданных параметрически:
а) х  =  a CQ4 t, у  =  b sin б) х  =  со/, (/ =  teat;
в) х  =  е eos t, у  — е sin t при t —  0.
Найти вторые производные от функций.
35. а) у  =  е - *'; б) у  — х -Y sin 2х.  .36. у  =  In а:. 37. у  =  х2е~ х .
38. Найти f (0 ) , / '(0 )  и f"(0), если f(x) =  cos Зх.
39. а) Написать уравнение касательной к кривой у  — х2 в точке ее AÍ (2, 8); 

С) написать уравнение касательной к синусоиде у  =  sin х в точке х  =  я ; в) на
писать уравнение касательной к параболе у2 — 2х в точке (8, 4).

X  ̂ //®
40. Написать уравнение касательной к эллипсу =  1 в точке его 

М( хи у\).
41. Написать уравнение касательной к эллипсу х  =  10 co sí, у =  6 sin i в 

точке, соответствующей t  =  я/3.
42. Нормалью к кривой в данной ее точке M ( x u y¡) называется перпендику

ляр к касательной к этой линии в точке касания М.
Написать уравнения нормалей к следующим кривым в заданных точках:
а) у  =  I g x  в точке 0 (0 , 0); б) у 2 —  2х в  точке М  (8, 4);
в) х2 +  у 2 —  25 в точке (3, —4).
43. С какой скоростью возрастает площадь круга в тот момент, когда радиус 

его R —  10 м, если радиус круга растет со скоростью 2 м/с?
44. Человек ростом h =  175 см отходит со скоростью v =  1,5 м/с от фонаря, 

висящего на высоте Я  =  5 м. С какой скоростью растет длина его тени?Q
45. Закол движения точки х  =  х 0 +  at  +  — t 2. Найти скорость и ускорение

движения. .
46. Зная уравнение движения точки x =  t — s in /, определить скорость и 

ускорение этой точки.



Г л а в а  XI

ПРИЛОЖ ЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ

§ I. Теорема о конечном приращении функции и ее следствия

Т е о р е м а  Л а г р а н ж а  о к о н е ч н о м  п р и р а щ е н и и  
ф у н к ц и и .  Конечное приращение дифференцируемой функции 
равно соответствующему приращению аргумента, умноженному

на значение ее производнойа

Г(х,)

А’
АА.—"5а;

хг

в

в некоторой промежуточной 
точке, т. е. если / ( х ) есть 
дифференцируемая функ
ция на некотором проме- 

.жутке <а ,Ь > и хи х 2 (х\ <  
/ I . г г т\ // <;  х2) — любые значения 

этого промежутка, то
из

(1)
X, £

Рис. 109.

! Ы — !{х{) =
=  {Хг — Хх)!'{%),

где XI <  |  <  х2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На 

графике функции у =  1(х) 
проведем секущую А В через точки А ( х х,1{хх))  и В( х 2, /  (х2) ) 
(рве. 109). Будем перемещать эту секущую параллельно началь
ному положению до тех пор, пока она не превратится в касатель
ную А'СВ' к графику нашей функции в некоторой точке его 
С(£, Д5.))1)', где х х <  |  <  х2. Согласно нашему построению угло
вой коэффициент секущей А В равен угловому коэффициенту ка
сательной А'СВ', поэтому

} (х2) - Ц х 1) _  у  ^
Х2 Х[

Отсюда
! (х2) — / (хх) =  [х2 — Хх) I’ (£),

что и требовалось доказать2).
С л е д с т в и е  1. Если производная функции равна нулю на 

некотором промежутке, то функция есть тождественная постоян
ная на этом промежутке.

В самом деле, если, например,
(' (х) — 0 при а <  х <  Ь,

')  Мы опускаем здесь доказательство того факта, что такое предельное по
ложение существует.

2) Можно доказать, что теорема Л агранж а остается верной, если функция 
непрерывна на отрезке [а, 6] и дифференцируема внутри его (см. С а х а р н и 
к о в  Н. А. Высшая математика, гл. II, § 5).



то, полагая в формуле (1) Х\ — Хо, где х0 есть некоторое фикси
рованное значение из промежутка (а ,Ь ), и х2 =  х, где х — любое 
значение из этого промежутка, будем иметь

f(x )- f(x 0) =  ( x - x 0)f'(t) =  0.
Отсюда

f(x) — f(xо) =  const, если а <  х <  Ь.

Сле дс тв ие  2. Если две функции имеют равные производные 
на некотором промежутке, то эти функции на рассматриваемом 
промежутке отличаются друг от друга самое большее на постоян
ное слагаемое.

В самом деле, если
fl{x) =  fi(x)

при х е  <а, b>, то на этом промежутке имеем

\fi(x) — f2 (x)]' =  f{(x)— f'2(x) =  Q.

Следовательно, в силу следствия 1 функция /i (х) — f2(x) есть по
стоянная при а <  х <; Ь, т. е.

f\(x) — f2(x )=  С

для всех значений х, принадлежащих промежутку <а , 6>.

П р и м е р .  Как известно, для любого значения — оо <_ х <  + оо имеем

(arctg х)1 — и ( -  arcctg х)' —

Следовательно,
arctg х —  (— arcctg х) sm С,

где С —  некоторая постоянная. Положив в последнем тождестве х =  1, получим

—  +  ■?-== С, т. е. С =  — • Таким образом,
4 4 2

arctg х + arcctg jr =  —.

Т е о р е м а  о к о р н я х  п р о и з в о д н о й  (теорема Ролля). 
Между двумя последовательными корнями дифференцируемой 
функции всегда содержится по меньшей мере один корень ее про
изводной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, если f(x) — дифференци
руемая функция и

f(xi) — f(x2) =  0 ( X i< x 2), 

то из формулы (1) имеем

(* 2 - Х ,)П 1 )=  О,
или, так как х2 Ф  х\,

f'(l) =  0, где xi <  I  <  х2.
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§ 2. Возрастание и убывание функции одной переменной

Определение .  Говорят, что функция ¡(х) в о з р а с т а е т  
в промеокутке (а, ЬУ, если любому большому значению аргумента 
х в этом промеокутке соответствует большее значение функции; 
иными словами, }(х) есть возрастающая функция в промежутке

Рис. 1Ю.

<а , Ь}, если, каковы бы ни были значения х\ и х2 из этого про
межутка (рис. 1Ш, а), из неравенства

Х2 >  XI
вытекает равенство

/4*2) >  f(Xl).

Аналогично, говорят, что f(x) убы вает  в промежутке <a, by, 
если любому большему значению аргумента х в этом проме
жутке соответствует меньшее значение функции-, иными словами, 
fix) есть убывающая функция (рис. 310,6), если из неравенства

Х2 >  XI
вытекает неравенство

f(x2) <  f(Xi).

Т е о р е м а  1. Необходимый п р и з н а к  в о з р а с т а н и я  
(у б ы в а н и я) ф у н к ц и и.

1) Если дифференцируемая функция возрастает в некотором 
промежутке, то производная этой функции неотрицательна в этом 
промежутке.
::: 2); Если дифференцируемая функция убывает в некотором про

межутке, то ее производная неположительна в этом промежутке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть дифференцируемая функция 
¡(х) возрастает в промежутке (a, by. Согласно определению про
изводной

Г {х)=  Hmi i £ ± A ^ ZI W .
, 4*->0 iU '

Если значения х и х -f- А* принадлежат промежутку (a, by, то 
в силу йозрастания функции f{x) знак ее приращения f(x-\-Ax) —
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— f(x), где Ах ф  0, одинаков со знаком приращения Ах аргумента 
х. Следовательно, при достаточно малом по абсолютной величине 
Ах имеем

/ (х +  Ax) — f (х) п 

Ах

Переходя в последнем неравенстве к пределу при Дх->0 и учи
тывая, что предел положительной функции, очевидно, не может 
быть отрицательным, получим (гл. VII, § 3)

2) Доказательство второй части теоремы вполне аналогично 
доказательству первой части ее.

З а м е ч а н и е .  Геометрически утверждение теоремы сводится 
к тому, что для графика возрастающей дифференцируемой функ
ции касательные образуют с положительным направлением оси Ох 
о с т рые  углы a  (tga  =  f'(x)) „ i 
или в некоторых точках А парал- ' 
лельны оси Ох (рис. 111).

Для графика убывающей диф
ференцируемой функции все каса
тельные образуют тупые углы с 
положительным направлением оси 
Ох или параллельны ей.

Т е о р е м а  2. До с т а т о чный ~д‘" 
п р и з н а к  в о з р а с т а н и я
( убывания )  фу  н к ц и и.

1) Если производная дифференцируемой функции положитель
на внутри некоторого промежутка, то функция возрастает на этом 
промежутке.

2) Если производная дифференцируемой функции отрицательна 
внутри некоторого промежутка, то функция убывает на этом про
межутке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть, например, дифференцируемая
функция f (х) такова, что

¡'(х) >  0 при а <  х <  Ь.

Для любых двух значений а ^  x¡ <  х2 ^  b, принадлежащих 
промежутку <а, 6), в силу теоремы о конечном приращении функ
ции имеем

f(x2)- f (x i)  =  (x2- x l) f 't i) ,

где £ — промежуточное значение между Х\ и х2 и, следовательно, 
лежащее внутри промежутка (а, Ь). Так как х2— Х\ > 0  и Г(|) >■ 0, 
то отсюда получим

f(x2) — f(x i) >  0, или f(x3)> f (x i) .

Следовательно, функция ¡(х) возрастает на промежутке <а ,Ь ).

¿s
Рис. i l l
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... ,2) Доказательстве второй части, этой теоремы совершенно ана
логично доказательству первой части ее.

Функция, возрастающая (или убывающая), называется моно
тонной. Промежутки, в которых данная функция возрастает или

убывает, называются промежутками моно
тонности этой функции..

П р и м е р .  Исследовать на возрастание и убы
вание функцию

¡(х) — х3 —  За- +  2.

Находим производную

Г (х )  =  3*2 — 3 =  3(х2 —  1).

Производная обращается в нуль при значениях х\~ 
— 1 и х2 =  1. Эти значения разбивают всю бес

конечную ось Ох на три. промежутка:

(— оо, — 1]., [— 1,1], [1, +°о)>,

внутри каждого из которых производная f  (х) с о 
храняет постоянный знак. Очевидно, внутри первого 
и третьего промежутков производная f'(x) положи
тельна, а внутри второго отрицательна. В этом проще 

всего можно убедиться, взяв точки, принадлежащие соответствующим интерва
лам. Следовательно, функция f(x) возрастает в первом промежутке, убывает 
во втором и снова возрастает в третьем (ряс. 11.2).

§ 3. Понятие о правиле Лопиталя

Рассмотрим отношение

f (х)
ф (х)

♦(*> ’

где функции ср(л) и ф(х) определены и дифференцируемы в неко
торой окрестности иа точки а, исключая, быть может, саму 
точку а. Может случиться, что при х-у-а обе функции ф(х) и \р{х) 
стремятся к 0 или к оо, т. е. .эти функции одновременно являются 
или б е с к о н е ч н о  малыми или б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и м и  
при х-*-а. Тогда говорят, что в точке а функция ¡(х) имеет не
определенность, соответственно, вида

О ОО

О ИЛИ 'оо '*  0 )

В этом, случае, используя производные ср' (х) и 'ф'(х), можно сфор
мулировать простое правило для нахождения предела функции 
/ (х) при х-^-а,, т. е. дать рецепт для р а с к р ы т и я  н е о п р е д е 
ле нно с те й вида (1). Это правило обычно связывают с именем 
французского математика Лопиталя, впервые опубликовавшего его.

Т е о р е м а .  Предел отношения двух бесконечно малых или 
бесконечно больших функций равен пределу отношения их про
изводных (конечному или бесконечному), если последний суще
ствует (в указанном смысле).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство мы проведем только 

для неопределенности вида причем для простоты будем пред

полагать, что функции ср(х) и ■$(*), вместе с их производными 
ф'(дг) и непрерывны в точке а и г|/ (о) ф  0. Доказательство

для случая “  значительно сложнее (см., например Н и к о л ь 

ский С. М. Курс математического анализа, т. I).
Итак, пусть

П т  ф (х) =  ф (а) =  0 (2)
х->а

Нш ф (*) =  ф (а) =  0. (2')
х->а

Разность ф(х)— ф(а) можно рассматривать как приращение 
функции ф(л) в точке а, соответствующее приращению аргумента 
Ах — х — а. Поэтому

нш - ф-м ; о )
я-»а х а

аналогично,

Ит (а)ф 0. (30
х а

Учитывая формулы (2) и (2') при х ф  а, получим

Ф (х) — <р (а)

Ф (л:) ф (х) — ф (а) __ х — а

§,3. ПОНЯТИЕ О ПРАВИЛЕ ЛОП-ЙТАЯЯ \Щ

■ф (х) " -ф (х) — ф (а) ф (*) — •ф (-я) '

х — а

Отсюда, переходя к пределу при х->с: п используя формулы (3) 
и (3'), будем иметь

4>'ía)* W

Но мы предположили, что производные ц>'(х) и .4>':(-ж). непрерывны 
при а, причем ty'(a) Ф  0, поэтому

, , . Нш ф ' (х)
ф (*) _  х->а _ ф '(а )

¿£Í *'<*) “  ИтЦ>'(*) V(fl) ' W
x->a

Сопоставляя формулы (4) и (5), получим правило Лопиталя

lim -уу~- =  Hm П77Т- (6)Ф М  *_>а "Ф (х) w

З а м е ч а н и е .  Обращаем внимание, что в правой части формулы (6) бе
рется о т н о ш е н и е  п р о и з в о д н ы х ,  а не производная отношения.

2х_ j
П р и м е р  1. Найти lim — :----.

х->д sm х
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Здесь при х —  0 числитель и знаменатель дроби равны нулю, т. е. при х~> О 

мы имеем неопределенность вида Применяя правило Лопиталя (6), получим

.. 2х — 1 2х In 2 ln 2 
am — :--- =  hm -------=  —-—  =  1п2.

X~>0 X  x->o cos X  1

т X?
П р и м е р  2. Найти lim — .

X-> + °o 6

При х -^+ оо имеем неопределенность вида ~ ~ .

Применяя правило Лопиталя два раза, получим

* 2 2х 2 .
hm -—¡г —  lim —у  —  lim —г  =  0.

X “>-f-oo  6  X - » f o o  £  £_£.-}-00 в

Таким образом, при х -*■ -f-oo показательная функция ех растет быстрее степенной 
функции л;2.

Указанные выше типы неопределенностей ^  а ~  не являются 

единственными. Например, если

f ( x ) =  ( р ( х ) ф ( х ) ,

причем ср(х)->-0 и ф(А')->-оо при х-+а, то при х->а функция 
f{x) имеет неопределенность вида 0-оо. Другой пример представ
ляет функция

f(x ) =  ф ( х )  — я|з(х),

где ф(х)-> + 00 и *ф(х) >- -{-оо при х-+а. Здесь при х —>а полу
чаем неопределенность вида оо — сю. Возможны и другие виды 
неопределенностей. Для раскрытия этих неопределенностей их ста
раются с помощью тождественных преобразований свести к основ-

„ О  СЮ г-, ,
ным типам неопределенностей или . Последние обычно на

ходятся на основании правила Лопиталя.

П р и м е р  3. Найти lim х In х.
х "ЬО

Здесь мы имеем неопределенность вида 0-оо. Переписывая данное выраже
ние в виде

lim х ln х =  lim —~~, 
х-»+о .t-»+o

х
оо

получаем неопределенность вида — . Отсюда, применяя правило Лопиталя, на

ходим
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Данное выражение представляет собой неопределенность вида °о —  °о. И о
COS X

пользуя формулу ctg *  = —г— будем иметь

(  1 \ , / c o s  л: 1 \ X COS X —  sin X
lim 1 ctcf x ----I =  lim I —:----*---- I —  lim ------ ----- — .
xXo V  x )  M o l s i n *  X )  зс—>o * sin X

Так как получилась неопределенность вида -g-, то применяем правило Лопиталя:

. 1\ cos х — х sin X — COS X
lira I ctg л;----) =  lim
х->о\ х )  х-уо sin х +  х cos x

x sin x .. sin a: 0 _
— — Iim —:--- :------ =  — am —:---- ;----- = ---Г Т Т  “

x->o sin л: +  л: cosa; x ^ q sm x cq= x  1 +  1

x

Последний результат был получен на основании известного предела:- 

sin X
lira --- — =  1 (гл. V II, § И ) . Здесь при нахождении предела оказалось пелесо-
«-»о х

образным, как и во многих других случаях, комбинировать правило Лоййталя 

с  элементарными приемами.

Для функции

f (x )= [  ф  (*)]♦<*>

в случаях;
Ф (х )  - у  0  и “ф  (де) —>■ 0  п р и  х - у а ,

Ф (х )  -> оо и (х )  - у  0 при х-*- а,

Ф  (х )  - у  1 и  "ф (х )  - >  о о  п р и  х - у а

п о л у ч а е м  н е о п р е д е л е н н о с т и  с о о т в е т с т в е н н о  в и д а  0° , о о ° ,  1°°. З д е с ь  

в ы г о д н о  л о г а р и ф м и р о в а т ь  ф у н к ц и ю  f ( x ) .

П р и м е р  5. Найти

А =  lim (sin x)is х. ' (7)
х->п/2

Выражение (7) представляет собой неопределенность вида 1°°. Логарифмируя 
выражение (7) и используя непрерывность логарифмической функции, находим

1п /I — in [ lim (sin *] =  lim [in (sin x)ts x] =  
х -уп /2 х-упр

I . ч ,• In sin X
=  lim (tg x • in sm x) — lim  — r— —

Х-УП12 .. х-уц/2- . СЩ.Х

OO
Применяя правило Лопиталя к получившейся неопределенности вида“ , бу

дем иметь
cos х

ln Л =  iim I — -— т~—  |— lim (— sin x cos a:) =  0; 
x ->я:/21 ______ 1 I x-yn!2

отсюда А — i.
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§ 4. Формула Тейлора для многочлена

Пусть данный многочлен

Р(х) =  а 0 4  ЩхЦ- а2х2 . [+ а„хп ¡(1)

требуется разложить по степеням бинома х — х0, где х0— некото
рое число. Эту задачу можно решить элементарно, используя тож
дество хе=хо + (х — х о ) .  Однако можно указать более простой 
прием. Пусть

Р (х )=  Л0 + А,(х — х0) 4  А2(х — х 0) 2 + ' . . .  4- Ап(х — х0)п (2)

— искомое разложение, коэффициенты которого А0, Аи А2, .. . 
. . . ,  Ап требуется найти. Полагая х =  х0 в тождестве (2), получим 
Р (*о) =  Л0 4  0; отсюда

Ао — Р{хо). (3)

Дифференцируя тождество (2), будем иметь

Р'[х) — А \ 2 А 2{х— Хо) -}- .. .  пАп{х — х о ) ”- 5.

Отсюда, полагая х — х0, получим

А\ Р'(хо).

После вторичного дифференцирования находим

Р"(х) =  2!Л2 4  . . .  4 « ( п  -  1)Л„(х — Хо)"-2 

и при х =  хо имеем Р " (х0) =  2!Л2, т. е.

л Р" (*о)
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2 ! (4)

Для определения дальнейших коэффициентов разложения (2) 
можно использовать тот же прием. Довольно очевидно, что имеет 
место общая формула

Ак =  — ^  № =  0 , 1 , 2 , . . . , « ) ,  (5)

где по определению полагают Р (0>(х) =  Р(х) и 0! =  1. Формулу
(5) можно строго доказать методом математической индукции.

Подставляя коэффициенты (5) в разложение (2), получим 
формулу Тейлора для многочлена

Р (х) —  Р (х0) 4  Р ' (Хо) {х — Хо) -1---2]"*" (х — хо)2 4  • •.

УП)'Г0) 
’ ~г п1

или короче

+ п, - ( х - х 0)"

Р'к)Ш  . „ \к
»л (6)

к -0



Заметим, что, как нетрудно убедиться, старшие коэффициенты разложении 

(1) и (2) совпадают, т. е. Ап — ап. Поэтому справедливо равенство

± -Рм  (х0) =  ап.

Если положить хй =  0, то правая часть равенства (6) будет тождественно 
равна правой части многочлена (1). Поэтому справедливы равенства

...................»>.

П р и м е р .  Многочлен Р (х ) —  1 —  2х +  Зх2 — 4х3 разложить по степеням би

нома х +  I.
Здесь х0 =  — 1. Имеем

Р'(х) =  —2 + 6х— 12x2, р " ( * )  =  6 —  24х, Р"'(х) =  — 24 

Р(— 1) —  10, Р '(— 1) =  — 20, Р"(— 1 > = 3 0 ,  Р"'(— 1) =  -24.

Таким образом, Р(х) =  10 —  20(х +  1) +  15(л: +  I ) 2—  4 ( х + 1 ) 3.

§ 5. Бином Ньютона 

Рассмотрим функцию

/(х) =  (аЧ-'х)ге, (1)

где п — натуральное число. Полагая х® — 0 и используя формулу 
Тейлора (6) из § 4, получим

(я -(- х)п =  Ло А\х -}~ .. .  -{- Апхп, (2)
где

=  (/г==0> 1> •••* «)•

Так как из (1) получаем

— п(п — 1) . . .  [п — (к — 1)3 {а + х )п~к,

то ДО) =  а11 и

р ) ( 0 ) =  п ( п —  1 ) . . .  [п —  (Л—  1)]йге-й ХЛ=*  1, 2, . . . ,  п).

Таким образом, Л0 =  а" и

» - ' ) !  а .- . ( * = 1 . ............... (3)

Числа Л* носят название биномиальных коэффициентов и ус
ловно обозначаются следующим образом:

Ак= С кп, (4)

где Сп называется числом сочетаний из п элементов по к (ком

бинаторный смысл чисел Сп будет выяснен позднее, см. гл. XXV 
§10). ' ’

§ 5. БИНОМ НЬЮТОНА Ш



Итак, на основании формулы (2) имеем биномиальную фор
мулу Ньютона .

(а + *)" == ап + пап~'х + а ’~2х‘2+  . . .  + хп. (5)

В частности, при а — 1 получаем

(1 + ху =  1 + пх + х* + . . .  + (50

§ 6. Формула Тейлора для функции

Пусть функция \(х) имеет непрерывную производную А̂ -го по
рядка ¡^Ц х)1) в интервале [а, Ь) и х0е ( а ,  й). Используя резуль
таты предыдущего параграфа, построим мно г о ч ле н  Тейлора
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р п(х) =  % ^ г ^ ( х - х 0?  (1)
к = 0

степени п, где п ^  N.
Многочлен Рп(х) можно рассматривать как некоторое п р и 

б л и же н и е  (аппроксимацию) данной функции. Обозначая через 
Rn(x) соответствующую ошибку (так называемый остаточный 
член), будем иметь

f(x) — Pn(x)-\-Rn(x). (2)

Покажем, что при х->х0 остаточный член R„(x) будет беско
нечно малой п о р я д к а  выше п (теорема Пеано). В самом 
деле, рассмотрим предел

lim Rn(x)....-

f (X) -  Г/ (JCo) + У (-»Го) (*- * « )+ ...+  -- " Г -" -  *о)"
im L _________ Н'Ига

(х -  х0)п * (3)

О
Очевидно, мы имеем неопределенность вида -д. Применяя пра

вило Лопиталя (§ 3) последовательно п раз и учитывая непре-

1) Отсюда, по смыслу операции дифференцирования, получаем, что в интер

вале (а, Ь) существуют непрерывные производные / =  / !0) (х), ¡ '{ х ) . . . .  

. . . .  ¡{"~ [}(х).
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рывность производной находим

lirn RnSxl  —
х->х<, (х — ХоГ

lim
г  (X) -  ¡ г  (х0) +  <* ~

п (х — х0)” -1

Г (X) -  {Г  (*о) + • • • + (* -  * ) - ]
lim

/г (п — 1) (х — х0)п-2

л (я — 1) . . . 1

Следовательно,
/?„ (ж) =  о [(л: — хо)"]. (4),

Таким образом, получаем локальную формулу Тейлора:

/г

/ (х) =  2  (х -  X0)k + о [(X -  хо П '). (5)
й=0

В .частном случае, при а <  0 <  b и х0 =  0, будем иметь так назьь 
ваемую локальную формулу Маклорена: . J

f ( x ) ~ j ^ - ^ - x k + o(x%  (6)
fe—О

П р и м е р .  Функцию f(x) — sin х аппроксимировать в окрестности точки 
*о —  0 многочленом Тейлбра Р»(лс) третьей степени.

Имеем /(х ) =  sin х, f'(x) =  cos ж, f"(X) =  — sin x, .f"'(x) —  — eos x. Отсюда 
/(0 ) = 0 ,  / '(0 ) =  1, f '{ 0 )  — 0, f '" (0 )  = — 1. На основании формулы (6) полу
чаем

sin x =  x — —г +  о (х3). (7)
о!

Формулу (7) часто, используют для нахождения синусов малых углов х, 
причем следует иметь в виду, что здесь х выражен в радианах.

Полагая х — хо — h, х =  хо -{-Ни учитывая, что

f{x) —  f{xo) —  f(xo +  7 i ) ~  f (xq) =  A / (x 0), 

формулу (5) можно записать в виде .

U2 1,П
А/ (х0) =  /г/' (х0) + Ij- f» (хо) + .. . + f r  /(,г) (ДСо) + о (А*). (8)

1) В общем случае, формула (5) оказывается содержательной, если х яри- 
надлежит достаточно малой окрестности иХа точки хо.
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§ 7. Экстремум функции одной переменной

Определение .  Говорят, что при значении х\ аргумента х 
функция f(x) имеет м а к с и м у м  f(x 1), если в некоторой окре
стности точки х\ (возможно, весьма малой) выполнено неравен
ство (рис. 113)

f M > f ( x )  ( х ф х 1).

Аналогично говорят, что при значении х2. аргумента х функ
ция f(x) имеет минимум f(x2), если в некоторой окрестности

точки х2 имеет место неравенство 
(рис. 113)

f(x2) < f ( x )  ( х ф  х2).

Максимум или минимум функ
ции называется экстремумом функ
ции, а те значения аргумента, при 
которых достигаются экстремумы 
функции, называются точками эк
стремума функции (соответственно: 
точками максимума или точками 
минимума функции).

Из определения следует, что 
экстремум функции, вообще го

воря, имеет локальный х а р а к т е р  — это наибольшее или 
наименьшее значение функции по сравнению с б л и з л е ж а щ и м и  
з н а ч е н и я м и  ее. Поэтому наличие экстремума функции при 
некотором значении аргумента нисколько не зависит от того, как 
ведет себя функция вдали от этого значения. С этой точки зрения 
понятно, что минимум функции может быть больше максимума,— 
подобно тому, как впадина в горах может иметь большую отметку 
над уровнем моря, чем небольшая вершина.

Пусть функция f(x) определена на отрезке [а, Ь] и имеет экс
тремум в точке х0<=[а, о], Если х0— внутренняя точка отрезка, 
то разность

f(x) — f(xо) (х ф  Хо)

сохраняет постоянный знак в некоторой дву с то р онней о к р е 
с тно сти  х0 — / г<х<хс>  + /г (х ф  х0) точки х0. Такой экстре

мум называется двусторонним. Например, функция f(x) =  -\/l — х2 

имеет двусторонний максимум при Хо =  '0, так как /(х) <  f (x0) =  1 
при — 1 <  А' <  1, х ф  0. Если же Хо— концевая точка отрезка 

|[а,Ь], например, х0— а, то f(x) — f(x0) сохраняет знак лишь 
в некоторой о д н о с т о р о н н е й  окрестности а =  хо <. х <  хо + h 
точки х0. Такой экстремум называется односторонним (краевым). 

Например, функция /(х) =  уТ — х2 имеет односторонний мини

мум при Хо — — 1 и при Хо — 1.
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В дальнейшем под словом экстремум мы будем понимать 
дву с то р о нний экс тр емум,  т. е. будем предполагать, что 
для точки экстремума х0 данной функции f(x) имеется некоторая 
окрестность 0 <  |х — х0| <  h точки х0, в которой разность f{x) — 
—f(xо) сохраняет постоянный знак.

1. Н е о б х о д и м о е  у с л о ви е  э к с т р е м у м а  ф у н к ц и и  
Те о р е ма .  В точке экстремума (двустороннего) дифференци

руемой функции производная ее равна нулю.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, для определенности, дг0 есть точка 

минимума функции f(x). Следовательно,

f(x0 +  Ах0) >  f(xo),

если. Ахо ф ®  достаточно мало по абсолютной величине. Отсюда 

f (х0 +  А*о) — f (х0)

Ах0
■ >  0, если Ах0 >  О,

?(*» + У - ; ( .*«>>■ <  о, если Ах0 <  0.
¿\АГо

Переходя в этих неравенствах к пределу при Д.х0- 
изводной в точке хо, равной

_  к™ f (хо + А*о) — / М

■0, для про-

= lim
Дх„

соответственно получим

Г(х0) ^ 0 ,  если Аа'о >  0, и f'(x0) . 0, если Дхэ <  0.

Так как значение производной /'(хо) не должно зависеть от 
способа стремления Ахо к нулю, то отсюда следует, что

Г Ы  =  о. (1)
Теорема доказана.,
Г е  о м. ет р и ч е с  к а  я и л л ю с т р а ц и я .  Геометрически усло

вие (1) обозначает, что- в точке экстремума дифференцируемой 

функции у — Цх) касательная к ее графику параллельна оси . Ох 

(рис. 114,а).

Рис; 114.
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С л е д с т в и е .  Непрерывная функция может иметь экстремум 
лишь в тех точках, где производная функции равна нулю или не 
существует.

Действительно, если в точке х0 экстремума функции / (х) су

ществует производная ¡'(хо), то в силу доказанной теоремы эта 
производная равна нулю: { (хо) — 0.

То, что в точке экстремума непрерывной функции производная 
может не существовать, показывает пример функции, график ко
торой имеет форму «ломаной» (рис. 114, 6).

Те значения аргумента х, которые для данной функции ¡(х) 
обращают в нуль ее производную / '(х) или для которых произ

водная I'(х) не существует (например, обращается в бесконеч
ность) , называются к р и т и ч е с к  и м и з н а ч е н и я м  и аргумента.

2. Д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я э к с т р е  м у м а  ф у н к ц и и

И з,того обстоятельства, что (хо) —  0, вовсе не следует, что 

функция /(х) имеет экстремум при х — хо.
В самом деле, пусть /(х) =  х3. Тогда }'(х) =  3х2 и, следова

тельно, // (0) =  0. Однако значение ДО) не является экстремумом 

данной функции, так как разность / (х )— /(0) меняет знак при 
изменении знака аргумента х (см. рис. 57) .

Таким образом, не для всякого критического значения аргумен
та функции I (х) имеет место экстремум этой функции. Поэтому мы 
наряду с необходимым условием дадим достаточные условия экс

тремума функции.
Т е о р е м а  1 (первое правило). Если дифференцируемая функ

ция ¡(х) такова, что для некоторого значения х0 ее аргумента 
х производная (х) равна нулю и меняет свой знак при переходе 
через, это значение1), то число Цх0) является экстремумом функ
ции ¡(х), причем:

1) функция /(х ) имеет максимум при х — Хо, если изменение 
знака производной ¡'(х) происходит с плюса па минус-,

2) функция ¡(х) имеет минимум при х =  х0, если изменение 
знака производной. (х) происходит с минуса на плюс.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть /' (х0) =  0, причем

I' (х) >  0 при х0 —  е <  х <  Хо 

и '
I' (х) <  0 при Хо <  X <  Хо ■+ е,

где е — достаточно малое положительное число.
Отсюда в силу теоремы 2 из § 2 следует, что функция ¡{х) 

возрастает'на отрезке- [хо —  е,Хо] и убывает на отрезке [х0, хо+е] .

>) Мы говорим, что некоторая функция F (х) меняет свой знак при переходе 
через,,знамение ,х0, если .существует столь малое положительное 8 такое, что

F (х) <  0 при хо—  8 <  х '<  хо и F(x) >  о при хв <  х <  х0 + е

или наоборот.
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Следовательно, в непосредственной близости к значению х имеем 

f(xо) >  f(x), если х <  х0,
и также

f(x о) >  f ix ) , если х >  х0.

Иными словами, при х =  х0 функция f(x) имеет м а к с и м у м .
2) Аналогично доказывается вторая часть теоремы.

З а м е ч а н и е .  М ожно доказать, что теорема остается верной, если в кри
тической точке х0 производная f'(x0) не существует, причем функция f(x) не* 
прерывна при х — х„.

Т е о р е м а  Г.  Если для дифференцируемой функции f(x) ее 
производная f'(x) при х =  х0 обращается в нуль, но при переходе 
через это значение производная сохраняет постоянный знак, то 
при х =  х0 функция f (х) не имеет экстремума.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, если, например, f'(xо) ~ 0  

и .V ■ ■

f  (х) >  0 При х0 —  8 <  X <  -Хо +  8, X Ф  Хо,

то функция f (x) возрастает как на отрезке [х0 — е, хо], так и на 
отрезке [х0, х0 +  е]. Следовательно, функция не имеет ни макси

мума, ни минимума при х =  Хо.
Пользуясь этими теоремами при исследовании дифференцируе

мой функции f(x) на экстремум, сначала находят критические зна
чения аргумента функции, т. е. те значения хо, для которых

f'(x 0) =  0,
а затем, выбрав для каждого такого значения Хо столь малый 

интервал (х0 — е, х0 +  е), чтобы он не содержал других критиче
ских значений (конечно, если это возможно!), проверяют характер 

этого значения по следующей схеме:

f  (хо-А) f  (Xa+h) Заключение

+ + Экстремума нет

+ — Максимум
— + ■ Минимум
— Экстремума нет

где переменная h пробегает интервал

О <  !l <

П р и м е р .  Исследовать на экстремум функцию / (х) =  х9— 6х2 -Ь 9х -i- Б.
Р е ш е н и е. Находим производную

f'(x) = ,  Зх>— 12х +  9 =  3(х2 —  4х + 3).

Приравнивая ее нулю'и решая соответствующее квадратное уравнение, по
лучаем корни производной: Xi =  1 и х2 =  3. Отсюда

/'(*)■ =  3 ( х - 1 ) ( * - 3 ) .
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Исследуем, как изменяется знак }'(х) вблизи значения х — I. 
При любом достаточно малом положительном числе к имеем

X Г (х)

1 -  h +
1 + h

Следовательно, функция f(x) при х =  Î имеет максимум, равный f ( l)  = 9 .  Ана* 
логично, для значения х —  3 получим

X Г  (X)

3 - й —
3 +  А +

Поэтому функция f(x) при х =  3 имеет минимум, причем /(3 ) —  5.
График функции у =  хъ —  6х2 +  9х +  5 изображен на рис. 115.

Т е о р е м а  2 (второе правило). Если для дифференцируемой 
функции f(x) в некоторой точке Хо ее первая производная fr(x) 

равна нулю, а вторая производная f"(x) суще
ствует и отлична от нуля, т. е.

г ы  =  о, Г'(х0) Ф  о,

то в этой точке функция f(x) имеет экстремум-, 
а именно: 1) если f"(xо )> 0 , то f(xо) — минимум  
ф у н к ц и и  f(x), и 2) если f"(xo) < 0 ,  то f(x0)~  
м а к с и м у м  ф у нк ци и  f(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Положим сначала, 
что f' (х0) =  0, f" (х0) >  0. Пусть X — XQ + Ах0 — 
точка, близкая к х0. Так как вторая производная 
f"(x) есть производная от первой производной 
f  (x), то имеем

Г  (Хо +  Ах0) - Г М  _  Г  (X)
f"(xо)- lim

Дхо-»0 Аха
■ lim
Х->Хл х ~~ х0

(здесь мы воспользовались тем, что ¡'(х0) =  0). Таким образом,
V (х)

переменная величина ■ ■ ■•■■■ - стремится к пределу ¡"(хо)Ф  0,X Яд
а значит, начиная с некоторого момента, эта величина имеет знак 
своего предела (гл. VII, § 6, лемма), т. е. в нашем случае знак 
плюс, Поэтому

Г (х)
[ ■ >  0 при 0 <  | х — х01 <  е,л ““ Л о

где е — достаточно малое положительное число. Отсюда получаем,
,  /' (.<;) ; ■ 

что числитель и знаменатель дроби имеют одинаковые знакиX — ,Х(} .
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и, следовательно,

f'(x) <  0 при Хо — 8 <  х С  Хо
и

f' (х) >  0 при х0 <  х <  х0 + е.

Мы видим, что производная f'(x) при переходе через точку ж0 
меняет свой знак с минуса на плюс. На основании теоремы 1 
число f (х0) есть минимум фу нк ции  f (х).

2) Аналогично доказывается, что если f'(x0) — 0 и f"(xо) <  О, 
то f (х0) — м а к с и м у м  функции  f(x).

Теория экстремума функций имеет многочисленные практиче
ские применения.

З а д а ч а .  Дан треугольник ABC, основание которого АС =  Ь 
и высота BL =  h (рис. 116). Найти прямоугольник наибольшей 
площади, который можно вписать в 
этот треугольник.

Обозначим высоту KL искомого 
прямоугольника через х, а основание 
DE через у (рис. 116). Тогда площадь 
его

U — ху.

А
Переменные х и у не являются неза
висимыми, они связаны некоторым со
отношением. В самом деле, из подо
бия треугольников DBE и ABC, учи
тывая, что высоты их ВК и BL пропорциональны основаниям ОБ 
и АС, имеем

ВК DE 

BL ~~ АС ’

или так как В К =  h — х, DE =  у, BL — h, АС — Ь, то, следр •
вательно, . ' 1

ti—X _  у_ 
h b

Отсюда

у =  -j- {h — х).

Исключая у из выражения для U, находим

U ~ \ (h — x )x— ~ (hx — х2). (2)

Ищем максимум этой функции. Дифференцируя, получим

U' =  ±-(h-  2х).

Приравнивая производную U' нулю, находим 

h — 2х =  0, или х =  /г/2.

В
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Легко видеть, что это значение х действительно даст максимум 
функции U, В самом деле, составляя вторую производную, будем 
иметь - -г-г г -

0 "  =  ~ ^ - с  0.
п

Следовательно, при x =  h/ 2 площадь U имеет максимум, причем 
из формулы (2) получаем

£Лпах==: bh/4.

Таким образом, площадь наибольшего прямоугольника, вписан
ного в треугольник, равна половине площади этого треугольника.

§ 8. Вогнутость и выпуклость графика функции. - 
Точки перегиба

О п р е д ел е н и е. Г рафик дифференцируемой функции у ■■== 
=  f (х) называется в о г н у т ы м  в в е р х 1) (или выпуклым  
в н и з 2)) в промежутке <а, Ь}, если соответствующая часть кривой

У — f(x) (л:е<а,&>) (!)

расположена выше касательной, проведенной в любой ее точке 
М[х, /(.*)) (рис. 117, а).

Рис. 117.

Аналогично, график дифференцируемой функции y — f(x) на
зывается выпуклым вверх  (или в о гнутым в н и з ) в про
межутке {a, by, если соответствующая часть кривой (1) располо
жена ниже касательной, проведенной к любой ее точке М (х, f (x) ) 
(рис. 117,6). ’

Д о с т а т о ч н о е  у с ло вие  в о г н у т о с т и  ( в ыпу к ло с т и )  
г р а ф и к а  фу н к ц и и.

-Теорема .  1) Если для дваоюды дифференцируемой функции 
у 2= f (х) вторая ее производная f" (х) положительна внутри про

*) То есть в положительном направлений оси Оу.
2) То есть в отрицательном направлении оси Оу.



межутка <а , b>, то график этой функции вогнут вверх в данном 
промежутке.

2) Если же вторая производная f"(x) отрицательна внутри 
промежутка <а ,Ь } , то график функции y ~ f ( x ) вогнут вниз 
в этом промежутке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть /"(л;)>»0 при а <  х <  b и 
Хо — любая точка промежутка (а, Ь). Сравним в точке х ординату 
у кривой y — f(x) с ординатой у ее касательной M0N, проведенной
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в точке' М0(ха, f(x0)) (рис. 118). Так как угловой коэффициент 
касательной MqN равен f'(xо), то (см. гл. III, § 3)

У =  f (х0) + V (хо) {х — х0).
Отсюда

б =  у — у =  f(x) — f(xo) — f'(xo) (х — хо). (2)

Используя теорему Лагранжа (§ 1), будем иметь 

f(x) — f(xo) =  (x — x0)f '( l) ,
где I <= (х0, х ).

Поэтому из (2) получаем

5 =  ( х - Х о ) [ т ) - Г Ы ] .  (3)

Далее, так как f"(x) =  lf'(x)]' >  0, то f'(x)— возрастающая 
функция.

Пусть х < ' Хо; тогда, очевидно, | <  х0 и, следовательно, в силу 
позрастания /'(я) имеем f(| ) <  f'(xo ). В этом случае из фор
мулы (3) получаем б >  0.

Если теперь х >  х0, то | >  х0 и поэтому / '(|) >  f(x0). Из фор
мулы (3) снова выводим б >  G.

Таким образом, при х Ф  х0 имеем

6 =  у — у >  0, I. е. у >  у. (4)

Отсюда вытекает, что при а <  х <  b кривая y =  f(x) распо

ложена выше своих касательных и, значит, график функции 
у Цх) вогнут вверх на промежутке (а, Ь>.



2) Аналогично доказывается, что если f" (х) <С 0 при а <.\ 
'< ix C b ,  то график функции y =  f(x) вогнут вниз  на проме
жутке (а, Ь).

Определение .  Точкой п е р е г и б а  графика дифферен
цируемой функции y =  f{x) называется его точка, при переходе 
через которую кривая меняет свою вогнутость на выпуклость или 
наоборот (рис. 119).

Те о р е ма .  Если для функции у =  f(x) вторая производная 
ее f"(x) в некоторой точке х0 обращается в нуль и при пере
ходе через эту точку меняет свой знак на обратный, то точка 
M(xo, f(xo)) является точкой перегиба графика функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что вторая производная 
f " (х) в точке М обращается в нуль и меняет свой знак, например, 
с плюса на минус. Тогда левее точки М вторая производная функ
ции f(x) положительна, а потому при х0 — е.<. х <. х0 график 
этой функции вогнут вверх; правее точки М вторая производная 
f" (х) отрицательна, и следовательно, при х0 <  х <Z Хо + 8 график 
функции у — f(x) выпуклый вверх. Таким образом, в точке М 
кривая у =  f(x) меняет вогнутость на выпуклость, и поэтому 
точка М есть точка перегиба этой кривой.

З а м е ч а н и е .  В точке перегиба х0 функции у — [(х) вторая производная 
f"(xa) может также не существовать; например, обращаться в бесконечность.

П р и м е р .  Пусть дана кривая Гаусса у =  е~х\
Имеем

у ' =  — 2хе~*2 и у" =  (4х2 — 2) е~х~ =  4 ^х°-— y 'J е~х\

Вторая производная у" обращается в нуль, если хг — =  0, отсюда

Xi — — l/V 2  и х2 — \/л/¥.

Изменение знака второй производной характеризуется следующей таблицей:
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X — оо <  X <  — l/V 2 - 1 /У 2  <  X <  1/V2 1/ У 2 <  X <  -f ОО

у" + — +

Следовательно, точки А{— \/л/2, 1/Уе) и В{\/л/2, 1 /Vе) являются точ

ками перегиба данной кривой (рис. 120).
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§ 9. Приближенное решение уравнений

Рассмотрим уравнение
/(•*)=  О, (I)

где функция f(x ) определена и непрерывна на промежутке (а, ЬУ. 
Значение <£,&>, удовлетворяющее уравнению (1), т. е. такое, 
что /(|) — 0, называется корнем 
этого уравнения (или нулем функ
ции f(x)).

Геометрически корни уравнения 
(1) представляют собой абсциссы 
точек пересечения графика функции 
y — f(x) с осью Ох (рис. 121).

Для геометрического решения 
уравнения (1) иногда удобно заме
нить его равносильным уравнением

<р(дс) =  1|>(х). (2)

Тогда корни уравнения (1) находятся как а б с ц и с с ы  точек  
п е р е с е ч е н и я  кривых у ф (х) и у — г|з(х). ,

П р и м е р  1. Графически решить уравнение

а- +  !g х =  2. (3)

Очевидно, имеем lg  х == 2 —  х. Отеюда корень уравнения (3) представляет 
собой абсциссу точки пересечения логарифмической кривой у =  lg  х и прямой 
у — 2 —• х (рис. ¡22).

Построив на миллиметровой бумаге эти кривые, 
приближенно находим корень уравнения (3): | «
»  1,77.

Геометрически наглядной представляет
ся теорема: если непрерывная функция 
f(x) на концах отрезка [а, р] с :  <а, й) ') 
принимает значения разных знаков, т. е.
¡(a)f(f>) <  0, то внутри отрезка [а, §] имеет
ся по меньшей мере один нуль функции 
f(x) (т. е. обязательно существует корень 
уравнения f(x) =  0).

Этот корень будет единственным,  
если f'(x) сохраняет постоянный знак на Рис. 122.

(а, р) (ввиду монотонности функции f(x)).
Предполагая, что уравнение f(x) — 0, где f(x) непрерывна на 

(а , Ь}, имеет единственный корень g внутри отрезка [а, р] cz (а , Ь}, 
причем выполнено условие /(а)/(|3)-<0, укажем некоторые про
стые приемы для приближенного нахождения этого корня.

') Запись [а, р] сг <а, Ь) означает, что отрезок [«, р] содержится в про
межутке {а, Ь) .



А. Метод  п о л о в и н н о г о  деления.  Пусть функция f(x) 
непрерывна на [а, (3] и / ( а ) / (р )<  0. Разделим отрезок fa, ¡3] по
полам, и пусть у есть середина этого отрезка. Если f ( y )~  0, то у 
есть искомый уровень. Если f(y)¥=0, то через [ai,Pi] обозначим 
ту из половин [ос, -у] или Iv-Plt ыа концах которой функция f(x) 
имеет противоположные знаки. Затем повторим прием половин
ного деления и т. д. В результате: или мы найдем точный корень 
уравнения / (х) — 0, или же получим сужающуюся последователь
ность отрезков

[a,P]=>[ai,0i]i3 ... ,

внутри которых находится искомый корень g («метод вилки»).

Так как длина n-го отрезка [ап, ря], разная стремится

к 0 при п~> оо, то, повторяя этот прием достаточно большое число 

раз и принимая g — (ап + рД  можно определить искомый ко

рень g с любой, заранее заданной точностью.
Б. Метод  хорд.  Метод половинного деления можно уточ

нить, заменяя дугу АВ кривой у =  f(x) (a х ^  Р), ее хордой

АВ, проходящей через концевые 
точки Л (a ,/(a )) и В (р ,/(Р )), и 
принимая за приближенное значе
ние корня g уравнения f{x) =  0 
абсциссу q  точки пересечения хор

ды АВ с осыо Ох (рис. 123).

Если / (а) /(¡3) <  0, то это равно
сильно тому, что мы в качеств«; 

р |2з приближенного значения корня g
берем точку gi, делящую отре

зок [а, р] в отношении |/(а) | :|/(Р) | (способ пропорциональных 
частей) .

Уравнение хорды АВ имеет вид (см. гл. III, § 4)

у _ /(а )==т ^ Ш .  (х _ а ) .  (4)

Полагая у — 0 в уравнении (4), находим точку пересечения х =  gi 

хорды АВ с осыо Ох (рис. 123):

6' =  “ -7TFFSW « , “ <,)- (5>

Число gi принимают за первое приближение корня g. Если 
?(|Л=^=0, то формулу (5) можно применить к тому из отрезков 
[a,gi] или [gi,p], на концах которого функция f(x) принимает 
значения различных знаков, и т. д.
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П р и м е р  2. Методом хорд определить корень уравнения

f(x )=^x3-\-x— 12 =  0. (6)

Для приближенного нахождения корня уравнения (6) можно 
нарисовать эскизы графиков функций у — х3 и у — 12 — х. Гру
бой прикидкой мы обнаруживаем, что искомый корень, т. е! абс
цисса точки пересечения графиков, находится в интервале (2, 3)’. 
Действительно,

/(2) =  8 + 2 — 12 =  —2 и f(3) =  27 + 3— 12 = + 1 8 .

Поэтому можно принять сс =  2 и р =  3.
Применяя формулу (5), получим приближенное значение 

корня:

£1= 2 - т^ ( 3 - 2 )  =  2,1.

Заметим,что

f (б,) =  9,261 + 2,1 — 12 =  —0,639.

Поэтому для уточнения значения gi формулу (5) следует примег 
нить к отрезку [2,1; 3].

В. Ме т о д  ка с ательных .  Заменим теперь дугу АВ кривой 
у =  f(x) касательной АС, проведенной в точке A (a ,f(a ))  
(рис. 124). Так как угловой 
коэффициент касательной 
АС равен f '(а ) , то ее урав
нение имеет вид

У — f ( a ) =  f'(a) (х — а).

(7)
Отсюда, полагая у — 0, 

находим для корня | его 
приближенное значение

(формула Ньютона) ,
Заметим, что если на нашем чертеже (рис. 124) провести ка

сательную в точке S[p ,/(Р)], то точка пересечения ее gi с осью 
Ох даст плохое приближение корня g. Здесь следует придержи
ваться правилаУ  если вторая производная функции f"(x) сохра
няет постоянный знак в интервале (а, р), то касательную следует

проводить в той концевой точке дуги АВ, для которой знак функ
ции совпадает со знаком ее второй производной.

П р и м е р  3. Методом касательных определить корень уравне
ния (6), лежащий в интервале (2, 3).

Здесь [ " (х )=  8л >  0 при 2 sg х ^  3, причем / (3) =  +18. По- * 
этому в формуле (3) полагаем а  =  3. Так как ¡'(х) — Зх2 + 1

Рис. 124.

7 В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович



и /' (3) =  28, то имеем

I , = 3 — 41-=2>36-

Для контроля заметим, что

/ (| ,)=  13,14 + 2,36-12=^+3,35.

Так как в нашем случае li <  | <  |ь где gi =  2,10 и li =  2,36, 
то можно положить

6 -  4 ( ^ + 1 > ) ^ т (2’10+ 2’36) = 2 ’23-
Здесь

/(2,23) =  11,09 + 2,23 — 12 =  1,32.

Для уточнения корня можно применить методы хорд и каса
тельных к отрезку [2,10; 2,23], и т. д.

§ 10. Построение графиков функций

В предыдущих параграфах было показано, как с помощью 
производных двух первых порядков изучаются общие свойства 
функции. Пользуясь результатами этого изучения, можно соста
вить ясное представление о характере функции и, в частности, 
построить математически грамотный эскиз ее графика.

Исследование функции y — f(x) (которую мы будем предпо
лагать элементарной) в простейших случаях целесообразно про
водить по следующей схеме.

1) Анализируя свойства функции f(x), определяем о б л а с т ь  
с у щ е с т в о в а н и я  ее; для простоты предположим, что это 
будет некоторый промежуток {a,by. Полезно также выяснить 
симметрию графика (четность или нечетность, периодичность 
и т. п.).

2) Находим точки р а з р ы в а  функции. Исследуем также 
поведение функции при х->а и х-+Ь, где а и b — граничные 
точки области существования функции.

3) Решая уравнение

.f(x) =  0 , (1)

определяем корни (нули) функции. Выясняем знак функции 'в раз
личных областях, учитывая, что элементарная функция может 
менять свой знак, лишь проходя через нуль или через точку 
разрыва.

4) Решая уравнение
П * ) =  0, (2)

находим к р и т и ч е с к и е  з н а ч е н и я  а р г у м е н т а  для ф у н к 
ции f(x). Изучая затем знак производной f'(x) в каждом из 
промежутков между двумя соседними критическими значениями,
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определяем промежутки возрастания и убывания функции и выяс
няем характер этих критических значений.

5) Решая уравнение
/"(*) =  0, (3)

определяем к р ит ич е с ки е  з н а ч е н и я  а р г у м е н т а  для 
пр оиз водной f'(x). Выясняя затем знак производной f"(x) 
в каждом из промежутков между двумя соседними критическими 
значениями аргумента для производной f'{x), устанавливаем про
межутки выпуклости и. вогнутости вверх графика функции f{x) 
и находим его точки перегиба.

В более сложных случаях следует исследовать также те точки, 
в которых производные f'(x) и f"(x) не существуют.

Для решения уравнений (1), (2) и (3), возможно, придется 
применить приближенные методы (см. § 9).

Составляя в заключение таблицу значений функции для ее 
х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  точек  (граничные точки области 
существования функции, точки разрыва, точки пересечения гра
фика функции с осями координат, точки экстремума, точки пере
гиба и т. п.) и учитывая результаты проведенного выше исследо
вания, изображаем эту функцию графически.

Заметим, что иногда достаточно проводить неполное исследо
вание функции.

П р и м е р .  Построить график функции у — x + y l  — x.
Исследуем функцию по вышеприведенной схеме.
1) Функция определена, если 0 ^  1— х <  -f-oo, Отсюда область сушество- 

вания ее: — оо <  х ^  1.
2) Точек разрыва нет, причем

lim у =  — оо и lim у — у (1) =  1.
Х - + - 0 0  х->1

3) Решая уравнение х -¡- У 1 — х =  0, получаем корень функции

при этом у <  0, если — оо <  х <  лг0, и у >  0, если х<, <  х ^  1.
4) Находим производную

у' =  1 ----- /= = - - •
‘2 V 1 — х

Приравнивая ее нулю, получаем критическую точку Х\ — 3/4. Кроме того, оче
видно, у’ обращается в оо при х — 1. Поэтому х2 — 1 также будет критической 
точкой.

Промежутками монотонности функции являются (— оо, 3/4) и (3/4,1), при
чем, как нетрудно убедиться, исследуя знак производной, функция возрастает ш 
первом промежутке и убывает во втором. Следовательно, Х\ есть точка макси
мума функции. В точке Хг, очевидно, функция имеет краевой минимум.

5) Находим вторую производную

г/' =  ~ 4(1-*)3'Г ‘
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Так как вторая производная всюду отрицательна, то график функции вогнут 
вниз и точек перегиба нет.

Результаты наших исследований объединяем в таблицу, Примерный график 

функции изображен на рис. 125.

X У У’ У " Примечание

У\
1

— оо

х0 гк — 1,62 

0

— оо 

0 

1 к

i

1
{ _  
<

1

Функция
возрастает 1

X: =  0,75 1,25 0 Максимум
функции --- l ÍÉ—

. . . . . . } - Í Функция
убывает

■ у / х 0 0

11 1 — оо

Рис. 125.

Упражнения

1. Найти приращение функции f(x) =  х3 на отрезке — 1 ^  х ^  2 и прове
рить теорему о конечном приращении функции.

2. Проверить теорему о корнях производной для функции

f(x) =  (х — \ ) (х — 2) (х — 3)

па отрезках [1, 21 и [2, 3].
Определить промежутки монотонности функций:
3. i (х) =  хг —  4х— 1. 4. f(x) —  Зх—  х3. 5. f(x) =  хе~х.
Найти следующие пределы функций:

_ , х — sin х 3х — 2х
5.1. lim -----п--- . 5.2. lim — y.—:— г-.

x-»o Xs *_>.n In (1 +  х)

х sin X
5.3. lim ------- :---. Получить отсюда формулу для приближенного спрям-

#->0 i?? х — sin X ,

ления малых дуг:

1
д; «  —  (2 sin х +  tg х).

5.4. lim
1 S in  7ÍX

5.5. lim
Х-» + оо 1,01*

5.6. lim
ln2 x
100X-» + °o /—
-Vx

Б.7. lim (1 — x) tg “Tr“ . 5.8. lim ( x arcsin — . Б.9. lim ( — ---
%->! ¿  V X /  ж—>1 ^  X  —  I in  Л /

5.10. l i m i *  5.11. lim x ,~x ■ 5.12. lim (ctg x)sln x.
x-»0 x-»l x->0

Определить значения экстремумов функций:

х3
6. у =  х (а — х) (а >  0). 7. у =  —---2х2 + 3х — 1.

8. у.
2х 

1 + x¿
9. У =  л/2 +  х — х2 . 10 . у -2х
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■11» В полукруг радиуса а вписать прямоугольник наибольшей площади.
*2 у 2

12. В эллипс —¡- +  -рт =  1 вписать прямоугольник наибольшей площади,

стороны которого параллельны осям эллипса.
13. В шар радиуса а вписать конус наибольшего объема.
14. При каких размерах коробочка, изготовленная из квадратного листа бу

маги ср стороной а, имеет наибольшую вместимость?
15. Определить точки перегиба графика функции у — х2 —  х3.
Построить графики функций:

16. у =  Ъх — хг. 17. у — х* (2 — х)2. 18. у — --■-̂ -■~г-. 19. у =  х + —■.

20. у =■:—-р - р  21. у =  ~ ~ у .  22. у =* х л/1 ~ х .  28, у =* / у '  . 

24. # =  вЧи а: +  соэ х (0 ^  х 2я). 25. # =  я 1п ж ‘ ).

26. у — хе~х '). 27. у — х — а г ^  х,

‘) См. указание в «Ответах».
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ДИФФЕРЕНЦИАЛ

§ 1. Понятие о дифференциале функции

Пусть имеем некоторую д и ф ф е р е н ц и р у е м у ю  функцию

У =  !(х).

Приращение Ау функции у служит важной характеристикой изме
нения этой функции на заданном конечном отрезке [а, Ь]. Однако 
непосредственное определение приращения функции иногда за
труднительно. Тогда обычно поступают следующим образом: раз
бивают отрезок \а,Ь] на конечное число достаточно малых отрез
ков [х, х Ах] и приближенно считают, что на каждом из них 
прирост функции происходит по закону прямой пропорциональ
ности (например, малый элемент кривой линии рассматривают как 
прямолинейный; неравномерное движение точки в течение малого 
промежутка времени трактуют как равномерное и т. п., где «ма
лость» понимается в известном смысле). Иными словами, пред
полагается, что на достаточно малом отрезке [х, х + Ах] имеет 
место приближенное равенство

А у к Ах,

где коэффициент пропорциональности & не зависит от Ах, но, 
вообще говоря, зависит от х. Если при этом окажется, что при 
надлежащем подборе коэффициента пропорциональности погреш
ность А г/ — & Ах будет бесконечно малой величиной высшего по
рядка относительно Ах, т. е. отношение

Ау — /г Дл:_ Х _ _  =  а . {!)

будет бесконечно малым при Ах-> 0, то величина

йу — /г Ах

называется дифференциалом функции у в точке х (здесь буква 
д. — знак дифференциала). В этом случае, как следует из соотно
шения (1), справедливо равенство

Ау — /г Ах а  Ах, (2)
где а -»-0 при Ах->0.

Иначе говоря (см. гл. VII, § 8),

Ау — йу + о (Ах).

Определение .  Д и ф ф е р е н ц и а л о м  ф у н к ц и и  назы
вается величина, пропорциональная приращению независимой пе
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ременной и отличающаяся от приращения функции на бесконечно 
малую функцию высшего порядка малости по сравнению' с при
ращением независимой переменной.

Слагаемое к Ах в формуле (2) часто называют главной линей
ной частью приращения функции (или главным линейным членом 
приращения). Поэтому можно сказать: дифференциал функции 
представляет собой главную линейную 
часть бесконечно малого приращения этой 
функции.

П р и м е р  1. Пусть функция у — х2 есть пло
щадь квадрата, сторона которого равна х (рис. 126).
Если стороне х дать приращение Ах, то новое ее 
значение, станет х -\- Ах и, следовательно, площадь 
у квадрата получит приращение

А у — (х +  Ах)2—  х2, или Ау =  2х Ах +  (Ах)2.

Первое слагаемое суммы, стоящей в правой части 
последнего равенства, очевидно, является главной 
линейной частью приращения функции при Ах -*■ 0.
Поэтому

(1у =  2х Ах.

На рис. 126 приращение А у функции у изображается площадью всей заштри
хованной части, тогда как дифференциал йу функции изображается площадью за
штрихованной части без площади маленького квадрата, находящегося в правом 
верхнем углу большого квадрата.

Т е о р е м а  е ди н с т в е н но с т и  д и ф ф е р е н ц и а л а .  Дан
ная функция может иметь только один дифференциал.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, пусть функция г/ =  /(х) 
имеет два дифференциала: ау =  к Ах и (1ху — к\Ах. В силу опре
деления дифференциала имеем

Ау — к Ах + а  Ах и Ау — к\ Ах + «1 Ах, 

где а  и «1 — бесконечно малые при Ах-*-(). Отсюда 

к Ах + а  Ах — Ах + «1 Ах 

и, следовательно, при Ах Ф  О имеем к — к\ — <х\ ■— а.

Переходя к пределу при Дх->-0 в последнем равенстве, по
лучаем

к — к\ — 0,

т. е. й =  к\. Таким образом, дифференциалы йу и с1\у совпадают. 
Теорема доказана.

Из определения дифференциала непосредственно следует: 
дифференциал функции отличается от приращения этой функции 
на величину высшего порядка малости по сравнению с прираще
нием независимой переменной. Этим обстоятельством часто поль
зуются при приближенных вычислениях.
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П р и м е р  2. Пусть ( / = ,х 3—  х2 +  2х +  3. Найти Ау и йу при значении 
х =  1 и сравнить их между собой в трех случаях: а) Ах =  1; б) Дх 0,1 и 
в) Ах =  0,01.

Имеем Ау =  [(•* +  Аж)3 —  (х +  Ах)2 +  2(х +  Дх) + 3] —  (х3 —  х2 +  2* +  3). 
Производя алгебраические выкладки, получим

Ау =  (Зх2 —  2х +  2) • Дх +  (Зх —  !) • (Дх)2 +  (Ах) 3.

Первое слагаемое, стоящее в правой части последнего равенства, очевидно, 
является главной линейной частью приращения функции. Следовательно,

йу — (Зх2 —  2х +  2)-Дх.

Полагая х =  1, получим следующую таблицу:

Ах А У Лу
йу

(в процентах)
А У

1 6 3 60
0,! 0,321 0,3 93

0,01 0,030201 0,03 99

Отсюда Ясно видно, что доля дифференциала йу в приращении Ау стремится 
к X 00 %, если Дх-э-0.

2. Связь дифференциала функции с производной, 
ифференцкал независимой переменной

Т е о р е м а  1. Если функция имеет дифференциал, то эта функ
ция имеет также и производную.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, пусть дана некоторая 
функция у — I (х) , и пусть 
,у, . йу =  к, Ах

есть дифференциал этой функции. Как известно, приращение Ду 
может быть записано в следующем виде:

Ау — & Ах + ос Ах, 

где а  — бесконечно малая при Дх-з-0. Отсюда — 1г +  а, и, сле

довательно,

Нт М . — ь
&х->о Ах

т. е. производная у' существует и равна величине &.
Следствие .  Дифференциал функции равен произведению 

производной этой функции на приращение независимой перемен
ной, т. е.

йу — у' Ах. (1)

Т е о р е м а  2. Если функция имеет производную, то эта функ
ция имеет также и дифференциал.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция у — f(x) имеет произ
водную

Hm М . =  и'
д*-»о Лх у •

Отсюда ~  — y'-j-a, где а  — бесконечно малая при Дл:-*-0 и, 

следовательно,
Ау **= у ' А х а  Ах. (2)

В сумме (2) первое слагаемое у'Ах, очевидно, представляет собой 
главную линейную часть приращения А у, т. е. является дифферен
циалом функции у. Таким образом, функция имеет дифференциал

dy =  у' Ах.
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Теперь понятно, почему функция от одной не
зависимой переменной, имеющая производную, называется д и ф 
ференцируемой.

До сих пор мы пользовались понятием дифференциала функ
ции. Введем понятие дифференциала независимой переменной.

Определение .  Под д и ф ф е р е н ц и а л о м  н е з а в и с и 
мой переменной понимается дифференциал функции, тожде
ственной с независимой переменной, т. е. функции у =  х.

Так как
у' — 1 для у — х, (3)

то согласно формуле (1) имеем

dx — Ах,

т. е. дифференциал независимой переменной равен приращению 
этой независимой переменной.

Пользуясь этим последним свойством, формулу (1) можно пе
реписать в следующем, симметричном виде:

dy — y'dx. (4)

Итак, дифференциал функции равен произведению производной 
'этой функции на дифференциал независимой переменной.

Разделив обе части последней формулы на dx, получим

Иными словами: производная функции равна отношению диффе
ренциала этой функции к дифференциалу независимой переменной.

До сих пор обозначение — - имело символический характер;

сейчас это выражение мы можем рассматривать как обычную 
дробь с числителем йу и знаменателем йх.
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' § 3. Геометрический смысл дифференциала

Выясним геометрический смысл дифференциала функции. Рас
смотрим график функции у — ¡(х).

Пусть М(х,у) и М' (х + Ах, у + Ау) — две точки данной кривой 
(рис. 127). В точке М проведем касательную МТ к графику функ

ции (здесь Г — точка пересечения каса
тельной с М'Л’Ц О у) и рассмотрим АМТМ 
с катетами МЫ =  Ах и АТ (МЛ/ЦОх, 
К7Т\\Оу). Если через ср обозначить угол, 
образованный касательной МТ с поло
жительным направлением оси Ох, то бу
дем иметь

N1 =  Ал^ср.

х Но из геометрического смысла производ
ной следует tg ц> — (х) =  у'. Поэтому

N1 =  у' Ах — йу.

Таким образом, имеем теорему:
Дифференциал функции у — ((х) в данной точке х р а в е н  

п р и р а щ е н и ю  о р д и н а т ы  к а с а т е л ь н о й к графику функ
ции в этой точке, когда х получает приращение Ах.

Пр и ме ча н ие .  Заметим, что приращение функции Ау =  
=  ММ' (рис. 127), вообще говоря, не равно дифференциалу 
йу — N1 этой функции. В частности: 1) если график функции 
вогнут вверх, то

А у >  йу\

2) если же график функции вогнут вниз, то

А у <  йу.

§ 4. Физическое значение дифференциала 

Пусть известен закон движения точки М по оси Ох:

х =  д о ,

где х — расстояние точки М от начала отсчета О и I — время, 
причем будем предполагать, что точка М движется в одном и том 
же направлении. За бесконечно малый промежуток времени М 
точка М переместится в точку М', пройдя при этом путь

Ах =  /(/ + ¿ 0 - / ( 0  •

Это есть и с т ин но е  п р и р а щ е н и е  пути.
Дифференциал пути йх согласно формуле (4) из § 3 равен

йх — х\ Ш.



Но х', представляющая собой производную пути по времени, ..есть 
скорость движения V в момент времени /; поэтому

<1х — V Ш.

Таким образом, дифференциал пути равен тому фиктивному 
приращению пути, которое получится, если предположить, что, 
начиная с данного момента времени, точка движется равномерно, 
сохраняя приобретенную скорость.

Например, если спидометр автомобиля показывает 60 км/ч, то 
шофер, рассчитывая, что за 1 минуту пробег машины составит
1 километр, фактически вычисляет не приращение пути за 1 ми
нуту (которое вследствие неравномерности движения может быть 
не равно 1 километру!), а д и ф ф е р е нц иа л  п у:т и.

§ 5. Приближенное вычисление: малых приращений функции

Если Ах мало по абсолютной величине, то для дифференцируе
мой функции }(х) ее приращение

М (х) =  ¡(х +  Ах) — !(х)

отличается от дифференциала

с1!(х) — ¡'(х)Ах

на величину, бесконечно малую относительно Ах. Отсюда имеем 
приближенное равенство

/ (*  +  Ах) — !(х)ж]1'(х)Ах, (1)
или

/ (*  +  Ах)тх 7 (4 + ' 1'(х)Ах. (Г )

Эти равенства весьма полезны при приближенных расчета^. За
метим, что формула (1') представляет собой линейный член фор
мулы Тейлора (гл. XI, § 6).

П р и м е р  1. Найти У  1,1. Полагая в формуле ( ! ')  ¡{х) — л]х, / ' (х) —
1 ■ _ 1 1

=  — х — 1, Ах =  0,1, будем иметь ^1 ,1  =  ^ 1  +  0,1 — т = у = 1  +  0,1 • — =
г $ х 2 3 ^ 1 *  3

=  1,033.

По таблица?*! же находим У  1,1 =  1,032.

Рассмотрим еще одну задачу, важную для приближенных вы
числений.

З а д а ч  а. Для данной функции

у — !(х)

предельная абсолютная погрешность ее аргумента х равна Ах, т. е.

) А х К  Ах.

8 5. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ МАЛЫХ ПРИРАЩЕНИЙ ДОЗ
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Каковы предельные абсолютная Ау и относительная ôy погреш
ности функции у?

Из формулы (1) имеем

|Дг/| «  \у'\\Ах\;

следовательно, при у' Ф  0, можно принять

i i : А у  =  \ у '\ А х  ( 2 )

и

Ьу --^~\{\пуУ\Ах.

П р и м е р  2. Угол х =  60° определен с точностью до I o. Как отразится это 
обстоятельство на синусе угла?

Здесь А* =  are Io =  я/180 «  1/57. Поэтому ошибка для у =  sin я на осно
вании формулы (2), где у' — cos х, может достигать величины Д9 == 
.«■* cos.' 60° • Ах «  1/114 «  0,01.

! § ©. ’Эквивалентность приращения функция 
и дифференциала функции

1 ; Введем понятие эквивалентных или асимптотически разных 
бесконечно малых функций.

О п р е д е л е н и е .  Две бесконечно малые функции a  —  а  
и р =  р(х) называются э к в и в а л е н т н ы м и  или р а в н о с и л ь 
н ы м и  при х-*-а, если предел их отношения равен единице, т. е. 
тогда,, когда

11т 4 = 1 .
х->а и

Для обозначения равносильное«! бесконечно малых а и р  упо
требляется знак эквивалентности а именно» пишут а  ~  ¡1 

Так,, например,
sin а  ~  os

при' «••-»- 0, так как
; . SÎU «
km ----- -- I.
а-»0 а

Заметим, что если бесконечно малые а и р  эквивалентны, то 
разность между ними есть бесконечно малая высшего порядка по 
сравнению с каждой из них.

В самом деле, если -- -> 1, то имеем

«~ Р  __ « i а 
« к 1

т. е. а  — р имеет порядок выше, чем р (гл. V II, § 8). Аналогичное 
рассуждение можно провести также и для а.

Обратно, если разность двух бесконечно малых а и р  есть бес
конечно малая высшего порядка по сравнению с одной из них, то 
эти бесконечно малые эквивалентны.



(1)

Действительно, предполагая, например, что

Д-Р ... а 1 >0
ß р и ’ 

получаем у -* 1 и, следовательно,

а  ~  ß.

В частности, отбрасывая (или прибавляя) от бесконечно малой 
бесконечно малую высшего порядка, получаем величину, равно
сильную исходной.

Например, при х->0 имеем (х + 1000х2) ~  х.
Отметим важное свойство эквивалентных бесконечно малых. 
Т е о р е м а  1. При нахождении предела отношения двух беско

нечно малых данные' бесконечно малые можно заменять эквива
лентными им (предполагая, что предел отношения последних,, ко
нечный или бесконечный, существует).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, пусть а(х) ~  аг(х) и 
ß (x )~ ß i(x ) прих-^а. Имеем

а  (х) __  «  (х) «1 (х) ßi (х)

ß (х) а , (х) р, (х) р (х)

Переходя к пределу в тождестве (1), получим 

üm =  lim . lim “lM  .Пт =
х~>а ß х~>а 1 (*) х->а ßi С*) х~>а ß (*)

=  1. и т М 4 . 1 = = И т £ Ц | „
х-ь-а ß1 х~>а Pi

П р и м е р .  Так как sin х ~  х при х-*-0 (гл. V II, § 11), то

, 2х + 5х2 , 2х 2
lim — :—г-- ■= lim =  -3-.

sm Зх х->о Зх 3

Т е о р е м а  2. Бесконечно малое приращение функции эквива
лентно дифференциалу этой функции при всех значениях незави
симой переменной, для которых производная функции конечна 
и отлична от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, если функция y — f(x) 
дифференцируема, то из формулы (2) из § 2 имеем

А у — dy -\- а  Ах, (2)

где а  — бесконечно мало при Ах—> 0.
Так как согласно условию теоремы при Ах Ф  0 имеем dy — 

.=  у' Ах ф  0, то
М .— 1 .
dy —  +  у' ‘

Следовательно,

lim ~  — 1,
Ах->0 а У

т. е. бесконечно малые А у и dy эквивалентны при Ах->0.

§ 6. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПРИРАЩЕНИЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛА 205



П р и м е р. Пусть f(x) =  (1 4- х)а. Имеем

A/(0) =  f(* )- f(0 )  =  ( l + x ) « - l

df(0) =  f'(0)(x  — 0 )= а х .
Поэтому

( 1 +х ) “ — 1 ~ ах при х-»-0.

З а м е ч а н и е .  Вообще, если функция f(x) дифференцируема 
в точке х =  0, то при х~+0 имеем

Af(0) — f(x) — f(0) ~  f'(0)x. (3)

Из формулы (3), в частности, при х->0, получаем
а) sinx ~  х;
б) ах— 1 ~ x l n a  ( а > 0 ) ;
в) In (1 -f-х) ~  х.

§ 7. Свойства дифференциала

Рассмотрим теперь некоторые свойства дифференциала, анало
гичные свойствам производной.

В дальнейших формулировках мы будем предполагать, не ого
варивая этого каждый раз, что все рассматриваемые функции 
имеют производные, т. е. являются дифференцируемыми.

I. Д и ф ф е р е н ц и а л  постоянной.  Дифференциал постоян
ной равен нулю.

Полагая в формуле (4) из § 2 у =  с и у' =  0, получим

de — 0.

II. Д и ф ф е р е н ц и а л  суммы.  Дифференциал алгебраиче
ской суммы нескольких дифференцируемых функций равен такой 
же алгебраической сумме дифференциалов этих функций.

В самом деле, если и, v и до— дифференцируемые функции от 
независимой переменной х, то, например, имеем

(и + v — до)' =  и' + vf — до'.

Умножая обе части на dx, получим

(и +  v — до) 'dx =  u'dx + v'dx — w'dx.

Отсюда согласно формуле (4) из § 2 выводим 

d{u +  v — до) =  du-\- dv — dw.

III. Если две дифференцируемые функции отличаются на по- 
стоянное слагаемое, то дифференциальь их равны между собой.

Имеем
d (и -f- с) =  du +  de.
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Полагая здесь с постоянной и, следовательно, йс — 0, получим

й{и-\- с )~  ¿и.

IV. Постоянный множитель может быть вынесен за знак диф
ференциала.

В самом деле, если с постоянно, то

(си)' =  си'.

Умножив обе части этого равенства на йх, получим

(си)'йх =  с (и' Ах),
или

й(си) — с йи.

V. Д и ф ф е р е н ц и а л  п р о и з в е д е н ия .  Дифференциал про
изведения двух сомножителей равен произведению первого сомно
жителя на дифференциал второго плюс произведение второго со
множителя на дифференциал первого.

В самом деле, если и я V — дифференцируемые функции от х, 
то имеем

(ии)' — ыи' + ии'.

Умножая обе части на йх, получим

(ии)'ёх =  м(у' йх) V (и' йх),
или

й(м) — и (IV V (1и.

VI. Д и ф ф е р е н ц и а л  ча стного .  Дифференциал дроби 
(частного) равен также дроби, числитель которой есть произве
дение знаменателя дроби на дифференциал числителя минус про
изведение числителя на дифференциал знаменателя, а знамена
тель есть квадрат знаменателя дроби.

Мы имеем
(и  У __ у и' — иу'
Ч о ) г?

Умножив обе части на йх, получим

(  и V  V (и'йх) ~  и (V'йх)
^ о J ах — . у2

Отсюда
, /  _и\__  у йи — и йо

V о )  Vг

VII. Д и ф ф е р е н ц и а л  сложной функции .  Дифферен
циал сложной функции (функции от функции) равен произведе
нию производной этой функции по промежуточному аргументу на 
дифференциал этого промежуточного аргумента (обе функции 
дифференцируемы).

Пусть у ~  ф(я)]. Положим ф (х) =  и и, следовательно, у — 
*= /(«). Если /(и) и ф(х) — дифференцируемые функции, то со«
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гласно теореме о производной функции от функции можно напи
сать

у 'х= у У х.

Умножив обе части этого равенства на дифференциал йх незави
симой переменной х, получим

Ух йх =  У и (у'х йх)- (1)

Но у'хйх =  йу и и'хйх =  йи\ следовательно, равенство (1) можно 

переписать так:
йи =  у'и йи. (2)

З а м е ч а н и е .  Формула (2) по внешнему виду совпадает 
с формулой (4) из § 2, но между ними есть принципиальное раз
личие: в формуле (4) х есть независимая переменная, и следова
тельно, йх — Ах, тогда как в формуле (2) и есть функция от не
зависимой переменной х, и поэтому, вообще говоря, йи ф  А и.

Из формулы (2) следует такая теорема.
V III. Н е з а в и с и м о с т ь  вида  д и ф ф е р е н ц и а л а  от в ы 

б о р а  не з авис имой переменной.  Дифференциал функции 
равен произведению производной этой функции на дифференциал 
аргумента, при этом безразлично, будет ли этот аргумент неза
висимой переменной или дифференцируемой функцией от другой 
независимой переменной.

На основании формул для производных (гл. X, § 12) получаем 
соответствующую таблицу для дифференциалов, где и — произ
вольная дифференцируемая функция.

Таблица дифференциалов функций

I. йип — пип~1 йи. ¿и

II. иа‘ -а-\па Ли <„ >  0), УП- “  <С‘В = ------
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•sin* и

de'1 ==ец йи. VIII. й? (arcsin«) — —г=̂ =VIII. d (arcsin и) — —г====-.

ш . ¿ ( 1ов .«) =  ^ ( а >  0, а Ф 1 ). у . d(arcccos„) =  _ ' l ^ .

л /I Ли . VI -  «2а {In и) — — . .
„  . * “ ;  X. d ( a r c tg « )= - ~ x .

IV. d (sin и) — cos и йи. 5 + и

V. d (cos и) =  sin и du. XL d (avcctg и) =  ~  .

VI. ü(tgu) =  7~ - . Xsl. df (u) — f' (u) du.

§ 8. Дифференциалы высших порядков

Пусть х — независимая переменная и y =  f(x) ебть дифферен
цируемая функция. Согласно формуле (4) § 2 имеем

df(x) =  f\(x)dx-, (1),
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таким образом, дифференциал функции f(x) есть функция от двух 
аргументов: х и dx.

В дальнейшем мы будем предполагать, что dx — дифференциал 
независимой переменной х — имеет произвольное, но фик с ир о -  
в а н н о е з н а ч е н и е, не зависящее от независимой переменной; ж 
и одно и то же для всех рассматриваемых функций.

Если dx фиксированно, то df(x) есть некоторая функция от х, 
пропорциональная производной f'(x), с коэффициентом пропор
циональности, равным dx. Может случиться, что эта функция 
также имеет дифференциал1); в таком случае последний назы
вается дифференциалом второго порядка (или вторым дифферен
циалом) функции f(x); а дифференциал, определяемый формулой 
(1), носит более точное название дифференциала первого порядка 
(или первого дифференциала).

Определение .  Д и ф ф е р е н ц и а л о м  в т о р о г о  п о - 
р я д к а  (или вторым д и ф ф е р е н ц и а л о м )  d2f{x) функции 
f(x) называется дифференциал от дифференциала первого по
рядка этой функции, т. е.

d2f(x) =  d[df(x)). (2)

Аналогично, дифференциалом третьего порядка (или третьим 
дифференциалом) d3f(x) функции f{x) называется дифференциал 
от дифференциала второго порядка этой функции, т. е.

d3f(x )— d[d2f{x) ].

Так последовательно определяются дифференциалы высших 
порядков.

Выведем теперь формулу для дифференциала второго порядка 
функции f(x) от независимой переменной х, предполагая, что эта 
функция дважды дифференцируема, т. е. имеет производную вто
рого порядка. Так как

df(x) — f'(x)dx, 

то вследствие формулы (2) имеем

d2f(x) =  d[f' (.т) dx\. (3)

Если х — независимая переменная, то dx, равный Ах, очевидно» 
не зависит от х, т. е. dx по отношению к переменной х играет 
роль постоянной. Поэтому в формуле (3) множитель dx можно 
вынести за знак дифференциала, и мы получим

d2f(x) — dx-d[f'{x) ].

Так как f'(x) снова есть некоторая функция от х, то из формулы
(1) следует

d If '(х) ] =  If' (х) ] 'dx =  f" (х) dx.

J) Для этого достаточно, чтобы существовала вторая производная f"(x).



Отсюда окончательно находим

d2f(x) — f"(x)dx2, где dx2 =  (dx)2. (4)

Таким образом, получаем теорему.
Дифференциал второго порядка от данной функции равен про

изведению производной второго порядка этой функции на квад
рат дифференциала независимой переменной.

Заметим, что формула (4), вообще говоря, неверна, если х не является не
зависимой переменной, так как здесь dx нельзя рассматривать как множитель, 
не зависящий от х (см. Н и к о л ь с к и й  С. М . Курс математического анализа, 
т. 1).

Если положить f{x)— y, то формулу (4) можно переписать так: 
d2y «= y"dx2\ отсюда имеем

U" =  £ iL
у dx2 ’

т. е. производная второго порядка от данной функции равна отно
шению дифференциала второго порядка этой функции к квадрату 
дифференциала независимой переменной.

Если х есть независимая переменная, то аналогично формуле 
(4) имеем

d3f (х) =  Y" {х) dx3, d*f (х) =* /1V,(*) dx4
и т. д.

Положим теперь в формулах (4) и (5)

Тогда //(х )= 1 , f"(x) — 0, f '" (x )~  0, . . .  Следовательно,

d2x — 0, d3x =  0, , , .
Получаем теорему.

Дифференциалы высших порядков от независимой переменной 
равны нулю.

Упражнения

Найти дифференциал dy функции, если:

I . у — Зх2. 2. у =  х sin х +  cos х. 3. у =  4. у =  V i  — я 2. 5. у =» In х. 

0. у =  х2, где х =  2 —  t +  t2.
7. Пусть у =  Xs —  2х2 +  Зх +  6. Найти А у и dy и сравнить их между собой, 

если: а) х =  1, Ах —  1; б) х =  1, Ах =  0,1.
8. Ребро куба х =  10 м. Н а сколько увеличится объем этого куба, если реб> 

ро его получит приращение Да; =  0,1 м?
Дать точное и приближенное решения.
9. Заменяя приращения функции дифференциалом, приближенно найти: 

a) 0,95: б) cos 60°20'; в) arctg 1,02.

Н ^К аков а предельная абсолютная погрешность функции y — igx, если

I I .  Найти dy и d2y, если у =  е~х\
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Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л

§ 1. Первообразная функция. Неопределенный интеграл '

Основная задача дифференциального исчисления состоит в на
хождении дифференциала данной функции или ее производной. 
Интегральное исчисление решает о б р а т н у ю  з адачу :  по за
данному дифференциалу, а следовательно, и производной неиз
вестной функции F(x), требуется определить эту функцию. Иными 
словами, имея выражение

где f (х)-— известная функция, нужно найти функцию F(x). Дйя 
простоты мы будем предполагать, что равенство (1) выполнено 
на некотором конечном или бесконечном промежутке.

Искомая функция F (х) называется при этом п е р в о о б р а з 
ной функцией по отношению к функции f{x). Таким образом, 
мы можем дать следующее определение первообразной функции.

Определение .  П е р в о о б р а з н о й  ф у н к ц и е й для дан
ной функции f(x) на данном промежутке называется такая функ
ция F(x), производная которой равна f(x) или дифференциал 
которой равен f{x)dx на рассматриваемом промежутке.

Например, одной из первообразных функций для функции Зх2 
будет х3, ибо (х3) ' =  3х2. Первообразная функция не единственна, 
так как (х3 +  1)' =  Зх2, (х3 — 5)' =  3х2 и т. п., и поэтому функ
ции х3-}-1, х3 — 5 и т. п. также являются первообразными для 
функции Зх2. Следовательно, данная функция имеет б е с ч и с 
ленное  м н о ж е с т в о  первообразных.

В нашем примере каждые две первообразные отличались друг 
от друга на некоторое постоянное слагаемое. Покажем, что это 
будет иметь место и в общем случае.

Те о р е ма .  Две различные первообразные одной и той же 
функции, определенной в некотором промежутке, отличаются друг 
от друга в этом промежутке на постоянное слагаемое.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, пусть f(x) — некоторая 
функция, определенная на промежутке {а, Ь}, и Fi(x), F2(x) — e.Q 
первообразные, т. е.

dF(x) == f(x)dx (1)
или соответственно

Отсюда

F[{x) =  f(x) и F'2(x) =  f(x).

F{ (x) — Fi(x).



Но если две функции имеют одинаковые производные, то эти 
функции отличаются друг от друга на постоянное слагаемое 
(гл. XI, § I, следствие 2 к теореме о конечном приращении функ
ции) . Следовательно,

Fi (x)— F2(x) = C ,

где С — постоянная величина, что и требовалось доказать.
Г е о м е т р и ч е с к а я  и л л ю с т р а ц и я .  Если

у =  Fi(x) и Y =  F2(x)

— первообразные одной и той же функции f(x), то касательные 
к их графикам в точках с общей абсциссой х параллельны между 
собой: ig a  — F\{x) =  F'2(x) — f{x) (рис. 128). В таком случае рас

стояние между этими кривыми, 
считая вдоль оси Оу, остается 
постоянным:

Fi{x) — F i(x )~  С,

т. е. эти кривые в некотором смыс
ле «параллельны» друг другу.

Следствие .  Прибавляя к 
какой-либо первообразной F(x) 
для данной функции f(x), опре
деленной на промежутке <а, Ь), 
всевозможные постоянные С, мы 
получим все первообразные для 
функции f{x).

В самом деле, с одной стороны, если F(x) есть первообразная 
функция для f(x), т. е. если F '(x )= f(x ) , то функция F(x) + C, 
где С — любая постоянная, в силу того, что производная по
стоянной равна нулю, также будет первообразной функции f(xf, 
так как ;

[F(x) + C]' =  F '(x )+ C ' =  f(x).

С другой стороны, мы доказали, что каждая первообразная 
функции f(x) может быть получена из функции F(x) путем при
бавления к ней надлежащим образом подобранного постоянного 
слагаемого С.

Следовательно, формула

F(x) +  C, (2)

где —со <  С <  + °°, a F(x) — какая-либо первообразная для 
функции f(x), исчерпывает всю совокупность первообразных для 
данной функции f(x).

В дальнейшем мы будем предполагать, если явно не оговорено 
противное, что рассматриваемая функция f(x) определена и не
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прерывна на некотором конечном или бесконечном промежутке 
<а, Ь).

Введем теперь основное понятие интегрального исчисления — 
понятие неопределенного интеграла.

Определение .  Общее выражение для всех первообразных 
данной непрерывной функции f(x) называется н е о п р е д е л е н 
ным и н т е г р а л о м  от функции f(x) или от дифференциаль
ного выражения f(x)dx и обозначается символом

§ f(x) dx.

При этом функция f(x) называется подынтегральной функцией, 
а выражение f(x)dx называется подынтегральным выражением.

Вспоминая определение первообразной, можно сказать, что не

определенный интеграл  ̂f(x)dx на данном промежутке является

функцией о б щ е г о  вида,  дифференциал которой равен 
подынтегральному выражению f(x)dx, а следовательно, производ
ная которой по переменной х равна подынтегральной функции 
f(x) во всех точках рассматриваемого промежутка.

Пусть F(x) — некоторая вполне определенная первообразная 
для функции f(x). Как мы видели, всякая другая первообразная 
этой функции имеет вид F(x) + C, где С —-некоторая постоянная. 
Согласно определению неопределенного интеграла можно написать

\ f (х) dx — F (х) + С, (3)

где F'(x) =  f (х) и постоянная С может принимать любое значение, 
и поэтому называется произвольной 
постоянной.

П р и м е р .  Как мы видели, для функ
ции Зхг одной из первообразных является 
функция х3. Поэтому

^ Злг2 dx =  х3 +  С.

Геометрически неопределенный 
интеграл

у =  F(x) -j- С

представляет собой семейство «па
раллельных» кривых (рис. 129).

Из определения неопределенного интеграла вытекает, что если 
мы имеем дифференциальное уравнение (т. е. уравнение, содержа
щее дифференциалы) (подробнее см. гл. XIX) вида

dy =  f{x)dx,



где функция f(x) непрерывна в интервале (а ,Ь ), то общее реше
ние этого уравнения при а <  х < .Ь  дается формулой

У =  J / (х) dx.

§ 2. Основные свойства неопределенного интеграла

Опираясь на формулу (3) предыдущего параграфа, выведем 
основные свойства неопределенного интеграла.

I. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынте
гральному выражению, а производная неопределенного интеграла 
равна подынтегральной функции.

Это свойство непосредственно вытекает из определения неоп
ределенного интеграла.

Таким образом, имеем

d^f{x )dx  =  f(x)dx (1)

и

f{x)dx] = /(* )•

II. Неопределенный интеграл от дифференциала непрерывно 
дифференцируемой функции равен самой этой функции с точ■< 
ностью до постоянного слагаемого.

В самом деле, пусть

| dq> (х) ==  ̂ф' (ж) dx,

где функция ф'(х) непрерывна. Функция ф(х), очевидно, является 
первообразной для у'(х). Поэтому имеем

 ̂Ар (х) — ф {х) + С. , (2)

З а м е ч а н и е .  В формулах (1) и (2) знаки d и , следующие

друг за другом в том или другом порядке, взаимно уничтожают 
друг друга (если не учитывать постоянного слагаемого). В этом 
смысле дифференцирование и интегрирование и являются взаимно 
обратными математическими операциями.

III. Отличный от нуля постоянный множитель можно выно
сить за знак неопределенного интеграла, т. е. если постоянная 
А Ф  О, то

{ Af {х) dx =  А  ̂f{x) dx. (3)

В самом деле, пусть F(x)— первообразная для f(x). В силу 
основной формулы (3) из § 1 имеем

А ^/(х)а(х =  Л[77(л:) + С] =  Л/?(л:) + С1, (4)
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где Ci =  АС, причем С и С\ — произвольные постоянные при 
А ф  0. Но AF(x) есть первообразная для функции Af(x), так как

[AF(x)]' =  AF'(x)~* Af(x).

Поэтому из формулы (4) получаем требуемую формулу (3).

З а м е ч а н и е .  При Л =  0 формула (3) неверна, так к^к левая часто 
представляет собой произвольную постоянную, а права* часть Тождественно 

равна нулю.

IV. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конеч
ного числа непрерывных функций равен такой же алгебраической 
сумме неопределенных интегралов от этих функций, т. е. если, 
например, функции f(x), g(x) и h(x) непрерывны в интервале 
(а ,Ь) , то

\ U (*) +  g (х) — h (х)] dx =   ̂ / (х) dx +  jj g (х) d x — ^h  (x) dx (5) 

при x <= (a, b).
Действительно, пусть F(x), G(x) и Щ х) — первообразные соот

ветственно функций f(x), g{x) и h(x), т. е. F'(x)=^f(x), G'(x)=* 
=  g(x), Н'(х) — h(x) при х е ( а ,  b). На основании формулы (3) 
из § 1 имеем

 ̂ f (х) dx + | g (х) dx — (х) dx —

=  [F (x) -f- Ci] + [G (x) + C2] — [H (x) -(- C3] =

=  [F (x) + G (x) — H (x)] + C, (6)

где Ci, C2, Сз — прбизвольные постоянные и С — Ci + С2 — С3, 
очевидно, также является произвольной постоянной. Но функция 
F(x)+  С (х )— #(х) есть первообразная для функции f(x)-\- g(x )—
— h(x), так как

|> (х) + G (х) -  // (х)]' =  F' (х) + G' (х) -  Н' (х) =  f(x) + g ( x ) - h  (х). 

Следовательно,

S [/(*) + g (х) — h(x)] dx — F (х) + G (х) -  Н (х) + С. (7)

Из формул (6) и (7) вытекает равенство (5).

§ 3. Таблица простейших неопределенных интегралов

Пользуясь тем, что интегрирование есть операция, обратная 
дифференцированию, нетрудно получить таблицу простейших ин
тегралов. Для этого будем исходить из формулы (3) из § 1, кото
рую перефразируем теперь таким образом: если

dF(x) — f{x)dx,

§ 3. ТАБЛИЦА ПРОСТЕЙШИХ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 2[3
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ТО

Обращая формулы дифференцирования, получим

/  „т+ 1 \ Г „т+ 1

I. Так как й ( } =  хт йх, то \хт йх =  — + С
\ т  +  1 /  Л т  +  1

(т ф  — 1).

II. » » с? (1п | л; |) =
йх

III. » » й {ех) =  ех йх,

IV. » а (- К г )- а ’ йх,

V. » » ¿(з1п х) ■== соэ хйх,

VI. » » й (— СОБ X) — йШ х йх,

VII. » 

VIII. » < ц - а 8 х ) = 1£1-

IX. » » й (атсвт х)

й(— агссоэх)

X. Так как ¿(агс^х)

йх

V \ — х*
йх

V I — *2
(1х

» 5-~=1п|дс| +  С 

(при х <  0 и при х >  0).

» Ц ех йх =  ех + С.

» \ахйх =  ”т~”-- К С
Л 1п а

(а >  0, а ф  1). 

»  ̂соз х йх =  вт х + С.

»  ̂ б!п лг — соэх+С. 

» \-£к-̂ х + с'

»5
йх

______— агсэт х +
У Г ^х 5

+ с  =  — агссоэ х + С\.

й (— а г с ^  х)

+ X2’

йх

~~ 1 + X2’

то
йх

1 + X2
= аг (^я  + С—

■ агсс!дл: +  С).

Для полноты таблицы присоединим сюда еще две формулы, 
справедливость которых можно проверить непосредственно диффе
ренцированием:

*•5
йх 1

!п
\ + х

1 — X
йх 1

¡п_____  _ 1И1____  . г. [ _л
1 - х 2 2 | 1 — х ) х2-

XII. \ ...̂ — :■ =  1п | х +  Уд:2 + а 1 + С, где постоянная а ф  О
Л -ух2 +  а

(см. §  7).



Так как (см. гл. X, § 9) d(chx) —  sh xdx и d (sh x ) =  ch x dx, то имеем еще 

две полезные формулы:

X II I .  ^ sh х dx »=• ch х +  С. XIV. ch x dx =  sh x +  C.

Интегралы, содержащиеся в этой таблице, мы будем называть 
табличными, и их необходимо твердо запомнить,

С х4
П р и м е р  1. \ х3 dx — — — Ь С.

Г 2х
П р и м е р  2. \ 2х dx — -¡--у  +  С.

§ 4. Независимость вида неопределенного интеграла 
от выбора аргумента

В таблице основных интегралов предполагалось, что х есть не
зависимая переменная. Однако эта таблица полностью сохраняет 
свое значение, если под х понимать любую непрерывно дифферен
цируемую функцию от независимой переменной.

В самом деле, пусть х есть независимая переменная, f(x) — 
некоторая непрерывная функция на данном промежутке и F(x)— 
ее первообразная, т. е. F'(x) — f(x). Имеем

\^f(x)dx — F(x) + C. (1)

Положим теперь
и =  ф (х) ,

где ф(х) — некоторая непрерывно дифференцируемая функция1), 
и рассмотрим интеграл

 ̂ f (и) d u = ^  f (и) и' dx. (2)

В таком случае сложная функция

F(u) =  F( Ф(х)) (3)

является первообразной для подынтегральной функции интеграла
(2). Действительно, в силу независимости дифференциала первого 
порядка от выбора независимой переменной получаем

dF (и) =  F' (и) du — f (и) du (4)
и, следовательно,

£  i f  /< «> « '• ю

Поэтому

^ f(u )du  =  F(u) +  C, (5)

где F'(u) — f{u).

*) То есть предполагается, что производная <р'(х) непрерывна.
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Таким образом, из справедливости формулы (1) следует спра
ведливость формулы (5); при этом последняя формула получается 
из предыдущей путем формальной замены х на и. На основании 
этого свойства получаем обобщенную таблицу простейших инте
гралов

| и'пdu д  ^  (п Ф — 1),  ̂“¡Г“  In I м ¡ + G и т. д.,

где и — любая непрерывно дифференцируемая функция от незави- 
еймой переменной. Эта таблица является обращением обобщенных 
формул дифференцирования (гл. X II, §7) .

Выбирая различным образом функцию и, мы можем суще
ственно расширить таблицу простейших интегралов.

П р и м е р .  Из формулы 1 следует

\j xdx =  -Y- + C. (6)

Заменяя здесь х на sin х, получим

| sin х d (sin х) =  ----- +  С, т. е. ^ sin х cos xdx*=  +  О,

Далее, подставляя, например, в формулу (6) вместо х функцию In х, будем 
иметь

Si . ч 1п2 л: , „ f  In х . In2 х . п
in х d (In x) = — g---f- С, или \— -— dx =  — g-4- +  С

и т. п.

Отсюда становится понятной важность умения приводить дан
ное дифференциальное выражение f(x)dx к виду

f(x)dx =  g(u)du,

где и есть некоторая функция от х и g — функция более простая 
для интегрирования, чем /.

Отметим ряд преобразований дифференциала, полезных для 
дальнейшего:

1) dx =  d(x-\- Ь), где b — постоянная величина!

2) dx — ~ d  (ах), где константа а ф  0\

3) dx =  -—-d (ах -j~ b) ( а ф  0);

4) xdx =  Y  d (х2);

5) sin xdx — —d( cos л:);
6) cos xdx =  с? (sin л;).
Вообще,

Ф’ (x)dx =з dq>(x).

Пользуясь этими преобразованиями дифференциалов, найдем некоторые не- 
оиределенные интегралы.
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* Б. ПОНЯТИЕ ОБ ОСНОВНЫХ МЕТОДАХ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 211)

П р и м е р 1.

S dx 1 f  d (ах +  b) 1 , , , . . , „  ". ' , лч '
----Г Т  =  — \ -- ... =  —  1п\ах + Ь\ + С а  ^  0).

ах +  b a J  ах + b а

П р и м е р 2.

1 Т  —
^ л/х ~  2 dx == ^ (х — 2) 2 d (х — 2) =  ''Х- --- V С =  (х — 2) 2 4- С.

¥
П р и м е р  3.

sin 5х dx =  -g-1 sin 5jc d (5x) =  — g- eos бя +  С.

П p и м e p 4.

f  xdjc 1 f  d í ^ 2 + l )  1 i / a i  i л>

3 1 ? + т " т Г '? + 1 ..= т 1п̂ + 1) + с>

П р и м е р  5.

S
f  sin x . f  d eos x . , , . ~ 
texdx=*  \---- dx =  — \-------*=■— !n ¡ eos x I -f- C.

b J eos x  J  eos X

П р и м е р  6.

Ш  ,

П р и м е р  7.

f  d* _  1 f  V 2 )  _  1 t x , n

J y + 4  2 i  ф * +[ “ 2 " C* 2 + •

С í i  _ f д ( у г ) _ — arcsin -i- C.
* УЗ

Пример 8.

С dx =  :р Í dx =  ^ ( * )

l « v ^ =  l , y r z 5 -  ддгщ

4= arcsin —  +  С =  —- arcsin -r-~ +  С, где 
^ 1̂ 1

П р и м е р  9.

^ хех dx =  -i- I  (л2) == -i- ex‘ ~f C.

§ б. Понятие об основных методах интегрирования

Для вычисления данного интеграла мы должны, если это воз
можно, пользуясь теми или другими способами, привести его 
к табличному интегралу и таким образом найти искомый резуль
тат. В нашем курсе мы рассмотрим лишь некоторые, наиболее
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часто встречающиеся приемы интегрирования и укажем их приме
нение к простейшим примерам.

Наиболее важными методами интегрирования являются: 1) ме
тод разложения, 2) метод подстановки и 3) метод интегрирова
ния по частям.

1. Метод  р а з л о ж е н и я .  Пусть ¡(х) — /1 (х) + ¡¡(х) ; тогда 
на основании свойства IV § 2 имеем

| / (X) йх =   ̂ /1  (*) Ах +  ̂ ¡2  (я) йх.

По возможности слагаемые ¡¡(х) и /2{х) стараются подобрать так, 
чтобы интегралы от них находились непосредственно.

П р и м е р  1.

| (1 — V*)2 с1х =* ^ (1 — 2 Vх + х) йх =  ^ йх — ^ 2 л/х йх + ^ х йх =

5 Г Г 3/2 2 л 2
йх -- 2 I  х 1/2 йх + \ х йх =  х — 2 +• С =  х — ^  х У х  + + С.

"2

П р и м е ч а н и е .  Нет надобности после каждого слагаемого ставить произ
вольную постоянную, потому что сумма произвольных постоянных есть также 
произвольная постоянная, которую мы пишем в конце.

П р и  м е р 2.

, х 4 —. 6х3 — 8хг +  Эх •

X2
с
| х2 йх — 6 ^ х йх — 8 ^ йх -Ь 9 ^ — ■—  5 ^ х~ 2 йх ■

х3 хг

~з Т

-  8х +  9 1п | х i -  5 . 4 . с  =  Зх2 -  8х 4- 9 !n | х | +  -7 4- С. 

П р и м е р  3.

JtB*Jcdx“ k-¿rF ",)dJC=S ^ - j ü x ^ t g x - x - i - C .

П р и м е р 4. ^ sin2 х йх.

Так как sin2 х =  ~ {1  — eos 2х), то

| sin2 x d x  =  y  ^ (1 — cos2x) d x ^ ~  J  й х - ±  J  cos 2xd  (2х) >

П  р и м е р 5. ^ sin х cos Зх dx.

—■ х — ~  sin 2x +  С.

I
Так как sin X cos Зх =  -j- (sin 4x — sin 2x), то имеем

I  sin x cos, Зх dx =  —  (sin 4х — sin 2х) dx =  —  ^ sin 4х d (4х) —

i f  i 1
— — ^ sin 2x d (2x) =  — —  cos 4x +  —  cos 2x +  C.
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2. М е т о д  п о д с т а н о в к и  (метод введения  новой 
переменной) .

Пусть f(x) непрерывна на интервале (а ,Ь ) и х =  ср(/) непре
рывно дифференцируема на интервале (а,Р); причем функция Ф 

отображает интервал (а, |3) в интервал (а,Ь).
На основании свойства независимости неопределенного инте

грала от выбора аргумента (§ 4), и учитывая, что dx — ср'(t)dt, 
получаем формулу замены переменной в неопределенном интеграле

Интеграл, стоящий в правой части равенства (1), может ока
заться проще интеграла, стоящего в левой части этого равенства, 
или даже табличным.

Рассмотрим примеры.

П р и м е р б .  ^ х ^ /х  — Ъйх.

Чтобы избавиться от корня, полагаем л/х — 5 =  Отсюда х =  /2 +  5 и, еле 
довательно, йх =  21 сН.

Производя подстановку, последовательно имеем

I  х л/х — 5 йх =  \(* 2 +  5) * • 2/ сН =  \ (2^ +  Ю/2) М  =  2 \ I* М  +  10 V /2 =

Здесь полезно применить тригонометрическую подстановку х ~  a sin t, от* 
сюда dx =  a cos t dt. Следовательно,

(1)

=  2 --J- +  10 +  С -  ( х - 5)5/2 +  - j- (*  -  5)3/2 +  С.

П р и м е р  7. \ V «2 — *2 (а >  0).

^ V a 2 — х2dx — Í л/я2 -  a2 sin2 t • a.cos t dt =  a2a2 ~  x2 dx — !2 — a2 sin2 i • a.cos t dt =  a2— ß2 J  cos2 i  dt =  

fl2
d (2t) =  — sin 2/ +  C.

4

Возвращаясь обратно к переменной я, будем иметь

х
s i n / = — и t =  arcsinarcsin — .

а а
Далее,

sin 2t =  2 sin t cos t =  2 sin t Vi — sin2 / =  

Поэтому окончательно получим

(2)

Иногда формулу (1) полезно применять справа налево:

5 / (ф (*)] ф' (*)d x = 1ф («)] d(p (х)> (3)



222 ГЛ: Х Ш . НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

ИЛИ

где
t —  ф (а :) .

Ha практике желательно не вводить новой переменной t, а огра
ничиться использованием формулы (I). Простейшие примеры 
этого типа были разобраны в § 4. Здесь мы дополнительно рас
смотрим еще несколько примеров.

гг о С У 1 + ctg х ,
П р и м е р е .  \ —— :—ö— —  dx.

J  Sin2 X
dx

Полагая t =  1 +  ctgx , dt =  — будем иметь

I  ~~д г *  dx ~ ~ § (1 + ctg *)1/3 d ^  + ctg =

=  -  ^ t[/3 dt =  -  í 4/3 +  С =  -  (1 +  ctg x)W  +  O.

П р и м е р Э .

dx
Так как —j — =  d (ln x), то имеем

ПримерЮ.

f  ех dx __f  d (ек) 1

J  e2x-\ J  V f - l  “ ¥

ex — 1

ex +\
+ C

(е*)2

(см. формулу X I в §  3).

3. Ме т о д  и н т е г р и р о в а н и я  по ч а стям .  Пусть и и V — 
непрерывно дифференцируемые функции от х. На основании фор
мулы дифференциала произведения (гл. XII, § 7, V) имеем

й(ии) — и йу + V йи;
отсюда

и ¿¿у =  й{иу)— V йи.

Интегрируя, получим

 ̂и йю —  ̂й (ии) —  ̂V йи,

или окончательно

 ̂и йю =  иь — Ц у йи,. (4)

Это и есть формула интегрирования по частям.
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Выведенная формула показывает, что интеграл  ̂udv приво

дится к интегралу jj v du, который может оказаться более про

стым, чем исходный, или даже табличным.
Рассмотрим несколько примеров.

П р и м е р  11. ^ пл: ^х.

Полагая здесь и =  In х и dv =  dx, получим du =  d In x — я v =  x. 

Следовательно, в силу формулы (4) будем иметь

^ In х dx =  х In х — ^ х • =  х In х — х +  С.

П р и м е р  12. ^ ж cos xdx.

Полагая и ■= х и dv — cos х dx, имеем du =  dx и v =  ^ cos х dx =  sin X, 

Пользуясь формулой интегрирования по частям (4), получим

^ х cos х dx =  х sin х — ^ sin х dx =  х sin х +  cos х +  С.

На практике важно научиться применять формулу (4), не выписывая в сто» 

роне выражения для функций и и у.
П р и м е р  13.

х arctg xdx =  ̂ - \ arct6 x d (x2 + 1) =

—  ~  j^(x2 +  1) arctg x — ^ (x2 +  1) d arctg =

9_
x2 +  1 , i f , , .  dx x2 +  1 i 1 „ i л 

= --2—  arCtg x ~ ~2 ] ^  + * "x2 + I " --2--g ~ T

§ 6. Интегрирование рациональных дробей 
с квадратичным знаменателем

Речь идет о вычислении интегралов вида 

f ' М  -йх%
ах2 + Ьх +  с

где Р(х) — целый многочлен и а, Ь, с — постоянные, а Ф  0. Раз
делив числитель Р(х) на знаменатель ах2 + Ьх + с, получаем 
в частном некоторый многочлен Q(x) и в остатке — линейный 
двучлен тх-\-п (так как степень остатка ниже степени делителя}; 
отсюда

Р (х ) п (  . , т х  + п

ах2 +  Ьх +  с ^  '  '  ' ахг +  Ьх +  с *
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Интеграл от многочлена (2(;с) находится непосредственно; по
этому мы покажем, как вычисляются интегралы вида

тх + п
■ йх.

Л ах2 +  Ьх + с

Выведем сначала два основных интеграла.

'(т)Г С йх 1 С I  а )  1  ̂ х ,
[- =  - т агс^ -  + С ( а Ф  0),

т. е.

$ - р Т ^  =  Т агс^ Т  +  с  

И. 5 Т О "  (« *  0).

(2)

Имеем

1 1 1 (х + а) — (х — а)
х'г — а* (ж + а) (х — а) 

Отсюда

2а (лг + а) (ж — а) 2а
( _ ! _______1_Л
V х — а X 4- а )

Г йх __1 Г /  1___________1__\ / ___1 ( [  йх ____ Г йх \
3 х2 — а 2 2а 3 ч л; — а х -±- а ] Х 2а V 3 * — а } х + а )

1 Г Г й (х — а) _ С й(х + а) ~1__

2а [. 3 х-~ а 3 х 4  « .1 ~~2а

1 [1п | х — а | — 1п I х 4- а ¡] +  С — ~  !п |2а 2а
х — а 

х + а

Итак (ср. XI из § 3),

Г йх

) х2 — а2 2 а
1п

х + а 4- С (а ф  0).

4-С.

(3)

Результаты (2) и (3) следует запомнить.
К интегралам I и II присоединим еще интеграл

III.
х йх

х‘2 ± а 

Пример 1.

йх

1_ Г й (х2 ± а2 
2 ' х2 ± а2

1__Г ____  й{х У$Г)

/2  3 (х

■ 1п | х2 ±  а214- С.

2кг 4  3 л/2 ■} (х л/2)2 + (л/з)2

Прим е р  2. 5-

1 ! , хл/2 , „ 1 . (  
—т=- • ~т=г агс^ — -—  4- С =» —= •  агс!й х
д/2 Уз л/З Уб Ч VI)"1'с*
йх 1

2 л/5
1п 4
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Основной прием вычисления интеграла (1) состоит в следую
щем: квадратный трехчлен ах2 +  Ьх + с дополййют до полного 
квадрата1). После этого, если коэффициент т  — 0, то интеграл 
(I) сводится или к интегралу I, или к интегралу II. Если же 
т  Ф  0, то интеграл (1) сводится к интегралам I и III, или к инте
гралам ÎI и III. Как это делается, покажем на примерах.

Пример 3.

ь
dx

:2-  ¡ОХ +  16

dx

(х2 — 2 • 5х 25) -¡- (16 ■— 25)

d (х — 5) 1
(х -- 5)г -  За 

П р и м е р  4. 

dx

2-3
ln

(х — 5) -

(х -  5) +  3
+  С 1п

х — 8

к — 2
• С.

х'г +  Зх +  4

dx

> + 2-Т* + Т ) + (<

(*+4)
V f  ,гс'е

+ с 2 , 2х + 3 
■ arctg-

Пример ГГ С xdx _  Ç xdx
' “  J  х2 + х + \ ~ )  ^  ~+ J _ y

Полагаем х +  А  =  /; отсюда х =  t — А  и dx — dt. 

Следовательно,

f  (f ~ т)di г J J L _____ 1 f  dt ...... 1 г d(t2 +
j  2 з я +-|  2 j

4-

ч-

а-1-— ..т  =  —  1п ( A . J | _
(  У з  у  2 V 4 )  2 V 3

/? + .

— la (л:2 +  *  +  i)
2 Уз

Уз

1 , 2* + 1 
arctg -

Уз
+ с.

_  . д:4 dx
Пример 6. \ Tiqrf-

*) Мы предполагаем, что квадратный трехчлен не является точным квад- 

ратом.

8 В. А. Кудрявцев, Б, П. Демидович
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X4 1
Произведя деление х4 на хг +  1, имеем а* — I -¡- —т г - т - О т с ю д а

X *]" 1 X "г 1

X*
х2+  1 ах- \ {хг~ 1+- ¥ т т )Лх-

^  I Х± йХ ~ ] йХ ^  | 12~РТ “  "Т-- * + агс{й Х + С*

З а м е ч а н и е .  Если квадратный трехчлен ах2 -{-Ьх с имеет 
действительные и различные корни X) и х2, то, как доказывается 
в подробных курсах анализа, для вычисления интеграла (1) можно 
воспользоваться разложением подынтегральной функции на про
стейшие дроби:

тх  +  п __  А . В ....

ах2 +  Ьх +  с х — Х\ х — Х‘1 '  ̂ '

где А и В — неопределенные коэффициенты. Числа А и В нахо
дятся путем приведения тождества (4) к целому виду и прирав
нивания коэффициентов при одинаковых степенях х в левой и пра
вой частях полученного равенства.

Г х +  2
П р и м е р  7. Найти / =  \ йх.

Приравнивая знаменатель нулю, получаем уравнение х'г + 5х — 6 =  0; нахо
дим его корни; Х\ =  1 и х2 =  — 6. Согласно формуле (4) имеем

* + 2 -  "  <~г£г. (5)х2 +  5х — 6 ”  *  — 1 х +  6 ‘

Отсюда, освобождаясь от знаменателя и учитывая, что 

х2 +  Ъх —  6 =  (х —  1) (х — 6), 

получим Я -¡г 2 =  Л(Х +  6) +  б  (Л) — 1), или

х 2 (Л “1" В)х -|- (6/4 —  В). (6)

Приравнивая друг другу коэффициенты при одинаковых степенях х в правой и 
левой частях последнего равенства, будем иметь

А +  В =  1, 

6А — В ~  2,:}
Следовательно, А — 3/7, В =  АП.

Заметим, что коэффициенты А и В можно просто определить из тождества 
(6), полагая в нем сначала х =  1, откуда 3 —  А -7 и А =  3/7, а затем полагая 
х =  — 6, что дает — 4 =  В(— 7) и В — 4/7.

На основании разложения (5) получаем



§ 7, Интегрирование простейших иррациональностей

1. Если подынтегральное выражение содержит лишь линей-
П

ную иррациональность -\/ах +  Ъ (а ф  0), то полезна подстановка

§ 7. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПРОСТЕЙШИХ ИРРАЦИОНАЛЬНОСТЕЙ 227

£ =  д/ах + Ь.

П р и м е р  1. Найти / =  |
____ л д/ х + 1 \

Полагаем / =  ^  х +  1; отсюда х =  А —  1 и йх =  Ыг сН, - \
Имеем

Г)С11 :

=  _  | .* >  +  С = = |-  (х  +  1)ЭД „ |  +  1)2/3 +  с

2. Интеграл от простейшей ква др а тично й иррациональ
ности

\  - г  , 1 х  ----------

•) V ах2 +  Ьх +  с

с помощью дополнения квадратного трехчлена ах2 + Ьс + с до 
полного квадрата сводится к одному из двух интегралов

5 йх

л/а ±  х2 ' 

вычисление которых дано ниже.

I. \ ~ Г =  ( * ф  0).
* ух  + и

Применим здесь подстановку Эйлера:

-\/ х2 + а — / — х,

где t — новая переменная. Возводя это равенство почленно в квад
рат, будем иметь х2 + а — Р — 2tx + х2, или

а  =  ¿2 — 21х.

Беря дифференциалы от обеих частей последнего равенства, 
получим 0 =  2̂  сИ — 2х(Н — 21 йх, или

¡йх — (£— х)с11.
Отсюда

йх сМ йх сН
т. е.

I ~  х I У * 2 +  а  {

Таким образом, имеем

си Г м
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Наконец, заменяя I его выражением через х, окончательно на
ходим табличный интеграл X II (§ 3)

dx

J У * 2 +  а

Эту формулу необходимо запомнить.

„  f dx
П р и м е р  2. *

— ln I х +  х2 -f- a j -j- С (а Ф  0). (1)

У х 2 -  6х 4  13 

Используя формулу (1), имеем

dx __f dx

У  л:2 — 6л: + 13 ~  J У  (х — З)2 + 4 '

Полагая здесь х —  3 =  I, последовательно получим

^ =  ( —£==■  =  1п 0  + л/Р + 4) +  С.
3 Уд:2 — 6х +  13 У / 2 +  4

Так как / =  х —  3, то окончательно будем иметь

г/* —  =  1п [ж -  3 +  У (х  — З)2 4  4) +  С =
У х 2 - 6 x 4 -  13

=  1п (х — 3 + У х 2 — бдг -)- 13 ) +  С.

(f)d  X  [ \ OL /  X  - ^
arcs in---h С (а >  0).

 ̂У «2 хг ) AJ l _ { ± y  о

Пример 3.

dx \
х -f А

2 2х 4  1
«= arcsin --- = -  +  С =  arcsin---г=— h С.

/5 Уб

V t

§ 8. Интегрирование тригонометрических функций

В приложениях важное значение имеют интегралы

/ =   ̂ sinmA: cos" Jed*,

где т  и п — целые неотрицательные числа.
Здесь различают два случая:
1) хотя бы один из показателей т  или п есть число нечетное;
2) оба показателя т и п  есть числа четные.
В первом случае интеграл / берется непосредственно.
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П р и м е р  1. Найти /  =  ^ sin3 х cos2 *  dx.

Последовательно полагаем

/  =  | sin2 х cos2 х (sin х dx) — — ^ (1 — cos2 x) cos2 x d (eos x) =

=  — | eos2 x d (eos x) +  ^ eos4 x d (eos x) =  — i- eos3 x +  4- cos5 x -f- C,

Во Втором случае для вычисления интеграла 1 используют формулы двой

ного аргумента:

sin2 х =  у  (I — cos 2х), cos2 х =  ( i +  cos 2х), sin х cos х =  у  sin 2х. 

П р и м е р  2. Найти / =  ^ sin2 х cos4 х dx.

Имеем

= | (sin * cos X)2 cos2 х dx =  ^ ( J Ü ^ £ . y  J L ± ^ 2 £  dx e

=  у  ^ sin2 2x (1 +  cos 2x) dx =  -i- ^ sin2 2x dx +  у  ^ sin* 2x cos 2x dx •

1 f  1 — cos 4x i f  

=  j  j --- 2--- 1 S 2Л ̂  =

- L * - - J L s ln  4x +  sin32x +  C,

В теории рядов Фурье (гл. XXI, § 17) важное значение имеют
интегралы

| sin тх  sin пх dx ,  ̂cos тх  cos пх dx ,  ̂ sin тх  cos пх dx.

Они вычисляются на основании формул тригонометрии: 

sin a sin р == у  [cos (а — р) — cos (а +  р)], 

cos а cos р =  у  [cos (а — р) +  cos (а +  р)], 

sin а cos р == у  [sin (а  — р) +  sin (а +  Р)]-

Пример.

^ sin х sin 5х dx — у  ^ (cos 4 х  —  cos 6 х ) dx — у  sin 4х — —■ sin 6х +  С.



§ 9. Интегрирование некоторых трансцендентных функций

Интеграл

$/>(*) eaxdx,

где Р{х) — многочлен, берется многократным интегрированием по
частям.

Пример.

I х2е2Х dx =  ~  I x2d (е2Х) =  е2Х — ~  jj е2Х • 2х dx — е2Х — — | xd (е2Х) =  

=  —  ciA -  -J е»  +  A  J e2Xdx =  ~  е2Х -  е2Х +  j  е2Х +  С =

“ ( 4 - т + т ) * “ + с -

Аналогичным приемом вычисляются интегралы вида 

I Р  (х) sin ах dx и I Р  (х) cos ах dx, 

где Р(х) — многочлен.

§ f 0. Теорема Коши. Понятие о «неберущихся» интегралах

До сих пор мы весьма удачно для некоторых непрерывных 
функций f(x) находили их неопределенные интегралы

I / (х) dx.

Возникает вопрос, всегда ли это будет так, т. е.: 1) всякая ли 
непрерывная функция f(x) имеет неопределенный интеграл и 
2) каким способом можно найти этот интеграл, если он существует.

Ответом на первую часть этого вопроса служит теорема Коши, 
являющаяся основной теоремой интегрального исчисления.

Т е о р е м а  Ко ши .  Всякая непрерывная функция имеет пер
вообразную.

Иными словами, для каждой непрерывной в интервале (а, Ъ) 
функции f(x) существует функция F(x), производная которой в ин
тервале (а ,Ь ) в точности равна данной функции f(x), т. е.

F'(x) =  f(x).

Тем самым существует и неопределенный интеграл

§/ (х)  dx =  F(x) +  C, 

где С — произвольная постоянная.

230 гл ХП1 НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
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Доказательство этой теоремы ввиду его сложности не может 
быть здесь приведено1).

Этим не решается вторая часть нашего вопроса: если дана 
непрерывная функция f(x), то как найти ее неопределенный инте
грал. Теорема Коши вовсе не утверждает, что первообразную дан
ной функции можно фактически отыскать с помощью конечного 
числа известных операций и выразить ответ в элементарных функ
циях (алгебраических, показательных, тригонометрических и т. п.). 
Более того, имеются непрерывные элементарные функции, инте
гралы от которых не являются элементарными функциями. Такие 
интегралы часто называют «не б е р у  щим ися»,  подразумевая 
под этим, что такого рода интегралы не могут быть выражены 
с помощью конечного числа элементарных функций.

Например, можно доказать, что интегралы

¡ e- , dx, 5 j « 5 £ * .  5 ^

и ряд других не сводятся к конечной комбинации элементарных 
функций и, следовательно, являются «неберущимися» в нашем 
смысле слова.

Упражнения

Пользуясь таблицей простейших интегралов, найти следующие неопределен
ные интегралы:

(* Г /  %__1 \2 Г 1 - 2  л/х +  2
1. \ (x * - 3 x + l)d x .  2. ^ - ^ — у  dx. 3. j

4. | (ах +  bx)2 dx. 5 . ^  (sin Зх -j- cos 5л;) dx.

S dx
—г~ъ-----5— • У к а з а н и е .  Применить тождество: I =  sin2 х -f cos2 х.

sin х cos х

dx „ f  dx 
9.

■ dx.

7 С dx g Г 

' ’ J x3 + 2 ‘ "3  2 — 3x2

f  У 1 +  +  У 1 — x2 . t f  , , , Г x dx
10. \ — — 1 L . _ _ ------dx. 11. \ie*xdx. 12. \ ------- .

J  V l  -  x4 J J 1 +

dx

13' У2 —- 3x '

Применяя метод разложения, найти интегралы:

» .  J 737■<*. »■ к - "■

ю- \ т = 7 -  ">• $-?-=|£+ в" »•■$«“ *e* d*.

') См. Г р э н в и л ь  В.  Э.  и Л у з и н  Н. Н. Курс дифференциального и , ин
тегрального исчислений, ч. I I  —  М.: ОНТЙ , 1937, с. 266— 278.
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21. ( sin х cos 7х dx. 22. ^ cos Зх cos 5х dx.

Применяя указанные подстановки, найти интегралы:

23. \x-\Jx— 1 dx ( V х — ! — t). 24. ---( V F =  t).
J ^ 1+V3T

25, Í  ----- (л: =  sin /). 26. [ — —---  («* =  О-
j  ( l - x 2)3/2 J  1 +  2ex

Методом интегрирования по частям найти интегралы: -

27. j  arctg х dx. 28. í  x In x dx. 29. ^ x sin x dx.

39. ^ xex dx. 33. ^ dx. 32. ^ x2ex dx.

i Найти интегралы от рациональных дробей:

dx „ ,  f  dx „„ í dx
33.

3x2 +  7 ' J  5x2 — 2 ‘ J  x2 +  2x +  5 ’

dx ___ f  dx f  dx

l x + x2 ' J  x2 — Зх + 1 ' J  x2 + 8x — 9"

9. \ dx- 40- \ —
J  x2 +  8x +  15 j  x2

x , dx.
к2 +  Ах +  6

Найти интегралы от иррациональных функций:

41. С $2х  -  3 dx. 42. С р ~ , ' :  ,  dx. 43. С - ____ 44. С — 7¿ i .
j J Vx + 1 J V2 -  a:2 j  У-«2 —

45. \ .. ,M = r-~. 46. \ — — M = .  47. \ - — M = = = r .
•J -\/ x2 +  x J  V 1 2x — x2 J  V x2 +  4л: -j- 3

Найти интегралы от тригонометрических функций:

48. ^ sin х cos3 х dx. 49. ^ sin2 х cos2 х dx. 50. | sin3 x dx.

51. ^ cos4 x dx. 52. ^ sin x sin (x +  «) dx.

53. ^ ■— j — • У к а з а н и е .  Использовать формулу ~—т—  ™  d 0 s x)- 
j  COS X COS X

Найти интегралы от трансцендентных функций:

54. ^ х2е~х dx. 55. ^ {х2 +  2х +  3) ех dx. 56. | (х — 1) sin 2х dx.

67. | e ~ 2*cos3xdx. 58. ^ х arcctg х dx. 59. ^ in2 х dx. «0. \ arcsin х dx.
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ОП РЕД ЕЛ ЕНН Ы Й  ИНТЕГРАЛ

§ !. Понятие об определенном интеграле

Пусть f(x ) — функция, непрерывная на данном отрезке \а, 6], 
где а <  b или а > Ь ,  и F(x ) — некоторая ее первообразная 
(см. гл. X III, § 1), т. е. F'(x) — f(x) при х е  [а, b].

О п р е д е л е н и е .  Под о п р е д е л е н н ы м  и н т е г р а л о м

ь

\f(x)dx (1)

а

от данной непрерывной функции f(x) на данном отрезке [а, 6] по
нимается. соответствующее приращение ее первообразной, т. е.

ь

 ̂f (х) dx — F (b) — F (а) (2)

а

(формула Ньютона — Лейбница).
Кроме того, считаем для любой функции f(x), имеющей смысл 

в точке а,
а

| / (х) dx =  О

а

( а — любое). Таким образом, формула (2) справедлива также при 
а — Ь.

В выражении (1) числа а и b называются пределами интегри
рования, соответственно — нижним и верхним, [а ,Ь ] — промежут
ком интегрирования, a f(x ) — подынтегральной функцией. Формулу 
(2) можно выразить в виде п р а в и л а :  определенный интеграл 
равен разности значений первообразной подынтегральной функции 
для верхнего и нижнего пределов интегрирования. Введя обозна
чение для разности

F(b) - F (a )  =  F(x) ( ,

где вертикальная черта носит название вставки, формулу (2)’ 
можно записать еще так:

ь

| f(x )dx  =  F (х)

а
(3)



причем следует помнить, что при расшифровке вставки сначала 
подставляется в е р х н и й п р е д е л  интегрирования, а затем 
нижний.

П р и м е р .  Найти интеграл от х2 в пределах от 2 до 4.

Так как ■ х3 есть первообразная для х2, то согласно формуле (3) имеем
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4

X3
X2 dx =  -т-

и
11
3 3 3 *

Заметим, что тот же результат мы получили бы, если бы использовали дру-

гую первообразную для х2, например, -g- +  1» или —---2, и т. д. Это явление

носит общий характер.

Т е о р е м а .  Определенный интеграл от непрерывной функции 
не зависит от выбора первообразной для подынтегральной 
функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F(x) и F\(x)— две различные 
первообразные непрерывной на отрезке [а, Ь] подынтегральной 
функции f(x) интеграла (1). В силу основной теоремы для неоп
ределенного интеграла (гл. X II I ,  § 1) имеем

Fi (x) =  F (x )+ C , 

где С — некоторая постоянная величина. Отсюда 

Fi (х) I ; « i , ( i ) - F i ( a )  =  [F (b) +  С]- [ F  (а) +  С] =
6

*= F (b) — F (а) — F (х) \ьа =  J / (х) dx,

а

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .

6

J /(*)</* =  J / (х) dx \ьа, (4)

а

где под  ̂ f(x)dx понимается одна из первообразных для функ

ции f(x).
Формула (4) устанавливает связь между определенным и соот

ветствующим неопределенным интегралами. Отметим формальную 
разницу между ними: определенный интеграл представляет собой 
число ,  а неопределенный — ф у н к ц и ю .

Согласно теореме Коши (см. гл. X III, § 10) всякая непрерыв
ная на отрезке функция имеет первообразную. Отсюда вытекает 
теорема.

Т е о р е м а .  Для всякой функции, непрерывной на отрезке [а, b] 
существует соответствующий определенный интеграл.



З а м е ч а н и е .  Пусть у' — f(x ) , т. е.

dy — f(x)dx. (5)

Интегрируя равенство (5) в пределах от а до Ь, будем иметь

о

у (Ь) — у (а) =  jj / (х) dx. (6)

а

Последняя формула часто применяется на практике.
Учение о неопределенном и определенном интегралах и их 

приложениях составляет предмет интегрального исчисления.

| 2. Определенный интеграл с переменным верхним пределом

Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [а,Ь]. Рассмотрим 
интеграл

X

\f(t)dt, (1) 

а

где t е  [а, х] cz [а, Ь] (во избежание путаницы, переменная инте
грирования обозначена другой буквой).

Если F (x )— первообразная функции f(x), т. е.

F'(x) =  f{x),

то согласно формуле Ньютона — Лейбница имеем

X

J f(t)d t =  F(x)--F{a). (2)

а

Отсюда

X

У) d t~ l j [ F W  -  F («И =  F' W  ~  [F Ш  =  f(x) — 0 —
a

Следовательно, производная определенного интеграла с пере
менным верхним пределом по этому пределу равна значению под
ынтегральной функции для этого предела:

X

dt — f(x). /0 )

а

Таким образом, интеграл
X

Ф  (*) =  J / (t) dt (4)
а
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является п е р в о о б р а з н о й  для подынтегральной функции }(х). 
Отметим, что из формулы (2) следует, что Ф (а )  =  0, т. е. Ф (х) 
есть та п е р в о о б р а з н а я  для  ф у н к ц и и  }(х), к о т о р а я  
о б р а щ а е т с я  в ну ль  пр и  х =  й.

П р и м е р, Имеем
X

~ \ л /Т + Т 2Ш = = ^Т + 1 ? .
о

Рассмотрим теперь определенный интеграл с переменным ниж
ним пределом

ь '

5 м л ,
X

где х е  [а, Ь].
На основании формулы Ньютона — Лейбница имеем

! (х) ¿х] =~-±-[Р(Ь)-Е (х)] =  [Р (&)]' - Г  {х) =  ~ !  (х).

Таким образом, производная определенного интеграла с пере
менным нижним пределом по этому пределу равна значению под- 
ытегральной функции для этого предела, взятому с обратным 
знаком.

З а м е ч а н и е .  Если функция /(х) непрерывна на отрезке 
[а, Ь], то на основании связи неопределенного интеграла с перво
образной (гл. X III, § I) будем иметь

X

 ̂ / (х) йх =  С +  | / (0 сИ

а

при а х ^  Ь, где С — произвольная постоянная.

§ 3. Геометрический смысл определенного интеграла

Рассмотрим площадь 5 (х ) ‘) переменной криволинейной тра
пеции (рис. 130), ограниченной сверху непрерывной кривой У —
— / (А') ( а ^ Х < 6, /(Х )5 г0 ), снизу осью ОХ  (У =  0), слева 
неподвижной вертикалью X =  а, а справа подвижной вертикалью 
1  =  х ( а < х < 6).

Наглядно можно вообразить себе, что вдоль оси ОХ  происхо
дит наводнение и вертикальный фронт воды передвигается слева 
направо.

Пусть х получает приращение Ах (для определенности поло
жим, что Д х > 0 ) .  Тогда площадь изменится на величину А5

!) О  понятии площади см. замечание к теореме § 9.
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'(рис. 130), представляющую собой площадь полоски, ограниченной
/’"“Ч

дугой Р Р ' кривой, осью ОХ  и двумя вертикалями X =  х и К = .  
=  Ах. Положим

т —  т т  / (X)
X <  X <  х+Ах

И

М — т  ах f(X).
х  . я+Лл 

Рис. 130.Сравнивая площадь А5 с 
площадями прямоугольников 
с общим основанием Ах и высотами и в М ,  будем иметь

Отсюда
т  Ах 

т

AS <  М Д х 1).

AS

Ах
:м .

(!)

(2>

Пусть теперь Дх->+0. Тогда в силу непрерывности функции 
f(X) имеем

m -^f(x) и M-^-f(x). (3)

Отсюда на основании теоремы о пределе промежуточной перемен
ной (гл. V II, § 8) получаем

AS
lim

Ля-»+0 Ах

Аналогично, при Ах- 0 будем иметь 

AS 

АхAlim n—  =  f(x)
Аж-» —0

Следовательно, существует предел

AS dS_

dx
lim

Ax->0 Ах
f(x). (4)

Таким образом, производная площади переменной криволиней
ной трапеции для любого значения аргумента X — х равна ее кон
цевой ординате у —  /’ (х) ( т е о р е м а  Н ь ю т о н а  — Ле йб н и ц а ) »  

Из формулы (4) получаем

(18 — $(х)с1х. (5)

Пусть 5 — полная площадь криволинейной трапеции (рис. 130), 
ограниченная кривой У =  /(Х ), осью ОХ  и двумя вертикалями 
X =  а и X =  Ь. Интегрируя равенство (5) в пределах от а до Ь

!) Равенство здесь не исключается, так как функция }(Х) может быть по
стоянной
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и учитывая, что S (a ) =  0, на основании формулы (б) из § 1 будем 
иметь

Таким образом, определенный интеграл (6) от непрерывной 
неотрицательной функции при а ^  Ь равен площади соответствую
щей криволинейной трапеции1) ( г е о м е т р и ч е с к и й  с м ыс л  
О п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а ) .

П р и м е р .  Найти площадь S одной полуволны синусоиды у =  sin х (0 ^  
х <  я) (рис. 131).

Н а  основании геометрического смысла определенного интеграла имеем

и, пользуясь этим, найти его значение.

Так как у =  л/\ — х2 есть уравнение верхней полуокружности х2 +  у2 — 1, 
у 0, то интеграл 1 представляет собой площадь полукруга радиуса 1 (рис. 132).

Поэтому I  —  и/2; этот результат можно получить также непосредственным 

вычислением интеграла (7).

§ 4. Физический смысл определенного интеграла

З а д а ч а .  Зная скорость о =  у (0  прямолинейного движения 
точки, найти пройденный ею путь за промежуток времени 0 ^

<  г ^  т.

(6)
а

у,
1

Рис. 131. Рис. 132.

и
я

sin х dx — — cos х =  — (cos я  — cos 0) =  — (~  1 — 1) =  2
о

(соответствующих квадратных единиц).
П р и м е р  2. Выяснить геометрический смысл интеграла

/ = | V 1 — х2 dx (7)

-1

’ ) Что следует понимать под площадью криволинейной трапеции з случае 
знакопеременной функции f(x), см. § 5, замечание.
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Предполагая, что траекторией точки является ось Ох (рис. 133) 
и х =  х(/) есть уравнение движения, будем иметь (гл. IX, § 2)

» < о - - ж -  <»

Отсюда
йх =  и(1)сИ, (2)

Интегрируя равенство (2) в пределах от 0 до получим путь, 
пройденный точкой за время Т:

I —с̂—~----- О--- ^¿1—___—о---*-
х(Т) 1̂

Рис. Ш .

З а м е ч а н и е .  И з (3) получаем у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  точки

I

X —  Х0 +  ^ О (¿) (II, 

о

где х0 —  «(0).
П р и м е р .  На какую высоту за 10 с поднимется ракета, брошенная верти

кально вверх, если ее скорость (км/с) меняется по закону

= 2 +
(*+ О2'

Чему равна средняя скорость полета ракеты за этот промежуток времени? 
Путь, пройденный ракетой за 10 с, равен

г Г

* - Н 2+ и ^ ] л - ( и - - г г г .)1 “ ( и ” т г ) - ,0- 1,“ 21М “ •

Поэтому соответствующая средняя скорость ракеты равна

21,09 км __^ Ю9 км

сп 10 с ’ с ‘

§ 5. Основные свойства определенного интеграла

При выводе основных свойств определенного интеграла мы бу
дем исходить из формулы Ньютона— Лейбница (§ 1);

ь

 ̂ / (х) с1х — Р {Ь) — /*' (а), (1)

а

где !(х) непрерывна на отрезке [а, Ь] и Р'(дг) — /(х) при лее 

ев[а,Ь].

•) Точнее, формула (3) дает п р и р а щ е н и е  а б с ц и с с ы  движущейся точ
ки, т. е. перемещение точки за время Т. Пройденный путь получится в том слу
чае, когда скорость v(t) сохраняет постоянный знак, т,е. точка движется а од
ном и том же направлении, (см. гл. IX, § 2).



Для лучшей обозримости свойства определенного интеграла 
разобьем на группы.

А. О б щ и е  с в о йс тва .
I. Величина определенного интеграла не зависит от обозначен 

ния переменной интегрирования, т. е.

ь ь

( f(x)dx =   ̂}{l)dt,

а а

где х, t — любые буквы.
Это свойство непосредственно вытекает из формулы (1).
Можно привести следующую аналогию: дипломатические до

кументы одинакового содержания, написанные на различных язы
ках, аутентичны.

II . Определенный интеграл с одинаковыми пределами интегри
рования равен нулю (на основании сделанного соглашения).

Заметим, что это определение соответствует и формуле Ньюто
на — Лейбница:

а

 ̂/ (x)dx — F (а) — F (а) — 0.

а

I I I .  При перестановке пределов интегрирования определенный 
интеграл меняет свой знак на обратный.

В самом деле, переставляя пределы интегрирования, в, силу 
формулы (1) имеем

а b

J / (х) dx =  F (а) — F (IЬ) =  -  [F .(b) -  F (а)] =  -  $ / (я) dx. (2)

Ь а

Б. С в о й с т в о  а д д и т и в н о с т и .
IV. Если промежуток интегрирования [а, b] разбит на конеч

ное число частичных промежутков, то определенный интеграл, 
взятый по промежутку [а,Ь], равен сумме определенных интегра
лов, взятых по всем его частичным промежуткам.

Действительно, пусть, например, [а, Ь] — [а, с] (J [с, Ь], где а ^  
^  с ^  Ь. Тогда, полагая F'(x) — f(x), имеем 

ь

| f (х) dx =  F (b) — F (a) =  [F (c) -  F (a)] +  [F (b) -  F (c)] =

a
с b

—  ̂f (x) dx +   ̂f (x) dx. (3)

a с

3 а м e ч а н и е. Формула (3) остается верной, если с лежит 
вне отрезка [а ,Ь ] и подынтегральная функция f(x ) непрерывна 
на отрезках [а, с] и [с, Ь].
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В. С в о й с т в а  линейно сти .
V. Постоянный множитель можно выносить за знак определен

ного интеграла.
Действительно, пусть F(x) — первообразная для f(x) на [а,Ь\ 

и Л — постоянная величина, тогда AF(x) есть первообразная для 
Af(x), так как

[AF(x)]' =  A F '(x )= :A f(x ).

Имеем

ъ ь . . . .

| Af (х) dx =  AF (х) \ьа =  AF (b) —AF (а) = А  [F (Ь)- F (а)] — A J f (х) dx.

а а

VI. Определенный интеграл от алгебраической суммы конеч
ного числа непрерывных функций равен такой оке алгебраической 
сумме определенных интегралов от этих функций.

Действительно, рассмотрим, например, алгебраическую сумму

f(x) +  g(x) — h{x) (4)

трех непрерывных функций f(x), g(x ), h(x), и пусть F{x), G(x), 
Н (х) — ш  первообразные, т. е.

F (x )  =  /(x), G'(x) =  g (x ), H '(x) =  h(x).

Тогда F (x )+ G (x ) — Н(х) является первообразной для суммы 
(4), так как

[F (х) +  G (я) — Я  (л:)]' =  F' (х) +  G' (х) — Н ' (х) — f(x) +  g{x) — h {х).

Отсюда имеем 

ь

\ [f (X) +  g ( x ) - h  (X)] dx =  [F (х) +  G (X )- N  (*)J \ba =

=  [F(b) +  G (b )- H (b )]~ [F (a )  +  G ( a ) - H ( a ) ] ^

=  [F (b) -  F  (a)] +  [G (b) -  G (a)] -  [H (b) -  H  (a)] =

b b b 

=  jj f (x) dx +   ̂g  (x) dx —  ̂h (x)dx.

a a a

Г. С в о й с т в а  м о н о т о н н о с т и .
V II. Если подынтегральная функция определенного интеграла 

непрерывна и неотрицательна, а верхний предел интегрирования 
больше нижнего или равен ему, то определенный интеграл также 
неотрицателен.

В самом деле, пусть f(x) ^  0 при а ^  х ^ .Ь .  Так как F'(x) =
— f ( x ) ^  0, то первообразная F(x) есть возрастающая функция
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(точнее, неубывающая функция). В таком случае при b 2s а  имеем
b

$ / (  х) dx =  F ( b ) - F ( a ) ^  0.
Ü

V III. Неравенство между непрерывными функциями можно 
интегрировать почленно при условии, что верхний предел интегри
рования больше нижнего.

Действительно, пусть f(x )s ^g (x )  при а ^ х - ^ Ь ,  где f (х) и 
g(x) непрерывны на отрезке [а,Ь]. Так как g(x) — f ( x ) ^ 0 ,  то при 
6 > й в  силу свойств VI и V II имеем

ь ь ь

5 [g (х) — f(x )] d x = ^g (x )d x  — jj f (x } d x ^ 0 ,
о а а

отсюда
ъ ь

 ̂f (х) dx ^  | g (х) dx.

а а

З а м е ч а н и е .  Пусть f(x) — знакопеременная непрерывная 
функция на отрезке [а,Ь], где Ь~ >а. Например (рис. 134), 
f(x) ^  0 при й ^  х s$ a, f ( x ) >  0 при а  •< лг <  (3 и f(x) ^  0 при 
Р ^  х ^  Ь.

В силу свойства аддитивности IV, учитывая геометрический
смысл интеграла (§  3 ) , имеем

Ь а  р

| / (х) dx — ^ f  (х) dx +  t f (х ) dx +

ü a a

b b
x  4   ̂f (x) dx =  — S\ 4- S2 ~  Ss, (5)

в

где Si, S2, S 3 — площади соответ* 
Рис. 134. ствующих криволинейных трапе

ций.

Таким образом, определенный интеграл, в общем случае, при 
а < Ь  представляет собой алгебраическую сумму площадей соот
ветствующих криволинейных трапеций, где площади трапеций, 
расположенных выше оси Ох, берутся со знаком плюс, а площади 
трапеций, расположенных ниже оси Ох, — со знаком минус,

Если b <  а, то все обстоит наоборот.
Заметим, что шюшадь заштрихованной на рис. 134 фигуры 

выражается интегралом

Ь

§ ! f(x)\dx =  S ] +  S2 4- S3 (b >  а).
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Т е о р е м а .  Определенный интеграл от непрерывной функций 
равен произведению длины промежутка интегрирования на значе
ние подынтегральной функции при некотором промежуточном зна
чении аргумента ’).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, в силу формулы Нью
тона— Лейбница имеем

ь

 ̂f (х) dx — F (b) — F (a), (1)

a

где F'(x) — f(x). Применяя к разности первообразных теорему о 
конечном приращении функции (гл. XI, § 1), получим

F (b )- F (a )  =  (b - a )F '( c )  =  (b ~ a ) f ( c ) ,  

где а  <  с <  Ь. Отсюда
ъ

| f (х) dx =  (b — a )f (с), (2)

а
где а <С с <С. Ь.

З а м е ч а н и е .  Формуле (2) при f(x) ^  0 можно дать простую 
геометрическую иллюстрацию. В самом деле, левая часть ее пред
ставляет собой площадь криволинейной трапеции АаЬВ, где АВ 
имеет уравнение у =  f(x) и а и b — абсцис
сы точек А и В. Правая же часть этой фор
мулы выражает площадь прямоугольника 
с основанием b —■а и высотой сС, равной 
f(c) (рис. 135).

Таким образом, формула (2) геометри
чески означает, что можно всегда подо
брать на дуге АВ такую точку С с абсцис
сой с, заключенной между а и Ь, что пло- 
щать соответствующего прямоугольника 
aDEb с высотой сС будет в точности рав
на площади криволинейной трапеции аАВЬ.

Итак, площадь криволинейной трапеции, ограниченной непре
рывной линией, равновелика площади прямоугольника с тем же 
«основанием» и высотой, равной некоторой средней ординате 

линии.
Число f(c)== ц носит название среднего значения функции 

f(x) на промежутке [а,Ь]. Из формулы (2) имеем
ь

е = т ï h \ f W Jx- (3)

§ 6. Теорема о среднем

ÿ=№ ) g

Ш

а с h
H — b-a—̂ л

Рис. 135.

*) Предполагается, что верхний предел интегрирования больше нижнего.
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П р и м е р  1. Сила переменного тока равна / * = / 08)п—р - , где 1о >  0-~мак

симальное значение тока, Т —  период и I —  время.
Найти среднее значение квадрата силы тока за период Т.
Н а основании формулы (3) имеем

т
1 Г *0 С 2Яt 

¡i ~ i2 =  у  у  dt — ~f\ sin2 ~f~ dt>

где черта обозначает операцию у с р е д н е н и я .  Так как sin2 а  =  — — то

т
¡0 Г /  Ant \ 4  /  Т 4 я А

г'2 = =  2Г H ! “ cos “ J dí==^ r V ~ l í T sin~ J
о

Т А  •
<о

=» (4)
о

Корень квадратный из среднего значения квадрата силы тока носит название 

эффективной силы том, т. е. «Эфф =  У I2 • Н а основании формулы (4) получаем 

важный для электротехники результат:

*'эфф в  ¿о/д/эГ. (8 )

С л е д с т в и е .  Пусть m —  min f(x) и М —  т а х  f(x).
а < х < 2> е'< ж < Ь

Так как т  ^  f ( x ) ^  M, то при а <  & из формулы (2) имеем

ь

m (b — а ) <  | f (х) dx <  М (Ь — а). (6)

а

Я/2

П р и м е р  2. Оценить интеграл /  =  |

Так как ^  "j < 1  при 0 <  i  <  я/2, то на основании формулы

(6) имеем я/4 /  =s: jt/2. Приближенно можно положить

1»  \ ( т  + т )  *4 (0’79 + 1,б7) =  и а

ЗТ
Точное значение интеграла есть I  — ---=■ «  1,12.

йл/2

§ 7. Интегрирование по частям в определенном интеграле.

Пусть и =  и{х) и 0 =  v [х)~  непрерывно дифференцируемые ') 
функции на отрезке [а,■&].

Имеем
d [и (х) v (лг)) =  v (х) du (х) -f и (х) dv (х).

')  То есть имеющие непрерывные производные и'(х) и v'(x).



Интегрируя это равенство в пределах от а до Ь и учитывая, что 

с1и (х) — и' {х) йх и с1и (х) =  V' (х) йх,
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находим
и и

и (X) V (х) |д =  1* V (х) и ' (х) йх +  С и (х) о' (х) dx.

Отсюда получаем формулу интегрирования по частям в опреде
ленном интеграле

ь ь

I  а (х) v' (х) dx — u (Ь) V (b) — и (a) v(a) — уь (х) и' (х) dx. (I)

а а

Для краткости употребляется обозначение

и (b) v(b) — u (а) V (а) — и (х) v (х)

2я

П  р и м е р. Найти ^ х cos х dx.

Полагая и — х, dv —  cos xdx =  d (s in x ) , получим du =  dx, v =  sin# . 
Применяя формулу (1), будем иметь

"? ‘ 12я
\ л- cos х dx — .с sin х ! — \ sin х dx =  2я sin 2я ~  0 • sin 0 +  cos ж =»

— cos 2я — cos 0 =  0.
о

§ 8. Замена переменной в определенном интеграле 

П/Сть дан определенный интеграл

ь

\f{x)dx, (1)

а

где /(х) — непрерывная функция на отрезке '[а, Ь], и пусть по 
каким-то соображениям нам желательно ввести новую перемен
ную {, связанную с прежней х соотношением

х =  ф (0 (сс <  / <  [')'), (2)

где ф ( 0 — непрерывно дифференцируемая функция на отрезке 
[а,Ь]. Если при этом: 1) при изменении I от а  до р переменная х 

меняется от а до Ь, т. е.

Ф(а) — а, кр(Р) = . * , .  (3)



и 2) сложная функция f(cp(t)) определена и непрерывна на от
резке [а, р] '), то справедлива формула

ь 0

\ f(x)dx =  jj /(<p(/))<p'(/)ift. (4)
а а

Для доказательства рассмотрим сложную функцию

F( ф ( 0 ) ,

где F(x) — первообразная для функции / (х), т. е.

F'(x) =  f(x).

Применяя правило дифференцирования сложной функции, по
лучим

- j j - F  (ф (0) —  F ' (ф (0) • ф' (0 — f (Ф it)) • ф' (t),

следовательно, функция F(cp(t)) является первообразной для 
функции f((p(t)) -Ф'(0-

Отсюда, на основании формулы Ньютона— Лейбница, учиты
вая равенства (3), будем иметь

Р

| } (Ф (/)) ■ ф' (О dt =  F (Ф (0) fa =  F (Ф (Р)) ~  F (ф («)) -

а
Ь

— F (b) — F (а) —  ̂f (х) dx,

что и требовалось доказать.
З а м е ч а н и е .  При вычислении определенного интеграла с по

мощью замены переменной нет необходимости возвращаться 
к прежней переменной, достаточно лишь ввести новые пределы 
интегрирования по формулам (3).

П р и м е р .  Вычислить
3

^ х V l  +  х dx. (5)

о

Естественно положить _______

t =  У 1 +  X , (6)

отсюда х — Р- —  1 и dx =  21 dt. Новые пределы интегрирования определяются из
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!) Если значения q>(t) не выходят из отрезка [а, 6], то условие 2) излишне 
(см. теорему о непрерывности сложной функции, гл. V I II ,  § 4, теорема 4).
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формулы (6): полагая х =  0, будем иметь / =  1 и, полагая х =  3, получим *< 

=  2. Следовательно,

3 2 2 Ж V

х у Т + Т  ¿х =  | (t* -  1) • t ■ 2t dt =  2 \ 
1

п=з 2 f

t-2tdt =  2^ (t* -  /2) dt =  

l

32 — i 8 - 1 62

5
Л
3

11

15 -

§ 9. Определенный интеграл как предел 
интегральной суммы

Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь], и пусть для 
определенности f ( x ) ^ 0  на [а,Ь], где а <  Ь. Тогда ее опреде
ленный интеграл

(1)

геометрически представляет собой площадь 5 криволинейной тра
пеции аАВЬ, ограниченной данной кривой г/ =  /(х), осью Ох 
(у —  0) и двумя верти
калями х =  а  и х — Ь 
(рис. 136).

Еще свыше 2000 лет 
тому назад греческие ма
тематики для приближен
ного вычисления площа
ди 5 употребляли сле
дующий прием: разобьем 
фигуру 5 1) на весьма 
большое число вертикаль
ных полосок, ограничен
ных перпендикулярами 
ках

Ь

i27

Рис. 136.

Хо а, х\, х2, Хп

оси Ох, проведенными в точ- 

(а — х0 <  xi <  я2 <  ••• < х п =  Ь).

Каждую из этих полосок приближенно можно считать за прямо
угольник с основанием Дхг- =» хг+1— х,- (¿ =  0, 1, 2, . . . ,  га— 1) 
и некоторой промежуточной высотой /(хг), где х* ^  ^  хг+ь 
Тогда площадь одного такого прямоугольника, очевидно, равна

/(& )Ах/ (г — 0, 1, 2, . ,  га— 1) 

и, следовательно, площадь ступенчатой фигуры, состоящей из п

') Здесь мы криволинейную трапецию и ее площадь обозначаем одной и той 
же буквой 5. Разница между ними видна из контекста.
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(2 )

S n = H  f (Xi)Axh
I — О

(2')

где буква 2] обозначает знак с у м м и р о в а н и я  (сложения)
и под этим знаком выписан общий (типичный) член слагаемых; 
при этом указано, сколько слагаемых и какие именно входят в со
став суммы.

Сумма (2) или (2') называется интегральной суммой для функ
ции }(х)'). Так как при «->■ оо и шах| Axt |-э-0 наши полоски

Действительно, справедлива следующая
Т е о р е м а .  Если функция f(x) непрерывна на отрезке \а,Ь], 

то предел ее интегральной суммы Sn при « - > о о  и max| Axt ¡->0

равен соответствующему определенному интегралу этой функции, 
т. е.

Положим 5 =  \ f(x)dx. В силу свойства аддитивности (§ б, IV)

') Понятие интегральной суммы (2') естественно обобщается на случай зна
копеременной функции.

В этом смысле знак интеграла представляет собой стилизованную букву 5  
(з и а к с у м м ы ) ,  а обозначение всего определенного интеграла является сокра- 

, щенной записью суммы бесконечо большого числа бесконечно малых слагаемых 
вида }(х)Ах =  ¡(х)йх на отрезке [а, 6] (с нашей точки зрения п р е д е л  т а к о й  
с у м м  ы).

в пределе обращаются в ординаты графика функции у =  1(х), то 
естественно ожидать, что

ьь

lim Sn =  S =  \ / (х) dx. (3)

(4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

а —- xq Х\ х% Хп—I <С Хп s===: b.

ъ

i-ü х



Отсюда, применяя теорему о среднем (§ 6), будем иметь

S = E  /(УД *| , (5)
(-0

где Ах,- =  хм  — х, >  0 и £, [хг, х ,+1].

Рассмотрим интегральную сумму
/г-1

- S „ = I  f(*,)A*i, (6)
/«о

где Xi е  [хг, х1+1].
Из формул (5) и (6) получаем

S - S n = %  [f ( Ы -  / (х г)]Ахг. (7)
/¡¡■»О

Отсюда i

| 5 - 5 J < Z  17 (Si) — f (хг)| | Axi |. (8)
i-0

Если e — произвольное положительное число, то при достаточно 
малом шах|Ахг|, в силу непрерывности функции f(x), обеспечены 
неравенства

\ f(b )- f(x ,)\ <s  (9)

(свойство р а в н о м е р н о й  н е п р е р ы в н о с т и  ф у н к ц и и  f(x), 
см., например, Н и к о л ь с к и й  С. М. Курс математического ана
лиза, т. I, гл. 9)).  Поэтому из (9) и (8) получаем

д-1

\s — S„| <  Yu sAxl =  e(b — a), (10)
i=0

где (6 — а) — длина отрезка [a, b).
Из неравенства (10), ввиду произвольности числа е, вытекает,

что
lim Sn — S, (11)

oo

т. e. справедливо равенство (3).
З а м е ч а н и е .  Если y — f ( x ) ^ 0  на [a,b], то под площадью 

криволинейной трапеции аАВЬ по о п р е д е л е н и ю  мы будем 

понимать число
S =  Пт S„,

П->оо

предполагая, что этот предел существует.
С л е д с т в и е .  Если функция [ ( х ) ^ 0  непрерывна на отрезке 

[а, Ь] , то криволинейная трапеция {а ^ . х ^ Ь ,  0 <  у <  f(x)} 
имеет конечную площадь, т. е. является квадрируемой фигурой.
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§ 11.: Формула Симпсона

Более точную формулу мы получим, если профиль криволиней
ной полоски будем считать параболическим.

Рассмотрим вертикальную полоску (рис. 138), ограниченную 
непрерывной кривой y — f(x), осью Ох (у —  0) и двумя вертика

лями х =  — h и x =  h.
Если h мало, то кривую
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приближенно будет равен 

h

 ̂(аде2 +  $х +  у) dx =  (

менить параболой

У — ах2 +  $х +  у, (1)

проходящей через точки Л (—h, 
у-1), в (0, г/о) и C(h, ух). Тогда

п

| ydx — l

(2)
( 0x3 11 ^Х"2 1 vx\ 1
1 3 1

| 2 -hYXjj

Полагая в формуле (1) последовательно х = 
чаем

у-i — ah2 — f>h +  y, у0 =  у, У\ — ah2 -f )lh-\-y,

■ft, 0, ft, полу- 

(3)

Отсюда

: i/o, «
У-\ -ЪУо + Уу 

2/г2

Подставляя эти значения в формулу (2), будем иметь 

h
С \ h
 ̂у dx я* з~/г(г/„1 — 2у0 +  у{) +  2yah =  j- (y _ l +  Ау0 +  у,)

-ГК

(формула Симпсона).

П р и м е  р. Пользуясь формулой Симпсона, найти

л/2

I  — \ cos a; dx.

-л/2

Полагая h =  я/2, имеем у-1 = 0 ,  уо =  1, г/i =  0. Следовательно, 

/ » £ ( 0  +  4 +  0) = .- § - « « 2 ,0 7

(точное значение 1 =  2).

(4)

(5)



Используя параллельный перенос системы координат, формулу 
Симпсона можно писать в виде

ь

| у йх =  ~ [у (а) +  4у +  У 0 )] ’ *5')
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где fi-

ci

Ь — а

З а м е ч а н и е .  Для увеличения точности вычисления определенного инте- 
ь

грала ^ у dx промежуток интегрирования [а, £>] разбивают на п частичных про-

а
межутков, где п —  достаточно большое натуральное число, и к каждому из них 

применяют формулу Симпсона (5'). полагая h — — В силу свойства адди

тивности данный определенный интеграл будет приближенно представлять сумму 
полученных так результатов (параболическая формула) (см. Д е м и д о в и ч  Б. П.,  
М а р о н  И. А. Основы вычислительной математики.—  М.: Наука, 1970, 

гл. XV I, § 3).

§ 12. Несобственные интегралы

При определении интеграла

ь

\j f(x )dx  (1)

а

предполагалось, что: 1} промежуток интегрирования [а,Ь] коне
чен и 2) подынтегральная функция f(x) определена и непрерывна 
на отрезке [а ,Ь ]. Такой опре- y t 
деленный интеграл называется 
собственны е (слово «собствен
ный» обычно опускается). Если 
нарушается по меньшей мере 
одно из двух условий: 1) или
2), то символ ( 1) будем на- рис_ ]39_
зывать несобственным опреде
ленным интегралом. Выясним смысл этого нового понятия для 
двух простейших случаев.

I. Пусть функция f(x) непрерывна при а ^  х <  -¡-оо. Тогда 
по определению полагают

А

а Л

-f-oo Ь

i  f (x )d x — lirn \f(x)dx. (2)
*3 ft -> -j- oo J

Если предел (2) существует, то несобственный интеграл с беско
нечным пределом интегрирования, стоящий в левой части равен
ства (2), называется сходящимся и его значение определяется



формулой (2); в противном случае равенство (2) теряет смысл, 
несобственный интеграл, стоящий слева, называется расходящимся 
и ему не приписывается никакого числового значения.

Геометрически для неотрицательной на 1а, оо) функции f{x) 
несобственный интеграл (2) представляет собой площадь криво
линейной фигуры, ограниченной данной линией y =  f(x), осью Ох 
и вертикалью х — а (рис. 139).

Пусть F(x) — первообразная функция для подынтегральной 
функции f(x). На основании формулы (2) имеем

-J- оо

I / (х) dx — lim [f (b )-F (a )] .
$ Ь->+ °o
a

Если ввести условное обозначение

F (+  о о ) =  lim F{b),
b-*+<x>

то получим для сходящегося несобственного интеграла с беско
нечным верхним пределом интегрирования обобщенную формулу 
Ньютона — Лейбница:

-г°°

 ̂ f(x )dx  =  F (+ o o )- F (a ) ,  (3)

где F'{x) =  f(x).

Пример 1.

"'i”00 ri l+0°

\ T + V  =  arCtg х (о =  arcfg (+  °°) -  arctg 0 =  Y  — 0 =

II. Пусть функция f(x) непрерывна при а  ^  х < . b и имеет 
точку разрыва при х =  Ь. Тогда соответствующий несобственный 
интеграл от разрывной функции определяется формулой

Ь 6-8

( f (х) dx — lim [ f (я) dx (4)
J  e - > + 0  w
а а

и называется сходящимся или расходящимся в зависимости от 
того, существует или не существует предел правой части равен
ства (4).

Если существует функция F(x), непрерывная на отрезке [а, Ь] 
и такая, что

F'(x) =  f(x) при а ^  х <  b 

(обобщенная первообразная), то для несобственного интеграла (4)
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УПРАЖНЕНИЯ

справедлива о б о б щ е н н а я  ф о р м у л а  Н ь ю т о н а  — Л е й б 

ниц а : 

ь
( f (х) dx —  lim С / {х) dx — lim [F (Ь — e) — F (а)] =
J  8->4-0 j  £“>+0

~ F ( b )- F ( a )  =  F(x) t

1 i
=  2 — 0 =  2.

л

Упражнения

я/2

1. Вычислить определенный интеграл \ соъхйх и указать его геометриче*

-Я/2

ский СМЫСЛ.
Вычислить определенные интегралы:

Ф -  А " -  А ж -
О 1 1

У

5: / - $ • ' * < « •  Найти: а) 6)

Я

в. Найти среднее значение функции / (*) =  -\/х~ на отрезке [1)9].
7. С помощью интегрирования по частям вычислить интегралы:

2я 1!-'

а) | х5\п2хс1х\ б) ^ (х — 1) е~х йх.

о о

8. Произведя указанную замену переменной, вычислить интегралы;
1

а) \ -\/Т" Х2' йх, лг =  2 8т#; б) \-----— —■==-, х~№ ,
}  $ (1 + х) л/Г

1

5

с1х
——-— - а) по формуле трапеций,

1 + х
»

б) по формуле Симпсона, разделив отрезок [0; 1] на п —  10 равных частей. Ре* 
зультаты вычислений сравнить с точным значением интеграла, равным 1п 2 «  
«  0,69315.

10. Вычислить следующие несобственные интегралы:
-}-оо 1 оо

а) \ е~х dx; б) I  —= ^ = ;  в) |
j  V T ^  J  x* + x + l



Г л а в а  XV

ПРИ ЛОЖ ЕНИ Я ОП РЕД ЕЛ ЕНН ОГО ИНТЕГРАЛА

§ 1. Площадь в прямоугольных координатах

З а д а ч а  1. Найти 
ограниченной данной

площадь S криволинейной трапеции аАВЬ, 
непрерывной линией у =  f(x), отрезком 

а х оси Ох и двумя
вертикалями х — а и х — Ь, 
если f (x )^ .  0 при а ^  х sg b 
(рис. 140).

На основании геометрического 
смысла определенного интеграла 
имеем

ь

S  ~ \ у dx> (1)

З а м е ч а н и е .  Формулу 
рассматривать площадь S

(1)
как

где у — !{х) — данная функция, 
можно обосновать иначе. Будем 

г______ г_____  _ переменную величину, образован
ную перемещением текущей ординаты хМ =  у из начального по
ложения аА в заключительное положение ЬВ. Давая текущей 
абсциссе х приращение Ах — йх, получим п р и р а щ е н и е  п л о 
щ а д и  А5, представляющее собой площадь вертикальной плоско
сти хММ'х', заключенной между ординатами в точках х и х' =  
~ х  +  йх (рис. 140). Д и ф ф е р е н ц и а л  п л о щ а д и  ¿5 есть 
главная линейная часть приращения А5 при Ах-»-0 и, очевидно, 
равен площади прямоугольника с основанием йх й высотой г/1); 
поэтому

йБ — у йх (2)

(,элемент площади в прямоугольных координатах). Интегрируя 
равенство (2) в пределах от х — а до х =  Ь, будем иметь фор

мулу ( 1):
О

у (1х.

Здесь на частном примере показано применение так называе
мого м е т о д а  д и ф ф е р е н ц и а л а ,  сущность которого заклю
чается в том, что сначала из элементарных соображений состав-

') М ожно строго доказать, что для непрерывной функции у — Цх) площадь 
прямоугольника у йх отличается от площади полоски ДЯ на величину высшего 
порядка малости относительно с1х.
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ляется дифференциал искомой величины, а затем после интегри
рования в соответствующих пределах находится значение самой 
искомой величины. Более подробно этот метод развит в теории 
дифференциальных уравнений (гл. X X II).

В следующих параграфах на конкретных примерах мы озна
комимся-с двумя основными методами в теории определенного ин
теграла: 1) методом интегральных сумм (см. гл. XIV, § 9) и 2) ме
тодом дифференциала.

П р и м е р  1. Найти площадь 5  области, ограниченной эллипсом

__L. _2_ — !г -г ¿2

Ввиду симметрии можно ограничиться вычислением 1/4 площади 3  (рие. 141). 

И з уравнения эллипса для I квадранта име- ..д

ем у -■
и.

(1) получаем

Отсюда по формуле

U U

| у dx — ^ л/аг — х2 dx. 

в о

Рис. 141.Применим тригонометрическую подстановку <, 
х — a sin t, dx =  a cos t di. Новые пределы ин -1 
тегрирования t — а  и t =  р определяются из уравнений 0 =  a sin t, а =  a sin t. 
М ожно положить а  =  0 и р =  я/2.

Следовательно,

1
Я/2 

í  í V í 2 — a3 sin2 t • a cos t dt ■■

я/2

: ab ^  cos2 / dt ■■ 

о

ab

~T

я/2

- I  (1 +  cos 21) dt =  +  -g- sin 2¿^

л/2
ab

~T
n it ,

T  =  T a&

S =  nab.

В частности, полагая a =» 6, получим площадь круга 5  —  па2 с радиусом а.

З а м е ч а н и е .  В более сложных случаях фигуру стараются 
представить в виде суммы или разности криволинейных трапеций.

З а д а ч а  2. Найти площадь области, ограниченной двумя не
прерывными линиями:

yi — fl(x ) ,y 2  =  f2(x) (У 2 ^ У  l)

и двумя вертикалями х == а и х — b (рис. 142).
Будем предполагать, что yi — fi(x) и г/г — / гМ — неотрица

тельные функции на [а,Ь]. Этого всегда можно добиться путем 
параллельного переноса оси Ох.

9 В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович
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Искомую площадь 5 можно рассматривать как разность двух 
криволинейных трапеций, ограниченных данными линиями. По
этому

ь ъ

3 — \у2 йх —  ̂Ух йх
а а ■ .

и, следовательно,

\ (У2 — У\) dx, (3)

где у\ —  /] (х)' и щ  .=■12 (х) — данные функции. Заметим, что 

У2 — У\ =  к(х) — (х)

представляет собой «толщину» площа
ди 5 в точке х.

П р и м е р  2. Определить площадь 5, ограниченную параболой у — х2 +  1 
и прямой х +  у —  3 (рис. 143).

Решая совместно систему уравнений параболы и прямой:

у =  х2+  1, |

х +  у =  3, 1

находим абсциссы точек пересечения: Х\ =  — 2 и Хг =  1.

Полагая г/г =  3 —  х и у\ =  х2 +  I, на основании формулы (3) получим

| 1 

5 -  | 1(3 — лс) — (лс* +  1)] йх=* | (2 - х - х * )й х = *

: 2 (1 +  2) -  1  (1 -  4) -  i-  (1 +  8) =  6 +  |-
1
2 ’

Формула (1) дает возможность вычислять также площади про
стых фигур, уравнение контура которых задано параметрически. 

П р и м е р  3. Найти площадь S, ограниченную первой аркой циклоиды

*  —  ia[i — sin i ) , у — а:( 1 — cos i)  (4)

и осью Ох (гл. V, § 4, рис. 47).
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Имеем

2па

Произведем в этом интеграле замену переменных, приняв за независимую пере
менную параметр t. И з  уравнений (4) подучим

dx — а ( I — cos t)dt, 

причем имеем t — 0 при х — 0 и t =  2зт при х =  2ftа. Следовательно,:

2п 2л

S =  ^ а (1 — соа (), ■ а (1 — cos t) dt — а? ^ (!■ — 2 cos t +  cos2 1) dt =■

о

[
|2я

a2 I (t —  2 sin t) +

2it -j 

S «- *]■
a -*

=  a2 |^2я + sin 2 í^  j j =  a2 (2я +  я) =  Зяа2.

Таким образом, получаем т е о р е м у  Г а л и л е я :  площадь, ограниченная аркой 
циклоиды и ее хордой, равна утроенной площади производящего круга.

§ 2. Площадь. в. велярных; координатах

З а д а ч а .  Найти площадь S сектора ОАВ, ограниченного дан
ной непрерывной линией

Р —  f (  Ф)

и двумя лучами ф =  о  и ф =  р, где р и ср — полярные координаты 
(рис. 144).

Для решения задачи, ис
пользуем ме т о д  д и ф ф е 
р е н ц и а л а .

Представим себе, что пло
щадь S возникла в результате 
перемещения переменного по
лярного радиуса р =  /(ср) при 
(р, меняющемся от ср — <ж до 
<р =  р (рис. 144). Если теку
щий полярный угол ф получит 
приращение dxр, то приращение
площади &S =  пл. ОММ'. Дифференциал áS  представляет собой 
главную линейную часть приращения AS при d<p->0 и равен пло
щади кругового сектора OMN  радиуса р с центральным углом

Рис. 144.

9*
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d(f [); поэтому

(1)

(элемент площади в полярных координатах). Интегрируя равен
ство (1) в пределах от ф == а  до ф —. 
|= Р, получим искомую площадь 

&

5 == ~  Ц р2 ¿ф,

где р — /(ф) — данная функция.

П р и м е р .  Найти площадь, ограниченную

—  а (  1 +  cos ф).
кардиоидои

Рис. 145.

Составляя таблицу значений, получим

0
, Я Я 2 5

ф
±-6 * 3 "

± т ± j n ±  т  я  6
гЬЯ

р 2 а «  1,9
3 

2 а
а

а

2
« 0 ,1 а 0

Построив точки кардиоиды по значениям ф и р из нашей таблицы, можно 
составить приближенное представление о форме этой кривой (рис. 145).

Так как кардиоида, очевидно, симметрична относительно полярной оси, то 
достаточно определить верхнюю половину площади, а затем ее удвоить. Обозна

чая всю площадь, ограниченную кардиоидой, через 5, будем иметь Б —

21

1$ р2 d(p. Отсюда

я я  /  я я  и

^ р 2 d(p =  a2 (1 +  cos ф)2 йф =  а21 С йф +  2 i  cos ф с?ф+ | cos2 <p dq>

о о V о о

Или, так как

cos ф dq> =  sin ф ■0,

я

cos2 ф йф =  jj (1 +  cos 2ф) dq> ■

о
т ( ф + т 8!п 2(р )

Jt 
2 '

!) Действительно, по аналогии с физическим смыслом дифференциала (гл. X I I ,  
§ 4), дифференциал площади dS равен ф и к т и в н о м у  п р и р а щ е н и ю  пло
щади 5  при повороте на угол d(p полярного радиуса р, при условии, что послед
ний сохраняет постоянную величину. Отсюда ясно, что ¿Б есть площадь круго
вого сектора радиуса р с центральным углом d<p.
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то окончательно

\

§ 3. Длина дуги в прямоугольных координатах

О п р е д е л е н и е .  Под длиной дуги АВ понимается предел, 
к которому стремится длина ломаной линии, вписанной в эту 
дугу, когда число звеньев ломаной возрастает неограниченно, 
а длина наибольшего звена ее стремится к нулю.

Назовем кривую гладкой, если эта кривая непрерывна и в каж
дой точке имеет касательную, непрерывно меняющую свое поло
жение от точки к точке. Очевидно, кривая будет гладкой, если 
уравнение ее может быть 
записано в виде У>

y — f(x) { a s ^ x s ^ b ) ,

(О

где функция f(x) непре
рывна и имеет непрерыв
ную производную /'(х) на 
данном отрезке [а ,6].

Т е о р е м а .  Всякая О 
гладкая кривая ( 1) имеет 
определенную конечную 
длину дуги.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Впишем в данную гладкую кривую (1) 
ломаную линию МоМ\М% . . .  Мп (рис. 146), где М 0 =  А(а, f (a ))  

и М„ — B (b ,f(b )) . Проектируя звенья M ^ M i (i =  1, 2, . . . ,  п) 
ломаной на ось Ох, получим разбиение отрезка [а, b} на систему 
отрезков Axi. Пусть Ayi — приращение данной функции y — f(x) 
на отрезке AXt (рис. 146). По теореме Пифагора имеем

М~Ж;. =  л/(А^)Г+ [Ay i f .

Применяя теорему Лагранжа о конечном приращении функции 
(гл. XI, § 1), получим Ayi — Axif'(xi), где х ,— некоторая проме
жуточная точка отрезка Дхг1). Отсюда

=  д/ 1 +  Г  (х»)Ах{,

и следовательно, длина всей ломаной МаМ\ . . .  М„ (т. е. ее пери
метр) равна

=  Yj лЛ f '2 (*t) ^ xi ‘
(=1

') Геометрически XI есть та точка отрезка Ах;, а которой касательная кгра< 

фнку функции у — !(х) параллельна его хорде Мг-хМг.
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■ Чтобы найти длину / кривой (1), нужно в последнем выраже
нии перейти к пределу, предполагая, что п —»со и тахЛ*;-*£). Та
ким образом,

/ = Пт Z V1 + f 2 (*/) Л*/*
max Ах{-*-0 i-1

Мы получили предел интегральной суммы для непрерывной функ
ции

F ( * ) = V l  + г 2м

г> __________

[(см. гл. XIV, § 9). Поэтому I —   ̂л/\ -j- f '2(x) dx, или

а

' Ъ ______

. / = § V l  +  у '1 dx, (2)
а ...

где у' =  f  (х).
Д и ф ф е р е н ц и а л  дуги в п р я м о у г о л ь н ы х  к о о р д и 

н а т а х .  Пусть одна точка A (a ,h ) кривой фиксирована, а другая 
М (х ,у )— переменная (рис. 147). В таком случае длина дуги
I — AM есть некоторая функция от переменной х. Согласно фор

муле (2) мы имеем

Отсюда, используя теорему о про
изводной определенного интеграла 
с переменным верхним пределом 
(гл. XIV, § 2), получим

V 1 +  у' 2

и, следовательно,

й1 — V 1 +  У"  Ах.

Это и есть формула дифференциала дуги в прямоугольных коор
динатах.

‘¡УТак как у '■
dx ’

то

dl —  д/(dx)2 +  (dy)2 (3)

Любопытно отметить, что последняя формула представляет со
бой теорему Пифагора для бесконечно малого треугольника МТР 
(рис. 147).
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П р и м е р  1. Вычислим длину дуги отрезка цепной линии. Так,называется 
линия, форму которой принимает тяжелая нить, закрепленная в двух точках.

Уравнение этой линии в надлежащим образом выбранной системе координат 

такое?

(4)

где а — некоторое положительное число (параметр цепной линии).
Уравнение (4) проще записать так?

У- (4')

где сЬ — гиперболический косинус (см. гл. X, § 9).
Точка Л (0, а), являющаяся наиболее низкой точкой кривой (4) (рис. 148), 

называется вершиной цепной линии.
Вычислим длину дуги АВ цепной линии, предполагая, что абсцисса точки В 

равна Ь, а ордината ее равна /г. Дифференцируя уравнение (4'), будем иметь

у' =  эЬ -

Далее выводим 1 +  у'

V 1 +  у =  сН ■

Следовательно,

Отсюда согласно формуле (2) получим

ь ь

(см. формулу X IV  § 3 гл. X I I I ) .
Формула для длины дуги А В принимает более простой вид, если правую 

часть ее выразить через ординату Н точки В.
В самом деле, очевидно,

В силу тождества вЬ

а сЬ

Ь __
а

а

■ сЬ* ! имеем

АВ ■■■■ а а^ /  сЬ2 1 — л/Ъ‘г — а2

т. е. дуга АВ равна катету ОС прямоугольного 
треугольника ОАС (рис, 148), гипотенуза кото
рого АС =  !г и другой катет ОА — а.

З а м е ч а н и е .  Пусть требуется найти длину дуги I кривой, 
ладанной параметрически:

лс =  < р(/), У =  Ф ( 0

где <р(0 и ^ (¿ )— непрерывно дифференцируемые функции на от
резке [/0, Л  • Можно доказать, что формула (3) для дифферен-
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циала дуги di будет справедлива и б эт ом  случае. Так как dx —
— х' dt, dy — у' di, то имеем

dl — 'sj dx2 + dy2 =  V  х'~ ■+ у'2 dt.

Интегрируя последнее выражение в пределах от t =  to до t =  T, 
получим длину дуги

т ________

ü х'2 +  У '2 dt.

to

П р и м е р  2. Найти длину дуги окружности

х — a eos t, у =  a s in  t

от / — 0 до t —  Т.
Здесь dx = t ¡—a sin t dt, dy =  a cos t dt, поэтому

di =  V « 2 sin21 +  a2 eos2 t dt — a dt
и, следовательно,

-sl = ] ¡ a d l =  aT.

o

П р и м е р  3. Найти Длину дуги астроиды

xW + y2l3 =  a2/3.

|рие. 149). Уравнение астроиды можно записать в виде

( * ‘/8)2 + V '3 ) s =  ( > ) * .

Естественно ввести параметр t, полагая 

х!12 — а 1/3 cost, г/1/3 =  a 1/3sin t. Отсюда полу

чаем параметрические уравнения астроиды

х =  a eos21, у — a sin3 i, • (6)

где О t ^  2л.
Ввиду симметрии кривой (6) достаточно 

найти 1/4 длины дуги I, соответствующую 
изменению параметра t от 0 до зт./2. Имеем

dx — —За eos21 sin t dt, dy =  3a sin21 eos t dt. 

Отсюда i

di — sjdx2 +  dy2 — 3a sin t eos t dt.

Интегрируя это выражение в пределах от t =  0 до t =  я/2, получим

JI./2 Л/2

—  =  \ За sin t cos t dt — ^ sin 21 dt — (— cos 21)
Я/2 За „  . 3 

— “г  (i + 1) — “о а•

Следовательно, вся длина дуги астроиды равна I ■а- 4 =  6а,
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§ 4. Длина дуги в полярных координатах

Выведем сначала дифференциал di дуги в полярных коорди
натах. На основании формулы (3) из § 3 имеем

(d l)2 =  (dx)2 +  (dy)2,

где х и у — прямоугольные декартовы координаты точки дуги.
Как известно, формулы перехода от полярных координат р и ф 

к прямоугольным х и у следующие:

л: =  р cos ф, у =  р sin ф.
Отсюда

dx =  cos ф dp — р sin ф £% dy —  sin ф dp -f р cos tp d(p.

Возведя в квадрат, получим

. (dx)2 =  cos2 ф ( ф )2 — 2p cos ф sin ф dp dq> +  P2 sin2 ф (^ф )2,

(dy)2 =  sin2 ф ( ф )2 +  2p sin ф cos ф dp dq> +  p2 cos2 ф(Ар)2. 

Складывая эти равенства почленно, будем иметь

(d i)2 — (dp)2 +  р2(а'ф)2.
Следовательно, ______________

di =  V (dp)2 -f р2 (й?ф)2.

Последнюю формулу можно представить в таком виде:

dl —  V p 2 +  р'2 dq, (1)
/ dp

где р

З а д а ч а .  Найти длину дуги I непрерывно дифференцируемой 
кривой

Р — /(ф)

между точками A (a, f ( a ) ) и 
В (Р> f (Р)), где р и ф — полярные ко- 
ординаты (рис. 150). Интегрируя 
равенство ( 1) в пределах от ф =  а  
до ф =  р, получим длину дуги в по
лярных координатах

Р ____

1=\'\!р2 +  Р/2 dq>,
а

где р =  / (ф )— заданная функция и р ' =  Г ( ф ) — ее производная. 

П р и м е р .  Вычислим полную длину дуги кардиоиды (рис. 145)

р =  a(l +  cos ф).

Имеем р ' =  —a sin ф. Поэтому 

(г р '2 — а2 (1 +  2 cos ф +  cos2 ф +  sin2 ф) =

=  а? (2 +  2 cos ф) == 2ís2 (1 +  cos q>) =  4а2 coss —
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и, следовательно, V p 2 +  р '2 =  2а  

1 ,
кардиоиды через I, получим

Ф
C O S y . Обозначая диину дуг и верхней части

31

j l  =  2e ^ cos-|-rf<p =  4а jj cos|-rf^-|-) =  4 a^s ln =  4а.

Отсюда для длины дуги I всей кардиоиды* ввиду симметрии верхней и нижней 
части ее, находим I — 8а.

§ 5. Вычисление объема тела по известным 
поперечным сечениям

З а д а ч а .  Зная закон изменения площади поперечного сечения 
тела, найти объем V этого тела (рис. 151).

Пусть О х — некоторое выбранное направление и

S==5(x )

—  площадь поперечного сечения плоскостью, перпендикулярной 
оси Ох в точке с абсциссой к. Функцию S (х) будем предполагать.

известной и непрерывно ме
няющейся при изменении х: 
Кроме того, будем предпола
гать, что, в некотором смысле, 
контур сечения изменяется так
же «непрерывно».

Проектируя тело на ось Ох, 
получим некоторый отрезок 
[а,. 6], дающий линейный раз
мер тела в направлении оси Ох.

Разделим отрезок [а, Ь\ на 
большое число мелких частей. 
A Xi (г =  1, 2, . . . ,  п) и через 
точки деления проведем пло
скости, перпендикулярные оси 
Ох. В результате наше тело 
разобьется на п слоев, каждый 
из которых приближенно мо

жет быть принят за цилиндр.. Так как объем г-го слоя прибли
женно равен S(xi)Axi, где х,: — некоторая точка отрезка Ах* (см. 
рис. 151), то для объема тела V получаем выражение

Y j $  (Xi) Дхг. 
i

(1)
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Если п-> оо, причем max |Аж, | ->0, то приближенное равенство (1) 
становится все более точным, и в пределе мы получим

П

V =  lim 2 s (х{) AXi.
n->00 i= 1

Сумма (1) представляет собой интегральную сумму для не
прерывной функции S (x ) ,  и ее предел есть соответствующий опре
деленный интеграл (гл. XIV, § 9). Поэтому

ь

7 = $ S ( je ) d * .  (2)

П р и м е р  1. Найти объем V пирамиды с площадью основания В и высотой 
Н (рис. 152).

З а  ось Ох примем прямую, проходящую через вершину О пирамиды, пер
пендикулярно основанию ее и направленную от вершины к основанию.

Пусть 5  —  площадь сечения пирами
ды плоскостью, находящейся на расстоя
нии х от вершины. Так как площади па
раллельных сечений пирамиды относят
ся как квадраты расстояний их от вер-

шины т. е.
В Н2 ’

т С £ >

5  =
В

И2
х\

Рис. 153.

Из формулы (2) предыдущего параграфа получаем 

н н

V
J п "
о о

и IJ

' =  ^ S dx =  ^ х 2 dx =
В

н2
В ff,

что согласуется с известной формулой геометрии.
П р и м е р  2. Пусть (рис. 153) 5, и 52 —  площади нижнего и верхнего се

чений «бочкообразного» тела, а 50 —  площадь его среднего сечения. Тогда, при
меняя формулу-Симпсона (гл. IX, § И )  к интегралу (2), получим

я

V = \ s (x ) d x = - ^  (3, +  +  450),

где Н — высота тела (кубатурная формула Симпсона).
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§ 6. Объем тела вращения

З а д а ч а .  Найти объем тела Ух, образованного вращением во
круг оси Ох криволинейной трапеции аАВЬ, ограниченной данной 
непрерывной линией

у =  !(х) ( Н х ) ^ 0 ) ,

отрезком а ^ х ^ Ь  оси Ох и двумя вертикалями х =  а и х — Ъ 
(рис. 154).

Эта задача представляет частный случай задачи, рассмотрен
ной в предыдущем параграфе.

Здесь площадь переменного поперечного сечения S — S (х ), со
ответствующего абсциссе х, есть круг радиуса у, поэтому S (x )~
— то/2. Отсюда на основании формулы (2) § 5 имеем

ь

Vx =  n ^ y 2dx, (t)

а

где у =  f(x)' — данная функция.

Формулу ( I)  можно также получить непосредственно методом дифферен
циала. Элемент объема dVx, очевидно, представляет собой цилиндр с основанием 
S и высотой dx}). Следовательно,

dVx =  ny2dx.

Отсюда, .интегрируя в пределах от х =  а до х =  Ь, получим формулу { !).

З а м е ч а н и е .  Пусть криволинейная трапеция cCDd, ограни
ченная однозначной непрерывной линией x — g{y), отрезком 
c s S ^ y ^ d  оси О у и двумя параллелями у =  с и y — d, вращается 
вокруг оси Оу (рис. 155). Тогда объем тела вращения Vy, по ана-

!) Иными словами, dVx есть главная линейная часть приращения перемен
ного объема V* при перемещении сечения 6’ (х) на бесконечно малую вели
чину dx.
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логии с формулой ( 1), равен
ь

Уу — п  ̂х2 йу, (2)

где х =  ¿ (у )  ^  0 —  данная функция.

П р и м е р .  Определить объем тела, ограниченного поверхностью, полученной
от вращения эллипса

4- —  =  1‘ 1,2 1 (3)

вокруг большой оси а (ось Ох) (рис. 156).
Так как эллипс (3) симметричен относительно осей координат, то достаточно 

найти объем, образованный враще
нием вокруг оси ОХ площади ОАВ, 
равной одной четверти площади 

эллипса (рис. 156), и полученный 
результат удвоить.

Обозначим объем тела враще
ния через Ух; тогда на основании 
формулы (1) имеем

1
Ух — п\у2 йх,

где 0 и а  —  абсциссы точек В и Л. Из уравнения эллипса находим//2 =  Ь2

Отсюда

1
и а а

У* =  я  ^ Ь2 (1  — йх — пЪ2 \ йх — | х2 йх =

о о о

=  иЬ2 • х

Следовательно, окончательно имеем

лЬ2 х3
■■ тсаЬ2

пЬ2
п* а яаЬ2.

V х — -^-тЬг.

Аналогично, при вращении эллипса (3) вокруг малой оси Ъ объем соответ

ствующего тела вращения равен

]/у =  ~  пагЬ.

Полагая а Ь, получим объем шара радиуса а:

V =  у  зха3.
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З а д а ч а .  Найти работу А непрерывной переменной силы F(x), 
приложенной к материальной точке М, при перемещении послед
ней вдоль оси Ох из положения х == а в положение х =  Ь, пред
полагая, что направление силы совпадает с направлением пере
мещения.

Пусть точка М переместилась из положения х в положение 
х-\- dx (рис. 157). На бесконечно малом промежутке [х, х -f dx\

■ длины dx силу F(x) при-

--- ----- .^М М' F(x)
-- i-- ---->

О d x

Рис. 157.

х

Интегрируя выражение (20) в пределах от х 
чим всю работу

ъ

А =  | F (x)dx.

ближенно м о ж н о  с ч и 
тать  п о с т о я н и ой. П о
этому элементарная ра
бота силы равна

dA =  F(x)dx. ( 1) 

а до х =  Ь, полу-

(2)

П р и м е р .  Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть пружину на 
8 см, если сила 100 Н  растягивает пружину на 1 см?

Согласно закону Гука упругая сила Г, действующая на пружину, возра
стает пропорционально растяжению х пружины, т. е.

Р  =  !гх.

Здесь перемещение х выражено в метрах, а сила Р —  в ньютонах. Для опреде
ления коэффициента пропорциональности к согласно условию задачи полагаем 
Р  — 100 Н при х — 0,01 м. Отсюда 100 =  £  • 0,01, т. е. к — 10000 и, следова
тельно, =  10000 х. Искомая работа на основании формулы (2) равна

0,05

10000л: dx — 5000л:2
0,05

12,5 Дж.

§ 8. Другие физические приложения определенного интеграла

Для иллюстрации основных методов в теории определенного 
интеграла: 1) метода дифференциала и 2) метода интегральных 
сумм — рассмотрим несколько примеров.

П р и м е р  1. Концентрация вещества (г/м3) в воде меняется 
по закону

С = (1)
(х — глубина слоя).
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Сколько вещества О содержится в вертикальном столбе воды, 
площадь поперечного сечения которого равна 5 =  1 м2, а глубина 
меняется от 0 м до 200 м?

Рассмотрим бесконечно тонкий слой столба воды с сечением 5 
толщины йх, находящийся на глубине х (рис. 158).

Количество вещества, содержащегося в 
этом слое, равно

dQ — C- S dx ■
10*

dx.
,  + i ~  <2>

Интегрируя это выражение в пределах от 0 
до 200, получим

200 200

10 j (А' + 1)
о

Q =  10S
x dx 
*+  1

i. . .  áе_
т

1
* +  1 dx ■■

,£==-■

П '

1

10 [X -  ln (х +  1)] |2°° =  10 (200 -  1п 201) =  

=  10-(200-5,3) =  1947 (г).
Рис. 168.

П р и м е р  2. С какой силой однородный стержень 0 ^  х ^  / 
линейной плотности 6 притягивает материальную точку Р(а)  
(а >  I) массы га (рис. 159)?

Согласно закону Ньютона бесконечно малый элемент стержня 
'[х, x-\-dx] массы 5 dx притягивает материальную точку Р  с силой, 
величина которой равна

mb dx ^
dF: о

x+dx

l \а х

а-х

Рис. 159.

{ а - х )2 ’

где & — коэффициент пропорцио
нальности (гравитационная по
стоянная). Так как эти силы при
тяжения действуют в одном и том 
же направлении, то величины их йР можно алгебраически склады
вать, а следовательно, и интегрировать (так как интеграл — пре
дел алгебраической суммы):

Р  =  — kmb
dx

(а — *)2
krnb

=  — kmb ( — 5—5----
V а — l а )

km Ы 

а (а — I)

П р и м е р  3. Определить величину силы давления воды на вер
тикальный круг радиуса /?, центр которого погружен в воду на 
глубину Н  (Н  >  2^).

В качестве оси Ох возьмем вертикальную прямую с началом 
координат О, совпадающим с центром круга (рис. 160). Данный 
круг разобьем на п узеньких горизонтальных полосок толщины
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соответственно Дх,- ( ¿ = 1 , 2 ,  п). Рассмотрим /-ю полоску 
АА'В'В, удаленную от центра круга на величину х,- и. имеющую 
толщину Ах; (рис. 157). Если Дх,-— малая величина, то эту по

лоску приближенно можно принять за 
прямоугольник, и поэтому. ее пло
щадь

Д5г ~ AB ■ Дх(. — 2^JR 2 ■■ xf Axr

Считая, что уровень погружения 
этой полоски равен Н  — х,-, согласно 
закону Паскаля получим величину 
силы давления воды на эту полоску

у ( Я - х г)Д 5г =

=  2 у ( Н - х 1) ^ # > - х 2Ахи

где у — удельный вес воды.
Суммируя эти выражения, получим приближенное значение 

величины силы давления Р  воды на всю пластинку

¿ 2  у ( Я - х ;) лД х\Ахг (4)

Формула (4) тем точнее, чем меньше Дх*. В пределе при п - > оо  

и тахД х*->0 получим точную формулу для величины силы дав
ления воды

П ____
Р — lim Y, 2у (Я  — хЛл//?2 — х?Дхг. (5)

я->оо г=1

Сумма (4) является интегральной для функции

/(х) =  2у ( Я - х )  Л/Я2 х2;

поэтому ее предел есть соответствующий, определенный интеграл. 
Следовательно, из (5) находим 

я

Р — 2у  ̂ (Я  -  х) У ^ ^ х 5 <1х =  щ Я 2Н.

Упражнения

Найти площади фигур, ограниченных линиями:
! .  Параболами у =  х2, у2 — х.
2. Гиперболой ху — а2 и прямыми у — 0, х — Ь, х =  2Ь (Ь >  0).
3. Параболой у — 2х —  х2 и осью Ох.

С(3
4. Кривой Аньези у — (а  >  0) и осью Ох.

5. Кривой у — ех и прямыми х —  0 и у =  е.
6. Параболой у — 2 (х —  1) (3 —  х) и осью Ох.
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7. Параболой у2 =  2(х — 1) и прямой х =  3.
8. Кривой у (V 2х и прямыми г/ =  2 и я =  0.

9. Параболами у — 1 —  х2 и у =  х2—  7.
9.1. Н.айти площадь, ограниченную астроидой x — acos3. t , y  =  a s m 3t 

(О ^  t ^  2я).
2 : 3 /2

10. Найти длину дуги отрезка полукубическои параболы у —-̂- х 1 от точки 

Х\ — 0 до точки хг =  8.
X̂  1

11. Найти длину дуги отрезка кривой У — ~̂ ---у  in «  от точки x¡ =  1

до точки х2 —  е.
11.1. Найти длину дуги одной арки циклоиды

х =  a(t —  sin t), у =  а(\ —  cos t) ( 0 . < í ^ 2 j t ) .

12. Построить лемнискату р2 =  a2.cos 2ф и найти площадь всей области, 

ограниченной этой линией.
13. Построить «трехлепестковую розу» р =  a sin Зф и найти площадь обла

сти, ограниченной этой линией.
Î4. Вычислить длину дуги логарифмической спирали

р =  ает<р ( а > 0 ,  т > 0), 

находящейся внутри круга р =  а.
о Ф

35, Построить кривую р =  2а sm ¿ -j- и наити длину ее дуги.

16. Найти объем обелиска, основаниями которого служат прямоугольники 

со сторонами А, В и а, 6, а высота равна h.
17. С помощью интегрирования найти объем ш ара радиуса R.

Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох области, огра
ниченной следующими линиями: ' '

18. у =  2х —  Xs, у =  0.
19. Одной полуволной синусоиды у —  s in х и у =  0. • •
20. у =  secx, у =  0, х =  ±я/4.
21. у — х2, у — 2х.

Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Оу области, огра

ниченной следующими линиями:

23. у =  в х, у =  0 и х =  0.
24. Скорость точки в зависимости от времени t меняется по закону "

v =  0,O lí3 [м/с].

Какой путь пройдет точка за 10 с? Чему равна средняя скорость движения?
25. Удельная теплоемкость вещества при температуре ! равна с ==

- 0,2 +  0,001í Какое количество теплоты нужно затратить, чтобы на

греть 1 г вещества от 0 °С  до 100 “С?

29. Линейная плотность стержня 0 ^  х  <  Í длины I равна q. =  sin ,

где <?о — постоянная. Найти массу стержня.
27, Цилиндр диаметра 20 см и длины 80 см заполнен паром под давлением 

100 Н/см2- Какую работу надо совершить, чтобы при неизменной температуре 
уменьшить объем пара в два раза'?

28. Найти силу давления воды на вертикальный полукруглый щит радиуса
и, диаметр которого находится на поверхности воды.

(параболоид вращения).



Г л а в а  XVI

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

§ 1. Арифметические операции над комплексными числами

Как известно, под комплексным числом понимается выражение 
вида

Z =  X +  iy =  X +  yi, (1)

где х  и у — действительные числа, a i — мнимая единица,
Числа вида х +  ¿0 — х отождествляются с действительными 

числами; в частности, 0 +  Ю =  0. Числа вида 0 4-iy — iy называ
ются чисто мнимыми.

Действительные числа х и у называются соответственно дей
ствительной и мнимой частями числа 2 и обозначаются следующим 
образом:

х —  Re z, у =  Im z. (2 j

Под модулем комплексного числа г понимается неотрицатель
ное число

[ г | =  | (Re z f  +  (Im z f  [1,2 =  л]х* +  у2>  0. (3)

Сопряженным числом г к числу (1) называется комплексное 
число

z =  x + i(— y) =  .x — Jy. (4)

Таким образом,

Re5 =  Re2, lm z = — Im z (5)

|г| =  |г|- (6)

На множестве комплексных чисел следующим образом опре
делено отношение равенства двух чисел, а также операции сло
жения, вычитания, умножения и деления.

I. Пусть 2! =  X] - f iy.] И Z2 ~  Х 2 -\- iy2. ТОГДЭ

Z\ =  z2 -ФФ“ Re Z\ =  Re z2, lm z i =  lm z 2.

В частности, z — 0 <=> Re 2 =  0, Im 2 =  0.
II. Z\ ±  г 2 ~ (x i  ±  л-2) +  i{y\ ±  у 2 ).
Отсюда следует, что

Re (21 ±  z2) — Re 21 ±  Re z2 и Im (z\ ±  22) =  Im z\ ±  Im z2.

III. Z\Z2 — (x\x2 — У1У2 ) i (X)i/2 -f- Х2У1 ) ■
Отсюда, в частности, получаем важное соотношение

i2 =  (0 +  n )  (0 +  /1) =  (0— l )+ i ( 0  +  0) =  — 1. (7)
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Заметим, что правило1 умножения I II  получаете® формально 
путем умножения двучленов Xi +  ¿ул и лгг +  ¿¿/г с учетом (7). 

Очевидно также, что для г =  х -‘г ¿у и z — x — iy имеем:

z z — z |2
X 2 +  У2.

IV.
2 , Z\Z% __  (X jX2 +  У1У2) +  Í (хгУл — х ,у?)

*2
(г2 ф  0).

Легко проверить следующие свойства:

1) [zj— z;. 2) z¡ ±  z2 =  ¿i ±  z2; 3 ) z [z2= z lz2;

4 ) Ш = Т Г  f e ^ 0): 5 ) R e z  =  - ^ .  Im 2 =

§ 2. Комплексная плоскость

г —z
2 г

Рис. 161.

Рассмотрим плоскость с прямоугольной системой координат 
Оху. Каждому комплексному числу z — x +  iy может быть постав
лена в соответствие точка плоскости z(x,y) (рис. 181), причем это 
соответствие взаимно однозначно. Плоскость, на которой реализо
вано такое соответствие, называют 
комплексной плоскостью и вместо ком
плексных чисел,.-говорят о т о ч к а х  
к о м п л е к с н о й  пло с к о с ти .

На оси Ох расположены дей
с т в и т е л ь н ы е  числа: 2 — л: +  Oí —
== х; поэтому она называется действи
тельной осью. На оси Оу расположены 
ч и с т о  мнимые  числа z =  0 +  ¿y =
— iy; она носит название мнимой оси.

Заметим, что r — \z\ представляет собой расстояние точки г 
от начала координат.

С каждой точкой г связан р а д и у с - в е к т о р  этой точки Oz; 
угол, образованный радиусом-вектором точки г с осью Ох, назы
вается аргументом (p—A rgz  этой точки. Здесь — o o < A rg 2< + c o . 
Для нулевой точки 2 =  0 аргумент произволен. Наименьшее по 
модулю значение Arg z называется главным значением его и обо
значается через arg г:

— я <  arg г ^  п. ■ ( 1)

Для аргумента ср имеем (рис. 158)

cos <р =  , sin ф =  — , tg<p =  -L, где Г =  У х2 +  у2. (2)

Пример .  1) arg 2 =  0; 2) arg (—1) — я; 3) arg i — я/2.

Модуль г и аргумент ф комплексного числа г можно рассмат
ривать (см. рис. 161) как полярные координаты точки z. Отсюда

X — г COS ф, у — г sin ф, (3)
получаем



Таким образом, имеем т р и г о н о м е т р и ч е с к у ю  форму 
комплексного числа

z — x-\-iy — r cos ф +  ir sin ф =  г (cos ф -f- i sin ф) , (4)

где r — \z\, q> =  krgz .
Т е о р е м а  1. При сложении комплексных чисел их радиусы- 

векторы складываются (по правилу параллелограмма).
Действительно, если число z¡ =  x¡ -f- ¿y¡ соответствует точке 

с координатами (х\,у{), а число z2 — х2-\- iy2 — точке с координа
тами (х2,у 2), то числу 2i -f z2 отвечает точка (хх -j- х2, у\ +  у2) . 
Так как (рис. 162) заштрихован
ные прямоугольные треугольники 
с катетами х2 и у2 равны между 
собой, то четырехугольник с вер
шинами 0, Zi, zi +  z2, z2 есть
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параллело1'рамм. Следовательно, радиус-вектор точки г\ +  г2 яв
ляется суммой радиусов-векторов точек г\ и г2 (ср. гл. X V III, § 2).

С л е д с т в и е .  Так как |г| есть длина вектора Ог, то

I ^  121 | + 1 г21.

Т е о р е м а  2. При вычитании комплексных чисел их радиусы- 
векторы, вычитаются.

Так как — г2 — гх+'(— г2) , то 21— г2 равен второй диаго

нали параллелограмма, построенного на векторах Ог и Ог' 
(рис. 163), т. е. равен разности радиусов-векторов точек 21 и г2 
(ср. гл. X V III, § 3).

С л е д с т в и е .  Расстояние между двумя точками г и г '  равно

р(г?, г) =  \г' — г\.

§ 3. Теоремы о модуле и аргументе

Т е о р е м а  1. Модуль произведения комплексных чисел равен 
произведению модулей этих чисел, а аргумент произведения равен 
сумме аргументов сомножителей..
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Действительно, если

zi —  ri'(cos ф! +  i sin Ф1) , 22 =  г2(совфг +  i эшфг),

то имеем

Z\Zi =  Г1Г2 [ (cos ф ! cos ф 2 — sin ф[ sin ф 2) +  i (sin ф ! COS ф 2 -f-

-f cos ф! sin фг) ] =  Г{Г2 [cos (ф! +  ф2) +  i sin (ф! -j- ф2) ].

Отсюда
| 2 i 22¡ = r lr2=\Zi\-\z2\

и
Arg Z¡Z2 — ф! +  Фа =  Arg Zi +  Arg г2, { 1).

где значения многозначных функций Arg, стоящих в левой и пра- 
пой частях равенства (1), следует подбирать соответствующим об
разом. Это замечание надо иметь в виду 
и для дальнейшего.

С л е д с т в и е .  Модуль целой положи
тельной степени комплексного числа ра 
вен такой оке степени модуля этого чис
ла, а аргумент степени равен.аргументу 
числа, умноженному на показатель сте
пени, т. е.

\zn\ — \z\n, Arg zn —  « Ar g  z

(n — целое положительное число) .
Доказательство непосредственно вытекает из рассмотрения 

произведения равных сомножителей.

П р и м е р .  Построить точку г' =  fe. Имеем

\г'\ =  Ш - И  =  \г\,

J£
Arg z' — Arg iz =  arg i  + arg z =  у  + arg z.

Следовательно, при умножении на i вектор Ог поворачивается на прямой 

угол против хода часовой стрелки (рис. 164).

Т е о р е м а  2. Модуль частного двух комплексных чисел равен 
частному модулей этих чисел, а аргумент частного равен разно
сти аргументов делимого и делителя.

Пусть

zi — Ti (cos ф! -f i sin Ф1)1, z2 — r2 (eos ф2 +  i sin ф2) Ф  0.

Так как

z2 — r2(cos ф2 — i sin ф2) ,=  f2 [cos (— ф2) -f i sin (— ф2) 3,
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то на основании теоремы 1 имеем

Z; _  _Q_ COS ф] +  / sin ф, J j_  (cos ф[ -f / sin g);) [COS (— tfe): ~Ы  S¡n (— ф?}] ■ _  

z2 r2 COS ф2 +  i sin ф2 Г2 (cos ф2 +  i sin ф2) (CCS ф 2 — i sin ф 2)

=  ~  [cos (ф, — ф2) + i sin (ф, — ф2)] (г2 Ф  0),

Отсюда

I ! __ п _  I«i I
I * 2 . 1  r2 ¡ Z 2 |

Arg -|i. =  ф, — ф2 =  Arg — Arg z2.

§ 4„ Извлечение корня из комплексного числа 

Пусть

П __
's jz  —  p(COS Ф  +  i  s in  Ф ), ( О

где 2 =  г (cos ф +  г sin ф). Тогда на основании § 3 имеем

г —  [р (eos t  + i sin г!?)1« =  p" (cos mjj -f í sin m f) . (2)

Отсюда получаем

pn — r, mf> =  ф +  2Ая Jk — 0, ±  1, ±  2, . . . ) .  (3)

Таким образом ,
íl ri

р =  У г  =  V|z|

и

4> =  Are V i  =  =  i i k ^ ± M e  .' о  V n n

n I

Заметим, что здесь под У г  понимается арифметическое значение 
корня.

Здесь в качестве числа k достаточно брать лишь значения к — 
=  0, 1, 2 . . . ,  п — 1, так как при всех прочих значениях k полу
чаются повторения уже найденных значений корня.

Следовательно, окончательно имеем

У *  =  У Г Л  (eos +  i sin E E J L p ^

(А =  0, 1, 2, , п— 1). (4)

Из формулы (4) следует, что корень п-й степени из любого 
комплексного числа г ф  0 имеет точно п значений.
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П р и м е р .  Найти Г  =  1 - И  ■ Так как — 1 +  í  -\/2 ^соз sin-~M .

то на основании формулы (4) имеем

(  ~  + 2Ы ^  + 2Ы\
W == -V V2 ! cos-^-g----- И  Sin -i— g----J= *

=  V 2  [cos (- J  +  +  i sin ( j  +  - ^ ) ]  (fe =  0, 1, 2).

Отсюда

=  л/2 j^cos i  +  l sin -2-j ,

Г ,  =  V 2  [eos -y-) +  i sin +  -y-)]  =  л/2 ^ c o s ^ r t  +  /sin-j|-

Wi =  - ^ [ c o s  ( y  +  -y-) +  i sin ( y  +  -y-)] =  V 2  ^cos —  я  +  i sin Ц я ) .

Точки №0, 'Х'и W2 представляют собой ^равноотстоящие друг от друга точки, 

расположенные на окружности радиуса У 2  (рис. 165).

§ 5, Понятие функции комплексной переменной

Пусть даны две комплексные плоскости Оху (плоскость г) и 
О’иь (плоскость да).

О п р е д е л е н и е .  Если каждой точке г е £  (Е — множество 
точек плоскости г) по некоторому закону / ставится в соответ
ствие единственная точка да е  £ '  (Е —  множество точек плоско
сти да), то говорят, что да есть ф у н к ц и я  от г (однозначная):

да =  Г(г), ( 1)

с областью определения Е, значения которой принадлежат множе
ству Е ' (рис. 166). Если множество значений функции /(г) исчер
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пывает в се  множество Е', то Е ' называется множеством значений 
(областью изменения) функции /(г). В этом случае пишут

Е' =  № .  (2)

Множества Е  и Е ' можно изображать на одной комплексной пло
скости.

Таким образом, к а ж д а я  к о м п л е к с н а я  ф у н к ц и я  р е а 
л и з у е т  о д н о з н а ч н о е  в о д н у  с т о р о н у  о т о б р а ж е н и е  
о д н о г о  м н о ж е с т в а  на  д р у г о е .  Благодаря этому комплекс
ные функции находят свое применение в таких науках, как гидро
динамика и аэродинамика, так как с их помощью удобно описы
вать «историю» движения объема жидкости (или газа).

Рис. 167.

Раздел математки, изучающий свойства комплексных функций, 
носит название теории функций комплексной переменной.

П р им ер . В о  что переходит сектор Е

0 < a r g z < n / 2 ,  0 <  |г| <  1

Крис. 167,«) при отображении w — z2?
Имеем

arg да —  2 arg z < - я  и |ш| =  jz|2 <  1.

Поэтому отображенная область Е' представляет собой полукруг (рис. 167, б). 

Упражнения

J. Найти z =  (1 +  / ) I00/ ( V 3 -  i)50.
2. Построить области:
а) 0 <  R e z  <  1; б) I m z . >  2; в) 0 <  a rg z  <  я/4; г) |z| <  1.
3. В о что переходит квадрат плоскости г с вершинами 0, 1, , 1 + i, i при 

отображении w — . z2?
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ОПРЕД ЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКОВ

§ 1. Определители второго порядка

Под определителем (детерминантом) второго порядка пони 
мается выражение

(см. также гл. I, § 5).
Числа а и Ь\, а 2, Ь2 называются элементами определителя; они 

расположены в двух строках и в двух столбцах (ряды определи
теля). В дальнейшем мы будем всегда предполагать, что все рас
сматриваемые величины действительны.

Формула (1) дает правило «развертывания» определителя вто
рого порядка, а именно: определитель второго порядка равен раз
ности произведений его элементов первой и второй диагоналей.

С помощью определителей второго порядка удобно решать ли
нейные системы двух уравнений с двумя неизвестными:

Такую линейную систему, в которой свободные члены нахо
дятся в правых частях, для определенности мы будем называть 
стандартной.

Под решением системы (2) понимается всякая пара чисел 
(х, у), обращающая эту систему в тождество. Если существует 
только одна такая пара, то решение называется е д и н с т в е н 
ным.  Аналогично вводится понятие р е ш е н и я  для системы, со
держащей п неизвестных (п —  3, 2, 3, . . . ) .

Для нахождения решений системы (2) применим ме т о д  и с 
к л ю ч е н и я .  Умножая первое уравнение системы (2) на Ь2, а 
второе — на —Ь\ и складывая, будем иметь

Аналогично, умножая первое уравнение системы (2) на — аг, 
а второе — на а\ и складывая, получим

(1)

(2)

(0.162 — а 2Ь\)х — С\Ь2 — с2Ь\. (3)

( а ф 2— а 2Ь\)у —  а\с2— а2сх. 

Введем определитель системы

(Ч
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Iе'
ЬЛ

D„ — \ax Cl 1
]С2 Ьг 1 ’ У |а3 с2|

а также дополнительные определители 

Ох

Заметим, что дополнительные определители Ох и Оу получаются 
из определителя системы О путем замены коэффициентов при 
указанном неизвестном на соответствующие свободные члены. 

Уравнения (3) и (4) принимают вид

Ох — О х, Оу =  Оу. (5)

Если Э  ф  0, то отсюда получаем, что система (2) имеет един
ственное решение

х —
D У = Е»

D (6)

(формулы Крамера); то, что система чисел (6) является решением 
системы (2), можно проверить подстановкой в систему (2).

З а м е ч а н и е .  Если определитель О — 0, то система (2) или не 
имеет решений (т. е. несовместна) или имеет бесконечно много 
решений (т. е. система неопределенная).

П р и м е р .  Решить систему

Имеем

7х — 6(/ =  5, 

8х — 7 у
5, 1 

-  10. J
(7)

D--
7 - 6

8 - 7
. 49 +  48 =  — 1,

5 - 6

- 1 0 - 7
-  35 -  60 =  -  95, DV'

7 5 

8-10
- 110.

Отсюда на основании формул Крамера (6) получаем

- 9 5

D — 1
■ 95, у

D

НО

Т
110.

Геометрически решение (95; 110) представляет собой точку пересечения пря
мых (7).

§ 2. Система двух однородных уравнений 
с тремя неизвестными

Рассмотрим однородную систему

а {х +  bxy +  C\Z =  0 

а2х +  b2y +  c2z =  0
(1)

Эта система всегда совместна, так как, очевидно, имеет нуле
вое решение х =  0, у =  0, 2 =  0. Однако интересно найти н е н у 
левые  решения (х ,у ,г) системы (1). Пусть, например, г ф О ,



Тогда систему (1) можно переписать в виде

~си

§'2. СИСТЕМЫ ДВУХ УРАВНЕНИЙ С ТРЕМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ

ал —  +  — —
1 г 1 2 

Х I и У
« 2 7 + ^ 4  = С2.

(2)

Отсюда, предполагая, что О
й\ Ь\ I . Л

, ф  0, получаем
О 2а2

х _ 
г

У_ =  ±
г О

— с, Ь |
—  сг Ь2

'2

_1_ I *1 С)
Г) | ¿2 С2

а\ — с, 1 «I С\

а 2 “*“* с 2 о а2 С 2

(3)

(4)

Введем в рассмотрение матрицу коэффициентов системы (1)

а,

I
6,
¿2

С 
«2 I;

(5)

Определители второго порядка И\, И2 и £>з, которые получаются 
из матрицы (5) путем вычеркивания соответствующего столбца, 
называются ее минорами. Таким образом, имеем

1 Ь' С’ 1 £>2 =
а, е 1

. о 3 =
«1 ь,

1 Ьг сД ’ аг С2 аг Ь-2
■ О.

Используя эти обозначения, уравнения (3) и (4) можно пе
реписать в следующем виде:

Х____0|_ л ___ Р2
г 0 3 ’ г 0 3 •

Отсюда получаем

Л .  =  у. =  (6)
о 1 -  о , £>3 '

® 'г

Равенства (6), очевидно, справедливы также и для нулевого ре
шения.

Таким образом, имеем следующее п р а в и л о :  неизвестные од
нородной системы ( 1) пропорциональны соответствующим мино
рам ее матрицы коэффициентов, взятым с надлежащими знаками.

Обозначая через t коэффициент пропорциональности для отно
шений (6), получим полную систему решений системы ( 1):

х — О ^ , у — — О 2/, г — й^ (— оо <  / <  -¡- оо). (7)

При выводе формул (7) мы предполагали, что Б  — В 3 Ф  0. 
Однако, как легко убедиться, формулы (7) будут справедливы, 
если любой (хотя бы один) из миноров £>ь 0 2, Б 3 отличен от 
нуля.

З а м е ч а н и е .  Если все миноры 0\,В2 и 0$ равны нулю, то 
система ( 1) требует особого рассмотрения.
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П р и м е р .  Решить систему

х — Чу +  32 =  О, 

4х +  5 у —  62

Составляя матрицу коэффициентов

■л} (8)

311 
•6  Г

находим ее миноры 

1-2 3
О, =

5 - 6
12 -  15 =  -  3, £>;

1

£>з

4 — 6 

5 +  8 =  13.

- 6 - 1 2  =  -  18,'

Н а основании формулы (7) полная система решений системы (8) имеет вид 

л; =  — з/, у =  -+-18/, г =  13/,

где — оо <  / <  + оо.

Простейшее ненулевое решение системы (1), получающееся при I — 1, есть 
х =  — 3, у„=  18, 2 =  13.

§ 3. Определители третьего порядка

О п р е д е л е н и е  1. Под о п р е д е л и т е л е м  ( де те рмина н- '  
т о м) третьего порядка понимается выражение

0  =

Я| £>1 С |

а2 Ьг с2
Яз Ьъ Сз

■ а1 &2 2̂ 
Ьз Сз ь 1 а2 с2 

аз Сз +  С1
Ь 2

(О

Числа а ;, йг, сг- ( /— 1, 2, 3) называются элементами определи- 
теля\ они расположены в трех с т р о к а х  и трех с т о л б ц а х  его 
(ряды определителя).

Раскрывая определители второго порядка (миноры) в фор
муле ( 1) и собирая члены с одинаковыми знаками, получим, что 
определитель третьего порядка представляет собой знакоперемен
ную сумму шести слагаемых:

О — а {Ь2с3 + а 2Ь3С1 +  а ф хс2 — а ф гс2 — а2Ь1с3 — а ф 2Си (2)

из которых три берутся со знаком плюс, а три — со знаком минус. 

П р и м е р .  Вычислить

1 2 3
0 =  2 3 4 .  (3)

3 4 5

Используя формулу (1), имеем

I 3 4 - 9  I 2 4 |
4 5 3 5

0 = 1 +  3 . 2 31

3 4
! • ( _  1) — 2 • (— 2) + 3 • (— 1) =

В дальнейшем мы укажем более удобные способы вычисления определи« 
телей третьего порядка.
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О п р е д е л е н и е  2. Под м и н о р о м элемента определителя 
третьего порядка понимается определитель младшего {второго) 
порядка, получающийся из данного определителя в результате 
вычеркивания строки и столбца, содержащих данный элемент.

Например, для определителя (3) минором его элемента 2) стоя
щего, во второй строке и в первом столбце, является определитель

М 2.

В дальнейшем для краткости будем говорить, что элемент 
определителя третьего порядка занимает четное место, если сумма 
номеров его строки и его столбца есть число четное, и нечетное 
место, если эта сумма есть число нечетное.

О п р е д е л е н и е  3. Алгебраическим дополнением (минором со 
знаком) элемента определителя третьего порядка называется ми
нор этого элемента, взятый со знаком плюс, если элемент занимает 
четное место, и со знаком минус, если его место нечетное. !

Таким образом, если М есть минор элемента определителя, а 
г и / — соответственно номер строки и номер столбца, на пересече
нии которых находится данный элемент, то его алгебраическое 
дополнение есть

А =  (-\ У+1'М .

Например, для элемента с2 определителя (1), находящегося во 
второй строке и в третьем, столбце, его алгебраическое дополнение 
есть

С2 =  ( - 1)2+3
а { Ь\ «1 Ь\

а3 Ьз а3 Ьз

Соответствующие знаки, приписываемые при этом минорам 
элементов определителя, можно задать таблицей

+ - +
— + —
+ - +

В дальнейшем алгебраические дополнения элементов опреде
лителя с буквенными элементами условимся обозначать соответ
ствующими прописными (большими) буквами.

Т е о р е м а  р а з л о ж е н и я .  Определитель третьего порядка 
равен сумме парных произведений элементов какого-либо ряда 
его на их алгебраические дополнения (под рядом понимается 
с т р о к а  или с т о лб е ц ) .
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Таким образом, для определителя ( !)  справедливы шесть раз
ложении:

0==о^4-1 +• -|- е\Сь. |

О  — я2.4;> -¡- Ь:,В2 +  с2Съ ^ (4)

О = а 3Д3; + 63й3 с ¡С3:
и

£) =  а)Л! -(- «2^2 ~Ь 1

0  =  Ь[В 1 Ь2В2 +  63В 3, /■ (5)

£)' =  С\С[ с2С2 +  с3С3. 3

Легко проверить, что формулы (4) и- (5) дают одно и то же 
выражение (2), принятое за определение.

З а м е ч а н и е . .  С помощью формул типа (4) или (5), по индукции* можно 
ввести, определители высших порядков.

§ 4. Основные свойства определителей

При формулировках мы не будем указывать порядок опреде
лителя,. так как эти свойства справедливы для определителей лю
бого порядка.

I. (Равноправность строк и столбцов.) Определитель не меняет 
своего значения при замене всех его строк соответствующими 
столбцами, т. е.

а\ Ь1 С\ а,\, а.2 аз

(I)

Действительно, разлагая первый определитель по элементам 
первой строки, а второй — по элементам первого столбца, в силу 
теоремы разложения (§ 3) мы получим один .и тот же результат.

II.. При перестановке двух параллельных рядов определителя 
его абсолютная величина сохраняет преоюнее значение, а знак 
меняется на обратный.

Пусть, например, в определителе

я. Ь\

О  —  Ьг с2 

Ьц С3

переставлены первая и вторая строки; тогда получим определитель

¿2 с2
О  —  а, Ь1 с, . (27)

«3 Ьз С3

Разлагая определитель В по элементам второй строки и учи
тывая, что при перестановке строк изменилась четность мест этих
элементов, будем иметь

О  =  а х (—  А 0  +  Ь1 (—  В {) +  С[ ( -  Сг) =  — О .

а, 61 С\ а.| а2 а 3

аг &2. С2 = . Ьг &з

аз Ьз Сз 0\ с2 Сз

(2)
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Аналогичное положение получается и в других случаях.
С л е д с т в и е  1. Определитель, у которого два параллельных 

ряда одинаковы, равен нулю.
В самом деле, пусть, например,

£1\ Ь1 С)

£) =  а, 6, с{ 
йз Ъ3 сз

Переставляя первую и вторую строки определителя, в силу тео
ремы получим определитель — О. Но очевидно, эта операция не 
изменяет определитель О; поэтому — В  — Б  и, следовательно, 

£> =  0.
С л е д с т в и е  2. Сумма парных произведений элементов како

го-либо ряда определителя на алгебраические дополнения соот
ветствующих элементов параллельного ряда равна нулю, т. е. для 
определителя (2 ) имеем

(1 \А2 +  Ь]В2 +  с хС2 =  0, | ^

а\Ао, +  biB3 +  С[С3 — 0

и т. д., а также

а2В2 +  щВ3 ■ 

a f i  1 -f~ ЩС2 +  а3С3 =

-0, \

:0 j
(4)

и т. д. (всего таких соотношений можно написать двенадцать).
Левые части всех соотношений (3) и (4) представляют со

бой разложения соответствующих определителей третьего порядка,, 
содержащих два одинаковых параллельных ряда и, следовательно, 

равны нулю. Например,
а\ Ь\ С\

а\А2 -}- Ь\В2 -¡- с\С2
§

а 1
а3

Ь1
Ьз

0

(здесь разложение нужно производить во второй строке!).
III. Общий множитель элементов какого-либо ряда определи

теля можно выносить за знак определителя, т. е.

kax kb  1 kC\ а, Ь1 С\

а2 ь 2 с2 =  /? а2 ъ2 с2

а3 Ьз Сз аз Ьз Сз

и т. п.
Это свойство непосредственно вытекает из разложения опреде

лителя по элементам соответствующего ряда.
С л е д с т в и е  1. Если все элементы кшого-либо ряда опреде

лителя равны нулю, то определитель равен нулю.
С л е д с т в и е  2. Если элементы какого-либо ряда определи

теля пропорциональны соответствующим элементам параллельного 
ряда его, то определитель равен нулю.
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Например, имеем
а. ь1 С\ а 1 ЬI

кЬ\ &С! =  ¡1 а1 ¿1 С]

аз Ьз СЗ аз &з Сз

О

и т. п.
IV. Если элементы какого-либо ряда определителя представ

ляют собой суммы двух слагаемых, то определитель может быть 
разлоокен на сумму двух соответствующих определителей. 

Например, имеем

«1 + «1 &1 + Р1 С1 +

(а{ +  « 1) ^1 +  (&1 +  Р1) ^1 +  (̂ 1 +  удСх =а2
«з

ь2
Ьз

с2
с3

а. 61 «I ь ъ

« 2 + а 2 ь2 с2
аз Ьз Сз а 3 Ьз Сз

и т. п.
С л е д с т в и е ,  Величина определителя не изменится, если к 

элементам какого-либо ряда его прибавить (или отнять) числа, 
пропорциональные соответствующим элементам параллельного 
ряда с одним и тем же коэффициентом пропорциональности (так 
называемые « э л е м е н т а р н ы е  п р е о б р а з о в а н и я  о п р е д е 
лителя» ) .

а! Ь[ С\ 
а 2 Ь 2 С 2 

а3 Ьз Сз
Действительно, пусть О — 

определители

Рассмотрим, например,

а1 ± 1га2 Ь1 ± кЬ2 ±  /!С2 

О  —  %  Ь2 с -2
а 3 Ьз сз

Используя свойства IV и III , будем иметь

а 1 Ь\ С| а 2 Ь2 с2
а 2 Ь2 с2 ±  6 а 2 ь2 сг

аз Ьз Сз аз Ьз сз

=  £ ± ¿ • 0  =  0.

Элементарные преобразования дают удобный способ вычисле- 
ния определителей.

1 1 2  3

П р и м е р .  Вычислить с и м м е т р и ч н ы й  определитель О — 2 1 2

|3 2 1

Вычитая из второй строки удвоенную первую строку, а из третьей строки 

утроенную первую строку, получим 

1 2 3
£> = •3 - 4  

■4 - 8

=  1 ■
- 3  - 4  

- 4  - 8
,2 4 - 1 6 = 8 .
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§ 5. Система трех линейных уравнений 

Рассмотрим стандартную линейную систему трех уравнений 

ахх +  Ь{у +  схг~ й ь 

а2х +  Ь2у +  с2г =  с!2, 

аз* +  Ь3у +  сгг =

(1)

свободные члены которых находятся в правых частях. Под реше
нием системы понимается всякая тройка чисел (х ,у ,г ), удовлетво
ряющая этой системе.

Введем определитель системы

&1 С,

О  =  «2 ь2 с2 , (3)

а3 Ьз Сз

а также дополнительные определители 

О ,

Ь\ С\ а, С[ «[ »1 йI

Ь2 с2
• ° у = =

а 2 й2 С2 р II а 2 ь 2

йз Ьз Сз «3 Лз Сз аз Ьз йз

(3)

Последовательно умножая уравнения системы (1) на алгебраи

ческие дополнения А\, А2, Л 3 соответствующих элементов а.\, а2, а 3 
первого столбца определителя О, получим

(й ^! -}- а2А2 ЯзЛз)х -{- {Ь\А\ -[- Ь2А2 ЬзА$)у -(-

-¡~ (С]Л 1 с2Ло -|- С3Л3) 2 =  й\А 1 -}- (¿2Л2 -}- йгАз. (4)

Отсюда, применяя теорему разложения (§ 3) и следствие 2 

к свойству II , будем иметь Ох +  0-у +  0-г — Ох, т. е.

Ох — О х. (5)

Используя алгебраические дополнения элементов второго и 
третьего столбцов определителя О, аналогично находим

Оу =  О  у, Ог =  Ог. (б')

Если определитель системы О ф  0, то из уравнений (б) и (5') 
получаем е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е  системы (1)!

В
х ■■

х
В У-

в
£  I

В (6)

Таким образом , имеем п р а в и л о  К р а м е р а :  неизвестные 
стандартной линейной системы, (1) с ненулевым определителем 
представляют собой дроби, знаменатель которых есть определи-

') Фактически мы доказали, что если решение системы ( I)  существует, то 
оно выражается формулами (6). Непосредственной подстановкой можно убе
диться, что при В Ф  0 формулы (6) дают решение системы (1).

10 В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович
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тель системы, а числители равны соответствующим дополнитель
ным определителям.

З а м е ч а н и е .  Если определитель системы 0  — 0, то систе
ма ( 1) или несовместна или имеет бесконечно много решений. 

П р и м е р .  Решить систему

х + 2у +  3 г — 1,

%х Зу ,4~ х — 0,
Зл' -}~ у Ц" 22 — 0.

Имеем

D ■■

Вычитая из второго столбца удвоенный первый столбец,, а из третьего столб
ца утроенный первый столбец, получим

1 0 0
2 -  1

3 - 5

!
1 — 5 

— 5 - 7
: 7 -  25 : ■18̂ =0.

Для дополнительных определителей находим следующие значения:

0 1

Dz

3 1 

1 2
= 5, Ду '

1 1 3
2 0 1
3 0 2

12 1 
|3 2

1 2 1
2 3 0

3 1 0

2 3
3 !

7.

Используя правило Крамера, получаем решение системы: 

х  =  — 5/18, у =  1/18, г =  7/18.

§ 6. Однородная система трех линейных уравнений 

Рассмотрим линейную систему

й\Х -(- Ъ\У -¡- С\Х —  0 ,

а2Х "Ь 2̂У “I" 2̂̂  — 0,
а3х +  Ь3у +  с32 — 0,

(О

свободные члены которой равны нулю. Такая линейная система 
называется однородной.

Однородная линейная система (1), очевидно, допускает нуле
вое решение * =  0 , у —  0, г =  0 и, следовательно, всегда со

вместна.
Интересно выяснить случаи, когда однородная система имеет 

ненулевые решения.
Т е о р е м а .  Линейная однородная система трех линейных урав

нений с тремя неизвестными имеет ненулевые решения тогда и
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только тогда, когда ее определитель равен нулю, т. е.

а х Ь\ С]

D Ct2 &2 Сг 

Яз Ьз Сз

=  0. (2|

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть система (1) имеет ненулевое ре
шение (хиуигг). Если определитель ее О ф  0, то на основании 
формул Крамера система (1) обладает т о л ь к о  нулевым реше
нием, что противоречит предположению. Следовательно, В  — О,

Пусть 0  — 0. Тогда линейная система (1) либо несовместна, 
либо имеет бесконечно много решений. Но наша система совмест
на, так как имеется нулевое решение. Следовательно, система (1) 
допускает бесконечно. много решений, в том числе и ненулевые.

З а м е ч а н и е  Укажем способ нахождения ненулевых решений однород
ной системы ( 1 ) в типичном случае.

Пусть определитель системы 0  =  0, но не все его миноры второго порядка 

равны нулю.
Мы будем предполагать, что

я, Ь1 •
а2 2̂

с3 = =^0 (3)

(этого всегда можно добиться с  помощью перестановки уравнений и изменения 
нумерации неизвестных).

Рассмотрим подсистему, состоящую из двух первых уравнений системы (1):

a iX +  b{y +  ctz =  0. 

а2х +  b2y +  c2z :S:}
В силу § 2 решения этой системы имеют вид

х — A3t, у — Bit, z =  C3t (5)

(— оо <  t <  +  оо), где А3, Вз, Сз —  соответствующие алгебраические дополне
ния. Подставляя эти числа в неиспользованное третье уравнение системы (1) 

и учитывая, что определитель О —  0, получим

CL3X Ьзу +  C3Z =  (Я3Л 3 -f- ЬзВз + £3С з ) / ;=  Dt ^  0.

Следовательно, формулы (5), где t произвольно, дают все решения п о л 

ной с и с т е м ы  ( 1 ).
Геометрически уравнения системы (1) представляют собой уравнения трех 

плоскостей в пространстве Охуг (см. гл. X IX , § 2). Если определитель D Ф  0, 

то эти плоскости пересекаются в единственной точке 0 (0, 0, 0); если же оп
ределитель О  =  0, но не все его миноры второго порядка равны нулю, то в на
шем случае эти плоскости пересекаются по прямой линии (как «листы книги»). 
Г>ез рассмотрения оставлен случай с л и я н и я  трех плоскостей.

§ 7. Система линейных уравнений с многими неизвестными.
Метод Гаусса

Рассмотрим систему п линейных уравнений с п неизвестными!

ОцХi 4- U\%X2 +  . . .  +  пхп — а 1, п+1>
&21Х1 +  CI22X2 +  . . .  +  йгпхп — а2, я+ь

0-п\Х\. +  ап,2х 2 “!- ••• 4" а ппх п — ап,п+1-

(Î)



292 ГЛ. XV I!. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКОВ

Здесь для коэффициентов системы введена двойная индексация: а именно, у  
коэффициента ац первый индекс £ обозначает номер уравнения, а второй / — • 
номер неизвестного. Для удобства выкладок свободные члены обозначены через 
о/, л+1 (г =  1, 2, . . . ,  п).

Наиболее простой метод решения системы ( 1 ) — это м е т о д  и с к л ю ч е 
ни я .  Мы изложим его в форме с х е м ы  Г а у с с а  (обычно называемой мето
дом Гаусса).

Пусть для определенности ац Ф  0 —  «в е д у щ и й к о э ф ф и ц и е н т » .  Р а з 
делив все члены первого уравнения на ац, будем иметь п р и в е д е н н о е
уравнение

х \ +  01цХ2 +  ПшХп — 0С1, п+1, (2 )
где

«!/=“  (/=!> 2 ,..., «+ !) . • (3)а п

Рассмотрим г'-е уравнение системы ( !) :

ацХ\ +  а12х2 +  • . .  -\-dinXn — 01, п + ь  (4)

Для исключения х\ из этого уравнения умножим приведенное уравнение (2) на 
ац и полученное уравнение вычтем из уравнения (4). Тогда будем иметь

4 1 х 2 +  • • • +  4 п хп = 4 ! « + к  (5 )

где

я</ =  «г/ — (/ — 2, 3, 1). (6)

Таким образом, получаем укороченную систему

22 2 • • • 1 а 2пх п  “ 2. п+1»
(7)

п+1'

коэффициенты которой определяются по формулам (6).

Если ее в е д у щ и й  к о э ф ф и ц и е н т  а (2̂  Ф  0, то из системы (7) ука

занным выше приемом можно исключить неизвестное х2, причем новые коэф
фициенты будут вычисляться по формулам типа (6) и т. д. Эта часть вычисле
ний называется п р я м ы м  х о д о м  м е т о д а  Г а у с с а .

Для определения неизвестных хи х2, . . . .  хп рассмотрим приведенные урав
нения

+ «12*2 ■+■ . • • +'в\п.Хп — «1. П+1>

*2  +  • • •  + 4 п Ч г  =  «2,>п+1.

' и я, п+1*

(8)

Отсюда последовательно находим неизвестные ( о б р а т н ы й  х о д )

= а ( п - 1) 
и, п +1>

*л-1 ^  ~  I (9)

X } —  п +1 ®\пх п  —  • • • —  ^ 1 ,  П — \х П — [ — * • • • —  <Х12#2. )
Заметим, что операции (9) выполняются без деления.
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Если очередной ведущий коэффициент окажется равным нулю, то уразне- 
Ш1 и системы следует переставить надлежащим образом. Возможно, конечно, что 
система ( I )  несовместна. Тогда, естественно, метод Гаусса не допускает реали
зации.

П р и м е р .  Методом Гаусса решить систему

2x1 — 3*2 + 4*з — 20, 1
ЗлГ| +  4х 2 — 2х3 =  — 11, > (10)

4Х| -4- 2 *2 Зл:3 =  9. )

Составляем таблицу коэффициентов системы (10), рассматривая свободные 
члены ее как коэффициенты при х° —  1:

X, Хз *3 Xo S

2| - 3 4 20 23

3 4 - 2 -11 - 6

4 2 3 9 !8

1 -1,5 2 10 11,5

8,5 - 8 -41 —40,5

8] - 5 —31 —28
II

1 -0,625 -3,875 -3 ,5

-2,6875 -8,0625 -10,75

1 3 4

1 3 4

1 - 2 — 1 IV

1 1 2

Последний столбец 2 содержит суммы элементов соответствующих строк 
таблицы; этот столбец служит для контроля вычислений.

Считая отмеченный коэффициент 2 ведущим и деля на этот коэффициент 
все элементы первой строки' таблицы (включая и входящий в столбец S ), по
лучаем коэффициенты первого приведенного уравнения (см. таблицу). Текущий 
контроль вычислений осуществляется тем, что элемент из столбца 2 равен 
сумме всех остальных элементов этой строки. Этим заканчивается заполнение 

раздела I таблицы.
Далее, используя формулу (6), подсчитываем коэффициенты укороченной 

системы, не содержащей неизвестного x¡. Для наглядности будем называть 
строку, содержащую коэффициенты приведенного уравнения, п р и в е д е н н о й ,  
а столбец, содержащий ведущий элемент раздела, в е д у щ и м .  Тогда на осно* 
паиии формулы (6) справедливо п р а в и л о :  преобразованные коэффициенты 
схемы Гаусса равны ее прежним коэффициентам минус произведение «проек
ций» их на соответствующие приведенную строку и ведущий столбец таблицы. 
Пользуясь этим, заполняем раздел I I  таблицы, включая контрольный столбец. 
Для удобства вычислений в качестве ведущего коэффициента раздела I I  берем 
элемент 8 (см-, таблицу).

Аналогично производится заполнение раздела I I I .  таблицы. Этим заканчи
вается п р я м о й  х о д  схемы Гаусса.
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Неизвестные х8. Хг и х, последовательно определяются из приведенных 
уравнений

х3 “  3, 

х2 — 0,625х'з =  — 3,875,

Х\ —  ! ,5х 2 +  2*8 =  10.

Отсюда

*з =  3,

* 2 =  — 3,875 +  0,625 • 3 =  — 2,

=  1 0 - 2 - 3 +  1,5 • (- 2 )  =  1

( о б р а т н ы й  х о д ) .  Результаты обратного хода помещены в разделе IV  таб

лицы.
Заметим, что если в качестве свободных членов взять элементы столбца

2 , то для неизвестных получатся значения =  4, -?2 =  — 1, Х\ — 2, превы
шающие на единицу значения неизвестных х3, х2, Х\. Этим обеспечивается з а 
к л ю ч и т е л ь н ы й  к о н т р о л ь  вычислений.

Упражнения

1. Вычислить определители второго порядка:

7 6 1 . I cos а  — sin а  I

8 — 7 Г ' I sin а  cos а  |

2. С помощью определителей решить систему

а)

х +  0,9;/ =  1, 1 

1,!* + (/ =  —2. ]

3. Найти решения системы

х +  у =  \А 

2х + 2у =  а  )

I а  —  параметр).
4. Найти точку пересечения прямых линий

5х + ау =  1, ) 

х - 5 у  =  - 3  \

f a —  параметр).
5. Решить систему

Тх

х — Зу + 5г =  0, 

9у — 11 г =  0.

Указать какое-нибудь целочисленное ненулевое решение этой системы. 
6. Вычислить определители третьего порядка:

0 1 2 1 2 3 X X2 * 3

а) -  1 0 3 ; б) 1 4 9 ; в) 1 2х Зх2
- 2 - 3 0 1 .8 27 0 2 6х

7. Решить уравнение

х — 1 1 1

1 X - 1 1 =  0.

1 1 X -  1
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8. С помощью определителей решить систему.

— *  +  Зу +  5z =  1, } 

3* +  у +  Зг =  2, > 

5* +  3у — z =  —3. j

9. Решить систему

х +  2у +  Зг =  0, ]

2* — Зу +  4г — 0, > 

Зх — у +  7г =  0. ]

10. Решить систему

ах =  0, 1 

х -f у. =  О, 1

-*■ + 2 =  0 J

—  параметр).

11. Методом Гаусса решить систему

*i + 2*г + 3*з -|- 4*4 =  —10, 
2*| +  3*2 +  4*з — 5*4 =  — 8 , 

3*i +  4*2 — 5*з — ,6*4 =  4,

4*i -- 5*2 — 6*з — 7*4 =  24.

8
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ЭЛЕМЕНТЫ-ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ

§ 1. Скаляры и векторы

Величина, полностью характеризуемая своим числовым значе
нием в выбранной системе единиц, называется скалярной или ска
ляром. Таковы, например, масса тела, объем его, температура 
среды и т. п. Скаляр определяется ч и с л о м ,  положительным или 
отрицательным или равным нулю.

Величина, кроме числового значения характеризуемая еще н а 
п р а в л е н и е м ,  называется векторной или вектором. К числу их 

относятся сила, перемещение, скорость и т. п. 
д Вектор определяется числом и направлением. 

Векторы обычно обозначают буквами жир
ного шрифта, например, а. Геометрически век
тор изображается направленным отрезком про
странства (рис. 168); при этом используется

обозначение а, — АВ, где точка А — начало от
резка, а точка В — конец его. В дальнейшем, 

для наглядности изложения, векторы мы будем рассматривать как 
направленные отрезки.

Под модулем (длиной) вектора а

\а\ — а

понимается численное значение его, без учета направления. (Есте

ственно, | АВ | обозначает модуль вектора АВ.) Вектор 0, модуль 
которого равен нулю, называется нулевым или нуль-вектором (на
правление нулевого вектора произвольно).

Два вектора а  и Ь считаются равными, если они расположены 
на параллельных или совпадающих прямых (параллельность в 
широком смысле) и имеют одинаковую длину и одинаково направ
лены. Мы условимся не различать равные векторы и, таким обра
зом, приходим к понятию свободного вектора. Иными словами, 
свободный вектор допускает перенос его в любую точку простран
ства, при условии сохранения длины и направления. В частности, 
для свободных векторов можно обеспечить общую начальную 
точку их. В дальнейшем мы будем излагать т е о р и ю  с в о б о д 
ных в е к т о р о в  в трехмерном пространстве.

§ 2. Сумма векторов

О п р е д е л е н и е .  С у мм о й нескольких векторов, например, 
а, Ь, с, й (рис. 169), называется вектор

в — а Ъ -\- с й,
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по величине и направлению равный замыкающей ОМ простран
ственной ломаной линии, построенной на данных векторах.

Для случая двух векторов а  и Ь (рис. 170) их суммой в явля
ется диагональ параллелограмма, построенного на этих векторах, 
исходящая из общей точки приложения их (правило параллело
грамма) .

Рис. 169. Рис. 170. Рис. 171.

Так как в треугольнике длина одной стороны не превышает 
суммы длин двух других сторон, то из рис. 170 имеем

I ̂  ^ 1 ® | I ̂  I»

т. е. модуль суммы двух векторов не превышает суммы модулей 
этих векторов.

Для случая трех векторов а , Ь , с  (рис. 171) их суммой « явля

ется диагональ ОМ  параллелепипеда, построенного на этих векто
рах (правило параллелепипеда).

Легко проверить, что для векторного сложения справедливы 
следующие свойства:

1) переместительное свойство

а  +  Ь =  Ь +  а,

т. е. векторная сумма не зависит от порядка слагаемых;
2) сочетательное свойство

й-\- (Ь -¡- с) =  (а -¡- Ь) -¡-с =  о, -}- Ь с, -а и

т. е. сумма трех (и большего числа) А' О А
векторов не зависит от порядка рас- Рис |72_
становки скобок.

Для каждого вектора а  =  О А (рис. 172) существует противо

положный вектор — а — О А', имеющий ту же длину, но противо
положное направление. По правилу параллелограмма, очевидно,
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имеем
а +  (— а) — О,

где 0 — н у л ь - в е к т о р .
Легко проверить, что а  0 =  а.

§ 3. Разность векторов

Под разностью векторов а  и & (рис. 173) понимается вектор

¿  — а  —  Ъ
такой, что

Ь + й =  а. (1)

Отметим, что в параллелограмме, построен
ном на данных векторах а и 6 (рис. 170), их 

О разностью является соответственно на-
Рис. 173. правленная вторая диагональ параллело

грамма.
Легко проверить, что справедливо следующее правило вычи

тания:
а — Ь — а-\-(— Ь).

§ 4. Умножение вектора на скаляр

О п р е д е л е н и е .  П р о и з в е д е н и е м  в е к т о р а  а на  с к а 
л я р  к (рис. 174) называется вектор

Ь =  1га 5== ак,

имеющий длину & =  |&|а, направление которого: 1) совпадает 
с направлением вектора а, если 1г >  0; 2) противоположно ему, 
если к <  0 ; 3) произвольно, если к =  0.

ка (к<0) а  А а (к>0)
——  —  —— ---- —— —  —  — - -О н * пятянтгтмъяв*-̂»» ......................... .........

О

Рис. 174.

Нетрудно убедиться, что эта векторная операция обладает сле
дующими свойствами:

1) (/г -{- /) я =  ко, -{ -1а,

А (а +  6) =  ка +  кЬ)

2) к (1а) =  (Ы) я;

3) 1 • «  =  <*, (— 1)а =  — а, 0- а =  0 

(&, I — скаляры).

П р и м е р ,  (а 4- Ь) +  (а —  Ь) — 2 а.
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Если ненулевой вектор а разделить на его длину а =|а|  (т. е. 
умножить на скаляр I / а ) ,  то мы получим единичный вектор е, 
так называемый орт,, того же направления: е — а/а . Отсюда 
имеем стандартную формулу вектора

а — ае. (1)

Формула (1) формально справедлива также и для нулевого 
вектора а  =  0 , где а = 0  и е — произвольный орт.

§ 5. Коллнмеарные векторы

——> --->■

О п р е д е л е н и е .  Два вектора а — О А и Ъ =  О'В  (рис. 175) 
называются к о  л лине  а р  ны ми, если они 
параллельны в широком смысле (т. е. рас
положены или на параллельных прямых, 
или же на одной и той же прямой).

Так как направление нулевого вектора 
произвольно, то можно считать, что нуле 
вой в е к т о р  кол-л в н е  а р е н  л ю б о 
му в е к т о р  у.

Т е о р е м а .  Два ненулевых вектора а и 
Ь квллинеарны тогда и только тогда, когда 
они пропорциональны, т. е.

b =  ka  ( Í )  Рис. 176.

(k — скаляр).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть векторы а и Ь ( а ф  0, Ь Ф  0) 

коллинеарны и е, е' — их орты.
Имеем

а  — ае я b — be'. (2)

Очевидно,
е' —  ±  е, (3)

где знак плюс соответствует векторам а  и b одинакового направле
ния, а знак минус — векторам а и Ь противоположного направ-, 
ления.

Из формул (2) и (3) получаем

Ь — db be =  ±  — * (cté) — i  —  а,
CL Ct.

Отсюда вытекает формула (1), где k =  ±  b/a.
2) Если выполнено равенство (1), то коллинеарность векто

ров а и Ь непосредственно следует из смысла умножения векто
ров на скаляр ( §4) .
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§ 6. Компланарные векторы

О п р е д е л е н и е .  Три вектора а, Ь и с называются к о м 
п л а н а р н ы м и ,  если они параллельны некоторой плоскости в 
широком смысле (г. е. или параллельны плоскости, или лежат 
в ней).

Можно сказать также, что векторы а, Ь и с компланарны тогда 
и только тогда, когда после приведения их к общему началу они 
л е ж а т  в одной п л о с к о с т и .

По смыслу определения тройка векторов, среди которых име
ется хотя бы один нулевой, компланарна.

Т е о р е м а .  Три ненулевых вектора а, Ь и с компланарны 
тогда и только тогда, когда один из них является линейной ком

бинацией других, т. е., например,

с — 1га + 1Ь {I )

(к, I — скаляры).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть 

векторы а, & и с компланарны, 
расположены в плоскости Р {рис. 
176) и имеют общую точку при
ложения О.

Предположим сначала, что эти 
векторы не все попарно колли- 
неарны, например, векторы а и Ь 

Рис. 176. неколлииеарны. Тогда, произ
водя разложение вектора с в сум

му векторов са и сь> коллинеарных, соответственно векторам а  и Ь, 
в силу § 5 будем иметь

с — са +  Сь — ка +  /&, (2)

где /г и / — соответствующие скаляры.
Если векторы а, Ь, с попарно коллииеарны, то можно написать

с — ка — ка +  05, (3)

и таким образом, снова выполнено условие ( 1).

2) Обратно, если для векторов а ~ О А ,  Ь — ОВ  и с — ОС  
(рис. 176) выполнено условие (1), то на основании смысла соот
ветствующих векторных операций вектор с  расположен в плоско
сти,, содержащей векторы а и Ь, т. е. эти векторы компланарны.

■ П рй м ер. Векторы а, а-\-Ь, а  — Ь компланарны, так как

а  =  (а +  Ь) +  ~  (й -  &).
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Осью называется направленная прямая. Направление прямой 
обычно обозначается стрелкой. Заданное направление оси будем 
считать положительным, противоположное — о т р и ц а т е л ь н ы м .

О п р е д е л е н и е  1. П р о е к ц и е й  т о ч к и  А на  о с ь  I 
(рис. 177) называется основание А ' перпендикуляра АА', опущен
ного из точки А на эту ось.

Здесь под перпендикуляром АА' понимается прямая, п е р е 
с е к а ю щ а я  ось I и составляющая с ней прямой угол1). Таким 
образом, проекция А' есть пере
сечение плоскости, проходящей 
через точку А и перпендикуляр
ной оси I, с этой осью.

О п р е д е л е н и е  2. Под 
к о м п о н е н т о й  ( с о с т а в 

ляющей)  вектора а =  АВ отно
сительно оси I (рис. 177) пони

мается вектор а' — А'В', начало
которого А' есть проекция на ось I начала А вектора а, а конец 
которого В' есть проекция на ось I конца В этого вектора.

О п р е д е л е н и е  3. Под п р о е к ц и е й  в е к т о р а  а  на  о с ь  I

понимается скаляр ai — ±\A'B'\, равный длине (модулю) его 
компоненты а ' относительно оси I, взятой со знаком плюс, если 
направление компоненты совпадает с направлением оси I, и со 
знаком минус, если направление компоненты противоположно на
правлению оси I.

Если а — 0, то полагают ai — 0.
Заметим, что если е — единичный вектор оси /, то для компо

ненты о ' справедливо равенство

а ' — aie. ( 1)

Т е о р е м а  1. Проекция вектора а на ось I равна произведению 
длины а вектора на косинус угла между направлением вектора 
и направлением оси, т. е.

at — a cos ф, ф =  Z-(ffl,/). (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как вектор а =  ОА свободный 
(рис. 178), то можно предположить, что начало его О лежит на
оси /.

1) Если угол ф между вектором а  и осью / острый (0 ^  ф ^  

^  я /2 ) , то направление компоненты а ' — О А' вектора а совпадает

§ 7. Проекция вектора на ось

') Напомним, что все геометрические объекты мы здесь рассматриваем в 
трехмерном пространстве.



с направлением оси I (рис. 178,а). В этом случае имеем 

щ =  пр/й — + 10  А' \ — \ОА\ cos ф — a cos ф.

2) Если же угол ф между вектором а  и осью I тупой (я/2 <
—>

' <  Ф ^  я )  (рис. 178, б), то направление компоненты а'  — О А'  
вектора а противоположно направлению оси I. Тогда получаем

ai — пр;а — — | О А'  | =  — | О А | cos (л — tp) =  a cos ф.

Таким образом, формула (2) доказана.
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Рис. 178. Рис. 179.

С л е д с т в и е  1. Проекция вектора на ось: 1) положительна, 
если вектор образует с осью острый угол\ 2) отрицательна, если 
этот угол — тупой, и 3) равна нулю, если этот угол — прямой.

С л е д с т в и е  2. Проекции равных векторов на одну и ту же 

ось равны между собой.
Т е о р е м а  2. Проекция суммы нескольких векторов на дан

ную ось равна сумме их проекций на эту ось.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, например,

s =  а  +  Ь -f- с,

где (рис. 179) а  — ОА, b =  АВ и с — ВС  и, следовательно, s — ОС.
Обозначая проекции точек О, А, В, С на ось I через О', А', В', 

О' и учитывая направления компонент (см. рис. 179), имеем

пр/® == +  | О Х ' | =  -Н О'А' I + 1 А'В' | — | В'С' | =  прга 4- пр/& 4- пр¡с,

(3)
что и требовалось доказать.

С л е д с т в и е .  Проекция замкнутой векторной линии на любую 
@еь равна нулю.

Т е о р е м а  3. При умножении вектора на скаляр его проекция 
tw данную ось умнджается на этот скаляр, т. е.

пр/ (ka) =  knpia, (4)



§ 8. ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 303

Формула (4) следует из теоремы 1 и смысла умножения век
тора на скаляр.

С л е д с т в и е .  Проекция линейной комбинации векторов равна 
такой же линейной комбинации проекций этих векторов, т. е.

пр; (&1 а +  ¿2 Ь) =  кхпр1а  +  ^2нр/6.

§ 8. Прямоугольные декартовы координаты в пространстве

Пусть (рис. 180) Ох, Оу, Ог —  три взаимно перпендикулярные 
оси в трехмерном пространстве (оси координат), исходящие из 
общей точки О (начало координат) и образующие правую тройку 
( п р а в а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т ) ,  т. е. ориентированные по 
правилу правого буравчика. Иными 
словами, для наблюдателя, направ
ленного по оси Ог, кратчайший по
ворот оси Ох к оси Оу происходит 
против хода часовой стрелки. Три 
взаимно перпендикулярные плоско
сти Оуг, Огх и Оху, проходящие 
через соответствующие оси, назы
ваются координатными плоскостя
ми-, они делят все пространство на 
восемь о к т а н т о в .

Для каждой точкй М простран
ства (рис. 180) существует ее

радиус-вектор г — ОМ, начало которого есть начало координат О 
и конец которого есть данная точка М.

О п р е д е л е н и е .  Под д е к а р т о в ы м и  п р я м о у г о л ь н ы 
ми к о о р д и н а т а м и  х, у, г точки М понимаются проекции ее ра 
диуса-вектора г на соответствующие оси координат, т. е.

■Гх, у ■ г =  Г г ( 1)

В дальнейшем для краткости декартовы прямоугольные коорди
наты мы будем называть просто п р я м о у г о л ь н ы м и  к о о р 
д и н а т а м и .

Точка М с координатами х,у ,г  обозначается через М(х,у ,г) ,  
причем первая координата называется абсциссой, вторая — орди
натой, а третья — аппликатой точки М.

Для нахождения этих координат через точку М проведем три 
плоскости МА, МВ, МС, перпендикулярные соответственно осям 
Ох, Оу,Ог  (рис. 180). Тогда на этих осях получатся направлен
ные отрезки

О А — х, ОВ =  у, ОС  =  г, (2)

численно равные координатам точки М.
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Радиус-вектор г является диагональю параллелепипеда П с 
измерениями |jc|, \у\, \z\, образованного плоскостями М А,М В, 
МС  и координатными плоскостями. Поэтому

r =  ^ x 2 +  y* +  z2. (3)

Если обозначить через а, р, у (0 ^  а, р, у ^  я) углы, образо
ванные радиусом-вектором г с координатными осями, то будем 
иметь

x ~ r  cosa, у =  reos ¡3, z ~  reos у. (4)

Косинусы cosa, eos р, eos у называются направляющими коси
нусами радиуса-вектора г. Из (4), учитывая (3), получаем

cos2a +  cos2p +  cos2Y==-J- +  -fí- +  7 ¡- =  l. (5)

т. е. сумма квадратов направляющих косинусов радиуса-вектора 
точки пространства равна 1.

Из ф0РмУлы (4) следует, что координата точки М п о л о ж и 
тельна ,  если радиус-вектор этой точки образует острый угол 
с сйответствующей координатной осью, и о т р и ц а т е л ь н а ,  если 
этот угол тупой. В частности, в I октанте пространства,, ребра 
которого составляют положительные полуоси координат, все ко- 
ордйнаты точек положительны. В остальных октантах простран
ства отрицательными координатами точек будут те, которые соот
ветствуют отрицательно направленным ребрам октанта.

Измерения \х\, \у\, |z| параллелепипеда П равны расстоя
ниям точки М  соответственно от координатных плоскостей Oyz, 
Ozx, Оху. Таким образом, декартовы прямоугольные координаты 
точки М пространства представляют собой расстояния этой точки 
от координатных плоскостей, взятые с надлежащими знаками.

В частности, если точка М (х, у, z) лежит на плоскости Oyz, то 
х =  0; если — на плоскости Ozx, то у =  0; если же — на плоскости 
Оху, то z =  0, и обратно.

§ 9. Длина и направление вектора

Пусть в пространстве Oxyz задан вектор а. Проекции этого 
вектора на оси координат

ах =» пр*а, а у =  np¡,fl, az —  пр za ( 1)

иааываются координатами вектора щ при этом вектор мы будем 
запис-ывать так:.а — {ах, ау, az).

Так как вектор а  свободный, то его можно рассматривать как 
радиус-вектор точки М (ах, а у, а г). Отсюда получаем длину век
тора

| я | =  a =  aJ üI  +  (2)



т. е. модуль вектора равен корню квадратному из суммы квадра
тов его координат.

Направляющие косинусы вектора а определяются из уравнений

ах — a cos а, а у — а  cos ß, az — a cos у, (3)
причем

cos2 а  +  cos2 ß +  cos2 у — 1, (4)

т. е. сумма квадратов направляющих косинусов вектора равна 
единице. Направляющие косинусы ненулевого вектора однозначно 
определяют его направление. Следовательно, вектор полностью 
характеризуется своими координатами.

П р и м е р .  Найти длину и направление вектора а  =  {1,2, —2}.
Имеем

а =  V l2 + 22 + (—2)2* =  3
и

ах 1 cty 2 аг 2

cos а —  —  —  -r-, cos 8 =  —  —  -rr, cos v — —  —  — т-. 
а 3 ’ г а 3 ’ г а 3

Отсюда

а  =  arccos «  70°30', ß =  arccos ~  «  48°10', \ =  arccos ^ я *  131°50'.

Таким образом, вектор а  образует острыё углы с координатными осями Ох и О у 
и тупой угол с  координатной осью Ог.

§ 10. Расстояние между двумя точками пространства
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Пусть М\(х\, ух, г{ )— начальная точка отрезка 1 — МхМ2 и 
М2(х2,у 2,г2) — конечная точка его. Точки М х и М 2 можно задать 
их радиусами-векторами Гх={х\,уиг\} и г2= { х 2, у2, г2) (рис. 181).

--- >-
Рассматривая вектор I — М 1М 2 , из 
А О М 1М2 будем иметь

1 =  г2 — г1. (1)

Проектируя это векторное равен
ство на оси координат и учитывая 
свойства проекций, получим

1Х= Х 2— Хи 1у =  У2 —  Уи

1г =  г2- г {. (2) Рис-!81-

Таким образом, проекции направленного отрезка на оси коор
динат равны разностям\ соответствующих координат конца и на
чала отрезка.

Из формул (2) получаем д л и н у  о т р е з к а  (или, иначе, р а с 
с т о я н и е  м е ж д у  д в у м я  точками М 5 и М2)

1 =  +  Ч +  11 =  л/(*а ~  хд2 +  Оз -  У1У  +  (2 2 -  (3)
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Итак, расстояние между двумя точками пространства равно 
корню квадратному из квадратов разностей одноименных коорди
нат этих точек.

П р и м е р .  Ракета из пункта М\(\0, — 20, 0) прямолинейно переместилась 
в пункт М 2(—30, — 50, 40) (расстояния даны в километрах). Найти путь /, 

пройденный ракетой.
На основании формулы (3) имеем

I =  д/(—30 -  Ю)2 +  (- 5 0  +  20)2 +  (40 -  О)2 =

=  л/1600 +  900+  1600 =  -/4100 »  64,4 км.

Заметим, что, найдя направляющие косинусы вектора перемещения I, не
трудно определить направление движения ракеты.

§ 11. Действия над векторами, заданными 
в координатной форме

Пусть вектор а — {ах, а у, аг) задай своими проекциями на оси 
координат Ох, Оу, Ог.

Построим параллелепипед (рис. 182), диагональю которого 
является вектор а, а ребрами служат компоненты его Й1, а 2, от

носительно соответствующих 
координатных осей. Имеем раз
ложение

а  == й-1 +  &2 $з. ( 1)

Если ввести единичные век
торы (орты) г, /, &, направлен
ные по осям координат, то на 
основании связи между компо
нентами вектора и его проек
циями (§ 7) будем иметь

«1 =  » Д  е2 =  а у],

#  с 3 =  ацк.
(2)

Подставляя эти выражения в равенство (1), получаем коор
динатную форму вектора

ах1 +  а у] +  а гк. (3)а ■■

Заметим, что разложеаие (3) для вектора а е д и н с т в е н н о .  Действитель
но, пусть

а — а Л  +  а / +  а'к . (3')

Отсюда, вычитая из равенства (3) равенство (3') и пользуясь переместительным 
и сочетательным свойствами суммы векторов ( § 2 ) ,  а также свойствами разно
сти векторов (§ 3), будем иметь

0 =  (ах -  а 'х) 1 + ( ау~  а'у) / +  ( й2 -  ад  к-

Если хотя бы один из коэффициентов при ортах г, / и к был бы отличен от 
нуля, то векторы г, /, к были бы компланарны (§ 5), что неверно. Поэтому

■ аг, и единственность разложения (3) доказана.



Если Ь —  {Ьх, by, Ьг), то, очевидно, также имеем

' b==bxi +  byj  +  bzk. (4)

Рассмотренные выше линейные операции над векторами можно 
теперь записать в следующем виде:

1) 'К а === \ a xi ~f~ ha,yj +  A-cizk,

или короче; Xa — {kax, hay, Aaz} (A — скаляр). Таким образом, при 
умножении вектора на скаляр координаты вектора умножаются 
на этот скаляр.

2) а ± 6 =  (ах ± bx)i +  (ау ± by) j +  (az ± bz)k, 
или кратко: а ±  b — {ах ± bx, ау ±  by, аг ±  Ьг).

Таким образом, при сложении (ила вычитании) векторов их 
одноименные координаты складываются {или вычитаются).

П р и м е р .  Найти величину и направление равнодействующей F двух сил 

F{ =  {10, 20, 30} и F2 =  {30, 20, 10}.

Имеем F =  F i +  f 2 =  {10 +  30, 20 +  20, 3 0 +  10} =  {40, 40, 40}. Отсюда 

F =  | F | =  40 У з  и cos a =  cos р =  cos у =  1/У 3 , 

где cos a , cos J5, cos у —  направляющие косинусы равнодействующей F.

§ 12. Скалярное произведение векторов

О п р е д е л е н и е .  Под с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  двух 
векторов а и b понимается число, равное произведению длин этих 
векторов на косинус угла между ними, т. е. в обычных обозна
чениях:

а -b == (а, b) — ab coscp, (1)
где ср =  Z. (а, Ь).

Заметим, что в формуле (1) скалярное произведение можно 
еще записывать как ab, опуская точк 
как (рис. 183)

6 созф =  пра& и а с о з ф  =  пр6а,

то можно записать

ah — а- прай =  b ■ пр ьа,

т. е. скалярное произведение двух векторов равно длине одного из 
них, умноженной на проекцию другого на ось с направлением 
первого.

Ф и з и ч е с к и й  с м ыс л  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я .  
Пусть постоянная сила F обеспечивает прямолинейное перемеще
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ние s — MN  материальной точки. Если сила F образует угол «р 
е перемещением s (рис. 184), то из физики известно, что работа
силы F при перемещении s равна

А — F s cos ф.

На основании формулы (1) имеет

A =  F-s, (3)

таким образом, работа постоянной силы при прямолинейном пере
мещении ее точки приложения равна ска
лярному произведению вектора силы на век
тор перемещения.

Скалярное произведение обладает сле- 
N дующими основными свойствами.

Рис. 184. 1) Скалярное произведение двух векто
ров не зависит от порядка этих сомножите

лей ( п е р е м е с т и т е л ь н о е  с в о й с т в о ) :

ab — Ьа. (4)

Эта формула непосредственно следует из формулы (1).
2) Для трех векторов а,Ь  и с справедливо р а с п р е д е л и 

т е л ь н о е  с в о йс т в о

(a -f- b) ■ с =  ас +  Ьс, (5)

т. е. при скалярном умножении суммы векторов на вектор можно 
«раскрыть скобки».

Действительно, на основании формул (2) учитывая свойства 
проекций векторов (§ 7, теорема 2), имеем

(«* +  Ь) • с — прс {а +  6) • с =  (пре а +  пр„ Ь) ■ с =

=  прс а ■ с +  пр^ Ъ • с — ас  +  Ьс.

3) Скалярный квадрат вектора равен квадрату модуля этого 

вектора, т. е.
а2 —  с 2.

Действительно,

а2 — а а — аа  cos (а, а) =  а2.

Отсюда для модуля вектора получаем формулу

| а | =  У(«> а). (6)
4) Скалярный множитель можно выносить за знак скалярного 

произведения, т. е.

(%а,Ь) =  (а,1Ь)=%(а,Ь). (7)



Это свойство также легко получается из (1).
5) Скалярное произведение линейной комбинации векторов на 

произвольный вектор равно такой же линейной комбинации дан
ных векторов на этот вектор, т. е.

(Ха \ib, с) — Х(а, с) +¡.1(6, с)

(А, и ц — скаляры).
Это — очевидное следствие 2) и 4).
Из определения (1) вытекает, что косинус угла q> =  Z .(a ,b )  

между двумя ненулевыми векторами а  и 6 равен

С О З Ф — £ .  (8)

Из формулы (8) получаем, что два вектора а  и b п е р п е н д и 
к у л я р н ы  (о р т о г о н а л ь н ы ), т. е. ср — я /2, тогда и только 
тогда, когда

ab —  0. (9)

Это утверждение справедливо также и в том случае, когда 
хотя бы один из векторов а или Ъ нулевой.

П р и м е р .  Найти проекцию вектора а на вектор Ъ.
Обозначая через ср угол между этими векторами, имеем

ab Ь
пр& а — a cos ф — а • — а  • ~ь~ — ае,

где е — —  орт вектора Ь.

§ 13. Скалярное произведение векторов 
в координатной форме

Пусть
a — axi+  ayj  +  azk (1)

и
Ь ■— bxi +  b,ji +  bzk. (2)

Перемножая эти векторы как многочлены (что законно в силу 
свойств § 12), учитывая соотношения

Ч — /& — ki —  0 и и — // — kk— l,
будем иметь

аЪ — ахЬх +  а уЬу +  агЬг. (3)

Таким образом, скалярное произведение векторов равно сумме 
парных произведений их одноименных координат. Отсюда, обо
значая через ф угол между векторами а  и Ь, получим

аЪ aYbr +  а,.Ь., +  a?b,
COS ф  ==  -=-j— =  — --- ------- А- u -.~  2 2 -----r (A)

a ' V a* + al  + al  + bl  + К
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П р и м е р .  Определить угол <р между векторами

а =  {!, +2, 3} и 6 =  {—3, 2, — 1},

На основании формулы (4) имеем

cos ф =  -_ j ± ± +  2/  2 + 1- <-»> -  -  А  .  - 1 ,  _ о ,143.
V  12 +  22 +  32 • V ( - 3 ) 2 +  22 + (- 1 )2 14 7
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Пусть векторы а и & коллинеарны (параллельны). Согласно 
условию коллинеарности (§ 5)

b — ka, (5)

где k — скаляр, что эквивалентно bx — kax, by — kay, bz =  kaz 
или

bx by bz

~ä7 ~  ay ~~ “07 • ' '

Таким образом, векторы коллинеарны тогда и только тогда, ко
гда их одноименные координаты пропорциональны.

Для перпендикулярных (ортогональных) векторов а  и Ь имеем 
Ф =  я/2 и, следовательно, cos(p =  0, или согласно формуле (4)

ахЬх +  ауЬу +  а гЬг =  0.

Таким образом, два вектора перпендикулярны тогда и только 
тогда, когда сумма парных произведений их одноименных коорди
нат равна нулю.

§ 14. Векторное произведение векторов

Напомним, что тройка а ,Ь  и с не компланарных векторов на
зывается ' правой (рис. 185,а) или левой (рис. 185,б), если она 
ориентирована по правилу правого винта или соответственно по 
правилу левого винта.

Заметим, что если в тройке не компланарных векторов а , Ь , с  
переставить два вектора, то она изменит свою ориентацию, т. е. 
из правой сделается левой или наоборот.

В дальнейшем правую тройку мы будем считать с т а н д а р т 

ной.
О п р е д е л е н и е .  Под в е к т о р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  

двух векторов а и Ь понимается вектор

с =  а Х Ь = \ а , Ь ] ,  (1)

для которого:
3) модуль равен площади параллелограмма, построенного на 

данных векторах, т. е.
С —\е\ =  ab sin ф, (2)
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* 2) этот вектор перпендикулярен перемножаемым векторам 
г(иначе говоря, перпендикулярен плоскости построенного на них 
параллелограмма), т. е. сЛ а  и с_1_&;

3) если векторы неколлинеарны, то векторы а, Ь, с образуют 
правую тройку векторов.

Укажем основные свойства векторного произведения.
1) При изменении порядка сомножителей векторное произве

дение меняет свой знак на обратный, сохраняя модуль, т. е.

Ьу, а — — ( а X  &)• (3)

Действительно, при перестановке векторов а и Ь площадь по
строенного на них параллелограмма остается неизменной, т. е. 
|&Х«| =  |оХ&|- Однако тройка векторов Ь ,а , аУ ( Ь  является ле
вой. Поэтому направление вектора &Х<* противоположно направ
лению вектора й Х6 (а и 6 неколлинеарны). Если а и & коллине- 
арны, то равенство (3) очевидно.

Таким образом, векторное произведение двух векторов не об
ладает переместительным свойством.

2) Векторный квадрат равен нуль-вектору, т. е.

а  Х  я =  0.

Это — очевидное следствие свойства 1).
3) Скалярный множитель можно выносить за знак векторного 

произведения, т. е. если К— скаляр,, то

(Я аХ  Ь) =  { а Х Щ  =  Ь{*ХЬ).

Это свойство непосредственно вытекает из смысла произведе
ния вектора на скаляр и определения векторного произведения.

4) Для любых трех векторов а, Ь, с справедливо равенство

(а + Ь)Х с — (аХ  с) + {Ь X с), (4)

т. е. векторное произведение обладает р а с п р е д е л и т е л ь н ы м  
с в о йс т в о м  (доказательство см. С а х а р н и к о в  Н. А. Высшая 
математика, гл. V, § 15).
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П р и м е р

( а - Ь ) Х ( а  + Ь) =  (а Х а ) -  (6 X « )  +■(« X  Ь) -  (6 X  Ь) =

=  0 +  (а X  6) +  (я X  6) +  0 =  2 (а  X  Ь).

Отсюда, в частности, имеем

I (« — 6) X  (я +  Ь) | =  2 1а X  &|,

■т. е. площадь параллелограмма, построенного на диагоналях данного параллело
грамма, равна удвоенной площади этого параллелограмма.

С помощью векторного произведения удобно формулировать 
легко проверяемое н е о б х о д и м о е  и д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  
к о л л и н е а р н о с т и  двух векторов а  и &:

« X  & ==0.

§ 15. Векторное произведение в координатной форме 

Пусть
а =  а х1 +  ау] +  агк 

Ь — Ьх1-\- Ьу/ +  Ьгк.

О )

(2)

Перемножая векторно эти равенства и используя свойства век
торного произведения, получим сумму девяти слагаемых

а X  Ь — [ахЬх (»X  ¿) +  ауЪх (/ X  <) +  агЬх (к X  *) ] +

+  [а хЬу (< X  /,) +  а уЬу (/ х  /) +  О-гЬу (Й х  /) ] +

+  [я *М *Х £) +  а А ( /Х * ) +  а гЬ г ( к Х Щ ] -  (3)

Из определения векторного произведения следует, что для ортов I, 
/, Л справедлива следующая «таблица умножения»:

¿ Х *  =  0, / X  / =  0, й х *  =  о
и

*Х/ =  —(/X«) — /Х * =  - ( * Х / )  =  *, k X i  =  - ( i X k )  =  }.

Поэтому из формулы (3) получаем 

й х  6 =  г (а„&г — агЬу) +  / ( а А  — а*&2) +  /г (ахЬу -- а / . )  =

I
ау аг 

Ьи Ь,

ах а2
+  * я# (4)

(с сохранением порядка следования букв х, у, г).
Для1 удобства-запоминания формула (4) записывается в виде 

определителя третьего порядка (см. гл. XV II)

г } к

а Х Ь — °х % «г . (5)
ь* ьг



§ 16. СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ 313

Из формулы (4) вытекает, что

I аХЬ\
üy az

bu bz +
az ax

Ъг bx 4
ax ay

bx by (6)

Геометрически формула (6) дает квадрат площади параллело
грамма, построенного на векторах а 
и Ь.

П р и м е р .  Найти площадь треугольни
ка с вершинами А ( 1, 1, 0), 5 (1 , 0, 1) и С(0,

1, О-
Площадь S треугольника ABC равна 

1/2 площади параллелограмма, построений- 4  
-—■>

го на векторах АВ и АС (рис. 187). И с
пользуя формулы для проекций направлен

ных отрезков (§. 10), имеем Л В = { 0 ,  — 1,1} и АС

i f к 
0 - 1 1  

-1 0 1

Рис. 187.

= {— 1,0 ,1}; отсюда

AB X  АС - 

Следовательно,

-1 1 
0 1

0 1 

-1 1
+ <

s =  i | I ö x ^ c |  =  lV 3 .

§ 16. Смешанное произведение векторов

О п р е д е л е н и е .  Под с м е ш а н н ы м  (или векторно-скаляр
ным) п р о и з в е д е н и е м  в е к т о р о в  а, Ь и с понимается число

abc — (a X  Ъ) - с. (1)

Построим параллелепипед П (рис. 188), ребрами которого, ис
ходящими из общей вершины О, яв
ляются векторы а, Ь и с.

Тогда |töX&| =  S представляет 
Собой площадь параллелограмма, 
построенного на векторах а и Ъ, т.е. 
есть площадь основания параллеле
пипеда. Высота этого параллелепи
педа Н, очевидно, равна

Н — ±  nps с — ±  с cos ф, (2)

где S — а X  Ь и знак плюс соответ
ствует острому углу ф — Z .(c ,S ),
а знак минус — тупому углу ф. В первом случае векторы а, Ъ, с 
образуют правую тройку, а во втором — левую тройку.

На основании определения скалярного произведения (§ 12) 
имеем

{ a X b ) c  =  Sc — S • nps c — ± .SH  — ±  V, (3)
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где V —объем параллелепипеда, построенного на векторах 
с, Ь, с.

Отсюда
abc — ±  V,

т. е. смешанное произведение трех векторов равно объему V 
параллелепипеда, построенного на этих векторах, взятому со зна
ком плюс, если эти векторы образуют правую тройку, и со зна
ком минус, если они образуют левую тройку.

Справедливы следующие основные свойства смешанного про
изведения.

1) Смешанное произведение не меняется при циклической пе
рестановке его сомножителей, т. е.

abc — Ьса =  cab.

Действительно, в этом случае не изменяется ни объем паралле
лепипеда П, ни ориентация его ребер.

2) При перестановке двух соседних множителей смешанное 
произведение меняет свой знак на обратный, т. е.

bac — acb — cba —  — abc.

Это следует из того, что перестановка соседних множителей, со
храняя объем параллелепипеда, изменяет ориентацию тройки век
торов, т. е. правая тройка переходит в левую, а левая — в.правую.

С помощью смешанного произведения получаем необходимое, 
и достаточное условие компланарности трех векторов а, Ь, с :

аЬс —  О

(объем параллелепипеда равен нулю).
Если

а — ахг-\- ау] +  « А  

Ь =  ЬХ1 +  ЬУ1 +  Ь^г, 

с =  схг +  су/ +  сгк,

то, используя выражения в координатах для векторного (§ 15) и 
скалярного (§ 13). произведений, получим

: (6 X  с) а  =  а  (6 X  с) =

* / к
ЪУ

abc =  (й Х ^)с

— (axi +  ayi +  azk)

т. е.
Сх Су сг

аЬс =

Ьг
c z

bx bz I , Ibx by 
г Щ

Сх \сх

а х  а у  a z  

b x  b y  ь г  

сх  с у  с г
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1. Найти длину и направление вектора а  =  {1, — 1, V 2 }•
2. Найти величину и направление равнодействующей Р трех сил =  {10, 

20, 0}, =  {0, -10, 20}, Р3 =  {-10, 0, -20}.
3. Найти проекцию вектора а — {1, 2, — 2} на вектор Ь — {1, 0, — 1}.
4. Найти работу силы V — {10, 20, 30}, если точка приложения ее прямо* 

линейно перемещается из пункта М (0, !, 2) в пункт N(3, — 4, 5).
5. Найти площадь 5 и угол ф параллелограмма, построенного на векторах 

с  =  {1, — 2, 3} и Ь =  {3, 2, 1}.
6. Являются ли компланарными векторы а — /  +  к, Ь — к +  г, с —  I +  /?

Упражнения

I



Г л а в а  XIX

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ 

ИЗ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Уравнения поверхности и линии в пространстве

О п р е д е л е н и е  1. У р а в н е н и е м  п о в е р х н о с т и  в про
странстве Oxyz называется такое уравнение между переменными 
х, у, z, которому удовлетворяют координаты всех точек данной 
поверхности и не удовлетворяют координаты точек, не лежащих 
на этой поверхности.

То есть, если
F (x ,y ,z) =  0 (1)

есть уравнение поверхности Р  (рис. 189), то при М (х, у, 2)<= Р  ■) 
имеем F(x,y, z) —  0, а при N(x, у, z)<£ Р 2) имеем F (х, у, г) ф  0.

Таким образом, уравнение (1) выполнено тогда и только тогда, 
когда точка M(x,y , z )  принадлежит данной поверхности. Коорди

наты произвольной точки поверхности 
называются текущими координатами 
точки. Поэтому составить уравнение 
поверхности — это значит найти связь 
между текущими координатам-и ее то
чек.

П р и м е р  1 ( у р а в н е н и я  к о 
о р д и н а т н ы х  п ло с к о с т е й) .

Каждая точка М (х, у, z ) , лежащая 
на координатной плоскости Oyz, имеет 
абсциссу х — 0; обратно, если для ка
кой-нибудь точки М(х, у, г) абсцисса 
ее х —  0, то эта точка расположена на 

плоскости Oyz. Следовательно,

х —  0

есть уравнение координатной плоскости Oyz.
Аналогично,

у —  0 и 2 =  0

е ст ь  соответственно уравнения координатных плоскостей Oxz и 

Оху.
В более общем случае

х — а, у — Ь, г — с (2)

I- 1) Формула М е Р  обозначает, что точка М принадлежит Р  (см. гл. II, 

§ 1).
г) Формула N ф Р  обозначает, что точка N не принадлежит Р.
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'— уравнения трех плоскостей, перпендикулярных соответствую
щим координатным осям Ох, Oy, Oz и отсекающих на них отрезки, 
численно равные а, b и с.

Т е о р е м а .  Уравнение цилиндрической поверхности, образую
щие которой параллельны координатной оси, не содержит теку- 
щей координаты, одноименной с этой координатной осью, и об
ратно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, например, цилиндрическая по
верхность Р  образована перемещением прямой MN\\Oz (образую
щая) вдоль заданной линии L, лежащей 
в плоскости Оху (направляющая) (рис.
190).

Обозначим через М(х, у, z) точку по
верхности Р  с текущими координатами 
х, у и г. Образующая MN, проходящая 
через точку М, пересекает направляю
щую, очевидно, в точке N{x,y,0) .

Пусть
F{x,y) =  0 (3)

— уравнение направляющей L в коорди- Рис. 190.
натной плоскости Оху. Этому уравнению
удовлетворяют координаты точки N. Так как точка М поверх
ности Р имеет ту ж е  с а м у ю  а б с ц и с с у  х и ту ж е  с а м у ю  
о р д и н а т у  у, что и точка N, а переменная г в уравне
ние (3) не входит, то координаты точки М также удовлетворяют 
уравнению (3). Таким образом, координаты любой точки М(х,у,г)  
поверхности Р  удовлетворяют уравнению (3). Обратно, если коор
динаты какой-нибудь точки М(х, у, г) удовлетворяют уравне
нию (3), то эта точка расположена на прямой MN\\Oz такой, что 
ее след на плоскости Оху, точка N(x,y , 0), лежит на линии L, а 
значит, точка М принадлежит цилиндрической поверхности Р. 
Следовательно,

F[x ,y )—  0

является уравнением цилиндрической поверхности в пространстве 
Oxyz, причем в этом уравнении отсутствует координата z.

П р и м е р  2 ( у р а в н е н и е  э л л и п т и ч е с к о г о  ц и л и н 
дра ) .  Эллиптический цилиндр, в основании которого лежит эл
липс с полуосями а и Ь, а осью служит ось Oz (рис. 191), на осно
вании предыдущей теоремы имеет уравнение

В частности, при а — b получаем уравнение кругового цилиндра
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Линию I  в пространстве можно задать как пересечение двух 
данных поверхностей и Р2 (рис. 192). Точка М(х,у ,г) ,  лежащая 
на линии I ,  принадлежит как поверхности Р\, так и поверхно
сти Рг, и следовательно, координаты этой точки удовлетворяют 
уравнениям обеих поверхностей.

Рис. 191.

Поэтому под уравнениями линии в пространстве понимается 
совокупность двух уравнений:

Р\ {х, у, г) =  0, |

Р2 {х, У, г) =  0, /  

являющихся уравнениями поверхностей, определяющих 'данную 
линию.

Не нужно думать, что для нахождения уравнений линии систе
му (4) следует «решить». Этого, вообще говоря, нельзя сделать, 
так как число уравнений системы (4) меньше числа неизвестных. 
Точный смысл, который придается равенствам (4), следующий: 
линии Ь принадлежат те и только те точки М (х , у, г) , координаты 
которых удовлетворяют обоим уравнениям системы (4).

Заметим, что данную линию можно по-разному задавать как 
пересечение поверхностей. Поэтому линии в пространстве соответ
ствует бесчисленное множество равносильных между собой систем 
уравнений.

О п р е д е л е н и е  2. У р а в н е н и я м и  лин ии  в простран
стве Охуг называется такая пара уравнений между перемен
ными х, у, г, которой удовлетворяют координаты каждой точки, 
лежащей на данной линии, и не удовлетворяют координаты любой 
точки, не лежащей на этой линии.

П р и м е р  3 ( у р а в н е н и я  к о о р д и н а т н ы х  осей ). Ось Ох 
можно рассматривать как пересечение координатных плоско
стей Оху и Охг. Поэтому

У =  О,

есть уравнения оси Ох.
2 =  0



Аналогично,

* =  0, 1 

у =  о 1

'— уравнения осей Оу и Ог соответственно.

П р и м е р  4. Написать уравнения окружности Г радиуса К — 1, центр 
которой находится в точке С (0 ,0 ,2 ) и плоскость которой параллельна коорди
натной плоскости Оху (рис. 193).

Окружность Г можно рассматривать как пересечение кругового цилиндра 
радиуса 1 с осью Ог и горизонтальной плоскости, расположенной выше коор
динатной плоскости Оху на две единицы. Поэтому уравнения данной окружности 
есть

х* +  у2 =  1, 1 

2 =  2. )

В механике линию Ь часто рассматривают как след движу
щейся точки (рис. 194). Пусть х, у, г — текущие координаты точ
ки М  линии Ь. Так как с течением времени точка М перемещается

§ 1. УРАВНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ И ЛИНИИ В ПРОСТРАНСТВЕ 8|§

и ее координаты меняются, то они являются функциями времени 
Следовательно, имеем

*  =  ф (0 , У —  ̂  (0 , 2 =  х (0 , (б)

где ср, ф, X — некоторые определенные функции. Обобщая уравне
ния (5), под  ̂ понимают вспомогательную переменную (параметр) , 
не обязательно время; поэтому уравнения (5) носят название 
параметрических уравнений линии в пространстве.

Исключая из уравнений (5) параметр I, мы получим два соот
ношения между текущими координатами х,у  и г, которые пред
ставляют собой уравнения некоторых поверхностей, проходящих 
через данную линию.

П р и м е р  5. Написать уравнения винтовой линии радиуса а и шага к 
(рис. 195).

Х =  0, 1 

2 =  0 ) И
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Рис. 195. Рис. 196.

Текущую точку М(х, у, г) кривой Ь можно характеризовать ее 
радиусом-вектором («с ледящий р а д и у с - в е к  то р») (рис. 196)

г — х1 +  уз +  гк

(г, /, к — орты). Тогда из (5) получаем векторное уравнение линии

г =  /(0 , (7)
где

/(0=“ М 0  +  Л>(0+  Н (*)

— так называемая вектор-функция скалярного аргумента I.
В механике в качестве параметра I обычно берут время. В та

ком случае линию (7) называют траекторией точки М (х, у, г) .
Множество всех точек М (х, у, г) пространства, координаты ко

торых удовлетворяют данному уравнению (или системе уравие-

Пусть М(х, у, г) — текущая точка винтовой линии и М'{х, у, 0) — ее про
екция на плоскость Оху.

Приняв за параметр I — ¿.М ’Ох и учитывая, что аппликата г винтовой ли
нии растет пропорционально углу поворота /, будем иметь

х ■■=  а соз )

=  а бш (, > (6)

=  Ы. )

Для определения коэффициента пропорциональности 6 положим / =  2«; тогда 
г — к. Следовательно,

/г =  2 лЬ и Ь — А/2 п.

Исключая параметр / из первого и второго, а также из первого и третьего 
уравнений (6), получим

*2 + ;
(60

: а сое

= а 2, ]

т - I
Следовательно, винтовая линия представляет собой пересечение кругового ци
линдра с образующими, параллельными оси Ог, и цилиндрической поверхности 
с образующими, параллельными оси Оу, и имеющей своей направляющей коси

нусоиду, лежащую в плоскости Охг. И з урав
нений (6') также вытекает, что проекция вин

товой линии (6') на координатную плоскость 
Оху есть окружность, а на координатную пло
скость Охг —  косинусоида.
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ний), называется геометрическим образом  (графиком) данного 
уравнения (или системы уравнений).

П р и м е р  6. Какой геометрический образ соответствует уравнению

г2 — 1 =  0? (8)

Из уравнения (8) получаем г —  1 или г =  — 1. Следовательно, графиком урав
нения (8) является пара плоскостей, параллельных координатной плоскости Оху 
и отстоящих от нее на расстояниях, равных единице (ряс. 197).

П р и м е р  7. Какой геометрический образ соответствует паре уравнений

х =  2, у — 3?

Искомый график представляет собой пересечение плоскостей х — 2 и у — 3 
и, следовательно, является прямой линией, параллельной оси Ог и имеющей след 
N (2, 3, 0) на координатной плоскости Оху (рис. 198).

§ 2. Общее уравнение плоскости

Плоскость Р  в пространстве можно задать некоторой ее точ
кой М0(хо,уо,2о) и ненулевым вектором N{A,B, С} (Л2-}-В2 4-, 
+  С2 Ф  0), перпендикулярным 
этой плоскости (нормальный или 
направляющий вектор плоскости).
Пусть г0 =  {х0, г/о, г0}— радиус-
вектор точки М0, а г =  {х, у, г}—• 
радиус-вектор произвольной точ
ки М плоскости (текущий радиус- 
вектор) (рис. 199). Тогда вектор 

Г —  Г0— {Х —  Х0, У —  Уо, 2 —  20} 

расположен в данной плоскости 
и, следовательно, ортогонален 
вектору Ы, т. е. N  _1_(г— г0). 
Отсюда, используя условие 
(гл. X V III, § 12), имеем

Рис. 199.

векторов

( I I

ортогональности двух 

N- (г — г0) =  0.

11 В. А. Кудрявцев. Б. П. Демидович
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Это- и есть уравнение плоскости в векторном виде. В коорди
натной форме уравнение (1) имеет вид

А (х — Хо) В (у —  i/o) 4~ C(z —‘ zo) — 0, (2)
или

Ах +  Ву -f- Cz +  D —  0, (3)
где

D =  — Ах о — Ву0 — Czq sh — Nr0.

Уравнение (3) называется общим . уравнением плоскости и 
представляет собой уравнение первой степени относительно теку
щих координат x ,y ,z . Таким образом, п л о с к о с т ь  е с ть  п о 
в е р х н о с т ь  п е р в о г о  п о р я д к а .

Обратно, пусть дано невырожденное уравнение (3) (Л2 -¡- В2 + 
4-С2=й=0). Выберем некоторую точку М0(х0, уо, Zo), лежащую на 
поверхности (3) (например, если А ф  О, то в качестве такой точки 
можно взять Мо(—D/A,  0, 0) и т. п.). Имеем

ÂXo -(- Вуо Ч” Czo -f- D =  0. (4)

Вычитая из уравнения (3) уравнение (4), будем иметь

А (х -— Хо) -f- В (у — г/о) + С (г — го) — 0. ( 5 )

Отсюда, введя векторы N — (Л, В, С}, г0 =  {хо, г/о, г0} и г —  
~ {х ,у , z}, получим

N (г — г0) — 0.

Следовательно, поверхность, заданная уравнением (3), является 
п л о с к о с т ь ю ,  проходящей через точку М0(хо, уо, го) перпендику
лярно вектору N.

П р и м е р  1. Найти угол, образованный плоскостью х —  2у +  2 г — 1 0 = 0  
с осью Ог.

Под углом ij) между прямой и плоскостью понимается угол между данной 
прямой , и ее проекцией на эту плоскость; этот угол является дополнительным 
и углу ф, образованному прямой и перпендикуляром (нормалью) к плоскости. 

Нормальный вектор нашей плоскости есть N =  {1, — 2, 2}. Отсюда

2 2 
Sm ф  =  COS ф =  --;г------= г —  ~

V l2 + (— 2)2 + 22 3
2 '

и, следовательно, гЬ =  arcsin -g- «г 4S°50'.

Если в уравнении (1) в качестве направляющего вектора пло

скости взять единичный вектор п =  N/N (N  =  Л/А'2 +  В2+ С2Ф  0), 
то получим так называемое нормированное уравнение плоскости

п-(г — г0) =  0, (6)

или,в координатах,

Ах 4~ Ву -4~ Cz Н~ О  __п /у\

Va 2 +  в2+~с2 ~ ' ’
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где О — — Ахо — Вуо — Сг0. Уравнение (7) удобно при нахожде
нии расстояния точки от плоскости.

. З а д а ч а .  Найти расстояние 1г точки Мх{хи у\, от плоско
сти Р, заданной уравнением (6) (рис. 200).

Пусть /г — М ^ и  где Ых^. Р.

Рассмотрим вектор М0М\ =  гх — г0, где г0 и гх — радиус-век
торы точек М0^ Р  и Мь Из А М оМ ^ь  учитывая, что МхМхШ,
находим

А =.| пр„ (г, -  г0) ! =н | а  • (г, -  г„) | =

__ I Ак\ +  В 1/1 -(- Сг| НЬ Р  |

“  д / ж  +  В 1 +  С 1

Следовательно, получаем правило:чтобы 
найти расстояние точки от плоскости, нуж
но в левую часть нормированного уравне
ния плоскости подставить координаты дан
ной точки и взять абсолютную величину по- Рис. 200. 
лученного результата.

В частности, полагая хх —  0, ух — 0, 31 =  0, получаем р а с 
с т о я н и е  п л о с к о с т и  от  н а ч а л а  к о о р д и н а т :

/»£ 101

§ 3. Угол между плоскостями

Пусть даны две плоскости

Ах +  Ву +  Сг +  0  =  0, А'х +  В 'у + С 'г  +  О ' =  0 (1)

с направляющими векторами N =  {А, В, С} и Ы '=  {А', В', С'}. 
Тогда ф — двугранный угол между ними — равен углу» образован
ному векторами N  и Ы', Таким образом, имеем (см. гл. XV III, 

§ 12)

С03Ф =  -ш г* (2)

где М Ы '=  А А '+  В В' +  СС' и N — л/А2 +  В2 +  С2, АГ =

=  л/ а '2 +  В '2 +  С'-.
Отсюда получаем: I) у с л о в и е  п а р а л л е л ь н о с т и  п л о 

с к о с те й (в широком смысле)

Л' в' с  (3)

А ~  В ~~ С 

и 2) у с л о в и е  их п е р п е н д и к у л я р н о с т и

АА' +  ВВ ' +  СС' =  0. (4).

11«



824 ГЛ. XIX. СВЕДЕНИЯ из АНАЛИТИЧЕСКОЙ г е о м е т р и и  В ПРОСТРАНСТВЕ

Заметим, что если для плоскостей (1) не выполнено усло
вие (3), то эти плоскости не параллельны и не сливаются, т. е, 
являются пересекающимися.

П р и м е р .  Определить угол ф между биссекторньши плоскостями

х —  г =  0, у — г =  0.

Здесь N — {1, 0, — 1}, N' — {0, 1, — 1}. Имеем

1-0 + 0-1 + (-1) • (-1) 1 
COS ф  =  ------ --  — - ......... =  —

Л/2 • У  2 2

и, следовательно, ф =  60°.

§ 4. Уравнения прямой линии в пространстве

Прямая в пространстве однозначно определяется точкой 
М0(х0, г/о, г0) и направлением (т. е. некоторым вектором).

Пусть г0 — {х0, г/о, го} — радиус-вектор точки М 0 и s = { l, т ,п } — 
н е нулево й направляющий вектор прямой (длина его произ
вольна). Обозначая через r =  {x,y,z} радиус-вектор произвольной

точки М прямой (текущий 
радиус-вектор), из век
торного треугольника 
ОМйМ (рис. 201) имеем

Г =  Го + М0М. (1)

Так как векторы МйМ ms 
коллинеарны, то

М0м  =  /«, (2)
Рис. 201. где I — некоторый скаляр

(— оо < / ■ <  +  оо). Под
ставляя это выражение в уравнение (1), получим векторное урав
нение прямой линии в пространстве

г — Го +  ¿в (3)
(¿ — параметр).

Проектируя равенство (3) на координатные оси, будем иметь 
параметрические уравнения прямой линии в пространстве

х — х0 +  и , 1

У =  Уо +  ^ ,  ( (4)

г — га +  п1. )

Если из уравнений (4) исключить параметр /, то получим так 
называемые канонические уравнения прямой линии в про
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странстве
X — Ко __ У ' У о __ Z ' Zp

i ill il

Система (5) содержит два уравнения, например, при п ф  0 можно положить

Х — Х0 -- г ~  г° У — У° ___ Z — Zg 
I п ’ m п

Эти уравнения представляют собой уравнения двух плоскостей, пересечением 
которых является данная прямая. Заметим, что первое уравнение н§ содержит 
координаты у, a. второе — координаты х. Следовательно (см. § 1), первая пло
скость параллельна оси Оу, а вторая параллельна оси Ох, т. е. эти плоскости 
являются плоскостями, проектирующими нашу прямую на координатную пло
скость Oxz и соответственно на координатную плоскость Oyz.

Числа I, т , п называются направляющими коэффициентами 
прямой линии. Обозначая через а, (3, у углы, образованные прямой 
с координатными осями (рис. 201) и учитывая, что cosa, cos ¡3, 

cosy являются направляющими косинусами вектора s, будем иметь

I — s cos a, m =  s cos ¡3, п =  s cos у, (6)
где ____________ , ,

s *= V¿2 +  /и2 +  ri* ¥“ 0 (7)

— длина вектора s. Отсюда получаем

cus а -..., c o s ¡3 = - ~ , cosy —  —- (cos2 a -j- cos2p +  cos2 у =  1),

Таким образом , направляющие коэффициенты прямой пропор
циональны соответствующим направляющим косинусам этой 

прямой.
Уравнения прямой (5) можно записать в стандартном виде 

X — Хд _ _  у —  у0 z —  г0 

cos a cos р cos y ’

где cosa, cos р ,  cosy —  направляющие косинусы прямой.

П р и м е р  1. Уравнения движения ракеты х =  2t, у — —At, z —At, где 
время t дано в секундах, а координаты (х, у, г) движущейся точки —  в кило
метрах.

Какова траектория ракеты? На каком расстоянии будет находиться ракета 
М от точки старта 0(0, 0 , 0 )  через 10 секунд?

Исключая из данных уравнений время t, получим уравнения траектории

_£_____у____г_
! '—2 2*

Таким образом, траектория представляет собой прямую линию, проходящую 
через начало координат.

') Эти уравнения имеют смысл пропорций, т. е. какие-то (не более чем два) 
из чисел I, пг, п могут быть нулями.
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При / =  10 с имеем х — 20, у — — 40, г =  40 и

г =  ОМ  =  +  «/* +  г2 =  д/400 +  1600+1600' км =  -у/ЗбОО км =  60 км.

З а д а ч а .  Написать уравнения прямой, проходящей через две 
несовпадающие точки М0(х0, уо, г0) и М х(хи уи г\).

За направляющий вектор прямой можно принять

— 4, 5) и параллельной оси Ог.

Очевидно, имеем cos а  =  0, cos р =  0, cos у =  I . Таким образом, в силу
(5') получаем уравнения искомой прямой

Предполагается, что плоскости не параллельны и не сливаются 
(см. § 4). Векторы N  —  {Л, Б, С} и К'  =  {А\ В', С'} являются нор
мальными векторами этих плоскостей. Направляющий вектор $ 
прямой, очевидно, удовлетворяет условиям: £_1_Ж и в_1_АГ'. Можно 
положить

5 == N  х  А7'

(X  — знак векторного произведения (см. гл. XV III, § 15)). 

П р и м е р З .  Определить направляющие косинусы прямой

S =  {ху —  А'о, #>— уо, 2i —  г0 } ф  0. 

Следовательно, на основании (5) имеем

X — х0 __  у — Уо _  2 —  2о
(8)

*о У1 У о z1 — г0

П р и м е р  2. Написать уравнения прямой, проходящей через точку М0(3,

z х — 3 г/ +  4 г — 5
Q—  —  Q —  j— (9)

эквивалентные паре уравнений

х — 3 _  г — 5 i/ +  4 __z — 5 !)

о 1 ’ и 1
или

х —  3 =  0, у +  4 =  0.

Направляющий вектор прямой (9) есть {0, 0, 
1), т. е. эта прямая перпендикулярна осям Ох 
и Оу.

Прямую в пространстве можно 
задать также как линию пересечения 
двух плоскостей Р  и Р'  (рис. 202):

Рис. 202. (10)

х — 2у +  Зг — 4 =  0, 

Зх — 2у +  z =  0. }

!) См. подстрочное примечание на с. 325.



§ 5. ПОНЯТИЕ О ПРОИЗВОДНОЙ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ

Имеем N

s =  N X N '  =

{1, —2, 3}, N' =  (3, —2, 1}. Отсюда 

! / к 
1 —2 3  
3 —2 1

=  М +  8/ +  4* =  4 (i +  2/ +  k).

З а  направляющий вектор прямой можно принять «о =  "j"® =  О , 2, 1}; длила

его s0 =  V s  .О т сю д а

c o s a = l / V 6 ,  cos ß =  2 / V s ,  c o sy —  l / У б .

§ 5. Понятие о производной вектор-функции

Пусть мы имеем вектор-функцию

r(t) =  x{t)i + y (t) j+z(t)k  (1)

(a <  t <  ß), где для удобства функции параметра t, представляю- 
щие проекции вектора r(t) на оси координат, обозначены соответ
ствующими буквами (ср. § 1). Если трактовать r(t) как радиус- 
вектор точки М  (х , у, t) пространства Oxyz, то конец переменного 
вектора r(t) опишет некоторую кривую К пространства Oxyz, па
раметрическими уравнениями которой яв- л . .  
ляется векторное уравнение (1). Механики 
эту кривую называют годографом перемен-, \
иого вектора r(t). —

Естественно определим предел вектор- 
функции, полагая

lim г (/) =  i lim х (t) +  / lim y (t) +  k lim z (ty
t-ïta t-ïto t-ïïo t-btt,

если пределы в правой части равенства (2) Рис. 203.

существуют.
Дадим параметру I приращение Д ;̂ тогда точка М (х ,у ,г ) 

кривой К переместится в точку этой кривой М'(х-{- Ах, у +  Ауь 
2 +  Аг), радиус-вектор которой есть

П (0  =  г(0  +  Аг(0-

Из векторного треугольника ОМ М' имеем (рис. 203)

A r(t) — М 'М  =  Д xi +  Ayj +  Azk.

Отсюда, предполагая для определенности, что At >  0, получим

A r ( t ) ’

д t
Ах .

дТ
Д г

At At (3)

ï .  е. вектор направлен по секущей М'М.
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вектору М'М.
О п р е д е л е н и е .  Под п р о и з в о д н о й  вектор-функции г — 

.*=> г(/) понимается вектор

Т Г -  т г 1-01 дг-*о , ш

Если х((),  уЦ),  гЦ) — дифференцируемые функции, то из фор
мулы (3) при Дг'-э-О находим

с!г Лх . , йи . . йг ¡¡_ / с \

1ТГ =  Ч Г *  +  Ж 1  +  И Т к- (5)

Так как предельное положение секущей по определению есть ка-
йг «' ^

сательная, то вектор направлен по касательной к кривой К

в точке ее М  (в сторону возрастания параметра I).
Из .формулы (5), как обычно, получаем

dr

dt = л/(ж)2+ ш + (#)'• <®
d,v ц

Если t  —  время, то вектор — ■ —  v  представляет собой скорость

движущейся точки М{х,у,  г), понимаемую как вектор 

П р и м е р .  Написать уравнение касательной к кривой 

X =  t, у — t2, 2 — i3

в.точке ее;Ж (1, 1, !)(/ =  1).
Здесь

t  =  ft +  t*] +  14  и ~  =  I +  2// +  3t4 .

Отсюда направление касательной в точке М определяется вектором

: г — 2 / —J— 3k.
_dr\
. dt Ji\> м

Таким образом, уравнение искомой касательной есть

X — 1 у ~  1 2 — 1 
_  _ _ _  _  з

§ 6. Уравнение сферы

О п р е д е л е н и е .  С ф е р о й  радиуса /? называется множество 
всех точек пространства, расстояние каждой из которых до дан
ной точки (центра) равно /?,



Выведем уравнение сферы. Пусть С(х0,уо,г0) — центр сферы 
радиуса /?, а М(х, у, г) — произвольная точка, лежащая на этой 
сфере (рис. 204). Тогда СМ =  Я. По формуле расстояния между 
двумя точками имеем
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СМ =  V  (.х — х0)2 +  [у — г/о)2 +  (г — г0)2.

Приравнивая это выражение И, получим уравнение сферы 

л/(х ~  хэ)2 '+ {У~  Уо? +  (г — г’о)2 =  Я, 

или окончательно

(х — х0)2+  (у —  г/о)2+(-г — г0)2 =  /?2.

Если центр сферы совпадает с началом координат, то х0= 0 , у<з=0, 
г0 — 0, и уравнение сферы прини
мает вид

х2 +  у2 +  г2 =  К2.
П р и м е р  1. Определить координаты 

центра и радиус сферы

х2 +  у2 +  г2 —  2у —  Зг =  0.

Объединяя члены, содержащие одно
именные текущие координаты, и дополняя 
их до полных квадратов, будем иметь

* + ( „ - ! )■ + ( « + 4 ) 2= 4 .

Следовательно, центр сферы находится в точке С  ^0 , 1, — 1 и радиус ее

л/Ш.

Заметим, что совокупность

(х — х0)2 +  (у — Уо)2 +  (2  — г0)2 =  /?2, |

Ах +  Ву +  Сг +  й =  0 )

уравнений сферы и плоскости определяет окружность, по которой 
пересекаются плоскость и сфера (если это множество не пусто). 
В частности, если Ах0 +  Ву0 +  Сг0 +  £> =  0, то совокупность этих 
уравнений изображает окружность большого круга.

Уравнение окружности можно также писать в параметрическом 
виде.

П р и м е р  2. Написать параметрические уравнения меридиана сферы

я2 +  у2 +  г2 =
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проходящего через полюсы N (0, 0, R) и 5(0 , 0, — R), если плоскость меридиана 
образует угол а  с координатной плоскостью Охг (рис. 205).

З а  параметр текущей точки М(х, у,-.г) меридиана примем .угол ф  =  
/Г' -широту этой точки, где М'(х, у, 0) — проекция точки М на коор

динатную плоскость Оху. Так как М'О — г =  
=  R cos л

ZMOM'

то из рис. 205 имеем 

х =  г соз а — R cos ■ф cos а, 

у — г sin а =  R cos sin а, 

г =  R sin i]),

где —я/2 sg тф sg я/2

§ 7, Уравнение эллипсоида

О п р е д е л е н и е .  Т р е х о с н ы м  
э л л и п с о и д о м ,  называется поверх
ность, полученная в результате равно
мерной деформации (растяжения или 
сжатия) сферы по трем взаимно пер
пендикулярным направлениям (ср. 
гл. IV , § 4) .

Рассмотрим сферу радиуса /? с центром в начале координат:

х* +  У2 +  г 2 =  я 2, ■ (1)

где X , У, 1  —  текущие координаты точки сферы.

Пусть данная сфера подвергнута равномерной деформации в

направлении координатных осей Ох, 
Оу и О г с коэффициентами дефор
мации, равными ки кч и кг1).

В результате сфера превратится 
в эллипсоид, а точка сферы 
М (X, У, Е) с текущими координа
тами X, У, 2  перейдет в точку эл
липсоида М '(х ,у ,г )  с текущими ко

ординатами х, у, г, причем

х — к\Х, у — к;У. г =  к32У-

(рис. 208). Отсюда

* - s -

г

k3

Подставляя эти формулы в уравнение (1), будем иметь

г2
+ •i?2,

Ч

•) Иными словами, линейные размеры сферы в направлении оси Ох умень

шаются в -г- раз, если С <  ki «S 1 и увеличиваются в ki раз, если ki >  I, 
fei

а  f. д. ■ '
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или

+ Л1  + =  1 (2)д2 Т  £2 Т  ¿2

где а — к\Ц, Ъ =  кгЯ , с — кзЯ. Уравнение (2) связывает текущие 
координаты точки М' эллипсоида и, следовательно, является урав
нением трехосного эллипсоида.

Величины а, Ь, с называются полуосями эллипсоида; удвоен
ные величины 2а, 2Ь и 2с называются осями эллипсоида и, оче
видно, представляют линейные размеры его в направлениях дефор
мации (в данном случае в направлениях осей координат).

Если две полуоси эллипсоида равны между собой, то эллип

соид называется эллипсоидом вращения, так как может быть по
лучен ь результате вращения -эллипса вокруг одной из его осей. 
Например, в геодезии считают поверхность земного шара эллип

соидом вращения с полуосями

а — Ь —  6377 км и с =  6356 км.

Если а — Ь =  с, то эллипсоид превращается в с ф е р у .

§ 8. Уравнение параболоида вращения

Пусть вертикальная парабола

х 2 =  2Рг, (I)
расположенная в плоскости Охг, вращается вокруг своей оси 
(ось Ог). При вращении получается поверхность, носящая на

звание параболоида вращения (рис.
207).

Для вывода уравнения поверхности 
рассмотрим произвольную точку 
М (х ,у ,г ) параболоида вращения, и 
пусть эта точка получена в результате 

вращения точки N(X ,0 ,Z )  данной па

раболы вокруг точки С (0 ,0 ,2 ) .
Так как точки М и N расположены 

в одной и той же горизонтальной пло
скости и СК — СМ — как радиусы од

ной и той же окружности, то имеем

*  =  у ^ + ? ,  2 =  г. (2)

Подставляя формулы (2) в уравнение ( I ) ,  получим уравнение пара

болоида вращения

х2 у2 =  2рг.
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мости мы игнорируем часть несущественных фактороз и тем самым” ограничи
ваем число переменных, сводя его к минимуму.

Например, путь в, пройденный свободно падающим. телом за время /, з а 
висит от следующих переменных: / — времени падения, С? —  площади поперечного 
сечения тела, ф — широты места, Л —  высоты места над уровнем моря, Р — дав
ления воздуха, Т — температуры воздуха, т) —  коэффициента вязкости воздуха 
и т. д, Так что мы должны написать

я =  1(1, (3 ф, к, Р, Т, г}, . . . ) .

В первом приближении все переменные, кроме времени /, являются мало
существенными, Игнорируя их, получим 5 =  ((() и тем самым приходим к из
вестной формуле

где £  — ускорение силы тяжести, которое считается постоянным.
Если хотя бы частично учесть роль других переменных, то мы будем иметь 

формулы для я все более и более соответственно точные, зависящие от .все 
более возрастающего числа переменных.

Геометрическим изображением (графиком) функции двух пере
менных

2 =  {{х, у) (1)

является, вообще говоря, п о в е р х н о с т ь  в пространстве Охуг,
В самом деле, пусть данная функция определена в некоторой 

области и плоскости Оху. Тогда каждой паре значений х и у из
области со соответствует по 
формуле (1) некоторое значе
ние г; иными словами, каждой 
точке Л/(х, г/, 0) е  со ставится 
в соответствие точка М (х, у, г ) , 
принадлежащая графику функ
ции и являющаяся концом 
перпендикуляра ММ к пло
скости Оху (МЫ А. Оху).

Если точка N занимает все
возможные положения, исчер
пывающие область со, то свя
занная с ней точка М, в общем 
случае, опишет в пространстве 
некоторую поверхность Р 1), 
«нависающую»над областью®. 

Наглядно можно представлять себе, что Р есть «крыша», построен
ная над площадкой о. Поверхность Р и является геометрическим 
изображением функции (1) (рис. 208). Геометрические изображе
ния функций трех и большего числа переменных не имеют про
стого геометрического смысла.

*) Речь идет о простейших элементарных функциях.



§ 2. .НЕПРЕРЫВНОСТЬ

В .некоторых..случаях можно получить наглядное геометриче
ское представление о характере изменения функции, рассматривая 
ее линии уровня ('или поверхности уровня), т. е. линии (или по
верхности), где данная функция сохраняет постоянное значение.

О п р е д е л е н и е  1. Л и н и е й  у р о. в н я функции

г = 1 ( х , у )

называется множество всех точек плоскости Оху, для которых 
данная функция имеет одно и то же значение (и з о к р и в а я ).

Таким образом, уравнение линии 
уровня есть

! ( х, У) =  С, 

где С — некоторая постоянная.

П р и м е р .  Построить семейство линий 

уровня функции г — х2 + у2.
Давая г неотрицательные значения г =  О,

1, 2, . . . (г ,  очевидно, не может быть отрица
тельным), получим соответственно уравнения 
линий уровня функции: х2 + у2 =  0 — точка 
0 (0 , 0); х2 + у2 =  ! — окружность радиуса 
К =  1 с центром О  (0, 0)_|_ х2 + у2 =  2 — ок

ружность радиуса Л =  л] 2 с центром 0 (0 , 0) 
и т. д.

Таким образом, линии уровня нашей функ- Рис. 209.
ции представляют собой семейство концентри
ческих окружностей с центром О. Построив эти линии, получим «карту поверх
ности» для данной функции, с отмеченными высотами (рис. 209).

На рис. 209 мы наглядно видим, что функция г растет вдоль каждого р а 
диального направления. Поэтому в пространстве Охуг геометрический образ 
функции представляет собой гигантскую «яму» с круто растущими краями. 
Теоретически, это — п а р а б о л о и д  в р а щ е н и я  (см. гл. X IX , § 8).

О п р е д е л е н и е  2. П о в е р х н о с т ь ю  у р о в н я  функции

и =  ¡(х,у ,г)

называется множество всех точек пространства Охуг, для кото- 
рых данная функция имеет одно и то же значение ( и з о п о в е р х 
но сти ) .

Линии и поверхности уровня постоянно встречаются в физиче
ских вопросах. Например, соединив на карте поверхности Земли 
точки с одинаковой средней суточной температурой или с одина
ковым средним суточным давлением, получим соответственно 
и з о т е р м ы  и и з о б а р ы ,  являющиеся важными исходными 
данными для прогноза погоды. "" - . .....................

§ 2. Непрерывность

Пусть г — {(х,у) есть функция от двух переменных х и у, 
совокупность значений (х,у) которых для краткости будем назы
вать точкой;  таким образом, г есть функция «точки».



Дадим переменной х приращение Ад:, оставляя переменную у 
неизменной. Тогда разность

Ахг =  }(х + Ах,у) — {(х,у) (1)

называется частным приращением функции \{х,у) по переменной 
х. Следовательно, можно написать

А 4(х ,у ) =  /(*  +  Ах,.у) — Цх,у) .  (2)

Аналогично, если только переменной у дается приращение А у, 
а переменная х остается неизменной, то разность

Ьу!(х,у) =  Нх ,у  +  Ау) — 1(х,у) (2')

называется частным приращением функции ¡(х,у) по перемен
ной у.

Наконец, может случиться, что обе переменные х и у получили 
соответственно приращения Ах и А у. Тогда соответствующее при
ращение функции

АД*,у) =  !(Х +  Ах, у +  Ау)— !(х ,у )  (3)

называется полным приращением функции ¡(х,у) (или просто 
приращением функции).

Естественно, что здесь рассматриваются лишь такие точки

(х,у),  (х +  Ах,у), (х,у +  Ау), (х +  Ах, у +  Ау),

для которых функция / имеет смысл, т. е. определена.
Заметим, что из формул (2), (2') и (3) следует, что полное 

приращение функции, вообще говоря:, не равно сумме частных 
приращений этой функции:

АЦх, у) ф  Ах!(х, у) +  АуЦх, у).

П р  им ер . Найти приращение функции }(х, у) =  х2 ху —  2 г/2, где х изме
нилось от 2 до 2,2 и у —  от 1 до 0,9.

Здесь Дя =  0,2 и Ду =  — 0,1. Имеем

1) =  22+ 2-1 — 2- 1а =  4
и

?(2,2; 0,9) =  2,22 +  2,2-0,9 -  2-0,92 =  5,20.
Следовательно,

Д/(2; 1) =  5,20 —  4 =  1,20.

Аналогично определяются и записываются частные и полные 
приращения функции с числом переменных, большим двух.

О п р е д е л е н и е  1. Функция ¡{х,у) называется н е п р е р ы в 
ной в т о ч к е  (х0, г/о), если: 1) функция определена. в данной 
точке и эта точка является предельной для области существова
ния функции; 2) бесконечно малым приращениям

Ах0 — х — х0 и А г/о — У — У о
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переменных х и у соответствует бесконечно малое приращение 
Af(x0, yo) функции f(x, у ) , т. е. при любом способе стремления 
приращений Ах0 и Ау0 к нулю, для которых Дх0 + А х 0, Уо+Ауо) 
имеет смысл, выполнено условие

lim Af (ха, г/0) =  lim ff (х0 +  Ах0) y0 +  Ay0) — f (x0, г/0)] =  0 ')• (4)
Ax„->0 A,v„-+0

Ay„-+0

Для наглядности можно мыслить, что функция f(x ,y ), непре
рывная в точке {х0, у0) , определена как в самой этой точке, так и 
в н е к о т о р о й  о к р е с т н о с т и  ее,  причем при достаточно ма
лых по модулю Ахо и Ау0 имеет место равенство (4).

О п р е д е л е н и е  2. Функция f (х, у) называется н е п р е р ы в 
ной в данно й о б л а с т и ,  если эта функция непрерывна в каж
дой точке рассматриваемой области, т. е. если для каждой точки 
(х, у) области имеем

!im Af(x, г/)= !im [f{x +  Ax, у -f Ay) — f (x, «/)]== 0, (5)
A.v->0 Ax->0
Ay->0 Ar/->0

причем здесь мы, как обычно, предполагаем, что смещенная точка 
(х +  Дх, у +  Ау) принадлежит данной области и /(х +  Дх, у+.Ау) 
существует (множество таких точек непусто в любой окрестности 
точки (х,у) в силу определения 1). Таким образом, можно ска
зать, что функция непрерывна тогда и только тогда, когда беско
нечно малым приращениям ее аргументов соответствует беско
нечно малое приращение функции.

П р и  м е р. Функция f (х , у) — У х +  л/у +  V i  — х — у определена и 
непрерывна в треугольнике: А =  {х ^  0, у >  0; х -f у ^  1}. Заметим, что точ
ки границы множества Д не являются его в н у т р е н н и м и  т о ч к а м и .

Из формулы (5) следует, что

Дх +  Дх, у -f- Ay) =  f (х, у) +  а, (6)

где а  — бесконечно малая при Ах-^-0 и Дг/->0. Таким образом, 
если функция f(x ,y) непрерывна, то значения ее в двух беско
нечно близких точках отличаются друг от друга на бесконечно 
малую функцию.

Положим х +  дх =  хь у А у  =  у\', очевидно, при Дх->0, 
Aí/ —>-0 имеем x¡~>x и г/[->г/ и обратно. Тогда из формулы (5) 
получаем э к в и в а л е н т н о е  о п р е д е л е н и е  н е п р е р ы в н о « ,  
с т а  ф у н к ц и и  , \

lim f (x„ yl) =  f(x, у).
Х {-±К
f j t -м/

‘) Определение предела функции см. гл. V II, § 3, замечание* ’
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§ 3. Частные производные первого порядка 

Пусть дана функция

2 =  / (* , У)-

Для простоты здесь и в дальнейших параграфах по смыслу будем 
предполагать, что для каждой рассматриваемой точки (х, у) функ
ция f(x, у) определена в некоторой полной окрестности этой точки. 

Рассмотрим отношение частного приращения,

Axz ~  f(x +  Ах, у) — f{x, у),

функции г по переменной х к приращению Ах этой переменной

_  f (* 4- hx, y) — f (х, у)
Ах ~  Ах

Предел этого отношения при Ах, стремящемся к нулю, если тако
вой существует, называется частной производной (первого поряд
ка) функции г —  Ц х,у) по х и обозначается так:

-¡йгв №  *>•

Гу(х, у)

О п р е д е л е н и е .  Ч а с т н о й  п р о и з в о д н о й  функции от 
нескольких переменных по одной из этих переменных называется 
предел отношения соответствующего частного приращения функ
ции к приращению рассматриваемой независимой переменной при 
условии, что последнее стремится к нулю.

Заметим, что если от функции z =  f(x,y)  берется производная
&z дг
— , то у с ч и т а е т с я  п о с т о я н н ы м ;  если же находится

т о х с ч и т а е т с я  п о с т о я н н ы м .
Поэтому частная производная функции от нескольких перемен

ных равна производной той функции одной переменной, которая 
получится, если все независимые переменные данной функции, 
кроме соответствующей одной, считать постоянными, т. е.

Мы имеем, следовательно,

dz , . f(x  + hx, y) — f (х, у) 

дх д' ™ 0 Ах

Аналогично определяется частная производная 

от функции х =  fix, у) по у:

-51 =  lim f l* ’ У + ~ f (*’ У) 
дУ ду-»о Ьу
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Следовательно, частное дифференцирование не требует ника
ких новых правил дифференцирования, и мы можем пользоваться 
известными формулами (см. гл. X, § 13) .

¡ х3 sin у +  у*.П р и м е р  1. Пусть г 
Легко видеть, что

дг

V  дх
■■ Здс2 sin у, •§7 =  * s cos У +  *У3-

Аналогично определяются и вычисляются частные производные функция 
и =  ¡(х, у, г) трех переменных х, у, г и т.д.

П р и м е р  2. Пусть и =  хе —  у* +  Зг5; тогда

ди . , ди

ц — *> ’

ди
дх

-■ 6х5,
дг

\5г*.

Для функции
z =  f(x, у)

нетрудно выяснить г е о м е т р и ч е с к и и й  с м ы с л  ее частных
dz — 4

производных =  fx (х, у) и

=  (X, у ), геометриче-

ским изображением данной 
функции является некоторая 
поверхность Р  (рис. 210).

Полагая у — const, мы 
получаем плоскую кривую 
Г*, представляющую собой 
сечение поверхности Р соот
ветствующей плоскостью, 
параллельной координатной 
плоскости Охг. Пусть МК — 
касательная к кривой Г* 
в точке M (x,y,z) и а  — угол, образованный этой касательной

j;

/
/ к

У  /
L у'

■7

Рис. 210.

с положительным направлением оси Ох. Так как

:Г— 1
L dx Jу*

dz

дх -const

на основании геометрического смысла обычной производной имеем

дг 

~дх
■ tga .

Аналогично, если Г,, есть сечение поверхности Р плоскостью 
х — const и р — угол, образованный с осью Оу касательной ML 
в точке М[х, у, z) к кривой Ту, то

dz . п



§ 4. Полный дифференциал функции

Пусть г =  /(д:,у) есть функция от двух независимых перемен
ных х и у. Полное приращение этой функции

Аг = / ( х  +  Ах,г/ +  Аг/) — /(х,г/)

представляет собой разность значений данной функции в точках 
М (х, у) и М '(х  +  Ах, у +  А у). Обозначим через р расстояние между 
этими точками:

р =  У(Дх)24 -(Ау)2.

Если при р —>• 0 можно подобрать не зависящие от Ах и Ау ве
личины А и В так, что выражение

А Ах В Ау

будет отличаться от полного приращения Аг функции на величину 
высшего порядка малости по сравнению с р, то это выражение на-

^  зывается главной линейной частью пол
ного приращения функции. В этом слу
чае мы получим

А г =  А Ах +  В Ау -{- ур, (1)
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рис, 211. где 7-^-0 при р->0 (или, что то же са
мое, y~>0 при Ах 0 и Ау-+0). 

Выражение (1) можно записать в другом виде. Поскольку 
Ах =  р cos ср, Ау ~  р sin ф (рис. 211), имеем

р =  Ах cos ф -|- A у sin ф;
отсюда

Az — А Ах +  В Ау +  а  Ах +  р А у, (1 ')]|
где

а  =  y cos ф -> 0 и р =  у sin ф -> 0

при р —>-0, т. е. при Дх~>0 и Аг/->0 и обратно.
Обобщая определение дифференциала функций одной незави

симой переменной на случай функции двух независимых перемен
ных, приходим к следующим определениям.

О п р е д е л е н и е  1. Под д и ф ф е р е н ц и а л о м  н е з а в и с и 
мой п е р е м е н н о й  понимается приращение этой переменной, 
т. е,

dx =  Ах и dy =  Ау.

О п р е д е л е н и е  2. П о л н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л о м  ф у н к 
ц и и  (или короче д и ф ф е р е н ц и а л о м  ф у н к ц и и )  z — f(x, у) 
двух независимых переменных х и у называется главная линейная 
часть полного приращения этой функции,



Это определение естественным образом распространяется на 
функции любого числа переменных.

Обозначая дифференциал функции буквой й, можно написать

йг — А Ах +  В Ау, (2),

где А и В  не зависят от Ал: и А у и, сверх того,

Аг — йг — аАх р А у,

где а  и ¡3 — бесконечно малые при Ах->0 и Ау-^0.
Функция, имеющая дифференциал в данной области, назы

вается дифференцируемой в этой области. Если функция г диффе
ренцируема, то для полного приращения Аг функции имеет место 
формула (1) или (Г)-

Заметим, что если функция г ~ 1 ( х , у )  дифференцируема, то 
эта функция н е п р е р ы в н а .  Действительно, переходя к пределу 
в формуле (Г ) при Ах-*-О и Ау->0, 
получим _ .

Нт Аг =  О,
Дх->-0 
Лу~>0

т. е. функция г непрерывна (см.

§ 2).
П р и м е р .  Найти дифференциал функ

ции г =  ху. р ис 212 .
Функцию 2 можно рассматривать как 

площадь прямоугольника со сторонами х и
у (рис. 212)'). Д авая сторонам х и у приращения Ах и Ду, получим приращение 

Дг площади г, представляющее собой площадь «каймы»:

Дг == (х +  Ах) (у +  Д у) — ху =  у Ах +  х А у +  Ах-Ау.

Главная часть этого приращения при Ах->0 и А у-*- 0, состоящая из двух прямо
угольников со сторонами у, Ах и х, А у, есть дифференциал йг площади г; по

этому
¿г =  у Ах +  х А у.

Т е о р е м а  1. Дифференциал функции равен сумме произведе
ний частных производных этой функции на дифференциалы соот
ветствующих независимых переменных.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция г ~  ¡(х, у) д и ф ф е 
р е н ц и р у е м а ,  т. е. имеет дифференциал

йг — А Ах +  В А у. (3)'

Для определения коэффициентов А и В напишем полное прираще
ние функции

Дг =  А Ах +  В Ау +  а  Ах +  В  А у, (4)

!) Для наглядности мы считаем х н у  положительными.
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где а  и ß — бесконечно малые при Ах-И) и Аг/-кО. Полагая 
Ау =  0 в формуле (4), получим частное приращенне

Ад-г =  А Ах +  а  Ах.
Отсюда

4 т_==л + а

и, следовательно, при Ах->0 будем иметь

lim =  =
А.г->0 А *  д х

Аналогично, полагая Ах — 0 в формуле (4), находим 

Таким образом,

Aj,z dz
]im “ =  — = в .

Aj,->o АУ дУ

А =  -Р-, В =  -р-.
дх ду

Подставляя эти значения в формулу (3) и учитывая, что Ах =  (1х 
и А у =  с1у, получим окончательно

агв= Ж ах +  - % йУ- (5)

С л е д с т в и е .  Данная функция имеет е д и н с т в е н н ый диф
ференциал.

Действительно, из доказательства теоремы 1 следует, что диф
ференциал функции г =  {(х,у), если он существует, обязательно 
выражается формулой (5).

. З а м е ч а н и е .  Из формулы (5) следует, что для функции г ~  ¡(х, у) двух 
независимых переменных х и у ее дифференциал <1г есть ф у н к ц и я  ч е т ы 
р е х  н е з а в и с и м ы х  п е р е м е н н ы х  х, у, с1х, Лу, линейная (т. е. первой 
степени) относительно второй пары переменных. Первая пара переменных, х и 
у, представляет собой координаты точки М(х, у), в которой берется дифферен
циал; вторая пара переменных. с1х и йу, есть к о о р д и н а т ы  в е к т о р а  

с м е щ е н и я  точки М  (х , у) при переходе ее в бесконечно близкую точку 
М '(х  +  с1х, у-\-йу), где йх и йу—  проекции отрезка ММ' на соответствующие 
оси координат Ох и Оу.

Т е о р е м а  2 (достаточное условие дифференцируемости функ
ции). Если функция г =  1(х, у) обладает непрерывными частными

производными —  =  / ' (х, у) и — - =  / ' (х, у) в данной области,

то эта функция дифференцируема в этой области и ее дифферен
циал выражается формулой (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим полное приращение функ
ции

Аг =  \(х +  Дх,у  -¡- Ау) —• / (х, у)|.



“

Вычитая и прибавляя член {(х, у +  Ау) , будем’ иметь

Аг =  Ц {х +  Аде, у +  Ах) — { (х, у +  Ау)] +  [} (х, г/ +  А«/) — (*, У)\- (6)

Первая квадратная скобка формулы (6) представляет собой 
приращение функции ¡(х,у) по переменной х при фиксированном 
значении у +  Ау второй переменной у, т. е. ее можно рассматри
вать как приращение функции одной, переменной х. Фиксируя, ве
личину у -¡- Ау и применяя теорему Лагранжа о конечном прира
щении функции (гл. XI, § 1), находим

/ (х +  Ах, у +  Ау) — / (х, у +  А у) =  АхГх (х, у +  А у), (7)

где х — некоторое промежуточное значение между х и х +  Ах.
Аналогично, вторая квадратная скобка формулы (6) есть при

ращение функции }{х,у) по переменной у при неизменном значе
нии переменной х. Поэтому в силу теоремы Лагранжа имеем

! (х, у +  Ау) — / (х, у) =  А у Гу {х, у), (8)

где у —- промежуточное значение между у и у +  А у. Из формул 
(6), (7) и (8) следует

Аг =  Ах/' (х, у +  Ау) +  АуГу {х, у). (9)

Пусть А х—>-0 и Ау — 0. Так как производные / '(х , у) и Гу(х, у) 

непрерывны, то значения их в бесконечно близких точках
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Р (х .у л -Л у )
Р(х, У +  Ау) и М (х, у) и соответствен
но С1(х,у) и М(х,у)  (рис. 213) отли
чаются друг от друга на бесконечно 
малые (§ 2); поэтому

/ ' (х, у +  А у) =  / ' (х, у) + а

и '

/ ' (х, у) =  Гу(х, г/) +  р,

где а  и р — бесконечно малые при Ах-»-0 и Ау-^0. Отсюда, из 
формулы (9), имеем

Дг =  и'х У)Ах +  ¡у (*» У ) +  (а А х+ р (10)

По определению главная линейная часть полного приращения Аг 
функции есть дифференциал йг этой функции. Следовательно, из 
формулы (10) получаем

йг =  /' (х, у) Ах +  /' (х, у) А у=в~ й х +  -^- йу,

.что и требовалось доказать.
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П р и м е р  1. Найти дифференциал функции г =  х».

Здесь ■= уху~1 и — - =  ху 1п х. Отсюда

йг Лх +  ¿У — У*у~1 ¿х +  ху 1п х <1у.

З а м е ч а н и е .  Аналогично, если функция и ~ Ц х , у , г )  имеет 

непрерывные частные производные и ~ , то дифферен

циал этой функции выражается формулой

, д и , . ди . . ди ,

где йх — Ах, йу — А у и с1г — Аг.

П р и м е р  2. Найти дифференциал функции и — — ,г

У
___ ди 1 ди х , ди х ,  „

Имеем —— =  — е , —— = --- *-е , -д— = — е . Следовательно,
дх у ду у2 дг у '

йи — е* ( —  с1х ---—,т йу +  —  г/г").V у У  у у )

При малых приращениях Ах и Ау приращение дифференцируе
мой функции

А [ (х ,у )=  ¡{х + Ах, у + Ау) — 1(х,у)

приближенно можно заменить дифференциалом с1}(х,у) этой функ
ции:

(х, у) =  / ' (х, у) Ах +  / ' (х, у) Ау.

Отсюда имеем приближенное равенство

}(х + Ах, у +  Ау) — / (х, у) ~ /' (х, у) Ах +  /' (х, у) Ау,

которое будет тем относительно точнее, чем меньше [ Ах | и |А«/|.

П р и м е р  3. Дан прямоугольник со сторонами х —  6 м и у =  8 м. Н а  
сколько изменится диагональ этого прямоугольника, если сторона х увеличится 
на 5 см, а сторона у уменьшится на 10 см?

Обозначая диагональ прямоугольника через и, имеем и =  л/х2 +  у2. 
Отсюда, заменяя приращение Да: диагонали дифференциалом Ли этой диа- 

, гонали, приближенно находим

. , х . и, х Ах +  У Дг/
Да «  аи — — ;------- Ах +  .....>■■■■ — Аг/ =  -— ;....  -.

V  х2 +  г/2 у  х2 + у2 ~ д/х2 +  г/2

Полагая в последней формуле х —  6 м, Ах —  0,05 м; г/ =  8 м, Ау —  — 0,10 м, 
получим

6 ■ 0,05 +  8 • (-0 ,10 )
Дм « ---  •... ..... . ---— - м =  — 0,05 м.

Л/36 +  64

Таким образом, диагональ прямоугольника уменьшится приблизительно на 5 см. 
Точный подсчет дает значение Ди —  —0,045 м.



§ 5. Применение дифференциала функции 
к приближенным вычислениям

С помощью полного дифференциала функции можно выяснить, 
как отражаются на значении функции погрешности ее аргументов.

З а д а ч а .  Определить предельную абсолютную погрешность 
Д* функции

* =  К*. У),

зная предельные абсолютные погрешности Д* и Ду аргументов х,у: 

|Дх|^Д* и ! Дг/1 ^  Ду.
Имеем

|Дг| =  |/(* + Д*, у + Дг/) — Дх, у) |.

Заменяя приращение функции ее дифференциалом, получим 

| Дг | «  | Гх (х, у) /±х +  /' (х, у) Ду |.

Отсюда выводим приближенную оценку:
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|Дг|<
дг

дх

dz

ду
|Ду |.

Следовательно, за предельную абсолютную погрешность фуик 
ции г можно принять -

дг

дх

П р и м е р .  Гнпотенуза прямоугольного треугольника л: == 120 м ± 2  м, а 
острый угол у  =  30° ±  Г . С какой точностью можно найти противолежащий 

данному углу катет г этого треугольника?
Имеем

z — xs'my. (2)

Отсюда ■' ■
дг . дг

гг—  =  Sin  у , - г —  =  X COS у.
дх ду

Полагая х =  120, Д, =  2 и == Т ^Г ' по Ф°РмУлам ^  и Í 1) иа*

ХОДИМ

г =  120 sin 30° —  60 (м)

и

Аг =  sin 30° • 2 +  120 • cos 30° • -щ- = 1  +  1,8 =  2,8 (м). 

Следовательно,
z =  60 м ±  2,8 м.

Используя формулу (1), можно определить также предельную 
относительную погрешность функции:
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В частности, положим

Z =  ху ( х ф О , у ф О ) .

Тогда A¿ =  |í/[A* +  jxj Ду и, следовательно,

или 6г==йл +
,  __  ду

°г~~ М  +  Iу\

т. е. предельная относительная погрешность произведения равна 
сумме предельных относительных погрешностей сомножителей.

§ 6. Понятие о производной функции по данному 
направлению

Пусть и == f(x,y) —  функция, определенная в области ю. Р ас
смотрим некоторую точку М(х, г/) е ю  и некоторое направление I, 
определяемое направляющими косинусами cosa и cos {3 =  sin a 
(т. е. cos а  и cos (3 — косинусы углов, образованных лучом / с по
ложительными направлениями осей координат Ох и Оу). При пе

ремещении в данном направ
лении I точки М (х, у) в точ
ку М' (х -f Ах, у +  Ау) <= о) 
функция и =  f(x, у) полу
чает приращение

Aiu =  f(x-\-Ax, у +  Ау) —  

- í ( x , y ) ,  (!)

Рис.  214. которое называется прира
щением функции и в данном 

направлении I (рис. 214). Если М М '— А1 есть величина переме
щения точки М, то из прямоугольного треугольника МРМ' полу
чаем

Ах — A I-cos a, Ay —  At'-cos ¡3, (2)
следовательно,

Д tu =  f (х +  Д/cos а, у +  А/ cos [3) — f(x, у ) .

О п р е д е л е н и е . Под п р о и з в о д н о й  ф у н к ц и и  и

д а н н о м  н а п р а в л е н и и  I понимается предел отношения при
ращения функции в этом направлении к величине перемещения 
при условии, что последняя стремится к нулю, т. е.

ди А ¡а
■== lim

Ы-+0di Al (3)

„ ди ди
С этой точки зрения производные и -щ- можно рассматривать

как производные функции и в положительных направлениях осей 
координат Ох и Оу,
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Производная-^- дает с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  ф у к к ц и и  

в н а п р а в л е н и и  I.

Выведем формулу для производной 4~  , предполагая, что функ

ция и — f(x, у) дифференцируема. Из определения дифференциала 
функции следует, что приращение функции отличается от диффе
ренциала функции на величину высшего порядка малости относи
тельно приращений независимых переменных. Поэтому, используя 
формулу полного дифференциала (§ 4, (5)) будем иметь

д'м = ж  л* +  w  Aí/ ^  е‘ Лл: +  4

где ei->0 и е2—>0 при Дл->0 и Д*/->0. Отсюда в силу соотноше
ний (2 ) получаем

Д ¡и — cos a -f —  cos р j  М -}- (s, cos a +  e2 cos P) А/.

Следовательно,

A ¡U dtl . ди о . „ I  a
~ДT “  d 7 C0Sa+ a 7 c0SP +  ei COS a- f e2 cos p.

Переходя к пределу в последней формуле при Д/->-0, т. е. при 
Лл: -* ~0 и Дг/->0, и основываясь на определении (3), получим иско
мую формулу для производной функции в данном направлении;

ди ди . ди п /л\
—хт —  -5— cos a -f- -д—cos р, (4)
dl ox 1 ду ‘ ’

где cos p =  sin a.

П р и м е р  1. Найти приращение функции н =  х2 +  2ху —  у2 при перемеще-
3

нии точки М( 1, 2) в направлении I, образующем угол a =  a r c t g "  с положи

тельным направлением оси Ох, на расстояние А/ =  0,1. Чему равна производная

ди . . . .
-г-T- в точке Mr
dl _______

Имеем t g a  =  3/4, причем 0 <  а  <  п/2. Отсюда seca =  +  tg2a  => 

9~~ 5
1 +  -j-Q- —  -j-, следовательно,

1 4 3 4 3
cos a  = -----=  —  и sin a  =  ig  a  • cos a  =  —  •

sec a  5 b 4 5 5

Используя полученные направляющие косинусы cos a  =  4/5 и cos ji =  3/5 в** 
правления I, находим для точки М  приращения координат

Д Q
Ах =  А/ • cos a  =  0,1 • -д- =  0,08 и А у =  А/ ■ cos р =  0,1 • -g- =  0,06,

Таким образом, перемещенная точка М' имеет координаты

Х\ =  х -f* Ах =  1 0,08 =  1,08 и у\ —— у Ау =  2 -f- 0,06 = ;  2,06.
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Отсюда искомое приращение функции и равно

Д(И =  (1,082 ± 2-1,08-2,06—2,062) — (12 + 2-1-2 — 22) =  1,3724— 1 =  0,3724.

Заметим, что — «  3,7.
Ы

Далее, имеем

-g- =  2x + 2?/, Ц .- 2 х .- г УХ

( ди \ { ди \
поэтому = — 2 и, следовательно,

(1г)м= (ж )м cos а+(|г)м cos 13=6 • Í +(-2) • I =3’6-
З а м е ч а н и е .  Для функции u — f (x ,y ,z ) ее производная 

в направлении I =  {cosa, cos [3, cosy} равна

ди ди , ди п , ди
ж  =  ж  c°s a +  cos Р +  Ж  cos V.

§ 7. Градиент

О п р е д е л е н и е  1 . Говорят, что в данной области со1) опре
делено с к а л я р н о е  по ле, если для каждой точки M e c o  задан 
некоторый скаляр (т. е. число)

u =  f{M ). ( 1)

Таким образом, и есть числовая функция точки.
Примерами скалярных полей являются: температурное поле, 

т. е. распределение температуры в нагретом теле; распределение 
концентрации вещества в растворе, и т. и.

Если область и расположена на плоскости Оху, то любая ее 
точка М определяется двумя координатами (х ,у), и плоское ска
лярное поле ( 1 ) может быть записано в виде

и — f(x, у) {(х ,у ) < = 1 о). (2)

Аналогично, для области ю, находящейся в пространстве Oxyz, 
мы будем иметь

u =  f (x ,y ,z ) ((*,*/, г) eco).

Таким образом, понятие скалярного поля представляет собой 
ф и з и ч е с к у ю  т р а к т о в к у  функции нескольких переменных.

О п р е д е л е н и е  2. Говорят, что в данной области со опреде
лено в е к т о р н о е  поле ,  если для каждой точки M e o  задан 
некоторый вектор

а  == F (M ). (3)

' !) П о установившейся традиции здесь слово «область» служит синонимом 
слова «множество». Точное определение понятия «область» см. в § 11.



Примерами векторных полей являются: поле скоростей в дан
ный момент времени точек потока жидкости; силовое поле, созда
ваемое некоторым притягивающим центром, и т. п.

Для случая плоского векторного поля (3) (ю е  Оху) мы будем 
иметь вектор-функцию

a =  F{x,y) ((х,у)еЕ  со). (4)'

Отсюда, переходя к координатам вектора а, получим

ax — F i(x ,y ), ay =  F2{x,y). (5J

Таким образом, задание плоского векторного поля (4) равно
сильно заданию д в у х  с к а л я р н ы х  полей (5).

Аналогично, для случая пространственного векторного поля 
(ш <= Oxyz) получаем

а — F(x, у, z), (6 )

или же, в координатах,

ах — F\ (х, у, z ) , ау =  F2(x, y ,z ) , аг =  F3{x, у, z ) . (7)

Итак, векторное поле (6 ) эквивалентно трем скалярным полям (7). 
Этим объясняется у д о б с т в о  в е к т о р н о г о  я з ы к а :  он позво
ляет в одной векторной формуле записывать несколько скалярных 
соотношений.

Множество всех точек М, для которых скалярное поле (1), со
храняет постоянное значение

f(M ) —  const,

называется поверхностью (или линией) уровня скалярного поля 
(изоповерхности) (см. § 1 ).

О п р е д е л е н и е  3. Пусть

и == {(х, у) (8)

■— дифференцируемое плоское скалярное поле1). Тогда вектор

gradH={Jr’ f t )  (9)
называется г р а д и е н т о м  поля-, или подробнее

. . ди , . ди 
grad  „ =

где i, / — единичные векторы, направленные по осям координат Ох 
и Оу (координатные орты).

Аналогично, для пространственного скалярного поля

u — f(x ,y ,z ) (ю :
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!) То есть Цх, у) — дифференцируемая функция двух переменных.
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его градиент есть вектор

, ( ди ди ди ) , „ ,ч

s ra d “ “ b r ’ тц- «г}-

Таким образом, скалярное поле порождает векторное поле — 
по ле  г р а д и е н т о в .

Под производной скалярного поля (8 ') в данном направлении I 
понимается выражение (см. § 6 }

ди д и ___  . ди 0 . ди
w  =  _ co s< x - f — cosP +  ^- cosy , (10)

где cosa, cosp, cosy — направляющие косинусы вектора I. Произ- 
ди „ „

водная представляет собой скорость изменения поля в данном

направлении.
Т е о р е м а  1 . Производная скалярного поля в данном направ

лении равна проекции градиента поля на данное направление 
(в соответствующей точке).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через l0 =  {cos a, cos [i, cos -у} 
единичный вектор направления I, Тогда, учитывая формулу (9') и

вспоминая определение скалярного произ
ведения (гл. X V III, § 12), выражение (10) 
можно записать в следующем виде:

—  =  grad и • 10 =  | grad и |[ l01 cos ср =

=  | grad и | cos ф, (11)

где ср =  Z  (grad и, I) (рис. 215) ,
Отсюда

Рис. 215. “ - =  np; grad¿¿. (12)

С л е д с т в и е .  Градиент скалярного поля в данной точке по 
величине и направлению равен максимальной скорости изменения 
поля в этой точке.

Действительно, из формулы ( 1 1 ) получаем, что

ди ди , .
max - щ = л * = \ grad и |,

и при этом с о э ф — 1. Отсюда находим, что tp =  0 и, следова
тельно, направление вектора I — I* должно совпадать с направле
нием grad и, т. е. I* — k grad и, где k >  0. Кроме того, для этого 
направления имеем

£-,*»<,«1 - л / Ш Т Щ Т Ш Т -  о»
З а м е ч а н и е .  Из следствия вытекает, что градиент поля не 

зависит от выбора прямоугольной системы координат Оху г.
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X
П р и м е р .  Найти величину и направление градиента поля и — z2

в точке Ai0(2, 1, 0).
Имеем

( | ) , - ( т  )*.-■ • =  ( & ) » - < * > * - *

Следовательно,
grad «(Aio) —  i —  2/.

Отсюда

I 2
| grad и (M 0) | =  д/5" и cos ct =  — cos j3 =  — —— , cos у =  0.

V5 V5

Точка Alq, в которой grad и (Mo) =  0, называется особом для 
скалярного поля; в противном случае точка М0 называется неосо
бой (обыкновенной).

Приведем без доказательства теорему, выясняющую направле
ние градиента скалярного поля.

Т е о р е м а  2. Во всякой неособой точке плоского скалярного 
поля градиент поля направлен по нормали к линии уровня, про
ходящей через эту точку, в сторону возрастания поля.

§ 8 . Частные производные высших порядков

Пусть имеем некоторую функцию z — f(x ,y) от двух перемен
ных х и у. Ее частные производные _

у) и

являются функциями от переменных х и у. В некоторых случаях 
для этих функций существуют снова частные производные, назы
ваемые частными производными второго порядка (или просто вто
рыми частными производными):

¿ ¡r- w (£ )  «>■
д2г д f  дг\ __ р / , . jPz_ __ _д_ (  дг_\ _  ш , л 

дудх —  дх Кду )  ~  'у * кх’ у>' ду2 ~ ~ д у \ д у )  ‘ у у ^ ’

Продолжая таким путем дальше, мы можем определить ча
стные производные третьего порядка (третьи частные производ
ные) и т. д.

Аналогично определяются и записываются частные производ
ные высших порядков от функции трех и большего числа пере
менных.

Можно доказать следующую т е о р е м у :  если все входящие 
в вычисления частные производные, рассматриваемые как функ
ции своих независимых переменных, непрерывны, то результат



частного дифференцирования не зависит от последовательности 
дифференцирования.

В частности, например, если производные и ()и0х■ не

прерывны, то имеет место равенство

д2г __  д2г

дх ду ду дх

Не приводя доказательство в общем виде, проверим справедли
вость этого последнего утверждения на отдельных примерах.

П р и м е р .  Пусть г =] Xя (х >  0).
Имеем

dz и , d2z , dz . . .  дгг .. , ,
—— =  уху-\ —— — == yx'J~l in х, —  =  # 1 п г ,  -— —  — иху~1 In х.
дх J дхду ду ду дх J

Мы видим, что для дайной функции z соблюдается равенство

дгг дгг

дхду ~~ ду дх ’

как и следовало ожидать.

§ 8 . Признак полного дифференциала

Если функция и =  f(x ,y ) дифференцируема, то полный диффе
ренциал ее имеет вид (§ 4, формула (5))

du — Р  (х, у) dx +  Q (х, у) dy, (1)
где

Р (х ,у )  =  %  И Q (х, У) =  ~ - . (2)

Возникает обратная задача: при каких условиях дифференциаль
ное.выражение

P(x,y)dx-\-Q(x,y)dy, (3)

где функции Р (х ,у ) и Q(x,y) непрерывны вместе со своими про
изводными первого порядка, является полным дифференциалом не
которой функции и?

Необходимое условие полного дифференциала дается следую
щей теоремой.

Т е о р е м а .  Для того чтобы дифференциальное выражение (3) 
являлось в области G полным дифференциалом некоторой функ
ции и ~  F (х, у ) , необходимо, чтобы в этой области тождественно 
было выполнено условие

(«)

( у с л о в и е  п о л н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л а ) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (3) — полный дифференциал функ
ции и — F (x ,y ). Имеем

dii =  — - dx -I- — ■ dy. ( 4 )

Отсюда в силу единственности дифференциала (§ 4, теорема I, 
следствие) получим

Р(х , г/)=~~ , Q(x, у) — ̂ ‘ (5)

Дифференцируя первое равенство (5) по у, а второе — по х, 
будем иметь

дР _  д2и dQ _  д2и .

ду дх ду ' дх ду дх '  '

Так как для непрерывных смешанных производных результат диф
ференцирования не зависит от порядка дифференцирования, то из 
(6 ) получаем

дР _ _  дО 

ду дх '

т. е. условие (а) выполнено.
С л е д с т в и е .  Если условие (а) не выполнено, то выражение 

Р(х, y ) d x Q ( x ,  y)d.y не является е области G полным дифферен
циалом некоторой функции.

З а м е ч а н и е .  Можно доказать, что для конечной или беско
нечной прямоугольной области

G — {а <  х <  Ь; А <  у <  В}

выполнение условия (а) также и достаточно для существования 
функции и такой, что

P(x,y)dx-\-Q{x,y)dy — du.

П р и м е р .  Являются ли выражения

у dx — х dy и у dx+ х dy

полными дифференциалами некоторых функций?
Для первого выражения имеем Р  =  у, Q =  —х. Отсюда

дР_ д0_ =

ду ' дх

и, следовательно, условие полного дифференциала н е  в ы п о л н е н о ,  т. е. не су* 
ществует функции, полный дифференциал которой равен у dx — х dy.

Для второго выражения получаем Р  — у, Q =  х и, следовательно,

дР dQ t

ду дх

Условие полного дифференциала выполнено. Так как плоскость можно рассмат
ривать как бесконечную прямоугольную область, то у dxt+ ху есть полный диф
ференциал некоторой функции. Действительно,

у dx -\- х dy — d(xy).

12 В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович
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§ 10. Максимум и минимум функции нескольких переменных

Напомним, что (см. гл. V II, § 3) под окрестностью точки пло

скости понимается внутренность любого прямоугольника, окру
жающего эту точку, исключая саму точку (проколотая окрест
ность) .

Аналогично, под окрестностью точки пространства понимается 

внутренность произвольного параллелепипеда, содержащего эту 
точку, за вычетом самой точки.

О п р е д е л е н и е .  М а к с и м у м о м  (строгим) функции f(x ,y ) 
называется такое значение f(x\,y\) этой функции, которое 
больше всех ее значений f(x ,y ), принимаемых данной функцией 
в точках некоторой окрестности точки (хи у i ) 1). (Эта окрестность 
может быть весьма малой по своим линейным размерам.)

Аналогично, м и н и м у м о м  (строгим) функции f(x ,y ) назы
вается такое значение f(x2, у2) этой, функции, которое меньше всех 
ее значений f(x, у), принимаемых данной функцией в точках неко
торой окрестности точки (х2, у2).

Максимум или минимум функции fix, у) называется экстрему
мом этой функции, а точка, в которой достигается экстремум, на
зывается точкой экстремума (соответственно точкой максимума или 
точкой минимума функции) .

Аналогично определяется экстремум функции f(x ,y ,z ), и т. д.
Укажем н е о б х о д и м ы й  п р и з н а к  экстремума функции не

скольких переменных.

Т е о р е м а .  В точке экстремума функции нескольких перемен
ных каждая ее частная производная первого порядка либо равна 
нулю, либо не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим для простоты функцию двух 
переменных и =  f(x, у), и пусть f(x0, г/о) —  ее максимум (рассуж 
дения для минимума функции аналогичны).

Зафиксируем одну из переменных, например у, полагая у =  у0. 
Тогда получим функцию одной переменной

которая, очевидно, будет иметь максимум при х =  х0. Отсюда на 

основании теории экстремума функции одной переменной (гл. XI, 
§ 7) получаем,что

или ¡'х (х0, г/0) не существует.

Совершенно так же доказывается, что Г (х0, =  0 или 

Гу (х0, У о) не существует.

') П о  смыслу определения функция {(х,у) должна иметь смысл на некото

ром множестве точек этой окрестности.

щ =  f(x, у о),
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С л е д с т в и е .  В точке экстремума М0(х0, у0) дифференцируе
мой функции }(х,у) выполнены равенства

! ' х ( х о> У  о)  =  °>  ?в { х  о, У 0)  —  0 .

Аналогично, если дифференцируемая функция ¡(х ,у ,г )  имеет 

экстремум в точке Мй(х0, у0, г0), то

/ Д * 0. Уо7 г о ) := = ® ’ ^ и ( х о> Уд’  2 о )  = =  № о >  Уоу 2 о ) “

З а м е ч а н и е  1. Точку, в которой частные производные пер

вого порядка некоторой функции либо равны нулю, либо не су
ществуют, назовем критической для данной функции.

Тогда теорема эквивалентна утверждению: экстремумы функ
ции нескольких переменных могут достигаться лишь в критических 
точках ее.

З а м е ч а н и е  2. Выведенные выше условия экстремума функ

ции, вообще говоря, не являются достаточными, т. е. если, напри

мер, в некоторой точке все частные производные первого порядка 
функции равны нулю, то в этой точке функция не обязательно 

имеет экстремум.

П р и м е р  1. Для функции ¡(х, у) =  ху имеем

¡’х (х, у) — у, ¡'у (х, у) =  х.

Следовательно, 1Х (0, 0) =  ¡у (0, 0) =  0.

Однако точка 0(0 , 0) не является точкой экстремума функции, так как
в любой окрестности точки О имеются точки Л(е, е) и В{—е, в) (е >  0 про

извольно) такие, что

[(А) =  е* >  0 =  НО) и / (В )  =  - е 2 <  ¡(0).

П р и м е р  2. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих сумму 
трех 'измерений, равную данной положительной величине а, найти тот, объем 

которого наибольший.
Обозначим измерения рассматриваемого прямоугольного параллелепипеда 

через х, у и г (* >  0, у >  0, г >  0). Его объем V выразится так;. V — хуг. 
Кроме того, согласно условию задачи имеем

х +  у + г =  а.

Выразив г через х и у из последнего уравнения и подставив это значение г 
в выражение для V, получим !

V =  ху (а — х — у),

где переменные х и у являются независимыми.
Возьмем частные производные от V по х и у:

дУ , дУ , „
=  а у -  2 ху -  у2, =  ах -  х2 -  2 ху.

Приравняв эти частные производные нулю, будем иметь

ау — 2ху — у2 — 0, ) 

ах — х2 — 2ху =  0. )

12*
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Так как для искомого параллелепипеда величины х и у заведомо не равны 
нулю, то мы можем наши уравнения сократить на них. После простых преобра
зований получим систему

2х + у =  а, ) 

х +  2у — a. j

Решая обычным методом эту систему, находим х =  а/3 и у =  й/3. Следо
вательно, также г =  а/3.

Итак, искомый параллелепипед есть куб, ребро которого равно а/3 (мож
но строго доказать, что объем его при данных условиях наибольший).

§11 .  Абсолютный экстремум функции

Рассмотрим некоторое множество G точек плоскости (или про
странства) .

Точка М называется внутренней для множества G, если она 
принадлежит этому множеству вместе с некоторой своей окрест
ностью (рис. 216).

Точка N называется граничной для множества О, если в любой 
ее полной окрестности имеются точки, как принадлежащие С, так 
и не принадлежащие ему (рис. 216). Сама точка N не обязательно 
принадлежит множеству б.

Совокупность всех граничных точек множества в  называется 
его границей Г.

О п р е д е л е н и е  1. Множество в  будем называть о б л а с т ь ю ,  
если все его точки — внутренние ’).

Множество в с присоединенной границей Г, т. е. множество
О =  в и Г, называется замкнутой областью.

Область называется ограниченной, если она целиком содер
жится внутри круга (или шара) достаточно большого радиуса.

П р и м е р  1. Внутренность К круга (рис. 217)

х2 + у* <  1

>) Обычно такое множество называется открытым.
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есть область; граница ее —  окружность х2 +  у2 =  1; круг с присоединенной 
границей, т. е. совокупность точек, для которых х2 +  у2 ^  1 ,— замкнутая об

ласть.

О п р е д е л е н и е  2. Наименьшее или наибольшее значение 
функции в данной области называется а б с о л ю т н ы м  э к с т р е -  
м у м о м  функции (соответственно абсолютным минимумом или 
абсолютным максимумом) в этой области.

Имеет место т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а :  функция, непре
рывная в ограниченной и замкнутой области, достигает в этой об
ласти своего наименьшего и своего наибольшего значений.

Т е о р е м а .  Абсолютный экстремум функции в данной области 
достигается либо в критической точке функ
ции, принадлежащей этой области, либо 
в граничной точке области.

П р и м е р  2. Найти абсолютный экстремум функ
ции г — ху в треугольной области S  с вершинами 
0 (0 ,0 ) , ,4(1,0), В (0,2) (рис. 2Í8).

Имеем

дг _  дг _  

дх ~~ tJ' ду ~  Х'

Отсюда находим критическую точку 0 (0 , 0) с 
координатами х — 0, у — 0, принадлежащую об
ласти S.

Изучим поведение функции г на границе Г ==
=  О ABO области S.

Н а участке О А имеем у — 0 (0. ^  х sg 1). П о
этому г —  0.

Аналогично, на участке ОВ: х —  0 (0 sg у íg  
2) получаем z =  0.

X V
Наконец, отрезок АВ имеет уравнение у  +  —  =  1, или у =  2 —  2х (0 ssí 

=5 х ^  1 ). Отсюда

z =  ху =  2х —  2х2.

Имеем

А №

Рис. 218.

при х — 1/2, отсюда у = 1 .  Так как

■др— 4<0.

то в точке £>(1/2, 1) функция г достигает своего наибольшего значения М  —  
1 1

— 1 =  _ _  на отрезке АВ.

Итак, н а и м е н ь ш е е  з н а ч е н и е  функции г в области 5  есть т  —  0 
и оно реализуется в точках отрезков ОА и ОВ, составляющих часть границы Г 
области 5; н а и б о л ь ш е е  е е  з н а ч е н и е  М == 1/2 достигается в точке 
£>(1/2, 1), принадлежащей отрезку АВ  границы Г.
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§ 12. Построение эмпирических формул по способу 
наименьших квадратов

В естествознании, в частности в физических и биологических 
науках, приходится пользоваться эмпирическими формулами, со
ставленными на основании, опыта и наблюдения. Один из наилуч
ших методов получения таких формул — это с п о с о б  н а и м е н ь 
ш и х  к в а д р а т о в .  Изложим идею этого способа, ограничиваясь 
случаем линейной зависимости двух величин.

Пусть мы хотим установить зависимость между двумя величи
нами х и у (например, температурой и удлинением прямолиней
ного металлического стержня). Производим соответствующие из
мерения (например, п измерений) и результаты сопоставляем 
в таблице:

X х, Хг .  .  . х п

У У\ У2 г/з • • • Уп

Будем рассматривать х и у как прямоугольные координаты то
чек на плоскости. Предположим, что точки с соответствующими 
координатами, взятыми из нашей таблицы, почти лежат на неко

торой прямой линии, например, распо
лагаются так, как показано на рис. 219. 
Естественно в этом случае считать, 
что между х и у существует прибли
женная лине йная  з а в и с и м о с т ь ,  
т. е. что у есть линейная функция от 
х, выражающаяся формулой

у =  ах -\~Ь, ( 1 )

где а и Ь — некоторые постоянные 
коэффициенты, подлежащие определе

нию. Формула (1) может быть представлена в таком виде:

а,х4- Ь — у —  0 . (2)

Так как точки (х, у) только приблизительно лежат на нашей 
прямой, то формулы (1) и (2 ) приближенные. Следовательно, 
подставляя в формулу (2 ) вместо х и у их значения х\, у\\ 
Х2 , у2) ■ • • ; хп, уп, взятые из предыдущей таблицы, мы получим 
равенства:

ах , +  Ь — ух =  е„ '

ах2 +  Ь — у 2 =  е2, „ (з)

ахп +  Ь — уп =  е„, ,

где
еь е2.......... е„ (4)
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■— некоторые числа, вообще говоря, не равные нулю, которые мы 
будем называть погрешностями.

Требуется подобрать коэффициенты а и Ь таким образом, чтобы 
эти погрешности были по возможности малыми по абсолютной 
величине’). Способ наименьших квадратов состоит в следующем: 
нужно подобрать коэффициенты а и Ь так, чтобы с у м м а  к в а д 
р а т о в  п о г р е ш н о с т е й  б ы л а  в о з м о ж н о  меньшей,  
т. е. потребуем, чтобы сумма

£/ =  в* +  в * + . . . + в *  (5)

была наименьшей. Если эта минимальная сумма квадратов ока
жется малой, то тогда и сами погрешности будут малыми по аб
солютной величине.

П р и м е ч а н и е .  М ожно было бы попытаться вместо суммы квадратов по
грешностей взять сумму их и искать коэффициенты а и 6 так, чтобы эта сумма 
была возможно малой по абсолютной величине. Однако это, очевидно, не обес
печит малости погрешностей, так как последние могут иметь различные знаки. 
Этого не может случиться, если задача решается методом наименьших квадратов.

Заменяя в выражении (5) числа (4) их значениями из равенств
(3), получим такую величину:

и  —  (аХ] -¡- Ь —  У\)2 4* (ах2 -{- Ь —  г/2)2 -Ь ••• -{-{йхп-\-Ь —  Уп)2. (б)

В формуле (6 ) числа Х\, у\, х2, г/г, , хп, уп получены в резуль
тате измерений, и они рассматриваются как данные; коэффициен
ты же а и Ь — неизвестные величины, подлежащие определению.

Итак, и  можно рассматривать как функцию от двух перемен
ных а и Ь. Подберем коэффициенты а и Ь так, чтобы функция (/ 
получила возможно меньшее значение. Согласно предыдущему па
раграфу для этого необходимо, чтобы соблюдались условия

Беря эти частные производные и для удобства выкладок снабжая 
их коэффициентом 1/ 2 , будем иметь

+  Ь — г/,) х, +  (ах2 +  Ъ — у2) х2 +  • • • +  +  Ь — уп)хп,

Т  +  ^ — У1) +  (ах2 +  Ь — //2) +  . . .  +  (ахп +  Ь — уп).

Отсюда, приравнивая эти частные производные нулю, получим ли
нейную систему двух уравнений с двумя неизвестными а и Ь\

(ах1 +  Ь — у 1) х1 +  (ах2 +  Ь — у2)х 2 +  . . .  +  (ахп +  Ь — уп) хп =  0, |

(ах1 +  Ь — у ,) +  {ах2 +  Ъ — у2) +  . . .  +  (ахп +  Ь — уп) =  0. /

') Эта задача является простейшим частным случаем общей проблемы «о 
иаилучшем приближении функций», поставленной и в весьма широких условиях 
решенной знаменитым русским математиком П. Л . Чебышевым.



1

Производя обычные алгебраические преобразования, предста
вим эту систему в более простом веде:

а (Х1 +  *2 +  • • • +  К ) +  Ь (Х1 + Х2 +  • •'* +  *п) =

— Х\У\ +  Х2У2 +  • • < +  ХпУп> 

а (лГ] +  *2 "Ь . . .  +  хп) “Ь Ь • п =  у\ +  у2 +  . . .  +  уп,

или, введя сокращенные обозначения, имеем

п п п )

а Е  +  Ь X  XI =  X  х1у1,
¿ = 1 ¿ = 1 ¿ = 1

п п

я 2  Х{ +  Ъп =  X  г/г- 
¡=»1 г=1

Это — окончательный вид так называемой нормальной системы 
способа наименьших квадратов. Из этой системы мы находим а 
и Ь, а затем подставляем их в нашу эмпирическую формулу

у =  ах +  Ь.

П р и м е р .  Пусть результаты измерений величин х и у и итоги обработки 
их занесены в следующую таблицу:

360 ГЛ. XX. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

<• Х1 »1 *! -V; Ч

1 —2 0,5 4 -1 ,0 —0,175
2 0 1 0 0 0,175
3 1 1,5 1 1,5 0,100
4 2 2 4 4 0,025
5 4 3 16 12 -0,125

S 5 8,0 25 16,5 0

Положим
у =  ах +  Ь.

Нормальная система (7) имеет вид

25а +  5 Ъ =  16,51 

5а +  56 =  8. )

Решая эти уравнения, получим а =  0,425, b =  1,175. Отсюда

у =  0,425* +  1,175.

В последнем столбце таблицы даны соответствующие погрешности. 

Упражнения

1. Определить области существования функций:

а) и =  х V l  -  У2 ; б) и =  л!хг +  у1 — 1 ; в) и =  In (х +  у).
2. Построить линии уровня следующих функций:

а) г =  х — у, б) г =  в) г =  хг — у2; г) г — у — х2.
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3. Построить поверхности уровня функций:
' а) и =  х +  у +  г; б) и =  у2 +  г5.

4. Найти частные производные первого порядка и полный дифференциал 

от следующих функций: __

а) и =  х2 — 2ху — у2; б) а =  —j= ~ z= \  в) и =  Д / —  .
V * 2 + 2Г v У

5. Найти производную функции и =  2х/л/у в точке М 0(1, 1) в на

правлении I, образующем угол а  с осью Ох, если а  =  0, я/4, я/2, Зя/4, я  Бя/4, 

Зя/2, 7я/4, 2л.
Чему равен | grad u (М0) | ?
6. ‘Изотермы температуры и имеют вид х2 +  у2 — С. Зная, что для изо

термы, проходящей через точку ¿4(3, 4), значение функции и =  30 °С, а для изо
термы, проходящей через точку 5 (5 , 1), значение функции и =  35 °С, приближен
но найти Igrad н(Л) |, если линейные расстояния даны в км.

7. Найти производные второго порядка от функций:

а) и — х In у +  д/sin х ; б) и — в) и — !п (х +  у2)-, г) и — $ х  +

+arctg у. д) и =  .

д2и д2и . /—¡—
8. Проверить, ЧТО ~Q—g ^  =  ~g^g^ ’ если 11 — х arcSin У Х/У

9. М асса тела в воздухе т  =  0,52 кг +  0,02 кг, а масса тела в воде 
ш, = 0 ,3 1  к г+  0,01 кг. С какой точностью можно определить, плотность тела?

10. Выяснить, какие из данных выражений являются полными дифферен

циалами:
, , , , dx 2х di) . ydx — xdy  ...

a )dx  + ydy. б) — j------ -рг- (У >  0), в) ■ ( х -^ ууг- (лг >  0, г/>  0).

13. При каком . условии сумма трех положительных слагаемых х, у и г 
будет наименьшей, если произведение этих слагаемых есть величина постоянная!, 

равная а?
12. В полушар радиуса а вписать прямоугольный параллелепипед наиболь

шего объема.
13. В прямой круговой конус, радиус основания которого есть г, а высота 

h, вписать прямоугольный параллелепипед наибольшего объема.
14. Результаты измерения величин х и у даются следующей .таблицей*

X 10 20 30 40 50 60

У 150 100 40 0 -60 -100

Предполагая, что между х и у существует линейная зависимость

у — ах +  Ь,

способом наименьших квадратов определить коэффициенты а и Ь.
15. Параболу у =  х2 на участке 2 .г < ; 1 приближенно заменить прямой

4

У =  кх +  Ь так, чтобы «средняя квадратичная ошибка» <а =  | (у — У)8 йх

2
была наименьшей.

16. Найти абсолютный экстремум функции и — Зх +  4у +  5 в области
х2 +  у2 ^  1.

У к а з а н и е .  Использовать параметрические уравнения границы области.
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••-»0 ъ и м я и !■ -

§ 1. Примеры бесконечных рядов

В настоящей главе мы займемся изучением свойств б е с к о 
не чных  р я д о в ,  а также р а з л о ж е н и е м  ф у н к ц и й  в 
с т е п е н н ые  и т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  р яды.

Примером бесконечного ряда, который рассматривается в эле
ментарной алгебре, является бесконечно убывающая геометриче
ская прогрессия 1)

а +  +  ац* +  . . .  +  aqn- i +  . . . ,  ( 1)'

где \q\<. 1. Здесь каждый следующий член образован из преды
дущего по определенному закону, а именно: каждый следующий 
член получается из предыдущего посредством умножения его на 
знаменатель прогрессии q. Следовательно, п-й член, так называе
мый общий член прогрессии, выражается формулой

ип —  ацп~х (п =  1,2, 3, . . . ) .

Другой пример бесконечного ряда представляет гармонический 
ряд

1 + т + т + т+т+ ••• +"̂  + •/••» (2)
1

к-и член которого равен ип = — .

Существуют также ряды, составленные из функций, например,

— +  у ; у  +  1. ¿ . 3  +  • • • +  1 . 2 . . . «  +  • • ■. (3)

где п-й член равен • *
хп Х п 2)

Н/г~~ 1 - 2  . . .  п ~  п\ •

Закон образования членов ряда дается его п-м членом, кото
рый называется о б щ и м  ч л е н о м  р я д а .  Имея формулу общего 
члена ряда, можно найти любой член этого ряда.

') Точнее было бы сказать —  ряд, составленный из членов бесконечно убы
вающей геометрической прогрессии. В дальнейшем мы для краткости ряд вида 
(1) будем называть просто «геометрической прогрессией».

2) Сокращенная запись п\ (читается: «п факториал») обозначает произведе
ние всех натуральных чисел, не превышающих числа п.



Возникает задача: и с с л е д о в а т ь  с в о йс т в а  б е с к о н е ч 
н о г о  р яда ,  п р е д п о л а г а я ,  ч т о  п-й член  е г о  и з ве-  
с т е н.

Заметим, что теория рядов имет большие практические приме
нения ввиду возможности при широких условиях представления 
данной функции в виде бесконечного ряда более простых функ
ций, например, ряда многочленов, что позволяет легко прибли
женно находить значения функции для данного значения аргу
мента.

§ 2. Сходимость ряда

Дадим общее понятие б е с к о н е ч н о г о  р яда .  Пусть имеем 
некоторую составленную по определенному закону бесконечную 
последовательность чисел или функций, чисто формально соеди
ненных между собой знаком плюс:

оо

U\ -f- и2 +  и3 +  . . .  + « „ + . . .  =  X  ип’ (1)
/1 = 1

Такое выражение называется бесконечным рядом или просто ря
дом, а слагаемые Hi, и2, иг, ...., и„, . . .  называются членами этого 
ряда. Если члены ряда — числа, то ряд называется числовым; 
если же они являются функциями, то ряд называется функцио
нальным.

Заметим, что изучение функциональных рядов сводится к изу
чению числовых. В самом деле, если

и„ =  f„{x) (п== 1, 2 , . . . ) ,

то для каждого фиксированного значения аргумента х мы полу
чаем соответствующий числовой ряд ( 1 ), свойства которого и 
нужно исследовать.

Член и.п ряда (1), стоящий на п-м месте, считая' от начала, 
называется общим членом этого ряда. Ряд (1) считается з а д а н 
ным,  если известен общий член его, в ы р а ж е н н ы й  к а к  
ф у н к ц и я  н о м е р а  п. Таковы, например, ряды (1), (2) и (3) 
из § 1 , где соответственно

ип — aqn~\ « „ = 4 ' u'i= = ' J f

Считая, что ряд (1) задан, мы можем образовать частичные 
суммы этого ряда, т. е.

S j — и 1,

5 2 =  «1 -f- и2,

53 =  U\ +  и2 -{- ы3,

§ 2. СХОДИМОСТЬ РЯДА 363

Sn — и| + и-2 4- «з +  . . .  -f ип_ 1 -J- ип.
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Предположим сначала, что ряд (1) числовой. Рассмотрим два 
длучая.

I. Пусть при неограниченном возрастании номера п сумма п 
первых членов S,, ряда (1) стремится к конечному пределу S:

lim Sn — S.
П~> оо

Тогда говорят, что ряд (3) сходится и число S называют сум
мой этого ряда.

II. Пусть при неограниченном возрастании номера п сумма п 
первых членов S n ряда (1) возрастает неограниченно или вообще 
ке стремится ни к какому пределу. Тогда говорят, что ряд (1) 
расходится и суммы не имеет.

О п р е д е л е н и е .  Числовой ряд называется с х о д я щ и м с я ,  
если существует конечный предел последовательности его частич
ных сумм — этот предел называется сум м ой  ряда-, в против
ном случае ряд называется р а с х о д я щ и м с я .

Если ряд ( 1) функциональный, т.*е.
ч /

Un =  f n (x )  (п —  1 , 2 ,  . . . ) ,

то для каждого фиксированного значения х0 аргумента х соответ
ствующий числовой ряд

Ы-^о) +  Ы *о) +  ••• ~hfn(x о)+  . . .  ( 1 ')

или сходится, или расходится. Соответственно этому Хо называется 
или точкой сходимости, или точкой расходимости данного функ
ционального ряда, а совокупность всех точек сходимости функцио
нального ряда называется областью сходимости его.

Если un =  fn(x) (п —  1,2, .. .)  и функциональный ряд (1) схо
дится в каждой точке х некоторого множества, то он называется 
сходящимся на этом множестве, а функция S — S (х ) , определяе
мая для каждого рассматриваемого значения х формулой

S — lim Sn (х),
П~> оо

называется суммой этого ряда на данном множестве.
Если ряд (1) сходится, то разность между суммой S и частич

ной суммой S n  его
R n  —  S —  S n

называется п-м остатком ряда. Остаток R n ряда представляет со
бой ту п о г р е ш н о с т ь ,  которая получится, если в качестве при
ближенного значения суммы ряда S взять сумму Sn первых п чле
нов этого ряда.

Так кгщ 5 есть предел последовательности Sn, то, очевидно,

lim Rn =  lim (S — S„) =  0.
ft-* 00 ft~> oo



Поэтому, взяв достаточно большое число членов сходящегося 
ряда, можно сумму этого ряда вычислить с любой степенью точ

ности.
Отсюда ясно, что первой основной задачей теории рядов явля

ется и с с л е д о в а н и е  с х о д и м о с т и  ряда. Задача о нахождении 
суммы сходящегося ряда имеет второстепенное значение, так как, 
после того как установлена сходимость ряда, сумма его в боль
шинстве практически важных случаев приближенно легко может 

быть найдена.

Поясним понятия сходимости и расходимости рядов на примерах. 
П р и м е р  1. Рассмотрим б е с к о н е ч н у ю  г е о м е т р и ч е с к у ю  п р о 

г р е с с и ю
а aq aq2 +  . . .  +  адп~1 +  . . .  , ¡2 )

где о э ^ О .
Известно, что —  сумма п первых членов геометрической прогрессии —  

выражается формулой .

<; а(\~дп) . а а
..Г- 7  I -С1 1 -  9 9 •

Здесь приходится рассматривать отдельно четыре случая.
1) Пусть | <71 <  1. Тогда <?'' при неограниченном возрастании п стремится 

к нулю и, следовательно,

о  аЬт Ьп — -г-— -•
П~>оо 1 Ч

В этом случае ряд (2) сходится, и его сумма равна 5  =  -у __ —■.

2) Пусть \q\ >  1. Тогда при неограниченном' возрастании п степень уп 
возрастает неограниченно по абсолютной величине, и следовательно, возрастает 
неограниченно сумма п первых членов 5„. Поэтому ряд (2) в этом случае рас

ходится и не имеет суммы.
3) Пусть 9 =  1. Тогда ряд (2) принимает такой вид:

а а . . .  - . . .  (й ^  0).

Легко видеть, что 8п — па и, следовательно, при неограниченном возрастании 
п сумма 8„ возрастает неограниченно. Поэтому ряд (2) в этом случае расхо

дится.
4) Пусть <? =  —  1. В этом случае ряд (2) принимает вид

а —  а +  а — а +  . . .  + (— 1 )',~ 'а +  . . .

Величина 8„ будет равна нулю или а в зависимости от того, будет ли п четно 
или нечетно. Ясно, что при а ф  0 не стремится ни к какому пределу при 
неограниченном возрастании п. Ряд (2) в этом случае расходится.

Следовательно, бесконечная геометрическая прогрессия (2) сходится тогда 
и только тогда, когда абсолютная величина знаменателя ее меньше единицы. 

]<?| < 1 .
П р и м е р  2. Пусть имеем ряд

_!___ 1__ 1___ 1__ !— !__ !— 1— !— ь ... н_____ ______и /д\
1 • 2 п 2-3 3-4 ' 4-5 5-6 т  п (га + 1 )  +  * * V  ,Й)

Покажем, что этот ряд сходится. Возьмем сумму первых п членов его:

о 1 1 , 1 1 1 , 1
Ь 2  +  2 ' 3 Т 3 ' 4 1 ‘ 4 ' 5  ' 5 • 6 "  ' я (я +  I ) ‘
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Легко видеть, что отдельные слагаемые могут быть представлены так! 

1 1 1 1 I I I  I I
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1-2 2 * 2 - 3  2 3 * 3 - 4  3 4 '

1 1 1  1 1 1

4 • 5 4 5 ’ ‘ я (и +  1) п п +  1 *

Поэтому

5„ =  ( 1 - у )  + ( 4 " | )  + ( у - т )  + ( т “ ¥ )  + "- + ( ¥ “ Г Г т )-

Отсюда Sn — 1 — - и, следовательно,

l im S n =  1.
«- »со

Таким образом, ряд (3) сходится, и сумма его равна 1.

Дальнейшие свойства рядов относятся к ч и с л о в ы м  р я д а м ,  
если явно не оговорено противное.

Укажем теперь некоторые элементарные свойства рядов.
оо

Т е о р е м а  1. Сходимость ряда Е  ип не нарушится, если все

члены его умножить на одно и то же число к, отличное от нуля, 
причем для сумм этих рядов выполнено равенство

оо оо

X  kun =  k Y j ип.
п<=* 1 «=»1

Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает из ne
tt N

рехода к пределу при jV-voo в равенстве X  kun — k Y, ип.
П=*\ П = [

ОО оо

Под суммой (разностью) двух рядов ип и £  ип пони-
п = 1

мается, соответственно ряд вида

оо

Л  (ип ±  Vn). 
п—!

Т е о р е м а  2. Сумма (разность) двух сходящихся рядов есть 
ряд сходящийся, причем

оо оо оо

Z  (и» ±  О») =  Z  Ид ±  Е  о». (4)
П=1 « =1 П=»1

JV N N

Действительно, так как X  (ип ±  vn) =  Y, ип =Ь X  vn Ддя лю-
п = 1 К=>1 И=1

бого конечного JV, то при N-+oo в пределе получим равенство (4).
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§ 3. Необходимый признак сходимости ряда

Т е о р е м а .  Если ряд

и\ -)- « 2  “К • .“Ь Ыя-1 ~Ь Чп +• • •

сходится, то его п-й член ип при неограниченном возрастании 
номера п стремится к нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы имеем

5 Л_1 =  и\ иг . .-¡- ип—1

и
8 п — и\ -¡- М2 + . . .“Ь ип—1 ~Ь ип.

Отсюда
ип===§п 5«—1.

Так как данный ряд сходится, то Нгп ==5 и Пш 5„_! =  5.
П-> оо оо

Отсюда

Нш ип—  Пш (5„ — 5 „_ ] )=  Нгп 5„ — Н т 5 п _1 == 5 — 5 =  0,
П-> со п-> оо П->оо /г->оо

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е .  £слы п-й член ряда при неограниченном возра

стании его номера п не стремится к нулю, то этот ряд расходится.
Доказанный необходимый признак сходимости ряда, вообще 

говоря, не является достаточным. Можно привести примеры ря
дов, у которых общий член ип стремится к нулю при п-> оо, а ряд 
тем не менее расходится.

П р  и м е р Рассмотрим г а р м о н и ч е с к и й  р я д

1+ ¥  + Т  + Т  + 4  + 1  + У  + ¥ + ---+ ^ + --- (1)

Общий член этого ряда ип — ~  стремится к нулю при неограниченном

возрастании п. Тем не менее покажем, что ряд ( !)  расходится. Для этого 
возьмем сумму 2т первых членов ряда (1) и сгруппируем эти члены следую
щим образом:

У  =  1+ Т  + ( т  + т )  + ( г  + Т  + 7  + .т)  +
2 члена 22 члена

(А. _5— ?— |— 1!_ _1_ _|__?— ¡_ _!_>1 4 .
\9 10 11 12 13 ^  14 ^  15 .16 /

23 членов
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Легко видеть,- что

1 + 1 > 1 + 1 = А = = 1
3 4 4 4 4 2 '

1 + 1 + 1 + ± > ± + ± + ± + ± „ ± « 1  б -г6 -г7 -г8 ^ 8 т 8 -г8 , 8 8 2 ,

1  л. 1 _  л. _1_ __ .!_____!_ 4 - -1  4- . 1  •>
9 10 11 12 13 1 14 ! 15 г 18 ^

>  —  + 1 _  + 1 _  + 1 _ + 1 -  + 1 _ + _ 1  + — 1  
16 ! 16 1 16 ^  16 т  16 ^  16 ^  16 г 16 16 2 ’ 

. . . .  I .

1 1 1 1 1  1 2ш - ‘  1 

2*Г-™77 + + • • • + '2«~ > ~уп + 1 Та + • • • + ~2Тп ~  ~2т~~~2'

2П1_1 членов

Таким образом, сумма членов, стоящих в каждой скобке, больше 1 .  Так

как общее число скобок, не считая двух первых членов, очевидно, равно 
т —  1, то

82т >  1 + - | .

Если число членов п — 2т в сумме Б т  возрастает неограниченно, то и 

показатель т  также возрастает неограниченно. Поэтому стремится к бес

конечности и, следовательно, гармонический ряд (1) расходится.

Таким образом , рассмотренный нами необходимый признак схо
димости, вообще говоря, не дает возможности судить о том, схо
дится ли данный ряд или нет. Мы перейдем теперь к установле
нию таких признаков, которые позволят в ряде случаев точно от

ветить на вопрос о сходимости или расходимости данного ряда,

§ 4. Признак сравнения рядов

Для доказательства дальнейших теорем нам понадобится та
кая лемма:

Л  е м м а. Если в ряде

Щ +  112 +  . . .  +  ир +  ир+1 +  ир+2 4*,• •. (1)

отбросить конечное число первых начальных членов, например р 
членов, то получим ряд

Чр-1-1 +  Чр+2 +  Ир+з +  • • • ,  (2 )

который сходится (или расходится) одновременно с данным ря
дом (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим сумму отброшенных членов 
через ф:

н2 +  . . .  -|- иР.
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Пусть 5„ — сумма первых п членов ряда (1) и 5^ — сумма пер

вых п членов ряда (2). Тогда, очевидно, З п+Р — (2 +  З п. Отсюда 

З п =  5ц+р (*$■
Предположим, что ряд (1) сходится, и пусть Ь'т == 5, а

П-*оо

следовательно, и

П т  5 „ +р —  5 .
И. -»оо

В таком случае

1пп 3'„ — 3 — д,
П-?оо

и следовательно, ряд (2 ) тоже сходится.

Предположим теперь, что ряд (2) сходится, и пусть Пт З п —
П-> оо

=  5 ; тогда

П т 5 „ =  Пт 5 „ +р =  5 ' +  £?.
П~> со п-> оо

Поэтому ряд (1) также сходится.
Тем самым доказано, что из сходимости одного из наших ря

дов следует сходимость и другого, и обратно.
Лемма доказана полностью.
С л е д с т в и е  1. При исследовании ряда на сходимость можно 

игнорировать конечное число членов его.
С л е д с т в и е  2. Если ряд (1) сходится и 5  есть его сумма, 

то п-й остаток этого ряда =  5 —- 5,г представляет собой сумму 
ряда ип+ 1 -(- Ып+ 2 4 " ип+з 4 " . . . ,  т. е.

В,п — ип+\ +  ип-1-2 +  Ип+З • • •

Теперь докажем такую теорему.
П р и з н а к  с р а в  н е н и я  р я д о в .  Если члены ряда

щ 4- « 2  +  • ■ • +Чп +  •■■ (3)

положительны (точнее, неотрицательны) и не превышают соот
ветствующих членов сходящегося ряда

VI +~02 +  . . .  +  . . . ,  ( 4 )

то данный ряд (3) тоже сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем обозначения

З п =  Щ -(- и-2 4~ ^3 "Г • • • 4~ ип и §П. — VI -|- 02 4" и 3 4* • • • 4" Уп‘ 

Так как ряд (4) сходится, то имеём
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где Я' —  сумма ряда (4). Согласно условию теоремы выполнены 
неравенства 0 ^  щ ^  оь 0 ^  и2 <  а2, . . . ,  0 <  ип ^  ип, . . .  Отсю
да следует, что

Ввиду того, что члены ряда (3) положительны, то при увели
чении п сумма 5п монотонно возрастает, оставаясь, однако, все 
время не больше 5'. Как известно (гл. V II, § 10), всякая моно
тонно возрастающая ограниченная последовательность имеет пре
дел. Поэтому 5 п при неограниченном возрастании п стремится к 
определенному пределу и, следовательно, ряд (3) сходится.

С л е д с т в и е .  Если члены некоторого ряда не меньше соот
ветствующих членов знакоположительного ряд а1) и второй ряд 
расходится, то расходится также и первый ряд.

В самом деле, если бы первый ряд сходился, то в силу тео
ремы сходился бы и второй ряд, что противоречит нашему 
условию.

З а м е ч а н и е .  В силу леммы признак сравнения рядов (3) 
и (4) и следствие к нему остаются в силе, если соответствующие 
неравенства между их членами выполнены, начиная с некоторого 
номера ( я >  ЛГ).

Применим этот признак к доказательству сходимости некото
рых рядов, сравнивая их с рядами, сходимость которых уже из
вестна.

I I  р и м е р 1. Рассмотрим ряд

-^- +  -^-■+•¿- +  - ¿ - + .¿ .+ - ^ 5 - + . . .  (5)

Отбросив первый член, сравним его со сходящимся рядом (3) из § 1:

1 + _ 1 _  + _±_ + . • ■ • 1 ■
11 о.о * о л •

Очевидно,

* . < _ ! _  ____1___ < . 1
^  1 е\ Г п.0 ^  г», о  » • • * * I .. I 1 N ч ^

22 1 • 2 ’ З2 2 - 3 ’ ‘ " ’ ( « +  I )2 и (п +  1) ’ " *

Отсюда на основании леммы и признака сравнения ряд (5) сходится. 
Далее, из сравнения с рядом (5) следует, что ряд

~¥Л~~¥ + '¥  + ̂ + ---

сходится, если р >  2. М ожно доказать, что этот последний ряд с х о д и т с я  
при р >  1 и расходится при р  ^  1.

То есть ряда с положительными (точнее, неотрицательными) членами.
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П р и м е р  2. Рассмотрим ряд

- L  + -L? + . (в)
V 1 У  2 V я

Так как — 4=- >  —  {п —  2, 3, . . . ) .  то из сравнения с  гармоническим рядом
V« я

(§ 3) следует, что ряд (6) расходится.

§ 5. Признак сходимости Даламбера

Существует много признаков сходимости рядов, позволяющих 
судить о  сходимости или расходимости данного ряда по поведению 
его коэффициентов. PaccMofpnM один из них.

П р и з н а к  с х о д и м о с т и  Д а л а м б е р а .  Пусть все члены 

ряда
U\ ы2 Н~ • • • -f-W/1 -Ь . . .

положительны, и пусть при неограниченном возрастании номера п 
предел отношения (п-\-\)-го члена к п-му существует и равен

некоторому числу I, т. е. l im и — L В таком случае:
П~>оо 11П

1°. Если этот предел I меньше единицы, то данный ряд схо
дится.

2°. Если предел I больше единицы, то ряд расходится.
3°. Если предел I равен единице, то признак определенного 

ответа о сходимости или расходимости ряда не дает, т. е. в этом 
случае возможна как сходимость ряда, так и расходимость его. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеем ряд

Ul +  Ui -4" . . .  +  Un 4 " Un+l -f- . . . ,  ( 1)

составленный из положительных чисел, и пусть

lim Оа±±- =  1.
п-> оо “ га

Тогда при достаточно большом п, т. е. при п, не меньшем некото
рого числа N, имеем

и п + 1 ___ ^
<  е,

где е — заранее заданное как угодно малое положительное число. 

Отсюда — е <  —  I <  е, или
Ып

/ ~ е <-1 Г± < / +  е> (2 )

если только п ^  N.
Рассмотрим отдельно три случая.
1°. Пусть I <  1. Мы можем взять число е настолько ма

лым, что I +  в также будет меньше 1 ; тогда, положив / +  е =  д,
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нолучим

О <  <? <  1.

На основании неравенства (2 ) имеем —— - <  а, или
ип

^« + 1 ^  -̂пЯг

причем это последнее неравенство будет выполнено, если п — М, 
А? +  1, Л/+. 2, Давая номеру п эти значения, получим серию 
неравенств:

% + 1  <  иыЯ-> 

иы+з ^  мЛГ+2*7 <

Итак, члены ряда ■ - ^

ИН+1 +  Ин+2 +  им+з . (3)

меньше соответствующих членов геометрической прогрессии

««<? +  и^д2 +  ыл^3 +  . . .  (4)

Так как знаменатель прогрессии (4) меньше единицы, то ряд
(4) сходится (§ 2, пример 1). Но тогда на основании признака 
сравнения и замечания к нему сходятся как ряд (3), так и исход
ный ряд ( 1).

2°. Пусть теперь 1 >  1. Мы можем е > 0  взять настолько ма
лым, что число I — е будет также больше единицы. Тогда мри до

статочно большом п на основании (2 ) будем иметь >  1 , или
и П

ип+1 >  ип ПРИ п =  И, N -\- I, N -¡- 2, . . .
Отсюда

и« <  иД1+1 <С Мдг+г <  . . .

Таким образом, члены ряда (1), начиная с некоторого номе
ра Ы, возрастают при увеличейии их номера, будучи положитель
ными. Следовательно, и„ не стремится к нулю при п-+оо. По
этому на основании следствия из необходимого признака сходи
мости (§ 3) ряд ( 1) расходится, причем общий член его не стре
мится к нулю.

3°. Если 1— 1, то на примерах можно показать, что ряд в од- 
щих случаях сходится, в других — расходится. В этом случае мы 
должны прибегнуть или к теореме сравнения или к другим при
знакам.

З а м е ч а н и е  1. Если ряд (1) функциональный, т. е.

и,г =  ?п (х)>  0

и I =  Их) — соответствующий предел, то наша схема Г, 2° и 3° 
остается в силе для каждого х.
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З а м е ч а н и е  2. Из доказательства признака сходимости Да- 
ламбера для случая 2° следует, что если для некоторого ряда

U\ -f- U,2 -j- . . .  -|-Un

выполнено неравенство

*' w ^ п 4-! 1 

п ~>оо

то п-й член ип этого ряда не стремится к нулю при неограничен
ном возрастании его номера п.

П р и м е р 1. Рассмотрим ряд

CL CL̂  CL̂  С1П -J-1
iL  4- _  +  _  -ь . . .  -L —  -ь JL---- L (5)
1 n 2 T  3 ............. n  ' ft +  1 n K ’

где a —  положительное число.

un+t an+l an n
14меем — = ---r—r  : — • =  cl ■ — r~r и, следовательно,

. un ft + 1 n ft + 1

11 .1.1 ft ,. 1 
lim —J±—L =  a !im — j —¡- — a hm -----t— =  a.

tl-T-oo tin П—>oo ft H" i oo | j __

ft

Н а основании признака Даламбера ряд (5) сходится при 0 <  а <  1 и рас 

ходится при а >  1.
Если а — 3, то признак Даламбера ответа не дает. Н о в этом случае 

ряд (5) принимает вид

1+ Т  + Т  + Т + " * + ТГ+*"

Это гармонический ряд; он, как мы видели выше (§ 3), расходится. 

П р и м е р  2. Рассмотрим ряд

1000 , 10002 . 10003
+ • • •

II ¿1 41

moo”
с  общим членом ип —

ft!

1000"+’ „ 
Имеем un+i — ^  |Т;~- Отсюда

и, следовательно,

ип+\ 1000ге+1 • ft! 1000
Un ~  ( « + 1) 1-Ю00 ,г ft+ 1

ип+ 1 ,. 1000 
iim ———  =  urn —~ Г Т

tl-5-oo 11П П-* со ft Т  1

Поэтому ряд с х о д и т с я .  Заметим, что члены данного ряда вначале возрастают 
(до 1000-го члена!), а  затем начинают быстро убывать. Такой ряд мало При

годен для практических вычислений.



П  р и м е р 3. Для ряда

ТТ- + 4г + . . .+ ^ -  +•• •

согласно признаку Даламбера соответствующий предел 1— 1. Как известно (§ 4, 
нример 1), этот ряд сходится.

§ 6 . Абсолютная сходимость

Приведенные выше достаточные признаки сходимости рядов 
относились к рядам с положительными членами. Аналогичными 
свойствами обладают также ряды с отрицательными членами.

Рассмотрим теперь ряды, часть членов которых положительна, 
а часть членов отрицательна или равна нулю. Такие ряды назы
ваются знакопеременными.

Т е о р е м а .  Если для знакопеременного ряда

оо

и ) +  и 2 +  • • • +  ип +  • • • =  £  и п ( А )
/2=1

сходится ряд, составленный из абсолютных величин его членов:
оо

I и\ I +  I ы2 I +  • • • +  I ип I +  • • • =  £  I йп I, (В)
П~ 1

то данный ряд также сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим вспомогательный ряд

" ... ■ • сю . ....

(«! +  | «! |) +  (П2 +  | и2 |) +  . . . +  (ип +  | ип |)+ . . . =  £  (ип +  I Чп ¡). (С )
П=1

Так как

О ип + 1 ип I ^  2 1 ип I

(п —  1, 2 , . . . ) и ряд
©о

£ ( 2 К 1 )  (В')
а=I

в силу сходимости ряда (В) сходится, то на основании признака 
сравнения (§ 4) ряд (С) также сходится. Но наш ряд (А) пред
ставляет собой разность двух сходящихся рядов

оо оо оо

£  «я =  £  (“* +  I «„ |) — £  I «я I
П— 1 п — 1 п=  1

и, следовательно, есть ряд сходящийся (см. § 2 ).
Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  Обратное утверждение неверно. Именно, если 

данный ряд сходится, то ряд, составленный из абсолютных вели
чин его членов, не обязательно сходится; этот ряд может и рас
ходиться.
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Таким образом, все сходящиеся ряды можно разбить на два 

класса.
К первому классу относятся такие сходящиеся ряды, для ко

торых ряды, составленные из абсолютных величин их членов, так
же сходятся. Такие ряды называются абсолютно сходящимися.

Ко второму классу относятся сходящиеся ряды, для которых 
ряды, составленные из абсолютных величин их членов, расходятся. 
Такие сходящиеся ряды называются рядами неабсолютно сходя
щимися или условно сходящимися.

О п р е д е л е н и е .  Ряд называется а б с о л ю т н о  с х о д  я- 
щ и м с я ,  если сходится как сам ряд, так и ряд, составленный 
из абсолютных величин его членов.

Ряд называется у с л о в н о  с х о д я щ и м с я ,  если сам ряд 
сходится, а ряд, составленный из абсолютных величин его членов, 
расходится.

Например, сходящийся ряд

1 _  1 д. ± _ ±  1 _____ 1_ 1
1 2 1 4 8 _г  16 32

есть ряд а б с о л ю т н о  с х о д я щ и й с я ,  так как ряд, составлен
ный из абсолютных величин

1-1- 2 ^ 4 ^ 8 ^ 1 6 т 3 2 т  ’ 

тоже сходится. (Оба ряда — геометрические прогрессии со знаме-
1 ! ^нателями, соответственно равными — и у . I 

Напротив, ряд

1 _ ±  +  ± _ ±  +  1 _ ±  +
2 3 4 5 6 ~  ‘

как мы увидим дальше, есть р я д  с х о д я щ и й с я  (см. § 7), но 
не а б с о л ю т н о  с х о д я щ и й с я ,  так как ряд, составленный из 
абсолютных величин его членов

1 + т + т  + т + т + ¥ + ---’

расходится (гармонический ряд).

Признак абсолютной сходимости ряда.  Пусть для некото
рого ряда

+  ^2 • • • ~Ь Мп ~Ъ . . .  (А)

выполнено условие Нш
П-> оо 11п

В таком случае-. 1) если I <  1, то данный ряд (А) сходится абсолютно 
2) если 1 >  1, то ряд (А) расходится. •
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В самом деле, наше условие есть не что иное, как признак Даламбера, 
примененный к ряду абсолютных величин

| Ml | +  ] «2 | +  . . .  +  | ип | +  . . ,  (В)

Отсюда вытекает, что если I <  1, то оба ряда (А) и (В) сходятся и, сле
довательно, данный ряд (А) сходится абсолютно.

Если же ¿ > 1 ,  то, в силу замечания к признаку Даламбера, \ип\ не стре
мится к нулю при п-> оо. В этом случае оба ряда (А) и (В) расходятся.

§ 7. Знакочередующиеся ряды. Признак сходимости Лейбница

Знакочередующимся рядом называется ряд вида

Vi — v2 + у3— v4 +  vs — v6 +  . . .  -И — l ) n_It>«+ (1)

где Vn 0  при п =  !, 2 , 3, . . . ,  т. е. ряд, у которого любые рядом 
стоящие члены его имеют противоположные знаки.

Т е о р е м а  Л е йб н и ца .  Если абсолютные величины членов 
знакочередующегося ряда ( 1 ) монотонно убывает при возраста
нии их номера, т. е.

Vl ^  v2 ^  и3 ^  1 >4 ^  . . .  (2)

и п-й член ряда при неограниченном возрастании п стремится 
к нулю, т. е.

!im vn =  0, (3)
П-> оо

то ряд этот сходится (вообще говоря, не абсолютно).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем сумму S2m первых 2 m членов 

ряда ( 1 ) и запишем ее следующим образом:

S 2 m = 1{ V \  —  V i ) - \ - ( ' 0 3 —  ^4 ) +  . . .  —  V 4 .n 1 ). ( 4 )

Так как разности, стоящие в скобках в сумме (4) на основании 
условия (2 ) положительны или равны нулю, то

S 2m 0.

Если 2т  возрастает, то S2m не убывает, ибо каждый раз прибав
ляются положительные или равные кулю слагаемые.

С другой стороны, эту сумму можно представить в таком виде:

S 2m = V i— (v2— 1>3) — (Vi— У5) — . . .  — (V2m~2— V2m-l)— V2̂  (5) 

Отсюда

S 2m V\.

Следовательно, S2m, будучи монотонно возрастающей (точнее, 
не убывающей) и ограниченной последовательностью, стремится

*) Точнее ряд (1) должен быть записан так:

Vl +  ( — у 2) +  »3 +  (~v t) - !•■ ...
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при т —>со к некоторому пределу 5 (см. гл. V II, § 10), т. е.

lim S2m — S.
m->oо

Но очевидно, что

5гт+ 1 —  Sim +  V2m+U 

причем на основании (3) имеем lim v2m+i —  0. Принимая это во
т~»оо

внимание, получим

lim S2m+1 =  lim S2m+  lim v2m+x = S  +  0 =  S.
m - >  oo ,72—> oo tn -> o o

Таким образом, S„ при неограниченном возрастании п стремится 
к одному и тому же пределу S, будет ли п четное или нечетное. 
Поэтому ряд (1) сходится.

З а м е ч а н и е .  Погрешность при приближенном вычислении суммы схо
дящегося знакочередующегося ряда, удовлетворяющего условиям теоремы Лейб
ница, по абсолютной величине не превышает абсолютной величины первого от

брошенного члена.
В самом деле, отбрасывая в сходящемся знакочередующемся ряде все чле

ны после члена (— 1)п-1чя и обозначая полученную в результате этого погреш* 

ность через рв, имеем

Рп =  ( -  1 ) 4 + 1  +  ( -  » П+\ + 2  +  • ■ • =

=  (-  D" [(£>„+1 “  vn+2) + (»«+3 -  vn+d + •]!

отсюда
!р «|  =  (V n +l  —  У/1+2 ) 4 "  {V r .+Z— У/i+'l) +  . . .

или
Е P« I ”  У/1 + 1  (Vn-t-2 У/Н-з) (Уя+4 V n +§ )  . . .

Следовательно,
|рп | *£ v„+i.

П р и м е р .  Ряд

2 3 4 5 6 г ’

приведенный в конце § 6, сходится, так как для этого ряда выполнены все усло
вия теоремы Лейбница.

§ 8 . Степенные ряды 

Ряд вида

Go Ч- a ix _г Я2Х2 -(- . . .  -f~ а пхп -J- . . . ,  ( 1)

расположенный по возрастающим целым неотрицательным степе
ням пёременной х и имеющий коэффициенты а 0, а и а 2, . . . ,  а,„ . . . ,  
не зависящие от х, называется степенным рядом. Иногда рассмат
ривают степенный ряд более общего вида:

а0 -f fíi(х — а) +  а2{х — а ) 2 +  . . .  -f ап(х — а )п -f . . . ,  (2 )



378 ГЛ. XXI. РЯДЫ

где а —  некоторое постоянное число. Ряд (2) легко приводится к 
виду (1), если положить х —  а — х'. Поэтому в дальнейшем мы 

почти исключительно будем заниматься степенными рядами 
вида (1).

Выясним вопрос о сходимости степенного ряда (1). Д авая пе
ременной х фиксированное значение, получим числовой ряд, кото
рый в зависимости от х сходится или расходится.

Можно доказать, что для любого степенного ряда (1) суще
ствует конечное или бесконечное неотрицательное число Я — ра 
диус сходимости ряда—-такое, что если Я  >  0, то при 
ряд сходится, а при расходится. При |дс|.=  /?, т. е. при
х =  Я  и при х — — Я, может иметь место как сходимость, так и 
расходимость степенного ряда. Интервал {— Я, Я) называется 

интервалом сходимости степенного ряда. Если Я —  +°°> то интер
вал сходимости представляет собой всю числовую прямую. В слу
чае, если Я =  0, то степенной ряд (1) сходится лишь в точке х —  О 
и интервал сходимости, строго говоря, не существует.

В простейших случаях радиус сходимости степенного ряда ( !)  

может быть определен с помощью признака Даламбера. Для 
этого рассмотрим ряд, составленный из абсолютных величин чле
нов ряда (1):

| Яо! +  ! сц 1 |*] +  | а 2 1 \х 12+  ••• +  | а и 1 \ х\ п-\- (3)

Как известно из предыдущего, если ряд (3) сходится, то будет 
сходиться и ряд (1) и при этом абсолютно. Для решения вопроса 
о сходимости ряда (3) воспользуемся признаком сходимости Д а 

ламбера. Обозначим (п +  1)-й член ряда (3) через и,„ т. е. ип — 
=  \ап\ \х\п\ отсюда Vn+\ =  |Дя-н| \ х \п+1- Составим отношение

Ъп+ I Яп+\

Предположим, что существует; предел отношения 

п-уоо. Обозначим этот предел через I:

про

Пт
П->оо

1

ап

Тогда

п̂-ЫПт
П-̂ оо  ̂И

I.

=г 1 \ х \ .

(4)

(5)

Очевидно, если | х ! <  — , то 1\х\<С 1 и ряд (3) сходится. Сле

довательно, сходится и ряд (1) и притом абсолютно.

Если же \х\> I, то 1\х\> 1. Н а основании замечания 2 из § 5 
оба ряда (3) и (1) расходятся.
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Таким образом, R = ~ ^  0 есть радиус сходимости степенного
I

ряда (1), и на основании соотношения (4) имеем формулу

R =  lim
га-» оо

ап
а п+ 1

(6)

Остается открытым вопрос, будет ли сходиться ряд (1) при 
Я  >  0  на концах интервала сходимости (— /?, Р) ,  т. е. когда х~-Я 
или х — — Р.? В каждом отдельном случае этот вопрос решается 
особо.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд
\* о. =. ■

± + ±- + -±_ + ,.. + ±_ + ... (7)
1 т  2 т  3 ’ т  п ' Х ’

Здесь ап — -- и ап | р . ' Согласно (6) для радиуса сходимости ■<
п п -+• I

ряда (7) имеем

1

= ¡¡m — j —  =  lim ■—  =  iim i 1 +  —г I =  1.
rt->°o * ft-»oo M il-> oo

It -j- I

0+1)
Следовательно, ряд (7) сходится в интервале (— 1, 1).

Чтобы решить вопрос о сходимости ряда (7) на концах интервала, положим 

сначала х =  1. Получим гармонический ряд

1+т+т+-+£+--
который, как мы видели, расходится.

Возьмем теперь х ~  — 1. Тогда ряд (7) примет вид

Этот ряд сходится условно в силу теоремы Лейбница.
Итак, область сходимости ряда (7) —  промежуток [— 1,1).

§ 9. Дифференцирование и интегрирование степенных рядов

Сумма степенного ряда

f (х) =  а 0 +  a tx +  а 2х2 +  . . .  + а„хп +  . . .  ( 1)

представляет собой функцию, определенную в интервале сходимо
сти (— R, R) этого ряда, где предполагается, что R >  0.

Можно доказать, что функция f(x) дифференцируема и ее 
производная f ' (х) может быть найдена почленным дифференци
рованием ряда ( 1), т. е.

{ '(х) =  cii -j- 2а2х . . .  -f- пйпХп~1 -f- . . .



при — /? < * :< : / ? .  Это же справедливо и по отношению к произ
водным высших порядков.

Аналогично, неопределенный интеграл от функции ¡(х) для 
всех значений х, принадлежащих интервалу сходимости, может 
быть получен почленным интегрированием ряда ( 1 ), т. е.
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„  , , а ,х 2 а9х" а„хп+{
•С +  аах +  - \ - + ^ -  +  . . .  +  - ^+ Т  +  .

если — /? <  х <  Я.
Таким образом, степенной ряд в своем интервале сходимости 

по отношению к операциям дифференцирования и интегрирования 
ведет себя так же, как многочлен с конечным числом членов.

§ 10. Разложение данной функции в степенной ряд

Для приложений важно уметь данную функцию / (л:) р а з л а 
г ать  в с тепенный ряд,  т. е. функцию ¡(х) представлять 
в виде суммы степенного ряда, так как тем самым мы получаем 
возможность просто вычислять значения этой функции с любой 
степенью точности.

Прежде чем поставить вопрос в общем виде, разберем некото
рые частные случаи.

Рассмотрим степенной ряд

1 + х  +  х2+  . . .  + х п+  ....

Этот ряд представляет собой геометрическую прогрессию со зна
менателем х и, как мы видели, сходится при | х | < 1 , причем

1

сумма его равна у ^ т -  Следовательно, мы можем написать

\1Х = 1 + х  +  х2+  . . .  +  хп +  . . .  (1)

На последнее равенство можно смотреть как на разложение

функции в степенной ряд, расположенный по возрастающим

степеням переменной х. Из разложения (1) легко получить другие 
разложения, представляющие большой интерес.

Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  1п(1 +  х). Заменяя в разложе
нии !'(1) х на — г, будем иметь

- ^ - ^ 1 - г + г * -  . . .  + ( _ ! ) " г "+  . . .  (2)

Если
О ^  I 2 ! ^  |х| <  1,

то равенство (2), как было сказано в § 9, можно проинтегриро
вать почленно по г в пределах от 0 до х. Поэтому, умножая ра-
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венство (2 ) на йг и интегрируя почленно в пределах от 0  до х, 

получим

х к х х X

\ - ^  =  \(12 -\гйг + \г2Л г-  ... + (- 1)” § г* йг + ...
0 0 0 0 о

Отсюда 

1п (1 + 2 )

ИЛИ

х ,3  

+  —  
0 ^  3

~п+ 1

1п (1 +  х) ■
х2 , х3 
2 3 ... + (- ! ) *

п + 1 |о

п+1

+  ....

п + 1

если |а'|< 1. Можно показать, что это разложение справедливо 
также при х —  1 и, следовательно, ■ ■ ■ - . . .

1п 2 =  1 - 4  +  ¥ ~ Т +

Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и arctg х. Положим в разложе

нии ( 1 ) х — — г2:

1

1 + г2
=  1 - г 2 +  г4-  . . .  + ( -  1)пг2п +  . . .

Умножая последнее равенство на йг и интегрируя почленно э 
пределах от 0  до х, где |х| <  1 , получим

X X X X X

5 т + 2~т  ~  $ ~ Iг % $24 ^2 ~ 1 ̂  $ гЫ • • • ’1 + 2 2 
о о

ИЛИ

а г ^  г —  г
х г3

+ . . .  + ( - 1)"
г2п+1 

2п -{- 1 +  .

Так как агс1£ 0 =  0, то окончательно имеем

.2/1+1

агс^ё х х д +  5 . . . + (  1) 2п + 1  •••*

если |х|< 1. Можно доказать, что это разложение остается вер
ным и при х =  1, и при х =  — 1.

В частности, при х — 1 выводим

а п ^  1 1 _ ±  +  ± _ 1 , ± _
3 т  5 7 1 9

Мы видим, что многие функции, как, например, !п(1 -}- *), 
arctgx и т. п., допускают разложение в степенной ряд относи



тельно аргумента х. Естественно поставить общий вопрос о раз
ложении данной функции ¡(х) в ряд по возрастающим целым не
отрицательным степеням переменной х. Этим вопросом мы и зай
мемся в следующем параграфе.

§ 11. Ряд Маклорена

Предположим, что данная функция \(х) может быть разло
жена в степенной ряд

1(х) — а0 +  а хх-\-а2Х2-\-а^-{-а^х<[-\- й5* 5 +" . . . .  ( 1)'

где а0, а и а 2, . . .  — неопределенные коэффициенты, причем интер
вал сходимости |*|<  Д этого ряда не сводится к точке, т. е. 
/ ? > 0 .

Как было указано выше, степенной ряд (1) в его интервале 
сходимости можно дифференцировать почленно любое число раз, 
понимая под этим, что все получающиеся ряды будут сходиться 
и их суммы равны соответствующим производным.

Последовательно дифференцируя почленно ряд (1) бесконечное 
число раз, будем иметь

! ' (х) — а ) +  2 а2х 3алх2 +  4а4х3 +  5а5л:4 +  . . . ,

/ "  (х) —  2а, -(- 2 • За3х +  3 • 4а4х2 +  4 • 5а5х:) +  . - •,

Г "  (*) =  2 • За3 +  2 • 3 • 4а,х +  3 • 4 • 5аьх2 +  . . . ,  

рУ (х) =  2 • 3 • 4 ^ 4  2 • 3 • 4 • Ьа$х -|- . . . ,
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Полагая в этих равенствах, а* также в (1) х =  0, получим 

/ (0 ) =  а0, / ' ( 0  ) = а и }" (0 ) =  2аъ

Г "  (0) =  2 • За3, /1¥ (0) =  2 • 3 • 4а.., . . .

Отсюда

„ о —  1 Ж  п —  £ Ж .  а  - И Ш .  л /!У(0)
а0 — / \У/> “ 1 1 » 2 [ . 2 > з 1-2-3 ’ 1 • 2 • 3 • 4 ’ ‘ ‘ •

Подставляя далее значения коэффициентов а 0, а и а 2, а 3, . . .  в 
ряд (1), получим ряд Маклорена !)

. . /лч . Г (0 ) , Г (0) 2 . (0 ) з , . Г ( 0) „ ,
/ ( * )  =  /  ( 0 )  +  *  +  2 [ ^  *  +  31 .... х  +  • • •  +

(2 )

(ср. гл. XI, § 6 , формула (6 )).

*) В общем случае, формально составленный ряд Маклорена для функции 

¡(х) не обязательно сходится к этой функции.



ua+ 1 —  lim
n->oo

xn+1 r xn
- l i m  !*'  -

u (n + 1)1 ' n\ n + i

§ 12. Применение ряда Маклорена к разложению 
в степенные ряды некоторых функций

1) Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  ех. Пусть

f(x) =  ех.
Имеем

f '(x )= e * , f " (x )= e * , f" '(x ) =  e*, p v (x) =  e\ . . .

Полагая здесь х —  0, получим

f( 0 ) =  е° =  1 , / '( 0 ) = 1 , Г ( 0 ) = 1, Г ( 0 ) = 1, Р ( 0 ) =  1 , . . .  ’

Подставляя эти значения в ряд Маклорена (§ 11, формула (2)),
окончательно будем иметь

у t'2 у*3 w4 v ̂

в*“ 1 + т г + - г  +  -1 г +  т г +  ••• +  ••• <1>

хп
Общий член ряда (1) есть ип==—у .  Применяя признак Да- 

ламбера к ряду абсолютных величин, получим

lim
П->оо

следовательно, степенной ряд ( 1 ) с х о д и т с я  для  л ю б о г о  х, 
т. е. интервал сходимости его равен (— оо, +  оо). В подробных 
курсах доказывается, что сумма этого ряда для любого значе
ния х равна функции ,ех.

2) Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  sinx. Пусть

f(x) =  sin x;

отсюда

f'(x) — cos x, f " ( x ) = — sin x, }'" (x) =  cos x, fIV(x )=  s in x , . . .  

Полагая x =  0, имеем

/( 0 ) =  о, п о ) — i, П o) =  o, f " ' ( 0 ) =  - 1, r ( 0 ) =  o, . . .

Подставляя эти значения в формулу (2) из § 11, получим

3 5 ..2л-1

s i n x = ^ _ ^  +  ^ _ . . . + ( _ i r ‘ 7¿ _ +  . . . .  (2 )

где х измеряется в радианах. Нетрудно убедиться, что этот ряд 
сходится при любом х. Можно доказать, что сумма его равна sin х.

3) Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  cosх. Если

f ( x ) =  cos х,

то имеем

Y (jc) = — sin х, f"(x) =  — cosx, Y " {x) —  s in X, f]V(x) =  cosx, . . .
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Полагая х —  О, получим

/(0) =  1, П 0 )  =  0, Г (0 ) =  — 1, Г ( 0 )  =  0, fiv(o) == 1 , . . .

Подставляя эти значения в формулу Маклорена (2 ) из § 11, 
находим

У2 И V2«

c o s ^ l - l r  +  i r -  . . .  + ( - l ) * W +  - •  (3)

где х измеряется в радианах. Этот ряд сходится так же, как (2), 
при любом х, как нетрудно убедиться. Доказывается, что сумма 
этого ряда равна cos х.

Разложение (3) можно было получить из разложения (2) по
членным дифференцированием.

4) Р а з л о ж е н и е  б и н о м а  Н ь ю т о н а  (1 -f- х )т. Пусть

/(х) =  ( 1 +  х )т,

где т  — число целое или дробное, положительное или отрицатель
ное. Тогда имеем

f (x )  =  m ( 1 + х )т'\ 

f"  (х) — т ( т — 1) (1 +  х)т~ 2, 

f " '  (х) =  т  (т  — 1) (т  — 2 ) (1 -|- х)т~2,
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f n) (х) — т { т — 1) (т  — 2) . . .  (т  —  п +  1) (1 +  х)т п,

Полагая х =  0 во .всех этих формулах, получим

f (0 ) =  S, П О  ) = т ,  f"(0) =  m ( m — 1), 

f" '(0 ) =  т ( т  — 1) (т  — 2 ), . . . ,  

fw  (о) =  т  (т  — 1 ) (т  — 2) . . .  (т  — п +  1 ), . . .

Подставляя выражения для f{Q ),f'(Q ),f"(0 ), f"'{Q), р> (0 ), . . .  
в ряд Маклорена (2) из § 11, будем иметь

(1 +  л)» _  I + Д .  „ + " 4 ;  - ..а  *  +  ...
i т  (т  — 1) {т  — 2) . . .  (т  — п +  1) „ , —- ш  

1 ' • ' i -2-3 . . .  п ^

Формально формула бинома Ньютона для нецелого или отри
цательного показателя выглядит так же, как и для целого поло
жительного показателя. Если т  — целое положительное число, то 
при п — т  +  1 множитель т  — п + 1 равен нулю. Следовательно, 
ряд (4) оборвется и вместо бесконечного разложения получится 
конечная сумма (ср. гл. XI, § 5).
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Пользуясь формулой R —  lim
п ->оо

, найдем интервал схо-

димости (— R ,R )  ряда (4). Мы имеем

ап

т  (иг
а./2 + 1

т  (т — \ ) (т — 2 ) ... (/гг — п + !)
1 .2-3 ... п ’

1) (т — 2 ) ... (т. — п + 1) (от — п)

Отсюда

1-2 3 . . п(п+ 1) ■

ап П + 1 j

ап+\ - т  — п |

и, следовательно,

R  =  lim I л + 1 — lim
П->оо

I -f —
п i ¡

I т  — п т -  1 1

п

1 .

Таким образом, биномиальный ряд сходится внутри интервала

— 1 < х  <  +  1

и расходится вне его. Сходится ли этот ряд при j c = 1  и х —  — Г, 
необходимо исследовать для каждого случая отдельно.

Значительно сложнее доказывается, что при |х|*<1 сумма 
ряда (4) равна (1 +  х) т.

§ 13. Применение стеленных рядов
к приближенным вычислениям

Полученные разложения дают возможность вычислять частные 
значения функции, приближенно вычислять некоторые «неберу- 
щиеся» определенные интегралы и т. п. Рассмотрим несколько 
примеров.

3) В ы ч и с л е н и е  sin 1. Полагая х — 1 в разложении для 
sin х, имеем

s in \ = v - ±  +  ± - ± +  . . .
7!

Если отбросить все члены, начиная с 4-го, то погрешность бу

дет по абсолютной величине меньше -ур — -Щд (так как ряд для

sin 1 есть ряд, удовлетворяющий условиям теоремы Лейбница). 
Отсюда

sin 1 0,8417

с точностью до 0 ,0 0 0 2 .

2) В ы ч и с л е н и е  корней.  Пусть требуется вычислить -^9.

13 В. Л. Кудрявцев, Б, П. Демидович
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Записав это выражение в виде
2
: 3

^ 9  =  ̂ 8  +  1 = 2 ( Г + | ) ;

и полагая в формуле бинома Ньютона т = \ / 3 и х =  1/ 8 , будем 
иметь

1

{■

Ч-

2  (1 +  0,0417 — 0,0017 +  0 ,0 0 0 1 ) =  2,0802.

По таблицам же ^ 9  =  2,0801.
3) В ы ч и с л е н и е  н а ту р а л ь н ы х л о г а р и ф м о в .  В § 10 

было выведено следующее разложение:

1 / 1 I \ X2 , X3 ХА . X6 X6 . х ’ , п
¡п(1 + х) — X -- — + ---- ---[-“ 5---- 0- 4* -у-- ••• О)

Ряд (1) не годится для вычислений натуральных логарифмов чи
сел, больших 2, так как он расходится при .V >■ 1. Однако на 
основе его мы можем получить другой ряд, пригодный для нашей 
цели. Для этого заменим в формуле (1) х иа — х; тогда получим

I /1 \ X2 X3 X4 X5 X6 X7 /т
( Х ) —  х  ~2 3 Т  5 ' б  7 ( ^

Оба ряда (1) и (2) имеют общий интервал сходимости:
Как известно (см. § 1), сходящиеся ряды можно складывать или 
вычитать почленно. Поэтому, предполагая, что |*|<  1, и вычитая 
из равенства ( 1) равенство (2 ), будем иметь

!" т ё  =  2 ( *  +  х  +  -!1 +  4 + - - - )-  <3>

Полагая №  >  0). находим х — -тдг^гр• Подставляя

эти значения в ряд (3), получим 

(1п(ЛГ+ 1) — !пЛГ =

_  9  Г 1 , 1 ______!________ 1  1 , 1  1 . ]  (А)

1.2М + 1 3 (2 Л /+ 1 )3 1 5 * (2М +  ! ) 5 7 (2Ы +  \)7 _Г " Т  1 1

Применяя признак Даламбера, легко убедиться, что ряд (4) 
сходится для всякого положительного числа N. Следовательно, 
пользуясь этим рядом, можно шаг за шагом определить натураль
ные логарифмы всех целых положительных чисел.
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Ряд (4) сходится яри больших N очень быстро. ОцеНим;при М’>  0 погреш
ность р„, которая получится, если отбросить в формуле (4) все члены, стоящие 

в скобке после п-го члена. Имеем

„ г 1 1 1 1 ,
р "  1.2га +  1 ' (2N +  i) 2rt+r  +  2га +  3 ' (2N +  1.)2,г+3 '

+  . L _______ 1_____ +  .1
г 2га +  5 (2N +  1)2П+5 т  J

Очевидно, что

9п < 1 Г + Т  ’ ~(2N +  i Yn+V t 1 +  J ñ T + W  +  W + T F  +  "  1
или, подсчитывая сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии, 

стоящей в квадратных скобках, получим окончательно

! 1 1

2 (2га-И) ‘ (2ÍV + 1)2”-1 N { N + 1)*

Положим в разложении (4), например, Ы =  1 и п — 3. Имеем

»»-»(T+T-y+f-?■)-«•*»
при этом на основании формулы (5) погрешность

1 ^  1 

Р з <  2 • 7 • З5 • 1 • 2 5000 *

т. е. мы имеем три верных десятичных знака.
Далее, полагая N — 2 и ограничившись двумя членами (га =  2), получим

1п 3 «  !п 2 +  2 (-1 +  у  - =  1,0985,

причем погрешность

■ 1

Рг ^  '2 • 5 • 53 • 2 • 3~ 7500 ‘

'Продолжая дальше, таким образом можем вычислить натуральный лога
рифм любого положительного числа с достаточной точностью.

4) П р и м е н е н и е  р я д о в  для  в ы ч и с л е н и я  о п р е д е 
ле н н ых  и н т е г р а л о в .  Пусть, например, требуется вычислить 
интеграл

i

\ ^ - d x  *).

о

Соответствующий неопределенный интеграл

Г sin ж ,
« LI Лг
J X

sin X
') Здесь подынтегральная функция f (х) —  — -—  определена при х Ф  0. При 

х =  0 по непрерывности полагаем /(0 ) == 1.

13*
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не может быть выражен в элементарных функциях, т. е. представ
ляет собой «неберущийся интеграл», и следовательно, применить 
формулу Ньютона — Лейбница здесь нельзя. Тем'не менее исход
ный определенный интеграл можно вычислить приближенно с по
мощью рядов.

Разделив почленно ряд для sin х на х, будем иметь 

sin X . X2 . X4 X6 ,
— 1 — -5Г + "й- ---+ . . .

*  3! 1 5! 7!

Отсюда, интегрируя почленно, получим 

1 1 1  i

| d x — ^ d x — gj ^ х2 dx +  ■—  | х1 dx ■
o o o о

3! 3 п 1 б!¡0 ■з lo о 3 !•3  1 5 !•5

Так как ряд знакопеременный и модули его членов монотонно 
убывают, то, ограничившись тремя членами, получаем, что погреш

ность меньше <  0,00003.
71-7 35 280

Тейлора

В некоторых случаях функция /(х) или ее производные теряют 
смысл при х =  0 , как, например, функция /(х) =  1пх или }(х) =  

— л/х. Такие функции не могут быть разложены в ряд Маклорена. 
Для разложения подобного рода функций иногда можно восполь
зоваться более общими степенными рядами, расположенными по 
возрастающим степеням разности х — а, где а  — надлежащим 
образом подобранное постоянное число.

Пусть данная функция /(х) допускает разложение по возра
стающим степеням разности х — а:

} (х) =  Л0 -(- А[ (х — и) -}- А% (х — с )“ -{- А+з (х — А$ (х — о)4 ,

(1)
ад-горое справедливо в некотором интервале \х — а |

Положим х — а — г. Тогда разложение (1) перепишется в виде

,Р(г) == +  а) — Ао -(- А ¡г +  Л 222 -(- (2)

где \г\<Я. Следовательно, согласно § 11 разложение (2 ) есть 
ряд Маклорена для функции /'’(г). Так как Я л)( г )=  а)
{п = 1 , 2 , . . . ) ,  то отсюда получаем

г /т  п. л л __ Р' (0) __ Г (<*) л Р" <0 ) __ Г  («)
А о —  г (0) I (а), А ) и и ’ 2—  2! 2! ’ ' ’ ’

А ^ Д>(0) ... /(,!)(Д)
. . . ,  —  я1 я1 , . . .
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Подставляя эти значения коэффициентов в ряд (1), будем иметь

f (х) ==/(«) +  -Ц р-(X — а) +  -Цр- (х — а)2 +  --зр— (X — а?  +  .. .

Это и есть ряд Тейлора.
В частности, полагая здесь а —  0, получим ряд Маклорена

Ограничиваясь в формуле (3) лишь конечным числом членов, 
вместо ряда Тейлора получим многочлен Тейлора

г(ср. гл. XI, § 6 , формула (1)). Если ряд (3) сходится в некоторой 
окрестности Ua точки а и его сумма равна функции f(x), то мно
гочлен Р п{х) дает приближенное представление функции f(x) в 
окрестности Ua.

П р и м е р  1. Разложить многочлен f(x) — х3 —  5л;2 +  8х +  3 по возрастаю

щим степеням разности х —  2.
Дифференцируя функцию }(х), имеем

f'(x) =  Зх2 -  10х +  8, f"(x) =  6 х ~  10, f" '(х) =  6, /<я> (х) =  0 при п >  3.

Подставляя х  —  2, получим

¡(2) — 7, f '(2) =  0, /"(2 ) =  2, f " (2) =  6, f<«>(2) == 0 при п >  3.

Н а основании ряда Тейлора (3) разложение функции f(x) ко возрастающим 

степеням разности х —  2 имеет вид

или окончательно ( (х) =  7 -±-(х — 2)2 (х — 2)3-
П р и м е р  2. Функцию }(х) — 1пх разложить по возрастающим степеням 

разности х — !.

f (x)  =  f {0) +  f '  (0) х л хп+  . . .

(4)

Имеем

Отсюда

Г  (1) =  1, Г (  1) =  — 1, f '"  ( I)  =  1 ■ 2, f , v {l) = - 1 . 2 - 3 ,  . . .

Следовательно,

In л =  In 1 +  ! • (*  -  1) -  у - - { х  -  I ) 2 +  ~  1)3 “

( * _  1)4+ . . .
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или

(Х- 1 Г |
л “г ••*
4

Это разложение справедливо, если 0 <  х ^  2.
Заметим, что этот ряд можно было бы получить непосредственно из ряда 

для In (1 -f х) (см. § 10), положив In х — In (1 +  z), где z =  х —  1.

§ 15. Ряды в комплексной области

В ряде случаев приходится рассматривать ряды, членами ко
торых являются к о м п л е к с н ы е  чи с ла ,  т. е. ряды вида

где и„ и и„ (п —  1, 2 , . . . ) — действительные числа и г2 = — 1.
Ряд (1) называется сходящимся, если сходятся по отдельности 

ряд, составленный из действительных частей членов данного ряда:

Если через обозначить сумму первых п членов ряда (2) и 
через Тп —  сумму первых п членов ряда (3), то в случае сходимо
сти этих рядов существуют

В таком случае комплексное число 5 -)- гТ называется суммой 
ряда ( 1).

Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а .  Если сходится ряд модулей членов ряда (1), то 

ряд ( 1) также сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, если сходится ряд

(п =  1, 2, . . . ) на основании признака сравнения (§ 4) и теоремы 
из § 6  будут сходиться и при этом абсолютно оба ряда: (2 ) и (3). 
Тогда согласно определению сходится также ряд (1). Теорема 
доказана.

В комплексной области рассматривают также и степенные ряды

(«I +  iV\) + (u2+ iv2)+  . . .  +(Ыл +  /Уп)+ (1)

Ml +  « 2  +  . . .  + Чп +  • • • , 

и ряд, составленный из мнимых частей этих членов: 

^1 -J- ^2 +  ••• Vn +

(2)

(3)

l i mS„  =  S и Y\mTn — T.

*Ju\+v]+^u\+v\+  . . .  + V ““ + °n+

го в силу очевидных неравенств

и

Со “t~ C\Z -f- C2Z2 -)- . . .  -\-спгп-\- 

где сп =  ап-f  ibn, z — х-\- iy (п =  0 , 1 , 2 , . . . ) .
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В силу предыдущей теоремы такой ряд заведомо будет схо
диться, если сходится ряд модулей

kol + ki'l М  + М М 2Н~ ••• +\cn\\z\n Jr

где \ сп\ — -у/а\ -|- Ь2п и | г \ =  л/х2 +  у2 (п —  0, 1,2, . . . ) .  Для ис

следования сходимости последнего ряда можно применять Всё из
вестные нам признаки, например, признак Даламбера.

§ 16. Формулы Эйлера ;

Применим полученные нами разложения ех, sin х, cosx для вы
вода весьма важных формул, связывающих эти функции между 
собой.

Если х — действительное число, то, как известно (см. § 12), 

имеет место разложение
Y  V  ̂  v  3

e*“ l + - F  +  lT  +  i r +

при этом ряд сходится для любого значения х. : I -
Если z — хЦ- iy, где х и у — действительные числа и г2 — — 1, 

то по определению положим

ez —  1 +  -yj- +  ~2 р +  -дГ +  • • • : (1)

Применяя признак Даламбера к ряду модулей

I ! 1г ! , U f  , I z (3 ,
1 -f- -77- I -- КГ~ -Г '

1! 1 2 ! 1 3! 1 ’

обнаружим, что этот ряд сходится при каждом значении \г\, а 
следовательно, сходится и ряд (1). Тем самым показательная 
функция ег определена для всех комплексных значений г.

В частности, при г —  гх, где х — действительное число, им'еем

, , Их) , ( г х ) 2 , (1х)3 , (¿ х у  , (¿х)5 , ( г х ) в , ( 1х)т , ( « ) 8 . еи = 1 +  _  +  _  +  _  +  _  +  _  +

Так как Г2 —  — 1, I3 =  — г, / 4 =  1, I5 — / и т. д., то, подставляя эти 
значения в разложение для егдс, получим

/ г ,  , IX  х 2 . л : 3 . х* . . х 5 Xй . х т , Xя , 

е ~  1 +  П 2! 1 3! 4! 5! 6! 7! 8! * ‘ ’

или, отделив здесь действительные и мнимые части, будем иметь 

/ .  а:2 . х* х 6 . л:8 X  , Х (  х  х 3 , х 5 х 7 \

Согласно формулам (2) и (3) из § 12 выражение, стоящее в пер
вой скобке, равно соэ х, а выражение, стоящее во второй скобке,
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■pacfi.o sin х. Поэтому мы приходим к такой замечательной фор
муле:

e ¡x —  c o s  х  _j_ i  g jn  X , (2 )

Заменяя здесь х на — х и учитывая, что cos (— х) =  cos х и 
sin (— х) — — sin х, находим

€~ix — COSX — i sin X. (3)

Мы получили знаменитые формулы Эйлера.
Разрешая формулы (2) и (3) относительно cosx и sin х, будем

иметь

eix +  e~ix . ei x - e ~ ix 
cos X — --- ^--- , sin X = ----—--- .

В общем случае, если z =  х -f- iy, можно показать, что

e x + iy  —  е х . e iy ' (4 )

Следовательно,
e x + íy  __ ex(cos у -f- i sin у) .

n  _ 2 (  Я  . .  . JI\
П р и м е р ,  e =  e 1 cos —  +  i sin — \ =  ei.

Если z — r (eos ф +  i sin ф) — комплексное число в тригономет
рическом виде (гл. XVI, § 2), то на основании формулы (4) по
лучаем показательную форму комплексного числа

г =  ге‘ч‘, (5)

где г — \ z ! и ф =  Arg z.

§ 17. Тригонометрические ряды Фурье

Напомним (гл. V III, § 6 ), что функция f(x) называется ку
сочно непрерывной на данном промежутке <а, Ь>, если этот про
межуток можно разбить на конечное число частичных промежут
ков (üsybs} (s =  1, 2, . . . ,  TV), на каждом из которых: 1) функ
ция f(x) ограничена и непрерывна во внутренних точках; 2 ) на 
концах существуют конечные односторонние пределы

/( 0 . 4 -0 ) =  lim f(x), f{bs — 0) =  lim f(x) ( 5 =  1, 2, . . . ,  N).
xs-*as+ 0 xs- *bs - °

Под интегралом от функции f(x) понимается число

b N bs

 ̂ / (х) dx — Y^ \ f (х) dx.
а 5 =  1 as



Можно доказать, что для кусочно непрерывной на <а,ЬУ функ
ции /(х) существует обобщенная первообразная (см. гл. XIV, 

§ 12)
X

Р(х) =  [ !  (х) йх {х е  ¡а, Ь], х0 е  \а, Ь\)

х0

и, следовательно,
ь

\Лх) йх =  Р ( Ь ) - Р  (а).
3
а

Пусть ф(х) и ■ф(х) — две действительные кусочно непрерывные 
ка данном конечном промежутке <а, Ь) функции. По аналогии с 
соответствующей операцией векторной алгебры (гл. X V III, § : 13) 
под скалярным произведением функций ф(х) и ф(х) понимается 

интеграл

(ф, 1!’) ̂   ̂Ф {х) Ф (х) йх. (1)
а

З а м е ч а н и е .  Нетрудно сообразить, что произведение двух кусочно непре
рывных на (а, Ьу функций есть функция кусочно непрерывная на (а, Ь} и, сле

довательно, в нашем случае, интеграл (1) существует.

■ ! Число
_1_
2
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|ф ¡1 == V(ф. ф) — 15 ф2 (*) ах (2)

называется нормой функции ф (х).
Функции ф(х) и ф (х) называются ортогональными на данном 

промежутке {а, Ь}, если
ь

(ф, -ф) =  Ц ф (х) ф (х) йх =  0 . (3)

а

Рассмотрим основную систему тригонометрических функций

П П Х

005 ~ Г
, ( « - = 0 , 1 , 2 , . . . )  (4)

общего периода Т — 21 (I — полупериод). Физики называют 
функции

ип— ап со5-^~ (п —  0 , 1 , 2 , . . . )



основными' гармониками; графиками их являются- синусоиды с 
амплитудами соответственно ап и Ьп (гармоника 0д: не рассматри
вается, так как и0 =  0 ).

Л е м м а .  Основные тригонометрические функции (4) попарно 
ортогональны на любом промежутке, длина которого равна об
щему периоду Т — 21 этих функций, т. е. для стандартного про
межутка <—/, /> имеем условия ортогональности:

i
т (  mnx ппх \ f  тпх ппх , ~ ,
I. Seos—j—, cos— \ cos — — cos — —̂ dx —  0 при т ф п .

-i
i

тт (  . тпх  • ппх \ Г . тпх  . ппх , п ,
II. ( s in —-— , sin —j—J =  \ sin — — sin —-j— dx =  0 при т ф п .

-i
i

rrr (  mnx . nnx \ f  mnx . nnx , n
III. icos —— , s i n—j—J =  \ cos —j— sin —j— dx =  0

-I

(m и n — любые целые числа).
Условия ортогональности I, II, I I I  проверяются непосредственно 

путем вычисления соответствующих интегралов. Здесь использу
ются формулы тригонометрии:

1) cos a cos ¡3 =  — [cos (а — |3) +  cos (а +  p)j;

2 ) sin а sin р — — {cos (а — р) — cos (а +  Р)];

3) sin а cos р — у  [sin (а — р) -f sin (а -f- P)J.

Например, при т ф п  имеем

i
, ( тпх  ппх \ Г тпх ппх ,
I. I cos .—j —,; cos —j-  J — \ cos —j— cos —j — dx =>

-i
i

1 f  Г (m — n) nx , (m +  n) nx 1 , • ,
=  у  ^ [cos 4--- ------ 1- cos ->■... Y — j dx =

-i

=  I .■:..- Sin SüLZJÜM . +  - - L - r -  sin (от + ,я ) я / -1 г = 0 ,
2 L (га -  в) я  I 1 (т  +  п )п  I J  _ г ’

так как sin kn — 0 при любом целом k.
В справедливости соотношений II и I I I  читателю предлагается 

убедиться самостоятельно.
З а м е ч а н и е .  Подсчитаем нормы основных тригонометриче

ских функций.

394 ГЛ. XXt. РЯДЫ :
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1) При п — 0 имеем 0-ю гармонику со5:0д£== 1. Согласно ф ор

муле (2) получаем ...
I

|)1 Ц?= 5 12ёх =  21,

-I
т. е.

|| 1 И =  л/21. (5)

2) При п >  1 имеем

I

\ С05  ■
ппх

I \
5

/ ,  , 2яя*\ , 1 / . / . 2яя* \
( 1  +  005— — ) 4 х  =  т { х  +  -Ш-5 т —Г - )

I

-1

т. е.

с о з  -
ппх

41 (П =  1 ,2 ,3 , . . . ) .

3) Аналогично,

*

= \
5Ш2 ■ёх —

= I,

(6)

и> соэ-
2пях

I

I . '¡.ппх 
8111---;--

2яя

т. е.

зт  ■ =  V/  ( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) . (7)

Пусть / (* )— кусочно непрерывная периодическая функция пе
риода Т =  21. Естественно попытаться представить эту функцию 
в виде суммы конечного или бесконечного числа гармоник

и,1 =  ап сов 1
ппх . , ._  ппх 

+  ьп 5Ш -у—

(п —  0, 1, 2, . . . )  (см. гл. VI, § 3) того же периода 21 ( г а р м о 
ниче с кий а н а л и з  ф у н к ц и и ) .  Таким образом, мы приходим 
к тригонометрическому ряду ¡Фурье

оо

1* / \ I \  ̂ £ плх , 1 • \
/  (*) =  +  2^  ( >  С05 - Г  + Ьп 8Ш ] (8)

П- 1

(здесь, для удобства дальнейших выкладок, коэффициент 0 -й гар
моники берется с множителем 1/2). Исторически эта задача впервые
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возникла при математической обработке результатов наблюдений 
высоты приливной волны в данном месте, которая периодически 
повторяется с течением времени. Гармонический анализ высоты 
приливной волны позволил дать долгосрочные предсказания ее 
¿¿личины, что весьма важно для мореплавания.

Предположим, что ряд (8 ) сходится на промежутке <— I, I) и 
допускает почленное интегрирование.

Интегрируя почленно ряд (8 ), будем иметь

I I оо г- £ t

| / (йс) dx =  ~  j  dx +  \dn ^ cos —f~ dx -j- bn \ sin !— ■ dx I . (9) 
-i n= l L -I _ i J

Так как

при ft — 1, 2 , 
то получаем

отсюда

i i

S
n n x  , Г  . п п х  , п  
cos —j — dx =  \ sin —  dx — О

- i  - i

(это также следует из условий ортогональности), 

i

^ f (x )dx  =  

-i

аа
21 =  а01,

I-

ао =  у  J f (х) 
-!

dx. (10)

Заметим, что свободный член ряда (8 )

h =  i r \f(x)dx

представляет собой с р е д н е е  з н а ч е н и е  периодической функ
ции Дл:).

Умножая теперь обе части равенства (8 ) на С05~~1— (т :

1 , 2 , . . . )  и интегрируя почленно, будем иметь

|?<*>
т я х  , 

cos — г— ах

- I

тпх , .
cos — dx 4*

ппх тпх .
COS —7— ■ cos---  dx

I I + bn J
-I

ппх ___ mnx , ij , l n
sin —7— • cos— j~dx\. (1 1 )

'] •



Отсюда в силу условий ортогональности I, I II  и формулы (8 ) 

получаем
i i

| / (х) cos ~ ~  dx — ат ^ cos2 dx — ат1 (12)

- I -I

и, следовательно,
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i
1

а

i

j   ̂f{x) cos ~ — dx (m =  1, 2, 3, . .  .)• 03) 

-i
mnx

'Аналогично, умножая обе части равенства (8 ) на sin - ? ; 

( т — 1 , 2 , . . . )  и интегрируя почленно, находим

i i
[ > . тпх , a¡¡ С mnx . ,
\ f(x) s i n— j- d x  — ~- I sin —j dx -|-

— l - l

i V 4 i f  ппх ■ mnx , , , f  nnx . mnx , I ,1vn 
У I an \ eos —j— • sin — j— dx ~{- Ьп \ sin - j • sin ¡ dx |. (14)

n = 1 L -l -l

Отсюда в силу условий ортогональности II и I I I  и формулы (7) 

имеем
i i

| f (х) sin dx — Ът  ̂ sin2 dx — bml 

- i  - i

и, значит,
i

bm =  j\  / W sin =  ^  (m =  1 , 2 , 3 ,  . . . ) .  (15) 

-/

Заменяя букву m на букву n (что по смыслу формул допусти
мо!), мы из формул (13) и (15) для коэффициентов разложе
ния (8 ) получим следующие значения:

, (  ___ ппх
J I cos -

b 1 l J I пях » sin —r— 
l

(п —  0, 1, 2, . . . ) .  Заметим, что коэффициент а й на основании (10) 
получается из формулы (16) при п =  0 ; этим объясняется, что сво

бодный член ряда (8 ) берется в форме -^о- Числа а п,Ь„ (п =  

=  0, 1, 2, . . . )  называются коэффициентами Фурье функции /(*).«
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. р  п р е д е л е н  и е. Тригонометрический ряд (8 ), .коэффициент 
тами которого являются коэффициенты Фурье (16) данной перио
дической функции f(x), называется ее р я д о м  Ф у р ь е  (точнее, 
т р и г о н о м е т р и ч е с к и м  р я д о м  Ф у р ь е ) ,  независимо от того, 
будет ли сумма этого ряда равна функции f (x) или нет.

В этом смысле говорят, что функция f(x) п о р о ж д а е т  ряд 
Фурье, и пишут

сю

f(* )~ - ^- .+  £  (a»cos-^L ..+  6 n s i n - ^ ) ,  (17)
/г=1

где знак ~  обозначает «соответствует».
Мы без доказательства укажем сейчас достаточные условия 

разложимости периодической функции в ряд Фурье.
Назовем функцию f(x) кусочно гладкой на промежутке <а ,Ь ), 

если она кусочно непрерывна на (а, b) и имеет на нем кусочно не
прерывную производную f '  (х) .

Т е о р е м а  с х о д и м о с т и .  Пусть периодическая функция f(x), 
определенная на (--оо, -|-оо), кроме, быть может, точек разрыва 
ее, и имеющая период Г =  21 >  0 , является кусочно гладкой в 
своей основной области1) .

Тогда: 1) ее ряд Фурье (17) сходится для любого значения 
х е  ( —  о о ,  - f -  о о ) , т. е. существует сумма ряда Фурье

S (х) =  Um -f ^  [ап cos +  bn sin ] 1 ; (18)
Л L n = i J

2) сумма ряда Фурье S(x) равна функции f(x) в точках х не
прерывности ее\ S(x) — f(x) и равна среднему арифметическому 
пределов функции }(х) слева и справа в точках Хо разрыва функ
ции 2) , т; е.

S(x0) =  ±[ f (x0-0 )  +  f(x0 +  0)]. (19)

Так как для точки непрерывности х функции f (x) имеем 

f (x) =  f(x  — Q) =  / (х +  0), 

то в общем случае можно написать

S(x) =  ± [ f ( x - 0 )  +  f(x +  0)]. (20)

В дальнейшем мы будем предполагать, что для функции f(x) 
выполнены условия теоремы сходимости, и вместо знака соответ-

*) То есть на любом промежутке, длина которого равна периоду этой 
функции.

2) Таких точек в основной области периодической функции ¡(х) имеется 

лишь конечное число.
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ствия ~  будем писать знак равенства — (игнорируя точки раз
рыва функции!). Таким образом, для ряда Фурье функции /(.*) 

имеем
оо

} ( х ) = ^  +  ^ [ а пс о 5 ^ + Ь п зт
ППХ (21)

п= 1

где коэффициенты а„ и Ьп определяются формулой (16).
З а м е ч а н и е .  Формулы (21) и (16) упрощаются, если период 

функции }(х) равен 2л. В этом слу
чае / — л, и мы имеем

/(*) =  . £  +

« = 1

+  (ап соз пх +  Ьп вт их), ( 2  Г) 

/(*)

где

я _1_

я

соэ ИХ 

вт их

(д =  0, 1, 2, . . .) . (160

У ,I

У

1
г 30(х )

и

)

1ТТ V V V \Луг
О X

Рис. 220.

П р и м е р .  Написать ряд Фурье периодической функции }(х) периода Т 
=  21, если (рис. 220)

. . .  ГО, — / < х < О,
' (*) =  и  0 < х < I.

Из формулы (16) получаем

т.е. а 0/2 =  1/2;

1 ( °
ао==\ \1(х)(1х =  -̂-\  ̂ О-

-I -I

I О I V

1 Г г , .  ппх , 1 I  Г _ ппх , | , ппх , I
в „  ==-у- V /  (х )  СОБ —2-- (1х =  —  < \ 0 • СОЭ — 2-- ^ Х "Ь  \ 1 • —  | —

-I I -/ О )

1 I . ппх 
. —  8Ш _ _

I пп I
= 0 (/1 =  1, 2 , . . . );

йхг —
( п

.  1 С *  ,  ,  . ппх , 1 1 Г А  ■ П П Х  ^ , С 1 ■ П П :

7 '  ) '  81П — т ~  Т 1 1 ’ 8!П — /—  3 ' 5 ~ Т
-I ' '•-/ о

>=— • ( ---— СОЭ I ---- !_ (С05 пп _  1) = --1— [( — 1)" — 1],
I \ пп 1 )  |0 « я  пп

т. е.
0, если п четное; 

2/ял;, если п нечетное.
(22)
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Отсюда, так как функция f(x) кусочно гладкая в промежутке />. то 

справедливо разложение

На рис. 220 представлены графики частичных сумм ряда Фурье (23) функ-

где [(х)— функция, непрерывная или кусочно непрерывная на от
резке [— /, /].

Делая в первом интеграле подстановку х —  — I, ёх =  — й1 и 
учитывая независимость определенного интеграла от обозначения 
переменной интегрирования, получим

I 0 I

1) Пусть функция f(x) ч етна я ,  т. е. / (— х) — }{х). Тогда из 
формулы (2 ) имеем

Таким образом, симметричный интеграл от четной функции р а 
вен удвоенному интегралу от этой функции, взятому по половин
ному промежутку интегрирования.-

2) Пусть функция /(х) нечетная, т. е. / (—х) =  —/(х ). В таком 
случае из формулы (2 ) получаем

Таким образом, симметричный интеграл от нечетной функции 
равен нулю.

Заметим, что утверждения 1 ) и 2) очевидны из геометрических 
соображений (рис. 221, а и б) .

с I \ 1 , 2 (  ■ пх . 1 . Зпх . 1 . 5тсх , \ , . . . 
f W = _ 4. _ ^ s m T - + 3  s , n _ r -  +  _ s m _ + . . . J  (-- 1 < х < 1 ) .  (33)

ции f(x): S 0 (х) =  1 ,  S t (а:) =  ~  sin ™ и т. д.

§ 18. Ряды Фурье четных и нечетных функций

Рассмотрим с и м м е т р и ч н ый интеграл

0 )
-I -I о

I I I

о о

(3)

\ f (х) dx =  0 . (4)

-г



Т е о р е м а .  1) Ряд Фурье четной периодической функции 
содержит только косинусы кратных дуг, т. е. в его состав входят 
дишь четные гармоники, включая свободный член.

2) Ряд Фурье нечетной периодической функции содержит толь* 
ко синусы кратных дуг, т. е. в его состав входят лишь нечетные 
гармоники.

§ 18. РЯДЫ ФУРЬЕ ЧЕТНЫХ И НЕЧЕТНЫХ ФУНКЦИЙ ; 401

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть f (х) — четная периодическая 
функция периода 21 и ап, Ьп — ее коэффициенты Фурье. На осно

вании формулы (4), учитывая, что гармоники s in -у-’ (я =  1>

2 , нечетные функции, имеем

i

Ьп =  т  S f ( * )s in - !~ d x  =  0  (и =  1 , 2 , . . . ) .  (5) 
-i

Поэтому
оо

=  f +  Z ^ c o s ^ £  (б)

I

где из формулы (3)' получим

i i

««== т  [ f(x )c o s^p - d x  =  ~ ^ f  (х) c o s dx {п =  0 , 1 , 2 , . . . ) .  (7)
-I ' о

2) Пусть теперь f(x)— нечетная периодическая функция пе

риода 21. Так как f(x) =  cqs-~- (п — 0,1,2, . . . )  — функции не

четные, то
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Поэтому
оо

/(*)■= ]Г ЬП sin (8 )
П = 1

где на основании формулы (3) имеем

i i

ьп =  у  5 f (*) sin ~ d x  =  j \ f  (х) sin ~  dx ( n 4 l ,  2 , . . . ) .
-I o

Теорема доказана,

§ 19. Понятие о рядах Фурье непериодических функций

Кусочно гладкую н е п е р и о д и ч е с к у ю  функцию f(x), задан
ную ка бесконечной оси — оо <  х <  н е л ь з я  представить 
ее рядом Фурье, так как сумма его, будучи суммой гармоник с об
щим периодом Т, есть функция периодическая с тем же перио
дом Т и, следовательно, не может быть равна функции f(x) для 
всех х. Однако можно построить представление этой функции 
в виде соответствующего ряда Фурье на любом к о н е ч н о м  
п р о м е ж у т к е .

Пусть интересующий нас промежуток есть <— I, />, т. е. сим
метричен относительно начала координат (этого всегда можно 
добиться путем параллельного сдвига оси Ох).

Построим функцию ф(х) периода 21 такую, что (рис. 222)

ф (x)==f(x) при — I <  х <  /. ( 1)’

Предполагая, что функция ф(х) удовлетворяет условиям тео
ремы сходимости (§ 17), имеем

оо

Ф (х) =  ̂  +  £ ( а „ с о з ^ -  + b „ s i n - ^ )  ( ~ о о < х <  +  оо), (2 )

П — 1
где

, S ппх
•V 1 I CO S  — —

““ = f  ф (»Я  . dx (« =  0 . 1 , 2 --- >. (3)
°п ) Zi [ sm -у—



Отсюда на основании тождества (1) получаем

оо

/ ( х ) = ^  +  ^ ( а„ с о з ^  + ¿>„зт -$££-) ( - 1 < х <1), ( 2 0

§ 10. ПОНЯТИЕ О РЯДАХ ФУРЬй НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 403

п=>1

где
плхI COS

=  T ' W w |  n L dx  ( «  =  0 , 1 , 2 , . . . ) .  ( 3 0

I  sin

Подсчитаем сумму S(x) ряда (20, или соответствующего ряда 
(2), в концевых точках х — ±/. Согласно общей формуле (§ 17) 
имеем

S ( í) =  l í f z Í ) ± l i M .  (4 )

Но на основании тождества (1) .и 2 /-периодичности функции 
ф(%) геометрически очевидно (рис. 2 2 2 ), что

ф ( / _ 0 ) = > ( / - 0 ) ,  ф ( /  +  0 ) =  ф ( - /  +  0 ) =  Д - /  +  0 ) .  , 

Поэтому из формулы (4) получаем

S ( l )=  К/-_ 0) ^ 1 (L+0) . (5)

Из 2/-нериодичности суммы S{x) вытекает, что

S ( - l )  =  S(l). (6)

П р и м е р  1. Функция f ( x ) — ex разложена в ряд Фурье на промежутке 
|— 1, !) . Чему равна S ( l ) ,  где S(jc) — сумма ряда Фурье?

На основании формулы (5) имеем

—0 р— 1-J-0 р _1_ р— Í

S (1 ) =  i ----Ч ---- =  c h i  =  1,54.

Пусть теперь непериодическую функцию f(x) требуется пред
ставить рядом Фурье периода 2/ на «полупериоде» 0 ■< х •< /, 

Полагая

. , ( f (х), 0  < х < 1 ,  

ф i f i W ,  — 1 < х <  0 ,

где f\{x) — произвольная кусочно гладкая функция, из формул (2 ) 
и (3) получаем бесконечное множество рядов Фурье

оо

f(*) =  ̂ - f £ ( a „ c o s ^  +  &res i n - ^ )  ( 0  < * < / ) ,  (8 )

П — I

дающих представление функции f(x) на интервале (0 , /).
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В частности, полагая. / i (х) =  / (— х) (— 1 <  х <  0) в формуле (7) 
,(«ч е т н о е п р о д о л ж е н  и е » ) , будем иметь

оо

+  £  а » COS—  (0 < х < 1 ) ,  (9)

п = 1
где

i

ап (х) с03 ~Т̂~ dx (« =  0 , 1, 2, . . . ) .  (10)

Аналогично, полагая fi (х) =  —f(—х) (—/ <  х <  0 ) в формуле 
1(7) ( « не ч е тно е  п р о д о л ж е н и е » ) ,  получим

оо

f(x) = Ytb*sinITL ^<х< - оо
где

i

(x) sin ~ - d x  (n =  1 , 2 , . . . ) .  (12)
0

Таким образом , кусочно гладкую функцию, заданную на полу- 
периоде, можно разложить в соответствующий ряд Фурье бес
численным множеством способов. В частности, по желанию эту 
функцию на данном полупериоде можно представить: 1) в виде 
суммы четных гармоник или 2) в виде суммы нечетных гармоник:

л П р и м е р .  2. Функцию Цх) — х разложить по косинусам кратных дуг в 
интервале (0, я).

Заметим, что здесь функция f(x) нечетная и требуется получить ее ряд 
Фурье, содержащий лишь четные гармоники. Это можно сделать за счет умень
шения промежутка разложения.

Полагая I =  я, из формулы (9) будем иметь

ОО

f (х) =  -2- +  а п cos пх, (13)

I

Используя формулу (10), находим

л я
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|п 2, 3 . , Отсюда
0, если п четное, 

если п нечетное.
п1 я

Таким образом, при 0 ^  х ^  п имеем

4 /  cos ж cos Зд: . cos 5х 
— ' “ гг- + —32— ■+----- -

я

Т я 52
(14)

Н а  рис. 223 изображены график функции у =  х и график суммы у =  8(х) 
ряда Фурье (14). При 0 ^  х ^  я  они совпадают, а вне отрезка [0, я] различны.

Полагая х —.О в формуле (14), получаем замечательный числовой ряд 

'{Эйлер)

_i_ JL.
}2 Г 32 ' 5 2 X  • • • (15)

Упражнения

Пользуясь необходимым признаком и признаком -сравнения, исследовать 
еходимость рядов:

1. 1 —  1 +  1 —  1 +  ... 2. 0,001 +  У р о Г  +  У  0,001 +  ...

3- (т + т) + (т + ¥) + (¥ + ̂ г)+---
4,

1 1

1- 2 1 3 • 2г
Сравнять с гармоническим рядом, умноженным на 1/2.

1 1 
6 . 1 + + ...

4 -у 2 9 У З

Пользуясь признаком Даламбера, выяснить сходимость рядов:

7- у  + -|г+-|г+--- 8 . ±  + ± + 1 -+. . .

Указан и е.

9.

11.

22
1000

1

2000 

1-3 ,

+
оз

2 + ~2-5

3000 

1 - а • 5

2-5-8

2 !
(31)»

61

.О Я , 2! , 3!
52. -[Г+ 2ПГ-3Г+ ...

+ . . .
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Исследовать сходимость знакопеременных рядов:

13. 1 -----)------ -pz—  ■ +  . . .  14. I ------1---------- 1- . . .
-у 2 V 3  л/4 2! 3! 4!

1C I 2 4- 3 4 4- ,н 1 д. 9 25 49 81 121 
15< 1 ~ Т + Т ~  У + - - -  ‘ ®- ¥ +  7 “ ^ ‘ ~ 7 б '  +  32 + - 6 Г “ :-"

Определить интервалы сходимости степенных рядов и исследовать поведение 
их в граничных точках:

у 2 уЗ 41-4 ^ %*2 3̂
17. ,  18. 1+ ^  + £ г + Аг + ...

10. 1! А' +  2! дс2 +  3! л:3 +  . . .  20. +  ( х ~ £ *  +  ■ ■ ■

Разложить в ряд Маклорена функции:
21. f(x) — а* (о  > 0 ) .  22. ] (х) —  s in2х

23. Функцию f(x ) — s/x  разложить по целым возрастающим степеням раз
ности X —  1.

Пользуясь стандартными разложениями, представить в виде степенных ря
дов следующие функции:

24. f (х) =  е~х\ 25. f (х ) =  cos2 х. У к а з а н и е ,  cos2 х =  (1 +  cos 2х)/2.

26. f (х) =  х---!---  27. f (х) 1
(1 — х)2 У  i — X2

28. Пользуясь разложением в ряд, приближенно вычислить:
5

a) V e ; б) sin 18°; в) У 1,2 .
1/2

29. Приближенно вычислить интеграл \ ех’ dx.

х

80. Вывести приближенную формулу для функции f (х) =  \ cos s/х  dx,

п
если \х\ —  малая величина.

31. Разложить в тригонометрический ряд Фурье в интервале (— я> я ) функ
ции:

a) f {%) — 7г х; б) / (х) =  х2.
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Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  УРАВНЕНИЯ

■ § I. Основные-понятия

Во многих вопросах геометрии, физики, механики, естествозна
ния, техники и т. п. играют большую роль дифференциальные 
уравнения. Так называются уравнения, связывающие между собой 
независимую переменную х, искомую функцию у и ее производ
ные различных порядков по х. Порядок старшей производной, 
входящей в данное дифференциальное уравнение, называется по
рядком этого уравнения.

Таким образом, общий вид дифференциального уравнения я-го 
порядка следующий:

Р{х,у ,у ',у", . . . ,  у.(п)) — 0 , ( 1 );

причем в частных случаях в это уравнение могут и не входить х, у 
и отдельные производные порядка ниже чем п. Например, урав
нения

У'-Ь — У ^ ^ т х ,  у" +  4?/' +  13г/ — 0, у '"  +  у у' =  О

имеют соответственно порядок; первый, второй и третий.
Дифференциальное уравнение (1) называется линейным, если 

левая часть его есть многочлен первой степени относительно неиз
вестной функции у и ее производных у', у", г/(га> (и не содер
жит их произведений), т. е. если это уравнение имеет вид

а 0{х )у ^  +  а 1(х)у(п~1'> +  . . .  +  а„(х) у =  / ( х) . (2 )

Здесь функции а 0 (х) , а](х), . . . ,  ап(х), обычно определенные и не
прерывные в некотором общем интервале, называются коэффициен
тами линейного уравнения, а функция }(х)— правой частью или 
свободным членом его. Если правая часть }(х) линейного уравне
ния (2 ) тождественно равна нулю,'то уравнение называется одно
родным (или без правой части); в противном случае это уравне
ние называется неоднородным (или с правой частью). Линейные 
дифференциальные уравнения находят многочисленные примене
ния в приложениях.

Всякая функция

у =  ф М .

которая, будучи подставлена в уравнение (I ) ,  обращает его в 
тождество, называется решением этого уравнения. Решить, или 
проинтегрировать, данное дифференциальное уравнение — значит
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пай™ все его решения в заданной области. График решения назы
вается интегральной кривой.

Заметим, что основная задача интегрального исчисления — оты
скание функции у, производная которой равна данной непрерывной 
функции f(x), —  сводится к простейшему дифференциальному 
уравнению

y' =  f(x).

Общее решение этого уравнения есть

t j= \ f  Сх) dx +  С, (3)

где С —  произвольная постоянная и под интегралом понимается 
одна из первообразных функции f (x )1).

Выбирая надлежащим образом постоянную С, при условии не
прерывности функции f(x) можно получить любое решение этого 
простейшего дифференциального уравнения.

При интегрировании дифференциальных уравнений высших по
рядков появляется несколько произвольных постоянных.

■ П р и м е р  1. Рассмотрим уравнение второго порядка у" =  0. Так как 
У" — (у ')' — 0, то отсюда следует у ' =  С\. Интегрируя последнее равенство, 
будем иметь

у — ^ Ci dx +  С 2 =  С\Х +  Ci. (4)

Таким образом, решение (4) сдержит две призвольные постоянные С\ и Са, 
т. е. число произвольных постоянных в формуле (4) в точности равно порядку 
уравнения. Такое решение называется общим решением уравнения; в данном 
случае оно представляет всю бесконечную совокупность решений дифферен
циального уравнения.

О п р е д е л е н и е  1 . О б щ и м  р е ш е н и е м  дифференциаль
ного уравнения ( 1 ) называется такое решение его:

У == ф{х, С\, Сг, Сп)2},

которое содерзкит столько независимых произвольных постоян
ных С\, С2, . . . ,  Сп, каков порядок этого уравнения.

■ При этом произвольные постоянные называются независимыми, 
если общее число постоянных, входящих в состав функции ф, не

’) Точнее, формулу (3) следует писать в виде

X

y = \ j  (х) dx +  С, (3')

Х0

где хо— некоторая начальная точка данной области. Формула вида (3') удобна 
для приложений, так как'позволяет явно выделить произвольную постоянную С. 
Это замечание следует иметь в виду и в дальнейшем.

2) Функция ср предполагается непрерывно дифференцируемой по всем своим 

аргументам достаточное число раз.



может быть уменьшено путем введения других произвольных по
стоянных, непрерывно зависящих от данных..

Если общее решение задано в неявном виде

Ф  (х , у, С „  Сг, . . . ,  С п) —  О,

то оно обычно называется общим интегралом.
О п р е д е л е н и е  2. Всякое  реш,ение дифференциального у р ав 

нения, которое получается из общего решения, если приписать 

определенные значения произвольным постоянным, в него входя

щим, называется ч а с т н ы м  р е ш е н и е м  этого дифференциаль

ного уравнения.

- П р и м е р 2. Рассмотрим уравнение второго порядка

У" +  у =  0.

Легко сообразить, что функции sin х и cosa: будут решениями этого у рав 

нения, так как (s in * ) "  =  — s in *  и (cos X) "  — — cos х.
Как нетрудно проверить непосредственно, функция

у — Ci sin ж +  С2 cos х,

где С i и С2 —  независимые произвольные постоянные, также является решением 
нашего уравнения и, следовательно, представляет собой общее решение его. 
Если мы, например, положим С\ — 2 и С2 — — 5, то получим функцию

У\ —  2 sin х —  5 cos х,

являющуюся ч а с т н ы м  р е ш е н и е м  данного дифференциального уравнения.

Если в результате решения дифференциального уравнения най
дена некоторая функция, то, подставив эту функцию в данное 
уравнение, можно проверить правильность решения.

П р и м е р  3. Показать, что функция у =  (C¡ +  С2х)ех есть решение уравне
ния

у" — 2у' +  у =  0.
В самом деле, здесь

у' =  (С, +  С2х) ех +  С2ех — (С, +  С 2 +  С2х) ех

у" — (С, +  С 2 +  С%х) ех 4- Сгех — (С, +  2Со +  С2х) ех.

Следовательно,

у" — 2у ' +  у =  (С, +  2С2 +  С2х) ех — 2 (C¡ +  С2 +  С2х) ех 4- (C¡ -f- С2х) ех ^  0, 

что и доказывает наше утверждение.

§ 2. Дифференциальные уравнения первого порядка

■Общий вид дифференциального уравнения первого порядка 
следующий:

F(x ,y ,y ') =  0.

В простейших случаях это уравнение может быть разрешено отно
сительно производной у':

y' =  f(x ,y ). ( 1)

§ 2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 4С'9
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Общее решение уравнения (1) имеет вид

у =  ф(х, С) , (2)J

где С — произвольная постоянная. Геометрически общее рещр- 
ние (2 ) представляет собой семейство интегральных кривых, т., е. 
совокупность линий, соответствующих различным значениям по
стоянной С (рис. 224). Интегральные кривые обладают тем свой

ством, что в каждой их точке 
М(х,у) наклон касательной удов'- 
летворяет условию

tg a  =  f{x, у).

Если задать точку Ма(х0,уо), 
через которую должна проходить ин
тегральная кривая, то тем самым из 
бесконечного семейства интеграль
ных кривых, в простейшем случае, 
выделяется некоторая определенная 
интегральная кривая, которая соот- 

t-nc. ¿¿‘i. ветствует частному решению нашего

дифференциального уравнения.
Аналитически это требование сводится к так называемому на

чальному условию: у =  у0 при х — х0. Если известно общее реше
ние- (2 ), то имеем'

г/о — ф(х0, С).

Из этого условия, вообще говоря, можно определить произвольную 
постоянную С и, следовательно, найти соответствующее частное 
решение. В этом состоит задача Коши (начальная задача).

З а д а ч а  Коши .  Найти решение у —  ф(х) дифференциаль
ного уравнения ( 1), удовлетворяющее заданному начальному 
условию: у о — ф(х0), т. е. принимающее при х — х0 заданное зна
чение у =  г/о- " У

Геометрически задачи Коши формулируются так: найти интег
ральную кривую дифференциального уравнения ( 1), проходящую 
через заданную точку Mq{x0, у0).

Отметим следующее: дифференциальные уравнения являются математиче
ским аппаратом, с помощью которого мы можем изучать процессы, протекаю
щие в природе. Если условия задачи полностью определяют процесс, то он дол
жен протекать о д н о з н а ч н о ,  т. е. решение дифференциального уравнения, 
дающее закон протекания процесса, должно быть е д и н с т в е н н ы м .  Общее 
решение дифференциального уравнения содержит произвольные постоянные и, 
следовательно, не дает определенного ответа на поставленный вопрос. Поэтому 
при решении конкретных задач, кроме дифференциального уравнения, нужны 
еще' дополнительные условия. В простейшем случае, это — н а ч а л ь н ы е  
у с л о в и я ,  и мы приходим к задаче Коши.

В некоторых случаях дифференциальное уравнение (1) первого 
порядка выгодно записывать в форме

f ■ =  ( « , ! ) .  (П
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пли в форме
P(x,y)dx +  Q (x,y)dy =  0, (3)

где Р (х ,у ) и Q(x, у )— известные функции. Форма (3) удобна тем, 
что здесь переменные х и у р а в н о п р а в н ы ,  т. е. каждую из них 
можно рассматривать как функцию другой. Под р е ш е н и я м и  
уравнения (3), в общем случае, понимаются функции х =  ф (0 . 
У — Ф(0 .  заданные параметрически (t — параметр) и удовлетво
ряющие уравнению (3).

Не существует общего метода интегрирования дифференциаль
ного уравнения первого порядка. Обычно рассматривают лишь ¡не
которые отдельные типы таких уравнений, для каждого из кото
рых дается свой особый способ решения.

§ 3. Уравнения первого порядка 
с разделяющимися переменными

О п р е д е л е н и е .  Дифференциальное уравнение первого по
рядка называется у р а в н е н и е м  с р а з д е л я ю щ и м и с я  п е 
р е м е н н ы  м и, если оно имеет вид

X(x)Y(y)dx +  Х}(х) Y; (y)dy =  0, (!)

где Х (х), Х\(х) — функции только переменной х и У (у) , Y\ (у) — 
функции только переменной у.

Для решения уравнения (1) разделим обе части его на произ
ведение Y (y )X i(x ), предполагая, что оно не равно нулю. Тогда 
после очевидных сокращений получим

-|-TTd-v' +  -WT- dy =  0. * (2). X, (х) ' Y (у) J

В уравнении (2) при dx стоит функция только от х, а при dy 
стоит функция только от у. В этом случае говорят, что переменные 
разделены. Беря интегралы от левой и правой частей равенства 
(2 ), будем иметь

\W)dx+\ ^;d«=c- (3>
Здесь под интегралами понимаются некоторые соответствующие 
первообразные.

Соотношение (3) и представляет собой общий интеграл урав
нения ( 1 ), выраженный в неявной форме.

В общем случае, деля на произведение Xi (x)Y(y), мы рискуем потерять 
те решения уравнения (1), которые обращают это произведение в нуль. 

Непосредственной подстановкой легко убедиться, что функция

х —  а, (4)
где а — корень уравнения Xi(x) = 0 ,  т. е. Xt (a) = 0 ,  есть решение уравнения 

(1). Также функция

U =  Ь, (5)



412 ГЛ. XXII ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

где. Ь —  корень уравнения У (у) =  0, т. е. У {Ь) =  0, также является решением 
Уравнения (1).

Геометрически решения (4) и (5), если они существуют, представляют собой 
прямые линии, соответственно параллельные оси Оу и оси Ох.

П р и м е р  1. Пусть дано уравнение

АН.—.! .
йх X ^

Отсюда имеем

х йу — у йх.

Предположим, что у Ф  0. Если мы обе части этого уравнения разделим 
на ху, то переменные разделятся, и мы получим

_  г1х 
у ~~ х

Интегрируя, будем иметь

или
У

с1а
~Т'

1п у =  1п к +  1п С  ') . (7)

Здейь произвольная постоянная взята в логарифмической форме, что за 
конно, тцк как всякое положительное или отрицательное число С1 может быть

представлено как логарифм другого числа:

С[ =  1п С, где С =  йс ‘.

Потенцируя равенство (7), окончательно получим

у =  Сх ( х ф  О, С Ф  0). (8)

Полагая теперь ху — 0 и учитывая, что х Ф  0, получим решение уравне
ния (6) у =  0. Формально это решение получается из формулы (8) при С —  9, 

Общее решение £8) геометрически представляет собой семейство полупря- 
мых ( 0 ^ | С ( <  + с» ), исходящих из начала координат (рис. 226).

!) Строго говоря, мы должны писать

1п | у | =  !п | х | +  1п С ,

где С >  0. Н о допущенная нами «вольность» не отразится на окончательном ре-, 
зультате, если после потенцирования произвольную постоянную С считать дей
ствительным числом. Это следует иметь в виду и для дальнейшего.
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П р и м е р  2. Найти кривую, проходящую через точку Q (—  1, 4) и обла
дающую тем свойством, что поднормаль ее в любой точке имеет одно и то же 

значение, равное 4.
Пусть у — f(x ) — искомая кривая, МТ —  касательная к этой кривом в точке 

М(х, у), MN —  нормаль (перпендикуляр к касательной в точке касания) 
(рис. 226). Поднормалью PN  называется проекция отрезка нормали M N  на

ось Ох. •
Так как РМ — у и Z  NMP =  Z  МТх =  а , то PN — у tg а . Но согласно 

геометрическому значению производной tg а  =  у'\ поэтому для поднормали 

окончательно имеем такое выражение:

PN =  уу'.

В силу условия задачи
dij

УУ dx
4.

Разделяя переменные, получим

у dy =  4 dx.

Взяв интегралы 
иметь

от правой и левой частей, будем

у dtj — 4 \ dx +  С, пли Ml
2

== 4х + С.

Отсюда
у 2 =  8л: +  С,. (9)

Мы получим семейство парабол, вершины которых ле
жат на оси Ох.

Определим произвольную постоянную С] из условия, что наша парабола 
проходит через данную точку <2(— 1, 4). Подставляя в уравнение (8) вместо 
текущих координат координаты точки <3, находим 16 —  — 8 +  Сь отсюда 

С, =  24.
Следовательно, уравнение искомой параболы имеет вид у1 =  8л: +  24, или

у2 — 8(л: +  3).

Вершина параболы находится в точке /1(— 3, 0), а осыо ее служит ось Ох 
(рис. 227).

П р и м е р  3. Скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разно
сти между температурой тела и температурой воздуха. Температура воздуха 
равна 20 °С. Известно, что в течение 20 минут тело охлаждается от 100° до 60°. 
Определить закон изменения температуры тела в зависимости от времени.. : 

Если обозначить время через а температуру тела через и, то скорость 
охлаждения тела, иначе, скорость изменения его температуры, бдет равна про

изводной — Согласно условию задачи имеем

ли
- =  ^ (£/ — 2 0),

dt

di

где - коэффициент пропорциональности.

dU

и  —  20

Взяв интегралы от левой и правой частей, будем иметь

ли
¿7 — 20

Разделяя переменные, получим 

k dt.

k \ dt 4- In С  '),

! ) Так как в дальнейшем мы будем потенцировать, то здесь выгодно писать 

1п С вместо С,
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ИЛИ

1л ((/ -  20) =  к( +  1п С.

Отсюда 11 —  2 0 Сек1 и, следовательно,

и =  29 +  Се*. (Ю)

Для определена» постоянных С и к воспользуемся условиями задачи: 

и  =  100° при t =  0
и

и  — 60° при I — 20.

Подставляя эти значения в уравнение (10), будем иметь

100 =  20 +  С, )

60 =  20 +  Се30*. )

Отсюда С —  80, е20* == 1/2 и, следовательно,

1 У /2°
6 ( г )  •

Внося эти значения в уравнение (10), окончательно получим

/ 1 \ </20 
1/ =  20 +  80 • ( )  .

Таков закон изменения температуры и  в зависимости от времени I при 
указанных условиях.

В рассмотренных примерах 2 и 3 на составление дифференциальных урав
нений мы имели дело непосредственно с производной искомой функции. При
ведем пример, где рассуждения удобнее вести, оперируя с дифференциалами 
искомых величин.

" П р и м е р  4. В резервуар, содержащий 10 кг соли на 100 л смеси, каждую 
минуту поступает 30 л воды и вытекает 20 л смеси (рис. 228, а ). Определить,

Рис. 228.

какое количество соли останется в резервуаре через < мин, предполагая, что 
смесь мгновенно перемешивается.

Пусть х —  количество соли в резервуаре в момент времени t и х +  ё х —  
количество соли в момент времени Ь +  сН. Так как смесь вытекает, то количе
ство соли х уменьшается с течением времени и, следовательно, (1х <  0 при 
(11 >  0. Объем смеси в резервуаре в момент времени I, очевидно, равен

V =  ЮО +  30 * —  20 / =  100 +  10 /,

поэтому концентрация соли (т. е. количество соли, содержащейся в единице 
объема смеси) в момент времени 1 будет равна

-------- ----------• ( Н)
1 0 0+ 10* '■ '

Изменение количества соли — с1к за бесконечно малый промежуток времени

<



[1, 1 -}- й'г] мы получим, если объем вытекшей за этот промежуток смеси 20 М 
умножим на концентрацию соли (11). Отсюда имеем д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  

у р а в н е н и е

~ йх== 1 0 0+ ю/ ‘20<̂ ’
ИЛИ

^  =  (12) 

Кроме того, из условий задачи вытекает н а ч а л ь н о е  у с л о в и е

Н = о = !°. <*э)

Разделяя переменные в уравнении (12) и интегрируя, последовательно по

лучаем

йх 2
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и

т. с.

и, следовательно,

х 10 +  /

dt

dt

io + 1 ’

in  x — — 2 !n (10 +  /)-+■ ln С 

С

X~ (10 + /)2‘

Полагая t —  0, из начального условия (13) находим 10 —  С/100 т. е. С — 1000. 
Поэтому з а к о н  и з м е н е н и я  количества соли х в килограммах, находящейся 
в резервуаре, в зависимости от протекшего времени t в минутах (рис. 228, б')' 
дается формулой

* = __ _____  (и)
(1 0 + /)2-

Заметим, что из формулы (14), зная количество соли, оставшейся в резер
вуаре (последнее легко установить, измеряя объем резервуара и концентрацию 
соли в нем), можно определить, сколько времени прошло от начала процесса. 

На этой идее основано вычисление возраста морей и океанов.

§ 4. Однородные дифференциальные уравнения 
первого порядка

Понятие однородного дифференциального уравнения первого 
порядка связано с однородными функциями.

Многочлен

Р(х , у ) =  Z  Й£/*У 
». /

называется однородным степени п, если все члены его имеют один 
и тот же порядок п, т. е. для каждого такого члена ацх1у1 имеем

i +  J =  п.
Например,

Р (х, у) — 2х2 —  3ху — 5у2 , ( IJ
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есть однородный многочлен степени 2. Заметим, что если аргу
менты х и у однородного многочлена степени «заменить на про
порциональные величины kx и ky, то в результате этот многочлен 
умножится на п-ю степень коэффициента пропорциональности k. 
Так, например, для многочлена (1) имеем

Р (kx, ky) =  2 (kx)'2 — 3 (kx) (ky) — 5 (kyf —

=  k2 (2x2 — 3xy — 5y2) =  k2P (x, y).

Последнее свойство кладется в основу общего определения одно
родной функции.

О п р е д е л е н и е  1. Функция Р(х, у) называется о д н о р о д 
ной с т е п е н и  п, если для любого числа k имеет место тож
дество

Р (kx, ky) 33 knP (х, у) .

Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение

Р(х, y)dx -\-Q(x,y)dy =  0. (2)

О п р е д е л е н и е  2. Дифференциальное уравнение первого по
рядка (2) называется о д н о р о д н ы м ,  если коэффициенты 
Р (х ,у ) и Q (x ,y) при дифференциалах переменных х и у суть 
однородные функции одной и той же степени.

Можно доказать, что с помощью подстановки

и =  Т (или 0~ f ) '  (3)

где и — новая неизвестная функция, однородное дифференциаль
ное уравнение (2 ) приводится к уравнению с разделяющимися 
переменными.

П р и м  ер . Решить дифференциальное уравнение

(*■+ y)dx +  xdy —  0. (4)

Здесь Р =  х +  у и Q — X —  однородные функции первой степени, поэтому 

уравнение (4) однородное. Согласно указанию полагаем

JL  =  и (5)
х

и
у — XII,

где, м — неизвестная функция. Отсюда

dy =  х du +  и dx.

Подставляя это выражение в уравнение (4), будем иметь

(х +  xu)dx +  jк(х du +  и dx) =  0, или х du + (2 и +  l)dx  =  0.

Разделяя переменные, получим

du __ dx

~2 и I х
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Для удобства умножаем обе части последнего равенства на 2. Тогда, инте

грируя почленно, будем иметь

С 2 йи __ 0 Г ёх _

3 2и +  1 } х ;

отсюда находим
г

1п (2и + 1) =  — 2 1п х + 1п С  и 2« 4- 1 =  —р  

2у С
В силу формулы (5) имеем +  1 =  и, следовательно,

где Ci =  С/2 —  произвольная постоянная.
В процессе решения нам приходилось делить на функции х и 2« 4- !. При

равнивая их нулю, получаем возможные решения:

1) х =  0 и 2) 2м +  1 =  0; отсюда у — — х/2.

Обе функции 1) и 2), как легко убедиться проверкой, удовлетворяют данному 
уравнению (4); последняя получается из общего решения (6) при С t — 0.

Пусть теперь однородное дифференциальное уравнение имеет
вид

y' =  f(x, У), или - =  f(x, у). (7)

Записывая последнее уравнение в дифференциалах, получим

dy =  f(x,y)dx.

При dy стоит коэффициент, равный 1, т: е. однородная функция 
нулевой степени; следовательно, f(x ,y) также должна быть одно
родной функцией нулевой степени.

Таким образом, дифференциальное уравнение (7) является од
нородным тогда и только тогда, когда правая часть его }{х,у\, 
есть однородная функция, нулевой степени1).

§ 5. Линейные дифференциальные уравнения 
первого порядка

Линейное дифференциальное уравнение первого порядка имеет 
вид (см. § 1)

а{х)у' +  Ь(х)у +  с(х) =  0 , (I);

где а (х ), Ь(х), с(х ) — заданные функции. Если а ( х ) ф  0, то урав
нение ( 1) можно записать в п р и в е д е н н о м  в и д е

y' +  p(x)y =  f(x ), (2 )'

’ ) То есть правая часть этого уравнения не изменяется при замене х на кх 
и у на 1гу, где к —  произвольный коэффициент пропорциональности.

14 В. А. Кудрявцев, Б. П. Демидович



где р (х) =  Ъ (х) /а  (х) и J (х) — — с (х) /а  (х) (f(x )~  свободный член 
или правая часть уравнения). Мы будем предполагать, что коэф
фициент р(х) и свободный член ¡(х) уравнения (2 ) непрерывны 
на некотором интервале (а, b).

Для решения уравнения (2) искомую функцию у представим 
в виде произведения двух множителей:

у =  uv, (3)

где и — некоторое ненулевое решение соответствующего однород
ного уравнения

и'-\-р(х)и =  0, (4)

a v — новая неизвестная функция. Так как

y' =  vu, j r u v ',  (5)

то, подставляя выражения (3) и (5) в дифференциальное уравне
ние (2 ) , получим

V [и' +  Р (•* )«]+  uv' =  f(x) . (6)

или в силу (4) имеем
uv' =  f(x). (7)

Заметим, что фактически функция и ■ подбирается" так, чтобы 
к о э ф ф и ц и е н т  при  v в у р а в н е н и и  (6 ) был р а в е н  

нулю.
Из уравнений (4) и (7) последовательно находятся функции и 

и v, причем для и выбирается какое-нибудь конкретное решение, 
отличное от нуля. Подставляя полученные выражения для функ
ций и и v в формулу (3), найдем искомую функцию у.

З а ме ч а н и е . .  На практике нет необходимости линейное урав
нение ( 1) приводить к виду (2 ); можно сразу применять подста
новку (3).

П р и м е р  1. Решить уравнение

ху' +  2 \у =  х2. (8)

Уравнение (8), очевидно, линейное. Полагаем

у —  uv, у ' —  гщ' + uv'. (9)

Подставляя эти выражения в уравнение (8), получаем 

v (хи' +  2 и) +  xuv' — х2.

Подбираем функцию и так, чтобы

хи' +  2и =  0; (10)

тогда

Из (1.0) последовательно получаем

du „ du п dx
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xu v ' —  х 1. (] 1)
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интегрируя, находим

-5̂ - =  — т. е. 1п и =  — 2 1п х + 1п С0,
и Л X

и следовательно, выбирая Со<= 1, получим

1

~ 1 йо „ (IV
Отсюда из (11) имеем х  ■* -р- == ж2, -у- - —  >;! и, таким образом.

(12|

V ~  ^ хъ йх — —  +  С, (13)

где С— произвольная постоянная.
Итак, на основании (12) и (13) окончательно находим

1 /  я 4 С
+  С |  т .е .  *  =  _  +  — .

П р  и м е р 2, Найти решение уравнения

(х +  у )у ' —  1, (14)

удовлетворяющее начальному условию: г/ =  0 при л: =  — 1,
П о виду уравнение (14) не является линейным. Однако если рассматривать

х к а к  ф у н к ц и ю  от у, то, учитывая, что у ' — -р-, получим линейное урав

нение
х ' —  х +  у. (15)

Как обычно, положим
, йх йи , йо 

х =  ихз, х =  ~г~ =  V —— }- и —— .
ау ау  ау

Подставляя эти выражения в уравнение (15), будем иметь

Ли. , йи ,

х,4 у + и и у - т  +  «- 0 « )

Отсюда, учитывая, что согласно выбору и

с(и

¿¡Г =  м’ (17>
получаем

«Я 7 = у .  (13)

И з (17) находим частное решение

и =  е«. (19)
Поэтому из (18) получаем

еу -~̂ - =  г/, Фи =  уе~у Фу

и, значит,

14*

| уе у йу — — уе у — е у +  С  (20)
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(здесь было применено интегрирование по частям!). Из (19) и (20) находим 
о б щ е е  р е ш е н и е

х =  uv — —у — 1 +  Сеч. (21)

Полагая здесь у —  0 при х =  — 1, получим 
Таким образом,

х =  —у — 1, т.е. у =  — {х+  !)

1 =  — ] + С, т. е. С 0 .

есть искомое ч а с т н о е  р е ш е н и е .
П р  и м е р 3. Сила тока £ в электрической цепи с омическим сопротивлением 

Я и коэффициентом самоиндукции Ь удовлетворяет дифференциальному урав
нению

L %  +  R I- E . (22)

где Е— электродвижущая сила (рис. 229,«). Найти силу тока £ через I с после

------- ,------- C—-□------- -1 A
R /

Vk)z+Ot,s /

/

i /  \ Ы

a) Ё)

01

Рис. 229.

момента включения, если Е меняется по синусоидальному закону:

Е — Е0 cos оof

и ¡ =  0 при i — 0.
Из (22) имеем

di . . /:'о

At
Ш ■ cos (at,

где для краткости положено а  — IR.IL.
Полагая £ =  т ,  обычным приемом получим

4cos т .

Отсюда
¿/и
и -

— a dt, In и = — at

(23)

(24)

(25)

(постоянную интегрирования мы опускаем!) и

и =  е~а‘.
Из (25) имеем

г at~ r  — cos rnt, dv =  eat cos a>t dt 
at L L

(26)

(I + C), (27)
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где

^ eat cos at dt (28)

(едка из первообразных).
Применяя двукратное интегрирование по частям, находим

I =  | eatd {  sSn Ш  1 =  eat sin mt -  [ sin &t . aeai dt =  
j  V. (0 /  (0 j  0

«  eat sln Ы  + — [ eat • d f  — — I  =
Ш © J  \  (s) J  .

ca t s in <af a  T at  cos co< . \ cos <af ? ^  J  _

© © L  CD J  © j  '

i  f ; 'f . . Oj (j f .
= -fi“ Sinffli+-T« COSffli

отсюда получаем

 ̂ „aí—5- eat (ce sin a i  +  a  eos caí) a t , . 
t m- euc (to sm así +  a  cos coi)
j ........ “ S „ jrr-

, a 2 ш2 +  a 2
I 4— —CO2

(29)

Подставляя это выражение в формулу (27), находим

E q ( a t  ® sin +  а  cos coif
+  С ) ,  (30)

где С —  произвольная постоянная.
Перемножая функции и и о ((26) и (30)), получим з а к о н  и з м е н е н и я  

силы тока
Е о /  со sin coi +  a cos coi_ с  - a i j

i
L v оэ'2 + a 1

При t — 0 из начального условия находим

О =  Í  -ТТ“ Т + С )  - т- е- С'=~  L V ®2 +  а 2 / га3 + а2 '

Следовательно,

i .== - —-El— _  i® sin ©í +  a cos o í  — да? a í) . (32)
L (©■*.+ a 2)

; Если í  достаточно велико, то е~в( —  малая величина ( а  >  0) и ею в фор
муле (3.2) можно пренебречь. В таком случае будем иметь

Ео« ~  0- , ,, - (со sin соt +  a  eos coi). (33)
L (со2 +  a2)

Полагая (рис. 229, б) ю =  д /«а +  a5 cos ф, a  =  V ® 2 +  « 2 sin ф, из формулы 
(33) окончательно получим

р  р  

* * T v íw sin +ф) = sin (aí+ф)-
a  ,

где ф =  arclg —  —  начальная фаза тока.
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§ 6. Понятие о методе Эйлера

В предыдущих параграфах мы рассмотрели простейшие типы 
дифференциальных уравнений первого порядка, допускающих ре

шения в квадратурах1) (или, как иногда говорят: интегрирующих
ся в конечном виде!). Однако не существует общего метода для 

нахождения точного решения произвольного дифференциального 
уравнения первого порядка. Поэтому важное значение приобре
тают п р и б л и ж е н н ы е  м е т о д ы  р е ш е н и й  дифференциаль
ных уравнений. Мы рассмотрим простейший из них, так называе
мый метод Эйлера.

Пусть на заданном отрезке х0 ^  х ^  X  требуется найти реше
ние дифференциального уравнения первого порядка

у' =  Цх,у) (\)

с непрерывной правой частью ¡(х ,у ), удовлетворяющее началь
ному условию

У(хо) =  Уо- ■ (2)

Геометрически это значит, что для дифференциального урав
нения ( !)  нужно построить интегральную кривую у =  у(х), про

ходящую через точку М0(х0, г/о) (рис. 230, а ) . Из геометрического

Рис. 230.

смысла производной получаем, что в каждой точке М (х , у) ин

тегральной кривой ее н а к л о н  (т.. е. угловой коэффициент каса
тельной) удовлетворяет условию

к =  =  !(х ,у ) . (3)

Так как правая часть дифференциального уравнения (1) по пред
положению непрерывна, то можно считать, что на небольшом уча
стке интегральной кривой ее наклон п о с т о я н е н ,  т. е. эту кри

вую приближенно можно заменить ломаной линией.

') То есть решения которых выражаются с помощью неопределенных инте

гралов.
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Практически это делается так: разобьем отрезок {:■>„ X] на до
статочно мелкие части: [х0, *)], [хи х2], [ х н Д ] ,  число кото
рых равно п, и пусть

/г, —  х ш  — х 1 (г =  0, 1, . . . ,  п —  !)'

— длины соответствующих частичных отрезков. Для простоты бу
дем считать их равными (хотя это не обязательно!). Тогда

А,- =  ~~ — к —  сопз!. (4)

Величина /г называется шагом процесса.
Заменим кривую М0М\М2 . . .  Мп с вершинами М((х/, </;)' лома

ной Л/о N¡N2 . . .  Мп с вершинами /'/¡(х,-, г/*) (¿==0,1,2, п — I, 
$ 0 =  у0) > где Л/ 0 =  Мо, и последовательными наклонами

^  Рг =  (-̂г, &д =  У1 ,гх
/ (°) 

(/ == 0, 1 , 2 , . . . , «  — 1, //о =  г/о =  / (х0, г/0)>

(полигон Эйлера) (рис. 230,а). Из рис. 230,6 имеем расчетные 
формулы

=  Х$ -|- //?,

Ау< =  /г Рг =  Л/ (хг, г/,:), I (г =  0 , 1 , 2 , . . . ,  п — 1 , # 0 =  ¡/0). (6 )

#г'+1 =  )

Заметим, что с механической точки зрения мы непрерывный 
процесс, описываемый дифференциальным уравнением ( 1), заме
няем и м п у л ь с н ы м  п р о ц е с с о м ,  протекающим с постоянной 
скоростью на элементарных промежутках [хг, х,+1] (г =  0 , 1, 2 , . . .  
. . . ,  п — 1 ), скорость которого меняется скачками при переходе 
к последующему промежутку.

Недостатки метода: 1) малая точность при значительном шаге 
/г, большой объем работы при малом шаге; 2 ) систематическое 
накопление ошибок.

Метод Эйлера служит идейной основой для других, более со
вершенных методов приближенного решения дифференциальных 
уравнений.

П р и м е р .  Методом Эйлера на промежутке [0; 0,5] найти решение диф

ференциального уравнения

У ' = х  +  у, (/(0) =  1. (7)

Выберем шаг Л =  0,1. Результаты вычисления (с точностью до !0~3) за 

несены в таблицу: .
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X е $ '= х  + Й Д 5=г?'Л

0 1,000 1,000 0,100

0,1 1,100 1,200 0,120
0,2 1,220 1,420 0,142
0,3 1,362 1,662 0,166

0,4 1,528 1,928 0,193

0,5 1,721

Таким образом, ¿/(0,5) =  1,721. Нетрудно найти точное решение '(уравне

ние (7) — линейное!): у — 2е* — (х +  1); отсюда г/(0,5) =  2л/е — 1,5 »  2-1,645—

-  1,500 =  1,790.

§ 7. Дифференциальные уравнения второго порядка

Общий вид дифференциального уравнения второго порядка, 
разрешенного относительно старшей производной, следующий:

У" =  {{х,У,У'). (1)
Общее решение

у =  <р(л:, Си С2) (2 )

этого уравнения содержит две независимые произвольные постоян
ные С ! и С2. Геометрически общее решение (2) представляет собой

бесконечную совокупность интегральных 
кривых, зависящую от двух независимых 
параметров С у и С2. Вообще говоря, че
рез каждую точку М0{х0,у 0) плоскости 
Оху проходит п у ч о к  и н т е г р а л ь н ы х  
к р и в ы х  (рис. 231). Поэтому, чтобы из 
нашего семейства интегральных кривых 
выделить одну определенную интеграль
ную кривую Г, недостаточно указать точ
ку Мо(хо, у о), через которую должна про
ходить эта последняя кривая, а следует 
указать еще направление, в котором кри
вая Г проходит через точку М0, т. е. 

задать тангенс угла а 0, образованного касательной к этой кривой 
в точке М0 с положительным направлением оси Ох. Аналитически, 
если обозначить

1ё а 0 =  у

мы приходим к таким начальным условиям: у =  г/о, у '— У о ПРИ 

х — Хо. На основании (2) имеем

Уо =  Ч>(Хо, С ь  С 2),

Уо —  ц>х (Хоу С\, С 2)

Ж
Рис. 231.

} (3)
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Из системы (3) можно, вообще говоря, определить постоянные С 1 

и С2 и тем самым найти ч а с т н о е  р е ш е н и е

удовлетворяющее нашему уравнению (I) и заданным начальным 

условиям

у\х=Ха =  Уо И у'\х-х, =  Уо (4)

(задача К.оши). Заметим, что при решении конкретных физических 
задач, как правило, наряду с дифференциальным уравнением фи
гурируют те или иные начальные условия (4), так как решение 
такой задачи, по понятным соображениям, должно быть о д и о 
з н а  ч н ы м.

С помощью дифференциального уравнения второго порядка 
записывается основное уравнение динамики.

Пусть материальная точка массы т  движется по оси Ох под 
действием переменной силы /\ Если обозначить через / ускорение 
этой точки, то согласно закону Ньютона имеем

В наиболее общем случае сила Р зависит от времени от коорди
наты х (характеризующей положение материальной точки на

с1 X
оси.Ох) и от скорости —гг этой точки. Следовательно,

С другой стороны, как известно (гл. X, § 14), для прямолинейного 
движения ускорение / равно второй производной от пути по вре-

Подставляя величины ,Р и / в уравнение (5), получим диффе
ренциальное уравнение движения точки

Чтобы полностью описать движение точки, нужно дополни
тельно задать начальное положение и начальную скорость точки

(начальные условия).

, .§ 8 . Интегрируемые тины дифференциальных уравнений 
второго порядка

У —  ФМ >

т /  =  /\ (5)

с1̂х
мени, т. е. / = ~ ш

В общем случае дифференциальное уравнение второго порядка 
не может быть решено в конечном виде. Мы рассмотрим здесь 
некоторые простые случаи, когда уравнение второго порядка
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решается с помощью к в а д р а т у р ,  т. е. применением операций 
неопределенного интегрирования.

Тип I. Пусть

¿/" =  /(*)'• 0 1

Интегрируя, будем иметь

у ' =   ̂?(х) йх +  с и

Интегрируя еще раз, окончательно получим

у —   ̂йх  ̂$ (х) йх +  С,х +  С.,,

где С 1 и Сг — произвольные постоянные, и неопределенные ин
тегралы трактуются как некоторые первообразные соответствую
щих функций. •

Тин II. Пусть
у" =  !(у ). (2 )'

Положим

у ' —  Р-

Отсюда, рассматривая р как функцию от у, будем иметь 

и"  __ лу' =  ар йу _  ¿р
У йх йу йх ‘ йу 

Следовательно, уравнение (2) примет вид

Р ^ = П и ) .

Разделяя переменные, получим

рйр =  1(у)с1у.

Интегрируя последнее уравнение, находим

или

Р =  ±  д / 2  ̂ I (у) йу +  С,

Так как Р — ̂ Г ’ то предыдущее уравнение можно записать так:

4|-=± у '2И ^ '  + с>-
Отсюда, разделяя еще раз переменные и интегрируя, окончательно 
будем иметь

\ — -г. Л ------ : = ±  (X +  С2).

'у 2 у {у )й у  + С1
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Не стоит запоминать эту сложную формулу общего решения 
уравнения типа II, а следует усвоить способ интегрирования. 

Тип III . Пусть
у" =  !(у '). (ЗУ

Полагаем 

Тогда 

Уравнение (3) примет вид

у ' =  р .

« " = £ ■

йх

Разделяя переменные и интегрируя, последовательно будем иметь 

И р ) И ( р )

„ йи
Определив из этого последнего уравнения величину р  =  ~ ,

путем вторичного интегрирования можно будет найти и г/.

П р и м е р  I. Определить закон движения материальной точки с массой т, 
брошенной с начальной скоростью Уо вертикально вверх.

Вертикальную прямую, являющуюся траекторией движущейся точки, при
мем за ось Ох, при этом положительное направление оси Ох установим вверх. 
За начало координат О возьмем начальное положение нашей материальной 

точки.
Если пренебречь сопротивлением воздуха, то единственная сила, действую

щая на нашу точку, есть сила тяжести, численно равная mg и направленная 
вертикально вниз. Согласно закону Ньютона имеем следующее дифференциаль

ное уравнение движения:

<1'2х

т -ЦГ— т&

ИЛИ

д2х .

ж “ - *  (4)

Кроме того, должны быть соблюдены начальные условия:

ч = о = °  « (5)

Производя подстановку

дх (¡2х ёи
■■ V и

из уравнения (4) получим 

й 
М

(И Ш2 (И ’

(IV
—гг =  — ё, или (¡V =  — ё т .

Интегрируя, будем иметь
V =  С, —
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Полагая здесь ( =  0 и используя второе условие (5), находим С, =  и0. Отсюда

V =  о0 — (6),
или

йх ,
~и — Ь'0 — !?(.

Интегрируя еще раз, будем иметь

х С2 +  — Ц г '

Для определения константы Са заметим, что в силу первого условия (5) х — 0 
при £ =  0. Подставляя эти значения в наше последнее уравнение, получим 
С2 =  0. Следовательно,

х  =  -  Ц - ,  (7)

Таков закон движения материальной точки, брошенной вертикально вверх 
с  начальной скоростью V0 (без учета сопротивления воздуха).

В частности, в наивысшей точке подъема должно быть V — 0. Отсюда из

уравнения (6) определяем в р е м я  п о д ъ е м а  Т = — , а из уравнения ( 7 ) —

■8
соответствующую в ы с о т у п о д ъ е м а  Н  =  .

¿Я
П р и м е р  2. Решить уравнение у"  =  (/~3.
Полагаем здесь у' =  р, отсюда

г/"  _ Л р  _ й р  Ау ^  йр р.
Ах с!у йх Ау

Подставляя в дифференциальное уравнение, получим

Ар 3 
р - ^ - у - К

; Разделяя переменные и , интегрируя, последовательно будем иметь

, , р 2 у—2 С ,
р Ар =  у—1 Ау и ~ ~  =  -—у- 4 — .

Отсюда

р =  =Ь л/с 1 — у~'г (С, > 0)
и, следовательно,

Ах у

Это уравнение первого порядка. Разделяя переменные, имеем

У Ау

УС, г/2 — 1

Умножая обе части на Си получим

■ Сху Ау

УС, г/2- 1
: С{ Ах.
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После интегрирования будем иметь

Вычислим интеграл, стоящий в левой части уравнения. Замечая, что 

С\у йу — ~  й {С\У2 — 1),

будем последовательно иметь

<Г(С,у»- 

л/ С, г/2 — 1

1 (С,//2 — ! ) 1/2

1  \ (С)у2 -  1 г ' 12й (С1?У2 -  1) =  ------— —  =  V c ,г/2 -  1

2 х

Таким образом, находим л/С^у2 — 1 — ±  {Схх +  Сг), или окончательно 

С „ /- \  =  (С ,х +  С2)2.

П р и м е р  3, Найти решение уравнения 2у'у" —  1, удовлетворяющее началь
ным условиям: у —  0, у' — 1 при х — 1.

Полагая у' — р и у" = ~ ^г>  имеем

Разделяя здесь переменные, получим

2р йр == йя,
или после интегрирования

Для определения постоянной С, используем начальное условие р — у' — 1 
при я =  1. Имеем 1 =  1-]- Сг, отсюда С] —- 0 и, следовательно,

р2 =  х.

Извлекая корень, получим

йх

причем перед корнем взят знак плюс, так как при х — I мы должны иметь 

р = 1 .
Разделяя переменные и интегрируя, находим

у — ^л /х  <1х=-1-хт  +  С*.

Для определения постоянной С2 полагаем *  =  1 и у — 0; тогда 0 =  +  С2,
О

2
т. е. С 2 =  — — . Таким образом, искомое решение есть

О '

г/ =  |(.,3 /2_1).



§ 3. Случаи понижения порядка

Укажем два случая, когда дифференциальное уравнение вто
рого порядка

У" — f(x, У, у') (1)!

приводится к дифференциальному уравнению первого порядка.
С л у ч а й  1. Пусть левая часть дифференциального уравне

ния (1) явно не с о д е р ж и т  х, т. е. уравнение имеет вид

У" — f(y, У') • (21
Полагая здесь

и ' = п  и - dp —  dp dy =  dp n
У P J  dx dy dx dy 1 ’

получим дифференциальное уравнение первого порядка

p % = f ( y > p ) >

где роль независимой переменной играет у.
С л у ч а й  2. Пусть левая часть дифференциального уравнения 

(1) явно не с о д е р ж и т  у, т. е. уравнение имеет вид

y "  =  f ( x , y ' ) .  ( 3 )

Полагая

г „ dp
У —  р  И у
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получим уравнение первого порядка

dp 

dxdp - f i x ,  p )

с неизвестной функцией р.
Отметим, что рассмотренные выше типы 1 и I I I  (§ 3) являются 

частными случаями соответственно уравнений (.2) и (3).

П р и м е р  1. Решить уравнение

И
г  -  т

(1о
Согласно случаю 1 полагаем у ' =  р и у" — р - . Тогда уравнение (4)

примет вид

р
dy у

~  ~ ^  do р dp dy
Отсюда: 1) р — 0, т. е. у . =  С; или 2) -т— —  — , т- е. — - -----  и

йу у р у

In р — In у +' l n  Ci.
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Потенцируя, будем иметь 

и, следовательно,

^  =  ¿.г.
и

После интегрирования получаем

1п у =■ С\Х +  1п С2

и, значит,

У =  С2ес ‘х,

где С] и С2 — произвольные постоянные.
П р и м е р  2. Найти решение уравнения

ху" =  2а  — у', (5)

1 / 1 1удовлетворяющее начальным условиям: у = и «/ == 1 при л =  1.

(10
В уравнении (5) полагаем у' — р и У" Тогда

йр п 
х —г—=  2 х — р,

йх
или

4 р в 2 — (6)
йх X

V
Полученное уравнение — о д н о р о д н о е ■), поэтому примем ~  — и, следова

тельно,
йр йн ,

р =  хи И =  А' +  И.

Подставляя в уравнение (6), будем Иметь

(¡и , п 
х —— 4- и =  2 — «; 

йх
отсюда

йи 2 — 2и йи Чйх
, — или , ■

ях х и — 1 л:

Интегрируя, получим

1п (и — 1) — -—2 !п х +  1п С]

и, следовательно,

, С ] Р 1 1 ^ 1  , С1
и —  1 =  — Т. е. -=— — 14--- 5~ и р =  а Н---- .

V*- V  У  ̂  VЛ. А Л- Л

Для определения постоянной С] используем начальные условия: р =  у' =  1 
при а =  1. Получаем 1 =  1 +  С], т. е. С] =  0 и, таким образом,

!-/ 1/
р  ~  ~ й х  =  Х ‘

‘) Уравнение (6) можно также рассматривать как линей ной .



Отсюда имеем dy =  х dx н

y = ^ x d x  =  ~  +  C2. (7)

Постоянную Сг определяем из начальных условий. Полагая х — 1 к. у — 1/2 

в формуле (7), получаем y  =  т. е. С% =  0. Следовательно, искомое

частное решение есть

у —  х2/2.

§ 19, Понятие об интегрировании дифференциальных 
уравнений с помощью степенных рядов

Для простоты изложим этот метод на примере дифференциаль
ного уравнения первого порядка

у '=  fix, у), у(х0) =  у0, (I)

где функция f ( x , y )  б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м а ,  т. е. 
имеет производные всех порядков.

Будем искать решение задачи (!)  в виде ряда Тейлора 
(гл. XXI, § 14)

У —  Уо +  Уо (х — *o) ~f- -gp (х  х 0)2 , (2)

где для краткости положено

У[п) =  У {п) (х  о) (п =  1 , 2 , . . . ) .

Свободный член у0 ряда (2) определяется из начального усло
вия (I).  Коэффициент у'0 мы находим из дифференциального 

уравнения ( 1)

Уо —  f  (х о> Уо)-

Для нахождения коэффициента у" продифференцируем по х 
уравнение (1), предполагая, что у есть функция от х. Имеем

у" - Т х №
отсюда

У=Уо

и т. д. Сложный вопрос о сходимости ряда (2) мы оставляем без 
рассмотрения.

Этот метод, с очевидными изменениями, применим также и для 
уравнения второго порядка

у" =  f (х, у, у'), у (х0) =  у0, У\х0) =  у'а. (3)
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П р и м е р .  С помощью степенных рядов найти решение дифференциального 
уравнения

у' =  Ху +  у2, у( 0) =  1. (4)

Положим п г/г
, г . Уо , ,  Уа , .

У=^Уа +  У0х +  ~ ^-хг +  - ^ - х 3-\- . . .  (5)

Из условий (4) имеем Уо— 1, У о ~ 0 -1 +  12 =  1.

Дифференцируя как сложную функцию правую часть уравнения (4), по* 
лучим

у" = (У  +  ху')-\-2уу'- (6)

отсюда у "  =  (1 ■+• 0) +  2 • 1 • 1 =  3.

Далее, дифференцируя уравнение (6), будем иметь 

* / '"=  (2у' + ху") + 2  (у'* + уу")

и, следовательно, у ”  =  (2 +  0) +  2 • (1 +  1 • 3) =  10 и т. д.

Таким образом, из (5) имеем ___ _

у == 1 -(. х +  ~х'А +  ~ х ^ +  . . .  (7)

Результаты вычислений можно оформить в виде таблицы:

X 0 0,1 0,2 0,3 . . .

У 1 1,117 1,273 1,480 . .  .

§ 3!. Общие свойства решений линейных однородных 
дифференциальных уравнений второго порядка

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравне
ние второго порядка

У"-\-p(x)y' +  q(x)y =  0, ( 1)

коэффициенты которого р(х) и д(х) непрерывны. 
Пусть

У \ = У \ ( х )  И у 2 — У 2 (х )

— частные решения уравнения ( 1) !). 
О п р е д е л е н и е .  Два решения у\ и у2 называются линей

но з а в и с и м ы  м и, если можно подобрать постоянные числа а% 
и а% не равные одновременно нулю, такие, что линейная комби
нация этих функций тооюдественно равна нулю, т. е. 

а\У\ 4* а2У2 == 0. (2)

’ ) Слово «частные» здесь понимается в том смысле, что эти решения не со 
держат произвольных постоянных.
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В противном случае, если таких чисел подобрать нельзя, решения 
У\ и у2 называются линейно независимыми. Иными словами, если 
функции у! и у2 линейно независимы и имеет место тождество (2 ), 
то а\ — а 2 — 0 .

Очевидно, решения ух и у2 будут линейно зависимы тогда и 
только тогда, когда они пропорциональны друг другу, т. е. если

Уъ =  ау\ (3)

(или наоборот), где а — постоянный коэффициент пропорциональ
ности.

В самом деле, если выполнено условие. (3), то можно запе&ать

а ху\ +  а 2у% =  0 ,

где а\ — а и а 2 —  — 1 Ф  0, и следовательно, эти решения являются 
линейно зависимыми.

Обратно, если решения ,у\ и у2 линейно зависимы, то имеет 
место тождество

а\у\ +  а 2у2 =  0 ,

где по меньшей мере одна константа, ал или а 2,- не равна нулю. 
Полагая, например, что а 2ф 0  и а — — а\/а2, получим у2 =  ау1.

Понятие линейной зависимости применимо также к любой паре 
функций. Аналогично определяются линейная зависимость и ли
нейная независимость нескольких функций.

П р и м е р .  Функции ек'х и ек,х при Иг Ф  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы .  
В самом деле, допустим, что имеет место соотношение

в) в*1* +  «,**•*■■ 0,

где хотя бы один из коэффициентов а, и а2, например а%, ие равен нулю. Тогда 
получим тождество

что невозможно, так как левая часть этого равенства меняется с изменением х, 
а правая часть постоянна.

Зная два частных линейно независимых решения у\ и у2 урав
нения ( 1), легко получить общее решение этого уравнения. 
А именно, имеет место такая теорема.

Т е о р е м а .  Если у\ и у2 — линейно независимые частные реше
ния линейного однородного уравнения второго порядка ( I ) ,  то 
обш^е решение уравнения есть линейная комбинация этих част
ных решений, т. е. общее решение уравнения ( 1 ) имеет вид

у =  С)У) +  С2у2, (4)

где С) и С2 — произвольные постоянные (— о о <  Сг <  + о о ( — о о <  

<С С2 <  +  оо) •
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, так как ух и г/2 — решения 
уравнения ( 1), то имеем

у" +  р{х)у\ +  <7 (*) г/, в== 0  (5)

У" +  Р (*■)% +  Я (*) У2 =  0. (6 )

Подставляя выражение (4) в левую часть уравнения (1), в 
силу (5) и (6 ) получим

{С\У\ +  С2у2)" +  р (х) (С{ух +  С2у2У +  Я (х) [С\У\ +  С2у2) =

от'С,/у" +  С2у" +  р (х) С[У' +  р (х) С2у'г +  Я М  С1у1 +  я (х) С2у2 =

— С1 [г/" 4- Р (х) у\ 4- Я (х) у{\ 4- С2 \у2 4- р (х) у2 4- Я {х) у21 ==

=  С, • 0 4- с2 ■ 0 =  0.
Отсюда следует, что функция

У =  С\У1 +  С2У2 (7)

будет решением уравнения ( 1) при л ю б о м  в ы б о р е  постоянных 
и С2.
Если решения г/( и у2 линейно независимы, то решение (7) бу

дет о б щ и м  р е ш е н и е м  дифференциального уравнения ( 1), так 
как оно содержит две произвольные постоянные С { и С2, которые 
в этом случае не могут быть сведены к одной, т. е. являются не
зависимыми.

Можно доказать, что формула (7) дает в се  р е ш е н и я  соот
ветствующего линейного дифференциального уравнения ( 1).

З а м е ч а н и е .  Если же частные решения у\ и у2 линейно зави
симы, то решение (4) не будет общим. В самом деле, пусть у{ и у2 
линейно зависимы, т. е. пусть имеет место соотношение у2 =  ау{, 
где а — некоторая константа. Подставляя у2 в выражение (4)  ̂
будем иметь

У =  С\У\ +  С 2аг/[,
или

У =  Суи (8 )

где С — С\ 4- аС 2. Это решение содержит только одну произволь
ную постоянную С и потому оно не будет общим.

Итак, чтобы найти общее решение уравнения (1), достаточно 
знать два его частных линейно независимых решения у{ и у2.

§ 12. Линейные однородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами

Пусть линейное однородное дифференциальное уравнение

У" +  РУ' +  ЯУ =  0 (1)

имеет постоянные коэффициенты р и у.



Будем искать частное решение уравнения (1) в форме

у =  е*\ (2 )

где к — постоянное число, подлежащее определению. Из (2) имеем

у' =  кекх и у" =  к,2екх.

Подставляя у, у ' и у "  в уравнение (1), получим

№екх -¡- ркекх +  qekx £= О

или, сокращая на множитель екх, который не равен нулю, находим

/г2 +  рк +  я =  0. (3)

Квадратное уравнение (3), из которого определяется число А, 
называется характеристическим уравнением данного линейного 
уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами ( 1). 
Заметим, что для написания характеристического уравнения (3) 
достаточно в дифференциальном уравнении ( 1 ) производные у", у' 
и функцию у заменить на соответствующие степени величины /г, 
рассматривая при этом функцию у как производную нулевого по
рядка.

Решая характеристическое уравнение (3), получим

¿ 1,2 = ( 4 )

Здесь могут представиться три различных случая.
Слу ч а й I. Если

4 - ? > 0’ (5)

то согласно формуле (4) характеристическое уравнение (3) имеет 
два действительных и различных корня 1г\ и к2. Следовательно, 
линейное уравнение ( 1 ) допускает два различных частных решения

ух =  ек,х и г/г =  ек,х-

Так как к\фк2, то эти решения, как мы видели (§ 11, пример 1), 
линейно независимы. Следовательно, общее решение для случая 1 

имеет вид

у =  С 1ек'х +  С2ек* . (6 )

Пример.  Пусть

у" -  2у' -  8(/ =  0. (7)

Решая характеристическое уравнение

А:2 — 2* — 8 == 0,

находим его корни к\ =  4, кг — —2. Общее решение уравнения (7) имеет вид

и =  С,с*х +  Сге~2х.
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С лу ч а й II. Если

то в силу формулы (4) характеристическое уравнение (3) имеет 
единственный корень

2 •— к-2 — ■

Такой корень называется кратным. Поэтому одно частное решение 
уравнения ( 1) будет

-1-Х

ух= е  2 •

Всякое другое частное решение г/г, линейно независимое с уи 
обязательно должно иметь вид

У 2 =  У\-г{х), (9)

где г =  г (х)— некоторая функция от х, не являющаяся тожде
ственно постоянной. Отсюда

- !- Х

У 2 ~ е 2 2- 

Дифференцируя, находим

Р Р Р—-V ____1__V ~  ч  ___

2

*(2" ~  "2 '2 0  ~  \е 2'Х(* ' — & ) = в  2Х*"-~рг' +  х 2)-

Подставляя у2, у'2 и у" в уравнение (1), после сокращения на 

-£-х
общий множитель е 2 получим

г" — рг' +  ~ г  +  рг' — 2  + дг — 0 ,

или
/  п2 \

= 0.2 " +  ( 9 - х ) 2:

Наконец, в силу условия (8 ) будем иметь

г" —  0 .
Отсюда

г' — а и г —  ах +

где а и 6  — произвольные постоянные.
Следовательно,

рх

у2 — {ах -\-Ь)е 2~. ( 10)
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Так как мы интересуемся только частным' решением, то можно 
принять а —  1 и Ь — 0. Тогда

рх

у 2 — хе 2 .

Таким образом, общее решение уравнения (1) в случае II будет

у =  {С\ +  С2х). (11)

Заметим, что формула (10), в сущности, уже давала это общее 
решение, так как в с я к о е  решение уравнения ( 1) можно пред
ставить в виде ( 1 0 ).

П р и м е р  3. Пусть у" — 6у' +  9у —  0.
Решая характеристическое уравнение к2 —  6й +  9 —  0, находим кратный 

корень ¿ 1, г =  3 ±  У 9  — 9 =  3. Следовательно, общее решение запишется 
в виде

у =  е3х (С I +  С2х).

Слу ч а й III . Если

то на основании формулы (4) характеристическое уравнение (3) 
имеет два сопряженных комплексных корня

&1 =  а  +  Рг и ¿ 2  =  «  — рг,

где а =  — и Р =  д /<7 — .

Тогда частные решения у\ и у2 уравнения (1) будут такие:

у1== е{а+$1) х и у2 =  х '). (1 2 )

Отсюда общее решение уравнения (1) формально можно запи
сать так:

у =  С,е(“+»г1 * + С2е(и- м 
или _

у =  еах ( С ^  +  С2е-^Х), (13)

где С\ и С2 — некоторые комплексные константы, подобранные 
таким образом, чтобы выражение (13) было действительным.

‘) Под производной комплексной функции

¡\(х) +  ¡{ч(х)

действительной переменной х, где [¡(х) и /2(х) —  действительные функции от х, 
а ¿— мнимая единица, по определению понимают выражение

[?, {х) +  Ц3 (х)]' =  (х) +  Ц'2 (х).

Пользуясь формулой (4) из гл. XX !, § 16, легко проверить, что если /г =
—  к  +  ¿Р, то («**)' = 'Ае**.-Следовательно, функции у\ и у% а также любая ли
нейная комбинация их, удовлетворяют нашему дифференциальному уравнению.



В выражении (13) можно избавиться от мнимых величии. С о 
гласно формулам Эйлера (гл. XXI, § 16) имеем

е‘$* — eos рх +  i sin рх и е~‘̂ х — cos рх — i sin fix.

Отсюда

у =  еах [(С) +  С2) cos fix +  i (С, — С2) sin рх].
Полагая

C¡ +  С2 — Cj и / (Сх — С2) =  С2,

окончательно получим

у =  еах(С\ cos Рх-[- C2 sin рх), (14)

где_С( и С2— какие угодно (ввиду произвольности постоянных Cj 
и С2) постоянные действительные числа. Это и есть общее реше
ние в действительной форме уравнения (1) для случая III.

В частности, если в характеристическом уравнении (3) имеем 
р =  0  и q —  р2, то корни éi,г =  ±P¿ будут чисто мнимыми (а =  0 ) 
и для соответствующего дифференциального уравнения

у" +  Р 2У =  0 

мы получим общее решение его в таком виде:

у — С i cos рх +  С2 sin Рх. (15)

З а м е ч а н и е .  В приложениях иногда используется другой вид 
формулы (14). А именно, полагая

Ci = / 4s i n ( p  и С2 =  /4соэф, (16)

где А и ф — новые произвольные (Л ^  0) постоянные, будем иметь

y — Аеах sin (рх -f- ф ). (17)

Из (16) получаем

Л = 'л/С [+ С 1, tgq> =  -g-.

Если х трактовать как время, то с физической точки зрения 
функция (17) описывает колебательный процесс, затухающий при 
а  С  0  и неограниченно растущий при а  >  0 .

П р и м е р  4. Имеем уравнение

у" — 6(/ +  13г/ =  0.

Решая характеристическое уравнение В  — 6/г + 13 =  0, получим комплекс
ные корни k\, 2 =  3 ±  2i. Здесь а  =  3 и (3 =  2. Следовательно, на основании 
формулы (14) общее решение запишется в виде

у =  е3х(С\ cos 2х +  С2 sin 2х).

П р и м е р  5. Материальная точка массы т  притягивается к неподвижному 
центру О с силой, пропорциональной удалению х точки от притягивающего
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центра ‘ ( у п р у г а я  с и л а )  (рис. 232). Найти закон движения этой точки 
^пренебрегая сопротивлением среды).

Согласно закону Ныотона имеем

с1гх ,
т ц р г - ~ кх>

1

где к —  коэффициент пропорциональности и знак минус поставлен потому, что 
направление действующей силы обратно по знаку смещению х. Отсюда
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d2x
+  <а2х = 0 ,  где ю =  Д  /  — .

dt V  т

Мы получили линейное уравнение второго порядка с постоянными коэф
фициентами. Корни соответствующего характеристического уравнения

х  к2 +  «л2 =  0

------ -------------------¿5 являются чисто мнимыми: k¡, 2 == ± т . Поэто
му в силу формулы (14) (а  =  0, р =  кй) 

n oqo имеем 
ис. х — С\ eos coi +  С2 sin at.

Можно положить C¡ =  A sin <р, С2 =  A cos ф, где А и ср — некоторые другие 
произвольные постоянные. Отсюда

х — A sin (a>t +  ср),

т. е. материальная точка в наших условиях совершает периодические гармони
ческие колебания около притягивающего центра с амплитудой А и начальной 
фазой ф.

§ 13. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение второго порядка 

у "+  р у '+ qy =  f(x), -(i)
V ’ -"V ' ■ . ' •" ' . ‘ '■
где р и q — данные постоянные числа и f(x) (правая часть урав
нения)1— известная 1 функция от х. Имеет место следующая тео
рема. 

Т е о р е м а .  Обш,ее решение неоднородного уравнения (1) равно 
сумме общего решения соответствующего однородного уравнения

у" +  ру' +  qy =  о (2 )

и частного решения данного неоднородного уравнения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

У =  С\у\ +  С2у2 (3)

есть ,общее решение уравнения без правой части (2 ) и г есть не
которое частное решение соответствующего уравнения с правой 
частью (1). Очевидно, имеем 

; ’ у" +  ру' +  qf! =  о и z” +  pz' +  qz =  / (х).
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Складывая почленно эти уравнения и учитывая, что производная 
суммы равна сумме производных, получим

(У +  г )"-¥ р(У '+ г)' +  Я (У-+ г) =  Цх).

Отсюда ясно, что функция
у =  у +  г (4)

будет решением уравнения ( 1) и при этом о б щи м ,  так как в ее 
состав, в силу формулы (3), входят две независимые произволь
ные постоянные С\ и С2.

Так как мы умеем находить общее решение у однородного 
линейного уравнения с постоянными коэффициентами, то остается 
лишь указать способ нахождения частного решения г соответ
ствующего неоднородного уравнения ( 1 ), где р  и ^ — постоянные.

При рассмотрении этой последней задачи мы ограничимся лишь 
простейшими правыми частями ¡(х). В этих случаях для нахож
дения частного решения уравнения ( 1) обычно применяется так 
называемый ме то д  н е о п р е д е л е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в .

Слу ч а й I. Правая часть уравнения (1) есть п о к а з а т е л ь 
н а я  ф у н к ц и я

/(х ) =  аетх ( а Ф  0 ).

,{<1шем частное решение г также в форме показательной 
функции

г == Аетх, (5)

где А — неопределенный коэффициент. Отсюда

г' =  Апгетх и г" — А т 2етх.

Подставляя /(х) и выражения для г и его производных в уравне
ние ( 1), после сокращения на етх будем иметь

А (т 2 +  р т  +  ц) — а. (6 )

Возможны два случая: 1) т  не является, корнем характеристи
ческого уравнения, т. е.

. т 2 -|- р т  +  <7 =/= 0 .

Тогда А —  - о . а 1—  и, следовательно,
м т 2 + рт + <7

а ет х
2 =. --- -———---.

/п2 +  рт  +  ц

2) Число т  есть корень характеристического уравнения, т. е.

т 2 +  р т  +  <7 =  0. (7)

Тогда уравнение (6 ) противоречиво и, следовательно, дифференци
альной'уравнение (Г) не имеет частного решения в форме (5)'.

В этом случае а) если т  есть простой корень характеристиче
ского уравнения (т. е. другой корень этого уравнения отличен
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от т ) ,  то частное решение уравнения (!)  следует брать в виде 

г — Ахетх,

и б) если же т  —  кратный корень характеристического уравне
ния, то частное решение уравнения ( 1) нужно искать в виде

2  =  Ах2етх.

Эту рекомендацию можно непосредственно проверить.

П р и м е р  1. Пусть у" — 5 у' +  6 у — е*.
Решим сначала уравнение без,пра.вой части;

У" — 5у' + 6у =  О

Характеристическое уравнение здесь имеет вид А2 —  5й +  6 =  0. Отсюда корни 
его будут Й1 =  3, £2 —  2. Следовательно, общее решение уравнения без правой 
части таково:

у =  с ,е 3х +  Сгег\

Так как т  — 1 не является корнем характеристического уравнения, то 
ищем, частное решение уравнения с правой частью в следующей форме:

г =  Аех,

где А —  неопределенный коэффициент. Дифференцируя, будем иметь

г' =  Аех, г" =  Ле*.

Подставляя эти выражения в наше неоднородное уравнение, получим 

Ае* —  5Аех +  6Ае* =  е* или 2А =  1.

Отсюда А =  1/2. Итак, частное решение уравнения с правой частью есть

Общее же решение этого уравнения на основании предыдущей теоремы 
имеет вид

у — C¡e3x +  С2е2х +  ■— ех.

Слу ч а й II. Правая часть неоднородного уравнения (!) есть 
т р и г о н о м е т р и ч е с к и й  п о л и н о м  

/ (х) =  М  cos wx -f- N sin о>х. (8 ) 

Ищем частное решение г этого уравнения также в форме три
гонометрического полинома 

г — A cos rax -j- В sin оэлг, 

где А и В — неопределенные коэффициенты. 
Дифференцируя, получим 

г', —  —Лео sin ах  +  Всо cos юх и г"— — Ло)2 созю х— Вы2 sin юх. 

Отсюда, подставляя эти выражения в уравнение (1) и собирая 
вместе члены с cos юх и sin юх, будем иметь 

(—Л со2 +  Вра> +  Aq) cos сох +  (—Вю2 — Apa  -|-Bq)sin юх =  

■=э М  cos юх 4- 'N sin юх.
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Так как последнее равенство представляет собой тождество, то 
коэффициенты при cosax и sin сох в левой и правой частях этого 
равенства должны быть соответственно равны друг другу, и мы 
получим

A (q — ю2) -f- Bp(i> =  M, —Ары В (q — и5) =  N. (9)(

Из этой системы, вообще говоря, мы и сможем'определить коэф
фициенты А и В. Единственный случай, когда система (9) несо
вместна, это

р — 0 , q —  (о2

(т. е. когда ±  eco — корни характеристического уравнения). Тогда 
частное решение z следует брать в такой форме:

г == х (A cos ых -j- В sin а х ) .

П р и м е р  2. Пусть
у" — 4у' +  4у =  cos х. (¡0)

Соответствующее однородное уравнение будет

у* _  4у' + 4у =  0. (11)

Решая характеристическое уравнение /г2 —  4ft +  4 =  0, находим кратный корень

* 1,2 =  2 ±  л/4 -  4 =  2.
Следовательно, общее решение однородного уравнения (11) есть

У — е2х(С, +  С2дс).

Будем искать частное решение уравнения (10) в такой форме:

г =  A cos х +  В sin х,

где А и В —  неопределенные коэффициенты.
Дифференцируя, получим

г' —  —A sin х +  В cos х, г" =  —A cos х — В  sin х.

Подставляя г, г' и г" в уравнение (10), будем иметь

—A cos х —  В  sin х -f- 4̂ 4 sin x —  4B cos x -f 4A cos x +  4B sin x — eos x. 

Приравнивая коэффициенты при cos x и sin x справа и слева, получим систему 

ЗЛ —  4В =  1, 4А +  35 =  0.

Решая эти уравнения совместно, находим А =  3/25 и В =  — 4/25 и, следова
тельно,

3 4 .
2 =  _ _  cos х — —  sin х.

Отсюда общее решение уравнения (10) будет иметь вид 

У =  е2х (С) +  С2х) +  cos х — sin х.

П р и м е р  3. Изучить колебания материальной точки массы т ,  находящей
ся под действием упругой силы, величина которой пропорциональна отклонению
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х точки от положения равновесия, при наличии периодической возмущающей 
силы, численно равной

F =  /-'о sin pt

(Fo, Р — постоянные). Сопротивлением среды пренебрегаем.
Согласно закону Ньютона диф- •

* ______ ______ _ ференциальное уравнение движения
--------- ¿о— —-------------------- за- точки имеет вид (оис. 233)

кх F  “  d*x
Рис. 233. ,п ~dW — ~  kx +  Fa sin pt

[k —  коэффициент пропорциональности) или

d2x 

dt3

d̂ x
+  со2*  =  a sin pt, (12)

где со =  Л /  —  и а =  -— . Общее решение однородного уравнения
у 171 Ш

d'2x 2 .
■ +  с о 2 х  =  О ,

d t2

как известно (см. § 10, пример 5), имеет вид (свободные колебания точки)

х — Ci cos u>t +  С2 sin coi, (13)’

где C’i и Ci — произвольные постоянные.
При нахождении частного решения г неоднородного уравнения (12) следует 

различать два случая.
■ . С л у ч а й  1. Пусть р ф  со, т. е. частота внешней силы не совпадает с ча

стотой свободных колебаний (13).
Полагаем

г =  A cos pt +  В sin pt, (14)

где А и В —  неопределенные коэффициенты.
Подставляя выражение (14) в уравнение (12), будем иметь

— Ар2 cos pt —  Bp2 sin pt +  ш2(А cos pt +  В sin pt) =  a sin pt,

или
A (o)2 —  p2) eos pt +  В (со2 —  p2) sin pt — a sin pt.

Отсюда

Л (со2 —  p2) =  0, В (w2 —  p2) =  a

и, следовательно, A — 0, £> =  — “ jr* Таким образом,

а . ,
2 =  ----- Sin pt.

Общее решение неоднородного уравнения (12) (вынуоюденные колебания точки)

дается формулой ..........  •___

! х — C i cos соt +  С 2 sin a t  +  sin pt {!•>)

и .представляет собой наложение двух колебаний с частотами со и р, причем 

колебания о г р а н и ч е н ы .
С л у ч а й  2. Пусть р — со, т. е. частота внешней силы совпадает С частотой 

свободных колебаний (13).
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В этом случае формула (15), очевидно, теряет смысл. Полагаем 

z =  / (Л cos со/ +  В sin со/);

отсюда

г' =  (Л cos со/ +  В sin at)  +  /(— Лш sin co/.+ В со cos at)

и
г" — 2 (— Лсo sin co/ +  B a  cos at) +  / (— A®2 cos со/—  В <»2 sin соt).

Подставляя эти выражения в уравнение (12), будем иметь

2(—Лео sin.coi +  Вы cos со/) —  со2/(Л cos coZ-ffisin со/) -f со2/ (Л cos со/ +  В sin со/) =

=  a sin wt,
нли

2 (—Лео sin a t  +  Вы cos at) =  a sin со/.

Отсюда для определения неопределенных коэффициентов А а В  имеем систему

— 2/1 со =  а, 2Ва = 0 .

Следовательно, Л =  —а/2со, В =  0 и, значит,

а/
2  = --- -—  COS СОГ

2(0

(рис. 234). Вынужденные колебания точки при этом будут

х =  С\ cos a t  +  С 2 sin со/ — cos со/. ()6)

Формула (16) показывает, что размах колебаний х неограниченно растет 
вместе с временем t. Таким образом, даже ничтожно малая внешняя сила в

случае 2 вызывает неограниченные колебания системы. Это явление носит назва
ние резонанса. Физическим последствием резонанса является нарушение работы 
и даже разрушение упругой системы. Например, известны случаи, когда ритми
ческие стуки поезда, идущего по железнодорожному мосту, приводили к р аз 
рушению этого моста.

С л у ч а й  I II. Правая часть линейного уравнения (1) представ
ляет собой п о л и н о м ,  например, второй степени

/ (х) — ах2 +  Ьх -¡- с (а ф  0). т



Ищем частное решение г этого уравнения также в форме поли
нома второй степени

z =  Ах2 +  Вх +  С,

где А, В и С — неопределенные коэффициенты.
Дифференцируя, будем иметь

г'. — 2 Ах +  В и z" =  2 А.

Отсюда, подставляя г, г' и zn в уравнение (1), получим

2А +  р (2Ах +  В ) -f q (Ах2 +  Вх +  С) =  ах2 +  Ьх +  с,

или

Aqx2 -f (2Ар +  Bq)x +  (2Д +  Вр  -f Cq) =  ах2 +  Ьх +  с.

Так как два многочлена тождественно равны друг другу тогда 
и только тогда, когда коэффициенты при одинаковых степенях 
переменной х равны, то для определения коэффициентов А, В и С 
имеем систему

Aq =  a, 2Ap +  Bq =  b, 2A +  Bp +  Cq =  c. ’ А (18)

Если q ф  0, то из этой системы для коэффициентов А, В и С 
получаются определенные числовые значения. Тем самым частное 
решение z будет вполне определено.

Если же <7 =  0 (характеристическое уравнение имеет простой 
нулевой корень), то система (18) несовместна. В этом случае, по
лагая, что’ р ф О ,  частное решение г следует искать в форме

z — х (Ах2 +  Вх +  С ) .

Аналогично нужно поступать, если f(x) есть полином какой- 
нибудь другой степени.

П р и м е р  4. Пусть у" —  4у' +  13у =  2к +  1.
Уравнение без правой части здесь будет

у" —  4у' +  \3у =  0.

Характеристическое уравнение имеет вид k2 —  4é +  13 =  0, его корни =  
■==¡2 ±  3Í. Общее решение однородного уравнения запишется так:

у =  е2х (С¡ eos Зх -f- С2 sin Зх ) .

Частное решение неоднородного уравнения ищем в такой форме:

г =  Ах 4 - В.

Отсюда г' =  А и г" =  0. Подставляя эти выражения в неоднородное уравне

ние, получим
—4А +  13 (Ал: +  В) ша 2х 4- 1.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой ча

стях последнего тождества, будем иметь

1 3 / 4 = 2 ; '  —4 Л + 1 3 В  =  1.
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Решая совместно эту систему уравнений, получим Л =  2/13, В —  21/169. Сле* 
довательно, частное решение неоднородного уравнения есть

2 _2]_ 

г “  13 Х +  169 '

Поэтому его общее решение имеет вид

2 21 
у =  е х (С, eos Зх +  С , sin Зх) +  -jg- х +

Произвольные постоянные, входящие в общее решение, могут быть опре* 
делены из начальных условий.

П р и  м е р  5. Найти решение у =  у(х) уравнения

У" =  х2 +  у (Í9)
такое, что

4 (0) = — 2, у'( 0) =  1. (20)

Запишем уравнение (19) в стандартном виде

у " — у — х-. (21);

Однородное уравнение здесь следующее:

у " - у  =  0.

Характеристическое уравнение к2— 1 = 0  имеет корни k¡ — 1 и k¡¡ —  — 1. Сле
довательно, общее решение однородного уравнения есть

у =  С,ех +  Сге~х,

где С\ и С2 —  постоянные.
Для нахождения частного решения г неоднородного уравнения (21) полагаем

г — Ах2 -J- Вх +  С.

Подставляя эту функцию в уравнение (21), будем иметь

2 А —  (Ах2 +  Вх +  С) =  ж2.

Отсюда
- А  =  1, - Б  =  0, 2Л — С =  0;

следсрательно, А =  — В — О, С — —2 и г —  —х2 — 2.
Общее решение неоднородного уравнения (19) имеет вид .

У =  У + г,

или

у =  C¡ex +  С2е-Х ~ (х 2 +  2). ". (22)

Дифференцируя, находим

у' =  С,ех — С2е~х — 2х. (23)

Полагая х —  0 в формулах (22) и (23) и используя начальные условия 
(20), для определения постоянных С] и С2 получаем систему

С, +  С2 =  0, С , — С2 =  1.

Отсюда С] =  1/2, С2 — — 1/2.

Подставляя эти значения в формулу (22), получим искомое решение

У =  (ех — е~х) — {х2 +  2), т. е. г/ =  sh л: — (х2 +  2).

I
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§ 14.'Понятие о дифференциальных уравнениях,
содержащих частные производные

Пусть функция и описывает некоторый физический процесс. 
Всякий процесс протекает в пространстве, точки которого можно 
характеризовать декартовыми прямоугольными координатами 
(х, у, г) и во времени t. Поэтому в общем случае функция и яв

ляется функцией четырех переменных: и — и{х, у, г, t ) 1) . Диффе-
, да ди

ренцируя функцию и, получаем частные производные , -щ

и т. д. В данном процессе эти производные связаны известными 
соотношениями, и таким образом, мы приходим к д и ф ф е р е н -  
ц и а л ь н о м у .  у р а в н е н ию ,  с о д е р ж  а щ е м у  ч а с т н ы е  

п р о и з в о д н ы е .

Математики Советского Союза внесли существенный вклад в теорию диф
ференциальных уравнений с частными производными. (Зсобо следует отметить 
работы: М. В. Келдыша, М. А. Лаврентьева, И. Г. Петровского, С. Л. Соболева, 
А. Н. Тихонова и др.

Для физических приложений особый интерес представляют 
дифференциальные уравнения, для которых входящие в них стар
шие частные производные имеют второй порядок (так называе

мые дифференциальные уравнения второго порядка). К. числу их 
относятся уравнения газовой динамики, уравнения гидродинамики, 
математические уравнения электромагнетизма (уравнения М ак 

свелла) и многие другие. Поэтому дифференциальные уравнения 
с частными производными второго порядка получили название 
уравнений математической физики.

Для случая двух независимых переменных приведем важнейшие типы таких 

уравнений.
I. Одномерное волновое уравнение

д2и _  з д- и

д/2 а дх2 ’

Это уравнение встречается при изучении ряда колебательных процессов (по
перечные колебания упругой струны, продольные колебания стержня, колеба

ние глаз в трубке и др.).
1!. Уравнение теплопроводности (уравнение Фурье)

ди ,, д2и

~ W ~ 'a Тх2’

описывающее нестационарный тепловой режим стержня (см. § 14).
С этим уравнением связана также задача о распространении электрических 

колебаний в линии.
III. Уравнение Лапласа

д2и д2и __ _

' 5 F  +  Ту2 ~  ’
дающее стационарное распределение температуры в однородной пластинке и др.

*) В некоторых случаях можно ограничиться рассмотрением плоскости или 
прямой линии; соответственно «ом у  снижается число независимых переменных 
функции и.
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. Для решения этих уравнений в различных условиях были созданы специаль
ные приемы (так называемые « ме т о д ы м а т е м а т и ч е с к о й  физики»,),.

Ограничимся для простоты случаем двух независимых ■ пере-.; 
менных х, у:

и — и (X, у)

^ ди д и д-и
и введем сокращенные обозначения-^-—  их, ~ ^ = и у, ц  ==

— иху и т. п. Тогда общий вид дифференциального уравнения

второго порядка для неизвестной функции и следующий:

F(x, у, и, их, Uy, ихх, и Ху, и У у) — 0, (1)

где F —  известная функция.
Всякая функция и — ц>{х, у), обращ ающ ая уравнение (1) в 

тождество, называется его решением', график решения носит на
звание интегральной поверхности.

П р  и м е р 1. Найти и — и {х, у ) , если

§ -  =  °- <2> 

Уравнение (2) можно записать в следующем виде: ,

О • (3)
д { ди' 

ду V ду .

Отсюда следует, что ~  не з а в и с и т  от у, т. е. является, 

функцией только переменной х. Таким образом, из (3) вытекает

Ц г - с . м ,  (4)

где С\ (х) —  произвольная функция.
Интегрируя уравнение (4) по переменной у, получим

\ci (x )dys), (5)

или
« =  С, (х) у С2(х), (6)

где С\ (х) и С2(х )— произвольные функции. С помощью диффе

ренцирования легко убедиться, что решение о б щ е г о  в и д а  (6), 
содержащее произвольные функции С1(х) и С2(х), дает здесь со 

вокупность в с е х  решений дифференциального уравнения (2), 
Таким образом , решением дифференциального уравнения (2) яв
ляется произвольная функция, линейная относительно перемен
ной у.

!) В интеграле (5) переменная х, предполагается постоянной, причем для 
каждого фиксированного х можно брать свою произвольную постоянную С2. По
этому Сг — Сг(х).

15 В. А. Кудрявцев» Б. П. Демидович
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Отметим, что общие решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений содержат произвольные постоянные; для дифференци

альных уравнений е частными .производными, их решения общего 
вида включают п р о и з в о л ь н ы е  ф у н к ц и и .

Конкретизируя функции С ^ х )  и С2(х) в формуле (6), получим 
частные решения уравнения (2). Например, полагая С} (х) — й1п;ж, 

С2(х) =  соя.»*. будем иметь частное решение и — у 
и т. п.

Дифференциальные уравнения с частными производными, как правило, 
имеют бесконечное число решений (см., например, пример 1). Решение же фи
зической проблемы, описываемой дифференциальным уравнением, по смыслу, 
должно быть о д н о з н а ч н ы м ;  иначе оно не дает возможности прогнозиро
вать соответствующее физическое явление и, следовательно, является малоцен
ным для практики. Поэтому при решений задач физического содержания, кроме 
дифференциального уравнения, должны быть использованы дополнительные 
условия, позволяющие из бесконечной совокупности решений данного дифферен
циального уравнения выделить единственное его решение, дающее закон функ
ционирования рассматриваемого физического процесса. В простейшем случае 
это так называемые н а ч а л ь н ы е  и к р а е в ы е  у с л о в и я .  Грубо говоря, 
первые характеризуют данный процесс в начальный момент времени, а вторые 
описывают поведение процесса на границе рассматриваемой области. Началь
ные и краевые условия задачи называются г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и .

Если в уравнении (1) переменную у интерпретировать как время, то про
стейшие начальные условия для неизвестной функции и имеют вид

и (х, у а) .. =  / (х) , (л:, г/о) =  Г! (х), (7)

где /(х ) и }\ (х) ■— заданные функции. Нахождение функции и, удовлетворяю
щей дифференциальному уравнению (1) и начальным условиям- (7), носит на
звание задачи Коши.

П р и м е р  2. Найти решение и =  и(х, у) уравнения ит  — 0, удовлетво
ряющее начальным условиям

и (х, 1) =  X2, % (X, 1) =  X.

На основании формулы (6) будем иметь

и — С\(х)у +  Сг(х), иу =  С\ (х). (8)

Полагая у =  1 в формулах (8), получим

х2 =  С , ( х )+ С 2(х), х =  С](х); (9)’

отсюда С\ (х) — х, Сг(х) =  х2„— х и, следовательно,

и — ху +  (л:2 — х). (10)

Решение и —  единственно.
Физическая задача, описываемая дифференциальным уравнением с част

ными производными, а также граничными условиями, называется корректно 
поставленной, если: 1) эта задача имеет решение; 2) решение задачи един
ственно; 3) решение задачи непрерывно зависит от граничных условий.

Действительно, прежде чем решать задачу, нужно убедиться, что эта задача 
вообще разрешима. В истории науки известны многочисленные примеры, когда 
люди затрачивали массу труда и времени в поисках решения задач, не имею
щих решения. Так, например, около 2000 лет многие математики пытались раз 
решить задачу о «квадратуре круга», т. е. с помощью циркуля и линейки по
строить квадрат, равновеликий данному кругу, и лишь в конце X IX  столетия 
было доказано, что это невозможно. Аналогично, в химии оказались бесплод
ными поиски «философского камня», переводящего неблагородные металлы в
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бяатородные. Г араям »  .разрешимости раешатризаемой задаче дает «теорема 
Существования решения».

Что -касается второго требования, ;то, как было отмечено выше, .неоднознач
ные решения задачи малопригодны для практики. Однозначность решения »бес» 
печивается «теоремой единственности». 1

- Наконец, нарушение третьего условия приводит к нежелательным - послед
ствиям. С точки зрения практики это плохо, если ничтожно малые изменения 
начальных или краевых условий (в реальной обстановке они известны лишь 
приближенно) влекут значительное изменение решения задачи в данной об
ласти! Поэтому тут нужна «теорема гладкости решений».

В последнее время возник интерес к некорректно поставленным задачам. 
’Здесь основополагающие результаты были получены А. Н. Тихоновйм.

§ 15. Линейные дифференциальные уравнения 
с частными производными

О п р е д е л е н и е .  Дифференциальное уравнение называется 
линейным  (точнее, в п о л н е  линейным) ,  если оно является 
целым многочленом первой степени относительно неизвестной 
функции и ее производных и, в частности, не содержит их про
изведений.

Таким образом , общий вид линейного дифференциального урав

нения второго порядка следующий:

А (х, у) ихх +  В (х, у) Uxy +  С(х, у)Щ у ~Ь
+  а (х, у) их +  Ь (х, у) иу +  с (х, y )u*= f{x ,y ), (1)

где А {х,у), В (х, у ) , С (х ,у ), а{х,у) , Ь(х,у),  с(х, у )—  известные 
к о э ф ф и ц и е н т ы  и / (х, у) —  заданный с в о б о д н ы й  член,  

Вели f(x, г/) 2= 0, то линейное уравнение (1) называется однород
ным (без свободного члена); в противном случае уравнение (1) 
называется неоднородным.

Вводя сокращенное обозначение

L[u]'=» А (х, у) Uxx +  В (х, у) и Ху +  С{х, у) и иу +

+  а (х, у) их +  Ь {х, у) иу -+- с {х, у) и

(здесь L —  так называемый линейный дифференциальный опера
тор), уравнение (1) можно записать в компактном виде

L[u] =  f(x,y).  (¡0

Линейное однородное дифференциальное уравнение

L[a] =  Q (2)

обладает следующим: важным свойством: любая линейная комби
нация с постоянными коэффициентами решений линейного одно
родного дифференциального уравнения есть также решение этого 
уравнения (ср. § И ) .  В частности, сумма любого числа решений 
линейного однородного дифференциального уравнения есть также 
решение этого уравнения ( п р и н ц и п  н а л о ж е н и я  р е ше н и й) ,

16*
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Не проводя доказательства в общем виде, ограничимся приме
ром, выясняющим идею доказательства. Пусть дано однородное 
уравнение

1̂  [ и ]  =  Ыхх --  ХИуу ‘—— 0  ( 3 )

и щ, и2 — его решения, т. е. I  [£¿1] => О, Ь  [м2] — 0 .
Рассмотрим, например, функцию

(4)й =— 2«i -—~ Зи.2.
Из (3) имеем

L W  =
д2
дх2

(2и, - 3и2) *~
д2 

д у2 (2«! -- 3и2) —

:2 (

<3 2Ч\ 
дх2

32«¡ 4 

* ду2 ,
) - 3

С с?2«2 

V дх2
d2,h \ 

ду2 )

О к

К--------- и *------ *4
ÁV

.

m
т ¿S

2 !.[«,] -  3L [щ] =  0 .

Таким образом, й есть решение уравнения (3).

§ 16. Вывод уравнения теплопроводности

Рассмотрим однородный стержень1) постоянного поперечного 
сечения S и длины /, теплоизолированный с боков, ось которого 
примем за ось Ох (рис. 235). Обозначим через u =  u(x ,t) ( 0 ^

^  X ^  /, 0 SC t <  + оо) темпера
туру стержня в сечении с абсцис
сой х в момент времени t 2).

Пусть р =  const — плотность 
№ х  стержня, с — const — его удель-

Рцс_ 235 . ная теплоемкость, k — const —
коэффициент теплопроводности, 

Ф(х, I)— интенсивность теплового источника, находящегося в се 
чении х для момента времени t, отнесенная к единице массьг i-i 
единице времени3) (например, аппаратуру, работающую в косми
ческом корабле, можно рассматривать как источник тепла). Со
гласно з а к о н у  Ф у р ь е  количество тепла, протекающего в на
правлении оси Ох за бесконечно малый промежуток времени dt 
через сечение 5 с абсциссой х, равно

dQx =  - k ^ S d t ,  (1)

где ft— коэффициент теплопроводности представляет здесь

') Вообще, под с т е р ж н е м  в механике понимается тело с одним превали
рующим линейным размером. Например, ракету можно рассматривать как стер
жень с переменным сечением. ■'

2) Предполагается, что во всех точках любого поперечного сечения стержня 
температура одна и та же.

8) То есть количество тепла, создаваемое этим, источником тепла за единицу
времени и приходящееся на единицу массы.
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величину градиента температуры и^ . В формуле (1) стоит знак

минус, так как при >  0 , т. е. при возрастании температуры и

вместе с х, поток тепла направлен в обратную сторону, и на
оборот.

Составим тепловой баланс для элемента стержня ДУ, заклю
ченного между двумя бесконечно близкими сечениями I и II, со
ответственно, е абсциссами х и х +  йх. Положим для определен
ности, что температура стержня и возрастает в направлении 
оси Ох. Тогда через сечение I тепло выходит (— ), а через сече
ние II — входит (+ ). Пусть йО есть количество тепла, накоплен
ное нашим элементом ДУ за промежуток времени Ш.

■■ Тогда учитывая, что количество тепла, созданное за время Л  
источниками тепла, сосредоточенными в элементе ДУ, равно

Ф (х , -р5 йх-й1 (2)

и, используя формулу ( 1 ), будем иметь 

ди

с точностью до бесконечно малых высшего
лучим

ди ди 1 1 д2и 1

дх х+Лх дх |х 1 дх2 \х

Применяя формулу {гл. X II, § 5)

/ (х +  йх) ж  / (х) +  (х) йх (4)

йх. (5)

Поэтому формула (3) принимает вид

йС1 — ^х М +  Р ̂  Ф  (х> ()йхй(. (б)

„ ди
С другой стороны, есть скорость изменения температуры

элемента ДУ, и поэтому ки =  ~~-М представляет собой изменение

температуры его. Так как масса элемента ДУ равна рЭйх, то на
копленное при этом количество тепла составляет

йQ =  срЗ йх~-й1. (7)

Приравнивая выражения (7) и (6 ), после сокращения на об
щий множитель 5 йх сИ получим

с? ж  =  +  Рф  *) (8)
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или, вводя традиционное обозначение

—  =  а2, (9)
ер

окончательно будем иметь

1  =  +  (Ю)

Дифференциальное уравнение ( 1 0 ), описывающее распределе
ние температуры и в стержне, носит название уравнения теплопро
водности (уравнение Фурье). 

Если источники тепла отсутствуют, то уравнение (10) прини
мает вид

(И)

. Аналогичное уравнение справедливо также для .температуры 
тела. 

Уравнение теплопроводности находит применение в физике, 
химии, астрономии, строительном деле и др.

§ 17. Задача о распределении температуры 
в ограниченном стержне

Согласно § 16 температура и — и(х, t) однородного стержня (рис. 236) 
в сечении х в момент времени t в отсутствие источников тепла удовлетворяет 
уравнению теплопроводности

да „ д2и ,п ^  ...
ж  = аТх* ( ° < * < 0 . (1)

ч

Будем предполагать, что задано н а ч а л ь н о е  у с л о в и е

u (x ,0 )= f (x )  (0 s g jts S i)-  (2)

Предположим также, что концы стержня х =  0 и х — I постоянно имеют 
температуру, равную температуре внешней среды, которую условно будем счи-

тать равной нулю. Таким образом, имеем

I.......... ............ _(___________ |_______» .  простейшие к р а е в ы е  у с л о в и я

0 I X и(0 , 0 = 0 , и(1,0 = 0  (3)

Рис. 236. ПрИ людом t~^z 0.

При данных условиях требуется найти 
распределение температуры u =  u(x,t) в стержне для последующих моментов 
времени t ^  0.

Для уравнения (1) сначала будем искать ненулевые решения с п е ц и а л ь 
н о г о  в и д а :

и =  X(x)T(t), (4)

где Х(х) есть функция только переменной х, a T(t) — функция только пере
менной t. Так как

ди vrr, д2и
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(5)

то, подставляя эти выражения в уравнение (1), пояу.чцм ,

ХТ' =э а2Х"Т.

Отсюда, р а з д е л я я  п е р е м е н н ы е ,  будем иметь

X " _  Г  

X ~  а2Т '

Левая часть тождества (5) зависит только от х, а п рав ая— только от t. Так 
как х и t —.независимые переменные, то это возможно лишь тогда, когда обе 
части тождества (5) равны некоторой постоянной величине. Обозначая эту 

постоянную для удобства дальнейших выкладок через —X2 ■'), получим

уг/ rpf

4-— W — <6>
Отсюда будем иметь два уравнения

X"  +  Х2Х =  0, Т' +  а2Х2Т =  0. (7)

Первое из уравнений (7) есть линейное однородное уравнение с постоян
ными коэффициентами; корни его характеристического уравнения k2 +  X2 — 0 
ёсть k¡, з — dbXi. Согласно известным формулам (см. § 12) его общее решение 
имеет вид

X (х) =  A sin Хх +  В eos Хх, (8)

где А и В  —  произвольные постоянные.
Второе уравнение (3) легко решается методом разделения переменных, а 

именно, находим

T(t) =  С е“ в414, (9)

где, С —  произвольная постоянная.

Перемножая функции (8) и (9), будем иметь

и =  e~a^ !t (A sin Хх +  В eos Хх), ■ (10)

причем здесь принято С =  1, что равносильно замене АС на А и ВС  на В.
Функции (10), при любом выборе постоянных А, В и X, удовлетворяют урав

нению теплопроводности. Потребуем, чтобы они удовлетворяли также краевым 

условиям (3). Полагая х — 0, получим 0 =  е~а^ ч В; отсюда В =  0: и, следова

тельно,

и =  Ае~а’^ 1 sin Хх. (107

Полагая теперь х =¡= I, в силу условия (3) будем иметь

0 =  Ae~a°m  sin XI. (11)

Н о А #  0, так как в противном случае мы бы имели нулевое решение и 0. 
Поэтому

sin XI =  0 (12)

и
XI — пп (п =  0, + 1, 4-2, . .  .)■ (13)

Отсюда

К  =  ~  («  =  0, ±  1. ± 2 , . . . ) •  (14)

Числа Хп называются характеристическими числами задачи, а совокупность их — 
спектром задачи. Каждому характеристическому числу Хп соответствует частное

') М ожно непосредственно убедиться, что при другом выборе знака этой 
постоянной мы не получим нужных решений.



456 ГЛ. XXII. д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я

-Ь!пЧ вт ■ (15)

решение уравнения теплопроводности:

ип ~ Лпе

где для краткости положено Ь — ал/1.
■ Заметим, что в качестве п достаточно брать лишь целые положительные 

числа (п == 1, 2, . . . ) ,  так как при п =  О имеем и =  О, что противопоказано, а 
при п <  0 получаем решения той же природы, как при соответствующем 
п'[ =±= —-п > '  0.

Итак, формула (15) дает полный набор линейно независимых частных решений 

вида (4) уравнения теплопроводности (1), удовлетворяющих краевым условиям 
(3). Физически функции и„ представляют собой т е м п е р а т у р н ы е  в о л н ы ,  
графиками которых являются затухающие при /-»-.оо синусоиды (рис. 237,а ,б ).

иг (х ,В )

Рис. 237.

Осталось обеспечить начальное условие (2). Так как уравнение (1) линей
ное и однородное, то можно применить п р и н ц и п  н а л о ж е н и я  р е ш е 
ний (§ 15). Отсюда будем иметь

и (х, V) ■ Е-
«■= 1

,е~ь,пЧ ап
пях
~Т~

(16)

причем если ряд (16) сходится, то при известных условиях функция (16) явля
ется решением уравнения (1). Полагая ¿ =  0 в формуле (16), в силу началь
ного условия (2) будем иметь

Ап вт

п~ 1

пях 

" I "
(17)

Ряд (17) представляет собой разложение на отрезке [0, /] функции /'(*) в ряд 
Фурье по синусам кратных дуг. Для коэффициентов разложения справедливы 
формулы (см. гл XX I, § 19)

2
I / и

о

Б1П
I

■ (IX (л =  1, 2, 3, . . . ) . (18)

Таким образом, решение задачи дается рядом (16), коэффициенты кото
рого определяются формулой (18). Для обычной инженерной практики доста
точно брать несколько членов этого ряда.

Заметим, что полученное решение носит ф о р м а л ь н ы й  х а р а к т е р ,  так 
как не была исследована сходимость ряда (16). Однако можно показать, что 
если функция ¡{х) — достаточно гладкая на отрезке [0, I], то ряд (16) сх о
дится и сумма его и(х, £) удовлетворяет как дифференциальному уравнению 
(1), так и начальному условию (2), а также краевым условиям (3), т. е. и (х^) 
есть решение нашей задачи в обычном смысле.

Примененный метод решения задачи обычно называют методом Фурье (или 
м е т о д о м  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х ) .
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1. Показать, что функция у =  Се~х\ где С —  произвольная постоянная ве
личина, является решением уравнения у' +  2ху =  0.

2. Показать, что функция у =  ex(C¡ eos х +  Сг sin х), где и С2 ■— про
извольные постоянные величины, является решением уравнения у" —  2у' +

2у — 0.

3. Найти интегральную кривую уравнения x ¡/ '.=  2í/, проход!нцую через 
точку М.: (2 ,3).

4. Проинтегрировать уравнения с разделяющимися переменными:
а ) х dx +  у dy =  0; б) у dx +  х dy — 0; в) dx — х dy =  0; г) у' =  2 у; 

д) у' =  <>•'+*.

5. Решить однородные дифференциальные уравнения: 

а) (х2 +  у2) dx — ху dy — 0; б) у ' — ~  1п

6. Найти интегральную кривую уравнения ху' — у +  л/х2 -р у2\ проходя
щую через точку (1,0).

7. Решить линейные дифференциальные уравнения: 
a) xy' =  xs +  y, б) (х -f у2)у’, =  1.

8. Найти решение уравнения у' eos х -j- у sin х =  1, удовлетворяющее на
чальному условию у — 0 при х =  0.

9. Найти кривую, в каждой точке которой касательная перпендикулярна 
полярному радиусу точки касания.

10. Найти кривую, проходящую через точку А (2, 1) и имеющую постоян

ную подкасательную (т. е. проекцию на ось Ох отрезка касательной от точки 
касания до точки пересечения с осью Ох), равную 4.

; И . Скорость распада радия в каждый момент времени пропорциональна 
имеющемуся наличному количеству его. Найти закон распада радия, если на

чальное количество радия составляет Q0 и известно, что через 1600 лет ( п е 
р и о д  п о л у р а с п а д а )  останется лишь половина этого количества.

12. Химическая, реакция, переводящая вещество А в вещество В, протекает 
так, что в каждый момент времени скорость убывания количества вещества А 
пропорциональна произведению наличных количеств веществ А и В.

В начальный момент в реторте содержалось 800 г вещества А и 200 г 
вещества В ; через 2 часа вещества А осталось 400 г. Какое количество вещества 
А будет в реторте через 4 часа?

13. Метрдом Эйлера найти у (2), если у' —  х —  у, у (1) =  0,370 (А =  0,2). 
Проинтегрировать уравнение второго порядка:
14. у" —  sin х. 15. у" — —у. 18. 2уу" ==' 1 +  у'2-
17. Найти интегральную кривую уравнения у " — х, проходящую через точку 

М0 (0, I) и касающуюся в этой точке прямой у +  1

18. С помощью степенных рядов проинтегрировать уравнения: 

а) У' =  У +  у (0) =  1; б) у" =  ху, у (0) =  0, у ' (0) =  1.

Проинтегрировать линейные уравнения с постоянными коэффициентами:
Í9. у" +  у' — 2у =  0. 20. у" +  2у' +  2у =  0. 21. у" +  у' + у =  0. 22. у" = :

— у' —  0,25у. 23. у" +  у =  0, если у — 2 и у' =  — i при х —  0.
24. у" — у =  е2х. 25. у" 4- 4у =  sin х. 28. у" — 5у' +  6у — х2.
27. у" —  2у' + 2у == 2х, если у =  0 и у’ =  0 при х =  0.
28. На точку массы т  действует притягивающая упругая сила, пропор

циональная удалению этой точки от положения равновесия, и сила сопротивле
ния среды, пропорциональная скорости точки. Найти закон движения точки, 
предполагая, что сопротивление среды мало по сравнению с упругой силой.

Упражнения
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§ 1. Криволинейный интеграл первого рода

Пусть К — некоторая гладкая (или кусочно гладкая1)) пло
ская кривая

Х =  х Щ , у — у{() '■(?«= [®,0 |), 

где; ¿ —  параметр, а

йз —  л/йхг +  йу1 =  л/х'2 (I) +  уп (/) | сН |

— ее дифференциал дуги. Здесь, если а  ^  |3, то >  0 и =

— +  V х +  у 'г сИ', если же а^=р,то сИ<С0 и ^5 =  — -\/х'~у'*сН. 
Если ¡(х,у) — функция, непрерывная на кривой /(, то под ее кри
волинейным интегралом первого рода, взятым по кривой К, пони
мается интеграл

Г. . . 'г -

\1{х, у) с13=\ г  (*(/), у (())л/х'2Ц) +  у'2 (/)! й( 1. (1)

К а

Если кривая К задана уравнением

У — У(х) (а <  х ^  Ь),

бго, рассматривая х как параметр, получим

г> ______

\fiXy у) ¿8 =  ^1 (х, у [х)) V 1 +  у '2 (х) йх,

К а

Допустим, что кривая К — материальная, т. е. имеет массу. 
Пусть Ах — некоторая дуга кривой К, содержащая точку М, а 
Ат  — масса этой дуги. Тогда отношение Аш/Аз носит название 
средней плотности дуги А«, а

ц (М) =  Пт —  •
Д5-»М 5

т. е. предел средней плотности дуги при условии , что дуга А« стя
гивается в точку М, назы вается  линейной плотностью дуги в 
точке М.

Г л а в а  XXII I

КРИВОЛИНЕЙНЫ Е ИНТЕГРАЛЫ

') То есть производные ее координат, возможно, допускают конечное число 
(точек разрыва первого рода.
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Если 11 =  1(х,у) рассматривать как линейную плотность дуги 
в текущей ее точке М(х, $), то- - :

есть масса бесконечно малой дуги й'з (элементарная масса) и ин 
теграл

в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  п е р в о г о  р о д а ) .
Криволинейный интеграл первого рода обладает следующими 

очевидными свойствами.
1) При изменении направления интегрирования криволинейный 

интеграл первого рода не изменяет своего значения (рис. 238), т. е.

где К+ — кривая К, пробегаемая в заданном направлении (напри
мер, при возрастании параметра #}, а — кривая К, пробегаемая 
в противоположном направлении (соответственно при убывании 1).

. 2) Если кривая интегрирования К с помощью некоторой точки 
разбита на части: Д̂ =  /С1иД'2 (рис. 238), то

П р и м е р .  Найти массу полуокружности х2 +  у2 — 1, у 3? О (Г) (рис. 239), 
если линейная плотность ее в текущей точке М (х, у) пропорциональна орди
нате у.

Беря в качестве параметра Ь полярный угол (рис. 239), получим парамет
рические уравнения полуокружности

йпг =  р, й§

(2)
к

представляет собой массу линии ( ф и з и ч е с к и й с м ы с л  кр  и -

Я+ к~

Рис. 238. Рис. 239.

К, ....................

X =  сое у В= S¡nt (0 5̂  I ^  я). (3)

Элементарная масса

йт — ц ¿5 =  к,у V-*'2 + У'2 М, 

где к —  коэффициент пропорциональности.

(4)



Так ¡сак
=  — sin f, у '  = 3  cos / и ds — V x '¿: +  у '2 dt =  1It,

то из (4) имеем
■:i . .  dm =  k sin t dt.

Отсюда масса линии Г будет равна 

:j  f  п
т  =  k I sin t dx =  k (-— cos 0  =  2fe.

о о

Аналогично определяется криволинейный интеграл первого рода 
от функции f ( x , y , z ) ,  взятый по кусочно гладкой  пространствен
ной кривой К:

x =  x ( t ) ,  у  — у  { t ) , 2  =  г ( 0  ( f e = [ a ,p ] ) :
В ___________________

I f  (х, у, z) d s = * \ f  (х (О, у  it), z(t))'\/x'2 (t) +  y '2 (t) +  z't(t)\dt\,
К а

где

. . . . . . . . .  í / s = = V ^ 2 +  ^ 2 +  ^ 2 =  V ^ 2(0 +  / 2(í,) +  2 ,2 (/)!<í/|

- •̂ дифференциал дуги  пространственной кривой К-

§  2, Криволинейный интеграл второго рода 

Пусть
х =  х { ( ) ,  у  ~  у  (i) ( t e f a . p j )

— г л а д к а я  (или кусочно г л а д к а я )  кр и вая  К  с выбранным нап рав
лением (такую  линию, д л я  краткости, будем  н азы вать  путем ) и 
Х ( х , у ) ,  У (х ,у )  — п ара функций, непрерывных на кривой К. Учи
т ы ва я ,  что дифференциалы текущ их координат х и у  кривой К  
имеют вид

dx — x '( t )d t ,  dy — y ' ( t )d t ,  (i)

под криволинейным интегралом второго рода  от пары функний X  
и- Y, в зяты м  по кривой К, понимается интеграл

| К (х, у) dx +  Y (х, у) dy  =  
к

о
=  5 [ X  (х  (0 , у  (()) х '  (0  +  У (X ({), у  (/)) у '  (01 d t  (2)

., •: а

(по традиции д л я  вы раж ения , стоящего слева ,  скобки не пишутся 
и предполагается , что интеграл | относится ко всей сум м е ) ,
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Если путь К  з ад а ется  уравнением у  — у (х )  (х & [ а ,  Ь] ) , то- 
формула ( 2 ) принимает вид •

ь I  I
§ X (х, у )й х  +  У (х , у ) й у  =   ̂ [X (х, у  (х )) +  У (х, у (х)) у '  (л:)] (1х. (3)

то
Аналогично, если /( з ад а ется  уравнением х  =  х (у )  (у е= [А, В ] } ,

| X (х, у ) й х  +  У (х, у ) й у = \  [X (х (у), у )  х' (у) +  У (х (у), у)] йу .  , (4)

Криволинейный интеграл второго рода о бладает  следующими 
свойствами.

1) При изменении направления пути интегрирования криволи
нейный интеграл второго рода изменяет свой зн ак  на обратный, т. е.

' (5)
к~ /<+

Действительно, изменение направления пути интегрирования 
равносильно перестановке пределов интегрирования а  и р в опре
деленном интеграле ( 2 ) ;  а это влечет измене
ние зн а ка  определенного интеграла (гл . XIV,
§  5 ) .

(6)

д вух  частей К  =  К\ и /<2, то

1  - $  + $•К\ I]/Сз К\ К-1
П р и м е р  1. Найти значения интеграла

1 =  \ у̂ йх — х йу 
К

вдоль указанных путей: 1) ОА — прямая; 2) О тА — парабола с вершиной О 
и Осью Оу; 3) ОБА— ломаная и 4) ОСА — ломаная (рис. 240). ' *

Р е ш е н и е .  1) Уравнение прямой О А есть у — 2х {0 я  ■<; ! ) .  Отсюда 
йу =  2 йх и, следовательно,

1

й х — х -2  йх) = 0 .

2) Уравнение параболы ОтВ  имеет вид у  =  Ах2. Так как  парабола прохо
дит через точку А (1, 2 ), то 2 =  к -12, и, значит, й =  2, т. е. у — 2х2. Отсюда 
йу ==. 4х йх и
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3) На основании свойства 2 имеем ■

| (у Лх — х Лу) +  | (уЛх — хЛу). (7)/ а =>
ОВ в'А

Так как уравнение ОВ есть у =  0 (0 ^  х 1), то (1у = ' 0.
Далее, уравнение В А записывается так: х =  1 (0 ^  5=: 2 ); поэтому 

йх =  0. Из формулы (7) получаем • • г".
I

/з =
о

4) Аналогично,

I £

| (0 — ж - 0) (/.* | ((/ • 0 — 1) Лу =  —

 ̂ (у Лх — х Лу) +  | (у Лх — х Лу)

 ̂ {у ■ 0 — 0)й?у  ̂ (2 — л: • 0) <1х — 2.

СА
2 1

Заметим, что здесь интеграл / при фиксированных танцах пути интегри
рования К зависит от вида этого пути.

П р Е м е р  2. Найти

/ =  | у Лх +  х <1у
К

вдоль линий К, указанных в примере 1.
Р е ш е н и е .  Воспользовавшись приведенными выше уравнениями линии_К, 

последовательно имеем ' =.; ’Тг-
1 1 

Л —  ̂ (У (1х +  х с1у) — | (2х Лх +  х ■ 2 Лх) =  4 | х Лх =  2хг | =  2 
О А 0 0

I 1

¡1 =
ОтА

'0

1
= 2,

о
| (у Лх +  х Лу) =   ̂ (2х2 Лх +  х • 4х а1х) =  0  ̂ хг Лх =  2л:3 
тА о 0

/з =  | (У ¿х  +  л: йу) +  | {у Лх +  х Лу) =

I 2
= | (0  + *•(»< /*+  С (у • 0  +  1) йу =* 2,

о о

4 —  ̂ (у Лх +  х йу) +   ̂ (у Лх +  х йу) =

2 I
=  | (у • 0 +  0) йу +  | (2 +  0) Лх =  2.

0 3  ВА

ОС СА
I



Таким, образом, адееь интеграл,/: имеет .одно, и то ..же .значение для раз
личных путей, соединяющих -.точки О н А  Принципиальное различие примеров 
1 и 2 будет разъяснено в §. 4.;

Если
* « = .* ( * ) ,  у  =п уЦ ),  г  =  г(/ ) ( / . е [ о ,  р ]}

есть кусочно г л а д к а я  пространственная кр и вая  К  и Х ( х гу ,г) - ,  
У(х, у. г ) ,  2 (х, у, г )  — тройка функций, непрерывных на кривой /(.. 
то под соответствующим криволинейным интегралом второго рода! 
понимается интеграл

I X (х, у, г) йх  +  У (х, у, г) йу  +  I  (х, у, г) йг  =  
к

Р

*= \ [ *  (*  (0 .  У (0 .  *  (0 ) * '  (0  +  У (х (0 ,  у  (0 .  2  (/)) у '  (/) +
£

+  г (х ( { ) ,  у ( о ,  г  (0 ) г '  (¡0 ] <//.

§  3. Физический смысл криволинейного интеграла
второго рода  ;

Пусть Р  — {Х(х, у ) , У(х, у ) }  — непрерывно меняю щ аяся пере
менная сила и | 

л: =  .¥(/), у * = у Ц )  ( / е [ а ,  р ] )

— путь /<, пробегаемый точкой приложения ее (рис. 2 4 1 ) ;  обозна
чим через Й« =  М М ' бесконечно м алый вектор перемещения из 
текущей точки М (х, у)  кривой К  в бесконечно близкую точку 
М '{х-\-йх, у  +  йу) (мы  здесь пренебрегаем бесконечно м алыми 
высшего порядка  по сравнению 
с ё з ) .  Имеем ¿ в  =  {йх, й у } .
Так  к а к  на бесконечно малом 
пути ёв  непрерывную силу, Р  
можно считать постоянной, то 
элем ен тарн ая  работа  силы (см. 
гл. XVIII, §§  12 и 13) равна

йА =  Р  ¿ 8  =  X йх +  У йу. ( 1 )

И нтегрируя вы раж ение ( I )  вдоль кривой /(, получим р а б о т у  
с и  л ы

А ^ ^ Х й х  +  У й у .  (2 )
к

В ыраж ение ( 2 ) ,  очевидно, есть соответствующий криволиней
ный интеграл второго рода.

5 Я. Ф И ЗИ ЧЕ СКИ Й  С М Ы С Л  КРИ ВО ЛИ Н ЕЙ Н О ГО  И Н ТЕГРАЛА

Рис. 241.
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Итак, криволинейный интеграл второго р о д а  представляет с о 
б о й  работу п ер ем енной  силы вдоль пути интегрирования, проек'- 
циями которой на координатные о си  являются соответствующие

коэффициенты при дифференциалах  
переменных. >

П р и м е р .  Найти работу Л перемен
ной силы Р — {у ,—х\, точка приложения 
которой описывает параболу Об (рис. 242);

у — х2 (0 ^  х ^  2).

Согласно формуле (.2) имеем

А =   ̂ Х й х + У с !у —  ̂ У Ах
ов

(3)

х Лу.
ов

Из уравнения (3) получаем ёу — 2хАх. поэтому

_
“Г • ед.А =   ̂ х2 с1х — х - 2х йх =  —  ̂ х2 йх =

о о “ . . . .
Аналогично, работа пространственной силы

Р =  { Х ( х , у , г ) ,  У ( х , у , г ) ,  '¿ {х ,у ,  г}}

вдоль пути К: х == х{1),  у  — уЦ ),  г =  г{1)  выражается криволи
нейным интегралом второго рода ..

А — Л X йх +  У й у  +  £ йг .

§ 4. Условие независимости криволинейного интеграла 1 ; 1. 
второго рода от вида пути интегрирования

Пусть Х — Х(х, у ) ,  У =  У (х, у)  — непрерывные функции в об
ласти О (рис. 243) .  Рассмотрим две произвольные точки М\(х\,у\) 
и М2(х2, у 2) области и всевозможные пути М\аМ2, М\$М2, 
М\уМ2, . . . ,  соединяющие эти точки (Л-!? — н а ч а л о  п у т и ,  М2 — 
к о н е ц  п у т и )  и не выходящие за пределы области О. Может 
случиться, что

 ̂ X йх 
М1аМ3

У йу- (1)Хйх +  Уйу
М $ М , М,уМ-.

В таком случае говорят, что криволинейный интеграл второго 
рода

I — | X йх +  У йу (2)



н е з а в и с и т  о т  в и д а  п у т и  и н т е г р и р о в а н и я  в данной 
области G.

Если выполняются условия (1 ) ,  то д л я  интеграла (2) нет. .не
обходимости у к а зы в а т ь  путь интегрирования, а достаточно отм е
тить лишь его начальную точку М\(х\,у\) и его конечную точ
ку  М г (х 2, у 2) пути. Поэтому здесь употребляется обозначение

<*2 . Уг)
/ =  U X d x  +  Y d y .  (3)

Ui. УЛ

С праведлива  следую щ ая теорема:
Т е о р е м а .  Если в области G подын

тегральное выражение X dx +  Y dy я в л я 
ется полным диф ф еренциалом1) некото
рой функции U — U (х, у ) , т. е.

dU — X dx +  Y dy  при (x, y ) ^ G ,  (4)  Рис. 243.

то криволинейный интеграл  ( 2 ) не зависит от пути интегрирова
ния в области G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

х =  Ф (0 .  y = = t ( 0  • (5)
— произвольный путь К в области G, соединяющий точки .W, (л'ь ¡/.¡) 
и М2(х2, г/г), причем

ф(/,) =  Х'1, г15(/,) =  ^ 1; )  
ср((2) =  х2, $ { t 2) =  y 2 )

Из формулы (4) имеем

X d x +  Y d y  =  d U [ y ( t ) ,  -ф(■/)]. (7)

Отсюда получаем • 
ti' '

I  ~  \ dU [ф (0. Ф (01 =  U [ф (0. Ф (0] \\[ =

=  и [ф(Q, ■ф(/2)! —и{ф(Л). Ф((1)]. (8)
Д а л ее ,  используя соотношения ( 6 ) ,  будем  иметь

I = U ( x 3, y i ) — U (x u y x) = e U [ M i ) — U (M l). (.9);

Таким образом, значение интеграла / одно и то ж е  при любом 
выборе функций ф ( t) ,  ф (/) и, следовательно, интеграл I  не зависит 
от вида пути, соединяющего точки M\{xu yi) и М2(х2, у 2).

Ч Признак полного дифференциала см. гл. XX, § 9.

§  4. НЕЗАВИСИМ ОСТЬ ОТ ВИ ДА  ПУТИ И Н ТЕГРИ РО ВАН И Я 4 6 5



С л е д с т в и е  3. Если выполнено соотношение (4 ) ,  то в силу  
(9) имеем

(**. у-.)
| X  (1х +  У й у  == и  (х2, у 2) — и  (хи у х) ( 1 0 )

(Л . Ул)

{обобщенная формула Ньютона  — Л ей б н и ц а ) .
С л е д с т в и е  2. Если подынтегральное выражение X й х  +  У й у  

есть полный дифференциал и путь интегрирования К  замкнутый, 
то

4 6 6  ГЛ X X т .  КРИ ВО ЛИ Н ЕЙ Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ  !

ф X  (1х +  У ¿ у  —  0

(к р уж о к  при интеграле обозначает интегрирование вдоль з а м к н у 
того пути).

П р и м е р .  Найти
(3, 4)

I =  \ У (1х +  X ¿у.
( 1.  2)

Так как  у <1х +  х (1у <= /1 (хи), то, независимо от вида пути, соединяющего 
•-,(1 , 25 и "  ~ “течки М)(\, 2) и Мг(3, 4 ), имеем

V  |<з-
/ =  Д й (ху) =  ху  = 3 - 4  — 1 - 2>== 10. 

•> '(1, 2)(1, 2)

§  5. Р абота  потенциальной силы

Теорема предыдущ его параграф а имеет физическое содержание. 
Пусть в области О определено силовое поле

Р = { Х ( х , у ) ,  У ( х ,у ) } .

Примером силового поля м ожет сл уж и ть  поле силы тяж ести  
у  поверхности Земли, где  на любую материальную  точку м ассы  т  
действует сила, численно р авн ая  т ц  (^  — ускорение силы т я ж е 
сти). Более общим примером силового поля явл яется  гр а в и т а 
ционное поле, создаваемое массой М. Здесь на материальную  точ
к у  массы  т ,  находящ ую ся на расстоянии г от притягивающего 
центра, согласно закону Ньютона действует  сила, численно р авн ая  
, т  М , ,  чк (к — постоянная тяготения) и направленная  к  притягиваю 
щему центру. Д р уги м  примером силового поля сл уж и т  электриче
ское поле Кулона.

Если сущ ествует функция V =  и  (х, у)  т а к а я ,  что
д и  „  з и
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то говорят, что поле потенциальное (иначе, ^  -^иотенцяая|»йая 
си ла) ,  а функцию И называю т потенциалом поля. ■■■■■ > >-'•

В этом случае , очевидно,

‘ X  с1х +  У с1у =  ~ с 1 х  +  ^ й у  =  й и ..

Отсюда д л я  работы А потенциальной силы ¥  вдоль пути,', со
единяющего точки М[ (х,\, г/1) и М2(хь уч), имеем , ;

(Хг, у  г) (Хг. Уг)

А =  | Х й х - ^ У й у = =   ̂ йи ==иХх2> У%)— и  (х ь У\)*
(Ж|, У1) <*ь

т. е. работа, потенциальной силы не зависит от, вида пути неравна  
разности потенциалов силы д л я  конечной и начальной точек путш 

В частности, если путь зам кн ут ,  то работа А —  0.
П р и м е р .  Найти работу А силы тяжести при перемещении в вертикальной 

плоскости Оху (вблизи поверхности Земли) точки массы т  из положения 
М,(х,. у\) в положение Мг(хг, уч) (рис. 244),

Если ось Ох горизонтальна, а ось Оу вертикальна, то проекции силы тя 
жести, действующей на материальную точку массы т ,  равны Д == 0, ¥ ==-уготи. 
Имеем

X с1х У йу =  —mg с1у =  <1 (—п^у).

Поэтому за потенциал поля силы тяжести мо 
принять

и  ■= —т§ у .

Отсюда работа силы тяжести, независимо 
пути М1М3, будет равна

" А =  mgy \[2 Л*, -  ~  т  (г/г -  у х).

З а м е ч а н и е .  Аналогичные результаты  Рис. 244.
справедливы д л я  криволинейного интегра
ла, взятого  по пространственной кривой. В частности, если

X  йх +  У йу +  I  —  сШ (х, у, г ) ,
то

{Хг, Уг, Хг)

 ̂ X  (IX +  У й у  +  г  й г  =  и  (%, у г , г 2) — и  ( х ь  у  у, г {).
(*1 . Уи  2|)

' ■ Упражнения

1. Вычислить криволинейные интегралы первого рода:

а)  ̂ {х +  у) с1в, где линия /( — отрезок прямой у =  2 х —- 1 (— 1 х 2); 
К
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б) j  х ds, где К — дуга  параболы у  =  х2/2 (0 <  х <  1);
К

в) | х.2у 2 ds, где  К — окружность х — R eos t, у — R sin t (0 <  t <  in); 
к

г)  ̂ a r c tg ^ -  ds, где К — д уга  кардиоиды г — а (1 +  cos ф) (0 < ф < я / 2 ) .
К

2. Найти площадь «забора», построенного на периферии К квадрата
О х s í  1, 0 ^  у sg; 1, высота которого в точке (х, у) е  К равна z=±x2-\-y2.

3. Определить массу окружности х2 +  у 2 =  R2, если плотность её в точке 
{х, у) равна р =  y2/R2.

4. Определить координаты центра тяжести С(х0, у0) однородной полуокруж
ности К: х2 +  у2 =  R2, у ^  0.

У к а з а н и е .  В механике, доказывается, что координаты центра тяжести 
однородной кривой /< выражаю тся формулами

1 = T  § Х ds’ lJo ~ у <ls'х0
К К

. где I  — длина дуги кривой.
5. Найти момент инерции 1У дуги полукубической параболы у — хэ/2 

(0  <  ^ 4/3) относительно оси Оу.
У к а з а н и е .  /н = V х1

б) \ —  где К — отрезок прямой х +  у =  1

к
6. Найти момент инерции 1Х арки циклоиды К: х =  a(t — sin /), у =  а( 1 — 

— eos i) (0 sg  / sc 2 я ) относительно оси Ох.
У к а з а н и е .  1Х =   ̂ У2 ds.

К
7. Вычислить криволинейные интегралы второго рода:
а)  ̂ y2dx — x2dy, где кривая /С — дуга параболы у — 1 — х2 от точки 

К
М( —1, 0) до точки N( 1 , 0 ) ;

1х — с

К ^

, X, x d y  — у dx „ , . , ^
в) i y  — ^  _j_- ■ ■■ д— , где К — окружность х — a eos t, у == a sin / (0 ^  t ^

к
<  2 я ).

8. Вычислить ф у (у dx — х dy), где К есть контур треугольника с верши-
к

вами 0 (0 ,0 ) ,  ¿4(2,1) и В ( 1 ,2 ), пробегаемый против хода часовой стрелки.
9. Вычислить следующие криволинейные интегралы второго рода, не зави

сящие от пути интегрирования
( - 3 . 4 )  ( 2 ,1 )

а)  ̂ x d x  — у dy-, в) ^ Ь d'~ ^  - - - - - (у > 0);
(1, 2) (1, 2)
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(1.0) ( ¡ .  О

б)  ̂ y dx — x dy ; г)  ̂ ex+y (dx +  dy).
(2, 3) (0 . 0)

10. Найти работу ,силы с проекциями X =  у, ,% =  ■— х вдаль эллипса к ==• 
=  a eos t, у =  b sin t {() 2 я ) .

5!. Найти работу силы F — {—kx, — ky] при перемещении ее точки прило
жения из A í¡(a , 0) в Mi(0,b).

■12. Найти работу силы с проекциями X =  sin (х - f  у), У =  0 вдоль контура 
треугольника с вершинами 0 (0 ,0 ) ,  М(п/2 ,0 ) , ¿V(0,jt/2) при обходе его против 
хода часовой стрелки.•

.13. Найти работу силы с проекциями X == x/r2, Y =  у /г2, где г =■ л/ х2 +  yi , 
при перемещении точки из положения М(а, 0) в положение (0 ,6 ) (а >  0, b >  0 ). 

У к а з а н и е .  Использовать формулу к dx +  у dy =  г dr.
, 14. Вычислить интеграл

(4, 5, 6)

х dx +  г  dy у dz.
(1, 2, 3)
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Д В О Й Н Ы Е  И Т Р О Й Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы

§ 1 . Понятие двойного интеграла

В теории определенного интеграла д л я  нахождения площади 
криволинейной трапеции было введено понятие интегральной с у м 
мы, пределом которой явл яетс я  определенный интеграл (гл . XIV, 
§ 9 ) .  Н а основе задачи  об определении объема тела  мы придем 
к  понятию д в у м е р н о й  и н т е г р а л ь н о й  с у м м ы ,  предел ко
торой н азы вается  двойным интегралом.

З а д а н а .  Найти объем тела, ограниченного сверху непрерыв
ной поверхностью z =  f ( x , y )  ( f ( x , y ) ^ s  0 ) ,  снизу конечной з а м к 
нутой областью 5  плоскости Оху и с боков прямой цилиндрической

поверхностью, построенной на границе об
ласти  5  и имеющей образующие, перпенди
кулярны е плоскости Оху  (рис. 245) .

Тело указанного  вида д л я  краткости н а
зы ваетс я  цилиндроидом. В частном случае , 
ко гда  верхнее основание цилиндроида есть 
плоскость, п ар ал л ельн ая  нижнему основа
нию его, то цилиндроид н азы вается  цилин
дром.  Примером цилиндра служ и т  круго 
вой цилиндр, рассм атри ваем ы й  в средней 
школе. Обобщая рассуждение , обычно при
меняемое для  нахож дения объема кругово
го цилиндра, нетрудно д о ка зать ,  что объем 
V цилиндра с площадью основания S  и вы 
сотой Я  равен V =  SH.

Д л я  вычисления объема V данного цилиндроида разобьем осно
вание его 5  на конечное число элементарных ячеек  A Si,  А5г, . . .  
. . . ,  ДS,, (вообще говоря, криволинейных). В каж до й  из этих ячеек
А St выберем точку г/г) е  A S (- (i =  1, 2 ........... п) и построим
прямой цилиндрический столбик с основанием А5/ и высотой 
MiNi =  f(xi, у{) , равной аппликате поверхности в выбранной точке. 
Объем такого столбика на основании формулы объема цилиндра, 
очевидно, равен

f (Xi, у i) A S lt (1):
где  A S ; ' ) — площадь, соответствующей ячейки. С у м м а  объемов этих 
цилиндрических столбиков п редставляет  собой объем ступенчатого 
тела, приближенно заменяю щ его данное криволинейное тело, при-

')  Здесь мы для удобства ячейки и их площади обозначаем одинаковыми 
буквами. Разница между ними видна из контекста.
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чем аппроксимация явл яется ,  вообще говоря, тем более точно!,, нем 
меньше диаметры  ячеек Д5/. П оэтому объем нашего цилиндроида 
приближенно вы рази тся  с у м м о й 1 ' ^

V »  Е  /(*<♦ (2)

Ф орм ула  ( 2 ) д а е т  возможность найти объем V с любой сте
пенью точности, если число ячеек  Д5г достаточно велико и л ¡ т а й 
ны.' размеры  их весьма малы . Обозначим 
через й.1 диаметр  ячейки Д 5 г, т. е. наиболь
ший линейный размер  ее. Точнее говоря, 
под диаметром й ограниченной замкнутой  
(т. е. с присоединенной границей) фигуры 
Ф (дуги , площадки и т. п.) понимается дли 
на наибольшей ее хорды А В ,  где  А е ф  и 
В е Ф  (рис. 246)*). Из данного определе
ния следует , что фигура Ф, имеющая д и а 
метр й, целиком помещ ается внутри кр уга  
радиуса й, описанного из любой ее точки С Рис. 246.
к а к  из центра. Поэтому, если й -+  О, то фи
гура Ф  «стя ги вается  в точку». Аналогично определяется диаметр 
пространственного тела.

П усть  ¿  — ш ах ^  — наибольший из диаметров ячеек Д 5 ь  
Д 52, . . . ,  Д Б п. П редполагая ,  что в формуле (2) число ячеек п не
ограниченно возрастает  (п —у о о ) ,  причем диаметр  наибольшей из 
них становится сколь угодно м алым  (й-*- 0 ) ,  в пределе получим 
точную формулу д л я  объема цилиндроида

V = .  П т Е  / (х п Уд  Д5,-2). (3)
¿¿->9 ¿ = 1

В ыражение , стоящее в правой части формулы (3 ) ,  н азы вается  
двойным интегралом от функции ¡(х ,  у ) , распространенным на об
ласть 8 ,  и обозначается следующим образом:

П

Поэтому д л я  объема цилиндроида окончательно имеем

И =  5 5 / и , У )й 3 .  (5)

Обобщая конструкцию, примененную д л я  вычисления объема 
цилиндроида, приходим к  следующим определениям.

')  Ячейки Д5/ можно предполагать замкнутыми.
2) Точнее говоря, по о п р е д е л е н и ю  под объемом цилиндроида пони

мается предел (3), если он существует.
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О п р е д е л е н и е  1 . Д в у м е р н о й  и н т е г р а л ь н о й  с у м -
м о й  ( 2 ) от данной функции / (х, у ) , распространенной на данную  
область  5 , называется сумма парных произведений площадей эле 
ментарных ячеек  Л5;  области  5  на значения ¡ { х 1,у , )  функции

В формуле (4) 1'(х,у) называется подынтегральной функцией, 
$ ~  областью интегрирования, а йБ — элементом площади. 

Справедлива следующая теорема:
Т е о р е м а .  Если область 5  с кусочно гладкой границей Г 

ограничена и з а м к н у т а 1) , а функция ¡(х ,  у)  непрерывна в области  
5 ,  то двойной интеграл

т. е. предел соответствующей двумерной интегральной суммы, су
ществует и не зависит от способа дробления области Б па эл е 
ментарные ячейки Д5/ и выбора точек в них.

В дальнейшем мы будем предполагать, что условия этой тео
ремы выполнены.

В формуле (7) нет необходимости указы вать , что я - » -со ,  так  
к ак  из ё-у~0, очевидно, следует л->оо.

Если ¡ ( х , у ) ^ 0 ,  то двойной интеграл (7) представляет собой 
объем прямого цилиндроида, построенного на области 5  как  на 
основании и ограниченного сверху поверхностью г ~ } ( х , у )  
( г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  д в о й н о г о  и н т е г р а л а ) .

Так как  значение двойного интеграла не зависит от вида эле
ментарных ячеек, то в дальнейшем при решении задач мы будем 
использовать это обстоятельство, выбирая наиболее подходящие 
сетки. Весьма часто удобной оказывается п р я м о у г о л ь н а я  
с е т к а ,  образованная пересечением двух систем прямых, парал
лельных соответственно координатным осям Ох и Оу (рис. 248).

Г
¡{х, у) в выделенных точках этих 
ячеек (рис. 247).

В

Рис. 247.

х

О п р е д е л е н и е  2. Д в о й н ы м  
и н т е г р а л о м  (4)  от функции ¡(х ,  у ) ,  
распространенным на данную область  
5,  называется предел соответствую
щей двумерной интегральной суммы  
( 2 ) при неограниченном возрастании  
числа п элементарных ячеек А5; и 
стремлении к нулю их наибольшего  
диаметра й при условии, что этот пре
д ел  существует и не зависит от спосо
ба дробления области  5  на элементар
ные ячейки А5'; и выбора точек в них.

П
(6)

! ) То есть граница Г причисляется к области Й (см. гл. XX, § И ).
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В этом случае элементарными ячейками AS,-/1) являю тся  прямо
угольники со сторонами, равными Axi и Ау/, з а  исключением, во з 
можно, ячеек , примыкающих к границе Г. Чтобы подчеркнуть ис
пользование прямоугольной сетки, в обо- у . 
значении интеграла (4) полагаю т

■ dS  =  d x d y  (7)
(двумерный элемент площади в прямо
угольных координатах ) , причем

 ̂  ̂ f (х > У) dx  dy  =  
s

=  lim Y j Y j ( x i> tJi)^XiAy], ( 9 ) -max |AJCf I ->0 ^  U
max j Дуу I -*0 1 Рис. 248.

где (xi, y , ) ^  AS,,- и сум м а  (9) распространяется на все значения i 
и /, д л я  которых А 5 , 7  — Ах,А у/ (можно показать , что непрямо
угольные ячейки, примыкающие к кусочно гладкой границе Г, не 
влияют на значение предела ( 9 ) ) .

В следующих параграф ах  мы рассмотрим основные способы 
вычисления двойного интеграла.

§  2 . Двойной интеграл в прямоугольных 
декартовы х  координатах

Предположим д л я  определенности, что бласть интегрирования 
5  п редставляет  собой криволинейную трапецию (рис. 249 ) :

a s ^ x ^ b ,  г/i (х) у  <  у 2 ( * ) ,  ( 1 )

где yi =  iji(x)  и i/2 =  У2 (х) — однозначные непрерывные функции 
на отрезке [а ,  Ь]. Т акую  область будем  н азы вать  с т а н д а р т н о й  
относительно оси Оу. Заметим , что вертикаль, проходящ ая через 
точку х оси Ох при a < . x < i b ,  пересекает  границу Г области 5  
только в д в ух  точках  М\(х,у\) («то ч ка  вх о д а » )  и М2( х , у 2) («точ
ка  вы х о д а » ) .

П усть f ( x , y )  — функция, непрерывная в области 5 ,  и

I===\\f(x> y)dxdtJ  (2)
s

— ее двойной интеграл.

' )  Здесь мы применяем двойную индексацию ячеек, указы вая отдельно номер
I вертикальной полосы и номер / горизонтальной полосы, содержащих давиую 
Ячейку, подобно тому, как  на билете в кино отмечается номер ряда и номер 
места. И



то по аналогии с формулой (5) получаем
В Х-Ли)

^  / (*, у) йх й у == Ц йу  ̂ 1(х, у )й х .  (9)
5 Л хЛу)

В частности, если область 5  есть прямоугольник: а ^  х  ^  Ь, 
А ^  у  В, то имеем

? в
^  /(лт, у ) й х й у = \ ) й х ^ { х ,  у)(1у
в  а А

И
В ь

5 1 ! (х > у ) й х й у = ^ й у ^ ! (.к, у)(1х.
Э А а

Отсюда получаем
ь в в ь
 ̂ йх   ̂ / (лт, у ) й у  =  ^ й у ^ !  (х , у) йх,

а А А а

т, е. если пределы интегрирования в повторном интеграле от непре
рывной функции конечны и постоянны, то результат интегрирова
ния не зависит от порядка интегрирования.

З а м е ч а н и е  2 . Если область 5  нестандартная , то ее разби
вают (если это возможно) на конечное число областей 5 ь  5г , 8 Р, 
стандартных относительно осей координат Ох или Оу, и на осно
вании, свойства пределов полагают
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$ Н 5  + И + -  + И-
а затем  применяют соответственно формулы (5)' или (9 ) .  

П р и м е р  I. Найти

=  ^  (хг +  у 2) йх йу,I
5

где 5  — квадрат 0 ^ х ^ 1 ,  0 ^  1.
Расставляя пределы интегрирования, будем иметь

1 1

/==
о . о
| йх  ̂ (а:2 +  у 2) йу =  | [ х 2у +  | Ах — | ^л:2 +  у )  йх =
п и  0 3=10 О

“ ( т -  +  т * )  \Х. 0 =  Т  +
* = 1 1 • ±.— ! .

3 ~  3*
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Геометрически I представляет собой объем цилиндроида с квадратным 
пижним основанием, ограниченного сверху параболоидом вращения г — х2 -\- у* 
((рис. 254).

П р и м е р 2. Вычислить двойной интеграл

=  § § ху2 dx dy’

где 5  — прямоугольник 0 ^  х ^  1, —2 ^  у ^  3.
Расставляя пределы интегрирования и разделяя переменные, будем иметь

1 з

\ x d x ' \ У2 dy ■■
х
2

_1_ 27 +  8
2  ‘ 3

35

О - 2

П р и м е р  3. Вычислить

■ (10)

где 5  — треугольник с вершинами 0 (0 ,0 ) ,  Л (2, 0) и В (2 ,1 )  (рис. 255).
Область 5  ограничена прямыми 

у =  0, у =  я/2, г  =  2 в является стан
дартной как относительно оси Оу, так 
и оси Ох.

Д ля вертикали МЫ «точка входа» 
в область 5  есть М(х, 0 ) , «точка

М(х,0) х

Рис. 255.

выхода» — N(x, х/2) ( 0 < х < 2 ) .  Таким образом, при фиксированном х пере
менная у, для точек области S , меняется от 0 до х/2. Поэтому, интегрируя 
в двойном интеграле (10) сначала по у при х =  const, а затем по х, согласно 
формуле (5) будем иметь

2 х/2

^ х2 dx ^ у dy ■■
г/=*/2 

у-о
х4 dx — ■ хс

~5 jc=o

_4 
5 •

(11)

Аналогично, для горизонтали PQ «точка входа» в область есть Р(2у,'у) п 
«точка выхода» — 0 (2 , г/) ( 0 < г / < 1 ) .  Следовательно, при фиксированном у пе
ременная х для точек области 5  меняется от 2у до 2. Произведя в двойном 
интеграле ( ¡0 )  интегрирование сначала по х при у =  const, а затем по у, ма
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осиэвами формулы (9;) получим
1 2 1 *= 2  

х  = 2 (/
/ =  || У ‘¡У  ̂ х'2 ё х =  ^ у  с !у  ■ ~

О 2у О

= 1 5  (у -  у') ̂  = 4  ( т -  -  т-)| 0 = т  ( т  -  т )  = Т- (,2)

Мы пришли, как и следовало ожидать, к тому же самому результату, при
чем второй способ вычисления оказался несколько более сложным.

Рис. 256.

П р и м е р  4. Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле
1 X
 ̂ (1к Л \ (х, у) йу.

О х‘

Область интегрирования 5  ограничена кривыми у — х2, у => к и х =  0, х =  1 
(рис. 256). Отсюда, изменяя роли осей координат, получаем

Следовательно,
X =  л !у  > О, х ~  у  и у =  0, у — \.

1 х 1 -у/у

^ й х ^  (х, у) йу =  ^й у  || I (х, у) Ах.
О х ' -  0 у

П р и м е р  5. Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле

(13)

если область интегрирования 5  есть круговое кольцо, ограниченное окружностя
ми х2 у2 =  1 (у) и х2 + у2 — 4 (Г) (рис. 257). Область 5  не является стан
дартной. Д ля расстановки пределов интегрирования в интервале (13) разбиваем
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область S  на четыре стандартные, ©тнвеительно оеи Оу, области S ,,; S 2, S 3 и S t, 
как указало на рисунке. Используя уравнение окружностей

у =  ±  V i  — х2 (у) и у =■ ±  V 4  — х1 (Г),
имеем

I =  Л  / (х, у) dx dy +  Ц  / (х, у) dx d y + \ f  (х, у) dx dy +  | |  I У )  <#* <%=
Si S i  ¿3 S 4| '• - ;___  ___

— 1 'у/А—х'3 1 - -у/л—х*
=  | dx | f ( x , y ) d y  +  | <£* | I (x, y )d y  +

- 2  - '« fe e »  ■ , -1 -  ф -х?]
1 л]А—хг 2 'yJ'A-x2

-h   ̂ dx I f (x, y) d y + ^ d x   ̂ f (x , y) dy. 
- i

Аналогичная формула получится, если мы будем1 расставлять пределы ин
тегрирования в другом порядке.

§. 3., Двойной интеграл в. полярных координатах 

П усть  в двойном, интеграле

\ \ f ( x ,  у) dx dy  f  (х , у) d S  (1)
s  s

при обычных предположениях мы ж е л а ем  перейти к  полярным ко 
ординатам г и ф, п олагая

, х  == Г GOS ф, у  —  Г sin  ф. (2)

Область интегрирования 5  разобьем на 
элементарные ячейки AS ¡¡  с помощью ко
ординатных ЛИНИЙ Г —  Г i (окружности) 
и ф =  ф,- (лучи) (рис. 258) .  В ведем  обо
значения' . ■ • " . . .

А г  j  =  r ¡+ 1  —- г  i , Аф i =  ф ,-+ 1 —  ф,-.

Т ак к а к  окружность перпендикуляр
на (ортогональна) ради усам , то внутрен
ние ячейки А5,-/ с точностью до беско
нечно м ал ы х  высшего порядка малости относительно их площади 
можно р ассм атр и вать  к а к  прямоугольники с измерениями г/Аф,- и 
Аг/; поэтому площ адь каж до й  такой ячейки будет равна

А5(7 «  гуАф;Аг/. (3)

Что к а сается  ячеек  А5 (7  неправильной формы, примыкающих к 
границе Г  области интегрирования 5 ,  то эти ячейки не повлияют 
на значение двойного интеграла (ср. §  1, формула ( 9 ) )  и мы их 
будем игнорировать.



, В качестве точки M¡¡ œ  AS,7  для  простоты выберем вершину 
ячейки A S a  с полярными координатами r¡ и <р,-. Тогда декартовы  
координаты точки Мц равны

Хц =  г i cos фг, уц  =  г i sin фг

и. следовательно,

f (ХН> Ун) =  î ( r i cos фг, П s in  ф/). (3 ')

•Д войной интеграл ( 1 ) представляет  собой предел двумерной 
интегральной суммы , причем можно показать ,  что на значение 
этого предела не влияю т добавки  к с л а гаем ы м  интегральной с у м 
мы, являющ иеся бесконечно малыми высшего порядка малости. 
Поэтому, учиты вая  формулы (3) и (3 ' ) ,  получаем

у) ( is  =  l im Y  / (Х ц , у  и) A S ¡ ¡  === 
s  d->::' r ¡

=  iim Y  f  [r, cos фг, r ,  s in  фг) г.-Аф,- Аг/( (4)
d -> 0 г. /

где d — максимальный диам егр  ячеек AS¡/ и сум м а  распространена 
на все ячейки указанного  выше вида , целиком содерж ащ иеся  в 
области S.  С другой стороны, величины фг- и r¡ суть числа и их 
можно рассм атри вать  к а к  прямоугольные декартовы  координаты 
некоторых точек плоскости Офг. Таким образом, сум м а  (4) я в 
л яется  интегральной суммой д л я  функции

f ( r  соэф, л s in  ф) г,

соответствую щ ая прямоугольной сетке с линейными элементами 
Аф, и А г/. Следовательно,

iim Ÿ  Î [гi cos фг, r ¡  s in фг) г,АфгАг/ =
о*—*

— \ \ î  {г cos ф, г s in ф) г ¿ф dr.  (5)
s ’

С равнивая  формулы (4) и (5 ) ,  получим окончательно

cos ф, г s in ф)г dtp dr. (6 )

Выражение
dS  — г dq> dr  ( 7|

назы вается  двумерным элементом площади в полярных координа
тах (ср. гл. XV, § 2 ) .  И так ,  чтобы в двойном интеграле  (1 ) перейти 
к полярным координатам, достаточно координаты х и у  заменить  
по формулам  (2 ) ,  а вместо элемента площади dS подставить вы
ражение  (7 ) .
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Д л я  вычисления двойного интеграла ( 6 ) его нужно заменить 
повторным. П усть область интегрирования 5  определяется нера
венствами

п(ф) <  г <  г2(ф),
где Г1 (ф), гг(ф) — однозначные непрерывные функции на отрезке 
[а,  Р] (рис. 259) .  Тогда по аналогии с прямоугольными координа
тами (см. § 2 ) имеем

Jj | F (г, ф) d ф d r  -

F (r,  ф) =  r f  (г cos ф, г э т ф ) . Рис. 259.

П р и м е р  i. Переходя к полярным координатам ср и г, вычислить двойной 
интеграл

dx dy
V * 2 + Г

где 5  — первая четверть круга радиз'са Я — 1 с центром в точке 0 (0 ,0 )  
(рис. 260).

Так как V х2 +  у г — г , то, применяя формулу (6), получим

Область S  определяется неравенствами 0 ^  ф я/2, О 
основании формулы (8) имеем

л/2 I

d<f\dr =  Y ’ 1
о о 

П р а м е  р 2. В интеграле 
х

(9)
о О

1. Поэтому на

перейти к полярным коорди- Рис. 260. Рис. 261.
натам.

Область интегрирования здесь есть треугольник S , ограниченный прямыми 
у — 0, у — х, х — 1 (рис. 2 6 !) .

В полярных координатах уравнения этих прямых записываются следующим 
образом: ср =  0, ср =  я/4, rcosqi — 1 и, следовательно, область 5  определяется 
неравенствами

О ^  ср я/4, 0 ^  г ^  1 /cos ф =  sec ф.

¡6 В. А. Кудрявцев,  Б. П. Демидович
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Отсюда на основании формул (6) и (8), учитывая, что У х2 +  у2 — г, имеем.
я/4 sec  ч>

Г2 dr.

§  4. Интеграл Эйлера — Пуассона

С помощью полярных координат можно просто вычислить в а ж 
ный д л я  теории вероятностей интеграл Э йлера  — Пуассона

-j-oo

/ =  e~x!dx. (1)

Т ак  к а к  определенный интеграл не зависит от обозначения пе
ременной интегрирования, то, очевидно, можно т а к ж е  записать

-[-00

1 =  § е~У2йу. (2/

П ерем н ож ая  формулы (1) и (2) и учи ты вая ,  что произведение 
этих однократных интегралов можно рассм атр и вать  к а к  двойной

интеграл от произведения подынтеграль
ных функций (см. § 2 , формула ( 8 ) ) ,  бу
дем  иметь

l 2==z\ \ e~ W+v,)d x d y , (3)

Рис. 262.

где область S  определяется неравен
ствами

0 ^ Х <  +  °°> 0  /у -< -j- с «

и, следовательно, представляет  собой первый квадр ан т  коорди- 
Йатной плоскости Оху (рис. 2 6 2 ) ! ) .

П ереходя в интеграле (3) к  полярным координатам , получим
Л/2 +оо

! ) Строго говоря, интеграл (3) является н е с о б с т в е н н ы м  и нуждается 
в специальном определении. Однако выполняемые формальные операции приво
дят к правильным результатам.



Отсюда, уч и ты вая  положительность числа /, находим
4-оо

л/л

§  К  ТЕОРЕМА О С РЕ Д Н Е М  4 8 §

|В силу четности функции у  — е х имеем т а к ж е
-¡-ОО -¡-со

5 e~x!d x  =  2   ̂ e~x2d x  =  ^/л,
— оо О

что п редставляет  собой площадь, ограниченную осью Ох и кривой 
Г а у сс а  y ~ e ~ x‘ (см. гл. XI, § 8 , рис. 120) .

§ 5. Теорема о среднем

П усть функция f ( x , y ) непрерывна в ограниченной замкнутой
области 5  и m = s 'm in f ( x ,  у), M =  m a x f ( x ,  у ) — соответственно 

s s
наименьшее и наибольшее значения функции f ( x , y )  в области S. 
Д л я  двумерной интегральной сум м ы  этой функции, распространен
ной на область S ,  имеем оценки

П
m S < Z f { x t, y t) b S t < M S ,  (1)

* = 1
п

где S  =  Е  Д5,- — площадь области S.  Отсюда, переходя к  пре-

делу  при d  =  m ax  d  (AS; ) - v  0 в неравенствах  ( 1 ) и уч и ты вая  суще-
i

ствование двойного интеграла, получим

ГС

Число

mS ^   ̂  ̂ f (х > y) dS ^  MS. (2)
s

Ц =  ̂  5 \ f  ( х > у )  d S  (3)

назы вается  средним значением функции } ( х ,у )  в области 5 .  Из не
равенств (2) вы текает ,  что т  ^  ц ^  М.

Ф орм улу  (3) можно переписать в следую щ ем виде:

|  ̂/ (х, у) йЗ =  ¡л5 (4)
в“

( т < | д ^ М ) ' .  Т аким  образом, двойной интеграл равен среднему  
значению подынтегральной функции, умноженной на площадь об
ласти интегрирования.

16*
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Не нужно думать, что формула (4) дает .универсальный способ вычисления 
двойного интеграла. Дело в том, что, как правило, среднее значение функций 
определяется через двойной интеграл. Поэтому реальный смысл здесь имеет 
оценка (2).

П р и м е р .  Оценить интеграл

^  л/х2 +  i/2 dx dy,

где S  — квадрат 0 ^  х ^  1, О ^  у ^  1.
Для функции ¡(х, у) =  л/х2 +  у2 имеем

т  — min / (х, у) =  f (0, 0) =  0 и М =  max f  (х, у) ■■ 
S S

= /( 1 , 1 ') =  л/2 .

Так как S  =  1, то 0 <! / V 2  
Можно принять

1,41.

I f » f  (0 +  1,41) : 0,71.

Эта оценка грубая, так как точное значение интеграла есть 

/ =  1  [л/2 +  1п (1 +  л/2 )] м  0,79.

Более точное значение интеграла 1 получится, если область интегрирования 5  
разбить на достаточно мелкие части и к каждой из них применить теорему 
о среднем.

§ 6 . Геометрические приложения двойного интеграла

В §  1 было показано, что прямой цилиндроид, построенный на 
основании 5  в координатной плоскости Оху и ограниченный сверху

непрерывной поверхностью 2  == 
“ /(•*> У), имеет объем, равный

v  =ш И ̂ х’ ^ dx dy' (1)

П р и м е р  1. Найти объем V тела, ог
раниченного поверхностями

г — х2, г  — 0, х — 0,
у =  0, х +  у =  1.

Искомое тело имеет своим основанием 
треугольник 5  на плоскости Оху, образо
ванный линиями х — 0, у — 0, х +  у =  1, 

и ограничено сверху параболическим цилиндром г — х2 (рис. 263). Отсюда на 
основании формулы (1) получим

1 1-х 1 . 1■ = 1 —х (.
=  \ X2 (1 — х) йх —У =  С С х2 dx dy =  ü dx  ̂ x2 dy =   ̂ dx ■ x2y 

s  0 0 0

- ( 4 - 4 )
X  = 1

x  =0

1
12  ’
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Если в формуле (1) положить

f { x ,y ) 1 ,

то получим объем прямого цилиндра с высотой г =  1 , численно 
равный площади 5  его основания. П оэтому площадь плоской об-
ласти S  р авн а П

(2)

Ф орм улу (2) можно записать  т а к ж е  в 
виде

(3)И-
о

П р и м е р 2, Найти площадь, ограниченную 
гиперболами у =  а2/х, у =  2а2/х (а >  0) и пря
мыми х =  1, х =  2 (рис. 264).

На основании формулы (2) получим, что площадь 5  равна

/ г
Рис. 264.

аг/х

Л
Г dx

a 2 In х if =  а 2 In 2 г® 0,7а2.

§ 7. Физические приложения двойного интеграла

Пусть 5  — м атери альн ая  пластинка. Если А5 есть часть Пла
стинки 5 ,  со д ер ж ащ ая  точку М и имеющая м ассу  Ат, то отноше
ние-

А т  ;
"дЗГ

н азы вается  с р е д н е й  поверхностной плотностью ку ска  А8, а предел 
этого отношения, при условии, что диаметр  ¿¿(Д5)->-0, н азы вается  
поверхностной плотностью р ( М)  пластинки 5  в точке М:

р( М) : = l im
d(AS)  ~>о

Am
~AS

Очевидно, поверхностная плотность р ( М)  пластинки £ есть функ
ция точки М. Понятия средней поверхностной плотности пластин
ки и поверхностной плотности пластинки в данной точке вполне 
аналогичны понятиям средней линейной плотности дуги  и линей
ной плотности дуги  в 1 точке, введенным в гл. XXIII, § 1.

Положим, что поверхностная плотность пластинки §  в текущей 
точке М (х , у ) равна р — р{х, у ) , где р(х, у ) — известная непрерыв
ная функция. Рассмотрим бесконечно малый элемент dS  пластинки,
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содержащ ий точку М (рис. 265). Т ак  к а к  в пределах этого эл е 
мента пластинку можно считать однородной с плотностью р, то 
м асса  элемента с/5 (элементарная масса)  равна

йгп — ря(5 . ( 1 )
Интегрируя вы ражение (1) по всей пластинке 5 ,  находим массу

пластинки

п г — \ \ р (¡Я. (2)

Р ассм атр и вая  й т  к а к  м атер и аль
ную точку, удаленную  от осей коорди- 
динат Ох и Оу на расстояния у  и х ,  
получим элементарные статические 
моменты пластинки

йЗх

Рис. 265. С(8 у

у й т  = 

: х й т  =

ур (х, у)  ¿ 5

: хр (х, у) с/5.
Отсюда, интегрируя эти вы раж ения по всей пластинке 5 ,  нахо

дим статические моменты пластинки Я относительно координатных 
О С б й  ГГ"*

=  33 у ) ^ ’

Л  \ О)
=  3 3 хр <уХ'

В механике д о казы вается ,  что статический момент пластинки от
носительно какой-нибудь оси совп адает  со статическим моментом 
точечной массы, равной массе пластинки, сосредоточенной в центре 
тяж ести  ее относительно той же оси (теорема Вариньона). Отсюда, 
обозначая через (х0, у 0) координаты центра масс  пластинки 5 ,  б у 
дем  иметь

5у  = '  т к о, Ях =  т у е ;
следовательно,

=  =  ^  55 *Р(*> У )а 3 ’ Уо =  ~ = ^ \ \ у Р (х , у )йБ ,  (4)

где 1 т  — м асса  ( 2 ) пластинки.
Аналогично, д л я  элементарных моментов инерции пластинки 5  

относительно осей координат Ох и Оу получаем вы раж ения
4 1  х — у 2а т  =  у 2р(х, у ) й 5 ,  сИу =  х2с1т —  х2р (х, у) (¿5.

Отсюда после интегрирования по пластинке 5  будем иметь мо
менты инерции пластинки  5  относительно координатных осей

/ (5)
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Элементарный полярный момент инерции определяется фор
мулой

(11о =  г2й т  — (х2 +  у 2) р (х , у) с1Я,

где г2 — х2 -\~ у 2 — к в а д р а т  расстояния массы  ¿ т  от начала  коорди
нат. Интегрируя последнее вы ражение по пластинке 5 ,  получаем 
полярный момент пластинки

 ̂\ (х2 +  У2) Р (х, у) dS. (6)

Из формул (5) и (6 ) следует , что

/о =  ¡к “Ь 1у. (7))

П о л агая  р(х, у ) = 1  в ф ормулах моментов, получим соответ
ствующие моменты инерции геометрической фигуры S.  Напомним, 
что при вычислении в декартовы х прямоугольных координатах, к а к  
обычно, принимается dS  — d xd y ,  а в случае полярных координат 
имеем dS  — г d(p dr.

П р и м е р  1. Определить координаты центра масс квадратной пластинки S: 
С л: s i  2, 0 sg у sg  2, поверхностная плотность которой в точке М(х, у) равна
р =  х 4- у-

Пользуясь формулой (2), находим массу пластинки
2 2

от =  15 Р dx dy =  | dx  ̂ (x +  y)dy  =  
s о 0

2

=  5 dx [ x y  +
у- 2  

V -  0
(2jc +  2) dx ~  (x2 +  2x) =  8,

По формуле (3) определяем статические моменты пластинки 5  относительно 
координатных осей

2

ур dx dy (ху +  у 2) dy
о о

2

- И *

” К 2‘ + т) Лх -  (*’ + т  *)
о

2 2 2 

s u =  ^  ХР dx dlJ  —  ̂ dx ^ (х2 +  ху) dy = ^ d x  (̂ х2у +

у = 2  

i/=0

=  4 + i i  =  9 1
3 ’

¡Г -2

у -  О

(2x2 +  2jc) dx =
x=2

JC=0
- у - +  4 =  9 у .
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Равенство моментов 5* и 5 В можно было предвидеть ввиду симметрии 
задачи.

На основании формул (4) центр масс пластинки 5  имеет координаты

28 1 1
Хо- т 3 -8 : 1 6 ’ Уо т  1 6 *

П р и м е р  2. Найти момент инерции /* круга 5 : я 2 +  г/2 ^  х (рис. 266) от
носительно оси Ох.

Полагая р =  1, на основании первой формулы (5) имеем

'■-и Í/2 dS. (S)

Рис. 266.

Задачу будем решать в полярных коор
динатах. Имеем
х =  г eos q>, у =  г sin <р и dS =  г dip dr.

Уравнение границы Г области S  есть
*2 +  у2 =  х.

Отсюда, переходя к полярным координа
там, получим г2 — г cos ф. Следовательно, 
после сокращения на несущественный мно
житель г имеем

Г — COS ф,

причем, так как  г >  0, то — я/2 ^  ф ^  я/2. Таким образом, при каждом фик
сированном ф <= [—я/2, я/2] радиус г меняется в пределах 0 ^  г ^  cos ф. Пе
реходя к полярным координатам в формуле (8), получим

я/2 c o s  (р я/2

1Х =  г2 s ¡ii2 ф • г dr í/ф =  | в т 2 фйф | r 3dr =  ~  | sin2 ф cos4 ф d(¡>. 
s  - я / 2  , о - я / 2

Как известно, cos2 ф =  ™ (1 +  cos 2ф) и sin2 ф сов2 ф = - ^ - sin2 2ф, поэтому

¡X =  j  | - J  s i n 2 2 ф - ~  (1 +  cos  2ф)с?ф =  |  81п2 2ф</ф +

- Я / 2

Я/2. л/2

| s i n 2 2ф cos  2ф dtp =  - i -  I  (1 — cos  4ф) dcp +
-Я/2 -Я/2 '

+  £  sin2 2ф d ( s i n  2ф) =  ±  ( ф _  1  sin 4ф ) I" ^  +  ±  .

+ f  - ° )  + 0:

— я/2

я/2

s
- л /2

л/2

-я /2
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§  8 . Понятие о тройном интеграле
По аналогии с двойным интегралом определяется т а к  н аз ы ва е 

мый тройной интеграл. Пусть в декартовом  пространстве Oxyz 
за д а н а  конечная з а м к н ут а я  область V и f ( x , y , z ) — ограниченная 
функция, определенная в V. Р азобьем  область V на конечное число 
йчеек A V U AV%, ••• .  &Vn и в каж до й  
из них выберем точку

M i ( X i ,  y i ,  Zi)£E A  Vi (г =  1 ,2 ,  . . . ,  п)

(рис. 267 ) .  С ум м а

S n =  Е  f(Xi, Уь zdbVi,  (1) 
i — 1

где  АУг — объем г-й ячейки, н а з ы ва ет 
ся трехмерной интегральной суммой.

. Обозначим через d наибольший из 
диаметров ячеек  А У г1) .  Будем произ
вольным способом неограниченно из
м ельчать  ячейки А 1/г. Тогда предел 
интегральной сум м ы  ( 1 ) при ¿ - > 0 , 
если этот предел сущ ествует  и не зависит от формы ячеек  А К/ и 
выбора точек Mi в них, н азы вается  тройным интегралом от функ
ции f ( x , y , z ) ,  распространенным на область V, и обозначается сле
дующим образом:

П

5 5 5 f ( x > У’ z ) d v = Y j f  (Xi> ijh A V i" w
V ¿ = 1

Д о к азы вается ,  что если подынтегральная функция f ( x , y , z ) непре
рывна в замкнутой  ограниченной области интегрирования V с к у 
сочно гладкой  границей, то тройной интеграл (2 ) сущ ествует.

Ебли область V заполнена массой и f ( x , y , z )  представляет  со
бой непрерывно распределенную объемную плотность в текущ ей 
точке M ( x , y , z ) ,  то f ( x it y i} г , )  AVi, где Mi(xi, у и г ; )<= AVi, с точ
ностью до бесконечно, малой высшего порядка  малости относи
тельно максимального объёма ячеек AV/ (/ =  1 , п), есть 
м асса  ячейки AVi, Следовательно,. интегральная с ум м а  (1 ) при
ближенно равн а  массе т ,  заполняющей область V. При d - >  0  по
лучаем , что предел сум м ы  S., будет  равен массе т .  Отсюда вы во 
дим ф и з и ч е с к и й  смысл тройного интеграла-, если f (x ,  у, z) есть 
непрерывная плотность распределения массы  в пространстве Oxyz, 
то тройной интеграл

m = И 5 ^ Х’ У’ dv ^
i v

Рис. 267.

’ ) Понятие диаметра см. в § 1.
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представляет  собой м ассу ,  заполняющую область интегрирова
ния V. В частности, если плотность ¡ (х ,  у, 2 ) 5 3  1, то м асса  об
ласти У численно р авн а  ее объему. П оэтому объем области V в ы 
р а ж а е т с я  тройным интегралом

г Если вычисление тройного интеграла (2) ведется  в прямоуголь
ных координатах х, у, г, то в качестве ячеек  А Уцк выбирают пря
моугольные параллелепипеды с измерениями Дх,-, Ду/, Дг^, грани 
которых параллельны координатным плоскостям, т. е. полагаю т

х(элемент объема $ прямоугольных координатах)  и тройной ин
теграл  (2) записываю т в 

_____  следующ ем виде:

т. е. ограничена снизу и сверху соответственно однозначными не
прерывными поверхностями

причем проекция области V на координатную плоскость Оху  есть 
плоская область 5  (рис. 268) .

Отсюда следует , что при фиксированных значениях (х, г / ) е 5  
соответствующие аппликаты  г  точек области V изменяются в пре
д ел ах  2 1  (х, у } г  ^  2 2  (х, у)I. По аналогии с двойным интегралом

(4)
V

А V ¡ 1 — Дх/Д^/уД2й.

В этом случае элемент объема йУ  считают равным

йУ — й х й у  йг (5):

В частности, д л я  объема 
т ел а  получаем формулу

V
!  (х, у, г) йх  с(у с1г. (6)

Рис. 268.

В простейшем случае  вы 
числение тройного интегра
л а  (6) сводится к т р е м  
к в а д р а т у р а м .  А именно, 
пусть область  интегрирова
ния V с т а н д а р т н а  отно
сительно оси Ог (ср. § 2 ) ,

2 1 =  г ! ( х ,у ) ,  г2 =  г 2( х ,у ) ,



'(§ 6) будем  иметь
г г {X, у)

Ш  / (х, у , г) йх йу йг — ^ й х й у  | / (х, у , г) йг. ( !)
V 5  гЛх, у)

Если, кроме того, проекция 5  стан дартна относительно оси Оу  
и определяется неравенствами

а < л : < й ,  у 1 ( х ) ^ у  ^ у 2(х),  
где у\(х) и У2 (х ) — однозначные непрерывные функции на отрезке 
[а, 6 ] ,  то

г й х ,  у) Ь у,{х)  г г { х , у )

|\ d xdy  | f ( x , y , z ) d z = \ d x  | dy  | I (х, у, г)^г.  (8)
5  г,(х, у) а у^(х) гу(х, у)

Из формул (7) и (8) получаем окончательно
Ь г/г (ж) 2г(Х, у)

Ш  !  {х, у, г) dx dy d z = <\¡ dx | dy \ f (х, у, г) dz. (9)
V а у,  (я) г , (ж, у)

Таким образом, вычисление тройного интеграла сводится к  трем 
кв ад р ат у р ам .

Заметим, что если область интегрирования V стан дартна отно
сительно всех  трех координат- гк 
ных осей Ох, Оу и Ог, то пре- | 
делы  интегрирования д л я  трой- кйШ.О 
ного интеграла (6) можно р ас 
ставить 3! — 6 различными 
способами.

П р и м е р .  Вычислить 

 ̂~  1 1 1  хг/2 йх йу йг,
V

где V -  пирамида ОРС?/?, ограни
ченная следующими плоскостями: 

х =  0, у — 0, 2 =  0,
Х+(/ +  2 =  1

(рис. 269).
Проекция области V на коорди

натную плоскость Охуг есть тре
угольник 5 , ограниченный прямыми

X =  0, у — 0, х +  у =  1. Рис. 269;

§ 8. ПОНЯТИЕ О ТРОЙ Н ОМ  И Н Т Е ГРА Л Е  4 9 1

При (х ,у )^ Б  аппликаты точек (дс, {/, г ) е У  удовлетворяют неравенству 
0 ^ 2 ; ^  1 — х — у. Поэтому 

1 - х - у

I I
2

1- х - у

11  ху йх йу ^ г йг =  1 1  ху йх йу
2= 1 - Х - у  

г=0

ху (1 — х — у)2 йх йу.
5
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Расставляя пределы интегрирования для треугольника S, получим
1 —X

1_ ~ у  [(1 — х)2 — 2 (1 — х) у +  уЦ dy ■■

1

Н Ф - ^ ' Т Г - 20-*)
о

9 = 1-*
У=0 dx ■■

=  1 С  
2

ó.

i i

j  * 0  -  * )4 ( y  ~  4  +  y )  dx =  Л .  5 [ !  -  ( l  -  ж)) (1 -  x)* dx : ,

24
(1 — x)4 dx — \ (! — x)5 dx

24
(1 - x ) 3 X==l

X=0 + (1 - * ) "  
6

л-1
24 V 5 6 J

1 .
720 ‘

Число / представляет собой массу пирамиды V, если плотность ее в текущей 
точке М (я, у, г ) равна р =  хг/г.

...Упражнения

3. Вычислить повторные интегралы:
1 5  0 11 5  0 1  2 л  1

a) ^ d x ^ -p ¡-d y ;  б) ^ dx l  ex~tJ dy\ в) ^ ^Ф jj r  s!n? Ф dr.
0 2 - 1 0  о 0

2. Нарисовать область . интегрирования и вычислить повторные интегралыз 
1 х 1 у+уг 2л ф

а)  ̂ dx  ̂ V *  +  У dy, б)  ̂  ̂ ХУ ^ х ’  ̂ ^  Í  Г C0S ^  ^ Г’
о о  у о о

3. Расставить пределы интегрирования в том и другом порядке в двойном 

интеграле í  | f (х, у) dx dy для следующих областей интегрирования: 
s

а) $ —• треугольник с вершинами 0 (0 ,0 ) ,  А( 1, 0) и £ (1 ,2 ) ;
б) S  — трапеция с вершинами 0 (0 ,0 ) ,  Л(2, 0), В{ 1, 1) и С(0, 1);

, в) S — четверть круга х2 +  у2 sg 1, * >  0, у ^  0;
т ) S параболический Сегмент, ограниченный линиями у =  хг, у — 4;
д) S  — круг х2 +  t/2 <  2*.

1 "4.'Изменить порядок интегрирования в следующих повторных интегралаха
i х l e  п s i n jc

а)  ̂ dx 5 f (x, y) dy, 6) 5 dy  ̂ f (x, y) dx; в)  ̂ dx  ̂ f (x, y) dx.
0 x2 0 eV  0 0

5. Перейти к полярным координатам и расставить пределы интегрирования 
s  следующих двойных интегралах:
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х л

а) | 5 x2y d x d y ,  где S  — круговой сектор, ограниченный линиями х2 -|- у2 =  
s

=  1, у =  X, у =  —X (у ¡2  0 );

б) ^  л/х2 +  у 2 dx dy, где S — треугольник с вершинами 0 (0 ,0 ) ,  Л (2, —•

- 1 ) ,  В (2, I);
в) \ \ f ( x  +  у) dx dy, где S  — параболический сегмент, ограниченный ли* 

s
ниями у == х и у — х2.

6. Вычислить двойные интегралы?

а) Í | (х  +  у) dx dy, где 5  — треугольник с вершинами 0 (0 ,0 ) ,  Л (1,0)  
s

пВ (0, 1);

б) \ ^ x y 2 d xd y, где S  — параболический сегмент, ограниченный линиями 
s

У2 — X, X —  I;

в) 5 5  г '* ГДе 5 ~~ паРаболический сегмент, ограниченный линиями 
s

у — 1 — х2, у =  0;

г) 5 5 - ^ , ,  где S  — гиперболический сегмент, ограниченный линиями

ху =  4, х - f  у — 5.
7. Перейдя к полярным координатам, вычислить двойные интегралы:

а)  ̂5 sin V x 2 +  У2 dx dy, где S  — круг х2 +  у1 ^  я 2; 
s -

б) \ \ - —- — тг dx dy, где S  — треугольник, ограниченный прямыми у =  х, 
J  J X +  У
S

у — —X. у =  1.
8. Найти объемы тел, ограниченных поверхностями:
а) г  == У 1 — у 2, г =  0, у — х, х — 0;
б) г  =  2 — х — г/, г  =  0, х2 -Ь у2 — I, х == О, У — 0;
в) г  =  х2 +  у1, г =  0, у2 =  х, х — 1;
г) 2 =  У х 2 4- У2, z =  0, х2 +  у2 =  2х;

д ) г =  - 1  х, z  =  0, +  j i f  =  ! (г >  0).

9. Найти моменты инерции однородной круглой пластинки х2 +  У2 ^ 2 от
носительно осей Ох и Оу.

10. Определить координаты центра масс однородной пластинки, ограничен-
ными кривыми ау =  х2, у  — а.

11. Вычислить
-V у

dx 5 dy J  xyz dz.
о о

12. Найти объем5 тела, ограниченного поверхностями г  = у ? , , -а  — 2у\ 
ху =  5, ху — А, х =  1, jf =  3.



А. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ТЕОРЕМЫ

§ 1. Случайные события

В естественных н ау к ах  познание действительности происходит 
в  результате  испытаний (экспериментов) или наблюдений, т. е. 
Опыта в широком понимании слова. Под испытанием (наблю де
нием), в общем смысле, подразум евается  н а л и ч и е  о п р е д е 
л е н н о г о  к о м п л е к с а  у с л о в и й .  Возможный р езул ьтат  — 
исход испытания или наблюдения — н азы вается  событием, незави 
симо от его значимости.

При построении теории события идеализируются, т. е. игнорируются ситуа
ции, несущественные для данного явления.

П р и м е р .  При бросании монеты м ожет вы пасть  герб или ре
ш етка (обратная сторона). Таким образом, при однократном испы
тании возможны д в а  события: А — выпадение герба и В —-вы па
дение решетки.

Однако возможно еще одно событие С — когда монета станет на ребро. Но 
при организации игры в «орлянку» это обстоятельство несущественно (монета 
перебрасывается!) и в нашем идеализированном опыте это' событие не учиты
вается.

О п р е д е л е н и е  1. Результат испытания, который н ел ь зя  з а 
ра н е е  прогнозировать, называется с л у ч а й н ы м  с о б ы т и е м .

Иными словами, событие явл яетс я  случайным в данном опыте, 
©ели заранее нельзя п редсказать ,  произойдет оно или не произой
дет  в этом опыте.

Например, случайным событием явл яетс я  выпадение герба при 
бросании монеты. Конечно, предполагается , что испытание органи- 
зовано-так , что исход его заранее  не известен.

Во многих случаях случайное событие есть результат неполной информации 
о данном явления. Например, в опыте с бросанием монеты, если нам были бы 
Известны: сила толчка, форма монеты, закон сопротивления воздуха и другие 
факторы, определяющие закон движения монеты, то мы смогли бы точно пред
сказать исход испытания.

О п р е д е л е н и е  2. Событие называется д о с т о в е р н ы м  
в данном испытании (т. е. при о сущ ест влении оп р ед ел ен н ой  с о в о 
купности у сл о в и й ) , е сли  оно  н еи зб еж н о  происходит при этом испы 
тании.

Например, получение студентом положительной или отрица
тельной оценки на экзамене есть событие достоверное, если э к з а 
мен протекает согласно обычным правилам.

О п р е д е л е н и е  3. Событие называется н е в о з м о ж н ы м  
в  данном испытании, е сл и  оно  за в е д ом о  не происходит в этом и с 
пытании,

Г л а в а  XXV
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Например, если в  урне находятся  лишь цветные (небелые)) 
ш ары, то извлечение из этой урны белого ш ара есть событие не
возможное. Отметим, что при других  условиях  опыта появление 
белого ш ара не исключается; таки м  образом, это событие невоз
можно лишь в условиях  нашего опыта.

Теория вероятностей  есть н а ук а ,  изучаю щ ая закономерности 
случайных событий.

В связи  с развитием  новой техники особый интерес п редстав
ляю т статистические закономерности м а с с о в ы х  о д н о р о д н ы х  
с л у ч а й н ы х  с о б ы т и й  (контроль качества  продукции, обслу
живание серийного производства, работа телефонной станции 
и т. п .) .  Здесь в различных вари ан тах  установлена основная тео
рем а теории вероятностей — «закон  больших чисел».

Примем к а к  аксиому, что д л я  каж д о го  события А молено опре
делить, по крайней мере теоретически, вероятность этого собы
т и я — число Р{А),  представляю щ ее, в некотором смысле, «м ер у  
достоверности» данного события и подчиненное естественным тре
бованиям. П редполагается ,  что вероятность любого события уд о в 
летворяет  неравенству

0 ^ Р ( Л ) г = £  1;

причем вероятность невозможного события равна  нулю, а вероят
ность достоверного события равн а единице.

На практике считают, что если вероятность события мала, то это событие 
практически невозможно; наоборот, если вероятность события близка к единице, 
то это событие почти достоверно; и сообразно этому принимают обоснованные 
решения.

В создании теории вероятностей участвовали  многие крупные 
м атем атики  (П аскал ь ,  Ф ерма, Л ап л ас ,  Гаусс ,  Пуассон и д р . ) .  В бо
лее поздний период решающие успехи в этой науке  при н адлеж ат  
отечественным м атем ати кам  (Чебыш ев, М арков , Ляпунов , Берн
штейн, Колмогоров, Хинчин и д р . ) .

Теория вероятностей широко используется в теоретических и 
прикладных н а у к а х  (в физике, геодезии, в теории стрельбы, в тео
рии автоматического управления и многих д р у ги х ) .  В частности, 
она сл уж и т  теоретической базой математической и прикладной 
статистики, на основе которых происходит планирование и органи
зация производства.

§  2. А лгебра  событий V

С к а ж д ы м  испытанием связан  р яд  интересующих нас событий, 
которые, вообще говоря, могут появляться  одновременно. Напри
мер, пусть при бросании игральной кости (т. е. куби ка , на гр ан ях  
которого имеются очки 1, 2, 3, 4, 5, 6) событие А  есть выпаденйё 
одного очка, а событие В есть выпадение нечетного числа очков, 
Очевидно, эти события не исключают д р у г  д р у га .
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Пусть все возможные результаты  испытания осущ ествляю тся 
в ряде единственно возможных ч а с т н ы х  с л у ч а е в ,  взаимно 
исключающих д р уг  д р у га  (т а к  н азы ваемы е элементарные события 
или элементарные исходы).  Тогда 1) к а ж д ы й  исход испытания 
представляется  одним и только одним элементарным событием; 
2) всякое событие А, связанное с этим испытанием, есть множество 
(совокупность) конечного или бесконечного числа элементарных 
событий; 3) событие А происходит тогда и только тогда , ко гда  
реализуется одно из элементарных событий, входящих в это мно
жество.

П р и м е р  1. Пусть событие А состоит в выпадении нечетного 
числа очков при однократном бросании игральной кости.

За  элементарные события здесь могут быть приняты .следую
щие результаты  испытания: (1 ) ,  (2 ) ,  (3 ) ,  ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  (6 ) .  Событие А 
представляет собой множество событий { (1 ) ,  (3 ) ,  (5 )} .

По аналогии с теорией множеств (см. § 1) строится а л г е б р а  
с о б ы т и й .

О п р е д е л е н и е  1. Под с у м м о й  двух  событий А и В пони
мается событие

А +  В =  А II В,

которое имеет место тогда и только тогда, когда произошло хотя  
бы одно из событий А и В.

В общем случае, под суммой нескольких событий понимается 
событие, состоящее в появлении хотя бы одного из этих событий.

П р и м е р  2, Пусть событие А есть выигрыш по займу I, а со
бытие В — выигрыш по займу II. Тогда событие А В есть 
выигрыш хотя бы по одному зай му (возможно, по д вум  с р а з у ! ) .

О п р е д е л е н и е  2. П р о и з в е д е н и е м  двух  событий А и В 
называется событие

АВ  == А[\В,

состоящее в одновременном появлении как события А, так  и со
бытия В.

В общем случае , под произведением нескольких событий по
нимается событие, состоящее в одновременном осуществлении всех 
этих событий.

П р и м  е р 3. П усть события А и В есть успешные прохожде
ния соответственно туров I и II при поступлении в институт. Тогда 
событие А В представляет  собой успешное прохождение обоих 
туров.

События А и В называю тся  несовместными в данном испыта
нии, если произведение их есть событие невозможное, т. е.

АВ =  О,
где О — невозможное событие.

Иными словами, д в а  события несовместны, если появление од
ного из них исключает появление другого и наоборот.
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§ 3. Классическое определение вероятности

Пусть событие А — некоторый исход испытания и
Еи Е2...........Еп (i) '

-ко н еч н ая  система всех возможных и единственно возможных 
попарно несовместных элементарных исходов этого испытания 
(полная система элементарных событий). Таким образом, событие 
Л происходит тогда и только тогда, ко гда  имеют место некоторые 
события из системы (1) ( б л а г о п р и я т н ы е  или б л а г о п р и я т 
с т в у ю щ и е  исходы или т а к  назы ваемы е ш а н с ы  д л я  события Л ) ,  

Предположим, что события системы (1) равновозможны, т. е . . 
пет основания предполагать , что одно из событий -системы (1) 
превалирует, в смысле появления, перед другими. Иногда это 
можно установить, используя «свойство симметрии».

О п р е д е л е н и е  1. Под в е р о я т н о с т ь ю  Р (А )  события А 
понимается отношение числа равновозмоэюных элементарных исхо
дов, благоприятствующих событию А, к общ ему числу всех рав
новозможных . и единственно возможных элементарных исходов  
данного испытания.

Таким образом, если m — число элементарных исходов, благо
приятных событию А, и п — общее число всех элементарных исхо
дов при данном испытании, и все эти исходы равновозможны, то 
па основании определения имеем формулу

т. е. вероятность любого события есть неотрицательное число, не 
превышающее единицы.

З а м е ч а н и е .  Из определения вероятности следует , что равно
возможные элементарные события являю тся  равновероятными, т. е. 
обладают одной и той ж е  вероятностью.

Из определения вероятности вы текаю т следующие основные 
ее свойства.

1. Вероятность невозможного события равна нулю.
Действительно, если событие А невозможно, то число благо 

приятных ем у  элементарных исходов т  =  0, и мы имеем

(2)

Т ак  к ак ,  очевидно, 0 ^  т  ^  п, то

(3)

Р (Л )  =  — =  0.х 7 п

2. Вероятность достоверного события равна единице.
В самом деле , если событие А достоверно, то, очевидно, пг =  п 

и, следовательно,
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Приведем некоторые элементарные теоремы о вероятностях.
О п р е д е л е н и е  2. Д ва события А и В называются э к в и 

в а л е н т н ы м и :
А — В,

если каждое из них происходит всякий раз, когда происходит 
другое.

С точки зрения теории вероятностей таки е  события считаются 
равными.

Например, если в урне со дер ж атся  только белые и черные 
шары, то появление черного ш ара и появление небелого ш ара есть 
события эквивалентные.

. Т е о р е м а  1. Эквивалентные события имеют одинаковые ве
роятности, т. е. если А —  В, то

Р (А )  — Р ( В ) . (4)’

Действительно, к а ж д ы й  элементарный исход д л я  события А я в 
ляется  таковым  ж е  д л я  события В и обратно. В силу формулы (2) 
справедливо равенство (4 ) .

О п р е д е л е н и е  3. Говорят, что из события А с л е д у е т  со
бытие В (А = > 5 ) ,  если событие В появляется всякий раз, как  
только произошло событие А.

• Например, д л я  любых событий А и В  имеем А В  => А и А В  => В,
Т е о р е м а  2. Если А =>- В, то

Р ( А ) ^ Р ( В ) .  (5):

В самом деле , пусть события А я В включены в общую систему 
равновероятных элементарных исходов, причем т  и т ' —  число 
благоприятных элементарных исходов соответственно д л я  событий 
Л и В, а п ■— общее число элементарных исходов. Т ак  к а к  к а ж д ы й  
элементарный исход д л я  события А  я вл яет с я  т а к ж е  элементарным 
исходом для  события В, то т  еС т '  и, следовательно,

Р ( А ) = * %  < ^ = Р  (В),

и таким  образом, неравенство (5) доказано .
О п р е д е л е н и е  4. Событие А, происходящее тогда и только  

тогда, когда не происходит событие А, называется п р  о т  и в о - 
п о  л о ж н ы  м  последнему.

Например, если при ^росании монеты событие А  есть вы п ад е 
ние герба, то событие А п редставляет  собой невыпадение герба, 
т. е. выпадение решетки.

Из определения 4 следует ,  что 1) событие А +  А достоверно; 
2) событие АЛ  невозможно.

Т е о р е м а  3. Вероятность противоположного события А равна  
дополнению вероятности данного события А до  1, т.  е.

Р (А) =  1 — Р  ( А ) . (6)
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Действительно, пусть полная система равновозможных элемен
тарных исходов содержит п событий, из которых т  ( т ^ п )  бла
гоприятны событию А.  Тогда п — т  элементарных исходов небла
гоприятны событию А,  т. е. благоприятствую т событию А. Таким 
образом, имеем

Р  (А)  =  — 1 — —■ = { - — р  (Л).

Приведем ряд примеров на непосредственное вычисление вероятностей со
бытий.

П р и м е р  1. Монета бросается два раза. Какова вероятность: 1) выпаде
ния герба хотя бы один раз (событие А); 2) двукратного выпадения герба 
(событие В )?

Равновозможными элементарными исходами здесь являются: ГГ, ГР, РГ, 
РР; число их п =  4.

Событию А благоприятствуют исходы ГГ, ГР, РГ, число которых т  — 3. 
Следовательно,

Р (,4 )  =  - ^ 3
'  ’ п 4

Событию В благоприятствует один исход ГГ (т '  ==1). Поэтому

Р ( В ) = - ^ -  =  1 .'  ' п 4

П р и м е р  2. Игральная кость бросается два раза. Какова вероятность того, 
что сумма выпавших очков равна 6 (событие Л )?

Равновозможными элементарными исходами здесь являются пары (х, у), 
где х и у принимают значения: 1, 2, 3, 4, 5, 6; общее число элементарных исхо
дов я  =  36.

Событию А благоприятствуют пары (1 ,5 ) , (2 ,4 ) , (3 ,3 ) (4 ,2 ) , (5 ,1 ) , число
которых т  =  5.

Следовательно,

§ 4. Статистическое определение вероятности

Классическое определение вероятности события предполагает, 
что 1) число элементарных исходов конечно; 2) эти исходы равно
возможны.

Однако на практике встречаются испытания с бесконечным чисг 
лом различных возможных исходов. Кроме того, нет общих мето
дов, позволяющих результат  испытания, д а ж е  с конечным числом 
исходов, представить в виде сум м ы  равновозможных элементарных 
исходов.

Поэтому применение классического определения вероятности 
весьма ограниченно.

М ы у к а ж е м  сейчас другое определение вероятности, иногда бо
лее удобное д л я  приложений.

Пусть производится п однотипных испытаний, одним из исходов 
которых я вл яе т с я  данное событие А,
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О п р е д е л е н и е  1. Отношение числа появлений т  события А 
к общему числу испытаний п называется о т н о с и т е л ь н о й  
ч а с т о т о й  (ч а с т о с т ь  ю) события А.

Таким образом, обозначая через IVп( А ) относительную частоту 
события А при п испытаниях, будем  иметь

\Уп ( А ) = ^ .  (1)

Очевидно, 0 ^  УРп(А)  1.
Из формулы ( ! )  получаем

т=УРп(А)п,  (2)
т. е. число появлений события А равно его относительной частоте, 
умноженной на число испытаний.

При однотипных массовых испытаниях во многих сл уч аях  на
блю дается у с т о й ч и в о с т ь  о т н о с и т е л ь н о й  ч а с т о т ы  
с о б ы т и я ,  т. е. при числе испытаний п~> оо относительная ча
стота УХ'п(А) события А колеблется около некоторого постоянного 
числа р, причем эти отклонения тем меньше, чем больше произве
дено испытаний, если не учиты вать  отдельные неудачные испыта
ния. Это число р н азы вается  в е р о я т н о с т ь ю  с о б ы т и я  А 
в  с т а т и с т и ч е с к о м  с м ы с л е .

О п р е д е л е н и е  2. П о д  в е р о я т н о с т ь ю  с о б ы т и я  в 
с т а т и с т и ч е с к  о м  с м ы с  л  е понимается почти достоверный 
предел его относительной частоты при неограниченно растущем  
числе испытаний.

Таким образом, почти достоверно, что относительная частота 
события приближенно совп адает  с его статистической вероят
ностью, если число испытаний достаточно велико.

С этой точки зрения величина
IX =  пр (3)

представляет  собой с р е д н е е  з н а ч е н и е  числа появления со
бытия А при п испытаниях.

При широких предположениях д о ка зы в ается ,  что вероятности 
события в классическом и статистическом см ы слах  совпадают 
м е ж д у  собой.

П р и м е р .  В результате ряда испытаний было обнаружено, что при 200 вы
стрелах стрелбк попадает в цель в среднем 190 раз. Какова вероятность р по
ражения цели этим стрелком? Сколько, для него попаданий в цель можно ожи
дать  при 1000 выстрелов?

Используя статистическое определение вероятности, имеем
140

Р - £ § - 0 . 9 5 - 9 5  %.

Отсюда число удачных выстрелов из 1000 выстрелов примерно составляет
ц =  1000-0,95 =  950.
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§ 5. Теорема сложения вероятностей

Т е о р е м а .  Вероятность суммы двух  несовместных событий 
равна сумме вероятностей этих событий , т. е. если АВ — 0, то

Р (А  +  В ) = Р ( А )  +  Р ( В ) .  ( I )
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть из общего числа п всех во зм о ж 

ных и равновозможных элементарных исходов испытания гп\ б л а 
гоприятствуют событию А, а ш2 — событию В. Т ак  к а к  события А 
и В несовместны, то появление события А исключает появление со
бытия В и обратно; поэтому число благоприятных исходов собы
тия / 1 + В  в точности равно т\ +  т г .  Отсюда на основании к л а с 
сического определения вероятности получаем

Р ( Л +  £) — п1х-\ 'п* =  -%- +  =  Р(А) +  Р (В).

С л е д с т в и е .  Вероятность суммы кон ечно го  числа попарно  
несовместных событий равна  сумме вероятностей этих событий.

Пусть, например, события А, В я С попарно несовместны, т. е. 
события АВ, АС, ВС невозможны.

Имеем
Р (Л +  В '+' С) =  Р [{Л +  В) +  С] =  Р (А +  В) +  Р  (С) =

=  Р(Л) +  Р(В)  +  Р(С),
З а м е ч а н и е .  П усть теперь события Л и В совместны. Тогда 

чйсЛб благоприятных элементарных исходов д л я  события А В  
будет

пг — т\ +  пг2 — т',
где т ' — число элементарных исходов, благоприятных д л я  собы
тия АВ.  Действительно, с к л а д ы в а я  числа исходов /щ и т%, благо 
приятных событиям А и В, мы исходы, благоприятные событию 
АВ,  считаем д в а  р а з а ;  следовательно, при подсчете числа исхо
дов д л я  события Л -{- В излишнее значение т '  следует отбросить. 

Поэтому, в общем случае, имеем

р { А+В ) ^ И — ■—  + ■——  —  =  Р (Л) Р (В) — Р (АВ).
(2)

С л е д с т в и е .  Т ак  к а к  Р { А В ) ^  0, то из формулы (2) имеем
Р(А +  В ) ^ Р ( А )  +  Р ( В ) ,  ; (3)

т. 'в; вероятность суммы двух  событий ник о гда  не превосходит  
с уммы вероятностей этих событий. ■

Это утверждение , очевидно, справедливо т а к ж е  и д л я  несколь
ких событий.

П р и м е р. В урне находятся 2 белых, 3 красных и 5 синих одинаковых 
по .размеру шаров. Какова вероятность, что шар, случайным..образом, извлечен
ии й из урны, будет цветным' (не белым)?
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Пусть событие А — извлечение красного шара из урны, а событие В — из« 
влечение синего шара. Тогда событие А +  В есть извлечение цветного шара из 
урны. Очевидно, имеем

Р{А) =  3/10, Р(В) — Б/10.

Так как события А и В несовместны (извлекается только один ш ар), то по 
теореме сложения имеем

Р(А +  В) =  Р(А) -1- Р(В) =  0,3 +  0,5 =  0,8.

§  6. Полная группа событий

О п р е д е л е н и е .  Система событий
Л и А ь А п (I);

называется п о л н о й  г р у п п о й  с о б ы т и й  д л я  данного испы
тания, если любым исходом его является одно и только одно со
бытие этой группы.

Иными словами, для  полной группы событий (1) выполнены 
следующие условия:

1) событие A i - f  А 2 +  ••• +  А п достоверно;
2) события Ai и A ¡ (i Ф  /) попарно несовместимы, т. е. 

AiA¡ — О (i ф  /), где  О — событие невозможное.
Простейшим примером полной группы событий явл яетс я  пара 

событий: А и Л.
Т е о р е м а .  С ум м а вероятностей событий полной группы равна  

единице.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  полной группы (1) событие 

Л 1 +  Л2 +  . . .  -\-An =  D достоверно, а события этой группы по
парно несовместны. Отсюда на основании теоремы сложения ве 
роятностей имеем

Р { А , + А 2 +  . . .  + А п) = Р ( А 1) + Р ( А 2) +  . . .  +  Р ( А п). (2)

Но
Р (А ,  +  А 2 +  . . .  + A n ) = P ( D ) =  1,

поэтому из (2) имеем
Р ( Л , ) + Р ( Л 2) +  . . .  + Р { А п) = \ .

§ 7. Теорема умножения вероятностей

О п р е д е л е н и е  1. Вероятность события А при условии, что 
произошло событие В, называется у с л о в н о й  в е р о я т н о с т ь ю  
события А и обозначается так :

Р (А /В ) =  Р в (А) .  (1)

З а м е ч а н и е .  Вероятность каждого события А в данном испытании, свя
зана с наличием известного комплекса условий. При определении условной ве
роятности мы предполагаем, что в этот комплекс условий о б я з а т е л ь н о
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нходит событие В. Таким образом, мы фактически имеем другой, более обре
менительный комплекс условий, соответствующий испытанию в новой обета- 
новке. Вероятность Рв (Л) появления события А при этих новых условиях назы- 
иается его у с л о в н о й  в е р о я т н о с т ь ю ,  в отличие от вероятности Р(А), 
которая может быть названа б е з у с л о в н о й  в е р о я т н о с т ь ю  события А.

П р и м е р .  В урне находятся 7 белых и 3 черных шара.
Какова вероятность: 1) извлечения из урны белого шара (событие 71); 

И) извлечения из урны белого шара после удаления из нее одного шара, кото
рый является белым (событие В) или черным (событие С)?

Здесь

Р ( Л)  =  — =  0,7: Р в (Л) =  |  =  0,666 Рс (А) =  =  0,777 . . .

Таким образом, условная вероятность события может быть как меньше, так 
и больше вероятности этого события.

О п р е д е л е н и е  2. Д ва события А и В называются н е з а 
в и с и м ы м и ,  если вероятность каждого из них не зависит от 
появления или непоявления другого, т. е.

Р (А )  =  Р в (А) =  Р ё ( А )  (2)

Р (В )  =  Р А(В) =  Р 1 (В). (2')

В противном случае  события называю тся  зависимыми.
Т е о р е м а  1. Вероятность произведения ( совмещения) двух  

событий А и В равна произведению вероятности одного из них на 
условную вероятность другого, в предположении , что первое имеет 
место, т. е.

Р (А В )  =  Р ( А ) Р а (В) .  (.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть событию А благоприятствую т га, 
а событию А В  благоприятствую т & равновозможных элементарных 
исходов из общего их количества п. Тогда

Р (Л )  =  ^ - ,  Р (А В )  =  (4)

I !о если событие А произошло, то в этой ситуации возможны лишь 
те пг элементарных исходов, которые благоприятствовали событию 
Л, причем к из них, очевидно, благоприятствую т событию В. Т а
ким образом,

Отсюда на основании равенств (4) имеем

Р (А В )  =  Д  =  • А  =  Р (А) Р А (В). (5)

Теорема до казан а .



Так к ак  ВА — А В ,  то имеем такж е
Р (А В )  =  Р (В А )  =  Р ( В ) - Р в (А) .  (6)

З а м е ч а н и е .  Формула (5) формально остается верной, если 
событие А невозможно.

С л е д с т в и е .  Д л я  любых двух событий А  и В справедливо  
равенство

Р ( А ) Р А(В )= .  Р ( В ) Р в (А) .  (7)

Т е о р е м а  2. Вероятность совместного появления двух  неза
висимых событий А и В равна произведению вероятностей этих
событий :

Р ( А В )  =  Р ( А ) Р ( В ) .  (8)

: Действительно, полагая, что Ра (В) — Р ( В ) ,  из формулы (5) 
получаем формулу (8)..

П р и м е р .  Вероятность поражения цели первым стрелком (событие Л) 
равна 0,9, а вероятность поражения дели вторым стрелком (событие В) равна 0,8. 
Какова вероятность того, что цель будет поражена хотя бы одним стрелком? 
: , Пусть С — интересующее нас событие; противоположное событие С, оче
видно, состоит в том, _что оба стрелка промахнулись. Таким образом, С =  АВ. 
Так как события л и  В независимы (при стрельбе один стрелок не мешает дру
гом у!), то

Р(С) =  Р(А)-Р(В) =  [1 — Р(А)}-[\ — Р(В)] =  ( 1 — 0 , 9 ) - ( 1 — 0.8) =
=  0,1-0,2 =  0,02.

Отсюда вероятность того, что цель будет поражена хотя бы одним стрелком,

Р(С) =  I — Р (С )=  1 — 0,02 =  0,98.

Теорема 1 допускает обобщение на случай нескольких событий. 
Например, для случая трех событий А, В и С имеем
Р(АВС)  =  Р[А ■ (ВС)  ] =  Р(А)  -Ра (ВС)  =  Р ( А) Ра (В ) Р АВ(С). (9)

О п р е д е л е н и е  3. События называются н е з а в и с и м ы  м и 
в с о в о к у п н о е  т и, если каждое из них и любое произведение 
оЬтальНых (включающее либо все остальные события, либо часть 
из, них) есть события независимые.

■ События, независимые в совокупности, очевидно, попарно неза
висимы между собой; обратное неверно.
" " Т е о р е м а  3. Вероятность произведения конечного числа не

зависимых в совокупности событий равна произведению вероят
ностей этих событий.

Действительно, например, для трех независимых в совокуп
ности событий А , . В  и С из формулы (9 ) ,  учитывая, что

Р А( В ) = Р ( В ) ,  Р А-В( С ) =  Р (С ) ,
имеем

Р{АВС).=-- Р ( А ) Р ( В ) Р ( С )

504 г л .  x x v :  ОСН ОВЫ  ТЕОРИИ в е р о я т н о с т е й

И Т. П.
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§  8. Ф орм ула  полной вероятности

П усть событие А  м ож ет  произойти в результате  появления од
ного и только одного события H i (i — 1 , 2 ,  . . . ,  п )  из некоторой 
полной группы несовместных событий

Ни На, . . . ,  Нп.

События этой группы обычно называю тся  г и п о т е з а м  и.
Т е о р е м а .  Вероятность события А равна сумме парных про

изведений вероятностей всех гипотез, образующих полную группу, 
на соответствующие условные вероятности данного события А, 
т.  6.

P ( A ) = £ p ( H i ) P „ t (A) (I)
i = I 1

( ф о р м у л а  п о л н о й  в е р о я т н о с т и ) ,  причем здесь

П

Х > (/ / , )  =  1. (2)
1 — 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак  к а к

А — Н\А +  Н2А +  . . .  +  НпА,

причем, вви д у  несовместности событий Ни Н2, . . . ,  Нп, события 
Н\А, Н2А, . . . ,  НпА т а к ж е  несовместны, то на основании теорем 
сложения и умножения вероятностей имеем

Р  ( Л ) =  I  Р  (HtA) = % Р  (Н,)Р„. А,
¡=1 г=1 •

что и требовалось доказать .

П р и м е р .  В магазин для продажи поступает продукция трех фабрик от
носительные доли которых есть: 1 — 50%, II — 30% и III — 20%. Для продук
ции фабрик брак соответственно составляет: 1 — 2%, И — 3% и I I I_5%. К а
кова ; вероятность того, что изделие этой продукции, случайно приобретенное в 
магазине, окажется доброкачественным (событие А )?

Здесь возможны следующие три гипотезы: Ии Н2, Hs — приобретенная вещь 
выработана соответственно на I, II и III фабриках; очевидно, система этих ги
потез полная; причем их вероятности

Р (Я 1) = 0 ,5 ,  Р(Нг) =  0,3, Р(Н3) =  0,2.

Соответствующие условные вероятности события А равны ;

РН, М ) =  1 -  0,02 =  0,98, РНг (Л) =  1 -  0,03 =  0,97, Р щ (А) =  1 -  0,05 =  0,95. 

По формуле полной вероятности имеем

Р(А) — 0,5- 0,98 +  0,3 • 0,97 +  0,2 • 0,95 =  0,971.



■

§ 9. Ф орм ула Бейеса

Рассмотрим следующ ую зад а ч у :  имеется полная группа несо
вместных гипотез

Ни Н3, . . . ,  Нп,

вероятности которых Р ( Я , )  (/ — 1, 2, . . . ,  п) известны до опыта 
( в е р о я т н о с т и  а п р и о р и ) .  Производится опыт (испытание), 
в результате  которого зарегистрировано появление события Л, при
чем известно, что этому событию наши гипотезы приписывали оп
ределенные вероятности Р щ {А )  (/ — 1, 2, п).  Спраш ивается , 
како вы  будут  вероятности этих гипотез после опыта ( в е р о я т 
н о с т и  а п о с т е р и о р и ) .

Например, очевидно, следует  отбросить гипотезы, отрицающие 
иоявление события А. Вообще, проблема состоит в том, что, имея 
новую информацию, мы должны  переоценить вероятности наших 
гипотез.

Иными словами, нам нужно определить условные вероятности 

Ра (Н,) (г =  1, 2, . ,  п).

На основании теоремы умножения вероятностей имеем 

Р (А Н 1) =  Р (Л) -Р А (Я . )  =  Р ( Я , )  -Рщ  ( Л) ;

отсюда
Р (Н {)Р И.(А)

РА т =  Р [А{ —  (г = 1 , 2 ,  . . . ,  п). (1)

Д л я  нахождения вероятности Р (Л )  можно использовать фор
м ул у  полной вероятности

§ 0 8  Г Л . X X V . ОСН ОВЫ  ТЕОРИИ ВЕРОЯТН ОСТЕЙ

Р (Л ) =  Е Р ( Я / ) Р я Д Л ) .  
/=1 1

(2)

■ Отсюда имеем формулу вероятностей гипотез после опыта 
(формулу Бейеса )

Р (/У,) Р (Л)
Р А (Ид — ... - - - * -------- ( ¿ = 1 , 2 , . . . , « ) .  (3)

Т . р {н д р н,
1 = 1  1

(А)

П р и м е р .  Вероятность поражения самолета при одиночном выстреле для 
1-го ракетного расчета (событие А)  равна 0,2, а для 2-то (событие В) — 0,1. 
Каждое из орудий производит по одному выстрелу, причем зарегистрировано 
одно попадание, в самолет (событие С). Какова вероятность, что удачный вы
стрел принадлежит первому расчету?

До опыта возможны четыре гипотезы Н\ =  АВ, Н2 — Ав,  Н3 =  ДВ и 
#4  =  ДВ; эти гипотезы образуют полную группу событий.
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Вероятности их, при независимом действии расчетов, соответственно равны 
Я (Я ,) =  0,2-0,1 =  0,02, Я (Я 2) =  0,2-0,9 =  0,18,
Я (Я 3) =  0,8 • 0,1 =  0,08, Я (Я 4) =  0,8 • 0,9 =  0,72,

причем Я (Я 1) +  Р (Я 2) + Я (Я а )  +  Р (Я 4) =  1.
Условные вероятности для наблюдаемого события С при данных гипотезах* 

будут
Я „ ,(С ) =  0, Я № (С )= .1 , Яя , ( 0  =  1, ЯЯ| (С) =  0.

Следовательно, гипотезы Нх и Я 4. отпадают; а вероятности гипотез Я 2 и Яз 
вычисляются по формуле Бейеса

Р / / М -  ° '18- '  — 0 7 Р т \ -  °’08,1 - - о?
с (  2) 0,18- 1 + 0 ,0 8 -  1 ~  ’ ’ с ( и 3 > -  0, 1 8 . 1 +0 , 0 8 - 1  ’

Таким образом, с вероятностью приблизительно 0,7 можно утверждать, что 
удачный выстрел принадлежит 1-му расчету.

Б. ПОВТОРНЫЕ НЕЗАВИСИМЫЕ ИСПЫТАНИЯ

§ 10. Элементы комбинаторики

Рассмотрим совокупность п различных элементов а ь а 2, . . . ,  аш. 
Произвольную упорядоченную в ы б о р к у  (возможно, с повторе- 
ниями) из этих элементов

ОаОа, • • • аат  (1 <  О* <  «I к =  \, т )

будем н азы вать  со един ением .
Например, при бросании монеты 10 раз выпадение герба (Г) и 

выпадение решетки (Р )  могут дать  соединение
Г Г Г Г Р Р Г Р Р Р .

О п р е д е л е н и е  1. Р а з м е щ е н и я м и  и з п элементов по  т 
(га ^  п) называются их со един ени я ,  к аж до е  из которых содержит  
ровно  гп различных элементов (выбранных из данных эл ем ен 
тов) и которые отличаются либо  самими элементами, либо  п о р я д 
ком элементов.

Определим число А™ размещений, из п  элементов а\, аг, . . . ,  ап 
по т .

П усть аа ааг . . .  аат — всевозможные размещ ения, содержащ ие 
т  элементов. Будем  эти размещ ения строить последовательно. С н а
чала определим аа — первый элемент размещ ения. Очевидно, из 
данной совокупности п элементов его можно вы брать п различ
ными способами. После выбора первого элемента аа д л я  второго 
элемента а ц  остается п — 1 способов выбора и т. д. Т ак  к а к  к а ж 
дый такой выбор д ает  новое размещение, то все эти выборы можно 
свободно комбинировать м еж д у  собой. П оэтому имеем

А'п = п ( п — 1) (п — 2 ) . . .  [п — ( т  — 1)]. (О
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В водя обозначение факториала п) =  1- 2 - 3  . . .  п, формулу (1)]1 
можно записать в следую щ ем виде:

(2)

О п р е д е л е н и е  2., Соединения из га элементов, каждое из 
которых содержит все га элементов и которые отличаются лишь 
порядком элементов, называются п е р е с т а н о в к а м и .

Очевидно, число перестановок из п элементов равно

Л" =  га (га — 1 ) (га — 2 ) . .  .[га — (га — 1)] =  га!. (3)

Условно считают, 0! =  1.
О п р е д е л е н и е  3. С о ч е т а н и я м и  из п элементов по пг 

называются такие их соединения, каждое из которых содержит  
ровно гаг данных элементов и которые отличаются хотя бы одним  
элементом.

Обозначим через С™ число, сочетаний из п элементов по гаг. 
Рассмотрим все допустимые сочетания наших элементов

а„аап • . .  йа .«! а2 ит

Д е л а я  в к а ж д о м  из них гаг! возможных перестановок их элементов, 
Очевидно, получим все размещ ения из га элементов по пг. Таким 
образом, имеем .формулу

отсюда
Сп • «г! — Ап\

Ф ормулу (4) можно представить т а к ж е  в виде 

' ‘ Символ СЦ о б л адает  очевидным свойством

С т  г>п—т  /£\п — Ьп > (О)

которое будет верно т а к ж е  и при т  =  0, если принять С°п — 1.
Числа Сп являю тся  коэффициентами в формуле бинома Нью

тона

(.р +  я)" =  рп +  +  с1Рп- у  + . . .  +  я*
и поэтому часто называю тся биномиальными коэффициентами 
(ср. гл. XI, § 5 ) .
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П р и м е р .  Партия из 10 деталей содержит одну нестандартную. Какова 
вероятность, что при случайной выборке 5 деталей из этой, партии все они будут 
Стандартными (событие Л )?

Здесь число всех случайных выборок п =  С®0, а число выборок, благоприят
ствующих событию А, есть т  =  С9. Таким образом, искомая вероятность равна

Са 9! 5!5! 1
Р  (Л) -- , ----------------------------- .

Cf0 5!4! 10! 2

§ 11. Биномиальный закон распределения вероятностей

Событие А н азы вается  н е з а в и с и м ы м  в данной системе 
испытаний, если вероятность этого события в к аж д о м  из них не 
зависит от исходов других испытаний.

Серия повторных независимых испытаний, в каж до м  из которых 
данное событие А имеет одну и ту  ж е  вероятность Р( А )  =  р, не 
зависящую от номера испытания, н азы вается  схемой Бернулли.

Таким образом, в схеме Бернулли д л я  каж до го  испытания 
имеются только д в а  исхода: 1) событие А (« усп ех» )  и 2) событие 
Л ( « н е у д а ч а » ) , с постоянными вероятностями Р( А)  — р и Р (Л )  — q, 
причем, очевидно, р -f- q —  1.

Рассмотрим задач у :  в условиях схемы Бернулли определить 
вероятность Р п{ т )  (0 s=C/п ^  и) тохо, что при п испытаниях собы
тие А, имеющее одну и ту  ж е  вероятность Р ( Л)  =  р д л я  каж дого  
отделытего испытания, появится ровно т  раз.

Благоприятные серии испытаний здесь имеют вид

А а, А „ . . .А (Хп9

где А а . — А  или Л (i = 1 , 2 ,  . . . ,  п), причем событие А встречается 
ровно т  раз, а событие Л-— ровно ( п — т )  раз. Т ак  к а к  испытания 
независимы, то вероятность реализации одной такой благоприят
ной серии равна pmqn~m, где р =  Р{ А) ,  q — р (л ) =  1 — р. Все б л а 
гоприятные серии получаются в результате  выбора различных т  
номеров испытаний из общего количества п номеров и, следова
тельно, число их равно С,?. Отсюда, применяя теорему сложения 
вероятностей д л я  случая  несовместных событий, для  вероятности 
появления события А точно т  раз при п испытаниях получим 
формулу Бернулли

Р,  \ г'*11, т п —т  п\ т п - т  л у
я (т) — Çnp q =  т\(п - тТ\Р q ' ^

Э та формула назы вается  т а к ж е  биномиальной, т а к  к а к  ее пра
вая часть представляет собой ( т  +  1)-й член бинома Ньютона

(q +  p f  =  Clq’1 +  Chpqn ]  +  С1РУ ~ 2 +  . . .  +  Сппр п.
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Отсюда получаем б и н о м и а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  
в е р о я т н о с т е й  (см. § 15) числа появлений события А  при п  
независимых испытаниях:

1 = ( д +  р) «  =  Р п( 0 ) + Р п ( 1 )  +  Р п ( 2 ) +  . . .  + Р п (п )\  ( 2 1

П р и м е р .  Найти вероятность того, что при 10-кратном бросании монеты 
герб выпадет ровно 5 раз.

Здесь вероятность выпадения герба при одиночном испытании р =  1/2, от
сюда д — 1 —• р =  1/2.

По формуле Бернулли имеем

§ 12. Л о кал ьн ая  теорема Л ап л аса

Если число испытаний п велико, то вычисления по формуле 
Бернулли становятся  затруднительными. Л ап л ас  получил важ н ую  
приближенную формулу д л я  вероятности Р п( т ) появления собы
тия А  точно т  раз ,  если п —-достаточно большое число.

Т е о р е м а  Л а п л а с а .  Пусть р — Р( А)  — вероятность собы
тия А, причем 0 <  р <  1. Тогда вероятность того, что в условиях  
схемы Бернулли событие А при п испытаниях появится точно 
пг раз, выражается приближенной формулой Л а п л а с а

Д о казан о ,  что относительная погрешность формулы (1) стре
мится к  нулю при п сю. Д о казател ьство  этой теоремы имеется в  
полных ку р сах  теории вероятностей.

В статистическом смысле \л — пр представляет  собой среднее 
значение числа появлений т  события А  при п испытаниях; таким  
образом, т  — пр есть отклонение числа появлений события А от 
его среднего значения. Что к а сается  вы р аж ен и я  а  — л/п-рЦ . то тео
ретиковероятностный смысл его будет выяснен позднее (см. §  18). 
Р ассм атр и вая  о к а к  некий масш таб  д л я  отклонений при п испы
таниях, число  ̂ можно наглядно представить себе к а к  отклонение 
числа появлений события А  от его среднего значения, и з м е р е н 
н о е  в э т о м  м а с ш т а б е .

В вед я  функцию

(1)
где

. , т  — пр<7=1 — р и { — —у- '. (2)
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(эта  функция т аб ул и р о ван а ) ,  формулу (1) можно переписать 
в виде

Рп (т ) ~ ...Д — Фо (0 =  - р = -  Фо ( —7 = ^ ) .  (4)■упрц '\fnpq \ 'у прд /

Т ак  к а к  функция ф 0 ( / )  монотонно уб ы вает  при ¡/|-ч>-оо, то д л я  
одной и той ж е  серии испытаний (п фиксировано) большие, по 
абсолютной величине, отклонения т - — пр менее вероятны, чем 
меньшие. Это утверждение , понятно, справедливо при достаточно 
большом числе испытаний п, т а к  к а к  лишь в этом предположении 
была получена приближенная формула Л ап л аса .

П р и м е р .  Вероятность поражения цели стрелком при одиночном выстреле 
равна р =  0,2. Какова вероятность того, что при 100 выстрелах цель будет 
поражена ровно 20 раз?

Здесь р =  0,2, <? == 0,8, п =  100 и от — 20. Отсюда

-\fnpq — V  Ю0 • 0,2 • 0,8 =  4
и, следовательно,

, т  — пр 2 0 —■ 100 -0,2 „I — ------р==~~— --------------------- — 0.
V  йр<? 4

Учитывая, что ЧРо (0) =  1/л^2тс» 0,40, из формулы (1) получаем 

Р,„о (20) « 0 , 4 0 - 1  =  0,10.

Не следует удивляться, что значение вероятности мало: попадание точно 
20 раз при 100 выстрелах есть событие сравнительно редкое! Почти достоверным 
событием тут является попадание о к о л о  20 раз. Например, вероятность Р не
равенства 15 ^  т  ^  25, включающего 11 значений т  — 15, 16, . . . ,  24, 25, 
близка к единице. Это можно проверить, вычисляя эту вероятность по формуле.

25

р =  £
* = 15

§ 13. Интегральная теорема Л ап л а са

П оставим вопрос: к а к о в а  вероятность Р п( т и т 2) того, что в 
условиях схемы Бернулли событие А,  имеющее вероятность 
Р ( А)  — р (0 <  р <  1), при п испытаниях п оявляется  не менее т\  
раз и не более т 2 р а з а ?

Н а основании теоремы сложения вероятности д л я  несовместных 
событий получим

га 2
Р п( т и т 2) =  £  Р п (т).  (1)

171=1711

Отсюда, используя локальную  теорему Л ап л аса ,  приближенно б у 
дем иметь

т 2

Р п ( т  ь  т 2) ~  У  - р = ф „  (/„,), (2)
' 'У про т=т\ 1 ^



5 3 2 Г Л . X X V . ОСН ОВЫ  ТЕОРИИ ВЕРОЯТН ОСТЕЙ

где

tm =  (гп1 ^  т  ^  т 2) (3)
У«Р<7

И

л (,)  =  7 Г е 4 '  <4 >

Имеем
(т +  О — пр т —  пр __ 1

¿¡п +1 Чп /—— /—— /—-—■
■\fnpq упрд упрд

и, следовательно,

Рп { т ь т 2) «  2  ф0 (/т )Д/т . (5)
т  = т х

С ум м а  (5) явл яетс я  и н т е г р а л ь н о й  д л я  функции фо(0 на от
резке При п->-оо, т. е. при Д ^ - ^ О ,  ее предел есть 
соответствующий определенный интеграл. П оэтому, считая п до- „ 
статочно большим, получаем приближенную формулу

‘ т ,  ‘ т ,

Р п { т ь т 2) ~  | Ф0 (О Ш =  -—==■ \ е 2 й(, (6)

где

11 -\fnpq ' т2  V пря
. __ т.\ — пр { т 2 — пр
1п

Это составляет  содержание интегральной теоремы Л ап лас а .  В ве 
дем  стандартный интеграл вероятностей (функцию Л а п ла с а )

Фг

который, очевидно, я вл яетс я  первообразной д л я  функции фо(я).
Тогда на основании формулы Ньютона — Лейбница из (6) б у 

дем  иметь
Рп(ши т 2) «  Ф о ( ^ т , ) ~ ф о(<«,)• (8)

Ф орм ула  (8) приближенно д ает  вероятность того, что число т  
появлений события А при п испытаниях удовлетворяет  неравен
ству т\  ^  т  ^  т 2, а следовательно, случайная  величина ¿ — нера
венству ^   ̂^  1т ,- Э ту  формулу часто записываю т так :

Р (/721 <  т  <  т 2) =  Р (* т , <  / с:.::; /тг) «  Ф о (*« ,)  — Фо(Ь»,) ( 3 1  

[интегральная формула Л ап лас а)  .
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Интеграл Фо(х) не вы р а ж а ет с я  через элементарные функции; 
для вычисления его используются специальные таблицы, обычно 
помещаемые в полных курсах  теории вероятностей.

Мы приводим здесь часть такой таблицы.

Таблица значений функции Ф0 (я)

X 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Ф (х) 0 0,192 0,341 0,433 0,477 0,494 0,499

Функция Ф 0(х) (рис. 270) о бладает  следующими свойствами:
1) Ф о{0) =  0; 2) Ф о ( + о о ) =  3/2 (см. гл. XXIV, § 4 ) ;  3) функция

Ф0(х) нечетна, т. е. Ф 0(—х) —  — Ф 0(х) (поэтому в таблице нет 
надобности приводить значения функции Фо(х) д л я  отрицательных 
значений а р гу м е н та ) ,  в частности, Ф 0( — оо) = — 3/2; 4) ф 0(х) — 
монотонно возрастаю щ ая функция (это следует из того, что 
Фо (х) — фо(х) >  0 ) .  При X >  3, с точностью до тысячных, можно 
принять Фо(х) — 0,500.

П р и м  е р. Вероятность поражения цели прн одиночном выстреле одного 
орудия равна р =  0,2. Какова вероятность того, что при залпе из 100 орудий 
цель будет поражена не менее 20 раз?

Здесь п — 100, 20 «5 т  <  100. Имеем

Отсюда
V =  У  ЦК) • 0,2 • 0,8 =  4.

20 —  100 • 0,2
=  0 И ¿ т о  —

100 -  100 • 0,2
4 —  20.

На основании формулы (8) получаем

Р ( 2 0 < т <  100) = Ф о (20 ) -Фо(0) =  0,500 — 0 =  0,500.

З а д а ч а .  В условиях схемы Бернулли найти вероятность того,
что отклонение относительной частоты —  события А от его ве-

11
рояткостн Р( А )  — р (0 <  р <  1) по абсолютной величине не пре
выш ает заданного числа е >■ 0.

17 В. А, Кудрявцев, Б. П. Демидовнч
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Эту вероятность мы будем  обозначать там:

Из неравенства

(9)

получаем равносильное неравенство
| ш — пр  | ^  т ,  или — п е ^ т  — п р ^ п е .

Отсюда, полагая
т  — пр

будем иметь

■— /].= — 8

В силу формулы (8"), учиты вая  нечетность функции Ф0(х),  н а 
ходим

Таким образом, в условиях схемы Бернулли, как б л  ни было  
м ало  е >  0, с вероятностью , сколь угодно близкой к единице, 
можно ожидать, что при достаточно большом числе испытаний п 
отклонение (9) относительной частоты появления события А от  
его вероятности, по абсолютной величине, будет меньше в ( з а 
к о н  « б о л ь ш и х  ч и с е л »  в форме Б ер н улл и ) .

§ 14. Теорема Пуассона

Пусть производится серия п независимых испытаний ( п —  1 ,2 ,
3, . . . ) ,  причем вероятность появления данного события А в этой 
серии Р( А)  =  р п >  0 зависит от ее номера п  и стремится к  нулю 
при п —>-оо (последовательность « р е д к и х  с о б ы т и й » ) .  Предпо
ложим, что д л я  каж до й  серии среднее значение числа появлений 
события А постоянно, т. е.

пр,, =  р. =  сопэ!; (1)
отсюда
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На основания биномиальной формулы ( § 1 1 )  :для- вероятности 
появления события А  в п-й серии ровно т  раз  имеем вы раж ение

P„(m) =  0 ” ( 1 -  р „ Г т  =  С ? ( Ь ) И(  1 - % ) Я: т,  (3)

Пусть т  фиксировано и n-*-óo. Тогда 

r m ( \i\m _  п(п—\)(п — 2)...[п~(т — Щ "М_
Ьп \ п )  —  т\пт ' ^

- £ < > - 1 ) 0 - f ) - ( *
Кроме того (см. гл. VII, §  12), учиты вая , что

lim (1 - j - a ) a — е
а->0

и, следовательно,
_i_

Нш (1 — <st)a = е ~ 1,
и->0 :

имеем

если оо.
Таким образом, переходя к  пределу в  формуле (3) при я —> оо, 

получим

lim Р п {т )  —  lim С™ • ( —) т  • lim Г 1 — —
М-> оо /2->оо \ К / П->оо '  ^

Если я  велико, то вероятность Р п( т )  сколь угодно мало отли
чается от своего предела (4 ) .  Отсюда при больших п д л я  искомой 
вероятности Р п( т ) имеем приближенную формулу Пуассона

Рп (т) «  —у е~*, (5)

где |х — прп (теорема П уассона).
Вообще, формулу П уассона можно применять в случаях , когда 

число испытаний п «велико» ,  вероятность события рп =  р «м а л а » ,  
а ¡л =  пр «не мало и не велико».

Ф орм ула  П уассона находит применение в т е о р и и  м а с с о 
в о г о  о б с л у ж и в а н и я .

П р и м е р. При выработке некоторой массовой продукции вероятность по
явления одного нестандартного изделия составляет 0,01; Какова вероятность, что 
в партии 100 изделий этой продукции 2 изделия будут нестандартными?

Здесь вероятность р — 0,01 мала, а число п — 100 велико, причем

¡л =  пр =  100-0,01 =  1.
17*

mí ( 4 )
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Используя закон Пуассона для искомой вероятности, получаем следующее 
значение:

(2) е~* =  у  в ~ 1 =  0,184.

В. СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА И ЕЕ ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

§ 15. Случайная дискретная  величина
и ее закон распределения

Величина н азы вается  случайной , если она принимает, свои зн а 
чения в зависимости от исходов некоторого испытания (оп ы та) ,  
причем д л я  каж д о го  элементарного исхода оно имеет единствен
ное значение. С лучай ная  величина н азы вается  дискретной (в узком  
см ы сле ) ,  если множество всех возмож ных значений ее к о н е ч н о .

Геометрически множество всех возмож ных значений дискрет
ной случайной величины п редставляет  конечную систему точек чис
ловой оси.

П усть X  — дискретная  случайная  величина, возможными и 
единственно возможными значениями которой являю тся  числа
%1} • • • 5

Обозначим через
р1 ж г Р ( Х  =  Х1) (г — 1, 2, . . . ,  п)

вероятности этих значений (т. е. /?,■ есть вероятность события, со
стоящего в трм, что X  принимает значение х{).

События X — XI (г =  1, 2, п),  очевидно, образую т полную 
группу событий, поэтому

р1 +  р2 +  ••• + р п =  1. (1)

О п р е д е л е н и е .  Соответствие м еж ду всеми возможными зна
чениями дискретной случайной величины и их вероятностями на
зывается з а к о н о м  р а с п р е д е л е н и я  данной случайной ве
личины.

В простейших сл уч аях  закон распределения дискретной случай
ной величины X  удобно з а д а в а т ь  таблицей:

X X, хг . .  . хп

р Р\ Р2 . . . Рп

Здесь первая строка таблицы содержит все возмож ные значения 
’ случайной величины, а  вто р ая  — их вероятности.

Заметим , что таблицу значений дискретной случайной вели
чины X, если это целесообразно, формально все гд а  можно попол
нить конечным набором любых чисел, считая их значениями X 
с вероятностями, равными нулю.
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П р и м е р  1. В денежной лотерее разыгрывается 1 выигрыш в 3000 руб., 
10 выигрышей по 100 руб. и 100 выигрышей по 1 руб., при общем числе билетов 
10 000. Найти закон распределения случайного выигрыша X для владельца од
ного лотерейного билета.

Здесь возможные значения для X есть
х1 =  1000, Ха =  100, Яз =  1, *4 — 0.

Вероятности их соответственно будут

р1 =  0,0001, р2 =  0,001, Рг =  0,01, р4 =  1 — {р\ +  Рг +  Рз) «  0,9889.

Закон распределения для выигрыша X может быть задан таблицей!

V
Л . 1000 100 1 0

р 0,0001 0,001 0,01 0,9889

П р и м е р  2. Число появлений от события А при я  независимых испытаниях 
можно рассматривать как  случайную величину X со значениями т  =  0, 3, 2, . . .  
. . . ,  п. Закон распределения этой величины дается биномиальной формулой

рт  =  Р (X =  т )  =  С™рт дп- т ,

где р =  Р(А), ¡у =  Р{.4) =  1 — р ( б и н о м и а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е ) .
В частности, если р мало и п велико, причем рп =  ¡д, — ограниченная вели

чина, заключенная меж ду двумя фиксированными положительными числами, то 
приближенно справедливо р а с п р е д е л е н и е  П у а с с о н а

. ,т
Р т — Р (X — т )  (от = 0 ,  1, 2, . . . ,  я) ,

§ 16. М атематическое  ожидание

О п р е д е л е н и е .  М а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  ди
скретной случайной величины называется сум м а парных произве
дений всех возможных ее значений на их вероятности.

Если Х\, х 2, хп есть (полный) набор всех  значений дискрет
ной случайной величины X  и р ь  Рг, . . . ,  рп — соответствующие им 
вероятности, то, обозначая буквой М  математическое ожидание, 
будем иметь

м ( х ) = ' Е х 1р1, (1)
г = 1

где

i p l  =  1- (2) г-1

Очевидно, м атематическое  ожидание случайной величины X  не из
менится, если таблицу значений ее пополнить конечным числом 
любых чисел, считая , что вероятности этих чисел равны нулю.

М атем атическое  ожидание М (X) случайной величины есть вели
чина постоянная и поэтому представляет  ч и с л о в у ю  х а р а к т е 
р и с т и к у  с л у ч а й н о й  в е л и ч и н ы  X.
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П р и м е р ;  Найти математическое, ожидание выигрыша Ж.в примере 1 из 
§ 16.

Пользуясь помещенной там. таблицей, имеем 
М(Х) =  1000-0,0001 +  100-0,001 +  1-0,01 +  0-0,9889 =  0,21 (руб.) = 2 1  (кол.)

Как нетрудно сообразить, М(Х) ==21 коп. есть «справедливая» цена билета.

З а м е ч а н и е  1. Отдельные сл агаем ы е  xipi { ¿ = 1 ,  2, п) 
суммы  (1) представляю т собой м а т е м а т и ч е с к и е  о ж и д а 
н и я  случайных величин ( ¿ = 1 ,  2, п ) , во зм о ж н ы м и .зн ач е 
ниями которых являю тся  Xi и 0 с вероятностями соответственно
Pi И 1 —  pi.

З а м е ч а н и е  2. Пусть х — min х г и х —  т а х  х{ —- соответствен-
i i

но наименьшие и наибольшие возможные значения случайной ве
личины X. Имеем

п п п
х  —  £  x p i  <  X  X ip i  <  Е  >:Pi =  х .
-  i=1 -  ¿=i ¡=i

Таким образом,
х  <  М {X) х. (3)

Таким образом, математическое ожидание случайной величины я в 
ляется  некоторым ее с р е д н и м  з н а ч е н и е м .

З а м е ч а н и е  3. М атематическое  ожидание числа появлений 
события А при одном испытании совп адает  с вероятностью этого 
события Р  (.4) — р.

Действительно, пусть X  — число появлений события А в д а н 
ном испытании. С лучай ная  величина X  м ож ет  принимать д в а  зн а 
чения: Х\ =  1 (событие А наступило) с вероятностью р\ — р и 
х2 =  0 (событие А не наступило) с вероятностью рг =  1 — Р — Я-

Поэтому
M ( X ) = l - p  +  Q-q =  p.

§  17. Основные свойства математического  ожидания

У каж ем  важнейш ие свойства математического ожидания. Д о 
ка зател ьств а  будут  проведены д л я  дискретных случайных величин. 
Однако соответствующие теоремы справедливы  т а к ж е  и д л я  не
прерывных случайных величин, поэтому при формулировках этих 
теорем мы не будем  упоминать, что рассм атри ваем ы е случайные 
величины дискретны.

Н ам понадобится выяснить смысл арифметических операций 
X У, X  — У, XY  и т. п., где  X  и У — дискретные случайные вели
чины. Нетрудно дать  соответствующие определения.

Например, под с у м м о й  Х + У  понимается случайная вели
чина Z, значениями которой являю тся  допустимые сум м ы  г,-/ —
— Xi-\-у,-, где  Xi и у j — все возмож ные значения соответственно
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случайных величин X  и У, причем "соответствующие вероятности 
равны

Ш, =  Р (1 = *  г„ ) =  Р (X  =  X I)Р (У =  У//Х =  *,).

Если какая-нибудь из комбинаций +  //• невозможна, то условно 
полагают я*/ =  0; это не отразится на математическом ожидании 
суммы.

Аналогично определяются остальные выражения.
Различают также н е з а в и с и м ы е  и з а в и с и м ы е  случай

ные величины. Две случайные величины считаются независимыми, 
если возможные значения и закон распределения каждой из них 
один и тот же при любом выборе допустимых значений другой. 
В противном случае они называются зависимыми. Несколько слу
чайных величин называются взаимно независимыми, если возмож
ные значения и законы распределения любой из них не зависят 
от того, какие возможные значения приняли остальные случайные 
величины.

Т е о р е м а  1. Математическое ожидание постоянной величины 
равно этой постоянной, т. е. если С — постоянная величина, то

М(С) =  С. (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Постоянную величину С можно рассмат
ривать как случайную дискретную величину, принимающую лишь 
одно возможное значение С с вероятностью р =  1. Поэтому

М(С)=С-1 =  С.

Т е о р е м а  2, Математическое ожидание суммы двух (или 
нескольких) случайных величин равно сумме математических 
ожиданий этих величин, т. е. если X  и У —-случайные величины, то

М(Х-\-У) — М (X) +  М  (К) (2)

и т. п.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть случайная величина X прини

мает значения я,- с вероятностями рь (г =  1, 2, . . . ,  я ), а случайная 
величина У принимает значения у/ с вероятностями р]Ц ~ А ,

2 . т). Тогда возможными значениями случайной величины
X -\-У будут суммы XI +  у/, вероятности которых равны

л 11==Р(х = Х 1)Р {У = у ,/Х = х ,)  =  Р (У— У/) Р (Х = х ,/У = у ,} . (3)

Как было отмечено выше, все комбинации (г,/) (г '=1 , 2, . . .
. . , ,  п, / =  1, 2, . . . ,  т )  можно считать допустимыми, причем если 
сумма XI +  у,- невозможна, то полагаем щ/ — 0.

Имеем
п т  п т  п т

М{Х  +  У) =  £  £  {х( +  у,) Пц =  Е  Е  Х1Пц +  £  £  урц . (4)
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Воспользовавшись очевидными свойствами суммы: 1) сумма не 
зависит от порядка слагаемых и 2) множитель, не зависящий от 
индекса суммирования, можно выносить за знак суммы, из (4) 
получим

п т  т  п

и {X + У) =  Е  х, £  я</ + Е  У, Е  (5)
г-1 /«,1 /-1 г-1

т

Сумма Е  я г/ представляет собой вероятность события, состоя

щего в том, что случайная величина X принимает значение х; при 
условии, что случайная величина У принимает одно из своих воз
можных значений (что достоверно); это сложное событие, оче
видно, эквивалентно тому, что X  принимает значение х,- и поэтому

т

Е  Я// =  Р (Х  =  х{) =  /?,.
4-1

Аналогично,
П

Е  Пц =  Р ( У  =  у ,) =  />/.
1

Тогда из формулы (5) получаем

/г «г

м ( I + у) =  Е  хЛ . + Е  у ,р ' = м (Х) + м  (У),.
(=1 /=1

что и требовалось доказать.
2) Для нескольких случайных величин, например для трех 

X, У и 2’, имеем

М (Х +  У +  2) =  М[(А'4- У) +  2] =

= аг  (х  + У) + м ( г ) = м щ + м ( У ) + м  (г ) ,

и т. д.
С л е д с т в и е .  Если С — постоянная величина, то 

М (Х  +  С) =  М (Х )+  с.

Т е о р е м а  3. Математическое ожидание произведения двух не
зависимых случайных величин равно произведению их математи
ческих ожиданий, т. е.

М{ХУ) =  М {Х)М {У), (6)

где X и У — независимые случайные величины.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (х;, р{) ( г =1 ,  2, . . . ,  п) и (уг р' )̂ 

(/ =  1, 2, . . . »  пг) — законы распределения соответственно случай
ных величин X  и У. Так как X и У н е з а в и с и м ы ,  то полный 
набор значений случайной величины ХУ  состоит из всех произве
дений вида хг«/у (г =  1, 2, п, 1, 2, . . .» /и), причем веро



ятности этих значений по теореме умножения для независимых 
событий равны pip'j.

Имеем

п д  п т п
М (АУ) »  У  У  хгг/ р /  =  У  xtpt У  у/  У  * (У) —

1 = 1 ¿**1 ' J ¿«1 /=1 J ' jexl

*=M(X)M(Y), (7)

что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е  1. Математическое ожидание произведения не

скольких взаимно независимых случайных величин равно произ
ведению математических ожиданий этих величин.

Действительно, например для трех взаимно независимых слу
чайных величин А, У, Z, имеем

М (ATZ) =  М [ (XY)Z] =  М (XY) M{Z) =  M (X) М (У)М (Z), 

и т. п.
С л е д с т в и е  2. Постоянный множитель можно выносить за 

знак математического ожидания.
Если С — постоянная величина и X — любая случайная вели

чина, то, учитывая, что С и А независимы, на основании теоремы 1 
получим

М (СХ) — М (С) М (X) =  СМ(Х).

С л е д с т в и е  3. Математическое ожидание разности любых 
двух случайных величин X и У равно разности математических 
ожиданий этих величин, т. е.

М (Х — Y) =  M(X) — M(Y).

Действительно, используя теорему о сумме математических 
ожиданий и следствие 2, получим

М (X — У) =  М [X + (— У) ] =  М (А) + М (— У) =

=  Ai (А) +  ( — 1)М (У) =  Af (X) — М (Y).

§ 18, Дисперсия

Пусть X — случайная величина и М (А) — ее математическое 
ожидание ( с р е д н е е  з н а ч е н и е ) .  Случайную величину А — 
—-М(Х) называют отклонением.

Т е о р е м а  1. Для любой случайной величины X математиче
ское ожидание ее отклонения равно нулю, т. е.

М[Х — М (А) ] — 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, учитывая, что Ai (А) — 
постоянная величина, имеем

М [X — М (А) ] =  М (X) — М [М (А) j =  Ai (X) — М (А) =  0.
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О п р е д е я е н и е. Д и с п е р с и е й  (р и с  се  ян и,е м) случайной 
величины называют математическое ожидание квадрата отклоне
ния этой величины от ее математического ожидания. 

.Отсюда, обозначая дисперсию буквой О, для случайной вели
чины X будем иметь

/)(Х) =  М {[1 - М (Х )Р } . (1)

Очевидно, что дисперсия случайной величины постоянна, т. е. яв
ляется числовой характеристикой этой величины. 

Если случайная величина X имеет закон распределения (а'/, р,)' 
( г =  1, 2, . . . ,  п), то, обозначая для' краткости М (Х) =  ц, из фор
мулы (1) будем иметь

0 ( Х ) = ^ ( х 1~ ^ р 1. (2)

Корень квадратный из дисперсии О (Х ) называется средним 
квадратичным отклонением а (иначе — с т а н д а р т о м )  этой ве
личины:

0 (1) =  у / )  (X ). (3)

П р и м е р .  Пусть закон распределения случайной величины задан таблицей:
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X 4 10 20

р 1/4 1/2 1/4

Определить математическое ожидание М(Х), дисперсию D(X) и среднее 
квадратичное отклонение а (Х ).

Имеем

М ( X ) =  4 ~  +  10 • ~  +  20 • 1  =  11 ;

отсюда

D (X) =  (4 — 11)2 • ■— +  (10 — П) 2 +  (20 — I I ) 2 • =  33

IÎ
а (X) =  У О  (X) =  V33 »  5,75,

Дисперсия D(J*0 служит м е р о й  р а с с е я н и я  (разброса) значений дис
кретной случайной величины X. Действительно, пусть D(X) мала. Тогда из ф ор 
мулы (2) получаем, что все слагаемые (хг — ¡ы)2-р,- ( / = 1 ,  2, . . . ,  я) также 
налы. Отсюда следует, что если не обращать внимания на значения, имеющие 
калую вероятность (такие значения практически невозможны), то все остальные 
значения Xi мало отклоняются от ¡г. Таким образом , при малой дисперсии D (X) 
почти достоверно, что значения случайной величины к о н ц е н т р и р у ю т с я  
около ее математического ожидания (за исключением, быть может, сравнительно 
малого числа отдельных значений). В частности, если D(X) =  0, то, очевидно,

X =  и случайная величина представляет собой точку на числовой осн. Если 
D (X) велика, то концентрация значений случайной величины X около какого- 
нибудь центра исключается.



Т е о р е м а  2. Дисперсия случайной величины равна разности 
между математическим ожиданием квадрата этой величины и 
квадратом ее математического ожидания, т. е.

0 (Х )^М (Х *)-[М (Х )]\  ( 4 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя основные теоремы о матема
тических ожиданиях случайных величин, имеем

о  (X) =  М { [X — М (X) }2} =  М {X2 — 2ХМ (X) + [М (X) ] 2} =

=  м (л:2)— 2М (X) -м(Х) + [м {X)} 2=  м (х2) — [М (X) ]2

Т е о р е м а  3. Дисперсия постоянной величины равна нулю.
- Действительно, если С — постоянная величина, то М (С )— С 

и, следовательно,

В{С) =  М\(С — С )2] =  М(0) =  0.

Результат этот очевиден, так как постоянная величина изобра
жается одной точкой на числовой оси Ох и не имеет рассеяния.

Т е о р е м а  4. Дисперсия суммы двух независимых случайных 
величин X и У равна сумме дисперсий этих величин, т. е.

В (Х + У ) =  0 (Х ) + Щ У). (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как

М (Х + У ) =  М(Х) + М (У), (6)

то имеем

/> (*+  У) =  М {[(Х  +  У )- М (Х +  У)]2} =

=  М { [ ( * - Л Щ ) )  +  (У - М (У ) ) ] 2} =

=  М {[Х - Л 1 (Х )]2} + М {[У  — М (У )]2} +'

+  2М {[X — м (X )) ■ IУ -  М (У) ]} =  £> (X) +  О (У) +  2К (X, У),

где

К(Х, У) =  М { [ Х - М Щ ]  ■ [У — АГ(У)]>

— так называемый корреляционный момент величин Х а  У. Если 
случайные величины X и У независимы, то случайные величины 
X — М (X) и У — М (У ) , отличающиеся от X и У на постоянные 
величины, очевидно, также независимы. Поэтому в силу теорем 3 
из § 17 и 1 имеем

1((Х, У) =  М\Х — М(Х)} -М[У — М (У)] =  0

и, следовательно, справедлива формула (6).
С л е д с т в и е  1. Дисперсия суммы нескольких взаимно незави

симых случайных величин равна сумме дисперсий этих величин. 
С л е д с т в и е  2. Если С — постоянная величина, то

0 (Х + С )  =  0 (Х ).
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Таким образом, случайные величины X и X С  имеют одина
ковую меру рассеяния.

Т е о р е м а  5. Постоянный множитель можно выносить за знак 
дисперсии, возводя его в квадрат, т. е.

D(CX) ^CW(X) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если С — постоянный множитель, то в 
силу теоремы 2 имеем

D(CX) = М  (С2Х2) — [М(СХ)} —С2М(Х2) —С2 [М (X) ] 2= С 20 (X).

Таким образом, рассеяние величины СХ в С2 раз больше рас
сеяния величины X.

Следствие .  Дисперсия разности двух независимых случай
ных величин равна сумме дисперсий этих величин, т. е. если слу
чайные величины X и У независимы, то

D( X— Y) =  D(X) + D(Y\.

Действительно, на основании теорем 4 и 5 имеем 

D (X — Y) — D [X -f (— Y)] — D (X) + D (— У) =

— D{X) + (— 1 )2D(Y) =  D(X) + D(Y).

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины яв
ляются ее основными числовыми характеристиками.

З а д а ч а .  Определить математическое ожидание и дисперсию 
для числа X появления события А при п независимых испытаниях, 
в каждом из которых вероятность события Р{А) — р постоянна.

Случайная величина X принимает значения 0, 1, 2, . . п и 
распределена по биномиальному закону

pm =  Р {X — m) =  C y mqn-m (т =  0 , 1 , 2 , . . . ,  »), (7)

где q =  P(A)— \— p.
Величину X можно рассматривать как сумму независимых слу

чайных величин

Х =  Х 1+ Х 2+  . . .  +Хп,

где Xi (i ==1,2, . . . ,  п) — число появлений события А в í'-m испыта
нии. Случайная величина X¡ принимает лишь два значения: 1, если 
событие А появилось в i-м испытании, и 0, если событие А не про
изошло в i-м испытании. Вероятности этих значений Р{Д) =  р и 
Р(А) — а. Отсюда

M (X i)=  l-p +  0-q ~  р ( i —  1,2.........п)

(см. также § 16). Отсюда, используя теорему о математическом 
ожидании суммы, будем иметь

M{X) =  M(Xi) + M(X2)-¡- . . .  + М {Х п) =  пр, (8)
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Таким образом, математическое ожидание числа появлений со
бытия А в условиях схемы Бернулли совпадает со « с редним  
числом» появления этого события в данной серии испытаний. 

Для дисперсии случайной величины X,- получаем

В (Х{) =  (1 — р) 2р + (0 — р) 2д =  q2p + р2<? =  рд (д -+ р) =  рд.

Отсюда по свойству дисперсии суммы независимых случайных 
величин (теорема 4) будем иметь

Л (* )- = Я № )+ Я (Х я)+  .. .  + 0 (Х п) =  прд. (9)

Поэтому среднее квадратичное отклонение ( ст андарт )

о { Х )^ ^ Щ Х )= = ^ п р д .  (10)

Формулы (8) и (9) дают математическое ожидание и диспер
сию для биномиального закона распределения.

З а м е ч а н и е .  Теперь становится понятным смысл случайной величины

в приближенных формулах Лапласа (§§ 12—13), а именно, I представляет со
бой отклонение числа появлений события А от его математического ожидания, 
измеренное в стандартах (так называемое н о р м и р о в а н н о е  о т к л о н е 
ние).

Рассмотрим п дис?сретных попарно независимых случайных ве
личии Х иХ2> . . . ,  Хп, дисперсии £>№) (¿= 1 ,2 , п) которых 
р а в н о м е р н о  о г р аничены:

0 ^ £ > ( Х ;) < Я  ( / =1 , 2 ,  . . . ,  п).

Эти величины, возможно, имеют значительный разброс, однако вх 
среднее арифметическое

Хп =  -— (Х{ + Х2 +  Хп)

ведет себя достаточно «кучно».
А именно, при указанных выше условиях имеет место замеча

тельная т е о р е м а  Чеб ыше ва :  для любого положительного 
в >• 0 вероятность неравенства

П

\Хя - М (Х п)\<е, где М (Хп) =  1 У М (Х1),
1=1

сколь угодно близка к 1, если число случайных величин п доста
точно велико, т. е.

Пт Р (\Хп — М (Хп) | <  е) =  1
П~> оо

( з акон  б о л ь ш и х  чисел в форме Чебышева).
Теорема Чебышева находит применение в теории ошибок, ста

тистике и т. п.
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§ 19. Непрерывные случайные величины.
Функция распределения

Случайную величину X будем называть непрерывной, если все 
се возможные значения целиком заполняют некоторый, конечный 
или бесконечный промежуток {а, &> числовой оси. Предполага
ется, что при каждом испытании случайная величина X принимает 
одно и только одно значение х е (а , Ь). Заметим, что дискретный 
и непрерывные случайные величины не исчерпывают все типы слу
чайных величин.

Для характеристики непрерывной случайной величины X вводят 
функцию распределения

Ф {х) — Р (—сю<  X < х ) ,  (1)

называемую интегральным законом распределения1)'.
Если значения случайной величины X рассматривать как точки 

числовой оси Ох, то Ф (х) представляет собой вероятность собы
тия, состоящего в том, что наблюдаемое значение случайной вели
чины X принадлежит интервалу (—оо, х), т. е. находится левее 
точки х. Этот интервал зависит от правого конца его х, и поэтому 
естественно вероятность является функцией от х, определенной 
на всей оси —oo<  х <-f-oo.

Заметим, что функция распределения имеет смысл также для 
дискретных случайных величин.

Функция распределения Ф(х). обладает следующими свой
ствами.

I. Функция Ф(х) есть неубывающая функция аргумента х, т. е. 
если х <  х', то Ф (х) Ф (х ').

Действительно, если х' >  х, то из события Х<== (—оо, х ) , оче
видно, следует событие 1 е ( - с о д ' ) .  Но тогда вероятность Ф(х') 
второго события не меньше вероятности Ф(х) первого (§ 3, тео
рема 2).

П. Так как Ф (х)— вероятность, то справедливо неравенство

0 < Ф ( я ) < 1 .

III. Ф (— оо) =  0, ф ( + о о )=1 .

Действительно, событие Х<е̂  (—оо, —оо), очевидно, невозмож
но, а событие I g ( —оо, -f oo) достоверно.

Зная функцию распределения Ф(х), можно для любого проме
жутка [а, Ь) определить Р ( а ^ Х <  Ь) — вероятность попадания 
случайной величины X в этот промежуток (здесь принято левый 
конец а промежутка включать, а правый b не включать в этот 
промежуток).

В самом деле, пусть А есть событие Х^ ( — оо, а), В — событие 
X .е (—оо, Ь) и С — событие X е  [а, Ь).

') Здесь вероятность понимается в аксиоматическом смысле. См. Г н е д е н  
к о  Б. В. Курс теории вероятностей. — М.: Наука, 1969, гл. I, § 8,



Тогда, очевидно, имеем-

В =  А -f С.

Так как события Ä и С несовместны, то но теореме сложения ве
роятностей получаем Р(В) =  Р ( Л ) +  Р(С ), отсюда

Р(С) =  Р (В )- Р (А ),
т. е.

. Р { а ^ Ж < Ь )  =  Ф(Ь).— Ф(а):, |2)

причем Ф(&) — Ф ( а ) ^  0 в силу свойства I.
Таким образом, вероятность того, что случайная величина X 

примет значение, принадлежащее промежутку [а, Ъ), равна при
ращению ее функции распределения на этом промежутке.

В дальнейшем случайную величину X будем называть н е п р е 
рывной лишь в том случае, когда ее функция распределения 
Ф(х) непрерывна на оси (—оо, -f-oo).

Те о ре ма .  Вероятность (до опыта) того, что непрерывная 
случайная величина X примет заранее указанное строго опреде
ленное значение а, равна нулю.

В самом деле, в силу формулы (2) имеем

Р(а  .<С X <  л) — (х)— Ф (а). fS)

Положим, что х-*-а; тогда в пределе промежуток |в>ле) будет 
содержать единственную точку а. Кроме того, в силу непрерывно
сти функции Ф(х) в точке а имеем

lim Ф(я) =  Ф(а).
Ж-»в

Переходя к пределу при х-^а  в равенстве (3), получим 

Р (а) =  Hm ф  (я) —• ф  (а) — Ф (а) — Ф  (а) =  0.
х~>а

Таким образом, при непрерывной функции распределения ве
роятность «попадания в точку» равна нулю.

Следствие .  Для непрерывной случайной величины X спра
ведливы равенства

Р ( а ^ Х  ^ Ь )  =  Ф { Ь ) - Ф ( а )  (2')’
и

Р ( а < Х  < Ь )  =  Ф(Ь) — Ф{а), (2")

где Ф  (х) — Р (а ^  X  <  х) — ее функция распределения. 
Действительно,

Р ( а ^ Х ^ Ь )  =  Р ( а ^ Х  < Ь ) + Р ( Х  =  Ь) =

=  [Ф(Ь) — Ф(а)] + 0 =  Ф(6) — Ф(а) .

Аналогично доказывается второе равенство.

§. № ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ. 657
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З а м е ч а н и е .  В общем случае невозможные события и события с нулевой 
вероятностью могут оказаться неэквивалентными.

Предположим теперь, что для непрерывной случайной вели
чины X ее функция распределения Ф(х) имеет непрерывную про
изводную

Ф'(л:) =  ф (х ) . (4)

Функцию ф(х) называют плотностью вероятности (для данного 
распределения) или дифференциальным законом распределения
случайной величины X.

Термин п л о т н о с т ь  в е р о я т н о с т и  имеет следующий смысл: пусть 
$х, х + йх\ — бесконечно малый промежуток. Тогда в силу формулы (2') имеем

Р (х ^  X ^  х +  йх) — Ф  (х + йх) — Ф  (х).

Заменяя бесконечно малое приращение функции Ф(х + йх) — Ф (х) ее дифферен
циалом Ф'(х)с1х =  ф{д:)йх, получим приближенное равенство

Р(х ^  X ^  х + йх) — ф (х)йх. (5)

Таким образом, плотность вероятности представляет собой отношение ве
роятности попадания точки в бесконечно малый промежуток к длине этого про* 
межутка.

Так как плотность вероятности ср (х) является производной 
неубывающей функции Ф (х), то она неотрицательна: ф (х) 0. 
В отличие от вероятности, плотность вероятности может принимать 
сколь угодно большие значения.

Так как Ф(х) является первообразной для ф (х), то на основа
нии формулы Ньютона — Лейбница имеем

ь

| ф (я) а!х =  Ф  (6) — Ф  (а).

а

Отсюда в силу (3') получаем
ъ

Р (а <  X <  Ь) — | ф (л:) йх. (6)

Геометрически (рис. 271) эта вероятность представляет собой 
площадь 5 криволинейной трапеции, ограниченной графиком плот
ности вероятности у =  ц>(х), осью Ох и двумя ординатами х =  а 
и х — Ь.

Полагая а — — оо и Ь =  -Ь°°> получаем достоверное событие 
Л е (—оо, + со), вероятность которого равна единице. Следова
тельно,

4-00

\ ф (х) Ах =  1. (7)

Полагая в формуле (6) а — — оо, Ь =  х и обозначая для ясно
сти переменную интегрирования х другой буквой, например I (это
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законно для определенного интеграла), получаем функцию рас
пределения

Ф (х) — Р (— сю <  X <  х) — Л ф (0 (8)

§ 20. Числовые характеристики непрерывной
случайной величины

Будем рассматривать бесконечно малый промежуток [х,х-{-йх] 
как «жирную точку» х оси Ох. Тогда вероятность того, что случай
ная величина X  принимает значение, совпадающее с этой «жирной 
точкой» к, равна ф (х)йх и математическое ожидание этого событии 
есть

йМ — хф (х) йх.

Представляя прямую —оо<д:-<-|-оо как бесконечное множе
ство таких «жирных точек», по аналогии с определением математи
ческого ожидания дискретной случайной величины, получаем есте
ственное определение математического ожидания непрерывной слу
чайной величины (только здесь суммирование заменяется интегри
рованием).

О пр еде ле ние .  Под м а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  
непрерывной случайной величины X понимается число

4-00

М{Х)— \ ху(х)йх (1)
— оо

(конечно, это определение имеет смысл лишь для таких случай
ных величин X, для которых интеграл (1) сходится).

Для дисперсии непрерывной случайной величины X сохраним 
прежнее определение

0(Х ) =  М{[Х — М(Х)\2}.
Из формулы (1) вытекает

+оо

В (Х )=   ̂ [х-М (Х )]2<р(х)йх (2)
— ОО

(конечно, в предположении, что интеграл (2) сходится). Можно 
также пользоваться формулой

4- ОО -*4-00 -з?

0(Х ) — М (X2) — [М (X))2 — | х2ф (х) йх—  ̂ *ф (х) йх (3)

Можно доказать, что основные свойства математического ожи
дания и дисперсии дискретных случайных величин сохраняются 
также и. для непрерывных случайных величин.



Пусть теперь .все возможные значения непрерывной -случайной 
величины X целиком заполняют конечный отрезок [а, &}., Тогда 
(р (х) =  0 ори — оо < ^ < й  и при Ь <  х <  • р со последовательно, 

*f00 а b

М (X ) =  | xq> (х) йх =  | xq> (х) dx ~f-  ̂хц> (х) dx +

— оо —оо а
+«> ъ ъ

+ ij Хф (х) dx =  0 +

Аналогично,
ь ь

В  (X) =  J [х -  М. (X)]2 <р (х) dx, причем | щ) (х )ё х=  L
а а

§ 21, Равномерно« распределение

Непрерывная случайная величина X, все возможные значения 
которой заполняют конечный промежуток (а, b>, называется рав
номерно распределенной, если ее плотность вероятности ф-(я) по
стоянна на этом промежутке.

Иными словами, для равномерно распределенной случайной ве
личины все ее возможные значения являются р а в н о в о з м о ж -  
н ы м и.
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1 IX
^ ---- 1 ---- ►

,В 6

О
-------L - —  *- X

Рис. 272.

Пусть, например, 1 е [ а ,  Ь]. Так как в этом: случае ф (л>) =  const 
при jc e  [a ,b] и ц (х) =  0 при х ф  [а, Ь], то 

ь ъ

Ф  (х) dx =  ф  (х)  ̂dx =  (b — а) ф  (л:) — 1;

а а
отсюда

=  7  ПРИ 
Пусть [а ,р ]е| а ,6 ]  (рис. 272). Тогда

л'ф (х) dx + О1 =  | f  (х) dx.
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где- Ь — длина (линейная мера) всего -отрезка: \а,Щ- и - длина 
частичного отрезка [а, р.|.

Значения случайной величины X, т. е. точки х отрезка [а, Ь\, 
можно рассматривать как всевозможные элементарные исходы не
которого испытания. Пусть событие А состоит в том, что. результат 
испытания принадлежит отрезку [а, Р] с : [а, Ь]. Тогда точки от
резка [ос, РЗ есть б л а г о п р и я т н ы е  элементарные исходы со
бытия А.

Согласно формуле (1) имеем г е о м е т р и ч е с к о е  о п р е д е 
ление в е р о я т н о с т и :  под вероятностью события А понимается 
отношение меры I множества элементарных исходов, благоприят
ствующих событию А, к мере Ь множества всех возможных эле
ментарных исходов в предположении, что они равновозможны:

Р ( Д ) = ~ < 1 .

Это определение естественно переносит классическое определе
ние вероятности на случай бесконечного числа элементарных ис
ходов.

Аналогичное определение можно ввести также тогда, когда 
элементарные исходы испытания представляют собой точки пло
скости или пространства.

П р и м е р  1. В течение часа 0 г=С < 1 — время в часах) на остановку 
прибывает один и только один автобус. Какова вероятность того, что пасса
жиру, пришедшему на эту остановку в момент времени 
t — 0, придется ожидать автобус не более 10 мин?

Здесь множество всех элементарных исходов образует 
отрезок [0, 1], временная длина которого Ь =  1, а мно
жество благоприятных элементарных исходов составляет 
отрезок [0, 1/6] временной длины I =  1/6.

Поэтому искомая вероятность есть

р  =  ■//£, =  1/6.

П р и м е р  2. В квадрат К со стороной а с вписанным 
в него кругом 5 (рис. 273) случайно бросается материаль
ная точка М. Какова вероятность того, что эта точка по
падает в круг 5?

Здесь площадь квадрата есть К — а2, а площадь круга 5 =  л ( =  -- а\

За искомую вероятность естественно принять отношение

р =  А  =  £ .  «  0,785.

Эта вероятность, а следовательно, и число я, очевидно, могут быть определены 
экспериментально.

§ 22. Нормальное распределение 

Распределение вероятностей случайной величины X называется 
нормальным, если плотность вероятности подчиняется з а к о н у  
Г а у с с а  

Ф (х) — ае~ь<-х~х<‘)\ (1)

а
Рис. 273.
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где а,Ь  н х0 — некоторые постоянные, причем а >  0 и Ь >  0. 
В этом случае график плотности вероятности представляет собой 
смещенную кривую Гаусса (рис. 274), симметричную относительно

прямой х =  хо и с максимальной 
ординатой (/шах =  а.

Для удобства выкладок зту кри
вую центрируем ,  введя новые 
координаты | =  х — х0 и У] =  у. 
Тогда закон Гаусса примет вид

ф(£)*=ае-Ы2 (2)

и будет представлять собой диффе
ренциальный закон распределения 
случайной величины X =  X — а'0.

Постоянные а и Ь в формуле (2) не являются произвольными, 
так как для плотности вероятностей ф.(1) должно быть выполнено 
условие

-}- ОО 4-00

Ф(§)й| =  а  ̂ 1. (3)

Рис. 27.4.

Делая замену переменной &|2 =  /2,

будем иметь
■\/ь

е-к2 с11-.

+ оо

1,1

(4)

(см. гл. XXIV, § 4). Отсюда на основании формулы (3) находим

а д / т  =  1> (5)
т. е.

Таким образом,

Л/К 
V я

ф ®=д/-

(6)

(7)

Для математического ожидания случайной величины будем 
иметь

-}-СО 4-00

М (X) :

(ввиду нечеткости подынтегральной функции). Отсюда

М (X) =  М (Л 4" х0) =  М (X) 4- М (л̂ о)== 0 4* == -̂о» (8)̂



Таким образом, при нормальном распределении случайной вели
чины X ее математическое ожидание х0 совпадает с точкой пере
сечения оси симметрии графика соответствующей кривой Гаусса 
с осью Ох (ц е н т р р а с с е и в а н и я ) .

Для дисперсии случайной величины X получаем

Д(Х) =  М (^2)-[М (1)]2 =
+ оо -}-оо

=  М (X2) =  | |2<р (|) сЦ =  д / А  5 |2е - ^  й\. (9)
— оо —оо

/ е-н2\
Полагая и — | и йу — 1е~ь̂ ‘ с11~с11---2Ь~) и интегРиРУя по

частям, с учетом формулы (4) будем иметь

+ оо + оо

$^-к, ‘'6=-е-т ^ С +  5-Чг-«=^л/?-
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Таким образом, из формулы (9) получаем

О  ( X )  =  л  /  —  ■ — =  - 1-

У  к 26 V »  26

и следовательно,

Щ Х) =  £ ( 1  + *о) =  £ ( * )  + Д Ы  =  ̂  + 0 = = ^ .  (10)

Отсюда для среднего квадратичного отклонения величины X 
получим

Введя обозначение в =  о(Х ), будем иметь

1 /Т  1/ ± = — .
. 2<т2 ’ " у  я  0 V  2x1

Подставляя эти значения в формулу (1), получим с т а н д а р т 
ный вид н о р м а л ь н о г о  з а к о н а  р а с п р е д е л е н и я  слу
чайной величины X в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  форме ;

1 <х-Хо)г

Ф (х) — — 7~-е 2°г ■ (11)о у  2тс

где х0 — М{Х) и <з — О (X).
Таким образом, нормальный закон распределения зависит 

только от двух параметров: м а т е м а т и ч е с к о г о  о ж и д а н и я  
и с р е д н е г о  к в а д р а т и ч н о г о  отклонения .



Нормальный закон распределения случайной величины в инте
гральной форме имеет вид

р <.г~х«У

534 гл. XXV. основы  т е о р и и  в е р о я т н о с т е й

Ф(*) =  — \ е йг. (12)
о V 2я

— оо

Формулы (11) и (32) упрощаются, если ввести н о р м и р о 
в а н н о е  о т к л о н е н и е

¡ = х ^ ; (13)

тогда

? (•*) =  — 7 = - е 2 =  — Фо (О 
сгУ2я а

(см. § 12). Полагая в интеграле (12) т =  2.- , йг — -— , по

лучим 

Ф  (х) —

Х - Х л

0 *

— оо

где / определяется формулой (13) и Ф о(0— стандартный интеграл 
вероятностей (см. § 13).

Отсюда получаем, что для случайной величины X, подчиня
ющейся нормальному закону, вероятность попадания ее на отре
зок ¡а, Ь] есть

Р ( я < * < 6 )  =  Ф ( 6 ) - Ф №  =  [4 +  Ф « (- Ц г * )] -

-’ [т + ф. ( ^ ) ] = ф«(А̂ ) - фо(£^ 1)- "4>
В частности, вероятность того, что отклонение величины X от 

ее математического ожидания х0 по абсолютной величине будет 
меньше а, равна

Р ( | X — х01 <  а) =  Р (х0 — а <  X <  х0 + а) =  2Ф0 .

Полагая а  =  Зсг, получим

Р ( I х -  Хо I <  За) =  2Фо (3) == 0,9973,

т. е. такое отклонение является почти  д о с т о в е р н ы м  (пра
вило трех сигм).

Нормальный закон распределения вероятностей находит мно
гочисленные применения в теории ошибок, теории стрельбы, фи
зике и т. д.
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!. Пусть А —  случайное событие и С —-достоверное событие,- Что- следует 
понимать под событиями: А +  А, АА,.А +  С, АС?

2. Игральная кость бросается один раз. Каковы вероятности следующих 
событий: А —  выпадение одного очка; В — выпадение 'нечетного числа очков; 
С —  выпадение не менее трех очков?

3. В урне находятся 2 белых и 8 черных шаров. Сколько белых шаров сле
дует добавить в урну, чтобы вероятность извлечения из нее одного белого .шара 
была бы' не меньше 0,99?

4. Из урны, содержащей 5 белых шаров и 3 черных шара, случайным1 об-1 
разом извлекается 4 шара. Каковы вероятности того, что: а) среди них будет- 
одинаковое число белых и черных; б) число белых превысит число черных?

5. Студент из 30 экзаменационных билетов усвоил 24. Какова вероятность 
(в %) его успешного ответа на экзамене на билет: а) при однократном извле
чении билета и б) при двукратном извлечении билета (вытянутый билет не воз
вращается!)?

8. Три стрелка одновременно стреляют в цель. Вероятность поражения цели 
первым стрелком равна 0,9; вторым — 0,8; третьим ■— 0,8. Какова вероятность 
того, что: а) цель будет поражена хотя бы одним стрелком; б) буДет зареги
стрировано не менее двух попаданий в цель; в) ни один из стрелков не попадет
в цель?

7. Доказать, что если события Л и В независимы, то события Л и 5 также 
независимы.

8. Вероятность поражения цели при одиночном выстреле равна р =  1/3. 
Найти распределение вероятностей для числа попаданий т  при числе выстрелов 
п =  5.

9. Вероятность поражения цели при одном выстреле равна р =  0,2. При 
каком числе выстрелов цель будет поражена хотя бы один раз с вероятностью, 
не меньшей 0,999?

10. Многократные измерения некоторой величины дали следующие значения 
(содержащие случайные ошибки): Х\ =  1,2 (два раза); х2 =  1,3 (пять раз); 
Хз — 1,4 (три раза). Предполагая, что эти изменения равноточны, найти мате
матическое ожидание (среднее значение) и дисперсию результата измерения. 
Чему равна средняя квадратичная ошибка результата измерения?

1!. Дискретные случайные величины X и У независимы. Доказать, что вели- 
чины X —  X +  С и У (С —  постоянная величина) также независимы.

12. Все значения случайной величины X принадлежат интервалу (0, 2), при
чем плотность вероятности ф(лс') =  1/4 при 0 <  х <  1 и ф (л:) == 3/4 при 
1 <  х <  2. Найти функцию распределения Ф (х), математическое ожидание 
М(Х) и дисперсию О(Х).

13. Случайная величина X равномерно распределена на центрированной 
отрезке [— I, /], Найти плотность вероятности ф(х), математическое ожидание 
М(Х), дисперсию О(Х) и стандарт <у(Х).

14. Показать, что кривая Гаусса

у =  — 1Т=г- е-*2/2<я 
а  У 2я

имеет точки перегиба при х =  ±о.
15. При опытной стрельбе было обнаружено, что отклонение Д точки попа

дания от цели подчиняется нормальному закону с математическим ожиданием 
М =  0 и дисперсией 0  =  4 м. Какова вероятность того, что |Д| <  1 м?

18, При расфасовке некоторой продукции пакет считается стандартным, 
если его масса отличается от заданной массы 1 кг не более чем на 20 г (в ту 
или другую сторону). Проверено, что при аккуратной работе ошибки массы 
подчиняются нормальному закону с математическим ожиданием М =  0 и 
средним квадратичным отклонением 0 =  10 г. Некоторая партия этой продук
ции из 10 000 пакетов содержит 9000 стандартных пакетов. Соответствует лк 
это данному нормальному закону?

Упражнения. . . , '
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§ 1. Векторное пространство п измерений

В главе XV III мы видели, что каждый вектор х трехмерного пространства 
может быть задан тремя координатами: х =  {xi, Хг, д-'з}- Обобщая это свойство, 
приходим к понятию я-мерного вектора.

О п р е д е л е н и е .  Упорядоченная система п чисел х ~  {xlt хг, . . . ,  х„] на
зывается п-м е р но й точкой или п-м е р ным в е кт о р ом .

Числа xit Хг, . ■., хп называются координатами точки (вектора) х\ мы бу
дем предполагать, что они действительны. Вектор с нулевыми координатами
О == (0, 0, . . . ,  0} называется нулевым вектором или, короче, нуль-вектором. 
При геометрическом изображении вектор х можно рассматривать как р а д и у с -  
в е к т о р  соответствующей точки.

По аналогии с трехмерными векторами определяются основные операции 
для я-мерных векторов х — {xi, х2.........х„} и у — {yit у2........... у„}-

I. Равенство векторов. Два вектора р а в н ы  тогда и только тогда, когда 
одинаковы их соответствующие координаты, т. е.

х — У xi — iji (i =  1, 2, . . . ,  я).

II. Сумма векторов. По определению полагают

х +  У — { X i+  У и Хг +  Уг..........Хп +  У»}-

В частности, для вектора х — {хи ............ х„} и ему противоположного
~—х «=> {—xh —Хг, . . . ,  — хп} имеем

х +  (—ж) =  0,
где 0 — нуль-вектор..

I II . Разность векторов'.

X —  у  =  { * 1  —  01, Хг Уг, . . . ,  Хп —  Уп}.

Справедливо соотношение

х — у =  х +  (—у).

IV. Умножение на скаляр. Если k — скаляр, то

kx — {kxi, kx2, . . . ,  kx„}.

V. Скалярное произведение:
п

(ж, у) =  х • у =  х:tyi9 
i — \

Под абсолютной величиной (нормой) вектора х понимается число

1

* =  |* I =  л/̂ ГТ) =  2 >о.

Расстояние между точками х и у определяется формулой
1

р(*> у) =  \ х -  г Н =  ( * , -  i/i)2|  •

В частности, \х\ есть расстояние точки х от начала координат 0.
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Полагая (ж, у) — ху cos ф, получаем угол между векторами

(*> у)
Ф =  arccos -— — .

ху

В частности, если х у  — 0, то ф =  гг/2 (о р т о г о н а л ь н ы е в е к т о р ы ) .  
Для операций I—V справедливы обычные свойства (см. гл. X V II1).
В частности, если

т

есть л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  векторов ж1, , . . ,  хт (индексы векторов мы 
ставим сверху) и сь сг, . . . .  ст — скаляры, то 

/  т  \ т

( * ) “ Е  »>•
\ft-l /  й-1

Совокупность всех п-мерных векторов (точек), для которых определены 
операции I—V, называется п-мерным евклидовым пространством Еп.

О п р е д е л е н и е .  Векторы х х 2, . . . ,  хт пространства Еп называются л и - 
не йн о з ави сим ы м и ,  если существуют скаляры с^ сг, , . . ,  ст, не все рав
ные нулю ( | с> | +  М  +  • • • +  I Ст | Ф  0), такие, что

т

Е  с**‘ =  °-
£-1

В частном случае, при т  =  2 эти векторы называются к о л л и н е а р н ы м и, 
а при т  — 3 — к о м п л а н а р н ы м и  (ср. гл. XV III, §§ 5 и 6). В противном 
случае, эти векторы называются ли н ейн о  н е з а в и с и м ы м и .

Можно доказать, что в пространстве Еп существует самое большее я линей
но независимых векторов. Таким образом, размерность &'т\£п векторного про
странства Еп можно определить как максимальное число линейно независимых 
векторов, помещающихся в этом пространстве.

Пусть х е  Еп и х\ х2, . . . .  хп — линейно независимые векторы из Е". Тэк 
как векторы х, х1, ж2, . . . ,  хп линейно зависимы, то

п

СХ +  Е  с ихк  —  ° '
1

где, очевидно, с ф  0.
Отсюда получаем

* - | м ‘ ( « .— ■?>

Таким образом, каждый вектор х е  Еп можно разложить (и притом един
ственным способом!) по векторам ж1, ж2, . . . ,  ж". Иными словами, эти векторы 
образуют бате  пространства Еп. Числа \н (к — 1, 2, . . . ,  п) называются коор
динатами вектора ж в данном базисе ж1, ж2, . . . ,  хп. В частности, координаты 
заданного вектора ж =  {xt, х2, . . . ,  х„} есть его координаты в базисе о р т о в

е1 — {1, 0, 0, . . 0 } ,  е2 =  {0, 1, 0, 0), . . . .  еп =  {0, 0, 0, . . 1).

§ 2. Множества в п-мерном пространстве

Совокупность точек ж =  {хи Хг......... х„} и-мерного пространства Еп назы
вается множеством этого пространства.

Множество точек ж таких, что

0 <  р(ж, ж») <  е,
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V г
будем называть окрестностью V # точки х0 (точнее, е-акрестностью). Точка кп 

не входит в свою окрестность, т. е. окрестность пунктированная.
Множество в называется открытым, если каждая точка х е  О этого множе

ства принадлежит ему вместе с некоторой своей окрестностью.
Множество ^  называется замкнутым, если оно является дополнением неко

торого открытого множества О, т. е. ^  =  Е" \ О.
Пусть Е а  Еп. Точка %, не обязательно принадлежащая Е, называется гра4 

ничной для множества Е, если | не является внутренней ни для множества Е, 

ни для его дополнения Ес — Еп \Е. Совокупность всех граничных точек мно

жества Е называется его границей: Г ( £ ) = Г .  Очевидно, Г {Ес ) — Г (Е).
О п р е д е л е н и е  1. Множество точек х — {Х[, хг, . . . ,  х,,} е  Е", коорди

наты которых удовлетворяют линейному уравнению

а1х1 +  агхг + . . .  + апхп =  6 (1)

[он, аг, ап, Ь постоянны), где коэффициенты Я1, а%, ап не все равны 
нулю, называется г и п е р п л о с к о с т ь ю  пространства Еп.

В случае трехмерного пространства это множество является обычной пло
скостью.

Введя нормальный вектор гиперплоскости (I)

а =  {аь аз.........а,,},

ее уравнение можно записать в виде

а х  =  Ь. (2)

Гиперплоскость (2) делит пространство Еп на два замкнутых полупростран
ства:

а х  ^  Ь (Е-), а х ^  Ь (£+ )').

Если свободный член Ь Ф  0, то полупространства Е~ и Е+ можно различать 
следующим образом: 1) если Ь >  0, то Е~ содержит начало координат 0, а Е+ 
не содержит 0; 2) при Ь <  0 — наоборот.

Рис. 275. Рис. 276.

П р и м е р .  Прямая XI +  хг =  1 разбивает плоскость Ох 1*2 на две полупло
скости: х1 +  х2 ^  1 и XI + хг ^  1 (рис. 275).

О п р е д е л е н и е  2. Совокупность точек

г =  х + $(у — х), (3)

где 0 ^  |5 ^  1 (рис. 276), называется о т р е з к о м  [х, у\ с концами х и у.

‘) Здесь, следуя традиции, точки гиперплоскости а-х — Ь причисляются к 
обоим полупространствам Е~ и Эта . гиперплоскость является их о бщей 
границей.
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Формулу (3) можно записать в симметричном виде

г =  ах +  $у, (3')

где а ^ О ,  8 ^ 0 ,  а  + р — 1. При а  =  О, ¡ 5 = 1  и а  =  1, Р =  О получаются 
к о н ц ы  о т р е з к а ;  при 0 < а <  1, 0 <  Р <  1 — внутренние точки его. З а 
метим, что точку х можно рассматривать как отрезок \х, .«] с совпадающими 
концами.

Это определение обобщает понятие отрезка для двумерного и трехмерного 
пространств.

О п р е д е л е н и е  3. Множество А с: Е" называется выпуклым, если для 
любых двух точек х е  А и у е  А соединяющий их отрезок [ж, у] также при
надлежит множеству А: ¡х, у) ег А.

Примерами выпуклых множеств могут служить точка, отрезок, круг, шар, 
все пространство Е" и т. п. Условно считают, что пустое множество 0  выпукло.

Л е м м  а. Любое полупространство в Е" есть выпуклое мноокество.
Действительно, пусть границей полупространства Е является гиперплоскость

а-х — Ь, (4)'

а само полупространство определяется неравенством

а х ^  Ь. (5)

Рассмотрим произвольные точки у и г, принадлежащие множеству Е, т. е.

о-у =£ Ь, а-г «с Ь, (6)

в пусть I =  ау Рг (а  5= О, ¡3 ^  0, а  р =  !) — произвольная точка отрезка

\у< 4
Используя свойства скалярного произведения, на основании неравенств (6) 

имеем ,

о-* =  а(ау  + $г) — а (ау)  + Р(а-г) а  Ь + Р 6 =  (а  +  Р)Ь =  Ь.

т. е.

. й (7)'

Таким образом, 1 е £  и, следовательно, полупространство Е выпукло.
Т е о р е м а .  Пересечение любого числа выпуклых множеств есть множество 

выпуклое.
Доказательство проведем для случая двух выпуклых множеств: для произ

вольного, конечного или бесконечного, числа выпуклых множеств рассуждения 
аналогичны.

Пусть А к В — выпуклые множества и С — А [] В — их пересечение.
Если С пусто, то по определению оно выпукло. Пусть С не пусто и х, у — 

любые две точки, принадлежащие С (возможно, совпадающие). Из смысла пере
сечения следует, что х, г/ е  А, а также х, у е? В. Рассмотрим отрезок [х, у\ 
Так как множества А и В выпуклые, то [х, у] с  А и [х,у]с: В и, следовательно, 
[х, у] с  С. Таким образом, множество С также выпукло.

С л е д с т в и е .  Пересечение любого числа полупространств есть выпуклое 
множество (возможно, пустое).

З а м е ч а н и е .  Рассмотрим систему линейных неравенств

0(1*1 + о*2*2 + . . .  + а1Пх„ ^  6; (1 =  1, 2, . . . ,  п). (8}

Любой набор чисел хи х% . . . ,  хп, удовлетворяющий всем неравенствам (8), 
называется решением этой системы неравенств. Числа хи • • • > х„, удовлетво* 
ряющие лишь одному из неравенств системы (8), заполняют полупространство 
в пространстве Еп. Решения принадлежат пересечению всех этих полупро
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странств. Из теоремы следует, что множество всех решений системы (8) пред
ставляет собой выпуклый м н о г о г р а н н н и к  (полиэдр). Примерами вы
пуклых многогранников в трехмерном пространстве могут служить: пирамида;

параллелепипед; призма; слой, ограниченный дву
мя параллельными плоскостями, и т. п.

П р и м е р ,  а) Решения системы неравенств

X1 =3= 0, *2 Э5 0, х1 + х2 ^  1

в пространстве Е2 заполняют треугольник с вер
шинами 0(0, 0), А( 1, 0), В (0, 1) (рис. 277);

б) множество решений системы

Х\ ^ 0 ,  Х\ +  Хц Зз 1

в пространстве Е2 есть угол, вершиной которого 
служит точка В(0, 1), а сторонами являются по
лупрямая ВА и полуось Вхг (рис. 277).

О п р е д е л е н и е .  Точка выпуклого множе
ства, которая не является внутренней ни для 
какого ненулевого отрезка, целиком принадлеаса- 
щего этому множеству, называется его к р ай 
ней точкой.

Например, для отрезка его крайними точками являются концы отрезка; для 
треугольника — его вершины и т. п.

Интуитивно ясно, что выпуклый многогранник, т. е. пересечение конечного 
числа полупространств, имеет к о н е ч н о е  число крайних точек — его вершины.

§ 3. Задача линейного программирования

В последнее время математические методы широко используются в таких 
вопросах, как планирование народного хозяйства, организация управления про
мышленностью, планирование военных операций и т. п. С общей точки зрения, 
задачи управления и планирования обычно сводятся к выбору некоторой систе
мы числовых параметров или функции ( х а р а к т е р и с т и к и  п ла н а ) ,  обес
печивающих наиболее эффективное достижение поставленной цели ( о п т и 
мальный план) ,  с учетом ограниченности возможных ресурсов. Для оценки 
эффективности плана вводится так называемая ц е л е в а я  ф у н к ц и я  (т. е. 
п о к а з а т е л ь  к а ч е с т в а  п л а н а ) ,  выраженная через характеристики пла
на и принимающая экстремальное значение (т. е. наименьшее или наибольшее 
значение) для оптимального плана.

Для большого количества практически интересных задач целевая функция 
выражается ли н ейн о  через характеристики плана, причем допустимые значе
ния параметров подчинены также линейным равенствам или неравенствам. Н а
хождение при данных условиях абсолютного экстремума целевой функции но
сит название линейного программирования (более удачным был бы термин « л и 
нейное  п л а н и р о в а н и е » ) .

Математически задача линейного программирования формулируется сле
дующим образом: требуется найти абсолютный экстремум (наименьшее или 
наибольшее значение в зависимости от смысла задачи) линейной функции

5 =  с1х1 +  с2х2 +  • • • +  спхп (с? + с\ +  . . .  +  с\ Ф  0) (!)

( ц е л е в а я  ф у н к ц и я )  при условии, что на переменные Х\, хг.........хп нало
жены ограничения в виде линейных равенств или неравенств:

Х\ 0, хг ^  0, . . . ,  хн ^  0 ') 6 >  п) (2)

‘) Неравенство противоположного смысла хр ^  0 сводится к неравенствам 

типа (2) путем введения новой координаты хр — — хр ( 1 ^ / > ^ & ) .
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и

( / =  1, 2, (3)

• / = 1
О п р е д е л е н и е  1. Максимальная совокупность О значений Ху, хг, х,ь- 

удовлетворяющих всем неравенствам (2) и (3), называется о б л а с т ь ю  д о 
пу стим ы х  значений задачи линейного программирования (короче, д о 
пусти  м о й о 6 а а с т ыо).

Допустимая область □ является областью определения фущдош 5.
Из теоремы предыдущего параграфа следует, что допустимая область за

дачи линейного программирования представляет собой выпуклый многогранник 
(возможно, являющийся пустым множеством, если система неравенств (1), (8) 
несовместна).

О п р е д е л е н и е  2. Набор значений хл, хг, х„ из допустимой обла
сти £2, при которых целевая функция (1) принимает, по смыслу задачи, или 
наименьшее или наибольшее значение, называется р е ш е н и е м  задачи линей
ного программирования (или оптим альны м  планом) .  В случае суще
ствования хотя бы одного решения задача линейного программирования назы
вается р а з реш им ой .

Теоретически возможны три случая: А) Условия (2), (3) противоречивы и, 
следовательно, допустимое множество О пусто. Задача (1), (2), (3) решения ие 
имеет. Б) Допустимая область Й неограничена; задача (1), (2), (3) может иметь 
решение, а может не иметь его. В) Система условий (2), (3) совместна и допу
стимая область О ограничена. В силу теоремы Вейерштрасса (гл. XX, § 11) 
задача линейного программирования (1), (2), (3) разрешима. В дальнейшем 
мы ограничимся рассмотрением лишь случая В).

Согласно общей теории (см. гл. XX, §§ 10, 11) целевая функция (1) д р т ь  
гает своего абсолютного экстремума или в критической точке или на границе Г 
допустимой области Й. Так как ее частные производные

4 - = Сг (/ =  1 , 2 , . . . , « )

нигде одновременно в нуль ие обращаются в области О, то целевая функция 5 
достигает своего абсолютного экстремума на границе Г допустимой области Й. 
Этот результат можно уточнить.

Т е о р е м а .  Линейная целевая функция может достигать своего строгого 
абсолютного экстремума лишь в крайних точках допустимой области.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, пусть

п
5 (*) =  У] с^ 1 з= с • х 

г=I

•— целевая функция, е — {с1, сг, . . . ,  сп), х =  {х{, х2, . . . ,  х,-} и Й — ее допу
стимая область. Предположим, например, что ¿(|) =  М, где | =  {£ь |г, ••• 
. . . ,  | „}еЙ , есть с т р о г и й  м а к с и м у м  целевой функции ¿(х) и | — некрай
няя точка выпуклой области Й. Тогда существует ненулевой отрезок г] сг й, 
для которого точка £ является внутренней, т. е.

%=■ ау + рг, (4)

¡•де 0 < а < 1 ,  0 < р < 1 ,  а  + ¡3 =  1, причем, очевидно, | ф  у и \ ф г. Так 
как 5(|) — М есть строгий максимум функции 5 (ж), то, выбирая отрезок ¡у, г] 
достаточно малым (что, очевидно, можно сделать), будем иметь

8  (у) <  М, 5(2) <  Ж  (5)

■) Неравенства противоположного смысла, в результате почленного умно
жения на — 1, сводятся к неравенствам вида (3).
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Из равенства (4), учитывая, что 5 (ж )— линейная однородная > функция, я<И 
лучаем . ■

s (l)  =  с ' (ay -f f)2 ) =  а(с-у) +  Щс-г) =  aSpj) -f $S (2 ) <  аМ  + 0(Af) =  М,

и мы, таким образом, приходим к противоречию. Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  В общем случае, можно доказать, что абсолютный экстре

мум линейной целевой функции S(x), если он существует, всегда реализуется 
в крайних точках выпуклой допустимой области Q, т. е. в ьершинах многогран
ника Q (возможно, конечно, что абсолютный экстремум целевой функции дости
гается также и в других точках; например, функция 5(л) можег иметь свое наи
большее значение во всех точках одной из граней 'многогранника Q и т. п.). 1

Таким образом, решение задачи линейного программирования сводится к 
нахождению конечного числа значений целевой функции и сравнению их между 
собой.

П р и м е  р. Найти наименьшее и наибольшее значения функции

5 — Xi 2х2

8 области Q: 0 <  xt <  20, x¡ +  2хг >  20, X¡— X2 ^  —30.
Область Q представляет собой четырехугольник с вершинами Л (20,0), 

В (20, 50), С (0,30), £)(0, 10) (рис. 278). Имеем

S(4 ) =  20, S(B) =  120, S(C) =  60, S(D) =  20.

Следовательно, наименьшее значение функции S в области Q равно т  =  20 
(достигается в вершинах А и D ), а наибольшее ее значение М =  120 (достига
ется в, вершине В).

Этот результат становится геометрически наглядным, если построить линии 
уровня функции S, т. е. прямые xt -f- 2х2 — const.

Однако такое легкое решение задачи возможно лишь в самых простых слу
чаях. Использованный здесь «метод перебора», даже при сравнительно неболь

шом числе переменных п и неравенств т, связан еа 
значительным объемом работы и требует примене
ния быстродействующих вычислительных . машин. 
Поэтому были созданы методы, упорядочивающие 
перебор вершин допустимой области (симплекс- 
метод, метод потенциала и др.); для знакомства 
с ними следует обратиться к специальной литературе.

В заключение приведем две конкретные задачи, 
решаемые методом линейного программирования.

I. О р г а н и з а ц и я  с н а б ж е и и я. Пусть по
требляющий центр обеспечивает свое необходимое 
снабжение некоторым однородным продуктом (на
пример, картофелем) из я  пунктов.

Обозначим через x¡ количество продуктов (на
пример, в тоннах), закупаемых центром в i-м пункте, 
а через c¡ — цену единицы продукта в этом пункте 
(включая стоимость перевозки), ¿ = 1 ,  2, . . . ,  п. 

Постоянные с< различны, так как в одном пункте производится более дешевый 
продукт, а в другом — более дорогой. Кроме того, пункты удалены на различные 
расстояния от центра и, следовательно, издержки на транспортные перевозки 
различны. Тогда расходы центра, при данном плане закупок, составляют

s =  Е  cixi-/=i

Если a — потребность центра с данном продукте, то должно быть обеспечено 
условие . . .

Е  *% =  a* V)
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Кроме того* объем ¡производства продукта в -»-м пункте ограничен некоторой 
величиной 6/. Возможно также, что пропускная способность транспорта, могу
щего быть использованным для перевозки .продукта в центра, лимитируется ве

личиной Ьг В таком случае на, х,- естественно налагаются ограничения:

О <  х1 <  р ;, (8)

где {54 ■= пип Ь (г = 1 , 2 ,

При рациональном плане закупок продукта расходы центра должны быть 
м и н и м а л ь н ы м и .  Таким образом, мы приходим к задаче линейного програм
мирования: найти наименьшее значение функции расходов (6) при условиях (7) 
и (8). В данном случае задача имеет простое решение.

И. Т р а н с п о р т н а я  з а д а ч а .  Пусть в пунктах А1, Аг......... Ат произ
водится некоторый однородный продукт, потребляющими центрами которого яв
ляются пункты В\, В2........ В„.

Предположим, что транспортные издержки при перевозе единицы продукта 
из пункта Л,- в пункт В, составляют сц денежных единиц, а количество про
дуктов (например, в тоннах), перевозимых из А- в В¡, есть ж/ (1 = 1 , 2 , . . . ,  т,  
/ =  1, 2, . . . ,  я). В таком случае суммарные транспортные издержки будут

т п

<9>¿=1/=1

Объем производства в пункте А; лимитируется некоторой величиной а; 
(1 — 1, 2, . . . ,  т),  зависящей от производственной мощности предприятия. 
Предполагая, что вся продукция идет в пункты потребления, имеем условия 

п

Е  ХИ ==а1 (¿=1 .2 ,..., от). (10)
/=1

Кроме того, потребность в продукте для пункта В,- диктуется интересами 
производства и составляет некоторую определенную величину (/ =  !, 2, 
Поэтому

п

Е  ха  ~  Ь1 ( / =  1, 2, . . . ,  п). (11)
¿ = 1

Требуется организовать такой план перевозок, при котором суммарные 
транспортные издержки 5 были бы м и н и м а л ь н ы м и  при условии, что про
изводимый на пунктах Л; продукт используется целиком (условия (10)) и пол
ностью удовлетворена потребность пунктов потребления (условия 11)). Это — 
типичная задача линейного программирования.

Можно доказать (см. К а р п е л е в и ч Ф. И., С а д о в с к и й  Л. Е. Элемен- 
, ты линейной алгебры и линейного программирования. — М.: Наука, 1967), что 
для разрешимости транспортной задачи необходимо и достаточно .выполнение 
условия .

т п

Е  в< =  Е  Ь! ’ *12)
«=I /=1

т. е. суммарный объем производства должен быть равен суммарному объему по
требления.





ПРИЛОЖЕНИЯ

А. ВАЖ НЕЙШ ИЕ ПОСТОЯННЫЕ

я  =  3,14159, п~ 1 =  0,31831,

Л2 =  9,86960, п~ 2 =  0,10132,

е — 2,7! 828, е~ 1 =  0,36788,

е2 =  7,38906, е~:>. =  0,13534,

М =  lg е =  0,43429, М- 1=  In 10 —

Б. СВОДКА ФОРМ УЛ

I. Аналитическая геометрия на плоскости

1. Параллельный перенос системы координат

х' — х — а, у' — у — Ь,

где 0 '(а ,Ь ) — новое начало, (х, у) — старые координаты точки, [х г/']-— ее но
вые координаты.

2, Поворот системы координат (при неподвижном начале)

х =  х' eos а  — у' sin а, у — х' sin а  4- у' cos ж,

[¡оборота.
где {.«, и) — старые координаты точки, \х', у'] — ее новые координаты, а  — угол 

та.
Расстояние между точками (ху, У1) и (хг, уг): 

о* =  л/Щ  ̂ х )2 +  (у2 — Ух)г-

4. Координаты точки, делящей отрезок с концами (хь у\) и {кьУг) 3 дан
ном отношении I:

х I +  1хц у\ +  1уг

1 + / ’ у~~ 1 4-1 '

ш 1 < -> х х4* хг .. Ух 4" Уг
щш I =  1 имеем координаты середины отрезка: х =  -— ^---, у — ---^---.

5. Площадь треугольника с вершинами (ху, у у), (хг, г/а) и (й, Уз):

Я =  ±  у  [(*2 — « 1) (Уз — Ух) — (*з — Хх) (уг — Ух)].

в. Уравнение прямой с угловым коэффициентом

у =  кх +  Ь,

где к — ф (угловой коэффициент) — наклон прямой к оси Ох и о — величина 
отрезка, отсекаемого прямой на оси Оу,
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7, tg 0 =  “  тангенс угла между прямыми с угловыми коэффи

циентами к и к'. Условие параллельности прямых: к' — к\ условие перпендику-

иг 1лярности прямых: к — -- у .

8, Уравнение прямой, проходящей через данную точку (х(, г/0:

У — У\ =  к(х~х , ) ,

где к — угловой коэффициент прямой.
9, Уравнение прямой, проходящей через две точки (х\, #4) и {хг, у*):

X — X; У — У1

Хг — Xi уг~  У i

1®, Уравнение прямой, отсекающей отрезки а и Ъ на осях координат:

± + JL =  i.
а b

1Î .  Общее уравнение прямой

Ах + Ву + С ^  О (А2 + В2 Ф 0 ) .

12, Расстояние точки (x¡,y¡) от прямой А х В у  + С — 0:

Л =  \Ах{ + Ву,+С\ 

л/А2 + В2

13, Уравнение окружности с центром {х0, i/o) и радиусом R:

(х — х0у- + (у — i/o)2 ==. №■

14, Каноническое уравнение эллипса с полуосями а и Ь;
v*2 jj2

а1 ^  b2 v '

Фокусы эллипса F (с, 0) и F'(—с, 0), где с2 =  а2— Ь\ 
i 5. Фокальные радиусы точки (х, у) эллипса (1):

г — а — ех; г' — а -}- гх,

С
где 8 =  —  <  Î — эксцентриситет эллипса.

10. Каноническое уравнение гиперболы с полуосями а и Ь:

£-&-!■ (2)
Фокусы гиперболы F (с, 0) н Р ( —-с, 0), где с2 =  а2 +  Ь2.

17. Фокальные радиусы точки (х, у) гиперболы (2):

г == ± (ех— а),., ■■/•' =  ± (sx- f а),

где s =  с/а >  1 — эксцентриситет гиперболы.
¡¡8. Асияттоты гиперболы (2):

, ô 
у — ±  —  X.
J а

19. Г рафик обратной пропорциональности

ху =  с (с Ф  0)

— равносторонняя гипербола с асимптотами х =  0 и ÿ =  0.

18 В. А. Кудрявцев, Б. П, Демидович
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20. Каноническое уравнение параболы с параметром р\

у2 =  2рх.

Фокус параболы: F(p¡2,0); уравнение директрисы: х — —р/2; фокальный ра

диус точки (х, у) параболы: г =  х +

21. График квадратного трехчлена

у — Ах2 + В х + С

» /  В  В 2 — 4АС \
— вертикальная парабола с вершиной О ^ ----- — --- J ,

22. Полярные координаты точки с прямоугольными координатами х и у\

р =  У * 2 +  у2, tg ф =  J L .

Прямоугольные координаты точки с полярными координатами р и ф ;

X — р COS ф, у — р sin ф.

23. Параметрические уравнения окружности радиуса R с центром в начале 
координат:

X =  eos t, у — R sin t
( t— параметр).

24. Параметрические уравнения эллипса с полуосями а и Ь:

X — a eos t, у =  b sin

25. Параметрические уравнения циклоиды:

X —  a(t — sin t) , y =  a(\— cost).

il. Дифференциальное исчисление функций одной переменной

!. Основные теоремы о пределах:

а) lim [/ (х) +  g (х) — h (х)] =  lim f (х) +  Üm g (х) — !im h (x), 
x->a x->a x->a x-ïa

б) lim [/ (x) g (*)] =  lim f {x) ■ lim g (x); 
x~>a x->a x->a

ö частности,
îim [cf (x)] — с lim f (x), 

x->a x-ïct

в) lim [/ (x)/g (л:)] =  lim f (x) : lim g (x) (lim g (я) Ф  0). 
x~>a x-^a x->a x-*a

2. Замечательные пределы.

ч sin x , _
a) lim ------=  1; б) hm

Я->0 X Х->оо
(  1 + —  Y  =  lim (Ц - « ) 1/а =  e =  2,71828 . . .
'  x )  a-»0

3. Связь мео/сду десятичными и натуральными логарифмами:

lg х — М In х,
где М =  lg е =  0,43429 . . .

4. Приращение функции у =  f(x), соответствующее приращению Ах аргу
мента х:

by =  f(x + Ax) — f(x).

5. Условие непрерывности функции у =  f(x):

lim А у =  0.
Ах->0
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О с н о в н о е  с в о й с т в о  непрерывной функции

lim f (х) — f ( lira х).
Х-*Х, X+Xt

6. Производная

lim
dx Дх-»о А*

Геометрически у' — f ' (х) — угловой коэффициент касательной к графику функ
ции у — ¡(к) в точке с абсциссой х.

Правила нахождения производных и сводка формул для производных см. 
гл. X, § 13.

7. Теорема Лагранжа о конечном приращении дифференцируемой функции

j ( X 2) — f ( x  0  =  (*2 —  X t ) f '  ( g ) ,
где | е= (xi, Xi).

8. Функция у =  f(x) возрастает, если f'(x) >  0, и убывает, если f (х) <  0.
О °°

9. Правило Лопиталя для неопределенностей вида или — :

lim „т 4 M
х-*а Ф (■*) х-»а 'Ф (■*)

если предел справа существует.
10. Локальная формула Тейлора

f ( x )— f (*о) +  V (*о) (х — хо) +  • • • +  — (х -- Х0)п + о 1(х — Хо)Я],

где f(n)(x) существует в некоторой полной окрестности точки хо.
11. а) Необходимое условие экстремума функции f(x) в точке Хо‘. ¡'(хо) == 0 

или f (хо) не существует.
б) Достаточные условия экстремума функции f(x) в точке ж»:
1) f'(xo) =  0, f'(xo—- hi)f'(xo +  h£) <  0 при любых достаточно малых 

hi >  0 и hi >  0, или
2) f'(xo) — 0, f"(x0) Ф  0.
12. а) График функции у — f(x) вогнут вверх, если f"(x) >  0, и вогнут 

вниз, если ¡"(х) < 0 .
б) Необходимое условие точки перегиба графика функции у — f(x) при 

х =  х0: ff/ (хо) — 0 или f "  (х0) не существует.
Достаточное условие точки перегиба при х =  Хо:

Г  (х0) =  0, f "  (х0 - hi) f"  (хо +  Ai) <  0

при любых достаточно малых hi >  0 и 1н >  0.
13. Если функция f(x) непрерывна на отрезке fa, ß] и f(a)f(ß) <  0, то ко

рень 1 уравнения f(x) =  0 приближенно может быть найден по формулам:

а) |, =  а -  (ß -  а) (метод хорд);

*/ f (а)
б) =  а — У '(ау  где ^  / ( а ) /” (а ) >  0 (метод касательных) .

14. Дифференциал независимой переменной х: dx =  &х. Дифференциал 
функции y — f(x): dy — y’dx. Связь приращения \у функции с дифференциа 
лом dy функции:

Д у =  dy + ukx,

где а- > 0  при Дл: — 0.
Основные свойства дифференциалов и формулы дифференциалов см. гл. X I!,

§ 7.

18*



15. Малое приращение дифференцируемой функции 

f(x + Ax)- f(x )  *  }'(х)Ах.

18. Дифференциал второго порядка функции у — f(x), где х — независимая 
переменная (а*х =  0):

diy =  y"dx\

SSL Интегральное исчисление

1. Если dy — f (х) йх, то

y = [ f ( x )  dx

(неопределенный интеграл).
2. Основные свойства неопределенного интеграла:

а) d Ц f (х) dx =  f (х) dx, ^  f (х) dx j =  f (х);

б) | dF (х) =  F (х) + С; в) | Af (х) dx «= А | f (х) dx (А ф  0);

г) I  [f (х) +  g ( x ) ~  h (х)] d x = ^ f  (х) dx +  | g (x) dx — | h (x) dx.

Таблица простейших неопределенных интегралов см. гл. X III, § 3.
3. ОЩ&вные методы интегрирования.
а) Метод разложения:

f (х) dx =  | ft (х) dx -¡- | /2 (x) dx,

где f (x) ~  h (x) + Ь  (х) ■ ...
б) Метод подстановки: если х =  <р(0> то

 ̂ / (х) dx =  J / (ф (0) ф' (if) dt.

в) Метод интегрирования по частям:

^ udv — uv — | о dti.

4. Формула Ньютона — Лейбница-, если }(х) непрерывна и F' (x)— j(x}, то 

ь
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^ f (х) dx — F (b) — F (а).

6. Определенный интеграл как предел интегральной суммы: 

Ъ п-1

f (х) dx =  lim 'S f (x,\ hx-,
J max! \x, |->0 /-< '  u  1
a I П

где xi es \x., хм ] и &x. =  x . , ,  -  xv



в. Основные свойства определенного интеграла (рассматриваемый функции 
непрерывны):

Ъ Ь а Ь
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а) (ж) йх— ^ !  (О <И\ б) \ / (х) <1х — 0; в) | / (х) йх =  — С / (х) с1щ

а а а а Ь

с Ь Ь Ь Ь

г) | / (х) йх +  | / (X) йх =  | / (■*) йх: д) \ Л/ (л:) йх =  Л | / (ж) ^

а с а  а а
& ъ ь ь

е) | и (х) +  §  (ж) — /г (х)\ е1х = ^ !  (ж) йх +  | #.(*) йх— ^ к  (х) йх-, 

а а а а

х Ъ

ж, ^ , ( 0  < «--№ > . 
а  гс

7. Теорема о среднем: если / (х) непрерывна на [а, 6], то

?
| / (х) йх =  (Ь — а ) !  (с), 

а

где а <  с <  6.
8. Формула интегрирования по частям в определенном интеграле'.,

ь ь

| и (х) V' (ж) йх =  и (х) V (х) |ц — | а (х) и' (х) (I (1Хь
' ' ' ' ' ' * ' !«■ ? ' * *

а

9. Формула замены переменной в определенном интегрален

ь а

| ! (х) а х = ^  (ф (0) ф' №  ли

где а — ф (а) и Ь — ф(Р).
10. Формула трапеций:

ь

а

£ь , |, /

где А =  — ——, ха =  а и хп — Ь ,у ~  / (ж), г/; =  ? (ж0 +  ¿А) (г —  0, 1, 2, . . » ,  и).

11. Формула Симпсона 

ь

| у йх =  ■— | у (а) +  4|/ +  у (6)^,

а
|

где /г (6 — я).
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12. Несобственный интеграл: 

4-00

13. Площадь криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной линией 
у =  ¡(х) (Цх) 0), осью 0% и двумя вертикалями х — а и х =  Ь (а <  Ь):

!4. Площадь сектора, ограниченного непрерывной линией р =  /(ф) (р и ф — 
полярные координаты) и двумя лучами ф =  а  и ф =  р (а  <  В):

р2 йц>.

15. Длина дуги гладкой кривой у-~Цх) в прямоугольных координатах х 
и у от точки х =  а до точки х =  Ь (а <  Ь):

ъ _ _ _____

I =   ̂V* + у '2 с£х.

а

16. Длина дуги гладкой кривой р =  ¡(ц>) в полярных координатах р я у 
от точки ф =  а  до точки ф — (а  <  Р ):

17. Длина дуги гладкой кривой х — ф(/), ¿< == -ф (#), заданной параметриче
ски (/„ <  Г):

т

¿0

18, Объем тела с известным поперечным сечением 5'(л;):;

ь

V =  | 5 (х) йх. 

а

10. Объем тела вращения:
Ъ

а) вокруг оси Ох: Vх — п  ̂ уг йх (а <  Ь);

а

й

б) вокруг оси Оу: Уу — я  ^ х2 йу (с <  й).
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20. Работа переменнной силы F =  F(x) на участке [а, b]:

b

А ■■

IV. Комплексные числа, определители и системы уравнений

1. Комплексное число г =  х +  iy, где х — Re г, у =  Im  г — действительные 
числа и г'2 =  — I. Модуль комплексного числа

| г | — У * 2 +  У2 ^  0.

Равенство комплексных чисел:

Z[ =  гг -<=► Re Zi =  Re z2 и Im  Zi =  Im  z2.

2. Сопряженное число для комплексного числа z — х -(- iy:

г — X — ly.

д. Арифметические действия над комплексными числами z¡ — x¡ + iiji и 

z2 =  Xz +  iy-¿-
a) z, ±  z 2 =  (xi ±  x2) +  i (</, ± y2); 6) z ,z 2 =  (xxx2 — y¡y2) + i (xty2 +  x2tj{)\

, Z1 Z¡Z2 (X lX2 + yly2)-\-i(X2y i — Xly2) / f\\
B) ---  asa----- -r = --------------- 5 5 --------------  {Z2 =?= U).

Z2 |Z2 |2 x¡ + y¡

В частности, ;

R e z = Y ( z +  á )> 1 m z  =  ^ r ( z —-г), |z|2 =  zz.

4. Тригонометрическая форма комплексного числа¡

z =  r (cos ф +  < sin ф),
где г =  |z| и ф =  A rgz.

5. Теоремы о модуле и аргументе:

а) I Zi +  z2 ! <  | Z[ | +  | z2 1; 6) | z ,z 2 1 =  | z i 11 z2 1, Arg z ,z 2 =  Arg z, +  Arg z2; 

Zl
в)

z2
p - L , Arg —  =  Arg z, — Arg z2 (z2 Ф  0);
I z2 z2

r) |'z«| =  |z|", A rg z" =  n A rgz (n — целое).
6. Корень из комплексного числа:

7— 7т— т /  arg z +  2Ы  , . . arg г + 2/ел 
V z  =  V I z I I cos— 2—^— -— - +  / sin

(fe =  0, 1, 2, . . . , п — 1).

7. Показательная форма комплексного числа:

z =  ге*.

где г =  ! z ! и ф =  Arg z.
8. Определитель второго порядка:

D =
ai b i 

а2 Ь2
--а\Ь2 — агЬ\.
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Рещеиие системы

«1*4- Ьху — си 
а2х + Ь2у =  с2

дается формулами

О
у — —£г  (правило Крамера),

где

£) = I а, Ь |
=5̂ О, О У

! «2 Ьг

10. Решения однородной системы

\ С \  *1|
! с2 б,|’

Й! С,

«2 £2

даются формулами

х' =  £М , у ■■
где

«¡ж + Ь\у + С\г — 0,
а2х +  Ь2у + с2г =  0

г —  (— с о  <  ? <  + о о ) ,

О, =

миноры матрицы

Ь\ с 1 
&2 Сг

£>2’
01 с 1
«2 С2

! «1 &)
I Й2 Ь2

0| Ь\ С1 
2̂ Ь2 2̂

15. Определитель третьего порядка:

а, & 1 С]
И — а2 Ь2 Сц 

оз Ьз Сз
— 01^1 + 61

где

Л, =
Ьг с2

В, =  —
02 с2 с, = 02 мЬз с3 03 Сз 03 Ьз 1

алгебраические дополнения соответствующих элементов определителя. 
12. Решение системы

01X4- ¿12/ + С(2 =  ¿1, 
о 2* +  ь2у + с2г — ¿ 2, 
аз* + 63г/ + Сз2 =  ¿з

дается формулами Крамера
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13. Решения однородной системы

a  ¡ X  +  b ¡ y  +  С\2 =  О 
а%х +  Ь2у +  сгг — О 

аъх +  Ьзу +  с8г =  О

если

a i b i с i 

D — аг Ьг с2 — О,

йз Ь% Сз

находятся из подсистемы (см. 10)

а\Х +  Ъ\у +  C\Z =  О, 

а2х +  Ь2у +  сгг =  0.I:}

V. Элементы векторной алгебры

1. Сумма векторов а, Ъ, с есть вектор в =  а +Ь +  с, являющийся замыкаю
щим векторной линии со звеньями а, Ь, с.

2. Разность векторов а и 6 есть вектор й — а — Ь =  а +  (—Ь), где —Ь есть 
вектор, противоположный вектору Ь.

3. Произведение вектора а на скаляр /г есть вектор 6 =  ка такой, что 
( ) =  |/г]а, где а =  \а\ и 6 =  ¡5], причем направление вектора Ь совпадает с 
направлением вектора а, если & >  0, и противоположно ему, если- А <  0.

4. Векторы о и & коллшеарны, если Ь — ка (^ — скаляр).
Векторы а, Ь, с компланарны, если с — 1га-\-1Ь (к, I — скаляры).
5. Скалярное произведение векторов а и Ь есть скаляр

6. Векторное произведение векторов а и b есть вектор

с =  а X  Ь,

где с JL в, с _L & и с — а& sin q> (ср = Z(a , &)), причем а, Ь, с — правая тройка. 
Если а =  {ах, ау, а*} и b — {Ьх, Ь„, Ьг}, то

где г, /, fe — единичные векторы (орты), направленные по соответствующим осям 
координат.

7. Смешанное произведение

abc =  (а X  Ь) - с

представляет собой объем (со знаком) параллелепипеда, построенного на век
торах а, Ь, с.

Если а — {cix, а.у, az}, b =  {Ь,, bz}, с =  {сх, су, сг}, то

е& =  ab cos ср,

где <р =  ¿  (а, Ь).
Векторы а и Ь ортогональны, если а'о — 0. 
Если а =  {ax, а», ег} и 6 =  {&х, Ь„, Ьг}, то

=  <2*6* 4- «А  + в-zb;

ах ау аг 

abc — bx by Ьг

Сх Су Cz
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1. Декартовы прямоугольные координаты точки М(х,у,г) пространства Оху г
есть

X =  гх, у — Гу, г =  гг,

где г — ОМ — радиус-вектор точки М.
2. Длина и направление вектора а — {ах, ау, а*} определяются формулами

VI. Аналитическая геометрия в пространстве

а =  I а | =  у \/а 2х + а \ + а%и =  | и  | =  у  их -г иу т  г 2

Clv

cosa =  - ~ , cos¡3 =  - ~ , c o s y  =  ~ - (cos2 a +  cos2 P +  cos2 у =  1),

где cos a, cos ¡3, cos у — направляющие косинусы вектора а.
3. Расстояние меокду двумя точками M i(x i,y i,z i) и М2(х2, у г, г%):

d =  | Aí,Af21 =  V (*2 — x¡)2 +  (у2 — у\

4. Уравнение плоскости с нормальным вектором N =  {А, В, С} ф  0, прохо
дящей через точку М0 (х0, у0, го), есть

N-(r — r0) =  0, (1)

где г — радиус-вектор текущей точки плоскости М{х, у, г) и г0 — радиус-вектор 
точки Мо-

В координатах уравнение (1) имеет вид

А(х — *0)+  В (у — у0)+  С {г — 20) =  О,
или

Ах +  By +  Cz +  D — 0, (2)

где D =  —Ахц — Вуо — Сга (общее уравнение плоскости).
б. Расстояние точки Mi{xi,yi,Zi) от плоскости (2) равно

^  _  | Ах i +  By¡ + Cz\ +  D I

Ул2 + В2 + С2

6. Векторное уравнение прямой линии в пространстве:

г = г 0+  (3)

где г =  \х, у. г) — текущий радиус-вектор прямой, г0 =  {х0, у0, — радиус- 
вектор фиксированной точки прямой, я =  {/га, п, р) Ф  0 — направляющий вектор 
прямой и / — параметр (— оо <  / <  +°°)-

В координатной форме уравнение прямой (3) имеет вид

X — Х0 у — у а г — г0

от. п р

7. Прямая линия как пересечение плоскостей задается уравнениями 

Ах +  Ву +  Сг + О ■■

А'х +  В'у + С'г + П

Направляющий вектор прямой (4) есть з — N X  М', где N — {А, В, С}, Ы '— 
=  {А', В', С'}.

8. Уравнение сферы, радиуса Н с центром (х<>, у0, 2о):

(х — Хц) 2 +  {У — Уо)2 +  (г — z0) 2 =  К2-
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9. Уравнение трехосного эллипсоида с полуосями а, 6 и с:

X” И̂ 2?
_  J-  J L  м  _  =  i .
а2 Ь2 ^  с2

10. Уравнение параболоида вращения вокруг оси Ог:

хг + у?- = 2рг.

VIL Дифференциальное исчисление функций нескольких переменных

1. Условие непрерывности функции г — / (х, у):

íim Д г =  lim [/ (х +  Ах, у +  Л у) — f (х, у)] =  0
Ах->0 Дх-»0
д«/-»о д г/-»о

или
Sim }(хи У\) =  f (х, у).

' xi->x
г/, -»у

Аналогично определяется непрерывность функции и — f (х, у, г).
2. Частные производные функции г — f (х, у) по переменным х и у:

дг _  f (х + Ах, у) — f (х, у) дг _  ]jm / (ж, у + А у) — / (х, у)

дх д^->о Ах ду Дг/—>о Ai/

3. Полный дифференциал функции z =  f(x,y) от независимых переменных' 
х И у:

дг , . дг . 
dz — rr— dx +  -rr— dy, 

дх ду J

где dx — Ах и dy — Ay.
Если и — Цх, у, г), то

ди , . ди . . ди , 
du — -г— dx +  -г— dy +-rr~dz.

дх ду дг

4. Малое приращение дифференцируемой функции

. дг . , дг .
Аг «  -гг— Ах +  -гг— А у. 

дх ду

5. Производная функции и =  f(x, у) по направлению I = { с о ра , cos ß} равна

ди ди , ди а
=  —- COS а г:— cos ß. 

dl дх бу

Аналогично, если и — f(x, у, г) и I =  {cos а, cos ß, cos у}, то

ди ди , ди а . ди
-тп- =  ~т~ cos а  +  -т~ cos Р +  “з— cos Y-dl дх ду 1 дг '

8. Точки экстремума (точнее — точки возможного экстремума) дифференци
руемой функции и =  f(x,y,z) определяются из уравнений:

\'х (х, у, z) =  0, / ' (х, у, г) =  0, /' (х, у, г) =  0.

7. Градиент скалярного поля и — f(x, у, г) есть вектор

, ( ди ди ди ) 
grad и — I W . Ж
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Отсюда

| grad « ! =  д / й г ) 2 +  С И ' ) 2 + ( i f ) 2’

8. Если Р(х,у)йх + (}(х,у)йу есть полный дифференциал с области £?, то 

дР дС)
Ту— Л

(признак полного дифференциала).

У Ш . Ряды

1. Основное определение:

оо N  .

\ ип — !|т "5 Ид,

5°
2. Необходимый признак сходимости ряда: если ряд ¿Г «я сходится, то

га=1
Ит «п =  0.

П - >  ОО

3. Геометрическая прогрессиях

ОО

У] ж/"-1 =  у^~-> если !<?!<!•
1»~!

4. Гармонический ряд

(расходится)'.

1 + у  + -~ + ...

5. Признак Даламбера. Пусть для ряда V  ип (ип >  0) существует
nsi

n~>oo ип

Тогда! а) если I <  1, то ряд сходится; б) если / >  1, то ряд расходится и
Ufi 0.

ОО оо

в. Абсолютная сходимость. Если ряд ]Р \ип \ сходится, то ряд ]Г также
(1=1 ?(=1

сходится (абсолютно).
7, Признак Лейбница. Если Vi ¡и Vz ^  Vs. ^  ^  0 и v„->-0 при я-*- оо, 

то знакочередующийся ряд
Oi — У2 + »8 — Vl + . . .

сходится,
8. Радиус сходимости степенного ряда

:::п/м'':! До + àiX +  ÛzX* +  V. .  .......

определяется по формуле

I =  lim
П —> со

если последняя имеет смысл.



ПРИЛОЖЕНИЯ 557

9. Ряд Маклорена:

f(x) =  f (0) +  f  (0) х +  * 2 +  . . .  +  +  . . .

10. Разлоокение в степенные ряды основных функций:

а) i —х =  1 + х + *2 + • • •+* ' *+ . . .  ( I •* I < 1);

у 2 у 2 у 4 . y/í
б) l n ( l + x )  =  x - ~ - + i - - ^ ~ - f  . . .  +  ( _ 1)»- ‘ J L .+  . . .

(-1 <  * < 1 ) ;

У 3 у 5 у 7 . у 2/1 1
в) a r c t g л; =  л ; ------+  - g  —  +  . . .  + ( — 1 ) л "  ( | * | < 1 ) *

Г) в * - 1  +  ж +  ^ .  +  ^ ! .+  . . .  + ~ +  . . .  ( | * | < + о о ) .

х3 л:5 х7 , ж2"- 1д) sin* =  X + (_ l )- . _ ^ r _ r+  ...

(I*  I <4- oo);
2 4 6 2/1

е) cos x =  1 — +  -íj +  . . .  +  (- l ) « J L _  +  . . .  ( | , | <  +  oo), 

Ж) (1 +  x)m =  1 +  mx +  m ([”  ~  1} x2 +  . . .

. . .  + " , ( и - 1ь ^ ( я - |)] x *+  . . .  ( U K 1 ) .

11. РяЗ Тейлора:

f" (a) Ы
f (x) ~  f (a) + f' (a) (x -  a) + - L ^L (x  -  a)* +  . . .  +  L-A5L (* _  e)" + . . .

12. Ряды в комплексной области:

ОО оо оо

У  («га +  tv,г) =  Е  ««  +  i X  
/1 =  1 /г=1 л=1

13. Абсолютная сходимость рядов с комплексными членами. Если ряд

°о оо

Е  k + ¿m  =  Е
/г =  1 /г =  1

оо

сходится, то ряд Е  (ип +  ivn) также сходится (абсолютно).
П —  1

14. Формулы Эйлера:

еи =  cos х -f- i sin х, e~ix =  cos x — i sin x.

15. Тригонометрический ряд Фурье кусочно гладкой функции f(x) периода 21 
имеет вид
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где
I

ап — у  | f (х) cos - y 'V- ¿ж (« =  0, 1 , 2 , . . . ) ,  

-г 

i

bn =  у  | f (-к) sin - у — dx (n — 1 , 2 , . . . )

-I

( к о э ф ф и ц и е н т ы  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  /(* )) ,
Для функции f(x) периода 2я получаем

/г=1
где

f (х) =  у -  +  ^  (ап cos ft* +  sin ft a:),

M  =  -L [ f {x) \ ™ nxdx (n — 0, 1,2, .. .) ,
J я  J I  sin rex

-Я

В точках разрыва функции f(x) сумма ряда (1) равна 

S ( * ) = y [ f  (х -  0) +  f (х +  0)j.

10. Если 2/-периодическая функция f(x) четная, то

пях
№ > ~ ^  + Х ап cos -

«=»1 
где

I

ad =  j - ^ f ( x )  cos -у— ¿я (« =  0, 1 , 2 , . . . ) .

о

Если 2/-периодическая функция ¡(х) нечетная, то

г / ч V4 , ■ ппх
f(x ) =  2' Ьп&т- I '

1
где

I

bn =  -f- | / (*) sin -у^-dtf ( r t=  l, 2, . . . ) .  

ó

IX. Дифференциальные уравнения

1. Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными 

Х(х)У(у)йх + Х 1(х)¥1(у)йу =  0

имеет общий интеграл

Г X (х) Г У, (у) Л4ш п
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Особые решения, не входящие в интеграл (1), определяются из уравнений

Xi(x) — 0 и У(у) =  0.

2. Однородное дифференциальное уравнение первого порядка

Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  0,

где Р(х, у) и Q (х, у )— однородные непрерывные функции одинаковой степени, 
решается с помощью подстановки

у =  их
(,и — новая функция).

3. Линейное дифференциальное уравнение первого порядка

а (х) у' + Ь(х)у + с(х) =  0 

может быть решено с помощью подстановки

у =  uv.

4. Интегрируемые случаи дифференциального уравнения второго порядка.!.
а) если

то общее решение

у =  | dx | f (х) dx + Ctx +  С2;

б) если

V"=Hy).
то общий интеграл

I ........ ........in __________ =  ±  (х +  С2);

a J 2 | f\y) dy + С\

в) если

то общий интеграл уравнения может быть найден из соотношения 

где у' р.
б. Случаи понижения порядка для дифференциального уравнения второго 

порядка:
а) если

у "  =  Цх,у'),

то, полагая у' — р, получим

р );

б) если

У" =  1 (У, У'),

то, полагая у' =  р, будем иметь

р р)•

6. Общее решение линейного однородного дифференциального уравнения 
второго порядка

«/" + /Ф)#' + <?(*)# =  о
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имеет вид

У —  С 1У1 +  Сгуг,

где у 1 и уг — линейные  н е з а в и с и м ы е  частные решения.
7, Общее решение- линейного неоднородного дифференциального уравнения 

второго порядка

У" + Р(х)у' + ч(х)у =  Цх)
. имеет вид

у =  у +  г,

где у — общее решение соответствующего однородного уравнения и г — частное 
решение данного неоднородного уравнения.

8. Т а б л и ц а  1

Общий вид решений однородного уравнения у" + ру'  +  ЧУ — 0 
(р и 9 постоянны) в зависимости от корней характеристического 
уравнения к2 +  рк +  <7 =  0

№
а/а

Характер корней к, и &г 
характеристического уравнения Вид общего решения,

I Корни 6| и /?2 действительные 
и различные

у =  С, ек,х + С2ек’х

И Корни равные:
=  к?

у =  (С, +  С2х) е*'*

III Корни комплексные:
к\ = а  + ф  
к2 == а — ф

// =  еах (С, соз Рх +  С2 sin Рх)

9. Т а б л и ц а  2
Характер частного решения г неоднородного уравнения
У" +  ру' +  ЧУ — / (х) (р и д1 постоянны) в зависимости от правой
части I(х)

№
п/п Правая часть f (х) Случаи Часто' решение

I / (х) =  аетх 
(а, т  постоянны)

1) т '1 + pm -¡- q¥=0 ,
2) т г +  рт  +  <7 =  0

г =
г =  Лхетх или

г =  Ах2етх

II f (х )=М  cos (йх+N sin ах 
(М, N, со постоянны;

со =7̂=0)

11 Р2 +  (<? — to2)2 0,
2) р =  0, q — а>2

г — A cos а х  +  В sin ах, 
г =  х (A cos юх-\-В sin их)

III f (х) — ах2 +  Ьх +  с 
(а, Ь, с постоянны)

1) q ф  0,
2) q — 0, рфО

z Ах2 Вх И™ С, 
z х (Ах2 +■ Sx -f С)

А, В, С — постоянные неопределенные коэффициенты,
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!. Криволинейный интеграл первого рода от непрерывной функции f (х, у), 
взятый по кусочно гладкой кривой К: х &=x(t), у — y(t) (i е  [а, f}]), равен

а ___ ________
| f {х, у) ds =  J f (х (0, у (0) V х ' 2 (0  +  г/'2 (О I dt |. (I)

К а

Если кривая К задана уравнением у — у(х) (а х ^  &), то

ь

 ̂ f {х, у) ds =   ̂ f (х, у (х)) V 1 +  У'2 (*) dx.

К а

Аналогично определяется криволинейный интеграл первого рода для случая 
пространственной кривой К.

Если f(x,y) есть линейная плотность линии К, то интеграл (1) представляет 
м а с с у  линии К-

2. Криволинейный интеграл второго рода от пары непрерывных функций 
Х(х,у), У(х, у), взятый по кусочно гладкому пути К: x =  x(t), у — y(t) 
( i s  [а, Э]), определяется формулой

Р

J X  (х, y)dx + Y (х, у) dy =  J [X (х (t), у (*)) х' (/) +  Y (х (/), у (*)) у' «)] dt. (2) 

К а
Если путь К задан уравнением у =  у(х) (х е [ а ,  &]), то

ъ

Ц X (х, y)dx + Y (х, у) dy ~   ̂ [X (х, у (х)) + Y(x, у (х)) у ' (х)] dx.

К а

Аналогично определяется криволинейный интеграл второго рода для про
странственной кривой К-

Физически интеграл (2) представляет собой работу переменной силы 
Р =  {Х(х,у), Y(x, у)} вдоль пути К.

3. Если выполнено условие

Х(х, y)dx +  Y(x, y)dy =  dU(x, у), 

то интеграл (2) не зависит от пути интегрирования К и

Jj X  (х, у) dx + Y (х, у) dy ~  U (х, у)

К
где (хи га)— начальная точка пути и (х2, y-i) — конечная точка пути.

Физически интеграл (3) представляет собой работу силы, имеющей потен
циал U(x,.y)..

Xi. Двойные и тройные интегралы

1. Двойным интегралом от функции f(x,y), распространенным на область 5,
называется число

п

у) dS =  J™0 Y j f (xv Уд ASr (!)
s i=i 

где (xf, in) e i Si (i =  1, 2.........n) и d — наибольший диаметр ячеек ASi.

X. Криволинейные интегралы

'*2' =  U (х„ уг) -  U (хlt 91), (3)
(Xь У\)
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Если f (х, у) ^  0, то геометрически интеграл (1) представляет собой объем 
прямого цилиндроида, построенного на основании S и ограниченного сверху по
верхностью z — f(x, у).

2. Если область интегрирования S стандартна относительно оси Оу и опре
деляется неравенствами a ^ x ^ b ,  yt (х) sg у ^  уг (х), где yi(x), уг(х) — йе- 
прерывные функции, то двойной интеграл в прямоугольных декартовых коор
динатах от непрерывной функции f(x, у) выражается формулой

Ъ у2 (х)

| \ f (X, у) dx dy =  | dx fj f (x, у) dy.

S a у \(x)

3. Двойной интеграл в полярных координатах ф и г, где

х =  г cos ф, г/=  г sin ф,
имеет вид

11 f (х, У) dS =  11 f (г cos ф, г sin ф) г dq> dr.

Если область интегрирования S определяется неравенствами о: Ф В, 
г»(ф) г 2 ((f), то

Р п(<р)

1| f (лг, у) dS =  ü d<f | rf (г cos ф, г sin ф) dr.

S а п  (<р)

4. Если р *= f (х, у) — поверхностная плотность пластинки S, то ее масса
есть

m =  р (х, у) dS=\\ р dx dy (2)

(физический смысл двойного интеграла). В частности, при р =  1 получаем фор
мулу площади пластинки

S = | |  d S = \ \ dx dy'

б. Статические моменты пластинки Б относительно координатных осей Ох и 
Оу выражаются интегралами

$х — 11 РУ dS, S¡¡ — 11 px dS,

где р =  Цх,у) — поверхностная плотность пластинки 5.
в. Координаты центра масс пластинки Б определяются формулами

^ и ^ X
Хо =  — у0 — ---, (3)

т я т

где т  — масса пластинки (см. (2)).
Для однородной пластинки в формулах (2) и (3) можно положить р =  1.
7. Моменты инерции пластинки 5 относительно координатных осей Ох и Оу 

выражаются интегралами

y*dS, ¡y ^ ^px^dS ,l x

s ' 's-

где p — p (x, у) —  поверхностная плотность пластинки.
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8. Тройным интегралом от функции f(x, у, г), распространенным на об
ласть V, называется число

П

У» *)dV “  Jí™0  ̂(*** **) AVV
V ¿=1

где (xt,yt,Zi)e AV¡ (i — 1, 2, . . . .  n) и d -- наибольший диаметр ячеек AV* 
Если f(x,y,z) есть плотность в .точке (х, у, г), то тройной интеграл (4) 

представляет собой массу, заполняющую объем V.
9. Объем тела V равен

V =  J  ^  dV =  ^  dy dz.

V V

10. Если область интегрирования V определяется неравенствами а ^  х sg b, 
У\ ( * Х  У <  У 2 (х) , « i ( j í , í ( ) < K  z2 (х, у) , где у i (х), z¡ (х, у) (i =  1, 2) — не
прерывные функции, то тройной интеграл в прямоугольных координатах от не
прерывной функции f(x,y,z) может быть вычислен по формуле

Ь Ун (х) z% (х , у)

| ^  / (*> У. z) dx dy dz — ^ dx | dy ^ f (x, y, z) dz.

V a y  i (x) zi  {x , y)

XII. Теория вероятностей

1. Под суммой двух событий А и В:

А +  В =  A U В,

понимается событие, которое имеет место тогда и только тогда, когда осуще
ствляется хотя бы одно из событий А и В.

2. Под произведением двух событий Л и Вs

АВ =  А Л В,

понимается событие, которое имеет место тогда и только тогда, когда происхо
дит как событие А, так и событие В.

3. Вероятность (в классическом смысле) события А

Р (А )= - %  ( 0 < Р ( Л ) < 1 )

—  отношение числа m благоприятных для события А равновозможных элемен
тарных исходов к числу п всех единственно возможных и равновозможных 
элементарных исходов.

4. Вероятность противоположного события:

Р(А) =  1 — Р(А).

б. Теорема сложения для двух несовместных событий А и В:<

Р(Л + В ) =  Р{А) +Р{В) .
В общем случае

Р(А +  В) ■= Р(А) +  Р(В) -Р (АВ ) ,

6. Теорема умножения вероятностей:

Р(АВ) — Р (А) Р д (В), 

где Рд (В) — соответствующая условная вероятность события В.
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Если события А к В независимы, то

Р(АВ) =  Р(А)-Р(В).

7. Формула полной вероятности:

р ( Л ) = £ р ( / / г)р (А),
г*» i

где Ни Н2, . . . ,  Я п — полная группа гипотез:

п
Н {Н =  0  при 1 ф ] ,  Т / > ( Ю =  1.

г=1 г=1

8. Формула Бейеса:

P (H¡)PH ^A)
p a (h í)-

Ъ Р (И, )Рв, (А)

(1— 1,2........ я), где Я ь  Нг, . . . ,  Я л — полная группа гипотез.
9. Основные формулы комбинаторики-, а) число размещений из п элементов 

по от:

Л"г =  Н (п — 1) . . .  [п — (от — 1)] =

б) число перестановок из я элементов: =  я!;

в) чясло сочетаний из я элементов по /и:

(я — от)! ’

я (я — 1) . . .  [я — (от — 1)] я!

"  от! /гг! (я — от) ! '

10. Формула бинома Ньютона:

(,? +  р)'г =  +  Clnqn~1p +  С|9" - V  +  ■. • +  Рп.

11. Биномиальный закон распределения: в условиях схемы Бернулли ве
роятность появления события А при я испытаниях точно от раз (0 ^  m ^  га) 
равна

где Р(А) =  р, Р(Л) =  <7 =  1 — р при однократном испытании.
12. Локальная формула Лапласа:

'\J2zmpq

(см. п. 11), где 0 <  р С  1, q =  1 — р, t — (npq)~ '/2 (m — яр).
13. Интегральная формула Лапласа:

P(m j <  яг <  от2) «  Ф 0(/гаг)~ Ф о (/т1),
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¡14. Формула Пуассона:

п т

т\ ’

где р. «= яр, причем вероятность р мала.
!5. Математическое ожидание дискретной случайной величины X =

п
=  {XI, х% Хп}, где р1 ==■ Р(Х  =■ XI) ( / = 1 , 2 , . . . , « ) ,  р* =  1, есть

г==1

щ х ) = | > л .
г=1

Основные свойства;:

1) М (С ) =  С;

2) , М(*+ У)= М(Х)+М(Ю;

3) М (1 -  У )=  М(Х)-М(У)\

4) М (С Х )=  СМ (Х);

5) М (Х К )=  М(Х)М(У)

\Х и У независимы).
28. Дисперсия дискретной случайной величины X:

О =* М{[X — М (X) р} =  М (А'2) — [М(X) р.

Основные свойства:
1) £>(<?) =  0;

2) В(Х  ±  ’/) =  0 (Х )+  0(У) (X и У независимы);

3) 0 ( С Х ) =  С20 (Х ) .

17. Для биномиального закона распределений числа появлений X события А 
при п испытаниях имеем:

1) Р(Х =  т ) =  С™рт ( т =  0, 1, 2, . . . ,  я), 

где р =  Р(Л ), ц — Р(Д);

2) М{Х)=  пр\

3) £>(Х)=ярд.

18. Для непрерывной случайной величины X имеем
а) функцию распределения

л

Ф  (х) — Р (— оо <  X <  х) =  \ ф (О

оо <  х <  + оо), где ф(л) *— плотность вероятности;
б) математическое ожидание

+ 00

М (X) =  ^ А'ф (ж) ¿х';
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в) дисперсию
+ оо

£>(*) =  ^ [х -  М (Я)]2 Ф (*) ¿х.

19. Для нормального закона распределения случайной величины X плотность 
вероятности имеет вид

<р(дс) = --1
о У2я

где х0 =  М (X), а — У£> (X).
В этом случае

Я (а <  х <  Ь) =  Ф 0 (-~ -  Ф 0 

где Ф 0(х) (см. п. 13) — стандартный интеграл вероятностей.
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=  х2 +  2х—3. 7. ф (x)]=22jc; i|> [<р (х)]=2х2. 8. f [/ (х)]=1 -  f {f [f (х)]}=х.

9. а) х =  б) х =  У 1 — г/3, х =  2 Arcsin у. 11. Xi =  — 1,88; х2 =  0,35;

х, =  1,53. 12.4,49. 13.1,8796:0,6928.

Глава V I5

1. а) — 3 < х < — 1; б) — о о < х < 0 , 6 <  х <  +  оо; в) 1/2 <  х <  1, 1 <  х <  1

г) —2 < х < — 1, 1 < х < 2 .  2. «0 ,4 % . 3. Две. 4. а) 0; б) 1; в) -1/2. 5. а) 1/6; 
б) 1/12. 6. 0. 7. 5. 8. 1/2. 9. cosa. 10. 2. I I .  lim X\— — c¡b\ lim x2 =  oo.

a-> 0 ß~>0

13. .1, 14. 0. 15. e~\ 16. e3. 17. e~2. 18. e~K 

Глава VII I

/i ir ТГ
1. Ax — 90; Аг/ =  1. 5. — 1, —2, - 3 .6 .  (я == 0, ±1, ±2, . . .) .

7. 0, 4=1, ±2, . . .  8. 3. 9. 1/4. 10. 2. 11. а) x =  0 — точка разрыва первого рода;
б) х =  1 — точка разрыва первого рода; в) х =  0 — точка разрыва второго 
рода.
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1. а) у' =  6л: — I; б) f'(x ) =  ~ 2/x3, / '  (1) = - 2 ,  f ' (-10) =  0,002. 2. у" =  

1 ' 2 • ! у ' = х - ~ .  4. у ' =  - ----.. б . у ' = 6 х 2 -2х .

Глава X

aJx л/х Зх^ух ’ х3 а +  b

6. у' =  (Зх + \)/2л/х. 7. (/' =  х2 cos ж +  2а: sin х. 8. у' — — 2jc/(1 +  х2}2.

9- У' =  ,0- =  17Гп1Т~0з~Г)2'- “ • »' =  sin 2*’ 12- “  2* cos Л

13. у' =  — — sinocos — , 14. у' — — — х2 sin — . 15. у' = —г-~~..... . 10. у‘ =
4 2 2 2 д/ l +  х2

=  —i — . 17. 18. у' =  — . 19. у' — —г— . 20. у ' =  пх“-1+
х\пх  v х  х  sin х

X

+  пх In ti. 21. у' — — 2хе~х\ 22. у' — — е 2 . 23. у' — —p l . ... 24. у' =. 2 V 4 - х 2 *
1 1 1 fi спя 2 х

, если |*| >  1. 25. у' =  - — -- . 28. у ' =  — . 27. i/ '=
| Jf | д/л:2 — 1 ’ ' хг +  1 sin3 2*

— —— . 28. и' =  —t = L = .  29. у' == V 1 — ж2- 30. у' = --- ---- . 31. у'
1+х2 д/i + л:2 1-х4

2'V ~V; . 32. у ' =  -  ~  33. а) г/' =  — ■Ц - ;  б) у' =  -3 . 34. a) у '
х ~ 2у х — у у — 1 ’ *■*

•c ig í; б) г/̂ . =  — eaí; в) у'х — — 1. 35. а) у" — (4х2 — 2) е=  _  А
а “ ' " л ш

б) у" =  — 4 sin 2х. 36. у" =  — 1/х2. 37. г/" =  (х2 — 4х +  2) 38. f (0) =  1, 
f ' (0) =  0, / "  (0) =  — 9. 39. a) у =  12х — 16; б) у =  л — х; в) х — 4у +  8 =.0.

40. -Í1Í- +  JM- =  1. 41. у =  (20 — *)• 42- а) У =  — х; б) 4х +  У — 36 =  0; 
а 2 62 5

в) 4* +  Зг/ == 0. 43. 40я м2/с. 44. я» 0,8 м/с. 45. =  а + ßi, / =  ß. 46. у =  
=  1 — cos t\ j  =  sin t.

Глава XI

3. (— oo, 2), (2, +  oo). 4. (— со, — 1), (— 1, 1), (1, +  oo). 5. (— со, 1),

(1, + 0°). 5.1. 5.2. In 4-, 5.3. -1. 5.4. — . 5.5.0. 5.8.0. 5 .7 .— .
о 2 3 л л

5.8. 2. 5.9. 1/2. 5.10. 1. 5.11. 1/е. 5.12. 1. 6. х =  а/2, у =  а2/4 (макс.). 7. х =  I, 
г/ =  1/3 (макс.); х =  3, у =  — 1 (миним.). 8. дс =  1, у =  ! (макс.); х =  — 1, у == 
==— 1 (миним.). 9. л = 1 /2 , у =_3/2 (макс.). 10. х =1 / 2 ,  у — 1/2е (макс.). 

1!. Стороны прямоугольника: ад/2 и ал]%! 2. 12. « V  2, Ь У 2 . 13. Высота ко
нуса равна 4а/3. 14. а/8, 2а/3, 2а/3. 15. х =  1/3, г/ =  2/27.

16. Область определения: — оо <  х < + о о ;  (¡m у =  +  lim г/ =
X-»— со Х-» + оо

— — оо. Функция нечетная. Точек разрыва нет. Точки пересечения с осями коор

динат: (— Уз, О) (0, 0) и (УЗ, 0). Точки экстремума: утщ — —2 при х =  — 1 и 
Утях =  2 при х =  1. Точка перегиба (0,0).

17. Область определения: — оо ■< х <  + о о ; Пт у =  lim у =  +  оо.
х-> — оо х->-Ъ-оо

Функция неотрицательная. Точек разрыва нет. Нули функции: ху 0 и х2 =  2. 
Точки экстремума: у =  0 при х =  0 и х =  2; г/max =  1 при х =  1. Точни

перегиба: ( l  -  ± )  и ( l  +  | ) .
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S8. Область определения: — оо <  х <  + 00; lim у — !im у — 1. Функ-
Х - » - о о  Х-+ +  СЯ

иня четная. Точек разрыва нет. Нуль функции х =  0. Точка экстремума ут1„ =  

-- 0 при х =  0. Точки перегиба (=F l/ У з ,  1/4)-
19. Область определения: — оо <  л: <  0 и 0 <  х <  -j-oo; lim у =  — с»,

X — оо

Itm у — — оо, lim г/ =  +  оо, lim у =  +  оо. Функция нечетная. Точка раз-
Х-»-0 Х->+0 х-»- + оо
рмва х =  0. Нулей нет; функция отрицательна при х <  0 и положительна при 
х >  0. Точки экстремума: утах — —2 при î  =  - 1  и утщ =  2 при я — 1. Точек 
перегиба нет; вогнутость вниз при * < 0  и вогнутость вверх при х >  0.

20. Область определения: — оо <  х <  — 1 и — 1 <  х <  +оо; Нш у =  1.
—оо

!im г/ =  +  оо, lim у =  — оо, lim г/ =  1. Точка разрыва х =  — 1.
# _  1 _ 0  л: —> — 1 -f- 0

Нуль функции х =  0. Точек экстремума нет; функция возрастает в промежутках 
{—оо, — 1) и (— 1, + °о). Точек перегиба нет; вогнутость вверх при х < — 1 и 
вогнутость вниз при X >  — 1.

2!. Область определения: —оо <  х <  —2, —2 <  л: <  2 и 2 <  х <. +оо; 

lim у =  0, lim у — — оо, lim г/ =  +  lim у =  +  оо, lim г/ =
* - > - о о  х-*-2-0 х-»-2+0 ж-»2-0 х->2+0

=  — оо, lim г/ =  0. Функция четная. Точки разрыва: xt =  —2 и л:2 =  2. Точка
j£-»+oo

экстремума утm =  2 при х =  0. Точек перегиба нет; вогнутость вниз при л: <  
<  —2 и * > 2 ;  вогнутость вверх при —2 <  х <  2.

22. Область определения: — оо <  я ^  1; . lim у — — оо, г/( 1 ) == 0. Точек
Х - > - о о

разрыва нет. Нули функции: Xi =  0 и х2 =  1; функция отрицательна при х <  0 
и положительна при х >  0. Точек разрыва нет. Точки экстремума утах =

— 2 V 3 /9 «  0,38 при х =  2/3 и ут\п =  0 (краевой) при дс =» 1. Точек перегиба 
нет; вогнутость вниз.

23. Область определения: 0 <  x ^  1; lim у — +  оо, у ( 1 ) = 0 .  Точка раз-
х -)-0

рыва х =  0. Нуль функции х =  1; функция неотрицательная. Функция убываю

щая'; краевой минимум у — 0 при х =  1. Точка перегиба (3/4, l/У з  ).
24. Функция периодическая с периодом 2я; у{0) =  г/(2я) =  1. Точек раз

рыва нет. Нули функции: xt =  Зя/4 и х2 =  7я/4. Точки экстремума:утах =  -у/~2 

при х =  я/4 и ÿmin =  —V 2 при х=5я/4 . Точки перегиба: (Зя/4, 0) и (7я/4, 0).
25. Область определения: 0 <  х <  +оо; lim у =  0 й lim г/ =  +  оо.

+0 -f-oo

Устранимая точка разрыва х =  0. Нуль функции х =  1; функция отрицательна 
при 0 <  х <  1 и положительна при 1 <  х <  +оо. Точка экстремума ут\п =  
== — 1/й «  —0,37 при л: =  1/е. Точек перегиба нет; вогнутость вверх.

У к а з а н и е .  С помощью правила Лопиталя доказывается, что при 
N -*■ rj-oo число N растет медленнее своего натурального логарифма, т. е.

ln N . 
lim —7j-  =  0.

JV-»- + °o Лг

Поэтому

- l n  —
X

lim у — lim x ln x — lim ---:--- =  0.
x->+0 x->+0 x->+0

X

28. Область определения: — оо <  x <  +oo; lim y =  — oo, lim y — 0.
x->-oo x-»-+oo

Точек разрыва нет. Нуль функции х =  0; функция отрицательна при х <  0 и 
положительна при х >  0. Точка экстремума ÿmai =  1/е «  0,37 при х — 1. Точ* 
ка перегиба (2, 2/е2), где 2/е2 «  0,27.
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У к а з а н и е .  Для нахождения предела Нт у можно воспользоваться
Х-Ц-оо

указанием к предыдущему примеру 25. А именно,

.. >• -х х 1п (ех)
Ьш у — !ип хе =  \т —%■ =  Нт --- -ц-1- =  0.

Х-»+оо *-»+<» Х-> + °о Х-»+оо

27. Область определения: ■—оо <  х <  +оо, Нт у =  — оо, Нт у —
Х-> —оо л; -> 4 - оо

=  -[-оо. Функция нечетная. Точек разрыва нет. Нуль функции лг =  0; функция 
отрицательна при х <  0 и положительна при хЬ>0.  Точек экстремума нет; 
функция возрастающая. Точка перегиба (0, 0); вогнутость вверх при х <  0 я 
вогнутость вниз при х >  0.

Глава X II

1 +  х2
1. йу =  6 ж dx. 2. dy — х cos х dx. 2. dy — -------- dx. 4. dy ■

x dx

dx
(1 - x 2)2 V i

5. dy =  — . 6. dy =  2xdx =  2 ( 2 - f + / 2) ( - l  + 2t)dt. 7. a) Ay =  4, rf*/ =  2;

6) At/ =  0,211, i/i/ =  0,2. 8. 30,301 M3; 30 M3 9. a) 0,983; 6) 0,495; в) 0,795.

10. Ay =  0,07. I t .  dy — — 2xe~yJ dx\ d9y — {Ax1 — 2) e~x! dx2-

Глава ХШ

l , . i l _ Ü £ l  +  * +  C. 2. ж - 2  ln \x I 
3 2

2x x
—  +  C; 4.

tr

In a2 In b2

. 2 (ab)x

In a/;

+  C.

+  C. 5.

12
$  x

СОБ Зх
5 V  л 

sin 5x

I
6. tg x — ctg x +  C. 7. — arcig—~  + C. 8.

V2 у  2 2 V6
— 1п

V2 + ж V3

+ c.

+ c.

9.
л/з

— arcs:

У2 -  х V3

!n ^  дс ~  ^  "Ь arcsin ж +  In (х +  У1 +  * 2) + С. 11. — х +

-4- tg л: +  С. 12. ~ ! п ( 1  +  х2)+ С . 13. + С. 14.

1 + *
■ ln 11 — х | +  С. 15. х — arctgх + С. 16. — In

+  )Л (1 +  х2) +  С. (8. j l n
2 +  х 
2 — х

+  С. 19. In

1 — х 
х — 3

— х +  С 17. х +

+  С. 20. ~  +
х — 2

cos 8х +  -jK c°s 6х +  С. 22. sin 2х + sin 8х-|-С.+  — ■ sin iOx + C. 21. — , ____  ____ ,
20 16 ' 1 2  ........  ' 4 ' 16

23. 1  (x -  1)^! +  4  (x -  l)S/i +  C. 24. 2 V i - 2  ln (l +  V * )  +  C. 25. — 1 ^ ,+ C  
5 3 л/1—x2

26. x -  In (1 +  2i>*) + C. 27. x arclg x -  ~  In ( l+ x 2) +  C. 28. -y- In x -  -j-+C.

29. — x cos x +  sin x + C 

82. (x2 -  2x

X  In

30. ( x -  l)e *  +  C. 31.

+  2)ex + C. 33. ~ ^ =  arctg ^ x  д / у  ^  +  C* 84. 

x д/б — У 2

In'x _  1

X X

1

xVö + V2

2 VlO

+ C. 

X

+ C. 35. -  arctg £ ± 1  + C. 36. — j L  arctg -^-±Д +  C.
2 2 V3 Va ■
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87. — -г ln
V5

2л; — 3 — VS

2л: -  3 +  V5
"j~ C. 38* “** in 

10
i ^ i |  +  C. 39. I n i £ ± ü l + C .
•* +  9 | (•*:' +  3)2

40. x — 2 In I л:2 +  4x +  б I +  3 arctg (x +  2) +  C. 4t. ^ ( 5 7 = 1 ?  +  C.
О

42. ~  V (*  +  l)3 — 4 V *  +  1 +  C. 43. arcsin ~ ĵ~ + C- ^4. in | x +  л/х2 —Tä | +  C. 

45. ln * +  4- +  V * 2 +  *  +C. 46. arcsin ~zr-+C. 47. ln | л:+2+Ух2+4л:+3 |+C. 
1 V2

48, — L cos4 x + C. 49. i- x  — sin 4x +  C. 50. — cos x +  cos3 x +  C.
4 o o'¿ о

3 1 í x I
51. -g- x +  - j sin 2л: +  —  sin 4л: +  С. 52. —  cos a — sin (2лг + a)+C. 53. tgx +

+  j  ig3 x +  C. 54. -  (x* +  2x +  2) e~* +  C. 55. (x2 +  3) e* +  C.

56. — X g ■ ■■■ cos 2л: +  -1 sin 2л: +  С. 57. e~2x (3 sin 3x — 2 cos 3x) +  C.

58. ~  +  x....áll  arctg x +  C. 59. x (In2 x — 2 In x +  2) +  C. 60. x arcsin x +

+ Y i — Xs + c.

Глава XIV

1. 2. 2. 0,2. 3. 1. 4. 4,5. 5. a) ey2; 6) e**. 6. 13/6. 7. а) - я ;  6) - e _1.

8, a) Я' 6) it,/2. 10. a) 1; б) 2я/3; в) 2я/3 У з .

Глава XV

3. 2. a2 In 2. 3. - i 4. я а2. 5. 1. 6. 2 — . 7. 5-1 8. 2 - - p V »  0,56.J О О ó 1Г1 ¿i
j Q | 1 Tf/1̂

9. 2 1 4 .  9,1. я а2. 10.17 4-. 11.— (*2 +  1) «  2,10. 11.1. 8a. 12. a2. 13.— .
о  о о  4 4

14. J L  v r + ^ s, 15. 8a, 16. -1 [ЛВ + aft +  (Л +  a) (В +  ft)]. 17. 4я/?3/3.
/72 О

18. 16я/15. 19. я 2/2. 20. 2я. 21. 64л./15. 22. я а2/г/2. 23. 2я. 24. 25 м; 2,5 м/с. 
25. 25 Дж, 26. 2q0l/n. 27. «  17 400 Дж. 28. 2а3/3.

Глава ХУ5

1. г == — 1  (l +  i У з ). 2. а) Вертикальная полоса; б) полуплоскость;

в) угол; г) внутренность единичного круга. 3. Отображенная область есть кри
волинейный треугольник, ограниченный кривыми: v2 =  4(1 — и), иг — 4(1 +  и), 
V .== 0 (w — и +  iv).

Глав?. XVII

1. а) 1; б) 1. 2. х=280; « /= —310. 3. 1) х =  t, у =  1 — t (—со <  t <  + оо) 
при а — 2; 2) решений нет при аф 2 .  4. *== (5—3a)/(25+ a), ¡/==16/(25+«), 
если а  ф  —25; при a  =  —25 прямые параллельны. 5. х — 391, у =  231, 
z =  6£ (— o o < í < + o o ) ;  х =  39, г/=  23, г =  6 при í = l .  6. а) 0; б) 12; 
в) 2х3. 7.: == — 1, Xz — 2. 8. D — 84, Dx =  14, £>¡, == —84, Dz =  70; x == 1/6, 

=  _ l , '  z =  5/6. 9. x — 171, y — 21, z — —71 (— oo <  t <  +co), 10. x — 0,
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у => 0, г =  0 при а  Ф  0; х — t, у =  — t, г =  —t (— оо <  t <  + 00) при а  — 0.
11. Xi =  55/127 «  0,4331, х2 =  —248/127 «  — 1,9528, х3 =  — 183/127 «  — 1,4403, 
х4 =й -70/127 «  -0,5512.

Глава X V III

1. « =  2; а — я/3, р =  2я/3, v =  я/4. 2. F — 10; а  =  я/2, Р =  Q, у — я/2. 

3 .3 /У 2 . 4.20. 5. S =  8-\/3; cosqp= l/7 , sincp =  y - y 3 . 6. Некомпланарны.

Глава XIX

1. Совокупность координатных плоскостей Oyz и Oxz; б) совокупность ко
ординатной плоскости Оху и биссекторной плоскости двугранного угла между 
координатными плоскостями О кг и Oyz; в) пара параллельных плоскостей 
у *= —2 и у =  1; г) параболический цилиндр; д) прямая, параллельная оси Ох;
е) координатная плоскость Oyz; ж) ось Oz; ,3) точка 0  (0, 0, 0). 2. /> =  4J

а  =  60°, р =  120°, у ='45°. 3. —  +  -|- =  1. 4. z •= 3. 5. «1,31. 8. 60°, 120°,

135°. 7. (0 ,-1/2 ,0 ); (-1/3, 0 ,-2/3); (0 ,-1/2 ,0 ). 8. х2 + у2 +  z2 — 4х + 
+  Ay — 2z =  0. 9. х =  R cos a  cos <p, у =  R cos a. sin cp, z =  ,R sin a. 10. a =  2,

fc =  V 2 , c =  2/л/з. 11. 3 Vs/2-, Уз". 12. У /  ?/ ~ £  sln *0 ^
— a sin i 0 a cos

Z ~ btg . _̂___ . v2 _1_ .,2 ~„ „2 „ _ „ 2 . 2arccos —/■........... ; x2 +  у2 =  а2, x =  a cos — ; г/ =  a sin —
V  a2 +  62 b b

Глава XX

1. а) Полоса | (/1 <  1; б) внешность круга х2 +  #2>  1; в) полуплоскость 
х +  // >  0. 2. а) Параллельные прямые; б) прямые, проходящие через начало 
координат, исключая это начало; в) гиперболы, оси которых совпадают с коор
динатными осями Ох и Оу; г) параболы с общей осью бу. 3. а) ¡Параллель
ные плоскости; б) круговые цилиндры с общей осью Ох. 4. а) Ли <=>

у (у с1х — х йу)
'■ 2 [(х — у) dx — (х +  i/) di/]; б) ¿ а  =

(х2 +  г/2)3/2

Б. -gj- =  2 cos а  — sin а; 2; l/V 2 ; — 1; —З/д/2; —2;

i grad гг (М0) | =  -\/б . 6. | grad гг (А) \ »  50,5 °С/км. 7. а)

д-и 1 <52гг х . <52гг <?2гг <32гг
' б ) —  0, - г- г  =  о,дхду у ’ ду‘ у2 ' дх2 ’ ду2 ’ dz2

д2и 2 у д2и 2х д2и — 1

дх dz z3 ' ду dz z3 ’ <5х2 (х +  у2)2 ’
дги- _ 2 (х — у2) д2гг 2 д2гг

¿>г/2 (х +  г/2)2 ’ дх2 9х^ /х 2 ’ дхду

9. 2,48̂  кг/м3 ±_0,26 кг/м3. х — у — z — -\jа . 12. Измерения параллелепипеда 

2в /У з , 2a/V3 , a /V 3. 13. Измерения параллелепипеда 2гУ2/3 , 2л д./2 /3, Л/3.
26

14. у — 198,77 — 5,06х. .15. х2 «  6 х ---18. min и =  0 — и (—0,6; —0,8);

т ах  гг == 10 =  « (0,6; 0,8).

Глава XXI

1." Расх. 2. Расх. 3. Сход. 4. Сход. 5. Расх. 6. Сход. 7. Сход. 8. Сход.
9. Расх. J0. Сход. 11. Сход. 12. Сход. 13. Сход. 14. Сход. 15. Расх.
16. Сход. 17. — 1 < х < 1 .  18. — оо <  х <  +  оо. 19. х =  0. 20. — 1 <  х <  3.

в) du =  -
2|«/|У*г/

1 1 1; З/Уй; 2

д2и 1 +  sin2 X

дх2 4 y s lñ 3x
6 ху Ö2M 1

г4 ’ дхду z2 ’
д2и 2У

дх ду ( i  4- // У  ’
д2и 2 г/

ду2 (t +  í/2)5 -
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, ах — \ х\х\ а ---- —-----(~  оо <  х <  +  ° ° )• 22. sin2 х •

2х2 23х* . 25Xs /— 1
"21----- 4Г- +  -61----••• (”  °° <  Х <  +  °°)' 23. л/х =  1 +  "g" (х I) '

1 (* -  I)2 +  тг - г -д- (Х-\)3+ . . .  ( 0 < х < 2 ) .  24. е~х‘— \ — х2 +  -Х"4

1*2 |j-«2 л

2-4 2-4-6 71 ' ^  ' * ‘ 2!
1 2х2

{— со <  х <  +  оо). 25. У к а з а м и  е. cos2 л: ===== — (i +  cos 2х); cos2 х =  Í -- - +
А 2\

03̂ 4 06v6 1
+ ~ ----- 6 Г +  ( - о о < х <  +  оо). 26. _ ^ . =  1 + 2 х +  Зх2 +  . . .

{— 1 <  х <  1). 27. - = ! = =  =  1 +  -  л2 +  X4 +  - i l i l i  *в +  . , .
•л/1 — * 2 2-4 2-4-6

Н < К  1). 28. а) 1,649; б) 0,309; в) 1,037. 29. 0,5450. 30. f (х) & х -  ~  +  ^ .

. х sin х sin 2х , sin Зх , _ , п я 2
83. a) -g- — — j---- — 2---- Ь — з— ~  . . .  ( - я < х < я ) ;  б) х2 =  -д--

, (  cos х cos 2х , cos 3-í
+  C°g2— — . . . ^  (— я < х < я ) .

’ V I 2 22 

Глава XXII

3. и — -г х2. 4. а) х2 +  У2 =  С; б) ху — С\ в) у =  С -+- 1п х; г) у — — 2 +  Се*; 
4

д) У =  -  1п ( с  -  е*). 5. а) у2 =  2х2 1п Сх; б) у =  xel+Cx. 6. у =  (х2 -  l) .

7, а) у =  +  Сх; б) х =  Се*' — (у2 +  2(/ +  2). 8. у == sin х. 9. х2 +  г/2 — С.

, ovm /  1 4Í/1600
m  у — е(* ^ . 11. Qf =  Q0 . í - l j  . 12. 100 г. 13. 0.(2) =  1,122; точное 

значение у (2) =  1 +  е~2 =  1,135. 14. у — С{ +  С2х — sin х. 15. у =  С\ sin (х +  С2).

18. y =  C i+  - . 17. j / =  1 +  , 18. а) у =  1 +  ■* +  ^  хг +

+ -1x4-  б) у — х +  jy  х* + ~ ~  х7 +  . . .  19. у ^ С , е х + С2е~2х:

20. у =  е~х (Ci eos х +  С2 sin х). 21. ^ =  e~*/2 ^С , cós х +  С2 sin ~Y~ x^.

12. у =  ех/2 (C¡ +  Сгх). 23. у =  2 eos х — sin х. 24. (/ =  -1 е2х +  С^е* +  Сге~к.

25. у — sin х +  С, eos 2х +  С2 sin 2х. 28. у — —■ х2 +  х +  +  С1е2х +

+ Cíeix. 27. у =  1 +  х — ех eos х. 28. х — C\e~pí^  eos ( j  A<J q — ^ — Ь С 2̂ , 

где q =  k jin , p =  k2/m и kít кг — коэффициенты пропорциональности.

Глава ХХШ

1. а) Зл /5/2 ; б) (2 л/2 -  l)/3; в) я ^ 5/4; г) а [(я +  4) V2 -  8]. 2 . 3  — ,

3. я  R. 4. х0 == 0, Уа — -~ R. 5. 1,42. 6. 1х =  ~ -а\  7. а) 16/15;

б) 2я; в) 2я. 8. —9/2. 9. а) —2; б) 0; в) 3/2; г) е2 — 1. 10. — 2яа&. 

И . Л =  | ( а 2 — 62). 52. 13. 1п | . 14.31-1.



I. а) 3/20; б) ( l - e - ' ) J; в) л/2. 2. а) 4(2 V2" — l)/l5; 6)2/5; в) 2я.
1 2х 2 Í 1 1

3. а) | dx | f (х, у) dy =  | dy | / (х, у) dx-, б) ^ dx | f (х, у) dy +

.0 0 0 у/2 0 0

2 2-Х  1 2-у  1 д/ i -Х}

+  |d x  | f (х, у) d y = ^ d y  | f  (x, у) dx\ в) | dx | f (x, у) dy =  

1 0  o o  o o

1 V b T 2 2 4 4 VF

=  | f (x, y) dx-, r) | dx ^ f (x, #) dy =  d</ | f (x, y) dx;

0 0 - 2  x* 0

2 «J'ix-x? | i+Ví-й2 i VF

д) ji dx | / (АГ, j/) dy =  \ dy | / (x, (/) dx. 4. a) ^ dy ^ f (x, y) dx;

0 -л/и-х* -1 1-VT^F 0 у
e in x  1 я -arcsln jr Зя/4 I

6) | dx ^ f(.x,y)dy ; в) ^ dy | f(x,y)dx.  5. a) | d«p | r4 sin ф cos2 q> dr;

1 0 0 arcsin у я/4 0 

erctg 0,5 2 sec (p Л./4 sin ф/cos2 ф

6) | d f  | r2 dr; в) I  dq> | rf [r (cos ф +  sin ф)] dr. 6. a) 1/3; 

— arctg0,5 0 0 0

6) 4/2!; в) 2 - V2  !n( l  +  V s ); r) 16/5. 7. а) 2я2; б) я/4. 8. а) 1/3;

б) (Зя — 4)/6; в) 88/105; г) 32/9; д) 2abcß. 9. I x =  l y =  ~ R \  Í0. хе =  О,

г,0 =  |-0. п . 1/48. Í2. 28/3.
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Глава XXIV

XXV

I. А + А  =  А, АА — А, А + С — А, АС =  А. 2. Р(А) =  1/6; Р(В) =  1/2 
Р(С) = 2 /3 . 3. 3*790. 4. а) 3/7; б) Í/2. 5. а) 80%; б) «9 7 % . в. а) 0992
б) 0,876; в) 0,008. 8. Р0 =  32/243; Р, =  80/243; Р2 =  80/243; Р3 =  40/243 
Р4 =  Ю/243; Р 5 =1/243. 9 . ^ 3 1 .  10. М =  1,31; D =  0,0049; а  =  0.07Í

12. Ф (х) =  0 при — оо <  х <  0; Ф  (х) = — х при 0 ^  х <  1; Ф  (х) =  х — ~

при 1 <  х ^  2; Ф ( х ) = 1  при 2 < х < + о о ;  М (X)— \̂-'t D (X)—
4 48

13. ф ( х ) = — ; М (* )  =  0; D ( X ) = ~ P ;  а (X) =  - ^ « 0 , 5 8 / .  15. «0,384. 
t 2/ 3 У З

16. Число стандартных пакетов должно быть примерно 9540.




