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SO‘ZBOSHI

Jnhon taiim tizimida matematika fanidan ma’lum bir soha
(xiisiisnn ijtimoiy gumanitar, igtisod sohalari) talabalari uchun maxsus
dii .lik, o‘quv goilanma yaratish yangilik emas. Bunday kitoblarning
o'liga xosligi quyidagilardan iborat:

bir tomondan matematika - MATEMATIKAIligicha qolib,
fundamental fan sifatida matematik tushunchalar, aksiomalar,
leoremalaming uzviy bogianishda mantigiy izchilligida gat’iy bayon
(litinishi zarur. Talabalarda mantiqiy, algoritmik, abstrakt fikrlashlaming
sintezi bo‘lgan - matematik fikrlashni shakllantirishga xizmat qilishi
kerak;

- ikkinchi tomondan muayyan sohaning talab va ehtiyojlaridan
kelib chigib, wuning o°‘ziga xos jihatlarini aks ettirishi lozim.
Talabalaming matematikani magsadli o‘rganishini ta’minlash bilan birga
o0‘zlashtirishini osonlashtirishi kerak.

Masalaning bu ikki tomoni maium mutanosiblikda shunday
uyg‘unlashuvi kerakki, natijada kurs maium sohaning muayyan
masalalarini yechishga retseptlar beruvchi darslik yoki talabalarda
«Matematika — fagat hisoblashlarni o rganadigan fan» degan
tushunchani hosil gilmasligi kerak. Mana shu tamoyildan kelib chigib,
matematikaga «tabiat hagidagi barcha bilimlarimizni sistemaga
soluvchi, tabiat va jamiyatdagi jarayonlarning matematik modellarini
o0 fganuvchifan», deya ta’rif berilgan.

Ushbu darslik maxsus igtisodchilar uchun yozilgan boiib, ko‘p
hollarda matematik tushunchalaming iqtisodiy talgini berildi va
igtisodiy mazmundagi masala, misollar keltirildi.

Darslikda analitik geometriya va chizigli algebra elementlari,
chizigli fazo elementlari, limitlar nazariyasi, bir va ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalaming differensial va integral hisobi, oddiy differensial
tenglamalar va qatorlar nazariyasi bayon gilingan.
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Darslikka mualliflaming Toshkent davlat igtisodiyot universtetida
«lqtisodchilar uchun matematika» fanidan o‘gigan ma’ruzalari asos qilib
olindi. Darslikning maium boiimlarini yaratishda o‘z yordamlarini,
maslahat va  fikr-mulohazalarini  bergan  «Oliy = matematika»
kafedrasining  professor-o‘gituvchilari ~ S.S. Isamuhamedov, D.S.
Asraqulova, A.R. G‘ulomovlarga 0‘z minnat-dorchiligimizni bildiramiz.

Mazkur kitob iqgtisodchilar uchun maxsus yozilgan dastlabki
0 ‘zbek tilidagi darslik boiganligi uchun kamchiliklardan xoli bo‘Imasa
kerak. Kamchiliklami bartaraf etish va kitobning sifatini yaxshilash
borasidagi fikr va mulohazalarini bildirgan kitobxonlarga mualliflar
oldindan o‘z minnatdorchiligini bildiradilar.



1. Tekislikda analitik geometriya
Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi

Agar tekislikda biror tartibda belgilangan o‘zaro perpendikulér
o'glar berilgan boiib, unda birlik masshtab aniglangan boisa, uholda
It-kislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan deyiladi.

0 ‘glaming kesishish nuqtasi koordinatalar boshi, o‘glaming o‘zi
esa koordinatalar o ‘gi deyiladi.

0]

Bunda Ox - abssissalar o‘gi, Oy - ordinatalar o‘qi deyiladi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi va ixtiyoriy nugta M
berilgan boisin. M nuqgtadan Ox va Oy o‘qglariga perpendikuldr to‘g‘ri
chiziglar o‘tkazamiz. Bu perpendikuldr to‘g‘ri chiziglaming
koordinatalar o‘qi bilan kesishish nugtalarini mos ravishda A va B
orgali belgilaymiz:

OA=x va OB=y sonlar M nugtaning bu sistemadagi koordinatalari
deyiladi va M(x;y) kabi belgilanadi.



Tekislikda analitik geometriyaning sodda masalalari.
Ikki nuqgta orasidagi nuqta
Tekislikda va M2(x2y2 huqgtalar berilgan boisin. Bu

nugtalardan koordinatalar o‘giga perpendikularlar o‘tkazamiz:

U holda \OB/=Xz, jO A"Xi, IMiCI=IAB/=X2-xi, IM2CI=/DEl=y2-yi.
Agar va M2(xzy2)nugtalar orasidagi masofani d orgali
belgilasak, u holda &MtMz dan \MIMI\=d =r{x1-xif+ (y2-yIf
WL,M2=d =yj(x2-xif +(y2-yrf (1)
(D-formuladagi M, (x,;") va M2(x2y2) nuqtalar orasidagi masofa

hisoblash formulasi deyiladi.

Masalan. Uchlari A(—7; 2); 5(5; —3); C(8; 1) nugtalarda boigan
ABC uchburchakning AB tomoni uzunligini toping.

Yechish: \AB\=7(-7-5)2+(2-(-3))2 =-JI44+25 = JI69 = 13.

Kesmani berilgan nisbatda boiish

Mi(xi;yi) va M2(x2;y2 nuqtalar berilgan boisin. MiM2 kesmani

a;ll nisbatda boiuvchi M(x;y) nugtaning koordinatalarini

aniglaymiz:



. . _in . . .
Maiumki, MM {BCR gokl x2-xL' Oxirgi munosabatni x ga

. . X+ . . y_tAy
nisbatan XeChlb, X=~ I’+A m Xuddi shu kabi y=~J}IA munosabat
aniglanadi.
X. + XX2 y +Ay
Demak, — 7 Y- M E (2

\MM
(2)-formula M1M2 kesmani } nisbatda boiuvchi M(x;y)

nugtaning koordinatalarini aniglash formulasidir.
/1-1 boisa, M nuqgta MiM2 kesmani teng ikkiga boiadi:

x=Xl+Xa-, v=ZI+xA
2 2

Masalan. Uchlari A(-7;9) va B(-4;-3) nugtalarda boigan kesmani
AC:CB=2 nisbatda boiuvchi C(x,y) nugtaning koordinatalarini toping.
. -7+2u-4 -15 9+ 2¢(-3
Yechish: -i =2, t2K ):— =5 7= +1+£~'):1'—

Demak, C(-5;1).
Uchburchakning yuzini hisoblash

A(xi;yi), B(xi;y2 va C(xj;yj) - nugtalar ABC uchburchakning
uchlari boisin:



Ma’lumki ”=\ ad}sinP="dB sACsm(a, -a2) = -*AB-AC(sina, cosa2-sina2cosa,).

Lekin AB sin ai=y2-yi, AC cos a2=xz-xi, AC sin ai=y3-yi. U holda
+SA=\ M(yi- Qi -*i)-  -y0(x2- *)]

Agar A(xi;yi) uchburchak uchi koordinatalar boshi bilan ustma-ust
tushsa, u holda + =-¢y2m3~JVxZ Bir to‘gri chizigda yotuvchi

uchta nuqgta uchburchak tashkil etmaydi: Sj=0.

Demak, (y2-yi)(x3-xi)-(y3-yi)(x2-xu)=0 uchta A(xi; yi), B(xz2; y2 va

C(xs;y9 nuqtaning bir to‘gri chizigda yotishi shartini ifodalar ekan.
Masalan. Uchlari A(-7; 2); B(5; - 3); C(8; 1) nugtalarda boigan

ABC uchburchakning yuzini toping.

Yechish: #SL=#.[(-3-2)(8-(-7))-(1-2)(5-2)] . 5~=36.

To‘g‘ri chizigning turli xil tenglamalari

Ta’rif. OXY dekart koordinatalari Kiritilgan tekislikda yotgan egri
chiziq tenglamasi deb, bu egri chizigda yotuvchi nuqtalar koordinatalari
xvayni bogiovchi tenglamaga aytiladi.

Umumiy holda egri chizig tenglamasi F(x,y)=0 Kko‘rinishda,
mumkin boigan hollarda y-f(x) yoki x=tp(y) oshkor ko‘rinishdagi



lengliklar orgali beriladi. Bu yerda F(x,y), f(x,y) va <p(y) funksiyalar egri
chizigni aniglovchi gonun-gqoidalami ifoda etadilar.

Endi berilgan A(xi,yi) va B(xi,y2 nugtalardan bir xil masofada
yotuvchi  nugtalaming geometrik o‘mini ifoda etuvchi tenglamani

topaylik.

K(x,y) nugta A va B nugqtalardan bir xil masofada yotsin, u holda
KA=j(x-xIf+(y-y12=yj(x-x2f +(y~y2)2=KB

X2 2XX |+ Xi2+y2-2yy | +yi2=X2~2XX2 +X22+Yy2-2yy 2 +y22(2x2-2X1 )X+

+(2y2-2yi)y+ (xi2+yi2X22-y22 =0.
Bu yerda, 2x2-2xi=a, 2y2~2yi=b, Xxi2+yiZx22y22=c belgilashlami
kiritsak, quyidagi tenglama hosil boiadi:
ax+by+c=0 Q)

bu tenglamada a,b,c lar o‘zgarmas sonlardir. (l)-tenglama to‘g‘ri
chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. Bu tenglamaning ayrim maxsus
hollarini garaymiz:

1) agar ¢=0 boisa, ax+by=0 yoki y =~}x, bx0, ya’ni to‘g‘ri chiziq
koordinata boshidan o ‘tadi;

2) agar b=0, a* 0 boisa, x =~~ =const>ya’ni to‘g‘ri chizig O Yo‘gQga
parallel boiadi;

3) agar a=0, b* 0 boisa, y =——C=const; ya’ni to‘g‘ri chizig OX

0‘gga parallel boiadi;



4) agar b=0 va c=0 boisa, x=(), ya’ni to‘g‘ri chiziqg OY o‘q bilan ustma-
ust tushadi;
5) agar b"O, a=0 va ¢=0 boisa, y=0 to‘g‘ri chiziq OX o‘qgi bilan ustma-
ust tushadi.

Agar (l)-tenglamada a"O, bf-0 va cfO boisa, quyidagini hosil

gilamiz  ax+by=-c + = ~-=m, -~6=n deb belgilasak

m n
To‘g‘ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasini hosil gilamiz,

bu yerda YW va VW berilgan to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlarining
kesishidan hosil boigan kesmalar uzunliklariga teng boiadi.

Agar (I)-tenglamada bfO boisa, uni quyidagi ko‘rinishga olib
kelish mumkin: ax+by+c=o=>y=——bx b bu yerda - b—=k,- b—=d deb
belgilash kiritib, y=kx+d koiinishdagi tenglamani hosil gilamiz. Bu
tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi deyiladi.
Tenglamadagi k koeffitsient to‘g‘ri chizigning OX o‘gi bilan musbat
yo‘nalish bo‘yicha hosil gilgan ¢ burchakning tangensiga teng, ya’ni
k=tg<p.

Endi A(xi,yi) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
topamiz, bunda burchak koeffitsienti k berilgan deb garaladi. To‘g‘ri
chizig tenglamasini y=kx+d ko‘rinishda izlaymiz, u holda yi=k mxi+d
tenglik o‘rinli boiadi, ikkala tenglikni hadma-had ayirib quyidagini
hosil gilamiz:

y-y, =k-(x-xJ) )

A(xi,yi) vaB(x2,y2 nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
topaylik. (2)-tenglamaga ko ‘ra, quyidagini hosil gilamiz:

y2~y\ =k-(x2-x1) yoki k= .

k ning giymatini (2)-tenglamaga qo6ysak?quyidagini hosil gilamiz:
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X2 Xj y2 A X2 X
Masalan 1. Mj(2, 0) va M20, 4) nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziqg tenglamasini tuzing.

X - X X i X —2 -0
Yechish: XXX Y formulaga kora -— - Yo
X2~x\" Y2~-WN 3-24-0
X—2_Yy
T~~ 4

Masalam 2. C(1; 1) nugtadan o‘tuvchi va koordinata burchagidan
yuzasi 2 kv. birlik boigan uchburchak ajratadigan to‘g‘ri chiziq

tenglamasini tuzing.
Yechish: lzlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini kesmalarga

nisbatan yozib olamiz. z—JBizl a va h ni topish kerak. To‘g‘ri chiziq
C(l; 1) nugtadan o‘tgani uchun uning koordinatalari bu to‘g‘ri chiziq
tenglamasini ganoatlantiradi:

il ]
a_JTJ7 —1 yoki a+b =ah.

Koordinata burchagidagi uchburchakning yuzi +S =-ab yOkKi

ab=x4. Shunday qilib, ikkita tenglamar sistemasini yechish kerak:
N o (a+b=4, Nofat+b = —4,
lab = 4; \ab = —4;
Bu sistemalami yechib:
\)b =A-a, a(4-a)=4, a2-4a +4=0; a, =2, \ =2.
2)b =-4—a, a(4+a)=4, a2+4a-4 =0, a3 =~2+2yi2. a2=-2 +2s12, h2=-2-2"2,
a3—2 —2n/2, b3—2+2V2.

Demak, masala shartini ganoatlantiruvchi uchta to‘g‘ri chiziq
mavjud:



Masalan 3. Ikki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish
xarajatlari P =100+4Q va P=200+30 funksiyalar bilan ifodalangan.
Bunda Q - yuz km lardagi masofa, P - pul birligidagi transport
xarajatlari. Qaysi masofadan boshlab ikkinchi yuk tashish mashinasida
birinchisiga gqaraganada yuk tashish arzonga tushadi.

[>=42+100

Yechish: |p_3g+200 tenélamalar sistemasini yechib to‘g‘ri
chiziglaming kesishish nugtasini topamiz  M(100; 500). Rasmdan
ko‘rinib turibdiki Op o°‘q bo‘yicha (xarajat narxi) qaralganda M
nugtadan yuqorida ikkinchi mashina uchun sarf-xarajat birinchi
mashinanikiga garaganada pastda joylashgan. Demak M(100; 500) dan
boshlab uning yuqori gismida ikkinchi mashina xarajatlari kam boiadi.

Masalan 4. Har oydagi o‘zgarmas xarajatlar 10000 pul birligi
(p.b.)ni, o‘zgaruvchi xarajatlar 30 p.b.ni, bir yillik mahsulot uchun
tushum 50 p.b.ni bilgan holda foyda funksiyasini tuzing va grafigini
chizing.

Yechish: x birlik mahsulot ishlab chigarish uchun jami xarajatlar C(x)
o‘zgarmas F va o‘zgaruvchi V xarajatlardan iboratdir. C(x)=F+V.
Umumiy daromad yoki tushum: R(x)=px. Bu yerda, p - bir yillik
mahsulot narxi x -sotilgan mahsulot miqgdori.

Sodda holda o‘zgaruvchan xarajatlar xishlab chigarish mahsulot

miqdoriga to‘g ‘ri proporsional.
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C=b+ax. y ®

Bu yerda, b- o‘zgarmas xarajatlami,
a- proporsionallik koeffitsienti bir birlik 10000 Jc(x)

mahsulot ishlab chigarish uchun sarflan- /1500

gan o°‘zgaruvchan xarajatlami ifodalaydi. R(x) X
Masala shartiga ko‘ra F=10000, V=30 &, C(x)=10000+30 m,
R(x)=50 &

Shunday qilib, foyda: P(x)=R(x)-C(x) P(x)=50x-30x-10000=20x-1000

x ning 500 dan kichik giymatlarida, ya’ni mahsulot hajmi 50 sh.b.
(shartli birlik) dan kam ishlab chigarilsa, ishlab chigarish zararli.

x =500 sh.b. hajmda foyda ham, zarar ham yo‘g. x ning 500 dan
katta qiymatlarida ishlab chigarish foydali.

To‘g‘ri chizigga doir asosiy masalalar.

To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak

y -k x +dx va y=kX+d2to‘g‘ri chiziglar berilgan boisin. Bu
to‘g‘ri chiziglar kesishish nuqtasi atrofida, birinchi to‘g‘ri chizigni soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda aylantirish natijasida to ikkinchi to‘g‘ri
chizig bilan ustma-ust tushguncha hosil boigan burchak <p ikki to‘g‘ri

chiziq orasidagi burchak deyiladi.



= = =— N -

P=H-P =1y 1+tg(p2mgepx 1+ kZi%x'
Agar ki=kz boisa, tgep=0, ya’ni =0 ekanligidan, to‘g‘ri
chiziglaming parallel ekanligi kelib chigadi va, aksincha, agar to‘g‘ri

chiziglar parallel, ya’ni €2 =gxboisa, tgcp=0 va, demak, ekanligi
kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri chiziglaming parallellik sharti, kz=Kki ekan.

Endi, agar to‘g‘ri chiziglar uchun <2- ~,ya’ni =" boisa, u

=N =tg\~ = = — i =-
holda (@2 2+1€i va g tg\2+<p,g\ ctgepx o o2 migtp, =-|

ekan, demak, agar ikki to‘g‘ri chiziq o‘zaro perpendikuldr boisa
k2-kx=-1 tenglik o‘rinli boiar ekan. Aksincha, agar k2-kx=-1 boisa, u

holda k2 =—r, a’ni =— — =-ctgcpx=tg{~+<p\ demak,
oy g2 - gep gl{J r;

z
$€¥-P\=—boiar ekan, ya’ni to‘g‘ri chiziglaming perpendikularlik sharti

k2-kx=-1 tenglik orqali berilar ekan.
To‘g‘ri chiziglar umumiy ko‘rinishda berilgan boisin:
ax +by +cx=0
ax +bzy +c2=0

U holda bu to‘g‘ri chiziglaming parallellik sharti w2 =E—2~ tenglik orgali

beriladi, ulaming perpendikularlik sharti esa ax-a2+bx-b2=0 tenglik
bilan ifodalanadi.
Agar garalayotgan to‘g‘ri chiziglar parallel boimasa,
\axx +by +cx=0
[a2x +by +c2=0
tenglamalar sistemasi yechimi shu to‘g‘ri chiziglaming kesishish
nugtasidan iborat boiadi.
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Nugtadan to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofa

lindi berilgan M(xo,yo) nugtadan ax+by+c=0 to‘g‘ri chiziqgacha
lio'lgiin  masofani topaylik. To‘g‘ri chiziq tenglamasini y=kx+d
ko'rinishga keltiramiz, k=-2,d =1, Berilgan M nuqgtadan o ‘tib y=kx+d

lo'l'/ri cliizigqa perpendikuldr boigan to‘g‘ri chizig tenglamasi quyidagi

U> iinishda boiadi: ¥Y~Y0=~\(x ~x0)- Quyidagi sistemani yechamiz,

iV, =kx, +d
1 =kxl+d-y0=— (jc, Hc0) => kxx-kyO+kd =-x, +x0=>
\Y\—YO=—'E(X\ - X0) k
, x0+krv0-kdv_/c* , x0+l_<y0-kd Vu—kX0+k2y0'—£2d +k2d +d__
1 k2+1 1 i 2+l &2+l
+k2y0+d
~ k2+1

Sistema yechimi O,,”) bilan aniglanuvchi B (xxyX nuqgta va m (x0,y0)
nugtalar orasidagi masofani topamiz:
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. &0+£20+ N
0-,-y.y J K o+1
y](x0+ky0- kd-k20-x0)2+(kx0O+k2y0+ d-k2y0- y0)2 _ yj(kxO+y0+d)\k2+1)
k2+1 ~ k2+1
a C
-TH-Yo-T Wn +by0+c\
ie+1 If aVv -Ja2+h2
T~b) +
Demak, Mfxo, yo) nuqtadan ax+by+c*O to‘g‘ri chiziggacha
bo‘lgan masofani rf deb belgilasak, ushbu
J= "0 - -+c\
mJa2 + b2
formulani hosil gilamiz.
Masalan. 3x+y-6=0 to‘g‘ri chizig va A(-3; 1), B(3; 3) nugtalar
orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang.
Yechish: A(-3; 1) va B(3; 3) nuqtalar orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi

o ) \=-bk+b \2h=A [
j.-ix+6bodsin,uholda|3_3t+4 » |6=2 3l=-

Demak,y = -3x+6 va y=-x+ 2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni
aniglaymiz. tg¢ = "3y > o= ekanligi kelib chigadi.

Talab va taklif qonuni
Iste’molchining bozordan sotib olmogchi bo‘lgan mahsulot

miqdori shu mahsulotning narxiga bogiig. Sotilgan mahsulot narxi va
miqdori orasidagi bog‘lanish talab funksiyasi yoki gonuni deyiladi.
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Ishlab chigaruvchi sotuvga chigargan mahsulot migdori ham shu
mahsulotning narxiga bog‘lig. Sotuvchi chigarilgan mahsulot narxi va
miqdori orasidagi munosabat taklif funksiyasi yoki gonuni deyiladi.

Eng sodda holda bu funksiyalar chiziglidir.
£>-talab gonuni;
s - taklif gonuni;
n-mahsulot migdori;
p - mahsulot 1 birligining narxi.

Agar ikki xil: px p2 narxlardagi maium mahsulot uchun sotuv
migdori: xt, x2 ma’lum boisa, shu mahsulotga boigan talabning
chizigli llinksiyasini tuzish mumkin:

PP By

Talab va taklif funksiyalarining egri chiziglari kesishgan (x0; yn)
nugta bozorning shu mahsulotga nisbatan muvozanat nuqtasi deyiladi.

Po bozorning muvozanat narxi, x0- bozorning muvozanat miqdori
deyiladi.

Agar talab funksiyasi p(x) maium boisa, umumiy daromad R=xp(x).

Ko‘p hollarda hukumat aholi maium mahsulotni imkonli narxlarda
olishi uchun shu mahsulotga t solig belgilaydi yoki shu mahsulotga S
subsidiya (subsidiya - ....) eion giladi.

Chizigli modellardan foydalanilganda, mahsulotaing bozordagi Pi
narxi shu mahsulotga boigan talabni aniqlasa, taklifni esa ishlab
chigaruvchi gabul gilgan. Ps narx aniglaydi. Bu narxlar o‘zaro quyidagi
munosabatda PT=Ps +t, pT=ps-S .

Bu yerda, t va S - bir birlik mahsulotga belgilangan solig va
(subsidiya-....).

400 % f5~



Demak, solig yoki (subsidiya - ...) Kiritilishi D talabni
o‘zgartirmaydi, lekin taklif fimksiyasi t birlik yugoriga (S) yoki S
birlik pastga (S') parallel siljiydi.

Ba’zan subsidiya o‘miga eng quyi narx miqdori kiritiladi. Bu holda
hukumat xs -x D migdordagi ortigcha mahsulotni sotib oladi.

Ba’zi soliglar, masalan QQS (qo‘shimcha giymat solig‘i) narxga
proporsional. Bu holda taklif fimksiyasining Ox o‘qgi bilan kesishish
nugtasi o‘zgarmasdan, uning Ox o‘qqga og‘ish burchagi o ‘zgaradi.

0 xD X

Masalan. Ma’lum mahsulotga boigan talab va taklif gonunlari
quyidagi munosabatlarda aniglansa: p =-2x+12, p =x+3.
a) bozoming muvozanat nugtasini aniglang;
b) 3 sh.b. soliq kiritilgandagi muvozanat nugtasini aniglang;
d) mahsulot hajmi 2 marta oshishi uchun ganday subsidiya e’lon
gilinishi kerak?
e) 20% li proporsional soliq Kiritilgandagi muvozanat nuqgtani va
hukumat daromadini aniglang;
f) hukumat mahsulot birligiga 7 sh.b.ga teng eng quyi narxni belgiladi.
Ortigcha mahsulotni sotib olish uchun gancha miqgdordagi pul birligi
kerak?

Yechish: a) bozorning M muvozanat nugtasini aniglaymiz:

X +b=—2x+\2
bx-9, X=3, p=6
Demak, bozoming muvozanat nuqtasi M(3; 6)
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b) agar t=3 miqdoridagi solig Kiritilgan bo‘lsa, u holda bozoming
muvozanat nuqgtasini topish uchun tenglamalar sistemasi quyidagi
ko‘rinishda boiadi:
D: pT=~2x+\2. S: ps=x+3. PT=ps+3.
Bozordagi pr narx va ishlab chigarishlaming ps narxlari orasidagi
munosabatdan foydalanib bozoming yangi muvozanat nuqtasi uchun

quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

Bu sistemani yechib, yangi muvozanat M'{2; 8) nugtani topamiz.
Demak, mahsulot birligi uni t=3 migdordagi soliq belgilansa, bozoming
muvozanat narxi 2 birlik ortib, muvozanat hajmi 1birlik kamayar ekan.

d) agar subsidiya tagdim etilgan boisa, u holda bozoming muvozanat
nuqtasini aniglash uchun tenglamalar sistemasi

D: pT=-2x+I2. S: ps=x+3. PT=ps-S.

Masala shartiga ko‘ra yangi sotuv hajmi 3+2=5 birlikka teng.
Sistemadax=5 ni qo‘yib: pT- 2, ps=5. s =ps-pt=5-2 =3,

e) agar soliq 20% ni tashkil gilsa, u holda bozor narxi 120% ni tashkil
etib, bundan 100% ni mahsulot yetkazuvchilar, 20% ni davlat oladi.
Demak, mahsulot yetkazuvchilar quyidagicha migdorda olishadi:

Talab funksiyasi o'zgarmasdan qoladi, taklif funksiyasi o‘miga

Ps :gPT munosabat olinadi:
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pT=-2x+\2

5 .
T=x+i

6"

Bu sistemani ochib, m* yangi muvozanat nuqtani topamiz:

Ko‘rinib turibdiki, davlatning R daromadi
shtrixlangan to‘rtburchakning yuziga teng
miqdorga boiadi.

f)  agar mahsulot eng quyi narxda belgilangan bo‘lsa, talab va taklif
tenglamalaridan talab va taklif hajmlarini aniglash mumkin. Ulaming
orasidagi farg davlat tomonidan qoplanadi. Demak, masala shartiga
ko‘ra /5=7, uholda

D

12-72=12-7=25
2 2
Hukumatning xarajatlari esa (xs -x p)%p = (4—2.5)-7=10.5.

Xs=p-—=3=7-3=4, xP=

Koordinatalarni almashtirish
Qutb koordiiaatalari

Qutb koordinatalar sistemasi berilgan, agar tekislikda biror O
nugta - qutb boshi, shu nugtadan o‘tuvchi OA to‘g‘ri chiziq - qutb
o‘qi va masshtab birligi berilgan bo‘lsa. Qutb koordinatalar
sistemasidagi M nuqtaning vaziyatini qutb boshidan shu nuqtagacha
boigan masofa r=\OM\ qutb radiusi va qutb radiusi bilan qutb o‘qi

tashkil etgan burchak & qutb burchagi bir giymatni aniglaydi. Qutb
0‘giga nisbatan soat strelkasiga teskari yo‘nalishdagi burchak musbat,



soat strelkasi bo‘yicha burchak - manfiy burchak deyiladi. Qutb
burchagi bir~biridan 2nn ga farq qiluvchi cheksiz ko‘p burchaklar
gabul qgiladi. Q<(p<2n shartni ganoatlantiruvchi burchakka bosh
qutb burchagi deyiladi.

M(r;<p) yozuvi rva (pqutb koordinatali M nuqgtani anglatadi.

Oxy dekart sistemaning boshini O qutb sistemasining boshi
bilan ustma-ust tushadigan va qutb o‘qgini abssissalar o‘gining musbat
yo‘nalishi bilan ustma-ust tushadigan qilib joylashtiramiz.

M nuqta dekat sistemada x va y koordinatalarga, qutb
sistemasida esa r va @ koordinatalarga ega boisin. U holda M
nugtaning dekart va qutb sistemalaridagi koordinatalari quyidagicha
munosabatda boiadi.

X=rcoscp ,y-smip qutb sistemasidan dekart sistemaga o ‘tish formulasi,

r=yjx2+y2, cos(p=r—,s\n<p=r—,tg(p=y—,0<(p<27i, 0<r<+00 dekart

Sistema-dan qutb sistemasiga o°‘tish formulasi.

Masalan. A(-1; -JI) nugtaning qutb koordinatalarini aniglang.
Yechish: x=-I, 3. r=j{-+ =2. A(-1;, Js) nuqta
koordinatalar sistemasining ikkinchi choragida yotgani uchun

1 2n 5te]
SV=-Tr 2;T j.
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Koordinata o‘glarini parallel ko‘chirish

Ikkita dekart koordinatalar sistemasida bir xil ismli o‘glar
parallel, bir xil yo‘nalgan va o‘glaming har birida bir xil masshtab
birligi aniglangan boisin. «Yangi» koordinatalar sistemas! «eski»sini
parallel  ko'chirishdan hosil  gilingan  boiib, (x0;y0) vyangi
koordinatalar sistemasining eski sistemaga nisbatan koordinatalari
bo‘lsin. U holda, quyidagi chizmaga ko‘ra:

Y mayo ()
(N-tenglikdan koordinatalarni almashtirishning o‘glarni  parallel
ko‘chirish formulasi hosil boiadi.

Koordinata o‘qlarini burish

Tekislikda umumiy koordinata boshi O nugta boigan Oxy (eski)
koordinatalar sistemasi va bu sistemani a burchakka burishdan hosil
gilingan Oxy (yangi) koordinatalar sistemasi berilgan  boisin.
Tekislikdagi ixtiyoriy M nuqtaning eski koordinatalarini yangi
koordinatalari orqali ifodalovchi formulani keltirib chigaramiz:
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Bu holda, yuqoridagi chizmaga ko‘ra OC=0D-AB, CM=BD+MA
boiganida o‘qglarni burish formulalarini hosil gilamiz:
{ X = X'Ccos oc—y'sin ex
y =x'sin O'+y'COScc A

Ikkinchi tartibli egri chiziglar: aylana, ellips, giperbola,
parabola va ularning kanonik tenglamasini hosil qilish

Ta’rif. Tekislikda berilgan M (x0y0) nuqtadan bir xil R masofada
yotuvchi barcha nuqtalarning geometrik o‘mi aylana deyiladi. Berilgan
M (xoy<) nugta aylana markazi, R masofa esa aylana radiusi deb ataladi.

Markazi M (x0,y0) nugtada va radiusi R ga teng boigan aylana
tenglamasini keltirib chigaraylik. B(x,y) nuqta aylanada yotuvchi nuqta
boisin. U holda, ta’rifga ko‘ra aylana tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
boiadi:

MB =" (x-x0f +(y-yOf =R yoki (x-x0f +(y-y0)2=R2 (D)
(I)-tenglamada sodda almashtirishlarni bajarsak, aylana tenglamasini
X2+y2+mx+ny+p =0 (2)
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ko‘rinishga olib kelish mumkin. (2)-ko‘rinishdagi tenglamadan (1)-
ko‘rinishdagi tenglamaga o ‘tishi uchun (2) da toiiq kvadratlami ajratish
kerak boiadi, u holda m2+n2-4p >0 shart asosida

tenglamani hosil gilamiz.

Masalan. Quyidagi tenglama bilan berilgan aylana markazining
koordinatalari va radiusini toping: x2+y2-8x+6y-1\ =0.

Yechish: Hadlami  guruhlab, toia  kvadrat ajratamiz:
x2 8x+16 16+y2+6y+9 9 11=0 yoki (x-4)2+(y +3)2=36.
Bundan aylana markazi C(4; -3) va radiusi R = 6 ekanligi kelib
chigadi.

Masalan. A(-4; 1), B(2; 7), C(8; 1) nugtalardan o‘tuvchi aylana
tenglamasini tuzing.

Yechish: (I)-formulaga ko‘ra va A, B, C nuqtalar aylanada
yotganligi  uchun  ulaming  koordinatalari  bu (N-tenglikni
ganoatlantiradi:

(-4-x0)2+(l-yof =R2
(2-x0f+ {7-y0f =R2
(S-x0f+ (1-y0)2=R2

Birinchi tenglamadan ikkinchisini, keyin uchinchisini ayirib
(mustaqil) xo=2, yo=\, keyin esa bu sonlami bironta tenglamaga qo‘yib
R=6 ekanligini topamiz. Demak, aylananing umumiy tenglamasi (x-2)2
+(y-1)2= 36 boiadi.

Ta’'rif. Ellips deb tekislikda berilgan ikki nugtagacha boigan
masofalar yigindisi deb avvaldan berilgan o0‘zgarmas songa teng
boigan barcha nugtalarning geometrik o‘miga aytiladi.

Ta’rifdagi ikki nuqta ellipsining fokuslari deyilib, berilgan
o‘zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan katta boiishi kerak. Endi
ta’rifdan foydalanib ellips tenglamasini hosil gilaylik. Soddalik uchun

ellips fokuslari OX o‘gda, koordinata boshiga nisbatan simmetrik
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joylashgan deb olamiz. Ya’ni Fi va F2 lar ellipis fokuslari boisa, ular

0) va F2c.0) (c >0) ko‘rinishda deb olamiz.

Agar ta’rifdagi o‘zgarmas sonni 2a(a>0) deb olsak, 2a>FIF2,
ya’ni 2a>2c yoki a>c shart o‘rinli boiishi kelib chigadi. Agar
M(x,y) nuqgta ellipsda yotsa, u holda, ta’rifga ko‘ra MF1+MF2=2a
tenglik o‘rinli boiishi kerak. Ya’ni
M +MF2=j(x+cf +y2+-J(x-c)2+y2=2a=>yj(x+cf +y2-2a-J(x-c)2+y2=>
=>(x+c)2+y2=4a2- 4a™(x-c)2+y2+(x- cf +y2=>4a”(x-c)2+y2=4a2- 4cx=>
=>a2[(x-c)2+y2]=(a2- cxf =>ax2-2aZx+ax2+ay2=ad4-2axx+cx2=>
=>2-C)X2+azy2=a2@2- c2) » » +» - =|

a a —C
a> ¢ boigani uchun a2-c2=b2 deya olamiz, u holda ellipsning ushbu
kanonik tenglamasini hosil gilamiz: X yo_ 1 3)
(3)-tenglama bilan berilgan ellips koordinata o‘glariga va koordinata
boshiga nisbatan simmetrik boiadi. a va b musbat sonlar deb qgaralib,
ular ellipsning yarim o‘qglari deyiladi. (3)-tenglamani keltirib chigarishda
a>b edi, shuning uchun uning fokuslari OX o‘gida joylashgan boiib,

fokuslar koordinata boshidan c=Va2- b2 masofada yotadi. E:e<l

nisbat ellipsning ekssentritsiteti deyiladi. Ellipsda yotgan M(X,y)
nugtadan fokuslargacha boigan masofalar fokal radius-vektorlar deb
nomlanib, ular quyidagi tenglik orqali topiladi: ry=a-sx, r2=a+sx.
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Agar (3)-tenglamada a <b boisa, ellips fokuslari OY o‘qdajoylashib,
c=4b2-a2, "= n=b-sy, r2=b+ey tengliklar o‘rinli boiadi.

Masalan 1. 9x2+25y2=225 ellips berilgan. Uning yarim o‘glari,
fokuslari koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktritsalari tenglamalarini
toping.

Yechish: 9x2+25y2=225 ellips tenglamasini kanonik ko‘rinishga

keltiramiz: E+}£=i. Bundan a=5, b=3vao‘qglaria>b boiganligidan

c2=a2-b2=16, c=x4. Fokuslari esa Fi=(4; 0) va F2=(-4; 0),

ekssentritsiteti  e=C _Je2-b2_4
a a 5

va direktritsalari tenglamalari esa

J=+- =#4-=+r ko‘rinishida boiadi.

5
Masalan 2. 0 ‘z harakati davomida x=9 to‘g‘ri chizigga nisbatan
A(l; 0) nugtaga uch marta yaqinrogq boigan nuqtalaming traektoriyasini
ifodalovchi chizig tenglamasini aniglang.
Yechish: \AM\=4(x-1)2+y2, Mi bilan A/nugtadan x=9

to‘g ‘ri chizigqa tushirilgan perpendikulaming asosi belgilangan. U holda

e

3-"M(x-If +y2=v(9-x)2. Tenglikning ikkala tomonini kavadratga
ko“tarib,
. X2 y2 . S
Sx2+9y2=72 yoki =+ c):1tenglaman| hosil gilamiz, bu yerda a=3;
b=
Ta’rif. Giperbola deb berilgan ikki nugtagacha boigan masofalar
ayirmasining moduli avvaldan berilgan o‘zgarmas songa teng boigan
barcha nugtalaming geometrik o‘miga aytiladi.
Ta’rifdagi ikki nuqta giperbolaning fokuslari deyilib, berilgan
o‘zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan kichik boiishi kerak.
Giperbola tenglamasini uning fokuslari OX o‘gida yotib, koordinata
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boshiga nisbatan simmetrik joylashgan hol uchun hosil qilaylik.
Giperbola fokuslari Fi,F2 nuqtalarda boisa, biror ¢> o son uchun ular
F,(-c,0) va F2(c,0) koordinatalarga ega boiadi. Agar giperbola
ta’rifidagi o‘zgarmas sonni 2a(a>o0) deb olsak, u holda 2a<FtF2, ya’ni
2a<2c, a<c boiishi kerak. Agar M(x,y) nuqta giperbolada yotsa,
ta’rifga ko‘ra WR~mf2=2a. Demak,

(MR- MF2)2=4a2=>Lj(x +cf+y2-Ax-cf+y2r =4a2=>(x+C)2+y 2-

- 2j((x +C)2+y2)[(x-C)2+y2)+(x-c)2+y2=4a2=>2"((x +C)2+y 2%x - C)2+y 2) =
=2{x2+y2)+2(c2-2a2)=> ((x+c)2+y2\(x-cY +y2)= (x2+/)+ (c2-2a2)2=>
=>(x2- c2)2+(x+cf +(x-cf)y2+ /= (x2+y2)2+2(x2+y2\c2-2a2)+{c2-2a2)2=
=>(-2¢2-2c2+4a2)x2+(2x2+2cz-2x2-2¢c2+4a2"2=(C2-2a2)2-c4=>

=>4(a2-c 2)x2+4ay 2=4ad4-4ax2=>(a2-c2)x2+azy2=a2(a2-c 2)=>"- + =

o<a<c boigani uchun c2-a2=b2 deya olamiz, natijada
giperbolaning quyidagi kanonik ko ‘rinishdagi tenglamasi hosil boiadi:

(4)-tenglama ko ‘rinishida berilgan giperbola koordinata o‘glari va
koordinata boshiga nisbatan simmetrik boiadi. a va b parametrlar
musbat son boiib, a haqgiqiy yarim o‘g, b mavhum yarim o‘q deb
nomlanadi. Giperbola OX o‘qni giperbola uchlari deb ataluvchi Ai(-a,0)

va A2(a,0) nuqtalarda kesib o‘tadi. c=\la2+b2son fokuslardan

koordinata boshigacha boigan masofaga teng boiadi. E=s >1 nishat

giperbola ekssentritsiteti deb nomlanadi. y =~x va y=~ax t0‘g‘ri

chiziglar giperbola asimptotalari deyiladi. Giperbolada yotuvchi M (x,y)

27



nugtadan fokuslargacha boigan masofalar fokal radius-vektorlar deb
atalib, quyidagicha topiladi: rx- \sx-a\, r2-\£x +a\.

Agar (4)-tenglamada a=b boisa, bunday giperbola teng tomonli
giperbola deyiladi, uning tenglamasi x2-y 2=a2, asimptotalari esa
ko‘rinishda boiadi.

4 -4 =1 va 4 -4

b 2 a b 2

0°‘zaro qo‘shma giperbolalar deyiladi.

Masalan 3. \6x2-9y2=144 giperbola berilgan. Uning yarim
o‘qini, fokuslari koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktritsasi va
asimptotalari tenglamasini toping.

Yechish: Berilgan giperbolaning kanonik ko‘rinishdagi tenglamasini

yozib olamiz: );2—\1/62:I:> a2=09, b2= 16=> o‘gqlari a = 3, b = 4.

c2=a2+b2=25 c=+5 va fokuslari T7 j(5; 0) va F 2(-5 Q
c 5
ekssentritsitseti e = =3 boiadi.
. . . b2 9 . . . b 4
Direktritsasi y :i?:ié, asimptotalari tenglamalari esa y =+ éx :J_ré

boiadi.
k2 v2 . . . .
Masalan 4. Tenglamasi A +g’ =1boigan ellips berilgan. Uchlari

ellipsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida boigan giperbola
tenglamasini tuzing.
Yechish: Masala shartiga ko‘ra ag=ce, cg=ae, ae=48, be=J5

shuning uchun ag=ce=48-5 =V3, bg=jcg-a2=V5.

Demak, izlanayotgan giperbola tenglamasi X2_ Y2 1 poiadi.

Ta’rif. Berilgan nugta va berilgan to‘g‘ri chizigdan teng masofada
yotuvchi barcha nuqtalaming geometrik o‘mi parabola deb aytiladi.
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Ta’rifdagi nuqta parabola fokusi, to‘g‘ri chizig uning direktritsasi
deyiladi. Parabola tenglamasini uning fokusi OX o‘qda, direktritsasi OY

0‘gga parallel boigan hoi uchun hosil gilaylik. Parabola fokusi £1~ 0
nugta, direktritsa tenglamasi esa x=  boisin (p>0). Agar M(x,y) nuqta

parabolada yotsa, u holda ta’rifga ko‘ra m+ =x+P tenglik o‘rinli boiishi

kerak, ya’ni

=>y2=2px
(5)-hosil boiadi. (5)-tenglama bilan ifodalanuvchi parabola OX o‘qga
nisbatan simmetrik boiib, OX o‘gni koordinata boshida kesib o°‘tadi, bu
nugta parabolaning uchi deb ataladi. Parabolaning M(x,y) nugtasi uchun

fokal radius-vektor r =x +~ ko‘rinishda boiadi. Ushbu x2=2py (6)

tenglama bilan berilgan parabola fokusi /; 0;f J nuqtada, direktritsasi
y =~ to‘g‘ri chizigdan iborat boiib, parabolaning M(x,y) nuqtasi

uchun fokal radius-vektor r =y +~ ko‘rinishda boiadi.
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Masalan 5. Uchi koordinata boshida boigan parabola A(2; 4)
nuqta orgali o‘tadi va Ox o°‘giga nisbatan simmetrik. Parabolaning
tenglamasi, fokuslari va direktritsasini toping.

Yechish: Parabola 0(0; 0) nugtadan o‘tgani Ox o‘giga simmetrik
boigani uchun uning tenglamasi y2=2/?x ko‘rinishda. A nugtaning
koordinatasini bu tenglamaga qo‘yib 42=2p-2, ya’ni p=4 ekanligini
topamiz. Demak, parabola tenglamasi y2 = 8x, uning direktritsasi esa x=
-2, fokusi F (2; 0).

Masalan 6. Berilgan F(2; 0) nugtadan va y=2 to‘g‘ri chiziqdan bir
xil uzoglikda joylashgan nugtalar geometrik o‘mining tenglamasini
tuzing.

Yechish: M(x, y) izlanayotgan chizigning ixtiyoriy nuqtasi boisin, u
holda wf\=ma yoki ~(x-If+y2=J3{y-2f . Bu yerda, A(x, 2), M
nuqtadan y=2 to‘g‘ri chiziqga o‘tkazilgan perpendikulaming kesishish
nugtasi. Bu tenglikning ikkala tomonini kavadratga ko‘tarib

X2-4x+4+y2=y2-4y+4 yoki y=-~x2+x parabola tenglamasini hosil
gilamiz.

m

Agar x va y o‘zgaruvchilar teskari proporsional, ya’ni y=—

tenglik orgali bog‘langan bo‘lsa, sistemasi OXY koordinatalar
bissektrisalarini, yangi koordinatalar O X'Y" sistemasi sifatida garasak,

bu tenglama (x'f - (y'f =m ko‘rinishga keladi, bundan esa asimptotalari
0



OXva OY o‘glardan iborat boigan teng tomonli giperbola ekanligi kelib
chigadi. Agar m >0 boisa giperbola | va Ill choraklarda, agar m<o
boisa Il va IV choraklardajoylashgan boiadi.
Endi kasr-chizigli fimksiyani garaylik:
ax+b
Yy =tx+d
Bu yerda, c*o va ad-be” 0 deb olinadi. Kasr-chizigli funksiya

grafigi asimptotalari *=-— va y =\ boigan teng tomonli giperbola

boiadi.
Ikkinchi tartibli chiziglar klassifikatsiyasi

Ta’rif. Berilgan dekart koordinatalariga nisbatan ikkinchi darajali
tenglamalar bilan aniglangan egri chiziq ikkinchi tartibli egri chiziqg
deyiladi.

Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda boiadi:

Ax2+2Bxy+Cy +2.Dx+IiLEy+F —0. 1)
Aylana, ellips, giperbola va paraboladan boshqa ikkinchi tartibli
Ax2+2Bxy +Cy2+2Dx+2Ey +F =0

tenglama bilan aniglanadigan egri chiziglar mavjudmi? Koef-
fitsientlaming giymatiga bogiiq ikkinchi tartibli Ax2+2Bxy +Cy2+
+2Dx+2Ey +F =0 tenglama umumiy holda aylanani, ellipsni,
giperbolani, parabolani, kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar juftini, parallel
to‘g‘ri chiziglar juftini, ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar juftini,
nuqgtani aniqlashi va hech ganday chizigni aniglamasligi ham
mumkin.

Nugtaning bir koordinatalar  sistemasidagi  koordinatalarini
bilgan holda uning ikkinchi sistemadagi koordinatalarini aniglash
muhim  hisoblanadi. Nugtaning bir koordinatalar sistemasidagi
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koordinatalarini  uning  ikkinchi sistemadagi koordinatalari orgali
ifodalovchi formulalar koordinatalami almashtirish formulalari deyiladi.

Koeffitsientlariiing berilgan giymatilaridagi Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+
+2Ey+F~0 tenglama qanday chizigni aniglashini bilish uchun
koordinatalar sistemasini  parallel  ko'chirish va burish kabi
almashtirishlar(jan foydalaniladi.

Tekislirjax vay «eski» koordinatalar sistemasiga nishatan x'way’
«yangi» koordinatalar sistemasi berilgan boisin. «Eski» va «yangi»
koordinatalar sistemasi orasidagi bogianishni topish muhimdir.

Koordinatalami almashtirish mavzusidan maiumKki

fx = x"H
\y =y +y0
bog lanish koordinatalar o‘glarini parallel ko‘ehirishni ifodalaydi.

Tekislikda mnumiy koordinata boshi o nuqta boigan Oxy
(eski) koordinatalar sistemasi va bu sistemani a burchakka burishdan
hosil gilingan Ox'y' (yangi) koordinatalar sistemasi berilgan boisin.
Tekislikdagi ixtiyoriy M nuqtaning eski koordinatalarini yangi
koordinatalari orqali ifodalovchi

{x = x'cosce —y'sina
y = x'sin @+ y'COSOi
bog lanish o‘giarnj burish formulalarini anglatadi.

Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasini kanonik
ko‘rinishga keltirish

Asosiy rtiasala - koordinata o‘glarini almashtirish yordamida
ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi (I)ni sodda
Ko rinishga keltjrib5ganday chizigni ifodalashini aniglashdir.

1 Koordinata o‘glarini parallel ko‘chirish yordamida ikkinchi
tartibli egri chizigning umumiy tenglamasini soddalashtirishga harakat
gilamiz. 0(0;0) koordinatalar boshini
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X -x +x0
Y-y +Y0 @
formulalar yordamida o'(x-,y) nuqtaga ko‘chiramiz:
A(X'+X0y+2B(x'+x0X /+ y0)+C(y'+yOy+2D(x" +x0)+2E(y' +y0) +F =0.
Qavslami ochib va o°‘xshash hadlami birlashtirib:
AX'2+2Bx'y+Cy'2+2x'(Ax0+By0+D)+2y'(Bx0+Cy0+E) +FX=0 3)
bunda F] = x0(Axn+By0+D) +y0(Bx0+ Cy0+E) +Dx0+Eyg+F.
x0va yOkoeffitsientlami shunday tanlaymizki, quyidagi munosabat
oiinli boisin:
fAx0+By0O+D=0
Bx0+ Cy0O+E =0
U holda (3)-tenglama quyidagicha ko‘rinishda boiadi:
AXx'2+2Bx'y' +Cy'2+ Fx=0, Fx=Dx0+Ey0+F. (5)
Demak, koordinata o‘glarini parallel ko‘chirishda (I)-umumiy
tenglama joriy koordinatalaming birinch  darajalari  gatnashgan
hadlaridan ozod boiadi.
(4)-sistemani yechishda quyidagi hollar boiishi mumkin:

1A A B =ac-b2*o. Bu holda sistema yagona

B C

(4)

BE-CD _ BD-AE
u AC—B1’ 7%=ac-B1

yechilmga ega boiib, O’(xa-y0) egri chizigning markazi, egri chiziq
esa markazga ega egri chiziq deyiladi. Aylana, ellips va giperbola
markazga ega ikkinchi tartibli egri chiziglardir.

Agarg>0 boisa, egri chizig yoki aylanani, yoki ellipsni, yoki
nugtani (aynigan ellips), yoki mavhum ellipsni (bu holda tenglama
hech ganday geometrik shaklini ifodalamaydi) ifodalaydi.

AgarA <0 boisa, egri chiziq yoki giperbolani, yoki aynigan
giperbolani (kesishuvchi egri chiziglar juftini) aniglaydi.



Kanonik tenglamada koordinatalar ko‘paytmasi gatnashmagani
uchun, (5)-tenglamadagi bu hadni koordinata o‘qglarini burish
yordamida bartaraf etamiz:

j X' =xcosa- ysina
y =xsina +ycosa
a burchakka burish formulasini (5)-tenglamaga qo'‘yib:
A +2Blxy+Ciy +Fj=0,
A, =Acos2a +2Bsinaesa +Csin2a,
bunda =(C-A)sinacosa+B(cos2a-sm 2a),
C, =Asin2a-2Bsinacosa +Ccos2a.

a burchakni shunday tanlaymizki, bunda Bi koeffitsient nolga
aylansin, ya’ni (C-A)sina)sin +B(cosZa-sin2) =0 (6)
yoki Btg2a-(C-A)tga-B =0 munosabat bajarilsin. Bu tenglamani
yechib burish burchagi aniglanadi.

Yangi koordinatalar sistemasida (N-tenglama kanonik
ko‘rinishni oladi:

Aix +Cjy +Fj =0 ()
0 ‘glami har ganday burishda ikkinchi darajali nomaiumlar
oldidagi A,B,C koeffitsientlar umumiy holda o‘zgarsa ham, AC-B2 ifoda
invariantdir (o‘zgarmaydi). (7)-tenglamada x'y ifoda yo‘qligi uchun,
ya’ni =0 boigani uchun AICI=AIC1-B,2)=AC-B2, Aj+C/=A+C
boiib, Ai va Ci koeffitsientlami koordinatalami almashtirmasdan
topish imkonini beradi.

Masalan.  5x~+8xy +5y2—Sx—8y+9 =0 tenglama bilan
berilgan egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring va
chizing.

Yechish: Tenglama koeffitsientlarini yozing:

A=5, B=4, C=5, D=-9, E=-9, F=0.

A=AC-B2=25-16 =9>0, u holda chizig ellipsni ifodalaydi.
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Chizig markazini aniglaymiz:

I5x0+4y0-9 =0 A A
[ij0+§ -9 :6, A=9>0, A1—9, Ay—9. x,-fn:lyo_i =1

' X=x"+I
Koordinatalar boshini 0'{11) nugtaga ko‘chirgamiz: ( +

Bu holda egri chizig tenglamasi 5x'2+8x'y'+5y'2-9 =0
ko‘rinishini oladi.
Koordinata o‘glarini a burchakka buramiz. Burish burchagi a ni
(6)-formula bo‘yicha 4tg2a-4 =0, tga =%1 tenglamadan aniglaymiz.
Yechim uchun tga =1,a =45° boigan holni qaraylik. Bu holda

koordinatalar oy y=X—‘f3V munosabat  bilan  bogianib,

tenglama 9x +y¢=9 yoki ~+ ~ = ellipsning  kanonik

tenglamasini hosil giladi.

B
2. A= C-AC—BZ—O Bunda quyidagi ikki hoi boiishi
mumkin:
a) (4)-sistema yechimga ega emas, egri chiziq markazga ega

emas. Bu holda egri chiziq tenglamasini soddalashtirishni koordinata
o‘glarini burishdan boshlash qulay boiadi va doim parabolaning
kanonik tenglamasi hosil bo‘ladi.
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b) (4)-sistema cheksiz ko'p yechimga ega. Bu holda egri chiziq
aynigan parabola (parallel to‘g‘ri chiziglar jufti yoki mavhum
nugta)ni ifodalaydi.

Masalan. 9x2- 24xy +16y2- 20x +110y- 50=0 tenglama bilan
berilgan egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring va
grafigini chizing.

Yechish: A=9, B=-12, C=16, D=-10, E=55, F=-50.
A=AC-B2=144-144 =0 demak, bu chiziq parabolani ifodalaydi va
shuning uchun soddalashtirishni  koordinatalar o‘qgini  burishdan
boshlash qulay boiadi. (6)-formulani berilgan tenglamaga qoilab va
x'y" had oldidagi koeffitsientni nolga tenglab quyidagiga ega
boiamiz: \2tg2a+ Itga-12 =0.

Bu tenglamani yechib: tgo.j =0,75 (sina, - 0,6; cosa, =0,8);

tga, -0,8;cosal =0,6).

x'2y'2x"y" noma’lumlar oldidagi koeffitsientlami hisoblab, yangi
sistemada berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:
[ 2-4]-2x"-2=0 (/-2)2-2(x +3)=0.
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2. Oliy algebra elementlari
Matritsalar va ular ustida amallar

Ta’rif. 0 ‘Ichamlari mxn bo‘lgan matritsa deb, satrlar soni m ga,
ustunlar soni n ga teng bo‘lgan, w-u ta sondan tashkil topgan to‘g‘ri
to‘rtburchak shaklidagi sonli jadvalga aytiladi.

Matritsalar lotin alifbosining katta harflari A,B,C va h.k.lar bilan
belgilanadi va matritsani tashkil etuvchi sonlar uning elementlari deb
atalib, matritsaning i satri vaj ustuni kesishmasida joylashgan elementi
au ko‘rinishida yoziladi. Matritsalar

y

A =
an a,n---a,, ma,

ko‘rinishda yoki gisqacha A=(at),i=\,m\j =\,n shaklda ham
ifodalanishi mumkin. Matritsalami ifodalashda | yoki [ belgilardan

ham foydalaniladi.
Birgina satrdan yoki birgina ustundan iborat matritsa vektor-satr
yoki vektor-ustun deb nomlanadi, ya’ni
rbn

A - (au,al2,",a]n) vektor-satr, B: vektor-ustun.

Matritsa o‘lchami (uxun) bo‘lsa, ya’ni satrlar soni ustunlar soniga
teng bo‘lsa, bunday matritsa n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning ati,i =l,n ko‘rinishdagi elementlari uning
diagonal elementlari deb atalib, ular matritsaning diagonalini tashkil
etadi deyiladi. Agar kvadrat matritsa uchun i*j boiganda atl=0
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boisa, bunday matritsa diagonal matritsa deyiladi. Agar diagonal
matritsada barcha i =1« lar uchun gj=1boisa, bunday matritsa birlik

matritsa deb ataladi va E bilan belgilanadi, ya’ni
il 0 o0-<0
0 00
00 10
00 0.

Agar matritsaning barcha elementlari, ya’ni istalgan i=\,n,j =\\m
uchun a9 - 0 boisa, u holda bunday matritsa 0 ko‘rinishda ifodalanadi
va nol-matritsa deyiladi.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallarni Kiritamiz.

Ta’rif. A=(cij) matritsaning X songa ko‘paytmasi deb shunday C

matritsa tushuniladiki, bunda C matritsa elementlari ctj ushbu cy = Aav

tenglik orgali aniglanadi.
Xususan istalgan A matritsa uchun 0+<A - 0 bo iadi.
Ta’rif. Bir xil mxn oichamli A=(aij) va B=(w) matritsalar

uchun ulaming yigindisi deb shunday mxn oichamli c =(cff
matritsaga aytiladiki, istalgan i=l,n va j =I,m lar uchun cjj element,
¢j =cij +bj tenglik orgali aniglanadi va matritsalar yigindisi A+B

shaklda belgilanadi, ya’ni C=A+B.

A matritsaning B matritsaga ko‘paytmasini aniglashda, A
matritsaning ustunlar soni B matritsaning satrlar soniga teng boiishi
talab etiladi. Ya’ni A=(au)mh B=(bj)nk boiishi kerak.

Ta’rif. A=(au)mn va B =(;/))nk matritsalar ko‘paytmasi deb,
oichami mxk boigan shunday C =(ci)mk matritsaga aytiladiki, uning
cij elementi

n
cij=S ais'b§> 1=I'm’j =1"k



tenglik orgali aniglanib, matritsalar ko‘paytmasi A-B ko‘rinishda
ifodalanadi, ya’ni C=A-B.

Yugorida Kiritilgan matritsalar ustidagi amallar uchun quyidagi
xossalar o‘rinli boiib, bu xossalarning isboti, ularga mos xossalarning
sonlar ustida o‘rinli ekanligidan kelib chigadi. Bu isbotlarni
0‘quvchining o‘ziga havola gilamiz.

1 Matritsalami qgo‘shish amali uchun kommutativlik - o‘rin
almashtirish xossasi o‘rinli, ya’ni

A +B =B-\~Ai

2. Matritsalami qo‘shish amali uchun assotsiativlik - guruhlash

xossasi o‘rinli, ya’ni
(A+B)+C =A+(B +C);

3. Matritsalami  songa ko‘paytirishda qo‘shishga nisbatan

distributivlik xossasi o‘rinli, ya’ni
A-(A+B) =A-A +A-B;

4. Matritsalami  ko‘paytirish amalida qo‘shishga nisbatan
distributivlik  xossasi o‘rinli, ya’ni A-(b +c)=A-B+A-C vyoki
(A+B)-C=A-C+B-C;

5. Matritsani songa ko‘paytirish va matritsalami matritsaga
ko ‘paytirish orasida quyidagi xossa o‘rinli, ya’ni

a (A-B)=(XA) B=A- (AB);

6. Matritsalami ko‘paytirish amali uchun guruhlash xossasi

o‘rinlidir, ya’ni
A-(B-C)=(A-B)-C.

Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, A-B ko‘paytma mavjud
ekanligidan B-A ning mavjud ekanligi kelib chigmaydi, sababi A-B
ko‘paytmani aniglashda A matritsaning ustunlar soni B matritsaning
satrlar soniga teng boiishi kerak, bunda B matritsaning ustunlar soni A
matritsaning satrlar soniga teng boimasligi ham mumkin, shuning
uchun B mA ko‘paytmani har doim aniglab boimas ekan.
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i 2 so(12 3
3 4 n 5 6,
matritsalar uchun A-g ni aniglash mumkin, lekin B-A ni aniglab
bo‘Imaydi.

Yana shuni ta’kidlash kerakki, A-B va B ™A ko‘paytmalar mavjud
boigan tagdirdaham A-B =B#A tenglik o‘rinlibo‘Imasligi mumkin.

Masalan:

P 2n i o3
|
Masalan: Am 3 4 B=
5 6 i s by

matritsalar uchun A-B ko‘paytma matritsaning oichami 3x3 boisa,
B WA uchun esa2x2. Demak, tabiiy ravishda A-BdpB-A.

Endi A wu-tartibli kvadrat matritsa boisin. U holda
A-E=E*A=A va O-A=A 0=0 munosabatlar o‘rinli ekanligini
ko‘rish giyin emas.

Natural K son uchun quyidagi tenglik orgali

Ak=A-A-...-A

k-marta
A matritsaning «/-darajasi»ni aniglaymiz.
Shartli ravishda a"=e va a'=a deb gabul gilinadi.
Agar A matritsa elementlarining tartib ragamlarini o‘zgartirmagan
holda satrlarini ustun yoki ustjunlarini satr gilib almashtirsak, hosil
boigan yangi matritsa A matritsaning transponirlangani deb nomlanib,

A' (yoki AT) shaklda belgilanadi. Masalan, A=4 25 :I boisa,
f\ 4

A'=2 5 poiadi.
3 5

A matritsani A’ ga almashtirish matritsani transponirlash deb
nomlanadi. Transponirlash quyidagi xossalarga ega:
T.(A)' =A 2. (M) =1-A"
1. (A+B)'= A'+B' 4. (A-B)'=B' mA'
Bu xossalaming isbotini o ‘quvchiga havola gilamiz.
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Ta’rifdan kelib chigadiki, agar A matritsaning oichami m¥*n
boisa, u holda transponirlangan matritsaning oichami nx/n boiadi.
Masalan 1. Matritsalarning ko ‘paytmasini aniglang:

' 2 r
2 3 4 -5> i 1 -1
A = 1 2 -3 4 , B =
1 -2 3 1 L3 2
- / l2 O

Yechish:
'2-3+3-4+4-1-5-2 2-2+3-1+4-3-5-0 2-1-3-1+4-2-51
A-B= 13+2-4-3-1+4-2 1-2+2-1-3-3+4-0 11-2-1-3-2+4-1
—4-3—2-4+31+12 -1-2—2-1+3-3+10 -M +2-1+3-2+11

12 19
6 -5 -
\6 5 i/

Masalan 2. Telefon apparatlarini ta’mirlovchi usta 70%
telefonlami past darajada, 20% ni o‘rta darajada va 10% ni toiiq
ta’mirdan chigardi. Statistik ma’lumotlarga ko‘ra 70% past darajada
ta’mirlangan telefonlami bir yildan keyin gayta 10% ni past darajada,
60% ni o‘rta darajada, 30% ni toiiq ta’mirlashadi. 0 ‘rta darajada
ta’mirlangan telefonlami bir yildan keyin gayta 20% ni past darajada,
50% ni o‘rta, 30% ni toiiq ta’mirlashadi. Toiig ta’mirlangan
telefonlami bir yildan keyin gayta 60% ni past darajada, 40% ni o‘rta
darajada ta’mirlashadi. Agar masala sharti shu tarzda davom etsa 1, 2, 3
yillardan keyingi har bir darajada ta’mirlangan telefonlar ulushini
aniglang.

Yechish: X0=(0,7 0,2 o,)
'0,1 06 03" X, =X0xA=(017 056 0,27)

A= 02 05 03 ;X2=X,xA =(0291 0,490 0,219)
06 04 0J X3=X2xA=(0,2585 0,5072 0,2343)
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Determinantlar

Matematika va uning tatbiglarida, xususan igtisoddagi tatbiglarida
chizigli tenglamalar sistemasini yechishga to‘g‘ri keladi. Bunday
sistemalami yechishda, ular bilan bogiig boigan kvadrat matritsalami
xarakterlash uchun determinant deb nomlanuvchi son mos qo‘yiladi. Bu
son A yoki det(a) shaklida ifoda etiladi. Kvadrat matritsa
determinantini, uning tartibi N bo‘yicha induksiya metodi orgali
ta’riflaymiz.

Ta’rif. Oichamlari m xn boigan matritsa deb, satrlar soni m ga,
ustunlar soni n ga teng boigan, m-« ta sondan tashkil topgan to‘g‘ri
to‘rtburchak shaklidagi sonlijadvalga aytiladi.

Matritsalar lotin alifbosining katta harflari A,B,C va h.k.lar bilan
belgilanadi va matritsani tashkil etuvchi sonlar uning elementlari deb
atalib, matritsaning z-satri vay-ustuni kesishmasida joylashgan elementi
avko ‘rinishda yoziladi. Matritsalar

ko‘rinishda yoki qisqacha A=(atj),i=Im;j =l,n shaklda ham
ifodalanishi mumkin. Matritsalami ifodalashda ||| yoki [ belgilardan

ham foydalaniladi.
n=1 boisin: A=(au). A matritsaning determinanti deb

\A\ =au sonini olamiz. n—1 tartibli determinant aniglangan boisin deb

faraz gilamiz.

2



Ta’rif. «-tartibli A=(at) matritsa af] elementining My minori deb,
A matritsaning /-satri va y'-ustunini o‘chirishdan keyin hosil boigan
(n-1) tartibli matritsa determinantiga aytiladi.

Ta'rif. «-tartibli A=(aj) matritsa ay elementining algebraik
toidiruvchisi deb quyidagi songa aytiladi: Av=(-\),4 M...

Yig‘indi o Ais- [-satr bo‘yicha yoyilma, ¢a,, A4 yig‘indi esay-
ustun bo‘yicha yoyilma deb ataladi.

Ta’rif. g Aj yig‘indi z-satr bo‘yicha yoyilma, ” A yig‘indi

esa  y-ustun bo‘yicha yoyilma deb ataladi.
Ta’rif. «-tartibli kvadrat A =(aij) matritsaning determinanti deb,

quyidagi tenglik bilan aniglangan songa aytiladi:
i |
Aik )

Bu ta’rifdan foydalanib 2- va 3-tartibli determinantlami hisoblash

al\la\2
S . 0 ailamize [ = A
uchun quyidagi formulalami hosil gilamiz: n =2 boisin: W2l a2)

A matritsaning determinanti deb

aiar L .
® a ItAu=anAn +aJ2Al2 =ana22-a Xa2, sonini olamiz.

0 ‘ng tomondagi qo‘shiluvchilaming ishorasini ushbu sxema
asosida aniglash qulay:

Masalan. Determinantni hisoblang:

3 2
ich- =3-4-2-5=2.
Yechish: 5 4



an an al3

n=3 boisin: A - .A matritsaning determinanti deb
Va3la32a33j
3 . A
\ a
Aep B —2 awAlk —auAy +al2 2 mlsdz —an] = 02 ap l tP 4ot
o a «33 ad 53 a3l g
adnRaxy

— <m (022233~ a23an) ~ ai2iaz2ia33~ 623831) + G ,j(G2ia32_ 022fI31) = O1}]22a 33 + 6 12a 236 31 +

+ <*21ih 32a 13 —0 13ii 22a 31 “ abra 2la\l—a 216 126 33"

ol 16la ol =

ana22arr+a\2aZma3\++a2a32al3 aidi2a3l atbaZball  a2\a\2at3

sonni olamiz.
0 ‘ng tomondagi go‘shiluvchilaming ishorasini ushbu sxema asosida

aniglash qulay:

Uchinchi tartibli determinantni bu usulda hisoblash odatda
uchburchak usulida hisoblash deyiladi.

Uchinchi tartibli  determinantni Sarrius qoidasi (elementlami
parallel ko‘chirish usuli)da ham hisoblash mumkin:

an «12
az ustunlar bo‘yicha ko*“chirish.

a3l e32 “33 a3l a2 a3y
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+ an 'ai3

+ az23

+ X 33
! vim - satrlar bo‘yicha ko‘chirish.
a2l a2 fi23

328
Masalan. Determinantni hisoblang: 4 5 3
2 14
3 2 8
Yechish: 4 5 3=3-5-4+2-3-2+4-1-8-8-5-2-3-3-1-4-2-4 =-17
2 1 4
Teorema (Laplas teoremasi). Istalgan / va j laruchun
n n _ .
Xa*As=IXA-=M i = | n ()

tenglik o‘rinli boiadi.

Determinantning barcha yoyilmalari uning determinantiga teng
boiar ekan.

1-xossa. Agar A matritsaning biron-bir satxdagi (ustundagi) barcha
elementlari nolga teng boisa, u holda uning determinanti nolga teng
boiadi.

Hagigatan ham, agar matritsaning Z-satri  elementlari
aik=0, k=1,n boisa, (1-tenglikdan H =0 ekanligi kelib chigadi. Agar
matritsaning y-ustun  elementlari ag=o0,k =I,n  boisa, Laplas

teoremasidan, ya’ni (2)-tenglikdan \AA =0 ekanligi kelib chigadi.

2-xossa. Agar A matritsaning biron-bir satr (ustun) elementi x
soniga ko‘paytirilsa, determinant giymati ham x soniga ko ‘payadi, ya’ni
A-\A\ ga teng boiadi. Bu xossaning isboti (I)-tenglikdan to‘g‘ridan
to‘g ‘ri kelib chigadi, chunki
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g*-“/*)~4* ="D(§_P(*4*=A1A-
Xossaning ustun holidagi isboti, Laplas teoremasidan, ya’ni (2)-
tenglikdan kelib chigadi.

3-x0ssa. A matritsa va uning transponirlangani A' matritsalaming
determinantlari teng boiadi, ya’ni \d=\a\ tenglik o ‘rinlidir.

Bu xossaning isboti to‘g‘ridan to‘g‘ri Laplas teoremasidan, ya’ni
(2)-tenglikdan kelib chigadi. Chunki transponirlangan A" matritsa uchun
(D-tenglikni, ya’ni satr bo‘yicha yoyilmasini garasak, bu yoyilma A
matritsa uchun ustun bo‘yicha yoyilmadan iborat boiadi, u holda (2)-
tenglikdan \a\ gatengligi kelib chigadi. Demak ‘a\=\a\ ekan.

4-xossa. Agar A matritsaning ikkita qo‘shni satrlari o‘mini
almashtirsak, hosil boigan yangi Ai matritsaning determinanti A
matritsa determinantining teskari ishora bilan olinganiga teng boiadi,
ya’ni m =-|"| tenglik o‘rinli boiadi.

Ai  matritsa A matritsaning /- va /+1 satrlari o‘mini
almashtirishdan hosil boigan boisin, agar Ai matritsaning *+i satri
bo‘yicha yoyilmasini garasak, ya’ni

= -iM(-T kMk=-\A\
k=1 k=\
ekani kelib chigadi. Demak, bu holda 4-xossa isbot boidi.

Endi A] matritsa A matritsadan i vay-satrlarining (/<j) o‘rinlarini
almashtirishdan hosil boigan boisin, u holda bu almashtirishni ketma-
ket keluvchi satrlar o‘mini  almashtirish orqgali ifodalash mumkin

boiadi. Aytaylik j =i+m ko‘rinishda boisin.
Lbi+lLi+2,..i+m-21i+m satrlar joylashuvidan
i+m,i+lLi+2,.,i+m-1i- satrlar joylashuviga o‘tish kerak, buni

quyidagicha bajarish mumkin.
i+l z+2,..,i+m-l, i+m—=i+l,i,i+2,....,i+m=, i+m i+1, i+2
vy 1FM =L, i +m, i
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bu o ‘tishlar soni m ga teng, so‘ngra
i+1i+2 , i+mi+m—z—- i+mi+li+2,..i+m—=2i+m—4i — bu
o‘tishlar soni m-i gateng.

Demak, jami m+m-i=2m-\ qgadamli o‘tishlar bor ekan va A
matritsa determinant! o‘z ishorasini toq marta o‘zgartirar ekan, u holda
v \=~\a\ boiadi.

5-xossa. Agar A matritsa bir xil ikki satr (ustun)ga ega boisa, u
holda uning determinanti nolga teng VA =0 boiadi.

Chunki, agar A matritsaning i vay'-satrlari bir xil boisa, u holda
ulaming o‘rinlarini almashtirishdan hosil boigan matritsa Ai uchun
al=a va \a\=j a\boiishi kerak, ya’ni \a\=-\a\ bundan esa \a\=o ekanligi
kelib chigadi.

6-xossa. Agar A matritsada ikki satr (ustun)ning mos elementlari
proporsional boisa, u holda uning determinanti nolga teng, ya’ni =0
boiadi.

Faraz gilaylik, A matritsaning z-satri mos elementlari y-satrning
mos elementlariga proporsional boisin, ya’ni

aik="aJk k=\n 3)
tengliklar o‘rinli boisin, (x - proporsional koeffltsienti), u holda, agar Ai
matritsani A matritsaning y-satri elementlarini uning z'-satri elementlari
bilan almashtirishdan hosil boigan matritsa deb garasak, u holda (3)-
tenglik va 2-xossaga ko‘ra ‘a\=a-\al ekanligi kelib chigadi. 5-xossaga

ko‘ra m =0 boiadi, demak VA=0 ekan.

7-xossa. Agar A matritsaning biron satr (ustun) elementlarini
boshga satr (ustun) mos elementlarining algebraik toidiruvchilariga
ko‘paytirib yigindi hosil gilsak, bunday yigindi nolga teng boiadi,
ya’'ni
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Agar A - matritsaning y-satr elementlarini uning /-satr elementlari
bilan almashtirishdan hosil boigan matritsani A desak, 5-xossaga ko ‘ra

m =o boiadi. Agar Ai matritsaning y'-satri bo‘yicha yoyilmasini olsak,
determinantning ta’rifiga ko‘ra W\:.}Aak Ajk=0 ekanligikelib chigadi.

Bu yerda, 7-xossa va Laplas teoremasiga ko‘ra quyidagi natijani
hosil gilamiz:
WA\, &gar i =j bo'lsa
\[0, agar i j bolsa (4)
8-xo0ssa. A matritsaning biron-bir satri (ustuni) elementlarini bir xil
songa ko ‘paytirib, boshqasiga qo‘shishdan hosil boigan Ai matritsaning
determinanti A matritsa determinantiga teng boiadi, ya’ni |4|=]"|.
Ushbu matritsalar berilgan boisin,

Z:l|,|ail<Aik~

fill a2 ain 2 "tau
A— daan mman A= aHH+tojl a2 +A G2 s> +Aaj,,
aji « al a2 = ajn
«j ak—am/ \Pr ap " oam /
U holda (4)-tenglikdan,
n . . n n n
KI=Z(a* +XajkAk +AE aAAC=XX* -4* S\A,

ya’ni 8-xossaning isboti kelib chigadi.

9-xossa. bx, b2,...,bn sonlami rc-tartibli A matritsaning berilgan
satr  (ustun) mos elementlarining algebraik toidiruvchilariga
ko‘paytmasining vyigindisi, A matritsaning berilgan satr (ustun)
elementlarining 6,, b2...,bn sonlari bilan almashtirilgan matritsa
determinantiga teng boiadi.

Q a2 /au 2w, \
a2 «’am va B= i2-. A
an2-"amj a2 am

Bunda B\~ "b kA tenglik o‘rinli boiadi.
k=\
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Quyidagi xossani isbotsiz keltiramiz.
10-xossa. u-tartibli kvadrat A va B matritsalar uchun \as\=\Amg

tenglik o‘rinli boiadi, ya’ni matritsalar ko‘paytmasining determinanti,
ulaming determinantlari ko‘paytmasiga teng boiadi.

Har ganday determinant ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining
mos algebraik toidiruvchilariga ko‘paytmalarining yigindisidan iborat,
ya’ni:

«Q all m «i. al .mo% wmau

au .gejj man .
an an .. aipn =anAn-+alAl2+. JlalAK, =aijAj+aljAll+...+anAn

an mEm % mm
al a® ®am

Masalan. Berilgan determinantni to‘rtinchi satr elementlari bo‘yicha
yoyib hisoblang:

2 1 3 O
5 3 1 2
-3 -2 0 4
1 5 -4 2

Yechish: 1) To‘rtinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib yechamiz:
\A\ = ad\Adi + ad2A&2 + 043A43+ addA 44 = —adlM 4l + ad2M 42 —adtM 43+ addM 44 =
-1 3 0 2 3 0 2 -1 0 2 -1 3
3 1 -2 +5-5 1 -2 +4-5 3 -2 +2-5 3 1=546
-2 0 4 -3 0 4 -3 -2 4 -3 -2 0

2) Uchunchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan

hisoblaymiz:
2 -1 3 0 157 '130 (i 2 17 -10 17 -10 6
2 2 3 -f 3 -2 0 _4 32 3 -2 4
D 19 17 2 70
1 5 -4 2 -19 17 0 -6

-10 6 17 6
=2 +7 = 2(—40+12)+ 7(68 + 18)= 54C
-2 4 -3 4
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Teskari matritsa

Ta’'rif. A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb, shunday A~
matritsaga aytiladiki, uning uchun quyidagi a-a-'=a~1-a=e tenglik
o‘rinli baoisin.

Ta’rif. Agar A matritsa uchun \a\*o boisa, bunday matritsa xos
boimagan matritsa, aks holda, ya’ni |Y=o0 boisa, xos matritsa deyiladi.

Teorema. A kvadratik matritsaga teskari a matritsa mavjud va
yagona boiishi uchun, uning xos boimagan matritsa boiishi zarur va
yetarlidir.

Zarurligi. Agar A matritsa uchun unga teskari A~ matritsa mavjud
boisa, u holda A- A~x=E tenglik o‘rinli boiadi. Bu yerdan matrisalar
ko‘paytmasining determinanti har bir matrisa determinantlari
ko‘paytmasiga tengligi xossasiga ko ‘ra, quyidagini hosil gilamiz:

AA- A -\ =e\=), Q)
demak, ‘a\*o boiar ekan.

Yetarliligi. A matritsa xos boimagan matritsa boisin, ya’ni \a\*o.

U holda, matritsalami o‘zaro ko‘paytirish va matritsani songa
ko“paytirish qoidasiga ko‘ra,
A x AP xAfTeg
1 WR -A2e A2 %2
A\ 4% 4ffc "Ajk eedk
An  Aln--4
ekanligi kelib chigadi.

Endi teskari matritsaning yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Agar b
matritsa A matritsa uchun teskari matritsa boisa, B=A~l ekanligini
ko‘rsatamiz. Hagigatan ham

B=BmE =B mA- A~') =(B BA) BA-" =E-A-1=A~I.
Demak, B =A4 ekan. (I)-tenglikdan \a"\=\ ' ekanligi kelib chigadi.



Masalam Berilgan matritsaga teskari matritsani

M2 i
toping:a 3-5 3
2 7-14
2 1
Yechish:\a - -5 3 =5+12+21+10-21+6=233 va
7 -1
Au =-16, An =9, Al3=31
A21=9, A2=-3, AB=-3
A3 =11, A2=0,A3=-11
6 3
-16 9 1 M 6 n 33 1 3
A~ = 9 -3 0 9 0 3 Lo
Wy 5 a1 B g -11 ﬁ 111

33 1 3y

Tekshirib ko ‘ramiz:

(-16 9 in f1 2 P CF-16+27+22 -32-45+77 -16+27-if
=— 9 -3 0 3 -5 3 ! 9-9 +0 18+15+0 9-9+0
31 3 _4 w 7T _337 31-9-22 62+15-77 31-9+11 ,
33 0 00 (1 0 o
0 33 0 =010=E
0 0 3 o 0

Matritsa raHgi
Oichami m xn boigan A matritsa berilgan boisin. K =minjw,n\
deb olsak, A matritsada satr yoki ustunlami o‘chirish natijasida tartibi k
dan oshmaydigan bir nechta kvadrat matritsalami hosil gilishimiz
mumkin. Mana shu kvadrat matritsalaming determinantlari berilgan A

matritsaning minorlari deb aytiladi.

Ta’rif. A matritsaning rangi deb uning noldan fargli minorlarining
eng yuqori tartibiga aytilib, r (A) orgali belgilanadi.

Bu ta’rifdan, agar AdO va A matritsa o‘lchami mxn boisa, u

holda r(A) <min {m,n] boiar ekan.
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Ta’'rif. Matritsa ustidagi elementar almashtirish deb quyidagi
almashtirishlarga aytiladi:
1. Barcha elementlari noldan iborat satr (ustun)ni tashlab yuborish.
2. Satr (ustun)ning barcha elementlarini noldan fargli songa
ko ‘paytirish.
3. Satr (ustun) o‘rinlarini almashtirish.
4. Berilgan satr (ustun) elementlariga boshga satr (ustun)
elementlarini biron songa ko ‘paytirib qo“shish.
5. Matritsani transponirlash.
Teorema. Matritsa rangi uning ustida elementar almashtirishlami
bajarish natijasida o ‘zgarmaydi.
Bu teorema isboti yuqorida keltirilgan determinantlar xossalaridan
kelib chigadi. Xuddi shuningdek, matritsa rangi uchun quyidagi xossalar
o‘rinli ekanligini ko ‘rsatish mumkin:

L r(A+B) <r(A) +r(B) 2.r(A+B) >|r(A) - r(B)\
3,r(AB)<min{r(A),r(B)} 4,r(A'A) =r(A)
5 Agar A va B lar kvadrat matritsalar boiib, b\t-0 boisa, u

r(AB) =r(A) bo‘ladi.

A=(ay) ¢=1Ay Y=I,« bo‘lsin, uning satrlaridan quyidagi satr-
vektorlami hosil gilamiz.

= (flll>ai 2 > - )> A2= (62> fl2> mwaz }>"» = (6n’fln2>"""» )

Berilgan satrlar chizigli bogiiq deyiladi, agarda
shunday Ai,A2,..Amsonlar mavjud boisa, ulardan birontasi noldan fargli
boiib, Alll+A212+—+Anim=0 tenglik o‘rinli boisa, bu yerda
0-(0,0,...,0) xos vektor, aks holda ular chizigli-erkli satrlar deyiladi.

Demak, agar berilgan satrlar chizigli bogiiqg boisa, u holda biron-bir
satr golganlarining chizigli kombinatsiyasidan iborat boiadi. Aytaylik
0 boisa, u holda Im-m satr qolganlarining chizigli

kombinatsiyasi, ya’ni im= A [2----m- A m, boiar ekan. Agarda

A
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hJn'-'Jm satrlar chizigli-erkli boisa, u holda A N +X112+--+ImIim=o0
tenglikdan a1=42=---=Am=o0 ekanligi kelib chigadi. Xuddi shuningdek,
ustun-vektorlar uchun yuqgoridagilami aytish mumkin.

Matritsalar uchun quyidagi teoremalar o‘rinli boiadi.

Teorema. Matritsa uchun uning chizigli-erkli satrlaming maksimal
soni chizigli-erkli ustunlaming maksimal soniga teng boiadi.

Teorema. Matritsa rangi  undagi  chizigli-erkli  satrlar
(ustunlar)ning maksimal soniga teng boiadi.

Matritsa rangini topish uchun matritsa ustida elementar
almashtirishlar bajarish natijasida bu matritsani  uchburchak yoki
trapetsiya ko‘rinishiga olib kelish mumkin, ya’ni

(.. >
a\la2 ...alr
o) a2 -..azr L. ’
uchburchak ko‘rinish, r(A) =r.
f
0 ¢amry

t r r A
an ajp ”Cljr 1l -axk
0 a2 'ax ax\'axk

f

- trapetsiya ko#&inish, r(A)

0 ©°- ar "ark>

Masalan 1. Berilgan matritsalaming rangini toping:

G 2 137
3-112
A=
12 4 8
3 -112
Yechish:
5213*|41 5 2 13 A12 5 3
3-112 i | ) DR 2 1 g
12 4 -19 0 0 19 -¥\
3-112 «w-mm -2 1 0 -3 -2 1



12 5 31
0 -3 -2 -1
00 -15 -2
00 0 O

. Demak, rang (A) = 3.

Masalan 2. Berilgan matritsalaming rangini toping:
r3 23 43 63 83"
u 21 3 4
A= 4 24 44 64 84
58 108 158 208

6 46 126 166
Yechish:
3 23 43 63 S i 11 21 3 41 i 1 21 31 4r
1 11 22 3 4 0 -10 -20 -30 -40 0 1 2 3 4
A= 24 44 64 84 ~ 0 -20 -40 -60 -80 ~ 0 O O O O
g 58 108 158 208 0 -30 -60 -90 -120 0 0 0 0 O
6 46 86 126 166, o -20 -40 -60 -80, o O O 0 g

Demak, rang(A) =2.

Chiziqgli tenglamar sistemasi.
Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy ko‘rinishi va uning
yechimi
n ta noma’lum va m ta tenglamadan iborat chizigli tenglamalar
sistemasi deb quyidagi sistemaga aytiladi:

Qu Xi + X2+ kg Xj * hQnXn—b{

q +1+02 H hiti2n —~2
an xj+aa x2+--- +ajkJ +---+ajmxn =b, ™*)

P22+ et aTMC+ om+
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Bu yerda, ajbi(i =\,m-,j =\,n) - berilgan sonlar boiib, -nom a’lumlar

oldidagi koeffitsientlar, bj - ozod hadlar deyiladi.
Ta’rif. (I)-tenglamalar sistemasidagi noma’lum xuxz,....,xn larning
o‘rniga mos ravishda cl,c2,....cn sonlarni qo‘yish natijasida ushbu

aNc\tajX2+. mpCn =b,
azq +aZzZx2+. ma(, =

anlC + anfC2 + mamrr mb

ayniyatlar sistemasi hosil boisa, nomaiumlaming bunday clc2..cn
giymatlari  (1)-tenglamalar sistemasining yechimi deyiladi.

Ta’rif. Agarda (lI)-tenglamalar sistemasi yechimga ega boisa, u
birgalikda deyiladi, aks holda birgalikda emas deyiladi.

Ta’rif. Birgalikda boigan tenglamalar sistemasi yagona (cheksiz
ko‘p) yechimga ega boisa, u aniq (noaniq) deyiladi.

Bizga (I)-tenglamalar sistemasidan tashqari, quyidagi

aln + 22 .amtalxn=sb[

La2a ~ aZx2 « B a2xn =b2

aLx>+amXx2+ ~+ahmn=1
tenglamalar sistemasi ham berilgan boisin.
Ta’rif. Agar (1) va (2)-tenglamalar sistemalarining yechimlar
to‘plami ustma-ust tushsa, u holda ular teng kuchli (ekvivalent) deyiladi.
Endi (1) chizigli tenglamalar sistemasining matritsa ko ‘rinishini
yozamiz. Buning uchun at), bj, va xj lar yordamida quyidagi

matritsalami hosil gilamiz.
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an al2...aln X, I’M
b2

a2l aZ2...an x2
A= X = , B =

fam anR...amj -Pm;

Bu yerda, A koeffitsientlar (1) yoki sistema matritsasi, V ustun
matritsa, ozod hadlar matritsasi deyiladi. U holda (I)-tenglamalar
sistemasini quyidagi ko‘rinishda yoza olamiz: AX =B.

(h-tenglamalar sistemasida tenglamalar soni nomaiumlar soniga
teng, ya’ni m = n, boisin. Bu holda sistema matritsasi Akvadrat matritsa

boiadi. Uning determinanti \A = A deb belgilanib, sistema determinanti

deyiladi. bilan A matritsaning /-ustunini ozod hadlar ustuni bilan
almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa determinantini belgilaymiz.

Agar A* 0 boisa, ya’ni A xos boimagan matritsa boisa, u holda
A~‘ teskari matritsa mavjud boiadi, u holda (2)-tenglikdan quyidagilarni
hosil gilamiz:

A"\AX) = A~B=(A-'A)X = A~B=>EX = A~B=>X = A~'B (3)

Bu yerda, matritsalaming ko‘paytirish goidasi va teskari matritsa
hisoblash formulasiga koia quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

rAn A2jmmEA %

a2 AZ.mmA

f \
X,

x 2 1

@)

YA\ A2 . mA
\Ai,, A2n. mA \Pm J
Masalan. Tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching:
2Xj +3x2+4x3=1
xi+2x2+3x3=0
M +4x2+6x3=1

Yechish:
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2 3 4 T V
A= 1 2 3 B=0 ,X= x2m [{=24+27+16-24-24-1=1"0
3 4 6J XK
0-2 1'¢ T
X=A B= 3 0-2 0= 1
-2 1 1, % -1,
Demak, x\ =1, xi=1, X3=-1.
—, A=l/i  ekanligi

AV-l - ¢ noonj A

kelib chigadi. Demak, quyidagi teorema o‘rinli ekan. Bunda, A'- A
matritsaning teskari matritsasi, B esa 0zod hadlar matritsasi.

Teorema (Kramer teoremasi). Agar sistema determinanti A*0
boisa, u holda (l)-sistema yagona yechimga ega boiib, bu yechim
quyidagi formulalar orgali topiladi:

Xj=-pp J=In (5)

Teoremadagi (4)-tenglama Kramer formulasi deb nomlanadi. (1)-

tenglamalar sistemasini (5)-tenglamalar orgali yechilishi esa Kramer

yoki determinantlar usuli deyiladi.
Masalan.  Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida

yeching:
3X, + X2+ 3x3=2
-5X, —2x2+ 2x3=1_
2X, + 2x2+3x3=1
Yechish:

-18+4+30+12-12-15=1*0

N o1 W
1
NN R
w N W

2 1 3
A= 1 -2 2 =12+2+6+6-8-3 =-9,
12 3
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=9+8+15-6-6-30=-10

13

-6+2+20+8-6-5 =

o ol

—13

usulida

Kramer

Berilgan tenglamalar sistemasini

Masalan.

yeching:

=3

7X, + 6x2+ 3x3+ 7x4

3X, +5x 2+ 7x3+2x4=—1

=1

5X, +4x2 +3x3+5x4
5X, + 6x2+ 5x3+ 4x4

=2

Yechish
76 37
3572

1
-1
0

1
2-1 3 0 =-10,

o T ™M

1
0
0
0

2 20 2
-2 14 -3

5 43 5
0 22

54 35

A

2

2

-1
-6
10
3

56 54

-6

3 637 0

-6 -8
10 7

-6
9

-1 572 0 9

1 4 35

10

4

1

-1

2 6 54 0 -2
7 3 37

3

-8
7

-6

-8 0

8 0 10

-1 7 2

10

10

1
-5 0

5 1 35 5
5 2 54
76 3 7 -8
3 5

A3=5 4

-1
-6
-8

-1

-6 0

10

-6
9
-2

0

2
5

-1

4 1 5
-2 0 -6

5
-5

1
56 2 4
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c 71 o B
) 1 9 10 =10.
4 3 1 31 5 o 1
6 5 2 10
. -10
*.=10:1: X3=-1; x4=-1.
= 10 -10

Umumiy ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasini
Gauss usulida yechish

Shuni  ta’kidlash kerakki, bu usullami tenglamalar soni
noma’lumlar soniga teng boigan holdagina qoilash mumkin. Endi
umumiy holda qoilaniladigan usul - Gauss usulini bayon gilamiz.
Gauss usuli nomaiumlami ketma-ket yo‘qgotish usuli deb ham
nomlanadi.

Chizigli  tenglamalar sistemasi ustida bajariladigan elementar
almashtirish deb quyidagilarga aytiladi: (l)-sistemadagi biron-bir
tenglamani noldan fargli songa ko‘paytirish, tenglamalar o‘mini
almashtirish va biron-bir tenglamani songa ko‘paytirib, boshga bir
tenglamaga qo‘shish. Mana shu almashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan
yangi tenglamalar sistemasi avvalgisiga ekvivalent, ya’ni yechimlar
to‘plami ikkala sistema uchun bir xil boiadi.

(I)-sistema matritsasi va ozod hadlar ustuni yordamida
kengaytirilgan matritsa hosil gilamiz:

X, xa2 x3
aum

au U\2

A= aa a2 a23'eea2,

d,, am2 am3' am
Yugoridagi ta’kidlangan almashtirishlar natijasida, bu matritsa

quyidagi ko‘rinishlardan biriga kelishi mumkin:
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X X2 xizvxi,

C, CR ¢n -Cyn\dx' Co
a) 0 [2) o m :n, r(A)=r(A)=n,
1
\ 0 0 C K,

bu holda yechim yagona;

[ —
cn @ a, K
0 @ cnW
b) Gi*0 i=1/
0 0 c¢mldn m>n, r(A)=r(A)=n
0 0 0|0

W o 00y

bu holda yechim yag

X X,r G- eXin
C2" iCr- «chK
0 @'wor-vq 12
i ox .o
d) - Cii 0, =17
00 Qr' mr, \dr r(n)=r()=r, r<n

0 Omoe=o |0
0 o0—o0— 00

]

bu holda sistema cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi.

al c "ecir'a,,K

e) ® @@ o'"e,w
0 o wm=mmcn \dr
o o0 .0 -0 K4
10 0 -m0 -0 Idn

M0, i=1«

Bu yerda, dr+

dm sonlardan birontasi noldan fargli, bu holda

r(A)=r, r(a)=r +1, ya’'ni r(a)*r(n) sistema yechimga ega emas.

60



Bu yerda, lar 12,...,« ning gandaydir o‘rin
almashtirishlaridan iborat boiadi. Demak, quyidagi teorema o ‘rinli.
Teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). Agar sistema matritsasi
rangi  kengaytirilgan  matritsa rangiga teng boisa, ya’ni
r(A) =r(A)boisa, u holda sistema birgalikda boiadi, ya’ni yechimga
ega boiadi.
Demak, biz quyidagi xulosalami gilishimiz mumkin ekan:
1. Agar r(A) =r(A) boisa, sistema birgalikda boiadi.
2. Agar r(A) *r(A) boisa, sistema birgalikda boimaydi.
3. Agar r(A)=r(A)=n boisa, sistema yagona yechimga ega
boiadi.
4. Agar r(A)=r(A)<n boisa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
boiadi.
2Xj +X2- Xx3+3x4 =20

) ) ) ) 5X, - X2+ 2x3- x4 =17
Masalan. Sistemani Gauss usulida yeching: _ 4, ,, 5 3.5 424

Xj-Xx2+4x3- 2x4 =-4

Yechish: Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz:
birinchi gadamda an * 0 boiishi zarur, lekin au=\ hisoblashlar uchun
qulaydir. Shuning uchun birinchi va to‘rtinchi satrlaming o‘mini
almashtiramiz:

f 5 -3 2
2 1 -1 3 200 1 -1 4
5 -1 2 -1 17 5 -1 2 17
<r> _* f
3 2 -1 2 1 3 2 -1
v 1 -1 4 -2 g 2 1 -1 20

1-gadam. Birinchi satr elementlarini -5, 3 va -2 ga ko‘paytirib,
ulami mos ravishda ikkinchi, uchinchi va to‘rtinchi satrlarga qo‘shamiz,
chunki magsad an element ostida nollardan iborat «zina» hosil boisin.
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2-gadam. au=2*0, lekin ax=-1 boigani qulayrog. Shuning
uchun ikkinchi va uchinchi satrlar o‘mini almashtiramiz:

ri -1 4 -2-41 1 -1 4 -4
0 4 -18 93 __o -l U 1B
0 -1 n -4 13 0o 4 -18 37
3 -9 729 3 -9 28
3-gadam. lkkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga ko‘paytirib mos
ravishda uchinchi va to‘rtinchi satr elementlariga qo‘shamiz, natijada an
element tagida ikkinchi ustunda «zina» hosil boiadi.

4-gadam. Hosil boigan matritsada a3=26*0, uchinchi satr
elementini 26:_/5:9 a ko‘paytirib, to‘rtinchi satrga qo‘shamiz.

A4 4 go.an  fl -1 4 -2 -4

. 0 -1 1 -4-11 T -1 1 -4-11
Natijada, 13 0 0 2 7.7 0 ( 26 -7 -7
13 0 ¢ 19 19

0 24 .5.5 | B 13

Kengaytirilgan matritsa zinapoya ko‘rinishiga Kkeltirildi. Unga mos
keluvchi sistemaning ko ‘rinishi quyidagicha:

X, —X2+4x3- 2x4=-4
-X 2—IIx3- 4x4=-11

26x3- Tx4= -7
19 19
i3 13
- oo -7 +7x S
oxirgi tenglamadan x4=1, uchinchidan x3=— EO—1=O, ikkinchidan

x2=11 +11x3-4x4=7 va birinchidan x, =-4+x2-4x3+2x4=5.
Masalan. Sistemani Gauss usuli bilan yeching:
2X[ +x2+3x3-3x4=3
X -3x2+x3—x5=-2
4x, -7X2+5x3-x4-2x5=—*
X, -4X2+X3+x4-5) =-2
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Yechish:

2 133 03" 1 310 1-2n
1 -3 1 0 -1-2i .If 0 7 13 27
4 -7 5 -1 241 005 14 27.¢&
[ (o]
1411 1, 1010 I
1 -3 1 0 -1-2 " 3 1 0 -1-2
0 -1 01 00 4 0 1 00
0 0 1 4 27 1 4 27
w 0 1.4 27 g 00 0 OJ
X, - 3Xx2+x3 -x5=-2 =14-8x4-3x5
—J2+*3=0 X9= X,
xj + 4x4+ 2x5=7 =7 - 4x, —2X,

Sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega.

Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemas!

Agar chizigli tenglamalar sistemasi (I)da ozod hadlar nolga teng
boisa, ya’ni bl=b2=--=bm=0 boisa, hosil boigan tenglamalar
sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi, ya’ni

an xj+tai2x2+m g aUXn="°

aA ™M 22X "+ ciznxn =0
(6)

A1A1+A2A24 -tamxn=0

Bu sistema kengaytirilgan matritsaning oxirgi ustuni elementlari
nolga teng boigani uchun sistema matritsasi va kengaytirilgan
matritsalar rangi teng boiadi, ya’ni ra)=r(A) boiadi. Shuning uchun
Kroneker-Kapelli teoremasiga ko‘ra bir jinsli tenglamalar sistemasi har
doim birgalikda bo‘ladi. Masalan, (0,0,..., 0)=0 sistemaning trivial
yechimi (nol yechim) boiadi.

(6)-tenglamalar sistemasining matritsa ko‘rinishi quyidagidan
iborat:
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AX =0. (7

Yugorida keltirilgan 1-4 xulosalarga ko‘ra, agar r(A) =n boisa
(6)-sistema yagona, nol yechimga ega, agarda r(A) <n boisa, cheksiz
ko‘p yechimga ega boiadi. Demak m-n boigan holda (6)-sistema
noldan fargli yechimga ega boiishi uchun uning determinanti nolga
teng boiishi zarur va yetarli boiar ekan.

Agar (6)-sistemada m<n boisa, ya’ni tenglamalar soni
nomaiumlar sonidan kichik boisa, (6)-sistema albatta noldan farqli
yechimlarga ega boiadi (cheksiz ko‘p), chunki bu holda r(A)<m va
demak, r(A) <n boiadi.

Shuni  ta’kidlash  kerakki, agar  X0=(x[0), x f\ va
X, =(x,(d, x2m,---x®) vektorlar (7)-sistema yechimi boisa, u holda istalgan
P va A sonlar uchun, avxo+aix, vektor ham (7)-sistema yechimi
boiadi, hagigatan ham,

a(AvXo+aiX1)=a0AXo+\AX1="0 +70 =0. (8)

Bu tengliklar matritsalami go‘shish, songa ko‘paytirish va
ko“paytirish ta’riflaridan kelib chigadi.

(8)-tenglikdan  shuni  xulosa qilish mumkinki, (7)-sistema
yechimlarining chizigli kombinatsiyasi ham (7)-sistemaning yechimi
boiar ekan.

Ta’rif. Agar (7)-sistemaning XI; X2,---,Xk chizigli-erkli
yechimlar sistemasi berilgan boiib, bu sistemaning istalgan x yechimi
ulaming chizigli kombinatsiyasidan iborat boisa, ya’ni shunday

sonlar mavjud boisaki,
X=AX1+" X2+ -+~ Xt
boisa, u holda bu sistema fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.

Ta’rifda x.= i=129+* ko‘rinishda boigani uchun,

k < n boiadi.



Teorema. Agar (7)-sistema uchun r(A) < n boisa, u holda istalgan
fundamental yechimlar sistemasi k=n-r(A) ta yechimdan iborat
boiadi.

Isboti: r(A)<n boisin, u holda (7)-sistemaning kengaytirilgan
matritsasi elementar almashtirishlar natijasida quyidagi ko‘rinishga
keladi:

XN xu ey »xi,

cm- W= oqj, |0
© 2%t O
s Al

WO eveant
Bu yerda, r-r(A) boiib, c¢,*o,i=\,r. Agar buni tenglama
ko‘rinishida yozsak quyidagini hosil gilamiz.

cll Xxil +C12 xi2 » hClr Xxir + Clr+1 Xir+1 7 ACin Xin ~ 0

C2xi2-)  tcxxin+c2+xirlH  kFchxin—0

Bu yerda, oxirgi tenglamadan xjy ni xirH,---,xin lar orqali
ifodalab, undan oldingi tenglamadagi xir ning o‘miga go‘ysak, xirx va
v+l> >Xi» laming chizigli kombinatsiya ekanligi kelib chigadi. Shu
tariga yuqoriga ko ‘tarilib, natijada quyidagilarni hosil gilamiz:

xn = An xird + Aji2xi2H  hAjnxijn

Xi2 ~ M21 X,r+1  ~22 Xir+2 + *" + X2n Xjn

Bu yerda, xiru xir+2---,xjn lar erkli o‘zgaruvchilar deb ataladi.
Ulaming soni n-r =n-r{A) =k ga teng boiadi. Bu o‘zgaruvchilardan
birini 1 ga, qolganlarini 0 ga teng qilib olib, quyidagi k ta chizigli-erkli
boigan yechimlar sistemasini hosil gilamiz.
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X, —A], /y, 1,Q"s0)
22 =(>72""yY2 1.™0)

—{, Jex--,J1H, 0, 0,--1)

Shuni ta’kidlash lozimki, bir jinsli boimagan n nomaiumli m ta
chizigli tenglamalar sistemasi AX =B ning umumiy yechimi, unga mos
keluvchi AX =0 birjinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi
va AX =B tenglamaning biron-bir xususiy yechimi yig‘indisiga teng
bo‘ladi.

Masalan 1. Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental
yechimlar sistemasini toping:

3xt+ x2—8x3+ 2x4 x5=0

2Xj —2X2 mWBXx3—7x4+ 2x5=0

Xj+ 11x2—12x3+ 34x4 —5x3=0

Xj —5x2 + 2x3—16x4+ 3x5=0
Yechish: Sistemaning oxirgi tenglamasini birinchi o‘ringa yozamiz,

so‘ngra uni zinapoya shakliga keltiramiz:

i -5 2 -16 3" i -5 2 -16 3" i -5 2 -16 34
31 -8 2 1 0 1 -14 %0 8 0 8 -7 5 -4
2 -2 3 -7 2 08 -7 5 -4 00 0 0 O
J u 12 3#A 5 o 6 -14 5 8 o 0 0 0 o

Matritsaning rangi r(A) = 2. Xxi, xi 0‘zgaruvchilaming bazis minori
1-5
0 8
asosiy bo‘lmaganxs, x4, xs lar orgali ifodalaymiz:

*0; xi, X2 ni asosiy o0 ‘zgaruvchilar sifatida tanlab olamiz va ulami

[X, - 5x2+2x3- 16x4+3x5=0
8x2—7X3+ 25x4- 4x5=0

Fundamental yechimlar sistemasi ex, er, €3 ni hosil gilish uchun asosiy
boimagan o‘zgaruvchi x3, xa, xs lami birlik matritsa E3 satr elementlari
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bilan almashtiramiz. xi = 1, X4 —o, Xj = o da sistemaning ko‘rinishi
quyidagicha boiadi:

IXj - 5x2+2=0

[ 8x2-7 =0

1 7
bxmdan xi=~g 2=f ya’ni bazis yechimni hosil gilamiz:

Shunga o ‘xshash yana ikkita bazis yechimni topamiz:

X3=0; X4=1; xs=0da e= :
X3=0; X4=0; xs=1da e3=f-~; 0,01

Topilgan yechimlar (vektorlar) ei, ei, ei fundamental sistemani
tashkil giladi. e\, ei, ei yechimlaming komponentlarini mos ravishda s,
8, 2 ga ko‘paytirib butun komponentli yechimlar sistemasini hosil
gilamiz: (19; 7;8; 0; 0), (3; -25; 0; 8; 0), (-1; I; 0; 0; 2).

Agar n ta nomaiumli chizigli tenglamalar sistemasida sistema
asosiy matritsasining rangi nomaium sonidan bittaga kam boisa,
ya’ni r(A)=n-I, u holda chizigli tenglamalar sistemasining yechim
sifatida n-1 ta tenglamalar sistemasi matritsasining birinchi, ikkinchi
va h.k. ustunlarini o‘chirishdan hosil boigan ishoralari almashinuvchi
minorlari sistemasini gabul gilish mumkin. Agar bu minorlar noldan
fargli boisa, u holda bu chizigli tenglamalar sistemasining barcha
yechimlari shu sonlarga karrali boiadi.

Masalan 2. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining barcha
yechimlarini toping:

Xj+2x2—X3=0
exl—x2+3x3=0
2X[ + x2+ 2x3=0
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a 2 -r 1T 2 -0 n 2 -r

Yechish: i -1 3~0 -3 4~0 -3 4

2 1 2 703 4 o 0 o
Tenglamalar sistemasi matritsaning rangi r(A) =2 ga teng va u
nomaiumlar sonidan bittaga kam. Demak, tenglamalar sistemasining
fundamental yechimlar sistemasi k=3-2=1 ta boiadi. Sistemaning
ixtiyoriy ikkita tenglamasini olamiz, masalan birinchi va ikkinchi

o Xj +2x2—X%X3=0

tenglamalarini: jo, —jc, +3x, =0 "
2 -1 1 -1

Xq = K =5kt x2=- sk =-4k
-1 3 1 3

1
1

Demak, sistemaning umumiy yechimi {5k;-4k;3k] ko‘rinishida

2
1 *k =—3k , bunda k ixtiyoriy son.

boiadi, bunda k ixtiyoriy son.
Ko‘p tarmoqli igtisod modeli (Balans modeli)

Balans modelining asosiy masalasi, makroiqgtisodiyotni tashkil
etadigan ko‘p tarmoqli igtisodiyot faoliyatini magsadga muvofiq tarzda
samarali olib borishdan iborat boiib, bu masala quyidagicha qo‘yiladi: n
ta tarmoqli xofalikning har bir ishlab chigargan mahsulot miqgdori
ganday boiganda ehtiyoj toia qondiriladi? Bu yerda shuni e’tiborga
olish kerakki, n ta tarmogning har bir ishlab chigargan mahsulotining bir
gismi shu tarmoqg ehtiyoji uchun, bir gismi boshqga tarmoglar ehtiyoji
uchun va yana bir gismi ishlab chigarish bilan bogiiqg boimagan
ehtiyojlar uchun sarf etiladi.

Tarmoglar orasidagi turli mahsulotlami ishlab chigarish va iste’mol
gilish orgali bogianishni hisoblash masalasi ancha murakkab. Bu
masalani birinchi boiib mashhur Amerika iqgtisodchisi V.V. Leontev
1936-yilda matematik model ko‘rinishida ifodalagan. U 1929-1932-
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yillarda Amerika iqtisodiy inqgirozini tahlil gilishga urungan bu model
matritsalar algebrasiga asoslagan.

Ishlab chigarishning maium bir davridagi, aytaylik, bir yillik
faoliyatini qaraylik. x, deb z-tarmogning shu davr davomida ishlab
chigargan yalpi mahsulot hajmining pul birligida ifodalangan giymatini,
bu yerda, i=1,2,...,n. xy deb /-tarmogq mahsulotining y-tarmoq ehtiyoji
uchun sarf etilgan hajmining pul migdorini belgilaymiz. yt deb ¢-tarmoq
mahsulotining noishlabchiqarish ehtiyoji hajmining pul miqgdorini
belgilaymiz. Tabiiyki, i tarmoq ishlab chigargan yalpi mahsulot hajmi xi,
n ta tarmoq ehtiyojlari va noishlabchigarish ehtiyojlari uchun sarfetilgan
mahsulotlar hajmlarining pul migdorlari yig‘indisiga teng boiishi kerak,
ya’ni

n

Xx=Yjxv+yn i=1,2,—n 9
ja

(8)-tenglama balans munosabatlari deb nomlanadi.

Agar Oj:X—_ (i,y=1i,2,~+«) belgilashni kiritsak, atj- j -tarmogning
X

mahsulot hajmi birligi uchun sarf etilgan /-tarmoq mahsulot hajmi
giymatini bildiradi. ay bevosita xarajatlar koeffitsienti deb nomlanadi. ay
koeffitsientlami qgaralayotgan davrdagi ishlab chigarish jarayonida
goilanilayotgan texnologiya aniglaydi. Qanchalik yangi, samarador
texnologiya qoilanilsa, ay koeffitsientlar shunchalik Kkichik, sarf-
xarajatlar shunchalik kam boiib, samaradorlik yuqori boiadi.
Qaralayotgan davr ichida ay koeffitsientlami o‘zgarmas deb olib, ya’ni
sarf-xarajatlarni yalpi xarajatlarga chizigli bogiiq deb garaymiz.
xu = aii'xj-  (*>7=12,..,«)

Shu munosabat bilan ko‘rilgan ko‘p tarmoqli iqgtisodiyot modelini
chizigli balans modeli deb ham nomlanadi. (l)-tenglamalar sistemasi
quyidagi ko ‘rinishga keladi:

n
xi =Y.aaxj +yi’ i=l12,-,n (10)
J-1
Endi quyidagi belgilashlami kiritaylik,



anan. 4 yi
A= ar\arr' 'an ’ < - X2 , v - Y2
Kan ani. ann; n
Bu yerda, A - texnologik matritsa, X - yalpi mahsulot vektori, Y -
yakuniy mahsulot vektori deb nomlanadi. Bu belgilashlarga asosan (9)-
tenglikning quyidagi matritsa ko ‘rinishini hosil gilamiz:
X =AX+Y. (112)
Ko‘p tarmogli balansning asosiy masalasi berilgan yakuniy
mahsulot vektori va bevosita xarajatlar matritsasi A ga ko‘ra X yalpi
mahsulot vektorini topishdan iborat boiadi, ya’ni (llI)-tenglamani
noma’lum vektor X ga nisbatan yechish kerak. Buning uchun uni
quyidagi ko‘rinishga olib kelamiz iE- a)X =Y.
Agar det (e-A)ap0 boisa, u holda teskari {E-a\] matritsa
mavjud boiib, yechim quyidagi ko‘rinishda boiadi:
X=(£-A) 1Y (12)
S = (E- A)A matritsa bevosita xarajatlar matritsasi deb nomlanadi.
Bu matritsaning igtisodiy ma’nosini tushunish uchun Y, =(0,0,—1ee()) ,
(1=12,s--.» i O‘rnida 1, golgan joylarda 0 bo‘lgan yakuniy mahsulot
birlik vektorlarini garaymiz. Ularga mos keluvchi (12)-tenglama
yechimlari quyidagiga teng bo‘ladi:

[\
4." sl2 4
S22
s21 ¥ 2= > X, = S
Ny KSn2y

Demak, S=(sy) matritsaning sy elementi /-tarmogning y-tarmoq
birlik yakuniy mahsuloti y; ni, ishlab chigarish uchun sarf gilinishi zarur

bo‘lgan mahsulot migdori giymatini bildiradi.
Qaralayotgan masalaning iqgtisodiy ma’nosiga ko‘ra, (11)-
tenglamada vy, >0 (=) atj>0 (i,j=iji) boiib, tenglama yechimi

70



uchun x>0 (*=1«) boiishi kerak. Bu holatni biz Y >0, A>0 va

X >0 deb belgilaymiz.

Agar istalgan Y >0 vektor wuchun X>0 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi (Il)-tenglamaning yechimi mavjud boisa. A>0
matritsa samarali matritsa deyiladi. Bu holda Leontev modeli ham
samarali model deyiladi.

A matritsaning samarali bo‘lishi uchun, bir nechta kriteriylar
mavjud. Ulardan biri shundan iboratki, agar A matritsaning har bir ustun
elementlari yig‘indisi 1 dan katta boimay, hech boimaganda biron-bir

ustun elementlari yig‘indisi 1 dan kichik boisa, u holda A samarali
n
matritsa boiadi, ya’ni: max”~<2. <1?boiib, shunday jo mavjudki, uning

1 i-1
uchun Yﬂjaijo<]| o‘rinli boisa, A samarali matritsa boiadi.
I

Masalan, quyidagi matritsada ifodalangan mahsulot samarador:
0,3 0,2 04
A= 01 06 02
v0,4 01 03y
Masalan 1. Quyidagi jadvalda tarmoglaming reja davriga
moijallangan xarajat koeffitsientlari va chekli mahsuloti shartli pul
birligida berilgan.

Iste’mol

Tarmo ish Chekli
a Sanoat QI‘S_ ?q_ mahsulot
xojaligi
Sanoat 0,3
Ishlab Qishl ' 0.25 300
Lo ishlo
chigarish a 0,15 0,12 100

xo jaligi

Quyidagilami:
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a) tarmoglaming  rejalashtirilgan  yalpi mahsulot  miqdorini,
tarmoglararo mahsulot yetkazib berish, tarmoglaming sof
mabhsulotini;

b) agar qishlog xofjaligining chekli mahsuloti 20% ga, sanoatniki
10% ga oshirilsa, har bir tarmogning zarur yalpi ishlab chiqarish
migdorini topish kerak.

Yechish: a) to‘g‘ridan to‘g‘ri xarajatlar koeffitsientini A matritsa va
chekli mahsulot vektori Y ni yozib olamiz:
03 0,25 v 300

T 0,15 012) 100

'1-0,3 r 0,7 -0,25

bundan E-A = J
0,15 1- 0,12 v—0,15 0,88

j matritsani yozib olamiz.

U holda to‘la xarajatlar matritsasi
- 0

10,88 i,52  0,26"

S=(E-, Jl H‘] i 0,26

uz2s5 07J ,043 121/

(3.8)-tenglama bo‘yicha yalpi mahsulot vektori X ni aniglaymiz:
_ (152 026" 1300~ _ (482"
~1043 1,21j\M00j \250,
Tarmoglar mahsulot yetkazib berish migdori Xj ni xjj=aij-xJ
formuladan topamiz. Masalan xu =an -xj=0.3+482 = 144.6.
Tarmoglaming yalpi mahsuloti, tarmoqglararo mahsulot yetkazib
berish, shuningdek tarmoqglaming sof mahsulotlarini hisoblab topib,
guyidagi jadvalni tuzamiz:

Iste’mol

. Chekli Yalpi

Tarmo ishlo

a Sanoat Q . q mahsulot mahsulot
xojaligi
Sanoat 1446 62,5 300 482
Ichlab Qishlo
chigarish - _q_ 72,3 30 100 150
xo‘jaligi
Sof mahsulot 265,1 157,5

Yalpi mahsulot 482 250
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b) shartga ko‘ra chekli mahsulot vektori
"300-1,I 330
,100-1,2, ,1203
U holda (3.8)-formulaga asosan mahsulot vektori quyidagicha
boiadi:
(1,52 0,26 (330" 532,871
X~5'Y~[043 L12\I20J~ [287,1/

Shunday qilib sanoatdagi ishlab chigarishni 532,8 shartli pul
birligigacha, qishlog xofaligini 287,1 shartli pul birligigacha oshirish
kerak.

Masalan 2. Quyidagi jadvalda maium bir davr uchun uch sanoat
tarmoglari balans ko ‘rsatkichlari berilgan.

Talab p.b. Yakuniy Jami
Soha Uglevodorod Energetika Mashinasozlik  talab p.b.
gazib p.b.
olish va qayta
ishlash
Uglevodorod
gazib olish va 5 35 30 30 100
gayta ishlash
Energetika 10 20 40 40 100
Mashinasozlik 20 10 20 20 50

Berilgan yakuniy talabni ganoatlantiruvchi har bir mahsulotning
yalpi ishlab chiqgarish hajmini aniglang. Agar yakuniy talabni har bir
tarmoq uchun mos ravishda 40, 60 va 30 p.b. oshirish kerak bo‘lsa, har
bir mahsulot hajmini mos ravishda necha foizga oshirish kerak.

Yechish: x,-i mahsulot ishlab chigarishning yalpi hajmi, vy, -i
mahsulotga bo‘lgan talab bo‘lsin, i=I, 2, 3. U holda yalpi ishlab
chigarish va yakuniy talab vektorlari mos ravishda
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fe'e) 0*
X = 100 Y= 40
50 20
Tabiiyki, har bir tur bo‘yicha yalpi mahsulot ishlab chigarish hajmi
ishlab chigarishda foydalanilgan barcha mahsulotlar hajmi va shu
mahsulotga bo‘lgan yakuniy talab hajmlari yig‘indisiga teng boiishi
kerak, ya’ni,

XI:|7_|IanXI +yi, i=1,2,3.
Bu yerda, - bevosita xarajatlar koeffitsienti. Bu tenglik matritsaviy
ko‘rinishda
X=A-X+Y

bunda, A - bevosita xarajatlar koeffitsienti matritsasi, au >0; X,Y -

ustun matritsalar Y holda x-ax=y, (e-a)x=y, x=(e-a)~-y
go‘yilgan masalaning matritsaviy yechimi.
X,j - j -tarmoqg uchun mo‘ljallangan *- mahsulot hajmi.

A matritsa koeffitsientlari au >0larni aniglaymiz.j - tarmoq uchun

mo‘ljallangan i - mahsulot hajminij - sektor umumiy ishlab chigarish
hajmiga boiib, j - turdagi bir birlik mahsulot ishlab chigarish uchun

foydalanilgan i - mahsulot miqdorini hosil qilamiz, ya’ni =--
i=1 2, 3.
10
Masalan, an=— = =0.05 =0.1.
X 100 100 Ot

r0.05 035 0.4/
01 01 04
v02 01 02y

Demak, xarajatlar koeffitsienti matritsasi:

E-A=B orgali ifodalab, B ni hisoblaymiz:

i 0 o '0.05 035 0.4 '0.95 -0.35 -0.4'

0 10- 01 01 04=-01 09 -0.4

001 02 01 02 02 o1 08
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095 -0.35 -0.4

B 1matritsani topamiz: ~ B= 01 09 -0.4=0514%0.
02 o1 08

"0.68 0.32 05" "1323 0.632 0.973"
B~I=- 14 0.16 068 042 = 0311 1323 0.817 X ni
0.19 0.165 0.82j 037 0.321 1595
"1.323 0.632 0.973" "30" "84.047"
aniglaymiz: Xx =8 1oy =(E-A)1Y - 0311 1323 0.817 40 = 78599
037 0321 1595 20  55.837
Demak, x =84.047, x2=78599, x3=55.837, ya’'ni uglevodoroddan
84.047 sh.b., energetikadan 78.599 sh.b., mashinasozlikdan 55.837 sh.b.
yalpi ishlab chiqgarish kerak.
Yakuniy talab berilgan migdorda oshirilsa, yakuniy mahsulot
40
60
30

yangi vektori quyidagi koiinishga ega bo‘ladi: Y=

U holda har bir mahsulot bo‘yicha ishlab chigarishning yangi
hajmi
1.323 0.632 0.473 "40" "119.455"
X =(e- a)'ley, ya’ni X= 0311 1323 0817 60 = 116.342 po‘ladi
0.37 0321 1595 30  81.907
yoki yangi ishlab chigarish hajmi: x, =119.455, x2=116.342, x3=281.907.
Demak, yakuniy mahsulotni berilgan miqdorda oshirilishini
ta’minlash uchun yalpi ishlab chigarishni mos ravishda quyidagicha
foizlarda oshirish kerak:

Uglevodorod gazib olish va gayta ishlash ~--100%-100% = 42.13%,
X

energetik hajmini 48.02% ga, mashinasozlik ishlab chigarish hajmini
46.69% ga dastlabkisiga nisbatan oshirish kerak.

Javob: Yalpi mahsulot ishlab chigarish hajmi:

Uglevodorod gazib olish va gayta ishlash - 84.047 p.b.
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Energetika - 78.599 p.b.

Mashinasozlik - 55.837 p.b.
Ishlab chigarish hajmini mos ravishda 42.13, 48.02 va 46.69% ga
oshirish kerak.

Kompleks sonlar
Ta’rif. Agar x vay haqiqgiy sonlar hamda i belgi uchun:
1)x+o0-i=x, o+i-y=iy, I'i— -1 i=i,
2) fagat x=xi, y=yi boigandagina x+yi\xi+yii boiadi,
3 (x+yi) = (X, +yx) =(xxx,) +(j;+yx)i,
A)(x+yi) (X, +yA) =(XX,-y-y ) +(X-yl+X, -y)i

5---X--+-f— D a)(----‘f

i a +b a

munosabatlar o‘rinli boisa, u holda x+yi ifodaga kompleks son
deyiladi.

1- va 4-shartlardan: i2=/¢/=-1, B=-i ,i4 =1, =i vah.k

i=J-i belgini odatda mavhum birlik deyiladi.

x+yi kompleks sonda x kompleks sonning hagiqiy qismi, vyi

kompleks sonning mavhum qismi deyiladi.
X+yi va x-yi o0‘zaro qo‘shma kompleks sonlar deyiladi.
Kompleks sonlami qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va darajaga
ko‘tarish ko‘phadlar ustidagi kabi bajariladi. Boiish va ildiz
chigarish amallari esa mos ravishda ko‘paytirish va darajaga
ko‘tarish amallariga teskari amallar kabi aniglanadi.

Kompleks sonning trigonometrik ko‘rinishi

x+yi kompleks son (x;y) haqgigiy sonlar jufti bilan aniglanadi.
Shuning uchun x+yi kompleks son tekislikdagi M(x;y) nuqgta

yoki uning r=0OM radius vektori bilan ifodalanadi:
76



o X X A

Bu vektoming uzunligi r=Jx2+y2 -kompleks sonning moduli, bu
vektor bilan Ox 0o‘q orasidagi 9 burchak kompleks sonning
argumenti deyiladi.

Xx=rcostp , y=sin<p boigani uchun x+y-i=r-{co$(p+i-sm(p)
boladi va bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik ko frinishi
deyiladi.

Trigonometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlami ko‘paytirish va
boiish  z =*, +yl i=rt-(cos", +/-sm~1) , 22 =x2+y2 mi=r2 -(cos<p2 +i-sm<p2)
berilgan boisa, u holda

z,-z2=/"(cosifl +p2)+i-sm(cpi+g)) ,—zz—gcos(«a— 92)+i(sm(<pl-<p2))).
z r.
z, =xl+yl-i-rl-(cos(pl +i-smcpl) , z2=x2+y2 -i=r2 -(cos<p2 +i-sin<p2),...,zn=

=Xn+y*-i =me(cos"+zsin”)
Z, #z2¢...°Z,, = rxor2 e... *r,, (COS(N +H(p2+... + () + i- sin(xH(p2 +... + (pn)) .

Muavr formulalari

Agar 4 =z2=...=zn=z = r(coscp+i-sin ) bolsa, u holda
Z'" = r'" (cosn<p+i smn<p) munosabatni hosil gilamiz.
Bu formulaning r = 1 boigandagi ko‘rinishiga Muavr formulasi

deyiladi: (cos” +i-sin~)'1-cosncp+i-smncp.
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Xuddi shu kabi o =r ”(cosncp - i-sinncp).
r(cos(p+i-sincpy

Kompleks sondan ildiz chiqgarish
%Uz=  (eos<pti-sing”™ c 0 s * +¢ s i nbu yerda A=0,l,2,...,
n-1. e.p=eosp+zesintp Eyler formulasi deyiladi.
Masalan. z = -2+2i. a) z=?b) ifz .
Yechish: a) r=\](~2)2+22=2-JI , p=m+arctg-"=~.
z4=(2\")4icos™ +¢sin”l =64icos4-"+¢sin4-4~r\]=64(cos3*+i'sm37r)=64(-|+0)=-64,

*
31 aea 3 onk

b) ifz=i]-2+2i = cosh+isin— J=n2 —+zsin- .6 =0,1,2.

&=0 da %z=V27cosN-+i'sin -] =1+]j.

k=1da ¥-% I\f/eos ------ nsi 21" o _f3F1, V8-l

12 123 2 2
* *A _
k=2da &r= VBl eos I yjgm 12" 2 281 >3+
12 1231 2 2

Algebraning asosiy teoremasi
[(*)=aoxX"+"x™1+ . . . + - kompleks sonlar maydonidagi n-

darajali ko‘phad boisin.

Ta’rif. Agar x ning a son giymatida /(*) ko‘phad nolga
aylansa, u holda a soni f(x) ko‘phadning ildizi deyiladi.

Demak, x=a son f(x) ko‘phadning ildizi boisa /(a) =0
boiadi.

Teorema (Bezu teoremasi). f{x) ko‘phadni x-a ga boigandagi
goldig‘i /(«) ga teng.
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Teorema. x=a son f(x) ko‘phadning ildizi boiishi uchun u
x-a ga (-) qoldigsiz boiinishi zarur va yetarli.

Teorema (Algebraning asosiy teoremasi). Kompleks sonlar
maydonida nolinchi darajadan yuqori darajali har bir /(*)
ko‘phadning eng kamida bitta kompleks ildizi bor.

Teorema. Kompleks  sonlar  maydonida  «-darajali  f(X)
ko‘phadning nta ildizi bor.

Ta’rif. f(x)=a (x-aj)-(x-ad-... (x-an ifoda ko‘phadning chizigli
ko‘paytuvchilarga yoyilmasi deyiladi.

Haqiqiy sonlar maydonidagi  f(x) ko‘phad uchun
x +yi kompleks son ildiz boisa, u holda x-yi qo‘shma
kompleks son ham ildiz boiadi (y£0).

Haqiqiy sonlar maydonidagi f(x) ko‘phadning kompleks ildizlari
soni fagat juft boiishi mumkin.

Haqgigiy sonlar maydonidagi juft darajali f(x) ko‘phadning
haqigiy ildizlari soni fagat juft boia oladi.

Haqiqgiy sonlar maydonida toq darajali /(x) ko‘phadning
haqigiy ildizlari soni fagat toq boia oladi.

Haqigiy sonlar maydonidagi har bir f(x) ko‘phadni shu
maydondagi birinchi va ikkinchi darajali ko‘phadlar ko‘paytmasi
ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Masalan. Ko‘paytuvchilarga ajrating: /(*) =x4+l. z = -2+2i.

a) z4=76) " -
Yechish: /(x)=x4+1 ko‘phadning ildizlarini topamiz.
. 2k+\ . 2k+)\
x4+1=0, x4=—2, Xx =>NI" =$]eos tF1SiMh = eos———A—f—— +/sm-—-—4—-—, $=0,12,3.
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n n_sj2 J . Bn bn no.n
K= El ax=cos —+ zéin—= 1% = ,k=1, a7=cos — +7sin— =--—- +1—
4 2 2 4 4 2 2
n | 1 o1 i2 i
K B, a3= COSE+ISInﬂ1 —--------1—‘] k=4, a, :cos-—-]]—Hsm—n =§-'----lj—
4 4 2 2 4 4 2 2

[(*) =x"+"=(x-aj) (x-a2)(x~a3)(x-ad).

' N
(x-aj(x-al)= X—\—/-Z—-—-Z' ¥ x—\./Z—H-V2 =X2-n/2Xx +1,
VvV 2 2 2 2

& -a3)LJx-a4?: fx+£ i'_yijx+-_é]'+ ;'->0_j):x;+\/5_x+l’.

Demak, / (X) =x4+1=(x2- -Jix+1)-(x2+-JIx+I).

Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

Ratsional ifoda deb ko‘phadlar nisbati ko‘rinishida ifodalangan
fimksiyaga aytiladi, ya’ni Pn{x) va Q,,X) ko‘phadlar boisa, ratsional

ifoda ushbu ko‘rinishda boiadi. Agar Pn(x) ko‘phad darajasi
xem W
Rmx) ko‘phad darajasidan katta boisa, ya’ni n>m boisa P~ ni
QAX)
quyidagi ko‘rinishda ifoda etish mumkin:
W =1nT{x)+uy
Qjx) Qnix),

bu yerda, LnmX) va Rk{x) mos ravishda n-m va k darajali ko‘phad
boiib, k <m, ya’ni /Q’\\J)?)Q to‘g‘ri kasrdan iborat boiadi.
Istalgan Q,,(x) ko‘phadni quyidagi ko‘rinishda ifoda qilish
mumKin:
QAx)=aix~atf -(x-a2f!les(x -aj"m

m2+pIx+glf" -(x2+p X +q2'f2eee(x2+psx+qsjH
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Bu yerda, a, ax ...,an px ps, gslar haqiqiy sonlar, fe, fe, ..., mi,
mz2, .., ms lar esa natural sonlardan iborat boiib, pf-4q, <0,
/=12,..., s shart uchun o‘rinli boiadi.

Pn(x) o
Agar g ~Gi gisgarmaydigan to‘g‘ri kasr boiib, QAX) uchun (1)~

yoyilma o‘rinli boisa, bu kasmi quyidagicha ifoda etish mumkin:

P(x) 1 4, w12
Q(x) a (x-a,) (x-a,)2 (x-a,.) "

s Bjix +CjX Bj2o +Nj2 +CcJn

j=l (x2+pjo+qj)"1

yoki
QAX) « bl H(x—a,) S '1:'=i;(x2+ PiX +qj)* (2)
Ta’rif.
Bx+C
(x-a)l (x2+ >x+g)1’

ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi.
Pn{x) . : . . : : :
Demak, qn~{C’\ gisgarmaydigan to‘g‘ri kasming anigmas integrali

uchun ushbu tenglikni yoza olamiz:
i K * A i
‘%PDI')S)JX Yy dx+Y Y f BEXFCH
m(x) a X +PjX+qj
P.@n . . . . .
™ uchun (2)-tenglikdagi Au, BX va CXlaming giymatlarini

topish uchun nomaium  koeffitsientlar usulidan foydalanamiz. (2)-
tenglikning o‘ng ta’rafidagi kasrlami umumiy maxrajga keltirsak, bu
maxraj Qm{x) éa teng boiib, uning suratida Aj, BX va CX
koeffitsientlar gqatnashgan, darajasi Qm(x) ning darajasidan oshmaydigan
Pr{x) polinomni hosil gilamiz. Agar biz (2)-tenglikni ayniyat deb
garasak tenglikning ikki tarafidagi maxrajlar bir xil, ya’ni Q,,XX)



boigani sababli, Pn=P,,(x) ayniyatni hosil gilamiz. Bu ayniyatda x
laming bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish
natijasida Att, Bjf va CX nomaium koeffitsientlar uchun chizigli
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani yechib, (2)-
tenglikdagi A,,, BX va C]t laming giymatlarini topamiz.
Masalan. (—3x|)~’(\*;+3 ! kasmi sodda kasrlarga yoying.
Yechish: Noma’lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra, quyidagi
ayniyatni yoza olamiz:
3x2+x+3 Aj A2 Aj Bx+ C
(x-i)V +i)y=» +( ™~ +M F +i?27r
Bu tenglikning o‘ng tarafini umumiy maxrajga keltirib, so‘ngra
maxrajini tashlab yuborish natijasida, quyidagi ayniyatni hosil gilamiz:
3X2+x +3=Almx- D2(x1+])+A1[x-\"x| +1)+A3(x2 + 1)+{fix +C\x - i f.
Demak,
3x2+x+3=(A] +i?)x4+ (—2Al + A2—3B + C)x™ + A" —A2+ A3+ 3B —3C)x +
+  2AN—B +3C)x + (yij —A2+ A3—C)
Bu ayniyatdagi x laming bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

"AX + B =0
- 2A1+ A2 -3B+C =0
«2A1- A2+ A3+3B-3C =3
- 2Al1 + A2 -B+3C =1

— a2 H 3 —C —3

Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:
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S

100 ,.,0n i1 0 0 1g0 (I 0 0 100
2 10-310 0 1 0-1 10 0 1 0 -1 130
2.1 1333 - 0-1 1 133 ~0 0 1 0-23
-2 10-1 31 0 1 0 131 o0 o0 2,
v 1-1 10-113] o L 1-l-, . 0 0 1.2 03,
(i 0 0 100" i 0 0 10 on
0 1 0-1 Jo 0 1 0 -1 10
00 1 0203 ~0 0 1 0-2 3~
o 0 o 2 21 1 0 0 0 1-1 o
vo © 0-2 2 o 0 0 0 o 41
10 0 0 o )
0 ‘4 10 0 0 0 i
0 101 g, 01 0 0 00
00100/ /~001 0 o0/
2 2
1 1
0 0 1 9 1
0 |4 0 0 O 0 4
1 1
0 0 0O 0 0 O 0 1
v 14, 4 4,
1 7 1 .
Natijada 4=--, ar=0, as=-> #=4" C=- e]kanllglnl hosil
gilamiz, ya’ni
3X2+ X + 3 1 7 b X+1
(x-1)3(x2+1) 4(x - 1) 2(x- D3 4 x2+1



2. Fazoda analitik geometriya
Fazoda dekart koordinatalar sistemasi

Fazoning O nuqtasida kesishuvchi uchta Ox, Oy, Oz to‘g‘ri
chiziglar olamiz va bu to‘g‘ri chiziglaming har bir jufti orgali
tekisliklar o‘tkazamiz:

y

Ox va Oy to‘g‘ri chiziglar orgali o‘tuvchi tekislikni Oxy tekislik
deb, golgan ikki tekislikni mos ravishda Oxz va Oyz deb belgilaymiz.
Ox, Oy, Oz to‘g‘ri chiziglar koordinata o flari (mos ravishda abssissa,
ordinata, applikata), ulaming kesishish nuqtalari koordinata boshi, Oxy,
Oxz va Oyz tekisliklar koordinata tekisliklari deyiladi.

Bu wusul bilan hosil gilingan Oxyz sistema fazoda dekart
koordinatalar sistemasi deyiladi. Odatda Ox, Oy, Oz koordinata
o‘glarining  birlik  vektorlarini  mos ravishda 1J ,k lar orgali
belgilanadi. i,j, k birlik (ort, bazis) vektorlar deyiladi.

z

84



Fazoda dekart koordinatalar sistemasi va ixtiyoriy nugta M(xi;
yi; zi) berilgan boisin. M nuqtani yasash uchun Ox o‘gdagi xi
nugtadan Oy o‘qga, Oy o‘gdagiyi nugtadan Oy o‘qga parallel to‘g‘ri
chiziglar o‘tkazib, ulaming kesishish M(xi;yi) nugtasini aniglaymiz. Bu
nugtani koordinatalar boshi bilan tutashtiramiz. Oz o‘qdagi z1 nugtadan
shu hosil gilingan chizigga parallel to‘g‘ri chizig va  tekislikdagi
M(xi; yi) nugtadan Oz o‘qga parallel to‘g‘ri chiziq o ‘tkazib, ulaming
kesishish nugtasini aniglaymiz. Bu nuqta izlanayotgan M(xi; yi ;zi)
nugtani aniglaydi:

Vektorlar va vektorlar ustida amallar

Ta’rif. Yo‘nalishga ega kesmaga vektor deb ataladi.
Agar vektoming boshi A nugtada va oxiri B nuqgtada boisa, u

ab yoki a kabi belgilanadi.
a vektoming uzunligi uning moduli deb ataladi va [a] kabi

belgilanadi.
Oxiri boshi bilan ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi

va o bilan belgilanadi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi.

Bir to‘g‘ri chizigda yoki paralell to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi
vektorlar kolleniar vektorlar deyiladi.
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Bir xil yo‘nalgan va bir xil uzunlikdagi vektorlar teng vektorlar
deyiladi.

Bir tekislikda yoki paralell tekisliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deyiladi.

a vektoming X soniga ko‘paytmasi deb, a ga kolleniar, (k>0 dau
bilan yo‘nalishdosh, % < 0 da esa yo‘nalishi garama-garshi) hamda
moduli \a\sa|ga teng bo ‘lgan Aa vektorga aytiladi.

Ikkita a va b vektorlaming yig‘indisi deb aj
uchburchak yoki parallelogramm qoidasi [ a-vj*c
bo‘yicha aniglanadigan c=a+t> vektorga

aytiladi.

a(x,y, z) vektor a=xi +yj+zk ko‘rinishida ifodalanishi mumkin, bu
yerda i,j,k birlik vektorlar (ortlar): |/|=p|=|it|=i.

|a] vektoming uzunligi jad=-Ie+y2+z2 formula bilan aniglanadi.

cosa = , cosp = 4 =, coSr=  .o.
qx?-l'(/(?ﬁz_ P Ix 9+)?I ) t’jx2+§? &

yo naltiruvchi kosinuslari deb ataladi. Bu yerda a, p,y-a vektoming

Ox, Oy, Oz o‘glari bilan hosil qilgan burchaklari va

vektoming

cos2a +c0s2j3+cos2y = 1.
a(xv yv z,)va b(x2 y2 z2) vektorlar berilgan boisin. U holda
a+b(xl+x2 yl+y2 Z+z2A Aa(Ax, Aynlz,).

Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Ta’rif. a va P vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb bu
vektorlaming uzunliklarini ular hosil gqilgan burchak kosinusiga
ko‘paytirishdan hosil boigan songa aytiladi va (a,b) yoki a-b
ko‘rinishida belgilanadi.
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Demak,
(a.¢)j =a-¢ =all¢|-cosf3
a(x,y,»2) Va b(x2y2z2) vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
(a, b) =a-b =x,x2+y,y2+z,z2 formula bilan aniglanadi.
Vektoming skalyar, kvadrati (a, a)=a =[a|2=x2+y2+z2 yOKi \d=ja*.
a(x, y..z,) va b(x2 y2z2) vektorlar orasidagi burchak

eos(p:\(a’ b) i—)i 2+y,y0+2122 =
BIN  \WX2+312+2,2%2 +y2+122
formula yordamida hisoblanadi.
Agar a va B vektorlar skalyar ko‘paytmasi nolga teng boisa, u
holda ular ortogonal vektorlar deyiladi.
a t>=0 yoki XDe+yiy2+ziz2=0 vektorlaming ortogonallik sharti.
Birlik ortogonal vektorlar ortonormal vektorlar deyiladi.
a(x., y» z,) Va b(x2y2 z2) vektorlar kolleniar boisa, ya’ni a=kb, u

= =~ =k vektorlaming kolleniarlik sharti.

holda ~
Xy 1z

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Ta’rif. a vektoming b vektorlar vektor ko paytmasi deb, c=axb
ko‘rinishda belgilanuvchi va quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi ¢
vektorga:

1. ¢ vektor a va b vektorlaming har biriga perpendikular;

2. ¢ vektor uchidan garalganda a vektordan b vektorga eng qgisga
burilishi soat mili yo'nalishiga teskari yo‘nalishda kuzatiladi (a, b, ¢
vektorlaming bunday joylashuvini o‘ng uchlik deyiladi);
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3. c vektoming moduli a va b vektorlarga qurilgan
parallelogrammning S yuzasini ifodalovchi songa teng, ya’ni
|d =5,=[al|Alsini9 (4>-a va b vektorlar orasidagi burchak).

Vektor ko ‘paytmasining asosiy xossalari:

1. axb =—bxa;

2. (Xa)xb=ax[Xb)-¢(axb);

3. ax[b+c)=axb+axcj

4. Agar a=o0, yoki b=o0 yoki d||b boisa, u holda axb=0. Xususan
axb =o.

Koordinata o“glari ortlarining vektor ko ‘paytmasi:

i'xi=0,j xj =0,kx.k =0;
ixj =k, jxk =i, kxi =y.

a=axi+ayj +azk, . L k
Agar boisa, uholda ai>=_, |,

B=bxi+b j+ bzk b by o
Agar flvai vektorlar kolleniar boisa, u holda R= 3=
K by bz
a vektoming b vektorlar vektor ko paytmasining moduli  bu

vektorlarda qurilgan parallelogrammning yuzasini ifodalaydi: 5=|a xI!



a vektoming b vektorlarda qurilgan uchburchakning yuzasini esa

S=~jaxd\ formula yordamida hisoblanadi.

Uch vektorning aralash ko‘paytmasi
Ta’rif.a ,b va c vektorlaming (abc) aralash kopaytmasi deb, (axb)

vektor ko ‘paytmaning c vektorga skalyar ko ‘paytmasiga aytiladi.
Aralash ko‘paytmaning xossalari:

1. (ay.b)' c=a "(ixc).

2. abc—bca—cab.

3. abc=-bca, abc=-cba, abc=-ach.

a, b, c
komplanar boisa, u holda abc=0 boiadi.
a =axi +ayj +az2k
ax a4, “z
Agar ~= r+byj+azk boisa,uholda (abc)- y K
c=cxi +cyj +cjc X S
ciy az
Agar a, b, c vektorlar komplanar boisa, u holda by bz =0
Q/ cz

(axb) *&

Aralash ko‘paytma ko‘paytiriluvchi vektorlarda qurilgan parallelepiped
hajmiga ishora anigligida teng, ya’ni v = +(abc). a,l va c vektorlarda

qurilgan tetraedr hajmi esa v=z 1/6 (abc).
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Masalan 1. a) a=i+3j va b=y-4k vektorlarga qurilgan
Parallelogramm yuzasini hisoblang.

Yechish: a va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning S yuzasi
shu vektorlaming vektor ko‘paytmasi moduliga teng: .S=|éx6|. Vektor
ik
3 0 =—12i +4j-9k.

0-4

|
ko‘paytmani topamiz: axb= 1
3
Demak, s=V(-12)2+42+(-9)2=,/144+16+81=\L4TkvV birlik.
Masalan 2. Uchlari A(1, 2, 0); B(-1, 2, 1); C(0; - 3; 2) va .0(1, 0, 1)
nuqtalarda boigan piramidaning hajmini hisoblang.
Yechish: Piramidaning A uchidan chiggan girralariga mos keluvchi

vektorlami topamiz: AB={-2; (; -5; 2}, 1d ={0;-2;1}.
Piramidaning hajmi shu vektorlarga qurilgan parallelepiped
.-20 1
hajmining % gismiga teng boiganligi sababli v:t-( -1 -5 2 =%.4=23
0 1
kub birlik.

Fazoda tekislik tenglamalari va ularga doir asosiy masalalar

Fazodagi M(x0,y0,z0) nuqtadan o‘tuvchi, n(AR,c) vektorga
perpendikuldr boigan tekislik tenglamasini tuzamiz. Odatda n{ABc)
vektorga tekislikning normal vektori deyiladi. Buning uchun shu
tekislikda yotuvchi ixtiyoriy &(x,y,z) nuqtani olsak, mb ea n vektorlar
perpendikulédr boiadi, ya’ni MB-n=0 boiadi. Demak, quyidagilar o‘rinli
boiar ekan:

MBn =A(x- x0)+ B(y- y0)+C(z-z0)=0

Agar gavslami ochib, ifodani ixchamlasak quyidagi tenglama hosil
boiadi:

Ax+By+Cz+D=0 (1)
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Bu yerda, D=-(ax0+Byo+cz0). n(A,B,c) vektor tekislikning normal
vektori deyiladi.

(D-tenglama tekislikning umumiy ko Trinishdagi tenglamasi
deyiladi. Endi (I)-tenglamaning ayrim maxsus ko ‘rinishlarini keltiramiz:
1. Agar D=0 boisa, u holda ax+By +cz=0 tekislik koordinata boshidan

0 ‘tadi.
2. Agar A=0boisa, By+cz+D=o0 tekislik OX o‘gqa parallel boiadi.
3. Agar A=0,D =0 boisa, By+cz =0 tekislik OX o‘gdan o‘tadi.
4. Agar A=0, 5=0 boisa, Cx+D=o0 tekislik OXY tekislikka parallel
boiadi.
5. Agar A=0, 5=0, D=0 boisa, cz=0 (yoki z=0) tekislik OXY tekislik
bilan ustma-ust tushadi.

()-tenglamada D*o boiganda tekislikning kesmalardagi

tenglamasini keltirib chigarish mumkin:

Ax+By+Cz=-D =>~~R + H-Y) =1
~1 ~1 -~C

yokl S AT B~_:Pi =c deb belgilashni  kiritsak é+/B'+6=I

tekislikning kesmalardagi tenglamasi hosil boiadi.
Bir to‘g‘ri chizigda yotmaydigan uchta M(xiyi,zi), M(x2y22),
M(xi,yi,Z3 nuqta orqgali o‘tuvchi tekislik tenglamasi:
X-X, y-yl z-z,
X~Xly2~yi 22~2 =°
x3-x{y3yl B-Zj
Ushbu
Ax +BrY+C,z+£5 =0
dAc+52y +C2Z+Z22=0
tekisliklar berilgan boisin.
Ikki tekislik orasidagi burchak deb tekisliklar hosil gilgan ikki
yoqli burchakka aytiladi.
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n, va «2vektorlar orasidagi tp burchak bu tekisliklar hosil gilgan ikki
yoqli burchaklardan biridir. Shuning uchun (p burchak quyidagi
tenglikdan topiladi:

T o AAL+BLr #CC (3

[«-«2 VY2+B\ +CkeV4 +Bl +C2
Tekisliklaming  parallellik va perpendikularlik shartlari  ulami
aniglaydigan @, va re(A,/}2,c2) vektorlaming parallellik va
perpendikularlik shartlari bilan bir xil boiadi, shuning uchun ular
quyidagicha boiadi:

— =—=—tekisliklaming parallellik sharti,
A2 B2

*A2 + BxmB2 + Cj «C2 = 0 tekisliklaming perpendikularlik sharti.

M (x0,y0,z0) nugtadan Ax+By+Cz+D =0 tekislikkacha boigan

masofa hisoblash  formulasini  keltirib  chigaramiz. M(xo,yo0,z0)
nugtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming asosini M(xi,yi,zi)
bilan belgilaymiz. Izlanayotgan masofani d bilan belgilaymiz.

n(A,B,C) tekislikning normal vektori va MM vektor o°‘zaro
kolleniar vektorlardir.
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Bu vektorlaming skalyar ko‘paytmasi

n M3/
fi sMM =\r\WM,M|casg>=d -LL| bo‘lib, undan d - munosabatni

hosil gilamiz.

AMJM = A(Xg- X) +B(yo->,) +C(z0-Zj) = Ax0+Byo + Cz0- (Axj +By1+Cz%
Mi(xi,yi,zi) nugta berilgan tekislikda yotgani uchun
Axi+Byi+Czi+D=0 boiadi, bundan esa Axi+Byi+Czj=-D kelib
chigadi. Demak,
n-MX¥ =Axg+Byo+Cz0+D va n=nlA+B2+C ekanligidan quyidagi
formulani hosil gilamiz:

IAX0 + By0 + Cz0+ D\
na +B2+C2

Bu formula M(xo0,y0,z0) nugtadan Ax+By+Cz+D =0 tekislikkacha
boigan masofani hisoblash formulasidir.

Masalan. Mo(2; -3; 1) nuqta orgali o‘tuvchi va x-4y+5z+I=0
tekislikka parallel tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish: Maiumki M0(x0;y0;z0) nuqtadan o‘tib, ax+by+cz+d=0
tekislikka parallel tekislik tenglamasi a(x-x0)+b(y-ya)+c(z- z0)=0
shaklda boiadi. Bizning masala uchun bu tenglama quyidagi ko‘rinishni
oladi: (x-2)-4(y +3)+5(z-1)=0 yoki x-4y +5z-\9 =0.

Fazoda to‘g‘ri chizig tenglamalari va
ularga doir asosiy masalalar

Umumiy holda ikki u-tekislikning kesishish nuqtalari to‘plamini
fazodagi to‘g‘ri chiziq sifatida talgin qilish mumkin.
Aix+B¥ + Cjz+ D] =0

Agar Rox +B2y +C22 + D2= O tengllklardagl tekisliklar Parallel

boimasa, ular to‘g‘ri chizig bo‘yicha kesishadi, bu to‘g‘ri chiziq
tenglamasi quyidagi tenglamalar sistemasi orqgali topiladi:
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jAix+ By + QO\Z+ Dx=0
\ax+B2y +C2+D2=0
Bu sistema to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
Agar tenglamadan x va y ni z orqgali topsak, u holda to‘g‘ri

chizigning proeksiyalardagi tenglamasini hosil gilamiz:

Endi M(x0,y0,z0) nuqtadan o‘tib, p(m,n,k) vektorga parallel
bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini topaylik. Agar B(x,y,z) nuqta
gidirilayotgan to‘g‘ri chizigda yotsa, u holda MB(x-xg,y-y0,z-20)
vektor p vektorga parallel boiishi kerak, ya’ni quyidagi tenglama hosil
bo‘ladi:

Bu tenglama fazodagi to‘g‘ri chizigning kanonik ko‘rinishdagi

77—
tenglamasi deb ataladi. Agar bu tenglamada — =t deb olsak, to‘g‘ri

X = mt + X0,

chizigning quyidagi parametrik tenglamasini hosil gilamiz: ¥ =nt + Yo
z = kt+z0.
Berilgan ikki M(xl,yuzl) va K(x2,y2,z2) nugtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini topaylik. Bu to‘g‘ri chiziq M{xl,yl,zi)
nugtadan o ‘tganligi uchun
Y-y, _z2-z.
m n K
Endi bu to‘g‘ri chizigning K(x2,y2,z2) nugtadan ham o ‘tishini
e’tiborga olsak,
*-x1 =Yo~Y1=72-N
m n K
Natijada quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
*~xki _ Y-Y\ = z-7,
x2~x, Y2i z2-zj
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Bu tenglama berilgan ikki Mix~y~z” va K(x2,y2,z2) nuqtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasidir. Ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi
burchak deb bu to‘g‘ri chiziglaming yo‘naltiruvchi vektorlari
orasidagi burchakka aytiladi.

Ikkita to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorlari S\(m,,«,,/?,) va
S2(m2, n2, p2) berilgan bo‘lsin. U holda ikkita to‘g‘ri chizig orasidagi
burchak quyidagi munosabatdan topiladi:

Aw2+/if +p\ Vm\ +n\ +p\

Fazoda ikkita to‘g‘ri chizigning parallellik sharti: —=—=—
m2 2 Pz
Fazoda ikkita to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti: mmi + n\m
+391/>2=0.
Masalan. Mi(2;-1; -1) va Mi(3; 3; -1) nugtalar orgali o‘tuvchi
to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.
Yechish: x~»m=y~y> =-L A yoki
*2~Xi Y2 N 22~2
X-2_y+l_z+1 X—2_y+1_z+1
3-2~y+T_-141 1 4 ~0

Fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziglarga doir asosiy masalalar

[ =-—£ to‘g‘ri chiziq vaa: Ax+By+Cz+D =0 tekislik
m n K

orasidagi (pburchakni topaylik.
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~-ip burchak p(m,n,k) va n(A,R,C) vektorlar orasidagi burchakka teng

boiadi, u holda boigani uchun,

\Am + Bn + Ck\
2+B2+C2®¥m2+n2+k2"
Berilgan to‘g ‘ri chiziq va tekislikning parallel boiishi uchun p va
n vektorlar perpendikular bo‘lishi kerak, ya’ni Am+Bn+ Ck=0.

Berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislikning perpendikulédr boiishi uchun

A BZC

pv&it vektorlar parallel boiishi kerak, ya’ni o ‘
To‘g'ri chiziq bilan tekislikning kesishgan nuqtasini topish uchun,
to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi va tekislikning umumiy

tenglamasi orgali hosil boigan sistemani yechish lozim, ya’ni

X —mt +a
y =nt+b
z = kt+c

Ax+By+Cz+D =0
tenglamalar sistemasini yechish kerak.
Masalan 1. Mo(2;-2;l) nuqtadan va to‘g'ri

chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish: M(x; y; z) izlanayotgan tekislikda yotuvchi nuqta
boisin. Mi(l; 2; -3) to‘g‘ri chiziqdagi nugta. U holda P (2; -3; 2)
berilgan to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori,
M,M (x—;y-2;z+3) va MMO(L -4; 4) vektorlar komplanar va

1 -4 4
(MM o pMiM)=0 boiadi. Demak 2 3 2 =q
Xx-1ly-2z+3

Bundan 4x+6y+5z-1=0 izlanayotgan tekislik tenglamasi hosil
boiadi.
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[Bic—»4=0
Masalan 2. \ax+2z-2-0 toéiri chiziq bilan 2x+y+z-4=0
tekislik orasidagi burchak topilsin.
Yechish: To‘g‘ri chiziq tenglamasini  kanonik  ko‘rinishga

o X y+l z-4 . .
keltiramiz: ~Y~=~3~=—F - to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi

_2
o — 3
vektori P —).
2x+y+z-4=0 tekislikning normal vektori esa n(2;l;l). Demak, to‘g‘ri
chizigning berilgan tekislik bilan hosil gilgan burchagi

7
1-2+3-1+ - | 11
_ 2 1 1
Sin<»= Tommmmmmnee —~2= r- 7 =;-,9 =arcsin rr.
N2+12+12J12+32+1-— \Y \Y
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3. Chiziqgli fazo
Chiziqli fazo tushunchasi

Chizigli fazo tushunchasi matematikadagi asosiy tushunchalardan
biri boiib, igtisodda ham muhim ahamiyatga ega.

Ta’rif. Agar bo‘sh boimagan L to‘plamning istalgan x,y,z
elementlari va x son uchun go‘shish x+yeL, songa ko‘paytirish xxsL
aniglangan boiib, bu amallar uchun quyidagi xossalar o ‘rinli boisa:

1. x+y =y+x (qo‘shish amalining kommutativligi);

2. x+(y+z)=(x+y)+z (qo‘shishning assostiativligi);

3. L da shunday 0 (nol) element mavjudki, istalgan xeL uchunx+0=x;
4. Har bir xeL uchun, L da shunday x elementi mavjudki, uning uchun
je+(-5t)=0;

5. a va R sonlarva iei uchun a{fx)=(aB)x;

6.1 X=Xj

7. (a+B)X=ok +BX;

8. a(X+Yy)=ac+ay

u holda u chizigli yoki vektor fazo deyiladi.

Yugoridagi ta’rifda songa ko‘paytirish amali deganda ikki holatni
farglash kerak. Agar ta’rifdagi sonlar haqiqiy sonlar to‘plami a = (-00.+00)
dan olingan deb qaralsa, bunday chizigli fazo haqiqgiy chizigli fazo
deyiladi, agarda bu sonlar kompleks sonlar to‘plami C dan olingan deb
garalsa, bunday chizigli fazo kompleks chiziglifazo deyiladi.

Ta’rif. Agar shunday sonlar topilib, ular uchun
x=x,a,+A2az +...+Xrg, tenglik o‘rinli boisa, u holda chizigli fazo elementi
X vektor a,az...,a, Vvektorlaming chizigli kombinatsiyasidan iborat
deyiladi.

Ta’rif. Agar hammasi ham nolga teng boimagan shunday
xi,x2...,xnsonlar topilib, ular uchun
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Aial +Alal+...+ Xnan= 0O (1)
tenglik o‘rinli boisa, u holda av a2,...,an vektorlar sistemasi chizigli
bogiiq vektorlar sistemasi deyiladi, aks holda, ya’ni (I)-tenglik o‘rinli
ekanligidan Al =A2=...=Av=0 boisa, ular chizigli-erkli vektorlar
sistemasi deyiladi.

Agar ax a2, a nvektorlar orasida nol vektor boisa, u holda ular
chizigli bogiiqg boiadi. Agar al,a2,...,an vektorlardan bir nechtasi
chizigli bogiiqg boisa, u holda ulaming o‘zi ham chizigli bogiiq
boiadi.

Ta’rif. Agar L chizigli fazoda n tasi chizigli-erkli va istalgan n+1
tasi bogiiq boigan vektorlar mavjud boisa, ya’ni chizigli-erkli
vektorlaming maksimal soni n ga teng boisa, u holda L fazo n o ‘Ichovli
chiziglifazo deyiladi.

Ta’rif. n oichovli chizigli fazodagi istalgan n ta chizigli-erkli
vektorlar sistemasi chiziglifazoning bazisi deyiladi.

Teorema. Chizigli fazoning har bir elementini yagona usul bilan
bazisning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifoda gilish mumkin.

Isbot. i\, >e’f  vektorlar L dagi bazis boisin, agar
x&L (x*0) boisa, u holda x, £2,--,£n vektorlar chizigli bogiiq
boiadi, ya’ni hammasi ham nol boimagan shunday sonlar
mavjudki, bunda Aox+AI£, +--+Arf£n=0 tenglik o‘rinli boiadi. Bu
yerda, N *o boiishi kerak, aks holda Alfi+A:ze2+ .. Ancn-0 boiib,
A=11=R=-=A=0 ekanligi kelib chigadi. Demak, 0 boiishi
kerak, u holda

AQ a0 B To£En 2

tenglik hosil gilamiz, ya’ni x vektor l2,..., in laming chizigli
kombinatsiyasidan iborat ekan. Endi x ni (2)-tenglik orqali yagona
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usulda ifodalash mumkinligini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, x e L, x &0
uchun ushbu
X =axEx+a2£2+--—-+ajn
X=A A+AA +eee+P/n
tengliklar o‘rinli boisin, bu tengliklar ayirmasini olsak, u holda
@ - gl+(az- P2)t2+ mm+ (an- pnjgn=0  tenglikni  hosil  gilamiz.
i2,....in lar chizigli-erkli boigani uchun
«!-/?,=0,a2-p2=0,—aHPK=0,

ya’ni a, =Pv a2 =pz2,---,an=pn kelib chigadi. Demak, x vektor (2)-tenglik
orgali yagona ko‘rinishda ifodalanar ekan. Teorema isbot boidi.

Teorema. Agar L dagi £2,mmf,, vektorlar chizigli-erkli boiib,
istalgan x vektor ulaming chizigli kombinatsiyasidan iborat boisa, u
holda bu vektorlar L da bazisni tashkil etadi.

Isbot. x g L boisin, u holda teorema shartiga ko‘ra
sonlar mavjudki, ular uchun x =Ajf1+A2£2 +---+ArE,, boiadi. Bundan
esa I-x-Aj£,-A2£2 - An£fi=0 tenglik kelib chigadi, ya’ni
x, I x12,mef, vektorlar chizigli bogiiq ekan, u holda ta’rifga ko‘ra
A vektorlar bazisni tashkil etadi. Teorema isbot boidi.

vektorlar bazis boiib, x vektor ularning chizigli

kombinatsiyasidan iborat boisin, ya'ni x=xI£l+x2£2+---+xnfn, u
holda X, x2,---,xn sonlar X vektorning £, £2mmf, bazis bo‘yicha
koordinatalari deb yuritiladi. n oichovli L chizigli fazoda ikkita
ix£2, v a £\ £\,m £, bazislar berilgan boisin, u holda £\£<2 me£s,
lar uchun

A = al\lr\ + dVlg2n ANain~n

£2 = cl2jExeeci2 £2 MEses+ un£n
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tengliklarni hosil gilamiz, bu yerda

an al2- g
A= a2\ a2 wma2n
an2 ‘ m«ny
matritsa bazisdan i\, t2,mm€, bazisga o°‘tish matritsasi

deyiladi. Shuni ta’kidlaymizki, A matritsa xos boimagan matritsa
boiadi, shuning uchun unga teskari a- matritsa mavjud boiib, bu
matritsa bazisdan bazisga o‘tish matritsasi
boiadi.
Endi berilgan vektoming turli bazislardagi koordinatalari orasidagi
bogianishni garaymiz, x e L vektor uchun
X =xltl+x2l2+...+xnln=x*E\+xjf2 +...+x*nfn

boisin, u holda

X
X3
X= X *=
X,
deb belgilasak, quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:

X = AX* éKu X*=(a ') x .
Bu yerda, a'- a matritsaning transponirlangan matritsasidir.

n oichovli-chizigli fazoga misol keltiramiz. Elementlari
tartiblangan n ta haqgiqiy sonlar majmuasidan iborat boigan

R™ =\X:X = (XX X2, mmmX,), X.e (-00400), i=\,n}

to‘plamda  x ={xx x2,—xn)eRn va y=(ylyz....ym)~R" lar uchun
qo“shish:
Xx+y =(Xxj+ylx2+y2...,xn+yn va A songa ko‘paytirish amalini:

Ax = (Axj,Ax2,...,Axn) kiritsak, bu amallar chiziqli fazo ta’rifidagi 1-8-
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xossalami ganoatlantiradi. Demak, Rn kiritilgan amallarga nisbatan
chizigli fazoni tashkil etar ekan. Bundan tashqgari

[,=(1, o,m()
£3=(0, 1,-,0)
£En=(0, 0,-,1)

birlik vektorlar sistemasi Rn da bazisni tashkil etadi, chunki
VX-(x, x2,---,xn)eR"™ vektomi X = Xj£,+x22+---+xj,  ko'rinishda
ifodalash mumkin.
Masalan 1. Quyida berilgan uchta vektorlar bazis hosil gilishini
tekshiring:
a={031}b={1,-2,0} c={101}

0-N,-nN2=0 A+ —e
Yechish: a-n,b-N2c=0=> 3+21,-0-N2=0- -2J1=3
1-01,-N2=0 n=1

Bundan ko‘rinadiki sistemaning yechimi yo‘q. Demak a,b,c vektorlar
chizigli-erkli.

Masalan 2. Agar A2 - Ai va A3 - Ai vektorlar proporsional
boimasa, u holda Ai, A2, A3 vektorlar chizigli bogiiq emasligini
ko‘rsating.

Yechish: Ai(ai, bi, ci) A2(a2, br, ci) A3(as, bs, c3) boisin.

A2-Ai-(a2-ai;b2-bi;c2-ci),A3-Ai=(a3-ai; b3-bi; c3-ci).
A2- Ai vaAs- Ai vektorlar proporsional emasligidan

a3-a, *N(a2-1a,) ((N-1)al-Nna2+a3*0
B8, * N(b2-bj) =-(A—)bj -Ab2+0b3* 0 .
G3-Cj * A(c2- G) (n- 1c, - Ac2+¢3*0
Nial+ N7a2 * N17a3
Demak ' + n
AiC + Arc2 o JBCG3
boiib, Ai, A2, Az vektorlaming chizigli bogiiq emasligi kelib chigadi.
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Evklid fazolari

Ta’rif. Agar L chizigli fazo berilgan boiib, Vx,y e.L elementlar
uchun shunday (x;y) son mos go‘yilgan bolsa va u quyidagi xossalami
ganoatlantirsa:

1- (x,y)=(y.x).(x,yeL).

2. (X,y+2)=(xy)+ (X,2),(x,y,z e L).

3. {ax,y)-a{x,y),{a&R, x,y~L).

4. (x,x)>0 va fagat x=o(xe L) boiganda (x;x)=0.

U holda bu chizigli fazoda skalyar ko‘paytma aniglangan deyiladi.

Skalyar ko‘paytma kiritilgan chizigli fazo Evklidfazosi deyiladi.

Skalyar ko‘paytma yordamida vektoming normasi (uzunligi)

tushunchasini kiritish mumkin. x vektoming uzunligi (normasi) |x i deb,
quyidagicha aniglangan songa aytiladi:
x| = V(xX)
Norma quyidagi xossalarga ega boiadi.

1. x| =0 faqat va fagat shu holdaki, agar x =0, boisa.
2. Istalgan X son uchun |4 =\I\sx|.
3. | ))I<IX|-_y] Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi.
4. |x+_y|<|x|+|y[ uchburchak tengsizligi.

Ikkita x vay vektorlar orasidagi burchak e quyidagi tenglik bilan
aniglanadi:

°°Sr = x|\’  yerda deb garaladi.

Normaning 1- va 2-xossalari to‘g‘ridan to‘g‘ri skalyar ko‘paytma
ta’rifidan kelib chigadi. 3- va 4-xossalarini isbot gilaylik.  Skalyar
ko‘paytmaning ta’rifiga va 1-, 2-xossalariga ko‘ra quyidagilami hosil
gilamiz:

0 <(x+ay, x+ay)= (x,x) +2a(x.y) +a2(y,y)
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Buyerda, a=-— _ deb olsak, quyidagi hosil boiadi.

v.y)
0<(xx)-2.fez)!+(")2-(") = <L?.u>"
{v.y) (v,y)2 11 . v nn

N(x>>)<[x|-ly]
Demak, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi isbot boiadi. Endi 4-
xossa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan kelib chigadi:
X+Y\2= (X+Y,X +Y)=(X,X)+2(X,y)+ (y,y)<\x\2+ 2-|x|-[y] + [y|2 = (X + [j/)2 =>
=>|x +y[<|x] + 1yl

Agar x vay vektorlar ortogonal vektorlar orasidagi burchak ga

teng boisa, ya'ni (x,y)=0 boisa, u holda ular ortogonal vektorlar
deyiladi.

Agarda n oichovli evklid fazosidagi v 12 mm(, vektorlar uchun
(ti, -tj)=0, if] boiib, K|=1, i=1,2 boisa, u holda ular bu
fazoning ortonormal bazisi deyiladi.

Teorema. Har ganday n oichovli L Evklid fazosida ortonormal
bazis mavjuddir.

Isbot. vektorlar L Evklid fazosidagi bazis boisin, shu

bazis asosida biz ortonormal bazisni hosil gilamiz. 1-qadamda A = rf"r
deb olamiz, tabiiy |"i| = 1 boiadi.

2-gadamda =\ i+/2 wvektor uchun \ ni shunday tanlaymizki,
(f2,1i)=0 boisin, ya’ni o=(ff,£1)=A1(f1J 1)+(f2J 1)=Al+(f2J ;) demak,

f*
\ =-(/2") deb olsak (f2,£,)=0 boiar ekan, endi ;2 =i h deb olsak,

2|
[*2|=1 va (£iJ2)=0 boiadi.
k<n uchun £l,i2--£k ortonormal vektorlar hosil gilingan boisin,

k +1 gadamda =1 £i +Z 252 tmmt+ XkEK + T kel vektor uchun
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Ay, A2,--- AK sonlami shunday tanlaymizki (*,>/44)=0,i=\k tengliklar

o‘rinli boisin, buning uchun 4 =-(/*+iJj), i=1l,2,....k deb olish
*
yetarlidir. Agar biz h A= (LH deb olsak, £u ¢2,---,1k tkix ortonormal

sistemani tashkil giladi. Natijada n ta gadamdan so‘ng £x£2,mesf,
ortonormal sistema hosil boiadi. Istalgan ortonormal sistema chizigli-
erkli boiadi, chunki agar AIf£l+A£2+---+AEj+---+ArEn=0 boisa, u
holda istalgan i=12,...,« uchun
+A20 + WAL+ 0N 1) = (pul ) =A—0

ekanligi kelib chigadi. Demak, ix chizigli-erkli ekan, L fazo n
oichovli boigani uchun £x£2 mmf, ortonormal bazis ekanligi kelib
chigadi.

Evklid fazosiga misol tariqasida chizigli n oichovli fazo Rn ni
keltirish  mumkin. Rn da x=(xx2,---xn) va y ={yxy2"-"yn)
vektorlaming skalyar ko ‘paytmasi deb quydagini olamiz:

(x>y)=T, Xiy<
Kiritilgan skalyar ko‘paytma ta’rifdagi barcha xossalami
ganoatlantiradi. R" da Kiritilgan skalyar ko‘paytmaga mos ravishda
X =(x,,X2,---,xj e R" vektorning normasi quyidagicha aniglanadi:

Evklid fazoda £x=(l,0,...,0), 12=(.,....0 mm£E, A =(00,..1) vektorlar
ortonormal bazisni tashkil etadi.

Chizigli operatorlar
Ta’rif. Agar L] chizigli fazoning har bir elementi xei, uchun

biron qoida, gqonunga asosan L2 chizigli fazoning anig elementi mos
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go‘yilgan boisa, Lxni L2 ga akslantiruvchi operator berilgan deyiladi.

Bu operatomi A deb belgilab, akslantirishni a-1x-*12 shaklda ifoda
etiladi, bu akslantirishdax ning y ga moskelishi Ax=y kabi yoziladi.
Ta’rif. Agar istalgan xe”~yei” va x son uchun
A(x+y) = Ax+ Ay
A(A x) = AAX
tenglik o‘rinli boisa, u holda A-.f-tL, operator chizigli operator
deyiladi.
as va B:L2->1, chizigli operatorlar boisa, A va B
operatorlarning ko‘paytmasi (yoki kompozitsiyasi) deb ushbu
(ab)(x)=a(Bx) ko‘rinishda aniglangan operatorga aytiladi. Bu yerda,
ab-Ix->z,3va ¢ =ab chiziqli operatordir.
Agar A-L-+L va b-1 -+1 chiziqli operatorlar boisa, bunday

operatorlar uchun a+b, A-a va a b chiziqli operatorlami aniglashimiz
mumkin boiadi. L chizigli fazoning o ‘zini-o‘ziga akslantiruvchi barcha
chiziqli operatorlar to‘plamini 3(L) deb belgilaymiz, operatorlami
go‘shish va songa ko‘paytirishga nisbatan 3(x) to‘plam chizigli fazoni
tashkil etadi.
Ta’rif. Agar ae3(L) operator uchun shunday x son mavjud boiib,
AX=Ax, xO
tenglik o‘rinli boisa, u holda x vektor A operatoming xos vektori
deyiladi.
A:R" R chizigli operator boisin. Biz A operatoming matritsa
ko‘rinishini hosil gilamiz. Buning uchun R da £x£1,...,in va Rmda esa
bazislami olaylik. xeR*Ax=yeRmAEleR'n uchun ushbu

tengliklami yoza olamiz:
X = XA X+x2£2 +--- + XrEN
Jx=y=yA+yit\+-+yJ'm
Ai;—aXij+aZf2 +me+Q¥EMj =12,...,n
Bu yerdan quyidagilarni hosil gilamiz:
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ax=X xjafj :Jl,fixj £af' =£ X “Xj
=1 — <i y

i=i\j=i

=N=

Demak, y, =Yjawj’ *=12’wmw tengliklar hosil boiadi. Agar biz ushbu
i~1

matritsalami kiritsak,

EX, ! Cyi 'an an'''au
X = X2’ y= Yt A- Q1 42" won
are
u holda yuqoridagi tengliklarni quyidagicha yozishimiz mumkin:
AX =Y

Bu yerda, A matritsa qaralayotgan A operatorning berilgan bazislardagi
matritsasi deyiladi. /lesf/r) boisin, u holda bunday operatorga mos
keladigan matritsa kvadratik matritsa boiadi.

/au allm

al2-
A= a2

=« are
X =(xux2,...,xjeR"vektor A chizigli operatorning x xossonigamo:
keluvchi xos vektor, ya’ni Ax-Ax boisin.

Agar x = vektor matritsa boisa, u holda ushbu tenglik hosil

boiadi AX = AX.

Bu yerdan E birlik matritsa uchun, quyidagi (a- xe)x =o tenglikni
yoza olamiz. Bu bir jinsli tenglamalar sistemasi har doim x=0 yechimga
ega. U noldan fargli yechimga ega boiishi uchun, ya’ni xos vektoming
mavjud boiishi uchun \a -x£\ =0 boiishi, ya’ni
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4 a2 Y2 A'an

«1 A
ekanligi zarur va yetarlidir. Bu determinant X ga nisbatan «-tartibli
ko‘phaddan iborat boiadi, uni A operatorning yoki A matritsaning
xarakteristik ko'phadi, (l)-tenglama A operatorning (matritsaning)
xarakteristik tenglamasi deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, xarakteristik
ko‘phad garalayotgan bazisga bogiig boimaydi.

A operator n ta chizigli-erkli et,e2,....en xos vektorlarga ega boiib,
A, A?,...,An x0s sonlari boisin, u holda A operatorning exi2,...jn bazisga
mos keluvchi A matritsasi quyidagi ko‘rinishda boiadi:

¢l o mO
A= ,ya’ni A matritsa diagonal matritsa boiar ekan.
o 0--Z,

Aksincha, biron-bir bazisda A operator matritsasi diagonal
ko‘rinishga ega boisa, u holda bu bazis vektorlari A operatorning xos
vektorlari boiib, matritsa diagonallaridaga sonlar uning xos sonlaridan
iborat boiadi.

Agar A operator n ta turli xos sonlarga ega boisa, u holda ularga
mos keluvchi xos vektorlar chizigli-erkli boiib, shu vektorlar hosil
gilgan bazisda A operator matritsasi diagonal ko‘rinishga ega boiadi.

Masalan 3. Matritsaning xos sonlari va xos vektorini toping:
A:f3 2N
14
Yechish: Matritsaning xarakteristik tenglamasi 3-A 42 A
bundan A2-72 +10=0, Al=2, A2=5. Xo0s vektomi topish uchun:
_A aw A (an-A)x, +alx2=0
v 2 2/ 2j 712 a2xt+ (a2- X)x2=0

A keluvchi kor S22 i imi
=2 ga mos keluvchi xos vektor Xj +2x2= 0 sistemaning yechimi
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boiadi, bu bitta tenglama, xi = b deb olsak, x\ = (-2b, b)-—b(-2, 1)

boiadi.
R0 ki
X 2

o‘zgaruvchini xi = ¢ deb olsak. X2 = (¢, ¢) = c(l, 1). b va c ixtiyoriy
sonlar boigani uchun bitta xos songa bir nechta har xil uzunlikdagi xos
vektorlar mos kelishi mumkin. Masalan bir jinsli sistemaning
fundamental yechimlariga mos keluvchi xos vektorlar
X1=(-2, 1), X2=(l, 1).
30

-~ 03 L .
Masalan 4. A matritsaning xos sonlari va Xxos
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vektorlarini toping.
Yechish: A matritsaga mos xarakteristik tenglamani yozamiz:

3-1 o 0
A-NE =0, 0 3-n 0 =0 yoki (3-a)1=0. Demak, N=3-A
1 1 3-1

matritsaning uch karrali xarakteristik soni.

Xarakteristik vektomi topish uchun (a-ne)x =o matritsaviy
tenglamaning noldan fargli yechimlarini topamiz.

N =3 deb yagona x+y =0 tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib,
X=-y, y=a, z=b deb x=-a, y=a, z=b, ya’ni X=(-a,a,b)
ko‘rinishdagi xos bo‘lmagan vektomi hosil gilamiz. Uni ikkita chizigli-
erkli 5, =(-1; 1 0) va 42=(0; 0; I) vektorlar orqali ifodalash mumkin.

Kvadratik formalar
Turli amaliy masalalami yechishda kvadratik formalar hosil

bo‘lib, ulami o‘rganishga to‘g ‘ri keladi.
Ta’rif. n ta 0‘zgaruvchining kvadratik formasi deb
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f{xxx1,..., xnN)=Y Y jajixixj
i=l j=I

tenglik orgali aniglangan f funksiyaga aytiladi.
Bu yerda, aj lar kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi. Ular
hagiqiy sonlar boiib, aj =ajt shartlarni ganoatlantiradi. Shu

koeffitsientlar yordamida tuzilgan A =(a0) (i,j-1,2,...,n) matritsa

kvadratik formaning matritsasi deyiladi, atj = aX shart bajarilgani uchun
bunday matritsalami simmetrik matritsalar ko‘rinishida ifoda qilish
mumkin:

f{x)=X"AX. (3)
Bu yerda, X =(Xj,X2...,X,,) matritsa ustundan iboratdir.

C -(cs)(¢J=12mex) n-tartibli xos boimagan matritsa boiib,
X=(x,,x2,...,xn) va Y =(\y2 lar X = CY tenglik orqgali bogiangan
boisin. U holda (3)-tenglikdan quyidagilami hosil gilamiz:

/ = X'AX =(CY) A(CY)=(Y'C)a(CY)=Y'(C AC)Y = Y'A'Y
Demak, x =cy xos boimagan chizigli almashtirishda / kvadratik
formaga mos keluvchi matritsa quyidagicha boiar ekan
A* = C'AC

Agar barcha i*j lar uchun at=0 boisa, ya’'ni
f =anxj+talkl+---+anxl=YjaxR ko‘rinishda boisa, demak kvadratik
A

formaning matritsasi diagonal ko‘rinishda boisa u holda
n n

f ='Yj'Yjaijxixi forma kanonik kvadratik forma deyiladi.
i=I" j=\

Quyidagi teoremalar o‘rinlidir:

Teorema. Istalgan kvadratik formani xos boimagan chiziqgli
almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga olib kelish mumkin.

Kvadratik formaning kanonik ko‘rinishi koeffitsientlari ma’nosida
yagona boimaydi. Lekin quyidagi teorema o‘rinlidir:
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Teorema (Kvadratik forma uchun inersiya gonuni). Kvadratik

formaning barcha kanonik ko'rinishlaridagi musbat va manfiy hadlari

soni bir xil boiadi.
Kvadratik formaga mos keluvchi matritsaning rangi shu kvadratik

formaning rangi deb atalib, kvadratik formaning kanonik koiinishdagi
noldan farqgli koeffitsientlar soniga teng boiib, yugoridagi teoremaga

ko‘ra kvadratik formaning barcha xos bo‘lmagan chiziqli

almashtirishlari uchun uning rangi o‘zgarmas bo‘ladi.
Agar barcha (xi*2,..., xnN+(0,0,..., 0) uchun

f(xix2,...,.xn>0(f(xi,x2, ...,Xn)<0) tengsizlik o‘rinli boisa, u holda
f(x,.x2 ...,x,,) kvadratik forma musbat (manfiy) amglangan deyiladi.
Teorema F=X'AX kvadratik forma musbat aniqlangan boiishi

uchun A matritsaning barcha bosh miuorlari musbat boMishi zarur va
yetarlidir, ya'ni
«d2"'“ b

@1 227" l((2/>0 i=12--n
A, = y 2Ly

«1 ail " au

boiishi zarur va yetarlidir.

Kvadratik forma manfiy aniqlangan boiishi uchun esa
(-i)'a,>0, (=12 shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Masalan 1. Berilgan kvadratik formani kanonik koiinishga

keltiruvchi ortogonal almashtirishni aniglang:  F(xi,x2xs) =

xf +x\+ 5x1 —6jgjc2 + 2x,Xx3—2X2zX3.

i -3 (0]
Yechish: Kvadratik formaga mos matntsa A= -3 i 1
1 -1 5

ko‘rinishda boiadi.
Shu matritsaning xos son va vektorlarini topamiz: \A-AE(-O,

1-A -3 1
-3 1-A -1 =0
1 -1 5-A

A3+ 7A2-36=0 A=-2, A2=3, Ai=6.



Xos vektorlami topamiz:

'3 -3 f 'Y o 3, -3Xx2+x3=0
a)A=-2 uchun (A+2E)Xi=0, -3 3 -1 *,, - o0 yoKi *
.1 -1\ A

Blindan esa 3X’-3X2+X3=0. sistemani hosil olilamiz.

X. -X, +7x, =0
Bu sistemani yechib xi=k, X2 = k, X3 = 0 ni hosil gilamiz.
b) A2=3 uchun xuddi a punktdagi kabi mulohazalarda xi=-k, X2=k,
X3=k yechimlami hosil gilamiz.
d )13=6 uchun ham xuddi a punktdagi kabi mulohazalarda xi=k, X2 =-
k, X3 =2k yechimlami hosil gilamiz.

Agar A matritsali F(xi,x2......x00 kvadratik forma biror X=BX
ortogonal almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga Kkeltirilgan
boisa, u holda Ai,A2..An koeffitsientlar B matritsa xarakteristik
tenglamasining ildizlari boiadi. B ortogonal matritsaning ustunlarini
tashkil etuvchi x,,x2....xnustun- vektorlar aldi”™ \ xos sonlarga mos
shu matritsaning xos vektorlarini tashkil etadi.

"k e

Bizning misolda Xi= k , x2= k , X3= -k A matritsaning
Aj=-2, A2=3, A3=6 x0s sonlariga mos Xi, X2, X3 xos vektorlari
ortogonal boiishi kerak. t=1 giymatda bu vektorlami normallab,

ortogonalligini tekshiramiz. Normal vektorlar uchun xf+xj+x] =i shart

o‘rinli ekanligini inobatga olib Xi= vektomi xpe+xf+xf=-= ga
v2

ko‘paytirib Xi=-~ 1 normal vektomi hosil gilamiz.

\/oy
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(i
Xuddi shu kabi X2= i, Xj= -i
Ve
v b
Xi, X2, Xi Xos vektorlar o‘zaro juft-juft ortogonal, ya’'ni
X\*X2=X[*x3= *x3=0 bo‘lgani uchun B quyidagi ko‘rinishda
boiadi.
J i

4i 46 -h

B- J_ _L
S Jo 4i
J_ JL o

1 4% 46

O'zgaruvchilaming X =Bx ortogonal almashtirilishida berilgan
kvadratik forma quyidagi F =3x1+6x1-2x1 kanonik ko‘rinishga

keladi, bunda

.m %2 23 - g
4i 4; 43 46 46 46’ 1 -A' 410’

_ X j2x2
X  4i+46+4 i>XI 4i 46+42°h VTVO

Igtisodda chizigli modellar
Matritsaning xos vektori va xos sonini topishga olib keladigan
igtisodiy jarayonning matematik modeli sifatida xalgaro savdo modelini
keltirish mumkin.
S1S2,---,Si n ta mamlakat boiib, ulaming milliy daromadlari mos

ravishda Xx,,x2,...,xn larga teng boisin. ajj- Sj mamlakatning Sj

mamlakatdan sotib oigan tovarlarga sarf gilgan milliy daromadning
ulushi boisin. Milliy daromad toialigicha mamlakat ichida va boshga

mamlakatlardan tovar xaridi uchun sarfboiadi deb hisoblaymiz, ya’'ni
2X =1, j =1,2,....«
A

tenglik o‘rinli boiishi kerak. Quyidagi matritsani garaylik



4] ai2” m\n

az "
A= a2 w2,

,am a2 "amJ
bu matritsa savdo-sotigning strukturaviy matritsasi deb nomlanadi.
Istalgan S, (i =1,n) mamlakat uchun ichki va tashgi savdodan hosil
boigan tushumi P, = anxl + ai2x2+mmm+airkn tenglik orgali aniglanadi.
Mamlakat olib borayotgan savdo-sotigning muvozanatda boiishi uchun
har bir mamlakat savdosi kamomadsiz boiishi kerak, ya’'ni har bir
mamlakat savdosidan hosil boigan tushum uning milliy daromadidan

kam boimasligi kerak. Ya'ni Pj >x,, i =1n.

Agar Pt > xj deb faraz qilsak, u holda quyidagilami hosil gilamiz:

n —
Pi=Yja*Xk>Xi i=1>n
k=1
Bu yerdan >4 X, yani M K =¢Xt>¢X,
=1 i=l A /A1 k=1 k=1Vv /A1 ) *=1 k=\

ekanligi kelib chigadi, bu esa garama-garshilikdir. Demak, pt>x
tengsizlik o‘rniga Pj =Xxj tenglik oiinli boiishi kelib chigadi. Iqtisodiy
nuqtayi nazardan bu tushunarli holatdir, chunki mamlakatlaming

barchasi bir paytda foyda ko‘rolmaydi. Mamlakatlar milliy daromadi

uchun x = vektomi kiritsak u holda Pj =xi} ya'ni =X, i=in

tengliklardan quyidagi tenglamani hosil qilamiz: AX=X, vya’'ni
garalayotgan masala A matritsaning A = 1 xos soniga mos keladigan xos
vektorini topish masalasiga kelar ekan.
Masalan 1. To‘rtta mamlakat savdosining strukturaviy matritsasi
fo2 03 02 o
04 03 Q1 02
03 03 05 02
01 01 02 04y
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budjetlar yig‘indisi Xi+X2+X3+X4=6270 sh.p.b. (shartli pul birligi) boisa,
bu mamlakatlaming budjetini toping.
Yechish: Berilgan strukturaviy matritsa A ning xos soni A = 1 ga mos

keluvchi xos vektor x ni topish kerak (a- e)x=0, ya'ni tenglamani
yechish kerak.

LaB 03 02 02 /XN

[0}
04 -0,7 01 0,2 x2 0
03 03 -0,5 02 x3 0
N O,l Ovl 0,2 l—\o-d *4. _O,
bu sistemaning rangi uchga teng boigani uchun, nomaiumlardan bittasi
erkli o‘zgaruvchi va u orgali golganlari ifodalanadi. Sistemani Gauss

usuli bilan yechib xos vektor x ning komponentlarini topamiz:

140 146 20
X = - C, X, = - c, X, =— c, XA=C.
2 121 3 1 4

Topilgan giymatni berilgan budjetlar yig‘indisiga qo‘yib c kattalikni
topamiz: c=1210, bundan defitsitsiz savdoda mamlakatlar budjetining
izlanayotgan kattaligini topamiz: xi=1400, X2=1460, X3=2200,
x4=1210.

Masalan 2. x,, x2 x3davlat budjetiga ega uchta mamlakat savdosini
garaylik. Butun davlat budjeti har bir mamlakat uchun yoki mamlakat
ichida tovar olish uchun yoki boshqa mamlakatdan import olish uchun
sarflanadi deb hisoblaymiz. Aytaylik, birinchi mamlakat o‘z budjetining

yarimini mamlakat ichidagi tovami ayirboshlashga, budjetning -~

qismini ikkinchi mamlakatdan va qolgan ~ qismini uchinchi

mamlakatdan mahsulot olishga sarflasin. Ikkinchi mamlakat ichki tovar
uchun ham, birinchi va uchinchi mamlakatdan mahsulot olish uchun

ham budjetni teng miqdorda tagsimlasin. Uchinch mamlakat budjetning

), gismiga birinchi mamlakatdan, golgan 5 gismiga ikkinchi
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mamlakatdan tovar sotib olib, mamlakat ichida hech gqanday mahsulot
ayirboshlamasin. Shu xalgaro savdo modelining xos vektori X topilsin.

Yechish: Bu xalgaro savdoning strukturaviy matritsasini Kiritamiz:
(1 1 i

1
3
1
3
1

B pbd pN R
O N RN R

) 3
Bunda, a.ij-j mamlakatning i mamlakatdan sotib cigan mahsulotining

davlat budjetidagi qismi. Bu matritsa har bir ustuni elementlarining

yig‘indisi birga teng.
i mamlakat bir yillik savdodan so‘ng quyidagi tushumga ega boiadi:
P; = amxx+ ai2x2+ aj3«3
Masalan, birinchi mamlakat uchun tushum quyidagicha bo‘ladi:

=X +-X2+~X3
P50 3057573

Savdoning muvozanatli (cbanaHcmpoBaHHbIi) boiishi uchun har bir

mamlakat uchun savdoning tangissizligini talab qilish zarur: barcha i lar

uchun B >xt
Savdoning tangissizligi sharti P,=Xt, i=1, 2, 3 kabi ifodalanadi.

Matritsaviy ko'rinishda bu tenglik AX =X kabi ifodalanadi.
Buyerda, X yoKi (a- é)-x =o0.

Demak, garalayotgan hol wuchun X ni aniqglovchi tenglamalar

sistemasi

I =0 ko‘rinishiga ega.
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Xj = 2X3
Bu sistemaning umumiy yechimi:
xX2=23
Shuning uchun xos vektor deb Xx=xT=(4; 3 2) vektorni olish
mumkin. Xususan, bu savdoda ishtirok etayotgan mamlakat savdosini
muvozanatlash uchun fagat ulaming davlat budjetlari xj:x2:x} =4:3:2
nisbatda boigandagina erishish mumkinligini anglatadi.
Masalan 3. Quyidagi jadvalda shartli mahsulot uchun ikki oy
davomida boigan talabalar xarakteristikasi Kkeltirilgan. Shu jadval
asosida ma’lum oy uchun oldingi oyga nisbatan narx indeksi va

inflyatsiya miqgdorini aniglang.

Oldingi oy o
Shu oy Oldingi oy
Shu oy uchun uchun bir
Mahsulot . o uchun uchun
X Soni bir birlik birlik X
turi . xarajatlar xarajatlar
mahsulot narxi . . mahsulot ) .
miqgdori . miqgdori
narxi
Tuxum 3 4000 12000 3500 10500
Non 10 2000 20000 1800 18000
Kassetalar 2 4000 8000 4500 9000
Umumiy
. - 40000 - 37500
xarajatlar

Yechish: q(3 10; 2) orqali iste’mol tovarlari soni vektorini, c(4000;
2000; 4000) shu oydagi narxlar vektorini, of(3500; 1800; 4500)-oldingi oy

narxlar vektorini aniglaymiz.
U holda narxlar indeksi quyidagi formula asosida hisoblanadi:

p-- kilL .100% = +100 = 106,7%
(coi, 0)
Inflyatsiya indeksi esa i=pP-100%=_  wm00-100= 7 w1 00%
> o’ )
formula yordamida hisoblanadi. i = 106,7%-100% = 6,7%

Javob: Narxlar indeksi hisobi 106,7%, inflyatsiya indeksi ko'‘rsatkichi
6,7%.
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5. TVplamlar. Ketma-ketliklar va funksiyalar limiti.
To‘plamlar va ular ustida amallar

To'plam ta'riflanmaydigan matematik tushuncha boiib, buyumlar
va obyektlami birgalikda garash natijasida vujudga keladi.

To‘plamni tashkil etuvchi obyektlar shu to‘plamning elementlari
deyiladi.
To‘plamlar odatda lotin yoki grek alifbosining bosh harflari,
ulaming elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan

belgilanadi.

Agar A to‘plam a,b,c,.. elementlardan tuzilgan boisa, u
A={a,b,c,...} ko‘rinishida belgilanadi. a&A- a elementning A
to‘plamga tegishli ekanligini, fe A -f elementning A to‘plamga

tegishli emasligini anglatadi.

Ta’rif. A to'plamning har bir elementi B to‘plamda mavjud
boisa va, aksincha, B to‘plamning har bir elementi A to‘plamda
mavjud boisa, u holda A va B to‘plamlar o zaro teng (bir xil)
to plamlar deyiladi va A=B kabi belgilanadi.

Ta’rif. B to‘plamning har bir elementi A to‘plamda mavjud
boisa, B to‘plam A to‘plamning xo0s bo‘lmagan gism toplami
deyiladi va Be A kabi belgilanadi.

Ta’rif. B to‘plamning barcha elementlari A to‘plamda mavjud
boiib, A to‘plamda B to‘plamga tegishli boimagan elementlar ham
mavjud boisa, B to‘plam A to‘plamning gism toplami deyiladi va
B a A kabi belgilanadi.

Ta’rif. Birorta ham elementga ega boimagan to‘plam bo sh
to plam deyiladi va 0 orqali belgilanadi.

Ta’rif. A va B to'‘plamlaming kamida bittasiga tegishli barcha
elementlardan tuzilgan to‘plam A va B toplamlarning birlashmasi
deyiladi va AUB kabi belgilanadi.
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Ta'rif. A va B to'plamlaming umumiy elementlardan tuzilgan
to‘plam A va B toplamlarning kesishmasi deyiladi va Af}B kabi
belgilanadi.

Ta'rif. A to‘plamdan B to plamlarning ayirmasi deb, A to‘plamga
tegishli, lekin B to‘plamga tegishli boimagan elementlardan tuzilgan
to‘plamga aytiladi va A\Bkabi belgilanadi.

Ta'rif. A to'plamning B to'plamda hamda B to‘plamning A
to‘plamda mavjud boimagan elementlardan tuzilgan to‘plamga A va
B to plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB kabi belgilanadi.

Ta'rif. B to‘plam A to‘plamlaming gism toplami boiganda
A\B to‘plam B to‘plamni A to‘plamgacha to ‘Idiruvchi toplam deyiladi
va B kabi belgilanadi.

Ta'rif. Har ganday to‘plamning xos gqism toplami deb
garalgan to‘plam universal to plam deyiladi va U orgali belgilanadi.

To'plam ustida amallarning xossalari

1. AG\B=BG\A, 2. Al)B=BUA,

3. A[j(BuC)=(AuB)ucC, 4. AflJA=A, AJA = A,

5. A\J(AoB)=A, Af\(AuB)=A, 6. AUB =Af)B, Af]B =~A'UB,
7. AAJU=U, 8. ACIU = A,

9. A=A, 10. O=u, u=0.

Ta'rif. Elementlari n sonlardan iborat to‘plam sonli toplam
deyiladi. Maktab matematika kursidan maiumki , N - natural sonlar
to‘plami, Z - butun sonlar to‘plami, Q - ratsional sonlar to‘plami,| —
irratsional sonlar to‘plami, R - haqiqiy sonlar to‘plami, C - kompleks
sonlar to‘plami. Bu sonli to‘plamlar uchun A=Ru/va NcZcQcRczC.

To‘g‘'ri chizigda biror O nuqtani aniglaymiz va uni sanoq

boshi deb o‘ng va chap tomonlariga biror birlik masshtabdagi
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kesmalami qgo‘yamiz. Bunday hosil gilingan sistemaga son o qi

deyiladi.

o 1 X

Haqiqgiy sonlar va sonlar o‘gidagi nuqtalar orasida bir
giymatli akslanish mavjud, ya’'ni har bir haqiqiy songa son o‘gida
maium bir nuqta va har bir son o‘gidagi nugtaga aniqg bir haqiqiy
son mos keladi.

X to‘plamning a<x<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar
to‘plami [a-,b] kesma yoki segment; a<x<b tengsizlikni
ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami (a;b) interval; a<x<b yoki a<x<b
tengsizlikni qganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami esa mos ravishda

[a;b) va (a;b] yarim interval deb ataladi.

Elementar funksiyalar, ularning aniglanish va

o‘zgarish sohalari

X va 7 hagiqay sonlar to‘plamlari boisin.

Ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror/ qoida yoki
gonunga ko‘ra Y to‘plamdagi bitta y son mos qo'‘yilgan boisa, X
to‘plamda funksiya berilgan deb ataladi va y=f(x) kabi belgilanadi. X
to'plam funksiyaning aniglanish sohasi, Y esa o'zgarish sohasi
deyiladi.

Demak funksiya ikki to‘plam orasidagi moslikni ifodalaydi.

Funksiyaning berilish usullari turlicha bo'lib, ular quyidagilardan
iborat:

1 Agar y bogiigli o‘zgaruvchi bilan x erkli o‘zgaruvchi orasidagi
bogianish formula orqgali ifodalansa, u holda funksiya analitik usulda,
ya’'ni y = f(x) tenglik ko'rinishida berilgan deyiladi.

Masalan, /7 ={{x,x2 ):xeR } funksiyani y =x\ ya’'ni f(x)=x2 formula

orqali berish mumkin.



Ta'rif. Analitik usulda berilgan y =f(x) funksiyaning aniglash
sohasi deb, * argumentning shunday giymatlar to‘plami D(f) ga
aytiladiki, bunda har bir *e D (f) uchuny ning giymati chekli va hagiqiy
son bo'lishi lozim.

2. Funksiyaning jadval ko‘rinishida berilishi.

Masalan, 7/ ={(0,1)(1,3>,(2;-5)} funksiya berilgan bo‘lsa, uni quyidagi jadval

shaklida berish mumkin.

3. Funksiyaning grafik usulda berilishi. Bu holda
f ={(x,f(x)):xeD(f)} to‘plam tekislikdagi, dekart koordinatalar
sistemasida (*,/(*)) nugtalarni belgilash natijasida hosil bo‘lgan to‘plam
shaklida beriladi. Bu to‘plamfunksiya grafigi deyiladi.

Masalan, f(x) =x 2 funksiyani grafik usulda bersak, u quyidagicha

boiadi:

4. Funksiyani biror qonun yoki goida yordamida bayon qilish bilan
ifodalash. Masalan, Dirixle funksiyasi deb nomlanuvchi funksiya
quyidagicha beriladi:

1, agar X ratsional son bo'lsa

0,agar X irratsional son bo'lsa
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Ta’rif. Agar barcha x<=D(f) uchun /Z(-*)=/(*) ((/(-*)=-/(%)
tenglik o‘rinli boisa, u holda /funksiyajuft (toq) funksiya deyiladi.
Masalan, f(x)=x2juftfunksiya, f(x)=xi toqfunksiya boiadi.

Funksiya tog ham, juft ham bo‘Imasligi mumkin:

Masalan: 7(x)= K+ sinx, y = i+x.

Ta’rif. Agar 3M>0 boisada VxeX uchun j/(*) <Km tengsizlik

o‘rinli boisa, u holda / funksiya D {f)~»x to‘plamda chegaralangan
funksiya deyiladi.

Ta’rif. Agar shunday musbat T son mavjud boisada, vxeD(f)
uchun xz*TeD(f) boiib, f(x+T)=f(x) tenglik o‘rinli boisa, bunday
fimksiyaga davriy funksiya deyiladi. Bunday t> o sonlarning eng
kichigi f(x) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, /(x)=sinx funksiyasi chegaralangan, davri t =2tt boigan
davriy funksiyadir, chunki istalgan x uchun sin<\(m=Y\ boiib,
sin(jct 2m) = sinx tenglik o‘rinlidir.

Ta’'rif. Agar W ex, va Vx2gx uchun, x <x2 tengsizlikdan
fix,) </(x3 (fix,) >f(x3) tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib chigsa, 7/
funksiya Z)(/)=)X to‘plamda o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi.
Agar ta'rifda x =B(/) boisa, funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya
deyiladi. Bunday funksiyalar monoton o ‘suvchi (kamayuvchi)
funksiyalar ham deyiladi.

Ta’'rif. y=fix) va y =g(x) funksiyalar o zaro teskari funksiyalar
deyiladi, agarda £>(/)=E(g), e<J)=D(g) boiib, istalgan xe D (f)uchun
gij'ix)) =x va istalgan xe Dig) uchun f(gix))=x tengliklar o‘rinli boisa.
Masalan, y=ax va y=iog,x funksiyalar o‘zaro teskari boiadi, chunki
alsl —x va logaol =x tengliklar o‘rinlidir.

0 ‘zaro teskari funksiyalar grafiklari OXY tekisligiday=x to‘g‘ri

chizigiga nisbatan simmetirik joylashgan boiadi.

122



Ta’rif. Agar y=f(x) va u=g(x) funksiyalar uchun Eg)nD (f)*0
boisa, u holda y=f(g(x)) funksiya murakkabfunksiya deyiladi.

Elementar funksiyalarning turlari

Asosiy elementar funksiyalar deb quyidagi funksiyalar guruhiga

tegishli funksiyalarga aytiladi.
1 Darajalifunksiya: f(x)=xaa<=R\{o}, £>(/)=(0,+co). Agar | toq

boisa funksiya toq funksiya boiadi, agar kK juft boisa funksiyajuft

funksiya boiadi.
2. Butun va kasr ratsional funksiyalar:
f(x)=akn+aixm +...+anjx+a, fUnksiyaga (neN va a =const, i=1n)

butun ratsionalfunksiya (polinom; ko‘phad) deyiladi.

Ikkita butun ratsional funksiyaning nisbatidan tuzilgan

f(x) = a«x" +-- + an-ix + an
bOm+bilxml+ - + bmX + bm’

funksiyaga kasr ratsionalfunksiya deyiladi.
Masalan. f(x) =ax2+bx+c butun ratsional fimksiyada,

f(x)=- kasr ratsional funksiyaga misol, d(/)=(-"0;-k»)U(0,+00),

£(/) =(-00;0)LI(O;-Fw).
3. Ko‘rsatkichlifunksiya: f(x)=ax a>0, afl
D (f) = (-00,+c0),E(/ ) = (0,+co0)

4. Logarifmikfunksiya: fix) =log,x, a>0,a* 1

D (f) = (0,+00),E(/ ) = (-00,+00)
5. Trigonometrik funksiyalar: a) f{x) =smx, davriy, davri in ga
teng £>(/)=(-«0,+00), E (j)=[-1; 1] toq funksiya. b) f(x) =cosx, davriy,
davri Ik ga teng £>(/)=(-<»+00, E (f)=[-1; 1] juft funksiya. c)f(x) =tgx,

davriy, davri n ga teng, D(f)=Ix:xeR,x**+kn,kez\, E(f)=(-00,+cc) toq
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funksiya. d) f(x)=ctgx davriy, davri n ga teng D (f) ={x:xeR,x*kx,kezj,
E (f)=(-00,4-00) toq funksiya.
6. Teskari trigonometrik funksiyalar:

a)f(x)=arcsinx, D(f)=[-1, 1], E(/)= ?Zl toq funksiya.

b)f(x)=arccos x, D (f)=[—4; 1], E (j) = [o,tt]
d) f(x) =arctgx,D(x)=(-00,+00, £(/) =] __,_J toq funksiya
e) f(x) = arcctgx,D (f) = (-00,+00), E(/)=(0,0.
Ta’rif. Elementar fimksiyalardan chekli sondagi algebraik amallar

va chekli sondagi murakkab funksiya hosil qilish yoii bilan qurilgan

funksiyalar elementarfunksiyalar deyiladi.
Sonli ketma-ketliklar va ularning limiti

Ta’rif. Natural sonlar to‘plamida aniglangan funksiyaga sonlar
ketma-ketligi deyiladi, ya'ni f :N ->R.
Agar x, =f(n), neN deb belgilashni kiritsak, sonlar ketma-ketligini

{x , yoki x,x2.x,... ko‘rinishda ifoda etish ham gabul qilingan. Bu

yerda xnketma-ketlikning n hadi deyiladi.

Masalan, f(n)=- ketma-ketlikni i-1 yoki 1,
n [nJInd 23 n

ko‘rinishlarda ifoda etish mumkin. Bu ketma-ketlik monoton

kamayuvchi chegaralangan ketma-ketlikaix. Chunki neN,meN uchun
n<m boisa |n>-~m boiib, istalgan neN uchun ;]<I tengsizlik o‘rinli
boiadi.

Ta’rif. Agar istalgan 0Q son uchun, s atrofdan tashgarida {x ,
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi boisa, u holda {*,}”, ketma-ketlik
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi. Bu hoi Umxn=0 shaklda ifodalanib,
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n cheksizlikka intilganda xn ketma-ketlikning limiti O ga teng yoki {xn

ketma-ketlik 0 ga yaginlashadi deb aytiladi.
Ta'rif. Agar istalgan e>0 cheksiz kichik son uchun shunday rQe)

natural son mavjud boisa, istalgan n>nQe) boigan natural n son uchun

1\x1\<e tengsizlik o‘rinli boisa, u holda he O deyiladi.

Masalan. 1. xr=-,« =12,... ketma-ketlikni qaraylik, agar £>0
n

boisa, n<—£, ya’'ni -l_Te tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural sonlar

chekli boiadi, ya’'ni (-s,g) e atrofdan tashqarida |-j ketma-ketlikning
InJrd

chekli hadi yotadi.
Demak, Um- =o

2. U<1 boisin, u holda g_gq =0 ekanligini ko‘rsatamiz. Hagiqatan
ham, agar q=0 boisa grggo:o boiishi 0'z-o‘zidan ravshan. Agar o<|?|<i
boisa, u holda s>o son uchun quyidagini hosil qilamiz.

i E B > e <=nIrg\>Ins <>n < (chunki, £n\q\<0). Oxirgi tengsizlikni

ganoatlantiruvchi natural son chekli boiadi, ya'ni (~e,s) e atrofdan
tashqarida ketma-ketlikning chekli hadi yotadi.

Demak qd\<l) son uchun eimg"=o boiar ekan.

3. xn=\, a>o0 ketma-ketlikni garaylik. «>0 ekanligidan (>0 son

uchun na<-» n<(-] va bu tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural
sonlar chekli, ya’'ni \>e tengsizlik chekli natural son uchun o‘rinli

boiishida istalgan e>0 son uchun e atrofdan tashgarida j-~-j ketma-

ketlikning chekli hadi yotar ekan.
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Demak, «> o son uchun Hﬂ}; =o.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalari

1) agar «iri>roro1xn:o va ﬂropv =0 boisa, uholda ﬂrcr(xr+v,!)=o;

biror f>0 son berilganda, shunday «,(¢) va nx> natural sonlar
mavjudki, «>«, boiganda -|<*, <], 0O) boiganda -\<y»<\
tengsizliklar o‘rinli boiadi, agar ««,(E*)=max{,(e),nqs)} deb olsak, u
holda va tengsizliklar bir paytda o‘rinli boiadi,
ya'ni n>n0e) boiganda -s<xn+yn<s tengsizlik o‘rinli boiadi. Demalk,
ggp(xmy,,) =0 boiadi.

2) £imxn=0 boiganda, istalgan « son uchun timaxn=o0; hagigatan
ham, agar « =0 boisa, ELrOYOO xn=0 ekanligi ravshan. Agar a * o boisa, u
holda ¢?>0 son uchun shunday «(f® natural son mavjudki, n>no(e)

boiganda - iT<xn<Wi tengsizlik o‘rinli boiadi. U holda n>nJe)
I« N

boiganda - e<ax, <£ ekanligi kelib chigadi. Demak, £imaxn= 0.
ft—50

3) agar tjggxnzO va Umy= 0 boisa, u holda amxv= 0; chunki
>0 son uchun shunday ntea n2 natural sonlar mavjudki, barcha «>«,
uchun \x,\<fe va barcha n>n2 uchun \Wwn\<4e boiadi, u holda barcha
n>n0=max{nl»2/ar uchun\xnyn\= si\-\yn\ <4 e-4e, ya'ni \xyn\< £.
Demak, iimxny,=0.

« —00

4) agar £imx,=0 boisa, {n , ketma-ketlik chegaralangan boiadi.

Chunki =1 son uchun shunday n, natural son mavjudki, istalgan n>na

uchun [gJ<! o‘rinli boiadi. Agar biz K=§%%xr1 deb olsak, istalgan
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natural n son uchun “N\<K+i tengsizlik o‘rinli boiadi, ya'ni {*,}",

ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi.
5) agar «E_I;gmzo chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsa, u holda

Ei*mxryn:O, ya'ni {*,>,}"4 ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlik

bo‘ladi.
Hagigatan ham k >0 son uchun, barcha natural n larda \yn\<K

boisin. £>() son uchun shunday n, mavjudki, barcha n>n0 lar uchun

jx.,|<? tengsizlik o‘rinli boiadi. U holda barcha n>n0 uchun

Viyne X\ \yn\<~K =em

Demak, merynzo.

6) agar barcha n larda o<x<yn tengsizlik o'rinli bo‘lib limy, =o
bo‘lsa, u holda ngx,,:o. timyn=o0 bo‘lganligi uchun, Vs>o0 son uchun

atrofdan tashqarida {*,} ketma-ketlikning ham chekli elementi
yotadi, ya’'ni Urorob(n:o.

7) agar barcha n larda  <z<y,, tengsizlik o‘rinli bo‘lib, Hrxa=o
va U£w=o bo‘lsa, u holda i/jpznzo boiadi. Ma’'lumki, xa<zn<yn
tengsizlikdan o<z, <y, -X,, tengsizlik kelib chigadi. 1-xossaga ko'‘ra
E_i)crpv(y-x,,)fo, bundan 6-xossaga ko‘ra :[_L)rglv(z-xn)=o. U holda yana 1-
xossaga ko‘ra ﬁgpzn: Hﬂ"m“ B+ ]:Eilg(zn-x rj+£Lr].gxn:0.

Ta'rif. ic i to'plam berilgan bo'lsin. Agar shunday K son mavjud
bo‘lsada, istalgan %A uchun x<k (k <x) tengsizlik o‘rinli boisa, u
holda A to‘plam yuqgoridan (quyidan) chegaralangan to‘plam deyiladi.
Bunda K son A to‘plamning yuqori (quyi) chegarasi deyiladi. Agar A

yugoridan ham quyidan ham chegaralangan boisa, bunday to‘plam

chegaralangan deyladi.
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Ta’rif. Agar x<K tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeA son uchun
x<a<K (x>a>K) tengsizlikni ganoatlantiruvchi asa element mavjud
boisa, K son A to‘plamning aniq yuqori (aniq quyi) chegarasi deyiladi
va supa = &(infa = K) ko'rinishida yoziladi.

Teorema. Agar A to‘plam yuqoridan va quyidan chegaralangan
boisa sup¥(infa) chekli son boiadi.

Teorema. Agar {*,}", ketma-ketlik o‘suvehi (kamayuvchi) boiib
sup{X,};;, =0 (inf{x,}"<.=0) boisa, u holda ||r£|x =0 boiadi.

Isbot. {x,}*, o‘suvchi boisin, ya’'ni X, <X2<X3<---<X, <X,H <...
o‘rinli boiib suP{x,}*, =0 boisin, uholda v*>0 uchun shunday n, nomer
mavjudki, x, e(-£,0] boiadi, u holda istalgan n>n0ouchun e<xm<x, <0,
ya'ni n>n,, lar uchun x, 6 (- £(] boiar ekan. Demak, H)@xn:o.

Ketma-ketlik kamayuvchi boigan holda ham isbot shu tarzda
bajariladi.

Ta’rif. Agar istalgan m>0 son uchun atrof ichida {x,}"4
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi boisa, u holda bu ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi. Bu hoi ||mxn shaklda ifodalanib,
n cheksizlikka intilganda x, ketma-ketlik limiti cheksizlikka teng yoKki
cheksizlikka intiladi deb aytiladi. Bu ta’'rifda {x,, ketma-ketlikning

biror hadidan keyingi barcha hadlari musbat boisa, =+ocmanfiy
boisa, irixmxn:-oo deb ta'riflanadi.

Masalan, Hm(—i)"n:oahg%nzwo va jim(-«) = -oo.
5-ta’rifiii unga teng kuchli boigan, o‘zgacha ko'‘rinishdagi ta’rifga

almashtirish ham mumkin.
Agarda istalgan e>0 son uchun shunday nomer mavjud

boisada barcha « >¢,lar uchun pnp ¢ tengsizlik o‘rinli boisa, Ugb(,, =w,

\cdmn=-coj deyiladi. Agar istalgan ¢?>0 uchun shunday «, nomer
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mavjud boisada, barcha «> «0 lar uchun xn>s (x, <-s) tengsizlik o‘rinli
boisa, iimxn=+00 deyiladi.

Teorema. Agar {*,}”, ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik
boisa, M |I* ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik boiadi. Aksincha

{ay', cheksiz katta ketma-ketlik boisa, Jj_| cheksiz kichik ketma-

ketlik boiadi. Teoremada barcha » larda xn*0 deb garaladi.

Isbot: (y}@ =0 boisin, u holda istalgan katta e >0 son uchun

shunday no mavjudki, har ganday n>n0 uchun |*,,|<E tengsizlik o‘rinli

boiadi, u holda n>n0ar uchun >e boiadi, ya'ni emJL=x .

Aksincha, agar fim~L=a boisa, u holda istalgan cheksiz kichik
Xn

s> 0 son uchun shunday n, mavjudki, har ganday n>n0 uchun |*,|>-
boiadi, u holda «>«olar uchun .e tengsizlik bajariladi, ya’'ni

H%xn: 0.

Ta'rif. Agar {*,-«}", ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik
boisa, u holda {*,}’t ketma-ketlik limiti a songa teng (yoki a songa
yaginlashadi) deyiladi. Bu hoi upxn=a shaklda ifoda etiladi.

Demak, agar Ei_g(xn—a) =0 tenglik o‘rinli boisa, uxrpsx =a deyiladi.
Bunday ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Masalan. *«="r ketma-ketlikning nechanchi hadidan boshlab
giymatlari:

a) 0.001 dan; b) awaldan berilgan e>0 sondan kichik boiadi.
Yechish: a) ketma-ketlikning n hadi 0.001 dan kichik boisin:

X,<0.001 yoki ” <0.001. Bu tengsizlikni noma’'lum n natural songa
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nisbatan yechib 2n>1000 yoki n>10 ni hosil qilamiz. Demak, ketma-
ketlikning 10-hadidan boshlab giymatlari 0.001 dan kichik boiadi.
b) xuddi a punktdagi mulohazalardan X, <s yoki

| . | . In~ .
> <f£-munosabatni, bundan esa 2n>:15 yoki n>312 ni va, demak, n >

leg2- homemi hosil gilamiz.
£

Ta'rif. Agar istalgan M>0 son uchun atrof ichida {4
ketma-ketlikning chekli sondagi hadi boisa, u holda bu ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Yaginlashuvchi ketma-ketliklar va ularning asosiy xossalari

Ta'rif. Agar {;.,-a}", ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik
boisa, u holda {*,}”, ketma-ketlik limiti a songa teng (yoki a songa
yaginlashadi) deyiladi. Bu hoi !}[}rﬂr{;xn:a shaklda ifoda etiladi.

Demak, agar :Eziyg‘(xn-a):o tenglik o‘rinli boisa, ndrtrpxn:a deyiladi.

Bunday ketma-ketlik yaqginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning limiti quyidagi xossalarga ega.
Faraz qilaylik II_[QX, =a va Lﬂ‘y =b boisin, u holda:
1 Istalgan a va p sonlar uchun Cim@xn+/3yJ=aa+pb ,
chunki cheksiz kichik ketma-ketlik xossalariga ko'‘ra,
tim(axn+Py, -aa-pb) —£im\axn-a) + p{y,, —)]=0.
n->00 n-ye
2. Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangandir. ]

boisin, u holda Um(x,- @=o boigani uchun {x,- a}*, chegaralangan

ketma-ketlik boiadi, ya'ni shunday K>o son mavjudki, barcha « lar
uchun x,-a\ <k, u holda
1= Ix.-a)+ta\ xa-a] + <K +\\ neN.
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Demak, {xn}", chegaralangan ketma-ketlik ekan.
3. (imymn=ab.

Cheksiz kichik ketma-ketlik xossalariga ko‘ra

(i»m(xryn— ab)= (inc]) (xn- a)yn+ fl(y, - b)]=ﬂ£1m§x,, -a)yn+u'_%s\-(y,, -b)=0-b+a 0=0.

4 yn*o, nsSN va ¢>*0 bo'lsa, um”-=- tenglik o‘rinli boiadi.
Aniqglik uchun b>o boisin, u holda s=” uchun shunday «,
mavjudki barcha n>n0 lar uchun U holda

--2<yn-b<-2:>yn>-2>0 va °<_<é’ ya'ni — ketma-ketlik

chegaralangan ekan. U holda (n >n0 deb garash mumkin)

(im “gl:trn =tm -a)b- a{y :anb-(xn-a)-——-<<0',—¢)f =0.
b) xw )2 P'b >0 -6 jv*.
5. Biror nomerdan boshlab x,<yn boisa, u holda a<b. Teskarisin

faraz qgilamiz, ya'ni a>b boisin, u holda s>o0 sonni shunday tanlab
olish mumkinki, a-e>b+s (masalan, e<”~-) tengsizlik o‘rinli boiadi,

u holda shunday no natural son mavjudki, barcha «> «0 lar uchun a-e<xn
va yn<b+e tengsizliklar o‘rinli boiadi, u holda biror «>«, uchun x, >y,,

boiadi. Bu esa ziddiyatdir.
Teorema. Agar {*,}*, o‘suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik

boiib, yuqgoridan (quyidan) chegaralangan boisa, u holda {*,}
yaginlashuvchi va }Jﬂxn:syp{xs} \fArt)lﬁr’ern—irn\f\xn}JJ boiadi.

Isbot: Teorema shartiga ko‘ra sup{x,}=a chekli son boiadi, u
holda kK -a}’, ketma-ketlik o‘suvchi boiib, sup{x,~a}=0 boiadi va 2-
teoremaga ko'‘ra ﬁm(m-a) =o0. Demak, Umxn=a boiadi.

Teorema. Agar barcha natural n lar uchun xn<zn<yn boiib,

£imxn=limyn=a boisa, uholda (imzn=a .
00

n—00 n—Q0
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Isbot: xn-a<z,-a<yn—a tengsizlik barcha natural n lar uchun
o'‘rinli boiadi, u holda 7-xossaga ko‘ra \tm(za-a) =a. Demak, (}J)gpzn: a.

Teorema (Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi

hagidagi teorema).
Agar har bir natural n uchun \a,bn\ (an<bn) segment berilganda
barcha n larda
kA]l=>k+HA
munosabat o ‘rinli va g—i@(b'a%zo boisa, u holda qﬁ)an va Umb, limitlar
mavjud boiib Uman=e.imb=c va istalgan natural « uchun a<c<bn
tengsizlik o‘rinlidir.

Zseoi: Teorema shartiga ko‘ra {«,}”, ketma-ketlik o‘suvchi
boiib, yugoridan (masalan, & bilan) chegaralangan, {5}, ketma-ketlik
esa kamayuvchi boiib, quyidan (masalan, a bilan) chegaralangan
boiadi, u holda sHp{aj:a eaiﬂffe}:g desak, 4-teoremaga asosan
lima =a, Umb =b boiadi. Barcha « larda a<a<b<bn boigani uchun
o<b-a<bn-a,, neN.
va tim{bn-an) =o. 5-teoremaga ko‘ra b-a =o, ya’'ni

(I(i_r;a)an:y_%b =c,a <c<b , VneN.
Teorema isbot boidi.
4-teoremaning tatbigi sifatida quyidagi limitai ko‘rsatamiz:

limll+ —1 =a.

Dastlab xN=(i +-j ketma-ketlikning o‘suvchi va yugoridan

chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz quyidagi
tengsizlikdan va Nyuton binoidan foydalanamiz: agar x>-i boisa,
(I+x)" >1+nx, neN.

Istalgan a,b va natural n uchun
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(a+tf = £ cj«-*-a*

tenglik o‘rinlidir, buyerda c¢*= _ ", m=\-2---
englik o rinhair uyerda C K\(I'I-K)\ n n

1
: l+/1+1 (n+2)-n
= j+- { 1+
n+1 1+1 n+\) M M n+\)
AT v
1 (1 (n+2) (A+12-1a
(«+1)3 («+1)2 n+1 (M+1
(H+2)(H2+2 + 1 _ n3+392+3in+ 2;)k 3+33+3u+ 11
(" +1)3 +1)3 (n+1)3
Demak, |<—5thL,ya‘ni X, <X,;H ne N :{xn o‘suvchi ketma-ketlik
ekan. Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.
1 n! 11 [n-(k-1)'rn-(k-2)]-(n-1)n
Ushbu \Y - \Y fik
)J['H . 1-1<#+
tengsizlikka ko'ra
*,=l+-_ =Y c:4 y - =1+1 L =2 +Y <
Pl TEO K To T T AKN T2 ik

| | 1

k>2 bo'‘lganda, +\~ ~ 2 3— ~ < 2*=r Va fundan quyidagini hosil

gilamiz:
i+Tf<2-ﬁA = -h—h———l——r—2+ir._c’ =2+ 1 <3
2 2 2 ~ 1 2"
Demak, xn= i+- <3,«siv.
U holda 4-teoremaga ko‘ra {*,}”, ketma-ketlik limiti mavjud va

chekli boiadi, uning giymatini &orqali belgilaymiz:
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lim 1+ —1 =e
«~4 n)

e soni irratsional son boiib, u matematika va uning tatbiglarida katta
ahamiyat kasb etadi. e sonining o‘nli kasrga yoyilmasidagi dastlabki 10

taragam quyidagichabo'ladi e = 2,7182818284...
|

Quyidagi limitni istalgan a>o uchun ko‘rsataylik: n(:i_}gyfa=;c(jga" =1.
1
Dastavval, a>i deb qaraylik, u holda an>i boiib, (I+X)" >I +nx.
Tengsizlikda (x>-i) i+x=an deb olsak,

1+n- an-1 \<a=>o0<an-1<—-, hgN.

\ n

Bu yerda, n->e dalimitga o‘tsak tim\an- 1 =0

ekanligi kelib chigadi, ya’'ni upa- =i.

Agar o<a<i bo'lsa, u holda ->i boigani uchun
) i
tima" = Cim——--=1
J00 «—=00 , .
1>

Demak, istalgan a>0 uchun Cg]r)\a =1
Keyingi misol sifatida istalgan a> 0 0 * 0) son uchun Umiogi‘H_nB =0
ekanligini koisatamiz. Dastavval, a>i deb qaraylik, u holda iogax
fiinksiya o‘suvchi boigani uchun, biz th=,0£<fi+-j ketma-ketlikni hosil

gilsak, bu ketma-ketlik kamayuvchi boiib, ya'ni />t2> ->t,, >tni
istalgan n uchun tn>0, uning chekli limiti a mavjud boiib, 4-teoremaga
ko‘ra

fimtn=inf }=a.
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a=o0 ekanligini ko‘rsatamiz. Agar «> o0 deb faraz gilsak, aa-i>o0
boigani uchun, -n<aa—l deb olsak, u holda bunday n larda
=toe} 1+- I<iovna=a.
Bu esa a=inf\r} ekanligiga ziddir. Demak, a=o0 ekan, ya’ni
fim io'e\1+5 F°-
Agar o<a<\boisa, ->i boigani uchun
£imeSa\l+-\=tim-\ e€Si\l+~ N=°-
n-> \% J n-#x> | -V ~J
Xuddi shuningdek,
lim tosa\i—I=0
ekanligi ko'rsatiladi.

r 3n +2«+4
Masalan. Ketma-ketlikning limitini hisoblang: 4Nn2+ n—3

Yechish: Kasming surat va maxrajidan n2 ni gavsdan chiqarib,
boiinma vayigindining limitlari goidalaridan foydalanamiz:
«B+—+—)

= 42+n-3 ¥ 2,1 3,
n n n2

Iim@+ 2/«+4/re2) lim 3+ lim(1/n)+lim(4/«<2 3+q q 3
lim@4 + 1/mn—3/n2 lim4+ lim(/n) Hdim(3/n2 4+0—0 4

Bir o‘zgaruvchili funksiya limiti

Ta’rif. Agar /(*) funksiya x0 nuqtaning biron-bir atrofida
aniglangan boiib (x0 nuqtada aniglangan boiishi shart emas) istalgan
e>o son uchun shunday 8>0 son mavjud boisada, o<\x-x0\<s

tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  barcha  x lar (ya’'ni istalgan
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a:s(jo-T,io)u (io”r0+<B)) uchun \f(x)-a\<s tengsizlik o‘rinli boisa, u
holda x argument x0 ga intilganda 7(x) funksiyaning limiti a ga teng

deyiladi, (bu hol timfix) =a shaklda ifoda etiladi).

X-*x0

Ta'rif. Agar limx =x0 boigan istalgan { x , ketma-ketlik uchun
tim/ (xj =a tenglik o‘rinli boisa, u holda x argument x0 ga intilganda

/(xX) funksiyaning limiti a ga teng deyiladi.
Yuqoridagi ta'riflar teng kuchlidir. Agar 1-ta'rifda barcha
x e(x0-€,X0 yoki (xe(xo-e,xo)(xe(xo,x0+£)) lar uchun f(x)-a\<e tengsizlik

o‘rinli boiishi talab qilinsa, u holda a son /(x) funksiyaning xo

nugtadagi chap (o‘ng) limiti deyiladi va Iim f(x)=a flim /(x"a

X-»X0-0 YAX—>X0+0 J

ko‘rinishda ifoda etiladi. Chap va o‘ng limitlar uchun quyidagi

belgilashlar qoilaniladi:
lim /(X)=/(x0- 0), tim /(X) = /(X0+0)

Yugoridagi ta'rifda x0 nuqta va a sifatida +00 yoki -»
(cheksizliklarni olishimiz mumkin. Ta’'riflarda mos o‘zgartirishlar
kiritib, quyidagi
timf(x)=a, timf(x)=a, timf(x)=co, tim/(X)=+00, tim f(x)=+00, tim /(X)=00

X-+CC X->+CO x—>X0 x-*xa x—>x0+0 X—>XQ0

lim f(x) =+ timf(x)=00, limf(x)=+00, timf(x)=c kabi limitlami
x—>C0 X —)

X->00 X—>100

ta’'riflashimiz mumkin.
Ta’'rif. Agar im/(x) =0 (#m/(X)=0) boisa, u holda x —xo (X—00

da /(x) funksiya cheksiz kichik miqdor deyiladi.
Ta'rif. Agar £imf(x) =00 #/m/(xX) =od boisa, U holda x->x0 (Xx—00

da /(x) funksiya cheksiz katta migdor deyiladi.
Funksiya limiti, cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar quyidagi

xossalarga ega:
1. limf{x) =0 va tirrolg{x) =0 boisa, u holda istalgan « va p sonlar

x >x0

uchun



Um(af(x) +B g(x)) =o.

2. Agar Umfix)=0 boisa, f(x) fiinksiya xo nugtaning biron

X-*x0
xo-2.x 0~ (x 0.0 +€) £ atrofidachegaralanganboiadi.
3. Agar f(x) fiinksiya xo nugtaning biron e atrofida chegaralangan

boiib, iimg(x) =0 boisa, uholda Umf(x)g(x) =o boiadi.
X-*x0 x-+XQ

4. Agar Umfix)=a boiib, c<a<b boisa, u holda xo nugtaning

X->X0

(biron ¢->0 son uchun) (x0-s,x0)u(x0,x0+€) atrofida c<fix) <b tengsizlik
o‘rinli boiadi.
5. Agar Umf(x) =a* 0, iimg(x) =@ boisa, U holda uUmfix) g(x) = 00.
X-+XQ X->X0

X~>x0

6. Agar f(x) funksiya xo nuqtaning biron atrofida chegaralanganda

Umgix) = oo boisa, uholda uUm(j(x)+g(xj) = boiadi.

x->x0 x-*x0

7. A%ar )i}gbfi\}()/:o boisa, u holda Um =* va, aksincha, agar

>0/(X)
Awg(x)=00 boisa, Um =0 bo ladi.
<0 g(X]
8. Agar iimfix) =a, iimgix) =b boisa, istalgan a eaR sonlar uchun
X-+X0 X-*XQ

iim(af{x)t B g(x)) =a-a+B-b, iimf(x) M(x) =am boiadi.

X—*X0

9. Agar Umfix) =a va Umg(x) —b tO boisa, jiim bo ladi.
*540) *“**«E(*) b

10. Agar Umfix) =a va Umg(x) =b boisa, u holda f(g(x)) murakkab

x—b x-*x0

funksiya uchun iimf(g{x))=a.

11. Agar Umfix) =a, Umg(x) =b boiib, x0 nugtaning biron atrofida

X-+x0

(yoki Xj—eo boigan holda, K yetarlicha katta boigan barcha x larda)
fix)<g{x) tengsizlik o‘rinli boisa, u holda a<b tengsizlik o‘rinliboiadi.
12. Agar X, nuqgtaning biron atrofida (yoki x0=co boiganda,

yetarlicha Kkatta boigan barcha x larda) fix) <<pix) <g{x) tengsizlik

o‘rinli boiib, iimfix) =iimgix)=a boisa, U holda Um(p{x)=a.
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13. Agar x, nugtaning biron atrofida (yoki *0=00 boiganda,
yetralicha katta bo‘lgan barcha x larda) f(x)=const=a boisa, u holda
limf(x) =a.

14. Agar Umf{x)=a boisa, U holda lim 7(x)= lim fix)=a.

Aksincha, agar UmO/(x): rg.m)f{x):a boisa, uholda Umf(x) =a boiadi.

x—>x0

Anigmaslikning turlari
Ketma-ketlik va funksiyalar limitlarini hisoblayotganda
quyidagi  ko‘rinishdagi  noanigliklar yuzaga kelishi mumkin:

— —,0-0 M-I~ 0°, 0.
0 oo
Bu yerdagi noanigliklaming ayrimlarini boshqgasi orqali
ifodalash mumkin. Limitning xossasiga ko‘ra 1 =0, O1 = simvollami
(00]

kiritishimiz mumkin. Shunga ko‘ra,

o0 10 0 I_gud_2a0
00
00 00 00
6(9 — eOinco — eOoo

noanigliklar  tengligini yoza olamiz, shuni ta’kidlash kerakki, bu
tengliklar sonlar tengligi ma’nosiga ega boimay, balki bir ko‘rinishdagi
noaniglikni  ikkinchi  xil ko‘rinishdagi noaniglikka olib kelish

mumkinligini anglatadi. Shu holatni e’tiborga olib ~ va 0—o

ko‘rinishidagi noanigliklarga misollar keltiramiz:

. . X 1
1. lim— =Ilimx=0. 2. lim—~=Um—= oo.
*>0 X X
, fl, agar x-ratsional son bo‘lsa
4 x(x)=1 ) ]
[0, agar x-irratsional son bo"”Isa
IX_,{) m . =iim z(x)-limit maviud emas.
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Bu misollar ~ ko‘rinishdagi noanigliklardan iboratdir. Endi

w— koiinishdagi noaniqgliklarga misollar keltiramiz:
P iim2x —x)= iim X = +<»
2)iim(x+a-x)=a
XD
3) iim (x —2x) = iim (- X) = —ec

X—+00 X—+00

4) )Eim (x+z(x)-x)= Xiin;noz(x) limit mavjud emas.
-»+00 —»+H

Endi ~ ko‘rinishdagi limitni  hisoblaylik. Avval
z*agsin*zo ekanligini ko‘rsatamiz. o<x<§ deb olaylik. Radiusi 1ga teng

quyidagi aylanani gqaraylik, x-< aoc burchakning radian oichovi

boisin,

u holda AC uzunligi x gatengva sinx=— =ak, IgK=— =bc .
Agar soac- oac sektor yuzasi boisa, u holda
SBeec < SQE < Sdxc ™ 2 <2X<2 NonX< XA

tengsizlik kelib chigadi.

0<Xx<” boiganda, o<sinx<x ekanligidan iimsinx =0 tenglik

kelib chigadi. sin(-x)=-sinx boigani uchun iimsinx=0 boiar ekan.

139



Demak ¢wzsinx=0, ya'ni jw— limit ~ ko‘rinishdagi noaniqglik ekan.

Endi o<x<- uchun quyidagilarni hosil gilamiz.

5 X 1 sinx , sinx
SMX <X<tgX =>1< - < e => 1> —mmm- > cosx =>0 < {-—m- <l-cosx=>
sinx  COSX X X
. , sinx . . 2X - . X _, X
=0< 1-—— <2sm— <2sin—<2- —<Xx
X 2 2 2
ya'ni o<l <X tengsizlik kelib chigar ekan.
Demak, lim fl- sin--)=o0, ya'ni limsin-=1.
* K40y X ) e X
Endi &<=*>=“5i boigani uchun iims™ =lim *”~ =lim™i=]I.
-X X »>-0 X <>+ —f >+0 /

Shunday qilib, Iim =1.
Endi r ko‘rinishdagi noaniglikka doir Um\+x)x limitai
hisoblaylik. Dastavval Am(l+x)i limitai qgaraymiz. Agar Xx ushbu

JSX<- tengsizliklami ganoatlantirsa, uholda «< -<« +1va
n+

| \«tl
¢ 1) - (1+x) "' (1+«) AN HF )N i+l A 2
n+ 1J
Bu tengsizlikda X->+0, ya'ni «->+0e boisa,
lm\\ + —\ =lim\ 1\~ i =e va lim f1+—!—]. [1+-].:1 boigani
v «y w3y  n+1 »*» A n+\) A nd

uchun, limitlar xossasiga asosan

£im(l + X)x =e
X+0

Endi #im(l+x)x limitni garaymiz. -*=“  almashtirishni bajarsak,

x—-0 boiganda /->+0 boiadi, chunki t= , uholda

I +x
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tenglik kelib chigadi. Agar biz x->-o0 da, ya'ni <->+o0 da limitga o ‘tsak
)i(Ln_wO(I + x)i :frflrrg(\ﬂ)t o+ =¢e

hosil boiadi. Demalk, &>rg"|(l+x)i =e.
Shuni ta'kidlaymizki, ushbu iim3-<=1 limit birinchi ajoyib limit,

lim(\+ =e, limTi+—| =e
im(\+x)x a)l

esa ikkinchi ajoyib limit deb nomlanadi.
Bundan tashgari quyidagi umumiy holdagi formulalami Kkeltirib
o‘tamiz:
1. Iim(|+—I YW=e, bunda x™>a boiganda/(x)-> .
'H AXJ

2. Iip’l(i+iz>(x))\/\/):e, bunda x—a boiganda ?>(x)-> 0.

x-x»l J

3. limfl+—1 =efd; Iin37‘~J+kX:Iin3(l+kX)T=eh"
X-*1 X=»

Masalan 1. Limitni hisoblang: 0T r’\7r-
->0smXx + sIn /X

5 1lx 2

Yechish: lim— 5x.  =lim-—---—-— —r- =lim-—~ —-1 =77T.
~osmx+sin7x A 2sinll£.c0os3E£ « #2sinlii.coslE 11

2 2 2 2

T | KT x
Masalan 2. Limitni hisoblang: liml 1+- 1|
Yechish:iim 1+ - =lim 1+ — lim 1+ «liml 1+ — | =ekm\=ekn
x-*°{ X J X X5 X ;

Masalan 3. Limitni hisoblang; lim&\+bx .
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Yechish: limvi+bx = Iim\$I+éx W =lim= lim (I+bx)bx
x>0 X-»0 Jo» X0

Masalan 4. Limitai hisoblang: lim(-sin2x )~ .

Yechish: lim (I-sin2xw * = |in3 (I-sin2x)-~ =N .

Xx-»0v \ '

Masalan 5. Limitai hisoblang: lim(x+ex)*.

Yechish: limix+e'V = e- 55’.*‘41*g

Masalan 6. Limitai hisoblang: lim — —
2x- 3J

Yechish: Kasming suratini maxrajiga boiib, butan gismini ajratib

olamiz:
2x+1 (2x—3)+4_1,+_ 4
2x-3 2jc 3 2x-3
x—00 da berilgan funksiya asosi birga intiluvchi, ko‘rsatgichi esa
cheksizlikka intiluvchi darajani ifodalaydi, ya'ni | ® koiinishdagi. U

holda

P ¢ ns 7

12x +\ 4
lim ————- =lim 1+ - I =lim 1., 1+ -
2x-3 x—3 / 2x-b 2jc-3
£3 44—
x-»00 da ® boigani sababli va lim +--4_V =ze, lim ' X
2x-3 *->4  2x-3 2.1
ekanini hisobga olib, ikkinchi ajoyib limitga ko‘ra: lim f~iil =é.
**\2x-3J

Masalan 7. Limitai hisoblang: limInx~ 1.
X-e

Yechish: Quyidagicha almashtirish bajaramiz: x-e=t, bundan
Xx=t+e va x->eaai—0 ekanligini e’'tiborga olib quyidagiga ega
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boiamiz:

imI X im MEEEN inLin & i tha+ <37 = tim = Ine*
3 7-50 q

x->e x — € /-0 f f-*0 f; /->0 e

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

Agar a(x) va R(x) x-»x0 holda cheksiz kichik funksiyalar boiib,

Iim’/\%f\%zl boisa, u holda ular ekvivalent deyiladi va x-»x0da a(x) ~ Zi(X)
I(X

kabi belgilanadi. Masalan, limsnXC=i, shu sababli x->0 da sinx ~ x.

Shunga o‘xshash x->o da quyidagi cheksiz kichik funksiyalar

ekvivalentdir: sinx ~ tgx~arcsinx~ arctgx: ~ In(l+x) ~ e*-1 ~ x, 1-cosx ~
y, ex ~ 1+X, a* ~1+ xlna, (I+x)m ~ 1+mx, ii+x =(i+xp~I+~,
10g(") ='n(,+A ~ JL.

Ina Ina

Masalan 1. Limitni hisoblang: lim”~x-s)*-2

Yechish: lim(3x-5)722=lim[ e"3-5 ]A . X —>0 da In(l+x>x
o2 x-»2

munosabatdan foydalanamiz. U holda lim[ eln315 =
lime<ars =lime *2*—ime3 =e6.

X->2 X->2 Xx->2

2. Limitni hisoblang: ) Iir;aln ( +3§(x) 2)Ii(r)nl -
2 «

Yechish: lim " 3x = lim—="F § w3 C
In (1+2x]  *>\Inl+ 2x)J  **A\2xJ 4

. l-cos"x . 1- (I-0,5x2V' .. 1-1+0,5/a2 n _
2) lim-—---—-r—-=Ilim— % 7--—- z=hm ----—---- =05/7.
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Limitlar nazariyasining iqtisodiyotdagi ba’zi tatbiqglari

Ajoyib limitlardan igtisodiyotning statistika, bank-kredit, korxona va
tashkilotlaming hisoblash jarayonlarida samarali foydalaniladi. Aynigsa
bank va kredit sohalarida murakkab foizlarni hisoblashda ikkinchi ajoyib
limitdan, e soniga keltirish orgali hisoblash keng koiamda amalga
oshiriladi. Bunga misol gilib quyidagilami keltiramiz.

Uzluksiz foizni hisoblash masalasini koiib chigamiz.

Bankka go'yilgan boshlang‘ich summa Qo boisin. Bank yiliga
jamg‘armaning p% ni toiaydi. t yildan so‘ng toianadigan Qt

jamg‘armaning giymati topilsin. Oddiy foizlardan foydalanilganda yillik

jamg‘armaning miqdori giymatga o‘sadi:

a=al1+100l,a 2% 11400 ;'—",%":aai Pr‘zilbé.]‘ Amaliy°tda ko‘'pincha
murakkab foizlardan foydalaniladi. Bunday holatda jamg‘armaning
yillik migdori quyidagicha giymatga o'sadi:
8,-0 ~ 151 T fRdF? Y i T %64t
Agar jamg‘armaning foiz miqgdorini yilda fagat bir marta emas, n

marta hisoblansa, yillikp% o‘sishda migdoming - qismi yilning p% ni,
n n

jamg‘armaning t yildagi migdori esa nt ni tashkil giladi: Q =Qj\ \+ .

Faraz gilamiz, foizlar har yarim yilda qo‘shib hisoblansa k=2, har
kvartalda k-4, har oyga k=12, har kuniga k=365, har soatiga k=8760 va
hokazo. U holdajamg‘arma miqgdori tyilda

1007
- +.... = 1
fio 1+ TOOk)T o0 Qo-eP,

bu tenglik ko‘rsatkichli (ekspotensial) o‘sish (p>0 da) yoki
kamayish (p<0 da) gonunini ifodalaydi.
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Izoh: Moliya-kredit amaliyotida foizni wuzluksiz hisoblashdan
kamdan-kam foydalanilsa ham, u murakkab moliyaviy vazifalaraing
tahlilida, xususan investitsion masalalami tanlash va asoslashda foydali
hisoblanadi.

Masalan 1. Agar yiliga qo‘shib hisoblashlar soni cheksiz o‘zgarsa, u
holda real stavka ganday o‘zgaradi? (Boshgacha aytganda k ->ooda An
nimaga intiladi?)

Yechish: Ajoyib limit formulasidan foydalanib,

limd, =lim4, 1+— = =lim4, =4, =Ate*
N 1+ 4.eM,=Ate

Bu yerda, t bank foizlari gqo‘shib hisoblangan yil migdori. Shunday
gilib, agar bank foizlari uzluksiz ravishda qo‘shib hisoblansa, u holda
hisobdagi summa A=A0-ea, bu yerda Jo bohslang‘ich omonat miqdori, e
=2,718..., R - yillik foiz stavkasi.

Masalan 2. Inflyatsiya darajasi kuniga 1% ni tashkil gilsa, yarim

yildan keyin boshlang‘ich summa ganchaga kamayadi.

Yechish: Murakkab protsentlar formulasidan Bz(’jél——l \{82, bunda

Qo dastlabki summa miqdori, 182 yarim yildagi kunlar soni. Bu formula
- X1m

shaklini o‘zgartirib, limitga o‘tadi Q=qQ, |- 100 '.e%@

Demak, yarim yildan keyin dastlabki summa 6 marta kamayadi
(e'82* 6).

Masalan 3. 5000 sh.p.b. yillik 4% foiz stavkasida 3 yildan so‘ng
gancha boiadi?

Yechish: kn=K(\ +ni), bu yerda K go‘yilgan pul migdori, n oddiy
foizlardagi yil, ; foiz stavkasi.

Shartga ko‘ra k =5000, n=3 /=004

K 3=5000(1+3-0,04)= 5000 112=5600 p.b.
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Masalan 4. Agar ikki yil davomida yillik 6% oddiy foiz stavkasida
784000 sh.p.b migdori jamg‘arilgani ma’lum boisa, dastlab gancha pul
go'yilgan?

Yechish:K2:784000, n=2 i=006 k=7 K= :7(D(IJOE.b.

y 2
Masalan 5. k=2000 sh.p.b oddiy yillik 5% dan stavkasi bilan
nechayildan so‘ng 5000 sh.p.b. boiadi?
Yechish: Kn=5000, k=2000, ¢=0,05  5000=2000(1+«* 0,05).
25=1+«-0,05, «0,05=15 «=30.

Funksiya uzluksizligi

Ta’rif. X0 nugtaning biron-bir atrofida aniglangan f(x) funksiya
uchun *L_igf(x):/(jtq tenglik o‘rinli boisa, f(x) unksiya xo nugtada
uzluksiz deb ataladi.

Agar tin’_bf(x):f(xQ, \\Axgxml(x)=/(x0)dl boisa, fix) funksiya x,
nuqgtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Funksiya limiti xossalaridan quyidagi teorema o'‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

Teorema. Agar /(x0-0)=/(x0+0)=/(x0 boisa, 7/(x) funksiya xo0
nuqtada uzluksiz boiadi.

1-ta’'rifni orttirmalar tilida ham aytish mumkin. Agar
argumentning ikki X0 va xo0+Ax giymatlari garalsa, Ax argument
orttirmasi deyiladi. Bu orttirmaga mos keluvchi y=/(x) funksiya
orttirmasi Ay quyidagicha aniglanadi:

Af=/(x0+AX)-7(x0).
Agar Em\f(x0+Ax)-f(xQ]:§\L%Ay:0 boisa, u holda 7(x) funksiya x0
nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya limiti xossalaridan foydalanib, uzluksiz funksiyalar
uchun quyidagi teoremalarning o ‘rinli ekanligini ko' rsatish mumkin.
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Teorema. Agar /(x) va g(x) fiinksiyalar x0 nugqtada uzluksiz
boisa, quyidagi funksiyalar ham uzluksiz boiadi:

af(x)tRBg(x), m . g(x),I™.
g(x)

Bu yerda, a va R istalgan sonlar boiib, funksiyalar nisbati
garalayotganda g(x0*o deb faraz gilinadi.

Teorema. Agar f(x) funksiya x=b nuqtada uzluksiz, g(x)
funksiya esa x=x0 nuqtada uzluksiz boiib, g(xO=b tenglik o‘rinli
boisa, u holda murakkab /(g(x>) funksiya x=x0 nugtada uzluksiz
boiadi.

Ta’rif. Agar /(x) funksiya biron A to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz boisa, bu funksiya A to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Endi uzluksiz fimksiyalarga misollar keltiramiz:

1 Butun va ratsional kasr funksiyalar, o‘zlarining aniqglanis
sohasida uzluksiz boiadi. Haqgigatan ham, /(x)=x funksiya (-<»+@)
oraligda, ya’'ni barcha x larda uzluksiz, u holda 1-teoremadan istalgan
natural n va a sonlar uchun f(x)=a-x" funksiyaning (-ce,+a oraliqda
uzluksizligi kelib chigadi. Bundan x ga nisbatan ko‘phad boigan
/ (x) = a(x" +a,x™ + eme+ a, X+ an
funksiya ham (- m,+0) da uzluksiz boiishi kelib chigadi.

Demak, yana 2-teoremani e’tiborga olib, « va m natural sonlar
uchun quyidagi

ax" +ak"'1+— +anlx+an

bOxm+\ x m* H-— i~binjx + bm
kasr-ratsional funksiya maxrajining ildizi boimagan x larda uzluksiz
ekanligi kelib chiqadi.

2. Ko‘rsatkichli funksiya, ya’'ni f(x) =ax funksiya (-0,+x) oraligda
uzluksiz.

Dastavval %(J_r>pa*=1 ekanligini ko‘rsatamiz. a> 1 boisin, agar K< .

.1 1 . [ L L ..
ya'ni — <x< boisa, u holdaa h<ax<antengsizlik o‘rinli boiib, x*o
n n

147



uchun deb olsak, (\b\-b sonning butun gismi, ya’ni b sondan

oshmaydigan butun sonlaming eng kattasi), x->0 da «>«> boigani
-1 i
uchun, fimksiya limitining 12-xossasiga ko‘ra Uma n=£ima" =1. Bundan

V-»00

nn‘=1 ni  hosil qilamiz. Agar o<ac<i boisa -> 1 va
a
= Ry Tt

ekanligi kelib chigadi. f(x)=ax funksiyaning istalgan x=x0 nugtada

uzluksizligini ko‘rsatamiz: £imax= £ima4 maxx = axX £imalX" =a".

X-*Xq X—>x0 X->x0

3. Trigonometrik fimksiyalar o‘z aniqglanish sohalarida uzluksiz.
Avval y=sinx funksiyani garaylik:

£imsin X = £im [(sin x —sin x0) + sin x0] = £im(sin x - sin x0) + sinx0 =
X -«o

- : X —X, X+ Xn
= zim2Zsin--—-—-—-- — BCOS----——- —+smxn

cosx funksiya chegaralangan boiganligi uchun, funksiya limitining 3-

xossasiga va Umsint=0 ekanligidan

. X—X, X —X,,
iim 2sm-——--I-cos-—-- ~ +snUu:N=smx,,.
2 2
Demak, ﬁlyrg sinx = sin x0.

Xuddi shuningdek istalgan x =x0 nuqtada y=cosx funksiyasi ham

uzluksiz ekanligi isbot qilinadi. U holda 1-teoremaga ko'‘ra

y = sin* :tgx,x*2—+Kn(Ksﬂ) va y=-°sx=dgx, xgkn,(kgz) funksiyalar
sinx

COSX
aniqglanish sohasida uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

4. y =fogax a>o0, a*1 logarafmik funksiyaning (o,+00) oraligda
uzluksizligi. Avvalo a>1 deb, funksiya x=1 nuqtada uzluksiz ekanligini

ko'rsatamiz. Hagigatan ham, X =\+t deb  olsak, quyidagi
£_irp fogax = Iiry £oga(l +t) tenglikda t* 0, n=
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boigani uchun va - -</ <- tengsizlikdan iogali- < ioga{l+/)<log\ 1+ -
tengsizlik kelib chigadi. Ushbu limloga\i- - I=lim loga\1+- I=0
< A1) v n

tenglikdan limlog, (I +t)=0, ya'ni limlogax =logal=0.

Agar o<a<l boisa, i>1 va |iI’)T]|Oan =lim -loglx =0=togxl
X 1
ald

ekanligi kelib chiqadi.
Endi istalgan x=x0 (x0>0) nuqgtada y=iogax fiinksiyaning

uzluksizligini ko‘rsatamiz. Haqgigatan ham, agar ~)—©:\+t deb olsak,
X-»x0da ?—0 boiadi. Demak,

limlog,x = HMm £oga— +logax0 =lim loga— + logax0=limloga(l +f) + log,x,, = logaxO.
‘o \% x0 I raw X0 =30

5. Darajali y=xa, a*o funksiyaning uzluksizligi.
y=xafunksiyaning (o,+o0) oraligda uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.

Murakkab funksiya uzluksizligiga doir 3-teoremaga ko‘ra

lim Xa= lim ednx= e“1 = xA

X->XQ x—>x0
6. Teskari trigonometrik funksiyalar o‘z aniglanish sohalarida

uzluksiz.
y =arcsmx funksiyani uzluksizlikka tekshiramiz, qolgan funksiyalarni

tekshirish shunga o‘xshash bajariladi. y=arcsinx funksiyaning aniqlanish
sohasi [-i,i] oraliq boiib, o‘zgarish sohasi :;T dan iborat, xoel[-I, I]
boisin. Biz funksiyaning x0 da o‘ngdan uzluksizligini ko‘rsatamiz,
chapdan uzluksizligi shunga o‘xshash tarzda aniglanadi. Demak, x0<x
boiib, x—=x0+0 boisin, u holda o<t< — uchun sint<t<tgt tengsizlik

o‘rinli. Bundan va y = arcsmx funksiya [-1,1] da o‘suvchi boigani uchun

x0< x da quyidagini hosil gilamiz:
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sin(arcsinx - arcsinxO)<arc SinX - arcsSinXxo < tg(arcsinx - arcsinx0) .

Bu yerda, sin(arcsinx) =X, cos(arcsinx) = a/i- x2 ekanligidan

...X° tengsizlik kelib
VI-x 2-yjl-xI +x-x0

x-t - x@-yl-X 1'Xg< arcsinx - arcsinx0<

chigadi. Bu tengsizlikda x->x0+0 boisa,

iim [xjl-xI -\/1-x2+x0)=0 Va iim h/1-x2-J1-x, +x-xA=1.
X-»x0+0" N N

Xx->x0+0v

Limitning 12-xossasiga asosan Jtm (arcSinX- arcsSinx0) =0

bu esa y=arcsinx funksiyaning x0 nuqtada o‘ngdan uzluksiz ekanligini
ko'rsatadi.

Yuqoridagi 1-6-misollardan foydalanib, elementar funksiyalar o‘z
aniqlanish sohalarida uzluksiz degan xulosani ayta olamiz.

Funksiya uzluksizligidan foydalanib, quyidagi limitlarni

hisoblashimiz mumkin:

liim °~a—+ X =iimiog (1+x)* =log e
% x->0

x-»0

i.tim 2 limitni hisoblaylik.
«0 X

Bu limit - ko‘rinishdagi noaniqlikdir, agar ax \=tdeb olsak, x->oda

/->o0boiadiva ax=\+t, x=£oga(l+t) .

D k. iim—- - =ii (R — - -1 X
emax, 'J_% X Jaus foga(l +t) £oge iogee ina
3lim(l bu limit ham ~ ko‘rinishdagi noaniglik boiib, agar
(i+x)°-i=i deb olsak, x->0 da <-»0 boiadi va (i+x)o=i+i, a m(n(i+x)=(n(i+t).
Demak,
im~1+”~1 =limt-ccin~x)=fma tn(l+x) t_ =
= X xin{i+t) X in\[ +1t)
aiim +X) . _a.fne, L__a
**0 X »>in{l+ 1) ine
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Natijada, - ko‘rinishdagi noaniqgliklarga tegishli boigan quyidagi

muhim limitlami hosil gildik:

1Ji +/~ = fogae, XUSUSan i +
xgb X 9 x'>'8 %

Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari

Quyida Kkeltiriladigan uzluksiz funksiyalarning xossalarini
teorema shaklida bayon gilamiz.

Teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar /(%)
funksiya [ab\ oraligda aniglangan va uzluksiz boiib, oraliq
chegaralarida turli ishorali giymatlami gabul qilsa, ya'ni f(a)-f(b)< o
boisa, u holda (a,b) oraligda shunday c¢ nuqta mavjudki, bu nuqgtada

funksiya nolga teng, ya'ni f(¢)=0.

Isbot: f[~ ~ funksiya giymatini ko‘raylik, agar boisa,
c= deb olish mumkin, bu holda teorema isbot gilingan boiadi. Aks
holda boisa, ax=a, b,=<~ deb olamiz, ¥(b)<o
boisa, bt=b deb olamiz. Keyingi gadamda, yugqoridagi

mulohazani [a,b, ] oralig uchun bajaramiz. Bu jarayon biron chekli

gadamdan keyin, masalan n qgadamdan keyin to‘xtasa, u holda

f(a'+¢,ll =0 boiib, c=[d'+bA boiadi va bu holda teorema isbhot
2 J vV 2

gilingan deyish mumkin, aks holda, ya'ni bu jarayon cheksiz davom
etsa, u holda ichma-ich joylashgan [a,zJ ketma-ketliklar hosil boiib,

keyingi gadamda hosil boiadigan har bir oraliq uzunligi avvalgisining
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yarmisiga teng boigani uchun -a,, = hz_" ya'ni lin¢>,- a =o ekan. U
(="«
holda 6-teoremaga ko‘ra %a,,:tmbn:c boiib, barcha n larda a<c<b,

ya'ni a<c<b tengsizlik o‘rinli boiadi. Endi /(c)=o0 ekanligini
ko‘rsatamiz. Funksiya uzluksiz boiganligi uchun

/ (c) = timf(an) = ii_rx'nf (bn) >/ 2(c) = R_m/(«,,)- f(bn).

Endi [a,,6r] oraliglarning qurilishiga ko‘ra /(a,)-/(¢>,)< 0 edi, u holda
f 1(c) =Kirixr;r>1f(ar) f(bn<o0.

Demak, /(c)=o.

Teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi)./f3cj funksiya
[a,¢] oraligda uzluksiz boiib, oraliq chegarasida turli giymatlami gabul
gilsa, ya'ni f(a)=A, f(b)=B boiib, a*b boisa, uholda a va b sonlari
orasida yotuvchi istalgan ¢ son uchun (a,b) intervalda shunday c nugta
mavjudki, bu nuqta uchun /(c)=c tenglik o‘rinli boiadi.

Isbot: Demak, c*A, ¢c*B boiib, ¢ son a va B sonlar orasida
yotgani uchun (a-c)(b-c)<o boiadi. Agar g(x)=f(x)~c yangi
funksiya  kiritsak, bu funksiya [ab] da uzluksiz boiib,
gifl) my(b) = (f{a)- C) (f(b)-C)=(A-CXb~C)<o
boiganidan g(x) funksiya uchun Boltsano-Koshining birinchi teorema
shartlari bajariladi. Demak, (a,b) intervalda shunday ¢ nugta mavjudki,
uning uchun g(c)=0, ya’'ni g(c)=f(c)-C=0.

Demak, /(c)=c. Teorema isbot boidi.
Bu teoremadan quyidagi xulosani olamiz. Agar f(x) funksiya
uchun \a,b\aD(j) boiib, funksiya [ab\ da uzluksiz boisa, u holda
A =min{/(a), f{b)\ va B = max{/(a), /7(&)}
uchun [a,b]ciE(J) boiarekan.
Yuqorida keltirilgan teoremalarga taallugli misollarni

keltiramiz:
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1 f(x) = x1 funksiya uchun [l, 2] oraligda 4-teorema o'‘rinli emas,

chunki /(I)-/(2)=4>0.
2. f(x) = 1 funksiya uchun [-i,i]Jorligda 4-teorema o‘rinli emas,
X

sabab\, f(x) funksiya x=0 nugtada aniglanmagan.
-1, agar x(Obo‘lsa
3. /(") = [0, agar x>0 bo‘lsa
funksiya uchun [-2,2] oraligda 4 va 5-teoremalar o‘rinli emas, chunki
f(x) funksiya bu oraligda uzluksiz emas, X=0 nugta uzilish
nugta: /(-0)=-1, /(+0)=i, ya'ni/(-0)*/(+0).

Teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [ab\ oraligda uzluksiz boisa, f(x) funksiya bu oraliqda
chegaralangan boiadi, ya'ni shunday m va m sonlari mavjud boiadiki,
istalgan x&[a,b\ uchun m<f(x)<M tengsizliko‘rinliboiadi.

Isbot. Teoremani isbot gilish uchun, teskarisini faraz gilish usulini

goilaymiz. Ya'nif(x) funksiya [a,b] oraligda chegaralangan boimasin.
nuqgta bilan [ab\ oraligni teng ikkiga boiamiz, hosil boigan ikki

oraligdan birida f(x) funksiya chegaralangan boimaydi, chunki aks
holda, ya’'ni ikkala oraligda ham funksiya chegaralangan boisa, u holda
f(x) funksiya [ab\ oraligda ham chegaralangan boiar edi. Demak,

arb yoki 9_1;_[3 * oraligda f(x) funksiya chegaralangan boimaydi,

agar ikkalasida ham chegaralangan boimasa, ulardan chapdagisini
olamiz. Hosil boigan kichik oraligni gaytadan [a,/;] deb belgilaymiz.
Keyingi gqadamda, yuqoridagi mulohazani [a,,*,] oraliq uchun bajarib,
[a2,6 oraligni hosil gilamiz. Bu jarayon cheksiz marta davom etadi,
chunki aks holda funksiya [a,A] ko‘rinishdagi oraligda bir paytda ham
chegaralangan, ham chegaralanmagan boiib qoladi. Demak, har bir
natural n uchun [anbr] oraliq hosil boiib, bu oraligda f(x) funksiya

chegaralangan boimadi. Bu oraliglar ichma-ich joylashgan boiib,
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6, ~an:&2rt u holda 6-teoremaga ko‘ra Uma=imb=c va ce(a,b). f(x)
funksiya uzluksizligidan timf(an) =iimf(ba) = /(c) tenglikni hosil gilamiz.
Agar A va B sonlar A<f(c)<B tengsizlikni ganoatlantiruvchi qilib
olingan boisa, funksiya limitining 4-xossasiga ko‘ra shunday e>0 son
mavjud boiadiki, istalgan « (c-s,c+s) uchun A<f{x)<B tengsizlik
o‘rinli boiadi. U holda shunday natural n mavjudki, uning uchun
c-e<an<c<bn<c+e tengsizlik bajariladi.

Demalk, istalgan uchun A<f(x)<B tengsizliko‘rinlibo‘lar
ekan. Ammo farazga ko‘raf(x) funksiya [an,bn\ oraliqda chegaralangan

emas edi. Bu qarama-qarshilik teoremani isbot giladi.

Teorema (Veyershtarssning ikkinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [a,b] oraligda uzluksiz boisa, bu oraligda f(x) funksiya
o‘zining yuqori aniq sup{/(xX):xe[a,z>]} va quyi aniq inf{/(x):xe[a,z>]}
chegaralariga erishadi, ya'ni [ab\ oraligda shunday xo va xi nugtalar
mavjudki, /(X0 =sP{/(x)} va Z(x,) =inf{/«(*)}.

Isbot: Teoremani yuqori aniq chegara uchun isbotlaymiz.
Teskarisini faraz gilaylik. Agar sup{Z/(x)}=m desak, 6-teoremaga ko'ra
M chekli son boiadi. Farazga ko‘ra istalgan x&[a,b\ uchun f(x)<m

tengsizlik o‘rinli boisin, u holda vxe [ae\ uchun M - f(x) > 0.

Bundan esa g(x)=— 1 ~ funksiyaning [a,b] oraligda uzluksiz ekanligi

kelib chiqadi. Veyershtrassning  birinchi teoremasiga ko‘ra g(x)
funksiya chegaralangan boiadi, ya'ni shunday s>o son mavjudki,

istalgan Xxs[ab\ uchun g(x)<s tengsizlik o'‘rinli boiadi. Demak,

istalgan ie[a,i] uchun----t— <s,vya'ni -<M -f oki f M .
g [a,i] M - f(x) y S< (x) 'y (><)<S

Bu holda sP{/(X)}<M 8 tengsizlik o‘rinli  boiib, bu esa

sup{/(x)}=M ekanligiga ziddir. Bu ziddiyat gilingan farazning noto‘g‘ri

ekanligini ko‘rsatadi. Teorema isbot boidi.
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Izoh: xo va Xi nuqgtalarda /(x0) =sup{/(x)} va /Z(*,)=inf{/(*)}
tengliklarning o‘rinli ekanligif(x) uzluksiz funksiya uchun [a,b] oraliqda
uning eng katta va eng kiehik giymatlari mavjud ekanligi va quyidagi
tengliklar oiinli ekanligini bildiradi: /(*”)zxrf[fb)\('{/(x)} va /(*,)= xﬂ,?]v{/(*)i'

Funksiyaning uzilishi va uning turlari

f(x) funksiya uchun uzluksizlik shartlaridan aqalli bittasi bajarilmasa,

bu funksiya x nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Agar / (x) funksiya berilgan xo nuqtada uzluksiz boimasa, u holda/
(x) funksiya berilgan xo nugtada uzilishga ega deyiladi.

Uzilishning quyidagi turlari mavjud:

I tur uzilish - funksiyaning chap va o‘ng chekli limitlari mavjud,
lekin ular teng emas.

Il tur uzilish - bir tomonlama chap va o‘ng limitlardan biri cheksiz
yoki mavjud emas.

| tur uzilishga bartaraf gilinadigan uzilish deyiladi, bunda x—>xo da
funksiyaning limiti mavjud, lekin funksiyaning xXo nuqtadagi giymatiga
teng emas.

/(X)=[x] (o‘gilishi «ant’e iks»), bu yerda [x] - x sonining butun
gismi, ya'ni x dan katta boimagan eng katta butun son. Masalan,
[2.6] =2 [-2.6] =-3.

x=] nuqtadafx) = [x] funksiya uzluksiz, ya'ni lim/(x)=/~]j=1i,

x=I| nuqgtada esa funksiya aniglangan/[l)=I, lekin | tur uzilishga ega,
chunki chap va o‘ng chekli limitlar mavjud, lekin ular teng

emas: lim /(x)=o va lim 7 (x)=1).
x->1-0

x->1+0

/. fix) = [x] barcha haqigiy sonlar to‘plamida aniglangani bilan,

elementar funksiya emas, chunki barcha butun sonlarda uzulishga ega:
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y =[x

1
A 012 34 5 X

2. y = {x}=x-[x], -X sonining butun gismi.

-1 012 3 4

1, agar x>0 bo'lsa
2 y =signx=<0, agar x=0 bo'lsa
-1, agar x<0 bo'lsa

(«Signum» lotincha so‘z boiib, ishora degan ma’noni anglatadi.)

°y

4 M -ifl
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5. Dirixle funksiyasi

fO, agar x-irratsional bo'lsa
y= [I, agar x-ratsional bo'lsa

Dirixle funksiyasini chizma shaklda tasvirlab boimaydi.
Masalan 1. Berilgan funksiyani uzilish nugqtalarini toping va
grafigini chizing:
2 agar x>2
f(x)=-2X agar 0<x<2

x+ 1 agar x<0

Yechish: Bu funksiya x=0 va x=2 nuqtalarda uzilishga ega
boiishi mumkin. Shuning uchun shu nuqtalardagi bir tomonli

limitlami hisoblaymiz.
f(0-0)= lim(jc+l) =1 ,f(0+0)= lim 2s=1 Demak, x=0 nuqtada iunksiya

uzluksiz.
f(2-0)= |Ir26(l) 2X=4, f(2+0)= _Iigno2=2. Demak, x=2 nugtada funksiyai Il

J X

tur uzlilishga ega.
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X+1

2. Uzluksiz foizlar formulasi. Yilning boshida ixtiyorimizda
muddatida a0 sh.p.b. migdorda summa mavjud boisin. Qanday qilib
yilning oxirigacha shu miqdordagi puldan maksimal foyda olish
masalasi gizigarlidir. Mavjud boigan usullardan bin - bank xizmatidan
foydalanishdir. Faraz gilaylik bank 100% yillik ustama bersin: bu bir
yillik saqlashdajamg‘arma 100% ga ortishini, boshga gisqa muddatlarda
esa jamg‘arma shu muddatga mos proporsional (masalan, bir oyda

jamg‘arma ~ % ga) o'‘sishini anglatadi.

Demak, bir yildan so‘ng jamg‘arma Ao+Ao=2A0 miqdorga, ya’'ni ikki
marta ko‘payadi. Bundan ham yuqgorirog samaraga erishish uchun 0.5
yildan so‘ng jamg‘arma hisobini yopib va shu ondayoq golgan yarim yil
uchun uni yana gayta ochirilsa, bu holda yilning birinchi yarimi oxirida

jamg‘arma miqgdori 4,+ 1~0=4)(i+l], yilning oxirida esa aQi+ i_f 2=2.25a0
miqdorda boiadi. Agar hisob ragami yopish va ochish amalini vyil

davomida gancha marotaba ko‘p bajarilsa, u holda shuncha marta ko‘p
samara olish mumkin: masalan, bu amalni har oyning oxirida bajarilsa,

yilning oxirida jamg‘arma =2613 a0, agar hisob har kuni yopib-

1 Na36s

ochilsa, yilning oxiridajamg‘arma 1+ « 2715 a, boiadi.
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Agar ochish-yopish amali uzluksiz bajarilsa (albatta natija nazariy

hisoblanadi) u holda yilning oxirida jamg‘arma

y!)limI 1+ 1 1 =A0-e*2.718...A0 migdorda bo‘ladi. Shunday qilib, 100%

/1—>co

nominal migdorda samarali miqgdor 171...% ni tashkil etishi mumkin.
Xuddi shu mulohazalami bankning nominal foiz miqdori p%
bo‘lganda ham aynan takrorlash mumkin. Bunda (nazariy)
jamg‘armaning mumkin boigan miqdori:
10n

ifl+ =A0lim fl+-~-1" = AOe"
\ 100nJ N-~ 1 100nJ

Umumiyroq holda Ao summa bankka p% vyillik stavkada bir yil
emas, biror tyil uchun saglansin. Vaqt [0,t] oralig‘ini n ta bo‘laklarga
boiib, va n ni cheksizlikka intiltirib, mumkin boigan nazariy summani
olamiz:

D
-A0e 1D

0 Lig0n 1555500

4l 150N

A=A®ID uzluksizfoizlarformulasi deyiladi.
Masalan, P=m% yillik stavkada ikkinchi yilning (t=2) oxirida
A®2«7.414...A¢, ya'ni boshlangich jamg‘arma etti martadan ko‘proq

ortadi.
Uzluksizlikning igtisodiyotda qoilanilishi.
Bozorning to‘r (o‘rgimchak ini) modeli

Funksiyaning uzluksiz xossalaridan biri (ildiz hagidagi teorema)
bozorning matematik modelida o‘zining ajoyib tatbigiga egadir.
Maiumki, talab va taklif - bu bozorning asosiy munosabatlar
kategoriyasidir. Ular juda ko'p faktorlarga bogiiq boiib, mahsulot narxi
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- bu faktorlarning asosiysidir. p orgali mahsulot narxini, d orqali talab
hajmini, s orqali taklif migdorini belgilaymiz (ular ingliz so‘zlarining
birinchi harflari: price - narx, demond - talab, supply - taklif). Yetarli
kichikp larda d{p)-s{p)>0 (talab taklifdan ustun), kattap larda teskarisi
d{p)~s(p)<Q. d(p) va s(p) funksiyalar deb hisoblab, ular uchun shunday
po narx mavjudki, bunda d(pO=s(p0 boiadi, ya'ni talab taklifga teng
degan xulosaga kelamiz. po narx muvozanat narx, shu narxdagi talab va
taklif muvozanatli deyiladi. Bozorning asosiy masalalaridan biri - bu
muvozanat narxni o‘matishdir. Muvozanat narxni topish uchun
o‘rgimchak ini modeli deb ataluvchi sodda modelni ko‘rib chigamiz. U
maium mahsulot wuchun sotuv hajmi va narxining regulyar
takrorlashuvchi siklik o‘zgarishi fenomenini tushuntirib beradi.

Faraz gilaylik, mahsulot ishlab chigarish hajmi hagidagi qaror
oldingi davrdagi mahsulot narxiga bogiiq holda gabul gilinsin.

Quyidagi funksiyadagi holatni tahlil gilamiz:

Dastlabki nuqgtada mahsulotning taklif hajmi qi boiib, u
mahsulotning oldingi davrdagi pi narxiga bogiiq holda tanlangan. Bu
narx muvozanat narxidan yugqoriligi sababli dd talab chizigi bo'yicha

unga boigan xarid hajmi g2.
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Bozor holati hagidagi ma’'lumotdan foydalanib ishlab chigaruvchi
mahsulot narxini p2 miqgdorgacha tushurishga majbur bo‘ladi. p2
muvozanat narxdan past boigani uchun mahsulotga bo‘lgan talab gs
migdorgacha ortadi. ss taklif chizig‘i bo‘yicha bu miqdorga p3 taklif
narxi mos keladi va h.k. Bu holda spiral {{Qp0O bozoming muvozanat
nuqtasiga yaginlashadi.

Ba’zi hollarda bu spiral «yig‘ilmasdan» «ochilishi» ham mumkin.

Tahlil etilgan «spiral»ning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchanligi
d(p) va s(p) fimksiyalarning ganday xossalariga bogiigligini oldindan
aytish, umuman qiyin masala hisoblanadi. Yaqginlashishga ta’sir etuvchi
fagat bir omilni ko‘rsatish bilan chegaralanamiz.
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6. Funksiya hosilasi va differensiali.
Hosila tushunchasi

Bizf(x) funksiyaning xo nugtada uzluksizligini

(mf(x) =f(x0 (1)
tenglik bajarilishi orqali ta'riflagan edik. Agar X-Xx0=AX argument
orttirmasi deb nomlanuvchi kattalikni Kiritsak, Xx—x0 da tabiiy Ax->0.
(D-limitda yangi o‘zgaruvchiga x=xo0+Ax o‘tsak, uni quydagicha yozish
mumkin:

Ixi[gf{x)=er;1)f(x0+Ax)=f{x0) (2)

Agar funksiya orttirmasi deb nomlanuvchif(xo+Ax)-f(xo)=Ay migdorni
kiritsak, (2)-tenglamadan

[im[f(x0+ AX)- /(x0)]= AL;lirgAy =0
tenglikni hosil qgilamiz. Demak, y=f(x) funksiya xo nuqgtada uzluksiz
boisa, argument orttirmasi AX nolga intilganda, ya’'ni Ax cheksiz kichik
migdor boiganda, unga mos keluvchi funksiya orttirmasi Ay=f(xo+AXx)-
f(xo) ham nolga intilishi, ya'ni cheksiz kichik miqdor boiishi kelib
chigadi. Shuni e’'tiborga olsak, xo nugtada uzluksiz boigan y=f(x)

funksiya uchun, ushbu
e (3)
limit ~ ko‘rinishidagi noaniqlik boiishligi kelib chigar ekan. Avval

ko‘rganimizdek bunday noanigliklar garalayotgan funksiyaga bogiiq
boiib, (3)-limit giymati chekli, cheksiz yoki mavjud boimasligi
mumkin. Umuman aytganda (3)-ko‘rinishdagi limitai xo nugta atrofida
berilgan istalgan funksiya uchun garashimiz mumkin. Shuni ta’kidlash
lozimki, agar (3)-limit qaralayotgan y=f(x) funksiya uchun chekli boisa,
u holda bu funksiya x=x0 nuqtada uzluksiz boiishligi kelib chigadi.

Haqigatan ham, agar
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AC
boiib, a chekli son boisa, funksiya limiti ta'rifiga ko‘ra e>o0 son

uchun, shunday 5>0 son mavjud boiadiki o<|&Ks tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha Ax lar uchun a-s< <a+c>

ya'ni qaralayotgan Ax lar uchun, Ax>0 boiganda

(a~-e)-Ax <f(x 0+ A x)-f(x0)<(a +s)-Ax (4)
yoki Ax<o boiganda

(@a+6-)-Ax<f(x0+Ax)-/(x0)<(a-s)-Ax (5)
tengsizliklar o‘rinli boiadi. U holda (4)-tengsizlikdan f(x0+0)=f(x0 va
(5)-tengsizlikdan f(x0-0)=f(x0 ekanligini hosil gilamiz. Bundan,

(imf(x0+Ax)=f(x0),

Ax—>0

ya'ni y=f(x) funksiya x=x0 nugtada uzluksiz ekanligi kelib chigadi.
Ta'rif. Agar ushbu limit giymati gm™ chekli boisa, u holda

y =f(x) funksiya x =xa nuqtada hosilaga ega deyiladi.
Limit giymati y=1f(x) funksiyaning x=x0 nuqtadagi hosilasi

deyiladi va quyidagicha belgilanishi mumkin:

ax ax

Demak, /'(*,) deb quyidagini

/'(\-/v(,):): uny”y :AA\Q Avt)
tushunar ekanmiz. Hosila ta’rifidan, agar y = f{x) funksiya x = x0 nuqtada
hosilaga ega boisa, bu funksiya x-x 0 nuqtada uzluksiz ekanligi kelib
chigar ekan. Teskari tasdig noto‘g‘ri ekanligini, ushbu uzluksiz 7(*)=H
funksiyaning x=o0 nuqtada hosilasi mavjud emasligi isbot giladi.
Hagigatan ham, quyidagi tengliklar

é\’L_J’QO (Q_i_éx) /(O) }m = %XX: 1
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Iﬂ-T ,((0+Ax)-{](\9v) _ - AX &/M-,D,x:

>0 Ax oO»o00x  ajmo [Ox

£im~0i~ b N1°) limitning mavjud emasligini ko‘rsatadi, ya'ni /(X)=]xj

funksiya X=o0 nugtada hosilaga ega emas, ammo /(*)=H uzluksiz
fimksiya.

Endi, funksiya hosilasi ganday ma’'no kasb etishini ko'‘rib
chiqaylik.

Hosilaning geometrik ma’nosi. Tekislikda berilgan y=f(x)
funksiya grafigining m{xQy0, (bu yerda yo=f(x0) nugtasiga o'‘tkazilgan
urinmani garaymiz. Bu urinmani hosil gilish uchun quyidagi chizmada,
avval MK kesuvchi to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. So‘ngra [Ox orttirmani
nolga intiltirsak, grafikdagi K nuqta, M nuqgtaga yaginlasha borib,

MK to‘g‘ri chizig MN urinma holatini egallaydi. U gx->0 da MK to‘g‘ri
chizig OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan «(ax)
burchagi, M N urinma hosil gilgan ¢ burchakka intiladi. Bu yerda, mn

to‘g‘ri chizig tenglamasi vy -y a=tg<p-(x-xa) ko'rinishda boiib, x-x0= ax
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va tgp=k—MN to‘g‘ri chiziq ox o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil
gilgan burchak koeffitsienti ekanligini e’tiborga olsak, MN to‘g‘ri chiziq
tenglamasi  y =k-Ax+ya ko‘rinishda  bo‘ladi. 1- chizmada MKB

uchburchak uchun T =Ax,kB=Ay va tga(Ax):E.

Demak, f'(x0)=li_r>TJA—y =j£_r>Toltga(Ax):tgq>:k,
ya'ni f(x0)=k tenglikni hosil qilamiz. Shunday qilib, y=f(x)
funksiyaning x =x0 nuqtadagi f'(x0) hosilasi shu funksiya grafigining
m(xoy0) nugtasiga o‘tkazilgan mn urinmaning burchak koeffitsientiga
teng boiar ekan. mn urinmaning y=k-Ax+y0 tenglamasida
Ax=x-x0,y0=f(x0) va k=f'(x0). U holda y=f{x) funksiya grafigining
m(x0,y0) nuqtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘lar ekan: y =f'(x0)-(x-x0)+f(x0)

2. Hosilaning mexanik ma'nosi. s=st) funksiya harakal
gilayotgan jismning t vaqt davomida bosib o‘tgan yo‘lini bildirsa, shu
jismning t=t0 vaqtdagi oniy tezligi i) ni topish masalasini garaymiz.
Buning uchun t vaqtga At orttirma beraylik, u holda mana shu vaqt
davomida jism ma’lum bir masofa As=st0+A«)-s(iQni bosib o‘tadi, u
holda jismning At vaqt davomidagi o‘rtacha tezligini 5.1 = tenglik

orgali topish mumkin. Tabiiyki o‘rtacha tezlik, t=t0 vaqtdagi oniy tezlik
&w)ga gandaydir xatolik bilan teng boiadi. Biz || vaqt Kkattalikni
ganchalik kichik qilib olsak, &pu o‘rtacha tezlik &) oniy tezlikka
shunchalik yagin boiib, xatolik kam bo‘ladi. Shuning uchun,

tenglik o‘rinli deya olamiz. Natijada jismning s =s() harakat
tenglamasida, yoidan tvaqgt bo'yicha olingan hosila, shujismning ayni
/vaqtdagi tezligiga teng bo‘lar ekan, ya’ni s'(t)=&(t).
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3. Hosilaning iqgtisodiy ma’nosi. Shuni ta’kidlash lozimki,
hosilaning iqtisodiy ma’nosi ko‘p girrali bo‘lib, muayyan obyektga
yo‘naltirilgan maqgsaddan kelib chigadi. Biz shu masalalardan birini
keltiramiz. v =u(t) fimksiya t vagt davomida ishlab chigarilgan mahsulot
hajmi o‘zgarishini bildirsin. Ishlab chigarishning t=to vagtdagi mehnat
unumdorligini topish masalasini ko‘raylik. Buning uchun t vaqtga At
orttirma beramiz, u holda mana shu vaqt davomida ma’lum miqdordagi
au =U(t0+At)-u(t0)) mahsulot ishlab chigariladi, o‘rtacha mehnat

unumdorligi =" tenglik orqali topiladi. Yugoridagi mulohazalarga

o‘xshash t=to vaqtdagi mehnat unumdorligi uchun quyidagi tenglikni
hosil gilamiz:

Demak, mahsulot hajmini vaqt bilan bog‘lovchi u(t) fimksiyaning
vaqt bo‘yicha u'(t) hosilasi, ishlab chigarishning z(t) unumdorligini
berar ekan, ya’'ni

U'(®)=z(v).

Masalan 1. Funksiya hosilasini hosilaning ta’rifi yordamida
hisoblang: y=x2.

Yechish: Funksiya orttirmasini hisoblayamiz:

Ay =f(x0+AX)- f(X0) = (x +/1X)2—X2 = x 2 + 2XAX + [Ix2—X 2 = 2XAX +Ax2 =AX(2x+AX).
Hosilaning ta’rifiga ko‘ra: /7 (x) =lim — =lim AX(ZX;AX) = lim (2x + ) = 2x.

Masalan 2. Funksiya hosilasini hosilaning ta’rifi yordamida
hisoblang: y=sinx.

Yechish: Awal funksiya orttirmasini hisoblayamiz:

Hosilaning ta'rifiga ko'ra:
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Demak, ta’rifga ko‘ra (SinX)’ = COSX.
Masalan 3. y =|xl| funksiya hosilasini hisoblang.
Yechish: X = 1 nugtada argumentga Ax orttirma beramiz, u holda

funksiya Ay orttirma oladi:
-AX, agar Ax<0 ho'lsa,

A== agar Ax>0 ho'lsa
limAl1+M-N1)=lim* =I>Ilim N 1 lim
adMo AX OJdk peo Ar aorio AX

IimA(0+Aﬁ|§)~A°) limitaing maviud emasligini ko‘rsatadi, y=\x-I\

Ax"O
funksiya
x =1 nuqtada hosilaga ega emas, ammo =[x Juzluksiz funksiya.

Hosila hisoblashning asosiy qoidalari
1. Agar /(x) funksiya x=x0 nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda
istalgan o‘zgarmas a son uchun <p(x)=af(x) funksiya x=x0 nuqtada
hosilaga ega boiib, bu hosila quyidagi tenglik orgali topiladi
Px,)=a- f(x0), chunki funksiya limiti xossasiga ko‘ra:
NX)=W"?b+"}-?bl =Un +Ax)af(x0) = f(x0+AAxx)-f(xO):g (3}
P

AVO/ A0 o x [-*-%0

2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x=x0 nuqtada hosilaga ega bo‘lIsa,
u holda <p{X)=f(X)2g(x) funksiya ham x=x0 nugtada hosilaga ega bo‘lib,
bu hosila quyidagi tenglik orqali topiladi:
Bx0)=f(x 0)xg'(x0).

Hagigatan ham, limit xossalari va hosila ta’rifiga ko‘ra:
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<P'O0) = tim < +Ax)-cp(x0) = Um f(xa+ Ax) £ g(x0+ AX)- (/(*,,)xg(*0)) =
O=>o '

AX 4*-»0 AX
eim(f(xo+Ax)~ /1 xo)x g(xo+Ax)-g(x0) =~ f(x0+Ax)-f(x0)=x
Ax Ax ) ™o AX
+ , /bl £ bl
X->0 AX

3. /(X) va g(x) funksiyalar x=xo nuqgtada hosilaga ega boisa, u
holda ®=f(x) g(x) funksiya ham x=x0 nuqtada hosilaga ega boiib, bu
hosila quyidagi tenglik orgali topiladi: 360)=f"(x0) g(x0)+f(x0)-g'(x0);

Funksiya limiti xossasiga va Xx=xo nugtada hosilaga ega funksiya
shu nuqtada uzluksiz ekanligidan, quyidagini hosil gilamiz:

¢>'(X)=tim + =0m XX +Ax)-g(x0+Ay)-/(x0)-g(x0) =

Ax =0 Ax
fim LAxo+AX)- /(x0)]«g(x0+AXx)+/(X0jg (x0+AX)~g(x0)] =~ /(X0+Ax)-/(X,,) , +
0 Ac k-0 AX 0

+ﬂ&{(x°)--/\ XO+%2 gn" =/W 'gfaH /W 'S'W
4. Agar /(x) va g() funksiyalar x=x0 nugtada hosilaga ega boiib,
gx0*o boisa, u holda €®¥= 0 funksiya ham x=x, nugtada hosilaga
gx

egaboiadiva bu hosila quyidagi formula orgali topiladi:
f'M -g (x 0)f(x0) g'(x0
g (x i({ ) 9'(x0)
g (o)
Funksiya limiti xossalari, g(X) fimksiyaning x=xo dagi uzluksizligi
va g(x0*o ekanligidan hamda g(X) funksiya xo nuqtaning biron-bir
atrofida noldan fargli ekanligini e’tiborga olib quyidagini hosil gilamiz:
/(x0+Ax) f(x0)
@(x )=lim®d o +A*H (*0) =lim g(x,,+Ax) g(X,,) = UM/ (x0+Ax)g(x,,)-/(x0)g(x0+Ax) =
[x 0 Ac [ox g(x0+Ac)g(x0)Ac
—iim (7 (x0+AXx)-/ (x0))-g(x0)-/ (x 0) (g (x0+Ax)-g(x0))
_A-*°g(x0+Ax)-g(x0) AX
1 /(X" xHW fim/()ii"ATHW  f{h)-&(h)-f{h)-g' (0
M i,-0 Ac v °' gmo-7 AXx é2|\/|

YD)~
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5. Agar u=g(x) funksiya x=x0 nugtada hosilaga ega boiib, y=/(«)
fiinksiya esa u=u0=g(x0) nuqgtada hosilaga ega boisa, u holda y =f(g(x))
murakkab funksiya x=x0 nuqgtada hosilaga ega boiadi va bu hosila
quyidagi
formula orqali topiladi: yoxo)=/,,(“<p<(*<>e

Hagigatan ham, murakkab funksiya limiti va hosilaga ega boigan
funksiya uzluksizligiga ko‘ra

/ [fefro +7)) ~f /(gfe + ~ *0+Ay)-
£ g FOH YA | Ao ~figbo) oAy o0
= f{u0+Auful) gmAu=/{uo)<{xo)

Bu yerda, A«=g(x0+Ax)-g(.x0 boiib, Ax->0 da g(x> funksiya x=xo
dauzluksiz boiganligidan Aa-*o kelib chigishi e’tiborga olingan.
6. Agar y=fix) va *=g(y) funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar

boiib, x=x0 nuqgtada /'fa)se0 va y0=/fa) nuqtada g'(y0) hosilalar
jud boisa, u hold =/ ni <) ,, Xtenglik o'rinli.
mavjud boisa, u holda gy(yo) M}/ ya'ni <(3) yxV& englik o‘rinli

Murakkab funksiya hosilasiga vax' =i ekanligini e’tiborga olib, x=g(f(x))
tenglikdan quyidagi kelib chigadi:
I =W S&/mo))f*=s, (>}, fa)e

7. Agar funksiya f(kx+b) ko‘rinishda boisa  (f(kx+b))' =y(hc+b)
boiadi. Bu tenglik murakkab funksiya hosilasidan kelib chigadi.
Yuqoridagi goidalar umumiy holda quyidagicha yozilishi mumkin:
1. (am(x)) =aw'(x), a=const.
2. (f(+9(x)) =F'()+g'X).
3 (f(-9(x)) =F'(x)-9()+f(x)-g'(x).

4 /M) - £(x)-9(x)-F(x)-g'(x)
"Uwl g2x)

5. y=f(u), u=g(® funksiyalar uchun (/(«)),’ =//(«)s«,".
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6.y =f(x) va x=g(y) 0'zaro teskari funksiyalar uchun, x y =-V-

7. y =f(kx+b) funksiya uchun y* =kf'(kx+b).
Endi asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini hisoblaylik.
Masalan 1 y=xadarajali funksiya uchun (**) =ax*+ o‘rinli boiadi.
Limitning xossalariga ko‘ra
f 1-3 -1
oY _ + = — lim- x (2 = /-
(xy—m(%+% §(a—Al\m X_AX (yjc (EQAVEE

Xususan, (*)=l.
2. y=ax (a>0) ko‘rsatkichli funksiya uchun (a*) =axna.
Ajoyib limit xossalariga ko‘ra

AX Ax
Xususan, (e =ex. 1- va 2-amalning isbotida mos ravishda

i) 14X-=ava (hif—"=em ekanligidan foydalanildi.

3.y =iogax logarifmik funksiya (a>0,a*1) uchun ((ogrx) =
Hagigatdan ham,
Fog.x’ = Z@(X“LAX) (.ogax _ £ £og,,?5i'.°.°.(:|jrp_1£og,, i1+_ AS:%(‘-Eog,,e.

Xususan, {(.m) =.
4.y =smx uchun (sinx) —eosx. 1-ajoyib limit va cosx funksiya

uzluksizligiga ko‘ra

2sin— cos\x+— i s AX
2 \Y

ESmX —tlmin (x+AX)-sinx_ =1m 2) - tin - —Dﬂrm cos(x+ix/\ cosx
a0 AX at=> N AX a0 AX it0 N 2)
2 2

Bu yerdan funksiya hosilasi xossalaridan foydalanib quyidagilami hosil
gilamiz:
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r { n \ 7
(cosX) = sin‘XH—  =CO8 XH- -srnx
I 21 AN
| r
fsmx S (sinx) -cosx-sinx-(cos X) _ €os2X +Sin2X_ 1
(tgx) =
COS2X C0S2X COS2X
t t
( \ _ic0SIcNI _ (cosx) sinx-cosx (sinx) _ -sin2x-co0s2x _ 1
sinxJ sin2x sin2x sin2x '

5. Teskari trigonometrik funksiyalar. y=arcsin x uchun
(arcsin x) tenglik o‘rinli boiadi.
1-x3
x=sin y funksiya y=arcsin x funksiyaga teskari boigani uchun,
teskari funksiya hosilasi formulasiga ko‘ra

. S 1 1 _ | o
(arcsinx) =y '=— == _ —
Xy cosy M-siny VI-x

Xuddi shunga o‘xshash, y =arctgx, y =arccosx Vva y =arcctg

funksiyal h tgx) =— t=- ) \a
unksiyalar  uchun  (arctgx) Tox (arccos x) VI%2

(arcctgx) —= L+ tengliklarni hosil gilish mutnkin.

Yuqorida hosil bo‘lgan formulalami quyidagi jadval ko‘rinishida

ifoda gilamiz:
1.¢'=0 10. (sinx)'=cosx
2.x'=0 11. (cosx) '=-sinx
. w1
3. (x9'=a = 12. (tgx)'= oo x
v 1 _
4. 13. (ctgx)—s-irr14;
14. (arcsinx)= j -
VI-x
6. (tf)'=cf Ina 15. (arccosx)=-7=
7. ()= 16. (arctgx)=-—:-

1+X
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8- (|09")=“°X— :Y-I'ﬁ 17. (arcctgx):-\:x—

9. (Inx)=-

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi
Faraz qilaylik, y funksiyaning x argumentga bo‘giigligi ix~>%}
ly=\

tenglamalar bilan parametrik shaklda berilgan boisin.
0" - tekislikdagi to‘g‘ri chizigning parametrik
y =y0+mt

tenglamasi.

2) Jﬁ%(fbﬂ?grﬁf - aylananing parametrik tenglamasi.

3)x =a-cost,y =b sint- ellipsning parametrik tenglamasi.

Parametr t ga A orttirma beramiz, mos ravishda Afva ay
orttirmalar hosil boiadi. U holdaj funksiyadan x bo'yicha hosila:

yx=lim —=lmem =10kl & =)
At

Masalan. *=e2cos2t, y =eZsmif, yxhosilani hisoblang.

Yechish: Q=262 cos2t +e2,(—2cosi *sini) =2e2(cos/-sku)cos/,
W=2e2 sinlt +e2 «2cosi sin/ =2e2(cosi +sini)sini,

.-._.Y'_: _§!D_I_-!-S:.Q§I: __1-Z'Z'§£: ] ( —_ (*l Y *L 'I
yX tot gt\-tgt tgtg\t+4/ t 4+nk,t 2+rkJ.
Yugori tartibli hosilalar
Agar y =/(x) funksiya uchun (ab) oraligning har bir nugtasida

hosila mavjud boisa, u holda (a,b) oraligda yangi f(x) funksiyani hosil
gilamiz. Bu f\x) funksiya x =xoe(a,¢) nuqtada hosilaga ega boisa, u
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holda x=x0 nuqtada y=f(x) fiinksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega

deyilib, bu hosila y*xo\f *(x0), d o y’Ax0). shaklda belgilanadi.

ax
Demak, ikkinchi tartibli hosila quyidagi tenglik orgali topilar ekan:
[GY=timf o Y- M

Xuddi shuningdek, y =f(x) funksiya uchun uchinchi, to‘rtinchi va
«-tartibli hosilani aniglash mumkin. Umumiy holda, agar vy =f(x)
funksiya uchun @,b) oraligning har bir nuqgtasida («-1) tartibli hosilaga
ega boiib, mana shu hosil boigan funksiyani f (n)x) deb belgilasak,
0‘z navbatida /M)(X) funksiya x=x0 nugtada hosilaga ega boisa, bu
hosila y =f(x) funksiyaning x =xo nuqtadagi n tartibli hosilasi deyiladi. n
tartibli hosilani quyidagi ko‘rinishlarda ifoda etish mumkin:

ax aX
Demak, ta’rifga ko‘ra n tartibli hosila

M(C@=" /M)(*o+7)-/M)K)

tenglik orgali aniglanar ekan. Bu tenglikni umumiy holda quyidagicha
yozishimiz mumkin: f ) =" "(x)),n=123..

Buyerda, 7 @(x)=7(x).

Yugqori tartibli hosila uchun quyidagi tengliklar o‘rinli boiadi:
L.(cf(x™Mn) —c of {"\X) ¢ = const

2.(/(x)+g ()W =f [l(x)+gM(x)

3> {f(ax+b)f = a"f "\ax+b)

4.(/(x)-g(x)r =;€:0Chf € K{¥). g «(x)

Bu tengliklaming barchasini matematik induksiya usuli bilan isbot
gilish mumkin. (4)-tenglik Leybnisformulasi deb nomlanadi.

Endi ayrim elementar funksiyalaming yuqori tartibli hosilalarini
keltiramiz. Bu formulalar ham matematik induksiya usuli bilan isbot
gilinadi.
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1. (xm =m-(m- m{m-n H)xm", M istalgan haqiqiy son. Agar
Mnatural son boisa, n>m uchun (xmw=0ean=muchun x")W =m\

2. (@)M=ax\tnaf, XUSUSan (el)&) =e*

Masalan 1. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblang:
y =sin2Xx.

Yechish:y  2sinxcosx =sin2X, y" =2cos2x .

Masalan 2. Funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini hisoblang:
y =(2x3+ 1) mosx.

Yechish: Leybnis formulasidan foydalanamiz:
f(x) =2x3+1,g(x) =COsX. f =6x2,/" =12x,/"=12.g" =-sinx,g-" =-cos X,gMFsinx.
U holda y" = [f{X)-g(X)Y =f ” g+3f', g’+3f g"'+f gnF(2x3-36x+I)sinx~
6(3x2-2)CcosxX.

Masalan 3. Funksiyaning «-tartibli hosilasini hisoblang: y =sinx.

Yechish: y'=cosx =sin(x +—), y”=-sin x =sin(x+

y''=-cosx =sin(x+“ P>y = sin(Xx +Na—).

Funksiya differensiali

Matematika tatbigida asosan taqribiy hisoblashlar qoilaniladi.
Taqribiy hisoblashlaming muhim manbayi funksiya differensiali
hisoblanadi. Biz mana shu tushuncha bilan tanishamiz.

f(x) funksiya xo nuqtaning biron-bir atroflda berilgan bo'‘lib, xo
nugtada uzluksiz, ya’ni dmf(x)=f(x0) boisin. Agar x-xo0=Ax Vva

f(x)-f(x0)=Ay deb belgilashlar kiritsak, Ax argument orttirmasi, Ay esa
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shu orttirmaga mos keluvchi fimksiya orttirmasi boiib, yuqoridagi limit
munosabatini quyidagichayozish mumkin: Hr_;f,Ay:b&\f(m+Ax)-/(xo)]:o.
Ta'rif. Agar Ax=0 da, funksiya orttirmasi Ayni quyidagi
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,
Ay =f(x0+AXx)-f(x0) =A-Ax+a(AX). (1)
Bu yerda, A o‘zgarmas son, tim =0, U holday=f(x) funksiya xo
nugtada differentsiallanuvchi deyiladi va funksiyaning xo nuqtadagi

differensiali A:Ax ga teng deb ataladi. Bu differensial A -Ax=df(xo)
shaklda belgilanadi.

Izoh: a(At) funksiya uchun b&)lﬂ( =0 tenglik a(Ac)=o0(Ac)kabi

ifoda etiladi va «(Ac) funksiya Ax->0 da Ax ga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi. Masalan, x->0 da l|-cosx =0(x)

x2=e(x) boiadi, chunki Li)rp%zo yoki x->0 da I-cosx =0(x) boiadi,

sababi

tenglik o‘rinlidir. Xuddi shunga o‘xshash x->i da tg2(x-i)=0(x-i),
[-cos(x-1) =o(x-1) vah.k.
Agar (I)-tenglikni Ax ga boiib Ax~O da limitga o‘tsak quyidagini
hosil gilamiz:
AI/IHQTA’; :AMJJ.A”ALHJ =A
Bu tenglikdan, f(x) funksiyaning xo nugtada hosilasi mavjud boiib,
f'(x0)=A ekanligi kelib chigar ekan. Demak, f(x) funksiya xo nuqtada

differensiallanuvchi boisa, bu nugtada funksiya hosilasi ham mavjud
boiar ekan. Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli boiishini ko‘rsatamiz.
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Teorema, xo nugtaning biron-bir atrofida berilgan f(x) funksiya shu
nuqtada /'(x0) hosilaga ega boisa, u holda xo nugtadaf(x) funksiyaning
df(x,,) differensiali mavjud boiib, bu differensial uchun

df(x0)=f*(x0)-Ax tenglik o ‘rinli.
Isbot:
{g,&:gm/ fe—+ "A\Xb f(xp)
tenglikda ﬁ-.°.~%>x(\Axo)_f(xQ:a{éx) belgilashni kiritsak, wx)=o.

U holda «(AX)B(AX) boigani uchun
oy =f(Xo+Ax)-/(*,,) =/ "(x, Max +a(Ax) «[IX.

Demak, f(x) funksiya x0 nugtada differensiallanuvchi va

df(x0) =f* (x0)-Ax ()
tenglik o'rinli.

Xulosa qilib shuni aytish mumkin ekanki, f(x) funksiyaning xo
nuqtada differensiallanuvchi boiishi uchun, funksiyaning xo nugtada
hosilaga ega boiishi zarur va yetarli, bu nuqgtadagi differensial uchun
(2)-tenglik o'rinlidir.

Shunday qilib, xo nugtada differensiallanuvchi funksiya orttirmasi

A=/ (X0-Iix+0(/%) =" (x O +0(Y) (3)

Taqribiy hisoblashlami funksiya orttirmasini uning differensiali
bilan almashtirish orgali bajarish mumkin, ya’'ni (3)-tenglikda o) ni
tashlab yuborsak quyidagi taqribiy gy~df(x0) tenglikni hosil gilamiz.

Bu yerda, yoi go‘yilgan xatolik o &) ko‘rinishda boiib, |3 kichik
boigani sari bu xatolik |3 ga nisbatan tezroq kichiklashib boradi.

Agar f(x) fimksiya (ab) intervalning har bir nugtasida
differensiallanuvchi  boisa, f(x) funksiya @b) intervalda
differensiallanuvchi deyiladi.

Endi misollar qgaraymiz. f(x)=x funksiya (<»+00 da
differensiallanuvchi boiib, (2)-tenglikga ko‘ra dx=(x) -Ax=Ax o'rinli
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boiadi, ya’'ni erkli o‘zgaruvchi uchun uning differensiali va orttirmasi
teng boiar ekan.
Bu tenglikdan funksiya differensiali uchun
df(x) =f'(x)dx yoki dy =y'dx 4)
tenglik yoza olamiz.
Demak,

dx - dx

(4)-tenglikka tayanib asosiy elementar fimksiyalaming differensiali
va differensiallash qoidalarini kelitiramiz:

1. d(c)=0 ¢ =const 2. d(x*)=a-x"“~dx
3. d(@)=axredx, ded=exdx 4. d(f.ogax):md;g d{l’nx):x—eix
5. d(sinx)=cosx dx 6. rf(cosx) =-sinx dx
7. d(tgx) =—\r—d 8. d(ctgx) =-—-"—d
(t9) 0S X X (ctgx) sin X X
9. ¢/(arcsinje)=mm m dXx 10. d(arccosx)=—, 1 dx
Il. d(arctgx) =Y ~idx 12. d(arcctgx) = 1 2dx

Differensiallash goidalari

1. d(cf(x))=c df(xI ¢ =const 2. d[f{x)xe{x)\ =df(x)xdg(x)

3.M dta-tirtib/ Vv M ?) 4.

Yugori tartibli differensiallar

df(x)=f'(x)dx  tenglikda dx erkli o‘zgaruvchining orttirmasini
0‘zgarmas deb qarasak, df(x) funksiya differensiali x ning funksiyasi
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ekanligi  kelib chigadi, shuning uchun df(x) funksiya differensialini
topish masalasini koiishimiz mumkin. Bu differensialf(x) funksiyaning
ikkinchi tartibli differensiali deb atalib, d\f{x) shaklda belgilanadi, ya’ni
dT(x) =d(df(x)) =d(f* (x)dx) =d(f' (x))cix =f(x)dx mix =f"*(X)c2.
Xuddi shunga o‘xshash
d*f{x) =f nfx)dx>
d4f{x) =f Mx)dx4

d"f(x)=/ (HXK" yoki /n)=g\xr
tengliklami hosil gilamiz.

Ko‘paytmaning yuqori tartibli  differensiali uchun Leybnis
formulasini e’tiborga olib, quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

d{f{x)g{)) = ~g(*).
kQ

Bu yerda, d°f(x)=f(x\ d°g(x)=g(x) deb olingan.
Masalan 1. Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli differensialini
hisoblang:

y =arctg
. 1 9V
Yechish: dy = ------ d2y = dx2
1+x "(1+x2)
Masalan 2. Agary—arctgx bo ‘Isa, d3/ ni hisoblang.
Yechish: dy—— 7, d2 2xdx2
1+x2’ Y (I+*T
dy =- 2 [+ X1y —2x(| + X2)2xjcEe3 = 2 -j—----dx 3.

(1 +x2)4 (+x2)
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7. Funksiyani toiiq tekshirish
Differensial hisobning asosiy teoremalari

Yuqorida Kiritilgan funksiya hosilasi va differensialining tatbiglari
quyidagi teoremalarga asoslangandir.

Ferma tcoremasi. Agar f(x) funksiya x0 nugtaning biron-bir
(>0~s, x0+s)(s>0) atrofida berilgan boiib, xa nuqtada eng katta (eng
kichik) giymatga erishib, f'(x0) hosilasi mavjud boisa, u holda bu
hosila nolga teng, ya'ni /'(*,,) =o.

Isbot:  Istalgan  xe(x0-s,x0+s) uchun  f(x)<f(x0), ya’'ni
f(xa=maxX\{¥)\ boisin, u holda /'(*,) mavjudligidan

j:6(x0-5,x0+S)

/(* Umn /fa+Ax)-/(x0)s()
v A A

boiadi, chunki f{xB- Ax)-f(xQ<o va Ax>0. Xuddi shunga o‘xshash
/>, =&T@/fa+"\q?(-/fe)<0

boiadi, chunki f(x0-Ax)-f(x0<0 va Ax>0. U holda, bu tengsizliklardan
/'(x=o0 ekanligi kelib chigadi. Teorema isbot boidi.

Roll teoremasi. /(*) funksiya [ab] oraligda uzluksiz va (ab)
intervalda hosilaga ega boiib, oraliqg chegaralarida bir xil giymatlarni
gabul qgilsa, ya'ni f(a)=f(b) boisa, u holda (c) intervalda shunday c
nuqta topiladiki, uning uchun f'(c)=o tenglik o‘rinli boiadi.

Isbot. Veyershtrasning (2)-teoremasiga ko‘ra [ah] oraliqda shunday
x, va xz nuqtalar mavjud boiadiki, ular uchun /(*)=nf {/x} va

X&[ab\

/(x2=sup\fX\ tengliklar o‘rinli boiadi.
xe[a,b]

Agar {x,x2}={a,b} boisa, u holda f(x,)=f(x2) va istalgan xe[az>]
uchun f(x)=f(x,)=f(x2)=comt ekanligi kelib chigadi. Demak, /'(*)=0
ekan, bu esa teoremaning {xx2}={a6} hoi uchun isbot boiganini
bildiradi.
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Agar {Ex2y{ab} boisa, u holda xxefab) yoki x2e(a,b). Bundan
Ferma teoremasiga ko‘ra /'(*,) =o yoki f'(x2=0 ekanligi kelib chigadi.
Teorema isbot boidi.

Tagribiy hisoblash uchun qoilaniladigan ko‘pgina formulalami
hosil gilishda quyidagi Lagranj teoremasidan foydalaniladi.

Lagranj teoremasi. f(x) funksiya [ab\ oraligda uzluksiz va (ah)
intervalda hosilaga ega boisin, u holda (ab) intervalda shunday ¢ nuqta
mavjudki, uning uchun quyidagi tenglik o‘rinli boiadi:

b—a
C 0 (*\=/(*)- _ — _Iy—
Isbot: ?(*)=/(*)-/(«) f{btlj_g(a) {x~a)
funksiyani kiritamiz. <p funksiya uchun Roll teoremasining barcha
shartlari o‘rinli va
b-a
U holda shunday cs(a,;) nugta mavjudki <p'(©=o, ya’ni
<p'ip)=/‘(c)-—Ab_5-a>=o.
Bu tenglikdan esa /'(c)= f(tg_g(a)

tenglik kelib chigadi. Teorema isbot boidi.

Koshi teoremasi. f(x) va g(x) fimksiyalar [gh] oraligda uzluksiz
va (ab) intervalda hosilaga ega boiib, g(x) ~o boisin, u holda (ab)
intervalda shunday c nugta mavjudki, uning uchun quyidagi tenglik
o‘rinli boiadi:

m -f{a) f\c)
g{b)-g{a) g'(c)

Ishot:  <tx) =f(x) - f(a) - g(b):g(a)\g(x)-g(a)] funksiyani kiritamiz.

< funksiya uchun Roll teoremasining barcha shartlari o‘rinli va

W gty @
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U holda shunday ce{a,b) nugta mavjudki <(c)=o, ya’ni

©=/()- gw)_gf?aas)g'(c): 0.
Bu tenglikdan esa
f(b)-f (@ f(c)
9(b)-9(@ 9'©
tenglik kelib chigadi. Teorema isbot boidi.
g(x)=x boisa, Lagranj teoremesi hosil boiadi.

Masalan 1. f(x)=(x-1)(x~2)(x-3) funksiya uchun Roll teoremasi
shartlarini tekshiring.

Yechish: Funksiya [1;3] oraliqda differensiallanuvchi va x=lI,
x=2, x=3 nuqtalarda nolga aylanadi. Demak, [1;2] va [2;3]
oraliglaming har birida berilgan funksiya uchun Roll teoremasining
barcha shartlari bajariladi. (1;3) ittervalda kamida bitta shunday c
nuqta topiladiki, bu nugtada f(c)=0 boiadi. Berilgan funksiya
hosilasini nolga tenglab 3x212x+11=0 tenglamani hosil gilamiz. Uni
yechib: ci=2-~j wvacr=2+ ildizlarni hosil gilamiz.

Bunda 1< ci<2 va 2<cr<3.

Masalan 2. y=x24x+3 funksiya ildizlari orasida uning
hosilasining ham illdizi bor ekanligi tekshirilsin.

Yechish: Funksiya [1;3] oraligda differensiallanuvchi boiib
x=l va x=3 nuqtalarda nolga aylanadi: x24x+3=0, xi=I, x2=3.
Demak, [1;3] oraligda berilgan funksiya uchun Roll teoremasining
barcha shartlari bajariladi. (1;3) ittervalda kamida bitta shunday c¢
nugta topiladiki, bu nugtada f(c)=0 boiadi. Berilgan funksiya
hosilasini nolga tenglab: y'=2x-4,2x-4=0, c=2va2 e[l; 3].

Teylor va Makloren formulalari

Endi biz taqribiy hisoblashlarda ko‘p gqoilaniladigan formulani
keltiramiz.
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5-teorema. Agar r(x) funksiya xo nugtaning biron-bir atrofida
berilganda xo nugtada n tartibgacha rw (x), *=12 hosilalari mavjud
boiib,
r(x0) =t'(x0) =t"(x0)=mee = x0) =rw (x0)=0
tengliklar o‘rinli boisa, u holda r(x) funksiya uchun t(x)=d(x- ")

munosabat o‘rinli boiadi.
Isbot: Matematik induksiya usuli yordamida isbot gilamiz: n=lI

boisin, u holda r(xo)=r'(x0)=0. Bundan um— =um "=r'(x,)=0

tenglik kelib chigadi, ya'ni z-(x) =o((x-x0) ekan.

Endi n-1 da t(x0)=t'(x,, )»ee = )=0 tengliklardan
r(x) =0((x- Xf)""1) munosabat o‘rinli ekanligi kelib chigsin deb faraz
gilaylik va «da r(xo)=r'¢0)=eee=""\(x,)=rw(x0)=0 tengliklar o‘rinli
boisin. Agar ri(x)=r'(x) belgilashni Kkiritsak, rl(x0)=r;(x0=rI(%)x0)=0
ekanligi kelib chigadi.

Demak, r(x) =o((x-xo)wj. Teorema isbot boidi.

/(X) funksiya x0 nugtaning biron-bir atrofida berilgan va bu
atrofda uning (n-1) tartibli hosilasi mavjud va xo nuqgtada f(x)
funksiyaning n tartibli hosilasi mavjud boisin. Bu shartlarda xo ning
garalayotgan atrofida quyidagi p(x) ko‘phadni aniglay olamiz:

P(*)=f (x0)+ i (x-mx0)+ 9 (x- x0)2+---+LJr?\A (x_x )"

Agar rn(X)=Ff(x)-p(x) funksiyani tekshirsak,
TXxo)=Phxo)="-=TMx0)=0 tengliklar kelib chigadi. Yuqoridagi
teoremaga ko‘ra r(x)=o((x-xQw) munosabat o‘rinlidir. Bundan Teylor
formulasi deb nomlanuvchi formulani hosil gilamiz:

/) =X+ 7 (X=X 0)+ A7 (X-X (24s0e+ —L(x-XOX+T"x). (1)

Bu yerda, rn(x) formulaning qoldiq hadi deyiladi.
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Isbot gilinganiga ko‘ra r,(x) =0((x-xqwj, ya'ni X o‘zgaruvchi xo
dan vyetarlicha kam farq qilsa, t,X) ham o dan (x-x0)" tartibda
farglanadi, ya’'ni n ganchalik katta boisa (]x-xoj<i deb olish mumkin),
r() ifoda 0 dan shunchalik kam farq giladi. Demak, hisoblashlarda
ushbu

taqribiy formuladan foydalanishimiz mumkin ekan.
(I)-formulada x-x0=Ax deb belgilasak, Teylor formulasining

quyidagi ko‘rinishlarini hosil gilamiz:
f(x) - f(x0)=Af(x0)=f'(xO)Ax+zllf(x 0)Ax2+-+h\f M(x0)AX" +B(AX"")
Ar(x0) = df{x0) +>|d X (X 0)+omm+ !ﬁ\d"f(xo)+ o(ax™).

Agar (I)-formulada x=o deb olinsa, Makloren formulasi deb
nomlanuvchi ushbu formulani hosil gilamiz:

Endi ayrim elementar funksiyalarning yuqoridagi formulalarga
yoyilmasini topaylik:
1) f{x)=exbo'lsa, fi"(x)=exva /0)©0)=I boiganiuchun

va

ekanligidan, n=2k boisa, &K'>g=0 va n=2k-\  boisa,

shuning uchun
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3) /(x)=cosjc boisa, "\x)=cos™+«--"j va /™(0)=Ccos™«-~] «=2k

boiganda, /" =cos(for)=(-i) va n=2k-l boiganda, /¢ J)(0)=0 shuning
uchun

r2 v 4 v / \
COSX = 1 ememememe Bremememe Heemene o (— 1% 7 — t- + 0 (X IkH1).
2: 4 \Y } (2*> K/ )

Hosil gilingan yoyilmalar ex sinx va cosx funksiyalar giymatini
topish ™ ga nisbatan ko‘phad boigan giymatini topishga olib kelishini
ko‘rsatadi.

Lopital goidasi
Limitlami hisoblashda uchraydigan - va — Kko‘rinishdagi

noanigliklarni ochishda, quyidagi Lopital qoidasi deb nomlanadigan
goidani asoslab beruvchi teoremani keltiramiz.

Teorema. Agar (im limit - yoki — ko‘rinishdagi noaniqlik

90
boiib, a;‘(; limit mavjud boisa, (cheksiz boiishi ham mumkin), u
- X

holda

UrmM  iimfNe
™ g() =gX)

tenglik o‘rinli boiadi.
Isbot: Isbotni ~ ko‘rinishdagi noaniglik uchun keltiramiz. Demak,
(I f(x) = (mg(x)=0

boisin, uholda f(a)=g(a)=0 deb olib, Lagranj teoremasiga ko‘ra

timfW lImf& I*-a) = =lImf »
900 *==<g(x)-g(a) g'inIx-a) 9

Bu yerdagi oxirgi tenglik |} -a\ <\a\ va % -a\<\-a\ tengsizlikdan kelib
chigadi.
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Misollar: llian)xlnXZIing ) =Iin‘g—il—-——ling(-x)=0.

Funksiya grafigining asimptotasi

Funksiya grafigini chizishda grafik asimptotasi deb nomlanuvchi
to'g‘ri chiziglaming yordami kattadir.

Ta’'rif. Agar funksiya grafigining M=(x,/(x)) nugtasidan berilgan
to‘g‘ri chiziggacha boigan  d{\i) masofa uchun lim d(M)=o tenglik
o‘rinli boisa, shu to'g‘ri chiziq y=f(x) funksiya grafigining asimptotasi
deyiladi. Bu yerda, W\=Jx2+f 2{x) M nuqtadan koordinata boshigacha
boigan masofa.

Agar imMM\=1D boisa u holda asimptota vertikal asimptota
deyiladi. Vertikal asimptota x=x0to‘g"ri chiziq bilan ifodalanadi.

Agar  Umn\=4® yoki HNA=+#D boisa, asimptota og'ma
asimptota deyiladi. Og‘ma asimptota y =kx+b ko‘rinishda boiadi.

Agar og‘ma asimptota uchun x=o boisa, ya’'ni asimptota y=b

ko‘rinishda boisa, bunday asimptota gorizontal asimptota deyiladi.
x=x0 Vertikal asimptota, y=fix) funksiyani cheksizlikka

aylantiruvchi x, nugta bilan ifodalangani uchun, xo ni Unfix)=m yoki
ﬂm/(x)zoo tengliklami ganoatlantiruvchi nuqgta deb garash kerak.
y =kx+b 0g‘ma asimptotani topish uchun ushbu tenglikdan
Iyirr;g[/(x)- ikx+A =0

foydalanish mumkin. Bu yerdan lim =0, ya'ni k=hm—

oL X Jcl xKO X

ekanligi kelib chigadi. U holda b=Hm\f{x)-kx\.
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3-ta’rif. Agar x0 nuqtaning shunday atrofi (0-s,x0+s)(s>0)
mavjud boisaki, shu oraligdan olingan istalgan xe(x0-s,x0+s) uchun
f(x)<f(x0Q) (F{x)>f(x0)) tengsizlik o‘rinli boisa, u holda f(x) funksiya x0
nugtada lokal maksimumga (lokal minimumga) erishadi deyiladi.
Funksiyaning  lokal ~ maksimum va lokal minimum  nuqtalari,
funksiyaning lokal ekstremumlari yoki shunchaki funksiya
ekstemumlari deb yuritiladi.

Funksiya berilgan [ab\ oraliqda bir necha lokal ekstremumlarga ega
boiishi mumkin. Masalan, rasmda x0xi,x2x3 nuqtalarda funksiya lokal
ekstremumlarga erishadi. [ab\ oraliqdagi funksiyaning eng katta va eng
kichik giymatlari funksiyaning global ekstremumlari deyiladi. Funksiya
global ekstremumga oraliq chegaralarida erishishi mumkin. Masalan,
rasmdagi funksiya uchun /(*):x’!?%{/(*)} ekanligini ko‘rish mumkin.

Agar f(x) funksiya x0 nuqtada lokal ekstremumga erishib, bu
nugtada f'(x0) hosila mavjud boisa, Ferma teoremasiga ko‘ra f'(x0)=o.
Lekin, f'(x0=o0 ekanligidan, x0 nugtada funksiya ekstremumga erishadi
deya olmaymiz. Masalan y =x3 funksiya (-o,+00) da 0'suvchi boigani
uchun uning ekstremum nugtalari mavjud emas, lekin y =3x2 hosila
x=0 da nolga teng boiadi. Shu bilan birga y=V? funksiya x =0 nuqtada
lokal ekstremumga ega boiib, bu nugtada funksiya lokal minimumga
erishgani bilan, * =o nuqgtada funksiya hosilasi mavjud emasligini avval
ko‘rgan edik.
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Yuqorida aytilganlarga asoslanib, lokal ekstremumning quyidagi
zaruriy shartini keltirishimiz mumekin.

f(x) funksiya x0 nugtada ekstremumga erishishi uchun, shu nugtada
funksiya hosilasi nolga teng boiishi yoki funksiya hosilasi mavjud
boimasligi zarur.

Funksiya hosilasi nolga teng boigan nugtalar, ya'ni /'(*)=o0
tenglama yechimlari va hosila mavjud boimagan nugtalar, funksiyaning
kritik (yoki statsionar) nuqtalari deyiladi.

Demak, funksiyaning ekstremum nugqtalarini uning Kritik nuqtalari
orasidan izlashimiz kerak.

Chizmadagi y =f(x) funksiya uchun x,x2x3x4 nuqtalar Kkritik
nuqtalar bo'lib, (fix,) mavjud emas, f'(x2)=«3/'(*3)=0,f'(x4)=0) faqat,
va X nuqgtalari ekstremum nuqtalari boiadi.

Funksiya ekstremumining birinchi yetarli sharti

8-teorema. Agar xo kritik nuqgta atrofida x nuqta chapdan o‘ngga
garab o‘zgarganda, f(x) funksiya hosilasi 0‘z ishorasini musbatdan
manfiyga o‘zgartirsa, bu xo nuqgta lokal maksimum nugta (lokal
minimum) boiadi.

Isbot: Agar (0-S,x0X<>0) intervalda /'(*)>0 boisa, funksiya bu
oraligda o‘suvchi boiganligidan istalgan xe(x0-s,x0) uchun f(x)<f(x0)
tengsizlik o‘rinli boiadi. Agar (x0,x,+s) intervalda f'(x)<o boisa, bu
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oraligdaf(x) funksiya kamayuvchi boiib, barcha xe{x0,x0+s) lar uchun
f(x)<f(x0) tengsizlik oiinli boiadi. Demak, istalgan xe(x0-s,x0+s)
uchun f(x)< fix,), ya'ni xo nuqtada f(x) funksiya lokal maksimumga
erishar ekan. Demak, hosila xo kritik nuqgta atrofida ishorasini musbatdan
manfiyga o‘zgartirsa xo nugta, uning maksimum nuqtasi boiar ekan.

Shunga o‘xshash, xo atrofida hosila ishorasi manfiydan musbatga
0‘zgargan holda xo nugta lokal minimum ekanligini isbotlash mumkin.

y =fix) funksiyani ekstremumga tekshirishni quyidagi algoritm
bo‘yicha bajarish mumkin:

1. / =fix) hosilani topish.

2.f(x)=0 tenglama yechimlarini topish va fix) mavjud boimagan
nugtalami aniglash, ya’'ni barcha kritik nugtalami topish.

3.fix) >0 va fix) <o tengsizliklarni yechib, fix) hosilaning kritik
nuqta atrofidagi ishoralarini aniglash lozim.

Agar kritik nugtadan chapda va o'ngda hosila turli ishoralarga ega
boisa, funksiya shu nugtada ekstremumga erishadi, aks holda bu kritik
nugta ekstremum nugta boimaydi. Kritik nuqta atrofida funksiya
hosilasi ishorasi chapda «+» va o‘ngda «-» boisa bu nugta lokal
maksimum, chapda «-» va o‘ngda «+» boisa, bu nugta lokal minimum
nuqgta boiadi.

5. Funksiyaning ekstremum giymatlarini topish.
Funksiya ekstremumining ikkinchi yetarli sharti

9-teorema. Agar x0 nuqta atrofida fix) funksiya hosilaga ega
/'(x0)=0 hamda xo nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
mavjud boiib, /'(x0>o0 (/'(x0)<0) boisa, u holda x0 nuqtada fix)
funksiya lokal minimumga (lokal maksimumga) erishadi.

Isbot: /'(*,,)=0 va /"(*,)>0boisin, uholda
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Bundan  f'(x0)=° va Ax<o ekanligidan, f'(x0+ax)<o Kkelib chigadi,
ya’'ni x0 nugtadan chapda hosila manfiy ekan. Shunga o‘xshash
Amf U +Ax)-/'(x0) =r{x0}>0

va Ax>0 boigani uchun f{x0+Ax)>0 kelib chigadi, ya’'ni xo nugtadan
o‘ngda hosila musbat ekan. Demak, hosila xo nuqgta atrofida chapdan
0‘ngga o‘z ishorasini manfiydan musbatga o‘zgartirar ekan, u holda xo
nuqta fimksiyaning lokal minimum nuqtasi boiadi.

/(*<)<o boigan hoi shunga o‘xshash isbot gilinadi. Teorema
isbot boidi.
Bu teoremaga ko‘ra, xo kritik nugta uchun /'(*,,)* 0 boisada ekstremum
mavjudligi ta’minlanadi. Lekin f'(x0)=0 ekanligidan ekstremum mavjud
emas deya olmaymiz. Masalan, y =x4 funksiya uchun, x=o nuqta
ekstremum nugta boiib, y* =12x2 ikkinchi tartibli hosila esa nolga teng.

Agar f(x) fimksiya [ab] oraligda uzluksiz boisa, bu oraligda fix)
funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga, ya'ni global
ekstremumiga erishadi. Global ekstremumga f(x) funksiya oraligning
chegaraviy nuqtalarida erishishi mumkinligini e’tiborga olib, ulami
topish uchun quyidagi algoritmni keltiramiz:

1. f\x) hosilani topish.

2. f{x) fimksiyaning kritik nuqtalarini topish.

3. f(a), f{b) qiymatlami aniglash va barcha kritik nuqtalarda f(x)
funksiya giymatlarini topib, bu giymatlar orasidan eng kattasi va eng
kichigini topish.

Funksiya gavariqgligi va botiqligi. Egilish nuqtalari
Funksiya grafigini chizishda, grafikning gaysi  oraliglarda
gavarigligi va botigligini bilish muhimdir.



Ta'rif. Agar (ab) intervaldan olingan istalgan  va *2 lar va
gt+2=I munosabatni ganoatlantiruvchi istalgan x>0 va >0 sonlar
uchun

f(qlX +R2)>qj(x,)+{x2)

(/W i+2*2)Sdf(xI)+R(Q)
tengsizlik o‘rinli boisa, u holda f{x) funksiya (ab) intervalda gavariq
(botiq) deyiladi. Bu ta’rifhing geometrik ma’nosi shundan iboratki, agar
funksiya (ab) oraliqda qgavariq (botiq) boisa, (ab) oraligdan olingan
istalgan x va je lar uchun grafikning (x;/(x)) va (&f(x2) nugtalarini
tutashtiruvchi  kesma funksiya grafigidan ordinatalar  o‘qining
yo‘nalishiga nisbatan quyida (yuqorida) yotadi.

10-teorema. (a,b) intervalda hosilaga ega boigan f(x) funksiya, bu
oraligda gavarig (botig) boiishi uchun, uning (x) hosilasi (ab)
intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) boiishi zarur va yetarlidir.

Isbot: Zarurligi. f(x) funksiya {ab) intervalda gavariq boisin,
ya'ni istalgan x,x2e(a,b) va qi+gl=\ tenglikni ganoatlantiruvchi
musbat qt va q2 sonlar uchun

/(<% +9272) N gjixy)+gj{x2)
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tenglik o‘rinli boisin. U holda x, <x<x2 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Xlaruchun

deb olsak, gxl+gq2@=x boigani uchun quyidagi tengsizlikni hosil
gilamiz:
f{x)> ~ L f{xi)+~  f{xi).

X2 —Xx x2- xl
Bundan,
0@-x,)7 (x)> (x2-X)F(x1)+(x~x1)f(x1) yokix2~xf{x)~7x)1> (x- xIf{X2)~7(x)]
va nihoyat AX)~Axi)> Axi)~AX) tengsizlikni  hosil gilamiz. Bu

X - X X X2-X

tengsizlikda avval x->x, da, so‘ngra x->x2 da limitlarni topsak, ushbu
tengsizliklar kelib chigadi:

n O '-n a /(*.)'/(*),/fc),

X - xx X2-X
Bu yerda, x <£, <x va x<£ <x2 bo‘lgani uchun £ <g, va 7(£,)>7'(&)-
Yetarliligi. ™ <€ uchun f{CXY>/(£>) bo'lsa (x, <€ <X, xIR<x2)

Axi)~AX)
X - X X X2 —X
tengsizlik oiinli boiadi. Bu tengsizlikdan
fa AxIf(x)~Ah =X, (x2) - /(9]

yoKi (x2-X DF(X)>(X2-x)7 (x,)+ (x-x,)" 7 (x2)
va nihoyat f(x)> X A><|)+-X-:)1:AX|)

tengsizlik kelib chigadi. Bunda Ox =g va v =q2 belgilashlarga

-X X
asosan, ox>0 >0 q+R=1 va Xx=gKxi+gXx2 munosabatlar o‘rinli

ekanligidan
AN +uxr)™ UNAY+YrAXT)
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tengsizlik kelib chigadi. Demak, /(*) funksiya {ab) intervalda gavariq
ekan. Botiq funksiya xossasi ham shu tarzda isbotlanadi. Teorema isbot
boidi.

11-teorema. Agar /(x) fimksiyaning (ab) intervalda ikkinchi
tartibli hosilasi mavjud boiib, bu intervalda f *(x)<o(f*(x)>0) boisa, u
holda f(x) funksiya (a,b) intervalda gavariq (botig) boiadi.

Isbot: f{x)<0 (f'(x)>0) boisa, u holda f(x) hosila (ab)
intervalda kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Bundan esa 1-teoremaga
asosan, f(x) fimksiyaning (ab) da qavariq (botiq) boiishi kelib
chigadi. Teorema isbot boidi.

Ta'rif. Agar *0 nuqta f(x) fimksiyaning botiglik va qavariglik
intervallarini ajratib turuvchi chegaraviy nuqta boisa, u holda x,
nuqgta atrofida berilgan f(x) funksiya uchun bu nugta egilish nugtasi
deyiladi.

Chizmada xo0 va x; nuqtalar egilish nuqtalari boiadi.

Egilish nuqgtasi ta'rifidan ular f'(x) funksiya hosilasining
ekstremum nugtalari boiishi kelib chigadi. Bulami e’tiborga olsak,
quyidagi teoremalar o‘rinli ekanligi ravshan boiadi.

12-teorema (Egilish nugtasining zaruriy sharti). Ikkinchi
tartibli hosilaga ega boigan f(x) funksiya uchun x0 nuqgta egilish
nugtasi boisa, u holda f(x0)=o.

13-teorema (Egilish nuqtasining yetarli sharti). Agar ikkinchi
tartibli hosilaga ega boigan f(x) funksiya uchun /'(x) hosila x0 nuqta
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atrofida oz ishorasini o‘zgartirsa, x0 nugta /(*) funksiyaning egilish
nuqtasi bo‘ladi.

Berilgan f(x) funksiyaning qavarigligi, botiglik oraliglarini va
egilish nugtalarini topishni  quyidagi  algoritm bo'yicha bajarish
mumkin:

1. f'(x) hosilani topish.

2. /"(*)=o0 tenglamani yechish va /’(*) hosila mavjud bo‘lmagan
nuqgtalarni ~ topish, ya'ni /'(*) hosilaning kritik nuqgtalarini
topish.

3. /'(*) ning kritik nuqtalari atrofida f(x) hosilaning ishoralarini
aniglash.

Buning uchun/"(jg>o va /'(*)<otengsizliklarni yechish lozim.

4. Egilish nugtalarida funksiya giymatini hisoblash.

Funksiyani tekshirish va uning grafigini chizishni  quyidagi
algoritm bo'yicha amalga oshirsa bo‘ladi.

1. y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasini, imkon bo‘lsa
0‘zgarish sohasini ham topish.

2. Funksiyani juftlik, toglik va davriylikka tekshirish.

3. f(x)=0 tenglama, /(*)>o0 va /(*)<o tengsizliklarni yechish,
ya’ni funksiya nollarini, musbatlik va manfiylik intervallarini topish.

4. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish.

5. Funksiyaning vertikal va og‘ma asimptotalarini topish.

6. f(x) hosilani topish, hosila mavjud bo‘lmagan nuqtalarni
aniglash, f'(x)=0 tenglama va f'(x)>q f'(x) <0 tengsizliklarni yechish,
ya'ni funksiyaning kritik nuqtalarini, o‘sish va kamayish oraliglarini
topish. Funksiya ekstremumlarini topish.

7. £(x) hosilani topib, /"(*) mavjud boimagan nugtalarni aniglash,
/'(*)=0 tenglama va f"(xX)>o0, f"(xX)<o tengsizliklarni yechish, ya’ni
funksiyaning gavariqlik, botiglik oraliglari va egilish nugtalarini topish.

8. Funksiya grafigiga anigliklar kirituvchi ayrim nuqtalarni topish.
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Olingan natijalar jadval ko‘rinishida ifodalanib, shu jadval asosida
funksiya grafigining sxematik grafigi chiziladi.
Masalan 1. Funksiyalami o‘sish vakamayish oraliglarini toping:

Yechish: Funksiya birinchi  tartibli  hosilasining  nollarini

aniglaymiz.
y'=x2-2x=x(x-2)xi=0 va x?=2 nuqtalarda hosila nolga aylanadi.
Butun sonlar o‘gi bu nugtalar bilan uch boiakka ajraladi: (-o00;
0),(0; 2) va (2; +>). (-00; 0) va (2; +<) oraliglarda hosila doimiy
musbat, demak funksiya o‘suvchi, (0; 2) oraliglarda esa hosila doimiy
manfiy. Demak, funksiya kamayuvchidir:

Masalan 2. Funksiyalami ekstremumga tekshiring: y = 2x3-9x2 +
12x - 2.

Yechish: Funksiya birinchi tartibli hosilasini hisoblaymiz: y'=6x2
18x+12
Birinchi tartibli hosilani nolga tenglab statsionar nuqtalami topamiz:

y'=6x2-18x+12=0, 6(x23x+2)=0=>6(x-1)(x-2) = 0, xi=l,
X2=2.

Har bir statsionar nugtada birinchi tartibli  hosila ishorasi
0‘zgarishini tekshiramiz: a) xi = 1 nuqtaning atrofida

y' =/'(0>8) =6(0,8 - 1)(0,8- 2) >0.
y'=f(1,2) =6(1,2- 1)(1,2 - 2) <o0.

Hosilaning ishorasi (+) dan (-) ga o‘zgarayapti. Demak, x=I nuqta
maksimumdir.
b) X2=2 nuqtaning atrofida esa /(1,8) <0va/(2,2) >0. Demak x=2 min
nugta.

Masalan 3. Funksiyaning gavariq va botiglik oraliglarini toping:
y =xInx.

Yechish: Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalami hisob-laymiz:

/ =Inx +1,y* = . Ikkinch tartibli hosila ishorasi o0‘zgarmas oraliglami
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aniglaymiz. x>0 funksiya aniglanish sohasida y"">o0 va funksiya o‘zining
aniglanish sohasida doim botig.
Masalan 4. Funksiyani  toia  tekshiring va  grafigini

chizing:y —J——

Yechish: a) funksiyaning aniglanish sohasi:x e (-00,0) u (()+).
b) funksiyaning uzilish nugtasi x=0, bunda limy=a0. x=0 vertikal

asimptota;

flx) _|I X3+4

d) og‘ma asimptotani aniglaymiz: k=lim =i;

b= %Je R x =|im4- =0 Demak, y=x 0g'ma asimptota;

e) funksiyaning Ox o‘qgi bilan kesishish nugtalari: » = 0, x=-v4;

f) funksiyaning ekstremumlari o‘sish va kamayish oraliglarini
topamiz:

y':|—X8t,X:2 da y'=o,x=0 da /= /=fi, (2)>o.

Demak, ynm=y(2)=3. x<0 da / >0 va funksiya bu oraliqda o‘sadi;

g) funksiyaning qavariq va botiglik oraliglarini, egilish nugtasini
aniglaymiz:/”~o;/(0)=».y">0 boigani uchun bu funksiya doim

botig.
X (-o0; 0) 0 0; 2) 2 (2;00)
yl" + -
y + + +
y vertikal N 3 \

asimptota
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y=X
Hosilaning igtisodiyotga tatbiglari.
Mikroiqtisodiyotda chegaraviy (marjinal) xarajatlar

Mikroigtisodiyotdagi ikkita oxirgi ko‘rsatkichga doir misollar
keltiramiz.

Ulardan birinchisi ishlab chigarilgan mahsulotning tannarxi C
bilan uning hajmi Q orasidagi bog‘lanish AQ=Q-.c alogadorlik.
Shunday qilib, MC chegaraviy xarajat AC tannarxning mahsulot
migdorining o‘sishi AQ ga nisbati bilan xarakterlanadi:
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AC ning AQ bilan uzluksiz bog‘ligligini faraz qilib, tabiiy
ravishda (1)-tenglikdagi munosabatni uning limiti  bilan almashtirish
mumkin:

MC= £im-- =C(Q. (2),

Odatda ilovalarda matematik apparatdan foydalanib chegaraviy
xarajat deb (2)-tenglik bilan aniglanuvchi giymat tushuniladi.

Masalan 1. Ishlab chigarish xarajatining ishlab chigarilayotgan
mahsulot hajmi bilan bog'ligligi quyidagi formula bilan ifodalangan
bo‘lsin:

C =40g-0.03g3p.b. (Q- mahsulot hajmi, C-pul birligi)

Q=15 ham birligida o‘rtacha  va chegaraviy xarajatni

aniglaymiz.
Yechish: a) Mahsulot birligida sarflanadigan o‘rtacha xarajat
funksiyasi quyidagi formula bilan aniglanadi: yoki  bizning

misolda ¢ =40- 0.03g2,
bundan C(I15)=40-0.03-225 =33.25 pul birligi.

b) Chegaraviy xarajat uchun (la) ga ko‘ra g =15da C'(i5)=19.75
p.b. ni olamiz.

Boshgacha aytganda, birlik mahsulot ishlab chigarishga o‘rtacha
sarf 33.25 pul birligini tashkil gilsa, qo‘shimcha mahsulot birligini
ishlab chiqgarishga sarflanadigan qo‘shimcha xarajat 19.75 pul birligini
tashkil giladi va o‘rtacha xarajatdan oshmaydi.

Ishlab chigarish xarajatlari. Agar ishlab chigarishning xarajat
funksiyasi y ni ishlab chigarilgan mahsulot migdori x ning funksiyasi
sifatida qaralsa, ya’'ni y=c(x) u holda, y =c'(x) ishlab chigarishning
chegaraviy xarajatini ifodalaydi va taxminan bir birlik go‘shimcha
mahsulot ishlab chigarish uchun sarflanadigan o‘zgaruvchan xarajatning
o‘sishini xarakterlaydi. o ‘rtacha xarajat bir birlik mahsulot ishlab

chigarishga sarflanadigan xarajatdir. Ya'ni:y = c(x-.
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Chegaraviy daromadlar
R=R(q)-g mahsulot hajmiga bog‘liq daromad funksiyasi
bo‘lsin. U holda

&L;}:Aq:R'{Q)
R{g) limit chegaraviy daromad deyiladi. Iqtisodda u marjinal
daromadlar deyiladi va MR kabi belgilanadi. Demak,
MR =R'(q).
Masalan 2. Mahsulotni ishlab chigarish hajmi funksiyasi t vagtga
bog‘liq holda

=- — +—f2+100/+50
w 6 2

maium bo‘lsin, bunda t vaqt soatlarda 1<r<s. Ish kuni boshlangandan 1
soat o‘tgandagi va ish kuni tugashiga 1 soat qolgandagi mehnat
unumdorligi va uning o‘zgarish tezligini aniglang.
Yechish: Ma’lumki, mehnat unumdorligi z({)=u'(t). U holda
Z(t)=—25t2+151 +100.
Ish kuni boshlangandan 1 soat o‘tgandagi unumdorlik
z(l)=-2.5 M2+15+1+100 =112.5
ya’'ni, ish boshlangandan 1 soatdan keyingi mehnat unumdorligi har
soatiga
112.5 sh.b. mahsulot.
Ish kuni tugashiga 1 soat gqolgandagi mehnat unumdorligi
z(7)=-2.5-72+15-7 +100 =82.5
Mehnat unumdorligining o‘zgarish tezligi Z'(t), z'(t)=-s-t+\s
Demak, =z'(i)=-5i+i5 =10, z'(7)=-5-7+15=-20. Bu ish Kkuni
boshlangandan keyin 1 soat o‘tganda mehnat unumdorligining tezligi
soatiga 10 sh.b.ga ortishini, ish kuni tugashiga 1 soat golganda
unumdorlik har soatiga 20 sh.b.ga kamayishini anglatadi.
Masalan 3. x ishchi kuchi xarajatlariga bogiiq bir kunlik
mahsulot ishlab chigarish funksiyasi g)=\00x+3x2 berilgan boisin.

Rejadagi ishni tashkillashtirish uchun 70 ishchi soat zarur.
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1) mehnat xarajatlarini bir birlikka orttirganda mahsulot ishlab
chigarish birligini o‘zgarishini;

2) mehnat xarajatlarini bir kunda bir birlikka orttirgandagi ishlab
chigarish funksiyasining aniq giymatini aniglang.

Yechish: Chegaraviy chigimlami aniglaymiz: aq =q'(x)=ioo+6x,
g'(70)=loo+6x e70 =520, ya’'ni bir kunda ishlab chigarish mahsulot soni
taxminan 520 kun birlikka ortadi.

2) Mahsulot ishlab chigarish hajmi o'sishining aniq giymatini topamiz:
AQ=6(71)-6(70) =100°71+3+712- (IGD*70 +3 *702) =100 +3(712- 702 =523) Kun.

Iste’mol va jamg‘arma funksiyasi

Agar x milliy daromad, C(x) iste’mol funksiyasi (daromadning
sarflanadigan gismi), S(x) jamg‘arma funksiyasi bo‘lsa, u holda
x =C(x) +S(X)

bo‘ladi. Uni x bo'yicha differensiallab: %C ‘;)S(:I tenglamani hosil

gilamiz. Bu yerda, il iste’'molga bo‘lgan chegaraviy moyillik; 5 -

jamg‘armaga bo‘lgan chegaraviy moyillik.

Masalan 4. Firmaning mahsulot ishlab chigarishga sarflanadigan
xarajat funksiyasi quyidagicha: y(x)=0,Ix31,2x2+5x+250 p.b. (pul
birligi)

Ishlab chigarishning o‘rta va chegaraviy xarajatini va uning x=I()
dagi giymatini toping.

Yechish: Funksiyaning y'(x) hosilasini va uning x=10 da /(10)
giymatini topamiz. Ishlab chigarishning chegaraviy xarajatlari:

y'(x)=0,3x2- 2,4x+5, y'(10)=30-24+5=11
0 ‘rtacha xarajatlar: y - - = QI>X<I~1,2x- +5x+250 =0,|x2- I,2x+5+7 .
y= =10—2+5+25=28 bu berilgan ishlab chiqgarish darajasida bir birlik

mahsulot ishlab chigarishga sarflanadigan o‘rtacha xarajatdir. Funksiya
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orttirmasini taqribiy hisoblash formulasiga ko‘ra Ac« dC=C(X)AX, c'(io)
kattalikni shunday ifodalash mumkin: agar 10 ta mahsulot ishlab
chigarilgan boisa, u holda o‘n birinchi mahsulot ishlab chigarish
bo‘yicha qo‘shimcha xarajatlar taxminan C*(10)=9 ga teng.
Masalan 5. Mamlakatning iste’'mol funksiyasi C(x)=lo+0,47x-t
+0,36x34
Bu yerda, a) x jami milliy daromadning (pul birligida) iste’molga
boigan chegaraviy moyilligini;
b) agar milliy daromad 15 milliard p.b. boisa, jamg‘armaga boigan
chegaraviy moyillikni toping.
Yechish: a) iste’'molga  boigan  chegaraviy  moyillik:
C'(x):o,47+o,27x_§ uning giymati esa C'(I5)=0,47+0,27~V|£5 ~0,57;

b)jamg‘armaga boigan chegaraviy moyillik: .s"(x)=i-C'(X)=0,43.

Masalan 6. To'g‘ri to‘rtburchak shaklidagi 24xi,5mkartondan
gopgogsiz quti yasash talab gilinadi. Kartonning to‘rttala burchagidan
tomoni ganday boigan kvadrat kesib olinganda, yasalgan qutining hajmi
maksimal boiadi.

Yechish: tomonix m boigan kvadrat girgib
olinsin. U holda kvadratning tomonlari uzunliklari
2.4-2x va 1,5~2x m dan boiib goladi. Hosil
gilingan to‘g‘ri burchakli paralelopiped (1,5-2x)
uchun /z=x asosining tomonlari 2,4-2x\a
1.5-2x m boiadi. Demak, hosil gilingan qutining
hajmi V(x)=x(2,4-2x)(1,5-2x) boiib bu
funksiyaning maksimum giymatini topamiz.
(2,4-2j0) V(x)=x(2,4-2x)(1,5-2x) = 4x3-7,8x2 +3,6x
V'(x)=12x2-15,6x+3,6  V(x) maksimumini v’ ®=0 tenglamani
yechib,F(x0 giymatlaming eng kattasi olinadi.
i2x2- 156x+36=0=X =I, xx=03. x = boiganda V(x) funksiyaning
giymati manfiy boiadi (hajm manfiy son boimaydi).
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Demak, girgib olingan kvadrat tomoni x=0,3 m

Masalan 7. Agar ertapishar kartoshka terimi avgustning boshida
boshlansa, u holda har bir sotixdan 200 kg dan hosil olish mumkin va
har bir kg i 12 p.b. da sotiladi. Terimni bir haftaga kechiktirish har
sotixdan 50 kg dan hosildorlikni oshiradi, lekin narx har hafta 2 p.b. ga
arzonlashadi. Agar terim muddati 5 hafta boisa, kartoshkani sotishdan
olinadigan foyda eng ko‘p boiishi uchun hosilni gaysi haftada yigib
olish kerak.

Yechish: Hosilni t haftada yigib olganda foyda eng ko‘p boisin
(1<i<s). U holda shu haftada kartoshkani bir kg ning narxi 12-2(t-
[)=14-2t p.b. boiadi. Hosildorlik esa har gektaridan 200+50(7-1) =
150+50/ kg dan boiadi. Bir gektar hosilning umumiy foyda
tenglamasini tuzib olamiz:

n(t)=(200+50(7- )XI2-2(i-1)) =100(3+t\I - 1)=100(21+4/- 12).

Demak, umumiy foyda eng ko'p boiishi  uchun
A{t)=1001+/- AAfunksiya maksimum giymatini topish kerak. Buning
uchun esa ~'(i)=otenglamani yechib, aniglangan t sonini umumiy foyda
tenglamasiga qo‘ysak har bir gektar yerdan olinadigan max daromad
kelib chigadi. z'(t)=0->4-2t—9, to=2. Demak, k(2)=100(21+8-4)=2500
mavsum davomida bir gektar yerdan olinishi mumkin boigan eng ko‘p
daromad. Shunday qilib hosilni ikkinchi haftada yigib olish kerak ekan.

Elastiklik tushunchasi
Narx-navo siyosatining analizida talabning elastiklik tushunchasi
goilaniladi.
Faraz gilaylik, D-f(P) talab, talab funksiyasi, P tovarning narxi
boisin. U holda ehtiyoj (talab)ning elastikligi deganda tovarning narxi
bir foizga o‘zgarayotganda ehtiyojning o‘zgarish foizi

tushuniladi: 3)
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Oldingi holdagiday, AD AP bilan uzluksiz bog‘liq deb, AP—0 da
limitga o‘tish qulay:

Shunga o‘xshash tushunchani taklif S(P) funksiyasi uchun ham
kiritish mumkin. Eslatib o‘tamiz, D(P) funksiya kamayadi, S(P)
funksiya esa P narx o‘sishi bilan o*sadi.

Elastiklikning ba’zi xossalarini ko‘rsatamiz. (4)-formuladan
elastiklik formulasini quyidagicha ifodalash mumkinligi ko‘rinib turibdi:

e(d)=p(enD(p)]. (5)
(IO)-tenglikdan E(D) ning logarifmik funksiya xossalariga ega ekanligi
kelib chigadi, ya’'ni
E(DiD2) =E(DI)+E(D2),

D(P) kamayuvchi funksiya bo‘lgani uchun D'(P)<0, u holda (4)-
formulaga asosan E(D)<0. Aksincha, talab funksiyasi o‘suvchi
ekanligidan, unga mos Kkeluvchi E(S) elastiklik funksiyasi uchun
E'(S)>0.

E(d) ning kattaligiga garab ehtiyojning uch turi farglanadi:

a) agar ie(i))j>i, (EE><I) boisa, u holda talab elastik deb
hisoblanadi;

b) agar e(@\=\, (E(D)=-1) boisa, u holda talab birlik elastik deb

hisoblanadi;

d) agar JEESIS, {e(@)>-\) boisa, u holda noelastik boimagan deb
hisoblanadi.

Masalan 8. Talab funksiyasi quyidagicha boisin D(P)=Doexp(-
kP2, Do va k- maium parametrlar. P narxning ganday giymatlarida
talab elastik boiishini toping.

Yechish: (¥)-formulaga asosan E(D) ifodani tuzamiz:

E(D) =-2kpl (6)
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Talab elastik boiishi uchun 2kp2>1 tengsizlik bajarilishi zarur, bundan

P>X-Jik™ dilamiz-

Masalan 9. Talab elastikligi har xil bo‘lgan variantlarda tovarning
narxi o‘sishi bilan daromad o‘zgarishini toping.

Yechish: | daromad tovarning narxi P bilan D talab miqdorining
ko‘paytmasiga teng: i(p)=d{p)p. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

P(P)=d(P)+d e
Endi  (9)-formulani hisobga olib, talab elastiklikning  barcha
variantlarini tahlil gilamiz.

1) e(d)<-1 bo'lsa, u holda bu tengsizlikni (4) ga go'yib, (5) ning
o‘ng tomoni manfiyligini olamiz, shunday qilib, elastik talabda P
narxning o‘sishi daromadning kamayishiga olib keladi. Aksincha, tovar
narxining kamayishi daromadning oshishiga olib keladi.

2) e(d)=-l bo‘lsa (4) dan (6) ning o‘ng tomoni nolga tengligi
kelib chigadi. Neytral talabda tovar narxining o‘zgarishi daromadga
ta’sir gilmaydi.

3) e(d)>-1 boTsa, r(p)>0 elastik bo‘lmagan talabda P tovar
narxining oshishi daromadning o‘sishiga olib keladi.

Masalan 10. Faraz gilaylik, mahsulot tannarxi C va uni ishlab
chigarish hajmi Q orasidagi bog‘lanish quyidagi formula bilan
ifodalansin: ¢ =50-0,4 Q Q=30 p.b.

Mahsulot ishlab chigarishdagi tannarx elastikligini aniglang.

Yechish: (9)-formulaga asosan e(qg)=

Bundan Q=30 da izlanayotgan elastiklik taxminan 0,32 ni tashkil giladi,
ya’'ni berilgan hajmda mahsulot ishlab chigarishni 1% ga oshirish
tannarxning taxminan 0,32% ga kamayishiga olib keladi.
Qo'shimcha giymatni maksimallashtirish (iloji boricha orttirish).
Faraz qilaylik, Q sotilgan tovar miqgdori, R(Q) kirim, daromad
funksiyasi, C(Q) tovar ishlab chiqgarishdagi chigim funksiyasi.
Hagigatan bu fimksiyalaming ko‘rinishi birinchi navbatda ishlab
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chigarish usuli, infrastrukturasi va h.k.larni tashkil qilishga bogiiq.
Ishlab chiqgarilgan ~ tovami sotishdan olingan go‘shimcha giymat
quyidagi formula bilan beriladi:
n(Q) =R{Q-CQ (7)

Mikroigtisodiyotda quyidagi tasdig maium: qo‘shimcha giymat
maksimal bo'lishi uchun oxirgi (npegensHbIA) kirim va oxirgi chigim
teng boiishi kerak. Oxirgi kirim va chigim ko‘rsatkichlari (9) ga
o‘xshash tarzda ifodalanadi. Shunday qilib, bu prinsipni quyidagicha
yozish mumkin: R(g)=C'(q).

Hagigatan ekstremumning zaruriy shartidan (7)-funksiya uchun
7'(6)=0 asosiy prinsip kelib chigadi.

Masalan 11. Daromad va xarajat quyidagi formulalar bilan
aniglanganda:

R(Q)=m)Q-Q\ C(Q)=0Q3-37R2+1690+4000,

go‘shimcha giymatning maksimumini toping.

Yechish: (7) ga asosan, go‘shimcha giymat
n(0) =-6 3+36g2- 69R-4000. Qo‘shimcha giymat funksiyasining hosilasini
nolga tenglab, quyidagi tenglamani olamiz Q224Q+23=0. Bu
tenglamaning ildizlari Qi=l, C>2=23. Tekshirish shuni ko‘rsatadiki,
go‘shimcha giymat 0‘z maksimumiga Q=23 da erishadi va MNrax=1290.

Masalan 12. Korxona ishlab chigarayotgan mahsulot narxi p va
unga boigan talab q orasidagi bog‘lanish g=n-Jp tenglik bilan
ifodalangan.  Talabning elastikligini  toping. Narxning ganday
giymatlarida talab elastik, neytral va noelastik bo‘ladi. Narx /7=100;
/7=150 pul birligi bo‘lganda korxona rahbarlariga bir birlik tovar narxi
hagida ganday maslahatlar berish mumkin?

Yechish: Talabning elastikligi formulasiga ko‘ra:
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Talabning neytral holati gachon boiishini \Ep(q\=\ tenglamani yechib
narxning giymati aniglanadi. \&{\=1-> = p=144 Keyin p>0

va q>0 (p<324) ekanligini hisobga olib, agar 0<p<144 bo‘lsa talab
noelastik; 144<p<324 da esa talab elastik.

Mahsulot ishlab chigarishning chegirmalari x  mahsulot
miqgdorining  funksiyasidir:  k=(x) ishlab chigarish chegirmalari
funksiyasi boisin.

Mahsulot ishlab chigarish miqgdori Ax ga o‘zgarganda ishlab
chigarish chegirmalari k(x+A*)ga ortadi, ya’'ni
chegirmalar Ak=k(x+Ax)~k{x)ga 0‘zgaradi.

Chegirmalaming o‘rta giymati ~ nisbatga teng boiib, u mahsulot
miqdorining bir birlik ortgandagi chegirmalari orttirmasidir.

lim - =K{9 limit ishlab chigarishning chegaraviy chegirmalaridir.

Shuningdek, U(x) orgali x dona mahsulot sotgandagi tushum
funksiyasi aniglansa, u holda lim A'* =u'(x) limitni chegaraviy tushum
deyiladi.

Masalan 13. x hajmdagi mahsulot ishlab chigarishdagi k chigim
funksiyasi k=loo*—y¢ boisa, a) 5 birlik b) 10 birlik mahsulot ishlab
chigarishdagi chegaraviy chigimlami aniglang.

Yechish: K =100-----.
10

C2 _ e
Bundan A(5)=100- —=97.5, ({(i0) =100 ——=9%0.

Bu 5 birlik mahsulot ishlab chigarish hajmida keyingi (oltinchi)
birlik mahsulot ishlab chigarish uchun chegaraviy chigim 97.5; 10 hajm
birligidagi ishlab chigarishda esa u 90 ekaniligini anglatadi.

Masalan. 14. Narxning talabga bogiigligi p=io-2-x, bunda x
talab, p narx. x=2 boigandagi tushumning o‘zgarishini aniglang.
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Yechish: Mahsulot sotuvidan keladigan tushum
u=x p=x(\0-2x)=\0x-2x2. Bundan u=10-4x, «(2)=10-4-2=2. Bu, agar
talab 2 migdordan 3 taga ortsa, tushum taxminan 2 birlikka ortishini
anglatadi.

Funksiya clastlikligi

Funksiya hosilasi yordamida funksiya argumenti orttirmasiga mos
funksiya orttirmasini hisoblash mumkin. Ko‘pgina masalalarda erkli
o‘zgaruvchining foizlaridan o‘zgarishiga mos funksiyaning foizlardagi
o‘zgarishini (nisbiy orttirmasini) hisoblash qulaylik tug‘diradi. Bular
funksiya elastikligi (ba’zan nisbiy hosila) tushunchasini Kiritilishiga
sabab boiadi.

y=f{x) funksiya berilgan boisin. Ax argument orttirmasi, erkli

o‘zgaruvchining nisbiy orttirmasi esa 2-.
Ay=/(x+Ax)-/(x) funksiya orttirmasi, funksiyaning nisbiy
y

orttirmasidir.
Funksiya nisbiy orttirmasining argument nisbiy orttirmasiga
nisbiylikni garaymiz. Bu munosabat funksiya nisbiy orttirmasi argument

nisbiy orttirmasidan kattaligini bildiradi.
Ay AX_ Ay x
y x Ay

Agar y=f(x) funksiya differensiallashuvi boisa, u holda

y XJ kSO y) yt*MAX y y o
Bu limit funksiya nisbiy orttirmasi erkli o‘zgaruvchi nisbiy
orttirmasining A*->odagi munosabati boiib, x erkli o‘zgaruvchiga
nisbatan y=f(x) funksiyaning elastikligi deyiladi. Odatda f(x) funksiya
elastikligi ex(y) kabi belgilanadi, ya'ni
E,Wﬁié}‘(
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X o0‘zgaruvchiga nisbatan elastiklik bu erkli o‘zgaruvchining 1%
ga o‘zgargandagi funksiyaning taqribiy foizlardagi o‘zgarishidir (o‘sishi
va kamayishi).

Masalan 15. y=bx-6 funksiya elastikligini *=io dagi giymatini
aniglang.

X X 4 3 X

Yechish: Ex(y)=-A=—* 3= -
y dx 3x-6 3(x-2) x-2°

—_ AN — —_ =
Ex“118 10-2 8 4 125

Bu, agarx 1% ga o'ssa, u holday 1,25% ga o'sishini bildiradi.

Masalan 16. y =i+2x-x2 funksiya elastikligini x=i dagi giymatni
toping.

Yechish: E><(y):i-;-2 X -\2~2x)-- I-Zr)é;b;

x=1 da 234 O
Bu, erkli o‘zgaruvchi x 1% ga ortsa, u holda funksiya giymati
0‘zgarmasligini bildiradi.

Talabning narxga nisbatan elastikligi

Ma’lum mahsulotga bo‘lgan talab va uning narxi orasidagi
funksional bog‘lanishi (boshga mahsulotlar narxi, iste’molchilar
daromadi va iste’mol strukturasi o‘zgarmas boigan shartda) talabga mos
narx o‘rnatilishi imkonini beradi. Lekin ko'p igtisodiy masalalarda
talabning giymatini aniglash emas, balki narxning o‘zgarishiga bog'liq
talabning o‘zgarishini, boshgacha aytganda, narxga nisbatan talabning
elastikligini aniglash muhimroqdir.

Faraz qilaylik, g talabp narxga bogiiq boisin:

, 9=H{p)
Buyerda, Op- narxning orttirmasi; A”-talablarning orttirmasi.

Narxning nisbiy o‘zgarishi F talabning nisbiy orttirmasi —.
]
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— :—nisbat mahsulot narxi 1% ga orttirilgandagi talabning nisbiy
q p

0‘zgarishini ifodalaydi.
Ta'rif. Narxga nisbatan talab elastikligi deb,

Ep(?)=Er =limi— =—]im—
PC) q P} q Ap

limitga (agar u mavjud va chekli boisa) aytiladi.
Demak,Ej. =-e— talabning narxga nisbatan elastikligi, mahsulot narxi

qd
1% ga ortgandagi shu mahsulotga boigan talabning o‘zgarishini
aniglaydi.
Ko'pincha, talab fimksiyasi kamayuvchi boiib, mahsulotning
narxi o‘sishi bilan unga boigan talab kamayadi. Demak, bu holda

’$p<o.
Manfiylikdan qutilish uchun talab elastikligini o‘rganishda
__P dq
a6

Agar B >1 boisa, ya’'ni agar narxning 1% ga ortishi talabning 1%
dan ortig kamayishiga mos kelsa, bu holda talab elastik deyiladi. Agar
B =i boisa, ya’ni agar mahsulot narxining 1% ga ortishi talabning 1%
ga kamayishini keltirib chiqgarsa, talab neytral deyiladi.

Agar o<Er<i boisa, ya’'ni narxning 1% ga ortishi taklifning 1%
dan kam o‘zgarishini keltirib chigarsa, unda talab elastik deyiladi.

Masalan 17. Talabning p narxga bogiiqligi q=10-P boisa, p=2
dagi elastiklikni aniglang.

Yechlsh:e:?Op 10-p('|):_10-p' p=2 da E:-8-:-£-1, EI:T
Bu narx 2 boiganda uni 1% ga ortishi talabning ga

kamayishini anglatadi.
Masalan 18. Agar talab fimksiyasi g=— (e-censt) boisa, talabning
p

elastikligini aniglang.
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Yechish: Talabning elastikligini hisoblaymiz:

qp—dphps -4 151
Demak, talab mahsulot narxiga teskari proporcional bo‘lsa, u holda
har ganday narxda talabning elastikligi 1 ga teng neytraldir.

Talabning daromadga nisbatan elastikligi

Ma’lum mahsulot talabiga bog‘liq barcha faktorlar o‘zgarmasdan
iste’molchilaming daromadlari o‘zgaruvchan boisa, u holda mahsulotga
boigan g talab r daromad funksiyasidir: q=f{r)

Bu yerda, Ar-daromad o‘zgarishi; A”-mos talab o‘zgarishi
boisin.

AQ Ar
q r
nisbat daromadlar 1% ga ortganda mahsulotga boigan talabning
0‘zgarishini ifodalaydi.
Er(g'):EIi:Iiml'—q ) qdr
ifoda daromadga nisbatan talabning elastikligi deyiladi.

Daromadga nisbatan talabning elastikligi bu iste’molchilar
daromadlar ishlab chigarishning o‘zgarishiga bogiiq talabning
reaksiyasi oichovidir.

Masalan 19. Shved igtisodchisi German Void Shvetsiyada
Birinchi Jahon urushidan keyingi davrda ba’zi iste’'mol mahsulotlarini
ishlashga boigan talabning elastikligini o‘rgangan. Uning natijalari
quyidagijadvalda keltirilgan.

Daromadga nisbatan talab Butun Shvetsiya aholisi

elastikligi ‘ ikligi

Iste’mol _ g bo‘lgan talab elastikligi
mollari Ishchi va Butun Mahsulot Mahsulot
xizmatchilar Shvetsiya narxiga narxiga

gruppasi aholisi nisbatan nisbatan

2)1



bo‘yicha

Sut va qgatiq 0.25 0.00 -0.30
Sut 0.20 0.00 -0.20
Yog' vamargarin 0.25 0.60 -0.70 -
Yog* 0.40 0.55 -0.90 +0.35
Sir 0.35 0.50 -0.20
Tuxum 0.50 0.70 -
Go'sht 0.25 0.30 -0.30
Cho‘chgasiz

0.30 0.30 -0.50 +0.30
go‘sht
Cho‘chga 0.10 0.30 -0.45 +0.15
Un -0.50 -0.55 -0.15 +0.15
Qand 0.25 0.30 -0.35 +0.55

Masalan, un uchun ishchi va xizmatchilarning daromadiga
nisbatan talab elastikligi -0.50 boisa, butun aholi daromadi bo‘yicha
esa -0.55. Bu daromadlaraing o‘sishi bilan unga boigan talab
kamayganini, bunda ishsizlar orasida bu ko‘rsatkich yuqori sur’atlarda
ekanligini anglatadi. Agar daromad oshsa, u holda uning iste’moli
boshga ozig-ovgat mahsulotlari bilan almashtirishdan kamayishini
anglatadi.

Muhim muammolardan biri, masalan, maoshlaming ortishi bilan
talabning o‘zgarishidir. Bu holda daromadga nisbatan talab elastikligi
hagidagi bilimlar muhim hisoblanadi.

Talab va taklifning elastikligi

Ta'rif. Vaqgt birligida sotuvga taklif etilgan mahsulot miqgdori
taklif deyiladi. Maium davr uchun mahsulot taklifi o‘suvchi
funksiyadir. Tashqi teng shartlarda maium narxdagi taklif bu narxdan
past narxdagi taklifdan doim katta boiadi. Lekin narxning kamayishidan
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ham taklifning o*sishi holatlari ham kuzatiladi. Masalan, bug‘doy doniga
boigan narxning pasayishi dehgondan ma’lum daromadni olishi uchun
taklifni orttirishini undaydi.

S=S(p) narxga bogiiq taklif funksiyasi boisin. Ap narx orttirmasi

As mos taklif orttirmasi boisin. “~-narxning nisbiy orttirmasi,

p
-S-taklifning nisbiy orttirmasi.
Ta'rif. e(5)=e =Un-"-:—1=—m™ =—5" limit narxga nisbatan
s p J S iP~t0 p S

taklif elastikligi deyiladi. Demak, narxga nisbatan taklif elastikligi narx
1% ga o‘zgargandagi taklif o‘zgarishi foizini bildiradi.

Toia va o‘rtacha xarajatlar elastikligi

Tashkilotda x birlik mahsulot ishlab chiqarilsin. k(x) shu
miqdordagi ishlab chiqgarish uchun toiiq xarajatlar funksiyasi boisin. U
holda toia xarajatlar elastikligi

K dx K c
mc=K-ishlab chigarishning chegaraviy xarajatlari. Demak, toia
xarajatlar elastikligi bu chegaraviy xarajatlaming o‘rtacha xarajatlarga

nisbatidir. 1:=3C o‘rtacha xarajatlar elastikligi.
x dk dk

7 e X—K’ 7 ” .
B =E=~/"=.-" =f-—- de_ =i .*~_1=Ei-I
a dx K X K X K dx

Demak, o‘rtacha xarajatlaming elastikligi toia xarajatlar
elastikligida bir B =i boisa, o‘rtacha xarajatlar elastikligi nol. Agar

=0 boisa, u holda o‘rtacha xarajatlar doimiy.

Bunflan x-2 &=g=>dk =X
dx dx X

Demak, agar toia xarajatlar elastikligi birga teng boisa, u holda
toia chegaraviy xarajatlar o‘rta toia xarajatlarga teng boiadi.
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Masalan 20. Taklif elastikligining mavjud variantlarida narxning
o‘sishidan sotuvchi daromadi o‘zgarishini aniglang.

Yechish: g=q(p)-mrkg& bogiiq taklif funksiyasi bo‘lsin. U holda
Vdaromad funksiyasi  v=q-p =q{p)-p.

Narxga nisbatan daromad elastikligi

En(V) = Ep(ap) = Ep(a)+Ep(p) = Ep(q) +1
bunda Ep(g)~narxga nisbatan taklif elastikligi manfiydir. U holda
Ep(y)=\-\pp(q\. Quyidagi hollar boiishi mumkin.

1 |eM >t boisa (taklif elastik), u holda ep(v)<o. Bu daromadning
0‘zgarishi narxning o‘zgarishi yo‘nalishiga garama-qarshi, ya’'ni elastik
taklifda narxning oshishi daromadning kamayishini, narxlarning
pasayishi daromadning o‘sishini anglatadi.

2. lep| =i boisa, (taklif neytral), u holda Bxv)=o0. Bu narx
0‘zgarishining daromadga ta’siri yo‘qgligini bildiradi.

3. |eb<t boisa, (taklif noelastik), u holda ep(v)>o. Bu narxning
0‘zgarishi daromadning ham narx yo‘nalishida o‘zgarishini anglatadi,
ya’'ni narxlarning oshirilishi daromadning ham oshishini bildiradi. Bu
hoi sotuvchilar uchun qulay holdir.

Masalan 21. Agar daromad 1000 sh.b.dan 1037 sh.b.gacha kun
birlikda oshib, daromadga nisbatan taklif elastikligi Er(9)=4.08 boisa,
mahsulotga boigan talab ganday o‘zgaradi?

Yechish: Er(*)=4.08 miqdor r daromad 1% ortganda taklif 4.08%
ga ortishini anglatadi.

Masala shartit%a ko‘ra esa daromad 1037--1000 i00%=3.7% da ortadi.

Demak, bu holda taklif 3.7 .08 =15.08% ga ortadi.
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Mehnat unumdorligi
u=u(t) orgali t vaqt davomida ishlab chigarish funksiyasini
belgilaymiz. U holda A= -t, vaqt davomidagi mahsulot ishlab
chigarish hajmi
An=«(i,) - u(t0) = u(t0 + At)-u(t0)
0 ‘rtacha mehnat unumdorligi - bu ishlab chigarilgan mahsulot

hajmining unga sarflangan vaqtga nisbatidir, ya'ni zo-

to vaqtdagi mehnat unumdorligi deb a/”odagi zOr intiladigan
giymat tushuniladi, ya'ni  tt0)=Ilim~

Demak, z(t)=u'(t).

Ishlab chigarish samaradorligining kamayish gonuni

Bu gonun shuni tasdiglaydiki, ishlab chigarishning  asosiy
faktorlaridan birini, masalan asosiy xarajatlar K ni oshirish bilan K ning
gaysidir giymatidan boshlab ishlab chigarish funksiyasi qiymati
kamayib boradi. Boshgacha qilib aytganda, ishlab chigarilgan
mahsulotning V hajmi K ning funksiyasi sifatida pastga gavariglik
yuqoriga gavariglik bilan almashadigan grafik bilan ifodalanadi.

Masalan 22. Faraz qilaylik, V ishlab chigarilgan mahsulot hajmi
funksiyasi quyidagi formula bilan berilgan boisin:

v(k)=vj\+e-tic). (8)
Bu yerda, b va ¢ ma’'lum musbat sonlar (ular avvalambor ishlab
chigarishni tashkil qilish strukturasi bilan aniglanadi), vim ishlab
chigarilayotgan mahsulotning imkoni boricha maksimal hajmi. (8)-
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hg%blash qiyin emas.
e 1

v"(k)= 0 shartdan kritik (shubhali) nugta topiladi:  =¢h 9)
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va bu funksiyaning grafigi chizmada tasvirlangan.

Ka egilish nugtasida (9)-funksiya grafigining pastga qavarigligi
yuqoriga gavariglik bilan o‘zgaradi. Bu nuqtagacha asosiy
xarajatlarning o‘sishi mahsulot hajmining jadal o‘sishiga olib keladi:
mahsulot hajmining o‘sish sur’ati (birinchi hosilaga o‘xshash) o*sadi,
ya'ni v«)>0 Agar k>ka boisa, ishlab chigarilayotgan mahsulot
hajmining o‘sish sur'ati kamayadi, ya'ni v-x)<o Vva asosiy
xarajatlarning samaradorligi kamayadi.

Shunday qilib, kapital qurilishiga sarflangan  mablag’
strategiyasida juda muhim omil xarajatning kritik hajmini topishdir.
Kapital qurilishiga sarflangan mablag® foydaliligini oshirish uchun
b,c,v Un ko‘rsatkichlar migdorini «yaxshilash» kerak boiadi.
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8. Anigmas integral
BosMang‘ich funksiya va anigmas integral
Ta'rif. Agar barcha xe(a,b) lar uchun F'(x)=f(x) tenglik o‘rinli
boisa, u holda F(x) funksiya (ab) intervalda /(*) funksiyaga
boshlang‘ich funksiya deyiladi.

Masalan 1. Fl(x)=x—2+1 funksiya (-oo,+oo)oraliqda f(x)=x funksiya

uchun boshlang‘ich  funksiya boiadi, chunki ) :—21~-2x:x tenglik

barcha « ¢ (- +o9 lar uchun o‘rinlidir.
Berilgan f(x) funksiya bir nechta boshlangich funksiyaga ega

boiishi mumkin. Masalan, Fi(x):j + funksiya f(x)=x funksiyaning

boshlang‘ich funksiyasi boiadi.

Umumiy holda, agar F(x) funksiya f(x) uchun boshlangich
funksiya boisa, istalgan o‘zgarmas ¢ =const uchun f(x)+c funksiya ham
f{x) ga boshlangich funksiya boiadi, chunki (F'(x)+c) = F'f(x) =f(x) .
Aksincha, berilgan f{x) funksiyaning istalgan ikkita boshlangich
funksiyasi 0‘zgarmas songa farq gilishini ko‘rsatish mumkin. Hagigatan
ham fxx) va f2(x) funksiyalar (ab) da f(x) ga boshlangich funksiyasi
boisin, u holda

IF.(x)- F20)1 = Fl (x)- F2(x)=/(x)- /(x)=0 x g (a,€)

U holda Lagranj teoremasi natijasiga ko‘ra Fx(x)-F1(x)=C =const.
Xulosa qilib shuni aytish mumkinki, agar F(x) funksiya (a, b) intervalda
f(x) funksiyaning boshlangich funksiyasi boisa, u holda f(x)
funksiyaning (a, b) intervaldagi istalgan boshlangich funksiyasi
f(x)+c, (C =const) Ko'rinishida boiar ekan.

Ta'rif. f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi barcha boshlangich
funksiyalari \f(x)dx ko‘rinishda belgilanib, bu ifoda f(x) funksiyaning

anigmas integrali deb ataladi. Bu yerda f(x) integral osti funksiyasi,
f(x)dx integral ostidagi ifoda deb ataladi.
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Demak, agar F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi
boisa,
JfX)dx={Fx)+C: Ce R\
tenglik o'rinli boiadi. Bu tenglik gisgacha
JI(X)dx=F(x)+C
kabi ifoda etiladi. Masalan,

fxdx=— +C
J 2

Berilgan funksiya uchun uning boshlang‘ich funksiyasini, ya'ni
uning anigmas integralini topish, funksiyani integrallash deb ataladi.

Anigmas integral xossalari va uni hisoblash usullari

1 Anigmas integral hosilasi integral ostidagi fiinksiyaga teng

boiadi, ya’ni
GFOYdAN =f(x)

Chunki, agar F(x) funksiya f(x) ning boshlangich funksiyasi

boisa,
(\Hx)dx) =(F(x)+c) =F'(x) =f(x)

2. Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng
boiadi, ya’'ni d(\f(x)dx) =f(x)dx.

Hagigatan ham, d(\f(x)dx)=d(F(x)+c)=dF(x)=F(x)dx=f(x)dx

3. Biron-bir funksiya differensialining anigmas integrali shu
funksiyadan o‘zgarmas songa farq giladi, ya'ni \dF(x)=F(x)+C.
Agarbiz A(x)ni biron-bir f(x) funksiyaning boshlangich funksiyasi deb
garasak, ya'ni f'x)=f(x) boisa, u holda dF{x)=f(x)dx Vva
AF(X) = Jf(x)dx =F(x)+C.

4. Agar a 0‘zgarmas son boisa, u holda \af(x)dx)=a\f(x)dx tenglik
o‘rinli boiadi.

Hosila xossasiga koia (a\f(x)dx)'=a(\f(x)dx)'=a ix).
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Demak, ajf(x)dx funksiya a-f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,
ya'ni
jaf(x)dx= ajf(x)dx

5. Funksiyalar  yig‘indisining integrali,  qo‘shiluvchilar
integrallarining yig‘indisiga teng, ya'ni \[f(x)2g(X)] dx=\f(x)dx\g(x)dx.
Hosila ~ xossasiga  ko‘ra, Af(X)AxE\gX)dX)'=(  [F(x)dx)"*(
\g(X)dx)'=f(x)xg(x).
tenglik o‘rinli boiar ekan.

6. Agar Jg(t)dt=G{t)+c o‘rinli boisa, u holda t=c¢¥ uchun

J9(<p(x))<p'(¥)dx= G(<p(x))+ C

Hagigatan ham, G'(t)=g{t) boigani uchun va g{x)=g(<p(x)) murakkab
funksiya hosilasiga asosan  (G((p(x)))'x=G'(<p(x))-<p"(X)=g(<p(X))<p'(X),
demak, G<p) funksiya g<pe}p(x) funksiyaning boshlangich funksiyasi

ekan.
Bu xossadan foydalanib, anigmas integralni yangi o‘zgaruvchi

kiritib yoki o‘rniga qo‘yish usuli bilan hisoblash mumkin. Agar jf(x)dx
integralda, integral ostidagi ifodani quyidagicha ifodalash mumkin
boiib,
f)ax=g((p(x))<p’'(})dx=g((p(x))d<p(x) va \gHdt =) +C
boisa, u holda
\f(x)dx= "g((pX))(P' ()= Gi(pf) +C

Masalan 2. Anigmas integralni hisoblang: jsin4* cosxdx.

Yechish: Bu yerda, t=sin X deb olsak,
Jsinax meosxax =sina xfi?(sinx) =t4ck
tenglikni  hosil  gilamiz  va Wt = +c tenglikka  ko‘ra,

JrsiHA'xcos xdx =&Q-X|@

7. Agar jf(t)dt =Ht)+c boisa, u holda \f(ax +h)dx="F(ax +b)+cC
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Agar t=ax+b deb olsak
f(ax+b)dx=—f(ax+b)d{ax+b)=—f(t)dt
a a
tenglik o‘rinli boiadi, u holda

\f(ax +b)dx =— ff(t)d t- —F(t)+c =—F(ax+b)+c.
J al a a

Elementar funksiyalar anigmas integrallari jadvali

Anigmas integral ta’rifiga ko‘ra, elementar funksiyalar hosilasi
jadvaliga asoslanib va tenglikning o‘ng tarafidan hosila olish orgali

quyidagi elementar funksiyalaming anigmas integrallar jadvalini tuza

olamiz.
1\odx=C
2.\\dx = \dk=x +cC . ax .
c a I.\la:ldx:(—na+c, &eldxzex+c
3. \xadx = ------- he, a”-I ro. ..
J a+1l 8.Isinjci/jc= —eosx +c
4-1“ & = =inX\c 9-fcosxdx sinx+c
5. f dx = } - m = aretgx+c 10.—~dx= f =-ctgx+c
I +x | +x2 sin X sin X
6-f J—-dx= fj,L~.=arc sins+c H-f—7-dx=f dx —tgX+C
il1—-v wl — ' ("X})G“X ' COS X

Integralashning asosly usullari
Bevosita integrallash
Bunda integral ostidagi ifoda elimentar almashtirishlar bilan
jadvalga keltiriladi. So‘ngra integral xossalaridan foydalanib,
boshlang‘ich funksiya topiladi.

Masalan 3. Integralni hisoblang: / = r42«W"-5fa2+i4x+20"

Yechish: Darajaning va anigmas integralning xossalaridan
foydalanib:
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o . 20
/,=42ajx 20x-5bicfc+14 Ix_iffc+20 jX_2BR=84a%/x —5fot +141n] x| ----- I-C

Masalan 4. Integralni hisoblang: B=\at'fdx= +C

_mxr fix

Yechish: }(mh)")dx=lx(a b”)\+C=W1(a”_£’§+C

Masalan 5. Integralni hisoblang: /=J "

Yechish:
= fX%.1-L1rX=Jt —ife. +%—tk= f(x2-)fc+ J 1 dx=X%~x-+arctgx+C
J x2+l1 J X +1 J J x2+1 3
Masalan 6.
] Al 3
Yechish: ~irdx =3 x 2+x  6X=2x2—2x 2+C =2w/x— +C.

VX
0 ‘rniga go'yish usuli

Erkli o‘zgaruvchi x ni boshga ixtiyoriy x ga bogiiq
differensiallanuvchi funksiya bilan almashtirish mumkin. Integrallami
hisoblashda quyidagi goidalami hisobga olish foydalidir:

1 Agar \f(x)dx=F(x)+c,u holda ] f(ax+b)dx ="F(ax+b)+c. Masalan:

a) Jsinx& =-cosx+C, boigani uchun Jsin(ax+Z0* =-"cos(ox +5)+C,
R i i N =
b) J1"X n|x]+c, boigani uchun Jfax+b aIn|ox-|4c3|-H:.
2. Agar integral ostidagi ifodani /(x)-/'(x) yoki ko'‘rinishida

ifodalash mumkin boisa, u holda f'(x)dx=;/(x)ekanligidan quyidagilar
kelib chigadi:
JIM ['M * = jf(x)d/(x) =| /2X)+C; jii-J dx=j =In|/(x) +C

3. J /' (xMx)+/(*Mx)iA =] (f<p)dx=f d(f<p) =f(x)<p(x)+C.
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>

| x3/(jc2)d=" 1 je/(jec2)liirz  jv/(i)ift, bunda t=x2

Ja +f (x) Ja +f (x) a a
6 I fMdx J_ g+/(X) +C
Ja2-/2x) 2a a~f(x)
7 1 /0>& =f #(*)..=arcsmM  +a
JU -Mx) ]17-74x%)

Masalan 7. Integralni hisoblang: a) f-rct® dx; 6);”" X4w A,
J 1+x asinx+esinx

r sinx
YV Imm
Yechish:

aJn dx = J'(arctgx) arctgx dx = j arctgxd(arctgx) =" arctgx +C j

racpsx-bsmx r{acosx+hsmx rd(acosx +bsmx

------------- dk= -‘-— -------------)dx— d(acosx +bsmx) =Inasmx+eécosx'+C;
J asmx+0cosx J asmx +ocosx J asinx+écosx

Yy r sinx co rdcosx 1

c) ,-————(ax =- P(—&ﬂ_ S [~ (T
J cos x CoS X cosS x 6e0s x

Masalan 8. Integralni hisoblang:

Yechish:
J +- ™sx jdt =1 [ind +x\arctgx) +arctgx(\n{\ +x)) oc=] [In(l +x\arctgx){ dx =
=In(l +x)- arctgx +C.

Masalan 9. Integralni hisoblang: a)i= f--—-— ;
J ax+

b
yizj &
(xHve-1]f
H - — —1 N * — NE 4N +al+
Yechish: a) /= J ax+b Ianax+e Ljr agfb 1b|« a]+c.

XA -(x-n/x2- INF(X+1A2-1)-(x-V x2—h]2=(x2- (x 2-1))2=1
ekanligidan
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/=17-—-" y =J(x- w2-1Jdx=2] x2x-2 I xi/x2-1 - & - jife =-x"'-x-
x+/e—1| 3

- J(x2- Dirf(x2- )=~x3- x- 1 (x2- I)i +C.

0 ‘zgaruvchilarni almashtirish usuli

Agar anigmas integral jadval ko‘rinishida boimasa u holda ba’zan
0‘miga qo'yish usuliga murojaat gilinadi. Jf{x)dx ni topish kerak bo‘lsa
x=(t) almashtirish bajariladi.

(pit) fimksiya uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega va teskari funksiyasi
mavjud. dx=ip'it)dtboigani uchun | f{x)dx=j {<pf)<p{t. Qanday qilib
muvaffaqgiyatli almashtirishni olish mumkin degan savolga umumiy
javob berish mumkin emas. Foydali almashtirishni topish mashqglar bilan
o‘zlashtiriladi. Anigmas integralda o‘zgaruvchilami almashtirish usuliga
gator misollar keltiramiz.

Masalan 10. Integralni hisoblang: /=j -qu>|<rx

Yechish: Ildiz ostidagi ifodalardan ozod boiish uchun x=t6

belgilashni Kiritamiz. dx=d(t6)=(t6)dt =6t5-dt ekanligidan
/A =prRY =6t +
+ = (t2+i +)ft+6In]/-I] =2i3+3t2+6f +61n]i- J=2b1x +3lix +61/x +61n|Vx- J+C.

Masalan 11. Integralni hisoblang:

Yechish: Quyidagicha belgilamiz: Vio+x2=t, bundan x2=f2-i0. Bu
tenglikni ikkala tomonini integrallab 2xdx=2tdt yoki xdx=tdtga ega

boiamiz.
dx xdx tdt
X X t —10
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_tdt _ rte- 10+10dt “ 1Or__dt___ 1 In -Viol

T J72-10 ) i2-10 10 2Vio /Mvio
“V1I0+24+— In Vio+jc2 +VTo
2 vVio+jc2+v10
Ko ‘rsatma:Vva2-x2 Jal+x2 -Jx2-a 2ko‘rinishdagi fimksiyalami

integrallashda quyidagi belgilashlar kiritiladi:
1. va2-x2 funksiya uchraganda x=a-sint, belgilanib va2-*2=a-cost
topiladi. dx=acost-dt, t=arcsin(x/a). Bunda -a<x<a, -y </< .

2. -Ja2+x2ko‘rinishdagi funksiyalar uchraganda x = atgt belgilanadi.

Bundan Va2+x2=-ja2(l#g2)= , fic =—¢dt, t=arctg— - —</<—
cosi cos / a 2 2

3. vx2-a2ko‘rinishdagi funksiyalar uchraganda X=— kabi belgilanadi

8Unjdan yfx -a —atgt dx—ia-s-r-n/—dt /= arccosa— N_<t<,
cos“/ X 2 2
Masalan 12. Integralni hisoblang: /=J- o
vV x2"
Yechish:  x =as\nt  belgilashni  kiritamiz. Bundan esa
dx=acost-dt (0</<7r/2) va
r ax _r acost-dt _ facost-dt _ 1 r dt _tgt

yi{a2-x 2] (Va2-a2sm2/f VawW / «2Jcos2/ a2+

Yuqoridagi belgilashga ko‘ra sin/=-, cos/= | I-i-] ="a ~x , tgt- . X
q g1 belg g I a; a g v X
boiib, integralning oxirgi ko‘rinishi /=— x
2Va2 X2
Masalan 13. Integralni hisoblang: /=J~ +x dx
Yechish: x =2tgt, bundan dx= 0 </<*/2) va
cos /
/=IAH8K =
16/g9t cos /
_1r dt 1 rcostdt 1rc/sm/) _ X
43708’ x 43S 710 sin'Y 3 =g w=)
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ekanligidan shu= _"== xm, va /= W-M4+x2} +c.

YiNFtglt  V4+x2 12x
Masalan 14. Integralni hisoblang: /=] =y (x>3)
3 . . .
Yechish: X = belgilashni Kiritamiz. Bundan

ax=~~dt, (0<t<Tc/2) va
eos t

| = fommmmmm- =| feostdt=—sint+C. cosi=—=>sini ='v/l-cos2i =
J o 1 9 eos t 91 9 X

os2f

,J,-4aJfsS, demak j ,’\gi tc
X

Boiaklab integrallash
Agar u(x) va v(x) - differensiallanuvchi funksiyalar boisa, u holda
ular ko‘paytmasining differensiali d(uv)=udv+vdu. Bu ifodaning ikkala

tomonini ibtegrallab j d(uv)=j udv+j vdu yoki Judv=uv-fvdu formulani

olamiz.

Boiaklab integrallash usuli har xil sinfdagi funksiyalar
ko‘paytmalarini integrallashda foydalaniladi:
JPn(x)eaxdx, | Pn(x)eosaxdx, | Pn(x)sinaxdx, JPn(x)arctgxdx, JP,,(x)arcsinxax,

J p(X)arccosx<&, J Pr(x)In xdx.

Dastlabki uchta integral u uchun p,(x) ko‘phad gabul gilinadi,
oxirgi to‘rtta integral uchun esa mos ravishda arctgx, aresinx, arccosx,
Inx lar gabul gilinadi. Ba’zi hollarda boiaklab integrallash formulasini
bir necha marta qoilash zarur boiadi.

Masalan 15. Integralni hisoblang: Jx e5dx.

Yechish. u=xvadv= esdx deb olamiz, uholda
u=x, du=dx
jxe 5ax= =- —ebdx-—ex+C
dv=e-5dx,v=Je 5dx=-se' 5 25
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V ni topishda integrallash doimiysini har doim nolga teng deb hisoblash
mumkin.

Masalan 16. Jarctgxdx integralni hisoblang.

Yechish: n=arctgx deb olamiz, u holda
dx
n =arctgx, du =-
Jarctgx dx = \+X seyarctgx —) --)5(-13(-2 =x nrctgx—'zldﬂ +x?'1+(‘i
dv—ex,v=j dx=x J1+x !

Masalan 17. j (x2+r)cosx-dx integralni hisoblang.

Yechish: Bu misolda boiaklab integrallash formulasini ikki marta
qoilashga to‘g‘ri keladi.
n=x2+1, du=2xdx,

M =(x24+D)sinx- 2 Ixsinxdx =(x2+1)sin;
dv-cosxdx, v =sinx

jV + [)cosxdx =

a =x, da =dx;

=-2(-xcosx+ Jcosxifc)=(x2+1)sinx +2Xcosx-
sinxdx =db, b =-cosx ( )=( )

-2 cosxifc=(x2+1)sinx+2xcosx-2sinx +C = 2xcosx + (x2-1)sinx+C.
Masalan 18. Anigmas integralni hisoblang: Je* cosRxdx.

Yechish: Bu integralni ikki marta boiaklab integrallaymiz:
u=eax du =a ecxdx;

j & “xcosBxdx :dv —cosBx-0X, V-Asm B X :B—eax-sinflx- — \eaxsin Axdx =

n=eax, du =a-eadx

Zea-s'mpx- - RX +—-+ \eaxmos Rxdx ) =
dv =sinBxdx, v=— cosBx r3ea><sm X Bg_BCOSI/IX ) RCOS [3X x}

:@((Bsmﬂx +a cos[&x)-2 fe “xmeosAxdx.
Bundan 1=je™coskxdx deb ushbu tenglikka ega boiamiz:

i =~{RsinRx+acosRx)-~ji bu tenglamani /ga nisbatan yechib,
J €0 cos Bxdx—f—— (Bsm Bx +acos Bx)+C yechimni olamiz.
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Masalan 19. Integralni hisoblang: /=JVInxifo, n*-\.

Yechish: u =Inx, dv=x"dx, bundan du=—, v= Ix"dx=—:
X J n-+1

x"#Inx X"

/=X Ly —'r{X"dXZ s
n+l (n+1)2

JH nahl
Ko‘p uchraydigan integrallar

Anigmas integrallami hisoblash qoidalari va usullarini qoilab,
ayrim aniqmas integrallami topaylik.

dX = f%(x’\_ﬁ =In]x-a| +«, (x-a =t).
Jx a J x-a
2.f ax _='d{x-a —r(x ard(x_a)x-«rm, . 1
dragF  IGED m+l CT o
TO 1

S}' dx 17 1 W r _
' X +ay _ZaK-Jx-a— Jx+a

=— (In|x-a]-In|x+a))+C=—m*"2 +c, a0,
2a 2 X+a
. \)x2+a=/-x=>x2+a=i-2t")c+xo=>x=t—d =
Iec 2t
- + +
Vx -a x2_+a tt2—_a _E_a . dx=t2 a dt
it 21 2t

=J—=1+C =1n|x+n/x2+a] +C.
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dx

I- —_ dx=—L [In]x+B\- In]x+{4
7|(x+a)(x- b) a-b Jx+b X+a (i Ix+&

+C- I-Inx+b +C
a-b  x+a
d
8} .~ .- m natural son. Agar m=1 bolsa, u
(x +a y

foy+a, =-arctg- +C tenglik aw al isbot gilingan edi.

Quyidagi belgilashni kiritamiz 3m= &
(x +a f
Bu integralda boiaklab integrallashni goilaymiz:
1 2mx gx
- _ = V=
x +a)” du (x +a >p‘ﬁ dv =dXx, X
u holda
_ Imx dx - X +a —a
(x2 +-a2yY ﬂx2+a2Y41 (x2+a2y (x2+a2Y+H
dx J‘_ X
(x2+a2y 2m‘](x2+1112r aam (x2+a2yn+
Bu yerdan
2m-\
2402 Tl el 32002 A o

holda

(0

Bu formula « +) integralni m integral orqali ifoda etayapti.
Bunday formulalar matematikada rekkurent formulalar deb ataladi.
Rekkurent formulani ketma-ket qoilash natijasida 3,4 integralni
hisoblash 3! integralni hisoblashga olib kelinadi. 3, integral esa awal

hisoblangan
5, =Larctg*+C.
a a
Masalan, (1) formulada m=i desak,

-1 * 2—%
2~232"'Jx M) +2a2 ~

Agar (1) da m=2 deb 32 yordamida 33ni topa olamiz:
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1 X 2-2-1 ,, X i 3 X
3j ~&r”2 (x2+a2f +2a2-2 "4a2(x2+a2) +8a4 x2+a2+

H-?-arctgLG
8ab a

9)f7—- ——~ ko'rinishdagi integralni P2-4qg<o uchun
(x2+pX+(]

hisoblaylik. Ushbu tenglikda x +px+q=\X:+g)\ 49 ;1p 2

4q- P2>0 boigani uchun, =al deb belgilash mumkin. Yugqoridagi

. n_ r dx T ov_2) fdt
mtegralda x+2—-t desak JI& --------- }/--JI?X p_y ) J/?2 2)

+px+q r+a
Demak, garalayotgan integral (9)-ko‘rinishga ega.

10)f— ——, - ko'rinishdagi integralni P2-4q<o boigan hol
(x2+px+qf

uchun hisoblaylik. *+~=i va 4 =@ belgilashlami Kiritib

quyidagini hosil gilamiz.

r xdx _r’\\X+ZZ_-2l§ Y+ ,:E_I Cf ot pf fit

J(x2+px+~)m* J|7 vV 4g_"r V+<0" 2V + «Q"
2) + 4 ~

_1 rd(t2+a2) pr dt _ [ 1. pf dt

~2 '(t2+a2)m+2 '(i2+a2r ~_2(m-I)' (t2+a2)m* 2 kt2+a2)m
Qaralayotgan integral yana (10)-ko‘rinishga kelar ekan.

Kvadrat uchhadni 0z ichiga olgan ba’zi funksiyalarni
integrallash
Quyidagi integrallami gqaraymiz:

T f  dx o F A&#B , 1 _f & __r_f Ax+B
/1_J oxo+ex+c' b= Jax2+ox+c 3 J DL 4 Jvao+rex+
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Bu integrallami hisoblash uchun maxrajdagi uchhaddan toia kvadrat

ajratamiz.
c b2 &
A da2 4a2)
AT =

Buyerda t=x+~, -
2a’ a 4a?

Masalan 1. Integralni hisoblang: A={-

4x 4xr5
Yechish: Toia kvadrat ko‘rinishga keltirib olamiz:
4X +4x+5—4 x H--2-xh--%—1—i i =4 =4{t2+1) bunda
t=x+—dx=dt
2
Demak, 1. =—f {* =—arctgt +C =—arctg”x+"+e.
" 4Jt2+l 4 4 2

Masalan 2. Integralni toping; i2=J- &

V2+3x- 2X2
Yechish:

-2x2+3x+2—-2(x2 2- x4+ ——-~ -1l =-2fi2——1=2{m2-f2\ t=x~-, m=-, dt=dx.
47 10 16y v 16] 4 4

Bundan I2=X=f . dt -Eﬁ{=arcsini:—1= arcsinAX:3.1C
V2 J4m2-t2 42 m V2 5

3x-I

Masalan 3. Integralni hisoblang: j -
4x -4x +17

Yechish: (4x2-4x+\i) =8x-4, bundan 3x-1=3m8x 4 '4-i =3(8x-4)+-

va
. - 9. B _ (8x-4)dx
4x2-4% +17—4fx2 2 TZ +Z-_ 45 =4(f2+4\ t=Xx ,), /= AxD-dx +17

1r dt _ 3 rde2 4x +n) 2%-|
--------- 1~
J/Z+| Sl 4x dx +17 rar@tg—-s—\n\élx —4x +17h 16arctg . +C.

S i 2X +3X
Masalan 4. Integralni hisoblang: J_XAI-X2+1dX
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Yechish: Integralni hisoblash uchun quyidagicha almashtirish
bajaramiz: x2=t, u holda 2xdx=dt yoki xdx= -2dt. Demak,

2(N 3y~ i ME+L*+
Jx +x H 2w +iH 2 | +iH 2di+iH  Ji +iH
* a(t 1. 9 1
=-In(i2+; +1) + J--—— 2 = INaft2 +t +\) +)=arctig=bi +C =
R
2 y2,

Ii'h'()f1 +x2+1}+—/|\¢=arctgé)@:*-i tC
2 v3 V3
Masalan 5. Integralni hisoblang: '3:J(x2d->+(|)3'
Yechish: Bu misolda n=3. Rekurent formulani bir marta

' —_1 X ppy 2-3-3 1 1 __x_ 3.
ﬂoﬂa%andan S0 ng!’, G0 (203 2732 Ly (x2+1{{+4 /%

l2= 2—v integralga yanabir marta rekurent formulani qoilaymiz:

1 X 2-2-3r 1 x 1 X 1¢ dx X 1
Y=o + L,==— +/,=-—-03----+—-\Z— =---—--3----+—arctgx +C.
2(2-1) (x2+h21 2-2-2 21 2x +l 1 2(x2+l) 2Jx2+l 2(x2+1) 2 *
Demak, / =f4x =—"— +—"—+ arctgx .

3 (x +1) 4(x +1) 8(x +1) 8
Masalan 6. Integralni hisoblang: J

Yechish:

f o 3x+2 _ MZc+2)+(2~3) _3 2X+2 r dt

(X242x+1)2 > (x2+2x+10)2  —2 (x2+2X+K)2 *  [fic+i)2+9D"

Birinchi  integralda  x2+2x+J0=z, bunda (2x+2)dx=dz, ikkinchi
integralda esa x+I=t almashtirish bajaramiz, bunda dx=dt. U holda

r3x+2 3fdz r dt 3r2 r dt 3 4
J(x2+2x+1)2  “2V "J(i2+9)2_2  Z' )(i2+9)2~_2Z
| i 12-2-3 r dt 3 1 ,rt 11arctg-t+C=
2(2-1)-9 (i2+9)m 92-2-2% +9 2z 181 +9 183 3
3 1 x+1 1 x+1

2(x2+2x+10) 18"x2+2x+10 54arCM3~ +
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Ratsional ifodalarni integrallash
Ratsional ifoda deb ko‘phadlar nisbati ko‘rinishida ifodalangan
fimksiyaga aytiladi, ya'ni pn{x) va Qjx) ko‘phadlar boisa, ratsional ifoda
ushou P ® ko'rinishda boiadi. Agar pPnix) ko'phad darajasi Qjx)
Qm\X)

ko'phad darajasidan katta boisa, ya'ni n>m boisa (S'JU>)<) ni quyidagi

ko‘rinishda ifoda etish mumkin:
P =r u. R4X
QX Q¥

Bu yerda, L,, JX) va RqX) mos ravishda n-m va k darajali ko‘phad boiib,
k<m, ya'ni ;JV)\(/) to'g‘ri kasrdan iborat boiadi.

Ushbu
pn(x) = bbx"* +bixn* +---+bnix+bn
ko‘phad ko'‘rinishdagi funksiyaning anigmas integrali quyidagicha
hisoblanadi:
jPR(x)dx = j(bOx” + bxrA+...+bn x+br)dx =

A - xnl+/N X7+ + x2+h x+C.

“he T T 2
Demak, (ng(\ﬂ;\/ ning anigmas integralini hisoblash uchun, bu

ratsional ifodani ko‘phad va to‘g‘ri kasming yigindisi deb garashimiz
mumkin. Bundan tashgari, to‘g‘ri kasmi gisqarmaydigan kasr deb
hisoblaymiz.
Istalgan QmX) ko‘phadni quyidagi ko‘rinishda ifoda gilish mumkin:
Qm{x)=a {x-al)k (x-a2)*2mmm(x-a,)Kmn
m2 +pIX +qgl)M-(x2+p2x +q2f h m(x2+psx +qgsY (J)
Bu yerda, a, ax....an,  gx..., p., gs lar hagiqiy sonlar, ki, kz,...kn mi,
mz,..ms lar esa natural sonlardan iborat boiib, p]- 4q, <0, ¢=1,2,...,s

shart uchun o‘rinli boiadi.
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Agar pM-) gisqarmaydigan to‘g‘ri kasr bo‘lib, Qi{x) uchun (1)-
ql X

yoyilma o‘rinli boisa, bukasmi quyidagicha ifoda etish mumkin:

4,
QX a (x-a,)2
+ 22 +C,, ( Bjm,x + Cjm1
4 xivpix+ai (it pix+a) (x2+Pjo+qj)n
. " kA som o Bif+C
yoki M) 1 XX Y )

R-W « |:|11’t*-a ya = THFPX 4 qjj

Bu tenglikda gatnashayotgan
Bx+C
(x-a)" (X2+px+qj
ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deb nomlanadi. Biz bunday
kasrlaming anigmas integralini hisoblashni o‘rgangan edik.

-4q <0

Demak, P) gisgarmaydigan to‘g‘ri kasming anigmas integrali
qAXx)

uchun ushbu tenglikni yoza olamiz:

J p.b) -~ o ] d
ejXx) arArE \x—a,) jFE X HPX+gy

(%ixA) uchun (2)-tenglikdagi Au, Bt va Cjt laming giymatlarini

topish uchun nomaium  koeffitsientlar usulidan foydalanamiz. (2)-
tenglikning o‘ng ta'rafidagi kasrlami umumiy maxrajga keltirsak, bu
maxraj Qm(x) ga teng boiib, uning suratida A, B) va Cit
koeffitsientlar gatnashgan, darajasi Qm(x) ning darajasidan oshmaydigan
P.{x) polinomni hosil gilamiz. Agar biz (2)-tenglikni ayniyat deb
garasak tenglikning ikki tarafidagi maxrajlar bir xil, ya’ni Qm(x)
boigani sababli, Pn=Pn(x) ayniyatni hosil gilamiz. Bu ayniyatda x
laming bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish
natijasida Ait, Bjt va Cjt noma’lum koeffitsientlar uchun chizigli
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tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemani yechib, (3)-
ayniyatdagi Au, Bt va Cje laming giymatlarini topamiz.
Masalan 1. Misol tarigasida ushbu anigmas integralni hisoblaylik:
f 3x +x+3 j
J(x-1)3(x2+1) X
Noma’lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra, quyidagi ayniyatni yoza
olamiz:
3x2+x+3 _ A A2 A3 Bx+C
{x-1f{x2 +(x-If +7 07T
Bu tenglikning o‘ng tarafini umumiy maxrajga keltirib, so‘ngra
maxrajini tashlab yuborish natijasida, quyidagi ayniyatni hosil gilamiz:
3X2+x +3=A mx- 1)2(x2+ 1)+ A2(x - I)(x2+ 1)+ A3(x2+ 1)+ (Bx+C”™x - 1)3.
Demak,
3x2+x+3=(A +B)x4+(-2A, +A2-3 B+C)x3+(2A,~A2+A3+3B-3C)x2+
+(-2A1-B +3C)x+(Al-A 2+A3-C)
Bu ayniyatdagi x larning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

'AX +B = o
— 22AN -m —3B + C =0
-2 AX—A™ +~ A3m3B —3C = 3
—2~ A —2 1+3C =1
Aj —A |+ A. —C =3
Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:
f100 1 90>"100 100071200 1 0¢"
-2 10 3 10 0 0-1 10 010 -1 1

2-11 3-33- 0.11 1313. o o 1 o
-2 10 -1 3 1 0 0 13'1 o o o 2

1-1 1 0 '” I V0-11 -1 '!|3 \0 0 1'2 0
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"1.00 10|0A(1oo 1 00
0 10-1 40 0 10-1 1O
001 0203- 001 0-23
000 2 271 0 00 1-1]0
0 00-2 21 _0 00 0 4 ij
S ' n /
1 (6] o O q*
4 1 o o o]«
1
o 1 o-1 ol -4 o1 0 o oo
T~ <
0 o 1 o ¢ ; o) 1 0 4 =
0 o o 1 g, 0 o 1
0 o 0 o L o o 0 o
y 14, U
. 1 7, i i e S
Natijada, Aj=~-, A=> A=2’ B=4' C=4 ekaiigmi hosil gilamiz,

3 +X+3 1 7,1 X+1
(X-\f{x2+D)~ 4(jc-1)' 2(x-1)3 "' 4 x2+I

yam
Nihoyat, quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz..
C2x +x+3 dx:—fdx 7{ dx Ir dx =
y*-1)302+nl 4)x—1 2 '(x-3)3 4
1, 7 1 lmXdx ©Lr dx

4 nX 2 (-ifo -)2+4 "X2+1 +4 mjc2+1

. N + X
Zjc 1I- Lo 1 47 gd0e2 1)+J—arctgx+C =
4 (x-1)2 81 4

m-EUx1)- —in{x2 + )+ —arctgx+C =
4(x-1)2 8

=i’£n X2+l 1 +larctgx+c
8 (x-1)2 4 (x-1)2 4

Masalan 2. Integrallami hisoblang: JFXZ_—Z'?( d
- INteg e a\
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Yechish; x2+1 ifoda kasr ostidagi fimksiya maxrajining ikKki
karrali ildizi boigani uchun, bu fimksiyani quyidagi sodda kasrlar

yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash munkin: Z;%isz:(ﬁﬁ?f&xiﬁ'

Bundan x3+2x =Ax+B +(Cx +D)(x2+1). Noma’lum A, B, Cva D
koeffitsientlami  topish  uchun x nomaiumning bir xil darajalari
oldidagi koeffitsientlarini tenglab,

jc3jc=1

x2¥ =Q

X VA+C =-2,A=-3

x% +D =0, B=0
ekanligini hosil gilamiz. Demak,

MJC +1 mx +1 Jr41 IJfr +n 7\v24n 9

Ayrim irratsional ifodalarni integrallash

Irratsional ifodalarda o‘zgaruvchi gandaydir darajadagi ildiz ostida
gatnashishini eslatib o‘tamiz.

Agar R(u,v) ifoda n va v lardan to‘rt arifmetik amallar va songa
ko'paytirishdan hosil boigan fimksiya boisa, u holda bu ifoda wva v
o‘zgaruvchilaming ratsional funksiyasi deyiladi. Masalan, quyidagi
ifoda
2U-5v+u-v

4-u3+vs
nva v o‘zgaruvchilaming ratsional funksiyasi boiadi. Ikki o‘zgaruvchili

R(u,v)~u?2 +3v?

: : : rf ax+b |
R(u, v) ratsional fimksiya uchun ushbu —  -—- dx anigmas

integralni, a,b,c va d lar haqigiy sonlar boiib, ad-cj-0 va m natural son
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boigan holda ganday hisoblash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun
:Hax+b ] =_ax+b
cx+d cx+d
yangi o‘zgaruvchi kiritsak,
dt
a—tmya V2 )

Bundan p? dx = H<p'(t)at

tenglikni hosil gilamiz. <pft) va <p'(f) funksiyalar t ning ratsional
funksiyalari boigani uchun R(<p(t),t)-<P'(t)

funksiya ham t ning ratsional funksiyasi boiadi. U holda ~R@p(t),tip'(t)dt
ni qo'yib

integralni hisoblab, so‘ngra t o‘zgaruvchi o‘rniga g

dastlabki integralni topamiz.
Masalan 3. Quyidagi integralni hisoblaylik:

r dx r dx

U/Zr.sO -rr

Bu yerda, '$x =t deb, yangi o‘zgaruvchi kiritamiz.
Demak, x=t10va dx=10tdt boigani uchun,
dx j10-t9dt _  r dt
J- 1m&}+Ne Ve (i5+4)

Noma’ lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra

_]_'_- r.:ﬁ +_A2.+‘A}i+-v-+.‘%§ +A_
i5i+l) t t2 t3 t4 t /+1

1=At4(t +I) + A3t +\)+AX2(t +1)+ Ad wft +1)+ A5t +1)+A6 M5 —
_ (AL +AO)I5H(A +A)fA+(Ae +A3)t3+H(A3+A)2 +(Ad +As)t + A%
Bu yerda, ALA2A3A4AS va A6 koeffitsientlar uchun quyidagi
tenglamalar sistemasi kelib chigadi:
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A+£6-0

A+A2=0
AR+A3=0 .
yani As=1, Ad=-1, A3=1 A2=-1, A =1 A6=-1
£S+A=0
AA+£5=0
4=1
Demak,
inf dt ml (ct ldt (dt rdt rdl
10f ~ =0U 7-fc+W 7 + M t+1

t 1.3 J__ 1

=10 In —
t+1 t 2t2 3t3 4t4

u holda, t =yfx ekanligini e’tiborga olsak
C dx x10 10 5 10 5 Lo
Ix(N +57)~ (4N ) 0N A 3N A

ax2+bx+c\h ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda Eyler

almashtirishlari deb nomlanuvchi almashtirishlar goilaniladi.
Bular quyidagilardan iborat:

1-hol. Agar a> 0 boisa, Jax2+bx+c =t+4a-x.
2-hol. Agar c> 0 boisa, Vox2+bx+c =xt+4c.

3-hol. Agar Vox2 +bx +c¢ =yja(x-xRA X -X 2) boisa,

yjajx —x, X* —x2) = /+(x —X, ).
f dx
Masalan 4. Integralni hisoblang: Jx+y||x2 +x+|
Yechish: 1-holgako‘ra quyidagilarga ega boiamiz:
t2-1
2t +|

a/x2 +x +1=171T- x=i>x2+x +1=172- 2ix +x2:=>x =

AQRL+D- 2o(f2- 1) 2t2+2t+2
[it +1)2 {it+12
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Bunda, J- dx _I4Ii|i|L_ +—n7 +C=
+yIxl+x +1 ~ ' t-(2t +t) 24+1) 2 |+

+C
22x+2a/XF+x+1+1) 2 bX+2VXXH1+]

Masalan 5. Integrallami hisoblang: 1— AJ?-)?_J?Z—.- dx.

Yechish:
3x+2 Ao o 3xH)-1 oo ax
J;(x+l)ylx2+3x+3r - f(x+l)\lx2+3x+3 }4x2+3X+3 +)Vx2+3x +3

Birinchi integralda toia kvadrat ajratamiz, ikkinchi integralda esa

x +1 =- almashtirishni bajaramiz, bunda dx=-~" _U holda

dt
| 3x+2 dx=3INX+— hvx +3x+3
(x +1)a/x2+3x +3 1 [1
o 1r'd t3lr 143
=3I A 31 x M- hVX2+3x +3 +IntH— HI2+1+1+
2 ‘U 2+t 2 2

+C =3InX H— 1VX2+3x +3 +InXl I R S

+1 27 x+l
Binomial integral deb nomlanuvchi integralni, ya’ni ushbu
~*fa+bx"Ydx integralni hisoblaylik. Bu yerda m,n vap ratsional sonlar

boiib, quyidagi hollarda bu integralni hisoblash ratsional ifodani

integrallashga olib keladi.
1-hol. Agarp butun boiib, N son m va n larning umumiy maxraji

boisa t-y[x almashtirish qoilaniladi.
2-hol. Agar m butun son boiib, N son p ning maxraji boisa,

t =tfa +bx" almashtirish goilaniladi.
3-hol. Agar m+p butun son boiib, N-p ning maxraji boisa,

t=i a+bX almashtirish qoilaniladi.
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Masalan 6. Ushbu f7--=== yrdX—fx2f|+x3 dx integral uchun

1(i+VA) | J
m=~ n=\> P=-1 ekanligi kelib chigadi. Demak, bu integralni
hisoblash 1-holga tushar ekan. ~ va i laming umumiy maxraji N=6

shuning uchun t-yfx almashtirishni bajaramiz, ya'ni x=t§ dx=6tXt
tengliklarga ko‘ra

JIXZ [+x1, dx= |WI+") 26-2Vf=6f

17 7 )
Ammo, (i2+i)2=i4+2t2+1 boigani uchun, ts ko‘phadni t4+2t2+1

ko‘phadga boiib, zl--;tfgatsional kasming, to‘g‘ri kasr gismini ajratib
i2j

olamiz:
o =¢--2,43- 4,43

Lekin kH by = [t§+?] _?Q’IILT'IJLH bo‘gani uchun> (I0O)-integralga

asosan, quyidagini hosil gilamiz:

65_0 Lo di=e A28 +3M AN T 5 n )

— 2r 1 t 1
U e +~3/7/ — Acirc ts tH—— -l —arete; t +C =
5 3 20 1 2
——/5—At +1St—2 larctg t 4— - hC
t2+1

Dastlabkl integral uchun quyidagi hosil boiadi:

j"t— -@dx=—  —4n/x +18”"x - 2larctg%ix + -+C.
1+~ 5 Vx+1

Trigonometrik funksiyalarni integrallash
R(u,v) ifoda n va v o‘zgaruvchilaming ratsional funksiyasi boisin.
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j/?(smx,cosx)i& integralni hisoblaylik. Bunday integralda t=tg—

universal  almashtirishni  bajarib  12(SinX, cosx)sc  ifodani  t
0‘zgaruvchining ratsional ifodasiga olib kelish mumkin. Hagigatan ham

. X i 2X

smx = 2l = Kooy = * 2 1-«l
i+ 72~ 1+ i+ig2-. 1+
S 2 2
X =2arete t, dx=2-—-dt
1+1t2
boigani uchun
of 1-/2A 1

1+2’ I+i2y\_j_fidt

j7?(sinx, cosx)dx =2J/?

Bu yerda, & 2L+ /‘I ITT ifoda t ning ratsional funksiyasi boigani

uchun, ushbu integralni hisoblab, t ning o‘miga tg~>-< ni go'yib,
dastlabki integralni topamiz.

Agar i?(-sinx, cosx) =-.R(sinx, cosx) boisa, integralda cosx=t,
agar i?(sinx-cosx) =-i<!(smx, cosx) boisa, t=sinx almashtirishni
bajarish mumkin.

Agar /X—sinx- cosx)=7(sinX, cosx) boisa, tgx=t almashtirishni
bajarish orqgali integralni ratsional funksiyani integrallashga olib kelsa
boiadi.

Masalan 7. [—--—-—------ integralni hisoblang.
2sINX-COSX +5

. X . .
Yechish: Buning uchun t =tS~ almashtirishdan foydalanamiz.
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Endi f—sinx A integralni hisoblaylik. Bu yerda, R(-sin x, -co0s

Jsin JXC+ COS Jf
X)=R(sin x, cosx) boigani uchun t=tgx almashtirishni bajaramiz.
Natijada,

r sinx dx _r sinxdx rtgx-d{tgx)

Sin3x + c0S3x  Wcos3Xx *(tg3x +1) tg3x +1

[ tdt _ 1., (sin+cosx)2 1 2c0.sX~ sinx

— - e in - I=arctg-----]=------------ I-€
+1 6 1—sinx-cosx V3 A3 -sinx

Masalan 8. f/F--—-d—- integralda &(—sinx,cosx)=-/2(Sinx, cosx)
J(2+cosxjsinx

tenglik o‘rinli boigani uchun t=cos x almashtirishni bajaramiz.
Natijada,

r dt r sinxrfx _r d(cosx) r dt

¥(2+cosx)esinx  $(2 +cosx)-sin2* N2 +cosx)(l-cos2x) M2 +/)(1+i2)

_ 1y, @ cosx)(2 +cosx)2 | o
6 (1+cosx)

Shuni ta’kidlash lozimki, har doim ham berilgan integralni analitik
usulda hisoblab boimaydi.

Masalan, ft*2ix, [SinX2dx, 177dx,

J J J X J tnx

integrallar mavjud boiishligiga garamasdan, ularni analitik usulda
integrallab boimaydi. Buning sababi hosilasi berilgan integral ostidagi
funksiyaga teng boigan elementar funksiya mavjud emasligidir.
dx

Masalan 9. Integralni hisoblang: j
asalan 9 egra SObag Jsin2x+25inx<:osx-c052><



Yechish: t=tgx almashtirish bajaramiz, bunda x=arctgt, dx=- a

+t
Bu holda
dt
f dx f 1+12 - f dt
WSiN2X +2SiNXCOSX-CO0S2X W t2 21 1 1 Jt +2t-1
i+t2 vi+t2 -O\+H2 i+t2
r d(t+1)’ 1 Int+14\/2 iU 1 In|gx+1- V2 +C.
(i+ 1)2+(yl2)2""2vV2 t+1+V2 2V2  tgx+1+V2
fcosx-cos?(-eosédx.
Yechish:
cosx cosx—eos—dx—l— (eos?-’----heosﬁ cos—ax L eos?ﬁ(—— eos—dX+
J 2 4 2 J 2 4 2 2
Ir _ 1f 3x
T'_J(:OS 9 1eos—dx (eos-;&--heos A)dx+AJ(eos-;&--Heos%dx—
=Sin --)-(--H—sm ----- - |n-----hS|n-——hC
7 4 4 3
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9. Aniq intégral tushunchasi
Egri chizigli trapetsiya yuzi

Quyidagi egri chizigli trapetsiya deb nomlanuvchi figuraning
yuzasini topish masalasini ko‘raylik.

Bu figura yugoridan manfiy boimagan y-f(x) fiinksiya grafigi
bilan, quyidan OX o'g, yon tomonlardan x=a va x=b to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan. Buning uchun [a,b] oraligni a=x0<x, <-<x,, =b
nuqtalar bilan, [x,xM\i=0 , 1 , kichik oraliglarga boiamiz. Har bir
oraligdan biron-bir £e[x.x,+] nugta olib, x+-x,.=Ax,.,i=0,l,...,«-I,
belgilash kiritib, quyidagi yig‘indini tuzib olamiz:

Isz{te)-Ax, (3)
Bu yig‘ndida f(¢,)-Ax, qo‘shiluvchini biz garalayotgan figuraning [x,xi+]
oraligga mos keluvchi boiagining yuzasini, balandligi /(;j,) va asosi Ax.
ga teng boigan to'g‘ri to‘rtburchak yuzasiga tagriban teng deb garasak,
u holda yuqgoridagi yig‘indini biz egri chizigli trapetsiya yuzasining
taqribiy giymati deb qgarashimiz mumkin. 5 ni egri chizigli trapetsiya
yuzasi deb olsak,
S-U/fo)Ax,
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Agar biz bu taqribiy tenglikdagi xatolikni  kamaytirmogqchi
boisak, [xxM] kesmalar uzunliklarini, ya'ni A, lami yetarlicha kichik
qgilib olishimiz kerak. Buning uchun oraligni boiuvchi nugtalar soni n ni
shunda}/ oshira borishimiz kerakki, «->00 da Max{Ar.}->0 boisin.

Demak, agar biz (3) yigindida max{ax, }>0 deb garasak, limitda
gidirilayotgan egri chizigli trapetsiya yuzini hosil gilar ekanmiz, ya’'ni

5= lim V/(E)AX,

Aniq integral

Ta'rif. [ab\ oraligda berilgan y =fix) uchun, shu oraligni kichik
boiakchalarga boiuvchi a=x0<xl,...,.<x,=b va nuqtalar
uchun (3)-yig‘indi integralyig'indi deb ataladi.

Ta'rif. [ab] oraliqda berilgan y =f{x) funksiya uchun max{ax, }->0
da (3)-integral yigindining chekli limiti mavjud boiib, bu limit
boiinish nuqtalari x0x,..x, va oraliglardan olinayotgan 4,
nugtalarga bogiig boimasa, y=f(x) funksiya [ab] oraligda
integrallanuvchi va limitning giymati uning aniq integrali deb ataladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra fi(x)dx =naq m K * , -

Bu yerda, f(t) integral ostidagi funksiya, f(x]dx integral ostidagi ifoda, a
integralning quyi chegarasi, b integralning yuqgori chegarasi deyiladi.
bj*/(x)dx integral giymatini topish f(t) funksiyani [a,b\ oraligda
integrallash deb ataladi. ~ Shuni ta’kidlash kerakki, f(t) funksiyaning
[a,b] oraliqdagi anig integrali son boisa, shu funksiyaning anigmas
integrali funksiyalar to‘plamidan iborat boiadi. Demak, aniq va anigmas
integrallar turli tushunchalar ekan.

Agar biz aniq integralda uning chegaralarining tartibini

0‘zgartirsak, u holda [ab\ va [ba\ uchun tuzilgan integral yigindilar
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ishorasi bilan farq giladi, chunki [ab\ uchun Ax,=xM-x, boisa, [ba\

uchun - Ax,=xt-xM ayirma hosil boiadi. Shuning uchun,
b a

jf(x)dx =-jf (x)dx
a b

Yuqorida aytilganidek, aniq integralning geometrik ma’nosini
manfiy boimagan y =fix) funksiya hosil qilgan egri chizigli
trapetsiyaning yuzi deb tushunish mumkin ekan.

Aniq integralning igtisodiy ma’nosini anglash uchun, y =fit)
fimksiya biron-bir ishlab chigarishda mehnat unumdorligining vaqt
davomida o‘zgarishini aniglasin deb garaymiz. U holda [o}] vaqt
oraligida mahsulot migdori hajmi n ni hisoblash uchun [o,r] oraligni
0=i0<f, <t2 <=T nugqtalar bilan kichik boiakchalarga boiib,
[t,tM\ kichik oraligda mehnat unumdorligini tagriban o‘zgarmas /(£.) ga
@ e[i, i) teng deb [i,ii+] oraliqgda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi
Al (at,=tM-tj) ekanligini hisobga olib, butun [U,r] oraligda
ishlab chigarilgan mahsulot migdori n uchun quyidagi tagribiy tenglikni

n-1 n-1
hosil gilamiz: n="Au, « £/(£.)A,
osil gilamiz: u ,Z@AM « |'=é( )
Bu tenglikda aniglikni oshirish uchun maxA —0 da limitga
T
o‘tishimiz lozim. U holda, u =(J)f{t)dt.

Bu tenglik [0,7] vaqt davomida ishlab chigarilgan mahsulot
miqdorining hajmi u,f(t) mehnat unumdorligi funksiyasif(t) ning aniq
integrali orgali ifoda etilar ekan. Bu integral son jihatidan f(t) funksiya
va [0, T\ oraliglar hosil gilgan egri chizigli trapetsiya yuziga teng boiadi.

b
y =fix) funksiya uchun \f{x)dx integral qaysi shartlarda mavjud

a

bo‘lishligini garaymiz.
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1-teorema (Aniq integral mavjudligining yetarli sharti). Agar
y =f(x) funksiya \ab\ oraliqda uzluksiz boisa, bu funksiya shu
oraligda integrallanuvchi boiadi.

Isbot: S, - max {f{x)}ea =min {/(¥} belgilashlami kiritaylik. U

holda
S =r11[§)><.]{/(*)}<8\, S = min {/(*)}>5,. 4)

xe[x,x\

Bu yerda, e [x,xM] oraligdan olingan istalgan nugtadir. Agar
x'x\<=[xxM] boiganda §'= IIBX{/()} <S,, S'=minx{/(x)}>5,
ekanligini e’tiborga olsak, maxa*.->o da [ab\ oraligni boiakchalarga

boiishda, keyingi gadamdagi kichik boiakchalar avvalgi qadamdagi
boiakchalaming ichida yotadi deb hisoblashimiz mumkin. U holda (5)-

. «l . ./
tengsizlikda £s,Ax,. 0'suvchi ketma-ketlik ~ —iAxi kamayuvchi ketma-
] i=0

ketlik  ekanligi kelib chigadi. Agar rmI—Atn_;@maxfe,-S,.)=o ekanligini

e’tiborga olsak
wil nl

mlg&n_)g;\g'SiAxi: tin Y:S_,Ax_ =/
P I
U holda (5)-tengsizlikka ko‘ra m(i&];o)v/ﬂ/fe)m, =1

b. b
Demak, if(x)dx mavjudva jf(x)dx =1.

Quyidagi teorema aniq integral mavjudligining zaruriy shartini
ifoda etadi.

2-teorema. Agar y =f(x) funksiya [a,b\ oraligda integrallanuvchi
boisa, u holda bu funksiya shu oraliqda chegaralangan boiadi.

Isbot: f(x) funksiya \a,b] da chegaralangan boimasin, masalan,
yuqoridan chegaralanmagan deb faraz qilsak, [a,b] ni boiaklarga
agjratishda a =x0<*, <eee<x, =b uchun £¢ [ x , lami shunday tanlab

olish mumkin boiadiki, oldindan berilgan har ganday k> o son uchun
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Z/feto >*
tengsizlikni o‘rinli gilib olish mumkin, ya’ni, %\[A)/(E)Axf} =<,

Demak, f(x) funksiya [a,6] oraliqda integrallanuvchi emas. Bu esa
bizning farazimiz noto'g‘ri ekanligini ko‘rsatadi, ya'nif(x) funksiya
[a,b] oraligda chegaralangan bo‘lar ekan.

Aniq integral xossalari
b

b
1 Istalgan o‘zgarmas k son uchun \kms(x)dx =k\f{x)dx.

a

2. Funksiyalar yig‘indisining integrali go‘shiluvchilar integrallarining

b b b
yigindisiga teng, ya’'ni \\f{x)+g{x)\ix = \f{x)dx +Jg(x)dx.

b c b
3. Istalgan a,bvac (a<c<e) sonlar uchun Jf(x)dx =jf(x)dx +Jg(x)cfe.

a

4, Agar a <b boiib, [a,b] oraligda/(x)<g(x) tengsizlik o‘rinli boisa,
b b
u holda \f{x)dx < \g(x)dx .

Xususan, [ab\ oraligda m< f(x)<M tengsizlik o‘rinli boisa, u
b
holda m(b—a)< jf(x)dx<M(b-a) tengsizliklar o‘rinli boiadi.

Bu xossalar isboti to'g‘ridan to‘g‘ri aniq integral ta'rifdan kelib
chigadi.

3-teorema (0 ‘rta giymat haqidagi teorema). Agarf(x) funksiya
[ab] (a<b)oraliqda integrallanuvchi boiib, bu oraligda

tengsizliklar o‘rinli boisa, u holda shunday # son mavjudki, uning
b

uchun m<n<M tengsizlik o‘rinli boiib, \f(x)dx =/j-(b-a)

b
Isbot: 4-xossaga ko‘ra m(b-a)< J/(X)dx <M(b - a)
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jf(x)dx
Agar /,= e

b
belgilashni kiritsak, m<n<m o'‘rinli boiib, \f(x)dx =/j(b-a) tenglik

kelib chigadi.

f(x) funksiya \ab] oraligda integrallanuvchi boisin, u holda
istalgan ~ xe\a,b] uchun, f(x) funksiya [ax\ oraligda ham
integrallanuvchi boiadi. Shuning uchun [a,b\ oraliqda berilgan
quyidagi funksiyani aniglay olamiz:

<= \1(1)dt.

Bu 0(x) funksiya yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integral deyiladi. Ushbu
0(x) funksiya xossalari bilan tanishib chigamiz.

4-teorema. [a,b\ oraligda integrallanuvchi f(x) funksiya uchun
@(x) funksiya [ab\ oraligda uzluksiz boiadi.

Isbot: f(x) chegaralangan funksiya boigani uchun, [a,b\ oraligda
m<f(x) <M tengsizlik o‘rinli boisin deb olishimiz mumkin, u holda
Ax >0 uchun

Px+ AX)- &(x) = HJXf(x)dx - X|/(x)<* = X\f(x)dx +X+\Xf{x)dx .
—JX/(x)tfcz H\Xf(x)dx

X+AxX

Tenglikdan va quyidagi m- Ax< jf(x)dx <M wAx tengsizlikdan,

m AX<&(x+Ax)- -0(x)<M-Ax tengsizliklami hosil gilamiz.
Demak, lim”x+Axi-"x"Oya'nif(x) funksiya x nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chigadi.
5-teorema. Agar f(x) funksiya [ab] oraligda uzluksiz boisa, u
holda 0(x) funksiya (ab) intervalda f(x) funksiya uchun boshlangich
funksiya boiadi, ya'ni (a,b) intervalda <'(x)=f(x) tenglik o‘rinli boiadi.
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I shot: f(x) fiinksiya uzluksiz boigani u/gﬂyg min {/f)}=mix) va

L =M desak fim o= fmgg=ix)

Bundan T(X)Ax<®(x+Ax)-d(x)<M(x)-Ax, ya’'ni T(*)<’\*+AA’Q~0|U‘
tengsizlikdan ushbu @'(x)= limy %)-op(A)zg x) tenglik kelib chigadi.

Bu teoremadan [ab\ oraligda uzluksiz bo‘lgan har ganday
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjud boiishligi kelib chigar
ekan.

Nyuton-Leybnis formulasi

6-teorema (Nyuton-Leybnis formulasi). f(x) funksiya [ab\ oraliqda
uzluksiz boiib, f(x) uning istalgan boshlang‘ich funksiyasi boisin, u
holda

b
\f{x)dx- p(b)- F(a)

bu tenglik Nyuton-Lebnis formulasi deyilib, ko‘pincha F{b)- F{a)=F{x)h

kabi belgilash goilaniladi.
Isbot: F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi boisin. U

holda dJ(x):xjf(x)dx funksiya, ham fix) uchun (a,b) oraligda

boshlangich funksiya boigani uchun shunday ¢ o‘zgarmas son mavjud
boiadiki, bunda Hx) =th(x)+C tenglik o‘rinli boiadi.

Demak,
b b b

F(b)-F(@) =db)+C- d(a)-C =d(b)- P(@) =1/ (X)dx- jf (X)dx= (X)dx

a a a

Endi aniq integralni hisoblash usullari bilan tanishamiz.
7-teorema (Yangi o‘zgaruvchi Kiritib integrallash). Agar <)
funksiya [aR\ oraligda uzluksiz hosilaga ega boiib, <p(a)=a, <p(R)=b
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boisa, [ab\ oraligda uzluksiz boigan f(x) funksiya uchun
b B
J/(XNE&= jf(<p(t)}p'(t)dt tenglik o‘rinlidir.

Isbot: F(x) funksiya [ab] oraliqdaf(x) fiinksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi boisa, ya'ni ~f(x)dx =F(x) +C boisa, u holda anigmas
integral xossalariga ko‘ra jf(cp(t))ip'(t)dt =H<p(t)+C.

b
Bundan esa $f(x)dx =F{b)-F(a) va

B‘f(p{t))q>'{t)dt=F(/p(f|))-F(<p(a))=F(b)-F(a) tenglikdan teorema isboti

kelib chigadi.
8-teorema (Boiaklab integrallash usuli). u=u(x) va v=Vv(X)

funksiyalar \ab\ oraligda uzluksiz hosilalarga ega boisa, quyidagi
tenglik o‘rinli boiadi:
b b
Judv=wj*- y>du
b

Isbot: Ushbu \uv)dx =u\a

tenglikka ko‘ra aniq integral xossalariga asoslanib,
b f b b b b
J(«v) dx=Juv'dx+ Jvu'dx= Judv+ jvdu

a a a ba ba A
tenglikni hosil gilamiz. Demak, bu yerdan \OM; +\vdu =u\a

b b
ya’'ni fuvd =u\a- \vdu tenglik kelib chigadi.

a

1
Masalan 1. Integralni integral ta'rifi yordamida hisoblang: (}x X-
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Yechish: Bu integralda a=0, b-1,f(x)=x2. [0;1] kesmanin ta teng
gismlarga ~ boiamiz, u holda har  bir oralig uzunligi

&K= A va har bir oraligdan  =xk nuqtalami tanlaymiz.
Bu holda quyidagiga ega boiamiz:

)O—Q,Xj —:I',X2—2,X}—3 ..... Xn_y—n_ :I',xn—n —1,
Demak,
)X20x=1im ¢/ (£ t)Axt =lim #32+—+a2 =)imn+Y)2n+l) =2 (1+7)2+7) =1
0 ey " &3 e 6 3

a

Masalan 2. Integralni integral ta’rifi yordamida hisoblang: \e*dx
0

Yechish: Bu integralda f(x)=ex. [0;a] kesmani n ta teng
gismlarga boiamiz, u holda har bir oraliq uzunligi Axk:(l#\- = va

har bir oraligdan Ck=xk nuqtalami tanlaymiz. Bu holda integral
yigindi

of a a a1

o 2

Wi n . n, i 2 - W ¢ a 3 -3
§n=%jf((;k)’,&xk=2Lif(b-)—&z\(lte n—=-(e" +e'n+..+e n)=f:|e N l+en+e "+ . +e "
k=1 k=1 n n k=l n n n

a

Qavsdagi ifoda maxraji q =en va birinchi hadi 1 boigan geometrik
progressiyadir. Geometrik progressiya hadlari yigindisi formulasidan
foydalanib quyidagiga ega boiamiz:
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Demak, Jexdx=e*“-1.

- ook
Masalan 3. Integralni hisoblang: j.I+XC
Yechish: X =arctgx °=arctgl—arctg0 =0 4
1
Masalan 4. Integralni hisoblang- éxe~>dx

Yechish: Integralni hisoblash uchun boiaklab integrallash
n—X

dv-e XX
usulidan foydalanamiz, bunda gy=dx .U holda

V=-e~X

: . —2
jxe Xix=—xe | +je XIix=—e1—e W =2¢ 1+1:ee

Masalan 5. Integralni hisoblang: 'ﬁb TA
Yechish:  Integralni hisoblash uchun  o‘zgaruvchini

ax ]
almashtiramiz: Inx=t, - bunda x=1 boisa, t-=0; agar x=e



o 3x2arcsinx |
Masalan 6. Integralni hisoblang: jJ / )g dax.

t VI+
"3
Yechish: Integral ostidagi funksiya toq:
/  x2arcsinx / \_ (-x)2arcsin(-Xx) x2(-arcsinx) x2arcsinx_  /\
VI+x2 =+ (-x)2 yll +X2 VI +x2

va soha simmetrik boigani uchun bu integralning giymati nolga
teng, ya’ni

x2arcsin x

v1+x2
~3

dx =0

Xos boimagan integrallar

\a,b\ oraligda y =f{x) funksiya uchun Kiritilgan aniq integral
tushunchasida f(x) funksiya [a,b\ oraligda chegaralangan boiishi
zarur edi.

Cheksiz oraliq uchun aniq integral tushunchasi. /(*) funksiya
[a+°0) cheksiz oraligda berilgan boiib, istalgan a<t uchun /(x) funksiya
[at\ oraligda integrallanuvchi boisin. U holda istalgan a <t uchun

t
*£0=\fix)dx funksiya aniglangan boiadi.
Ta'rif. f(x) funksiyaning [a+=0) oraliqdagi xos boimagan integrali

)
J/(X)i6c ~ deb  ushbu £im&(t)  limitga  aytiladi,  ya’ni



Agar bu limit mavjud va chekli boisa, xos boimagan integral
yaginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Xuddi shuningdek, \f{x)dx ko‘rinishdagi xos  boimagan
integralni ta’riflash mumkin. (-o0,+® cheksiz oraliqdagi xos boimagan

integral esa quyidagicha aniglanadi: +ff(x)dx = \f{x)dx ++\f(x)dx.

+00

Agar bu integrallardan birontasi uzoglashuvchi boisa \f{x)dx

—00

xos boimagan integral uzoglashuvchi deyiladi.

+€0 1 1\

dx - lim f— dx=8mM1— =1
y z t-y-HO j_x i-»+oo\v t)

Masalan, 1
Endi [at\ oraligda chegaralanmagan funksiya uchun xos

boimagan integral tushunchasini kiritamiz. y - fix) funksiya [ab)
yarim ochiq oraligda uzluksiz boiib, £im(x)=00 boisin.

Ta'rif. ;im '\f{x)dx limit giymati y =f{x) funksiyaning r\a,b)

yarim ochiq oraliqdagi xos boimagan integrali deyiladi. Agar bu limit
mavjud va chekli boisa, xos boimagan integral yaginlashuvchi, aks

holda uzoglashuvchi deyiladi.
b

Limit  giymati \f{x)dx shaklda  belgilanadi,  ya’'ni

1/(*)& =Jim \f(x)dx

a

Xuddi shunga o‘xshash ushbu (a,b\ yarim ochiq oraligda uzluksiz
va Xq*anlo/(*):oo boigan y =f{x) fimksiya uchun ham xos boimagan

integral ta'riflanadi. (ab) intervalda uzluksiz, dm /(*)=* va Un/(*)=%
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a

boigan funksiya uchun \f(x)dx Xos boimagan integral quyidagi

b 3 b
tenglik orgali ifodalanadi: \f{x)dx = \f(x)dx+\f(x)dx

Bu yerda, ¢ son a<c<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi bironta

son.
+o00, agara <1
? =1 =
Masalan 7. P ¢im f— =l -1y g
La—

Demak, a <1 da integral uzoqlashuvchi, a>1 boisa

agara >1

+°»i

yaginlashuvchidir. a =1 da |txpllx 4r)rsz*dx—|¢r_1;1n|nx =

boigani uchun, yugoridagi integral a <l da uzoglashuvchi.
[+oo_agar a> 1

1 ks 1 .1 f1 A~
N Bm'g O dims i, "1 agara <1

Demak, a>\ boiganda xos boimagan mtegral uzoglashuvchi va

[
a <lda yaﬂmlashuvchl. a=1da gll dx = Qn;o or'i"lii'dx = Ilmé In5) =+00

boigani uchun, yugoridagi integral «>1 dauzoglashuvchidir.
>

ax
Masalan 8. Integralni hisoblang: J~

Yechish:
dx . t? dx . . . )
o = | o= tgxf = | tgb —| tga = ——=) =2 *==Ti.
_001+X J_I}'\n X 2 .|m arctgx Im arctg ((l,rg))arc ga 2 2) 2 1

Demak, xos boimagan integral yaginlashuvchi.
Masalan 9. Integralni hisoblang: g

Yechish: Integral ostidagi f(x) =- funksiya jc=0 nuqtada

aniglanmagan, shuning uchun
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f— =lim f— =limin]x] jl=lim(Inl —4na) = +oo0.
J a—0J a—0 a a—0
Demak, xos bo‘lmagan integral uzoglashuvchi.

Masalan 10.Integralni hisoblang: 6xe~><dx.

Yechish: pexdx =lim pe—xdx= 61_'%1)(-2@-»() t =i ) ==
Demak, xos bo‘Imagan integral yaginlashuvchi.

1
Masalan 11. Integralni hisoblang: J-~.
0nrX

Yechish: Integral ostidagi f(x)=\-ﬂ’C‘: funksiya x=0 nuqtada
1 A
aniglanmagan, shuning uchun ij-=:Iim —=lim 2)\ =lim (2\i- 2vaj =2.

a->0+0j " a—=>0+0 le  a>0+0

Demak, xos bo‘Imagan integral yaginlashuvchi.

Masalan 12. Integralni hisoblang: J dxx
Yechish: Integral  ostidagi  f(x)=-r = funksiya  x=#I
W1-x 2

nuqgtalarda uzilishga ega. Shuning uchun,
Vo :°r d.>.(""+V’dx r=I‘i/r\n T +Iim1r-7=dX:Iim arcsrﬁx’0 +Iimar<:smxl"'a

ivr? JVTv- 1 A7 U
:-Iir_@rcsm(-l +a) +limarcsin(l-ii) :—2—h—2—=ﬂ\

Demak, xos bo‘lmagan integral yaqinlashuvchi.

Aniqg integralning tatbiqglari
1. Yassi shakl yuzini hisoblash

[la,b] oraliqda f(x) va g(x) fimksiyalar uzluksiz bo‘lib, g(x)<f(x)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. X=a va x=b to*g‘ri chiziglar hamdaf(x) va g(x)
funksiya grafiklari bilan chegaralangan S yuzani hisoblash uchun,
quyidagi formula o‘rinlidir:
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s =Ji/(x)-g (x)kx

Ushbu formulani isbot qilaylik. Umumiylikka zarar  keltirmasdan
0<g(x)<f(x) deb olishimiz mumkin. U holda quyidagi chizmadan

S= iMOD = jaBCb-jaMb = \f{x)dx~ \é(x)dx= 7/ Ne )* «{*))<*
tenglikni hosil gilamiz.

2. Aylanish jismining hajmini hisoblash

\ab\ oraligda f(x) funksiya uzluksiz boiib, f{x)>0 tengsizlik
o‘rinli bo'lsin. Biz y=f(x) funksiya grafigini OX o‘q atrofida
aylanitirishdan hamda OXYZ fazodagi x=a va x=b tekisliklar bilan
chegaralangan aylanma jismning \Vhajmini topish masalasini garaymiz
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Bu masalani hal gilish uchun \a,b\ oraligni
a=x0<x, <x2<...<xn=b nugqtalar bilan boiaklarga ajratamiz. So‘ngra
[x¢,xM] oraligdan biron-bir ¢, nugtani olib, [x,,xM\ oraliqgga mos keluvchi
aylanma jism hajmining radiusi /(#¢) ga va balandligi Ax( ga teng
boigan silindr hajmi bilan almashtiramiz. Maiumki, Ax, —0 da bu
almashtirishdagi xatolik kamayib boradi. “WwnxIH\ ga mos keluvchi
silindr hajmi 7f2(")Axi ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi tagribiy

nl

tenglikni hosil gilamiz: V«
(=0

n-1 b
Natijada ushbu V=J™_ Ry, rf2fé  =jrf2(x)dx
i=0 a
tenglikni hosil gilamiz. Demak, aylanma jism hajmi uchun quyidagi
b
formula o‘rinlidir: V= "rf2{x)dx

a

Aniq integralni iqtisodiyotda qoilanilishi.
Zaxiralarni boshqarishda Vilson modeli

y(t) - t(t>0) vaqtdagi ma’lum  mahsulotning  ombordagi
zaxirasi  boisin. t> 0 vagtda y(t) >0 boisin, ya’ni omborda
mahsulot tanqisligiga yoi qo‘yilmasin. Mahsulotdan JI intensivlik
bilan teng tagsimotda foydalanilsin, ya'ni At vaqtda ombordan
zaxiraning  juAt  gismi  olinsin. Boshga tomondan, vaqtning
t0=0,t1t2,t},... holatlarida omborga QoiQi’Qi'Qi'—  miqdorda
mahsulot  keltirilsin. Ombordagi  y(t) mahsulot  zaxirasining
o‘zgarishini  quyidagi boiakli-sillig  chiziglar bilan tasvirlash
mumekin, birnda og‘ma kesmalar parallel va #=tga.
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y(t2) —orqali T2 navbatdagi vaqt uchun ombordagi shu
vagtgacha  boigan mahsulot zaxirasini, y(t%) - orgali t2 vaqtda
omborga Q2 migdordagi mahsulot Keltirilgandan so‘nggi mahsulot
zaxirasini belgilaylik. Demak, y{t2) =y(t2)+Qz2.

s birlik vaqt davomida bir birlik mahsulotni saglash uchun

xarajatlar, g bir partiya mahsulot hajmini yetkazish uchun
xarajatlar boisin.
U holda T vaqtdagi o‘rtacha xarajatlar

fTO(0,0<t<T):1(s-\ry(t)dt +gn(T)) munosabat bilan aniglanadi, bunda
0

n(T) - [0;T] vaqt oralig‘idagi mahsulot yetkazishlar soni.

Zaxirani boshgarish tizimini optimallashtirish  uchun
t0=0,t1t2t3... mahsulot yetkazish vagtlarini va Q0,Qi,Q2Q3,- mahsulot
miqdorlarini  shunday tanlash  zarurki, bunda fTy) funksiya
fiksirlangan T giymatda minimumga erishsin. Bunda T davmi
rejalashtirish gorizonti deyiladi.

Ta'rif. Agar barcha yetkazilayotgan mahsulot migdorlari
teng, ya'ni Qo=Qi=Q2=Q3=...-Q va barcha vaqt oraliglari teng,
ya'ni i, MjeN boisa, u holda Q mahsulot migdorini yetkazishga

mos rejaga Vilson rejasi deyiladi.
Teorema. Har ganday T vaqt uchunfr(y) funksiya minimumga
erishadigan optimal reja mavjud va u Vilson rejasidir.
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Q- [0; 7] wvagt oralig‘ida n(T) mahsulot yetkazishlar soniga
mos mahsulot yetkazish hajmi boisin, ya'ni juT=Qn(T). U holda

/rOo<D),0,i, r)=1(F.-~+gW(r))=F+M .
Bu funksiya qo= giymatda o‘zining minimumga erishadi.
Bunda, agar butun son bo‘lsa, R0 mahsulot yetkazishning optimal

oichovini ifodalaydi va demak unga mos reja Vilson rejasidir.

Mahsulot hajmi
a dan b vagtgachaf(t) mahsulot unumdorligida ishlab chigarilgan

b
mahsulot hajmi q = f f (t)dt formula yordamida hisoblanadi.
a

Agar mehnat xarajatlari vaqtga chizigli bogiiq, kapital xarajatlari
o‘zgarmas boisa, u holda Kobbi-Duglas funksiyasi fit) =(at+R)er'
ko‘rinishda boiadi. Bu holda T vaqtdagi ishlab chigarilgan q mahsulot

hajmi q::!(a<+f3)er'dt formulabo‘yichahisoblanadi.

Agar f(t) vaqt birligidagi elektr energiya xarajatlari funksiyasi
maium boisa, u holda (a,b) vaqtdagi elektr energiya xarajatlarini
dastlabki formula bo‘yicha hisoblash mumkin.

Masalan 1. Ishchining mehnat unumdorlik  funksiyasi
/(i) =-0.3125i2+2.5t, bunda t vaqt, soatlarda, ()<t <1. 15 kishidan
iborat guruh bir oyda (21 kun) ishlab chigarilgan mahsulot hajmini
toping.

Yechish: Bir ishchining 1 ish kunida ishlab chigarish mahsulot
miqgdorini hisoblaymiz:

7
=25.52 (shb.)
0

15 kishilik guruhning bir oy (21 kun)da ishlab chigarish mahsulot
miqdori q=qx-21-15=25.52-21-15=8038.8 (shartli birlik)
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Diskontlash
p foizli stavka bilan maium t vagtdan so‘ng olingan summa oxirgi
giymati bo'yicha dastlabki qo‘yilgan jamg‘armani aniglash diskontlash
deyiladi.
Diskontlash masalasi kapital Kiritishdagi iqtisodiy effektivlikni
aniglashda keng goilaniladi.
f(t) t vagt bo‘yicha o‘zgaruvchi foydani aniglovchi funksiya boiib,

nisbi}/ foiz normasi (= va foizlar uzluksiz qo‘shib hisoblansin. Bu
t
holda T vaqt davomidagi diskontlash K foyda K =jf(tle~"dt formula

bo‘yicha hisoblanadi.

0 ‘rta giymat
Funksiya o‘rta gqiymatidan korxona mulkining soliglarini hisoblash
uchun foydalaniladi. Bu soliq giymati quyidagi tenglik yordamida
hisoblanadi:

N=k-f(c) =p Jo~ ff(x)dx

bunda k - korxona turiga bogiiq koeffitsient, f(¢) bir yillik mulkning
o‘rta giymati, [a,b\ yilga teng vaqt oralig‘i. Aniqg integralni bir yilni 12
oyga boiib trapetsiya formulasi bilan targibiy hisoblash mumkin:

* =r /0+2/(12)HV +/(2)+ + 0)e
Bunda,
f(0) - lyanvardagi mulk giymati,
f(l) -1 fevraldagi mulk giymati,

f(11) —1 dekabrdagi mulk giymati,

f(12) - keyingi yilning 1yanvaridagi mulk giymati.

Igtisodda ko'pincha o‘rta giymatlarni bilish muhim ahamiyatga
ega. Bu kabi masalalar o‘rta giymat hagidagi teorema yordamida hal

etiladi, ya’ni
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jf(x)dx =f(cjHb - a), bunda Ce [a fi],
Bundan f(x) funksiyaning [a; 6] oraliqdagi f(¢c) o‘rta giymati

/(c) :-b—-_-éfF(x)dx formula yordamida hisoblanishi kelib chigadi.

Masalan 2. Agar mahsulot hajmi 2 dan 4 shartli birlikkacha
0‘zgarganda xarajatlar funksiyasi c¢{x)=3x2+4x+2 bo‘yicha mahsulot
ishlab chigarish va xarajat uchun o‘rta giymatni toping, bunda
X - mahsulot hajmi, shartli birlikda.

Xarajatlar o‘rta giymatni qabul gqilgandagi mahsulot ishlab
chigarish hajmini ko‘rsating.

Yechish: 0 ‘rta giymat formulasidan foydalanamiz: a=2, b=4,
f(x)=C(x).

Cor=--1- fax2+4x +l)dx =~ (X3+2X2+2x)*= 42

Demak, o‘rtacha xarajatlar 42 kun birlik.

0 ‘rtacha xarajatlarga mos ishlab chigarish hajmini topish uchun
C(x)=42 tenglamani yechib x>0 yechimini olamiz: 3x2+4x+2=42,
3X2+4x-40=0, xi =3, x2=-my «

Demak, x=3 shartli birlik mahsulot ishlab chigarishga o‘rtacha
xarajatlar mos keladi.

Masalan 3. Chegaraviy daromad funksiyasi #(*)=20-0.04* ga
ko‘ra daromad va talab funksiyalarini toping.

Yechish: Daromad funksiyasi: j(20-0.04x)dx=20x-0.02x2+C .
R(0)=0 shartidan C=0 kelib chigadi.

Demak, R(x) =20x-0,02x2. Agar har bir ishlab chigarilgan mahsulot
P pul birligida sotilsa, daromad R=xp formula bo‘yicha hisoblanadi.
Demak, p(x) talab funksiyasini topish uchun daromadni x mahsulot
migdoriga nisbatini olamiz:

p(x) =-X,, p =20-0.02x.
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Daromadning notekis tagsimoti koeffltsienti
y=f(x) funksiyasini garaymiz, bunday bu umumiy daromadning x
kam ta’minlangan aholi oladigan ulushi. Masalan, y(0,8)=0,6 tenglik
umumiy daromadning 60% ni 80% kam ta’minlangan aholi oladi.
Tabiiyki, o<x<i, o<y<i, y <x. y(0)=0, ya’'ni nol daromadli aholi yo‘q
\ay(l)=1, ya’ni butun daromad butun aholidan undiriladi.

Rasmda y=f(x) funksiya grafigi kel-
tirilgan. U Lorens egri chizig‘i deyiladi.
Agar daromad tagsimoti mukammal boi-
sa, U holda umumiy daromadning 10% ni
10% aholi oigan 20% ni 20% aholi oigan
va hk. boiardi. Bu holda daromad

tagsimoti y=x egri chiziq boiardi.

Hagiqiy daromad tagsimotining ideal tagsimotdan ogishi y=x va
y -Hx) Lorens chizigi bilan chegaralangan soha yuzi L ningy-x, x=0 va
x=I chiziglar bilan chegaralangan soha yuziga nisbati bilan oichanadi
va u odatda daromadning notekis tagsimoti (Jini) koeffltsienti deyiladi.
o<L<l ekanligi ravshan. L=0 giymat daromad tagsimoti mukamalligini
bildiradi.

Masalan 4. Lorens chizigi y=\-~\-x1(0<x<l, 0<y<l) ekanligini
bilgan holdaJini koeffitsientini hisoblang. (Bu yerda, x - aholi ulushi,
y - shu aholining daromadi ulushi.)

Yechish: S =l ekanligidan ~ *=1-2S, Demak,

. 1 1
* —=1- 2f(l- VI- X)itc=1-2¢ [dJ ~ ™ [-x 20\=2~\-xAdx-I. fVI-x2dc=

Hisob chizigi
Ko'pincha qo‘shimcha migdorda mahsulot ishlab chigarish uchun
gancha vagqt kerakligini bilish muhim hisoblanadi. Shu kabi hisoblarda
hisob chizigi deb ataluvchi chizigdan foydalaniladi.
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T=F(x) birinchi X birlik mahsulotni ishlab chigarish uchun zarur
bo‘lgan vaqt, odatda, soat o‘lchovida bo‘lsin. U holdaf(x)=F'(x), (x+1)
dagi mahsulot birligini ishlab chigarish uchun zarur vaqgtni anglatadi.
Odatda f(x)=axb ko'‘rinishidagi funksiya qo‘llaniladi, bunda a> 0,
-I<b<0.

y y=axh y=axbh\soh chizig‘i. y =f{x) kamayuvchi
funksiyadir, chunki biror amalni bajarish
uchun zarur vaqt takrorlashlar soni ortishi
bilan kamayadi. (ni+1) dan 12 ta birlik

A mahsulot ishlab chigish uchun zarur AT vaqt

at =f\f{x)dx formula yordamida hisoblanadi.
q

Iste’molchi va yetishtiruvchining yutug‘i
P=f(x) ma’lum mahsulotga bo‘lgan talab D egri chizig‘i vap=g(x)
taklif S egri chizig‘i bo'lsin; (xo; po) bozorning muvozanat nugtasi
bo‘lsin.
Ba’'zi iste’molchilar bu mahsulotni
P>Po narxda xarid gilishlari mumkin. Po
muvozanat narxga nisbatan
iste’'molchining  yutug‘ini  topamiz.
Buning uchun [0; xo] oraligni n ta
gismlarga bo‘lamiz:
0=X0<X, UK2<..<x,, =X0. Har bir
oraligdan x' x] nugta olamiz. | =\A.
i-oraligdagi iste’molchi yutug'i.
P) - , bunda Jk =xi-xilbo'ladi. Barcha yutuglami yig‘ib

¢ (p&)-pdmx iste’molchining yutug‘ini aniglaymiz.
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Agar talab funksiyasi uzluksiz boisa, va n—eo, shu bilan birga
max(Axi)—0, u holda bu interval yig‘indi limit giymatga ega boiib, u

H/o(*)-/»)* gateng.
Demak, iste’molchining yutugi c= bf(x)dx-po x0. Xuddi shu kabi

yetkazuvchining yutugi p =p xo- 6g(x)dx keltirib chigariladi.

Iste’'molchining yutugi D taklif funksiyasi va P=Po t/ch bilan
chegaralangan soha yuziga, yetkazuvchi yutugi P=Po t/ch va S taklif
egri chizigi orasidagi yuzaga teng.

Masalan 5. P=116-x2 talab va p =~x+20 taklif funksiyasiga ko‘ra

iste’-molchi va yetkazuvchi yutugini bozor muvozanat nugtasiga
nisbatan aniglang.
Yechish: Bozorning muvozanat nugtasini aniglaymiz:

116-J02= 50+ 20, 3x2+5x-2 =8, =9, Xg=
X0=9, P0=35, Po mxo =35 m9=315
Iste’molchi yutugi: ¢= J(il6-x2)&-3i5=(il6x- -315=1486

Yetkazuvchi yutugi esa:

P=315- f\5—>e<+2@3N =315-fAx2+20x  =315—— 81+ 180= 67,5

Kapital o‘zgarishi

Agar I(t) investitsiya o‘zgarishi funksiyasi, A(t) korxona kapitali
boisa, u holda /(?):E'
Investitsiya o‘zgarishini bilgan holda korxona kapitali o‘zgarishini

. . ]
aniglash mumkin: aa=

o
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10. Qatorlar
Musbat hadli sonli gatorlar

Ta'rif. Sonli alar,ar,...,an..., ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan

@
- (1)
ifodaga sonli gator deyiladi.
Bu yerda, g,a2a3. . . qator hadlari, an esa gatoming umumiy

hadi deyiladi. Yuqoridagi ta’rifdan ko‘rinadiki gator ma’lum gonuniyat
bilan tuzilgan sanoqli sondagi qo‘shiluvchilar yig‘indisi bilan aniglanar
ekan.

()-ifoda gatorning dastlabki chekli sondagi hadlaridan tuzilgan

Ushbu Si=ai, S2=ai+az,...Sn=ai+az+...+an
yig‘indilarga, shu gatorning xususiyyig ‘indilari deyiladi.

Agar gator hadlari sanogli ekanligini e’tiborga olsak 5152...,5',,....
xususiy yig‘indilar ham 0‘z navbatida sonli ketma-ketlikni tashkil
etishini ko‘ramiz.

Ta’'rif. Agar xususiy yig‘indilarning {Sn} ketma-ketligi £imSn=s

chekli limitga ega boisa, u holda ushbu o yaginlashuvchi gator, limit

S esa gator yig‘indisi deyiladi va R (2)
ko‘rinishda yoziladi.
Ta'rif. Agar {5} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘Imasa (limiti
cheksiz yoki mavjud emas), u holda (1) uzoglashuvchi gator deyiladi.
Masalan 1. Quyidagi gator tekshirilsin:

1-2
Avval xususiy yig‘indilarni ko‘raylik:

1-2 1.2 12
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] pE— =1

1 h*— 1
1-2 2-3 n(n+1) 2 2 3 n n+l n+1

Bundan SN= im <>, =&imi—, —) =i <m hosil gilamiz.
Demak Y—!+—D yaginlashuvchi gator boiib, yig‘indisi S=1 ekan.
Masalan 2. Bizga avvaldan tanish bo‘lgan, cheksiz geometrik
progressiya hadlaridan tuzilgan gatorni ko‘raylik:
b +bq +bq2+...+bqn~'+...=qun~\{b*0) (3)

Uning dastlabki n ta hadlari yig‘indisi s, =- ~=-A + "
g yig *"(? S 1q—q

formula bilan aniglanadi.
(3)-gator yig‘indisi uchun oldingi tasdiglar bevosita q ga bog‘liqdir.
1) agar W<i bo‘lsa, Wmq"-0 bo‘lgani sababli S=£imSn=-—

chekli limitga ega bo‘lamiz. Ya'ni p|]<d bo‘lganda (3)-ifoda

— formula bilan

yaginlashuvchi gator bo‘lib, uning yig‘indisi S:-\’\_q

hisoblanadi.

2) agar W>i bo'lsa, \i\j\w=<sekanligi ravshan. Shu sababli, «<-1
da UmSn mavjud bo‘lmaydi, g>l da 0mSn=¢ bo'lib, (3)-ifoda
uzoglashuvchi gator bo‘ladi.

3) agar =1 desak, Sn=b+b+..+b=b-n ko‘rinishni oladi. Bu holda
ham iimsn=m bo‘lgani sababli (3)-ifoda uzoglashuvchi gator bo‘ladi.

4) agar q=-1 deb olinsa (3)-ifoda gator

b-b +b-b+... +(-1)"-'b +..
ko‘rinishda bo'ladi. Bunday gator uchun
Sn=Sm=2>8n =$2+4 ~b, (n=123-)+ Bu esa fimSn mavjud emasligini
bildiradi. Shuning uchun g=\ bo‘lgan holda ham (3)-ifoda
uzoglashuvchi gator bo‘ladi.
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Qatorlar nazariyasini bayon qilishni yaginlashuvchi gatorlaming

ba’zi sodda xossalarini keltirishdan boshlaymiz:
®

'Qan =—a\+a2+a3+m-< +ew (1)
¢

0

gator berilgan boisin. Uning hadlaridan tuzilgan amt +am2 +e~" an

ko‘rinishdagi qatorga (I)-gatoming m qoldig‘i deyiladi. U ham o'z
navbatida gatordir.

1-teorema. Agar (l)-gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning har
ganday goldig‘i ham yaginlashuvchi bo‘ladi va, aksincha, gator goldig’i
yaginlashuvchi bo‘lsa, uning o‘zi ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isbot: Agar (I)-gator uchun Smkxususiy yig‘indi olsak

mHk m mk mk
=ZX =Z a»+ X an=sn+sUsl ='L an
n=1 =i n=m+l IS

munosabat hosil boiadi va s kni m goldig gatorning k xususiy yig‘indisi

deb garaymiz.
Teorema shartiga ko‘ra (l)-gator yaginlashuvchiligidan
EWSKZHQ{SM' Sni :i(r;)iqrpSmk-S m=S-Sm

Bundan goldiq gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

Qoldiq gator yaginlashuvchi bo‘lsin (bu yig‘indi Rmbo‘lsin).

Bu holda Gmsh=0mSmk=£im[Sm+SKl=S +0mSk=Sm+Rn<x>
Demak, (I)-gator yaginlashuvchi boiadi.

Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltirishni lozim topdik.

2-teorema. Agar yaginlashuvchi qator boiib, yigindisi S
=
bo'lsa, . =gm gator ham yaginlashuvchi gator bo'lib, yig‘indisi, k-S
ga teng boiadi.

Bu teoremani quyidagicha talgin etish mumkin.
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Agar JX vyaginlashuvchi gator boisa Yuka= boiadi, ya'ni

o‘zgarmas Kko‘paytuvchini cheksiz yig‘indi belgisidan tashqariga
chigarish mumkin.

3-teorema. Agar ova yaginlashuvchi qatorlar boisa,

li=1 «1

o(@,xz>,) gatorlar ~ ham  vyaginlashuvchi  gatorlar  boiib,

li=1

+hn) =Yjan=Yjbn tenglik o‘rinli boiadi.

n=1 =1 n=1

Qatorlar soni chekli boiganda ham teoremaning o‘rinli ekanligini

ko‘rsatish mumekin.
@

4-teorema. Agar 'Ylan yaginlashuvchi gator boisa, had tartib
ragami cheksiz o'sib borganda gator umumiy hadi an nolga intiladi,
ya'ni timan=o.

o]

Isbot: Yr#an yaginlashuvchi boigani uchun, ums =s.

Demak, tims"=s.
Agar s,-S,, , =an tenglikni e’tiborga olsak,
timan =tim[Sn ]=timsn- timsm=s- s =0.
Natija: Agar (I)-gator uchun tima, =o shart bajarilmasa, u holda (1)-
gator uzoglashuvchidir.
Masalan 3. (;I(I +-y) uzoglashuvchi gatordir, chunki

lima,, =£im[ 1+~-1=1*0
A0 05
Ta’kidlab oiamizki Uman-0 boiishi gator yaginlashishining fagat

zaruriy sharti boia oladi. Ya’'ni yaginlashuvchi boisa, tima, =o.
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Lekin ima =0 boiganda, har doim ham Yan yaqginlashuvchi gator

boiavermaydi.

«

Masalan, g( - =i+é Pt gormonik gator uchun &man=- =0
n n

shart bajarilsada, bu gormonik gator uzoglashuvchi qatordir. (Biz bu
tasdigning isbotini keyinroq keltiramiz).

Agar asosiy magsadimiz yaginlashuvchi gatorlami va ulaming
yig‘indisini aniglash deb hisoblasak, bundan buyon n—Kc¢ da umumiy
hadi nolga intiladigan Qma,=o0 gatorlar bilan ish ko‘rishligimiz ayon
boiib chigadi.

Agar gator yaginlashishi va uzoglashishi hagidagi ta'riflarga e’tibor
bersak, bunday masalaga HmSn ni tekshirish orgali javob olishimiz
mumkin. Biroq har ganday gator uchun ham §, xususiy yig‘indini
tekshirish oson bajarilmaydi. Hatto, sn ning ifodasini soddalashtirib
olganda ham ushbu amSn limitni hisoblash maium qiyinchiliklarga olib
keladi.

Bunday qiyinchiliklardan qutilish magsadida, qatorlar nazariyasi
ishlab chigilgan.

Musbat hadli gatorlar

Ta'rif. Agar barcha n=123,.. lar uchun a,>0 boisa,

a,+a2-+a] +--+ari+-- :"?,tm usbal hadli gator deyiladi.
n

Bizga ikkita . ) musbat hadli gatorlar berilgan boisin.
5-teorema. Agar @barcha «=123- lar uchun an<bn, boiib
yaginlasbsa, ’[{Jlaryciqinlashiivehi gator boiadi.

Isbot: Qato(rclarning xususiy yigindilarini mos ravishda
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S,, =« +a2+....+a,
SK=6, +>2+ .. +bn

deb belgilaylik. Teorema shartiga ko‘ra (r;ﬁ, yaginlashuvchi, ya’ni
timSK=sb<oo. Lekin, Sa <SK <Sb tengsizlik o‘rinlidir. Bundan £.J

monoton o‘suvchi ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan ekanligi
kelib chigadi. Maiumki, har ganday chegaralangan monoton o‘suvchi
ketma-ketlik chekli limitga ega. Shu sababli, timsa =s,, <oo

Demak L a ,, yaginlashuvchi gator ekan. Teorema isbot gilindi.
|

Masalan 4, Quyidagi: I+—+2 +JL+..+)-+.., gator
yaginlashuvchi gatordir. Hagigatan agar:
il | I
My e
gatorni olsak, bu gatorlar uchun \ < ”;(n =123.)

Ya’'ni ikkinchi qator ikkinchi hadidan boshlab, birinchi hadi * va

maxraji q=" boigan, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning

barcha hadlari yig‘indisidan iborat. Shu sababli, bu gator yaginlashuvchi

gator boiib, yigindisi i+-~- =i- gatengdir.
1-- 2
2

6-teorema. Agar barcha «=123,... lar uchun an<bn boiib,

n=1

uzoglashuvchi boisa, ¢>, ham uzoglashuvchi gatordir.
Masalan 5. i+h£=+-j=-i--J=+.--+-¥n=+.~. qator tekshirilsin.
V2 W3 14 -
Yechish: 1+-+1+l+ gor monik qatorni olaylik. Barcha
»=123,...1ar uchun h< yjlﬁ hamda gormonik qator uzoglashuvchi
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gatordir.  Shuning uchun 6-teoremaga asosan, berilgan qator
uzoglashuvchidir.

Qator vyaginlashishi yoki uzoglashishini boshga qatorlarga
tagqoslamasdan, balki uning hadlaridan tuzilgan ba’zi ko‘rinishdagi
ifodalarning *->°0 dagi limiti giymatiga garab, aniglovchi alomatlar
ishlab chigilgan. Shulardan ba’zilarini keltirib o‘tamiz.

Dalamber alomati. Ya musbat hadli gator bo‘lib Un— =b limit

mavjud bo‘lsin.
1) agar ;<I bo'lsa, gator yaginlashuvchi;
2) agar (>1 bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Isbot: Teorema shartiga ko‘ra jip— =b.
n

Ya'ni, har ganday yetarlicha kichik musbat e son olinmasin,
shunday no topiladiki, undan kichik bo‘Imagan n lar uchun

A
o

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya'ni b-SK-~Kb +S, n<=N,n>n0
ar

1 b<\ bo‘lsin. Biz e sonni shunday tanlab olamizki, bunda b+s<1 shart
bajariladi. Agar b+s =g desak, o<g<\ bo‘ladi. 0 ‘z navbatida « >n, lar

uchun — <?, ya’'ni a,,, <amg tengsizlikka ega bo‘lamiz.

an

Oxirgi tengsizlikni n=no, no+1, no+2,... lar uchun yozsak, quyidagi

tengsizliklar hosil bo*ladi:
o+ <an®

N B<o, £7<a, D3

Qaralayotgan gatorning, ushbu a0t +,00+,08+e
n - goldig‘ini garasak, uning hadlari c, =a, Q" - geometrik progressiya
hadlaridan tuzilgan ushbu a”q+a~g2+arr f +ee
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gatorning mos hadlaridan kichikdir. gator, Q<g<\  bo‘lgani

n=1

sababli yaginlashuvchi gatordir. U holda solishtirish teoremasiga ko‘ra

no goldiq gator va undan esa o gator yaqginlashuvchi ekanligi kelib
chigadi.

1) Endi b>i boisin. Biz £>0 shunday tanlab olamizki b -e>i boiadi. U
holda n>n,, laruchun ap <a,., < ., <**

Bu munosabatlar garalayotgan musbat gator hadlari 0°sib
borishligini hamda dman*o ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa gator
yaqginlashining zaruriy sharti bajarilmayotganligini bildiradi. Demak,
b>| boiganda e, uzoglashuvchi gator ekan.

Eslatma. Agar b=l boiib qolsa, qatorlarning ba’zilari
yaginlashuvchi boisa, ba’zilari uzoglashuvchi boiadi.

Demak, Dalamber alomatini b=l da qoilab boimaydi.
Bunday hollarda gatorni boshga alomatlar yordamida tekshirish zarur.

Masalan 6. Ushbu |+£+§1ﬁ3+- gatorni yaginlashuvchi gqator

sifatida tekshiring.
Yechish: Qatorning umumiy hadi an 1L -2 -3 n
an " (In+1)! ul »*» 2n—HU(2« +I) [\ "m+l 2
Demak, berilgan gator yaginlashuvchi ekan.
Koshi alomati. ¥ an (a, >0) qator uchun dm  =q boisin.

U holda: g<I boiganda gator yaginlashuvchi, g>1 boiganda gator
uzoglashuvchi boiadi. Bu yerda ham g=I boiib qolsa, gator
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligi ochiq goladi.

Masalan 7. — +—2+ -4 —m qator tekshirilsin.
bR birb In 4

Yechish: Qatorning umumiy hadi 8= T nlgg]lllgllshga ega.
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Bundan, 1im =lim >>-£n-,,2ﬁ-_i_-]5:§_immeﬁ_|—_ljr:0<1.
Demak, berilgan gator yaginlashuvchi ekan.

Masalan 8. E(r\U «+2)()] gator tekshirilsin.

Yechish. A'W =lim

tk>00 n +2

=4>1, ya'ni berilgan gator
uzoglashuvchi.

Koshining integral alomati. Agar (ﬁg sonli gator berilgan
bo‘lsa, uning umumiy hadini natural sonlar to‘plamida aniglangan
a, =/(«) funksiya deb garash mumkin, ya’ni rﬁ; =>§/(»).

Keyinchalikf(x) funksiyani [1;o3 oraligda garaymiz.
7-teorema. Agar f(x) funksiya x>I boiganda musbat uzluksiz

funksiya boiib, 1\f(x)olx x0s boimagan integral yaginlashuvchi boisa, u

holda ¢a,, yaginlashuvchi qgator boiadi va ushbu xos boimagan
=

integral uzoglashsa, gator ham uzoglashuvchi boiadi.
Masalan 9. gatoming yaginlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

«“ln

Yechish: Qator umumiy hadi an=f(n)=\ ko'rinishda.
Qatorga mos keluvchi xos boimagan integralni hisoblaymiz:

[ | Af

T(dx = Fetk=dm  =Um- -f =gm  +1 =1<HD
J ' Ix2 AT-w>Jx 2 AT->=0 rl +H0 N

Demak, yaginlashuvchi gatordir.

Masalan 10. Yﬁ gormonik gator uzoglashuvchi gatordir.

Isbot: Qator umumiy hadi an=/ («)=-
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Bungako‘ra: if/(x)ifc =Tfﬁx =¢m?;=g]p inx?f = Wi[&iiV+0] = 00.

Shunday qilib, 4 gormonik gator uzoglashuvchi gator ekan.

K

Masalan 11. Qator yig‘indisini toping: 12 23 34 "W n(n+D)

Yechish: Qatoming « xususiy yig‘indisi

1-2 2-3 3-4 n{n +1)’

1 -1 1 1 1 1 1 1 1

1-2% 27 2-3~2 3 3-4 3 4’ nra+l)_n n+V
2 23 3 4 non+1 N+l «+1
Bundan limS =lira —=l, ya’ni berilgan gatoming yig‘indisi S=I.

Masalan 12. Qatoming yaqginlashishini tekshiring: jr 2";3"

Yechish:  an= *3 =f +fij =xz+c, ~bva 2 c-qatorlar

maxraji ¢ < 1 boigan geometrik progressiya tashkil gilgani uchun
yaginlashadi. Ulaming yig‘indisi mos ravishda

sb=-ﬁq_=21, sc=i.Shuning uchun gator yaginlashadi va yig‘indisi 1,5 ga

teng.
Masalan 13. Qatomining yaginlashishini tekshiring: Y TR
Yechish: Qator umumiy hadini sodda kasrga yoyamiz:
2 2 2 1 1
4«2+8n +3 @nHf2n+) 2n+H 21+3

U holda ¢, 11411141 111
355 7 7 9'% 2n+l 2n+3 3 2«+3

e . 1 1
Qator yig‘indisi esa s =lim s,, =lim 3 2es3

276



Masalan 14. Qatoming yaginlashishini tekshiring: Y i

Yechish: fA 2—— In» <« ,—Ann>—A.n2- \nn>n2-n.
~in~ -lh«

S NP PSR S R oy "\1 n_|,

Demak, berilgan gator ham yaginlashuvchi.

Masalan 15. Qatoming yaginlashishini tekshiring:

f3h +4» +5Y)
~t\"6n2—3n —1J

Yechish: an=i3«2+4” +5
A6«2-3/1-1

lin"/ah = =lime 623-1=lime 12=Ilime""12=0<1.
=00 N gy —3/2—1

Qator yaginlashuvchi
Ishorasi almashuvchi gatorlar

Agar {aj ketma-ketlik elementlari musbat bo‘lsa
a, - a2+a3- ad+.... (4)

ko'‘rinishidagi gator ishorasi almashuvchan gator deyiladi.

8-teorema (Leybnis teoremasi). Agar (4)-gator ishorasi
almashuvchan gatorda a >a2>a3>....>a,>.. bo‘lib, uning umumiy
hadi nolga intilsa (Uman=0), u holda (4)-qator yaqginlashuvchi qator
bo*ladi.

Isbot: Sn bilan (4)-qator xususiy yig‘indisini belgilaymiz. Agar
iimSnchekli ekanligini ko‘rsata olsak teorema isboti kelib chigadi.

Avval: xususiy yig‘indini olib, uni

S2m = («1 “ a2)+ («3 ~&J + ' 'm(«2-1 - a2m)
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ko‘rinishda yozib olamiz. Teorema shartidan at_-ak>0 va s2r~0 hamda
sdrketma-ketlik o‘suvchiligini aniglaymiz.
Shu bilan birga yig‘indi uchun

S =ai~(“2- a3)" («4 - «5) —woeeeer (fl2m2 ~ «@™-1)~ «2-+ D CH ~, S2m<1l,.

Shunday qilib, {&/} yugoridan chegaralangan monoton o‘suvchi ketma-
ketlik ekan. Bunday S2m ketma-ketlik m—e da chekli S limit ega
bo‘ladi, ya’'ni Umsan=s.

Ushbu s2am=samra2n tenglikdan va teoremaning Uma2rt=o shartidan
Umsaw, = limSan+lima2t, =5 +0 =5 tenglik kelib chigadi.

Shunday gilib, fimi, =s <a> Demak, (4) yaginlashuvchi gatordir.

Masalan 1. °lator yaginlashuvchi gatordir.

Chunki, 1)3; > S>>, 2) iima =Um-—=0.

Demak, Leybnis teoremasi shartlari bajariladi.
Absolyut va shartli yaginlashuvchi gatorlar

Bizga hadlari ixtiyoriy sonlardan tashkil topgan, ushbu
a,+a2-+a3k--I-a, H- (5

n=

gator berilgan bo‘lsin. Bu qator hadlari modullaridan iborat bo‘lgan,
ushbu

KI+KT+KT+-+KI14-=7k]I (6)

gatomi garaymiz.
9-teorema. Agar ¢la,] gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
n=1

£=1
gator ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Isboti: Yordamchi gatomi garaymiz:

Z. k +kh)=(ai+W)+ («2+K 1)+ --- (7)
«—
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Modul xossasiga ko‘ra 0<a, +fa, |k Jn=123" boiib, (KI

n=1

gator yaginlashuvchiligiga asosan, ;(2]a,]) gator ham yaginlashuvchi
=

gator boiadi. 0 ‘z navbatida taqqgoslash teoremasiga ko‘ra (7)-gator
yaginlashuvchi boiadi. Ushbu

X +k)-Ehl

= /H =18
tenglikdan . gatorning yaginlashishi kelib chigadi.

Teskari tasdiq o‘rinli emas, ya’'ni " yaginlashuvchi boisa, %a,]
yaginlashuvchi boiishi shart emas.
Shunday holatlar boiadiki ]Ta, vyaginlashuvchi, ammo £]a,|

uzoglashuvchidir. Bunday hollami tartibga keltiruvchi  ayrim
tushunchalami kiritamiz.

Ta'rif. Agar berilgan ) gator hamda uning hadlari
=)

modullaridan tuzilgan ¢]a,] gator ham yaginlashuvchi boisa, u holda
=]
absolyutyaginlashuvchi gator deyiladi.

Ta'rif. A inlashuvchi t boiib, ¢a,

a’ri gar " yaginlashuvchi  gator  boii (,/ha |

uzoglashuvchi boisa, gator shartliyaginlashuvchi gator deyiladi.
=

Masalan 2. . , =, - qator tekshirilsin.,

Yechish: Bu qator ishorasi almashuvchan gator boiib, Leybnis
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi, ya’'ni yaginlashuvchi
gator.

Lekin uning hadlari modullardan tuzilgan: oo et - gator
gormonik gator boiib, uning uzoglashuvchi qator ekanligi bizga
ma’lum. Shu sababli, ?'rf-l)"l-n shartli yaginlashuvchi gator ekan.
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Masalan 3. Qatoming yaqinlashishini tekshiring:

1.1 1. (1) 71
: 2 3 4 ( n
Yechish: Maiumki, bu qator Leybnis alomatiga ko‘ra
yaginlashadi.

Qator hadlarining o‘mini almashtirib, quyidagicha guruhlaymiz:
1 1 1 1 INNO 1 14
(Lol Gy & Cgmgypy) 4
. 1 1, 1 Ly 1111
Yokl G+ -5t et
ya’'ni gator hadlari o‘mini almashtirishdan uning yig‘indisi 2 marta
kamaydi.  Ko‘rsatish ~ mumkinki  (Riman  teoremasi)  shartli
yaginlashuvchi gator hadlari o‘mini almashtirish bilan oldindan berilgan

ixtiyoriy yig‘indini, hatto uzoglashuvchi gatorni hosil gilish mumkin.

Darajali gatorlar
Ta’'rif. Hadlari fiinksiyalardan iborat boigan ;/,,(x) ko‘rinishdagi
gatorlargafunksional gator deyiladi. B
Misollar: 1)’\00’\VI"X =/ +Een+exdd—s

n=1

sinnx . sin2x _ sin3x
2)Z, = §MX-l-mmn foem fomen L by
i wn 22 32
Ta'rif. X a»*” =a0+ajx2+—-+arkn-+=m (8)

ko‘rinishdagi fiinksional gatorga darajali gator deyiladi.
Bu yerda, andarajali gator koeffitsientlari deyiladi.

Misollar: 1) +
S rn 2 3 4

MHv2(*) !

=1
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Funksional gator uchun asosiy masala uning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini aniglash, bu holat sonli gatornikidan farglidir.
Darajali gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi asosan x
0‘zgaruvchinjng ganday giymat gabul qilishiga bevosita bog‘liq boiadi.

Ta'rif. Agar (8) gator x=x bo‘lganda yaqginlashsa, u holda (8)-
darajali gator x=x, nugtada yaginlashuvchi deyiladi.

Ta’'rif. x 0'zgaruvchining darajali gator yaginlashadigan

n=l
barcha giymatlari to‘plamiga, ushbu darajali gatorning yaginlashish

sohasi deyiladi va d(e) bilan belgilanadi.
®

Masalan 1. X X" =[+*+%*2+eee+*""foee
n=\

darajali gator x o‘zgaruvchining (-1, 1) oraligdan olingan har bir
giymatida cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi sifatida
yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, bu gator uchun D(Z)=(-1,1). Ta’kidlash
lozimki, ixtiyoriy darajali gatorning yaginlashish sohasi bo‘sh emas,
chunki har ganday darajali gator hech bo‘lmaganda x=0 da chekli
yig‘indiga ega.

10-teorema (Abel teoremasi). Agar (l)-darajali gator biror x-xo
da yaginlashsa, u holda bu gator J<J*0] shartni ganoatlantiruvchi barcha
x larda ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isboti: Bu yerda, x0*0 deb qarash kerak, chunki x0=o0 bo'lsa,
K <o shartni ganoatlantiruvchi to‘plam bo‘sh to*plamdir.

Teorema shartiga ko‘ra, ¢a,,x0" sonli gator yaginlashuvchi. Sonli

n=l
gator yaginlashishining zaruriy shartiga asosan, UmaxJ'=0. U holda
shunday o o sonni topa olamizki, barcha n=1,2,3,... uchun [a3)X0’|<c

boiadi.
Endi < po[ shartli ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x ni olib,



tengsizlikni e’tiborga olsak, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
hadlari yig‘indisi bo‘lgan jr gator yaginlashuvchiligidan,

solishtirish teoremasiga asosan (8)-gatoming yaginlashuvchiligi kelib
chigadi. Demak, (8)-darajali gator p<xQ shartni bajaruvchi barcha x
larda absolyut yaginlashuvchi gator ekan. Teorema isbot bo*Idi.

Quyidagi natija ham o'‘rinlidir. Agar biror x=xo giymatda (8)-
darajali qgator uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda i >jx,j tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x larda (8)-gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Bu tasdiglar darajali gatoming yaginlashish va uzoglashish
nuqtalari to‘plamlarini aniglashga yordam beradi.

Xususan: (8)-qator x=xo da yaqginlashuvchi bo‘lsa, ~-|xo}poO)
intervalda yaginlashuvchi, shuningdek x=xo da uzoqglashuvchi bo'lsa,
(8)-gator (—ee—poy Va(jxoj00) intervallarda uzoglashuvchi bo‘ladi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

11-teorema. Agar (8)-darajali gator x ning ba’zi qiymatlarida
yaginlashuvchi, ba’zi giymatlarida esa uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda
yagona shunday M>0 son topiladiki, (8)-darajali gator x ning [x|]<M
tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida absolyut yaginlashuvchi, x
ning K>m  tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  giymatlarida esa
uzoglashuvchi bo‘ladi.

Bu teorema yordamida topilgan M soniga (8)-darajali gatoming
yaginlashish radiusi, (-M, M) interval esa uning yaqinlashish intervali
deyiladi.

Quyidagilami eslatib o‘tamiz.

Qatoming berilishiga garab M chekli son yoki R=cc bo'lishi
mumkin. Ya'ni shunday darajali qatorlar borki, ular (-o,00 da
yaqginlashuvchi gator bo‘ladi.

Agar M chekli son bo‘lsa, u holda darajali gatoming yaginlashish
radiusi
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M=um  yoki M=Um-"= formula bilan aniglanadi. Umuman darajali

gatorning yaginlashish radiusi rR bilan belgilanadi {n =R).

Agar R chekli son bo‘lsa, Abel teoremasidan (8)-darajali gatorning
D(t)=(-R;R) sohada yaqginlashishi kelib chigsada, x=-R va x=R da
gatorning yaginlashishi yoki uzoglashishi ochiq qoladi. Bu masala har
bir darajali gator uchun alohida-alohida ko‘rib chigiladi.

Masalan 2. ?peY =l+x+x2+--+x" +eee gatorning yaginlashish radiusi

aniglansin.
Yechish: Berilgan gatorda an=\,n=123,.. R=Um  =Umi=1

Masalan 3. Y y —I+ﬂ+2—|+-+— gatorning yaginlashish radiusi
£0 «
topilsin.
Yechish: Buyerda, pa4=, 1 > ekanligidan
n\ (« ¥1)!
R=Um =Umn +-- =Um(n+1)=o00

n—0 /7 n->00 12! n->cc
n+

Masalan 4. N gatorning yaqginlashish sohasi aniglansin.
Yechish: Berilganiga ko‘ra a, =— uholda R=Um.
Agar x=i desak gator =t -t - e
FQi+2 2 3 4
ko‘rinishni oladi. Bu gator uzoglashuvchi gatordir.

Endi x=-i deb olsak, _. = H +
£in+2 2 3 4 5

ko‘rinishdagi ishorasi almashuvchan gatorga ega bo'lamiz. Leybnis
teoremasi shartlari bajarilganligi uchun bu gator yaginlashuvchidir.

Shunday qilib garalayotgan darajali gator (-1,1) da absolyut
yaginlashuvchi, [i) da yaqginlashuvchi, |x]>ixe(-°c¢-)(J[}@ da
uzoglashuvchidir.

283



Darajali gatorlarni differensiallash va integrallash

Darajali gatorlar muhim amaliy xususiyatlarga ega. Shu sababli,
ulaming ba’zi xossalarini o‘rganamiz. Ushbuni anglash giyin emas,
chunki darajali qator o‘zining (-R;R) vyaginlashish sohasida x

0‘zgaruvining f(x) =Ya,x" funksiyasini aniglaydi.

Bu f(x) funksiya ((-RR) yaginlashish sohasida uzluksiz boiib,
istalgan tartibli uzluksiz hosilalarga egadir. Shu bilan birga f(x) hosila
yugoridagi gator hadlarining hosilalari yig‘indisiga tengdir, ya’'ni

()= aj +2a21—-—nan’= h— =

Xuddi shuningdek, f*()="Ein(n)ax"~2, /"(*)=¢n(n - iXc- 2K*"3

va hokazo. Bu xossa, odatda «darajali gatomi hadma-had
differensiallash» xossasi deb yuritiladi.
Shu kabi «Darajali gator yig‘indisining integrali, gator hadlari
integrallarining yig‘indisiga tengdir» mazmundagi xossa ham o‘rinlidir.
Ya’'ni (~RR) oraligdan olingan har ganday * uchun

ff(x)dx =C +aX +—x2+ °-X~h----f  — —
J 0 2 3

Teylor va Makloren qatorlari
Yuqorida ¢a,x" darajali gator, o‘zining yaginlashish sohasi

@R,R) da uzluksiz f(x) fimksiyani ifodalab, shu oraligda f(x) funksiya
istalgan tartibli hosilaga ega boiishi keltirilgan edi.
Endi biror oraliqda istalgan tartibli hosilaga ega boigan y=f(x)
fimksiyani darajali qatorga yoyish masalasini o‘rganaylik.
«Teylorformulasi» deb ataluvchi, ushbu formula

f(x)=/(*,.)+ (x-X0)+ (X-x,,f +— (x- X0)” +Rn(x) (9)
1 2! nl

o4inlidir. Bu yerda, Rn(x) goldiq had.
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Ta'rif. Agar y=f(x) funksiya x=xo nuqtaning biror atrofida istalgan
tartibli hosilaga ega boisa:
/W=/K)+ - .0 )+ (X -XOF+.+A ) (x_IOr+.. (10)

ko‘rinishdagi gatorf(x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.

Agar e’tibor bersak, bu gator ma’lum gonuniyat bilan tuzilgan
darajali gator ekanligini ko‘ramiz. Uning koeffitsentlarif(x) funksiya va
uning hosilalarining x=xo nuqtadagi giymatlar orqali ifodalangan.

0 ‘mi kelganda (10) ga y=f(x) funksiyaning x=xo nuqta atrofidagi
Teylor gqatoriga yoyilmasi deb ham ataladi.

Agar (10) da xo=0 deb olinsa, ushbu gator

2 2! [0\
Makloren qgatori deb ataladi. Bu kabi qatorlardan funksiyalarning
giymatlarini hisoblashda keng foydalaniladi.

Agar funksiya uchun formal holda Teylor yoki Makloren gatori
yozilgan boisa, bu gator berilgan funksiyani ifodalashini isbot gilish
uchun goldiq hadining nolga intilishini isbotlash yoki bu gatorning
garalayotgan funksiyaga yaqinlashishini boshga biror usul bilan
ko‘rsatish kerak boiadi.

Ba’'zi elementar funksiyalarning Makloren gatoriga yoyilmalarini
keltiramiz:

3 5 2» -
I

TP Y L 7_““-‘_ -
salt =l =37 g P
oosx =i Al h A () A e

2 THTE {iny.
R g iy Kol Y i PO
2y

Bu gatorlaming har biri uchun &_i,()=o boigani sababli, x ning

har ganday giymatida, ya'ni xe (-asc) da yaginlashuvchi boiib, mos
ravishda sinx,cosx, e funksiyalami ifodalaydi.
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Funksiya yoyilmasini ifodalovchi Teylor yoki Makloren gatorining
yaginlashish sohasi funksiyaning aniglashish sohasidan fargli (uning
ma’ium gismi) bo‘lishi mumkin.

Masalan 5. /s(x)=~(¢i+x) funksiya uchun o(f)=(-i+w) bo‘lsa,

On(i+x):X——2- t h- i-(—1)—n-i— gator fagat (-1;1) oraligda o‘rinlidir.

Masalan 6. Qatoming yaginlashish sohasini toping: %qu{‘.

Yechish: un(x)~ sinT; Wil x ) = sm2 lim f»AX) = lim :1, chunki

o
->0 cheksiz kichik migdor, u holda sin"L- ~ ¢”,

U holda lim /AW —yn X X < |, Demak, gator butun sonlar o‘qida,
/(*) 2 2

ya’'ni —eo<X<wmoraliqda yaginlashadi.

Masalan 7. - 2% +4x3-6x5+87-... +(-])"-2n-x2=~+.. gatoming
X6 (—+1) oraligda yig‘indisini toping.

Yechish: Qatomi ([0, X] bu yerda xe(-I;I>) oraligda integrallash
geometrik gatorga olib keladi:-x2+x4-x6+x8-... H-1)"x2'+.. Bu esa
geometrik progressiyaning yig'indisini beradi:

bt=-x2 gq=-x2=>5=-fo *
1-q 1+x2

Berilgan gatorga gaytamiz, uning yig‘indisini esa S(x) ni differensiallab
topamiz. S(X)zl_li(szl ( +2>><(2)2
Masalan 8. Qatoming xe(-i;i) oraliqda yig‘indisini toping:

Yechish: Qator yaginlashish oralig‘ida hadma-had
differensiallanib geometrik gator ko‘rinishiga keltiriladi.

5"(X)=I +x+x2+x3+..., uning yig‘indisi s= —0, =, q=x). Qatoming
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yig‘indisini [o; x] oraligda (bunda*e(-I;)) integrallab topamiz:

mS(x)= "S'(x)dx =J A =—nl-x\

0 01~ x

Masalan 9.  Qatorni hadma-had differensiallab, yig‘indisini
toping:

14224 x4
24
Yechish: s(x)=I+— S' =X+—+—+
2 4 6 8 3 5

5"=| - =s . Demak, 5'(x)-5(x)=0. f2-i =0, fw=H
5(x)=ce+c2'. S(0)=l, S(0)=0
c,+c2=I 1 1 _
Shartlardan \_1& +ac2:6‘ c2=g5 ,r:-g._Demakp S)= 5
Masalan 10. Elementar funksiyalami qatorga yoyilmasidan
foydalanib, quyidagi  funksiyalami  darajali  gatorga yoying:
f(x):]nf(’\ N

Yechish: f(x) :Inl_x-zln(l+x)- In(i - x) =(x- 2—+’;~— 4 s

(VX X2 X3 x4 X5 ...)=2x+-%-)§§+-%-)§§+...
2 3 4 5 3 5

Masalan 11. Funksiyani darajali gatorga yoying: y =~Y”"~-

Yechish: y=M=+). JAjM + ii*=lILM +c.
1 x 1¢x 2

INK SR <A 8 (-0 A (X X2+ (D)X 14)

Masalan 12. Funksiyani darajali gatorga yoying: y =exsin x .
Yechish: >$)=0 y(0)=0

/ =-e~xsinx +e~xcosx =ex(Cosx - Sinx) /(0) =i

y'"' =eXsinx - e=XCcos X - e=XC0Ss X - e~Xsin x
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y =16 +x —x2)= IN(3—xX2 + ;¢)=IN(3—-K+In2 +x)= In3+InN—  +In2 + In" ==

y’—=2 e cos X y'(0)=-2
y'" =2e~XC0s X +2e~xSin X yT1(0) =2
y™'=-2e"X(cosx +sinx)+2e“x(cosx - sinx) /"(0)=0
y™=-\exsinn

Y™ =4e~* sin X—de~* cosx =4e~x(sinx - cosx) j"(0)=-4
Y™ =-4e**(sin X- cos x)+4e~x(cosx +sinx) /"(0)=

Masalan 13. Funksiyani darajali gatorga yoying: >=m6+x-x2.
Yechish:
X

Ba'zi fiunksiyalaming darajali gatorga yoyilmasi quyidagicha:

2 sinfx +a)= sina+ xcosa—=- sm a 3 3cosa +..

: x2 X3 .
3 cos(x+a)=cosa-xsin a---é- cosaH-—-j sina +...

2y =114 - x4_.2.,
4. cos’x =Lt _gosox =1-x P XA L 64
2 2 3 a5
5 (14x)F =1+ 5433 +2 %5
2 8 1
iX)\-ZI =1 +X—+3ﬁ(2+£x3
' 2 8 16
( r2 ra 3 N
eaX =€ '1; —+-— — XB+..

288



Qatorlar nazariyasining iqtisodiyotdagi ba’zi tatbiqlari

M (k,l)-kx1 oichamli hagiqiy elementli matritsa to‘plami boisin.
{M~M (ki) matritsalar ketma-ketligi berilgan boisin, n&N.
Masalan 1. 2x2 oichovli matritsalar ketma-ketligi. An={&f},

«@-v)}::k'J\)/,, *=1»2, j =1,2 boisa, uni quyidagicha tushunamiz:

Al 1 W  _fl 14 il T
SN2 VA2 [UA VY-t AT (U --

Ta'rif. A={ajl matritsa {8} matritsalar ketma-ketligining limiti
deyiladi, agar har ganday i vaj juftlar uchun limayw=A i=l,n, j =\m
tenglik o‘rinli boisa.

Masalan 2. 2x2 oichovli A,zc%l,jl)‘"-[, neN ketma-ketlik limiti

topilsin.



Yechish: Ma’'lumki, Aj=j. 1
112 (/47

Ta'rif. {g e MKI)\ n6jv matrisalar ketma-ketligi uchun
A+R+. +Ant. 0)
yig'indi matritsalar gatori deyiladi.
S= y RL=A+R,., SN=A+R+.+A.. @)
xususiy yig‘indisi ketma-ketligi.
Ta'rif. Agar {5} xususiy yig‘indilar ketma-ketligi yaginlashsa,
()-gator ham yaginlashadi.
lims,,=S (3)
limit (I)-gatorning yig‘indisi deyiladi.

Masalan 3. 2x2 o‘Ichovli nn=[ty2\ uchun a,+a2+..+a +..
(1) (W5)"
gatorning yig‘indisini hisoblang.
Yechish: s,=a,+a2+...+aii, snmatritsa elementlari maxraji birdan

kichik geometrik progressiyalardir.  Shuning uchun bu gator

A ko'lchovli kvadrat matritsa bo'lsin.

E+A+Al+.+A'+. (4)-gator ham muhim hisoblanadi. (4)-
gatorning vyaginlashishi A Leontev matritsasining (produktivligi)
mahsuldorligiga ekvivalentdir.

Ta'rif. k o'lchovli A kvadrat matritsa va a0+a™x+aXr+...+amn+...

darajali gator berilgan bo'lsin.
a0+ajA+a2A2+.. +am" +... = Y aA" %)

gatorga darajali matritsaviy gator deyiladi.
(5)-gatorning  vyaginlashishi ~ oddiy  darajali  gatorning
yaginlashishiga keltiriladi. X son A matritsaning xos giymati deyiladi,
20



agar shunday x™O vektor topilsada ular uchun Ax=Ax munosabat o‘rinli

boisa.
(5)-gator bilan birga

U+ +EA +. =" WA ©)

gatomi ko‘rib chigamiz.

Ta’rif. Agar A matritsaning har ganday Xxos giymati uchun (6)-
gator yaginlashuvchi boisa, u holda (5)-matritsaviy darajali gator ham
yaginlashuvchi deyiladi.

Agarda A matritsaning Frobenius soni birdan kichik boisa, u
holda A.Leontev matritsasi mahsuldor boiadi. Hagigatan ham, A
nomanfiy matritsa unumdor deyiladi, agarda E+A+A2+A3+.. +A"+..
darajali  matritsaviy  gator yaginlashuvchi boisa.  Yuqoridagi
mulohazalardan maiumki, bu matritsaviy gator yaginlashishi uchun A
matritsaning har ganday X xos soni uchun I+Z+A2+..+Z +.. sonli gator
yaginlashsa. Bu qator J/|d shartda yaginlashadi. A nomanfiy matritsa

boigani uchun uning modul bo‘yicha maksimal giymati xA haqigiy va
nomanfiydir. Shuning uchun matritsaviy gatoming yaginlashishi xA<l
shartga ekvivalentdir.
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11. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar
Ko'p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi

Ko‘p o'zgaruvchili funksiya ta’rifi, uning aniglanish va o‘zgarish
sohasi tushunchalarini kiritgan edik.

Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalarga doir misollar keltiramiz.
Ko'p o‘zgaruvchili fimksiyalarni z =f(xtx2...x,,) ko‘rinishda ifoda
etamiz.

1. z= -x\-x\

Bu funksiyaning aniglanish sohasi  d(z)={(x,;x2):x2+x2 <72}
to‘plamdan iborat. Bu to‘plam markazi 0 (0 0) (koordinata boshi)
nugtada, radiusi R (R>0) boigan doiradir.

2. 2=

Xr x2°
Bu funksiyaning aniglanish sohasi £@2)={(*;x2  *o0, X,*0}
to‘plamdan iborat. Bu to‘plam X10X2 tekislikdan OXi va OX2 koordinata

o‘glarini chigarib tashlashdan hosil boiadi.
3. Z=akl+am2+---+arxn+b funksiya chizigli funksiya deyiladi,

bu yerda a,,a2--,an0‘zgarmas sonlar.
4. Z="£ajXixj , ay 0'zgarmas son va atl=ay. Bu funksiya kvadratik
v

funksiya deyiladi.
5. Igtisodda uchraydigan asosiy tushunchalardan biri, bu foydalilik

funksiyasidir. Ko‘p o°‘zgaruvchili foydalilik funksiyasiga misol
tarigasida quyidagi funksiyani keltirish mumkin: z =';a,,n(xI-cl), bu
i=l

yerda a, >0vax >c, >0. Funksiyaning  aniglanish  sohasi
D(Z) ={x: xj >c. i=1n} to‘plamdan iborat. Bu funksiya o‘zgarmas
egiluvchanlik funksiyasi deyiladi.
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6. Ko'p o‘zgaruvchili ishlab chigarish funksiyasiga misol
tarigasida quyidagi fiinksiyalami keltirish mumkin:
a) z =R Bu funksiya Kobba-Duglas funksiyasi deyiladi. Bu yerda,
x, mehnat xarajatlari, x2 ishlab chigarish fondlari hajmini bildiruvchi
0‘zgaruvchilardir.
Wb eak? ishlab chigarish texnologiyasi orqgali aniglanadigan
parametrlardir.
b) z:aofalx;l+a2x’\j\K Bu funksiya almashtirishning o‘zgarmas
egiluvchanlik funksiyasi deyiladi.

Ta'rif. Z=f(xi,x2,...,xn ko‘p o‘zgaruvchili funksiya grafigi deb
quyidagi

T{H={{Z . x1,x2,....,xn):Z =Ff(x1,x2,....xn\{XI,x2,...,xm D {f»

to'plamga aytiladi. Bu yerda, D (f) funksiyaning aniglanish sohasi boiib,
r(f)czR"*1 munosabat o‘rinlidir.

Ta'rif.  z=/(X,x2...«iy ko'p o‘zgaruvchili  funksiyaning
0‘zgarmaslik chizig‘i yoki o‘zgarmaslik sirti deb ushbu

{Ad,x2,....xneD(f):f(x,,x2....xJ= c}

to'plamga aytiladi. Bu yerda, c=const.

Masalan, z =-»2+y2 ikki o‘zgaruvchili funksiya grafigi, «3uch
oichovli fazoda uchi koordinata boshida boigan cheksiz konusdan
iborat boiadi.
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z=yAM+y2 funksiyaning o‘zgarmaslik chiziglari, markazi
koordinata boshida bo‘lgan, xoy tekislikda joylashgan aylanalardan
iborat bo‘ladi. Chunki c>o,x2+y2=c2 tenglik aylana tenglamasini
aniglaydi.

x=(x1,x2,...,.xJeR"™ va y=(yly2..yneRn bo‘lsin. Bu nuqtalar
orasidagi masofa d(x,y) deb quyidagi tenglik orgali aniglangan songa
aytilishini eslatib o‘tamiz:

d(x,y)=Jfa-ytf+ (x2-y 2)2+--+(x,,-Y,,)2

Ta'rif. Markazi x=(x,x2,...,xJ nuqtada, radiusi R>0 gateng ochiq

shar - s(x,R) deb, quyidagi to‘plamga aytiladi:
S(x,R)={y:d(x,y) <R)

Izoh: e>o0son uehun s(x,e)-x nugtaning, «;--atrofi» ham deyiladi.
s(x,R)={y:d(x,y)<R}to‘plam esa yopiq shar deyiladi.

Ta'rif. Agar oim f(Xi X2, xn)=a tenglik o‘rinli boisa, u holda a
son z=/(x,,X2....xn) funksiyaning, x=(xj,x2....xn) nuqta xo=xf), xf\...x*Q)
ga intilgandagi limiti deyiladi. Agar tenglik o‘rinli bo‘lsa. Bu hoi
quyidagicha yoziladi: gpf(x)za

Misollar:

1. Z =yji-x2-y 2 funksiyaning aniglanish sohasi
i(z)= {(ay)x2+y 2 <}, ya’'ni xovtekislikda markazi koordinata boshi (0,0)
nuqtada, radiusi 1 ga teng bo‘lgan doiradan iboratdir.

2. z=x-y funksiyaning o‘zgarmaslik chiziglari xoY tekisligida
Xy=c, ya'ni y :i tenglama orqali aniglangan giperboladan iborat
bo‘ladi.

s it St

Ta'rif. Agar zZ=/(*, x2....,x,,) funksiya x0=(x{0x*0),---x*0) nugtaning
biron-bir atrofida aniglangan bo'lib, iim/(x) =/(x0)
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tenglik oiinli boisa, u holda bu fimksiya xo nugtada uzluksiz deyiladi.
Masalan 4. = -|l-y fimksiya x2+y2*0 munosabatni
ganoatlantiruvchi nuqtalarda, ya’'ni koordinata boshidan fargli barcha

nuqgtalarda uzluksiz boiadi. Bu funksiya (0,0) nugtada uzluksiz
boimaydi. Ammo

fb,y)=
agar x=0, y=0

funksiya xov tekislikning barcha nugtlarida uzluksiz boiadi.
Uzluksizlikni (0,0) nugtada tekshirish yetarlidir.

lim XA =iim—— =0=/(0,0)
(x,y)->(0,00 X + J *->0 'l"l_l
y X

Xususiy hosilalar
z=/(x,,X2...xn) ko'p o‘zgaruvchili fiinksiyaning barcha x
argumentlariga fx orttirma beramiz, u holda fimksiya quyidagi Az

orttirmani
Ar =/ (X, +AX,, X2H+AX2---X,, +AxI -/ (x,,x2,..., x.)

hosil giladi. Bu orttirma fiinksiyaning toiiq orttirmasi deyiladi. Agar
z=f(x1,x2,....x,,....xn)  fiinksiyaning fagat  argumenti boigan X
0‘zgaruvchiga Ax, orttirma berib, golgan o‘zgaruvchilarni o‘zgarmas deb
garasak, u holda funksiya hosil gilgan orttirma Axz quyidagicha

aniglanib,
Aiz =/ (XLX2, XX+ Axi x4, %, ) -/ (XL x2, ., Xi,. .., xJ

bu orttirma fiinksiyaning xususiy orttirmasi deyiladi.
Masalan 5. z=xy fiinksiyaning toiiq va xususiy orttirmalarini

topaylik:

295



Az =(X+Ax\y +Ay)-xy =x-Ay +y-Ax +Ax-Ay
Axz =(X+AX)-y-Xy =y- Ax,
Ayz =xuy +Ay)-Xy =x- Ay
Ta'rif. z=/(x,x2...xn) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning x-
o0‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi deb, x, o‘zgaruvchidan boshqga
o‘zgaruvchilarni o‘zgarmas deb qaraganda hosil boigan bir
o‘zgaruvchili, ya'ni x- o‘zgaruvchili funksiyaning, x- o‘zgaruvchi
bo'yicha olingan hosilaga aytilib, &%IZ yonf shaklda belgilanadi,

ya’'ni xususiy hosila quyidagi limit orgali topiladi:

~ =tim’:%g
Masalan 6. z=xwmy funksiya uchun uning xususiy hosilalari
. . .. dz dz _
xossalari quyidagicha boiadi Y ay =xX.
z :arctgy—funksiya uchun esa
dz 11 y dz 1 (x
dy ,,El y y2+x2 8 f+ x
y2 y2

xususiy hosila, o'z navbatida, yana ko'p o‘zgaruvchili funksiya

boigani uchun, uning yana xususiy hosilalarini topish mumkin. Bu
xususiy hosilalar ikkinchi tartibli xususiy hosilalar deyiladi. Xuddi
shunga o‘xshash uchinchi va h.k. tartibli xususiy hosilalami Kiritish
mumkin.

Bu hosilalar quyidagicha belgilanadi:

dz 8 dz. —ikkinchi tartibli xususiy hosila;
dx,dx, dx y8xiy
d% 8 (dZz

. —uchinchi tartibli xususiy hosila;
dx, dx, i Adx. y
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dre
ClecRour Y n—tartibli xususiy hosila.
K\+kD4  +K, —i
Umuman, aralash hosilalarda tartibning ahamiyati yo‘q, ya'ni

masalan, quyidagi tenglik 0'rln|ldll‘a)-&cb—q =&d>_g
bu aralash hosilalami uzluksiz deb garash kerak.

Ko'p o‘zgaruvchili funksiya differensiali

Awal aytganimizdek, matematik uslublaming tatbiglari taqribiy
hisoblashlar bilan uzviy bog‘langan boiib, bir o‘zgaruvchili funksiya
uchun taqribiy hisoblashlar funksiya differensiali asosida olib borilishini
aytib o'tgan edik. Ko'p o‘zgaruvchili funksiya uchun differensial
tushunchasini kiritish mumekin.

Ta'rif.  z=f(xj,x2...,xj ko‘p o‘zgaruvchili  funksiyaning
differensiali deb, dz shaklda belgilanib quyidagicha aniglangan ifodaga
aytiladi:

Bu yerda, dx =Ax tenglikni e’tiborga olsak, dz differensial uchun
quyidagi tenglikni yoza olamiz: dz = ax +’Ob\<~2dx2+«n+-8;1 o,

Ta'rif. Agarda x nuqtaning yetarli kichik atrofida, uning to‘lig
orttirmasi az ni quyidagicha ifodalash mumkin bo‘lsa,

AZ=0Z+ AXf+ARQ+e+Ax] ],

u holda z=f(xj,x2..x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiya x=(x,X2....X,)
nuqgtada differensiallanuvchi deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun uning

berilgan nuqtada barcha birinchi tartibli xususiy hosilalarining
mavjudligidan, shu nugtada funksiyaning differensiallanuvchi ekanligi
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kelib chigmaydi. Quyidagi teorema ko‘p o‘zgaruvchili fimksiyani

differensiallanuvchi boiishligining yetarli shartini ifoda etadi.
1-teorema. Agar z=f(xl,x2...,xn) ko‘p o‘zgaruvchili funksiya

X=(X,,X2....xr) nugtaning biron-bir atrofida barcha birinchi tartibli

dz . . . . . .. . .
&,I=|,2,...,n, xususiy hosilalari mavjud boiib, bu xususiy hosilalar *

nuqgtada uzluksiz boisa, u holda z =f(x,, x2,....xn) funksiya shu nuqtada
differensiallanuvchi boiadi.

Biz bu teoremani isbotsiz gabul gilamiz. Shuni ta’kidlash lozimki,
xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalardagi kabi, ko‘p o0‘zgaruvchili
funksiyalar uchun ham yuqori tartibli differensial tushunchasini kiritish
mumkin.

Y o'nalish bo‘yicha hosila va gradient.

A=(ai,a2,...,al va b =(th2...bi) nuqtalar uchun boshi A nuqgtada,
oxiri B nugtada boigan ab vektor quyidagicha aniglanadi:

AB=(&-at, 2-a2—bn- an)
Vektor, odatda bitta kichik lotin harfi bilan belgilanadi, masalan,
a=(al,a2,---,an

Bizga ma’lumki a vektoming uzunligi uchun &j= al+---+al.

a va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi esa a-b =ah, +a2 ‘2 -+eem, §,
tenglik orgali aniglanadi. Bundan tashqari, a va b vektorlar orasidagi

Jo<p<n) burchak ushbu cosq=
I 1r |

tenglik orqgali topiladi. a=(a,a2...,aj vektorga parallel va
x0=(x(0, X0),...x<0) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagi
tenglik orgali beriladi:

X =tm+x0
Bu yerda, x=(,x2...,xj, t haqigly son. Ya'ni bu to'g‘ri chiziqda
yotuvchi x nugtaning koordinatalari x,=t-a, +xf\ =12, ko'rinishida
bo'ladi.
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Agar a=(al,a2,...,an) birlik vektor, ya’ni a=i bo‘lsa, u holda i

koordinatasi 1 ga teng bo'lib, golgan koordinatalari nolga teng boigan
e birlik ~ vektor  uchun quyidagilarni hosil gilamiz
deej =aj =lallg [ecosaj —¢os

Bu yerda, a, burchak a va 7, vektorlar orasidagi burchakni
bildiradi.

Demak, H=i boigani uchun cos2a, +00s2« 2 +—+c0s2,, =1.

Ushbu cosa, /=12,..,n, qiymatlar a vektoming yo‘naltiruvchi
kosinuslari deyiladi. Demak, birlik a vektomi a=(cosa, c0sa2 --,C0sa,)
ko‘rinishda ifoda etish mumkin.

a birlik vektor boisin, u holda At son uchun quyidagi orttirma
A-z=f(p+atm)- f(x) =f(xt+A«cosa, x2+Atmsa2,...,xn+Atcosan) -f(x1,x2,...,xn)
z=f(x1,x2...,x,,) funksiyaning x=(x,x2..x,) nuqtadagi a vektor
yo‘nalishi bo'yicha orttirmasi deyiladi.

Ta'rif.  z=f(xI,x2..x,) ko'p o‘zgaruvchili  funksiyaning

.....

da

quyidagicha aniglangan miqdorga aytiladi: -1 sjjm  n(Yn_/M

34 hosila z=/(x, x2...xn) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning a
a

vektor yo‘nalishi bo'yicha o‘zgarish (o'sish yoki kamayish) tezligini
bildiradi.

Xususan, agar € =(0,,..,0,,0,...,0) i koordinatasi 1 ga, boshga
koordinatalari nolga teng boigan birlik vektor boisa, u holda % :CdJ_;i

{

tenglik o‘rinli boiadi. Murakkab funksiya hosilasi formulasiga asosan,
quyidagi tenglikni ko‘rsatish mumkin
dz _dz dz dz

==%- €083, Y- C0SA, H--- t--- C0SA,,
da bX, dx2 dx,,
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Ta'rif.z =/(*, x2,...x,,) funksiyaning gradienti deb ushbu

dx2
Ta'rifga ko‘ra, funksiyaning yo‘nalish bo'yicha hosilasini quyidagi
skalyar ko‘paytma ko‘rinishida ifoda eta olamiz: -d:;=Vz-5

Vz=( ix.) vektorga aytiladi.

Bu skalyar ko‘paytmada a vektor Vz gradient yo‘nalishi bilan
ustma-ust tushsa, yo‘nalish bo‘yicha hosila 0‘zining eng katta giymatiga
erishadi. Demak, funksiya gradienti \z vektor, funksiya o‘sishining eng
katta boigan yo‘nalishini aniglar ekan.

Masalan 7.  Funksiyalaming aniglanish sohasini toping va
grafigini chizing:

a) z=x2+y2; b) z=Jr2-x2-y2 .

Yechish: a) bu funksiya x vay ning barcha
giymatlarida aniglangan - o<x<+»; -00<y <+.
Uning grafigi aylanma paraboloid deb ataladigan
ikkinchi tartibli sirtdan iborat. Aylanma
paraboloid y2=2pz parabolani Oz o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil boiadi. Bu esax2+y2=2pz
funksiyaning grafigidan iborat boiadi.

b) z= R2-x2-y2 funksiyaning aniglanish sohasi

ildiz ostidagi ifodaning nomanfiy boiadigan

barcha giymatlari, ya’'ni x2+y2<R2 dan iborat.

Bu funksiyaning grafigi radiusi R boigan

sferaning yugori yarmi boigan

ikkinchi tartibli sirtdir. Chunki funksiya o‘zining
aniglanish sohasida fagat nomanfiy giymatlar gabul giladi.

Masalan 8. Limitlami hisoblang: imint--y2
B ix+y
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Yechish: x va y nuqtalar orasidagi masofa p=Jx2+y2 deb
belgilash kiritamiz. x—»8,y~>0 dan p—0 ekanligi kelib chigadi.

.1 (-2P)
Demak, t o NN~ =t oo =limizPL
£2 No +7 P p p'e p 1
Masalan 9. Limitlami hisoblang: ~ 2y .
Bg)x +y

Yechish: (0, 0) nuqtaga vy kx to'g‘ri chizig bo'yicha

yaginlashamiz. Agar y=kx bo‘lsa, u holda lim 2~ 2=im 2X%¢
y-$x2+y2 £ox2+(kxf 1+k2’

ya'ni limit to'g‘ri chizigning burchak koeffitsientiga bog‘liq chiqdi.
Lekin funksiyaning limiti (x,y) nugtaning
(0, 0) ga gaysi yo‘nalishda yaqginlashishiga bog‘lig bo‘lmasligi kerak.
Demak, garalayotgan limit mavjud emas.

Masalan 10. / (x, y) = x2 + y2 funksiyaning uzluksizligini
tekshiring.

Yechish: (xo; yo) nugtada funksiyaning to‘liq orttirmasini
hisoblaymiz:
Af (xo>y0) =/(x0 + AX0; yo + Ayo) - / (X0, yo) = (X0 + Ax0)2 + (yo + Ayo)2
- X02-y02=2AxX +Ax2 + 2Ay-y + Ay2 = AX(2x + AX) + Ay(2y +Ay),
bundanesa liqo(N(m,y())=/!ier(Ax(2><+Ax) +Ay(2y +Ay) =0 ekanligini topamiz.

Demak, yuqoridagi ta’riflarga ko‘ra /7 (x, y) funksiya (xo, yo) nuqgtada
uzluksiz.

Masalan 11. Funksiyani (0;0) nuqtada uzlusizlikka tekshiring:
X+

Yechish:  (0;0) nuqgtaga y=kx to‘g‘ri chiziglar bo‘yicha
yaginlashamiz.

U holda limiiZ=lim L i Enki tlaming qiymatiturli k larda turlicha

e ji-v  XN°X-kx
y->0 s

z

bo‘ladi. Demak, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti mavjud emas va
(0; 0) nugta funksiyaning uzulish nuqgtasi.
301



Masalan 12. Funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang: 7/ (x,
y)=&.

Yechish: & xususiy hosila hisoblanayotganda y ni ofzgarmas

deb qaraladi: "~ =), =ymyA Endi x o0‘zgaruvchini o‘zgarmas

kattalik deb qgarab, Xususiy hosilani hisoblaymiz:

dy
a-y :gg/)?// =xysnX
Masalan 13. Funksiyaning differensialini hisoblang: z =x% -xy 2
Yechish: =0&/-xy?2), =2xy-y2, "~ =(&/-xy2y=x2-2xy.
dz = (2 ¥-yddx + ( x2 2xy)dy

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning lokal ekstremumlari

Ta'rif. Agar 2=/(*, x2....xn) funksiya x0=x), xf\...,x”) nugtaning
biron-bir atrofida aniglangan boiib, shu atrofdan olingan istalgan x
uchun /(x)</(x0, (/(x)>/(x0) tengsizlik o‘rinli boisa, u holda xo nugta
Z funksiya uchun lokal maksimum (lokal minimum) nuqgta deyiladi.

Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyadagi kabi ko‘p o‘zgaruvchili
funksiya uchun ham ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari hagidagi
teoremalarni isbot gilish mumkin.

2-teorema (Ekstremumning zaruriy sharti). Agar xo nugta f(x)
funksiya uchun ekstremum nuqgta boiib, shu nugtada funksiya

Xk =0, i=12,..n

X,
ya'ni xo nugtada funksiya gradienti nol vektorga teng boiadi:
v/(x0)=(o,0, ...,0)

Bu teoremadan, agar xo nuqgta differensiallanuvchi funksiyaning
ekstremum nuqtasi boisa, xo nugtadagi istalgan yo‘nalish bo'yicha
funksiyaning hosilasi nolga tengligi kelib chigadi, chunki

differensiallanuvchi boisa, u holda
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=Vf-a =;0-cosa,. =0.
8a -

Endi ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumning yetarli shartini
keltiramiz.

z=f(xux2,..x,) ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning x0=Xx(,...,xf))
nuqgtaning biron-bir atrofida barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalari
mavjud va uzluksiz funksiya boisin. U holda istalgan |<i,j<n uchun
82f(x) = 82f(x)
8xj8xj  8xJaxi
Agar %'/(I(\) =aAX) belgilashni kiritsak, ushbu kvadratik matritsa

an(x) alXx)... ain(x) '
A= a2(X)" -a2n(X)

NAX) aA X—arX® |
at=ajt bo‘lgani uchun simmetrik matritsa bo‘ladi. Awal ko‘rganimizdek
har bir simmetrik kvadratik matritsa kvadratik forma hosil giladi. A(x)
matritsaga mos keluvchi kvadratik formani L(x) bilan belgilaymiz.

Ta'rif. Agar z=f(x) funksiya uchun v/(x0)=0 bo‘lsa, xo nuqgtaf(x)
funksiyaning statsionar yoki kritik nugtasi deyiladi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya uchun x0=x(0, x®,...,x3f)) statsionar
nuqtaning biron-bir atrofida ikkinchi tartibli hosilalari mavjud va
uzluksiz bo‘lib, shu xo nuqtada L(xo) kvadratik forma musbat (manfiy)
aniglangan bo‘lsa, u holda xo nugtaf(x) funksiyaning lokal minimum
(lokal maksimum) nuqtasi bo‘ladi.

Xususan, agar biz z=f(x,y) ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun shu
teoremani go‘llasak quyidagini hosil gilamiz.

(x0,y0) nugta z=f(x,y) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya'ni

8f{x0,y0) =8f(x0,y0) =0
8X dy

bo'lib, nugtaning biron-bir atrofida %—:an,%:an, %ii =a2
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ikkinchi tartibli hosilalar mavjud boisin. U holda,

CNHEEKR ey

simmetrik kvadratik matritsaga mos keluvchi 1(x, y) kvadratik formaning
(x0,y() nugtada musbat aniglangan boiishi uchun
| \ i(xo yo) n
KIVWo0J «2VWoJ
boiishi lozim. Demak, statsionar (X0,y0) nuqta z=f(x,y) funksiya uchun
lokal minimum nuqta boiishi uchun
“nxo>y0)>0" au(x0,y0)-aZ2(x0,y0) - a 2(x0,y0)>0
shartlaming bajarilishi yetarli boiar ekan. (x0,y0) nugta lokal minimum
nugta boiishligi uchun esa

au(xoxpo) ai2(Wo)
«U(x0.>'0)<0, >0,

ai(xg=9 aA(xox0
ya’'ni au(x0,y0)< 0, an(x3y0) a2(x0,y0)—a 2(x0,y0)>0
shartlaming bajarilishi yetarli.
z=f(x,y) funksiyaning (x0,y0) statsionar nugtasi uchun
«11(*0>p) a2(x0.y,,) - On(*0,y0)<0
tengsizlik o‘rinli boisa, (x0,y0) nugta ekstremum nugta emasligi kelib
chigadi.

Masalan 1. z=x3+/ - 3xy funksiyani ekstremumga tekshiraylik.
Buning uchun dastavval uning xususiy hosilalarini, keyin statsionar
nugtalarini, so‘ngra ikkinchi tartibli hosilalar yordamida ekstremum
nugtalami aniqlaymiz:

-=3y —3X

— =3x2-3y,
dx xemsy dy

x23y=0 \W—y =0

*x =0=>x(x3-1)=0
3y -3x=0 [y-x =0

x, =0, x2=1=>(0,0) va (|,I)
nuqtalar statsionar nuqtalar ekan.
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d2z 82
3U:S—|2:°X an *&dy: 2 gp
an{xy) al(xy) 6x -3
=36xy- 9
aziity) aMy) -3 6y
boigani uchun (g 0) ekstremum nuqta boimaydi, chunki

ail0>0) a12(0,0) o 5
=-9 <o.
a21(0,0) «22(0,0) -3 0

Lekin (I, ) nugta funksiyaning lokal minimum nuqtasi boiadi, chunki
0t =6 >0 va VLD —35 9 -5 5

«,11) «AV)

min z(x;y)=z (I;1) =-1.
Ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

Dastavval Rnfazodagi ayrim tushunchalar bilan tanishib chigaylik.

Ta'rif. Agar BczR" to‘plam berilgan boisa, shunday R>0 son
mavjud boisada, bii son uchun Bcs(o,r) munosabat o‘rinli boisa,
ya’'ni markazi koordinata boshida va radiusi r ga teng boigan shar b
to‘plamni 0‘z ichiga olsa, u holda ici" to‘plam chegaralangan to plant
deyiladi.

Ta'rif. Agar shunday ;->0 son berilgan boisa, bunda s(x,£-)(=B
munosabat o‘rinli boisa, u holdaBcrA" to‘plam uchun x nugta ichki
nugta deyiladi.

Ta'rif. Agar istalgan s>0 son uchun s(x,e) sharda b to‘plamga
tegishli va B ga tegishli boimagan nuqgtalar mavjud boisa, ya'ni
s(x,e)nB*0 Vva S(x,£-)n(tf"\b)*0 boisa, u holda BcR" to‘plam uchunx
nugtachegaraviy nuqta deyiladi.

Ta'rif. Agar Sc/rto'plamning barcha chegaraviy nugtalari ham
shu to‘plamga tegishli boisa, u holda bu to‘plamyopiq to plam deyiladi.
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Bir o‘zgaravchili funksiya uchun isbot qilingan Veyershtrass
teoremasini ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun ham isbot qgilish mumkin.

4-teorema (Veyershtrass teoremasi). Agar z=/(x,, X2....,X,,) Ko‘p
o‘zgaruvchili funksiya chegaralangan yopiqg b to‘plamda uzluksiz
bo‘lsa, u holda bu funksiya b to‘plamda chegaralangan bo'lib, shu
to'plamda o‘zining eng katta va eng Kkichik giymatlariga (global
ekstremumlarga) erishadi, ya'ni shunday K>o0 musbat son,
XO=XGxC\...xNeB va y0=(yl’\ nuqtalar mavjudki, ular
uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli bo‘ladi: \f(A<k VieSva

/(x0) =sup{/()},  f(y0)=inf{f{x)}

Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya global ekstremum giymatlarga
B to‘plamning chegaraviy nuqtalarida erishishi mumkin.

Masalan 2. z=e~*y,-(22+3y2) funksiyaning x2+y2<4 tengsizlik
bilan berilgan 5(0,2) yopiq shardagi eng katta va eng kichik giymatlarini
topaylik.

Dastavval 5(0,2) ochig shardagi statsionar nugtalami topamiz:

E’df( =e X Yy [~2X(2x2+3y2)+4x\=2x-e~X Yy [2- (.x2 +32)]

sz =eXy [- 2222 +3y 2)+ 6y\=2y m~X-y [3- (2x2+3y1)]

N=0 =0 | - =
i X =y {l-y?2) 0$

IB)I/_ - y=0=>x-(I-x2)=0
Demak, (0,0),(0,+2) va (#,0) nuqgtalar garalayotgan funksiyaning
statsionar nuqtalari bo‘ladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalami
keltiramiz:

o =e~"29yN(sx4 +12x2y2-20x2-6 y1 +4)=au(x,y)

=e'My\sxJy+12xy3- 20xy)=al2
ooy =SV \IY+12xy3- 20xy)=al2(x,)

,(\jy =e"V)(12/ +Sx2y2-30/ -4x2+6)=a2(x,y)
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Bundan (0,0) nugtada an(0,0)=4, an(0,0)=0, a22(0,0)=6 boiib au>0 va
a,%2- au=24>0 boigani uchun (0,0) nuqta lokal minimum nuqtasi
boiadi va z(0,0)=o0.

(0+) nugtada aMoxl)=-2e_l, al20,x1)=0, a20xl)=-10-e“ boiib,
an<o va an-aZ2-ak=20 e2>0 boigani uchun, (o,#) nugta lokal
maksimum rtugtasi boiadi va z(0,+1)=3-e_l.

(#L0) nugtada al(H,0)=-8e"l alX+],0)=0, RAH,00=2e1boiib, a,,<0
va a,,-a22- af2=-16e-2<0 boigani uchun, (H,0) nugta ekstremum nuqta
emas.

Endi berilgan funksiyani 5(0,2) shaming chegaraviy nuqtalarida,
ya'ni x2+y2=4 tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalarda tekshiramiz.
x2+y2=4 boisin, uholda z =e~~yA2x2+3yl)=e~4[202+/ )+ /|= e-48+y?2).
Bundan x2+y2=4 boiganda quyidagi tengsizlik kelib chigadi:

8-e-4<z=e'4(8+/)<en-12,

ya'ni 2(+2,0)=4-  Vva z(o,+2)=e~ sonlar funksiyaning 5(,2) shar

chegarasidagi eng kichik va eng katta giymatlarini beradi.

Berilgan funksiyaning 5(0,2) yopiq shardagi global ekstremumlari,
ya'ni uning eng katta va eng kichik gqiymatlarini topish uchun
funksiyaning 5(0,2) ochiq shardagi va chegaradagi maksimumlari ichidan
eng kattasini olsak va, shuningdek 5(0,2) ochiq shardagi va chegaradagi
minimumlar ichidan eng kichigini olsak, mos ravishda global
maksimum va global minimumlami hosil gilamiz. Qaralayotgan holda

funksiya (0,&) nuqgtada z(0,i) lokal maksimumga erishadi.

o
Chegaradagi maksimum giymat esa z(o,12)=i—2~ ga teng. ii<2 boigani

uchun, funksiya 5(0,2) shardagi eng katta giymatga (0,%1) nuqgtada
erishdivaz, =-,

[

307



5(0,2) ochiq sharda funksiya (g 0) nugtada minimumga erishadi va
0
z(0,0)=o. Chegaraviy nugtalardagi minimum 2(+2,0)=—>0 boigani

uchun funksiya 5(0,2) sharda eng kichik giymatga (0, 0) nugtada erishadi
vaz* =0.

Masalan 3. z=2x2+y2+4x-2 funksiyaning x2+y2<9 doiradagi eng
katta va eng Kichik giymatlarini toping.

Yechish: Avval funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz. Buning
uchun birinchi tartibli Xususiy hosilalarini nolga

] N =4t+4=0
tenglashtiramiz: 91:23,:0,
By

Bu sistemani yechib: Mi(-1;0) yagona kritik nuqgtaga ega
boiamiz. Bu nuqgta garalayotgan sohaga tegishli. Funksiyaning kritik
nuqtadagi giymatini hisoblaymiz: z(-1;0)=-4.

Endi funksiyaning x2+y2=9 shardagi giymatlarini o‘rganamiz.
y2=9-x2 ifodani berilgan fimksiyaga qo'yib z=x2+4x+7 ni hosil
gilamiz. Shu bir o‘zgaruvchili funksiyani ekstremumga tekshiramiz.
Kritik  nugtalarini topamiz: z'=2*+4=0,x=-2. Funksiyani  kritik
nuqtadagi va  sohaning  chetlaridagi (-3<x<3)  giymatlarini
hisoblaymiz: z(-3)=4, z(-2)=3, z(3)=28.

Demak, z=2x2+y2+4x-2 funksiyaning x2+y2<9 doiradagi eng
kichik giymati -4 va eng katta giymati 28 ga teng ekan.

Shartli ekstremumlar

Ko'p hollarda berilgan ko‘p o‘zgaruvchili  funksiyaning
ekstremumlarini, uning argumentlari maium shartlarni ganoatlantirishi
asosida topish masalasi gqo‘yiladi. Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun
shartli ekstremumlar deb nomlanuvchi tushuncha umumiy holda
quyidagicha bayon etiladi.
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Z=/(*, X2,....xnxnH,...,xr#) n+m o‘zgaruvchili funksiyaning

ushbu, bog‘lovchi tenglamalar deb nomlanuvchi,

DELLX2, - X0, X0+, X nem ) —B

i=\,2,....m, X =(XIX2.....XrHn)
tenglamalami ganoatlantiruvchi nuqgtalar ichidan topilgan ekstremumlari
uning shartli ekstremumlari deyiladi.

Ta'rif. Agar z=/(X,, X2...%, ¥ ko'p o‘zgaruvchili funksiya
xo =(xI0,xf),.X°H) nugtaning biron-bir atrofida aniglangan bo'lib,
bog‘lovchi tenglamalami ganoatlantiruvchi barcha x nugtalar uchun
/(X)</(x0 (F{x)>/(xQN tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda xo nugtada
shartli maksimumga (minimumga) erishadi deyiladi.

Berilgan z =/(x,,x2,...,x,,4M funksiyaning bog‘lovchi tenglamalami
ganoatlantiruvchi shartli ekstremumini topish uchun Lagranjning
noma’lum koeffitsientlar usulini keltiramiz. Buning uchun quyidagi
yordamchi funksiyani kiritamiz: £§)=f(x)+ Xdi{x)+ --+mrdr (x).

Bu yerda JIJR,.../It noma’lum ko‘paytuvchilar deb nomlanuvchi
sonlardan iborat. Kiritilgan F(x) funksiyaning shartsiz ekstremumi (ya’ni
avval Kiritilgan ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi ma’nosida), biz
garayotgan z =/(x,, X2,...,X,,) funksiyaning shartli ekstremumi bo‘ladi. Biz
gidirayotgan xo=(x[0),x*),-"°t) nuqgtani va nln2....,nT sonlarni topish
uchun

dX=0, i—2,..,m

tenglamalar sistemasini yechish yetarli bo‘ladi, chunki noma’lumlaming
umumiy soni va sistemadagi tenglamalar soni n+2mga teng.

Masalan 3. z=xy funksiyaning xi+yr=2 tenglikni ganoat-
lantiruvchi shartli ekstremumini toping.

Yechish: Buning uchun yordamchi: p(x,y)=xy+n-(x2+y2)
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funksiyani kiritib, bu funksiyaning shartsiz ekstremumini topamiz. X
noma’lum ko‘paytuvchi va ekstremum nugtasi uchun quyidagi
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

. vyesz S = () ()
-a-)-(-:y+2Ax:0 = ((’L-p)ﬂr—%ﬂ):O: ﬂffz,x:—y = .
dF x-+y)(1+2/1)=0 . @)(-1-n=-i
—--=X+2Ay=0 X =y, ==
dy 2

Demak, a1 =" boiganda F(x,y)=xy +~[x1+y2).

(i,-i) va (-1 statsionar nuqtalarda funksiyani tekshiramiz.
1-1) ~ =1 dP=I, ~C=l va dF =(dx+dyf >0 bo‘lgani uchun, F{x,
1,-1) X ok dyC (ax+dy g x.y)

funksiya (i3 va (-1,1) nuqtalarda minimumga erishadi. U holda z=xy
funksiya esa shu nuqtalarda shartli minimumga erishadi va zrin=-i.

Agar n=~— bo‘lsa, F(x,y)=xy-~{x2+y2) va F(x,y) funksiya (i,7) va

(-1,-1) statsionar nuqtalarda maksimumga erishadi, u holda z=xy
funksiya esa bu nuqtalarda shartli maksimumga erishadi vaz_=i.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning igtisodiyotga tatbiqlari

Igtisodiyotda kelib chigadigan ko‘p o‘zgaruvchili  funksiyaning
ekstremumini topish masalasini garaymiz.

Tovarning har xil turlarini ishlab chigarishdan daromad olish.

Faraz gilaylik xj,x2...,.xmishlab chiqgarilayotgan m turdagi turli xil
tovarning miqdori, ulaming birlik migdordagi narxi mos ravishda
pup2,...pmbo‘lsin. Bu tovarlami ishlab chiqgarishga ketadigan xarajat
funksiyasi berilgan boisin:

C =C(xt,x2,...xm).
U holda qgo‘shimcha giymat funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega
bo'ladi.
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W= H2§ +—+PXxmC(XvX2..... XM (1)
Tabiiyki, qo‘shimcha qgiymat maksimumini izlash, (l)-ko‘p
o‘zgaruvchili  funksiyaning > da (boshga cheklanishlar
go‘yilmaganda) lokal ekstremumini izlash kabidir: gZ]_O, i=12,...m

Bu shart x o‘zgaruvchilarga nisbatan algebraik tenglamalar
sistemasiga olib keladi:

P-— =0, /=12..W. 2)

g
(3.12)-tenglamalar sistemasi igtisodiyotning maium qoidasini amalga
oshiradi: tovarning oxirgi qiymati (narxi) bu tovarni ishlab chigarishga
sarflangan xarajatlarga teng.

Shuni ta’kidlash kerakki, (2)-tenglamalar sistemasini yechish
jarayoni xarajat funksiyasining ko‘rinishiga bogiiq va ancha murakkab

boiishi mumkin.
Masalan 4. Faraz qilaylik korxonada ikki xil tovar ishlab

chiqariladi, ularning hajmi x vay boisin pl=8 va p2=io mos ravishda
bu tovarlarning birlik migdordagi narxi, C xarajat fimksiyasi,
¢ =x2+xy+y2ko‘rinishda boisin.
U holda (1) ga asosan x =xx2=y da foyda ikki o‘zgaruvchining
funksiyasi boiadi: n(x,y) =Sx+iOy-x2-xy-y2.
Lokal ekstremum sharti chizigli algebraik tenglamalar sistemasiga olib
keladi:
J2x+y =8
[x +2j; =10.
Buning yechimi (2,4) nuqgtadan iborat. Modomiki an=-2<o,
A=ana2-02=3>0, u holda topilgan nugta qgo‘shimcha giymat
funksiyasining lokal maksimumini aniglaydi va p[,ix=2s.
Resurslarni engyaxshi natija beradigan gilib tagsimlash.
Faraz gilaylik X va Y resurslaming xarajat funksiyasi u=pX+p2
ko‘rinishga ega boisin, bu yerdapi vap2 mos ravishda bu faktorlaming
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bahosi. Ishlab chigarish fiinksiyasi u=ay2 boiganda resurslami optimal
tagsimlash masalasini garaylik, a0~?

Resurslarni optimal tagsimlashni aniglaydigan F(xoy0) nuqtada
xarajat va chiqarish ilinksiyalari urinadi.

Bu chiziglar mos ravishda axy2=c, px+Ply=A Yyoki y=(bixf2
y =-'(pjp2)x+Alp2 tenglamalar bilan aniglanadi, bu yerda C>0 va A>0
0‘zgarmas sonlar, b-/%. Bu chiziglarning urinish sharti quyidagi

tenglama bilan beriladi:

Bu tenglamadan xo=b'B(p2n PI)m giymat topiladi. U holda chigarish
funksiyasidagi K by>(2a/|:)ZJ giymat topiladi. Demak,

resurslaming optimal tagsimlanishi  xjyOp”™2pl munosabat orqali
aniglanar ekan.

Mahsulot ishlab chigarishning qo‘shimcha giymatini
maksimallashtirish

Qo'shimcha qiymat funksiyasi odatda quyidagi formula bilan
ifodalanadi:
N(K,L)=PF(K,L)-WL-kK. (3)
Bu yerda, F(K,L) ishlab chigarish funksiyasi, p mahsulot bahosi. W
va k mos ravishda mehnatga va kapital xarajatlarga faktor narxlar, L va
K mos ravishda mehnat resurslari va kapitalning xarajatlari.
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Qo'shimcha giymat maksimumini aniglashga doir ikkita misol
garaymiz.

1 Agar (0,10) nugtada go‘shimcha giymat funksiyasi (3)-maksimal
giymatni gabul gilsa (x0,10) nugta optimal reja deyiladi. Optimal reja F
da ishlab chiqgarish funksiyasi F ni o‘rniga go‘yib oxirgi normasini
toping.

Lokal ekstremum nugtasida go‘shimcha giymat funksiyasi t(k,I)

ning birinchi hosilalari nolga teng, ya’ni
pFA(KOLO)-k = o,
pfl(k g10)-w =0.

Ma’lumki, almashtirishning oxirgi normasi M=~F\é‘ formula bo'yicha

hisoblanadi, bundan optimal reja uchun n =~\W Kkelib chigadi.
2. Agar F(K.L)=2(KLf3boisa, qo‘shimcha giymat funksiyasi (3)ning
maksimumi va optimal rejani toping.
Qo'shimcha giymat funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:
n(K,L)=2p(KLf3-WL-RK.
Lokal ekstremum shartlari optimal rejaning Kn va LO koordinatalariga
nisbatan, ikkita chizigli tenglamalar sistemasiga olib keladi:

ZhwEk

PKILOS=W
Bundan optimal rejaning koordinatalarini topamiz:

rS)Y >- :

Bu giymatlami go‘shimcha giymat funksiyasiga go‘ysak n funksiya
maksimumini hosil gilamiz:



Eng kichik kvadratlar usuli
Eng kichik kvadratlar usuli approksimatsiya yoki fimksiyani ayrim
nugtalarda maium giymatlari bo‘yicha taxminan tiklash masalasiga
tegishlidir. Tajribada ko‘pincha formulalami eng yaxshi yo‘l bilan
empirik tanlash masalasi kelib chigadi. Masala quyidagicha ifodalanadi:
y noma’lum kattalikning n ta nuqtalarda kuzatishlari berilgan:
MI,M2,...,Mn (4)
va mos giymatlar olingan
Uss Uzs...:Ure (5)
Shunday U=f(M) funksiyani tanlab olish kerakki, u oichanadigan
kattalik Y ning oichash nuqgtalari {M.} va natijalari {U} orasidagi
bogiiglikni imkoni boricha aniq ifoda etsin.

Shunday qilib, empirik formulalami topish masalasi ikki bosgichdan
iborat:

1) f(M) bogianishning umumiy ko‘rinishini topish yoki /
funksiyaning o‘zgarmas parametrlari (koeffitsientlari) aniglik darajasini
ko'rsatish;

2) noma’lum koeffitsientlar (4) kuzatish nugtalarida shunday tanlab
olinadiki, /(m) funksiya berilgan (5) giymatlarga iloji boricha aniq
javob bersin.

Faraz qilaylik 1-bosgichda empirik formula o'z ichiga ma’lum baza
funksiyalar majmuyini hosil gilsin.

©)

ya’'ni empirik formula quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:
f{M)=ajyj (M)+ay2(M)+...+atyT(M) (7)
Buyerda, a\ar>at (8)

empirik funksiyaning noma’lum parametrlari.

2-bosgich noma’lum parametrlar (8)ni aniglashdan iborat. Ulami
shunday tanlab olish kerakki, (7) funksiyaning giymatlari (4) nuqtalarda
(5) oichangan giymatlardan iloji boricha kam farqg gilsin.
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Eng kichik kvadratlar usuli st=u,-f(M) xatoliklaming kvadratlari

yig‘indisini minimallashtirishdan iborat. Demak, (7) funksiya uchun,
ushbu
n n n f m n
H — — — . N
S(ai,a2,...,al= . _i‘_(u, -f(M ’))2_‘/5\})" k:ia IM({M)J\ 9)

funksiya barcha m argumenti bo‘yicha xususiy hosilalami topish kerak
va ularni 0 ga tenglash lozim. Bundan m ta nomaium ata2....am
parametrlarga nisbatan m ta chizigli algebraik tenglamalar sistemasi
hosil boiadi:

ANIN+Aj2a2 +—+Ajmam=Bj, j =1,2,...,m. (t0)
Bu tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadlari quyidagi formulalar
bo'yicha aniglanadi:

nk=4 = Bj = ¢~V I(AL), j,.k =\2..m
m bl

H
iy
1
1
1
1
1
1
1

MI Mi Mn X

S{a{,...an) (9)-funksiya musbat, pastga gavariq va chegaralangan
boigani uchun (10)-tenglamalar sistemasining yechimi, S funksiyaning
lokal maksimumi nugtasining koordinatalaridan iborat boiadi.

Igtisodiy statistikada maiumotlarini gayta tekshirishda empirik
formulaga yaqginlashish masalasini hal etishda U =f(M ) funksiyani bir
o‘zgaruvchining chizigli fimksiyasi ko‘rinishida izlash keng targalgan.
Bu holda (4) oichash nugtalarining majmuyi * ¢, giymatlaridan
iborat boiib, (6)-funksiyalar majmuyi esa ikkita funksiya yxx)=x va
y2{x) =X dan iborat.

Empirik formula (7) ning ko'‘rinishi quyidagicha boiadi: y=ax+b.
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No‘malum parametrlar a va b uchun ushbu chizigli tenglamalar
sistemasi hosil boiadi:
Jydjj a+Aj2 b=BlI
\a2l a+A2 b=B2
Bu yerda, koeffitsient va ozod hadlar quyidagi tengliklar bilan topiladi:

AU:ZH s Ar - an —y:XI y 22~ N
= 5
Masalan 4. Avtomobil poygasi hagida quyidagi maiumotlar bor.
Xmasofa (ming km) vay yonilg‘i sarfi (¢ /ming km).

xi 50 70 90 110 130

y 02 05 08 11 13
X vay o‘zgaruvchilar orasidagi bogianishni chizigli ekanligini bilgan
holda
y =ax +bempirik formulani eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

Yechish: Zarur yigindilami hisoblaymiz: .n ]nTyf, ’n\xf, ':;\xiyi.

1

Oradagi hisoblashlar quyidagi jadvalda ko‘rsatilgan:

i X, Yi XYi xf

1 50 0,2 10 2500
2 70 0,5 35 4900
3 90 0,8 72 8100
4 110 11 121 12100
5 130 1,3 169 16900
z 450 39 407 44500

Normal tenglamalar sistemasi quyidagicha boiadi:
J44500a +4504 =407

[450a+56 =39

316



Uning yechimi a=o0,14, b=-0,48. Shunday qilib, chizigli bogianishning
tuzilishi
y =0,014x - 0,48 ko'rinishda boiadi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning igtisodiyotda qoilanishi

Umumiy holda X tovarga boigan talab ko‘p o‘zgaruvchi funksiya
bo‘ladi, ya'ni sotib olinayotgan tovaraing migdori Qx uning narxi Px,
ikkilamchi xom-ashyo narxi Py, iste’molchining o‘rtacha daromad
darajasi V, yil fasllari t va hokazolarga bogiiq.

xususiy hosila Qx talabning fagat Px tovar narxi
0‘zgarganda o‘zgarish tezligining oichov birligi boiib xizmat giladi, bu
holda golgan barcha o‘zgaruvchilar o‘zgarmas deb faraz gilinadi. Xuddi
shunga o*xshash xususiy hosila % xomashyoning narxi Pyo‘zgarganda
X tovarga bo‘lgan talab ganday tezlikda o‘zgarishini ko‘rsatadi.

Xususiy hosilalaming ishorasidan foydalanib X va Y tovarlarning
xarakterini topish mumkin, aynan:

agar > 0 va > 0 boisa, X va Y tovariar oin
bosuvchi,
agar BIPY <0va _/ < Oboisa, X ya Y tovariar 3}%\(

to ‘Idiruvchi tovarlar hisoblanadi.
Masalan 5. Avtomobillarga ehtiyot gismlari ishlab chigaradigan
firma o'z mahsulotlarini ichki va tashqi bozorga chigarish imkoniyatiga

ega.
Tashqi bozorda talab quyidagi ifoda bilan berilgan: P\ +8gi =421
Ichki bozorda esa: Pi +2,502 =80

Bu yerda, Q\ va Qi mos ravishda bir hafta davomida tashqgi va
ichki bozorda sotib olinadigan migdor; P\ va Pi tashgi va ichki
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bozordagi narxlar. Firmaning umumiy harajatlari TC =250 +5Q. Bu
yerda Q = Q\+ Q.

Agar:l) firma narxlarni o‘zgartirish siyosatini o‘tkazish imkoniyatiga
ega boisa:

2) ikkita bozordagi narxlar bir xil boisa.

Maksimal foydaga ega boiish uchun har gaysi bozorda firmaning
mahsulotiga ganday narx o‘matilishi kerak. Har bir holda firmaning
foydasini aniglang.

Yechish:  Masalaning  birinchi  gismi  firma  o‘zining
iste’molchilarini ajratishi mumkin va har bir bozorda o‘ziga eng ma’qui
narxni qo'yishi mumkin deb faraz gilinadi. Tashqi bozordagi talab
funksiyasi Pi+8gi=421 ichki bozorda esa Pi+2,502=80 firmaning
umumiy daromadi tashqi va ichki bozordagi daromadlar yigindisiga
teng:

R=Ri + Ri = P\Q\ + P2Q2= (421 - sQoQi + (80- 2,5Qi)Q2=
= 421Qi- 8gi2+ 80g2- 2,502
Firmaning umumiy xarajati: TC =250 + 5{Q\ + Qi)
demak, foyda funksiyasi
%=R- TC=421Qx- 8gi2 +8002- 2,5g22- 250 - 5gi - 592

Biz Q ga bogiig boigan foyda funksiyasini hosil gildik. Endi
firmaning foydasi maksimum boiganda Q\ va Qi laming giymatini
aniglash masalasini garaymiz. Buning uchun Q\ va Qi bo‘yicha xususiy

~421 167" 5 416" 16
\dnjdQ2=80-5e2-5;  [75- 5Q2=0

hosilalami toEib nolga tengl;ymiz:
Bu tenglamalar sistemasini yechib gi=26, ~2=15 ni topamiz.
Ikkinchi shartni tekshiramiz:

02)i/06Qi2=-16, 02i/9Q2=-5, 94t/6QiQ2=0.

din dIK ( d2C

sqi dQ\
Demak, foyda funksiyaning maksimumga erishish sharti bajariladi.

Shunday qilib firma maksimum foydaga ega boiishi uchun tashqi

=(-16) «-5)- 0=80 >0 va O2@/OQI2=-16 < 0
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bozorga 26 ta ichki bozorga 15 ta mahsulot chiqgarishi kerak. Q\ va Q2
ning bu giymatilarini talab funksiyaga qo‘yib P1va Pi narxlarni topamiz:
Pi =421 - 8gi =421 - 8n26 =213,
P2=80- 2,592 =280- 2,5x15 =425
Demak, tovaming tashgi bozordagi narxi 213 pul birligi, ichki
bozordagi narxi esa 42,5 pul birligi bo‘lib, firmaning foydasi:
m=421Ri -8gi2 +80g2- 2,5922-5Q - 5Qi =421n26 - 8*262+
+80x15 - 2,5x152- 250 - 5126 - 5x15 =5720,5 p.b.
Firmaning haftalik foydasi - narx o‘zgarish siyosatini o‘tkazish
shartlarida n:=5720,5 pul birligini tashkil giladi.
Iste’molchilar bozorini ajratish imkoniyati boimagan holda ichki
va tashqi narx bir xil boiadi: P\=Pi=P. U holda tashqi va ichki bozorga

chigariladigan tovar migdori teng bo‘ladi:

21-P 80—P
Q =~k =52625- 0,125P; B, =~ F =32- 04P

Umumiy migdori Q=Q\+R2=84,625-0,525P, bunda p =&" s”

yagona bozor uchun yangi talab fimksiyasi.

; L : ™ 84,6258 84625 R2
Yagona bozordagi daromad: 0 =—0525 [B="052F 0525’
Umumiy harajatlar TC =250 + 5Q'

Firmaning foyda funksiyasi: n= 6@5& Q~ ’\ ~250~5@

Foyda maksimum bo‘ladigan birinchi tartibli shartga asosan Q ning

ﬂnlymatlnl tOEISh zarur: E?-—%456225 —0252—5- 5=0. g =41

d 27r/dQ2 < 0 funksiya maksimumining sharti.
Demak, Q=41 nuqgtada foyda funksiyasi maksimumga erishadi.
s(41) = 925x41— --250-5x41 «2951,9.

Endi birlashgan bozorda tovarning narxini aniglash kerak. Buning
uchun birlashgan talab funksiyasidan foydalanamiz:
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E'tibor qiling, birinchi va ikkinchi hollarga bozorga
chigarilayotgan tovarning miqgdori bir xil. Lekin birinchi holda
firmaning tovarlariga bo‘lgan narx har xil, natijada foyda olish
imkoniyati boiadi.

7i = 5720,5, n2 = 2951,9.

Ishlab chigarishning x va y faktoriga bogiiq z=f(x, y) ishlab
chigarish funksiyasi berilgan boisin.

Ishlab chigishning chegaraviy unumdorlik faktorlari:

o) _4dz _4dz
dx’ 'y dy-

Bunda nx-X faktorning chegaraviy unumdorligi,

ay-y faktorning chegaraviy unumdorligi.

Ishlab chigarish ikki faktorining chegaraviy aralashish me’yori:

oy dz dz
ax dy dx

oor dz dz
W'=-%" dx dy
Bunda n~-ishlab chigarish x faktorining ishlab chigarish y
faktoriga chegaraviy aralashish me’yori.
- ishlab chiqgarishy faktorining x faktoriga chegaraviy aralashish
me’yori.
Mahsulot ishlab chigarishning ma’lum faktori bo'yicha
elastiklikning xususiy giymatlari:
dz z dz x dz z dz vy
dx x ox z V& Y 8y'y Tay Tz
Bunda £- ishlab chigarish hajmining x faktor bo‘yicha elastikligi,
sy- ishlab chigarish hajmining y faktor bo‘yicha
elastikligi.



Elastiklik koeffitsienti ishlab chigarishning bir faktori 1% ga
0‘zgarganda va ikkinchi faktor o‘zgarmas boiganda ishlab chigarish
hajmi gancha foizga o‘zgarishini anglatadi.

Masalan 6. z=4x3-xy2-5y ishlab chigarish fimksiyasi bo'lib,
bunda Xmehnat kuchiga xarajatlar, y mehnatiga (investitsiya) xarajatlar.

x=i va y =2da funksiya xususiy elastikligini hisoblang.

Yechish: — =Ux3- xv2+bViX =12x2- v2. — =fax3-xy2+5vh =-2xy +5.

Demak, mehnat kuchiga xarajatlar 1% ga ortsa, ishlab chigarish
hajmi 0.8% ga, mehnatga (investisiya) xarajatlar 1% ga ortsa, ishlab
chigarish hajmi 0.2 % ga ortadi.

Masalan 7. Y =f(;1)=a-K“s Kobba-Duglas ishlab chigarish
funksiyasining asosiy parametr va xarakteristikalarini aniglang, bunda Y
- ishlab chigarilayotgan mahsulot hajmi; L - mehnat xarajatlari; K -
ishlab chigarish fondlari hajmi; A a,r -ishlab chigarish funksiyasi
ko‘rsatkichlarini ifodalovchi o‘zgarmas sonlar, bunda n>0, o<a+R<i.

Yechish: Birinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:

a=Yl =As kan*- chegaraviy mehnat unumdorligi;

aK=y,; =a-a-k“-"-chegaraviy mehnat invesititsiya unumdorligi
igtisodda aK chegaraviy jamg‘arma unumdorligi deyiladi.

Kobba-Duglas funksiyasining elastikligini hisoblaymiz:

M-a- Kat-Lp=a,
BA-R-K“s =R

Demak, a - jamg‘armalar (fondlar) bo‘yicha mahsulot ishlab
chigarish elastikligi, 3 - mahsulot ishlab chigarishning mehnat bo‘yicha
elastikligi K - ishlab chigarish fondlarining nisbiy 1% ga o‘zgarishi
mahsulot ishlab chigarishning nisbiy miqgdorini taxminan a% ga
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o‘zgarishini kamaytirib chigaradi, agarda K ning 1% ga o‘zgarishi
yetarlicha kichik boisa.
Agar L mehnat xarajatlarini 1% ga orttirilsa, u holda mahsulot
ishlab chigarish migdori taxminan 3% ga o‘zgaradi.
Ikki faktoming aralash me’yorini aniglaymiz:
_ @_ ARK“SB _ BK
UKL~ aK~ AaK“LR~ oL
asosiy kapitalning mehnat bilan chegaraviy aralashish normasi.

eK cxL

mehnatning asosiy kapital bilan aralashish chegaraviy me’yori.

1,K =

To'la differensial

Y =y (K;1)~ Kobbi-Duglas ishlab chigarish funksiyasini garaymiz.

Bunda, Y-ishlab chigarish mahsulotlari narxi; L - mehnat
xarajatlari; K - ishlab chiqarish fondlari hajmi.

K ishlab chigarish fondlari hajmi va L mehnat resurslari
xarajatlarini fiksirlaymiz. U holda mahsulot ishlab chigarish narxi
Y=Y(k;1) ishlab chigarish funksiyasining toia differensiali:

dY = YKdK + YKdL.

Ammo, y; -chegaraviy mehnat unumdorligi; y' - chegaraviy fond
unumdorligi. U holda, y‘ak-ak qo‘shimcha fondlar yordamida ishlab
chigarilgan mahsulot narxi; y'-a1- az, mehnat xarajatlari orgali ishlab
chiqgarilgan go‘shimcha mahsulot narxi. Kichik AL mehnat xarajatlari va
AK fondlar hajmi o‘zgarishida mahsulot ishlab chigarish o‘zgarishi
AY«dY, AY =Yk-AK+Y1-AL

Demak, mehnat resurslariga xarajatning oz miqdorda o‘zgarishi va
ishlab chigarish fondlarining ham oz miqdorda o‘zgarishdan ishlab
chigarish mahsulot narxining o‘zgarishi taxminan avvalgi fondlar
hajmida qo‘shimcha mehnat xarajatlari yordamida ishlab chiqarish
mahsulot va oldingi mehnat resurslari miqdorida go‘shimcha fondlar
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yordamida ishlab chigarish go‘shimcha mahsulot narxlari yig‘indisiga
teng.

Y ishlab chigarish doimiy (o‘zgarmas) bo‘lsin. U holda dy =o yoki
YK +YLdL =0.

d K Y 0}

bilan chegaraviy almashtirish me’yoridir (normasidir). Doimiy ishlab

chigarishda va yetarli kichik ak va a1da K AK

Demak, chegaraviy almashtirish normasi asosiy kapital xarajatlari
bir birlikka kamaysa (doimiy ishlab chigarishda) mehnat xarajatlari
necha birlikka ortishini anglatadi.

Masalan 7. Tashkilot har oyda 30 min p.b. mahsulot ishlab
chigardi. Uning asosiy fondlari 100 min p.b., mehnat resurslari esa 1500
b. Tashkilot igtisodchilari mahsulot hajmini 1 min kun.birlikka ortishi
uchun 4 min p.b. migdorida uskuna sotib olish kerakligini hisoblashdi.
Ishlab chigarish funksiyasini a +3 =\shartda Kobba-Duglas ko‘rinishida
tuzing.

Yechish: Ishlab chigarish funksiyasini Yy =A-Kal® ko‘rinishida
qo‘llaymiz, bunda y-ishlab chigarish mahsulot hajmi, z.-mehnat
sarflari, K -asosiy fondlar hajmi; A,a,g-ishlab chigarish funksiyasi
ko‘rsatkichlari. a+g8 =l bo‘lganligidan y =a &al-a. A va a parametrlarni
aniglaymiz. Masala shartiga ko‘ra yo=30, k0=100, £,=1500, ay =i,
AK =4,

ay ~dY =YKmk +y; m1 munosabatdan foydalanamiz.

Mehnat xarajatlari o‘zgarmaganligi uchun ar=o0 boidi. U holda
ay Zy'kaK =Aa-K 2AR1"-ak Va Y0=A-K°-ia munosabatlarga masala
shartidagi berilganlami qo'yib:

Ja-a-100"" 15001 **-4 =1
[*4m «100“ «15001 =30

Bu sistemani yechib: a :-Z, A:EOSE%E)B%]:B.?.
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Demak, ishlab chigarish funksiya: Y =157 mKSa_16.

Ikki tur mahsulotlar ishlab chigish hajmi x vay bo'lib, olinadigan
foyda miqdori mos ravishda pi va p2 bo‘lsin. Bu mahsulotlarni ishlab
chigarish uchun xarajatlar C=c(x,y) differensillanuvchi funksiya
yordamida berilgan boisin. U holda ishlab chigarishdan olinadigan
foyda n =n(x,y) =ptx+p2m - c(x,Yy)

Foydani maksimallashtirish tabiiyki n=n(jc,) ikki o‘zgaruvchili
funksiyaning x>0, y>o0 shartdagi lokal ekstremumini topishga
keltiriladi.

sistemani yechib statsionar nugtani topamiz.
Demak, pt=——, p2=—, bunda —-1 tur x birlik mahsulot
dx dy dx

ishlab chigarish uchun chegaraviy xarajatlar, @~2 tury birlik mahsulot

ishlab chigarish uchun chegaraviy xarajatlar.

A=&, Pi=W munosabatning iqtisodiy ma’nosi: mahsulotning

chegaraviy qiymati (narxi) shu mahsulotni ishlab chigarish uchun
sarflangan xarajatlaming chegaraviy giymatiga teng.

Ishlab chigarish funksiyasi x =A-Kd-11, a, >0, a2>0 funksiyasi
boisin, bunda A-neytral (texnologik koeffitsient) texnik rivojlanish
koeffitsienti,  «,-mehnat bo'yicha elastiklik, a2-jamg‘armalar
elastikligi.

Agar a,=a, a2=1-a boisa

X =A-Ka-Lla

Kobbi-Duglas funksiyasi hosil boiadi.

Masalan 8. Yalpi ishlab chiqgarish funksiyasi (mird p.b.) asosiy
ishlab chigarish jamg‘armalari (mlrd p.b.) va mehnatga ishtirok
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etayotgan aholi (min kishi) soniga bogiiq holda X =0.931-AT(BX-/,05%4
funksiyasini ifodalasin.
Resurslar sarfining o'sishi bilan ishlab chigarish ham o‘sadi, ya’'ni

—a)yAKKa* 2= >0, chunki oix>0

— =a2AXKa m21- +—>0; chunki a2 >0.

Resurslar sarfining ortishi bilan uning chegaraviy tushumi kamayadi,
ya’ni

=a, (a, - )mK«-1sF =a,(a, - )A <o, chunki «, <1

~ = a 2@2-1)'-Kd-L“T'1 =(a2-1)"-<0, chunki « 2 <1+

Resurslarning birining ortishi bilan ishlab chigarish ham ortadi.
Demak, 0<a, <t, 0<az<1 da berilgan funksiya neoklassik.

ai=" " 7- asosiy jamg‘armalar bo'yicha ishlab chigarish
elastikligi,
a2= - mehnat resurslari bo‘yicha ishlab chiqgarish elastikligi.

Bu munosabatlar har bir faktor 1% ga ortsa ishlab chigarish necha
foizga o'sishini anglatadi.

Xususan, X =0.931m 5%-Zo5% ishlab chigarish funksiyasida
asosiy fondlaming 1% ga ko'payishi yalpi mahsulot ishlab chigarishni
0.539% ga ortishini, mehnatga band ishchilarning hajmi 1% ga
ko'payishi esa yalpi ishlab chigarishni 0.594% ga ortishini bildiradi.

Agar «, <a2 da jamg‘arma himoyalovchi (ekstensiv) o'sish
o‘rinlidir.

Ishlab chigarish o‘sish sur’atini aniglaylik:



Har ikki gismni &};2 darajaga oshirib

a =al+a2>Ilda ishlab chigarish faktorning o‘rtacha o‘sishidan
yugori, al+a2<Ilda pastroq bo‘ladi. Demak, al+a2>Ilda ishlab
chigarish fiinksiyasi o*suvchi igtisodni ifodalaydi.

KOL tekisligida satr chiziglari yoki izokvantalar deb £ (k,1)=x0,
X0=const tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamiga aytiladi.

Ishlab chigarish funksiyasi uchun

A-Ka-if*=x0 yoki K=" ="
ya'ni sath chiziglar asimptotalari koordinata o‘qglari boigan
giperboladir.

Aniq bir izokvantdagi turli K va L uchun ishlab chigarish hajmi
doimiy va aniq Xodir, bu ega resurslarning o‘zaro almashinuvchanligini
anglatadi.

f (k, 1) =XO0 izokvanta uchun dF=(), ya'ni ~dK +— dL=0.

8K 8L

P . . .
Bunda -->(), >0, shuning uchun dk miL <0, ya’'ni dk va di turli

ishorali: agar dL<o boisa, ya’'ni ishlab chigarish hajmi kamaysa, u
holda dk >0, ya’'ni \d\ kam ishlab chigarish hajmi dk jamg‘arma fondi
bilan goplanadi.
Ta'rif. SK mehnatni jamg‘armalar bilan chegaraviy almashinish
me’yori deb
dF

= =JL
K Md\ 8L dF

dK
munosabatga, SL fondlarning mehnat bilan chegaraviy almashinish
me’yori deb
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_a,, _K
munosabatga ayt‘iadll bunda SK-SL=1, \ -@--L—-—q—_/q k—r

ya’'ni, mehnatni fondlar bilan almashinishi jamg‘arma ta’minotiga
proporsional.

Ishlab chigarish funksiyasining eng yugori o'sish chizig‘iga
izoklinlar ~ deyiladi.  lzoklinlar  izokvantalarga  perpendikular

iJm "w k f ~oklinlar tenglamasi.

dF X dF

Ishlab chigarish funksiyasi uchun Ko =a2 shuning

K’ oL L
uchun izoklinlar b—{(dK =5Ld_ differensial tenglama bilan beriladi. Uni

yechib, K= p -;2+a, bunda a=Kj-~-L\. Bunda, {10k0) izoklin
Va2 a2

o‘tuvchi nugta.

a=0da k=1 P -.
n «

0 ‘sishning ekstensiv (resurslar sarfming o'sishi, ya’ni ishlab
chigarish masshtablarining o‘sishidan) va intensiv (resurslardan
foydalanib effektivligini orttirishdan) faktorlari muhimdir.



Ishlab chigarish fiinksiyasidan foydalanib, ishlab chigarishning
masshtabi va effektivligini aniglaymiz.
Ishlab chiqgarish fimksiyasini nisbiy ko‘rsatkichlarda
@2

xHu7s vo
x0-mahsulot hajmi, ko-fondlar sarfi, Lo-mehnat sarfi.
X= X° Ka-La=A-Kala\ A=- X°
K'Q K?-Q
A koeffitsient resurslami ishlab chigarish hajmi bilan o‘lchaydi.
Agar ishlab chigarish va resurslami nisbiy birlikdagi oichamlarini
X, K, L orgali belgilasak, u holda ishlab chigarish funksiyasi
X=KdLa
ko‘rinishda bo'ladi. Shu ko'‘rinishdagi ishlab chigarish funksiyasi
uchun effektivlikni aniglaymiz. Effektivlik bu natijaning xarajatlarga
nisbatidir. Bizning holda 2 xil xarajatlar: o‘tgan mehnatlar uchun «k
fond ko'rinishidagi va L hozirgi mehnat xarajatlari. Shuning uchun
effektivlikning 2 xil ko‘rsatkichi mavjud:

V
ﬁ-fond unumdorligi, L mehnat unumdorligi.

e =" YAY Liigtisodiy effektivlikning umumlashgan

koeffitsientidir.

Igtisodiy effektivlik ko‘rsatkichi yordamida ishlab chigarish
funksiyasi tashqgi ko‘rinishdan Kobbi-Duglas funksiyasi ko‘rinishini
oladi: x=E-I-I"-“.

Bunda E=-E(K.L)

Ishlab chigarish masshtabi M =K a sl xa.

Demak, ishlab chigarish x =E-m -igtisodiy effektivlik va ishlab
chigarish hajmlari ko‘paytmasidir.

Masalan 9. 1960—995-yil ko‘rsatkichlari bo‘yicha AQSH ichki
yalpi ishlab chigarish funksiyasi X =2.248kaAviba8B ning ishlab

chigarish masshtabi va effektivligini aniglang.
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Yechish: 1987-yilgi narxlar bo‘yicha mird dollarda AQSHning
yalpi ichiki ishlab chigarish hajmi 1960-yildan 1995-yilgacha 2.82 marta
ortgan, ya’'ni x =2.82, asosiy ishlab chigarish fondlari shu davrda 2.88
marta, ya’'ni K=2.88, mehnatga bandlik 1.93 marta, ya'ni 1 =193 ortgan.

Fondlar va mehnat bo‘yicha nisbiy elastiklikni topamiz:

a, _ 040 0337  1-a- 06653

% Zax+a2 ~0.404+0803
Endi resurslarning xususiy effektivligini aniglaymiz:

* =" =

E fIK o] 0.98.
| =% =N =

EIE L 193 146

So‘ngra effektivlikning umumlashgan koeffitsientini aniglaymiz:
E=E" E[a =0.98°347+1.46°663=1.278
Ishlab chiqgarish masshtabini resurslar o'sish sur’atining o‘rta
geometrigi kabi aniglaymiz:
M =Ka-L l-a=2.88a3347- 19386863 =2.207
Demak, 1960-yildan 1995-yilgacha YAIM o'sishining 2.82

martagacha ortishi ishlab chigarish masshtabining 2.207 marta ortishi va
ishlab chigarish effektivligining 1.278 marta ortishi hisobidan amalga

oshirilgan (1.273-2.207 =2.82).
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12. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.
Differensial tenglamalar hagida umumiy ma’lumotlar

Differensial tenglamalar matematikada alohida o‘rin egallab, tabiiy
jarayonlami tekshirish, jamiyatdagi ayrim qonuniyatlami o‘rganish
differensial tenglamalarni o'z ichiga olgan matematik modellarga
keladi.

Ta’'rif. Differensial tenglama deb erkli o‘zgaruvchilar, noma’lum
funksiya va bu funksiya hosilalari yoki differensiallarini bogiovchi
tenglamaga aytiladi.

Agar izlanayotgan funksiya bir o‘zgaruvchili boisa, tenglama
oddiy differensial tenglama, ko‘p o‘zgaruvchili boisa xususiy hosilali
differensial tenglama deyiladi.

Differensial tenglamaning tartibi deb unda qatnashayotgan
hosilalaming eng yuqori tartibiga aytiladi.

Umumiy holda «-tartibli oddiy differensial tenglama quyidagicha
ifodalanadi:

F(X.y.y'--y@)=0
Jumladan, 1-tartibli oddiy differensial tenglamalaming umumiy
ko'rinishi
F{x.y,y")=0 (i*)
kabidir.

Agar (1*) tenglamani hosilaga nisbatan yechish mumkin boisa,

quyidagiga ega boiamiz:
y' =f(x.,y) (1)
Bu holda tenglama hosilaga nisbatan yechilgan, deyiladi.

Misollar: y' =1x3, (y")3y 2+5x =0, / =x4cos>\
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Ta’rif. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaning yechimi
deb (a,b) oraligda (1*) (xususan (I))-tenglamani ayniyatga
aylantiruvchi Y —<pfx) fimksiyaga aytiladi.

Yechimning grafigi integral egri chiziqg deyiladi. Differensial
tenglamalar nazariyasida asosiy masala yechimning mavjudligi va
yagonaligidir.

Bu masala (l)-tenglama uchun Koshi teoremasi orqali ifodalanadi.

Teorema (Koshi teoremasi). Agar f{x,y) fimksiya va uning
xususiy hosilasi f'(x,y) OXY tekislikning biror D sohasida uzluksiz
boisa, u holda ixtiyoriy (xQy)& D nugtaning biror atofida (1)-

tenglamaning x =x0 da y =y0 shartni ganoatlantiruvchi yechimi
mavjud va yagonadir.
(I)-tenglamaning  M&0 =Yo  boshlang‘ich  shartini  (Koshi

shartini) ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi
deb ataladi. Buning geometrik ma’nosi integral egri chiziglar oilasidan
D sohaning berilgan (x0,y0) nugtasidan o‘tuvchi bittasini tanlab olinadi.

Ta'rif. (I)-tenglamaning umumiy yechimi deb, ¢ o‘zgarmasning
ixtiyoriy giymatida bu tenglamani ganoatlantiruvchi y =¢(x,c)
funksiyalar majmuyiga aytiladi.

Ta'rif. {p(x,c)} (I)-tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. (1)-
tenglamaning D sohasidagi xususiy yechimi deb, c- ¢0 o‘zgarmas
giymatda olingan y =<p(x,c0) funksiyaga aytiladi.

Keyingi o'‘rinlarda «differensial tenglamay iborasini
«tenglama» deb bayon gilamiz.
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0 ‘zgaruvchisi ajraladigan va unga keltiriladigan tenglamalar

Ta'rif. f2(y)dy=fi(x)dx ko‘rinishdagi tenglamalar o‘zgaruvchisi
ajralgan differensial tenglamalar deyiladi, bu yerdafi(x), fify) uzluksiz
fiinksiyalar.

Bu ko'rinishdagi tenglamalarni bevosita integrallash yordamida
unumiy yechimlari hosil qgilinadi: ~f2(y)dy=~fi(x)dx+C.

Masalan. Tenglamani yeching: xdx+ydy=0.

Yechish: Bu o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamadir,
chunki dx oldidagi fimksiya fagat x ga, dy koeffitsienti esa fagat y
ning fimksiyasidir. Bevosita integrallab umumiy yechimni hosil
gilamiz:

Jxdx +jydy =C, yoki x2+y2=C2
Demak , makazi koordinatalar boshida boigan aylanalar oilasi
berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimini hosil qilar
ekan.

Ta'rif. Ushbu

y=fi{x)f2y) (2)
ko‘rinishdagi tenglamalar o‘zgaruvchisi ajraladigan differensial
tenglamalar deyiladi.

Bu tenglamani yechish uchun «o‘zgaruvchini ajratish usuli»ni
go‘llaymiz: § hosilani uning ekvivalient formasi dy/dx ga almashtirib,

dx
tenglikning ikkala tomonini y ~ gako'paytiriladi (f2(y)* 0):

-Ehl~f\(x)dx

Tenglikning ikkala tomonini integrallasak,
k=X
Bu yerda, ¢ - ofzgarmas Kattalik.
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Masalan: y=&l‘m\tenglamaning (0,1) nugtadan o‘tuvchi

xususiy yechimini toping.
Yechish: 0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz: ydy/Jy1+1=xdx.

Bundan, jydyAy”+| =jxdx+,

Demak, V/+i=y+c>/ H=(y +0)% >=-j(y+c)2-1m

(0,1) nugtadan o‘tuvchi yechim izlanayotgani uchun ¢ =2 topiladi.
Demak, y =yf()x2/4 +J2J -1

Ba’'zi differensial tenglamalami o‘zgaruvchilarini  almashtirish

yordamida o‘zgaruvchilami ajraladigan differensial tenglamaga
keltirish mumkin.

T-=/ (ax-+by)

ko‘rinishdagi  tenglamalar ~ z=ax+by  almashtirish  yordamida
o‘zgaruvchilarni ajraladigan differensial tenglamaga Kkeltiriladi. Yangi
X va z 0‘zgaruvchilarda

dz _ dy dz _ _
CAth gy oAt ) yoki- +g‘;77 |=dx

o‘zgaruvchilari ajraigan tenglamadir. Integrallab umumiy yechimni
hosil gilamiz:

fa—+ m-z-)- =x+C.

dy _o
Masalan: Tenglamani yeching: N - ZX +y

Yechish: z=2x+y almashtirish yordamida

X ~ o‘zgaruvchilari  ajralgan tenglamani  hosil  gilamiz.

0 ‘zgaruvchilami ajratib va integrallab umumiy yechimni hosil
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gilamiz: ~Z\2~"X In]z+2]=x+InC,C>0. z =Cex- 2,
2x+y =Cex-2, y —Cex—=2x—2.

Bir jinsli va unga Keltiriladigan differensial tenglamalar

Ta'rif. Agar f(Ax,Ay)=Au(X,y) ayniyat o‘rinli boisa, u holda
f{x,y) m darajali birjinslifunksiya deyiladi.

Masalan: xcos— x-ycos— \x3+y3; — — funksiyalar bir jinsli

X X Xy

funksiyalardir.

l. Agar P(x,y) va Q(x,y) bir xil oichovli birjinsli funksiyalar boisa
u holda p(xy)dx+Qxy)dy =0 birinchi tartibli bir jinsli differensial
tenglama deyiladi.
Bir jinsli differensial tenglamalar y=ux alamshtirish yordamida, bu

yerda u vyangi noma’lumli funksiya, o‘zgaruvchilari ajraladigan
tenglamaga keltiriladi.

, X+
Masalan: Differensial tenglamani yeching: vy :A)g/-

Yechish: Tenglama bir jinsli boigani uchun y =ux almashtirishni

, . . T . 1+u
bajaramiz, natijada y' =u-+u'x ni hosil gilamiz. Tenglama u+ux =-—
yoki wx=—— ko‘rinishini oladi. o ‘zgaruvchilami ajratib
[ +ul du =~ n*  hosil gilamiz. Uni integrallab

arctgu ~-1~In(l +u2) :Inb1q+(:ni topamiz.
Oldingi o‘zgaruvchilarga gaytib arctg™=-]n(I1+u2Hn\X\+C yoki

arctg~= Lnylx2+y2 +C arctg-= Inyjx2+y 2 +C ni hosil gilamiz.
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I1. Ushbu 5= «— ko‘rinishdagi tenglamalar bir jinsli

atx+biy +cl

a+b—
tenglamaga keltiriladi. Agar c1=o=0 boisa, u holda ~ =-—-— bir
dx 6,4'6,%(
jinsli tenglama hosil boiadi.

Agar c£0, c¢i£0 boisa, u holda koordinatalar boshini ax+by+c=0
va aix+biy+ci=0 to‘g‘ri chiziglaming kesishish nugtasi (xo;y0) ga
ko‘chirish bilan bir jinsli tenglamaga keltiriladi. x=X+xo, y=Y+yo. U
holda —=2aX"'hY - birjinsli tenglamani hosil gilamiz.

dx atX +bxy

a\_\ _i

Agar to‘g'ri chiziglar parallel, ya'ni boisa, tenglama

'(Ij';—A('gXttgy?cgc;( ko‘rinishga keladi. Bu holda z=ax+by deb

d—X:a+b& va o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil

boiadi.

: . - dy _ X—y +1
Masalan: Differensli tenglamani yeching: =X+y " m

+1=0

X -y
+y_22Q

J
Yechish: x0=1,y0=2 \ +

sistemaning yechimi boigani uchun x=X+I, y=Y+2.

dX _X-Y
Uholda dx~x+r
Y
z=—
X almashtirish o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiradi.
z+X -q}-— 12 _g_:l:_)_()[_z I nI 1-2z-2 2L I'n}yl
dX \+z 1—2z— 2 1 | Yl

(1-22~22)x2=C, X2-2XY-Y2=C,x2-2xy-y2+2x+6y =C.
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i i \
y="f ax-+by+c ko‘rinishdagi tenglamalar ham koordinatalar boshini
ax+by+c-0 va ax+bly+cl=0 to‘g‘ri chiziglaming Kkesishish
nuqtasiga ko‘chirish bilan bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Agar bu
to'g‘ri chiziglar kesishmasa, u holda a™x+by =k(ax+by) deb tenglama
y'=F(ax+by) Ko‘rinishga keltiriladi va z—ax+by almashtirish bilan
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

. Ba’'zan tenglamalar y —Z"" almashtirish bilan bir jins
tenglamaga keltiriladi. Bu yerda m oldindan ma’lum boimagan son.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: § =*2%+ Iy =1
x+1 I"x-1
R P . o .
Yechish: — ng +]) Ejﬁz—' boigani uchun berilgan

tenglamaning o‘ng tomoni Y ifodaning fimksiyasi bo‘ladi. x+y =0

va X+1=0 chiziglar (-1 1 nuqtada kesishgani uchun koordinata
o‘glarini bu nugtaga parallel ko‘chirib, yangi o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:
t =X+1, z-y-lI. Izlanayotgan funksiya

= '~ =~ ~ =Ny i i i
z=2z(1).z T oo wi Y boigani uchun berilgan tenglama

z'=l+y +yj ko'rinishga keladi. Hosil boigan bir jinsli tenglamani
yechish uchun u =z/t almashtirishni bajaramiz, bu yerda u=u{t). U
holda z=ut, z2 —u't+u va tenglama u't=I+u2 yoki T
ko‘rinishga keladi, ya’'ni o‘zgaruvchisi ajraladigan tenglama boiadi.

Tenglikni hadma-had integrallab arctgu - WNA\+c  yoki u =t{\N\+c)

) ? B Z(j boigani uchun y =I+(x+l)ig(h|x +l]+c) hosil boiadi.
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Birinchi tartibli chizigli va unga keltirladigan differensial
tenglamalar

Ta’rif. Birinchi tartibli chizigli tenglama deb y +AX)y=(i(x)  (3)
ko‘rmishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda p(x),q(x) uzluksiz
funksiyalar. Bu tenglamani «o‘zgarmasni variatsiyalash usuli» bilan

yechamiz.

Dastlab, (3)ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
topiladi:

y +p(x)y=0

Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Shuning uchun y *o

deb faraz qilib, ushbuga ega boiamiz:

- = -p(x)dx
y
y-C e',@
C ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Endi (4) da C ni n ning funksiyasi, deb garaymiz, ya’ni
y =c(Xy ipgx ()

(«0‘zgarmasni variatsiyalash» deb shujarayon ko‘zda tutiladi).
(5)-tenglamani (3)ga qo'yib soddalashtirsak,

¢'(xX)=q(x) erRN .
Ushbu tenglikning ikkala tomonini integrallasak,
¢(x) = ~q(x)e dx +c,, (6)

(4)

hosil boiadi, bu yerda c, ixtiyoriy o‘zgarmas son.
(6) ni (5)ga qo'ysak, (3)-tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y(x)=c ™ pRk+e-MIk\q(x)eNdx . (7
Masalan: Differensial tenglamani yeching: y - -y =2xu

Yechish: Avval y - - y =0 bir jinsli tenglamani yechamiz.

337



Faraz qilaylik c=c(x) u holda y=c(x)x2 berilgan tenglamaning
yechimi boiadi. Uni berilgan tenglamaga qo'yib, c(x) ni topamiz:
¢'(X)X2- 2xC(x) f 2C(x) = 2x3=>C'(x) = 2x =>C(x) =x2+C,. Bundan

berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz: , =(+¢, )x2.
Bernulli tenglamasi

Ba’'zi bir chizigli boimagan tenglamalar ayrim almashtirishlar
yoii bilan chizigli tenglamaga keltiriladi. Bunday tenglamalar gatoriga
Bernulli tenglamasini kiritish mumkin:

y't p(J)y =q(x)y", n= const. (8]
Agar n=o0 boisa, chizigli, bir jinsli boimagan, n=1 da chizigli, bir
jinsli tenglama hosil boiadi. Shuning uchun (8) da n”o, n=t1 deb faraz
gilinadi.
Yangi z(x) =z(y(x)) funksiya kiritamiz z=y~" uholda z =(I~n)y y

(8)-tenglamaning ikkala tomonini y" ga boiamiz:

y-"y +pj~n=q (V)
Bu tenglamaning ikkala tomonini (i-n) ga ko'paytirib, (9), (10)-
tengliklami hisobga olgan holda z(x) ga nisbatan chizigli, bir jinsli
boimagan differensial tenglamani olamiz:
2 +(1-<)/ 22 =(1 =) q. (12)

Masalan: Differensial tenglamani yeching: y'--\-xy=xy3

Yechish: Bu tenglama Bernulli tenglamasidir «=3. z=y-2
almashtirishni bajaramiz. U holda z' =-2y~3".

(12) da asosan z'+(-2)xz=-2x
(7) ga ko‘ra tenglamaning umumiy yechimini topamiz: z(x)=Cx2+|
Natijada ushbu v=Hx2+1)2 yechimni olamiz.



Rikatti tenglamasi

Ta'rif. ~+a(x)y+b(x)y2=c(x) ko‘rinishdagi tenglamaga Rikatti
tenglamasi deyiladi.

Bu tenglama umumiy holda kvadraturada integrallanmaydi.
Lekin, agar bu tenglamaning biror y =y, (x) xususiy yechimi maium
boisa, y=y,+zalmashtirish Rikatti tenglamasini z o0‘zgaruvchiga
nisbatan Bemulli tenglamasiga keltiradi.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: &axy+ay2zl.

Yechish: Bu Rikatti tenglamasidir. y=x bu tenglamaning xususiy
yechimidir. Suning uchun y=x+z almashtirish bu Rikatti tenglamasini

z o'zgaruvchiga nisbatan Bemulli  tenglamasiga  keltiradi:

dz — +axz+az _U
X

To'la differensial tenglamalar

Ta'rif. Agar M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 (1)
tenglamada M(x,y) va N(x,y) uzluksiz differensiallanuvchi

funksiyalar uchun N7 =8~ (2)

munosabat o‘rinli boisa, u holda (l)-tenglamaga to ‘la differensialli
differensial  tenglama  deyiladi, bu yerda Va & uzluksiz

8y
funksiyalar.

(2)-shartning bajarilishi (I)-tenglamaning o‘ng tomoni biror u
(x,y) iunksiyaning toia differensiali ekanligini anglatadi. U holda
()-tenglama du(x,y)=0 yoki  u(x,y)=C umumiy integralga ega
boiadi.

du d du du

du - a_yd dy ekanllgldan M " N= @y
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M\X,y) - Qu munosabatni X boyicha integrallab

u(x,y) = IMix, y)dx +m(y) : o Mixy)dx
munosabatni  hosil gilamiz.

integralni hisoblashda y ni o‘zgarmas deb qaraladi. <pfy) funksiyani

aniglash  uchun topilgan  u(x,y)  funksiyani y bo'yicha

: . ~ = N(x)y) -
differensiallab va kV ekanligidan

3
—(\MXx

dy(WK IBH) =Ny )tenglamanl hosil gilamiz. Bu tenglamani
yechib, noma’lum cp(y) funksiyani aniglaymiz.

Masalan: Differensial tenglamani yeching: Z—de+y-2--_-2>)e dy =o.
[icp- ¥2-3x2 d 6% 8N_ 6x dM _dN
Yechish: M= l(? 3%‘— y?l y)ﬁ TGS

u(xy)= \i/"dX+qty) , U{X,y)=y"+(|0{x)- d~y=N(X,y)="—y

Demak, - + X*)=yw X yoki P{

Bundan <pf) =—tC Va U(X.j) =X 1.
y y y

Integrallovchi ko‘paytuvchi
M (x, y)dx +N{x,y)dy =0  (l)-tenglamadagi  M(x,y) va N(xy)
. . . : . dM dN
uzluksiz ~ differensiallanuvchi  funksiyalar uchun = (2)-

munosabat o‘rinli boimasligi mumkin. U holda (I)-tenglamaning
chap qismi biror funksiyaning toia differensiali boimaydi. Bunday

hollarda shunday n =v{x,y) funksiya topish mumkinki,

tenglamaning barcha hadlarini shu funksiyaga ko‘paytirilganda
tenglamaning  chap qismi biror funksiyaning toia differensiali
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boiadi. Bu usul bilan topilgan tenglamaning umumiy yechimi
berilgan tenglamaning umumiy yechimi bilan bir xil boiadi.

Odatda, n =/u(x,y) fimksiyaga (l)-tenglamaning integrallovchi
ko paytuvchisi deyiladi.

fi =/u(x,y) funksiya ()-tenglamaning integrallovchi
ko‘paytuvchisi  boisin. Unda /ZM(x,y) dx+uN(x,y)dy =0 tenglamada

— — =0{piN) sjiart o‘rjn]i boiadi.

dy dx
dM ..du  dN .d/x o du B e dMY)
dy dy dx  dx dy dy )
= Qxirgi  tenglamani umumiy holda yechish
dy d  dx

giyin masala. Ba’'zan, xususiy hollarda bu masalani sodda yechish
mumkin.

d\nn _ dx oLt A 5
y Cw” ki Q)oY

dN dMm
Bu yerda, — ~ ifoda fagat y ning funksiyasidan iborat boiishi
kerak.
dM dN
_ : dn/u_ dy :
Agar n =n(x) boisa o N yoki
dM dN

m(x)=eP . dyh & x

dM dN

dy

Bu yerda, ifoda fagat x ning funksiyasidan iborat boiishi

kerak.
Masalan: Differensial tenglamani yeching: (xy2+y)dx-xdy =o0.

N
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+ —=2xy+ dN— IM %, dN
Yechish: Bu yerda, M=xy’+y, N=-x. = =2Xxy+I, lcy o
5N_dM_ , :
A _&dL=dzlzi2=_1,"w "W -exp U -I. Berilgan
Xy +y Ty \ Y J Y

tenglamaning  har  ikki qgismini  AVv)=V ga ko‘paytirib:

\x+~\dx-*-dy=a Bu to‘la differensialli differensial tenglamadir

Iy
— =—=-0. Bu tenglamani yechib +—+c—o umumiy yechimni

dx y

hosil gilamiz.

Hosilaga nisbatan yechilmagan differensial tenglamalar.
Klero tenglamasi

Ta'rif. D
ko‘rinishdagi tenglamaga Klero tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama yordamchi parametr Kiritish bilan sodda

integrallanadi:
dy—p y =xp+y/(p)

Oxirgi tenglamani x bo'yicha differensiallab:

P=Xdc+P+V/A fa yoki [ICH/(M)]A =()-

Har bir ko‘paytuvchini nolga tenglab: ' dx
x+\V/(p) =0

Bu sistemaning birinchi tenglamasidan:
p=C va y=Cx+ur(C) @)
Sistemaning ikkinchi tenglamasidan p ni x ning fimksiyasi sifatida
topib, uni (1”-tenglamaga qo'yib:
y =xp(x) +i//(p(x)) (1)
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Klero tenglamasining yechimini  hosil qgilamiz. (")  maxsus
yechimdir.
Masalan: Differensial tenglamani yeching. xy'-y++(y')2=o0.
Yechish: y'=p deby=xp+d+p2 Bu tenglamani differensiallab

y =p+xp + PP

P
Bundan o+p1 p =0, X=— .?— yoki p=C.
Demak, y =x+J\+ 2 nNT
y =pX+0h +p2
Lagranj tenglamasi
Ta'rif. y =x<p(y) +y/ (y) (1)

ko‘rinishdagi tenglamaga Lagranj tenglamasi deyiladi.
Bu tenglama ham yordamchi parametr kiritish bilan sodda
integrallanadi:

Bunda
y =x(p(p) +y/(p) (2)
(2)-tenglamani x bo‘yicha differensiallab:
P = (pip) + x<p'e) +W'(p) 3y - yoki  p-(p{p) =x<p'(D)+¥{p)lg, Q)
(3)-tenglama p ning p-<p(p)=0 shartni qganoatlantiruvchi har bir
p = Po=const giymatlarida ayniyatga aylanadi. Bunda

Y=xap{p)+¥{pv)
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3)-tenglamadan ——x = . Bu x=x a nisbatan chiziqgli
(3)-teng dp P-?I?(P) P'<B)® P d

differensial tenglamadir.
Masalan: Differensial tenglamani yeching: y=x(y)2+(y)2

Yechish: y' =p deb y =xp2+p 1l Bu tenglamani differensiallab
P =p2+H2xp+2p](*.

Bundan, a'p'"Tszi/-\p_' Demak, differensial tenglamani  hosil
. . .. Cl y:Xp2-|.p2
gilamiz. Uni integrallab, x=-1+ _ 2 sistemadan  p
X=\+---2=-
(p_o (p_o

ni yo‘qotib, y =(c+Jx+)2- tenglamaning umumiy yechimini hosil
gilamiz.y=0 tenglamaning maxsus yechimidir.
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13. Yuqori tartibli differensial tenglamalar.
Yugqori tartibli chizigli differensial tenglamalar

Ta'rif. «-tartibli oddiy differensial tenglama deb F(x, vy,
y'y",....y@)=0 ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda x erkli
o‘zgaruvchi, y izlanayotgan fimksiya, y',y",...,y(n) birinchi, ikkinchi va
h.k. «-tartibli hosilalar.

«-tartibli hosilaga nisbatan yechilgan tenglamani quyidagicha
yozish mumkin: y{0=f(x, y, y',,..,y(H) «-tartibli tenglama uchun ham
mavjudlik va yagonalik teoremasi o‘rinli.

Teorema. Agar Y@= tenglamada f{x,y,y',...,y(n))
funksiya va uning y.y',...y<# argumentlari bo‘yicha xususiy hosilalari
x=x0,y=y0y'=y'0,...y@) =y qiymatlami o‘z ichiga oluvchi biror sohada
uzluksiz funksiyalar boisa, tenglamaning
y(x0)=y0, y*(x0)=y'0,...,yi,:)(x0)=yan) shartlami ganoatlantiruvchi yechimi
mavjud va yagonadir.

y(xo)=y<>, y'{x0)=yi>~yi"9) (x0)=y;"-") boshlang‘ich shartlar deyiladi.

Tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlar bilan yechimini
gidirish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Ta'rif. Tenglamaning umumiy yechimi deb shunday
y=()(x,clc2...cij) funksiyalar to‘plamiga aytiladiki, ular c,c2..c,
o‘zgarmaslaming ixtiyoriy giymatida tenglamani ganoatlantirib,
boshlang‘ich shartlarga bo‘ysunsa.

Ta'rif. Tenglamaning  xususiy yechimi deb c,c2..C,
0‘zgarmaslaming tayin c°.c°,....c® qiymatlaridagiy =~(xc°ci,....c0)
fiinksiyasiga aytiladi.
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Tartibi pasayadigan yuqori tartibli differensial tengiamalar.
Bevosita integrallash

I Yn1=f(x) ko‘rinishidagi tenglamalami bevosita n marta

bo‘yicha integrallash yordamida umumiy integrali topiladi.

y J/(x)ifc+cly"'2)=J \f(x)dx dx+Cy(x-x0)+c2

y =) ]f{x)dx..dx+C"™ XJ 1+ *- 1+.,.+cC,

Masalan: Diferensial tenglamani yeching:y <€ =sin x.
Yechish: Berilgan tenglamani bevosita to‘rt marta ketma-ket
integrallab umumiy yechimni hosil gilamiz:
jy 4(x)dx = Jsinxdx +Cx,

y”(X)=-cosx +Cl, j(ynfx))dx=J(-cosx +C,)+C2,

y'(X)=-sinx+C x+C2, _/(X) =cosx+C, — +C2x+C3,

’\(x):sinx+c,%3+(:2)—;2+c3x+c4.

1. y'= i{ x); ko'rinishidagi tenglamalami y =P(x)
tartibini  bittaga pasaytirish  mumkin: p’=f(x,p). Bu tenglamani
integrallab  p=p(x,ci) umumiy yechimni topamiz. 'y =p(X)
munosabatdan esa y= jp(x,ci)dx+c2 umumiy integralni hosil gilamiz.

Masalan: Diferensial tenglamani yeching: § =yctgx .

Yechish: Faraz qilaylik, p=§. U holda y’ =(y')' =p", berilgan

tenglamani ko‘rinishi p* =pctgx, p® 0 boisin. d%gdgx!ﬂx yoki d%: ________

hadma-had integrallab, injoj=injan] +Inc,, bu yerda ci >0 yoki p =\
suur.

p - 0 tenglamaning yechimi boigani uchun, uning ixtiyoriy yechimi
p =ci sinx, ci ixtiyoriy son.
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P =1 boigani uchun dy = ¢\ sinx dx.
Oxirgi tenglikni integrallaby =- ¢\ e0s x + ¢i umumiy yechimni
hosil gilamiz.

1. /=/(>%/)koiinishidagi  tenglamalami y'=p(y)
tartibini bittaga pasaytirish mumkin. Lekin, bunda
dj_ =g =(fydy = holda p—=f(x,p)tenglamani hosil gilamiz.
d%a@éfd%'(%gpy pdy(p) g q
Bu tenglamani integrallab, p=p(y,ci) umumiy yechimni topamiz.

y'=p(y) munosabatdan esa umumiy integralni hosil gilamiz.
Masalan: Ko*shi masalasini yeching: y"+2yy" =o,y(0) =2,7(0) =-4.

Yechish:y' =p almashtirishdan keyin, bunda />'=~d5( va y"=p8§/- ,
p(y) ga nisbatan birinchi tartibli tenglamani olamiz: -dg-/ +2yp =0 yoki

W:zy. Bundan p ni topamiz: gy—=-2y,J\m=~ j\ydy+c,, p=/+c,.
Demak, y’'=-y2+C,. Bunga boshlang‘ich giymatlami qo‘yib -4—

4+Ci=>Ci=0. Demak, y'=-y 2, -y =dx, y:x y_x4i\C2' Boshlang‘ich

shartni ﬂo‘yib 2 =m=:><:2 =2

Shunday gilib xususiy yechim® =——2—

Chizigli, bir jinsli differensial tenglamalar yechimining
xossalari

Ta’rif. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb,
F(xy.yhy™)=0 €]
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda, x - erkli of&zgaruvchi, y -
izlanayotgan funksiya, y',y" - birinchi va ikkinchi tartibli hosilalar.
Masalan, y"+yy' - xy2- cox x-0
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y3"+xy'+x20s y=0
kabi tenglamalarai keltirish mumkin.
Ikkinchi tartiblihosilaga nisbatan yechilgan tenglamani

quyidagicha yozish mumkin:y = ) (2)
Ikkinchi tartibli tenglama uchun ham mavjudlik va yagonalik
teoremasi o'rinli.

2-teorema (Koshi teoremasi). Faraz qgilaylik, f(x,y,y*) va uning
xususiy hosilalari fy va f ” (x,y,y*) 0‘zgaruvchilar fazosining D sohasida
uzluksiz boisin. U holda ixtiyoriy ichki M{QyQyh) go nuqgta uchun (2)-
tenglamaning quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va
yagona:

X = Xo0,y(Xo)=yo=>XX)=yo (3)
Geometrik nuqtayi nazardan bu teorema oxy koordinata
tekisligining to,y0) nuqtasi orgali o‘tuvchi va burchak koeffitsientda yo
boigan yagona integral chizig mavjudligini anglatadi.

(3)-shart boshlang‘ich shart deyiladi, (2)-tenglamaning berilgan
boshlang‘ich shartlar bilan yechimini qidirish masalasi Koshi masalasi
deyiladi.

D sohada (2)-tenglamaning umumiy yechimi deb shunday
y =v(x,ct,c2) funksiyalar to‘plamiga aytiladiki, ular c,c2 0‘zgarmaslaming
ixtiyoriy qiymatida (2)-tenglamani ganoatlantirib (3)-boshlang‘ich
shartlarga bo‘ysunsa.

(2)-tenglamaning xususiy yechimi deb ¢,c2 0‘zgarmaslaming
tayin c¢~,c2 qiymatlaridagi y =tp(x,c%«l) funksiyasigaaytiladi.

Ta'rif. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama deb

y* +p{x)y’+af{x)y =f(x)
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda, y - izlanayotgan funksiya,
p{x),q(x),f(x) - biror (a,b) intervalda aniglangan, uzluksiz funksiyalar.
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Agar f(x)* 0 bo‘lsa, u holda ikkinchi taribli, chizigli, birjinsli
tenglama deyiladi. Agar /(*)* o bo‘lsa, u birjinsli bo‘lmagan chizigli
tenglama deyiladi.

Berilgan tenglamada p(x) va g{x) funksiyalar o‘zgarmas boigan
holini garaymiz. Bunday tenglamalar o‘zgarmas koeffitsientli chizigli
tenglamalar deyiladi.

Demak, y"+py'+qy=f(x)
ko'rinishdagi tenglamalarni garaymiz, bu yerda p va q ixtiyoriy haqiqiy
sonlar.

Ushbu chizigli, birjinsli y*+py*+qy=®

tenglamani garaymiz, pvaq haqiqiy sonlar.

Ta'rif. Agar y +py"+qy=o tenglama y~xly"x) yechimlaming

chizigli kombinatsiyasi: c,yi(x)+c2y2(x) fagat c,=c2=o0 boigan
holdagina o‘rinli boisa, u holda ular chizigli-erkli, aks holda chizigli
bog 1ig deyiladi.

Teorema. Agar > va y2(x)y"+py'+qy=0
tenglamaning chizigli-erkli yechimlari boisa, u holda y{x)=yl(x)xy2(x)
ham birjinsli tenglamaning umumiy yechimi boiadi.

Teorema. Agar “Njc) va y2x) y"+py'+qy=0 tenglamaning
chizigli-erkli yechimlari boisa, u holda y(x) =fiyi(x) va y(x)=c2(x) lar
ham birjinsli tenglamaning umumiy yechimi boiadi.

Teorema. Agar y"+py'+qy=0
yi(x) va y2(x) tenglamaning chizigli-erkli yechimlari boisa, u holda
y(x)=ciyl(x)+c2y2(x) birjinsli tenglamaning umumiy yechimi boiadi.

«-tartibli chizigli differensial tenglama deb quyidagi ko‘rinishdagi
tenglamagaaytiladi: />+p,,Jx)y{") +mma\\ / +pAx)y =fix).
Buyerda, f(x),p0(x)....p.._I(x)-(a,b) da berilgan uzluksiz funksiyalar.
XI=y )+ )y et/ )y +Hp0x)y
deb belgilasak, gisqacha ushbu tenglamani hosil gilamiz: L\\=f(x).
Unga mos birjinsli tenglama esa L\w\=0 ko‘rinishda boiadi.
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Teorema. yO+  0)/"n+ee+pXx)y' +pOx)y =f(x) tenglama

{ab) kesmaday(xo)=yo, y'(x0)=y'0o, 'y (m)(x0)=yo(}
boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yagona yechimga ega.

Teorema. Agar yI{x).y1{x\....yr{X) funksiyalar
i[y] =otenglamaning yechimlari boisa, ularning chizigli kombinatsiyasi
C.Y,(X)+CY 2AX)+--+crynfx)  jiam tenglamaning umumiy yechimi

boiadi.
Vronskiy determinant

Ta’rif. v.(X) va y2(X) funksiyalar uchun

;'\ 3f|‘ 3y2-y3[ Vronskiy determinanti yoki berilgan
y
funksiyalaming Vronskiyani deyiladi.

Teorema. Agar vy,(x) va y2(x) [ab] kesmada chizigli bogiiq
boisa, u holda bu funksiyalaming Vronskiy determinanti nolga teng.

Teorema. Agar y"+py'+qy=0 tenglamaning vyix) Vva y2x)
yechimlaridan tuzilgan w(yty2) Vronskiy determinanti tenglamaning
koeffitsientlari  uzluksiz boigan [ab] kesmadagi biror x=X0
giymatida nolga teng boimasa, u holda u bu kesmagi x ning hech
bir giymatida nolga aylanmaydi.

Teorema. Agar y"+py'+qy=0 tenglamaning yt(x) va y2(x)
yechimlari  [a;b] kesmada chizigli-erkli boisa, u holda bu
yechimlardan tuzilgan w(yxy2 Vronskiy determinanti berilgan
kesmaning hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi.

Ta'rif. YU +pn (X)7" Neeet/>, (x)y"+POX)Y = 0 tenglamaning
fundamental yechimlar sistemasi deb, uning n ta y,(x).,y2(x).....yix)
chizigli-erkli yechimlar sistemasiga aytiladi.

Ta'rif. Agar vy, (x}y2x)...ymx) funksiyalar (m-1) tartibgacha
hosilalarga ega boisa, u holda ushbu m-tartibli determinant



yxXx) yi(x)  yn{)
Vi) Y2 y'x)

yMyM (X...yM(x)
Vronskiy determinant! (Vronskian) deyiladi va  w(x) yoki
wly”-.y.] kabi belgilanadi.

Teorema. />+ o iX)/" -+ (X)/+Ho(x)y=0  tenglamaning
yl(x\y2(x),....y..,(x) yechimlari  chizigli-erkli boiishi uchun ulardan
tuzilgan Vronskiy determinanti noldan fargli boiishi zarur va yetarlidir.

Natija: Agar (ab) ning bitta x0 nugtasida w(xQ* o boisa, ular (a,b)
da chizigli-erkli sistemani tashkil etadi.

0 ‘zgarmas koeffitsientli, chiziqli, bir jinsli differensial
tenglamalar
Ta'rif. 1, y1=yM+p,Ay{ D+ ee+Pty' +Poy =0
ko‘rinishdagi tenglamalarga o‘zgarmas koeffitsientli, chizigli, bir jinsli
differensial tenglamalar deyiladi, bu yerda p, =i=o,, | o‘zgarmas
sonlar.

Bu tenglamani yechish uchun uning fundamental yechimlari
sistemasi, ya’'ni n ta chizigli-erkli yi(x\y2x\...,y,,(X) yechimlami topish
kerak. U holda uning umumiy yechimiy=ciyi(x)+... +cry n(x) ko‘rinishda
boiadi. Bu yerda, a(i=1,2,...,n) ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

Xarakteristik tenglama. Fundamental yechimlar sistemasi
yW+PrXx)yia$) +'"" +Pi00/ +p0(x)y =0
tenglamaning xususiy yechimlariniy =ex\ k=const ko‘rinishda izlaymiz.
U holda y' =keb>y" =k2 k- .,y () =
Bulami tenglamaga go'yib Lnfekd=elkqt+pn Ne
I+...+pik+poJ=0
Bu yerdan eh * 0 boigani uchun K'+pn= +empk+p0=o0.
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Demak, agar k K'+ +emtpk H)0=0 algebraik tenglamaning
yechimi boisa, y=ela fimksiya Y (*)Y"4) -+mm/>(x) y+R1(X)y =0
tenglamaning xususiy yechimi boiadi.

Ta'rif. K'+ H— hpji +po=0 algebraik tenglama
Y +/ViC*)Y"™ 1)+memip,M Y +pOW y =0
tenglamaning xarakteristih tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning ildizlari uchun quyidagi hollar boiishi
mumkin.

I-hol. k,K2..k, turli hagigiy ildizlar boisin. U holda n ta

ekx e kx...,eKx
funksiyalar bir jinsli tenglamaning yechimlari boiib, (o+0c0) da
chizigli-erkli sistemani tashkil etadi. Shuning uchun, bir jinsli

tenglamaning umumiy yechimi vy =/\gc,el{" funksiyadir.

Agar birorta K] kompleks son (kj=a+iR,8*0) boisa, golgan
sonlar orasida unga qo‘shma boigan k=a-if3,s*j son mavjuddir.
Kompleks el#Bxe=aw funksiyalar bir jinsli tenglamaning yechimi

boigani uchun 1 + ]=ewco%Bx  va Inlx

funksiyalar ham bir jinsli tenglamaning yechimi boiadi (bu yerda,
Eyler formulasi edx=wesxxismx dan foydalaniladi).

Bu holda ei,’>eM=> " cos"---.e“sin’\(,....et'gyechimlar sistemasi
ham chizigli-erkli ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Masalan 1. Tenglamani yeching:y"-5/+ =o.

Yechish: Bu differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi
ushbu ko‘rinishda boiadi: ki ~5k+4 =o0.
lldizlari hagiqiy va turlicha ¢, =1, Kk=A Demak, bu tenglamaning
umumiy yechimi y =ci¢" f=".

Masalan 2. Differensial  tenglamani  yeching: y"-2y’-_
-y"+2y =0.
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Yechish: Bu  differencial ~ tenglamaning  xarakteristik
tenglamasi:
k3—2k2-k+2-0 yani, (k-2)/2-1) =0 boiadi.
Bu algebraik tenglamaning ildizlari k =2* =1B=-1. Bu
ildizlarga mos keluvchi yechimlar: cie2x ae?, c3e
Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi y(x)=
a e 2c+c2e?+c3e~xko'rinishida boiadi.
2-hol. K xarakteristik tenglamaning m karrali ildizi boisin.
Bu holda eRxxeKx...,em=ekx fimksiyalar bir jinsli tenglamaning
ixtiyoriy {ah) da chizigli-erkli yechimlari boiadi.
U holda bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi
quyidagichaboiadi: BY X€0% . gmghxeR"xeK'X  ekk
Masalan 1. Diferensialtenglamaniyeching:”'-6/+9>"=0.
Yechish:  Xarakteristik tenglama kX%k+9=o0 yoki (k-3f=o,
ya’'ni karrali yechimga ega: K =k2=k=3. Bu bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi
y =e3X(cl +cX)
Masalan 2. Diferensial tenglamani yeching.
yn+4ymt8y’ +8y +4y =0.
Yechish: Xarakteristik tenglamani ko‘paytuvchilarga ajratib
N4 +4N3+8A2+8A+4 =0, (R+21+2)2=0
xarakteristik tenglamaning yechimlari aj =a2=-i+;,A3=a4=-1-;.
Demak, umumiy yechim yum=e~>{Cteosx +CXeosx +C3sinX+C4x Sinx).
3-hol. Agar k,-m karrali kopmleks ildiz boisa (kj=a-+R,/7*0),
u holda unga qo‘shma boigan m Kkarrali +#=a- iR ildiz mavjuddir.
Qo'shma A  ildizga quyidagi  yechimlar  mos  keladi:
e* X XEX'X, ..., xmle* X.
Bulami mos ravishda qo‘shib, ayirib, 2 ga boiib, quyidagi 2 ta
haqiqgiy funksiyalar sistemalarini olamiz:
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eeos fk xe™ eo0s j3X,...,xmAemeos;j3x
e™sin /3x,xe0* sin J3x,...,xmiemsin fix

Sistemadagi kompleks funksiyalarni bu funksiyalar bilan
almashtirilsa, yana chizigli-erkli sistema hosil bo*ladi.

Masalan 1. y"-2y' +2y =0.

Yechish:  Ushbu  tenglamani  xarakteristik  tenglamasi
k2—2k+2=0bo'Hb, yechimlari: Kl=I+i,k2=1-i, bu yerda i=
mavhum birlik. Umumiy yechimning ko‘rinishi esa
y = ex(c, sin X +c2cosx)

Masalan 2. Diferensial tenglamani yeching: y" - 8y = 0.

Yechish: Ushbu tenglama: k3-8 =0 ildizlarini topamiz:
(k-2){k2—2x +4)=0 kx=2, K, =\=iS

Demak, umumiy yechim y =Cx 2x+(c2e0s V3x + C3sin 47>x}ex.

0 ‘zgarmas koeffitsientli, chizigli, bir jinsli bo‘Imagan differensial
tenglamalar. Tanlash usuli

0 ‘zgarmas koeffitsientli, bir jinsli boimagan differensial
tenglamalaming yechimini topish quyidagi fundamental teoremaga
asoslanadi.

Teorema. Bir jinsli boimagan vy (n) +Pniix)y{r) x----\rpi{x)y'+

+PO(x)y =f(x)
«-tartibli, chizigli differensial tenglamaning umumiy yechimi, uning
xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
yigindisidan iborat. Tenglamaning xususiy yechimini tanlash usulida
topishda quyidagi hollar boiishi mumkin.

1-hol. Umumiy holda, xarakteristik tenglama S karrali nol ildizni
0‘z ichiga olsa va bir jinsli boimagan tenglamaning o‘ng tomoni n-
darajali p.{x) ko'phad boisa, tenglamaning xususiy yechimi g, (x)xs
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ko‘rinishda qgidiriladi. Bu yerda, Qn(x) n-darajali o‘’zgarmas koeffitsientli
ko*phad.

Masalan. Differensial tenglamani yeching: /-5/+4y =s.
Yechish: Unga mos birjinsli tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
y =CRX+eL*X.

0 ‘ng tomonning ko'‘rinishidan kelib chigib, ushbu bir jinsli
boimagan differensial tenglamaning xususiy yechimini y =c
ko‘rinishda gidiramiz. Bu ifodani tenglamaga qo‘ysak, ¢ =2 boiadi.

Demak, tenglamaning umumiy yechimi: y(X)=cXk +cie +2.

2-hol. Umumiy holda, bir jinsli boimagan tenglamaning o‘ng
tomoni  P{x)eax ko'‘rinishda boisa, uning xususiy  yechimi
y(x)=xsQl(x)eax Kkoiinishida qidiriladi, a xarakteristik tenglamaning
ildizi, 5 uning karraligi.

Masalan. Diferensial tenglamani yeching: y +j - 6y =xe2x.

Yechish:y’ +y'-6y =o tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

k2+k-6 =0, ki==3, k2=2. y0=Ce I+ Clx
k2=2 xarakteristik tenglama ildizi boigani uchun xususiy yechimni
Y, =(Ax + B)xeX
ko‘rinishida izlaymiz. Hosilalarni hisoblab tenglamaga qo‘yamiz:
y[ =(IAX +B +2Ax2+2Bx)e2x
y *—L2A+2B+4AX +4AX +2AX+4AX +4BX"e
2A4 4B +8AX+4BX +AAR +2AX+B +2BX +2AX —6AX —6BX =X

2A+5B +8AX —X.
|sn=1 nﬂs
\2A+5B =0 B=-~

20

(52 X 2X  bx - 2X
me =

Demak, xususiy yechim y. =" 40
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U holda umumiy yechim y:%bﬁcgkﬂ_xZ—Zx

boiadi.

e2iko‘rinishida

3-hol. Tenglamaning o‘ng tomoni pa(x)eaxosBx+Qm(x)easmBx
boiib, a+ilf xarakteristik tenglamaning s karrali ildizi bo‘lsa, uning
xususiy  yechimi  j =x‘[f/ (x)e“xcosBx +VMx)eaxSiMx\  ko‘rinishida
gidiriladi. Bu yerda, un(x)va vn(x)-Pn(x)va Qjx) ko‘phadlarning
umumiy ko‘rinishi.
Masalan. Diferensial tenglamani yeching: y +y =sinx.
Yechish: y"+y =0 tenglama umumiy yechimini topamiz:
k2+1=0j ki=i ,k2=-i .
+i xarakteristik tenglamaning ildizi boigani uchun xususiy yechimni
y, =x(~cosx+i?smx)
ko‘rinishida izlaymiz. Xususiy yechim hosilalarini hisoblab,
tenglamaga qo‘yib va mos hadlami tenglashtirib, noma’lum
koeffitsientlami topamiz.
y' =(M+5x)cosx+(-S +A&c)sinx, Yy, =(2B-Ax)cosx-(2A+Bx)sinx.
(25-Ix)cosx-(2” +Ac)sinx+"Xcosx+5xsinx =smx,
25c08x-2”sinX =sinx.
25 =0
-2A=1,

X
Demak, xususiy yechim »* COSX

U holda umumiy yechim y =c, eosx +C2sinx- - eosx ko'‘rinishida boiadi.
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0 ‘zgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial tenglama sistemalari

Odatda, differensial tenglamalar sistemalari qaralayotganda,
fimksiya argumentlari t  orgali, nomaium  funksiyalar  esa
X (/),J2 (O, **+,x,(O orgali belgilanadi.

Ta’rif. Ushbu
dx. .
“ax{ =1 0 t (0.%2(*pee-»*,(0)

w21t A (0»*2

AT-= 11 X (0,x2(t),--,xn(0)

ko‘rinishdagi  tenglamalar sistemasiga differensial tenglamalar
sistemasi deyiladi. (l)-tenglamaning

X100 Xl ( )»X20 = X200)>*"» Xno Xn(to) (2)

shartlami ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi boshlang ‘ich
shartli masala yoki Koshi masalasi deyiladi. (2)-shartlar boshlang ‘ich
shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi.

Teorema, (yechimning  mavjudligi va yagonaligi). Agar
f(t,Xi (t\x2it\---jc,,(0) o =1,2,....« ) funksiyalar ~va barcha
&f,it,xi (t),é<2_(t),---,xjt)) = xususiy hosilalar

X]

boshlang‘ich giymatlaming atrofida uzluksiz boisa, u holda (1)-
tenglamaning (2) shartni ganoatlantiruvchi yechimi shu atrofda
mavjud va yagonadir.

Ta'rif. Agar differensial tenglamalar  sistemasi  barcha
nomaium funksiyalar ~va ulaming hosilalariga nisbatan chizigli
boisa, u holda bunday differensial tenglamalar sistemasi chizigli-
differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

Ta'rif. Ushbu
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%": aux!(t) +a 12x2(t) +-- +alnxn(t) +f(t')

d?th' = ,jti(i) +a 22)(2('[) +---+anxn(?) +f 2(i) (3)

d
T)i—: anix 1(0 +a n2x 2 (OH__*;nan(O +fn (O
ko‘rinishdagi  differensial tenglamalar  sistemasiga  0‘zgarmas
koeffitsientli, chizigli*differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu

yerda, at-const (i= 1, 2n,j=.., n sistemaning koeffitsientlari
deyiladi.
Quyidagi belgilashlami gabul qgilsak,
~dxl A
dt
11 a i2 dX.
a2v a22 + ain x 2 /2 X
A - AT = L F = dt dt
VR2ela N2 e ann ] an
dt
u holada (3)-sistemani
d x
it =AX +F )
matritsaviy ko‘rinishda yozish mumkin.
Ta'rif. Agar (4)-sistemada F=0 hosil boigan
dx
it AX (5)
sistema (4)-sistemaga mos bir jinsli sistema deyiladi.
d—d)é-: «i,X, (0 +a 12x2(0 + e=-+alnx,, (1)
ax2 _ o . o
it - a2ixx(f) +a 2x2(t) H-—- raaxn(t) (6)
dx

s nixl (/) + a n2x2 (i) H----tamxn(?)

Kursimizda chizigli-differensial, bir jinsli, o‘zgarmas
koeffitsientli differensial tenglamalar sistemalarini o‘rganamiz.
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Bir jinsli yoki bir jinsli boimagan o‘zgarmas koeffitsientli,
chizigli-differensial tenglamalar sistemasini bitta yuqori tartibli
o‘zgarmas  koeffitsientli, chizigli-differensial tenglamaga keltirib
integrallash usuli qulay hisoblanadi.

Soddaligi uchun bu usulni ikki nomaium funksiyali, bir
jinsli, o‘zgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial tenglama uchun
o‘rganamiz.

Bu sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:

dx ;

S T cun (O +aw2X2(i)

dx2 _ (7)
it a2lx,(t) +a 22x7(t)

Sistemaning  birinchi  tenglamasini t bo'yicha differensiallab,
quyidagiga ega boiamiz:

dxi _ doft) e ) x(f
~dtr ~<t dt2 ~Uh dt +~dT ®

(8)-sistemada dxift) va (O' hosilalami (7)-sistemadagi ifodalami
qo'yib:
d 2l

frp @2 *<1aZiel() + (a2 ai2a2)x2(t)

yoki dia - uIMO)+>122(0

dxx
dt
d 2xx
Ldt

«nX1(i) +awx2 (O

sistemada *0 boisa, u holda bu sistemani
N1 <?]2

X, (t) va x2(t) nomaiumlarga nisbatan yechish mumkin. Bunda

Xj(0 va x2(t) nomaium funksiyalarga %1 va d 2x

ot hosilalar orqali

chizigli ifodalanadi.
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dt dt2
(9) XM(i) funksiyaga nisbatan ikkinchi tartibli, bir jinsli, o‘zgarmas
koeffitsientli, chizigli-differensial tenglamadir.  Uni yechib
X, (t) fiinksiyani hosil gilamiz. Topilgan X, (t) funksiyani ikkinchi
tenglamaga go'yib x20) funksiyani hosil gilamiz.

=3X. + 2x2

1

-4x, + 5x,

Masalan. Tenglamalar sistemasini yeching: -ddxt2

~IT
Yechish: Sistemaning  birinchi  tenglamasini t bo‘yicha
differensiallab, quyidagiga ega boiamiz:

dd Ich: 3/;j|t_ + 2—dt :3(3x,1+ 2x§)+ 2(4x_1+ 5x2,):17xi+16x% -
?;;I —3jg +1x2
A2 41 xx+16x2
df
sistemani X, (/) va x2(t) nomaiumlarga nisbatan yechib:

N 8" L = 7xi

dtZ dt 1

3 d%—Iy dxx

14x.

2 dt

Birinchi tenglamani yechib

dtl dt
k2-Sk +1 =0, k,=\,k 2=1.
X (t) = Cr' +C2elt.
Topilgan X (?) yechimni ikkinchi munosabatga qo‘yib  x2¢>
nomaium funksiyani hosil gilamiz:
x2(t) =-Cle* +2C2T.



Bir jinsli, o‘zgarmas koeffitsientli, chizigli-differensial
tenglamalar ~ sistemasining  fundamental  yechimlar  sistemasini
bevosita ham topish mumkin.

Buning uchun

ax
H: iXj (i) +a 12272 CO +&n CO
ax _
At - 021-71 (0 22-72 (0 20 i (6)
Cixj
f = (0 + anixd (0 + mme+ ann Xno0)
tenglamalar sistemesi yechimlarini n, =a®ii,x2 =azek =,,e*

ko‘rinishida izlaymiz. (Bu yerda, axaZ2...,an o‘zgarmas sonlar).

Ulami (3)-sistemaga qo'yib , e*lga boiib va barcha hadlami

tenglikning bir tomoniga yig‘ib, quyidagi sistemani hosil gilamiz:
\ali-k)al+al2a 2+---+ainccn=10

«i!  («22 N2 N« n (11)

+a ,2«2 + oot =0
Bu birjinsli tenglamalar sistemasi noldan fargli yechimlarga
ega boiishi uchun uning determinanti noldan fargli boiishi kerak:

a\ a\v «l*
aA az--k adn

=0 (12)
«,1 «,2 am-~Kk
(12)-tenglama  (6)-sistemaning  xarakteristik  tenglamasi
deyiladi.
Quyidagi hollar boiishi mumkin.
1-hol. Agar (12)-xarakteristik tenglamaning k; (i =1,2,...,«) ildizlari
hagigiy va turli boisa, ulami ketma-ket (11)-sistemaga qo'yib,
ularga mos a{ (/=1,2,...,n,] =1,2,....«) qiymatlar topiladi va ulami
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izlanayotgan yechim ko‘rinishiga qgo'yib, sistemaning n ta xususiy
yechimlari hosil gilinadi.
i) = K ¥U - bty =«yki/ (1=1,2,...<) (13)

Bu yerda, quyi indeks noma’lum funksiya nomeri, yuqori
indeks yechim nomerini  anglatadi. Odatda bu yechimlarga
sistemaning fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.

Bu yechimlami matritsaviy ko‘rinishda
Xt =Anek,, X2=Amek ..., Xm =A4eK’.

Bu yerda,
L i1=1,2,... «.
in)
\aj J
Masalan. Sistemani yeching: 9t
’(\jt:Ax +by

Yechish: Berilgan sistemaga mos xarakteristik tenglama

quyidagicha boiadi 14‘k 2, 0 yoki ke—4k—5=0.

Bu tenglama ildizlari kK =—,k2=5. Ularga mos yechimlar esa
jXj =a”e~",yj =afy-
IX =ame&,y, =ones
X =« (e, yl =« yechimlami berilgan sistemaga qo'‘yib
Faafl)= o (D +2e<])
!:5(1):4<<£2)+3a£]) yOokKl
Demak, x, =Ce~ ,yl=—CeA , ( =«f*.
x2=«"2e5, =a<e‘ yechimlami berilgan sistemaga qo'yib

a*F=-am.

=2« ekanligini hosil gilamiz.
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Demak, x, =C25 ,yj =2C%5 , C, =«,<).
Sistema chizigli boigani uchun sistemaning umumiy yechimi
x=0e~+C23 ,
y=—Ge~ +2C23
ko‘rinishida boiadi.
2-hol. Agar xarakteristik tenglama y karrali k ildizga ega
bolsa, u holda sistema yechimlari quyidagi ko‘rinishda izlanadi:
x(t) =(4,9+40t+.. . +A(y -1)ek, (14)

Bu yerda,

40)- - const.

dx
:X-y

Masalan. Sistemani yeching: 'dy

d'[_ X +3y

Yechish: Sistemaning xarakteristik tenglamasi

k-1 0
1 3k

yoKi

k24k+4=0.

Bu tenglama ildizlari kx=k2=2.

Demak, yechimni
Jx =(aj +Px)e2
\y=(a2+p2)e2

ko'‘rinishida izlaymiz.

Yechimlami berilgan sistemaga go'‘yib
2ax+$ +2im =ax+f\t-a2- p2,

bundan esa &=—fh, a2=—ai—fh.
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Bu yerda, ai vaRi ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar boigani uchun ulami
mos ravishda Cj va C2 orqali belgilab, quyidagi umumiy yechimga
ega boiamiz
fx =(C, +Cjt)e2
ly =-(C2+C2+C2)e2.
3-hol. Agar xarakteristik tenglama k=p+iq ildizga ega
bo‘lsa, u holda unga mos

Xj =AlUekt
yechimni  ikkita haqiqiy yechimga: shu ildizga mos kompleks
funksiyaning hagiqiy va mavhum qismidagi funksiyalariga
almashtirish mumkin.
dXI=X—5y
Masalan. Sistemani yeching: dy
=2 =2X—y.
dt
Yechish: Sistemaga mos xarakteristik tenglama
12_k _fk =0 yoki;2+9=0.

Bu tenglama ildizlari k2=
. . =, e3’

Demak, yechimni g 203
ko‘rinishidan izlaymiz. Bularni sistemaga go'yib (1-3r)a,-5a2=0.
Bu tenglamani, masalan, a, =5, a2=I-3i yechimlar ganoatlantiradi.
fx =5e3L=>5(e0s 31+i sin 3/)

=(1-3r")e3' =(1 =3i")(cos3i+/sin3i).
Bu yechimlaming haqigiy va mavhum gismlari berilgan sistemaning
yechimlari boiadi, ulaming chizigli kombinatsiyalari esa umumiy
yechim bo‘ladi:
fx =5G; eos 3t +5C2sin 31
=C; (cos3i+ 3sin3i) +C2(cos3i—3sin3i).

Demak,
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Igtisodiyotda differensial tenglamalar apparati

Differensial tenglamalar nazariyasini igtisodiy jarayonlarning
modellarida qo’‘llanishiga doir misollami garaymiz, bu yerda erkli
o‘zgaruvchi boiib t vaqgt ishtirok etadi. Bunday modellar uzoq vaqt
mobaynida iqgtisodiy sistemalar evolyutsiyasini tekshirishda foydalidir,
ular igtisodiy dinamikani tahlil etishning asosini tashkil etadi.

Ishlab chiqarishning tabiiy o‘sish modeli
Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

Faraz qilaylik, gandaydir mahsulot p narx bilan sotiladi, Q(t)
funksiya t vaqt mobaynida ishlab chiqgarilgan mahsulot miqgdori
o‘zgarishini bildiradi desak, u holda vaqt davomida pQ(t) ga teng
daromad olinadi. Aytaylik olingan daromadning bir gismi mahsulot
ishlab chigarish investitsiyasiga sarfboisin, ya’ni

I(t) =mpQ(t). (1)
Bu yerda, m investitsiya normasi, 0‘zgarmas son va o<m<l.

Agar bozor yetarlicha ta’minlangan va ishlab chigarilgan
mahsulot to‘la sotilgan degan tasavvurdan kelib chigilsa, ishlab
chigarish tezligining yana oshishiga (akselatorga) olib keladi. Ishlab
chigarish tezligi esa investitsiyaning o‘sishiga proporsional, ya’'ni

a =//« (2)
Bu yerda, 1/1 akselator(o'sish) normasi. (I)-formulani (2) ga qo'yib
O =kQ k =Imp 3)

differensial tenglamani olamiz. (3)-tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglamadir. Bu tenglama umumiy yechimining ko‘rinishi
Q=Ceti, bunda C ixtiyoriy 0‘zgarmas son.

Faraz qilaylik, boshlang‘ich t=to momentda mahsulot ishlab
chigarish hajmi Qo ma’lum bo‘lsin. U holda bu shartdan C o‘zgarmasni
aniglash mumkin:
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Q@ =Ceh*, bundan C=Q& KO. Natijada (3)-tenglama uchun Koshi
masalasining yechimini topamiz:
Q=QeeH"). (4)

Shunga e’tibor berish kerakki, matematik modellar umumiylik
xossasiga ega. Aholining o'sishi dinamikasi, bakteriyalaming ko‘payish
jarayoni, radioaktiv parchalanish jarayonlari ham (4)-formula bilan
ifodalanadigan gonuniyatga bo‘ysunadi.

Masalan 1. Agar Q =kQ tenglamadagi proporsionallik koeffitsienti
0,1 ga teng boisa, realizatsiya gilingan mahsulot migdori boshlang‘ich
vaqgtdagi bilan solishtirilganda, gancha vaqt o‘tgandan keyin ikki marta
ko‘payadi?

Realizatsiya gilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga ketadigan
vaqtni 20% ga qisqgartirish uchun investitsiya normasini gancha foizga
oshirish kerak?

Yechish: (4) da to=0, k=0,l, Q-2Qo deb faraz gilsak »Q=Qrav
tenglikka kelamiz, bundan t =10In2 « 6,93 (vaqt birligi).

Endi realizatsiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga
ketadigan vaqtni 20% ga qgisqartirish uchun investitsiya normasini

hisoblaymiz. h =o0,81, ki :W:I,ZSAr,ya’nl investitsiya normasini 25%

ga oshirish kerak.
Masalan 2. Talab va taklif fiinksiyalari mos ravishda

==25-2/? +3E, X=\5'p +AE.
Agar boshlang‘ich momentida p=9 boisa, muvozanat narxinig vaqgtga
bogiigligini toping.
Yechish: Talab va taklifning tengligidan 25- 2/j+3’c;t =15- /j+4d—t,
bundan | =10-~, vya’'ni o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil

gilamiz. Bu tenglamani yechib, p=10-Ce~ x tenglamani hosil gilamiz.
p(0)=9 shartdan,
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¢=1 kelib chigadi, nihoyatp=10-Ce-va limp =lim(10-e ') =10 =const
boiib, narx turg‘unlikka ega.

Masalan 3. k- doimiy elastiklikka ega funksiya topilsin.

Yechish: Elastik ta'rif va masala shartidan quyidagiga egamiz:
a:Q'—k,ya’ni a.dp 9
munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikni integrallab, hjg] =K\"\o\+\nc,
bundan esa Q=c-pk yechimni hosil gilamiz.

Ragobat sharoitida ishlab chigarishning o‘sishi (Logistik o*sish)

Faraz gilaylik, p=p(Q) kamayuvchi funksiya boisin, ya'ni ishlab
chigarish o‘sishi bilan bozor to‘yinadi va narx pasaya boradi:4 2/<i}<0.
U holda tabiiy o‘sish modeli

Q =0p(Q)Q:a=Im (5)
koiinishida boiadi. Bu yerda a-im, (5) avtonom differensial
tenglamadir.

Tenglamaning o‘ng tomonidagi barcha ko‘paytuvchilar
musbatligidan Q>o, ya'ni Qt) funksiya o‘suvchi.

Funksiyaning o‘sish xarakteri (qavariq yoki botigligi) uning
ikkinchi tartibli hosilasi bilan aniglanadi. (5)-tenglamadan ushbu

Q':a + =« ~
PR =8P+ =8 ik kelib chigadi.

Talab elastikligini ~ Kiritib, bu tenglikning  ko'‘rinishini
o0‘zgartirish mumkin:

—Kk. p N0 shartda ’;) =k

E{p)=de, tenglikka ko‘ra Q'=aQ'pil +de; yoki fap <0 boigani

uchun e <o, nihoyat
Q'=aQp{\-M\E\) (6)
tenglik hosil boiadi.
(6)-tenglamadan elastik talabda, ya'ni &>1, Q"o ekanligi

kelib chigadi va Qft funksiyaning grafigi pastga qavariq ekanligi
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ma’lum bo‘ladi. Bu esa mahsulot hajmining progressiv o'sishini
bildiradi.

Noelastik talabda |£]< va bu holda Q<o bo‘lgani uchun o(o
funksiya yuqoriga gavarig, bu esa mahsulot hajmining sekin o‘sishini
(ya’ni yetarlicha ta’minlanganlikni) bildiradi.

Soddalik uchun, HQ)=a~bQ a>o0,b>o0 talab funksiyasi ishlab
chigarish fimksiyasining chizigli funksiyasi bo‘lgan holni garaylik.

a
>
4
0 a
b
U holda (5)-tenglama ushbu
Q' =a(a-bQ)Q )
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar Q=0 yoKki 3 = bo‘lsa, u holda @ o bo'ladi.

Demak, Q"=aQ'{a-2bQ). (8)

Shuningdek, Q<— bo‘leanda 0">0 va 0>— boiganda esa Q>0
boiadi.
“q

b
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Q =Qif) funksiya grafigining egilish nugtasi t =Q=a!2b.
Bu holda Qt) yechimni aniq topish mumkin. (7)-tenglamada

o‘zgaruvchilarni ajratib g”~"Z”"q)=
Bu munosabatni integrallab \n\Q\-\n\a-bQ |=aat +\nC

oki " -=Ce".
y a-by ¢

Bundan

Chizmada kelitirilgan bu funksiyaning grafigi  ((7)-differensial
tenglamaning integral egri chiziglaridan biri) logistik eqri chizig
deyiladi.

Bunday egri chiziglar boshga dinamik jarayonlami ham
xarakterlaydi. Masalan, maiumot (reklama) targalishi, organik muhitda
bakteriyalarning ko‘payishi, biologik organizmlaming chegaralangan
mubhitida epidemiyalar targalish dinamikasi jarayoni modellarini
ifodalaydi.

Keynsning dinamik modeli
Dinamikaning asosiy komponentlari boigan igtisodiyotning
daromad va harakatlarni bogiovchi sodda balans modelini garaymiz.
Faraz qilaylik, Y{t\E{t\s{t\i{t) mos ravishda milliy daromad, davlat
xarajatlari, iste’'mol va investitsiya funksiyasi boisin. U holda quyidagi
munosabatlar o‘rinlidir:
F()=5()+/(i)+£(4
S(t)=aft)Y (t)+b(t\ )

Bu yerda, a(t) - iste’molga moyillik koeffitsienti (o<a(/)<I),b(t) -
chekli iste’mol, k() - akseleratsiya normasi. (9)*tenglamalarda ishtirok
etuvchi barcha funksiyalar musbat.
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(9)-tenglamalaming ma’nosini  oydinlashtiramiz. Barcha
xarajatlarning yig‘indisi milliy daromadga teng boiishi zarur. Bu
tenglik birinchi tenglamada ifodalangan. Xalg xofaligidagi umumiy
iste’'moli, milliy daromadning bir gismi boigan ichki iste’'mol va
chegaraviy iste'moldan iborat boiadi. Mana shu jarayon ikkinchi
tenglamada aks ettirilgan. Nihoyat investitsiya hajmi ixtiyoriy boiishi
mumkin emas: u davlat texnologiyasi va infratuzilmasi xarakterlaydigan
igtisodiy ko‘rsatkich boiib, akselator  normasining oxirgi milliy
daromadga ko‘paytmasi bilan aniglanadi, bu jarayon uchinchi tenglik
bilan ifodalangan.

Faraz qilaylik, a{t),b{t),k{f) va E(i) funksiyalar berilgan. Bu
funksiyalar davlat evolyutsiyasi va faoliyatini xarakterlaydi. Milliy
daromad dinamikasini aniglash, ya’ni t vaqtning fimksiyasi boigan Yni
topish masalasi asosiy igtisodiy masalalardan biridir.

Ikkinchi tenglamadan S(t) ni va uchinchi tenglamadan I{t) ni

birinchi tenglamaga gqo‘yamiz. Y(t) funksiyaga nisbatan chizigli, bir
jinsli boimagan, birinchi tartibli differensial tenglama hosil boiadi:

r=iz”)y_¢0+EY (10)
Ky O K

Biz asosiy abk parametrlami o‘zgarmas sonlar deb faraz qilib,
ancha sodda holni tekshiramiz. U holda (IO)-tenglama o‘zgarmas
koeffitsientli, birinchi tartibli chizigli differensial tenglamaga aylanadi:

k Kk 0J)
Maiumki, bir jinsli boimagan tenglamaning umumiy yechimi
uning gandaydir xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi yigindisidan iborat. (11)-tenglamaning xususiy
yechimi Y sifatida Y =0 dagi, ya’ni muvozanat yechimini olamiz, ya’ni

Y L. (12)
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Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi rowcCexp formula bilan

beriladi.
Demak, (11)-tenglamaning umumiy yechimi

(13)

(1 I)-tenglamaning integral egri chiziglari chizmada ko‘rsatilgan.

Agar vagtning boshlang‘ich momentida yo<yp boisa, u holda
C =y0- yp <0 Vva egri chiziglar (12) muvozanat yechimidan pastga ketadi,
ya’'ni milliy daromad vaqgt o‘tishi bilan masalaning berilgan parametrlari
abk va E da kamayadi, chunki (13) da eksponenta darajasi musbat.
Agar yo>yp boisa, u holda c>o0 va vaqt o‘tishi bilan milliy daromad
o‘sadi, integral egri chiziglar y=Y muvozanat to‘g‘ri chizigidan
yuqoriga ketadi.

0 ‘sishning noklassik modeli

Faraz qilaylik, y=+(,1) milliy daromad, bu yerda F bir jinsli
birinchi  tartibli ishlab  chigarish ~ funksiyasi:  (F(tK,tL)=tF(K,L))
AT-sarflangan kapital hajmi, L- mehnat sarfi hajmi. Fond qurollanish
kattaligi k=K/L boisin. U holda ishlab chigarish unumdorligi quyidagi
formula bilan aniglanadi:

f{k)< 0.
Bu boiimda qaralayotgan masalaning maqsadi fond
ta’'minlanganlik dinamikasini yoki uni vaqgtning funksiyasi sifatida
ifodalashdir.
Har ganday model maium farazlarga asoslanganligi uchun biz
ham ba’zi bir parametrlarni kiritishimiz zarur.
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Quyidagilar bajariladi, deb faraz gilamiz:
1. Mehnat resurslari vaqgtida tabiiy o'sish o‘rinli, ya’ni
L=l (15)
2. Mablag® ishlab chigarish fondiga va amortizatsiyaga
sarflanadi, ya’'ni
J=K'+RK
Bu yerda, /?-amortizatsiya me’yori.
Agar /investitsiya (sarflangan mablag’) me’yori bo‘lsa, u holda
I =lY =K*+BK YyoKi K'=IF{K,L)-RK (16)
k- ta’minlanganlik fond ta’rifidan kelib chigadi, ink - znK- tnL.
Bu tenglikni t bo'yicha differensiallab,
KN KL,
k~K L'
V va Klning giymatlarini qo‘yib,

- =4~ —a ya'ni K=—k-(R+a)k K= -(r +a)k
K K K KL

f =—munosabatni hisobga oigan holda,
k'=If(x)-(a+R)k (17)
tenglamani olamiz. Bu yerda, /(*) fimksiya (14)-formula bo:yicha

aniglangan.
Bu tenglama o Sishning neklassik tenglamasi deyiladi.
Bu tenglamaning integral chizig'i logistik chizigga o‘xshash

Bunda k=k’ (*) tenglamaning statsionar yechimi.
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0 ‘zgaruvchan narx p va ganoatlantiriimagan talab d{p)-s(p)
orasidagi bogianishning modelini ifodalovchi p'=Kk(d(p)-s(p))
Samuelson tenglamasini yechamiz. Bu yerda d(p) va S(p) mos
ravishdap narxdagi mahsulotga boigan talab va taklif, k >0 .

Talab va taklif chizigli bo*lgan holni garaylik: d(p)=a-bp,

*(p) =m +np.
a>o0,b>0,m>o0,rt>0.

U holda Samuelson tenglamasi p' =k(n-b)p+k(a +m) chizigli
differensial tenglamani yechamiz. Oldin birjinsli tenglamani yechamiz:

E :k(n' b)y, F :k(n' b)dt

hl/2]=k(n~b)t +InC, p(t)=Celrb)t.
Xususiy yechim sifatida p(t)=p ,p-const yechimni olamiz. Bu

yerda, p d(p) =S(p) tenglamaning yechimi: p=b—+a‘-muvozanat narx.

Demak, umumiy yechim pit)=BW+Cel(nJe)'.

Bu yechimda quyidagi hollar boiishi mumkin.
a) n>b boiganda vaqt o‘tishi bilan integral egri chiziglari p
muvozanat holatidan uzoglashib boradi.

¢) n=b munosabatdap(t)=const
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d) n<. boisa, vaqt o'tishi bilan integral chiziglar muvozanat ,
holatiga asimptotik yaginlashadi.
P

Olingan (17)-munosabat o‘zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli,
chizigli boimagan differensial tenglamani ifodalaydi. Bu tenglamaning
statsionar yechimini aniglaymiz: k' =o shartdan,

If{k)-{a+8)k =0, (18)
ya’'ni Kk=const -0 ‘zgarmas Kattalik, chizigli boimagan (18)-algebraik
tenglamaning yechimidir.

Masalan. Ishlab chigarish funksiyasi f(,1)=Jk1 uchun (17)-
tenglamaning integral egri chiziglari va statsionar yechimini toping.
Yechish: (14)-munosabatdan f{k)=4k, u holda (17)-tenglama

ushbu ko‘rinishda boiadi: ¢- =i-Jk- (aHi)k.
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Bu tenglamaning statsionar yechimi quyidagi tenglikdan kelib
chigadi: i4k-(a+p)k = bundan (17)-tenglamaning nol boimagan

xususiy yechimi K'z(a+b)2 dan iborat bo'ladi.
(17)-differensial tenglamaga mos tenglamani «o‘zgaruvchilarni
dk

ajratish» usuli bilan yechamiz: 4k\-(a+0y[k\
Bu tenglamada 4k =z almashtirishdan so‘ng integrallab,
umumiy yechimning ko‘rinishini hosil gilamiz.
k) ecexpSSEC (19)
a +p
Integral egri chiziglar oilasi yugoridan va pastdan statsionar
yechimga yaqinlashadi, ya’'ni t—yc va. k —kst.

Demak, o‘zgarmaydigan parametrlar I, a v& p da qurollanish
fondi funksiyasi o'z statsionar qgiymatiga boshlang‘ich  shartlarga
bogiigsiz ravishda turg‘un bargaror intiladi. Bu statsionar nuqta k =ka,

bargaror muvozanat nuqtasi deb yuritiladi.
Masalan. p narxning har ganday giymatida doimiy boigan

talab funksiyasini toping.
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Yechish: Elastiklik ta'rifiga ko‘ra, € :'('gf'ﬁ

E—1 , holla P d=1 o‘zgaruvchilari  ajraladigan

differensial tenglamani yechamiz.
3“ =-" integrallab 3Injg] =h}/~|+InC yoki QI =C.

Oldindan bashorat gilinadigan narxlar asosida
bozor modelini tuzish

Oldindan bashorat gilinadigan narxlar asosida bozor modelini
tuzishni garaylik. Oddiy bozor modellarida talab va taklif, odatda
tovarning shu kundagi narxi bilan bogiiq boiadi. Lekin talab va taklif
real hollarda, narxning tashkil gilinishi va narxning o‘zgarishi bilan
bogiig boiadi. t vaqt bo‘yicha uzluksiz va differensiallanuvchi
fimksiyalar modelida bu ko‘rsatkichlar mos ravishda p(t) narx
fiinksiyasining birinchi va ikkinchi hosilalari bilan ifodalanadi.

Faraz qilaylik, D - talab fiinksiyasi va S - taklif fiinksiyasi P -
narx funksiyasi va uning hosilalari bilan quyidagi bogianishga ega
boisin:

D(t)=3p"-p'-2p +18,
S(t) =4p" +p" +3p +3,

(20) da gabul gilingan bogianishlar toia realistik (amaliy): buni narx
funksiyasining hosilalari go‘shiluvchilarida oydinlashtiramiz.

1 Talab narxning o‘zgarishi bilan «qgizdiriladi». Agar tem
(narx o‘sishi) davom etsa, o‘ssa (p">0), u holda bozoming talabga
gizigishi ortadi va, aksincha. Narxning tez o‘sishi xaridomi go‘rgitadi,
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shuning uchun narx funksiyasining birinchi hosilasi minus ishora bilan
kiradi.

2. Taklif yana ko‘proq doirada narxning o‘zgarishi bil:
kuchaytiriladi, shuning uchun S(t) funksiyadagi p" ning koeffitsienti
D(t) dagiga nisbatan katta. Shuningdek, narxning o‘sishi taklifni
oshiradi, shuning uchunp' ni o‘z ichiga oluvchi go‘shiluvchi S(t) ning
ifodasiga musbat ishora bilan kiradi.

Narxning vaqt bilan boglanishini aniglash talab etiladi.
Bozorning muvozanat holati D=S tenglik bilan xarakterlanganligi uchun
(20)-tenglamalarning o‘ng tomonlarini tenglashtiramiz va soddalashtirib,
quyidagini olamiz:

p" +2p' +5p =15 (21)

(21)-munosabat p(t) funksiyaga nisbatan chizigli, bir jinsli
boimagan ikkinchi tartibli differensial tenglama. Bunday tenglamaning
umumiy yechimi biror xususiy yechimi va unga mos bir jinsli

p"+2p'+5p =0 (22)
tenglamaning umumiy yechimi yig‘indisidan iborat.

(22) uchun xarakteristik tenglama: K2+2k+5=0. Uning ildizlari
qo‘shma kompleks sonlar: ki,2=-l%2i va natijada (22)-tenglamaning p(t)
umumiy yechimi quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

p(t) =e~'(cl cos 2t +c 2sinz2i).
Bu yerda, Ci va C2 - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Bir jinsli boimagan (21)-tenglamaning xususiy yechimi sifatida
p=pst narxni belgilaydigan o‘zgarmas kattalikni olamiz. Buni (21) ga
go‘ysak, p st ning giymatini topamiz: p st=3.

Shunday qilib, (21)-tenglamaning umumiy yechimi

P(t) =3+e~(C, cos 21+C2sin 2) (23)
tenglik bilan ifodalanadi. Demak, i->°0 da p (t)p % =3, ya'ni barcha
integral egri chiziglar p =3 gorizontal asimptotaga ega va uning atrofida
tebranadi. Bu barcha belgilangan narxlar pst narxga intilishini va uning
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atrofida tebranishini bildiradi, bu tebranishlarning amplitudasi vaqt
o‘tishi bilan o'sa boshlaydi.

Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki xil misolda keltiramiz.

1. Koshi masalasi. Faraz gilaylik, boshlang‘ich holatdagi narx va
uning o‘zgarish jarayoni maium: t=0;p =4, p'=1 Bu berilganlami
(23)-formulaga qo‘ysak p(0) =C]+3 =4, bundan C, =1, ya’'ni

pit)=2+e '(cos2t +C2sin2t) (24)

Buni differensiallaymiz: p'(t) =e ‘[(2C2- l)cos21- (c2 +2)sin21\

Endi Koshi masalasining ikkinchi shartini qoilaymiz:

p'(0)=2C2-1=1, bundan c2=i.

Nihoyat Koshi masalasi yechimining koiinishi quyidagicha bo'ladi:
p(t) =3+e '(cos21+sinlt)

yoki
p(t) =3 +-J2e~ cos(2/ - T/4).

2. Aralash masala. Faraz qgilaylik, vaqgtning boshlang‘ich
momentida talab va taklif maium: /=0, p =4,D =16.

Birinchi boshlangich shart oldingidek boigani uchun bu yerda
ham yechim (24)-tenglik bilan ifodalanadi. U holda,

p'it) =e~[(2C2 - I)cos2/ - (C2+2)sin21\
p"(t) =—'[(4C2+3)cos2t (3C2—5)sin2i]

Bu yerdan p'(0)=2¢2-1 va p"(0)=-4c2-3.

Bu tengliklami D(t) ning (20)-tenglamaning ko‘rinishini hisobga
oigan holda, masalaning ikkinchi D(0)=16 shartidan foydalanib, c2=-1
ni topamiz. Shunday qilib, berilgan masala yechimining Kkoiinishi
p(t) =3+e~(cos21-sin 2t) yoKi

p(t) =3--\j2e~"sin(2i-"-/4) (25)

1 va 2-masalalarga mos keluvchi integral egri chiziglar chizmada

tasvirlangan.
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Ta’minot tenglamasi

L =pQ(m-Q)
Ushbu tenglamaga ta’minot yoki logistik tenglama deyiladi, bunda
pvam o‘zgarmaslar.
Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamani yechamiz:
1Q =pdt
a(™-q)
iQ =-pdt
Q2~mQ
d
m\? [ 2 =~Pdt.
Q 2 W
Tenglikning har ikki gismini integrallab

™ pt+inG
Q
Q(-?m C2 rbunda C2=Cm

Bundan Q= mp=k, -C2=C deb ta’minot (logistik)

1- Cenl
funksiyasini hosil gilamiz: Q="+CY
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Ta’'minot  tenglamasi aholining chegaraviy o'sishini
modellashtirishda qo’ llaniladi.

Q=m qgiymatda, bevosita tenglamadan, @zfi‘ va Q<m

giymatlarda d—Q>ﬂ, Q>m giymatlarda @<6. Demak, Q=m

maksimal giymat.

Masalan. Idishdagi  bakteriyalarning o'sishi  k=mp =0.2
koeffitsientli logistik tenglamani qanoatlantirishi ma’lum. Vaqtning
boshlang‘ich holatida bakteriyalar mumkin bo‘lgan maksimal m
migdorning 1% ni tashkil etsin. Qancha vaqtdan so‘ng bakteriyalar 80%
ni tashkil etadi?

Yechish: §~=pQ(m~Q),

Q<m shartni hisobga oigan holda oxirgi munosabatni integrallaymiz:

g(o)=00im boshlang‘ich shartdan foydalanib C o‘zgarmasni
aniglaymiz:

Q(t)=0.Sm shartni ganoatlantiruvchi t0qgiymatni topamiz:

e-020
3%’
-0.20=-In396,  t0=5-In396, t0«29.91.
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