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SO‘ZBOSHI

Nazariy va amaliy jihatdan muhim ahamiyatga ega bo‘lgan
fizika, mexanika, texnika va boshqa sohalar masalalari integral
tenglamalar usuli bilan yechiladi. Aynigsa, matematik fizikada
tekshiriladigan masalalarni yechishda integral tenglamalarning
ahamiyati kattadir.

Bu kitob muallifning Mirzo Ulug‘bek nom1dag1 O‘zbe-
kiston Milliy universitetining mexanika-matematika fakultetida
o‘gigan ma’ruzalarining kengaytirilgan bayonidan iboratdir.

Kitobni yozishda muallif integral tenglamalar bo‘yicha
rus tilidagi va rus tiliga tarjima gilingan boshqga adabiyotlardan
keng foydalangan.

O‘quv gqo‘llanmada integral tenglamalarning klassik
nazariyasi bir o‘lchovli Fredgolm tenglamalari uchun uzluksiz
funksiyalar sinfida bayon qilingan. So‘ngra, bu nazariya ko‘p
o‘lchovli integral tenglamalar, integral tenglamalar sistemasi
va kvadrati bilan jamlanuvchi yadroli tenglamalar uchun ham
o‘rinli bo‘lishi ko‘rsatib o‘tilgan. Bolterraning integral
tenglamalari alohida bobda bayon gilingan.

Ko‘p tatbiglar uchun muhim ahamiyat kasb etgan kuchsiz
maxsuslikka ega bo‘lgan integral tenglamalar ko‘p o‘lchovli
fazoda batafsil tadqiq gilingan. To‘la uzluksiz operatorlarni
0‘z ichiga olgan tenglamalarga, ya’ni Riss—Shauder teng-
lamalariga alohida bob bag‘ishlangan. To‘la uzluksiz operatorni
kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar sinfida aynigan
operator va normasi bo‘yicha yetarli kichik operatorning
yig‘indisi sifatida tasvirlash mumkin bo‘lgani uchun Fredgolm
nazariyasi Riss—Shauder tenglamalari uchun deyarli avtomatik
ravishda ko‘chiriladi. Bundan kvadrati bilan jamlanuvchi yadroli
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Fredgolm tenglamalari va kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan
tenglamalar xususiy holda kelib chigadi.

Simmetrik yadroli integral tenglamalarga maxsus bob
bag‘ishlangan bo‘lib, bunda xos sonlarning mavjudligi va xos
sonlar, xos funksiyalarning bir gator xossalari bayon qilingan.

Kitobning so‘nggi gismi singulyar integral tenglamalarga
bag‘ishlangan. Bu tenglamalar ko‘p sonli va samarali tatbigqa
ega bo‘lgani uchun, aynigsa buziladigan va aralash tipdagi
xususiy hosilali tenglamalarga keladigan masalalarning ko‘p
gismi singulyar integral tenglamalarga keltirib yechilgani
sababli bu tenglamalar nazariyasining asosini gisgacha bayon
qilishni lozim deb topdik.

Qo‘lyozmani ko‘rib chiqib, o‘z fikr-mulohazalarini bildir-
gan akademik Sh. Alimov, fizika-matematika fanlari dok-
torlari B. Islomov, O. Xolmuxamedov, kitobning ilmiy muharriri
fizika-matematika fanlari doktori A. O‘ripov hamda qo‘l-
yozmani nashrga tayyorlashda katta yordam bergan fizika-
matematika fanlari nomzodlari O. Zikirov va Z. Sobirovlarga
minnatdorchilik bildiramiz.
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I BOB. INTEGRAL TENGLAMALARNING TASNIFI
VA INTEGRAL TENGLAMALARGA KELADIGAN
TIPIK MASALALAR

1- §. Asosiy tushunchalar.
Integral tenglamalarning turlari

Integral tenglamalar deb, odatda, nom’lum funksiya integral
ishorasi ostida bo‘lgan tenglamalarga aytiladi.

Biz bu kitobda noma’lum funksiya chiziqli ishtirok etgan
tenglamalarni, ya’ni ushbu

w(X)—ﬁbIK (x, y)o(y)dy=7(x) (1)

ko‘rinishdagi chiziqli integral tenglamalarni tekshiramiz. Bu yerda
@ (x) — noma’lum funksiya, K (x, y) va f (x) funksyalar mos
ravishda {fa < x < b} kvadratda va ¢ < x < b oraligda aniglangan
funksiyalar (a, b — o‘zgarmas sonlar). Bu kvadrat va oraligni asosiy
kvadrat va asosiy oraliq deb yuritiladi.

f (x) funksiya (1) integral tenglamaning ozod hadi, K (x, y)
uning yadrosi, A sonli ko‘paytuvchi tenglamaning parametri deyiladi.

Qayd qilib o‘tamizki, (1) bitta integral tenglama bo‘lmay, balki
sonli A parametrga bog‘lig bo‘lgan integral tenglamalar oilasidir. Agar
AK (x, y) ko‘paytmani K, (x, y) bilan belgilab, K, (x, y) ni yangi
yadro deb garasak, u holda tenglamaning parametri 1 ga teng bo‘lib
goladi. Lekin, A parametrni kiritish integral tenglamalarni o‘rganishda
foydali bo‘lishiga keyinchalik biz ishonch hosil gilamiz. (1) integral
tenglama ikkinchi tur chizigli integral tenglama yoki bunday teng-
lamalarni birinchi bo‘lib o‘rgangan matematik nomi bilan Fredgolim’
integral tenglamasi deyiladi.

Agar f(X)EO bo‘lsa, ya’ni

b

p(x)-4 IK(x,y)qo(y)dy:O )
tenglama (1) ga mos bo‘lgan bir jinsli integral tenglama deyiladi.
Bir jinsli b
y(x)=A[K (v, x)y()dv=0 3)

! Fredgolm Erik Ivar (1866—1927) — mashhur shved matematigi.

5

www.ziyouz.com kutubxonasi



tenglama (2) bir jinsli tenglamaga go ‘shma integral tenglama deyiladi.
Fredgolmning birinchi tur tenglamasi deb,

ij (x. y)o(y)dy=7(x) @

a
ko‘rinishdagi integral tenglamaga aytiladi.
Fredgolm tenglamalarida yadro va ozod had mos ravishda asosiy
kvadrat va asosiy oraliqgda uzluksiz, yoki ushbu

b b
” [K(x, y)] dxdy< +o0, (5)

bj [£(x)] de<too ©)

shartlarni qanoatlantiradi, deb hisoblanadi. Ravshanki, K (x, y) yadro
{(xy) :a <x < b a<x < b} kvadratda uzluksiz bo‘lsa, (5) shart
bajariladi. (5) shartni qanoatlantiruvchi yadrolar Fredgolm yadrosi deb
ataladi.

Agar ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasining umumiy yechimi
@ (x) mavjud bolsa, u

O(x)=¢"(x)+¢(x)
ko ‘rinishga ega bo ‘lishini tekshirib ko ‘rish qiyin emas, bunda j° (x) (2)
tenglamaning umumiy yechimi, j (x) esa (1) tenglamaning xususiy
yechimidir.

Hagigatan ham, agar ® (x) va @ (X) mos ravishda bir jinsli
bo‘lmagan (1) tenglamaning umumiy va xususiy yechimlari bo‘lsa,
ularning ayirmasi @ ° (X) = ® (x) — @ (x) (2) tenglamaning yechimi
bo‘ladi. Bundan darhol yuqoridagi tenglik kelib chigadi.

Agar (1) tenglamada integral chegaralaridan bittasi, masalan,
yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lsa, ya’'ni

(o(x)—/1].K(x,y)(p(y)dy:f(x), x>a )

ko‘rinishdagi tenglarrfa Volterraning’ ikkinchi tur integral tenglamasi,

}K(x, y)o(y)dy=f(x) ®)

a
tenglama esa, Volterraning birinchi tur integral tenglamasi deyiladi.

! Volterra Vito (1860—1940) — mashhur italyan matematigi
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Volterra tenglamasini ayrim shartlar bajarilganda Fredgolm
tenglamasining xususiy holi deb garash mumkin.

(7) tenglamada K (x, y) yadro masalaning ma’nosi bo‘yicha
a< y<x oraligda aniglangan. Uni y>Xx bo‘lganda

K(x,y):O, x<y<b
deb hisoblab, qo‘shimcha aniglaymiz. U holda (7) tenglamaning

yadrosini
E(x,y):{K(x,y), ySX;
0, y>x

tenglik bilan aniglangan Fredgolm  yA (ab) (b,b)
tenglamasining xususiy holi deb garash
mumkin (1- chizma). Kvadratning

shtrixlangan yarmida K (x, y) yadro K
(x, y) yadro bilan ustma-ust tushadi, /
ikkinchi yarmida esa aynan nolga teng, (a,2) (b.a)

K (x, y) yadro bunday aniglanganda >

Fredgolmning © 1- chizma. i

o(x)-2[ E(x.3)o()dv=1(x)

tenglamasi aynan Volterraning (7) tenglamasidan iborat bo‘ladi.

Bundan, Fredgolm tenglamasi uchun olingan natijalarni uning xususiy

holi deb qaralgan Volterra tenglamasi uchun ham o‘tkazish mum-

kinligi kelib chigadi. Ammo Volterra tenglamalari o‘ziga xos bo‘lgan,

Fredgolm tenglamalari ega bo‘lmagan xususiyatlarga ham egadir.
Ushbu

a() 9 (-21K (52)0 ()= 1 () o

tenglama uchinchi tur integral tenglama deyiladi.

Agar a < x £ b oraligda a(x)E 0 bo‘lsa, (9) dan (4) tenglama,
a(x)EI bo‘lsa, (1) tenglama kelib chigadi. Lekin bu oraligning ayrim
nuqtalarida a (x) funksiya nolga teng bo‘lib, qolgan nuqtalarda esa
noldan farqli bo‘lishi mumkin. Bu holda (9) tenglamani maxsus
tekshirishga to‘g‘ri keladi. Biz bu kitobda bunday tenglamalarni
o‘rganmaymiz.

Noma’lum funksiya integral ishorasi ostida chizigsiz ishtirok etsa,
bunday tenglamalarni chizigli bo Imagan integral tenglamalar deyiladi.
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Masalan, noma’lum funksiya n- darajasi bilan integral tenglamaga

kirishi mumkin, ya’ni .

o(x)=2 [K(x.p) ¢" () dy = f(x)

Noma’lum funksiya integral tenglamada umumiyroq holda ham
gatnashishi mumkin, masalan

o(x)= bIK(xa% o(v))dy,

Bu tenglamani Urison tenglamasi deyiladi.
Urison tenglamasining muhim xususiy holi bo‘lgan ushbu

p()= [K (x0)F (10 () b

tenglamani Gammershteyn tenglamasi deb ataladi, bu yerda K (x, y) —
Fredgolm yadrosi. Ushbu

0 (0)= [F(xy.0(»)) db

tenglama Volterraning chiziqliabo‘lmagan integral tenglamasidan iborat,
buyerda F(x,y, (¥), a<x,y<b—M< ¢ <M sohadax,y, @
argumentlarning uzluksiz funksiyasidir.

Amaliy masalalarda tez-tez shunday integral tenglamalarni yechishga
to‘g‘ri keladiki, ularda noma’lum funksiya ko‘p argumentli bo‘ladi.

E " Yevklid fazosidagi chegaralangan sohani D orqali, bu sohaga
tegishli nugtalarni x = (x, ..., xn), y = (v, ..., ) orqali belgilab
olamiz. ¢ (x) = @ (x,, ..., x,) noma’lum, f(x) =f(x, ..x), K(x, y)=
=K, .., x, y,.,») berigan funksiyalar, A — berilgan sonli

parametr bo‘lsin. Bu holda Fredgolmning ko‘p o‘lchovli ikkinchi tur
integral tenglamasi

7 (x)—l!...IK(x,y)¢ (»)dy=1(x)

ko‘rinishda yoziladi, bunda dy = dy,...dy,. Qisqalik uchun D soha
bo‘yicha olingan integralni bitta integral bilan belgilasak, avvalgi
tenglama quyidagicha yoziladi:

o(x)-A[ K (x.y) @ (v) dy=f(x).
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Bu integral tenglamada integral D sohani chegaralab turgan §
sirt bo‘yicha ham olinishi mumkin. Bunday integral tenglamalarni
tekshirishda (1) tenglamaga nisbatan katta qgiyinchiliklar kelib chig-
maydi. Shu sababli, biz ¢’tiborimizni ko‘proq (1) tenglamani o‘r-
ganishga garatamiz.

2- §. Integral tenglamalarga keladigan ayrim masalalar

Integral tenglamalarni sistemali o‘rganish XIX asr oxirlaridan
boshlangan bo‘lib, bungacha integral tenglamalar bo‘yicha ishlar
tasodifly xarakterga ega bo‘lgan. Integral tenglamalar bilan bog‘lash
mumkin bo‘lgan masalalardan biri, agar birinchi bo‘lmasa, bu

1

g (x)=—\/-2——;£ei“‘}’ f(y)dy

tenglikdan berilgan g (x) funksiyaga asosan f (y) funksiyani topishdan
iboratdir. Bu masalaning yechimini 1811- yilda Furye'

I —ix y
ko‘rinishda topgan.

Oxirgi formula avvalgi integral tenglamaning yechimidan iborat
va aksincha, deb hisoblash mumkin. Ma’lumki, bu formulalar

Furening almashtirish formulalari deb ataladi.
Misol. Ushbu

J‘(p(y)e”'” dy= 2re™

tenglamani garaymiz, bunda ¢(y) — noma’lum funksiya.

Bu tenglamaning chap tomonini (p( y) funksiyvaning Furye
almashtirishi deb garash mumkin. U holda yuqoridagi almashtirishga
asosan

o0

(p(y) - J‘ W gixy e —

—00

l+y

go( y): funksiya berilgan tenglamaning yechimidan iborat.

l+y2

"Furye Jan (1768 — [830) — mashhur fransuz matematigi.
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Boshqa integral tenglama Abel' tomonidan hosil gilingan.

1. Abel masalasi (moddiy nuqgtaning og‘irlik kuchi ta’siridagi
harakati). Mexanikaning bir masalasini tekshirish natijasida Abel bu
masalani birinchi marta integral tenglamani tekshirishga olib kelgan.
Bu masala shu jihatidan ham qizigki, fizika va mexanikaning boshga
masalalari singari u differensial tenglamalar orqali ifodalanmaydi,
balki to‘g‘ridan-to‘g‘ri integral tenglamani o‘rganishga olib keladi.

Abelning masalasi quyidagidan iborat: Dekart ortogonal
koordinatalari x, y bo‘lgan vertikal tekislikda moddiy M (x, y)
nuqta og‘irlik (yerga tortilish) kuchi ta’sirida (&, 77), 17> 0 holatdan
(&, 0), &,> ¢ holatga harakat qgilayotgan bo‘lib, yo‘ldagi ¢ vaqt
balandlik o‘lchovi 77 koordinataning funksiyasi bo‘lsin, ya’ni t =1 (7))
M (x, y) nuqgta harakatining traektoriyasini topish talab qilinadi.

Abel masalasi tautoxron? to‘g‘risidagi masalaning umumlashganidan

—(dx d
iboratdir. Ma’lumki, M (x, y) nuqtaning tezlik vektori (E’ 7);)

modulining kvadrati uchun
§°=2g(n-y), 0<y<y (10)

tenglik o‘rinlidir, bu yerda g — og‘irlik kuchi tezlanishi.
Hozircha noma’lum bo‘lgan egri chizigning tenglamasi x=y ( y)
bo‘lsin. Egri chiziq yoyning elementi ds, ma’lumki, ushbu

ds=vldr’ +dy’ =\[1+ (') dy =9 (¥)dy, 0 (¥)=\1+@'D)’ (11)
tenglik bilan aniglanadi (2- chizma). Shu bilan birga

ds
9=
dt (12)
(10) formulaga asosan (11), (12) dan
” —ds 1 —e(y)dy

“etn-y) 22 n-v

I Abel Nils (1802 — 1829) — norvegiyalik matematik.

2 Tautoxron (ayrim kitoblarda tavtoxron deb ham yuritiladi) to‘g‘risidagi masala.
Shunday tautoxron deb ataluvchi egri chiziq topilsinki, moddiy nuqta og‘irlik
kuchi ta’sirida bu egri chiziq bo‘ylab harakat qilganda boshlang‘ich holatiga bog‘liq
bo‘lmay, eng quyi holatiga bir vaqgtning o‘zida tushsin, ya’ni t=const. Ma’lumki,
bu holda tautoxron sikloidadan iborat bo’ladi.
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y ¢t vagtning o‘sishi bilan y balandlik
En kamayib borgani uchun biz «—»
ishorasini oldik. (&, 77) nuqtadan (&,
, 0) nuqtagacha tushish vaqti y
ning 77 dan 0 gacha o‘zgarishiga
to‘g'ri keladi. Shuning uchun ham

) t:[ \/___ ( )dy
v Jn-y
2- chizma. yoki
To(y)dy
I L) =f(n) (13)
0o V=Y

tenglamani hosil gilamiz, bunda f (n)z\/EE t(?]).

Agar bu tenglamadan noma’lum funksiya ¢ y) ni topa olsak, u
holda izlangan egri chizigning tenglamasi (11) ga asosan oddiy
kvadratura yordamida aniqlanadi.

(13) tenglama Abel nomi bilan yuritiladigan ushbu

J.(D »)dy =f(x), O<a<l, x>0
(x=y)"
integral tenglamaning xususiy holidir.

2. Ipning tebranishi. Uzunligi / ga teng bo‘lgan o'z shaklini
garshiliksiz yengil o‘zgartiradigan ipni tekshiramiz. Bu i pning uzunligini
Al ga cho‘zish uchun a Al kuch kerak bo'ladi. Bunda, a — biror
o‘zgarmas (Guk qonuni).

Ipning ikki cheti x o‘qining A(0,0) va B(b,O) nugqtalarida
bog‘lab qo‘yvilgan bo‘lsin. Ip, boshga tekshiriladigan kuchlarga nisbatan
yetarli katta bo‘lgan gorizontal cho‘zib turadigan 7; o Kuch ta’sirida
harakatda bo‘lmaganda, uning holati gorizontal bo‘ladi, ya’ni Ox o‘q
bilan ustma-ust tushadi. Faraz qilaylik, C(¢&, 0) nuqtada ipga P
kuch ta’sir qilsin. Bu kuch ta’sirida ip ACB siniq chizig shakliga
keladi (3- chizmaga qarang). AC, va C, B larga nisbatan CC = O ni
yetarli kichik deb hisoblaymiz (7, ga msbatan P ning kichikligi natuam)
[ ga nisbatan & ning kvadratini hisobga olmasak, P kuchning ta’sirida
ipning taranglik kuchi T, ga tengligicha goladi deb hisoblashimiz
mumkin. C nuqgtadagi ipning taranglik kuchini va P kuchning vertikal
chiziqqa proyeksiyasini tushirib, muvozanatlik shartiga asosan
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=T B - Tysina+1 sin =P  (14)

tenglikni hosil gilamiz. & kichik
bo‘lgani uchun

¢y

. o : o
sinad = —, sinffrx——

¢ ¢
munosabatlarga asosan, (14) ni
3- chizma. quyidagi ko‘rinishda yozishimiz
mumkin:
o o
ST =P,
¢ =g
Bundan
5 _P(I-&)¢
(&) =—"7""—
T,

Abssissasi x ga teng bo‘lgan A4, (x, 0) nuqtada ipning egilishini
y (x) orqali belgilab olsak,

y(x)=PG(x.£)
bo‘ladi, bu yerda

x(l_é:) O<x<§'
. > 7
G(x,&)= ‘
(x:£) (1-x)¢& F<x<l =
(YA

Hagigatan ham, x < £bo‘lsin. AC,C va AA,C, uchburchaklarning
o‘xshashligidan

x_ o, (1=8)x
ey

5 -;i yoki y (x) =8 ()

Agar x > & bo‘lsa, 4, (x, 0) nuqta C, B kesmada, C, esa CB
kesmada yotadi. BC,C va BA, C, uchburchaklarning o‘xshashligidan
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M [—x
5(&) 1-¢&

(15) formulalardan foydalanib,

G(x.£)=G(¢&,x)
tenglik o‘rinli ekanligini tekshirib ko‘rish qiyin emas.

Agar ipga chizigli zichligi p (&) bo‘lgan uzluksiz tagsimlangan
kuch ta’sir gilayotgan bo‘lsa, u holda & va & +A¢& nugtalar orasidagi
ipning gismiga taxminan p (&) A ga teng bo‘lgan kuch ta’sir qiladi.
Bu kuch G (x, &) p (&) A& siljishga sabab bo‘ladi.

p (&) A& elementar kuchlar tufayli hosil bo‘lgan siljishlar
jamlanganligi uchun (superpozitsiyaprinsipi), barcha kuchlar ta’siridagi

siliish y (x) taxminan
> G(x.8)p(£)As
(¢)

ga teng bo‘ladi. Bundan A —0 da

y()= [6(x.2) p(£)d & "

yoki y(x):5

hosil bo‘ladi.
Quyidagi ikki masalani ko‘ramiz.
19.Biz tekshirayotgan ip tagsimlanish zichligi p(&) bo‘lgan kuch
ta’sirida berilgan y =y (x) shaklga kelgan bo‘lsin. Shu kuch tagsimlanish
zichligi p (&) ni izlaymiz.
Bu holda izlanayotgan p (&) funksiyaga nisbatan 1- turdagi
i

y(x)=[G(x.€)p(£)d &

Fredgolm integral tenglamasiga kelamiz
2°. Ipga ¢t vaqt o‘tishi bilan o‘zgaradigan, & nuqtadagi zichligi

p(&)sinwr (@>0)
bo‘lgan kuch ta’sir gilayotgan bo‘lsin. Natijada ip harakatga keladi. Ip-
ning harakatida uning har bir nuqtasining abssissasi o‘zgarmaydi va ip
y =y (x) tenglama bilan ifodalanadigan davriy tebranishda deb hisoblaymiz.
Ip massasining & nuqtadagi zichligini go((f ) orqgali belgilab olamiz.
U holda ipning £ va & +A¢ nugtalari orasidagi gismiga f vagtda
p (&) sinwt AE kuchdan tashqari yana
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d’y
—p(S)AS
( ) dt2
inersiya kuchi ta’sir giladi.
Shu sababli (16) tenglik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
I

y(x)sina)tzIG(x,é)[p(f)sina)t+go(§)y(§)a)2sina)t}dé‘
0
Bu tenglikni sin@? ga qisqartirib,

[G(x£)p(E)dE=r(3). Glx)p(&)=K(x). @

0
belgilashlarni kiritib, ushbu

y(x)—/l ]K(x,f)y(f)dfzf(x) 17

tenglamaga ega bo‘lamiz.

p (&) funksiyani va demak, f/ (x) ni berilgan deb hisoblab, biz y
(x) funksiyani aniqlash uchun Fredgolmning 2- tur integral tenglamasini
hosil qildik.

f (x) funksiyaning aniglanishiga ko‘ra

f(O):f(l):O (18)
shartga ega bo‘lamiz.

Agar go(é‘) zichlik o‘zgarmas, f (x) funksiya esa, ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (17) integral tenglamani yechish
katta giyinchilik tug‘dirmaydi.

Hagiqatan ham, avvalo y (x) funksiya (17) tenglamaning yechimi
bo‘lsin. K (x, &) ga G (x, &) ning (15) formulalar bilan aniglangan
ifodalarini go‘yamiz. U holda

= (g“)y (5) w’ sinwtAE

!

§()= =) e (a2 S [U-0)p(e)a £ (1),

X

bu yerda
[

c=—
7;) .
Bu tenglikning har ikki tomonini x bo‘yicha ikki marta differensiallab,
ushbu

y”+CC)2Cy(X)=f”(X) (19)

oddiy differensial tenglamani hosil gilamiz.
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Ikkinchi tomondan (19) differensial tenglamaning x = 0 va x =
=] da nolga aylanadigan har ganday yechimi (17) integral
tenglamaning ham yechimi bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas.

Buning uchun (19) tenglikning har ikki tomonini —7} G(x,f)
ga ko‘paytirib &bo‘yicha 0 dan [/ gacha integrallaymiz, natijada

T, 'jc;(x,g) y"(g)dg—nwzc]G(x,é)y(f)df?n]G(x,é)f"(f)df

hosil bo* 1ad1 Tenglikning chap tomomdagl integralni (15) ga asosan ushbu
—TOIG x,&)y 5)d§=—— Jéy é—-l-f( ~&)y'(§)ds

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni
bo‘laklab integrallab, y (0) =y (/) =0 shartlarni e’tiborga olsak,

!
T, [G(x.£)y (£)dé=y(x)
ekanligi kelib chiqadi. °

Xuddi shunga o‘xshash (18) shartlarga asosan
T, jG &) f(&)dE=f(x)

Bulardan, C—— bo‘lgani uchun (17) tenglama kelib chiqadi.

Ma’lumki, (19) bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamaning
umumiy yechimi bu tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi va (19) tenglama xususiy yechimining yig‘indisidan iborat.

(19) ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

yo(x)=Clsin,ux+C2cosux

dan iborat, bu yerda C, C, ixtiyoriy o‘zgarmaslar, y= a)\/z .
(19) tenglamaning xususiy yechimini o‘zgarmaslarni variatsiyalash
usulidan foydalanib topamiZ'

=— Jf §)sinp(x-&)d¢&,

Shunday qilib, (19) tenglamamng umumiy yechimi quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:

( ) Csinux+C, cos,ux+——_[f sm,u(x—i)dé
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(15), (17) va (18) tengliklarga asosan y (0) =y (I) =0. Bu shartlar
yordamida C, va C, ni topamlz

C,=0, ¢, = jf Jsinu(1-£)dE
,usm,ul
Natijada, agar sin u/#0 bo‘lsa, (17) tenglamaning ushbu

1 sin i x

y(x)=- jf smy(l—é‘)Jr%].f“(éj)siny(x—gt)df

posinpl
yechimiga ega bo‘lamiz.

Bu holda (17) integral tenglama ikki marta uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi va f (0) = f (1) =0 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
f (x) uchun yagona yechimga ega bo‘ladi.

Biz keyinchalik (17) tenglamaning yechimi mavjud bo‘lishi uchun
sin g/ #0 shart bajarilganda [ (x) funksiyaning uzluksiz bo‘lishi kifoya
ekanligini ko‘rsatamiz.

3- §. Volterraning integral tenglamalari va differensial
tenglamalar orasidagi bog‘lanish

Avvalo matematik analiz kursidan ma’lum bo‘lgan keyinchalik
biz foydalanadigan bir formulani keltiramiz.

1. Dirixle formulasi. Faraz qilaylik, f (x, y) funksiya tomonlari
X=y, x=a, x=>b to‘g‘ri chiziglardan iborat bo‘lgan teng yonli A
uchburchakda (1- chizmada shtrixlanmagan uchburchak) uzluksiz
bo‘lsin. Bu holda A uchburchak bo‘yicha olingan

J= ”f(x,y)dxdy

integralni ikki usul bilan hisoblash mumkin.
Awvval x o‘zgaruvchi bo‘yicha @ dan y gacha, keyin y bo‘yicha a
dan b gacha integrallash mumkin, ya’ni

J =Idyjf(x,y)dx.

a a
So‘ngra, y bo‘yicha x dan b gacha, x bo‘yicha esa a dan b gacha
integrallash mumkin, ya’ni

J=J.dxj1f(x,y)dy
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Bu ikki tenglikdan darhol

J-dyj-f(x y)dx jdxjf(x y)dy (20)

tenglik kelib ch1qad1 Bu tenglik Dlrlee formulasz deyiladi.
2. Tenglamalar chizigli bo‘lmagan hol. Ushbu

d
—dy:f(x,y) Q1)
X

tenglamaning

v (%) =, 22)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi, ya’ni
(21), (22) Koshi masalasi Volterraning chizigli bo‘lmagan integral
tenglamasiga keladi. Hagigatan ham y = y(x) funksiya (21), (22)
Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘lsin. Bu yechimni (21) ga
qo‘yib ayniyat hosil gilamiz, bu ayniyatda x ni # bilan almashtirib,
so‘ngra ¢ bo‘yicha x, dan x gacha integrallasak,

ij(faY(’)) dt+y, 23)

0
tenglikka ega bo‘lamiz, ya’'ni y(x) funksiya (23) integral tenglamani
ganoatlantiradi. Aksincha y(x) funksiya (23) tenglamaning yechimi
bo‘lsin, ya’ni bu shunday funksiyaki, uni (23) tenglamaga qo‘ysak,
bu tenglama ayniyatga aylanadi.
Bu ayniyatni differensiallab,

dy _

o=/ ()

ga ega bo‘lamiz, va’'ni y(x) funksiya (21) tenglamaning yechimidan
iborat, shu bilan birga (23) ga asosan y()c0 =Y,

Shunday qilib, (23) integral tenglamani yechish (21), (22) Koshi
masalasini yechishga ekvivalentdir.

Xuddi shunga o‘xshash ikkinchi tartibli

oddiy differensial tenglamaning y(x0 Nz y( Posh—
lang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini t%plsh ﬁigslzfr §1
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X s
y(x) = Ids If[t,y(t)]dt + Yo+ Vo (x —xo)
X Xo
chizigli bo‘lmagan integral tenglamani yechishga keladi.
(20) Dirixle formulasidan foydalanib, oldingi integral tenglamani

y(x) = I(x — t)f[t,y(t\):)a’t+ Yoty O(x — xo)
ko‘rinishda yozish(i)miz mumkin.

3. Tenglamalar chizigli bo‘lgan hol.
Koeffitsientlari va ozod hadi uzluksiz bo‘lgan ushbu

17 4 (x)ﬂ+...+a (x)ﬁé/-+a (x)y=F(x) @4
dx” Y dx ! N de

n - tartibli chizigli differensial tenglamaning

J’(xo)zco’ y‘(xo)=C1’---:y(n_l)(xo)zcn~1 (25)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi

p(x)+ .JK(x,t)(o(t)dtzf(x) (26)

0

ko‘rinishdagi Volterraning ikkinchi tur chizigli integral tenglamasini
yechishga olib kelish mumkin. Hagigatan ham,

{ﬂy
D'y = =
y w (p(x)

deb hisoblasak,

D'y= 'J‘(p(t)dt
bo‘ladi. So‘ngra A

D?y=D" (D_ly) = ]ds A]‘(p(t)dt

bo‘lib, Dirixle formulasiga asosan

18

www.ziyouz.com kutubxonasi



D”Zyzj‘(x - t)(p(t)dt.

X
Bu jarayonni davom ettirib,

n-1

D—ny:D—l (D~n-~l y) :(nil)! )j(x-—t)

tenglikni hosil gilamiz.
(25) boshlang‘ich shartiami e’tiborga olsak,

d'y _d(d™y qr .
& &\ ) P =Gt De

+..+C(x=x)+C,+ D" ¢

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bularni (24) tenglamaga qo‘yib,

Za (x) (x_t))l_ @8)

f(x)=F(x)- [ (x—x, +Cnﬁ2]a2(x)—...~

n—1
-1 C_, (x—x) +otC(x—x))+C, la,(x) )

RN

belgilashlarni kiritsak, (26) integral tenglamaga ega bo‘lamiz.

19

www.ziyouz.com kutubxonasi



Aksincha, vadrosi va ozod hadi (28), (29) formulalar bilan
aniglangan (26) integral tenglamani yechib, go(x) yechim uchun
olingan ifodani (27) tengliklarning oxirgisiga qo‘yib, (24) tenglamaning
(25) boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiruvchi yagona yechimiga ega
bo‘lamiz.

Agar (24) tenglamada eng katta hosila oldidagi koeffitsient 1
bo‘lmay, aO(x) bo‘lsa, (26) integral tenglama

a0(¥)o(x)+ [K(xy)o(»dv+F(x)

To

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda ham K(x,y) va f(x) funksiyalar
(28) va (29) formulalar bilan aniglanadi.

Agar tekshirilayotgan oraligda ao(x);t() bo‘lsa, hamma avvalgi
natijalar o‘z kuchini saglab goladi, agar q, (x) funksiya biror nuqtada
nolga aylansa, (30) tenglama uchinchi turdagi maxsus integral
tenglamadan iborat bo‘lib, uni alohida tekshirishga to‘g‘ri keladi.

Misol. Ushbu

2
9V _sD 4 6y=0. y(0)=0, y(0)=1

dx dx
Koshi masalasi integral tenglamaga keltirilsin.
Yechish.
d’y
prvmad ¢ X
dx2 ( )

desak,

dx

LS ']'(p(t) dr y:—x+]‘(x—t) o (1)dt

bo‘ladi. Bu ifodalamni berilgan tenglamaga qo‘yib, go(x) ga nisbatan

p(x)=—5+6x+ J.(—6x +61+5)p(1)d!1
0
integral tenglamani hosil gilamiz.
Mashglar. Quyidagi differensial tenglamalar va boshlang‘ich
shartlarga mos bo‘lgan integral tenglamalar tuzilsin:
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dy
1. —— =0, 0)=1;
dx y(x) y( )

Javob. p(x)=1+ [p(t)dr.
0

5

2. d y+y(x)=cosx, »0)=1, y'(0)=-1;

2
X

Javob. p(x)=cosx—x+ [(1~x)p(1)dt.
0
2

d :
3. dxf+(1+x2)y(x):cosx, »(0)=0, y(0)=2;

Javob. ¢(x)=— I(l +x2)(x —t)go(t)dt+cosx—2x(l +x° )

0

d’ d: d
T O T 00O = 0=
X

dx’ d? -

Javob. p(x)=1-2x—4x" + ~].[3 +6(x—1)—4(x—1) ]qo(t)dt.
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II BOB. FREDGOLM TENGLAMALARI

1- §. Ketma-ket yaginlashish usuli

Biz bu bobda, asosan Fredgolmning ikkinchi turdagi

o(x) = 4 [K(x, »)p(y)dy = [ (x) M

integral tenglamasini tekshiramiz. (1) tenglamada K(x, y) yadroni va
f(x) funksiyani uzluksiz funksiyalar deb hisoblaymiz, shuning uchun
b

f[K(x,y)ldySM, asx<h, megglf(x)lzm Q)

a
bo‘ladi.

Tabiiyki, bu holda (1) tenglamaning yechimini ham uzluksiz
funksiyalar sinfidan izlaymiz.

Teorema. Agar (1) tenglamaning parametri

"”(‘EIZ )

sharmi ganoatlantirsa, u holda bu tenglamaning yagona @(x) yechimi
mavjud bo‘lib, uni ketma-ket yaginlashish usuli bilan ropish mumkin.
Isbot. Nolinchi vaginiashish sifatida (1) tenglamaning ozod hadini

gabul gilamiz, ya’ni
Po(x) = f(x).

Birinchi yaqginlashishni

?,(x)= f(x)+ A [K(x,p) f(0)dy

a
munosabat bilan aniglaymiz. Bu jarayonni davom ettirib, #-
vaqinlashishni

0,(0= f(X)+ A[K(x )0, (), n=12,.. @

formula bilan aniglaymiz. .
Shunday qilib, (4) rekurrent munosabatlarni ganoatlantiruvchi

Qo (x), 0,(x),K,0,(x),... )
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funksiyalar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Matematik analizdan
ma’lumki, (5) ketma-ketlikning yaginlashishi

x)+g[¢n(x)~¢n_n(x)] (6)

gatorning yaqinlashishiga teng kuchlidir. (4) formulani

¢n<x)=f<x)+z?K<x,y)[¢,,_l<y)—¢n-2<y>+¢n_2<y>]ay:
+}LJ.K xy Q. 2( d/""le x} [q)n—-I (pn—Z ]aj’_

= n_l(X)”fK(x,y)[fp,,_,(y 0, (»)]dy, n=23,..0)

ko‘rinishda yozib olamiz. (2) munosabatlarga asosan (7) dan darhol
quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi:

|0, (%)~ (x)|smAM,
0, (x)-,(x)|smA* M7,

Shunday qilib, (6) qatorning har bir hadi musbat hadli

@®

qatorning mos hadidan katta emas. (8) gator esa, (3) tengsizlikka
asosan yaqinlashuvchidir. Demak, (6) qator, natijada uzluksiz
funksiyalarning (5) ketma-ketligi uzluksiz (o(x) funksiyaga absolyut
va tekis yaqinlashadi. (4) tenglikda n—> o0 da limitga o‘tib,

p(¥)=1 (x4 [ K (x9)p ()

tenglikni hosil gilamiz, bu esa (o(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi
ekanligini ko‘rsatadi.
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Endi (1) tenglamaning (o(x) dan boshga yechimi yo‘qligini
ko‘rsatish giyin emas. Buning uchun aksincha, ya’ni (1) tenglamaning
@(x) dan boshqga yana bitta t//(x) yechimi bor deb, faraz gilamiz.
U holda bu yechimlarning ayirmasi o{x)=¢(x)-w(x) (1)
tenglamaga mos bo‘lgan bir jinsli tenglamaning yechimidan iborat
bo‘ladi, ya’ni

b

o(x)= Aj K(x,y)a)(y)dy.

a)(x)[ deb belgilab olasak, oxirgi tenglikdan
@, < M IM%

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Agar w, #0 bo‘lsa, oxirgi tengsizlik (3)
tengsizlikka garama-qarshidir. Demak, @, =0, bundan a)(x):O, ya’ni
@(x) =y (x) ekanligi kelib chigadi.

@, = max

asxsh

2- §. Iteratsiyalangan yadrolar. Rezolventa
1. Iteratsiyalangan yadrolar. Avvalgi paragrafda (3) tengsizlik
bajarilganda (5) funksiyalar ketma-ketligi (1) tenglamaning gp(x)

yvechimiga yaqinlashishi isbotlangan edi. Endi shu ketma-ketlik
yaqinlashishi strukturasini batafsil o‘rganamiz. Ma’lumki,

o,(5)= 1 (x)+ 2 [K (x0) £ (¥)d v,

@, (x)=1(x)+A ?K(x,t)(pl (1)dt=

b b b
= f(x)+ /lfK(x,t)f(t)dH /lzjK(x,t)dth(t,y)f(y)dy.
Takroriya integralda integrallash utartibini o‘zgé;lrtirib, so‘ngra
b
K, (x,y)= J.K(x,t)K(t,y)dt
deb belgilab olib, ’

0, (¥)= (A K () £ (0)d v+ 27 [ Ko (2.9) £ ()
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tenglikni hosil gilamiz. Bu jarayonni davom ettirib,

¢, (x)=7(x)+ ljil K () f()d

q i=1

tenglikka ega bo‘lamiz. Bunda K, (x, y) lar
b K, (x,y) :-K(x,y),
K,(x,y)= jK(x,z)Ki_l(t,y)dt, i=2,3,. (10)
rekurrent munosabatlar bilan aniqlanadi. Kl.(x,y) funksiyalar

iterasiyalangan (takrorlangan) yadrolar deb ataladi.
Iterasiyalangan yadrolarni (10) ga nisbatan umumiyroq

b
K, (x.)= [K (50K, (1.y) d ap

formula bilan ifodalash mumkin. Haqgigatan ham, (10) da K| (t, y)
yadroni yana shu (10) formula yordamida Kif2 bilan ifodalab,

K, (x,y)= []K(x,z,)ﬁK(t,,zz)K,z(tz,y)dtz}dtl =

bb
= J.J‘K(X,II)K(fl,tz)Ki_z (tzay)dtl dt 2

a a
tenglikni hosil gilamiz. K, , (t2 ,y) yadroni K, , yadro orqali ifodalash
mumkin va h. k. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida

b b
K. (x,y): J-...J‘K(x,tl )K(tl,t2 )...K(tl._,,y)dt,...dtl.‘, (12)

formulaga kelamiz. ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha integralni ajratib, oxirgi

formulani
Idt{fj (x,t,) K (1,8 ). K (£, .1, ) dlt,..dl,_,

b

b
XI K r’ r+l tr+l’tr+2)“‘K(ti—Dy)dtrH'“dli—l}

a
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ko‘rinishda yozib olamiz. (12) formulaga asosan, figurali qavs ichidagi
birinchi integral K, (x,7,) ga, ikkinchi integral esa K, (7, y) ga
teng.

Shunday qilib,

b
K,(x,y)= J.K’ (x.0,)K_, (¢,y)dt,.

Bunda 7 ni 7 ga almashtirib (11) formulaga kelamiz
2. Rezolventa. (6) gatorning yaqinlashishini isbotlagandagi
mulohazalarni qaytarib, (3) shart bajarilganda ushbu

Z:/V_IK,- (%) (13)

qatorning {a <x<b, a< y < b} kvadratda tekis yaqinlashishiga
ishonch hosil gilish giyin emas. Hagigatan ham, K (x, y) yopiq sohada
uzluksiz bo‘lganligi uchun (2) tengsizlikka asosan quyidagi
tengsizliklarga ega bo‘lamiz:

IK1 (x,y)ISM],

IK2 (x,y)ls ljﬂKl (x,t)“Kl (t,y)'dtSMlM,

b
K,(x,y)< ﬂK1 (x,t)”K2 (t,y)ldtSM]Mz,

......................................

b
K, () I (x.0)| K, (£, )| de < M,

Demak, (13) qatorning har bir hadi (3) shartga asosan
yaqinlashuvchi

> afal m
i=1

sonli qatorning mos hadidan katta emas, u holda (13) qator absolut
va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu qatorning yig‘indisi R(x, y;l) ni
K (x, y) yadroning yoki (1) integral tenglamaning rezolventasi yoki
hal qiluvchi yadrosi deyiladi.
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(13) qator A ga nisbatan darajali gator bo‘lgani uchun uning
yig‘indisi, ya'ni R(x,y;A) rezolventa, agar A kompleks son bo‘lsa,

|/1|<X14- yaginlashish doirasida, agar A hagqiqiy son bo‘lsa, (——Al;%]
yaginlashish intervalida A ning analitik funksiyasidan iborat bo‘ladi.

9)Yda n—> o0 da limitga o‘tib, (1) tenglamaning yechimini ushbu

( f(x + A Eﬂ' K x y f(y)dv (14)

gator ko‘rinishida hosil qllamlz. Bu qator Neyman qctori deyiladi.
(14) yechim rezolventa yordamida

p(x)=/ ()4 A[R(xy: ) f()dy a9

ko‘rinishda yoziladi.

(13) gatorning har bir hadi uzluksiz va qator tekis yaginlashuvchi
bo‘lganligi sababli R(x, y;ﬂ,) rezolventa ham {a <x<b,asy<bh
kvadratda uzluksiz bo‘ladi. Shu sababli, avvalgi formulalardan f (x
uzluksiz funksiya bo‘lganligi uchun (1) tenglamaning ¢(x) yechimi
uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Rezolventa o‘zining birinchi yoki ikkinchi argumentining funksiyasi
sifatida quyidagi ikkita integral tenglamani gatoatiantirishni tekshirib
ko‘rish giyin emas:

b
R(x,y;4)= K(x,y)+/1IK(x,t)R(t,y;/l)dt,

b
R(x,y;4)=K(x,y)+4 [K(t,y)R(x,t;2)dt ()
Bu tenglamalardan, masalan, ikkianchisini tekshirib ko‘rish uchun

R(x,y;4)=) A7 K, (x,) (17)

i1
tenglikning har ikki tomonini K(y,s) ga ko‘paytirib, y bo‘yicha
integrallaymiz:

b w b
[R(x.y; ) K (1.5)dy=2" A" [K,(x,7)K (y.5)dy
a i=1 a

yoki (10) tenglikka asosan
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b o
fR(x,y;i)K(y,s)a’y :Z/?,H K, (x,s).
a i=1

Buni A4 ga ko‘paytirib, (17) da i—1=j deb, hosil bo‘lgan ifodani
e'tiborga olsak, oldingi tenglik quyidagicha yoziladi:

X |
A IR(x,y;/l)K(y,s)dy:R(x,S;ﬂ)—K(x,s)

yoki
b
R(x,s;4)=K (x,s)+ ).J'K(y,s)R(x,y;k)dy‘

Bu esa o‘zgaruvchilarni boshqgacha belgilashdagi (16) ning ikkinchi
tenglamasidan iboratdir. (16) ning birinchisini ham xuddi shunday
tekshirib ko‘rish mumkin.

Endi (16) tenglamalar o‘rinli bo‘lganda (15) formula bilan anig-
fangan (o(x) funksiyaning (1) tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish
qiyin emas. Shu magsadda (15) formulani (1) tenglamaga olib borib
go‘yamiz:

f(x)+ljR(x,y;l)f(y)dy—J,j.K(x,t)x

xl:f(t)+lj‘R(t,y;/l)f(y)afv]dt = f(x)
yoki ¢

b

jR(x,y;ﬂ,)f(y)dy—be(x,y) J»ndy-

a

- ]‘]’K(x,t)R(t,y;i)f(y)dtdy:O-

Oxirgi tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz.
b b
J‘[R(x,y;/l)—K(x,y)—/l J.K(x,t)R(t,y;A)dt}f(y)dy =0

a

Bu tenglik hagigatan o‘rinli bo‘ladi, chunki kvadrat gavs ichida
(16) tenglamalarning birinchisiga asosan, aynan nol turibdi.
Misol. Ushbu integral tenglama yechilsin:
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Bu yerda K(x,y):y, A=—
Iteratsivalangan yadrolarni hisoblaymiz;

1 1
K, (x.)= [K(x.0)K(t,y)dt= [zydz:g,
0

..........................................

(17) formulaga asosan berilgan tenglamaning rezolventasini
hisoblaymiz

1 - 4y
Rl x, v~ SLE A = =
(yz) ,1211211 y24zl l_l 3
4

(15) formulaga asosan tenglamaning yechimini quyidagi
ko‘rinishda topamiz:

1 1 1p4y(3 1
x)=e' ——xe' ——+— Ye—y el ——|dy =
plx)=e’—gxe—o+3]3 (2 2”7 2) &

1

= 5(3 - x)ex + !

—(3—e})

~(3-¢)
Yugorida bayon qilinganlardan ko‘rinayaptiki, (1) tenglamaning

yechimini ketma-ket yaqinlashish usuli bilan topishda ,Zl ning —A‘;

dan kichik bo‘lgani muhim shart ekan. Tabiiy savol to‘g‘iladi: ketma-
ketliklarning A ning barcha giymatlarida yoki hech bo‘lmasa markazi

A=0 nugtada va radiusi LM dan katta bo‘lgan doirada (kesmada)
yaqginlashishini ko‘rsatish mumkinmi? Bunday bo‘lmas ekan, tavakkal

29

www.ziyouz.com kutubxonasi



qilib olingan Fredgolm integral tenglamasi uchun ketma-ketliklar

A > Xl/[— bo‘lganda uzoqglashishi mumkin, ammo shunday tenglamalar
sinfi mavjudki (masalan, Volterra tenglamalari, biz ularni keyingi
bobda o‘rganamiz), ketma-ketliklar A ning ixtiyoriy chekli giymatida
yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Misol. Ushbu

<P(X)—/1j¢(y)dy=1 (18)

tenglama berilgan bo‘lsin. Buyerdaa =0, b=1, K(x,y) =1, M=1
bo‘lib, yuqorida isbotlanganiga asosan (18) tenglama uchun (5)
ketma-ketlik MI < 1 bo‘lganda yaqginlashuvchi bo‘ladi. Lekin bu
tenglamani ketma-ket yaqinlashish usulidan foydalanmay ham osongina
yechish mumkin. Shu magsadda

[o()dv

integral biror noma’lum o‘zgarmasdan iborat ekanligini e’tiborga olib,
uni C orgali belgilab olamiz. U holda (18) tenglamaga asosan

p(x)=1+AC
Bu ifodani (18) tenglamaga qo‘yib,
(1-2)C=1 (19)

tenglamani hosil gilamiz. A=1 bo‘lganda bu tenglama yechilmayd;,
demak, A=1 da (18) integral tenglama yechimga ega emas. Bundan,
radiusi birdan katta bo‘lgan doirada (18) tenglama uchun ketma-
ketliklar yaginlashishi mumkin emasligi kelib chigadi. Shunga qaramay
qizig‘i shundaki, (18) tenglama faqat A #1 bo‘lgan barcha A lar

uchun yechimga ega. Hagiqatan ham, (19) dan C:l—lz , demak,
(p(x)=l—_1—/1. Buni (18) tenglamaga qo‘yib, uni ganoatlantirishiga
ishonch hosil qgilish qiyin emas.

Endi (18) tenglamadan farqli, ozod hadi (0, 1) oraliqda ixtiyoriy
uzluksiz f (x) funksiya bo‘lgan

1
o(x)-A[o(y)dy=1(x) 20)
0
tenglamani tekshiramiz. Avvalgiday
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C=lj<0(y)dy

deb belgilab,
o(x)=f(x)+AC

tenglikni hosil gilamiz. Buni 0 dan 1 gacha integrallab, C ni topish
uchun

(1 l If dx (21)

tenglamaga ega bo‘lamiz. Agar A ¢1 bo‘lsa,

1 [
C=m—£f(X) dx

¢(x)=f(x)+£—2-;[f(x)dx.

Bu funksiyani (20) tenglamaga qo‘yib, uni ganoatlantirishiga
ishonch hosil gilamiz, demak, (20) tenglama A #1 bo‘lganda yechiladi
va yagona yechimga ega bo‘ladi.

Endi A=1 bo‘lsin. Bu holda (21) tenglama

jf(x)dxzo (22)

0
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Agar f (x) shunday funksiya bo‘lsaki, (22)
tenglik o‘rinli bo‘lmasa, (20) tenglama yechimga ega bo‘lmaydi, xuddi
shunday bo‘lishini f (x)zl da ham ko‘rgan edik. Agar (22) tenglik
bajarilsa, u holda C aniglanmay qoladi, bu holda (20) tenglama

o(x)=/(x)+C
(C — ixtiyoriy o‘zgarmas) ko‘rinishdagi cheksiz ko‘p yechimlarga
ega bo‘ladi.
Mashglar. Rezolventa yordamida ushbu integral tenglamalarning
yechimi topilsin.

1

1. o(x)- ijyw()d =%x
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1

) 24 1 1 |
Javob: p(x)=smnx——(1+—cos——sin—) .
avob: () g5 F7c0857sin)

3- §. Fredgolm teoremalari

1. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi. Chizigli integral
tenglamalar nazariyasida algebradan ma’lum bo‘lgan chizigli algebraik
tenglamalar sistemalarini yechishga doir teoremalar muhim rol o‘y-
naydi.

v Biz bu bandda keyinchalik bizga kerak bo‘ladigan, chiziqli algebraik
tenglamalar sistemalariga taallugli teoremalarni, asosan isbotsiz
keltiramiz.

Tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo‘lgan

Yoa, x =b, i=12..n 23)
Jj=1

ko‘rinishdagi sistemani tekshiramiz.
X, X5,0.5X, va b,b,,...,b, sonlarni x va b vektor- ustunlarning
koordinatalari deb, ya’ni

X b
X, b,
x=| “lf, b=| ~
X‘N b}’l

a,; koeffitsiyentlarni esa, ushbu
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a, a, a,
a, a a
21 Gp 2n
% ‘”" if”z
a, a, .. a,

kvadrat matritsaning elementlari deb talgin qilamiz. U holda (23)
sistemani bitta

Ax=b
vektor tenglama ko‘rinishida yozish mumkin. Ma’lumki, 4 matritsa
berilgan bo‘lsa, uning satrlarini ustunlariga almashtirish natijasida hosil
bo‘lgan matritsani A bilan transponirlangan matritsa deyiladi.

Agar A matritsaning a,; elementlari kompleks sonlardan iborat
bo‘lsa, transponirlangan matritsa elementlarini go‘shma kompleks a ji
elementlar bilan almashtirish natijasida A matritsaga qgo‘shma A
matritsa hosil bo‘ladi.

bo'lsa, A = a_j,“ bo‘ladi. a,;
elementlar haqiqiy sonlar bo‘lsa, 4 matritsaga qo‘shma bo‘lgan A"

matritsa transponirlangan matritsaning o‘zidan iborat bo‘ladi.
Ushbu

Shunday qilib, agar A:”aij

Ay=c
yoki, yoyib yozganda

71

a, y;=c¢, i=12,..n
j=1
tenglamalar sistemasi (23) sistemaga qo ‘shma sistema deyiladi.

Qo‘shma sistemaning o‘ng tomonidagi vektor ixtiyoriy bo‘lishi
mumkin. Koeffitsientlari a,; haqigiy sonlardan iborat sistemaga

go‘shma sistema
n
2.9, 9,=6
j=1

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Biz quyida keltiradigan tushuncha va
teoremalarda sistemaning koeffitsientlari haqiqiy yoki kompleks sonlar
bo‘lishining fargi yo‘q.
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O‘zaro go‘shma matritsalarning determinantlari bir vaqtda nolga
teng yoki teng bo‘lmaydi; qo‘shma matritsalar bir xil rangga ega bo‘ladi.

1- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining determinanti
noldan farqli bo‘lsa, u holda berilgan sistema ham va unga qo‘shma
bo‘lgan sistema ham ixtiyoriy ozod hadlarda yechiladi, u va bu
sistemaning yechimlari yagona bo‘ladi. Bu holda bir jinsli sistema
faqat trivial (nolga teng) yechimga ega bo ladi.

2- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining determinanti
nolga teng boIsa, u holda bir jinsli Ax=0 va A" y=0 sistemalar bir
xil sondagi p =n—r chizigli bog liq bo ‘Imagan yechimlarga ega bo ‘ladi,
bu yerdagi v — A matritsaning rangi.

Shuni ta’kidlab o‘tamizki, agar x' ,x(z),...,x(”) vay® y@ .
y®lar Ax=0 va A y=0 sistemalarning chizigli bog‘liq bo‘lmagan
yechimlari bo‘lsa, u holda bu sistemalarning umumiy yechimi

S 0) S e )
x=) 7, x", y=2ry
=l =1

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bundagi 7, va }/; lar ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

3- teorema. Bir jinsli bo‘lmagan (23) sistemaning yechimga ega
bo lishi uchun A matritsaning rangi, bu matritsaga ozod hadlar ustunini
go ‘shimcha gqilishdan hosil bo‘lgan kengaytirilgan matritsaning rangiga
teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Agar (23) sistemaning determinanti nolga teng bo‘lib, sistema
yechiladigan bo‘lsa, u cheksiz ko‘p yechimlarga ega bo‘ladi: (23)
sistemaning biror yechimiga unga mos bir jinsli sistemaning ixtiyoriy
yechimini qo‘shib, yana (23) sistemaning yechimini hosil gilamiz. Bu
holda agar A matritsaning rangi r ga teng bo‘lsa, (23) sistemanng
umumiy yechimi

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerdagi x© sistemaning xususiy yechimi,
X\, j=1,2,....,p lar esa, bir jinsli Ax=0 sistemaning chiziqli
bog‘lig bo‘imagan yechimlaridir.

3- teoremani unga ekvivalent bo‘lgan va keyinchalik biz
foydalanadigan teorema bilan almashtirish mumkin.

4- teorema. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi (23) yechimga
ega bo'‘lishi uchun bu sistema ozod hadlari vektorining qo ‘shma bir
jinsli sistema barcha yechimlariga ortogonal bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
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Bu teoremaning isbotini keltiramiz. Eslatib o‘tamiz, agar

(x.9)=2%y,=0
i=1

bo‘lsa, x va y vektorlar ortogonal deyiladi.
A matritsaning /- ustunidan tashkil topgan vektorni A, orqali
belgilab olamiz, ya’ni

a;

A= N D

ni

(23) sistemani

Zn:xl. A=b
i=l1

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yozuv shuni ko‘rsatadiki, &
vektor A, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi bo‘lgan holda va faqat
shu holdagina (23) sistema yechimga ega bo‘ladi. Buning uchun b
vektorning barcha A, vektorlarga ortogonal bo‘lgan har bir vektorga
ortogonal bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Shunday vektor y bo‘lib, uning komponentlari y,,y,,...,»y,

bo‘lsin. (y,Aj):O, j=12,..,n shart
n
Zaﬁyjzo, i=12,..,n
=l

tenglikka ekvivalentdir. Bu esa, y (23) sistemaga qo‘shma bir jinsli
sistemaning yechimi ekanligini bildiradi.

Demak, (23) sistemaning yechimga ega bo‘lishi uchun b
vektorning qo‘shma bir jinsli sistemaning ixtiyoriy yechimiga ortogonal
bo‘lishi zarur va yetarlidir. Shu bilan teorema isbot bo‘ldi.

2. Aynigan yadroli Fredgolm integral tenglamalari. Fredgolmning
ikkinchi tur (1) tenglamasidagi K (x, y) yadro

K (xay)=i§;:Pi(X)%(y) (24)
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ko‘rinishga ega bo‘lsa, y aynigan (buzilgan) yadro deb ataladi. Bundagi
p.(x) va q,(y) funksiyalarni asosiy (a,b) oraliqda uzluksiz funksiyalar
deb hisoblaymiz. U holda K(x,y) yadro asosiy kvadratda uzluksiz
funksiya bo‘ladi. Ayrim adabiyotlarda (24) ko‘rinishdagi yadroni
Pinkerle—Gursa yadrosi, qisgacha PG-yadro deb ham yuritiladi.
Umumiylikka ziyon yetkazmay, pi(x) barcha funksiyalarni ham,
g, ( y) funksiyalarni ham o‘zaro chizigli bog‘liq emas deb hisoblaymiz.
Aks holda chizigli bogliglarini boshqgalari orqali chiziqli ifodalab,
(24) yig‘indida go‘shiluvchilar sonini kamaytirish mumkin. (24) ifodani
(1) integral tenglamaga go‘yib,

‘ﬂi?Pi(x)qi(y)(p(y)dﬁf(x) 25)

=l o

tenglamani hosil gilamiz. Ushbu
b

= Iq,-(y)€0(y)dy 26)
belgilashlarni  kiritib, (25) irftegral tenglamani
o(x)=1(x)+ 22 cp,(x) @7

i=1
ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda ¢, — nomal’um sonlar. ¢, —
o‘zgarmaslarni aniglash uchun oxirgi formuladan go(x) ning giymatini
(25) tenglamaga olib borib qo‘yamiZ'

P13 en (-2 3 p (a0

i=l 4

+ﬂ,Zc pj }dy f( )
yoki

gpi(X)[ci~jqf(y) y)dy- Ach p,(v dy:l 0.

J=l a

Bundan pi(x) funksiyalar chizigli bog‘liq bo‘lmagani uchun
b
¢, = [q,(»)f(»)dy- lz Ip y)dy=0
tenglik kelib chiqadi. Quyidagi be]gllarnl k1r1t1b,
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b
fq, )y, o, =[p (e @8

avvalgi tengllkm

=AY a;c;,=y, i=12..n (29)

j=1

ko‘rinishda yozib olamz. Shunday qilib, ¢, o‘zgarmaslarni aniglash
uchun (29) chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qgildik. (25)
integral tenglama va (29) sistemaning ekvivalentligini ko‘rsatish qiyin
emas. Haqgiqatan ham, agar ¢(x)eC' a,b] funksiya (25) tenglamaning
yechimi bo‘lsa, u holda (26) tenglik bilan aniglangan ¢,, i=1,....,n
sonlar (29) sistemani ganoatlantirishini hozirgina ko‘rsatdik. Aksincha,
agar c;,, i=1,...,n sonlar (29) sistemaning yechimlaridan iborat
bo‘lsa, (27) formula bilan aniglangan (p(x) funksiya a<x<b oraliqgda
uzluksiz bo‘lib, (28) ga asosan (25) tenglamani ganoatlantiradi:

AZP I Jo(y)dy—f(x)=

X)Mi‘,c,-pi ﬂZp, x)jq, f(y)+lzc P, () }dy f(x)=

=li§:;pi(x( Aza,” )

Avvalgi bandda, (25) tenglamalar sistemasi nazariyasida

1-Aa,, -Aa, .. —-Aoy,
M(2) = -Ao,, 1-Aa, .. —-Aa,,
-Aa, -Aa, .. 1-Aa,,

matritsa muhim rol o‘ynashini ko‘rdik. Bu matritsaning determinantini
D(/l) orqgali belgilab olamiz, ya’ni

37

www.ziyouz.com kutubxonasi



1-Ae,, Ao, ... -Aa,
()= -Aa, l1-4Aa, .. -Ada,,
-Aa, Ao, .. l-Ada,,

D(/?,) determinant A ga nisbatan n-darajali ko‘phaddan iboratdir;
bu ko‘phad

1 0 ..0
ZXO) _ 01..0 1
00 ..1
bo‘lgani uchun aynan noldan farqli. Agar
D(A)#0 (30)

bo‘lsa, (29) sistema ixtiyoriy y, o‘ng tomonlar uchun yagona
yechimga ega bo‘lishini va bu yechim Kramer formulalari bilan aniq-
lanishi bizga ma’lum. (30) shart D( /1) ko‘phadning ildizlari bo‘lgan
A ning cheklisondagi 4 , 4,,...,4 ,, m<n giymatlari uchun buziladi.
A ning bu giymatlari K (x, y) yadroning yoki (25) tenglamaning xos
(xarakteristik) sonlari deyiladi.

Shunday qilib, 4 ning A, 4,,...,4,, lardan farqli bo‘lgan har
bir chekli giymatida (29) sistema yagona c,,...,c, yechimga ega bo‘ladi.
Bu yechimni (27) tenglikning o‘ng tomoniga go‘yib, (25) integral
tenglamaning q)(x) yechimiga ega bo‘lamiz.

Natijada quyidagi teoremani isbotladik.

Fredgolmning birinchi teoremasi. Agar A paramer K(x,y
yadroning xos soni bo ‘Imasa, ixtiyoriy uzluksiz f (x) ozod had uchun
(25) integral tenglama yechimga ega, shu bilan birga bu yechim yagona
bo ‘ladi.

(25) integral tenglamaga mos bir jinsli

w(X)-len: p.(x) g, (y)o(y)dy=0 31)

7 i=l

tenglama (29) sistemaga mos bo‘lgan ushbu
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ci—lZOc,] C] =0 (32)

bir jinsli chizigli algebraik sistemaga keladi. (31) tenglamaga go‘shma
bo‘lgan bir jinsli tenglama

ﬂIZp, )a.(x)y (y) dy=0 (33)

ko‘rinishga ega. (33) tenglama esa (32) ga qo‘shma bo‘lgan
n
d,-A3a,d,=0 (34)
bir jinsli sistemaga teng kuchlidir, bunda

d,= Ip, )dy, i=12,..,n

Agar /I:Ak,k:l,...,m bo‘lib, M(A) matritsaning rangi r ga
teng bo‘lsa, 1-banddagi 2-teoremadan ma’lumki, bir jinsli (32) sistema
ham va unga go‘shma bo‘lgan (34) sistema ham n - r ta

cl,....c dlf, d’ j=12,....,n—r

chizigli bog‘liq bo‘lmagan yechimlarga ega bo‘ladi. Bu yechimlarni
(31) va (33) dan hosil bo‘lgan ushbu

=/12ci’pi(x), v, (x)=42.d! q,(x), j=12,....n—r (35
i=l1 i=1

formularning o‘ng tomonlariga qo‘yib, (31) va (33) bir jinsli integral

tenglamalarning » - r tadan chizigli erkli yechimlarini hosil qilamiz.

Fredgolmning ikkinchi teoremasi. Bir jinsli (31) tenglama va unga
qo ‘shma bo‘lgan (33) tenglama bir xil n - r tadan chiziqli bogliq
bo Imagan yechimlarga ega bo ‘ladi.

Bir jinsli (31) tenglamaning nolga teng bo ‘Imagan ¢, x),j =1
veey, B— r yechimlari (25) tenglamaning yoki K (x y) yadroning
A, k=1,...m xos sonlariga mos bo‘lgan xos funksiyalari deyiladi.

Avvalgi banddagi 4-teoremadan ma’lumki, A=A4, bo‘lganda
(29) sistema ixtiyoriy o‘ng tomonlar uchun yechimga ega bo‘lavermaydi.
Bu sistemaning yechimga ega bo‘lishi uchun y , i=1,..,n sonlar

>y, d’=0, j=12,.,n-r (36)
i=1
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shartlarni ganoatlantirishi zarur va yetarlidir. Bu shartlarda y ; o‘rniga
uning giymatini qo‘yib, (36) ga teng kuchli bo‘lgan quyidagi tengliklar
sistemasiga ega bo‘lamiz:

li'yi difzkidiffqi(x)f(x)dxz
| f(x)idzq,(x)dx:

Bundan (35) ga asosan

J.f dx 0, j=L2,...n—r

tengliklar hosﬂ bo‘ladi.

Biror D sohada, xususan (a, b) oraliqda, ikkita funksiyaning
ko ‘paytmasidan olingan integral nolga teng bo‘lsa, bu funksiyalar
ortogonal deb ataladi.

Shunday qilib biz quyidagi teoremani isbot qildik.

Fredgolmning uchinchi teoremasi. A=1,, k=1,..., m bo‘lgan-
da (25) integral tenglamaning yechimga ega bo‘lishi uchun uning ozod
hadi [ (x) Sfunksiyaning qo ‘shma bir jinsli (33) integral tenglamaning
barcha ¥ (x), J =1, ..., n—7r yechimlariga ortogonal bo lishi zarur
va yetarlidir.

Bu holda (25) tenglama cheksiz ko‘p yechimlarga ega va bu
yechimlar ushbu ko‘rini<?.da bo‘ladi:

w(x)=5(X)+gﬁj<Pi(X)

bu yerda &)_(x) (25) tenglamaning xususiy yechimi, yig‘indi esa (31)
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi.
Misol. Ushbu

3
@(x)-2 I (xcosy+ y* sin x+cos xsin y)go(y)dy=x
-
integral tenglama yechilsin.
Tengla;rmaning chap tomonidagi integralni uchtaga ajratib,

j (xcosy+y? sinx+cosxsiny)(p(y)dy =

-7
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T

=x Icosy¢(y)dy+sinx Iyz(p(y)dy+cosx jsiny(o(y)dy,

- -

so‘ngra

¢ = _[(P(t)cosydy, €= _[y2¢(y)dy, ¢ = I(p(y)sinydy

-

belgilashlarni kiritamiz. U holda noma’lum funksiya
@(x)=c,Ax+c, Asinx+c; Acosx+x

ko‘rinishda yoziladi. Noma’lum funksiyaning mana shu ifodasidan
foydalanib, ¢, ¢, va ¢, ni hisoblaymiz:
4
c = j (c1 Ay+c, Asiny+c, lcosy+y)cosydy,

-
T

c,= J (cI Ay+c, Asiny+c, /'Lcosy+y)y2aﬁ/,

C = J. (clﬂ,y+c2 Asin y+c, 7Lcosy+y)sinydy,

yoki
cl(l~/1 chosydyj—czi Isinycosydy—c3/1 J‘cosz ydy=

4

= [ yeosyay,

-

—, A 7]y3aj/+c2(1—/1 ].yz sinydy}—cﬂ. 7]'y2 cos ydy= 7].y3 dy

—cA J tsinydy—c,A J‘ sin’ydy+c, (1 -2 I cosysinyaj/)z J ysin ydy.

Bu tenglamalarga kirgan integrallarni hisoblab, ¢, ¢, va ¢; noma’-
lumlarni topish uchun quyidagi chizigli algebraik tenglamalar siste-
masiga ega bo‘lamiz:
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¢, —Are,=0,
c,+4Amc,=0,
2Anc,—Amc,+c,=2r.

Bu sistemaning determinanti

1 0 -mA
D(A)=| 0 1 4rA|=1+2A%n*#£0.
=2An -Am 1
Demak, avvalgi sistema yagona yechimga ega bo‘ladi:
2A7 gAT’ 27

C=——>— G55, G55
D124 7Y T 14242 7 1+2Ar A

Bularni izlanayotgan noma’lum funksiyaning ifodasiga qo‘yib, berilgan
tenglamaning yechimini

2A7
A veye

ko‘rinishda topamiz.
Mashgqlar. Aynigan yadroli quyidagi integral tenglamalar yechilsin.

(Azx—4Amsinx+cosx )+x

L p(x)-4 i"(l+xy)(p(y)dy=x2.

Javob: A =16 A1+12#0 bo*lganda.

(x)=x+ AB3-4) A(24+ 1)
P =X T lea+12 6(/12—16A+12)'

T

2. o(x)- Icos(x+y)¢(y)dy=l.

0

sin x.

Javo b: =1-
avo (o(x) o
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%
3. ¢)(x)—4 Isin 2x(p(y)dy=2x—7r.
0
2
sin®x+2x—7.

Javob: @ ( X ) =

A
4. ¢(x Itgy(o y)dy=cigx.
A

Javob: go(x)z %/1+ctgx.

-1

1
j- s(¢glny)o(y)dy=1.
0

1+
Javob: @( ) iqu

3. Uzluksiz yadroli Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamasi.
Endi (1) tenglamaning yadrosi (24) ko‘rinishda bo‘lmagan holni
tekshiraylik. Agar K (x, y) funksiya asosiy kvadratda uzluksiz bo‘lsa,
matematik analiz kursida isbotlanadigan Veyershtrass teoremasiga
asosan, har bir £>0 uchun x va y ga nisbatan yetarli yuqori darajada
shunday K, (x, y) ko‘phad mavjud bo‘ladiki, asosiy kvadratda

|K(x, y)—K0 (x, y)|<8
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Ravshanki, K (x, y) ko‘phadning har bir

hadini bittasi x ga, ikkinchisi y ga bog‘liq bo‘lgan ikkita funksiyaning
ko‘paytmasi sifatida ifodalash mumkin. Shu sababli K (x, y) yadroni

(x, ) Zp, (¥)+K (%, ») (37)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bundagi Kl(x, y) ifoda
{a <x,y< b} kvadratda

b
j |K(x,y)ldy< € (38)

shartni ganoatlantiruvchi uzluksiz funksiyadir.
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(37) tenglik K(x,y) yadroning kichik va aynigan yadrolar
yig‘indisiga ajratilganligini ifodalovchi formuladir.

Ixtiyoriy R>0 sonni belgilab olib, (1) tenglamani A parametr-
ning giymatlari fagat |/1|<R doirada yotgandagina tekshiramiz. &> 0

sonni shunday kichik qilib tanlaymizki, 5<L bo‘lsin. (37) tenglikka
asosan (1) integral tenglamam 2R

) j K, (x,»)p(y)dy="F(x) (39)

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda

F(x)= ”ij Jo(r)dv. @0

i=] 4
Shunday qilib, parametri |ﬂ,|g<l tenglikni ganoatlantiruvchi
tenglamani hosil qildik. 1- § dan ma’lumki, bunday integral tenglama
yagona yechimga ega bo‘ladi. K](x, y) yadroning rezolventasini
Rl(x, y,/l) orqali belgilab, (39) tenglamani

o(x)= F()+ A [R(m A ED)dy o

ko‘rinishda yozib olamiz. (41) tenglikdagi F (x) o‘rniga uning (40)
dagi giymatini olib borib qo‘yamiz:

o(x)=f(x)+ lzn,jpi (x)a: (»)e(y)dv+

i=l 4

b
+Ale(x,t;k[ +lz_[p, )a.(»)o(y)dy |dt.

i=l 4

Ushbu

g(x):f(x)+ /11]‘Rl (x,t;/l)f(t)dt,

b
r(x,A)= p,(x)+ A [ R, (x,1) p, (1) dx
belgilashlarni kiritib, ’
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A e ()0 d=g(x) @

q i=1
tenglamani hosil qilamiz.
1
Izoh. R (x,y;2) rezolventa |/1]<; doirada A ga nisbatan darajali
gatorning yig‘indisi bo‘lgani uchun bu doirada u analitik funksiya bo‘ladi.

1
Ammo &<— bo‘lgani uchun rezolventa |/1|<2R doirada, aynigsa

|/1| <R yopiq doirada analitik funksiya bo‘ladi. Bundan shu yopiq doirada

Y, (x,/l) funksiyalarning A ga nisbatan analitik funksiya ekanligi kelib
chigadi. Endi (42) tenglamani (26) belgilashlardan foydalanib,

@( +ﬂZCl’ X/l 43)

ko‘rinishda yozib olamiz. ¢,, i=1,...,n, o‘zgarmas sonlarni shunday
tanlaymizki, natijada (43) formula bilan aniglangan (o(x) funksiya
(42) integral tenglamaning yechimi bo‘lsin.

(43) ifodani (42) tenglamaning chap tomoniga olib borib go‘yib,

-—fq, s(nA)dy, v, = Jq, g(v)dy

belgllashlarm kiritib, 2-banddagi mulohazalarm gaytarsak, (42)
integral tenglamaga ekvivalent bo‘lgan

Ci—lzaijcj :}/i, i=l,2,...,n (44)
j=1
chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

Bu sistemaning a;; koeffitsientlari (x /1) funksiyalar orqali
aniqglanganligi uchun, /1 parametrnmg funks1yalar1 bo‘lib, |/1|<R yopiq
doirada analitikdir. Shunday qilib, A ning ixtiyoriy chekli tayin giymati
uchun (1) tenglama aynigan yadroli (42) tenglamaga ekvivalent bo‘lib,
(42) tenglama uchun 2- bandda isbotlangan Fredgolm teoremalari
o‘rinli bo‘lganligi sababli (1) integral tenglama, unga mos bir jinsli

b
—le(x,y)(p(y)dy=O (45)

va qo‘shma bir jinsli
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b
~A[K (.x)y (y)dy=0 (46)

tenglamalar uchun ham o°‘z kuchini saglab qoladi. Bu teoremalarni
bitta alternativa sifatida bayon gilamiz.

Fredgolm alternativasi. Agar (1) tenglamaga mos bir jinsli (45)
tenglama A ning har bir tayin qgiymati uchun noldan farqli yechimga
ega bo‘lmasa, (1) tenglama ixtiyoriy ozod had f (x) uchun f (x)
yagona yechimga ega bo ‘ladi; agar (45) bir jinsli tenglama noldan farqli
yechimlarga ega bo‘lsa, (45) tenglama ham va unga qo‘shma (46) bir
Jjinsli tenglama ham bir xil chekli sondagi chizigli bogliq bo‘Imagan
yechimlarga ega bo‘ladi: u holda (1) tenglama ixtiyoriy f (x) uchun
yechimga ega bo‘lavermaydi, (1) tenglamaning yechimga ega bo lishi
uchun uning ozod hadi f (x) qo ‘shma (46) bir jinsli tenglamaning
barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya'ni

jf x)dx=0, i=12,..k,
bunda l//,.(x) funksiyalar (46) tenglamaning barcha chizigli boglig

bo Imagan yechimlari.
(44) algebraik sistemaning determinanti

l1-Aey, Ao, ... -4q,
D, (2)= -Aa,, 1-da,, .. -1a,,
-Aa,, -Aa, .. l-Aa,

I/IiSR doirada A ning analitik funksiyasidir, chunki bu doirada
& , ; koeffitsientlar A ga nisbatan analitikdir. D (0) =1 bo‘lgani uchun
D (/1) funksiya noldan fargli. Bundan analitik funksiyalarning yagonalik

xossasiga asosan D (/1) determinant |ﬂ|<R doirada fagat chekli
sondagi nollarga ega degan xulosaga kelamiz.

Aynan nolga teng bo‘lgan funksiya ravshanki, bir jinsli (45) teng-
lamaning va unga qo‘shma bo‘lgan (46) bir jinsli tenglamaning yechimi
bo‘ladi. Bundan keyin bir jinsli (yoki unga qo‘shma) tenglamaning
yechimi deganda aynan noldan fargli yechimni tushunamiz.

Endi 1- banddagiday quyidagi ta’riflarni kiritishimiz mumkin.

Bir jinsli (45) tenglama @, (x), i=1,....k, yechimlarga ega bolgan

46

www.ziyouz.com kutubxonasi



A parametrning giymatini K (x, y) yadroning yoki (1) tenglamaning
xos soni, @, (x) funksiyalarni esa shu yadro yoki tenglamaning A xos
songa mos bo‘lgan xos funksiyalari deyiladi.

Shunday qilib, |/1|SR doirada joylashgan xos sonlar, shu doirada
joylashgan D, (/?,) determinant ildizlari bilan ustma-ust tushadi.

Yugorida bayon gilganlarga asosan, yana bir bor ta’kidlab o‘ta-
mizki, berilgan xos songa mos chizigli bog‘liq bo‘lmagan xos funk-
siyalarning soni cheklidir.

K (x, y) yadroning barcha xos sonlari to ‘plami bu yadroning spekitri
deb ataladi.

Fredgolm teoremalaridan quyidagi natijalar kelib chigadi.

Fredgolm integral tenglamasi xos sonlarining to‘plami ko ‘pi bilan
sanoqli bo‘ladi va ular chekli limit nugtalarga ega bo ‘Imaydi.

Hagigatan ham, kompleks A tekislikda umumiy markazi koor-
dinata boshida va radiuslari I, 2, 3, ... bo‘lgan aylanalar o‘tkazamiz.
Bu aylanalar A tekislikni sohalarning sanoqli to‘plamiga ajratadi. Biz
ko‘rdikki, radiusi » ga teng bo‘lgan ixtiyoriy doirada fagat chekli
sondagi xos sonlar bor. U holda ravshanki, har bir n<|/1|Sn+1
halgada ham chekli sondagi xos sonlar yotadi; barcha xos sonlarning
to‘plami sanoqli sondagi chekli to‘plamlar yig‘indisidan iborat, bunday
yig‘indi esa ma’lumki, yoki chekli, yoki sanoqli.

Xos sonlarning limit nugtasi koordinat boshidan chekli masofada
yotishi mumkin emas, aks holda A- tekislikda shunday doira topilgan
bo‘lar ediki, unda xos sonlarning cheksiz to‘plami joylashgan bo‘lar
edi. Bunday bo‘lishi mumkin emas.

So‘ngra, Fredgolmning ikkinchi teoremasidan, har bir xos
sonning karralikligi chekli bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, K(x, y) yadroning barcha xos sonlarini ular modul-
larining o‘sish tartibi bo‘yicha qaytadan nomerlash mumkin

<A<

bunda A, ning karraliklari gancha bo‘Isa, shuncha marta takrorlanadi.
Izoh. Ko‘pincha K (x, y) yadrova f (x) funksiya x vay haqiqiy
o‘zgaruvchilarning kompleks funksiyalari bo‘ladi. Bu holda (1)
tenglamaning go(x) yechimlari ham, umuman aytganda, x haqiqiy
o‘zgaruvchining kompleks funksiyalari bo‘ladi. Shu bilan birga yugorida
isbot gilingan barcha teoremalar o‘z kuchini saglab qoladi.
Eslatib o‘tamiz, agar
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o(x) = (x)+ig(x)

bo‘lsa, bunda ¢1(x) va ¢2(x) haqigiy = o‘zgaruvchining haqiqiy
funksiyalari, u holda

b
J.go dx j(pl a’x+lJ.(p2

bo‘ladi.
1-misol. Ushbu integral tenglama yechilsin:

n
—Ajcos(x +y)o(y)d y=cos3x.
0
Bu tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

p(x)-4 I(cosxcosy—sinxsin y)o(y)d y=cos3x.

Bundan,

¢,= [p(y)cosydy, ¢, = [p(y)sinydy @7)
belgilashlarni kil(')itib, '
@(x)=c, Acosx—c, Asin x+cos3x (48)
tenglikni hosil gilamiz. (48) ni (47) ga qo‘yamiz:

¢ = I(cl Acosy—c, Asin y+cos3y)cos ydy,
0

¢, =(c, Acos y—c, Asiny+cos3 y)sinydy
yoki

¢ (1 — 2 |cos ydy]+c2 A |sin ycos ydy= IcosSycos ydy,
0

0 0

) cosysinydy+c2(1+/1 sinzydyj:_[coﬂysinydy.
0 0 0

Bu tenglikdagi integrallarni hisoblagandan so‘ng, ushbu sistemaga ega
bo‘lamiz.
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Cl(l —)V%JZO, c, (]4—/7,—722;):0. (49)

(49) sistemaning determinanti

1—1% 0 .
D(i)_—‘ . = ——4—/12.
0 1+/13

Bir nechta holni tekshiramiz.

1) Agar A= iz(D(/l)viO) bo‘lsa, (49) sistema yagona
¢,=0, ¢,=0 yechimga ega bo‘ladi. Demak berilgan integral tenglama
birdan-bir ¢7(x):cos3x yechimga ega bo‘ladi. Unga mos bir jinsli

(p(x)—ljcos(x+y)(p(y)dy=0 (50)
0
tenglama esa, fagat (o(x) =0 yechimga ega bo‘ladi.

2) Agar /Izz bo‘lsa, (49) sistema
Vs
¢, -0=0,
c,'2=0

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bundan, ¢, =0, ¢ =c, ¢ — ixtiyoriy o‘zgar-
mas bo‘lishi kelib chigadi.
Berilgan integral tenglama

- - 2c
@(x)=ccosx+cos3x, c=——
r

formula bilan aniglanadigan cheksiz ko‘p yechimlarga ega va unga
mos bir jinsli (50) tenglama ham cheksiz ko‘p

o(x)=ccosx
yechimlarga ega bo‘ladi.

3) Agar /1=——2— bo‘lsa, (49) sistema
/4
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2:¢,=0,
0-¢c,=0

ko‘rinishga keladi, bundan ¢, =0, c,=c, ¢ — ixtiyoriy o‘zgarmas.
U holda berilgan tenglama

@(x)=c-sinx+cos3x

ko‘rinishdagi umumiy yechimga ega bo‘ladi.

Tekshirilayotgan misolda tenglamaning yadrosi K (x, y) = cos (x+
+ y) bo‘lib, unga mos go‘shma bir jinsli tenglamaning yadrosi ham
xuddi shu funksiyadan iborat bo‘ladi. Tenglamaning o‘ng tomoni
f(x)=cos3x funksiya sinx, cosx funksiyalarga ortogonaldir.
Demak, Fredgolm alternativasidagi tenglamaning yechimga ega bo‘lishi
uchun zarur va yetarli bo‘lgan ortogonallik sharti [0,72’] oraligda
bajariladi.

2- misol. Quyidagi integral tenglama yechilsin:

ljsmlnx o(y)dy=2x

Agar berilgan tenglamada ¢ = J-q) )dy desak, u holda
p(x)= ¢ Asintnx+2x

tenglikni hosil gilamiz. (p(x) funksiyaning ushbu ifodasini tenglamaga
go'‘yib

1
c =c7LJ.sin Inydy+1 Usin In xdx::%(sin Inx —cosln x))
0 N
tenglikni hosil gilamiz. Bundan

c(l+i)=1
5 7

bo‘ladi. U holda berilgan tenglama

Agar A#-2 bo‘lsa, ¢c=
yagona 2+

o(x)= 223/1 sinlnx+2x

yechimga ega bo‘ladi. Berilgan tenglamaga mos bir jinsli
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1
(p(x)—ljsinlnx(p(t)dt=0

tenglama faqat go(x)zO yec(l)limga ega bo‘ladi.

Agar A=—2 bo‘lsa, bir jinsli tenglamadan ¢ ni aniglash uchun
0-¢=0 tenglik hosil bo‘ladi, bundan c¢ ning ixtiyoriy o‘zgarmas son
ekanligi kelib chigadi.

Demak, bu holda bir jinsli integral tenglama cheksiz ko‘p

o(x)=csinlnx (E= —2c)

yechimlarga ega bo‘ladi.

Bir jinsli tenglamaga qo‘shma bo‘lgan bir jinsli tenglama xuddi
shu tenglamaning o‘zidan iborat bo‘ladi.

Berilgan tenglamaning f (x)=2x ozod hadi sinlnx funksiyaga
ortogonal bo‘lmagani uchun A=-2 da tekshirilayotgan bir jinsli
bo‘lmagan tenglama yechimlarga ega bo‘lmaydi.

3- misol. Ushbu

(p(x)—/ljxy ‘o(y)dv=ax+f

tenglama a va [ parametrlarning qaysi giymatlarida yechimga ega
bo‘lishi topilsin. Bu tenglamaga mos bir jinsli

1
o(x)-2A[xy’@(y)dy=0
tenglamada ’

1
[y o(y)dy=c
0

belgilashni kiritib, ¢(x)=cAx tenglikni hosil gilamiz.
(p(x) funksiyaning bu ifodasini bir jinsli tenglamaga qo‘ysak,

=

tenglamaga kelamiz. Agar A#4 bo‘lsa, c=0, demak bir jinsli tenglama
fagat nolga teng yechimga ega. Bir jinsli bo‘lmagan tenglama ixtiyoriy
chekli @ va f parametrlarda yagona yechimga ega bo‘ladi.

A=4 son K (x, y)= xy2 yadroning xos sonidan iborat bo‘ladi.
Bu xos songa mos xos funksiya o‘zgarmas son aniqligida gp(x)zx
bo‘ladi. Ushbu
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i
2
v (x)-pfyx’ o(y)dy=0
0
tenglama bir jinsli tenglamaga qo‘shma tenglamadir. y=4 bu
tenglamaning xos sonidan iborat bo‘ladi. Bu xos songa mos go‘shma
bir jinsli tenglamaning yechimi (//(x):xz. Shu sababli berilgan bir

jinsli bo‘lmagan tenglama
1

J‘(ax+ﬁ)x2 dx=0 yoki 3a+4 =0

0
shart bajarilgan holda va fagat shu holdagina yechimga ega bo‘ladi.
Masalan, 3-misoldagi tenglamaning o‘ng tomoni x+1, ya’ni
a=1, f=IDbolsa, yugoridagi shart bajarilmaydi va demak tenglama
bu holda yechimga ega bo‘lmaydi.
Agar tenglamaning o‘ng tomoni x—%, ya’ni a=1, p :~3 bo‘lsa,

tenglamaning echilish sharti bajariladi va tenglamaning yechimi

3
(D(X)=CIX*Z bo‘ladi, bunda C, — ixtiyoriy o‘zgarmas.

Demak, bu holda tenglamaning yechimi yagona bo‘Imaydi.
Mashglar. Ushbu integral tenglamalarning A parametrning turli
giymatlarida echilishi tekshirilsin.

1
1 9(x)-4 [xe’ o(y)dy=x.
B ex

e-21"

Javob: Agar /1?&—;- bo‘lsa, ¢(x)=

e .
Agar /1:5 bo‘lsa, yechimga ega emas.

!

2. p(x)-4 I(x2 —2xy)(p(y)dy =x —X.

-1

Javob: 3,3 4A45
agar A#—= bo'lsa, x’ —=
4 5 4A+3

o(x)= |

agar lzg bolsa, x3—llx+Cx2 .
2 15
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3 .
Agar /l:—z bo‘lsa, tenglama yechimga ega emas.

2
3. ¢(x)-4 I(% cosxcosy+%sin2xsin2y)dy:sinx.
0

Javob:
agar A#1 bo‘lsa, sinx;
¢(x)=

agar A=1bo‘lsa, ¢,cosx+c, sin2x+sinx.

Quyidagi integral tenglamalar parametrlarning gaysi qiymatlarida
yechimga ega bo‘lishi topilsin.

1
4. p(x)-4 Ixyqo(y)dy:ax2+ﬂx+7.
~1
Javob: /1;#% bo‘lganda «, [, ¥ parametrlar ixtiyoriy chekli

sonlar bo‘lishi mumkin; /lz—j- da f=0, a, y ixtiyoriy bo‘lganda
tenglama echiladi.

7
5. p(x)-2 J'(x+y)(p(y)dy=a("‘+,8 X,

0

Javob: /1¢—6i4\/§ da a va f- ixtiyoriy sonlar; l=—6+4\/§

da tenglama (E +.4J3 - l)a + (% +g] B =0 shart bajarilganda yechiladi;

A=-6-4~/3 bo‘lganda (Z—\/?—l)m(%—ij—)ﬁ:o shart baja-
rilganda tenglama yechiladi.
4- §. Skalyar ko‘paytma va norma. Ortogonal funksiyalar

Biz bu paragrafda keyinchalik bayon qilinadigan materiallarni
o‘gish qulay bo‘lishi uchun haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar
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nazariyasidan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar va Fure gatorlariga
doir ayrim tushunchalarni gisqacha keltiramiz.

1. Kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar. f (x) funksiya [a, b]
segmentda aniqlangan bo‘lsin. Agar ushbu

]‘f(x)dx

a
integral mavjud (chekli) bo‘Isa, f(x) Junksiya [a, b] segmentda
integrallanuvchi yoki jamlanuvchi deyiladi.

Bunday funksiyalar sinfi L orqali belgilanadi. Ma’lumki, f (x)
funksiyaning jamlanuvchi bo‘lishi uchun, lf(x)l funksiyaning
jamlanuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Funksiyalarning L, sinfi deb, ushbu

.lfj" 2 (x)dx

integral mavjud bo‘lgan [ (x) funksiyalar to plamini aytiladi.
Endi ikki o‘zgaruvchili F(x,y) funksiya a<x<b c<y<d to‘g’ri
to‘rtburchakda aniglangan bo‘lsin.

Agar Y
_”Fz(x,y)dxdszz <+ o0

ac
shart bajarilsa, F(x,y) funksiya L,sinfga tegishli deyiladi.

Fubini teoremasi. F(x,y) funksiya {a<x<b,c<y<d} ro'gri
to ‘rtburchakda jamlanuvchi bo‘lsin. U holda:

1) agar bu funksiyada y ni tanlab olib, x ning funksiyasi deb
qarasak, deyarli har bir y uchun F(x,y) funksiya x ning jamlanuvchi
Sfunksiyasidir;

2) ushbu

jF(x,y)dx

integral c<y<d segmentda y ning jamlanuvchi funksiyasidir;
3) ushbu

bd dfb
”‘F(x,y)dxdy=j J-F(x,y)dx dy
tenglik o ‘rinlidir.
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Agar x va y larning o ‘rinlarini almashtirsak, ushbu

j‘{]{F(x,y)dy}dx=j.j. F(x,y)dxdy

formula o ‘rinli boladi.
Agar [ (x) va g(x) funksiyalar L, sinfga tegishli bolsa, fgel
bo ‘ladi. Bu fikrning to‘g‘riligi

1
[ (x)g (=3 (x) e ()]
munosabatdan darhol kelib chigadi. Ushbu
[f(x)+g(x)]*=r"(x)+2/ (x)g(x)+g*(x)
tenglikdan [ f (x)+ g()c)]2 funksiyaning jamlanuvchiligi, ya’ni

f(x)+g(x) ning L,sinfga tegishli ekanligi kelib chigadi.
Endi ayrim tengsizliklarni keltirib chiqaramiz.
Bunyakovskiy — Shvars tengsizligi.

Agar f()c),g(x)eL2 bo‘lsa,

b 2 b b
{J'f(x)g(x)dx} ijz(x)dx-jgz(x)dx (51)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu tengsizlikni isbotlash uchun quyidagi tengsizlikka murojaat
gilamiz:

I}[/lf(x)-lvg(x)]zdx:lz]-f )dx+2/1_[f x)dx+

b
+ jg Yx)dx = AA* +2BA+C 20,

bu yerda A parametr —oo dan +oo gacha barcha giymatlarni gabul
qilishi mumkin

A= J‘f (x)dx, B= If g(xdxCIg
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Ma’lumki, koeffitsientlari A, B, C haqiqiy va 4>0 bo‘lgan
AA+2BA+C kvadrat uchhad barcha A uchun manfiy emas, u
holda uning diskriminanti musbat emas, ya’ni

B*<AC.

Bundan esa (51) tengsizlik bevosita kelib chiqadi
Koshi tengsizligi. Agar ( )e L, va g e L, bo‘lsa, u holda

:[[f(x)+g(x)]2dxs Ij"fz jg

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bu tengsizlikni isbotlash uchun (51) tengsizlikning har ikki
tomonidan ildiz chigaramiz:

b b b
Jf(x)g(x)dx < jfz (x)dx jgz (x)dx
Bu tengsizlikni 2 ga ko paytirib, har ikki tomoniga
I f dx+ j g x)dx

ifodani qo‘shamiz. U holda :
I[f(x)+g(x)}2dxs \[Ifz(x)dx +\/Ig2(x)dx

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bundan darhol Koshi tengsizligi kelib chigadi.
2. Norma. O‘rta ma’noda yaqinlashish. L, fazodan olingan ikkita
f (x) va g(x) funksiyalarning skalyar ko‘paytmasi ushbu
b

(/. 9)= aff (x)g (x)dx

ifoda bilan aniglanadi. Ushbu |
W77 Jr )]

sonni f(x) funksiyaning normasi deyiladi.

2
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Normaning quyidagi xossalarini qayd qilib o‘tamiz:

1) “f(x)”ZO , shu bilan birga f(x)= 0 bo‘lgan holda va faqat
shu holdagina |/ (x)[=0 bo‘ladi.

2) [la s =lal-| 7], xususiy holda |- /]|=]/]-

3 |7 2)< el

9 |r+el<lsl+lel-

1) va 2) xossalar normaning ta’rifidan bevosita kelib chiqadi;
3) xossa esa Bunyakovskiy—Shvars tengsizligidir. Nihoyat, 4) xossa
Koshi tengsizligidan iborat bo‘lib, uni uchburchak tengsizligi deb ham
aytiladi.

f(x) va f,(x), n=1,2,... funksiyalar [a,b] segmentda
kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsin.

Agar

lim|[ f, —go”zO

bo‘lsa, { fn(x)} ketma-ketlik f (x) ga o rta ma’noda yoki o ‘rtacha
yaginlashadi deyiladi.

Normaning ta’rifiga muvofiq avvalgi limitni quyidagicha yozish
mumkin:

lim li[[f,,(x)—f(x)] dx=0

n—>o
O‘rta ma’noda yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega
bo ‘ladi. Haqgiqatan ham, agar { /. (x)} ketma-ketlik ikki turli f va
g limitlarga ega deb faraz qilsak, ya’ni lij};"fn—f":O,
y_r)g”fn—g":O bo‘lsa, u holda '

\f-gl=\(£,-&)-(£,—- - A7 -2

bundan |/ —g|=0 yoki f(x)=g(x).

Quyidagi ma’lum teoremani ham eslatib o‘tamiz.

Kvadrati bilan jamlanuvchi { /, (x)} Sfunksiyalarning ketma-ketligi
o‘rta ma’noda yagqinlashishi uchun

-0

n-->w
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lim

m,n—oc
bo lishi zarur va yetarlidir.
Hadlari [a, b] segmentda kvadrati bilan jamlanuvchi

2_;%()‘) (52)

gatorning qismiy yig‘indilaridan tashkil topgan ketma-ketlik kvadrati
bilan jamlanuvchi (p(x) funksiyaga o‘rta ma’noda yaginlashsa, (52)
gator ham shu funksiyaga o‘rta ma’noda yaginlashadi.

Qatorning o‘rta ma’noda yaginlashishi uchun

N+P

> 0,(x)

n=N+l

lim =0

N-owx

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Agar qator o‘rta ma’noda yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu
qatorni avval ixtiyoriy kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyaga ko‘paytirib,
so‘ngra hadlab integrallash mumkin. Haqigatan ham, (52) gator o‘rta
ma’noda yaqginlashuvchi va l//(x) kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya
bo‘]ein Quyidagi ayirmani baholaymiz:

I«J(x  (x)dx~ ZI(D (x)w (x)dx= Iw(x )Y 0, (x)dr
n=l 4 n=N+l
Bunyakovskny Shvars tengsizligiga asosan

Iv' )Y o<yl Y o]
n=N+l n=N+l

O‘rta ma’nodagi yaqinlashishning ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy £>0 son
uchun shunday N (g) topiladiki,

i¢n<

n=N+1

E
— N2>2N{¢
VN

tengsizlik bajariladi. Bundan, ixtiyoriy N >N (e) uchun

j (x)y (x)dx - Zj.(pn dr|<e

n=l 4

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlik esa,
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IZ(on(x Yy (x)dx= cho,, Y (x)dx

n=l 4

tenglikka teng kuchlidir. Bu tenglikni ushbu

(i% t//) =i(¢n, )

n=1 n=1
ko‘rinishda yozib olamiz. Bundan shunday xulosa kelib chigadi: o‘rta
ma’noda yaqinlashuvchi qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy
funksiyaga hadlab skalyar ko‘paytirish mumkin.
3. Ortogonal sistemalar. fa, b] segmentda berilgan ikkita f (x)
va g(x) funksiyalarning skalyar ko‘paytmasi nolga teng, ya’ni

lj[f(x)g(x)dxz 0

bo‘isa, bu funksiyalar orfogonal deyiladi.
Agar [a, b] segmentda berilgan [ (x) uchun
b

Ifz(x)dle

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f (x) funksiya normalangan (normallangan)
deyiladi.
[a, b] segmentda berilgan

2(x), 9,(x)s w0 @,(x), - (53)

funksiyalar sistemasi uchun
i=k,

Jqo x)@, (x)dx= L
P 0, i+#k

tengliklar bajarilsa bu sistema segmentda ortonormal sistema deyiladi.

Berilgan ortogonal funksiyalar sistemasida ortogonal va aynan
noldan fargli bo‘lgan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya mavjud bo‘lsa,
sistema to a bo Imagan, aks holda fo‘la sistema deyiladi.

Ixtiyoriy chekli sonda olingan ortonormal funksiyalar chizigli
bog‘lig bo‘lmaydi. Haqiqatan ham, agar ¢, (x), 0, (x), s @, (x)
funksiyalar ortonormal bo‘lib,

n

Y a,¢,(x)=0, a,=const
i=l
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bo‘lsa, u holda oxirgi tenglikni ¢, (x) ga ko‘paytirib, @, (x) funksiya~
ning ortonormalligini e’tiborga olsak, barcha g, koeffitsientlarning
nolga tengligi kelib chigadi.
Agar (p,(x), , (x), s @, (x) funksiyalar ortonormal va
x)=Y a,¢,(x), a,=const
j=1

bo‘lsa, u holda

" 2
2
ol =2} | 54
j=1
tenglikning o‘rinli bo‘lishiga ishonch hosil qilish giyin emas.
Agar chizigli bog‘liq bo‘lmagan funksiyalarning chekli yoki

cheksiz
o, (x), @,(x), ..., @,(x), ...

ketma-ketligi berilgan bo‘lsa, u holda shunday ortonormal ¢, (x),
o, (x), vees ¢n(x), ... ketma-ketlik tuzish mumkinki, har bir ¢, (x)
funksiya a)](x), w, (x), ey a)n(x) orqali chiziqli ifodalansin va
aksincha, har bir a)n(x) funksiya (pl(x), o, (x), e ¢n(x) orqah

chiziqli ifodalansin.
Funksiyalarning bunday ortonormal 81stemasm1 tuzish quyidagi:

vi(x)=o(x), o(x)= “l//l ”

ortogonallash jarayoni yordamida bajariladi deb hisoblaymiz; agar
(pl(x), ey (p,H(x) funksiyalar tuzib bo‘lingan bo‘lsa,

V (x) =@, (x)—nz_l(a)n’wi)(pi(x)’ ?, (x):‘/ll’://(X)

i=1

n

deb hisoblaymiz. Bunda ”%” ga bo‘lish hamma vaqt mumkin; agar

‘lib qolsa, ¥, (x) ham nolga teng bo‘ladi, u holda oldingi
tenglikdan @, (x) funksiya ¢, (x), s @ (x) funksiyalarga, demak
, (x), ey @D, (x) funksiyalarga ham chizigli bog‘liq bo‘lib goladi,
bunday bo‘lishi mumkin emas. Shunday qilib, tuzilgan
qol(x), ¢2(x), s qon(x), ... ketma-ketlik ortonormal bo‘ladi.
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o, (x) ning tuzilishidan ko‘rinayaptiki, bu funksiya a)](x),
W, (x), ey @, (x)orqali chizigli ifodalanadi. Shu bilan birga o, (x)
ham q)l(x),...,(on (x) orgali chizigli ifodalanadi. Haqigatan ham,
l//n(x):gon (x)“l// " tenglikdan

w,(x)=

n

n—|
+ Z n 2 wz (Pz
i=1
tenglik kelib chiqadi.
{Q)k (x)} sistema L, fazoda ortonormal va f (x) funksiya fazodan
olingan ixtiyoriy funksiya bo‘lsin.

a,= f¢7k j.f (Dk dx k=1,2,.., sonni f( ) funk-

siyaning {(Dk (x)} sistemaga nisbatan Furye koeffitsienti va Zak¢k (x )
gatorni f (x) funksiyaning Furye gatori deyiladi. “

Endi L,fazoda f (x) funksiya Furye gatorining qismiy yig‘indisi

@:Z%%@)

miqdorni hisoblaymiz:
2 b

I a5, = )=, (o)) = (25,052

= bjsjdx - 2bj S dx+ bj 2,
b n

b
ISZ‘dx- IZ%%Z“@ dx = Za a.(9.0.)= D a;,

a k=1 ik=1 k=1

b
IfSndx = zak(fa ?.)= Zaf, chunki (f, ¢, )=a,
. k-1 e

Demak,

|/ (x)-s.] = Ifzdx‘;af =||f||—;a£. (55)
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Bu formulani Bessel ayniyati deyiladi.
(55) formulaning chap tomonidagi migdor manfiy bo‘lmagani uchun

n
<1
k=1

Bu tengsizlik # ning hamma natural giymatlari uchun o‘rinli, demak,

k};ai |71 (56)

(56) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.
Agar (56) da tenglik bo‘lsa, ya’ni

0

>a =/, 57)

k=1
u holda bu tenglik yopiglik formulasi yoki Parseval tengligi deyiladi.
Agar (57) tenglik L, dan olingan ixtiyoriy f (x) funksiya uchun
bajarilsa, u holda {¢)k (x)} sistema L,da yopig deyiladi.
(55) tenglikdan (57) tenglikka asosan
lim||f-S,|=0

n—o

kelib chiqadi. Demak, yopiqlik formulasi bajarilganda § (x) yig‘indi
o‘rta ma’noda f (x) ga yaqinlashar ekan.

Riss—Fisher teoremasi. Agar {(ok (x)} ortonormal sistema bo ‘lib,

Zaf (58)
k=1

sonli qator yaqinlashuvchi bo ‘Isa, u holda shunday f (x) €L, funksiya
mavjudki, uning uchun

Y a,(x) (59)
k=1

gator {(pk (x)} sistemaga nisbatan Furye qatori bo‘ladi va yopiqlik
Sformulasi bajariladi.
Isbot. (54) formulaga asosan

N+P 1 nep
_ 2
2 Q| = 2 a.
KNl k=N+1
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Bu tenglikning o‘ng tomoni yaginlashuvchi (58) sonli gatorning qoldig‘i
bo‘lgani uchun N — o da nolga intiladi. Bu holda (59) gator o‘rtacha
yaqinlashadi. (59) gatorning yig‘indisini f (x) orqali belgilaymiz. Bu
qatorni @, (x) ga hadlab skalyar ko‘paytirib, @, (x ) sistemaning
ortonormalligini e’tiborga olsak, a, =( £, (pk), k=1,2,..., ekanligi
kelib chigadi.

Shunday qilib, (59) qator Furye qatoridan iborat ekan. (59)
gatorni f (x) ga skalyar ko‘paytirib,

”f”2 :;ak (@caf):kz:l:ai

ni hosil gilamiz. Bu esa (59) qatorning yig‘indisi uchun yopiglik formulasi
o‘rinli ekanini bildiradi.
Agar {qok (x)} ortonormal sistema to‘la bo‘lsa, (59) gatorning
f (x) dan boshqa yig‘indisi bo‘lmaydi, ya'ni f (x) yagona bo ‘ladi.
Faraz gilaylik, (59) gatorning yana bir, g(x) yig‘indisi bo‘lsin,

ya'ni (g, (pk)zak’ ‘//(x)=f(X)—g(x) bo‘lsin. U holda
(V/’ ¢k):(fa (Dk)-(g’ ¢k)=ak —a, =0

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan l//(x) ning to‘la sistemaning barcha
funksiyalariga ortogonalligi kelib chigadi. To‘la sistemaning ta’rifidan
t//(x) aynan nolga teng bo‘ladi. Bundan f(x) = g(x).

Demak,

f(x) = Z(fa q)k)¢k (x)
k=1
Bu ifodani hadlab f(x) ga skalyar ko‘paytirib,
- 2

I =X(/0.)

k=1
tenglikni hosil gilamiz.

Shunday qilib, agar ortonormal sistema to ‘la bo ‘Isa, u holda kvadrati
bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya uchun yopiqlik formulasi o ‘rinli
boladi.

Yugorida aytilganlarning barchasini o‘zgarishsiz biror sohada
kvadrati bilan jamlanuvchi ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarga ham
o‘tkazish mumkin, fagat oraliq bo‘yicha olingan integralni funksiya
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aniglangan soha bo‘yicha olingan integral bilan almashtirish kerak.
Agar D ko‘p oflchovli soha bo‘lib, P(x) = P(xl,...,x") bu sohaning
biror nuqtasi, dV — hajm elementi bo‘lsa, D sohada kvadrati bilan
jamlanuvchi ikkita f (x) va g(x) funksiyalarning skalyar ko‘paytmasi

(/. g) jf )g(P)dV

integral bilan aniglanadi. Bunga asosan avvalgi barcha teoremalar bayon
gilinadi.

Endi, keyinchalik foydalaniladigan {a <x,y< b} kvadratda
ortonormal va to‘la ketma-ketlikning maxsus tuzilishini keltiramiz.

{(pk (x)} sistema [a, b] segmentda to‘la ortonormal bo‘lsin.

Ushbu {(om (x) , (y)} o

sistema {a <x,y< b} kvadratda ortonormal va to‘la bo‘ladi. Hagigatan

ham, (60) sistemaning ikkita (om(x)gon(y) va @, (x)(pq (y)
funksiyasini tckshiramiz. Bu funksiyalar m = p, # =q bo‘lganda o‘zaro
teng, aks holda turlicha bo‘ladi. Bularning skalyar ko‘paytmasini
tuzamiz.

b

(¢m<x><o;<y),cop(x)wq(y))=?J¢m(x>¢n(y>¢p<x>¢q(y>dxdy=

a

= f(o x) dx I(p,, ¢, (v)dy.

Bu ko‘paytma m=p, n=q bo* lganda birga, boshga hollarda nolga
teng, ya’ni (60) sistema {a <x,y< b} kvadratda ortonormal.

(60) sistemaning to‘laligini ko‘rsatish uchun aksincha faraz
gilamiz, u to‘la bo‘Imasin, ya’ni shunday a)(x, y) funksiya mavjudki,
u (60) sistemaning barcha funksiyalariga ortogonal

(@ (x.y), @, (x) 9.(5))=

b
‘” xy (Pm )‘Pn(J’)dxdy=0, mn=12,...

a

yoki
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b

[o. (X)dew(x,y)fpn (y)dy=0.

a

n sonni aniglab,

[o(x.)0, () = o, (5

desak,

ja) xX)dx=0, m=1,2,...

bo‘ladi. Bu tenglik esa, @, (x) funksiyaning [a,b] segmentda {¢k (x)}
to‘la sistemaning barcha funksiyalarga ortogonal ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, a)n( ) aynan nolga teng, ya'ni

_[a) xy ()aﬁz 0, n=12,..

X ni ixtiyoriy belgilab olamiz. Oxirgi tenglik shuni ko‘rsatadiki,
a)(x, y) ga teng bo‘lgan y ning funksiyasi {(on ( y) to‘la sistemaning
barcha funksiyalariga ortogonal. Bundan farazimizning to‘g‘ri emasligi,
ya’ni a)(x, y) =0 ekanligi va (60) sistemaning to‘la sistemaligi kelib
chigadi.

Yugorida bayon qilingan tushunchalar o‘zgaruvchilar soni ko‘p
bo‘lgan holda ham oz kuchini saglab qoladi, ya’ni agar {q)k (x)},
xX= (xl,...,xn), k=1,2,...— biror D sohada to‘la ortonormal sistema

bo‘lsa, (60) sistema x€D, y €D bo‘lganda ortonormal va to‘la
bo‘ladi.

To‘la ortonormal sistemalarga ayrim misollar keltiramiz. ( -7, ﬂ)
oraligda ushbu

COsSXx Ssinx coskx sinkx

J_\/_\/—f\/_

trigonometrik funksiyalar sistemasi to‘la ortonormal sistemadan iborat
bo‘ladi.
Ma’lumki, sink#, k=1,2,.. funksiyalar sistemasi (0,7) ora-

7(x—-a)

ligda ortogonal (lekin normalangan emas) va to‘ladir. ¢= o
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almashtirish yordamida (0,72') oralig (a,b) oraligga o‘tadi. Yangi
oraligda
. kn({x—a
sm—(———)—, k=12,...
b—a

funksiyalar sistemasi ortogonal va to‘la bo‘ladi.

Bu sistemani normalash uchun sistemaning har bir funksiyasini
uning normasiga bo‘lish kifoya, normaning kvadrati esa,

b _— J—
Isinz kz(x—a) dx:b - a

b—a

a

songa teng. Shunday qilib,

/ 2 Ckrlx-
CDk(X)z PR sin b(iaa)’ k=12,...

funksiyalar (a,b) oraligda to‘la ortonormal sistemani tashkil qgiladi.
(0,7) oraligda

\/Z sinkt, k=12,...
V4

sistema ortonormal va to‘ladir, shuning uchun
0, p#gq,

"2 .
I—smptsmqtdt:{ 61)
o l, p=g.

TX
O<t<m oraliq I= . almashtirish natijasida cheksiz 0 <x <o

+1
oraligga o‘tadi, (61) formula esa

y 0, p#gq,
J- o PEX 47X pP*q
0 x+1 x+1 x+1 I, p=gq
ko‘rinishda yoziladi. Bu esa
w,(x)= V2 sin k;rx’ k=12,.. (62)

x+1 x+1

funksiyalarning (0,00) oraligda ortonormalligini ko‘rsatadi.
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Endi berilgan sistemaning (0,00) oraligda to‘la ekanligini
ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik, kvadrati bilan jamlanuvchi f ( x) funksiya barcha
(62) funksiyalarga ortogonal bo‘lsin, ya’ni

i . krx dx
=0, k=12,...
aff(x) > x+1 x+1 ’

TX
t= almashtirish yordamida avvalgi tenglik

x+1
I ! f( d jsinkt dt=0 (63)
o Tt -t

L= ks . |
T—t T—t funksiya (0,7[) oraliqgda kvadrati

bilan jamlanuvchi bo‘ladi, chunki

o1 t 17
f =/ dt = f*(x) dx<ee.
s (1) Tt T,
(63) tenglik esa, bu funksiyaning to‘la {sinkx} sistemaga orto-
gonalligini ko‘rsatadi, shu sababli u nolga teng. U holda f (x) =0,
demak (62) sistema to‘la.
Ushbu

ko‘rinishda yoziladi.

2

¢ H,(x)

2% fnl 4

funksiyalar, bunda H, (x) — Ermit ko‘phadlari, ya’ni

2 d" 0
dx"

(—o0,0) oraligda to‘la ortonormal sistemani tashkil giladi.

Hn(x)=(-—1)n £ ,n=012,..,

5- §. Olingan natijalarni umumlashtirish

Biz 1-paragrafda Fredgolmning ikkinchi turdagi integral teng-
lamasini tekshirganimizda, uning K (x, y) yadrosi va f (x) ozod
hadi uzluksiz funksiyalar deb, hisoblagan edik. Bu tenglamada yadro
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va ozod had uzluksiz funksiyalar sinfidan ko‘ra kengroq sinflarga
tegishli bo‘lganda ham yuqorida olingan natijalar, shu jumladan
Fredgolm teoremalari ham o‘z kuchini saglab goladi.

1. L,- yadroli integral tenglamalar. Biz tekshirayotgan (1)
tenglamaning K (x, y) yadrosi {a <x,y< b} kvadratda, f (x) ozod
hadi esa, a<x<b oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi, ya'ni L,
sinfga tegishli funksiyalar bo‘lsin. Bu sinfning ta'rifiga asosan

b b b
Isz(x,y)dxdy =M’<oo, Ifz(x)dx <o (64)

shartlar bajariladi. Bunday K (x, y) yadroni L, yadro deb ham yuri-
tiladi.
Fubini teoremasiga binoan deyarli barcha x € [a,b] lar uchun

b
J.Kz(x,y)dy

integral mavjud va [a, b] da jamlanuvchi bo‘ladi; xuddi shunga
o‘xshash deyarli barcha y € [a, b] lar uchun [a, b] segmentda

]‘Kz (x, y)dx

integral jamlanuvchi bo‘ladi.
Ayrim hollarda K (x, y) yadroga qo‘shimcha
b

JKZ(X,y)dy <N (65)

shart go‘yiladi, bu yerdaaN — o‘zgarmas son.
Agar [a, b] oraliq chekli bo‘lsa, (65) shartdan (64) shart kelib
chiqadi; bu holda M va N o‘zgarmaslar
M?* < N(b-a)
munosabat bilan bog‘langan bo‘ladi. Oraliq cheksiz bo‘lgan holda (64)
va (65) shartlar o‘zaro bog‘liq bo‘lmaydi. (1) integral tenglamaning
yadrosi va ozod hadi L, sinfga tegishli bo‘lgani uchun uning yechim-

larini ham shu sinfdan izlaymiz, ya’ni shunday yechimlarni qaraymizki,
bular uchun

]goz (x)dx

integral chekli giymatga ega bo‘lsin.
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b
Ushbu Ko=[K (x.y)o(y)dy (66)

belgilashni kiritamiz.

(66) integral [a, b] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyadan iborat bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas. Haqgigatan ham,
ko‘rinib turgan

K (5 0)o()] <5 K (x.0)+5 0 (5)

tengsizlik o‘rinlidir. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi birinchi
go‘shiluvchi deyarli barcha xe[a,b] lar uchun y bo‘yicha
jamlanuvchi, ikkinchisi esa, [a, b] da y bo‘yicha jamlanuvchi. Bundan
(65) integral ostidagi funksiyaning deyarli barcha x € [a, b] lar uchun
[a,b] oraligda jamlanuvchi ekanligi kelib chigadi. Demak, (65)
integral deyarli barcha [a, b] da aniglangan x ning funksiyasidir.

K (x, y) yadro va @ ( y) funksiya kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lgani
uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan

[K(p]2 —{ [].K(x,y)(p(y)dy} S:[Kz(x y)dy []go 2(y)a’y =

b
=|of* [K*(x.p)dy yoki |[K o] <M @] @)

tengsizlikni olamiz. Bundan K¢ funksiya ham kvadrati bilan
jamlanuvchi ekanligi kelib chigadi.

Xuddi yuqoridagi kabi operatorning KK ¢ ko‘paytmasi
{a <x,y< b} sohada kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lishini ko‘rsatish
giyin emas. Bizning (66) belgilashimizga asosan

b b b
KK o= [K (x.1)K pd1t=[K (x,1)dt [K(1,)p(»)dy 69

(68) dagi ichki integral ¢ ning kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyasi
bo‘lgani uchun uning kvadrati bilan jamlanuvchi K (x, t) funksiyaga
ko‘paytmasi deyarli barcha x lar uchun jamlanuvchi bo‘ladi, demak,
(68) integral mavjud. Bu integralning mavjudligidan
K(x, t)K(t,y)¢(y) funksiyaning {a <t,y< b} kvadratda
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jamlanuvchi ekanligi kelib chigadi. Fubini teoremasiga asosan (68)
integralda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin, ya’ni

b b
KK = J(p(y)dny(x, 1) K(t,y)dt.
Ushbu ’ . )
K, (x,y): JK(x, Z)K(t,y)dt
belgilash bizga ma’lum. Bir xtizl ikkita K operatorning ko‘paytmasini

uning kvadrati, # tasining ko‘paytmasini esa, uning n- darajasi deyiladi
va K" orqali belgilanadi. Shunday qilib,

b
K*p=KKp = [K, (x.y)o()dy.

Bunyakovskiy—Shvars tengsizliglilga binoan
) b
[ K, (e 0)] <K (xar)de [ K2 (2, p)dr.

Bu tengsizlikni {a <x,y< b} kvadrat bo‘yicha integrallab,

ZJ.I].K; (x,y)dxdy S/].[]Kz (x,1)dxdr }?Kz(l,y)dtdy£M4

tengsizlikni hosil gilamiz.
Shunday gilib, K? operatorning yadrosi X, (x, y) asosiy kvadratda
kvadrati bilan jamlanuvchi ekan. Bu jarayonni davom ettirib,

b
K'o=[K (x.y)p(y)dy.
K, (x,y) ning {a <X,y Sab} kvadratda
b b
J.J.Kf (x,y)dxdySMZ”

tengsizlikni ganoatlantirishiga, ya’ni kvadrati bilan jamlanuvchi ekan-
ligiga ishonch hosil gilamiz. (67) ga asosan

||K”¢||§M” 7 69)

tengsizlik kelib chiqadi.
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(1) tenglamani yechishga 1 bob 1-§ da qo‘llanilgan ketma-ket
yaginlashish usulidagi mulohazalarni qaytarib, nolinchi yaqinlashish
uchun (oo(x)=f(x) ni gabul qilib,

o, (x)=/(x)+AK o, (70)
yoki
0,(x)=f(X)+AK f + A K f+.+A"K" f=Y 2K f

tenglikka ega bo‘lamiz. @ ( x) funksiyani
DAK'f
i=0

Neyman qatorining qgismiy yig‘indisi deb garash mumkin.
Agar integral tenglamaning yadrosi kvadrati bilan jamlanuvchi

bo ‘lib, |/1|<H shart bajarilsa, bunda
bb
M= IIKz(x,y)dxdy,

ada
u holda Neyman qatori (1) tenglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi
vechimiga o ‘rtacha yaqinlashadi va bu yechim yagona bo‘ladi.
Bu fikrning to‘g‘riligiga ishonch hosil gilish uchun ushbu

N+P
> AK "f”

i=N+1

migdomi baholaymiz.
Normaning uchburchak tengsizligini va (69) tengsizlikni qo‘llab,
ushbu

i=N+1

DS NI LR BT
o ‘ /1 M N+l
<71 5 (1) = 1A

tengsizlikka ega bo‘lamiz. N yetarlicha katta bo‘lganda oxirgi migdorni
istalgancha kichik gilish mumkin. Bundan Neyman qatorining biror
kvadrati bilan jamlanuvchi (o(x) funksiyaga o‘rtacha yaqinlashishi

kelib chigadi, shunday bo‘lgach, #—> da | @, — | >0 bo'ladi.
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Q ( x) funksiyaning (1) tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz.
(70) formulada n — o0 da limitga o‘tamiz. Uning chap tomonining
limiti (p(x) dan iborat, o‘rtacha K¢, ,— K¢ ekanligini ko‘rsatish
kifoyadir. (67) tengsizlikka asosan

”Kgﬂnfl _K(P” = K((p n—1 _(P)’

Shunday qilib, (o( x) funksiya (1) tenglamaning yechimidan
iborat. Endi bu yechimning yagonaligini isbotlash giyin emas. Faraz
gilaylik, (1) integral tenglama ikkita kvadrati bilan jamlanuvchi (”1(3‘)
va @, (x) yechimga ega bo‘lsin, ya’ni

o (x)-AKp,=f(x), o,(x)-AKp,=[f(x),

o, (x)ﬂqo (x)zl//(x) deb belgilab olsak, K operator chizigli bo‘lgani
uchun i ( x) funksiya

SM|

e ¢“_-n—>—oo_>0'

w(x)-A Ky=0
bir jinsli tenglamani ganoatiantiradi. l//(x) =A Ky tenglikdan,
" l//(x)||:| A ”|K 7 || tenglik hosil bo‘ladi. (67) tengsizlikka asosan,

lv (<[ 216y

|/1| M <1 shartga ko‘ra qavs ichidagi ifoda musbat, shuning
uchun ”l//” =0 bo‘lishi zarurligi kelib chigadi. Bundan l//(x) =0,
ya’ni (p,(x)z(pz(x).

Demak, (1) tenglama |/1]<—- shart bajarilganda yagona yechimga
ega bo‘lib, bu yechim ushbu

p(x)=2A'K'f
i=0
Neyman qatori bilan aniglanadi. Bu yechimni to‘laroq
o b
o(x)=f(x)+ 22" [Ki(x ¥) f(v)ay
i=1 a

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu ifodadagi yig‘indi bilan integrallash
tartibini almashtirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Bu amalni formal
bajarsak, u

, yoki (1=|4]| M)|w|<o0.
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P = ()4 A[ 347K (x.0) f (1) dy

a =1

ko‘rinishga keladi. |/1|<$ bo‘lganda
Zﬂ 'K, (x,y)
i=1

gator, xuddi oldingidek

N+P i /INMNH
K. < >
i:NzHﬂ’ l(x’y)|<1—|i|M N—ow 0

bo‘lgani uchun asosiy kvadratda o‘rtacha yaqinlashadi. Bu gatorning
yig‘indisini yadro uzluksiz bo‘lgan holdagidek, K (x, y) yadroning
yoki (1) tenglamaning rezolventasi deyiladi va R(x, y;/i) orqali
belgilanadi, ya’ni
R(xy34)=2 A" K (x,7) Q)
i=l

Rezolventa o‘rtacha yaginlashuvchi gatorning yig‘indisi bo‘lgani
uchun asosiy kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi.

Endi (71) qatorni avval ixtiyoriy kvadrati bilan jamlanuvchi
f (x) funksiyaga ko‘paytirib, so‘ngra y bo‘yicha hadlab integrallash
mumkinligini ko‘rsatamiz, boshgacha aytganda

[R(xyi2) f(r)dy=3 2" jKi(x,y)f(y)dyiw-'Kff

tenglikning o‘rinli bo‘lishini isbotlaymiz.
Buning uchun bu tenglikning chap va o‘ng tomonining gismiy
yig‘indisi ayirmasining normasini baholash kifoyadir:

b 2

JR (1 332) 1 ()= 3247 i (o) ()

a

I]Z ATK (x,p) f(v)dy

gi=n+l

. bjiz”K,(x,y)f(y)aﬂ &

al qi=n+l

Bu yerdagi ichki integralga Bunyakovskiy—Shvars tengsizligini, so‘ngra
uchburchak tengsizligini qo‘lasak, (69) tengsizlikka asosan quyidagi
tengsizlik hosil bo‘ladi:
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J‘{I 11/1’ 1K x y)f( )dy} dx <
S]‘{b iﬂ,’1K,(x’y)}2dyl]f2(y)dy}dx=

a | alLi=n+l

AP [ 52 % 5 v

a i=n+1

)2 2 K (x.0)

i=n+l1

[ Spr] -

-2 M2
(1-[a|my

Shunday qilib, (71) qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi funk-
siyaga ko‘paytirgandan so‘ng hadlab integrallash mumkinligi isbotlandi.
Demak, (1) tenglamaning yechimini ushbu

=71

n-—>c

(p(x) :f(x)+/11].R(x,y;/1)f(y)dy

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

Bu yerda rezolventaning parametrga bog‘liglik xususiyati to‘g‘-
risidagi ayrim mulohazalarga to‘xtab o‘tamiz. (71) gator rezolventani
x va y ning barcha giymatlari uchun A kompleks tekislikdagi |l]<—Alz
doirada aniglaydi. Rezolventa darajali gator bilan ifodalangan bo‘lsa
ham, uni ko‘rsatilgan doirada A ning analitik funksiyasi deb hisoblash
mumkin emas, chunki x va y ning ayrim qiymatlarida (71) qator
uzoqlashuvchi bo‘lishi ham mumkin. Ammo, agar ixtiyoriy f(x) va g
(x) funksiyalar [a, b] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsa, u
holda

[[]R(x,y;/l)f(y)dy, g(x)j:I]‘[]R(x’y;ﬂ')f(J’)g(X)cb/dx
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integral |/1|<$ doirada A ning analitik funksiyasi bo‘lishini ko‘rsatish
giyin emas.

Hagiqatan ham, bizga ma’lumki, (71) qatorni ixtiyoriy kvadrati
bilan jamlanuvchi f (y) funksiyaga ko‘paytirgandan so‘ng uni hadlab
integrallash mumkin; natijada hosil bo‘lgan ushbu

> K (50) £ () o= 22K f = [Rxyi2) £ ()b

gator |/1|<LM tengsizlik bajarilganda x bo‘yicha o‘rtacha yaginlashadi.
Endi

b b

ﬁk(x,y;ﬂ)f (v)dy, g(x)jz [[R(x.332) 1 (v) g (x)drdy =

=j§: ATK f g (x)dx

bu yerdagi g (x) — kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya. Oldingi
qatorni hadlab integrallash mumkinligini ko‘rsatamiz. Bunyakovskiy—
Shvars tengsizligiga asosan

1/2

JNf” K1 g(x)ds f[]g”'K"f] drr el

a =N+l a i=N+l

(*) gator o‘rtacha yaginlashuvchi bo‘igani uchun oxirgi ifoda N —
da nolga intiladi.
Shunday qilib, ushbu

[j[/]‘R(x,y;ﬂ)f(y)g(x)dxdyzg/ii_l(Kif,g)

gator hosil bo‘ladi. Bu qator sonli koeffitsientli darajali qatordan
iborat bo‘lib, |/1|<—l— doirada yaginlashadi va uning yig‘indisi shu
doirada A ning analitik funksiyasi bo‘ladi.

Shu ma’noda rezolventa | |<$ doirada A ning analitik funksiyasi
deyiladi
Agar K (x, y) yadro aynigan, ya’ni
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K(x,y)=an_:, pe(¥)q, ()

ko‘rinishga ega bo‘lsa, p,(x) va q,(x) funksiyalarni [a,b] oraliqgda
kvadrati bilan jamlanuvchi deb hisoblasak, K (x, y) yadro ham asosiy
kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi. Bu holda 3- § ning 2-
bandidagi mulohazalarni so‘zma-so‘z takrorlab, Fredgolmning barcha
teoremalari o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Endi umumiy holni, ya’ni (1) tenglamaning yadrosi kvadrati
jamlanuvchi bo‘lgan holni tekshiramiz.

{(pk (x)}, k=1,2,.. [a,b] oraligda to‘la va ortonormal sistema
bo‘lsin. 4- § ning 3- bandidan bizga ma’lumki,
{gom(x)(pn(y)}, m,n=1,2,... (72)

sistema {a <x, y<b} kvadratda ortonormal va to‘la bo‘ladi. Shu
kvadratda K (x, y) vadro kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lgani uchun
(72) funksiyalar bo‘yicha o‘rtacha yaginlashuvchi

K(x,y)= i A0, (x)e,(¥) (73)

m,n=1

Furye qatoriga yoyiladi. (72) sistema to‘la bo‘lgani uchun K (x, y) ga
nisbatan qo‘llanilgan yopiqlik formulasi, ya’ni

D AL =M (74)

m,n=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ixtiyoriy R >0 sonni olib, (1) tenglamani A ning|A|< R doirada
yotadigan qiymatlari uchun tekshiramiz.

(73) qatorning gismiy

Ko(x,y)=§;lz4mn 0, (x)0,(»)

yig'indisini ajratib olamiz. K, (x, y) aynigan yadrodan iboratligi ravshan.

K(x,y)-K,(x,y)=K,(x,y) (75)
deb belgilab olamiz.
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K, (x, y) funksiyaning Furye qatori K (x, y) funksiya Furye
gatorining qoldig‘idan iborat.

K(e)= Y A,0,(90,00) N2=[[K 3 (x.y)dea

m>k . n>k

belgilashni kiritib, yopiqliq formulasiga asosan

Ni= > 4., (76)
m>k,n>k

tenglikni hosil gilamiz. (76) qator yaginlashuvchi (74) qatorning
goldig‘idan iborat bo‘lgani uchun uning yig‘indisi yetarli katta & uchun

istalgancha kichik bo‘ladi. k ni shunday tanlab olamizki, N < i bo‘lsin.

U holda |/1|N<l bo‘ladi. Shunday qilib, (75) tenglikka asosan
K (x, y) yadro ikkita yadroning yig‘indisidan iborat bo‘lib:

K(x,y)=K,(x,y)+K,(x,y),

ulardan bittasi kichik yadro, ikkinchisi esa aynigan yadrodan iborat.

Bu mulohazalardan uzluksiz yadro uchun isbotlangan hamma
fikrlar, jumladan Fredgolm alternativasi ham kvadrati bilan
jamlanuvchi yadro uchun to‘g‘riligi kelib chigadi.

2. Erkli o‘zgaruvchilar soni ko‘p bo‘lgan hol. Bir gancha hollarda,
aynigsa tatbigda noma’lum funksiya ko‘p o‘zgaruvchilarga bog‘lig
bo‘lgan integral tenglamalarni yechishga to‘g‘ri keladi. Bunday
tenglamalar uchun ham Fredgolm nazariyasi o‘z kuchini saglab qoladi.
Ushbu

@ (x)-4 I...IK(x,y)(o (v)dy=1(x)

tenglamani tekshiramiz, bu yerda Dc R" soha, x = (x,,..., x ), y =
=(y,...y,) sohaning nuqtalari, dy = dy,..dy, — hajm elementi.

Avvalgidek A sonli parametr, K (x, y) = K (x,..., X,; ¥,,...),) —
yadro, f{x) = f{x, ... x) — berilgan funksiya, (p(x)=¢ x,,...,xn)——
noma’lum funksiya. Qisqgalik uchun D soha bo‘yicha integrallashni
bitta integral bilan belgilab, garalayotgan integral tenglamani

¢ (x)-4 IK(x,y)co(y)dy =/ (x) (77)
D
ko‘rinishda yozib olamiz.
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Agar K (x, y) yadro uzluksiz, yoki hech bo‘lmaganda kvadrati
bilan jamlanuvchi, ya’ni

IIKZ(x,y)dxdy=M2<w
D D

bo'lsa, (77) tenglama Fredgolm tipidagi tenglama deyiladi.
Bu tenglama uchun yugorida bayon qilingan barcha mulohazalar

1
o‘rinlidir. Masalan, |4|<— shart bajarilsa, (77) tenglama ketma-ket
M

yaginlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim yagona bo‘ladi. Agar
tenglama aynigan yadroli bo‘lsa, ya’ni yadro

K(x,y)=gpk(X)qk(y), =505, ), y=(200 )

ko‘rinishda bo‘lsa, tenglama ekvivalent chizigli algebraik sistemaga
keladi; umumiy holda yadroni aynigan va kichik yadrolarga ajratib,
tenglamani aynigan yadroli tenglamaga keltirib, Fredgolm barcha
teoremalarining o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin. Bu fikrlarning
isboti, avvalgi paragraflarda keltirilgan mulohazalarning isbotlaridan
kelib chigadi. Buni biz o‘quvchiga havola gilamiz.

Ko‘p hollarda

o (x) =2 [K(x,p)p(y)dy=1(x)

ko‘rinishdagi integral tenglamalarni tekshirishga to‘g‘ri keladi, bu yerda
§ — biror sirt.

Bu tenglama soddagina (77) tenglamaga keltiriladi. Buning uchun
S sirtning parametrik tenglamasini kiritib, so‘ngra erkli o‘zgaruvchilar
va integrallash o‘zgaruvchilan sifatida x va y  nuqtalarning o‘rnini
aniglovchi parametrlarni kiritish kifoya.

3. Integral tenglamalar sistemasi. Bitta erkli o‘zgaruvchiga ega
bo‘lgan Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamalar sistemasi

n b
@, (x)-4 2 I K, (x,y)(pj(y)dyzﬁ(x), i=1,2,...,n (78)
j=1q
ko‘rinishga ega bo‘ladi. K,-j (x, y) yadrolar {a <x,y< b} kvadratda,
f, (x) ozod hadlar a<x <) oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyalar bo‘lsin. Tabiiy, noma’lum ¢, (x), i=1,2,...,n funksiyalar
ham shu sinfda izlanadi. (78) sistema uchun yuqorida bitta Fredgolm
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tenglamasi uchun bayon qilingan nazariya to‘laligicha o‘rinli bo‘ladi.
Masalan, A parametr

4] <—
M

tengsizlikni ganoatlantirsa, bunda

w bb
=2 [JK T () dvay,
ij=lyg q
(78) sistema uchun ketma-ket yaginlashishlar bu sistemaning yechimiga
o‘rtacha yaqinlashadi. (78) sistemaga go‘shma bo‘lgan sistema quyi-
dagicha yoziladi;

n b
—4 Z J.Kji (y’x)!//j(y)dy:qi(x),
il
bu yerda ¢, (x) ixtiyor;y funksiyalar. Agar

fq Zj.f a’xO

i=l 4

bo‘lsa, fi(x), qi(x), i=1,2,...,n funksiyalar sistemasi yoki ikki

F @) ={F1(x) £2(x)n £ ()} q(x)={a1(%), 9.(),

v q, (x)} vektor-funksiyalar orfogonal deyiladi.

(f,q)=2n,jf,~(x) g,(x) dx

i=1 g
son f (x) va g (x) vektor-funksiyalarning skalyar ko ‘paytmasi,

1/ =y (f.f) sonesa, f(x) vektor-funksiyasining normasi deb ataladi.

Yugorida aytilganlarning barchasi erkli o‘zgaruvchilar soni ixtiyoriy
bo‘lganda ham o‘rinli bo‘ladi. Fredgolmning barcha teoremalari (78)
sistema uchun o‘z kuchini saglab goladi.

Biz Fredgolm nazariyasini (78) sistema uchun asoslanishiga
to‘xtalmasdan, bunday sistemani Fredgolm tipidagi bitta integral
tenglamaga keltirish mumkinligini ko‘rsatib o‘tamiz.

x, y argumentlar uzunligi (a, b) oraligdan » marta katta bo‘lgan
(a, nb — (n—1)a) oraligda o‘zgarsin. Bu oraligda ® (x) va F (x)
funksiyalarni quyidagicha aniglaymiz.
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Agar (i—l)b—(i—2)anSib—(i—l)a bo‘lsa,

O (x)= (x~(i-1)(b-a) ), F(x)=7(x~(i-1)(b-a))

Xuddi shunga o‘xshash, K (x, y) yadroni a < x< nb—(n—l)a,
a <y <nb — (n—1)a kvadratda

bo‘lganda

K(x.3)=K,, (x~(i-1)(b-a), y~(j ~1)(b-a))

deb aniglab olamiz. Ushbu

2b—a 3b-2a nb—(n-1)a

PR

(n-1)b—(n—2)a

tenglikni e’tiborga olsak, (78) sistema Fredgolmning bitta
nb—(n—1)a
O(x)-4 [ K(xy)d(y)dy=F(x)
tenglamasi ko‘rinishida yoziladi.

(78) sistemaning Ki/ (x, y) yadrolari asosiy kvadratda, f; (x) ozod
hadlar [a, b] oraligda L, sinfga tegishli bo‘lgani uchun biz tuzgan K
(x, y) yadro yangi

a<x<nb-(n—-la, a<y<nb—(n-1l)a
kvadratda, F (x) ozod had esa a<x<nb—(n-1)a oraligda L,
sinfga tegishli bo‘ladi. Hagigatan ham,
nb—(n-a nb—(n-a :
K*(x,y)dxdy =
a a
n  ib—(i-Da ib—(i-1)a
=2 | [ K ry)dvdy=

Li=H(i-1)b=(i=2)a  (i-1)p—(i~2)a
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n bb

=3 [[K* (x4 =D ), y + (i~ Db~ a)) ddy =

Lj=lq aq

n bb
2 2
=y ”K;/ (x, y)dxdy =M?* <
iaj:I a a
Xuddi shunga o‘xshash
nb—(n—{)a

j F?(x)dx = Z jf (x)dx < o0

i=l 4

bo‘ladi.

6- §. Kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan
integral tenglamalar

Agar (1) integral tenglamaning yadrosi

H(x,y)
K (x y)
x-y|*
ko‘rinishga ega bo‘lsa, bunda H (x, y) chegaralangan funksiya, u holda
(1) tenglama kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan integral tenglama deyiladi.
Agar integral # o‘ichovli fazoning chegaralangan D sohasi bo‘yicha
olinayotgan bo‘lsa, (1) integral tenglamaning yadrosi
H (x, y)
K(X,y ): a
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda x = (x,, ...x ) , y = (¥, ...y,)— D sohaning
nuqtalari, r esa bu ikki nuqta orasidagi masofa, ya’ni

O<ax<l

, O<a<n (79)

r=lx-yl= /Z (x,-») , H(x, y xuddi yugoridagidek D sohada
i=l|

chegaralangan funksiya. Amaliyotda uchraydigan masalalarning aksariyat

gismi ko‘p o‘lchovli integral tenglamaga keladi. Shuning uchun ham

biz bu paragrafda umumiy holni, ya’ni

o(x)-A4 jK(x,y)gp(y)dy =f(x) (80)

integral tenglamani tékshiramiz. Bu holda ham (80) integral
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tenglamaning yadrosi (79) ko‘rinishga ega bo‘lsa, (80) tenglamani va
undagi integral operatorni mos ravishda kuchsiz maxsuslikka ega bo ‘Igan
tenglama va operator deyiladi.

1. Sferik koordinatalar. £” fazoda x = (x,, ..x)vay =(y, ..y)
o‘zgaruvchi nuqtalar bo‘lib, r ular orasidagi masofa bo‘lsin. Markazi x
nugqtada bo‘lgan sferik koordinatalar quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

y,=x,+rcosé,,
y,=x,+rsin @ cos b, ,

Y, =X, ,+rsin@sind,..sinf, ,cosl,

y,=x,+rsin@ sin@,..sin0, ,sinf .

Bu yerdagi 6, ,....6, , burchaklar [0, 7] oraligda, €, , burchak esa
[0, 27] oraligda o‘zgaradi. Endi hajmning dy elementini va radiusi r
ga teng bo‘lgan sfera sirti yuzasining dS, elementini sferik koordinatlarda

topamiz.
Ma’lumki,
D V M V’) b} V
dy=dy,...dy = (" —— ") drdb,...do, ..
D(r, 9,,....,9n_1)
Bu tenglikdagi yakobianni hisoblaymiz:
W, ﬁ}i o,
or 06 oo,
J = D()’wyz "“’.yn) _ ] ] _
n - D ’ 9 s H I R T T R T S R R N -
(000, Y, ¥, O,
or 06 06,
cos8, —rsinf, 0 o0
sin@,cosB, rcos cosf, —rsinf siné,
®cosh, , rdctgb cosl, , rdctgh,cosf,_, ... —rPsinb | (81)
®sinf,_, rPcigh, sing, , rdcrgb,sinf, , ... rdcosh,

buyerda @ = sinHl sin 492...sin Hn P
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oJ .. .. . . . .
69" =0 ekanini tekshirib ko‘rish giyin emas. Shuning uchun
n-1

ham J, determinantni hisoblash uchun 6, ;=0 deb olish mumkin. Bu
esa, J,=rsinf,...sinf, ,J, | rekurrent formulaga olib keladi. Bu

tenglikda n ni n—1, n —2, ... larga almashtirib,

. n~-l_ . n-2 ran=3 :
J,=r""sin" " sin"""H,...sinf,_,

tenglikni hosil gilamiz. Shunday qilib, hajm elementi quyidagicha
aniglanadi:

dy=r""sin"?Gsin"6,..sinb, ,drds,...do, , .(82)

Radiusi r ga teng, markazi sferik koordinatlar markazi bilan
ustma-ust tushgan § sfera sirti yuzining 4S5, elementini topamiz.
Differensial geometriya kursidan ma’lumki, ixtiyoriy .5 sirt uchun

dy,..dy,
'cos (}/,yn )

bunda y- S sirtga o‘tkazilgan normal. S sfera uchun

~1
Vo= %X, N1
Y ] l I sind, |
k=1

ds =

b

Icos(y,yn) ='COS(’”7J’n)

r

S sferada r o‘zgarmas bo‘lgani uchun

l D(y1 ) "“7yn—l)|

aydy,..dy, = l D(9|,92 ,-.-,Q,H) 'd01d6’2 ..db,

bo‘ladi. Bu tenglikdagi yakobianni (81) determinantdan birinchi ustunni
va oxirgi yo‘Ini chizib tashlash natijasida hosil gilish mumkin. Hosil
bo‘lgan determinantning bosh diagonalidan o‘ng tomonidagi barcha
elementlar nolga teng bo‘ladi. Shuning uchun ham bu determinant
bosh diagonal elementlarining ko‘paytmasiga teng bo‘ladi. Bundan
biz izlagan

dS =r"'sin" 2@ sin">0,..sin6, ,d6,d6,..de, | (3)
formula kelib chigadi. (83) formuladan
dS =r""'ds,, (84)
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(82) dan esa dy :drdSr =" dr a(S1 tengliklar hosil bo‘ladi. (84)
tenglikni integrallab, yana bir

S|=r" | Sll
formulani hosil qilamiz, bu yerda [S|—S sfera sirtining yuzi, |S,| esa
birlik S, sfera sirtining yuzasidir.
IS | yuzani hisoblash qiyin emas. Haqgigatan ham, (83) formulada
r=1 deb, barcha 0,,...,6, | o‘zgaruvchilar bo‘yicha integrallaymiz:
w
[ [sin"?6,...5in6, ,d6, ..d6, ,d6, , =
00
n=2 %

= 2nﬁ]£sin"9d9 =2x[]2] sin‘6de.
k-1 ¢

k-1 0

T 2

’Sll:J

0

Bu yerda sin’@#=¢ almashtirishni bajarib,

7 Ll |
2 [sin*0do= [t 2 (l—t)’fdz:B(k—ﬂ,lj:
0 0 2

) Y

GRS

tenglikni ¢’tiborga olsak,

7z
S
8
2
formulaga ega bo‘lamiz. Bu yerda B va I' — birinchi va ikkinchi tur
Eyler integrallari. Bundan n» = 2 da birlik aylananing uzunligi
|S1|=27z, n = 3 bo‘lganda esa, uch o‘lchovli fazoda birlik sfera
sirtining |S 1|:4” yuzi kelib chigadi.
2. Kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan operatorlar. (80) integral
tenglamaning yadrosi (79) ko‘rinishga ega bo‘lsin. Agar a<§ bo‘lsa,
kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan operator yadrosi
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[K?(x,y)dy<N (85)
D

shartni ganoatlantiruvchi Fredgolm operatoridan iborat bo‘ladi.

Hagigatan ham, |[H(x,y)|<C=const bo‘lsin, u holda

iK%x,y)dySCi%.

Markazi x = (x, ..x) nugtada bo‘lgan sferik koordinatalarni
kiritamiz. Bunda ma’lumki, dy = r "“!drds bo‘ladi. Bu yerda ds —
radiusi birga teng bo‘lgan sfera yuzining elementi. D sohaning
diametrini, ya’ni ikkita nuqtasi orasidagi eng katta masofani d orqali
belgilab olamiz. Bundan

jdy < Id—y— J.dSE].r”_’*M dr=————lS|dﬂ_2a
r S 0

20

D B _rﬁdr n—za
yoki
2 n-2a
sz(x,y)dxdySN, N:E——l—S—Id———
ks n-2a

tengsizlik kelib chigadi. Demak, K (x, y) yadro (85) shartni gano-
atlantiradi. D soha chekli bo‘lgani uchun bu yadro kvadrati bilan
jamlanuvchi ham bo‘ladi. Shunday qilib, ta’rifga asosan

[K(x,)p(y)dy

operator Fredgolm operatoridan iborat.
Teorema. lkkita K (x, y) va L (x, y) yadrolar

lK(x,y)lS%—, ’L(x,y)ls%—
shartlarni qanoatlantirsin, bu yerda C, C,— musbat o ‘7garmaslar,
0<a<n, 0<f<n . Uholda
M(x,y) = J-K(x,t)L(t,y)dt
D
yadro uchun
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C, a+ p<n,
lM(x,y)[S Chnr+A4, a+pf=n, (86)
C

a+fl-n ?

¥

a+pB>n

baho o‘rinli bo‘ladi, bu yerda C va A — musbat o‘zgarmaslar.

Isbot. D sohaning diametrini 4 orqali, x = (x,, ..x ), t = (¢,
.t) va t=(t,..t), y=(y, ..y ) nuqtalar orasidagi masofalarni
mos ravishda r, va r, orqali belgilab olamiz. Bu holda

M (x, )| ch ccjaﬁ,

D 0 1 By <d 0

bu yerda C, va C, — musbat o‘zgarmaslar.

Hisoblashlarni soddalashtirish mag-
sadida, umumiylikka ziyon etkazmay,
koordinat boshini x nugtaga joylash-
tiramiz va x, o‘qni y nuqtadan shunday
o‘tkazmizki, x dan vy ga bo‘lgan yo‘nalish
musbat bo‘lsin. U holda x va y nuqtalar-
ning koordinatalari (0, 0, ...,0) va (r,
0, ...,0) bo‘ladi. f nugtaning koordinata-

lari esa 7,, ...7 lardan iborat (4- chizma). Bu belgilashlarga asosan

r:Ztk, r1~ - +ZI

(87) integralda t, =r&,, k=1,2,..,n almashtirish bajaramiz.

o :Zn',éf
k=1

87

0.0
( ) (r0.....0)

4- chizma.

2 2,2
deb, 1, =rp°,

RR=r(&-1) +r ka—r (9" —2&+1)

tengliklarni va 7, —rgo<d tengsmhkm ¢’tiborga olsak,

C,C, dé ..dé
J

IM(X y)l a+ﬁ n (88)

ot " (pz -2§ +1)%
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tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu tengsizlikni baholaymiz. Ma’lumki,

dé ..d& =" 'dpds.
So‘ngra, o’ —2& +1>(g—1)* tengsizlik ham o‘z-o‘zidan ravshan.

1
g >2 bo‘lganda (50—1)2>1502 tengsizlikning o‘rinli bo‘lishini ko‘r-
satish giyin emas. Hagiqatan,

i, 1 1
(-1)* 0" =7 (39" -6 -2p+4)=2(3p-2)(p~2),

bu tenglik esa, >2 bo‘lganda musbat bo‘ladi. Bunga asosan

C J_ sonladgodS +2p J' S/Jnlaﬂd ds

r a+/3- ﬂ/ 2
oi2(p” ~2&+1 ) 2cpe

bo‘ladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi birinchi integral o‘zgarmas

sondan iborat, biz uni a orqali belgilab olamiz. «+ f<n bo‘iganda
ikkinchi integralni hisoblaymiz:

M (x,y)|<

d
f | g ldpds= 2ﬂj'ds jgo" e =

2<gJ<——

n-a-pf n-a-f
_2ﬁls| (i) —pmra-p SzﬁlSl (i]
n—a—-p |\ r r ’
demak,
e 2ﬁdn-a—ﬂ
‘M(x,y)’éCl C2 ISl[ar 'B+m:lg

L
<C,C,d" s (a+——————] ,
n—a—p

Agar a+f=n bo‘lsa, u holda

2r

|M(x,y)<C, C2|S|[a+2ﬁln —d—]_
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Nihoyat, a+ [>n bo‘lganda

C CI|S
(e SEE ara J

_c.cls| ; C,G|S| 2
+2 = A
roc+[3 n [ _[ a+ﬁ+1— ] ra+ﬁ—n a+a+[3—n

Shunday qilib,(86) baho barcha hollarda isbotlandi.

Natija. Agar yadro kuchsiz maxsuslikka ega bo ‘Isa, u holda barcha
iterasiyalangan yadrolar birortasidan boshlab chegaralangan bo ‘ladi.

Hagiqatan, bizga ma’lumki ikkinchi iterasiyalangan yadro

K, (x,y): IK(x, t)K(t,y)dt

formula bilan aniglanadi. Agar K (x, y) yadro (79) ko‘rinishga ega
bo‘lsa, hozirgina isbot gilingan teoremaga asosan

|K2 (x,y)l < —;j—l_—n , A =const
y

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirib, matematik induksiya
usuli bilan m iteratsiyalangan yadro uchun ham bahoni olish mumkin.
Faraz qilaylik, m — [ iterasiyalangan yadro uchun yugoridagidek baho
o‘rinli bo‘lsin.

‘K2 (x,y). < —;3'—_; , A =const
r

m — iteratsiyalangan yadro

K, (x,y)z J‘K(x,t)Km_‘ (l,y)dt

D
ko‘rinishda,

B=(m-1)o—(m=-2)n, a+B-n=0a+(m—1) x
X oc—(m—Z)n—nzma—(m—l)n

bo‘lgani uchun yuqoridagi teoremaga asosan ushbu
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A
|K (x y)‘< m, ma—(m—l)n>0
A

bahoga ega bo‘lamiz, bunda 4 — biror o‘zgarmas. Shunday gilib, agar

ma—(m—l)n<0

m ?

n

m >

n—a 89)
bo‘lsa, K (x, y) iteratsiyalangan yadro chegaralangan bo‘ladi.

3. Iteratsiyalangan yadroli integral tenglama. Endi (80) integral
tenglamani garaymiz. Bu tenglamadagi integral operatorni K¢ orqali
belgilab olamiz. Shu bilan birga Igozgo(x) munosabat bilan
aniglanadigan birlik operator [ ni kiritamiz. Bularga asosan (80)
tenglama

(I-AK)p=f(x) (90)

ko‘rinishda yoziladi. / — A K ifodani K ga nisbatan birinchi darajali
ko‘phad deb garash mumkin. K ga nisbatan yuqori darajali ko‘phadlarni
ham tuzish mumkin; agar [/ ni bir kabi qaralsa, bunday ko‘phadlarni
oddiy ko‘phadlar kabi gqo‘shish va ko‘paytirish mumkin. Bularni amalga
oshirish magsadida kompleks sonlar nazariyasidan bitta tushunchani
eslatib o‘tamiz. Agar z biror kompleks son bo‘lsa, uning trigonometrik
shakli z=r (cos 6 +i sin 6’) ko‘rinishda bo‘ladi. Bu sonning n- da-
rajali ildizi

O+2knr .. O+2knx
4z =4fr | cos =22 4isin———= , k=0,1,....n—1
n n
formula bilan aniglanadi.
Ma’lumki, 1=cos0+isin0. Bunga avvalgi formulani tatbiq gilinsa,

ushbu

2km
kr 2km =i
\/——"cos0+zsmO cos——+zsm——=e " k=0,1,.,n
n

natija hosil bo‘ladi. Bundan
2

—1
. P 4
o=e", 0,=0).
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(89) shartni ganoatlantiruvchi m sonni olib, z/t ning boshlang‘ich
2z

ildizini £ orgali belgilaymiz, ya’ni g:e7i . Ushbu
(I-AK )(I-eAK)(I-£AK)..(I-""AK )=(1-A"K")
tenglik o‘rinlidir. Bu tenglikning to‘g‘riligi

(a "—b ’"):(a—b)(a—gb)(a—g2 b)...(a—g'”_l b)

algebraik ayniyatdan kelib chiqadi.
(90) tenglamaning har ikki tomoniga

(I-eAK )(1-£*AK)..(I-e""' AK)=
= [+ AK+A K +. . +A""' K™

operatorni qo‘llaymiz. Natijada quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

(1-A"K")p=F, (x)
yoki

o(x)-2" [K, (x,7)0(y)dv=1,(x), o1

bu yerda

Fo(X)=f(x)+AK f+ A K f+. 42" ' K" f.

Iteratsiyalangan yadroli (91) tenglamaning yadrosi (89) shartga
binoan chegaralangan va D soha chekli bo‘lgani uchun (91) tenglama
Fredgolm tipidagi integral tenglama bo‘ladi.

Ravshanki, (80) tenglamaning har qanday yechimi (91)
tenglamani ham ganoatlantiradi; teskari fikr, umuman aytganda,
har bir m uchun ham to‘g‘ri bo‘lmaydi.

4. Berilgan va iteratsiyalangan yadroli tenglamalarning teng
kuchliligi. Endi m sonni shunday tanlash mumkinki, u (89) tengsizlikni
ganoatlantirib, (91) tenglamaning har bir yechimi (80) tenglamani
ham qanoatlantirishini, ya’ni bu tenglamalarning teng kuchli bo‘lishini
isbotlaymiz. Avvalo m sonni (89) tengsizlikni ganoatlantiradigan qilib

ni

tanlash mumkinliginiva g4, £* A,...,. "' 1, bunda g=¢ ~ sonlardan
birortasi ham K (x, y) yadro uchun xarakteristik son bo‘lmasligini
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ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, bu mumkin emas. p, p,, ... orqali
2mi n—o

dan katta bo‘lgan tub sonlarni belgilab olamiz va ¢ =e P bo'lsin.
Bizning farazimizga asosan, har bir j uchun shunday
k;, 1<k ,<p; ko‘rsatkich topiladiki, berilgan A uchun sjlfj A son
K (x, y) yadro uchun xos son bo‘ladi. p, sonlar tub bo‘lgani uchun
.
&t =g P

sonlar orasida bir-biriga teng son bo‘lmaydi. Lekin bu holda markazi
koordinat boshida va radiusi A ga teng bo‘lgan aylanada K (x, y)
yadroning cheksiz ko‘p

2rk;
i
Py

k

g, A=e
xos sonlari bo‘lib goladi, bu esa, chekli sohada yadroning xos sonlari
chekli sonda bo‘lishiga garama-qarshidir.

Shuning uchun ham shunday p;> fub son mavjudki,

bunga mos bo‘lgan barcha n-a

2 -1
g A, €54, 87 A

sonlar xos soniar bo‘lmaydi.
m =p, deb gabul gilamiz. (91) tenglamani ushbu

(1-sAK )(I-6 AK)..(1-& " AK)(I-2K )p=

=(I-eAK)(I-€AK).(I-""AK)f
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu tenglamada ozod hadni tenglikning
chap tomoniga o‘tkazib, quyidagini hosil gilamiz:

m-1

H(1~g",11<)[(1 —AK)o-f |0 .

i=1

(I -AK )(p- f=m deb belgilab, oxirgi tenglamani

m-1

[1(7-¢"AK) =0 ©2)
i=1

ko‘rinishga keltiramiz. So‘ngra

91

www.ziyouz.com kutubxonasi



m—1

a)lzn(l —g’/iK)a)
i=2

belgilashni kiritib, (92) tenglamani
(I1-£2AK )a,=0

ko‘rinishda yozib olamiz. £/4 son K (x, y) yadroning xos soni
bo‘lmagani uchun @ = 0, ya’ni,

Bundan keyin

deb,
(I—gle )a)2 =0

tenglamaga ega bo‘lamiz. &2 A son xos son emasligidan @, =0 bo‘lishi
kelib chigadi. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida w=0 bo‘lishiga,
ya’'ni

(] -AK )(pz f
ekanligiga ishonch hosil giamiz.

Shunday qilib, (91) tenglamaning har bir yechimi (80) teng-
lamani ham qganoatlantiradi. Bu esa, ko‘rsatilgan tenglamalarning teng
kuchli ekanligini, boshgacha qilib aytganda ekvivalentligini ko‘rsatadi.

Natijada, (80) tenglama uchun Fredgolmning barcha teoremalari
o‘rinli degan xulosaga kelamiz.

Agar f=0 desak, (80) va (91) tenglamalarga mos bir jinsli
tenglamalarning ekvivalentligi xususan, ular bir xil sonda chizigli
bog‘liq bo‘lmagan yechimlarga ega bo‘lishi kelib chigadi.

Izoh. Kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan yadro uchun Fredgolm
nazariyasi o‘rinli bo‘lishini isbotlaganimizda, biz fagat uning
iteratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralanganligidan
foydalandik. Bu yerda yadroning (79) ko‘rinishga ega bo‘lishi
hech ganday rol o‘ynamaydi. Agar ixtiyoriy integral tenglamaning
iteratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralangan
bo‘lsa, u holda bunday tenglamalar uchun Fredgolm teoremalari
o‘rinli bo‘laveradi.
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IIT BOB. VOLTERRA INTEGRAL TENGLAMALARI

Volterraning ikkinchi turdagi ushbu

o(x)-2 [K(x.)o(y)d y=1(x) O
integral tenglamasini tekshiramiz. Biz | bobning 1- § ida, agar y > x
bo‘lganda
K(x,y):O, x<y<b

deb hisoblansa, (1) tenglama Fredgolmning ikkinchi turdagi integral
tenglamasining xususiy holidan iborat bo‘lib qoladi, deb aytib o‘tdik.
Lekin bu tenglama Fredgolm tenglamasiga nisbatan ancha sodda
bo‘lib, yadroga ma’lum shartlar qo‘yilganda hamma vaqt yagona
yechimga ega bo‘ladi.

1- §. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi ketma-ket yaqin-
lashish usuli bilan osonlikcha yechiladi.

1. Yadro chegaralangan hol. (1) tenglamaning yadrosi biror [a, ]
chekli oraligda chegaralangan bo‘lsin, ya’ni

'K(x,y)'S M, a<x<bh.

Agar (1) tenglamaning ozod hadi [a, b] oraligda jamlanuvchi
bo‘lsa, u holda bu tenglama shu oraligda yagona jamlanuvchi yechimga
ega boladi va bu yechimni A ning ixtiyoriy chekli giymatida ketma-
ket yaqinlashish usuli bilan tuzish mumkin.

Nolinchi yaginlashish uchun f (x) ni gabul gilamiz, ya’ni

goo(x)=f(x),

@,(x) ni esa .
0,(x)=1(x)+A K (x,3) 1 (¥)dy
munosabat bilan aniglaymiz. Bu jaraygnni davom ettirib,

0 (x)=1 () + A K (x.9) ,(¥)dv ®

rekurrent formulalarni qanoatlan?iruvchi
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?o(x)s (%)s s @, (x), .

funksiyalarning cheksiz ketma-ketligini hosil gilamiz.
Ikkinchi yaginlashish

0, (x)= 1 (x)+ 4 [K ()0, (1)t

formula bilan aniglanganligi uchun, @,(1) ning o‘rniga uning giymatini
go‘yib, Dirixle formulasidan foydalansak,

(pz(x):f(x)”]K(x”){f(’)” }K(tay) f(y)}“ i

= f(X)+A[ K (x.9) f(9)d v+ A7 [ K, (x,) f (y)dy
tenglik hosil bo‘lZdi, bu yerda ’
K, (x,y)=jK(x,t)K(t,y)dt.

Xuddi shu yo'l bilan ¢, (x) uchun

cvn(X)=f(X)+/1j[§/1""Kf(x,y)]f(y)dy o

a

formulani hosil gilamiz, bunda

K (x.)=[K(x.0)K_ (t.y)dr 4)
y

Shuni aytib o‘tish kerakki, ¢ > x bo‘lganda K (x, 1) = 0 bo‘lgani
uchun y >x da K (x, y) =0 bo‘ladi. Ushbu

Kf=[K(x,y)f(¥)dy. .. K'f =[K (x,9)f(y)dy
belgilashlaradan foydalansak, (3) tenglik ’

gon(x)zf(x)+§/1iKif
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ko‘rinishda yoziladi. Bu tenglikdan ko‘rinadiki, agar biz hosil gilgan
{ ®, (x)} funksiyalar ketma-ketligining limiti mavjud bo‘lsa, bu limit
Neyman qatori deb ataladigan

+Z/1’Kf )

gatorning yig‘indisi bilan ustma- ust tushadl
Endi (5) qatorning yaqginlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. K (x, y)

yadro chegaralangan: .K (x, y)ISM , a<x<b.Endiy<x bo‘lganda

—)

K, (x,p)|< M) ©®
(i-1)!

tengsizlikning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun induksiya usulidan

foydalanamiz. i — 1 bo‘lganda (6) tengsizlik to‘g‘ri bo‘lsin, ya’ni

Mj_] (x _ y)i~2

(i-2)!

i-1 i-2 i i-1
M (t-y) dt<M(x—y)
(i-2) (i—1)!
Shunday qilib, (6) tengsizlik ixtiyoriy natural ;i uchun ham o‘rinlidir.
(6) tengsizlikda x —y ayirmani uning eng Kkatta giymati b —a bilan
almashtiramiz. U holda

“(b—a
I K (x ) l _L__)__
(1 —1)!
(5) qatorning umumiy hadini baholaymiz.
4] bt (5 =)
(i-1)!
f (x) funksiya jamlanuvchi bo‘lgani uchun oxirgi tengsizlikdagi
integral chekli miqdordir. (7) tengsizlikdan (5) gatorning umumiy
hadi yaginlashuvchi darajali gatorning umumiy hadidan katta emasligi

kelib chigadi. Demak, (5) gator A ning ixtiyoriy chekli giymatida x
bo‘yicha absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. (5) gatorning

IK i1 ()C’J’)IS

(4) formulaga asosan

K, () < ]| K0

b

[r()a.

a

2k £l ] %)

XJK,-(x,y)f () |<
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yig‘indisini ¢(x) orqgali belgilab olamiz. Yuqorida ko‘rsatganimizga
asosan n—»oo da gon(x)—>§0(x) ga tekis intiladi. K (x, y) yadro
chegaralangan bo‘lgani uchun ushbu

K(x,y)0,.(y)> K(x.»)p(y)

intilish ham x ga nisbatan tekis bo‘ladi. Bunga asosan, (2) formulada
integral ostida limitga o‘tish mumkin. Bu amalni bajarib,

0(x)= 7 (x)+ 2 [ K (x,0)9()dv

tenglikni hosil gilamiz, ya’ni (5) gatorning yig‘indisi Volterra integral
tenglamasining yechimi ekan. Bu yechimni aniqglaydigan (5) tenglikdagi

;a 'K'f ®

gatorning yig‘indisi chegaralangan funksiya bo‘ladi. Haqgigatan ham,
(7) tenggizlikka asosan:

<J /(v ldyZ

= || Me MM j |/ (y)ldy.

l/ll M’ b a)

Z/le

Demak, @(x) yechim jamlanuvchi f (x) funksiya va che-
garalangan funksiyaning yig‘indisidan iborat bo‘lgani uchun jamlanuvchi
bo‘ladi. Agar (1) tenglamaning ozod hadi f (x) uzluksiz funksiya bo‘l-
sa, (8) qator tekis yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun uning yig‘indisi
ham uzluksiz funksiya bo‘ladi. Bu xolda (1) tenglamaning yechimi
ham uzluksiz funksiyadan iborat bo‘ladi. Ushbu

2/1’ 'K l. (x, y)
i=l
gator (6) tengsizlikka asosan yaginlashuvchi bo‘lgani uchun uning
yig‘indisini R(x, y;/l) orqali belgilab olamiz. Buni K(x, y) yadroning
yoki (1) tenglamaning rezolventasi deyiladi.
(3) formulada #»—> % limitga o‘tib, (1) tenglamaning yechimini
rezolventa orgali
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o(x)=F()+ ARy ) F () o

ko‘rinishda yozish mumkin.

Xuddi Fredgolm tenglamasidek, R(x, y;/l) rezolventa o‘zining
birinchi va ikkinchi argumentlariga nisbatan quyidagi integral
tenglamalarni ganoatlantiradi:

R(x,v52)-2 [K (51 R(t,3:2) d 1=K (x,),

R(x,y;4)-A4 ]K(t,y)R(x,t;/i)dt:K(x,y).

Bu tenglamalarni tekshirib ko‘rish Fredgolm tenglamalaridek ba-
jariladi. Bularga asosan (9) formula bilan aniglangan yechim (1)
tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish giyin emas. Hagigatan, (9)
ni (1) ga go‘yamiz;

- K (x0)o()di= 7 (x)+ A R(xp32) £ (v ) -

K (v)| (1) 2 ]R(t,y;/l)f(y)dy}dt:

=f(x)+4 I—K(x,y)+R(X,y;/1)]f(J’)"

a

—ﬂz]'f j (5.0 R(1,y; A)d 1=
+/1_[ R(x,y;2) XJ.K (x,2)R(1, y;l)dt]x

X f(y)dy=f(x ).

Endi (1) tenglama yechimining ixtiyoriy chekli A uchun
yagonaligini ko‘rsatamiz. (1) tenglama ikkita ¢(x) va l//(x)
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jamlanuvchi yechimlarga ega bo‘lsin. Bularning ayirmasi a)(x):
=p(x)—y(x) bir jinsli
o(x)=AK® (10)

tenglamani qanoatlantiradi. lteratsiya usulidan foydalanib, (10)
tenglamaning o‘ng tomoni @ ning o‘rniga A K @ ni go‘yib,

w(x)=AK’w
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi @ ni

yana A K @ bilan almashtirib, w(x)2/13 K’w tenglamani hosil
gilamiz. Bu jarayonni / marta bajarganimizdan so‘ng

w(x)=A'K'@ yoki w(x)zlini (x,y)o(y)dy

tenglamaga kelamiz. a)(x) ikkita jamlanuvthi funksiyaning ayirmasi
bo‘lgani uchun jamlanuvchi bo‘ladi va (6) tengsizlikka asosan ixtiyoriy
i uchun

Al M(b-a)™

‘w(x)'ﬁ (i _1)! ;ﬂa)(x)‘dx

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan i— o da Ia)(x). <0 yoki
@(x)=0 kelib chigadi.

Shunday qilib, Volterra integral tenglamasi yadrosining spektri
bo‘sh to‘plamdan iborat ekan.

O‘zining mana shu muhim xususiyati bilan Volterraning ikkinchi
tur integral tenglamasi Fredgolmning ikkinchi tur integral tengla-
masidan ajralib turadi.

Yugorida isbot qgilingan yagonalik teoremasi jamlanuvchi funksiyalar
sinfida o‘rinli edi. Agar yechimning jamlanuvchi bo‘lish shartidan voz
kechilsa ham yechim yagona bo‘ladimi degan tabiiy savol tug‘iladi. Bu
savolga javob berish uchun 0 < y < x<1 bo‘lganda yadrosi ushbu

1 1
—-1 l-—
ye* 0<y<xe *©
1
==
K(x,y)=4 x, xe *<y<x,
0, y>Xx

tenglik bilan aniglanadigan Volterraning bir jinsli

98

www.ziyouz.com kutubxonasi



o(x)=

tenglamasini tekshiramiz.
Asosiy {OSx <1, 0L ySl} kvadratda K (x, y) yadro chegara-
langan, chunki

K (x,y)o(y)dy

o'——.a

OSK(x,y)SxSl.

Bu tenglama (p(x)EO bo‘lgan jamlanuvchi yechimga ega, isbot-
langaniga asosan boshqa jamlanuvchi yechimlari yo‘q. Shu bilan birga
bu tenglama [ 0, 1] oraligda cheksiz ko‘p

ko‘rinishdagi jamlanuvchi bo‘lmagan yechimlarga ega, bunda ¢ —
ixtiyoriy o‘zgarmas. Hagigatan ham,
1

l~—

X xe » _1__1
[K(x)o(r)dv="[ ye© “dy+
0 0 y

X 1
C - ¢
+ I x—d y= cx-cxlne ¥ =—.
% x

'

2
xe *
c
Demak, (o(x):— funksiya [0, 1] oraligda jamlanuvchi bo‘l-
X

magan yechim ekan.

2. Yadro kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan hol. Volterra (1)
tenglamasining yadrosi chegaralangan bo‘lmay, kuchsiz maxsuslikka
ega bo‘lsa ham bu tenglamaning yechimini ixtiyoriy chekli A uchun
ketma-ket yaginlashish usuli bilan topish mumkin.

Ushbu

o(x)- 7»] Hlxy 2(9( )dy=f(x), O<a<l,

2 (x-)

integral tenglamani tekshiramiz, bunda [H (x, y)| < M, M — o‘zgarmas.
Demak,
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oy HE)| M
|K( J’)| ’(x_y)a‘ (x_y)a'

[teratsiyalangan yadrolarni baholaymiz;

(12)

K, (x.y)= [K(x.0)K (t,y)d!1
(12) ga asosan '
dt

i s

Oxirgi integralda ¢t =y + (x, y) s almashtirishni bajaramiz.
U holda

] dt :(x_y)l—2a IJ.S ,a (1 _S)—a ds=

Sy (1) ;

bu yerdagi B (a, b)) va I' (a) — Eyler integrallari.

Faraz qilaylik, / - iteratsiyalangan yadro uchun bunday baho
to‘g‘ri bo‘lsin, ya’ni
MT'(1-« i~l-ic
‘Kl.(x,y)| < #(x —y) . (13)

T(i-ia)

(i + 1) — iterasiyalangan yadro uchun ham bu bahoning to‘g‘ri
bo‘lishini ko‘rsatamiz;

<

|Km (x,y)|: -:[K(x,t)Ki(t,y)dt
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MY T (1-a) —a ii-ia
F(imia) J(x~t) (1—») dt.

Bu integralda r = y + (x, y) s almashtirishni bajarish natijasida
ushbu

<

|Ki+1 (xay)|<l—«]\(4l.i; :—”:(f]__l)acg) (x_

tengsizlikni hosil gilamiz.

Shunday qilib, (13) baho i = 1 va ixtiyoriy natural (i + 1) da
to‘g‘ri bo‘lgani uchun, uning umuman to‘g‘riligi kelib chigadi. i
yetarli katta bo‘lganda (x — y) ning darajasi musbat bo‘ladi.

Shuning uchun ham x — y ni undan katta » — a miqdor bilan
almashtirish mumkin. Bu holda (5) gatorning umumiy hadi uchun
ushbu baho

y)if(iJrl)a

Af(b-a) T (=e) oy
T(i-ia) ;':lf( )

o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi migdorni C, orqali
belgilab olamiz. Umumiy hadi C, dan iborat bo‘lgan gatorning
yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi:

2r P
L(P)=,— P¢ "7, 0<6<l, P>0.
P

Stirling formulasidan foydalanamiz. Koshi alomatiga asosan ushbu

‘/liKif|<

1—- a——

\i/a:wM(b—a) tFl a[zl a]Zma b\f(x)|dxi
(JE)/ i1-a) Jrene

miqgdor {—> o0 da nolga intilgani uchun umumiy hadi C, bo‘lgan
qator yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, (5) qator ixtiyoriy chekli A
uchun absolyut va tekis yaqinlashadi.

Shunday qilib, yadrosi kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan
Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi uchun ketma-ket yagin-
lashishlar ixtiyoriy A uchun, chegaralangan yadro bo‘lgan holga
nisbatan sekinroq bo‘lsa ham, yaqginlashadi.
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Misol. Ushbu

;Lj” y)d y=f(x)

integral tenglama ketma-ket yaqmlashlsh usuli bilan yechilsin.
Iteratsiyalangan vadrolarni va rezolventani tuzamiz:

K,(x,y)= J.“ erdt= exyj.dt e’ (x—y),

v

K, (x,y)

f
R e T

ex-—l‘el‘—y (t_y)df:e’c_y."( )dt e (XT)))
y

Umuman

 (x=3)" |
(i-1)!

Endi R(x,v,A) rezolventani tuzamiz.

K/(x,y)=e

xjvyz ,_!__l(x B y)]l :e(Hl)(x«y)‘

R(x,y;,l)ZZAi_lKi(x’y) =€ (i—l)‘
i=l = :

(9) formulaga asosan berilgan tenglamaning yechimi

o(x)= £ (x)+ A [ £ (3)dy

ko‘rinishda bo‘ladi. Yechimning bunday sodda topilishining sababi yadro
fagat x —y ayirmaga bog‘ligligidir. Agar (1) tenglamaning yadrosi

A(x)

K(x,y)zA(y)

ko‘rinishda bo‘lsa ham tenglama osongina yechiladi.
Hagigatan ham,

%%%:gol(x)s f(X) '{t(x)

belgilashlarni kiritib, {1} tenglamani
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¢1(X)—/1]¢1(y)dy=ﬁ(x)

a
ko‘rinishda yozib olamiz. Agar bu tenglamada

(pz(x)zj-(p] (v)dy

a

belgilash kiritsak, u holda ushbu

200) . (9)=5()

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. @, (a)zO tenglikni
e’tiborga olib, differensial tenglamaning yechimini

X

¢:(x)=e** [ () dy

a
ko‘rinishda topamiz. Bundan

de,(x T Ay &
(pl(x)=—%xix—)=fl(x)+,%je“' iy (»)dy

a

yoki
0 (1) =A(x)0, (x)= £ (2)+ A [ XK (x,9) £ ()

Bu formulani yuqorida bayon qilingan ketma-ket yaginlashish
usuli bilan ham keltirib chigarish mumkin.

Mashglar. Quyidagi integral tenglamalar rezolventa yordamida
yechilsin.

1. ¢(x)= sinx+2J-£"’y(p(y)dy .
0

Javob: (p(x)=§ 0 - écos x + -i— sinx.
. F 2+cosx
2. (p(x)= £ sinx + '([ ?4-—00—5,}/- (Y)dY-
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3

N =/" 9] 2 ! )
Javob: @(x) =¢"sin x + (2 + cos x) £"In 2+cos x

Ry

2- §. Volterraning birinchi tur integral tenglamasi

Bizga ma’lumki, Volterraning birinchi tur tenglamasi deb,

jK(x,y)w(y)dy=f(x) (14)

ko‘rinishdagi tenglamaéa aytiladi.

Faraz qilaylik, (14) tenglamaning yadrosi va ozod hadi quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) Kx(x,y), f (x) lar mavjud va uzluksiz funksiyalar,

2) K (x, x) hech gaerda nolga aylanmaydi.

Bu holda (14) tenglamani x bo‘yicha differensiallab, Volter-
raning ikkinchi tur integral tenglamasiga olib kelamiz:

K (2 x)p(x)+ [K.(x. V)o(»)dy=1(x) 3

yoki
o (x)+ [K (x. ) (y)dy=1"(x).
bunda ’
K- -4

Agar K » (x, y) hosila mavjud va uzluksiz bo‘lsa, (14) tenglamani
bo‘laklab integrallashga asoslangan ikkinchi usul bilan ham ikkinchi
turdagi integral tenglamaga keltirish mumkin.

Shu magsadda

X

Jo(y)dv=0(x)

a
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belgilash kiritib, (14) tenglamadagi integralda K(x, y)=u,
(0(y)dy=dl) desak,

x

F()=[K ()0 ()] - [ K, (x.v)o(v)dy

yv=a

yoki
K (%) /()
v(x)- | ——v(y)dy=—"——~<
() j k() " K o 19
tenglamani hosil gilamiz.
Agar M yadroning rezolventasini R (x,y;1) orqali
K(x,x)
belgilasak, (16) tenglamaning yechimini
f(x) e /()
v(x)=——"<+|R (x,y;l)=——=dy
(x) X (1) f ( )K(y,y) (17)

ko‘rinishda topamiz.

Bir garashda ikkinchi usulni qo‘llash uchun f ¢(x) funksiyaning
differensiallanuvchi bo‘lishi shart emasdek tuyuladi. Ammo, ¢ (x
funksiyani topish uchun biz (17) formula bilan aniglangan u}x%
funksiyani differensiallashimiz kerak, buning uchun esa, f (x)
funksiyani differensiallash zarurdir.

Yugorida Kkeltirilgan shartlardan eng muhimi, X (x, x) ning
nolga aylanmaslik shartidir, chunki x ning biror giymatida X (x, x)
nolga teng bo‘lib qolsa, Volterraning birinchi tur integral tengla-
masini tekshirishda katta qiyinchiliklarga duch kelamiz. Bu holda
(15) va (16) tenglamalar uchinchi turdagi integral tenglamalardan
iborat bo‘ladi. Lekin ayrim xususiy hollarda bunday tenglamalarning
yechimlarini hatto kvadraturada yozib olish mumkin bo‘ladi.

Bunga Abelning integral tenglamasi misol bo‘ladi.

3- §. Abel integral tenglamasi

Abelning

O<a<l (18)
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integral tenglamasini tekshiramiz. Bu tenglamaning yechimi mavjud

deb faraz qilib, uni , ( )d
0

~)

ko‘rinishda yozib olamiz. Tenglikning har ikki tomonini 7 ga
Y—

ko‘paytirib, bo‘yicha a dan x gacha integrallaymiz Natijada

]'(x 5 J‘(ﬂ y dy J'f

ifoda hosil bo‘ladi. Bu tenghkdag1 takrorly mtegralga D1r1x]e formulasini
go‘llab,

Toodr ’(o(y)dy:" y dt
T [ gl o e

ifodani olamiz. Oxirgi integral =y +(x — y)s almashtirish yordamida

a

dt __l ds “Blol—o)=
e [ P
-0

ko‘rinishga keladi. Shunday qilib,

T e f(r)dt
sinrzra ;f(p(y)dy_;[(x—t)l_a
yoki

smfra d’
(¥)=—— I (19)

Agar [ (x) uzluksiz dxfferens1allanuvch1 funk51ya bo‘lsa, oxirgi
formulaning o‘ng tomonida avval bo‘laklab integrallab, so‘ngra diffe-
rensiallash amalini bajarsak,

x:sinﬁar f(a) +x f'(t)dt}
(0() i L(x—a)]—a ;[(x_t)l—a

formulaga ega bo‘lamiz.
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Demak, Abel integral tenglamasining yechimi mavjud bo‘lsa, bu
yechim (19) formula bilan aniglanishi zarur ekan. Bundan yo‘l-yo‘lakay
(18) tenglama yechimining yagonaligi kelib chiqadi.

Endi (19) funksiyaning haqiqatan ham (18) tenglamani qanoat-
lantirishini ko‘rsatamiz.

(19) formuladagi integralni F (x) orqali belgilab olamiz, ya’ni

x)z]i(_t—i)dlta- (20)

(19) formula bilan aniglangan go(x) funksiyani (18) tenglamaning
chap tomoniga qo‘yamiz va

sina ¢ F (y
| ( )a dy=g(x) @1
a J(x-y)
bo‘lsin deb, faraz gilamiz. g (x) = f(x) bo‘lishini isbotlash yetarlidir.
(21) tenglikni F ( x) ga nisbatan Abelning integral tenglamasi deb
garab, yuqorida bayon gilingan usulni qo‘Ilasak,

IF )d y=F(x J'g 22)

tenglikni hosﬂ gilamiz. (20) integralda ¢ = a-r(x~a)y almashtirishni
bajaramiz. U holda

—aY’ ’]f[cﬁ(.x—ci)y]

F(x)= dy,

a

bundan F (a) = 0 va (22) tenglik

23)

j‘ g(t)d
ko‘rinishda yoziladi. (20) tengl dan (23) ni ayirib,

w(1)dt » .
[0 a(0=r()-5(0)
; (x —1}
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglama noma’lumga nisbatan Abelning
bir jinsli tenglamasidir. Yuqgorida isbotlanganga asosan u yagona
w(x)z() yechimga ega bo‘ladi. Demak, g (x) =f (x) ekan.
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Xususiy holda, agar ¢=0, a:% bo‘lsa, (19) yechimdan I bobda

o‘rganilgan tautoxron to‘g‘risidagi masalada hosil bo‘lgan integral
tenglamaning quyidagi

f dt
(P ﬂdx‘[

yechimini hosil gilamiz.

4- §. Volterraning chizigli bo‘lmagan tenglamalari

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki,

di—F(x ¥), v(x)=y

Koshi masalasini Volterraning chizigli bo‘lmagan

y(x):y0+]F[t,y(t)]dt

integral tenglamasi bilan almashtirib, bu tenglamaning yechimini
ketma-ket yaqginlashish

Yo(x) =5, yn(X)=y0+]F[t,yn](t)]dz

.X'O
usuli bilan topilgan edi.
Mana shu usul bilan yuqoridagi tenglamaga qaraganda umumiyroq
bo‘lgan

o(x)=/ (x)+jF [ x5 0(y)]dy (24)

a
ko‘rinishdagi Volterraning chizigli bo‘lmagan integral tenglamasini

ham yechish mumkin. F'(x, y; ) funksiya ixtiyoriy £, f, uchun

|F(x,y;t1)—F(x,y;t2)IS h(x,y)‘tl—t2| (25)

shartni va bundan tashgari

]F[x’%f(y)}dy <g(x) (26)
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shartni ganoatlantirsin deb faraz gilamiz, bu yerda # (x,y) va g (x)
funksiyalar L, sinfga tegishli berilgan funksiyalar, ya’ni shunday
funksiyalarki, {a<y<x<b} sohada ushbu

J'g )d x<N?, []dx]hz(x,y)dySAz 27)

a a
tengsizhklarm ganoatlantiradi, bundagi N’ va A2 — musbat
o‘zgarmaslar.

j.hz (x,y)dy:H2 (x)

deb belgilab, (27) shartlardan ikkinchisini

IH )d x< 4> (28)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Xuddi chizigli holda bo‘lganidek,
(24) tenglamaning yechimini birinchi hadi (po(x):f(x) bo‘lgan,
boshqga hadlari esa

fPn(x):f(x)+jF[xay;<Pn_u(y)]dy (29)

rekurrent formula bilan aniglanadigan {(p n(x)} ketma-ketlikning limiti
sifatida aniglashga harakat gilamiz.
Avvalo ushbu

|(p1(x - Sg(x)

= ]F[x,y;f(y)]dy

tengsizlik o‘rinlidir. Umumiy holda

0,.(x)-9,(x)|< -]]F[x,y;(/)n ())]-F[xyi0,.(y)]dy<

< Jrxn)lo, (0)=0, (v, n=1.23..
Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan:
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[0, ()=0 ()] <[ (02)d 7 [[0,(3)-0,, ()] dr=

() [[0,(+)- 0, ()] -

Shunday qilib, biz quyidagi tengsizliklarga ega bo‘ldik:

[0/(x)-0, ()] <& (%),

[% ()C)—(ﬂ1 (x)]2 <H’ (x) ]gz (y)dySN2 H? (x),

X

[0,(0)=0. ()] <N°H2 () [ ()t

Ushbu
B (x)= [ (y)dy. B,(x)= [H*(7)B,(»)db...

belgilashlarni kiritamiz. U hoilda
[0.(x) =0, (x)] <N?H?(x)B,(x).

[0,(x)-0,(x)] <N*H?(x)B,(x),

...................................................

2
{:¢n+2 (x n+l ):l SNZHZ (x)BVl (x)
tengsizliklarga ega bo‘lamiz.
Endi

1
B, (x ):;B‘( x), n=12,. (30)
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tenglikning to‘g‘ri ekanligiga induksiva usulidan foydalanib ishonch
hosil gilish giyin emas. Bu formula » = 1 bo‘lganda o‘rinli ekani

ravshan, n — 1 da to‘g‘ri deb, n uchun uning to‘g‘rligini ko‘rsatamiz.
X

IH dy =

a

jH ) B (y)dy,

Hz(x) dx

bo‘lgani uchun

_(n—l)! n

(28) shartdan darhol
b
0<B,(x)< [H* (x)dxs 4

tengsizlik kelib chigadi. Demak,

|:¢)n+2 (x)—(p n+l(x)]SNH(X) \7%

Agar H (x) funksiya chekli bo‘lsa, n gismiy yig'indisi ¢ (x) ga
teng bo‘lgan

o(x)=0p, (x)+[(p2 (x)-o, (x)}+[¢3 (x)-o, (x)}+ (31)

qator uchun buning birinchi hadini tashlab yuborsak, hamma vaqt
yaginlashuvchi ushbu qator

majorant qator bo‘ladi. Demak, bu holda (31) qator absolyut va
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi, shuning uchun ham

limg, (x)=¢(x)
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bo‘ladi. Agar H (x) funksiya (a, b) oraligning o‘lchovi nolga teng
bo‘lgan biror gismida cheksizlikka aylansa, (31) gatorning hamma
joyda absolyut va tekis yaginlashishini ta’minlab bo‘lmaydi, ammo
gatorning deyarli hamma joyda yaginlashishini kafolatlash mumkin.
Bunday holda qator deyarli tekis yaqginlashadi deyiladi.

Endi limit funksiya (p(x) ning tekshirilayotgan tenglamani gano-
atlantirishini isbotlaymiz.

Bu funksiyani

o(x)=p,(x)+R,(x) (32)
ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerdagi R (x) (31) qatorning qoldiq
hadi bo‘lib, L, sinfga tegishlidir. Shu bilan birga

0% g

R, (x)|<n

H

bo‘lgani uchun

lim IR a’x 0

n—x

bo‘ladi. (29) va (32) tenghklarga asosan

0(3)-1 (x)- [ [xyi0(r)Jdv=0,(x)+ R, (x)-F (x)-
—]F[x,y;(p(y)]dy =f(X}F]F[x,y;¢,,l (»)|dv+
+R, (x)—f( —]F[x,y;(p(y)]dy:Rn(x)Jr

+ J-{ X, V50, )J_F[x,y,q)(y):”dy
F(x, y; ) funks1yaga go‘vilgan shartga asosan
’F 0, (v ] F[xy(p ]‘<hxy|¢)nl_(p‘

= h(x,y)
Bundan 2| apf IS a’+f* tengsizlikka asosan
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{¢(x)—f(x)—]F[x,y;(p(y)]dy} <2RI(x)+

+2Dh (59|, ()| y}z

tengsizlikni hosil gilamiz. Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan
avvalgi tengsizlikni ushbu

o

Rnwl(y)\dy} <HP(x) [R2 (»)dv<

<H*(x) bIR,f-] (v)ay

ko‘rinishda yozib olamiz. »—>oo intilganda limitga o‘tsak, avvalgi
tengsizlikning chap tomonidagi integralning hamma joyda nolga tengligi
kelib chigadi. Demak, bundan H (x) funksiya chekli, ya’ni ¢(x)
funksiya (24) tenglamani deyarli hamma joyda ganoatlantiradi.

Bundan tashqari, agar f (x) funksiya L, sinfga tegishli bo‘lsa,
q)n(x) funksiya ham L, sinfga tegishli va (31) qator deyarli tekis
yaqginlashuvchi bo‘lgani uchun (p(x) yechim ham shu sinfga tegishli
bo‘ladi.

Nihoyat, (/)(x) funksiya (24) tenglamaning L, sinfga tegishli
bo‘lgan yagona yechimi ekanligini ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik, (24) tenglamaning L, ga tegishli ikkinchi /(x)
yechimi ham mavjud bo‘lsin, u holda ¢(x)—w(x) uchun

X

o(x)-w (x)= [{F[x.y:0(») -/ [x v () ]}y

a

ifoda hosil bo‘ladi. Bundan, yuqorida bayon qilingan usuldan
foydalanib, quyidagi tengsizliklarni hosil qilamiz:

[@(x)_‘//(x)]z g{]]F[x,yW(y)]—F[x,y;t//(y)]dy} <

S{]h(x’y)lﬁﬂ(y)—'//(y)WY} < V]hz(x,y)dy][co(y)—w(y)]z dy
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yoki

[w(x)—w(x)]zSHZ(x)Xf[w(y)w/(y)]zdv‘ (33)
Qisgalik uchun

I].[(”(-V)*l//(y)]zdyzpz

deb belgilab, iteratsiya (ya'ni (33) tengsizlikda ketma-ket o‘rniga
qo‘yish) usulidan foydalamak xuddi yuqoridagi kabi ushbu

[(P /.<P2H( )
[¢ ]<P H*(x)B,(x),

[o(x)-v(x)] <P?H*(x)B,(x)
tengsizliklamni olamiz. (30) formulaga asosan

jT(P()&) wix d)c<P

tengsizlikka ega bo° lamlz. Bunda n-—>%0 da limitga o‘tib,

;n

n!

X

J[(o(x)—a//(x)’]" dx<0

tengsizlikni olamiz. Oxirgi tengsizlikdan (24) tenglama yechimining
yagonaligi haqgidagi fikrning to‘g‘riligiga ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, (24) tenglama (25), (26) va (27) shartlar bajaril-
ganda L, sinfda, deyarli hamma joyda nolga teng bo‘lgan funksiyalar
anigligida, yagona yechimga ega ekan.

(24) tenglamaga nisbatan olingan natija amaliyotda muhim
ahamivatga egadir.

Masalan, mexanikaning chizigli bo‘imagan juda ko‘p masalalari
ushbu

L3 2 ﬁ‘ _ R N t
y(x)ro’ y(x)=pf(x.3.5) (34)
ko‘rinishdagi oddiy differensial tenglamaga keladi, bu yerda i odatda
(lekin hamma vaqt ham emas) kichik parametrni ifodalaydi.
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Bu tenglamani o‘zgarmaslarni variasiyalash usuli bilan integral
tenglamaga keltirish mumkin.
Hagiqatan ham, (34) tenglamaga mos bo‘lgan bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi
y(x)=C,cosmwx+C,sinwx (35)
ko‘rinishda bo‘ladi. C, va C,larni x ning funksiyasi deb faraz gilib,

o‘zgarmaslarni variatsiyalash usuliga asosan C, (x) va C, (x)
funksiyalarni shunday tanlash kerakki,

C coswx+C,(x)sinwx=0 (36)

munosabat bajarilsin. (35) funksiyani va uning ikkinchi tartibli hosilasini
(34) tenglamaga qo‘yib, (36) tenglikni e’tiborga olsak, ushbu

~C,(x)sinwx+C,(x )cosa)xzﬁf(x,y,)/) (37)
a) Y
tenglik hosil bo‘ladi. (36) va (37) tenglamalardan tasnkii topgan sistemani

C\(x) va C,(x) ga nisbatan yechib, C,(x)va C,(x) larni topamiz.
Bularni (35) ga go‘yib, (34) oddiy differensial tenglamani ushbu

_%J:f [z,y(t),y‘(t)]sin o(x-t)dt=

=y ,Cos@WX +7,sINWX

(38)

chizigli bo‘lmagan integro-differensial tenglamaga keltiramiz, bu yerda
Y,» Y, — ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Bu tenglamani integro-differensial tenglama deb atashning sababi
shundaki, tenglamada noma’lum y (x) funksiyadan tashqari uning
hosilasi ham qatnashyapti. (38} tenglamani (24) tenglamani tek-
shirgandagi usul bilan o‘rganish mumkin.

Agar f funksiya " ga bog‘lig bo‘lmasa, (38) tenglamada quyidagi
belgilashlarni kiritsak,

Flx..0(5)] =—fLy,</)u ) Jsino(x-y),

S (x)=y coswx+y,sinwx,
u holda (24) ko‘rinishdagi tenglamani hosil gilamiz.
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IV BOB. TO‘LA UZLUKSIZ OPERATORLAR
VA RISS—SHAUDER TENGLAMALARI

To‘la uzluksiz operator tushunchasi integral operatorlarni o‘rga-
nish natijasida kelib chiggan bo‘lib, bunday operatorli tenglamalar
Fredgolm tenglamalariga nisbatan kengroq sinfni tashkil giladi. F. Riss
va Yu.S. Shauder shu sinf tenglamalari uchun Fredgolm nazariyasini
yaratgan.

Biz bu bobda, asosan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar
sinfiga ta’sir giluvchi to‘la uzluksiz operatorlarni tekshiramiz.

1- §. Operatorlar to‘g‘risida asosiy tushunchalar

Chekli yoki cheksiz (a, b) oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyalar to‘plamini, ya’ni L, (a, b) to‘plamni tekshiramiz.

Agar har bir (o(x)eL,(a,b) funksiyaga biror gonunga ko‘ra
bitta va fagat bitta (szAgo funksiva mos go‘yilgan bo‘lib,
1//(x)eL2(a,b) bo‘lsa, L, (a, b) da A operator aniglangan deyiladi.

A operator (p(x) funksiyani W(’C) funksiyaga o tkazadi yoki
almashtiradi deb aytiladi.

[kkita operatorning A + B yig‘indisi va AB ko‘paytmasi

(A+B)p=Ap+Byp, ABp=A(Bp)

munosabatlar bilan aniglanadi.
A operatorning darajalari ushbu

A'=4, A"=44""
formulalar bilan aniglanadi.
Agar ixtiyoriy ikkita kvadrati bilan jamlanuvchi (p(x) va l//(x)
funksiyalar va ixtivoriy @ va b o‘zgarmas sonlar uchun
A(a(p+bt//):aAgp+bAy/ (1

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, A operator chizigli operator deyiladi.
Induksiya usuli bilan osongina isbotlash mumkinki, chizigli
operator umumiyroq

A i a;p, :ia1A¢i
i= i=1
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ayniyatni ganoatlantiradi, bu yerda n — chekli_natural son, ga,
(i=1,n) — o‘zgarmas sonlar va (/)i(x) (i=1, n) kvadrati bilan
jamlanuvchi funksiyalar.

(1) ayniyatda b =0 desak, A(ap)=adp tenglik hosil bo‘ladi;
a =0 bo‘lganda A0 = 0 ga ega bo‘lamiz, ya’ni chizigli operator
aynan nolga teng bo‘lgan funksiyani shu funksiyaning o‘ziga
almashtiradi.

Agar shunday o‘zgarmas C mavjud bo‘lsaki, har ganday kvadrati

bilan jamlanuvchi (p(x) funksiya uchun
[4¢]<Cllel @

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda chiziqli operator chegaralangan ope-
rator deyiladi.

Ravshanki, C o‘zgarmaslar manfiy emas va shuning uchun ham
ularning to‘plami chegaralangan va aniq quyi chegaraga ega. (2) teng-
sizlikdagi C o‘zgarmaslarning aniq quyi chegarasi operatorning normasi
deyiladi va ||A” orgali belgilanadi:

|4l 4| o] g

Yadrosi
b b
jIKZ(x,y)dxdy<Bz<oo

ad
shartni qanoatlantiruvchi Fredgolm operatori

K<P=TK(x,y)<p(y)dy

chegaralangan operatorlar uchun muhim misol bo‘ladi. Bu operatorning
chizigliligi ravshan, chegaralanganligi esa 1l bob 5- § dagi (67)
tengsizlikdan kelib chigadi, yana shu tengsizlikka asosan
| K|<B.

Birlik / operator ham chegaralangan bo‘ladi. Haqgigatan, u chizigli
va Iq):go(x) bo‘lgani uchun

[7¢]=] 4]
bo‘ladi va bundan " I||:1 .

Agar gon(x)—>go(x) da A@, =A@ bo'lsa, chegaralangan A
operator uzluksiz deyiladi; bu yerda va keyinchalik ham yaqinlashish
deganda biz o‘rtacha yaqinlashishni tushunamiz.
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Chegaralangan operatorning uzluksizligi juda oson isbotianadi:

| 40, - 40| 4(0 .~ )|s|4 e, ~ ol —=0.
Chizigli operatoriarning chegaralanganligi va uzluksizligi orasida
uzviy bog‘lanish bor, bu bog‘lanish quyidagi teorema bilan ifodalanadi.
Teorema. Chiziqli operatorning uzluksiz bo‘lishi uchun uning

chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
Agar A va B chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda A + B

va AB ham chegaralangan bo‘ladi, shu bilan birga

| 4+ Bl<|4l+[8]. 48] <|4]-|5] @
Hagigatan ham, uchburchak tengsizlimoa asosan
|(4+B)o]= oll=(l4]+(8])

xuddi shunga o‘xshash
|4 Bol<|4l-|Bo|<|4]-|B]-|e]-
(4) tengsizlikdan B = A4 bo‘lganda, operator darajasining normasi
uchun

! -
tengsizlik kelib chigadi. Induksiva L\dll bilaw ixtivorly natural » son
uchun ushbu

L)< 4"

{ N

tengsizlikning to‘g'ri ekanligi kelib chigadi.

Biz asosan, chizigli chegaralangan operatorlarni garaymiz.

Agar kvadrati bilan jamlanuvchi ikkita ixtiyoriy ¢(x\ va (X ( )
funksiyalar uchun

(49,0 )=(e. 4 v ) 5)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, A* operatorni A operatorga qc‘shma operator
deyiladi.

Masalan. Km“J‘K ngm y)dy Fredgolm operai<;. uchun

K'p= jK(y,x)q)(y d
d
operator go‘shma bo ladi.
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Agar K (x, y) yadro kompleks giymatlarni qabul qilsa,

K o= [K(3x)o()d

operator K¢ ga go‘shma of)erator bo‘ladi.

Operator bittadan ortiq qo‘shma operatorga ega bo‘lishi mumkin
emas. Hagiqatan, agar A operator ikkita A,” va A," qo‘shma ope-
ratorga ega bo‘lsa, u holda ikkita (p(x)zeL2 (a,b) va
l//(x)e L, a,b) funksiyalar uchun

(40,v)=(0, 4y )= (0, L)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan
( P, 4, '//_A2W):0-
Bu tenglik ixtiyoriy (D(x)ELz (a,b) funksiya uchun to‘g‘ri bo‘lgani
uchun
p=A\y-A, ¥
deb belgilab olamiz. Bunga asosan ushbu
(Al V/_Azl/jr Al '//_Az V/):!,Al V/"Az y/“=()

tenglik kelib chigadi, demak,

Awv=A,y.

Qo shma operator chizigli bo‘ladi. Haqigatan ham, agar a va b
o‘zgarmas sonlar bo‘lsa,

(Ao, ay +ba)= ((9, A*(a(//+ba)))

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan

(Ap,ay +bw)=a(Ap,y )+b(Ap, @)=
=a(p,4'y)+b(p,4"0)=(9,ad’y+b4"0).

Hozirgina isbotlangan qo‘shma operatorning yagonaligiga asosan
A" (ay+bo)=ad’y+bA w.
Bu tenglik esa, A* go‘shma operatorning chizigli operator ekanligini

bildiradi.
Qo‘shma operatorning ta’rifiga asosan quyidagi
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(4,+4,) =4+ 4;, (4,4,) =4, 4], (A4) =24
tengliklarning (A — o‘zgarmas), Xxususan A") :(A*)n ning
to‘g‘riligini ko‘rsatish giyin emas. Ravshanki, 4** = A.

Qo ‘shma operatorning normasi berilgan operatorning normasiga teng
bo‘ladi, ya'ni ﬁA *”:”A”
Hagigatan ham, (5) tenglikda go:A*l,y deb olamiz:

(4. v)=(4v. 4v) v

Bu tenglikning chap tomonini Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga
asosan baholaymiz:

4% <l 4w | l<l a4

[l

Bundan

|4 <4l
tengsizlik kelib chigadi, shuning uchun ham A*“hs”A". Endi (5)
tenglikda w=A¢@ deb olsak, [[A||SLA* tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu
ikki tengsizlikdan(J’A* =|4| tenglikka ega bo‘lamiz.

Bu paragrafda bayon qilingan fikrlar tekshirilayotgan funksiyalar
bir o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘imay, balki bir nechta erkli o‘zgaruv-
chilarning funksiyasi bo‘lib, biror sohada kvadrati bilan jamlanuvchi
bo‘lganda ham o‘zgarishsiz o‘rinli bo‘ladi.

2- §. Chegaralangan operatorli tenglamalarni ketma-ket
yaqinlashish usuli bilan yechish

A chizigli va chegaralangan operator bo‘lsin. Ushbu

(p(x)—/IA(D =f(x), f(x)eLz(a,b) (6)
tenglamani tekshiramiz. Avvalo teskari operator tushunchasini eslatib
o‘taylik.

Agar BA = I bo‘lsa, B operator A operatorga chapdan teskari
operator deyiladi. Xuddi shunga o‘xshash, AC = [ bo‘lsa, C operator
A operatorga o ‘ngdan teskari operator deb ataladi.

Agar A operator chapdan teskari B operatorga va o‘ngdan teskari
C operatorga ega bo‘lsa, u holda B =C bo‘ladi.

Hagqgigatan ham,
B - Bl = B(AC) = (BA)C = IC = C.
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B =C operator A~/ bilan belgilanadi va A operatorga teskari
operator deyiladi.

Shunday qilib, agar A~ mavjud bo‘lsa, u holda

AAT=ATA=1
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Teskari operator tushunchasi bilan ushbu

Ax=f (7)
ko‘rinishdagi operator tenglamalar yechimining mavjudlik va yagonalik
masalalari bog‘ligdir. (7) ko‘rinishdagi tenglamalarga chiziqgli algebraik
tenglamalar sistemasi, chizigli differensial va integral tenglamalar
hamda boshga chiziqli tenglamalar kiradi.

Agar A operator A~ teskari operatorga ega bo‘lsa, u holda (7)
tenglamaning yechimi

x=A1f
ko‘rinishda topiladi. Bu yechimning yagona bo‘lishini ham ko‘rsatish
giyin emas.

Endi (6) tenglamaga gaytamiz.

Agar |A|<||4| ' bo‘lsa, u holda (6) tenglama yagona
¢(x)eL,(a,b) yechimga ega bo‘ladi. Bu yechimni ¢(x) ga o‘rtacha
yaqinlashuvchi ketma-ketlikning limiti sifatida hosil qilish mumkin.

Boshlang‘ich yaginlashish uchun ozod had f(x) ni qabul gilamiz,
ya’ni ¢,(x)=f(x). Agar ¢,_,(x) yaqinlashish tuzilgan bo‘lsa, ¢, (x)

yaqinlashishni
0, (x)=/f(x)+249,., ®
formula bilan aniglaymiz, yoki
@ (X)=f(X)+AAf+A° A f+-+A"A" f=Y LA f. 9
k=0

{gon (x)} ketma-ketlikning biror limitga o‘rtacha yaqginlashishini
ko‘rsatamiz. Buning uchun ¢, (x)-¢, (x) ayirmani baholaymiz:

”§9 n(x)—¢ el (x)”:|/1”|A ¢,.—A49,, " :M”‘A((Pml —Q, )

(3) formulaga asosan

J4(e,. =0, )< V4o, -0, ]
Demak,
le. o<kl 14l o, ~.].
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Bu bahoni ¢, —¢ ayirmaga go‘llaymiz:

n-2

@, ~P,= ’ Puo=Pns |
Bu jarayonni davom ettirib, natijada ushbu
(Al e o) (10)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Endi ¢, —¢  ayirmani baholaymiz. Aniglik uchun n>m deb
hisoblaymiz. U holda

( Py~ P ) S}(:Zn:ll'(ok-¢kl”s

< Z ”¢7k _(pk—ln'

fo.~0. |-

k=m+

(10) tengsizlikka asosan -
ool o)
=24

|/1 !-”A”<1 bo‘lgani uchun

Jim o, ~o,|=0.
bu esa

o(x)=limg, (x) (11
limitning mavjudligini bildiradi.

(9) formuladan
2’1 A" f (12)

gator o‘zining ¢(x) yig md1S1ga o rtacha yaginlashishi kelib chigadi.
(11) formula bilan aniglangan (p(x) funksiyaning (6) tenglamani
ganoatlantirishini ko‘rsatish qiyin emas. Haqiqatan ham (8)
munosabatda n—o0 da limitga o‘tamiz. Uning chap qismi go(x) ga
yaginlashadi, o‘ng gismi esa, A operator chegaralangan, demak uzluksiz
bo‘igani uchun f (x)+/1 A@ ga yaqginlashadi.
Endi (12) formula bilan aniglangan (p(x) funksiyaning (6)
tenglamaning yagona yechimi ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik,
(6) tenglama yana bitta y/(x) yechimga ega bo‘lsin. U holda

o(x)=f(x)+Ade,  w(x)=f(x)+Adp.
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Bu tengliklarning biridan ikkinchisini ayirib,
w(x)=A Ao, o(x)=p(x)~y(x)
tenglikni hosil gilamiz. Bundan
loli=[A]-|4o]<|A]-|4] ||
yoki
| (1|4 ]l 4])<o.

/IHlA”<1 bo‘lgani uchun Ia)"=0 bo‘lishi zarur, demak,
w(x)=p(x).

(12) formula f (x) ga ta’sir gilayotgan gandayair operatorning
¢)(x) giymatini beradi, demak, u berilgan ( /—A 4) operatorga teskari
operatordir. Biz bu operatorni ushbu

o(x)=f(x)+AR, [, RJ:iA A

ko‘rinishda yozib olamiz.
Agar I/?, |<“ AI[_l shart bajarilsa, R, operator chegaralangan
bo‘ladi. Hagigatan ham, uchburchak tengsizligiga asosan

= m—1 m
R A< i2 47 1)
m=1
Yig‘indi ostidagi ifodaga (3) tengsizlikni qo‘llab,

|47 A<l 171

tengsizikka ega bo‘lamiz. Bunga asosan
1]

”Rﬂf“ < 1_‘/”"14” "f‘l

Bu tengsizlik R , operatorning chegaralanganligini ko‘rsatadi,
shu bilan birga

A
s
Ushbu
z//(x)—ZA*l/lzg(x) (13)

tenglama (6) tenglamaga qo ‘shma tenglama deyiladi.
“A *“:”A” bo‘lgani uchun (13) tenglama ham |l |<|| A”‘1 shart
bajarilganda ketma-ket yaginlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim
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p(0)=21"4"g

m=0

ko‘rinishga ega bo‘ladi va uni quyidagicha ifodalash mumkin
y(x)=g(x)+A(R,) g

3- §. Kompakt to‘plamlar

X metrik fazodagi M to‘plam elementlaridan tuzilgan ixtiyoriy
ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gism ketma-ketlik ajratib olish mumkin
bo‘lsa, M to‘plam X fazoda kompakt deyiladi. Agar, bundan tashqari
M yopiq to‘plam bo‘lsa, ya’'ni aytib o‘tilgan ketma-ketliklarning limiti
M ga tegishli bo‘lsa, M to‘plam o ‘zi-o ‘Zida kompakt deyiladi.

Agar X metrik fazoning har bir cheksiz qismi X ning biror
elementiga yaqinlashuvchi ketma-ketlikka ega bo‘lsa, u holda X fazo
kompakt deyiladi.

Misol uchun M:[O, l]eRl bo‘lsin. Bolsano—Veyershtrass
teoremasiga asosan o‘zi-o‘zida kompakt bo‘ladi. (0, 1) interval esa
R! da kompakt bo‘lib, o‘zi-o‘zida kompakt emas.

Umuman # o‘Ichovli Yevklid fazosidagi har ganday chegaralangan
to‘plam kompakt bo‘ladi.

C la, b] fazodagi kompaktlik belgisi. Bu belgi quyidagi ikki
tushunchaga asoslangan. fazoga tegishli bo‘lgan C [a, b]
funksiyalarning to‘plami D bo‘lsin.

Agar ixtiyoriy xe[a,b] va barcha xe[a,b] uchun 'w(x)'SM
tengsizlikni qanoatlantiruvchi o‘zgarmas M > 0 son mavjud bo‘lsa, D
to‘plam tekis chegaralangan deyiladi.

Agar ixtiyoriy £>0 uchun shunday 6 >0 son mavjud bo‘lsaki,

\x‘—x2|<é‘

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ikkita x,, x, e[a,b] va Dga
tegishli ixtiyoriy f (x) funksiya uchun

o(x,)-o(x; )<z

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, D to‘plam tekis darajada uzluksiz deyiladi.

Arsela teoremasi. C [a, b/ fazoga tegishli bo‘lgan go(x)
Sfunksiyalarning D  to‘plami kompakt bo lishi uchun bu to ‘plamning
tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
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L [a b] fazodagi kompaktlik belgisi. (p( ) [a b] bo‘lsin.
(p(x) funk31yan1 {a, b] segmentdan tashgariga nolga teng gilib davom
ettiramiz. U holda sonlar o‘qgining ixtivoriy [4, B] kesmasida quyidagi

flooax. looax

4
integrallar ma’noga ega bo‘ladi.

M. Riss teoremasi. LP/a, b] fazoga tegishli bo‘lgan  funk-
siyalarning D oilasi kompakt bo ‘lishi uchun u oilaning norma bo vicha
chegaralangan va o'‘rtacha tekis darajada uzluksiz bolishi, ya ni

ﬂgo dx<M?’;

2) O<h<5(8) bo‘lganda oilaning barcha funksiyalari
birdaniga

j\(p(x+h)——(p(x)‘de<g i

shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Arsela va M. Riss teoremalarining isboti funksional analiz kursida
bayon gilingan.

4- §. To‘la uzluksiz operatorlar

Chizigli normalangan X fazoda aniglangan, giymatlari chizigli
normalangan Y fazoda bo‘lgan chizigli A operator X fazodagi har
ganday chegaralangan to‘plamni Y fazodagi kompakt to‘plamga
akslantirsa, 4 operator to‘la uzluksiz operator deyiladi.

Funksional analiz kursida to‘la uzluksiz operatorni ikkita ope-
ratorning vig‘indisi sifatida ifodalanishi, ulardan bittasi chekli o‘lchovli
operator, ikkinchisining normasi avvaldan berilgan har qanday kichik
sondan katta bo‘imasligi isbotlangan.

Bu fikrlarni kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar sinfida
gisgacha bayon gilamiz.
Agar A operatorni ushbu

A(p——-g((p, bk)ak(x)

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, A operator aynigan yoki chekli
o Ichovli operator deyiladi, bu yerda n—chekli natural son, a, (x),
b,(x) funksiyalar (a, b) da berilgan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar.
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Shuni aytish kerakki, aynigan operator

A<P=?K(x,y)¢(y)dy

a
aynigan yadroli integral operatordan iboratdir, bunda

K (x, y):Za (x)b(»).
k=1
Agar operatorni ixtiyoriy oldindan berilgan £>0 uchun
Ap=A4,p+4,¢ (14)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa, 4 operator to ‘la uzluksiz operator
deyiladi, bu yerda 4 ¢ aynigan operator va ||A 2“<5.

To‘la uzluksiz operatorning bu ta’rifi oldingi ta’rifga teng kuchlidir,
buning isbotiga biz to‘xtalmaymiz.

To‘la uzluksiz operator uchun ikkita muhim misolni keltiramiz.

1. Fredgolm operatori to‘la uzluksiz operatordir. Bu fikrning
to‘g‘riligi 11 bob 5- § da ko‘rsatilgan.

Fredgolm operatori yadrosini aynigan yadro va kichik yadroning
yig'indisi sifatida ifodalash mumkinligidan va shu bobning 1-§ da
isbotlangan Fredgolm operatorining chegaralanganligidan kelib chigadi.

2. Agar D chekli soha bo‘isa, kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan
yadroli Fredgolm operatori

Ko=[K(x. y)o(y)dy

to‘la uzluksiz operator bo‘ladi, bu yerda

K (x, y):ﬂ;’—y), O<a<n,

n- o‘zgarmas D sohaning o‘lchovi,

]H (x, y)’SC =const.
Shunday 7>0 sonni olib,

K(x, y):L(x, y)+M(x, y)
deb belgilab olamiz, bu yerda

K(x,y), r=n,
L(x,}’)={ (0 ) r<n
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0, r=n,
M(x’y)_{K(x,y), r<n.

L va M orqali yadrolari L(x,y) va M(x,y) bo‘lgan ope-
ratorlarni belgilab olamiz. U holda K = L+M bo‘ladi.

n yetarli kichik bo‘lganda ||M||<§- bo‘ladi, bunda & — ixtiyoriy
oldindan berilgan musbat son. Hagigatan ham

zécz{jl(p—r(a)i‘dyy.

r<n

J D) gy

r<n

So‘nggi integralni baholaymiz:

jmy—)idy 2: qu)(y)l- dy 2<

r<n r<n FV

: d d
<J e

Mol =

o
r<m

Oxirgi integral soddagina hisoblanadi. Markazi x nugtada bo‘lgan
sferik koordinatalarni kiritib, S, orgali n o‘lchovli fazodagi birlik sferani
va |S ]| orqali uning sirt yuzasini belgilab olamiz. U holda

(4 Jus P
S

v 5 n—a
Endi
C2 S n—-a 2 C2 S nn_a 2
o B e ST (070 g
n-a I n—-o 5 F
Bu tengsizlikni D soha bo‘yicha integrallaymiz va natijada quyidagi
C 2| S ’7 n-o d
2 i ) X
M| dys———— o {y)d
lﬂ o] dys—— dfco () ydjra
tengsizlikni olamiz yoki Il bobning 6- § dagi ushbu
S |h n-a
jd y S‘ I
[24
4 n—-o
tengsizlikka asosan
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nH-a

Cls,|(mh) >

o

M o|<

I,

1—a

Cls [(nh)

n-o

Bundan

| 2]<

Agar 77 yetarli kichik bo‘lsa, ||MH<§ bo'ladi. L(x,y) yadro
chegaralangan, buning ustiga kvadrati bilan jamlanuvchi, L operator
Fredgolm operatoridan iborat va isbotlanganiga asosan to‘la uzluksiz

operator bo‘ladi. Uni aynigan K, va L, ||L]”<§ operatorlarning

yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin. 2, + M=K, deb belgilab olamiz.
U holda K=K, +K,, shu bilan birga K| - aynigan operator va

& o= 21+ <z [+ M) <

Shunday qilib, K operator to‘la uzluksiz operator ekan.
To‘la uzluksiz operatorlarning ayrim xossalarini eslatib o‘tamiz:
1. To'la uzluksiz operator chegaralangandir.

Faraz qilaylik, A,(p:i((p, b,)a,(x) va ”A2“<6‘ bo‘lsin.
U holda

1ol XK. b Hal+<lol

bo‘ladi.
Bu tengsizlikdan, Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan ushbu

ol S 1.1+

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlik esa, A operatorning chega-
ralanganligini bildiradi va

EDY TN

Ammo har ganday cheg_aralangan operator to‘la uzluksiz ope-
rator bo‘lavermaydi. Masalan, cheksiz o‘lchovli /, Gilbert fazosida
I @ =¢ birlik operator to'la uzluksiz operator bo‘lmaydi. Hagigatan
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ham, I operator yopiq birlik S=S(0,1) sharni o‘zini-o‘ziga aks
ettiradi, §' to‘plam esa kompakt emas. Buni isbotlash uchun §
to‘plamdan

1,={1,0,0,..}, 1,{0,1,0,.},

nuqtalar ketma-ketligini olamiz. Ravshanki, i#j bo‘lganda
”1,~—lj”=\/§, demak {li} ketma-ketlik va uning ixtiyoriy gismiy
ketma-Kketligi yaginlashuvchi bo‘lmaydi, ya’ni S —kompakt to‘plam
emas. Shunday qilib, cheksiz o‘lchamli fazoda [ to‘la uzluksiz operator
emas.

2. Aynigan operator to‘la uzluksiz bo ladi.

Hagqigatan, aynigan operatorni (14) ko‘rinishda ifodalash mumkin,
buning uchun 4 ,=0 deb hisoblash kifoyadir.

3. To‘la uzluksiz operatorga qgo‘shma operator ham to‘la uzluksiz
bo‘ladi. Haqiqatan agar

Ap= Z @, b.)a, (x)+ A,0= IK x, y)o(y)dy+ 4,0

bo‘lsa, bu yerda

y)=3a, (3,

b

A" p=[K(y,x)p(y)dy+ 4,0,

a

u holda

Bu tenglikda

b n
IK v x)p(y)dy=3 (0. a,)b(x)
i=1
bo‘lgani uchun birinchi go‘shiluvchi aynigan operator bo‘ladi va 1-§

da isbotlanganiga asosan l A ZH_

4. Chekli sondagi to‘la uzluksiz operatorlarning yigindisi ham
to‘la uzluksiz operator bo ‘ladi.

5. To‘la uzluksiz va chegaralangan operatorlarning ko ‘paytmasi
to‘la uzluksiz operator bo‘ladi.

A to‘la uzluksiz operator, B esa chegaralangan operator bo‘lsin.
AB va BA operatorlarning to‘la uzluksizligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy
musbat & sonni belgilab olib, 4¢ ni ushbu
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Ap= Z((ﬂ, (x)+4,0, |4, ||<—
ko‘rinishda 1fodalab olamlz U holda

AB(p:Z(B(p, b,)a,(x)+A4,Bep :Z(go, B'b k)a (x)+4,Bp
k=1 k=l

Bu yerda B' b , kvadrati bilan jamlanuvchi to‘la aniglangan funk-
sivalardir, yig‘indi esa aynigan operatordir:

|4, B”S||A2”'"Bl|<g~

Bulardan AB operatorning to‘la uzluksizligi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash

BA(p:i((o, b.)Ba,+BA,p
k=1

ifodadan BA operatorning to‘la uzluksizligini ko‘rsatish mumkin.

5- §. Riss—Shauder tenglamalari
Ushbu

p(x)-AAp=1(x) (15)
ko‘rinishdagi tenglamalarga Riss—Shauder tenglamalari deb aytiladi,
bu yerda A — to‘la uzluksiz operator.

Shu bobning avvalgi paragraflaridagidek f(x)eL 2[a, b] va
(p(x)eL 2[a,b], —oo<a<b<+oo deb hisoblaymiz.

Riss-—-Shauder tenglamalarini Il bob 5-§ ning 1- banddida ay-
nimagan yadroli Fredgolm tenglamasiga qo‘llanilgan usul bilan yechish
mumkin.

Ixtiyoriy R >0 sonni olib, (15) tenglamani A ning fagat |/1 |SR
doirada yotadigan qiymatlari uchun tekshiramiz.

A operatorni A=A ,+ A, ko‘rinishda yozib olamiz, bunda

\|A2H<ﬁ va A, aynigan operator

A0=3 (0. b,)a,(x)

bo‘lsin. U holda (15) tenglama

o(x)-A4p-24,p=f(x) (16)
ko‘rinishga keladi.
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Agar
l//(x):f(x)Jr;LA )
deb belgilasak, (16) tenglama

(p(x)——/lAz(pzt//(x) (17)

ko‘rinishda yoziladi. Bu tenglamaning o‘ng tomonini vagtincha ma’lum
deb, |/1|~|[A2||SR~$:% bo‘lgani uchun 2- § dagi usul bilan (17)
tenglamani yechishimiz mumkin va uning yechimi

p(x)=f(x)+AA4,0+AR,,(f+4,0)
ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda

n
k=1 gk
Ry, V/‘_‘Z/l 4Ly
k=1
Oxirgi tenglamadan (p(x) ni aniglash uchun

p(x)-A(4,+AR,, 4 )p=F(x)+AR,, f (9
tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamada 4, + AR, , 4, operator aynigan
operatordir. Hagigatan ham

R22A1¢:R2/‘LZ(¢9 bk)ak:Z((Pa bk)R21ak>
=t

ki

A1¢+1R21A1¢22((Pa ak+iz (07 RZ/Lak
k=t

=i((p, b, [ak+/1Ruak]

k+1

g k(x)zak (x)+/1R 2,0,

Ushbu

belgini kiritsak,
(A1¢+Rz,1 4 ¢)ZZ(¢a b k)gk (x)

k=1
tenglik hosil bo‘ladi.
Shunday qilib (18) tenglama quyidagi

lﬁﬁ ng y)dy=f(x)+ AR, f

aynigan yadroh mtegral tenglamadlr Bunday tenglamani yechishn*i
bilamiz. Bizga A4 operator to‘la uzluksiz bo‘lsa, unga go‘shma A
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operator ham to‘la uzluksiz bo‘lishi ma’lum. Bunga asosan (15)
tenglamaga qo‘shma bo‘lgan

w(x)-AAy=g(x) (19)

tenglama ham aynigan yadroli integral tenglama bo‘ladi.
Riss—Shauder tenglamalari uchun Fredgolmning barcha teore-
malari o‘rinlidir. Biz bu teoremalarning isbotiga to‘xtalmaymiz, chunki
bularning isboti I bobdagi mulohazalarni so‘zma-so‘z takrorlashdan
iborat bo‘lib qoladi.
Fagat biz quyida eslatib o‘tilgan mulohazalarga asoslangan
faktlarni keltiramiz:

1. |/1|§”A||vI doirada (15) tenglamaning yechimi ning analitik
funksiyasidan iborat bo‘ladi.

2. Ixtivoriy A uchun (15) tenglamani ekvivalent algebraik sistemaga
keltirish mumkin.

3. Qo‘shma (15) va (19) tenglamalarni qo‘shma algebraik
sistemalarga keltirish mumkin.
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YV BOB. SIMMETRIK YADROLI INTEGRAL
TENGLAMALAR

1- §. Simmetrik yadrolar

Agar haqiqiy K(x,y) yadro berilgan sohada x va y ning barcha

giymatlari uchun
K(x,y):K(y,x)

tenglikni ganoatlantirsa, bu yadro simmetrik yadro deyiladi.
Agar K(x,y) yadro kompleks funksiya bo‘lsa,

K(x,y):K*(x,y)zK(x,y)
tenglik bajarilganda simmetrik yadro deb ataladi.
Demak, har ikki holda ham yadro o‘zining qo‘shmasiga teng
bo‘lsa, simmetrik yadro deb aytilar ekan.
Simmetrik yadroli

Ko= [K(x1)o(y)d

a
Fredgolm operatori simmetrik operator deyiladi.
Agar K operator simmetrik bo‘lsa, ravshanki, K = K~ bo‘ladi.
Qo‘shma operatorning ta’rifiga asosan, simmetrik operator uchun

(Ko, v)=(p, Ky) (1)

tenglik o‘rinli bo‘lishi ravshan.

Agar integral tenglamaning yadrosi simmetrik bo ‘lsa, simmetrik yadroli
integral tenglama, yoki qisqacha simmetrik integral tenglama deb ataladi.

Biz bu bobda asosan, kvadrati bilan jamlanuvchi haqigiy yad-
rolarni tekshiramiz. Haqigiy qiymatlar qabul giladigan yadrolarni
tekshirsak ham keyingi mulohazalarmizning ko‘p gismi kompleks
giymatlar gabul giluvchi yadrolar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

Agar K (x, y) simmetrik yadro bo‘lsa, iteratsiyalangan K, (x, y)
yadrolar ham simmetrik bo‘ladi. Hagigatan ham Il bob 2- § dan bizga
ma’lumki,

o>

K(x,t )K(1,.0,)..K(t,_,y)dt..dt, |

Bundan

K(y.t)K(1,.1,).. K (¢,,x)dt..dt,
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K ( y) yadro s1mmetr1k bo‘lgani uchun oldingi tenglikni ushbu

I IK X,1,,) 8K (1, y)de..dt,,

ko‘rinishda yozib olamlz. Endi #,,....¢,_, larni ¢,_,,...,1, orqali belgilab
olsak, K, (y,x) =K, (x,y) tenglik kelib chigadi.
Ushbu

K'p= be,,(x,y)cD(y)dy

a
simmetrik operator uchun (1) ayniyat o‘rinli bo‘ladi, bu holda ayniyat
quyidagi ko‘rinishda yoziladi

(K"p.w)=(p. K'w); n=12,... @)

Teorema. Agar ¢,(x) va @,(x) funksiyalar K (x,y) simmetrik
yadroning bir-biridan farqli bo‘lgan A, va A, xos sonlarga mos xos
Sunksiyalari bolsa, u holda bu funksiyalar o ‘zaro ortogonal bo‘ladi, ya'ni

jrpl(X)co x)dx =

a
Xos funksiyalarning ta’rifiga asosan

:a?K(x,y)wi(y>dy,

o, (x)=4, IK X,y Yp. (v)dy.

Bularni e’tiborga olib, quyldagl tenglikni hosil gilamiz:

(01:@2 .[% x)@z dx:%?(”z(x)dxl]]((xay)@(y)dy:
? dyl]K(x,y)(pz(x)dx,
bo

‘Igani uchun

K(xy)=K(y.x)
IK xy)gpz( x—IK y,x)(p2 /12 (y)

Demak
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((pl’ ¢2):%(¢17 %) yoki (1_%)(%9 %):O.

Bundan A, # A, bo‘lgani sababli
(¢1 ) ¢2) =0.

Bu teoremadan o‘z navbatida simmetrik yadroning xos sonlari
hagqiqiy sonlardan iborat bo‘lishi kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, A xos son va unga mos bo‘lgan (p(x) xos funksiya
kompleks bo‘lsin:

A=A +id,, o(x)=0 (x)+ip,(x),
b

o(x)= 2 [K (x.)0(y)dy.

a
Bu tenglikda go‘shma migdorlarga o‘tib,
b

¢(x) =2 K (x,y)p(v)dy

a J—
tenglikni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikdan darhol A xos son, unga
mos (/J(x) xos funksiya ekanligi kelib chigadi.
Agar A, #0 bo‘lsa, isbotlanganga asosan

o (ip(x)as = [[o7 (x)+ 02 (<) =0,

Bundan (D(X) funksiyaning aynan nolga teng ekanligi kelib chigadi,
xos funksiyaning ta’rifiga asosan bunday bo‘lishi mumkin emas. Demak,
A, =0, ya’ni 4 — hagqiqiy son.

Xos funksiyalarni normalangan qilib olish mumkin, buning uchun
ularning har birini o‘zining normasiga bo‘lish kifoyadir. Agar bitta
xo0s songa bir nechta xos funksiyalar mos kelsa, ularni ortogo-
nallashtirish jarayonini qo‘llab, o‘zaro ortogonal va normalangan qilib
olish mumkin.

Turli xos sonlarga mos keluvchi xos funksiyalar isbotlanganiga
asosan ortogonal bo‘ladi. Bundan muhim xulosa kelib chigadi.

Simmetrik yadro xos funksiyalarining ketma-ketligini ortonormal
qilib olish mumkin.

Xos sonlar ketma-ketligini yozib olganimizda ularning har biriga
bir nechta chizigli bog‘liq bo‘lmagan xos funksiyalar mos kelsa,
ularning har biri shuncha marta qaytariladi deb shartlashib olamiz. U
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holda, har bir xos songa bitta xos funksiya mos keladi deb hisoblashimiz
mumkin. Shu bilan birga xos sonlar orasida ozaro tenglari ham bo‘lishi
mumkin. Xos sonlarni ular absolyut giymatlarining o‘sishi bo‘yicha
nomerlab olamiz. Shunday qilib, agar

Ay Agsin Ay

biror simmetrik yadroning xos sonlar ketma-ketligi bo‘lib, ularga mos
xos funksiyalar ketma-ketligi

2, (x), 0,(x), o 9, (%), ...
ya'ni
¢’7 (X) - ﬂ”K¢” = O

bo‘lsa, u holda

((p,, ‘/’f):{l(,)’ i# ],

i=J
va
Al <|A| <. <4, <
bo‘ladi.
Agar xos sonlar cheksiz bo‘lsa, bizga ma’lumki, limA4 =
bo‘ladi. e

2- §. Simmetrik yadro xos sonining mavjudligi

Lemma. [lkkinchi iteratsiyalangan yadro xos sonlarining to ‘plami
birinchi yadro xos sonlari kvadratlarining to ‘plami bilan ustma-ust
tushadi.

K (x, y) yadroning xos soni A, va bunga mos xos funksiyasi
®, (x) bo‘lsin, ya’ni

@, (x)=2,Kg,.

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ¢, o‘rniga unga teng bo‘lgan 4 K¢,
ni qo‘yamiz:

0, (x)=2,K ¢,
yoki

00(5)= 22 K, (x.)00 ()b
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Bu tenglikdan 2,02 son K, (x,y) yadroning xos soni, (po(x) esa
unga mos xos funksiya ekanligi kelib chigadi.
Endi g, son ikkinchi iteratsiyalangan K, (x, y) yadroning xos
soni, ¢, (x) funksiya unga mos xos funksiyasi bo‘isin. U holda

Dy (x) = ,uoK2¢0>
yoki

2
(7-1,K*)p, =0. 3)
Bizga ma’lumki, K operatorni oddiy qoidaga binoan qo‘shish va
ko‘paytirish mumkin, shuning uchun ham (3) tenglikni

(1+ /uoK)(I_\/EK)@) =0 @

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

(1=K ) o, = (x) )
deb belgilab olamiz.

Agar l//(x) =0 bo‘lsa, (5) tenglikdan /z, son K(x,y)
yadroning xos soni, ¢, (x) esa bu songa mos xos funksiyasi bo‘ladi.
Bu holda lemma isbotlandi. Agar t//(x) # 0 bo‘lsa, (4) tenglama

(1+ ,uoK)t//:O

ko‘rinishda yoziladi. Bundan —\/,LTO ning K (x, y) yadroning xos soni,
l//(x) esa unga mos xos funksiyasi ekanligi kelib chigadi. Bu holda
ham lemma isbot bo‘ldi. Isbotlangan lemma simmetrik bo‘lmagan yadro
uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

Izoh. Ixtiyoriy n uchun - iteratsiyalangan yadro xos sonlarining
to‘plami birinchi yadro xos sonlari n- darajalari to‘plami bilan ustma-
ust tushishini isbotlash qiyin emas.

Lemmadan quyidagi natija kelib chiqgadi:

Agar K (x, y) yadro simmetrik bo‘lsa, ikkinchi iteratsiyalangan
yadro xos sonlari musbat bo‘ladi. Bu natijaning to‘g‘riligi simmetrik yadro
xos sonlarining haqigiy ekanligidan va lemmadan darhol kelib chigadi.

Xos sonning mavjudligi haqidagi teorema. Aynan nolga teng
bo ‘Imagan har bir simmetrik yadro kamida bitta xos songa ega bo ‘ladi.

Biz Kz(x, y) yadroning kamida bitta xos songa ega bo‘lishini
isbotlaymiz, u holda lemmaga asosan K (x, y) yadro ham xos songa
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ega bo‘ladi. A tekislikda ixtiyoriy musbat g sonni olamiz, bu son
shunday xossaga ega bo‘lsinki, < u doirada K, (x, y) yadroning
xos sonlari bo‘Imasin. Ixtiyoriy ¢{x ) # 0 funksiyani olamiz va yangi

f(x)=0(x)-uK p=0(x uIK x,y)p(y)dy ©)

funksiyani tuzamiz. f(x)¢ 0 bo‘ladi, aks holda x4 son K, (x,y)
yadroning xos soni bo‘lib qoladi. f(x) ni ma’lum funksiya deb
hisoblab, (6) tenglamani go(x) funksiyaga nisbatan integral tenglama
deb garashimiz mumkin.

K, (x, y) yadroning rezolventasini R, (x, V; ,u) orqali belgilab,
bu tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda topamiz:

o(x)=f(x)+ ﬂ}:[Rz (. p5) f ().

Bu tenglikni f (x) ga skalyar ako‘paytiramiz:

Y=+ 2 [ R (o) £(0) £ (x) ey )

Endi (7) formulaning o‘ng tomonidagi integralning manfiy
emasligini ko‘rsatamiz. Shu magsadda avvalo, K (x y) yadroning
W < u doirada xos sonlarining yo‘qligini e’tiborga olsak, shu doirada
R (x V; ) rezolventa I bob 5- § da aytilgan ma’noda A ning
anahtlk funksiyasi bo‘ladi, ya’ni kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy
I (x) va g(x) funksiyalar uchun ikki karrali

l]‘l]RZ (x’y;ﬂ')f(y)g(X)dxdy

integral |/1| < p doirada analitik bo‘ladi. Xususiy holda,

[]l]‘R2 (%,234) f(¥) f (x)dxdy

integral ham aytib o‘tilgan doirada analitik bo‘ladi, demak u A
bo‘yicha darajali gatorga yoyiladi.

j IR X, ;) f (¥) f(x)dxdy = Za/l’l 8)
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Bu yerda A = y desak,

J‘J‘Rz(x,y;ﬂ)f(y)f(x')dxdy—_—iai‘ui—l o)

tenglik hosil bo‘ladi. (8) tenglikdagi integralning manfiy emasligini
ko‘rsatish uchun «, >0 tengsizlikni isbotlash yetarlidir.

(8) yoki (9) qatorning ¢, koeffitsientlarini topish giyin emas.
Moduli bo‘yicha kichik A larda R, (x, y;/i) rezolventa iteratsiyalangan
yadrolar bo‘yicha gatorga yoyiladi. K, (x, y) yadroning iteratsiyalangan
yadrosi Kzi(x, y) bo‘lgani uchun

Rz(x,y;/i):z/ii“ll{zi(x,y). (10)
i=1
A ning kichik giymatlarida (10) qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi
f ( y) funksiyaga ko‘paytirib, hadlab mtegrallash mumkin, ya'ni

JRZ X,y A) f(y)dy = Z?L' IJKZI xy)f (v )dy.

a
Bu tenglikni f ( y) funksiyaga skalyar ko‘paytiramiz:
bb

[[R,(x.332) £ () f (x)dxdly =

- 2 z,ij (2, 9)f () f (x)dxdy.

a
Bundan darhol (8) gator bilan solishtirib, «; koeffitsientlarning
giymatlarini topamiz:

a, = _[I]Kzl. (x,3)f(¥) f(x)dxdy

K f = [K,(x.9) f()dy

belgilashga asosan, «, quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

a,=(K*/.1)=(K'(K').f).

(2) formulaga asosan,
=(k'7.K' )= 1] 20
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Endi (7) ifoda

(0.1) =11+ 2 s o

ko‘rinishga keladi. (11) formuladan (¢, /') > 0 tengsizlik kelib chigadi.
(6) tenglamaga qaytib, uning har ikki tomonini chapdan go(x)
ga skalyar ko‘paytiramiz:
2
(0./)=(0.0) - (0. K’0).
(1) ayniyatga ko‘ra

(2.K°0)=(0.K (K0)) =(Kp.Kp)=[Ke]"
Demak,

(0.1) =]l - u|Kel"- (12)

(@, /) > 0 bolgani uchun (12) ifoda musbat boladi. Bundan, ixtiyoriy
kvadrati bilan jamlanuvchi (p(x) funksiya uchun

1
|Ko|< ‘\/TH(P“ (13)

tengsizlik hosil bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, (13) tengsizlikda 4 shunday sonki,
doirada K, (x, y) yadroning xos sonlari yo‘q.

Endi faraz qgilamiz, K, (x, y) vadroning birorta ham xos soni
bo‘lmasin. Bu holda g sonni yetarli katta qilib olish mumkin; uning
ustiga g/ —> oo deb hisoblash mumkin. (13) tengsizlikda g — oo da
limitga o‘tib, ||K§0” <0 tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan K¢ =0,
ya’'ni

A|S,u

j:[((x,y)(p(y)dy=0. (14)

Bu holda K (x, y) = ( bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas. Hagigatan ham,
x sonni ixtiyoriy ravishda shunday belgilab olamizki, x ning bu giymatida

[]Kz(x,y)dy

integral mavjud bo‘lsin. x riluqta belgilab olinganligi sababli K (y, x)
yadro faqgat y ning funksiyasi bo‘ladi. qo( y) funksiya sifatida K (y, x) =
=K (x, y) ni olamiz. Bu funksiya x nugtaning tanlanganligi tufayli
kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi. U holda (14) tenglikdan deyarli
barcha x e(a,b) lar uchun
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I]Kz (x,y)dy =0

bo‘ladi, demak, K(x,yjz 0.

Shunday qilib, agar K (x, y) yadro birorta ham xos songa ega
bo‘lmasa, u holda K (x, yz) yadro aynan nolga teng bo‘lar ekan.
Demak, K (x, y) yadro aynan nolga teng bo‘lmasa, K, (x, y) yadro
kamida bitta xos songa ega bo‘ladi. U holda lemmaga asosan K (x, y)
yadro ham kamida bitta xos songa ega bo‘ladi. Shu bilan teorema
isbot bo‘ldi.

Endi (13) tengsizlikka qaytamiz. Agar K, (x, y) yadroning doi-
rada |/1|S 4 xos sonlari bo‘lmasa, boshgacha aytganda, agar g bu
yadroning eng kichik xos sonidan Kichik bo‘lsa, (13) tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi. K (x, y) yadroning moduli bo‘yicha eng kichik xos soni A,
bo‘lsin, u holda K, (x,y) yadroning eng kichik xos soni 212 bo‘ladi.
Agar ,u</112 bo‘lsa, (13) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikda
4 —> A da limitga o‘tib, muhim

1
Ikel<lel 15)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikda tenglikka ham erishiladi.
Buning uchun K (x, y) yadroning A, xos soniga mos xos funksiyasi

o, (x) bo‘lsa, (p(x) =@, (x) deb olish kifoyadir. Hagigatan ham, bu

| 1
holda ¢,(x)=AKg,, bundan K¢ =—¢ (x) va [Ko| =m||¢71||.
1
Yugorida aytilganlardan, Fredgolm operatorining moduli bo‘yicha
eng kichik xos soni 4, bo‘lsa, bu operatorning normasi "K " = m ekanligi

kelib chigadi.

3- §. Gilbert—Shmidt teoremasi

Simmetrik K (x, y) yadroni tekshiramiz. Bu yadroning bitta A,
X0s soni va unga mos bitta chizigli bog‘lig bo‘lmagan normalangan
0 (x) xos funksiyasi bo‘lsin. U holda

1
K (x,y)EZ(A(x)(ﬂl(y) (16)
bo‘ladi. Hagigatan ham, ushbu
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K(])(x,y) =K(X,y)—%¢1 (x)e(»)

simmetrik yadroni garaymiz va bu yadroning noldan fargli bo‘lgan
birorta ham xos soni yo‘gligini, shu sababli K 9 (x, y) =0 ekanligini
_ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz. K " (x, y) yadroning xos funksiyasi
(x) £0 bo'lsin. U holda

A K (5ol -

=2 [K(x»)(») dy——w, fco Yo (y)dy )

(17) tenglikning har ikki tomonini (pl( ) funks1yaga ko‘paytirib, x
bo‘yicha a dan b gacha integrallaymiz:

I(p x)gol a’x— J‘{/IJ.K x,y (y)dy}(al(x)dx—-
—Z{f(p(y)(pl(y)dy [l (x) . (18)

K (x, y) yadroning simmetrik yadro ekanligini va ¢, (x) funksiya bu
yadroning xos funksiyasi bo‘lgani uchun
b

[K (290 (y)dy =%¢, (x)

tenglik o‘rinli bo‘lisahini e’tiborga olib, (18) tenglikning o‘ng tomonidagi
birinchi qo‘shiluvchini quyidagi ko‘rinishda yozishimiz mumkin:

b IJIK(W)@(-V)dy}%(X)de IIK(X’J’)?’l(x)dx}U(y)dy:

apa apa

bl b

= a JK(y,x)(pl (x)dx}w(y)dy Z%Z[% ()’)(P(y)dy.

b Bunga asosan, (pl( ) ning normalangan xos funksiya, ya’ni
Iqol dx 1 ekanligi sababli, (18) tenglikdan

Icv(xm (x)ex =0 (19
tenglik kelib chigadi. U holda (17) tenglikdan
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= AI].K(x,y)(o(y dy

Shunday qilib, go?x% funisiya K (x, y) yadroning xos funksiyasi

bo‘lib chiqdi, lekin ¢,{x) yagona xos funksiya bo‘lgani uchun q)(x)

funksiya ¢, (x) ga proporsional bo‘ladi, bu esa, (19) tenghkka garama-

garshidir. Demak, bizning farazimiz noto‘g‘ri va K )(x y) 0.
Endi K (x, y) simmetrik yadroning

Y (20)

@ (x),0,(x)sees 0, (), Q1)

xos funksiyalarining sistemasi ma’lum bo‘lsin.
Xos funksiyalarni ortonormal, xos sonlarni esa, absolyut giymat-
larining o‘sishi bo‘yicha joylashgan deb hisoblaymiz, ya’ni

|4 <|4,| <. <4, <

x0s sonlari va

Yangi
n SQA\X)o\y
K )(x,y)zK(x,y)—;% 22)
yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro ;mmetrik.l
Ushbu 11

n+1> "n+29°

Do (x),¢n+2 (x),...

ketma-ketliklar K" (x, y) yadroning xos sonlari va bularga mos /1m
xos funksiyalarining sistemasini tashkil qiladi.

Haqgigatan ham, (20) va (21) ketma-ketliklardan bir-biriga mos
A, va @, (x) niolib, m>n deb hisoblab,

5(x)=9,(x)-4, _[K %), (¥)dy @)
ifodani tuzamiz. (23) da K% (x, y) o‘miga uning (22) giymatini qo‘yamiz:

5(x)- w,n<x>—zm?K<x,y>¢m<y>dy :

+A Z(P‘

(v)e.(v)dy.

i
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A, va @, (x) lar K (x, y) yvadroning xos soni va xos funksiyasi
bo‘lgani sababli avvalgi tenglikdagi kvadrat qavs ichidagi ifoda nolga
teng bo‘ladi. Xos funksiyalarning ortogonalligidan

Igp y ((pm,(oi):O, m#i
tenglik kelib ch1qad1. Demak, & (x) =0, yoki

¢, (x)- lm,}fK (x.) ¢,(y)dy=0.

Shunday qilib, m >n bo‘lganda 4 va ¢, (x) lar K(")(x,y)
yadroning xos sonlari va xos funksiyalaridan iborat ekan.

Endi teskarisini isbotlaymiz, agar K (n) (x, y) yadroning Xos soni
va unga mos xos funksiyasini olsak, m >n bo‘lganda ular (20) va
(21) ketma-ketliklar orasidan topiladi.

K (")(x, y) yadroning bir-biriga mos xos soni va xos funksiyasi
M va y/(x) bo‘lsin. U holda
b

v(x) —,uJK(") (x, )y (y)dv=0.
K( )(x y) 0 rniga uning (22) ifodasini qo yamlz

—ufK(x,y)u( dy+uz .jt// v, (y)dy=0

yoki y(x)— Ky +p), WT(p)w (x)=0. (24)
i=1 i

Bu tenglikning har ikki tomonini ¢, (x) (1<k<n) ga skalyar
ko‘paytiramiz:
A

1

(v.0,) - (Ky, )+ 1), (.0, )=0. (5
i=1

(1) ayniyatga va
O (x) -A4Kp, =0

tenglikka asosan

(Ky, ¢,)=(v,Ko,)= [V/, Z’:j ;k(w,(/)k).

(pl.(x) funksiyalar ortogonal va normalangan bo‘lgani uchun
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z":(t//;vcoi 0, 0,)= (t//,cok)

Shunday qilib, (25) tenglamadagi 1kk1nch1 va uchinchi qo‘shi-
luvchilar o‘zaro gisgarib ketadi va natijada

(v,9.)=0, k=12,...n (26)
tenglik hosil bo‘ladi. Bunga asosan, (24) tenglama
v(x)—puKy =0

ko‘rinishda yoziladi. Bu tenglikdan £ va l//(x) lar K (x, y) yadroning
xos soni va xos funksivasi ekanligi kelib chigadi, shunday ekan ular
(20) va (21) ketma-ketliklarning ichida bor bo‘ladi. Lekin (26) tenglikka
asosan l,u(x) funksiya barcha ¢, (x), i=1,2,...,n funksiyalarga
ortogonal, bu holda esa, y/(,x) funksiya (21) ketma-ketlikning indeksi
m > n bo‘lgan biror funksiyasi bilan ustma-ust tushadi.

Yugqorida bayon qilinganlarga asosan quyidagi xulosa kelib chigadi.

Agar K (x, y) yadro n dan ko ‘p xos sonlarga ega bolsa, K (")(x, )
yadroning moduli bo ‘yicha eng kichik xos soni A, boladi.

Endi berilgan yadroning xos sonlari A,4,,... /1n chekli bo‘lgan

xususiy holni tekshiramiz. Bu holda K" (n) ( X, y) yadro birorta ham xos
songa ega ‘bo‘lmaydi. Xos son mavjudligi hagidagi teoremaga asosan,

yoki K (x y)=0,

(x,) Z AG . 27)

(27) formula K (x, y) yadronmg aymgan yadro ekanligini ko‘rsatadi.
Bizga ma’lumki, har ganday aynigan yadro fagat chekli sondagi xos sonlarga
ega bo‘ladi. Demak, kvadrati bilan jamlanuvchi simmetrik yadro xos sonlari
va xos funksiyalari sistemasi chekli bo lishi uchun bu yadroning aynigan yadro
bo flishi zarur va yetarlidir. Bu holda yadroni (27) ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Biz haqiqgiy simmetrik yadrolarni tekshiryapmiz, agar yadro kompleks
giymatlarni gabul qgilsa, (27) formula quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

)C y) Z¢’1¢t

Yana bir muhim xulosani aytlb 0 tamlz Kvadrati bilan jamlanuvchi
go(x) funksiya ganday bo‘lmasin

lim

H—ox

K"g|=0 (28)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
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Agar K (x, y) aynigan yadro bo‘lsa, yetarli katta # uchun
K" (x,y)=0 va K"\p=0 bo‘ladi. Demak, bu holda (28) tenglikning
bajarilishi ravshan. Agar K (x, y) aynigan yadro bo‘lmasa, 4 ,, son
K" (x, y) yadroning moduli bo‘yicha eng kichik xos soni bo‘ladi.
(15) tengsizlikka asosan,

2

1
< ——oll.
l } P ' "90”

-0,

n—o

Bundan n— oo da %—»0 bo‘lgani uchun "K(")(p

n+l
Gilbert—Shmidt teoremasi. K (x,y) simmetrik yadro va h(x)
asosiy [a, b] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya
bo‘Isin. U holda

f(x)=Kh= []K (. ) (v)dy (29)

a
Sfunksiya K (x,y) yadro xos funksiyalari bo‘yicha o‘rtacha yagin-
lashuvchi Furye qatoriga yoyiladi.

(29) formula bilan ifodalangan funksiyalarni ko‘pincha yadro
orgali ifodalanuvchi funksiyalar deyiladi. Aslini olganda bunday
funksiyalar K operatorning qiymatlaridan iboratdir.

Eslatib o‘tamiz, simmetrik yadroning xos funksiyalarini hammavagqt
ortonormal qilib olish mumkin. Shuning uchun ham teoremadagi qator
ortonormal xos funksiyalar bo‘yicha Furye qatoridan iborat bo‘ladi.

Teoremani isbotlash uchun K (x, y) yadro xos funksiyalarining
ketma-ketligi bo‘yicha h( y) funksiyaning Furye qatorini tuzamiz:

h(y)~ X he,(»), h=(heo,).
n=I|

Bessel tengsizligiga asosan

2

h

n=|
gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi ma’lum.

Endi f (x) funksiyaning Furye qatorini tuzamiz:

f(x)~ i_,fn% (x) (30)

va uning koeffitsientlarini hisoblaymiz. f, = ( 1, qon) tenglikka egamiz.
Lekin, f (x) = Kh bo‘lgani uchun
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I S, =(Kh,0,)=(h. Kp,).
Ko :2—% (x) tenglikka asosan

/= (h ,)=

Shunday qilib, (30) qator

Z::,}—co(X) 31)

n

ko‘rinishda yoziladi.

h(x) funksiya asosiy oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lgani
uchun bizga 11 bob 5- § dan ma’lumki, shu oraligda f (x) funksiva
ham kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi. Bu holda uning Furye qatori
o‘rtacha yaginlashadi. Bu qatorning yig‘indisi f (x) ga teng bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Ushbu

2/
:Z_f(/’k(x)
k=1 %
belgilashni kiritamiz. U holda
nog
f(x)-w, IK (x,y h()’)d’)f*ZZ—" o, (x). 3
k=t vy

h, koeffitsientning

hk:jh(y) o \y)dy

giymatini e’tiborga olsak, (33) tenglik quvidagicha yoziladi

b
(0
f(x)-o,(x =IK x,y) h(y)dy - 2 e Jh ¥) o, (»)dy
k
@, (x) yig‘indi chekh bo‘lgani uchun y1g ‘indi va integral tartibini

almashtirish mumkin. Shu sababli va (22) ga asosan, avvalgi tenglik
ushbu

b
f(x)—a)n(x)z IK” (X,y)h(y)dyzK(n)h
ko‘rinishda yoziladi. (28) tenglikka ko‘ra

|7 - e, () =[x

h—0

n—0
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Bundan

f(X)=gz—';<Pn(x)

Gilbert—Shmidt teoremasi isbot bo‘ldi.

Shunday qilib, bu teoremaga asosan simmetrik yadro orqali
ifodalangan ixtiyoriy funksiya bu yadroning xos funksiyalari orgali Furye
gatoriga yoyiladi, shu bilan birga umumiy holda hosil bo‘lgan gator
o‘rtacha yaginlashadi.

Tabiiy savol tugiladi, ganday shartlar bajarilganda (31) qator
fagat o‘rtacha yaqginlashuvchi bo‘lmay, balki absolyut va tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi? Bu savolga javob berishdan avval quyidagi
tengsizlikni isbotlaymiz.

Simmetrik K (x, y) yadro Il bobdagi (65) shartni ganoatlantirsin,
A.6a @, (x), n=12,... bu yadroning xos sonlari va bularga mos
ortonormal xos funksiyalari bo‘lsin. U holda ushbu

w 2
D 2.(x) <N 33
e 22 ( )
tengsizlik o‘rinli bo ‘ladi.
K(x,y) vadro tayin x da y ning kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyasi bo‘ladi. Bu funksiyaga {gon (x)i ortonormal sistema bo‘yicha
uning Furye gatorini mos qilib go‘yamiz:

2%

Bu gatorning koefﬁtsmntlanm hnsoblaymlz

)= K (s3)o. ()b =-0(5).

Shunday qilib, K(x,y) yadroga uning Xos funksiyalari bo‘yicha
Furye gatori mos qilib qo‘yiladi:

K(xy)~ Z(p (34)

)‘l

(34) qator K (x, y) yadroning blchlzlqll gatori deyiladi.
Endi Bessel tengsizligiga asosan

Z(p” IK xy)a’y<N

n=1
tengsizlikni hosil qllamlz
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Izoh. (33) gatorning hadlari musbat, uni hadlab integrallash
mumkin. (33) tengsizlikni a dan b gacha 1ntegra1]aymlz va @, (x)
funksiyalarning normalanganligini hamda M?* =N (b a) tenglikni
¢’tiborga olib,

2
Z; <M (35)
tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Biz keyinchalik (35) formulada hamma vaqt tenglik belgisi bo‘li-

shini ko‘rsatamiz. Yana shu narsani ta’kidlab o‘tamizki, agar yadro
simmetrik bo‘imasa, u holda

5 <
n=l /1”
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu terllgsilzlik I. Shur tengsizligi deb ataladi.
Endi quyidagi teoremani isbotlash giyin emas.
Teorema. Agar simmetrik yadro Il bobdagi (65) shartni qanoat-
lantirsa, (31) Gilbert—Shmidt qatori absolyut va tekis yaginlashadi.
(31) gatorning qoldig‘ini baholaymiz. Buning uchun ushbu

IZakbklz < Z‘ak|22|bk|2

Koshi tengsizligidan foydalanamiz. Bu tengsizlik

Z(‘C’kM_V’kl)z

kvadrat uchhad haqiqiy o‘zgaruvchi A ning ixtiyoriy qiymatida manfiy
emasligidan kelib chigadi.
_|ou(x)
A

b, =

ja.|=
k
deb belgilab olsak, quyidagi tengsizlikka ega bo‘lamiz:
2
ntp ) (Dk (x)
k
A

{2 } R AL IR IR it

k=n+1

k

(33) tengsizlikka asosan

S (x| <IN S
k=n+1 ﬂ’k k=n+l

Bu tengsizlikning o‘ng tomonida yaginlashuvchi sonli gatorning
goldig‘i turipti, shuning uchun ham yetarli katta » uchun chap to-
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mondagi yig‘indi x ga bog‘lig bo‘lmagan holda yetarlicha kichik bo‘-
ladi. Bundan Gilbert—Shmidt qatorining absolyut va tekis yaqinlashishi
kelib chigadi.

4- §. Bichizigli gator

1. Simmetrik yadro uchun bichizigli qator. Bichizigli

i ,(x)e, ()
n=l| j’
gator avvalgi paragrafda kiritilgan bo‘llb bundagi {ln} va {% (x)}
ketma-ketliklar K (x y) simmetrik yadroning xos sonlari va xos
funksiyalarining sistemasi edi.
Eslatib o‘tamiz, bichizigli gator K(x,y) yadroning {% (x)}
ortonormal sistemalar bo‘yicha Furye qatori sifatida hosil gilingan edi.
Bichiziqli (36) gator asosiy kvadratda o‘rtacha yaginlashadi va
uning yig‘indisi berilgan K (x, y) simmetrik yadroga teng bo‘ladi.
Bizga ma’lumki,

o (x)o (v), k=12,.. (37)
funksiyalar sistemasi asosiy kvadratda ortonormal bo‘ladi. K (x, y)
yadroga (37) funksiyalar bo‘yicha uning Furye qatorini mos gilib
go‘yamiz:

(36)

(x,») ZAn(ﬂn (x)e,(»).

Bu gatorning koeffitsientlarini hlsoblaymlz

An:(K( y),0,(x J.J.K X)) )(p( )dxdy =

- }]g,,n (x)dx jK (x. 3}, (v)dy

®, (x) funksiya K (x, y) yadroning xos funksiyasi bo‘lgani uchun
avvalgi tenglikdagi ichki integral 1}_(0 (x)ga teng bo‘ladi. Bunga asosan

A _—_[q)n d‘x__lwn Al
K(x,y)~ z“’ )9
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Bichizigli gator K (x, y) yadroning (37) funksiyalar bo‘yicha
Furye qatoridan iborat ekanligi kelib chigdi. Har qanday Furye qatori
mos sohada o‘rtacha yaqinlashuvchi bo‘lgani sababli, tekshirilayotgan
holda asosiy kvadratda o‘rtacha yaginlashuvchi va uning yig‘indisi shu
kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi.

Endi ushbu

s 2,(¥), (7)
L(xy)=K(xy)-2 ==
n=l1
yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro asosiy kvandratda kvadrati bilan
jamlanuvchi bo‘ladi. L(x,y) yadro xos sonlarga ega emasligini
ko‘rsatamiz. Shu magsadda bir jinsli

b
w(x)—lIL(x,y)w(y)dy=O, (38)

yoki “
w(x) AKy/Jr/ljZ ( y)dv=0 (39

a h=l

integral tenglamani tekshiramiz. (39) tenglikdagi gatorni hadlab
integrallash mumkinligini isbotlash giyin emas. Hagigatan ham, deyarli
barcha x € (a, b) lar uchun

IKZ (x,y)dy

integral mavjud va bu x lar uchun (33) tengsizlikni isbotlaganda (36)
qator y ning funksiyasi sifatida garalgan K (x, y) yadroning { @, ( y)
funksiyalar bo‘yicha Furye qatoridan iboratligini ko‘rsatdik. Bunday
qator y bo‘yicha o‘rtacha yaqinlashadi va bizga ma’lumki, bu gatorni
avval kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiyaga ko‘paytirgandan
so‘ng hadlab integrallash mumkin. Biz tekshirayotgan holda bunday
funksiya t//( y) dan iborat.
(39) tenglamada hadlab integrallashni bajarib,

W ?,
w(x)- /1Kt//+/7,z ﬂ ) L (x)=0 (40)
tenglamani hosil qgilamiz. Gllbert Shmlat teoremasiga asosan
‘// ?,
Ky = Z )
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(40) tenglamadan darhol l//(x) =0 ekanligi kelib chigadi. Shunday
gilib, (38) tenglama ixtiyoriy A uchun faqat trivial yechimga ega
bo‘ladi, bu degan so‘z L(x, y) yadro xos sonlarga ega emas. Xos
sonning mavjudligi haqidagi teoremaga asosan L(x, y) =0 va, demak,

K(WPEM- @1

n=1 n
Shu bilan yuqorida bayon qilingan fikr isbot bo‘ldi. (41) tenglikni
K (x, y) ga ko‘paytirib asosiy kvadrat bo‘yicha integrallasak, ushbu

o b b
> = [ K2 (o, ey = 117 “2)

formula hosil bo‘ladi.
Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. (@, (x); — ortonormal funksiyalar sistemasi va {/In}
shunday haqiqiy sonlar ketma-ketligi bo ‘Isinki,
= 1
2
n=I ﬂ’n

gator yaginlashsin. U holda (36) qator asosiy kvadratda o ‘rtacha
yaqinlashadi va uning yig'‘indisi simmetrik yadroga teng bo‘lib, A,
sonlar va (pn(x) Sfunksiyalar bu yadro uchun xos sonlar va xos
Sfunksiyalar sistemasini tashkil qiladi.

(36) qatorning yaqinlashuvchiligi Riss—Fisher teoremasidan
darhol kelib chigadi. Endi

— X

Z‘%( Z;pﬁ(y)‘:K (%) 43)

n=1 n
deb hisoblaymiz. (43) qatorning kvadrati bilan jamlanuvchiligi va
simmetrik ekanligi ravshan. (43) tenglikni /1m(0m(y) ga ko‘paytirib, y
bo‘yicha a dan b gacha integrallaymiz. Biz yuqorida hadlab integrallash
mumkinligini aniglagan edik, bu amalni bajarib, natijada

0, ()= 1, [ K (x.)o, ()

tenglikni  hosil gilamiz. Bund;n A, va gom(x) (43) yadroning xos
soni va unga mos xos funksiyasi ekanligi kelib chigadi.

Faraz qilaylik, bu yadro gon(x) funksiyalarga ortogonal bo‘lgan
yana bitta (p(x) xos funksiyaga ega bo‘lib, A unga mos Xxos son
bo‘lsin, ya’ni
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(p(x):/l[]K(x,y)(p(y)dy.

K(x,y) yadroni uning (43;1 ifodasi bilan almashtirib va hadlab
integrallab, natijada
lz (09 w}’l ) — 0

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan darhol {gon (x)} funksiyalar (43)
yadroning xos funksiyalari sistemasini tashkil qilishi kelib chigadi. Shu
bilan teorema isbot bo‘ldi.

2. Iteratsiyalangan yadrolar uchun bichizigli qatorlar. Gilbert—
Shmidt formulasini ushbu '

b
= IK xt dl z—-—(ﬁ (44)
1

n=
ko‘rinishda yozib olamlz K (t y) yadro tayin y da 7 bo‘yicha barcha
y lar uchun kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi. Shuning uchun ham
h(t) :K(t,y) deb hisoblaymiz. U holda h(t) funksiya Furye
gatorining koeffitsientlari

h—IKty (1) dt

formula bilan aniqglanadi. K (x, y) yadro simmetrik va @, (x) bu
yadroning xos funksiyasi bo‘lgani uchun avvalgi formuladan
b b

b= [K(1.9)0,(1)di = [K (5000, (1)t ==0,(»)

tenglikni %osil gilamiz. (44) Gﬁbert—Shmidt formulasiga asosan

K, (x,y): I].K(x,t)K(t,y)dtZiﬂq(x—lZ)"M (45)

n=1 M
formulaga ega bo‘lamiz. Gilbert—Shmidt teoremasiga binoan (45)
gator deyarli barcha y lar uchun x bo‘yicha o‘rtacha yaqinlashadi.
Qator simmetrik bo‘lgani uchun deyarli barcha tayin xlarda y bo‘yicha
ham o‘rtacha yaginlashadi. Bundan tashqari, (42) formulaga asosan

<N
a4
~ 2
gator vaqinlashuvchi bo‘lgani uchun (45) gator asosiy kvadratda
o‘rtacha yaginlashuvchi bo‘ladi.
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Agar (44) formulada h( ) ( y) desak, xuddi shu yo‘l bilan

(X)) _[th)Kztydt Z(p ()

bichizigii gatorni hosﬂ q11am1z Induksiya usuh bnlan

K, (x,y)= IK(x,t)Km_] (¢,y)dt
tenglikda h(t)an 1(1‘ y) (i’eb hisoblasak umumiy

K, (xy)= Z¢” %) (46)
n=l

formulani hosil gilamiz. (46) gator asosiy kvadratda o‘rtacha yaqin-
lashadi, shu bilan birga bu qatorning o‘zgaruvchilaridan bittasining
deyarli barcha tayin giymatlarida ikkinchi o‘zgaruvchi bo‘yicha o‘rtacha
vaginlashuvchi bo‘lishi Gilbert—Shmidt teoremasidan kelib chigadi.

(46) formula K (x, y) yadroning qon( y) funksiyalar bo‘yicha
Furye qatoriga yoyilishini ko rsatadi Bu holda ushbu

/12m J.szy)dy
n=l1

yopiqglik tenglamasi o‘rinli bo ladi. Bu yerda yozilgan gatorning hadlari
musbat va uni hadlab integrallash mumkin. Xos funksiyalarning nor-
malangan ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

oo

Z% = ij,i (x,y)dxdy.
n=l1

ad
Bu formula simmetrik yadro xos sonlarini ayrim taqribiy hisoblash

usullarining asosini tashkil giladi.

1 banddagi teoremadan (46) formula, iterasiyalangan yadrolarning
bichiziqli qatorlarga yoyilmasi ekanligi kelib chigdi.

Agar K (x, y) simmetrik yadro bo‘lib, Il bobdagi (65) sharni
ganoatlantirsa, (46) qator m >3 bo‘lganda asosiy kvadratda absolyut
va tekis yaqinlashuvchi bo ‘ladi.

Hagiqatan ham, A_sonlar absolyut giymatlarining o‘sish tartibi
bo‘yicha joylashgan bo‘lgani uchun

Zw: k”k(x)HZ’k(y)l < __ z I‘Pk { I%ﬂ(j’);

k=n+1 Iﬂkl /1 k=n+1

n+l
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Koshi tengsizligi va (33) tengsizlikka asosan
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i ‘wk (X)'-’Wk (J/)I < 1 i |¢k (x)l2 i quk (y)12 )

k=n+1 Iﬂ’klm j’m—l "2 k=n+1 1(2 k=n+1 /1/(2
4 %
< 1 Z‘%(x)'z i‘% (y)r N
/1n+1 " k=1 )“kz k=1 )"kz /1,1+1 "

Bu tengsizlikdan A,
ekanligi kelib chiqadi.

Bizga Il bobdan ma’lumki, agar yadro, xususiy holda simmetrik
yadro asosiy kvadratda uzluksiz bo‘lsa, ¢, (x) xos funksiyalar ham
asosiy oraligda uzluksiz bo‘ladi. Demak, (46) qator tekis yaginlashuvchi
bo‘lgani uchun jteratsiyalangan yadrolar uchinchisidan boshlab asosiy

kvadratda uzluksiz bo ‘ladi.

———>% uchun yuqoridagi fikming to‘g‘ri

5- §. Simmetrik integral tenglamalarni yechish

Simmetrik integral tenglama Fredgolm umumiy tenglamasining
xususiy holi bo‘lgani uchun bu tenglamani yechish uchun II bobda
bayon gilingan umumiy usullardan foydalanish mumkin. Biz bu yerda
masalani boshqacharoq qo‘yamiz: simmetrik integral tenglamaning xos
sonlari va xos funksiyalari ma’lum bo‘lganda uning yechimi topilsin.

Simmetrik

b

o(x)- A[K (x.¥) @(y)dy = f(x) 47)
integral tenglama berilgan bo‘lib, uning ozod hadi [a,b] oraligda
kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsin. Odatdagidek, 4,,4,,...,4,,..., va

¢1(x),(02 (x),...,qon (x),... orqali K(x,y) yadroning xos sonlari va
xos funksiyalari sistemasini belgilab olamiz. Tenglamaning yechimini

ham, tabiiy L2[a,b] sinfda izlaymiz.
Avval A xos son bo‘lmagan holni garaymiz. U holda (47) tenglama
b
kvadrati bilan jamlanuvchi go(x) yechimga ega bo‘ladi, IK (x, 3 (y)dy

integral yadro orgali ifodalanuvchi funksiyadan iborata. Bu funksiya
uchun Gilbert—Shmidt teoremasi o‘rinlidir; agar Q(x) funksiyaga

o(3)~Se0(3). = folx)o,(x)as
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Furye qatori mos bo‘lsa, Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan
b

IK (.3 (y)dy = Z_(/’ (x). (48)
n= ]
Bu integralning qumatlm (47) tenglamaga qo yamiz:
”12—‘/’/{ . (x)=1(x). (49)

Agar ¢, koeffitsientlarni hisoblashimiz mumkin bo‘lsa, (49)
tenglama, tabiiy izlanayotgan yechimni aniqglaydi. (49) tenglamani
(pm(x) ga ko‘paytirib, gon(x) funksiyalarning ortonormalligidan
foydalansak, ushbu

A 'y
Cm 1 - 7 = aﬂl’ am = Jf (x)¢m (x)dx (50)

m

tenglikka ega bo‘lamiz. 4 — xos son bo‘lmagani uchun —/1——1¢O

m

bo‘ladi va

A a

m-m

Cm = .
A —2
Buni (49) tenglamaga qo‘yib, (47) tenglamaning yechimini quyidagi
ko‘rinishda hosil gilamiz:

p(x) = f(X)+/12—/1¢( x)

n= 1

yoki a, o‘miga uning ifodasini qo ysak
o(x)= 1 (x)+ Ay, I 2. by e
n=1 4

Endi (51) formulada yig‘indi va integrallash tartibini o‘zgartirish
mumkinligini ko‘rsatamiz. Quyidagi
52 (x)e,(»)
1 -2 (52)
qatorni tekshiramiz. ¢, (x)p, (v), n=1,2,... funksiyalar asosiy
kvadratda ortonormallangan. Ushbu

n=l1

156

www.ziyouz.com kutubxonasi



@ 1

n=l
qgator esa yaqinlashuvchi bo‘ladi. Hagiqatan ham 4 — o bo‘lgani
A
uchun vyetarli katta n da |4, [>2|A]| bo‘ladi. Bundan, I/1|<l 5 I

|4, /1|>—2— va PESTENE Endi (53) gatorning yaqginlashuvchi

|
bo‘lishi 3- § da isbotlangan Z - qatorning yaqinlashuvchi ekanidan

kelib chigadi.

Riss—Fisher teoremasidan A ning ixtiyoriy xos son bo‘lmagan
giymati uchun (52) gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. 4- §
dagi mulohazalarni gaytarib, (52) gatorni avval y ning ixtiyoriy kvadrati
bilan jamlanuvchi funksiyasiga ko‘paytirib, uni hadlab integrallash
mumkinligini topamiz. Bu esa (51) formuladagi yig‘indi bilan integral
o‘rnini almashtirish mumkinligini bildiradi, ya’ni

n=1 n

P(x)= () + 2 ff(y)Z%@dy

Bu formulani Il bobdagi (15) formula bilan tagqoslab, (52) gatorning
yig‘indisi K(x,y) simmetrik yadroning rezolventasi ekanligiga ishonch
hosil gilamiz, ya’ni

Bu formuladan simmetrik yadroning rezolvent351 faqat oddiy qutblarga
ega ekanligi kelib chigadi.

Endi A xos son bo‘lgan holni tekshiramiz. A=4,=1,,=..=4,
bo‘lsin. Shunga qaramasdan (47) tenglama echiladigan deb hisoblasak,
biz yana (50) munosabatga kelamiz. Agar m son p, p+1,...,¢q

n=1

. . - A )
sonlarning birortasi bilan ustma-ust tushmasa, 1—/1—¢0 bo‘ladi va

m

avvalgidek ¢, = 7{1—’"—’”/1— Agarmson p, p + 1,..., ¢ sonlarning birortasiga

teng bo‘lsa, (50)mmunosabatga asosan a, =0 bo‘ladi, yoki
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b
[re,()dx=0, m=p, p+1....q. (54)

Shunday qilib, agar 4 xos son bo‘lsa, integral tenglama yechimga
ega bo‘lishi uchun uning ozod hadi berilgan xos songa mos yadroning
xos funksiyalariga ortogonal bo‘lishi zarur.

Agar (54) shartlar bajarilsa, m = p, p+1,..., ¢ qiymatlarda (50)
tenglama ayniyatga aylanadi. Bu holda, (47) tenglama cheksiz ko‘p
yechimlarga ega bo‘ladi va ular ushbu

o(x)=f(x +/12 ———M Zc @, (x) (55
formula bilan aniglanadi. Bu formulamng birinchi yig mdlsldagl shtrix
n=p, p+1,.,q nomerli hadlarni tushirib qoldirish kerakligini
bildiradi, bu giymatlarda a, surat va 4 — A maxraj nolga aylanadi;
ikkinchi yig‘indidagi ¢, koeffitsientlar ixtiyoriy o‘zgarmaslardir.

Shunday qilib, biz quyidagi natijaga keldik: agar A ning giymati
xos son bo ‘lib, bu xos songa mos

gpp (x)’ (opﬂ (x)’ Tt goq (x)

xos funksiyalar bo‘lsa, (47) tenglamaning yechimga ega bo lishi uchun
uning ozod hadi yadroning mos xos funksiyalariga ortogonal bo ‘lishi
zarur va yetarlidir.

Bu natija 11 bobda isbotlangan Fredgolmning uchinchi teoremasiga
to‘la mos keladi, chunki bu holda bir jinsli qo‘shma integral teng-
lamalar ustma-ust tushadi.

Misol. Ushbu

-2 1J-K(x,y)(p(y)a’y = COSTTX

0
tenglama yechilsin, bu yerda

K(x,y)=

Bu tenglamaning xos sonlari

A=1, A =-n"m’, n=12,..

sonlardan, bularga mos xos funksiyalari

(I1+x)y, 0<x<
(l+y)x, y<x<l1

@ (x)=¢", @, (x)=sinzx+nrcoszx, n=12,.
funksiyalardan iborat,
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Agar 1 #1 va A #—n"7° bo‘lsa, berilgan tenglamaning yechimi

X

¢(x)=cosx - ZB(): + Zﬁ%;—(sm nwx + n;rcosnﬂx):l

formula bilan aniglanadi. g, va a, koeffitsientlarni (50) formulaga
asosan hisoblaymiz:

i
l+e
a, = Ie* cosrxdx = — =,
; 1+7
1 0, n=#l,
a, = |coszx(sinnwx +nweosnx)dx =1
0 5, n=1.
Demak, yechim
l+e € V4 :
@(x)=cosmx + . - —(sinzx + zcos 7x)
| 1+7° A-1 2(/1+7r) J
L

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

A=1 va A :—7[2(” =1) bo‘lganda tenglamaning ozod hadi,
ya'ni coszx funksiya mos ¢,(x)=e*, ¢ (x)=sinzx+zcoszx
xos funksiyalarga ortogonal bo‘lmagani uchun tenglama yechimga ega
bo‘lmaydi.

Agar A=-n’7* bo‘lsa, bunda n=23,..., berilgan integral
tenglama cheksiz ko‘p yechimlarga ega bo‘ladi va yechimlar (55) ga
asosan quyidagi formula bilan ifodalanadi:

l+e ¢&

7
- 1 _
@(x)=coszx+ i 2(ﬂ,+7r2

)(sin ZX+meosmx) |+

+C(sinnzx + nrcosnrx),
bu yerda C — ixtiyoriy o‘zgarmas.

6- §. Simmetrik yadrolar Kklassifikatsiyasi (tasnifi).
Merser teoremasi

K(x,y) — simmetrik yadro va k(x),q(x)—[a,b] oraligda
kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar bo‘lsinl. Bichizigli
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Z Ay X, Vi (aik = aki)
ik=
(a, — hagqiqiy sonlar) formulaga o‘xshash

b
= [ K (. )r(x)q () dxdy (56)
bichizigli funksionalni tekshiramiz. Gilbert—Shmidt teoremasini qo*liab,
b
IK X,y Y (x)dx = Z—(Pk (57)

tenglikni hosil qllamnz bu yerda

h, = Jh (x)p, (x)dx.

h(x) funksiyaning K (x, y) yadro {§0k (x)} x0s funksiyalari sistemasi
bo‘yicha Furye koeffitsientlari.

(57) tenglikning har ikki tomonini g y) ga ko‘paytirib, y bo‘yi-
cha a dan b gacha integrallaymiz va q(x funksiya Furye gatorining
koeftitsientlarini g, orqali belgilab olsak, ushbu

b b

[[& (.Y (x)a(y)dxdy = z hud (58)

aa k
tenglikni hosil gilamiz. h(x) q( ) bo* lganda kvadratik formaga
o‘xshash

b b
:ij x, yYa(x)h(y)dxdy = Z g (59)

k
formulaga ega bo‘ yfamiz. Bu formulaga asosan 91mmetr1k yadrolar

tasniflanadi.

Simmetrik yadro barcha xos sonlarining musbat bo lishi uchun
barcha h(x) kvadrati bilan jamlanuvchi funksivalar uchun J (h,h) >0
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Hagigatan ham, agar barcha A >0 bo‘lsa, (59) tenglikdan
J(h,h) > (0 bo'lishi kelib chigadi. Endi xos sonlardan bittasi, masalan
A, <0 bo'lsin. h(x) =@, (x) deb olamiz. Xos funksiyalar ortonormal
bo‘lgani uchun h =1, boshqalari esa, /, =0 (k>1) bo‘ladi. Bu

I
holda (59) ifoda - ga teng bo'lib, .J(h,h)<0 bo’ladi.
Agar J(hh)20 (hel,) bo‘lsa, K(x,y) yadro musbat,
J(h,h)>0 bo'lsa, yadro aniq musbat deyiladi.
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Xuddi shunga o‘xshash yadroning manfiy va aniq manfiyligi
ta’riflanadi.

Merser teoremasi. Agar simmetrik yadro asosiy kvadratda uzluksiz
bolib, uning xos sonlari musbat bo‘lsa, bu yadroning bichiziqli qatori
absolyut va tekis yaginlashuvchi bo ‘ladi.

Avvalo (36) bichizigli gatorning absolyut va tekis yaqginlashuvchi
bo‘lishini ko‘rsatamiz. Shu magsadda K (x, x) >0 tengsizlikni, ya’ni
teoremadagi shartlarni ganoatlantiruvchi yadro x =y diagonalda
manfiy emasligini isbotlaymiz. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni
diagonalning biror (xo,xo) nuqgtasida K (x, y) yadro manfiy bo‘lsin.
U holda yadro uzluksiz bo‘lgani uchun bu nuqtaning biror
0, xy—&<Sx<x,+¢&, x,—£<y<x,+¢ atrofida ham manfiy
bo‘ladi. Uzluksiz h(x) funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

h(x)z{ 1

0, as<x<x,—-¢, x,+&<x<b.
U holda

s Xy —ESXS X, +E,

J(h,h) = ”K(x,y)dxdy <0.

Bu tengsizlik K (x, y) ning musbat vadro ekanligiga qarama-
garshidir. Ushbu

K (xy)=K(x. y)_z’ijﬁ(—xzf”k—(y) (©0)

ayirmani tekshiramiz. K (x, y) yadro simmetrik va uzluksiz bo‘lgani

uchun bu ayirma ham simmetrik va ixtiyoriy m uchun uzluksiz bo‘ladi.
(60) ifodani yadro deb garasak, u uzluksiz, simmetrik va barcha xos

sonlari musbat bo‘ladi. Shuning uchun ham, isbot gilganimizga asosan

2
& o (x)

K" (x, x)> 0 yoki Z J) SK(x, X)

k=1 %

bo‘ladi. Bu tengsizlik har ganday m da o‘rinli bo‘lgani uchun, hamma

hadlari musbat bo‘lgan

2
L (x)
27

gator ixtiyoriy x, a<x<b uchun yaginlashuvchi bo‘ladi. Ixtiyoriy
musbat », p sonlar jufti uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan

(61)
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n+ 2 n+ 2 n+ 2
Z’:’ o (x)o ()| | (% 2(x) §% i (v) ©
k=n+1 ﬂ'k k=n+1 /’i’k k=n+1 /Ik

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bunga asosan tayin y uchun

= o (x)e ()
2

gator x ga nisbatan absolyut va tekis yaqinlashadi, tayin x da esa, y
ga nisbatan absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu gatorning
yig‘indisini S (x, y) orqgali belgilab olamiz. S (x, y) tayin x uchuny
ga nisbatan uzluksiz va aksincha bo‘ladi.

Endi S(x,y)=K(x,y) bo‘lishini ko‘rsatamiz. Yuqorida yozilgan
gator yaqginlashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy musbat £ uchun shunday
musbat n, son topiladiki, » > n, bo‘lganda

bb[ 2
I z M} dxdx < & (63)
k

a al k=n+l ﬂ‘
bo‘ladi. (63) ga asosan

T].[S(x,y) -, (x’J’)]zdxdy <&

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda

S @,(x) e, (v)
D, (x, y) = 2 N .
k=1 n
Ikkinchi tomondan (41) formulaga asosan, yetarli katta n; dan katta
bo‘lgan barcha » lar uchun

bb
I.[[K(x,y) -d (x,y)]zdxdy <&
tengsizlik bajari l(édai.
Agar
n> max(no, no)
bo‘lsa, u holda

bﬁ[s (x3) =K ()] dedy = bﬁ[s (x.y)-®,(x.y)-
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—(K(x,y) ~-®, (x,y))]2 dxdy < 2].].[5(x,y) -, (x,y)]zdxdy +

+2l]1].[K(x,y) ( ):] dxdy < 4¢&
{

Shunday q111b deyarli barcha ja<x, y< } kvadratda

S(x y) K(x y) bo‘ladi, ya’ni

K(xy)=Y 2007) AGILAE ©4)

k=1 ﬂ'k
Shu bilan birga, bu qatorning absolyut va x, y o‘zgaruvchilarning
har biriga nisbatan tekis yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlandi.

Endi (64) qatorning har ikki o‘zgaruvchilarga nisbatan bir vaqtda
tekis yaginlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatish goldi. Buning uchun (62)
tengsizlikka asosan (61) qatorning tekis yaginlashishini ko‘rsatish
yetarlidir. Hozirgina isbotlanganiga muvofiq

o a2

P\ X

SRR
k=1 %

va K (x, x) funksiya uzluksiz.

Matematik analizdan ma’lum bo‘lgan Dini teoremasiga asosan,
agar qatorning hadlari musbat funksiyalardan iborat bo‘lib, gatorning
yig‘indisi uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda bu gator tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi. Shu bilan Merser teoremasi to‘la isbotlandi.

Izoh. Agar simmetrik yadroning chekli sonda manfiy xos sonlari
bo‘lsa, (64) qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishini o‘zgartirmaydi, chunki

manfiy xos sonlarga mos M hadlarni chigarib tashlangandan

so‘ng, yadro musbat bo‘lib qolz’;di.
Shunday qilib, simmetrik yadro chekli sonda manfiy xos
sonlarga ega bo‘lsa ham, Merser teoremasi o‘rinli bo‘ladi.

7- §. Xos sonlar va xos funksiyalarning
ekstremal xossalari

Agar h( y) funksiya [a,b] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
bo‘lsa, Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan
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b
h
Kh:IK xy y)dy Z (pk

Bu tenglikning har ikki tomonini h(x) ga skalyar ko‘paytiramiz. Bu
yerdagi qator o‘rtacha yaginlashuvchi bo‘lgani uchun, skalyar
ko‘paytmani hadlab bajarish mumkin:

(k5.1)= 3 22, 1]

k=1 %

O‘zgarmas (h.9,) ko‘paytuvchini skalyar ko‘paytma belgisidan
. . . ﬂ“k
tashqgariga chiqarib,

(Kh, h):iL(—h’go—k):|2 (65)

tenglikni hosil gilamiz. Odatdagidek, A, sonlar absolyut giymatlarining
o‘sishi bo‘yicha joylashgan bo‘lsin, shu sababli, eng kichik absolyut
giymatga A, son ega bo‘ladi. Bu holda (65) formuladan

(k)< Z[WJ

tengsizlik kelib chigadi. (h gok) sonlar h( ) funksiyaning {(pk (x)}
sistema bo‘yicha Furye koeffitsientlari bo‘lgani uchun II bobda
keltirilgan Bessel tengsizligiga asosan

(Kh, h) <%_

4

Normalangan h(x) funksiyalar uchun bu tengsizlik

1
(Kh, k)< Tl [#]=1 (66)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. h(x):(pl(x) bo‘lganda (66) tengsizlikda
tenglikka erishiladi. Hagiqatan ham, ¢, (x) funksiya K(x,y)
yadroning A, xos soniga mos kelgan normalangan xos funksiyasi bo‘lgani

uchun

¢ (x)=A Ko,
bo‘ladi. Oxirgi ifodani ¢, (x) ga skalyar kopaytirib, quyidagi tenglikka ega
bo‘lamiz;
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2
b, 1
(ko )-12L- L
Shunday qilib, quyidagi xulosaga keldik. Normalangan funksiyalar
to ‘plamida I(Kh, h)‘ migdor s ga teng bo‘lgan maksimumga ega
boladi. Bu maksimumga h(x) =@ (x) bo ‘lganda erishiladi.

Endi birinchi m-1 xos funksiyalarga ortogonal bo‘lgan normalangan
h (x) funksiyalar to‘plamini tekshiramiz:

|n|=1 (ho)=(he,)=...=(ho,.)=0.
Bu holda .

Kh= 4q>(h’q”‘)

- 2 A« k (x)
k=m k

Yugorida bayon gilingan mulohazalarni takrorlab, ushbu xulosaga
kelamiz. Normalangan va K (x, y) yadroning birinchi m—1 ta xos
funksiyalariga orfogonal bo ‘lgan funksiyalar to ‘plamida |(Kh,h)| miqdor,

1
7 & teng bo‘lgan maksimumga ega bo‘ladi. Bu maksimumga

h(x)=9,(x) bo‘lganda erishiladi.

Keltirilgan xulosalar simmetrik yadroning xos sonlari va xos
funksiyalarini hisoblashda variatsion hisoblash usullarini qo‘llashda katta
ahamiyatga ega.

8- §. Simmetrik integral tenglamalarga keladigan
integral tenglamalar

Simmetrik yadroli Fredgolm integral tenglamalarining ajoyib xossalari
berilgan integral tenglamani iloji boricha simmetrik yadroli integral
tenglamaga keltirish magsadga muvofigligini ko‘rsatadi. Ayrim hollarda
bunday Keltirishni sodda usullar bilan amalga oshirish imkoni bo‘ladi.

1. Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamalari. Ushbu

b
o(x)-A[K(x.y)p(Vo(y)dy=1f(x)  ©

integral tenglamani tekshiramiz, bu yerda K (x, y) —hagiqiy simmetrik
yadro va p(x) > (0 bo‘lgan [a, b] oraligda aniglangan funksiya. (67)

tenglamaning har ikki tomonini p(x) ga ko‘paytirib, yangi
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t//(x)zﬂlp(x)q)(x) noma’lum funksiya kiritsak, (67) integral

tenglama )
~AfL(xy) w(3)dy = p() £ ()

ko‘rinishga keladi, but;ldagi
L(x,y)=K(x,y)yp(x)p(y)

yadro simmetrik yadrodir.
L(x, y) yadroning xos sonlari A, va xos funksiyalari ¥, (x)
bo‘lsin. , (x) funksiyalami ortonormal deb hisoblaymiz, ya’ni

{1, i=j,
I‘/’ x)dx = o
0, i#].

W, (x) =@, (x ( ) p( ) tenglikni e’tiborga olsak, K(x,y)p(y)
yadroning xos funk51yalari plx) vazn bilan ortonormal bo‘ladi:

1, i=j,
I plx ( )dx =
0, i#].
Mexanlkamng bir gator masalalari, masalan, aylanuvchi valning
kritik tezligi, to‘sin (balka)ning ko‘ndalang tebranishi va boshqalar

(67) ko‘rinishdagi integral tenglamaga keladi.
Umumiyroq holda, ya’ni yadrosi simmetrik bo‘lmagan

K o= @

integral tenglama berilga% bo‘lsin. Uni K (x z) ga ko‘paytirib, x
bo* ylcha a dan b gacha mtegral]aymlz natljada ushbu

Isz)(p( dx — AJ‘sz de.ny o(y)dy=
-—IK xzf(x)dx

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglamaning birinchi qo‘shiluvchisida va
o‘ng tomonida x ni y ga, z ni x ga, ikkinchi go‘shiluvchida esa, x ni z
ga, z ni x ga almashtirib, uni

bf[K (v.x)=AK, (x.y) Jp(y)dy = be (y.x)f(¥)dy (9

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda
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K, (x,y)= jK(z,x)K(z,y)dz.

a
K, (x, y) ni K (x, y) yadroning chap iteratsiyalangan yadrosi
deyiladi. Ravshanki bu yadro simmetrik. (69) tenglamani - A ga
ko‘paytiramiz, so‘ngra (68) tenglama bilan go‘shib, yangi Fredgolm
integral tenglamasiga ega bo‘lamiz:
b

A K (6.3)+ K (3x)- 2K, (%,3)Jp(»)dy =

~ le (7,x) f () dy.

a
Bu tenglamaning yadrosi simmetrik bo‘lib, yana A parametrga ham
bog‘ligdir. Xuddi shunga o‘xshash (68) tenglamaga qo‘shma bo‘lgan
b

~A[K(3.x) w(y)dy=g(x)

a
tenglamaga asoslanib, simmetrik yadroli boshqa
b

W(x)—lJ[K(x,y)+K(y,x)—-/1KR (x,y)];y(y)dy -

—g /LIny)g()

integral tenglamani hosil qllamlz, bundagi

K, (x,y) = []K(x,z)K(y,z)dz

yadro K (x, y) yadroning o ‘nga iteratsiyalangan yadrosi deyiladi.

K, va K, simmetrik yadrolami kiritish, simmetrik yadroli
integral tenglamalar nazariyasining ko‘p natijalarini umumiy
ko‘rinishdagi tenglamalarga o‘tkazish imkonini beradi. Shuni yodda
tutish kerakki, har ikki K, va K, yadro musbat bo‘ladi, chunki

T]KL (x,3)p(x)p(y)dxdy =

- 11K (e (z.0) 0 (x) ) e =

aa

167

www.ziyouz.com kutubxonasi



- [ [ (K (2.0l )t =

jK z,x)p(x )dx}zdpo,

a

xuddi shunga o‘xshash ifoda K, (x, y) yadro uchun ham kelib chiqadi.
K, va K, yadrolarning bir xil karrali bir xil sondagi musbat xos
sonlarga ega bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas.

Bundan tashqari, agar K, (x, y) yadroning A2 xos soniga mos
xos funksiyasini 7/(x) orqali belgilab olsak,

:A}K(x,y)y(y)dy (70)

funksiya K, (x, y) yadroning o‘sha 1° xos soniga mos xos funksiyasi
bo‘ladi. Aksincha, agar ,u(x) funksiya K, (x, y) yadroning A% xos
songa mos xos funksiyasi bo‘lsa,

= le (v.x)u(y) dy an

funksiya K, (x, y) yadroning 1° x0s songa mos xos funksiyasi bo‘ladi.
Haqgiqatan ham, xos son va xos funksiyalarning ta’rifiga asosan:

b b b
}/(x) = /lzj.KL (x,y)y(y)dy = lzjK(z,x) dzjK(z,y) )/(y)dy.
Agar (;0) tenglikni ¢’tiborga olC;ak, avvalgi :englikdan
b
}/(x) =1 .[K(z,x)y(z)dz
tenglik kelib chigadi. Bu ifodacrlli (70) tenglikka go‘vamiz, u holda:
=1 '[K x y)dyIK z y ( )dz—

- Iu(z)dzIKw,y)K(z,y)dw

=A[Ky(x.2)u(z) dz.

a
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Demak, u (x) funksiya K, (x,z) yadroning A xos songa mos
xos funksiyasi ekan. Teskarisi ham xuddi shunday isbotlanadi.
Endi, K, (x,y) va K;(x,y) yadrolarning spektri

/112’ ﬂ*f: 2’329

sonlardan tashkil topgan bo‘lsin, shu bilan birga

O<A4 <A <A

K, (x,y) yadroning bu xos sonlarga mos ortonormal xos funksiyalari

yl(x),yz(x),y3(x),... ’

K L(x, y) yadroning (71) formula yordamida hisoblangan xos funk-

siyalari
7 (x)ayz(x),73()€),...

bo‘lsin. Bu oxirgi funksiyalar ham ortonormal sistemani tashkil giladi.

Haqiqatan ham,
bbb

J)f x)dx=AA, .”J.K v, x)K (z,%) 1, (y) pt, (z) dxdydz =
=4, TI (y,z),u,.(y) .(Z)dydz.
,uj(y) funksiya K ()C;az

bo‘lgani uchun
H(y)=4; IKR (v,2)u,(2)dz

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bunga asosaﬁ, oldingi ifoda quyidagicha yoziladi:

Jr (00, )= 2 T

) yadroning /1 X0s songa mos xos funksiyasi

I, i=j.

K, va K, yadrolar musbat bo‘lgani uchun, ularni asosiy kvadratda
uzluksiz deb hisoblasak, Merser teoremasiga asosan absolut va tekis

yaqginlashuvchi

_N ACIACY _N i (x) a4 (y)
KL(W)—Z FE KR(W)-Z PE
i=1 f i=l 1
bichizigli gatorlar bilan ifodalanadi.
2. Fredgolmning birinchi tur integral tenglamalari. Fredgolmning
ikkinchi tur integral tenglamalari nazariyasidan farqli ravishda, bi-
rinchi tur

169

www.ziyouz.com kutubxonasi



I]-K(x,y)(p(y)dy=f(x) (72)

integral tenglamalarini o‘rganishda muhim qiyinchiliklar kelib chiqadi.
Agar K (x, y) yadro simmetrik bo‘lsa, uning A, xos sonlari va ¢, (x)
xo0s funksiyalarini aniqlay olsak, ya’ni agar (72) tenglamaga mos
ikkinchi tur

CA[K(xy) 0(3)dy= ()

tenglamani to‘la o‘zlashtirgan bo‘lsak, bu holda Gilbert—Shmidt
teoremasi (72) tenglamani L, fazoda sodda va mukammal tekshirish
imkonini beradi. Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan (72) tenglamaning
yechimga ega bo‘lishi uchun f (x) funksiva K (x, y) yadroning

{¢7k (x )} xos funksiyalari bo‘yicha

=Y a0,(x), a —I/ x)dx  (73)
k=1

Furye qatoriga yoyilishi zarur. Bu shart ba]anlganda (72) tenglamaning
go(x yechimini

@=gq%uxq=%umwwx (74)

ko‘rinishda izlaymiz. (74) ifodani (72) ga qo‘yib, ¢, (x) funksiyalar
K (x, y) yadroning xos funksiyalari ekanligini, ya’ni

b
x)=4, IK(x,y)(pk (y)dy
tenglikni e’tiborga olsak,
C,=a, (75)
tenglik kelib chigadi. Demak, (74) yoyilmaning koeffitsientlari (75)

formula bilan aniglanadi. Riss—Fisher teoremasiga asosan (74)
gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi ushbu

O 2,2
DGk (76)
k=1

sonli gatorning yaqinlashishiga bog‘liq.

170

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar simmetrik K (x, y) yadro xos funksiyalarining {(pk (x)}
sistemasi yopiq bo‘lsa, K (x, y) yopiq yadro deyiladi. f (x) funksiya
L, [a, b] sinfga tegishli bo‘lsin. Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. (76) qator yaginlashuvchi bo‘lgani holda va faqat shu
holdagina yopiq yadroli birinchi turdagi (72) tenglama yechimga ega
bo‘ladi va bu yechim L, [a, b] sinfda yagona boladi.

Isbot. (72) tenglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi (p(x) yechim
mavjud bo‘lsin. U holda

b

- [r )= | i )olo)abfo r)as -

a

jj{Ji.K(x’y)(Pk (x)dx}‘ﬂ(y)dy = %kj:qok (»)o(y)dy.

yoki

j (e (v)dy =a,4, @

Bu tenglikdan a, A, sonlar (p(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari
ekanligi kelib chigadi. Ma’lumki, bu koeffitsientlar kvadratlaridan
tashkil topgan (76) qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur. Aksincha,
(76) gator yaginlashuvchi bo‘lsin. Bu holda Riss—Fisher teoremasiga

asosan, yagona ¢(x) € L,[a,b] funksiya mavjud bo‘lib, bu funksiya uchun
a, A, sonlar {qok(x)} funksiyalar sistemasi bo‘yicha Furye
koeffitsientlaridan iborat bo‘ladi, ya’ni (77) tenglik barcha k (k = 1,2,3,...)
lar uchun bajariladi. Bu (/)(x) funksiya berilgan (72) tenglamani
qanoatlantiradi Haqiqatan ham, ¢(x) funksiyaning tuzilishiga asosan
fx) va JK (x,y) ¢(y)dy funksiyalar K (x, y) yadro xos funksiya-

larining to‘la {(pk (x, y)} sistemasiga nisbatan bir xil Furye koeffitsi-
entlariga ega. Demak, bu funksiyalar L, fazoda aynan bir-biriga teng.
Shu bilan teorema isbot bo‘ldi. Agar K (x, y) yopiq yadro bo‘lmasa,
(72) tenglamaning yechimi yagona bo‘lmaydi. @, (x), ..., @, (x)
funksiyalar deyarli hamma joyda noldan fargli va barcha {qok (x)}
funksiyalarga ortogonal bo‘lib, qo(x) funksiya (72) tenglamaning
yechimi bo‘lsin. U holda
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o(x)+ 'Z;:CI.CD,.()C)

funksiva ham (72) tenglamning yechimi bo‘ladi va aksincha, bu yerda
C, — ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Misol uchun (72) tenglamaning yadrosi ushbu

(l—x)y, 0<y<x<],
K =
(x,y) {x(l~y), 0<x<y<lI

funksiyadan iborat bo‘lsin, ya'ni tenglama

& (v.3)o () = 1 (x)

ko‘rinishga ega bo‘lsin. Bu tenglamaning yadrosi simmetrik va
A :(kir)2 sonlar ¢, (x):\/zsinkﬂx, k =1,2,..., funksiyalar uning
xos sonlari va xos funksiyalaridan iborat bo‘lishini tekshirib ko‘rish
givin emas. Bu tenglama

2

w o 1
Zafﬂkz = 7Z4Z(k2ak) , a, = ﬁff(x)sinkﬂxdx
k=t k=l 0
qator yaginlashuvchi bo‘lgan holda va faqat shu holdagina L, sinfda
yagona yechimga ega bo‘ladi. Bu shart hagigatan juda ham og‘ir
shartdir.

9- §. Oddiy differensial tenglama uchun chegaraviy
masalani integral tenglamaga keltirish

n- tartibli koeffitsientlari va ozod hadi uzluksiz bo‘lgan ushbu

d" d" d
Ly=a, (X)E"): +a,(x) dx”j/ +..+a,, (x)—d—i:— +a,(x)y=F(x) (78)

chiziqli differensial tenglamaning

y(a)=c,, v (a)=c...r Y (a)=c,,
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi
[ bobda Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasini yechishga
keltirilgan edi. Bu tenglama asosiy (a, b) oraligning har ikki x =a va
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x = b chetida qo‘shimcha shartlar berilganda, umuman aytganda,
Fredgolm integral tenglamasiga keladi. Bunday qo‘shimcha shartlarning
juda ham umumiy sinfini 2#x ta

y(a),y (a),...,y("_l) (a); »(b).y (b),...,y(’H) (b)

migdorning # ta chizigli kombinatsiyasi avvaldan berilgan giymatlarini
gabul qiladi deb hosil qilish mumkin, ya’ni

—_—

n—

n—1
ay.y(j) (a) —Zby.y(j) (b) =c, i=0l,..,n-1, (79)
j=0

Il
<

J
bu yerda a, b,y c, — berilgan o‘zgarmaslar. Ravshanki, barcha a; va
b,.j biror / uchun nolga teng bo‘lmasligi kerak. Umumiylikka ziyon

yetkazmay, ¢,= c,= ...=c,_,= 0 deb hisoblab, bir jinsli

0 ! 7
1

n—|
ay.y('/)(a) = Zby.y(j) (b), i=0,1,..n-1 (80
=0

n—

—0

~

chegaraviy shartlarni qarash mumkin, Hagiqatan ham, agar y (x) funksiya
(78) tenglamaning (79) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
bo‘lib, £, (x) funksiya » marta differensiallanuvchi va (79) shartlarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya bo‘lsa, y (x) =f,(x) + z (x) desak,
z (x) funksiya (80) chegaraviy shartlarni va o‘ng tomoni boshqga
funksiyadan iborat bo‘lgan (78) tenglamani ganoatlantiradi. (78), (80)
masala Fredgolm ikkinchi tur integral tenglamasiga ekvivalent bo‘ladi.
Bu fikrning to‘g‘riligini ko‘rsatish magsadida qo‘shma operator
tushunchasini Kiritamiz. a, (x), k= 0,1, ..., n koeffitsientlar tekshi-
rilayotgan oraligda » — k tartibgacha hosilalarga ega bo‘lsin.
Ly operatorga qo‘shma operator deb, ushbu

d"(a,z wad " (az
e =(-1y )y L)

operatorga aytiladi.

Agar L=M bo‘lsa, L operatorni o‘zi-o‘ziga qo‘shma operator
deyiladi. Bundan keyin biz eng muhim #=2hol bilan chegaralanamiz.
n>2 bo‘lgan hol oddiy differensial tenglamalar darsliklarida bayon
gilinadi. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglamani hamma vaqt
o‘zi-o‘ziga qo‘shma ko‘rinishga keltirish mumkin. Buning uchun,
tabiiy bo‘lgan ao(x);tO shart bajariladi deb hisoblab, (78) teng-
lamani (n = 2) p (x) a,(x) funksiyaga ko‘paytiramiz, bunda

+...+a,(x)z(x)
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ats),
p(x)=e

Bir jinsli bo‘lmagan chiziqli differensial tenglamani kvadraturalarda
bir jinsli tenglamaga keltirish mumkinligini e’tiborga olib, F (x) =0
deb hisoblashimiz mumkin Shunday qilib, o‘zi-o‘ziga qo‘shma

Ly(x)s%{p(x)%:}+q(x)y:0 (81)

tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda:

Quyidagi ayniyat o‘rinlidir:
Z(x)Ly(x) — y(x)Lz(x) =

=%{ (x){z(x)dy;xx) —y(X)dZ;xx)}} ®)

AL )]~ (x) s (3).

B, [y(x)] =b,y(x)+b,y(x), i=0,1

differensial operatorlarni va gisgacha

Al()]={al ] s Blea)]={BI 0]
belgilashlarni kiritsak, (80) chegaraviy shartlarni sodda
Al y(a)]=B[y(d)]. i=01 (83)

ko‘rinishda yozib olish mumkin.

(81) tenglamaning (83) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
topish masalasi, qisqacha, (81), (83) masala, umumiy holda faqat
trivial y (x) = 0 yechimga ega bo‘ladi. Haqgiqatan ham, agar y, (x)
va y, (x) funsiyalar (81) tenglama yechimlarining fundamental
sistemasini tashkil gilsa, uning umumiy yechimi

Agar ushbu
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y(x) =G, (x) +Cy, (x)

ko‘rinishda yoziladi. C,va C,o‘zgarmaslarni (83) chegaraviy shartlarga
asosan aniglash masalasi ushbu

C{4[n(a)]-B[n @) +C{4[5.(a)]-B[ 5 (8) ]} =0,
claln(@)]-B[n(®)]}+C{4[r(a)]-B[ 2. (8)]} =0.

bir jinsli algebraik sisternaga keladi. Umumiy holda
Aoliyl(a)]‘“Bo[)’\(b)] Aoliyz(a)]_Bo[%(b):l 20
4 I:yl(a):]_Bl I:yl(b):l 4 [yz(a)]_B1[y2(b)]

bo‘lgani uchun bu sistema, umuman aytganda, faqat C,=C,=0
yechimga ega bo‘ladi.

Bundan keyingi mulohazalarimizda A # 0 deb hisoblaymiz. (81)
tenglama o‘rniga A parametrni o‘z ichiga olgan ushbu

d

Ly(x)-i—ﬂr(x)y(x)=E{p(x)%}+[q(x)+/1r(x):|y=0 65)

tenglamani tekshiramiz.

(85), (83) masalani odatda Shturm— Liuvill masalasi deyiladi.

A ning qanday giymatlari uchun (85), (83) Shturm— Liuvill masalasi
trivial bo Imagan yechimlarga ega bo‘ladi? — degan savol tug‘iladi.

Bu savolni o‘rganish matematik fizika, mexanika va boshqa soha-
larda muhim ahamiyatga ega bo‘lib, uni Fredgolmning ikkinchi turdagi
integral tenglamasini tekshirishga keltirish mumkin. Shu magsadda (82)
Grin formulasidan va (81), (83) masalaning Grin funksiyasidan
foydalanamiz.

Bu masalaning G(x,&) Grin funksiyasi x o‘zgaruvchining va
¢ (a< &< b) parametrning funksiyasi bo‘lib, quyidagi uchta shartni
ganoatlantiradi;

1. G(x,&) Grin funksiyasi x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida
x=¢ nuqgtadan tashqari (a, b) oraligning barcha nuqtalarida (81)
tenglamani ganoatlantiradi;

2. G(x,f ) funksiya har ikki (83) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantiradi;

3. G(x,§) funksiya barcha a <x<b oraligda uzluksiz, uning
G, (x,&) hosilasi esa, a<x <& va £<x<b oraligda uzluksiz bo‘lib,
x =¢ nuqtada chekli uzilishga ega , ya’ni

(84)
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G;(§+o,§)—G,;(§—o,§):—;(l—5. (86)

Agar biz (81) tenglama yechimlarining fundamental sistemasini
topishni bilsak, u holda Grin funksiyasini osongina tuzishimiz mumkin.
Buning uchun

_ G (x)+C(E)r.(x), asx<i,
G(x,cf)—

Di(E) 3 (x)+ Dy (&) y,(x), &<x<b,
deb belgilash yetarli, bu yerdagi to‘rtta C,(&), C,(&), D,(E) va
D,(£) noma’lum funksiyalarni (83) chegaraviy shartlar,
G(&£+0,&)=G(&—0,&) uzluksizlik sharti va (86) shartdan foydalanib

aniglash kerak. Bu to‘rtta munosabat quyidagi bir jinsli bo‘lmagan
chizigli algebraik sistemaga olib keladi:

C §)A0|:yl :|+C Ao[)’z a :I_Dl( Bo[yl(b)]_

B[y2 b] 0,
A[yl(a]%“(é 4,[v,(a) |- D, (£) B[ 5 (0)]-
Bl:y2 ] 0,

~G(S)n(e)- C(é)yz( )+ D (6D (6)+Dy(6)3:(8) =0,
~C(E)n(6)-C.(5)n(E)+
+D,(6)5,(8)+ D,(8)1,(8) =~

Bu sistemaning determinanti

(&) »n(&)
(&) n(é)

ga teng va (84) ga asosan u noldan farqli bo‘ladi. Shunday qilib,
C (&), G, (&), D,(&) va D,(&) koeffitsientlar birma-bir aniglanadi.
Endi z(x)=G(x,&) deb olib, (82) ayniyatning har ikki tomonini

()

A
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asosly (a, b) oraliq bo‘yicha integrallaymiz. LG(x,f ) =0 tenglikni
e’tiborga olib,

foi)Ly ) - j—{ [ e Lo ()iG—;xx—"’g—)}}cbc

tenglikni hosil gilamiz. G; (x, & ) funksiyaning uzilishga ega ekanligini,
ya’ni (86) formulani e’tiborga olsak, ushbu

b—c—id;[p(x) (x,& ]dx [p x)G (x, 5)]

~-P(&)1(&)[G.(£+0.6)-G.(£-0.¢)]=
=[p(x)7(x)G,(%.&)] +»(¢)

munosabatga ega bo‘lamiz. Bunga asosan

;[G(X,f)LJ/(X)dx = {p(x)(c;a —yaﬂi ~y(&). @7

Bu formulani soddalashtirish mumkin. Shu magsadda (87) formulaning
o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchini, G(x,ﬁ) vaqtincha z (x)
o‘rniga vozib, quyidagi ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin:

g2l el

Determinantlarmi ko‘paytirish qoidasiga asosan (biz yo‘llarni ustunlarga
ko‘paytiramiz) ushbu

(88)

Ay Gy, y(a) Z(a) _ 4, :y(a): AOI:Z(a):
a, 4y y'(a) Z'(a) 4 :y(a): A [Z a)ll
b bul|ly(6) z(p)] |B[¥(b)] B [Z(b)]
bo bl (6) Z(0) |B[x(8)] B[=(5)]
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
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Agar y (x) va z (x) funksiyalarning ikkalasi ham (83) chegaraviy
shartlarni qanoatlantirsa, avvalgi tengliklarning o‘ng tomonidagi
determinantlar bir-biriga teng bo‘ladi.

bOO bO 1
bl 0 bl 1

Ao Aoy ]

b

deb belgilab, ushbu
a[y(a)z (a)- ¥ (@)z(a)] =B »(6)z ()~ ¥ (5)=(b)]

tenglikka ega bo‘lamiz.

Agar
Ep(b)zgp(a) (89)

shart bajariladi deb hisoblasak, odatda bu shartni o‘zi-o‘ziga go‘shma

chegaraviy shart deyiladi, (88) ifoda nolga teng bo‘ladi. Shu sababli,
Z (x) o‘rniga yana G(x,af) vozsak, (87) tenglama sodda

JG(x&)y(x)dc=-y(¢) o

ko‘rinishga keladi.

Shunday qilib, (90) tenglamada Ly (x) o‘rniga (85) ga muvofiq
—ﬂr(x) y(x) ifodani qo‘ysak, (85), (83) masala Fredgolmning qu-
yidagi bir jinsli ikkinchi tur integrai tenglamasiga keladi:

y(é‘)—/ll]G(x,f)r(x)y(x)dx:O . 1)

Bu tenglamaning yadrosi simmetrik emas. Lekin Grin funksiyasi
G(x,é’) simmetrik funksiyadir. Hagigatan ham, (82) Grin formulasida

y(x)=G(x.$), 2(x)=G(xy) (§#n)
desak, (87) formulani hosil gilgandagi mulohazalarni gaytarib, ushbu
0= p(x){G(x.N)G.(x.)~G(x.)G, (xm)} ] +

+ G(&.n)-G(n§)

tenglikka ega bo‘lamiz. Agar (89) shart bajarilsa, G(x,é) ham,
G(x,fy) ham (83) chegaraviy shartni ganoatlantirgani uchun avvalgi
tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi go‘shiluvchi nolga teng bo‘ladi.
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Shuning uchun

G(&.m)=G(n.¢).

Bizga shu bobning 8- § idan ma’lumki, agar

r(x)>0 (92)

(agar r (x) < 0bo‘lsa, r(x) ni —r(x)gava A ni —~A ga almashtiramiz)
bo‘lsa, yangi

y(x)Jr(x) =p(x) (93)

funksiya kiritib, simmetrik

K(x,y)z r(x)r(y) G(x,y) (94)
yadroli

@(X)—ﬂbIK (x.y)p(y)dy=0

tenglamaga ega bo‘lamiz. Shunday qilib biz quyidagi natijaga keldik:

Agar p (x) > 0 bo'lib, (§4), (89), (92) shartlar bajarilsa va (94)
yadro kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsa, u holda (85), (8§3) Shturm-
Liuvill masalasi A parametrning faqat sanoqli sondagi haqiqiy
Ay 2y Ass... qiymatlari, chunonchi, (94) simmetrik yadroning xos sonlari
uchun trivial bo‘Imagan yechimlarga ega bo ‘ladi.

Har bir xos songa (85), (83) masalaning ko ‘pi bilan ikkita chizigli
bog lig bo ‘Imagan yechimlari to g ri keladi, bu yechimlar berilgan yadroning
xos funksiyalari bilan (93) tenglik yordamida bog‘langan bo ‘ladi.

Bitta ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning ikkitadan
ortiq chizigli bog‘liq bo‘lmagan yechimlarini topish mumkin bo‘lmaganligi
sababli, (94) yadro barcha xos sonlari ko‘pi bilan ikki karrali bo‘ladi.

Misol. Ushbu

d*y(x
()= 22 (x)= £ (),
¥(0)=0, y(1)=0
chegaraviy masala yechilsin. Bu masalaning Grin funksiyasini tuzamiz.
Bir jinsli
d’y(x)
Z =0
dX_Z y(x)
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tenglama ¢* va e~ chizigli bog‘lig bo‘lmagan yechimlarga ega. Shuning
uchun uning umumiy yechimi

y(x)=Ce +Ce™
ko‘rinishda yoziladi. G(x,é) Grin funksiyasi x<& va x> ¢ da

berilgan tenglamaning yechimi bo‘lgani uchun uni quyidagi ko‘rinishda
ifodalaymiz:

G(x,/f) = Cl(f)e" +C, (f)e"’“, 0<x<¢,
G(x,f): Dl(f)ex +D, (f)e”‘, E<x<l.

Grin funksiyasining 2- shartiga muvofiq

G(0,£)=0, G(L¢£)=0

bo‘lishi kerak. Bunga asosan

G(&)+C(&)=0,
D/(&)e+D,(E)e' =0

tengliklarni hosil gilamiz. Grin funksiyasi x =¢& bo‘lganda uzluksiz
bo‘lgani uchun

¢ (5)6[5 +C, (ét)e_g =D, (5)8‘f +D, (f)e“‘f
va nihoyat, Grin funksiyasining 3- shartiga asosan
b (f)e‘f - D, ('f)eif N I:Cl (§)e§ -G (5)675] =-1.

Yugoridagi to‘rtta munosabatdan noma’lum  C, (&), C,(&), D,(&)
va Dz(g‘) funksiyalarni aniglasak, Grin funksiyasi ushbu

r_shxsh(é--l) O<x<§
hl 9 - - 2

G(x,5)=+ s

(X £) _shésh(x—l) E<x<l
shl ’ o

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Grin funksiyasi ma’lum bo‘lgandan so‘ng, berilgan masalaning
yechimi, darhol, (90) formula orqali topiladi.

Ayrim hollarda bir jinshi bo‘imagan simmetrik integral tenglamani
oddiy differensial tenglama uchun bir jinsli bo‘lmagan chegaraviy
masalaga keltirish mumkin.
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Integral tenglamaning yadrosi K (x, y) biror chizigli differensial
operatorning Grin funksiyasidan iborat bo‘lgan holdagina bunday qilish
mumkin. Buni bir misolda ko‘rsatamiz.

Misol. Ushbu

i
o(x) - A[K(x,y) @(y)dy =e’ (95)
0
integral tenglama yechilsin, bu yerda:
shx sh(y—l), 0<x<y,
K(x,y) — shl
shy Sh(x — 1)
, y<x<l.
shl

Yechish. (95) tenglamani

1

Ash(x—1) ¢ Ashx
fP(X)=eX+——S(;—)£8hy<P(y)dy+ Sshl !sh(y—l)fp(y) dv (96)

ko‘rinishda yozib olamiz. (96) tenglikni ikki marta differensiallaymiz:

' N ﬂch(x—l)x Achx'
go(x):e +Té‘.shy(p(y)dy+ —1 Jsh(y—l)(p(y)dy,

" x ﬂ‘Sh(x_l)x ﬂchxl
p"(x)=e +Tj.shygo(y)dy+ o Ish(y—l)(p(y)dy+

0 S x

/Ich(x—l) Achx
N T h _
e
(96) va oxirgi tenglikdan
¢"(x)=p(x)+Ao(x)
tenglama hosil bo‘ladi.
(96) da x = 0 va x = I desak, gz)(O):l, qo(l):e bo‘ladi.

Shunday qilib, izlanayotgan qo(x) funksiya
9"(x)=(A+1)p(x)=0, 97)
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0(0)=1, ¢(l)=e ©8)

chegaraviy masalaning yechimidan iboratdir.

Quyidagi hollarni tekshiramiz:

1) A41=0, y2’ni 1 =-1. (97) tenglama (0"(x) =0 ko‘ri-
nishga ega bo‘lib, ¢(x)= Cx + C, funksiya uning umumiy yechimi
bo‘ladi. (98) chegaraviy shartlarga muvofiq C, va C, noma’lumlarni
aniqlash uchun

C,= 1,
C,+C,=e

sistemani hosil gilamiz, bundan C,=e—1, C,=1 .
Demak,
(0(x)=(e—1)x+1.

2y A+1>0, ya’'ni 41> —1(/1 * O). (97) tenglamaning umumiy
yechimi

(o(x) =CichNA+1x+CshyA+1x

bo‘ladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan C, va C, noma’lumlarni
topamiz:

_e—chJyA+]

c =1 ="V

S sha+l

Ma’lum bo‘lgan

sh(x - y) = shxchy — chx shy

formulani e’tiborga olsak, noma’lum (p(x) funksiya ushbu

(x)_ch\//1+1(1—x)+e-sh\//1+1x
PV shyA+1

formula bilan aniglanadi.

3) A+1<0, ya’ni A<-1. A+1=—x" deb belgilab olsak,
(D(Y) =C,cos ux+ C,sin ux funksiya (97) tenglamaning umumiy
yechimi bo‘ladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan C, va C, o‘zgar-
maslarni anigtash uchun
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C =1, Crcosu+C,sinu=e, (99)

sistemaga ega bo‘lamiz. Bu yerda o‘z navbatida:
a) # son sinu =0 tenglamaning ildizi bo‘lmasin. U holda,

e—cos
C =1 C,="2F
sin
e—cosy .
va natijada @(x)=cos px + ———sin px,
sin u
buyerda y=v-A-1.
b) son siny=0 tenglamaning ildizi bo‘lsin, ya’'ni

H=nr(n=1, 2,...) . (99) sistema birgalikda bo‘lmaydi, natijada beril-
gan integral tenglama yechimga ega bo‘lmaydi. Bu holda mos

go(x)+(1+n27z2)]‘K(x,y)(o(y)aﬁ/=0 (100)

bir jinsli tenglama trivial boqlmagan yechimga ega bo‘ladi, ya’'ni

A, =—(1+n2752) sonlar (100) tenglamaning xos sonlari,

o, (x) =sinnzx funksiyalar esa, xos funksiyalari bo‘ladi.
Mashglar. Quyidagi simmetrik integral tenglamalar yechilsin:

ZJ‘K xy)(o dy=x,
buyerda

K(xy)- x(y-1), 0<x<y,
Y (x—l) y<x<l.

Javob. A =-z’n*— xos sonlar, @, (x)=sinzzrnx — xos
funksiyalar. Agar A#A, bo‘lsa

n+l
S
x——z Sin nrx.
Y/ n(/l +n'z )

2. p(x)-4 }K(x,y)g&(y)dy = COS X,
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bu yerda:
x+1)y, 0<x<y,

o |

Javob. 2, =1, A, =-n’z* (n=1,2,...) — xos sonlar,

y+1)x, y<x<l.

@y(x)=¢", 9, (x)=sinnrx+nrcosnrx (n=12,.) —xos

funksiyalar.
Agar A, #1, A, # -n'r’ (n = 1,2,...) bo‘lsa, u holda tengla-
maning yechimi

X

l1+e ¢ B ,
1472 1-1 2(,1+7r2

go(x)-cos;rx-i-}{ )(sinﬂx+7rcos7zx)

ko‘rinishda bo‘ladi.

3. (/)(x) + ]K(x,y)go(y)dy =xe",

bu yerda
shxsh(y—l) <x<y
K(x,y) _ shl
shysh(x—l) e
, y<x<l1
shl

Javob. @(x) =2e¢" -2+ (2 — e)x.

T

4 o(x)-2 IK(x,y)(u(y)dy =cos2x,
0
bu yerda

sinxcosy, 0<x<y,

K(x,y)=
(xy) sin ) cos X, nySZ.

2
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2sinx/§(x~%j
N

Javob. @(x)=3cos2x+
sin

5. go(x) - lJ.K(x,y)(p(y)a’y = shx,

bu yerda
—e shx, 0<x<y,
K(x’y): —x
—e “shy, y<x<I.
Javob. (x)= e-sh\2x

sh\[—+\/—chx/—
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VI BOB. SINGULYAR INTEGRAL TENGLAMALAR

1- §. Umumiy mulohozalar va misollar

Ushbu

K@) o)d=r)

integral tenglamani qarayr;iz. Agar (1) tenglamaning yadrosi X (x, y)
asosiy {a <x,y< b} (a, b cheksiz ham bo‘lishi mumkin) kvadratda
kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsa, ya’'ni

ﬁKZ (x,y) dxdy <+oo )

tengsizlik bajarilsa, u holda (1) tenglama uchun Fredgolmning teo-
remalari o‘rinli bo‘ladi. Xususan, (1) tenglamaning spektri, ya’ni xos
sonlarining to‘plami diskret bo‘lib, har bir xos songa chekli sondagi
xos funksiyalar mos keladi (xos sonlar chekli karrali bo‘ladi).

Agar (2) shart bajarilmasa, (1) integral tenglamaning spektri
uzluksiz bo‘lishi mumkin, ya’ni xos sonlar butun oraligni to‘ldirishi
mumkin va xos sonlar cheksiz karrali bo‘lishi mumkin.

Bu aytganlarimizni misollarda ko‘rsatamiz.

Quyidagi Lalesko—Pikar tenglamasini tekshiramiz:

if Flo(y)dy = £(x). 3

Bu tenglamaning yadrosi K (x, y):e_lx”y | (2) shartni ganoat-

lantirmaydi, u cheksiz normaga ega bo‘ladi. Haqiqatan ham,

j j e dxdy = jdxj Aol =

—0 —© —0

X

j dx j e Fe¥dy + j ey

-0 X
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3 | G N P
(3) integral ter_logflamani B

[e <]

qo(x)—/{e" ]eyw(y)dy+ex Jley(p(y)dy}:f(x)

-0 X

ko‘rinishda yozib olamiz. Agar f(x) va qo(x) funksiyalar ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, berilgan tenglama

¢ (x)+(22-1)o(x)= s (x)= S (x)
oddiy differensial tenglamaga ekvivalent bo‘ladi. Bu tenglamaning

ya (x) =0 bo‘lgan holdagi umumiy yechimi

p(x)=Ce"" +Ce ™ 4)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bunda g =\1-21, C,,C, esa ixtiyoriy
o‘zgarmaslar. (3) tenglamaning chap tomonidagi integralning mavjud

bo‘lishi uchun |Re ,u| <1 bolishi, haqigiy A lar uchun 4 >0 bo‘lishi

zarurdir.
Demak, haqigiy sonlar sohasida (3) tenglamaning spektri

0 <A <o oraligdan iborat. Bu oraligning har bir nugtasi (3) tenglama
uchun ikki karrali xos son bo‘ladi, ya’ni har bir A€ (O,oo) ga ikkita

chiziqli bog‘liq bo‘lmagan sillig e”* va e xos funksiyalar mos
keladi. Ammo, ishonch hosil gilish qiyin emaski, bu xos funksiyalar

. 1

Lz(—oo,+ oo) sinfga tegishli bo‘lmaydi. /1>5 bo‘lganda (4) ga asosan
1

inyg2A— J2A- i ‘ladi, A== d

sin /24 —1x, cos{/2A—1x lar xos funksiyalar bo‘ladi, 5 da

@(x)=c, +c,x ga ega bo‘lamiz.
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1
Shunday qilib, 125 bo‘lganda (—oo,+00) oraligda chegara-

langan xos funksiyalar mavjud bo‘ladi, lekin ular L, (—oo,+ OO) sinfga

tegishli bo‘lmaydi. Bu misoldan integral tenglamaning yechimi gaysi
sinfdan izlanishi muhim ekanligi ko‘rinayapti.

Yana bir misol ko‘ramiz. (p(x) funksiya [0,90) oraligda absolyut

integrallanuvchi uzluksiz bo‘lib, Ox o‘gning ixtiyoriy chekli oralig‘ida
chekli sonda maksimum va minimumlarga ega bo‘lsin. Bu funksiya
uchun Furyening kosinus-almashtirishini tuzamiz:

\/‘J‘(p cost x dXx.
go(x):\/% J;(pl(t)costx dr
0

Bu ikki formulani qo‘shib,

o(x)+o(x \/7I[<0 )+ () |cosxydy

tenglikni hosil qilamiz, ya’ni yuqoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi

(p(x) funksiya ixtiyoriy tanlanganda (x) = (o(x) + @ (x) funksiya,

A=/ % X0s giymatga mos

p(x)=2 Iw(y)cosxydy 5)
0

U holda

integral tenglamaning xos funksiyasidan iborat bo‘ladi. Demak, (o(x)

ixtiyoriy funksiya bo‘lgani uchun, A ning ko‘rsatilgan giymatida (5)
tenglama cheksiz ko‘p chizigli bog‘liq bo‘lmagan xos funksiyalarga
ega bo‘ladi.

Masalan, ¢(x) =e " (a>0) bo'lsin. Bu holda
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277 2
o (x)= . Je ’cosxtdt:\/;azixz.

Shu sababli

p=el) ) =er 2=

T a +x

l//(x) funksiyaning bu giymatini (5) tenglamaga qo‘yamiz:

e““+\/: =1 I “ycosxy+[Iacoswd
a’+x° ; a +y

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning giymatlari ma’lum:

o a '} cosx T
J.e*“y cosxydy=——-, I 4 ~dy=—e "
0

a +x a’ +y’ 2a

Demak, avvalgi tenglikdan

, ,2 a T a
eax+ ——2—‘—2‘:/1 — em+ﬁ
T oa+x 2 a +x

tenglik kelib chigadi. Bundan, agar 4 =, /% bo‘lsa,

—ax 2 a
!//()C):e +\/;mio

funksiya (5) integral tenglamaning yechimi ekanligiga ishonch hosil
gilamiz. Shunday qilib, /121/% son (5) tenglamaning xos soni
bo‘lib, y/(x) funksiya mos xos funksiya bo‘ladi. @ > 0 — ixtiyoriy
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haqiqiy son bo‘lgani uchun A =, [ % xos songa cheksiz ko‘p chiziqgli
bog‘liqg bo‘lmagan (6) xos funksiyalar to‘g‘ri keladi.

2- §. Koshi tipidagi integral

1. Koshi tipidagi integral ta’rifi va misollar. Kompleks o‘zgaruvchili
z tekisligida L — silliq yopiq egri chiziq bo‘lsin. Ma’lumki, silliq egri
chizig yoki sillig kontur deganda, o‘zi-o‘zi bilan kesishmaydigan,
urinmasi uzluksiz o‘zgaradigan va gaytish nuqtalariga ega bo‘lmagan
yopiq yoki ochiq chiziq tushuniladi. L egri chiziq bilan chegaralangan
sohani D' orqali, D* + L ning barcha kompleks tekislikkacha
to‘ldiruvchisini D~ orqali belgilaymiz.

Agar f(z) funksiya D* sohada analitik va D" + L da uzluksiz
funksiya bo‘lsa, kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan
ma’lum bo‘lgan Koshi formulasiga asosan:

1 , D,
Tf—f(r)d“{f(z) o )
TijT—z 0, zeD".

Agar f(z) funksiya D~ sohada analitik, D~ + L da uzluksiz bo‘lsa,
u holda

I f(oo), zeD"
2ri —f(z)+f(oo), zeD

®)

Koshi formulasi, agar funksiyaning soha chegarasidagi giymati ma’lum
bo‘lsa, uni sohaning ixtiyoriy nuqtasidagi qiymatini hisoblashga imkon
beradi; gisqa qilib aytganda Koshi formulasi analitik funksiyalar uchun
chegaraviy masalani hal qiladi. (7) va (8) formulalar chap tomonidagi
integral Koshi integrali deyiladi.

Endi L yopiq yoki ochiq silliq chiziq, 7 uning nugqtalarining

kompleks koordinati va (p(z') bu chizigdagi uzluksiz funksiya bo‘lsin.
U holda

1 (o(7)
()] = |
(Z) 2ri'rt—z ’ ©)
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integral Koshi tipidagi integral deyiladi, gp(r) funksiya uning zichli-
1

T~z

gi, esa, yadrosi deyiladi.

Ravshanki, CD(Z) funksiya L egri chizigning nugtalaridan tash-
gari barcha kompleks tekislikda analitik funksiyadir, shu bilan birga

(D(oo) =0 . Demak, L chiziq <D(Z) funksiya uchun maxsus chiziq

bo‘ladi. Koshi tipidagi integralning z nuqta L egr chizigga yagqin-
lashganda va unda yotgandagi holati to‘g‘risidagi muhim masalalarni
keyinroq bayon gilamiz.

Agar L — ochiq egri chiziq bo‘lsa, (I)(z) maxsus L chigigqa
ega bo‘lgan barcha tekislikda analitik funksiya bo‘ladi. L — endi yopiq
egri chiziq bo‘lsin. Bu holda ® (z) ikkita mustagil funksiyaga ajraladi:
D" sohada aniglangan @ (z) va D~ soha nugqtalari uchun aniglangan
df(z). Bu ikkita funksiya, umuman aytganda, biri ikkinchisining
analitik davomi bo‘lmaydi.

Bir-birini to‘la tekislikka to‘ldiruvchi D', D~ sohalarda ikkita
mustagqil (D+(z) , CD"(z) ifodalar bilan aniglanadigan (D(z) analitik
funksiyani odatda bo lak-bo ‘lak analitik funksiya deyiladi.

1- misol. L =ab yoy, q)(z) =1 bo‘lsin. Bu holda

(I)(z): l.j dr _ l.lnb—z: l.lnz_b,
2risTt—z 27 a-z 2ni z—a
bu yerda
lnz_bzlnb_z
z—a a—z

deb, ab yoy bo‘yicha kesilgan tekislikda analitik, cheksizlikda nolga
aylanuvchi funksiya tushuniladi.

2
2- misol. L-Izlzl birlik aylana, (ﬂ(f)zm bo‘lsin. U
holda
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1 2 dt 1 ¢ 1 dv 1 .1dt
®(z)= = —— =
(2 2m‘-[r(r—2) T—z 27ri-[r-2r—z 2Miy TT—2

{

D" sohada funksiya analitik, — esa, D da analitik va

z— z
cheksizlikda nolga aylanadi. Shuning uchun ham avvalgi tenglikdagi

birinchi integral (7) formulaga asosan z e D" uchun

1
a teng,
28 g

_ 1
ikkinchi integral esa (8) formulaga binoan z€D uchun —— ga
z

teng, z<€ D" uchun esa nolga teng. Bundan

O (z)=—— & (z)="1.
z—2 z
2. Koshi tipidagi integralning bosh giymati (singulyar integral).
Matematik analiz kursidan ma’lumki, integral yig‘indilarning limiti
sifatida aniqlangan integral fagat chegaralangan funksiyalar uchun
‘ma’noga ega. Agar integral ostidagi funksiya chegaralanmagan bo‘lsa,
u holda xosmas integral tushunchasi kiritiladi. Buni eslatib o‘tamiz.

f(x) funksiya a < x <b kesmada aniglangan bo‘lib, bu kesmaning
¢ nuqtasi atrofida chegaralanmagan bo‘lsin. Lekin musbat &, va g,

sonlar ganday kichik bo‘lmasin f (x) funksiya as<x<c-g,
¢+ &, < x < b kesmalarning har birida integrallanuvchi bo‘lsin. Ushbu

g

b
J'f(x)dx+ If(x)dx (10)
a cté,y

yig'indini tuzamiz. Agar bu yig‘indi &, va &, bir-biriga bog‘liq bo‘lmay
nolga intilganda limitga ega bo‘lsa, bu limit f (x) funksiyaning xosmas
integrali deyiladi:

[f(pe=tim| | r(x)aes [ (x)ee]
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(10) yig'indi, & va g, bir-biriga bog‘liq bo‘lmay nolga intilganda

limitga ega bo‘lmasligi, lekin &, va &, biror munosabat bilan bog‘liq
bo‘lib nolga intilganda limiti mavjud bo‘lishi mumkin. Misol uchun

f(x) = , a<c<b funksiyani tekshiramiz. (10) yig‘indini tuzib,
x—c

CT dx + l] dx :lnb_c+lni

x—c xX—c c—a &,

a ctey

(1)

tenglikka ega bo‘lamiz. (11) migdor &, va &, nolga intilganda limitga

&

1
intilmaydi, chunki 8_ nisbat bu holda ixtiyoriy o‘zgarishi mumkin.
2

Agar &, va g, biri-biriga bog‘liq bo‘lsa, masalan ¢, = k¢,, bunda k —
musbat o‘zgarmas, u holda (11) yig‘indi limitga ega bo‘lib, bu limit

b—c

In +Ink

c—da

ga teng bo‘ladi. Xususiy holda &, = &, =& desak,

| F de % odx b—-c
lim I + J- =In
£-0 xX—c . x—c c—a
tenglikni hosil gilamiz. Bu misoldan so‘ng quyidagi ta’rifni kiritamiz. £ (x)
funksiya a < x < b kesmada aniglangan bo‘lib, musbat £ son ganday
kichik bo‘lmasin bu funksiya a<x<c—¢& va c+&<x<bh

kesmalarda integrallanuvchi bo‘Isin.
Ushbu

&0

lim Tf(x)dx+ l]f(x)dx

ct+e&

limit (agar mavjud bo lsa) f (x) funksiyadan a < x <b oraligda olingan
integralning Koshi ma’nosidagi bosh giymati deyiladi.
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"Integralning bosh giymati” o‘rniga ko‘pincha singulyar (maxsus)
integral deb aytiladi. Bosh giymat tushunchasi va atamaning o‘zi ham
Koshi tomonidan kiritilgan.

Biz singulyar integralni oddiy

]‘f(x)dx

simvol bilan belgilaymiz. Singulyar integralni ifodalashda

v.pj.f(x) dx; jj(x) dx‘;iff(x) dx

simvollar ham ishlatiladi, bunda v va p fransuzcha voleur principale
so‘zlarining birinchi harflari bo‘lib, o‘zbekchada "bosh giymat" ni
bildiradi. Agar oddiy (xos yoki xosmas) integral mavjud bo‘lsa,
singulyar integral bu oddiy integral bilan ustma-ust tushadi. (11)
fomuladan ushbu

=1
a X—C c—d
singulyar integralning mavjudligi kelib chigadi. Bu ko‘rilgan misoldan
umumiyroq integralni tekshirish magsadida Gyolder yoki N sinfga

tegishii funksivalar tushunchasini eslatib o‘tamiz.

be dx b-c
_[ n (12)

f (x) funksiya a<x<b kesmada aniglangan bo‘lsin. Agar

a<x<b kesmaning ixtiyoriy ikkita x, va X, nugtasi uchun

lf(xl)—f(xz)!éAlxl—x2

shart bajarilsa, f(x) funksiva a < x<b kesmada Gyolder (N) shartini
qanoatlantiradi deyiladi, bundagi, « , A — musbat o‘zgarmas sonlar,

‘a

shu bilan birga O<a <1. 4 — Gyolder o‘zgarmasi, « — Gyolder
ko‘rsatkichi deb yuritiladi.

Agar o birdan katta bo‘lsa, Gyolder shartidan f(x) ning (a,
b) oraligda nolga tengligi kelib chigadi va funksiya o‘zgarmasga aynan
teng bo‘lib goladi. Agar o =1 bo‘lsa, u holda Gyolder sharti ma’lum
Lipshis sharti bilan ustma-ust tushadi.Bu ta’rifda f (x) funksiyakesmada
berilgan edi. Ammo funksiya biror ochiq yoki yopiq egri chizigda
berilishi ham mumkin.
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L — silliq egri chiziq bo‘lib, go(t) — bu egri chiziq nugtalarining
funksiyasi bo‘lsin.
Agar L egri chizigning ixtivoriy ikkita t, va t, nugtalari uchun

[24

|¢(’1)_¢(t2)|£‘4|’1 — 1]
shart bajarilsa, ¢(t) Sunksiya L egri chizigda Gyoclder shartini
qanoatlantiradi deyiladi, bu yerda ham A va a—o‘zgarmaslar,

O<a<l.
L egri chizigda berilgan funksiya ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lishi ham

mumkin. Masalan, ikki o‘zgaruvchili qo(t,l’) bo‘lsin. Agar L da
yotuvchi ikki juft (4,7,) va (#,,7,) nuqgtalar uchun

|(p(t1,rl)—(p(t2,2'2)lﬁK(Itl —tzlﬂ +|z'1 -7, V)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, go(t,r) funksiya L da Gyolder shartini

ganoatlaniradi deb aytiladi, bunda K, 1, — musbat o‘zgarmaslar,
shu bilan x4 <1, v<1.

Agar u va v sonlarning eng kichigi o bo‘lsa, shunday o‘zgarmas
C ni topish mumkinki,

tengsizlik bajariladi. Endi
1olx),
f X (13)
X—cC

inegralni tekshiramiz, bunda qo( x) Gyolder shartini ganoatlantiruvchi

biror funksiva. Bu integralni

b b b
x)dx x)—@lc dx
o(x) :J'(p() o( )dx+¢(c)J
;o x—c : X-c Jx—c
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi
integral xosmas integral sifatida mavjud, chunki Gyolder shartiga
asosan
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Ico(X)—co(c){< 4

lI-a °

‘ X—C |x—c|

ikkinchi integral esa (12) integral bilan ustma-ust tushadi, ya'ni u

singulyar integraldir. Shunday qilib, ¢(X) funksiya Gyolder shartini

qganoatlantirsa, (13) integral Koshi bo ‘yicha bosh qiymat ma’nosida
mavjud bo ‘lib, u quyidagiga teng bo ladi:

dx+(p(c)lnb—c.

c—da

b b
X X)— C
Icv( ), _ j(ﬂ( )-o(c)
X—C X—C
a a

Singulyar integral tushunchasi egri chizigli integrallar uchun ham
xuddi yuqoridagiday kiritiladi. L — bo‘laklari sillig yopiq yoki ochiq
egri chiziq bo‘lib, 7,/ — uning nugqtalarining kompleks koordinatlari
bo‘lsin. 7 nuqtani markaz qilib yetarli kichik g radiushi y: lt - Tl =&
aylana chizamiz. LL_ — yopiq |l -7 l < & doiradan tashqarida yotuvchi
L ning gismi bo‘lsin. Ravshanki,

integral oddiy tushunchada ma’noga ega. Agar

imJ (7)=J(7

limJ, (z)=J(7)
limit mavjud bo‘lsa, u integralning Koshi ma nosidagi bosh qiymati
yoki singulyar integral deyiladi. Buni ham, xuddi yuqoridagidek,
integralning oddiy simvoli bilan belgilaymiz:

J(7)= M

t—7 (9
L

Bu holda ham, agar (p(t) Sfunksiya Gyolder shartini ganoatlantirsa,

(14) singulyar integral mavjud bo ‘ladi.
Endi kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar kursidan ma’lum bo‘lgan
Soxoskiy—Plemel formulalarini eslatib o‘tamiz.
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L —yopiq silliq egri chiziq bo‘lsin. ®*(#) orqali z nuqgta L ning
ichidan turib L dagi ¢+ nuqgtaga intilgandagi (9) Koshi tipidagi
integral bilan ifodalangan ® (z) funksiyaning limit giymatini, ®=(?)
orqali L ning tashqarisidan intilgandagi limit giymatini belgilaymiz.

Agar q)(t) funksiyva L da Gyolder shartini ganoatlantirsa, u holda

. 1 1 (o(7)
o (1) ==p(1) +— [y
(1) IACAE e
. 1 1 o(7)
O (1) =2 (1) + = [Zy
®) 2(p(t)+27riLr—t ‘ (15)

formulalar o‘rinli bo‘ladi, bundagi integrallar singulyar integrallardir.
(15) formulalarni bir-biridan ayirib va bir-biriga qo‘shib, ularga teng
kuchli formulalmi hosil gilamiz:

O ()-0 ()=0(1), @ 1)+ (r nJ¢_fm<m>

(16) formulalar Soxoskiy— Plemel formulalari deb ataladi.

Bu formulalar to‘g‘risida ayrim fikrlarni aytib o‘tamiz. L egri
chiziq bo‘ylab soat miliga qarshi harakat qilinganida, bu bilan
chegaralangan soha chap tomonda qoladi deb faraz gilamiz. z nuqta
t ga intilishi to‘g‘risida gapirilganda, z nuqta harakati davomida
chizilgan egri chiziq L egri chizigga urinmaydi deb hisoblaymiz, aks
holda bu formulalar to‘g‘ri bo‘lmasligi mumkin.

Agar L yopiq egri chiziq bo‘lmay, oddiy yoydan iborat bo‘lsa,
"sohaning ichidan" va "sohaning tashgarisidan” tushunchalari ma’noga
ega bo‘lmaydi, shunga qarama§dan (15) formulalar o‘z kuchini saglab
goladi. Bu holda L biror L yoy bilan soat miliga qarshi aylanib
o‘tiladigan yopiq egri chizigqacha to‘ldiriladi. D — bu egri chiziqg bilan
chegaralangan soha bo‘lsin. U holda (15) formulalardagi " + " va " —
belgilarni mos ravishda D sohaning ichidan yoki tashgarisidan (ya’ni L
egri chizigning chapidan va o‘ngidan) yo‘nalish deb tushuniladi.

3. Singulyar integrallar kompozitsiyasining formulasi. L — yopiq
egri chizig bo‘lib,

()= [0 0,(0)= 5L [2C
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bo‘lsin, @,(f) funksiyaning bevosita ¢ T orgali ganday ifodalanishini
topamiz. Shu magsadda Koshi tipidagi

f(Z):ﬁJif_gdr’ f](z 27n-[¢1 )

integrallarni tekshiramiz. (15) formulalarning birinchisiga asosan:

7 (0=to() 5= [

27i;
] (9
7 ()=10,0) E;y%ggm

Bulardan, ¢, (t) va @, (Z) funksiyalarning aniqlanishiga ko‘ra

A()=1 (1)=300).  )=£)-30() 1)

tengliklarni hosil gilamiz. (17) dan @,(t?) ning giymatini jl(z) ga

olib borib qo‘yamiz:

. 1 /(1) 1 (p( T)
z)l= At — ‘
A2) 271:17-,-' P Ari dT (18)

(18) dagi birinchi integral Koshi integralidir, chunki uning /= (1’)
zichligi L egri chiziq ichida analitik f(z) funksiyaning limit giymati.
Demak, bu integral f (z) ga teng. (18) dagi ikkinchi integral esa,
|
ravshanki, —2- f (Z ) ga teng.
Shunday gilib,

_ 1 . 4 [ f

fl(Z)——z—f(Z) va fl (t)ZEf (,)

Endi (17) tenglikdan
1

0.0=21 ()3 ()20 | =000
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?, (f ) funksiyaning ifodasini
1 ¢ (&)
t)=—| —=d
al) 2miy & —t ¢

ko‘rinishda yozib olsak, singulyar integralning kompozitsiyasi bo‘lgan
ushbu

Pt RO

Puankare— Bertran formu[a.szm hosﬂ q11am17 (19) formulada ikki karrali
singulyar integralda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin emas;
agar integrallash tartibini o‘zgartirsak,

s dr
P LAl [pamrs Py

integral hosil bo‘ladi, bu integral esa nolga teng. Haqigatan ham,
agar ( #t bo‘lsa,

J( c;( ):e“l—r“rd—rt_;f:]

(9) formulada (p( ) 1 bo‘lsin. Agar z nuqta L egri chizigning

ichida yotsa, (I)(z)zl bo‘ladi. Bu holda, (15) formulaning
birinchisidan

A opde 1
2ridr—t 2
Xuddi shunday
S LI
2rijt—-¢ 2
Demak, ’
dt
=0, {#¢
! (§-7)r-1)
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Agar qo(r,é’) funksiya L da Gyolder shartini ganoatlantirsa, (19) ga

nisbatan umumiyroq

R i =rtuaye o e

Puankare—Bertran formulasi to‘g‘ri bo‘ladi. Agar (D(T,é') funksiya

7 ga bog‘lig bo‘lmasa, avvalgi formuladan darhol (19) kelib chigadi.

Ushbu ifoda, bunda 7 va ¢t — L egri chizigning nuqgtalari,

oO—3S

Koshi yadrosi, ctg esa, Gilbert yadrosi deb ataladi, bu yerda

O va s— [0,271:] oraligda o‘zgaradigan haqiqiy o‘zgaruvchilar.

3- §. Koshi yadroli singulyar integral tenglamalar

1. Asosiy tushunchalar. Agar chizigli
p(1)+ IK(t,r)(p(f)dr = /(1)
L

integral tenglamaning yadrosi
M (t, T)

Klen)=

0<a<l,

ko‘rinishga ega bo‘lsa (bu yerda M(t,f) uzluksiz funksiya), bizga

ma’lumki, uni iteratsiya yordamida uzluksiz yadroli integral tenglamaga
keltirish mumkin. Bunday tenglama Fredgolm tenglamasining barcha
xossalariga ega bo‘ladi.

Agar o = 1 bo‘lsa, u holda integral singulyar integraldan iborat
bo‘ladi va tenglamani Fredgolm integral tenglamasiga keltirish usuli

o‘z kuchini yo‘qotadi. Integral tenglamaning K (t,r) yadrosi 7 =1

bo‘lganda cheksizlikka aylanib, integral Koshi bo‘yicha bosh qiymat
ma’nosida mavjud bo‘lsa, bunday integral tenglama singular integral
tenglama deb yuritiladi. Koshi yadroli integral tenglama
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1 ¢K(t,7

Kop=a(t)p(t) — J.—(———)(o(f)dr =f(1) o
1 T —

ko‘rinishda yoziladi, bundagi L — ochiq yoki yopiq silliq egri chiziq.

K@ operatorni singulyar operator deyiladi.

L da berilgan a(t), f(t) va K(t,r) funksiyalarni Gyolder
shartini ganoatlantiradi deb hisoblaymiz. (20) tenglamaning yadrosini
K(1,7) K(t7)-K(1¢) . K(1,1)

T—1 T—t T—1t
ko‘rinishda yozib olamiz. Ushbu
1 K(t,7)—K(1,¢
K(tt)=b(t), — (t.) = K(51)
Tl T—1
belgilashlarni kiritsak, (20) tenglama

=k(t,7r) @

Ko=a(t)p(t)+ M If(_—rt)dr + J.k(t,r)¢(r)dr =7(t) @
ko‘rinishda yoziladi. (27{; foerfqulalardan f(O‘n'nayaptiki, funksiya barcha
L da, K (t,z‘) esa, 7 =1¢ nuqtadan tashqari hamma joyda Gyolder
shartini gqanoatlantiradi va

[k (1, r)‘<—%— O<a<l

o ?

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. (22) tenglamani to Ja singular integral tenglama
deyiladi.

K'o=a(t)o(r)+ 2 (L)
Tl
ifodani to‘la integral tenglamaning xarakteristik, j k(t,7)p(r)dr ifodani

esa regular gismi deb yuritiladi. Ushbu '

K°¢Ea(t)(p(t)+b7(?]%(_—rt)dr:f(z‘) 23)

tenglama (22) to‘la tenglamaga mos xarakteristik tenglama deyiladi.
Agar f (t) funksiya aynan nolga teng bo‘lmasa, (22) tenglama bir
Jjinsli bo‘Imagan, aks holda bir jinsli tenglama deb ataladi.
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Bir jinsli K¢ =0 tenglamadan yadro o‘zgaruvchilarining o‘rnini
almashtirish natijasida hosil bo‘lgan

Ky =a(t)y(t) J———(—dr+ J-k(r Ny (r)dr=0

7Tl

tenglama K@ =0 tenglamaga qo ‘shma tenglama deyiladi. Xususan,

Lo 1 b(r)
Ky=a(t)y(t)-— |—w(r)dr=0
Tl b T—1
tenglama (23) xarakteristik tenglamaga go‘shma tenglama bo‘ladi. Shu
narsaga e’tiborni jalb qilamizki, xarakteristik K ) operatorga qo‘shma
bo‘lgan K operator, umuman aytganda, K' operatorning xarak-
teristik K gismidan iborat bo‘lmaydi, chunki K' ning xarakteristik
gismini ajratish uchun uning ifodasida

Jb(r

L

j——————w( )dr +b(t IWT

almashtirishni bajarib, bundagi birinchi integralni uning regulyar
gismiga go‘shib go‘ysak, K' operatorning xarakteristik gismi
0 b(t) ¢wi(t)dr
K l//Ea(t)l//(t)— ()J‘ ( )t
formula bilan aniglanadi. Demak, K~ va K belgilashlarni bir biridan
farq qilish kerak.

Quyidagi

s(t)=a(t)+b(1), d(t)=a(t)-b(1) (24)
belgilashlarni kiritamiz va bu funksiyalarni L da nolga aylanmaydi
deb hisoblaymiz. Bu holda (20) yoki (22) tenglama normal tipdagi
tenglama deb aytiladi.

Izoh. (20) tenglamani shunday ko‘rinishda ifodalash mumkinki,
bunda o‘zgaruvchilar haqiqiy miqdorlardan iborat bo‘ladi. Buni turli
usullar bilan amalga oshirish mumkin. L— markazi koordinat boshida
va radiusi 1 ga teng bo‘lgan aylanadan iborat bo‘lsin. Ushbu

T= gi@ t= eio’
belgilashlarni kiritamiz. U holda
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G+o O—c

dr  ie®do e ? ie 2 do

60 ic O+oc — O-c 00
T f e — e e—lT el——z—— _ e—t——z—
| cos +isin 1 o- :
=2 2 40==ctg=—2a0+2ae.
2 . 6-0 2 2

sSin

Bu ifodani (20) tenglamaga qo‘yib, uni (22) tenglamaga keltirishda
ganday amallarni bajargan bo‘lsak, xuddi shunday amallarni bajarib,
quyidagi tenglamaga kelamiz:

a(O')y/(O')+ j ctg —2—W(9)d0+ j I(c,0)d6 = g(o),

bunda a(o), b(O'), g(O') — 27 davrli H shartm ganoatlantiruvchi
berilgan funksiyalar, /(o,d) ham 27 davrli kuchsiz maxsuslikka ega
bo‘lgan berilgan funksiya.

Agar L birlik aylana bo‘lmay, uzunligi 27 ga teng bo‘lgan
Lyapunov shartini ganoatlantiradigan yopiq egri chizigdan iborat bo‘lsa
ham (20) tenglamani oxirgi ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish mumkin
{10]. Aksincha, agar Gilbert vadroli oxirgi tenglama berilgan bo‘lsa,
uni yuqgoridagi almashtirishlarga asosan Koshi yadroli (22) tenglamaga
keltirish giyin emas.

2. Xarakteristik tenglama. Avvalo (23) xarakteristik tengilamada

a(f) =0, b(t) =1 holni, ya’ni birinchi turdagi

Ly

el (4) 25)
tenglamani tekshiramiz. [ — silliq yopiq egri chiziq bo‘lsin. (19)
Puankare—Bertran formulasiga asosan

1 dr o<
(27i)° '[r ! .{( r)dg o(1) (26)

bundan darhol

o(r)=— /)y, @
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funksiya (25) tenglamani qanoatlantirishi kelib chigadi. Bu tenglamaning
yechimi yagona ekanligiga ishonch hosil qitish giyin emas. Hagiqatan
1 1
ham, (25) tenglamaning har ikki tomonini ; t—‘_—é, ga ko‘paytirib,
t bo‘yicha integrallaymiz. (26) formulani e’tiborga olsak, (27) ni
hosil gilamiz. Qisqga qilib aytganda (25) va (27) formulalar (26) ga
asosan, biri ikkinchisining natijasidir. Endi (23) tenglamadagi a(t) va
b(t) koeffitsientlar o‘zgarmas bo‘lsin. Bu tenglamaning har ikki
tomoniga

My (7)=ay(r)- L g(i)déV (28)

operatorni qo‘llaymiz:
(0
c{ago o I - a’g’}
b b (<) /(¢
+7Tl'i'.2'—t|:a¢(r) 7 - Td(:‘d =af (1 I _,

Bundan darhol, (24) ifodalar noldan farqgli bo‘lganligi sababli, (26)
formulaga asosan

a b
¢(f):mf(’)‘ If (29)

mL

ni hosil gilamiz. (29) formula bilan aniqlangan qp(l) funksiyaning

a(t) va b(t) lar o‘zgarmas bo‘lganda (23) tenglamani ganoat-
lantirishiga ishonch hosil gilish giyin emas. Umumiy (22) tenglama
tekshirilganda (28) operatorni qo‘llash natijasida (22) tenglama
Fredgolm tenglamasiga keladi. Agar a, b o‘zgarmas bo‘lsa, hosil
bo‘lgan Fredgolm tenglamasi (22) tenglamaga ekvivalent bo‘ladi.
Umumiy holda qo‘shimcha tadqgigotlarni olib borishga to‘g‘ri keladi.
Shu magsadda, singulyar integral tenglamalarni o‘rganishda muhim
ahamiyatga ega bo‘lgan analitik funksiyalar chegaraviy masalalari
nazariyasidan Riman masalasini tekshiramiz.
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4- §. Riman masalasi

1. Masalaning qo‘yilishi. Z— kompleks o‘zgaruvchining tekisligini
ichki D* va tashqi D sohaga ajratib turuvchi silliq yopiq egri chiziq
bo‘lib, G (# va g () — L da berilgan Gyolder shartini ganoat-
lantiruvchi funksiyalar bo‘lsin, shu bilan birga G () nolga aylanmasin.
Limit giymatlari L egri chiziqda

Q' (1)=G(r)@ (1) +g(r) (30)

shartni ganoatlantiruvchi bo‘lak-bo‘lak analitik Q)(z) funksiya topilsin.
Eslatib o‘tamiz, bir-birini to‘la tekislikkacha to‘ldiruvchi D* va

D sohalarda ikkita mustaqil ®@* (z), ®(z) ifodalar bilan aniglanuvchi
(D(z) analitik funksiyani bo Yak-bo ‘lak analitik funksiya deyiladi. Bu
masala ulash masalasi yoki Gilbert masalasi ham deb yuritiladi. G(t)
funksiyani Riman masalasining koeffitsienti, g(t) funksiyani esa uning

ozod hadi deyiladi.
Avval Riman masalasining xususiy holini tekshramiz. L yopiq egri

chizigda Gyolder shartini ganoatlantiruvchi qz)(t) funksiya berilgan
bo‘lsin. Cheksizlikda nolga aylanuvchi va L egri chizigdan o‘tishda
(p(t) sakrashga ega bo‘lgan, ya’ni

O (1)-0 (1)=9(?) 31)
shartni ganoatlantiruvchi bo‘lak-bo‘lak analitik (D(z) (CD(Z):
=" (z), zeD', d(z)= O (z),ze Df) funksiya topilsin. Bu
masalaning yechimi (16) formulaga asosan, ushbu

CI)( z)= —i— 2(’6_) ar
2mis Tz
funksiyadan iborat bo‘lishi ravshan. Bu yechimning yagonaligini isbot
qilish qiyin emas. Haqigatan ham, ikkita yechim bor deb hisoblab,
ularning ayirmasini tekshirsak, L bu ayirma uchun egri chizigdagi
sakrash nolga teng bo‘ladi.

(32)

Agar (D’(oo) =0 qo‘shimcha shart olib tashlansa, masalaninig
yechimi

(I)(z)=—17 (P—(T)—a’f+c0nst
2miy Tz
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formula bilan aniglanishini ko‘rish giyin emas. Riman masalasini
yechishda

7= é—;[argG(t):lL

formula bilan aniglanadigan X butun son muhim ahamiyatga ega
bo‘ladi. Bu yerdagi [ ] , belgi qavs ichidagi ifodaning L chiziq musbat
yo‘nalishi bo‘yicha aylanishidagi orttirmasini bildiradi. Bu X sonni
G(r) Sfunksiyaning indeksi yoki Riman masalasining indeksi deyiladi.

InG(¢)=1n|G(¢)|+iargG(r) bo‘lgani uchun va In|G(¢)|
funksiya chizigni aylanib chiggandan so‘ng o‘zining boshlang‘ich
giymatiga qaytib kelganligi sababli

[1nG(t)]L = i[argG(t)]L

bo‘ladi, demak,

7 =IndG(t)= ZLm'[ln G(t)]L = El;z—[argG(t)]L.

Masalaning shartlari o‘zgarmas bo‘lganda indeksning giymati L ning
musbat yo‘nalishini tanlab olishga bog‘liq emasligini, ya’ni X son
masalaninig invarianti ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

Indeksni integral ko‘rinishida ham yozish mumkin:

1 1
2 =IndG () 277 ] dInG(1) . JdargG(t).

Indeks ta’rifidan bevosita quyidagi fikrlar kelib chigadi:

1°. Funksiyalar ko ‘paytmasining indeksi ko ‘payuvchilar
indekslarining yig ‘indisiga teng. Kasrning indeksi bo ‘linuvchi va bo ‘luvchi
indekslarining ayirmasiga teng. Endi G(t) funksiya differensiallanuvchi
bo‘lib, L chizigning ichida yoki tashqarisidagi analitik funksiyaning
chegaraviy giymatidan iborat bo‘lsin. U holda

1 1 ¢ G(1)
=—|dInG(t)=—| —= dI,
x= 5 A el) i) () “

va'ni indeks G(t) funksivaning logarifmik qoldig‘iga teng.
Indeksning keyingi xossalarini bayon qilish uchun kompleks
o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan argument prinsipini eslatib

L
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o‘tamiz. Yopiq L egri chiziq bilan chegaralangan D sohada f(z) funksiya
chekli sondagi qutblardan boshga hamma nugtalarda analitik bo‘lsin. Bu
funksiyaning biror z, nuqta atrofidagi gatorga yoyilmasi quyidagicha bo‘lsin:

f(z):cn(z—zo)n+cn+l(z—zo)n+l +...:(Z—zo)nfl(z),
ﬁ(zo)zcn =0,

n sonni funksiyaning z, nuqtadagi tartibi deyiladi.

Agar n>0 bo‘lsa, funksiyaning tartibi uning noli tartibidan
iborat, agar n >0 bo‘lsa, u holda uning tartibi teskari ishorasi bilan
qutb tartibidan iborat. Agar funksiyaning z, nuqtadagi tartibi nol
bo‘lsa, bu nuqtada funksiya noldan fargli bo‘lgan chekli giymat gabul

giladi. Cheksiz uzoglashgan nuqta tekshirilganda z — z, binomni —

bilan almashtirish kerak. Funksiyaning sohadagi nol va qutblarmmg
sonini mos ravishda N, va P, orqali belgilab olamiz.

Argument prinsipi. / (z) funksiyaning yopiq L egri chiziq ichidagi
nollari soni bilan qutblari sonining ayirmasi, z nuqgta L ni musbat
yo‘nalishda aylangandagi arg f (z) o‘zgarishining 27 ga nisbatiga
teng. Argument prinsi pidan indeksning quyidagi xossalari kelib chiqadi:

2°. Agar G(l) funksiya yopiq egri chiziq ichidagi yoki tashqarisidagi
analitik funksiyaning chegaraviy giymati bo‘lsa, u holda uning indeksi
chiziq ichidagi nollarining soniga teng yoki chiziq tashqarisidagi minus
ishora bilan olingan nollarining soniga teng.

3" Agar G( z) funksiya yopiq egri chiziq ichidagi chekli sondagi
qutblardan tashgari hamma nugqtalarda analitik bo‘lsa, u holda nollar
sonini nollar soni bilan qutblar soni ayirmasiga almashtirish kerak.

Nollar va qutblarning kattaligi gancha bo‘lsa, ular shuncha marta
hisoblanadi. Qo‘shma kompleks funksiyalarning indekslari ishorasi bilan
teskari bo‘lishini gayd qilib o‘tamiz.

Misol. Koordinatalar boshini o‘z ichiga olgan ixtiyoriy yopiq L

egri chiziq bo‘yicha G(¢)=¢" funksiyaning indeksi hisoblansin.

t" funksiya egri chiziq ichida tartibi # ga teng bo‘lgan bitta nolga
ega z" funksiyaning chegaraviy giymatidan iborat bo‘lgani uchun
= Indt” =n bo‘ladi.

Boshgacha usul bilan ham bu indeksni hisoblash mumkin. Agar ¢
ning argumenti ¢ bo‘lsa, " ning argumenti »g ga teng bo‘ladi. ¢
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nugta L chizigni aylanib, boshlang‘ich qgiymatiga gaytib keiganda,
@ argument orttirmaga ega bo‘ladi. Demak, Indt" =n.

2. Kanonik yechim. Bir jinsli masalaning yechilishi. Bir jinsli
bo‘lmagan (30) va bir jinsli

Q' (1)=G(r)D (1) (33)

masalalarning umumiy yechimlari yordamchi funksiya orqali ifodalanadi.
Shu funksiyani topishdan boshlaymiz. Bir jinsli (33) masalaning xususiy
yechimini egri chizigda nolga aylanmaydigan funksiyalar sinfidan
izlaymiz. Izlanayotgan funksiyalarning D", D~ sohalardagi nollarining
soni mos ravishda N, va N_ bo‘lsin. Indeksning 1" va2’ xossalariga
asosan (33) tenglikning har ikki tomonidan indeksni olsak, u

N, +N_ =IndG(t)=y (34)

bo‘ladi.

7 =0 bo‘lsin. Bu shart bajarilganda In G(l) bir giymatli funksiya
bo‘ladi. (34) tenglikdan N, = N_=0 bo'lishi kelib chigadi, ya’ni
yechim barcha tekislikda nollarga ega emas. Shu sababli In®*(z)
funksiyalar o‘z sohalarida analitik bo‘ladi, demak, o‘zlarining
chegaraviy In®* (?) giymatlari bilan birga bir qiymatli bo‘ladi. (33)
shartni logarifmlab,

In®" (1)-In® (r)=InG(r)
tengliklarni hosil gilamiz. In G(t) uchun ixtiyoriy shohchani olish
mumkin. Oxirgi natija shohchani tanlashga bog‘liq emasligini tekshirib

ko‘rish giyin emas.
Shunday qilib, biz L da berilgan sakrash bo‘yicha bo‘lak-bo‘lak

lnd)(z) analitik funksiyani topish masalasiga keldik. Bu masalaning
yechimi In®~ (oo) =0 shart bajarilganda
1 ¢InG(r
ln(D(z): J- ( )dT (35)
2miy T-z
formula bilan aniglanishi bizga ma’lum. Qisqalik uchun

1 J- lnG(T) dT=F(Z)

2miy Tz
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belgini kiritamiz. (33) chegaraviy masalaning ®~ (oo):l shartni
ganoatlantiruvchi yechimlari Soxoskiy—Plemel formulalariga asosan

O (z)= ¢ @ (z)= e

funksiyalardan iborat bo‘ladi. Agar qo‘shimcha @~ (o0)=1 shart

bo‘lmasa, u holda (35) formulada ixtiyoriy In4 o‘zgarmas sonni
go‘shib go‘yish kerak va yechim quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi

oM (Z) = A" @ (z) = Ae" ). (36)

I (oo):O bo‘lgani uchun A o‘zgarmas son @~ (z) funksiyaning
cheksizlikdagi giymatidan iborat bo‘ladi. Shunday qilib, ¥ =0 bo‘lgan
holda va ixtiyoriy CD’(oo);tO da yechim ixtiyoriy o‘zgarmasni o'z
ichiga oladi, demak, bitta chizigli bog‘lig bo‘lmagan yechimga ega
bo‘lamiz. Agar @~ (oo):O bo‘lsa, A =0 bo‘ladi va masala faqat
trivial yechimga ega bo‘ladi, bunday bo‘lishi N =0 ga asosan tabiiydir.
Bu mulohazalardan muhim hulosa kelib chigadi.

L chizigda berilgan, Gelder shartini qanoatlantiruvchi va indeksi
nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy G(t);tO Sunksiyani D", D~ sohalarda
analitik va bu sohalarda nollarga ega bo‘lmagan funksiyaning ®" (t)

va O (t) chegaraviy qgiymatlarining nishati ko ‘rinishida ifodalash
mumkin. Bu funksiyalar o ‘zgarmas ko ‘paytma anigligida topiladi va
(36) formulalar bilan beriladi.

Endi umumiy, ya’ni y #0 bo‘lgan holni tekshirishga o‘tamiz.
Birjinsli (33) shartni ganoatlantiruvchi va tartibi masalaning indeksiga
teng bo‘lgan bitta yolg‘iz nuqgtadan tashgari barcha tekislikda nolinchi
tartibga ega bo‘lgan bo‘lak-bo‘lak analitik funksiyani izlaymiz. Yolg‘iz
nugta sifatida tekistikning ixtiyoriy nuqtasini olish mumkin. Bundan
keyin, teskarisi aytilgan bo‘lmasa, yolg‘iz nuqta deb cheksiz
uzoglashgan nuqtani olamiz.

Kanonik X(z) yechim yoki funksiya deb, tartibi masalaning

indeksiga teng bo‘lgan cheksiz uzoqlashgan nuqtadan tashqari barcha
tekislikda bo‘lak-bo‘lak analitik va (33) chegaraviy shartni gqanoat-
lantiruvchi funksiyani aytiladi. Bu funksiyani indeks nolga teng bo‘lgan
holga keltirish bilan tuzish mumkin. Chegaraviy shartni

O (1) =11 *G(r)D (¢)
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ko‘rinishda yozib olamiz. Nolinchi indeksga ega bo‘lgan {‘ZG(f)
funksiyani analitik funksivalar chiegaraviy qiymatlarining nisbati sifatida
tasvirlab,

mfr ‘Gz ]

kanonik yechim uchun ushbu

X (z) = emz), X" (z) =z ) (38)
ifodani hosil gilamiz. X* (1) = G(I)X_ (¢) tenglikxdan Riman masala-
sining koeffitsientini kanonik yechimlarning nisbati sifatida ifodalash
mumkinligi kelib chigadi:

G(t)= < (!‘) . (39)

x>0 bo‘lganda, cheksizlikda y tartibli nolga ega bo‘lgan
kanonik vechim, (33) masaianing xususiy yechimlaridan biri bo‘ladi.
¥ <0 bo‘lganda kanonik yechim cheksizlikda '1; tartibli qutbga ega
ho'ladi va u endi vechim bo'imaydi, lekin bir jinsii bo*lmagan masalani
yechishda undan verdamchi funksiya sifatida foydalaniladi. Endi bir
jinsli masalani yechishga o‘tamiz. y = ]ndG(z) ixtiyoriy butun son
botisin. G{t) funksiyani (39} formula bilan ifodalab,(33) chegaraviy

shartni
(1) @ (1)
X (1) X (¢)

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning chap tomonida D* sohada
analitik funksiyaning chegaraviy giyvmati, o‘ng tomonida esa cheksizlikda
—X dan kam bo‘lmagan tartibga ega bc’igan funksiyaning chegaraviy
qiymati turibdi (ta’rifga binoan X(:\, ning tartibi £'). Shunday qilib,
q) z

‘42 ; funksiva barcha tekislikda analitik bo‘lib, cheksizlikda chekli
tartibga ega, demak, y >0 da bu funksiya koeffitsientlari ixtiyoriy
bo‘lgan X darajali ko'phaddan iboratdir. Agar y <0 bo‘lsa, bu
funksiya o‘zgarmas sondan iborat bo‘ladi. Lekin cheksizlikda nolga
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aylangani uchun u aynan nolga teng bo‘ladi. Demak, y <0 bo‘lganda
bir jinsli masala faqgat trivial yechimga ega bo‘ladi.

x>0 da ixtiyoriy koeffitsientli 4 darajali ko'phadni P, (z)
orgali belgilab, bir jinsli masalaning yechimini quyidagi ko‘rinishda
hosil gilamiz:

(D(Z)IPZ(Z)X(Z) yoki
@*(z):PZ(z)em)j @‘(z)zz""Pg)er(Z), (40)

bu yerdagi T’ (z) (37) formuja bilan aniglanadi. Shunday gilib, quyidagi
natijaga keldik.

Agar Riman chegaraviy masalasining ¥ indeksi manfiy bo‘lmasa,
(33) bir jinsli masaia y +1 ta chizigli bog'lig bo‘imagan

@;(2)=2CT @y (2) =2 * T k=01,
yechimlarga ega bo ‘ladi. Umumiy yechim y +1 ta ixtiyoriy ¢ zgarmasni
07 ichiga olib, (40) formula bilan aniglanadi. Indeks manfiy bo ‘lganda
(33) masala trivial (D(z):() vechimdan boshqa cheksizlikda nolga
aylanadigan yechimlarga ega bo ‘lmaydi.

3. Bir jinsli bo‘lmagan masalani yechish. (30) chegaraviy shartni
(39) tenglikka asosan
-+ —_ AN
@' ()_o (1), =(1)

X (r) X (1) X'(v)
g(i)
ko‘rinishda yozib olamiz. m funksiya Gyoider shartini

ganoatlantiradi. Bu funksiyani 1- bandda bayon gilganimizga asosan
analitik funksiyalar chegaraviy giyvmatlarining ayirmasi sifatida tasvirlash
mumkin, ya’ni

_g(_t__),_ =y (Z) -¥ (t), bunda

X (1)
1 glt) dr
Y(iz)= X
(2) 2mig X (1) 12 (1)

Bu holda chegaraviy shartni
) ey =200 gy
X*(2) X7{1)
21t
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@ (1)
ko‘rinishda yozish mumkin. y >0 bo‘lganda m funksiya
cheksizlikda y tartibli qutbga, y <0 da esa, shu tartibli nolga ega
bo‘ladi. Bir jinsli masalani yechganda ganday yo‘l tutgan bo‘lsak,

xuddi shunday mulohazalarni takrorlab, quyidagi natijalarga kelamiz:
1°. y 20 bo‘lsin. U holda

d)(z) = X(z)[‘P(z)+Pl (z)}

yechimga ega bo‘lamiz, shu bilan birga X(z),‘}’(z) funksiyalar
(38) va (41) formulalar bilan ifodalanadi, Pl(z) esa koeffitsientlari
ixtiyoriy bo‘lgan y darajali ko‘phaddir. Oxirgi formula bir jinsli
masalaning umumiy X(Z)PZ (z) yechimini go‘shiluvchi sifatida o‘z
ichiga olgani uchun bir jinsli bo‘Imagan masalaning umumiy yechimi
ekanligini ko‘rish giyin emas.

2°. y <0 bo‘lsin. Bu holda g(_zg. funksiya cheksizlikda nolga

X (z
D (7
- (1)= ()

teng bo‘ladi va

@ (2)

X' (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan

®(z)=X(2)¥(z)

tenglik kelib chiqadi. @~ ( z) funksiya ifodasidagi birinchi ko‘paytuvchi
(38) formulaga asosan cheksizlikda —y tartibli qutbga ega, ikkinchisi
esa (41) Koshi tipidagi integral sifatida umuman aytganda cheksizlikda

birinchi tartibli nolga ega. Demak, @ (z) cheksizlikda tartibi —y —1

dan katta bo‘lmagan qutbga ega bo‘ladi. Shunday qilib, agar y < -1
bo‘lsa, bir jinsli bo‘lmagan masala, umuman aytganda, trivial
yechimdan boshqga yechimlarga ega bo‘lmaydi. Bu masala uning ozod
hadi ba’zi qo‘shimcha shartlarni ganoatlantirgandagina yechimga ega
bo‘ladi.Bu shartlarni hosil gilish uchun (41) Koshi tipidagi integralni
cheksiz uzoqglashgan nugqta atrofida gatorga yoyamiz:
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—k
:chz , buyerda

g _
27[1-[ o d

() (z) funksiyaning cheksiz uzoqlashgan nuqta atrofida analitik
bo‘lishi uchun W~ (z) funksiya yoyilmasining birinchi —y —1

koeffitsientlari nolga aylanishi kerak. Bundan, indeks manfiy ( < —I)

bo‘lgan holda bir jinsli bo‘lmagan masalaning yechimga ega bo‘lishi
uchun quyidagi

jg+(r) ™ dr=0,k=1,2,.,-y -1 (42)
1X(7)
shartning bajarilishining zarur va yetarliligi kelib chigadi. Natijada
quyidagi xulosaga keldik.
Rimanning bir jinsli bo‘lmagan masalasi y >0 bo‘lgan holda
ixtiyoriy ozod hadda yechimga ega bo‘ladi va uning umumiy yechimi

fg a —X(@PE) @y

Jormula bilan aniglanadi. Agar y =—1 bo‘lsa ham bir jinsli bo‘lmagan
masala yechimga ega bo‘ladi va yechim yagona bo ‘ladi.

Bir jinsli bo‘Imagan masala y <—1 bo‘lgan holda umuman
aytganda, yechimga ega bo Imaydi. Uning yechimga ega bo ‘lishi uchun
ozod hadi —y —1 ta (42) shartlarni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.
Bu shartlar bajarilganda yagona yechim (43) formula bilan aniglanadi,

fagat bunda P 1 (z) =0 deb hisoblash kerak.

Bu masalaning cheksiz uzoglashgan nugta atrofida nolga teng
bo‘ladigan yechimi keyinchalik muhim tatbigqa egadir. Bu holda ¥
darajali ko‘phad o‘rniga y —1 darajali ko‘phad olish kerak. Indeks
manfiy bo‘lgan holda masalaning yechimga ega bo‘lishi uchun ¢
koeffitsientning ham nolga teng bo‘lishini talab qgilish kerak.

Demak, @~ (oo) =0 shartda y >0 bo‘lganda yechim

®(z)=X(z)[ ¥(2)+P,,(2)] (#4)

213

www.ziyouz.com kutubxonasi



formula bilan aniglanadi (7 = 0 bo‘lganda P, | ( z) =0 deb hisoblash

X T\)r" dr=0, k=1,2,...,— x

shartlari bajarilganda, yechim dvvalcldav (44) formula bilan
ifodalanadi, bunda P;‘,_,( 2)50 bo‘ladi.

TN 4. Ko'p hog'lamli sohz uchur Riman

Y masalasi. Faraz gilaylik, L egri chiziq, m

/@ o ) -+ 1 ta o‘zaro kesishmaydigan yopiq egri
3 ( 7 chiziglarning to‘plamidan iborat bo‘lsin,

y DL, . .
/ o~ /’ voyani L=L,+ +L +..+L ,shu bilan
A L. . Cie ..
( L:C' D// e birga L, vopiq egri Chmq golgan hammasini
\ ~ o'z ichiga ulgan bo'lsin (3- chizma). L egri
. L, £ =3 . 4
7 i 3 . . . . - . N .
N chizigming ichida, L, ... _egri chiziglarning
. shqarisi +1) — P
5_ chizma. tashqgarisida yotuvchl {m+1) bog‘lamii

sohani DY orgali, D'+ L ni to‘la
tekislikkacha to‘ldiruvchisini D~ orqali
beigilayrniz. L egri chizigni musbat aylanib chigish deganda D
sohani chapda qoldiruvchi avianish hisoblanadi, va’ni L, yopiq egri
chizigni soat strelkasiga qarshi, L. ... [ yopiq egri c‘uzxqiarm esa,
soat strelkasi bo'yicha avianish kernk
Sakrash to'grisidagi

masala, bir bog'lamli sohadek, ushbu

_ L ore(r)dr

@z
(L 27[1L T—2Z

S

formuia bilan yechiladi Riman masalasi bir bog'lamli soha uchun
ganday go‘yilgan bo‘lsa, bu holda ham xuddi shunday go‘viladi. LJshbu

X, = | arg G(1)], .
nelgilashni Kiritamiz. Iv,:.tsalan;ng indeksi deb,
e
A= 4%k
k=0
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miqdorni aytiladi. Agar ichki egri chiziglar uchun ){k(k=1,...,m)
lar nolga teng bo‘lsa, masalaning yechimi bir bog‘lamli sohada qanday
ko‘rinishga ega bo‘lsa, bu holda ham shunday ko‘rinishda bo‘lishini
ko‘rish qgiyin emas.
Umumiy holni sodda holga keltirish uchun

m ; Nz

H(t -z,) ‘

k=1
funksiyani kiritamiz, bundagi z, — ichki L, yopiq egri chiziglarda

yotuvchi ba’zi nuqtalar. Agar k # j bo‘lsa, [arg( t—z, )JL =0 va

[arg(t -z )]/ =-2x ckanligini e’tiborga olib,

-

1 l’ m _/1 1 r p 2.0 ]
—argb{ (-2} =——larglt -z V' =—y., j=12,.,m
27| gg( ) I, 27 BV A o

Al
o7

tenglikni hosil gilamiz. Bundan

(
]arg G(t ﬂ =0, j=12,...m
)

bo‘lishi kelib chigadi. Endi G IT .‘ funksiya argumentining

egri chizig bo‘yicha o‘zgarishini hi oblame7

1 f ~ . Xi
Eiarg[o(t)]l;[(t-zk) ]}L =

Koordinat boshi Dt sohada yotganligi uchun
[argt], =0,k=12,..,m,[argt], =2z
- " - 7
bo‘ladi. Shu sababli
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k=1

Jare Tl G(’)}}W -

tenglik kelib chigadi.
Endi bir jinsli masalani yechishga o‘tamiz. Chegaraviy

O (t)=G ()P (¢)

shartni

O ()=— [ %H(t —z)* Gt }qr 0 @5)

H(’ Zk) '

k=1

ko‘rinishda yozib olamiz. Har bir L, k=0,1,...,m, yopiq egri

X

chizigda indeksi nolga teng bo‘lgan I*ZH(I - Zk) G(t) funksiyani

k=1
ushbu nisbat ko‘rinishida ifodalash mumkin:

m (1)
C1I(e=2)"6(1) = ir'm ’
k=1

bunda

k=1

) | Iln{rlﬁ(T_Zk)“G(T)}d

Masalaning kanonik yechimlari

T-

27ziL T—2z

m

X' (z) = H(Z -z, )‘lemz), X (z) =z %" )

k=1
formulalar bilan aniglanadi. (45) chegaraviy shart
(1) _® (1)

X'(1r) X (1)

ko‘rinishda yoziladi. 2 -banddagi mulohazalarni takrorlab,
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m ~ Xk

(2-2) &P, ()

k=1

(ON (z) = Z'lerv(z)Pl (z)

@' (z)
(48)

yechimlarga ega bo‘lamiz. Bulardan ko‘rinayaptiki, yechim bir

bog‘lamli soha uchun olingan yechimdan (I)+(z) funksiyadagi

Xk

H(Z -z,)  ko‘paytma bilan farq giladi.
k=

Qo‘shimcha @~ (c0)=0 shart go'yilganda (48) formulalarda

P, (z) ko‘phad olish kerak. Keyinchalik bizga kerak bo‘ladigan
X (z) kanonik yechimning egri chizigdagi limit giymatlarini hisoblaymiz.
(46) formuladan Soxotskiy—Plemel formulalariga asosan limit
giymatlarini topamiz;

r ()= [ TIOGO]+T (1),

bunda I (t) — (46) integralning bosh giymati va

m Xk
H(t):l—[(t—zk)
k=1
(49) tengliklarni e’tiborga olib, (47) formulalarda z — 7 da limitga
o‘tsak,

N 1
XU e

formulalarni hosil gilamiz. Bir jinsli bo‘lmagan masalani tekshirganda
xuddi 3- banddagidek chegaraviy

. o (1) =G(1)® (1) + g (1)
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@ (1)
X (1)

¥ (0-F - 0

ko‘rinishda ifodalab olamiz. Bu yerdagi ¥ (z) funksiya (41) formula
bilan aniglanadi. Bundan umumiy

®(z)=X(z)[ ¥(z)+P,(2)]
yechimni topamiz. Agar yechimga @~ (cc)=0 shart qo‘yilsa, u
(D(z) = X(z)[‘l’(z) + Pl_l (2)}

ko‘rinishga ega bo‘ladi. y < 0 bo‘lgan holda bir jinsli bo‘lmagan masala

[ 2) g _g

pX(0)

shart bajarilgandagina yechimga ega bo‘ladi, bu yerdagi ., agar yechim

cheksizlikda chegaralangan bo‘lsa, 1 dan -y —1 gacha, agar
(D’(oo):O shart bajarilsa, 1 dan —) gacha giymatlarni gabul
giladi. Bu shart bajarilganda vechimni yuqoridagi formulalarda
P /.(Z) =0 deb hisoblab, hosil gilish mumkin.

Agar tashqi L, yopiq egri chiziq bo‘lmasa, D* soha teshiklari
bo‘lgan barcha tekislikdan iborat bo‘ladi. Bu holda cheksiz uzoglashgan
nugta D~ sohaga emas, balki D* sohaga tegishli bo‘ladi. Shuning
uchun ham cheksizlikda @~ (z) funksiyani emas, @~ (z) funksiyaning
holatini e’tiborga olish kerak. Bu holning avvalgi holdan muhim farqi

shundaki, barcha L, (k = 1,2,...,m) yopiq egri chiziglarga nisbatan

w1 Xk

[T(t-z.) G(t) funksiyaning indeksi nolga teng bo‘ladi va bu

k=1

funksivada £ * ko‘paytma ishtirok etmaydi. Shu sababli masalaning
yechimini hosil gilish uchun bu ko‘paytmani tushirib qoldirib, avvalgi
mulohazalarni qaytarish yetarlidir.
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5. Ochiq egri chiziglar uchun Riman masalasi. L egri chiziq
chetlaridan boshga umumiy nuqtalarga ega bo‘lmagan silliq

L., k=12,.,p, ochiq yoylardan tashkil topgan bo‘lsin. L egri
chizigning tugunlarini, ya’ni L ni tashkil qiluvchi yoylarning chetki
nuqtalarini ¢,, k =1,2,...,n, orqali, yoki soddagina ¢ deb belgilab
olamiz. L chizigning tugunlaridan boshga nuqtalarini oddiy nugtalar
deyiladi. L chizigning nuqtalarini o‘z ichiga olmagan tekislikning har
bir chekli sohasida analitik, L ga chapdan va o‘ngdan uzluksiz
davom etdiriladigan, tugunlar atrofida esa,

N t
|<I>(z) <2 g<a=const<1

a/
|2 =¢]

shartni ganoatlantiradigan (D(z) funksiyani bo‘lak-bo‘lak analitik
funksiya deb ataladi. G (¢#) va g (¢r) funksiyalar I da berilgan va

Gyolder shartini ganocatlantiruvchi bo‘lib, barcha L da G(z‘)iO
bo‘lsin.

Riman masalasi quyidagicha qo‘yilganda, cheksizlikda chekli
tartibda, L chizigga chapdan va o‘ngdan yaginlashganda

N

@ (z‘),CI)_ (1‘) chegaraviy qiymatiari

D (1)=G(1)D (1) +g(¢) (50

S’

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi bo ‘lak-bo‘lak analifik CD(Z)

JSunksiya topilsin.

L chizigda (50) chegaraviy shart bajariladi deganda, bu shart
oddiy nuqtalarda bajarilishi tushuniladi. Xuddi yuqoridagidek, g (1)=0
bo‘lsa, ya’'ni

Q" (1)=G(1)D (1) (51)

shart bajarilsa, masalani bir jinsli masala deb yuritamiz.
1
Agar nafagat X (z) funksiya, balki X(z) funksiya ham bo‘lak-
bo‘lak analitik bo‘lsa, X (z) ni (51) masalaning kanonik yechimi deyiladi.
Bo‘lak-bo‘lak analitik funksiyaning ta’rifiga asosan ¢ tugunlar
yaginida
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|X(z)|<|§—cil%, o<,

1 < const o< (52)
X(2) Je=cf*”

shartlar bajarilishi kerak.

Kanonik yechimni tuzishga o‘tamiz. lnG(t) deganda har bir
L,L,,...,L, yoyda uzluksiz o‘zgaruvchi aniq giymat tushuniladi.
Farazimizga asosan G(¢) funksiya Gyolder shartini ganoatlantirgani
uchun lnG(t) funksiya ham bu shartni ganoatlantiradi. L chizigning
tugunlarini ¢,,¢,,..,C, orqgali belgilab olamiz. Chetki nuqtasi ¢, bo‘lgan
L. yoy bo‘yicha f nuqta ¢, tugunga intilganda lnG(t) funksiya aniq

limitga intiladi, buni biz InG,(c,) orqali belgilab olamiz, ya’ni

InG, (ck )=limIn G(t)‘

=y

Endi ushbu
1

(z)=>—}

27i ;

InG(¢)dt

-z

funksiyani tekshiramiz. Soxotskiy—Plemel formulalariga asosan, z nuqgta

oddiy 7, € L nuqtaga chapdan va o‘ngdan intilganda
N 1 .
r (tO)ZEIHG(tO)+I (),

F_(to)z—%lnG(t0)+l“(tO),

yoki
I 1

el"+(to) — G2 (to)er(to), el ) — G"E(to)er(to)
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formulalar o‘rinli bo‘ladi. Bulardan er(z) funksiyaning (51) chega-

raviy shartni ganoatlantirishi kelib chigadi. Endi F(Z) funksiyaning

tugunlar yaqinida holatini aniglash qoldi.
Ma’lumki [10], Koshi tipidagi integral ¢, tugun yaqinida quyidagi
formula bilan aniglanadi:

I'(z)= (Ock + in)ln(Z —Ck)+r0(2),

o, +iB, = zilnG( )’

bu yerda yig‘indi L yoylarning c,c tugunda uchrashuvchi barcha j
nomerlariga targaladi, shu bilan birga “—” belgi ¢, dan boshlanadigan,
“+” esa, tugaydigan yoylarga mos keladi. Shunday qilib, ¢, tugun
yaqginida

eF(Z) — (Z —c, )ak”ﬁk Q(Z)
formulaga ega bo‘lamiz, bunda Q(z) —z — ¢, da noldan fargh aniq

limitga intiluvehi, ¢, yaginida analitik funksiya. Endi | [(z) ushbu

n

[1-)=TT(-<)

k=l
formula bilan aniglangan ratsional funksiya bo‘lsin, bunda A,
—l<a,+4, <1, k=1,2,..,n (53)

shartni ganoatlantiruvchi butun sonlardan iborat. Endi tekshirib ko‘rish
qiyin emaski, ushbu

x@) =T = T](z-¢)" (34
k=l

funksiya kanonik yechim bo‘ladi yoki, aniqroq, kanonik yechimlardan
bittasi bo‘ladi. Hagigatan ham, X (z) funksiya L chizigdan tashqari
barcha tekislikda nolga aylanmaydi, (53) tengsizlikka asosan (52)
shartlar bajariladi.

o, butun sonlar bo‘lgan c, tugunlarmi maxsus, qolganlarini esa,
maxsus bo ‘lmagan tugunlar deyiladi.
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Maxsus bo‘lmagan tugunlar uchun A, sonlar + 1 go‘shiluvchi

aniqligida topiladi,chunonchi 4, ni shunday tanlashimiz mumkinki,
yoki a, +4, <0 yoki a, +4, >0 tengsiziik bajarilsin. Maxsus
tugunlar uchun ¢, + 4, =0 bo‘ladi. Yuqorida aytganlarimizga asosan

(51) masalaning yechimlari tugunlar yaginida chegaralanmagan bo‘lishi
mumkin deb hisobladik. Ayrim hollarda, avvaldan berilgan, ba’zi

€1,C,,..-,C, maxsus bo‘lmagan tugunlar yaginida izlanayotgan yechi-
mning chegaralangan bo‘lishini talab gilish magsadga muvofiq bo*ladi.
Bu shartni gqanoatlantiruvchi CD(z} yechimlarni h(cl,cz,...,cq) sinf

yechimlari deb aytiladi. ¢ = 0 ga mos sinfni 4 (0) yoki # orqali
belgilanadi.

h(cl,cz,...,cq) sinfning kanonik yechimi deb, (54) formula bilan
aniglanadigan X (z) yechimni aytiladi, bundagi A4, butun sonlar

shunday tanlanadiki, ¢;,C,,...,c, tugunlar uchun a, +4, >0 va

q

barcha golgan maxsus bo‘lmagan tugunlar uchun &, +4, <0 bo‘lsin.
Ushbu

= "2’11‘(
k=1

formula bilan aniglanadigan } butun sonni berilgan h(cl,cz,,..,cq)
sinfning indeksi deyiladi.

Berilgan h(cl,cz,...,cq) sinfning X (z) kanonik yechimi bo‘lsin.
Ravshanki,
®(z)=X(z)P(z) (55)

funksiya ham berilgan sinfning yechimidan iborat bo‘ladi, bundagi
P (z) — ixtiyoriy ko‘phad. Endi teskarisini isbotlaymiz. P (z) ko‘phad
mos tanlab olinganda berilgan sinfning har bir yechimi (55) formula
bilan aniglanadi. Hagigatan ham,

222

www.ziyouz.com kutubxonasi



O (t)=G(1)D (1), X" (¢)=G ()X (¢)

munosabatlardan L da

o' (1) _ @ (1)

X*(¢) B X (1)

tenglik kelib chigadi. Bu tenglik shuni ko‘rsatadiki, agar L chizigning
0] z)
oddiy nugqtalarida % funksiyaga zarur giymatlarni yozib qo‘yilsa,

u tugunlar va cheksiz uzoqlashgan nugtadan tashqari barcha tekislikda
analitik bo‘ladi. Bu funksiya tugunlar vaqinida 1 dan kichik tartibda
cheksizlikka aylanishi mumkin, demak, tugunlar qutilib bo‘ladigan

maxsus nuqtalardan iborat bo‘ladi. @(z) funksiya shartga ko‘ra

®(z)
cheksizlikda chekli tartibga ega bo‘lgani uchun m ko‘phaddan

iborat bo‘ladi. Shu bilan yuqoridagi fikr isbot bo‘ldi. Bir jinsli bo‘lmagan

{50)masalaning yechimlarini ham h(cl ,cz,...,cq) sinfdan izlaymiz. Bir

Jinsli (51) masalaning shu sinfga tegishli bo‘lgan kanonik yechimi X(z)
bo‘lsin. Bu funksiyani shu sinfdagi (50) masalaning kanonik funksiyasi

deyiladi. X" (r)=G(r)X (1) tenglikni e’tiborga olib,(50) shartni

o) @ (1) _ g(t)

XH() X () X'(1)

ko‘rinishda yozib olamiz. Shartga binoan (D( Z) funksiya X(z) nolga
aylanadigan ¢,,¢,,...,¢, tugunlarda chegaralangan bo‘lgani uchun,

bu tugunlar yaginida

’ const
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D(z
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, XEZ; funksiya bo‘lak-bo‘lak analitik

bo‘lib, cheksizlikda chekli tartibga ega bo‘ladi. Shuning uchun xuddi
avvalgidek

D(z)= X(Z.) | +g(t)dt +X(z)P(z) (56)
27i 7 X (l)(t—z)
formulaga ega bo‘lamiz, bundagi P (z) ixtiyoriy ko‘phad.

Bu esa, berilgan sinfdagi (50) bir jinsli bo‘lmagan masalaning
umumiy yechimidan iboratdir. (56) formuladagi ikkinchi qo‘shiluvchi
berilgan sinfdagi mos bir jinsli masalaning umumiy yechimi, birinchisi
esa, berilgan bir jinsli bo‘lmagan masalaning biror xususiy yechimidir.

Tatbiq nugtai nazaridan (50) bir jinsli bo‘lmagan masalaning
cheksizlikda nolga aylanadigan yechimlarini topish alohida ahamiyatga
egadir. X (z) funksiyaning cheksizlikdagi tartibi aynan (—)() ga,
ya'ni h(cl,cz,.,,,cq sinf indeksining teskari ishorasi bilan olinganiga

tengligini e’tiborga olib, (56) formulaga asosan quyidagi xulosaga
kelamiz:

¥ >0 bo‘lganda, cheksizlikda nolga aylanuvchi berilgan sinfdagi
yechimlar

*O- S e R

formula bilan aniglanadi, bundagi P P (Z ) darajasi ) — 1 dan
katta bo Imagan ko ‘phad (Z =00aP, (z) = 0) . ¥ <0 bolganda,

cheksizlikda nolga aylanuvchi berilgan sinfdagi yechimlar CD(oo) =0
ekanligini ifodalovchi

It-’g(t)dt

P X)

shartlar bajarilgan holda va faqat shu holdagina mavjud bo‘ladi. Bu

=0, j=0,1,...,—y—1

shartlar bajarilganda yagona yechim PH(Z)=0 bo‘lganda (57)
formula bilan aniglanadi.

224

www.ziyouz.com kutubxonasi



5- §. Singular integral tenglamalarni yechish

1. Xarakteristik tenglamani yechish. Ushbu
b(t T
Kogoza(l‘)(p(l‘)-l-———ii) -“_df(—[) T:f(t) (58)
L

xarakteristik tenglamani tekshiramiz, bu yerda L chizmada ko‘rsatilgan
umumiy nugqtalarga ega bo‘lmagan  yopiq sillig egri chiziglardan
tashkil topgan chiziq, a(t), b(t), / (t) lar Gyolder sinfiga tegishli
funksiyalar. Noma’lum go(t) funksiyani ham shu sinfdan izlaymiz.
Zichligi xarakteristik tenglamaning izlanayotgan yechimidan iborat
bo‘lgan Koshi tipidagi integral bilan berilgan bo‘lak-bo‘lak analitik
funksiya kiritamiz:

1 T)dt
o(z)=-L [2)dT
2mi, T—z
Soxotskiy—Plemel formulalariga asosan quyidagi tengliklarga ega

bo‘lamiz:

o= -0, —[EE a0 (). (59

Bularni (58) tenglamaga qo‘yib, ®(z) funksiyaning ushbu

> ()=c0e (I @

Riman masalasining yechimidan iborat bo‘lishi kelib chigadi,
bunda

G(r)= a(r)-b(r)
a(t) + b(l)
Izlanayotgan CD(z) funksiya Koshi tipidagi integral bilan
ifodalangani uchun
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O (0)=0

a(t)-b(r)

shartni ganoatlantirishi kerak. (60) Riman masalasi a ( l‘) h ( t)

koeffitsientining indeksini (58) integral tenglamaning indeksi deyiladi.
(60) chegaraviy masalani yechib, (59) formulaga asosan (58)
tenglamaning yechimini topamiz. Tenglama bilan chegaraviy masalaning
teng kuchli ekanligini ko‘rsatish uchun, teskarisini, ya’'ni chegaraviy
masalani yechish natijasida (59) formulalarning birinchisidan topilgan
go(t) funksiya (58) tenglamani qanoatlantirishini ko‘rsatish kerak. Bu
holda ®(z) funksiya (4- § 1- band) Koshi tipidagi integral bilan
tasvirlanadi, demak, (59) formulalardan ikkinchisi ham o‘rinli bo‘ladi,
bu esa, (p(t) funksiyani berilgan (57) tenglamaning yechimi ekanligini
ko‘rsatadi. (60) Riman masalasiga mos xarakteristik funksiya X (z)
bo‘lsin. U holda (60) masalaning cheksizlikda nolga aylanuvchi yechimi

(4- §) ¥ =0 bo‘lganda

- om I[a(t +b (]))gr T—Z)—%X(Z)Pl_l(z) ©1)

formula bilan aniqglanadi, bu yerda keyinchalik qulay bo‘lishi uchun
1
darajasi y —1 dan katta bo‘lmagan ixtiyoriy ko‘phad _EP 21 (Z )

ko‘rinishda olinadi, shu bilan birga y =0 bo‘lganda P l_l(z)zO
bo‘ladi. y <0 bo‘lganda yechim faqat

=0, k=0,1,...,—y -1

J[a X+(T)

shartlar bajarilgandagina mavjud bo‘ladi; agar bu shartlar bajarilsa,
u holda yagona yechim PH(Z):0 bo‘lgan (61) formula bilan
aniglanadi. Tekshirilayotgan (58) integral tenglamaning yechimini
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¢(z) =0 ( t) -0 (t) formulaga asosan topamiz. Buning uchun
o* (t) va @ ( t) chegaraviy qiymatlarni Soxotskiy—Plemel formulasi
bilan hisoblaymiz:

vy SO)X() X'(1)
® (t)_z[a b(t)]X*(t)Jr 27i
f(z)dr 1

I[a +b r ]X+ r t)_EXﬁ(t)P""l(t)’

X

Xarakteristik X (z) funksiyaning aniqlanishiga asosan
+ J—
X (1) _ -0
X (1) a(1)+5(1)
tenglikka egamiz. Buni e’tiborga olib, quyidagi ifodalarni hosil qilamiz:
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X (1)+X (1) 1

2[a()+b() X () 2[a(@)+b(0)] "

Endi, ushbu

P a(r) P b(t
da (t)_az(t)—bz(t)’ b (t)_az(t

)
2(1)=[alt) + (e X" (0)=[ () ~b()JX" (1)

K'f=a (1) ()~ b (1)Z(1) sz(z-)dr

i
belgilashlarni Kiritib, (62) yechimni
p(1)=K"f+b"(1)Z(¢)P, ,(¢) (63)

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerdagi Z () funksiyani 4- § ning
4- bandidagi X' () va X (f) funksiyalarning giymatlariga asosan
osongina hisoblash mumkin. Z (#) funksiyani (58) tenglamaga mos
kanonik funksiya deyiladi. (63) formula (58) integral tenglamaning
¥ 20 bo‘lganda umumiy yechimini beradi.

Agar y <0 bo‘lsa, biz bilamizki, (60) Riman masalasi, demak,

(58) tenglama ham, umuman aytganda, yechimga ega bo‘lmaydi.
Uning yechimga ega bo‘lish shartlari
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rr@), o L
medt—o,_O,l,..., 7-1

tengliklarning bajarilishidan iborat.

Agar yechimga ega bo‘lish shartlari bajarilsa, u holda (58) bir
jinsli bo‘lmagan tenglamaning yechimi P)(_1 (x):O bo‘lgan (63)
formula bilan aniglanadi.

Agar f (1) = 0 bo‘lsa, ya'ni tenglama bir jinsli bo‘lgan holda,
oldingi natijalardan ko‘rinadiki, x <0 bo‘lsa, bir jinsli tenglama
noldan farqli yechimlarga ega bo‘lmaydi, y >0 bo‘lganda esa, roppa-
rosa y chizigl bog‘liq bo‘lmagan yechimlarga ega bo‘lib, ularning

o(1)=b"()Z(1)P . (1)

formula bilan aniglanadi, bunda P (t) — darajasi y —1 dan katta
bo‘lmagan ixtiyoriy ko‘phad. Shunday qilib, biz quyidagi natijalarga
keldik.

I Agar y >0 bo'lsa, bir jinsli K°p =0 fenglama roppa-rosa
X chizigli bog‘lig bo‘Imagan yechimlarga ega bo ladi.

2° Agar y <0 bolsa, bu tenglama noldan farqgli yechimlarga ega
bo‘Imaydi.

3% Agar y 20 bo'lsa, bir jinsli bo‘lmagan K°p= f tenglama
ixtiyoriy f funksiya uchun yechimga ega bo‘ladi va uning umumiy
yechimi  ta ixtiyoriy o‘zgarmasga bog ‘liq bo ‘ladi.

4°. Agar y <0 bo'lsa, bu tenglamaning o ‘ng tomonidagi f funksiya
ushbu

(i (t)dt=0,k=0.1, ..~y -1

ko‘rinishdagi — ¥ ta shartlarni ganoatlantirgan holda va fagat shu
k

holdagina yechimga ega bo‘ladi, bu yerdagi v, (7)= L _ chizigli

Z{t
bog‘lig bo‘lmagan funksiyalar. 2
Bu shartlar bajarilganda tenglama bitta va fagat bitta yechimga
ega bo‘ladi.
2. Xarakteristik tenglamaga qo‘shma bo‘lgan tenglamani yechish.
Endi K°¢p= f tenglamaga qo‘shma bo‘lgan
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Ky =a(t) (1) -— | b(f)f/ _(:) Toelr) o

tenglamani tekshiramiz. (64) tenglamani sodda usul bilan Riman
masalasiga keltirish mumkin. Shu magsadda cheksizlikda nolga
aylanuvchi bo‘lak-bo‘lak analitik

¥(z)=-" jb(f)w(f)df

27 T—2z

L

funksiyani kiritamiz. Ushbu

b(t)w(t)=Y"(1)—¥ (1), %ij_(z}—y_t@dr =¥ (r)+ ¥ (¢)

formulalarga va (64) tenlamaga asosan

a(t)y()=¥"(1)+¥ (r)+g(1),
)= (- ()
(a+b)w(t)=2¥"(r)+g(1),
(a=b)y(r)=2¥ (r)+2(7)

tengliklarni hosil gilamiz. Bularga asosan quyidagi Riman masalasiga
kelamiz:

o a(eb(t) . b(D)g()
=0 (t)+a(t)—-gb(t) . ®

(64) tenglamaga mos (66) masalaning koeffitsienti (58) teng-
lamaga mos (60) masala koeffitsientining teskarisiga teng bo‘lgan
miqdordan iborat.

Demak,

(65)
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p :Inda(t)+b(t)  d a(t)~-b(1)

a()—b(r) | Ca(t)+b(t) *

Bir jinsli Riman masalasi kanonik funksiyasini ifodalovchi (38)
yoki (39) formulani esga olsak, (65), (60) masalalarning kanonik
funksiyalari migdori bo‘yicha bir-biriga teskari bo‘ladi, ya’ni (60)
masalaning kanonik funksiyasi X (z) bo‘lsa, (66) masalaning kanonik

funksiyasi [X(z)]_l bo‘ladi. Shunga muvofiq, (66) masalaning chek-

sizlikda nolga aylanuvchi umumiy yechimi y >0 (ya’ni y <0 da)
bo‘lganda

)X )] (X (2)b(r)g(r)dr
S1X(2)] P,(2) 67
sy 3 e
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda P o (t) — darajasi ¥ '—1 dan katta
bo‘Imagan ixtiyoriy ko‘phad ( ;(' =0da P}(._1 =0 bo‘ladi). Keyinchalik
qulay bo‘lishi uchun bu ko‘phad oldiga % ko‘paytuvchi go‘ydik. y <0

(ya’ni, y >0 ) bo‘lganda, agar masala yechimga ega bo‘lishining
zarur va yetarli

+ k

jX Wb (O)rdr oy o1y -1
;o aln)-b(1)

shartlari bajarilsa, yechim Pl,_l(z) =0 bo‘lgandagi yana o‘sha (67)

formula bilan aniglanadi. Soxotskiy—Plemel formulasiga asosan (67)
dan W*(¢) ni hisoblaymiz:

. b(t)e(t)
¥ (=20 -b(r]

P ')
= f[a e X O 20
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Endi (65) formulalarning birinchisiga asosan (64) tenglamaning
yechimini topamiz:
P )

W(’)ZK*’8+—ZZ'W9 (68)

bu yerda K* orqali avvalgi banddagi K* operatorga qo‘shma bo‘lgan
operator belgilandi, ya’ni

Kg= a(t)g(r)+

b

1 J-Z(r)b*(r)g(r)dr
miZ(1) Tt

shu bilan birga a*(#), b* (¢), Z (1) avvalgi banddagi belgilashlarning
o‘zidir. Agar (67) dan ¥~ (t) ni hisoblab, (65) formulalarning ikkin-
chisidan l//(t) ni topsak ham yana (68) formula hosil bo‘ladi. Bir
jinsli (g = 0) tenglamaning umumiy yechimi /’t" >0 da

l//(l): Plfl(t)
Z(1)

formula bilan aniglanadi Demak, ,{' > (0 bo‘lganda bir jinsli tenglama
roppa-rosa ;(' chizigli bog‘lig bo‘lmagan yechimlarga ega bo‘ladi;
Z' < bo‘lganda esa bir jinsli tenglama noldan farqli yechimlarga
ega bo‘lmaydi.

~ Shunday qilib, K°@= f tenglama ganday xossalarga ega bo‘lsa,
K'y=g tenglama ham shunday xossalarga ega bo‘ladi. Endi biz
ko‘rayapmizki, K°p = f tenglamaning yechimga ega bo‘lishi uchun
4°- xossadagi shartlarda gatnashgan ¥ funksiyalar qo‘shma bir jinsli
K"yq// =( tenglamaning chizigli bog‘lig bo‘lmagan yechimlarining to‘la
sistemasidan iborat ekan. Keyinchalik isbot gilinadigan muhim umumiy
teoremaning xususiy holi bo‘lgan quyidagi fikrni gayd qilib o‘tamiz:
bir jinsli K¢ =0 tenglama chiziqli bog‘liq bo‘lmagan yechimlarining
soni k, gqo‘shma bir jinsli K"'V/:O tenglama chiziqli bog‘liq
bo‘lmagan yechimlarining soni &k ga teng bo‘lsa, bu sonlarning ayirmasi
K® operatorning indeksiga teng bo‘ladi, ya’ni
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k—k =y
Hagiqatan ham, x>0 bo‘lganda k=4, kK =0; y <0 da
k=0, k ==x bo‘ladi.
3. Singulyar operatorlar kompozitsiyasi. K, va K, ushbu

b

K,p=aq, (t)¢>(t) + 1 J'Kl (Z,T)(p(z')dz—

7L} T—1
3 1 (K, (t,7)y(r)dr
Kzl//=a2(t)(//(t)+gj‘ : _—

L
formulalar bilan aniglanadigan singulyar operatorlar bo‘Isin. Ushbu
K’y =K, (K2W)

formula bilan aniglanadigan
K*= KK,

operatorni ko‘rsatilgan tartibda K, va K, operatorlarning kompozitsiyasi
yoki ko ‘paytmasi deyiladi (operatorlarning ko‘paytmasi, umuman
aytganda, kommutativ bo‘lmaydi, ya’'ni KK, va K K, bir-biridan
farq galadi). K* operator uchun ifodani topamiz:

Kyv=KKy=q (z‘){a2 (t)(//(t) +_7%LJ‘K2 (l, Z)i//t(f)dz} |

ar.

o v+ —

+LJ' Kl(t,T)

iy

_I_J'K2 (T’Tl)‘lf(fl)d’t']

L Tl—t

Bu ifodaning xarakteristik qismini ajratib olamiz. Buning uchun quyidagi
almashtirishni bajaramiz:
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+J‘a2(f)K1(t’T)‘az(t)Kl(t’t)W(T)dT’ (69)

I T—1

LK) e LT 8)y (Y, = K (K (0w (1) +

wiy, T-! wiy, T,-7T

+ ;rl—ljw( %_{K ))dr.

L

L

Oxirgi tenglikda biz (20) Puankare—Bertran formulasidan
foydalandik. (69) formulalar o‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shi-
luvchilardagi integrallarning yadrosi 7=¢ nuqtada tartibi

|T — tIH (ﬂ < 1) dan katta bo‘lmagan maxsuslikka ega bo‘lishini ko‘rish

qiyin emas. Oxirgi takroriy integralda K(t,Z',z'l ) =K, (t,Z')K2 (r,rl)
belgilashni kiritib, quyidagi almashtirishni bajaramiz:

j K(z,7,7,) gL {jK(t’T’Tl)dr—J'K(t’f’rl)dz}:

o ~t)(z—t)  1-t]] t-t Y or-1

o (t,7)-w,(1,7,)

T, —t

bu yerda
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wl(t,rl)=JMdr, w2(t,rl)=IMdr
Tt . T-T,

1(t Z') ( ) funksiyalar Gyolder shartini ganoatlantiradi va

bundan tashqari @, (t t) (t,t). Shuning uchun oxirgi yadro ham

=t bo‘lganda lr tl ' dan katta bo‘lmagan maxsuslikka ega bo‘ladi.
3- § ning 1- bandidagidek

K, (,1)=b,(1), K,(t,1)=b,(¢)
belgilashlardan foydalanib, K, va K, singulyar operatorlar K kompo-
zitsiyasiining xarakteristik K° operatori ushbu

Kl// [al t ]l,l/(t)+
+a1(t)b +a2 J‘Vf

formula bilan ifodalanishiga ishonch hosil gilamiz. K, va K,
operatorlarning xarakteristik qismini ajratib (22) ko‘rinishda yozib
olamiz:

K= (o) + 21 [P iy oyp(rar,

L T—1 L

Kw=a,(0)y(s)+ bz;fj)j‘l’f_? J' (t,7)y()dr.

K® operatorning koeffitsientlarini a°(z) va b°(t) orqali belgilab
olamiz, ya’ni

a°(t)=a,(t)a, (1) + b, ()b, (7).
b (1) =a, (1)1, (1) + a, ()5, (). 7

Bu formulalar k,, k, regulyar yadrolarni oz ichiga olmaydi va
ular 1 va 2 indekslarga nisbatan simmetrikdir. Shunday qilib,
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ko‘paytmadagi operatorlar tartibining o‘zgarishi, shuningdek ular regu-
lyar gismining o‘zgarishi operatorlar ko‘paytmasining faqat regulyar
gismiga ta’sir gilib, uning xarakteristik gismiga ta’sir gilmaydi.
Agar
Sj =a, +b].,Dj =a, —bj, j=12 S =a +b,D =a -b
desak, (70) tenglikdan

<]

S =58,8,,D" =D,D,
formulalarni hosil gilamiz. Bu formulalardan indeksning ta’rifiga asosan

K°® operatorning Zo indeksi K K, operatorlar ¥ ; va X, indeks-

larining yig‘indisi, ya’ni ,’t’o =X, 1t X, ekanligi kelib chigadi. Agar
singulyar K, operator shunday bo‘lsaki, K K, operator Fredgolm
operatoridan iborat bo‘lsa, u holda K, operator K, operatorni regu-
lyarizatsiyalaydigan operator yoki gisqacha, uning regulyarizatori deyiladi.

K°® operatorning Fredgolm operatori bo‘lishi uchun 5°=0 yoki
§" = D° bo‘lishi zarur va yetarlidir. Shunday qilib, agar K operator
K, uchun regulyarizator bo‘lsa,

ab, +ab, =0 (71)
yoki
S.S,=D,D,

tenglik o‘rinli bo‘ladi va teskarisi. Yuqoridagi mulohazalardan shu narsa
kelib chigadiki, agar K, operator berilgan bo‘lsa, uning regulyarizatori
K, operatorni cheksiz ko‘p usullar bilan tanlash mumkin. Masalan,
S =D=#0 funksiyani ixtiyoriy berish mumkin, u holda S, va D,
lar ushbu

[

S’ S
S,=2-,D="—
Sz D 2
formulalar bilan aniglanadi, xususiy holda §°= D° =1 deb olish
mumkin. Odatda, (71) shartni ganoatlantirish uchun
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a=a,, b=-b,
deb olish qulay bo‘ladi.

Shunday qilib, regulyarizatsiyalaydigan operatorni tanlashda
operatorlarning xarakteristik qismigina ahamiyatga ega ekanligini
ko‘ramiz.

Fredgolm operatorining indeksi nolga teng bo‘lgani uchun, bir-
birini regulyarizatsiyalaydigan K, va K, operatorlarning indeksi migdori
bo‘yicha teng va ishoralari garama-qarshidir.

Ixtiyoriy ikkita singulyar operatorlar uchun

(Kle) =K,K,
tenglik va ixtiyoriy ikkita ¢ va ¥ funksiyalar uchun

ijqodt=jq>K1;1dt (72)
L L

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu xossalarning to‘g‘riligiga bevosita tekshirib
ko‘rish bilan ishonch hosil qilish mumkin. Ko‘rsatish giyin emaski,
(72) xossa qo‘shma operatorlar tushunchasi uchun xarakterli xossa
hisoblanadi, ya’ni agar ikkita singulyar K va K operatorlar uchun
(72) tenglik bajarilsa, Gyolder shartini ganoatlantiruvchi ¢ va ¥/
funksiyalar qanday bo‘lmasin, K va K operatorlar boshlang‘ich
ta’rif ma’nosida gqo‘shma bo‘ladi.

(72) tenglikdan quyidagi fikr kelib chiqadi: agar Ko = f
tenglama yechimga ega bo ‘{sa, u holda

[fwar=0 73)
L

shartning bajarilishi zarurdir, bu yerda Y — qo‘shma bir jinsli

Kw =0 tenglamaning ixtiyoriy yechimi.

Hagiqatan ham, agar ¢ funksiya K @ = f* tenglamaning yechimi
bo‘lsa, u holda

Ift//dt = _[(//K(pdt = I¢Kt//dt =0
L L L
bo‘ladi. Teskari fikr ham o‘rinli bo‘ladi; uni biz keyinroq isbotlaymiz.
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4. Fredgolm tenglamasining rezolventasi to‘g‘risida. Bizga
Fredgolmning ikkinchi turdagi

N(pz(p(t)— jn(t,r)go(f)drzg(t) (74)

L
tenglamasi berilgan bo‘lsin. 11 bobdan bizga ma’lumki, agar bir

jinsli
Nep=0 (75)

tenglama noldan fargli yechimlarga ega bo‘lmasa, u holda ixtiyoriy
g (t) o'ng tomon uchun (74) tenglama yagona yechimga ega
bo‘ladi va bu yechim

o(t)=Rg=g(1)+ IR(t,T)g(r)dr (76)

formula bilan aniglanadi, bu yerda R(t,r) funksiya (74) tenlama-
ning rezolventasi. Endi (75) bir jinsli tenglama noldan farqgli yechimlarga
ega bo‘lgan holga murojaat gilamiz. Bizga ma’lumki, bu tenglama va
unga go‘shma bo‘lgan

Ny =0 7
tenglama bir xil chekli sondagi chizigli bog‘lig bo‘lmagan yechimlarga
ega bo‘ladi. (75) va (77) tenglamalaring chizigli bog‘liq bo‘lmagan
yechimlarining to‘la sistemasini mos ravishda @,,@,,...,, va
V,W,,...¥, orqali belgilab olamiz. Bir jinsli bo‘lmagan (74)
tenglama uning o‘ng tomoni

jg(t)//j(t)dtzo,j—1,2,...,n (78)
L

shartlarni qanoatlantirgan holda va fagat shu holdagina yechimga
ega bo‘ladi. Tekshirilayotgan holda ham, (76) formulada gatna-
shayotgan operator ko‘rinishidagi R operator mavjud bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Agar (78) shartlar bajarilsa, u holda

go(t) =Rg= g(t) + IR(t,r)g(r)dr
L
funksiya (74) tenglamaning yechimi(aniqrog‘i, yechimlaridan biri)
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bo‘ladi, bu yerdagi R(t,z') funksiya (74) tenglamaning umum-
lashgan rezolventasi deyiladi.

Biz qo‘llaydigan usul tekshirilayotgan holni bir jinsli tenglama
noldan fargli yechimlarga ega bo‘lmagan holga keltirishdan iboratdir.

Shu magsadda ¢,(¢),0,(7),...0,(¢) va v, (¢),,(?),...w,(t)
funksiyalar bilan ushbu

[ogdi=6, [wndi=5, &= L=
J ivj 7 ? vl i O,l';éj (79)

munosabatlar bilan bog‘langan H sinfga tegishli bo‘lgan ikkita

4 (t),fz (t),,..,é‘n (t) va 7, (t),772 (l),...,?]n (t) funksiyalar sistemasini
kiritamiz. Bunday 51. va 77, funksiyalarni cheksiz ko‘p usullar bilan

hamma vaqt tuzish mumkin [10]. (74) integral tenglama bilan bir
qatorda quyidagi Fredgolm integral tenglamasini tekshiramiz:

ol0)- [ ler) S0 (0) |olr)dr=elo)

va uning har bir yechimi, agar (78) shartlar bajarilsa, (74)

tenglamaning yechimi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham, (p(t)

funksiya (80) tenglamaning biror yechimi (agar shunday yechim
mavjud bo‘lsa)bo‘lsin. U holda shu tenglamaga asosan

No+> an,(1)=g() (81)
i=1
tenglikka ega bo‘lamiz, bundagi a, — o‘zgarmaslar.

a,= Lf@(f)é(f)df 82

formula bilan aniglanadi. (81) tenglamani ,(7) ga ko‘paytirib, L
bo‘yicha integrallaymiz:

IwkN¢dt+Za I!//,J]dt J-g )«yk )dt (83)

(78) shartlarga asosan bu tenghknlng o ng tomoni nolga teng.
N(//k =0 bo‘lgani uchun (72) formulaga asosan
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I(//kN(DdZ‘ = I@N'wkdt =0
L L

tenglikka ega bo‘lamiz va natijada g, = 0 bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, (83) tenglikdagi barcha a, = 0 va shuning uchun ham
N(ng(t), bu esa, talab gilingan narsaning isbotidir. Nihoyat,
g (t)= 0 bo‘lganda (80) dan kelib chiqadigan bir jinsli
tenglamaning noldan farqli yechimlarga ega bo‘lmasligini
ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham, oxirga tenglamaninig yechimi g (t)=
=0 da (78) shart bajarilgani uchun N¢ =0 tenglamaning ham
yechimi bo‘ladi. Demak, birinchidan, ¢ =b¢, +b,p, +...,b ¢, , bu
yerda b,,b,,...,b, — o‘zgarmaslar, ikkinchidan a, = 0 ekanligini
eslasak, (82) dan

[(bp+..+b,0, )6t =0, i=1,2,..,n

L
tenglik kelib chigadi. Bundan, (79) ni ¢’tiborga olsak, barcha b, = 0
bo‘ladi, demak, bir jinsli (80) tenglama noldan boshqga yechimlarga
ega emas. Avvalgi aytganlarimizga asosan (80) tenglama ixtiyoriy g (t)
o‘ng gismi uchun yagona yechimga ega bo‘ldi va bu yechimni (p:R
ko‘rinishda ifodalash mumkin, bundagi R — yuqorida ko‘rsatilgan
operator ko‘rinishidagi operatordir. (74) tenglamaning umumiy yechimi
(78) shartlar bajarilgan, ushbu

p=Lp+cp +cp,+..+c,0,

ko‘rinishda ifodalanadi.

R operator Ngo =g tenglamaga nisbatan ganday rol o‘ynasa,
R operatorga gqo‘shma bo‘lgan R operator N’(p: g tenglamaga
nisbatan xuddi shu rolni o‘ynashini tekshirib ko‘rish qiyin emas.

5. To‘la singulyar integral tenglamani regulyarizatsiyalash. Biz
3- § ning 2- bandida, ayrim sodda singulyar integral tenglamalarning
yechimlarini aniq ko‘rinishda yozib olish mumkin ekanini ko‘rdik.
Umumiy holda, singulyar integral tenglamalarni tekshirishning odatdagi
usuli uchun regulyarizatsiyalash, ya’'ni Fredgolm tenglamasiga
keltirishdan iboratdir.

Singulyar integral tenglama

Ko=f (84)

berilgan bo‘lib, M — K ni regulyarizatsiyalaydigan biror singulyar
operator bo‘lsin. Avvalgi tenglamaning har ikki tomonida M
operatsiyani bajarib,
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No=MKgp =M/ (85)

Fredgolm tenglamasiga ega bo‘lamiz. Berilgan tenglamaning har bir
yechimi (85) Fredgolm tenglamasining ham yechimi bo‘lishi ravshan;
teskari xulosa umuman aytganda o‘rinli bo‘lmaydi; demak, (84) va
(85) tenglamalar, umuman aytganda, ekvivalent emas. Ammo (85)
tenglamaning barcha yechimlarini topishni bilsak, berilgan (84)
tenglmaning barcha yechimlarini topish mumkin bo‘lishini ko‘rish
giyin emas. Bu to‘g‘rida biz keyinchalik batafsil to‘xtaymiz. Hozircha
avvalgi fikrlardan kelib chiqadigan natijani keltiramiz.

Bir jinsli singulyar integral

Kp=0

tenglamaning chizigli bog‘lig bo ‘Imagan yechimlarining soni cheklidir.

Haqgigatan ham, bu tenglamaning barcha yechimlari bir vaqtda
bir jinsli Fredgolm tenglamasining yechimlari bo‘ladi; ma’lumki, oxirgi
tenglama yechimlarining soni esa cheklidir. (85) Fredgolm tenglamasi
yechimlari ichida (84) tenglamaning barcha yechimlari yotishini biz
yugorida aytib o‘tdik. Endi (85) tenglamaning umumiy yechimini bilgan
holda (84) tenglamaning umumiy yechimini topishni magsad qilib
go‘yamiz. Avvalo (85) tenglamaning yechimga ega bo‘lish shartlarini
yozib olamaz. Bu shartlar

J.a)jMfdt =0, j=12,..,n
L

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerdagi @, = a)j(t) — (85) tenglamaga
go‘shma bo‘lgan bir jinsli

Ny =KMy =0
Fredgolm tenglamasi chizigli bog‘liq bo‘lmagan yechimlarining to‘la
sistemasidir. (72) formulaga asosan, bu shartlarni

ij'wj dt=0, j=1,2,..n (86)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu holda (85) tenglamaning
umumiy yechimi, 4- banddan bizga ma’lumki,

(p(t):RMf(t)+§ci;(i(t) 87)

ko‘rinishda yoziladi, bundagi R avvalgi bandda ko‘rsatilgan aniq
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operator, ;(l.(t)(i = 1,2,...,n) funksiyalar MK =0 tenglama
chiziqgli bog‘liq bo‘lmagan yechimlarining to‘la sistemasi, ¢, — ixtiyoriy
o‘zgarmaslar.

Lekin (85) tenglamaning bu yechimi (84) tenglamaning yechimi
bo‘lmasligi ham mumkin. Hagigatan ham, agar ¢ funksiya (85)
tenglamaning, ya’ni

M(Kg-f)=0
tenglamaning biror yechimi bo‘lsa, u holda

Ko—f=>Y a¢ (88)
i=1

bo‘lishi ravshan, bu yerda &,....&, -M& =0 tenglama chizigli bog‘liq
bo‘Imagan yechimlarining to‘la sistemasi, a,, ..., a, — biror o‘zgarmaslar.
Bu o‘zgarmaslar, agar ¢ funksiya berilgan bo‘lsa, ya’ni (87)
formuladagi c,, ..., ¢, o‘’zgarmaslar berilgan bo‘lsa, to‘la aniglanadi.
(85) tenglamaning (87) yechimi (84) tenglamaning ham yechimi
bo‘lishi uchun barcha a, = 0 bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bu shartni
berilgan ¢ funksiya va ¢, o‘zgarmaslar orqali ifodalaymiz. Buning
uchun (88) formuladagi a, o‘zgarmasiarni ¢, lar orqali aniglaymiz.
Shu magsadda L egri chizigda H sinfga tegishli bo‘lgan shunday
&, &, ..,& aniqg funksiyalarni olamizki, ushbu

() ()d=5,(5,=1, i=j, 5,=0, izj) (39
L

shartlar bajarilsin. Bunday funksiyalarni hamma vaqt tanlab olish
mumkin [10].

Endi (88) tenglikning har ikki tomonini &} () ga ko‘paytiramiz
va L bo‘ylab integrallaymiz. U holda (89) ni e’tiborga olsak, ushbu

a,= | (Ko~ f)di

L
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikda (p(t) o‘rniga uning (87) ifodasini
go‘yamiz va

[ RRMfdt = [fMRK & d
formuladan foydalanib, quyidagi |
£ () =MRK & (1)=&,
Ay = !51 (1) x: (1) at,
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f=[r@f (t)ar (90)

belgilashlarini kiritsak,

aj = f/ + ZAjici (91)
i=1

formulani hosil gilamiz. Demak, (87) formula bilan aniglangan ¢(r)
funksiya berilgan (84) tenglamaning yechimi bo‘lishi uchun c,
o‘zgarmaslar ushbu

DA+ f=0, j=12,..n 92)

i=1
chizigli algebraik tenglamalar sistemasining yechimi bo‘lishi zarur va
yetarlidir. Agar bu sistema yechimga ega bo‘isa, u holda berilgan
integral tenglama ham yechimga ega bo‘ladi va aksincha. (92)
sistemaning yechimga ega bo‘lishi shartlari, bizga ma’lumki, chekli
sondagi (bu sonning hozircha bizga qandayligining ahamiyati yo‘q)

ZB,jf,zo

ko‘rinishdagi munosabatlar bilan aniglanadi, bundagi B — o‘zgarmas
sonlar. O‘zgarmas f; sonlar (90) ko‘rinishga ega ekanligini eslasak,
avvalgi shartlarni

j f(t)w' (¢)di =0 93)

ko‘rinishda yozib OliShlmIZ mumkin, bu yerdagi l//j (t)—H sinfga
tegishli / ga bog‘liq bo‘lmagan aniq funksiyalardir. Shunday qilib biz
quyidagi xulosaga keldik.

Berilgan (84) integral tenglamaning yechimga ega bo ‘lishining
zaruriy va yetarli shartlari chekli sondagi (93) ko ‘rinishdagi shartlar
bilan ifodalanadi.

6. Nyoter teoremalari. Endi Fredgolm tenglamalari uchun bizga
ma’lum bo‘lgan Fredgolm teoremalari ganday rol o‘ynasa, singulyar
integral tenglamalar nazariyasida ham xuddi shunday ahamiyatga ega
bo‘lgan, nemis matematigi F.Nyoterga tegishli uchta teoremani
isbotlaymiz.

1 teorema. (84) singulyar integral tenglama yechimlarining soni
cheklidir. Bu teoremaning isboti 5- banddagi mulohazalardan darhol
kelib chigadi. (84) tenglamaning har bir yechimi (85) tenglamaning,
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ya’ni M(qu—f) =0 bir jinsli tenglamaning ham yechimidir. Demak,
(84) tenglama yechimlarining soni (85) Fredgolm tenglamasi yechimlari
sonidan katta emas. Bundan teoremaning to‘g riligi kelib chigadi.

2 teorema. (§4) singulyar integral tenglamaning yechimga ega
bo ‘lishi uchun

jf =0, j=1,2,..k 04)

shartlarning bajarlllshl zarur va yetarli, bundagi y,(1),...y, (1)— qo'sh-
ma bir jinsli Ky =0 tenglama chiziqli bog‘lig bo Imagan yechimlarining
to la sistemasi.

Isbot. (94) shartlarning zarurligi (73) formuladan bevosita kelib
chiqadi. Bu shartlarning yetarli ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun
(84) tenglamaning yechimga ega bo‘lishi uchun yetarli bo‘lgan (93)
shartlar (94) shartlarning natijasi ekanligini ko‘rsatish kifoyadir. g (t)—
H sinfga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy funksiya bo‘lIsin.

Ushbu K¢ =Kg tenglama yechimga ega bo‘ladi, chunki uning
yechimlaridan bittasi ¢ = g . Demak, (93) shartlarning zarurligidan

JwiKgdt = [gK'y;di=0
L L

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik ixtiyoriy g funksiya uchun o‘rinli
bo‘ladi, u holda Kl// =0 bo‘lishi kerak, ya’ni !// funkswa bir jinsli
K(// =0 tenglamanmg yechimidir. Demak, l// funksiya vy,
funks1yalammg chizigli kombinatsiyasidan iborat. Shunmg uchun ham
(93) shartlar (94) shartlarning natijasidir, shu bilan teorema isbotlandi.

3 teorema. Bir jinsli Ko =0 tenglama chizigli bogliq bo Imagan
yechimlarining k soni va qo ‘shma bir jinsli KI!,//; =0 tenglama chizigli
bog ‘lig bo Imagan yechimlari k sonining ayirmasi K operatorning faqat
xarakteristik qismiga bog‘liq bo‘ladi va bu ayirma shu operatorning
indeksiga teng bo‘ladi, ya'ni

k—k =y .
Isbot. M — K ni regulyarizatsiyalaydigan ixtiyoriy operator bo‘lsin.
Bir-biri bilan qo‘shma bo‘lgan bir jinsli

MKg@=0, KMy =0 (95)

Fredgolm tenglamalarini tekshiramiz. Bu tenglamalar bir xil sonda
chizigli bog‘lig bo‘lmagan yechimlarga ega. Bu sonni ikki usul bilan
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hisoblaymiz va natijalarni tagqoslab, tecorema birinchi gismining
to‘g‘iriligiga ishonch hosil gilamiz. Ushbu

Kp=0, Ky=0, My=0, Mw=0
tenglamalarning chizigli bog‘lig bo‘Imagan yechimlarining to‘la
sistemasini mos ravishda

(=1 v, (7= 1),

x,(j=L...m), o, (j =1,....m )
orqali belgilab olamiz. MK¢@ =0 tenglamaning barcha yechimlari

Ko=>a,z, (96)

tenglamani ganoatlantiradi, bunda a, — o‘zgarmaslar. Bu o‘zgarmaslarni
shunday tanlash kerakki, natijada avvalgi tenglama yechimga ega
bo‘lsin, ya'ni Il teoremaga asosan

Z;A’jaj =0, i=12,..,k 97)
=
shartlar bajarilsin, bu yerda

Al.jzj‘z//i;(jdt, i=1,2,..,k', j=12,..m" .
L

Faraz gilaylik ”Az/‘” matritsaning rangi r ga teng bo‘lsin. U holda,
ma’lumki, (97) sistemani ganoatlantiruvchi a, a,... a,  o‘zgar-
maslardan m — r tasi ixtiyoriy bo‘lib, golgan r tasi esa ularning
chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Ixtiyoriy o‘zgarmaslarni b,
b,... b _ orqali belgilab olamiz. (96) tenglamaning o‘ng tomoniga a,

lar o‘rniga ularning bj lar orqali ifodasini qo‘yib, (96) tenglamani

Ko = mZ bé, (98)

ko‘rinishda yozib olamiz, bundagi & - x , funksiyalarning biror chizigli
kombinatsiyasi. & funksiyalar chizigli bog‘liq emas. Hagiqatan ham,
b, o‘zgarmaslarning ba’zi bir giymatlarida

She =0
i=1
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu yig‘indi kelib chiggan ushbu

2 i,

)1g ‘indi ham g, lar o‘rniga ularning b orqgali ifodalarini qo‘yilgandan
so‘ng nolga teng bo‘ladi. Demak, %; lar chizigli bog‘liq bo‘lmagani
uchun barcha a,= 0 bo‘ladi. Ammo b lar g, larning ayirmalari bo‘lgani
uchun barcha b = ( bo‘ladi. (98) tenglama har ganday b, lar uchun
yechimga ega bo ladi, uni yechib,

@= an +Zc ,

i=1

tenglikka ega bo‘lamiz, bundagi ¢, — ixtiyorly o‘zgarmaslar, 7, lar
esa, K= 5( i=1,2,..,m=r) tengiamalarnmg gandaydir yechimlari.
.9, funksiyalar chiziq]i bog‘lia emasligini ko‘rish giyin emas.
Haqiqatan, agar b, ¢ larning gandaydir giyvmatlarida

m—r k
Zb,.n,. + chfpj =0
i=1 =l

tenglikka ega bo‘lsak, bu tenglikning har ikki tomoniga K operator
bilan ta’sir qilib,

m-r

Y b& =0
i=1

tenglikni hosil gilamiz, bundan 4, = 0. U holda

bundan barcha ¢, = 0 ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib, (95)
tenglamalardan birinchisi roppa-rosa m — r + k chizigli bog‘liq
bo‘lmagan yechimlarga ega bo‘ladi. Endi (95) tenglamalarning
ikkinchisiga murojaat gilsak, xudda shunga o‘xshash natijaga erishamiz;
fagat mulohazalarda M va K ni mos ravishda K va M bilan va,
demak, X; va ¢; larni mos ravishda V¥, va w, lar bilan almashtirish
kerak bo‘ladi. Shu munosabat bilan A,-,- o‘zgarmaslar o‘rniga

A, = f X dt
o‘zgarmaslarni hosil gilamiz, shu sababh ”A ” matritsaning rangi ham
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avvalgi ”Ay" matritsaning rangi » ga teng bo‘ladi. Shunday qilib, (95)
tenglamalar ikkinchisining chizigli bog‘liq bo‘lmagan yechimlarining
soni k —r—m ekanligini ko‘rsatdik. Bu natijani avvalgisi bilan
tagqoslab,

m-r+k=m-r+k

yoki

k—k =m-m 99
tenglikka ega bo‘lamiz. Xarakteristik gismlari bir xil bo‘lgan K¢ =0
ko‘rinishdagi tenglamalar uchun xuddi o‘sha regulyarizatsiyalaydigan
M operatorni olish mumkin, shuning uchun m —m son ham bir xil
bo‘lganligi sababli, (99) tenglik teoremaning birinchi gismi to‘g‘riligini
isbotlaydi.

Teoremaning ikkinchi gismini isbotlash uchun uning birinchi
gismiga asosan k —k ayirmani hisoblashda K operatorning xarakte-
ristik gismini qoldirish yetarlidir. Bu holda K¢ =0 tenglama bir jinsli
xarakteristik tenglamaga aylanadi va teoremaning 2- bandi oxirida bayon
gilingan fikrlardan darhol kelib chigadi.

Izoh. Agar K¢ = f tenglamada barcha ma’lum funksiyalar haqigiy
funksiyalar bo‘lib, ¢ o‘zgaruvchi haqiqiy o‘zgaruvchi bo‘lsa, shu
bilan birga noma’lum funksiyani ham hagiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar
sinfida izlansa, yuqorida keltiriigan teoremalar ravshanki, o‘z kuchini
saglab goladi.

7. I.N. Vekuaning ekvivalentlik teoremasi. Biz 5- bandda ko‘rsatib
o‘tgan singulyar integral tenglamani regulyarizatsiyalash usuli shunday
muhim kamchilikka egaki, natijada hosil bo‘lgan Fredgolm tenglamasi
hamma vagt ham berilgan tenglamaga ekvivalent bo‘lmaydi. Ammo
bu singulyar integral tenglamani eckvivalent Fredgolm tenglamasiga
keltirib bo‘lmaydi degani emas. Aksincha, quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema (I.N. Vekua). (84) singulyar integral tenglama, undan
Jaqat kvadratura yordamida hosil bo ‘ladigan biror Fredgolm tenglamasiga
hamma vagqt ekvivalent bo‘ladi.

Isbot. (84) tenglamaning indeksini )Y orqali belgilab olamiz va
bu indeks musbat va manfiy bo‘lgan hollarni alohida-alohida
tekshiramiz.

1. x20 bolsin. Bu holda K operatorni regulyarizatsiyalaydigan
shunday M operator mavjud bo‘ladiki, bir jinsli Mw=0 tenglama
noldan fargli yechimlarga ega bo‘lmaydi. Bunday operator sifatida
K" operatorni, ya’ni K operatorning xarakteristik gismiga qo‘shma
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operatorni, yoki K~ operatorni, ya'ni K operatorga qo‘shma K’
operatorning xarakteristik qismini olish mumkin. Bu operatorlarning

har ikkisining indeksi ham -3 <0 ga teng bo‘ladi va shuning uchun

M bunday tanlanganda Mo = 0 tenglama fagat trivial ® =0 yechimga
ega bo‘ladi. Shu bilan birga M ni regulyarizatsiyalaydigan operator
bo‘lishi (71) va K', K operatorlarni ifodalaydigan formulalardan kelib
chigadi.

M — Kko‘rsatilgan xossalarga ega bo‘lgan biror operator bo‘lsin.
U holda

MK =M/

Fredgolm tenglamasi boshlang‘ich tenglamaga ekvivalent bo‘ladi,
chunki K@= f tenglamaning barcha yechimlari, ravshanki,
MK ¢ = Mf" tenglamaning ham yechimlari bo‘ladi va aksincha, oxirgi
tenglamaning har bir yechimi dastlabki tenglamaning yechimi bo‘ladi,
chunki avvalgi tenglamadan M(K(p—f): 0 tenglik kelib chiqadi,
va, demak, Ko — /=0 bo‘ladi.

2. x <0 bo‘lsin. U holda shunday M operator mavjud bo‘ladiki,
operator K uchun M regulyarizatsiyalash operatori bo‘ladi va shu
bilan birga

My =g (100)
tenglama ixtiyoriy o‘ng tomon uchun yechimga ega bo‘ladi. M sifatida,
masalan, K~ yoki K~ operatordan bittasini olish mumkin. Bu safar
ularning indeksi —y >0 bo‘lgani uchun, ular talab gilingan xossalarga
ega bo‘ladi; operatorning bunday tanlanishi yana bir ustunlikka ega
bo‘ladiki, (100) tenglama kvadratura yordamida (1- va 2- bandlar)
¥ ga nisbatan aniq ko‘rinishda yechiladi. Endi

Q= MW (101)
almashtirishni bajaramiz, bunda YW — yangi noma’lum funksiya. U
holda (84) tenglama ushbu

KMy = f (102)

Fredgolm tenglamasiga keladi. Bu tenglama boshlang‘ich tenglamaga
quyidagi ma’noda ekvivalent bo‘ladi: (84) va (102) tenglamalar bir
vaqtda yechimga ega bo‘ladi yoki ega bo‘lmaydi, va yechimga ega
bo‘lgan holda bularning yechimlaridan bittasi bevosita ikkinchisining
yechimiga olib keladi, shu bilan birga, agar M operator sifatida
K K operatorlardan bittasi olinsa, bitta tenglamaning yechimidan
1kk1nch151n1ng yechimiga o‘tish kvadratura yordamida amalga oshiriladi.
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Hagigatan ham, (102) tenglamaning har bir ¥ yechimiga (84)
tenglamaning bitta ¢ yechimi to‘g‘ri keladi, (84) tenglamaning har
bir @ yechimiga esa, (102) tenglamaning (hech bo‘lmaganda bitta)
v yechimi to‘g‘ri keladi, bu yechimni (101) tenglamani ¥ ga
nisbatan yechib hosil gilamiz. Shunday qilib, (84) va (102) tenglamalar
bir vagtda yechimga ega bo‘ladi, yoki ega bo‘lmaydi.

Endi bu tenglamalar yechimga ega bo‘lsin. (102) tenglamaning
umumiy yechimi

m
y=y,+ Z%‘l/i
i=1
formula bilan aniqlanadi, bunda y, — biror xususiy yechim,
V. (1' = 1,...,m) — KMy =0 tenglamaning chiziqli bog‘liq bo‘Imagan
yechimlari, a,— ixtiyoriy o‘zgarmaslar. Yugorida bayon gilinganlardan
ko‘rinadiki, berilgan tenglama yechimlarining barcha to‘plami

m
»=My, + zaz‘MWi
i=1
formula bilan aniglanadi. Bu formuladan bir jinsli K¢ =0 tenglama
chizigli bog‘liq bo‘lmagan yechimlariningg soni m ga teng degan xulosa
chigarish mumkin emas, chunki W, funksiyalar chizigli bog‘liq
bo‘lmasa ham, Ml//,.(z' = 1,...,m) funksiyalar orasida o‘zaro chizigli
bog‘liglari bo‘lishi mumkin. Xuddi shunga o‘xshash, (84) tenglamaning
yechimlari bo‘yicha (102) tenglamaning umumiy yechimi topiladi.
8. T. Karleman — I. N. Vekuaning regulyarizatsiyalash usuli.
Ushbu

a(t)e(r)+ b%?]%dr + jk(z,ryp(r)dr =f(1) @03

singulyar integral tenglama berilgan bo‘lsin. Bu tenglama xarakteristik
va regulyar gismlari uchun quyidagi

K’p= a(t)q)(t)+i’,) | 2(ye.

ko= [k(t.o)p(7)dr

belgilashlardan foydalanib, tenglamani
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K'o=f(t)-ko (104)
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglamaning o‘ng tomonini vaqtincha

ma’lum deb hisoblab, uni xarakteristik tenglama sifatida echamiz. (63)
formulaga asosan yechim

o(t)=K"f -K'ko+b"(1)Z(2)P,_,(7)
yoki
o(t)+K'ko=K"f+b(1)Z(1)P,_ (t) (105

ko‘rinishda yoziladi, bunda

\ \ b ()Z(t) ¢ f(T)dT
K'f=a (1) f(t)- ()()J‘ (r) ’
ni 4 Z(t)(T—1)
P (t) esa darajasi y —1 dan katta bo‘lmagan ko‘phad (y <0
bo‘lganda P, =0). Z(t), a*(t), b*(t) funksiyalar 1- bandda
ko‘rsatilgan formulalar bilan aniglanadi. K* operator, 3- bandda
bayon gilinganlarga asosan birinchi turdagi Fredgolm operatori, ya’ni

K'ko = IN(r,r)(p (t)dt
L
ekanligiga ishonch hosil qilish giyin emas, bunda
N(1,7)=Kk(t,7).
1- band natijalariga asosan, agar (103) tenglamaning indeksi x>0
bo‘lsa, berilgan (103) tenglama (105) tenglamaga ekvivalent bo‘ladi,

agar y <0 bo‘lsa, (105) tenglamaga (104) tenglamaning yechimga
ega bo‘lish shartlaridan kelib chigadigan ushbu

r'ko(t)dt ¢t f(e)dt ~
{ 200 _£ Z0) , k=01, %1 (106)

tenglamalarmi qo‘shib qo‘yish kerak, u holda berilgan (103) teng-
lama (105) tenglamaga va (106) tenglamalar to‘plamiga ekvivalent
bo‘ladi. (105) tenglama ikkinchi turdagi Fredgolm tenglamasidan
iboratdir.

Shunday qilib, berilgan tenglamani regulyarizatsiyalashga
erishdik, shu bilan birga, eng muhimi, ekvivalentlik ta’minlandi.
To‘g‘risini aytganda, y <0 bo‘lgan holda biz ikkinchi turdagi Fredgolm
tenglamasidan tashqari, qo‘shimcha (106) tenglamalarga ega bo‘ldik,
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ammo bu muhim emas, chunki masala asosan (105) Fredgolm
tenglamasini yechishga olib kelindi.

Izoh. Fredgolm teoremalari bilan Nyoter teoremalarini solishtirsak,
shu narsaga ishonch hosil qilamizki, Fredgolm teoremalarining
bittasidan tashqgari qolgan ikkitasi singulyar integral tenglamalar uchun
ham o‘rinli bo‘ladi. Fredgolm va singulyar tenglamalar orasidagi asosiy
farq shundan iboratki, Fredgolm tenglamalari uchun k=£k' yoki
k—k'=0 tenglik to‘g‘ri bo‘lsa, singulyar tenglamalar uchun
k — k'= x tenglik o‘rinli bo‘ladi. Lekin, singulyar integral tenglamalar
orasidan tenglamalarning bitta sinfini ajratib olish mumkinki, bular
uchun Fredgolmning barcha teoremalari to‘g‘ri bo‘laci. Bular indeksi
nolga teng bo‘lgan singulyar tenglamalardir. Bu holda k=k', agar
bir jinsli K¢ =0 tenglama noldan farqli yechimlarga ega bo‘Imasa,
bir jinsli bo‘lmagan K¢ = f tenglama H sinfga tegishli bo‘lgan
ixtiyoriy o‘ng tomon uchun yechimga ega bo‘ladi. Bunday tenglamalarni
kvazifredgolm tenglamalar, ularga mos operatorlarni esa kvazifredgolm
operatorlar deb ham ataladi.

9. Ochiq egri chiziglar uchun singulyar integral tenglamalar. L
orgali bo‘lakli silliq egri chizigni belgilaymiz. L ni tashkil giluvchi
sillig yoylarni L,, k = 1,2, ..., p, orqali, L chizigning tugunlarini
esa, ¢, k= 1,2, ..., n orqali belgilab olamiz.

Ushbu

Ko=Ko+kp=f (107)

integral tenglamani tekshiramiz, bu yerda

Kp=a()o()+ 5 [ AL,

L

ko= J.k(t,r)q)(r)dr.

Shu narsani ta’kidlab o‘tamizki, (107) tenglama L chizigning tugunlari
bilan ustma-ust tushadigan nugtalarda qganoatlantiriladi deb talab
gilmaymiz. Shu bilan birga, L chizigning tugunlari deganda uning
fagat geometrik ma’nodagi tugunlari emas, balki garalayotgan
funksiyalar, asosan a (t) va b (t) funksiyalar uzilishiga ega bo‘lgan
L chizigning boshqga nuqtalari ham tushuniladi. (107) tenglamani
tekshirganda
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a’(t)-b*(1)#0
shart bajarilsin, ya’ni tenglama normal tipdagi tenglama bo‘lsin deb

hisoblaymiz. K°p = f xarakteristik tenglamani yechishda, xuddi I-
banddagidek, cheksizlikda nolga aylanadigan bo‘lak-bo‘lak analitik

(z)= 1 ro(t)dr
2miy T-z

funksiyani kiritib, Soxotskiy—Plemel formulalariga asosan ushbu
o()=" ()= (), LA g ()1 0
Iy -

tengliklardan foydalanib, xarakteristik tenglamani yechishni unga
ekvivalent bo‘lgan

. : /(1) a(1)-b(r)

O (t)=G(1)D (t)+———,G(t) = —F—=
() () ()+a(t)+b(t) () a(t)+b(t) (108)
Riman masalasini yechishga olib kelamiz. Bu masalani biz 4- §
ning 5- bandida to‘la o‘rganganmiz. (108) masalaga mos maxsus

va maxsus bo‘lmagan tugunlarni K°p = ¢ fenglamaga mos maxsus

va maxsus bo ‘lmagan tugunlar deyiladi.
K'p=/ tenglama berilgan (c,....c,) sinfining x indeksi

deb, shu sinfga tegishli (108) masalaning indeksini aytiladi. Bu

tenglamaning h(c,,...,c ) sinfdagi yechimiga (108) tenglamaning

q
shu sinfdagi yechimi mos keladi. Shuning uchun ham tenglamaning
shu sinfga tegishli barcha yechimlarini topish uchun (108)
masalaning shu sinfga tegishli, cheksizlikda nolga aylanuvchi barcha
yechimlarini topish yetarlidir. Bunday yechimlar 4- § ning 5-
bandida topilgan. Xuddi shu usul bilan xarakteristik tenglamaga
go‘shma bo‘lgan tenglama yechiladi. (107) to‘la singulyar integral

tenglama tekshirilganda, K°p = f xarakteristik tenglama uchun

olingan natijalar asosida 8- banddagidek juda sodda Fredgolm
tenglamasiga olib kelinadi. Tabiiy, bu holda ham Nyoterning barcha
teoremalari o'z kuchini saglab goladi.
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