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С У З БОШ И

Х,исоблаш методлари курсига баришланган китоблар рус ва 
чет тилларда куплаб чоп этилган булишига царамай, бундай 
китоблар узбек тилида шу дамгача яратилмаган. Шуиинг учун 
^озирги замон фан ва техникасининг таравдиётини акс этти- 
рувчи узбек тилидаги ^исоблаш методлари курсига дойр дарс- 
ликларнинг яратилиши му^имдир. Чунки республикамиз олий 
у^ув юртларида ^озирги замон талабларига тула ж авоб  бера- 
диган ю^ори малакали мутахассислар тайёрлаш, айницра тай- 
ёрланадиган мутахассисларнинг ^исоблаш математикасидан 
оладиган билим дараж аси  тобора ю^ори ва пухта булиши ало- 
хида а^амиятга эгадир. Бу эса студентларимизни она тилида 
ёзилган дарсликлар билан таъминлашга бевосита борлшушр.

М азкур китоб муаллифнинг узо^ .йиллар давомида В. И. 
Ленин номли Тошкент Д а в л а т  университетининг математика, 
амалий математика ва механика факультетларида ^амда уни
верситет цошидаги малака ошириш факультетида «^исоблаш  
методлари» курси буйича уциган лекциялари асосида ёзилган 
булиб, у университетларнинг «Амалий математика» 01.02.00, 
«М атематика» 01.01.00 ва «Механика» 01.04.00 ихтисослари учун 
«у^исоблаш методлари» курси программаларининг биринчи ^ис- 
мига мос келади. К $лланма университетларнинг «математика» 
ва «амалий математика» ихтисосликлари буйича у^увчи сту- 
дентлар учун мулжалланган булиб, ундан педагогика инсти- 
тутлари, олий техника у^ув юртлари студентлари г;ам фойда- 
ланишлари мумкин.

Китобни ёзишда маш^ур совет ва чет эл олимлари томони- 
дан яратилган адабиётлардан, шу ж умладан Н. С. Б ах вал о в ,  
И. С. Березин ва П. Н. Ж идков, В. И. Крилов, В. В. Бобков 
ва П. Н. Монастирний, Г. И. Марчук, И. П. Мисовских, Г. А. Ми
хайлов, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов, Д. К. Фадеев ва 
В .  Н. Ф аддеева, Ж . X. Уилкинсон дарсликлари ва монография- 
ларидан фойдаланилди.

У зб ек  тилида бунгача ^исоблаш методлари буйича дарслик 
^амда мисол ва м асал алар га  дойр цулланмалар булмагаш ш - 
гини ^исобга олиб, асосий роя янада тушунарли булиши учун,



китобда баён этилган деярли барча методлар учун содда б^л- 
са -д а ,  мисоллар келтирилгаи ва .%ар бир бобнинг охирида 
'маищлар бернлган.

Бу китобнинг махсус му^аррири физика-математика фанла
р и  кандидати, доцент 3 .  Ж ам олов, та^ризчилари физика-ма
тематика фанлари доктори Н. Му^иддинов ва физика-матема
тика фанлари каидидатлари, доцентлар Т. Тураев, М. М. 
Суярш оевлар китоб цулёзмасини сиичиклаб у^иб чи^иб, 
4'икр-муло^азаларини билдиришди. Шунингдек, Р. Ж ура^у- 
л о в ,  А. Соатмуродов ва Б. Эш давлатовлар китобни нашрга 
тайёрлаш да уз ^иссаларини ^ушишди. Фурсатдан фойдаланиб, 
номлари зикр ^илинган урто^ларга миннатдорчилик билдириш- 
зни уз бурчим деб биламан.

«^исоблаш  методлари» китоби бу со^ада узбек тилида илк 
тажрибадир, табиийки, у камчиликлардан холи булмаса керак. 
Шунинг учун ^ам, китоб ха^идаги барча фикр ва муло^азалар- 
л а  зур мамнуният билан цабул циламан.

Муаллиф.



К И РИ Ш

1-§ . ^ И С О Б Л А Ш  М А Т Е М А Т И К А С И Н И Н Г П Р Е Д М Е Т И  ВА М Е Т О Д »

.Математика турмуш масалаларини ечишга булган э^тиёяс 
'(юзлар ва ^ажмларни улчаш, кема харакатини бошкариш, ю л- 
дузлар ^аракатини кузатиш ва бошцалар) туфайли ву ж у д га  
келганлиги учун ^ам у сонли математика, яъни хисоблаш ма~ 
тематикаси булиб, унинг ма^сади эса масала ечимини сон ш ак - 
лида топишдан иборат эди. Бу фикрга ишонч хосил 1\илиш учу л 
математика тарихига назар ташлаш кифоядир.

Вавилон олнмларининг асосий фаолияти математик жадвалларг 
тузишдан иборат булган. Lily жадваллардан бизгача етиб келган- 
ларидан бири милоддан 2000 йил аввал тузилган булиб, унда 1 даш 
60  гача булган сонларнинг квадратлари келтирилган. Милоддан: 
аввалги 747-йилда тузилган бошка бир жадвалда Ой ва Куёш- 
нинг тутилиш вактлари келтирилган. Кадимий мисрликлар ^амг 
фаол ^исо')чилар булганлар. Улар мураккаб (аликвота ёки Миср> 
касрлари деб аталувчи) касрларни сурати бирга тенг булган оддиш

касрлар йигиндиси (масалан: y j =  +  gg) шаклида ифодалов-

чи жадваллар тузишган ва чизикли булмаган алгебраик тенглама-- 
ларни ечиш учун ватарлар усулини яратишган. Грек математикларигз? 
келсак, милоддан аввал 220- йиллар атрофида Архимед т. сони учуж

3 ^ 0 < 3 у  тенгсизликни курсатди. Героннинг милоддан аввал

ги 100- йиллар атрофида ушбу b/ a '~ -w (x n-j-— ) итерацион ме~/ Хц '
тоддан фойдаланганлиги маълум. Диофант III асрда атщ м ас тен г-  
ламаларни ечишдан тапщари квадрат тенгламаларни сонли ечидп 
усулини яратган.

IX асрда яшаган буюк узбек математиги Мухаммад ибн Мусса 
ал-Хоразмий ^исоблаш методларини яратишга катта ^исса цушгаи_. 
Ал-Хоразмий т : ~  3 ,1416  кийматии аницлади, математик жадвал— 
ларни тузишда фаол катнашди. АбулвасЬо ал-Бузжс-ний 9 6 0 - йилда

синуслар жадвалини дисоблаш методини ишлаб чицди ва sm

нинг кийматини туккизта ишончли раками билан берди. Бундаш 
ташцари, у ,,tg“ функциясидан фойдаланди ва унинг цийматларк 
жадвалини тузди. XVII асрда инглиз математиги Ж . Непер (1614.,. 
1619), шведиялик Й. Бюрги (1620), инглиз Бригс (1617), голлан-



диялик А. Влакк (1628) ва бошкэлар томонидан яратилган лога- 
рифмик жадваллар Лаплас сузи билан айтганда: . .  ^исоблашлар-
ки кискартириб', астрономларнинг умрини узайтирди11.

Ни^оят, 1845 йилда Адамс ва 1846 йилда Леверьеларнинг 
^исоблашлари натижасида Нептун сайёрасининг мавжудлиги 
ва унинг фазодаги урнини олдиндан айтишлари ^исоблаш ма- 
тематикасининг буюк галабаси эди. Татбир^ий масалаларни 
сонли ечиш математиклар эътиборини доим узига тортар эди. 
Шунинг учун ^ам утган замоннинг буюк математиклари уз 
тад^и^отларида табиий жараёнларни урганиш, уларнинг мо- 
делларини тузиш ва моделларни таджик; этиш ишларини бирга 
^ушиб олиб боришган. Улар бу моделларни текшириш учун 
махсус ^исоблаш методларини яратишган. Бу методларнинг 
айримлари Ньютон, Эйлер, Лобачевский, Гаусс, Чебишев, Эр- 
мит номлари билан богли^дир. Бу шундан далолат берадики, 
^исоблаш методларини яратишда уз замонасининг буюк м ате
матиклари шугулланишган.

Шуни з^ам айтиш керакки, лимитлар назарияси яратилган- 
дан сунг математикларнинг асосий диадат-эътибори математик 
методларга ^атъий мантилий замин тайёрлашга, бу методлар 
к;улланиладиган объектлар сонини орттиришга, математик объ- 
ектларни сифат жиз^атдан урганишга царатилган эди. Н атиж а- 
да математиканинг жуда му^им ва айни пайтда купинча ций- 
инчилик тугдирадиган со^аси: математик тадцицотларни сунгги 
сонли натижаларгача етказиш, яъни ^исоблаш методлари яра- 
тишга кам эътибор берилар эди, бу со^а эса математиканинг 
татбицлари учун ж уда зарурдир.

Математиканинг ^озирги замон фан ва техникасининг хил- 
ма-хил со^аларидаги татби^ларида, одатда, шундай типик м а 
тематик м асалалар га дуч келинадики, уларни классик метод
лар билан ечиш мумкин эмас ёки ечиш мумкин булган тацдир- 
да з^ам ечим шундай мураккаб куринишда буладики, ундан 
се.марали фойдаланишнинг иложи булмайди. Бундай типик м а
тематик м асал алар га алгебра (одатда тартиби ж уда катта 
булган чизи^ли алгебраик тенгламалар системасини ечиш, мат- 
рицаларнинг тескарисини топиш, матрицаларнинг хос сонлари- 
ни топиш, алгебраик ва трансцендент тенгламалар з^амда бун
дай тенгламалар системасини ечиш), математик анализ (сонли 
интеграллаш ва дифференциаллаш, функцияни яцинлаштириш 
масалалари) з^амда оддий ва хусусий ^осилавий дифференци
ал тенгламаларни ечиш масалалари ва бошцалар киради.

Фаи ва техниканинг ж ад ал  равишда ривожланиши, атом 
ядроспдап фойдаланиш, учувчи аппаратлар (самолёт, ракета) 
ни лоиих,алпш, космик учиш динамикаси, бош^ариладиган тер
моядро спптсзм муаммоси муносабати билан плазма физикаси- 
ни урганиш ва шупга ухшаш куп масалаларни текшириш ва 
ечишни тацозо цилмоцда. Бундай масалалар уз навбатида м а 
тематиклар олднга япгидан-янги з^исоблаш методларини яра- 
тиш вазифасини цуядп. Иккипчи томондан фан ва техника
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ютук;лари матем атиклар ихтйёрига кучли з^исоблаш восита- 
ларини бермо^да. Бунинг натижасида эса м авж уд  методларни 
янги машиналарда цуллаш учун ^айтадан куриб чи^иш э^тиё- 
жи тугилмовда.

М атематикада типик математик масалаларнинг ечимларини 
етарлича аншушкда ^исоблаш имконини берувчи методлар 
яратишга ва шу мацсадда ^озирги замон хисоблаш воситала- 
ридан фойдаланиш йулларини ишлаб чи^ишга багишланган 
со^а %исоблаш математикаси дейилади.

Хозирги замон ^исоблаш математикаси ж ад ал  ривожланиб 
бормо^да. Хисоблаш математикаси ^амраган масалалар тури 
ж уда куп. Табиийки, бу масалаларни ечиш методлари ^ам хил- 
ма-хилдир, шунга ^арамай бу методларнинг умумий f o h c h  х а 
сида суз юритиш мумкин. Бунинг учун аввал функционал 
а'нализга тегишли булган айпим тушунчаларни келтирамиз. 
Агар бирор тупламда у ёки бу йул билан лимит тушунчаси 
киритилган булса, у холда бу туплам абстракт фазо дейиладн.

Элементлари кетма-кетликлардан ёки функциялардан ибо- 
рат булган фазо функционал фазо дейилади. Бирор R i функцио
нал фазони иккинчи бир R2 функционал фазога акслантира- 
диган А амал оператор дейилади. Агар операторнинг ^иймат- 
лари ташкил этган R2 фазо сонли фазо булса, у ^олда бундай 
оператор функционал дейилади.

Хисоблаш  математикасида учрайдиган куп масалаларни

у =  А х  ( 1)-

шаклида ёзиш мумкин, бу ерда х ва у берилган R\ ва R2 функ
ционал фазоларнинг элементлари булиб, А —  оператор ёки ху- 
сусий ^олда функдионалдир. Агар А оператор ва х элемент 
^акида маълумот берилган булиб, у ни топиш лозим булса, 
бундай масала турри масала  дейилади. Аксинча, А ва у ^ак;ида 
маълумот берилган булиб, х ни топиш керак булса, бундай м а
сала тескари масала  дейилади. Одатда, тескари масалани ечиш 
анча мураккабдир. Бу масалалар ^ар доим ^ам аниц ечилавер- 
майди. Бундай ^олларда ^исоблаш математикасига мурожаат 
цилин ади'.

Б аъ зан  масалани ани^ ечиш >̂ ам мумкин, лекин классик 
математика методлари билан керакли сонли ^иймат олиш учун 
ж уда куп ^исоблашлар талаб цилинади. Шунинг учун ^ам хи
соблаш математикаси зиммасига конкрет масалаларни ечиш 
учуй оцилона ва тежамкор методлар ишлаб чи^иш юкланадп 
(масалан, чизи^ли алгебраик тенгламалар системасини ечишда 
Крамер формулаларига нисбатан Гаусс методи анча тежамкор 
методдир).

Хисоблаш математихасида кщорщаги масалаларни ^ал к;илиш- 
нинг асосий мо^'ияти /?,, фазоларни ва А операторни ^исоб- 
лаш учун кулай булган. мос равишда бошк,а R u фазолар ва 
А оператор билан алмаштиришдан иборатдир. Баъзан фацат ва
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JR 2 фазолар ёки фак;атгииа улардан бирортасини, баъзан эса фацат 
Л  операторни алмаштириш кифоядир. Бу алмаштиришлар шундай 
«шжарилиши керакки, натижада ^осил булган янги

у = А х  (x ^ R u
ш асалани нг ечими бирор маънода берилган ( 1); масаланинг 
«ечимига яцин булсин ва бу ечимни нисбатан куп ме^нат сарф- 
.аам асдан  топиш мумкин булсин.

Бунга мисол сифатида шуни курсатиш мумкинки, одатда 
м а т ем а т и к  физика тенгламалари у ёки бу структурага эга бул- 
жан алгебраик тенгламалар системасига келтирилиб ечилади.

Д ем а к ,  ^исоблаш математикаси олдидаги асосий м асала 
«функционал фазоларда тупламларни ва уларда ани^ланган 
©нераторлар (функционаллар)ни я^инлаштириш ^амда ^озирги 
з а м о н  ^исоблаш машиналари ^улланиладиган шароитда маса- 
д а л а р н и  ечиш учун о^илона ва тежамкор алгоритм ва метод- 
д а р  ишлаб чи^ишдан иборатдир.

2 - § .  ^ О З И Р Г И  ЗАМ ОН ^ И С О Б Л А Ш  М А Ш И Н А ЛА РИ  ВА С О Н Л И  
М Е Т О Д Л А Р  Н А ЗА РИ Я С И , У Л А Р Н И Н Г  У ЗА РО  АЛО КА СИ 

ВА Т А Ъ С И Р И

Конкрет математик масалани у ёки бу ^йсоблаш методи 
8эилан ечиш учун ^исобловчи ихтиёрида булган ^исоблаш ма- 
?шиналарининг имкониятлари эътиборга олиниши керак. ^о-  
Ш рги замон ^исоблаш машиналари информацияни тасвирлаш 
гч-улига кура икки синфга булинади:

Аналогли ёки моделловчи хисоблаш машиналари. Б у  ма- 
зшнналарда информация узлуксиз равишда узгарадиган физик 
аш^дорлар (чизицнинг узунлиги, валнинг айланиш бурчаги, 
эл ек т р  токининг 1̂ уввати, кучланиши ва к.) ёрдамида тас- 
1вирланади. Буларда, одатда бирон физик жараён ёрдамида у 
ё к и  бу математик масалани моделлайди. Бундай машинага ^о- 
зи р гач а  кенг тар^алган логарифмик линейка мисол була олади.

Иттифоцимизда аналогли машиналардан планиметрлар, 
аитеграф лар, гармоник ва дифференциал анализаторлар, элек- 
"тро- ва гидро-анализаторлар ишлатилади. Аналогли машнна- 
ларнинг ани^лиги одатда катта булмайди ва улар тор синф- 

„даги махсус масалаларни ечиш учун мулжалланади.
Рацамли ^исоблаш машиналари. Буларда информация би

р о р  физик мицдорнинг дискрет цийматлари ёрдамида тасвир- 
л а н а д и  ва бу машиналар бирор сано^ системаси (иккилик, уч- 
л и к ,  унлик ва к.) да тасвирланган сонлар устида амаллар 
«Зажаради; ^исоб натижаси яна бирор саноь; системасида ёзи- 
л а д и .  Дисобнинг ани^лиги машина сузи разрядларининг миц- 
дор ига боглиц. Тарихда биринчи ра^амли ^исоблаш воситаси 
«оддий чутдир.

Энг содда ра^амли ^исоблаш машиналарига ^исоблаш ж а -  
|раёни к;ул билан бошцариладиган машиналар —  арифмометр, 
жлавиш ли ярим автомат ва автомат машиналар киради. Бу



машиналар д астлаб  электромеханик элементларда цурилган 
булса, сунгги ва^тда улар электрон элементларда ^урилмо^да. 
Б у  машиналарда арифметик ам аллар нисбатан тез бажарили- 
шига ^арамасдан, ^исоблаш жараёни механик принципга асос- 
лангани сабабли ^исоблаш тезлиги унча катта булмайди. Ш у- 
нингдек, турли хил статистик, бухгалтерлик ва молия-банк 
хисоблашлари учун %исоб-аналитик машиналари  ишлатилади. 
Бундай машиналар узида доимий жойлаштирилган маълумот- 
лар ор^али ^исоблашларни автоматик равишда бажаради.

Дозирги ва^тда кенг ^улланиладиган рацамли хисоблаш 
машиналари —  бу универсал электрон-^исоблаш машиналари 
(^исцача Э ^М )д и р. Бу машиналарда ^исоблаш жараёни бош- 
^ариш программаси ёрдамида автоматик равишда олиб бори- 
лади. ЭХ*М лар инсоннинг илмий фаолиятидаги катта ме^нат 
талаб  ^иладиган жараёнларни автоматлаштиришнинг энг му- 
кам м ал намунасидир. Э\Ь\ турли арифметик ва мантикий 
амалларни катта тезликда ва катта аницликда бажаради. Про- 
граммалаштириш ва автоматлаштириш учун бу машиналарда 
катта имкониятлар м авж уд  булиб, дастлабки маълумотларни, 
программаларни, оралик; ва охирги натижаларни сацлаш  учун 
катта хаж м даги  хотира цурилмалари мавжуддир.

Э ^ М  ларнинг ривожланиши электрон техникасининг муваф- 
фациятлари билан чамбарчас боглицдир. Биринчи ЭХ,М лар 
электрон лампалар ёрдамида ^урилган булиб, улар биринчи 
авлод ^исоблаш машиналари дейилади.

Радиоэлектрониканинг ривожланиши туфайли асосан ярим 
утказгичли элементлар (транзисторлар)дан цурилган иккинчи 
авлод ^исоблаш машиналари бунёдга келиб, улар биринчи а в 
лод машиналаридан ^ар томонлама устундир. Учинчи авлод 
машиналари эса интеграл схем аларда цурилган булиб, бундай 
машиналарнинг j^ap бир модули унлаб транзисторлардан ибо- 
ратдир. Уларнинг цурилиш технологияси аввалгиларидан кат
та фар^ ^илади.

Бу  Э5^М лар программадан программага утиш жараёнини 
операцион система ёрдамида, инсоннинг иштирокисиз, узлуксиз - 
равишда б аж ара оладилар.

Туртинчи авлод Э ^ М  лари катта интеграл схемаларни цул- 
ланишига асосланган, бу схемалар битта массивда ярим у тказ
гичли материалдан ^урилган унлаб электр занжирлар бир- 
лаш маси куринишида булган ва ички богланишлар билан 
бирлаштирилган ягона функционал блокдир. Уларнинг хисоб
лаш  тезлиги бир секундда бир неча ун миллион амаллар ба- 
жарилиш ига мулжалланган.

Бешинчи авлод к е л а ж а к  Э Д М л а р и  оптик-электрон элемент- 
ларга асосланган булиб, уларнинг ^исоблаш тезлиги бир се- 
кундда бир миллиардгача амаллар бажарилишига м улж ал - 
ланади.

Юцорида таъкидланганидек, математиклар ихтиёридаги бун
дай ^исоблаш машиналари ечилиши керак булган м асал алар
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синфини ва уларни ечиш учун ^исоблаш методларини танлаш - ;1
ни тацозо этади. Маълумки, ра^амли : ^исоблаш машиналари 
арифметик ва мантилий амалларни бажаради. Д ем ак, дар бир ■ 
математик масалани ечиш учун шундай метод танлашимиз }
керакки, у берилган масалани биз эга булган машина б аж ар а  !
оладиган амаллар кетма-кетлигига келтирсин. Бундан таш^а- 
ри, машинанинг тезлиги ва хотирасининг сиримига ^араб,- ам ал- 
д а  бажарилиши мумкин булган дисоблашлар дажмини >̂ ам 
ани^лаш мумкин. Дисоблаш .мащинаси цанчалик мукам мал 
булса, у шунчалик мураккаб масалани ечишга имкон беради.
Шуни )^ам таъкидлаб утиш керакки, ЭХ.М. ларнинг тараадиётй 
билан хисоблаш математикаси ж уда тез ривожланмо^да. Унинг 
янги булимлари, масалан, уйинлар назарияси, оммавий хизмат 
назарияси, комбинаторика, мантилий функцияларни минимал- 
лаштиришга дойр хисоблаш методлари вужудга келмо^да. Бу- 
л ар  эса уз навбатида янада мукаммалро^ дисобла'ш машина- 
лариии лойи^алаш учун хизмат ^илади.

М асалани Э)^М ларда ечишнинг узига хос томонлари бор. 
Шунинг учун уларга бир оз тухталиб утамиз. Х,ар бир ^исоб- 
лаш  иши пухта планлаштиришни талаб ^илади, яъни ^исоб- 
л аш  жараёнининг шундай схемасини тузиш керакки, у орали^- 
даги ва охирги натижаларни назорат ^илиш учун имкон берсин.
А кс ^олда турли хатоларга йул ^уйилиши мумкин, ^озирги 
ЭХ<М лар соатига ун миллиардлаб амал бажаради ва б у 
дисоблашлар автоматик равишда, хисобловчининг иштирокисиз 
бажарилади. . •

Шунинг учун ^ам дисобловчи ^исоблаш машинасининг бар- 
ча ишини шундай планлаштириши керакки, масалани ечиш 
жараёнида учрайдиган ^ар бир махсус ^олларга машина эъти- 
бор берадиган булсин. У керакли алгоритмнинг бажарилишини 
таъминлаши керак, яъни масалани ечишнинг программасини 
тузиши керак. Х>атто элементар амалларни к;айси тартибда 
бажарилиши катта адамиятга эга. Бунга изо^ бериб утамиз.. 
^исоблаш  жараёнида, одатда, яхлитлаш амали бажарилади, 
бунинг натижасида ^исоблаш хатоси зуж удга келади. Ра^амли 
дисоблаш машиналарида, 'умуман айтганда, купайтириш ва бу- 
лиш амаллари фа^ат олинган натижанинг яхлитланиши билан 
бирга уринли булади. Шунинг учун ^ам, аслидаги х-у  купай
тириш ва х /у  булиш амаллари «псевдокупайтириш» х *у  ва 
«псевдобулиш» х : у амали билан алмаштирилади. Бундай 
«псевдоамаллар» учун ассоциативлик ва дистрибутивлик цо- 
нунлари бажарилмайди.

М асалан, вергулдан кейин уч хона аницликда хисоблайди- 
ган булсак, ( 0 ,6 4 2 + 0 ,4 3 9 )  * 0 ,275 =  0,297 булиб, шу билан бирга 
0 ,642  * 0 , 2 7 5 + 0 , 43£ «0,275 =  0,298 булади, яъни xtap хил натиж а- 
га эга буламиз.

Э ^ М  ларнинг мураккаб масалаларни ечишга вдллланшшши 
алгоритмларнинг туррунлигини талаб  в;илади. Бунинг маъноси 
шундан и боратк и ,' одатда бирор натижани олиш учун курса-
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тилган. метод билан кетма-кет ^исоблашларни бажариш  керак* 
агар ани^ликни орттирсак, бу ^исоблашлар кетма-кетлиги яна- 
да катталашади. ^исоблашнинг бирор ^адамида йул г^уйилган 
хато  кейинги ^адамларда ^ам уз таъсирини к^рсатади. Б у  
таъсир турли алгоритм учун турличадир.

Агар ^исоблашнинг дастлабки ^адамларида йул ^уйилган 
хато, кейинги к;адамларда ^исоблаш ани^ бажарилганда орт- 
м аса  ёки ^еч булмаганда бир хил тартибда булса, у з^олда ^и* 
соблаш алгоритми дастлабки хатога нисбатан туррун дейила- 
ди. Агарда ^адамдан ^адамга утганда хато ортиб борса, у  
ва^тда алгоритм нотуррун дейилади. М асалан, ^исоблаш i^y- 
йидаги

Уп+1 =  — Щ п +  2Уп-г ( я = 1 , 2 , . . .) (2 ) >
рекуррент формула ёрдамида олиб борилсин. Фараз цилайлик, 

дисобланаётганда е . хатога йул к;уйилган булиб (бу яхлит- 
лаш дисобидан булиши мумкин), уп анш< топилган булсин. К е
йинги дисоблашлар аник олиб борилган деб фараз ^илсак, s ха- 
тонинг таъсири натижасида уп+х 2 -:. хато билан, у „+2 — 2 0 е хато 
билан, у я+ 3 эса 204s хато билан ани^ланади ва бундан кейинги 
к,адамларда хато тез усиб боради. Демак, (2) формула билан 
буладиган дисоблаш жараёни нотуррун экан, бундай формула би
лан дисоблаш цатъийн ман килинади.

Туррун булмаган алгоритмга олиб келадиган ^исоблаш м е
тодлари масалани та^рибий ечиш учун яро^сиздир. }^озирги 
ва^тда, ^исоблаш методлари ва алгоритмларининг турли ха- 
толарга, шу жумладан, яхлитлаш хатосига нисбатан туррун- 
лигини текшириш дисоблаш математикасининг му^им йуна- 
лишларидан бири булиб ^олди. Иккинчидан, Э ^М лар да ечи- 
ладиган масалаларнииг алгоритмлари шундай бир жинсли ва 
диклик жараёнларнинг кетма-кетлиги шаклида ёзилиши ке- 
ракки, унда натижа соддаро^ алгоритмни куп марта ^уллаш 
йули билан ^осил булсин.

}^ар бир конкрет машина тилида программа тузиш ж у д а 
куп ме^нат талаб 1̂ илади. Шунинг учун ^ам одам билан кон
крет машина уртасида воситачн вазифасини бажарадиган тил- 
лар яратиш катта а^амият касб этади. Бу  тилларда ёзилган 
программаларни махсус программа-трансляторлар конкрет м а
шина тилига утказади. Х>озирги ва^тда кенг тарк;алган тиллар 
алгол, фортран, кобол ^исобланади. Бу м асалалар  билан >̂ и- 
соблаш  математикасининг махсус булими —  программалаш на- 
зарияси шурулланади.

Ушбу китоб' асосан з^исоблаш математикасининг з^исоблаш \ 
методлари булимига оид материалларни уз ичига олади. Китоб 
университетлар учун мулжалланган «Х>исоблаш методлари» ; 
программасига мос келади. Ундан ^исоблаш математикаси их- 
тисоси буйича таълим олаётган бош^а олий у^ув юртларининг 
студентлари з^ам фойдаланишлари мумкин.

Китобнинг 1-бобида ^исоблаш хатосини ба^олаш м асаласи
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^аралади. 2 -боб -алгебраик ва трансцендент тенгламалар ^амда 
уларни ечишга багишланган. 3- ва 4 - бобларда чизи^ли алгебра 
масалалари чизшуш алгебраик тенгламалар системасини ечиш 
ва  хос сон хамда хос векторларни топиш ^аралади, 5- бобда 
интерполяциялаш масаласи, 6 - бобда функцияларнинг ^ар хил 
я^инлашишлари: урта квадратик, текис я^инлашиш ва сплайн 
функциялар билан як>инлашиш м асалалари ^аралади. Ни- 
з^оят, 7- боб та^рибий интеграллаш масаласига багишланган. 
Китобда келтирилган методлар ^атъий асосланган х;олда бе- 
рилган булиб, уларнинг гоялари содда мисолларда тушунти- 
рилади.



1 - Б О Б .  М А С А Л А Л А РН И  СО Н ЛИ  ЕЧ И Ш Д А ГИ  
Н А ТИ Ж А Н И Н Г ХА ТОСИ

1- §. Х А Т О Л А Р  МАНБАИ

Купинча математик масалаларни сонли ечишда биз доимо 
аниц ечимга эга була олмасдан, балки ечимни у ёки бу дара- 
ж ад аги  аницликда топамиз. Д ем ак, ани^ ечим билан та^рибий 
ечим орасидаги хатолик цандай ^илиб келиб 1̂ олади деган са-  
вол турилиши табиийдир. Бу саволга ж авоб  бериш учун хато- 
ликларнинг ^осил булиш сабабларини урганиш лозим.

1. М атематикада табиат ^одисаларининг ми^дорий нисбати 
у ёки бу функцияларни бир-бирлари билан боглайдиган тенг
л ам ал ар  ёрдамида тасвирланади ва бу функцияларнинг бир 
цисми маълум булиб (дастлабки маълумотлар), бош^аларини 
топишга тугри келади. Табиийки, топилиши керак булган миц- 
дорлар (масаланинг ечими) дастлабки маълумотларнинг функ- 
цияси булади. Керакли ечимни ажратиб олиш учун дастлабки 
маълумотларга конкрет ^ийматлар бериш керак. Бу  дастлабки 
маълумотлар, одатда, тажрибадан олинади (масалан, ёрурлик 
тезлиги, Планк доимийси, Авогадро сони ва к.) ёки бош^а 
бирор масалани ечишдан ^осил булади. Х,ар иккала ^олда ^ам 
биз дастлабки маълумотларнинг ани^ 1̂ ийматига эмас, балки 
унинг тацрибий цийматига эга буламиз. Шунинг учун агар 
дастлабки маълумотларнинг j^ap бир циймати учун тенглама- 
ни ани^ ечганимизда ^ам, бари бир (дастлабки маълумотлар- 
даги цийматлар тацрибий булганлиги учун) тацрибий натижа- 
га эга буламиз ва натижанинг аницлиги дастлабки маълумот
ларнинг аницлигига богли^ булади.

Ани^ ечим билан тацрибий ечим орасидаги фар^ хато де- 
йилади. Д астлабки маълумотларнинг ноаниклиги натижасида 
хосил булган хато йуцотилмас хато дейилади. Бу хато м а са л а 
ни ечаётган математикка богли^ булмасдан, унга берилган 
маълумотларнинг аниклигига боглшушр. Лекин математик 
дастлабки маълумотлар хатосининг катталигини билиши ва 
шунга ^араб натижанинг йуцотилмас хатосини ба^олаши ке
рак. Агар дастлабки маълумотларнинг аницлиги катта булма- 
са, аницлиги ж уда катта булган методни ^уллаш уринсиздир. 
Чунки аницлиги катта булган метод куп ме^натни (^исоблаш- 
ни) талаб  цилади, лекин натижанинг хатоси бари бир йуцотил- 
м ас  хатодан кам булмайди.

2. Б аъзи  математик ифодалар табиат ^одисасининг озми-
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купми идеаллаштирилган моделини тасвирлайди. Шунинг учун 
табиат х,одисаларининг аник математик ифодасини (формула- 
сини, тенгламасини) бериб булмайди, бунинг натижасида хато 
келиб чикади. ё к и  бирор м асала ани^ математик формада 
езилган булса ва уни шу куринишда ечиш мумкин булмаса, 
бундай ^олда бу масала унга я^инрок ва ечиш мумкин булган 
м асал ага  алмаштирилиши керак. Бунинг натижасида келиб 
чицадиган хато метод хатоси дейилади.

3. Биз доимо л, е, 1п2 ва шунга ухшаш иррационал сонлар- 
ьинг тацрибнй ^ийматларини оламнз, бундан таш^ари, хисоб* 
лаш  жараёнида орали^ натижаларда куп хоиали сонлар ^осил 
булади, буларии яхлитлаб олишга тутри келади. Яъни м асала- 
ларни ечишда ^исоблашни ани^ олиб бормаганлигимиз нати
жасида ^ам хатога йул 1̂ уямиз, бу хато \исоблаи1 хатоси дейи
лади.

Шундай килиб, т улиц хато ю^орида айтилган йу^отилмас 
хато, метод хатоси ва ^исоблаш хатоларининг йигиндисидан 
иборатдир. Равшанки, бирор конкрет масалани ечаётганда 
юцорида айтилган хатоларнинг айримлари ^атнашмаслиги ёки 
унинг таъсири деярли булмаслиги мумкин. Лекин, умуман 
олгаида хато тулнк, анализ цклиниши учун бу хатоларнинг 
ламмаси ^исобга олйниши керак.

Юцорида келтирилган таърифларни туларок; тушунтириш 
учун цуйидаги мисолни ^арайлик.

М и с о л. Ён томонлари а  га ва улар орасидаги бурчак а га тенг булган 
тенг ёнли ABC учбурчак билан унинг асосини диаметр деб олиб чизилган 
ярим доирадан ташкил топган фигуранинг юзи 5  ни ^исобланг, а  ва  о улчаш 
натижасида топилган деб олинг.

1- чизмадап фойдаланиб, куйидагини досил к;иламиз:

Агар а*  ва а *  билан мос разишда а  ва а ларнинг улчаш натижасида то» 
пилган цийматларини белгилаб олсак, у долда

а £ к
S =  —  s in a -f  — (1 — cosa) 

2 2 '

С булади. Бундан йуцотилмас хато р, =  S  —  S *  
келиб чикади. Агар цулимизда тригонометрии 
функциялар жадвали булмаса, биз бу фор
мулами жадвалсиз лисоблаш мумкин булган 
бош .а

П

. k=0

А

1-чизма,

формула билан алмаштирамиз. Натижад® 
ра = 5 ’* — S  метод .хагоси келиб чикади. Агар

14



би з бу ерда sin а *  ва cos а*  нинг Тейлор кагоридаги ёйилмасининг чекли 
йигиндисини эмас, балки узлуксиз касрлардаги ёйилмасининг п- тартибли м о с  
касрини олганимизда метод хатоси бошкача булар эди.

S  ни ^исоблашда it ни та рибий циймати билан алмаштириш ва оралиц-

даги натижаларни яхлитлашга тугри келади. Натижада биз S  y p im r a S  га эга 

буламиз,  шу билан бирга р3=  5' —  S  х,исоблаш хатоси келиб чиг.ади. Д е 

мак, тулик хато: p = S —  S  йукотнлмас хаго, метод хатоси ва х,исоблаш ха- 
тосининг йигиндисига тенгдир:

? =  Pi +  ?2 +  Рз- (1-1)

О датда, юкорида келтирилган хатоларнинг и шора дари номаълум, шунинг 
учун х,ам биз бу хатоларни абсолют кийматлари билан олишимиз керак:

Р, =  |S -  S*|, р2 =  IS* -  Si , рз =  |S -  Я  р =  IS -  S| 

бу ^олда биз (1. 1) тенглик урнида куйидагига эга буламиз:

р <- Pl +  Рз +  Рз-

Бу мисолда я  ни етарлича катта килиб олиб, метод . хатосини 
етарлича кичик i-^илиб олиш мумкин. я  сонининг та^рибий ^ий- 
матини катта ашщлик билан олиб ва ^исоблашни ^ам катта 
аницлик билан бажариб хисоблаш хатосини >̂ ам камайтириши- 
миз мумкин. Лекин йукотилмас хатони камайтириш бизнинг 
ихтиёримизда эмас. Бунинг учун а ва а ларни цайтадан катта- 
poi^ ани^лик билан улчашга тугри келади.

Агар бизга а ва а  ларни улчашдаги хатоларнинг катталик- 
jsapH берилган булса, биз бу хатонинг иатижага ^анчалик таъ- 
сири борлигини курсата оламиз.

2- §. ^ И С О Б Л А Ш  ХАТОСИ. Т У Р Р У Н Л И К  ^А1<ИДА ТУШУНЧА

Масалани ^улда ёки ^исоблаш машинасида ечаётганда биз 
барча ^аци^ий сонлар билан иш курмасдан, сонларнинг м аъ- 
лум дискрет туплами билан иш курамизки, у ёки бу саноц сис- 
темасида маълум мш<дордаги хоналар билан олинган сонлар 
т у  тупламда ётади. Бу туплам

± { a xqn +  a 2qn~x +  . . . +  a m<7n_m+1) (2 . 1)

куринишдаги сонлардан иборат булиб, бу ерда натурал сом q  — 
санок системасининг асосидир; аь  а , ,  . . .  , а т  — Гутун сонлар 
булиб, 0 - 7... <g: <7 — 1 шартни каноатлаитиради; т, — бу туплам- 
даги сонлар хонасининг микдори, бутун п сон эса |я|е^/г0 шарт
ни цаноатлантиради. Кулда ^исоблаётганда, асосан, унлик саноц 
системаси (q =  10) билан иш курилади. Куп ЭД М  ларда эса ик- 
килик санок; системаси {q =  2 ) ва айримлари учун учлик саноц 
системаси (q =  3) ишлатилади.

ЭХ^М ларнинг купчилиги шундай тузилганки, уларда <7 =  2 , 
от =  35, я 0 =  63 ёки 2 - 35 «  3 - 1 0 - 11, 2я» +  263 да 3,5• 1019
булади.



О датда, арифметик амалларни баж араётганда к^п хонали 
сонлар ^осил булади (масалан, купайтиришда хоналарнингсо
ни иккиланади, булишда эса хоналарнинг сони них;оятда кат- 
талаш иб кетиши ^ам мумкин). Н атиж ада ^осил булган сон 
^аралаётган тупламдан чи^иб кетмаслиги учун т -х о н аси га-  
ча яхлитланади, яъни шу тупламдаги бош^а сон билан алмаш - 
тириладй, табиийки яхлитланадиган сон унга энг я^ин сон 
билан алмаштирилиши, яъни яхлитлаш хатоси энг кичик бу- 
лиши керак. Бу ^уйидагича бажарилади.

Дисоблаш натижасида

±  (ai<7n +  а2 Чп~1 +  • • . +  a-mqn- m+1+ am+iqn- m) (2 .2 )

сон ^осил булсин. У золда, агар ат+х +  аот+2^-1 +  • . • < § - д , булт 

са, (2 .2 ) сонни (2 .1)сон билан алмаштирамиз, агарда am+1 - f - a m+2x  

X ? " 1 + •  • • >  у  Ч булса, (2 .2 ) сонни

±  \а\Яп +  +  • • • +  (am +  1 к п-т+1] (2 .3 )
га алмаштирамиз. Энди шуб^али ^ол

а т+ 1 +  а т+ 2 9 - 1  4 "  • • • =  ~2 Я

Колди. Бу г;олда (2.2) сонни биз шундай алмаштирамнзки, кейин- 
ги амалларни бажариш кулай булсин. Айрим Э Х М  лар шундай 
^урилганки, шуб^али ^олда (2.2) сонни (2.3) сонга алмаштиради. 
Кулда ^исоблаётганда кейинги амалларни бажариш к;улай булиши 
учун шубдали ^олда жуфт ракам коидаси ишлатилади. Бу  цоида 
Куйидагидан иборатдир. Агар am жуфт булса, натижа (2 .1)  га 
алмаштирилади ва ат ток булса, натижа (2 .3)  га алмаштирилади. 
Агар биз жуфт ракам цоидасини куллаб 5 ,780475  сонини кетма- 
кет яхлитласак, цуйидаги 5 ,78048 ; 5 ,7805 ; 5 ,780; 5 ,78 ;  5 ,8 ; 6 сон- 
лар/ келиб чик;ади.

Купинча бирор натижани олиш учун берилган методда кур- 
сатилган бир 1̂ атор амалларни бажариш га тугри келади. Агар 
натижани катта ани^лик билан тоииш талаб  ^илинса, бу 1̂ атор 
янада узайиб кетади.

3 - § .  Й У КО ТИ Л М А С ХАТО

Абсолют ва нисбий хатолар. Ишончли ращ м лар ва тацри* 
бий сонларни ёзиш тартиби. Агар а —  бирор миадорнинг ани^ 
^иймати булиб, а *  унинг маълум та^рибий ^иймати булса, у 
ва^тда тавдшбий а*  соннинг абсолют хатоси деб  Д а * = | а — а*| 
га айтилади. Абсолют хато соннинг аниклигини тавсифловчи 
белгиларидан биридир. Абсолют хато фа^ат назарий а^амиятга 

' эгадир, чунки биз купинча а  нинг ани^ ^ийматини билмаймиз, 
шунинг учун Да* ни ^ам билмаймиз. Лекин биз абсолют хато- 
нинг узгариш чегараларини курсатишимиз мумкин. Бу чегара- 
лар  та^рибий а *  сонни топиш усули билан ани^ланади. М а-
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салан, биз улчашни оддий ч и з р и ч  билан б аж арсак , абсолю т 
хато 0,5 мм дан ортмайди, агарда штангенциркуль билан ба- 
ж арган булсак, абсолют хато 0,1 мм дан ортмайди. Иррацио- 
нал сонни рационал сон билан алмаштирилганда ^ам биз аб
солют хатони ба^олай олишимиз мумкин. Шунинг учун бизга. 
номаълум булган абсолют хато урнига янги тушунча кирита- 
миз.

Абсолют хатодан кичик булмаган ) а̂р кандай сонга такрибий 
а *  соннинг лимит абсолю т  хат оси  А (а*)  деб айтилади. Бу 
таърифдан |а — а*\ s=: А (а *) ,  бундан эса а*  — А(а*) <  а  ^  a *  -f- 
+  А (а*)  келиб чицади. Бу эса цискача а  =  а *  +  А (а*)  каби ёзи- 
лади.

М и с о л. я сонини алмаштирадиган такрибий я *  =  3,14 соннинг лимит 
абсолют хатоси топилсин.

Маълумки, 3,14 <  л <  3,15, шунинг учун х,ам |я—  т с * | < 0 0 1 .  Демак, 
Д(гс*) =  0.01 деб олишимиз мумкин. Агар 3,14 <  я <  3,142 тенгсизликларни 
назарга олсак, у вактда биз яхширок ба.^о А (я* )  =  0 002 га эга буламиз. Л и
мит а )С О л ю т  хато А(а*) сифатида |а —  а*\ <  А(а*) ни каиоатлантирадига» 
х,ар кандай сонни олиш мумкин. Бундай сонлар чексиз куп. Шунинг учуй 
^ам, мантиь.аи, булар орасидан кичигини танлаб олиш маъкулдир.

Абсолют хато ва лимит абсолют хато ^исоблаш ани^лигини 
ба^олаш учун етарли эмас. М асалан, иккита узунлик улчан- 
ганда /i =  500,2 , с м ± 0 ,1  см ва /2== 10,8 с м ± 0 ,1  см натижалар 
^осил булсин, бу ерда ^ар иккаласида лимит абсолют хатолар 
бир хил булишидан 1̂ атъи назар биринчи улчаш иккинчисига 
нисбатан анча ани^дир. Шунинг учун ^ам аншушкни яхширо^ 
ба^олайдиган янги тушунча —  нисбий хато тушунчасини кири- 
тамиз.

Абсолют хатонинг такрибий мивдорнинг абсолют к;ийматига 
нисбати такрибий соннинг нисбий хат оси  8а*  деб айтилади;

Худди шунга ухшаш лимит нисбий хат о Ъ(а*) тушунчаси ки- 
ритилади:

Бу ердан А ( а * )  =  |а*|8(а) келиб чик;ади.
Лимит нисбий хато ёрдамида аник; а  сон куйидагича ёзилади:

а  — а *(1 + 8(а * ) ) .

Бундан кейин биз лимит абсолют хато ва лимит нисбий хатони 
1̂ ис^ача абсолют ва нисбий хато деймиз. Абсолют хато исмли 
мицдор булиб, нисбий хато исмсиз мик>дордир. Нисбий хато 
одатда процент ( % )  ва промилля (%  ) ларда ёзилади. (Бир 
промилля процентнинг ундан бир ^исмига тенг.)

Соннинг ёзилишидаги, чап томондац бйрйнчй'нолдан фЗр'й;- 
ли ра^амидан бошлаб, ^амма ра^амл"ари маъноли ращмлар- 
дейилади. М асалан, « *  =  0,403 соннинг!маъноли ра^амлари уч-



та, уларнинг о.стига чизилган. Каср ^исмнинг охирги хоналари- 
г а  ^ушимча ноллар ёзиб ёки нолларни таш лаб соннинг м аъ 
ноли ра^амларини купайтириш ёки камайтириш мумкин. Б у  

билан берилган сон узгармайди. Маъноли ра^амларнинг сони- 
даги ноани^ликдан шундай фойдаланиш мумкинки, унингохир
ги маъноли ра^амига 1̂ араб бу соннинг абсолют хатоси нимагз 
тенглиги куриниб турсин. Бу  куйидагича бажарилади.

Бирор ш сонни танлаймиз. Агар А(а*) ^.шдп~к+1
тенгсизлик бажарилса, у ^олда такрибий

а *  =  а1<?« +  a 2?« - i  +  . . . +  amqn- m+1 +  . . . ; (3 . 1)

сонда as рак.ам ишончли рацам  дейилади, акс долда а* шуб- 
.^али  ракам дейилади. Куриниб турибдики, агар ak ишончли ракам 
булса, ундан олдинги ракамларнинг барчаси дам ишончли була- 
ди. Демак, ишончли ракамлар орасида хар доим охиргиси мавжуд.

Такрибий сонни ёзиш коидаси шундан иборатки, унинг охирги 
маъноли раками ?:ар доим ишончли булсин. Бунинг учун шуб^али 
ракамлар ташланади, керак булган долда унинг унг томонига ку- 
пайтувчи q{ (t —- бутун сон) ёзиб куйилади.

Масалан, унли санок системасида Д ( а * ) ^ с о - 1 0 ~ 2 булганда 
а *  =  3 ,14  ёзув тугри булиб, а *  =  3 ,140  ёзув эса нотугридир; 
А(&*) булганда £ *  =  2500  ёзув тугри булиб, A( b * ) ^  to-10
булганда эса ёзув нотугридир. Агар с*  =  302448  соннинг иккита 
ишончли раками булса, уни с *  =  3 0 - 1 0 4 куринишда ёзиш керак; 
d *  =  0 ,007143  сонда ишончли ракамларнинг сони учта булса, уни 
■d* =  7 , 1 4 - 10~3 куринишда ёзиш керак.

Айрим ^олларда ^исоблаш жараёнида такрибий сонларда 
битта ёки иккита шуб^али ра^амларни са^лаб ^олиш ма^садга 
мувофикдир (лекин бу ра^амларни бирор белгн билан ифода- 
лаш керак, масалан, кичикрок; килиб ёзиш кер ак).  Чунки, 
одатда, натижанинг хатосини ба^олашда энг ёмон ^ол олина- 
ди, аслида эса хато максимал назарий хатодан анча кам були- 
ши мумкин. Д ем ак , куп ^олларда шуб^али деб ^аралган ра- 
^амлар ^аки^атда ишончли ^ам булиши мумкин.

Ишончли ракам тушунчаси жиддий равишда со нинг танлани-

шига богликдир. Эски жадвалларда ш =-|- деб олинар эди, кейинги

вактларда ю >  у  булган жадваллар дам учраб турибди, тажриба

асосида тузилган жадвалларда одатда со =  1 деб олинади. Бу ерда

«а > Y  деб танланиши такрибий сонларни яхлитлаётганда ишончли

ракамларни саклашга олиб келар экан. Хакщ атан дам, (3 .1 )  так* 
риэий сонни яхлитлаш натижасида абсолют хато

Д (а * )  +  А'

га тенг булиб, бу ерда А ( а * )  такрибий а*  соннинг абсолют х а 
тоси, А' эса яхлитлаш пайтида а *  сондаги кичик хоналарни таш-
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лаб юборишдан келиб чщ цан хатодир. Яхлитлашдан кейин am ра
кам ишончли булиши учун

Д (а * )  +  А ' <  wqn-m+i (3  2).

тенгсизлик бажарилиши керак.|Лекин шубдали долда А '=  ~ q n~m+l

ва А (а * )  Ф  0  булса, у вактда (3.2) тенгсизлик со =  — булганда.

бажарилмайди, w >  у  булганда эса бажарилиши мумкиндир. Ма-

салан, а*  =  0 ,9 4 4 5  +  0 ,00005  булсин. Бу ерда со =  — булганда

дам, со — 1 булганда дам охирги маъноли ракам 5 ишончлидир... 
Бир марта яхлитлаш натижасида а*  =  0 ,9 4 5 ± 0 ,0 0 0 5 5  булиб, охир

ги 5 разами <° =  у  булганда ишончли булмайди, со =  1 да эса.

ишончли булади.
Бундан кейин со =  1 булган долда ракамлар кенг маънода. 

ишончли деймиз.
Ф ункциянинг йуцотилмас х а т о с и .  Энди аргументларнинг 

такрибий кийматлари маълум булганда функциянинг йукотилмасг 
хатосини топиш масаласини куриб чикайлик. Фараз килайлик,

y = f ( x u . . . ,  х п)
функциянинг кийматини дисоблаш керак булсин, бунда аргумент
ларнинг аник кийматлари маълум булмасдан, факат такрибий кий- 
матлари х], х*2, . . .  х*п ва уларнинг мос равишдаги абсолют хато- 
лари А(х*), А (х*), . . . , А ( я * )  маълум булсин. Катъий килиб айт- 
ганда, у *  нинг йукотилмас хатосини т опиш аргументларнинг узга~ 
риш со^аси \xt — д:г*| г £ Д ( х г* )  (i =  1, п) берилганда функция
нинг узгариш содаси у *  —  А (у *)  ^  у <  у *  +  А (у *) ни топишдан. 
иборатдир. Бу масала математик анализ масаласи булиб, f ( x u . 
х 2, . . .  , х п) озми-купми мураккаб булганда нидоят ofhp масала- 
дир. Шунинг учун дам КУП0ЛР°К булса-да, бу масалани элемен- 
тар дал киладиган усулларга эга булиш максадга мувофикдир.

Бу масалани ечиш учун каралаётган функция ва аргументлар
нинг хатоларига нисбатан биз куйидаги шартларни куямиз:

а) каралаётган содада /  узлуксиз дифференциалланувчи булиб, 
хусусий досилалари секин узгаради;

б) аргументларнинг нисбий хатолари 8 (я * ) ,  8 (х*2), . . . , 8 (я*),
етарлича кичик.

У долда Лагранж формуласига кура куйидаги уринли:

У -  У* = / ( * 1 , , х п) - / ( * ? ,  х*п) =

=  2  A  ^ X i ~ x * i ) ,  ( 3 .3 )
f=i

бу ерда I  =  ( i t ,  . . . , У  зса (х и х 2, . . .  , х п) ва (х\, х \ , . . . , х ^  
нукталарни бирлаштирувчи кесманинг кандайдир нуктаси.
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Функцияга цуйилган I )  шартга кура f ' x ( i )  ни / '^  (х*) би- 

дан алмаштириш мумкин:

Демак, функциянинг абсолют хатоси учун куйидаги формулага 
эга  буламиз:

Энди функциянинг ниобий хатосини топиш ь;ийин эмас, у  цуйи- 
дагига тенг:

Агар биз функциянинг нисбий хатосини аргументнинг нисбий ха
тоси орцали ифодалайдиган булсак, (3 .5)  ни цуйидагича ёзиш мум
кин:

Ш ундай ^илиб, функциянинг абсолют ва нисбий хатоларини 
топиш учун биз умумий (3 .4 ) ,  (3 .5 ) ,  (3.6) формулаларга эга 
булдик. Энди шу формулаларнинг айрим татби^ларини курай- 
лик.

Арифметик ам алл ар  ва логарифмлашнинг хатоси. п та мус-
бат та^рибий сонлар йигиндиси

нинг абсолют ва нисбий хатоларини топиш талаб цилинсин. Бу

П
у —у * = 2 А  -  К  )>

бундан эса,
П

П
(3 .4 )

ёки
П

(3 .5)

Бу  ердан эса
П

8 (у * )  =  ^ (3 .6)

и — Х% -J- • , . -f- Хп



*олда f X{ (х *)  лар бирга тенг булиб, {1 п / (х *)} '*  =  Б у  ций-

матларни (3 .4 )  ва (3 .6 )  формулаларга куйиб,
П

Д (и * )  =  2 А (^ ) ’ (3 .7 )

П
=  ч * я (3 .8 )

ларни цосш  циламиз. Шуни ^ам эслатиб утиш керякки, (3 .7 ) тенг- 
лик окори да айтилган шартларга боглик; эмас. (3 .7 )  тенгликни ку- 
йидаги теорема шаклида таърифлашимиз мумкин.

1-те о р ем а . Бир хил ишорали кушилувчилар йигиндисининг аб
солют хатоси кушилувчилар абсолют хатоларининг йириндисига 
тенг.

М  =  max 8 (х * ) ва т — mi nS ( х * ) булсин, у ^олда (3 .8 )  тенг-
/ 1 i

ликдан куйидаги

тенгсизликлар келиб чи^ади. Шундай к;илиб, куйидаги теорема 
и с бот булди.

2- теорема. Бир хил ишорали та^рибий сонларни ^ушиш 
натижасида ^осил булган йириндининг нисбий хатоси цушилув- 
чиларнинг энг катта ва энг кичик нисбий хатолари орасида 
ётади.

1-теор ем адан куриниб турибдики, й и р и н д и н и н г  абсолют х а 
тоси ани^лиги энг кичик булган к;ушилувчининг абсолют хато- 
сидан кам эмас. Д ем ак , бош^а ^ушилувчиларни 1̂ андай ани^- 
ликда олмайлик, йириндининг аницлигини орттира олмаймиз. 
Шунинг учун х;ам аницлиги катта булган сонларда орти^ча ра- 
^амларни сацлаш маънога эга эмас.

Айтилганлардан щ/лда ёки автоматик булмаган машина- 
ларда ^исоблашларда одатда к$лланиладиган куйидаги к;оида 
келиб чи^ади.

Крида. Х,ар хил ани^ликдаги сонларни цушиш учун:
а) унли ра^амлари богщ аларидагига нисбатан энг кам 

булгани ажратилиб, уларни узгаришсиз ^олдириш керак;
б) долган сонларда эса битта ёки иккита орти^ча ра^амлар 

^олдириб, ажратилган сонларга нисбатан яхлитлаш керак;
в) ^амма са^ланган хоналарни ^исобга олган ^олда берил- 

ган сонларни цушиш керак;
г) ^осил булган натижани битта ёки иккита хонага яхлит

лаш  керак.

8 ( и * ) < М =  м
ва
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Энди айирманинг хатоларини куриб чикайлик. Фараз килайлик, 
ЭС\ > х 2 > 0  булиб, и =  х х— х ц булсин. У  ^олда умумий форму- 
ладан

■келиб чикади. Бу ерда з?ам айирманинг абсолют хатоси камаювчи 
билан айрилувчи абсолют хатоларининг йигиндисига тенг. Лекин 
натижанинг нисбий хатоси бу нисбий хатоларнинг jjap биридан 
катта булади.

Агар камаювчи айрилувчидан анча катта булса, у вактда (3 .10 )  
линг махражи х\ га якин булиб, касрнинг узи эса 8 (л:,) га як,ин 
булади. Бу ^ол кушишдагига ухшайди ва кушишдагидек иш тутиш 
керак. Агар камаювчи билан айрилувчи узаро якин булса, у >;олда 
а^'вол тамоман бошкача булади. Бу ерда махраж жуда кичик бу- 

.либ, каср жуда катта булиб кетади. Бу ^олда куп ишончли рацам- 
лар йуколади. Шунинг учун имкони борича узаро якин сонларни 
•айирмаслик керак. Айрим лолларда формулалар устида турли узгар- 
тиришларбажариб, бундан кутулиш мумкин булади. Масалан, биздан 
х 1 — 138х  +  2 =  0  тенгламанинг кичик илдизини топиш талаб ки- 
линган булиб, натижада 4 та маъноли ракам саклансин. Бу тенгла- 
.манинг кичик илдизи

га тенг б у л и б , , бу ерда /  4759  =  68 ,985  . . . яхлитлашдан кейин

/ 4 7 5 9  =  68 ,99 ,  х *  =  69  -  68 ,99  =  0,01_

та эга буламиз. Суратда иррационалликдан кутулиб, х  ни цуии- 
дагича ёзиш мумкин:

=  0 ,0144927  ва яна яхлитласак, я * =  0, 0_1 4 4  9. Кушимча хоналар 
устида амаллар бажариб текшириб куришимиз мумкинки, ^ар ик- 
■кала холда ^ам остига чизилган ракамлар ишончли рацамлардир. 
Лекин иккинчи долда натижанинг аниклиги анча юкоридир.

Энди такрибий сонларнинг купайтмасини куриб чикайлик. Фа
раз килайлик, и — х^-х2 . . . x n(xL >  0) булсин. У вактда (3 .4)  
ва (3 .6)  формулаларга кура

Д ( « * )  =  Д ( ^ )  +  Д ( ^ ) , (3.9)

(ЗЛО)

x  =  m  — V 4759

2
Яхлитлашдан кейин эса 69 +  68 ,99  =  138,0. Натижада х *  =

lo o  ,0

п

(3 .11)

п

( 3 . 1 2 )
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Охирги тенгликни ^уйидаги теорема сифатида таърифлашими» 
мумкин.

3 - теорема. Такрибий сонлар купайтмасининг нисбий хатоси 
купаювчилар нисбий хатоларининг йигиндисига тенгдир.

Булинма учун дам биз шундай хулосаларга келамиз. Масалан,.

и — —■ (Х [ , х 2 >  0 )Л2
учун (3 .4)  ва (3 .6)  формулаларга кура

а  ( и * ) =  *  < * ; ) + * :  д е д ,
2

8 ( « * )  =  8 К )  +  ! ( 4

Нидоят, логарифмлашнинг хатосини куриб чикайлик. Бизга иатурая 
логарифм у =  1пх берилган булса, (3 .4)  формулага кура

A ( y * )  =  ^ P  =  8 ( x * ) ,

яъни натурал лога^ифмнинг абсолют хатоси аргументнинг нисбий: 
хатосига тенгдир. Унли логарифм учун

lg x  =  Minx,

бу ерда М =  \ge ^  0 ,434  — утиш модули,

A ( ln x * )  =  М 8 (х*)  =  0 ,434  8 ( * * ) .

Купол килиб айтганда, унли логарифмнинг абсолют хатоси аргу
мент нисбий хатосининг ярмига тенг.

Ишончли р ацам лар сонини х и со б л аш  цоидаси . Биз юкори- 
да такрибий соннинг абсолют хатоси А ( а * )  ва унинг охирги ишонч
ли рак;ами бир-бирлари оркали ифодаланишини курган эдик. Шун- 
га ухшаган муносабатни такриЗий сон ишончли ракамларининг 
микдори билан унинг нисбий хатоси 8 ( а * )  орасида дам урнатиш. 
мумкин. Фараз килайлик,

а *  =  i xqn +  a2qn~' +  . . . +  аmqn~m+l («j=f 0 )

такрибий сонда дамма ракамлари ишончли булсин. Демак, А ( а * ) ^  
s L̂wqn- m+l. Бу тенгсизликнинг хар иккала тсмонини а *  га булиб,.

8  щп-m+l_______________  mqn-m+l
'  -j- . , . - f  amqn-m+l axqn ’

ЯЪН И

ни досил киламиз, бу ерда сц — биринчи маъноли ракам булиб,. 
т  — ишончли ракамлар сони.

Агар ишончли ракамлар сони т маълум булса, у долда (3 .13)  
тенгсизлик нисбий хатони аниклайди.
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Фараз цилайлик, такрибий соннинг нисбий хатоси 8 ( а * )  бе- 
рилган булсин.

Агар т

8 ^ > <  (а,  +  1 ) , - ,  Р - Н )

тенгсизликнинг бутун сондаги ечими булса, у ?{0 7да биринчи 
ишончли раками а, га тенг булган такрибий а *  сон ^еч булма- 
ганда т та ишончли рацамга эга булади. ^ацицатан ^ам,

Д ( а * )  =  а * 8 ( а * )  ^ а * ) ^  +  1 )qn < w q n~m+l.

Бу эса ат ракамнинг ишончли эканлигини курсатади.
Энди биз (3 .13) — (3.14) тенгсизликларнинг бир татбикини ку- 

рамиз, боцща татбиклари эса маш:<ларда келтирилади.
4 - т еор ем а . Унли санок; системасида x*v х*2, . . . , х*п (п < 1 0 )  

такрибий сонларнинг >{ар биринимг ишончли ра^амлари сони k 0 
дан кам булмасин. У вацтда и* =  х*  -х*. . ,х*п купайтма эн г к а -  
,мида k0 — 2 та ишончли рацамга эга булади.

И сбот. Фараз килайлик, f i u р2, . . . , §п мос раоишда х\,х*ъ  
• . . , х*  ларнинг биринчи маъноли рацамлари булсин. У вактда 
(3 .1 3 )  тенгсизликка кура

3- теоремага кура

8 ( “ * > = 8 ( " : ) + 8 « ) + •  • ■ + 8 « > 5 5  ( й - + s + •  • ■ +

Бундан п ^  10 да 

булганлиги учун

Ъ~ +  +  • • . +  Е,- ^  1 О
Pi г2 Yn

Ю«о■ k a —2  *

Ш у  билан теорема исбот булади. Шуни ^ам таъкидлаб утиш 
керакки, бизнинг бахо ш ц о я т  д ар аж ад а  куполдир, амалда ку- 
.пайтмада ишончли ракамларнинг сони k0— 1 ёки айрим ^олда 
1'г, га теп г булиши з^ам мумкин.

Бу теоремадан шундай хулосага келамиз.
Кулда ёки автомат булмаган машинада иккита сонни уз- 

аро купайтириш учун ва^тни теж аш  ва ёзувни цисцартириш м а ^  
садида ани^роц соннн шундай яхлитлаш керакки, унинг ишонч
ли ра^амлар сони аншушги камро^ булган соидагига кура 
биттага ортсин.
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М А  Ш К Л А Р

Куйидаги мисолларда to =  - i .  деб  оламиз.

1. е сонини туртта ишончли ракам билан ёзинг ва унинг абсолют х,амда 
нисбий хатоларини аникланг.

2. Кесик конус асосларининг радиуслари f? ва г ,  х,амда ташкил этувчиси 
I куйидагича: R =  33,85 см ±  0 ,005 см, г =  14,68 см ±  0,001 см, I =  12 ,34см±  
±  0 ,003 см аникланган булса, бу конуснинг тула сиртини аниклашда й^л 
чуйиладиган абсолют ва нисбий хатони топинг.

3  Фараз килайлик, h  =  0 ,02— аник сон булиб, х  =  0 ,2638 ±  0 , 2 5 - 10 ~ 4, 
у =  0 , 4 2 7 6 ± 0 , 4 2 - 1 0 —4, г  — 0 , 4 2 7 0 ± 0 , 4 - 1 0 ~ 4 булсин. Куйидаги ифодаларнинг 
абсолю т ва нисбий хатоларини топинг:

уга) х  +  у —  г, б) I— , в) (х  +  Л)3 —  х 3. 
х

4.- Куйилаги

/ * + я + / у + я
/(■*■ У' -------

формулада х  ва у такрибий сонларлир: х  =  0,2764 +  0 5 - Ю- 4 , у =  0 ,8 3 2 2 ±  
± 0 , 5 - 10~4. /  (х , у, тс) нинг абсолют хатоси я сонини аник деб олинган х,ол- 
даги хатога иисбатан икки мартадан купга ортмаслиги учун я  ни цандай 
аниклик билан олиш керак?

5. х2 — 4х +  я  =  0  тенгламанинг илдизларини туртта ишончли ракам би
лан топиш керак. Бунинг учун тенгламанинг озод  х,адини нечта ракам би
лан олиш керак?

6. Жисм бушликда 20  м баландликдан тушаётган булсин. Агар т е з л а -  
ниш g  — 9,8094м/сек2 бешта ишончли ра>:ам билан берилган булиб, баланд- 
ликни улчашдаги аниклик 1 см га тенг булса, тушиш вактини кандай нис
бий хато билан аниклаш мумкин?

7. Куйидаги ах , х к (k —  дакикий сон), sin лг, cos х, tg x ,  c tg  х  элементар 
функцияларнинг абсолю т ва нисбий хатоларини топиш учун формулалар чи- 
царинг.

8. Куйидаги теоремани исботланг:
Фараз килайлик, х и х2 х п (я  <  10) ларда ишончли ракамлар сони

k  тадан кам булмасин. У  ^олда и =  х { +  х 2 +  . . . +  х п йигиндида ишончли 
ракамлар сони ^еч булмаганда k — 1 га тенг.

2- Б  О Б. С О Н Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И  Т А К Р И Б И Й
ЕЧИ Ш

Алгебраик ‘ва  трансцендент тенгламаларни ^амда бундай 
тенгламалар системасини ечиш анализнинг му^им масалалари- 
дан биридир. Физика, механика, техника ва умуман табиатшу- 
носликнинг хилма-хил масалалари алгебраик ва трансцендент 
тенгламаларни ечишга олиб келади. М асалан, механик система 
тебраниши частоталарининг квадратлари матрицалар характер 
ристик тенгламаларининг илдизлари булади, бундай тенглама 
эса га-даражали алгебраик тенгламадир.

Иккинчи томондан, математиканинг э^тиёжлари ^ам бундай 
тенгламаларни ечишни та^озо этади. М асалан, номаълумлар- 
ни йу^отиш йули билан мураккаб алгебраик ва геометрик му- 
носабатлар иккинчи ёки ю^ори дар аж ал и  алгебраик тенглама- 
ларга  келтирилади.
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М аълумки, дараж аси  туртдан говори булган алгебраик 
з^амда трансцендент тенгламаларни ечиш учун ани^ методлар 
мавл<уд эмас. Шунинг учун дам бундай тенгламаларнинг та^- 
рибий ечимларини етарлича ани^лик билан топиш имконини 
берадиган методлар керак. Биз бу бобда шу методларнинг кенг 
Кулланадиганларини ва таж рибада синалганларини келтира- 
миз.

1 - § .  ИЛДИЗЛАРНИ АЖРАТИШ

У мумий м улодазалар . Ф араз килайлик,

/ ( * )  =  0  ( 1. 1)

тенгламани ечиш талаб  ^илинган булсин, бу ерда f(x ) —  ал 
гебраик ёки трансцендент функция булиши мумкин. Тен гл ам а
ларни такрибий ечиш учун цулланиладиган куп методларда 
унинг илдизлари ажратилган, яъни шундай етарли кичик ат- 
рофчалар топилганки, бу атрофчаларда тенгламанинг биттаги- 
на илдизи жойлашади деб фараз ^илинади.

Бу атрофнинг бирор ну^тасини дастлабки яцинлашиш сифа- 
тида цабул цилиб, мазкур методлар ёрдамида изланаётган 
ечимни берилган ани^лик билан дисоблаш мумкин. Демак,.
( 1. 1) тенгламанинг илдизларини такрибий дисоблаш икки цисм- 
дан иборат: 1) илдизларни аократиш ва 2 ) дастлабки яцинла- 
шиш маълум булса, илдизларни берилган аницлик билан хи
соблаш.

М асаланинг биринчи ^исми иккинчисига нисбатан анча му- 
раккабдир. Чунки, умумий долда илдизларни ажратиш учун 
зффектив методлар м авж уд  эмас. Хусусан, бир неча номаъ- 
лумли

/ п{х,, х , ,  . . . , х п) =  0 (& =  1, 2  п)

тенгламалар системаси учун илдизларни ■ ажратиш масаласи 
катта цийинчиликлар билан богликдир.

М атематик анализдан маълум булган цуйидаги теоремалар
( 1. 1) тенгламанинг илдизлари ётган орали^ларни ажратиш га 
ердам цилади.

1- теорема. Агар узлуксиз f(x )  функция бирор [а, Ь] оралик;- 
нинг четки нуцталарида дар хил ишорали ^ийматларни ^абул 
1\илса, у ва^тда бу орали^да ( 1. 1) тенгламанинг деч булмаган- 
да  битта илдизи мавжуддир. Агар, шу билан бирга, биринчи 
тартибли досила f'(x) м авж уд  булиб, у уз ишорасини шу ора- 
ли^да сацласа, у ва^тда бу орали^да илдиз ягонаднр.

2 - теорема. f(x )  функция [с, Ь) ораликда аналитик функция 
булсин. Агар [а, Ь] орали^нинг четки ну^таларида }(х)  дар 
хил ишорали цийматларни ^абул к;илса, у ва^тда ( 1. 1) тенгла
манинг а ва b ну^талар орасида ётадиган илдизларининг сони 
тсиушр.

Агар f(x ) функция [а, Ъ] орали^нинг четки ну^таларида
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2-чизма.

бир хил ишорали цийматларни ^абул ^илса, у вацтда ( 1. 1) 
тенгламанинг илдизлари ё [а, b ] оралицда ётмайди ёки улар- 
нинг сони жуфтдир (карралилигини ,\исобга олган ^олда).

Купинча (1.1) тенгламанинг ^я^икий илдизларини аж р а- 
тишга график усули катта ёрдам беради. Бунинг учун y =  f(x )  
функциянинг графигини та^рибий равишда чизиб, бу график- 
нинг Ох ук;и билан кесишган ну^таларининг абсциссалари ил- 
дизнинг тацрибий г^ийматлари деб олинади (2 - чизма).

Агар ( 1. 1) тенгламанинг илдизлари бир-бирига як,ин жой- 
лашган булмаса, у ва^тда бу усул билан унинг илдизлари 
осонгина ажратилади.

Агар f(x )  нинг куриниши мураккаб булиб, унинг графигини 
чизиш ^ийин булса, у ва^тда график усулини бонщача тарзда 
куллаш керак, яъни ( 1. 1) тенглама унга тенг кучли булган 
тенглама

Ф ( * )  =  <!»(*) ( 1 .2 )
куринишида ёзиб олинади. Энди у =  ср (х) ва у — 6 {х) функция- 
ларнинг графикларини чизсак, бу графикларнинг кесишиш нуцта- 
ларининг абсциссалари та^рибий илдизлардан иборат булади.

М и с о л .  График усули билан

(2х —  1) 2 х  —  1 =  0

тенгламанинг илдизи такрибий топил- 
син.

Е ч и ш .  Бу тенгламани

2х — 1 = 2 ~ * .
куринишда ёзиб оламиз. у =  2~л 
згри чизицнинг ва у =  2 х — 1 тугри 
чизицнинг графикларини чизиб 3- чиз- 
мадан курамизки, уларнинг кесишиш 
нуктасининг абсциссаси £ s  0 ,7  экап.

Агар ф (х) ёки ф (д:) чизны
ли функция, масалан ф (х) ~
=  ах-\-Ь  булса, у вактда ( 1.2 ) 
тенгламанинг илдизларини ажра- 
тиш соддалашади. Фацат а  ва b
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козффициентлари билан фарк; к;илади- 
ган бир хил типдаги бир нечта тенг- 
ламаларнинг илдизларини ажратиш 
учун график усули кулайдир. Чунки 
бу ерда илдизларни ажратиш (илдиз- 
ларни такрибий топиш) битта тайин 
у =  ф (х) функция графиги билан 
дар хил у =  а х  +  b тугри чизиклар 
кесишиш нуцталарининг абсциссалар- 
ини тогишдан иборатдир. Бу типга 
х п а х  -\- b — 0  куринишдаги тенг- 
ламалар мисол була олади.

М асалан, х3 +  2х— 1,2 =  0 ва
х3— 1,2л: +  0,1 =  0 тенгламалар илдиз- 
ларининг такрибий ^ийматлари то- 
пилсин. Буни ечиш учун у — х3 ку

бик параболани чизамиз. Сунгра у =  — 2 х + 1 , 2  ва у=  1,2х— 0,1 
тугри чизи^ларнинг парабола билан кесишиш ну^таларининг 
абсциссаларини топамиз.

4 - чизмадан куриниб турибдики, биринчи тенглама факат бйтта 
дакикий илдизга эга булиб, иккинчи тенглама sea учта 

^  —  1,1, £2 зй0,1  ва ?s s l  дакикий илдизларга эгадир. Агар
Д г) — 0  тенгламанинг комплекс илдизларини топиш керак булса, 
z — x-\-i.y деб олиб, бу тенгламани

А (х, у) +  if.Ах, у) =  о

куринишда ёзиб оламиз, бу ерда /, (х ,  у) ва / 2 (х, у) дакикий 
х  ва у узгарувчиларнинг дак;ик;ий функциялари. Бу тенглама эса 
куйидаги иккита

/ , ( * ,  у )  =  0 , / 2(х, у) =  0

тенгламалар системасига тенг кучлидир. Энди / ,( х ,  у) =  0  ва 
/ 2(х, у) =  0 эгри чизикларни чизиб, уларнинг кесишган нукта- 
ларини топамиз. Кесишиш нукталарининг абсцисса ва ординатала- 
ри f ( z ) =  0  тенглама ечимларининг мос равишда дациций ва мав- 
дум кисмларини беради.

А лгебраик тенглам аларнинг ^ациций илдизларини а ж р а 
тиш . Алгебраик

f {x )  =  a.0x n +  a lx n~1 +  . . . +  ix  - f  a„ =  0 (1 .3)

генгламанинг илдизларини ажратиш масаласи яхши урганилган ва 
анча осондир. Куйидаги теоремаларнинг биринчиси боищаларига 
нисбатан умумийровдир, чунки у комплекс илдизларнинг дам че- 
гараларини беради. Биз дар доим (1 .3)  тенгламада коэффициентлар 
дакикий ва а 0 Ф 0 , a n =j= 0 деб оламиз.

1- т еор ем а .  Агар

А — шах , Ах — шах
1<А<п а0 «я
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булса, у  з?олда (1 .3)  тенгламанинг 
барча илдизлари

г  =  — < | * | < 1  + Л  =  Я
1 + А

^алка ичида ётади (5- чизма).
И сбот. Фараз килайлик, \х\ > - 1  

булсин. Модулнинг хоссаларига 
кура

|/(*)| =  [а0*я(1 + —1 1 а0х а0 хп]

>  \aQx n\ 1 - А ( ±
1м

, 1

и
- ) ] >  \аоХ*\

• • •+

1-
ixl— l

=  \а0Хп ;
jxl — 1 —А 

1* 1 - 1
Агар биз бу ерда \х\ >  1 +  А деб олсак, у ^олда \f(x)\ > 0  тенг- 
сизлик келиб чикади. Бошкача килиб айтганда, х  нинг бу кий- 
матларида / (х )  к у щ а д  нолга айланмайди, яъни (1.3) тенглама ил- 
дизга эга булмайди. Ш у билан теореманинг ярми исбот булди.

Теореманинг иккинчи ярмини исботлаш учун х  =  у  деб олиб,

/ ( * ) =  ~ g (y )  га эга буламиз, бу ерда g(y) =  а пуп +  a n- iуп~1 +  

+  . . . +  а 0. Теореманинг исбот килинган кисмига кура g(y) куп- 

^аднинг ук — илдизлари (ноллари) 
xh

ы -
1

\хц\
1 +  At

тенгсизликни цаноатлантиради, бундан эса
1

1**1 > 1+ Л 1

келиб чицади.

Э с л а т м а .  Бу  теоремадаги г  ва R  сонлар (1 .3 )  тенглама мусбат илдиз- 
ларининг куйи ва юкори чегаралари булади. Шунга ухшаш — R ва — г сон
лар манфий илдизларининг мос равишда куйи ва юкори чегараси булади. 
Илдизларнинг чегаралари учун бу теоремадаги ба>;о анча куполдир. Куйи- 
даги теоремалар бунга нисбатан анча яхширок бадоларни беради.

2 - т е о р е м а  (Лагранж теоремаси). Агар (1 .3)  тенгламанинг ман
фий коэффициентларидан энг биринчиси (чапдан унгга томон ^и- 
соблаганда) a h булиб, В  манфий коэффициентларнинг абсолют 
кийматлари буйича энг каттаси булса, у ^олда мусбат илдизлар
нинг юкори чегараси

сон билан ифодаланади.

k '?L
а0

(1 .4)
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И сб от. Бу  ерда зам л: >  1 деб оламиз. Агар /  (х)  ку щ а д д а  
манфий булмапзн барча а и а 2, . . .  , a,k-i коэффициентларини 
ноль билан алмаштириб, долган барча a k, а А+1, . . . , а п коэффи
циентларини эса —В  манфий сон билан алмаштирсак, кущ аднинг 
^иймати фак;ат камайиши мумкин, шунинг учун зам

f ( x )  >  а 0х п — B (xn~k +  x n~k~x -f- . . .
—*  4-1

=  а 0х п —  В  - Y z r j  1

тецгсизликка эга буламиз. Бундан эса х  >  1 булганда
n—k + l  /г—&+Х

f ( x )  >  а 0х п —  В  —j z r i  — 1 =  ~x -  i "" 1а ъхк~1(,х — 1) — 5 ]  >
n-k+l

> ^ z r r [ a , { x - \ f - B \  

келиб чицади. Демак,

1 +  т У -  =  R
. 1 У а0

булганда f ( x )  >  0  га эга буламиз, яъни (1 .3 )  тенгламанинг барча 
х + мусбат илдизлари x + < .R  тенгсизликни цаноатлантирар экан.

3 - т е о р е м а  (Ньютон теоремаси). Агар х  =  с >  0 учун f ( x )  
кугщад ва унинг барча f' (x ) , f" (x ) ,  . . . , /<п>(х) зосилалари но- 
манфий булса: f w (c) >  0 (Уг =  о, 1, . . . , п), у долда R =  с  
ни (1 .3 )  тенгламанинг мусбат илдизлари учун юцори чегара деб 
^исоблаш мумкин.

И сбот . Тейлор формуласига кура

/ ( * )  =  / (с) +  f' { c ) {x  — с) +  . . . +  ( х -  с)п.

Теорема шартига кура х > с  булганда бу тенгликнинг унг томонн 
мусоатдир. Демак, (1 .3 )  тенгламанинг барча х+  мусбат илдизлари 
л:+ <  с тенгсизликни цаноатлантиради.

Бу теоремалар факат мусбат илдизларнинг юцори чегарасини 
аниклайди. КуйВДагн;

/ Л х ) =  (— !)"/( — х )  =  а ах п — ахх п~1 +  а^хп~2 — (— 1 )па,„

/ 2(х) =  х я/  =  а пх п +  an- i x n- 1 +  . .  . +  а хх  +  а 0,

/ з ( х )  =  (  -  * ) " / (  ~  з г )  =  а пхП  —  а п- 1Х п~ 1 +  1 у а й

куп^адларга кщоридаги теоремаларни цуллаб, / ( х ) ,  f i ( x ) ,  / 2( х ) ? 
/ 3(х)  лар мусбат илдизларининг юкори чегаралари R 0, R^, R 2 ва 
R3 ларни мос равишда топган булсак, у вак;тда (1 .3 )  тенглама

нинг замма х+  мусбат илдизлари — <  х + ^  R  ва замма х~  ман-
/?2

фий илдизлари эса — 7?, <  я ; - <  — — тенгсизликларни цаноатлан- 

тирар экан.
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Куйидаги мисолда биз юкорида келтирилган методларни куллаб 
уларнинг натижаларини солиштирамиз.

М и  с о л .  Куйидаги тенглама ^акиций илдизларининг чегараси топилсин:

f(x )  =  х 1 —  5 * 2 +  8х —  8  =  0. (1 .5 )

2- теоремани к$ллаймиз, бу ерда а0 — 1, А =  8. Демак, R  = 1 + 8  =  9, яъни
(1 .5 )  тенгламанинг илдизлари (— 9; 9)  ораливда ётар экан.

Энди Лагранж теоремасини куллаймиз: д0 =  1. k =  2, В  =  8. Бу  ^иймат- 
ларни (1.4) формулага куйиб, мусбат илдизларнинг кщори чегараси учун

R  =  1 +  | / _ 8 ,  =  1 +  Ъ\Г~2 <  3,84

ни з?осил киламиз. Кейин (1 .5 )  тенгламада л: ни — л: га алмаштирсак,

f x{x) =  x i — 5xs —  8jc —  8 =  0  "  (1.6)

тенглама келиб чикади. Б у  тенглама м усбат  илдизининг юкори чегараси 
учун х,ам R  <  3,84 тенгсизлик келиб чикади. Яъни Лагранж теоремасига ку
ра (1.5) тенгламанинг илдизлари ( —  3,84; 3 ,84) ораликда жойлашган экан.

Ньютон методини куллайлик. Бу ерда f(x )  =  x i —  5х2 —  8а: —  8, f'(x )  =  
=  4 х 3 —  \0х — 8, / " ( * )  -  12х2 — 10, f" (x )  — 2 4 х ,  / 1У(лг) =  24. Куриниб т у -  
рибдики, х  >  2 учун /IV( x )  >  0, f" (x )  >  0, f" {x )  >  0 ва f'(x )  >  0. Осонгйна 
пайкаш мумкинки, х  >  2 булса, f(x )  х,ам факат мусбат киймат кабул кила- 
д и ,  яъни с =  2 мусбат илдизларнинг юкори чегараси экан. Худди шунинг- 
дек, fi(x )  =  0 тенглама мусбат илдизларининг юкори чегараси с =  3 эканли- 
гига ишонч х,осил киламиз. Демак, (1 .5)  тенгламанинг илдизлари (— 3; 2)  
ораликда ётар экан.

Дар у чала метод натижаларини солиштирсак, Ньютон методи гарчи куп- 
роц меднат талаб ки лса-да ,  илдизлар чегаралари учун яхширон натижа бе-  
риши куринади.

Энди олий алгебрадан маълум булган иккита теоремани ис- 
ботсиз келтирамиз.

Д екар т  теоремаси. (1.3) тенглама коэффициентларидан ту- 
зилган системада ишора алмаштиришлар сони к;анча булса 
(санаш да нолга тенг коэффициентларга эътибор ^илмаймиз), 
тенгламанинг шунча мусбат илдизи м авж у д  ёки мусбат ил
дизлар сони ишора алмаштиришлар сонидан жуфт сонга кам- 
дир.

М и с о л. f ( x )  нинг коэффициентлари

1 , 0 ,  — 5 , 8 , — 8

сонлардан тузилган системада ишора алмаштиришлар сони 3 та. Демак,
(1.5) тенгламада мусбат илдизларнинг сони 3 та ёки 1 та, f\(x) нинг коэф- 
фициентларидаи тузилган системада эса ишора алмаштиришлар сони 1 та. 
Демак, (1 .5 )  тенглама 1 та манфий илдизга эга экан.

\
Ф араз ^илайлик, (1.3) тенглама каррали илдизга эга бул- 

масин. Биз fi(x )  ор^али f'(х) досилани, U(x) ор^али f(x )  ни 
fi(x )  га булганда досил булган ^олди^нинг тескари ишора би
лан олинганини, f3(x) ор^али fi(x )  ни f2(x) га  булганда досил 
булган цолди^нинг тескари ишора билан олинганини, ва к.
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белгилаймиз ва бу жараённи ^олди^да узгарм ас сон досил бул- 
гунча давом. эттирамиз. Н ати ж ада Ш турм цатори деб аталувчи 

/(*), / ,(х ), /„(*), . . .  , f k(x)
функциялар кетма-кетлигига эга буламиз.

Штурм теоремаси. f(x )  купдаднинг илдизларидан фар^ли а 
ва b (a < ib )  сонларни олиб, х ни и дан b гача узгартирганда 
f (x )  учун тузилган Штурм ^аторида нечта ишора алмашиниш- 
лар йу^олса, f(x )  нинг (а, Ь) орали^да худди шунча ^а^иций 
илдизлари м авж уд  булади.

Штурм теоремаси илдизларни ажратиш масаласини тула 
х ал  ^илади, лекин Штурм ^аторини тузиш билан боглик; булган 
хисоблаш лар куп ва^т талаб  цилади.

Штурм теоремасининг цулланилиши куйидагичадир. А в вал (1.3) 
тенгламанинг барча илдизлари ётган оралицнинг чегаралари ашщ- 
ланади. Топилган [а, Ь\ оралик <*г нукталар С план ки пж оралик- 
чаларга булинади. Штурм теоремаси ёрдамида тенгламанинг [аь 
«/_!_!] ораликдаги илдизларининг сони аниклаиади. Агар бу оралик- 
да илдизларнинг сони биттадан ку п булса, оралик иккига булина
ди ва дар бир оралик учун Штурм теоремаси куллачилади. Бу 
жараённи шу пайтгача давом эттирамизки, токи дар бир ораликча- 
лардаги илдизлар сони биттадан ортмасин. Ш уни дам зслатиб утиш 
керакки, Штурм каторидаги f t(x) функцияларни мусбат сонларга 
купайтириш ёки булиш мумкин, бундан ишора алмаштиришлар со
ни узгармайди.

М и с о л. Ш турм методи ёрдамида

Д х )  =  х *  —  4 х 3 +  12 *  +  '1 =  О 
тенгламанинг илдизлари ажратилсин. Штурм каториии тузамиз, f'(x )  =  4хэ— 
—  12л:2 +  12, буни 4 га кисцартириб, f 1(x) =  x a—  З х 2 +  3 га эга буламиз; 
/ (х ) ни f i (x )  га буламиз:

х* —  4x3 _|_ \2х +  1 I х 3 — Зх2 +  3
х 4 — Зх3 +  Зх I х  — 1

—  х 3 +  9 х  +  1
—  х 3 +  З х 2 —  3
—  З х 2 +  9 х  +  4.

Демак, /2( х )  =  З х 2 —  9 х  —  4. Энди / , (х )  ни /2( х )  га буламиз, бунинг учун 
/ i (x )  ни аввал 3 га купайтириб оламиз:

З х 3 —  9 х 2 +  9  З х 2 —  9 х  —  4
З х 3 —  9 х 2 —  4 х  х

4 х  +  9  -

бу ердан / з(х )  =  —  4 х  —  9. Ш щоят, 16 /2( х )  ни /3( х )  га буламиз:

4 8 х 2 —  144х — 64 —  4 х  —  9
48x2 +  ! 0 8 х —  12х +  63

—  2 5 2 х  —  64
—  2 5 2 х  —  567

+  503.
Д о с и л  булган колдикни 503 га булиб тескари ишора билан олсак, /*(х )  =» 
*= —  1 келиб чицади.
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Шундай цилиб, Штурм каторининг элементлари цуйидаги функциялардан 
иборат: f(x )  — x i —  4 x 3 +  \2х +  1, f\(x) =  х3 —  Зх2 +  3, /2(х ) =  Зх'! —  9х— 4, 
/ з ( х ) ~ — 4х —  9, f ,(x )  =  —  1. Бу Ш турм цаторидаги ишора алмашинишлар 
1-ж адвалда келтирилган.

1- ж  ад м л

— СО 0 - 1 -  2 -f  оо

s i g n / ( x ) + Ч- _ 4* ■ +
sig n  f x(x) — + — —

s i g n / 2(x ) + — + + +
sig n  f3(x) + — — — —
sign  fi(x ) ——

“

ишора алмашинишлар сони 3 1 2 3
'

Б у  жадвалнинг иккинчи ва охирги устунларини солиштириб курсак, берил- 
ган тенглама иккита >;акикий илдизга эга эканлигига ишонч ^осил циламиз. 
2 -  ва 3- устунлардаи эса бу илдизлар манфий эканлиги келиб чикадл. 5- 
устун  билан 4 - у с г у н  ва 4- устун билач 3 - устунни солиштираш натт каспд а  
б у  илдизларниыг (— 2, — 1) ва (— 1, 0)  оралик;ларда ётишини курамиз.

2-  § .  К У П ^ А Д  ВА УНИНГ ^ОСИЛАЛАРИ ЦИЙМАТЛАРИНИ Х|ИС05ЛЛШ 
ДАМ ДА КУП^АДНИ КВАДРАТИК УЧХ.АДГА БУЛИ Ш

Алгебраик тенгламаларнинг илдизларини топиш билан 6 o f -  

ли^ м асал алар да  куп^адлар ва уларнинг ^осилалари циймат- 
ларини куп нуцталарда ^исоблашга тугри келади, бундай ^и- 
соблашларни биз олдинги параграфда ^ам учратган эдик. 
Айрим методларда эса куп^адни куп^адга булганда ^осил бул
ган булинма ва цолди^нинг цийматини топиш керак булади. 
Биз бу параграфда мана шу амалларнинг эффектив усуллари- 
ни куриб чи^амиз.

Го р н ер  с х е м а с и .  Фараз цилайлик, коэффициентлари а 0, а и 
. . . , а п ^ациций сонлардан иборат

Рп(х) =  а 0х 11 +  а ххп- 1 +  . .  . +  а п-г х  +  а п

куп^аднинг х  =  £ нуктадаги ^ийматини ^исоэлаш талаб килинснн. 
Р п(х) ни х  — 1 га буламиз, у вацтда

а 0х п +  а^хп~х +  . . .  +  « *  =  (Ь0х п~г +  Ьхх п~2 +  . . . +
-\-Ьп-\){х  — |) +  Ьп ( 2 . 1)

га эга буламиз, Бу тенгликда х  урнига £ ни цуйсак,

b n -P A D
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келиб чикади,- демак Р п(1) ни ^исоблаш учун Ьп ни топиш ки- 
'-фоядир. (2 .1) тенгликда л  нинг бир хил даражалари олдидаги коэф- 
фщиентларни тенглаштириб,

« о  =  Ь0,
«1 =  Ьх — b 01, 
а 3 =  b2 — btl,

а п ~  bn — bn^l

муносабатларга эга буламиз. Бу тенгликлардан кетма-кет Ь0, Ьи 
,  . . , Ьп ларни топамиз:

Ь0 =  а 0, 
b\ — ai Ь0
b2 =  а 2 +  (2 -2 )

Ьп =  а п +  Ьп- 1?.

'Кулда ёки клавишли машинада х.исобланганда (2 .2 ) тенгликларни 
щуйидаги

а 0 < G'ii—1 ^ti
b nl  ь ,1  . . . b n^ 2l  b n-\  I

b 0 b x b 2 b3 . . . b n - !  b n =  P n( l )

схема шаклида жойлаштириш маъцулдир, бу ерда Ьа — а 0 булиб, 
охирги цаторда бонща сонларнинг ^ар бири унинг устида турган 
иккита соннинг йигиндисига тенг. Келтирилган схема Горнер 
схемаси деб аталади, у Горнер томонидан 1819 й. эълон к;илинган 
эди. Агар биз (2 .1 )  тенгликда х  — 1 деб олсак,' ^исоблашнинг 
тугри ёки нотугрилигини текшириш имконини берадиган

#о +  а \ +  • • • +  а п ~  bn +  (1 — V){bo +  +  • • • +  bi%—i)

1иуносабатга зга буламиз. Агар фак;ат Ьп =  Р п(1) ни ^исоблаш та- 
лаб цилинса, у ^олда Горнер схемасини куйидагича

Р =  (• • Ф Л  4* a i)  ̂4 -  a i) +  • • ■ +  ап-ОЕ 4 “ а п (2 .3 )

ёзиб оламиз. Бу усул куп^ад цийматини >;исоблаш учун з а̂киг а̂- 
тан 5сам эффектив усулдир. Чунки (2 .3)  формула ёрдамида Р п{1) 
ни ^исоблаётганда биз факат п марта купайтириш амалини бажа- 
,рамиз. Оддий йул билан ^исоблаганда эса £2, I3, . . .  даража- 
ларни ^исоблаш учун п — 1 марта купайтириш амалини ва а 0|л, 
a ,  |n_I, , а п~\ | купайтмаларни ^осил цилаётганда яна п та ку-
пайтириш амалини, ^аммаси булиб 2 п — 1 та купайтириш амалини 

'■бажаришга тугри келар эди.

М и с о л .  Куйидаги
P t(x) =  2xi — 5x 3 — 3x + l



к^пцаднинг х  — 1,5 нуктадаги кнйматини ^исоблаймиз:

2 — 5 0  3 1 11,5
3 — 3 — 4,5 — 2,25 |—  .

2 — 2 — 3 — 1,5 — 1,25

Демак, Р 4(1,5) =  —  1,25.

К у п ^ ад  ^осилалариаинг цийматини ^ исоблаш . Энди Р„(х^ 
купдад ^осилаларининг х  =  Е нуктадаги кийматларини топиш ма~ 
саласини куриб чикайлик.

Агар Рп{х) ни (х — |) га булинганда >$осил булган булинмани,

Р,i- i(x )  =  V 01* " -1 +  Ьх̂ х п~2 + .  . . -|-

орцали белгилаб олсак, у з^олда

Р„(х) =  ( х -  i)Pn-i(x)  +  М°> (2 .4>

тенглик келиб чикади. Рп-\(х) ни ( х  — I) га булинганда ^осида
булган булинмани

Pn-'i{x) =  b ^ x n~2 - f  Ь\^хп~3 +  . . . - f  60>2

десак,

Рп~l{x)  =  (X Ь)Рп-ч(х) -(- Ь ]̂_j

тенгликка эга буламиз ва к. ( / '+  1 ) - цадамда Pn-j(x )  ни (х  —  
— с) га булинганда *осил булган булинмани

P „ _ ^ ( x )  =  ^ / ) ^ - / - 1 + b U)x n - j - ;+  . . . + ^ / ) . _ 1 

деб белгилаб,

Ра -  ,{х) =  (х -  ?.) (х) +  Ь\рч  (2.5%
тенгликни ёзамиз. Натижада

Р„(х), Рп-](Х), P n-i{x ) ,  . . . , Р ,(Г ) , Р0(Х)

кущадлар кетма-кетлигини ва купхадларшшг коэффициентларидавг 
тузилган

а 0 &\ . . . С1п—2 a n-i
bb0) Ь Г  . . . b (n l2 b?h ЬР
ь Р  * ! ' > . . .  ъ <1>а *<‘Л
ь ? ] Ь\!> . . . ь ::1  (2 .6Л,

b (0n- l)b?~ l)
bin)

учбурчак матрицани ^оснл киламиз. Агар 6<-1) =  a i (г' =  0, п) деС? 
олсак, у ^олда' Горнер схемасини кетма-кет куллаб, цуйидаги

й(/ )= Ь (/ -1), ы»  =  &</-!) +  6 (/),£, (2 .7>

(/ =  i t n —j ,  £  =  0 , л),
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рекуррент фчрмулаларни )\0сил киламиз. Энди (2.4) айниятни з?ам- 
да (2 .5)  айниятни у == 1, 2, . . .  , п — 1 учун ёзиб, кейингиларини
олдингиларига олиб бориб к,уйиб,

Рп№  =  'О <°) +  ып%(х  - ? ) + . . . +  ЬЫ(х -  1У (2.8)

га эга буламнз. (2.8) тенгликдан ва Тейлор цаторидаги ёйилма- 
нинг ягоналигидан

Р- ф -  =  ^ .............. ^  =  b (») (2 .9)

чи з?осил киламиз. Шундай килиб, Р п(х) купхад ^осилалариьинг 
| нуктадаги цийматларини toi иш учун б из (2.7) рекуррент форму- 
лалардан фойдаланиб (2 .6 ) учбурчак матрицани тузишимиз керак. 

М и с о л .  Куйидаги

Р,(х) -■= 2х< — 5 * 3 +  Зх +  1

купхдд ва унипг косила"аринкиг х — 1,5 нуцтадаги циймаппш топамиз. Б у -  
нинг учун (2.6) матрицани тугамиз:

2 —5 0 3 1
2 — 2 — .3 — 1, 5 — 1,25
2 1 — 1, 5 — 3 ,7 5
2 4 4 ,5
2 7
2

(2.9) формула,"ар ian эса косила гарнинг кийматларини топамиз:

Р , (  1,5) =  —  1,25; Р'{ 1,5) =  — 3,75; /•>"( 1,5) =  21-4,5 =  9; Р" (1 ,5 )  =  31- 7 =  42
4 4 ' 4

P [ v ( 1,5)  =  2- 4!  == 48.

Куп^адни к вад р ат и к  уч>,;адга б ул ган д аги  булинма в а  цол- 
диз^ни т о п и ш . Маълумки, Р „ (х )  купхадни квадратик х 2 +  рх  -f- 
+  <7 уч^адга булганда ?;осит булган цолдиц чизщ ли функция 
a x Jr b булади, лекин цулайлик учун сиз бу чизицли функцияни
махсус bn_-L(x р) +  Ьа формада ёзамиз:

а0х п +  a 1x n“ 1 =  (b 0x n~2 +  Ьхх п~г +  . . . +  Ьп- 2){х2 +
+  р х  +  д) +  Ьп-\{х +  р) +  Ъп. (2.10)

Бу муносабатда х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффици- 
ентларни тенглаштириб,

( « о =  ^о»
\at =  b , + p b 0,
I а 2 =  b2 +  p b x +  qb0,
1 ........................................................  (2Л1)
\an- i  =  b n ~ \ +  p b n-2 +  qbn-з ,
[ а п =  bn +  p b n- i  + ..qb n- 2
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тенгликларга эга буламиз. Бу  ердан Ь0, Ьи ларни топищ
учун, куйидаги рекуррент муносабатлар досил булади:

| 6 0 =  #о,
= а ,  — p b 0, 

l.ft2 =  а 2 —  pb\ —  <7̂ о>

  (2 -12) ,
^л-1 —  йп-1 рЬп-1 (]Ьп- 3 ,

U/j =  а л — рЬп~\ — qbn~4.
Дисоблашда осон булиши учун Риз бу муносабатларни куйидаги 
схема шаклида ёзишимиз мумкин:

&о (t\ а 2 а  г • • On- 1 а п

—  р

01 p b  \ - p b 2 . . —рЪ п - 2 —p b n -i

— q q b 0 — Ф\ ■ ■ . —рЪ п -  3 — q b n - 2

ь 0 ь х Ь3 . . Ьп-\ ь п
Бу схемада охирги сатрдаги солллр учта олдинги сатрлардаги 
сонларнинг йипшдисидан иооратдир. Д ем гс. ( 2.12) ёрдамида ёки 
юкоридаги схсмадан фойдалгниб, bt (/=-- 1, к) ларни топамиз ва 
натижада булинма Qn- 2{x) =  b0x n~2 -f- ^ Х '1-3 +  . . . +  Ьп—2 ва к,ол- 
дик r t(x) =  bn- i(x  +  р) +  bn булади.

3 - § .  ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШДА ИТЕРАЦИЯ М ЕТОД И

Оддий итерация методи. Биз дозир оддий итерация (ёки 
кетма-кет яцинлашиш) методи билан битта сонли тенглама ми- 
солида танишамиз. Бу методы и нг умумий назарияси билаи ке- 
йинги параграфда танишиб чи^амиз. Итерация методини цул- 
лаш  учун f(x )  =  0 тенглама унга тенг кучли булган куйидаги

х  =  <р(х) (3 .1)

каноник шаклга келтирилган ва илдизлари ажратилган булиши 
керак. (3.1) тенгламанинг илдизи ётган атрофнинг бирор х0 
нуктасини изланаётган илдизиинг нолинчи я^инлашиши деб 
оламиз. Навбатдаги яцинлашишигш топиш учун (3.1) нинг унг 
тсмонига Хо ни куямиз ва хосил булган ср(л'0)  цийматини Х\ би
лан белгилаймиз, яъни

*1 =  ф(*о)- (3 -2)
Топилган х , сонни (3.1) нинг унг томонига куйиб, янги сон х 2=  
=  <р (Xi) ни досил киламиз. Бу жараёкии давом эттириб, й- якин- 
лашиш х п ни (п — 1)- яцинлашиш x „_ i  ёрдамида топамиз:

=  » (x „ _ i )  («  =  1, 2, 3, . . .). (3.3)

Бу  формула ёрдамида топилган сонлар кетма-кетдигининг лимита, 
яъни

lim x " =  £ (3.4)
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'м авж уд ва <р(л) функция узлуксиз булса, (3 .3) тенгликнинг дар
иккала томонид’а лимитга утиб,

I =  Нш х п =  Пш tp ( х „ _ 0  =  <р (lim х л) =  <р (£),
П - * о о  П - ю о  п~+ оо

Я'1 нн

| = ф ( 5 )
г а  эга буламиз. Бу тенгликдан куринадики, I берилган тенглама- 
яинг илдизи экан. Демак, бу илдизни (3 .3)  формула ёрдамида ис- 
талган аниклик билан дисоблаш мумкин. (3.4) лимит мавжуд бул
ган долда итерация жараёни яцинлашувяи  дейилади. Лекин \\тхп

П —*■ оо

м авж уд  булмаслиги дам мумкин, бундай долда оддий итерация
3 сули мацсадга мувофик; булмайди.

Итерация методи содда геометрик маънога эга. Буни тушуниш 
у ч у н у  =  ф (х )  ва у — х  функцияларнинг графикларини чизамиз. 
Б  у графикларнинг кесишган М нуктасииинг абсциссаси (3.1) тенг- 
ламгнинг х — 1 илдизидир.

Фараз килайлик, х 0 нолинчи якинлашиш булсин, у вактда 
Л 0(л:0> <р (дг0)) нукта у =  ср(х) эгри чизикда ётади (6 - чизма) Бу 
■куцтадан горизонтал (ох  укига параллел) чизик утказамиз. Бу чи
зик у = х  биссектрисани f i , (  ср ( х 0), у ( х 0)) нуктада кесади. ф ( x 0) 
ни х 1 билан белгилаб олсак, В х нуктанинг координаталари ( х , ,  х х) 
куринишга эга булади. В х нукта оркали оу укка параллел тугри 
-чизик утказсак, у у =  ср (х) эгри чизикни Ах(хи <p(x,)) нуктада 
кесади. Бу жараённи давом эттириб, у =  х  биссектрисада ётган 
<0 2( х 2, х 2) (бу ерда x 2 =  tp(x1)), сунг у == ср(х) эгри чизик 
устида Л 2( х 2, ф (х 2)) нуктага эга буламиз ва д. к. Агар итерация 
жараёни якинлашса, у вактда А0, Д ,  . . . , Ая, . . . нукталар 
«злаиаётган М  нуктага якинлашади. Л 0, Аи Аг, . . . нукталарнинг 
-х0, х и х 2, . . .  абсциссалари \ га, яъни (3.1) тенгламанинг илди- 
зига якинлашади. Шундай килиб, итерация методининг геометрик 
адаъноси куйидагидан иборат: у =  ф (х )  эгри чизик билан коорди- 
наталар бурчаги биссектрисасининг кесишиш нуктаоига синик чи
зик буйлаб даракат киламиз, синик чизикнинг учлари навбат би-

6 -чизм а, 7-чизма,



лан эгри чизик ва биссектриса устида ётади, томонлари эса нав- 
бат билан горизонтал ва вертикал йуналган булади. Агар эгри?: 
чизик ва биссектриса 6- чизмадагидек жойлашган булса, у в а к т -  
да синик чизик зинапояни эслатади. Агар эгри чизи^ ва биссек
триса 7- чизмадагидек булса, унда синик чизик спирални эс~ 
латади.

Итерацион жараён узоцлашиши ^ам мумкин. Бунинг гео
метрик маъноси шундан иборатки, зинапоянинг погоналари (ёкиг 
спиралнинг бугинлари) борган сари катталашади, шунинг учун: 
хам Ао, Аь А2, ... нукталар М га я^инлашмайди, балки узок,ла- 
шади (8 — 9 -ч и зм а л а р ) .

Модомики, итерация жараёни >̂ ар доим яцинлаш авермас 
экан, демак, бу жараён яцинлашиши учун цандай ш артлар 
бажарилиши кераклигини аницлаш катта а^амиятга эга. Б у  
шартлар ушбу теоремада курсатилади.

1 - теорема. Ф араз г^илайлик, q>(x) функция ва д астлабки  
яцинлашиш х0 ^уйидаги шартларни цаноатлантирсин:-

1) ц>(х) функция

\х — х 0| < 8  (3 .5 )

ораликда аницланган булиб, бу ораликдан олинган ихтиёрий ик~ 
кита л: ва у нукталар учун <?(х) Липшиц шартини каноатлантир~ 
син:

|ф(х) — <р (у)] <  <7 |х — у\ (0 <  ^ <  1); (3.6>

2) куйидаги тенгсизликлар бажарилсин:

\х0 — ?  (*о)1 <  Ч, -р— < 8. (3.7>
1 —q

У )?олда (3.1) тенглама (3.5) ораликда ягона 1 илдизга эга булиб*. 
{хп} кетма-кетлик бу ечимга интилади ва интилиш тезлиги

\х п — Ц <  ^  чп ( 3 .8 )

тенгсизлик билан аникланади.

3 if



И сбот. Аввал индукция методини цуллаб, ихтиёрий п учун 
х п ни куриш мумкинлигини, х п нинг (3 .5 )  оралщда ётишлиги ва

\хп+г — х п\ <  f\qn (3 .9 )

тенгсизликнинг бажарилишини курсатамиз.
Агар я  =  0 булса, х 1 =  <р(х0) булгани учун (3.9) тенгсизлик 

(3 .7)  дан келиб чикади.

Бундан ташкари, у <  <  8 булгани учун \х{ — х 0\ <  8 тенг

сизлик бажарилиб, x t (3 .5 )  ораликда ётади. Энди фараз килайлик, 
х и х 2, . . . , х п лар курилган булиб, улар (3 .5)  ораликда ётсин 
ва

\Xk+i —  X k\ <  y\qk { k  =  0 ,  1, . . . , n  —  1)

тенгсизликлар бажарилсин. Индукция шартига кура х п (3 .5 )  да 
ётади, ср (х )  (3 .5 )  да аникланган, шунинг учун зам х „+1 =  <р (х п) 
ни куриш мумкин. Теореманинг 1-шартидан

l*n+i — х п\ =  |<р (х п) — ср (*„_i)| <  q\xn — х п- 1|

келиб чикади. Лекин ва хп учун индукция шартига кура 
\хп — х п~\\<  ад" - 1 уринли, демак, \хп+\ —  х п\ < ^ л. Бу эса х п+\ 
ва х п учун (3 .9 )  тенгсизликнинг бажарилишини курсатади. Низоят,

\xn+i — х 0| \xn±i — x nj \хп —  Xn-\\ -f- . .  . -j- j -̂i — x 0\ 

щ п +  щ п~1 +  . .  . +  ■)'] =  т] } —qn+1 <  — ^  в
1 —q 1—q

муносабатлар x n+i нинг (3 .5 )  ораликда ётишини курсатади. Ш у  
билан исбот килиниши талаб этилган мулозаза тасдикланди.

Энди {х п} нинг фундаментал кетма-кетлик ташкил этишини кур
сатамиз. (3 .9 )  тенгсизликка кура ихтийрий р  натурал сон учун

\хп+р —  х п\ < £  Iх п+р —  х п\ +  . . .  +  \хп+1 —  Х п\ <

7j qn+p-t # qn< . qn
1—q

ёки

| xn+p- x n\ < - ^ q n. ( 3 .1 0 )
1 —q

Бу тенгсизликнинг унг томони р  га боглик булмаганлиги ва 0 <  
< < / < 1  булганидан {х„} кетма-кетликнинг фундаменталлиги ва 
унинг лимити i= l im  х п мавжудлиги келиб чикади. {х п} кетма-кет-

П-УОО
лик (3 .5)  ораликда ётгани учун £ зам шу ораликда ётади. ( 3 .6 )  
шартдан ® (х) нинг узлуксизлиги келиЗ чикади, шунинг учун зам 
Хп+\ =  ?  (х п) тенгликда лимитга утиб, I  (3 .1)  тенгламанинг илди- 
зи эканини исбот киламиз.

Энди I илдизнинг (3.5) ораликда ягоналигини исботлаймиз. Фа

раз килайлик, | (3 .1 )  тенгламанинг (3 .5)  ораликдаги бошка бирор



илдизи булсин, . i эканини курсатамиз. Х ак.Щатан ^ам, (3 .6 )  
га кура

O C q C  1 булгани учун бу мунссабат ф а к ;а т  g =  g булгандагиаа 
бажарилади.

Якинлашиш тезлигини курсатувчи (3 .8 )  тенгсизликни келтириб 
чикариш учуч (ЗЛО) тенгсизликда р -*■ <х лимитга утиш кифоя- 
дир. Теорема исбот булди.

Изо^. Одатда, итерация методини куллаётганда иккита * „ _ ]  ва хп к ет-  
ма-кет  якинлашишлар берилган аниклик билан устма уст туш са, шу аницлик 
билан £ s  хп деб олинади Умуман олганда, бу фикр ноту 1 ридир Масалан, 
х  — 0,999л: тенгламани ьарайлик. Бу ер да tp (х) =  0,999л:, </= 0,999.  Даст-  
лабки якинлашиш х0 ни 1 га тенг деб олиб, бу тенгламани итерация методи 
билан ечамиз. У  х,олда х, — 0,999 ва ха —  х : =  0,001 булади, бу тенгламанинг 
аник илдизи £ =  0 эса Xj дан 0 ,999 га фарк килади.

Юцорида айтилгап фикрни <}акат | <р'(л:)| <  q булиб, q бирдан анча кичик

б^лгандагина куллаш мумкин. Бунинг тугрилигини q <  - L  булганда куйида-

гича курсатиш мумкин. Бунинг учун f(x )  =  х  — <р (л:) деб оламиз, у ; ;олда 
/ (5 )  =  0 ва f'(x ) — 1 — <р'(х) > 1  —  q булади. Ш унинг учун *ам

\хп — Ч(Хп)\ =  \ /(Х п)— № 1 ~  \хп — Ь\ [ / '( 6 й )\ >  (1  —  Я)\хп — Ц
(; (хп> £))>

демак

\хп ‘
Iх п (-*~/z)l

1 —а
ва (3.6 )  га кура

I х п  —  <Р ( х п )\ =  |<Р ( х п _ 1)  —  9  ( х п )\ < q \ x n  —  х п _ гу  

Б у  тенгсизликлардан эса

\хп — $\ < J^-q \xn-  * п-1\

г;осил булади. Агар, х усуси й  х,олда, q <  - i  деб олсак,

|ь х п\ <  \хп х п_ х\

булади, яъни бу х;олда \хп —  л:,1_ 1 | < е  дан | £ — х п | <  е келиб чикади. 
М и с о л .  Итерация усули билан

f ( x )  =  x* — 8 0 * +  32 =  0 (3.1 Г

тенгламанинг мусбат илдизлари 5 та ишончли ракам билан топилсин,
Е ч и ш. Штурм методини кулла'\ бу тенгламанинг мусбат илдизлари 

ва Чч ларнинг мос равишда (0; 0 ,5)  ва (8,5; 9)  ораликларла ётишини курамиз. 
Итерация методини к у д л а т  учуй (3. 11)  тенгламани каноник куринишда ёзиш 
керак. Буни куп усуллар билан бажариш мумкин. Лекии хар доим хам кано
ник куринишдаги у (х) функция теорема шартини капоаглантиравермайди.
(3.11) тенгламани унга эквивалент булга!!, масалан, цуйидаги уч хил кури-
нишда ёзиш мумкин:

х  =  х3 —  79х +  32 =  <?1(л:) (3 .12)
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®ки

еки

-*3 +  32
х = - ^ -  = ъ Ы

х= у  8 0 х  —  32 s  (Рз(аг).

(3.13)

(3.14)

Хар иккала илдиз атрофида лам yi(x) лар х,осилага эга булгани учун тео-  
ремадаги (3.6) шартни | <p/(Jc)| <  q <  1 шарт билан алмаштириш мумкин. Э н
ди <рг(х) ларнинг кайси бири теорема шартини каноатлантиришини курайлик, 
<j>,'(x) =  Зх3 — 79 булгани учун х,ар иккала илдиз атрофида х,ам l<pi'(-«)| >  1, 
демак (3 .12)  тенглама учун итерация жараёни узоклашади. Энди (3.13) тенг-

ламани текширайлик, ср'2(л:) =  Бундан (0; 0.5)  ораликда |<р'2(.*)| <  =
о0 о 2,0

*= q<  эканлигини курамиз, яъни ^  ни топиш учун (3.13) тенгламага ите

рация методики куллаш мумкин. Дастлабки яцинлашишни х0 =  0 ,5  Деб олиб, 
кейинги туртта якинлашишни х,исоблаймиз:

Хг
(0 ,5 )3 +  32 

80
0,4015625; х 2 =  0 ,4008094; * 3 =  0,40080487; 

=  0 ,40080483.

Д ем ак ,  5 та ишончли раками билан £j =  0 ,40080  деб олишимиз мумкин.
Табиийки, (3 .13) тенгламада иккинчи илдизни х,ам итерация методи би- 

дан топишга царакат киламиз. Лекин бу мумкин эмас, чуики (8,5; 9) оралик 
учун \<р2'(х)\ < q <  1 шарт бажарилмайди. Шунинг учун дам (3.14) тенгламани 
текшириб курайлик:

Ь '(х) =  —   8 0 ------------ . '

3|/(8 0 ^  —  32)2

Бундан курамизки, (8,5; 9) ораликда | ? ' (-*■)!< шу сабабли (3.14)
10 _1_

•з ' 71 " 27 <  2 ’ 
тенгламадан ^  ни топишимиз мумкин.

Нолинчи якинлашишни х0 — 9 деб оламиз, кейинги яцинлашишлар 2 -ж а д -  
валда келтирилган. Демак, 5 та ишончли раками билан олинган циймат £2 =  
=  8,7371 га тенг булади.

2- ж  ад вал
1

п хп

0 9
1 8 ,8 2 8
2 8 ,7 6 8 8
3 8 ,7 4 8 3
4 8 ,7 4 1 2
5 8 ,7 3 8 6
6 8 ,7 3 7 6
7 '8 ,7 3 7 3
8 8 ,7 3 7 2
9 8 ,7371
10 8 ,7371
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Итерация методи я^инлаши- у  
шини тезлаштиришнинг бир усу- 
ли з ^ и д а .  Итерация методининг 
яцинлашиши ёки узо^лашиши g 
илдизнинг кичик атрофида <$'(х) 
з^осиланинг ^ийматига богли^ 
эканлигини ю^орида курган эдик.
Ленин Ж . X. Вегстейн 1958 йил-
д а итерация методини шундай __________
узгартиришни таклиф к;илган эди- 0 $ zn
ки, буни ^уллаганда у'(х)  нинг
^иймати з а̂р ^андай булганда 10-чизма,
з^ам итерация жараёни як;инлаша-
ди. М абодо |ф'(л: ) | < 1  тенгсизлик баж арилса, у вацтда оддий 
итерация жараёнига нисбатан Вегстейн жараёни тезрок; яцин- 
лашади.

Вегстейн усули

х  =  ф (х )  (3 .15)

формуладан топилган x n+i ни

zn+ 1 =  qzn +  (1 — q)xnJri (3 .16)

формула ёрдамида zn+1 билан алмаштиришдан иборат булиб, бун
да q — керакли равишда танлаб олинган мивдордир. q нинг к;ийма- 
тини аницлаш учун 10- чизмадан фойдаланамиз.

Фараз цилайлик, xn+i (3 .15) формула ёрдамида z n ор^али топил
ган булсин, яъни x n+i =  q>(zn). У вактда А ва В  нукталарнинг
координаталари мос равишда (zn, ц>{гп)) ва {хп+и x n+i) булади. 
Бундай з^олда zn+i учун энг цулай киймат М нуцтанинг абсцис- 
сасидир. Уни топиш учун АВ  кесма устида С (г„+ь х п+г) нукта- 
ни оламиз. Энди (3 .16) нинг з$ар иккала томонига qzn — (I — 
— q)zn+1 ни кушиб,

q  ( п̂ ^п+1 ) == (1 q  )(zn+i ^л+ i) (3 .17)
ни з^осил киламиз. Чизмадан фойдаланиб, (3 .17) ни

q A C = ( l - q ) B C  (3 .18 )
куринишида ёзишимиз ва

ВС =  М С = -А С -< ь '(х п), ( ? ' ( * „ )  < 0 )  (3 .19)

тенгликларнинг уринли эканлигини куришимиз мумкин, бу ерда 

•Xn+i <  х п<  г п.

q  нинг такрибий цийматини топиш учун <р ' (х п) ни такрибий 
равишда куйидагича алмаштирамиз:

(3 .2 0 )
л-1

(3 .1 8 )  — (3 .20) лардан
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'Ч В С  г ~ х п+г'

1 ^ 9  =  Л С ==~ ' Р ^ == — 

ни ^осил ^иламиз ва q  нинг такрибий кийматини топамиз:
ДГ- . 1  — х п

Ч =-х  т Ч ~ / - г "  • (3 -21>•*71+1 — г«—1

(3 .16)  ва (3 .21) формулалардан курамизки,

(3 .22 )
■*/1 + 1 "1" ^л-1 --

Бу формула л;„+ 1 урнида ишлатнладиган z„+! нинг к;ийматини бе- 
ради. Вегстейн усулини амалда куллаш учун илдизнинг нолинчи 
якинлашиши х 0 га бир марта оддий итерацияни куллаш керак. 
Б у  биринчи кадамдан сунгд : „ +1 ни топиш учун эса (3 .1 5 )  форму- 
лани х п+1 =  ф(г„) куринишда цуллаймиз. Биз бу ерда бу жараён- 
нинг оддий итерация жараёнига нисбатан тезроц якинлашишики 
цатъий равишда асослаб утирмасдан мисол келтириш билан чегара- 
ланамиз.

М и с о л .  У ш б у

f {x )  — х3 +  х  —  1000 =  0

тенгламанинг эмг катта мусбат илдизи Ш ~ 10 аниклик билан топилсин. И з-  
ланаётган илдизнинг нолинчи яцинлашиши сифатида х0=  № ни олишимиз 
мумкин. Б у  тенгламани

х  =  1 ООО —  хъ (3 .23)

куринишда ёзиб оламиз. Бу  х,олда ср'(х) =  —  Зл:3 ва <р'(Ю) =  —  300 булади; 
Д е м а к ,  (3 .23) тенгламага оддий итерацияни нуллаб булмайди. Бу тенгламанинг 
счимини Вегстейн у сули билан топилган кетма-кет я^инлашишлари 10 
аниклик билан 3- жадвалда келтирилган.

3- эю ад в ал

п хп 4-1 “  f ( гп ) zn

0 10 *1 0 10
1 0 * 0 0
2 1000 9 , 9 —  1000
3 2 9 ,7 10, 1 — 999000
4 — 3 0 ,3 0 1 0 9 ,9 6 5 8 — 9/8.10 1Б
5 10 ,2 3 1 0 9 ,966655
6 9 ,9 7 0 1 6 9,66667791
7 9 ,9 6 6 6 6 6 9 ,9 6 6 6 6 6 7 9 0
8 9 ,% 6 6 6 6 7 9 0 6 9,96666679061
9 9 ,966 6 6 6 7 9 0 6 9 ,96666679061

Б у  жадвалиинг учинчи устуиида (3 .22)  формула ёрдамида топилган г  лар 
келтирилган, охирги усгун  эса оддий итерация усулининг узоклашишини. 
курсатиш учун келтирилган. Ю лдузча билан белгиланган ^ийматлар иккинчи 
устундаги мос цийматлар билан у стм а-уст  тушади, чунки Вегстейн усулини 
а^уллаш учун п > 2 булиши керак.
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^исоблаш  хатосининг итерацион жараённинг яцинлаши* 
шига таъсири. Биз олдингк пунктларда итерацион жараённинг 
идеал моделини куриб чиккан эдик. Бу моделда {я,,} кетма-кетлик- 
нинг барча элементлари абсолют аник; ^исобланган деб фараз ки
лим ган эди. Аслида эса кУлДа ^исобланаётганда ^ам, машинада 
Хисобланаётганда ^ам, биз амалларни чекли микдордаги ракамлар 
устида бажарамиз. Бунинг натижасида, яъни яхлитлаш ^исобидаи, 
^исоблаш хатоси келиб чикади. Итерациянинг биринчи кздами-

да х г =  ф ( х 0 )  урнига унга яцинрок булган х { ни досил киламиз.

Бу ерда x t — х 0 =  f 0 лисоблаш хатоси ^осил булади. Иккинчи ка- 
дамда эса хато икки сабабга кура >;осил булади: биринчидан

ф(х) функцияда x t урнига x t куйилади, иккинчидан Ф ^ )  яхлит

лаш хатоси билан ^исобланади. Демак, топилган х 2 киймат факат

такрибий равишда ф(х4) га тенг: х 2 =  фО^) +  71, f i — ^исоблаш ха- 
тосидир.

Шундай килиб, итерация методини куллаётганда х п + 1  =  Ц>(хп} 
(п =  0 , 1, 2 . . . .) кетма-кетлик урнига

Xn+i =  q>(xп) +  Т«> («  =  0, 1, 2, . . .)

кетма-кетликка эга буламиз, бу ерда — хисо^лаш хатоси.
Юкорида исбот килингам теореманинг хулоеаси {х,,} кетма- 

кетликка тааллукли булгани учун, агар биз кушимча шарт куйма-

сак, бу хулоса {хп} кетма-кетлик учун уринли булмайди, >?атто бу 
кетма-кетлик | илдизга якинлашмаслиги ^ам мумкин. Шунинг учуй 
Куйидаги теоремами исбот киламиз.

2 - тео р ем а .  Фараз килайлик, ф(д;) дастлабки якинлашиш х 0 ва

х п + 1  =  ц>(хп) +  т х 0 = х 0, п =  0, 1, 2, . . .  (3 .24)

тенгликлар билан аникланган {хп} кетма-кетлик куйидаги шартлар- 
ни каноатлантирсин:

1) ф {х) функция

\х — х 0\ <  5 (3 .25)

ораликда аникланган булиб, бу ораликдан олинган ихтиёрий икки- 
та х  ва у нукталар учун

|Ф (х ) — ф (у )[ <  q\ x — у\ ( 0 < < 7 <  1) (3 .26)

тенгсизликни каноатлантирсин;
2 ) сонлар учун

Ы ^ Т < 7 ?  ( 0 < ^ <  1), я = 0 ,  1, 2 ,  . . .  (3 .27)
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тенгсизликлар уринли булсин;
3)  куйидаги

' 1*о -  Ф (*0)| < 4 ,  (З-2 8 )

тенгсизликлар бажарилсин. У долда
1) д: =» ф(д:) тенглама (3 .25) оралщда ягона | ечимга эга,

; 2 ) агар 0 < ^ < 1  булса, {х п} кетма-кетлик £ га яцинлашади,
3) агар qt =  1 булса, х п миздорлар

K - £ | < r = y ( T  +  W ")  (3 -29)

тенгсизликни качоатлантиради.
И с б от .  Теореманияг биринчи тасдиги 1 - теоремадан келиэ чи

тали. Долган тасдицларни исботлаш учун биз
^ тп

\Хщ — 7 2  <?m_' ? i /_1 (fn =  1, 2 , . . .) (3 .30 )

тенгсизликларнинг уринли эканлигини курсатамиз.
Аввал шуни таъкидлаб утиш керакки, агар х т (3 .30)  тенгсиз

ликни каноатлантирса, у (3 .25) ораликда ётади.
}^ак;и1<;атан дам, (3 .30) дан O c ^ ^ l  ни дисобга олиб,

т
\хт —  * J  2  Ят~1 <  (3 .3 1 )

i = 1 4

га эга буламиз. 1- теоремани исбот килиш жаразнида

\X m *ol <  J  ̂ ( 3 .3 2 )

ни келтириэ чи^арган эдик. Кейин бу тенгсизликлардан ва (3 .2 8 )  
дан

\хт —  х 0\ <  \хт —  х т\ +  \хт — х 0\ <  -р?—  +  5

келиб чицади.
Энди биз (3 .30)  тенгсизликни исбот ^илишга утамиз, бунинг 

учун математик индукция методини цуллаймиз. (3 .24)  ва ( 3 .2 7 )  
дан п — 0  булганда

| * i—  х х\ =  | т о К т

келиб чицади, бу эса (3.30) нинг т =  1 булганда уринли эканли
гини курсатади, Энди фараз ^илайлик, (3 .30) т ~  п булганда 
уринли булсин, унинг т =  п +  1 булганда дам уринли булишини 
курсатамиз. (3 .24 )  дан =  <p(x„) ни айириб,



пи зосил циламиз. х п ва х п лар (3 .25) ораликда ётади, шунинг 
учун зам  (3 .26 ) ,  (3 .27)  ва (3 .30 )  тенгсизликларда т =  п деб 
олиб,

|Зс„+1 —  Х п п \ < | т ( Я , )  —  < р ( * „ ) 1  + | T n l < ? K  — ^ « 1  +  Т 9 " <
п п + 1

<  чп~1 ^ г 1 +• т ??  =  т 2  чп+1~1 я[~1
i=\ <'=1

ни зосил циламиз.
Демак, (3 .30)  т — п +  1 учун тугри экан. Энди теореманинг

2 ) ,3 ) -  тасдикларини исбот киламиз. (3 .8 )  ва (3 .3 0 )  тенгсизликлар-
га кура

К - | | < | х „ - х „ |  +  |хп - | | ^ т | 1 ^ - Ч гГ 1+  г = 7 ?"-  (3 .33)

Агар 0  <  <?! <  1 булса, у золда п - >  оо да

2  <7”~ ' Я [~ х <  п  tm a x  (<7> <7i) \п~ 1 “ ^ 0
i = i

булгани учун, (3 .33)  дан

lim х п — I
П-+00

келиб чикади. Агар qx — 1 булса, (3 .33)  дан (3 .29)  келиб чикади. 
Ш у  билан теорема исбот булди.

И зсц . 1) 7Я сонларми итерация методииинг (я+ 1 )-ц а д а м и д а г и  яхлитлащ 
хатоси деб  к;араш мумкин.

2- теоремадан чексиз камаювчи геометрик прогрессиядек нолга ин- 
тилгандагина 1сп нинг 5 илдизга я^инлашиши келиб чикади. Агар |fn| <  т  
б улса ,  бу теорема фак;ат^'ге билан £ орасидаги айирманинг ба^осини бе- 
ради.

2) 1  =  0 булганда биз итерация методининг идеал х,олига келамиз. У м у -  
ыан олганда, якинлашиш х,а!\идаги теоремаларни 2- теоремадек таърцфлаш 
керак эди. Ленин шунга карамасдан бундан кейин биз фадат идеал х,олни 
куриб чицамиз.

4 - §. ЦИСКАРТИРИБ АКС ЭТТИРИШ ПРИНЦИПИ. И ТЕРА Ц И Я МЕТОДИНИНГ 
УМУМИЙ НАЗАРИЙСИ ХД КИ Д А  ТУШУНЧА

Метрик фазо зацида тушунча. Ф араз килайлик, X ихти
ёрий элементларнинг туплами булсин. Агар X  дан олинган ихти
ёрий иккита х  ва у элементлар учун шундай р(х, у) функция 
мавжуд булиб, у куйидаги шартларни (метрик аксиомаларни) ка- 
ноатлантирса, у золда X туплам метрик фазони ташкил этади 
дейилади:

1) р (х, у) > 0  ва р (х, у) =  0 муносабат х  =  у булгаьдагина 
бажарилади,

2 ) р (х, у) =  р(у, х)  (симметриклик аксиомаси),
3) р (х, у )  <  p(x, z)  +  р(г, у) (учбурчак аксиомаси).
р(х, у) функцияни эса метрика (ёки х  ва у элементлар ораси-
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даги масофа) дейилади. Метрик фазонинг элементлари одатда унинг 
нукталари дейилади. X тупламда масофани хар хил усуллар билан 
киритиш мумкин, у ^олда X >;ар хил метрик фазоларни з{осил к;и- 
лади.

Фараз килайлик, X п улчовли х  =  (х и х 2, . . .  , х п) векторлар 
туплами булсин. Бу тупламда биз уч хил масофа киритамил.

1. К убик ёки  те м а со ф а . Бу цуйидаги

Ря, ( * ,  У) =  т а х  |х ,— у,| (4 .1)
1 <1<Л

тенглик билан аш-щланади. 1- ва 2- аксиомаларнинг бажарилиши 
уз-узидан равшан. Учинчи аксиома эса цуйидагича текширилади:

Р,ЛХ, У) =  max \x i — У;1 =  т ах |(х£ — z t) +  (г, -  y t) I <S
i I

<  т а х (  \xt — Zj| +  \z, — y,|) ^ m a x  \x, — г,| +
i i
+  max \zt — y,| =  p,,.,(*, z ) + p j z ,  у ).

i

2 . О ктаэд р и к ёки s м асо ф а. Бу цуйидаги

Ps(x, у) =  У  \x i Уг1 (4 .2 )

тенглик билан ани:<ланади. Бу ерда дам учинчи аксиоманинг ба- 
жарилишини текшнрамиз:

Р ,(* . У) =  2  Iх ; ~  У<| =  S  I ~  z i) +  (z t -  У<) I ^
f=l i=l

n n
<  ^  \х, -  г,| +  2  — Уг! =  ?s(x,z) +  Р ,(г ,у) .

/ =  1 i= 1

3. Сферик ёки / м асо ф а. Бу масофа куйидаги

Р/(*, У) =
(4 .3 )

тенглик билан аникланади. Бу ерда учинчи аксиомами текширишда 
Коши-Буняковский тенгсизлиги

2  a ibt
1=1 / = 1

k

дан фойдаланамиз:

Р?(*. у ) =  2  (*1 -  У;)2 =  s  [ (х ( — zi) +  (zi — У/) ]2 =
1 = 1

£  (х ,  -  z t)* +  2 2  (X, -  z t) ( Z t — у,) +  2  (zt ~ У /)2
i=\ i—l

< P ? ( * ,  z) +  2?l(x, z) pt(z, y)-|-p\{z, y) =  [p/( x ,  z ) - f  Pi(z, у ) ] 2 

яъни
Pi(x, У) < P t(x, z) + Ф ,  y).
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X тупламда бу метрикалар ёрдамида киритилган фазолар узаро 
фарк.ли метрик фазолардир.

т метрика билан аникланган фазо одатда тп орцали белгила- 
нади. Учинчи метрика билан аник;ланган фазо п улчовли Евклид 
фазосидир.

X метрик фазонинг

р(х, х 0) <  8

шартни каноатлаатирадиган нукталарининг туплами маркази х 0 да̂  
ва радиуси 8 га тенг булган ё ш щ  ш а р  дейилади.

Бирор метрик фазодаги шар бошца фазода тамоман бошка фи- 
гурани ташкил этади. Масалан, т п фазодаги

Рт(х, х 0) <  5

шар п улчовли Евклид фазосида маркази х 0 =  (х ^ ,  . .  . ,
нуктадаги п улчовли кубдан иборатдир. Худди шунга ухшаш

р4(дг, х й) <  3

шар эса маркази х 0 нуктадаги октаэдрдан иборатдир.
Бизга кейинчалик учбурчак тенгсизлигининг ^уйидаги натижа- 

си керак булади. Ихтиёрий х, у, z, а £ Х  ну^тааар учун

|р(*. У )  ”  Р(г . и ) | < р ( * .  г ) + р ( у ,  и )  ( 4 .4 )

тенгсизлик уринли. Хацицатан ^ам, учбурчак тенгсизлигига ку р а

Р(х, у) <  р(х, z) +  p{z, у ) < р ( л г ,  z) +  p(z, « )  +  р(«, у)  (4.5)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин.
Бундан

Р(*. у )  — р{Z, и) s£ p (x ,  z) +  Р (у , и ) ,  (4.6)

б у тенгсизликда х, у лар билан z, и ларнинг мос равишда урин- 
ларини алмаштирсак,

Р(z, и) —  р(х, у) <  р(лг, z) +  р(у, и) (4 .7 )

келиб чицади. Энди (4.4) тенгсизлик (4.6) ва (4.7) дан келиб чи
тали. Масофа метрик фазода табиий равишда якинлашиш тушун- 
часига олиб келади. X метрик фазода бирор {хп} кетма-кетлик 
берилган булсин. Агар п->оо да р(хп, х ) -> 0  булса, у ^олда б у  
кетма-кетлик X фазонинг х  нуцтасига яцинлашади дейилади ва 
х п-*-х  ёки Пш х п =  х  каби ёзилади. р(х, у) масофа л; ва у эле-

П-+ со
ментларнинг узлуксиз функцияси, яъни агар х п -+- х  ва уп-+ у  
булса, у ^олда:

р(*л, у п) ^  р{х, у)
эканлигини курсатиш 1<ийин эмас. Ха:даатан ^ам, (4.4) тенгсиз^ 
ликда z  ва и ни мос разишда х п ва у п билан алмаштирсак;

IP (хя, Уп) — Р ( * ,  у) | <  р (хп, х) +  р (уя, у).



Б у  тенгеизликнинг унг томони нолга интилади. Демак,

■ Р ( * в. У п )-> р (* .  У)-
Метрик фазода хар бир яцинлашувчи кетма-кетлик биргина лимит 
нуктага эга булиши мумкин. Даки^атан дам, х п-> х  ва х п->-у, 
яъни лимит нукталар иккита х  у булсин. У долда учбурчак 
тенгсизлигига кура

о <  р(х, у) <  р(х, х п) +  ?(хп, у).

Б у  тенгсизликларнинг унг томони п~> оо да нолга интилганлиги 
учун р(х, у) — 0 , яъни х = у .

X  метрик фазодаги дар цандай якинлашувчи {х п} кетма-кет
лик Больцано-Коши аломатини каноатлантиради. Хакикатан дам, 
агар х п-> х ,  у долда берилган е > 0  учун шундай « 0 =  « 0 (е)

мавжудки, дар цандай « > « 0 учун р{хп, е тенгсизлик

бажарилади. Бундан / г > я 0 ва т > п 0 учун

р(*«, х т) <  ?{хп, х) +  р(*. х т) <  ~  в +  ~  s =  е

булади.
Тескариси, умуман айтганда, нотутридир, чунки шундай мет

рик фазолар мавжудки уларда кетма-кетлик учун Больцано-Коши 
белгисининг бажарилишидан бу кетма-кетликнинг шу фазода як;ин- 
лашувчи эканлиги келиб чикмайди. Масалан, рационал сонлар туп- 
лами R  да масофани p (r , , r2) — ]г4 —  г 2| формула билан киритсак 
бу  туплам, равшанки, метрик фазога айланади, аммо бу фазода

| r „ = = [ l  кетма-кетлик рационал сонлар кетма-кетлиги бу

либ, рационал сонга яцинлашмайди, чунки limr„ =  lim fl +  ^ " = =
п~+ со П'

=  е —  трансцендент сондир. Шунинг учун дам биз цуйидаги 
таър^фни киритамиз.

Агар X метрик фазода Больцано-Коши аломатини каноатлан- 
тирувчи дар цандай {х п} кетма-'кетлик як.инлашувчи булса, у 
долда X метрик фазо ту лиц  дейилади. Тулиц метрик фазолар 
учун я^инлашиш дацидаги теорема уринлидир: {х п} кетма-кетлик 
як;инлашувчи булиши учун бу кетма-кетлик Больцано-Коши ало
матини каноатлантириши зарур ва етарлидир.

Ц исцартириб ак с эттириш  принципи. Фараз килайлик, X 
тулик; метрик фазо булиб, ф(х) эса шу фазода аникланган опера
тор булсин. Агар шундай бирдан кичик мусбат сон мавж уд б у 
либ, ихтиёрий икки х, у £ Х  элементлар учун

р(ф(*), ф(У)) < < 7 Р (* ,  У) (4 .8)

тенгсизлик бажарилса, яъни 9 оператор X фазо элементларини 
якинлаштирса, бу оператор X  фазони узига цисцартириб ак с  
эттиради  дейилади.
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Биз энди . . .

х  — ф(х) (4 .9 )

операторли тенгламани ечиш масаласини куриб чиь;амиз.
1-  т е о р е м а .  Агар <р(х) оператор ва дастлабки яцинлашиш х 0, 

Куйидаги шартларни цаноатлантирса:

1) р(х, х 0) < 8  (4 .10)

шардан олинган ихтиёрий икки х  ва у элемент учун

р(ф(х), ф (у)) <  др{х, у) ( 0 <  <7 <  1); (4 .11)

2 ) куйидаги тенгсизликлар уринли булса:

Р (ф(х0), х 0) <  т], ̂  8, (4 .12)

у долда (4.9) тенглама (4.10) шарда ягона £ илдизга эга булиб,
{х„}  кетма-кет яь>инлашишлар бу ечимга интилади ва интилиш 
тезлиги

' Ъ )< т =^ - 9" (4.13)

билан ани^ланади.
И сбот. Аввало {х„} кетма-кетликни цуриш мумкиялигини, 

унинг элементлари (4.10) шарда ётишини ва

р(х -̂)-1, х п)^ у ]д п (4.14):

тенгсизлик уринли эканлигини индукция методи билан курсатамиз. 
Шартга кура х 0 (4 .10) шарда ётади ва унда ф(а) аникланган».
шунинг учун х ,  =  ср(х0) ни куриш мумкин. Кейин (4.12) дан
р(х1, х 0) =  р('р(Хо), х 0) т) келиб чицади. Демак, (4.14) тенгсиз
лик п =  0  да уринли экан. Бундан ташцари, (4.12) га кура..

^ < ^ - 3 ^ - - < 8, демак, х х (4.10) шарда ётади. Энди х и х 2, . . , х ге 

Курилган, (4.10) шарда ётади ва улар учун

р(х/1+и x k) s£tj qk (k =  Q, 1, . . . , n — 1) (4 .15)

тенгсизликлар уринли деб фараз киламиз. Индукция шартига кура 
х п (4.10) шарда ётади, <р(х) оператор (4.10) да ани^ланган, шу
нинг учун дам х га+1 == tp( х л) ни куриш мумкин. Сунгра, (4.12) га. 
кура

р(хп-ы, *п) <Q?(Xn, Xn-i).
Энди (4.15) да k — n —  1 деб олиб, бундан

р(х„+1, х„) <  riqn

ни доеил киламиз. Нидоят, x n+i нинг (4 .10) да ётишини Курса- 
тиш колди. Бунинг учун р(хп+ь х 0) масофага бир неча марта
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учбурчак тенгсизлигини цуллаймиз ва (4.15) дан фойдаланамиз: 

р(Хп+1, * о ) < Р ( * и + 1 .  Хп) + р (х п, Xn-i)  +  . . . +  р(х„ Х0) <

+  'ПЯп~1-\- • • • +  Ч <7° <  <  8.

Энди {х„} нинг фундаментал кетма-кетлик ташкил этишлнгини 
курсатамиз. Ихтиёрий р натурал сон учун (4.14) га кура

Р(Хп+р, Хп) <  р(Хл+р, Xn+p-l) “Ь • . • +  p(jVn-f.i, х п)
•< т] q n+p~x +  . . .  4 -  7]qn =! W  t(^_~ qp) <

ёки

р(-^л+р, х а) -С 2" i j ~  • <7Л. (4.16)

Бу тенгсизликнинг унг томони п ->  оо да нолга интилади. Демак, 
{хп} кетма-кетлик фундаментал булиб, X  фазо ёпик булгани учун 
унинг лимити i  =  lim х п мавжуд.

П~* оо
Масофанинг узлуксизлигидан фойдаланиб р(ха, х 0) < 8  тенг- 

сизликда п ->  оо да лимитга утсак, р(§, х 0) < ! 8  келиЗ чицади, 
яъни | ^ам (4.10) да ётар зкан. Кейин, р(ф(лг„), <р (£) ) ^ < 7 р(х„, £) 
тенгсизликнинг унг томони нолга интилганлиги сабабли ф(х„) - >  
->-ф(|). Энди х п + 1  — ч(хп) тенгликда лимитга утсак % — <р(£) к е 
либ чицади, демак, I (4.9) тенгламанинг ечими экан. Энди бу 
илдизнинг ягоналигини курсатамиз. Фараз ^илайлик, (4.9) тенг
ламанинг (4.10) сферадаги бирор ечими булсин, = £  эканлиги
ни курсатамиз. ^ацикатан за м  (4.11) га кура

p(?i, £) =  p(?(£i), Ф © ) < < 7  P(?i Ю.
1 булганлиги учун бу муносабатлар фацат ^  =  £ булган- 

дагина бажарилади.
Нидоят, (4 .13) тенгсизликнинг бажарилишини курсатиш колди. 

Уни курсатиш учун (4.16) тенгсизликда р ->  оо да лимитга утиш 
кифоядир.

Чизи^ли булмаган тенгламалар системасини итерация ме- 
тоди билан ечиш. Эйз энди итерация методи билан

f\ {Х\, х 2, . н S т о

f i  (Х\, х 2, . • - , * „ ) =  о, ( 4 .1 7 )

f n(x  1 , * 2, . . X
'

а II О

тенгламалар системасини ечиш масаласига утамиз. Бунинг учун 
аввал (4.17) системани бирор усул билан куйидаги каноник шакл- 
га келтириб оламиз:

Xf —  T i(X j,  . • • * х„),
X} =  <p2(Xlt х 2, . • • . х п), (4 .18)

х а =  <p„(xit x lt . • * » Xд) •
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Фараз цилайлик, х<°> =  (я<°>, х<2а\ . . .  , х<г°>) дастлабки якин*
лашиш топилган булсин, у ^олда кейинги яцинлашишлар куйида- 
гича топилади:

* ( * + 1) tP l ( 4 * )> X2k)> • • • • Хп ])> 
X(ft+l) =  tp2(x W ,  Х<*>...............X<W),

4 fe+1> =  4 ft)> • • • .

(4 .1 9 )

Бу  итерацион жараён яцинлашишинияг етарли шартларини аниклаш 
учун цискартириб акс эттириш принципини куллаймиз. Ш у мак- 
садда п улчовли векторлар фазоси R n да х  — ( хи х 2, . . , ,  х п) 
вектор ва (4 .18 )  системанинг унг томонидаги <?и <р2, ■ . . , 
функцияларнинг кийматларидан тузилган Ф =  (Ф1, ? 2, . . .  , <р„) 
векторни олиб у == ф(х) операторни аниклаймиз. Бу оператор R n ни 
R n га ёки Rn нинг бирор цисмига акслантирзди. Бу  оператор 
ёрдамида (4 .18)  система

я  =  ф (х), (4 .20)

(4 .19)  итерацион жараён эса

*<*+!) =  ф(х<А>) ( *  =  0 , 1 , 2 - , . . . )  (4 .21)

курипишида ёзилади. Энди (4 .2 0 )  тенгламага 1- теоремани куллащ 
учун теореманинг (4 .11)  шартида катнашадиган q ни ф1( <р2, . . . <вп 
лар оркали ифодалаш керак. Бундай ифода масофага богликдир. 
Биз юкорида R n фазода уч хил масофа тушунчасини киритган 
эдик. Хар бир масофада q  нинг ифодасини топамиз.

1. т м асоф ада :  р,„(х, х (0)) <  5 шардан ихтиёрий иккита х  =  (х ,  
х 2, . . . , х п) ва у =  (уи  у2, . . . , у п) вектор олиб ва <р,(х), <?2(х), 
. . . , <р„(х) функциялар бу шарда узлуксиз хусусий досилаларга 
эга деб фараз килиб, бу нукталар тасвирларининг у^х)  ва <рДу> 
координаталарини курамиз:

Ы * )  —  'Рг(У)! =  M * i »  * 2 >

/=1 ;

Х„) ~  тЛ У ь Уз, . . .  , Уп)\

/=1
д х ,

max \хк
1 <k<n ■У*1 ==»

/=1

д<р{(7)
dxj Рт{Х, у).

Б у  ерда досиланинг циймати х  ва у нукталарни бирлаштирадигаиг 
тугри чизикнинг х  нуктасида ^исобланган. Бу нукта х ,  у ва i га 
богликдир. Юкоридаги бах;о х ,  у ва i га боглик булмаслиги учун

dxi
ни т а х т а х

I X dxi
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т а  алмаштирамиз, бу ерда х  буйича максимум рт(х , х (0> шар- 
даги энг катта кийматни Силдиради.

Натижада биз

Рт(?(х), Ф (у)) <  max шах
I X

/ =  1

т а  эга буламиз. Бундан куринадики, 1 - теореманинг (4.11) шарти- 
даги q  сифатида

qm =  max max >  ' | д<?1
i х jRWoi I OXj

/ =  1

(4.22)

■ни олишимиз мумкин.
II. s масоф ада. Юкоридагига ухшаш ишларни рДх, х <0))< ^ '  

шарда бажариб куйидагини ^осил киламиз:

i = i

Бундан эса
г - i

max max 
/ *

°fi
dxj IXj  -  Уу|.

р*(ф(*), ф(у)) ^  qsPs(x, y),

—
i=l

max max 
/ *

d<fi
oxI

келиб чик;ади.
III. I масоф ада. К|аралаётган pt{x, x (0)) 

■-сидаги
8 шар Евклид фазо-

(xt — x f ]f  " ^  8
! =  1

атрдан иборатдир. Бу шардан ихтиёрий иккита х  ва у нукталар- 
ни олиб куйидагиларни ^осил киламиз:

!?/(•*) —  ф Д у ) I2 =  

р?(<р(*). ? ( у ) )

Г  Ш * )  ( X , —
д х . (X j~  У j)

/=1
< m f

/=i

[ ? , ( * )  —  9 ; (У )  I2 Р2 (X,  У) ,

q\ =  7  max
г= 1 /=1

/.

Шундай килиб, учала масофада дам q нинг ифодасини топдик. 
Энди 1- теоремадан фойдаланиб, итерация жараёни якинлашиши-
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нинг етарли шартини бериш мумкин. Биз буни фацат т, масофа 
учун таърифлаймиз, цолган иккита масофа учун теоремани таъриф- 
лашни укувчиларга давола киламиз.

2 -  т е о р е м а .  Фараз цилайлик:____
, х п) {i — 1, п) функциялар

max \х ■ ■ я<°> | <  8 (4 .23)

сох,ада аникланган. ва узлуксиз дифференциалланувчи булсин;
2) бу со :«;ада

max

J=i

dfi_
dxi

д <  1 (i =  1, я) (4.24).

тенгсизликларни каноатлантирсин;
3) дастлабки як;инлашиш я<°), х<2°\ , учун

v|х<°> — <рг(х<°>, 4 °), . . . , х^0))| < т )  (г =  1, п), 1 - q
шартлар бажарилсин. У долда (4.18) тенгламалар системаси (4 .2 3 )  
сод ада ягона £ =  (Ei, ?.г, . • . , Ъ„) ечимга эга булиб, (4 .19) тенг- 
ликлар билан аникланадиган кетма-кет яцинлашишлар бу ечимга 
интилади ва интилиш тезлиги

а/ qn (I =  1, п)1 - q
тенгсизликлар билан бадоланади.

Энди оддий итерация методи ёрдамида мисол ечишни курсата- 
миз.

М и с о л .  Куйидаги

/, (х, у) =  — х{у  +  5) +  1 =  0 ,  М х , у) =  д: +  31gjc — у2 =  О

системанинг мусбат илдизлари туртта маънэли ракам билан топилсин.
Е ч и ш .  /,(.*:, у) =  0  ва f 2(x, у) =  О 

функцияларнинг графикларини ясаймиз 
(11-  чизма). Бизни кизиктирадиган ил- 
дизнинг такрибий киймати аг0— 3,5; 
у0 =  2 ,2  дир.

Итерация методики куллаш учун бу 
системами куйидаги

х  =  / 0 , 5 1 * . (у +  5 ) —  1] =  <fx(x, у), у =  
= V x  +  31gx =  <p2(jc, у)

каноник шахлга келтирамиз. Энди 2- т е 
орема шартларини текширайлик. Бунинг 
учун дастлабки якинлашишнинг 

1л:— 3,51 <  0, 1;  |у —  2,21 <  О.1 
атрофида (4.22) шартни текшириб кура- 
миз:

d=pi   У Н~ 5_______
дх Vх(у  +  5)  —  1 .
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4- ж адвал

k xk У h

0 3 , 5 2 , 2
1 3 ,4 7 9 2 ,2 5 9
2 3 ,481 2 ,2 6 0
3 3 ,4 8 4 2 ,261
4 3 ,4 8 6 2 ,261
5 3 ,4 8 7 2 ,2 6 2
6 3 ,4 8 7 2 ,2 6 2

<*?!
ду

-Её ..
дх

!+ •

V
ЗМа

* (У  +  5 ) - 1

2 / л: +  31 g x
д?2
йу О,

бу ерда М =  0 ,43429 —  утиш модули. 
Куйидаги батога эга буламиз:

m ax 
х. у

I Imax-----
х, у | дх \

ду

шах
* .  У

3 ,6 ,  Т

dtp,
дх

1 +■

4|/ 3,4(2,1 +  5 ) -  

3 -0 ,4 3 4

(2,3 +  5 ) / 2

<  4,. 3,4(2,1 +  5)

<  0,27 ;

0,54;

3,4

Бундан

ш ах

—  <  0 ,42;  
2 ^  3 ,4 +  21g3,4

дх +
(3<f,
ду <  0,81 ;  m ax

I д<{2
дх +

д<?2
ду

0.

ду
<  0,42.

.Демак, q — 0,81 ва итерация жараёни якинлашади. К етма-кет яциилашиш- 
ларни

1 =  | / f  +  5 > L , у *+1 =  / х к +  3\gxk, (k =  0, 1 , 2 , . .  .)

формулалар ёрдамида олиб борамиз. х к ва ук кетма-кет якинлашишларнинг 
Кийматлари 4- жадвалда келтирилган. Шундай килиб, такрибий ечим сифа
тида

?! =  3,487; £2 =  2,262
'НИ олишимиз мумкин.

5- § .  ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШНИНГ 1 Щ О Р И  ТАРТИ БЛ И ИТЕРАЦИОН
МЕТОДЛАРИ

Умумий м улодазалар. А ввал  оддий итерация методи билан 
танишганимизда курган эдикки, хп (п =  0 , 1, 2 , . . . )  такрибий 
кийматлар кетма-кетлиги £ ечимга як;ин булса, хато гп =  £ — хп 
умуман айтганда,

=  ? ' (5) ел-1
конун билан узгаради, яъни я-кадамдаги хато (п — 1)- кадамдаги 
хатога пропорционалдир. Агар |ф '(Е)|< 1 булса, у вактда гп хато 

-махражи « ' ( £ )  га тенг булган геометрик прогрессия кояуни буйи- 
ча узгаради. Шундай методлар дам мавжудки, уларда п- кадамда
ги хато (п — 1)- кадамдаги хатонинг т- даражасига пропорционал
дир (т >  2), яъни е„ =  Ф ( £ ) е М а с а л а н ,  Ньютон методида 
хатонинг узгариш конуни (6 - § га к-)

е _  J L 1 Ж  
« 2 /'(£)
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каби булади. Бу ерда п- цадамдаги хато (п — 1)- кадамдаги хато- 
иинг квадратига пропорционалдир, шунинг учун )^ам бу ерда х ат о  
квадратик цонун билан узгаради  деб айтилади.

Энди итерация тартиби деган тушунчани умумий ^олда 
киритамиз. Агар

итерацион жараён р-тартибга эга ёки унинг яцинлашиш т ар
тиби р га тенг дейилади. Агар I илдиз атрофида а(х)  функция 
р- тартибли узлуксиз ^осилаларга эга булса, у ^олда Тейлор фор- 
муласига кура

уз навбатида

келиб чикади.
Бу параграфда Д х)  =  0 тенгламанинг илдизларини тогиш учун 

юцори тартибли итерацион методни ^уришнинг иккитасини куриб 
утамиз.

Ч ебиш ев метоци. П. Л . Чебишез 1S33 йилда берилган Д х )  
функцияга тескари булган ^(у) функциями Тейлор формуласи 
ёрдамида тасвирлзш й/ли би н и  ю:<ори тартиЗля итерацияни куриш 
методини таклиф этди.

Фараз килайлик, Д х)  =  0 тенгламанинг х  =  | илдизи [а, Ь] 
ораликда ётсин ва Д х)  функция хамда унинг етарлича юцори 
тартибли досилалдри узлуксиз булсин. Бундая ташкари бу оралиц- 
нинг барча нукталарида Д(х)ф О  булсин. У ^олда f'(x )  бу ора
ликда уз ишорасини са^лайди ва Д х)  монотон функция булиб, 
х  — g{y) тескари ф/нчцияга эга булади. Те:кари функция g(y)  
Д х)  нннг узгариш со>аси [с, d\ да аник-ланган булиб, Д х )  канча 
узлуксиз досилаларга эга булса, у дам шунча узлуксиз досила- 
ларга зга булади. Тескари функциянинг таърифига кура

*  =  £ ( / ( * ) )  {х £ [а , Ь]), у = = / ( о ( у ) )  (у G (с , d ]).  (5 .1 )

бул са, у ^олда

р - i

бу ерда г ] £ (х ,  |).
Бундан итерациянинг тартиби р булганда

Демак,

t = g (  0 ). (5 .2 )
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Агар у £ [с, d] булса, у  долда Тейлор формуласидан
р - i

I =  g(0) =  g ( v —y) =  g  (у) +  У ]  y{k) +
* = 1

+  ( _ 1)Р (5 .3 )

бу ерда V) сони 0 ва у орасида ётади. Ёки у урнига f ( x ) ни ку- 
йиб ва g (y )  — л  ни назарда тутиб,

l  =  / Щ х )  +  { - \ у  £ ? М - р { х )  (5 .4 )
4 = 1

ни досил киламиз. Агар

=  *  +  ( - D *  " <h)̂ x)) f  (*?
k=l

деб белгилаб олсак, у долда

х  =  <pp(x )  (5 .5 )

тенглама учун х  — Е ечим булади, чунки

=  ( - i ) A -gW[ p })
k=i

Бундан

?</' (Ю =  0 ,у  =  1 , р —  1,

булганлиги сабабли

V i  =  T p W  (« = = 0 , 1, 2, ; x 0 e [ a ,  6 ] )  (5 .6 )

итерацион жараён р- тартибли булади. Агар х 0 £ га якин булса, 
у  долда (5 .6 ) билан аникланган {хп} кетма-кетлик I га якинла- 
шади. ^акикатан дам, <р̂ (|) =  0 булганлиги учун I нинг шундай 
атрофи топиладики, у ерда \<?'р{х) | <  q <  1 булади. Бундан эса
х 0 с га етарлича якин булса {хп} итерацион кетма-кетликнинг
якинлашиши келиб чикади.

Энди 9р(х) нинг f(x )  ва унинг досилалари оркали ошкор ифо- 
дасини топамиз. Бунинг учун (5.1) айниятдан кетма-кет досилалар 
оламиз: -

У ( / ( х )  )/ '( * )  =  1,
. ё !\ т  ) f\ x )  +  g '(f{x) )f\ x)  =  о,

g"'{f{x) ) f \ x )  +  3 g"(f(x) )f'(x)f"(x)  +  g ' ( f ( x )  ) / " ( * )  =  0 , 
........................................................................................................................................................................ .  .  ( 5 . 7 )
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Бу ердан биз кетма-кет g '(f(x ) ), g"(f(x)), . . . , g (p~1}(f(x ))  ларни 
ва шу билан бирга ур(х) ни авиклаймиз. (5 .6 ) итерация жараёни- 
ни р нинг бир нечта конкрет кийматларида ошкор куринишга кел- 
тирамиз. р= 2 булганда

cps(x ) =  х  -  ва х я+1 =  х„ -  . (5 .8)

Биз кейинчалик курамизки, бу жараён Ньютон жараёни билан 
у стм а-у ст  тушади. р — 3  булганда (5 .5 ) ва (5 .7 ) дан

/ ч /(•*) Г ( х ) р ( х )
Ъ { х ) - х  П х)  2 [ / '( * ) ] *

ва
„  f(x„) *"{хп) П х п ) (5 .9 )

Xa+l Х» f' (x n )  2 \ f (x n ) ] 3

келиб чицади. р = 4  учун

f(x) f" (x )/4x)  Р {х)  3f " \ x ) - f ' ( x ) f " ’{x)
f {x )  2 [ Л * ) ] "  12 [/ '(*) p

ва (5 .10)
f ( x n) f" {x n) P ( x n) P (x n) 3 f" 2(xn) - f { x n)f'"{xn)

Xn-̂ ~1 X n f ( x n) 2 [f'(xn) ]3 12 • [ f ' {xn) ]5

ни ^осил циламиз. Бу итерацион жараёнлар мос равишда 2, 3 ва 
4- тартибли итерациялар булади.

Энди вп =  | хатонинг нолга интилиш тезлигини ба^олай- 
миз. Бунинг учун (5 .4 ) тенгликда х  — х п деб олиб, (5 .6 )  ни на- 
зарда тутиб, куйидагини досил киламиз:

(5 .1 D

бу ерда х  I билан х п орасида ётади, / ( !)  =  0 булганлиги учун

■/(*«) =  -  { №  -  ( /х п) ) =  - а  -  * „ )  / ( * )  (5 .12)

( х  ^ам £ билан д:л орасида ётади). (5 . 12) ни (5 . 11) га куямиз:

en+1 =  ^ £ ) )  [ / ( I ) J P SP. (5 .13)

Куйидаги

g(p>( / £ ) )= max
л:, л: (: (о, 0]

pi [ / 'И Р

белгилашни киритиб, (5 .1 3 )  дан

| еп+1 | <  q \гп\Р (5 .1 4 )

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизликни кетма-кет кУллаб> 
Куйидагини ^осил киламиз:
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р п - 1  р ' Ч р - г ж  

Ы  <  Ях + 'р +  • ■■ • +  рЯ' 1 к Г  =  ( # о |  ) р -  1 leol " - 1 .
Агар | s0 1 < :  1 ва q | е0 1 =  ш <  1 булса, у долда

К 1 < № р~х (5.15)
булади, бу эса (5 .6 )  итерациянинг нидоятда тез якинлашишини 
курсатади. Хусусий долда <в s :̂ Ю- 1  ва | е0 1 <  1 булса, кщоридаги 
(5 .8 ) ,  (5 .9 )  ва (5 .1 0 )  итерациялар учун мос равишда цуйидаги- 
ларга эга буламиз: р =  2 учун

К 1 < 1 0 - \  Ы  ^ Ю - 3, |в3 | < ю - ’ , |е4 | С  ю — . . .  

р =  3 учун

К | < 1 0 - 1,.| е8 < 10- 1> |£3 | <  Ю - 13, |е4 | < 1 0 -«°, . . .
р  =  4  у Ч у Н 

|st | С  1 0 - 1, | е2 | < £ 1 0 - 5, |£з| < Ю - 18, |е4 | ^  1 0 - 85, . . .

Демак, ш < 0 , 1  булганда учинчи итерациянинг узи бизга керак- 
ли аникликни беради.

Э йткен  м ето д и . А . Эйткен 1937 йилда хос сон ва хос век- 
торларни топишдаги итерацион жараённи яхшилаш методини так- 
лиф килган эди. Умуман олганда Эйткен методини дар к;андай 
итерацион п р о ц е ссо р а м  куллаш мумкин. Биз дозир ана шу ме- 
тоднн куриб чи^амиз. Фараз цилайлик, бизга х  =  £га  яцинлашув- 
чи р-тартибли жараён

x a =  ? (x„_ t) 
берилган булсин. <?(лг) функция ёрдамида

— х -? М х )) -< е Ч х )  /с 1й\
'  '  2 <Р ( * ) + ? ( ?  ( х ) )  ( 5 - 6 )

функцияни тузамиз.
Агар ( ! )  т М  ва р =  1 булса, у долда

х п+1= Ф ( х п) (5 .17 )

итерацион жараённинг тартиби 2 дан кичик булмайди, р > 1  бул
ганда эса 2 р —  1 дан кичик булмайди. Бу  тасдикларни исбот 
циламиз. Умумийликка зарар етказмасдан, £ =  0 деб олишимиз
мумкин. Агар £,фО булса, x  — £,-\-z, <р(я)—  | =  <р(£ +  2 ) — £ =  
=  (« (г )  белгилашларни киритамиз. У долда х  =  <?(х) тенглама 
2  =  ш (г) тенгламага 5 тадн, ш (г) учун цурилган (5 .16) функция

о  (z ) =  г и ( т (г )) ~  0)2(г ) _ (■* — £)»> (у (х )  — S) — (у (х )  —  £)з __
""  '  '  Z— 2<о ( г ) 4 -ш { с о  ( г ) )  х  —  «—2 ( у  ( х )  —  £) +  <о ( у  (л :)  —  $)

(JC —  S )  [ ?  ( у  (JC) )  —  61 —  ( у  (JC) —  6) а  _

^  х  —  £ —  2  ( у  ( х )  —  £ ) +  у  ( х ) )  —  £ 

л: у (у (х)) — '?v(x) — Z[x — 2<f(x) +  <f (у ( х ) ) ]  ф  , . р

“  л - 2 у (* )  +  у (у (х )) К > 5
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га утади. Демак, £ =  0  деб олишимиз мумкин, х „  =  ср ( х „ _ | )  р-' 
тартибли итерация булганлиги учун <р(х) нинг х  =  0  нуцта атро- 
фидаги ёйилмаси куйидаги

ср ( х )  =  ар хР +  «р+1 х р+1 +  • • •

куринишга эга булади. Б у  ёйилмани (5 .16 ) га куйсак,

X [dp (<ХрХр +  ai>+i АГР + 1 +  ■ ■ -)р +  — ( ap xP jr ap+ i Хр + г
Ф (х )  =  - ■ '2 (ар Х °  +  ар+1 хР+г +  ...) +  [ар (ар ХР +  ap+l X?+l +  ...)Р+ ...j 

х ( а рр + 1 х р2  +  . .  . )  —  (Яр Х 2Р +  2 а р  а р + !  х 2Р+ 1 +  . . . . )

■ 2 ар ХР +  ар+1 хР‘2 -  2ар+1 X"-Н +  . . .
(5 .1 8 )

э?осил булади. Б у  ифодани р =  1 ва р > 1  доллар учун ало>;ида- 
аложида текширамиз. Агар р =  1 булса, у ^олда Ф (х )  нинг сура- 
тида х  нинг даражаси учдан кичик эмас (чунки иккинчи даражали 
>?адлари узаро бир-бирларини йукотишади), махражида эса х  олди- 
даги коэффициент

l - 2 * p +  « *  =  1 —  2 а ,  +  a f  =  ( l  —  ср- ( О ) ) 3 ф  0 .

Демак, махражда х  нинг биринчи даражаси мавж уд ва Ф ( х )  
нинг даражали катордаги ёйилмаси ^еч булмаганда х 2 дан бош- 
ланади. Шунинг учун ^ам Ф '(£ ) =  0 ва (5 .17 ) итерациянинг тар- 
тиби 2 дан кичик эмас.

Агар р > 1  булса, (5 .18 ) нинг суратида х  нинг энг кичик да
ражаси 2р га тенг булиб, махражда х  нинг 1- даражаси цатнаша- 
ди. Демак, Ф (х )  нинг даражали катордаги ёйилмаси 2;еч булма
ганда х 2р_1 дан бошланади. Яъни деч булмаганда j  =  1, 2 , . . . , 
2р— 2 лар учун Ф (£) =  0. Бу  эса (5 .1 7 ) итерациянинг тартиби 
%еч булмаганда 2р — 1 га тенг эканлигини курсатади.

1- изо^. Агар дастлабки якинлашиш х0 £ га х,ар канча якин булганда 
хам, 9 (х) билан аниклангап итерация якинла'имаса( масалан, I <р'(£) | >  1 бул
ганда ) адм (5.17) итерация. хй% га етарлича якин булганда якинлашади. Чун
ки Ф '  (£) =  0 булганлиги учуй х  =  £ нинг шундай атрофи топиладики, у ерда 
I ф " (?) | <  Я <  1 булади. Бу эса,  х0 шу атрофдан олинган б^лса, хп =  Ф (x n—i) 
итерациянинг якинлашиши учуй етарли шартдир.

2- изох;. (5.16) билан аниклангач Ф (х) нинг ошкор куриниши маълум 
булмаса х,ам (5.17) формула билан итерацияни куриш мумкин. Буни цуйида- 
ги у сул  билан бажариш мумкин. х 0 дан бошлаб аввало

X t =  <Р (х0) ва Х 3 =<р (X i )

Курилади, кейин эса х 3 ни

х 0 х 3 — x f  
Хз ~  х0—2х1 +- Хч

формула ёрдамида аниклаймиз.

Агар A xi — x i+! — x t , A2 xi = xi+2 — + Xi деб белгилаб олсак, хг
ни куйидагича ёзишимиз *а м  мумкин:

(А  х 0У
Х 3 =  Х 0 —  Д2лГо .
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( д * з ) а■*« =  <Р (*з ). *Б =  ¥ ( * 4), Х6 =  *5  —  -д5^ г -

формулалар ёрдамида цурамиз ва к.
Шундай цилиб, биз куйидаги итерацион жараёнга эга буламиз:

* з Ж  =  9 (хзд.
-*“3/+2 ^  9 (^3f+i) (? ~  0, 1, 2, ,  , ,),

(A x 3i)»
-  * з /  —  д а ^ .  •

Охирги формуланинг кУринишига караб, одатда Эйткен методи Эйткеннинг 
Ъ^-жараёни дейилади.

6 -§ . Н Ь Ю Т О Н  М Е Т О Д И

Битта сонли тенглама булган ?^ол. Ньютон методи сонли 
тенгламаларни ечишнинг ж уда ^ам эффектив методидир. Бу 
методнинг аф заллиги шундан иборатки, дисоблаш  схемаси му
р аккаб  булмаган з^олда кетм а-кет я^инлащ ишлар илдизга тез 
якинлаш ади. Ньютон методи итерация методи каби универсал 
методдир. Бу метод ёрдамида сонли тенгламаларнинг ^ациций 
ва  комплекс илдизларини тогшш ^амда кенг синфдаги чизи^ли 
булмаган функционал тенгламаларни ечиш мумкин. Ф ормал 
ну^таи назардан царалганда Ньютон методи итерация методи- 
нинг хусусий ^олидир, аслида эса бу методнинг рояси итерация 
методининг р о я с з д н  тамоман фарцлидир. Бу метод чизицли 
булмаган тенгламаларни ечиш масаласини чизи^ли м асал алар - 
нинг кетма-кетлигини ечишга олиб келади. Бунинг учун берил
ган тенглам адан унинг бош чизицли ^исми аж ратиб олинади. 
Биз аввал  битта сонли тенглам а учун Ньютон методини куриб 
чи^амиз. Ф араз цилайлик, бизга

f ( x )  =  0  ( 6 . 1 )

тенглам а ва унинг илдизига дастлабки  яцинлашиш ^иймати х0 
берилган булсин. Бу ерда f(x )  ни етарлича силли^ функция 
деб олам из. О датдагидек, (6 .1) тенгламанинг ани^ илдизини | 
ор^али белгилаймиз. Энди l  — x0+ h  деб олиб, f(x )  функция- 
нинг Хо нуцта атрофидаги Тейлор катори ёйилмасидаги д аст
лабки иккита ^адини олиб нолга тенглаш тирсак, h га нисба- 
тан куйидаги

0  =  f ( x 0 +  h)  »  /  ( x 0) +  f  (лг0) h '

чизиь;ли тенгламага эга буламиз. Б у  тенгламани ечиб, h хатонинг 
такрибий кийматини топамиз:

h —
0 f  (JC6) *

Б у  тузатмани g =  х 0 +  h га келтириб куйиб, навбатдаги якин- 
лашиш

у _  г  /{Ха)-  х о f  (л.о)
ни топамиз. Худди шунга ухшаш

Навбатдаги итерацияларни
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(6 .2)

кетма-кет я^инлашишларни ^осил циламиз. Бу формулалар ёрдами
да Ньютон кетма-кетлигини *осил килиш учун х п лар f ( x )  функ- 
циянипг аницланиш со^асида ётиши ва улар учун / '  (х п) Ф  0 бу
лиши керак.

Ньютон методи жуда $ам содда геометрик маънога эга. ^аци- 
цатан ^ам, у = / ( * )  функцияни

тугри чизик; билан алмаштирамиз, бу тугри чизик эса М п(хп,/(х „ ))  
нуктада у =  f ( x )  эгри чизикк3 утказилган уринмадир ( 12- чизма). 
Бу уринманинг абсцисса уци билан кесишган нуктасини х п+1 билан 
белгиласак, (6 .3 ) дан (6 .2 ) келиб чикади. Шунинг учун, Ньютон 
методи уринм алар методи  деб хам юритилади. Ньютон мет<1- 
дини итерация методидан келтириб чицариш *ам мумкин, бунинг 
учун ( 6 . 1) тенгламанинг х  =  <?{х) каноник куринишида

деб олиш кифоядир.
Ньютон методининг яцинлашиши з^а^идаги теоремалар. Биз

юк;орида айтганимиздек, Ньютон методидан умумий куриниш- 
даги функционал тенгламаларни ечишда ^ам фойдаланиш мум
кин. Бундай тадцикотлар Л . В . Канторович томонидан олиб 
борилган. Куйида келтирилган теоремалар ^ам Л . В . Канто- 
ровичга тегишлидир. Бу теоремаларни исботлаш да

квадрат тенглама учун тузилган {tn} Ньютон кетма-кетлигининг 
якинлашиши му^им а^амиятга эгадир, бу ерда а, Ь, с лар ^ациций 
сонлар булиб, Ь2 — А ас^ О .  Б у  тенглама ^аци^ий илдизларга эга. 
Уларнинг кичигини t*  ва каттасини билан белгилаб оламиз

(13- чизма). Дастлабки яцинлашиш сифатида ихтисрий tQ =f= — ^

ни оламиз. Чизмадан куршшб турибдики, *■**) Да ётса, ^и-

(6 .3 )

P{t) =  a t2 +  bt О (6 .4 )

У1

о

12-чизма, 13-чизма,
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соблашнинг бир кадамидан кейин у бу ораливдан чщ иЗ кетади ва 
t0 бу ораликдан ташцаридн ётса, Ньютоннинг {tn) кетмд-кеглиги 
/0 га яцин илдизга монотон якинлашади.

1- тео р ем а . Агар f  (х) ва дастла^ки циймат х 0 цуйидаги шзрт- 
ларни цаноатлантирса;

1 • f  (х и) =7̂  0  ва | j ,  <  В ; (6 .5 )

2 . f ( x  о)
<  У1 (6 .6 )

/' Uo)

тенгсизлик уринли булса;
3 . f ( x )  функция

| * - * 0 | < 8  ( 6 .7 )

ораликда •иккинчи тартибли узлуксиз f" (x )  ^осилага эга ва бу 
оралш\пинг tapna нукталарида

i / ' ( x ) j < / C  (6 .8 )
булса;

4 . В , К , у] сонлар учун

h =  В К  г; <  ~  (6 .9)

шарт бажарилса; 
5 . ^амда

■ц^Л (6 . 10)

тенгсизлик уринли оулса, у .холда:
1) (6 . 1) те-:гллмл (6 ./) орала >Д1 | е-шмга эга булдди;

2 ) * д+1 =  ( я  =  0 , 1 , 2 , . . .) ( 6 . 11 )
У \-X-n!

кетма-кет якинлашишларни куриш мумкин ва улар | га я;^инла- 
шади: ■

l i m x „  =  |;
И -+ис

3) як.инлашиш тезлиги учун

(6 .12)
ба^о уринли булиб, бу ерда tn эса

/>( 0  =  4 ^ - 5 -  +  F  =  °  (6 Л З >

квадрат тенгламанинг кичик илдизи t*  учун /0 =  0 дан бошлаб
цурилган Ньютон кетма-кетлигининг а- элементидир:

/ _ /  •
«+1 ~~ "  Р' (tn)
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И сбот. (6 .9 )  шартга кура 0 < Л  < 4- булганлиги учун Р{()
купдаднинг

J  л, Л _
2 А  В В'

дискриминанти манфий эмас, шунинг учун дам тенгламанинг дар 
иккала илдизи дакикий ва осонлик билан куриш мумкинки, улар 
мусбатдир. Дастлабки якинлашиш t0 (6 .1 3 )  тенгламанинг кичик 
илдизи

h ^
га як;ин турганлиги учун tn (n =  0 , 1, 2 , . . .)  кётма-кетлиги t* га 
якинлашади ва шу билан бирга t0 <  tx <  t2 <  ... булади.

Индукция методини куллаб, {х „} кетма-кетликни куриш мум- 
кинлипши, унинг барча элементларининг (6 .7 )  ораликда ётишини 
ва

| X п | 1 п̂
бадо уринли эканлигини курсатамиз. А ввал п — 0  холни курайлик, 
х 0 (6 .7 ) орнли'кда ётганлиги ва f ( x 0)^=O булганлиги учун Xj =*

*= * о — ни топамиз. О <  /г <  булганда 
/ (-%) ■ *

1 — /  1 — 2 п ■ 2
h 1 • , 1 — 'la j

касрнинг (1 ,2 ]  да ётиши куриниб турибди. Демак, (6 .1 0 ) га кура

f  ( X q)X, — X ,
1 _  1 —2/i .  ,

<  -Ц <  - J  • -Ц <  ъ,F  <х0)
яъни х, (6 .7 )  ораликда ётади. Шартга кура t0 =  0,

р (to) i
— 0̂ ■ =  "У ==71> 0̂ ~  Ц

Р' (h) в

в а . |х, — х 0 1 ^  у] булганлиги учун, (6 . 12) тенгсизлик п =  0  учун 
уринлидир.

Фараз килайлик, х 0, х и . . . , х п лар цурилган булиб, (6 .7 )  
оралик.да ётсин ва улар учун

, l * * + i  — * J <  tk+1 — tk {k = 0 , 1, . . . ,  я — 1) (6 .15 )

тенгсизликлар бажарилсин.
Фаразга кура, х п (6 .7 ) да ётади ва / ( х п), / ' (х„) маънога эгя. 

Фацат f  {х^)Ф 0 эканлигини куреатиш керак. 13- чизмадан кури
ниб турибдики, — P '(ta) >  0. Буни назарда тутиэ цуйидаги

1
I /  ( * „ )  1 =  1 /  ( * 0) +  1 Г  ( 0  d i  I >  1  -  К \ х п -  х 0 J -  
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- ft  ^ 1  (x n x n—l)  “Ь (-*71—1 X n—2) “Ь  • • • Ч-  i.X\ Л-о) I ^

g - —  K [ { t n — tn-i)  4 - (tn- t —  tn- 2)  -4-  . • .  +  (#„ —  ^o)l = *

=  ^ - K ( t n - t 0) =  ± - K t n =  - P ' ( t n)

муносабатлардан \ f {xn) | >  — P '(tn) >  0 ни ?;осил циламиз.
Энди f { x n) ни бадолаймиз. Бунинг учун f { x n) нинг х п- % ат- 

рофидаги Тейлор цатори ёйилмасидан фойдаланамиз:

f { X „ )  =  f ( X n - t )  +  (Х„ -  Хп- х) f  ( * „ _ , )  +  у  f  (с) ( х п -  Х д -О *

( с е [x „ _ lt х п\).
Бундан эса, (6 .1 1 )  га кура

f { x n) =  \ f " ( c )  ( х п - х п. , ) \

Энди (6 .8 ) ва индукция шарти (6 .1 5 )  дан

| / (*л ) | < 4  iXn - X n-x?  (*„ — *„_ ,)* (6 .1 6 )

желиб чицади.
Ш унга ухшаш ^исоблашларни P (tn) учун бажарсак:

PVn)  =  4  Р"{С) (in -  in-г)2 =  - £ ( * « -  tn-i)* (6 .17)
досил булади.

(6 .1 6 ) — (6 .1 7 ) лардан

\ / ( х п)\ ^  P ( t n)
тенгсизлик келиб чицади. Демак,

I /  (хп)
I x n + i Х п | —  |/ ' (хп)

<-•   Р Уп)   J.   1
^  p i  ^  J 4 Я +  1 i ni

■яъни (6 .1 5 )  бадо & =  я  +  1 учун уринли эканлигини курамиз. 
Энди фак;ат х п+\ нинг (6 .7 )  ораликда ётишлигини курсатсак кифоя. 
-Бу эса куйидаги тенгсизликлардан келиб чик;ади:

I Xn-\-i Хп | =  | ( x n-)-j Хп) - f -  . . . - j -  (Х [  XQ) j ^

^  (^Л+ i  tп) “Ь • • • ~Ь (^ l h )  1=1 п̂+ 1 =  ̂ л+1 ^
^  1 —  / 1  — 2/i ^  $
<  I — -------------- у\ <  о.

. , {^„} кетма-кетлик якинлашувчи булганлиги учун у фундаментал 
кетма-ке-тликни ташкил этади. {х п} кетма-кетликнинг фундамечтал- 
лиги цуйидаги

\хп+р х а | =  | (хп+р Хп+р_ j ) . . .  -f- (^л+1 х п) I
^  п+р ^п+р—l )  “Ь ••• “Ь (^п+ 1 tп) =  tп+р п̂

тангсизликдан келиб чицади. Демак, {х п} кетма-кетликнинг лимити 
мавж уд, бу лимитни £ ор1<;али белгилаймиз: £ =  1 im х п. Агар

П-+оо
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I x„\'P — x n\< tn+p — tn тенгсизликдаp - > oo лимитга утсак, x n нинг 
h la интилиш тезлиги учун (6 . 12) батога эга буламиз.

f  (£)Иих;оят, (6 . 11) тенгликда п -+■ оо да лимитга утиЗ, £ =  s —

Хосил циламиз, бундан эса f ' (I) нинг чегараланганлигини дисобга
олсак, / '(£ )  =  О келиб чик;ади. Шундай ^илиб, теорема тула исбот
Оулди.

Изох,. Теоремадаги (6 .12) б а*о  аник бах,сдир, чунки у (6.13) квадрат тенг
лама Р ( 0  =  0 учун аниц тенгликка айланади.

Юкоридаги (6.12) бах,одан фойдаланиш учун Р (t) =  0 тенгламанинг е ч и -  
мипи топиш ва бу тенглама учун {tn} Ньютон кетма-кетлигини куриш керак. 
Кулайлик учун квадрат тенгламада t =  г)х деб олиб, янги х узгарувчини кири- 
тамиз. Натижада

р  (iit ) =  is ( j hx2— т + 1)
булади. Энди

? (т) =  yftxa — т + 1 = 0  (6.18>

квадрат тенглама учун Ньютон кетма-кетлигини тузамиз: х0 =  О,

x» + t  =  x» - J l ^ j  ( «  =  0 ,  1. 2, ...). (6.19):

1 — / П = 2Ъ , ,
Б у  тенгламанинг кичик илдизи т*  = ---------- ^--------  булиб, {х/г| кетм а-кетли к

унга якинлашади. Осонгина куриш мумкинки tn — г\т„.

2 -  т ео р ем а. Агар 1- теореманинг шартлари бажарилса, | — x ttc 
айирма учун

2^ ( 2А) 2" ~ 171

ба.^о уринлидир.
И сбот. i n нинг таърифидан келиб чик;адиган

? ( ' t« - i )  +  (т« — i ) ==о 
тенгликни назарда тутиб, Тейлор формуласидан

тСО = 9 (хл—1) +  К  — x,-i)V (V-i) +
+  4  /  W  К  ~  =  У  (х« ~  ^ - i )2 (6 -20)-

ни х;осил циламиз. Бундан ташцари

?' ( * )  =  -  1, К  -  (6 .2 Г.,

тенгликларга эга буламиз. Энди п =  1, 2 , ... лар учун

х „ < 2 (1  — 2~п) ва тл — гп ,л < 2 1_л ( 6 .22):

эканлигини курсатамиз. Бунинг учун индукция методидан фойдала- 
намиз. т0 =  0  ва ^  =  1 булганлиги сабабли п =  1 учун (6 .2 2 )*
уринлидир. Энди фараз цилайлик, /г =  1, 2 , . ..  , п учун

т * < 2 ( 1 - 2 - * ) ,  2 1" *



бажарилсин. У ^олда 0  <  h  <  - j  эканлигини назарда тутиб, (6 .2 1 ) 

дан •
1 h . ,  1 h-22~2n n „

* п + 1 х п —  2 1 _ й т „ ( х «  T n - i )  ^  У  I —  2 h  ( 1 —  2 1 - " )  ^  2 "

ва

V H  -  ^  +  К +1 -  ■*„) < 2 ( 1- 2 " * )  +  2 ~л =  2  ( 1- 2 - " - 1) 
ларни ^осил к;иламиз. Сунгра (6 .1 9 ) ва ср(т*) =  0 дан

Y ( % - О

=  _  Т с Ь г ) f? (т* } ~  т “ (х* ~~
келиб чицади. Тейлор формуласидан эса

?  (т * )  -  <р ( * „ _ , )  —  (т*  -  xe _ t ) <р' (тя_ 4) =

“  ■у f /'/ 0х) (х* T« - i )2 (х* т/г—l) 2»

( V - i )  =  h\ - l  - 1 
ларга эга буламиз.’ Демак,

_ *      ft .(т* — ъп_{у*
* “  2 1 — Й x„_j ‘

(6 .2 2 ) тенгсизликка кура

1 -  >  1 - 1  . 2  (1 -  2 1-л) =  21 -я .

Шунинг учун %ам
т* - ^ < 2 » - 2 А ( х * ( 6. 23)

Бу тенгсизликни п =  1, 2 , . ..  лар учун кетма-кет цуллаймиз. Юк;о-
*  1 — у 1 — 2Л _  п „ -  „

рида -с* = ----------------------- 2 эканлигини аитиб утган эдик, шунинг
учун :х;ам (6 .23) дан « =  1 булганда

т*  -  t j  <  2 " 1 h  (т*  -  т0) 2 <  2 h

келиб чи^ади, п =  2  булганда эса

* *  -  х2 <  h  ( х *  -  %ху  <  h  ( 2 h f  =  I  ( 2 /г)3.

Бу ба^олашларни давом эттириб, /г- ^адамда

1 /п/\2л-1'с- — т„ — (2 А )■2«-

га эга буламиз. Ш у билан теорема исбот булди, чукки 

I * * -  х л\ <  F - t a =  г, (i*  — т„) <  (2А) 2" - ! ч.

И30^. Б у  теоремадан курамизки", 2/г <  1 булганда т* —  т„ жуда тез нолга 
интилади, к|пол килиб айтганда п дан п +  1 га утганда хато узининг ква-  
дратига узгаради^ яъни якинлашиш квадратик цонунга буйсунади.
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Амалда к^ллашга кулай булсин учун т*  —  тп нинг п ва h  га богли^бул- 
riiH жадвалини тузиш мумкин. Бундай жадвал цуйида (5- жадвал) 0  <  h <

<  ~2 ва п — 1 ,5  лар учун келтирилган.

5- ж адвал

X
0 I 4 в

0 , 0 5 1,026 2 ,6 3 1 0 - 2 1 ,8 3 . 1 0 - 5 8 ,7 7 Ю-12 2 ,0 3 Ю—24
0 , 1 0 1 ,056 5 , 5 7 1 0 - 2 1 ,73- 1 0 ~ 4 1 , 6 6 1 0 - 8 1 ,5 5 Ю-19
0 , 1 5 1 ,089 8 ,8 9 ю - 3 6 ,9 8 - 1 0 - 4 4 ,3 6 1 0 - 8 1 ,77 1 0 - 1 0
0 , 2 0 1 ,1 2 7 1 ,2 7 Ю" 1 2 , 0 2 - Ю - з 5 , 2 5 1 0 -7 3 ,5 6 Ю-14
0 , 2 5 1 ,1 7 2 7 ,2 0 ю - 1 4 ,9 1 JO" 3 4 ,2 5 1 0 - е 3 ,1 9 1 0 - 1 2 1 ,80 Ю-24

0 , 3 0 1 ,225 2 ,2 5 Ю- 1 1 ,0 9 1 0 ~ 2 2 ,7 8 1 0 - ь 1 ,84 Ю - ю 8 , 02 1 0- 21
0 ,3 5 1 ,292 2 ,9 2 Ю- 1 2 , 3 0 1 0 - 2 1 , 66 1 0 —* 8 ,8 5 1 0 _э 2 , 5 0 1 0 - 1’
0 , 4 0 1 ,382 3 ,8 2 1 0 - 1 4 ,9 6 1 0 - 2 1 , 0 1 Ю-'з 4 ,5 9 1 0 ~ 7 9 , 4 2 Ю-14
0 , 4 5 1 ,519 5 , 1 9 Ю - 1 1 , 1 0 1 0 - ' 7 ,4 9 Ю -з 3 ,9 5 1 0 -5 1 , 1 1 1 0 - э
0 , 5 0 2 1 5 , 0 0 1 0 - 1 2 ,5 0 ю - 1 1 ,25 1 0 - ‘ 6 ,2 5 IQ" 2

3 -  тео р ем а  (илдизнинг ягоналиги дакида). Фараз ц т гй л ж ,/(х )  
функция учун 1- теореманинг шартлари бажарилсин. Агар h  <  

булса, у долда / ( х )  =  0 тенглама

\х — л:0 1 < 5 < Р *  ==}+ y /rj - 2 / t  ^  (6.24)

ораликда ягона £ ечимга эга булади. Агар  ̂=  у  булса, £ ечим 

\х  — * 0 | ^  8 =  t* *  =  2т; (6 .25)

ораликда ягона булади.
И сбот. 1- теореманинг шартлари бажарилганлиги учун f ( x ) —О 

тенглама (6 .24 ) ораликда £ ечимга эга (чунки (6 .24) оралик (6 .7 ) 
ораликнинг кисмидир). Биз бу ерда / (х) =  0 тенгламанинг дар 
Кандай бошка I  ечими I билан устм а-уст тушишкни курсатамиз.

Фараз килайлик, булсин. Бу долда (6 .1 3 ) квадрат тенглама

иккита дар хил t*  ва t * *  илдизларга зга. Энди £ (6 .1 ) тенглама
нинг (6 .7 ) оралщдаги бирор илдизи ^булсин. (6 .24 ) тенгсизликка 
кура

1 1 — jc0 | =  0 /** (О С  0 <  1) (6 .26 )

булади. / (£ ) =  0 булганлиги учун

х ,  -  1  = 7 ^ - )  [ /  ( I )  ~ / ( * о )  -  f  (х0) ( f -  АГ0) 1 .

Тейлор формуласига кура

* i - f = F ^ ) ^ ( ’I - * 0)2 Х°^'
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1 - теоремани исбот цилиш жараёнида х,осил булган \ f (х„) Г̂ в 
> - P'{tn)\ тенгсизликни назарда тутиб, (6 .8 ) ва (6 .2 5 )  дан куйида- 
гига эга буламиз:

' * ■ -  Г| < Т Г ы ,  4 - * • I ! <
О сонлик билан куриш мумкинки,

K t 3 +  P ' ( M ( t - t 0) +  P ( i 0).
Бундан эса,

- w h o ) K i* * 2 = " f W  -  р  ( о  - v * - t o ) P '  т —  * * • +

I / Р ^о)   i   /**+  ~ h  t .

Буни олдинги тенгсизликка цуйиб, керакли бадони чицарамиз: 

I I — Jct К  0* (/ ** — /,).

Б у  муло^азаларни п марта куллаб

| 1  —  * „  | <  @2"  ( г * *  —  ^ ) < 6 2 " / * *  ( 6 . 2 7 )

тенгсизликка эга буламиз. Бундан 0 <  1 ми^Дор п га боклик бул- 
шаганлиги сабабли x n-+ t.  Знди || — £ | <  || —  х п | +  | х п — Щ ->  О

^ П-+0о
му носабатдан ± =  £ келиб чик;ади.

Агар h =  ~  булса, у ^олда (6 .2 5 ) тенгсизлик Гринли булади.

Д ем ак , 0 =  1, Р (t) нинг ^ар иккала илдизи устма-уст тушади: t**  =  
=  t*  ва tn-*-t* .  LUунинг учун ^ам, (6 .27 ) тенгсизликдан биз яна 
J I — х п | 0 га эга буламиз. Шу билан теорема исбот булди.

М и с  о л .  /  (х) =  х 1 —  4л:3 +  1х3 +  12л: —  15 =  0  тенгламанинг мусбат ил* 
дизи 1 0 ~ 8 аииклик билмн топилсин.

Е ч и ш .  / ( 1 , 5 )  *= — 0,9375 ва / ( 2 )  =  1 булганлиги учун дастлабки ян;ин-
.иашиш Хо сифатида шу ораликнинг уртасини оламиз: х0 =  1,75. Б у  нуцтада

/  (1,75) =  0 ,10859375 ; / '  ( 1 ,7 5 )= 3 ,6 8 7 2 5 ;  у г ^ р щ  *= 0 ,02939629 ;

/ ' ( 1 , 7 5 )  <  ° ' 272 '

Д ем а к ,  •»] <= 0 ,0294 ва В г= 0,272 деб  олишимиз мумкин, 0  <  ft булганда,

I — /  1— 2 h
I  < ---------^ ------------<  2  булади, шунинг учун 5 =  2 <] деб олиб f" (x )  ни | х —

—  1,75 | <  2 у] ораликда бадолаймиз. Осонлик билан куриш мумкинки, 1,6912 <  
<  х  <  1,8088 ораликда / " ( л : ) = 1 2 л : 2 —  24л: +  4 монотон усувчи функция, 
-шунинг учун дам /" (л:) ни *  =  1,81 нуцтада дисоблаймиз: / " (1 ,8 1 )  =  — 0,1468. 
.Демак, К  =  0 ,147 деб олишимиз мумкин, h =  B K rt =  0 00118 <  0,05. Бундан 
курамизки, 3-  теореманинг хамма шартлари бажарилади, яъни каралаётган 
«эраликда ягона ечим мавжуд ва х п кетма-кетлик бу ечимга якинлашади. 
Хатони бадолаш учун 5 - жадвалдан фойдаланамиз, h =  0 ,0 5  булганда х * — т3 =» 
« -  0 ,8 7 7 - 10-11 булгани учун

1х3 —  $ | < 0 , 0 2 9 4 - 0 , 8 7 7 -Ю -11 <  0 , 3 - 1 0 - 1а



теагси зл и к  уринли булади. Демак, учлнчи цадпмда илдизни вдтто. 12 х о н »  
амиклик билан топган буламиз. Бизга 8 хона аник.лик етарли эди, бу аник- 
ликка эриш и р учун п — 3 деб  олиш кифоядир. h =  0,0012 учун 5- жадвалда 
г *  —  т2 нинг киймати к^рсатилмаган, шунинг учун вдм биз 2 - теоремадаа 
фойдаланамиз:

\х2 — £| <  2?= i  ( 2 - 0 , 0 0 12)22- 1 -0 ,0 2 9 4  <  2 , 1 -1 0 -ю .

Хи соблаш  натижасида куйидаги кийматларга эга буламиз:

*  =  1 ,7 5 ; Xl=c 1 ,75  _  Щ р щ  =  1,75 —  0 ,0 2939629  =  1,72060371;

/ (1 ,7 2 0 6 0 3 7 1 )
х 2 -  1,72060371 —  у, 72060371)  =  1 ,732 0 2 0 9 1 #  лг3 =  1 ,732050807;

=  1,732050807.

Каррали илдизлар учун Ньютон методи. Ньютон метода 
тенгламаларни ечиш методлари ораеида знг дастлабкиларидан бири- 
дир. Шунинг учун дам якинлашиш тезлигини орттириш ёки ди- 
соблашларни соддалаштириш максадида бу методни узгартириш; 
йулида жуда куп уринишлар булган. Шуларнинг айримларига т у х -  
талиб утамиз.

Шу вактгача х п кетма-кет яцинлашишлар ётган ораликда / ' {х )Ф  
^= 0 деб фараз цилинган эди, бундан тацщари f  {\)Ф  0 , яъни | 
туб илдиз булган ^ол каралган эди. 1870 й. Э. Шредер I  илдиз 
р - каррали булган ^олни текшириб чикди. Биз дозир ана шу ^од
ни куриб чикамиз. Биз аввал р >  1 булганда Ньютон кетма-кет- 
лиги яцинлашишининг секинлашишини, сунгра бу кетма-кетликнн 
керакли равишда узгартирилганда унинг тез якинлашишини курса- 
тамиз. £ / ( х )  нинг р - каррали илдизи булгани учун, | ечим ат- 
рофидаги / ( х )  нинг Тейлор каторидаги ёйилмаси куйидагича б у - 
лади:

]  (х )  =  ср (X — 1)Р +  ср+, (х  -  g) ^ 1 +  . .  . +  cm{ x - l ) m +  Rm(x\  

c>‘ - J 4 r L (k= = p' P + l ,  , т). (6 .2 8 )

Фараз килайлик, х„ лар Н га якин булсин, у холда гп =  \ — х к 
кичик микдор булади. Ньютон коидасидан &п билан еп+1 орасидаш 
муносабатни чикарамиз:

‘ ■ » < -с- + 7 П ^ И г  <6 -29>
(6 .28 ) ёйилмада факат иккита бош дадларини саклаб, куйидаги- 
ларни досил киламиз:

/  ( £  ~  s n) =  ( —  1 ) Р \с р sn —  Ср+ ,  En+ 1  +  • • •] .



Охирги тенгликни (6 .29) га олиб бориб куямиз:

_ (1 1 \ . с П+1 _2 ,
£«+I “ l 1 +  • • •

Бунда фацат битта бош дадни колдириб, куйидаги такрибий тенг- 
ликка эга буламиз:

еп+! «  ( l  — - i )  s„.

Бу  тенг лик шуни курсатадики, вп так,рибан махражи q  =  1 — -  га

тенг булган геометрик прогрессия конуни буйича камаяди. Буни 
/ ' (I) ¥= 0 булган дол билан солиштириб курсак, р >  1 булганда 
якинлашиш тезлигининг сустлашишини курамиз. ^акикатан дам,

О =  /  (1) =  /  (I  -  е„) +  ««/' (5 -  * , )  +  Y  ?  (5 “  0 *«) ( °  <  6 <  1)

тенгликдан ва (6 .29) дан

I /■' (е — в »„) _ я  /с ол\
ея+’ "2 Т ( Г = ^ Г ( 6-30)

ни досил киламиз, бунда е„ ни етарлича кичик деб олиб, s„+ i би
лан вп орасидаги

1 /"(?) 2 , с 0142 (6 ,3 1 )

муносабатни досил киламиз. Бу ерда е„ квадратик конун билан 
камаяди. р >  1 булганда якинлашиш тезлигини орттириш учун 
Ньютон коидасини

x n+1* = x „ - p ^ g )  (6 .32)

га алмаштирамиз. У долда (6 .30) дан tn+i билан орасидаги ку* 
йидаги муносаоатга эга буламиз:

сР+1 .2 /<Р+1>(?) 2 /п оо\£п+1 ^  — ------------------ тгт----(6 .3 3 )
Р ср p(p+\)f{p](i) ’

Бундан курамизки, % илдиз р каррали булганда (6 .3 3 ) коида учун 
якинлашиш такрибан Ньютон коидасининг якинлашишига тенг.

Модификацияланган Ньютон методи. Агар / (х )  нинг до- 
силаси жуда мураккаб функция булиб, f  (хп) ни дисоблаш катта 
Кийинчиликлар тугдирса, у вактда Ньютон методининг куйидаги 
модификацияси ишлатилади:

, / (-О  I
X n+ l ~  Х п f  (jc0)> * 0  =  * о ,  ( f i  =  0 ,  1, 2 ,  . . . ) .  ( 6 . 3 4 )

Бу коида буйича дисоблаш анча кулай, чунки f  (х ) факат бир 
марта дисобланади. Лекин модификацияланган метод Ньютоннинг
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асосий методига нисбатан секин якин- 
лашади. Модификацияланган метод- 
нинг геометрик маъноси куйидагидан 
иборат: x n+i такрибий якинлашиш бу 
( х„, f ( x n)) нуктадан утувчи ва бур- 
чак коэффициента f  (х 0) га тенг бул
ган тугри чизицнинг ОХ уки билан 
кесишган нуктасидир. Бу тугри чизик 
фак;ат биринчи кадамдагина у = / ( х )  
эгри чизикка утказилган уринма билан 14-чизма.
устма-уст тушади (14- чизма). Бу ер
да х,ам ( 1- теоремага ухшаш) якинлашиш ^ацидаги теоремани исбот 
Килиш мумкин.

4- т ео р ем а. Агар / ( х )  функция ва дастлабки якинлашиш 
1- теорема шартларини каноатлантирса, у х;олда

Хц-\-1 Хп ~~~ ~ гг , * 0  “  Х 0 {it  = =  0 ,  1 , 2 ,  . . . )
/ (-V

кетма-кет якинлашишлар (6 . 1) тенгламанинг Н илдизига якинлаша- 
ди, шу билан б ирга хато учун куйидаги бах;о уринли булади:

\хп — l\ <  t* — t'n, (6 .3 5 )

бу  ерда t'n (6 .13) квадрат тенглама учун курилган Ньютоннинг 
модификацияланган кетма-кетлиги, ^  0 , t*  эса (6 .13) тенглама
нинг кичик мусбат илдизи.

Бу теореманинг исботини [5] ва [10] дан караш мумкин. Бу 
ердаги (6 .35) бах,о юзаки Караганда 1- теоремадаги (6 .12) батога  
ухшаш, лекин унинг нолга интилиш тезлиги анча секиндир. Биз
5?озир ана шу ба^они келтирамиз. Фараз килайлик, h  < -g булсин. 

(6 .1 3 )  тенгламадан куринадики, аник ечим

t *  « ч  +  \ в к ^

булиб, { ^ +1) ва { Q  кетма-кет якинлашишлар

' ' P(t'ri) 1 '2
tn + i  —  tn —  р , щ  —  V +  2" В  К  t n

тенглик билан богланган. Бу тенгликлардан

С и  -  е  = Т  в н  (/»’ -  ^  } = Т  BK{t* ~ п  {Г«+ п

ни топамиз, t'n <  /* =  1 ~  ^  ~  2h—  т] булганлиги сабабли

t * - t ' n+l  <  B K t * { t *  -  t'n) - ( 1 - ( t *  —  0 •

Б у  тенгсизликни кетма-кет куллаб, t*  —  t'n< q n(t* —  t') га эга 6 jS  

ламиз, бу ерда q =  1 — У  \ — 2 Л < И . Охирги ба^о шунй курсата-



дики, {/„} кетма-кетлик. t* га чексиз камаювчи геометрик прогрес
сия тезлигида интилар экан.

В атарлар м етоди . Энди Ньютон методидаги рисоблашларни 
еоддалаштиришнинг яна бир усулини курамиз. Ньютон методида 
мернатнинг асосий кисми f  {xn) ва f { x n) ларни рисоблаш учун 
сарфланади. Шуларнинг бирортаси, масалан, f ' { x n) ни рисоблаш- 
дан кутулиш мумкин змасмикин деган савол тугилади. Бу  бизни 
ват арлар у су лига  олиб келади, яъни агар / ' (х п) ни такрибий 
равишда алмаштирсак:

f ' ( x ) m  f  (ХП-i)
Хп - /̂г— l

у ролда навбатдаги якинлашишни топиш коидаси куйидагича бу
лади:

у  _ у    /  ( Х п )  ( Х П Х п  — l )  ,r-  q c \
X n + l - X n f ( Xn) - f ( Xn_ x) -  ( 6 ' d 0 >

Б у  коиданинг геометрик маъноси куйидагидан иборат: y —f(x )  
функциянинг графнгида иккита Mn- i [ x n-\, f  (хп- 1) 1 ва Мп \хп, 
/ ( х п) | нукталардан ватар утказамиз. Ватар тенгламаси зса куйи
дагича:

х  — х п _  у —  f ( x n)
X f i  Х п — \ f ( x t l)  f ( x n — x)

Агар бу ватарнинг ОХ у^и билан кесишган нуктаснни х п+х деб 
олсак, (6 .3 6 ) цоида келиб чицади.

Ватарлар методи икки цадамли метод булиб x n+i ни топиш учун 
x n-i  ва х п ни билишимиз керак. ( 6 .3 6 )  коидани куллаш учун:

1) барча х„ лар f(x )  нинг аникланиш сорасида ётиши ва
2 ) f ( x n) — f { x n-\) =/= 0 (п =  1, 2 , . .  .) шартлар бажарилиши к е 

рак.
Аввал Д х п) — f ( x n- 0  =  0 булган ролни куриб чи^айлик, бу 

ерда икки рол булиши мумкин: а) х п ф х п \̂ ва б) х п = х п-\. 
Агар х пФ х п  ̂1 булса,

_  f (xn-l) (ХП— 1 — хп— з )  / с  0 7 \* „  -  -  ~Т(х^ ) _ Л х—  (6 .3 7 )

тенгликдан f {x n- 0  ¥= 0 лигини курамиз. Шунинг учун рам / ( х п)фО 
ва навбатдаги

„    у. __ / (х п) (Хп —  х п—))
x " +1 f

якинлашишни цуриш мумкин булмайди. Процесс шу ерда узилади 
ва ечимга олиб келмайди.

Агар х п =  x n- i  булса, х 0, х и . . .  , х „ -г, х п ларни куриш мум
кин, x^JC u^ . . ,  x„-i лар узаро фарцли ва f { x k ) — f\xk-i) ф  0 
(k =  1, п — 1) деб рисоблаймиз. (6 .37 ) тенгликдан курамизки, 
/ ( х п- 1) =  0 ва х п - 1  берилган тенгламанинг ечими эканлиги келиб 
чикади. Бу ролда кетма-кет я^инлашишларни х п гача бажариш 
мумкин, шу билан бирга иккита устм а-уст тушадиган х п-\ ъ а х п 
цийматлар берилган тенгламанинг ечими булади. Илдиз рационал 
сон булганда, шундай рол булиши мумкин.
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Энди биз юкоридаги 1), 2) шартлар бажарилган деб фараз ци- 
либ, ватарлар методининг якинлашишига тухтаб утамиз. Хато $„=** 

— х п учун (6 .3 6 ) дан

е  e I (8Л— 1 — ел) /  (S —  Еп)
« + 1 Л +  / ( g _

муносабатни чи^арамиз. Агар биз бу ерда /(£ —  е„) ва — 
дарнинг хатолар даражаларига нисбатан ёйилмалари

/ (Е - 0  =  - / ' ( 5 К  +  | Л ? ) 4  +  . . . ,

/(| -  £„_,) =  - / ( £ ) - ’„_ , +  j / " ( ? ) 4 - i  +  ...

ни ^уйиб, тегишли амалларни бажарсак, куйидаги такрибий
1 ЛЧВ

е„+ 1 « — g е« - 1£л (6 .3 8 .)

тенгликка зга буламиз. Агар бу тенгликни Ныотон методи учун 
чикарилган (6 .31) тенглик билан солиштирсак, ватарлар методида 
хатонинг узгаркш конуни Ньютон ^оидасидаги конунга яцинлиги- 
ни курамиз.

Н ью тон методининг якинлашиши дакидаги 1 -теоремага ухшаш 
куйидаги теорема дам уринлидир.

5 -  т е о р е м а . Агар f (x )  функция ва дастлабки якинлашиш х 0 
1- теорема шартларини каноатлантирса ва бундан таш^ари х х учун

| * 1—х 0 1 <  1 ~  У,!~  2l1- V = '  t* ва \/{хх) |< Р {\хх -  х 0|) =  P {tx)

тенгсизликлар бажарилса, у долда:
1) (6 .36 ) ^оида билан ани!утнган х п як.инлашишлар чекли ка_ 

дамдан кейин ечимга олиб келади, ёки х п ларни барча п лар учун 
^уриш. мумкин булиб, улар я^инлашувчи кетма-кетликни ташкил 
этади

\\тхп=  I;
П-*- со

2) лимитдаги киймат £ f (x )  — 0 тенгламанинг ечими булади;
3) якинлашиш тезлиги || — х п\ <  t* — tn тенгсизлик билан ба- 

з?оланади, бу ерда tn (6 .13) тенгламанинг кичик илдизи учун 0̂= 0  
ва tx =  \хх — х 0| дан бошлаб ватарлар усули билан курилган кет- 
м а-к ет  я^инлашишлардир.

Бу теореманинг исботини [8 ] дан каРаш мумкин. Энди бу ме- 
тодни мисол ечишга татби^ киламиз.

М и с о л .

/  (х) =  х 4 —  4х3 +  2х2 +  12л: —  15 =  0

тен глам аги н г м усбат илдизи 1 0 - 6  аниклик билан топилсин.
Е ч и ш .  Б из юкорила курган эдикки, изланаётган ил,диз (1,5; 1,75) ора

л и к д а  ётади ва ж0= 1 , 7 5  нуктанинг якин атрофида 5 - теореманинг барча 
шартлари бажарилади. Бу ерда х х =  1,72 деб оламиз. У  вактда \хх —  Жо| =  
•*« 0 ,0 3  <  2 v] =  0 ,588  ва /  (1 ,72) <  Р  (0 ,0 3 )  эканлигини курсатиш мумкин.

75



Ш ундай килиб, 5-  теореманинг з^амма шартлари бажарилади. Д ем ак ,  {хп} 
кетм а-кетлик 5 илдизга интилади. (6 .36) к свдага  асосан х 2 ни топамиз:

, „н / ( 1 , 7 2 ) ( 1 , 7 2 —  1,75)
* 2 — 1 ,7 5 —  ^ ( 1 / 2 )  — / (1 ,7 5 )  — Ь 7288829-

Яна учта якинлашишлари цуйкдагидан иборат:

х3 =  1,7320622; х4 =  1,7320508; х 6 =  1,7320508.

Т енглам алар систем аси  уч ун  Н ью тон м етоди . Б у  ерда 
п  та х и Xq, . . . ,  х п номаълумли п та

А (х и х„  . • • , х„) =  0 ,
А (х  1, Х3, . • • 1 х п) — 0 ,

(6 .3 9 )

, /п(Хи х 2, . • • . х п) =  0
тенгламалар системасини ечиш учун Ньютон методини куриб чи- 
г^амиз. Ёзувни ^исцароц цилиш ма^садида х  оркали х  =  (хи x 2t 
, . . , х п) векторни 'ва /(х )  оркали

/ ( * )  = / 1  ({Хи х 2 . . . , х п), . . . , f n(xи х 2, . . . , х п)) 
вектор-функцияни белгилаймиз. У х,олда, (6 .3 9 ) системани битта

/ ( х )  =  0
вектор-тенглама шаклида ёзиш мумкин. (6 .39) системани ечиш учун 
Ньютон методи, табиийки битта сонли тенглама учун юкорида 
куриб утилган методнинг умумташганидир. Юкоридагидек бу ерда 
^ам методнинг асосий гояси чизикли булмаган (6 .39) системьни 
кетма-кет чизикли системага келтиришдан иборатдир. Агар аник 
ечим билан такрибий ечим орасидаги хато етарлича кичик булса, 
ажратиб олинган чизикли кием тенгламалар . системасининг баш 
Кксми булади.

Фараз килайлик, бизга (6 .39) системанинг такрибий ечими х т =  
x = (x i0>, Х2°\ . . . , х (п0)) маълум булсин, е =  (ги е2 . . . , еп) ор- 
кали I — х (0) =  (£, — Х ;01, \2 — х ^  . . .  , — Хп]) вектор-хато-
нн белгилаймиз. (6 .39 ) системада х  урнига х (0> +  е ни куйиб, ^о- 
сил булган системрнинг чап томонини еь  е2, . . . , е„ ларнинг 
даражаларига нисбатан Тейлор к аторига ёйиб, г ,, е2, . . . , г п га 
нисбатан чизикли кисмини caiyia6 , куйидаги такрибий системага 
эга буламиз: .

(6 .4 0 )

е(°) П >

дхх 1 1  ’ 1 дхп

Б у  системани ечиб, хатонинг такрибий циймати г<°> = ( e j0), ef 
€<j0)) ни топамиз. в<°) ни х т  га к,Уш и б ,  навбатдаги якинлашиш век- 
торини ^осил киламиз:

* ( 1 > =  Х(°> +  е(°) =  (х[о> +  ь<°>, . . . , * £ »  +  e W ) .



.Уз навбатида х (1) ни яхшилашимиз мумкин, бунинг учун х (0) ^р- 
иига х {1) ни куйиб, (6 .40) куринишдаги системани тузиш керак. 
1Лундай килиб, агар (6 .40) куринишдаги системалар ечимга эга 
булса, биз кетма-кет якинлашишлар векторларини топамиз. 

Кулайлик учун Якоби матрицасини киритамиз:

/ * ( * )

~df\ (х) д f\ ( х ) '
д Xi ’ д х п

d fn (x )  d /д (х)
дхх ‘ ‘ ' дхп

(6 .41 )

Б у  матрица ёрдамида (6 .40) системани куйидаги.битта вектор-сис
тема шаклида ёзишимиз мумкин:

Л ( х (0))в<°> =  - / ( ^ ) .

Фараз килайлик, х  =  с нуктада / х (1) махсусмас матрица булсин. 
Детерминант уз элементларининг узлуксиз функциялари булганли- 
ги учун х  =  £ нуктанинг бирор G атрофида (6 .40) махсусмас мат
рица булиб, унинг тескариси f x l (х) мавж уд булади.

Фараз килайлик, x {0)£G, у вактда (6 .41) нинг дар иккала томо- 
нини f x l ( х (0)) га купайтириб,

е(0 )=  - f 7 l \ x w ) f ( x { 0 ) )

ёки

ни дссил киламиз._ Агар х (1>, х (2), . . . , х {к) лар G атрофида ётса, 
у долда х (4+1 ’ ни

Х(Ш) м  XW _  f - i  (6 42)

тенгликдан топамиз. Б у  х {к) кетма-кет якинлашишларни топиш 
учун Ньютон коидасидир. Бу коиданинг амалга ошиши учун x ik> 
(k =  Q, 1, 2 , . . . )  лар / (х ) нинг аникланиш содасида ётиши в а / ,  (xik)) 
матрицалар махсусмас булиши керак.

Биз дозир J 1. В . Кантаровичнинг (6 .42) Ньютон жараёнининг 
якинлашиши хакидагй теоремасини исботсиз келтирамиз.

6- тео р ем а . Агар /  (х ) вектор - функция ва дастлабки якин- 
лашмш вектори х <0> куйидаги шартларни каноатлантирса:

1) х (0> нуктада / х ( х (0>) Якоби матрицасининг детерминанти А — 

=  Д ( fx (х (0>)) нолдан фаркли ва элементнинг алгебраик тулди- 

рувчиси Дjk булиб ва
П

бадо уринли булса;
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2 ) |/г(*(0)) Г < У  ( 1 - 1 ,п ) ;
3 )  х (0> н н н г

| x t — Х{(0) | ^  25т; (/ =  1, п) 
атрофидаги барча нуцталар учун

fe=i /=1 / д 1

тенгсизликлар бажарилса;
4) В, т), L мивдорлар

h  =  B 2r l L <  ~

(0 )
шартни цаноатлантирса, у ^олда х  нуцтанинг

I Х 1 — л / 0)| <  1 ~  ~  2,1 Вт] ( i =  1, п)

атрофида (6 .3 9 ) система ягона £ =  (£,, ?2> • * • . ё«) ечимга эга бу
либ, (6 .42 ) билан аницланган x (k) =  (x[k\ x ik\ . . . , х („ ) )Ньютон 
кетча-кетлиги якинлашади ва шу билан бирга, якинлашиш тезлиги

шах | x\k) — h  | <  - р т г  (2/г) 2* - 1 Вч\
1 <г<п

тенгсизлик билан бадоланади.
Ш унга ухшаш теоремани Ныотоннинг модификацияланган ме» 

тоди учун таърифлаш ва исбот ^илиш мумкин.
Шуни дам таъкидлаб утиш керакки, (6 .40) систёмада тенглама- 

лар сони иккита булганда бу системани детерминантлар ёрдамида 
ечиш керак. Тенгламаларнинг сони иккитадан куп булса, бунлай 
системаларни кейинги бобда келтириладиган методларнинг бирор- 
таси билан ечиш маъцулдир. Агар бизга иккита

I  g  ( х ,  У )  =  0

тенгламалар системаси берилган булса, у долда (6 .42) цоида цуйи- 
дагича ёзилади:

„  {  g y f  — f y g  \ v  v
x k+\ x k  17'. p- IT  * 'V x g y  J y g x )  y = y A

(й =  0 , 1 , 2 , . . .)'

y Z xC
М и с о л .  Куйидаги

! f ( x ,  * )  =  +  2y2 -  1 = 0 ,
I g  (x,  y) =  5y3 +  x 2 — 2xy  — 4 =  0

системанинг илдизи 10~ 6 аниклик билан топилсин. Б у  функцияларнинг гра" 
фикларини чизиб курсатиш мумкинки, 5 ва  i] мос равишда ( —  0,7 ; —  0 ,6 )  в *



(0,7; 0 ,8 )  ораликларда ётади. Шунинг учун дам х ^ = * — 0,6  ва у* * = 0 , 8  деб 
олишимиз мумкин. Берилган функ« ия'лаРнинг досилалари куйидагилардан 
иборат:

f x  =  Зх~, /у =  4у, g x =  2х —  2у, g y =  15>’2 —  2 х  

Хи соблаш лар натижасини келтирамиз:

*(°> =  _  0,6; у (0) =  0,8; / (0) =  0 ,064; g m  =  — 0,12; / (х0) =  1,08;

/<,°) == 3,2; g i 0>=  —  2 ,8 ;  ^  =  10,8; х (1) =  — 0,65213; у (1) =  0 ,79760 ;

/(D = - 0 , 0 0 5 0 2 ;  g (1) =  0,00254, / =  1,27583; / ^ =  3 ,19038; 4 U =  — 2,895.46; 

^  =  10,84663; х ^  — —  0,64942 ; у (2) =  0 ,79809; / (2) =  — 0,00001;

g (2> =  — 0,00001; / (х2) =  1,26525; / (у2) =  3,19234; =  — 2,89502;

g f } =  10,85296; ;е(3) =  —  0,64942; у (3) =  0,79809.

Д ем ак ,  5 =  —  0,64942 ва т) =  0,79809.

М а ш к л а р

1. Р  (х) купдадни (х —  а) (а >  0) га булганда Горнер схем асидаги лар 
цуйидаги шартларни каноатлантирсин:

Ьо =  «о >  0, b i>  0 (г =  1, п).
У  долда Р (х )  нинг барча илдизлари а дан кичик эканлигини курсатинг.
2 .  Фараз килайлик, р —  ихтиёрий мусбат сон булсин, у  долда

Р (х ) *= а0х п +  ахх п- 1 +  . . .  +  ап 
купдаднинг барча илдизлари модуллари буйича

р +  m ax  I ak I
Kft<n|a0 p«-i|

дан ортмаслигини курсатинг.
3. Коэффициентлари дакикий булган Р (х )  =  ай х п - f  а1х п~1 +  . . . +  а„ 

(аа >  0 ) купдаднинг да^иций илдизлари

р +  г / m ax I— <t L -

дан ортмаслигини курсатинг, бу ерда р —  ихтиёрий мусбат сон, k  —  биринчи 
манфий коэффициентнинг номери, a j — манфий коэффициентлар.

4. Фараз килайлик, Р (х) — а0х п +  а.\Хп~ 1 . .  . -+• ап нинг барча коэф
фициентлари м у сб ат  булсин.

Куйидагиларни курсатинг:
а) агар а0 >  >  . . . >  ап шарт бажарилса, у долда Р  (х) нинг барча 

илдизлари бирлик дойра | х \ >  1 дан ташкарида ётади;
б) агар а0 <  а х . . . <  ап шарт бажарилса, у долда Р  (х) нинг барча ил

дизлари | х  | <  1 бирлик дойра ичида ётади.
5. Агар Р (х )  = a Qx n +  a1x n~i +  . . .  - f  ап купдаднинг барча коэффи

циентлари мусбат ва

т =  min — к М =  m ax —̂ —
l< k < n  a.k—\ l< k < n  a/t—i

булса, у  долда Р (х )  нинг барча илдизлари т <  | х  I <  М тенгсизликларни 
каноатлантиришини курсатинг.

6. Фараз килайлик, x n+i — <р (х п) ва jcn+ i  =  ф (х п) лар мос равишда г  ва 
р-  тартибли итерация булсин. У  долда

_  m  , * п  (У № ( * я ) 1  — ^ {х п) ’Ь {х п)
. x„+ i -  V  (хя) ~ Хп- 9 ( Х п ) ( Х п ) + ч  [ф (Хп)] 

итерациянинг тартиби г  +  р — 1 дан кам эмаслигини курсатинг.
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7 .  Чебишев методидан фойдаланиб, у/- N  ва y^N ларни з^исоблаш учун 
Вккинчи ва учинчй тартибли итерацион жараён тузинг.

8. Куйидаги

( S in  (х +  у) —  у =  О,
\ C os (х — у) —  у =  О

системанинг ечимини беш хона аникликда Ньютон методи билан топинг.

3- Б О Б . Н И ЗИ Н КИ  А Л Г Е Б Р А И К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  
С И С ТЕМ А С И Н И  ЕЧИШ

1 - § .  Д А С Т Л А Б К И  М А Ъ Л  У М О ТЛ А Р

Н азарий ва т а т б р щ и й  математиканинг купгина м асалалари 
чизи^ли алгебраик тенглам алар системасини ечишга олиб ке- 
лади . М асалан, функцияни унинг п-\-1 та нуцтада берилган 
^ийматлари ёрдамида я-тартнбли купз^ад билан интерполя- 
циялаш  ёки функцияни урта квадратлар методи ёрдамида як,ин- 
лаш тириш  м асалалар и  чизицли алгебраик тенглам алар систе
масини ечишга келтирилади.

Чизи^ли алгебраик тенглам алар системасини ^осил ^илиш- 
нинг асосий манбаи узлуксиз функционал тенгламаларни чек- 
ли-айирмали тенглам алар билан я^инлаштиришдир. М асалан» 
Л а п л а с  дифференциал оператори учун Дирихле масаласнни 
тартиби юцори булган оддий чекли-айирмали тенглам алар сис- 
тем аси  билан алмаштириш мумкин. ЭХ>Млар яратилиши билан 
бундай м асал алар  яна. ^ам купайиб бормокда.

Бир жинсли булмаган чизи^ли алгебраик тенглам алар си с
темасини ечиш м асаласи билан матрицаларнинг тескарнеини 
топиш ва детерминантларни ^исоблаш м асалалари узвип ра
виш да боглангандир. Бу м асал алар  назарий жи^атдан осон- 
гина ечилади. Ленин матрицаларнинг тартиби ортган сари бу 
м асалаларни ам алд а ечиш ж уда катта ^исоблашларни тал аб  
^илади. )(озирги вак;тда бу масалаларни ечиш учун ж уда куп 
методлар яратилган ва уларни такомиллаш тириш  устида ж а - 
дал ишлар олиб борилмо^да.

Чизи^ли алгебраик тенгламаларни ечиш асосан и к к и —■ 
аник; ва итерацион методларга булинади.

Ани^ метод деганда шундай метод туш униладики, унинг ёр
дамида чекли мицдордаги арифметик амалларни аник баж лриш  
натиж асида масаланинг аник ечимини топиш мумкин. Х,аммага 
маълум  булган Крамер цоидаси аник методга мисол була ола- 
ди. Лекин Крамер цоидаси одатда, ам алда иш латилмайди, 
чунки бу метод билан n-тартибли чизикли алгебраик тенглнма- 
лар системасини ечиш учун п ! п2 тартибдаги арифметик ам ал 
ларни баж ариш  керак. Бу ни^оятда катта сон булиб, бу к°ида 
билан ^атто п — 30 тартибли системани ечиш учун ^ам ^озирда 
м авж уд  булган ЭХ,Млар >̂ ам ож излик килади.

Биз бу бобда ^исоблаш учун теж ам ли булган бир нечта
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апиц методларни куриб чи^амиз. Буларнинг купчилиги ном аъ
лумларни кетм а-кет йу^отиш гоясига асосланган.

Итерацион методлар шу билан характерланадики, ч и з ш у т  
алгебраик тенглам алар системасининг ечими кетм а-кет яцин- 
лашишларнинг лимитидек топилади.

Итерацион методларни ^уллаётганда фа^ат уларнинг якин- 
лаш иш ларигина эм ас, балки яциилашишларнинг тезлиги дам 
катта адамиятга эгадир.

Б у  маънода дар бир итерацион метод универсал булавер- 
майди.

Бу методлар айрим систем алар учун ж уда тез я^инлаш иб* 
бош^а систем алар учун секин яцинлашиши ёки умуман яцин- 
лаш маслиги хам мумкин. Шунинг учун дам итерацион метод
ларни ^уллаётганда системани аввал  тайёрлаб олиш керак. 
Бунинг маъноси шундан иборатки берилган системани унга тенг 
кучли булган шундай си стем ага алмаш тириш керакки, досил 
булган система учун танланган метод тез яцинлашсин.

Х,озирги замон ЭХ,Млари ёрдамида аниц методлар билан 
тартиби 103 дан катта булмаган, итерацион методлар билан 
эса тартиби 106 дан ортмайдиган чизшуш алгебраик тен глам а
лар системасини ечиш мумкин. А ввал аниц методларнинг уму- 
мий гоясини куриб чи^айлик. Бу методлар асосан уч синфга 
булинади: 1) номаълумларни кетм а-кет йу^отиш методлари;
2 ) матрицаларни аж ратиш га асосланган м етодлар; 3) бирор- 
метрикада ортогонал булган ёрдамчи векторлар системасини 
тузиш га асосланган методлар.

С истемадаги тенглам алардан номаълумларни кетм а-кет 
йу^отиш методи 1̂ адимий методлардандир. Бу методни икки 
йул билан ам алга ошириш мумкин;

а) тенгламаларнинг керакли комбинацияларини тузиш ;
б) алмаштиришнинг дар бир цадамида система матрицаси- 

нинг бирор элементини ёки бир устундаги диагонал э л е м е н т  
остидаги барча элементларини нолга айлантириш ма^садида бу 
матрицани м ахсус равиш да, танлаб олинган матрицага купай- 
тиришдан иборатдир. Х,ар иккала долда дам диедат-эътибор 
шунга йуналтириладики, алмаш тириш лар натижасида берилган 
систем а унга тенг кучли булган си стем ага утиши ва сунгги сис
тем а содда куринишга эга булиши керак.

М атрицаларни аж ратиш га асосланган методлар гоявий жи» 
з^атдан номаълумларни кетм а-кет йук;отиш методларига ж у д а  
я^ин туради. Бу ерда системанинг матрицаси асосан учбурчак, 
диагонал ёки акслантириш матрицаларининг купайтмаларига 
аж ратилади.

Учинчи синфга кирадиган методлар х;озирги ва^тда кенг 
тар^алган  методлардир. Бу методларда изланаётган ечим м^х- 
су с равиш да ^урилган ёрдамчи векторлар системасидаги охнр- 
ги вектордан иборат. Бу  группадаги методларнинг энг бирипчн- 
си ортогоналлаш тириш  методидир.

Ю ^орида айтилган барча методларнинг умумий модиятинн
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куйидаги схем ада баён килиш мумкин. Ф ар аз килайлик, куйи
даги чизи^ли алгебраик тенглам алар системаси берилган бул
син:

А х  =  Ъ.
Бу тенгликнинг дар иккала томонини чапдан, кетма-кет шундай
L u А2................... Lk матрицаларга купайтирамизки, натижада до-
сил булган янги

Lk Lk_ 1 . . .  /.j A x  =  Lk Lk_ j  . . .  Z-i b
си стем а аввалгисига эквивалент булиб, соддарок ечилсин. Бунинг 
учун В  =  Lk Lk_ t . . .  А матрицанинг учбурчак, диагонал ёки 
ортогонал (агар ВВ' — В'В =  Е  булса, В матрица орт огонал  
дейилади) булиши кифоядир. Агар шу билан бирга Lt матрицалар 
■махсусмас булса, тескари матрица Л -1 ва детерминант det А ни 
топиш учун куйидаги формулаларга эга буламиз:

А  1 *= В  1 Lk Lk-1 . . .  L\ »
. . .  det в  

det A  =   -------- -- .

П  det Li
i~ i—

2 - § . Н О М А Ъ Л У M Л А Р Н И  Й У Ц О Т И Ш

Биз бу параграфда Гаусс методи ва оптимал йукотиш методи
ки  куриб чикамиз. Оптимал йукотиш методи уз структураси ж и - 
датидан Гау сс методига якин булишига карамасдан у машина 
хотирасидан эффектов равишда фойдаланишга имкон беради ва 
шунинг учун дам бу метод ёрдамида тартиби икки марта катта 
булган  системани ечиш мумкин.

Г а у с с  м ето д и . Б у  метод бир неча дисоблаш схемаларига эга. 
Шулардан бири — Гаусснинг компакт схемасини куриб чикамиз. 
Уш бу система берилган булсин:

а \\ Х\ а 12 Х2 Л- • •• + ® 1п;':й ==й;11/!+1|
# 2i x i  +  а гг х 2 +  •• • +  &2Пх п ~ а 2> п + и  / о  i\

v a ni х х -{- а п2 х 2 ~j~ . . . а пп х п а п,
Фараз килайлик, а п Ф  0  (етакчи элемент) булсин, акс долда 

тенгламаларнинг уринларини алмаштириб, х х олдидаги коэффициента 
нолдан фаркли булган тенгламани биринчи уринга кучирамиз. 
Системадаги биринчи тенгламанинг барча коэффициентларини а п 
га булиб,

x x -\- bi2 x i~\~ . . . +  &1пХа =  b[,*n+i (2 .2)
ни досил киламиз, бу ерда

2 >-
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( 2 .2) тенгламадан фойдаланиб, (2 . 1) системанинг колган тенглама- 
ларида x t ни йукотиш мумкин. Бунинг учун (2 .2 ) тенгламани к е г-  
ма-кет a.n , a 3i, . . . ларга купайтириб, мос равишда системанинг 
иккинчи, учинчн ва х,. к. тенгламаларидан айирамиз. Натижада* 
цуйидаги система досил булади:

&22 Х2-\- • • • "4" п Хп — 0-2, п+1 , 

&п2 Х2 - f "  • • • “ t-  chin Хп =  ® гс,\г + 1 >

(2 .3 )

бу ерда коэффициентлар

ajP  =  а и — а п Ь{)] (г, j  >  2)

формула ёрдамида ^исобланади. Энди (2 .3) система устида дам 
шунга ухшаш алмаштиришлар бажарамиз.

Бунинг учун (2 .3 ) системадаги биринчи тенгламанинг барча 
козффициентларини етакчи элемент а $  га булиб,

х 2 -f- Ь-2з х 3 -f- . . . b;n x n= b 2 ,\jr\ (2 .4 )

ни досил циламиз, бу ерда

а 2 2

(2 .4 ) тенглама ёрдамида (2 .3 ) системанинг кейинги тенгламала- 
рида юкоридагидек х 2 ни йуцотиб,

“ за л 3 - | -  . . .  т  w,iп х п—  « з ,  п + 1

„<2> у 4 -  4 -  п {2) г  — /у<2) ,x 3-f- . . .  -f- —  a n- n+i

системага келамиз, бу ерда

а */1 =  а,-/* — a (i2 b if ,  (i , j  >  3).

Номаълумларни йукотиш жараёнини давом эттириб ва бу ж а
раённи т -цадамгача бажариш мумкин деб фараз цилиб, т.- ка- 
дамда к;уйидаги системага эга буламиз:

Хт +  ЬщХ _|-1 Хт+\ Ьтп Хп =  Ьт, п̂+1,
+  • • ■ +  ®m+l, п Х „  =  Clm, л+1, (2 .5 )

. &п, L+1 Хщ+1 +  . . . +  Оля * Хц — &п. п+1 .

бу ерда

^ >  =  ^ 0 , а\Г =  а \ Г 1) -  a\Z~x) b\$ (L, j > m +  1).
а<т)

атт
Фараз килайлик, т мумкин булган охирги цадамнинг номера б ул 
син. Икки ^ол булиши мумкин: т =  п ёк «  т <  я . Аг...р т =  п
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■булса, у в а ц т д а  биз учбурчак матрицали ва (2 . 1) системага экви
валент булган куйидаги

Xt bi2 х 2-{- х 3 -f- .(1)

X ■+ Хо
+  b\n х п
+  t>2n Х п

—  />(1)—  о  1, л + 1
—  А(2>—  ° 2 ,  л +  1 (2.6)

< Л п )
' л ,  л + 1

системага эга буламиз. Охирги системадан кетма-кет х п, хп_и 
. . . , x t ларни топиш мумкин:

х п =
Х п-х

On, л + 1  ,
(л)

л 
(.
л - 1 ,  л + 1  

<!>’ ’ 1(1)

г, ( л - 1 )  „Un-Х, П Хп ,

■̂ 1 == ^1. л+1 1̂2  ̂ . . .  —  b\n Х п .

(2 .7)

2 .6 )  учбурчак системанинг коэффициентларини топиш Гаусс ме- 
тодининг myFpu юриши, (2 .7 ) системадан ечимни топиш жараёни 
т ескари юриши дейилади.

Фараз килайлик, т < п  булсин ва системанинг т-ва ун- - 
дан кейинги тенгламалари (2 .5 ) куринишга келтирилган булсин. 
Биз т- н;адамни бажарилиши мумкин булган ь;адам деб дисобла- 
ган эдик, бу шуни билдирадики (2 .5) системанинг иккинчи тенг- 
ламасидан бошлаб етакчи элементни ажратиш мумкин эмас, барча 
«1/° {i, j  =  1, . . .  , п) лар нолга тенг ва (2 .5 ) система цуйи-
даги куринишга эга

Х т +  Ь (т?т+1 Х т+1 + I ь {т) X —“Р  у  тп —
П __ /у<Ш)и — а т+1, л-|_1,

(т)
т, л + 1  1

л   Л т )
U —  а п, л+1 •

Агар бунда барча озод дадлар а\, „}+i (i =  m +  1, . . .  , п) нолга 
тенг булса, у долда биз фацат ягона биринчи тенгламага эга 
буламиз.

Барча кадамдаги биринчи тенгламаларни бирлаштириб, цуйидаги 
системани досил к;иламиз:

Мг* х 2-\- Ь ® х ,  +  . . . +  b\х„ х п— М !л+1 ,
Х 2-\~ ^23* +  • • • +  2̂и Х п =  Ь 2̂ л+1 ,

Х т “Ь  b m ? m + 1 Х т+х ^тп Х п—  Ь ^ п+1 .

Б у  системадан б и з х ,,  х 2 х т номаълумларни x m+i, . . . ,
х п номаълумлар ва озод дадлар ёрдамида ифодалаб олишимиз 
мумкин. Бу долда (2 .1 ) система чексиз куп ечимга эга булади. 
Агар m e n  булиб, деч булмаганда бирорта а\™т+х Ф  0  {т +  1 <  
< г < я )  булса, у долда (2 . 1) система ечимга эга булмайди.

■84



у л да дисоблаётганда хатога йул цуймаслик учун, дисоблаш 
жараёнини контрол к;илиш маъцулдир. Бунинг учун  биз (2 .1) 
матрица сатрларидаги элементлар ва озод даднинг йигиндисидан 
тузилган контрол

п+ 1 ___
«г.«+2 =  2 йг; (i =  h~n) (2 -8 )

/-1

йириндидан фойдаланамиз.
Агар а />л+2 .ларни (2 .1) системанинг озод дадлари деб кабул 

к;илсак, у долда алмаштирилган
, П
2  a u * i  =  а 1>п+1 V =  1 • д ) (2-9)
’zL

системанинг ечими л ;Д 2 . 1) системанинг ечими Xj орцали цуйида- 
гича ифодаланади:

Xj =  Xj-sr \ ( j  =  1, п). (2 . 10)

Хакикатан дам, (2 .10) ни (2.9) системага куйсак, (2 .1 ) система 
ва (2 .8 ) формулага кура

п п Л+1

+  a u = = ' E i a u = = a i ’ n + i  ( i  =  T T ~ n )

1=1 /=1 /=1

айниятга эга буламиз.
Агар сатр элементлар устида бажарилган амалларни дар бир 

сатрдаги контрол йигинди устида дам бажарсак ва дисоблашлар 
хатосиз бажарилган булса, у долда контрол йигиндилардан тузил
ган устуннинг дар бир элементи мос равишда алмаштирилган сатр- 
лар элементларининг йигиндисига тенг булади. Бу  дол эса тугри 
юришни контрол цилиш учун хизмат килади. Тескари юришда эса, 
контрол Xj ларни топиш билан бажарилади.

Тенгламалар системаси кУлДа ечилганда дисоблашларни 9- жад- 
валда курсатилган Гаусснинг компакт схемаси буйича олиб бориш 
маъцулдир. Соддалик учун жадвалда туртта номаълумли турттг 
тенгламалар системасини ечиш схемаси келтирилган. .

Гау сс  методи билан п та номаълумли чизицли алгебраик тенг
ламалар системасини ечиш учун бажариладиган арифметик амал-

ларнинг мицдори куйидагидан иборат: -j (п3 +  Зп2 — п) та купай- 

тириш ва булиш, (2пг +  3пг — Бп) та кушиш.

М и с о л .  Гаусс  методи билан куйидаги система ечилсин:

t 2 х х ~f- 4 , 2  х%  -)-  1 ,6  х%  —  З Х д  *=  3 , 2
I —  0 , 4  X i  +  З х 2 —  2 , 4  х $ =  —  1 , 6  /о 1 i s
j  1 , 6  j c j  —  0 ,8 х 2 +  х 3 —  * 4 =  —  1 
( x t —  2 х 2 —  х 3 +  1,5 Xi =  0

Системани ечиш жараёни 10- жадвалда келтирилган.
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9-жад»ал

*1 * ! * 3 х, оэод
ц а д л а р ъ с х е м а

к и с .м л а р и

« 1 1

« 2 1

« 3 1

« 1 1

« 1 3

« 2 2

« 3 2

« 4 2

« 1 3

« 2 3

« 3 3

« 4 3

« 1 4

« 2 4

« 3 4

« 4 4

« 1 5

«25
«35
« 4 6

« 1 8

«26
« 3 3

« 1 6

А

1 6 (1 >
1 2

6 ( 1 >° 1 4 15 6 ( , )° 1 6

я (1 )
« 2 2

а (1 )“ 32

Я (1 )“ 42

« й »  ~

а (1 >« 3 3
д (1 )
« 4 3

~  я (1 )  « 2 4

л ( 1 >« 3 4

д ( 1 >« 4 4

а ( 1 )« 2 5

« (1 >“ 35

* й >

а(1)46
At

1 / ,(2 )
23

6 (2 )
24 4 ! >

а (2 )
° 2 б

а ( 2 )« 3 3

а ( 2 )« 4 3

а < 2)34

а ( 2 )« 4 4

а <2>
35

4 § >

Я ( 2 )“ 36
А 3

1
* й > * й >

1

а < 3)« 4 5

6 ( 4 >45

й ( 3 >« 4 6

и (  4 )
°4G

^ 3

1 * 4 * 4

1

1 * 3

* 2

£ з

* 2

В

1 Х\ Х\

10- жадвал

X, X, *3 х, озод
кадлар £ схема

кисмларв

2 4 , 2 1 , 6 —  3 3 , 2 8
—  0 , 4 3 — 2 , 4 0 —  1 , 6 —  1 , 4

1 , 6 —  0 , 8 1 —  1 —  1 —  0 , 2 А
1 —  2 —  1 1 , 5 0 - 0 , 5

1 2 , 1 0 , 8 —  1 , 5 1 , 6 4
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давоми

3 ,8 4
4 ,1 6
4 ,1

—  2 , 0 8  
0 , 2 8  
1 , 8

.

—  0 , 6 0  
—  1 ,4 0  
__з

—  0 , 9 6  
3 ,5 6  

- 1 , 6

0 , 2
6 , 6
4 , 5

А

1 — 0 ,5 4 1 6 6 — 0 ,1 5 6 2 5 —  0 ,2 5 0 ,0 5 2 0 8

— 2,53331
— 4,02081

0 ,7 5
2 ,3 5 9 3 7

—  4 , 6
—  2 ,6 2 5 0 0

— 6,3 8 3 3 1
— 4 ,2 8 6 4 4 а 2

1 — 0 ,2 9 6 0 6 1,8 1581 2 ,5 1 1 9 8

1 ,16897 4 ,6 7 6 0 3 5 ,8 4 5 0 0

1
1

1
1 4 ,0 0 0 1 3

3 ,0 0 0 0 9
2 ,0 0 0 0 5
1 , 00002

5 ,0 0 0 1 3
4 ,0 0 0 0 9
3 ,0 0 0 0 5
2 ,00002

В

Ш ундай цилиб, куйидаги 
х х =  1,00002; х 2 =  2 ,0 0005 ;  х3 =  3 ,0 0009 ;  х± =  4 ,00013  такрибий ечимга 
эга  булдик.

Системанинг аник ечими х х — 1, х 3 =  2, х3 =  3, х 4 — 4 эканлигига бе-  
восита ишонч х,осил килиш мумкин.

Бош элементлар методи. Г ау сс  методида етакчи элементлар 
доим нолдан фарцли булавермайди. Еки улар нолга я^ин сон- 
лар булиши мумкин: бундай сонларга булганда катта абсолю т 
хатога эга булган сонлар ^осил булади. Бунинг натиж асида 
такрибий ечим ани^ ечимдан сезиларли д ар аж ад а  четлаш иб 
кетади.

рисоблаш  хатосининг бундай ^алокатли таъсиридан кутулиш 
учун Гау сс методи бош элементни танлаш  йули билан цулла- 
нилади. Бунинг Г ау сс  методининг ком пакт схем асидан фар^и 
куйидагидан иборат. Ф араз ^илайлик, номаълумларни йу^отиш 
ж ар аён н да куйидаги си стем ага эга булган булайлик:

Oq +  Ь<$х3 +  Ь[\) Хя+  . . .  +  Ь\ухп =  й<|>+1,

Хт "Ь ^ ^ т + 1Л'т +1 “Ь • • • “Ь ^т?п+1 *
п{т) у  Д- _1_ п (т) х  =  п (т)т+1,т+1- #»+! “Г  • • • "Г  и'т + 1 .п Г п  “'m+l.n+l »

< mU i x m+i +  . . .  +  а  <тХ  “

Энди [ k | =  max 1 тенгликни цаноатлантирадиган k но-

мерни топиб, узгарувчиларни кайта белгилаймиз: х т+\ =  x k ва
x h =  х т + 1  сунгра (т +  2 ) тенгламадан бошлаб, барчасидан х т+\ 
номаълумни йуцотамиз. Бундай цайта белгилашлар йуцотиш тар» 
тибини узгартиришга олиб келади ва куп лолларда рисоблаш х а 
тосини камайтиришга хизмат цилади.



Оптимал .й^цотиш  м етоди . Бу методнинг дастлабки кадам- 
.лари Г ау сс  методига ухшашдир. Етакчи элемент а п фО деб фараз 
Килиб, ( 2 . 1) системанинг биринчи тенгламасини

+  • • • +  ЬЫха =  b\v+l (2 .2 )

куринишга келтирамиз. Сунгра (2 .1 ) системанинг факат иккинчи 
тенгламасидан х х ни йукотамиз:

+  • • • +  а ^ х п =  до» +1_
Энди 0 деб фараз килиб, бу тенгламани (2 .4) куринишга
келтирамиз:

.x> +  b $ x 3+ . . . + b % x n =  b(V+l

Б у  тенглама ёрдамида (2 .2) тенгламадан x t ни йукотамиз. Н атижа- • 
Да

* ,  +  С<§>*, +  . . . +  с $ х а =  сЮ+и

*2  +  4з>*3 +  . . . +  С$ХЛ =  С<2)+1 

^осил булади. Бу ерда

с $  =  Ь\)>-Ь$ ЬП с $ = ь $  ( / > 3 ) .

Фараз килайлик, аввалги k та тенгламалар устида алмаштиришлар ■ 
бажариш натижасида ( 2 . 1) система куйидаги тенг кучли система- 
га келтирилган булсин:

Х1 + Си1+1ХШ +  • • • + ^ * 4  =  ^ + 1.

х ь +  с<Л л - 1* ь -̂1 4 - . . • +  с[к)Х =  с\к1 ,k 1 R,k+1 я+1 1 1 k,n п k,k+1,
: dk+i,lx i +  . . . +  ak+\tk+lXk+\ +  • • • +  а к+1 ,пХп =  а к + \,п + \.

а п\х \ +  • • • 4 ~ ct-n,k+\Xk+\ +  . . . +  а ппх п =  а п,п+j.

Б у  системанинг аввалги k та тенгламасини мос равишда 
<ik+\,k ,ctk+1,2 , . . . , a .H i,i  ларга купайтириб, натижаларни ( й + 1),- 
тенгламадан айирамиз ва ^осил булган тенгламани лг*+ 1 номаълум 
олдидаги коэффициента буламиз. Натижада (k +  1)- тенглама 
Куйидаги куринишга эга булади:

Х к + \  " Ь  C k  +  l . k + 2 X k + 2  • • • +  C k + l . n X n  ~  С /;+ 1 .п + 1  '

Энди бу тенглама ёрдамида (2 .1 2 ) системанинг аввалги k та тенг- 
ламасидан x k+i ни йуцотсак, у ^олда яна (2 . 12) куринишдаги 
■системага, факат k нинг (k  - f  1) га алмашган ^олига, эга буламиз. 

Ш у билан бирга, агар

с «+1.«+1 “  2 c£ * + i a *+ i.'
/*—1

■ва



бул са, куйидаги форму лаларга эга буламиз:
k

&k+l,p 2  CLkJf\,rĈ „ 
r= 1 F

k t

O-k+l.k+l — 2  а ш ,гс^1+,

(/ =  1, 2 , . . .  , 6 ; p — k  -f- 2 , A -}- 3 , . . . , n - f - 1).

Алмаштиришларнинг n- радами дам бажирилгандан сунг
( 2 . 1) системанинг ечими учун куйидаги формулалар досил булади:

Бу  ерда ^ам ^исоблаш жараёнини контрол килиш Гаусс методи- 
дагига ухшашдир. Оптимал йукотиш методида хам барча етакчи 
элементлар нолдан фаркли булиши зарурдир. Агар бу факт олдин- 
дан маълум булмаса, у долда дисоблаш схемасини узгартириб, 
бош элементларни сатр буйича танлаш йули билан номаълумларни 
йукотиш максадга мувофщдир. Бунинг учун, агар ( & +  1)-тенгла- 
мада х и х 3, . . .  x h номаълумларни йукотгандан кейин,

модули буйича энг катта элемент булса, у ^олда узгарувчиларни 
Кайтадан белгилаб: х к+ \ = х р ва x p — xk+i, сунгра оптимал йу
котиш коидасига кура номаълумларни йукотишни давом эттириш 
керак.

Оптимал йукотиш методининг устунлиги шундан иборатки 
л-тартибли системани ечиш учун зарур булган арифметик ам ал- 
ларнинг сони Гаусс методидагидек булса ^ам, бу метод ЭХ>М 
лар хотирасидан эффектив равиш да фойдаланишга имкон бе- 
ради, яъни системанинг тартибини икки марта орттириш мум
кин.

(2 . 12) системадан куриниб турибдики, оптимал йукотишнинг 
А '-к а д а м и  баж арилгач, берилган системанинг охирги (п— к) та 
тенгламаси узгарищ сиз колади. Буни ^исобга олган ^олда хоти- 
рага матрицанинг барча элементларини тула киритмасдан, ^ар 
бир к а Д а м д а н  олдин биттадан сатрни киритамиз. У ^олда 
( £ + 1) -кадамни ам алга ошириш учун хотиранинг

к
dk+l.k+l — ( P > k + l )

f(k) = k(n — k +  1) +  п +  1 

та ячейкаси етарли булади, булар
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м а т р и ц а м  ва (2 .12) системадаги ( & + 1 )  -тенглама коэффи- 
циентларини' жойлаштириш учун хизм ат  ^илади. Энди f  (k )  
нинг максимумини топиб, л-тартибли системани ечиш учун 
_ (n+iMn+Б) та яче£ кага эга булган майдон етарли эканлиги-

га ишонч з^осил циламиз. М асалан , оператив хотираси 4095 
ячейкадан иборат булган ЭХ,М д а танщи цурилмалардан фой- 
далан м асдан  122-тартибли тенглам алар системасини ечиш ёки 
шу тартибли ихтиёрий матрицанинг детерминантини хисоблаш  
мумкин.

Мисол тарикасида

|
2 * i  +  4 ,2* 2 + 1 , 6*3  —  3* 4 =  3,2,
—  0,4*1  -f- 3*2  —  2 , 4 %  — * "  1,6,

1 ,6 * !  —  0 ,8*2  +  * 3  —  * 4  «= —  1,
* !  —  2 * 2  —  * 3 +  1 ,5 * 4  =  0

системани оптимал йукотиш методи билан ечайлик. Биринчи те н гл ам ал ан

* !  +  2 , 1 *2  +  0 ,8 * з —  1,5*4 -  1,6 (2 .13)

ни з^осил к и л а м и зв а  буни — 0,4  га купайтириб, системанинг иккинчи тенгла- 
масидан айирамиз:

3,84*2 —  2 ,0 8 * з —  0,60*4 =  — 0,96.

Буни 3,84 га б^либ, керакли тенгламани досил нйламиз:

* 2  —  0 ,5 4 1 6 7 * 3  —  0 ,1 5 6 2 5 * 4  =  — 0,2500. (2.14)

Энди (2.13) дан * 2 ни йукотсак,

Xt  +  1 ,93750*2— 1 ,1 7 1 8 2 * 4 = 2 ,1 2 5 0 1 . (2 .15)

(2 .15) ни 1,6 га ва  (2 .14) ни — 0,8 га купайтириб, системанинг учинчи тенгла- 
масидан айирамиз ва доеил булган тенгламани * 3 олдидаги коэффциентга 
булсак,

* з —  0,29611 *4 =  1 ,81556 (2.16)
келиб чикади.

Б у  тенглама ёрдамида (2 .14)  ва (2.15) дан * 3 ни йукотсак,

Г*, —  0,59811 *4  =  —  1,39322
1 * 2  —  0,31664 * 4 =  0,73343 (2 .17)

з^осил булади.
Энди (2 .16) —  (2.17) тенгламалар ёрдамида системанинг туртинчи тенгла- 

масидан х и * 3, * 3 ни йуцотамиз: 1 ,1 1 8 7 2 *4 =  1,67564. Бундан ва (2 .13) —  
(2 .17)  дан номаълумларни кетма-кет топамиз:
*4  =  4,00065; * 3 =  3 ,00019; * 2 =  1,99999; * j  =  0,99922.

Детерминантни з^исоблаш. Г ау сс методини ^ам, оптимал 
йукотиш методини дам детерминантни дисоблаш учун к.уллаш 
мумкин. куйидаги а п СЬ12 • • • « 1  п

А  = «21 « 2 2  • • • « 2 л

«я1 « я 2  • • • «ЯЛ

матрицанинг детерминантини топиш талаб к;илинсин. Бунинг учун, 
бир жинсли, чизик; ли

Л3с =  0 (2 .18)

во



системани ечишга Гаусс методини куллаймиз. Натижада А мат
рица

1 ЬП)и12 ь< 1)М3 • • ОД
в  = 0 1 ь< 2)У23 . .  ь {2У

о ' 0* о ! . ' . . Г
учбурчак матрицага глмаштирилади, (2.18) система sea унга экви
валент булган _  __

В х  =  О
системага утади.

Агар диктат килинса, Ё  матрицанинг элементлари А матрица 
ва кейинги ёрдамчи Аи А3, . . .  , А„_] матрицалардан куйидаги 
иккита элементар алмаштиришлар натижасида досил булган:

1) нолдан" фаркли деб фараз килинган а и , . . . , а {£~Х) 
етакчи элементларга булиш;

2) А матрица ва ёрдамчи Аи А2, . . . , Ап~\ ларнинг сатрлари- 
дан мос равишдаги етакчи сатрларга пропорциоиал булган сатр- 
л; рни айириш.

Биринчи алмаштириш натижасида матрицанинг детерминанти 
дам мос равишдаги етакчи элементга булинади, иккинчи алмаш
тириш зса детерминантни узгаришеиз колдиради. Шунинг учун 
^ам

I — d e t£  — (i) " (л- d »
“ П 22 • • • апп

б у ердан зса
d eW  =  a / ‘ > . . . a ( ; - » .  (2 .19)

Д ем ак, детерминант Гаусснинг компакт схемрсидаги етакчи эле- 
ментларнинг купайтмасига тенг экан.

Матрица детерминантини оптимал йукоткш методи ёрдамида 
дам дисФблаш мумкин. Бу ерда дам детерминант барча етакчи

к

ak — a k+U ft+1 rCrk,l+l
r= l

элементларнинг купайтмасига тенг:
П

det^4 =  П  (2 .20)
*=1

Агар етакчи элементларнинг бирортаси нолга тенг булса, у долда 
сатр буйича бош элементни танлаш схемасидан фойдаланиш керак. 
Лекин бу долда детерминантнинг ишорасини сацлаш учун ak эле-
ментларни (— 1)/* + 1 га купайтириш керак булади. Бу ерда lk сони,
агар аввалги k кадамда йукотилмаган барча номаълумлар чапдзн 
унгга караб кетма-кет 1, 2 п — k лар билан номерланган



булса, к +  1- кадамда йукотилган номаълумларнинг номерини бил- 
диради. Лекин- дисоблаш одатдагича (2 .19) ёки (2 .20) формула- 
лар билан бажарилганда det.4 айтарли кичик (катта) булмаса-да 
бирор i < B  учун аввалги i та купаювчиларнинг купайтмаси ма
шина нолига тенг булиши ёки тулиб ортиб кетиши мум-син.

Бундай нуксондан кутулиш учун (2 .19) формула буйича detA 
ни куйидагича дксоблаш керак:

deM  =  ( ?  J-[ ( - I V /  а,.) (г  J"J ( _ l ) / *  + i « , ) .

i k
Бу ерда q Э Х М  даги мумкин булган энг катта сонга якин 

булиб, г  энг кичик соига як;ин ва шу билан бирга q - r =  1; 
aj етакчи элементлар орасидаги модули буйича бирдан кичик 
булганлари, ак эса колган етакчи элементлар.

М атр ицаларн инг теск ар и си н и  топ иш . Агар бир хил мат- 
рицага эга булиб, фацат озод дадлари билан фарк киладиган бир 
канча системани ечишга тугри келса, у долда матрицанинг т е с
карисини топиш максадга мувофикдир. Иккинчи томондан статис
тик дисоблашларда айрим статистик параметрларни бадолаш учун 
тескари матрицалар катта адамиятга эга.

Фараз килайлик, бизга махсусмас матрица А =  \atj\ (i , j= l ,n ) 
берилган булсин. Унга тескари булган А ~х — \х ]̂ матрицани то
пиш учун асосий AA~l =  Е  муносабатдан ф-лдаланамиз, бу ерда 
Е  бирлик матрица, А ва А ~1 матрицаларни узаро купайтирсак, п} 
та x t] номаълумларга нисбатан асосий матрицаси бир хил ва фа- 
Кат озод дадлари билангина фарк киладиган п та тенгламалар сис- 
темасига эга буламиз:

а , , * ,  Ч- &\2^2 • • • ”1“ пх п "   ̂ ^ . . .  0 ,
“Ь &22Х2 -f“ Cl2nXn =̂ 0 1 . . .  0 ,

~~Ь • • • “1“ &nhXn  ̂ 0 . . .  1.
Бундай системани Гаусс методи билан бирданига ечиш мумкин. 

Мисол учун (2.11) система

~ 2 4 , 2  1 ,6 — 3
0 , 4 3 — 2 0

А —
1 , 6 - 0 , 8  1 — 1

_ 1 - 2  — ! 1.5
матрицасинимг тескаоисини топайлик.

Ечиш. Гаусс компакт схемасини куллаймиз. Бу долда т^'ртта озод х,ад- 
лар устунига эга буламиз ( 1 1 -ж а д в а л ) .  Шуни х,ам эслатиб утамизки, т е с 
кари матрицанинг carp элементлари тескари тартибда досил булади. 

1 1 -ж а д в а л  натижасидан куйидагига эга буламиз:

-  0 ,28239 — 0,06801 — 0 ,06915  0,51865 ~
д - i  =  0,38037 —  0,19364 —  1,70539 0,290.46

0,51408 — 0,77686  —  1,04425 0 ,33195
-  0 ,66162 — 0,73076 —  1,59058 0 ,92945  -

82



11
- 

ж
ад

ва
л

Ю s  «  0  CO
Ю cd 00 CM CM CM 0  CM 00

CD чф t*- CD 0 CM О  Ю 00 CO
00 CD 00 Ю 05 00 rj< 00 CD CM 0 CO h- CM CD

тг Ю CD N  C ) CM CD
Ю <N CM CM CM CM t " 0 CM

I I CO О  О  .О  О
1 1 0 О

1
0 0

1 I I

f
Ю Ю  CD 1Л
r f  CD r f  CD
CD — О  00

n 0 О 0 j 0 0 О ~  j 0 О 0 »—1 CM CO 0  -
CD CO CM Ю
0  o '  o '  0 "

CD 00 LO 05 ю
CO Ю CM CO — 4

CD — О  ^  ю  O)
<П CD r f  О  COTf LO О  t>  О0 О 0  { 0 0 0  j 0 0

О
1 7

^  —  O O

1 I I  1

: cm CM 00 CM CO CO r f  —.
: ^ CO l>- 00 CM N  CO CD О

<N : 0 CO h- LO CD О  CO CO CO: co 00 CD 00 CO S  O) CD0 »—* 0 0  i 0 О О  : cm О 0 Ю t-- fv. 0

: 0 О  
1 .

0
1

0 0 0 0  
1 1 1 1

Ю Г-
• 00 CO rh CD CM 00 s  05
: 0 CO CD t". 00 со О  со co: lo 00 Ю  ; CM 00 00 ■—1 ^  0  CMО 0 О  . . LO LO CM C'- CD 00 00Jl ; О 0 0

I
О  : О

1 : o ' 0
CM t'- <0 ю  co cm

1 1 : О
1 1

0 0 0 0 0 0

• 10 0
; cm 0 CO
; cd 0 0 Tf 0to  j Ю CD Tt* l LO Ю LO •—' CD*4-1 •. * l>. CO LO

'■S’* CO О *—< ; 0 CO ■ - Ю
* 1 \ | 1 0 CM CO О

j 1 0

1

1—1

: 0 0 10
l LO 0 t"-
; t"- 0 COCO 00 co ; CO 0 CD

! 00 CD CM 00 r f LO
CM

H 1 1 ■ 0  

j 1 7

О
1

—< : 0

1 I 1

CM
i

CO
1

CD
cm 00 00

H CO 0

1
cm ■ cm

1 I 1

CO

1 f  г

CD

CM 0 —H —« :
H 1



Текшириш учун АА~1 к^пайтмани тузайлик:

' 2 
— 0 , 4  

1,6 
1

4 , 2
3

- 0 ,8
-2

1,6
-2

1
-1

—3 "  
О 

— 1 
1 ,5

0 ,2 8 2 3 9
0 ,3 8 0 3 7
0 ,5 1 4 0 8
0 ,6 6 1 6 2

1,00000
0,00001

-0 ,0 0 0 0 3
0,00000

— 0,00001 
1,0000 

— 0,00001 
—0,00001 

о

= Е  +  Ю” '1

— 0,0 6 8 0 1  
— 0 ,1 9 3 6 4  
— 0 ,7 7 6 8 6  
— 0 ,7 3 0 7 6

0,00001 
■0,00001 
1,00000 
0,00001 

-1 1 
О —1

-1 о 
-1 1

— 0 ,0 6 9 1 5  
— 0 ,7 0 5 3 9  
—  1 ,04425  
— 1 ,5 9 0 5 8

о . о о о о г  
■0 ,0 0 0 0 2  
•0 ,0 0 0 0 3  
0 ,9 9 9 9 6

1
—2 
—3 
—4

0 ,5 1 8 6 5 '
0 ,2 9 0 4 6
0 ,3 3 1 9 5
0 ,9 2 9 4 5

Бу ердан кУринадики, АА~\ купайтма матрица элементлари Е  бирлик
матрицанинг мос элементларидаи факатгина вергулдан кейинги бешинчи 
хона рацамлари билангина фарк ^илади, демак аницлик КОНикатидир

3-  § .  КВАДРАТ ИЛДИЗЛАР МЕТОДИ

Ушбу ва кейинги параграфлардаги методларда махсус хоссалар- 
га эга булган матрицалардан фойдаланишга турри келади, шунинг 
учун аввало шу матрицаларни таърифлаб утамиз.

Агар барча i ва j  лар учун a*j = ~ y2 булса (бу ерда а п усти- 
даги чизик; цушма комплекс сонни билдиради) элементлари а*, дан 
иборат булган Л * матрица берилган А =  [а и ] матрицага нисбатан 
цушма матрица дейилади.

Агар А квадрат матрица узинянг цушмаси Л * билан устма-уст 
тушса, яъни А* — А булса, у Эр пит матрицаси ёки  уз-узига  
цушма матрица дейилади. Элементлари дакиций соидан иборат 
булган Эрмит матрицаси симметрию матрица дейилади. Бу 
матрица А' =  А  тенглик билан аницланади.

Агар

АА* =  Е  (3 .1 )

бажарилса, у ролда А унитар матрица  дейилади, бу ерда Е — 
бирлик матрица.

Унитар матрица куйидаги хоссаларга эга:
1) Агар А унитар матрица булса, у ^олда унинг детерминанти 

модули 1 га тенг булган комплекс сондир. Х аКЩатан ^ам, (3 .1 )  
га кура

detA A * =  detA -detA * =  detA -detA  =  |deM|2 =  1.

2) Агар Л унитар матрица булса, у ^олда Л _ 1 = Л * .  Буни 
исботлаш учун (3 .1) ни чапдан Л -1 га купайтириш кифоядир.

3) Агар А унитар матрица булса, у ролда Л *  ^ам унитардир.
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4) Иккита унитар матрицаларнинг купайтмаси унитар матрица- 
дир. Ха^щ атан хам, А ва В  унитар матрицалар булсин, у холда

(АВ) (АВ)* =  А В В* А* =  АЕА* =  АА* =  Е.

Энди квадрат илдизлар методини куриб чикайлик. Фараз килай- 
лик, А Эрмит матрицаси булсин. Квадрат илдизлар методининг 
гояси А матрицани учбурчак ва диагонал матрицалар купайтмаси 
шаклида тасвирлашдан иборатдир:

(3 .2 )

б у  ерда

Т =

—  1 дан иборат булган

D

A = t *d t

П и t\i • l̂/J
0 t<i2 • • • t’in

0 0 . . ■ tnn
булиб, D эса d u

d n 0 . . 0  “
0 ^22 • . 0

0 0 . • dnn_

диагонал матрииадир.
Т матрица элементларини топиш учун (3 .2 ) тенгликдан, матри- 

цаларни купайтириш коидасига асосланиб, ^  ларга нисбатан куйи
даги тенгламалар системасини хосил киламиз:

tudxxtxj-\- . . . +  tiid iiti j - 
КпР^н +  \ h t \

IVа и
= a tj ( i < j ),
а и =J)>  ( i =  1. 2 , . . . ,r i)  (3 .3 )

Бу ерда tu лар ttj билан узаро кушма комплекс сонлардир. (3 .3 ) 
системада теягламаларнинг сони номаълумларнинг сонидан я  тага 
кам. (3 .3 ) системадан ttj лар ягона равишда топилиши учун d H 
ларни шундйй танлаб оламизки, ta  лар хакщ ий ва мусбат булсин. 
У вак;тда ($.3) системанинг иккинчи тенгламасидан г = 1 булганда

= а\\
га эга буламиз. Энди d n =  signa^  деб олиб tu учун Ux =  / Ы  
ни хосил циламиз. (3 .3 ) системанинг биринчи тенгламасидан г = 1

булганда ttj =  a'J ( j  =  2, 3, . . . , n) келиб чикади. Ш унга

ухшаш (3 .3 ) системада I =  2 булганда аввал иккинчи тенгламадан 
jf32 ни, сунгра биринчи тенгламадан t7j ни топамиз:

rfSJ == sig n (a2J — \tn \4u ), t.n =  \/\a%

a-2j — jt2 j- U  =  3, n).
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Ш ундай килиб, Т нинг аввалги иккита сатр элементларини 
топиш учун формулалар чикардик. Ш унга ухшаш, Т  матрицанинг 
колган элементларини дам топамиз. Умумий долда дисоблашлар 
Куйидаги формулалар ёрдамида олиб борилади:

d n =  sig n a ,!, tu =  /\ a u\, ti j :
l-l

du =  s i g n ( a n  —  2  I ^ J 2 dss),
5 = 1

“ J3i *  ■

I *н ( / > 1),h i  —

hr

У
(3 .4 )

S*=l
l-l

a lj ^sl^ss^sj
_____S=1_______

dlit и (/ — i -j- 1 ,ti).

Шундай килиб, (3 .2 ) ёйилма мавжуд ва (3 .4 ) формулалар ёрдами
да аниклааади. Нидоят,

Ах  =  Ъ
системани ечиш учун уни А — T*D T  ёйилмадан фойдаланиб, цуйи- 
даги иккита учбурчак матрицали системалар шаклида ёзиб оламиз:

T*Dy =  Ъ, Тх =  у.
Б у  системаларни ёйиб ёзсак,

(tuduyt = b u 
t\idu yx tiid iiy i =  b2,

ва

hnduy x 4 -  tind^y^ 4 -  . . .  4 -  tnndnny n — bn

t\\x \ 4 -  4 ~  • • • 4 -  t\nXn —  yx,
4 -  • • • 4 -  t'lnXn —  у 2,

tnnXn —  Уп
га эга буламиз. Бундан эса, кетма-кет куйидагиларни досил 1<и- 
ламиз:

г- i  _
S  ŝiyŝ ss

Ух Vi — Uid ii ( * >  1)
ва

Хп =
Уп
tnn

п
У1 Usxs

XI ---------- tSS

(3 .5)

(3 .6)
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Агар А  дакщ ий ва симметрии матрица булса, бу матрицани бир- 
бирига нисбатан узаро транспонирланган иккита матрицалар ку- 
пайтмаси шаклида ёзиш мумкин:

А  =  ТТ,
бу ерда Т  — юцори учбурчак матрица. Бу долда (3 .4) формулалар 
бир оз соддалашиб, ушбу куринишга эга булади:

t\\ ~  / ® t l i  j = =  7 )
Г 11

( ' » ) . '  , з . 7 )
/-1 

aij— 2

t n= — U =  -ь   ̂> )̂-

Шуни дам таъкидлаб утиш керакки, факат А матрица мусбат 
аникланган булгандагина Т матрицанинг диагонал элементлар» 
дак,икий ва мусбат булиши мумкин. Акс долда, Т матрица эле- 
ментлари орасида комплекслари дам учраб к;олиши мумкин.

Учбурчак матрицанинг детерминанта диагонал элементлари ку- 
пайтмасига тенг эканлигини эътиборга олиб, (3 .2) ёйилмадан detA 
ни топиш учун куйидагини досил киламиз:

П

&etA=\~\dut\
i—i

ёки

detA =  (р П  d lr ir\ tlf гг|3) (q П d h  l4l ti$ ф .

Бу ерда q Э ^ М  даги мумкин булган энг катта сонга, р эса 
эн г кичигига як;ин булиб, рд =  1; tlrlr лар Т  матрицанинг аб 
солют кийматлари буйича бирдан ортмайдиган элементлари, tt is 
лар эса цолган элементларидир.

Бу метод ёрдамида хотираси 40Э5 та.ячейкадан и 'орат Э ^ М - 
ларда матрицаси дацикий ва симметрик булган 8 8 - тартибли сис* 
темани ечиш мумкин.

Квадрат илдизлар методи купинча кузатишлар натижасини энг 
кичик квадратлар методи билан ишлаб чиьданда досил буладиган 
тенгламаларнинг нормал системасини ечиш учун кулланиладн. 
Бундай система матрицасининг бош минорлари мусбат булгаи 
Эрмит матрицаси булади.

Бундай системаларнинг тартиблари одатда бир неча юз, датто» 
мингларга тенг булиши мумкин.

Одатда юцори тартибли чизикли алгебраик тенгламалар систе-- 
масини ечиш ни^оятда мураккаб масала. Шунинг учун дам дар 
бир конкрет масаланинг ички хусусиятларидщ фойдалдниш керак. 
М асалан, куп масалалар, шу жумладан, энг кичик квадратлар
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15-чизма, 16-чизма,

методи билан транспорт масаласини ечиш матрицаси 15- чизмадаги 
куриняшга эга булган говори даражали алгебраик тенгламалар 
системасига олиб келади. Бундай системаларни квадрат илдизлар 
методи билан ечиш кулайдир.

Хаки^атан рам, фараз цилайлик, А Эрмит матрицасининг эле- 
мектлари бирор / ва барча 1 <  г <  n ij< .j  лар учун а 1} =  О шарт- 
ни каноатлантирсин. У ролда, (-3.4) фэрмуладан куринадики, улар- 
г а м э с  булган tij элементлар рам нолга айланади. Шунинг учун 
рам, Т матрицанинг куриниши А матрицанинг унг ярмидек, яъни 
16- чизмадагидек булади.

Ноль элементлар устида амал бажармасак, у ролда рисоблаш 
ишлари факат тэзлашябгина колмасдан, балки ечиладиган масала- 
нинг тартибици орттириш рам мумкин.

Соддалик учун симметрии матрнцага эга булган куйидаги:

|
2х̂  — 3Xg "{“ 4х3 х̂  =  11,
— ЗХ( -|- 5х2 —  х3 ~j~ 2^4 =  — б,

4 х  1 —  х3 З х 4 == 1,
X j  4 -  2 х 2 -f- З Х 3  - f-  2х 4 =* 1

системани к ва !р а т  илдизлар методи билан ечайлик.
Е ч и ш .  Системанинг Ду коэффициентлари ва  6; о зо д  х;адларини 12- 

жатвалнинг А ^исмига жойлаштириб, 2  устунни ^исоблаб чи^амиз. (3 .7 )  ва
(3.5) формула пар ёрдамида кетм а-кет  ty  элементларни ва янги озодх ,ад  у* лар
ни х,исоблаб, жадвалнинг кисмини т^лдирамиз. Контрол учун х,ар гал 2  
устунни х,исоблаб турамиз. Масалан, <34 ва  у3 цуйидагича топилади:

a3 i- t l3tu — t.23tu  3 - 2 , 8 2 8 4 3 - 0 , 7 0 7 1 1  - 7 , 0 7 1 3 8 - 4 , 9 4 9 9 5  .................
tu  =  Q -------------- = ---------------------------^ 5 5 0 Ш ----------------------------=  4 '50363/>

*з —  1̂зУа —  а̂зУа 1 - 2 , 8 2 8 4 3 - 7 , 7 7 8 1 9 - 7 , 0 7 1 3 8 - 3 0 , 4 0 6 9 1  ...................
Л =  '------- 7 £ 5 0 Ш  : «= 28,61122/,

12- ж а дв алап а12 “13 “14 У1 S схем а цисмлари

2 — 3 4 1 11 15
— 3 5 — 1 2 — 6 — 3 я

4 —  1 1 3 1 8
1 2 3 2 1 9
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давоми

‘и ‘12 *14 $1 ъ

1 ,41421 — 2 ,1 2 1 3 3  
0 ,7 0 7 0 8

2 ,8 2 8 4 3
7 ,0 7 1 3 8
7 ,5 5 0 1 3

0 ,7 0 7 1 1  
4 ,9 4 9 9 5  
4 ,50363/ 
1,64904/

7 ,7 7 8 1 9  
30,40691  
28,61122/ 

4 ,9 4 7 1 8

10,60661 
4 3 ,1 3 5 3 8  
40,66504/ 

6 ,5 9 6 2 2 1

А ,

2 ,9 9 9 5 8
3 ,9 9 9 7 0

1 ,99975  
2 ,9 9 9 8 0

2,00002
3 ,0 0 0 0 4

3 .0 0 0 0 4
4 .0 0 0 0 4

x t
~1

а 2

Жадвалдаги ечимни вергулдан кейин уч хонасигача яхлитла-5 олсак, 
цуйидагига эга буламиз:

хг =  3 ,0 0 0 ;  х2 =  2,000; х3 =  2,000; =  3,0000.

Б у  эса  а ниц ечимни беради.

4- §. АЙЛАНТИРИШЛАР МЕТОДИ

Аналитик геометриядан маълумки, текисликда Декарт коорди- 
наталар системасини уклар атрофида ф бурчакка айлантириш ушоу

СОЭф
мпф

-ЭЩф
СОЗф.

матрица оркали бажарилади. Айлантиришдан фойдаланиб, чизрщли 
алгебраик тенгламалар системасини ечиш мумкин. Бунинг учун 
ортогонал матрицанинг хусусий доли булган уш эу

Тц -

1

L

СОЭф . . . 

simp . . .

( 0

-  БШф 

СОвф 

1

( 0

(У)

V)
J

элементар айлантириш матрицасидан фойдаланамиз. Бу матрица 
бирлик матрицадан факатгина I- ва /- сатр дамда шу номерли 
устунларнинг кесишган жойларидэги туртта элементлари билангина 
фарк; килади.

Равшанки, А =  \аы\ матрицани чапдан Т и  га купайтирсак, Л  
матрицанинг факат I- ва у- сатрлари узгаради, чунончи =* 
=  ТцА матрица учун

„(1)ап
, п >

; а^соэф —  а^эшф, 

а}!' — a^sirup -j- a Jt соэф 

ларга эга буламиз.

( / = 1ря) ( 4 .1 )



( k =  1 ,n) (4 .2 )

Шунга ухшаш A =  \аы\ матрицани ТLj га унгдан купайтирсак, 
унинг фацатгина i- ва у- устунларигина ушбу формулалар

а {ы =  a kl cos<p +  а к]&\щ,
а (к}} =  — akJsi пф +  akjCosq>

буйича узгаради холос. ^
Равшанки, агар а и ёки a jt элементлар нолдан фарцли булса, 

у долда шундай ф ни топиш мумкищш, натижада a f t  =  О булсин. 
Бунинг учун

Э1Пф =
у/~ а2п +  a2jt 

каби олиш керак. Бу  долда

cos  ф :
V аи +

-У а а +  а 1 
■ О

и > 0 ,

(4 .3)

(4 .4 )

булади. Демак, ф ни танлаш эвазига купайтма матрицанинг и хти- 
ёрий элементини нолга айлантириш мумкин. Бунинг учун куйида- 
ги теореманинг уринли эканлигини курсатиш кифоядир.

1 - тео р ем а . Ихтигрий дацикий махсусмас А — [аы \ матрицани 
чапдан кетма-кет элементар айлантириш матрицаларига купайти- 
риш билан уни диагонал элементларининг охиргисидан бош^алари 
мусбат булган унг учбурчак матрицага келтириш мумкин.

И сб от. Фараз килайлик,

а  н 
Й21

«12
а п

‘1Я
2̂/1

а П1 а,П2 а„
(4 .5)

м ахсусм ас дацщий матрица булсин.
А ввал а п ФО деб дисоблаймиз. А матрицани кетма-кет Г 12, 

7\з> • • • . Т\п ларга купайтирамиз. Бу матрицаларни шундай тан- 
•лаб оламизки, биринчи устуннинг энг юк->ридаги элементидан 
бошка дамма элементлари нолга айлансин.

Агарда а п =  0 булса, у долда алмаштиришни Tip  га купай-
* тиришдан бошлаймиз, бу ерда у 0 а^Ф  0 шартни каноатлантиради- 

ган номерларнинг энг кичиги. Матрица м ахсусмас булганлиги 
учун биринчи устуннинг камида битта элемента нолдан фарк;ли-

• дир, демак, шундай у'0 номер топилади.
Юкоридаги алмаштиришларни бажариш натижасида

А ^  =  ТыТи . • Т пА = 0
а»>12 • • •
a<J>22 • • •

о ’ '_
• *
а (1)пп

матрицага келамиз ва бунда >  0 .
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Б у  ерда Л (1) матрица махсусмас булганлиги учун а ^ , . . . ,а<{> 
амементларнинг камида бирортаси нолдан флрцлидир. Энди элем ен -' 
тар айлантириш матрицалари Т2Я, T2i, . . . , Т ни шундай тан- 
лаб оламизки, буларга кетма-кет купайтириш натижасида Л <2> 
матрицада иккинчи устунининг диагонал остидаги барча элемент- 
лари нолга айлансин. Шу жараённи давом эттнриб, ни^оят

А " - 1' =  T n - i . n  • • ■ T 12A (n- 2) =

12

22

а[п-D- 

< - 1) (4 .6)

матрицага келамиз. Ш у билан теореманинг исботи нич;оясига етди.
Шуни х;ам таъкидлаб ут иш керакки, Л ( г_1) ни ^осил цилищ 

учун матрицаларни купайтиришл ар сони диагонал остидаги эле-

ментларнинг сони дан ортмайди.

Бу теоремадан шундай натижа келиб чикади..
Н ати ж а. Ихтиёрий махсусм ас да:<ик;ий матрицами ортогонал 

ва унг учбурчак матрицаларнинг купайтмаси шаклида тасвирлаш 
мумкин.

Хакицатан ^ам, (4 .5) тенгликдан А =  РА^п~1\ бу ерда Р =  
=  {Tn_i n . . . Т п)~1 ортогонал матрицадир.

И сбот килинган теоремами Ах =  b тенгламани ечишга цуллай- 
миз. (4 .5) тенгликдан курамизки, бу тенглама

А(п~Х)х  — с
тенгламага тенг кучлидир, бу ерда с =  Т „_1 п . . . Т^Ь. (4 .6 ) си с
тема'учбурчакли система булганлиги учун, уни ечиш ь;ийин эмас. 

Номаълумларни йукотишни

1
1

C o j c p  -  * *  ~ е  % й к р

6  • * * COS

it)

( / /

I

L_
( i )  i d ,

куринишдаги унитар матрицалар ёрдамида ^ам бажарнш мумкин.
Хацикатан х,ам, агар А — ихтиёрий махсусмас комплекс мат

рица булса, у х;олда уни чапдан Р и(ц>,<Ь) га купайтириб, янги В  
матрицани з^осил цилзмизки, унинг i- ва у - сатр элементлари

uiP-
bJP

а 1р соэф —
■ ŝirup +  CL jp СОЭф- a lpe (P =  1,л ) (4 .7)
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•формулалар билан аникланиб, долган элементлари А матрицанинг 
мос элементлари билан устма-уст тушади. Агар биз В  матрица* 
нинг b js элементларини нолга айлантирмокчи булсак (бу эса 
тенгламадан Ru А х  =  Rtjb амал ёрдамида ни йукотиш билан 
тенг кучлидир), у золда (4 .7) формулаларда

isl la ;sl2 > 0  булса, p =  s булганда, 
i> =  argais — axgajs,

\als\СОБф =
V iaisl2 +  IajsP 

—lajslSttKp =  —   r
^ “Ь IajsV

деб олиш керак. Акс э?олда соэф =  1, simp =  0 каби олиш керак.
ф) матрицанинг бу хоссаси  куйидаги теоремани исбот- 

лашга имкон беради.
2 - тео р ем а. Дар кандай А комплекс матрицани унга /?гу-(ф,ф) 

матрицаларни бир неча марта чапдан купайтириш натижасида 
юкори учбурчак матрицага келтириш мумкин.

И сбот. R 12, R u , . . . , £>1л матрицаларни шундай танлаймизки, 
уларни чапдан А га кетма-кет купайтирилганда биринчи устун- 
нинг барча диагонал ости элементлари нолга айлансин:

А̂  — . . . R^A  —

'/»(*)
и П  12 

22о
< > '  
< >

о
■ < №  пп

Иккинчи кадамда Д  ни мос равишда танлаб олинган R ?3, 
R u • • ■ j Rm ларга, учинчи кадамда зса R3i, /?35, . . . , RSn лар- 
га  ва з .  к. купайтирамиз. Б у  жараённинг охирида юкори учбур
чак Ап—1 матрицани

А п —1, п == R n —i, n ' R n —2,п .  • • R i a A

к^ринишда зосил киламиз. Ш у билан теореманинг исботи нщ оя- 
сига етди.

5- § .  АКСЛАНТИРИШЛАР МЕТОДИ

Бу методнинг гояси А х  =  Ъ система матрицасини унитар (3- § 
га  каранг) ва юкори учбурчак матрицалар купайтмасига ажратиш
га асосланган. Шунинг билан бирга, бу ерда унитар матрица бир 
нечта акслантириш матрицалари деб аталувчи квадрат матрицалар- 
нинг купайтмасидан ташкил топгандир. Бу матрицалар векторлар- 
ни бер-илган текисликка нисбатан акс эттириш коидасига асосан 
векторлар фазосияи алмаштздриш хоссасига кура шу ном билан 
аталади.
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Р0 — ихтиёрий текислик булсин, W орцали Р  текисликка орто- 
гонал ва узунлиги бирга тенг булган вектор устунини белгилай- 
m i i : j .  Энди ихти-'рий

z =  x - j- y  (5 .1 )

иекторни оламиз, бу ерда х  вектор w векторга ортогонал, яъни 
(х , wj =  0  булиб, у эса w  га пропорционалдир: y=^=aw (а— их- 
тиЗрий сон), z  ни Р текислигига нисЗатан акслантириш натижаси-

да досил булган i ,  вектор 2 , —  х  — у к^ринишга эгадир. г  ни 
57 га утказадиган акслантириш матрщасини U деЗ белгиласак, у 
х,олда Uz =  z 1 булаДи. Б у  матрицанинг куриниши

U =  E  — 2w w* (5 .2 )

формула билан аникланади. Дацикатан з^ам,

U~z — (Е — 2w w *)z  =  z  — 2w w *(x  +  a® ) =  z — 2w w *x  —
—  2aw w*w — Z — 2aw =  X - f  aw — 2aw — x  —  aw  =  z t.

Чунки, w w *x  =  w(x, w) = 0  ва w w*w  —  w (w , w) — w дир. U-. 
нинг унитар эканлиги >;ам осонгина текширилади:

UU* — {Е — 2w w*) (Е  — 2w w*) =  Е  — 4w w* +  4w w*w w*  =» 

—E —  4w w* +  4w (w*w w*) =  4  — 4w w*  +  4w w* =  E.
Берилган матрицани унг учбурчак матрицага келтириш учун 

акслантириш матрицаси U дан ^ффектив равишда фойдаланиш 
мумкин. Буни курсатиш учун, аввало, U матрица ёрдамида ик- 
тиёрий а  векторни бирлик е векторга утказишни, яъни U матри
ца ва а ни

Ua =  ае
тенглик бажариладиган к;илиб, аницлашни куриб чикайлик. (5.2)ни 
Куйидаги

2 (a, w)w =  a  —  ае (5 .3)
ёки ушбу

w — %(а — ае) (5 .4 ).

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда Я. =  ^ ~  —у • (5-4) ни (5 .3) г а : 

к;уйиб,

2 (а , Я (а  —  а е ) )  Ц а  —  а е )  =  а  — а е
ёки

[2|Х|2(а, а  — а е )  —  1] (а — а е ) =  О

га эга буламиз. X ни квадрат кавс ичидаги ифода нолга айланади»

ган килиб танлаймиз. Б у  эса |Х|2 —  ■ _  -_i----- =  ни беради. Бу ер-
2 (а, а —  а е)



да а сонни зам топиш керак. Уни шундай танлаймизкл( (а, а  —

—  а ё) >  0 булсин. |а| =  V (а , а ) деб олсак, /

(а , а  — а е )  =  (а , а ) — о. (а, е) =  |а[2 — ”а ( а / е )  =

=  |а|2 — |а| I (а, 7 )  I *> j=

=  |а|2 —  |а| i (а, в) I ^ (-a rg a + a rg (a .7 ) /
келиб чикади. Агар

—  g'(-arg*+arg("a, ~ ) ) |  J

деб олсак, (а, — ае)  албатта мусбат булкди. Бунинг учун
—  arga +  arg(а, е) =  тс, яъни arga =  — тс -{- arg(a", ~ё) деб олиш 
керак. Натижада биз куйидагиларга эга буламиз:

{а, а  — а е) =  |а|2 +  |а| | ~{а~е) |
ва

2 ,
_  _ _ 2[|3р +  1ф|(а ,й)|]

Шундай килиЗ, а _ в а  е  _векторлар берилган булса, U = E  — 
—  2w w *  матрица Ua — ч е  шартни ка1*оатлантириши учун

w =  %(a— а е ) , \а\ =  ~ /(a, a), arg<x =  arg(a, е) — тс,

 ̂__ _______  I ______ _
/ 2  [ |«|2 + |'»|- |(д, в) I ] (5' 5)

деб олиш керак. Агар тригонометрик функциялар билан иш ку - 
риш максадга мувофик булмаса, ос ни куйидагича аниклаш маъ- 
Кулдир:

e larga =  —  j a j gtnrgia.e) =  —  |a J . - S(a, e)
\{a, e )|

Энди ихтиёрий м ахсусм ас комплекс кийматли А матрицани уни
тар ва юкори учбурчак матрицалар купайтмасига ажратиш м а с а -  
ласи куйидагича х;ал килинади.

Биринчи кадамда а  ва е  векторларни

а  =  {flu-, ^ 21> • • •, &n\Yi &== 0 > 0 ) • • • > о )/
каби олиб, а, К, w  ларни юкоридаги формулалар ёрдамида топамиз 
ва  Ux матрицани ^осил киламиз.

А матрицани чапдан 6/, га купайтирсак

~aW a<!>11 и12 * • ’ uln
=  U,A O a<‘> . . . < >  | 

0  '

келиб чикади. Курикиб турибдики, бу ерда = а  дир. Иккинчи 
Кадамда
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а  — (0 , 41>-----------   л*|>); е =  (0 , 1, 0 , . . . ,  0 ) '

пекторлар ёрдамида U2 матрицани досил циламиз ва Ах ни чапдан 
£/, га купайтириб,

А 2 =  Ц И 1 == U2UxA

Г  *\V e g» a<2> . .  ч-Хп
0 а<2>' 2п
0 0 4 з2) • а<2>• • Зп

(—
 

о 
.

0 . а<2>• пп

матрицани келтириб чицарамиз. U2 матрица

U* =  Е —  2ww* =

■ 1 0 0 . . .  . 0
0 «g> «й> • •
0 «&> • • *й>

0 « 8 ? • • • «&»

куринишга эга булганлиги учун А 2 ва А , матрицаларнинг бирин
чи сатрлари устм а-уст тушади. Б у  жараённи давом эттириб, п— 1 - 
■к;адамда

А л_1 =  Un̂ \ . . . и ,и хА-

л,(п—1) oSn~ *)
“ ц  12 • • • “ X n - l  и 1п
0 d̂ n~  ̂ aSn~ ̂v  и 22 . . . и-2,п-1 и 2.п

О О . . . о а<п-»пп

куринишдаги матрицага эга буламиз. (Jn-\ . . . U2 Ux купайтмани 
U билан белгилаб, А „_х — UA ни досил циламиз, бу эса бизга 

керакли ажратишни беради, яъни А матрица U* унитар матрица 
билан А „_! юкори учбурчак матрицаларнинг купайтмасига тенг- 
дир: А =  и *А п-и

Юкоридаги иазарияга суяниб, акслантиришлар методининг ^и- 
соблаш схемасини берамиз. Фараз ц и л а й л и к ,  махсусм ас комплеко 
матрицали куйидаги

Ах =  Ь
системани ечиш тала5 цилинсин. Б у  системанинг а<0), . . . , а^0)’ 

а(п+ 1 устунли кенгайтирилган матрица си ни А 0 орцали белгилаб 
оламиз:

А 0 =  Й « ) , '^ о ) , ----------' « Г .  < °| i).

бу ерда a<°> =  (a U) а п , . . . , a nk) (6 = 1, я + 1)', a«»H =  b0.
А матрицани

Aa+i =  Uk+xAk (k — 0, 1, . . .  ~ ti— 2) (5 .6 )
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Коидага кура алмаштираверамиз, бу ерда Ux, U2................. t/„_i
акслантириш матрицаларидир. (5 .6 ) дан

-^(k+i) =  Uk+^(k) ( / = 1, 2, , п) (5 .7)

келиб чикади. Ux матрицани тузаётганда а  ва е  векторлар сифа- 
тида

■ д = "а{°) =  (ап>  .............................~ = (  1, 0 , . . . .  0) '

ларни олишни курган эдик, а  ва е  векторларнинг танланишига 
кура

а*1* =  U ^l0'! (i =  1, 2 , . . . , п +  1) 

ва  а *1* вектор =  (а{}>, 0 , . . . , 0 ) ' куринишга эга булиб, 

i >  1 булганда боища лар умумий куринишдаги векторлардир. 
Фараз килайлик,

— 0 ( г > / ,  У =  1, 2, k) 
влементларга эга булган Ак матрица тузилган булсин. У вацтда 
A k+i ни_тузаётганда

а  =  (0 , . . .  О, a[ k̂ l k+l, , . . . , я<^+ 1)
ва

е =  (0 , . . .  , 0 , 1 0 , . . . ,  0 ) '

деб олиш керак. Бундан кейин тузилган A/j+i =  Uu+iAk шундай 
хо ссага  эгаки, унинг элементлари г > / , 7  =  1, 2 , . . .  , k -f- 1 лар 
учун  а<*+>> =  0 булади.

Шундай цилиб, (« — 1)-кадамдан кейин э^осил булган матрица- 
нинг дастлабки п устуни юкори учбурчак матрицани ташкил 
этади. Ш у билан бирга, КАх  =  & система унга эквивалент булган 
Чуйидаги системага келади:

а ^ х х +  +  . . . +  а ^ - 1̂  =

+  • • • +  '

а * " - 1) +  afn~^x =  a (n~l̂  ,,n —1 , л —1 “  1 1 n — \,n n n—l , n + l

Бундан эса
а 1гп~1)Хп л , п + Г

a,(<i-l)
/г, rc+1

a ( л - 1)  *

(n-l) y i 
"ft.n+i Z j

p = f c + l
ukp

a(« -1) a kk
(5 .8 )

(A =  n—  1 1 n — 2, . . . , 1) 

системага эга буламиз.
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Шуни з;ам таъкидлаб утиш керакки, навбатдаги цадамнинг 
бажарилмаслиги навбатдаги а  векторнинг нолга айланишига бог- 
лик, ч у н к и ,  бу пайтда а =  0 булиб, X ни дисоблаш мумкин эмас.. 
Лекин а  вектор нолга айланмайди, чунки А матрица махсусмас 
матрица булиб, унитар матрица ёрдамида алмаштирилмоада.

Хисоблашнинг умумий ^ажмини камайтириш максадида (5 .7 ) 
формулани куйидаги

a\k+l) =  a\k) —  2{a<jk), w) w (5 .9 )

куринишда куллаш маъцулдир. Агар (w w*)a.\k) == {a\k), ®) ®  ни 
дисобга олсак, (5 .9) формула (5 .7) дан келиб чин;ади.

Чизикли алгебраик тенгламалар системасини акслантиришлар

методи ёрдамида ечиш учун -~ (4 п3 +  15/г2 +  Н я ) та купайтиржи,

(4 я 3 +  9/г2 +  5л) та цушиш, — 1 та булиш, п — 1 та илдиа 

чщариш амалларини бажариш керак.
Мисол. Куйидаги комплекс матрицали чизикли алгебраик тенгламалар 

си стем аси  ечилсин:

(5 +  3/)*1 —  2 * 3 —  (2 +  i)x  з =  — 1 0 4 - 3 / ,
— x t +  (4 — i)x, +  2х3 =  13 —  2 i,

— (2 +  2 i)xt — x2 +  (3 +  4 / ) * 3 =  1 4 + 1 6 /.

Ечиш. Кенгайтирилган матрицанинг устунларини цуйидагича 

«<0)
Г 5  +  3/ 1 

— 1 ~40) =
Г— 2 1 

4— / ~40) =
Г —  2 - Г  

2 Д ° >  =
' —  10 f 3 / '  

13— 2 /
— 2 — 2 / , —  1 , 3 +  4/ 14 +  16/

белгилаб ва  а  — а 
ларни топамиз:

(а, 7)

(0 )
1 ’ е — (1, 0, 0 ) '  деб олиб, (5.5) формула ёрдамида а, X, w

5 +  3'

|(а, е)\ 

\ =

Ч  —=~ (а . е )
~    У  (а, а) - . -

|(а, е)\
1

— У~43 • 

1

V 2[|а|2 +  |а| |(а, ё)|] / 2 (43 + ■ /4 3 / 3 4

w  =  Ц а  — аё) =  0 ,0 7 8 4 5 (а  —  ае) =

>/" 34 

=  ■= 0 ,07815

5 ,62296— 3,373784

0,83337 +  0,50002/ 
—  0,07845 

- 0 , 1 5 6 9 0 — 0,15690/

Бундан

w* =  (0,83337 —  0,50002/; — 0,07845 ; — 0,1 5690  +  0,15690/).'  

Кейин U1 = E — 2w w *  формула ёрдамида 

■ 0 ,88906 0 ,13076  +  0,07846/
0,13076— 0,07846/ 0,98756
0,41842 (-0,10462/ —  0,02462 —  0,02462*

0,41842 —  0,10462/ 
— 0,02462  -{- 0,02462/ 

0 ,9 0 1 5 2

ни з^осил циламиз ва ни^оят,

—  5,6 2214  —  3,37324/ 
0 ,00000— 0,00005/

—  0,00018 —  0,00004/

Д  =  U,А =
1,96120 +  0,28770/ 
3,71334 —  0,85526/ 

— 1,86146 —  0,28310/

3,7 1338  +  2,40580/ 
1,46280 +  0,00154/ 
1,92310 +  2,92918/
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ни топамиз. Бу^матрицада а 21 ва я31 лар аслида нолга тенг. б^лиши керак 
эди. Уларнинг урнида кичик б у л с а -д а ,  лекин нолдан фаркли сонлар ^осил 
булди, бу оралик натижалардаги яхлитлаш ^исобигадир. Иккинчи цадамдаги 
дисоблашлар куйидагилардан иборат:

0  1 ' ° 1а  = 3 ,7 1334— 0,85526/ е — 1
—  1,86146— 0,28310/ , 0

ия =

—  5 ,6 2 2 1 4  —  3,37324/
—  0 ,0 0 0 1 6  +  0 , 00 00 1 / 
—  0 ,0 0 0 0 9  —  0,00003/

а  =  —  4,14192  +  0,95397/; X =  0 ,12080;

w* =  (0; 0 ,94892 +  0,21855/'; —  0,22486 +  0,03420/),

1 о о
0 — 0,89642 0 ,41180— 0,16320/

.0  0 ,41180+ 0 ,16320/  0 ,89654

1 ,9 6 1 2 0  +  0,28770/ 3 ,7 1 3 8 0  +  2 ,40580/
- 4 , 1 4 1 4 6 +  0 ,95318/ — 0,0 4 1 3 1  +  0,89101/ 
-  0 ,0 0 0 1 4  +  0 ,00001/ 2 ,3 2 6 2 7  +  2,86549/

Энди (5.7) га кура озод  х,адлар вектори а|0) устида

д<м _  г/^4°), S i2>

алмаштиришларни бажарсак,

а(1)“ 4
; ( 2 )_

18,24740  +  3,32132/ 
—  4 ,3 4 1 8 2  +  5,40876/ 

11 ,63049  +  14,32730/

1 8 ,2 4 7 4 0  +  3 ,32132/
11 ,0 2 7 4 6  —  0,84748/
7 ,7 5 3 9 2  +  14,36256/_

з^осил булади. Ни^оят, (5.8) дан ечимни топамиз:

x t =  0 ,99978 +  1,00008/; х 2 =  0,99935 +  0,00014/;

х 3 =  4,99982 +  0,00003/.

Аник ечим эса х* — 1 +  /, х* = 1, * *  =  5.

6- § .  ОРТОГОНАЛЛАШТИРИШ МЕТОДИ

Ортогоналлаштириш методининг бир неча вариантлари мавжуд. 
Бу параграфда шулардан бирини куриб чи^амиз. Бизга махсусмас 
матрицали, чизикли алгебраик тенгламалар системаси берилган 
булсин:

(6 .1)

, х пЛУ

&ПХ\ 4 “  &12Х2 4 "  • • 4 -  я \пх п 4 -  a i,n+ i — 0 ,

4 "  <̂ 22Х2 4 "  • • 4 “  а 2пх п 4 -  ® 2 i В + 1  = о ,

а п\Х\ +  а п2Х2 4 -  • • 4 -  а ппх п 4 -  п + 1  = 0 .

Уш бу а , = ( я ;1) а п, . . . , a in)' (г =  1, п), у 
белгилятларни киритиб, (6 . 1)- системани

(аи У) =  ° ’
( а 2, у) =  0,

■ (xi , х 2

1(«« . У) =  0
куринишда ёзиб оламиз. Бундан куринадики, (6 .1 )  системани ечиш, 
охирги компонентаси бирга тенг булиб, узи барча а и а 2, . . .  ,~ап
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шекторларга ортогонал булган (га + 1 )  улчовли у векторни топиш 
о план тенг кучлидир. Б у  векторлар системасига яна бир вектор 
^а |-1 =  (0, . . .  , 0 ,1 ) ' ни кушамиз. Янгидан досил булган система 
а ,, а 2, . . . , а п+\ чизикли эрклидир, чунки сатрлари шу вектор- 
лардан иборат булган А матрицанинг детерминанта (6 .1 ) система 
матрицасининг детерминантига тенгдир, шунинг учун дам у нол- 
дан фарклидир. '

Энди ~ar, а 2, . . .  , а п+1 векторлар системасига ортогоналлаш- 
тириш жараёнини куллашдан аввал баъзи тушунчаларни эслатиб 
утамиз.

Иккита х  =  ( х ъ  х 2, . . . , х п) ва у =  (у 15 у 2, . . .  , у п)' век-
п

т орларнинг скаляр  купайт маси  деб улнбу (х, у) = 2  x tyt
_    _  г = 1  _

йигиндига айтилади; агар (х, у) =  0 булса, у  долда х  в а у век
т орлар узаро орт огонал  дейилади ва |рс|| —/ ( ~х, х )  сонга век-
торнинг нор п аса  дейилади. Агар ~~хх, х 2, . ... , х п векторлар
системасининг исталган иккитаси узаро ортогонал булса, у долда 
бундай система орт огонал вект орлар системаси  дейилади ва 
шу билан бирга бу векторларнинг нормаси бирга тенг булса, бу 
система орт онормал вект орлар системаси  дейилади.

Энди жараённи куришга у т а м и з :

и, = а и =  — -  (6 .2 )

деб оламиз.
Фараз килайлик, бирор k >■ 1 учун их, щ, . . . , uk ортогонал 

векторлар системаси ва vx, v,,. . . .  , vk ортонормал векторлар сис
темаси курилган булсин. Энди uk+\ векторни аи+ ь  v 2 , • . . > v k
векторларнинг чизикли комбинацияси шаклида, яъни

k
Uk+i =  ak+i -Ь  2  (6-3)

/=i

куринишда излаймиз ва Uk+\ нинг и1, и2, . . . , uk векторларга, 
яъни v 2, . . . , vk векторларга ортогонал булишини талаб киламиз:

k
0  =  (Ий+ъ vt) =  (a k+u v t) +  2  l kj(v~p ®i) =  (flfc+i. ®i) +  hi-

i i
Бундан

~vt) (6 .4 )

ни топиб, (6 .3 ) га куйсак:
k

"uk+i==ak+i — '^i (ak+uV j)V j (6 .5 )
' /==1
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келиб чщади. Су игра

^ + 1 = - ^ ± 1-  (6 .6 ) 
IK +ill

.деб оламиз. Шундай_цилиб, (6 .2 ), (6 .5 ) ва (6 .6) формулалар ёрда-* 
мида ии щ, . . . , ип+ 1 ортогонал ва vu v2, . . .  ,vlt+1 ортонормал 
системани кетма-кет цурамиз.

Охирги un+i =  (zu z 2, . . . , zn+1) векторнинг 1-координа- 
таси zn+1 нинг нолдан фаркли эканлигини курсатамиз. Бунинг 
учун тескарисини фараз цилайлик. У ^олда

( Ц п - \ - 1 ,  < 2 i )  —  О  , ( М Л_]_ 1 , £12 )  “ О )  • • • ) ( ^ л + 1 »  ® л )  = =  Р

шартлар

(и„+ 1 , t7j) =  0, («л+1 , ‘И2) =  0, • • • , (Un+1 , г>„) =  о

шартларга тенг кучли булиб (чунки v t лар а и а , ,  . . .  , а г лар- 
нинг чизикли комбинациясидир), улар нолдан фаркли ечимга зга 
булган

п  п п

^  atjZj =  0, ^  a2jZj —  0, . . . , 2  апjz j =  ^ (6-7)
/ = i  / = 1  / = 1

чизикли алгебраик тенгламалар системасини ташкнл этади. Д емак, 
бу системанинг детерминанти нолга тенг. Бундай булиши мумкин 
эмас, чунки (6 .1 )  ва (6 .7 ) ларнинг детерминантлари бир хил эди. 
Шартга кура, бу детерминант нолдан фаркли. Бу ^арама-каршилик 
z n+i 0 эканлигини курсатади. Шундай килиб (ип+ ь  а г) =  0, /=*
■*= 1, 2 , . . . , п, шартларни куйидаги куринишда ёзиЗ олиш мумкин:

г г г 2 г п

а »  +  • • • +  +

+  Q-i,п+ 1  =  0 (i =  1 , 2 . , .  , п).
Буни (6 .1 ) система билан солиштирсак, берилган системанинг 

ечими

*1 Zn
( * , . . . ,  х п) =

эканлиги келиб чикади. Бу ечимни топиш учун пъ - f  « 2 та ку»
J

пайтириш, - j  ( 2 « 3 — /г2 — /г) та кушиш, п та булиш, п та илдиз

чикариш амалларини бажаришга тугри келади.
Юкорида келтирилган жараён барча матрицалар учун хам ко- 

нщарли ечимни топиш учун имкон беравермайди. Бунинг асосий 
сабаби_(6.^5) рекуррент муносабатнинг туррун эмаслиги булиб, бу 
нарса и ,, . . . , vn+i векторлар системасининг ортогоналлигини 
бузади. Аникрок натижага эришиш учун куйидагича йул тутамиз:
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{ a h у ) =  0 , г =  1, 2 , , га, шартни цаноатлантирадиган у*=—
“= (Уг.................   ! ) '  векторни

п+1

у =  2  dP i  м
i=i

куринишда излаймиз. Ушбу (а и у) =  0 (i =  1, я) ортогоналлик 
шартларидан d i ларга нисбатан куйидаги тенгламалар системаси 
келиб чикади:

п + 1

?/) =  0 (/ =  1~ ) .  (6 -9 )
/=1

Бундан ташкари у векторнинг (га +  1)-координатасининг бирга 
тенглиги яна бир

2  d j V j ,  п + 1  =  1 ( б Л ° )

1=1

тенгламани Геради. Бу тенглама (6 .8 ) вектор тенгликнинг коорди- 
наталарда ёзилган охнрги тенгламасидир.

Агар ^исоблашлар яхлитланмасдан олиб борилса, у х;олда i< .  
<  j  булганда (a t, Wy)=0 булганлиги учун (6 .9) — (6.10) тенгла
малар системаси куйидаги куринишга эга булади:

\А&и ®i) =  0 , __
P i ifli, ^ )  +  rfj(aa, = 0 .

(6.11)
d x{an, ^ i) +  d 2(an, v2) -1-  . . . +  dn{an, vn) —  0 ,

\dxi)u n+i +  d 2v 2, n+1 +  • • • +  dn+I'Vn+u n+i =  !•

Куриниб турибдики, бу системанинг ечими 
«Г(о, =  (0 , . . .  О, г)-| ь п+1)' вектордан иборатдир.

П
Агар дисоблашлар яхлитлаш билан олиб борилган булса, у  

^олда (6 . 11) системанинг матрицаси кичик б ул са-д а, лекин нол- 
Дан фаркли элементларга х,ам эга булади. ^осил булган системани

Cd-\- D d= ~ g  (6 .12 )

куринишда ёзиб оламиз, бу ерда £  =  (0, . . . , 0 , 1)' ва С (6 . 11) 

системанинг матрицаси ^амда п

0 ( « 1 ,  1>i) ( 5 , 3 )  • . ( « 1 ,

0 0 ( « 2 .  ® s b . . ( а 2 , Vn+\)

0 0 0 (о,п v n + l)
0 0 0 0
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Д астлабкн яцинлашишни d деб олиб, навбатдаги d<-k+1'> яь;ин- 
лашишларни

С й^+п +  £)J<*> =  J  (6 .1 3 )

итерацион жараёндан анищлаймиз. Бу муносабатни куйидаги

d(*+D =  -  C -'D d ^  +  С - ' Г  (6-14)

куринишда ёзиш кулайровдир. D матрицанинг нормаси кичик бул- 
ганлиги учун С~Ю  матрицачийг нормаси ^ам кичик булади. Шу-? 

б и н г  учун ^ам бу итерацион жараёндан (8- §  га к;-) топилган кет- 
ма-кет якинлашишлар тез якинлашади. Бу усул ёрдамида ^исоблаш 
хатосининг таъсирини камайтириш мумкин.

М и с о л .  Куйидаги тенгламалар системаси

t 0 ,6 *1  4" 0 ,3*2  -j- 0 ,4 x 3 =  —  l f
| —  0 ,2* !  +  0,7*2  —  0 ,2 x 3 =  0 , '
I 0,1 —  x2 +  0 ,4 x 3 = 1 , 5

ортегоналлаштириш методи билан ечилсин.
Е ч и ш .  (6 .2 ) формулага кура

Ul =  (0,6; 0,3; 0,4; 1) ''

U! Ul Ц,

Vl ~  v ии и7 ~  К 0,36 +  0 ,09  +  0,16 + 1  ~  1 ,26886  ”

=  (0,47287; 0,23643; 0,31524, 0 ,78811).

Энди (6.4) формула ёрдамида

Х21 =  —  Са2, ~vi) =  —  0 ,0 0 7 8 8  

в и  топамиз, кейии (6.5) дам k — 1 булганда

я 2= я 2 — (а 2, iT,) v~= (— 0,20373; 0,69814; — 0,20248; — 0,00621) '  ни *о си л  ки- 
ламиз. Бундан

l it  Цо
=  Q-y5495 =  (— 0,26986 ; 0,92475; — 0,26820; — 0,00823).

Энди скаляр купаЗтматарни дисоблаймиз:

(а3, v L) =  —  1,24521; (а3, v2) =  —  1,04667.

(6 .5 )  формулада k =  2 деб олиб и3 ва v3 лар учун куйидагиларни з^осил кила» 
миз:

u3 =  a3 — (a3, v l) v l— Ca3, щ) v2 =  (0 ,40600; 0 ,26232; 0 ,51152; — 0,52725) '»

t £  =  =  Q gygg4 =  (0 ,46160 ; 0 ,29825 ;  0,58192; —  0 ,59946) '

Худ ди  шу тарзда цуйидагиларни топамиз:

К ,  Vj) = 0 ,7 8 8 1 1 ;  (at, v2) =  —  0,00823; (я 4, v3) =  —  0,59947, 

й4 =  ( —  0,09817; — 0,00007; 0 ,09819 ;  0 ,0 1 9 4 4 ) ' ,  ||й4|| =  0,10479.

Низ^оят,

^  =  ( — 0,93683; 0,00066; 0,93702, 0 ,18551) ' .

112



Бу вектор компоненталарининг охиргисини 0,18551 га булиб, куйидаги 
такрибий ечимни '.топамиз:

х х =  — 5,05002; х 2 =  0 ,00356;  х 3 =  5,05105.

Буни аник ечим х* =  — 5, х* =  0, х* =  5 билан солиштирсак, ортогонал-

лаштириш методи билан топилган ечимнинг аниклиги нисбатан катта э м а с -  
лиги куриниб турибди.

Бу ечимнинг аниклигини юкорида айтилган у су л  билан орттириш мум
кин, лекин биз бунга тухталмаймиз.

7- §. ЧИЗИЦЛИ АЛГЕБРАДАН АЙРИМ М А Ъ ЛУ М О ТЛ А Р

Чизикли алгебраик тенгламалар системасини итерацион метод- 
лар ёрдамида ечиш жараёнида биринчи навбатда векторлар ва мат- 
рицаларнинг нормалари з^амда лимитлари тушунчаларига эдтиёж, 
тугилади. Шунинг учун ^ам бу масалаларга алодида тухталиб 
утамиз.

В е к т о р  ва  матрицаларнинг нормалари. А ввало вектор узун- 
лиги тушунчасини умумлаштирувчи вектор нормаси тушунчасини- 
киритамиз. л; векторнинг нормаси деб куйидаги уч шартни кано- 
атлантирувчи >$акикий |]jc|| сонга айтилади;

1) ||x|| >  0 ва х  =  0 булгандагина |Jx|| =  0;
2 ) >̂ ар к^»Дай_а сон_учун ||ои|| =  |«| • ||xj|;
3 ) \\х +у|| <  \\х\\ +  ||у|| —  учбурчак тенгсизлиги.
Бу таърифдан норманинг куйидаги хсссаси келиб чикади:

1 Й - 1 Ы П  ^  И * - у1|- (7 -1>
Дакикатан ^ам, 3) шартга кура

IMI =  II* ■- У +  УII <  I k  -  У|| +  ||у11.

яъни

N - l l y l l < l l ^ - y l -  (7.2>
Ш унга ухшаш,

1(711 -  1 Й  <  Ну -  *11 =■II* -  у11
ёки

- ( I l y i l - M I X I k - y l l -  (7.3)=
(7 .2)_ва (7.3) дан эса (7 .1) келиб чикади.

х  =  (хи х 2, . . . , х п)' векторнинг нормаси тушунчасини фа- 
кат юкоридаги учта шартни каноатлантирадиган килиб, турли хил1 
усуллар билан киритиш мумкин. Шулардан куп учратиладиган у ч- 
тасини куриб утайлик.

1. Биринчи — кубик норма:

\\x\l =ш ах| х;| . (7 .4  )
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Хакикий векторлар фазосидаги, нормаси бирдан ортмайдиган 
векторларнинг туплами:

— 1 <  х ,  <  1, . . .  , — 1 <  х п <  1

бирлик кубдан иборатдир, шунинг учун K̂ clJj ни кубик норма  ^ам 
дейилади.

2. Иккинчи — октаэдрик норма:

IW b =  \х \\ +  \х2\ +  • • • +  \x nV (7-5)
Иккинчи нормаси 1 дан ортмайдиган ^ацикий векторларнинг ту п 
лами октаэдрнинг п- улчовли аналогидан иборатдир, ш\шшг учун 
,]|х||2 ми окт аэдрик норма  дейилади.

3. У чинчи— сферик норма:

И з  —  f W ( =  * 1х 1р +  lx i i2 +  • • • +  \х п I2- ( J -6 )

Бу норма вектор узунлигининг узгинаси булиб, JjjrJJ <  1 [парт
ии каноатлантирадиган векторлар туплами бирлик ёгшк шардан 
иборатдир.

Бу нормалар учун 1) — 3) шартларнинг бажарилишини текшира- 
миз. Биринчи ва иккинчи шартларнинг бажарилиши бевосита к у 
риниб турибди. Энди у шоу

1|х +  У||<|Й| +  1М1
шартни текширайлик:

Биринчи норма учун:

II* +  У|1, =  max \xt +  yt\ <  max \xt\ +  max \yt\ =  |Jx||, +  ЦуЦ  ̂

Иккинчи норма учун
п п п

и * + Я ь  =  2 i * i + y « i < 2 i * ' i  +  2  N = 11* 11» + 1 Ы 1 ,
1=1 i=i /=1

Н щ оят, Коши-Буняковский тенгсизлигидан

Wx +  y\\s - j / '  2  \xt +  уЛ2 < 1 / 2  М 2 +  1 ^ 2  N 2 =
;=1 /=1 1=1

—  IWI3 "Ь ||у|1з
келиб чикади.

Энди матрица нормасини куриб чикамиз. А квадрат матрица- 
нинг нормаси деб куйидаги турт шартни каноатлантирувчи х,аци- 
Кий сонга айтилади:

1) ||Л||>0 ва Л = 0  булгандагина |И|| =  0;
2) ихтиёрий а сон учун |[яЛ|| =  |а| ||Л||;
3 ) ||Л +  В\ <  ||Л|| +  11-бЦ (учбурчак тенгсизлиги);
4 ) ||Д5||<|Л!|.|!5||.
Бу  матрица нормаси учун ^ам (7 .1 ) тенгсизликка ухшаш

l W - I H I | < | J A - f i | |  ( 7 .7 )
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«генгсизликни келтириб чицариш мумкин. Матрица нормасини турли; 
усуллар билан ани^лаш мумкин. Аммо чизикли алгебраиинг куп 
масалаларида матрица ва векторларнинг нормалари тушунчалари* 
параллел ^олда катнашади. Шунинг учун ^ам матрица ва вектор- 
нормалари тушунчаларини бир-бирига богланган ^олда киритиш 
максадга мувофивдир.

Агар ^'ар кандай квадрат А мптрица учун вз улчами матрица 
тартибига тенг булган ихтиёрий я вектор учун ушбу

1М йК 1И 11-|Й 1 (7 .8 )

тенгсизлик бажарилса, у ^олда матрица нормаси векторнинг 
берилган нормаси билан м осланган  дейилади.

Векторларнинг берилган нормасига матрицанинг мосланган нор- 
маларидан энг кичигини танлаймиз. Щу максадда А матрицанинг 
нормасини Ах  вектор нормаси ёрдамида цуйидагича ани^лаймиз:

|jA|| =  max||A*||. (7.9)-
1И1=1

Б у  ерда х  вектор нормаси бирга тенг булган барча векторлар
нинг тупламидан олинади.

Биз кейинроц векторлар ва матрицаларнинг лимита тушунчаси- 
ни киритиб, улар ёрдамида норманинг узлуксизлигини курсатамиз.. 
Ленин дозирча шу тушунчадан фойдаланишга тугри келади.

Дар цандай А матрица учун Ах  вектор нормасининг узлук- 
сизлигига кура (7 .9 ) тенгликда максимумга эришилади, яъни шун- 
дай лГ(0) вектор топиладики ||x<°)Jj =  1 ва ||Ах<0)|| =  ||Л|| тенглик- 
лар бажарилади. (7 .9 ) тенг лик билан киритилган матрица норма
си векторнинг берилган нормасига буйсунган  дейилади.

1-те о р ем а . Матрицанинг буйсунган нормаси:
а) норма таърифининг 1) — 4) шартларини цаноатлантиради;
б) векторнинг берилган нормаси билан мосланган;
в) векторнинг берилган нормасига мосланган боцда >;ар кандай 

нормасидан катта эмас.
И сбот. Норма таърифининг 1) шартини текширамиз. Фараз ки- 

лайлик, А ф  0  булсин. У ^олда, доимо Ау ф  0  шартни каноат-

лантирувчи у вектор топилади. Энди у векторга кура х —
_1Ы !

векторни цараймиз. Вектор нормаси таърифининг 2) шартидан ||х|| =  

= —  .||у[|=1 келиб чицади, А х ф  0  булганлигидан 1> 

шартга кура \\Ах\\ >  0  демак,

||А|| =  т а х  \\Ах\\ > 0

булади. Агар А =  0 б у л са , у ^олда \\А\\ — maxJ|0-xl| =  0 булади.
Ii7n=i
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2) шарт >;ам осонгина текширилади:
||аЛ|| =  ш ах ||аЛх|| =  шах |а| • ЦЛЗс(| =  |а| max ||Лх|| =  |а| • \\А||. 

|[“ П=1 Н~||=1 |,7||=i
Энди 3) шартни текширамиз. Юцоркда айтганимиздек, хар кан- 

дай А +  В  матрица учун > ар д о ем  шундай х (0) вектор топиладики 
унинг учун ||х(0)|| =  1 ва

||Л +  В\\ =  шах || (Л  +  В)х\\ =  Ц(Л +  В)х^\\
1И1=1

тенгликлар уринли булади.
У ^олда

||Л +  В\\ =  ||Л*«» +  BxW  || <  |]Лх<°>|| +  ||£*«»'|| <_шах ||Лх|| +

+  гаах||5х|| =  ||Л|| +  ||5||.
IWI=1

Норма таърифининг 4) шартини текширишдан аввал, мосланганлик 
шарти (7 .8) ни текширамиз.

Агар х  =  0 булса, (7 .8) нинг бажарилиши куриниб турибди.'

Фараз килайлик, х  4= 0  булсин. У ^олда у (0) =  -^ - векторни
IW1

оламиз. ||у(°)|| =  1 булганлиги учун

||Лх|| =  ||Л(||х||у(°))|| =  ||х|| • ||Лу<о>Ц <  ||х|| ш ах ЦЛуЦ =  |)Л|| • ЦхЦ.
ПЯЫ

Энди 4) шартни текширайлик. Худди аввалгидек АВ  матрица 
учун шундай х<°> топиладики, у куйидаги тенгликларни каноатлан- 
тиради:

||х<°>|| =  1 ва ||Л5х(°)|| =  ||Л5|
У ^олда

\\АВ\\ =  |И(5х(°))|| <  ||Л|| • ||&х<°>|| <  ||Л|| • ||5|| • |]>>|| =  ||Л|| ■ ||5||.

Ни^оят, теореманинг охирги шартинигина текшириш цолди. Фа
раз килайлик, ||Л|| матрицанинг векторларнинг берилган нормасига

буйсунган нормаси булиб, ||Л|| — векторларнинг шу нормаси би
лан мосланган ихтиёрий нормаси булсин. У вацтда, маълумки, А  
матрица учун

||х(0)|| =  1 , ||Л|| =  ||Лх(0)||

тенгликларни даноатлантирадиган х (0> вектор топилади.
Лекин

||Лх(0)|| <  ||Л|| |jx<0)|| =  ||ЛЦ,
демак,

1И11<1Й|.
Ш у билаа теорема тулик исботланди.
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Энди матрицанинг векторларнинг юкорида киритилган нормала- 
рига буйсунган нормаси куринишларини келтирамиз. Улар мос ра- 
вишда куйидагилардан иборатдир:

||A||i =  max 2  \aik\ (кубик норма),
1<1<п /г=1

||Л||8 =  т а х  У  \анк\ (октаэдрик норма), 

1ИНз =  1км1 =  / ^  (сферик норма).

(7.10>

(7 .1 1 ) 

( 7 .12>

Бу ерда А'А матрицанинг энг катта хое сони.
Энди (7 .10) — (7 .12) нормаларнинг мос разишда ( 7 . 4 ) — ( 7 .6> 

нормаларга буйсунган_нормалар эканини курсатамиз.
Хакикатан ^ам, А х  вектор куйидаги

П П
Л х  =  ( 2  • • • . 2  a nkx kY

*=1

куринишга эга булганлиги учун вектор нормасининг таърифига; 
кура

П
[|Л||, =  т а х

6=1
<  m ax

i k=i
Ы - \x k

ва агар ЦхЦ! =  1 булса, у *олда

Ц Л Ц ^ш ахЦ Л хЦ ! <  шах У  \aik\.
11*11,=! i k-\

(7 .13>

Фараз килайлик, 2  \a ik\ максимумга l = j  булганда эришилсин.. 
k=i

У  ^олда

3?°) =  (sign а п , sign a  J2, . . . , s ig n a ;„)' 

вектор учун =  1 ва шу билан бирга i Ф  j  булганда
п п п п

2  а шх (1] < 2  К !  <  ШР  2  \a ik\ =  2  \a ik\
k = i k=i

тенгсизликлар бажарилиб, i —j  булганда эса

2  a JhxWk =  2 a /*s ign a ^.! =  2 Mk=i ft=i

тенглик бажарилади.
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Бу ердан

2 v i ° '
|*=i

2 k a I = m ax2 i a « i- (7 -14)
&=i

.Демак,

IHiK ==max \\Ax\\t >  ||Л*<°>Л =  т а х  2 Ы -  
1ИЬ=1 1 < 1 < п  * = 1

Куйидаги

4k\ИИ* < т а х  2  \a ik\ва [ и Hi > т а х  2  к
k=  1 1 k= i

тенгсизликларни такксслаш  айтилган тасдикни исботлайди.
Энди (7Л 1) тенгликпинг тугрилигини курсатамиз. [|x|J2“= l  

деб олайлик, у долда

i=i 6=1 2  2  k * .

П П
a 3vik\ W

/=1

= max
k !««!■

Фараз килайлик, max 2 l a «l га k = j  булганда эришилсин. Бу ep-
k i=i

.да x<°) =  ( x (j0), л^0)................x (n0)) векторни шундай танлаймизки
■булганда x (k0i =  0 булиб, x<V =  1 булсин.

Куриниб турибдики, |jx(0)||2 =  l ва шу билан бирга

i=i

п п

-2
k = \ / = 1

a u\ =  т а х  2  М -
г=1

.Демак,

-яъни

шах ||Ла-||2 =[| Л*<°>||2 == max ^  Ы .  
Ыь=1 * i=i

п

iH iu = гпах 2 1  i^ifti-
к г- i

Нидоят, (7Л 2) формуланинг уринли эканлигини курсатамиз. 
Фараз килайлик, ||х||3 =  1 булсин. Сферик норманинг квадрати скал
яр купайтма билан устма-уст тушганлиги учун ва скаляр купайт- 
манинг хоссаоига кура

\\Ах\\* =  (Ах, Ах) =  (х, А'Ах).
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А'А — манфий булмаган симметрии матрицадир (агар барча х  
лар учун {Вх, х) >  0  булса, В  симметрии матрица манфий бул
м аган  матрица дейилади). Чизикли алгебра курсидан маълумки,. 
бундай матрицаларнинг барча хос сонлари манфий эмас. Фараз ки
лайлик, \  >  Ха >  . . . >  1п лар А'А матрицанинг хос сонлари б у 
либ, х {1\ "хт , . . . ,х (п) уларга мос келадиган ^аци^ий ортонормал- 
хос вектор булсин. Агар |М|3 =  1 шартни цаноатлантирувчи х  век- 
торни хос векторлар буйича ёйсак,

X — СхХ^ +  c2xW  + . . .  +  спх {п), 
у  ^олда с\ +  с\ +  . . . +  с\ =  1 тенглик уринли булади ва

\\Ах\\1 =  (х, АА'х) =  (CjX*1) +  . . . +  спх(п\ +  . . . -f-

+  +  • • • +  \ c l  <  \(c\ +  . . . +  c2) =  V

Энди x  =  x (1) деб олсак,

=  (x*1), A'A x^) =  ( В » ,  l tx ^ ) =  K
Ш у билан учинчи тасдиц *ам  исботланди.

Векторлар ва матрицалар кетма-кетликларининг яцинла- 
шишлари. Ф араз к;илайлик,

х М  =  ( х [ к \  х ^ ,  .  .  . ,  x j f * ) '  ( k = \ ,  2 ,  . .  . )  

векторлар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар п та чекли

x i =  \\mxf> (г =  1, п)
k~>OQ

лимитлар мавжуд булса, у ^олда х  =  (хх, х 2, . . . , х п)' вектор 
{х ^ }  вект орлар кетма-кетлигининг лимити  дейилади ва бу 
кетма-кетликнинг узи х  векторга я^инлашади дейилади.

Шу каби
Л < *>  =  [ a \ f  ] (i, J  =  \ТгЦ А — 1 , 2 ,  . . . )  

матрицалар кетма-кетлиги берилган булиб, п2 та a i;- =  livnaW ли-
&-̂ со

митлар мавж уд булса, у ^олда А =  \а1}]  матрица { Л ( ^ }  матра- 
ц ал ар  кетма-кет лигиштг лимити дейилади.

Бу таъриф га кура, агар матрицалардан тузилган чексиз i^a- 
тор цисмий йигиндилари кетма-кетлигининг лимити м авж уд  
булса, у долда бу цатор яциилашувчи дейилади. Бу лимит бе
рилган ^аторнинг йигиндиси дейилади.

Куриниб турибдики, матрицали ^аторнинг яцинлашувчи 
булиши учун матрицанинг мос равиш даги элементларидан ту 
зилган барча п2 та ^аторнинг я^инлашувчи булиши зарур вз  
етарлидир. Шу билан бирга бу цаторларнинг йигиндилари бе
рилган матрицали к;атор йигиндисининг элементлари булади.

В ектор нормаси тушунчаси асосида векторлар кетм а-кетли- 
гини я^инлашишини бош ^ача таъриф лаш  з^ам мумкин.
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•булса, {хМ }  векторлар кетма-кетлиги х  векторга я^инлашади де
йилади.

Бу таъриф яцинлашишнинг аввалги таърифига эквивалент экан- 
лигини исботлаш мумкин.

2 - т ео р ем а . Ушбу

уринли булиши учун,

булиши зарур ва етарлидир.
Бош к;а су з билан айтганда чекли улчовли чизикли фазода нор

ма буйича якинлашиш координаталар буйича як;инлашишга тенг 
кучлидир.

И сбот (зарурлиги). Фараз цилайлик, ~х(к)̂ ~£х, яъни барча i =  
" = 1 , 2  п учун lim *<*> =  .*:, булсин. Куйидаги еи е 2, . . . ,
  k-*-oo
е п базис-векторларни танлаб х  — х ^  ни шу векторлар буйича ёя- 
:миз:

П
* - * ( * >  =  2  (А =  1, 2 _____ ).

i=x
Агар L — шах ||е;|| каби белгиласак, у долда

ККп
П

1=1
Шунинг учун дам

Е т а р л и л и г и .  Фараз килайлик

lim \\х — =  О
k-*oo

булсин. У  долда

||*<*>|) =  р  +  (*<*> -х)\\^  ||* || +  \\х̂  -  х\\

булганлиги сабабли, ||̂ <fe,|| барча k =  \, 2 , . . . лар учун чега- 
раланган, яъни <  М ( k =  1, 2 , . . .) булади. Энди ихтиё-
рий k = l ,  2, . . . учун a k =  \х\к)\ +  |х̂ >| нинг дам чега-
раланганлигини, яъни a k ^ N  (k — \, 2 , . , .) эканлигини курса- 
тамиз.



Тескарисини фараз цилайлик, яъни шундай k u k2, . . .  индекс*
лар кетма-кетлиги мавжуд булсинки: a k  »■ 0  булсин. Ёзувни

ткт-* 00
к;иск;артириш максадида a k >-0 деб дисоблайлик. Берилган век-

k-+oo
торлар кетма-кетлиги га кура янги векторлар кетма-кетлиги

y w  =  — ) =  у<*>, . . . , у ^ у  ■
ak

. х}*>
ни курамиз. Бу ерда у { ) =  эканлигини дисобга олсак,

а к

|у(1*)1+|у^,1 +  - • • + 1 ^ 1  =  1 (А=1,  2, . . . )
эканлиги ва у (*> ларнинг.барчаси чегараланганлиги келиб чикади. 
Шунинг учун ^ам шундай индекслар кетма-кетлигини танлаш мум- 
кинки, чекли лимитлар

lim у<*> =  у г ( / =  1, 2, , п)
k-*- 00

мавжуд булади ва | у , |  +  | у 2| + . . . -  +  \Уп\ =  1 булганлиги учун 
лимит вектор

у =  (y i. у», —  . УпУ
нолдан фарклидир.

Иккинчи томондан ||;с(А>[| < М  ва фаразга кура a k------v-ооэкзн-
k~>oo

лигини )?исобга олиб,

Ну II =  Иу(*> +  й -  ))И <  11у(А,11 +  Ну -  у (А>Н =  +
_  _  ak

+ . | | У - У (*Ч1 =  U  2 ,  . .  .)

тенгсизликдан ||у|| =  0, яъни у =  0 ни ^осил киламиз. Бу карама- 
царшилик (k =  \, 2, ... .) эканлигини, яъни х 1*> вектор
лар координаталарининг барчаси чегараланганлигини курсатади.
Бундан эса шундай индекслар кетма-кетлигини танлаш мумкинлигч 
ва бу индекслар учун Нг =  И тл :г(*> (г =  1, 2 чекли ли-

k->oo
митларнинг мавжудлиги келиб чикади. Лимитдаги =  , . . . ,

векторнинг х  =  (хи х 2, . . .  , х п) вектор билан устма-уст
тушишини курсатамиз.

Хак;ик;атан дам, теорема шартига кура ||х —  ► 0 ва те-
k-*-QO

ореманинг зарурий кисмидан |(| — л̂ >|| ->• 0 эканлиги куричиб, бар- 
ча k =  1, 2, . . . лар учун

\\х — Ц| =  ||(л: — х<к>) +  (л(4)— |)|] < \\х —  л<А)|| +  ||х<*> — |]|
тенгсизликлар бажарилади. Демак, ||х — 1|| == 0, яъни 1 =  х. Ш у 
билан теорема исбот булди.
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Бу теоремадан норманинг узлуксизлиги келиб ч и кади. Худди 
шунга ухшаш матрицалар учун зам А (к> уА булиши учун

k-юо
||Л —  Л<А)||-»-0 нинг бажарилиши зарур ва кифоялилигини курса-

тиш мумкин. Бунинг ёрдамида матрицалар кетма-кетлигининг 
яь;инлашишини боцщача таърифлаш мумкин.

Энди (7 .7 ) тенгсизликдан цуйидаги келиб чикади: агар

Матрицали геометрик прогрессиянинг якинлашиши. В и з
га анализдан маълумки, 1 +  д: +  х 3 +  . . . + ■ * *  +  ••• сонли гео
метрик прогрессиянинг я^инлашувчи булиши учун х к — >-0 були

ши зарур ва кифоя булиб, шу билан бирга унинг йигиндиси (1 —  
— х ) - 1 га тенгдир.

Энди бу тасдицларнинг куйидаги

матрицали геометрик прогрессия учун дам уринли эканлигини кур 
сатамиз. Бунинг учун  аввал цуйидаги бир неча ёрдамчи тасдиц' 
ларни куриб чик;айлик.

1 - лем м а. Ушбу

уринли булиши учун, Л  матрицанинг барча хос сонларининг мо- 
дуллари бирдан кичик булиши зарур ва кифоядир.

И сбот. Исботни бошлашдан аввал алгебрадан айрим тушуни а- 
ларни эслатиб утамиз. Агар шундай махсусмас В  матрица мавж уд 
булиб,

тенглик уринли булса, у долда Л 4 матрица А матрицага ух
шаш  дейилади. Куриниб турибдики, агар Ах матрица А га ухшаш 
булса, у долда Л  дам At га ухшаш булади. Ухшаш матрицалар 
бир хил хос сонларга эга. ^акикатан хам,

det (АВ) =  det Л  ciet В, d e tS -1  • det В =  det В -1 В  =  1 

булганлиги учун:

det (At - I E )  =  det ( i ? - 1 AB  -  B~l A B) =  det (B~l (Л — X E)B) =
=  det B~l det (Л  -  X E) det В  =  det (Л  -  X £ ) ,

яъни бу матрицалар бир хил характеристик детерминантларга эга.
Яна маълумки, ухшаш алмаштиришлар ёрдамида, ихтиёрий п -  

тартибли Л матрицани унинг Ж ордан  формасидаги каноник  
ш аклига  келтириш мумкин:

A{k)^ZtA бУлса, у долда ||Л<*>||££||Л||.

£  +  Л - М 2 +  . .  . +  Л А+ . . . (7 .15 )

А1 =  В~1 АВ

1 =  В~ 1 АВ. (7 .16)
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Б у  ерда

/ = I / m i( 4 ) ,  Im2 Ql) /т Д ) ]

квазидиагонал матрицадир ва г  бир томондан

1 0 . .  . 0 "
ЛЛ>) = 0 X 1 , . .  о

0 0 0 . .  . X

Жордан катакларининг сонини билдирса, иккинчи томондан у А 
матриданинг чизикли эркли хос векторларининг сонидир, шу би
лан бирга тх +  тг +  . . . +  тг =  п булиб, mt 1Щ (Xt) нинг тарти- 
бидир. (7.16) дан куйидагиларни ёза оламиз:

А =  В1В-\

Ak =  B IB -'B IB -1 . . . B IB -»  =  B IkB~\

Демак, Ak — vO булиши учун / *— >-0 булиши зарур ва етарли-
/г->оо k-+oo

дир. (7 .17) дан курамизки,

/ * = [ № > ’ W ................. /ктг(Хг)}.
Шунинг учун дам Ак— >-0 булиши учун барча I =  1, 2 , . . . , г

k-юо
ларда I km (Xt) нинг ноль матрицага интилиши зарур ва етарли- 

Дир.
Матрицаларни купайтириш коидасига кура:

Р  ОЛ
r h 1 0 . , ( Г Л 1 0  . . .  0 “

0 1 0 0 К 1 . . 0

0 0 0  . к i _ _ о 0 0  . • • V I

2 1 1 0 , , 0 “

■-- 0 К
2 А

1 1 0

0 0 0 0 • .

Математик индукция ёрдамида k  >  т1 булганда куйидагини досил 
циламиз:

4?/ М

р ?
0

С 1 Ч - 1
*5

/°2 \k—2 
/

Г 1 )к~1

■ 
О

0 0

+ 2

123



Бу ерда кулайлик учун дифференциаллаш амалини киритдик. 
Ikmi (̂ t) матрицанинг диагонал элементлари № дак иборат. Ш у

нинг учун ^ам I km (lt) нинг ноль матрицага интилиши учун |<; 

< 1  булиши зарурдир. Лекин бу шартнинг бажарилиши /£, (^  )

нинг ноль матрицага интилиши учун етарли ^амдир, чунки ихти- 
ёрий j  =  0 , 1 tth — 1 учун

Шундай цилиб, лемма исботланди. Леммадаги якинлашиш бел- 
гиси амалий масалаларда нокулайлик тугдириши мумкин, чунки у 
А матрицанинг хос сонлари х;акида аник маълумот талаб килади. 
Куйидаги белги анча кулайдир.

2 - л ем м а. Ушбу 

Ак- -+  О
k-*-OQ

уринли булиши учун А матрицанинг камида бирор нормасининг 
бирдан кичик булиши етарлидир.

И сб от . Юкорида таъкидланганидек Аь— ^ 0  нинг бажарилиши
k -'■оо

учун бирор нормада \\Ak — 0j|— >-0 нинг бажарилиши етарлидир.
k~+QQ

Аммо

ц л * — O IIH W 'II = 1 И - ^ - ’||<|!Л||.||л^||< . . .  < ||Л|{*.

Д емак, бирор нормада ||Л||<1 булса, у з^олда |[Л*||— >-0, яъни
А-*-оо

А'1— ->0 булади. Ни^оят, ушбу жумлани исботлайлик.
k-*-QO
3 - л ем м а. Матрицанинг барча хос сонларининг модули унинг 

ихтиёрий нормасидан ортмайди.
Исбот. Хос сон таърифига кура шундай х  вектор мавжуд-

ки,

Ах  = Ь с

булади. Бундан зса \\Ах\\ =  |Х| ||л;|). Лекин ||Ад;|| <  ||Л||-||л:||, шу
нинг учун ^ам |Х| <  ||Л||. Лемма исботланди.

Энди (7 .15) матрицали геометрик прогрессиянинг якинлашишига 
дойр теоремаларни исботлашга утамиз.



3 - т ео р ем а . (7 .1 5 )  каторнинг якинлашиши учун

Л *— > О
k-*oo

нинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Б у  золда Е  — А матрица
нинг тескариси мавж уд булиб,

Е +  Л  +  Л 2 +  . . . +  Ак +  . . . =  ( £ ' - Л ) - 1

тенглик уринли булади.
И сб от . Бу шартнинг зарурийлиги куриниб турибди, чунки сон

ли кагорлар учун шунга ухшаш шарт зарур булиб, п- тартибли 
квадрат матрицанинг якинлашиши матрица элементларидан мос 
равишда тузилган п2 та сонли ^аторларнинг якинлашиши га тенг 
кучлидир. Ётарлилигини курсатамиз ва (7 .15) каторнинг йигинди- 
сини топамиз. Агар Ак— у 0  булса, у долда 1-леммага кура Л

k-юо
матрицанинг барча хос сонлари h  лар модуллари буйича бирдан 
кичик. Д емак, Е  — А матрицанинг хос сонлари 1 — h  (/ = -1 , 
2 , . . . , п) булиб, нолдан фарклидир. Шунинг учун дам d e t (£  —
— Л) Ф 0. Бундан эса Е  — А матрицанинг махсусмаслиги ва (Е—
— Л ) - 1 нинг , мавжудлиги келиб чикади.

Энди

( £  +  Л +  Л 2 +  . . . +  Ak){E — A) =  E - A k+l 
айниятни унг томондан (Е  — Л ) -1 га купайтириб,

Е  +  А +  Л 2 +  • • • +  Ak =  (Е — А)~1 -  Ак+\Е — А)-' 
ни досил киламиз. Бу  ерда Ak+l— >-0 булганлиги учун

k-юо
Е  +  А +  А2 +  . . .  +  Ak +  . . . = ( £ - Л ) - 1

келиб чицади. Ш у билан теорема исбот булди.
1 - леммани дисобга олсак, бу якинлашиш белгисини куйидаги

ча таърифлаш мумкин.
4 - т ео р ем а . (7 .15) катор якинлашиши учун Л матрицанинг 

барча хос сонлари модуллари буйича бирдан кичик булиши 
зарур ва етарлидир.

2 - леммадан фойдаланиб, якинлашишнинг етарли шартини бериш 
мумкин. Бу шарт текширишларда анча кулайдир.

5 - тео р ем а . Агар Л матрицанинг бирор нормаси бирдан кичик 
булса, у долда (7 .1 5 )  матрицали прогрессия якинлашади. Куйида
ги теорема (7 .15) каторнинг якинлашиш тезлигини аниклайди.

6 - т ео р ем а . Агар ||Л||< 1 булса, у долда

||(£-_  Л ) - 1 - ( Е + А  +  Л 2 +  . . . +  Л*)Ц <

И сбот. ||Л||<1 шарт бажарилганда (7 .15) катор (Е — Л )-1 мат- 
. рицага якинлашади, шунинг учун дам

С Я ~ Л ) - 1- ( £  +  Л  +  Л 2 +  . . .  +  Л * + .  . . ) =  Л 6+ 1 +  Л &+2+ . . .
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ва

j| (£■ _  A)- i  _  (£ +  Л +  Л* +  • • . А>) ||<|| Л*+М| +  1И *+2|| +  • . . <

<1|Л||*+1 +  ЦЛ|1‘ +2 +  . . .  = 7 = щ -

Демак, теорема исботланди.

8- § .  И Т Е РА Ц И О Н  М Е Т О Д Л А Р

Энди итерацион методларни баён килишга утамиз. Бобнинг 
бошида айтиб утилганидек, бу ерда аник ечйм чексиз кетма- 
кетликларнинг лимити сифатида топилади.

}^озирги ва^тда дар хил прииципларга асосланган долда 
ж у д а куп итерацион методлар яратилган. Умуман, бу метод- 
ларнинг узига хос томонларидан яна бири шундан иборатки, 
улар уз хатосини узи тузатиб боради. Агар аник методлар би
лан иш лаётганда бирор ^адам да хатога йул куйилса, бу хато 
охирги натиж ага дам таъсир килади. Я^инлаш увчи итерацион 
жараённинг бирор ^адамида йул куйилган хато эса ф ацатбир 
неча итерация цадамини ортицча бажариш гагина олиб келади 
холос. Бирор цадамда йул куйилган хато кейинги ^адам ларда 
тузатиб борилади. М етодларнинг хисоблаш  схем алари содда 
булиб, уларни Э ^М лар да реализация цилиш кулайдир. Лекин 
дар бир итерацион методнинг куллаииш содаси чегараланган- 
дир. Чунки итерация ж араёни берилган система учун узо^ла- 
шиши ёки, шунингдек, секин яцинлашиши мумкинки, ам алда 
ечимни цони^арли аницликда топиб булмайди.

Шунинг учун дам, итерацион мстодларда фа^ат яцинла- 
шиш масаласигина эм ас, балки якинлашиш тезлиги м асаласи  
дам катта адамиятга эгадир. Якинлаш иш  тезлиги дастлабки 
якинлаш иш векторининг кулай танланиш ига дам богли^дир.

Бу  параграф да аввал  итерацион ж араён  куришнинг умумий 
иринцииини куриб чи^амиз, сунгра эса хисоблаш  амалиётида 
кенг кулланиладиган итерацион методларни келтирамиз.

Итерацион жараённи куриш принциплари. Ф араз ^илайлик, 
м ахсу см ас матрицали

А х =  Ь (8 .1 )

система берилган булсин. Итерацион методларни кураётганда би
рор ихтиёрий дастлабки якинлашиш вектори л (0> олиниб, кейинги 
якинлашишлар х^\ х^\ . . . , х <*> куйидаги

Зс<*+1> = / А(Зс(0>, * < »  X<*>) (8 .2 )

рекуррент формула ёрдамида топилади, бу ерда /А умуман олган- 
да А матрицага, озод дадлар вектори b га, якинлашиш номери 
k га ва дастлабки якинлашишлар х (0), x<v, . . . , x w  га боглиц 
булган кандайдир функциядир.
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Агар f k фацат х (k) га безлик булиб, л:(°), л:(1), . . . ,x < A- »
ларга богл щ  булмаса, у ^олда итерация методи баранки тар- 
тибга эга  дейилади. Агар f k функцияси k  га боглик булмаса, 
итерация методи ст ационар  дейилади. Албатта, f k функциянинг 
энг соддаси чизикли функциядир. Кетма-кет якинлашишларнинг 
биринчи тартибли ;н г  умумий чизикли методи куйидаги

+7<*> (8 .3 )

куринишга зга булиб, бу ерда В к — квадрат матрица ва с</г> — 
вектор. Биз (8 .2 ) ва (8 .3) итерацион методларга табиий равишда 
(8 .1 ) нинг аник ечими х*=А~Ч>  кузгалмас нукта булиши керак, 
яъни х<~0) сифатида аник ечим х*  олинганда кейинги якинлашиш- 
лар хам х*  га тенг булиши керак деган талабни куйишимиз ке
рак. Б у  sea биринчи тартибли чизикли метод учун ушбу

А~Ч> = В кА~Ч> -\-ск (8 .4)

ё к и

~ck =  { E - B k)A -~b^ C ~b  (8 .5)

тенгликларга олиб келади. У з навбатида (8 .5) дан
Вк +  СкА = Е  (8 .6 )

тенглик келиб чикади. (8 .5) дан фойдаланиб, (8 .3 ) итерацион ж а
раённи куйидагича ёзишимиз мумкин:

Т < *н >  =  £*Зс<*>+С*6. (8 .7)

Б у  ерда В к ва Ск матрицалар Ъ га боглик эмас. Энди (8 .6 ) ни
(8 .7 ) га келтириб куйсак,

х(*+1) =  *<*> -  Ск {АхМ -  Ь) (8 .8 )
з^осил булади.

Агар С - 1 матрица м авж уд булса, у  з?олда (8 .7 )  нинг иккалэ 
томонини чапдан С ^1 га купайтириб,

£)*л:(*+1) +  F k x w  = Ъ  (8 .9 )

ни з^осил киламиз. Табиийки, бу ерда

Dk +  F k ^ A  (8 .10)

тенглик бажарилиши керак. (8 .9) тенглик ни ошкормас ку
ринишда аниклайди. Шунинг учун ^ам Dk шундай матрица б у 
лиши керакки, D~l ни топиш кийин булмасин. Одатда Dk сифати
да диагонал ёки учбурчак матрица олинади. Биринчи ^олда ме
т од т ^ лщ  цадамли, иккинчи ^олда эса бир ц адаили  дейила
ди.

Кетма-кет якинлашишлар, биринчи тартибли чизикли методлар- 
нинг турлИ куринишлари асосан (8 .7 ) — (8.10) формулалар ёрдами-
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да амалга оширилади. Ж уда куп чизщ ли ва чизикли булмаган 
кетма-кет якинлашиш методларини

Д х )  =  \\Ах -  Ъ\\2

функционални энг кичик квадрат лар методи  ёки бопща метод- 
лар билан минималлаштириш натижасида досил килиш мумкин. 

О ддий и тер ац и я м ето д и . Фараз килайлик,

Ах=~Ь  (8 .11)
система бирор усул билан

, х  =  В х  +  Ъ ( 8 .1 2 )

куринишга келтирилган булсин, кандай келтириш кераклигини ке- 
йинчалик куриб утамиз ва дастлабки якинлашиш вектори х (0) би- 
рор усул бйлан (масалан, х (0> =  с каби) топилган булсин. Агар 
кейинги яцинлашишлар.

л ( * ) =  £ Я (*-1 )  +~с , (7г =  1, 2 , . . . ) (8 .13)

рекуррент формулалар ёрдамида топилса, бундай метод оддий ите- 
ргция методи  дейилади. (8 .12) дан курамизки, оддий итерация 
методи бу биринчи тартибли тулик К"Дамли итерацион методдир. 
Агар (8 .13) кетма-кетликнинг лимита л'* мавжуд булса, (бу ли
мит (8 .13) системанинг, (шу билан (8 .11) системанинг дам) ечими 
булади.

Х,аь;ик;атан дам, (8 .13) тенгликда лимитга утсак, х *  =  В х*-\-с  
келиб чицади.

Оддий итерация методининг якинлашиш шартини аниклайлж.
1 - тео р ем а . (8 .13) оддий итеоация жарагни узининг ихтигряй 

дастлабки якинлашиш вектори да якинлашувчи булишн учун 
В  матрицанинг барча хос сонлари бирдан кичик булиши зарур ва 
кифоядир.

И с б о т . З а р у р л и г и .  Фараз килайлик, ихтиёрий дастлабки 
вектор учун l i m x < * ) = x *  лимит мавжуд булсин. У долда Зс* =  .

  _  k -* 00
=  Вх*-\-с. (8 .13) ни бу тенгликдан айириб, куйидагиларни досил 
Киламиз:

х *  —  х (А) =  В(х*  — x (k~l ) ) =  £ 2(х *  — л;<*-2) ) =  . . . =  B k(x *— х (0>. 

Энди х* — х<°> вектор k  га боглик булмаганлиги учун 

л:* — х<к) =  В к (х*  — л;(0>) 

тенгликда k -+ c c  лимитга уте ж ,

lim B k =  О
k-*-oo

келиб чикади, бундан эса 7 - §  даги 1-леммага кура В  матрица- 
нинг барча хос сонларининг модуллари бирдан кичиклиги кури- 
нади.
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К и ф о я л и г и .  (8 .13) оркали аникланэдиган барча якинлашиш- 
ларни дастлабки вектор х {<>) ва с оркали ифодалаймиз:

*'<*> =  £ * ( * - !>  +  с =  B{Bx<k-v  +  с) +  с =  +  (Е  +  В)с =
=  . . . =  В кх <°> +  (Е  +  В  +  . . . Вк~1)с.

Энди, фараз килайлик, В нинг барча хос сонлари бирдан кичик 
булсин. У з^олда 7 - §  даги 1 - лемма ва 4-теоремага кура

B k- ^ 0 ,  Е + В  +  В'2 +  . . .  +  Bk- l - > ( E - B ) - \
k-*oo

Демак, х<0) кандай булишидан катъи назар яцинлаш увчй
кетма-кетликдир.

Исбот килинган теорема назарий жих;атдан фойдали, чунки у 
м авж уд ^акикатни аник ифодалайди. Лекин, амалий ишлар у чуя, 
ярамайди. Энди В  матрицанинг элементлари оркали ифодаланади- 
ган кифоялилик белгисини келтирамиз.

2 - тео р ем а. (8 .13) оддий итерация жараёнининг якинлаш увчн 
булиши учун В  матрицанинг бирор нормаси бирдан кичик були
ши кифоядир.

И сбот. ^акикатан з^ам, агар ||5р<1 булса, 7 - §  даги 3 -л е м -  
мага кура бу матрицанинг барча хос сонлари модуллари буйича 
бирдан кичик булиб, бундан 1-теоремага асосан оддий итерацион 
жараённинг якинлашишлиги келиб чикади.

2 - теорема бир неча кулай кифоялилик белгиларини келтириш- 
га имкон беради.

3 - тео р ем а . (8 .13) оддий итерация жараёни якинлашиши учун, 
В  матрицанинг элементлари куйидаги

max 2 1 ^ / 1  <  Ь
' /=i

(8 .1 4 )

п

max 2 1 ^ 1  <  ! * <  1» 
i 1 = 1

(8 .15>

п

2  16 (;12 < 1 а < 1
1.  / = 1

(8-16).

бирортасини цаноатлантириши кифоядир.

п п
Агар биз

11511,= max 2  Ы  №  =  m a x 2 l * , ; l
1 /=1 1 ;= i

нормаларни эсласак, теоремадаги аввалги иккита шарт 2- т е с ^ к а -  
дан келиб чикади. Охирги шаргдаги тенгсизлнк эса, ||£||з =  у 'Ц  
нинг бирдан кичик эканлигини курсатади. Х акикатан з^ам, бу ер* 
да В'В  матрицанинг энг катта хос сони булганлиги ва В ’В- 
нинг барча хос сонлари манфий булмаганлиги учун

<  *■! +  2̂ +  • • • +  )-п-
9—2105



' -Лекин бу тенгсизликнинг унг томояидаги ифода В'В  нинг изига 
(яъни В'В  матрица диагонал элементларининг йигиндисига) тенг

булиб, у эса 2  \btJ f  га тенгдир.
и =1 " ■

Энди якинлашиш тезлигини бадолайдиган куйидаги теоремани 
келтирамиз.

4 - тео р ем а . Агар В  матрицанинг, х  векторнинг берилган нор- 
масига мосланган бирор нормаси бирдан кичик булса, у долда 
(8 .13) оддий итерация методининг хатоси куйидагича бадоланади:

\\х* —~х̂ к)\\ <  Ц ^Ц 'Ц ^1)! +

И сбот. Тео[ема шартига кура ||/?||<1, шунинг учун дам

х *  =  ( £  +  В  +  В 2 +  . . .  +  Вк~1 +  , .  .)с. (8 .17)

Бу тенгликни (8 .15) дан айирсак,

х * — х к — — 5Ъс<0> -f- {Вк -j- B k+1 +  ■ . -)с. (8 .18)

Бундан зса

Р *  -  *<*>ц ^  \\вг р<°>ц +  (||5||* +  ЦВЦШ +  . . . )  f i l l  =  ц в ц ^ ц - ь
, ЦД|1%11 

+  1 - Р 1 Г

Шуни исботлаш талаб килинган эди. Шуни дам таъкидлаб утиш 
керакки, агар х<°> сифатида озод дадлар устуни с олинган булса, 
у долда итерациянинг хатоси куйидагича бадоланади:

(8Л9)

Хацикатан дам, х ^ — с деб олсак, у долда (8 .18 ) урнига 

х *  — х к — ( 5 ft+ 1 -f- B k+2 +  • • 0 е

тенгликка эга буламиз, бундан эса (8 .19) келиб чикади.
Энди (8 .11 ) системани (8 .12) куринишга келтириш ва оддий 

итерациянинг амалда кулланилиши устида тухталиб утамиз. Ш у 
максадда ихтиёрий махсусмас Р  матрица олиб, итерациянинг КУ*
йидаги

*<*+! ) =  ( Е — Р Л )х^  +  Рс  (8 .20)

куринишда ёзиш мумкин. Албатта, Р матрица шундай танланган 
булиши керакки,

В  — Е  — РА

матрица учун якинлашиш шарти бажарилсин. Куйидаги иккита ху- 
сусий долни-куриб чикамиз.

1. P  =  D~l , бу ерда D диагонал матрица булиб, диагонал
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млементлари А матрицанинг диагонал элементлари билан устма- 
у сг тушсин. Бу долда (8 .2 0 ) итерация жараёнини тузиш

система тенгламаларини мос равишда а п , а п , . . . , а пп ларга б у 
либ, досил булган тенгламаларда х и х }, . . . , х п ларни мос ра- 
пишда чап томонда колдириб, цолганларшш унг томонга утка* 
зишдан иборатдир. Натижада,

системага эга буламиз. Албатта бу усулни куллаш мумкин були
ши учун барча а и лар нолдан фаркли булиши керак. Бундан таш- 
кари диагонал элементларнинг модуллари бошща элементларининг 
модулларидан анча катта булиши керак. Аникроги куйидаги тенг^ 
сизликларнинг бирортаси бажарилиши лозим:

Б у  тенгсизликлар бажарилса, у долда мос равишда (8 .14) — 
(8 .16) тенгсизликлар дам бажарилади.

2. Р =  А~1 — £, бу ерда s =  [ siy] элементларининг модуллари 
етарлича кичик булган матрицадир. Бу долда (8 .20 ) тенглик_

куринишга эга булиб, еА матрица якинлашиш шартияи каноат- 
лантиради.

(8 .11) системани Р  га купайтириш система тенгламалари 
устида элементар алмаш тириш баж ариш  билан тенг кучлидир.

О датда Р  ни 2-куринишда олинганда мисол ечиш учун цу- 
йидагича иш тутилади. Берилган системадан шундай тенгла-

а пх \ Ч" ci\2x 2 "4" • • • +  а 1пх п — Ьи
O'i 1Х 1 +  Й 22Х 2 +  • • • а 2пХ П ~

a n\x \ Jr'Q'n2x 2 + • ■ • • +  a nnx n —  bn

XП ann atin

max
* / = i.

(8 .21)

П
(8 .22)

П n

(8 .23)

.̂(A+l) _  sJ[x {k) (Д -1  _  £jc
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маларни аж ратиб олинадики, бу тен глам аларда бирор ном аъ- 
л у м  олдидаги коэффициент модули буйича шу тенгламанинг 
холган  барча коэффидиентлари модулларининг йигиндисидан 
к а т та  булсин. А ж ратилган тенглам алар шундай жойлаш тири- 
ладики, уларнинг энг катта коэффидиентлари диагонал коэф- 
с}шциентлари булсин. Тенгламаларнинг к;олганларидан ва аж - 
ратилганларидан ю^оридаги принцип са^ланадиган, яъни энг 
к атта  коэффициент диагонал коэффициент буладиган ^илиб уз- 
ар о  чизицли эркли булган чизшуш комбинациялар тузилади ва 
барча буш сатрлар т^лдирилади. Ш у билан бирга дастлабки 
системанинг дар бир тенгламаси янги система тенгламаларини 
ту заётган д а ^атнашиши керак.

Б у  ерда курсатилган усулларни мисолларда туш унтирамиз,

1-м  и с о  л. Куйидаги система одий итерация методи билан ечилсищ

lOxj Х‘2 —  З х 3 —  2х 4 Хг, =  б,
—  X i  +  2 5 х 3 +  х 3 —  5 х 4 —  2 *5  = 1 1 , .

• 2xt +  х2 —  20х3 +  2xt —  З х 6 =  —  19, (8 .24)
х% х 3 10 X4 —  5 X5 =  10 ,

Xi +  2 х а +  х 3 +  2Xi —  2 0 х 5 =  —  32

Е ч и ш .  Биринчи у сулда  айтилганидек, бу системанинг тенгламаларини 
stoc равишда 10, 25, — 20, 10, — 20  ларга б^либ, куйидаги к^ринишда ёзиб 

>юламиз:

Ху — 0,6  —  0 , 1 х а ~Ь 0 ,Зх3 -{- 0 ,2 x 4 —  0 , IX5, 
х 2 =  0 ,44  +  0 ,0 4 х ,  —  0 ,0 4 х 3 +  0 , 2 х 4 +  0 ,0 8 х 5,

■ х 3 =  0,95 +  O.lXi +  0 ,0 5 х 3 - f  0 , 1 X4 —  0,15 х 5. (8.25)
Х4 ™ 1 —  0 , 1 x 2 0 , 1х 3 0 ,5 х 6> ■
Х 5 —  1 ,6  - f-  0 , 0 5 x j  - j-  0 , 1 х 2 -|- 0 , 0 5 х з  - j-  О Д Х 4.

'Ey  ерда (8.14) даги йигиндилар мос равишда 0,7;  0,36; 0,4; 0,7; 0,3 б^либ, 
булардан эса ||£f||а =  0 ,7  <  1 келиб чицади.

Дастлабки якинлашиш х<°* сифатида озод х,адлар устуни (0,6; 0,44; 0,95; 
1 ; 1 ,6) '  ни олиб, кейинги яцинлашишларни топамиз:

. s f *  =  0,6 -  0,1х^0) +  0 , 3 x f  > +  0 , 2 x f  > —  O . l x f  > =  0 ,6  -  0 ,1 -0 ,4 4  +  0 ,3 -0 ,9 5  +  
+  0 ,2 - 1  — 0 , 1 - 1,6  =  0,881,

х ^  =  0,44 +  0 ,0 4 -0 ,6  —  0 ,0 4 -0 ,9 5  +  0 ,2  -1 +  0 ,0 8 -1 ,6  =  0 ,754

’iUytira ухшаш х^1* =  0,892; х ^  — 1,851; х ^ * =  1,72. Хисоблашларнинг даво-  
«ми 13-ж адвалда келтирилган.

Шуни х.ам таъкидлаб утиш керакки, ^исоблашларни цискартириш мацсс* 
д и д а  аввалги бир неча якинлашишларни камрок унли ракамлари билан }i,i * 
«еоблаш х,ам мумкин.

Хисоблашлар, одатда, x (ft) ва x * * + I * якинлашишлар керакли аншушкда 
у с т м а - у с т  тушгунлари кадар давом эттирилади,

1 3 2



13- жадваж

к , ( * )
- 1 х(к)*2

Мхз х 4 (

0 0 ,6 0 ,4 4 0 ,9 5 1 J 1 ,6  ■ I
1 0 ,8 8 1 0 ,7 5 4 0 ,8 9 2 1,851 1 ,7 2  1

2 0 ,9 8 8 4 0 ,9 4 8 2 1 ,0029 1 ,9147 1 ,9859  1
3 0 ,9 9 0 4 0 ,9 8 1 4 0 , 9  08 1 ,9939 1 ,9854  1
4 0 ,9 9 9 4 4 0 ,9 9 7 5 3 0 ,9 9 7 6 9 1,99-364 1 ,99897  1
5 0 ,9 9 8 3 9 0 ,9 9 8 6 5 0 ,9 9 9 2 9 1 ,99954 1 ,9 9 9 7 0  1
6 0 ,9 9 9 8 6 0 ,9 9 9 8 9 0 ,9 9 9 7 7 1,99976 1 ,9 9 9 6 0  1
7 0 ,9 9 9 9 3 4 0 ,9 9 9 6 2 0 1,0 00018 1 ,999788 1 ,999947  |
8 0 ,99 9 9 7 4 0 ,999951 0 ,9 9 9 9 7 6 2 ,0 0 0 0 4 2 1,9 99978  f

i

Б у  жадвалдан курамизки 8- итерация * ,  =  0,99997;  * 2 =  0,99995; * 3 =  0,99998;,  
*4  =  2 ,00004; * 5 — 1,99998 ечимдан иборат. Бу тогшлган такрибий ечим аниц; 
ечим х* =  х* =  х* =  1 , х* =  х* =  2  дан бешинчи хонанинг бирдиклари б у -

1  2 3 4 0
йичагина фарклаияпти.

2 - м и с о л. Куйидаги системани оддий итерация методини 1$ л л а ш  мум
кин булган куринишга келтиринг:

[ 2*1  —  З* 3 +  6 * 3 4  20*4  =  Ю ,
I * !  4- 2 *2  —  15*з 4  3*4  =  7,
1 —  8* i  —  *2  Ч- 1 0 * 3 4  19*4 ~  Ю,
( 1 1 * !  —  9 * 2  —  2 * 3  —  * 4  =  6 .

Е ч и ш .  Куриниб турибдики, бу системанинг коэффициентлари (8.21)—  
(8.23) тенгсизликларни каноатлантирмайди. Шунинг учун дам иккинчи у с у л -  
ни куллаймиз. (а) тенгламада * 4 олдидаги коэффициент шу тенгламадагн 
колган коэффициентларнинг абсолют кийматлари буйича олинган йигиндиси- 
дан кагта. Шунинг учун х,ам (а) ни янги ^осил килинадиган системанинг 
4 -тен гл ам аси  сифатида оламиз. Ш у мулодазаларга кура (б) тенгламани янги 
системанинг 3 -тенгламаси килиб оламиз. Янги системанинг 1 - тенгламасикн 
х,осил килиш учун (а) дан (в) ни аЗирамиз, натижада

10*1 —  2 *2  —  4 * з  4  * 4  ^  0

келиб чикади. Нидоят, 2- тенгламасини досил килиш учун с^нгги досил цк» 
линган тенгламани (г) дан айирамиз:

* i  —  7*2  4  2 * з  2*4  ^  6.

Шундай килиб, куйидаги системага эга булдик:

10*1 — 2*2 — 4*з 4- *4 =  0,
* i  — 7*2 4" 2*з — 2*4 =  6,
* 1  4  2 *2  *“  15*4 4  3*4  — 7,

2* i  —  3 *2  4  6* з  -{- 2 0 *4  ^  10.

Куриниб турибдики, бу системага итерация методини к^ллаш мумкин.

Зей д ел  м етод и . Зейдел методи чизикли бир кадамли биринчк 
тартибли итерацион методдир. Бу метод оддий итерация методи- 
дан шу билан фарк киладики, дастлабки якинлашиш (х<0>, х (2°\ . . 
x^i)' га кура х ^  ни топамиз. Сунгра х^°\ , . . , х <0)) ' г а
кура топилади ва д . к. Барча л;*1) лар аникланганидан кейш*

(а>
(б),
(в)- 
(г>



x f\  x f) ,  . . .  лар топилади. Аницрок айтганда, ^исоблашлар ку' 
йидаги схем а'буйича олиб борилади:

Энди Зейдел методининг як;инлашиш шартини куриб чицайлик. Бу 
шарт цуйидаги теорема билан берилади.

5 - т ео р ем а . Зейдел методининг якинлашиши учун

а п X а 13 . . . а 1л
а п X о, 2аХ й 23 • • • а 2п

=  0 (8 .26)

a nil а „ 2Х d n̂ ~ . . . а пп̂
тенгламанинг барча илдизлари модуллари буйича бирдан кичик б у 
лиши зарур ва кифоядир.

И сбот. Берилган А матрицани иккита

~а и 0 _____ 0 0  “ " 0 # 12 . • # 1 ,л -1 «1*
#22 . . . 0 0

D =
0 0  . . • # 2>ГС—1 а тС  =

а„ 2 . . . а * . л—1 а пп _ 1 0 0  . . . 0 0

матрицалар йигиндиси А =  С +  D шаклида ёзиб оламиз. У холда 
Ах =  b системани

Сх — — D x  +  Ъ 
шаклда ёзиш мумкин. Зейдел методи эса

=  — D x ^  +  Ъ (8 .2 7 )

куринишдаги итерациядан иборатдир. Б у  тенгликни га
нисбатан ечсак:

£<*+0 =  -  C-'DxW  +  C~'b. (8 .28)

Бу  эса , Зейдел методининг матрицами — C~lD булган оддий ите- 
рацияга тенг кучли эканлигини курсатади. Демак, 1-теоремага
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кура Зейдел мёчрдининг якинлашувчи булиши учун — C~lD мат
рицанинг барча хос сонлари модуллари буйича бирдан кичик б у 
лиши зарур ва кифоядир. Шунинг учун ^ам

\  d e t ( X f + C - 1£>) =  0 (8 .29)

тенгламанинг барча илдизлари модуллари буйича бирдан кичик 
булиши керак. Агар бу тенглама илдизларининг yuny

dei( С D) - 0  (8 .30)

тенглама илдизлари билан устма-уст тушишини курсатсак, теоре
ма исбот булади. Бу sea куйидагича курсатилади:

det (X Ь +  C~lD) =  det [С ~ ?С (' Е  +  C~'D)\ =  det [C _ I(XC +  D)\ =  
=  d e tC -1-d e '( '.  C +  D).

Б у  ерда det С -1 ф  0  булганлиги учун (8 .29) ва (8 .30) Сир хил 
илдизларга эга. ^ _

Агар биз (8 .28) ни х<*+1) -f- с деб олиб, оддий итера
ция методи билан ечадиган булсак, у ^олда (б.2Ь) жараённинг 
якинлашиши учун

— т 1̂2 • • 6,

2̂1 — т • •

Ьа\ Ьп2 • • —

2л (8.31)

тенгламанинг барча Ti. Тг. • • • . Т« илдизлари модуллари буйича 
бирдан кичик булиши керак.

(8 .26) ва (8 .31) тенгламаларни солиштириб курсак, оддий 
итерация методи билан Зейдел методинииг якинлашиш со^а- 
лари, умуман, фар^ли деган фикрга келамиз. ^а^и^атан > а̂м, 
шундай системалар мавж удки, улар учун оддий итерация мето
ди яцинлаш ади. Зейдел методи эса узоцлаш ади ва аксинча 
шундай системаларни келтириш мумкинки, улар учун Зейдел 
методи якинлаш увчи булиб, оддий итерация методи узоцла- 
шади.

Лекин (8 .21) ёки (8 .22) ш артларнинг бирортаси баж ари лса, 
оддий итерацияга нисбатан Зейдел методи тезроц яцинлаш ади. : 
Бу ^уйидаги теорем ада янада аницро^ ифодаланган.

6 - тео р ем а . Агар куйидаги
П

т а х  2 '
. 1 /=!./#/

>\
“ ах

aij
<  1

i=i, i-+i'
шартларнинг бирортаси бажарилса, у ^олда ихтиёрий дастлабки- 
якинлашиш х (Э> учун Зейдел методи якинлашади ва бу якинлашиш 
биринчи шарт бажарилганда оддий итерация методининг яцинла- 
шишидан секин эмас.
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И сб о т . куйидаги белгилашларни киритамиз:

а  b п  <

a,j= _  S  11== т ,а х  2  Ы /  (8 -32)и и 1 1=и т
«Фараз цилайлик, биринчи шарт бажарилсин у / зо л д а  [х <с 1 була- 
Жи. Бу белгилашларда Зейдел методи уш бу /

1-1 п /■
* 1 * + 1 )=  2 a u x j k +1)+  2 a tJx jk) 4 -  Рг ( В . 3 3 )

/=i /=/+1

схем а буйича олиб борилади. Бундан ташцари теореманинг бирин- 
шарти бажарилганда х  =  В х с система ягона ечимга эга, бу 

счимни масалан, оддий итерация билан топиш мумкин. Демак,

П
x t =  2  a ijx j ^ r h '  ( 8 . 3 4 )

/=i. i+i
|8.34) дан (8 .33) ни айириб модулларга утсак,

г- i  п

Ы  \x i -  х{к+1)\ +  2 i  Ы  И  -  * ] к)\ <  т а х  Iх / -
/-1

—  x \k)\ 2 ы + т а х 1*/— 2 ы н 1 * - * Т*+1) 1 ь х
HI J  /=/+1

/-1 п

x 2 i ao -n -iix - x<ft)iii 2  ы  
/=1 /=/+1

■келиб чи^ади. Куйидаги
/—1 П

А  =  2 Ы *  <7г= 2  Ы  
/=1 / = ж

белгилашларни киритсак,

|-*г — л:|*+1>| <  р\\х — x<ft+ I)||1 +  qi\\x — х(к\  (8 .35) 

•булади. Фараз цилайлик, m ax\xt — x<.fe+ 1>j га i =  s =  s(k) булганда
i

эвришилсин:

|Xj — *<*+1)) =  max \xt — x j* + 1)j =  ||x —

■■V вацтда (8 .35) да i — s деб олиб,

Дд: — х<*+1)||1 <  p j ! *  — х^+Щ^ +  qs\\x — r̂(A)Ui

€ки

— * ( *  + 1)^ ^  ||* — £<*>11!

1 3 6



тенгсизликка эга буламиз. Агар

41!*! =  max
i 1—pi

леб олсак, у х,олда

||лГ — xSk+l% <  P ill*  — (Э .36)

тенгсизликка эга буламиз.
Энди (i, <  f», эканлигини курсатамиз.
Дацикатан дам, (8 .3 2 ) га кура

п

р ( + ^ =  2  f ay i < f i < 1
i=i. 1*1

булганлиги учун

4 i< V -~ P i‘
Д ем ак,

41 р — Pi v — u-Pi
<  ТПГ7Г. <  T Z T n T  =  I1*I—pi i — P l^  l —pi

Бундан sea

jj-1 <  [л. (8 .37)

келиб чицади. (8 .36) тенгсизликдан

\\x — х^+Щ  <  — x (0)[|i

яи досил циламиз. Б у  эса теореманинг биринчи шарти бажарил- 
ганда Зейдел методининг яцинлашишлигини билдиради. (8 .37) тенг- 
еизлик эса Зейдел методининг яцинлашиши оддий итерация мето- 
дига нисбатан секин эмяслигини курсатадц.

Энди теореманинг иккинчи шарти бажарилганда Зейдел мето
дининг я к инлашишли гини курсатамиз.

П
Биз бу ерда [а' =  2  Iя d  оламиз.

f - i .  W
Фараз ь^илайлик, x  =  (x Ajl  х г, . . . , х п)' ва x {k) =  (х\к\ лг<*>, 

х<пк))' мос равишда х  =  Вх-\-с  системанинг ечими ва ЗейдеЛг 
жараёнининг k-  як;инлашиши булсин. У долда

г- i  п

x i === 2  aUx l "К 2  а1]х ]~^ Pi
1 j=i+i

в а

х\к+1) =  ^ ау * }* +1> + :  2  ^ х1к) +  ^  
/“ 1 /=>/+1 

( i  =  1, 2 ............... /г ).

13?



Булардан
/ -1

|jc, —  x{*+ i> [  <  2 Ы ! х / “  *j-ft+1)I +  j  
/=1 /=/+1

келиб чикади. Б у  тенгсизликларни барча i =  1 , 2 лар 
буйича йигамиз:

/=i , 1/=1 г=1 /=i+i

^амда йигиш тартибини узгарткрсак,

2  1 4 +
<=1 /=1 i=/+i

(8 .38 )
/=1 i=n

Энди
п  1 - 1

Sj “  2  М  =  2 1 4  ( / = 1 . 2  /г -  1)
14 +1 i-1

ва
п

==о, ^„=  2  iaiji
‘=1. W

деб оламиз. Куриниб турибдики,
П

s y + ^ - =  2  1 4  1 -
/=1,1Ф1

Бундан эса, s y<  1 келиб чикади. (8 .38) тенгсизлик куйидаги 

2  \х, -  х<*+1>| ^  2  ^  -  * ) * +1)1+  2  ^  -  * Г 1
i"*l /“ 1 У=1

€ки

2 ( 1  - S j f c j - X l b + V t e j r t ,  \ X j - x f l  

/=1 /=1 
куринишга эга булади.

Энди tj <  ц' — <  jj/— =  ^'(1 —  sj) булганлиги учун

• 2 0 -  sj)\x j -  2 о - s j)\xj  -  *< *> к  w r y .  (1 -
/“ 1 ;-1  /=1

—  s ; ) jx r - х].°>)
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келиб чикади. Бундан зса, jx' <  1 булганлиги учун
П

Зосил булади. Демак,

lim xf^ =  x j  (у =  1, 2 , . . .  , п)
k —► ОО

досил булиб, шу билан теорема тулик исбот килинди.
Энди мисол ку рамиз.
Мисол. Зейдел методи билан (8.24) системанинг ечими 5  хона аниклик- 

да  топилсин.

Е ч и ш .  С8 24)  системани (8.25) куринишда ёзиб оламиз ва дастлабки 
якинлашиш х <0) сиф атида оддий итерация методидагидек =  (0,6; 0 ,4 4 ;  
0,95 ;  1; 1,6)' деб оламиз. Бу ерда итерациянинг факат бир кадамини келти- 
рамиз:

4 ‘ > = O , 6 - O , l 4 0) + 0 Д 4 0) + 0 ,2 л:<0) —  0 , 1 ^ 0) =  0,6  —  0 ,1  -0 ,44  +  0 . 3 Х  
х о , 95 +  0 , 2 - 1 — 0 ,1 -1 ,6  =  0,881;

=  0 ,4 4  +  0,04-л:<1) —  0 , 0 4 4 0> +  0 , 2 ^ 0)+ 0 , 0 8 jc 0̂> =  0,44 +  0 ,04-0 ,881—  
—  0,0 4 -0 ,9 5  +  0 ,2 -1  +  0 ,0 8 -1 ,6  =  0,771;

4 »  =  0 ,95  +  O . l x j1» +  0 , 0 5 4 !) +  0 , l 4 0 ) - 0 , 1 5 x < 0) = 0 , 9 5  +  0 ,1 -0 ,881  +
+  0 ,05-0 ,771  +  0 ,1 -1  — 0,1 5 -0 ,1 6  =  0,937;

*<!> =  1 —  O . l ^ 1’ +  0 , lx < u +  0 , 5 4 ° ’ =  1,817;

4 »  =  l , 6 + 0 , 0 5 . * f  >+ 0 , 1 4 й  +  0 , 0 5 4 ”  +  0 , l 4 U “  1,948-

Кейинги якинлашишлар 14- жадвалда келтирилган.
Бу ерда 6- теореманинг шарти уринли булганлиги учун оддий итерация- 

га нисбатан Зейдел итерацияси тезрок якинлашмовда.

14- ж адвал

k 1 2 / к) х(к)4 *5

0 0 ,6 0 ,4 4 0 , 9 5 1 1 ,6
1 0 ,881 0 ,771 0 ,9 3 7 1 ,817 1 ,948
2 0 ,9 7 3 0 ,9 6 1 0 ,9 8 5 1 ,974 1 ,992
3 0 ,9 9 5 0 ,9 9 5 0 ,9 9 9 1 ,996 1 ,999
4 0 ,9 9 9 5 0 ,9991 0 .9 9 9 7 1 ,9995 1 ,9998
5 0 ,9 9 9 9 2 0 ,9 9 9 8 9 0 ,9 9 9 9 7 1,99991 1,9 9997
6 0 ,9 9 9 9 9 0 ,9 9 9 9 8 0 ,9 9 9 9 9 1,9 9999 2 ,00000

9- §. ГРАДИЕНТЛАР (Э Н Г Т Е З  ТУШИШ) МЕТОДИ

Бу метод дакикий симметрии мусбат аникланган матрицали, 
чизикли алгебраик тенгламалар

Ах =  Ъ (9 .1)

системасини ечиш учун мулжалланган.
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бу ерда

Градиентлар. методини баён килишдан аввал функционал гради- 
енти туш унчасига ^ис^ача тухталиб утзмиз.

Фараз килайлик, f (x )  п улчовли х  =  (хи х 2, . . .  , х п)' век- 
торцинг бирор функционали булиб, у =  (у ,, у 2, • • • . У пУ  У3 УН- 
лиги бирга тенг булган вектор булсин.

Функциянинг усиш ёки камайиш тезлигини унинг досиласи ха- 
рактерлаганидек, /  функционалнинг х  „аргументи“ у йуналиши 
буйича узгарганда, унинг узгариш тезлигини функционалнинг д о - 
сила с и аниклайди. /  функционалнинг х  нуцт ада у йуналиши, 
буйияа х;осиласи  деб ушбу

i f  -  ]л  -  к  л * +
ифодага айтилади. Б у  таърифдан

-  Л *  +  «у) =  f(x  1 +  a y lt Х 2 +  ау2   +  а уп)
булганлиги учун

=  +  аУи +  “У2’  Хп +  аУл)1с<=0 =
, df(x) . д/(7) -г — ,

^ Г У 1 + 1 ^ У1 +  ‘ " + д ^ У п = &  У), (9 -2 >

— , v  дДх)z =  (zu г ъ  . . . , zny  ,

z  вектор f (x )  функционалнинг градиенти  дейилади. (9 .2 )  тенг- 
ликда |(у |) =  1 булганлиги учун

, - л - ,
д-у =  N  c o s  (Z, у) 

келиб чикади, бундан эса

“  P i  <  ^  <  I N -

Ш у билан бирга агар у_нинг йуналиши градиент йуналиши 
df(x) _

билан устма-уст туш са, =  |jz|| ва у нинг йуналиши градиент

df(x) _
йуналишига карама-царши булса, — — \'z\\. Шундай килиб,.О у
градиент йуналиши буйлаб f (x )  функционал катта тезлик билан 
5'сар зкан ва градиент йуналишига тескари булган йуналиш б у 
йича у катта тезлик билан камаяр экан.

Энди градиентлар методига утамиз.
Градиентлар методида (9 .1 ) системани ечиш учун

Д х )  =  (Ах, — 2{р, 1) (9,3>
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функционал каралади. Б у  функционал х и х 2, . . . , х п ларга нис- 
батан иккинчи тартибли купдаддир. х *  оркали (9 .1) системанинг 
ечимини, яъни х *  =  А~1Ь ни белгилаймиз.

А матрица симметрик ва мусбат аникланган булганлиги учун

Д х ) —Д х*) =  (Ах, х) — 2(Ь, х) — (Ах*, я * ) +  2 {Ь, х*)  =
=  (Ах, х) — 2 (Ах*, х) —  (Ах*, х *) +  2 (Ах*, х) =  (Ах, х) —
—  (А х*, х) —  (Ах*, х) +  (Ах*, х*)  =  (А(х —  х*), х  — х * ) > 0 .

Ш у билан бирга сунгги ифодада х  =  х *  булгандагина, тенглик 
ишораси уринли булади. Шундай к; или б, (9 .1) системани ечиш 
масаласи (9 .3) функционални минимумга айлантирадиган х*  вектор
ни топишга келтирилади. Бундай векторни топиш учун куйидаги
ча иш курамиз.

Фараз килайлик, л:(0) ихтиёрий дастлабки якинлашиш вектора 
булсин- (9 .3 ) функционалнинг градиентини дисоблаймиз:

df{x) d ~ d  — - — — —  -
~ ^ П  =  Т Л Х  +  а ^ = °  =  Т а  ( А ( Х  +  “  2 Ь ' х  + a y ) f “ = 0  =

=  Ха 1а2(Л У' у) ~  2а (Ь — А х ,  у) +  Л * ) ] « -о  =  — 2 (ь — А х, у) =ш 
=  2 (Ах  —  Ъ, у).

Буни (9 .2) билан солиштириб, Д х)  нинг градиенти 2 (Ах — b) га 
тенг эканлигини курамиз. Кейинги текширишларда факат градиент- 
нинг йуналишигина керак булганлиги учун градиент урнига м у с
бат купайтувчи 2 ни ташлаб, А х  — Ь векторни караймиз. х<о> нук- 
тада йуналиши градиент йуналишига тескари булган векторни г <0> 
оркали белгилаймиз:

Р(0)= 7 _ А х <°>. (9 .4 )

Б у вектор (9 .1) системанинг хат олик векторы, дейилади. 
г<0) векторнинг йуналишида Д х)  фvнкциoнaлнинг х<°> нуктадаги 
камайиш тезлиги энг катта булади. х<°> нуктадан бошлаб г(°> йу- 
налиш буйича /(jc(0> +  а г(0>) минимал кийматига эришгунга каДар 
даракатни давом эттирамиз. Бу нуктани

l/(jc< °>  +  а'<°)) == 2а(А ?(°), г<°>) — 2 (Ь —  Лх<°>, Я °> )= 0  

тенгламадан топамиз:

«0 =  ё Д .  (9 .5)

А матрица мусб_ат аник,ланган_булганлиги сабабли барча г ^ Ф  
ф О  учун (г<°>, Л г (0> ) > 0 .  Агар г< °> = 0  булса, у долда (9 .4) дан 
курамизки, х (0> (9 .1 ) системанинг ечимини беради ва шу билан жа-
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раён тухтайди. Агар 7 (0>=^=б булса, у долда навбатдаги якинла
шиш сифатида

* 0 )  ==Зс<°) +  аог(0) (9 .6 )

векторни оламиз.
Сунгра r<!> =  6 — А х г ' ни дисоблаймиз. Кейинги якинлашиш 

вектори ни /  ( л '0 -|- о./ '*>) функционалнинг минимумга эришиш 
шартидан аниклаймиз:

Глп 7(1)ч _  _

=  ( ^ п г 7 Ш)-> * (2> =  * (,) +  а*г<1)-

Б у  жараённи давом эттириэ, куйидагиларга эга буламиз:

~r‘W =~ь — AxW, (9 .7 )
("yW_ “ (*))

“* =  rw ) ’ (9 -8)

д;(* + 1) =  д;(*) -]_ akr('k -̂
Б  у методнинг якинлашиши ^акида куйидаги теоремани исботлай- 
миз.

Т е о р е м а . Агар А мусбат аникланган симметрик матрица б ул 
са, у ^олда градиент методи билан курилган х<°>, х (1\ . . . , х<*> 
кетма-кет якинлашишлар Ах =  b системанинг ечими х * га геомет
рик прогрессия тезлигида якинлашади. Аникроги, агар А матрица
нинг h  хос сонлари 0 <  т <  k  <  М тенгсизликларни каноатлан-
тирса, у долда {х (к>} кетма-кетликнинг х*  ечимга якинлашиш тез-
лиги учинчи нормада куйидагича бадоланади:

— \/М — m\2k _
(/ (* (0)) - / ( * * ) ) •

И сбот. А матрицанинг хос сонларини куйидагича

*1 >  2̂ >  • • • >  К  >  О 

белгилаймиз,_буларга мос келадиган ортонормаллаштирилган хоо 
векторларни ии и3, . . . , ип оркали белгилаймиз. У долда ихти- 
ёрин

X  =  +  с 2« (2) +  • • • +  С„м(л)
вектор учун

(Ах, х) =  с 2 ^  -f- с\ \  +  • • ■ *+- с 2 ~кп 

тенгликка эга буламиз. Бундан зса

* « ( * , * )  =  К  И +  с22 +  • • • +  О  <  (Ах, х) <  Х,(с* +  с\ +  . . . +

+  с1) =  М * »  X)
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тенгсизликлар келиб чщ ади. Демак, А матрица мусбат аницлан- 
ган булганлиги учун шундай узгармас т > О  ва М  >  О сонлар 
топиладики,

т(х, х) «с (Ах, х) <  М (х, х)

тенгсизликлар бажарилади.
У ш бу f ( x (l)) — f ( x (0)) айирмани ’царайлик. (9 .3) ва ( 9 .6 ) —(9 .9 ) 

формулаларга кура, мураккаб булмаган ^исоблашлардан кейин 
Куйидагиларга эга буламиз:

/ ( & ) ) - А 7 < 0 ))-2 а 0( > ( 0 ) г < 0 ) ) = - - ^ ^ 1 .  (9 .9 )

А — симметрик матрица, Ах* =  b ва г<0' =  А(х* — х<0)) булган
лиги учун

■ /(1 (0 ))_ / (л * )= = (З с< 0 )  — х * ) ,  Л(3с(°> — х * ) )  =  ( Л - 1г(°), 7<°>).

Демак, (9 .9) га кура

/(7°)) _  f(x*) (г<0>, Лг(0))(Л-1 г(0), 7<0))
/ (^ 0 ))_ /(J< ") ~  (><°), 7<0))2

Энди 7(°> ни Л матрицанинг хос векторлари буйича ёямиз:
П

г<°> =  ^  и ‘  •

У  вацтда,
п п

Л7(0> = 2  ̂  а‘ “ I . Л - 'Я 0» =  2  rn
i—o 1=1

ва
Я «

(Л7<°\7«») =  , (Л -1̂ 0», г(°о =

Демак,
г=1 «=г1

- ,0 )  -  S  х< 1
/(* ) — /(**) _ f«l ^ _____
f F W u ( ir

u = i

К[уйидагича



белгилашни киритиб,

fjx ^ )  — f(x*) V 4 . л V 1 , — i
/(*<°>) _  ./ (> >) “  i  1 1 2  di l i C9 -1 °>

тенгликни досил киламиз.
Куйидагини исботлайлик: агар 0 <  /и < ;  Х; < ;  уИ (/==1, п)

П
булса, у долда ихтиёрий дакикий di > 0  (г == 1, /г)̂

1
сонлар учун

2 4  Я, 2 ^ Г < т [ ( 9. 11)
/=1 /=1 J

тенгсизлик уРинлиДиР- Буни исботлаш учун Я; урнига & =» 

=  -J " 1  ̂ сонларни оламиз, у в акт да

булиб,

2 * ) ,  2 < * А - '
г=1 /=i /=i /=i

тенглик уринли булади. Охирги ифодага икки сон урта геометригн 
унинг урта арифметигидан ортмаслиги дак.идаги теоремани куллай- 
миз:

п п j  | п  ■jS

2  А  I ,  2  d l 4 ' <  l 2 J > &  +  £ Г ' )  Р - 1 2 )
i = 1 1=1 u = l  )•

Ушбу

ф (Ю =  £ +  {

функция £ > 0  булганда (0, 1) ораликда камайиб, (1, оо) оралик
да усади ва_узининг_энг кичик к.ийматини £ = 1  нуктада кабул

Килади; [ |/ ^  > | /  я )  ораликда эса I =  |/ ^  ва g =  | / ^ н у ц -  
таларда узининг энг катта к.ийматини кабул килади, бу киймат

\^Ъ +  У  Ъ  (9ЛЗ>
га тенгдир. (9 .12) ифодада дар бир h  +  1 ни унинг энг катта
Киймати (9 .13) билан алмаштирамиз, у долда



шу билан (9 .11) исботланди. (9 .11 ) ни (9 .10) га куллаб,

f ( x ^ ) - f ( x * )
( / ! + / ! ) ’

ни з^ссил киламиз, бу ерда 0 < ^ <  1. Бундан эса /(x<°)) — / ( х * ) = *  
=  с  деб белгилаб олиб, куйидагига эга буламиз:

Л * 1») —Л * * )  <  о  -  q ) lf(x {0)) — / ( * * ) ]  =  0  — Ч)с.
Шундай килиб, ихтифий k  учун

f ( x k) — Дх'-'-) <  (1 — q)kc

ни ^осил киламиз. Энди х ^  нинг х*  га^нтилиш  тезлигини учин- 
чи нормада ба^олайлик, (Ах, х) >  т(х, х) булганлиги учун

||3с<*> — л;* !|! =  (х(к) — х*, х — х'*) <  ~  (А х — Ъ, х —Зс*).. 

Равшанки

(Ах{к) — Ъ, х (Л) —  х * )  =  /(*<*>) — f(x * ).
Охирги икки ифодадан

_  _  о  1 —  -  С С [ М —  / я \ 2 *

||*“ > -  **||з <  -  № < *> ) - f i x * ) ]  <  -  (1 -  Ч)к =  “ ( й ^ )  . 

Ш у билан теорема исбот булди.
М и  с о  л. Уш бу системани

( 5 * i  +  2 * 2 +  х3 4 - х4 — 7,
1 2Х)  +  6 j c j  +  х 3 +  x t =  1 1 ,
\х̂  х 2 8х 3 -j- 2х± — 23,

+  х% +  2 х 3 +  4 X i =  1 7

градиентлар методи билан ечайлик.
Е ч и ш .  Итерацион методда хато уз-узидан туэатиладиган булганлигш 

учун, дастлабки кадамдаги х,исоблашларни катта аникликда олиб бориш шарг 
эмас. Дастлабки якинлашиш сифатида х ^  =  (1, 1, 1, 1) ' вектории оламиз, 
у долда

7 (0) =  6 —  А ? 0) = ( 9 ,  10, 12, 8) ' ,  Аг{0) = ( 1 2 ,  22, 115, 5 7 ) ' ,

(г<°>, г (0)) 207
“ о =  А =—1— ——  =  -г==г =  0,117;

(г(°), ArW) 1776

Зс(1) =  (0,767; 1,117; 2,282; 2 ,049) ' .

Навбатдаги кадамларни (9.5) —  (9.7) формулалар ёрдамида давом эттирамиз;-

х (2) =  (0,008; 0,767;  2,006; 2 ,575) ' ,  
х (г) =  (0,105; 0,974; 2,124; 2 ,7 9 4 ) ' ,  
х (4) =  (0,023; 0,980; 1,983; 2 ,8 9 8 ) ' ,  
х (5) =  (0,028; 1,005; 2,027; 2 ,955) ' ,
*<6> =  (0,007; 0,994; 2,002; 2 ,970) ' ,
х (7) =  (0,00786; 1,00133; 2,00838; 2 ,9 8 6 7 1 ) ' ,
л <8> =  (0,002131; 0 ,998390; 2 ,000618; 2 ,99 0 9 6 3 ) ' .
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А н и к  ечим х *  — (О, 1 , 2 , 3 ) '  билан такрибий ечим орасидаги фарк куйидаги- 
*ia экан

||х(8) — =  / (х^) -X * , х(Ь)—х*) =
=  V (0 ,002131)3 +  (0 ,001910)2 +  (0,000618)2 +  (0,009037)2 <  0,0095.

1 0 - § .  ЦУШМА ГРАДИЕНТЛАР МЕТОДИ

Бу методнинг дам асосийтояси  градиентлар методи каби

Д х)  =  (Ах, х ) — 2(Ь, х) . ( Ю. 1)

функционални минималлаштиришдан исоратдир. Худди утган пара- 
.графдаги каби, бу ерда хам f (x )  га минимумни таъминловчи век
тор х*  симметрик ва мусбат аникланган Л матрицали Ах — Ь сис
теманинг ечими булади. Бу метод узида аник ва итерацион метод- 
ларнинг ижобий хусусиятларини мужассамлаштирган. Бу  метод 
•итерацион метод сифатида дар доим як.инлашади ва уз хатосини 
узи тузатиб боради. Иккинчи томондан бирор дастлабки якинла
шиш танлангандан кейин, я- кадамда (ундан утмасдан) итерация 
.жараёни узилиб, аник ечимни ердди.

\\ушт градиентлар методини ноль элементлари куп булган 
тенгламалар системасини ечишда куллаш маъкулдир, системани бу 
метод билан ечганда матрица элементлари факат векторга купай- 
тиришдагина катнашади, ЭХ.М ларда эса матрицани векторга ку- 
лайтиришни шундай ташкил этиш мумкинки, арифметик амалларда 
яолдан фаркли элементлар катнашсин.

Градиентлар методидагидек бирор дастлабки якинлашиш векто- 
ри л (0) =  (х\°\ х<2°\ . . . ,.х^0>) ни танлаб олиб, навбатдаги якин- 
.лашиш векторини

л ( 1) =  х (°)  +  а 0Яо) ( 1 0 . 2 )

«формула ёрдамида досил киламиз, бу ерда

'7ю> =  (г(°>, г<°>, . . . , г<°>) =  Ъ -  А х М ,  ( 1 0 . 3 )

(7‘°>, г<°>)

“° =  (А?^, ?<°>) '

Навбатдаги якинлашишни куйидагича топамиз. х (0) нуктадан 
{ п — 1) улчовли

(ЛЯ°>, х ~ х ^ )  =  0 (1 0 .4 )

Т п _  1 гипертекислик утказамиз ва янгидан досил булган хато- 
ликни г (1> оркали белгилаймиз:

?(!)= =  =  Я°> —  ( 1 0 .5 )

г (1) вектор Д х)  =  f (x ^ )  сиртнинг х (|> нуктасидаги нормал б у 
йича йуналтирилган (чунки Д х)  нинг бирор нуктадаги энг тез 
узгариш йуналиши шу дуктадан утказилган нормал йуналиши би
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лан устм а-уст тушади), г<0) вектор эса шу нуктадан утадигаж 
уринма текисликка параллелдир. Шунинг учун дам г(°> ва /-(‘> лар 
узаро ортогоналдир:

(Г<°>, /-(D) =  0 . (1 0 .6 )

Гл- i  гипертекислик х *  =  А~1Ь нуктадан утади, чунки

(А7’(0>, А-~6 — х (1)) =(г<°>, 6 — A x i1)) =  (г<°>, г (1>) =  0.

Демак, (10 .1 ) системанинг е ч и м и ^ 1* нуктадан утувчи Т „ _ г 
гипертекисликда ётар экан. Ленин х<‘> нуктадан х *  га келиш учун: 
7\,_i текисликда кайси йуналиш буйича даракат килишии билмай- 
миз. Бу  йуналишни аниклаш учун бизда етарли маълумот йук~ 
Шунинг учун дам Тп~i да ётувчи бирор р^) векторни аниклаб 
олиб, х (1) нуктадан шу йуналиш буйича /(х<'> +  а рЬ)) минимум- 
га эришгунга к а_ДаР * аРакат киламиз. Ихтиэрий р учун /-<■) +  рг(0>
вектор / (х) = / ( х (1)) сиртнинг х<‘> нуктасида утказилган бирор-
нормал текисликка параллелдир. Энди р ни шундай танлаймизки,. 
7<i) р7<'Ь) вектор Тп- 1 текисликда ётсин, яъни ЛЯ°> га ортогонал
булсин:

(7(0 +  p0F<°), Лг<°)) =  (г?1), Л7(°>) +  р0(7(0), Аг<°>) =  0 . (1 0 .7 )
Бундан эса

(7(1), л7<°>)
Ро =  —  ^(0)_ ^-(0)^ ‘ (1 0 .8 )

Шундай килиЗ, /?(1) вектор сифатида Тп-\ гипертекисликда ётувчи 
г (1)+ Р о г(0) векторни олишимиз мумкин:

pin = F ( i ) +  р07<°>. (10.9)у
d —

Кейин — / (х*1) +  ар(1)) =  0  тенгликдан

(?<!), р<»>)

а^ ^ Г ^ Т 7 )  . ( 10Л 0>

ни досил киламиз. х *  ечимга иккинчи якинлашиш сифатида х<2> = - 
=  х (1) +  а1р(1> векторни оламиз. Хатолик вектори

7(2) =  Ъ —  Л х < 2) =  7<» -  а , Л ? и  (Ю. 11>

х(2) нуктада / (х) = / ( х (2>) сиртга утказилган нормал буйича йуна- 
лишга эга. Энди Н2* векторнинг г(°> ва г (1) га ортогоналлигинй; 
курсатамиз. Х,акикатан дам, (10.6) — (10.11) га кура

(7(2), 7 (0)) =  (7(‘ > — аЛр(1\ 7(о)) =  - а 1(Лр<1), 7(о>) =

J =  j4r<°>) =  — а , ^ 1» +  р0г<°), Л7<°>) =  0,
(/■<*>, /■(») =  (/-(О —  ^Л рО ), Ĵ ( i ) _ p o7(0))==(7(i)) р< 1 ) ) _  

- ^ ( Л р О ) ,  р (» ) =  0.
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х ^  нуцтадан утувчи

(Л г (0), х  — х<1>) =  0 , [Ар^\ х  — х<2> ) = 0  

(п — 2) улчовли гипертекислшош Тп ~ 2  оркали белгилаймиз. 
х *  нукта Тп- 2  да ётади, чунки х*  i булганлиги учун (Л г (0>,
х *  — х ( 1)) =  0  булиб, иккинчи томондан

(АрЫ, х* — х<2> ) = ( р (1), Л • А-Ч) — AxW) =  Ср{1), b — AxW) =
=  (F(1) +  iy - (0>, г (2)) =  о.

}^озир яна х (2) топилаётган пайтдаги золатга келиб цолдик, яъни 
бизга х (2> якинлашиш ва х<2> замда х *  лардан утувчи Тп~2 гипер- 
текислик маълум. Шунинг учун зам  биз худди аввалгидек иш 
тутамиз. Ихтиёрий р учун  г (2> +  вектор Тп- г га параллел,
чунки

(г (2)+ Р р (1), Л г (0)) — (г<2>, Лг<°>) +  Р(г(1>, Лг<°>) =  (г<2>, Лг<°>) =

=  ('Г(2), - ( г < ° ) - 7 ( 1)))=0.а0

Энди р ни шундай танлаймизки, /"(2> -}- вектор га парал
лел булсин, яъни бу векторнинг Л р(1) векторга ортогонал булиш- 
лигики талаб киламнз:

+  ApW) =  (г<2), Л р ^  +  рДрП», ЛрП)) =  о.
Бундан зса

=  — ^ <2>‘ A?W) (1 0 .1 2 ) 
(р"\ Ар«»)  •

Энди х<2> нуктадан r<2> +  Pi/>(1) вектор йуналиши томон / (х (2) +  
+  °Р{2)) минимумга эришгунга кадар заракат киламиз. Минимум 
шартидан

(><2 ) , ? 2))

“2 ~  (р<2>. Лр<2>)
ни топамиз. х *  ечимнинг учинчи якинлашиши сифатида х<3) =  х<2)4 - 
+ а 2Р (2) ни оламиз. Мавбатдаги хатолик вектори

7<3> = Л  — Лх<3> =7<2> — а2Л/?<2>

дан иборат. Бу  жараённн давом эттириб куйидаги рекуррент му- 
носабатлар ёрдамида {pw } векторлар ва {а *}, {3*}
•сонлар кетма- кетлигини аниклаймиз:

Гг<-Ь) „<*>)р(0) =  г(0) s=b_  A x (0)t =  А  ' Р }
_  _  (Р1'к\ Ар№) ’
х(Н 1) =  ^ » ) ^ % р(*)1 г<*+1) =  6 — Л х ‘а+ 1) = г (*)— яаЛ/>(А), ( 10Л З) 

(7(*+1)), л“ <*>)

р* -  ~  1 W ^ T '
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Б у  векторлар учун куйидаги муносабатлар уринлидир:

(г (0 ) р(/)) =  о, агар i > j  булса, (1 0 .1 4 )

(7 (0 , /•(/)) =  0, агар г=^=у булса. (10 .15)

^акикатан дам, p {i) векторларнинг досил килинишига кура i ф / 
булганда

(р<0, А р ^ )  =  (ApW , pW ) =  0 .

Бундан танщари

(7(0 , ^(/)) =  (7(^-1) £</>) =  (Н '-и , £</>) —

?/>).

Агар i= j- \ -  1 булса, у долда ®i_i нинг таърифига кура охиргн 
тенглик нолга тенг; агар / > / + 1  булса, у долда (Ар^-1), р</))=0 ва 
исботланганга кура: (~ о , р(/)) =  /?<'>). г<г) нинг индексини
кетма-кет камайтириб, бир неча к;адамдан_сунг (а  ̂ нинг таърифига
кура) (г (/+1>, р (/)) == (/■<'>, /?(;)) — аДЛр(/), р('>) =  0 скаляр купайт-
мага эга буламиз.

Шундай цилиб, (10 .14) исбот булди. (10 .15) ни исботлаш учун. 
i  >  j  деб оламиз (чунки L ва j  индекслар тенг дуцуцлидир).

У долда

(/-(О, г W) =  (г<0, р</) —  р =

-  (?< '> ,?"> ) -  ?у_ , <?''>, р 1' ” 11) - о .

п улчовли векторлар фазосида узаро ортогонал векторларнинг 
сони п тадан ошмаслиги сабабли брфор k < n  кадамда г {к) =  Ъ— 
— А х (к) =  0  га эга буламиз, яъни с̂<А) (10.1) системанинг ечимк 
булади.

Кушма градиентлар методи дам баъзи камчиликлардан доли 
эмас. Б у  методдаги ортогоналлаштириш жараёни яхлитлаш хато- 
сига нисбатан нотургун булиши_ дам мумкин. (10 .13) формула да. 
7 (А_1) ==й— Ллг(А)= г (А_1)— ай_ , Л р (А_1) деб олдик. Аммо яхлитлаш 
дисобига бу ерда тенглик бажарилмаслиги дам мумкин. Нотургун- 
ликни сусайтириш максадида, г {к) векторни г (А) ==_r ай_^Х'
X ^ p <ft-1> формула буйича дисоблаб, йул-йулакай r ik)=~b — А х (к} 

формула билан дам дисоблаб бориш ва натижаларни солиштириб 
туриш керак. Агар булар бир-биридан фарц цилса, г  {к) =  b —А х  т  
деб олиш лозимдир.

М и с о л. Куйидаги система

Х\ "I- 2^2  х  ̂ == — I,
2х\ -f +  х$ =  — 2 t 
х% -Ь 5х 3 -j- х 4 = 4 ,
Х\ -j" х% -j- 8X4 — 2

1$шма градиентлар методи билан ечилсин.



Е ч и ш .  Системанинг

0
1
5
1

матрицаси симметрик ва бош минорлари мусбат, шунинг учун у мусбат 
аникланган х.амдир. сифатида ( 1 ,0 ,  0 , 0 ) '  Еектсрни оламиз. Барга ^исоб- 
лашларни (10.13) фсрмулалар ёрдамида олиб борамиз:

р (0) = 7<о) =
—  1 
—  2 

4 
2

1 — 2 '
0 — 4
0 4
0 1

Л р < ° >  =  ( - ■9, — 20, 17, 10)',  

(7W  р (0))
4 +  16 +  16 +  1 _ 37_

176
0,210227;“ ° ~  (J (0)> ^  (0)) 18 +  80 +  eg  +  10

с (1.) = . 1 (0)— о о Л р (0) =  (— 0,107957; — 0,840908; 0 ,840908; 0,210227);  

’ О» =  ? ( °>  —  а0 Л р <0,) =  (— 0,107957; 0 ,204550, 0,426141; —  1,102270)';

( r ( 1 U p < ° l )  6 ,897490
0,039190,

Г<1) -  Г » ) +

(р<°\Ар^)~  176
:(0) =  (— 0,186337; 0 .047780; 0 ,582901; 1,063080)'.

Х и соблаш  давомининг натижаси 15- ж адгалда  келтирилган.

15- ж адвал

k ■V (*) 7  (*) р Лр<*> ак

0 1
0
0
0

—  2 
—  4 

4 
1

— 2 
—  4 

4 
1

—  9
—  20 

17 
10

0 ,2 1 0 2 2 7 0 ,0 3 9 1 9 0

1 0 ,5 7 9 5 4 6  
—  0 ,8 4 0 9 0 8  

0 ,8 4 0 9 0 8  
0 ,2 1 0 2 2 7

—  0 ,1 0 7 9 5 7  
0 ,2 0 4 5 4 0  
0,426141

—  1,102270

—  0 ,1 8 6 3 3 7  
0 ,0 4 7 7 8 0  
0 ,582901

—  1,063080

— 1,153857 
0 ,44 9 1 2 7  
1,899205 

— 8,10 8 0 7 6
0,146091

— 1,683324

2 0 ,6 0 7 1 0 3  
—  0 ,8 3 3 8 4 3  

0 ,9 2 7 1 1 6  
0 ,1 7 9 1 3 6

- 0 , 1 1 8 5 5 4  
0 ,0 2 7 8 9 3  
0 ,018901  

—  0 ,9 6 7 3 0 9

—  0,432221
—  0 ,0 5 2 5 3 4
—  0 ,962313  

0 ,822203

0 ,284914
— 2,0 8 9 4 2 7

0,192Г{45
5 ,1 8 3 0 9 0

— 0,18 7 9 8 3 0,011951

3

i

0 ,6 8 3 3 5 4  
— 0 ,82 3 9 6 7  

1,108015 
0 ,0 2 4 5 7 6

—  0 ,0 6 4 9 9 5
—  0 ,0 3 6 4 8 8
—  0 ,7 4 0 0 6 8  

0 ,0 0 7 0 2 5

—  0 ,07 1 2 2 0
—  0 ,03 7 1 1 6
— 0 ,7 5 2 1 8 2  

0,016851

— 0,128009  
—  1 ,0 2 8 )4 2  
— 3,781174  
— 0,688591

0 ,1 9 5 5 6 5

4 0 ,6 7 4 4 2 6  
—  0 ,8 3 1 2 2 6  

0 ,9 6 0 9 1 4  
0 ,0 27871
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Дем ак, х х =  0 ,674426; х } ' =  — 0,831226;
jc3 =  0 ,960914; * 4 =  0 ,027871.

11- § . М И Н И М А Л  Ф А Р  К Л А Р  М Е Т О Д И

Б у  метод М. А. Красноселиский ва С. Г . Крейн томонидаж 
1952 йилда яратилган эди. Фараз килайлик, А мусбат ани^лангаш 
матрица б;улиб, х (0) эса Ах  =  ^си стем а ечимининг дастлабки я^ин- 
лашиши булсин. Одатдагидек, г (0) оркали фарцлар векторини, яъни 
Ь — А х^  ни белгилаймиз. Навбатдаги яцинлашиш х (1) ни-градиент- 
лар методидагидек х {0) +  a0r i0) _куринишда излаймиз ва а0 параметр- 
ни шундай танлаб оламизки, ||г<и[Р =  (r^\ г {>>) функционал мини- 
мумга айлансин. Б у  ерда r (1) =  b —  Л х (1) =  /-(0, — А(хт~- х (0)) = -- 
=  7 0) —  а0Л г (0). Шундай килиб, а0 ни ушбу

. ( 7 (1), 7 (1))  =  ( ? 0) -  а0Л 7 (0), ? 0) -  а0Л 7 0>) -

=  (?°\ 7<0))  -  2а0(г (0), Л г (0)) +  а20(Л г (0), Л г (0)) =»
_  /7 (0) -(ок (л7<°>,7<°>)2

'  )  ( л 7 (0), л Г (0))

(л  7 <0), 7 (0))
+  (Л г(0), Л г (0>)

( л 7 (0>, л7<°>)

ифоданинг минимумга айланиш шартидан топамиз. Б у  ифода эса;
- ( 0) —<o)v ( л  г<°>, 7 (0 ) ) 2

узининг минимал циймати (г  , г  )
( л 7 (0), а 7 ‘°>)

га ап =з.

— булганда эришади. Демак, биринчи ^адамда куйи-

дагига эга булдик:
"  ( л 7 (0>,7<0))=  +  а0г

(A ?0*, ATM) 
Иккинчи ^адамда эса

-г ^ ^ ь - А х^ ^ 7 (0)- о.0а7°\  

 1-47(1)> (1)) х (2) =  х (1) +  « ,7 (,)
1 “  ( л 7 ‘ 1) ,л 7 < 1>)’

Худди шунга ухшаш k- кадамда куйидаги формулаларга эга бу~ 
ламиз: r w  =  Ъ — А х{к) == г {к~1)— a.k^iA r{'k~x\

(AT<k\ 7 <*>) -(k+ i)_~ {k)  . -tk) 
“ - ( а Ж ' а Т^У х - Х +  * * г ■

Якинлашиш Давида градиентлар методидаги каби куйидаги теоре
ма уринлиДир. _  _  _

Т е о р ем а . л (0), x w , . . . , х {к) . . . кетма-кет якинлашишлар» 
А х — b система ечимига геометрик прогрессия тезлигида яцинла- 
шади.
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М и с о л .  Ушбу система

5*1 +  2х2 +  * з  +  *4  — 7,
2 * ,  4- 6*2  4~ * з  *4  ~
* i  4~ *2  4* 8х 3 4“ 2х<[ — 23,
£1 4~ *2  4~ 2 * 3 4~ 4хл =  17

адинимал фарклар методи билан ечилсин.
Е ч и ш .  Дастлабки якинлашиш сифатида х ^  =  (О, О, О, 

оламиз, у ^олда

/•(°) =  Ь — А х {0) =  (— 3, 0, 9 ,  5 ) ' ,  А г (0) =  ( -

1 ) '  векторни 

, 8 , 79, 3 5 ) ' ,

о0=  ■
(а : '(0) :(0))

889 =  0,1180454:
{А г  (0), А г  (0)) 7531

*  (1) =  ( — 0,354136; 0 ;1 ,0 6 2 4 0 8 ;  1,590227)'.  
Ш у н г а  ухшаш навбатдаги якинлашишларни топишимиз мумкин:

* (2) =  (0 ,0 0 8 4 6 0 :  0 ,7 6 7 4 9 5 ;  2 ,0 0 5 7 8 7 ;  2 ,5 7 4 8 3 8 ) ' ,  
0 ,9 7 3 6 6 6  ; 2,123706; 2 ,799272) , '
0 ,9 7 9 9 3 5 ;
1 ,004896 ;

х  (3> =  (0 ,1 0 5 0 4 7  
* < 4> =  ( 0 ,0 2 3 2 4 0

■(5) _ (0 ,0 28442 ;
; ( б ) (0 ,007439 ;  0 ,9 9 4 1 7 6 ;

* (7) =  (0 ,0 07863 ;  1 ,001331 ;
* (8) =  (0 ,002131 ;  0 ,9 9 8 3 9 0 ;

1,986107; 2 ,8 9 8 3 3 4 ) , '  
2 ,0 2 7 1 1 6 ;  2 ,9 5 5 1 5 0 ) , '

2,0019991 2 ,9 6 9 5 7 8 ) , '
2 ,0 0 8 3 7 9 ;  2 ,9 8 6 7 0 9 ) , '  
2 ,0 0 0 6 1 8 ;  2 ,9 9 0 9 6 3 ) ' .

■Аник ечим х* =  (0 , 1 , 2 , 3 ) *  эканлигига ишонч х;осил килиш кийин эмас.

М А Ш К Л А Р

1. Куйидаги тенгламалар системаси юкоридаги барча методлар билан 
«чилсин:

I 2 , 9 1 1 2 * ,  4- 0 , 5 2 1 1 * 2 4- 0 ,6 7 5 6 *з  4- 0 , 1 2 1 4 * 4 =  — 0,9964,
0 , 5 2 1 1 * ,  4-  4 ,0 0 1 5 * 2  4- 0 , 8 1 6 1 * з  4- 0 , 7 2 1 8 * 4 =  0 ,8 6 8 3 ,
0 , 6 7 5 6 * ,  4-  0 , 8 1 6 1 * 2 4- 5 , 5 5 1 6 * з  4- 0 , 4 1 4 0 * ,  =  2 ,8 5 2 0 ,

[ 0 ,1 2 1 4 * 1  4- 0 ,7 2 1 8 * 2  +  0 , 4 1 4 0 * 3  4- 6 , 7 5 5 0 * !  =  6 ,9 0 1 3 ,

2. Агар барча

I а „ | I ап ап
\ап а22

аи «12 а\ъ
« 2 1  « 2 2  « 2 3  

« 3 1  « 3 2  « 3 3

детерминантлар нолдан фаркли булса, у х,о.гда А х  — Ь системани ечиш учун 
Г а у с с  методиии куллаш мумкинлигини курсатинг.

3. Кушма градиентлар методида мусбат аникланган симметрик А матрица
учун барча г г Г ( л - 1 ) векторлар нолдан фаркли булса, у *олда

det А =  (а0 а . “л- i ) "
эканлигини курсатинг.

4. 7- § да киритилган векторлар нормаси куйидаги тенгсизликларнк 
.вдпоатлантиришлигини курсатинг:



5 . Фараз килайлик , и х ти ёр и й  А м атрица  у ч у н  М  (Л ) ва N  (А) д уй и д а ги ч а  
аникланган булсин:

М (А ) =  п ш а х  Ia n  I, N  (А) = у /  U А* А .
1 < / , / < Л

Куйидагиларни к^рсатинг:
1) М (А) ва N (А) матрицанинг нормаси;
2) Б у  нормалар векторларнинг юцорида куриб ^тилган нормаларининг 

бирортасига буйсунмайди.
6. Куйидаги тенгсизликларни исбот ланг:

л - i  М(А) <  |! A ||fe <  М (Л) ( * = 1 , 2 , 3 ) ,  
п - i  М (Л) <  ЛГ(Л) <  М (А),

_  j_
и 2 N (A) <|М1|з <А^(Л),

n ~ ^ N (A )  <  || А ||й <  / n N  (А) ( 6 = 1 ,  2),
_  J_

П_ ,  11 л  1,3 { k  ■“  h  2)> я - 1 1| A 111 <  || А ||2 <  п II A Hi.

4- Б О Б .  М АТРИ Ц АЛА РН И Н Г Х О С  СОН ВА  Х О С  
ВЕ К Т О Р Л А Р И Н И  ^И С О БЛ А Ш

1- § .  УМУМИЙ М У Л О ^А ЗА ЛА Р

Б у  бобда матрицаларнинг хос сон ва хос векторларини дксоб- 
лаш билан шугулланамиз.

Агар бирор нолдан фаркли х  вектор учун

Л х  =  Ял: ( 1 . 1)
тенглик бажарилса, у долда X сон А квадрат матрицанинг х ос  
сони  ёки характ ерист ик сони  дейилади. Б у  тенгликни каноат- 
лантирадиган дар кандай нолдан фаркли х  вектор А матрицанинг 
X хос сонига мос келадиган  х о с  вектори  дейилади. Куриниб 
турибдики, агар х  хос вектор булса, у долда а х  (а  — ихтиёрий 
сон) вектор дам хос вектор булади.

Матрицанинг хос сони ва хос вектори дакидаги маълумотлар 
математикада ва унинг боища содалардаги татбикларида дам кенг 
кулланилади. Олдинги бобда биз буни

х  =  В х -\ -^
чизи^ли алгебраик тенглам алар системасини итерацион метод 
билан ечиш мисолида курган эдик. Бу ерда итерацион процесс- 
нинг якинлашиши ва якинлашиш тезлиги В матрицанинг модули 
буйича энг катта хос сонининг ми^дорига боглик эди.

Астрономия, механика, физика, химиянинг к атор м асал ал а- 
рида айрим матрицаларнинг барча хос сонларини ва уларга 
мос келадиган хос векторларини топиш талаб  килинади. Бун
дай м асал а хос сонларнинг тулиц, муаммоси дейилади.

Айрим м асал алар да эса, м асалан , ядро м асал аси д а, матри
цанинг модули буйича энг катта ёки энг кичик хос сониии то-
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лиш талаб  ^илинади. Тебранувчи ж ар аён ларда эса матрица 
хос сонларининг модуллари буйича иккита энг каттасини аниц- 
л аш га зарурият тугилади. Матрицаларнинг битта ёки бир нечта 
хос сон ва хос векторларини топиш х ос сонларининг цисмий. 
муаммоси дейилади.

Бир жинсли (1 .1) системанинг нолдан фар к л и ечими мавж уд 
булиши учун

D  Q )  =  det (Л  -  I E )

« и -х
а п

и-12 . ,
Cl.no—\

*1 п
Чп

а п\

—  О (1 .2 )

шарт бажарилиши керак. Б у  тенглама одатда А  матрицанинг асрий 
(бу  термин астрономиядан кириб колган) ёки характ ерист ик  
т енглам аси  дейилади. (1 .2) тенгламанинг чап томони

det (А — X Е )  =  ( — 1 )п (Хп — p l Хп 1 — р.2 Iй' - Р п )  ( 1 . 3 )

л-дараж али купх,ад булиб, у А  матрицанинг характеристик 
купдади дейилади. Айрим холларда (1 .3 ) куп^ад урнида А  матри
цанинг х ос куп^ади. деб аталувчи

р  (X) =  X» —  р , к * - 1 - р 2 х«- —  Рп (1 .4 )

куп^ад билан иш курилади. Матрицанинг хос сонлари унинг х о с  
кущ адининг илдизлари булади. (1 .4) купдад п- даражали бул
ганлиги учун у п та илдизга эга. А матрицанинг хос сонига 
мос келадиган хос векторларини топиш учун

(Л  — Х , £ ) х  =  0 (1 .5)

бир жинсли тенгламалар системасининг нолдан фарк;ли ечимини то
пиш керак. Шундай к;илиб, хос сон ва х о с  векторларни топиш 
масаласи уч боскичдан и5орат: 1) Р(Х) ни куриш, 2) Р  (К) =  О

тенгламани ечиб, барча Хг (г =  1, п) хос сонларни топиш, 3) барча 
Хг ларга мос келган хос векторларни ( 1. 5)  дан топиш. Бу босцич- 
ларнинг дар бири етарлича мураккаб хисоблаш масалаларидан ибо
ратдир. ^ацикатан *ам , X (1 .2 ) детерминантнинг х;ар бир сатри ва 
>;ар бир устунида цатнашганлиги учун, бундай детерминантни X 
нинг даражаларига нисбатан ёйиб чициш, яъни (1 .3) тенгликни 
>;осил килиш катта кийинчилик тугдиради. Алгебрадан маълумки, 
умумий холд), Р(1) нинг коэффициентларини А матрицанинг 
( — I ) ' " 1 ишора билан олинган /-тартибли бош миноралари pt нинг 
йигиндисига тенг:

Pi =  Z i a ij’ P2 
/=1

ва :\оказо. Демак,

I aJJ а
— у \ а k).

ik
lkk

i<k
• a -  2i<k<i

a jj Ojk a jl
&kj Okk ukl 
a lj a lk a ll

a b

рл =  ( -  i )» - i  det A .

( 1.6)

(1 .7 ).
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Яккол куриш мумкинки, А матрицанинг I- тартибли диагонал ми- 
нораларининг сони С‘„ га тенг. Д емак, п- тартибли матрицани хос 
купх,ади Р (  X) нинг коэффициентларини бевосита ^исоблаш учун

<^ +  С 2„ +  . . .  + С 2  =  2 « - .1
та ^ар хил тартибли детерминантларни ^исоблаш керак. Етарлича 
катта п. учун бу мгсгла катта >,исобл^шларки талаб цилади.

Вкет теоремасидан фойдалгниб, куйидаги тенгликларни ёзиши- 
миз мумкин:

Xi +  Х3 +  . . . +  Х„ —  P i ,

X, -Х2 . . . Хп —  ( I)"1 ' рп.
Б у  тенгликларни (1 .6 )  тенгликларнинг биринчиси в а ( 1 . 7 )  тенглик 
билан солиштирсак,

Xi +  — а п -\- а 22 +  . . . +  а пп =  tr А,
Xj • Х2 . . . Хп =  det А

келиб чицади.
Ш ундай ^илиб, матрицанинг барча хос сонларининг йигин- 

диси унинг изи tr га (инглизча trace  —  из сузидан) тенг булиб, 
уларнинг купайтмаси шу матрицанинг детерминантига тенг. 
Бу ердан хусусий х;олда куйидаги келиб чи^ади: А матрицанинг 
>̂ еч булмаганда бирорта хос сони нолга тенг булиши учун 
det Л==0 булиши зарур ва кифоядир.

Хос сонлар муаммосининг иккинчи ва учинчи бос^нчлари, 
яъни. ю^ори дараж али  алгебраик тенгламаларни ечиш ва бир 
жинсли чизи^ли алгебраик тенглам алар системасининг тривиал 
булмаган ечимини топиш етарлича катта п лар учун ^анчалик 
куп ме^нат талаб  ^илишини биз .2 ва 3 - бобларда курган эдик. 
Х,озирги ва^тда хос сон ва хос векторларни топиш методлари 
икки группага булинади: аниц ёки тугри методлар ва итерацион 
методлар. Биринчи группаГа кирадиган методлар буйича м ат
рицанинг хос куп.^ади топилади (яъни р\, р%, . . .  , р„ коэффи- 
циентлар ^исобланади), кейин унинг илдизларини топиб хос 
сонларни ^осил килинади ва нихоят, хос сонлардан фойдала- 
ниб хос векторлар к,урилади. Бу методларнинг аниц методлар 
дейилишига сабаб  шундан иборатки, агар матрица элем ен тла
ри ани^ берилган булса ва ^исоблаш лар аник; олиб борилса, 
■натижада характеристик куп^ад коэффициентларининг iyift- 
матлари >$ам аник, топилади ва хос векторларнинг компонент- 
лари хос сонлар ор^али аник* формулалар билан ифодаланади. 
Ани^ методлар, одатда, хос сонларнинг тулиц муаммосини 
ечиш учун к(улланилади.

Итерацион методларда характеристик сонлар характерис
тик куп^ад коэффицнентларини аницламасдан туриб, бевосита 
^исобланади. Бу эса ^исоблаш масаласини ж уда соддалаш ти- 
ради: юцори д ар аж ал и  алгебраик тенгламаларни ечишдан озод 
^илади. Итерацион м етодларда хос сонларни х(исоблаш  билан
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бир вак;тда хос векторлар дам топилади. Бу методларнинг схе- 
маси итерацион характерга эга. Бу  м етодларда хос сон ва хос 
векторлар сонли ва векторлар кетма-кетлигининг лимита сифа- 
тида топилади.

О датда, итерацион методлар хос сонларнинг цисмий муам- 
мосини ечиш учун', яъни матрицаларнинг битта ёки бир нечта 
хос сонлари ва уларга мос келадиган хос векторларни топиш 
учун цулланилади. Х^озирги вацтда тули^ муаммо айрим дол- 
ларда, м ахсус итерацион методлар билан дам ечилади. Лекин 
бу методлар куп меднат талаб  ^илади.

Чизи^ли алгебраик тенглам алар системасини ечиш ^ади- 
мий тарихга эга. Х,иидлар V I асрдан бош лаб чизи^ли ал геб
раик тенглам алар системасини еча бош лаганлар. Лекин Л с - 
верье (1840  й.) ва Якоби (1846 й.) методларини дисобга олм а- 
ганда, хос сон ва хос векторларни топиш методлари асримиз- 
нинг уттизинчи йилларидан бош лаб яратилган.

2- §. А. Н. К Р И Л О В  М Е Т О Д И

А кадемик А. Н. Крилов 1931 йилда хос сонлар муаммосини 
ечишнинг к;улай методини яратди. У уз методининг гоясини 
тушунтириш учун берилган матрица билан богли^ булган од 
дий дифференциал тенглам алар системасини киритади ва унинг 
устида алмаш тириш  олиб боради. Бу  алмаш тириш ларнинг а л 
гебраик модиятини ани^лаш билан Н. Н. Лузин, И. Н. Х л а- 
довский, Ф. Р . Гантм ахер, Д . К- Ф аддеевлар ш угулланиш ган. 
Биз бу ерда А. Н. Крилов методининг мана шу алгебраик ин- 
терпретациясини куриб чи^амиз.

М атрицаларнинг минимал купдадлари. А ввал чизи^ли ал- 
гебрадан айрим таъриф ва теоремаларни келтирамиз. Агар А 
квад р ат матрица учун

f (A )  =5 а 0 Ат +  а х Ат~1 +  . . .  +  а т_х А +  а тЕ  =  О 

тенглик уринли булса, у долда

/ ( x) =  « 0 xm +  « i ^ m_1+  •• + а „
купдад А матрица учун нолга айлантирувчи купдад  дейилади. 
Ф а^ат келтирилган, яъни бош коэффициента бирга тенг бул
ган купхадларни караймиз. Бундай купдадларнинг туплами 
буш эмас, Гамильтон-Кели теоремасига кура А матрицанинг 
хос купдади Р (К) унинг нолга айлантирувчи купдадидир: 
Р(А) =  0. Д ем ак, п-тартибли ихтиёрий квад р ат матрица учун 
я-д ар аж ал и  нолга айлантирувчи купдад м авж уд. Бундай куп
дад ягона эм ас, чунки агар Р (X) А матрица учун нолга айлан
тирувчи купдад булса, у долда Р(Х) га булинадиган дар ^андай 
боища купдад дам нолга айлантирувчи купдад булади. А м ат
рицани нолга айлантирувчи купдадлар ораснда энг кичик 
д ар аж ага  эга булган ягона ср(Х) купдад м авж уд . Бу  купдад 
А матрицанинг минимал кущ ади  дейилади. Х,ар ^андай нолга
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айлантирувчи куп^ад, шу ж ум ладан  А матрицанинг хос купда- 
ди Р(\) дам минимал купдадга булинади. Минимал купдад
нинг илдизлари хос купдаднинг барча бир-биридан фар^ли ил- 
дизларидан иборатдир.

Яна куйидаги тушунчани киритамиз. Ф араз килайлик, с би
рор вектор булсин. М аълум ки, п улчовли ф азода п тадан орти^ 
чизикли эркли вектор булиши мумкин эм ас. Шунинг учун

с , А с , А2 с , . . . , Ап с (2 .1)

векторлар орасида чизик.ли богланиш мавжуддир. Х аттоки> ихтиг-
рий с вектор учун дам

ср (Л )ё =  0 '  (2 .2)

чизикли богланиш мавж уд. Демак, А матрицанинг ®(Х) минимал
купдадининг даражаси п дан кичик булса, (2 . 1) системада чизикли 
эркли векторларнинг сони п дан кичикдир. Берилган с вектор учун

ф( Л) с  =  б (2 .3)

тенглик ни каноатлантирадиган ф Q) купдадлар орасида бош коэф
фициента бирга тенг булган энг кичик даражали ягона <рс(>,) куп- 
дад мавжудки, унинг учун

9 -с (X) с =  О

тенглик уринли булади. Бундай купдад с векторнинг минимал  
купдади  дейилади ва у (2.3) тенгликни каноатлантирувчи ф (X) 
купдаднинг булувчиси булади. Хусусий долда, ихтиёрий с вектор
нинг минимал купдади ср_(Х) А  матрица минимал купдади <р (X) нинг

булувчиси булади. Агар (2 .1) системада с, А с, Л 2 с ,  . . .  ,А т~1с 
векторлар чизикли эркли булиб, Ат с уларга чизикли боглик бул
са,

Amc =  qmc +  q,n- 1A 'c+  . . .  + 0 1 Л я,“ 1с,

у долда

. . . — qm-\ к — qm=  О
купдад Л матрицанинг минимал купдади <р(Х) га ёки унинг б у 
лувчиси 9_  (X) га тенг.

М инимал куп дад н и  топ и ш . Энди А. Н. Крилов методини 
куриб чикамиз. Ихтиёрий нолдан фаркли с (0) =  (с01 с02 . . . , с0п)г 
векторни олиб,

c il) =  А =  (cti , c l2  clnY (i =  Т7я) (2.4)

векторлар кетма-кетлигики тузамиз. Юкорида айтганимиздек, бу 
векторлар орасида

Я1 F (" _1) +  q ^ ln~2) +  . . . +  qn~c (0)=  с (л) (2.5)
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чизикли комбинация мавжуддир. Агар буки координаталарда ёзиб 
олсак, <7, , q2, : . . ,qn ларни топиш учун куйидаги чизикли алге
браик тенгламалар системасига эга буламиз:

СП-1. 1 +  Я2 СП-1, 1 +
Я\ Сп- 1.2 +  Qi Сп-2. 2 +

01 л1»

Я\ Сп -1, я +  #2 Сл-2, л
Б у  системанинг детерминанта

с

факат с л , с векторлар чизикли эркли булганда-
гина нолдан фарклидир, чунки бу детерминантнинг устунлари шу 
векторлар координаталаридан тузилган.

Агар Гаусс методининг тугри юришидаги барча п кадам б ж а- 
рилиб, (2 .6 ) система куйидаги

■̂ 12^2 + ^ 13^3 +  • • • +  ЬХп яп =  d x 
Яг +  2̂3 <7з +  • • • +  b2n qn =  d2

л-1, 1

л-1, п 
, ( 0 )

+  Яп с{
+  Яп С02 =  Сп2' 

+  Яп С0п =  Спп'

С01 1 

’ С0п

(2 .6)

Я\
(2 .7 )

(0) Г ( 1 )

Яп =  d n
учбурчак шаклга келтирилса, у золда Д ф  0 булиб, с 
с (п_1) векторлар чизикли эрклидир. У вактда (2.7) системадан ка- 
ралаётган комбинациянинг коэффициентлари qn, яп-\ . . . , q, ни 
топа оламиз.

Агар Гау сс методидаги тугри юришнинг факат т та кадами
кат аввалги т та с<и\ с а \бажарилса, у золда 

торлар чизикли эркли булади. Керакли
век-

iт—\) , {т~2)<7, с ' +  q2c ' г  ( С ) (т). . +  qm с =  с 

чизикли комбинацияни ксординаталарда ёзиб оламиз:

q\Cm-\,\ +  Я1ст - 2 Л +  . ■ . +  Яп.С0\ =  cmU
Я\ст~1,2 +  Я2Ст-ЧЛ +  . . . +  ЯтС02 ~  Ст2,
     (2 .8)

Я\ст-\ ,п +  Я2Ст~2 .п +  . . • +  ЯтсЪп ~  Стп•
Бу системадан Г а )с с  методи ёрдамида т та чизикли эркли тенг
ламаларни ажратиб олиб, qnit qm~i, . . . , Я\ коэффициентларки 
топамиз.

Шундай килиб, биз т =  п булганда А матрицанинг хос куп- 
задини ва т <_п  булганда унинг булувчисини топишимиз мумкин. 
Аввал т =  п булган золни курайлик. Бу золда (2.5) чизикли 
комбинациянинг <7,,  <?2. • • • » Яп коэффициентлари

Р  Q,) =  —  P l\n- Р п
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х о с  купдаднинг мос равишда ри ръ  . . . , рп коэффициентларига 
тенг:

< 7 г = Р ;  ( *  =  1 ,  2 ,  , я ) .

Х акщ атан  дам, Гамильтон-Кели теоремасига кура 

Р{А) ~ А п — ptAn~l — . . .  — рпЕ  =  0.
Б у  тенгликни с (0) векторга купайтириб ва

Л ‘с ‘°)==с<« (I = 1 , 2  п)
ларни дисобга олиб,

p{c<n~ о -f- р2с<',_2) -f- . . . +  Рлс<0) — с(п)
га  эга буламиз. Б у  тенгликни (2 .5 ) дан айириб,

< ? , - р , ) > - 1)+ ( ? 2 - / > * ) > - 2 )+  ••• + ( ^ - Р » ) с (0) =  0 (2 .9 )
ни досил к.иламиз.

с (0\ с (1), . . . , с (п-1) векторлар чизикли эркли булганлиги учун 
(2 .9 )  тенглик факат рг =  <?4 (г =  1, 2 , . . . , /г) булгандагина ба- 
жарилади.

Демак, т =  п булганда курилган чизикли комбинациянинг 
куринишига караб, А матрицанинг Р (X) хос купдадини ёзиш 
мумкин. Я(Х) =  0  тенгламани ечиб матрицанинг барча хос сон-
ларини топамиз. Агар т < .п  булса, цурилган чизикли комбинация

д~с(т-Ц +  qjfim -2) +  . . . +  д~СЮ =  С«»> (2 .10)

куринишга эга булади. Энди =  Л'с<°> ( г '= 1 ,  2 , . . . , т)
ларни дисобга олиб (2 .10) тенгликни

(Ат — qxA m~l — q2A m~2 —  . . .  —  qmE)c«» =  0
ёки

Ф-(0)( Л ) > )  =  0 

куринишда ёзиб оламиз. Б у  ерда

qrc (0)(Х) =  Хт  -  ^ Х »  - 1 -  ? 2Хт -2  -  . . . -  qm.
Д ем ак , изланаётган комбинациянинг козффициентлари qu q i t . . . , q m 
с<°> векторнинг минимал купдади ф-<0) (X) нинг коэффиииентлари-

дир. Бундай купдад с<0), с (1), . . . , векторлар чизикли эрк
ли булганлиги учун ягонадир.

Шундай килиб, т < п  булганда биз Я(Х) нинг ф- (0) (X) булув- 
чисини топамиз ва фс (0)Х =  0 тенгламани ечиб, матрицанинг бир 
кием хос сонларини топамиз. Дастлабки с (0) векторни бошцаяа 
т ан л аб ,  колган хос сонларни дам топиш мумкин. Ш у билан бир- 
га янги танланган вектор олдин аникланган векторларнинг чизик
ли комбинацияси булмаслиги керак.

Матрицанинг хос векторларини топиш. Энди хос вектор- 
«ларни топиш масаласига ут. миз. Фараз килайлик, X,

% (О (Ц =  -  q ^ m~l -  я ^ т~2 -  • • • ~Ят
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минимал купдаднинг илдизи булсин (кейинги мулодазалар т — п 
ва т < п  доллар учун бир хил). А матрицанинг хос сонига 
мос келадиган" х (̂  хос векторини олдинги пунктда топилган с<°)
с (!), . . . , с (т_1) векторларнинг чи зщ ли  комбинацияси шаклида 
шлаймиз:

I ( 0  =  pac(°) +  pi2c O )+  . . .+?!„?<»*-»>. (2.11)
Б у  тенгликни А га купайтириб ва с и , = Л с ( Н )  дамда Ax<i>== 
=  Х4л;(0 тенгликларни дисобга олиб,

(Р ^ < 0) +  Р»С(,) +  . . . +  =
=  Рпё(1) +  Р ^ (2> +  . . . +  p/mc<m> (2.12)

га эга буламиз. Б ун дан  та шцари, яна

Ф -(о) (A)c<°> =  c<m> — — q2c<m~2) — . . . — q~c<° ) = 0

ни дисобга олсак, у  долда (2.12) ни

М Р «*(0> +  Piac“ > +  • . .  +  piJ (m- I)) =
- =  Рпё(1> +  Р ^ (2) +  . . . +  +
+  Ы ч £ т- 1) +  ? 2с<т - 2> +  . . . +  qm-x СО) +  ? т с«»)

ёки

(хгРл — Ргт<7т)с(0) +  {Ч п  — Pil — P lm ?» -ljc (1> +
+  ■ • • +  (^Pi.m-1 — Pi.m-2 — ^ 2Ргт)с(т_2) +

+  (XiP,m -  P /.* -l -  f t P , J  ? ( т ~ 1) =  О

куринишда ёзиб олишимиз мумкин. Бундан с(0), с(1), . . . , с </я_1> 
векторларнинг чизикли эрклилигини дисобга олсак,

XlPil — Pim?m =  О,
^iPi2 Pil Pim<7 m -1 =  О,

^'iPi.m—1 P/.m—2 P/m^2 — 0,
^iPim P/.m-l P/m^l =  0

тенгликлар келиб чикади. О хирги тенгликдан бош лаб, кетма-кет 
ргА ларни топамиз:

Р/.от-1 =0-1 q\) Рш,
?1,т-2 =  {Ц qth  q^ im ,

Pit =  (^ Г -1 -  Ях \ m- 2 ~ . . . ~ q m - i  )?ш,
W - q t ? - 1-  . . .  - q J h m ^ O .  

Охирги тенглик барча p/m лар учун уринлидир, чунки

Ф г (xi) =  ХГ —<7ixr _1 — • • • — Яш =  о.
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Г>у тенгликдан дисоблашни контрол цилиш учун фойдаланиш 
мумкин. Дисоблашни соддалаштириш мацсадида рг,„ =  1 деб оли- 
шимиз мумкин. Унда цолганлари цуйидагича топиладн:

Р(т =
P/.m—1 — Ц\,
Р / .ш - 2 = > .2 - ? А  ~ Ч ъ

о   ) т
W1 — Лг

) т —2   ’ г,г'ч —  . . .  — qm-\

Буларни дисоблашда Горнер схемасидан фойдаланиш маък;улдирь 
А гар берилган ^  хо с сонга А матрицанинг бир неча хос векто- 
ри мос келса, у долда уларни излаш учун бонща дастлабки век- 
торни танлаб олиб, шу дисоблаш жараёнини такрорлаш мумкин.

1 - м и с о л .  А. Н. Крилов методи билан куйидаги

-1 2 2 (Г
2 1 3  2
2 —1 2  3
О 2 1 —2

А =

матрицанииг характеристик кугщади топилсин.

Е ч и ш .  Дастлабки с (0) вектор сифатида(1,  0, 0, 0 ) '  ни олиб, с (1), 

с (2 ) , с (3), с (4) ларни топамиз:

с (1 ) =

1 2 2 0- “ 1 - 1 -
2 1 3  2 0 2
2 —1 2  3 0 — 2
0 2 1 —2 0 0

9 “ "  3 ~ 129
6 36

^( 4 )  =
132

j ( 2) = 0 с<з)  = 30 30
6 , 0 , 102

Б у векторлар ёрдамида (2.6 )  системани тузамиз:

3<7i +  9 q-i —  <73 +  qt =  129,
36</i +  6(?2 +  2q3 =  132,
3 0? !  -j- 2q3 =  30,

6q2 =  10 2 .

Б у  системани Г а у с с  методи билан ечамиз:

<7i = 0 ,  qi =  17, q3 =  15, 

Демак, А матрицанинг характеристик купдади

(р(Х) = 1 *  —  1 7 А 2 —  15А +  9

экан.
2 - м и с о л. Куйидаги

5  3 0  — 4 8

А

q 4 = —9.

t5 30 — 4й i
3 14 — 24 [•

3 15 - 2 5  J
матрицанинг хос сонлари ва хос векторлари топилсин.
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Е ч и ш .  1- мисолдагидек, с ^  векторларни топамиз:

'  1 ■ ‘ 5  ’ ' — 2 9  ' ‘  1 2 5  ‘

с < ° )  = 0 £ < 1> = 3 с ™  = — 1 5 с < 3 > = 6 3

.  0 . , .  3 > — 1 5 , .  6 3

(2 .6) система куйидаги куринишга эга:

( —29?, +  5?2 +  q3 =  125,
| — 15^, -j- 3^2 — 63,

I — 15?, +  3?а ■=■ 63.
Бу системани Г а у с с  методи билан ечганда тугри юришнинг учинчи кадами 
бажарилмайди, чунки учинчи тенглама иккинчи билан бир хил. Шунинг учун 
х,ам (2 .8) системани тузам из:

I 5у, +  92 =  — 29, 
\ 3 ?1 = - 1 5 .

Бундан qt =  — 5, q2 =  ■ 
X,

-4  ва tfrr (X) =  X2 - f  5Х +  4. Шундай килиб, X, *= — 4, 
2̂ =  — 1- Энди учинчи хос сонни топиш учун ап +  а 22 +  агг =  X, +  Х2 - f  Х3 

тенгликдан фойдаланамиз: 5 +  14 —  25 =  —  1 —  4 +  Х3. Демак, Х3 =  — 1 . Ш ун 
дай килиб, Х2 =  Х3 =  — 1 экан. Энди бу х о с  сонларга мос келадиган хос век 
торларни топамиз. Бунинг учун (2.11) —  (2.13) ва {5Й =  1 дан фойдаланиб, 
куйидагиларни ёза оламиз:

5(Хг - ? , ) + 1  
3  (X,- —  q x)

з ih - q i )  _■ 

-<2) =  (21, 12, 12)'
Бундан эса

* (1) =  (6, 3, 3)',
ни топамиз. Учинчи векторни топиш у чун  дастлабки векторни бошкача тан- 
лаш керак.

3- §. к. Л А Н Ц О Ш  МЕТОДИ

Б у  метод дам Крилов методига ухшашдир. Факат бу ерда хос 
купдад коэффициентларини аниклайдиган вектор формада ёзилган 
ушбу

q ic {n- 1) +  q~cln~2) +  

системани ёки минимал купдад коэффициентларини аниклайдиган

ЦП)

Я\С( т - 1 ) ( т - 2)
+

(т)

системани ечиш учун ортогоналлаштириш методи кулланилади.
Х о с  к^п дадн и  топ иш . Узаро ортогонал булган векторлар 

системаси кетма-кет курилади. Берилган дастлабки вектор с (0) Ф  О
ва унинг итерацияси А с{0) га кура га ортогонал булган(О)
;(i)
;(i)

g  10с (0) векторни курамиз. Б у  дар доим мумкин ва 
( с '1', c',J’) =  0  ортогоналлик шарти g i(] ни топишга имкон беради:

/г ( ^ (0>. ^ (0))
« «  (Г,(0)7(0))-

Агар с (1)= 0  булса, у долда с (0) ва Л с <0) векторлар ортогонал 
булади дамда Q , ( Х ) = Х —  g 10 купдад А матрица минимал куп*
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дадининг булувчиси булиб, бу купдаднинг_ илдизи X =  g\,0 матри
цанинг хос сони булади. Бундан кейин с (0> устида боища амал 
бажарилмайди._Агар с (1) ф  0 булса, у долда Л с (1) векторни ту- 
замиз ва с (0\ с (1> ларга ортогонал булган

— — g 20c(0)

векторни курамиз. Уш бу (с(2), с (1)) =  0 ва (с(2>, с<°>) =  0 ортого- 
наллик шартлари g n ва g-20 ни топишга имкон беради:

с<1>) (Л с*1*, с<°>)
g n =  Сс(1\ ~с(1)У ’ g20== (И°>, 7<°>) •

Агар с (2) =  0  булса, у долда

Л (Лс<°> —  g-107<°>) —  £ 21(Лс<°> —  g 20cw  ) =  О

тенглик с<°), Л с (0), Л-’с (0) векторлар орасидаги чизицли богланиш*/ 
ни беради ва

Q a (X )  =  ( *  -  £ » i )  ( b  —  g t o )  —  g m = = ( b — - g i i )  Q i  W — ffao  

купдад эса Л матрица минимал купдаднинг булувчиси булади. 
Агар с{2) ф Ъ  булса, у х.олда бу жараён давом эттирилади.

Фараз килайлик, с (0), с (1), . . . , с (т-1)_векторлар топилган бу
либ, барча i ф ]  (г, У =  0> т — \) учун (с(/\ с (Л) =  °  ортогонал- 
лик шартини каноатлантирсин. У долда

^т)==;А^т-1) _  g m>m_ x _  g — 2 C<m—2>— . . . —g,n0C{0\ (3. 1)

векторни тузамиз ва g m,m-u gm.m-2 , • • • , gmo коэффициентларни 
шундай танлаймизки, бу вектор с (0\ с (1>, . . . , векторлар
нинг дар бири билан ортогонал булсин. Ортогоналлик шарти 
( > > ,  с^)==  0  (г =  0 , т — 1) дан g m< коэффициентларни топамиз: 

(Л 7 т - 1), ~cw )
~c(i))

Биз F(0\ . . . .  с {т) векторларни куриш билан бир пайтда

Q oM  =  l ,
Q i W  =  (x —  Ы  QoQ),
Qs(X) — Q- f>2l)Ql(^) ^2oQo(^)>

QmO'-) =  ••• gn.oQoOO

к^пдадлар кетма-кетлигини дам тузамиз. Маълумки, п улчовли 
фазода чизщли эркли векторларнинг сони и дан ортмайди. Ш у- 
нинг учун дам, ортогоналлаштириш жараёнининг бирор k {k <  п)- 
Кадамда с (А> =  0 га эга буламиз. У долда

А с ^ - 1' —  g k , k - i c {k - 1) —  g k . k - 2 C{k~ 2) —  . . .  —  g k  o<?(0) =  0

  d-
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тенглик А Ь6'(0), . . . , Акс (0> векторларнинг чизикли бог-
ланганлигини 'курсатади. Шунинг учун дам Q&(A.) купдад А мат
рица минимал купдадининг булувчиси булади. Агар k =  п булса, 
Qn(X) А матрицанинг хос купдади Р(Х) билан устма-уст тушади. 
Агар k <  и булса, Qk(l) купдад хос купдад Р(Х) нинг булувчи
си булади ва биз факат хос сонларнинг бирор цисмини аниклаш 
имконига эга буламиз. Долган хос сонларни топиш учун ишни 
яна бонща дастлабки вектор чан бошлаш керак ва бу век

торни шундай танлаш керакки, у с (0), 7 (1), . . . , с (&_1) векторлар
га ортогонал булсин.

Симметрик А матрица учун (3 .1) тенглик соддалашади. ^аки- 
катан дам, бу долда

(Л7 ( т - 1 ) > - ( 0  ) л- ( 0 )
g m i = ~ ~ ------------------------------------ —  "  ------------------------

(С С ) ( с  ( J ) , С (1))

( с (т~: \ "с(г+1> +  g  7 {i) +  . . .  +  g  7 (0))
_ _   _________ ____________  s i + i , i  ^  ^ г+ i . о ;

Сс<1\ У ‘>)
булиб, I +  1 <  т — 1 булса, g mi =  0  булади. Демак, матрица 
симметрик булганда. (3 .1) тенглик куйидаги куринишга эга б у 
лади:

-(»>  =  л ^ - 1 )  _  . (3 .2 ) 

Ш у билан бирга

QmQ') ~  gm,m-r-i)  Q m - 1  Q-) g m . m - l Q m - l i } )  —  • • • —  g m o Q o f t )  

купдад дам соддалашади:

Q m (S) =  g m , m —l)Q m —l Q )  g m , m —lQ m —2 Q )-

Б у  эса методнинг дисоблаш схемасини соддалаштиради. Шунинг 
учун дам Ланцош методининг симметрик матрица доли одатда 
м иним ал итерация методи  деб аталади.

Бундай соддалаштиришга симметрик булмаган матрица учун 
дам эришиш мумкин, фа кат бу ерда ортогоналлаштириш жараёни- 
ни биортогодаллаштириш жараёни билан алмаштириш керак.

Иккита ст ва Ь<0) дастлабки векторларни танлаб оламиз. Б у - 
ларга кура ва А'6<°> ларни топиб,

с<п =  Лс<°> -  g 10c<0), > >  =  A'lito _ ’Л10й<*»

чизикли комб_инацияларни_ тузамиз. Б у  ерда g 10 ва /г,0 коэффи- 
циентларни (с^\ 6<0)) =  (6<!>, с<0)) =  0 биортогоналлик шартиДан 
танлаймиз. Агар дастлабки векторлар с((1) ва 6<0) ортогонал бул
маса, у долда g jo ва ни топиш мумкин:

{Aci0), Т <0)) ( с (0\ А '1(0)) ,
~  (с*°>,Ь<°>) 10‘
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I in:t (c<°>, b^) Ф  0_шарт бажарилган деб фараз киламиз. Топилган 
пскторлар с{1) ва 6 (1) га кура шундай

7<2> =  Л ? 1» -  g jjc » )  —  g ^ ° \  ~bW =  Л 'М 1» -  hn ~bW -  Аао6(°)

чизикли комбинацияларни тузамизки, натижада

( d 2 >, ? ( » )  =  (7 <2 >, )  =  ( Ь < 2 >, ? Ч  )  =  ( Ь ( 2 \  с < 0 ) )  =  о

булсин. Агар (с<°>, Ь<-0))ф О  ва (с*1*, Ьт)Ф О  булса, у ^олда бу 
шартлардан куйидагиларни ^осил киламиз:

( Л 7 а ) , Т (1)) ( 7 ! ) , А'1{1)) .
g i l ~  (Я 1>, *(1)) ~  (С(1>, 1 (1) )

_  ( Л ? ”  7 < 0)) _  ( с (1), Л ' Т (0)) _
^20 ' й<°». ~ст) (7<0>, 6<°>)

( с ' 1», +  h w й(0))   ( с (1\ 6 (1))   (Л с<0)— ,^10 с<0\ b(1*)

(с<°>, £<°>) Ссф\ ~ьф)) (с(°К й<°>)

( Л 7 0)Д (1>) ( 7 (1), Л ' * (0) ь
• Лоп«(7<°\ 7<°>) (7°>, б<°>)

Фараз килайлик, шундай

с<°>, с(1).............. ?<*>; Ь(°\ йО), . . .

векторларни тузган булайликки, улар куйидаги шартларнн каноат- 
лантирсин:

1) ( р е £(/)) =  0 {1ф])\
2) {Ь«КсМ)¥>0  (г =  0 , 1.................. п).

У х,олда шундай

je f+ D  =  АсМ — gk+i,kC(l2  — gk+i.k-i’c ^ -1) — . . .  — £ * + 1,0 с<°\ (3 .3 ) 
\ft(*+D =  Л'£<*> -  hk+ukbW -  hk+itk- i  b*~v  -  . . .  -  g *+ i.o 6 (0) 

векторларни тузамизки, улар

gk+ l,i

(С(*+1), £«'>) =  (&<*+!>, ) =  о (/ =  О, Л)
шартларни каноатлантирсин. Бу  шартлардан эса

(А~с{к\ ~Ь{0) =  (с~(А), Л ' А <;)) _  (~cw , 6 (<+1> +  hi+i, il>{i))
(c(i),~b{i)) ( c(i), ] (i))

(F{k), l u+1)) Cc(k\T><l))
(c(i), b{i)) +  i+l-1 6(i)j

' Aa+i , * ,  агар i =  k  булса,
)

77»— ^  =  £ * + i . * - i . агар i =  k — \ булса,
( c (A_1), b (k~ l))

. 0 , агар i c k — 1 булса;
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hk+i,i
(A 'b(k\ c (<>) ( 6 (*>, Ac <*>) _  

_  (cw, *<'>) 

i =  k булса,

( c (i), b(l)) 
gk+1,1 , агар

=  { gk+ i.k-it  агар i =  k — 1 булса,
О , агар t < k —1 булса.

Шундай килиб, (3 .3 )  тенгликлар соддэлашиб, куйидаги куриниш- 
га келади:

C<*+D = =  ЛС(*> —  gk+l,kCW — gk+l.k-l  

■^(*+1) =  —  gk+i.kbW — gb+i.k-ib^-U .
Б у  жараёнлар мумкин булишлиги учун олдинги топилган ~{к) ва 
Ъ̂ к) векторлар (с(к\ Ь̂ к>)Ф 0  шартни каноатлантиришлари керак. 
Б у  шарт куйидаги уч долда бузилиши мумкин:

1) c (fe) =  0 ва Ъю  =  0 ^
2 )  =  0  ё к и  6 (А) =  О,

3) £<*>=^0, ь<-к) Ф  0 , лекин cW ±  Ь<к\
О хирги дол с<°>, /><0) дастлабки векторларни нокулай танлаш на- 
тижасида келиб чикади. Бундай долда, дастлабки векторларни 
бошцача танлаш керак.

Агар А матрица минимал купдадининг даражаси т  булса, у 
^олда (Л  ва А' матрицалар бир хил минимал купдадга эга бул- 
ганликлари учун) с (0), Ас<0), . . . , ва 6 <0), А'Ь<°\ . . . , Л""*3<о)
векторлар чизикли богланган булади. Шунинг учун хам биорто- 
гоналлаштириш жараёни k  <  т кадамда тугайди ва с{к) =  0 ёки 
Ык) =  0  векторга эга булиб, у з^олда с<°>, Л с (0), . . . , век
торлар ёки £<°>, А'Ь<°\ . . . , А'<%<°> векторлар орасида чизикли 
богланишга эга буламиз. Ортогоналлаштириш жараёнидагидек, 
бу ерда дам Л матрицанинг минимал кущ ади  ёки унинг бул ув
чисини кетм а-кет куйидагича топамиз:

Q„W  = 
Q iW  =

■1,
: (Х- 
= (Х-

g 'io )Q o (^ ) ,
■gn)QiQ)'— gtoQofr),

Q,(X) =  (X- 
М и с о л .  К у й и д а ги

■gk,k-i )Qk-1(X) —  gk.k- 2 Qk-г(Х).

30  — 48
14 — 24
15 — 25

м атрицанинг х о с  сонлари  топ илсин .
Е ч и ш .  Б у  ерда А м атрица  си м м е тр и и  б^ лм аганлиги  у ч у н  би орто гонал - 

^ аш тириш  ж араёнини  к ул л ай м и з . Б у н и н г  у ч у н  "c(0> =  "й(0) =  (1, 0, 0 ) ' деб  
ел ам и з . У  долда

Л с <0), A' £(0) =
б
30

— 48
Sto '■

(Л с(0), 6<0)) 
(7 (0 ), - J W j
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nil • : n  -

7 (1) =  A ~ c(0 )  —  g 10~ m  =  ( 0 ,  3 ,  3 ) ' ,

Т<‘ > =  А '1 Ф) —  g lo b{0) =  ( 0, 3 0 , - 4 8 ) '

А^лади;
Иккинчи кадамда

Л 7 (1) =  ( — 5 4 ,  — 3 0 ,  — 3 0 ) ' ,  А’Тт =  ( — 5 4 ,  — 3 0 0 ,  4 8 0 ) ' ,

( л 7 (1> Л (1))  ‘ (Л 7 < ‘ >, 7<°>)

( 7 < ‘ >, 7 (1 ))  "  ■ “  (7 < и), 7<°>) = _ 5 4

па 7 (2) =  Ь( 2 ) = " 0  га зга буламиз.
Демак, биз иккинчи вариантдаги I)  х,олга дуч келдик. Минимал кугщад- 

нинг булувчйсини куйидагича топамиз:
? 0( Х ) = 1 ,
< Pi(X )=X  — 5,

( X )  =  ( X  +  1 0 )  (X —  5 )  +  5 4  =  Х2 +  5 Х  +  4 .

Бундан к^ринадики, Xj =  — 4, Х2 = — 1 хос сонлар б^лар зкан. Учинчи хос
сонни топиш учун матрицанинг изидан фойдаланамиз:

5 +  1 4  —  2 5  =  —1 —  4  +  Х3, Х3 =  — 1.

Х о с  вектор л ар н и  топ и ш . Баённи кискартириш максадида А 
матрица симметрии бут^ан х^таи карайлик. Фараз килайлик, Лан- 
цош методини куллаб, 7 к) =  ■ га эга булган булайлик. Айтайлик, Хг 

с (0) вектор минимал кугщади ty-(!»(k) нинг бирор илдизи булсин.

У  л;олда бу хос сонга мос келадиган хос векторни куйидаги 
куринишда излайми?

*<о =  р0?о ) +  ^ , 0  +  . . . +  * - » .  (3 .4 )

Кейин Ах<с) =  Х;х(г) шартдан ва олдинги пунктдаги 
_д7<°) =  “ (1) +  g , ~ (°),
Л ? 1) =  с<2) +  g-2iC(1,+  g^ °\

Ас&-2) =  ё(*-1) -h_g-fe_i,A-2 Р * - 2> -h
Ас&~ 1) =  g k-1,4-1 с '* -1) +  gk-U k-2С<к- 2)

тенгликлардан фойдаланиб, (3 .4 ) тенгликни куйидагича ёзиб ола
миз: -

Р0 (^<1} +  ё±0 ^ (0>) +  Pi (С<2) +  Sii С (1) +  gi0 С^) +  . . . +
+  Р а _ 2 (Cik~l) +  g k - l J k - 2  С{к~2) +  gk-X.J-iC*-®)  +

+  P*_i (gk, k-l C_{k 11 +  Sk-l, k-2 C(k 2)) =
“ ^гРос<0)+  ^ ;P ic<1> +  • • •  + ^ P fe - ic</i 

Бундан F <0), c m , . . . , c (k~l) векторларни чизикли эрклилигини х;и- 
собга олсак, куйидагилар келиб чикади:

Ро 0~1 £м ) gio Pi ^  0,
Pi Q't ^ 2 l) gil Р2 Ро ~

..................................................................................  ( 3 . 5 )
Рй-2 fit gk-1, k-2 ) &k, k-2 Pfe— 1 Ра-з =

' Pa-1 (^i — SA, ft- l)  Pft-2 =  O’
167



Б у  ердан курамизки, $k_2, Pft_ 3, . . . . , ро лар га пропорцио- 
налдир. Шунинг учун х;ам $k_l =  1 деб олишимиз мумкин. У хол
ла долган козффициентларни кетма-кет топамиз:

/̂е -2
Р/г-3 :

; l'i ~  Sk , А-р
?fc-2 — *_2 ) >fc,4-2>

Крилов методига yxuiauj (3.5) тенгликлардаги биринчи тенгЛик к;ол- 
ганларининг натижаси булиб, у с (0) вектор минимал купдадининг 
Х =  Хг даги ифодасидир. Б у  тенгликдан дисоблаш жараёнини кон
трол килишда фойдаланиш мумкин.

Агар биз куйидаги купх,адларни киритсак:

То (Х) =  1.
?, (X) =  (X —  fe_ ,)  срo W ,
ср2 (Я) =  (X -  g k_u ft_ 2) <pt (X) -  grAi A_2 ?0 (X), (3 .6 )

‘ <P* (X) =  (>• — g j  «Pft -1  W  — gtob-2 M .

у долда X; га мос келадиган х {1] хос векторни куйидагича ёзиш 
мумкин:

'х(1) =  Ф,
* - 1

( 1)
+  <Ро (К) С(*-1)

(3 .6 )  тенгликдаги срА (X) купдад Я д (X) купдад билан устма-уст 
тушади.

4- § .  А. М. ДАНИЛЕВСКИЙ МЕТОДИ

Хос сонлар муаммосини ечишнинг содда ва тежамкор усулини 
1937 йилда А . М. Данилевский таклиф этди. Бу методнинг fo h c h  
берилган матрицани ухшаш алмаштиришлар ёрдамида Фробени.ус~

р 1 Pi Рг • • • Рп- 1 Рп1
1 0 0 ,  . .  0 0

р  = 0 1 0  .  . .  0 0
L о 0 0 .  . .  I 0  J

нинг норм ал формасига  келтиришдан иборатдир. А ва Р  матрица- 
лар ухшаш булганлиги учун улар бир хил характеристик купдадга 
эга. Лекин Р  матрицанинг характеристик купдадини бевосита ёзиш 
мумкин. Хакщ атан хам. D (X) =  del (Р — X Е) ни биринчи сатр эле
ментлари буйича ёйиб чиксак:

’ р, — X

DO)

=  ( P i - X ) ( -  
+  ( - 1

Р2

О

Р 3 
О

О

Рп- 1
0

1

Рпо
— X

■ Я)”- 1 -  р Л - > у - 2+  Рз (— >0в“ 3 +
=  ( — l ) ”-1 (Ял— р, Xn_1 — р2 Хп~2 —

+
• - Р п ) -
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Шундай килиб, Фробениус матрицасининг биринчи сатр элемент* 
"•'фи РI т Р21 • • • - Рп унинг хос купдадининг мос равишдаги коэф- 
фнцпеитларидан иборатдир. Л ва Я  матрицалар ухш аш , яъни Я==» 

.S~‘ A S  булганлиги учун, р(Ц  А матрицанинг дам хос купдади- 
шр.

А матрицанинг элементларига боглик равишда Данилевский 
мгтодида регуляр ва норегуляр дол учрайди. А ввал регуляр долни 
куриб чицамиз.

Фараз цилайлик, А матрицанинг а п п_1 элементи нолдан фаркли 
<>улсин. Биринчи цадамда А матрицани унг томондан

1 о . . . .  о о о
О 1 . . . .  о о о

а п 1 а п, п — 2 1 а„
а П, П — 1

о о

матрицага купайтирамиз, натижада

I
В (0) =  АМп_ х ■

V  п - 1 п,п—1 а п, и — 1

М2
2̂2

Л - 1 ,  1

о о
п—i, 2

ь
1 .  я - 1 и \п

Ь 2п2, п ~ 1

•

К-1, П 
0

п —1 ,  п —1

■досил булади. Mn_i матрица А ва бирлик матрицалар ёрдамида 
Куйидагича тузилади:

1) бирлик матрицанинг (я  — 1)-устунининг элементларини 
а п , Ф  0 элементга буламиз,

2) досил булган устунни. А матрицанинг я -  сатрининг а п
ап2. • • ■ • ап  п ~ 2  элементларига купайтирио, мос равишда бирлик
матрицанинг 1, 2 ,  я — 2 , я -у сту п и  элементларидан айира-
миз, натижада Мп_г матрица тузилади.

Матрицаларни купайтириш коидасига кура В {0) матрицанинг эле- 
ментлари куйидаги

nf- ~1. га-1
&rtj 

Я л , л - 1

а,

U = 1 , 2 , , я;  j  ф  я  —  1)

I, П — 1
ап, п — 1

(г =  1 , 2 ,  . . .  , я)

формулалар ёрдамида дисобланади. Лекин кУрилган В т =  АМп_х 
матрица А матрицага ухшаш эмас. Ухшаш алмаштириш досил ки- 
лиш учун тескари Мпi i  матрицани чапдан В {0) га купайтириш ке- 
рак:

Mn-i АМп_ % В т.
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Тескари матрица М~1г куйидаги

Г  1 0 0 О ч
0

• ■
1

♦ • • •
0  
• •

0

а т а п 2 . . .  . а п .  п - 1 « * »
_  0 0 ............... 0 1 . _

M 7h =

куринишга эга эканлигини бевосита текшириб куриш мумкин. 
Мп-\ матрицани Л<°> матрицага чап томондан купайтириш унинг 
охирги сатрини узгартирмайди. Шунинг учун дам Данилевский 
методининг биринчи кадами бажарилганда биз куйидаги куриниш
га эга булган матрицани досил киламиз:

Л (1) -

Г # и
л (1>#21

п т0-12 . . . .

U22 . . . .
« & - 1
a l l ' n - i

«я?

л<! > а  П-1.Л
Lo

&я—1, 2 • • • 
0  . . . .

# л —1, я—1 
1

O-n—l.n
0

Б у  ерда 0$  куйидаги формулалар ёрдамида дисобланади: 

Ьц (1 < / < / г  — 2,  1 < У < я ) ,aiP  ■

1./ =  2  а пкЬц п).
А=1

Энди Ат  матрицанинг Ол-2. п- 1 элементи нолдан фаркли деб фара» 
Киламиз. У вактда Данилевский методидаги иккинчи кадам бирин
чи кадамга ухш аш  булиб, Л (1) матрицанинг (п — 2)-сатрини Фро 
бениус формасига келтиришдан иборатдир. Б у  алмаштиришлар нати- 
жасини куйидагича ёзиш мумкин:

л (2) =  m z ±2a w  м п_ , =  м ; 1 2 M Zh AM „_i =

Б  у ерда

О-11

„ ( 2) 
а п - 2, 1
о .  .

L 0

л (2)# 1 , Л -2 л (2>«1 . л -1 «а»
„ ( 2 ) „ ( 2) (2) 
# л —2, л—1 # л —2, л—1 « я - 2 .  л

• • • •
1
о

0
1

о
о

1 . . .  0 0 0 0  “ 1
0 0 0 0 0

„(1) 
а л - 1 ,  1

• 
СО1

« 
С

• 
1

1 п (1)О-n—l, п-1 <-*7* — 1 , П

&л—1, Л—2 O-n-l.n—2 # n - l , n - 2 ®л—1. л—2 &п-~ 1, л—2
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
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м ~12

1
о

0
1

„(1)#л-1.2
О
О

Бундан ташкари

й ,< 2 > —VI. п -2  —

„(О ; аи л !1»' Ш,п-2

„ ( 2 )
йг, п - 2
„(1) . ’ а я-1 . л—2

Л , 2
о
о

а (п\ ,
гг'1*Я-Л—1, Л—2

a i f

О
О

О
о

®Л—1, л—1 
1 
о

лО)Я-я—1,
0
1

(/== 1, я ; у ф п  — 2),

2) . а л-2, I

Б у  жараённи давом эттирамиз. Агар =^0, „_2 =у^0,
. . . . , а (27-2> =h 0  булса, у долда Данилевский методининг ( « — 1)- 
Кадаыидан кейин куйидаги га эга буламиз:

Л («- 1) . -М\-1

„ ( Л - i )  „ ( « - ! )ап  « 1 2  

1  0

< я - 1 )
• • # 1 ,  Я — 1 
. .  0

_(л-1)а\п
0

1

• . р„. 
. . 0

Рп
0

оо
1 . 1 0 0 0  . . . . 1 0

Ш ундай к.илиб, дастлабки А матрица S  =  yVf„_1 M „ _ 2 ... Мх мат
рица оркали ухшаш алмаштириш ёрдамида Фробениус нормал фор- 
масига келтирилади ва шу билан х о с  купдад

P ( X ) = X « - P l X "- ‘ ------------ рп
топилади.

Данилевский методидаги норегуляр дол. Энди норегуляр 
доли и куриб , чщайлик. Фараз килайлик, Данилевский методининг 
(■п —  &)-кадами бажарилсин ва шу билан бирга А(п~к) матрица
нинг а (кЛ- 1 элементи нолга тенг булсин. Навбатдаги (п — k - f  1)- 
кадамни юкоридаги усул  билан бажариш мумкин эмас. Б у  ерда 
икки вариант булиши мумкин.

1) Фараз килайлик, Ain~k) матрицада я*"'1 -i  элементдан чапрокда, 
масалан, г- элемент ( г < & — 1) а{пГ к) */= 0  булсин. Бундай вактда 
норегуляр долни регуляр долга келтириш мумкин. Бунинг учун 
А[п~к) матрицада (k — 1)- устунни i- устун билан ва худди шу 
номерли сатрларни дам узаро алмаштириш керак. Бундай алмаш- 
тиришни куйидаги куринишда ёзиш мумкинлигиыи бевосита тек* 
шириб куриш мумкин:

и Л <п-к) Ц'
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бу  ерда

U =

i 0k-- l )
" • 1 0

0 1
• •

•1 .

. 1
•

‘ l
0

(О

( * - 1 )

С A U алмаштириш А п матрица учун ухшаш алмаштириш-
дир. ^ацикатан дам, бу алмаштириш ни икки марта бажарсак, ав* 
валги матрицага келамиз, демак U3 =  Е, яъни U =  U~'. Бундан
£ М <Л ) U — U 1 А̂ п U ухшаш алмаштириш эканлиги келиб 
чикади.

Б у  алмаштиришдан кейин Данилевский методидаги кейинги ка- 
дамни регуляр долдагидек бажаришимиз мумкин.

2) Фараз килайлик,
( я —А) 

«ft 1 1 a-ki = Лп-k) ■ dk.k-l ■ О

булсин. У долда Л <га куйидаги куринишга эга булади:

А (л-ft)

~  n{n~k) « и
( л  ft) 

• d\, f t - 1
„ ( Л - f t )

• » 1 , B - 1 a[nn~k) ~

п{п~к) „ ( « - * )  CLk- 1, f t - 1
„ ( л - f t )
« f t — 1, л  —

0  .  . 0 | ttkk • • •
„ ( я - f t )
Of t ,  Л — 1

Л л - f t )  &kn
0  .  . 0 1 1 . . .

1
0 0

0  .  . 0 ! o . . . 1 o'

g(n-k) Q{n-k)~
О p ( n - k )

Б у  ерда Р (п~к) Фробениус нсрмал формасига эга булган (п—£ + 1 ) -  
тартибли квадрат матрица, В (п~к) эса (k — 1)-тартибли квадрат 
матрица. Лаплас теоремасига кура:

det (А1а~к) -  I t )  =  (let {B{n~k) -  KEk_ x) det (Pin~k)—lE n_k+i), (4 .1 )

яъни P (n~k) матрицанинг хос купдади Л матрица хос купдадининг 
булувчисидир. (4 .1) тенгликдан курамизки, Л матрицанинг хос 
купдадини топиш учун яна В {п~к) матрицанинг xog купдадини то-
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ниш керак. Буни эса юкорида келтирилган метод билан бажариш 
мумкин. Данилевский методи хос кугщадни топиш методлари ора
сида энг тежамкор метоДДир. Хисоблаш жараёнини контроль килиш 
учун топилган рг козффициентни матрицанинг изи билан таккос- 
л;ии керак.

Д анилевский методи билан хос векторни ^исоблаш . Агар
А матрицанинг хос сонлари маълум булса, А . М . Данилевский 
методи билан унинг хос векторларини аниклаш мумкин. Фараз 
килайлик, X А матрицанинг ва демак, унга ухшаш булган Р  Фро- 
оеииус матрицасининг хос сони булсин.

Р матрицанинг берилган X хос сонига тегишли булган у =  
= (y t , у я, . . . , у „У хо с векторини топамиз. Р у  = Х у  булганли- 

ги учун (Р — 1Е )у  =  0 ёки

-  Pi —  X Р2 ■ • • • Рп—1 Рп У1
1 — X . . . . 0 0 У.21

0 0 '  — X 0
1

_ 0 0  . . .  . 1 — X _ - У п -
Бундан эса у хос векторнинг y lt у 2, . . .  уп координаталарини то-
ниш учун куйидаги чизикли алгебраик тенгламалар системасига
эга буламиз:

(Pi —■ ty Ух +  Р 2 У 2 +  • • •  -\-РпУп =  ®>
Ух X Уз = 0 ,

Уа — х Уз = 0 ,  (4 .2 )
•  • • • • • • • » *

Ул- 1 - > - У я =  0

Бу системадан

У „ - 1 = ХУ«.
Ул-2 =  Х2у„,

У\ — ^п~1 Уп
ни топамиз. Хос вектор хоссасига кура у 
кин, у долда

У 1==1,
Уп- 1 =  Х.

' У „ - 2 = * * ,

y\ L \ n -l

га эга буламиз. Демак, изланаётган хос вектор y =  (^/!_1, X"- 2 , 
. . .  , 1) куринишга эга. (4 .3) ни (4 .2 ) системанинг биринчи тенг- 
ламасига олиб бориб куйсак, у

Р  (X) =  X" — Xя- 1  - р „  =  о

1 деб олишимиз мум- 

( 4 . 3 )
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куринишга эга булади, бу эса хисоблаш жараёнини контрол к;и- 
лишга хизмат килади. Ухшаш алмаштириш матрицаси S  маълум 
булса, А матрицанинг хос векторини топиш кийин эмас. Х аки ка- 
тан х;ам, агар л: А матрицанинг X хос сонига мос келадиган хос 
вектори булса, у х о л д а х  =  5 у  булади, чунки Я у  =  Ху ва Р  =  
=  S - 1 A S  булганлиги учун S “ M S y  =  Xy дир. Бу  тенгликнинг 
з а̂р иккала томонини S  га чапдан купайтирсак, Л 5 у  =  Х 5 у  келиб 
чтщади.

Ш ундай килиб, S  матрица маълум булса, А матрицанинг х о с  
векторини топиш к.ийин эмас. Данилевский метолининг регуляр 
болида ва норегуляр ^олининг биринчи вариантида 5  матрицани. 
бевосита ёзиш мумкин. Масалан, регуляр ^олда

S =  M n_ xM n_ з . . .  Ж ,.

_Д|г ( г = 1 ,  п. — 1) матрицалар бирлик матрицадан факат битта 
сатри билан фар к кдлганлиги учун

х  =  5 у  =  Мп_ хМ л_ ъ  . . .  М х~у (4 .4 )

векторни топаётганда аввал 5  =  Мп_ х Мп_ 2 . . . .  Мх купайтма- 
ни топмасдан у векторни кетма-кет M t , М 3, . . .  , М,,_х матри- 
цаларга купайтириш маъкулдир. Зэкторни М% га купайтирилганда 
векторнинг фацат битта координатаси узгаради.

Данилевский методидаги норегуляр х;олнинг иккинчи вариантида 
матрицанинг хос векторини бу йул билан топиб булмайди. Бундай 
з^олда хос векторни Крилов методида курсатилган усул билан то
пиш маъкулдир.

М  и с о л. К у й и д а ги

- 23 —9 —2 0 "
__4 23 0 —2
—8 0 23 —9

L ' 0 —8 —4 23 -

м атриц анин г х о с  сонлари  ва х о с  векторлари топилсин .
Е ч и ш .  А . М . Д а н и л е в ски й  м етоди  ёрдам ида  куй и д а ги л ар н и  х,осил к и -  

ламиз:

Л(1)= М ^ 1ЛМ3=

-  1 0 0 0 ” -  23  — 9 — 2 0 ~ “  1 0 0 0“
0 1 0 0 — 4 23 0 — 2 0 1 0 0

1 23
0 — 8 — 4 23 — 8 - 0  23- — 9 0 — 2 —  4 4

_ 0 0 0 1_ 0  — 8 — 4 23 _ _ 0 0 0 1_

— 2 3 — 5
1
2

1

1

— 4 2 3 0 —  2
6 4 0 4 6 - 4 7 7

* 0 ' 0 1 0 _



Б у  ерда Д ан и л ев ски й  м етоди даги  норегуляр  ^олнинг биринчи  вариантига  д уч  
к елд ик . Ш у н и н г  у ч у н  ^ам м атрицани  чап ва у н г  томонидан

и  =
0
1 
О

L О

О 
О
0
1 J

м атрица га  к уп ай ти р ам и з , унда  1- ва  2- у с тун л ар н и н г  уринлари узаро ал м а ш к -
нади:

UA^U =

Б у  м атри ц а га  Д ан и л ев ски й  м е то д и н и н г  навбатдаги  чадам ини  кул лайм и з: 

Л (2> =  М 2 1 U A ^  UM2 =

23 — 4 0 — 2 “
1 23

—  5 23 2 ~  2
0 64 46 — 477
0 0 1 0  _

1 О О

О 64 46

О 1 
О О

О'

-4 7 7

0
1

”  23 — 4

- 5 23

0 64
0 0

23 -
1

16
-320 69
0 1
0 0

Л<3> = щ

О
\_
2

—2- 
_23 

2
46 —  477 
1 О _

46 509
16 ~  16 

— 1503 10235
0 О
1 О  J

1 0 0 0  _
1 46 477

0 64 —  64 64
0 0 1 0
0 0 0 1

-3 2 0  69

О 1
О О
О О

-1503 10235

0 О
1 О
О 1

23 " 1 6
— 320

О
О

46 
16

69 — 1503 
1 О
О 1

5 0 9 ' 
~  16 

10235 
О 
О

X

I 69 1503 10235П —
—  320 320 320 320 92 — 3070 43884 — 225225

0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1_ 0 0 1 0  _

X

Д ем ак ,

Р  (I)  =  X* —  92 I 3 +  3070 Хз —  43884 X +  225225 . 

К У п а й тув ч и л а р га  аж ратиб ,

Р  (X) =  (X —  13) (X —  21) (X —  25) (X —  33) 

ии  ло сил  килам из. Б ун дан  эса  х о с  сонларни топамиз:

Xj =  13, Xg =  21, Хд *= 25,
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Э н д и  хо с  векторларни топамиз. Бу ерда S =  Мг UM2 б ул га н л и ги  учун 
(4.3) —  (4.4) фо'рмулаларга кура

=  Мг и  АГ2 Л41У(1> =  м 3им 2

-  1 69 1503 10235“
133320 320 320 320

0 1 0 0 132
0 0 1 0 13
0 0 0 1 _ _ 1 _

м л

1 0 0 0
~  1 “

2 0 1 0 0 2

0
1

64
46 

—  64
477
64 132 =  М г 1 0 0 0 3

4
0 0 1 0 13 0 0 I 0 13

- 0 0 0 1 _ _ 1 _ - 0 0 0 1- - 1 _

м.

~ 3 ~
4
t1

~2

13

1

1 0 0 0
3
4

3
4 3

0  1 0 0
1
2

1
2 1 2

0 — 2 —
1
4

23
4 13 3

2

4
6

0  0 0 I 1 1 4

Ш у н д а й  кнлнб , л: *** 
дарни хам  топамиз:

л {2) =  (3, 2

(3 .2 ,6 ,4)'. Ш у  й^л билан  з<,исоблаб, кол ган  х о с  ве кто р -

6, 4 ) ' , 3 ? а) =  (3, — 2, 6 , — 4 ) ',  Зс<4) =  (3, —  2 , - 6 ,  4 ) '.  

5- § . Л Е В Е Р Ь Е  М Е Т О Д И

А матрица
Я ( Х ) = = Х " - р 1 Х «-‘

' Р п (5.1)
хос купдадининг илдизларини Xlt Ха, . . . , Хп билан, шу илдизлар- 
нинг симметрик функцияларини эса Sk билан белгилаймиз:

=  ( * = ! , « ) •
<=i

(5 .2 )

Х ос куп^адникг коэффипиентлари р, , , . . . , рп билан 5 *  ларни
боглайдиган куйидаги Ньютон ф орм улалара  мавжуд:

^k Pi Sk-i р4_1 S , -  k p k =  0 ( k =  1, ti). (5 .3 )

Бу  формулалардан кейинчалик хам фойдаланамиз. Уларни исбот- 
лаш учун Р (Х ) ни куйидагича ёзиб оламиз:

Р (Х ) =  ( Х - Х 1) ( Х - Х 2) . . .  ( X - X J .

Б у  тенгликни дифференциалласак,



айният келиб чикади. Б у  айниятнинг унг томонини ^исоблаймиз: 

m  =  +  ( _  р, +  \t) \п-2 +  (_  р2 _  pi Х/ +  Xf) А"~3 +  . . . +

+  ( - Р л - 1  -  Р«-а -  • • • -  Pi ХГ Ч  А Г ‘) (5 .5 )
(г «я 1,2, . . .  , л ).

Иккинчи томондан
р> (л) =  п А"-1 — (я  — 1) р, АЛ~ 2 — (п — 2) р2 А«~3 — . . . — ря_ ! 

ни зисобга олиб, (5 .4 ) айниятни цуйидагича ёзиш мумкин:

Р ' (А) =  /г А " - 1  —  ( я  —  1 ) р ,  Ал ~2 —  («. —  2 ) р 2 Ал - 3 —  . . . р л_ , = г  

e s  п  Ап -1  +  ( — • я р , - ) -  5 , )  Ал 2 -j- ( —  я  р.г ■ р ,  5 ,  -f- S 2) Ал_3 -{-- 
+  ( —  я р 3 —  P2 S t —  р,  S 2 +  S 3) А,г-1 . . .  +

- f - (— я  рп—\— Рп—2^1 Р , - з 5 2 . . .  Pi S n_2 ~Ь S n _ i). (5 .6 );

Бундан куйидагилар келиб чикади:

—  (я  -  1) Pi =  — n p l + S 1,
— (я  —  2) р2 =  — Я р2 —  р, ^  +  S 2,
—  (я  —  3)р з =  —  n p 3 —p 3S t — P i S 2 +  S3, ( 5 .7 )

■ Рл — 1 : ^ Рп — 1 Рп— 2 *̂1 . . .  Pi Sn — 2 ~f" 5„_1.
Б у  тенгликларни соддалаштирсак:

-S i—  Pi =  О,
5 2 — Р, 5 ,  — 2 р 2 =  О,

Sg -  Pi 5 2 - P s - S 1, — З р 3 =  0, (5 .8 )

. S „ _ , — P iS „ _ j —  . . .  — P„_2 — (« — l) p n- i  =  0.
Булардан кетма-кет p ,, p 2, . . . , ларни аниклаймиз. 

p„ ни досил цилиш учун куйидагилардан фойдаланамиз:

Р {\ )  =  Х" — Pi М1-1 —  • • • — Рп- 1 — Рл =  О
Р  (Ха) =  X» — р, а» - 1 _  . . . _ / ? „ _ ! А2 рл =  О

Р  ( У  =  ^  -  pi *  Г 1 - . . !  -  Р . - 1 х» -  Рл =  0 .

Энди буларни к,ушиб,
S n -  рх S „ _ , -  . . .  —  p „_t -5i — я р/г =  0 (5.9>

тенгликка эга буламиз. Бу  тенглик (5 .8) билан бирга Ньютон
формулаларини  беради.

Х ос купхад козффициентларини (5 .8 ) — (5 .9 ) лардан фойдаланиб 
кетма-кет цуйидагича досил циламиз:

Pi —  1



A rap  S lf S2, . . .  , S„ маълум булса, бу формулалар ёрдамида 
Рп Рп ■ • • . Рп топилади. Маълумки, St А матрицанинг изига тен г:

=  \  +  К +  • • • +  Х„ =  tr А.
Иккинчи томондан X*, X*, . . .  , X* лар A6~ \ aj^ J  матрицанинг хос 
-сонлари эканлигини дам биламиз, шунинг учун дам

S A =  t f  +  X§.+ . . . + X ‘  =  t r ^  =  2 ^ ).
1=1

Шундай килиб, Р  ( а )  х о с  купдаднинг козффициентларини топиш 
учун А2, Л 3, . . .  , Ап матрицаларни досил килиб, уларнинг изи

П
S *  =  2  ajP (k =  1, it) ни топиш керак.

/=1 '

Матрица изини топиш учун бу матрицанинг факат диагонал

элементларини билиш кифоядир. Шунинг учун дам т =  j/ Ч р -] Деб

•олиэ, А2, Аг, . . . , Ат ни досил килиш дамда A™ *1, Ат+2, . . . , 
А п матрицаларнинг факат диагонал элементларини дисоблаш керак. 
Бу  эса дисоблашни анча кискартиради.

Ш унга царам асдан Л еверье методи ж у д а куп меднат тал аб  
^илади.

М  и с о л. Л е вер ье  м етоди  билан

‘  — 1 2  2 0 '
2 1 3 2

А = 2 — 1 2 3
- 0  2 1 - 2  J

м атрицанин г ха рактери сти к  кугщ ади  топилсин .

Е ч и ш .  Б у  ерда т =  g—  | =  2 б ул га н л и ги  у ч у н  А3 ни  ^ исоблаб, Л* 

« а  А4 лариинг ф ацат диагонал  элем ентларини  топамиз:

-1 2 2 0 -| -1 2 2 0 ' - Э — 2 8 10"
2 1 3 2 2 1 3 2 3 6 15 7
2 — 1 2 3 2 — 1 2 3 — 0 7 8 — 2

- 0 2 1 — 2 _ - 0 2 1 -2 _ - 6 — 3 6 11-

г- — 1 2 2 0 ‘ '  9 — 2 8 10 '3 1

о 2 1 3 2 6 6 15 7 17,d = 2 — 1 2 3 0 7 8 — 2 — 35
- 0 2 1 - 2 - -  6 — 3 6 11 *— 10 - »

' 1 2 9  
108 

159 
148 J  *

9 — z  8 10 У — 2 8 10
6 6 15 7 6 . 6 15 7
0 7 8 — 2 ' 0  7  8 — 2

- 6 — 3 6  1 1 : - 6 — 3 6  11 .



51 =  t r  Л  -  —  1 +  1 +  2 —  2 =  0,
5 2 =  t r  А* =  9 +  6 +  8 +  11 =  34,
5 3 =  t r  Л» =  3 +  17 +  35 —  10 =  45,
5 4 =  t r  A* =  129 +  108 +  159 +  148 =  542.

Э н д и  (5.10) фор м ула  лар ёрдамида 

P i  =  S t  =  0 ,

P i  —  ~2 ( S a  —  P i  S i )  ~  1 7 ,

Рз“  "g" ( S 3 —  P i  S 2 — р 2 S i)  =  15,

P i — ~ ^  ( S i  —  P i  S 3 —  p a  S i  —  Р з  S i )  =  9

ларни топам из .
Д ем ак ,

Я  (X) ■= X4 —  17 X2 —  15 X +  9 

берил ган  м атрицанинг ха ра кте ри сти к  к^пз^адидир.

6- § . Д . К . Ф А Д Д Е Е В  М Е Т О Д И

Д . К. Фаддеев Л еверье методини шундай такомиллаштирдики* 
натижада, берилган А матрицанинг хос куп^адини топиш билан? 
бир вацтда унга тескари булган А~1 матрицани ^амда А матри
цанинг хос векторларини *ам  топиш мумкин булади.

Леверье методидаги А, А 2, . . .  , Ап матрицалар кетма-кетлигж 
урнидаги ушбу Аи А2, . . .  , Ап кетма-кетликни Д . К. Фаддеев 
куйидагича аницлайди:

Ах =  A t tr Ах "  (jif =  A x (jx E ,

А з = *  A B U — 2 ^ = ? 2> B 2 =» A% cj2 E t

•     (6.1>
A n-\ = A B n- 2> n — \ —  Уп- u  B n - i  —  A n - 1  4n- 1  E ,

A n —  A B n_ i ,  ~  =  Чю —  A n  Qn

Б у  ерда куйидагиларни исботлаймиз:
a) <7i =  Pi ?2 =  р2, • • • . <7«=р«; 
в) В п ноль матрица;
в) агар А махсусмас матрица булса, у х;олда

Рп
Математик индукция методи билан аввал а) ни исботлаймиз. Рав~ 
шанки, pi =  i r A  =  ql . Энди фараз цилайлик, < 7 i= P i ,  (fo — Рг> 
. . . , qk_ x =  pk_x булсин, у х,олда qk — p k эканлигини курсатамиз.
(6 .1 ) дан ва юкоридаги фараздан куйидагини *осил киламиз:

Ak ^=A,l-  q l Ak- 1-  . . .  — q ^ A  = Л Й —  f t - A * - 1 —  -  ~ P k-\ A .

Демак, бу ер дан



Д ем ак,

tr Ab -k q k ^ \ r A k — p, tr Л *-*1 —  . . . — pk_ t trA
~  S k p  j <5a__ i . . .  — P a - i ' S ’j.

Б у  ердан Ньютон формулалари (5 .3 ) га кура kq  ̂ =  kPk, яъни q̂  =» 
-= р /г. Бу  sea биринчи тасдикни исботлайди.

Иккинчи тасдикни исботлаш учун Гамильтон — Кели теорема- 
сидан фойдаланамиз:

В п =  Ап — рпЕ = А п — р, Ап~1 —  . . .  — Рп Е  =  0.

Бу  тенгликка кура Ап =  рпЕ, (6 .1 ) дан эса Ап =  А -В„_1.
Демак,

Л " 1 = В„-х
Р п

Ш у билан учинчи тасдик; хам исботланди. Юцорида досил 1<илин- 
ган Ап—р пЕ  тенглик контроль вазифасини бажаради, агар Л „ мат
рица скаляр рп Е  матрицадан канча кам фар^ ь;илса, хисоблаш 
■шунча яхши олиб борилган булади.

М и с о л .  К уй и д а ги

А =
1 2 3
2 1 2
3 2- 1

м атрицанинг хос куп да ди н и  ва Л -*  ни толамиз. 
Е ч и ш .  (6.1) ф орм ула га  кура

'  1 2 3 '
Г ~ 2 2 3

л  = 2 1 2 , Pi =  3, В, 2 — 2 2
. 3 2 1 L  з 2 - 2

11 4 1 г - 3 4 1 "
А% — А ВХ= 4 6 4 . Pi = 14, В ^ \ 4 — 8 4

1 4 11 - 1 1 4 - з .

А,
8 0 0 
0 8 0 
0 0 8

Д ем ак, Рз =  8 б ули б ,

Рз (Х) =  Х з _  ЗХз —  14 х —  8

_3 
8 
1

Л- i  =

8

2 — 1

Энди хос векторларни топиш масаласини курайлик. Юкорида 
аницланган В г, , . . , В п_х матрицалардан фойдаланиб,

Q ( X ) - ,A « - ‘ £  +  X » - * £ 1 +  X » -» 5 J +  . . .
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матрицани тузамиз. Агар А матрицанинг барча X,, Х2, . . .  , Х„ хо с 
сонлари бир-биридан фаркли булса, у ^олда Q ( X J  матрицалар ноль, 
матрица эмаслигини курсатиш мумкин. Энди Q (ХА) матрицанинг 
з̂ ар бир. устуни А матрицанинг Хй хо с сонига мос келадиган х о с 
вектордан иборат эканлигини курсатамиз. -

Хак.икатан %ам, Bj — A B j_x =  —  P jE  ( у '= 1 , я ) в а Х А хос куп- 
?{аднинг илдизи булганлиги учун

( х * я - И ) < 2 ( х й) =
=  Q'kE —  -Л) 1 -f- X* 2 5 , +  . . .  + X ft5 „ _  2 +  £/>_,)=■

=  Xft Е  +  X* 1 (By— А) +  ■ •• +  ХА (В, — А В п_ 2) —  АВп_ х =
=  (X" —  Pi  а Г 1 —  . . .  —  Р п) Е  =

яъни
(X* E  —  A)Q  (Xft) =  О,

бундан эса
(Ха £  —  Л ) х  »■ 0 . 

ёки _
А х  =  Х̂  х

келиб чицади, бу ерда х  вектор Q (Хй) матрицанинг ихтиёрий у с
туни. Албатта, хос векторни топиш учун Q (Х4) матрицанинг х;амма 
устунларини эмас, балки унинг бирор устунини топиш кифоядир. 
Q (Xfe) матрицанинг и устунини куйидаги рекуррент формуладак 
аниклаш маъкулдир:

и0 — е, ul =  \к Ui—i +  bt ,
бу ерда bt B t матрицанинг бирор устуни булиб, е  эса бирлик мат
рицанинг шу номерли устунидир. Б у  ^олда

и =  и

lt- §. НОАНИК КОЭФФИЦИЕНТЛАР МЕТОДИ

Характеристик куп^адни ёзиш мураккаб масала эканлигини ай- 
тиб утган эдик. Ноаник коэффициентлар методи м анаш у мураккаб 
масалани анча содда масалага, яъни D (X) =  det (А —  X Е) ни X =  
=  0 ,1 ................  я  —  1 кийматларда хисоблаш ва битта сонли матри
цанинг тескарисини топишга олиб келади. Олдинги бобдаги ме
тодларнинг бирортасини куллаб, D (0),D (\), . . .  , D(n — 1) ни 
хисоблаймиз, натижада хос куп^аднинг ри р2, . . . , Рп коэффи- 
циентларини топиш учун куйидаги чизицли алгебраик тенгламалар 
системасига эга буламиз:

Рп — (—  I )4-1 D (0 ),
(— 1)" ( I я - р . - I я - 1 —  / V I я" 2 -  • • • —  Р„) =  £>(1),
(_!)■> (2» _ P l . 2»-* - р 2 2 « - 2 -  . . .  - p „ )  =  D (  2 ), (7 .1 )

( —  1 )л ( ( я  —  1 )Л—  Л  ( я  —  1 )я_1—  р 2( я — I ) 4” *—  . . . —  p n ) = D ( n — 1 ) .
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Б у  ердан эса

А  +  Р * +  • • • + P » - i - l  +  ( - W ( D ( 0 )  — D(1)),
P r 2 n~l +  Pi-2n~3 +  . ..  +  p „_t2 = 2 "  +  (— 1)" ( Я ( 0 ) - £ > ( 2 ) ) ,  (7 .2 )

А( л — ( f t - l ) 4“ 2 +  . . .  +  Pn_ i ( « -  1) =  (я — 1 ) * +  
+  ( - 1 ) * ( £ > ( 0 ) - £ > ( я - 1 ) ) .

Б у  системани ечиб, х о с  к у щ а д  коэффидиентлари p i ,p 2, 
л и  топиб оламиз. Куйидаги матрица

Р*

&п- 1

1
2я-3

1
2

.  ( л — i ) » - 1 ( Я — 1 ) « - 2 . . . Я — 1.

ва

• 1 +  ( _ i ) » ( D ( 0 ) - D ( l ) )  
2 » +  ( - ! ) « ( £ > ( 0 ) - Я ( 2 ) )

векторларни киритиб, (7 .2) системани матрицали тенглама шаклида 
ёзиб оламиз:

■ " Pi 1
р  =

Pi
1

J  > - Рп -

Бун д ан  эса
Вп-\ p =  d .

р =  B nh  d . (7 .3 )

Ш уни хам таъкидлаб утиш керакки, бу метод билан бир нечта 
бир хил тартибли матрицаларнинг куп^адини топиш кулайдир, 
тескари матрица фак;ат характеристик детерминантнинг тартибига 

•боглик булиб, уни олдиндан топиб цуйиш мумкин.
М  и с о  л. К у й и д а ги

—1 2 
2 1 
2 — 1 
О 2

м а тр и ц а н и н г  х о с  к^ гд ад и  топилсин . 
Е ч и ш .  Г а у с с  м е то д и  билан  аввал

1 1
В3

2 О
3 2
2 3
1 —2 J

1
23 22 2
З3 З2 3

м а тр и ц а н и н г  т е скар и си н и  топамиз:



СУнгра куйидагиларни ^исоблаймиз:

т -

~ — 1 2 2 0 — ~ — 2 2 2 о -
2 1 3 2 2 0 3 2
2 — 1 2 3 =* 9. ° ( 1 )  “ 2 — 1 1 3

_  0 2 1 — 2 — .  0 2 1 — 3 _.
—3 2 2 0 ~ “ — 4 2 2 0

2 — 1 3 2 2 — 2 3 2
2  — 1 0 3 =* —  73, D(3) = 2 — 1 -- 1  3
0 2 1 - 4 _ 0 2 1 — б

■■ — 22;

Щ  2) =

Э н д и  (7.3) тен гл и кка  кура
; —  108.

-  1 1 1
2 —  2 6 32 0

F -
б 

” * 2 2
1
2

98 » 17

3
3
2

1
3

198 15

Н и  топ ам из . Д е м а к ,
Р(\) =  Х< — 17X2— J5X +  9 

берилган  м атрицанинг х а ра кте ри сти к  купх,адидир.

8 - § . Х .О Ш И Я Л А Ш  М Е Т О Д И

Маълумки, п- тартибли А =  Ап квадрат матрицанинг характе
ристик купх;ади

D (X) =  £>„ (X) =  det (А — X Е)

ни топиш п ортган сари цийинлашиб боради. Лекин D„ (X) билан 
( п —  1) -тартибли Ап_ х квадрат матрицанинг характеристик куп^а- 
ди орасида рекуррент муносабат урнатиб, Dn (X) ни топиш масала- 
сини (X) ни топишга келтириш мумкин. Бунинг учун биз олий 
алгебрадан айрим маълумотлар келтирамиз. Берилган А — [а1}\ мат- 
рицага бириктирилган матрица деб,

Аи А̂  2 • ■ « At„
Л *  = А 21 Л 22 • • • Ачп (8Л>

- Ащ Л Л2 • • • Апп -

матрицага айтилади, бу ерда А1} лар а 1; элементларнинг алгебраик. 
тулдирувчисидир. Матрицаларни купайтириш цоидасидан

Л Л * = Л * Л

0 0

келиб чик;ади, бу ерда cl =  det Л .

d  0 .
0  d  .

. О 

. О

. d
=  d -E (8 .2)
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Энди хошиялаш методини тушунтиришга утамиз. Бунинг учун 
Л п матрицани

Ап _  \ и ( п - 1 )

' ( п-1) v а„ (8 .3 )

куринишда ёзиб олам:из. Б у  ерда

й (п- и
7, t”- 1)

~ ( л - 1 )  ,и =  (аи , а 1я. , &п—\, п) I
V  ( ® я 1 >  & п 1 ,  .  . . 1 Cin ,  „ _ ) ) .

Энди Ап — X Еп матрицага бириктирилган матрицани С Q) =  Сп ()Х == 
’"==[сЧ/()1 оркали белгилаб, (3 .1 ) тенгликдан

c „ n ( :' )  =  D n - Л х)

эканлигини курамиз, (3 .3) тенгливдагидек, Сп (X) ни ^ам катакларга
•буламиз:.

CnQ)

Б у  ерда
A (n- 1)W  А , - , (X)

f - , (х) = { c ni^ ) ,c n i(l), с„, „ _ , ( Х ) ) [

л <п- 1) С̂ ) =  (с 1я ( 0 .  W , . . . .  *„ _ ■ ,„ (* ))

булиб, Dn_ , (л) эса A fi_ , матрицанинг характеристик куп^адидир.
(8 .2 ) тенгликдан

(An- k E n)C nQ.) =  Dn (k)En
еки 

А а (п-1) C „ - i W  g <n- I , (X)

га  эга буламиз. Бундан sea куйидаги

( (Л„_ , -  X £ „ _ ,)  ^  (X) +  й ^ - 1» (X) =  О,
I X» (n~l)g  <л~ 1) (X) +  (<2И -  X) А , - ,  (X) =  Dn (X).

тенгликлар келиб чикади. Бу  тенгликларнинг биринчисидан g in~l) (X) 
ли топамиз. Бунинг учун биринчи тенгликни

* ! 1п~П (}-) =  An- i  §  {П~'] М  +  «  '(л“ 1) А , - ,  (X)

шаклда ёзиб олиш маъкулдир. Б у  тенгликдан
Д ;_ , (X) =  Х"-1 +  q , +  q,\n-* +  . . . +  дя_, (8 .6 )

булганлиги учун, курамизки, g  (X) вектор X га нисбатан (п -2 ) -  
даражали вектор — куп^аддир:

2  <n- 1> (X) =, ь 0(п~1) хп- 2 +  {п~1) х « -3 +  . . .  + 3 £ s n . (8 .7 )

Буни ва (8 .6) ни (8 .5 ) га ^уйиб, X нинг бир хил даражалари
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олдидаги коэффициентларни солиштирсак, b ) n (/ =  0, п — 2) лар 
учун куйидаги тенгликларга эга буламиз:

j^ n -l) =  ( _  l)n -ltt(n -l> ,

Ц п-1) =  Ап-хЦ п-^  + (8 .8)

( . ( я - 1):
' л - 2 : A n - i b ^  ’ +  qn-2Ul'n~X).

Шундай килиб, бевосита D-,Q) ни дисоблаб, кейин кетма-кет 
£>з(Х), D 4(X), . . . , £>„(^) ларни дисоблаймиз.

М и с о л .  К уй и д а ги
1 2  3 4
2  1 2  3
3 2 1 2
4 3 2 1

м атрицанинг ха рактери сти к  купх,ади топилсин .
Е ч и ш .  А вва ло

'  1 2 . 3 '

Аз — 2 1 . 2

_ 3 2 . 1 _
=  Х2 —  2Х — 3 дан ф

- [

ф ициентларини  (8.8) дан топамиз:

=^<2)

4n - [ i ? ] [ S H 5 H i ] .
Э н д и  g <2*(X) —  +  (8.4) га к уй и б , D3(X) ни  х,осил циламиз:

£>з(Х) =  [3,2] ( [  з  ] X +  [ \ ] )  +  (! -  М ( * 8 -  2Х -  3) =  -  Хз +  3 X2 +  14Х +  8. 

Э н д и  At =  А деб олиб , ^ (3) (X) ни топамиз:

Ц3)- ~
‘ 4 ' '  1 2 3 " '  4 " '  4 " ' — 4 '

3 *<з> =  - 2 1 2 3 +  3 3 = — 6
2 _ _ 3 2 1 _ 2 .  2 _ _— 12

Ш) . °2
' 1 2  3 " * 4 " ‘ 4 ‘ '  — 2  •

2 1 2 6 +  14 3 0
. 3 2 1 . 14 _ .  2 - - ю  .

i (3)(X) =  -
'  4 '  

3 Х2 —
'  4 ‘ 

6 X —

’  2 ’  
0

2 . И ю  _

Н и хо я т , D 4(ty ни топамиз:

/ '  4 " ‘ 4 '
3, 2] 1 — 3 Х2 — 6 X —

2 14
о } )

ю j  /
+  (1 — X) ( — X3 +

+  3 Х2 +  14 X +  8 ) =  Х< —  4 _  40 Х2 —  56 х —  20.
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9- § . Х О С  С О Н Л А Р Н И Н Г  Ц И С М И Й  М У А М М О С И Н И  Е Ч И Ш Н И Н Г  
И Т Е Р А Ц И О Н  М Е Т О Д Л А Р И

Б у  параграфда биз хос сонларнинг кисмий муаммосини ечиш
нинг энг содда методларини куриб чщамиз. Бундан ташкари ка- 
раладиган матрицаларимиз оддий структурага эга деб фараз цила- 
миз. .

'Г а ъ р и ф . Агар «-тартибли Л  квадрат матрица л  та чизны
ли эркли хо с векторларга эга булса, бундай матрица оддий струК' 
т урага зга  дейилади.

Чизикли алгебрадан маълумки, матрицаларнинг куйидаги синф- 
лари оддий структурага эга:

1. С и м м е т р и к  м а т р и ц а ,  чунки унинг хос кийматлари 
^акщ ий сонлар булиб, хо с векторлардан тузилган ортогонал ба
зис мавжуддир.

2 . Э р м и т  м а т р и ц а с и ,  унинг барча хос сонлари хакщ ий 
булиб, хос векторларидан мос равишдаги п улчовли комплекс 
фазода ортонормал базис тузиш мумкин.

3. Н о р м  а л м а т р и ц а .  Агар Л матрица у зининг к;ушмаси Л *  
билан коммутатив, яъни Л Л *  =  Л * Л  булса, у холда Л мат рица  
норм ал  дейилади. Умуман олганда, бу учта синфга тегишли мат- 
рицалардан ташцари оддий структурага эга булган бошка матри
цалар хам мавж уд. Биз аввал модули буйича энг катта хос сон 
ва унга мос келган хос векторни топиш билан шугулланамиз. К е- 
йин эса модули буйича катталик жи^атдан иккинчи уринда тур- 
ган хос сон ва унга мос келадиган хос векторни топамиз.

Энг катта хос сон ва унга мос келадиган хос векторни 
топиш да д ар аж ал и  метод. Ф араз ^илайлик, А матрица оддий 
структурага эга ва унинг хос сонлари Я,, Я2, . . . , б ул и б , 
уларга мос келадиган чизикли эркли хос векторлар х<-2\ . . . ,  

х (п) булсин. Б у  ерда турт холни куриб чикамиз:
1 -^  о л. Л матрицанинг хо с сонларидан биттаси модули буйича 

энг катта булсин. Умумийликка зарар етказмасдан хо с сонлар 
куйидаги тартибдя жойлашган деб фараз цилишимиз мумкин;

\ К \ > Щ > \ Ч > . . .  >1К\- (9 .1 )
Биз Я, нинг такрибий кийматини топиш усулини курсатамиз. И х - 
тиёрий нолдан фаркли у {0) векторни олиб, уни Л матрица хос в е к 
торлари буйича ёямиз:

у<о) =  - | -  Ь3х (2> +  . . . +  Ьпх^п\

Б у  ерда bi лар узгармас сонлар булиб, айримлари ноль булиши 
х,ам' мумкин. у {0) вектор устида Ak матрица ёрдамида алмаштирищ 
бажарамиз:

П
у(*> =  А*у(°> =  2  bjAkxM.

l=i
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Б у  ердан A k x ^  — t f j x M  эканлигини дисобга олиб,
П

yW =  2  bjkf^u) (9 .2 )
/=1

га эга буламиз. _  _
Энди п улчовли векторлар фазоси Rn да ихтиёрий е и е2, . . . , 

~еп базис оламиз. Ш у базисда
уЮ =  (ур, у ?\  . . . .  у(пк)У, 

х №  =  ( х х j ,  x 3 J ,  .  .  .  ,  х п у  

булсин. (9 .2) тенгликни координаталарда ёзиэ чикамиз:
П

у\к) =  У  b jXij г!} (г =  1 7 Т ) . (9 .3)
/=1

Ш унга ухшаш

У\к+1) =  • ■ (9 .4 )
/ ~ 1

Б у  ерда с1}= Ь р с и деб белгилаб, (9 .4) ни (9 .3 ) га буламиз:

У)
y\k) c ttX? +  cnl\ +  . . .  +  сш 1кп '  (9>5)

Фараз килайлик, c,x = £ 0  булсин, бунга эришиш учун дастлабки 
вектор у<°> ва е и е.и . . . , еп базисни керакли равишда танлаш

X,
керак. Энди dt j=  — ва =  ^  Де®5 (9 .5) ни цуйидагича ёзамиз: 

i ^ J x /  +  ^ + 1 + - - - + ^ y . (9 .6)
У*4* 1 +  +  • • • +  din̂ n

Б у  ердан эса (9 .1 ) ни дисобга олсак, £ -> о о  да ^  <  . . . <
->■0 келиб чицади.

Демак, (9 .6 ) ни цуйидагича ёзишимиз мумкин: 
v(*+i)

V  =  l i [ ‘  +  ° ( N ft+1)l [ i  +  о ( Ы /г) ] а =  я 1[1 + о ( Ы ‘ )1 =  

=  я,, +  о (|u.2|ft).
Б у  ердан эса етарлича катта k лар учун

у ( * + 1 )

X , ^ ^ r  (9 -7>у\
деб олишимиз мумкин. Одатда х (1) векторнинг бир неча коорди- 
наталари нолдан фаркли булади. Шунинг учун (9 .7 ) да нисбатни 
i  нинг бир неча кийматида дисоблаш мумкин. Агар бу нисбатлар
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етарли анщ ликда устма-уст тушса, у *олда биз X, ни етарли 
анщлик билан топган буламиз. Равшанки, бу жараённинг якин
лашиш тезлиг-и р-2 нинг кичиклигига богликдир.

Э  с л а т м  а. Ю ко рид а ги  итерацион ж араённинг я^ инлаш иш ини  тезлаш ти - 
риш  у ч у н  айрим  лолларда к уй и д а ги  матрицалар ке тм а -ке тл и ги н и  т у з и ш  фой- 
далидир:

Л 2 = А-А,
Л ‘ =  Л2-Л2,
А3 =  А*-А\

А 2 ™ —  А 2 т ~ 1 - А 2 т ~ \

Б у  ердан эса  k  =  2 т  деб олиб,

: AkyW
ва

у(А+1) =
га  эга  булам из.

Топилган  эн г катта  х о с  сон \  га  м о с  келади ган  х о с  в е кто р  сиф атидз 
у ни о л и ш и м и з  м ум ки н . Х а ки к а та н  х,ам, (9.2) ф ормуладан

=  b1ll(x w  +  ^  Ь $ х и)
/= 2

га  эга б улам из. Б у  ердан

/=2

А га р  б и з  0  эканлигини  д и соб га  олсак , у  ^олда етарли аницлик  билан

}<*> *  bll\ j ? 1»

га эга б улам из, я ъ н и  х о с  вектор xW  дан сонли  к уп а й т у в ч и  билан фар^ 
к и л яп ти  ва, демак, у  х о с  сонга  м о с  келадиган  х о с  вектордир.

М и с о л .  К у й и д а ги
5 —1 0  

—1 3  1 
0 1 1

м атрицанинг энг катта  хо с  соли  ва у н 1*а м ос келадиган  х о с  ве ктори  топ илсин .
Е ч и ш .  Д астл аб ки  _ /0) =  (2, — 1, — 1)' векторни  олиб , у н и н г  и терация- 

сини  вд сил  килам из.
Н ати ж а  16 -ж адвалда  кел тирил ган .

16- ж а д в а л

У А у А* у А 3 у А ‘ у Л ‘у А лу
1

| л ?у

2 11 61 3 3 6 1 8 4 2 10071 5 4 9 8 1 2 9 9 9 1 6
—  1 — 6 — 31 — 162 — 861 — 4 6 2 6 — 2 5 0 1 1 — 1 3 5 7 0 2
— 1 — 2 — 8 - 3 9 — 2 01 —  1 0 6 2 — 5 6 8 8 — 3 0 6 9 9
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давоми.

А *у Л»? Л ‘ "у А'~у

163528Й 8914131 48586477 264798094 1442094008
— 737711 — 4015822 — 21865709 — 119103538 — 648894351
— 166401 — 904112 — 4919934 — 26785643 —  145889181

И тер ац и ян и  ш у  ерда т у х та ти б  

1442094008

У!
( i n ' 264798094 5,4460;

у<12)

^ П):
648894351

: 119103538 =  5,4481;

145889181 
y U D  =  26785643 =  5,4400

га  эга  б улам из. Д ем ак , К  н и н г  такрибий  цийм ати

7 1 .= —  (5,4460 +  5,4481 +  5,4400) =  5,4447 «  5,445 
3

га  тенг. А м атрицанинг би ринч и  хо с  вектори  сиф атида

Г 1442094008"
“ (12) =  — 648894351 
у L — 145889181

ни о л и ш и м и з  м ум ки н . Б у  векторни  нормаллаш тиргандан  с у н г

=  (1; — 0,46; — 0 ,10 ) '
кели б  чикади .

2 -х ; о л. А матрица хос сонининг модули буйича энг каттасй 
каррали булсин. Фараз килайлик,

Xj =  К2 — . . , =  Kst 
M > | ^ + l [  >  |Xi+ 2| >  • • ■ >  |Х„[

булсин. Б у  холда (9 .5) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

у <*+ D  (си  +  . . . +  cls) l k+' +  cti s+ l X*+{ +  . . . +  cinl k+ 1
  . ( 9 .o )

У;
W (ct 1 +  .  . . +  Cis)l1 +  clt XJ + 1  +  . . .  +  cinKn 

Б у ерда х,ам cn +  . . . +  c ls Ф  0 деб фараз киламиз ва

d V ~ T ,
C l J

cii -t- • • • +  cls
ни куйидагича ёзамиз:

(у > s ) ,  [хг =  y  белгилашларни киритиб, (9 .8)

У)(М-D ,  l + di. i+ i ^ + i +  ••• 
= Л т — :----------ь------ ;----

П
■ +  dinA+1 

1 +  dlt 5+1 j4 + i +  • • • +  dinl‘-n
Бундан эса, 0 ни дисобга олиб,

v(*+ d

v =
■Я
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га эга буламиз. Шундай килиб, юцорида келтирилган жараён бу 
ерда дам уринлидир. 1) долдагидек А матрицанинг Я, хос сонига 
мос келадиган хос вектор сифатида такрибий равишда у {к) ни оли- 
шимиз мумкин. Удуман айтганда, бошка дастлабки у(0> векторни 
танлаб бош ка Аку (0> хос векторга эга буламиз. Шундай килиб, 
Я, га мос келадиган бошка хос векторларни дам топиш мумкин.

3 - д о л .  Фараз килайлик, А матрицанинг. хос сонлари куйидаги 
шартларни каноатлантирсин:

=  . • • =  Хг =  —  Яг+1 =  . . . =  — К+р
ва

М  = . .  • =  I^+pI >  i^r+p+i \ > . .  ■ >  |ЛЯ|.

Б у  ерда юкоридаги итерацион жараённи куллаб булмайди. Хаки- 
катан дам, (9 .3) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

y\k) =  (bix n +  • • • +  brx lr)\kx -f- (br+ix i, r+i +  • • • +
-(-b r+pXi, r+p) (— ^))ft +  br+p+i Xi% r+p+i^r+p+1 +  • • • +  bnx lt̂ kn =»

=  йц\к +  d lf r+ i(—  1)*X* +  di_ r+P+i>'kr+p+x +  . . • +d / nX*.

Б у  ерда dn^  ва d if r+] (—  1)*X* дадлар бир хил тартибга эга бу
либ, k  нинг узгариши билан иккинчиси ишорасини узгартира- 
ди. Демак,

нисбат & ->- оо да лимитга эга булмайди. Лекин бу ерда у[2к) ва 
у(2/г+2) ёки у(2*—1) ва у<2*+1) дан фойдаланиб, X2 ни топишимиз мумкин:

VI • 2)

~~Тщ~ =  +  0 ^ k+P+l I2* ) ’
SI

у(2/е+1)

- ж >  “ *? +  <> ( Ь +Р+1Г ) .У1
Шундай килиб, бу долда А матрицанинг модули буйича энг кат
та хос сонини топишимиз мумкин. А матрицанинг \  ва — X, хос 
сонларга мос келадиган хос векторларини топиш учун -J- 
х{- Х4у <*> ва —  Хау<*> векторларни тузамиз:

yift+o +  \гу<к) =  21к+\ЬАхЫ +  . . . +  brx ^ )  +  (Xt +

+  K+p+Mr+p+i K+P+^ r+p+1) +  • • • +  (xi +  =
=  X(*+i>[2(b,xW  +  . . . +  br^ ) )  +  0  (Ijv+p+i1*)], : :

yift+1) _  XtyW =  (—  X1)ft+ i[2 (£ r+i x (r+ 1) +  . +  br+pX^+P)) +
+  0 (K + P + i I*)]*
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А матрицанинг Х4 хос сонига Ьгх ^  +  . . . +  Ьгх ^  хос вектор 
ва —  X, х о с  сонига br+i x (r+1) +  . . . +  br+px ir+p) хос вектор мос 
келади. Шунинг учун хам, X, га мос келадиган хос вектор сифа- 
тида у(*+1> +  Х,у<*> ни олшиимиз мумкин. Агар г  ва р  ёки бу- 
ларнинг бирортаси бирдан катта булса, у холда боцща дастлабки 
у(°> векторни танлаб шу жараённи такрорлаш керак.

4 - х  о л. Б у  холга А матрицанинг модули буйича энг катта хос 
сонлари цушма комплекс булган хол ёки модуллари билан узаро 
ж уда якин булган хол киради. Фараз килайлик, X, ва Х2 хос сонлар 
цушма комплекс сонлар булиб, куйидаги шартни каноатлантирсин:

N * = M > M >  • • - > N -
Б у  холда, куйидаги такрибий тенгликларнинг уринли эканлигига 
осонгина ишонч хосил килиш мумкин:

У к) р* Ь ^ х {1) +  b j$ x l\
у (*+1) s?  ^ X f ^ 15 +  b2l\+lx m, (9 .9 )

у*+ 2̂ ь , А +2* т +  ь 4 +2х (2).

Демак, бу векторлар орасида куйидаги такрибий чизикли богланиш 
мавж уд:

y{k+2) -  (Xt +  h )  y {k+1) +  h h y (k) =  0.

Агар хисоблаш жаоаёнида 7<«, у (*+1), у1к+2) векторлар орасида
pytf+i) qy(k) __ q (9 .10)

чизикли богланиш уринли булса, у холда Xt ва Х2 лар

и? +  ри. +  q  =  0  (9 .11)

квадрат тенгламани каноатлантиради. Б у  тенгламанинг р ва q
коэффициентларини куйидаги мулохазалар ёрдамида топиш мумкин.
(9 .1 0 ) тенгликда компонентларга утсак,

ytk+2) +  py(t +l) +  qyP  =  о,
у f k+2) +  ру?+1) +  qyjk) =  0

булиб, 1 ф ]  деб оламиз. Бу  ердан р ва q ни топиб, (9 .11) га 
к$йсак, у х°лда (9 .11 ) ни куйидагича ёз'сак булади:

p i у (ft) у{Ь) п ___

и, y (W ) у(*+х) s  0  (/, j  =  1 ,п; (9 .12)

U2 у ( * + 2) у<*+2)

(9 .11 )  тенгликдан X, ва Х2 топилгандан кейин уларга моо келади- 
faH хос векторларни хам топиш мумкин, (9 .9) дан

y ( k + 1 )  -  X j (ft) =  ь г 4  ( х ,  -  х , ) 3 с < 2 ) ,

у (А+1) -  Хау<*> -  6 1Xt(X1 —  Ха) x W
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А =

га эга буламиз. Бу натижаларни, модуллари тенг ёки яцин бул
ган хос сонларнинг сони бир жуфтдан куп булган дол учун дам 
умумлаштириш мумкин.

М и со л . КуйиДаги
2 — 1 — 1 —1
7 5 2 4
0 1 3  2
1 0 1 О

м атрицанин г м одуллари  б уй и ч а  энг к а тта  хо с  сонлари ва у н га  мос келадиган  
х о с  векторлари  топилсин .

Е ч и ш .  К у й и д а ги  у (0>= ( 1 , 1 ,  1, 1 ) ' векторни  олиб  у н и н г  и терац иялари - 
ии  х;осил килам и з. Б у  итерациялар  17- ж адвалда келтирилган .

17- ж а д в а л

■J(O) А у А2 у А3 у Л*у Л 5 у У Л ' у Ан у А-> у

1 —  1 —28 — 2 0 4 —  1 0 7 2 — 4 4 9 6 — 1 4 5 2 8 — 6 3 0 4 1 2 0 1 2 6 1 0 7 9 1 0 0
1 18 1 0 3 4 1 9 1181 801 — 1 7 8 5 7 — 1 6 0 4 3 3 — 7 8 9 0 8 3 — 3 1 6 2 0 9 3
1 6 4 0 233 11 4 2 4 6 6 5 — 1 4 9 3 6 2 7 2 8 9 — 7 0 7 5 0 — 959363
1 2 5 12 29 70 169 4 0 8 2 0 9 8 5 4 9 3 7 6

Б у  жадвалдан к ур и н и б  тури бд и ки , итерациялар  к е тм а -к е тл и ги н и н г  мос р ави ш - 
даги  ком п онен тларини н г нисбатлари  тар ти бси з равиш да ^ згаряпти , *атто ,
иш оралар ал м а ш и н и ш н  р уй  берм озда . Б у  эса ком п л ек с  илдизларнин г м ав - 
ж уд л и ги д а н  далолат беради. Э н д и  ва Х2 ко м п л е к с  хо с  сонларни  т о п и ш  
у ч у н  (9.12) т ен гл а м ан и  тузам из :

'1  — 6304 — 160433 ‘
а  120126 — 789083
и2 1079100 — 3162093

0.

Б у  ердан
«2 +  7,95д +  19,55 -  0

ва
*1,2 =  — 3,975 ± /-1 ,936  

га  эга булам из. Х о с  соилараииг ани к  ки й м а ти  эса X i ,2  = — 4 +  21 дир. Б и з  
такри би й  еч и м н и  унча  катта  б улм а ган  ани кл ик  билан  топдик. Ч у н к и  итера- 
ц и ям и зн и н г сони  етарли эм ас эди. А м и кр он  натиж а га  эга  б у л и ш  у ч у н  итера- 
ци яни  яна давом  э т ти р и ш  керак.

Иккинчи хос сон ва унга мос келадиган хос векторни 
топиш. Ф араз ^илайлик, А матрицанинг хос сонлари цу?идаги 
шартни каноатлантирсин:

Р ч 1  >  |Х2 | >  J X 3 | ^  р ' „ | ,

яъни А матрицанинг бир-биридан фаркли'булган иккита модуллари 
буйича энг катта хос сони мавжуд булсин. Бундай вак;тда 1- 
долда курилган усулга ухшаш усулни куллаб, ва унга мос 
келадиган х {2) хос векторни топиш мумкин. (9 .2) формулага кура .

y (/i)=  b ,lfx {l) +  Ь24 х(2) 4- . . . h b n& \  (9 .13)

y ik+1) =  b A +lx (l) +  Ьг1%+1х {2) +  . . . + •  bnl k+lx (n). (9 .14 )
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Б у  тенгликларда X, ни йукотиш учун (9 .13) ни Xt га купайтири5
(9 .14) дан айирамиз. Натижада

у<*+» _  Х1у (А) =  Ь2\к2(к2 -  X , ) F 2> +  . . .  + Ьп)*(кп -  )н)х(п) (9 .15 ) 

га эга буламиз.
Ёзувни к.искартириш ма;-;садида у{к) нинг X- айирмаси  деб 

аталувчи куйидаги
A , .y (ft) =  7 * + 1)_X y < *)

Гелгилашни киритамиз. Агар Ьф О  булса, у холда k  ->  оо да
(9 .1 5 ) да биринчи кушилувчи йигиндининг бош кисми булади ва 
Сиз

Ь,4(К_ —  Х ,)х(2) (9 .1 6 )

такриСий тенгликка эга буламиз. Бу ердан эса

Д х1у (4-1)« й ах£-1 (К2 — л1)^ (2). (9 .1 7 )

Б у  тенгликларни компонентларда ёзиб, куйидаги такрибий тенг- 
ликларга эга буламиз:

Д, у\к) • >^ + 1> -  l sy\k)
\ я -  . *■' 1_______  =  _ _______ :______1 1 ___  ( ( )  1 Р>

2 д ,1у Г 1) уГ - ьуГ 1) ' (
Б у  формула ёрдамида Х2 ни топишимиз мумкин. Бир-бирига якин 
сонлар у (к) ва Х,уf ~ l) хамда yf~rI) ва кху)к) булганлиги учун ани:<- 
лик йуколади. Шунинг учун хам, практикада Х2 ни аниклайдиган 
итерация номери т ни \  ни аниклайдиган итерация ионери k дан 
кичикрок килиб олиш, яъни Х2 ни куйидаги ia аниклаш маъкул- 
дир:

(m+l) _ v y</">
^ ) _ Х)УД )  ■ ( « < Л ) .  (9 .19)

Агар I етарлича катта булса, ){ нинг xj (у =  3, 4 , . . . )  дан ор- 
тиклиги сезилиб кслади, т сифатида шу i  ларнинг энг кичигини 
олиш керак. Умуман айтганда, (9 .19) формула Х2 нинг купол кий- 
матини беради. Ш у усул билан цолган хос сонларни хам топиш 
мумкин, лекин натижа яна хам к у полР°К чнкади.

(9 .16) дан куриниб турибдики, х<2) Д;ч у(т) дан факат узгар- 
мас купаювчига фар к киляпти, шунинг учун хам

Х^ xz Длу {т)
деб олишимиз мумкин.

10- § . М У С Б А Т  А Н И ^ Л А Н Г А Н  С И М М Е Т Р И И  М А Т Р И Ц А Н И Н Г  
Х О С  С О Н Л А Р И  В А  Х О С  В Е К Т О Р Л А Р И Н И  А Н Ш < Л А Ш

Биз юкорида оддий структурага эга булган матрицаларнинг 
модули буйича знг катта биринчи ва иккинчи хос сонлари ва 
уларга мос келадиган хос векторларини топишни куриЗ чи^дик;
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Энди мусбат. аникланган симметрик матрицанинг барча хос эле- 
ментларини итерация усули ёрдамида топиш билан шугулланамиз. 
Маълумки, мусбат аникланган симметрик А матрицанинг барча 
хос сонлари Хъ Х2, . . . , \п дакикий ва мусбат булиб, х ^ ,
. . . , х<-п) х о с  векторларни шундай танлаш мумкинки, улар орто- 
гоналлик

(*<*>, х<*>) =  2  x f  — о (1 ф у) (10.1)
k= I _

шартини каноатлантиради. Биринчи хос вектор х (1) ни аниклайди- 
ган тенгламалар системасини ёзамиз:

(а \\ —  ^ i ) 4 !) +  а ^ х ^  +  • • • Н~ &inXn̂  =  О,

+  (ап  —  X J 4 1’ +  . . . +  a inx £l) =  О, (ю .2 )

ёки
a n\x>i * “ Ь  а п2х<2 > +  . . . +  (а пп —  \ ) х ?  =  О

4  )==  ( й ц 4  * -f- а пх 2!) а^ х ^ ),

4 !) =  +  . . . +  0 2 * 4 ” ),
(10.3)

Л'"~ 1 "Г-  (#л-1,1 4 ^  +  О л - ы 4 и +  . . .  +  а п-1,пх п̂ )г

х<*1)х п

Х о с векторлар координаталарининг даммасини бирор сонга купай- 
тириш ёки булиш мумкин. Шунинг учун дам 4 1>== 1  деб оламиз. 
У  долда (1 0 .3 )  система п та 4 !), 4 ° ,  . . . , 4 - ь  номаълумли 
п  та тенгламадан иборат. М ос равишда танлаб олинган дастлабки 
якинлашиш я/1’0*................ х п-1> М0) ни олиб (Ю *3) системани итера
ция методи билан ечамиз:

* * ’ т + 1 ) =  - ф -  ( ^ 2  a V X? ’m) +  a k n j ( k  =  \ , п -  1 ) ,

х Г +1) -  2  a njx i ’m+1) +  а пп {т — 0 , 1 ,2 ,  . . .).
i=1

Иккинчи системани ечишда оддий итерация методининг урнига 
Зейдель методидан дам фойдаланиш мумкин. Ш у йул билан бирин
чи  хос сон

Xt X(m>

ва унга мос келадиган хос вектор

* (1)« ( 4 Um)............... х № \  1)
ни топиш мумкин.
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Иккинчи хос сон Х2 ва унга мос келадиган хос вектор л;(2) ни 
топиш учун биз яна Х2 ва х̂ 2) ни досил циладиган системадан
(|к)йдаланамиз. Бу  системани биз куйидаги куринишда ёзамиз:

-(2) ( » = Т л ) .  (Ю .4)
/=1

Ортогоналлик шарти
п -1

(х(1),%(2)) = л:.(l.m) „(2) 
/ * Г  +

(2 ) о (10 .5 )
/=1

дай x f  номаълум компонентларнинг бирортасини, масалан х<-2) ни 
колган компонентлар оркали ифодалаш мумкин. Худди шу х ^  ни
(1 0 .4 ) га куйсак, у долда у куйидаги унга тенг кучли булган 
системага айланади:

п -1
v<2>Xi =  J _ 2 4 ' ) 4 2) (г =  1, п—2),

Х2 = v(2)

/= 1 
п -1
^  л (1) . г (2) (10.6)

'•П-1 /-1
Б у  ерда

а 'Р  =  a-ij — a lnx fUm)̂ .
Бунда дам xi2l i  =  1 Деб олиб ва xi2,0), Х(20) дастлабки якинлашиш- 
ларни танлаб (10 .6 ) системани итерация методи билан ечиЗ, Ха ва
х (2> нинг такрибий кийматларини топамиз:

Л 2 , т ) (2. m) 1 (Z)w 
> •Л'П—2 » 1 у ) .(2) \

Х2 « Х Г \  XW ^(X\
Бу ерда х ^  ортогоналлик шарти (10 .5 ) Дан топилади. Ш унга 
ухш аш  колган хос сон ва хос векторларни топиш мумкин. (10 .4 ) 
системанинг п- тенгламасидан контрол сифатида, яъни топилган 
Х2 ва х (2) ларнинг аниклигини текшириш учун фойдаланиш мумкин. 
Каралаётган методда, h  ни анихланаётганда х (1г) нинг x^_k+x =  О 
булиши билан боглик булган махсус доллар дам булиши мумкин.
Бундай махсус дол (10 .2 ) системага итерация методини куллащ
учун кулай (10.3) куринишга келтиришдан келиб чикканлиги учун 
ундан кутулиш мумкин.

М и  с о л .  К у й и д а ги
5 — 1 0

— 1 3 1
0 1 1

м атрицанинг барча хо с  соилари ва уларга  мос келадиган  хо с  векторлари то - 
пилсин .

Е ч и ш .  Б у  м атрица  си м м е тр и и  ва у н и н г  бош  мииорлари

D , =  5 > 0, D3 =  | J I =  14 >  0, D 3 =  d e t/ l =  9 >  0
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м у с б а т  б ул га н л и ги  у ч у н  у  м у сб а т  аниклан гандир . X* ва  х (г) ни аницлайдиган  
система:

h  х ^  —  x f ,
h  x f  =  - x [ l) +  3 x f  +  x f ,  
h  x f  =  x f  +  x f .

(Ю .7)

Б у  ерда 4 ^  =  1 деб олганда итерацион  ж араён у зо кл а ш а д и , ш у н и н г  у ч у н  

^ам i =  1 ва х ^  =  1 деб  олиб

4 i . ==J _ ( 3 4 .) +  4 i , _ 1)i

4 1> =  4 - ( 4 1> +  4 !))’
Xj =  5 ■

(10.8)

ни д осил  циламиз. Б у  си стем а н и  З е й д е л ь  м етоди  билан ечамиз. Д а стл аб ки  
я ки н л аш и ш  сиф атида

<•2 = — 0,5; х (3ио> =  0г ( 1 . 0 )

д еб  олсак  (10.8) нин г охирги  тен глам асидан  Х((0) = 5 ,5  ни досил  ^иламиз. 
Зей д е л ь  и терац иясинин г натиж аси  18- жадвалда келтирил ган . Ж адвалдан  к у -  
рам изки ,

Хг =  5,4401

к(1> _ -0 ,4491
- 0,1001

18- ж а д в а л

k *,<*>

0 - 0 , 5 0 5 ,5
1 — 0,4545 — 0 ,0826 5 ,4545
2 — 0 ,4484 — 0,0974 5 ,4484
3 — 0,4476 — 0 ,1000 5 ,4476
4 — 0,4484 — 0,1001 5 ,4484
5 — 0,4490 — 0,1001 5 ,4490
6 — 0,4491 — 0,1001 5,4491
7 — 0,4491 — 0,1001 5,4491

Э н д и  (10.7) си стем а д а  г '= 2 деб о лам и з  на х (1) нин г билан  орто гоналлик  
ш арти

4 2) —  0 ,4 4 9 l4 2) —  0 ,1001-42> =  0 j 

д а н  xf'* ни топамиз. Б ундан

xf>  =  0,449 l 4 2> +  0 , 1 0 0 l4 2) (Ю -9)

Ни (10.7) га к уй и б  ва х ^  =  1 деб олсак, у  х,олда

л 2

Хг =  3,4491 4- l ,1 0 0 l4 2).
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пу ерда
х\.(2 , 0) 0, 4 0)

деб олиб, итерацияни  к ул л ай м и з . Н а ти ж а  19- ж адвалда келтирил ган .

19- ж а д в а л

к 4 2' А> |
,(*)
2

0 0 4
1 0 ,2 5 3 ,72
2 0 ,3 4 3 ,8 2
3 0 ,3 5 3 ,8 3
4 0 ,353 3 ,837
5 0 ,3529 3 ,8373
6 0 ,2526 3 ,8370
7 0 ,3525 3 ,8369
8 0 ,3525 3 ,8369

Ж ад вал дан  курам изки , Х2 «  3 ,8369. Э н д и  х {̂  ни (10.9) тен гликдан  топ ам из: 

x f ' 1 я  0,4844. Ш у н д а й  цилиб,

0,4844
У (2) _ 1

0,3525

?<3)

У ч и н ч и  хо с  вектор  х'- ' н и  о рто гоналлик  ш артларидан аниклаймиз:

(* (1), * (3)) =  * f>  —  0 ,4 4 9 l4 3> —  0 , 1 0 0 l4 2> =  0,

(x i2\ х (3) =  0 ,4844* (13) +  4 3> —  0 ,3 5 2 5 4 3)i=- 0.

Б ун д а н  эса 1 деб олиб, х ^  =  — 0,2166 ва х (23) =  —  0 ,7 029  ни то п и б
оламиз. Д ем ак,

' — 0,2166 '
— 0,7029 

1
Них,оят, (10.7) си стем а н и н г о хи р ги  тен гли ги да  I— 3 деб олиб, Х3 ни  топа
миз: *3 =  0,2971.

1 1 -§ . Ч И З И К Л И  А Л Г Е Б Р А И К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  С И С Т Е М А С И Н И  Е Ч И Ш Д А  
И Т Е Р А Ц И Я  М Е Т О Д И Н И Н Г  Я К И Н Л А Ш И Ш И Н И  Т Е З Л А Ш Т И Р И Ш

Биз 2- бобда алгебраик ва транецендент тенгламаларни итера
ция методи билан ечишда итераиия як.инлашишининг тезлигини 
орттириш методларини куриб чивдан эдик.

Чизикли алгебраик тенгламалар системасини ечишда ва матри
цанинг хос сони дамда хос векторларини топишда итерация ме
тодининг яцинлашиш тезлигини орттириш мумкин змасмикан деган 
савол тугилади. Бундай методлар айрим ^олларда мавжуд. Биз бу 
ерда матрицаси модули буйича фацатгина битта энг катта хо с 
сонга эга булган чизикли алгебраик тенгламалар системасини ечиш
да итерация тезлигини орттиришнинг Л . А. Люстерник таклиф 
этган методини куриб чикамиз.

Агар _  _
Ах — b (11 .1)
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чизщ ли алгебраик тенгламалар системасини итерацион метод би
лан ечадиган булсак, бунинг учун В  ва С  матрицаларни В+СА=а 
~ Е  шартни цаноатлантирадиган килиб танлаб олиб, (11 .1 ) систе
мани

x (k+l) g x (k) _j_ Qb (11.2)

куринишда ёзиб оламиз.
Фараз килайлик, ихтиёрий дастлабки вектор х<°> учун { д ^ }  

кетма-кетлик (11 .1) система ечимига якинлашсин. У холда В  мат- 
рицанинг барча хос сонлари М < 1  (I — 1 ,п) тенгсизликни кано- 
атлантиради. Агар р г| ларнинг бирортаси 1 га якин булса, у хол
да итерация жуда хам секин яцинлашади. Бунга ишонч х°сил
килиш учун ( х (/г)} нинг бир неча дастлабки хадини топиш кифоя
дир. Шунда бу кетма-кетликнинг якинлашишини тезлаштириш
масаласи тугилади. В  матрицанинг х о с  сонлари

\ \ \ > \ ч > . ■ • >\К1
тартибда жойлашган деб фараз киламиз. Люстерник методининг 
асосий гояси колдикнинг бош кисмини ажратиб олишдан иборат- 
дир. _  _

Шундай килиб, биз х * — х№ цолдик_хадининг бош кисмини 
ажратишимиз керак. Бунинг учун —  л:<0) векторни В  матрица
нинг хо с векторлари буйича ёямиз:

_  J * l) — * (0) => Р Я  +  Р2г 2 +  . . . +  р„гп.
Энди —  д;(°) га (11 .2) ни куллаб

Зс<2) —  3cd> => В  ( В 1) — х<°>) 
ни хосил киламиз. Д ем ак,

П
х Ю -х М  Р / Л -  (11 .3)

/■=1
Ш унга ухш аш  ихтиёрий x<-k+v —  х ^  =  B(x<k) —  Зс^-1») вектор 
учун

П
# + » - x ( ‘ ) =  2 i P A  (11 .4 )

1=1  —
ёйилмага эга буламиз. Ш артга кура якинлашувчи ва

м < 1 , 2  ^
1

*=о 1—
булганлиги учун, lim%(m> =  х *  ни эътиборга олиб,

т-*-оо
оо

X* —  *<*> =  2  (*(ft+i+1) —  *<*+'> ) =*
î O

2  2  =  2  r r r ,  Pa  о 1 -® )i=o /=i /=i i
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гм чга буламиз. Агар k  етарлича катта булса, у долда (1 1 .3 ) 
имртга кура (11 .4 ) ва (1 1 .5 )  ёйилмалардан бош кисмларини ажра- 
ти(> олишимиз мумкин. Натижада куйидаги такрибий тенгликларга 
‘ i i ; i буламиз:

( п .6 )
  yk _

* • - * < * >  да ft Y Z ^ Z t .  (11 .7 )

Бундай эса

л * +  Т4 ГХГ (3?*+1> — (П.8)

келиб чикади. Агар X, оркали Я,, нинг такрибий кийматини белги- 
ласак, у долда, (1 1 .6 )  га кура,

Х{Ш) _  x{k) __
^  =  x (k~ l) - ^  =  1xl ~~ х\

Xj Xj -j- О
Xi

муносабатлар уринлилигини 8- § да курган эдик.
Куйидагича тузилган

p W = 3?*>  +  _ L _  (х<*+ 1)— * (*>) (1 1 .1 0 )
1 — X,

вектор аник вектор х *  га ~х1к) ва х (/г+_!) векторларга нисбатан 
якинрок эканлигини курсатамиз. А ввал х *  —  у ^  ва х *  —  х̂ к) ора- 
сидаги муносабатни топамиз. Бунинг учун

1 — Л

матрицани олиб, х *  — у (&) =  В t(x* —~x(k)) эканлигини курсатамиз. 
}^акикатан дам,

* *  _  у<*> =  * *  _  -  - 1 ^  (%<*+1) -  3?») =
1  Xj

e  x *  _  x {k) -  - U r  [ ( X {k+x) -  X )  +  ( x  -  x (k)  } =»
1 — Aj

n  *  -  x (k) U  [ -  B(x -  x {k)) +  (x -  x w )] -
1 — Xj

e  B(x  -  x (k)) +  ( 1  U  ) ( x  -  x w ) =
1 —  L  V 1 —  Xj /

: - l--~ B(x* — x {k])  U -  (x* —  x {k)) =  B x{x* — x (k)).
1 --  A. 1   Xj
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1 -Х ,

2 ' нисОат канча ки-

■Энди (11 .5) дан фойдаланиб,

X* -  yW == В %(Х* —  x<*>) =  - 1 —  2  Д -  ~  k^zj
1 -  >ч /Т1 1 -  А1

Т = 7 7  +  2  j ~  Х')
1 /= 2  1 —  А]

ни досил киламиз. Бундан (11.9) га кура, яъни е =  о(х~| )  ®УЛ
Гснлиги учун

х *  —  , у * >  = 0  ( | Х 2| * ) г „

(11.7) формуладан sea

х *  —  л<*) =  0 (|>м|/г)^1-

^  1 Охирги тенгликлардан куриниб туриэдики,

чик булса, ядинлашиш тезлиги шунча ортади.

Агар X, 1 га я кин булса, у долда J 7 T T  шУнча катта булиб,

бунинг натижасида (11.10) формула билан дисоблаганда аниклик
йуколади. Шунинг учун дам, у формула уРнига

у (/г> =  л:(k) -1-------------(л;(*+р) — х ^ )  /it 1 n
1 — Ц

билан дисоблаш максадга мувофикдир, бу ерда бирдан анча 
кичик булиши керак. Бу формула дам (11.10) формула каби до- 
сил к'илинади.

1 2 -§ . Ч И З И К Л И  А Л Г Е Б Р А И К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  С И С Т Е М А С И  Т А К Р И Б И Й  
Е Ч И М И Н И Н Г  Х А Т О С И Н И  Б А Х ;О Л А Ш  В А  М А Т Р И Ц А Л А Р Н И Н Г  

Ш А Р Т Л А Н Г А Н Л И Г И

Одатда амалиётда такрибий ечимнинг ашщлиги дакида такри
бий ечимни берилган системага келтириб куйилиб, сунгра дссил 
булган боглаиишеизликнинг бирор метрикадаги микдорига караб 
бадо берилади. Фараз к.илайлик, х*

А х = о  (12 .1 )

системанинг анид ечими булиб, у эса унинг такрибий ечими бул
син. Куйидаги - белгилашларни киритамиз:

А у — d, г. =  х*  —  у, г =  b — d  =  Ъ — Ау. (12 .2)

Б у  ерда е хат о лик вектора, г  sea богланиш еизлик вектора. 
деб аталади. Б у  векторлар куйидаги

Аг =  г,~г =  А - 1?  (12 .3)

200



мупосабатлар билан богланган булиб, хатолик вектори богланиш- 
еизлик вектори оркали аникланади. Аммо богланишсизлик вектори 
компонентларининг кичиклиги дар доим дам хатолар вектори ком- 
поиентларининг кичиклигидан далолат беравермайди. ^акикатан 
дам, фараз килайлик (12 .1) система жуда кичик X хос сонга эга 
булиб, бу хос сонга мос келувчи хос вектор г  булсин, яъни

булиб, X жуда кичик булганлиги учун b +  Хг векторнинг компо- 
нентлари ~Ь векторнинг мос компонентларидан жуда кам фарк к;и- 
лиши мумкин, аммо шунга карамасдан х *  -j- z векторнинг компо- 
нентлари х *  векторнинг мос компонентларидан жуда катта фарк 
килиши мумкин. Ш у муносабат билан е ва г  векторларнинг нор- 
малари орасидаги муносабатни бадолайдиган кандайдир сонли ха- 
рактеристикалар киритишга тугри келади. Амалиётда |je|| ва ||г|1 
нормаларнинг узлари адамиятга эга булмай, балки маълум маъно- 
да „нисбий хатоларни“ белгилайдиган

нисбатлар катта адамиятга эгадир.
М атрица ва  си стем ан и н г ш ар тл ан ган л и ги  ту ш у н ч аси .

Богланишсизлик вектори г мумкин булган барча кийматларни к а 
бул килганда х *  ва b векторлари „нисбий хатолигининг“ нисбати- 
ни киритамиз:

келиб чикади ва (12 .5) дан куринадики, pi кичик булса, у долда 
богланишсизлик вектори нормасининг кичиклигидан хатолар нор
масининг кичиклиги келиб чикади. Бу долда (12 .11 ) сист ема ях-

кичиклигига карамасдан Ц-il ж уда катта булиши мумкин. Бундай 
долда (12.1) сист ема ём он ш арт ланган  дейилади. Ш унга ух- 
шаш матрица шартланганлиги тушунчасини киритиш мумкин. М ат
рица нормасининг таърифи ва (12 .2) дан

У долда
A (x *  +  z) =  b +  Xz

ML llrll
I M I ’ li»ll

(12.4)

Бундан эса

II II ■ гII II (12 .5)

ш а ш арт ланган  дейилади. Агар ц катта булса, у долда ||г[| нинг

( 12 .6)
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р =  , - 4 r f  • '|;A-1|| (12 .7 )
ll**ll 11

келиб чикади.
Энди (12 .1) системани унг томони b мумкин булган барча 

кийматларни кабул дилганда текширамиз. Дар бир b учун узи- 
нинг х*  ечими мос келади. Б у  ечимлар тупламини X  орцали бел- 
гилаймиз ва (12 .7 ) билан аникланган у- нинг л:* векторлар X  да 
узгарган пайтдаги хусусиятини, яъни

sup [J.
х*£х

ни куриб чицамиз. Матрица нормасининг таърифига кура

v =  sup ц о  sup ~ ^ - \ \ А - Ц \  =  (ИП-ЦА-'Ц. (1 2 .8 )
~х* 6  х]\х*\\

v сони А  матрицанинг ш ррт ланганлик сони  дейилади.
(1 2 .8 )  дан куриниб турибдики, агар А матрица махсусликка якик 
булса, у долда бундай матрица учун v сони жуда катта булади. 
Бундай матрицани ёмон шарт ланган матрица  дейилади. Агар 
v кичик сон булса, у долда А  матрица яхши ш арт ланган  де
йилади. Хар хил нормаларда р. ва v лар дар хил сонли цийматлар-
га эга буладилар. Матрицанинг ихтиёрий нормасининг унинг мак- 
симал хос сонининг модулидан катта ёки унга тенглигини 3- боб
да курган эдик. Бундан таищари, тескари матрицанинг хос сон- 
лари берилган матрица хос сонларининг тескари кийматларига 
тенглиги маълум. Шунинг учун

(12.9)
Учинчи нормада (1 2 .9 )  муносабатни аникроц ёзиш мумкин. Дак;и~ 
1<атан дам,

Ч -  1И1,з , |И~1[!з — V m a x ^ V  m a x ^  , (12 .10)

бу  ерда Ь А'А матрицанинг хос сони булиб, т;г (Л ^ ^ М -1 матри
цанинг хос сонидир. Аммо ( Л - ^ 'Л - 1 =  (АА')~1 ва АА',А'А  мат

рицалар ухш аш  булганликлари учун гц Демак, (12 .10) дан

V
ш а х

m in  £ i ‘

Хусусий ^олда симметрии А матрицалар учун h  =  |3 ва
m a x !  А,!

02 .11)

булади.
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М  и с о л. К у й и д а ги  м атриц ани  о л а м и з  [44]!

5 7 6 5 
7  10 8 7
6 8  10 9 

L  5 7 9 10 J

1 >у м атрицанинг элем ентлари  к а т та  сон б у л и ш и га  карамасдан d e t А — 1, ш ун и н г  
у ч у н  б у  м атрица  ёмон ш артланган  б у л и ш и  керак . Б у  м атрицанинг тескариси :

68 — 41 — 17 10
, _  — 41 25 10 — 6

—  17 10 5 — 3
Ю —6 —3 2 J

Берилган  А м атрица элем ентларини  о згина  
б у л и б  ц о лиш и  м ум ки н . \ацщатап ^ам,

5 + е  7

Узгартир ганда  у  м а х с у с  м атрица

Л(«) =
10
8
7

8
10
9

5
7
9

10

I
ни  олайлик. Б у  ерда de t Л (е) =  1 +  68 г д и р . Д е м а к , е =  —  —  «  — 0,015 б ул -

Ьо
ганда б у  матрица м а х с у с  м атрица га  айланади. Ш ун д а й  килиб , А м атрицанинг 
элем ентлари  0,02 аникликда  берилган  бул са , у н и  амалда м а х с у с  деб  цараш  
керак. К 'аралаётган А ~ 1 м атрицанинг элем ентлари  к е с к и н  узгаради . Х а ц и к а -  
тан  *ам ,

- 4 ,9 9 7 6 5 '
7 10 8 7—
6 8 10 9

- 5 7 9 1 0 -

^ Г 1

у ч у н  d e t Л 1  =  0,320 були б ,

'2 0 4 ,8 2  — 128 ,12  — 5 3 ,1 2  31 ,2 5
— 128 ,12  7 7 ,5 3  3 1 ,7 8  — 18,81

— 5 3 ,1 2  3 1 ,7 8  14 ,03  — 8,31
-  3 1 ,2 5  — 18,81 — 8 ,31  5 ,1 2

дир. А га р  те скар и  м атрицанин г элем ентлари  катта  бул са , у  ^олда бир-бири га  
«як;ин» о зо д  вддларга ^ам Ах — Ь с и с те м а н и н г  бир- биридан  «узоц» ечим лари  
м ос к е л и ш и  м у м к и н . \ак ;ицатан  ^ам,

Ьх =  (23, 32, 33, 3 1 ) '
ва

озод  ^адларга
Ь3 =  (23,1; 31,9; 32,9; 31 ,1 ) '

*<i> =  ( l , I, 1, 1)'

ва
* (2 )=  (14 ,6; — 7,2; — 2,5; 3 ,1 ) ' 

ечимлар  м ос келади . А, м атрицанин г ш ар тлан ган ли к  сони  v у ч и н ч и  нормада

Va =  1 И Ы И Г 1! Y 933 V 9708 »  3009,6
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Б у  ^акицатан з а̂м к а тта  сон. Э н д и  А^х =  Ь си стем а н и н г  ш артлан ганлик  у л - 
човини  b — Ьх у ч у н  топамиз:

IN Is  / 3 6 0 3  _____
Ke'= pib 1 "рт" -̂ 9708 ~ 2957’1-

Х ато л и к л ар  вектор и  е ни б а^ о л аш . Биз кщорида шартлан
ганлик сони катта булиб, озод дад озгина узгарганда ечим анчага 
фарк килишини конкрет долда к;араган эдик, энди шу масалани 
умумий ^олда куриб чщамиз.

Фараз к,илайлик, (12.1) система билан бир вактда

By  = 7  (12.12)

система ^ам^берилган булиб, В  матрица ва /  вектор билан А 
матрица ва b вектор орасида куйидаги тенгликлар уринли бул
син:

B ^ A  — C A , J = 1  +  8, (1 2 .1 3 )

бу ерда

IJCII < ? <  1, iFll < Р -
Энди (12.12) ва (12 .13) дан

(Е -  С)Ау = 7
ёки

Л 7 = ( £ ’ - С ) - > 7 = ( £ + _ С + С 2 +  . . .) (Ь  +  Ц - ^  +  ( С + С 2+  
+  . . . )6 +  (/; +  С + С 2+  . . . )8

га эга буламиз. Бу  тенгликни г — b — Ау билан сслиштирсак, у 
^олда (12.1) система такрибий ечими 7  нинг богланишсизлик век
тори

7 = -  [ ( С + С 2 +  . . . )~Ь +  ( Е + С + С * +  . . . )1]

булади. Демак, ва v таърифига кура, куйидаги муносабат урин- 
лидир:

IN I II-** — yll 1Й1 г*
=  -^11 -  ( С +  С 2 +  . . . ) Ь ~ ( Е + С +\\Х*\\ \\x*W r ||6|| I I * ! /11 ^  ^  v - Г  - г

+  С 2 +  . . . { ‘  +  ^  v ( ~  +  ) (12 .14 )
I 1— Я 1—<7 11*11 J I 1— I — (J6/I ! -v ;

Бундан курамизки шартланганлик сони v ва р дамда q  канча ки-
ЦГ||

чик булса „нисбий хато“ хам шунча кичик булади. (12 .14)
Wx II

дан амалда керак буладиган ||=.Ц нинг бадосини чикариш мумкин. 
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Бунинг учун

т(р, я) -  т— +  Г1 - q  1 - 7  ||*||

деб белгилаб ва Цх*|| =* ||у +  х *  -  у|( s;: ||у|[ +  ||3с* —  у|| **  (|у|| + 1|-:|| 
ни ^исобга олиз, 1 —  чт(р, q) >  О булганда 

_  —  v т(ру а)
1N K 1M 1 i - Z ( p ; qj _  <12Л 5>

га эга буламиз. Одатда амалда бизга А ва b маълум булмасдан 
балки В ва /"берилган булади. Шунинг учун дам (12 .15) урни- 
да куйидаги бадони караш керак:

_  ч*т(р, а*)
М К М  ( и л е )

бу ерда v* В  матрицанинг шартланганлик сони булиб,

q* =  ||D 5-4|, D — В — А ва т(р, q*) =  ~ -  +  щ

дир.
Амалда (12 .1 ) системани ечишнинг куп методлари Л матрица

ни алмаштириб содда куринишга, масалан, диагонал, учбурчак 
ва. д. к. куринишга келтиришдан иборатдир. Бундай алмаштириш А 
матрицани чап томондан бирор М  матрицага купайтириш натижа- 
сида бажарилади. Ихтиёрий м ахсусмас А матрица учун

ЦМЛЦ <||/И|М|Л||, ЦЛ-1М -Ч1 <||Л-Ч|.||ЛМ|[
булганлигидан,

v (МА)  <  v (М) v (Л )

келиэ чикади, яъни алмаштириш натижасида, умуман айтганда, 
Л матрицанинг шартланганлик сони ортиб борар экан.

Курсатиш мумкинки [4 ], факат М =  cU  булгандагина (бу  ер
да JJJ ортогонал матрица ва с —  узгармас сон) v(7W) =  l булио, 
v (МА)  =  v (Л) булади.

М  а ш  к  л а р
1, К у й и д а ги

^ 8 ,8 2  3 ,4 5  5 ,5 8  4,41 
3 ,4 5  4,01 0 ,8 9  3 ,2 4
5 ,5 8  0 ,8 9  5 ,8 6  1 ,3 8  

L 4,41 3 ,2 4  1 ,38  1 ,0 7

м атрицанин г х о с  сони  ва хо с  векторларини  ш у  бобдаги  барча методлар б и 
лан то п и н г .

2. А га р  А в а  В  бир хи л  тар ти бл и  квадрат матрица булса , у  х,олда

М-. ■[5 5 ]
м атриц анин г характери сти к  куп д а д и  А +  В  ва А — В  м атрицалар характери с
т и к  к уп д а д и н и н г  к уп а й тм а си га  т е н гл и ги н и  и сб о т  килинг.

3. Х аР Кандай п- тартибли  квадрат ко м п л е к с  А м атрица

S ” ]
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кур и н и ш д а ги  м атрицага  у х ш а ш л и ги н и  к ур са ти н г , б у  ерда В п  (п — 1 ) - т а р -  
ти бл и  квадрат м атрицадир . В =  Р ~ 1А Р  ш артни  каноатлантирадиган  Р  м атри 
цани  т у з и ш  й^лини к ур са ти н г .

4. А й т а й л и к , А м атрицанин г х о с  ц и йм ати  А булиб , у н га  м ос келадиган  
х о с  вектор  х  булси н . И х ти ё р и й  а0, аи . . . , ап у ч у н  х  вектор  а0Е  +  ахА +  
+  . . . +  апАп м атрицанинг о0 +  ахХ +  • • ■ +  ап п̂ х о с  сонига  м о с  к е л у в ч и  
хо с  вектор  эканл и гини  к ур са ти н г .

5. И хти ё р и й  А матрица ва а сон  у ч у н  А ва А —  аЕ  м атрицалар бир хи л  
х о с  ве кто р га  эга  б ул и ш и н и  кур са ти н г.

6. А га р  А содда стр ук т ур а га  эга  бул са , у  долда а0Е  +  ахЛ +  апАп 
х,ам содда стр ук т ур а га  эга  б у л и ш и н и  к ур са ти н г .

7. А га р  А матрица

а п  д12 0 0 . . .  О О
#21 #22  ^23 0 . . .  О О

А —

О 0 0 0 . . .  а п n_j  а пп

к ур и н и ш га  эга  б ул и б , s ig  п ак  к_г =  s l g п а к_ /г+1 (k =  1, 2  и — 1) б у л 
са, у  долда А м а триц анин г барча х о с  сонлари д аки ки й  б у л и ш и н и  к ур са ти н г .

8. О х и р ги  масала натиж асидан  ф ойдаланиб, Л еж андр  к уп д а д и н и н г  б а р 
ча илдизлари  дациций  э к а н л и ги н и  к ур са ти н г .

9. К у й и д а ги  я -т а р ти б л и

-  2 — 1 0 0 . . .0 0~
— 1 2 — 1 0 . . .0 0

А = 0 — 1 2 — 1 . . . 0 0

0 0 0 0 . .—1 2...

/ тМ \ __
м атр и ц а н и н г барча х о с  сонлари Kk =  2  ̂ 1 +  c°s (k — ГГ~й) экан'

л и ги н и  кур са ти н г.

5 - Б О Б ,  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И  И Н Т Е Р П О Л Я Ц И Я Л А Ш

1 -§ . М А С А Л А Н  И Н Г  К У Й И Л И Ш И

А ксарият дисоблаш  методлари м асаланинг цуйилишида 
^атнаш адиган функцияларни унга бирор, муайян маънода я^ин 
ва тузилиши соддаро^ булган фуикцияларга алмаш тириш гоя- 
сига асосланган.

Ушбу бобда функцияларни я^инлаштириш масаласининг энг 
содда ва ж у д а кенг ^улланиладиган ^исми —  функцияларни ин- 
терполяциялаш  м асаласи  ^аралади.

Дастлаб интерполяциялаш деганда функциянинг кийматларшш 
аргументнинг жадвалда берилмаган цийматлари учун топиил ту- 
шунилар эди. Б у  долда интерполяциялашни „сатрлар орасидаги- 
ларни укин бшшш санъати“ деб дам таърифлаш мумкин. ^озирги 
вактда интерполяциялаш тушунчаси жуда кенг маънода тушуни- 
лади. Интерполяция масаласининг модияти куйидагидан иборат. 
Фараз килайлик, [а, b ] ораликда у — f (x )  функция берилган ёки
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хеч б^лмаганда унинг Д х (1), / (л:,), . . . »  Л х п) кийматлари маъ- 
лум булсин. Ш у ораликда аникланган ва ^исоблаш учун кулай 
булган кандайдир функциялар {/-’(л:)} синфини, масалан, купхад- 
лар синфини оламиз. Берилган у =  Д х ) функцияни [а, b ] ора- 
лицда инт ерполяциялаш  м асаласи  шу функцияни берилган 
синфнинг шундай Р (х )  функцияси билан такрибий равишда

/ (х ) «  Р (х)

алмаштиришдан иборатки, Р(х) берилган х д, х и . . . , х„ нукта- 
ларда Д х )  билан бир хил кийматларни кабул килсин:

P(Xi ) = f ( x i  ) (i =  0, п).
Бу ерда курсатилган х 0, х 1у . . . , х п нукталар интерполяция  
т угунлари  ёки тугунлар  дейилади, Р (х)  эса интерполяция- 
ловяи функция дейилади. Агар {/'"(л:)} синфи сифатида даражали 
купхадлар синфи олинса, у холда интерполяциялаш алгебраик 
дейилади. Алгебраик интерполяциялаш аппарата хисоблаш матема- 
тикасининг куп сохаларида кулланилади, чунончи, дифференциал- 
лаш ва интеграллашда, трансцендент, дифференциал ва интеграл 
тенгламаларни ечишда, функция экстремумини топишда, хамда 
функция жадвалини тузишда. Тейлор ёйилмаси классик анализда 
кай даражада ахамиятга эга булса, алгебраик интерполяциялаш 
хам хисоблаш математикасида шундай ахамиятга эгадир. Айрим 
холларда интерполяциялашнинг бошка куринишларини куллаш 
максадга мувофикдир. Масалан, Д х)  даврий функция булса, у 
Холда {Я (х )}  синфи сифатида тригонометрик функциялар синфи 
олинади; агар интерполяцияланадиган функция берилган н у кта- 
ларда чексизга айланадиган булса, у холда { ^ (х ) }  синфи сифати
да рационал функциялар синфини олиш маъкулдир.

Б у  бобда, биз, асосан, алгебраик интерполяциялашнинг хар 
хил усулларини куриб чикамиз ва бундай якинлаштиришнинг анщ- 
лигини бахолаймиз. Бобнинг охирида интерполяциялашнинг айрим 
татбщларини куриб чикамиз.

2 - § . И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н  К У П ^ А Д Л А Р Н И Н Г  М А В Ж У Д Л И Г И  В А  
Я Г О Н А Л И Г И .  Л А Г Р А Н Ж  И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н  Ф О Р М У Л А С И

Биз асосан алгебраик интерполяциялаш билан шугулланамиз. 
Масала'нинг куйилиши куйидагичадир. Даражаси п дан юкори бул- 
маган шундай купхад курилсинки, у берилган (п-\- 1) та х 0, х и 
. . . , х п нукталарда берилган

Л * о ) .  Л ^ ) .  • . • » Л * « )
кийматларни кабул килсин. Б у  масалани геометрик таърифлаш 
Хам мумкин: даражаси п дан ортмайдиган шундай Р(х) купхад 
курилсинки, унинг графиги берилган ( « + ! )  та Mh(xkt Д х к)) 
(k =  0, п) нукталардан утсин.
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Демак, ст коэффициентларни шундай аниклаш керакки,

Р (х)  =5 Cq -J- CjX -j-  . . .  -j~ СпХп (2 -1)

купдад учун ушбу

/>(**) = / ( * * ) ,  k ^ O .  1 п (2.2)

тенгликлар бажарилсин. Б у  тенгликларни очиб ёзсак, ст(т =  0 , я )
ларга нисбатан (я  +  1) номаълумли ( я +  1) та тенгламалар сис-
темаси досил булади:

С0 +  СхХ 0 +  C2Xq +  . • + <V c o — / ( х о)>

Со +  С1Х 1 - f -  с2х\ +  . • +  CnX1 —f ( Xl)> (2 .3 )

с0 -f- сгх п +  С2Х 2 -]- . ■ + c nx i = f ( x n).

Б у  системанинг детерминанти Вандермонд детерминантидир: W (xG, 
х х, . . .  , х п). Масала мазмунидан равшанки, x k нукталар бир-би- 
ридан фаркли, демак бу детерминант нолдан фарклидир. Шунинг 
учун дам (2 .3 ) система ва шу билан бирга куйилган интерполя
ция масаласи ягона ечимга эга. Бу системани ечиб, ст ларни то- 
гшб (2 .1 ) га куйсак, Р(х) купдад аникланади. Биз Р(х) нинг 
ошкор куринишини топиш учун боищача йул тутамиз, аввало 
фундаментал купдадлар деб аталувчи Qnj(x) ларни, яъни

О .(х, ) =  8/ =  / °> 1 булганда,
П1 1 [ 1, i =  j  булганда

шартларни цаноатлантирадиган я -  даражали купдадларни цурамиз. 
У долда

П

L n ( X ) =  2  f ( X j ) Q n j ( X )  ( 2 -4 )
/=о

изланаётган интерполяпион купдад булади. ^ацикатан дам, барча 
i =  0, 1, 2 , . . .  я  учун

П П

LrXx ‘ ) =  '%f(Xj)Qnj{xt ) =  4  — f(Xi )
i=о /=о

ва иккинчи томондан Ln(x) я-дараж али купхаддир.
Энди Qn,j(x)  нинг ошкор куринишини топамиз, ] ф 1  булган

да Qn,j(x t ) =  0, шунинг учун дам j(x )  купдад j  Ф  i бул
ганда x —xi га булинади. Шундай килиб, я - даражали купдаднинг 
п та булувчилари бизга маълум, бундан зса

Qn. Ах ) =  CT\(x — x t )
i + i

келиб чикади. Номаълум купайтувчи С ни эса

Q n ,j i x i)  =  с  и  ix j  —  x i )  =  1 
<=И7
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шартдан топамиз; натижада:

. Q « . ^ ) = n1Ф! *j xi
Бу ифодани (2 .4) га куйиб, керакли куп^адни анщлаймиз:

Ш - Ъ м  (2-5>
р о  W  x i  X l

Б у  к у щ а д  Л аг раною интерполяцион, нупхади  дейилади.
Б у  формуланинг хусусий холларини курайлик: п =  1 булганда, 

Лагранж  к у щ ад и  икки нуцтадан утувчи тугри чизик формуласи- 
ни беради:

X  —  X , X — х 0 ,

Агар п =  2 булса, у вацтда квадратик интерполяцион куп^адга 
эга буламиз, бу к у щ а д  учта нуктадан утувчи ва вертикал у щ а. 
эга булган параболани аниклайди;

,  . . ( * — x ^ i x — х 2) ( х — х 0) ( х — х 2)

Ж Х )  —  (X o — X i )  ( х и— х 2) Л Х о )  +  (АТ!— ATqXjC!— JC2)
( X — Х й) ( Х — х г )

-Г "  ( Х 2— Х 0) (X z — X j  А Х 2>-

М и с о л .  О, 1, 2 н укталарда  мос равиш да 1, 2, 5 кийм атларни  кабул  к и -  
л у в ч и  квадратик куп дад  кури л син .

Б у  кийм атларни  о хир ги  ф ормулага куям из:

lW  (0— 1)(0—2) (1—0)(1—2) т  (2 -0 1 (2 -1 )

Энди Лагранж интерполяцион формуласининг боища курини- 
шини келтирамиз. Бунинг учун

tl
(B„+ i(x )  =  n ( x  —  Xi )

*=0

кугдадни киритамиз. Бундан косила олсак, 

v>'n+l(x) =  У  [П (х  —  Xl ) ] .
k=0 ‘фк

Квадрат кавс ичидаги ифода x  =  x j  ва k ^ j  булганда нолга ай- 
ланади, чунки {Xj — X}) купайтувчи катнашади. Демак,

V>'n+l{Xj) =  П (Xj — Xi ).
1Ф,-

Шунинг учун хам, И Лагранж коэффициентини
1Ф1 xj—xi

№п+ г(х)  

шп+1(х№х—хЯ
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куринишда ёзиш мумкин. Бундан эса Лагранж к^пдади куйидаги 
куринишга эга булади:

L « ( x )  =  Z  *>'n + l ( x j )  (x - x j )  • ( 2 . 6 )

Энди тугунлар бир хил узок лик да жойлашган: х х —  х () =  х 2 —
=  . . . = х п —  x „ _ i =  /г хусусий долни курамиз.

Б  у долда соддалик учун х  =  х 0 -\-  th алмаштириш бажарамиз, 
у  долда

х  —  Xj =  h(t -  j ) ,  wn+1(x )  =  hn+la> * +1( 0 i
бу ерда

< +1(t) =  t ( t - i ) . . .  ( t - n ) ,  a.;+1( ^ )  =  ( - l y-ij\ {n - j ) \ hn

булиб, (2 .6 ) Лагранж интерполяцион купдади куйидаги куриниш- 
ни олади:

L n{ x 0 +  th) =  to* (х )  " V  L llI3 ! ^ ХР  _  (2 7)
о /То V -J)M n-j)i •

3 -§ .  Э Й Т К Е Н  С Х Е М А С И

Интерполяцион купдадни куриш учун дисоблашларни соддалаш- 
тириш макеадида Эйткен схемасиии куллаш кулайдир. /,<012...Л) (-х) 
оркали х 0, х и  . . . , х п тугунлар ёрдамида курилган. п-  дара- 
жали кущ адн и белгилаймиз. М аълум (2 .5) формулага кура

| / ( х 0) х 0—х\

А о „ м  =  ^ / ы  1л̂ г •
(/(JC,) АГ|

L d . 2 ){х )  =  / ( * , )  +  г = т Л х * )  »-̂•1“” «̂ 2 Д- 2—и>-0 -*2—Л j
I /(*„) * 0—-*1

1 (0, 2)(х) =  -^ = ^ 2/ (*„ ) +  / (х 2) «> х 0—х . / к 1 л:й— лг0 ̂  v v  х 2—х 0

Энди 1(о, 2 ) (х ) ифода f ( x 0) ва f ( x 2) лардан кандай конуният би
лан тузилган булса, худди шу конуният билан I(o i)(x ) ва L( 12)(х) 
ёрдамида тузилган

х о—х  
L(12)(x) X2—X

Р(х)
■%2 X q

ифодани куриб чикамиз. Куриниб турибдики, Р (х)  иккинчи дара- 
жали купдад булиб,

Р (х0) — f ( x 0), Р (хх) ~ f{X ]) , Р (х 2) =  f ( x 2)

тенгликлар Уринлидир. Демак,
Р(х) =  /,(0X2) ( х ) .

Шундай к илиб, L(oi>(x) ва L^2)(x) га биринчи тартибли интерполя- 

210



цияни куллаб, L(oi2) (* )  купдадга эга булдик. Худди шу натижа
ни колган икки формуладан дам досил кила оламиз:

'(012} ( * )  =

' ( 01 )
' ( 0 2 )

СX )  Х Г  

( X )  Х.г

L(012)(x )

х2 *1
£(02)W Х0 X
L ( n ) {x )  Xi— X

Х\ х 0

Б у  жараённи чекснз давом эттиришимиз мумкин.
Шундай килиб, я  -f- 1 та ну к та ёрдамида я- даражали интер- 

поляцион купдад куриш учун шу нукталарнинг я  таси ёрдами
да тузилган иккита бир-биридан фаркли (я  —  1)- даражали интер- 
полядион купдадларга биринчи тартибли интерполяцияни куллаш 
керак. Масалан,

£ ( 0 1 2 3 4 )  (X) :

' ( 0 1 2 3 )

' ( 0 1 2 4 )

СX ) Х 3— х  

(х) Xi—X
^(0123)W —Х
^ ( 1 2 3 4 ) ( * )  xi—х

х ± — х 3 х 4— х 0
Ю корида келтирилган схема Эйткен, схем аси  дейилади. Одатда 
Эйткен схемаси Ln(x) нинг умумий куринишини топиш учун эмас,. 
балки унинг бирор х  нуктадаги цийматини дисоблашда фойдала- 
нилади. Х ис°блашларни 2 0 - жадвал шаклида ёзиш маъкулдир.

20- ж а д в а л

*1 У1 Х (  — X Щ-Х, 1) L(i- 2..... 1) 1(1- 3 i) L(l- 4 ..... 1) L (l-5.....1)

х 0 Уо х 0—х
X, У1 X ,—X ^-(01)(ж)
Х2 У2 х 2—х L(\2)(x ) ^ (012) W
Хз Уз Хз—Х L (23)(->c) "̂(123) W ^ (0 m ) M
х 4 У». Xi—X i(34)(-^) ^(234) ^(1234)(л:) ^'(01234)(Л:)
Х5 Уъ ХЬ—Х ^ (45)W ^(345) W ^(2345)(-*) ^(12345)(A') ^(012345)M

М и с о л .  Кадам и  h •= 0,01 га  тен г  б ул га н  s in  х  н ии г ж адвалидан  ф ой- 
даланиб, s i n *  ни н г х  =  0,704 н у к та д а ги  ц и йм атини  топамиз. Х и со б л а ш  на- 
тиж алари  21- ж адвалда келтирил ган .

21- ж а д в а л

1 Л’ 1

0 ,6 8
0 ,6 9
0 ,7 0
0,71
0 ,7 2

0 ,62879
0 ,63654
0 ,64422
0 ,65183
0 ,65938

— 0 ,0 2 4
— 0 ,014
— 0 ,0 0 4

0 ,0 0 6
0 ,0 1 6

0 ,647400
0 ,647292
0 ,647264
0 ,647300

0 ,6472488
0 ,6472808
0,6472424

0,6472626
0 ,6473038 0 ,6472679

s in  0,704 — 0,64727
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4 -  §. Л А Г Р А Н Ж  И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н  у  
Ф О Р М У Л А С И Н И Н Г  ц о л д и к  

З Д Д И Н И  Б А \ О Л А Ш

! I )I
Агар бирор \а, Ь\ ораликда 

берилган ]  (х) функцияни Ln(x)
.интерполяцион купдад билан 
алмаштирсак, улар интерполяция 17-чизма.
тугунларида узарэ устма-уст
тушиб, боища нукталарда зса фарк к,илади (17- чизма). Шунинг 
учун колдик даднинг R(x) — f ( x ) — Ln(x) куринишини топиш ва 
уни бадолаш билан шугулланиш максадга мувофик;. Бунинг учун 
интерполяция тугунларини уз ичига оладиган \а, Ь] ораликда f ix )  
функция ( « +  1)- тартибли J {n+l) {х) узлуксиз ^осилага эга деб 
фараз киламиз. Интерполяциянинг к.олдик дади R(x) учун куйи- 
даги теорема уринлидир.

Т е о р ем а . Агар f (x )  функция \а, Ь] ораликда ( г а + 1 ) - т а р 
тибли узлуксиз хосилага эга булса, у долда интерполяция колдащ 
дадини

а д = / (п+1н ? ) ^ ~ § -  (4 .1 )

-куринишда ифоДала ш мумкин. Бу  ерда £ £ [я , Ь) булиб, умуман 
айтганда х  нинг функциясидир.

И сбот. (4 .1 )  ни курсатиш учун ёрдамчи y(z) — R(z) —  K^n+\(z) 
функцияни текширамиз, бу ерда К  комаълум узгармас коэффи
циент. Бу  функциянинг z ~ x 0, х и . . . , х п ларда ноль киймат- 
ларни кабул килиш и равшан. Номаълум К  козффициентни шун-
дай танлаймизки, ф(г) функция z =  x £ [ a ,  b\ ва x ~ x t ( г —
=  0 ,п) нукталарда ноль кийматни кабул к'илсин. Демак,

К =  —  (4 .2 )
“n+iW

Натижада ф(г) функция [а, b] ораликнинг п +  2 та х 0, х и 
. . . , х п, х  нукталарида нолга айлэнади. Ролль теоремасига кура
<p'(z) бу ораликда камида п +  1 та нуктада нолга айланади, ф"(z)
зс а  камида п та нуктада ва доказо, ф(,г+ 1)(г) камида битта нукта
да нолга айланади. Айтайлик бу нукта I  булсин, ф ^ 1' (|) =  0.

Бундан Ln(x) нинг п- даражали купдад эканлигини дисобга 
олсак:

ф(п+ ' ) ( ? )  =  / t » + i ) ( g )  —  L ^ H )  —  Ka>i£+p(l-) »

=  / (,г+1)Ш —  К (п +  1)! = 0 ,
г̂(/г+1)/р\

яъни АГ= ■ ва бундан, ^амда (4 .2) дан (4 .1) формуланинг

уринли эканлиги келиб чикади.
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5- § . И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н  Ф О Р М У Л А Л А Р  Ц О Л Д И Ц  Х .А Д Л А Р И Н И  
М И Н И М А Л Л А Ш Т И Р И Ш  В А  П . Л . Ч Е Б И Ш Е В  К У П Д А Д  Л А Р И

Мумкин кадар кичик булган ва |/?(я) I -< °{х) тенгсизликни' 
1<аноатлантирувчи а(х) микдор интерполяция методининг х  нукта- 
даги абсолют хатоси ва а  <  л: <  b ораликда а (х ) а* тенгсиз
ликни каноатлантирувчи мумкин кадар кичик булган <х* микдор- 
эса интерполяция методининг [а, b ] ораликда абсолют хатоси 
булади.

Агар М п + 1 —  max |/(,1+ 1) (х )  | ни аниклаш мумкин булса, у
акхкЬ

Холда a (x )  ва а* ни табиий равишда

■ W  =  л и .  ^ 3 1 ,

• * ” № З Г  к + , (х ) 1 < 5 1 >

тенгликлар билан аниклаш мумкин. Охирги тенглик шуни курса- 
тадики агар /(х )  функция ва шу билан бирга Mn+i берилган бул
са, у холда а*- факат о>„+1 (х ) гагина боглик булиб колаДи. Лекин 
ш„+1 (х) купхад интерполяция тугунлари х 0, х и . . . , х п билав 
тула равишда аникланади.

Шундай савол тугилиши мумкин: \а, b ] ораликда интерполя
ция тугунларини танлаш хисобига шу ораликда интерполяция 
методининг абсолют хатоси энг кичик булишига эришиш мумкин- 
ми? Бу  саволга жавоб бериш у чу н  П. Л . Чебишев купхадлари 
ва уларнинг хоссаларидан фойдаланамиз.

Чебишев купхадлари Тп(х) куйидагича аникланади:

Тп(х) ~  cos [п arc cosx], \х\ <  1.
Бундан «  =  1 да

Тх(х) =  cos(arccosx) =  х
ва п — 2 да

Тг(х) =  cos[2arccosx] =  2cos2(arc cosx) — 1 *= 2 х 2—  1. 
Сунгра

cos(ft +  1)9 =  2cos6cosft0 —  cos(« —  1)9 

айниятда 0 =  arccosx деб олиб Т„[х) учун
Tn+i{x) =  2 хТ п(х) —  Tn-i(x )  (5 .2 )

рекуррент муносабатга эга буламиз. Б у  муносабатдан куринадики, 
Т п{х) п- даражали купхад булиб, х  нинг юкори даражасининг 
коэффициента 2 - '1 га тенг экан. (5 .2) формуладан кетма-кет 
Куйидагиларни топиш мумкин:

Т  8(х )  =  4х3 —  Зх,
ТА(х) =  8 х 4 —  8 х 3 +  1,
7\ (х) =  16х5 -  2 0 х 3 +  5х,
Т6(х) =  3 2 х 6 -  48xi +  18 х 2 —  1,

J
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Тп(х)  нинг барча га та илдизлари дающий булиб [— 1 ,1 ]  ора
ликда жойлаш-ган. Улар cos[narccosx] == 0 тенгликдан топилади:

тс / л /  . 1 \  •• ( 2 k  4 -  Пте
raarccosx =  —  (2я +  I) еки x k =  cos —2п ■■■

Бунда k  га га та турли О, I ,  . . . , га— 1 кийматлар бериб, га та
турли илдизларга эга буламиз. Энди Тп(х) нинг [— 1, 1] оралик-
даги максимум ва минимумларини топамиз. Стационар нукталари 

— о дан, яъни sin[«arccosx] =  0 тенгликдан топилади. Бундан 

x m =  cos-^~  (та =  0 , 1, . . . , га) ва Тп (cos ^ - )  =  ( — l ) m. Демак,

барча максимумлар 1 га тенг.
Агар интерполяциялаш оралиги [а, Ь] сифатида [— 1, 1] ва 

интерполяция тугунлари сифатида эса Чебишев купдадларининг

илдизлари х к лар олинса, у долда шп+1(х) =  Tn+i (х) ва 

шах [св„+1 ( * )  f =  -X  булади.
—i« * « i 2

Куйидаги

Т „ ( х ) - ^ Т п(х) =  х * +  . . .

купдадлар нолдан энг кам  орувчи куп дад  лар  дейилади.
Бу таърифнинг маъносини куйидаги лемма ашщлайди.
Л ем м а. Бош  коэффициента 1 га тенг булган дар кандай га- 

даражали Рп(х) купдад учун куйидаги тенгсизлик уринли:

max \Рп{х) [ >  max ГТп{х) ( =  .
[-1,1] (-1,1] 2 1

И сб о т . Тескарисини фараз киламиз. У долда Т„(х) — Р„(х) 
купдад ( я — 1) даражали булиб, шу билан бирга

s ig n ir „ (^ )  -  P n(xk) ] =  sign ■)П- 1 ' Pn(*k) ( - 1 ) * ,

чунки, шартга кура, барча k  лар учун \Рп{х^  | <  Шундай

цилиб, Тп(х) —- Рп(х) купдад барча k  =  0, 1, . . . , га лар учун 
Кушни x k ва Х/6-и нукталарда ишораеини узгартиради. Демак, 
( г а - 1 ) -  даражали Тп(х) — Рп(х) купдад  нолдан фаркли, чунки у 
x k (k —0,ri) нукталарда нолдан фаркли булиб, га та дар хил ил
дизларга эга . Б у эса карама-каршиликка олиб келади.

Агар интерполяция ихтиёрий [а, b ] ораликда бажарилса, у 
долда

х  =* —  [ (Ь — а ) г  +  Ъ +  а ]

чизикли алмаштириш ёрдамида_ уни [ — 1, 1] ораликка келтириш 
мумкин. Ш у билан бирга Тп(х) купдад бош  коэффициента

2п — f  2х —а ~ Ь \
■ ■ га  тенг булган Тп у~~ь __а ■ J купдадга айланади.
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Леммага кура, бош коэффициента 1 га тенг булган 

Т [°- Ь] (х) ~ ( Ь -  а)п 2 i~2'1 Тп ( ^ = £ р - )

ку п ч ая  [а, Ь] ораликда нолдан энг кам огадиган купх;аддир. 
Т {п' 6|(х) нинг илдизлари

х .  -  cos < * - 0 ^ П )

эканлигига ссонгина ишонч ?;есил килиш мумкин. Ихтиёрий ора- 
лик учун интерполяцион формуланин-г хатолиги цуйидагича б у 
лади:

М„ / А  л У , + 1
|Щх) | -  1/(х) -  Ln(x) | <  j z f i L  {b 2, anl  .

6- § . Б У Л И Н Г А Н  А Й И Р М А Л А Р  В А  У Л А Р Н И Н Г  Х О С С А Л А Р И

Хосила тушунчасининг умумлашмаси булган булинган айирма- 
лар туш унчасини киритамиз. Бирор еинфдан олинган Д х)  функ
ция ва бир-бирларидан фаркли х е, х и . . . , х п тугунлар берилган 
булсин. Д х )  функциянинг х  =  Xi тугундаги нолинчи тартибли 
булинган айирмаси деб Д х () га айтилади; биринчи тартибли булин
ган айирмаси sea (x t, Xj тугунларда)

f { x t, Xj) =  (6 .1 )

тенглик билан аникланади, x t, Xj, x m тугунларга мос келган 
иккинчи тартиблиси эса

■f!л, л. „  \ f ( x h  x m) f ( x l> x j)J{X t, Xj, Xm)  --------- --------------------лпг Л1
тенглик билан ва, умуман, k- тартибли булинган f ( x 0, . . . , xk) 
айирма (&— 1)- тартиблиси оркали

f ix  х  ) * *  /(*!■ ■ xk)—f (xо-------xk-i)
J \  о> • • • » к )  x k  —  x 0

формула билан аникланади. Булинган айирмаларни 2 2 - ж адвал 
куринишида ёзиш маъкулдир.

2 2 -  ж а д в а л

Х 0 A x о)
f ( X 0,X i)

X I f ( X  i ) ■ f { x  й, х ъ х 2)
f ( X i , X 3)

f ( x u x 2, x 3)
f ( x ь Х и Х ^ Х з )

X i f ( x  2)
f ( x i t x 3) f { x u x 2, x  з,лг4)

/ ( х 0, х и х 2, х 3, х д

X i f { X  3)
f { xbxl)

Д х ъ Х 3, х 4)

X t f i X i )
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Л ем м а. Булинган айирмалар учун
П

• f ( x 0, . . . , * * ) = »  2
Дх{)

“  П  ( x i— Xj) М ) ,+} 1 >>
(6 .2)

тенглик уринлидир.
И сбот. Леммани индукция методи билан исбот киламиз: k — О 

булганда (2 .2) f ( x 0) =  f ( x 0) тенгликка айланади. k =  1 булганда
(2 .2 ) тенглик (2 .1) тенглик билан устма-уст тушади. Фараз килай*
лик, (2 .2) тенглик k <  я  учун уринли булсин. У вактда

~  \ _  Дх 1 . • • ■ . Х п + 1) —Дх0,J \ X 0, . . . , 1 ; — Л- я 4-1

1
Хп + 1 — *0

гс+1
f {Xi ) f ( X i )ч) у

^  i l i X i — X j )  Z a  l l i X i — X j )
=1 i+ i '= 0  j+ iii=i 

0 < }< n

Б у  тенгликнинг унг томонида 1ф  0, 1фп-\-\  булганда f ( x ,) 
олдидаги коэффициент куйидагига тенг:

1
Хп-J-l —  Xq

1 1
14 x1 -
№

.1</<л+1
X]) Щхь ■

!Ф1
О < /< п

■Xj)

__ (Х; —  X q )  —  ( X l  — хп+ 1) 1
( Х п  +  1 —  Х 0 )  Н  ( Х [  — X j )  П ( X j  —  X j )  '

\Ф1 ]Ф1
0 < /< «  + 1 0 < /< я + 1

яъни изланаётган куринишга зга; t =  О ва i =  п +  1 лар учун 
факат бир мартагина катнашади ва унинг олдидаги коэффи

циент керакли куринишга эга булади. Ш у билан лемма исбот 
булди. Бу леммадан катор натижалар келиб чикади.

1- н ати ж а. Функциялар алгебраик йигиндисининг булинган 
айирмаси кушилувчилар булинган айирмаларининг алгебраик йигин* 
дисига тенг.

2- н ати ж а. Узгармас купайтувчини булинган айирма белгиси- 
дан ташкарига чикариш мумкин.

3 - н ати ж а. Булинган айирма уз аргументлари х 0, х , , . . . , х п 
ларнинг симметрик функциясидир, яъни уларнинг уринлари алмаш- 
тирилганда булинган айирма узгармайди.

Бу  натижаларни исботлашни китобхонга х;авола киламиз.

7- §. Н Ь Ю Т О Н Н И Н Г  Б У Л И Н Г А Н  А Й И Р М А Л И  И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н
Ф О Р М  У Л А С И

Лагранж интерполяцион куп^адининг хар бир х;ади интерполя
ция тугунларининг даммасига богликдир. Агар янги тугунлар 
киритиладиган булса, интерполяцион купдадни кайтадан куришга 
тугри келади. Бу Лагранж интерполяцион.кущадининг камчилиги-
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дир. Лагранж интерполяцион купдадини шундай тартибда ёзиш 
мумкинки, досил булган купдаднинг ихтиёрий г- дади интерполя
ция тугунларининг фацат аввалги i тасига ва функциянинг шу 
тугунлардаги кийматларига боглик булади. Айтилганларни булин- 
ган айирмалар ёрдамида бажарамиз:

Д х)  —  Ln(x) =  Д х)  -  <ап+1(х) 2 ЯЧ)
( X — X i)  U i X i — X j)

l=° i+i

°n+ 1( * ) f(x) , f{xt)

I I  ( X  -  X t )  +  Ъ { х ^ х )  -  * b
1=0

Б у ифодани 6- параграфдаги лемма билан солиштириб курсак, 
квадрат цавслар ичидаги ифода Д х ; л:0; . . . ; х п) нинг айнан узи 
эканлиги келиб чик;ади. Демак, биз

Д х) — Ln(x) = / ( * ;  Х0; . . . ; х п) шм+](х) (7 .1)

деб ёзишимиз мумкин.
Энди Ln(x) тугунлари х 0) x t, . . . , х т дан иборат булган 

Лагранж интерполяцион купдади булсин. У долда Лагранжнинг 
Ln(x) интерполяцион купдадини

Ln(x) =  L0{x) +  [£ .,(*) -  L0(x) ] + • • • +  \Ln{x) -  £ „ _ ,( * ) ]  (7 .2)

куринишда ифодалаш мумкин.
Бу ерда Lm(x) — Lm-i(x )  х 0, х и . . .  , x m- i  нукталарда нолга 

айланадиган т- даражали купдад, чунки Lin(Xj) =  Lm-\ (Xj)=f(Xj) 
( j  =  0,m — 1). Шунинг учун дам 

L m(x) — L m-\ {х) =  A„w„Xx), <в„.(х) =  {х — х 0) . . . ( х  — Хт- 1 ). 
Бунда л: =  х т деб олсак,

Д х п)  -  Lm- 1 (хт) =  Amw J x J

га эга буламиз. Иккинчи томондан (7 .1 ) тенгликда п =  т — 1 ва 
х  =  х т деб олсак, у долда

f ( X nd L m - l  [хт) — Д х т\ Х 0\ . . . ; x m-i)<£>lh( x in) .

Шундай цилиб, Ат =  Д х 0; . . . ; х т) ва демак,

L„,{x) -  Lm-i(x )  = / ( x 0; • • • ; х т) iom(x).
Бу микдорларни (7 .2 ) тенгликка куйиб, куйидагига эга буламиз:

L„(x) = А х о) +  ((-V.  X,) (х  -  х 0) +  . . .  +
+  / (х 0; х 1] . . . ; * я) (х — х 0) . . .  (х — * „ _ i) .  (7 .3)

Бу досил булган интерполяцион купдад Ныотоннинг булинган  
айирмали инт ерполяцион купдади  дейилади.

г(Л+1)/£\
(7 .1 ) тенгликни / ( х ) —  Ln(x) =  ■ +  д ' u)«+i(x) тенглик билан 

солиштирсак
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/ ( * ;  х 0; . . .  -, х п) =  * 0 <  Е <  (7 .4 )

келиб чикади. •
Энди бир хусусий холни, яъни f ( k )  т- даражали купдад

т

Р,п{х) =  ^  a ‘Xt
1=О

булган холни карайлик. (7 .4 ) форму ладан ихтиёрий х 0,  ............. ...
лар учун куйидагига эга буламиз:

P l y  v . . v \ _  f сх„,агар т =  п булса,Ит(х, * 0> . . . , х п) _ 1 0 « агар т <  п б^лса

Ньютон интерполяцион формуласини тузишда х ам Эйткен схема- 
сидан фойдаланиш мумкин. 1\уйида Ньютон интерполяцион фор- 
муласининг кулланилишига дойр мисол келтирилган.

М и с о л .  у =  f ( x )  ф у н кц и я н и н г  к уй и д а ги

X 0  5 10 12 13 15 16

У 1 151 1051 1789 2263 3451 4177

экадвалда берил ган  цийм атларидан  ф ойдаланиб , у н и н г  х = 12 ,5  даги  ци йм аги - 
н и  топайлик .

Е ч и ш .  Б ул и н га н  айирмалар  ж адвалини  тузам из :

0 1
30

5 151
180

15
1

10 1051
369

27
1

12 1789
474

35
1

13 2263
594

40
1_

15 3451
726

44

16 4177

У ч и н ч и  тар ти бл и  б ул и н ган  айирма ^ згармас б у л га н л и ги  у ч у н  у f ( x ) 
ф у н к ц и я  3 - даражали куп дад  экан. Б ерилган  х  — 12,5 ци йм ат  ж адвалдаги  
х = \ 2  ва X—13 кийматлар  орасида б ул га н л и ги  у ч у н , о сти  чи-зилган б ул и н га н  
аГш рмалардан ф ойдаланиб, Н ь ю то н н и н г  ии терпояцион  ф орм уласи ни  тузам и з :

f ( x )  =  1789 +  474(лг -  12) +  40 (х  -  12) (х  —  13) +  (х  —  12) (л:— 13) (л:— 15).

Б у н д а н
/ (1 2 ,5 )  =  1789 +  474-0 ,5  — 40 -0 ,5 -0 ,5  +  0 ,5 -0 ,5 -0 ,2 5  =  2016,625.

8- §. Ч Е К Л И  А Й И Р М А Л А Р  В А  У Л А Р Н И Н Г  Х О С С А Л А Р И

Фараз килайлик аргументнинг узаро тенг узокликда жойлашган 
Xi — х 0 +  ih (h—  жадвал кадами) кийматларида Д х)  функциянинг 
мос равишдаги кийматлари f t *■“  f\x i) берилган булсин. Ушбу
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f l+i — fi  айирмага биринчи тартибли чекли айирма дейилади; ша- 
роитга кура бу микдорни унг чекли айирм а: Aft, чап чекли  
айирм а: у/г+1 ёки м арказий айирм а: §/*+■/, =  f t +ч, лар каби 
белгиланади. Шундай килиб, куйидагича ёза  оламиз:

f i+ i  — / /  =  b f i  =  V / i+ i  =  8/<+■/, =  f }+4t • (8 -1 )
Юкори тартибли айирмалар рекуррент муносабатлар ёрдамида ту- 
зилади:

Д*/, =  A tA *-1 / , )  =  A*" W . )  =  A*-1 fi+i ~  Л*"1/ »  
v V i  =  V (V *- 1 / . )  =  v ft_1( v / i )  =  Vk~l f i  — Vk~lf i~  1 ,
bkf i  =  8(84-1/ )  =  8*-i(8/,) =  8 * - ’ //+■/, -  8*->/<-■/,, 

fk _  /А- l  __
U — Ji+4,  > i-ч ,’

Айирмалар жадвали одатда куйидагича тасвирланади:

X / / ‘ Г г / ‘

хв / 0

А ,
/ 1

А ,
А /■3

■'*/«
х 3 h

А
А

f 3
4

■*3 / 3 А

Xt л

Хисоблаш практикасида ишнинг дамма боскичларида назорат 
килувчи амалларнинг мавжудлиги талаб килинади. Бу нарса к у 
пол хатоларга йул куймасликка ёки деч булмаганда уларни ми- 
нимумга келтириш учун хизмат килади. Бундай назорат килувчи 
амаллар айирмалар жадвалини тузаётганда бевосита досил булади.
(8 .1 ) ва ундан кейинги формулалардан куриниб турибдики,

/?/„+/%  +  • • • +/«->/, — А  — +  А  — А  +  • • • + / л — /«-1 =  

= fn  — /0. Л + / 1 +  • • • + f U  =  А  - Д  + Д . - А  +  • • • +  

+  ~  fn-% —fn-'U ~ ’ А ’
яъни ж адвалнинг %ар бир ус-^унидаги сонларнинг йигиндиси 
аввалги устун энг яетки эл е  мент ларининг айирмасига 
тенг. Айрим интерполяцион формулаларда А  ва уларнинг чекли 
айирмалари билан бир каторда айирмаларнинг куйидаги урта ариф- 
метиги ишлатилади:



Энди чекли айирмаларкинг айрим хоссаларини куриб чщамиз.
1- л ем м а, k- тартибли чекли айирма функциянинг цийматлари 

оркали куйидаги формула билан ифодаланади:

.  , (8-2)
(= О 2 1'

Б у  ерда k  жуфт булганда i бутун булиб, k  ток булганда i  ярим 
бутундир.

И сб о т . Математик индукиия методи билан исбот киламиз. 
k —\ булганда, (8 .1 ) га кура (8 .2) нинг уринли эканлиги келиб 
чикади. Фараз килайлик, (8 .2) формула k = l  булганда уринли 
булсин. У долда

i

Б у  тенгликда бир хил f m лар олдидаги коэффициентларни йигиб 
ва

c/ +  q + >  =  q + i

тенгликцан фойдаланиб, f l+x учун изланган ифодага эга буламиз. 
Ш у билан лемма исбот булди.

М и  с о л .  k =  2, 3, 4 у ч у н  (8.2) дан  к уй и д а ги л ар га  эга  булам из:

/ i + l - 2 / i +  / ,_!,

/ ?  =  / /+./а — з /|+1/1 +  з /  г_ 1/а— / г_„/51

/ ?  =  / г+2 -  4 / г+1 +  6 / , -  4 / г_ ,  +  / г_ 2.

Бу леммадан куйидаги натижаларга келамиз.
1- н ати ж а. Иккита ср ва ^  функция йигиндиси ёки айирма- 

сининг чекли айирмалари мос равишда шу функциялар чекли 
айирмаларпнинг йигиндиси ёки айирмасига тенг:

Л  =  Ф? ±  ёЬ

2 - н ати ж а. Функция билан узгармас сон купайтмасининг чек
ли айирмалари функция чекли айирмалари билан узгармас соннинг 
купайтмасига тенг:

{a/)'l =  a f kr
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2 -  л ем м а . Ж адвалнинг кодами h =  x t — Xi-i узгармас булса, 
у долда булинган айирма билан чекли айирма орасида куйидаги 
муносабат уринлидир:

/ ( * , ,  . . . ,  х £+к) ^ ^ - .  (8 .3 )

Исботни бу ерда дам индукция методи билан олиб борамиз. k —\ 
булганда

А+ч,
ДХи * i+ l)  = ci+ i~ xi л

булиб, (8 .3 ) формуланинг тугрилиги равшан. Фараз килайлик,
(8 .3 ) формула барча т <  k  лар учун уринли булсин, у долда

s , \      x i + k+l> f ( x i ..............x t+k)Д х и . . . .  x i+k+1) = ----------------------    =■
xi+k+1 xi

r k  f k  f k
■Ч1Н-И_ Ч+И П +(*+1)2
(hkk\) ( h ( k +  1 ')) hk+1( k +  1)1 '

Шундай килиб, (8 .3) формула m =  k  -j- 1 учун дам уринли экан. 
Лемма исботланди.

Энди (7 .4 ) формулага кура

f(Xh • • • » ' 1 3Ci 5

Бу тенгликни (8 .3) билан солиштириб,

Akfi  =  v V i+ *  =  8 y i+*/2 =  /<*> (?) А*

ни досил киламиз.
Охирги тенгликдан куйидаги натижага келамиз.
3 -  н ати ж а. я- даражали купдаднинг я- тартибли чекли айир- 

маси узгаРмас сонга тенг булиб, ундан юкори тартиблиси зса 
нолга тенг.

Охирги натижа купдад жадвалини тузишнинг кулай усулини 
беради. Аввал аргументнинг ( я - Н )  та кийматларида я - даражали 
купдаднинг кийматларини дисоблаймиз. Ш у маълумотлардан фой- 
даланиб, я -  тартибли айирмалар жадвалини тузамиз, сунгра, п- 
тартибли айирмаларнинг доимийлигидан фойдаланиб, я -  тартибли 
айирмалар устунини тулдирамиз. Ундан кейин, ( я — 1)-, ( я — 2)- 
тартибли ва доказо айирмалар у^.унларини тулдирамиз. Бу устун- 
ларни тулдираётганда

/ ?= / ?-• / ,+

формуладан фойдаланамиз. Практикада бу усулни цуллаётганда 
Купол хатоларга йул куймаслик максадида вакти-вакти билан 
купдаднинг кийматини дисоблаб туриш максадга мувофикдир.
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М и с о л .  Ж ад вал  цадам и ни  h — I ва  д астл абки  к и й м а тн и  х 0—1 деб 
*исоблаб , f(x) =  х ъ +  Зх2 —  6 х —  5 к^ п^ аднинг айирм алар  ж а д в а л и  ту зи л си н  

Е ч и ш .  Д х )  н ин г х 0 = 1 ,  ^ 1  =  2, х 2 — 3 н у к та л ар д а ги  кийм атлари ни . 
^ исоблаймиз: / 0 =  — 7, =  3, / 2 =  31. Б ун д а н  эса  к уй и д а ги л а р  к е л и б  чикади :

f } k = Л - / 0 =  1 0 , f l k =  / 2 - Л  -  2 8 ,  / J  =  f \  -  f\k =  18.

23- жадвал

X / / ’ Г

1 — 7
10

2 3
28

18
6

3 31
52

24
6

4 83
82

30
6

5 165
118

36
6

6 283
160

42

7 443

Б у  кийм атларн и  23- ж адвалга  ж ойлаш тирам и з. Б и зн и н г  ф ун кц и я м и з  3- дара
ж ал и  купх,ад б ул га н л и ги  у ч у н  у н и н г  3- тартибли  айирм аси  у згарм ас  сон б у 
либ , Д .  =  3! =  6 га  тен гдир . 23- ж ад валн и н г кол ган  у с т у н л а р и  к уй и д а ги

/ ? - /?_1+  /?-*,, ( / - 1 , 2 , 3 . . . . ) .
('  =  2 , 3 .............. ),

( / - 3 , 4 , . . . ) .

ф ормулалар ёрдамида тул дири лади .

Айирмалар жадвалини тузаётганда хисобловчи тасодифан хато- 
га йул куйиши мумкин. Дозир биз /г ни хисоблашда йул куйилган 
е  хато айирмаларга цандай таъсир килшшни кузатамиз (24- ж ад
вал).

24- жадвалдан ёки (8 .2) формуладан куринадики, /г- тартибли 
айирмага хато ( — 1 У С ' ( / = 0 ,  А) коэффициент билан таркалади, 
демак k- тартибли айирма макеимал хатосининг абсолют киймати 
ж уда тез усади: хар бир /* айирма учун хатоларнинг ишораси 
билан олинган йигинди нолга тенг булиб, абсолют киймати билан 
олинган йигинди эса fej 211 га тенг. Шундай килиб, функциянинг 
кийматлари хисобланаётганда йул куйилган арзимас хато унинг 
юкори тартибли айирмаларига катта таъсир курсатар экан.

Айирмалар жадвалидаги е хатонинг таркалиш конуни айрим 
Холларда бу хатонинг урнини ва кийматини топишга хамда жад- 
вални тузатишга имкон беради. Одатда айирмалар жадвали бирор 
белгиланган унли хона аниклигида хисобланади. Агар у  «= f(x )
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24- жадвал

X / f p f

• * а • • • • • » • • •

Х1 -  4 f t - 4
f\ - v ,

f 2J i - 3x t~ i f t - 8
f\ -'u /? -« /,

f t —2 +  *Х1-2 f t -  2 f 2l - 2

Xl —1 f t - 1
f\ -4 ,

/ ? - !  +  •
/ * _ • / ,  +  *

Xt f t  +  8
/ ! _ . / , +  •

/ ? —  2s
3s

/ f + 6 .

/? + ■ /,+ 3s
/ < + l “ 4sх г+1 f l + 1 /? + !  +  •

f W
f l +  2 /Д - 2  +  *X!+2 fi+ 2

f l +Ч,-
X f+ 3 f i + 3

fl+V ,
fl+ a ,

x  f+4 f l+ 4

функция k- тартибли узлуксиз досилага эга булса, у долда унинг 
k- тартибгача булган айирмалари текис узгариб, k - тартиблиси 
белгиланган унли хона микёсида деярли узгармас булади. Ж ад- 
валнинг бирор кисмида охирги шартнинг бажарилмаслиги, умуман 
айтганда, дисоблаш хатоси мавжудлигидан далолат беради. k- 
тартибли айирманинг нормадан максимал огишини урнатилгандан 
кейин, куйидаги шартлар бажарилганда бу хатонинг урнини ва 
Кийматини аниклаш мумкин: 1) бу хато факат бир жойда ва 
функциянинг кийматини дисоблаш пайтида содир булган; 2) чекли 
айирмаларни дисоблаётганда боыща хатога йул куйилмаган. 24- 
жадвалдан куринадики, /* даги максимал хато f t нинг хато кий- 
мати жойлашган сатрда ёки ундан битта кщоридаги ва битта 
пастдаги сатрларда булади. Ш унДш килиб, хато дисобланган 
жадвалдаги f n +  ® кийматнинг уРни п маълум булиб, микдори 
е ни топиш керак булсин. Соддалик учун учинчи айирма деярли 
узгармас булсин деб фараз циламиз, у долда иккинчи айирма 
арифметик прогрессияни таш кил этади ва шунинг учун дам ик
кинчи айирма f\  нинг аник; киймати учта узаро кушни хато айир- 
маларнинг урта арифметигига тенг булади (к- 2 4 - ж адвал):

л  -  4 - 1 ( / и + £) + ( л  - 2е) + ( Л - i  + е) 1.
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чунки £ лар узаро к ис кари б кетади. Иккинчи айирма /? нинг то- 
пилган аник кийматидан фойдаланиб хато микдори е ни аниклаш 
мумкин. Бу микдор иккинчи айирманинг тузатилган киймати билан 
хато киймати орасидаги айирманинг ярмига тенг:

f t  нинг аник киймати эса

f i  —  ( f i  +  е) —  s

айниятдан топилади. Хисоблашнинг тугрилигини текшириш учун 
айирмаларни яна бир марта х,исоблаш керак.

25- ж а д в а л

X / / ' /* хато

1,9 6 , 190
174

2 , 0 6 ,3 64
174

0

2 ,1 6 ,5 38
174

0

2 ,2 6, 712 ( - 5 ) 0 £

1(69)74 О-
2 ,3 6 ,8 8 (1 )6

17(9)4
(10)0 — Zc.

2 ,4 7 ,0 6 0
174

( - 5 ) 0 t

2 ,5 7 ,234
174

0

2 ,6 7 ,4 08
174

0

2 ,7 7 ,582

М и с о л .  25- ж адвалдаги  ха  ю  тузатил син .
Е ч и ш .  Ж адвалда  ха  го р акам  лар к.авс ичида  олинган  ва айирмалар 

у с ту н и л а  ^нли хоналар  к у р са ти л м а га п , улар  ф ун кц и я  кийматлари  у с тун и д а н  
аён. Б ун д ан  к ур и и ад н ки , и к ки н ч и  айи рм анин г т е ки с  у згари ш и  х = 2 ,3  да 
б узилм о зд а . М а в ж у д  хато  к а т та  ка в сга  олин ган  у ч  сатрга таркалган . л: =  2,3 
д а ги  / |  н и н г  ан и к  ц и й м ати н и  топ и ш  у ч у н  и к ки н ч и  айи рм аларни н г дар у ч  
сатрдаги  к и й м а тл а р и  ^рта ариф м ети гини  оламиз:

/ ? - J | l !  (— 5 +  10 —  5) =  0.

Б ун д а н  ,
е = _ L .  (0  —  0 ,010) =  — 0,005.

f ( x )  н и н г  лг= 2,3 н у к та д а ги  к и й м а ти га  т у з а ти ш  сиф атида, ани к  к и й м а ти - 
н и  топамиз:

f t  = ( / /  +  £) —  s =  6,881 —  (— 0,005) =  6,886.

Б у  тузатиш лардан  кей и н  биринчи  айирма у згар м а с  б ул и б , и к ки н ч и  айирм а 
нол га  тен г  булади .
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0- § . Т У Г У Н Л А Р  Т Е Н Г  У З С Щ Л И К Д А  Ж О Й Л А Ш Г А Н  Х,ОЛ У Ч У Н  
Н Ь Ю Т О Н  И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н  Ф О Р М У Л А Л А Р И

Ушбу ва кейинги параграфларда интерполяция тугунлари тенг 
узокликда жойлашган холни, яъни x i — x 0-\-ih (i =  О, 1, 2 , . . .) 
булган холни караймиз. Б у холда интерполяцион формуланинг 
куринишлари анча соддалашади. Биз дозир Ньютоннинг иккита 
интерполяцион формуласини чикарамиз. Буларнинг биринчиси функ- 
циянп жадвал бошида ва иккинчиси ж адвал охирида интерполя- 
циялаш учун мулжалланган ( 1 1 - §  га каранг).

Фараз цилайлик, Ln(x) х 0, x t . . . , х п тугунлар буйича тузил- 
ган Ньютон интерполяцион купхади булсин:

£ Я( * ) = = / ( * о ) + / ( * 0 . X j) (X —  * „ )  +  . . . +
+  / ( х 0, . . . , х п) (х — х 0) . . . (х — хп-г).' (9 .1 )

Бундаги булинган айирмаларни (8 .3) формулага кура чекли айир- 
малар билан алмаштирайлик.

Ушбу х  — х 0-{- th алмаштиришни хам бажаргандан кейин (9 .1 ) 
К}“пхад цуйидаги куринишга зга булади:

Ln(x  о +  th) =  / 0 +  </?,. Щ ~  ‘ У  ~  2) Ч  +

+  . . . +  (9 .2 )

Б у  формуланинг колдик хади куйидаги куринишда булади:

х й) (х — х 0 

A"+i/(n+i)(5)

R n(x) =  (х — х 0) (х — х 0 — h) . . .  (х — х 0 —  пК) +  ^

t ( t - \ )  . . . { t - n ) .  (9 .3 )

(9 .2 ) формула Ньютоннинг ж а д в а л  бошидаги  ёки о л га  инт ер
поляцион ф ормуласи  дейилади.

Энди (9 .1) формулада интерполяциялаш тугунлари сифатида 
д:0, Х-и  . • • , Х-п тугунларни оламиз:

^ W = / W  +  / (^ o, x - i)  (х — х 0) + Д х 0, Х-и Х -2) (х—х 0) (х— 
—  л 4) +  . . . +  f ( x Q, . . . , Х-п) {х — л:0) . . . (х  л:_(П_ 1)) .  (9 .4 )

Булинган айирмалар у з аргументининг симметрик функцияси ■бул* 
ганлиги учун .

f ( x о, Х—\, . . .  у X —̂ zza f^ X —k, . . . , Х —1, Х 0) .

(9 .4 )  формулада яна булинган айирмаларни чекли айирмалар билав 
алмаштириб ва х  »  х 0 +  th деб олиб, к.уйидагини досил киламиз^

L t t ( X о +  Щ  =  /о +  /-'/а ^  +  / -1   ̂ 2 ^  + * • • •  +

+ A , ^ l ) - l f  + 0 1 - 1 ) 1  • <9 -6 >
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Б у  формуланинг колдик дади

куринишда булади.
М  и  с о л. 26- ж адвалда э^ т и м оллак  инт еграла

Ф (х) =  J L  Г е ~ (‘ dt 
к JО

нин г кийм атлари  берилган . Н ь ю то н н и н г  и н терп оляци он  ф ормулалари ёрд ам и - 
да Ф  (0,64) ва Ф  (1,45) лар д и соб лан си н .

26- ж а д в а л

X ф ф1 ф » фЭ

0 ,5 0 ,5205
834

0 ,6 0 ,6039 — 95
739 — 1

0 ,7 0 ,6778 '' — 96
643 1

0 ,8 0 ,7421 — 95
548 5

0 ,9 0 ,7 969 — 90
458 7

1 ,0 0 ,8 427 — 83
375 9

1,1 0 ,8 802 — 74
301 10

1 ,2 0 ,9 103 — 64
237 10

1 ,3 0 ,9 340 — 54
183 9

1 ,4 0 ,9 523 — 43
138

1 ,5 0 ,9661

Е ч и ш .  х 0 сиф атида ж ад валдаги  ци йм атларнин г х  — 0,64 га  э н г  я ц и н и - 
н и , я ъ н и  jr= 0 ,6  ни олам из. Б у  ерда h  =  0,1 б у л га н и  у ч у н

i — x  — x 0 _  0 ,64 —  0,6 _ п л  
h 0,1

г(9.2) да я = 3 деб  олиб, б у  кийм атларни  кел ти р и б  к^ ямиз:

Ф  (0,64) 0,6039 +  0 ,4 -0 ,0739  +  (— 0,0096) +

+  0 ,4(0,4 —  1) (0 ,4  —  2) . 0  0001 =  0,63462.
о!

Ж а д в а л д а ги  ци йм ати  эса  Ф  (0,64) =  0 ,6346 ( [ 5 0 ] ,  129 б. га  каранг).
Х у д д и  ш ун га  у х ш а ш , Ф  (1,45) ни  д и соб лаш  у ч у н  х 0 сиф атида  ж ад вал 

д а ги  к и й м а г  1,5 ни оламиз. У  долда
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(>Улиб, (9.5) ф орм улага  кура:

Ф (1 ,45 ) ?  0,9661 +  0,0138(— 0,5) — 0,0045- ~ ° ’ 5 (~ ° -5 {-

+  0,0009- ° ’5  ̂ ° ’  ̂ 5 ,+  2). =  0,959706.
3!

Ж адвалдаги  ц и й м ат  эса  Ф  (1,45) =  0,9597.

Энди колдик дад тугрисида бир оз тухталиб утайлик. Айрим 
холларда, хусусан /,- кийматлар тажриза йули билан хосил ки- 
линган булса, /(П+1)(Н) ни бахолаш анча мушкул булади. Ш у
нинг учун купол булса хам, соддарок йул билан бахолаш маъ- 
кулдир. Каралаётган ораликда хосила /<п+1) (л:),'дем ак, айирма 

/[*+1 хам секин узгаради деб фараз к.илиб, (9 .3) формула билак 
берилган колдик хадда катнашувчи хосилани (8.4) формула ёрда» 
мида айирма билан аламаштирамиз, натижада

п _. * ( *  - 1 )  • - - (t - n ) Jl+1
К »   ( w + T j i  '

хосил булади. Шунингдек (9 .5) формула урнида, куйидаги так
рибий, лекин кулай формулага эга буламиз:

р  ^ t ( t  -\- \ ) . ■ ■ ( t  +  и )  ,я+ 1  „

( И + 1 ) 1  J  п _ и '  '  ‘
2

Юкоридаги формулалар анча купол, улардан фойдаланишда хуш ёр 
булиш керак. Агар хосила секин узгармаса, у холда маъносиз 
натижага эга буламиз. Масалан,

f (x )  =  х  +  -/Vsinwc

функцияни олиб, интерполяция тугунлари сифатида бутун x t — О, 
+  1, + 2 ,  . . . кийматларни олайлик. Бу холда иккинчисидан бош- 
лаб барча айирмалар, нолга тенг. Демак,- купол тарзда f(x )  ни 
чизикли функция деб олишимиз мумкин. Лекин, N  етарлича кат
та булганда х  +  N'suwx функция чизикли функциядан кескин. 
фарк килади.

10- § . Г А У С С , С Т И Р Л И Н Г , Б Е С С Е Л  В А  Э В Е Р Е Т Т  
И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н  Ф О Р М У Л А Л А Р И

Интерполяция хатосини камайтириш максадида, x t интерполя
ция тугунларини интерполяцияланувчи х  нукта. атрофида олиш 
маъкулдир. Чунки бу х°лда колдик хадда катнашадиган £ нукта 
Хам х  га якин жойлашган булади ва демак, / ("+ 1) (t) хам айтар- 
ли даражада узгармайди. Н атижада, колдик хадга кескин таъсир 
этадиган микдор факатгина

П
К +1 ( * ) [  =  П  \х — Xj\ 

i=о
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булиб колади. Бу ифода х  билан интерполяция тугунлари ораси
даги масофаларнинг купайтмасидан иборатдир. Шунинг учун дам, 
f ( x )  ни интерполяциялашда л: га нисбатан энг якин п  та нуктани 
олсак, |<о„+1 (х) | минимал цийматга эга булади. Куриниб турибди? 
ки, n — 2k булса, х  нинг чап ва унг томонларидан k тадан нук- 
та олиш керак. Агар п «  2k +  1 булса, у вактда л; га энг якин 
булган тугунни олиб, сунгра чап ва унг томонлардан k тадан 
нукталар олиш керак.

Хозир интерполяцион формулаларни мана шу гояга асосланган 
долда тузиш билан шугулланамиз. Бундай интерполяцион купдад- 
ларнинг чизикли комбинацияларини олиб, айрим долларда анщ- 
ликни туширмасдан купдаднинг даражасини пасайтириш мумкин. 
Биз дастлаб шу методга асосланган Гаусс интерполяцион форму-
лаларини чик.арамиз. Агар функция х  £ л̂:0, х 0 +  -~-j нуктада ин-
терполяцияланса, у долда интерполяция тугунларини х 0, x 0 +  h,  
х 0 — h, . . . , x Q-\-kh, х й — kh тартибда олиш маъкулдир. Чунки 
ихтиёрий п  учун шу тугунларнинг аввалги п  тасини олсак, улар 
х  га энг якин турган нукталардан иборат булиб, шу нукталар 
буйича тузилган интерполяцион купдаднинг хатоси, ихтиёрий 
бошка тартибда олинган нукталар буйича тузилганидан кичик 
булади.

Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласини тузишда 2д+1
та

х 0, x 0 +  h, x 0 —  h, . , . , х 0 +  nh, х 0 —  nh (1 0 .1 )

нукталар учун Ньютоннинг тенг булмаган оралщлар учун интер
поляцион формуласини ёзамиз:

А п(х )  =</(*о) +  / ( * о ,  *i) (X— х 0) + / ( х о, Хи  Х-х)  (.Х— Х 0) (х— х ^  
+  / ( х 0, х и х - и х 2) ( х  — х 0) {Х —  Хх) ( x — x - i )  +

- f  f ( x 0, x u x - U x 2, x - 2) { х — Х0) (X— Xi) {X— X -i)  ( х — х 2) +  . . . +  

+ f ( X 0tXltX - u  • • • ХП,Х ~ П)(Х  Xq)(X Хх) . . . (Х Х—(П—\))(Х х п).
(10.2)

Бунда л:*=х0+ М  деб, булинган айирмаларнинг чекли айирмалар 
оркали ифодасидан фойдалансак, у долда

о “f" tK) —  I'ini.Xо “ P tK) ^

“ / . + / . +

, 1) . ■ ■ { P - ( n -  1 ) 2 ]  ,

~r j 4,  ( 2 л  — 1)!

f m W -  1 )  • • •  [ V - ( n - \ ? ]  ( t + n )
( 2n ) l  V IU -C S )

з?осил булади. Бу Гаусснинг биринчи интерполяцион  ф орму- 
л а си  ёки Гаусснинг олга  ин терполяцион  ф ормуласи  дейила
ди. Бу формула (10.1) муцталар учун тузилган Лагранж форму
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л.чсининг узи булиб факат бонщача тартибда ёзилганидир. Ш у- 
шшг учун *ам бу формуланинг колдик ^адини бевосита ёза ола- 
мпз:

^ п  =  /{2П+11п%к1 ) Г ~  ^ 2- 1 )  • • • (t2- n 2). (10.4)

(10.3) формулада катнашадиган айирмалар 2 7 -жадвалда стрелка 
ларнинг йуналиши буйлаб пастки „синик сатрни“ ташкил этади 
Агар биз (10.1) нукталарни бонщача тартибда, яъни х 0, x Q— h
х 0 + Л , . . .  , x 0 —  nh, x a +  nh каби олсак, у вактда х£ [х 0 — -^
х 0) нуктада интерполяциялаш учун яхши натижа берадиган Гаусс  
нинг иккинчи интерполяцион  ф ормуласи  ёки орцага и н те р 
поляциялаш  ф ормуласи

G ,n(x0+ th )  =  L 2n(x'0 +  th) =  / 0 + / ^  +  / i^ ± i>  +

- f i  ^ 2 - ] )  I I р п - 1 (^2 2 2)  -  . .  [ < » - ( » - ! ) » ]  ■
' J  1  31 J  ( 2n  —  1) ! ~

2 2
П n <(<а - 1 )  ( P - g )  • • ■ [ P ~ { n - \ f ]  (t +  n )  n  .

- r  /  о (2n)i

га эга буламиз.
Бу формулада катнашадиган чекли айирмалар 27- жадвалда 

устки „синик сатр“ни ташкил этади. Унинг колдик дади эса

Я * » ~ ;̂ н ^ л2п+1*(*а“ 1) (^ “ 22) • • • {t2~ n2) (10,6)
га тенг. Гаусснинг хар иккала формуласини кушиб ярмини олсак, 
Куйидагига эга буламиз:

“  Л  +  К #  +  Д  1 — h • • • +
I ,^ „ - 1  <«’ - 0  (̂ 2- 22) • •• [<а- ( я - 1)а1 ,

"Г IV о (2/1 — 1)! ^

( 1 0 -7 )

чунки
1 [ t ( P  _  1)  ( /3  _  2 2) . . ■ К 2 —  ( я  —  I ) 2] (< —  я )  _J_

ва

2 I (2/z)I
^ 2  _  1 ) ( f 2 _  2 2) . . . [ f i  ---- { П —  I ) 2] ( t  +  Я )

(2и)!
Р ( Р - \ )  . . .  [ p - ( n - l ) 2]

“  <2л)1

у [ Д Г ‘ + / ? % ' ]  “ r t 2""1
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27- жадвал

Досил цилинган (10.7) формула С ти р л и н г  интерполяцион  фор
м у  ласи  дейилади. Бу формулада 28- жадвалда , курсатилганидек 
о индексли жуфт тартибли чекли айирмалар ва 1/2 хамда —5 /2 
индексли ток тартибли чекли айирмаларнинг урта арифметиклари 
катнашади.

28- ж а д в а л

X | / р /з /*

1 х ~2
X ,5 л -1

I
х0

Х\

1 2

/ _  2 

/ -1  

к  

/ г

I / з

2 1 /•/. 

А ,

f - 1

/о

А

i f  / - V ,
2’  ,з

1 -Ч
/о
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Куриниб турибдики, Стирлинг формуласининг цолдик; дади

Ъ п М  к-. h2n+(2i 7 w ~ t{t2 - 1} ^  ~  22) • • • ~  «2) (ю .8) .

га тенг. Гаусснинг иккинчи интерполяцион формуласини x t нуцта 
учун цулланса, куйидаги формула досил булади:

L t n & t  +  t i h )  « / t +  А  и  +  f l  +  Д  I  +  .  . .  +

- L  * 2 n - l  . ■ ■ [ ц » - ( я -  1)8]
(2/i — _г

_1_ Г>п М( ц 3 ~ ' )  ••• [И2 — ( И —  I ) 2] ( Ц . +  И)  /1П QV
- г  Т 1 ( 2 я ) 1  ■ 1 Ш . У /

* — АГ! - ........  „„ *,гтт„  J. _  * —*0Бу формулада и — —  ̂ белгилаш киритсак ва буни t   -
орцали ифодаласак, и =  1 булиб, (10.9) формула куйидаги к^-
ринишга эга булади:
г / I jr I ^1 /J IN | ^ 2  *(* — 1) , < ( f— 1) ( f  — 2) ,

^ 2n (x  о +  =  / 1  " b  f ' k ( t  —  1) +  / 1  • — 2i ---------- 3!-----------------1“

_L *>—1 *<**-0 • ■ • [ ^ - ( ^ - 2)2] ( f -w  + l) (< — n) .Tt- • - * -Г- У ./a (2n — 1)1

+  / 2n ^  ~  ’ > • • • [̂ 27 )|(П ~  • (Ю.10)

Энди, бу формулани Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласи
(10.3) билан кушиб, ярмини олсак дамда куйидаги

■у(Пп + П п) - ^

ва
_1_ p - i )  . . . ( Р  —  г$)  , t ( P —  1) . . . [Р —  (я— 1)2] ( /— я) ( t— n — l )

2  I  ( 2 я +  1)1 ( 2 я + 1 ) !
. . .  \ P - ( n - m  (t —  n ) ( t - » / 2)

( 2 л  +  1)1

муносабатлардан фойдалаисак, у долда Бессел ф ормуласи  досил 
булади:

в 2п(хо +  th) =  Vf4i + n ,[ t  -  4~) +  t*/v, +
, , f 2n - l  ^ 2 - 1 )  ■ . ■ [Р  —  (я —  2)2] я +  1) / , _____ п  ,

^  (2л —  1)1 - I  2 /
, Ц Р -  1) . . ■ [ < » - ( я - 1 У > ]  ( * - -,я)

(2л)!

Бу формула, умуман айтганда, интерполяцион формула эмас, чунки 
у мос равишда

x —rii • • • I х п ВЗ Х —{п—1), • • • I ^-n+l
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тугунларга эга булган иккита интерполяцион купдадларнинг урта 
арифметигидир. Яъни у факат 2я та . . . , х п тугунларда
,/(х) билан уетма-уст тушади, лекин бу формулада функциянинг 
Х - п ва x n+i нукталардаги кийматлари катнашган. (10.1-1) купдад 
интерполяцион булиши учун, яъни унинг х~п ва х п+{ нукталар- 
да дам /(х) билан устма-уст тушиши учун, унга яна битта дад 
^ушиш керак:

•̂ 2n+i(^o ~Ъ th) =  L 2n+\{x0 -j- th) =»

-  * л .+ д  ( ‘  -  т )  +  f/ ; ,  ^  +  • ■ • +

+ 1)11 ( , - >  +

+  f3n+l f(p - D  •••  U2- ( ^ - l ) 2] y2)
/a (2n + 1)1 ’ V ' '

Бу формула Х - п ,  . . . , x n, x n+i нукталар буйича тузилган Лаг
ранж интерполяцион купдади билан устма-уст тушганлиги учун 
унинг колдик дади

t2n-{-2 уг(2п+2)/£\
^ n+i(*) -  1 (2/ qr -  D . . . ( Р - П * )  [/ — (я -ь  1)1

булади. Демак, (10.11) формуланинг колдик дади эса
t ( f l -  1) ■■ . [̂  — (/2 — 1)3] (t - n) (t- ч , )

(2л + 1)!
h 2n+2 у (2 п + 2 )^

R 2n--Ax) =  /,2"+! ■” ■■■ ~  /2) +

(2  п +  2)!
t{t2 ~  1) . . . (t2 - f l 2) [ < _ ( « + ! ) ]  (Ю.13)

га тенг. Бессел формуласини оралик уртасида, яъни t =  1/2 да 
Куллаш кулайдир. Бу долда барча ток тартибли айирмаларга эга 
булган дадлар нолга айланади. Бессел формуласида куйидаги 
айирмалар катнашади:

X f f l p p

x _ 2 f -  2

X-1 1 \ f - l f U
x0 т | л /-•/.

1 1 f l

*1 ft A T U A
1 f /о

Xi /a
A ,

f l
A

. Нидоят, кенг кулланиладиган формулаларнинг яна бирини тузамиз. 
Бунинг учун

f  '2k +1 _  у 2k  J 2 k
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мупосабат ёрдамида, Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласи
(10.3) дан тоц тартибли айирмаларни й^котамиз. У  долда Д к айир- 
ма оддидаги коэффициент

t ( j i —  1) . . .  (n  —  k2)

( 2 6 + 1 ) !

га тенг булиб, Д к айирманинг коэффициента эса куйидагига тенг: 

1(1 '~  1) . . . —  (t —  k) t( f i  —  l ) . .  . [п  —  (k —  1)2] ( Р  —

(2k)\ (2k  +  1)! ^
t (P  —  1) . . .  [P —  (k —  1)2] (t —  k) (k +  1 —  t)

=  (2k  + 1 ) !

Охирги ифодада t =  \ — и алмаштирнш бажарамиз:
( l - « ) ( l - « — 1)(1— и + 1) . . .  (1— и — 6 + l ) ( l —  a + k - l ) ( \ —  u — k ) ( k + l — l + u )

( 2 £ + l ) !  ^
И(Ц2 —  1) . . . (И2 _  fe2)

“  (2k  +  1)!

Натижада, куйидаги Э в е р е т т  интерполяцион  ф ормуласи %о- 
сил булади:

e w  к + м )  = и + п ' ~ ^ - +  • • ■ + л ,,,(' 1~ ‘г)„ + ’ +
, и ( и 2 —  1) « (и 2 —  12) . . . ( « 2 —  /г2)

Бу формуланинг колдик >̂ ади х~п, . . . , х п+г тугунлар ёрдамида
тузилган Гаусс формуласининг колдик ^ади билан устма-уст ту- 
шади:

(2п + 2)! t(t2 —  1) . . .  (t2 — п2) \t —  (tl - f -  1 ) ].

Эверетт формуласи одатда жадвални зичлаштиришда кулланилади, 
я'ьни х 0 +  kh тугунларда функция кийматларининг жадвали бе
рилган булса, х 0 +  kh' тугунларда функция кийматлари жадвали-

ftни тузишда фойдаланилади, бу ерда Ь! — -дг ( N —  бутун сон).

11- § .  Т Е Н Г ЦАДАМЛИ ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАРНИ  
ЦУЛЛАШ  УЧУН ТАВСИЯЛАР

Функциянинг жадвалдаги кийматлари одатда такрибий булиб, 
уларнинг лимит абсолют хатолари охирги хона бирлигининг ярми- 
га, биринчи тартибли айирманики охирги хонанинг бир бирлигига, 
иккинчи тартиблисиники охирги хонанинг икки бирлигига, учинчи 
тартиблисиники эса охирги хонанинг турт бирлигига тенг булиши 
мумкин ва ^оказо. Силлик функцияларда одатда тартиби ортган 
сари айирма ка,мая бориб, бирор тартибга етг<..да деярли узгар- 
мас ва ундан кейингилари кичик микдор булиши керак. Лекин,
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функция кийматидаги хато хисоб'ига, айирма нолга айланмасдан 
тартибсиз ишора билан ортиб кетиши хам мумкин. Бундай натижа- 
лар нотугри булиб, улардан фойдаланиш мумкин эмас. Шунинг 
учун хам мунтазам узгарадиган айирмаларнинг энг юкори тарти- 
бини аниклаш керак. Сунгра эса интерполяциялаш учун интер- 
поляиион форму лани куйидагиларга асосланиб танлаш керак. Агар 
функциянинг киймати хисобланиши керак булган х  нинг киймати 
жадвал бошида ёки охирида булса, у холда мос равишда Ныотон- 
нинг биринчи ёки иккинчи формуласини куллаш керак. Агар бу 
киймат жадвалнинг уртасида, масалан, [х,-, Xt+1] ораликда булса 
Хамда X i ва x i+\ тугунларга мос келадиган сатрда барча мунта
зам узгарадиган айирмалар мавжуд булса, у холда дастлабки 
тугун сифатида x t ёки x i+\ ни кабул килиб Стирлинг ёки Бессел 
формуласини куллаш керак. Шуни таъкидлаш керакки, агар |/(< 
^ 0 ,2 5  булса Стирлинг формуласини, 0<;25<С | |̂г^0,75 булган
да эса Бессел формуласини куллаш керак. Бу ерда х  нинг x i ёки
x t+i тугунларнинг кайси бирига якин туришига караб, t =  х■

X • X
ёки t   деб олиш керак. (

Юкорида айтганимиздек, Эверетт формуласи жадвални зичлаш- 
тириш учун фойдаланилади. Биз 9- § да Ньютон формулаларининг 
кулланилишига дойр мисоллар курган эдик.

Шунинг учун хам бу ерда Стирлинг ва Бессел формулаларини 
Кулланишга мисол келтириш билан кифояланамиз.

М и с о л .  29- жадвалда
х

1 с s , n /S (x )  =  —j - —  I — = . d t
/ 2 *  J f/ t

Френел интегралининг киймат лари h =  0,1 кадам билан келтирилган. S(0,612) 
ва S(0,65) топилсин.

29- ж а д в а л
j

X S(x) S'(x) S\x) S°(x) s l(x) S‘(x) S “U )

0 , 3 0 , 0 4 3 4
231

0 , 4 0 , 0 6 6 5
2 5 9

2 8
— 6

0 , 5 0 , 0 9 2 4
281

2 2
— 4

2
—  1

0 , 6 0 , 1 2 0 5
2 9 9

18
— 3

1
2

3

0 , 7 0 , 1 5 0 4
3 1 4

15
— 4

- 1
2

0

0 , 8 0 , 1 8 1 8
3 2 5

11
— 3

1'

0 , 9 0 , 2 1 4 3 8
3 3 3

1 , 0 0 , 2 4 7 6
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Е ч и ш . Жадвалда айирмаларнинг факат маъноли ра^амлари ёзилгат  
Жадвалдан куриниб турибдики, 4- тартибли айирмаларни ноль деб олит  
мумкин, чунки уларнинг энг каттаси 2 -1 0 -1  га тенг булиб, хатоларнинг энг 
каттаси эса 8• 1(3—4 га етиши мумкин эди. Шунинг учун дам айирмаларнинг 
туртинчидан юадри тартиблиларидан (j ойдаланиш маънога эга эмас.
5(0 ,612) ни дисоблаш учун -*0=0.6 ва <=0,12 деб олиб, Стирлинг формула- 
сини куллаймиз:

5(0 ,612) ~  0,1205 +  0,5(0,0281 +  0,0299) 0,12 +  0.0018Х
X  0 , 5 - 0 , 0 1 4 4  +  0 , ' 5 - ( — 0 , 0 0 0 4 —  0 , 0 0 0 3 ) - —  - 0 , 1 2 Х

6

X  ( 0 , 0 1 4 4  —  1)  +  - L - - 0 , 0 0 0 1 - 0 , 0 1 4 4 - ( 0 , 0 1 4 4  —  1)  =  0 , 1 2 4 0 0 .

S (0 ,65) ни дисоблаш учун * = 0 ,6  ва t = 0,5 деб олиб, Бессел формула- 
сини куллаймиз:

5 ( 0 , 6 5 )  ^  0 , 5 ( 0 , 1 2 0 5  - f  0 . 1 5 0 4 )  - f  0 , 5 , 0  0 0 1 8  +  0 , 0 0 1 5 )  X  
X  0 , 5  • 0 , 5  ■ ( 0 , 5  —  1)  =  0 , 1 3 5 2 4 .

12- § .  ИНТЕРПОЛЯЦИОН ЖАРАЁНКИНГ ЯЦИНЛАШИШИ

Интерполяция амалда кулланилганда хар Доим хам колдик 
Хадни ба^олаш мумкин булавермайди. Шунинг учун хам етарлича 
куп тугунлар олинганда интерполяцион купхаднинг интерполя- 
цияланувчи функцияга етарлича яхши якинлашишига ишонч хо- 
сил цилиш амалий интерполя циялашда. катта ахамиятга эга. LUy 
сабабдан хам интерполяцион жараённинг -якинлашиши масаласи 
тугилади.

Фараз цилайлик, бизга элементлари [а, b] да ётувчи чексиз 
учбурчак матрица

Ч 0)
х т  

х\'Р x f )  xf>
•  • • • • •  •

х М  *<"> x f )  . . . *<">

( 12.1)

берилган булсин. [а, Ь\ оралицда аникланган бирор Д х )  функция 
учун Лагранж интерполяцион купхадининг кетма-кетлиги {Ln(x ) } 
берилган булиб, L„(x) ни куришда (12 .1) матрицанинг п- сатрида- 
ги барча элементлар цатнашсин. Агар ихтиёрий х  £ [а, Ь\ уяун

lim Ln{x) = f ( x )

тенглик бажаралса, интерполяцион жараён якинлашади  
дейилади. Агар (12.2) тенглик л: га нисбатан те кис бажаралса , 
ж а р аён  текис якинлашади  дейилади.

Шундай савол тугилади: [а, b] оралицда узлуксиз булган 
f ( x )  функция учун интерполяцион жараён якинлашадими? Бу са- 
волга умуман ижобий жавоб бериб булмайди. фабер томонидан 
Куйидаги теорема исбот цилинган: хар кандай (lz '.l) куринишдаги
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тугунлар матрицаси учун шундай узлуксиз Д х )  функция топила- 
дики, унинг учун бу тугунлар буйича курилган Лагранж интер
поляцион купхади [а, Ь\ ораликда бу функцияга текис якинлаш- 
майди. Бундан хам кучлирок натижани [— 1, 1] оралигида тенг 
узокликда жойлашган тугунлар = — 1 , х<'г> =  1) буйича 
f ( x )  «= jx\ функция учун курилган Лагранж интерполяцион куп
хадлари Ln(x) — 1, 0, 1 нукталардан танщари бирорта нуктада 
Хам Д х )  га як.инлашмаслигини С. Н. Бернштейн курсатган эди.

Интерполяцион жараённинг якинлашиши хакидаги жуда куп 
тадк.икотларда хозирги земон математикгсининг энг нозик метод- 
лари кулланилади. Бу йуналишда олинган натижаларни келтириш 
имконига эга эмасмиз. ^озирча f(x)  бутун функция булган хол 
учун бир теоремани келтириш билан чекланамиз.

Т а ъ р и ф . Агар f (x )  функцияни х  нинг барча яекли ций- 
матларида

ОО

А х ) =  2  «*(* — *о)*
fc=0

яцинлашувяи даражали цатор шаклида ифодалаш мумкин 
булса, у х;олда f ( x )  бутун функция дейилади.

Т ео р ем а . Фараз килайлик, Д х )  бутун функция булсин. У  
3{олда элементлари [а, Ь\ ораликда ётувчи (12.1) куринишдаги 
ихтиёрий учбурчак матрица буйича Д х )  учун тузилган Лагранж 
интерполяцион купхадлари Ln(x) [а, Ь\ ораликда Д х )  функцияга 
текис якинлашади.

И сбот. Бутун функция ихтиёрий тартибли хосилага эга бул
гани туфайли, интерполяцион формуланинг колдик хаДи учун куйи
даги бахога эга буламиз:

I R k  (* )  I =  I /  ( * )  -  Ln (х) | <  ^  | со я+1 (х) | .

Б у ерда
П

M n+t =  max | /{п+1) (х) | , CDB+1 (х) =  П  (х  — x t(n)).а<Х<* i_Q
Куриниб турибдики,

К + 1  {х )\ < (Р  — а)п+\
д ем ак,

Агар бу тенгсизлик унг томонининг нолга интилишини курсатсак, 
теорема исбот булади. Биз f { x )  нинг (« +  1) - тартибли хосила- 
сини топиб, бахолаймиз:

оо

/ (п+1)(х) =  2  k { k — \) . . .  {k — п) ak (x — х йy - k~\
k=n+ 1
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f / (n+I)W <  2  k { k - \ )  . . . ( k - n ) \ a h \ \ x - X o \ * - k- ' <
k=n+1

OO

<  2  (n + )̂re+1 1а»+ь i 1 x  ~  x ° i ft_1-
f t= i

Маълумки, x  >  0 булганда 

булади, бундан

Ш Г Ч > + ^ Г  < * * - ' ■

Демак,
оо

1 £ £ Ш < I  | . ^ | ( . | * - * . D - .
(Я + i) *-1

Энди Z. ихтиёрий мусбат, лекин муайян сон булсин. Охирги 
тенгсизликнинг иккала томонини L n+i га кунайтирамиз:

оо

'( Г + o S 1 1п+х <  2 1 а »+* \Ьп+Ч е \ х - х й\ У~1-

Агар г  орцали L  ва max (е \х  — х 0\) сонлар нинг энг каттасини
а < х< Ь

белгиласак, у х,олда
оо

' С +  <  -  М г ‘ - (1 2 -2)^ + fe=n+l
Охирги тенгсизлик барча х  6 [я, Ь\ учун уринлидир.
Демак,

М п+г 2  I au \ rk. (12.3)
оо

/ (л )  бутун булганлиги учун, 2  t «а !г * Катор якинлашади ва
k=о

оо

унинг колдик з^ади 2  \ a k \rk билан биргаликда
fc=--n+1

М я+1/.»+1 ( я + 1 ) " я" 1 ^ 0 .  (12.4)

е *  нинг ёйилмаси

. я +^ 1 +  ( г а + 1 )  +  (£+ 1 >?+ • ■ •  +  V + T T - + - "

е  ^  ( « + 1 ) 1
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келиб чицади. Д ем ак,

Мп±.1 [ е { Ь - а ) ] п+К( л +  1 ) л+1

Энди L*= e(b  — a) деб олиб, (12.2) — (12.4) дан керакли лимит 
муносабатга эга буламиз:

Ш у билан теорема исбот булди.
Э с л а т м а .  Теорема шартида /  (х )  нинг бутун функция булиши жуда 

мудимдир. Ха^икатам дам, [— 1, 1] ораливда

функцияни олайлик, Бу функция сонлар уди б^йлаб барча тартибли узлуксиз 
досилаларга эга, лекин бутун эмас. Агар интерполяция тугунларини [— 1,0] 
оралйкда олсак, у долда L n (х) = 0 булиб, у л: нинг деч бир мусбат циймати 
учун /  (х) га интилмайди.

13- § .  КАРРАЛИ ТУГУНЛАР БУЙИЧА ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ.
ЭРМИТ ФОРМУЛАСИ

Бу ерда интерполяцион масаланинг Эрмит томонидан курсатил- 
ган куйидаги умумлашган долини куриб чикамиз.
. Фараз килайлик, [а, Ь] оралйкда интерполяциянинг (от 4- 1) та 

дар хил тугунлари берилган булсин. Ш у оралйкда анщланган 
функцияни олайлик ва х  =  x t (i — 0, от) нукталарда f ( x )  нинг 
дамда унинг кетма-кет досилаларининг кийматлари / ( х t), f  (x t)f 
. . . , (х;) (г =  0, т )  берилган булсин. Бу ерда а0, ai > • • • >
ат  мос равишдаги тугунларнинг карра курсаткичлари  дейилади, 
/  (х) функция дакидаги барча дастлабки маълумотларнинг сонини 
п  +  1 оркали белгилаймиз: ос0 +  Ч  +  • • • +  ат  =  п +  1 • Энди да- 
ражаси (га +  1) дан ортмайдиган

купдадни курайлик. Бу шартлар a t (i =  0, п) номаълумларни тс- 
пиш учун («4-1) та чизикли тенгламалар системасини берадн. Бу 
Система ечимининг мавжудлиги ва ягоналигини курсатиш учун

бир жинсли системанинг факат тривал ечимга эга эканлигини кур
сатиш кифоядир. (13.3) система шуни курсатадики х 0 , х х , . . .  ,

е  Ч*2, агар х  >  0 булса,' 
0 , агар х  <  0 булса

М г)( ^ ) = / <0(^) (£ =  0,от; / =  0, ай - 1 )  (13.1)
шартларни каноатлантирувчи

И п(х) =  а0х п +  ах х п~г 4- . . .  4 - ап (13.2)

H n ) (xk) =  0 (А =  0,от; / =  0, — 1) (13.3)
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х т  тугунлар Н п(х) купдад учун мое равишда а0, at , . . .  , ат  
лардан кичик булмаган тартибли каррали илДизлардир. Демак, И п (х) 
купдад илдизларининг карра курсаткичлари йигиндиси а0 - f  -а, +  
+  . . . +  ат  = ге+ 1 га тенг ёки ундан каттадир. Даражаси « дан 
ортмайдиган ва илдизлар карра курсатгичлари йи« индиси п дан катта 
булган Н п (х) купдад факат айнан нолга тенг булиши керак. Бун- 
дан зса унинг барча а ь ко-ффициентларининг нолга тенглиги ва 
бир жинсли системанинг фацат тривиал ечимга эгалиги келиб чи- 
Кади.

Шундай килиб, (13.3) даги / (!> (хА) кийматларнинг кандай були- 
шидан цатъи назар, куйилган масала ягона ечимга эга. //,, (х) 
купдаднинг х к тугунлар ва / (/> (xk) кийматлар оркали ошкор ку- 
ринишини детерминантлар ёрдамида ифодалаш мумкин. Лекин бундай 
ифоданинг тузилиши жуда. мураккабдир. Шунинг учун бу ерда дам 
Лагранж интерполяцион купдадини тузгандек, бопщачайул тутамиз. 
Бунинг учун фундаментал купдадлар деб аталувчи я-даражали 
Q ij (х) ( i  =  0 , 111', j  — 0, аг — 1) купдадларни, яъни

Q ij(x k) =  Q'ij{xk) =  . . . =  Я ц к~1) (xk) =  0, k i ,  (13.4)

Qu (x t) =  Qt, (x,) = = . . . =  Q l r l) (x t) =  Q\j+l) (x ,) =

_  =  =  °> ( 13-5) 
QiP (Xj) =  1 (i =  0, m\ j  =  0, at — 1)

шартларни цаноатлантирувчи купдадларни тузамиз. У  долда изла- 
наётган купдадни куйидагича ёзиш мумкин:

т

г—О f=Q

(13.4) тенгликлардан курамизки, Q*y-(x) купдад х 0, x i t  . . .  , х г_ , , 
х г+1 , . . .  , х т  нукталарда мос равишда а0, а4, . . .  , аг-1 , аг+| , 
. . .  , ат  каррали нолларга эга булиб, (13.5) тенгликларга асосан 
x t нуцтада j  каррали нолга эга.
Демак,

QtJ (х) =  (х -  х 0У° (х ~  я*)"1 . . .  (х  — *,_!)“*-» (х  -  х ,)7 X
X  (х  -  x i+1p + i . . . ( x — x m)an q tJ(x). (13.7)

бу ерда q i j (x )  х  — x t нуктада нолга айланмайдиган п — (а0 +  . . .  +  
+  «г_ 1  + У  +  « г + г +  • • •  + а т ) = а г — У — 1 - даражали купдад- 
дир. куйидаги белгилашни киритайлик

Q (х) =  (х — х 0)а“ . . .  (х — х тУ т  . (13.8)

У  долда (13.7) — (13.8) дан ушбу

03-9 )
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формулага эга буламиз. qtj(x )  ни анщлаш учун (13.5) шартларга 
мурожаат киламиз. Булардан Q a(x )  нинг x t нукта атрофидаги 
Тейлор ёйилмаси куйидаги куринишга эга эканлиги келиб чикади:

Qi i { x ) = j { x  — x l) !+ a {i ij ) {x —  x l)i+l +  . . .  +  а\]~п (х  -  x t)n =, 

^ ( x - x ty l̂ +  bl}) ( x - x i) +  . . .  + Ь % -п ( х - х у - ^ .  (13.10) 

Бу ва (13.9) дан qtj{x ) купдад учун куйидаги

я и (*) -  ~ $ й х$ г  +  Сijf>{х ~  X i P 4  +  ••• (13Л1)
ифодага зга буламиз.

/ J£t\ аI
Ушбу -■•у! qJx )~ Рационал функция x t нукта атрофида регуляр.

булганлиги учун х  — x t нинг даражалари буйича Тейлор каторига 
ёйилади. Иккинчи томондан qtj{x) даражаси аг — j —  1 га тенг

1 (х  *“ • J t ’)  îбулган купдад булганлиги учун у ^  ̂ у функциянинг Тейлор
каторига ёйилмасининг даражаси a.t — j — \ дан ортмайдиган ){ад- 
ларининг йигиндисига тенгдир:

k—Q х—xi
Аксинча, qt j {x) нинг шундай танланиши Qi; (x) учун г(13.10) 

ёйилмани ва, демак, (13.4) — (13.5) шартларнинг бажарилишини 
таъминлайди. (13.12) ни (13.9) га куйиб,

п  ; \ У  (Х - Х \ь
Q ij(x )  — ц ( х _ х )а / 2^41. "j \ ( x — x t ) * t4  

ни ^осил киламиз ва нихоят, (13.6) дан
т а /“ 1

" . ( * ) = 2  2  л -  2  s / ' " w1=0 /=0 fc=0
(x  — x j f i 

Q (x )
W Q (х)

_Х=Х{ ( x - x ^ r i - 1
(13.13)

Эрмит формуласини ^осил киламиз. Бу формуланинг хусусий цоли 
сифатида Лагранж интерполяцион купдади дамда купдад учун Тей
лор формуласини чикариш мумкин (бобнинг охиридаги машкларга 
каранг.) ^озир Эрмит формуласининг бошка бир хусусий ролики 
куриб чикайлик. Барча аг лар 2 га тенг булсин, яъни шундай п- 
даражали купдадни топиш керакки, у

^ ( О  = / ' ( % ) ( о*1’ ••••"*)
шартларни каноатлантирсин. Б у шартларнинг геометрик маъноси 
куйидагидан иборат: интерполяцион эгри чизиц берилган у  =  / ( х )
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эгри чизик билан интерполяция тугунларида умумий уринмаларга 
эга. Бу долда (13.13) куйидаги куринишга эга булади:

# „ ( * ) = 2  (л** )
( x — XiY

й{х) х =  xt 
Q{x)

a w  ,
{X —  Xi)Z f

 ̂ (-А?) -1Л-Л£ -
Одатдагидек

Шт+ 1 ( X ) =  (•* -  * 0) ( *  -  * l )  • • • (X  —  X m)

белгилаш киритсак, у долда
' .2 /..ч (* — xt)2 _  (х — *г) I 2

(13.14)

(х) —- (J)m+1 (х), й (х) *m+i (-*•) j
га эга буламиз. Энди (13.14) даги коэффициентларни топамизг

1' (X — X;)2 
Q  ( X )

=  lim л: — л:/
ЛГ—Xj L “m+1 С*/) J со'2 (Х()

ГJ x - x £
I 8 W

е= ИШ
X=xt х->Х[ dx

(•* — Xj)
т +1 W

JC — X; 1 ®т +1 (л:) •£;)' (̂ )
■ lim 2 Г р-Л
x-*xt ( . “ m + lW  ] m+

lim

iW
1 (•*) — (*— “m+1 w

®m+l W “ m il (*i)»m+1 (*i)
Охирги лимитни топиш учун Лопиталь коидасини кулладик. Бу- 
ларни дисобга олганда (13.14) формула куйидаги куринишга эга 
булади:

“ m+i (х)
Н п {х) 2  о>2, 1 (xf) (х — Xi)2Ро  "■+! '

е>т+ 1 (Х1)
f ( x t ) {  1 - . . /  , , у Л  ( * - * « ) )  +“ яг+1

(13.15)

М и с о л. К)Гйидаги шартларни каноатлантирадиган бешинчи даражали 
Нь  (■*) купдад товилсин:

Нь (— 1) = — 1, Я6(0) = 0, Нь (1) = 1;
Н '§  ( —  1 )  =  О, Н '5 ( 0 )  == 1 , Н '5 (  1 )  =  0 .

Бу ерда

<°зС*) =  (х  + \ ) х ( х — 1), о>з (х) =  З*2 —  1, ®3 (х) — 6х.
(13.15) ф орму ладан

НЬ(Х):
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хъ(х + \ )Ч  г 6-1 \1 I
+ -----4-|_Ь ( 1 - Т -  ( * - I )  j j  = j ( - x & + xa + 2x).

Энди Эрмит формуласининг колдин; хадини текширамиз.
Теорема. А га р /(х )  функция [а, Ь] ораликда ( я + 1 ) - тар

тибли узлуксиз хосилага эга булса, у холда Эрмит интерполяцион 
формуласининг цолдик хадини

R n ix )  = Л * ) - я л * ) = / ("+,)Ш (1̂  (13.16)

-куринишда ифодалаш мумкин. Бу ерда £ [а, Ь] ораликка тегишли 
нукта булиб, умуман х  нинг функциясидир.

Исбот. х  нинг интерполяция тугунларидан фарк'лй бирор кий-
матини олиб, К  =  q ! деб белгилайлик. У  холда ушбу

v ( z ) = R n( z ) - K Q ( z )  (13.17)
функция х 0 нуктада а0 каррали нолга, х 1 нуктада а.х карралн ва X- к. 
х т  нуктада ат  каррали нолга эга. Бундан тацщари у х  нуктада 
дам нолга айланади. Демак, да (z) функция [а, Ь \ оралигининг т  +  2 
та х 0, x t ,. . . . , х т , х  нукталарида нолга айланиб, бу ноллар 
карраликларининг йириндиси а0 +  ai +  . . .  +  ат  +  1 =  п  +  2 га 
тенг. Шунинг учун хам Ролль теоремасига кура <р' (z) хосила х 0, 
Х г , . . . , х т , х  нукталарни уз ичига олган интервалда мос ра- 
вишда т + 1 та а0 — 1 , at — 1 , . . .  , ат  — 1 каррали илдизларга 
эга, яъни [а, Ь\ ораликда

( ao 1) 4 “ (a i 1) +  • • • ~Ь {а т ~  1) Н-  т  "Ь  1 =  а о  "Ь  a i ""Ь • • • “Н
+  ат  — п +  1

та нолга эга. Худди шу мулохазаларни такрорлаб, иккинчи хосила 
Y '( z )  [a, b\ ораликда камида п  та нолга эга деган хулосага ке- 
ламнз ва хоказо. Нихоят, (п +  1) - тартибли хосила <р(л+1) (г) 
\а , b] ораликда камида битта нуктада нолга айланади. Демак, 
[а, b ] ораликда камида шундай битта \ нукта топиладики,

? (п+1) (£) =  0 (13.18)
булади. Лекин

<?{n+l){ z ) ~ f n+l){ z ) - K { n - \ - \ ) \ ,  (13.19)
чунки Н п (z ) —  даражаси п дан ортмайдиган купхад, демак, 
_Hin+l) (z) =  О ва Q (я) бош хади 1 га тенг булган (п +  1)-дара- 
жали купхад, унинг (п-\- 1) -тартибли хосиласи (я 4-1)! га тенг. 
(13.18) — (13.19) дан

/<"+!)(£)
А  (л+1)1 *

Демак,

^ w - t w 2 w -
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14- § .  ЖАДВАЛ ТУЗИШДА ИНТЕРПОЛЯЦИЯНИ Ц^ЛЛАШ

Ушбу ва кейинги параграфларда интерполяциянинг турли хил 
масалаларга татбикларини куриб чикамиз. Дастлаб куйидаги маса- 
лани карайлик: бирор функциянинг жадвали шундай тузилсинки, 
бу жадвал ёрдамида функцияни п- тартибли интерполяцион купхад 
билан алмаштирилганда йул куйиладиган абсолют хато s дан срт- 
масин. Бундай долда жадвал п- т а р т и б л и  интерполяцияга  е 
х а т о  билан Щ л  цуяда дейилади. Биз бу ерда тенг кадамли 
жадвални караймиз.

Фараз килайлик, / (х )  функция \а, b] ораликда (п +  1) та уз- 
луксиз досилага эга булиб, берилган жадвал L n (x) Лагранж интер
поляцион купдадига ® хато билан йул куйсин. Бунинг учун жад
вал кадами h куйидаги

^и+1 max К  (̂  — 1) . . • — я) | <  s (14.1)
\п + 0<«1

тенгсизликни каноатлантириши керак, бу ерда 
УИл+1 =  max |/<и+1) (х) |.

» х0< х < х п

Одатда, кенг кулланиладиган математик жадваллар шундай тузила- 
дики, улар

/ (*о — L x (х0 +  th) =3 / 0 + / v s t (14.2)
чизицли интерполяцияга  йул куяди. Бу долда (14.1) тёнгсиз-
лик куйидаги

^  h? max | t( t  — 1)| <!s (14.3)
1  0<*<1

куринишни олади. Осонгина ишонч досил килиш мумкинки:
max \t(t —  1)1 =  4--o<«i 4
Демак, h кадам

М 2 ~  <  в (14.4J;

тенгсизликни каноатлантириши керак.
Мисол учун [а, Ъ) =  [2, 3], е =  0,5-10~5, / ( х )  ~  ех булсин. Бу 

ерда М 2 =  ea <z 20,1 булганлиги учун (14.4) дан h <0,001411 
келиб чикади. Хосил булган сон 0,001411 яхлит булмаганлиги 
учун бундай кадам билан ишлаш нок.улай. Шунинг учун дам унга 
нисбатан „яхлитрок." h =  0,001 кадамни олиш мумкин.

Купинча жадвалнинг чизикли интерполяцияга йул куйишлигини- 
талаб килиш шарти анча огир шарт дисобланади, унинг квадратик 
интерполяцияга йул куйилиши талаб килинади. Квадратик интер
поляциянинг энг соддаси учта энг якин нукталар буйича тузилган 
Лагранж интерполяцион купдадидир. Агар х 0 тугун х  га энг якин 
ва х  = х 0 +  t h булса, у долда

/(*0 ^0 =  С*о +  Щ  — fo~rf% t 4" f i   ̂ 2—' *
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Жадвал I 2 (#0 +  th) га йул куйиши учун h кадам
max | / ( ^ _ i ) j < e

6  | / | < 0 , 5  1 4  '  1

ёки

M 8^ < «  (14.5)

тенгсизликни каноатлантириши керак. Агар бу ерда дам \а, b] =* 
=  [2,3], s =  0,5-10“ 5, f ( x ) = - e x деб олсак, у долда h <  0,01585 
булиб, бу ерда h =  0,01 деб олиш мумкин, яъни цадам чизикли 
интерполяциядагига нисбатан 10 марта катта.

Энди функцияни иккинчи тартибли Бессел интерполяцион куп- 
дади билан. алмаштирамиз. Агар л 0< л : < х 1 ва х  ^  х 0-\- th 
булса, у долда x _ t , х 0 , x t , х 2 нуцталар буйича тузилган иккин
чи тартибли Бессел купдади

В 3 (х0 +  th) =, р f j 2 +  A  [t ~  j )  +  V- А  ~ ^  (14-6>

куринишга эга.
Бу ифоданинг колдш< дади (10.13) формулага кура куйидагига 

тенг:

к ,  м  - А  i t ' . - ■><' - ■»+ t -  и  -  2).

Маълумки, f i k =  hzf "  (|). Шунинг учун дам жадвалнинг 5 3(л;0-{- 
+  th) га йул куйиши учун h кадам

тенгсизликни каиоатлантириши керак. куйидагига эса ишонч досил 
килиш кийин эмас:

Я  <' - 1 > ( ‘ -  ? )  | ”  1 5 7 т ' »«<х. I ' -  Ч ( ' “ 2) I -  ш  ■
Демак, h кадам

72/ Т  1 128 
тенгсизликни каиоатлантириши керак.
Бу ерда h кичик булса, биринчи дад бош кием булиб, у (14.5) 
тенгсизликнинг чап томонидан 4,5 / 3  =  7,794 ... марта кичикдир. 
Демак, h кичик булганда (14.7) ни каноатлантирадиган h (14.5)
ни каноатлантирадиган h га нисбатан у  4 ,5 / 3  «  1,98 марта кат- 
тадир. Юкоридаги мисолда (14.5) тенгсизлик

20( w t + w ) < 4 - < 0 - ‘
куринишда булиб, унинг ечими h ^  А0<  0,0315 ... дир. Бу цадам* 
га нисбатан „яхлитроц" h =  0,03 ни оламиз.
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Агар бу цаддм дам катталик к;илса, у долда интерполяцион 
купдаднинг даражасини орттириб ^адамни янада кичикро^ олиш 
мумкин.

Энди экстраполяция, яъни аргументнинг жадвалдаги ций- 
матларидан таш^аридаги ^ийматларида функциянинг кийматини 
топиш масаласига тухталиб утамиз. Экстраполяциялаш, одатда, 
жадвалнинг бир-икки радами ми^ёсида бажарилади. Чунки ар
гументнинг жадвалдаги цийматидан узокрок; ^ийматда экстра- 
поляциялаганда хато ортиб кетади. Жадвал бошида экстрапо
ляциялаш учун Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласи 
цулланиб, жадвал охирида эса иккинчиси щ л л л а н а д и .  Интерпо
ляцион купдаднинг тартиби одатда жадвалнинг амалий узгар
мас айирмаларининг тартибига тенг ^илиб олинади.

Ми с о л. 30- жадвалдан фойдаланиб е1,78 ва е 2,18 топилсин.
30- ж а д в а л

X / = « • * Г f a Р

1 ,8 0 6,0 496
3102

1 ,8 5 6 ,3 5 9 8 ..  ‘ 159
3261 1 8

1 ,9 0 6 ,6 8 5 9 167 1
3428 9

1 ,9 5 7 ,0 2 8 7 176 — 1
3604 8

2 ,0 0 7 ,3851 184 3
3788 11

2 ,0 5 7 ,7 6 7 9 195 — 2
3983 9

2 ,Ю 8 ,1 6 6 2 204
4187

2 ,1 5 8,5849

Е ч и ш .  3 0 -  жадвалда учинчи тартибли айирма амалда Узгармасдир. Шу
нинг учун дам учинчи тартибли интерполяцион формуладан фойдаланамиз. 
Жадвал бошида ва охирида экстраполяциялаш учун формулалар куйи дагича 
ёзилади:

t ( t— 1) t ( t— l)(t — 2)
Ld (x) =  6 , 0 4 9 6  +  0 , 3 1 0 2  t +  0 , 0 1 5 9  — ~ +  0 , 0 0 0 8 — ----------------------   ,

t ( t  —  1) /  +  1) ( /  +  2)
L 3 ( x )  =  8 , 5 8 4 9  +  0 , 4 1 8 7  t  +  0 , 0 2 0 4  -  2| ■ +  0 , 0 0 0 9  4 3 [  ■ .

. 1 , 1 7 8 -  1 ,8 0  „
Биринчи формулага t =  q q ^  =  — 0 , 4  кииматни куисак:

0 4 * 1 4  0 4*1 4 * 2 4
e i , 7 8  ~  6>0496 +  0>3102 ( _  o.4) +  0 , 0 1 5 9  ’ 2 ’ ■ —  0 , 0 0 0 8  - — g p -2-  =  5 , 9 2 9 9 6 .

2 18 — 2 15
Шунга ухшаш t  =  Q —  =  0 ,6  ни иккинчи формулага К^йиб, ушбу

л л I л А С 1 C  ОС

в 2-18 =  8 , 5 8 4 9  +  0 , 4 1 8 7 - 0 , 6  +  0 , 0 2 0 4 -  —  :2 ’ ■ +  0 , 0 0 0 9 .  ■ ’ '  ^  =  8 ,8 3 6 2 9

иатижани топамиз.
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15- § .  ТЕСКАРИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ. СОНЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

Ш у пайтгача у = / ( х )  функциянинг жадвали берилган долда 
аргументнинг берилган киймати я* да функциянинг такрибий кий- 
матини топиш масаласи билан шугулландик. Тескари интерполяция 
масаласи куйидагича куйилади: у_ =  f (x ) функциянинг жадвали 
берилга^ функциянинг берилган у* киймати учун аргументнинг 
шундай х*  кийматини топиш керакки, f ( x * )  =  у * булсин. Фараз 
килайлик, жадвалнинг каралаётган оралигида f ( x )  функция моно
тон ва, демак, бир кийматли тескари функция х  =  <р (у) ( /  (ср (у))=у) 
мавжуд булсин. Бундай долда тескари интерполяция ср (у) функция 
учун одатдаги интерполяцияга келтирилади. Ушбу х*=ср (у*) кий- 
матни топиш учун Лагранж ёки Ньютоннинг тугунлари дар хил 
узокликда жойлашган холдаги формулаларидан фойдаланиш мумкин. 
Масалан, Лагранж интерполяцион формуласи куйидаги

га тенг булади.
. Агар f ( x )  монотон булмаса, юкоридаги формула ярамайди. Бун

дай долда у ёки бу интерполяцион формулани ёзиб, аргументнинг 
маълум кийматларидан фойдаланиб ва функцияни маълум деб ди- 
соблаб, досил булган тенглама у ёки бу метод билан аргументга 
нисбатан ечилади.

1- м и с о л ,  Функциянинг куйидаги кийматлари

X — 1 0 0 ,5 2

У —4 —2 1 4

жадвали берилган. х  аргументнинг шундай киймати топилсинки, у =  0,5 бул
син.

Е ч и ш .  Жадвалдаги кийматларга кура функция монотон, шунинг учун 
з;ам п — 3 деб олиб, (15.1) форму ладан фойдаланамиз:

я

(15.1)

куринишга эга булиб, колдик дади

• ( - 4 +  2) ( - 4 - 1 )  ( - 4  - 4 )  +  .°-5 ( 1 + 4 )  ( 1 + 2 )  ( 1 - 4 )  +  
(У +  4) (у 4  2) (у  +  1)

+  ^( 4  +  4) (4 +  2) (4 — 1) '

( У +  2 )  (У —  1 ) (У —  4 ) „  „  (У  +  4 ) (у  +  2 )  (у  —  4 )

Бу ифодага у =  0,5 ни куйиб, х  — 0,4142 ни х,осил киламиз.
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2- м и с о л. Функциянинг куйидаги цийматлари

X — 2 0 1 2 3

У - 1 2 — 4 — 9 — 12 23

жадвали берилган, л: аргументнинг шундай киймати топилсинки, у  •= 3 бул
син.

Е ч и ш .  Жадвалдан куриниб турибдики, функция монотон эмас. Шунинг 
учун ^ам иккинчи усулни цуллаймиз:

1 2 -
(ж — 0) ( х — 1 ( х — 2) ( х — 3)

2  —  0) (—  2  —  1) (—  2 —  2) (—  2 —  3) 

( х + 2 )  (х — 1) ( х — 2) ( х — 3)  ( х + 2 )  ( х — 0) ( х — 2) ( х — 3)
~  4 ( 0 + 2 )  (0— 1) (0 — 2) (0— 3) ~~ 9  ( 1 + 2 )  (1— 0) (1— 2) (1— 3) '  

( х + 2 ) ( х —  0) ( х — 1) ( х — 3) ( х + 2 )  ( х — 0) ( х — 1) ( х — 2) 4
U  ( 2 + 2 )  ( 2 - 0 )  (2— 1) (2— 3) ( 3 + 2 )  (3— 0) (3— 1) (3 — 2) ~ х ■ 6x2— 4..

Демак, L i ( x )  =  x i — 6л:2 — 4 =  3 тенгламани ечиб, х { 2 =  ±  у Т  ни топамиз.

Энди тескари интерполяциялашда тенг ораликлар учун чика- 
рилган формулаларни куллаш масаласини курайлик. Айтайлик, f ( x )  
монотон булиб, унинг берилган у* к.иймати y 0= f { x 0) ва у̂  =  
= /  (х,) лар орасида жойлашган булсин. Бу з̂ олда Ньютоннинг 
биринчи интерполяцион

f t  &  L n (* о  +  Щ  =  /о  +  A  t  +  *
i t ( t - l )

+ +

+  /n/s
f . ( f - l )  ... \t (n  1)]

nl

формуласидан фойдаланишимиз мумкин. Бу ерда f t маълум булиб* 
t ни топиш талаб килинади. Бунинг учун бу тенгламани ушбу

t-
f t - f o  n t - l )  f i t ( t - l )  ... [ # _ ( « _  i ) i  f nnl

A A
куринишда ёзамиз ва цуйидагича

nl
-■fp (15.2) 
f'u

-(0 *
f t - f o

f i «I
nl,

f \

белгилаш киритиб, (15.2) тенгламани

куринишда ифодалаймиз. Дастлабки яцинлашиш сифатида
4  f t  — /о



ни олиб, итерация методини куллайлик!

=  ( т  =  1,2, . . .). (15.3)
Агар интерполяциянинг барча тугунлари [а, Ь\ да ётса, дамда 
f ( x )  £ С (п+1) [а, Ь\ ва к;адам h етарлича кичик булса, у долда (15.3) 
итерацион жараён яцинлашади:

т  -уоо

Тескари интерполяцияни алгебраик ва трансцендент тенглама- 
ларни ечиш учун дам куллаш мумкин. Буни мисолларда курсата- 
миз.

3- м и с о л. У шбу х 3 — Зх  +  1 =  0 тенгламанинг 0 ва 1 орасидаги илдизи 
топилсин.

Е ч и ш .  у  =  х ъ — Зх  +  1 функция кийматлари жадвалини 0,1 кадам би
лан тузамиз:

31- ж а д в а л

X / Г f f 1

0 1,000
— 299

0,1 0,701
—293

6
6

0 ,2 0 ,408 12
6— 281

0,3 0,127
—263

18
6

0 ,4 — 0,136 24
6— 239

0 ,5 — 0,375 30
6— 209

0 ,6 —0,584 36
— 173 6

0 ,7 — 0,757 42
6— 131

0 ,8 — 0,888 48
6— 83

0 ,9 — 0,971
— 29

54

1 — 1,000

Бу жадвалдан куриниб турибдики, функция 0,3 дан 0,4 га утишда Уз ишора- 
сини узгартирмоада. Шунинг учун дам х 0 =  0,3; у0 =  0,127; у  =  0 каби олиб, 
(15.3) итерацияни куллаш мумкин:

, 0 , 1 2 7  t (t — 1) 0 , 0 2 4  t ( t  — 1)  (t  — 2 )  0 , 0 0 6

— 0 , 2 6 3  2  ' — 0 , 2 6 3  6  ' — 0 , 2 6 3  '

Дастлабки яцинлашиш

0, 127
to — 0,2 6 3  “  0 ,4 8 3
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tt =  0,4729364249; t3 — 0,4729636375;
(3 =  0,47296335308; t4 =  0,4729635333;
tb =  0,4729635333.

Бу ерда ^  ва нинг цийматлари устма-уст тушади. Шунинг учун ^ам х  
сифатида х  =  Хо +  th  =  0,347296355333 ни олиш мумкин.

4- м и с о л .  Ушбу eix  — 4ех —  1 = 0  тенгламанинг илдизи топилсин. 
Е ч и ш .  Бу тенгламани sh х — 2 =  0 шаклида ёзиб олиб, куйидаги жед- 

вални тузамиз:
32- ж а д е & л

б^либ, колган яцинлашишлар куйидагиларга тенг:

X / /‘ Р / а /*

1,1 — 0 , 6 6 4 4

1 ,2 — 0 , 4 9 0 5
1 7 3 9 1 5 0

1 , 3 — 0 , 3 0 1 6 1 8 8 9 1 7 0 20 1
1,4 — 0 ,  0 9 5 7 2 0 5 9 191 21

1

1 ,5 0 , 1 2 9 3 2250 213 22
2

1 ,6 0 , 3 7 5 6 2 4 6 3 2 3 7 24
5

1 ,7 0,6456 2700 266 29

1 ,8 0,9422 2966

Бу жадвалдан курамизки, туртинчи тартибли айирма амалий узгармас булиб, 
илдиз 1 ,4  ва 1 ,5  лар орасидадир. Шунинг учун п =  4, х 0 =  1,4;  >’0 =  — 0,0957; 
у =  0 каби олиб, (15,3) итерацияни куллашимиз мумкин:

0 ,0957  t ( t  —  1) 0 , 0213 t ( t — \ )(t  — 2)
0 ,2 2 5 0 “  2 ' 0 ,2250  ~  6 Х

0 ,0024  t ( t — l ) ( t  — 2 ) ( t  — 3) 0 ,0005  
Х  0 ,2250  24 ' 0 ,2 2 5 0 :

Энди дастлабки якинлашиш сифати t0 — 0,425 ни олсак, колган якинлашиш* 
лар чуйидагиларга тенг:

^ =  0,436128069472; ^  =  0,4362022205039;
t3 =  0,436202662457; t t =  0,436202665278;
t6 =  0,436202665296; te =  0 ,4362  02665296.

Бу ерда tb ва t6 устма-уст тушяпти, демак, х  =  x 0 +  t h — 1,4436202665296.

16- § .  СОНЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ

У мумий м у л о д а за л а р . Куп амалий масалаларда функция до- 
силаларини айрим нукталарда такрибий дисоблашга тугри келади. 
Бу масала сонли дифференциаллаш м асаласи  дейилади. Функ
циянинг аналитик куриниши номаълум булиб унинг айрим нукта- 
лардаги кийматлари маълум булса, масалан, тажрибадан топилган 
булса, у долда унинг досиласи сонли дифференциаллаш йули билан 
топилади. Умуман айтганда, функцияни сонли дифференциаллаш 
масаласи доимо бир кийматли равишда ечилавермайди. Масалан, 
/ ( х )  функциянинг х  =  х 0 нуктадаги досиласини топиш учун h > 0  
ни олиб,

/  (Х 0) »  ( 1 6 . 1 )
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ё ки

еки
(16.2)

(16.3)

каСи олишимиз мумкин. Купинча (16.1) унг %оси,ла, (16.2) чаи 
^осила  ва (16.3) марказий косила  дейилади.

Сонли дифференпиаллаш усуллари одатда интерполяцион фор- 
мулаларга асосланган. Фараз килайлик, [а,Ь] ораликда (« + 1 ) -  
тартибгача ^осилалари узлуксиз булган f ( x )  функция берилган 
булсин. Уни

f ( x )  =  L n (x) +  R n(x) (16.4)
куринишда тасвирлаймиз. Бу ерда L n (x) х 0, x t . . . , х п тугун
лар буйича тузилган кандайдир интерполяцион купхад булиб, унинг 
цолдащ хади куйидагига тенг;

/£\
(х) — — j—jyj—o)rt+1 (х) (££ < £ < £ ) ,  (16.5)

ffl» + iW  =  ( ^ - ^ 0) ( ^ ^ )  ( х - х п). (16.6)
Одатда (16.4) тенгликни дифференциаллаб, такрибий равишда

f  (х) л; L n (х ), f "  (х) та L n (х ), . . .  , f '  ^\x) та L ^  (x) (16.7)

деб олинади. Бу такрибий тенгликларнинг абсолют хатолари мос 
равишда

Ra(x), R"n (X), . . . , Я {ПП)(Х)

ифодаларнинг абсолют кийматларига тенг булади. Лекин абсолют 
хатони амалда хар доим хам аниклаш енгил иш эмас. ^акикатан 
Хам, (16.5) дан

d R r (x )  / ( п + 1 ) ( £ ) ^ м  (:r)  | » , + 1 М  rf/<n + 1 > (S )  ( 1 6  8 )
d x  (п +  1) ! d x  nHri \х ) +  ( Я +  1)! d x  V • /

га эга буламиз. Бу тенгликда £ нинг л; га цандай тарзда боглик- 
лигини билмаганлигимиз учун, иккинчи хадни бахолай олмаймиз. 
Бизга факат шу нарса маълумки, интерполяция нукталарида иккин
чи хад нолга тенг.

Шундай килиб,

f ( x ) ^ L n (x)

нинг абсолют хатосини факат интерполяция тугунидагина аниклай 
оламиз:

d  R n (х)  
d x

f(n +1) /еч ,
■%ГП)ГШя+1(^)- (16-9)



(16.10)

Юкори тартибли досилалар цолдик дадларининг куриниши анча 
мураккабдир. Масалан, иккинчи тартибли

d*f(x) ^ d * L n (x) 
dx 2 ~  dx‘

досиланинг колдик дади куйидаги куринишга эга:
«Р/?„(•*) du»п+1(х) /<п+1>(?) , 0d»„+1 (jc) / (л+2) (£i) ,

dx* ~~ dx2 ‘ (п+1)! dx (« + 2)! ~r

+  2 <o„+1 ( x ) ^ | f . (16.11)

Бунинг исботини, масалан, [4] дан караш мумкин. Бу формулада
Е, ва £2 лар, х 0, x t  х п нукталарни уз ичига оладиган
энг кичик ораликнинг кандайдир нукталаридир. Агар х  нукта х 0,
x t  х п тугунларнинг бирортаси билан устма-уст тушса, у
долда (16.11) нинг унг томони соддалашади ва охирги дад нолга 
айланади.

Куйидаги теоремани келтирамиз.
Теорема. Фараз килайлик, х  нукта х й, x t , . . .  , х п тугунларни 

уз ичига оладиган энг кичик [а, (3] ораликнинг ташкарисида ётсин. 
Агар / ( х )  функция интерполяция тугунлари ва л: нуктани уз ичига 
оладиган энг кичик [а, Ь] ораликда (« +  0 ■ тартибли узлуксиз 
досилаларга эга булса, у долда шундай £ ( а < £ <  Ь) нукта мав
жудки, ихтиёрий k (1 < £ < я )  учун

* ? > ( * ) -  ( 16Л2>
тенглик уринлидир.

Исбот. Ёрдамчи
9 (г) =  * „(* )“  * 4 + 1 (г) (16.13)

функция оламиз, бу ерда К  узгармас булиб, уни кейинрок аииц- 
лаймиз. 9 (г) функция [а, Ь\ ораликда (я +  1)- тартибли узлуксиз 
досилага эга ва х 0 , х х, . . . , х п тугунларда нолга айланади, 
шунинг учун дам Ролль теоремасига кура: (а, р) ораликда ф'(г ) 
камида п та дар хил илдизларга, ср" (г) камида п —  1 та ва доказо, 
<?{к) (г) эса камида « +  1 —  k та дар хил илдизларга эгадир. Энди 
доимий К  ни шундай танлаймизки, z  =  x  да (х) =  0, яъни

<Р(*> (х) =  /?<*> (х) -  K ^ n li (X) =  0 (16.14)

булсин. К  ни шундай танлашга даклимиз, чунки <4!+i (z) пинг бар
ча п  -j- 1 —  k  та илдизлари (a, 8) ораликда, х  эса (а, Р) дан ташка- 
рида ётади ва демак, Wn+i(x) ф  0. (16.14) дан К  ни топамиз:

г. / ,с
^  =  '~Ш 777Г • ( 16Л5)шя+1

К  нинг бу кийматида ср1 (г) досила [а, b] ораликда камида 
п  +  2 — k та'турли илдизларга эга. Ролль теоремасига кура [а, Ь\
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ичида ср(*+1> (гг) камида я +  1 —  k  та, <p(ft+2) (z) камида n — k та ва 
доказо, <р(л+1) (z) эса [а, Ь) да камида битта £ илдизга эга: <р(”+1>(£) =  
=  0, яъни

? (n+1) © =  f {n+X) (& ) - (*  +  1)! К  =  0.
Бундан эса

v  /(я + 1)(6)
(п + 1)! •

К  нинг бу кийматини (16.15) билан солиштирсак, теореманинг 
тасдиги келиб чицади.

Лагранж интерполяцион купдади ёрдамида сонли диффе- 
ренциаллаш. Юцоридаги (16.4) тенгликдаги L n (x) сифатида Лаг
ранж интерполяцион купдадини олайлик:

» f /х \ п
L n (х) — 2  а)' (х) ^  (x ~ x j), (16.16)

к=0  п +  1 '  '  / = 0 ,  /фк

бу ерда

“« + 1 (^) =  ^ “>«+i
(16.16) тенгликдан

d l n {x)  I у  f  (x k) d_ A  I
d x  \ x = x t t o ( X k )  d x  '  \ x = x' 1 A-0 "+1 v Rf /==0, 1 i

=  2 "ш;+(Х ) 2 П  (* , -* ,) •  (16.17)
* = 0  « + 1  v « '  ;-=o  ;= o

/#& l=£k, 1Ф]

Охирги тенгликда фацат иккита долда, яъни k =  i  ва j  =  i  бул- 
гандагина

П
П  (х, -  x t)
1=0

купайтма нолдан фарклидир. Шунинг учун дам,

* ± й Щ  —  f ( * i )  у  ___ !___ П  ( х  ^
d x  х= х. ш' (У, ) X i — X ,  1 1  yX i ~ X l ) - rI wn + l\xU j=0, j^t 1 J 1=0.1Ф1

+ 2  <*,-*,>
k= 0. кф1 " + 1  ̂ h’  1 k 1=0, l+ i

Демак,

c, a s f i x i ) %  Т ^ Л ^ п + \ ( х 1 ) ^ — П  k)
d  L n (-У) 

d x 1 ^ xi - x k)<°n+l(x k) •

( 16. 18)
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. Агар x t =  x Q +  ih  булса, (x t) =  (— 1)" 1 i\ (n —  i)\ hn булган
лиги учун, f i — f ( X i)  Деб олиб, цуйидагига эга буламиз:

d  L n (.у)
dx

/г V  1 | (~1)г V  l '>k c n f
■=*1 h P>l - - f i - k  Ik

(16.19)
j=f*i k^ i

Колдик зад эса (16.9) формулага кура

d  R n (х )  
d x

\П—1(— Jn+1)+ _ < 1 6 ' 2 0 >

Энди (1 6 .1 9 )  — (1 6 .2 0 )  формулалар ёрдамида п нинг турли ц т -  
матларида косила учун формулалар чицарамиз. 

п =  2 (тугунлар учта) булганда:

/ '  (*„) =  ш  ( -  3 >̂ +  -  Л ) +  Т  Г " ®  •

/ , (^) =  27г (/2- / о ) - | / //(?). 

/  (Х3) =  ^(/о -  4 / , +  3 / 2) +  | r  (5).

/г =  3 (тугунлар туртта) булганда:

Г  ( *„ )  =  р  ( -  11 /о +  1 8 Л -  9/2+ 2 / 3) -  ^  / IV (£),

/ '  (*i) =  2/о — З/ i  +  6/2 — / 3) +  У2 / IV

f ' ( X 2) —  gfy(fo 6 / t +  З /2 +  2/ з) jr>/ (I ) .

f '  (*») =  M  (“  2/o +  9 / l   18/2 +  11 / 3) +  t / IV ©•

« =  4 (тугунлар бешта) булганда:

f  (*o) =  m  ( -  25/о +  48/ t -  36 /2 +  I6/3 -  3 / 4) +  y / v (g),

/  (*i) =  m  ( -  3/<> -  10/ i  +  is / ,  -  6/3 + / ,)  -  ro / v (9.

Г  (X 2)  =  4  ( / 0  -  8 /  +  8 / 3  - / 4) +  g / V (? ),

f  (*з) = Ш  ( - / 0  +  6/i -  18/s +  1°/з +  З/з) -

/ '  (*4) =  Щ  (3/o -  16/, +  36/ 2 - 4 8 /3 +  25/*) +  | / v (g).

Агар бу формулаларга эътибор берилса, п жуфт булганда урта 
нукталардаги досилалар ифодаларининг нисбатан содда эканликла- 
рини ку]:и:л мумкин. Lily билан бирга цолдиц дадлардаги косила 
олдидаги коэффициентлари зам кичикдир. Шунинг учун зам амал-
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да, мумкин цадар шу формулаларни куллашга даракат килиш керак. 
Энди (16.10) — (16.11) дан га =  2 да иккинчи досилалар учун 
куйидаги ифодаларни чикарамиз:

Бу ерда дам урта нукталарда досиланинг хатоси энг кичик булади.
Ньютон формуласи ёрдамида сонли дифференциаллаш. 

Интерполяция тугунлари тенг узокликда жойлашган булса, у дол
да сонли дифференциаллашда Ньютон, Бессел, Стирлинг, Эверетт 
формулаларидан фойдаланиш мумкин.

Ньютон биринчи интерполяцион формуласидан фойдаланайлик:

Бу купдад дадларини группалаб, уни t нинг даражаси буйича ёзиб 
чикамиз:

Бу ерда кавс ичида факат бешинчи тартиблигача чекли айирмалар 
катнашадиганларигина ёзилди, амалиётда шу етарли булади. И к 
кинчи томондан P(t) ни Тейлор формуласи буйича ифодаласак:

П х 0) ~ ± < / 0- 2 А  + f 3) - h f " & )  + ? / IV(i2),

г  (*i) = 4  - 2 л  +  /»> -  S / IV о .

Г  (* » )  -  р  (/о -  2 Л  +  / , ) ' +  h f "  ( У  -  f / IV & ) .

L n ( x )  =  L n ( x 0  +  t h )  =  P ( t )  =  Л  - f  t f } k  +  ~ f t  +

H--------------- -jjj------------- J  •

+

(16.21)

P{t) =  P(0)+  P '(0 )t +  ~ 1> +  . . . +  t*. (16.22)

Энди (16.22) ни (16.21) билан таккосласак:

Сунгра k  я= 1 , 2 , . . . , п учун
d kP (t)  _1_ р(к)( 0)



ни дисобга олган долда х 0 нуктада сонли дифференциаллаш учун 
Куйидаги формулаларга эга буламиз:

f'(xо) “  ( / ■ / . --------2  $  А  4 /2 +  - g - A  —  • • • ) .

/ " ( * 0 )  ^  ftii ( / l  ~  A  +  ~Y1^  —  ~6 + • • • ) >

Г ( * о ) = - р ( А - | / * + - т А -  •

Аницмас коэффициентлар методи. Агар тугунлар ихтиё- 
рий равишда жойлашган булса, Лагранж купдадидан фойдаланмас- 
дан, амалда анча кулай булган аникмас коэффициентлар методи
дан фойдаланиш мумкин. Фараз килайлик, Дх) нинг досилалари 
Д к){х^ ни х г (г =  0, я) нукталарда / 0, f u . . . , f„ лар оркали 
ифодалаш керак булсин. Бунинг учун изланаётган формулани

П
/ < ^ )  =  2 > / / + я ( / )

1=0
шаклда ёзамиз ва С{ ларни шундай танлаймизки, у я-даражали 
куп^ад учун аник формулага айлансин, яъни
Д х )  =  1, f(x ) =  x  — X i , Д х) =  (х  — X i ) \  . . . , Д х )  =  (х -  x ty

булганда /?(/) =  О булсин. Бу шартлар бизга ct (г — 0, я) ларга 
нисбатан я +  1 та чизикли алгебраик тенгламалар системасини бе- 
ради.

М и с о л. f ' ( x 2) ни f ( x )  нинг х 0, х 0 +  ft, * 0  +  2/z, х 0 +  3ft, лг0 +  4Л нуи- 
талардаги / 0, / ь / 2, / 3, / 4 кийматлари оркали ифодалаймиз.

Е ч и ш .  Бунинг учун

f ' ( X 2)  —  Со /о  +  C j / i  +  c 2f 2 +  с / 3 +  с 4/ 4

тенгликка кетма-кет /(л :) =  1, f ( x )  =  х  — Хц, f ( x )  =  ( х  — х 2)2, f ( x ) =  (х  —  
— х ъ)ъ , f(x) =  ( х  — х 2)4 ларни к^ямиз:

с о +  С1 +  с 2 +  с 3 +  с 4 =  О,
— 2ftc0 — hey +  ftc3 +  2ftc4 =  I,
4 ft2c0 +  ft2ct +  ft2c3 +  4ft2c4 =  0,
—  8 ft2c0 —• ft3Ci +  ft3c3 +  8ft3c4 =  0 ,
16ft4c0 +  h*Ci +  A4c3 +  16ft4c4 =  0.

Соддалаштирсак,

(1) c0 +  Cl +  c2 +  c3 -f- c4 =  0,

(2) — 2c0 — Ci +  c3 +  2c4 =

(3) 4c0 +  Cj +  c3 +  4e4 =  0,
(4) — 8c0 —  Cj +  c3 +  8c4 =  0,
( 5 ) 1 6 c 0 +  C i  -j - c 3 +  1 6 c 4 == 0

хосил булади.
Бу системани ечиш учун (3) тенгламани (5) тенгламадан айирамиз, унда 

с* =  — с0 га эга буламиз, кейин с4 =  - -  с0 ни (3 ) га ц^йиб, с3 =  — Cj ни топа-
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миз. Буларни (1) ва (4) ларга к^йиб, с2 =  0 ва с3 =  8с4 ларни аниклаймиз. 
Ни^оят, буларни иккинчи тенгламага куйиб,

1 8
«4- со — 12 h’ С3 = — С1 — 12/г

ларии топамиз. Нщоят

/ ' ( * а )  “  щ  ( / о  -  8 / i  +  8 / 2 - Л )

келиб чикади. Бу эса Лагранж формуласи ёрдамида аввал топилган ифода би
лан колдик вддсиз устма-уст тушади.

М А Ш  Ц Л А Р

n X — X]
1. Агар Qtn(x )  =  П  —— булса, у х,олда куйидаги айниятларни

/=о, i+ i xi ~  х )
исботланг:

а) Qon(x) +  Qin(x ) +  • • . +  Qnn(x) — 1,
б )  Xq Qon(x ) +  ■XiQlnfa)  +  . • •  +  x^Qnn(x)  =  x n,

П
B) ^ ( x i — x )kQin(x ) =  0, k  =  1, 2, . . .  , n,

1=0

2. Айниятни исботланг:

n X — Xi , ™ x  — x h ,
I I   L  = 1 +  У  П  t i .

/ = 0, ^  -  XS ~ x fe= i  -«o -

3. Куйидагини исботланг:

/ n i - l  1 r m+i _ (и  +  л ~  2)1,
m m+ " ( n — l)!ffil ’

i= 0
КУрсатма. Ушбу

f ( x )  =  —_ (m — x )(m  — 1 — x ). . . (2 — x) 
ml

функцияга Лагранж формуласини куллаб, х 0 — 0, h  =  1, х  =  т  +  п деб олиш 
керак.

4. Лагранж интерполяцион купдадидан 4°йдаланиб, куйидаги форму ла- 
ларни келтириб чикаринг:

“> 2 с "  с ‘  -  <" > »>•k=0

п k
б )  2  ( —  О ” - *  Г С т  Сп =  — ■■■ >  ” )•4 ' т  — k т  п щ — /г/г— О
5. Фараз килайлик, Р(х) =  а0хл +  +  . . .  +  а п ва S0 =  0, S

m-1

2 Р {у) булсин..
v=0
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S m =  т Р{0) +  С^ДР(О) +  . . .  +  С^+1Д”Р(0)

теигликни к^рсатинг.
( Э с л а т м а .  An+1S m =  h nP(m )  =  йоп\ тенгликдан фойдаланинг.)
6. Олдинги масаладаги формуладан фойдаланиб,

Куйидаги

т—1 т—1 т—1

2 -. 2 ' 1- 2 "
V=0 v = 0  4=0

йипждплар учун формулалар чикаринг.
7. Ихтиёрий 2п +  2 та х 0, х и  . . . , х п  ва с0, с,, . . . , сп сонлар берил

ган булсин. Даражаси п  дан ортмайдиган ва куйидаги

Р {х 0) — со> Р  (x i) =  ci>••• г \x tt) =  сп

шартларни каноатлантирувчи ягона купдад куриш мумкинлигини исботлаиг 
ва Р ( х )  купдаднинг ошкор куринишини аникланг.

8. Ушбу Aarctg.* =  arctg   ---------------тенгликдан фойдаланиб,
1 +  х  +  х 2

1 я
a rc tg '---------------  =  —s 1 + п + „а 2 

п =  0

тенгликни исботланг.
9. Лагранж интерполяцион формуласидан фойдаланиб, иккинчи досила 

учун куйидаги 5 нуктали

/ ' W  =  ^  ( -  2/о +  32Л -  6 0 /2 +  32 /3 -  2Л) +  -  /V I ©

формулани келтириб чикаринг.
10. Бессел формуласидан фойдаланиб, куйидаги сонли дифференциаллаш 

формулаларини келтириб чикаринг:

1 , 1 , (2!)2 ч 
f'(xо) =  -  (,x/J -  -  / 03 +  ■ • •),

/ " ( * о ) =  +  - - •).

1 о 3!(12 +  22) .
/"'(*о) = ~  (!* /о -  -  5, I’-fl + •••)•

11. Олдинги машкдаги формулани аникмас коэффициентлар методи би
лан толинг.

12. Стирлинг формуласидан фойдаланиб, сонли дифференциаллаш учуй 
куйидаги формулаларни чикаринг:

п * о) = * f \  + r 2 <  +  ^  <  + •••).

/"( о̂) -  К  -  ̂  /  V, -  ~  v A  +■••).
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€ - Б О Б .  ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ЯЦИНЛАШИШИ

1- § .  МАСАЛАНИНГ ЦУЙИЛИШИ

Фараз килайлик, ф0(лг)> <Pi(*)> • • • ,Фт(х ) етарлича силлик ва 
дисоблаш учун кулай булган чизикли эркли функциялар система- 
си булсин. Б у функциялардан тузилган

р т (х) =  с0<р0(х) +  ^фДх) +  . . .  +  ст <рт (х) (1 .1)
чизикли комбинация (с0, си . . .  , ст  —  доимий сонлар) умумлаш- 
ган купхад дейилади. Олдинги бобда, берилган Д х )  функцияни 
антерполяциялаш йули билан Р т (х) оркали такрибий равишда ал- 
маштириш масаласини курган эдик. Аммо шуни дам таъкидлаб 
утиш лозимки, катор масалаларда функциянинг бундай такрибий 
тасвирланиши максадга мувофик булавермайди. Биринчидан, ту
гунлар сони куп булса, у холда интерполяцион купхадларнинг 
^ам даражаси ортиб боради, лекин бу якинлашишнинг сифати, 
дар доим хам яхши булмаслиги мумкин. Иккинчидан, f(x )  функ- 
щиянинг тугун нукталардаги киймати бирор тажрибадан аниклан- 
ган булиши хам мумкин, у холда табиий равишда бу кийматлар 
тажриба хатосига эга булиб, у интерполяцион купхадга хам таъ- 
•сир килади ва шу билан функциянинг хаки^ий холатини хам бу- 
зиб курсатади.

Кандайдир маънода бу камчиликлардан холи булган урта ква
дратик якиялашувчи купхадларни тузиш билан шугулланиш мак- 
«адга мувофикдир. Шундай килиб, биз функциялар учун урта 
асвадратик. маънода якинлашиш масаласи куйилишининг максадга 
шувофик эканлигига ишонч хосил килдик. Бу масала куйидагидан 
шборатдир: [а, Ь] ораликда аникланган f ( x )  функция учун (1 .1) 
журинишдаги якинлашувчи шундай Р т (х) купхад топилсинки, 

ь
\ [ Д х ) - Р т {х )]Ч х  (1.2)
а

афода мумкин каДар энг кичик кийматни кабул килсин.
Агар (1.2) интеграл кичик киймат кабул килса, бу шуни бил- 

дирадики, [а, b] ораликнинг куп кисмида Д х )  ва Р т (х) бир-бирига
якин. Шунга карамасдан айрим 
нукталар атрофида ёки бу ора
ликнинг баъзи кичик кисмларида 
Д х )  —  Р т (х) айирма нисбатан етар
лича катта булиши хам мумкин 
(18- чизма).

Куйидаги

b =  } f h a \ [ f { * ) - P A x )\2d x
а

18-чизма, ( 1 . 3 )



мщдор Р т {х) нинг f(x ) дан У р та  квад р гти к  ofuuiu дейилад» 
ва f{x) ни Р т (х) билан якинлашишда у рта квадратик маънодаги 
хатони билдиради.

Агар f ix )  ни урта квадратик маънода Р т (х) билан якинлашти- 
ришда цандайдир сабабга кура царалаётган оралщнинг бирор кис~ 
мида унинг бошца цисмига нисбатан аникрок якинлаштириш керак 
булса, у долда купинча куйидагича иш тутилади: вазн деб ата- 
лувчи махсус равишда танлаб олингаи манфий булмаган р(х) функ
ция олиниб, (1 .2) урнига ушбу 

ь

J Р {x )\f(x )— P m(x ) ] 4 x
а

интегралнинг энг кичик киймат кабул килиши талаб килинади. 
Бу ерда р(х) шундай танланган булиши керакки, агар орали к нинг 
бирор л: нуктаси атрофига якинлашиш аниклиги бошка нукталар- 
га нисбатан яхширок булиши талаб килинса, р(х) шу нукта .ат
рофида каттарок кийматга эга булиши керак. Масалан, [ — 1, 1| 
оралщда Д х )  функцияни P mix) функция билан якинлаштириш да 
якинлаштириш аниклигининг оралщнинг четки нукталари х  =  ± 1
атрофида юкори булишини истасак, р(х) =  Деб олиш мум
кин.

Агар Д х ) функциянинг аналитик куриниши урнига, унинг фа~- 
к;ат ( п + 1 ) та х 0, х и . . .  , х п нукталардаги кийматларигина маъ-> 
лум булса, у золда (1 .2) интеграл урнига ушбу

П
2 [ д ^ ) - ^ ( * л ]2 (i-4>
/=о

йигиндининг мумкин кадар кичик киймат кабул килишлиги талаб» 
Килинади. Бу золда

K ~ V ‘ш  , | 0№ , ) -  P U x , ) i '

микдор У р та  к в а д р г т ш  ofuiu дейилади. Урта квадратик якин™- 
лаштириш уеули энг кичик квадратлар  усу ли  зам дейилади?,..

Агар бордию, f ( x i  ) ларнинг аниклиги бир хил булмаса, маеа- 
лан, зар хил аникликка эга булган турли асбоблар ёрдамида *и~> 
собланган булса, у золда биз аниклиги катта булган кийматжр- 
га купрок ишонч билан каттарок „вазн“ беришимиз керак. Бу*» 
нинг учун Xt нуктадаги '’вазн деб аталувчи махсус танлавгак 
Р/ > 0  сонларни олиб, (1.4) йигинди урнига ушбу

П
2 р (1 5>
<-о
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вазний йш индини минималлаштиришимиз керак. Бу вазнлар одат- 
Да уларнинг йигиндиси бирга тенг буладиган килиб танланади:

2 * - 1 .

Агар (1.3) билан аникланган урта квадратик o fh u i  8 кичик 
булса, [а, b] ораликнинг аксарият нукталарида \f{x) — Р(х)\ айир
ма киймати кичик булади. Лекин шунга карамасдэн айрим кичик 
ораликчаларда бу микдор катта булиши хам мумкин. Аникроги, 
фараз килайлик, \а, b ] оралигада |f{ x )  —  P(x)\ нинг экстремум- 
лари сони чекли булиб, 7 ихтиёрий мусбат сон булсин. Фараз 
Килайлик, s,, s2 . . . , sk узаро кесишмайдиган [а, Ь\ дан олинган 
шундай оралщчалар булсинки,

\ f{ x )—  Я (х ) |> т

тенгсизликни каноатлантирадиган нукталар шу st ларга тегишли 
булиб, о шу ораликчалар узунликлари йигиндиси булсин. Агар. 
S < s  (к. (1.3)) булса, у долда

ь к
t2(b — a) >  j  [ f(x )  — P (x )Y d x  > 2 1  I / M  — P(x)]2d x  >  f a

a  1=0 s l

булади. Бундан зса

e < (b  - « ) ( “ ).

Демак, агар е етарлича кичик булса, а исталганча кичик булади. 
Шундай килиб, е етарлича кичик булса, [а, b] ораликнинг улчо- 
ви исталганча кичик а дан ортмайдиган нукталар тупламидан таш- 
Кари бошка хамма нукталарда

| / ( х ) - Я ( х ) 1< т

тенгсизлик уринли булади. Лекин айрим холларда якинлаштирилув- 
чи купдадга огиррок шарт куйилади, чунончи, [а, b] оралик
нинг барча нукталарида /(х ) нинг Р(х) дан огиши берилган мик- 
дордан кичик булиши талаб килинади. Биз /(х) функция [а, Ь\ 
да узлуксиз ва Р (х )  алгебраик купдад булган холни курамиз. 

Фараз килайлик, Н п(Р) даражаси п дан ортмайдиган
Р п(х) =  а 0 +  а ,х  +  . . .  +  а пх п

алгебраик купдадларнинг туплами булсин. Агар f ( x )  функция 
[а, b ] ораликда узлуксиз ва Р п(х) £ Н п(Р) булса, у холда Д х )  
нинг Р п(х) дан [а, b] ораликда ofhihhhh, яъни

max \ f(x )  — P a{x)\
a < x < b

ни E n{f, Р п) оркали белгилаймиз. Бу микдор Р п(х) купдад коэф- 
фициентлари а 0, а и . . . , ап нинг функцияси булиб, у манфий
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эмас л'амда бу мицдор манфий булмаган аник куйи чегарага эга- 
булади:

£•„(/)=  inf E n( f ,  Р п).
Р п  £  <Р )

Агар шундай Р*п{х) купдад мавжуд булиб, E n( f ,  P * J = E n(J )  
тенглик бажарилса, у холда Р*(х) купдад энг я хи ш  т е к и с  
яцинлашувяи купдад ва E n( f)  энг кияик o f u u i  ёки  /  нинг 
п -дараж али  купдад билан энг яхш и  яцинлаш иш и  дейилади.

Э^М ларда функцияларни дисоблаш учун стандарт програм- 
малар тузишда берилган f(x ) учун E n( f )  берилган е дан кичик 
буладиган Р*(х) купх;адни топиш талаб килинади. Биз бу бобда 
мана шундай якинлашишларни куриб чикамиз.

Эллигинчи йиллардан бошлаб математикада сплайн— яцинла- 
шиш  ёки булакли  купдад лар  билан якинлашиш деб аталувчи 
янги типдаги якинлашиш уРганилмокда. Бобнинг охирги пара- 
графлари мана шу якинлашишга багишланади.

2 -  § .  ОРАЛИКДА АЛГЕБРАИК КУП^АДЛ АР ОРКАЛИ УРТА  
КВАДРАТИК ЯКИНЛАШИШ

Агар чекли \а, b] ораликда р(л;) >  0 булиб ва ундан олинган 
интеграл мусбат булса, яъни

ь
О <  j" p(x)dx <  оо (2.1)

а

шарт бажарилса, у з̂ олда р(х) [а, Ь] ораликда вазн функцияси
дейилади. Агар [а, Ь] оралик чеке из булса, у ^олда, бундан таш
кари,

ь
j  x kp{x)dx (k  => 0, 1, 2, . . . )
a

интеграллар абсолют якинлашувчи булишлари керак.
Лемма. Агар Q„(x) [а, Ь] ораликда манфий булмаган п -  дара

жали купдад булса, у ^олда ихтиёрий р(х) вазн функцияси учун
ь

J p{x)Qn( x ) d x > 0  (2.2)
а

тенгсизлик бажарилади.
Исбот. Аввало лемманинг тасдиги бевосита куриниб турган 

икки содда ^олни курайлик. Биринчидан, агар р{х) чекли сонДаги 
махсус нукталарга эга булса, у ^олда [а, Ь] ораликнинг бу нук- 
талардан бошка нукталарида р(х) Qn(x) мусбат ва узлуксиз, 
шунинг учун а̂м (2.2) даги интеграл мусбат. Иккинчидан [а, Ь\
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'ораликда Q,,(x) мусбат булса, у долда т  оркали унинг бу ора
ли к даг и минимумини белгилаб, 

ь ь
j  р(x)Qn(x )d x  >  т  J р(x )dx  >  О
а а

тенгсизликка эга буламиз ва лемманинг тасдиги бу дол учун дам 
уринли булади. Умумий долда, фараз килайлик, Q„(x) купдад 
(а , b ] ораликда х и х.2, . . .  , x s илдизларга эга булсин. У  долда 
<2.1) шартга кура р(х) вазндан [а, х,], [х и х 2], . . . , [xs, b] ора
ли к лар буйича олинган интегралларнинг камида биттаси мусбат 
«булиши керак. Бундай оралик учун:

н +1 —е *(+1
lim j  р(x )d x  — |  р(x )d x  >  0. (2.3)

-f- e xi
Демак, етарлича кичик е учун р(х) вазн [x, -f-e, x i+\ —  е] ора- 
л щ  буйича мусбат. Лекин бу ораликда Qn(x) купдад илдизга эга 
вмас, шунинг учун дам т ( s) оркали Qn(x) нинг [хс +  е, x l+i —  е] 
■ораликдаги минимумини белгилаб олсак, куйидаги тенгсизликлар- 
та  эга буламиз:

ь хi+ 1  - Е' х1+\ — е
|  ?{x)Qn(x)dx  >  j  р(x)Qn(x )d x> m (e )  J  p (x )d x> 0 .
a  x t +  г x i  +  г

Вазндан [a, b] оралик буйича олинган интеграл мавжуд ва р(х)> 
>  0 булгани учун (2.3) интеграл мавжуддир.

Агар оралик чексиз, яъни \xs, о с )  булса, у долда (2.3) урнига
_i_
е оо

lim f р(x )d x =  f p(x)dx> 0
e ~ *° x s  + s  Xs

лимитни караш керак. Худди шунга ухшаш (—  оо, х х\ оралик учун
*1 —• 8 х\ '

lim j  р(x )d x  =  J р(x)dx
е-*0 1 —оо

s

лимит каралади. Лемма исботланди.
Энди, фараз килайлик, /(х) функция р(х) вазн билан [а, Ь\ 

оралигида квадрати билан интегралланувчи булсин, яъни
ь
j  Р (x ) f2(x)dx
а

шавжуд булсин. Бундай функцияларни Щ а , Ь] фазога тегишли 
деймиз. Б у функциянн

Р п{х) =  «оФо(*) +  ai<Pi(x) +  . . .  +  ап<р„(х)
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умумлашган кугщад билан урта квадратик маънода якинлашиш 
млсаласини курамиз, яъни а 0, а х а п коэффициентларни шун
дай танлашимиз керакки,

Ь Ь Г  п

К  =  j  9{х)[Рп{х) -  f(x )\2d x  =  j  p(jc) 2  а ‘ Ч>‘ (*) -

— /(* ) dx (2.4).

ифода энг кичик кийматга эга булсин. Бу ерда л̂ =  8/г(а0, а и . 
. . . , а„) функция ап, а и . . . , а п ларга нисбатан квадратик., 
кущ ад ва 8Я > 0 булгани учун унинг минимуми мавжуд, бу ми- 
нимумни топиш учун барча

дЬп -----------

t o ,  < г' = и ’ п >

хусусий ^осилаларни топиб, уларни нолга тенглаштирамйз. Нати- 
жада, а 0. а и . . .  , а п ларни анщлаш учун куйидаги чизиклш 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз:

1 дЬп г ' ' 2 1  Ч>‘ (*) — /(*)2  да
j  р(х)
а

1 д8« Г / л 2  ^  Ф; (х ) — /(*)
<=0

Ф  IJ(x)dx  =  О, 

Ф,(х)^х =  0, (2.5>

1 Г / \
7 3 Г „ - И * > лй,- ф. (.о Фй(л:)^х =  0.

Агар /Да, 6] фазодан 'олинган икки ф(л:) ва ty(x) функция скаляр, 
купайтмасини (ф, ty) оркали белгиласак:

ь
(ф. 'г') =  j  Р (х ) Ф (x )'r (*)dx, (2.6)

у ^олда (2.5) системани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

л0(ф0, Фо) +  й 1(ф1. Фо) +  • • • +  ап( Фл> ф»)— (/- Фо),
«о(Фо. Ф 1 ) +  Й 1 (Ф 1 >Ф1 ) +  • • • + а /ДФд. Ф |) =  (Л  Ф |)

а 0(ф0, Ф „) +  « 1 (Ф н  Ф.,) +  • • • + я п(Фл. ф „) =  ( / ,  ф я).

(2.7

Энди ф0(х), ф,(х), . . . , ср„(х) чизикли эркли функциялар систе- 
маси учун (2.7) система ягона ечимга эга эканлигини курсатамиз.. 
Бунинг учун ф0(х), ф,(х), . . . , ср„(х) системанинг' Грам  детер
м и н а н т а  деб аталувчи, (2.7) системанинг ушбу детерминанта
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(Ф о . Ф о ) ( Ф 1 . Ф о ) - • (ф я . Ф о )
(Ф о . Ф 1 ) ( Ф и  Ф 1 )  • • (Ф я Ф 1 )

(Ф о . Ф я ) ( ф ) .  Ф я )  • • ( Ф я . Ф я )

нинг нолдан фарклилигини курсатамиз. Фараз килайлик, аксинча, 
яъни Г л = 0 булсин. У  холда (2.7) системага мос келадиган бир 
жинсли чизикли алгебраик тенгламалар системаси

' « о ( Ф о .  Ф о )  +  « 1 (Ф 1 >  Ф о ) +  • • • + а п(Ф я ,  Ф о ) =  0 ,

« о ( Ф о .  9 i )  +  « i ( 9 i ,  9 i ) +  • • •  + а л ( ф в , Ф 1 )  =  О , 
.......................................................................... (2-9)

. в о ( Ф о .  Ф я )  +  « 1 (ф 1 .  Ф я )  +  • • • +  й я ( ф я .  Ф я )  =  О

камида битта тривиал булмаган ечимга эга булиши керак, яъни 
шундай а0, а и . . . , а п сонлар топилиши керакки, улар нинг ка
мида бирортаси нолдан фаркли булиб, (2.9) системани каноатлан-
тирсин. (2.9) системанинг тенгламаларини мос равишда а 0, а х..........
а „  ларга купайтирсак ва скаляр купайтманинг (2.6) куринишини 
эътиборга олган холда натижаларни кушсак, куйидаги хосил бу
лади:

ь
j  р(х )(ао%(х ) +  «2ф|(*) +  • • • +  а пу п(х ))Ч х  =  0.
а

Леммага кура эса бундай булиши мумкин эмас, чунки (ф„(х)} сис
тема чизикли эркли булиб, а 0, а х . . . ,  ап ларнинг камида битта- 
си нолдан фарклилиги сабабли Р(х) =  ( а 0ср0( х )  +  а ^ ф Д х )  +  • . . 4- 
+  а пфя(х))2 купхад айнан нолга тенг эмас. Демак, Грам детер
минанта Г„ нолдан фаркли ва (2.7) система ягона ечимга эга.

1 - м и с о л .  Ушбу f ( x )  =  ✓ х  ни [0, 1] ораликда, р (*) =  1 булганда би
ринчи даражали купдад билан урта квадратик маънода я;<инлаштирилсин. 

Е ч и ш .  Бу ерда <j>0 =  1. ¥ 1 \х ) — х > Р(*) — 1 б^лгани учун

Демак, (2.7) система
1 2 

Я о + 2 Я1~ 7
1 1 2— йг\ “Г — й\ =* —•
2 3 1 5

к^ринишдадир.
„ 4 4  4
Бундан до =  —  а 1 = —  булиб, изланаётган купдад P i(x )  =  — (1 +  3 * )  

15 5 15
б^дади (19- чизма).

264



2 - ми с о  л. 1 - мисол вазн р(*) =» 
=  1 — х  булган дол учун ечилсин.

Вазнга нисбатан шуни айтиш мум- 
кинки, у ораликнинг чап четида ях- 
широц яцинлашишни таъминлайди. 
Бу долда

(?о, То) Ч '  (ср°•

( / .  <Ро) =

(ь. ь )  =
4

1

15’

12

(/, Ь) ■' 35’
демак, (2.7) система куйидаги кури- 
нишга эга:

Бундан Oq ■■
8

: 35’
32

: 35’

1
+

1 _4

2
а 0

6
«1 =

'  15

1 1 _ £

6
«о +

1 2
<ц =

= 3 5 ’

\{х)
8

35 (1 +  4х )  (19-

3 - § .  ОРТОГОНАЛ КУПДАД ЛАР СИСТЕМАСИ

Олдинги параграфдаги методнинг нокулай томони шундан ибо- 
ратки, якинлашувчи умумлашган купдаднинг коэффициентларини 
топиш учун (2.4) системани ечишга тугри келади, бу эса катта 
п  лар учун жуда куп меднат талаб цилади. Агар биз ихтиёрий 
чизикли эркли {фя(л;)} система урнида {<|>л(я).} ортогонал купдад- 
лар системасини царасак, у долда (2.4) система соддалашчди.

Агар
ь

(Р , Q) =  j  р{x)P(x)Q(x)dx  =  О
а

булса, Р(х) ва Q(x) ф ункциялар [а, Ь\ оралицда р(х) вазн 
билан орто гонал , хусусий долда р(х) == 1 булса,. Р (х) ва Q(x) 
функциялар [а, Ь\ ораликда ортогонал дейилади.

Агар ихтиёрий k, I (I ф  k) индекслар учун 
ь
J р(*Ж(*Ж(*)<** =  0 (3.1)
а

тенглик бажарилса, у долда {!К,(Х)} функциялар системаси р(х) 
вазн билан [а, Ь\ оралицда ортогонал  си стем ани  ташкил эта- 
ди дейилади.

Биз 3- бобда векторларни ортогоналлаштириш усулини куриб 
утган эдик. Бу ерда дам ихтиёрий чизикли эркли купдадлар сис
темаси (ф„(х)} дан, хусусий долда {хп} системадан, [а, Ь\ ора
ликда р(х) вазн билан ортогонал система тузиш мумкин.
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Теорема. Узгармао купайтувчи аниклигида ортогонал купдад- 
лар системаси ягонадир, боцщача айтганда, агар,

%(х), <[»,(*), . . . , <!>„(*), . . .
Хо(*). Хл(х) &,(*),

системалар [а, Ь] ораликда р(л:) вазн билан ортогонал булган ик- 
кита система булса, у долда албатта

Ы х )=*спХп(х) («*=0, 1 , 2, . . . )
булиши керак.

Исбот. Аввало зар хил даражадаги ва турли системадаги 
купдадларнинг ортогонал, яъни

ь

j  Р( х ) М х Ух.Ах)йх =  0 (k ф  I)
а

эканлигини курсатамиз. Аниклик учун k~ > l деб олайлик. Хг(я) 
ни ягона усул билан-

i

Х;(*) =  2 с/Ь(х)./-о
куринишда ёзиш мумкин. Бундан (3.1) ни дисобга олган золда

Ь l b

S p(x)'h(x )x i(x )d x  «  2  с J  P (* )H x №*(x)dx =* 0
а /—0 а

га эга буламиз, чунки j  <  / <  k. Энди ул{х) нинг ф/л) орцали тас- 
вирланишида номери j < l  булган барча Cj коэффициентларнинг 
нолга тенглигини курсатамиз. Бунинг учун

ь

J  р(х)<|>( (x)x i(x)dx
а

интегрални караймиз, бу ерда i  <  I. Бир томондан, исботлагани- 
ыизга кура бу интеграл нолга тенг, иккинчи томондан эса

Ь l b

J  р(*)фг (х)Х,(*)аГл: —  2  Р(*Ж (x)^j{x)dx =
а /—0 а

Ь

и  ct j  Р(x)*?%x)dx.
а

#нг томондаги интеграл нолдан фаркли, шунинг учун ^ам Ci = 0 .  
Демак, барча i  < /  учун с( =  0, яъни

Ч х ) ^ с {Ц х ) .

Ш у билан теорема исботланади.
Агар ортогонал куп^адларга яна бирор к$шимча талаб
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йилса, масалан, купдаднинг бош коэффициента бирга тенг були- 
шини ёки бош коэффициента мусбат булиб, нормаси

1№< U =■ J" 9 (.хЩ х)йх
а

бирга тенг булиши талаб цилинса, у ^олда ортогонал к^п^ад я го»
на равишда аникланади.

Узаро ортогонал ва нормалари бирга тенг булган купдадлар 
системаси ортонорм ал  купдад лар си стем аси  дейилади. Берил
ган %(х), <h(x), . . . $п(х) ортогонал системанинг ^ар бир куп- 
*адини уларнинг нормаларига булсак,

с( '  IIWI ’ А ’ №11 ’ ' ”  ' пК > ~  11Фя11
ортонормал система досил булади. Юкорида айтганимизга кура 
берилган [а, Ь] оралик ва р(х) вазн учун ортонормал купдадлар 
системаси ягонадир.
’ Энди уРта квадратик маънода f(x )  функцияга энг яхши я^ин- 
лашувчи Qn(x) купдадни ортонормал купдадларнинг^чизикли ком
бинациям шаклида излаймиз:

Qn(x) =  а 0Р 0(х) +  а хР х(х) +  . . .  +  а пР п{х). 

гнтлари a k

{ P i ,  P j ) = *  ч

Бу купхаднинг козффициентлари a k лар (2.7) системадан топила» 
ди. Лекин бизнинг долда

булгани учун
ь

— (Z.'^*) —  5 p(x)f(x)pk(x)dx
а

булади ва энг кичик огиш эеа
ь ь

Ч  ~  J р ( * ) № )  — Qn(x)]2d x  =  J  р( x ) f ( x ) d x  —
а а

п Ь  п п Ь

—  2 2  а к J Р(*)/(*) ’ P k ( x ) d x  + 2 2  а ьа1 J р( x ) P k ( x ) P i ( x ) d x  ■
А=0 а 0 1—0 а

Ъ п п

=  f Р( x ) f \ x ) d x  —  2 2  2 а*’
a 4=0 k=0

яъни
Ъ п

Ч  =* J Р{ x ) f \ x )d x  —  2 '  a t
a k=0

билан характерланади.
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Ортогонал- к упдадлар  учун  рек уррен т м у н осабат л ар .
Ортогонал купдадларни тез аниклашга имкон берадиган рекур
рент муносабатни келтириб чикарамиз.

1 - теорем а. Ортонормал купдадлар системасининг ихтиёрий 
учта кетма-кет элементлари учун куйидаги рекуррент муносабат

P„+i(x) =  {х —  %)Рп(х) —  Р п_ г (х) (4.1)

5финлидир, бу ерда Р п(х) нинг бош коэффициента булиб, 
цандайдир узгармас сон.

Исбот. х Р п(х) купдаднинг даражаси га +  1 га тенг булгани 
учун уни Я0(х), P t(x), . . . , P n+i(x) чизикли комбинацняси орка- 
ли ягона куринишда ифодалаш мумкин:

хР „(х )  =  о.0Р 0(х) +  ai P l ( x )  +  . . . +  апР п(х) 4 - - ~ Р „ +1(х). (4.2)

Бу тенгликнинг дар иккала томонини р(x)P j(x) (/ =» 0, 1 , . . . t 
п  — 2) га купайтириб, [а, Ь\ оралик буйича интеграллаймиз:

Ъ п Ь

j  Р(x )Pn(x)lxP j(x)}dx  е= 2  “г j  Р(x )P j(x)P i (x)dx  +
а 1=0 а

ъ
+  7 ^  J Р(x )P j(x )Pn+l(x)dx.

а

Чап томондаги интеграл нолга тенг, чунки барча j  <  га —  2 лар 
учун xP j(x )  даражаси п— 1 дан ортмайдиган купдаддир, шунинг 
учун дам уни Р 0(х), Р х{х), . . . , P n- i(x )  ^ларнинг чизикли ком
бинациям ёрдамида ифодалаш мумкин. Унг томонда эса i ~ j  
булгандагина факат битта интеграл бирга, колганлари нолга тенг:

ь
а . j  p(x)P j(x)dx  =  0.

а
Демак, барча/ < га —  2 лар учун ау==0. Шундай килиб, (4.2) 
тепгликни куйидагича ёзиш мумкин:

хР„{х) =  Чп- 1  Pn -i(x) +  апР п(х) +  Рп+i(x). (4.3)
ГП + 1

Бу ерда an- i  ни аниклаш учун (4.3) ни р(х)Рп~\{х) га купайти
риб, [а, b ] буйича интеграллаймиз. Натижада 

ь ь
<*п- 1 =  j  р(x )xP n^ (x )P n(x)dx  =  f p ( x )K x " - f  . . .IX

a a
b

X P n{ x ) d x  =  j  P( x ) P 2„ ( x ) d x  =  — К
r n  % ГП

Буни (4.3) га куйсак, (4.1) келиб чикади.

4 - § .  ОРТОГОНАЛ КУП^АДЛАРНИНГ АСОСИЙ ХОССАЛАРИ
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Шуни дам таъкидлаш керакки, Р_,(х) =  0 деб олсак, (4.1) фор* 
мула барча п  >  0 учун уринли булади.

К р и ст оф ел -Д ар бу  айнияти. Ортогонал купдадлар назария- 
сида мудим адамиятга эга булган Кристоф ел-Дарбу ай н и я ти -  
ни чщарамиз. 7

2- теорема. Ортонормал купдадлар учун ушЗу Кристофел-Дар
бу айнияти уринлидир

±  P k{x)Pk{y) =  ~ ~  • - P n + l ( — ~ я ( у ) _ ~ Р п М Р ^  . ( 4 . 4 )
k=o * у

И сбот. (4.1) тенгликни Р п{у) га купайтирамиз:

Р п+:(х)Рп(у) =  ( Х -  *п)Рп{х)Рп{у) -  ^ 1 р п_х{х)рп{у), 

бунда х  ва у ларнинг уринларини алмаштирамиз:

Pn+i(y)Pn(x) =  (у -  *п)Рп(х)Рп(у) -  ^  Рп -г(у)Рп(х) 

ва биринчи тенгликдан иккинчисини айирамиз:

{х —  у )Рп{х)Рп{у) =  ■—  [Рп+1(х)Р„(у) -  Р п+1(у)Рп(х)] —
Рп+1

- ~ ^ [ Р П{Х)РП-Х {У )-РП -Х {Х )РП{У)].

Бу тенглик барча п >  0 лар учун уринли булганлиги сабабли, 
уни барча п, и — 1 , . . .  , 2, 1 , 0 номерлар учун кушиб чиь;сак,
(4.4) тенглик келиб чицади.

О ртогонал к$шхадлар нолларининг хоссал ар и . Ортогонал 
купдадлар дисоблаш жараёнлари— интерполяция, такрибий диффе
ренциаллаш ва такрибий интеграллашда кенг кулланилади. Бу зса, 
асосан, ортогонал купдадларнинг ноллари ажойиб хоссаларга эга 
булганлиги туфайлидир.

3- теорема, (а, b) ораликда ортогонал Р п(х) купдаднинг бар
ча илдизлари дакиций ва дар хил булиб, улар (а, Ь) интервалда 
ётади.

Исбот. Р п(х) купдаднинг ток; каррали ва (а, b) да ётувчи 
илдизларини куриб чикайлик. Фараз килайлик, бу илдизларнинг 
сони т  булиб, улар х[, х'2, . . . , х'т  булсин. Теорема исботлани- 
ши учун т  =  и эканлигини курсатиш кифоядир, чунки бундам 
Р п{х) нинг бошца илдизлари мавжуд эмаслиги ва уларнинг туб- 
лиги келиб чик;ади. Тескарисини фараз килайлик, яъни т ё п ,  
булсин. Ушбу

?(*) =  (* — К) • • • (X — X'J
к^п^адни тузамиз. Унинг т  даражаси п дан кичиклиги сабабли

ь
j  р{x)Pn(x)q(x)dx  =  О



булиши керак. Аммо бу тенглик бажарилмайди, чунки д(х) ва
Р п{х) ларнинг - ишоралари бир хил нукталарда алмашинади ва
д(х)Рп(х) купайтма [а, b] да уз ишорасини саклайди. Бундан таш-
кари д(х)Рп(х) фацат чекли сондаги нукталардагина нолга айла-
нади, шунинг учун дам юкоридаги ифода айнан ноль эмас. Демак, 

ь
леммага кура j* р(x)q(x)Pn(x)dx  нолдан фаркли булиши керак.

а
Шундай килиб, царама-царшилик келиэ чикади. Теорема исбот
ланди.

5 - § .  ЭНГ КУП ц у л л а н и л а д и г а н  ОРТОГОНАЛ 
КУПДАДЛАР СИСТЕМАЛАРИ

Куйида дисоблаш математикасида куп ц^лланиладиган орто
гонал купдадлар систёмаларини келтирамиз. Биз бу системалар- 
нинг берилган вазн буйича ортогонал системани ташкил этишла- 
рини исботлашни, рекуррент муносабатлар келтириб чикаришни, 
шунинг дек, уларнинг нормаларини топиш билан боглик булган ди- 
соблашларни бажаришни укувчиларнинг узларига давола киламиз 
(шунингдек, [9, 37] дан дам карашлари мумкин.)

Якоби к^пдадлари. Куйидаги

F ?  м(*) ^  (- ^ f  0  -  * )"“ (1 +  х )-9 [(1 -  *)*+»( 1 +  ху+»]

купдадлар Якоба, купхадлари  деб аталади. Булар [ — 1,1] ора
ликда

р(х) =  (1 — х )а (1 -j- x f

вазн билан ортогонал купдадлар системасини ташкил этади. Улар
нинг нормалари:

1!^ ' P)ll =  j  (1 — x y  (1 +  х ?  [Р п(а-1 9\ x ) ? d x  =-

. f 2И-Ж Г(а + я + 1)ГСр + и + 1) 11 j2 
_ и! (а ~f- Ji -f- 2ft -f- 1)

Улар куйидаги рекуррент муносабатларни каноатлантиради:
(а +  р +  2я)(а +  р 4- 2Я +  1)(а +  Р +  2л +  2)х Р ^  «(х) =  

- 2 ( / г + 1 ) ( а + . Р  +  я + 1 ) ( «  +  Р  , +  2  п ) Р ^ р ( х )  +  ( р 2 -  « 2) ( а  +  р - f  

+  2п - f  \)Р {*’ Р)(х) + 2(а +  п)(р +  я)(х +  р +  2п 2)P%±f\x).

Лежандр купдадлари. Якоби купдадларининг а =  р = 0  ва 
р(х) =  1 булгандаги хусусий доли Л еж анд р  купхадлари  деб 
аталади ва улар Родриг формуласи

L n(x ) =  ~2*пГ' dx“ ~
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билан анщланади. Унинг нормаси

||£„|| =  l /  \L%x)dx -  / I l f  
-1

булиб, тегишли рекуррент муносабат эса
(« +  \)Ln+i{x) — (2п +  1 )x L n{x) 4 - n L n- i(x )  =  0 (5.1)

дан иборат.
Лежандр купвдцларидан фойдаланиб, f ( x ) £ L 2[— 1, 1] функ

ция учун урта квадратик маънода энг яхши яцинлашувчи куп- 
^ад куриш мумкин. Бу купхад

П

Qn(x) =  2 ® * ^ )k=Q

булиб, бу ерда

=  j ' A * ) L k{x)dx. (5.2)

Энг кичик огишининг микдори куйидагига тенг:

8̂ =  |  Ш  -  Qn(x)?dx »  \ f \ x ) d x  -  2 ~ щ а * .  (5.3)

Лежандр куп^адининг дастлабки еттитаси куйидагилардан иборат!

L 0{x) =  \,
Ц {х) = х ,

L 2(x ) =  - j  f i x 2 —  !).

^ (х) =  -^ ф х3 —  3х),

!«(*) =  у  (35*« -30*8 +  3),

Ь-0(х) =  (65х5 — 70х3 +  15.x),

L 6(x) =  ^ (231.x6 — 315л:4 +  105х2 — 5).

Мисол сифатида f ( x )  =  1/(1 +  х 2) функцияни [— 1, П  ораликда 4-дар^а 
жали купх,ад билан урта квадратик маънода якинлаштирамиз.

Ечиш. Лежандрнинг ток индексли кущадлари ток купх,ад ва жуфт ив» 
декслилари жуфт к^пдад б^лгани учун (5.2) формулага кура

П 5 9  / 320 \
йх =  а3 =  а ь =  0, а 0 =  а 3 =  — (3 — к), а х =  —! 3 4 я ------— I.
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Демак,

«= —  [455* — 1680 +  2(7560— 2415л)л;2 +  (5355я — 16800)*4];
64

Куйидаги теорема уринлидир.
1-теорема. Агар Д х )  функция [— 1 , 1] оралйкда узлуксиз 

ва чегараланган f '{ x )  досилага эга булса, у долда f ( x )  функция- 
нинг Лежандр купдадлари буйича Фурье катори [ — 1, 1] оралик- 
да унга текис яцинлашади.

Чебишевнинг биринчи тур купхадлари. Биз 4- бобда та- 
нишган Чебишевнинг биринчи т у р  куп^ади

1— 1, 1] оралйкда р(х) = (1 — х 2) 2 вазн билан ортогонал система
ни ташкил этади. Бу купдаднинг нормаси

рекуррент муносабат келтириб чикарилган эди. Чебишев биринчи
тур купдадларининг дастлабки еттитаси куйидагилардир:

а д = 1,
Т х{х) =  х,
Т 2(х) =  2 х2— 1,
Т,(х)=г 4 х3 —  3х,
T /l(x) =  8x 4 — 8х 2 +  1 ,
Т 6(х) =  16х5 — 20л:3 +  5*.
Т 6(х) =  32хв —  4-8xi  +  18х2 —  1.

Энди [— 1, 1] оралйкда р(х) == (1 — х 2) вазнда квадрата билан 
интегралланувчи Д х )  функция учун Чебишевнинг биринчи тур 
купдадлари ёрдамида топилиши мумкин булган энг яхши якин- 
лашувчи

Т п(х) =  cos (п. arccos х), \х\ ^  1,

V тс , агар п — 0 булса,

агар п >• 0 булса,

га тенг. 4- бобда куйидаги
Т п+г(х) =  ? х Т п(х) —  Тп-^х) ,г

П
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купхаднинг коэффициентлари куйидаги формулалар билан дисоб- 
ланишини эслатамиз: .

1 % 2 Л 
а 0 =  — J  /(cos Q)dB, ak =  — j  /(cos 6)cos& 6 dQ (& >  1);

энг кичик огишнинг микдори Ьп эса

Ч -  S 9 B -- i  ' - i  r

- *  [2al +  a\+ . . .  +  al\

формула билан ифодаланади.
Мисол сифатида Д х )  =  \х| функцияни [— 1, 1] ораликда рС*) =  (1 —  

 1_
— х 2) 2 вазн билан урта квадратик маънода энг яхши яцинлаштирадигаш 
кущадлар кетма-кетлигини топамиз. Бизнинг х,олда

1
а п — — I Jcos 0|cos я 0

7t «J
rf0

булгани учун

й° ~ JT’ Й2л+1 ’ О,
2 к

=  — f cos 0 cos 2п 0 dQ
71 J 

J 0 я 4я2— 1

лар осонгина топилади. Шунинг учун дам

2 . ( _ i)»+l

( л - 1, 2,..)

М ~ т + г 2ТС 71
2̂п(Х)

булиб, 0, 2, 4- тартибли урта квадратик маънода энг яхши я^инлашувчи к^п- 
аддлар куйидаги лар дан иборатдир:

Qo(x) =  Д  Qa(*) =  ^  (4-*2 +  1). £ № ) =  jg^ (— 1 6 а :1  4- 3 6 л :2 +  3 )Зтс

(20- чизма).
2 -теорема. Агар [— 1, 1] ораликда Д х )  функция биринчи. 

тартибли узлуксиз f '{ x )  досилага эга 
булса, у долда Д х )  функциянинг Чеби- 
шев биринчи тур купдадлари буйича 
Фурье катори [— 1, 1] ораликда Д х )  
функцияга текис якинлашади.

Ч ебиш евнинг иккинчи тур  к уп -  
^адлари. Чебишевнинг иккинчи. т у р  
куп^ади деб аталувчи

£/»(*)■

18— 2105

sin [(я +  1) arc c o s* ] 
у' 1 — л:2

0,27 0,9/

20-чизма,

2 7 $



тп+if*) (л ,-О , 1 , 2,...)
Я + - 1

жугдад [— 1, 1] ораликда р(х) =  У 1 — х 2 вазн билан ортогонал 
•системани ташкил этади. Унинг нормаси

| /^  Jf/ 1 — x 2U l(x )d x  =  ̂  ~

га тенг булиб, улар учун рекуррент муносабат
U n+i{x) =  2 x U n(x) —  U n-x{x)

дан иборатдир. Чебишев иккинчи тур купдадларининг дастлабки 
еттитаси цуйидагилардир:

а д - i ,
U i(x ) =  2x,
U 2( x ) ^ 4 x 2— l,
U 3(x) =  8 х3 —  4х,
U 4(x) =  16х4— 12х 2 +  1 ,
£/ь(л) =  32х5 —  32л:3 +  6х, 
и 6(х) =  64х6 —  80х4 +  24х2 —  1.

[— 1 , 1] оралщда р ( х )= у г 1 — х 2 вазнда квадрата билан ин- 
тегралланувчи f(x )  функция учун Чебишевнинг иккинчи тур куп- 
^адлари ёрдамида тузилган энг яхши як;инлашувчи

П
Qn(x) =  2  а ки к{х)

k=0
купдаднинг коэффициентлари 

1 л
#*= — j/(cos 0)sin0-sin(& +  1) QdQ

— те

формула билан дисобланиб, энг кичик огиш микдори эса 
1 1 

Н  =  S № )  -  Q „(*))V  1 — x ' i x  =  j  у  1 _  x ‘ P (x )c lx  —

- т ± <&=0
формула билан аникланади.

Мисол сифатида f ( x )  =  \х\ функцияни [— 1, 1 ] ораликда ?(х) =  ] / "  1 —  jc 3 
вазн билан урта квадратик маънода энг яхши яцинлаштирадиган купдадлар 
кетма-кетлигини топамиз. Бу гал

1 *
ап = — f |cos 01sln 0sln(rt + 1 )Ы  0 U J—Я

У̂либ,
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(  П й+!
Л24+1 “  °> Й2А = -------   X

4
x --------------------------------------  (k =  0, 1, 2 , . r . '

(2k  — l) (2 k  +  3)

ларни топиш ^ийин эмас. Шунинг учун х;ам

ОО

булиб, 0, 2, 4- тартибли урта квадратик маънода энг яхши яцинлашувчи куп- 
Хадлар куйидагилардир:

4 8 4
Qo(x) =  — , Q a(Jc) =  ^ ( б * 3 +  1 ), Q 4( x )  =  ( - 8 0 ^ + 1 4 4 x 2 + 9 )  (2 1 -  ч и з м а ) .

отс le w  105л;

3 -теорема. Агар [— 1, 1] оралщда Д х )  функция учинчи тар
тибли узлуксиз досилага эга булса, у долда Д х )  нинг Чебишев 
иккинчи тур купдадлари буйича Фурье цатори уша ораликда / (х )  
га текис якинлашади.

Л агерр  к уп дадл ар и . Энди чексиз ораликларда ортогонал бул
ган купдадларни курамиз. Лагерр купдадлари  деб аталувчи

Нп
L^ \x) —  (— \)пх~ аех  (ха+пе~х)

d x n

купдадлар [0, оо) ораликда
р (х) =  X х е~х (х >  0, а >  —  1) 

вазн билан ортогонал системани ташкил этади. Бунинг нормаси

[]Z>>|| == j  х а e~x[L<£:>(x)]id x  =  / п\ Г(а -\-п  -j- 1)

га тенг булиб, улар учун
L ^ x )  — (х —  а —  2п —  1)/. £>(•*) +  я(а +  n)L{n - i(x ) ~ 0

рекуррент муносабат уринлидир. Лагерр купдадларининг биринчи 
5  таси a s=s 0 булганда куйидагилардан иборат:

Ь 0(х) =  1 ,
L i(x) =  — л + 1 ,
L 2(x ) =  х 2 —  4х - f  2,
L g(x) =  —  x s +  9х2 —  18х +  6,
Z.4(x) =  х 4 —  16х3 +  72х2 — 96х +  74.

Агар Д х )  функция [0, оо) ораликда р(х) =  х а е~х вазнда квадра- 
ти билан интегралланувчи булса, даражаси п дан ортмайдиган куп» 
З̂ адлар орасида

Q n ( x )  =
k =  о
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-купдад шу ораликда урта квадратик маънода энг яхши яцинла- 
.шувчи купдад_булиб, бу ерда

й* ”  > l l4 .  +  t  +  I) j X '

Куйидаги теорема уринлидир.
4 -теорема. Агар [0, оо) ораликда /(х) булакли-силлик функ

ция булиб,
СО X I  1

j  е 2 х 2 2\f(x)\dx
о

интеграл мавжуд булса, у долда /(х) функциянинг Лагерр куп- 
дадлари буйича Фурье катори /(х) нинг узлуксизлик нукталари
да шу функциянинг узига, унинг узилиш нукталарида эса [/(х—
—  0) +  / (х  +  0) ] га якинлашади.

Эрмит к^п^адлари. Э р м и т  к^п^адлара деб аталувчи
dn

В Д  =  ( - 1  )пе* % р ге -*

купдад (—  оо, оо) ораликда р(х) =  е~х* вазн билан ортогонал 
-системани ташкил этади. Бу купдаднинг нормаси

11я «!1 = ] / * J  e -* H \(x )d x  =  у 2 *л | / «
— оо

'булиб, унинг учун
Н п+i(x) — 2 х Н п(х) +  2 n H n-i{x ) =  О

рекуррент муносабат уринлидир. Эрмит купдадларининг биринчи 
6 таси куйидагидан иборат:

Я 0(х) =  1, Н г(х) =  2х, Я 2( х )  = 4 х 2 — 2, Я 3(х) =  8х 3— 12х<
Я 4(х) =  16х4 — 48х2 +  12, Я 6(х) =  82х6 -  160х3 +  120х.

Агар /(х) функция (—  со , со) ораликда р(х) =  е-*1 вазнда ква
драта билан интегралланувчи булса, у долда даражаси п  дан орт
майдиган купдадлар орасида

П
Qn(x) =  2  akHk{x)

k = 0

купдад (— оо, оо) ораликда урта квадратик маънода энг яхши 
якинлашувчи купдад булиб, бу ерда

( -  О* Г  
Ч  =  J e~ *f(x)H h{x)dx.

Л  n l y  7Z — оо
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Куйидаги теорема уринлидир.
5 -теорема. Агар / (х )  функция (— °°, °о) оралйкда булаклк 

Силлик булиб,

интеграл мавжуд булса, у ^олда Д х) функциянинг Эрмит куп- 
^адлари буйича Фурье катори Д х) нинг узлуксизлик нукталари-
да шу функциянинг узига, узилиш нукталарида эса ~ [Д х —  0 )4 - 

+  Л х  +  0)1 га якинлашади.

6 - § .  ТРИГОНОМЕТРИИ К УП ^АДЛ АР БИЛАН УРТА КВАДРАТИК  
МАЪНОДА ЯКИНЛАШИШ

Сонлар укининг барча нукталарида аникланган даврий функ- 
цияларни урта квадратик маънода якинлашишда тригонометрия, 
купхадлардан фойдаланиш максадга мувофикдир.

Фараз килайлик, даври 2тс булган узлуксиз Д х )  функция бе
рилган булсин.

Якинлашувчи купдад Qn(x) ни куйидаги куринишда оламиз:

нинг минимумга эришиш шартидан топадиган булсак, у ^олда 
улар учун куйидаги формулаларга эга буламиз:

Булар анализ курсидан маълум булиб, Д х )  функциянинг Фурье 
коэффициентларидир. Энг кичик огашнинг микдори эса куйидаги- 
чадир:

оо

j  \х\е~хУ 2(х)с1х
—00

П
а 0

Q „(X ) =  J  +  2 d  C0S k X  +  Ь*  Sin k X )'' (6 11

Агар a k ва bk ларни

82 =  \ [ f { x ) - Q n{x )\4 x
о

Хусусий ^олда, агар Д х )  жуфт функция булса,

27 7



“  V  J f ( x )c°5 k x d x ,  bk =sO (k — 0, 1 n) (6 .3 )

s a  f ( x )  ток функция булса,

9 *
a 0 =  0, a k — 0, bk — — j  /(x) sin £xdx (A = 1 , n)

2 с

«булади.
(6.1) тригонометрии купдадцаги 

a0
«о =  "2 ’ И* 8=8 a-A C0S k x  +  s*n =  1» 2, . . .)

дадлар одатда гармоникалар  дейилади. Агар (6.2) формулаларни
(6.1) га куйиб, я-*- оо да лимитга утсак, /(х) функция учун унинг 
-Фурье тригонометрик катори

+  2  (а кcos.&x +  bk sin£x)
«о

+  _  
k=\

келиб чщади. Функцияни Фурье тригонометрик куп^ади ёки Фурье 
тригонометрик катори шаклида ифодалаш гармоник анализ  дейи
лади.

Агар /(х) функция [0, 2г.] ораликда квадрати билан интеграл- 
ланувчи булса, унинг (6.3) Фурье катори х,ар доим урта квадра
тик маънода унга якинлашади. Агар /(х )  га баъзи кушимча шарт- 
лар куйилса, у х;олда (6.3) катор унга текие якинлашади.

М и с о л .  f ( x )  функция [— гс, и] ораливда х 2 га тенг булиб, (— оо, оо) 
ораликда 2я давр билан давом эттирилган булсин. Шу функцияни бешинчн 
•тартибли тригонометрик купхад билан якинлаштириш талаб цилинсин.

Функция жуфт булгани учун (6.3) фор му лага кура 6* =  О,

2 с . 2л>а0 «= — I x^dx = —7Z *) 3О
2 л 2

«а =  —  1 jc2 cos k x d x  =  —  х 2 sin fcc
7t J  «Л

4
— —  ( jc sin k x d x  ■

0 A,C)
4 .

—— ЛГ cos k xnk2 - ± f
о 5 k*

.Демак, изланаётган тригонометрик кущ ад куйидаги кУринишга эга булади



7 - § .  ЖАДВАЛ БИЛАН БЕРИЛГАН ФУНКЦИЯЛАРНИ S'PTA 
КВАДРАТИК МАЪНОДА ЯЦИНЛАШТИРИШ

Д ар аж ал и  к у щ а д  билан урта квадратик яцинлаш тириш ..
Фараз килайлик, у  — Д х )  функциянинг х 0, х и . . . , х п нукталар- 
лаги аник; ёки такрибий f ( x 0), f ( x x), . . . , Д х п) кийматлари бе
рилган булсин. Даражаси k ( k < n )  дан ортмайдиган 

Qk{x) =  а 0 +  а х(х) +  . .  . +  а кх к
купдадлар орасида шундай кугщадни топишимиз керакки,

An = 2 P i[/(X i)-№ )]2

йигинди минимумга эришсин. Бу ерда рt лар рг >  0 ва ̂  Рt — I
г-о

шартни цаноатлантирадиган ихтиерии сонлар.
Иккинчи параграфдагидек А ' 1  =  Д ̂  ( а 0 ,  а и  .  .  . ,  а п )  дан лар- 

га нисбатан х,осила олиб, уларни нолга тенглаштирсак, у з{олда 
куйидаги система з̂ осил булади:

«о 2 pi x i + a i 2 pi *<+1+ * • • +  pi х ‘+к “  к
1= 0 i=0 1=0

( j  =  0, 1 ............Л).
Куйидаги

Рг^. h — 2 P i^ / И
(= 0  i= 0

белгилашларни киритиб, бу системани ушбу куринишда ёзиб олай~ 
лик:

' s0a 0 -f- i +  . .  • +
s^o +  s2a t +  . . . +  Sk+iak =  tu

(7.1)
+  s2ka k ~  tk.

Бу система
ska o +  +

Dk+1 =

Si

(7.2>
Sk S k+ l . • . s2k

детерминантининг нолдан фарклилигини ва, демак, (7.1) система 
ягона ечимга эга эканлигини курсатамиз. Дастлаб куйидаги

л х)‘

S q IS j • • • S f t — l  1

•  Sfo X
• • • » • • •

$k $£+1 • • * S 2/e—1

27Ф



тенглик билан анщланган k - даражали купдадншгг X  — {х0, х и  
■ • ■ . х п) тупламда р =  {р0, . . .  , р„} вазн буйича барча j  <  k
-лар учун х 1' билан ортогонал эканлигини, яъни

2  РtZk (x t)x{ в  о (J  = 0, к —  1)
1= 0

(7.3)

тенгликлар уринли эканлигини курсатайлик. Х акикатан дам, j  <_ к  
учун Z k (хI ) ни рi х [ га купайтириб, барча i  =  0, 1, . . . , п  лар 
« б у й и ч а  йигиб чиксак, кукидагиларга эга буламиз:

2  ?iZk (х щ = 2  р;
( = 01=0

S0 5 j

Sq Sx . . .  Sk—l X̂
sx S3 . . . Sk x{+l

Sk Sk+ 1  . . . S2k-\ x{+k
n

• • Sk-i 2  fW
t=0

• ■s* 2  ptx ‘+1
1=0

Sk • • • S2k-1 2  Pix {+k
1 = 0

S q S  j

st s2
Sk- 1 s,
Sfc S/J-l

5 *  S A + 1  . .  . S  2 4 — 1 S / + k

• 0.

Иккинчи томондан Z/{ (x t) ни [н x kt га купайтириб, к;ушиб чик
сак,

2  ?iZk (X i =  D W
1=0

.желиб чикади. Энди (7.2), (7.3) тенгликлар ёрдамида

— 2  р* z i (X i ) =

(7.4)

1=0
(7 -5)

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз. Дакикатан дам,

50 Si . . .  Sk—i 1

2 ? i Z l ( ^ )  =  ^ P iZ k ( x t )•
i=0 1=0

Si  So . s *  X t

Sk • • • S 2 k—I x ^
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«0 Si . . . Sk- 1 2 p'
n

(Xi )

St s2 . . . Sk 2 r,
i — 0 

n

Z k (Xi )xi

Sk Sk+1 • • . s 2k -l
i=0

Z k (x i )x\

so Sj . ■ Sk- 1 0
st . .  Sk 0

—  Dk Dk+1

Sk Sk+1 . ■ S 2k—1 Dk+1

Nk  квадратлар йигиндиси булгани учун у факат

Z k (х0) =  Zk (Xj) =  . . .  =  Z k (хп) =  О

булган ^олдагина нолга айланади. Ленин k < .n  булгани учун фа- 
кат Zk (х) е= 0 булгандагина А* =  О булади.

Агар т. =  1 булса, у ^олда (7.2) га кура

 ̂ | s0x  — 51 =  1 -х —  ̂  =И= 0.В Д  = °0 
S t X

Деыак, A 1̂ =  D ,D 2> 0 . Бундан D L = s o= l > 0  ни дисобга ол
сак, D 2 >  0 келиб чикади.

Энди (7.5) да k — 2 деб олсак, N 2 =  D 2D 3 булади. Аммо (7.2) 
га кура Zk (х) да х 2 олдидаги коэффициент D 2 га тенг ва исбот- 
ланганга кура D 2 Ф  0, шунинг учун ^ам N 2 >  0; бундан эса D 3>  
>  0. Бу муло^азани давом эттириб, Dk+i Ф  0 эканлигига ишонч 
досил циламиз.

Шундай цилиб, (7.1) система ягона ечимга эга, бу системани 
ечиб изланаётган купдаднинг коэффициентларини топамиз.

М и с о л. Куйидаги

Xi 0 , 78 1,56 2, 34 3, 12 3,81

f(X i) 2, 50 1,20 1,12 2 ,25 4 ,28

маълуыотлар учун f ( x )  функцияга я^инлашувчи иккинчи даражали Q2(x )  =  
— а 0 +  а хх  +  а 2х 2 кугщад топилсин.

Е ч и ш .  Керакли хисоблашларни 3 3 -жадвалдаги схема буйича олиб бо- 
рамиз. Берилган мисолга тегишли хисоблашлар 34- жадвалда келтирилган, бу 
ерда битта эх,тиёт ракам олиниб, хисоблашлар вергулдан кейин учта унли 
ракамда олиб борилган.

281



Урта квадратик якинлашиш схемаси
33- жадвал

.V X X* X3 м xf(x) X=f(x)

1 х 0 х\ 4 X4 Д Хо) Xof(Xo) x l f ( x o)

1 *1 х\ А X4Х1 f ( x l) X i / (* i ) x \ f { x i)

1 *2 4 х гх 2 X42 f ( x i ) * 2 / ( * 2) x l f ( x 2)

1 *3 x l х Ъх 3 х \ х г Д х г) х 1 / ( х з)

1 Xi X24 X34 X44 f ( x i) x J ( x i) x l  f ( x d

«0 St *2 «3 Si to h ti

34- ж а д в а л

X' X х г *3 x‘ Ax) xf(x) * ’/(*)

1
1
1
1
1

0, 78
1,56
2, 34
3, 12
3,81

0 ,608
2, 434
5 ,476
9, 734

14,516

0,475
3,796

12,813
30,371
55,306

0,370
5,922

29,982
94,759

210,717

2 ,5 0
1,20
1,12
2, 25
4 ,2 8

1,950
1,872
2,621
7 ,020

16,307

1,520  
2,921  
6, 133  

21,902  
62,604

5 11,61 32 ,768 102,761 341,750 11,35 29,770 94,604

Бундан а 0, a lt я2 коэффициентлар аницланадиган система куйидаги куриниш- 
га эга булади:

5 д0 +  11,61а! +  32,768д2 =  11,350,
11,61 «о +  32,768^1 +  102,761а3 =  29,770,

32,768а0 +  102,761^1 +  З41,750а3 =  94,604.
Бу системанинг ечими

а 0 =  5,045; а х — — 4,073; а 2 =* 1,009 
булиб, изланаётган купдад:

Q M  =  5,045 —  4,073л: +  1,009*» дир.
Энди Д х )  га тегишли дастлабки маълумотни Q2( * )  нинг кийматлари билан 
солиштирайлик. Натижалар 35- жадвалда келтирилган.

Урта квадратик усул билан дисоблашнинг хатоси:
35- ж а д в а л

x  . Ax) Qs(x) Qi(x) -  Ax)

0 ,7 8 2 ,50 2 ,505 + 0 ,0 0 5
1,56 1,20 1,194 — 0,0 0 6
2 , 34 1,12 1,110 — 0,0 1 0
3, 12 2, 25 2 ,252 + 0 ,0 0 2
3,81 4 ,28 4 ,288 + 0 ,0 0 8
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Т ри гоном етри к  к ^ щ а д л а р  ёр дам и да  УРта квадратик  
якинлаш иш . Фараз к.илайлик, даври 2и га тенг булган f(pc) 
функциянинг [0, 2тс] оралицнинг тенг узокликда жойлашган

х 1==-,Г ( / « О ,  1 , , л — 1)

п  та нуктадаги / ( х 0), /(х^, . . . , f ( x n- 1) кийматлари берилган
П

булсин. Тригонометрик купдад Т*. (х) =  ^  [amcosmx +  bmsinm x]
k=0

даги а т  ва Ьт  козффициентларни шундай танлайликки, n > 2 k  
булганда

П— 1
2  [/(*;•)- П ( Х ,)]2
1=о

ифода энг кичик кийматга эришсин.
Одатдагидек, 82 дан барча a t ва bt лар буйича косила олиб, 

уларни нолга тенглаштирсак, куйидаги тенгламалар системаси 30- 
сил булади:

k п— 1 п—1 '

2  \-а т  2  cos mXj cos lX j +  bm ^ s in m x j  coslXj]=
m=Q j—Q /«=0

n— 1

в 2 Л * / ) COS lX j ,
M> (7.6)

k n- 1 n— 1

2  2  G0S mXJ sin lX i  +  ^ 2  sin k x i  sin lX A =
m =0  / = 0  / =0

n- 1

= 2  f ix , ) s \ n lx ,
i=°

Бу системанинг коэффициентларини соддалаштириш максадида бар* 
ча I, т  =  0, 1 , . . . , k  лар учун куйидаги тенгликларни исбот- 
лайлик:

П— 1
sin m Xj =  0;

/=о
П—1

2 </“ 0
■у _  I 0, агар т ф О  булса,
2 а cos m xl п, агар т  =  0 булса;

п— 1
2  cos m Xj sin lX j  =  0;
/=о

t 0, агар т ф 1  булса,
2  cos т х ,  cos lX j  *  ' j .  агар т = » 1 Ф  0 булса, 
/=0 I я, агар т. =  I — 0 булса;

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)
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n-1 О, агар т ф 1  булса,
2  sin'лглгу s in /лг, == j f ’ агаР т  — булса, (7.1 1 )
/= о О, агар т  — 1 =  О булса.

Хакщатан х;ам, (7.7) — (7.8) тенгликлар т  — О булганда куриниб 
турибди, т ф  О булганда уларга ишонч косил килиш учун куйи
даги

П— 1 П— 1
cos т х

/—О + /=о
sin т х ) ~~ 

2%itn

п— 1

2/=о

п - 1

■2*/=о
etmxj =  У  е/т' п

2я/

т,2*/— О

тенгликда j; аки кий ва мав^ум кисмларини нолга тенглаштириш 
кифоядир. (7.9) тенгликни курсатиш учун унинг чап томонини 
куйидагича ёзиб оламиз:

л - 1 п- 1

/— о
2  cos m X j  s in I x j  — j  ^  [s in (/ +  m ) X j  +  sin  ( / —  m ) X j ]
1 л /=0

n — 1 j n—l

2  sin (̂  +  m ) X j  +  "2 2  sin  V  ~  m )x j-/=o /=0

Охирги йигиндилар (7.7) —  (7.8) тенгликларга кура нолга тенг. 
Колган тенгликлар кам шу йул билан келтириб чикарилади.

Исбот килинган (7.7) — (7.11) тенгликлардан фойдаланиб, а т  
ва Ьт  лар учун куйидагига эга буламиз:

п - 11
ao =  ~n Z f ( X j)>/=О 

2 П~~ *
a m =  ~ ^ / ( X j ) c o s m x j ,

/=о

sin mXj.

(7.12)

/=о

Б у формулалар Бессел форму лалари  дейилади.
А гар каралаётган Д х )  функция жуфт булса, у колда Ьт  =  О 

( т  =  1 , А) булиб, аксинча у ток булса, у ^олда ат  =  0 ( т  =  0, £) 
булади (бу ерда ДО) =  /(л) эканлиги назарда тутилади).

Бундай лолларда (7.12) даги нолдан фаркли коэффициентларни 
^исоблаётганда, йигишни [0, 2к] ораликнинг ярми буйича бажа- 
риб сунгра натижани иккилантириш мумкиндир.
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М и с о л. [О, 2и] ораликда куйидаги киймаглари берилган жуфт f(x )  
функция учун унга якинлаш увчи учинчи тартибли тригонометрик купдад 
топилсин:

r. TZ Зтс
x 0 _ _ л

4 2 4

f ix ) 0 2 5 3 0

Е ч и ш .  Б у  ерда п =  8 , f(x )  жуфт булгани учун Ьт =  О булиб, а0 ва 
а т лар куйидагича топилади:

/=о /=о
7 31 ^  1 ^  nitf

ат =  ~л Zd f  &  /') co s тх) =  J  Z i  f  (xj) c o s - j ~ .
/==о /=о

/ 2  5 / 2
Бун дан ах =  —  - j -  , я 2 =  —  f  . а з =  ~ 4 “ '

Д ем ак , изланаётган купдад куйидагидан иборат:

5 / 2 "  5 / 2 "
Г 3 (*) =  y  — ~ J -  cos х  — у  cos 2х +  — cos Зх.

8- § . ЭН Г ЯХШ И ТЕКИС ЯКИНЛАШ УВЧИ АЛГЕБРАИК КУП^АДЛАР

Энди [а, Ь] ораликда узлуксиз булган /  (х) функция учун
£ „(/)  =  inf max \ f ( x ) — P n {x)\ (8. 1)

Р „ £ Я „ < Р )  a < x< b

тенгликни таъминловчи Р*п (х) алгебраик купдаднинг мавжудлиги- 
ни, ягоналигини ва цуриш мумкинлигини куриэ утамиз- Бу ерда
Н п(Р) даражаси ti дан ортмайдиган алгебраик куп^адлар туплами.

1- теорема, [а, Ь\ ораликда узлуксиз булган, ихтиёрий f ( x )  
функция учун энг яхши якинлашувчи Р п{х) алгебраик купдад мав- 
жуд.

Исбот. Ихтиёрий f ( x ) £ C [ a ,b ]  учун куйидагича аникланган 
||/(л) 1|=  max |/(х)|

а<х<Ь
сон норма таърифидаги а̂р уч шартни каноатлантиради. Шунинг 
учун а̂м

l l l/ i  II -  ИЛИ К  I I / , -Л  II (8.2)
тенгсизлик уринлидир. Энди ихтиёрий Р п(х)£Нп (Р) ва f ( x )£ C [a , b\ 
учун куйидаги белгилашларни киритамиз:

П
Р п \ | »  max | ^ a k x k I = / 70(«0. a t , . . . , а„), (8.3)

a<x<b 1 k=Q
n

II f - P n!\= maxe<jc<6 / ( * ) - 2 a* * ft = M ao , a i  a„)- (8-4)
&=o
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Агар f ( x )  ни цатъий белгилаб, Р п (х) ни Н п (Р) туплам буйича
узгартирсак, (« +  1 ) улчовли (а0 ,  ап) фазода аниклан-
ган F 0 ва F f функцияларга эга буламиз. Бу функциялар (8.2) 
тенгсизликка кура а0 , ах , . . . , ап коэффициентларнинг узлуксиз 
функцияларидир. Хакикатан зам, берилган s учун

П П
8 =  е/max Iя Р. 2  I b I*) деб олсак. У *олда J a t — а,т  | <  8 (г =»

■ _____  k=0 k=0
«= 0, п) булганда

| F 0 (а0 , а х , . . . , ап) —  F 0( a f \  a f \  . . . , аТ )  | ^

г;: max
а<х<Ь k=0 k=0

„k -  J 0)l I r l* .
a < x < b

булади, яъни F 0 (a0 , а х , . . .  , an) узлуксиз экан. (8.4) дан ку- 
ринадики, худди шунингдек, F t (а0 , а х , . . .  , а п) *ам узлуксиз- 
дир. F j ( a 0 , а х , . . .  , ап) манфий эмас. Унинг аник куйи чегара- 
сини т  оркали белгилаймиз. Теоремани исботлаш учун /^узининг 
куйи чегарасига эришадиган шундай (а0 , а х , . . .  , ап) нукта то- 
пилишини курсатишимиз керак. Хакщатан зам, ( я -f- l)  улчовли

П

Евклид фазосида =  I бирлик сфзрада ётувчи нукталар туп-
*=. о

ламини олайлик. Бу туплам — чегараланган ёпик тупламдир. Д е 
мак, унда узлуксиз мусбат F 0 функция узининг аник куйи чега- 
раси [а га эришиши керак. Куриниб турибдики, [х 0, акс золда 
шундай

<«SV!»’...........а'">) =
k=Q

нукта топилар эдики, унда

F 0 (а(0°\ а{0), . . . , а Т )  ~  max
а< х< .Ь

У а Р х ‘
k=0

булар эди, бунинг булиши мумкин эмас, чунки 1 , х ,  . . .  , х п лар 
чизикли эрклидир. Куйидаги

г  т +  1 + | | / [|

Р-
сонни олиб, бутун (а0 , а х ........... а п) фазони икки кием: jRx ва

П
га ажратамиз; ak ^  г2 тенгсизликни каноатлантирадиган барча

k=0
нукталарни R x га киритиб, колганларини R 2 га киритамиз. F / ( a 0, 
а х , . . . , ап) функциянинг R 2 даги кийматларини карайлик. Фараз

П
цилайлик, (Ь0 , Ьх , . . . , Ьп) £ R 3, у . о̂лда ^  ^  =  Ра >  г *> яъни

а- о
£86



2 '*=о
=  1 б у л и б , к у й и д а ги  б а д о  ури н ли  б у л а д и :

F A b 0, bl t  . . .  , bn) =  |\ f ( x )  — P n (%) || >| II P n (x) || — 11Л*) ||

ip i ii 2 IT T ^  в - » яfc Л 1 ‘ 1

F f  («о, a*i , , fl£) =  ||/(x) —  2  И =  11/ ( * ) " ■  ^ W I I

—  I l / H  > | P k — l l / l l  > П * -  l l / l l  = m + l  

(охирги тенглик г  нинг танланишига кура бажарилади). Демак, 
кисмда F ,  нинг куйи чегараси т  +  1 дан кичик эмас ва от сони 
F f  функция кийматларининг Я, даги куйи чегараси экан. Лекин 
■бу туплам чегаралаиган ва ёпщдир. Бу тупламда узлуксиз булган 
F f  (а0 , а х, . . .  , а п) функция узининг аник куйи чегарасига эри- 
шиши керак. Агар бу нуктани (ао а\ , , а п) оркали белгилаб
олсак, у ^олда

П
Т-Л „ *  *  *ч . /• / ч

т  /  * ■ . . . . .  _ _&0
булади. Шундай килиб, энг яхши якинлашувчи Р п (л:) купвдц
м авж у д .

Энди куп^аднинг узлуксиз функция учун энг яхши якинлашув* 
чи купхад булишининг зарурий ва етарли шартларини келтнрамиз.

Валле—Пуссен теоремаси. Фараз килайлик, х х < % <  . . . <  
< х „+2 [а, Ь\ ораликнинг шундай (я +  2) та нуктаси булсинки, 
улар учун

sign [( —  1)г(/(*г) —  Лг (**))]== const (8.5)
булсин, яъни x t нуктадан навбатдаги х 1+1 нуктага утилганда 
Д х )  — Р п (х) микдор уз ишорасини узгартирсин. У  холда

E n { f ) > m =  min \ f ( x t) - Я „ ( х г) | . (8.6)
1=1...... п+2

Исбот. Агар т  =  0 булса, у ^олда теорема тасдигининг урин« 
лилиги куриниб турибди. Энди т >  0 деб олиб, тескарисини фа* 
раз киламиз, яъни энг яхши якинлашувчи Р п (х) купхад учун

II Я л— /|| = Я „ ( / )  < т  (8.7)
булсин. Куйидаги
sign [Р п (.х) -  Р*п (*)] =  sign [ (Рп (х) - f ( x ) )  —  {Р* (х) — /(* ))],

I ЯЛ*») ~ / ( * i)  l> l '^ ( * i)  “ /(**)!
муносабатлардан sign [Рп (x t) —  Р*п (хг)] =  sign [Р п (x t) — f ( x t)\ 
тенглик келиб чикади. Демак, п- даражали Р п{х )— Р п (х) купхад 
уз ишорасини п. +  1 марта алмаштиради, яъни Р п (х) —  Р п (х) =  0. 
Бу эса (8.7) фараз килинган шартга карама-карши натижадир. Бу 
карама-каршилик теоремани исботлайди.
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Чебишев теоремаси. Р„ (х) купдад [а, b] оралщда узлуксиэ 
/ ( х )  функциянинг энг яхши текис якинлашувчи купдади булиши 
учун бу оралйкда камида п +  2 та куйидаги шартларни каноатлан- 
тирадиган x l < x i <C ••• <^хп+2 нукталарнинг мавжуд булиши 
зарур ва етарлидир: е =  1 ёки е =  — 1 булганда барча / = 1,2, 
. . .  , п +  2 лар учун

f { X i) -  p i  (хг) = е( - 1у ! ! / - /> ; ii

тенгликлар уринли булсин.
Теорема шартларини каноатлантирадиган х , , х 2 , . . . , х п+2 

нукталар Чебишев альтернансининг н уц талари  дейилади.
Исбот. К и ф о я л и ги . L  =  \\f — Р*п \\ деб белгилайлик. (8.6) 

тенгсизликка кура L  =  m <  Е п (/), лекин Е п (/) нинг таърифига 
кура Е п (/) <  || / —  Р*п || =  L  булиши керак. Демак, Е п (/) =  L  ва 
Р п {х) энг яхши текис якинлашувчи купдад булади.

З а р у р и й л и г и .  Фараз килайлик, Р {х ) =  Р*п(х) энг яхши те
кис якинлашувчи купдад мавжуд булсин. Бу купдад учун |)Я— 
— /|| =  E n (J) булиб, ^еч булмаганда битта шундай x Q нукта мав- 
жудки, унинг учун | P ( x 0) — f ( x 0)\ =  E „ ( f ) .  Бундай нукта энг 
катта огиш нуктаси ёки кискача ( £ ) -нукта дейилади. Р  (х) куп- 
дадшшг графиги у =  f{ x )  +  Е п (/) ва у = / ( х )  —  Е п (/) чизиклар 
орасида ётади, дамда х 0 нуктада Р (х )  нинг графиги ё юкори чи- 
зикка, ёки пастки чизикка уринади. Агар Р (х )  нинг графиги бирор 
нуктада юкори чизикка уринса, бундай нукта энг катта огишнинг 
(+) нуктаси ёки кискача ( +  ) нукта ва купдаднинг графиги пастки 
чизикка уринадиган дар кандай нукта (— ) нукта дейилади.

Куриниб турибдики, (+) нукта билан бир вактда (—) нукта 
дам мавжуд булиши керак, чунки (+) нукта ёки (—) нукта мав
жуд булмаса, у долда бирор кичик мусбат сонни Р  (х) дан айириб 
ёки унга кушиб, шундай купдад досил килиш мумкинки, унинг 
графиги у = / ( х )  чизик атрофидаги торрок йулакда жойлашади. 
Бу эса Р (х )  нинг энг яхши якинлашувчи купдадлигини инкор 
килади.

Энди \а, Ь] ораликни

[a =  t0< . t l <C . . < t s =  b

нукталар билан шундай кичик кисмларга буламизки, бу цисмлар- 
нинг дар бирида Р ( х ) — / (х )  нинг тебраниши 112Е п (/) дан кичик 
булсин. Хеч булмаганда битта (Е ) нуктага эга булган дар бир 
(Е) tk <Cx^ . tk+x кисмии (Е) сегмент деб атаймиз. Хар бир (Е) 
сегментда P { x ) — f{ x )  нолга айланмайди (чунки унинг тебраниши

E n(f)  дан кичик) ва уз ишорасини саклайди. Демак, дар бир
(Е) сегментда ё факат (+) нукта ётади ва бу ерда Р ( х ) — / ( х )  
мусбат, бундай сегментни (+ ) сегмент деймиз ёки факат (—) нук
та ётади ва бу ерда Р ( х ) —  /  (х) манфий, бундай сегментни (—)
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сегмент деймиз. (Е ) сегментларни чапдан унгга караб номерлаб 
чщамиз

, d 2  d  ̂ ,

кейин P ( x ) — f ( x )  айирма энг камиДа неча марта у3 ишорасини 
алмаштигиши мумкинлигини акиклаш учун (Е) сегментларни груп- 
паларга цуйидагича ажратамиз. Аниклик учун dx ни (+) сегмент 
деб оламиз:
d x , d2 , . . . , dk [(+) сегментлар],

dk,+2 ’ • • • -  dk, K - )  сегментлар], f g ^

dkm- t+  1. dkm_ l+ 2 , . . ■ , dkm '[(— l )m_1 сегментлар].

Бу ерда tn та группа курсатилди, буларнинг дар Гири камида битта 
(Е) сегментга эга. Агар я +  2 булса, у долда теореманинг 
тасдиги келиб чикади.

Тескариси т < . п + 2  ни фараз килайлик ва бундай фаразР (х )  
нинг энг яхши текис якинлашувчи купдад булишлигига зид экан
лигини курсатамиз. Куриниб турибдики, dk ва dk +l ( /= 1 , 2,
. . . , т — 1) сегментларда Р  (х) — /  (х) ^арама-карши ишораларга 
эга, шунинг учун дам бу сегментлар умумий четки нуцталарга эга 
эмас ва улар узаР° (Е) сегмент булмаган сегментлар билан аж- 
ралган булиши керак. Шунинг учун дам Z j ( j =  1, 2, , т — 1)
нуцталарни шундай танлаш мумкинки, улар dkj дан унгда ва dkj+i 
дан чапда ётадн.

Куйидаги

® (*) =  (Zi —  х) (га —  х) . . . (zm_i —  х)

т — 1 (<«)- даражали купдадпи тузайлик. (8.8) сегментлар- 
нинг биринчи группасида v (x )  дамда P ( x ) — f ( x )  айирма мусбат, 
иккинчи группада v (x )  дамда P ( x ) — f ( x )  айирма манфий ва до- 
казо. Барча (£) сегментларда sign г) (л:) =  sign (Р { х )— f(x 'j) , 
(Е) сегмент булмаган барча сегментларда | Р  (х) — / (х) | <  Е п (/). 
Айтайлик, бу сегментларда | Р  (х) —  f ( x )  | <  Е ' <  Е п (/) булсин. 

Энди шах | v (х) | =  р деб олиб, X мусбат сонини шундай танлаб
a<xKb

оламизки,

ХР <  Е а (/) —  Е ' ва Хр <  ^ Е п (J)

тенгсизликлар бажарилсин. Даражаси п дан ортмайдиган
Q (x) =  Р  (х) — Xv (х)

купдаднинг / (х) дан огиши Е п (/) дан кичик эканлигини курсата
миз. Хакик5атан дам, дар бир (£') сегмент булмаган сегментларда

I Q (*) — /(* )  | <  | P { x ) — f{ x )  | +  X | г) (x) | <  E '  +  XP <
< E '  +  ( E n ( / )  —  E ' )  =  £ ■ „ ( /) .
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Хар бир (£) сегментда sign ( Р (х) — f ( x ) )  =  sign v  (х ), v  {х) +  О 
ва | Р ( х )—  f { x )  |>  | - £■„(/), | X г» (л:) | <  j  £■„ (/) булгани учун

|Q ( х ) - / ( х )  | =  | Р (х )  -  Х®(*) -  f{ x )  | =  |/>(*)- / ( * )  | -  
—  * I ® И  I «S Е п (/) —  М v  (х) | <  £ „ (/).

Шундай килиб, Р  (х) энг яхши текио якинлашувчи купхад эмас 
экан. Бу карама-каршилик т  >  п +  2 эканини ва яна шу билан 
теореманинг уринли эканини исботлайди.

Ягоналик теоремаси. Узлуксиз функция учун даражаси п  дан 
ортмайдиган энг яхши текис якинлашувчи купхад ягонадир.

Исбот. Фараз килайлик, даражаси п  дан ортмайдиган энг яхши 
текис якинлашувчи куп^адлар иккита Р „ (х )  ва Q „ (x ) булсин:

Q n ( x ) ^ P „ ( x ) ,  | | Q n  — / И  =  j ! P n — f \ \  = »  Е п ( / ) •
Бундан

P n - f
f -

Pn + Qn 
2 +

Qn  — /
=  £«(/)•

Демак, - j  (P n (x) - f  Qn С*)) купхад хам [энг яхши текис якинла
шувчи купхад £кан. Фараз килайлик x t , х 2 , , х п+2 щу куп-
^адга мос келувчи Чебишев альтернансининг нукталари булсин. 
У  холда

I j  [ Р п  ( x t )  +  Q n  ( * , ) ]  — / ( * , )  | =  E n  ( / )  ( / = 1 , 2  t i  +  2 )

ёки
I [Pn (Xl) - / ( X l ) ]  +  [Qn (*,) -  f ( x i )] |= 2  E n (/). (8.9)

Лекин
|P ( * t ) - / ( * / ) | <  E n (/), | Qn {pa ) ~ f ( X l ) | <  E n (/).

(8.9) тенглик факат
P n ( X i ) - f ( x l) - E n{f),
Qn (x i) - f ( x l) - E n (f)

булган солдат и на бажарилади. Бундан, п  +  2 нуктада иккита я- 
даражали Р п (х) ва Q„ (х) куп^адлар кийматларининг узаро устма- 
уст тушишлари келиб чикади, бу эса уларнинг айнан тенг экан- 
ликларини билдиради.

Энди бир неча мисоллар келтирамиз.
1 - м и с о л  (энг яхш и якинлашадиган ^згармас). Фараз килайлик, узлук

си з f  (х) функция учун унга энг яхши якинлашадиган узгармасни, яъни но
линчи даражали купх,адни топиш  талаб килинган булсин.

Айтайлик, М =  ш а х / (х), т =  m ln /  (х) булсин. У  х;олда Q0 =  ~п (М +т ) 
а<х<Ь а<х<Ь

изланаётган энг яхш и якинлаш увчи нолинчи даражали кУпвдд ва ш у билан

бирга Eq (/) =  (М — т) булади. Бунинг исботи шунга асосланганки,

f(X i) — М ва f  \x:2) =  т тенгликларни каноатлантирувчи Xi ва  xt  нукталар 
Чебиш ев альтернансининг нукталаридир.
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2- м и с о л  (энг ЯХШ И ЧИЗИКЛИ функ
ц и я ) ./ ( х )  функция икки марта узлукси з 
дифференциалланувчи б^либ, /" (л:) х,осила 
[а, Ь] ораликда у з ишорасини сакласия деб 
фараз килайлик. Аниклик учун /" (х )  <  О 
деб ^исоблайлик. Б у  функцияга энг яхши 
я:<;инлашувчи биринчи даражали купх,адни! 
топиш талаб килинсин. Масаланинг ечили- 
шини чизмада тушунтирамиз (2 2 -чизма).
Функция графигида'ги ( a , f ( a )) ва (Ь, / (Ь)) 
нукталарни кесма билан бирлаштира- ■ 
миз —  бу кесма чизикли функция ^  (х ) нинг j 
графигидир. [а, Ь] ораликда ягона й нукта ! 
топиладики, у нуктада графикка утказилган 
L 2 уринма Z.J га параллел булади (чунки 
/ " ( х ) < 0 ); L2 —  чизикли функция 12(х) нинг гра]зигидпр.

Энди равшанки, Q j (х) =  0 ,5  (1\ (х) +  /2 М )  изланаётган энг яхши якин- 
лаш увчи чизикли функциядир. Осонлик билан куриш мумкинки, a, d, b нук- 
талар Чебиш ев альтернапсининг нукталаридир.

5- бобда Лагранж интерполяцион формуласининг к°лди:-{ дади- 
ни минималлаштириш ма^садида интерполяция тугунлари сифатида 
( я +  1 )- тартибли Т [п+\х (х) купдаднинг

х ь
а +  b , b —  а 

2 1 2 
илдизларини олиЗ, куйидаги

cos С (2/г — 1) 
2 (л +  1) ( k =  1 , я +  1)

(ь — а)п+1
|/(х) -  L n (х) I <  max \ f {n+l) (*)I 2^+i(n+i)i 

батога эга булган эдик. Бундан

(8 .10)

£ „ ( / )=  max | / (n+1) (х)\
a<x<b

(b —  a)n+1
2^+i (;ч + 1)|

келиб чикади.
Фараз килайлик, Р п {х) купдад f ( x )  функция учун энг яхши,. 

текис якинлашувчи купдад булсин. Чебишев теоремасига кура 
f ( x )  — Р п(х) айирма {п +  1) та х г , х 2 , . . . , х п+1 нукталарда 
нолга айланади. Шунинг учун дам Р п(х) ни тугунлари х , , х 2, 
. . . , х п+1 лардан иЗорат булган интерполяцион купдад деб ка- 
раш мумкин. 5- боб (4.1) формулага кура интерполяция хатоси 
учун

(я+1) /£\ 1 (х)Д х ) - Р п( х ) ^ Г +» (5) (л 4- 1)1 ’
V . W = ( ^ - ^ i )  ••• (х —  х п+1), Ъ£[а,Ь\\ 

формула уринлидир. Фараз килайлик,
max К +1 (*) | Н  (оя+1 (*0) |

а < х < Ь

булсин. У  долда

£■„(;)= 1 / - ^ «  > \ / ( х 0) - Р п ( х 0) \= ‘

- l / - * 1’ ( I М )  И I  • « «
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Иккинчи томондан Т ^ 'ь] (х) нолдан энг кам огувчи купдад бул
ганлиги учун

max | о>я+1 (х) | >  max Т [п ,ь\х )
a<x*cb а< х< Ь

^  (Ь — а)п+' 
^  22П+1 *

Бундан куйидаги батога эга буламиз:

| /  > (х)1 22«+1 (Л+ i)i * (8-1 1)

Шундай килиб, агар / <л+1>(х) уз ишорасини сакласа ва секин у3'  
гарса у долда энг яхши текис якинлашувчи купдаднинг хатоси 
билан Чебишев купхадларипинг ноллари буйича тузилган интерпо- 
ляцион купдад хатоси орасидаги фарк айтарли катта булмайди. 
Айтилганларни куйидаги масалага кУллаш мумкин.

3- м и  с о л .  Берилган (п +  1)- даражали

f  “  Q/z+i (•*) ~  х  . . .  *j- х п~°г̂ , ^л+ i ^  О

к^пхад учун энг яхш и теки с якинлаш увчи Р *  (х ) купхад топилсин. Бу  холда

f (n+1) (х) = а л + 1  (л +  1)! булганлиги туфайли Еп (/ ) учун (8 .10) ва (8 . 11) 
бахолар устм а-уст тушади:

1 « п + 1 1  (Ь — а)п+'
Е„ (/) =  • 22Л + 1

Ш ундай килиб, бу ерда анг яхш и текис якинлаш увчи купхад Чебиш ев куп< 
Хадииинг

а +  b Ь —  а к (2k +  1 )
Xk ~  2 +  2 cos ~2 (п +  1) ( * - 1> п +  1)

илдизлари буйича тузилган интерполяцион купхад билан бир хил булади.

Энг яхши якинлашувчи купдадни бошка куринишда дам тас- 
вирлаш мумкин:

Р*п{х) =  Q„+1 (х) -  an+l Тп+1 ( - - =_я-~--) • (8Л2)

Дакикатан дам, унг томондаги ифода п- даражали купдаддир, чун
ки x n+i олдидаги коэффициент нолга тенг. (8.12) дан курамизки, 
\Qn+ l( x )— Р п{х)\ максимумга эришадиган ушбу

а  +  b . Ь —  а  и/ / • п-------- \
Х}*= —2 ~ +  “T ~ C0S;T+1 (7 =  0 ,/г+1)

нукталар [а, Ь] оралигида Чебишев альтернансининг нукталарини 
ташкил этади.

Чебишевнинг Тп (х) купдадлари якинлашувчи купдадлар дара- 
жасини пасайтириш учун дам кулланилади. Буни куйидаги мисол- 
да курайлик. Фараз килайлик, / ( х )  =  cosх  ни [— 1, 1] оралйкда 
олтиичи-даражали купдад билан якинлаштириш талаб килинсин. Бу 
функциянинг Тейлор каторида 6- даражали дадини сакласак:
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ва

I I / -  Q« II >  1/ ( 1) -  Qb (1) I >  8У  ■- ~  >  24• 10-«.

Энди якинлашувчи купдад сифатида, cos л: нинг Тейлор каторида 
Куйидаги

Q aW  =  l - f  + £ - i  +  S-

кисмий йигиндини олиб, бу ердан Т8 (х) =  2~7 T s(x) Чебишевкуп- 
з̂ ади ёрдамида л:8 ни йукотамиз, натижада олтинчи даражали ушбу

Р е ( x ) ~ Q s ( x ) - ± T a(x) =

= — 2̂ 8Г) — (4 — -4lW-) + (if — 4Ш") (?T-|)*6
куп^адга эга буламиз. Ш у билан бирга

\ \ / - P J < \ \ f - Q s \ l  +  j [W f8\ \< ^ [+  2 4 г < 47-Ю "8-

Шундай килиб, Р е(х) купдад f ( x )  =  co sx  функция учун олтинчи 
Даражали Тейлор каторига нисбатан 50 марта яхширок якинлашиш- 
ни беради.

9- §. С П Л А Й Н -Ф У Н К Ц И Я Л А Р БИ ЛА Н  ЯК И Н Л А Ш И Ш

Сплайн-функциянинг таърифи. Биз 4- бобда ва шу бобнинг 
олдинги параграфларида функцияни куп^адлар билан як;инлаш- 
тиришнинг турли усуллари билан танишдик. Силлик;лиги ю^ори 
булмаган функциялар учун куп^адлар якинлашиш аппарата 
сифатида кат°Р ноцулайликларга эга. Булардан энг асосийси 
шундан иборатки, бундай функцияларнинг бирор нукта атрофи- 
даги ^олати, уларнинг тула ^олати билан узвий богли^дир. 
Бундан таш^ари интерполяцион купх;адларнинг ну^сони сифа
тида уларнинг )̂ ар доим ^ам интерполяцияланувчи функцияга 
якинлашавермаслигидир. Энг яхши текис якинлашувчи куп^ад- 
ларнинг камчилиги сифатида шуни курсатиш мумкинки, уларни 
куриш жуда кийин ва одатда бундай купдаднинг даражаси ор- 
тиши билан коэффициентлари ^ам тез усиб боради.

Охирги ва^тларда шу нуксондан ^оли булган бонща якинла
шиш аппаратлари ишлаб чи^илмокда. Назарий тадки^от ва 
татби^ларда яхши натижа берадиган аппарат — сплайн-функ- 
циялар аппаратидир. Сплайннинг таърифи билан танишайлик. 
Ха^и^ий укдаги [а, Ь] ораликда ушбу

А„ : а  =  х 0 <  x t <  . . .  < x n =  b

у х;олда

I I / -  Q e l l C ^  <25-10-®
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тур берилган булсин. Фараз килайлик, Н т  (Р ) даражаси т  дан 
ортмайдиган купдадлар туплами, С {к) =  С (к) [а, Ь] узи ва k  тартиб- 
гача зосилалари-[а, Ь\ ораликда узлуксиз булган функциялар туп
лами булсин.

Т аъ р и ф . куйидаги иккита шартни каноатлантирувчи ушбу 
S m( x ) = S m(x, Д„)

функция дефекти 1 га тенг булган т -  дараж али полиноминал  
сплайн  дейилади:

1) Дар бир [x t , x l+ i] (1 =  0 ,  п) оралщда S m(x) €  Н т (Р)\
2) S m(x )e C ^ -» [a ,b ] .
Бу ердаги {xt} нукталар сплайн ту гун л ар и  дейилади. S m(x) 

сплайннинг т -  зосиласи [а, Ь] ораликда узилишга эга булиши дам 
мумкин.

Агар k =  0, 1  т, лар учун

S {k) (а +  0) =  Sm'1 ( b - a )
тенг лик лар бажарилса, Sm (х) сплайн b —  а даврли даврий сплайн  
дейилади.

Таърифни каноатлантирув чи сплайнлар билан бир каторда шун
дай сплайнлар зам караладики, уларнинг силликлиги Ап турнинг 
турли кисмларида турличадир. Бундай сплайнлар [а, Ь\ ораликнинг 
турли кисмларида турли силликликка эга булган функцияларни 
икинлаштиришда фойдаланилади.

Одатда, сплайн ягона равишда ашщланиши учун [а, Ь] оралик
нинг четки а  ва b нукталарида чегаравий ш артлар  деб аталувчи 
кушимча шартлар куйилади. Амалда учинчи Даражали, яъни кубик 
сплайнлар кенг кулланилади.

Сплайнларнинг дисоблаш математикасида кенг кулланилаётган- 
лиги сабабларидан яна бири уларнинг кийматларини ЭХМларда зи- 
соблашнинг кулайлиги ва улар ёрдамида интерполяциялаш каби 
жараёнларнинг кенг синфдаги турлар учун яхши-^якинлашишлиги- 
дадир (юкорида айтилгандек купдад билан интерполяциялаш бун
дай эмас).

Бундан буён биз интерполяцион кубик ва S l( x )  =  S l (b) =  0 
чегаравий шартларни каноатлантирувчи сплайнлар билан шугуллана- 
миз.

Интерполяцион кубик сплайнларни цуриш. Олдинги пункт- 
да айтилгандан сунг куйидаги таърифни бера оламиз.

Т аъриф . Куйидаги турт шартни каноатлантирувчи ушбу 
S ( f , x ) = S 3( f , x ,A n) функция интерполяцион  кубик сплайн  
дейилади:

1. Хар бир \x t , х 1+1] (г =  0 ,п) ораликда S ( f , x ) ^ H 3(P)\
2. S ( f,x )e C > [a ,b ] - l _
3. Турнинг x k (k =  0, п) тугунларида 5 (/, x k) =  f k тенглик 

уринли;
4. S " ( f , x )  учун

S " ( f , a )  =  S " ( f , b ) ~  0  ( 9 . 1 )
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чсгаравий шартлар бажарилади. Бу турт шартни каноатлантирувчи 
ягона 5 (/, х) сплайн мавжудлигини курсатамиз. Бунинг учун аввал 
куйидаги ёрдамчи фактларни келтирамиз.

Лемма. Фараз килайлик, А  =  [atj\ п- тартибли квадрат матри- 
цанинг элементлари

min { К | - 2 | а . . 1 }  =  ? > 0  (9.2)
1 < 1<П 1'ф1 ч

шартни каноатлантирсин. У  ^олда А х  =  Ь система ягона ечимга 
эга булиб, унинг ечими

max \ x k \< q ~ l max | Ьк \ (9.3)
\<k<n 1 <k<n

тенгсизликни каноатлантиради.
Исбот. Агар А х  =  b системанинг озод ^адлари нолга тенг 

булса, у ^олда (9.3) тенгсизликдан бу системанинг факат тривиал 
ечимга эга эканлиги, демак, det. А  Ф  О булиши ва бу системанинг 
ихтиёрий озод ^адлар учун ягона ечимга эгалиги келиб чикади. 
Шунинг учун а̂м, лзммани исбот кили'п учун (9.3) тенгсизлик- 
ни келтириб чикариш кифоядир. Фараз килайлик, (9.2) шарт

бажарилсин ва max |%г| — х к булсин. У  ^олда =  a u X j экан- 
к / < п  /=1

лигидан
max | b1 1 1 акк j| х к | 2  I CLkj 11 х к | =

1 < К п  i¥=k
=  max | x t | { | akk | —  2  I a k, I 1 >  q  max | x t |

l< i< n  1'фк 1 K i< n

булади. Ш у билан (9.3) тенгсизлик ва демак лемма исботланди.
Агар матрицанинг элементлари (9.2) шартни каноатлантирса, 

бундай м а тр и ц а  салноцли, бош диагоналга эга дейилади.
Энди сплайнни куриш билан шугулланамиз, 5 (/, я) нинг иккин

чи ^осиласи турнинг а̂р бир [ x t_x , x t] оралигида узлуксиз бул
ганлиги туфайли х 1_1<  х  <  я, да ушбу

S " ( / , x ) ^ M i _ 1 ^ -  +  M l ^ = i -  ( 9. 4)

тенгликни ёза оламиз. Бу ерда ht = x t — x t_̂  ва M t =  S" (/, x t)* 
Бу тенгликнинг х,ар икки томонини интеграллаб куйидагига эга 
буламиз:

5  (/, *> -  +  м , +  Л - i r  +

бунда А ь ва В { интеграллаш доимийлари булиб, улар S (/, x i_1)=* 
Л - i ва S { f ,x ^ )= f l шартлардан аникланади. (9.5) да x  =  x t_ lt

Щ
X  =  X i ларни урнига куйиб мос равишда ва



nlM i B l — f l ларни хосил киламиз. Бундан А . ва B { ларни 
топиб (9.4) га куйсак, натижада

S  (/, х)

5 ' (f, х) —  —  М

-X l- 1)3
6 ht

Xl — X
6ht +

i - i

hi
( X j - X Y

2 h
M t — M i_,

f r
Ml h i ) x  — x t- i  

~ i  ’

f - f i -(* — * ;-1)2 
2  ht hi

(9.6)

(9.7)6 i
ларга эга буламиз. Охирги тенглик [x i, x i+ l\ оралик учун куй«’ 
даги куринишга эга:

S '  ( f , x )  =  —  M t  - f  М  {— ~ - х- й -  | / г + 1  ~ f l2 hi+l 1 2hi+l
 Mj+I— Mj ̂

hi+i

6 *‘/+i • (9-8)
Энди (9.7) да л; нинг х . га чапдан ва (9.8) да х  нинг х . га унгдан 
интилгандаги, яъни х и х 2, . . .  , х п_г лар учун ^осиланинг бир 
томонлама лимитларини х;нсоблайлик:

f i — f i - 1 
3 ' ht

{i
S ' ( X i +  0) = hi+i M , .*i±l м  - 6 '+13 1 6 ( + l + 1

Твърифнинг 2) шартига кура S ' (/, x) ва S" (f, л:) функциялар \a, b ]
n -1 нукталарда уз-ораликда узлуксиз. S ' (f, x) нинг x u x 2, . . . , x t

луксизлигидан фойдалансак, куйидаги n  —  1 та тенгламага эга бу
ламиз:

ц  I ^  +  Аг+1л/г I h i-y 1 л/г f i + i — f i  f i ~ . f i - 1 6 м (~1 г  з m l -f- —  т 1+1 — — (9.9)
Бу тенгламаларни (9.1) чегаравий шартдан келиб чикадиган

М й =  М п =  0 (9.10)
тенгликлар билан тулдириб,

а, = 5i 61-6 ’ i
hi +  h i-jr i . с. ht + i j  __ f l + 1  —  

6 ’ ‘ ~  hi+1
f i  f t  — f i -\ (9.11)

3  > 6 ' " i ~  hi+1 ht
белгилашларни киритсак, у холда М . , М 2, , М . - 2 номаъ
лумларни топиш учун

b  ̂ —j—
а 2 ./И} -f- b2 УИ2 ~|“ с2 -̂ 4з ^  ^2» 
as -f- bs М ъ +  сг М г == dB,

а п~2 ^ - 3  “I-  ^ п -2  2 +  с „ _ 2

« п - 1  ^ « - 2  “ Ь  ^ п - 1  К - 1  ~  d n - l

(9.12)
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тенгламалар системасини досил киламиз. (9.11) га кура (9.12) сис
теманинг матрицаси салмокли бош диагоналга эга булганлиги ту- 
файли ихтиёрий / , , / 2, . . .  , /„  лар учун (9.12) система ягона 
ечимга эга. Шундай килиб, I) — 4) шартларни каноатлантирувчи 
ягона сплайн мавжуд экан. (9.12) системани ечишнинг жуда ц м  
эффектив алгоритми мавжуд, уни куйида келтириб утамиз. Бунинг 
учун барча /г =  1 , 2, . . . , п —  1 лар учун

Рк =  ак Ь - 1  +  Ьк (<?о =  0). (9.12)
п _______ СА  _  dk — ak uk~1 / o')
9 k ~  У и ' 11* -  Pk (U° U)

ёрдамчи микдорларни досил киламиз. Сунгра (9.12) системанинг
2- , . . . , (п — 1) -тенгламаларидан кегма-кет М и М ъ . . . , М п—%
ларни йукотиб, ушбу

м к =  ЯкМ к+1 + Ч  (/г =  п~ 2) (9.14)
. М п-Х =  аП-1

эквивалент системага эга буламиз. Бундан эса кетма-кет M n_lt 
№п_2 , • • • . M i  ларни аниклаш мумкин.

Салмокли бош диагоналга эга булган матрицалар учун бу ди- 
соблаш схемаси шу маънода тургундирки, хато тез суниб боради 
(0 <  — qk< i\) . Буни (9.13) ва (9.14) дан осонлик билан куриш 
мумкин. Шуни дам таъкидлаш керакки, рк ва qk микдорлар факат 
Дл турга боглик булиб, турнинг тугунларидаги ординаталарнинг 
Кийматларига боглик эмас. Бу эса муайян тур учун {р/г} ва 
{qk} ларнинг кийматларини бир марта дисоблаб олиб, тур тугун
ларидаги турли хил ординаталар билан сплайнлар куришга имкон 
беради. Сплайнни куришда дисоблаш натижаларини 36- жадвалдаги 
схема шаклида ёзиш маъкулдир.

36- жадвал

xk fk hk ak bk °k 4 Pk 4 “а Mk

Л hi ax b, Cl dx Px <7i ui M x
Х-2 /а h2 bi d. 2 Pi q a K2 M2

Хп
fn - 1 
fn

hn—! 
hn

an- x ъп-К Cn— 1 d-n—l Pit—I Яп-1 Un— 1 M n- i

Агар Дп тур текис, яъни тугунлар тенг узокликда жзйлашган бул
са, у долда бу схема янада соддалашади: hk, ak, bk, ck устунлар- 
ни ёзмаслик дам мумкин.

Шундай килиб, функциянинг / 0, f x , . . .  , f n кийматлари бе
рилган булса, бу кийматлардан фойдаланиэ (9.6) формула ёрдами
да сплайн - функциялар билан f  (рс) ни интерполяциялаш мумкин. 
(9.7) формула ёрдамида эса униаг досиласини топиш мумкин.
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Кубик сплайн - функциялар, юкорида айтиб утилганимиздек 
яхши якинлашиш хоссасига эга. Агар интерполяцияланадиган f ( x )  
функция С к [а, b \  (k =  0, 1 , 2, 3, 4) синфга тегишли булса, у дол
да унинг хатоси г  ( х ) = / ( х )  —  S { f , x )  учун куйидаги бадони кур
сатиш мумкин:

max | г {р) (х ) [ <  ch k~p (k >  р) ,
а < х < Ь

б у  ерда с турга боглик булмаган узгармас булио, h =  max ht.
1 <i<n

Э сл а тм а . Купинча х* = а  ва х  =  Ь нукталарда/ ( х )  функция 
дакида кушимча маълумотга дам эга булишимиз мумкин. Масалан, 
сплайн тузишдан асосий максад

f ( a )  +  a f '  ( р )  —  А ,  f ( b ) + $ f ( b )  =  B

чегаравий шартларни каноатлантирувчи дифференциал тенгламани 
ечишдан киборат булиши мумкин. Бундай долда, сплайн тузишда 
М 0 =  М п =з 0 чегаравий шарт урнига юкоридаги шартни олиш 
керак.

М а ш к л а р

1. Лежандр кУгщадари буйича куйидаги ёйилмаларнинг Уринли эканлиги- 
ии курсатинг:

ОО

а) arc sin* =  ~  2  д ^ ' '] [  p*k+i W  “  p ik-i  W  ]  ( \х | <  1),
A=Q

1 eo
б ) (1— 2p x +  p*) 2 ( | p | < m i n  | * ± / * 2- l | ) ,

k = 0

I 00 I
B) / 1  -  2px + 1 *  =  2  -Jk+r pk (* )  d p i  >  m a x | x ± / I C T l | ) .

2. Чебишевнинг биринчи тур купвддлари буйича куйидаги ёйилмаларнинг 
турри эканлигини курсатинг:

а) arc s l n x =  2  ( ~  О6" 1 ( 1 * 1  < 1 ) ,

и V  (— l)ft(/2*—l)2ft+* ( х — 1\
б) arctg  « - - j  + 2  2 L  2k + i   T*k+i ( j + i J  Ф < х < о о ) ,

b=0

X v  (— \k) _̂___
в) a rc tg  a =  2 2k +  1 ^2ft+i W  (P “  V l + a2> I x  I <  1),

A=0
1

1 + 2 2  ( - l ) ft( 3 - 2 / 2 ) ft Tk {2x~l)\  (О С лг <  I)
L k=\ Jl + x  / 2

кинчи тур 1 
[И курсатин

= “ + 4 u ‘ »

3. Иккинчи тур Ч ебиш ев кугдадлари буйича куйидаги ёйилманинг тугрн 
вканлигини курсатинг:
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4. Эрмит купдадлари буйича куйидаги ёйилмаларнинг Уринли б^лишинн 
кУрсатинг:

ОО

я) sh 2х 0 | 1 |̂ f$2k-\-\ С )̂»
k=0

00
б ) ch 2х =  е 2  Щ Г  Н2к (х).

5 . /  (л:) =  cos л: (0 <  х  <  2 я) учун учинчи тартибли энг яхш и текис якин
лаш увчи к^п^ад Р*3(х) s  0 булиш ини курсатинг.

6. f ( x )  — т -г —j  функция учун [— 1 , 1 ] оралйкда иккинчи даражали энг
1 -j-x

яхш и, теки с якинлаш увчи купдадни топинг.
Ж  а в о б:

* 1 77
Р 2 W  “  —  2  х2 "*■ 80 ‘

7. Икки энг яхши текис якинлаш увчи кУп^адларнинг йигиндиси энг яхш и 
теки с якинлаш увчи купдад булмаслигн л;ам мумкинлигини мисолда кУрса- 
тинг.

8 . R (х) куп^адлар ор асида— 1 <  х  <  1 оралйкда нолдан энг кам огувчи
ва бирор $ (5 >  1 ёки S <  —  1 ) нуктада ц киймат кабул килувчи купвдднн
аникланг.

Ж  а в о б:

Тп (х) cos п arc cos х  
R ( * )  “  I  f n ( j) =  '"I cos n arc cos S *

9. Бош коэффициента А га тенг булган и-дараж али

R (x )  — Ахп +  . . .

кУп^адлар орасида —  1 <  х  <  1 оралйкда нолдан энг кам огувчисини топигач 
Ж  а в о б:

А А
R (х) =  2 «= Г  тп ( * )  =* J " —i  co s п a rc  co s  *•

VII Б О Б .  ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ ^ИСОБЛАШ

1 - § .  АНИК И НТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ ДИСОБЛАШ МАСАЛАСИ

Амалий ва назарий масалаларнинг купчилнги бирор [а, Ь] ора-
ь

ликда узлуксиз булган f(x )  функциядан олинган j  f ( x ) d x  аниц
а

интегрални дисоблашга келтирилади. Аммо интеграл дисобишшг 
асосий формуласи

ь
j  f{ x )d x  =  F(b) —  F(a)
a
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(бу ерда F(x)  функция f(x )  функциянинг бошлангич функцияси) 
амалиётда купинча ишлатилмайди. Чунки куп лолларда F (x )  ни 
элементар функцияларнинг чекли комбинацияси оркали ифодалаб 
булмайди. Бундан танщари амалиётда f( x )  жадвал куринишида 
берилган булиши а̂м мумкин, бундай ^олда бошлангич функция 
тушунчасининг узи маънога эга булмай к°лади.

Шунинг учун :рм аник интегралларни такрибий дисоблаш ме- 
тодлари катта амалий а^амиятга эга.

Биз бу бобда f ( x )  функцияларнинг етарлича кенг синфи учун
ь
j  f ( x )d x  аник интегралнинг такрибий кийматини интеграл остида-
а
ги f(x ) функциянинг [а, b] ораликнинг чекли сонда олинган нук- 
таларидаги кийматларининг чизикли комбинациясига келтирадиган 
методларни куриб чикамиз:

Ь п

J  f ( x ) d x ^ ^ Aikn)f ( x in)). ( 1 . 1 )
a 1

Бу ерда х ^  ( k =  1, 2, . . . , п) квадратур  фор н у  л а н и т  т у 
гунлари, А <ftn> квадратур  формуланинг коэф ф ициентлари  ва
П
2  уНп,/ ( х !ь1)) квадратур  й и т н д а  дейилади. Агар интеграллаш

чсгаралари а  ва b квадратур формуланинг тугунлари булса, у 
з̂ олда квадратур формула „ёпиц ти п д а ги " , акс х;олда эса „ояиц 
ти п да ги а дейилади. Квадратур формуланинг тугунлари х ^  ва 
коэффициентлари функциянинг танланишига боглик булмас- 
лиги талаб килинади.

Ушбу

R n if) = j  / ( x ) d x  -  2  A in)/ m  (1.2)
a k=l

ифода эса (1 .1) квадратур  формуланинг цолдиц %ади ёки ха- 
гпоси дейилади.

Одатда (1.1) формулага нисбатан умумийроц квадратур фор
мула каралади. Фараз килайлик, Ф чекли ёки чексиз [а, Ь] ора
ликда аникланган f( x )  функцияларнинг бирор синфи булиб, р(дг) 
{а, Ь] ораликда вазн функцияси булсин (VI бобга каранг). Энди 
куйидаги

Ь п

j  Р(x )f(x )d x  да 2  A kn)f ( x kn)) (1.3) ,
a k ~ l

квадратур формула ва унинг колдик ^ади 
ь п

W )  =  J  Р(x)f(x )dx  -  2  A in)f ( x in)) (1.4)
а

ни караймиа,
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Куйида [а, b] орали к ни чекли деб фараз килиб, биз квадра
тур формула тузишнинг айрим йуналишларини кисцача куриб чи
камиз.

1. Купинча квадратур формула тузиш учун /(х) функция [а, Ь\ 
оралиеда п та х (п>, х^ \ . . . , х^> нукдалар ёрдамида интер- 
поляцияланади:

п п х ___х (п)

л * > = 2  п  ■ ‘  л л л ) + г, (/,*)■
k = l  /—I, \фкх к ~ x j  .

Энди буни р(х) га купайтириб интегралласак,
Ь п Ъ

j  ?{x)f(x)dx  =  2  A in)f(x{n)) +  J  p(x)ra, f ( x )d x
a k=l a

келиб чицади, бу ерда
ь п   (я)

а /=1. i+k k xj
Ш у усулда тузилган квадратур формулалар интерполяцион

ф ормулалар  дейилади.
2. Анализдан ва 6-бобдан маълумки, чекли ораликда узлук

сиз функцияларни алгебраик купдадлар билан етарлича юкори 
аникликда якинлаштириш мумкин (Вейерштрасс теоремаси). Шу
билан бирга, купдад даражаси канча юкори булса аницлик зам 
шунча юкори булади. Шунинг учун зам (1.3) формулада A f ] па 
х\^] параметрларни шундай танлашга заракат килинадики, бу тенг
лик етарлича юкори даражали алгебраик купзадлар учун анш< 
булсин. Ш у усул билан тузилган (1.3) формула [а, Ь\ ораликда 
узлуксиз булган куп функцияларни интеграллашда аниклик жиза- 
тидан яхши натижа беради. Одатда, (1.3) фэрмула барча т -  дара
жали купзадлар учун аник булиб, f(x )  = х !П+1 учун аник бул- 
маса, у золда унинг алгебраик аницлик даражаси т  га, т е н г  
дейилади.

Фараз килайлик, f( x )  функция даврнй функция булиб, унинг
2ч

даври 2и га тенг булсин ва J f ( x )d x  иитегрални зисоблаш талаб
о

Килинсин. У золда (1.3) формулада А {£ \  х <,п) параметрларни шун
дай танлашга заракат килинадики, у имкон борича юкори т р̂тиб* 
ли тригонометрии купзадларни аник интегралласин.

Аниклик даражаси (тартиби) энг юкори булган квадратур фор- 
мулалар катта азамиятга эга. Бундай формулалар Гаусс  т и п и д а - 
ги квадратур  формулалар  дейилади.

3. Квадратур формулалар тузишда эллигинчи йилларнинг охир- 
ларидан бошлаб янги бир йуналиш ривожлана бошлади. Унинг мо- 
Зияти куйидагидан иборат. Бизга f(x )  функцияларнинг бирор сип-



фи Ф берилган булсин, Бутун Ф  синф учун аникликни тавсиф* 
лайдиган мивдор сифатида куйидаги аниц юкори чегара

ь N

R n =  sup|/?e(/)| = sup j  p(*)/(*)<** — 2  Akn)f ( x kn))
a k? l

олинади- Бу ерда [a, b] да xf> тугунларни ва А<£> коэффициент- 
ларни шундай танлаш талаб килинадики, R n узининг энг кичик 
Кийматига эришсин. Бундай формулалар, табиий равишда, функ- 
дияларнинг Ф синфида энг кичик х а т о г а  \эга булган форму
лалар  дейилади.

Масалани бошкача тарзда з?ам куйиш мумкин; яъни ёки 
ларга нисбатан айрим шартлар билан, масалан, коэффициент- 

ларнинг узаро тенг булишлиги А ^  =  А<2п) =  . . . А<пп> =  А<п) ёки 
тугунларнинг бир хил узокликда жойлашган булишлиги каби 
ва ц, к. Коэффициентлари ёки тугунлари мана шу шартларни кано- 
атлантирган долда (1.3) формулани шундай тузиш талаб килинади- 
ки, R n колдик Ф  функциялар синфида энг кичик булсин.

Параграфни якунлашдан олдин умумий бир муло^азани айтиб 
утамиз. Интегралларни (1.3) формула ёрдамида ^исоблашда, квад
ратур йигинди умуман такрибий равишда )(исобланади. Одатда 
f(x(k ]) УРниДа бирор Дл#0) га эга буламиз, демак

Л 4 п)) = / ( 4 п)) +  £Г .
бу ерда s(,rt> — яхлитлаш хатоси. Фараз килайлик, барча /г =  1, 
2, п учун |e < « ) j е булсин. Агар купайтмаларнинг йигинди-

П
СИ 2 ^ in)/(-4n)) аник ^исобланса, у з̂ олда квадратур йигиндини

k—l
П

^исоблашда яхлитлаш хатоси е 2 И 1П)| дан ортмайди, хусусан
П

тенг булили а̂м мумкин. Бундан куриниб турибдики, 2  И*!)|
k=\

Канча катта булса, квадратур йигиндини дисоблашда ^осид булган 
яхлитлаш хатоси шунча катта булади.

Фараз килайлик, (1.3) формула f(x )  =  1 ни аник интегралла- 
т н ,  яъни

=  j  9(x)dx.
k=  1 а

п
Бундан, равшанки 2  И*п)| энг кичик кийматни кабул килиши учун

  k—l

барча k — \ , n  лар учун 0 булиши керак. Бу эса мусбат
коэффициентли квадратур формулалар катта адамиятга эга эканли
гини курсатади.
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2- § . ИНТЕРПОЛЯЦИОН КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАР

1. Энг содда квадратур формулалар: турри туртбурчак, тра
пеция ва Симпсон формулалари. Энг содда квадратур форму- 
лаларни оддий мулодазалар асосида цуриш мумкин. Айтайлик,

ь
j  f ( x )d x
а

интегрални дисоблаш талаб килинсин. Агар каралаётган оралйкда 
Д х )  я: const булса, у вактда

lf{x)dxtn(b — a ) f [ ~ P l  (2.1)

деб олишимиз мумкин (23- чизма). Бу формула т у гр и  т у р т б у р 
чак лар форму ласа  дейилади.

Фараз килайлик, f ( x )  функция чизикли функцияга якин бул
син, у долда табиий равишда интегрални баландлиги Ь — а  га ва 
асослари f{a) ва f(b )  га тенг булган трапеция юзи билан алмаш- 
тириш мумкин (24- чизма), у долда 

ь
J f( x )d x ■ № )+ /(*)) (2.2)

деб олишимиз мумкин. Бу формула тр ап ец и я  формуласи  дейи
лади. Нидоят, Д х )  функция [о, Ь\ оралйкда квадратик функция-

ь
га якин булсин, у долда J f ( x )d x  ни такрибий равишда О х  уки

а
ва х  «= а, х  —  Ь тугри чизиклар дамда у = Д х )  функция графи-

и -\- Ь
гининг абсциссалари х  =  а ,х = *  — ва х  —  Ь булган нукталари-
дан утувчи иккинчи тартибли парабола оркали чегараланган юза 
билан алмаштириш мумкин (25- чизма), у долда куйидагига эга 
буламиз:

J f (x )d x  »  ^  { Д а )  +  4 /  ( 1±-S) +  Д Ъ )}. (2.3)

ф ]

23-чизма. 24-чизм а,



О-

Бу формулани инглиз математиги Симпсон 1743 йилда таклиф эт- 
гзн эди.

Бу формуланинг зосил килиниш усулидан куриниб турибдики, 
у барча иккинчи даражали

Р 2(х) — а 0 +  а хх  +  а 2х*
купзадлар учун аник формуладир. Шундай килиб, биз учта энг 
содда квадратур формулаларга эга булдик. (2.1) формулани, тузиш- 
да у узгармас сон f(x) =  с ни аник интеграллашини талаб килган 
эдик. Лекин у f{x) — а 0 +  a tx  чизикли функцияни зам аник ин-

/ а + L> \
теграллайди, чунки (b — a ) f  I - у -  I баландлиги Ь — а  ва урта 

( я + Ь \
чизиги /  I ~y ~ I булган ихтиёрий трапецияни'нг юзига тенг (26- 
чизма).

Шунга ухшаш Симпсон формуласи зам биз кутгандан кура 
Зам яхширок формуладир. У  учинчи даражали

P s(x) =  а 0 +  a tx  +  а 2х 2 +  а 3х 3
купзадларни зам аник интеграллайди.

Хакикатан зам, учинчи даражали Р 3(х) купзадни куйидагича 
ёзамиз:

Р.г(х) =  а 0 +  а^х +  а 2х 2 -f- a sx s =  Р 2(х) - f  a sx 3,

у вактда
ь ь ь ь

J  P.i (x )d x =  j  P 2(x)dx  +  а г § х Ч х  =  j  P 2(x)dx  -j- -j (64 — a4). (2.4)
a a a a

Лекин бизга маълумки,

j ‘ P i { x ) d x  =  [ я 2( а )  +  4 P 2 ( )  +  P i { b ) ] , ( 2 .5 )
a '

Иккинчи томондан,
<г3 b —  a [ ( а  +  Ь\ъ 1
-4- (64 — a<)= ~ д - | а 3а 3+  4йЦ  j  +  аъЬг j  (2.6)

ОI a

25-чизм а. 26-чизм а,
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ай н и я т ури н л и ди р. Э н д и  ( 2 . 5 )  —  ( 2 .6 )  ни ( 2 .4 )  г а  к у й и б ,

ь
J  P s(x)dx  =  Ь~ ^ {  Р а ( а )  +  4Р, ( )  +  Ръ{р ) }
а

ни ^осил киламиз.
Шундай килиб, биз учта квадратур формулани курдик. Улар- 

дан иккитаси турри туртбурчак ва трапеция формулалари—биркн- 
чи даражали купдад учун аник; формула булиб, Симпсон форму- 
ласи учинчи даражали купдад учун аник формуладир.

2. TyfpH  туртбурчак, трапеция ва Симпсон формула- 
ларининг цолдиц ^адлари. Энди юкорида курилган квадратур- 
формулаларнинг колдик дадларини аниклаш билан шурулланамиз. 
Т у FpH туртбурчак формуласининг колдик дади

ь
Ro(f) =  J  f{ x )d x  - { b  —  a ) f

ни топиш учун f(x )  функция [а, b] ораликда иккинчи тартибли 
узлуксиз f" { x )  досилага эга булсин деб фараз к.иламиз. У  долда 
Тейлор формуласига кура:

( а  +  b \ / а +  Ь\ ! а  +  b\ 1 ( в  +  6 \ 2

л * ) - / ( — н * - — ) / ' ( — ) + т ( * — И  т
а  -|- Ъ

бу ерда х  <  С =  С(х) <  ~ 2 ~- Бу тенгликнинг дар иккала тол%- 
нини а  дан b гача интегралласак,

1 р/ a + byi f * /  а 4- ь у
/ ? „ ( / )= - j J I х  -  —  f " ^ d x  (2-7>а

р [ а +  Ь\
келиб чикади, чунки J I * -----g— J d x  —  0. Куйидагича белги-

лаш киритаилик:
т  =  minf" (x ), М  =  max f"(x ).

a < x< b a<x<Cb

( « + Ч 2 „Интеграл остидаги функция I х  g— J уз ишорасини саклайди*.
шунинг учун (2.7) интегралга умумлашган урта киймат дакцдагк 
теоремани куллаш мумкин:

( а + b \2 (Ь — а)3
*„(/) =   2 ) (2.8)

бунда т  <  Z. <  УИ, /"(*) узлуксиз булгани учун Коши теорема
сига кура шундай с, а  <  | <  6 топиладики,
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Энди (2.8) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:
„  (Ь — й)3
R 0(f)  =  “ 24 —  f" (D - (2.9)

Бу zca колдик ^аднинг изланаётган куринишидир.
Энди трапеция формуласининг колдик ^адини топайлик. Бу

нинг учун f ix )  функцияни х  ==а ва х  =  Ь нукталардаги киймат- 
лари ёрдамида интерполяццялаб, интерполяцион формулани кол
дик; дади билан ёзамиз:

f ix )  —  L s(x) =  ~ ( х  — а)(х -  Ь)/% ).

Б у  тенгликнинг >$ар иккала томонини а  дай b гача интеграллай- 
■миз, натижада

1 6
R A f)  =  Т  j  (х -  а)(х -  b )f% )dx

Я
'3{осил булади. Бу ерда [а, b] ораликда (х ~  а ) (х  —  6) <  О бул- 
хани учун /?,(/) ннтегралга урта киймат дакидаги умумлашган те- 
•оремани куллаш мумкин:

1 (Ь  ,з\3
R i (/) =  -2 / "Ш  J '(х— а) (x— b )d x =  —  f" (D  (а< I < b). (2.10)

а
Ни^оят, Симпеон формуласининг колдик дадини аниклайлик. Бу- 
иинг учун с =  0,5(а -f- b) деб олиб, куйидаги

Н{а) = /(а ), Н(с) = f ic ) , И '(с) = /(с ), Н(Ь) =  f(b )
шартларни каноатлантирувчи Эрмит интерполяцион купдадини ту- 
.замиз:

■Н(х) =  jjzrg)*  К* ~  — Ь^ а) - { X -  а)(х ~  Ь)(а — b)fic) —
—  (х —  а){х —  Ь)(х —  с)(а —  Ь)/'(с) —  (х —  а)(х —  c ff ib ) ] . 

Равшанки,
Г* , Ь — а /  а +  Ь\
J H (x )d x  =  - g -  [fid )  +  4 / 1 — ) +  fib )\.
а 4 '

Энди 5-бобнинг 13-§ га кура f ix )  == I i(x )  +  г(х) интерполяцион 
формуланинг колдик а̂ди

г (х ) =  Т4 Q (а < ^ <  Ь)
•булиб, бу ерда

& (х) =  (х — а)(х — с)2(х  —  Ь).
.Демак, (2.3) формуланинг колдик Л’ади



булиб, Q (х ) купдад [а, Ъ] оралйкда уз ишорасини саклайди ва; 
умумлашган урта киймат теоремасига кура

R,{t)

га эга буламиз.
Долдик задлар учун чикарилган формулалар яна бир бор шу-

ни курсатадики, тугри туртбурчак ва трапеция формулалари би-
ринчи даражали куп^адлар учун аник булиб, Симпсон формула-
си учинчи Даражали куп^адлар учун аник формуладир.

3. Интерполяцион квадратур формулалар. Бундан кейин
кискалик учун квадратур формуланинг A f \  А р ,  . . . , А (пп) коэф-
фициентлари ва х\п\  х<£\ . . . , х№ тугунларини юкори индекссиз
А х, А2, . . . , Ап ва х и х 2, . . . , х п куринишда ёзамиз. Фараз-
Килайлик, бизга f ( x )  функциянинг х и х 2, . . . , х п нукталардаги
/ ( х 4), / \ х 2), . . . , /(х„) кийматлари берилган булиб, максад шу 

ь
Кийматлар буйича | f(x)dx ннтегралнинг такрибий кийматини

а
мумкин кадар ю^ори аникликда топишдан иборат булсин. Демак, 
Ak коэффициентлар аникланиши керак. Бунинг учун f{x) ни унинг 
берилган кийматларидан фойдаланиб, (п —  1) - даражали купдад 
билан Интерпол я циялаймиз:

П П
f(x)^Ln-i(x)+rn(f, х) =  2  П  ^ ^  f(xk) + r n(f,x). (2.11)'

k=n=i, i+u й 1

Энди бу тенгликни р(х) га купайтириб, а  дан b гача интеграллай- 
лик:

ъ ь ь
j  Р{x)f{x)dx= j  p(x)Ln̂ {x)dx  +  J p(x)rn(f, x)dx.
a  cl a

Агар бундаги
b n b

Rn{f) =  j  p{x)f{x)dx — 2  Akf(xk) =  j  P (x)rn(f,x)dx (2.12):
a k = l a

цолдик ВДни ташласак,
b n b ____

\ 9{ x ) f { x ) d x ^ i ^ A kf { x k), Ая == j  p(x) П *• dx (2.13).
a k = l a t= l, 1фк h 1

квадратур формулага эга буламиз. Ц'У.&т&е:т-о-^
Бу формула курилиш усулига кура интерполяцион  квадра

т у р  ф ормула  дейилади. Бундай формулалар учун ушбу теорема
уринлидир.
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Теорема. Куйидаги
ь п

j  Р(x)/(x)dx  ~  2  A kf(*k) (2.14)
a k = l

квадратур формуланинг интерполяцион булиши учун унинг барча 
4 jt— 1) - даражали алгебраик купдадларни аник интеграллаши за- 
рур ва кифоядир.

Йсбот. З а р у р л и ги .  Агар Д х )  (п — 1 )-даражали купдад 
-булса, у долда (2.1 1 ) тенгликда r n(f, х) == 0 булиб,

/(*) =  2  П  lZ fL ./ ( x * )
k= \ 1= 1, l^kxk — Xi

тенглик уринли булади ва (2.14) коида интерполяцион коида бул- 
танидан (2.13) га кура:

j  Р(x )/(x )d x  =  2  Л ^ )  J  Р (* )  П  d x  =  ^ A k f { x k ).
a k=l а г=1, i+k n 1 fc=l

Демак, (2.14). формула (п — 1)- даражали Д х )  ■ купхадни аник 
'интеграл лайди.

К и ф о я л и ги ..  (2.14) формула (я — 1)-даражали ихтиёрий 
жупдад учун аник формуладир. Хусусий долда, у (я — 1 )-дара
жали ушбу

=  П  X ~ Xl (/7г =  1. 2 , . . . , « )
/ = 1 ,  1 ф т Х т ~ ~ Х '1

купдад учун дам аник; булади. Агар u>m(xk ) =  О { к ‘ф т )  ва 
*&т (хт ) ~ 1 эканлигини дисобга олсак,

Ь п b п

j  р(х) П  — “  d x  =  j  p(x)wm(x)dx  =  2  Ak W„{xk ) =  A m
a  *' =  1 ,  1ф пг  m 1 ' a k = \

келиб.чикади. Демак, (2.14) коида интерполяциондир, шу билан 
теорема исбот булди-.

Бу теоремадан куринадики, п нуктали интерполяцион квадра
тур формуланинг алгебраик аниклик даражаси п — 1 дан кичик 
булмаслиги керак.

Осонгина ишонч досил килиш мумкинки, юкорида куриб утил- 
ган турри туртбурчак, трапеция ва Симпсон формулалари интер
поляцион квадратур формулалардир. 5- бобдан маълумки, Д х )  
{a, b j ораликда я-тартибли узлуксиз досилага эга булса, у долда 
интерполяцион формуланинг колдик хади r n(f, х) ни

Яп)( п  п
r h{f, х) =  - J J -  №(*), Н * )  =  П  (X —  Хк ))

k=l
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куринишда ёзиш мумкин. Буни (2.12) га куйиб, квадратур фор
мула учун

1 Г
RnU) =  ТП 1 Р ( x H x ) f w ( W x  (2.15)

а

га эга буламиз. Энди п-тартибли узлуксиз ^осилага эга ва х;оси~
ласи

|/:»>(*)|< (2.16)
тенгсизликни каноатлантирувчи функциялар с-инфини караймиз. Бун
дай функциялар учун (2.15) дан

М  ь
|Яв(/)1 < i f  J  |р(* М * )Р *  (2-17)

га эга буламиз. Агар ш(х) купдад [а, b] ораликда уз ишораси- 
ни сакласа, у х;олда (2.17) ба^о аник булиб, ундаги тенгликка 

Мп
= 1 й хП +  а ' хп~1 +  • • • +  а"

куп^адда эришилади.
Энди интерполяцион квадратур формулаларнинг бир му^им хос- 

сасини куриб утайлик. Аввал Ak ни аниклайдиган интегралда л: 
а  +  b ' b — а ( а + Ь  Ъ —  а

— 2 -|-----* алмаштириш бажарамиз. Агар р  ̂~  Н 2
=  р(0 деб белгиласак, у ^олда Ak куйидаги куринишга эга бу
лади:

о — а г — -гг t — t) b — а г -  , comer
A k  =  ~ 2 ~  J  Р (*) ,  ^  d t  =  ~ Т ~  i  Р W  (t —  tk)a>’{

b — а
Т

ц (=i. 2 i  )
В к,

бу ерда

ва
2xk — а — b

h  —

г* о —  а-%г\ а +  о о —  а \
j  ?{x)/(x)dx »  -  j -  2 i  B k /  ( - g -  +  —  h  ) (2.19>

b — и
Шундай килиб, (2.13) формула куйидаги

h ft
b — а-\л l a  + b b — a

■ 2&=i
куринишга келади.

Теорема. Фараз килайлик, вазн функцияси р(х) \а, Ь] оралик- 
нинг урта нуктасига нисбатан жуфт функция ва 4  тугунлар шу
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/ну к тага нисбатан симметрик, яъни 4  =  — tn+i-k булсин. У  дол- 
.да симметрик тугунларга мос келадиган квадратур формуланинг 
коэффис иентлари узаро тенг булади:

B k =  В п+1_*. (2.20)
Исбот. Агар п жуфт булса, у долда

(1) (t) = (i —  tx) . . . .  (t — tn) =  ш( — t),

. “>'(** ) =  П  ( 4  =  (tn+i-k -  i j )  =  -  « ' ( f n + i - * )

тенгликлар уринлидир. Агар я ток булса, у долда, аксинча ю(0=* 
=  — и(— t), ) = u>'(tn+i_k) булади. Хар иккала долда дам
<(2.18) да t =  —  х алмаштириш бажарсак, куйидагига зга буламиз:

Г, (* — , „ tt>(x)dx (* _  0>(т)й?(т)

= _3 Р(Т) «'«„+!-* )(x+f*) =  J  PW «Vn+ X-k^ -tn+ l-k) =*
— B n-\-i—k .

Шуни исботлаш талаб килинган эди. Бундан куринадики, 4 лар 
■симметрик жойлашганда барча B i ларни дисоблаш урнига В и 
В 2, . . . , Вгп+ц ларни дисоблаш кифоядир.

L 2 J
Иккинчи томондан, бундай формулалар [а, b] ораликнинг ур-

тасига нисбатан ток булган дар кандай функция учун аник фор-
муладир. ^акикатан дам, р(х) нинг жуфт эканлигини эътиборга

ь
•олсак, бундай функциялар учун j  р (x)f(x )dx  =  0 ва шу билан

■бирга (2.20) формулага кура ^  5^/(х * ) =  0. Демак, R n — 0. Ху-
k =  1

/ а  -(- b \2? +1
сусий золда, (2.19) формула const! я  I куринишдаги
купаддни аник интеграллайди.

Энди худди шу квадратур формулани п ток булганда карай-
/ а  +  b \п

лик. Бу формула f ( x )  =  const I л:------—  I ни аник интеграллай
ди ва курнлиш усулига кура ихтиёрий (п — 1)-даражали купдад- 
ни аник интеграллайди. Демак, бундай квадратур формула ихтиё
рий га-даражали купдадни аник интеграллайди. Шундай килиб, 
тугунлари сони 2 т — 1 ёки 2 т  булса, оралик уртасига нисба
тан симметрик жойлашган интерполяцион квадратур формулалар 
2 т  — 1 даражали купдадлар учун аник формуладир. Бунга тугри 
туртбурчак ва Симпсон формулалари мисол була олади.

Ток тугунли квадратур формуланинг колдик Дадини f (n)(x) ор- 
кали эмас, балки f ( n+1>(x) оркали ифодалаш учун интеграл остида-

а +  Ъ
ги функцияни янада аникрок — нУ т̂аДа икки каррали тугун- 
га зга булган Эрмит интерполяцион купдади билан алмаштириш 
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керак. Биз юкорида тугри туртбурчак ва Симпсон формулалари- 
нинг колдик ^адларини ба^олашда худди шундай килган эдик.

4. Нюьтон — Котес квадратур формулалари. Ньютон— Ко- 
тес формулалари энг дастлабки интерполяцион квадратур форму- 
лалардан ^исобланади. Бу формулаларда оралик чекли, вазн функ-. 
цияси р(л) —  1 ва X i тугунлар узаро тенг узокликда жойлаш - 
гандир. Бу формула (2.13) формуланинг р(х) =  1 булгандаги ху - 
сусий ^олидир.

Лекин аксарият адабиётларда Ньютон—Котес формуласи (2.19) 
куринишда эмас, балки бошка куринишда келтирилади. Биз ^ш, 
шу куринишда цараймиз.

Бунинг учун [а, Ь\ ораликни
л4п) *= а  +  kh, k — 0 , п, h =

(п -]-1) та нукталар ёрдамида п та булакка буламиз ва А 1"'1 коэф
фициент л ар ни тегишли куринишга келтириш учун

деб олсак, у ^олда Ньютон—Котес формуласи куйидагича ёзила- 
ди:

Бундаги В W коэффициентлар [а, b ] ораликка боглик эмас.
Котес томонидан B f '1 коэффициентлар п — 1, 2, , 10 учуи

^исобланган. Куйида улар п =  1 , 2, , 5 учун келтирилган:
1

Ь п

интегралда х  =  a - \ - th  алмаштириш бажарамиз,
х  — xW  = ( t  —  i)h, х (Ап) — x\n) =  (k — i)h

булганлиги учун

Демак,
П П

Энди

Я<»> =  ( -  о ”- *
*  и  h U n  —  t

п п

п k\(n —  k)\ j  П  ( t - j ) d t (2 .21)-
о /«.о, \=hk

ь п

j  f{ x )d x  да (b -  a) 2  +  kh). (2 .22)
a



Р .  О. Кузьмин B (kn) лар учун п -у  оо да асимптотик формула- 
ларни топган эди. Бу формулалардан, жумладан, п - * -  со  да

п п Ь

2  ^ П>! ~*"°° Кели  ̂ чикади. Энди 2  В[п) =='  ^ Ы х  =  1 экан-

лигини дисобга олсак, бундан п етарлича катта булганда коэффи- 
диентлар орасида манфийлари дам, мусбатлари дам мавжудлиги рав- 
шан булиб колади. Датто, п =  8 ва « = 1 0  булганда дам 
.лар орасида манфийлари мавжуддир. Шунинг учун дам ( 1-§  га ка- 
ранг) Ньютон— Котес формулаларини катта п  ларда куллаш мак- 
садга мувофик эмас. Равшанки, п =  1 ва п = 2 булганда (2.22) фор- 
муладан мос равишда трапеция ва Симпсон формулалари келиб чи
кади. Тугри туртбурчак формуласи эса р(х) =  1 ва п — 1 булганда 
■(2.18) формуладан келиб чикади. ft =  3 булганда (2.22) дан „Сак- 
киздан уч коидаси11 деб аталувчи Ньютон формуласига эга була
миз:

6 ъ а
J f ( x ) d x  «  [/(а) +  3 /(  а  +  ^  ) +  Щ а  +  ~  (Ь -  а)) +

+ № ] .
5. Умумлашган квадратур формулалар. Каралаётган ора- 

-лик етарлича катта булиб, бу ораликда функция тугри чизик ёки 
параболага етарлича якин булмаса, у долда тугри туртбурчак, 
трапеция ва Симпсон формулалари яхши натижа бермайди. У  вакт
да f( x )  ни юкори тартибли купдад билан алмаштиришга тугри 
келади, лекин юкори тартибли Ньютон— Котес формуласини кул- 
лаш дам максадга мувофик эмас. Бундай долда [а, Ь\ ораликни 
Кисмий ораликларга булиб, дар бир кисмий ораликда кичик п лар 
учун чикарилган квадратур формулаларни куллаш яхши натижага 
«либ келади.

Берилган [а , Ь] ораликни x k =  a-{- kh (к — 0, А  ) нукталар 
Ь — а

ёрдамида узунлиги h —  булган N  та булакка буламиз. )\ар
бир кисмий оралик [хн , х к±\] буйича олинган интегралга (2.1 ) 
формулани куллаймиз:

х к + 1

j  f ( x ) d x  »  h/(a  +  (k +  T  )h) (k =  0, 1, , N —  1). (2.23)



Кулайлик у ч у н /(a  +  f  ̂ каби белгилаб (2.23)
\ / ' 2

ни барча & =  0, 1 , . . . , /V— 1 лар буйича йигиб чиксак, нати
жада умумлашган тугри туртбурчаклар ( „катта“ ёки „таркибий* 
деб дам юритилади) формуласига эга буламиз: 

ь ь _ а
j  f ( x )d x  т  - j f -  (yv, +  уч, +  . . ■ Улг 1 /2 )• (2.24)
а

Бу формуланинг колдик дади R n(/)  н и  т о п и ш  учун (2.23) нинг 

R 0(f,  fe)= /"(5ft) (Л* < < **+i) (2.25)

колдик дадини барча k =  0, — \ лар буйича йигамиз,
натижада

(2 .26)
k—0

Равшанки,
JV—1

min f"{x )  < _  У  / " ( I k ) <  шах /"(х).
а < * < *  N а<х<Ьк~и

Иккинчи досилаиинг узлуксизлигидан, Коши теоремасига кура,
шундай %(а ^  х  Ь) мавжудки,

* 2  / '& ) = / '© •
к—О

Буни (2.29) га олиб бори б цуйсак, умумлашган тугри туртбурчак
лар формуласининг колдик дади хосил булади:

R W )  =  ^  (а  <  (2.27)

Шунингдек, умумлашган трапециялар формуласини дам чикариш 
мумкин. Агар J(a -\- kh) =  yk деб олсак, умумлашган трапециялар 
формуласи

ь ь — а
J f ( x ) d x  ж  ~2дг- [Уо +  Ум +  2(у! +  у2 +  • • • +  yyv-i)] (2.28)
а

булиб, унинг колдик дади эса______________

( g v V ) — (2.29)

куринишга эга булади.
Умумлашган Симпсон формуласини чикариш учун [а, Ь] ора- 

Ь —  а
ликни узунлиги h =  га тенг булган 2N  та ораликчаларга 
буламиз ва узунлиги 2h га тенг булган дар бир иккиланган
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■1* 0» *al. lx 2 , x A], • • ■ » [*2jv-2, %2n] ораликчаларга Симпсон фор- 
муласини куллаймиз:

b h h
J f ( x )d x  «  -g- (y0 +  4y t + y 2) +  -3 (Уа +  4y3 +  y 4) +  . . . +
a

h
+  "3- (Угл'-г +  4y2.v_i + УглО-

Бундан эса ум ум лаш ган  Сампсон формуласи  
ь ъ__а

J  f ( x )d x  ж  6 дг Е(у0 +  УглО +  4(yj +  Уз +  . . . +  y 2N - i ) +

+  2(у2+ У 4 +  • • • + У 2ЛГ-2)] ,(2.30)
келиб чикади. Юкоридаги каби мулодазалар юритиб, f( x )  тур- 
тинчи тартибли узлуксиз досилага эга булганда, ум ум лаш ган  
Симпсон форму ласининг

W ) —  ' ^ f / ,v<!> «*«?<=»> (2.3,)

цолдац дадини  досил киламиз.
Мисол тарикасида 

1 d
/ =  . =  1п2 =  0, 693147180. . .

о +
интегрални такрибий хисоблайлик. Бунинг учун умумлашган туг
ри туртбурчак формуласи (2.24) да =  10 деб олайлик. Бу ерда

Л =  - 77~ =  О. 1 бУлгани учун ут  =  t +'(jfe + 0,5j.0,i бУлиб>

Уо.5 =  0,95238; y ll5 =  0,86957; у2,5 =  0,80000;
Уз.5 =  0,74074; y^s — 0,68966; ys,5 =  0,64516;
Уе.5 =0,60606; у 7#5 =  0,57143: у 8,5 =0,54054;
Уэ.5 =  0,51282.

Бундан эса умумлашган тугри туртбурчак формуласига кура:

7 ~  jq (уо.5 +  У1.5 +  . • • +  Уэ.5 ) == 0,692836.

Бу такрибий киймат билан аник кийматнинг фарки Jin2 — 0,692836|< 
<С 0,00032. Демак, In 2 т  0,693, бу ракамлар аникдир.
V  Иккинчи мисол сифатида ушбу интеграл синуснинг

Xр siпх 
Si х  =  — - d x  

о х
х  — 1 нуктадаги кийматкни умумлашган Симпсон формуласи би
лан олти хона аиикликда топиш масаласини карайлик,

Бу ерда аниклик берилган е »  0,5-10-6 булиб, сунгра унга •- 
кура умумлашган Симпсон формуласи учун тегишли N  ни аник-
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лаш мумкин. Бунинг учун S ix  нинг 4 -тартибли досиласини бах,о- 
лаш керак. Равшанки,

Бундан

=  j  cos uxdti.

= j  w4cos uxdu.

s in x

d4 / s ln x  '

ва
dxi V л:

di ! s in *  ' 1 1

dxi V x 6
j* u}du

Энди (2.31) формулага кура N  куйидаги тенгсизликни каноатлан- 
тириши керак:

_ !__ L . J_ n in - 6
2880 А’ 4 5 ^  и ’и ш  •

Бундан эса 5 зканлигини топамиз. Шунинг учун дам N  =  5 
•учун S i( l)  ни умумлашган Симпсон формуласи буйича >;исоблай- 
миз. Жадвалдан фойдаланиб, куйидагиларни топамиз:

у0 =  1; У\ = 0,988330; у, =  0,993345; у 3 =  0,985067;
у 4 = 0,973545; у6 =  0,958852; у6 =  0,941070;
у, «  0,920311; уз = 0,896695; у в =  0,870363; 

у 10 =  0,841471.
Нщоят,

Si (1) =  gQ [(Уо +  Ую) + ЦУ\ +  Уз 4~ • ■ • +  Уя) + 2(у2 +  у 4 +
+  . . . + у 8)] =  0,946082.

Аслида S i(1) нинг олти хона аникликдаги киймати S i( l) =  0,946083, 
Тогилган киймат билан аник, киймат орасидаги охирги хона бир- 
лигидаги фарк яхлитлаш хатсси хисобидан келиб чиккан.

3 - § .  А Л ГЕ Б Р А И К  А Н Щ Л И К  ДАРАЖАСИ Э Н Г ЮЦОРИ БУ Л ГА Н
ФОРМ УЛАЛАР

1 . Гаусс типидаги квадратур формулалар. Олдинги пара- 
графда п нуцтали интерполяцион формула

Ь 11

J  р{x)f{x)dx  «  2  А * f (X k ) (3-
a 1

нинг тугун нукталари \а, Ь] ораликда кандай жойлашганликларидан 
Катъи назар, (п — 1) -даражали купдадларни аник; интеграллашли- 
гини курган эдик. Чекли [а, b ] оралик ва р(х)= 1 учун Гаусс 
куйидаги масалани караган эди: х и х 2, . . . , х п тугунлар шундай 
танлансинки, (3.1) формула мумкин кадар даражаси энг юкори 
булган купдадларни аник интегралласин. (3.1) формулада п та



параметр-тугунларни махсус равишда танлаш йули билан унинг 
аниклик даражасини п бирликка орттиришини кутиш мумкин. Ха
ки катан ^ам, х и х и . . . , х п тугунларни махсус равишда тан
лаш оркали (3. Г) формуланинг даражаси 2п —  1 дан ортмайдиган 
барча Д х ) куп^адлар учун аник; булишига эришиш мумкинлиги- 
ни Гаусс курсатди. Кейинчалик Гаусснинг натижаси ихтиёрий ора- 
лик ва вазн функииялари учун умумлаштирилди. Бундай формула
лар Гаусс  типидаги  квадратур ф ормулалар  дейилади.

Кулайлик учун Хи тугунлар урнида и>п(х) =  (х  —  х х) (х—
— х 2) . . . (х —  х п) купдад билан иш курамиз. Агар x k лар маъ
лум булса, у золда wn(x) зам маълум булади ва аксинча. Лекин 
Xk ларни топишни и>п(х) ни топиш билан алмаштирсак, у х;олда 
биз ш„(х) ни илдизлари ^акикий, а̂р хил ва уларнинг {а, Ь} 
оралйкда ётишини курсатишимиз шарт.

1- теорема. (3.1) квадратур формула даражаси 2п — 1 дан орт
майдиган барча куп^адларни аник интеграллаши учун куйидаги 
шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир: 1) у интерполяцион 
ва 2) <*>„(х) купдад [а, Ь\ оралйкда р(х) вазн билан даражаси п дан 
кичик булган барча Q(x) куп^адларга ортогонал булиши керак: 

ь
j  p(x)ion(x)Q (x)dx => 0. (3.2)
а

Исбот. З а р у р и й л и ги .  Фараз килайлик, (3.1) формула да
ражаси 2п — 1 дан ортмайдиган барча куп^адларни аник интеграл- 
ласин. У  з̂ олда 2- § даги теоремага кура у интериоляциондир.
Энди даражаси п. дан кичик булган ихтиёрий Q(x) куп^адни олиб»
Д х )  = o>„(x)Q(x) деб оламиз. Куриниб турибдики, Д х )  даражаси 
2п — 1 дан ортмайдиган купдад. Шунинг учун а̂м уни (3.1) 
формула аник интеграллайди:

Ь п

j  p(x)wn(x)Q (x)dx =  2  А * )Q(X* )•
a k—l

Бу ердан, v n(xk ) =  0 (k=>\, п) ни дисобга олсак, (3.2) тенглик 
келиб чикади.

Е т а р л и л и ги .  Фараз килайлик (3.1) формула интерполяцион 
ва ®п(х) купдад даражаси п дан кичик булган барча куп^адлар- 
га р(х) вазн билан ортогонал булсин. Знди (3.1) формула даража
си 2п — 1 дан ортмайдиган барча Д х )  куп^адларни аник инте- 
граллашини курсатамиз. ^акикатан ^ам, Д х )  ни шп(х) га булиб

/(*) =  “ « (* № ) +  г (х) (3.3)
ни хосил киламиз, бу ерда Q(x) ва г(х) ларнинг даражалари п. 
дан кичик. Бу тенгликнинг зар иккала томонини р(х) га купай
тириб, а  дан b гача интеграллаймиз:

ь ъ ь
j  p(x)f(x)dx  =  j  р ( х )  u>n(x)Q (x)dx  +  j  r(x)p(x)dx.
a a a

I
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Теорема шартига кура унг томондаги биринчи интеграл нолга тенг, 
иккинчи интеграл эса

ь п

р(x)r(x)dx  — 2  A k r(X k ),
k=\

чунки r(x) даражаси п дан кичик купдац ва (3.1) формула интер- 
поляциондир. Демак,

Ь п

j  p(x)f{x)dx =  2  А * г (х * )•
a k=  1

Лекин, (3.3) га кура r ( X k ) = f { x k ). Шунинг учун
Ь п

j  р(x )f(x )d x  =  2  A k f{Xk )•
a k=  1

Ш у билан теореманинг етарли шарти дам исбот булди. 
соя(х) купдад р(х) вазн билан \а, Ь\ ораликда даражаси п дан 

кичик булган барча купдадлар билан ортогонал ва бош коэффи
циента бирга тенг булганлиги учун, 6- боб натижаларига кура,
бундай «„(%) купдад ягона дамда унинг илдизлари дакикнй, дар 
хил ва [а, Ь] ораликда ётади.

Демак, агар р(х) вазн [а, Ь\ ораликда уз ишорасини сацласа, 
у  долда дар бир п —  1, 2, . . . учун 2 п — 1 даражали купдадни 
аник интеграллайдиган ягона (3.1) квадратур формула мавжуд. 
Куйидаги теорема (3.1) формуланинг энг юкори аниклик даражаси 
2п — 1 эканлигини курсатади.

2 -теорема. Агар р(х) вазн [а, b] ораликда уз ишорасини 
сацласа, у долда x k ва А к лар дар цаидай танланганда дам (3.1) 
тенглик 2я-даражали барча купдадлар учун аник була олмайди.

Исбот. Квадратур формуланинг тугунларини х и •'V Чу ■ ■ • j X 12 
лар орк.али белгилаб, куйидаги

/(•*) ==о>2(х) =  [(* —  х ,)(х  —  х 2) . . . (х —  х п)\2
2/г-даражали купдадни караймиз.

КуриниЗ туриЗдики, (3.1) формула бу купдад учун аник эмас, 
чунки

ь
J  p(x)u2n(x)dx  > 0
а

ва ихтиёрий Ak коэффициентлар учун

A k u2n(Xk ) =  0.Пх
k = \

2. Гаусс типидаги квадратур формула коэффициентлари- 
нинг хоссаси. Гаусс типидаги квадратур формуланинг барча 
коэффициентлари А к мусбатдир. ^акикатац дам, 2п —  2 даражали

/ ( * )  =  <  п(Х ) =  [
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' 0, агар j  Ф  k,
4>'n{xk ), агар j  =  k

тенгликлар бажарилиши аёндир. Бу купхад учун Гаусс типидаги 
формула аникдир:

к у п х ;а д  у ч у н  к у й и д аги

'Фа, n{Xj)

j  р(*)ф£ n(x)dx  =  A k [un(xk )]2.

Бундан:

J P(x)m\(x)lix 
A k  = - — ;-------------. (3.4)

У з  навбатида бундан барча A k ларнинг мусбатлиги келиб чикади.
3. Гаусс типидаги квадратур формуланинг цолдиц >̂ ади.
3 -теорема. Агар [а, Ь] ораликда Д х )  функция 2п- тартибли 

узлуксиз ^осилага эга булса, у холда шундай ££[а, b] нукта 
тогщладики, Гаусс типидаги квадратур формуланинг колдик хади

Ь п
RnU) =  j Р{x )f(x )dx  — У  Аи f ( x k )

a /.' — 1

учун куйидаги тенглик уринлидир:

R M )  =  t S ^  1 (3.5)
Исбот. Ушбу

H (x i ) =  f{X i ), H '(x i ) = f '{ X i ) (г = 1, it)
шартларни каноатлантирувчи Зрмит интерполяцион куп^ади Щ х)  
ьн тузамиз. Ь- боб 13- § даги формулага кура Эрмит интерполяци
ей формуласи колдик х,ади билан бирга куйидагича ёзилади:

Д х )  =  Н(х) +  (3.6)

бу ерда у] х  га боглик булиб, х  ва интерполяция тугунлари x it
x }t . . . .  х п жойлашган ораликда ётади. Агар х £ [а ,  Ь\ ни хисоб-
гя оленк, у холда tj£ [а, Ь). Энди (3.6) нинг хар икки томонини
\{х) га купайтириб, а  дан b гача интеграллаймиз:

О Ь J *

j  Р{x)f{x)dx  =  j  Р\x )H (x)dx  +  Г —j- j  р(x)«>l(x)f(2n\'q)dx. (3.7)
а а а

Охирги интегралнинг мавжудлиги колган икки интегралларнинг 
мавжудлигидан келиб чикади. И{х) купхаднинг даражаси 2п — 1 
булгани учун, унг томондаги биринчи иитегрални

2  Ак Н(хк ) =  2  Ak Д х к )
k = i

818



квадратур йигинди билан алмаштириш мумкин:

j  p(x)f(x)dx =  ^ A k  f { x k ) +  j  ?{x)«>l(x)fVn\r\)dx.
a k=  1 a '

Бундан куринадики,

^n(f) —  - ~ r  f p(x)u>'2( x ) f<'2n)(y])dx.
(2л) I J  1

Энди p(x)a)2(x) >  0 эканлигини назарда тутиб, урта киймат даки- 
Даги умумлашган теоремани кулласак, колдик дад учун (3.5) фор
мула келиб чикади.

4. Гаусс типидаги квадратур формулаларнинг яцинлаши- 
ши. Юкорида, р(х) > 0  булса, барча п — 1, 2 . . .  . учун Гаусс 
типидаги

j  р (х )/  (х) d x  =  2  ^ в)т п>) + я«оо
о

квадратур формуланинг мавжуд булишини куриб утдик.
Агар

л Ь
lim "V A f^ f{x^ ) =» Г [j(x)f(x)dx
п~*°° k=\ а

тенглик бажарилса, у долда /(л:) функция учун квадратур фор
м ул а  яцинлашади, дейилади.

4- теорема. Агар [а, b] оралик чекли ва f( x )  функция бу 
ораликда узлуксиз булса, у долда Гаусс типидаги квадратур фор
мула якинлашади.

Исбот. п -> оо да

R n i f )  =  f  p(x)f(x)dx -  У  A f f ( x W )  -> 0
a  k=X

эканлигини исботлаш керак. [а, b] оралик чекли ва бу ораликда 
f ( x )  узлуксиз булганлигидан Вейерштрасс теоремасига кура берил
ган дар бир е > 0  сон учун шундай Р(х) купдад мавжудки, их
тиёрий xQ a, b] учун

\ / (х )— Р(х) | < е  ( 3 .8 )

тенгсизлик уринли булади. /?„(/) ни куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

RnU ) =  j  PW  ( f ( x )  ~  p (x ) )d x J r  [ j  ?{x)P(x)dx —



Квадрат кавслардаги ифода Р{х) купдад учун квадратур формула- 
нинг R n(P) колдигидан иборатдир. Агар бу купдаднинг даражаси- 
ни N  оркали белгиласак, у долда 2п — 1 >  Л' булганда Р п(Р) =  
= 0  булади. Энди (3.9) даги колган ифодалар (3.8) тенгсизликка 
кура куйидагича бадоланади:

b. ь
j j  P M  (/(•*) — Р(х) )dx  | <  е j  р(x)dx,

а  а

1 2  А ^ р (.лп)) - л л п)) ) | < £ 2  л * } =  81 p{x)dx-
k=\ k=^l а

Демак, 2t i— 1 > t V  булганда

IR nif )  I <  2г j  p(x)dx

булади. Lily билан теорема исботланди.
У  мумий куринишдаги (Гаусс типидагина эмас) квадратур фор- 

мулалар кетма-кетлигини

J Р (x)f{x)dx  = 2  Aff(x% >) +  R n(f)
a

Караймиз. Бу ерда [а, b } оралик чекли ва бу ораликда р(х) вазн 
интегралланувчи ихтиёрий функция булсин. Бу квадратур форму
ла учун куйидаги теорема уринлиДир.

5- теорема. f(x ) \а, Ь) ораликда узлуксиз булган ихтиёрий 
функция булсин. У  долда

п Ь
lim ^  A fV ix ^ )  =  Г р(x )f(x )d x  (3.10)П-1-ОО ,ti-— 1

тенгликнинг бажарилиши учун куйидаги икки шартнинг бажари- 
лиши зарур ва етарлидир:
1) А х ) ихтиёрий купдад булганда, (3.10) тенглик уринли.
2) Шундай L  сон мавжудки, унинг учун:

( «  =  1 , 2 , 3 . . . ) .  '

Агар квадратур формула интерполяцион, унинг A f 'i коэффи
циент лари барча к ва п лар учун мусбат булса, у долда теорема 
шартлари бажарилади. Шундай килиб, 4 -теорема 5- теореманинг 
хусусий долидир.

4- § . ДАВРИЙ Ф УН КЦИ ЯЛАРН И ИНТЕГРАЛ Л АШ

Бу параграфда 2~ даврли f{x ) функцияларни такрибий интеграл- 
лаш масаласини курамиз. Бу ерд! табиийки, квадратур формула*
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Нинг аниклик даражаси алгебраик купдадга нисбатан эмас, балки 
тригонометрик купдадга нисбатан царалади.

Агар ушбу квадратур формула - ■,

ихтиёрий т — 1 - тартибли тригонометрик купдадлар учун аник бу
либ, бирорта от- тартибли тригонометрик купдад.учун аник бул- 
маса, у долда бу ф ормуланинг тр и гон ом етр и к  аницлик т а р - 
т и б и  от — 1 га те н г  дейилади.

Теорема, п тугунли квадратур формулалар тупламида х<"\ 
х (">, . . .  х <"> тугунлари [0,2тс] ораликда текис жойлашган ва коэф
фициентлари узаро тенг булган квадратур формула энг кщори три
гонометрик аниклик тартибига эга булиб, бу тартиб п—1 га тенг.

Исбот. Аввало, (4.1) куринишдаги ихтиёрий квадратур форму
ланинг аниклик даражаси п  —  1 дан ортмаслигини курсатамиз. 
Квадратур формуланинг х (Ап) тугун нукталаридан фойдаланиЗ,

биринчи тартибли тригонометрик купдад булгани учун, /(х )  п~ 
тартибли тригонометрик купдаддир. Бу купдад учун (4.1) формула 
аник эмас, чунки

Демак, п  тугунли ихтиёрий квадратур формуланинг тригонометрик

П
j  f ( x ) d x 2  A in)f ( x in)) (^ e lO .S ^ I)  (4.1)
о

функцияни тузайлик. }̂ ар бир купаювчи

X  —  Х и  1
s in 2  -g  =  [1 —  cosA r^cO sx — s in x ^ 's in x ]

19* 1 n (п.)

ва
п

2 ^ n)/ w = 0-

2 к '
аниклик тартибй п— 1 дан ортмайди. Энди ихтиёрий «£ 0, —
учун ушбу

(4.2),

квадратур формуланинг барча
/(*)== cosftx, sin&v (£«=0, 1 , 1)

*1-2105

I "  •(
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функциялар учун аник эканини курсатамиз. Бунинг учун унинг 
барча

/(*) =  «*» (fe=o, 1 , . . . , п - \ )

функциялар учун аник эканини курсатиш кифоядир. Агар k =  О 
булса, f ( x )  =  1 булиб, (4.2) формуланинг аник экани равшандир.
Энди 0 <  k <  п — 1 булсин. У  холда

2я ' 2ic 2it
j  f ( x )  d x  =  J* elkxd x  =  —  elkx I =  0.
о 0 k 0

Ш у билан бир в а кт да квадратур йигинди :кам нолга тенг:

2 / < * , ) -  2  - е “"  2  е т ~ ' ^ -
1 = 1  1 = 1  /= 1  

2ir
ik~ ’n , 2̂ /ft е п —  1 ika е —  I л

■ =  £  ---------Я -------------  =  £   ГГ--------------=  0 .Ik- Ik—
е n — \ е " — 1

Шундай килиб, (4.2) формуланинг тригонометрик аниклик тартиби 
п — 1 га тенг экан.

Т
учунИхтиёрий а£

772

о, -’ п

f f W d x ^ L ^ f U  +  i k - i)£A  (4.3)
-772 П k=l ' П ‘

квадрат гр формуланинг n — 1 - тартибли ихтиёрий

Tn -i(x ) =  а 0 +  2  (^ c°s у  kx  +  &ftsin у  focj

тригонометрик купдад учун аник тенгликка айланишини курсатиш 
Кийин эмас.

Мисол сифатида ушбу

Щ ) =  j
flftp

J  1 —  fe2sin2?

тулик эллиптик интегралнинг k —  0,5 даги кийчатини турт хона 
аниклигида ^исоблайлик. Интеграл остидаги функция жуфт ва я 
даврли булгани сабабли К  (0,5) ни

/С(0,5) — —  \— й =  2 J /1  — 0,25siii2̂>
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куринишда ёзиш мумкин. Бу интегрални хисоблаш учун (4.3) да 
Т  — к деб оламиз. Энди п =  6 деб олиб, тугунларни <р =  0 нуцта- 
га нисбатан симметрии равишда жойлаштирамиз:

=  (1,0009+ 1.0691 +  1,1419)= 1,6816.
6
К  (0,5) нинг жадвалдаги киймати 1,6858. Демак, хато 0,0042 

га тенг.

5 -  § . ГАУСС ТИПИДАГИ КВАДРАТУР ФОРМУЛАНИНГ 
ХУСУСИЙ ХОЛЛАРИ

1 . Гаусс квадратур формуласи. Гаусс квадратур формуласи 
Гаусс типидаги квадратур формулаларнинг хусусий золи булиб, 
бу долда р(х) =  1 ва [а, b] орали к чеклидир. Ихтиёрий ораликни 
чизицли алмаштириш ёрдамида [— 1, 1J га келтириш мумкин, шу- 
нинг учун а̂м интеграл

куринишга келтирилган деб фараз киламиз.
Маълумки, [— 1, 1] оралйкда р(х) =  1 вазн билан ортогонал 

булган функциялар системасини Лежандр купдадлари

ташкил этади. Бу купзадларнинг ортогонал система ташкил этшии
6- бобда таъкидланган эди. Лекин буни бевосита текшириш зам 
мумкин. Ихтиёрий й < «  учун, булаклаб интеграллаш йули билан 
ушбуга эга буламиз:

У  золда

” - 1 —  +   —- +  — —
6 L / 0 ,9 9 8 3  / 0 ,8 7 5 0  / 0 ,7 6 6 8

j  f ( x )d x

(5.1)

—i

dn (X2 -  1)" 
■*' - «

-1
Унг томондаги биринчи зад нолга тенг, шунинг учун:



Шуи га ухшаш

~  ( l) ft 1 '2 -3  . . .  A J  ■>* *»■
-1

Бундан куринадики, ихтиёрий £ =  О, I, п — 1 учун Sh =  О
булиб, /-„(х) ортогонал системани ташкил этади. L n(pc) купдад 
ып(х) дан фа кат доимий купайтувчи билан фарк КилаДи. (5.1) фор- 
муладан:

Демак,

(5.3)

келиб чикади. Энди (5.2) ни хисобга олиб, булаклаб интеграллаш 
йули билан [Sk ни хисоблашдагидек)

j  ЬЦ х)Л х  -  (-1)» J 2 S L -  j > > _  t r a x  „

=  2 - 1 % % г 1 ( , - х Г а х

ни досил киламиз. Маълумки,

/„=> f  (1 j m n i '
j  (2в +  1)11 (2л +  1)1

Демак,

{ ^ с 1 х  =  — -~Т  . (5.4)

Бизга L n{ 1) ва L n(—  1) нинг кийматлари керак булади. Буни то
пиш учун Лейбниц формуласидан фойдаланамиз:

=  +  1 -  

<*+!>■ - £ г < — )* =6=0
п
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Бундан эса хусусий золда
£ „ ( ! )  =  1. U -  1) =  ( - D n (5 -5 )

га эга буламиз.
Энди Гаусс квадратур фэрмуласининг

j  f ( x )d x  w  2  A k fi,x k ) (5.6)
-1 k=l

тугунлари ва коэффициентлариии аниклашга утамиз. Тугунларни 
топиш учун

■La(x) =  О
алгебраик тенгламанинг барча илдизларини аниклаш керак. Тугун
лар аниклангандан сунг козффиииентларни

A k =  Г ■   d x
J j  ( x  —  x k)L n{ x k)

ёрдамида аниклаш мумкин. Лекин бу формула зисоблаш учун 
нокулай, шунинг учун дам бонща йул тутамиз. Бунинг учун 
(5 .6) формулани шундай купзадга куллаймизки, унг томонда фа- 
цат биргина зад цолсин.
Масалан,

/(*) =  2L n,k(x) L'nk(x)

каби олсак, бу ерда

=  С П ( x - X j ) ,
х xk

У Золда
1 1
Г 2 Ln,k (х) L'n k (x)dx  = L 2 k (x) I «

- i  ’ - i

L%\) L l ( - \ )  Axk Axk

( \ - x hy  (\ + x ky  0 - * l F  Zn(1) ( l - ^ ) 2 ’ (5J)

чунки (5.5) га кура -^(1) = L 2n( — 1) 1. Иккинчи томондан, (5.6)
га кура

j  2 L n,k(X K J X )d X  =  2А  l n J X k)L n,k(X k)> (5-8)
-1

чунки (5.6) даги колган задлар нолга айланади.. Куйидаги тенгликни 
ч (х —  x k ) L n,k{x) =  L„(X) 

икки марта дифференциаллаб, х  — Xk деб олсак,

L n A x k ) - L n k̂)> 2К л х п) -  К ( х к)
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га эга буламиз. Бу кийматларни (5.8) га КУЙиб, сунгра уни (5.7) 
билан таккослаб, Куйидагини топамиз:

А . =  — -  * ,--------, L    . (5.9)
k 0 - ■ * * ) »  Ln{xk)Ln{xk) к 1

Маълумки, Лежандр кущади L n(x) ушбу
(х2— 1) L"n(x)-\- 2x L n(x) —  n(ti +  1 )Ln(x) =  О

тенгламани каиоатлантиоади. Буни бевосита текшириб куриш мум
кин. Бу тенгламада x  =  x k деб ва L n(xk) =  0 ни зисобга олсак

( 4 ~  0  L n(x i)  +  2 x kL 'n(x i)  =  0

келиб чикади. Бундан эса

L "(Х ) =
k i - 4

Бу ифодани (5.9) га куйиб, А к учун керакли формулага эга бу
ламиз:

А . = -----------   (vfe =  T^j.
* (1 -д ф  [!„(**)]»

Энди Гаусс формуласининг колдик з?адини аниклайлик. Фараз ки
лайлик,/(х) функцияси [— 1 , 1 ] орали кда 2/г-тартибли узлуксиз 
^осилага эга булсин. У  ^олда 3- § даги 3- теоремага кура

w — Q 1  [ f ^ dx-
Бу ердан (5.3) ва (5.4) формулаларга кура

nU) (2 П)\ Ь ( 2/0П»(2л)! (2л)! ]»

в  / <ав)(6) , 22> 1)* # 2 
(2л)! ' [(2я)!Р 2л + Г

Шундай килиб, Гаусс формуласининг колдик а̂ди

/?„(/) = — 2  2п+\п\у— у в д т  
пКП [(2/i) I ]3 (2л + 1) ( \

булади.
Куйида Гаусс формуласининг тугунлари, коэффициентлари ва 

колдик ^адлари п =  1, 2, 3, 4, 5, 6 учун келтирилган:
п =  1

Х \ — 0* ^1 /?! =  ——/ ff(̂ ).
я =  2

_ X l =  х 2 =  0,5773502692, Л<2> =  =  1 ,
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—  X\ =  x i  =  0,8611363116, - x 2 = * 3 =  0,3399810436;
Ац — Л 3 =  0,6521451549, Л, =  Л 4 =  0,3478548451,

R i  =  -— !—  / (8)Ш;
3472875

ti — 5
-I* , = x 5 =  0,9061798459,

_ д :2 =  x 4 =  0,5384693101, * 3 =  0,
A t =  Л5 =  0,2369268851, 
л а =  Л 4 =  0,4786286705,

Л 3 =  0,5688888889,

R 3 = -----!— -  / (10) Ш;3 1237732S50
/г =  6

= д :6 =0,9324695142,
— Х 2 — х ъ — 0,6612093865,
— х  ̂— х  ̂—  0,2386191861,
Л ! = Л 6 =  0,1713244924,
Л 2 =  Л 5 =  0,3607615730,
Л 3 = Л 4 =  0,4679139446,

п  _ _____ 1 / (12)(£)
6 648984486150

В. И. Криловнинг [23] китобида Гаусс формуласининг тугун- 
лари ва коэффициентлари п =  1(1)16 учун ун бешта унли разами 
билан берилган. Ихтиёрий [а , Ь] оралик буйича олинган

J A t)d t
а

интегрални
, Ь —  а  . а  +  b t =  -X +

n —4

2 2
алмаштириш ёрдамида [— 1 , 1 J сраликща келтириш мумкин:



Бу интегралга Гаусс формуласини кулласак,

а 2 *=1
ни ^осил киламиз, бу ерда

t > -= *х  + * ± ± ,
2 2

x k ва A k лар [— 1, 1] учун курилган Гаусс формуласининг тугун
лари ва коэффициентларидир.

М и с о л .  Г а у с с  формуласи ёрдамида уш бу

С d x
I  =  — — -  =  0 ,78539816 . . .

J  1 4-  г2 0
интегрални х,исоблайлик. Аввало t — — —  алмаштириш ёрдамида

1 d x

J ^  +  d + x ) 3

куринишга келтирамиз, с^нгра п  =  4  деб з^исоблашларни олти хона аницлик- 
да бажарамиз:

/ — 2 Г 0 ,347855  ( ---------------------------- +   1------- )  +L \ 4 +  0,1388642 ^ 4  +  1,8611362

+  0 ,652145 ( -------------   — -----------)  ]  =  0 ,7 8 5 4 0 3 .
\ 4  +  0,6600192 ^  4 +  1,3399812 J J  '

2. Мелер квадратур формуласи. Энди [— 1, 1] ораликда

р (х )= — Ц .  (5.10)
у  1 — X2

вазн билан квадратур формула курайлик. [ — 1 , 1] ораликда (5.10) 
вазн билан ортогонал булган кущ ад

Т п(х) — cos п  arccosx
Чебишев куп^адлари эканлиги маълумдир. Буни текшириш учун

г f  x mcosn  a rc c o s x  ,I m=  — 7=--—------а х
J  / 1  — X2

интегралда x  =  cosQ алмаштириш бажарамиз:

б
Маълумки,

m —  j* cos^OcosftSfi^.

&=o
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ва барча k  =  О, 1, . . . , п . —  1 учун

cos&0cos пЫ Ъ —  О.
о

Булардан эса 1т  —  О келиб чщ ади. Шундай килиб» 
1
Г / ( • * ) d x  ~  2  Л / ЮJ / 1 —-1 г А=1

квадратур формуланинг тугунлари Т п(х) =  О тенгламанинг
2k 1

лг„+1_£ =  cos — — it (& =  1 , 2 я)
2 л

илдизларидан иборатдир. Бу формуланинг ко- ффиииентларини scai

А  =  —  f J =  • TJ *L -  d x
Tn(xk) i x / i — ^ ■* —

куринишда ёзиш мумкин. Бу интегрални дисоблаш учун х  =  cos9
алмаштириш бажарамиз:

А =  !----  f  cosn?-— dQ. , (5.11)
Г п ( * д  О C0S° - ^

Интеграл ости функциясининг жуфтлиги туфайли:

А  = ---- ?-----  f ■ coŝ —  rf8.
2 Г > а ) J ,  c o s 0 - x s

Интеграл остидаги функция п —  1- тартиэли тригонометрик куп- 
даддир. Биз 4- § да бундай купдадни 2п нуцтали тугри туртбур* 
чаклар формуласи аник интеграллашини курсатган эдик. (5.11) 
интегрални дисоблаш учун тугри туртбурчаклар формуласида
куйидаги 2п  нукталарни

9; =  ~~— тс» j  —  — ti +  1, — п  + 2 ,  . . . , 0 , 1 , 2 , . . . ,  п
J 2п

олсак, Ak нинг аник Кийматига эга буламиз. Равшанки интеграл 
остидаги функция

/ ( в ) - —
COS0— Хь

нинг 0 =  9̂  ( / = 1 , п) нуктадаги киймати булганда нолга
тенг булиб, j  =  k булганда T'n(xk) га тенг. Бундан таищари /(0) 
жуфт функция ва 0-/+1 =5— 0;-, шунинг учун дам Д 0_/+1) =  / ( 0;). 
Демак,

? ^ o s * 0 -----------^ = Щ  f ( 2 n - l ^ \ + f ( _  * L = _ 3  \ +  _ +

J_ co sO — х& 2п L \ 2п )  \ 2п j
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п

Буни (5.11) га куйиб,

1C

А =  — 1 _  . J L  . т ' 1 у  \ —  J L  
4 2T'n(xk) п п{ к) п

ни ^осил киламиз.
Шундай килиб, биз куйидаги М елер  квад р а тур  формуласи- 

в а  эга булдик:

1 7 г = Ь г d x 2  / w .  * . -—1 &=1
Бу формула баъзан Эр  м а т  формуласи  а̂м дейилади, бу форму* 
лани Эрмит узининг анализ курсига киритган эди.

Бу формуланинг колдик ^адини карайлик. 4- бобда курган 
эдикки,

Т п(х ) — 2"-1 х п +  а х п~1 4- ... .

Шунинг учун *ам юп(х) =  Т „ (х ) ва

М  -  - ^ Г I  / т Ь г  ■ - ? Ь -  - п * * * -

Куйидагига ишонч хосил килиш кийин эмас:

С Т"(х) d x  =  —  а х  2 *

Шундай килиб,

- К К 1 .

Бошка а̂р хил вазн функцияли Гаусс типидаги квадратур фор
мулалар хацида бобнинг охиридаги машклардан каранг.

в- § . Ч Е Б И Ш Е В  КВА Д РА ТУР ФОРМУЛАСИ

Биз олдинги параграфда Мелер квадратур формуласини хосил 
Килдик. Бу формула шу билан характерланадики, f { x k ) олдидаги 
барча коэффидиентлар узаро тенг. Агар f ( x k ) нинг кийматлари 
тасодифий хаголарга мойил булса, у долда бундай формулалар 
катта а^амиятга эга булади. Чунки белгиланган

^ 4 -^  4- • • • 4- с я учун
C if(x i) 4- c2f ( x 2) 4- ••• 4- c j { x n)

ззо



ифода ct — c-i —  . . .  — cn булганда энг кичик тасодифий хатога 
эга булади. Ш у муносабат билан П. Л. Чебишев тенг коэффи- 
циентли

f  P(x)f(x )d x  =  сп 2  f ( X k ) +  /?„(/) ' ( 6.1)
-1  л *=1

квадратур формула тузиш масаласини куйган эди. Бу квадратур 
формуланинг унг томонида п  -f- 1 та параметр: п та Хк тугунлар 
ва сп коэффициент катнашади. Бу параметрларни тегишли усулда 
танлаш йули билан (6.1 ) формулани п- даражали f{x) купдадни 
ани  ̂ интеграллайдиган кили ) куришга имконият борлигига умид 
Килиш мумкин. Бит кейинчалик (6.1) формуланинг дар доим дам 
мавжуд булавермаслигини курамиз. 4- § дагидек бу ерда дам 
х и х 2, . . . , х „  ларни топиш урнига
ю(х) =  (х  — x t) (х —  х 2) . . . ( х  — х п) =  х п +  А ^ " - 1 тЬ . . .  +  Л„ 

купдадни излаймиз. (6.1) формулада
Д х )  =  а 0 +  а хх  +  . . .  +  апх п

деб оламиз, бу ерда а0, а х, . . . , а п —  ихтиёрий дакикий сонлар. 
Шартга кура бу функция учун R J J )  *= 0, шунинг учун дам ку
йидаги тенгликка эга буламиз:

I 1 1
а 0 f р(x)dx +  a i j  р(x )x d x A r  . . . +  а я j  р(x )xnd x  =

1.1 - i  - i
s= сп{па0 +  « i(* i +  х 2 • • • +  х п) +  a i{x \ +  * ! + • • • +  x l)  -f- 

+  . .  . +  ап{х1 + х»  +  . . . + * 2) ]. (6.2)

Куйидагича белгилаш киритайлик:
1

tnk — [ p{x)xk dx.j  [j(x)xk

(6.2) тенгликдан, at ларнинг ихтиёрийлигини дисобга олсак,

псп — т о,

сп{х 1 + * 2+  • • • + * л) = т и
сп(х\ +  х\ +  . . . - f  x l)  =  т 2,

cn(x l +  х* - f  . . . +  дф =  т п

тенгликлар келиб чикади. Биринчи тенгликдан сп — —  т 0 ни то-
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памиз. С^нг Sk =  -^ - белгилаш киритиб, x lt x it  . . . ,  х п ларни
' сп

топиш учун куйидаги системага эга буламиз:
Х\ +  Хч +  . . . -Ь х п =  S lt 
х\ +  х%+ . . .  + * 2  = 5 2, ^ ^

Биз III бобда
ю„(х) =  х п +  А хх " - 1 +  . . . +  А п

купдаднинг коэффициентлари билан унинг илдизларидан тузилган 
="= х \ +  х \ +  • • • +  х п симметрии функцияларни узаро б оглай- 

диган
*̂ 1 +  А  =  0.
S2 +  A tS-i +  2 A S =  0,

• • • • » » » | ( > |

5 Я +  Л^п- i  +  A 2S „ - 2  +  . . . - { -  п А п =  0
Ньютон формулаларини чикарган эдик. Бу формулалардан кетма- 
кет А и Л 2, . . . , А п ларни аниклаймиз.

Энди р(лг) =  1 булган Чебишев формуласининг хусусий ^олини
1

цараймиз. Бу з(олда сп =  —  f d x  =  — ,
п J . п-1

1
S k —  ~  Г x kd x  =  -— 11._  . п  {k =  1 , я)

к 2 J 2(^+ 1) V
булади. Чебишев п —  1(1)7 лар учун

|  f ( x ) d x  «  Л  2  /(**) (6.4)
-1 *=i

квадратур формуланинг тугунларини топган эди. Кейинчалик маъ
лум булдики, я =  8 булганда шп(х) купдад илдизларининг ораси- 
да комплекслари зам мавжуд экан, п =  9 булганда барча илдиз- 
лар яна закикийди?. С. Н. Бернштейн « > 1 0  булганда «„(х) 
купдаднинг илдизлари орасида доимо комплекслари мавжуд экан- 
йигини курсатди. Демак, я > 1 0  булганда Чебишевнинг (6.4) 
квадратур формуласи мавжуд булмас экан.

Куйида я =  1(1)7 ва я =  9 учун Чебишевнинг квадратур фор
муласининг тугунлари келтирилган:

я =  1 
х, =  0; 
п —  2

— X, =  х 2 =  0,5773502691; 
я — 3
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— x t — x 3 —  0,7071067812, x , =* 0; 
n =  4

_ x ,  =  x t =  0,7946544723, —x a =  л:3 =  0,1875924741;
n —  5

— X i = x 5 =  0,8324974870, — x 2 =  x 4 =  0,3745414096, x 3 =  0;
ti =  6

=  * 6 =  0,8662468181, — x 2 = * 5 =  0,4225186538,
— x 3 — x 4 —  0,2666354015; 

rt =  7
=  * 7 «= 0,8838617008, — x 2 =  * e =  0,5296567753,

_ ^ 3 = x 5 =  0,3239118105, ^  =  0; 
n =  9

— Xj =  x 9 =  0,9115893077, —  x a= * 8 *= 0,6010186554,
=  0,5287617831, — x 4 =  * 6 =  0,1679061842,

M и с о л. Чебишев формуласи билан я = 7  булганда

r> d x  1
I  =  ----------------=  —  In 10 =  0 ,25584279 . . .

J  1 +  9 х  9о

интегрални х;исоблайлик. Бу ерда х  =  ( t +  1) алмаштириш бажариб.

интеграллаш оралигини [— 1, 1] га келтирамиз:

г dt

/== l i  11 + 9t ’
Хисоблаш ларни олти хона аникликда олиб борамиз:

f ( x t) =  0,328381, f ( x 2) =  0,160434, f ( x 2) =  0,123689, 
f ( x j  =  0 ,090909 , Д х ъ) =  0,071864, / ( * 6) ] =  0,063424,

/(ж ,)  =  0,052757.

Булардан, Чебишев квадратур формуласи ёрдамида берилган интеграл- 
нннг такрибий кийматини топамиз:

I «  0,254702.

7- § . ОПТИМАЛ К ВА Д РА ТУ Р ФОРМУЛАЛАР 

ь
Берилган J  f{ x )d x  интегрални у ёки бу квадратур формула

a v
ёрдамида хисоблаш пайтида асосий ме^нат функциянинг квадратур 
формула тугунларидаги кийматларини здсоблашга сарфланади. 
Шундай экан интегрални хисоблаш да керакли аникликка, имкон 
борича кам ме^нат сарфлаб эришишга интилиш табиийдир, боцща- 
ча айтганда берилган интегрални тугунлари сони мумкин кадар 
кам булган формула буйича хисоблаш мацсадга мувофивдир. Агар 
интегралланувчи Д х )  ни даражаси юцори булмаган кугдадлар 
билан х,ам якинлаштириш мумкин булса, у з̂ олда олдинги параграф-
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ларда курилган алгебраик даражаси энг юкори квадратур формула- 
лар яхши натижа беради. Лекин унча силлик булмаган функция
лар учун бу формулалар яхши натижа бермайди. Одатда бундай. 
функция лар учун аникдаги унча катта булмаган тугри туртбурчак- 
лар, трапециялар формулалари яхши натижа беради. Шунинг учун 
дам, функцияларнинг мудим синфлари учун шундай формулани 
топиш керакки, бу формула берилган синфнинг барча функция лари 
учун бошк;а формулаларга нисбатан энг кичик колдикка эга бул
син.

Аникрок айтганда, масала куйидагича куйилади. Бирор [а, Ь\ 
ораликда аникланган функциялар синфи Н  берилган булсин.

Б у т у  к И  синфда

j / w  ,

a k=\
квадратур  формуланинг цолдиц щ д и  деб

=  supKO O  I =  sup I Г f{ x )d x  —  У  A kf{X k) I
' £ H S  1

ифодага айтилади. Унинг куйи чегараси
, W n{H )  =  M R n{H )

Ак • хк
ц о ралаё тган  синфда квадратур  формула ха то си н и н г оп ти -  
м а л  ба^оси дейилади.

Агар шундай квадратур формула мавжуд булсаки, унинг учун 
R n(H )  — тенглик бажарилса, бундай формула каралаётган
синфда о п ти м а л  ёки энг яхш и  формула дейилади.

Иккита синф мисолида оптимал формула тузишни куриб чика- 
миз. Аввал [0, 1] ораликда узлуксиз ва биринчи досиласи булак- 
ли узлуксиз дамда \f'{x) | < L  тенгсизликни каноатлантирувчи 
0(1.) функциялар синфини караймиз.

Каралаётган

Г (0 < * , < . . .  < * „ =  1) (7.1)
О fc=l

квадратур формула Д х )  =  const учун аник булишини, яъни

2  л - 1 (7-2)*=i
тенглик бажарилишини талаб киламиз. Акс долда Д х )  — С  учун

а д - d - i ^ ^ o
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булиб, барча Д х )  =  const функциялар каралаётган синфда ётади 
ва демак,

/?„(//)>  sup (| 1 - 2 л |  |с0 оо.

Куриниб турибдики, бундай квадратур формуланинг оптималлиги 
ЛаКида ran булиши мумкин эмас. Равшанки, Д х )  £ C '(L) ни

Д х ) = Д 0 )  +  j j f ( t ) d t  (7.3)

куринишда ёзиш мумкин ва аксинча, / (0) ихтиёрий сон булиб, 
/ '( х )  булакли-узлуксиз ва lf '( x )  | <  L  булса, у долда (7.3) тенг
лик Д х ) € С * (Ц  функиияни акиклайди. (7.1) — (7.2) квадратур 
формуланинг f{ x )  =  const учун аниклигини дисобга олиб, куйида- 
гига эга буламиз:

1 п 1 г - ■ *
d x  ■R n if)  « J f{ x )d x  -  2  A kf{ x k) =  f [/(0) + f f '( t )d t  

0 0 L 0 
n f дг* _ 1 * я

-2 л Л / ( ° ) + |  я о л  U J j / w ^ * - 2 M  / д а -
4=1 *- О J О О 4=1 0

“ j  dt j  f ( t ) d x  —  2  A  f ( t )  \ x k —  0° dt,

бу ерда
_  ло _  / 1 , агар 0 < С*< Хк  булса,

^ - {  0, агар л * < /  булса.
Шундай килиб,

w )  =  j  т  к 117)0! dt =  f r m n{t)dt,
О k^l J о

бу ерда K n’{t) функция Rn (t) ц о л д щ ш т  ядроси дейилади ва у  
Куйидагига тенг:

к п(0 =  1 —  t —  2  A-k {xk —  t f  *»
. k=i  .

, —  /, агар 0 <  * <  x j ' булса.

t +  2  агар x k < i  <  (& «  1 , я —  1) булса, (7Д)
1— 7, агар С  / <  1 булса.

Шунинг дек,
1 , агар 0 < i < X j  булса,П

Як «= 2  ^г, агар X k_v< t< x jk = = 2 ~ n )  булса, 
О, агар <  / <  1 булса. (7.5)
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(7.4) дан куринадйки К п (/) ядро / ( х ) функцияга боглик булмай, 
балки факат квадратур формуланинг тугунлари x k ва коэффициент
лари A k ларгагина богликдир. К п (0  нинг графиги булакли-чизшущ
булиб, Xk тугунларда сакраши Ak га тенг булган биринчи жинс 
узилишга эга.

С 1 (L ) функциялар синфида R n (/) колдик а̂д учун
1

} / ? „ ( / ) ] <£ }  I К п (0 j a t
О

батога эга буламиз. Энди
1

Rn { C 4 L ) ) * = L l\ K n {t)\d t
о

БКанлигини курсатайлик. куйидаги'

■ ( x ) ^ J i  sign К n(0]dt
О

функция булакли-узлуксиз ^осила <р' (х) =  L  sign К п (/) га эга, 
j tp' (х) | s= L  ( х ф Х к ), яъни у царалаётгаи синфда ётади ва

1 1
I R a  (? )  I =  I L  s ig n  К а  (О -К „  { t ) d t  =  L l \  К п (01  d t .

о о

Бундан маълум буладики, каралаётган синфда квадратур формула
1

хатосини минималлаштириш куйидаги \\f\\L l \  \ f ( x ) \ d x  метрикада
1 о

1 —  t функцияни (7.5) куринишдаги функция билан энг яхши якин- 
лаштириш масаласига келтирилади. Энди

1

j* I К п (t) | dt ни V  (q? t . . .  , qn', X i, . . .  | x n)
о

оркали белгилаб олиб, V  (q2, . . .  , qn\ x u . . .  , x n) я
x, n x k 1

- J  N ^  +  2  f  \ \ - t - q k \ d t + l \ \ - t \ d t  (7.6)
0 k=2 x k_ x Xn

тенгликка эга буламиз. Агар qu ларни белгиланган деб олсак, у 
^олда йигиндининг k- ^ади

W - t - q k \dt
•'Л-1
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факатгина qk га боглиК ва бу интегрални дисобласак, куйидагига 
эга буламиз:

{ М ы агаР

[ U - ? r t ) 5+  (1 - ^ r t - i ) 2].
агар 1 ~ x k^ q h< \ —  x k_ uV(?t) =

4  ( x - x ^ ) 2-  («7 , - 1  + x A) ( X - X ^ ) ,  агар «7А<  l - x fe.

Бундан эса,
x — x k - i ,  a r a P 1 — x k - i < < ? k ,

V ' №  = — :2 (1 “  4k> +  x k +  * * - i’ arap 1 _ x * ^  4k <  1
—  (* * — * A _ i) , а г а Р Як < \ ~ x k.

Охирги ифодадан фойдаланиб, V(qk) ни мшшмаллаштиришни дисоб-
га олсак олдинги ифодадан

min V (qk) =  j  (xk —  x k_xf  (7.7)
4

келиб чикади. (7.6) нинг унг томонида V (qk) микдорлардан таш- 
Кари яна ушбу ифода зам бор:

X, 1 о
Г Г , х\ +  (\— х пу

| 1 — ^|Л =  — - у - ^  .
0 хп ,

Бундан ва (7.6) — (7.7) дан inf F  (q2 , j . . , qn\ x u , x n)=~
 4

-  £/(xi, . . . .  x n) = Xl + (l ~ —  +  (xk - x k_ y .

Шундай килиб,.
A=2

inf У (̂ 2 * • • • > Qn» * • • • > x n ) '
I

=  inf U  (xt , , x n).
x,

Энди хосилаларни нолга тенглаштириб, куйидаги чизикли алгеб-OXk
раик тенгламалар системасига эга буламиз:

3 * i  —  х% л Зхп —  2 —  -K/I- 1  r> Xk—i %Xk +  Xk+\ q
■ 2 u ’  2 * 2

Бу системанинг ечими эса
х ь 2k —  1 

2п

(k =  2, я — 1 ).

(*- т а
булиб,

22—2105 8 3 ?



Шундай килиб, каралаётган 0 <  х, <  <  . .  . < х п —  1 соза
ичида U  (хи . . .  , х п) нинг экстремал кийматини топдик, лекин 
U  (хи . . . , х п) узининг знг кичик цийматига бу созанинг чега- 
расида зам эришиши мумкин.

Бевосита текшириб куриш мумкинки, U  (хх , . . .  , х п) нинг 
топилган киймати унинг минимал кийматидир.

Бунинг учун
2 п г2 2 п

*=1 1 k=i

Коши — Буняковский тенгсизлигида b t =  x t, b2 =  b3 —  - 2~ Xi. ,

A ----  A ----  *3 —  *2 A   U __  Х П--- * / J - l  U 1
—  ° b —  3  » • • • » ° i n - i  ° t n - l ----------- 2---------» ^>Л ^  * — x n

2 n

деб олсак, у золда 2  —  I булиб,
*=i

In

1 ^  2ti 2  b\
k=\

ски
2 n

4/г ^  2 2  bk U ( x i , , Xn)4/2 ^  2 k=l
1

тенгсизликни зосил киламиз. Шундай килиб, |  |K „ (0 I  dt нинг
о

минимал киймати ^  булиб, бу кийматга

л-   2 'i 1 п  , X/i -f- х %—j   , k  —  1
x k ~ 2n ' 2  ~  1 ~ 1 T

•булганда эришилади. Бу ва (7.2) дан квадратур формуланинг коэффи- 
циентлари учун мос равишдаги куйидаги кийматларга эга буламиз:

А  =  = 4 ’ Л / =  “?/— /̂+1 = 4  С/ =  2, л — 1),

А  = 1 -  2  Л  =  1 -  —  в  -  •1 ^  • « п пk=2

Шундай килиб, каралаётган синфда оптимал квадратур формула 
умумлашган урта турри туртбурчак формуласи

\ т * ~ \ ± г ( * = ± )О k=l

булиб, унинг хатолиги ^  дан иборатдир.
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Айрим лолларда оптимал квадратур формула куриш пайтида бу 
формула коэффидиентлари ёки тугунларининг маълум шартларн» 
каноатлантириши, масалан тугунларининг мунтазам таксимланиши 
талаб килинади.

Энди [0,1] оралйкда узлуксиз, биринчи ^осиласи квадрата би
лан жамланувчи, ^амда

1

о
шартни каноатлаитирувчи функциялар синфи С\ (L ) ни караймиз. 
Бу синфнинг з$ар бир функциясини

X
f  ix ) “ /(0 ) +  j  /  (0 dt (7.8)

о
куринишда ёзиш мумкин, ва аксинча, агар / ( 0) ихтиёрий сон бу
либ, /  (х) улчачадиган [0, 1] да квадрата билан жамланувчи булса 

1
ва j  | / ( 0 1 2 dt <  Z,2 шарт бажарилса, у ^олда (7.8) билан аник- 

о
ланган f ( x )  функция С\ (L) синфга карашли булади. Энди С\ (L) 
функциялар синфида куйидаги куринишдаги

1 П п

\ n x ) d t  « 2 ^ / ( 4 ) ,  2 ^ - 1  (7-9>
о ft- о ft-о

оптимал квадратур формулани тузиш масаласини куриб чикамиз. Б у 
ерда колдик W  учун

1
tf*(/) =  J / W  (7.10)

fl ■_ я

ft—о /=; (7.11)
— <  t <  —  (i =» 1 , ri)n ^  ^ n v ’ ’

формулаларга эга буламиз. Коши —  Буняковский тенгсизлигини
куллаб топамиз:

1
|Я«С/)1 = 1 J / W A ^ O ^ K

о

<  ] /  J | /  (О I2 d t . | /  /  ( / ^  (0 )* d t <  L  f e p w  d U

Куйидаги функция
//л  L l K ^ ^ f s ' g n / C ^ W  

у (0 -  , х J   —
у  I (K n \ t)y d t
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10 ,1] да улчанадиган, квадрата билан жамланувчи ва j] ? ' (/)
оX

*= Z,2, демак, ?(*) =  ? (0) +  J V  (0 dt £ С2 (£) ва унинг учун;
0

I \ ( .K £ \ t ) y d t .

Шунинг учун дам

/?ЛСк^)) = ^ ] /  l ^ W d t . .

Шундай ь;илиб, С\ (L ) да оптимал квадратур формула тузиш учунГС
А ( 2 Лб= 1 ) коэффициентларни шундай танлашимиз керакки,

ушбу ___________ _

| /  Ф У  d t

ифода минимал кийматга эга булсин. Равшанки,
1

v ( < ? i , . . . ,  < ? „ ) = !  [ ^ ч о ] 2 л =
о

- Ш 4 - * < Г - в Н - « Лi—1
€унда

1
(z “ Т л )

/=о
1 2 ;  —  1

узининг минимал циимати ^  га 4i — ~gn ларда эришишини 
пайкаш кийин эмас. Козффициентлар учун

Л г=  <?г+1 Q i ~  ~п^' ~   ̂> П )̂> ^0 — <?1 =  2я»

Л - i - I a - st=0
кийматларга эга буламиз. Шундай вдлиб, с \ (L ) синфида (7.9) к^- 
ринишдаги квадратур формулалар орасида умумлашган трапеция 
формуласи

j /W ( b < . 4 [ z i a + m + | / ( i ) ]
о k=\

оптимал формула булиб, унинг хатоси - га тенг экан.
2л у  3
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Олдинги параграфда айтиб утилганидек силлицлиги юцори 
булмаган функцияларни интеграллаш пайтида алгебраик ашщ- 
лик даражаси ю^ори булган формулаларни куллаш яхши на- 
тижага олиб келмайди. Бундай функциялар учун трапециялар* 
ёки тугри туртбурчаклар формуласини куллаш маъ^улдир.

Энди шундай савол тугилади: бундай формулаларнинг ани^- 
ликларини, уларнинг ^олди^ ^адларидан бош ^исмларини аж- 
ратиб олиш йули билан орттириш мумкин эмасмикан? Маълум 
булишича шундай ^илиш мумкин экан. Бу вазифани Эйлер —  
Маклорен формуласи ^ал ^илади. Бу формулалар трапециялар 
катта формуласига ва даврий функциялар учун тугри туртбур
чаклар формуласига тузатма киритади. Эйлер — Маклорен фор
муласи бундан танщари функцияни каторга ёйиш, ^аторлар- 
нинг йигиндисини топиш ва боцща масалаларда дам щлллани- 
лади.

Эйлер — Маклорен формуласини келтириб чи^аришда бизга-. 
Бернулли сонлари ва купдадлари да^идаги айрим маълумот-
лар керак булади. К^уйида шу маълумотларни баён ^иламиз.

1 . Бернулли сонлари ва куп^адлари. Бу сонлар ва купдад-- 
ларни уларни досил килувчи функциялар ёрдамида аниклаймиз. 
Бунннг учун

^ (O - . s F z r r .  e v , х ) =  ^ т  (8-!>

функцияларни киритамиз. Б у функциялар | ^ | < 2те доирада регуляр 
булганлиги учун уларни шу доирада даражали каторга ёйиш, 
мумкин:

" т = (8-2>п. О
оо

^ 1 - 2 ^ ' * -  <8-3>п=1

Биринчи тенглик билан аникланган В п микдорлар Бернулли  сон
лари  дейилади. Бу сонларни аниклайдиган рекуррент тенгликларнв 
Куриш мумкин. Бунинг учун (8.2) нинг дар иккала томонини

е* —  1 =  2  Т\ га купайтирамиз: 
ft=i

8 -§ . КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАРНИНГ АНИКЛИГИНИ ОРТТИРИШ

Бу тенгликда t, Р , ts, . . .  дадлар олдидаги коэффициентларни тац- 
Кослаб,

о  _ 1 j ____ Bi j __________ . 1 Вп- 1  j-.

0 ’ п\ ~  (л — 1)! 1! "г" ( л -  2)! 2! "г" ' * • ~г  1!(л — 1)1
( « = 2 , 3 ,  . . .)

341



€ки

=  =  °  ( « > 2 )  (8 .4 )
k=0

рекуррент муносабатларни з{осил киламиз. Я , дан бойка барча ток 
индексли Бернулли сонларининг нолга тенг эканликларини курса- 
тиш мумкин. Бунинг учун (8 .2 ) тзнгликда t ни — t га алмашти- 
рамиз:

П=О
Лекин

*___________ с -  I ! ---------------/ ___  / I 'V
е - ' —  \ ~ е * — i r  +  г +  ’п=о

демак,
ОО 00

' + 2 % -  е - 2 < - 1 > * § Н “.л=0 гс=0

Бундан эса п~> 1 булганда В п — (— \)пВп тенгликка эга буламиз 
ва я  =  2£  +  1 учун

^ 2£+1 8=2 ^ 2£+1> ^ 2й+1,==® ' ( ^ — 1)2 , . . .)

келиб чикади. Куйида Бернулли сонларининг дастлабки бир нечта- 
сининг кийматлари келтирилган:

•®о *= А  =  —  J  > ^2 =  -0 . ^4 =  —  3Q, Д) =  42. =  — зд.
п    5 />   691 d    7 о  3 6 17

^10 6 6 , ^ 1 3 —  2 7 3 0 ’  14 ~  6 ’  16 W  • •  '

Энди В п (х) Бернулли купхад Ларина аниклайдиган рекуррент 
муносабатларни тузайлик. Бунинг учун (8 .3 ) тенгликда ех‘ ва

~Г_  f  функцияларни уларнинг даражали каторлардаги ёйилмалари
билан алмаштирамиз:

П —1

у х ч ^ у  B n tm=i у а д /л
л и  k\ Л*ш1 ml A d  n l

IXk tk 
I k\ ■k=0 m—0 n=0

Б у  ердан tn олдидаги коэффициентларни та^кослаб,
В п (х) х п в 0 * " - »  в х в^

п\ п\ (я— 1)1 II ' • • "г и!
<ёки

П
B n  (X ) =  2  С * £ *  х " - ь  (8 .5 )

k=0
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ни хосил киламиз. Бернулли кугцадларидан дастлабки бир нечта- 
сини келтирамиз:

£ 0 (х ) =  1,

В\ ( х )  =  X   ̂ *

В г ( х )  =  х 3 —  х  -н  ,

В 3(х) =  х 3 —  j x 2 +  j x ,  (8 .6)

5 4 ( х )  =  x i — 2 х 3 +  х 1 —  ^  ,

В ь (*) =  х 5 —  4  х 4 +  х 3 — х,

£ 6 (х ) == х 6—  З х 5+  х 4 —  х 2 + 42

Энди Бернулли кущадларининг айрим хоссалари билан танишай- 
лик. Аввало (8 .5) дан

В п ( 0 )  =  В п , «  =  0 , 1 , 2 , . . .  ( 8 .7 )

келиб чикади. (8 .2) тенгликнинг дар икки томонини х  буйича диф
ференциал лаб,

п  у ?  В п (х)
ех‘ 7 Г ~ 1 = 1 - Т Г 1

/1 = 0

ни х°сил киламиз. Бу  тенгликнинг чап томони t-g  (t,x) га тенг 
булгани учун:

< 2 2 # ' - 2 3 = г ) лп=о п= 0
Бунда tn олдидаги коэффициентларни тенглаштириб, Бернулли куп - 
Хадларини дифференциаллаш коидасига эга буламиз:

В 'п ( х )  =  п В п_ i(x ) (п =  1,2, . . .). (8.8)

Бундан ва (8.7) дан интеграллаш коидасини чикарамиз:
X

В п (х) =  В п -\- « j  B n-i{Jt)d t. (8.9)
о

Энди
B n( \ - x ) ^ ( - \ Y B n{x) (« =  0 , 1 , 2 , . . . )  (8.10)

эканлигини курсатамиз. Бунинг учун куйидаги

e (i-x )t _ *  =  e -xt J f L  =
е* — 1 el — 1 e 1 — 1

алмаштиришларни бажариб,

g ( t , l —x) =  g { — t,x)

3 4 $



ни зосил киламиз. Б у  муносабатга g  нинг (8 .3 ) даги ёйилмасини 
желтириб куйсак,

оо ОО

п = О  П= О

тенглик келиб чщ ади, бундан эса (8 . 10) ни зосил киламиз.
Энди Бернулли купзадларидан факат озод зад  билан фарк кила- 

диган куйидаги функцияларни киритамиз:

?« ( * )  =  В п ( * )  —  В п  ( я =  1 , 2 , . . . ) .  (8 .11)
Б у  функциялар, <pt (л:) дан танщари, х = 0  ва х  =  1 нукталарда 
нолга айланади. ^ак.икатан зам , (8 .7 ) га кура <р„ (0) =  0, (8 .11) 
тенгликка кура эса

cP„ ( l )  =  5 „ ( l ) - JS„  =  ( - l ) ^ „ - 5 rt =  - 5 „ [ l - ( - l ) « ] = 0 ,

чунки жуфт п лар учун квадрат кавс ичидаги ифода нолга тенг 
■булиб, ток п > \  лар учун Вп Бернулли сонлари нолга тенг. 

Куйидаги теорема уринлидир.
1-  тео р ем а . <p2 (x ) , <ft (x), <р6 (х ), . . . купзадлар (0 , 1) оралик- 

.да доимий, чунончи <раА (х) ( — 1)* ишорага эга; <р3(х), ?5(х),
<рт(х), . . . купзадлар х - = ~  нуктада нолга айланади, шу билан

би р га(о ,-^ -) ва , l )  ораликларда y2k+1{x) мос равишда (—  I ) * -1
ва (— 1)* ишораларга эга.

И сб от. Аввало (8 .1 0 ) га кура

^ + i ( y )  =  - ^ + i ( y )  ёки ^ + i ( y )  =  0 - 

Шундай килиб, Ф2А+1(х ) (6 =  1, 2 , . . . ) купзадлар 0, 1 нук

таларда нолга айланади. Энди (0, 1) ораликда y2k+l{x) нинг бошка 
нолларга эга эмаслигини курсатамиз. Бунинг учун cp2;; r l(x ) купзад 
(0 , 1) оралигида иккита зар хил нуктада нолга эга була олмасли- 
гини курсатайлик. Тескарисини фараз киламиз, яъни х, ва х 2 
( 0 < x 1c x 2c l )  ср2/;+1(х ) нинг ноллари булсин. Бундан ташкари, 
х  =  0  ва х  =  1 нукталар зам унинг ноллари булганлиги учун 
( 0 , x t), (хи х 2) ва (х2, 1) ораликларнинг зар бирида

Ф » - ц ( * )  =  B 2k+ l(X ) =  (2 k  +  l ) B 2k(X ) 

купзад  камида битта нолга эга, ва демак,

? а * + i ( * )  =  (2 k  +  l ) B 2k(x )  “  ( 2 k  +  1 ) 2% 2* _ , ( * )  

ку п зад , яъни q>2k_x{x) (0 , 1) ораликда камида иккита нолга эга. 
Б  у мулозазаларни Давом эттириб, шундай хулосага келамизки, 
(р3(х)  ку п зад  (0 , 1) ораликда камида иккита турли илдизларга эга. 
Бунга л: =  0 ва х  =  1 нолларни цушсак, у золда айнан ноль бул- 
маган учинчи даражали куп зад  камида туртта илдизга эга деган,
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да унинг ишораси

мумкин булмаган хулосага келамиз. Шунинг учун дам, ф2/г+1(х )  
купдад (0 , 1) ораликда иккита дар хил илдизга эга деган фарази- 
миз нотугри экан. Ушбу

s i g n S ^ - l ) * - 1 (8 . 12)

тенгликдан фойдаланамиз. Бунинг тугрилигини кейинчалик курса- 
тамиз. (8 .5 ) тенгликка кура х  нинг кичик кийматлари учун ф2&+1 (х) 
нинг кийматлари ишораси В2/г нинг ишораси билан устма-уст туша- 
ди, (8 .12) га кура бу ишора (— l )*-1 дан иборатдир. Демак,

[О, —  ораликда Ф2к+1(х ) нинг ишораси ( — 1) дир ва

Ък+i (-£■) булганлиги учун 

( — l)k булади.
Энди %k(x) (& '=  1 , 2 , . . . )  нинг (0 , 1) ораликда нолга айлан- 

маслигини курсатамиз. Хакикатан дам, агар q>2k(x) купдад (0 , 1) 
ораликда нолга айланса, у долда унинг досиласи

Ъ 1 Х) =  B 2k(x ) =  2kB2k-l(X) =  2кЪк-х(Х)’ 
яъни q 2k_x(x) купдад, (0 , 1) да камида иккита илдизга эга булар 
эди.

Шундай килиб, %к{х) купдад [0, 1] да уз ишорасини саклайди 
ва бу ишора

1 1
j  Фй ( * ) с Г * =  J  [B2k{x) -  B2k\dx == 
о о

1

_  U + 1 5 ^+1(х) B2k ~B2k

ишора билан устма-уст тушади, яъни ф2/г(* )  нинг ишораси ( — I )4 
экан. Ш у билан теорема исбот булди.

Энди даврийлаш т иралган В„(х) Бернулли куп^адларини
куйидагича аниклаймиз:

в ;(х )  =  1, В*п(х) =  в п(х) (0 <  х <  1) ва ВЦх  +  1) «  ВЦх)
( —  со  < ;  л; <  о о ) .

Маълумки, Б ^ ( х ) = х ------i - ,  шунинг учун дам В\{х) узлукли

функция булиб, бутун нукталарда — 1 сакрашга эга. Барча п > \  
лар учун В п(\) =  В пф) булганлиги сабабли В*п(х) узлуксиз даврий 
функциядир. Бу  функцияларнинг [0, 1] ораликдаги Фурье ёйилма- 
ларини келтирамиз:

оо
В КХ) ~  a ov) +  2 {a n)cos27:nx +  b^hir&ntix), (8 .1 3 )

2 n=l
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бу ерда

°"V> =  ^ J  Bl(x)cos2r.nxdx гя 2 |  By(x)cos2mxdxt
i i

Ь\1] =  2 j* B\(x)sm2r.nxdx =* 2 J  B^(x)sln2itnxdx.

Фурье ь;аторлари назариясидаги маълум теоремаларга кура, v >  1 
булганда В*п(х) узлуксиз булганлиги сабабли (8 .1 3 ) тенглик барча 
л  лар учун уринлидир ва у барча бутун булмаган х  лар учун 
v =  1 булганда дам уринлидир, бутун х  лар учун цатор йигиндиси 
нолга тенг:

- i -  ( я ; ( + о )  +  в ц — о) ] - -± - (— I  +

Энди v >  1 деб фараз цилиб, ва коэффициетларини дисоб- 
лайлик:

4 " - 2 j  В № х  =“ ~ f  В ,+1(х) | =  0 (v == 1, 2, . . .  ).

Колган коэффициентларни дисоблашда аввал v — 2k (k =  1, 2 , . . .)  
дол ни куриб чицамиз. Булаклаб интеграллаймиз:

' 1
а^к) =  2 j* B2k(x)zos2mxdx =а 

о 

- 2  * » ( * )  ( ~ 2

Интегралланган дад нолга тенг. Булаклаб интеграллашни давом 
эттирамиз:

| ~  ’■ ^B2k_2(x)cos2mxdx.

Агар k >  1 булса, у долда >52Д._1(1) =  ^ 2А_ 1(0) булганлиги учун 
интегралланган дад нолга тенг булиб,

а <  2А)  ---------^ g . 1 — . . 1 1  <2А—2) ( 8  1 4 )

" (2ял)2 « V

булади. Агар k  =  1 булса, у долда интеграл нолга тенг булиб,

а ( 2 ) = — !—  (8 .15 )
п (wi)a V '

булади. Энди (8 .14) тенгликни & марта куллаб, (8 .15 ) ни дисобга 
олсак, натижада

=  ( — l )4- 1 -2(-2k)l •
1 } ( 2 ,  n j *

1 1
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га эга буламиз. (8 . 10) тенгликдан

у52й(1 —  ,x)sin2 im (l — х) =  —В 2к{х)пп2ъпх

ва, демак,
Ь$“ 1 =  0 (а =  1, 2 , . . . )

келиб чикади.
Энди (8 .1 4 ) —  (8 .1 5 )  ни (8 .13) га куйиб, даврийлаштирилган 

Бернулли купдадлари учун куйидаги Фурье ёйилмасига эга була
миз:

П . / . Л  ( - i ) fe~ 1 (2 fe ) !  y i  c o s i f a / u c  „  l g .

МЛ ' ~~ Mk-1 л2* п?к '
п = 1

Б у  тенгликнинг дар иккала томонини дифференциаллаб,

( _ l ) fe (2/г — 1)! ^  sln2.in*
С2к-\\Х> ~  о 2А-2 гк2А-1 ^  л2*-’ 1

п =1

ни хосил киламиз. Агар (8 .1 6 ) да л: =  0 деб олсак, Бернулли сон
лари учун куйидаги формула келиб читали:

Ва - В а (0)  (~ ] £ У  . (8 .17)

Б у  ердан (8 .12) формула келиб чикади ва k усиши билан В2к нинг
модуль буйича тез усиши куринади.

2 . И хтиёрий ф ункцияларни Бернулли куп ^адлари  орцали
т а сви р л а ш . Куйидаги тесремани исботлаймиз.

2 - тео р ем а . Агар f {x )  функция [0, 1] ораличда 1 тартиб
ли узлуксиз досилага эга булса, у долда 0  <  х  <  1 учун куйида- 
ги формула уринлидир:

1 R ( \ ■
/ (x ) =  j  f ( Q d t +  2  / <v_1) ( l ) — / <1,_1) (0 )

О V=1

f / (m) (t)
т о

dt. (8 .18 )

И сбот. Ушбу

Р « ( * )  = - V  f З К *  -  ( 8 - 1 9 )/72 J 0

интегралда tn >  1 деб фараз килиб, бу интегрални булаклаб интег- 
раллаймиз:



Бернулли куп^адларининг ю^орида курсатилган

ва - i -

хоссаларидан фойдалансак, у ^олда

рт( х ) [ / (т- г) 0 )  - / ( т - 1) ( 0 )  ]  +  P « - i ( * )

ва бу муносабатни т  — 1 марта ^уллаб,

т В (х) г 1

Р т ( х ) = 2  I /<v_1> (1) ~  / ( ,_ 1, (о) ] + * ( * )  <8 -20>v=2
формулага эга буламиз.

Энди p,(x) ни хисоблаш учун В*(х) нинг бутун нуцталарда
—  1 сакрашга ва бутун булмаган ну^таларда эса В\{х) нинг ^-оси- 
лас и 1 га тенглигини эътиборга олиб ^амда 0  <  х  <  1 деб олиб 
куйидаги га эга буламиз:

P iW  =■ j  f(t)B \ {x  -  t)dt +  f  f{t)B \ {x  -  t)d t= B \ (+ G )f{x )~
О X

-  В\(х)Д0) +  j  f(t)d t  +  B\(x~\)f(\) -  B [{-Q )f{x )  +  j A W -
0 x

B K + 0) -  В Ц - о) ] / ( * )  +  B t(x) [/(1) - / ( 0 )  ] + 1  A m .

Маълумки,

5 * ( + 0 )  =  - - l ,  ^ ( - 0 ) = - ± ,

шунинг учун 35ам

P ,(*) =  —fix )  +  В Д  [/(1) - Д 0 )  ] +  j  A t)dt.
0

Буни (8 .20) га цуйиб, (8 .19) ни эътиборга олсак,
1 tYL Q  ( х \  Г

Д х)  =  j  f(t )d t  +  2  / (v- 1} ( 1) — / (v_1) (0 ) I  -
0 v =1 J

1 1
ml .

келиб чи^ади ва бунда ч —  т  га мос келувчи ^адини интеграл 
билан алмаштирсак:

-/(m- 1>(1)~ /(m- 1)(0) Вт(х) =  - L -  В*т(х) | n t ) d t ,

у ^олда (8.18) формулага эга буламиз.
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Би з (8 .1 8 ) формулани 0 < х < 1  учун исботладик, лекин у 
О <  х  <  1 учун хам уринлидир, чунки у формулада катнашаётган 
барча функциялар х  нинг узлуксиз функцияларидир.

Фараз килайлик, /(%) функция ихтиёрий [а , а  +  А] ( А > 0 )  
ораливда от > 2 - тартибли узлуксиз хосилага эга булсин. (8 .1 8 )  
формуланинг шу хол учун мос келган куринишини келтирамиз. 
Янги | узгарувчини киритамиз: л: =  а  +  А§, 0  <  § <  1 ва от марта 
узлуксиз дифференциалланувчи ф(Е) =  / ( а  +  Щ  функцияга 0 < $ < 1  
учун (8 .18 ) формулани кУлла™ из

Ф ( 0  =  ( Ф М *  +  2  y(v~ 1)(1)~ y(v~ 1>(0)- В , (Е) -
О V-1

ф(т)(Т) B m ^ )] dx- (8 -2 1 )

Куйидаги
q> (v>($ )  = 1  A ’  / v ( а  - f  К )  =  A *  / < v> ( x ) ,

ф(т) =  / (а  +  Ах) = f ( t ) ,   ̂=  а  +  Ат, dt =  hdx
муносабатларни хисобга олиб, ( 8 .2 1 ) формулада аввалги узгарувчи 
ва функцияларга утамиз, у холда

г a+h т - 1  v_!
/ (* ) = ~ Н  д о ^ + 2  V ~ [ /(v' 1 ) (a + A ) _ / < ,~ 1)(a) х

a  v>=l

х  R  ( ^ )  -  ^  Р " ’(а  +  [ s - ( ^  - ' ) -

(S-22)

3 . Эйлер—Маклорен формуласи. Олдинги пунктдаги (8 .22) 
формулада х  =  а  деб олиб, шу билан бирга В т(0) =  В т ва В*т(?) 
Хамда унинг хосиласининг даврийлигини

= В т(1 -  ') =  B nV — ')  (0 <  <  1)

хисобга олсак, у холда

1 a+h 1 т ~1 1
/ ( а ) = т  J  А О Л — J  [ Д а  +  А ) - / ( а ) ]  +  2 " Ч г ^ Х

а  v=2

X  [ +  А) - / < ' - ‘>(а) 1 -  ^  ( > > ( а + А т )  [Я и ( 1 - т )  -  B J d x
L J о

а + А

|  Ж ) ^ = - у -  [ Д а ) + Л а  +  А ) ] -
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-  2  [/<v_1,(a+A ) ] +■v—2

+  ^ г 1 /<Ш)(а +  Лх) (8 .2 3 )
о

формулага эга буламиз.

Эйлер— Маклорен формуласини ^осил килиш учун [а, Ь\ орали^. 
ни h = = ------— ^адам билан п. та

m _ I ft4 R

[a-j-y'/z, a  -j- (у -f- 1)А], у =  0 , я — 1

Кисмий орали^ларга буламиз ва бу кисмий оралик учун (8 .2 3 )  
формулани куллаймиз:

й + (у-Ы)/г
J  f ( x )dx — —  [ / (а  yTz) - f  / ( a  -j- (у - f - \)h) ] —

a+i'fi

/ < - i ) ( a +  ( y +  i ) / 0 - / ( v - i ) ( a  +  y / z )
v!

v = 2

+

h m + I z’1
| f (m)(a +  jh  +  At) [ S m( l - x ) - 5 J r f x .  (8 .24 )

те! „ о
Куйидаги

Т Я =  А
/(a) ~Ь /( )̂ жгч
— 2------------ ь 2 л а + ^ )  (8 -25)

/=1
белгилашни киритиб (8 .24) формулани у буйича 0 дан. п —  1 гача 
йигиб чикамиз:

m~i 1
h* В, , , hm+1

$ f(x )d x  =  Т п -  2  1/<V“ ' ^ )  — / <v~ 1,(a )l +  [ 5 й4(1 -
С v = l  О

rt— 1

-  г) -  в >п\ 2 / <m,(«  +  J h +  (8 .26 )
/ - о

Бу формула Э йлер— М аклорен формуласи  дейилади. Одатда Эй
лер— Маклорен формуласида жуфт m =  2k олинади. Бундай ^олда 
В п{  1 —  х )—  В т ни куйидагича ёзиш мумкин:

B 2k( 1 — х ) — B 2k =  B 2k (r )  — B 2k =  ф24(х)-

Бу  функиия 0  <  х <  1 ораликда уз ишорасини саклайди. Бундан
ташкари, у =  3 ,  5 , 7, . . . булганда B j  =  О эканлигини ^исобга
олсак, у ^олда Эйлер— Маклорен формуласини куйидаги куриниш
да ёзиш мумкин:

Г k~ 1 h 2iB
j / ( x ) ^  =  r n - 2  W  [ f i2i- l\ b ) - f ^ \ a ) \  +  /?2,00, (8 .27)
a  l — l  v ^

350



бу ерда
2W-1 1 П~~1

/?»(/) =  ~(ЩГ j  2  / <2к)(а  +  jh  +  h^ dx- (8 -28)

Б у  формуладан куринадики, 
к- 1 2

—  У  !/<2/ - » т  _ / ( 2/ -1)(а)]
■р, (2;)!

Зад трапециянинг катта формуласига тузатмадан иборатдир. Энди 
фараз килайлик Д х )  даврий функция булиб, даври Ь — а  га тенг 
булсин замда закикий укнинг барча нукталарида 2k- тартибли 
узлуксиз зосилага эга булсин. У золда барча fW \x) зосилалар 
Зам даврий булиб, (8 .27) формула соддалашади: 

ь
lf{x)dx =  Tn +  R2k{f).
Я

Функциянинг даврийлиги туфайли Тп тугри туртбурчаклар квад
ратур йигиндиси билан устма-уст тушади, шунинг учун зам

\f(x)dx =  —̂ -^2if(aAr jh)Ar R2k(S).
а / =  1

Демак, каралаётган золда тугри туртбурчаклар формуласининг 
колдик ^ади (8 .2 8 ) куринишга эга.

Энди (8 .2 8 ) колдик задни текшириш билан шугулланамиз.
3 -  т е о р е м а . Агар Д х)  функция [а, b ) ораликда 2k- тартибли 

узлуксиз зосилага эга б ул са, у золда

^ к { Л - - Щ ^ - о ) В 2к Щ ) ,  (8 .29 )

бу ерда а  <  | <  Ь.
И сб от. Биринчи пунктда q>2m(t) функциянинг 0 < т < 1  да у з 

ишорасини саклашини курган эдик. Шунинг учун зам
1 п- 1 1

1 =  j  Ы ^ ](а + j h  +  fo)dx *= J  q>2k )̂S2k{ )̂dx

интегралда умумлашган урта киймат закидаги теоремани куллаш 
мумкин:

1 1
I  — S2k{ )̂ j  фгk(*)dt =  S2k(ri) J  \В2к(у) —  B 2k\dx =  —  S2k(ri)B2k. (8 .30)

Б у  ерда 0 <  tj <  1. Агар M  ва тп оркали f (2k)(x) нинг [а, Ь\ даги 
энг катта ва энг кичик кийматларини белгиласак, у золда кури
ниб турибдики, nm <  S2k{f\) <  пМ. Лекин функция узлук
сиз булганлиги учун [а, Ь] ораликда шундай £ нукта топиладики, 
S2k(-fi — n f(2k)(l) тенглик бажарилади. Буни (8 .30) га ва (8 .30) ни 
(8 .28 ) га куйсак, (8 .29) келиб чикади ва шу билан теорема исбот 
булди.



Таъкидлаб утамизки, (8 .29) да k  — 1 деб олсак, у золда у 
трапениялар фор'муласининг колдик задига айланади.

4 - т е о р е м а . Агар барча х £ [а ,  Ь\ учун
/ {2к)(х) > 0  ва Д 2к+2\х) >  0 (8.31)

[ёки f {2k)(x)  <  0 ва /<2*+2>(.х) <  0 ]

тенгсизликлар бажарилса, у золда Эйлер —  Маклорен формуласи
Rikif)  колдик хадининг ишораси

[ / » - » ( * )  - / ^ - » ( а ) ]  (8 .32)

соннинг ишораси билан устма-уст тушиб, R 2k(f) нинг абсолют 
Киймати (8 .32) нинг абсолют кийматидан ортмайди.

И сбот. Эйлер— Маклорен формуласидан

R W )  -  R2k+2(f) =  -  -  fW - '\ a )]  ( 8 . 3 3 )

келиб чикади. 1- теоремага кура:

Sign ф2/г('с) =  ( —  1 )* .

Бундан ва (8 .3 1 ) дан фойдаланган золда, (8 .28). дан маълум бу- 
ладики, R ‘ii.{t) ва (— Rik+iif)) бир хил ишорага эга. Бу  ишора 
(8 .33) га кура (8 .32) нинг ишораси билан бир хил булиши керак 
ва /?2*(/) замда /?2*+г(/) абсолют кийматлари буйича (8 .32) нинг 
абсолю т кийматидан ортмайди. Теорема исботланди.

Э с л а т м а .  k у с и ш и  билан Б ер н ул л и  сонлари те з  у си б  боради. 
1(8 17) га  каранг.] Ш у н и н г  у ч у н  х,ам, (8.29) дан кури н ад и ки  k ч ек си зл и кка  
и н ти л гаи д а  Д х )  Ф ункщ ияларнин г ж уда  х,ам тор синф и  у ч у н  R ^ if)  нолга 
интилади . О д атд а  k ч е к си зл и к ка  и н ти л ган да  R^kif) к а тта  те зл и к  билан  ч е к 
си зл и к к а  интилади . Ш у н и н г  у ч у н  х,ам ^ исоблаш  пайтида  k ни ш ун д а й  т а н -  
лаш  керакки , J /? 2*( f)\ и м ко н  борича к и ч и к  ниймат, цабул  кил снн .

М и со л . Э йлер  —  М а кл о р е н  ф орм уласи  ёрдамида

? 1 I  =  J (co s  х  — —  +  sh x )d x

и н те гра л  вергулд ан  кей и н  4 хона  аницликда  ^ исоблансин.
Е ч и ш . [1, 2] о ра л и кн и  h =  0,2 кадам  билан 5 б ул а кка  б улам из ва

Xi =  1 +  0,2/ (/ ="о^5)

деб олиб, f i x )  =  co s  л: —  —  +  s h x  н и н г  кийм атлари ни  топамиз: х2
Д х 0) =  0,71550, Д х ,)  =  1,17738, Д х 2) =  1, 56407,
Д х 3) =  1,95577, f ( x t) =  2,40636, Д х б) =  2,96077.

Б у  ердан

~  Л *о) +  / м  +  . . . +  Д х 4) +  ~ Д х 5) =  8,94171.

У ч и н ч и  тар ти бл и  ко си л а  билан  чегараланиб , к уй и д а ги га  эга  булам из:

2 4!
f ' { x )  =  —  sin х  +  —  +  ch  f" \ x )  =  sin x  +  - -  +  ch  x.

x 3 x &
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Б у  ердан
/ ' ( 1 )  =  2,70161, / ' ( 2 )  =  3,10290,
/ " '( 1 )  =  26,38455, / " '( 2 )  =  5,42150.

Т о п и л га н  кийм атларни  (8.27) ф орм улага  к у й и б , к уй ид а гиларни  ^осил ки л ам и з:

ни  з^осил килам и з, я ъ н и  ю кори д а  топ ил ган  ракам  ларнинг барчаси  и ш о н ч ли  
экан .

9- § . К В А Д Р А Т У Р  Ф О Р М У Л А Л А Р Н И  К У Л Л А Ш  Т У Г Р И С И Д А  А Й Р И М  
М У Л О Х .А З А Л А Р .  Р У Н Г Е  Ц О И Д А С И

Биз олдинги параграфларда бир цанча квадратур формулалар 
цурдик. Конкрет функцияларни такрибий интеграллаш пайтида кон
крет квадратур формулани танлаш катта адамиятга эга. Бундай 
танлаш куп жидатларга: интегралланувчи функциянинг хоссасига, 
унинг берилишига, дисобловчининг цул остидаги дисоблаш ^уро- 
лига, галаб цилинадиган анжушкка бокли^.

Агар интегралланувчи функция кийматлари жадвали билан бе
рилган булса, у долда шундай квадратур формулани куллаш керак- 
ки, унда шу тугун нуцталардаги функциянинг кийматлари ^атнаш- 
син. Агар функция узининг графиги билан берилган булса, у дол
да тенг коэффициентли квадратур формулани ишлатиш маъ^улдир. 
Чунки функция ^ийматларидан тузилган чизщ ли комбинация бар
ча коэффициентлари узаро тенг булгандагина энг кичик тасодифий 
хатога эга булади.

Т ез тебранувчи функцияларни интеграллаш катта ^ийинчилик- 
лар тугдиради. Бундай функцияларни интеграллаш учун махсус 
формулалар яратилган. Айрим долларда булаклаб интеграллаш' дам 
яхши натижага олиб келиши мумкин. Масалан,

интегрални N  етарлича катта булганда интеграллаш талаб ^илин- 
син. У долда cos 2тс N x  дисобига интеграл остидаги функция тез 
тебранувчан булади. Бу ерда агар f (x )  интеграллаш оралигида 
2п- тартибли узлуксиз досилага эга булса, у долда 2 п марта бу
лаклаб интеграллаймиз: .

1 2
/  =  [ s in  х  -f- —  +  сh x ]  =  1,78696 

*  1

j  / (x)cos 2tc7V x d x
0
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У Агар N  етарлича катта булса, у 
Холда иккинчи интеграл олдидаги 
купайтувчи етарлича кичик булади 
ва иккинчи интегрални берилган 
интегралга нисбатан кичикрок, ани^- 
ликда зам  дисоблаш мумкин.

27-чизма,

Интеграллаш оралигида функ
циянинг хоссаларини урганиш кат
та а^амиятга эга.Чунки функция

цандай квадратур формула ^улланила берилса, катта хатоларга 
дуч келиниши мумкин.

Агар тугунлар номувофиц жойлашган булса, у золда квадра
тур формула бемаъни натижага олиб келади.

Масалан, 27- чизмада тасвирланган у — f(x )  функцияни интеграл- 
л а т  учун тенг узотушкда жойлашган а  — х 0, х и х 2, х 3, х А =  Ь 
тугунларни олиб беш нуцтали Ньютон— Котес формуласидан фой- 
далансак, квадратур йигиндининг ^иймати мусбат чикади. Куриниб 
турибдики, интегралнинг ^иймати манфий чи^иши керак. Иккинчи 
мисол, айтайлик, ихтиёрий

формула билан f (x )  =  N[(x — я ,)  . . . {х — х л)]2 функцияни инте- 
гралламо^чи булсак, куриниб турибдики, N  етарлича катта бул
ганда интегралнинг ^иймати етарлича катта булиб, квадратур йи- 
гинди эса нолга тенг.

Функция хоссаларини урганиш яна шу томондан дам  музимки, 
агар функциянинг силлшушги юцори булмаса, у золда 1̂ олди^ за- 
дида юцори тартибли зосилалар ^атнашадиган формулаларни ^ул- 
лаш маънога эга эмас. Бундай золда 7 - § да курсатилганидак сод- 
даро^ квадратур формулалардан фойдаланиш маъ^улдир. Функция 
хоссалари текширилгандан кейин интеграллаш оралигини ма^бул 
равишда ^исмларга булиб, зар бир кием учун узига хос квадра
тур формуласини куллаш маъцулдир. Функция тез узгарадиган 
оралик;чаларда тугунларни тигизро^ олиб, секин узгарадиган ^исм- 
ларида эса тугунларни сийрак олиш керак.

Бундан таш^ари, интегралларни ^улда зисоблашда соддаро!< 
квадратур формулалар ишлатилади. Чунки, Гаусс типидаги, коэф- 
фициентлари ва тугунлари куп хонали ра^амлар билан берилади- 
ган формулаларни ^уллаш анча ^ийинчилик тугдиради. Аксинча, 
бундай формулалар Э^М лар ёрдамида зисоблашда фойдаланилади. 
Шунинг учун зам , куп ЭДМларда стандарт программалар асосида 
юцори тартибли Гаусс формулалари олинади.

Э^М ларни серияли зисоблашларда цулланилиш щароитида зар  
бир функциянинг, индивидуал равишда текширилиши мумкин бул- 
майди, одатда, уйинг у ёки бу синфга тегишлилиги маълум бу
лади. Шунинг учун турли синфлар функцияларини интеграллаш

П
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учун стандарт программалар туплами мавжуд булиб, берилган 
синфдаги хар бир функциянинг индивидуал хусусиятини хисобга 
олиш грограммада кадамни автоматик равишда танлаш йули билан 
олиб борилади. -

Кадамни автоматик равишда танлаш Рунге принципига асос- 
ланган. Рун ге принципига асосланиб, интегралларни такрибий хи- 
соблашларнинг хар хил процедуралари мавжуд, шулардан энг кенг 
тар^алганини куриб чикамиз. Бу бобда куриб чикилган барча

Ь п

\ f(x )d x  =  ^ A t / ( X i  ) +  R (f)  (9 .1 )
a  i~  1

квадратур формулаларнинг ^олдик ^ади

куринишга эга булиб, бу ерда с — константа, h— интеграллаш ора- 
лигининг ёки бир ^исмининг узунлиги, интеграллаш оралиги- 
нинг цандайдир нуктаси.

Агар интеграллаш оралигида / (*_1)(?) секин узгарса, уни та^- 
рибан узгармас / к~1\х) =  М х хамда М 1с = М  деб белгилаб оли), 
^олди!^ хадии

R (f)  =  Mhk (9 .2 )

куринишда тасвирлаш мумкин ва агар интегралнинг аник киймати- 

ни 1 ва такрибий ^ийматини 2  оркали белгилаб олсак, у холда

/ =  2 + т к '

\а, b ] орали^ни иккига булиб, хар бирига (9 .1 ) квадратур фор
мулани цуллаб, интегралларнинг такрибий ^ийматларини ^ушсак,

[а, Ь] орали^ буйича интегралнинг такрибий ^иймати 2 t ни ^°* 
сил кцламиз ва натижада

1 «  2 ,  +  М (■т  У  +  м  (  т  Г  =  2 ,  +  2 1 -W  (9.3)

тенглик уринли булади. (9 .2 ) ва (9 .3) тенгликлардан цолдиц хад 
учун

R if)  =  chkf ^ \ l )  =  Mh* =  (9 .4 )

бахога эга буламиз, бу бахо Рунге бацоси  дейилади. Шундай 
цилиб, [а, Ь] ораликда / (*- 1)(х ) деярли узгармас деб фараз кдаиб, 
цолдик; хадни маълум мивдорлар ёрдамида ифодаладик, натижада 
интегралнинг анщроц ^иймати цуйидагича ёзилади:

+  <9 -5 )
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Энди (9 .4) формулага асосланиб, кадамни автоматик равишда тан- 
лаш йули билан интегрални дисоблашни куриб чи^амиз. Бунинг 
учун

Ь п

/(/■; 1а > Ь\) =  J f{ x )d x , 2  (/, \л. Ь\) —  2 л  f { x t )
a  i—l

белгилашни киритамиз. Ани^лик e > 0 ,  s0 =  2~ ps ва дастлабки ка- 
Ь —  а

дам h0 — берилган булсин. куйидаги 

2 о =  2  (/5 la > a  +  ho\),

2 i в 2 ( / ;  [ а > а  +  т  )  +  2 ( / ;  a  +  h °

о  . 2 , - 3
■''о 1__ 21—*

микдорларни дисоблаб,

|Я0| < ®  (9 .6 )
шартни текширамиз. Агар бу шарт бажарилса, у долда

Ш  <  ®о (9 .7 )
шартни текширамиз. Агар (9 .7) шарт дам бажарилса, у  долда ца- 
дам жуда дам кичик олинган булиб, hQ нинг урнида 2h0 ни олиш 
керак. Сунгра

2 Г  =  2 (/; [ ^ «  +  2 л0]),

2 1  ~  2  ( ^  [а > а + а 0]) +  2  (/> ia + к > a + 2Л0]),
V d ) _  v w

п(1) _  Z ji Z jQ
l _  21~й

мивдорлар дисобланади ва

шартлар текширилади. Агар дар иккала шарт дам бажарилса, у  
ва^тда цадам яна иккиланади, яъни 4/z0 цадам олинади ва бу жа- 
раён давом эттирилади.

Б у  ерда икки дол булиши мумкин.
1) 1\адамларнинг иккиланиши жараёнида 2 ч h0 — b —  а  га эга 

булиб, шу билан бирга 2? h0 =  Ъ — а  ь;адамда

i —
1 — 21-А

тенгсизлик бажарилади, бу ерда

2 !9) =  2 (/ ; « + 2 9 а 0]),

2 Г  =  2  (/; ^  *  +  % «-% ])+  2  (/, [«■+  2 f - I A0, а  +  2 « Л0]).
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ь
У  долда J f (x )d x  интегралнинг такрибий киймати сифатида

v v l l z l !
' i _21

ни кабул ^иламиз.
2 ) Кадамларнинг иккиланиши жараёнида шундай I топиладики, 

h1 — 2l h0< .b  — а  кадамда

тенгсизликлар уринли булади. У  долда /(/; {а, а  +  2 гА0]) инте- 
гралнинг такрибий киймати сифатида

v »  j .  а 0 - а 11
jmdQ * j  21 — *

Кабул килинади ва [а, Ь] ораликнинг колган кисми [ a Jr cl lhQ,b\
у чу н  интегрални дисоблаш hx кадам билан давом эттирилади. 

Агар (9 .6 ) шарт бажарилмаса, у долда берилган е аникликда

дастлабки кадам катта булиб, h0 урнига у  каДам олинади ва

2 Г ’ = 2 ( / ;

2 Г = 2 ( / ;  [о. « + т ] ) +  2 ( / ;  [«  +  * . « + £ ] ) .
v ( - D  _  v u - 1)/?(—!) 2-1 ^-0 — ----

1— 21- *
мивдорлар дисобланиб,

l ^ - ^ l  <  s

шарт текширилади. Агар бу шарт бажарилса, I ( / ]  а , а  +  ~  j

нинг такрибий киймати сифатида 2 о +  олиниб, колган [а  -{-

+  у ,  Ь] оралик буйича интеграл каДам билан днсобланади.

Агар <  е шарт бажарилмаса, кадам яна икки марта кич-
райтирилади. Кадзмни кичрайтириш жараёни

шартни каноатлантирадиган q  топилгунига каДаР дзвом эттирилади. 
Сунгра

/(/; [а , ?>

деб олинади, бу ерда
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(-?)

V(_9)
1 2 (л а,  а  +

2Ч+Х ) + 2 ( л
, ftp ■■■ . Л'

Я +  2?+Ь а  I 2?

Оралир;нинг долган цисми буйича интегрални дисоблаш учун шу 

жараенни ^  ^адам билан давом эттирамиз.

Шундай 1̂ илиб, интеграллаш оралиги tn ^исмларга булинади
ва ^ар бир оралиада интеграл е ани^ликда ^исобланади. Бу  инте-

ь
гралларнинг йигиндиси J f{x )d x  нинг такрибий ^ийматини тг ха-

а
то билан ани^лайди.

1 0 -§ . И Н Т Е Г Р А  Л  Л А Н У В Ч И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  М А Х С У С Л И Г И Н И  
С У С А Й Т И Р И Ш

Практикада купинча хосмас интегралларни ^исоблашга тугри 
келади. Бундай интеграллар чексиз орали^ буйича олинган инте- 
граллардан ёки чекли орали^ буйича олинган булиб, интеграл ос- 
тидаги функция интеграллаш оралигининг айрим нуцталарида.чек
сиз ликка айланади.

Чексиз чегарали махсусмас интегралларни узгарувчиларни ал- 
маштириш йули билан чекли чегарали хосмас, ва ^атто, хос инте- 
гралга келтириш мумкин.

Масалан,
»  .г dx

(1 +  х2) /  *

1
интегралда х  — ~  алмаштириш бажарсак, у чекли чегарали хос 

интегралга келтирилади:

I f / у
nJ 1 +  У2 '

Чексиз чегарали интегрални дисоблаш учун уни чекли, лекин шун
дай етарлича катта чегарада олиш керакки, ташлаб юбориладиган
цисми интегралнинг берилган дисоблаш хатосидан ортмасин. 
Масалан; интегрални е хато билан ^исобламоцчи булсак, уни

оо Ь  оо

J  f (x )d x  =  j  f(x )d x  +  j  f(x )d x
a  a  b

куринишда ёзиб оламиз ва b ни шундай катта к,илиб танлаймизки,
оо

|  f {x)dx
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. тенгсизлик бажарилсин. Энди J f{x )d x  хос интегралнинг у
а

анщликдаги 2  та^рибий ^ийматини бирор квадратур формулж 
ёрдамида топамиз:

j* f {x )d x  — 2 <

Б у  пайтда

j  f ( x ) d x  — ^ <  в

булади. Шундай килиб, чексиз чегарали хосмас интегрални зар 
доим чекли чегарали интегралга келтириш мумкин. Шунинг учун 
Зам, биз чекли чегарали хосмас интегралларнинг махсусликларини 
сусайтиришнинг айрим усулларини куриб чицамиз.

1. Вазн функциясини ажратиш. Фараз килайлик,
ь

I  =5 J  f(x )d x  - ( 10. 1)
а

интегрални зисоблаш талаб цилинсин ва f (x )  функция [а, Ъ\ ора- 
ли^нинг бир ёки бир неча нуцталарида чексизликка айлансин. Бу  
функцйяни !

/ ( * )  =  р ( * ) ф ( * )

куринишда ёзиб оламиз, ф(х) функция [а, Ь] ораликда чегаралан- 
ган ва етарлича узлуксиз зосилаларга эга замда р(х) >  0 етарли- 
ча содда куринишга эга. Бу ерда р (х) ни вазн функцияси деб 
олиб, кл^оридаги усуллар билан вазнли квадратур формула тузамиз. 

М исоллар  к^райлик. А й та й л и к ,

[ т т Ь-1
и нте грални  хи со б л а ш  керак  б ул си н . И н т е гр а л  о сти да ги  ф у н кц и я  ±  1 н у к т а -  
ларда ч е к си з га  айланади. Б у  ф у н кц и я н и

1 1 1

у г •л:4 / 1 — * 2 / 1  +-л*
к ур и н и ш д а  ёзиб , р(лг) =  ( 1 — л:!>)~1/» Деб оламиз. У  *олда  М елер  квад ратур  
ф орм уласи ни  к ул л а ш  м ум ки н :

10 деб олсак:
2 2

2k — 1 ч
: COS ---------  Л).

2 П
Б ун д ан  п ■■

/ «  — [•  
Ю L

+  ’

у/ 1 +  co s29° 
2

+  '

у  1 +  co s227° 
2

+

/ 1 +  CO S2630 / 1  +  co s281

/ 1  +  co s245° 

j  «= 2,221428.

+

359



И н т е гр а л н и н г  ци йм ати  в е р гулд ан  к е й и н  олти  х о н а  а н и кл и к  би лан  к уй и д а ги -  
га  тенг:

/ =  2,221441.

2 . А ддитив у с у л . Л . В . Канторович .махсусликни сусайтириш- 
нинг куйидаги усулини таклиф этган. Фараз ^илайлик, интеграл 
остидаги функция

f{x )  =  (х  —  с)а <?(х) ' ( 10.2 )

куринишга эга булиб, с £ [ а ,  b], а > — 1 ва <р(х) функция [а , b] 
ораликда тартибли ^осилага эга булсин. У золда / (х )  ни ^уйи- 
дагича ёзиш мумкин:

/ ( * ) = / i(x ) +  f t (x ) ,  

f i ( x )  а  2  - 2 ^  ( х  —  с)!+х
/=О

/ 3(х )  *  (х  —  с )а [ф(д:) —  ф (с) —  2  ( х  — °У  1-

Б у  ерда / ,(х )  даражали функция булгани учун осон интегралла-
нади. Квадрат ^авс ичидаги ифода ва унинг k- тартибли ^осиласи-
гача х  =  с  нуцтада нолга айланади. Шунинг учун ^ам, /2(х )
функция х  =  с ну^тада махсусликка эга эмас. Бундан танщари,
х  — с  ну^тада бу функция k  +  [а] тартибли узлуксиз хосилага

ь
эга. Шунинг учун ^ам, J  f 2(x)dx  га бирор квадратур формула-

а

ни цуллаб натижа олиш мумкин.
М и с о л .  К у й и д а ги

/= f -  f  X ■■ (  =  JL =  1,5707963 . . .  ) 
у/х(\ - х )  \ 2  )

инте грал  тацрибий  ^ исоблансин . И н те гр а л  о сти д а ги  ф у н кц и я
 i_  i

f ( x )  =  x  2 ( 1 — * )  2

инте граллаш  оралигида  я гона  х  — 0 м а х с у с л и к к а  эга, ср(лг) =  (1 — х)~ '1г Ф ун к 
ц и я н и  дараж али катор га  ёй иб  х 4 вддигача саклай м из, у  *олда

,  / ч “  Т  / . 1 3 5 35 \/ , < * ) - *  (  . +  T x  +  - x .  +  _ ^ + E 5 x . j ,

Б ерилган  инте грални
0 ,5  0 ,5

I  = j  f i  (x )d x  +  J  f-i(x )dx
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к ур и н и ш д а  ёзиб  оламиз. Б и р и н ч и  ин те грал  ани к  ^исобланади:

V  715801 _
j  / l ( * )rf*  =  6 4 5 7 2 0  /  2 =  ‘ .Б б Э ^ б б -

И к к и н ч и  и н те грални  п =  10 ва кадам  h  = 0,05 деб олиб , С и м п со н  ф орм улас»  
ёрдам ида  х,исоблаймиз:

0 ,5

j  f 2(x )d x  =  0,0006385. 
о

Д ем а к ,
/= 1,5691585 +  0,0006385= 1,570797.

Б у  у с ул н и , инте граллаш  оралигида бир  неча  м а х с у с  н у к та  б ул га н  х;олда х,а»  
К уллаш  м ум ки н .

3 . Булаклаб интеграллаш. Айрим долларда интеграл ости
даги функциянинг махсуслигини булаклаб интеграллаш йули билан 
сусайтириш мумкин. Масалан, интеграл остидаги функция ( 10 .2)
куринишга эга булсин. У долда (1 0 .1 ) интегрални

Ь с Ь
J  f ( x ) d x  — J f ( x ) d x  +  j  f ( x ) d x
а а  с

куринишда ёзиб олиб, дар бирига булаклаб интеграллаш формула
сини куллаймиз, у долда

j ( *  — с)а ср( x ) d x =  [ ф (b)(b —  с)*+1 —  ф(а)(с —  а)*+х ]  —

I 6
« +  1

| {х  —  c )a+1 ф '(x)dx.

Бундан куринишича, унг томондаги интеграл хос интегралга ай- 
ланди. Бу ерда с ну^та орали^нинг четки ну^талари билан устма- 
уст тушиши дам мумкин.

М и с о л .  К у й и д а ги

I» d x
б (\ + х ) /х

инте грални  б ула кл аб  инте граллайм из:

/=  2/ х
1 -)-* X

1 1 , 1

+  2 J / r (TT3 i “ ' + 2 J — -о О (1 +  Х)2 б ( 1 + ^)2
О х и р ги  и н те гр а л  х о с  интегралдир. Ю ко р и д а  кел тирил ган  у сул л ар н и  куллаб ,. 
ин те грал  о сти д а ги  ф ун кц и я

Д х ) =  (х  — с)« 1пп (х  —  с)<р(*)

к ур и н и ш д а  б ул ганда  х,ам м а х су сл и кн и  с у са й ти р и ш  м у м к и н , б у  ерда п— н а ту -  
рал сон  б ул и б , с, а, у(х) ю кор и д а ги  ш артларни каноатлантиради .
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ГС^орида келтирилган усулларни фа^ат хосмас интегралларни 
з?исоблаш учун эмас, балки интеграл остидаги функция чегара- 
ланган, лекин керакли тартибли досилалари чегараланмаган дол 
учун дам куллаш мумкин. Бундай долда квадратур формулалар- 
и'инг катта хатога эга булишларини уларнинг цолдиц дадларининг 
Кийматларидан билиш мумкин. Махсусликни сусайтириш усуллари 
«упинча интеграл остидаги функцияни ани^ интегралланувчи ва 
етарлича силли^ функциялар йигиндиси куринишида ёзишга имкон 
«беради.

1 1 -§ . Ч Е К Л И -  А Й И Р М А Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Дифференциал ва интеграл тенгламалар классик анализда цан- 
чалик катта адамиятга эга булса, чекли-айирмали тенгламаларнинг 
роли дам дискрет анализда ана шундайдир. Б у  параграфни чекли- 
айирмали тенгламалар га багишлаймиз.

Фараз килайлик, у(х) функция бирор ораликда берилган бул- 
син. Аншушк учун бу оралиц 0 < . х < ;  оо ярим укдан иборат бул
син. Бирор h >> О кадамли x \ -k h  турни олиб, у(х) нинг чекли 
айирмаларини тузамиз:

А у(х), А2у(х), . . . , Д р у(х).
Уш бу

F(x, у(х), Ау(х), . . . , АРу(х)) =  0 . (1 1 .1 )

«уринишдаги тенглама р- тартибли чекли-айирмали тенглама дейи
лади.

Бу ерда у(х) изланаётган функция булиб, F(x, у0, , ур)
■уз аргументлари (х, у0, . . .  , ур) нинг узгариш содасида аниклан- 
ган функц'иядир.

Агар чекли айирмаларни функциянинг кийматлари ор^али ифо- 
даласак, ( 11. 1) тенглама куйидаги куринишга эга булади:

Ф (* ,  у(х), y(x  +  h), . . . , y(x +  p h ) ) ^ 0  ( 11.2)

Энди х  нинг х  — nh (п =  0 , 1, 2 , . . .) куринишдаги кийматлари- 
ни олиб, y(kh) — yk деб белгилаб олсак, ( 11.2 ) тенглама

Q ( n ,  у п ,  у п + и  л -  • • . Уп+р)  =  0  ( л = 0, 1, 2 , . . .) ( 11 .3 )

•куринишга эга булади.
Биз (1 1 .3 )  куринишдаги тенгламанинг энг содда куринишини, 

яъни Ук ларга нисбатан чизицли булган

ЦУ) • =  а 0(п)уп+р +  а 1( л ) у п_ р + 1  +  . . . +  ар{п)уп =  f(n )  (11 .4 )

тенгламани караймиз. Бу  тенглама р- тартибли чизацли- айирма- 
ли  тенглама дейилади. Бу ерда а,- (п) коэффициёнтлар ва Д п) 
о зо д  дад п (бутун сонлар)ннн.г ихтиёрий функциялари. Озод %ади 
нолга тенг булган L(z) ~ 0 тенглама бир ж и нсли  дейилади. Агар 
€i ларга конкрет ^ийматлар бериб,

Z =  z(n, Ci, с2, . . .  1 сп)
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формуладан царалаётган тенгламанинг барча ечимларини топиш 
мумкин булса, бундай формула у му май, ечим  дейилади. Агар v 
ва у бир жинсли булмаган L(v) =  h тенгламанинг хусусий ва уму
мий ечими булса, у долда z  =  y — v  бир жинсли тенглама
нинг ечими булади: L (y — v) =  L(y) —  L(v) — h —  h =  0. Шундай 
цилиб, бир жинсли булмаган тенгламанинг . умумий ечими бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими билан бир жинсли булмаган 
тенгламанинг хусусий ечимининг йигиндйсига тенг: у =  z  +  ■£. 
Агар барчаси бирданига нолга тенг булмаган clt с2, . . .  , ст лар 
м авж уд булиб,

- +  с 2м(2) +  • • . +  <?/пи('п)— 0 (11 .5)

уринли булса, . у долда бир жинсли тенглама L(u) =  0 нинг н(1), 
м(2>, . . . , « (т) ечимлари аргументнинг каралаётган содасида чизик
ли богланган дейилади. А кс долда, яъни (11 .5) факат ct =  О 
( г = 1, т) да бажарилса, бу ечимлар чизикли эркли дейилади. 
Агар г (/) бир жинсли тенглама L(z) =  0 нинг ечими булса, у дол
да уларнинг чизикли комбинацияси ^  c iz{i) ^аМ ®У тенгламанинг

ечими булади, чунки

4 2i

Кулайлик учун (11 .4) тенгламани 0 кийматлар учун караймиз.
Т е о р ем а . Фараз килайлик, барча / г > 0  учун а 0(п) =/= 0 булиб, 

щ (п) лар чегараланган булсин. У долда L(z) =  0 бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими

Z = ,^ C iZ(l) ( 11.6 )
i=l

булиб, z (1), . . . , z(p) функциялар L(z) =  0 нинг. чизикли эркли 
ечимларидир.

И сбот. (11 .4) тенгламани куйидаги (/(«) =  0 булганда)

Zn + p - - y , - ~ Zn+t (11.7)
(я)

куринишда ёзиб оламиз. Агар z0, z t, . . .  , zp-\ берилган булса,
(11 .4) дан кетма-кет zp, z p+1, . . . ларни топиб оламиз. Демак, 
ихтиёрий z0, zu . . .  , zp- i  учун L (z )~  0 тенглама ечимга эга. 
Бу  ечим ягона, чунки дар кандай ечимнинг киймати (11 .7 ) тенг
ламани каноатлантиради, бу тенгламадан эса zp , zp+i , . . .  
ларнинг кийматлари ягона равишда аникланади.

Энди zW оркали L{z) =  0 тенгламанинг z.v\ — (i , j  — 1,
2 , . . . , р) шартларни каноатлантирувчи ечимларини белгилай
лик.

cl2 (O) =  2 c ^ ( z(O) =  0 -
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Б у  ечимлар чизикли эркли системани ташкил этади. ^ацикатан 
*ам ,

2  0  , ( 11.8 )
i= 1

булса, у *олда j  =  1, 2 , . . . , р учун

ч - с , .
i=i i= 1

Демак, (1 1 .8 ) тенглик факат с* =* О (£ ■* 1, /?) булгандагина ба- 
жарилади ва шунинг учун зам  z^\ . . . , z<p> функциялар чизикли 
эрклидир.

Энди Z(z) =  0  нинг ихтиёрий ечимини (11 .6 ) куринишда ёзиш 
мумкинлигини курсатамиз. Фараз килайлик, yn L{z) =  0  нинг бирор 
ечими булсин. У ^олда

У п = 2 г ' - 1 ^
1=1

функция бу тенгламанинг z0, zu , zp- i  дастлабки шартларини 
каноатлантирадиган ечими булади. L(z) тенглама ечимининг ягона- 
лигидан

г л = 2 ^ - ( П . 9)

келиб чщ ади. Теорема исбот булди.
Энди узгармас коэффициентли чизицли-айирмали тенг

ламани,
р

ЦУ) =  2  a ‘yn+i=  а Рф 0
i= О

ва  унга мос келувчи бир жинсли

Ц г ) =  2 а Л ж  =  °  (П -1 0 )
1=0

тенгламани караймиз. Охирги тенгламанинг хусусий ечимини Хп 
куринишда излаймиз, у л;олда

р
1̂  =  0 .

'  i= о '
Демак, характ ерист ик т енглам а  деб аталувчи

^  =  0
1=0

тенгламанинг з?ар бир А ечимига ( 11 . 10) тенгламанинг X" хусусий 
ечими мос келади.
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Агар характеристик тенгламанинг барча илдизлари туб булса, 
у  ^олда р  та хар хил ечимга эга буламиз. .Характеристик тенгла
манинг хар бир k каррали илдизига ( 11 . 10) тенгламанинг k  та 
Хар хил

X", С\^~\  . . . .  ( 11 . 11)

ечимлари тугри келишини курсатамиз. Буни каррали илдизлар ха- 
Ки^ий булган хол учун караш билан кифояланамиз, чунки айтил- 
ган гаплар комплекс булган хол учун хам уринлидир. Характе
ристик купхадни купайтувчиларга ажратамиз:

2  =  а  П  ( *  — У -
г=о i= i

Хаки^ий е >  0 , е ->  0 параметрни олиб, куйидаги икки шартни 
к;аноатлантирувчи Xie ни оламиз:
1) барча г =  1, 2 ...................... k  учун лар хар хил;
2 ) барча i <  k  учун limXit =  Хг .

6-+-0
Б у  илдизларга мос келадиган характеристик тенгламани тузамиз:

0  =  ар П  (X — 1и) =  2  .
1=1 1=0

Куриниб турибдики, lim a ie ~ a t . Бу  характеристик тенгламага
Л-+0

^auZn+i =  0 ( 11. 12)
1=0

айирмали тенглама мос келади. Энди фараз килайлик, е > 0  учун
( 11. 12) тенгламанинг шундай z en ечимини курсата олайликки, 
ихтиёрий 0 учун

litn  Zen =  zn
ЕЧ-0

лимит мавж уд булсин. Агар lim аи =  а и ш  хисобга олиб, ( 11 . 12)
£->0

тенгламада лимитга у тсак , у холда г п лимитдаги функция ( 11. 10)' 
тенгламанинг ечими эканлигини курамиз. Шундай z sn кетма- 
кетликларни курамизки, улар ( 11. 10) тенгламанинг каррали илдизи
га мос келадиган хусусий ечимига якинлашсин. Бундай куришни 
амалга ошириш учун булинган айирмалардан фойдаланамиз. А ввал 
илдиз икки каррали булган холни курамиз, бунинг учун ф(Х) =  Х'1 
деб белгилаб,

К  ~
Z2m  “  ф Q'U > ^2г) ==г Ч jj 

2е —  AU

биринчи тартибли булинган айирмани оламиз. Куриниб турибдики,
бу функция (11 .10) тенгламани каноатлантиради. Энди lim Xu = .

£->■0
=  limX2e ==X1 ни хисобга олиб, лимитга утамиз:
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Шундай килиб, биз икки каррали илдизга мос келадиган яна бир 
ечимга эга булдик. Энди Х4 нинг карралиги.иккидан катта . 

булган золни куриб чикамиз. Бунинг учун 5- бобдаги булинган 
айирмалар назариясига оид иккита формуладан фойдаланамиз:

(1 1 .1 3 )

ва

JKXj — Xi) 
1+1

бу ерда

Ф (х,; . . . ; - Н  , (Ц .1 4 )

m in (x 1( . . . , i , ) < E < m a x ( ^  x q).

Ихтиёрий 1 < q ^ k  учун zqi, п сщ али ф().)=»Х« нинг q  тартиб« 
ли булинган айирмасини белгилаймиз, (11 . 13) га кура:

Zq-*, п —  ф (Х1б; . . . ; X ) !'=■
9 В  n ( V - A it)

i+l

Ал 1г Is 
/=1

Куриииб турибдики, г ?е> „ ( 11. 12) тенгламани ^аноатлантиради. 
Сунгра, (11 .14 ) дан фойдаланиб, z q,t п ни цуйидагича ёзишимиз 
мумкин:

Z  =  ПЧ — 1 \ n -q + lдг, п п s

Б у  ерда min(Xu, . . . , X?J  <  As <  шах (Хи  Х?е) булгани учун
е-> 0  золда лимитга утиб,

lim z?e>„ =  zn =  С* - 1 Х"-«-и
e-vO n i

ни досил циламиз. Шундай ^илиэ, k  каррали характеристик илдиз
га k та зар хил ( 11. 11) функциялар мос келишини курсатдик. 
Энди фараз ^илайлик,

«о +  « ! > • + . . .  + а р1р =  °  (11 .15)
характеристик тенглама те та, карраликлари мос равишда k t, к2, 
. . . , km ларга тенг булган зар хил А1; Х„ . . . , \т илдизларга 
эга булсин. Бу  илдизларга (11 .10) тенгламанинг куйидаги хусусий 
ечимлари тугри келади:

Cnxi~^ Сп1\~2> • • • . C ^ X y - M - i ,

е д - 1. с пЧ~2 1,
(1 1 .1 6 )

\п С 1 ) . " - 1 C 2 l n~ 2т’ т ’ т * ’ ' * '  m

Б у ерда ^ - f  -{- . . .  +  £ m =  P булгани учун (11 .15) нинг ечим
лари сони р  га тенг.
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Агар z£\ z<2\ . . . .  z (f } узаро чизшуш.эркли булиЗ, Ц г )  =  О 
нинг дар цандай ечимини уларнинг чизшуш комбинацияси шакли- 
да ифодалаш мумкин булса, у долда бир жинсли тенгламанинг 
z^), 2 (2).................z'-p'1 ечими ф ундам ент ал система  ташкил этади

дейилади.
2 - т е о р е м а . (11 .15) характеристик тенгламанинг илдизларига 

мос келадиган (11 .16) ечимлар фундаментал системани ташкил; 
этади.

И сбот. (11 .16) функциялар системасини z<n2), . . . , z ^  ор- 
^али белгилаб олиб, уларнинг дастлабки цийматларидан тузилгав 
куйидаги детерминантни ^араймиз:

=  Wp(z£\ , z<f>)

z <D 4 2) • • • 4 P)
z<»> zj2> . .

z m Z ( 2) 
Zp - 1 • • z (fh

Агар (1 1 .1 5 ) характеристик тенгламанинг барча илдизлари туб* 
булса, у долда уларга мос келувчи (11 .16 ) система Х«, I", , >.£
булиб, №р(>", . . . , >'”) Вандермонд детерминанти булади ва шу
нинг учун дам ^р(^”, • • • ^р) 4= О- У мумий долда дам Wp-
эканини курсатиш мумкин. Бу принцип жидатдан цийин эмас, ле- 
кин катта дисоблашларни бажаришга тугри келади. Биз бунга. 
гухталиб утирмаймиз. Энди Wp¥=0 деб дисоблаб, z^\ . . . 
нинг фундаментал система эканини курсатамиз. Аксинча, яъни бу 
системани чизи^ли богланган деб фараз цилайлик. У долда барча- 
си бир ва^тда нолга тенг булмаган шундай си 
дики,

i r f - 1
1=0

барча п лар, хусусий долда п — 0 , 1, . . 
булади. Лекин Wр Ф  О шартда система

^  +  c2zio +  • • • +  V o * =  ° ’ 
c iz i } +  c2z f  ' + • • • +  CpZ [р) =  О,

ср топила-

р — 1 учун уринлш

Cl Zilp - l  +  C2Z P -1  +  • • • +  CpZ f - X  =  0

фацат Ci — с2 =  . . . ср — 0  тривиал ечимга эга булади. Шундай 
^илиб, zQ\ . . . , zW система чизщ ли эркли экан. Энди ( 11. 10)  
системанинг дар бир ечими бу системанинг чизицли комбинацияси- 
эканини курсатамиз. Хаци^атан дам,

c,z^  +  c2z f  +  . . . +  cpz f “о »

СЛ - 1  +  C2ZP-1 +  • ■ • +  Cp f l = V l
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система ихтиёрий z 0, , z p_ i учун ечимга эга. Демак, ихти-
-ёрий ечим z n учун шундай си . . .  % ср ларни курсатиш мумкинки, 
бир жинсли тенгламанинг ечими

р

i=i

п  — О, 1  р  —  1 учун zn билан устма-уст тушади. Айирмали
тенгламанинг z 0, zt , . . .  , zp-\ дастлабки шартларни каноатланти- 
радиган ечимининг ягоналигидан барча п лар учун zn =  и.п лиги 
келиб читали. Теорема исботланди.

3 - т е о р е м а . Карралилиги k га тенг булган \  илдизга мос ке- 
лувчи ( 11. 10) тенгламанинг хусусий ечимларидан тузилган

^ А р - П п - я + 1  (11 .17)
9=1

чизикли комбинацияларнинг туплами ихтиёрий (k — 1)- Даражали 
купдадлар Pk_x(n) учун

P k - i W  ( 11Л 8)

функциялар туплами билан устма-уст тушади.
И сб от. Хар бир функция п га нисбатан q — 1 < &

даражали купдад булгани учун (11 .17) куринишдаги дар бир функ
цияни (11 .18 ) куринишда ёзиш мумкин. Иккинчи томондан, Рк-\(п) 
ихтиёрий (k — 1)- даражали купдад булсин. Ихтиёрий k тугун 
учун ( ^ - 1) - даражали дар бир Pk-i (« ) купдад узи учун интер
поляцион купдад булади. Шунинг учун дам Ньютон интерполя
цион формуласида

- M * 0 = / ( * i ) + / ( * i ;  * * )  ( * —  * i )  +  • • • +
4 - f [ x x, . . . ; х п) (х — х х) . . .  (х — х п-г)

n — k, Ln =  Pk-u f — Pk-i деб олиш мумкин. Бундан таш^ари, 
-X j= s j— 1 ва х  =  п деб олсак, у долда ..

Pk-i(n) =  В 0 +  В хп +  В 2п(п— 1) Bk-\n{n— \ ) . . .{n—k + 2)

га эга буламиз, бу ерда B j =  A _ i ( 0 ;  . . . ; j ) .  Бу  тенгликни цуйи- 
дагича ёзиб олиш мумкин:

Л-.W -  2  Л  СГ'Ч-*' \  = Ч ч -
Демак, (1 1 .1 8 )  куринишдаги дар бир функцияни (11 .17) куриниш
д а  ёзиш мумкин. Теорема исбот булди.

Шундай ^илиб, (11 .16) фундаментал система урнига ушбу
zO) ив An =  tlkn — trK~1 =  X?^n — л1( . . . , An — ГС. лх, 'V|-l» • • •

-фундаментал системани олиш мумкин.
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1- м и с о л .  К уй и д а ги

г п +  1 +  4 г п ~  5 г п - 1 =  О

бир  ж инсли  чи зи кли -ай и рм али  тен гла м ан и н г у м у м и й  еч им и  топ и л си й .
Е ч и ш .  Б у  тен гл а м ан и н г  х а р а к те р и с ти к  куп^ ади

Х2 +  4 Х —  5 =  0

б ул и б , у н и н г  илдизлари =  1 ва Х2 =  — 5 б ул га н и  у ч у н  у м у м и й  ечим

=  Ci +  (— 1)я с25п.
булади .

2- м и с о л .  Н о л ь  ва бирдан бош ланиб , лар бир кей и н ги си  и к ки та  олдчи- 
г и л а р и н и н г  й и ги н ди си га  т е н г  б ул га н  Ф и бо нач чи  сонларини карайлик: 0, 1, 1,
2, 3, 5, 8, 13, 21 , . . . У м у м и й  х,адининг к ур и н и ш и  топ илсин .

Е ч и ш .  М аса л а  ш ар ти га  кура

г п+2 =  г п-\-\ z n
чекл и -а й и р м ал и  т ен гл а м ан и  г 0 =  0, z t =  1 д а стл абки  ш артларни каноатлан - 
т и р у в ч и  е ч и м и  топ и л и ш и  керак . Х а р а к те р и с ти к  тен глам а

2̂ _  х —  1 =  0 

1 +  / Г  , 1 - / Г  _
н и н г  илд и злари  =  ------ -— - ,  Х2 = ------- -------  б у л га н и  у ч у н  у м у м и й  ечим

( 1 + / T Y  , ( 1 - / 5 ~ \ п
г ^ с\ ~ ~ т ~ )  + с Л — т ~ )

булади . У з га р м а с  сг ва с2 д а стл абки  ш арт, я ъ н и

c i  +  с 2 — 0, (Ci +  с2) +  У 5 (ct — с 2) =  2 

тен глам адан  топилади:

С2 = ~ 7 ^ ~  *
дем ак ,

1 / 1 + / Г У 1 1 / 1 _  / 5 ~  \ п

/ 5  \  2 У / 5  \  2 / '

3-  м и с о л .  У ш б у

г п+4 +  2 гп+3 +  3 г га-)-2 +  2^ + l  +  г п =  0
т е н гл а м а н и н г  г 0 =  г х — г ъ =  0, г 2 =  — 1 д а стл аб ки  ш артларни цаноатланти - -  
р у в ч и  е ч и м и  топ и л си н .

Е ч и ш .  Х а р а к те р и с ти к  тен гл а м ан и

X* +  2X3 +  3X2 +  2Х +  1 =  0

(X2 +  X +  l ) 2 =  0 каби  ёзиб  олиб , у н и н г
2тс i 2тс i

Xj =  Х2 =  е  , А3 — Х4 =  е 

илдизларини  топам из. У м у м и й  ечим  эса:
2 ttiri 2 nin

3 3
zn =  (ci +  c2n)e +  (с3 +  с4и)е ==

2m , , , 2m
—  ( А  +  ^ Sn ) c ° s  —  |- (Л 3 +  Д и ) з 1 п  —  ,

б у  ерда Аи А3, А3, At я н ги  и х ти ё р и й  узгарм аслар .

24—2105



Б у  ^ згармасларни то п и ш  у ч у н  д а стл аб ки  ш артлардан ф ой даланиб , ц уй и - 
д аги  тен глам аларни  тузам из:

г 0 =  Л 1 =  О,
2тс 2л

*1  =  (А  +  A ) c o s  —  - f  ( A j  -f  A ) s ln  —  -  О,

2*3 — vlj -f- 3̂ 42 ~
4тс 4л

^2 =  ( A  +  2y l2)co s  ——  +  (Л 3 +  2 A ) s in  — - «  — I.
O «3

Б ун д а н  эса

Ах — A2 — 0, A3  Л 4 =  —  я
s in  I I  / 3

3
Ш у н д а й  килиб ,

2 (и —  1) 2 яп
 ------ s in

л / Г  3

12- § . А Ш Щ М А С  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р Н И  Д И С О Б Л А Ш *

1. М асалан и н г цуйилиш и. Агар / (х ) функция [л:0, X ] ора
ликда узлуксиз булса, у долда бошлангич функцияни куйидагича 
тасвирлаш мумкин:

х
У ( * )  =  У0 +  j  A t)dt, х £ [ х 0 , Х \ .  (1 2 .1 )

*0 ■
X

Демак, бошлангич функцияни топиш J  f(t )d t  интегралнинг кий-

мат ларини топиш билан тенг кучлидир. °
Вольтерра интеграл тенгламаси

Л х ) =  ф М  +  j  К{х, t ) fii)d t
а

у{х) =  j  К(Х, t ) f ( t )d t  (12 .2)
а

интеграл билан иш куришга тугри келади. Биз фа^ат бошлангич 
функцияни дисоблаш билан шугулланамиз. Интегралнинг юкори 
чегараси узгарувчи булгани ва у(х) нинг куп нукталардаги кий- 
матларини топишга эдтиёж тугилиши туфайли аникмас интеграл- 
ларни дисоблаш масаласи узига хос булиб, улар учун махсус ме- 
тодлар яратишга тугри келади.

Фараз килайлик, (12 .1) интегралнинг ^ийматини аргументнинг 
х  =  х й, х и х 2, . . , кийматлари учун дисоблаш талаб килинсин- 
Айтайлик, у 0, у 1г . . . , уп топилган булиб, уп+\ ни топиш керак 
булсин. Бунинг учун у(х) нинг аввал топилган мавжуд уи (k <  п) 
Кийматларидан фойдаланиш мумкин. Биз аввал f ix )  формула ёрда-

* М а з к у р  параграф ни ё зиш д а  [23] дан  ф ойдаланилди .
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мида (яъни унинг исталган ^ийматини топиш мумкин булган) ани^- 
ланган доли и ^араймиз. Параграф ох ирида эса f(pc) жадвал билан 
берилган долни куриб }>тамиз. К^пинча f (x )  нинг кийматини ке- 
ракли л: ну^таларда дисоблаб, уп+\ ни исталган аншушкда топиш 
мумкин булади. Бу  ерда у(х) нинг куп ргаматларини топиш лозим 
булгани учун /  нинг дар бир ^ийматидан у (х ) нинг бир неча ций- 
матларини топишда фойдаланиш мумкин. Буни куйидаги мисолда 
куриш мумкин: уп+\ ни дисоблашда

Уп+1= У п+  * f +1 f №  (1 2 .3 )
ХП

тенгликдан фойдаланиш мумкин. Унг томондаги интегрални дисоб- 
лашда ани^ интеграл учун цурилган формулаларнинг бирортасидан 
фойдаланиш мумкин. Лекин бу усул ^уйидаги куриниб турган 
йуксонга эга: /  нинг кийматлари, агар улар \хп, x n+i] нинг четки 
ну^таларига мос келмаса, фа^ат yn+i ни дисоблашда фойдаЛаниб, 
аввалги у п, уп-и  . • . ва кейинги уп+2 , Уп+з, . • . ларни дисоблаш
да ^атнашмайди.

Келгусида / нинг цийматларини дисоблашнинг бир неча к;адам- 
ларида ишлатишга имкон берадиган усуллар да^ида суз юритилади.

Аницмас интегрални топишда фойдаланиладиган интеграллаш 
^оидаси муваффак;иятсиз танланган булса, дисоблаш хатолари йиги- 
либ бир неча ^адамдан кейин кераклисидан катта булиб кетиши 
мумкин. Худди шу долни мисолда курайлик. Фараз ^илайлик, 
Уп+ 1 ни дисоблаш учун олдинги yn- i  ва уп ^ийматлар дамда д о - 
силанинг иккита y'n_x= f n_x ва у'п =  // цийматлари асосида интер- 
поляциядан фойдаланайлик. Бу  ерда иккита икки каррали тугун- 
ларга эга булганимиз учун Эрмит формуласидан фойдаланишимиз 
мумкин ва ^олди^ дадни ташлаб куйидаги интеграллаш ^оидасига 
эга буламиз:

У n+i =  — 4уп +  5у„_ 1 +  Л(4/„ -j- 2/n-i). (12 .4)

Бу  тенглик барча учинчи тартибли купдадлар учун аникдир. Бу  
формула бир марта ^уллашда яхши натижа беради, лекин куп мар
та ^уллаш учун эса хато тез ортиб бориши сабабли яроксиздир.

Фараз ^илайлик, /  нинг барча кийматлари ва уп-\ анщ  дисоб- 
ланган булиб, уп ни дисоблашда е хатога (масалан, яхлитлаш ди- 
собидан) йул цуйилган булсин. Биринчи бобда у п+ 1 =  — 4уп +  Ъуп-\ 
дисоблаш жараёни учун курганимиздек, бу хато у п+ ь Уп+2 , Уп+з, 
. . . ларни топишда уларга мос равишда — 4 е , 21 е, — 104s, . . . каби 
уса бориб нотургунлик ю з беради. Кейинги пунктда у„+* ни то-| I /_
пишда бу хато — 1—— —  е цонуният билан усишини курамиз. Бун- 

6
дан (1 2 .4 ) формуланинг дисоблаш учун яро^сизлиги маълум була
ди. Унинг урнига, (12 .3 ) интегрални трапеция формуласи билан 
дисобласак,

Ул-н =  уп +  "Y ( А + /» + ! )
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формулага эга буламиз. Бу  формуланинг алгебраик аниклик дара
жаси бирга тенг булса хам, куп марталаб цуллаш учун кулайдир, 
чунки хато жамланмайди. Куп марталаб к,улланиладиган цоидалар- 
нинг тургунликларига катта эътибор бериш лозим. Бу  масалаларни 
кейинги пунктда куриб утамиз.

2. Дисоблаш хатоси ва я^инлашиш. Фараз килайлик, (12.1) 
интегралнинг ^ийматини h >  О ^адамли x k =  х 0-{- kh (x 0 -\-Nh 

X <Сх 0 -j- Nh  +  h) турда дисоблаш учун
Р т

Уп+г =  2 Л ‘ уп-1 +  ^ В П1.М п1)  (1 2 .5 )
1=0 /=1

формула танланган булсин. Бу  формула билан дисоблаш да yn+i ни 
топиш учун уп, уп-и  ■ . . , Уп-р ва /  нинг т =  т(п) та 1п! (J п= 
=  1, т) ^ийматлари маълум деб караймиз. Агар бу формулада 
такрибий ^иймат уп+1 урнига аник Киймат У(хп+1) ни куйсак, тенг
лик бажарилмайди ва тенглик уринли булиши учун (12 .5 ) нинг 
унг томонига формуланинг хатоси деб аталувчи кушимча га дадни 
Кушиш керак:

р т

ж +1) =  j  A№ n - t) +  2  в пА*п,) +  v  ( 12.6 ) 
«=0 /=1

Одатда дисоблашлар яхлитлаш билан бажарилади. Шунинг учун 
дам п- кадамдаги яхлитлаш хатосини — рп орцали белгиласак, (12 .5 ) 
формула урнига ушбу

р т

j w .  -  2  л ,  у „ _ , + 2  V « w >  -  р .  < 1 2 -7 >
t=o /=1

дисоблаш формуласига эга буламиз.
Бундан кейинги асосий вазифамиз yk такрибий кийматнинг

h = y ( x / ) - y k

хатосини урганишдан иборатдир. Бунинг учун (12 .7) ни (12 .6 ) дан 
айириб, хато учун

е« + . “ 2 А < * » - < + г " + р "  ( 1 2 - 8 )
( = 0

;узгармас козффициентли бир жинсли булмаган чекли-айирмали 
тенгламани досил киламиз. Биз бундаги y k ik =  0 , р) такрибий

кийматларнинг хатолари н ( к  =  0, р) маълум деб цараймиз. Долган 
барча ч  { к > р )  кетма-кет равишда ( 12.8 ) формуладан аницланади. 
( 12.8 ) да п =  р деб олсак, ер+1 дастлабки sk(k =  (J, р) ва г р +  рр 
ларнинг чизикли комбинацияси сифатида топилади. Бу натижадан 
фойдаланиб ва ( 12 .8 ) да п ~ р -\ -  1 деб олиб, ер+2 ни дастлабки

Bk {k=  0, р) ва /"р+Рр, гр+1 -j- ор+1 ларнинг чизикли комбинацияси 
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оркали ифодаланади ва хоказо. Шундай ^илиб, (1 2 .8 )  тенглама 
ёрдамида п > р  учун е„ дастлабки хатолар ek (k <  р) ва гр +  рр , . . .  
г  х +  р„_! ларнинг бир жинсли функцияси каби ифодаланади:

* . =  i r i,‘>* , + 2 o " ’(r' + ^ -  ( i2 -9)
г=о /=р

Куриниб турибдики, Г№ функция ( 12 .8 ) тенгламага мос

а д - V . - 2  л < * - ' - 0  (12Л0>
г-о

бир жинсли тенгламанинг =  % (k =  0 , р) дастлабки шартларга 
мос келувчи хусусий ечимидир. Хаки^атан хам, (12 .9 ) да барча 
j  =  p, п— 1 учун r j JrPj =  0 деб олиб, бу дастлабки шартлардан 
фойдалансак =  Г№ келиб чикади. Шунинг учун хам Г№ функ
ция et нинг т аъсир ёки Грин функцияси  дейилади. Худди 
шунга ухшаш GW нолли е0 =  . . . =  =  0  дастлабки шартни
цаноатлантирадиган

Д в„ ) - 8£ ( « . * > / > )  0 2 . 11)

тенгламанинг ечимидир. Хацицатан хам, (12 .9 ) да е0 =  • • • *= ^ = 0 ,  
г ! +  ?/ =  Ц Деб олсак, en =  G(n‘> келиб чикади. G<j> функция гL +  р/ 
озод хаднинг т аъсир функцияси дейилади. Энди G%> =  Г<Р>_р_1_ 1 
эканини курсатамиз. Х аки^атан хам, ( 12. 11) тенглама фа^ат n — i 
булганда бир жинсли булмаган хамда n<z i ва n~>i учун бир 
жинсли тенглама булиб, GW к,уйидаги

( n > i ) ,  £г_ р+1 = si_p+2 ^  ~  ei ®г+1 ^  1

масаланинг ечимидир. Б у  масала ГМ ни аниклайдиган масаладан 
фа^ат шу билан фар к циладики, бунда п буйича i — р +  1 бир- 
ликка сурилгандир, демак, GW == Г<г"|р_ г_ 1 .

Бундан фойдаланиб, ни куйидагича ёзамиз:

. „ = i r ^ , + S V , - .  ( о + с р  <1 2 л 2 >
г=о /=р

ёки
е„ =  £<!> +  £<?> +  Щ\ (12 .13)

бу ерда

-  2  v  0 2 .1 4 )
1 = 0  / = р  / = р

Куриниб турибдики, (12 .10) бир жинсли тенгламанинг EW =а

«= &k (k =  0 , р) дастлабки шартларни цаноатлантирувчи ечими бу-
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либ, EW ва Е (гр  лар мос равишда Ц Е п) =  рп ва Ц Е п) =  г  бир 

жинсли булмаган тенгламаларнинг нолли Ек =  0 (к =  0, р) даст* 
лабки шартларни даноатлантирадиган ечимидир.

Энди /г- > 0  да уп(п =  0, А/) тацрибий ечимларнинг у (х я) аник 
ечимга текис якинлашиш шартини ани^лаймиз. Бунинг учун улар 
орасидаги масофа сифатида

Р(У. У«) =  т ах |s„| =  max |у(*я) —  уя|П П
мщдорни оламиз. ел, рл ва гп лар узаро боглик булмаганликлари 
сабабли, h —>- 0 да р(у, у„) ->  0 бажарилиши учун /г —>- 0 да max-fiW

и ”
{ k — 1, 2 , 3) лар нолга интилишлари керак.

Ишни Е п ни урганишдан бошлаймиз. Агар дастлабки хатолар 
Ч {к <  р) абсолют кий.матлари буйича, чегараланган |$* j г булса, 
у долда (12 .14) га кура

1=0

бадо келиб чикади.
Фараз килайлик, (12.5) формула узгармас у ни аник интеграл- 

ласин ва /  =  0 булсин. У долда бу формуланинг коэффициентлари
р

2  At — 1 шартни каноатлантиришлари керак. Бу  эса вп =  1 бир
1=0
жинсли Z(e„) =  0 тенгламанинг ечими эканини курсатади. Бундан 
таш^ари, у узгармас ва / = 0  булгани учун р, =  r t =  0 булиб,
(12 .14 ) дан

!=*0
келиб чикади. Демак, ихтиёрий п учун

i ™ > i .
(=0

р
п  оо  да Еп нинг тартиби билан ^  l ^ l  йигиндининг чегаралан-

i= О
ганлиги узвий богливдир.

Ш у муносабат билан, куйидаги таърифни киритамиз.
Т а ъ р и ф . Агар шундай М  сони топилсаки, |s.| <  е (/</>) 

булганда барча п >  р  учун

j ^ i ^ i  2 F<»l)e ‘i ^ M a
i=0

тенгсизлик бажарилса, у долда (12 .5 ) формула даст лабки ций- 
мат ларнинг  е,- (г ^  р) хат оларига нисбат ан тур рун дейилади.
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Энди туррунлик критерийсини келтирамиз.
1- т ео р ем а . ( 12.5 ) формула дастлабки хатолар е* (г <  р) га 

нисбатан тургун булиши учун куйидаги шартларнинг бажарилиши 
зарур ва етарлидир:

1) Хр+1 —  ^  А{\р- ‘ =  О
г=о . .

тенгламанинг h  илдизлари орасида модули буйича бирдан каттаси 
мавжуд эмас;

2 ) модули бирга тенг булган илдизлар тубдир.
И сбот. Олдинги параграфдан маълумки (12 .10 ) бир жинсли 

узгармас коэффициентли чизщ ли айирмали тенгламанинг умумий 
ечими

Хр+1 —  2  А р - 1 =  О
1=0

даражали алгебраик тенгламанинг илдизлари орк,али ани^-
ланади.

Тенгламанинг илдизларини 'Ч, ~>-2, , \т ва уларнинг карра-
ларини ки k2, . . . ,  km орцали белгиласак, у долда X" л ' (/ =а

= 0 ,  k — 1; i =  1, tn) функциялар L(en) ' = 0 бир жинсли тенглама ечим- 
ларининг фундаментал системасини ташкил этади. Тенгламанинг 
ихтиёрий ечими уларнинг чизшуш комбинациясидан иборат булади.

Иккинчи томондан, дастлабки ^ийматларнинг таъснр функцияси 
Г<0 (/== 0, р) зам фундаментал системани ташкил этади ва бу сис
тема ечимлардан махсусмас матрицали чизицли алмаштириш 
ёрдамида досил булади.

р
Ушбу йигиндининг чегараланганлиги (г = = 0 , р)

г=0 ' . '
функцияларнинг чегараланганликлари билан ва , демак, барча п 
учун Щп>(j  =  0 , kt —- 1; г =  1, т) ечимларнинг чегараланганлик
лари билан тенг кучлидир. Б у  эса \  лар модуллари буйича бирдан 
катта булмагандагина ёки |Х.| =  1 долда эса k\ — 1 булгандагина 
уринлидир. Ш у билан теорема исботланди.

Эдди Е<2] ни текширамиз. Агар р барча ^адам учун рп ларнинг 
ю^ори чегараси булса, яъни |?„] <  р, у долда (12 .14) га кура

/=р

max \EW\ < р 2 l r ^ p - / - J  2 1Г /Р>* (1 2 .1 5 )
п j=p /=р

булади. Агар ря, |р„| <  р шартни ^аноатлантирувчи барча циймат-

375



ларни цабул к,илади деб фараз ^илсак, у золда охирги баз о зящ  
булиб, n = N  ва pk =  psignr<p| p_ ft_ 1 булганда тенгликка эришилади. 

Куриниб турибдики, h -*~0  да N  чексиз ортиб боради.
Энди L(e„) =  0 бир жинсли тенгламанинг ечимлари булган ушбу

r<f\ Г < & ----------   (12 .16)

системани ^араймиз. Б у ерда Г^р)= 1  ни зисобга олсак, у золда 
цуйидаги матрица

Г  0 о  . . . 0 0 1 -
0 о  . . . 0 1 Г(Р)

Ар+1

1* г(р)
1 Р+ 1

■р(р)
• 1 2р—2 г $ _ Г(Р)

1 1 2р __

п '=  1, 2 , . . . , р  учун (1 2 .1 6 ) системанинг ^ийматларини тасвир- 
лайди. Бу  матрицанинг детерминанти нолдан фар^ли. Шунинг учун 
Зам (12 .16 ) система фундаментал система булиб, у Г(°>, П 1), . . . , 
Г',р) ва демак, ечимлардан махсусмас чизикли алмаштириш
ёрдамида зосил булади. Уларнинг чегараланганлиги r ^ ( i < p )  ва 
Х̂  п) (у= 0 , k {— 1; I — 0 , т) функцияларнинг чегараланганлиги 
билан тенг кучлидир.

Т  а ъ  р и ф. Агар h га богли^ булмаган шундай М х сони мавжуд 
булиб, барча N ~>p  учун

|£(2>) <  MtN? (я  =  р, N - 1 )

тенгсизлик бажарилса, у золда (12.5) зисоблаш  формуласи рл ях- 
литлаш хатоларига нисбатан тургун дейилади.

2 - т е о р е м а . (1 2 .5 ) зисоблаш формуласининг рл яхлитлаш хато
ларига нисбатан тургун булиши учун куйидаги шартларнинг бажа- 
рилиши етарлидир:

р

1) ХР+1—  ^  А1 кр~1 — 0 тенглама модули буйича бирдан катта
1=0

илдизга эга эмас ва
2 ) модули бирга тенг булган илдизлар тубдир.
И сб от. Хаьущатан зам, теорема шартлари бажарилганда X"

( / =  0 , k l — 1; г =  1, т.) ечимлар, улар билан биргаликда эса Г^> ■ 
(г <  Р) таъсир функциялари чегараланган булади, хусусий золда 
1Г(р>1 <  М х. Бундан ва (12.15) тенгсизликдан теорема тасдиги келиб 
ч и^ади.

Шундай цилиб, у{ (/ <  р) дастлабки кийматларни аникро^ зи 
соблаш ва рл яхлитлаш хатоларини камайтириш йули билан /г 0 
булганда доимо

шах |£W|->-0 (k = \ , 2 )
tl
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булиши га эришиш мумкин. Бундан биз куйидагини айтишимиз 
мумкин: агар Л - * 0 да max \Е̂ \ - > О булса, у долда (12 .5 ) фор-

П
мула шубдасиз текис якинлашувчи дисоблаш жараёнига йул к,уяди.

Фараз ^илайлик, г — r{h) барча п (р  <  л  <  N — 1) учун хато 
абсолют ^ийматининг ю^ори чегараси булсин: | г„ | <  г .  У  долда

|£ а < г 2 1 г я м - , | - ' - 2 1 г и
i—p k—p

ва

max | ^ 3> | < г У  |Г(р )). (12 .17)
" k=P

Бундан цуйидагига эга буламиз.
3 - теорема. Агар h -+  0 булганда

/■(А) 2
А=р

булса, у долда (12 .5 ) формула текис якинлашувчи дисоблаш жара
ёнига йул цуяди.

р
4- теорема. Агар ХР+1 — ^  А { Хр_г — 0 тенгламанинг модули

г = 0 .

буйича бирдан катта илдизи мавжуд булмаса ва модули бирга тенг 
булган илдизи туб булса, у долда h ->  0 булганда

r(h) , 0 
h

булса, ( 12.5 ) формула текис якинлашувчи дисоблаш жараёнига йул 
Куяди.

Исбот. Биз ю^орида курганимиздек, теорема шартлари бажарил- 
ган да, шундай М х сони топиладики, барча k ^ p  учун

Щ р)| <  М 1
булади. Бундан ва (12 .17) дан куйидаги бадога эга буламиз: 

m a x l ^ l  <  М г(М —  р)г <  M trN  <  Mt (X  —  х й).
П Я

Бундан эса теорема тасдиги келиб чикади.
  р . ч

5 -  т е о р е м а . Агар А . >  0 (г =  0, р) ва ^  А  ~   ̂ булса, у дол-
;=о

да (1 2 .5 ) формула дастлабки хатоларга нисбатан тургун булади. 
Исбот. (12 .5) формулага мос келувчи бир жинсли

у «+1 =  2
(= 0

377



тенгламани ^араймиз. Бу  ердан
V Р

Б у  ба^они бир неча марта куллаш билан барча га лар учун \уп\ <  
С т а х  \yk \ тенгсизликнинг уринли эканлигини курамиз. Бошкача

О
айтганда, бир жинсли тенглама ечимининг барча цийматлари у 0> 
3»1, . . .  , ур дастлабки ^ийматларнинг модули буйича энг каттаси- 
дан ортмайди. Бундан куринадики, дастлабки ^ийматларнинг барча 
таъсир функциялари модуллари буйича бирдан ортмайди:

|Г(/)|<1 ( г = - 0Г р ; я  =  0 , 1, 2 , . . .).

Бундан эса, ю^орида курганимиздек,

\р+1 —  2  А,1Р~‘ =*0
1=о

тенгламанинг илдизлари орасида модуллари буйича бирдан каттаси 
мавжуд эмаслиги ва модуллари буйича бирга тенгларининг туб 
эканликлари келиб чикади. Бу ердан эса теорема тасдиги Ь  теоре- 
мадан келиб чикдди.

Энди (12 .4 ) формулани текширамиз. Унга мос келувчи у „+1 =  
~  ~ +  5у п-1 бир жинсли тенгламани олайлик. Бунинг харак
теристик тенгламаси X2 -j- 4Х — 5 =  0 булиб, илдизлари =  — 5,

=* 1. Демак,

£ п+г ~  "I-  °^п-1
тенгламанинг Ей =  е0 ва Е х =  et дастлабки шартларни ^аноатлан- 
тирувчи ечими

=  —  ( s i  +  5®0 )  +  Ц р ~  ( s o —  e i ) 5 re о b

булади. Агар s0—  st =̂= 0 булса, у ^олда п нинг усиши билан Еп 
жуда тез усади. Бундан эса 2- теоремага кура (12.4) формуланинг 
дастлабки хатога нисбатан тургун эмаслиги келиб чикади. Бу  фор- 
муланинг яхлитлаш хатосига нисбатан ^ам тургун булмаслигига 
ишонч. ^осил ^илиш ^ийин эмас.

Аксинча,

Уп +  \ =  Уп  +  \  (f n  +  Л + l )

формула 5- теоремага кура дастлабки хатога нисбатан тургун ^и- 
соблаш жараёнини беради. .

3. Ж а д ва л  куринишида бер и лган  функциялар ни интеграл- 
л а ш . Фараз килайлик, \х0, X] орали^нипг тенг узоцликда жойлаш- 
ган

х п *=' х о +  пК п =  О, N\ х 0 +  N h ^ .X < x 0 +  Nh +  h)
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нукталар и да f ( x )  нинг ^ийматлари берилган булиб, шу цийматлар 
буйича

; у ( * ) = у 0 +  j  A W *

ни уша тенг узо^ликда жойлашган х п =  х 0 +  nh ну^таларда ди* 
соблаш талаб ^илинсин.

Биз аввал дастлабки жадвални давом эттириш масаласини куриб 
чикамиз. Жадвалнинг бошлангич ва охирги кисмларини тузиш 
масалаларини кейинро^ курамиз. Фараз килайлик, дисоблашлар 
х п — х 0 -\- nh тугунгача бажарилган булиб, у{х) нинг охирги дисоб- 
ланган ^иймати у(хп) булсин. Кейинги у{хп+1) цийматни топиш 
учун ихтиёрий маълум y(xk) (k п) ^ийматлардан ва /  нинг жад- 
валдаги ихтиёрий ^ийматидан фойдаланиш мумкин. Биз фа^ат ди- 
собланган битта У(хп) кийматдан фойдаланиб, у(хп+1) ни досил 
даладиган усулларни куриб утамиз. Маълумки,. У(хп+1) нинг ащщ 
.^иймати

?п+1
У К +1) =  У ( * „ ) +  j  A i)dt

формула- билан топилади. Бундан фойдаланиш учун f ( t ) [хп, хп Н] 
ораликнинг барча нуцталарида маълум булиши керак. Лекин, бизга 
f { t )  нинг аник; циймати маълум эмас, / ( 0  нинг [хп, х п+1] даги 
такрибий ^иймати интерполяция йули билан топилиши керак. Ин- 
терполяциялаш учун [х п, х п+х\ ораливда я^инрок жойлашган 
ну^талардан фойдаланиш максадга мувофи^дир. Ш у ма^садда Бес- 
сел формуласидан фойдаланиш мумкин. Агар [хп —  kh, х п +  kh -\-h\ 
ораликда f (x )  2k-\-2 марта узлуксйз досилага эга булса, у долда 
Бессел  формуласини цуйидагича ёзиш мумкин:

fry ~f“ f  пЛ-Л ^ ---  ^ ,5
/00 — А х п + u h ) ^ -----2------- -̂---- П--- -

и ( а -  1) A % _ 1 +  A *fn ( и — 0,5) и ( а — 1) ■
+  — Я-  ' “--------- 2---------- + ------------ Ш------------- АЗЛ - ! +  •

(в +  k -  1) . . . (а -  k) A *fn_k +  Д»*/„_*+,
(2k)l ' 2

(и  — 0,5) (а  +  k  — 1) . . .  (а — k)
A 2k+Vn- k + r ( t ) ,■ ~  (2k +  1)!

r tt\ _  А2*+2 (u +  k) (u +  k — 1) . . .  (И — k — 1) ,{2k+2)
K (2k +  2)! ’

[xn — kh <  E <  x n +  kh  +  А].

Энди /  нинг бу куринишини

rn+l ^
j  f(t)d t  =  h j  f ( x n +  ah)du
Xn о
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интегралга куйиб, унча мураккаб булмаган амаллар бажаргандан 
суп г у{хп+1) учун куйидаги ифода келиб чикади:

. 11 Д*/в_2  +  А ' / » - !  191 Д У п_ 8 + Д в/ „ _ 2 ,
1 720 2 60480 2 “

А2А/П_* +  А2А/„_*+1
+  • • • + £ * — ----------- 2------+$п,к, (1 2 .1 8 )

B k в  ~ щ г  5 ^ + к ~ ! )  ■ * • ^ ~ ® аи'

J ,2 f t+ 3  1

^я .*  e  (2& +  2)1 J  (И +  *) («  +  *  —  О • • • (Я —  А —  1 ) / <2А+ 2)( £ ) ^ »  
0

Бундаги («  +  £) (м +  £ —  1) . . . (и — k — 1) купайтма [0 , 1] ора
ликда уз ишорасини саклаганн учун урта киймат дакидаги теоре- 
мани куллаш мумкин, у долда

P n,k ~  Л2А+3 Bk+i / (й+2) (tj),

х п +  kh  <  -к) <  х п +  kh - f  h.

Агар (12 .18) формулада колдик Дад /?„, k ни ташласак, уп+1 ни то
пиш учун такрибий форму лага эга буламиз. Агар бу формулани 
У1» Уг. • • • > Уп дастлабкиларни дисоблаш учун куллайдиган бул- 
сак, у долда [x 0, X] ораликдан чапга чикишга, / (х0 — /г), 
/ ( х 0 —  2/г), . . .  , f ( x 0 — kh) ларни диеоблашга тугри келади.

Агар бу кийматлар биз га маълум булмаса, у долда дастлабки 
кийматларни дисоблаш учун бошкача йул тутиш мумкин. Маса
лан, у(хх) ни

X,
y(xt) «  у(х0) +  j  f{t)d t

Ха
формула билан дисоблашда f ( t )  ни [xQ, x t ] ораликда интерполя- 
циялаш учун Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласидан 
фойдаланиш мумкин:

Д О  =  f ( x o +  uh) =  /о +  I f  Д/о “1---------2— ~  "Ь
и (а— 1)(а — 2) и(и— 1) .  . . (a — k +  1)

^ 31 А /о +  . .  Н ------------------- й----------------- А / о + ' ( 0 »
,.  , ,  и(и— 1). . . (и — k)

 ( F F i J i --------
Буни интегралга куйиб, цуйидагини досил киламиз:

2 12 24

£k /о] +  Rn, ki
y{Xi) =  у(%> +  h -  ~  AVo +  ^  A3/o -  ^  Д4/о +  • . . +
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I
Ck =  -гг f  u(u —  1) . . .  (a — k  - j - 1 )du,

Rn, * =  Ck+ihk+*f«+'W , x 0 <  I <  x k .
R n , k ^олдщ  дадни ташлаб, y(xx) ни ашщлайдиган такрибий 

формулага эга буламиз. Б у  ерда х 0 ни х х билан алмаштириб, у(х2) 
ни досил и,иламиз ва д . к. Ш унга ухшаш y(xN-k+\) , . • ■ , yi,xN) 
ларни днсоблаш учун Ньютоннинг иккинчи интерполяцион форму- 
ласидан фойдаланиб, куйидаги формулани чицариш мумкин:

=» y{XN-\) +  h. 
19 

'7 2 0

/ n + / k ~'2 24
19

.  .  ( - l y - ' C k t f f n - k 4" Rn ,!,

1 3 -§ . К У Б А Т У Р  Ф О Р М У Л А Л А Р

Математиканинг узида ва унинг татби^ларида купинча каррали 
интегралларни тацрибий диеоблашга эдтиёж тугилади. Квадратур 
формулалар каби бу ерда дам каррали интегралнинг ^ийматини ин
теграл остидаги функциянинг чекли мивдордаги Рх, Ръ  . . .  , Р к  
нуцталардаги кийматларининг чизикли комбинацияси ёрдамида 
ани^лайдиган ушбу

N

j  . • • j / ( x i ,  . . .  ,  % n ) d x x  .  .  . d x n  < *  2  A k f ( P k  )  +  R i f )

2 ft=i
формула кубат ур формула  дейилади. Бундаги

Ри Р ъ  . . . ,  PN ( P k  -  (*< *> , . А  , * £ > )  £ 2 )

ну^таларнинг туплами инт еграллаш  тури, A k { k =  1, N) куба- 
тур формуланинг коэффициентлари  ва R (f)  цолдиц %ад де
йилади. Б у  параграфда кубатур формулаларни тузишнинг айрим 
усулларини р^искача куриб чиь;амиз. Биз асосан икки каррали ин
тегралларни к;араймиз.

1. К в ад р ат у р  ф орм улалар н и  к е т м а -к е т  ц ^ ллаш . Кубатур 
формула тузишнинг энг содда усули, бу каррали, интегрални так- 
рорий интеграл шаклида тасвирлаб, бир каррали интеграллар учун 
цурилган квадратур формулаларни ^уллашдан иборатдир.

Фараз ^илайлик, интеграллаш содаси Q тугри бурчакли турт- 
бурчак {а  <  л: <  Ь\ с <  у <  d) булсин. Ушбу

'1 — 1 y)dxdy  (1 3 .1 )
2

интегрални дисоблаш учун Симпсон формуласини икки марта цул- 
лайлик. Бунинг учун [а, Ь] ва [с, d] оралщларнинг дар бирини 
куйидаги ну^талар билан иккига буламиз:

х а =  а , х х = а-\-/г, х 2 — а 2h — Ь\ у 0 == с, ух =  с +  k, у2 =»
*=с - \ -2 k - d ,
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У

У, 

'Угс

— G>

— & -т

<Ь

-Ф

бу ерда 

h = k  =

-ф  ф  ф

х=Ь

28-чизма,

2 * 2 •

Шундай к4илиб, даммаси булиб 
тувдизта (xi , y s) (i, j  =  0 , 1, 2 ) 
ну^тага эга буламиз (28- чизма). 

Энди (1 3 .1 )  интегралда
Ъ й

I  =  j  d x  j  f (x , y)dy

ички интегрални зисоблаш учун Симпсон формуласини цуллаймиз: 
ь k

1 ~ I т  №х' Уо) + № . у,)+Д*. у»)]^ =
а
b Ь b -

] f { x ,  y0)dx  +  4  j / ( * ,  yi)dAT +  j / ( x ,  y 2)rf*

iKap бир интегралга яна Симпсон формуласини цулласак, у золда 
h k  ь

^ =  -9 { [ / К ,  Уо) + 4/ ( ^ i .  У о )+ / (^ 2. Уо)] +  4 [ Д * 0. y t ) +  '

+  4 / (* i. y i ) + / ( * a , '  y i ) ] +  [Л *о . y j)  +  4 / (* lt У я )+ / (* а ,  У1) ] ’ 
ёки ' . '

hk
/ » 9- { [ / ( ^ о .  Уо) +  / ( * 2, У о ) + / ( ^ о .  У») ■ + / ( * » .  У а)]  + 4 [ / ( х ь

У о ) +/(*<>. y i) +  / ( ^ j .  У1 ) + / ( « ! ,  у 2) ] +  16/ (х„  у ,)}  (13 .2)
досил булади. Б у  формулани цискача куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

hk
7 »  т  2 л  liif'(Xi - у> )•г, /=о

Бу ерда Ху куйидаги учинчи тартибли

Г 1 4  1
А =  4  16 4 

1 4  1

матрицанинг элементидир (28-чизма).
Курсатиш мумкинки, (13 .2 ) формуланинг ^олди^ дади

п / л _  нък ., Ш д *ЯЬ ли) / № * / & ,  Ча). /лоох
> “ 45 дх *■ 45 dyi 902 дх*ду* ( l o . o )

( а <  h  <  b; с < г ц  < d )  
куринишга эга булади.

Колдиц-з^аднинг бу куринишидан маълум буладики, 9 нуцтали
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(13.2) формула даражаси учдакг ортмаган купдадларни ашц интег
раллайди.

М и с о л .  С и м п со н  4 °р м у л а си  ёрдамида

5 1  ̂  ̂т_  С Г dxdy
i i  (х+УУ

^ исоблансин . Б у  ерда

деб  олам из. Интеграл , о сти да ги  ф у н кц и я  f ( x , у )  =  (*  +  У ) - 2  кийм атлари  к у 
й и д а ги  ж адвалда  келтирил ган

4 4 ,5 5

0 0,0625000 0 ,0493827 0 ,0400000
0 ,5 0 ,0493827 0 ,0400000 0,0330688
1 0,0400000 0 ,0330688 0,1666667

(13.2) к уб а ту р  4 о рм уд ан и  цуллаймиз:

, 0 , 5 0 , 5
/  и  -----  —  [0,0625000 +  0,0400000 +  0,0400000 +  0,1666667) +

+  4(0,0493827 +  0 ,0493827 +  0,03300688 +  0,03300688) +  16-0,04000001 =
=  0,044688.

Бир улчовли долдагидек бу ерда дам ашщликни орттириш макса- 
дида Q =  | а <  л: <  6 ; у <  rf) тугри туртбурчакнинг томонлари- 
ни мос равишда m ва п булакчаларга булиб, досил булган тп та 
кичик тугри туртбурчакларнинг j^ap бирида Симпсон формуласини 
Зосил килиш мумкин. Фараз ^илайлик,

Ь\—\а d — c
h — -т—  ва к — -о—2т 2 п

булсин, у долда тугунларнинг тури куйидаги координаталарга эга 
булади:

Xi =  х 0 +  ih, х 0 — a, i =  0 , *2 /те;

У] =  У о +  JK  У о =  с, j  =  67*2т 7  
Кулайлик учун f(Xi , у у) =  / г/ деб олиб, дар бир кичик тугри
туртбурчакка ( 1 3 . 2 )  формулани кулласак, у долда

b d  ^  т  п
j  j  Л х > y)dxdy  ~  ~g 2  2  2/ + / 2 £ + 2 ,2 ;  + / гг + 2, 2/+2 +
а  с  1 = 0  / = 0

+  /2(,-2/+2 ) +  4 (/ гг+ 1 , 2/ + / г г + 2 ,  2/+1 + / г г + 1. 2 / + 2 + / 2 i ,  2/+1 ) 4 “

16/гг+1, 2/+х]
га эга буламиз ёки ухшаш дадларни ихчамласак,

Ъ d  ^  2 т 2 п

j  j  f ( x ,  y)dxdy  «  ¥  2  2  .
a  с i—0 /=0

383



б у  е р д а  hj  к у й и д аги  м атр и ц ан и н г эл ем ен ти ди р :

' 1 4 2 4 2 . . . 4 2 4 1
4 16 8 16 8 . . . 16 8 16 4
2 8 4 8 4 . . . 8 4 8 2

2 8 4 8 4  . . . 8 4 8 2
4 16 8 16 8 . . . 16 8 16 4
1 4 2 4 2 . . . 4 2 4 1

Биз ички ва ташки интегралларнинг хар иккаласи учун хам Симп» 
сон формуласини кулладик. Ички интегрални бир квадратур фор
мула билан хисоблаб, тацщи интегрални эса боцща формула билан 
Хам хисоблаш мумкин эди.

Агар 2  соха
а  <  х  <  Ь, <р(х) <  у <  ф(.х)

тенгсизликлар билан аниклангаи булса (29- чизма), бу холда хам 
(1 3 .1 )  интегрални юкоридаги усул билан хисоблаш мумкин:

Ь ф(х) ь

Я  Л*. y)dxdy  =  j dx  j Д х , y)dy =  j F(x)dx,

бу ерда
fW 

<K*>
F(x) =  j  Д х , y)dx.

i f ( X )

b

Бирор квадратур формулани куллаб, j  F (x )dx  ни хисоблаймиз:
а

п

j  J  Д х , y)dxdy F(x, ). (1 3 .4 )

у-уМ

У з навбатида

F(xi ) =  f f ( x t , y)dy
Ф(*г)

интегрални бошща бирор квадратур формула 
билан хисоблаш мумкин:

mi

29-чизма,

Буни (13 .4 ) га куйиб куйидаги

F (x t ) =  ^  в чДх 1 У/ )•
/==1

j  | Д * .  y)dxdy  2 2 Лг Bi‘A Xi > / (13.5)
4=1 /=1
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кубатур формулани ^осил циламиз. Биз цараган (13 .4) ва (13 .5)' 
формулаларда куп тугунлар цатнашади. Б у  йул билан борсак ин
теграл карраси ортган сари тугунлар сони ^ам тез ортиб боради. 
Агар интеграллаш сох,аси п улчовли куб булиб, ^ар бир узгарув- 
чи буйича интеграллаш учун т, тадан нуцта олинса, у з^олда ту
зилган кубатур формуланинг тугунлари сони N  — тп та булади. 
Шунинг учун ^ам, кубатур формулалар назариясида энг ю^ора 
аникликка эга булган формулалар тузишга ^аракат килинади.

2 . И нтерполяцион к у б а т у р  ф ор м ул ал ар . Интеграл остида- 
т и  функцияни 2 улчовли интерполяцион купдад билан алмашти- 
рамиз.

Агар Li (х , у) куп^адларни ^уйидагича

U У]) =  {  о ’ агар l' у ^  N
аниклаб олсак, у золда

N

Ц х, у) =  2 / ( ^  . У( .) L‘ (х > у) (13 .6 )
1= 1

купдад (xh yj) нуктада f(X j. у7-) ^ийматни кабул ^илади. Инте
грал остидаги функцияни (1 3 .6 )  билан алмаштирамиз:

N

j  J /(*>  y)dxdy ж  j  j  L(x, y)dxdy  =  2  A-t f { * i  , Vt ),
2 2 1=1

бу ерда At =  j j Lt (x, y)dxdy
a

булиб, уни мураккаб булмаган содалар учун хисоблаш ^ийин змас. 
Фараз цилайлик, Й со^а тугри туртбурчак булсин: { а ^ х ^

<  Ь, с  <  у <  rf). Интеграллаш тури сифатида

Xi +  у ;= с + у й ( г  =  0 , т\ j =  0 , п), h =  —^ ,  k =  d—̂ ~

тугри чизикларнинг кесишишларидан досил булган нукталар туп- 
ламини оламиз, у ^олда куйидаги интерполяцион формулага эга 
буламиз:

т п

f { x , у) ж  . У]) п 4 = ^ -  П 2= 1 *-.
о j= o  t= o x t x t s= о У j  ” * Узs^j

Буни тугри туртбурчак буйлаб интегралласак,
b d т п

j  J  / ( * ,  у) dxdy  «  2  ^ A n f ix i  , у }
а  с 1=0 /=0

Зосил булади, бу ерда



■ёки Ai/ =  (b — a) (d — с ) / i ,m+i ■//,„+!
куринишда ёзиш-мумкин, т+\ ва I / ,n+i лар эса Ньютон— Котес 
формуласининг коэффициентларидир.

14- § . С Т А Т И С Т И К  С И Н О В  М Е Т О Д И  ( М О Н Т Е - К А Р Л О  М Е Т О Д И )

Ш у пайтгача тузилган квадратур (кубатур) формулалар учун 
функцияларнинг бирор синфида колдик хаднинг аник; бах оси бе
рилган эди ёки бериш мумкин эди. Масалан, 7- § да С 1 (L ) синф 
учун тугри туртбурчаклар формуласининг хатоси учун 0 ,25  L N ~х 
бах, он и аниклаган эдик, бу ерда N  квадратур формула ту- 
гунларининг сони. Б у  бахо каралаётган синфнинг барча функция- 
лари учун уринлидир. Айрим синфлар учун бундай бахо жуда хам 
купол буладики, интегрални етарлича аниклик билан хисоблаш- 
нинг имкони булмайди. Масалан, п- улчовли бирлик кубда аник- 
.ланган, узлуксиз ва хусусий хосилалари булакли - узлуксиз ва 
\f'x.{x u x 2, . . .  , x j  | <  Z. шартни каноатлантирадиган f ( x u x 2,

~  Л.
. . . , х п) функциялар синфи С 1’ 1............. 1 (L) учун d L N  п (d —
узгармас сон) дан яхширок; бахони таъминлайдиган бахо мавжуд 
эмаслигини Н. С . Бахвалов [2 ,3 ,20] курсатган эди. 7- § да карал- 
ган синф бу синфнинг п = 1 булган холидир.

Фараз цилайлик, шу синф функциялари учун интегралнинг кий- 
матини 0,01 dL  дан ортмайдиган аниклик билан хисоблаш керак бул-

-син. У холда кубатур формуланинг тугунлари dL N  п <  0,01 dL  
тенгсизликни каноатлантириши керак, яъни iV >  100" булиши керак. 
Одатда куп улчовчи функциянинг хар бир кийматини хисоблаш 
куп мехнат талаб килади, шунинг учун хам хатто п = 6 булганда 
•бундай интегрални хисоблаш мумкин булмайди.

Бундай холда, катъий бахони топишдан воз кечиб, бунинг 
урнига маълум даражада ишонч билан булса-да хатони бахолаш- 
нинг бошка методларини кидириш йулига утиш керак. Бундай 
метод статистик синов методи  ёки бонщача айтганда М он
т е —  К арло методидир.

Т а ъ р и ф .  Агар X  микдор у ёки бу кийматларни бирор тасоди
фий ходисанинг руй бериши ёки руй бермаслиги билан боглик 
холда кабул килса, у холда X тасодифий мицдор  дейилади.

Тасодифий микдор X таксимот конуни 
Р ( Х < х )  =  Ф (х) 

билан аникланади, бу ерда л: —  ихтиёрий хакикий сон ва Ф ( я ) —  
тацсимот функцияси. Тасодифий,микдорнйнг кийматлари т асо
дифий сонлар  дейилади.

Агар тасодифий мивдорнинг таксимот конуни аник булса (те
кис, нормал ва х- к .), у холда унга мос келадиган тасодифий сон
лар шу конун буйича таксимланган дейилади.

Агар тасодифий микдор X  нинг кийматлари [0,1] ораликда ётса 
ва кийматларининг ихтиёрий (а, &) £ [0 , 1] ора.гикда ётиш эхтимол- 
лари р —  а га тенг булса, X  бу ораликда т екис т ацсимланган  
дейилади.
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Тасодифий сонларни досил килиш учун тасодифий физик жара- 
ёнлар масалан, уйин соккасини ташлаш, рулеткани айлантириш * 
Гейгер счётчигидаги ёниш ва д. к. натижаларидан фойдаланиш 
мумкин. )\озирги пайтда тасодифий сонларнинг тайёр жадваллариг 
дам мавжуддир [5].

Фараз килайлик, бирор усул билан [0,1] ораликда бир-бирига 
боглик; булмаган ва текис таксимланган тасодифий сонлар кетма- 
кетлигини досил килган булайлик:

?(1) £(1)
> =2 ’ • 1 • 

Е(2) Е(2)
=1 > =2 > • • ■

£<1)
> >

1(2)
’ ~k ’

№ ) Pin)
=1 » =2 ’ ’ • •

№ )

Координаталари шу сонлардан иборат булган бирлик кубнинг

Pk =  (Щ\ I f  I f )  (k =  T jv )
нуцталарини N  та узаро боглик; булмаган тасодифий нукталар деб' 
карашимиз мумкин.

Эллигинчи йиллардан бошлаб дисоблаш математикасида, шу 
жумладан каррали интегралларни дисоблашларда, Монте — Карла 
методи к у лланила бошланди.

Биз дозир шу методнинг икки вариантини кискача куриб чика- 
миз.

Б и р и н ч и  в а р и а н т .  Фараз килайлик, интеграллаш содаси; 
Куйидаги

0 <  х х <  1
0 <  ®,- (хи х 2, , Xt-i) ^ X i  < ф ,- (хи х ъ  , х ^  О (14.1)  

( i - 2 , 3  п)
тенгсизликлар билан аниклансин ва f ( P ) = f { x u х 2, . . .  , х ,)  
функция бу содада

О < / (/ > ) < 1  (14 .2)
тенгсизликни каноатлантирсин. Ушбу

I = \ f ( P ) d P  (14 .3 )
2

каррали интегрални такрибий дисоблаш учун юкорида айтилган N  
та Pk =  {Щ\ Щ\ . . . Цр) тасодифий нукталар тупламини оламиз. 
Агар Pk 6 2  булса, f ( P k ) ни дисоблаймиз, агар Pk $Q булса, 
f { P k) =  0 деб оламиз. Сунгра, бу f ( P k) микдорларнинг урта ариф- 
метигини аниклаймиз:

1 N
S n{? )=  д> 2  ЛРк) катта сонлар конунига кура катта А  лар учун:

fe—1
катта эдтнмоллик билан / - = 5 д/(/) деб олиш мумкин. Анщ роги,. 
агар берилган а(0 < а < 1) учун ta куйидаги



-тенгликдан (эдтимолликлар интеграли " жадвалидан фойдаланиб) 
аникланса ва берилган е >  0  учун N  куйидаги

tl
N > - a M p ) - I ] 4 p  =  -г2 У

f\ p ) d p — P
tl

=  - т Д ( Я

тенгсизликни каноатлантирса, у долда Чебишев тенгсизлигига к у - 
фа

| /  —  S ; v ( / ) | 0
тенгсизлик а эдтимоллик билан бажарилади. Агар ta — 2  булса, 
у долда а =  0 ,9 9 7  ва 4 = 5  булса, у долда а = 0 , 9 9 9 9 9  булади.

Б у  ерда / нинг киймати олдиндан маълум булмагани учун, 
D (f)  нинг киймати номаълум, шунинг учун дам N  нинг керакли 
кичик ^ийматини топиш мураккаблашади. Ш у сабабга кура прак- 
тикада куйидагича иш тутилади.

Ихтиёрий N о сонни олиб, D (J) нинг такрибий кийматини бера
ди  ган

0 *=i
^иадорни дисоблаймиз, кейин ни аниклаймиз:

42

А гар Nt > N 0 булса, у долда [W,] +  1 та синов олинади ва
,  [лч-м

2  r(P,)-s%sn,

д - , _ ^ м + 4 / |  V W

микдорлар дисобланади дамда N2, А/, билан таккосланаДИ ва д .к .  
Синовнинг керакли сони Nm аниклангандан кейин бу  жараён т у х -  
татилади.

SN(f)  ва 8дг(/) ларни дисоблашда ЭДМларнинг хотирасини 
банд килмаслик %цаксадида куйидагича иш тутиш мумкин.

Фараз килайлик, tn та синов утказилиб,
. т т

k—l k=l
микдорлар дисобланган булсин. Навбатдаги т +  1 - синов утка- 
далгандан кейин S m+i (/) ва 6т+1 (/) Лар

S m\  1 ( / )  =  -  j [ m S J J )  + / ( P m + I )],

8,11+1 (/) “  [m{bm(f)Jr S™{f))  + № « + 1  )] -  S m+ 1t/)
формулалар ёрдамида дисобланади.

И к к и н ч и  в а р и а н т .  Бу  ерда дам аввалгидек та Qk =в



( i ^ ,  • • • i ?*!)) Узаро 6 ofjihi^ булмаган тасодифий нукталар
орасидан

0 < ^ > < 1

? a( g y ) ) < g f  < Ф ад а ,
Фз(£о\ %2)),

чЛЩК • • • - З Г ” ) <  ^ с М 1». • • • . ^ - 1)),
О < £ *< / (? < ? > .................£<">)

тенгсизликларни ^аноатлантирадиганларнинг сони v аникланади- 
Етарлича катта N  лар учун

/ «  —
N

деб олиш мумкин. Аншфоги, агар берилган а учун ta (14 .4) тенг- 
ликдан ани^ланса ва синовлар сони N  берилган е >  0 оркали

N > M f n ~ t2« ( 14 '5>

тенгсизликни цаноатлантирса, у долда а эдтимоллик билан

—  < е

тенгсизлик бажарилади.
Агар ЭДМ  [0 , 1] да текис так;симланган тасодифий мивдорлар- 

ни досил цилувчи программага эга булса, у долда бу вариант 
олдинги вариантга нисбатан анча кулайдир.

Бу ерда (1 4 .5 )  тенгсизликни цаноатлантирувчи N  ни ани^лаш 
учун аввал ихтиёрий N0 олиниб, ю^оридаги усул билан интеграл- 
нинг такрибий ^иймати /0 дисобланади ва

д г  =_ ./|)(1 ~ .У||) t2 
е2 а

топилади. Агар N t > N 0 булса, у долда синовлар сони [A^] +  1 
га етказилади, I t дисобланади ва

TV e  ^ i  ~ A )  t2
J е2 <*

топилади. Бу  жараён керакли А''* топилгунга ^адар давом эттири- 
лади.

Шуни дам айтиш керакки, бу метод N та синов ну^та олин®

ганда а эдтимоллик билан 0 (=) == 0 хатоликни беради.

15- § . С И Н Г У Л Я Р  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р Н И  Т А К Р И Б И Й  * И С О Б Л А Ш

1. С ингуляр и н теграл  ту ш у н ч аси . Биз 1 0 - §  да

Л х )  =  1 7 Г ? Г  ( о < « < 1)

куринишдаги махсусликка эга булган интегралларни дисоблаш 
масаласини курган эдик.
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lim
£->0

Куп татбщий масалаларда, жумладан аэродинамикада, шундай 
мнтеграллар учрайдики, уларда а = 1  булади. Бундай долда интег- 
.рални Коши буйича оош  киймат маъносида тушуниш керак.

Агар Д х)  функция [а, b ] орали^нинг с ну^таси атрофида че- 
агараланмаган булиб,

Cj / ( 0 ^ +  | f{t)d t
a c+ s

.лимит мавжуд булса, бу лимит [а, b ] оралик буйича Д х)  функ- 
циядан олинган хосмас интегралнинг Коши буйича бош ций~ 
м ат и  дейилади ва

ь *ь
V. p. j  Д х)й х  ёки j  f(x )d x

a a N

жаби белгиланади. (Бу  ерда v. p. „valeur principale" сузларнинг 
<бош дарфлари булиб, французча „бош киймат" ни билдиради).

Бош киймат маъносидаги интегралларни купинча м ахсус  ёки 
«сингуляр инт еграллар  деб аташади.

М и с о л .  Ф а ра з  цилайлик , f ( x )  =  — ! , с £  (а , Ь) б ул си н . У  ^олда
х  —  с

c~ei j  b j  1.С а х  с d x  о — с s,
  +    =  In ---------  +  In —  . (15.1)

J  х  —  с J  х  —  с с — а  е,
a c-j-s з

Ж ур и н и б  т у р и б д и к и , ва  е2 и хти ёрий  р ави ш д а  нолга  ин тил са , б у  й и ги н д и -

п d x
ш и н г л и м и ти  м а в ж у д  б ул м а й д и , я ъ н и  ------- — хо см а с  инте грал  м а в ж у д

J  JC —  с 
а

-булмайди . Б у  ерда е2 =  е3 =  е деб о лам из . У  х,олда е -» 0 да (15.1) иф ода-
ь
С d x

-линг л им и ти  м а в ж у д  б ул и б , т а ъ р и ф га  к ур а  I  и н те гр а л н и н г  б о ш  ки й -
J  х  — с
а

м а т и н и  беради;

f  d x  t b — с 
V . p. ---------  =  In ---------- . (15.2)

J x  —  с с —  aa
Т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий х и х 2£ [а , b ] ну^талар учун 

\fipCi) Дхъ)\ ^  L \хг х 2|а 
тенгсизлик-уринли булса, у долда f(x )  функция \а, Ь\ ораликда 
Тельдер шартини цаноо,тлантиради  дейилади, бу ерда L ва 
■<х — кандайдир мусбат микдорлар. Агар а = 1  булса, у долда Д х )  
Липшиц шартини цаноат лант иради  дейилади. Биз доим 0 <  
< а  <  1 деб оламиз. Куриниб турибдики, \а, Ь\ да Гельдер шарти- 
-ни каноатлантирадиган функция шу ораликда узлуксиздир.

Фараз килайлик, у £ ( а ,  Ь) ихтиёрий нукта §>улсин, j Дх) d x
х — уа

гинтегралда К (х, у) =  — -—  Коши ядроси  дейилади ва интеграл-
х  — у

нинг узи Кошининг сингуляр интеграли  дейилади.
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1 - т ео р ем а ; Агар Д х ) функция [а, Ь] ораликда Гельдер 
шартини каноатлантирса, у долда Кошининг сингуляр интеграл» 
бош киймат маъносида мавжуддир.

И сб о т . Х акщ атан  дам,

f JM L  d x  жт Г / w ~ n y } - d x + /(у) Г - Ш -  , (15.3>
J  х  — у  J  X —  у J X —  у
а а  ' а '

/ « - / ( у ) L
Гельдер шартига кура jL1- L —  <   -------- -г—-  (а >  0),

| х — у \х —  yli - “
шунинг учун дам, (1 5 .3 ) нинг унг томонидаги интеграл хосмас, 
интеграл сифатида мавжуд ва (1 5 .2 ) формулага кура иккинчи ин

теграл дам мавжуддир. Бундан эса J  — х   интегралнинг бош;
а Х У

Киймат маъносида мавжудлиги келиб чикади:
*ь ь
\ J V L d x - \  f{x) ~ f{y) d x  +  / ( у )  In b- ^ L .
J  x  — y  J  х  — у у  —  аа  а

Яна сингуляр интегралга мисол сифатида Гильберт алмаштириш- 
ларини олишимиз мумкин:

1 г х ~  УФ(У) -  J  <P(*)ctg dx ,
—Я

Ф О О - —  J <K*)ctg JLj J L d x ,
—“К

бу ерда ср(х) ва ^(д:) функциялар [— it, я] да Гельдер шартини- 
каноатлантиради ва шу билан бирга:

ТС я

|ф(x)dx  !=i J  <]>(x)dx =  0 .
—те —те

Курсатиш мумкинки, sinkx  ва coskx  барча k  =  l, 2, . . .  учун; 
Гильберт алмаштиришлари булади [42 ]:

j ■ ** х __
cos/sy =* -—  f  sin& xctg — dx,

2тг J  2

j тс  ̂_
sin/гу = a f cos&xctg x ~~y- dx.

2 ĉ «J 2

(15 .4>

Бу параграфда сингуляр интегралларни такрибий дисоблаш билан: 
шугулланамиз.

2 . Г и л ь б е р т  ядроли  си н гу ляр  и н тегралларни тацрибий 
д и со б л аш . ^улайлик учун Гильберт интегралини алмаштириш ёр
дамида куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

U (у) =  j  / (X )ctgu (x  — y)dx. (1 5 .5 )
О

Одатда Гильберт интегралида Д х )  функцияни Гёльдер шартларини
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^аноатлантиришидаи ташкари, уни даврий функция деб цараладй. 
Б и з бу ерда f{x )-  функциянинг Фурье коэффициентлари

оо

/ ( * ) -  2  Cne2Kinx (1 5 .6 )
п = —00

куйидаги
\Сп\< (ПФО)  (15 .7)

П
шартни к;аноатлантиради ва а > 1  деб фараз ^илиб, (15 .5 ) интеграл 
учун квадратур формула тузамиз [15, 19] .

Бунинг учун PN(x) тригонометрик купдадни ^уйидагича кири- 
тамиз:

N -i „ж-i iv 2TzitTlX . .
2  c« e • ( 15-8 >

т=-Л Ч -1
одг , km

■ ж -  < 1 5 - 9 >k—\
Энди (15.9) ни (15 .8) га ^уйсак,

2N

k= l
га  эга буламиз, бу ерда

N -1  о ж£т ( х -  — )  N ~l  / t v
и * ) -  2  *  " v ; - = l  +  2 2 cos2 ™ ( х - ± Л .

m = —N + l т = I  4 '

( 1 5 .4 )  формула ёрдамида

Щ У )  =  —2 2  sin2Km (у -  - f i f )  =  Чк(У)
т —Х

ни досил киламиз. Энди
f ( x ) * = P N(x) +  rN(x)  (1 5 .1 0 )

деб олиб, буни (1 5 .5 )  интегралга цуйсак,

1 2N / ь \
" w - w  2  ' Ш  ъ ы + w  <15-n >

k—\

квадратур формулани досил киламиз.
2 -  т е о р е м а . Агар f ( x )  функциянинг Фурье коэффициентлари 

(1 5 .7 )  шартни каноатлантирса ва а > 1  булса, у долда ( 1 5 . 1 1 )  
.квадратур формуланинг колдиь; дади учун

4 С ' 1

0<у<1 ~ а - \  ’ N«
бадо уринлидир. Б  у ерда С узгармас сон.

И сбот. Шартга кура а > 1 ,  шунинг учун дам (1 5 .7 )  дан 
курамизки,
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/ ( * ) =  2  (1 5 .1 3 )
П——00

Ф урье к а тор и абсолют якинлашади. Фараз килайлик, RN(y) нинг 
Фурье ёйилмаси

оо

2  С*'пе ™тУ ( 1 5 Л 4 >
м = —оо

булсин. (15 .4 ) формулалардан

Ie2Kimy =  isignm -e2Klmy (1 5 .1 5 )
эканлиги равшан. Энди (1 5 .9 ) , (15 .10 ), (15 .13 ) ва (1 5 .1 5 ) дан 
коэффиниентларнинг куйидагига тенглигини курамиз:

с* =  / (°т — t j/ s ig n m , \m\<N булса, *n  ,  ш
m \ c m-/signm, \т\ >  jv  булса. .

Ушбу бевосита куриниб турган

М пк
2k=

тенгликлар ва

1 2.v =  Г 1 ( агар я. 2N га булинса,
2N фл \ 0 , агар п 2 N  га булинмаса,

П =  —  с о  п = — оо

дан фойдаланиб, ~т учун куйидагига эга буламиз:
2 N  оо 2т4

l' m 27V 2  2  "n+m
k=\ П =  — оо

°° / 1 2yv 2ю'^ г \  00
~  +  2  ( ~2дГ 2   ̂ )  =  Ст 2  C2«/V+m •

П =  — 00 k  —  l  ‘  п ~  — оо

Демак,
оо

km ~~ cm\ =  I ^  C2nN+m\ • ( 15. 17)

с е 2N ̂г>Л-*п Ь

’'2nNJrm\ * 
п—~оо,пфО

Энди (15.4), (15. 15)  ва (15.17)  дан куйидагини ^осил киламиз:
оо

| ^ ( у ) | <  2  =  2  -  сш\ +  2  |с"; | =
т = —°о рл | <ЛГ |m|>/V

оо оо оо

=  2  I 2  С2яЛ'+т | +  2  =  4  2  ^  ~  2 2  lC(2m+l)/vl-
jm|<iV п =  — оо \m\>iV m = N  m--\

п ф  О

Демак,

m—N
Бундан ва (15 .7 ) дан теореманинг тасдиги келиб чикади.
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1. К у й и д а ги  инте гралларни  трапец ия , т у гр и  тур тб ур ч а к , С и м п со н , Г а у с с ,  
'Ч е б и ш е в  ф ормулалари ёрдамида е = 1 0 - 1  ан и кл и кд а  дисобланг:

1 1,5 1 dx
a) f  sin хМх, б) Г In (1 +  x?)dx, в) f  —  *  -

i  оГб

f j s U + ^ L  д, «) [ л л
J  1 +  х  J  х J

0,2  1 0 1

2. К у й и д а ги  квадратур  ф ормулаларни кел ти ри б  чикаринг:

а) j / r = T m x ) d x  =  ^  2  s in 2 f  {c o s  ^ - )  +  R n,

it /(2")(g)

* « = 2* -  №0 T -
f* /  1 " " T  4  тс &7t /  \б) j к r+r/Wdx = 2Т+1 2sin2 7+7 / (cos 5Гй) +*-■

=  22,‘(2")! <
3. Б е ш и н ч и  даражали куп ^ адни  ани к  ин те граллайдиган  к уй и д а ги  к^ри- 

ни ш д а ги  квадратур  ф ормулани  кури н г:
1

j  f(x)dx « А[ /(0) +  /(1).] +  А [/ '(  1) - / '( 0 )  ] +  ВДжО.
0

4. У ш б у

1  • - '* * » *  *  ^  [ / ( - / 4  ) + w  + / ( ^ )  ]
—00

квадратур  ф орм улан ин г б е ш и н ч и  д араж али  куп^ адни  аниц  ин те гра л л аш и н и
к у р са ти н г*

5. У ч и н ч и  дараж али  к у гд а д н и  аник  ин те граллайдиган
1

j  f(x )d x  «  С0/ (0) +  C J (  1) +  С » п 0) +  Сз/'(1)

кУри ниш д аги  квадратур  ф ормулани топинг.
6. У ч и н ч и  дараж али  куп^ адни ани к  ин те гра ллай д и ган

1
j  /(*)sin ~  xdx  =  С _ , Д - 1) +  Со/(0) +  C i/(1)

-1
квадратур  ф ормулани топ и н г.

7. И нтеграл  о сти да ги  ф у н кц и я н и н г  м а х су сл и ги н и  с у с а й т и р и ш  й ул и  билан  
Куйидаги  интегралларни е =  10- 5  а н и кл и к  билан х;исобланг:

1 9х 1 dx I dx

М А Ш к л  А Р.

a) f  е.. dx, б) Г Х . в) f
J  ,/ 1 _  *2 lArH — V/ 1 — л2 ’ jj / * ( 1  — JC) j/"л:2(1 —.jc)3
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