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С У  3 Б О Ш И

Ушбу масалалар туплами университетларнинг «математи­
ка» ихтисоси буйича «Х^исоблаш усуллари ва ^исоблашлар- 
дан практикум» курен дастури асосида тайёрланди. Китобни 
ёзишда эфзирги ва^тда амалда кулланилаётган ^атор дарслик- 
лар ва цулланмалардан фойдаланилди, кулланманинг 1—VII 
боблари профессор М. И. Иеролловшшг «^исоблаш метод- 
лари, I и^исм» (Тошкент, «Укитувчи», 1988) укув кулланма- 
сига мувофиклаштирилди.

К$лланма ун бир бобдан иборат булиб, хар кайск боб- 
нинг бошида хисоблашлар учун зарур назарий маълумот ва 
типик маищларнй ечиш усуллари, услубий курсатмалар ■ бе- 
рилган, сунг мавзуга дойр машцлар, лаборатория иши вари­
ант лари келтирилган. Кнтобнянг охирида боблар буйича 
машк,ларнинг жавоблари ва уларии ечиш учун курсатмалар 
келтирилган. Мураккаб хисоблашларни Э%М ёки микрокаль­
кулятор (асосан, уларнинг программаланадиган турлари) ёр- 
дами билан бажариш кузда тутилади.

Узларининг ^имматли маслахдглари, фикр-мулоз\азалари 
билан ушбу кулланманинг такомилига хиссаларшш ^ушган 
Узбекистан Фанлар академиясининг мухбир аъзоси проф. 
Т. А. Азларовга, проф. М, И. Исроилов, проф. Ш. Е. Ёрму- 
хамедов, проф. Н. Мухдцдиновга уз миннатдорчилигимизни 
из.хор этамиз.

«Х.исоблаш усулларидан маищлар ва лаборатория ишлари» 
^улланмаси узбек тилида ёзилган илк тажриба сифатида кук,- 
соелардан холи булмаслиги табиийдир. Шунинг учун хам 
биз к^улланма ха^идаги барча танкидий фикр ва муло^аза- 
ларни зур мамнуният билан ^абул килишга тайёрмиз.

М уаллифлар



1 - 6 об. МАСАЛАЛАРНИ СОНЛИ ЕЧИШ ЖАРАЁНИДА 
ВУЖУДГА КЕЛАДИГАН ХАТО

Мивдорнинг аник к(иймати (аник; сон) а билан унннр 
та^рибий к;иймати (та^рибий сон) а* орасидаги а — а* фарк 
шу тазфибий соннинг хакиций хатоси, А а* — [а — а* 1 зса 
унинг абсолют (м у п и щ ) хатоси дейилади. Агар а 
соннинг узи номаълум булса (масалан, улчаб топилган 
катталик ^иймати х.ар ва^т у ёки бу даражада четланишга 
эга булса), А а* хам ноаниц булади. Лекин, купинча, Да* 
кабул к и лиши мумкин булган чегара ^ийматини курсатиш 
мумкин. Унга такрибий соннинг А (а*) лимит  (чегаравий) 
абсолют хатоси дейилади: | а — а* \ <  А(а*), ёки бундан 
а* — А(а*) <  а <  а* +  А(а*) ёки ^ис^аро^ а =  а* ±  А (а*). 
Бу ёзувлардаги а* — А (а*) га номаълум а 1̂ абул килиши 
мумкин булган цийматларнинг цуйи чегараси, а* +  А (а*) 
га эса унинг юцори чегараси дейилади. Такрибкй соннинг

д
нисбий хатоси: 8а* = ------ , лимит нисбий хато: б (а* )—

|а* |
Л (а*)— —— (исмсиз сон ёки % да ёзилади). Нисбий хато ёр- 
Iа* I

дамида а ани^ сон а = а *  (1 + 6 (а* )) куринишда ифодала- 
нади.

Агар ечилиши талаб ^илинадиган масала математик жи- 
)\атдан тацрибий тлърифланган, сонли маълумотлар тацри- 
бий берилган булса, ^исоблаш натижалари хам такрибий 
булиб, улар йу^отплмас (систематик) хатога эга булади. 
Масалани ечишда такрибий усулнинг ^улланилишидан ус- 
луб хатоси, сонларии яхлитлашдан ^исоблаш хатоси (яхлит- 
лаш хатоси) вужудга келади. Йу^отилмас, услуб ва 
^исоблаш хатоларинииг йириндисч тули^ хатони ифода- 
лайди,.

Сонларни яхлитлашнинг содда коидаси: сонни бирор 
хонанинг 1 бнрлигигача аник,лик билан яхлитлаш учун шу 
хонадан унг томонда турган барча ра^амлар учирилиб, нол-
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лар билан алмаштирилади. Натижада вужудга келадиган 
абсолют хато учирилмай са^ланган рацам хонасининг ! бир- 
лигидан ошмайди.

1-м и с о  л. я  =  3,14159 . . . сони 0,0001 гача аншузик 
билан яхлитланса, я  =  3,14159 такрибий сон хосил булади.

(Окори хонанинг 1 бирлигигача тулдириш цоидаси: сон- 
ни бирор хона бирлигининг ярмисигача аниклик билан ях- 
литлаш учун: а) шу хонадан унг томонда турган барча ра- 
камлар учирилади; б) агар чапдан биринчи учирилгак ра^ам 
5 ва ундан к а т а  булса, сакланган ракамга 1 ^ушилади, 
4 ва ундан кичик булса, сатуганадиган ракам узгартирил- 
майди. Натижада вужудга келадиган хато сакланган ракам 
хонаси 1 бирлигининг ярмидан ошмайди.

2 - м и с о л .  я  =  3,14159 . . . сони 0,00005 гача авщ лик 
билан яхлитланганда, я  »  3,1456 сони хосил булади.

К,ийматли а,, а2, а1г, , ат ра^амлари т  та
булган п  хонали а* — аха2 . . .  ак . . . ат - ц ~ т такрибий 
сон берилган булсин, бунда д — санок системасининг асоси. 
Агар шу соннинг абсолют хатоси А(а*)< щ п~к+х (0,5 <
<; 1) булса, у холда ак ракам ва ундан чап томонда тур­
ган ракамлар ишончли ракамлар, унг томонда турган ра­
камлар эса ишончсиз ракамлар деб аталади. Такрибий сон 
шундай ёзиладики, унинг охирги ^ийматли разами х4ар доим 
ишончли булса, ишончсиз ракамлар ташланади.

3 - м и с о л .  0,307 тацрибий сони ёзилишига кура 10_3 
гача (яъни учта кийматли ра^амгача) аникликка эга. Шу 
сон 10~4 гача аниклик билан берилганда, уни 0,3070 кури­
нишда, 1 0 гача аниклик билан берилганда эса охирги «7» 
разами ишончсиз булиб коларди ва шунга кура сон 0,31 
куринишда ёзилган буларди.

Функциянинг йукотилмас хатоси. Аргументларнинг х\, 
х*2, . . .  , х*п такрибий ^ийматлари ва АОф, А(а:*), . . . , А(х’) 

абсолют хатолар буйича у  = } ( х 1, х2, . . .  хп) функциянинг 
у* такрибий кийматини ва А (у*) абсолют хатони топиш ке- 
рак булсин. Масала функциянинг у* — А ( у * ) ^ у ^ у *  +  
+  А (у*) ■ узгариш сохасини топишга келади. Агар 1̂ аралаёт- 
ган | х 1 — х\ | <  А(х-) (г =  1, п) еохада /  функция узлукси3 
дифференциалланувчи булиб, хусусий ^осилалари секин | з -  
гарса ва аргументнинг б(хр, 6(дф, . . . , 6(х*) нисбий хато- 
лари етарлича кичик булса, функция хатоси ^уйидаги фор­
мула лар буйича х.исобланиши мумкин:
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П

5 ( Л “ 1 7 И Г -  %*> =  ^ Н 1 п Я * % , |- А К ) ,  (2)
■ 1=1

п

1=1
Хусусан, л  та мусбаг такрибий сонлар и — Х| +  ж2+ .  . .

. .. . +  х а йириндисинин г абсолют ва нисбий' хатолари-
П П *

А(“*} =  2 ' Ч Х^  Й("*} =  5  ^  5 (4 )’ -(3) ;=1 , ,-=1
и  == X! — х.2 айирма учун (бунда хг >  х.2 >  0):

Ни*) =  А(.<) +  А(*р, 6(и*) =  -1 ^ .: ^ ± ^ :0(Х2) . (4)

Бир хил аншугакка эга булган п >  10 та такрибий сон йи- 
рнндисинянг абсолют хатосини з\исоблащ учун одатдаги га- А 
эш с, балки э^тимолий хусусиятга эга булган А ■ V'Ли Че­
ботарев коидаеидан (хатонинг имконли чегарасини хисоблаш- 
дан)' фойдаланадилар,

4 -м и с о л . Хатоси А х < 0 ,5 '1 0 “ й булган « =  16 та та^- 
Рибии сон йириндисинияр А чегаравий хатосини ((3) форму­
ла буйича) ва е имконли хатосини ((3') формула буйича) то­
пам из:

А =  1 6 -Ах == 16 -0,5 • 10~й =  8 ■ 10“ *,

8 ==' ]/гЗ Л б  • О» 5 • 10_й == 2 ] /3  • 10~й »  3,48 • 10“ * /
Агар камаювчи ва айрилувчи тагфибий сонлар бир-бир' 

ларига якин булсалар, .уларнинг айирмаси кичик, аниь;лип1 
паст булиши, натижада: айирмада ишончли ра^амлари кам 
булиши мумкин. Бунин г олдини олиш учун бошка форму- 
лалардан фойдаланиш, ёки компоненталарни аникрок ^илиб 
олиш керак булади.

5 -м и с о л .  а — (5,7 ±  0,08) — (5,6 ±  0,06) ни ^исоблай- 
дик. 5,7 — 5,6 == 0,1, А =  0 ,0 8 + 0 ,0 6  =  0,14, яъни айирма
0,1 га тенг булгани %олда, унинг абсолют хатоси увидан 
з̂ ам катта (0,14) булмозда. Жавоб кони^арсиз. Компонен­
та,#? аншфо^ олиниши керак. Масалан, уларнинг абсолют

г---:



хатоси ± : 0 ,025 га тенг булгавда, аййрманинг хатоси А =  
=  0,05 булиб, унда битта кийматли ракам, хато ± 0 ,0 0 6 1  
булгавда, айирма хатоси А =  0,0002 булиб, унда учта 1|нй- 
матли рак,ам мавжуд б^ларди ( с » 0,100).

и =  х, • х2 ■ . . .  • х п(х( >  0) такрибий сонлар купайтмасн- 
нинг хатоси:

П П
~ А { х } ) , Ц и ' ) =  V  «(*;). (5)

и — —  (хи  х 2 >  0). буливманнвг хатоси:
Х2

А (И*)  =  -М- [ * т , Д Ц )  +  х ; • А (х *)|, 6(и*) =  б(хТ) +  ё ( ^ ) .  (б)
(ж2)?

Аргумента такрибий кийматга эга булган у  =  )п х  ло­
гарифм такрибий киймативинг хатоси:

(7)

у — ) § х  =  Ж ] п х  унли логарифм учун: А ( 1 п х * ) = Л 6 ( ж * )  =  
=■0,4343.6(х*), бунда М ~  1§ еда 0 ,4343— утиш модули.

Ишончли ражамларни санаш ^оидалари. Такрибий сон- 
ларни к(ушиш ва айиришда такрибий компоненталарнинг р й -  
си бирида унли рацамлар сони эн г хам булса, топилган 
натижада >\ам ушанча унли ракам цолдирилади. Купайти- 
риш ва булишда такрибий компоненталарнинг кайсп бирида 
эн г нам ишончли ракам булса, натижада хам ушанча 
ишончли ракам колдирилади.

6- м и с о л. а та 25. Ъ та 160, с я# 0,80, х  — аЫс ни х,й- 
соблаймиз. а сони иккита, Ь учта, с иккита ишончли ра^ам- 
га эга. Натижа иккита ишончли рацам билан олиниши ке­
рак:

х  та (25 • 160)/0,80 =  5000 =  50 • 102. 
м  А ш к, л  А Р

1. 17,00675 аник: сонни 0,1 гача, 1 гача, 0,5 • 10~э гача 
акнклик билан яхлитлаш . хатосини топинг.

2. Улчаш натижасида деталнинг узунлиги 36,0 ш  эка- 
ни аншранган. Топилган кийматнинг нисбий хатоси 0,8%  
дан ошмайди. Деталь узунлигининг чегаравий кийматлармни 
топинг.

3. Икки кесмадан бирининг узунлиги 1 м ±  1 мм, ик-

Д(«*) = 2  
1=1
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кинчисининг узунлиги 20 см ±  0,5 мм. 1\айси кесманинг 
узунлиш аншфок, топилган ва нима учун?

4. 34,5867 таьуэибий соннинг нисбий хатоси ±  0,1 %. 
Ишончсиз ракамларини анщланг, сонни яхлитлаб, • хатоси­
ни топинг.

5. Натурал логарифмнинг е =  2,71828183 . . .  асосини: 
а) еттита ишончли ракамгача аишушк билан ёзинг; 6)0,5- 
• 1СР3 гача аншушк билан яхлитланг. Натнжаларнинг абсо­
лют ва нисбий хатоларини топинг. _

6. Нисбий хатоси 0,02% дан ошмаслиги учун 34, 
V 128, 1п56 ни нечта унли ишора билан олиш керак?

7. (1) ва (2) формулалардан фойдаланиб, ал'( а > 0 ,  а ф \) ,  
х к (к — ^ак4ик;ий сон), зшл:, созл:, л:, с1 § х (х — .радианлар- 
да) функцияларнинг абсолют ва нисбий хатоларини топиш 
учуй формулалар чи^аринг. Ихтиёрий к ва х =  1,2 ±  0,04/г 
[п =  I, 2, . . .  , 10) учун 2х, хк, з:пх, созх, с):§х 
нинг ^ийматини топинг.

8. Берилган: а =  35 ±  0,1, Ъ — 2,34 ±  0,02, с =  0,55(1 ±  
± 3 % ) .  Куйидагилар топилсин: 1) х  — 2а — Ь\ 2) у = а + 5 й ;
3) 1 — ас\ 4) и — с1Ъ\ 5) V —\^ас\ 6) г — \§Ь.

3. Радиуси 2,4 ±  0,2 см, ясовчиси 56 +  0,8 см булган 
нилиндрнинг асос юзи, ён сирти ва х;ажмини топинг.

10. Ушбу х =  ифоданинг сон ^ийматини топинг
к — е

бунда а = 5 0 ,  3 4 ,6 < й < 3 4 ,7 , 1 9 < с< 2 0 , 3 ,2 < & < 3 ,3 , е= 1 2 .
11. 10-мисол а — 50, Ь да 46,00, с да 21, &да 4,842, еда 

да 1,87 да ечилсин.
12. Цилиндр асосининг радиуси Я да 4 м, баланд лиги 

Я  да 70 дм. 5  ён сирти ва V ^ажмини топинг. 5  ни
0,01 М' гача ани^лик билан топиш учун й  ва Я  ^андай 
аншушкда олиниши керак? V ни 0,1 м3' гача аник;лик би­
лан топиш учун-чи?

13. 0 < * < - |  орали^ учун у  — з ш х, у  =  1§' х,

у  — Шс функциялар такрибий цийматлари буйича аргумент- 
нинг такрибий ^ийматлари хатосини аншугаш формулаларини 
чи^аринг.

14. Ушбу у — 1§1§х функция ^ийматларининг турт хо- 
нали жадвалидан фойдаланиб, аргументнинг х  да 60° и;ий- 
ш ти  топилган. Бу ^ийматнинг абсолют хато катталиги ба- 
^олансин.

15. Ушбу ]§51пл: ва функциялар учун турт хонали 
жадзаллардан фойдаланилиб, аргументнинг 30°, 42°30', 70°
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к^ийматлари топилган. Бу кийматларнинг абсолют ва нисбий 
хатолари бахолансин.

16. 10* ^ийматлари (антилогарифмлар)нинг беш хонали 
жадвалидан %да 5 ашщланган. Бу топилган кийматнинг 
абсолют ва нисбий хатосини хисобланг.

17. Айлана узунлиги, дойра юзи, конус ва цилиндрнинг 
ён сирти учун хатони хисоблаш формулаларини чщаринг.

18. Ишончли ракамларш санаш цоидаларидан фойдала­
ниб, та!фибий сонлар устида амалларни бажаринг: 1)
418,66781 +  12,4266 +  6,102 +  3,902; 2) —  +  — — —  +

7 6 9

+  —  (сурат ва махражда ани^ сонлар турибди); 3) 17,906—

— 6,5408; 4) 37,523 +  0,60 — 6,5408; 5) У~12 — у Т +  
+  У" 14; 6) 0 ,2 ]/^б0  — 5 ] / 7,08 +  0,4У"60 +  7 |/1 0  (илдиз 
ишоралари олдида турган сонлар аниц); 7) 78,064-16; 8) 
0,5442:9; 9) 7 |Л 7 -2 ] /8 " ;  _10) 4 ,964-24 ,5 -4 ]/8 6 ; 11) 
67,142:13; 12) 45:66,42; 13) 4 5 ,8 :6 ]Л 9 ; 14) 14:0,67-5—
— 0,18:2,4.

4д2Р
19. Ушбу а — ------ формуладан фойдаланиб, Ойнинг

Ер атрофида харакатидаги марказдан кочма кучшшнг тезла- 
нишини хисобланг, бунда км билан, Т  сутка билан ифо- 
да ^илинган булиб, я  =  3,14159 . . .  да 60,27г, г да 
да 6371 км, Т  да 27,32 сутка.

20. Ушбу 510 X =  —---- —  +  —---------— +  . . .  , С08 X —
7 1! 3 ! 5 ! 71

__ _1_
21 4! 6! ............

чексиз каторлардан фойдаланиб, зш0,8  ва созО.З ларни 
туртта ишончли ракамгача аниклик билан топинг.

21. х2 — 2х +  1§2 =  0 тенглама илдизларини туртта 
ишончли ракам билан олиш учун озод хад нечта ишончли 
ра^амга эга булиши керак?

1- ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ

1. х  аргументнинг А х  абсолют ёки Ьх нисбий хато ^ий- 
матлари маълум. у  =  /  (х) функция эга булиши мумкин бул­
ган А(^) ва б(у) хато чегараларини ^исобланг:

9



Вари­
ант А х бх К*)

Вари­
ант Ах 8х ]{х) •

1 1.2% - ( х +  1)3 — 2 14 0,002 У щ х ~
2 1 ,4% (х2 +  1)!(х —  1} 15 0,003 у
3 0 ,0 0 1 У ^ ^ л 16 1% С083:2х' . 

•!
4 0,002 — / 1 0 — х3 17 1%

Л
агс*§ ~

5 1% 1 ° § 1 /з (х +  1) 18 2% С08® 3*
Ч V?.

6 0,002 1 /(1 + * 3) 19 0 , 0 0 2 4дх

7 2 %
( \  

&1п[х + Т )
2 0 0 , 0 0 2 • &1п32х

8 0 ,0 0 1 — 2  СОЗ2 X 21 1% 4\егх

9
0 ,0 0 1

1,5% 2 .Ц У Т 2 2 2 % У ^ + 1 - У  6 = ^
10 1<г с о з  х 2 3

0 , 0 0 2
1% л-2—4х—45

31 0 ,0 0 1 а г с ! §  х 2 2 4 Зо&*3
12

13 0 , 0 0 2
1% 2*ех 

У  СОЗ X

2 5 2 % 1о 8 э ( * +  5)

2. $(х) функция кийматини 4 та ишончли ракамгача аниг -̂ 
лик билан олиш учун х  аргумент нечта ишончли ра^ам би­
лан олиниши кераклигини топинг:

Вариант /(*) Вариант /{*)

1 X8 ЗШ Л 14 У х  СОЗ X
2 л2 1п х 15 У х  з1п х
3 еХ 51ПХ 16 Г
4 е *  с о з * - 17 У х  с ‘§х
5 е* 18 * / з т  X
6 ех • с!§ х 19 х/сов X
7 1п 1§,х 2 0 х/1% х
8 1 п  с ( §  х 21 Х ./с{§  X
9 1пзш х 2 2 31П3 X

30 1п соз х 23 С058Л
11 х 3 1§ х 2 4 \&3Х
1 2 X3 с< §  X 2 5 с1 § 8.с
13 X2 ЗШ X

10



2 -б о б.. ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

Ивднзларни ажратиш, Ушбу
/(*)== О (I)

текгламани такрибий ечиш учун олдин унинг илдизк мав- 
жуд булган етарлича кичик оралик аникланади (илдиз аж- 
ратилади). К,уйидаги фикрлар илдиз ётган ораликни ажра- 
тишга ёрдам беради:

1) Агар /(х) узлуксиз функция [а, Ь] орали^нинг четки 
а ва Ь ну^таларида хар хил ишорали кийматларни 1̂ абул 
^илса» 'яъни

0 (2)
шарт бажарилса, у холда (1) тенглама шу ораливда хеч 
булмаса битта ^а^и^ий илдизга эга булади. Агар, бундан 
таш^ари, !(х)  шу ораликда монотон булса, яъни унда !'{х) 
хосила мавжуд ва ишораси узгармаса, шу оралиеда }(х) 
фак^ат битта илдизга эга булади. (2) тенгсизлик бажарилма- 
ган такдирда (1) тенглама [а, Ъ] ораликда ё илдизга эга 
эмас, ё жуфт сондаги илдизларга эга (бунга каррали илдиз- 
лар з$ам киради).

2) Агар /  (х) функция [а, Ь] ораликда аналитик (яъни шу 
оралщдаги х,ар кайси ну^та атрофида я^инлашувчи даражали 
цаторга ёйилса) ва (2) шарт бажарилса, (1) тенглама шу ора- 
лиеда то^ сондаги илдизларга эга булади.

3) .Ушбу

Р (х) =  а0 хп+  а1 +  . . . +  ап_ х х  +  ап=  О (3) 

алгебраик тенглама учун А  =  шах * Аг =  т а к  1^1
К Й С Л  «в I " 0 • к I вл I

булсин. У з^олда (3) тенгламанинг барча илдизлари г —
=  —-—  <  | х  | <  1 +  А =  Ц халка ичида ётади, г ва К сон- 

1 + ^ 1
лари тенгламанинг х+ мусбат, — Я ва —г сонлари эса х 
манфий илдизларининг куйи ва говори чегараси булад?:.

" л-1 ‘4) Л а г р а н ж  т е . о р е м а с и ;  Р ( х ) = У \ а 1Х = 0 тевг-
I =о

■ламанинг чапдан биринчи манфий коэффициента ак ва барча 
манфий коэффициентлари ичида абсолют киймат буйича знг 
каттаси В  булсин. У ^.олда бу тенглама мусбат илдизитшг 
юкорк чегараси

I I



5) Н ь ю т о н  т е о р е м а с и :  бирор х — с > 0  да Р  (х) куп- 
хад ва унинг барча Р' (х), Р" (х), . . . , Р (п> (х) хрсилалари 
номанфйй булеин. У хрлда Р(х) — 0 тенглама мусбат ил- 
дизларининг юк,ори чегараси х+ <  Р  =  с булади.

6) К  (х) =  а0 х п— а1 хп~1 +  а2хп~2 — . . . +  (— 1)" ап,

I  (х) =  ап х п 4- ап_ г х"~1 +  . . . +  ахх  +  а0, М  (х) =  ап хп —

—ап_ хх?~1 4- 1 ) па0 купхадлар х+ мусбат илдиз-
ларининг говори чегараси мос тартибда /?2, Р3 булеин.

IУ холда (3) тенглама учун —  <  <  К  ва — Р г <  х <
I *2

<    уринли булади.

7) Хар цандай хакгщий коэффициентам то^ даражали 
тенглама хеч б^лмаганда битта ^а^и^ий илдизга эгадир.

8) Д е к а р т  т е о р е м а с и :  (3) тенглама коэффициент- 
лари кетма-кетлигида ишора алмашиниши сони 1̂анча булса 
(бунда нолга тенг коэффициентлар эътиборга олинмайди), 
тенгламанинг шунча мусбат илдизи мавжуд ёки мусбат ил- 
дизлар сони ишора алмашишлар сонидан жуфт сонга кам.

9) Ш т у р м  т е о р е м а си: (3) тенглама каррали илдизга 
эга булмасин. Рх {х) орцали Р'(х) хосилани, Р2(х) орцали Р(х)  
ни Рг (х) га булишдан цоладиган колди^нинг тескари ишора 
билан олинганини, Р3 (х) ор^али Р г (х) ни Р2 (х) га булиш­
дан ^оладиган ^олдикнинг тескари ишора билан олинганини 
ва ш. у. белгилайлик ва бу жараённи то крлдикда Р к {х)=  
=  Рк =  сопз1 узгармас сон х,осил булгунича давом эттирай - 
лик. Р(х),  Р1(х),Р2(х), . . .  , Рк_ х(х), Рк Штурм кетма- 
кетлигига эга буламиз. Р(х)  нинг илдизларидан фар^ к;и- 
лувчи х  =  а  сонини олиб, унда Р (а), Рх (а), Р2 (а), • ■ • ,  Р* 
кийматлар кетма-кетлигида ишора алмашинишини аницлай- 
миз. У А  га тенг булеин. Худди шу каби х  — Ъ да кетма- 
кетликдаги ишора алмашиши В  булеин. У хрлда Р (х) =  О 
тенгламанинг (а; Ъ) интервалдаги барча хакиций илдизлари 
сони А —В  та булади.

1- м и с о л. Р(х) — х4 — 5л:2 +  8х—8 =  0 тенглама я д а  - 
ций илдизлари ётган чегара топилеин.

«о
булади.



Е ч и ш .  а0 = 3 ,  ап = — 8; 3-муло^аза буйича А  =  8, 
Аг =  1, г —0,5, К : 9. Тенгламанинг илдизлари (—9; —0,5) 
ав (0,5; 9) интервалларда ётади. Лагранж ёки Ньютон тео- 
ремаларига асосланиб, бу натижани аник рок бахолаш мум- 
кин. Ньютон теоремаси буйича: Р '(х ) =  4х3 — Юх +  8, 
Р"{х)=  12х3 — 10, Р " '(х ) =  24 х, Р 1У(х> =  24. Ихтиёрий 
с =  2 сонини оламиз. Унда Р  >  0, Р' >  0, Р" >  0 ,Р"' >  0, 
Р [У>  0, Демак, с =  2 —-мусбат илдизларнинг говори чегара­
си. Шунингдек, К  (х) — 0 тенглама мусбат илдизларининг 
ю^ори чегараси Р , — 3 булганидан 7- мулохаза буйича Р(х)== 
=  0 тенглама манфий илдизларининг куйи чегараси — —
— 3. Илдизлар (—3; 2) оралщда, аникроги эса олдин то- 
пилган натижа >̂ ам эътиборга олинса (— 3; — 0,5), (0,5; 2) 
интервалларда ётиши маълум булади. Энди илдизлар сони- 
ни ани^лайлик. Р  (х) куп^ад коэффидиентлари кетма-кет- 
лигида ишора уч марта алмашмокда: +  ------1---- Декарт те­
оремаси буйича тенглама учта ёки битта мусбат илдизга 
эга. Манфий илдизлар сонини билиш ма^садида тенглама- 
даги х  ни —х га алмаштирамиз: Р  (—х) =  х4'—5х2 +  8х—8. 
Бунда, ишора бир марта алмашади: Ч— - — —•. Бунга Кара­
ганда Р(— х) битта мусбат (демак, Р(х)  битта манфий) ил­
дизга эга. Шундай цклпб, (—3; — 0,5) ораливда берилган 
тенгламанинг битта манфий илдизи, (0,5; 2) ораливда зса 
битта ёки учта мусбат илдизи мавжуд. Зарур булса Штурм 
теоремасига мурожаат к;илиш мумкин. Чунки у илдизларни 
ажратиш масаласини туларок; ^ал ^илишга имкон беради:

Р(х) =  х1 — 5х2+ 8 х —8» Р ](х )= Р ,(х )= 4 х 3— 10х+8,
2х4— 10х2+  16х— 16 
2х4—5х2+ 4 х  

-5х2+  12х— 16,

2%3—5 х + 4

бундан Р2 (х) =  5х2— 1 2 х + 16.
Юх3—- 2 5 х + 2 0  
Юх3— 24х2+ 3 2 х

5х2— 12х+16
2 х + 4 ,8

24х2—5 7 х+ 20  
~24х2—57 ,6 х + 7 6 ,8

0,6х—56,8 ёки Зх—284, бундан Р 3 (х )= З х + 2 8 4 . 
Щу каби 15х2—3 6 х + 4 8  ни —Зх + 2 8 4  га булганда цолди^- 
да 133054 —  щлади, бундан Р4(х) =  — 133054-^ . Энди

3 о
ихтиёрий —3, —2,9, 0, 1,5 ва 2 сонларина олиб, улар да

13



Штурм функциялари кетма-кетлигида ишора цандай алмаши- 
нишини кузатамиз (жадвалга карай г):

X — 3 — 2 , 9 0 1 , 5 2

5 Щ П Р ( Х ) .■ +  й
___ _ „ _

+

5 1 8 П Р 1 ( Х ) — -------
+ + +

8 1 § п Р 2 ( . г ) + + + +
8 1 § п Р 3 ( л : ) 1 + + + - 1-

5 1 8 П Р 4 ( Х ) — — — —

И ш о р а  а л м а ш и н и ш л а р  с о п и 3 2 2 2 I

Жадвал устунларини солиштириб, (—3; —2,9) интервал- 
да тенгламанинг битта (манфий) илдизи, (1,5; 2) йнтервал- 
да битта (мусбат) илдизи борлигини анщлаймиз.

Хорнер схемасини кетма-кет куллащ йули билан Р п(х)=
=  а0 х п+ 'а 1хп~1 +  . . . +  ап _ 1  х + а п купхдц ва унинг 
Р\{х), Рп (х), . . . ^осилаларининг х==г\ нуктадагн з^иймат- 
ларини топиш: Рп (х) =  (х— г]) < 2 ^  (х) +  Яи  бунда (1,._х(х) =  
=  Ъо)хп~х+Ъ \ ) . . . +  Ьп- 1  — булинма, I?1 — цолдиц, 
Ф„_1 (*) =  Iх — л) 0-п- 2 М  +  ва ^оказо, (/ +  1) — кадамда 
С2п__! (х) ни (х -т]) га булганда <2пЧ(х )= (х— ц) (х)+ЪЦ.1,
^осил булеин. Натижада Р п (х), (2Л_ 1(4 , Яп__2{х), . . С^^х), 
()0 (х) куп^адлар коэффициентларидан тузилган учбурчак 
матрица ^осил булади:

о.0 а. . .

й 1 к . .  
. .

а п а• /1—2 п- 
# 0) п—2
ДО1) 6<°> ,2 ^л-1

^ 1 1 (5)

бунда

#  =  Ъа 1), 4 й =  Ь{1 4 +  Ь \-1 11 (I =  1, п --- / ,  ]== 0; /I),

ь 'г 1' г (г =  0, ?г). (6)
Куп^ад ва ^осила ^ийматлари куйидаги муносабатлардан 
ани^ланаДи:
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1 0 —5 8 —8
1 2 — 1 6 4
1 4 7 20
1 6 19
1 8

Рп (п) .= к >. П  (л) =  ^ .1  П . . . ■: П "3 (Л) =  «! (7)
2- м и с о л. Р4 (х) =  х4 — ох5 г  8л — 8 куяхад ва унинг 

Хосилаларининг х — 2 ну^тадаги кийматларикн топамиз. Б у­
нине учун (6) формулалардан фойдаланиб, (5) матрицани 
тузамиз ва (7) муносабатлар буйича Р(х)  ва хосилаларнинг 
х  — 2 дат  кийматларини 5дисоблаймиз;

Р.х(2) =  0! - 4 = 4 ,  
Р !{2) = 1! -20= 20, 
/ >” (2) = 2 ! • 19== 38, 
Р 4Ш (2)=3! -8 = 4 8 ,

1 Р ] у (2)=4! • 1 == 24.

Илднзларни топиш. Кесмани тенг иккига булиш усули. 
[(х) функция [а, Ъ} кесмада узлуксиз ва /(« )+ /(& ) <  0 шарт 
бажарилсин. / (х) =  0 тенгламанинг шу оралщда ётган 5 
илдизищ е ани^ликда топиш учун оралщ  тенг иккига бу- 
линадр ва с =  (а-\-Ь)/2 урта ну^та топилади. Агар /(с) =  0 
(ёки I /  (с )! <  е) булса, § =  с {ёки \  та с) булади ва масала 
з^ал. Агар [(с) Ф  0 (ёки | /  (с) ( >  е) булса, [а, с] ва [с, Ь] ора- 
ли^лардан кайсисшшнг чекка ну^таларида [ (х) функция ^ара- 
ма-карши ишорага эга булса, илдиз шу ораликда ётади. Унинг 
чекка ну^таларини аи Ъг билан белгилаймиз. Янги кесманинг 
Сд .урта ну^таси |  нинг е х ^ ^ —Ях)/2 ёки е3 < / ' (с3) ани^лкк- 
даги биринчи я^инлашишидан иборат. Энди [ах 6Х] кес-
ма тенг иккига булииади, с2=  (а9-'г Ь2)/2 ва / ( с а) топилади ва 
^оказо. п- ^адамда топилган кесма узунлиги Ьп— ап~ (Ь — а)/2п 
булади. Ушбу еп =  |х п — 1 | белгилашни киритайлик. У хол- 
да вп 8 <  0,5 еп (п =  1,2, . . . )  булади. Бунга каРзганда 
кесмани тенг иккига булиш усули биринчи тартибли тезлик 
билан як;инлаштирувчи услублар синфига киради.

Оддий итерация усули. ( (х) =  0 тенглама унга тенг куч- 
ли булган х =  ф {х) куринишга келтирилади; х0 бошлаиг-ич 
х  ^иймат (я'^инлашиш) танланади; кейинги хд+, я^инла- 
шишлар ушбу рекуррент формула буйича изланзди:

х п + 1  ~  Ф (х « ) *  п = =  0, 1 , 2 , .  . .  (8)

п-> - оо да { х п}  кетма-кетлик якинлашишииинг етарли шар- 
ти: Агар ф (х) функция 5  =  {х: 1 х  — х0 1 <  6} оралпкда

■ | ф (х^ - -  ф (х2) К  <71 хх — х2 1 (х1У х3б5, 0 <  <7 <  1) Лип­
шиц шартини ^аноатлантирса 83 |ф 0%) — хо 1 ^  (1 
тенгсизлик бажарилса, х =  ф (х) тенглама 5  ораликда ягона
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с ечимга эга булади ва (8) кетма-кетлик 1 га я^инлашадн. 
Агар ф (х) функция 5  ораликда ф' (х) узлуксиз хрсилага 
эга булса, етарлилик шарти

| ф ' (х) | <  <7 <  1 (9)
тенгсизлиги билан берилиши мумкин. Агар 5  ораликда 
ф' (х) >  0 булса, {хп} кетма-кетлик монотон узгаради, ф '(х)<
<  0 булса — тебранади. Итерация жараёнининг ечимга инти- 
лиши тсзлиги (услубнинг хатоси):

\ха— Е |<  \хп — ф (х0)|. (10)
] — д

Бунга Караганда оддий итерация услуби ^ам биринчи 
тарткбли тезлик билан якинлаштирувчи услублар синфига 
киради.

3-м и со  л. Ушбу х4 — 5х2 +  8х — 8 =  0 тенгламанинг 
илдизлари итерация услуби цулланилиб, е =  0,5 • 10~3 аиикг 
ликда топилсин.

Е ч и ш .  Тенглама илдизлари (— 3; —2,9) ва (1,5; 2) ора- 
ликларда ётади (1-мисол). Тенгламани турлича х =  ф (х) 
каноник куринишда ёзиш мумкин: х =  —х4 +  5х2 — 7 х + 8 , 
х =  (—■ х4 +  5х2 +  8)/8, х =  ] / ( х 4 +  8х — 8)/5 ва ^оказо. 
Уларнинг ичидан биз караётган оралик,ларда (9) шарт 
бажариладиганини олишимиз керак. Жумладан, (— 3; — 2,9) 
ораликда | ( —х4 +  5х2 +  8)/8)' | >  1, яъни итерация жараё- 
ни узоклашади, (1,5; 2) да эса оралик,нинг чап кисмидагина 
| ф' (х) | <  1 шарт бажарилади. Усулнинг куллаииш мумкин 
булган чегараларини аёнлаштириш максадида д =  0,75 бул

—2х3-\- 5хсин деб оламиз ва | ф' (х) | = < 0 , 7 5  тенгсизли-
4

— 1,8229; — 1], [—0,8229; 0, 8]гини тузамиз. Унинг ечими 
ва [1; 1,8229]лардан иборат. Бу оралик/гар ва илдизлар ёт- 
ган ораликларнинг умумий кисми [1,5; 1,8229] булади ва 
шу ораликка нисбатан итерация усулини куллаймиз. Бош- 
лангич я^иилашиш х0 =  1,7 булеин. г аникликка эришиш 
учун зарур буладиган итерация кадамлари сони п ни (10)
муносабатдан фойдаланиб аниклаймиз: —  ’7^ ~  1 ’7 • 0,75" <

1 — 0,75

<  0 ,5 -10~3 ёки 0,75" <  - - ,Г) !0 -0,25 «  0,002, бундан
0,0622 7

>  22. Дисоблашларни (8) муиосабат буйича ЭДМ да бажа-
риб, натижада х23=  1,7444102163572999 ни оламиз, ёки
курсатилган аншугаккача яхлитланса: х л : 1,744.

Вестгейн усули. Умуман ф (х) ни итерация жараёнини
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якинлаштирувчи кил по танлаш ёнгил иш эмас. Шу жихат- 
дан Вестгейн усули кулайро^: у ф'(х) нинг ихтиёрий кий- 
матида кулланилиши мумкин, | ф'(х) | <  1 да эса Вестгейн 
жараёни оддий итерация жараёнига иисбатан тезрок якинла- 
шади. Бу усулни куллашда олдин оддий итерация буйича 
х г =ц>(х0) топилади, сунг г0 =  х0, г1 =  х 1 деб олинади. 
Кейинги як^инлашишлар х п+х =  ф (гп) формула буйича кетма- 
кет топилади, бунда гп =  дгп_ х -Ь (1—д)хп ёки

г„ =  х„ — Ч(хя—  2„_л), 0 = 1,2, . . .  (11)

ва хар кадамда д нинг киймати хисоблаб туриладй:

9 »  (х п+1 ~  х п Ш *п+1 -  хп) +  ( г „ _ - 2 п)). (12)

4 -м и со  л. Вестгейн усули кулланилиб, х4— 5х2 +  8х —
— 8 =  0 тенгламанинг илдизлари е =  0,005 аншушкда то- 
пилсин.

Е ч и ш. х  =  (—х4 +  5х2 +  8)/'8 ва х0 =  1,7 булеин. х х 
ни оддий итерация буйича топамиз. Крлган хисоблашлар 
(11), (12) муносабатлар буйича бажарилади (жадвалга ка* 
ранг):

4 - м и с о л  Вестгейн усули

п •^+1 =  ф (гп ) 8 •? гп = хп ~
-<?(*„ —г„_  1)

0 1,7 1,7
! 3,7622375 1,7622375
2 1,73554241 0,30110195 1,7434977
3 I ,7448291 0,0094 0,33416474 1,7443842
4 1,7444106 —0,000642

4- кадамда | е | <  0,005 булмокда. х »  1,7444.
Ньютон усули (уринмалар усули). /  (х) — узлуксиз диф- 

ференциалланувчи функция в а / ( а ) / ( Ь ) < 0  булеин, яъни 
/ (ж) =  0 тенгламанинг илдизи |  ^ ( а , Ь )  булеин. х0 бошлан- 
рич киймат сифатида (а, Ъ) ораликнинг /  (х) /"  (х) >  0 бажа- 
риладиган чеккаси олинади. Кейинги якинлашишлар:

*»+! =  * « - / (* « ) / / '( * » ) .  / « ) ^ ° -  « =  0,1,2, . . . (13)

Агар {" (х) ^осила узлуксиз ва / '  ( |)  Ф 0 булса, у хщда 

& — ХП+1 =  Щ хп}) га эга буламиз, яъни
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Ньютон усули квадратик якинлашувчи усул. Усулнинг якин- 
лашиш шартлари (Л. Канторович теоремаси): [ (х) функция
{ (х —х0 | <  6} =  5  кесмада аницланган ва икки марта уз­
луксиз дифференциалланувчи булиб, куйидаги шартларни 
каноатлантирсин:

1) Г ( х о ) *  О, \(Г(х0) Г г \ < В ;
2) I /  (%<>) / / '  (х0) | <
3 ) \ р ( х )  ^ К , у - х ^ 5 ;  _______ _
4) к =  ВКг, <  1/2, а(Н) =  ((1 — /  1 — 2Н)1Н) <  6.
У  холда 5  кесмада }(х) = 0  тенгламанинг ечими мавжуд, ун- 

га кетма-кетлик якиклашади ва 11—х„| < ( 2/1)2'г_1г]/1| ~ 1,
п  =  1,2, . . . ба^олаш уринли. Агар булардан ташцари к <
<  1/2 булса, у холда [(х) = 0  тенглама [х  — х0| <  6 <С /** =  
=  ((1 + У  1 — Щ ц )/к  ораливда ягона ечимга эга булади.

/'(■О ларни хисоблаш кийин булган лолларда Ньютон 
усулининг

хп+\ =  хп — [(хп)!Г(х0) (п =  0,1,2, . . . )  (14)

модификациясидан фойдаланилади. |  илдиз р-каррали булган
такдирда

V  = хп - Р К хпУ П хп) (15)
усул кулланилади. Агар х0 бошланрич я^инлашиш но^улай 
танланганидан 1/(хп) |  кетма-кетликнинг монотон камайиши 
кузатилмаса,

хп+1 =  х п - ~ а Д х п)/[’(хп), п =  0 ,1,2, . . , (16)

модификацияланган усулдан фойдаланиш мумкин, бунда 
а п{0 <  а п <  1) купайтувчи | [(хпМ1) ]< | [(хг)  [ тенгсизлик бажа- 
риладиган килиб танланади. Купинча а п ни танлашда ора- 
ли^ни тенг иккига булиш усулидан фойдаланадилар: а (®> =  1 , 
а (1) _  1/2, == 1/ 22, . . . , =  1/21. Жумладан, а п =  аЩ 
да ю^орида курсатилган тенгсизлик бажарилсин. У холда 
кейинги здисоблашлар (16) формула буйича бажарилади.

Ватарлар усули. (13) формуладаги хрсиланинг урнига 
(/(*„),— 1{х’))/{хп — х') нисбат куйилиши билан хосил ^или- 
нади:

Хп+1 =  Хп —  (Ха ~  *')/(*,гУ(Я*„) — К х ')  )• (17)
Бунда х0 бошланрич я^инлашиш сифатида (а, Ь) ораликцинг 
/ ( * ) / " ( * ) <  0 бажариладиган чеккаси олинади, иккйнчи учи 
эса жойидан кузгалмайди (уни х' билан белгилаймиз).
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5 -ми со  л. Ньютон ва ватарлар усуллари кулланилиб, 
х4 — 5х2 ■+ 8х -  8 =  0 тенглама ечилсин.

Е ч и ш .  1) Тенгламанинг илдизлари (—3; —2,9) ва (1,5; 2) 
ораликларда ётганн аницланган эди (1-мисол). Биринчи 
оралицни карай лик. Бошланрич якинлашиш сифатида х0= —3 
ни олиш мумкин, чунки /( — Щ"{ — 3) >  0. ^исоблашларни 
(13) Ньютон формуласи буйича бажарамиз:

хп+1 =  *„ — }(хЖ ( хп)> Кхп) =  хп(хп (4  — 5) +  8) — 8, 
/ '(х я) =  2х„(2х’ - 5 )  +  8

п *п !(х п ) / ' ( * „  ) 8 =  1 Хп+ 1~ Х „  |

0 — 3 4 — 70
1 -2 ,9428571 0,1577676 —64,5168 0,0024454
2 —2,9404117 0,0002809 —64,287328 0,00044
3 —2,9404073 —0,0000045

Бу уринга келиб /(х) <  0 булиб колдики, бу I  устидан 
«сакраб» утилганини (/(х) графиги Ох уцини кесиб утганини) 
билдиради. Лекин бунга усул «айбли» эмас, балки микро- 
калькуляторнинг техник имконияти етишмай колгани сабаб- 
дир: у еттитагача унли рак;амларни курсата олиши туфай- 
ли, х3 нинг 10-8  ва кейинги хона ракамларини яхлитлаб 
ташлаган. Биз ^исоблашларни давом эттнриш максадида х3=  
=  — 2,9404074 деб оламиз:

3 —2,9404074 0,0000016 —64,286922 0

4 —2,9404074

Демак, — 2,9404074 <  I  <  — 2,9404073, ёки
— 2,940407.

2) / ( — 2,9)///( — 2,9) <  0, х* =  — 2,9. (17) ватарлар усу­
ли формуласи буйича:

, (*п -  *') • )х' = — з  — цузгалмас нуцта хя+1 == х„--------

п х п /(*„) 8 =  | хп+1 -  хп |

0 —2 ,9 —2,5219
1 —2,9386682 —0,1116625 —0,0386682
2 —2,9403338 —0,0047267 —0,0016656
3 —2,9404042 —0,0002041 —0,0000704
4 —2,9404072 —0,0000107 —0,000003
5 — 2,9404074 —0,0000016 —0,0000002
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I = — 2,940407,
3) Ньютон ва ватарлар усуллари биргаликда куллапил- 

ганида ватарнинг чап учи вазифасини хп лар бажариб бо 
ради;

Ньютон усули Ватарлар усули
п

хп /'(*« ) хп Я х п )

0 —3 4 —70 - 2 , 9 —2,5219
1 —2,9428571 0,1577676 —64,5168 —2,9403338 —0,0047267
2 —2,9404117 0,0002809 -6 4 ,2 8 7 3 2 8 —2,9404073 —0,0030045
3 —2,9404073 —2,9404073

ъ = —  2,9404073.

М А Ш К Л А Р

1. Ушбу Р{ х ) =  а0хп +  а{хп~ х +  . . . +  ап_ хх  +  ап =  0

тенгламанинг барча илдизлари (модуль буйича) ——^ —- <
ь  +  I а п  \

<  1 х | <  1 Ч— —  халка ичида ётишини исботланг, бунда Ь==
I &о I

=  шах { | а 0|, | ах|........... | ап_ х| }, с =  шах {) а , |.............| ап\ }.
2. х п — хп~ 1 — . . .  — х — 1 = 0  (я > 2 )  тенглама ягона 

|  <  2 мусбат илдизга эга булишини исботланг.
3. Мусбат коэффициентли Р(х) =  а0хп +  а 1хп—1+  . . .  + а п 

куп^аднинг барча илдизлари т < \ х \ < ,  М  куш тенгсизлик- 
ни каноатлантиришини курсатинг, бунда:

ак ак 
т  =  гшп ------- , М  =  шах --------.

1<  & < п  й*_1 1 < к<п ак_ х

4. Мусбат коэффициентли Р(х) =  а0хп +  а ххп~ х+  . .  .+ « „  
куп^ад учун куйидагиларнинг уринли булишини курсатинг:

а) агар а0 >  а, >  . . . >  ап булса, у ^олда Р(х) нинг 
барча илдизлари | х  | <  1 бирлик доирадан ташцарида ётади;

б) агар а0 <  а, <  . . . <  булса, у зфлда Р(х) нинг бар­
ча илдизлари ) х | <  1 бирлик дойра ичида ётади.

П
5. Р(х) =  купхадиинг барча илдизлари модул-

1=0
лари буйича 
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р +  т а х  —  
1 < а<« о0

дан ортмаслигини курсатинг.
П

6. Хацик(ий коэффициентли Р(х) а1хп~ 1 (ав> 0)  к ул-

дан ортмаслигини курсатинг, Сунда р — ихтиёрий мусбат сон, 
к — биринчи манфий коэффициентнинг номери, а  ̂— манфий 
коэффициентлар.

7. Р(х) кущ адни (х — а) (а  >  0) икки хадга булганда 
Хорнер схемасидаги Ь лар номанфий, Ь0 эса мусбат булеин: 
Ь0 =  а0 >  0, Ъ[ >  0(г =  1, п). У х,олда Р(х) нинг барча ил­
дизлари а  дан кичик булишини курсатинг.

8. Тенгламаларнинг хацнкий илдизлари ётган чегаралар- 
ни курсатинг ва хацик,ий илдизлари сонини топинг:

а) х 4— 35х3 +  380.x:2 — 1350л: +  1000 =  0; б) 2.x4— 7х3+  
+ 9 х 2 — 7 х + 2  =  0; в) х5+ 3 х 4 — 9х3 — 21х2— Юх — 2 4= 0;  
г) х5+ 4 х 4 — Юх3 — 65х2 — 86х — 24 =  0; д) Xе—6 х —1 = 0 .

9. /(х) =  V  7 — | / х 2— 4 х + 4 —х + 3 = 0  тенгламанинг ш \-  
рибий илдизи х =  4,9. Шу илдиз хатоси балолансин.

10. Риёсидднн Жамшид ал-Коший (Мирзо Улугбек ил- 
мий мактаби намояндаларидан бири, Самарцандда яшаб ижод 
этган, 1430 йилда вафот этган) х3 —  кх +  т =  0 куриниш- 
даги тенгламани ечиш учун уни

куринишга келтириб, узи тузган кетма-кет якинлашишлар 
усулини куллаган. Ал-Коший томонидан к — 45, т  =  
=  0,7850393433644006 да х=5Ш  1 °= 0 ,017452406437283571 
топилгани маълум. Усулнинг цисцача мо^ияти:

бошланрич яцинлашиш х0 =  0, биринчи яцинлашиш х, =  
=  т/к  булеин, / = 1 , 2 , . . .  учун цолган хнеоблашлар ушбу 
рекуррент формулалар буйича бажарилади:

! = 0
хдцнинг ^йк̂ икий илдизлари:

х —
т  +  х 3

к

д. =  (х) — х?_х)/к, х ;+, =  х 1 +  д1 +  д2 + . . . +  0;.
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(^исоблашлар то <  е булган га кадар давом эттирилади, 
бунда е олдиндан тайинланган хато катталиги.)

Ал-Коший усулини та^лил килинг, з т  1° кийматиии шу 
усулни цуллаб ва бевосита ЭХА'! ёки микрокалькулятор ёр- 
дами билан топиб, Ал-Коший топган натижа билан солиш- 
тиринг. Ал-Коший усулидан фойдаланиб, куйидаги тенгла- 
маларни ПМК. ёки ЭХ,М да ечшг:

а) х 3 — Зх +  1,888 =  0;
б) х3 — Зх  +  0,1046719131717587 =  0 (Козизода Румий 

тенгламаси);
в) х3 4- 5,8л: +  1,9170038 -= 0.
I ! .  Куйкда берилган тенгламаларнинг ха^икий илдизла- 

ридан бирортаси тенг иккига булиш, оддий итерация, Вест­
гейн, Ньютон ва модификацияланган Ньютон, ватарлар усул- 
ларини цулланиб топилсин:

5> * -  7—Г~й7 = 0'; 2> х - ( х +  1)#=  0; 3) х =  4 +  т У ^ И ;(* +  1) г х + 1
4) х  — 2 — У х  =  0; 5) х — - 1-  е~х =  0; 6) 4 — Зх —  1§х — 

=  0; 7) х2 = з т х  — 0,5; 8) х3 =  з т х ;  9) х — агс зт
4

10) х — 1 =  8- ^ ;  11) х2 =  1п (х +  1); [12) 1п х =  4 — х; 13)

=  ех +  2; 14) 2х =  4х; 15) х — 1 =  ™агс1ё  х; 16) х3 —

— х — 1 =  0; 17) х3 — 1,5 х2 + 0,58 х — 0 , 0 5 7 = 0 ;  18) 
х3 — 7х — 5 =  0; 19) х3 +  9х2 +  11х — 21 =  0; 20) х3 —
— 5х8 +  Зх +  1 =  0; 21) х3 +  7 х2 +  4х — 2 =  0; 22) 2х4 —
— 7х3 +  9х2 — 7х +  2 =  0; 23) 2х4 — 5х3 +  5х2 — 2 =  0; 24) 
2х4 — 9х3 — 2х3 +  4х — 1 =  0; 25) 0 ,1ех — з т 2х +  0,5 =  0, 
х € I — 5я, 5л]; 26) Зх — соз х — 1 = 0 ;  27) ех — 6х — 3 =  
=  0; 28) 1,4х — х =  0; 29) 2 х — 1,3* =  0; 30) (х — 1)3 +  
+  0 ,5 е г =  0; 31) ] / х  +  1 — 1/х =  0; 32) (х— I)2—0 ,5 ^  = 0 ; 
33) 5х — ех =  0; 34) Зх — е°'5х =  0; 35) 4 соз (2х -  45°) +  
+  12 5Ш2 (2х — 45°) — 11 =  0; 36) 4 з1п(3х—35с)+ 7соз2(2х—
— 37°)— 6,715589 =  0.

12. Ньютон усулидан фойдаланиб, а) /г-даражалн
П /--

х =  у  а (а >  0) илдизни хисоблаш; б) х =  1/а (а >  0) 
тескари микдорни хисоблаш; в) х .=  1Г \/а  (а >  0) 
кзадрат илдизнинг тескари кнймагини хисоблаш; г) 
х  = 1 а 1 + й 2 (а >  0); д) х =  1/ У  а (а +  1) (а >  0) кийматла-



рини такрибий хисоблаш учун рекуррент формула тузинг 
ва ундан фойдаланиб курсатилган функцияларнинг а =  
= 2 ,3 + 0 ,0 0 2  к (к=  0; 20) даги кийматлари жадвалини тузинг.

13. л-каррали х* илднз булган хол (/(х*) =  0, /'(х*) =  
=  0, . . .  , (х*)= 0, / (,1) (х*) Ф  0) учун Ньютон усули- 
нинг яцинлашиш тартибини аннцланг.

14. хп+1 =  хя -  Г М ’ 1 /  Ю  (я =  0, 1, 2, . . .)  Ньютон 
модификадиялангаи усулининг яцинлашиш тартибини аник,- 
ланг.

2- а ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ

1. Коэффициентлари 1-жадвалда курсатилган Р(х) — 
=  я0х4 +  агх3 +  а2х2 +  щ х  +  а4 купхдднинг Р  (4,82) цийма- 
ти Хорнер схемасидан фойдаланиб топилсин:

I - ж а д в а л

В
ер

иа
нт

«0 «1 0-2 а3 «4

1 8,54 11,2 3,82 0,44 —0,48
2 10,36 12,69 0,79 14,39 —0,94
3 — 12,78 14,35 17,1 - 1 ,3 4 — 3,72
4 15,65 17,58 21,7 - 2 ,7 8 3,54
5 — 11 ,2 5,08 — 3 .7 —3,65 4,09
6 — 10,75 - 3 0 ,2 —4,47 0,63 - 3 ,1 7
7 —3,79 — 4,74 32,8 9,75 —4,72
8 —4,8 — 2,54 —3,12 7,07 —3,11
9 —37,6 2,58 —3,89 5,82 - 6 ,6 4

10 - 4 ,7 7 —31,58 — 3.46 4,17 56,33
11 - 3 ,4 1 — 4,73 3,73 - 0 , 8 —2,03
12 —34,1 50,2 - 5 ,8 7 —7,02 ■ 4,43
13 12,04 -  3,51 —2,54 8,91 4,72
14 1,09 -  2,63 —3,81 —0,82 6,88
15 —23,2 35,03 —4,73 —5,95 0,76
16 2,89 9,85 14,15 5,38 7,24
17 4,45 2,91 —3,79 —6,75 —2,38
18 —4,79 5,38 —2,86 7,31 4,55
19 8,34 ■ 7,73 - 9 ,2 9 —4,53 5,79
20 —0,6 6,73 11.24 —3,45 - 3 .5 1
21 5,7 4,97 —4,07 12,3 —5,96
22 3,6 21 ,3 - 3 ,1 8 4,47 - 6 ,0 4
23 —3,86 12,4 4,8 5,14 —4,23
24 —4,81 3,67 —4,55 6,82 —3,66
25 —3,97 4,33 - 5 ,3 1 6,16 - 4 ,2 1
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2. Итерация усулидан фойдаланиб, у — ' / х т функциянинг 
х  =  а +  Ък даги кийматлари 10~4 гача аниклик билан то- 
пилсин (и, т, а, Ъ, к кийматлари 2-жадвалдан олинсин):

2- ж а д  в а л

В
ар

иа
нт

п т а Ь к

В
ар

иа
нт

п т а ь к

1 3 4 3,3 2 ,7 0; 15 14 9 10 2 ,7 —0,79 5; 25

2 5 3 —2,1 5 ,4 0; 16 15 10 3 24 —3,07 6;20

3 5 4 —3 ,5 0 ,7 0;20 16 3 5 —3 ,2 4 0; 15

4 4 3 - 5 , 4 6 ,2 0; 15 17 5 4 21 7 ,5 0; 12

5 6 5 - 3 , 6 —2 ,5 0; 15 18 5 6 —4 ,5 3 ,2 0; 12

6 -7 2 —4,1 - 5 , 9 0; 16 19 4 5 —3 ,5 9 ,6 0; 15

7 7 3 —4,8 —32 0; 15 20 6 5 - 4 , 3 - 4 , 8 0; 18

8 4 ■—4,01 —4,7 0; 15 21 .7 3 - 5 , 9 12,2 0;20

9 7 5 - 3 , 4 - 4 , 8 0; 20 22 7 4 —3,4 16,5 0; 18

10 •7 8 4 ,6 - 6 , 9 0; 18 23 7 5 --6 , 1 - 3 , 5 0; 10

11 9 2 21 - 5 , 4 0; 15 24 7 6 - 4 , 3 —7,03 0,16

12 9 . 4 - 3 ,7 9 - 4 , 6 0; 15 25 7 9 —3,6 —5 ,8 0; 18

13 9 7 — 16 —0 ,8 3; 18

3. / ( % ) = 0  тенгламанинг (3-жадвал) хщт\и& илдизлар 
сопи аниклансин ва улар ётган чегаралар ажратилсин, ора- 
ликни тенг иккига булиш, оддий итерация, Вестгейн, Нью­
тон ва ватарлар усуллари кулланилганида неча кадамдан 
сунг шу илдизларии 8 =  1-10“ 5 аникликда топиш мумкин- 
лиги хдгсоблансин ва улар шундай аникликда топилсин:



3- ж ад в а л

Вар. /(х) =  0 Вар. | !(Х =  0)

1 л3—1 ,5х2+ 0 ,5 8 х —0,057=0 14 х5—5х4—4х3 -г 20х-—
2 л3—2 ,5л:2—л;+2=0 —5х-)-25=0
3 л3 +  х2 — 4х — 4 =  0 15 х3—0 ,4 х + 0 ,08=0
4 х*— 4 x 3 + 5 , 5х2—З х + 0 ,3 = 0 16 х4+ х 3—6х2+20х—16=0
5 х«—7,99x3—24,10x2-Н 17 х5-(-! 1х4-!-!01х3-|-11хг-|-

+47 ,81x4-80 ,21= 0  
х4+ 2 ,83х3—4 , 5x2—64х— 
- 2 0 = 0

+  10=0
6 18 х44-47,89х3-(-797, Зх2-[- 

+ 5 3 4 9 х + 12300=0
7 х5—Зх3— 14х—8 = 0 19 х4+Ю х3—1=0
8 л5—х—0 ,2 = 0 20 хг,+  1 , 1х—1 = 0
9 х«+ 3 , 2x2—0,2163923=0 21 х4—4х3—40х2—56х—

10 х«—31,2 х + 2 5 ,8944=0 - 2 0 = 0
И х8—0,83x2+5,2х— 

—81,2868=0
22 х3-(-7,05х2—х— 

—-101,76=0
12 х4—0 ,79х—59,67=0 23 х4+ 7 , 18х3+ 8 , 244539=0
13 х5—8, 2х+2077,8273=0 24 х4+ 3х3—х + 6  = 0

25 —х3+ 1,51593=0

2 -ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ
[(х) — О трансцендент тенгламанинг [а, Ь] ораликда ётган 

илдизлари оралицни тенг иккига булиш усули, оддий ите­
рация ёки Вестгейн усули, Ньютон усули ёки унинг моди- 
фикацняларидан бири ёки ватарлар усули цулланилиб, е 
аникликда топилсин:

Ва­
риант /(х) =  0 [а, Ь\ 8

1 т / 1 Г  0.6*+ X _

г 2 0 ,3 6 +  х3
1 - ; 1] 1.1 о |5

2 е0,724̂ +0,1 — 2,83 !х =  0 [0 П .1-10-5

3 1 /Г % 0Л г_ X _ 0  

У 2 0,64 +  X х

[ - 1; 0] 1-10-5

4 й о , 8 6 6 * 4 - 0 , 3  _  5 , 3 4 х  =  о
[ 0 П 1 • 10—5

5 х3 +  5 1 п  х —  12х +  1 =  0 [0 П М О - ®

6 х — х +  0,268254 =  0 (0 я/2) 1  - 10—8
7 0,6*— 1п х — 1,2712108 = 0 [0 1] Ы 0~3
8 х3 +  4 51 п х +  3,847569 =  0 [ - -1; 01 1-10—6
9 ех — 6х +  0,8177154 =  0 [0 П ы о - 3

10 х — зш х— 0,0090795 =  0 [0 1] Ы 0~3
11 х2 +  4 зш х — 1,6280819 =  0 [0 П М О - 8
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давоми

Ва­
риант Их) =  О [«, Ь)

12 1 ,5 л — 2 * т *  + 0,15432 =  0 [0; 1] М О -.4
13 Зх  — соз х — 0,21134 =  0 [0; И 1-10—5
14 1 ,4х — х  —  2 ,16 .765=  0 [ -2 — П 1-10-'!,
35 1 ,7х х — 3,892647 =  0 [1; 21 1-10-*

16 0 , 1ех  — $ т 2* +  0 ,5  =  0 —я;
я  

~  2 м о~«

37 2х — 1 ,3х  =  0 [0; 10] М 0-®
18 (х— 1)3 +  0 ,7ех —  0,645669 =  0 10; П 1 -10- г
19 4х—0 , 5ех — 3,1399 =  0 [1; 2] 1-1-0-5
20 4х +  0 ,8ех — 7,4561 = 0 11; 21 1-10-5
21 3 ,4 х —  0,6«л' +  0,05284 =  0 10: 11 МО-5
22 —ОД* +  0,7ех —  0,95453 =  0 ( - 1;0] 1-10—4
23 Зх +  18 х — 6,30103 =  0 [1; 3] 1-10-5

24 1 ,5  $1 п {х—0,6) +  х — 2,047 =  0 кя
Т 1 -10 4

25 хз — 2, 8  +  2,5713 =  0 [—2; -1 ] I -10—5

3-0 о б. ЧИЗИК Л И ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШ 
Ушбу боб

°11 Х1 
а , 2 1  Х х

а п\ Х1 а п2 л 2

12 2 

22 Х 2 “ Ь

Хо +

+  аЫХп 1.П+1
й2п Хп а 2,п+1 ( 1)

а хпп п

тенгламалар
а п,п+ 1 

системасини ечишгакурмшшидаги чизикли 
баришланади.

Гаусснинг нсмаълумларни чикариш (компакт) усули.
Ту г | (I криш (берилган системани унга тенг кучли учбур- 
чак матрица ли скстемага келтириш ва номаълумларни йу- 
цотиш): 1) система козффициентларини жадвалнинг I кис- 
мига тулдирамиз;

2) хар ка йен сатр коэффициентлари йирнндисини 21 кон-
5

326 =  2  а2р 
/—1 ' 1=1

3) 1 =  1 биринчи сатр козффициентларини аи  ф  0 га 
булиб, Ьц — а ^ /а ц  натижаларни I нинг (в) сатрига .ёэамиз; 
/  =-■ 2; 6;

4) контрол: (в) сатр злементлари йирнндиси 1 +
( 2  устунида) Ьи  га тенг булиши керак: Ь}6— 1 + 2 & ];-;

26
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5) жадвалнинг II кисми: а^) =  ац— а ц Ь ^ ^  = 2 ,  3 ,4 ,  / =  
=  2; 8) коэффициентларни хисоблаймиз ва уларни жадвалга 
киритамиз;

6) контрол: V, устун элементлари уларга мос сатр Элемент-
5

лари йигиндисига тенг булиши керак: 2 а гУ (/=2 .3 ,4 );
/ 3

7) II нинг I =  2 сатр элементларини а  у/ га булиб, (Ь(1)) 
сатрга ёзамиз;

5
8) контрол (4-банддаги каби):6(2$ =  1 +  У]

9) III ^исм: а{?) =  а((Я> — ■Ь$  {I =  3,4; /  =  3, 4, 5);
5

10) контрол (6-банддаги каби): а ~  V  -(/ =  3, 4);

/_ 3  5
11) =  а(Э Ы ^  ва контрол (4—б.): Ь(326> = 1  +  2  Щ )ш'

/= 3
12) IV цисм: = 4 ; 6) ва контрол:

/= 4
Тескари юриш (х4, я3, х2, хг номаълумларни топиш):

1) Г к;исмга 3 ларни ёзамиз;
2) х4 =  а™/а$\
3) (6(2>) сатрдан: х3 =  ^  -х4,

(&<*>) сатрдан: х2 =  Ь(" —  Ь(2'> • х4 — Щ ■ %
(Ь) сатрдан х 1 =  &15 — 614 -%4—Ь13 ■ х3 — й12 • х 2;

4) контрол: 2  уступи элементлари, Яъни х1 лар уларга
мос х1 (I =  4, 3, 2, 1) лардан 1 та ортик булишлари керак; 
бунда x^ =  а436)/а44), х 3 =  Ь™ — &34 • *4, х2 == ^  ■ х4—

• х 3 Л' 1 = &15 —  ЬН ХА ^13 ■ Л3 —  й 12- х 2 .
Гаусс схемаси

Кием | аи  аС2 а 13
Озод з^ад 

а1ь

Контрол
1

2 2 '

I

1
2
3
4

а11 а 12 п13 а14
«21 «22 «23 «24 
«31 «32 «33 «34 
«11 «42 «43 «44

«15
«25
«35
«45

2 «1;( =  «1б) 
2^2 /(==^2б) 
2 а 3/-(= а36)
—а4;(— «4б)

(в) 1 Ь13 Ьы *15 ^16 =  «1(/«11 1 + 2 6 у  1— 2)5
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К и ем а п а 12 а 13 а и
О зо д  х а д К о н т р о л

1
а 1Ъ 2 | 2 '

II

2
3

4 '

п О )“22
М )
°32
М )
“ 42

п О )
23

а 0 )
“ зз
М )

43

< &

« ( |)°44

а ( , )■ “ 25

35
я*1-*“ 45

„ (О
26

“ 36
а П )
“ 46

2 4 У

2 4 ?  /= 2 7  
2 Х У

(в<’> I °23 °24 °2Ъ 4 б = 4 б /
д (1)“22 | + 2 4 ' ) . / =

=  3; 5

III

3
4

°33 “ 34
„ (2)44

Л2)
35 о(2)“ 36

о(2)46

у „ я
—  3/ : —о с 
V  „(2) 1 ~  ’ • :> 
^  “4/

(в<2)) 1 1® € 4 26>=
- 4 б / « з з

/ = 4 ,5

IV 4 “45 « в 2 « $  / = 4 ,5

1 х4 7л 4
I ' 3

I
I

*3
зс3

*1

^3
-*2
*1

Гаусс схемасидан фойдаланиб А х  — Ь (Л =  [а1-.]л .

Ь — ф {, . . . , Ьпу  , х  =  (хр . . . , х п)‘ , йе1 Л ^ О )  система 
детерминантини топиш:

йе! А  =  а и -а{Ц- . . .  (2)
Л-1 =  [х^]п тескари матрица™ топиш учун Л -Л -1 =

П
=  Е  муносабатдан хосил буладиган 2  °Чк хк> =  чизшуш

к—1
тенгламалар системалари .(Гаусс схемасида биргаликда) ечи-

лади, =  { о! =
1-м и сол .

| 2x1 +  4,2х2 +  1,6х3 — Зх4 =  3,2,
| — 0,4хх +  Зх2 — 2,4х3 =  — 1,6,
| 1.6Х*— 0,8х2 +  х3 — -х4 — — 1,
I X! — 2х2 — х3 +  1,5х4 == 0 

система ечилсин, Л-' 1 тескари матрица ва <МЛ топилсин. 
Хисоблашларни вергулдан кейин иккита унли ишора билан 
бажаринг.
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Ж  а в о б: да 3,97, х3 да 2,98, х2 да 1,99, л, да 1,01, 
йе1 А  =  2 • 3,84 ( — 2,53) -1,18 =  — 22,93,

А ~ 1 = >

0,28 —0,04 —0,06 0,51
0,34 —0,15 —0,64 0,27
0,38 —0,59 —0,79 0,25
0,53 —0,55 — 1,36 0,85,

К вадрат илдизлар усулини цуллаб симметрии матрица-
ли А х  — Ь (с]е! А Ф  0) чизи^ли алгебраик тенгламалар сис­
темасини ечишда А матрица А  =  Т*~ОГ куринишга келти- 
рилади, бунда Т* матрица Т  га кушма,

1̂1 Аг • • •  * , „ ! 1̂1 0 . . . 0

Г  =
0 2̂2 •

1• • г2л
0  =

0 ^22 • • . 0

0 0 . 0 0 . . пп

(1ц элементлар 4-1 га ёки — 1 га тенг, ё 1Х — з^ п й ц ,
0-11 |,

1ц =  - X , 1 =  2, п, /.
1̂1 ’$Л « „ - 2  « У '* ,

А=1
=  0, I <  /, >(3)

*//

ма

г— 1

а11 2  /̂ег А=1
Ч1

, * <  /, ва /й- — узаро к;уш- 
г-1

А  — х(а1ущий матрица ва унинг бош минорлари мусбат 
булган цолда В  =  Е  булиб, (3) формулалар куйидаги кури­
нишга келади:

Ч

I = к « „ , < „ =  /  - > •  "■ и  -  у 7 «/ - 2  <%,■
г-1 |  (3 ')

&=1

1и : / , ^  — бирлик матрица
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Берилган А х  =  Ь система унга эквивалент иккита учбур-
чак матрицали Т*В у  — Ъ, Т  х  =  у  системаларга ал машти- 
рилади, улардан аввал у  лар, сунг х  лар аншутнади:

к- 1
ь Ь к - ' Ъ  ЬкУ, <6

У к=  ■У1 = <11 1̂1 ’

Уп

5 = 1_______

<кк ^кк 
п

к =  2,11, (4)

<» У к-

хк 2  *к$ х$ 
5 = 6 + 1

*кк
н  2, . . .  , 1,

(г) устуннинг (жадвалга ^аранг) г элементлари
2х

к = п  — 1,

Г , . =
(и Лц 
к - 1

-  21 гь А а
5 —1______________

(кк^кк

(5)

(6) 

(6)

формулалар буйича ^исобланади. Бу ^ийматлар номаълум 
х { лар олдидаги коэффициентлар ва озод хаддар йиринди- 

сига тенг булиши керак. Охирги контрол: (5) формулалар- 
да У1 лар г1 ларга алмаштирилиб, х(- лар топилади, х,- =  
=  *(•+  1 булиши керак.

Квадрат илдизлар усули

% «42 «13 «Й
Озод

^адлар
Контрол 

2 | (г)

«11 “12 «13 «14 61 Е +  6 [ =  2!
т «21 «22 «23 «24 Ь2 2  «2/ +  *2 ~  2 3

«31 «32 «33 «34 Ь 3 2  а3/- +  63 =  2 3
«41 «42 «43 «44 Ь4 2  о1у- +  6[ =  2*

<12 Ч ъ <14 У1 2  <1/ “Г У [ Г1
И <22 <23 <24 У 2 2  <2/+^2 г 2

<33 3̂4 Уз 2  <з/ +  Уз гз
4̂4 Уь 2  <44 +  (/4

III *1 *з *4
X] *2 ■*2 Х4

3!
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2 - м и с о л. Симметрии матрицали ушбу 
2х± Зл'2 “}~ 4х3 х4 =  11,

— Зхх +  5х2 — хв +  2х4 =  —  6,
4 — л'2 -Ь х3 Зх4 =  1,

% +  2х2 +  Зх3 +  2х4 ~  1
системани квадрат илдизлар усули билан ечамиз. (32-бетга 
наранг).

О ралщ  хисоблашлардан намуналар:

Уг "= — 1 «22 0,707079
-------- =  1

22 1̂2'' 1 _  _  3 — ( — 2,121330)-10,606598
*12 0,707079

*/з — 3̂1 х4 16,689721/—4,503632* • 1,045160
> /‘33 7,550131*

Г3— /34 ̂ 4 28,743515*' — 4,503632*'- 2,042526

27,57838;

** =  -  —  =  ..............=  1 .аетовб,

7,550131* = 2 ,5 8 8 6 1 9 .
хг — — 1,477419.. х2 — — 2,167096, х4 =  1,045161. 

Текшириш (х1 лар учун топилган к,ийматлар берилган 
системага куйилади):
| 2хх — Зх2 +  4х3+ х ±  =  10,999969 (четланиш 0,0003%)

— Зхх +  5х> — х 3 +  2х4 =  —  6,000015 ( > 0,00025 % ) 
4х, — х2 +  х3 +  Зх4 — 0,999981 ( » 0,002%)
хг -г  2хг +  Зх3 +  2х4 =  0,999952 ( » 0,005%)

Итерация усули. Кулланилишида А  х  =  Ъ чнзикли тенг-
ламалар системаси (бунда А —  махсусмас матрица) х —Вх-\- с 
к}финишга келтирилади. Якинлашишлар

" > + !)  =  в %<4 + > )  (к =  0,1,2, . . .) (7)
"-V

рекуррент формулалар буйича изланади. Ихтиёрий хт бошлан- 
рич якинлашишда (7) оддий итерация усулииинг якинлаши- 
шн учун куйидаги шартлардан бирининг бажарилиши етарли:

П
1) \ Ш 1 <  1, бунда ||Я||, =  ш а х ^ | Ьф  В  =  !%]",

1 ' /  г:я /=1
ёки п

2) ЦВ||П< 1 ,  1!5Лп = ш а х 2 § / !. ■
1</<л 1=1
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Итерация усулининг хатосини бахолаш:
ЛВ||6+ 1

||х — х(к)|| 1-ЦВЦ -11Ф (8)

Зейдель усули. А х — Ь система А матрицасинк А = С + В  
куринишга келтирамиз, бунда

С —

Йц  0  . . 0 0  “ ~ 0 ^12 * • • ® 1,п—1 а \п

&22 • . . 0 0
, я =

0 о ' . ■ К 2 ,п -1  а 2,п

- а п \ а п2 • ■а п,п- 1 й п п _ _ 0 0 © О

Натижада система Сх =  — О х  +  Ь куринишга келади ва
С х (к+1) =  — О х (к)+  Ь итерациялар билан ечиладк. >\нсоб-
лашлар схемаси:

/ ^ \  Д0), . . . , х ^ )1—бошланрич якинлаши ш;

^к+1) =  А _ _  "V ^21 х[к)
"I ап  1

лг(К~Н) —;
2 а23

V  ( к + 1 )  — ____

Лк+1) — У  —  4 к) ,а»8 1 .-*■* а-гз 10,22 
1—1 

.  V

/=з
аи— У- х 'к
а ,7 >

/=1 

я—1

2 - ^ -  Х<А> 
аи 1 ’

/=/ -}-1

*<*+!> =
а=1 апп 1

Зейдель усулининг якинлашиш шарти:

т а х 'У
\ аи

: 1 ёки т а х 'Ч 1 — -
/ >яя1 й{!

1=1 Й4/ 1

< 1. ( 10)
‘ /=}./*»

3 - м и  со  л. Оддий итерация ва Зейдель усуллари ^улла- 
нилиб,

(а) 2хх + 3 ,5 х2 — 4,5х3 +  х4 =  3,
(б) х 1 — 2,5х2 — 4,5х3 +  х4 =  2,
(в) 10х, — 7х2 — х3 — 8х4 =  2,
(г) 10хх +  2х3 — х3 +  2х4 =  — 4

система 8 = 0 ,5  ■ 10_6 аншушкда ечилсин.
Е ч и ш .  Системами х /ларга нисбатан ечиб,



хг— — 1,75*2 +  2,25*г — 0 ,5 x 4 +  1,5, 
х2 — 0,4% — 1,8я3 +  0,4*4 +  1,8, 
х 5 — 10*! — 7*2 — 8*4 — 2,
* 4 == — 5*! — *8 +  0,5*3 — 2

куринишга келтирайлик. Ленин бу системага нисбатан ите­
рация жараёни, Зейдель жараёни хсам якинлашмайдй. Ш нки 
ЦВ11 , =  тах{4,5; 2,6; 25; 6,5} — 25 >  1, ||В||П =  шах {15,4; 
9,75; 4,55; 8,9} — 15,4 > 1 . Берилган система устида шун- 
дай айний алмаштиришлар бажарамизки, натижада 'досил 
буладиган янги системада |а^|>2|а^|(»*==1,2, . . ,,п) булсин.

Чунончи:

еки

(г) 10*!+ 2 * 2—*з+ 2 * 4= —4,
(а)—(б) * ] + 6*2=  1,
(а)+(б) 3*!+*2— 9*з+2*4= 5
(г)—(а)+ (б)—(в) *х—3*2— 10*4=7

*1= — 0,4— 0,2*2+ 0,1*3 — 0,2*4
*2=  -0—(1 — *]),
*3 =  (— 5 + 3 * т +  *2 +  2*4)/9,
* 4 =  —0,7  + 0 ,1 * 1 -—0,3*2.

Бу холла 1 1 ^ =  т а х  {0,5; 0,17; 0,67; 0,4} =  0 ,6 7 < 1 , ||В11и=  

= 0 ,6 1 < 1 . *(0>=(0,4; 1;—5/9;— 0,7) булсив. Хисоблашларни те 
х (к) ва яцинлашишлар 10~6 гача устма-уст тушгущга
давом эттирамиз:

3 - м и с о л  Одднй итерация усули

к 4 к> у(К)
а2 УМхз ГЫ  -•*4

0 —0,4 1 -0,5555555 —0.7
1 —0,3155555 0,16 —0,6444444 —о; 68
2 —0,3604444 0,2311111 —0,7940740 —0,7795555
3 —0,3697185 0,2258666 —0,8232592 —0,8053777
4 —0,3664237 0,2287703 —0,8326716 —0,8047318

18 —0,36773199 0,22795533 —0,8317289 -0,80515979
19 —0,36773200 0,22795533 -0,8317289 —0,80515980

Натижа: хг— — 0,367732, *8—0,227955, *а——0,831729, 
= — 0,805160.
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3- ми с о л Зейдель усули

к (к) 4 К) у(к)
х з

„ ( К )
ч

0 —0 ,4 1 —0,5555555 - 0 , 7
1 -0 ,51555555 0,25259258 —0,85489712 —0,8273333
2 -0 ,37 0 5 4 1 5 6 0,2284236 —0,83754086 —0,80558124
3 —0,36832256 0,22805376 —0,83200848 —0,80524839
4 —0,36776192 0,22796031 —0,83175803 —0,80516428
5 —0,367735 0,22795583 —0,83173086 —0,80516025
6 —0,36773221 0,22795536 —0,83172907 —0,80515983
7 —0,36773201 0,22795533 —0.83172893 —0,8051598

Натижа: % =  — 0,367732, х2= 0 ,227955, х3= —0,831729. 
х4= —0,805160.

М А Ш К Я А Р

ЗХМ учун стандарт программалардан фойдаланиб Гаусс
усули ва итерация усуллари ёрдамида А х — Ь чизшуш тенг- 
ламалар системалари ечилсин. Симметрии матрицали система 
^олида квадрат илдизлар усулидан хам фойдаланилсин. 
Гаусс усули цулланилганида йе! А  ва Л-1 тескари матрица 
^ам топилсин. Итерация усуллари ва Зейдель усули цулла- 
нилишидан олдин е =  10~3 аншушкка эришиш учун , зарур 
буладиган итерация кадамлари сони хисоблансин.

1) (х± +  Хо +  х3 =  — 2, 2)
I Х'1 х2 +  2а3 7,
[2% -г Зх2 х3 — 1,

4ху— 2х2 4- Зх3 — 4х4 = 1 4 ,  
2х^ 3х2 2л3 х 4 * * 1, 
х^ +  4х2 -(- 2х4 =  — 1,
2х, Ха 4;

3} 10хг — 2ха +  х3 — 9,
"I-  ЪХ% -- - Х3 == 8,

Ах1 +  2х2 +  Зх3 = 3 9 ;
5) (2х3 +  '5 = З х1,

| х1 +  бх2 +  4х3 == 10, 
[бх2 — 5хх +  2 =  0;

Ху +  Х2 +  Хд 6 ,

2хг +  х2— х3 =  1,

6)

7) 8)

Зх, х3 4,

3х! — 4х2 +  5х3 =  18, 
2хх +  4х2 — Зх3 — 26,

— 6х2 +  6х3 =  0; 
хг +  2х2 + х3 + 7 =  0, 

2хх+  х2 — х3— 1 =  0, 
[зхх— Х2+  2х2— 2 =  0;

Хг +  х2 +  х3 14,
X] +  х2 +  х4 =  10,
Хо +  х3 +  х4 =  15,
Хг +  х3 +  х4 =  12;



9) % +  Чхг — х3 +  2х4 =  10, 
3% — % +  2х3 4- 6х4 =  19, 
2 % +  8х2— Зх34  5х4 = 3 1 ,  
4л} 4  х2 — 12%— Зх4 =  40;

11) (2 ,8% 4-3,4х24 1 ,4 х 3= 
3,6^!— 1,8х24-2,9х3= 
4,2х14-5,2ха— 1,7х3=

10) (х^ 4" х3 х3 4- х4 —! 38, 
х, 4  Хо— х ,— % -  24, 
%- % 4  % х4 =  12, 
% х3 х3 4- х4 =  0;

12) р,7%  +  3,8х2+ 2 ,9 х 3= 1 ,7 , 
3 ,1х,4-3,4х24-2,8х3= 2 .1 , 

(б,2хг— 1 ,7х24-2 ,Зх3= 3,8;
13) /4,}х1+ 3 ,2 х а+ 2 ,9 х 3=  1,2, 14) 110,1X3,4 5 ,6X2+ 7,3X3=  10,8,.

16) |

12,9хх“гЗ , 1х2+ 3 ,1 х 3—3,1, 
|8,5% -Ь4,8ха4-5,8х3= 6 ,6 ;

15) |4,Зх14 '3 , 1х24 3 ,8 х 3=  1,8, 
]5,1х14 4 ,7 х 2+ 5 ,8 х 3= 6 ,7 ,
13,7%4-3,8х2— 2, 1х3= 4 ,3 ;

17) 4,2х14 3 ,5 х24 4 ,8 х 3= 7,6 , 18) ^5,4%—3,3х2+6,4х3 
10,6х14 3 ,4 х 2+ 1,7% =—0,34,
 ̂1,7хх4  2,4х2—2,5х3= 5 ,4 ;

19) (4,6% 4  2,7х2'—5,7х3= 4 , 8 ,  20) (6 ,8x1 
13,7%— 4 ,6 % + 2 ,9 % = 1 ,4 , 
[2,5х1+ 5 ,5 х 2+ 4 ,З х 3= 2 ,6 ;

4,8х1+ 6 ,1 х2+ 3 ,8 х3= 7 ,7 ,  
[5,1х,4 -6 ,7х24-2,2х3= 6 ,8 ; 
8,6х14 6 ,8 х 24 5 ,7 л у = 2 ,0 1 , 
4,8х1-Ь5, 1х2+ 3 ,7 х3=10,7 , 
3,9.%—3,1х24 4 ,8 х ,= —8,8;

= - 4 ,5  
|5 ,3 % —2,7%—2,3 % = 2 ,8 , 
[5,6%—З,4ха+ 5 ,6 х 3=  1,7;

3,7х2— 1 ,7 % = 2 ,9 ,
{4,4%— 3,6ха—7,7х3= —-34 
I -1 ,8% -+ 1 ,3% 43,5% —2,2;

21) '34,21 +  а — 3,42 3,57 '% -
Л = 3,31 31,49 +  а 2,52 , х = %

3,49 5,67 32,37 —- а х з
0,4; 3,23; ос; 6 ,8 9 )\сс =  0,15п, я =  0;15, Ь =  (- 

3- ЛАБОРА ТОРИЯ ИШИ

Хар ка йен вариантда А х =  Ь чизикли тенгламалар систе- 
маси берилган (1,2 ёки 3- мисол, п  нинг киймати курсатил- 
ган).

Т о !1 ш и р и к: 1) Гаусс усули ^улланилйб, система 
илдизлари е =  0,5 -10—ь аникликда топилсин; 2) с!е1Л хщ. 
шу г аншушк билан хисоблансин; 3) Л-1 тескари матрица 
тузилсин; 4) шу система оддий итерация ва Зейдель усул­
лари билан ^ам ечилсин.

1-м и со  л.

1 /к

а\ 2 1 СО . (—  1 )пп "  1 _
—  1 а%—  3 . . ■ ( - 1 Г  я II 1/2

—  1 2

СО1 • йя у п _
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2 -ми. со  л. 2 3/2 4/3. . . я/(п— 1) п
—% «2 0 0 1

<4 = 0 -си, а3 . . . 0 л = 1

0 0 0 . . . «я 1

3 • М И С О л. ~ 1  2 3 . . . п — 1 п.
— 1 О З . . . п— 1 п 2

Ап =
— 1 — 2 0 . . . 11— 1 п II 3

— 1 — 2 —3. . .  — п- Н 0 п

а = 2 1/к,
К  '

е =  0,5 X 
X 10~3

е = 0 , 5  X 
X 10- 5 ,

Вариант
№

Ми сол
Вириант

№

Мисол

, № п № п

1 1 11 14 1 16
2 2 1001 15 2 1010
3 . л3 101 18 3 ПО
4 1 ■ ■ 12 17 Г ■■ 17
5 2 1002 18 2 1011
6 3 102 19 3 111
7 1 13 20 1 18
8 2 1003 21 2 1012
9 3 103 22 3 112

1.0 1 14 23 1 19
11 2 1004 24 2 1013
12 3 104 25 3 113
13 1 15

4- боб, ЧИЗИКЛИ БУ Л МАГАН ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАЛАРИНИ ГАКРИБИЙ ЕЧИШ

Оддий итерация усули. Берилган ушбу

/1 (̂ 1> *'"2> • • ■> ^л) =
/2 (•*“}> • • Ч =  0»

/ л (*Ь • • •> хг) ~  0
тенгламалар системаси 
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(*1 =  ф |  (* 1 , Х-2, . . Х п) ,

Х 2  =  ф -2  ( х Х ) х2, . . х п),
...............................................

1Х „ = = Ф „  (Хи Хо, . . ., Хп)

каноник шаклга келтирилади. Сунг х<е) — (х <1°), х р , . . х(°) 
бошланрич якинлашишлар танланадм, кейинги я^инлашиш- 
лар эса

Ак+>) =  Ф1 (х\кК х р , . . х%>,
4 + »  =  ф 2 (* < * > ,  Х р , х%>),

| х(А+1) =  фп (х(к)} х^)1 ( х (к)

формулалар буйнча изланади. Агар ф4- ( / =  1, я) функциялар 

; б сохада ани^ланган, узлуксиз дифферен­т а х  | х
I

„(О),

циалланувчи ва

т а х
1 < ! < п ГУ0><6

1 д ф; 
! дх]

<  1 (4)шах
Ч|х —"X о

тенгсизликларни каноатлантирса, хамда (х)0), 4 0)> . . - ,х <п0̂  
бошлангич якинлашишлар учун | ^ с>—<р,- (х\°\ х р ,  . .

(I — / ,  я), -  г‘ <  б шартлар бажарилса, (2) тенгламалар
* Цт

сйстемаси шу сохада ягона \  — ( |х, с2, . . ., 1п) ечимга эга 
булади ва (3) кетма- кетликлар бу ечимга интилади ва ин- 
тилиш тез лиги

%  —  х(р\ <
1 — Ят

тенгснзликлар билан бахрла- 
нади. ц нинг киймати т  масо- 
фада (кубик масофада, норма- 
да) хисобланади. У 5 (октаэд- 
рик) ёки I (сферик) масофада 
з а̂м берилинш мумкин ([7],
53 — 54- бетлар).

4 - м и с о л .  ([7], 5 5 -бет).
/х (х , у) =  2х2 —  х  (у +  5) +
-Ь 1 — 0, /г {х, у) — х  -)-31§х
— у 2 =  0 системанинг мусбат 
нлдизлари е =  0,5 • 10~4 аник- 
ликда топилеин.

дпт (1— 1, п) (5)
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Е ч и ш .  Системанинг илдизларини график ёрдамэда та^- 
рибан ани^лаймиз. Э)\М куйидаги натижани беради (1-чизма), 
программа ва чизмадан куринишича шу илдиз 3,4 <  х  < 3 ,6 ,
2,1 <  у  <  2,3 тугри туртбурчак'ичида ётади. (х0, у 0) бош- 
лаырич я^инлашйш сифатида (3,5; 2,2) нуктани оламиз. Сис­
темами каноник шаклга келгирамиз:

х  =  У  О,5 (х ( у + 5)— 1) =  фх (х, у), 

у  — У  х  +  31§лг =  ф2 (х, у).

Энди {|х — 3,5| <  0,1, (у — 2,2| <  0,1} сохада (4) шартнинр 
бажарилишюи текширамиз (М  =  0 ,43429— утиш модули):

_3ф_1 _  . у + 1 

дх 4 У  0,5(х(у+5)— 1)’

д ф !_ ________ х_________

дУ 4 У  0 ,5 (х  ((/-(-5)— I)

1 + т
д  <Ря

дх 2 У  *-Ь31§ж

<  0,54, шах
я. У

ду
0; т а х

X, у
3ф1

3ф1
ду

дх

з.буТ

т а х

шах
X, у

дх

дх

+

1 +
4 V"3,4 (2,14-5)— 1
зм

(2,3 +  5) У 2 

4 У 3,4 (2,14-5)— 1

0,27,

-<

3,4

2 У з , 44-31 §3,4
г!< 0 ,2 7 , ^ _ 2 = 0 ;

ду
< 0 , 8 1 ,  т а х <ЭфЛ

дх  I
+

ду 

д ф2 0,27.

Демак, <7 =  0 , 8 1 < 1 .  Итерация жараёни я^инлашади. 
Кетма-кет я^инлашишларни хк+1 =  У 0,5 (хк (ук4-5)— 1) ва 
Ук + 1 =  У Х к 4- 31§'А'А {к =  0 , 1 , 2 ,  . . . )  формулалар буйича 
^исоблаймиз:

4- М И С О Л Оддий итерация

к X У к X У

0 3,5 2,2 4 3,48580 2,26084
1. 3,47851 2,26544 5 ■ 3,48639 2,26113
2 3,48374 2,25891 6 3,48677 2,26131
3 3,48483 2,26050



Жазоб: х  =  3,4866 ±  0,2-10 4, у  — 2,2612 ±  0 ,1 • 10 4. 
Ньютон у су ли. Ушбу

/,- (хк, х г, . . х п) — 0 ({ =  1, п) ёки /  (х) =  0 (6)

чизик л и булмаган тенглама ечимининг бирор х (т)—( х Т \  х(Г }>
. . . , х%п я^инлашиши топилган булсин. Аник; ечим х  =
=  х ("1) +  &<т) куринишда ёзилиши мумкин, бунда е(т)=  (е{т>, 
е(2т), . . . , е<"г)) тузатма (такрибий илдиз Хатоси). Агар

/  (х) функция х  ва х {пг) ни уз ичига олган бирор ^аварикг 
сохада узлуксиз дифференциалланувчи булса, у з^олда
/  (л:(т).4 -е (/п>) =  0 тенгламани е вектор даражалари буйича
ёйиб (ва бунда чизик ли хадлар билан чегараланиб),/(х("° )+
+  }х (х(,п>) Е<т) — 0 чизикли тенгламани оламиз, ундаги
/ '  (х [т)) хрсила Д, функциялар системасининг

/  (х{п)) Якоби матрицасини ташкил килади (да ран г; [5]):

д к д й
дх2 дхп

% дЪ д к
дхг дх2 дхп

д[п_ д!п дА _
дх1 дх3 дхп

/  ( х {т) матрица хосмас деб фараз кшшнган ^олда (е!я,) =
=  — 1~х (х(т)) /  (х{т)), нихрят, е(ш) =  / т+1)—  х (т) булгани 
учун ушбу

1 (т+1) =Гх(т)— Г 1 (х(т>) 7  5 <т)) (т =  0, 1, 2, . . .) (7)

рекурренг формулани хрсил ^иламиз. * <0) бошланрич я^ин- 
лашиш сифатида изланаётган илдизнинг бирор дагал ^ийматн 
олиниши мумкин.

(7 (х, у) = 0 ,
Хусусан, иккинчи тартибли |  ^  у) — 0 системани Нью­

тон усули буйича ечиш учун хп+1 =  хп — А пИ п, ' у п+1 =  г/, —
— формулалардан фойдаланамиз, бунда
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А д  =  I /л- (*!.• Уп) /' (** Уп)
’ Л \8 'х  (*„, Уп) §  (Хп , Уп)

I  (*„. Уп) Г„ (хп> Уп)
8  (х„, Уп) Щ (*„. Уп)

К  (хп, хп) Гу (хп, у п)
ё х К  Уп) ёу (хп, у п)

5-м и с о л.

| /  (х > У) — а,2У2 — 2х3 — 5(/3 — 2,401 
(х, у) — х* — 8у +  3,474 =  0

0.

система ечими е ; 
Е ч и ш. / ' =

= 10 2 аникликда топилсин.
2 ху2 — 6л:2, / '  =  2х*у — 15(/2, =  4л:3, 

Яд —■ — 8. Бошланрич якинлашиш сифатида (0,8; 0,5) ни ола- 
миз. Кейинги [хисоблашлар натижалари к>уйидаги жадвалда 
жойлаштирилган:

5- м и с о л Ньштон усулм

Уп

’ п

ёп «и В„

0,8
0 ,5

-0,0259999
-0,1164001

-3 ,44
-3,11

2,0479997 -0,154004
0,4536699

33,889279

0,8045443
0,4866136

0,0228683
0,0000794

-3,502729
-2,921927

2,0830985 —0,1827144 <34 
—0,04791504:

108493

0,810901)6
0,48801898

0,017864
0,0022413

-3,5591124
-2,9306218

2,1328662 ■0,1363436 34,723523 
—0,0460786

0,81482765
0,49069052

0,0000608
0,0013111

М А Ш К Л А Р

1. 1\уйидаги чизшуш булмаган тенгламалар системалари 
итерация усулини кулланиб, е =  1 ■ 10—3 аникликда ечил- 
син:

1) (л:2 4- у2 =  1, х >  0, х  >  0, 2) Iх* +  2У2 =  1,
(зш (х +  у) —  1,6л: =  0; ' (*§.(*«/ +  0,1) =

3) + 1 / = \ ,  4) (0 ,9х2 +  2у2 =  1,
(соз (х 4- у) — 1,2л: =  0,2; |{§ (ху +  0,3) =  л:2;

5) (0,8х2 +  2у2 =  1, 6) (х* +  у * =  1,

= л:2; |,81п (х у) — 1,5л: == 0,1;
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7) |0 ,9х2 +  2у2 =  I, 8} (0,8х2 +  2у* =  1.
( х у +  0,2) =  х2; и §  (ху +  0,4) =  х2;

9) |х 2 +  у2 =  1, 10) ]0,5х2 +  2у2 =  1,
■ (зш (х +  у) =  у  — 0 ,1; 4  0,1) =  х2;

11) |0 ,9х2 +  2(/2 — 1, 12) |х 2 +  у2 = 1 ,
1 {оху — х2; [соз (х +  у) — 1,2х =  0.

2. Куйидаги системалар Ньютон усули кулланнлиб, е =  
=  0,001 аниклик билан ечилсин:

1) (х7— 5x^*4-11,321303=0, 2) [(ху)*— Зх3- 6 г / 3+ 1 7 ,2 5 = 0 , 
1у5 — Зх*у — 3,642436=0; 1.x4 — 9у — 2,5 =  0;

3) (Зх2—ху— у2+.4х—Зг/4- 4) Гз{п ( 0 , 7 x 4 - у 2) +  х2 —  
Ч-1,52=0, | — г/2 — 0 ,8060918= 0 ,

[у соз у + х — 1,234829=0; (25х2 — у2 — 9,615 =  0;

5) ( е ^ —х ^ + у  =  1,7676106,, 6) 
Цх 4" 0 ,о)3 4" у 2 ~  3,234;

&1П (х 4- 2у) — ху  =
— 0,70201589,

.х* — г/2 =  — 0,5376;

7) Гзш(х—г/)+ 2 ,З х = 4 ,9256629, 8) |'ОХ~ 6У +201^ 4 1 6 = 0 ,
| га 1_,,2 =  с ся «418«. 2 x 4 - У — 101®/—

+  У 5,0864188, 1—0,834224 =  0;

9) 'зш (х — 2,2у) — ху  +
4- 4,6754632 =  0, Ю) (Ч§ ( у - х ) + х у = ~ 9 , 1310061

-у24 1,7142858=0; ^  +  У* =  18,32>
л»

1,75

3. х  =  (хд, х2, . . х , /  векторнинг ||х|[— т а х |х .|, ||х||2—

=  1̂ 11 “Ь !х21 ~Ь ■ • • 4* |ХЛ(, ||х||з =  ||х || = } /Г |х 1|2+ | х 2?| + .  . - 4 |х п| -
иормаси куйидаги тенгсизликларни ^аноатланткршдини кур- 
сатинг;

а) | |а'!!л <  1| х || 2<  я  || х || (, б) !|Х|!г < | ! х | | 3< ] / " я  ||х||15 
- 4

в) Л " | |Х||2 <  | Й з <  Й « .
п

4. Лк >  0, к =  \ ,п  булсин. 1) шах (йк ]хй1), 2) V  Ак |хй|,
1<&<я 1
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3) у  2  йк | хк |2 лар х  векторнинг’нормаси булйши нсбот- 
а=]

лансин.
5. 1) М (А.) =  п  т а х  (д..) сони А  матрицанинг нормаси

\<л 1 
1<п

булиши, 2) т а х  \а^\ сони А  матрицанинг нормаси булсш-
/< п

 ̂ ■■ У —V- )
маслиги, 3) М (А) норма х  векторнинг ||х1|т, ||х||2, !|х|13 нор- 
малари билан мослангани исботлансин.

'
6. N  (Л) =  ~|/ 2 ,  К/12 сони А матрицанинг нормаси

I ,/= 1
булиши исботлансин.

П
7. 1) ЦЛЛ =  т а х  У  |яу  норманинг Цх^ нормага буйсу-

!<1<п '/=1
л

ниши, 2) ||Л)|2 =  т а х  V  (аУ норманинг ||х||2 нормага буйсу-
\<Т<п •“1=1

ниши исботлансин. -
8. К,уйидаги тенгсизликлар исботлансин:

1) п ~ ]7М(Л)<||Л|(й<М (Л ) (к= 1, 2, 3); 2) п-“ 1/И(Л)<Л/(Л)< М(Л)
3) п ~ 1/2М (Л) <  ||Л||3<Л/ (Л); 4) п ~ 1,2Ы (А) ^|(ЛЛй̂ : й 1/2 А/(Л)
(й =  1; 2); 5) я 7 ^ |И ||,< '| |Л |(4< п ‘/2 ||Л||3 (к~1;  2); 6 ) л - 1||Л|(1̂
<  ЦЛ||2 <  п  ЦЛЦ,.

4 - ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ

Вариантда курсатилган чизшуш булмаган тенгламалар 
системаси ^ам оддий итерация у сули х,амда Ньютон усу ли 
билан & =  0,001 аникликда ечилсин (мисол №  ва параметр-, 
лар жадвалда курсатилган):

1 -м ис о л .  Г81 п (х + а )- \ -$ у = у ,  2-ми с о л . |соз(х -|-а )+ 18у--=,у.
|ах+ 6соз (у+ с)= й. \ах+Ьсо5 (у-\-с)^с1.

3 - м и с о л .  |!§  ( х + а ) 4 -$у=у,  4 - м и с о л .  |зш  (х + а )+ Р у = а , 
|а х + Ь з т  (у+ с) = й .  1ах+&зш {у^-с)=й.



чо 5о.<3
а

оК <-01 а Р V а Ь с а
а .га
в

о
а Р V а Ь с а

I 1 ' [ — 1 1,2 2 1 0 2 14 4 - 1 1 1,5
1

1 1 1
2

|
2 2

1
— I 1 0 ,5 1 —  3 0 3 15 4 I — 1 2 1 03 0 2 1 — 1 0 ,7

1
16 2 - 1 1 0 ,8 1 04 3 0 1 1,5 2 — 1 -0 ,5 17 3 1 1 2 — 1 I 0 ' 95 1 0 ,5 — 1 1 1 1 —2 0 - 18 4 0 ,5 — 1 —  1 1 0

1
0,8  
1,2 
1,3 
1,2

1

6 3 0 ,5 1 0 ,8 —2 1 0 1,6 19 2 1 0,7  
—  1

1 0 ,3
17 4 — I 1,3 1 — 1 1 0 ,8;20 3 1 2 3 0 ,8

0 ,2
0 ,3

0

8 1 0 1 -0 ,4 2 — ! 1 0 21 4 0 ,4 —  1 1 — 1 1
9 1

1
0 “ 2 1 — 1 1 0 ,5 2 22 2 -0 ,4 1 — 1 0 ,5

110 2
1

— 1 
0

1 1,5 1 —2 0 ,5 23 3 0 ,5
1

1 2 I 0 ,7
211 1 — 1 1,2 

0 ,5  
2

2 1 0 2 24 4 —  1 0 ,8 0 ,3 1. о
12
13

2
3

1
2

1
1 1

0 
— 1

3
0 ,7

25 2 0 1 1,2 0 ,8 2 0 ,3 1,2

5 б о б .  МАТРИЦАЛАРНИНГ ХОС СОН ВА ХОС 
ВЕКТОРЛАРИНИ ДИСОБЛАШ

Нолдан фаркли х  вектор учун 

А х  =  Хх

теш лик бажарилсин. Ундаги X сони А квадрат матрицанинг 
х о с - с о н и  ёки х а р а к т е р и с т и к  с о н и ,  ~х вектор А  мат­
рицанинг к  га мое х о с  в е к  т о р и  (ум'уман, а х  .^амЛ нинг 
хос векгори, бунда а-ихтиёрий сон). А  матрицанинг барча 
хос сонлари туплами А матрицанинг с п е к т р  и, хос сон- 
лар модулларининг максимуми А матрицанинг р (А) с п е к -  
т р а л  р а д и у с и ,

«11—X а.2 ■ а1 п
О  (1)=с1е1 (Л— Щ  = «21 «22~ • ■■ а гп =  0 (2)

ап1 ап2 .. ■ а пп ^

А матрицанинг а с р и й  ёки х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а -  
м а с и ,  (2) тенгламанииг чаи ^исмидан иборат

Ф (I) =  с1е! (Л -  % Е) =  (— 1),г( Г  -  р Х ~ 1—

—  —  (3)



п- даражали купхда, А матрицанинг х а р а к т е р и с т и к  к у п -
5^3 Д  И,

Р  (к) =  Xя -  р х -  р2 к » - 2 - . . . ~ р п (4)

эса А  матрицанинг хос купз^адидир. Хос сонлар ва хос век- 
торларни топиш учун: 1) Р (Я) тузилади, 2) Р (к) =  0 тенг- 
ламадан барча к 1 (1 — 1,/г) хос сонлар топилади, 3) ушбу

(А — к1 Е) х  '■ (5)

бир жинсли тенгламалар системасидан х  хос векторлар аник- 
ланади.

(4) кущ аднинг р{ к^и и ц и ен тл ар и  А матрицанинг (— I)1-5 
ишора билан олинган г-тартибли диагонал минорлар й и р и н -  
дисига тенг:

р! = 2  а1р/=1
Ра У ап

% кк

Рз V
]<к<1

аН а1Ь а)1
%  а
ац %

кк ак1 1 
о и  \

Рп ( - 1 У
я**1 А.

Бу тенгликлардан кам фойдаланадилар: п  нинг катта ^ий- 
матларида хисоблашлар орирлашади. Амалда эса аник, (тур- 
ри) усуллар ва итерациои усуллардан фойдаланилади. Ани^ 
усуллар цулланилганда олдин р1 коэффициентлар топилади, 
сунг Р  (к) купхад тузилиб, унинг илдизлари (к{ лар) ва

кейин х  лар аншуганади. Итерацион усуллардан характерис­
тик купхад тузиб утирилмай, турридан-турри хос сонлар 
ва хос векторлар бир вактнинг узида топилади. Аник4 усул­
лар хос сонларнинг зркмасини топишга (муаммони тулик 
з^ал ^илишга), итерацион усуллар эса битта ёки бир нечта 
хос сон ва хос векторни топишга (муаммони кисман з^ал 
^илишга) имкон беради. Дисоблашларда

+  Я2 +  . . ,  +  кп =  а п  +  а2о + . . .  +  апп ■ 

1 .  • К  • . . .  • (6)
тенгликлардан кенг фойдаланадилар.

А.Н. Крилов, усули. 1) Нолдан фаркли ихтиёрий



(%» со2 , • ■ ■ ’ с опУ вектор танланади, долган с(1) {1=  1 ,п)
векторлар с 
ани^ланади; 

2) Ушбу

 ̂А1 с(0) ёки с{1)— А с(ь 1) муносабат буйича

Р уСп- \ , \  +  Р?Сп - 2,1 +  • • • +  РпС01 =  С„1- 
Р1Сп - 1,2 +  Р ^п -2 ,2  • +  Р„С02 =  Сп2'

Р уСп- \ , п +  РгСп-2 ,п  +  • ' • +  РпС0п =  С,т

(7)

система тузилади ва ундан р-ь лар анщланади; 3) (3) харак­
теристик купхад тузилади ва ундан хос сонлар аннкла- 
нади, 4) хос векторлар аникланади:

? ’> =  рп ски> +  (3/2 с{4 +  . ,  . +  р( 1) _(т—1)

бунда

Р * т =  -1-
Ре,т-1 =  Рх*
Р(,т—2 ' /̂ 1 Рз»ь ,/72—2

Л = ^ Г 1ь- л # 12:-

1-м и со  л ([7]. 166-бет). Ушбу

, т - < л ,  (8)

(9)

т —Г.

"5 30 — 48"
А =  з  и . — 24 

^3 15 — 25]
матрицанинг хос сонлари ва хос векторларини топамиз. 

Е ч и ш .  1) с<0) =  (1, 0, 0)' булсин. (6) муносабатга асо*
сан:

5 30 -— 48 '1  ' ■ 5
> = 3 14 -- 2 4 0 = 3

3 15 -— 25 _ 0 _3

” — 29" 125
= - 3 5 , с(3)= Л  с('* = 63

. - 1 5 . 63 _
2) (7) система:
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| — 2 9рх +  5/?2 +  р3 =  125,
| — 15/?! +  3 /?2 =  63,
1 -  15/?х +  3 рг =  63.

Иккинчи ва учинчи тенгламаларнинг бир хил булаётгани
олдинги с(0), с{1), с(2) векторлар чизшуш борланганлигини бил-
диради. Системани шу векторларнинг чизицли комбинация-

(5/?! +  /?2 =  — 29, 
сида тузамиз: ^  бундан ру — — 5, —4;

Ф (Я,) =  Я2 +  5 Я +  4, Яг =  — 4, Я2 =  — 1; (6) муносабатга 
кура Я, =  5 +  14 — 25 +  4 +  1 =  — 1. ва Я2 та мое бул-
ган х(1) ва х(2) хос векторларни тойамиз (х{3) ни топиш учун
с №) бошкача танланиши керак), т — 2 булганидан р12 =  1,

■̂х — р 1 ~  — 4 +  5 —- 1, Р2а — 1» Ра1=

+  5 =  4, шунга кура х(1> =  |$ц  с|0)+  р12 с(1) -

%. Рал с<0) +  Раз с — 4
- >(!)"21  ”

12 , 1 (2>=
12

Леверье усули. К^уйидаги 
$1 =  Ях +  Я2 +

п
=  1- 0 + 4

0 |
Г 5” Г9 '

3 =  3
_3 _ [ з

1 +
5”

• ■ • "Ь — $Р*4» 

^ я *  +  х * ; ^ . . . . ^  =  5 р л \

Л/е= Л й—! Л, к  =  0,я,

( 10)

муносабатлардан фойдаланилиб, (Я.Е— Л )=Я га+/?,Я”~"1+  
+  . . .  +  /?„ куп^аднинг рк коэффиоиентлари кетма- кет то- 
пилади:

Рк =  ~  ^  З̂ь +  Л 5*-, +  № _ 2 +  • ■ • +  Р*_I5?). & =

Г 5 30 —48"
2- м и с о л. Л =  з  14 _ 2 4

[ 3  15 — 25 _ 
характеристик полиноми тузилсин ва Яг- хос сонлари топил- 
син,

Е ч и ш. % =  8рА  =  5 + 1 4  — 25 =  — 6,

матрицанинг (1-мисол)
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[ — 1 5  — 7 5  121  

Г 1 2 5  6 3 0  — 1 0 0 8 '

Р г  = ------ «1 =  б .  Р -2  =  —  \  («2 +  РхСг)  =

=  _ 1  ( 1 8  +  6  • ( —  6 ) )  =  9 ,

Ра— ---------- (% +  Р182~Ь ~Р& )— -------( — 6 6 + 6  ■ 1 8 + 9  • ( — 6 ) ) = 4 >

(1е1 (ХЕ  — А) =  X3 +-6Я2 +  9л +  4 =  0, бундан
Л2 =  —  4 ,  Х3 =  —  1 .

А. М. Данилевский усули. Бу усулнинг мохият» бершь 
ган А. матрица устида кетма-кет ухшаш алмаштиришлар ба- 
жариб, уни Фробеииуснинг

Р 1 Р2 Рз ■ ■ Рп- 1 м
1 0 0  . . . 0 0

( 1 1 )

_ 0 0 0  . . . 1 о

нормал шаклига келтиришдан иборат. Р  нинг биринчи сатр 
элементлари А  матрица характеристик купхадининг р- коэф- 
фициентлариин ташкил этадн: О (X) — <М (Р  — X Е ) =  
=  ( -  1)” (Хп -  рх Хп~ 1 -  Р2Хп~2 -  . . . _  рп) =  (— I)” р  (Я).

1- к ;ад ам .  А матрицада аП1П_ , Ф 0 булсин. А  ни унг то- 
моидян

3 0 0 0 0 ~
0 I 0 0 0

йп1

<м
• 

ее

1 а п,п—2 1 ат
ая , п - \ ап ,п—1 ап ,п—1 ап ,п~ \ ап ,п— 1

0 0 0 0 1 _ ,

штрицага купайтирамиз:
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АМ_

Мл—1

матрицага ку пайтирамиз:

Л<!) =  м ~ \  ЛМ„ , =п—1 я—• 1

^11

&21

Ь ц  . .

'^22 • *
■ К п - 1

• Ь2 ,п -1

Ь ы

^5п

^ я —1,1 ^ п - 1,2 • • - 1 ъ  ,л—1Л

_ 0  ■ 0 [ с

я- 1 ни чап томондан

~  1 0  . . 0 0 —

0 I 0 0

ап\ % 2  ■ ■ ■ йп,п-1 й «я
_  0 0 о ' 1 __

а (1)12 • ■ 1,л—1 а<*>1я

а(!)22 • • 2,я—1 а(!>2п

1 я—1,2 • • а([)“ я—1,я—1 п—1,по

1 0 • • I 0

А <[> нинг я-сатри изланаётган Р  матрицанинг д-сатри билак 
бир хил. *А М п_ 1 ва ЛС1) матрицалар элементларини .^исоблащ 
формулалари:

%■ =  аа
ащ

1,п— \ а
( / =  1 , п \ ; ф п ~  1),

Ь =  п-1Уя, я—I ---------------
°я , я—1

(г =  1, л), (121

а(1>
!/ : ^7  (1 <  ' <  « -  2,1 <  /  <  я ), ап_ х . =  ^  а „ ,  6А/

6 = 1

(1 <  /  < /г ) .

2 - к а  д а м .  Л(1) матрицада п_ 2 Ф 0  булсин. Хисоб-
ланглар биринчи ^адамдагига ухшаш. Энди Л(1) усгида у х ­
шаш алмаштиришлар бажарилади .ва у  л  ва (л— 1)-сатрлари 
Фробениус шаклида булган янги Л(2> матрицага айлантирк- 
лади:
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л (2) = м ~ ^  л (1)м п.

Бунда

' д(2)11

_ а& ,-2 а п—2,1 ■ ®п—2,п—2 °4-2,/г-1а«-2,«
1

О

0 О
1 О

М„_2

О
о

е , , д- 3

а п—1,п—2

1
О

< е « ,,

°л—1 ,п—2
О
о

о
о

0
1

< е , .2

апЛ}п_2
О
О

о
о

О
о

ая—1, л—I
ап—1 п—2 

1 
О

М г '

1
О

«^1,1
О
О

о
о

а0 ) ,ЫЛ—1,11

°п —1, л—2

0
1

0 0 0

1 0 0

/7О)
и п—\,2 . . я Л ! » - 1

■ Й( , ) , и п—1,п

0 1 0

0 •' ‘ 0 1

Хисоб формуЛалари:

3(!)—а*.1)
1и “ «.*>■ь Ф ^ - Ч ' и -  п Г 1—  0 = 1 . л; / * « - 2 ) ,  

4 ,- 1, ,1 - 2и

и2) — с»',к-2 (г= 1 , л —3)*
1.П—2 „(2) 4 'е . , п-2

51



М 2)  = = Х ’ а (1) Ш ) 
иа*-2, / ^  1,к ;Ч/ (12')

к = 1

Агар а^]_% „_3 =#= 0 булса, у ч и н ч и ц а д а м, . . . ,  4'{_2) ̂  
=#0^бул ганда (я— 3 ) - ^ ад ам  бажарилади. Натижада Л матрица

|(я-И =  М р 1 М-
пп—1 
4Н

1
• • а\п ~ 1Г

м.

' 0 О . . 1 0
Рх Р 2 ■ • Р п - 1 Рп ~
1 0 .

Оо

! 
о

 
! 

о
1 . . 1 0

Фробениус каноник шаклига келади.
Усул цулланилиши учун навбати билан аЛ1П_ ( +=0, 

^ п -[ ,п - 2  ФО, , 4 ' | - 2> ф 0 булиши шарт. Щарт бажарил- 
май ^олса (норегуляр х;ол), у х.олда алмаштиришлар куйи- 
дагича давом эттирилади: (п — /е)-1̂адамда ,\осил цилинган 
Л {!г~ к) матрицада =  0 булсин. 1) Агар шу элементдан 
чапда^бирор а(̂ ~ К) Ф 0  (1 < к — 1) булса, ( к — 1)- устук I-ус- 
тун билан, (к— 1)- сатр ^ам I- сатр билан алмаштирйладн ва 
Данилевский усулидаги (п — к + 1)-^адамга утилади. Бу ал­
маштиришлар Л(/г-,г) матрицани чап ва унг томондан и мат- 
рщ ага купайтиришдан иборат (Л<га-А)С/)> бунда:

(О (к— 1)
'1  О
О 1

V .  О (О

(А— 1)
• 1

1 О
О 1

Б2



ей
б*

*Гкч
&
о
&

3ка,к
3ге N

к*з
&р*»

ф*=зв№5*1
К1

СчнСЗ
и

!з а а 
Н’~М Н

Б
+

I? '■
— с^ со

<?

-4- +

^ГЮ ,
"сГ "сГ

+В -•■ СО~‘.ГчС 3̂ сз
? \ ? \  И С5
!! II II II

С'-'й* Х’-** ч—*-н _ соа а с «—см1 а

+  +  +

~со С̂О
'"сГ

+

+  .: -̂см *'
■'-б*

+

+

•—-С4! 
) а +

+

о 1

СОсоСС̂-1С-со а
I

а•̂(М
—-с̂ ,|а  +

г—< —* <М
'"сТ о°

II
—_ а
I <2 +
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2) Агар уша — 0 элементдан чапда жойлгшган
ёарча элементлар :%ам нолга тенг булса, яъни:

д ( п —к)—

М п—к ) 
и п

М п~ к) • • 1 ,к—1
п (п —к) 

Лк ] ,п — Л

№ 1

л (п—р  
к—Е, I •

п (п—к п[п—к) и к— 1, к ■ ■ ■ «
М п—к) 

- 1  п
М п—к) 
и кк • в »

М п—к> 
кп

О 1 . . . 0 . . . 0

|о  . . . 1 0

г в \ с  1

[  0
р ( п - к )  |

булса, Лаплас теоремаси буйича сМ (Л (/! к)— Я .Е-) == «Н  (!>■
,(л—к)—1 Е к_ х) сМ (Р( _  Я/?п_ л+1) топилади, бунда с!е! (Р1 

— Х Е п_ к+1)  беБоеита хисобланади, В матрицага нисбатан зса 
Данилевский усули ^улланилади (53-бетга каранг).

А матрицанинг хар бир % хос сонга мос х  хос векторн
$с =  8 у  муносабат ёрдашда аникланади, бунда у  вектор Р  
Фробениус матрицасининг хос вектори, 5  =  Мга_ , М п_ 2

. . . . . .  М 1г Р =  А 8 , у  вектор Ру  =  К 'у , дан яъни:

РгУг + Р 2 У2 + ? • 1+РпУп
и.

• к ! г 
Я у2,

У п -х ^ У п )

(13)

системадан аникланади, Хусусан, у п =  1 деб кабул ^илинса,

у  =  (кп~ \  . . . , Я5) булади.
3- м и с о л. 1- мисолда курсатилган

'5  30 —48 '
3 14 —24 
3 15 -—25 ^

матрицанинг .хос сонлари ва хос векторлари топилсш.
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Е ч и ш .  
3- ,м и с о л Данилевский угу.я»

Сатр М -1  . А, А ^  матрицалар 2 2'-

1 5 30 —48 13
2 3 14 —24 —7
3 3 (151 - 2 5 —7

\ М 21 / и г \ и
—0 ,2 0,0666671— 1 1,666667 0,466667 0,466667

4 3, - 1 2,00001 2,00001 3,00002 1,00001
5 15 0 ,2 0,933338 —0,666662 0,466676 —0,466662
6 —25 0 1,000005 0,000005 1,000010 0,00005

5' 4 Г о] | —5,000025 Л —3,9999 16,0002 !

Етакчи элемент " ( 1)
321 0. Етакчилик ролини алмашти-

рищ учун унинг чая томонида элемент ^ам йу^ (2 — норе- 
гуляр *ол). Хисоблашлар узилади. Шу жойгача

-I 2,00001 2,00001~

К[| —5,000025 — 3,9999

0 1,000005 0,000005

га эга булгак эдик, ёки

матрица элементларнии бирларгача яхлитласак,

А а)= \
— 1:  2  2 
■"0Г—5 —4 

0| 1 0 ,
Р (А,)= X2 +  5Я +4, бундан \  =  — 4, Х2 =  — 1, Х3 — 1г А —
— (А,1+ Я 2) ■= (— 1— 5) — (— 4 — 1) =  — 1. Иккинчи норегу- 
ляр ^олда хос векторларни Данилевский усули буйича та­
либ булмайди, бошка усулларга мурожаат килишга турри 
келади.

Модуль буйича энг катта булган битта ёки бир нечта
кос сонларйи топиш учун итерация усули. Ихтиёрий у ~  
=  (у(°> , , . , */<“>)' нол булмаган бошланрич векторни оламиз
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ва векторларнинг у !°!, у  <в)-  А у{к~ 1) {к = 1 , 2 , ■) рекур-
рент кетма-кетлигини тузамиз. А матрицанннг модуль бу­
йича энг катта хос сони (у каррали булган ^олда хам}

;,/.*+1]/ , 0  'У1 /У1 (14)

булади. Унга мос х (1) нинг киймати нормаллаштириб оли

нади: хм . к~гт: А у №

" "  V ;
Агар нтерациялар кетма-кетлигида мос компонентларнинг 
нисбатлари тартибсиз узгарса, ишоралар алмашиши руй бер- 
са, бу хол комплекс хос сонларнинг мавжудлигидан 
дарак беради. Иккинчи хос сон ва хос вектор Х2 (у^ у!)—

— К уР Ж у^ — К У ^ ~ 1} ). х{2)&  У( к + ^1 У{к) муносабатлар- 
дан топилади.

4- м и с о л. А -
30
14
15

-48
-24
-25

матрицанннг хос сон-

лари ва. уларга мос хос векторлари итерация усули 1̂улла- 
нилиб топилскн, е =  0 ,5-10- 4 .

Е ч и ш ,  г/<0> — (1,0,0) булсин. у (}) =  А векторлар 
кетма-кетлигини тузамиз (жадвал) ва энг катта хос ва унга 
мос хос векторни топамиз:

4-м и с о л Итерация усули

\  А 

> >  \

5 '
3
3

30
н
15

—48
—24
- 2 5 -

+

—-03

4-
а»

а»

+А;—'СОа»< у р уР у

Т (0) I 0 0
7<»> 5 3 3 5
7 < 2> —29 — 15 — 15 - 5 , 8 - 5 - 5

125 63 63 —4,3103 —4 ,2 - 4 , 2
7 ( 4 , - 5 0 9 —255 -2 5 5 —4,072 —4,0476 —4,0476
уОЬ) 2045 1023 1023 —4,0177 —4,0118 —4,0118



ДЙВОмИ

\  А 5
3
3

30
м
15

—48
—24
-2 5 '"'Ьо—

~Ь

а>

"Ь
СЧа, ^-соа(к>*2 4*>)'

Т (6> -8 1 8 9 —4095 -4 0 9 5 —4,0044 —4,0029 —4,0029
-р 7 ) 32765 16383 16383 —4,0011 —4,0007 —4,0007
у (8> — 131069 —66335 -6 5 5 3 5 -4 ,0 0 0 3 —4,0002 —4,0002

7 (9) 524285 262143 ' 262143 —4,00007 —4,00005 —4,00005

Х())^ (9> =  (524285; 262143; 262143)', ^  =  — 4 ёки 
я(,) л ; (0,8165; 0,4082; 0.4082)'.

4 - ми с о  л'  юн >;исоблаш

«?> К у? уТ - К уТ у ? Ч 7) уТ - ^ уТ Я2

524285 524276 . — 131069 — 131060 —9 — 1
262143 262140 3 -6 5 5 3 5 —65532 —3 — 1
262143 262140 3 —65535 —65532 —3 — 1

л2 - — 1, х<2)«  у (Э)—  %1 у (8) == (9; 3; 3)', А3 =  5 +  14—25—

—(—4) — (— 1) = — 1.
-*(3) ^(0) „ ^х  ни топиш учун у  оошланрич вектор оош^ача таила - 
пиши лозим.

Итерация усули кулланилиб мусбат аникланган симмет- 
рик матрицанян г хос сонлари ва хос Еекторларинк излашда 
характеристик купхад илдизларининг ха^ик,ий ва мусбат бу- 
лиши, хос векторлар хакикий булиши еэ ортогоналлик шар-

П
тини (яъни (х (1\ х (']) =  ’У  Хк'1 х(к =  0, I Ф /  булиш шартици)

к—1 _
5$аноатлантириши эътиборга олинади. я<1) бнрннчи хос век-
торни топиш ма^садида Лх(1) =  Ххх (}> га асосланиб, ушбу 
систему тузилади:

;(«н — К )  х[1} +  а 12 4 Ч + ■ • • • +  а ы Х ^  =  0,
Я21 ЛУ* 4  («22 ?4)*2!) +  • • • +  й 2а ■'Гл ) =  ёКИ



х 1} =  ^ ( йн 4 ]) +  й 524 !) +  • • • а ы 4 %

* ■ * .........................................  • • • С*4)
4 ' 1 ( =  Т - ( а я _ 1 Д  4 1,+  в « - 1 . » 4 1 ) +  '  • - + а п - 1 .п  4 °  )-  

Л 1

5 “  "ТТГ К 1 4 1)-Ь а , ,г 4 1))

Хос компонентларнинг ^амМасини бирор сонга купайти- 
риш ёки булиш мумкин. Шунга кура х ^  =  1 деб оламиз. 
Система п та Хи х< ,̂ х^), . . . ,  х номаълумли п  та тенг- 
ламадан йборат булиб цолади, Бу номаълумлар системадан
итерация йули билан топилади. Эндн л2 ва х <2> ни топиш 
ма^садида ю^орида курсатилганига ухшаш равишда Х2х(?> ==

п ' п —1

= 2 а‘/х'Г (*—■п) система тузилади ва (х*1}, я (2)) = 2  4*’ ш>/4 2'+  
/ I /• 1

+  4 2> =  ® ортогоналлик шартидан фойдаланган з^олда
компонекталарнинг бирортаси, масалан ни бош^алари ор-
г^али нфодалаыади. Худди шу х^> компонента системага щу-
йилади. Натижада:

х<Р= —  " V  4}> 4 2) (»= 1 ,»  — 2),

. (15)

:== *'я -1  „__
/ = 1

Бу (га— 1}- тартибди системадан иборат. Унга I
йилаб, крлган Я2, х(2)> 4 2)> . . . , х̂ >_2 номаълумлар итерация 
йули билак аншутанади. Шунга ухшаш долган хос сон ва 
хос векторлар изланади.

3 2 2 '
5- м и с о л .  А = 2 6 1 

2 1 8
матрицанннг хос сонлари ва

хос векторлари е =  0,5 • 10 3 ани^лик билан топилсин.
Е ч и ш .  Матрица симметрик ва мусбат аникланган (Силь-

13 2вестр шартлари бажарилади): Ог =  3 >  0, 0 2=  ^ д ~  

=  12 >  0, Ов — <1е1 А =  93 >  0. (14) системанн тузамиз;
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Щ 1Ч - 2 х $  4- 2х '1) =  Х1 х р ,

2 ^ )  =  6 4 ‘) + 4 ' ) =  Хг 4 ' ), (16)

2х</) +  х(г') .+  84 ') =  ? ,.х /), 

бунга * =  1,%з!)=  1 ^уйилса,

| 4 » =  (Зх{‘) +  24» +  2),

4 1)= т -  ( 2 4 1’ +  64 !) +  1). (16')

I Я! =  2 4 1' +  х '1* +  8.

Бошланрич яцинлашиш сифатида 4 1,0)=  К 4 ,,0) =  * ни °лай- 
лик. Я<°)= 11 булади. ||В!|Т =  шах (—  ) =  —  <  1, ите-

1 11 1<г<п \ 11 ’ 11/ 11
рация жараёии якинлашади.

5* м и с о л  Итерация усули

к у1,1.*)
1 4 М ) к<*> к л т  

■ 2 Я<*>

0 1 1 11 8 0,48111 0,56434 9,52657
1 0,63636 0,81818 10,09091 9 0,47992 0,56141 9,52126
2 0,54955 0,71171 9,81081 10 0,47920 0,55962 9.51802
3 0,51699 0,64922 9,68320 11 0,47876 0,55853 б ’51605
4 0,50081 0,61233 9,61394 12 0,47849 0,55787 9,51485
5 0,49169 0,59035 9,58733 13 0,47832 0,55747 9,51412
6 0,48631 0,57715 9,54976 14 0,47822 0,55721 9,51367
7 0,48307 0,56918 9,53632 15 0,47816 0,55707 9,51340

%(1)=  (0,478; 0,557; 1)', ^  =  9,513.
Я2 ва х  ни топиш мацсадида (16) системага 1—2 ни’Хуя-

миз. х (1> ва я (2)векторларнинг ортогоналлигидан: 0,478 х(2,+  
+  0,557 4 2> +  1 • 4 2> =  0, ёки х& =  — 0,478 х<2>— 0,577 х%К 
Агар 4 2>= 1 деб олсак,

4 2,=  ~~  (2,044 4 2» +  0,886), Я2 =  1,522 х<2> + 5,443. (16")

Бошланрич якинлашиш сифатида х\2’0) =  1 ни олайлик,

’к =  6,965 булади. х <2) ва Я2 ни итерация усулини ^ул- 
лаб, (16") системадан топамиз:
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5- м и с о л  (давоми) Итерация усули

к х\ М Л )
2 х р к „(2 ,6) 

1
„(2.6)
х 2

0 1 1 6,965
1 0,42067 1 6,08327 6 0,23613 1 5,80239
2 0,28699 1 5,87980 7 0,23588 1 5,80201
3 0,25045 1 5,82419 8 0,23580 1 5,80189
4 0,24002 1 5,80831 9 0,23578 1 5,80186
5 0,23701 1 5,80372 10 0,23578 1 5,80185

4 2> =  — 0,478 • 0,23578 — 0,557 ■ 1 =  — 0,66970. Шундай 

кйлиб, х <3) =  (0,236; 1; —0,670)', л2 == 5,802.
Учинчи х (3) хос векторни анш-уяашда ( х (1), х м ) =  0 ва 

(х(2), у}У) =  0 ортогоналлик хусусиятлардан фойдаланамиз: 
0,478 х ?}+  0,557 х2(3) +  х(33> =  0,0236 х(?  +  х 0,670 4 3) =
=  0.. Б у  системага х (з3)= 1  ни ^уямиз. Натижада х (3> -= 
= ( —3,962; 1,605; 1), сунг (16) системанинг охирги тенгла- 
масидан Г =  3 да Я3 — 1,690 ни ани^лаймиз.
М А Ш К Л А Р

Матрицаларнинг хос сонлари ва хос векторлари детер- 
минаитларни турридан-турри ^исоблаш усули билан топил- 
син:

|" 1 4 Г '3 2 5"
1. Д = — 1 1 3 . 2. А = 2 — 1 6 *

1 2 _ 1 2 — 3 — 2
'  10 2 1 0 ' 3 1 1"

3:. А = __2 — 1 - 6 . 4. А = 3 2 1
1 — 3 - 2  . —2 5 - -2_

’ 2 1 3" "2 ' — 1 Г
5.. А = — 1 7 5 . 3. А= 2 1 1 •

—3 1 2 3 0 1
Матрицаларнинг хос сонлари ва хос векторлари Крилов,

Леверрье, Данилевский усуллари цулланилиб. топилсин:
|~1 1,2 2,5 3" “ 1,5 2,5 3,5 4,5"
] 1,2 1 2 1

.8. А  =
2,5 3 2,1 3,1

1 2,5 2 [ 1 3,5 2,1 4 1 !
1_з 1 1 1,2_ _4,5 3,1 1 5- ]



9. А

0,И"
■0,8
0,26
6

10. А

12.А

13. А =

1,12 0,32 0,21
0,32 2,12 3,12
0,18 0,24 4
0,24 0,56 0,6

0,5 1 —2 0,4 
2 0,6 3 —0,6 
0,8 0,7 2 — 0,2 
1,20,5 2,2 6

2 0,5 1,3 — 1
0,4 3 0,6 0,8
0,5 0,7 4 0,9
0,8 0,9 1,2 5

Г 1,75 1,72 3,32 ~
. 11. Л—I 1 2 4

[0,25 —3 6

Г — 3,2 2,2 2,4 3,5 ~
- 1 , 3 2,3 3 0,2

6,22 0,14 2 - 2 ,4 5
6 8 1. з

Г 2,00 0,34 0,22 0,25-'
1,56 2 ' 0,43 0,18
0,34 5 —0,26 0,65

_ 3
0,16 4 —5

14.

Итераци ялар усули кулланилиб матрицаларнинг модуль 
буйича энг катта хос сони ва унга мос хос вектсрн топил- 
син:

'3 ,8 1 1 ,8 ' Г 4,2 1 2 ,3 '
15. А = 1 3,4 1,8 . 16. А  =  1 4,4 2

1,8 1,8 3,9 1 2,3 3 5

"4 1 0]
17. А — 1 2 1 18

О" Л 1 1_
0
0

2
-1

О
-1
9

О'
о

-1
2

[0 ,3 0,9 0,1 | Г2,4 I 1,1
19. А =■ .0,9 2,2 0,3 . 20. .4 =  | 1 3,2 12

[ о ,1 0,3 5 ] [ 1,1 1,2 3,6.

62



•21. Агар барча х  кос векторлар учун (Ах, ж )> 0 б у я с а , 

у хрлда ж ' га боглик; булмаган шундай доимий б >  0 сон 
мавжудки, барча х ларда (Ах, х ) >  6 (х, х) булади. Исбот
КИЛИНГ,

22. Агар А  ва В  бир_хил тартибли квадрат матрица
матрицанннг характеристик куп-булса, у хрлда М  =  I“

^ади А -г В ва А — В матрицалар характеристик кущ адла- 
рикивх купайтмасига тенглигини исбот дилинг.

23. Ихтиёрий А матрица ва а  сон учун А ва Л — аЕ  
матрицалар бир хил хос векторга эга булйшини курсатинг.

5 - ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ

1) Матрицаларнинг хос сонлари ва хос векторлари то- 
пилсйн. Хисоблашлар ЭХМ да бажарилсин, е =  0 ,5-10“ ®;

'1,25 + а  1,2 0,48 0,12
1,2 2,1 + (3  0,3 0,18
0,43 0,3 2,4 + сс 0,16

.0,12 0,18 0,16 3 ,2 +  р

2) Матрицаларнинг модуль- буйича энг катта хос сони 
ва унга мос хос вектори топилсин:

2,1 +  V. — 1 0,3. 0,5
— 1 2 ,2 + т 0,4 0,6

в -= 0,3 0,4 2 ,3 + 7 '0 ,7
0,5 0,6 0,7 2,4 +  V

В
ар

.№ а
'

Р 7
щ
а,са :
со

а Р
|

’  !

щ
О, Iгааз

а  | Р 7'

1 0,8 0,1 0 ,2 9 1,4 0 ,2 0 ,5 17 1,4 0 ,6 0 ,8 8
2 0 ,9 0 ,2 0 ,6 10 1,4 0,4 0,68 18 1 ,5 0 ,42 0 ,7 6
3 0 ,8 0 ,3 0 ,3 И 1,4 0,5 0,58 1 19 1,6 2 2
4 0,9 0,1 0,9 12 1,5 0,2 0,66 20 1,8 3 2,2
5 1 л 0,2 0,22 13 1,5 0,3 0 ,7 1 21 1 ,8 4 2,1
6 1,2 0,1 0,32 14 1,24 0 ,4 0,73 1 22 2,2 2 ■ 2,4
7 1.3 0 ,2 0;8 15 1,36 0,5 0,78 | 24 2 ,3 1 2,3
8 1 ;з 0,1 0,4 16 1,38 0 ,6 0,8 25 2,4 1 2 ,5
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6 -б а б . ФУНКЦИЯ Л АРНИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ

Бирор у  — /(х) функция [а, Ь] ораликда У*“ /(дс4}(А=°;лГ) 
жадвал к^ийматлари билан берилган булсин ва уни шу ора- 
ликда интерполяцияловчи

у  =  Рп(х) ^ у ^ с . х* (1)
1=0

к^п^адни [тузиш талаб [килинсин. Унинг с{ коэффициент-
лари

П

2 сЛ  =  Ук ( к = 0 Г л ) (2)
1—0

тенгламалар системасидан анщланиши мумкин. Лекин бу- 
нинг учун одатда бевосита махсус формулалардан (масалан, 
1„(х) Лагранж, N  (х) Ньютон формулаларидан) фойдалани. 
лади.

Лагранж интерполяцийн купхад» ушбу курннишга эга 
булади:

, (*—*!) • • ■ (Х— Х ^ К Х — Х ] . ^ )  . . . (х—х п ) '

" Х> Л ) 1 ( Х ; — Хо)(Х7— Хх) . . . •_ ,) (* , — Х1 + 1 ) . . . (Х]— Х п )  У 3 '
! =0

(3)
ёки ®(х) =  П  (*—**) =  (*—х0) ■ • (*—х„), га'(х)=2 [П(х~

1=0 /|=-0
— х,-) белгилашлар киритилса;

Ь п (х) =  У .--------- --------------- - у . (30
•Го а ' ( х / ) ( * - * /  ) 1 

Агар хх — А'0 =  хг — х] =  . . . =  хп — хв_, =  И =  соп$1 булса,
,  Я-- #л

у %олда- х0 дай х гача кдцамлар сонм / = ------- -» х 0 дан я .
к

гача хадамлар сони /"=  - — — , у холда х—X,- =  А(г — /),
к ‘

<» (х) - Г  11 * (*— 1) . . . ( / - я ) ,  ©' (х.) = ( — (я — 1)\кп
булади. Натижада:

и
I  (х) =  /1?: — I) . . .  I/ — л) У  (3")



,|К„(х)|- |со (дс)!’ ^  (4)

бунда М п , =  гаах|/,п+,)(|)|,- Ъ$[а,Ь].
1а, 6 ]

Курсатилган у  =  [(х) функциянинг х  ну^тадаги цийма- 
тини топиш талаб ^илинганида Эйткен схемасидан («чиллики» 
купайтиришдан) фойдаланиш хисоблашларни енгиллашти- 
ради:
х0—х у0
Ху X Ух -̂ (01) (■*)
Х2 Х Уг ^(12) (■*) ■̂ '(012)(Л')
Х3 Х Уз -̂ (23) (Х) -^(123)^ (̂0123) ^

х п Х Уп (̂п—1,п)(Х) ^(п-2,п—\ Л Х№(п-3,п—2,п—1,п(Х)^(п—4......!>(■*)■ • •
Бундаги хар кайси ЬфЛ ^ к]{х) белгиХц.Хх, . . . , хк тугунлар 
буйича тузилган Ьп(х) Лагранж интерполяцион купх.адикинг 
х нуктадаги ^ийматини ифодалайди ва улар цуйидаги фор- 
мулалар буйича топилади:

I  (X) =  (~У1 — ~  (̂ '0—
 ̂ —х0
Г ЛЛ _  (*2— х ) у х— (ЛГ1—Х)у2 

(12) '• > ‘Ж2 .«X

Ьп (л) формуланинг хатоси:

/  /у .\ _ (х х— ■*) -̂(Об) (х ) ~ ( х о ~ х)Ь(\к) (х)
(01кр ' ~  -------------- —--- ---------------- - —а1—х0
=  (■Хк ~ Х)1{0,\) (Х)г-(Х1—Х) ьт {х)

Ш - х .

ва ш, у.
1 -м и сол . Ушбу ! { х ) - = У х  функциянинг /(1 0 0 )— 10, 

/(121) =  11, /(1 4 4 )=  12 ^ийматлари маълум. Лагранж ин­
терполяцион формуласидан фойдаланиб /(115) цййм-гоши ^ан- 
дай аникликда топиш мумкин? /(115) топилсин.

Е ч и ш. 1) Г  =  —  х~ 5/\  М я =  —  • ЮО-5'2 =  -  • Ю-5 *
1 8 8 8

В д г <  --- • 50~5 ' —  1(115— 100) ( 1 1 5 -  121)(115 — 144)1^
8 31

«  1,6 10~3.

5—595 65



2)

1 XI — X п Ч«, М-П 1+1.1+2)

0 — 15 10
I 6 11 10,714285
2 29 12 10,73913 10,7178

/(1 1 5 ) да 10,72/
х  [я, 61 тугунлар шундай танланиши керакки,

шах |®(х)| == шш тах |и (х )| булсин, яъни интерполяциялащ
[я, Ь] ' "  [х0, . . . , хп ] [а, Ь]
хатоси энг минимал буладиган булсин. [— 1; 1] кесмада бун- 
дай оптимал тугунлар Тп+1(х) — —  соз ((п +  1) агссоз х) Че- 

бишев 1-жинс купхадининг

-(— +  1)г- ( к  *= 0, (5)
2 ( п + \ )  Х

илдизларидан иборатдир. Ихтиёрий [а, Ь] кесма учун опти­
мал тугунлар

^ & I ^ ^  (2 к  -{- 1) я  у, "гг “ ух. =  ——— --------- соз -------- !— —  (к =  0, п) (6)
й 2 2 2(« +  1)

формула буйича изланади.
Булинган айирмалар. хс, х} тугунлар билан берилган би-

ринчи тартибли булинган айирма:

хк =  соз

X,) =

хк, Х-, хт тугунлар буйича тузилган иккинчн тартибли бу­
линган айирма:

.  ,  \ _ / С*/ > хт) ! (Х1 ’ х))
Н Х р  х г  Хт) ---------------- — — -----------  ,

. лт
умуман, (к — 1)-тартибли булинган айирма:

/(*о* • • •  у
Н* 1 ■ хк) — 1(х0 .......... **-!>

хк
Хисоблашларда цуйвдаги муносабатдан ^ам фойдалаиилади:

6 6



Ньютоннинг булинган айирмали интерполяциои кугаз^ади
куйидаги куринишда тузилади:

Мп (х) =  /(*«) +  /(*с> (х ~ х 0) +  . . .  -4- 
+  /(х 0, хи  . ,  . , х„){х— х0) . . . (Х  — Х п _ г) ,  (7 )

^п(х) =  /(* . *0. Л'1. • ■ • » хп)(х — х0)(х — х1) . . . (х — хг) .  (8)

Формулани тузиш жараёнида Эйткен схемасидан фойда- 
ланиш мумкин.

2- ми с о л. у  =  /  (х) функциянинг куйидаги жадвалда бе- 
рилган к,ийматлари буйича N п (x) Ньютон фсрмуласи тузил- 
син ва /(3,7608) киймати топилсин.

X 0 2,5069 ] 5,0154 7,5270

У ] 0,3989423 ! 0,3988169 ! 0,3984408 | 0,3978338

Е ч и ш . Булинган айирмалар жадвалини тузамиз:

хп к  | /  (хп ’ %+1) /  (хп • хп -{-1 > 
хп+2)

/  (*л > Хп + Ь  
хп-|-2; лп-\-Ь!

0
2,5069
5,0154
7,5270

0,3989423
0,3988169
0,3984408
0,3978138

— 5-10—5 
-1 4 ,9 9 -10~5
—24,96 • 10~5

— 1,99*10“ 5
— 3,99-10—5

0 ,

N (х) =  0,3989423 — 0,0000500 х — 0,0000199 * (х — 2,5069),
/  (3,7608) да N  (3,7608) =  0,39903658 да 0,399037.

3 -м и со л . 5 (п) =  I2 +  22 +  . . .  +  л2 (/г =  ], 2, ... . ) 
чекли катор йигилсин.

Е ч и ш .

3 - м и с о л  Булинган айирмалар

п 5(п) 5  (п, 
п+1) 5  (п, п +  1, п - 1-2) 5 (л, п +  !, п 4- 2, 

л +  3)
5 (п, . . .  ,

п +  4)

1 1 5 - 1  = (9 — 4)/(3  — 1) =  2 , 5 ( 3 ,5 — 2 , 5 ) / ( 4 - 1 ) = 0
=  4 =  1 /3

2 5 9 (16 — 9)/(4—2) = 3 , 5 1/3 0
3 14 16 (25— 16)/(5—3) =  4 ,5 1/3
4 30 25 (36—25)/(6—4) =  5 ,5
5 55 36
6 91
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учинчи даражали кЭДщад экан. (17) формула буйича:
8 ( п )  — 5 ( 1) +  5  (1; 2 )(я — 1) +  5 (1 , 2, 3) ( я — 1)(я — 2) +  

+  5(1 , 2, 3, 4) (я — 1)(я — 2) (я — 3) =  1 +  4 (га — 1) +

+  2,5 (га. — 1) (га — 2) +  - 1  (га — 1) (п — 2) (га — 2) =  1 +  4 га—
О

-4 +  2,5га — 7; 5 га +  5 +  - ~ н я
3

•2га2 +  — га
3 .2 =

^  —  П3 +  0 ,5  Я2 + Д  =  «(>1+ 1) (2 /г 4 -1)
3 6 6

Чекли айирмалар: Д+1 —Д =  А Д =  у  Д+ , =  5 Д+1/|  =
—•̂ +1/2* умуман,

АЙД =  А (А*-1Д) =  А6- 1 (А Д) =  Ай- ‘д +! -  Д*_1Д,

=  6*-1Д

_ ТГ7— «“7 - -СД =  • • • =  V Д-— V Д_1, 5Д.

1+ 1/2 '

Л _ г&—1
«I ~~ 111-1

-1
<1+1/2 /1—1/2 ' 

Айирмалар жадвали

Г /*
/о

*1 / ,
х2 /г
Хз !з

и

;1/2
3̂/2

'5 /2

'7 /2

/2/2
I2Н

/1/2

/|/2

Булинган айирма ва чекли айирма орасидаги муносабат:

/(** ''[{■к) =
г к
11-т- к/2
Пк к\

Ак_П_
к к к\

■ 0,1, (9)

Агар (7 )— (8) Ньютон булинган айирмали интерполяциои 
куп^адида булинган айирмалар чекли айирмалар билан ал- 
маштирилса, хс — х0 +  Иг (к =  сопз!, г =  0,1, . . .  , га) тугун­
лар буйича Ньютон 1-формуласи олинади:

^ 1(х)  =  /о  +  Щ /2  +
*(<-!) ,2 л  1) (/ — 2)

■ /?+ 3 ! /3 +  '3 /2  '

/  — 1). . . (^ — (п — 1))
„1 / "/2’ (Г )



Колди^ хади:

^ (х) =  ^  +  ш Й  / ( / ~ 1} • • • (* ~ п) (8'} 
Ньютон 2- интерполядион формуласи Ц- =  х +  Иг, к ==
=  соп$!, г =  0, л):

Ат„ «  =  /о +  / Ь /2 +  /11^ ^ - Ч -  . . .  +
2 !

~п (((-(- 1).  . . (/ -}~ (п — I)) 

п !
ип-1-1

 ̂ М»-т Ч- ■ ■ (1-г {П— Ч) фну

* * & = '  -\п +  Ц  / ( / + ! ) . .  - ( /  +  Д)
Гаусс формулалари: 1) |жами 2 л + 1  та х0, ж0 к, 

х0 ~ к ,  . . . , х0 +  п, х0 — пк тугун буйича

в, и -  /.+V +П 1Ё + !1 + 1 т г 1  +
+  • • '  + / 1/2. (2 и — 1)1 "1“

_2„  /(̂ 2—  1). . . —  ( я  — 1)2)(/ +  я )

т  -------------------ш -----------------  <9>

*2„ <*> -  ‘ ( Р -  1) .■■((* -  »’)■ (10)2 /г -}- 1) !
2) *в, х0 — к, ха +  к, . . . , ха — пк, хй +  пН тугунлар 

буйича

о „  м = / , + у + п  + Р-чг  +  ■ • •

, , 2/ ! - !  ( ( ( * —  1)(<* — 2» ) .  . ..  ( Р  —  ( п  —  I ) 2) ,

(2 я —  1) ! ■ +

+  ^  /  ( Р  -  1) (/а -  22) .  . . (/» -  (п -  I ) 2) (/ +  я )  ( 9 - ,

(2 я )  I

Я * М  =  | ^ Г п Г  /г?"+1 *'(/2'“  1}(/г“ 22) • • • {Р~ " ”2)- (НГ|
Стирлинг формуласи:

а д  / , < + / ; { + . . . + < ч Г ‘ {“- ' )



бунда (*/*" 1 =  0 ,5 ( /^  1 + / ^ 1/81). К.олди^ хадн:

«,„(*) =  ^ т т у г & ' (' ! “' щ р ■'  ■(<* (12)

Бессел формуласи: агар - у  ( /^  +  / , ':) =  ц деб ^уйил- 

оа, ушбу куринишга келади:

В (х) — (* /]| /2  +  11/2 9 ) +  Ц / 1/2 2̂ 1 ^ -ь
■ лв < ( Л - 1) . . . ( Р - ( я - [ )» ( / - „ )  

М1/2 (2 я)!

' ( ' - 1
+ /«*  -------------------^Г— 77̂ -------------------—  • (13)

(*) =  ~  ■■ * (;г -  !) • • • ^  -

({Iй — 1) . . . (/* — (я — 1)«) (I — п)
с2п {-1  _________________

(2 п .+■ I) I
й2п+2 ^2п+2)^

(2 п .+• 2)!
— /г2) (1 —  { п +  1)) (14)

Стирлинг ва Бессел формулалари Гаусс формулаларидан 
келтириб чикарилади. |/| <  0,25 булган холда Стирлинг, 
0,25 <   ̂<  0,75 да эса Бессел формуласидан фойдаланиш 
маъцул. Ньютон формулалари буйича жадвалнинг боши ва 
охиридаги» Бессел ва Стирлинг формулалари буйича эса жад­
валнинг уртасидаги кийматларга асосланнб интерполяцион 
куп^ад тузиш мумкин.

Математик жадзал тузишда /г ^адамни шундай танлайди- 
ларки, натижада интерполяциялаш хатоси тайинланган е ^ий-
матдан ортмасин. Масалан, 0 <  1 да у 3 (1)~1 ( ( — 1) (7 ---- - ]2 ,
ва уц {I) = ( ( Р —- 1) ( (— 2) купхадларнинг колдик хадларн

К (х) =  *' МхН~  +  <  е (15)
72 у  З |1 2 8 ) '

булиши керак, бунда т а х у 3 {() =  ■ 1 _  . тах  у ,  (/) =  ~  .
\2. у  6 12о

4-м и со  л. Бессел формуласи цулланилиб, /  (х) =  ех 
функцияникг [2; 3] да ётган кийматлари жадвалини е =  0,5-
• 10~° анш-ушкда тузиш учу;-: к  ^адам кандай катталик би- 

лан олиниши керак?
Е ч и ш . (25) дан фойдаланамиз. / ш (х) =  / 1У (х) — ех ,



М . = м л= шахе* =  е =20,085535, Щх)&20,2в[
[2; 3] \72 у  3 128/

< 0 ,5 -1 0 ~ 5, бундам к &  0,03.
Экстраполяциялаш бир- икки кадамгача чегараларда ба- 

жарилади. Шу ма^садда жадвал бошида Мх (х) формуладан, 
жадвалнинг охирида А̂ ., (х) формуладан фойдаланиш мумкии.

Икки аргумент.™ г  =  /  ( х ,  у )  функциям* ( х р  у к)  нуцта- 
лар ту пламя да интерполяциялаш. Дастлаб бирор у т — сож4 
жадвал к,ийматида [ (х,  у т) функция х  буйича интерлоля- 
цияланади. Натижада у  нинг курсатилган циймата буйича 
г нинг А1 2 чекли айирмалар жадвали тузилади. Шундан 
сунг 2 функция у  буйича интерполяция ^илинадй. Уч ва 
ундан ортик узгарувчили функциялар хам шунга ухшаш 
тартибда интерполяция ^илинади. Маълум бир Р {х ,  у) ин- 
терполяцион купхад тузилиши талаб к,илинган ^олда х  ва у  
га нисбатан шу турдаги формулалар ало^ида-ало^ида ту- 
зилиб, бири иккинчисига куйилади.

5 -м и с о л . 2 =  / (х, у) функциянинг 1̂уш жадвали берил- 
ган. г =  /(0,5; 0,03) хисоблансин.

0,4 0,7 |  1,0

0 ,00 2,500 3,429 1,000
0 ,05 2,487 1,419 0,995
0 ,10 2,456 1,400 0.981

Е ч и ш . 1) у  нинг хар кайси жадвал цийматига мос ра- 
вншда г  нинг чекли айирмалар жадвалини тузамиз (/1 =  0,3): 

у  =  0 ,00  у  =  0 ,05

* « Аг А!г X • Аг Д=г

0,4 2,500 — 1,071 0,642 0 ,4 2,487 - 1 .0 6 8 0,644
0,7 1,429 —0,429 0,7 1,419 —0,424
1,0 1,000 . 1,0 0,995

е/ =  0,10
X г Аг Дгг

0 ,4 2,456 - 1 ,0 5 6 0,637
0 .7 1,400 - 0 ,4 1 9
1,0 0,981

2) х0 — 0,4 бошлангич тугун булсин. У л;олда:
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I —  х ~ х» _  ° ,5 — 0 ,4  _  I . 
к  0 ,3  ~  3 '

3) Крлган ^исоблашларни (х) буйича бажарамиз:

/(0,5; 0,00) =  2,500-----^  • 1,071 +  ̂ ~ 2/3) • 0,642 =  2,072,
3 3

/  (0,5; 0,05) =  2,487 — —  . 1,068------ • 0,642 =  2,069,
3 .9 -

/(0 ,5; 0,10) =  2,456 — —  • 1,056 ----- -  • 0,637 =  2,033,'
3 9

х — 0,5

у « | Аг А'г

0 ,00 2,072 —0,003 —0,033
0 ,05 2,069 —0 ,036
0,10 2,033

ув =.0,ОО дан у  =  0,03 гача оралик; учун /? =  (0,03 — 
— 0) /_0,05 =  0,6. У холда: ’ ’ ■

/(0,5; 0,03) =  2,072 +  0,6 • (— 0,003) +  0’6М ~  -

• (— 0,033) =  2,074.
Т«кари интерполяциялашда итерация усули ^улланили- 

шн мумкин. Бунинг учун, масалзн, у  =  /  (х) л? (х) =  у а +

+  ^ - /  +  ^ Ч ( / - 1) +  . • • + 4 ? Ж * и - 1 )  . . . ( / - «  +
I : 2 ! п I

4- I) купхад I =  ф (I) куринишига келтирилади: I =  у —
Д(/о

■-*------— 1(1 — 1) — • . . , бунда г“0 =  — бошланрич
21 Д г/о. Д Уо

гаушлашиш.
6- м и с о л .  Ушбу (/ =  !§'* функциянинг цуйидаги кий- 

матлар жадвали буйича х  нинг у  — 1,35 га мос киймати 
топилеин:

X 20 25 30

У 1,3010 1,3979 1,477 Г

Е ч и ш.

X У Д1/-Ю—4 Д 10—4

20 1,3010 969 — 177
25 1,3979 792
30 1,4771



Уо “  1,3010, /0 =  (у —  у0)/Д  {/0 =  (1,35 — .
— 1,3010)/0,0.969 =  0,506,

0,506 +  пШ_  - ■ 0,506 (0,506 -  1) =  0,506
2-969

=  0,506
-0,023 =  0,483,
177 0,483 (0,483 ■ 1) =

2-969
=  0,506— 0,023 =  0,483,

. I =  0,483, х =  х0 +  Ш =  20 +  0,483 • 5 =  22,42,
^ар хил узоклашгаг' тугунлар ^олида Ьп (х), булинган 

айирмали N (х) ва бош^а формулалар ^улланиладн. Бунинг 
учуй формуладаги х  ва у  жойлари алмаштирилади.

7-ми с о л. Ушбу /(х )= х 2+ 1 п х =  0 тенгламанинг [0,5; 11 
ораликда ётган илдизи топилеин.

Е ч и ш. /  (0,5) < 0 ,  /  (1) >  0, Кладам к — 0,05.
7 - м и с о л  / ( х )  ^ийматлар жадвали

X А'2 (11X /(*) ■ X* !п * [ /<*).

0,50 0 ,-25 —0 6932 —0,4432 0 80 0,64 - 0 1232 0,4169
0,55 ' 0,3025 —0 5979 —0,2954 0 85 0,7225 —0 1625 0,5600
0,60 0,36 —0 5108 —0,1508 0 90 0,8! - 0 1054 0,7046
0,65 9,4225 —0 4308 —0,6683 0 95 0,9025 —0 0513 0,8512
0,70 0,49 —0 3567 0,1333 1 Ш 1,0000 0 0000 !,0000
7,75 0,5625 — 0 2877 0,2748

/  (0,65)-/(0,70) <  0 булмоНда. х0 =  0,65, #, =  0,70 деб ола- 
миз. Шундай х* ни топамизки, унда .у* — 0 булсии.
7- м и с о л Тенгламани Эйткен сжемаси билан ечиш

1 Н  
У1 _о Ч !, 0 ‘ (Г —3 . : . ' ) Ч«— 3,....1)

0 - 0 ,0 0 8 3 0 ,65
1 0,1333 0 ,7 0,652931
2 0,2748 0 ,75 0,652898 0,652930
з- 0,4169 0 ,8 0,653308 0,652705 0,652925
4 0.5600 0 ,85 0,654333 0,652320 0,652644 0,652921
5 0,7046 0 ,9 0,656362 0,651391 0,653861 0,652561 0,652915
6 0,8512 0 ,95 0,659686 0,649970 0,652755 0,654387 0,651984
7 1,0000 1 0,663978 0,649448 0,650635 0,654171 0,654431

■ 1 Ч » -б , . . . ,  о Ч < -7 ..........«)

6 0,652906
7 0,651608 0,652895 0,6529, е : -5 ,0 -10~
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Берилган /  (х) функцияни сонли дифференциаллаш маса- 
ласи 1(х) силлик узгарувчан булган чегараларда р т)(х )ж  
& Р ™ ( х ) ( т ^ п )  такрибий тенгликдан фойдаланишга асосла- 
нади, Р п (х) — интерполяцион купхад.

8-м и с о л . Бирор у  =  / (х) функциянинг ушбу

А у,  А2 у ,  А3 у X 10-4

X д у Д2 у А8Х/

50 1,6990 414 —36 5
55 1,7404 378 —31
60 1,7782 347
65 1,8)29

кийматлар жадвалига асосланиб, / '  (50) топилеин. 
Е чи ш .

N  (*) =  У0 +  Ц А у 0 +  А2 у 0 +

х — __ 1 Ау __ Ау йд __ 1 Ау
с111 Ах к Ад 

3</2—6 ^+ 2
к

± - й х Л
к Ах

У' (^) : А у  о +

й<7 =  

2 9 А2 у 0

К М

У' (50) :

(- 1 ) "  А Уо
к п +  1

—  (0,0414

Я

1)

6
5 0 — 50

А3у0 +

■= о,

0,0036) +

+  -4- • 0,0005) «  0,0087.

Сонли дифференциаллашда интерполяция ^адамини кич- 
райтириш формуладаги кейинги хадларни ташлашдан вужуд- 
га келадиган хатони (кесим хатосини) камайтиради, лекин 
яхлитлаш хатосини оширади. Шунга кура, умуман, диф- 
ференциаллашнинг сонли усуллари формулаларнинг яцинла- 
шишини таъминлай олмайди.

Сплайнлар ёрдамида функцияларни яцинлаштиршн. \а, Ь] 
оралик; Ц _ ,,  х{] (I — 1; п, ха =  а, хп =  Ь) ^исмларга ажра- 
тилган булсин. Бирор узлуксиз /  (.г) а С [а, Ь] функция учун 
т- тартибли интерполяцион полиноминал сплайн деб, ушбу 
щартларни к,аноатлантирувчи 8 т (х) функцияга айтилади:

1) [а, Ъ\ оралицнинг .уар бир х{\ ^исмида у т.
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— даражали З т (х) =  а0 + а 1х-(-  . . .  + а тхт купзвддан ибо- 
рат; 2) [а, Ь) оралик буйича т  — 1- тартибгача узлуксиз 
^осидаларга эга; 3) хк тугунларда 8т (х&) =  [  (хк) (к — 0, я).

т =  1 булган ^олда 5, (х) нинг графиги синик чизикдан 
иборат. Агар да шах |х4-— хг-_,|->-0 65'лса» у лрлда

1<(<л
5. (х) сплайн /  (х) С С [а, Ь] функцияга текис якинлашади, 
Текнс яцинлашиш хусусияти 8г (х) квадратик сплайн ва 
8 3 (х) кубик сплайнлар учун хам уринли булиб, я^инлашиш 
тезлйги сплайннинг тартибига ва /(х) нинг силли^лигига 
мувофик равишда ортади.

Сплайнни тузиш учун а0, , ап коэффициентлар аниц- 
ланиши керак. Чизшуш (х) =  а0 +  а хх  сплайннинг а0, а г 
коэффициентларини топиш учун /(х,-_,) ва /(х ,) ^ийматлар 
етарли. 3) шартга асосланиб ушбу

( « о  +  а 1 х 1 _ х = / ( х 1_ , ) ( 1  =  1 ;  я ) ,

|а0 + а 1х ;= / ( х . )

системанк тузамиз ва ундан а0, аг ларни ани^лаймиз. т  >  2 
булгаи ^олда 8 т (х) нинг ягона булишини таъминлаш учуй 
яна т — 1 та цушимча шарт куйилиши керак. Одатда бун- 
дай шартлар /(х) нинг якинлашиш хусусиятлари, сплайн 
икки кушни булагининг туташган ну^таларида силли^ бу- 
лишлари ва бош^а талабларга кура, шунингдек, четки а  ва 
Ь нукталарда турлн чегаравий шартлар билан куйилади.

1- м а с а л а. Ушбу з (х) (з (х) ^ 5 Х) функциялар ^уйидаги
■ 1

8 ( Х (-) =  / ( Х (- ) ,  4 = 0 ,  Я ,  | ( з ' ( х ) ) 2 С ? Х <  ОО

6
шартларни каноатлантиреин. Бу функциялар орасидан шун- 
дай з, (х) функцияни топиш талаб к,илинадики,. унга кура 
т !  /.(з )  олинадиган булсин. Биздан х- нукталарда 55 (х)
3€«1
оиланинг бирор маънода [(х)  билан бир хил кийматга эга 
булган ва нисбатан силлик; функцияларидан бирини, яъни 
энг кичик У з' || 1 нормали функцияни топиш талаб эти-

ь
лади. Маълумки, /  =  |  Р ($ (х), з' (х)) Ах ани^ интегрални

а
максимум ва мннимумга эриштирадиган ^ар нандай з(х)
функция -----—  = о  Эйлер тенгламасини каноат-

4х \  дз' /  д$
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лавтирицш керак. Бизда бу тенглама 5"(х) =  0 куринищида. 
Щунга кура изланаётган ^ (х ) функция х,ар бир [хг-_р 
оралшущ чизицлидир. Демак, ^.(х) биринчи тартиблй ^ .(х ) 
сплайндан иборат.

. 2-м а х а л а . !хв-_.(, хД (» =  1, п, х0 =  а, хп =  Ъ) ^исмлар- 
га ажратилган 1а, Ь] ораликда жадвал куринишида берилган 
/ (х) функцияни интерполяцияловчи шундай (х) квадратик - 
сплайн тузилсинки, у учун юкорида курсатилган 1) — 3) 
шартлар ва кушимча 4) шарт бажарилсин, яъни:

1) хар кайск .с,-] ораликда сплайн булаги ь (х) -=
=  а0 4  а-уХ +  а2х2 куринишидаги купхаддан иборат; 2) (*)€ 
€'Сг [в, Ъ]\ 3) 5 2 (хй) =  /а; 4) х„ =  а да з' (а)  =  А,  х̂ ар зрйси
х1 (» =  1; д — 1) йуцтада з ‘ (х — 0) =  5' (х 4- 0) тенглик. урин- 
ли булсин.

Е ч и ш : Сплайннинг [х0, х^ оралиадаги булагини топйш 
учун курсатилган шартлардан фойдаланиб ушбу сйстемани 
тузамиз:

К  4  с1\Хй 4  — /0, 
а0 4  « Л  4  а.2х\ =

(а* 4  2 а,х0 =  А.

Систещни ечиб, 'топилган а0, ах ва аг коэффициентларб^йи-. 
ча изланаётган 8 (х) =  а0 4  ахх 4  агх2 ни тузамиз.

Турнинг долган ^ар ^айси |х4_,, ] (г ==2; я) к кепи 
учун

(а# +  4  а2х?_! =  /(*,■_>),
■ й14 а 11 ; 4 й # |  =  / ( ^

[в' (х,- — 0) =  У  (Х4. 4  0)

куринишидаги система тузилади ва изланаётган $ (х) =га0 4
4  а гх 4  а2х2 куп^ад олинади, бунда з' (х) =  ^ 4 2  «ах.

9- ми со  л.' Бирор /(х) функция /'(0,78) =  — 2,5 ва

X 0 ,78 1 '5 6 2 ,34 3 ,12 3,81 ■

У . 2 ,5 1,2 1,12 2 ,25 4 ,28

жадвал билан берилган. Уни интерполяцияловчи иккщвди 
тартибли сплайн тузилсин.

Е чиш : [0,78; 1,56] оралик учун:
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а0 +  0,78 а 1 +  0,782 а2 — 2,5,
■ а0 +  1, 56 а г +  1,562 а2 =  1,2, 
а± +  2 • 0,78 о2 =  — 2,5.

* '
Системани ечиб, а2 =  1,069, а, = — 4,168, аэ =  5,1 ни 

топамиз. Изланаётган уч^ад 5 (л:) =  5 ,1 — 4,168 х +  1*069л? 
булади.

[1,56; 2,34] оралик учун: олдинги оралик учун топил­
ган муносабатдан фойдаланиб, й'( 1,56) = —■4,168 +  2,136- 
•1,56 =  — 0,83 ни аниклаймиз. Сунг хункдаги системани 
тузамиз:

С аг 4- 2а2- 1,56 =  — 0,833, ( 4) шартга мувофи^)
! а„ +  1,56^ +  1,562а3 = 1 ,2 ,
(_ +  2,34% +  2 ,342а2 =  1,12.

Бу система дан а2 = 0 ,9 3 6 , аг =  — 3,755, а0 =  4,781 апнк- 
ланади. Бу оралиц учун изланаётган куп^ад 5{х) =  4,781 —
— 3,755 х  +  0,936 х2 булади. [2,34; 3,12] оралик. учун:

з'(2,34) =  — 3,755 +  2 -0.936 -2,34 =  0,625,
Га, +  2а2- 2,34 =  0,625, 

а0+ а , - 2 ,3 4 + а 2-2,342 =  1,12,
( а0 +  а , - 3 ,12 +  а, -3,122 =  2,25.

Бундан а2 =  1,056, а 1 =  — 4,317, а0 =  5,44 ва з(х)—5,44 —
— 4 ,3 1 7 х +  1,056 х2.

[3,12; 3,81] оралик учун:
з '(3 ,12) =  — 4,317 +  2 • 1,056 ■ 3,12 =  2,27244 «  2,272,

(а 1 +  2а2Г 3,12 =  2,272,
! а0 +  «5 -3,12 +  а2 ■ 3 ,122 =  2,25,
[ а  ̂ +  а1-3,81 +  а2 • 3,812 =  4,28.

Бундан а2 =  0,971, а , =  — 3,787, а0 =  4,614 ва 5(х) =  
=  4,614 — 3,787 х +  0,971л;2.

Шундай ^илиб, тузилиши талаб этилаётган 8 3(х) сплайн 
кетма-кет жойлашган х̂ ] орали^лар учун топилган
5 {х) уч^адлар мажмуасидан иборат.

3-м а с а л а . Куйидаги шартларни цаноатлантирувчи 3  (х) 
интерполяцион кубик сплайн тузилсин:

1) 5̂ар к;айси Ц-_р X;] (I =  1 ; п )  оралицда З 3 (х) ^ Н3(Р),  
бунда Н3(Р) ■— даражаси т — 3 дан катта булмаган купх^ад- 
лар туплами;
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2) 5 3(х)бС2[а, ьу
3) Турнинг хк(к — 0; п) тугунларида 8 3{хк) =  /А;
4) 5'з'(а) =  5ЦЬ) =  0.
Е чи ш . Изланаётган 8 3(х) сплайн хар кайсн [дг4-_1, *.] 

(I =  1; п) ораликда т =  3-даражали з(х) =  а0 +  а }х +  а2х2 +  
Ч- а 3х3 куринишдаги купхдцдаи иборат. Хар к;айси купхдд- 
нинг туртта а0, а,, а2, а3 коэффициента аникланиши керак. 
Шу максадда 3) шарт буйича иккита тенглама, хДг =  0; п) 
ну^таларда сплайн эгри чизиклари эгрилигининг нолга тенг 
булиш ёки 8'(Х; — 0) =  .з'{Х[ +  0) булиш шарти ва 4) 
шимча шарт буйича яна икки тенглама, жами турт тенгла- 
мали система тузамиз. Шундан сунг масала ю^орида (2-ма- 
салада) курсатилганича >̂ ал килиниши мумкин. Ленин биз 
[1] нинг 295 — 298- бетларида берилган умумий курсатма- 
дан фойдаланамиз. 5 3(л;) сплайн ва унинг ^осиласи куй и - 
даги куринишда изланади:

(х; — X)3 (х; — X: ,)3
3  (Х) =  М,  V*-.--  ■ +  М , ------+

31 '  ‘ - 1 6 Щ 1 61ц

\ ! н — — ) - т г ~ + 1 / <— — }  К  л щ

$■ и  - — м ,  , -  ~ д>~ +  /,'~1 _
2А,- 1 2А,- }ц

М; — М; ,
--- (17)

бунда /г,: =  хг- М 1 =  8 "(хД, М 0 =  М п —  0. Номаълум
Мя_], • • • . катталик кийматларини х.иеоблаш
а л г о р и т м и:

I \ , п  1, /г- Н̂ /6, Ь̂  (,кI -)- /  3,

°1 ~  ^г+1 /®> ~  «̂+1 Д) / (̂+1 //_[) /  1̂ > 
% =  0. Р 1 =  11 Й1- 1 +  Ь1> =  — с, / р.,

«о =  °> Щ =  Ч и1-\)!Р1’
к -  1; Д - 2 :  М п_ 1 =  МА =  +  иА

Агар /(л:) € С*[а, &] (/г =  0, 1, 2, 3, 4) булса, у хрлда сплайн­
нинг г  (х) =  /  (х) — 5  (х) хатоси:
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тах  | г{р) (х) 1 <  с1г ” (к >  р), 
а<*<Ь

бунда с турга боглик булмаган узгарувчи, к =  тах
1 < х < п

10- мКс о л. /(х) функция

Х( 0 ,78 1,56 2 ,34 3,12 3,81

п 2 ,5 1,2 1,12 2,25 4 ,28

жадвал билан берилган ва /" (0,78) = / "  (3,81) == 0. Уни ин- 
терпаляцияловчи учинчи даражали 5 3(х) сплайн тузилсин 
ва функциянинг х = 1 ;  2; 3; 3,5 нукталардаги циймати
^исоблансин.

Е чиш : 1) Х^исоблаш натижаларини кетма-кет жадвал га 
ёзамиз:

10- м и со  л Интерполяцион кубик сплайн

1 Ч и к Н Ч “1 Р1 Яс Ч Щ

0 0,78 2,5 0 0 0
1 1,56 1,2 0 ,7 8 0 ,1 3 0 ,52 0,13 !,5641 0,52 —0,25 3,0079 2,4332
2 2,34 1,12 0 ,78 0,13 0,52 0,13 1,5513 0,4875 —0,2667 2,9492 2,2991
3 3,12 2,25 0 ,78  0,13 0 ,49 0,115 1,4933 0,4553 —0,2526 2,4376 2,4376
4 3,81 4,28 0 ,69]0,115 0

ча:
2) г =  1, [0,78; 1,56] оралик учун (16) муносабат буйи-

С / . Л  АЛ , Л/ Г (Х ~ Хо ) 3 , ( \  М 0 Н \ \ Х у - Х
4 х) =  М 0 6Й, +  1 - Ж ---- +  I 6 Й|

М 1 (ж -0,78)*
1-------  =  0 +  2,4332 г-—г: +6 /  "1 

1,56 — л:
к < ” ' 6 -0 ,78

2 ,4332 -0 ,78^  _ лг — 0,78+ 1,2

+  I /1 -  

+ ( 2 ,5 - 0 )
0 ,78  V 6 1 0 ,78

=  0,51989708х3 — 1,2165592 х2 — 1,0340559х+ 3 ,8 ; 
«  0,52 х3 — 1,217х2 — 1,034 х +  3,8; 5 3(1) »  2,049. 

1 — 2, [1,56; 2,34] орали^ учун:

~  '  1 Ч5 3(х) =  М 2

1 бкс, м . 0‘ - х' у, +  11, - ^ л ‘ г ~ х6кг
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1Щ Щ \  х ~~ Х1
— 17* — =  • • • ~  '— О.ОЗОх3 +  1,350х2 -

— 5,042 Х4- 6,681; 5 3(2) да 1,76.
1 =  3, 12,34; 3,12] оралик учун:
5 3(х) =  . . .  да 0,30 х3 +  0,942а;2 — 4,360х +  5,775;

5 3(3)да 1,98.
1 =  4, '[3,12; 3,71] орали^ учун:

5,(х) =  . . .  да — 0 ,589х* +  6,730х2 — 22,473х +  24,773, 
5 3(3,5) да 3,29.

Умумий зфлда сплайн даражалари турлича (лекин т,  
дан ортШ булмаган даражали) купхадлардан иборат булак- 
лардан тузилган булиши мумкин.

11- м и с о л. х  ва у  узгарувчилар орасидаги бовланиш- 
жадвал тарзида берилган:

X У X "У X У X У | *
У хг У

35 ? 41 437 47 999 53 1425 59 2301 65 3766
36 ? 42 584 48 864 54 1500 60 2575 66 4039
37 324 43 727 49 913 55 3642 61 2720 ; .67 4659
38 38! ■ 44 822 50 1016 56 1789 62 2701 68 5015
39 33! 45 84-5 5! 1098 57 2039 63 3221 69 5835
40 425 42 922 52 1224 | 58 2009 64 3018 . 70 ? ,

Учинчи даражали сплайн-функция тузилсин.'З’;
Е ч итн. Таянч нукталарини (сплайн булаклари туташади- 

ган внтерпоЛяцион тугунларини) танлаймиз. Улар (37; 324), 
(42; 584), (55; 1642), (69; 5835) булсин. 1) [37; 42] ора- 
ли^даги сплайн булагини у  — у х — /'(%) (х —■ хх) тутри чи- 
зрщ куринишида. тасвирлаймиз, бизда хг =  42, у х =  584 ,
/'(42) — —— —  =  52. Натижада у  — 584 =  52(х — 42), ёки

у  =  52* -  Щ
2) [42; 55]' оралшущги булак учун

/(х) =  А +  В  (х — х^ +  С(х —- х1)г- г О (х  - ■ХгГ (18)
учинчи даражали купхадни танлаймиз. Сплайнниаг хдр ик- 
ки кушпи булаги узлари туташадиган нуцтада бир хил 
кияликка ва у" нинг бир. хил кийматига эга булсин. Бу 
шаргга кура хх =  42 ну^тада: /(42) =  584 =  А, /'(42)=52: =  
=  В, /" (42) =  2С +  6О ■ (42 — 42) =  0 ва бундан С = 0, В  =
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=  (К-Ч) — А — в (х 2 — хг) — с  (х2 — хх)2)/ {х2 —  *,)*=(1642 —
— 584 — 52 (55 — 42) — 0)/(55—42)3 =  0 ,1738734. Иккинчи 
булак:

У =  584 +  52 (X — 42) +  0,1738734 (х — 42)3; (19)
3) [55; 69] оралик; учун учинчи даражали /  (х) =  К  +  

+  Ь ( х  — х2) +  М(х —- х2)а +  N (х — х2)3 куп^адни тузамиз. 
л: =  55 ну^тада бу чизик ва (19) чизик бир хил / '(55 ) ва 
/" (55) ^ийматларга эга булиши кераклиги шартидан фой- 
даланиб, куйидагиларни топамиз:

/(55) =  1642, /'(55) =  52 +  3 • 0,1738734(55 — 42)2 =
=  140,15381, /"(55) =  2-3-0,1738734(55 — 42) =  13,562125, 

./ (55) =  К  =  1642, !'{х) =  Ь +  Ш  (х —  55) +  ЗМ(х — 55)2, 
/'(55) =  Ь =  140,15381, /" (х) =  2М  +  2 ■ ЗЫ (х -  55), 

/"(55) =  2М =  13,562125, М =  6,7810625.
N  ни топишда (69; 5835; ну^та координаталаридан х,ам (Ьой- 
даланамиз: 5835= 1645+140,15381(69—5 5 )+ 6 ,7810625(69—
— 55)а -|-УУ (69 — 55)3, бундан N  =  0,3286291 ва натижада 
/(*) -  1642 +  140,15381 (х — 55) +  6,781063( х - -  55)2 +  
+  0,3286291 (х — 53)3;

4) Функциянинг х =  35, 36 ва 70 даги ^ийматларини 
топиш учуй сплайннинг биринчи булаги (турри чизи^ кесма- 
си) ва охирги булаги (эгри чизик, кесмаси) экстраполяция 
^илинади.

9- м и с о л Хосил килинган сплайн кийматлари жадвалп

X /(*) X К*) X 1(х) X /(*) X т X

35 220 41 532. 47 866 53 1387 59 2332 65 4050
36 272 42' 584 48 934 54 1508 60 2533 66 4442
37 324 43 636 49 1008 55 1642 61 2798 67 4868
38 376 44 689 50 1089 56 1789 62 2798 68 5332
39 428 45 745 51 1179 57 1952 63 3365. 69 5835
40 480 46 803 52 1278 58 2132 64 3692 70 6379

Масаланинг шартида берилган маълумотлар ва бу жад» 
вал маълумотларини солиштириб, сплайн берилган к,иймат 
ларни бир к,адар силликлаганини курамиз.

М А Ш К Л -А Р

1. Бирор у  =  }'(х) функциянинг хД/ =  1 ,т) ну^талардаги 
[(Х{) кийматлари берилган. Лагранж Интерполяцион форму - 
ласидан фойдаланиб, /(х.) кийматлар хисобланснн; !
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1) =  0,41 +  0,05 (I —-1), 1 =  1; 5, / ( ^ ) =  1,5068; 1,5841;
1,6820; 1,8220; 1,9155. х. -= 0,13; 0,54; 0,57; 0,62;

2) х{ =  11,2 +  0,8 (I — 1), I =  Т7б, [{х() -  6,403; 6,782; 
7,211; 7,746; 8,062; 8,485; х, =  11,5; 12,5; 13,0; 15,3;

3) хг =  50 +  6 (I — 1), г =  175, [(х{) =  0,0488; 0,0531; 
0,0581; 0,0644; 0,0681;' х. =  53; 60; 70; 75;

4) щ  =  4,1 +  о,3( { — 1), /= Т ?7 , Я*;) =  166,53; 175,06; 
185,89; 201,38; 211,70; 227,05; 231,77; х, 4,2; 5,2; 5,5;

5) х- =  ПО + 5 0  г, / 0; 5, Ц х ^  =  111,63; 117,35; 124,615 
134,98; 141,91; 152,20; х( =  170; 230; 340; 370;

6) Х [ -  3 ,1 4 -0 , Ы, г = 0 Г 4 , Я*,-) =  1,3634; 1,4333;
1,5068; 1,5841; 1,6653; =  3,3; 4,3; 4,8; 5,3;

7) х . =  0 ,5 1 -Ь 0,1/, г*=бТТ, / ( ^ )  =  0,4-882; 0,5312; 
0,5728; 0,6131; 0,6518; 0,6889; 0,7112; 0,7481; лу -  0,65; 
0,85; 0,95; 1,22;

8) х- =  41 +  5(1 —• 1), I =  1; 6, [(х{) =  64,83; 67,82; 
71,41; 78,10; 81,24; 84,76; х.  =  49; 53; 64; 67;

9} хь =  1100 +  10(1 — 1), I =  1;5, /'(*,) =  11163; 11735; 
12337; 12969; 13634; х- =  1115; 1125; 1135; 1145;

10) х.- =  31 + 5 ( /  — 1), % =  1; 7, Я*;) =  55,68; 60,00; 
64,81; 70,71; 74,16; 78,74; 81,16; х,  =  33,00; 40,00; 53,00; 
60,00.,

2. Жадвалларда курсатилган ^ийматларни ^абул килувчи 
ва даражаси энг паст булган куп^адлар тузилсин;

а) б)

350
353
359

0,0534522
0,0532246
0,0527780

55
53
49

0,018181818
0,018867925
0,020000000

в)

9 0,3333333
11 0,3015113 
14 0,2672612

г)

89
92
96

9,4339811
9,5916630
9,7979590
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д) е)

нШнЯрИВЯ к

.

70
71 
74

4,1212853 61 0,016393443
4,1408177 63 0,015873016
4,1983367 66 I 0,015151515

3. Юкорида (2- мисолда) келтирилган жадваллар буйича 
у  пинг куйида берилган кийматларига мос х аргумент ^ий- 
матлари топилсин:

а) у  =  351, у —358; б) у  -  54, у  — 50; в) у  = 1 0 .  у  — 13; 
г) г/—9,4868330, у = 9,7467943; д) у ~ 4,1601676, у = 4 ,1793392! 
е) у  =  0,016129032, у  =  0,015384615.

4. Тескари интерполяциялашдан фойдаланиб, тенглама- 
ларнинг [а,Ь] ораликда ётган илдизлари е анщликда то­
пилсин:

а) х2 — 1§(х +  2) — 0, е =  10“ 4, а  =  0,5, Ь — 1;
б) х~ +  1п х  — 4 = 0 ,  е =  10“ *, а  =  1,5, Ь =  2;
в) (5 — х) +  2 1 б /3  — х — 1 = 0 ,. е =  Ю” 4, а =  " 1, 

Ь =  2;
г) 1§(х 4- 1,5) 4 - 1&* =  0, е =  1 0 ~ \ а =='0,1, Ь =  1;

,д) х3 — 5x4- 3 =  0, 8 =  0,01, [0; 1,5];
е) х3 +  4% +  3 =  0, е =  0,001, [. — 0,8; 1];
ж) 2 +  7х — х3 =  0, [ — 3; 3];
з) х6 +  х2 — 1 =  0, 8 =  0,001, [0; 1];
и) х3 +  3х— 1 =  0, 8 =  0,0001, № 1};
й) соз х—соз 2х — 5Щ Зх =  0, 8 =  0,0001, |0,25; 1]; 
к) 2 зш3х +  Ззш 2х — 2 з т х  =  0, е =  0,0001, {0,2; 1]; 
л) соз2х 4- соз2 2х +  соз2Зх +  созМх— 1,75=0, 8=0,0001, 

Ю; 1].
5. Куйидаги чекли каторлар й и р и л си н  (п =  1,2,  . . .):
а) 8(п)  =  I3 +  З3 +  . . .  4 - /г3;
б) К (п ) %  1-2-3 +  2 - 3 - 4  +  • • •  + ф + 1 ) ( п  +  2);

в) Ь (п) =  ±  ~  +  . . . + -----*-----;
; 1-2 2-3 п ( п +  1) •

г) М(п) -  —  + —  4 - . . .  +
14  4-7 . (Зл — 2) (Зп +  1)

ч лг / ч 12 . 22 , Я2д )Л (Л) =  -  +  — +  . . .  + ( 2 л _ ] ) . _ Т ) ;

е) Р(п) =  М !  4- 2-2! +  . . . + п - п \
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6. Куйида /(х), §(х), к (х) ва 1(х) функцияларнинг г̂ ий- 
матлар жадваллари келтирилган:

ч Н Ч )  . ё { 4 ) К ч ) Ч ч )

0 — 1 —3 - 0 , 2 — 1
0,1 —0,7949957 —2,6550704 —0,1966625 —0,899999
0 ,2 —0,5799279 —2,249523 —0,1826312 —0,799936
0 ,4 —0,118757 — 1 ,2112264 —0,1302229 —0,595904
0 ,55 0,2559402 —0,1773886 —0,0673978 —0,4223193
0 ,63 0,4667554 0,4869273 —0,0254242 —0,3074765
0 ,7 0,6579704 1,1441596 0,0162497 —0,182351
0,84 1,0610102 2,7087839 0,1138244 0,191298
0 ,9 1 ,2429301 3,4979546 0,1616117 0,4314407
1,0 1 ,5597528 4,9999995 0,24948971 1

Лагранж ва Ньютон формулаларидан фойдаланиб топилсин:
а) х =  0,12; 0,45; 0,67; 0,93; —0,9; 1,1 ларга мос /, §', 

Н, I функцияларнинг ва уларнинг биринчи тартибли хосила- 
ларининг к,ийматлари;

б) /  =  — 0,8; 0, § =  — 1,2; 0, А =  — 0,15; О ва / =  
*=— 0,3; 0 га мос булган х нинг кийматлари.

7. 1-мисол Ньютон, Гаусс, Стирлинг ва Бессель форму­
лаларидан фойдаланиб хал цилинсин. Шу билан бирга кур- 
сатилган х нуцталарда у' ва у" хосилаларнинг кийматлари 
топилсин ва хато бахолансин.

8. /(х) функция жадвал тарзида берилган:

X 0 ! ,5 3

т 1,8 2 ,4 3 ,5

Функцияни интерполяцияловчи а) биринчи тартибли, б) квад­
ратик сплайнлар тузилсин.

9. 1(х) функцияни интерполяциялаш учуй то^ сонли 
тугунларга эга булган текис Д турда параболик сплайн 
тузилсин, 3'2(а) =  0.

10. X;, 1 =  0,п, х(- — х4-_, =  х0 =  а, хп =  Ь турда: 
^уйидаги ^ушимча шартлар билан кубик сплайн тузилсин;

1) 5 '(а) =  0, 5'(Ь) =  1; 2) 5 '(а) =  8'(Ь),  Э Д  =  ЗЦЬ)
3) ЗЦа) =  А, З'3 (Ь) =  В.

11. /(х ) функция жадвал тарзида ва к;ушимча шартлар 
билан берилган. Учинчи тартибли 8 3([, х, А{) сплайн тузил­
син ва функциянинг курсатилган х нуктадаги ^иймати то­
пилсин, =  5з'(х(-):



1) * ! 1 1 2 з * 5 | 0

ч  
К Ч )

0,10
1,0068

0 ,14 
1,0314

0,20 
1,1016

0,25 
1,1205

0 ,28
1,1630

0 ,30
.1,1782

2М г +  М  =  2,8674, М ь '+  2Л46 =  2,84; х  =  0,22;

2) ' I 2 | 3 4 5 6
Ч

1( 4  ) 

2 М !

0 ,18
1,3216

+  0,2 М 2

0 ,22  
1,3396

=  2,718

0,25 
1,3870

Э, 0,ЗУИ5

0,28 
1,4204

+  ^ 6  =

0,34
1,4484

1,0074,.

0,35 
1,4602

х—0,26;

3) * Г * . 2 | 3 [ 4 5 |. 6

ч
П ч )

2 М Х 
=  0,15;

0,1
0,0996

+  м я =

0,14
0,1280

-  0,3605

0,16
0,1604

, 0,3/И

0 ,20
0,1816

5 М & =

0 ,25
0,2102

= -  0,45^

0 ,28  
- 0,2308

30, х —

4) 1 1 ( 2 ( 3 | 4 5 ! 6 ■

К ч ) 
2714,

0 ,2  
1,0052

+ - М 2 -

0 ,24  
1 ,0170

3,0076, С

0,26 
1,0252

),5М5 +

0,32  
1,0318

М, =  3,7

0 ,35 
1,0454

605, х  =

0,39 
1,0528 ■ •

= 0,28;

5) ; ! | 2 | 3 4 | 5 | 6

ч  
/( )

2МХ

0 ,2
1,1214

-Ь 0,3/И2

0 ,24  
1,1712

=  2,268(

0,27 
I ,2100

), 0,4Л45

0 ,30
•1,2485

Н~ 2Л4„ =

0 ,32  
1,2670

3,0782,

0,38
1,3613

х=0,28 .

12. г  — [ (х ,  у) функция цуш жадвал тарзида берилган. 
г  =  /  (Ху, у,) цийматлар топилсин:

X о .з 0 ,6 0 ,9 2> 1 ,2 1,6 2 ,0

0 ,00 0 ,09 0 ,36 0,81 1,0 —0,872 0,216 3
0 ,05 0,1075 0,3925 0,8575 1,5 —2,672 —2,104 0
0 ,10 0 ,1 3 0 ,43 0,91 2 ,0 —4,472 —4,504 - 3
X,  = 0,5, У[ =  0,08; Х1 = .5, у) =  1 ,6 .

85



У =  /  (А> функциянинг кийматлар жадвали берилган (ма- 
салан» /(5,5!) =  23,84):

в- Л А Б О Р А Т О Р И Я  И Ш И

5.5
5 .6
5.9 
6,3
6.6
6.9 
7,1 
7,5

23,76
24,63
27,34
31.17 
34,21 
37,39 
39,59
44.18

23,84 
24,72 
27,43 
31,27 
34,32 
37,50 
39,70 
44,30' I

23,93
24.81 
27,53 
31,37 
34,42 
37,61
39.82 
44.41

24,02
24,89
27,62
31,47
34.52 
37,72 
39,93
44.53

24,11 
24,98 
27,72 
31,57 
34,63 
37,83 
40,04 
44 65

I I 
24,19 24,28 24 
25,07 25,16 25 
27,81 27,9027 
|31,67 31,7731 
'34,73 34 ,84'34 
37,94 38,05'38 
4 0 ,15|40,26 40 
44 ,77:44,89 45

,37(24 , 
,25^25, 
,99 28, 
,87|31, 
,94 35 
, 16 38 
,38 40 
,01 45

45 24,54 
34 25,41 
09'28,18 
97)32,07 
05 35,15 
26|38,37 
49 40,60 
13 45,25

1,8
2,0
2.3
2.4
3.0
3.1
3.2
3.3
3.6
3.7
3.8
3 .9  
4,0

4,953 
6,050 
7,389 
9,974 
11,02 
1 099 
I '131 
1,163 
1,194 
1,281 
(.308 
I ;335 
1,361 
1,386

5,003 
6 , 1 1 0 . 
7,463 

10,07 
11,13 
1,102

135 
1,166 
1 ,197 
1,284 
1,311 
1,338 
1,364 
1,389

5,053 
6,172' 
7,538 

10,18 
11,25 

1,105 
1,138] 
1,169 
1,200 
1,287 
1,314 
1,340 
1,366 
1,391

5,104 
6,234 
7,614 

10,28 
11,36 

1 ,109 
1,141 
1,173 
1,203 
1,289 
1,316 
1,343 
1,369 
1,394

1555,207 5,259 
297 6,360 6,424' 
691 7,768 7,846 

10,49 10,59 
11,59 1! ,71 

,115 1,118 
,147 1 ,150 
,179,1 ,182 
,209 1,212 
,295 1,298 
,322 1,324 
,348 1 ,351 
,374 1,376 
,399:1.401

,38 
,47 
,112 1 
, 144' 1
,176 1 
,20б| 1 
,292 1 
,319 1 
,346,1 
,371 1 
,396; 1

5,312 
6,488 
7,928 
10,70 
И ,82

5,366 
6,556 
8,005 
10,81 
1! ,94 
I ,125 
1 ,157 

188

122 
,154
,185 1,1Ш 

,215] 1,218 
,300,1,303 

1 ,330;,327
,353
,379
,404

5,420 
6,619 
8,085 
10,91 
12,06 
1,128 
1,160 
1,191 
1 ,221 
1 ,306 

332 
358,356;1 

,381|1,384 
,406 1,409

2,8
2,9
3,0

16,45
18,27
20,09

16,61
18,36
20,29

16,78
18,54
20,49

16,95
18,73
20,70

17,12
18,92
20,91

17,29 
19,11 
21,16

17,46 
19,30 
21,33

17,64 
19,49 
21,54

17,81
19,69
21.76

17,99
19,89
21,98

Т о п ш и р и к :  1) [а, Ь) ораликда ж адвал кийматларини 
^аб у л  ^.илувчи знг паст дараж али интерполяциоп к уп хад  
тузилсин; 2) ж адвал  ^ийматлари икки м арта зичлансин; 3) 
з^ар к;айси у ( кийм атга мос киймат ва х,ар кайси хк га 
мос у к ^иймат топилсин; 4) х 1 интерполяция тугунларида 
['(х) хосила кабул киладиган кийматлар топилсин; 5) .^исоб- 
лаш  хатолари бахолансин.

^и соб лаш лар  албатта Л агран ж  ва Н ью тон форм улалари 
ва ихтиёрий учинчи интерполяцион ф орм ула билан такрор 
баж арилсин ва топилган  натиж алар таккослансин:
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Вариант № [о, 6] Ч хк

1 5 ,5 ;5 ,59 23,8; 23,9 ; 24 ,0 ; 24 ,5 5,49; 5 ,5 4 3 ;5 ,5 7 6
2 5 ,6 ;5 ,6 9 24,7; 24,85; 25,1; 25,38 5,595;5 ,623;5 ,684
3 5 ,9 ;5 ,9 9 27,4; 27,65; 27,8; 28 ,0 5,89 5,914 ,5 ,985
4 6 ,3 ;6 ,3 9 31 ,2; 31,5 ; 31,65; 31,9 6,29 6,315; 6 ,384
5 6 ,6 ;6 ,69 34,3; 34,45; 34 ,9 ; 35,1 6,59 6,643 ;6 ,685
6 6 ,9 ;6 ,99 37,4; 37,65; 37,97; 38,3 6 ,89 6 ,9 3 3 ;6 ,975
7 7 ,1 ; 7 ,19 39 ,6 ; 39,90; 40,13; 40 ,5 7,08 7,12.4; 7,185
8 7 ,5 ;7 ,59 44,23 44,6; 44,93; 45,2 7 ,49 7 ,5 2 3 ;7 ,585
9 1 ,6 ;1 ,69 4 ,98 ; 5,085; 5,300; 5,414 1,59 1,608; 1 ,687

10 1 ,8 ;1 ,89 6,047 6 ,35 ; 6 ,494; 6,587 1,79 1,809;1,877
11 2 ,0 ;2 ,09 7,45; 7,764 7,923 8 ,05 1 ,99 2 ,013 ;2 ,085
12 2 ,3 ;2 ,3 9 10,00 10,45 10,68 10,87 2 ,29 2,304; 2 ,388
13 2 ,4 ;2 ,4 9 11,10 11,55 И ,78 11,96 2 ,493;2 ,446;2 ,487
14 3 ,0 ;3 ,0 9 1,097 1,104 1,11; 1,126 2,988; 3,015; 3,087
15 3,1 ;3 ,19 Г, 129 1,1313; 1,148 ; 1,149 3 ,09; 3 ,132; 3,186
16 3 ,2 ;3 ,2 9 1,16; 1 ,165; 1 ,18; 1,190 3,19 3 ,208 ;3 ,287
17 3 ,3 ;3 ,39 1,19; 1 ,196; 1,208; 1,22 3 ,28; 3 ,306;3 ,375
18 3 ,6 ;3 ,6 9 1,28; 1,283 1 ,29; 1,304 3 ,58  3,612; 3,687
19 3 ,7  ;3 ,79 1,307 1,313 1 ,32; 1 ,329 3,69 3,707 ; 3 ,746
20 3 ,8 ;3 ,89 1,333 1,336 1,35; 1,357 3 ,78 3,803;3 ,886
21 3 ,9 ;3 ,9 9 1,359 1,362 1 ,370 1,380 3,88 3 ,905;3 ,987
22 4 ,0 ;4 ,09 1,384 1,390 1,400 1,405 3,98 4 .0 1 6 ;4 ,088
23 2 ,8 ;2 ,8 9 16,43 16,50 16,98 17,90 2,79 2 ,805 ;2 ,887
24 2 , 9 ;2 ,99 18,15 18,20 18,95 19,80 2,89 2 ,907;2 ,967
25 3 ,0 ;3 ,0 9 20,06 20,32 21,22 21,90 2 ,98 3 ,013 ;3 ,078

7-б о б. ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИЙ ^ИСОБЛАШ
ь

Квадратур формула. Берилган/•=  П ( х ) й х  интегрални
а

чекли йириндига алмаштириш оркали хосил кил и над и. Ху- 
сусан, Ьп{х) Лагранж ннтериоляцион формуласидав фойда- 
ланиб, куйидаги куринишдаги формула олиниши мумкин:

/ = (  Цх)с1хж У ^ А Л х ^ ,  (1)
а к—О

л -1 п  4 3 - ®
а 1 = 1

бунда хк(к =  0,1. . . .  ,)  — квадратур формуланинг тугун-
П

лари, А к — коэффициентлари, V  А^(х }̂—квадратур йиринди.
*=о

87



^ п(х) — х 'п (т — 0; п) булган холда Лк коэффициентлар'

ни топиш учун / =  [ хтЛх = И({юдага кетма-

кет т — 0,1, . . .  , я цуйилпб, ушбу

2 Л 4  =  2  4  =  /о./г=о к~0

2  4*** - Л .  *=0 (3)

к=о

система тузилади. Бу системанинг детерминанта О  =  П (хк—
к>1

— х () Ф 0  Вандермонд детерминантидан иборатлигини куриш 
кийин эмае.

1 - м и с о л. Ушбу /  ■= | /  (х) йх =  Л0/  (х0) + А 1[  (х.) 4-
о

+  Л2/(х 2) куринишдаги квадратур формула тузилсин. Бунда: 
ха =  0,2, хх =  0,5, х, =  0,8.

Е чи ш . Биз Ьп(х) =  хт (гп — 0, 1, 2) дан фбйдаланайлик:

■йх -

4 6

1Ь — \х°д,х  =  2, ^1=  ] =  2. /а =  [  *2<
о о о

(3) системани тузамиз:
0,2° -Л0 +  0,5° +  0,8° Л2 =  2,
0,2 Л0 +  0,5ЛХ +  0,8Л, =  2,
0,2гЛо +  0,52ЛХ +  0,8Ма =  8/3.

V

Бундан А0 =  4,814814, Л1 =  — 10,962962, А2 =  8,1481476 
аникланади. Натижада:

2.
Г /{х ) й х =  4,814814/(,0,2) — 10,962962/(0,5] +
о

+8,1481476/(0,8). . -

[а, Ь] ораликда олинган бирор р(х) вазн функцияси ёр- 
дами билан Ак коэффициентларни хисоблашда кулай булган



/  =  Г Р (*)! (х )а х ^  2  Ак 1(хк), (Г)
а к= I

Ь п

«г-»
а 1фк

куринишдаги муносабатларни тузиш мумкнк. Хусуеан»
1— 1; I] ораликда [ (х)  функцияни Р т(х) кугцад билан
якинлаштиришда р(х) =  — , —=•— олинади.

у  1 — ж®
Ныотон-Котес формулалари интеграллаш {а, Ь\ чекли 

оралирида тенг к кадам билан узо^лашган хк =  а  +  кк,
к — 0 ,п  тугунлар ва доимий вазн функцияси билан олин- 
ган квадратура формулаларидан иборат булиб, улар ^уйида- 
ги куринишда берилиши мумкин:

Ь п

|  /  (х) йх «  (Ь — а) У, Вк [ ( а  +  кк), (4)
а к=?О

бунда В к — Котес коэффициентлари:
^ |  уг—к п п

В к =  пк\ (п — к) \  П  (( —  / )  (5 )
<) 1=0

щ- 1 =  {х —  а)/к.
п  = 1 да В0 =  в х =

1
2 '

п  = 2 да В 0
I
6 ’

В , =
4 
6 ’

п  = 3 Да Во =  в 3 =
1
8 ’ Вг == В , = 3 

8 '
п = 4 да Вй

7
в , = = в 3 = 32

В.2 =  —
90~’ 90 ' 2 90

п = 5 да В0 = й 5 =
19

288
, В, = д 4.= 75

288
I В% — В.

50
288 ‘

Трапециялар формуласи (4) формуланинг п =  1 булган- 
даги хусусий хрлидан иборат:

■ Ь

[  П х ) Л х * ^ Ш - + . Щ ) ,
я
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колдик хади: (6)

Я ф  =  - ^ Г т а - < 1 < Ь ) .

[а, Ь) оралик тенг п булакка булинган умумий х,олда: 
ь

]  =  ̂  /  (х) йх «  Ь г̂ а (у0 +  у п +  2 (ух +  . . . +  */„_])),
а '

бунда у-  =  /(*;)

*  (/) =  -  - 7 Т Г 1 /"  ^  <  * <*)• ^12 п3
Симпсон формуласи. (4) формуланинг п — 2 булгавдаги 

хусусий холидан иборат (х2 =  х0 +  2й): 
ь
|  /  (х) йх ~  у  (/ (х0) +  4/ (%) +  /(х2)), (7)
О

^олдик х4ади:

^ (/) =  — ^ ^ ~ /1 У ( Ш а й а < 6 ) - 

2/г +  1 та тугун учун умумлашган Симпсон формуласи: 
ь

» =  | . /  (^) «'Ь; я* - [(у0 +  у 2п) +  4 { у 1 +  у 3 +  . . . +
а

+  У2п -1) +  2 {У2 .+ У.1 +  ■ • •+  У2л -2)Ь )

Я (/) =  -  Г  ©  (а <  К  Ь), у ,  = 7  (х,).

1
1 , 81П 2ж '

ин­

теграл кдйматини умумлашган трапедиялар ва Симпсон фор- 
мулалари ёрдамида 0,5 ■10~6 аншушкда топнш мумкин? Бе­
рилган интеграл кийматинн п == 5 учун шу формулалар би­
лан топинг ва аниклигинн ба^оланг.

Е ч и ш . 1) Интеграл остидаги о(х) =  —  -{- фуНк-
2 Ах

циянинг иккинчи ва туртинчи тартибли х,осилаларини баз{о- 
лащимиз керак булади. Маълумки,
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| созг ихАи
*)о

а 1 . п  
-{ - —  51П 2л:и 1 ! 1 • о \=  --- 4 - --- 5111 2х=УШ,

о 2 4х

ва

2 ' 4х

1 (соз2 их)' | =  | — 2 соз их ■ зш их ■ и I =  и з т  2 их,

| (соз2 их)" | =  2«2 соз 2 их,

| (соз2 их)" | =  4«3 зш 2 ах,

| (соз2 «x))V | =  8 ы4 соз 2их.

и'2 соз 2 мхй?ы< 2 1 и2 Ли =  2 • —  I =  — .
1 О О

4*о 1 _
= 2 \

4х%\
0 О 3 (о

1=8!
1 I
м4 соз 2 их Ли ̂  8 ( и* Ли =

.) 5о

Крлдпц хадлар учун (6') ва (7') формулаларга кура гс куй и- 
даги тенгсизликларни каноатлантирищи керак:

а) умумлашган трапециялар формуласи кулланилганнда

■1
12 п*

:0 ,5 -10“

бундан п > 4 8 , яъни /  ни 0,5 • 10 “ 6 аншушкда топиш учун 
камида я + 1  =  49 та тугун олиниши керак;

б) умумлашган Симпсон формуласи ^улланилганида

1
2880/г*

. —  < 0 ,5 -1 0 "

бундан п >  6 ашцланади, яъни интеграл ни 0,5 • 10~8 
аникликда топиш учун камида 2/г +  1 =  13 та тугун оли­
ниши керак.

2) Энди интегрални хисоблашга утаздиз. Бунда п = 5  деб 
олиниши керак:

а) трапециялар формуласидан фойдаланамиз. У издана- 
ётган ^ийматни 0,2- 10~4 аникликда бера олади (/?(/) 
учун (6') формулага п =  5 ни куйинг ва ^исоблашларни 
бажаринг). [0; 1] оралик^ни п =  5 та тенг цисмга ажратамиз 
(к =  0,2, х̂  =  0 +  Иг, 1 =  0; 5). у 1 ординаталарни хисоблай- 
миз (у[ =  у { х [)):
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Ч 0 0 ,2 0 ,4 0 ,6 0 ,8 3 ■

Щ 0,986773 0,948347 0,888350 0,812366 0,727324

(6') формула буйича:

3 — ~  (У о +  # 5 +  2 (Ух+ у  ̂  +  у3 +  у  а)). =

=0,8998999 да 0,8999.

б) (7') формула буйича хисоблашлар бажарилганида 
10; 1] оралик.ни узунлиги к =  (1—0)/(2-5) га тенг булган 
10 та оралицчаларга буламиз ва уларнинг учларига мос
г =  0; Ю ординаталарни хисоблаймиз:
V о- =  1. Уг =  0,9966733, у 2 =  0,98677291 (юкрридаги жад- 
валга маранг), у 3 =  970535, у А 0,948347, у ь =  0,920735,

=  0,888350, у7 =  0,851946, у8 =  0,812366, у & =  0,770513,
VI 0 =  0,727324.

Них.ояг, (7') умумлашган Симпсон формулалари буйича
олдин /? ( / )— 1-Ю“ в ни, сунгшунга мувофи^ яхлитлашлар-
н-и х,ам бажариб, У да 0,90135376 да 0,901254 ни топамиз.

Симпсон кубатур формуласи Я{а  <  ;с< А; Ъ <  у  <  В} со-
л в

:ха буйича / =  [ {  }  (х, у) йх й у =  §  йх ) /  (х, у ) й у  инте- 
' (&) а ь

грални топишда кулланилади, бунда [ ( х , у )  функция куреа- 
тилган соха ичида ва унинг чегарасида узлуксиз.

Хусусан, Ох ва Оу  ук.лари буйича кадам к =  ^ — , к —

== булган холда Симпсон кубатур формуласининг ку-

риниши:
кк , ч .

I  =  {[/ (х0, Уц) +  /  (хг, у 0) +  /(х0, г/2) +  /  (х2, г/2)+

+  4 1 з д 0) +  /  (х05 у г) +  /  (х*, г/2) +  /  (х2, У!)] 4-
+  т [ ( х 1>у 1)}. (8)

• а Ъ
Умумлашган формулада эса кадам к =  — —-, к =  — — 

булиб, х ^ = х 0 +  !к (хв =  а, 1 = 0 ;  2 п) ва у .  =  у й +  } к ( у 0 =Ь,  

Ш



/  =  0; 2т) тугунларга мос Д*., =  / г-. кийматлар .унун уш­
бу куринишда ёзилади:

/ ( л .  у ) й х й у  -  9 ^  ^  К / я \ '2/^ *  Д й - 2 , 2 /  / # + 2 , 2/-{-2 "Ь 
(К) «Во / о

” 1“  /й ',  2/ -Ь2^ ”̂ ” ( 4  /2(1-1, 2/ /21 +  2,2/ “I-  / а + 2 , 2 /  ^ 24 4-2,2/ 4,2"^'

+  /гг. 2/4 1) +  16/ 2/' 2г, 2/ + 1 
1 1,5

2г + !, 2/+11

8- ми-со л

(8'}

Куш интеграл то-
0 о

пилсин.
Ечиш : к =  (1—0)/2 =  0,5, к =  (1,5—0)/2 =  0/75;

X

У
0 0 ,5 ■ 1

0 10 9,9688 9 ,8 7 5
0,75 9,9297 9,8984 9 ,8 0 4 6
1,5 9,7188 9,6875 9 ,  5938

(8) формула буйича:

/  =  ((10 +  9,875 +  9,5938 +  9,7188) + .4(9,9388+,’

+  9,8046 +  9,6875 +  9,9297) +  16-9*8934) =  14,797.

Гаусс квадратур формуласи. Гаусс типидагй квадратур 
формулалар

Ь п

1р ( х ) [ ( х ) а х ж  2 А Л хк.) (9)
й-=1

куринишида берилади ва улар тугунларнинг танланищига 
з^амда /(х)|функциянинг ю^ори даражали силлик булйшига 
Караб алгебраик юкори даражали аншумкка |эга булади. 
Одатда Аг, А2, . . . , Ап коэффициентларни ва х1, хг, . . . ,х п 
тугунларни^шундай танлайдиларки, натижада (9) такрибий 
тенглик даражаси мумкин булгунча юкори барча куп-  
з^адлар учун аник булсин. (9) формула даражаси 2а—  1 д ан 
ортмайдиган барча куп^адларни аник интеграллаши учун у 
интерполяцией булищи ва со,, (а )  купх;‘д [а,Ь\ орали^йа р ( х1



вазн билан даражаси п дан кичик булган барча (^(х) куп- 
хадларга ортогонал б^лиши керак: 

ь

I Р (*) (х) (I (х) йх =  О,

ь

(/) =  -Ьг®  1 Р (*) (х) йх, I  € [а,И- (10)

бунда р (я) >  0, соп (х) =  (х — хх) (х—х2) . . .  (х — хп) .

(9) формуланинг колдик хади:

?
(2п)!

а

Гаусс туридаги формулаларнинг барча А к коэффициентлари 
мусбатдир. Одатда Гаусс квадратур формуласи номи билан
(9) формуланинг р (х) =  1 булган хусусий коли аталади, 
унда [а, Ъ] оралик чеклн булиб, маълум чизикли алмашти- 
ришлар билан | —1; 1] га келтирилади:

1 п
I Цх)с1хж \  А к Ц х к), (И)
 ̂ Аявт-1 М

(12)

хк тугунлар чап цисми Ьп(х) Лежандр куп^адидан ибо­
рат булган ушбу тенгламанинг ■ илдизларидан ташкил то- 
пади:

' (13)

Хусусан, Ь0 ( х ) = 1 ,  1 Х (х) =  х, Ц  (х) =  - у  (Зх2— 1), 1 3( х ) =

— - у  (5х3 — Зх) ва хоказо. Ак коэффициентлар куйидаги 

формула буйича аникланади:

Л  =  (1 - 4 ) [ !■ ( ,,) ]*  № “ ‘: П)' <И)
Формуланинг п =  1 — 6 учун тугунлари, коэффициентлари, 
^олдик х,адлари:

п =  1 учун хх =  0, Ах =  2, = ~  /"
О



п ~  2 учун х 1 — — х2 = — 0,5773502692, А г =  Аг — I,

%  =  +  Г < 5 ) .

п — 3 учун хх =  — х3 — — 0,774596692, х<, =  0, А г —

т =  4 учун хк — — х4 =  — 0,8611363116, хг — —  х3 =  
=  — 0,3399810436, Лг =  Л4 =  0,3478548451, Л2 =  Л3 =  

=  0,6521451549, Л , - 1 г Ц Г ( 1 ) :

л =  5 да: хг — хъ =  — 0,9061798456, =  — х4 —
=  _  0,5384693101, %3 =  О, А х =  Л3 =  0,2369268851, Л2 =

=  Л4= 0 ,478628705, Л3= 0 ,5688888899,/?в-=— /(10) ( | ) ;

п  =  6 да: =  — хв =  -— [0,9324-695142, х2=  — х-0 =  
=  — 0,6612093865, х3 =  - х 4 =  -  0,2386191861, ЛА =  Л6=  

=  0,1713244924, Л2 =  Л5 =  0,3607615730,Л3?=  Л4 =
=  0,4679139346,

п ________ 1 г<12>
6 648984486150

ь
 ̂1(1) (И интёгрални ^исоблашда (11) формуладан ф # д а-

а '
ланиш учун  ̂ =  - ... л: -|-  ̂- алмаштирщн киритилади:

ь 1
йх =

—1

=  /(**> +  а д -
к—\

(к =  хк +  хк — Гаусс квадратур формуласининг

[ — 1; 1] оралшущги тугунлари, ЛА — уларга мос коэффици-
* / 6—а \2«+1

ентлар, /?„ =  — — Нп.
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4- ми с о л. Ушбу | д~Т~~; интегрални Гаусс формуласи
о

ёрдамида хисоблаб топинг.

Е чиш : II) х =  I +  ° =  ~ “ (^ + 1) алмаштириш

1 3
п. Ь— а Г (И к С* {Цкиритариз: л — —-—  I -------- :-------- ■>----- =  4

1+  —  (< +  1)з 8+.(* +  .I)3’- )  ' т  8 1‘ Т ‘Г  _ 1

2) Л — 4 булсин. У х.олда: / = 4 0,347855/'---------- ---------—  +
V 8-Ь(—0 ,8611361 +  !)3

+ ---------- ------------^ +  0,652145 / ----------- ----------- ■ +
«+{0,861136 +  1)» /  \  8-Ь(0,339981+  1 р  т

Н--------------1—------- ) =  0,835624. Интегралнинг аник кий-
8+ (0 ,33998 ! +  !)з } ' г  '  1

мати 0,835598.
Ушбу

ь

§(Ъ—х)а(х—а)^1{х)йх(р(х)=(Ь~х)а (х--иУ’> « >  — 1, р >  — I)
а

куринишдаги интегралларни ^исоблашда Гаусс типидаги 
квадратур формулалардан фойдаланиш учун интеграллаш 
оралири чизикли алщштиришлар йули билан [—1; 1 ] стан­
дарт оралшда келтирилади. Натижада:

/  =  [ (1 —х)а (1+.х)р /  [х) йхж V  А  ̂ (15)
—1 к I

Бунда тугунлар вазифасини я-даражали

'ра. й(х) =  Ы Г .  (1+ л Г § р —  [(1_ х ) а+п(1+ х )р+,г1
2'1 я! с1хп

(16)
Якоби купхадларининг илдизлари бажаради,

А — 2 “+е+1 Г (а+ «+  !)-Г(Р +  я +  1) _________ !________П7>
* • * «1 /• .(« ,+  Р +  п +  1).. ' (1—лг|) [Р > + Р ) ( х А)Р  Л 1 *>

ОО
бунда Г  (г) — ^ е~ (г~ а( (г >  О1) — Эйлернинг иккинчи жинс

о
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интеграли, а  =  р =  0 булганда (16) Якоби купхадлари Ле­
жандр купхадларига, (15) формула (11) Гаусс формуласига 
айланади.

Мелер формуласи ((15) квадратур формуланинг хусусий 
куринишларидан бири):

3 П
! ■ /  [х) Ах да —  /  (х ,), (18)

3 У  1 — п
—  1 к—1

Xь =  С05 - ^ 1  я, Р (х) =  (1 — *2Г ' /2, /?„(/)=2 п
____  (̂2/1)

(2л)! 2'
д а - Г ® ,  - 1 < Е < 1 .  (19)

■ М и с О л. Ушбу ^ =  1| — ------ ;— , п =  5, ин-
3: Д  I 1 **<1 г**)

тсграл х.исоблансин.
Е чиш : х  =  ±  1 нуктада интеграл чексизликка айланади.

‘  ___1 /9

Агар бунда р(х) =  (1—х2) деб кабул ^илинса, Мелер 
квадратур формуласидан фойдаланиш мумкин булади:

я5 ^ > + ^  * 10 5 , г +  соз2
к= 1 ш

Ззт л. 1 7 л  г
1”̂ СО52П 0~ Н-С052 —  }_}_с052 ——

я (0,52506982+0,74322282+1 +9л 5
,+ с0521 о /

+0,74322282+  0,52506985) =  2,496241.
Чсбишев квадратур формуласи куйидаги куринишда 

берилади:
'I 11
|  /  (х) йх (•%>• « = 1 ( 1 ) 7 .  (20)
-1 к 1 

Формуланинг тугунлари: 
п — 1, хх =  0;
п — 2, —х, =  х2 — 0,577350269;
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п =  3, — хх =  х3 =  0,7071067812, х2 Ц  0; 
п — 4, —х1 =  х4 — 0,79465444723, —х2 '=  х3 ==■■

=  0,1875924741;
я =  5, —хг =  х5 =  0,8324974870, —х2 =  х4 *=. .

=  0,3745414096, х3 =  0;
п =  6, —хх =  х6 =  0,8662468181, — х2 =  х5 =

=  0,4225186538, ~~ х3 =  х4 =0,2666354015;
п  =  7, —хх — х7 =  0,8838617008, —х2 =  хц =

=  0,5296567753, —х3 =  х5 =  0,3239118105, х4 =  0;
п. =  9, —хг =  х9 =  0,9115893077, —х2 =  х8 =

=  0,6010186554, — х3 =  х7 =  0,5287617831, — х4 = х„  =  
=  0,1679061842, х5 =  0.

, Ь—а , Ь4-а я-МЬ ч и ш: п =  7 булсин. / = -------  х Н------!—  =  — ;—
• '  2  2 2

маштириш киритиб, интеграллаш оралирини [ — 1; 11 га кел- 
тирамиз. Бизда <И =  0,5 йх, 1 +  1Ъ =  (8 +  (х +  1)3)/8, I =  0
да х — — 1, I =  1 да х =  1 ва

^иймати юкорида келтирилган жадвалдан олинади. 
Эйлер—Маклорен формуласи ^уйидагидан иборат: 

ь

(20) формуладан фойдаланамиз:
/

а
[ /(х) с!х =  Тп +  А +  К2к (П, (21)

к~' В2!
бунда к =  (Ь—а)/п , А ,=  — ——  [/(2,~ > (&)



— }{2) !) (а)] — трапециялар катта формуласи га тузатма, 0 <  
<  т <  1. .

Н2к+1 г т
=  - ^ г  [  ф2*(х) /<2' >(а + 1,1 + /2Т) (22)

о /=о

Г л = Й [ Ш ± 1 ^ + ^ /((1 +  /Й) ] ;

7=1
1

Бернулли сонлари: /3, =  1, / > , -----—, В 2к+, =  0 (& =

=  1 , 2 , . . . ) ,  В , |  +  В,  — » . =  + Я . - - 5 Г -

О  5 о  _ ’691 П _ _  . о  ____ 3616
10 6 6 ’ 12 2730 ’ 14 6 ’■ 16 5 1 0 ’

Бернулли купхадлари: В0(х) =  1, В 1 (х) =  х -----,В2(х)=

==х2 -  Ж + 4  ’ 53 ^ ) = ^ “  V  +  4  ' ^  ^  -  2x3 +О 2 1

+  х2 “ ■ В»^) =  Т~ ** +  Т  *® ~  4  х ’ Ве №  =  Л6—30 2 о Ь

— Зх6+  —  X4 — —  х2 +  — .
2 2 42

Ф„ (х) .=  Вп(х) V  Вп (л — 1, 2, . . . )  — Бернулли купхддлари- 
дан факдг озод хад билан фарк киладиган функция, х =  0 
на х =  1 да бу функция (ф1 (х) дан ташкари) нолга айлана­
ди. (0;1) ораликда ф 2 (х),. ф4(х), ф6(х), . . куп^адлар дои- 
мий, (р2,г (х) куп^ад ( —■ 1')* ишорага эга, х =  0,5 да ф3 (х), 
Фв (х)> Ф,7 0Г)> • • • нолга айланади. ф2А+1 (х) куп^ад (0; 0,5)
ораликда ( — 1)й~ ‘ ишорага, (0,5; 1) ораликда (— \)к ишо­
рага эга.

7 - м и с о л  (^аранг: (7), 352- 6). Эйлер — Мак лорен 
формуласи ёрдамида

2

интеграл 1 • 10 4 гача аншушк билан хисоблансии.
Е ч и ш: п =  5 булсин. У хрлда к =  (2— 1)/5 — 0,2, х{ —

---■ 1 -г 0,2 » (г -  ОГбТ,
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П ь )  =  / ( 0  =  0,71550, /(х,1) — /(1,2) =  1,17738, / (х а) =  
=  /(1,4) =  1,56407, /(* ,) =  /  (1,6) =  1,95577, /(х 4) =  /(1,8) =  

=  2,40636, /  (х5) =  /  (2) =  2,96077, .
!  (*о) + 788342.

2

Учинчи тартибли досила билан чегараланамиз:

/ '  (х) =  —  5Ш X +  4 -  +  сН X, Г  (х) =  , /" ' (л:) =  51П X +
X3

+  ~  +  сЬ х, / '  (1) =  2,70161, / ' ( 2) =  3,10290, /'"(1) =  

=  26,38455, /" '(2 ) =  5,42150,

А =  — № А 1 1 _  (3,10290—2,70161) ■— 0,24 (~ 17—  (5,42150—

— 26,38455) =  — 0,0013842178. /  =  1,78696.

Ушбу
оэ /I
]  е“ *7  ( х ) Л =  ^ ^ / ( Х / , )  (23)

оо 6 = 1

куринишдаги квадратур формулада тугунлар вазифасини Че- 
бишев—Эрмит

купхадининг илдизлари утайди, формулада

А ,  =  2'‘+‘ ^  ( А  =  п! >/-п г(2п» (р) (24)
1» ;« й 1* - т  ?  <2п)1 1 ® -  1 1

(23) формула тугунлари ва коэффициентлари:

п =  1: хх =  0, X  =  1,7724538509; 
п =  2: —хх =  х3 =  0,7071067812, = /12 =  

=0,8862269255;

я  =  3: —хх =  х3 =  1,2247448714, Лг =  Л3= 0 ,2954089752, 
Л2 =  1,1816359006; х2 =  0;
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п =  4. —хг  =  х4 =  1,6506801239, —х2 =  х3 =
=  0,5246476233, Л  =  Л4 =  0,08131283545,
Л, =  л з =  0,8040140900;

п =  5: —X! =  х5 =  2,0201828708, —х2 =  х4 =
=  0,9585724646, х3 =  0, А г '= А ь =  0,01995324206,
Л2=  А 4 =  0,3936193232, Л3 =  0,9453087205;

п =  6: —хх =  х6 — 2,3506049737, —х2 =  хь —
=  1,3358490740, —х3 =  х4 =  0,436077119, А х =* А й =
=  0,004530009906, А 2 =  А 8 =  0,1570673203, Л3 =  Л4 =
=  0,7246295952.

Н0 (х) =  1, Н х (х) =  2х, Нп], (х) =  2 х/:/,, (х)—2 ( х).

Я„(х) купхад (— оо; +  оо) ораликда р (х) = е ~ х* вазн билан 
ортогонал система ташкил киладп.

л =  5 учун хк ва Ак кийматларини гокррида келтирил­
ган жадвалдан оламиз. Л2 =  ва А г — А 6, шунга кура:

куринишдаги квадратур формулада тугунлар сифатида п- 
даражали

интеграл хисоблансин

10
йх да ^  А к ■ Ъ+Хк .

5 + .х 2 . 5 -}- х^

=  0,9453087 • —  +0,3936193
5 5 -0 ,9 5 8 6 7 2 4  ~1'’ 5+0,9585724

+  0,0199532 (------ !-------- -I
\5 —2,0201829 15—2,0201829 1 5+2,0201829,

=  0,3620556.

Ушбу

|  х“ е х /  (х) йх да ^  -4* /  (-V (25)

^ а) (х) =  ( -  1)'г х - “ /  (ха+" <Г*)
с/х
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Лагерр купхадининг илдизлари олннади. Формулада:
=  й1Г(В+ » + 1) 2,г)

* Ч  [ / / ' “> (хА)1» ’ (2,г)! /  (р>- ( ^

(25) квадратура формуласи тугунлари ва коэс|эфициентлари
(п== 1 (1) б учун; а  =  0):

п — 1: хх =  1, А х =  1;
л =  2: хг =  0,5857864376, х2 =3,4142135624, Лг=

=  0,8535533906, А ,=  0,1464466094;
я =  3: хх =  0,4157745568, х2 =  2,2942803603,

=  6,2899450829, Л, =  0,7110930059, ;Л2 =  0,2785177336, 
Л3 =  0,0103892565;

п =  4: хх =  0,3225476896, х2 =  1,7457611012, 
х ,=  4,5366202969, х4 =  9,3950709123, Аг =  0,6031541043, 
Л2 =  0,3574186924, Л3 =  0,0388879085, Л4 =  0,0005392947; 

я  =  5: хх =  0,2635603197, =  1,4134030591,
=  3,5964257710, х4 =  7,0858100059, х5 =  12,6408008443, 

А х =  0,5217556106, Л2 =  0,3986668111, Л3 =  0,0759424497, 
Л4 =  0,0036117558, Л3 =  0,0000233700;

га =  6: хх =  0,2228466042, х2 =  1,8889321017, 
х3 = 2  ,9927363261, х4 =  5,7751435691, х5 =  9,8374674184, 
хв =  15,9828739806, Л ^ О ,4589646740, Л2= 0 ,4170008308, 
Л3 =  0,1133733821, Л4 =  0,0103991974, Л5 =  0,0002610172, 
Л8 =  0,0000008985.

Бир неча Лагерр кугцади (а =  0 да): Ьи (х) — 1, 1 1(х) =  
=  — х +  1, 1 2(х) —- х2 — 4х +  2, (х) =  — х3 4- 9хЯ— 18x4- 
+  6, 1 4(х) =  х4— 16х3+ 72х2—96х+74.

Г е~ х9 - м и с о л .  Ушбу Л =  \ — —у =  йх ингеграл >^исоб-
о

лансин, е== 10_3.
Е ч и ш. (25) формулада /(х) =  (1 +  У х ) ~ 1. п =  4 булсин.

хй, Лй (/г =  1; 4) ^ийматлариии юкорида келтиридган жад- 
валдан оламиз:
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4- 0,038891

=  0,5524 да 0,552.
ь

Вазн функциясини ажратиш у сули. Агар /  =  | /(х) ах

интеграл остидаги /(х) функция [а, Ь] оралшушнг бир ёки 
бир неча ну^тасида чекснзликка айланса, у шундай /(х ) =  
=  р(х) ф (х) куринишида ёзиладики, бунда ф (х) функция 
[а, Ь] да че^араланган ва етарлича узлуксиз хосилаларга эга 
булсин, р (х) >  0 — вазн функцияси.

Е ч и ш. Бу ерда х =  ±  1 да интеграл остидаги функ­
ция чексизликка айланади, р (х )= -(1 — х~) Деб олиб, Ме­
лер (21) формуласидан фойдаланамиз, п — 5 булсин. У >рл-

да: ^ да е * к (.хк =  с о з^ -— л), 1 (7,3890557+

+  3,2399907 +  1 +  3,2035429+0,14925292) -  7,1615267.

Аддитив усул (Л. В. Канторович тдклиф килган). Интег. 
рал остидаги функция /(х)==(х—с)а ср(х) (сё[а, Ь], а  > — 1) 
куринищига эга булиб, [а, Ь\ ораликда ф (л) нинг /г— 
тартибгача хосилалари мавжуд. У холда /  ( а ) функция /(х) =  
=  /Х(х) +  /2 (а) куринишида ёзилади, бунда

( а )  даражали функция булиб, у осон интегралланади. 
Квадрат 1-̂ авс ичидаги ифода ва унинг к- тартибли хрснласи

син.

5

к
/1 (*) =  ~ ^ ( х — с)’ ‘ “, /2 (х) =  (а—с)а[ч{х)— ф (с) —



х —с да нолга айланади. Демак, /2 (х) функция х —с да мах- 
сусликка эга эмас ва шу нуктада унинг 6 + [а] тартибли

ь
хосиласн узлуксиз. Шунга кура |* /2 (х) Ах га нисбатан бирор

а
квадратур формула цулланилиши мумкин.

4

11 -м и сол . Ушбу /  =  | ((Г2—2)(72— 4)]~1/2 А1 интеграл
2

хисоблансин.
Е ч и ш: Интеграл остидаги функция х  — 2 нуктада [(22 —

—2) (I — 2) (2 +  2)]-1/2=  [8(/ — 2)- 1/2 куринишдаги махсус- 
ликка эга. Махсуслигини ажратган холда функцияни /(/) =  
=  Щг—2)[Iй— 1) (/2—4)]_1/2— [8 (1—2 ) Г 1/2 куринишида ёза-
миз. Бу ^олда Н т [(() =  0. Интегрални /  =  ^  +  /2 кури- 

<-> 2
4

нишига келтириЗ ечамиз. Бунда =  ^[({)А(  бирор квадра-
2

тур формула билан хисобланади:

11-ми с о  л г а  п — 10 Трапециялар формуласи

п. { 1(1) п 1 /« > п 1 ■ П О

1 2 ,2 —0,14312695 5 3,0 —0,18452254 9 3 ,8 —0,17577466
2 2,4 —0,1702855 6 3 ,2 —0,18329041 2 2 = —3,1628994
3 2 ,6 —0,18054165 7 3 ,4 —0,18117931 0 (~*-2 0
4 2 ,8 —0,18411678 8 3 ,6 —0,17859699 10 4 —0,17284832

=  — 0,333572.

4

^2 — | [ 8 ((—2)Г '12 А( ни бевосита хисоблаймиз:

М т
Шундай ушиб, /  =  /1 +  /2 =  — 0,333572+1=0,666428.
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Л. А. Люстерник ва В.А. Диткин кубатур формуласининг 
журиниши:

51
(I /  (х, у) йхйу  да я 4 1 (о )+ — > ; / ( ? , )

=о
(27)

бунда Р  1 ~ ! —— , ф,- =  — г, I =  0; 5 ]; агар О — квадрат

Агар О — маркази координаталар бошида жойлашган бирлик 

дойра булса, Р  нукталар Р 1 =  1 / " ,  ф- .= ~  I (I =  0; 5)
о о

к;утб координаталарида берилади; О — бирлик дойра ичига 
чизилган мунтазам олгибурчак булган холда:

й  __  1= 0

1У 14 я
1Г :  ф(' ~  I

{— 1) булса,

11 1 ^  я  *х Л у х  т ? (0'о)+•§ [/ (1/Ц- °)+—1 —|

+ Ф /! • » ) ] + 1 Н / V  уТ [+

+ ' 1У т т > ? 7 > *29>
(27) — (29) формулалардан й  ихтиёрий радиусли дойра, 

ихтиёрий радиусли дойра ичига чизилган мунтазам олтибур- 
чак, эллипс, тутри туртбурчак булган ^олда хам фойдала- 
ниш мумкин. Факат узгарувчилар мос тартибда алмаштири- 
лиши керак. Агар □ ихтиёрий шаклга эга булса, у говори­
ла курсатилган турдаги со^алар йигиндисига келтирилади. 

12-м исол . Ушбу /  =  У \  +  х2+ у *  с1хс1у интеграл

хксоблансин. О : х2 +  у2 <  2х.
Е ч и ш. х* +  у 2 — 2х  +  1 <  1, (х — I)2 +  у'г <  1, ёки 

х г =  х  +  1, Ух =  У алмаштириш бажарилса,. /  =
=  Я  У  1+ (*1+  I)2 +  у \  (1х\ йуи  ^ :  х2. +  у 9. <  1 — бирлик до-

й4
ира. (27) формуладан фойдаланамиз. К,улайлик ►учун интег­
рал остидаги функцияни к,утб координаталарида ёзамиз:
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Р==~ ^ 1' ’ Ф«'=  ■§ *> 4 ^  ОД

/ « „ [ ± . ^ + } у ; | / | + 2 / | с „ 5| , ] =
г = 0

== 4,85838,
Монте — Карло усули. Бу усул т-каррали /  =  [Г, . .

'а
|7 (Х|, . . хт ) йхъ . . сЬст  интегрални'хисоблашда цуллз- 
нилади, бунда О соха т-улчовли 0 <  х1 <  1 ( 1 = 1 ,  ту 
бирлик кубда ётади. Тасодифий сонларнинг [0; 1] ораликда 
текис таксимланган т  та кетма- кетлигини оламиз:

у{1) у( 1) г(1)
1 » 2 ’ * ’ •’ л  ’ ’ * V

г(2) у(2) г(̂ )Л1 > 2 > • ‘ *» я > * * '»

=  РС08ф, У! =  Р8Шф, /  (X,, У!) =  К 2 + 2 р с о з ф  +  р2'.

х<т >, 4 т >, . . х<*>, . . . .

Исталган Р{ (х(р ,  хср ,  . . . ,  х̂ ?>) (1 =  1, 2, . . .) ну^талар т-  
улчовли бирлик кубда текис таксимланган тасодифий нук,та- 
лар сифатида каралиши мумкин.

Жами N  та тасодифий ну^тадан п таси О сох,ага, дол­
ган N — п таси О дан ташкарига тушган булсин. N  нинг 
етарлича катта цийматида

/ ^ ‘? 2 / ( Р ‘) т  1=1
уринли 65'лади (У0 — интеграллаш сохасининг т-улчовли  
хджми). Уа ни хисоблаш ^ийин булса, Уа да п/М деб оли-

П

ниши мумкин. У хрлда /  да ^  /  (Ях).

1 3- м и с о л. Монте — Карло ■ усули ^улланилиб, 
Я  У х 2 — у2 йх йу  интеграл хисоблансин, 9.—учлари 0 (0; 0),

А (1; 0), В  (1; 1) нуцталарда жойлашган учбурчак.
Е ч и ш: У соха 0 <  а: <  1, у <  х лар билан чегараланган 

турри бурчакли учбурчак булиб, 1, 0 <: у <  1 бир­
лик квадратга ^арашли. ЯМО функциянинг ЭХМ хотирасуга
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олдиндан киритилган. кийматлари (тасодифий сонлар) жад­
вал! гдан фойдаланамиз:

[0; 5] ораликда текис таксимланган тасодифий сонлар

0,57705 0,05926 0 ,00188 0,52906 0,05758
0,71618 0,66289 0,55709 0,09461 0,00336
0,73710 0,35483 0,86977 0,99602 0,88222
0,70131 0,09393 0,31303 0,69962 0,98585
0,16961 0,30304 0,11578 0,31311 0,52103
0,53324 0,55186 0,93045 0,27004 0,91827
0,43166 0,64003 0,93011 0,65339 0,07069
0,26275 0,20514 0,42844 0,93382 0,13928

Жадвалда кетма-кет келувчи ва О га кар,пали булган 
^ар икки сонни Р  (х , у) тасодифий ну^танинг координата- 
лари сифатида ^абул ' киламиз. Уларни учта унли ишорагача 
яхлитлаб олайлик. Масалан, хх =  0,577, у х =  0,716. Бундай 
сонлар жуфти N — 20 та булиб (куйидаги жадвалга ц&ранг), 
улардан я та жуфти 0 <  х ' <  1, у  <  х  шартни каноатлан- 
тнрсин (жадвалнинг у  <  х графасига +  ^уямиз):

13- м и с о л г а Монте — Карло усули

X * У<Х [(XI У) - У У<х | /  (*1 У)

0 577 0,716 0,930 0,428 + 0,82566094
0 737 0,701 + 0,22752582 0,529 0,095 + 0,52039984
0 170 0,533 0,996 0,700 + 0,70853087
0 432 0,263 + 0,34271708 0,313 0,270 + 0,15833192
0 059 0,663 0,653 0,934
0 355 0,094 + 0,34232878 0,058 0,003 + 0,057922361
0 303 0,552 0,882 0,986
0 640 0,205 0,60627963 0,521 0,918 —

0 902 0,557 0,071 0,139 —

0. 870 0,323 + 0,80781866 « = 1 0 4,5975159
.0 116 0,930

Интеграллаш сохаси (учбурчак) нинг юзи: Уа =0 , 5-1-1  =
— 0,5.

(30) формула буйича: /д а  —— 4 ,5 9 7 1 5 9 = 0 ,22987579да

* 0 .2 3 0 . 2 '0
М А Ш К Л Д Р

Ь п
1 - ( Р (х) [  (х) йх да ^  Ак [  (хк) интерполядион квадра-

а к= 1
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п Ь
тур формула коэффициентлари учун V  Ак — ^ р (х) йх тенг-

к — 1 а
лик уринли булишини курсатинг.

2. 1 - мисолда р (х) =  1, п — 2, х} =  а, х2 =  Ь булган ^ол 
учун интерполяцион квадратур формула тузилсин.

3. 1- мисолда р (х) =  1, п — 3, хг =  а, х2 =  —~ -•» Н~Ъ-

Интерполяцион квадратур формула тузилсин.
4. У рта киймат хакидаги теоремадан фойдаланиб, 2-ма- 

салада ччкарпладиган квадратур формуланинг колдик, хдш* 
топилсин.

5. 3-масалада тузиладиган квадратур формуланинг цол- 
ди!  ̂ ^ади топилсин.

6. Трапециялар квадратур формуласи умумий интерполя­
цион квадратур формулага асосланиб чикарилсин.

7. Жисмнинг Ох укига перпендикуляр булган кесимининг
5  =  5  (х) юзи 5 (х) — Ах2 +  Вх +  С (а <  х <  Ъ, А, В, С — 
доимий сонлар) конун буйича узгаради. Шу жисмнинг укаж­
ут V ■■ 3  (а) +  45 +  5  (&)] га тенглигини,6
яъни Симпсон формуласи билан ифодаланишини курсатинг.

8. К>уйидаги квадратур формулаларни келтириб чикаринп
1 п

г) \ У  \ —л'2 /  (х) йх =  — (соз '14- ц  
.5 л +  О  п + \ ' [  я +1, = 1 кЩ

я  /<2") (I)

п 2п (2л)! ’ ^  ’

X

б) (* \ /  -— - /  м  а х = V  - -'  Л У 1 +  лг '  2 п + 1  л + 1-1 ' А=1
/  (С05 +
■ \  2л +  1/

-X

9. Учинчи даражали куп^адни ани^ интеграллайдиган
1

.[ / (х) йх да С0 /  (0) +  С, /  (1) +  С /  (0) +  С /  (1) +  с 4/  (0.5) . 
о

"Куринишидаги квадратур формулами тузинг.

1 0 8



НО. Учинчи даражали купхадни аник интегралловчи
1

/  =  |  / (X) з ш |  хЛс =  Сх/  ( - 1 )  +  С0/  (0) + € , [ ( 1 )

хуринишидаги квадратур формулани тузинг.
Г Ах11. Ушбу 1 -̂----- нинг ^ийматини трапециялар форму-

о
ласидан фойдаланиб 1-10 3 ани^ликда топиш учун нечта 
тугун олиниши етарли. Интегрални хисобланг.

12 — 43 - машкларда берилган интеграллар трапециялар 
ва Симпсон формулалари ёрдамида топилсин ва хато бахо- 
лансин:

з
12, я =  10. 13. ? ■ хс1х.«—10. 14. Г хЧх

3 ( * + 3 )«  3  (З х + 1 )3 3 ( 5 * + ! ) * ,1 0 '

= 10. 15. {  , п = 10. 16. [
.) (Заг+ 2 ) 2 3

1
3

п =  10.
1

3 3
17.

1~ ’ ' 0'
2,8Г* А*>

19

(2х +  З)1 '

Р -— — , я =10. 18. Г ---— , я = 10.
ь! х (4л:—I)3 ,] Зд:2+л:+4

0

. — - — , я=10. 20. (’ --- -----, я = 8.
.1 (9 +  дг*)» 3 лг-(3 ,»+ х»)
0 1

21. Т  — , я = 8. 22. Г ----- ** ........-, я = 10.
^ 2 , 8 1 * + х *  )  (9 л :+ 2 )/9 ,8 х + 4
—0,2 2
2,5 0,3

23. |  У 2 х Т З  V (0,8* + 4)3йх, п= 10. 24./ V  1^х2хЧх,

п =  10

- 1,2 - 0,2

хЫх1 1
. 25. (* Уг { 3 - х 2)2 хйх, я =15. 26.

0,5 . 1 / 3 , 6 1 — **

1,5 2,2

п =  8. 27. ’ — - ........, я = 10. 28. ----- аж -,я=Л0.
3  А-/ 3 , 6 1 —л* Э2х У х * + 2 , 2 5



29. Г — ---------- , п =  10. 30. Г у  о, 2 х - 3,08 <*х, п =  Ю.
А  * / * » - 2 , 2 5  ^

,/--- Я/2
31. | • ..... п =  8. 32. Г зш 0,92 х йх, п — 6.

б!з К 2 , 1 * - х *  3»

Я/2 ‘ л /2

33. Г 8Ш*0,8хЛс, п ---- б. 34. |‘ — — -------, /1 =  6.
х* .] 1 +  зш 0,6*
' о

я /2  я /2

35. |  соз2 0,8 х /г =  6. 36. |  зш 0,32х$ 1П 0,8хс1х, п  =  8.
о о
л / “ ^  я /З  я /3

37, 1* ':У(/л' и —я чй С и — й чо V с*8а0,3.г^х

2 ,2  2 ,2

1 ^ 7 ' "  =  *- 38 \ с1&32хйх, /г--8. 39. ^
О • 0,2 ■ 0,2

1 1
,! 51П20.,3.( 

0,2  '

п=± 12. 40. ( ех* с1ху /г== 10. 41. | е ~ йху п ~ Л  0.
о о

2 я /2

42. (' е°'6х &т0,8хйх, п ~  10. 43. Г е ’бх соъхйх, п =  10.
0 о

44 — 59 - машкларда берилган интеграллар трапециялар 
ёки Симпсон формуласи ёрдами билан ь аникликда хисоб- 
лансин.

2 з
44. е =  0 ,5 -10~4. 45. Г - ^ —, 8=0,5 • 10“ 4.

.] (-*+3)2 3 (3*+1)»1 О 
1/3 1

46. ....^  . в =  0.5-10' ~3. 47. Г  ^  . 8—0,5• 10~3.
Л 1̂ 1— 3 1—Н-л'ао * о

1 » I
48. Г х 1п (1 +  х) йх, е =  0,5 ■ 10~3. 49. I - 1п ( + х) йх,

2  ,) 1 +  а-20 о
1 1,5

е =  0 ,5 '10_3. 50. | е = 0 , 5 - 1 0 “ 4. 51. |  8;п }пхйх,
и 6 о,5

1.5 . Я/4'

8 =  0 ,5 1 0 ~ 4. 52. | соз1пхЙх, е =  0 ,5 1 0 ~ 4. 53. ( 1псозх^х*
6.5 О
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я /2

е =  0 ,5 -1 0  8. 54. I" ] / 1  — 0,551П2х йх, 8 =  0 ,5 -1 0 _3.
о

я/2 1/2
55. (*----- — ■ е =  0,5 • 10~3. 56. Г Е Р51'1™**, е = 0,5х

ЗУ"' '1—~5Ш2Х 

1/2

Х 10- *. 57. е =  0,5 ■ 10~ 3. 58. Г - агс1̂ ж
3 X 3 1 + ХО '

е =  0,5• 10~3. 59. Г -̂-аг— е =  0,5 ■ Ю” 3.
.  X

60 — 65-масалаларда функцияларнинг курсатилган я,- лар- 
даги*/7 (х(-) цийматларини 1 • 10~6 аникликда топиш ва гра- 
фикларини ясаш талаб ^илинади (хисоблашлар ЭДМ да ба- 
жарилсин):

я
60. Р  (х) — ^  дА (интеграл синус), х — 0

о
х  =  0 (0,1) 10.

X
11 * 31

61. Р ( х )  — — =  1 —— й( (Френель функцияси), х —
У 2 п  3 VI

= 0 (0,1) Ю.
л:

62. Р (х) =  — = г  | е-,,/2 й1 (Лаплас функцияси), х  =
У  2 п .)

=  0 (0,1) 4.
X

63. Р (х) = — |  1псозМ (Лобачевский функцияси), х —

О п \ я 
3 6 / 3

X
64. Р  (х) =  \ —  — (1-жинс зллиптик инте-

^ у  I _  К2 51П2/
О '

грал), х = 0  ( ^ 1  а 2 =  0,1 (0,1) 0,5.

111



65. Р  (х) — I У  1 — а2з[п2/ (11 (2 -ж инс эллиПтик ин-

66. у - -  1п (1 — х3) (0 <  х <  0,5) эгри чизик ёйининг 
узунлиги 10“ с гача аникликда топилсин.

67. Ярим уклари: 1) а =  10, Ь =  6; 2) а =  1, Ь — 0,5 
булган эллипс ёйининг узунлиги 10~2 аникликда то­
пилсин.

68. у  =  81'пх синусоиданинг 0 <  х <  я  ораликдаги узун­
лиги 10 2 аникликда топилсин.

66. р ср =  1 / <  ср <  гиперболик спирал ёйининг

узунлиги 10“ 3 аникликда топилсин.
70. у  — (х2 +  2х) ё~х чизик ва абсциссалар уки билан 

чегараланган эгри чизикли трапециянинг юзи топилсин.
2

71. 1/ =  1ц х , у — — со8х чизиклэр ва ординаталар уцио
билан чегараланган эгри чизикли учбурчакнинг юзи 0,5- 10~'г 
аникликда топилсин.

72. !) х* +  у 4 =  31,36л:2; 2) х4 +  у4 =  х3 чизик, билан 
чегараланган шаклнинг абсциссалар у^и атрофида айланиши- 
дан хрсил буладиган жисмнинг хажми топилсин (8=Ю ~3).

73. у  =  2х — х2 парабола ва абсциссалар уки билан че­
гараланган шаклнинг ординаталар уки атрофида айланишидав 
х.осил буладиган жисм хажми топилсин ( е = 1 0  3).

74. Томони 7,8 га тенг булган мунтазам олтибурчак то- 
монларидан бири атрофида айланади. Хрсил буладиган]жисм­
нинг ^ажми топилсин (е == 10” 2).

75. Жисмнинг тезлиги у =  У 1 Л м/с формула билак 
берилади. Дастлабки 10 с ичида жисм утган масофани то- 
пинг (е =  10“ 1 м).

76. х3 +  у 3 - -  Зху — 0 Декарт япроги юзини 10-1 ани^~ 
ликда топинг.

7 7 — 100 - машкларда келтирилган интеграллар Гаусс 
туридаги формулалар ёрдамида топилсин ва топилган натй- 
жадаги хато киймати бахолансин:

2 3

о
теграл), х — 0 | ,  а 2 =  0,1 (0,1) 0,5.

2
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81. Г л =  3. 82. Г с ' ‘ йх, п = 1 0 .
о с

1 »
83. Г г ~ х1 йх, п =  14. 84. Г ..— ------ , п =  10.

к  Л У х  (1 4 -  х)

, 1 . . 1

Ц 4 У х  (1 Н~ х)

0,3 1

85. | ‘ V I — х- х айх, лг =  11. 86. / ( 3 —х)Нйх,  л=10.
—0.2 - 0 , 5

87. [  - 4 = —  ■ « =  10. 88. Г -------..........  . п =  10.
К 3,61—-V2 .] *Уз,61-*!>

2 • л/2

89. | / ,6* 5ш0,8хйх, л = 8 . 90. |" е0,бА соз хй х, п =  8.
о о

1 ' I , ■
91. [х!п (1+х) Л ,  я =  10. 92. йх, п = 8.

о

1.5 1,5

93. { со$1пхйх, л =  10. 94. Г зтЫхйх, п =  10.
о ,о  0,5

95. Г ' 8-<|.± --) йх, п =  5. 96. ' Г -и(1 :' Л-1 с1х, п =  4. 
.) 1 +  -*2 3 1+л-2
о о ■

1/2 1/2

97. |  л =  10. 98. йх, п =  10.
О о

99. Г ох, п ..... ю. Ю0. Г 1псозхйх, п =  8.
,) ) +  л-
О о

101 — 114- машкларда келтирилган интеграллар Гаусс 
туридаги формулалар ёрдами билан г  аникликда топилсин 
(хисоблашларда Э^М^дан фойдаланилсин):

101. Г йх, е =  10~3. 102. ?  П ; -1<Г'' йх, в.,-КГ*.
3 .] 2 +  х ’

оо — Оо
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Г ■ *___ йх, е = 0 ,5 - К Г 8. 104. [ 1̂ ± $ й х ,
Л У \ - х *  .1 1+а-2> я

1/3 I

е =  0,5 • 10~3.
)•

105. | __ М-.—-— , е =  10 8, 108. { У х  зш хЧх,
.) У х  (г°'4*+1,5) $

е -  10~~в.
1   I

107. [  У \ —х2 е~х йх, в =  10 в. 108. $ ]У х е х‘ йх,
-I  6

е  =  Ю '  Л

109.
* +со
[ У х е  хгйх, е — 10 4. 110. )' е Х~$тх4х,е=  10~3.

0

> " •  0 . 5 , 0 - .

е =  10 "5.
1 . I

ИЗ. Г —■ Лх . е =  10-». 114, Г —  йх .е = 1 0 ~ а.
о (1— о У'х2 С1—*)2

115— 138- машкларда берилган хосмас интеграллар е гача 
анщликда хисоблансин:

а) Чексиз чегарали интеграллар:
4-со 1

115. Г е = 1 -  Ю~8. 116. Г — * ----  йх,

е =  1 • 10"6.
о о

Н“оо +,
П 7 . Г ------* 1 _  е =  о,5 - 1 0 ..5. 1 1 8

Л * 2 ( х + 1 )!
Г — йх, 
Л (1+*3)



-[-СО + о с

121. {' ё~3х соъ 0 , 8хс1х, 8 =  1 ■ 10~в. 122. |  ■ й х ,
О I

8 -  1 • 10“ *.
■+00 -}~СО

123. Г ....— - , е = Ы ( Г 6. 124. Р - ^ - й х ,  е =  I • 10~в.
Л (*2+1)2 3 (1+*)*0 1

б) [а, Ь] интеграллаш оралири чекли булиб, унда /  (х) 
функция факат битта нукта атрофида чегараланмаган:

125. Гя/0
1/е

127. ]  ■«)0

129.
1

1 г«Л ] 0

1
131. [ Ь

0

I 2
ах . 1Л_ „ Г* х(1х____ е =  1 • Ю~°. 126. Г — , е =  1 ■ 10"

/ 1 - х 2 . У х — 1
с

, 8 =  1 ■ 10 128, Г 8 =  1-10“
Л п 1 х  3  X У \ п х

0 _1_

йх - , 8 =  1 • 1(Г 130. 1 - — —
1—х*+2 V 1—х-

Е = М 0 '5,
I

1х, 8= Ш -4 . 132. | (1—х)"1 1пхйх,
о

г  —  10~3.
+ «  Я/2 •

133. Г Л Е 5 1  е = 1 0 “ 4. 134. [  Хпъ'тхйх, г  — 10~3.
3 0+ *2)8 ,•/о °

(' агсзтх _ , л_я (‘ йхГ - - - - -И* йх, 8 =  10 3. 136. Г
3 ^ (25+ .**) (I + * 2 )о к о

8 =  10~4.
) 2 2

+«©
137. Г 8 =  10~2. 138. I *-...± *----- -йх, 8=10

3 в +1 . \ 1 +■**
-4

°' . I/о
139 — 142- машкларда курсатилган функцияларнинг ол- 

тита унли ишорали жадваллари тузилсин ва графиклари 
ясалсин (ЭХМ дан фойдаланипг):
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л:
Г с\1139. Г  (х) — I ------ (интеграл логарифм), х = 0  (0,01) 0,5.
Л 1п !■о

. X
140. Р (х) = —  | - - - - - й( (Эйлер дилогарифми), х =з 

=  0 (0 ,01) 1.
X

141. Р (х) — —  ̂ 1псо$гУ/ (Лобачевский функцияси),

х ~ о (  — ) - .
V 3 6 /  2

X
142. Р  (х) =  |  1п у - ,  х =  0 (0,01) 1.

о
143— 145-машкларда берилган каррали интеграллар, 

трапециялар, Симпсон ва Гаусс формулаларини такрор цул- 
ланиш усулидан фойдаланиб хисоблансин (бунда пх ва пу лар 
х  ва у  буйича олинган тугунлар сони):

1 1
143.

о о
Я я/2

145.  ̂ | х зт  (х +  у) йхйу.
о б

146— 1 4 8 -машцларда берилган каррали интеграллар 
Люстерник — Диткин кубатур формуласи цулланилиб хисоб­
лансин:

146. /  =  Л  (х2 +  4у 2 +  9) йхйу,  й ; х2 +  у2 <  4.
й

147. I  — ГС (х +  х у  — х2 — у 2) йхйу, О :0 < х  <  1,
О

О <  у  <  2.
148. /  =   ̂ (х2 +  у2 — 4х — 4у +  10) йхйу,  О : х2+ 4 у 2—

'а
— 2 х — 16у-Ь 13 =  0 (эллипс билан чегараланган соха, че- 
гараси билан).
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149— 152-машкларда берилган каррали интеграллар 
Монте — Карло усули кулланилиб хисоблансин:

X

149. ^ е У йхйу, й  — парабола (у2 =  х) ва л — 0, у  =  1
а

тугри чизиклар билан чегараланган эгри чизикли учбурчак.
150. / =  [ ] ' (х2 +  у 2 -  2К * 2 +  у2 +  2) йхйу , 0 :0  <

'о
<  х <  2, 0 <  у  <  2 кесмалар билан чегараланган квадрат.

151. I — \ \ \ ( х + у —2+ 10) йхйуйг,  Й :х 2+ у 2+ г 2< 3.
" Я

152- ' = 1 / 1  (х +  у  +  г) йхйуйг , Й : х  >  1, у >  1 »г> 1, 

х <  3, у  <  3, г <  3.

7 - Л А Б О Р А Т О Р И Я  И Ш И
ь
Г* уртх /I у

1-топширик: Ушбу /  =  1 ---------- , ш = 0 ,6 + 0 , \ к  ин-
 ̂ (1 +тх)* 

а
теграл трапециялар ва Симпсон квадратура формулалари кул­
ланилиб, е аникликда хисоблансин:

Вар. а ь к е Вар. а ъ к е

I 0,1 2,1 —3 !0-з 16 0,3 1,8 —5 10"-4
2 0,2 1,7 —8 10-2 17 -0 ,4 1,6 —  12 10--4
3 0,3 2,2 -1 0 10—2 18 -0 ,3 2,7 10 10--з
4 0,1 3 8 10-з 1.9 - 1 1,2 2,4 10-
5 0,4 2,4 0,2 10—з 20 0,2 2,4 —8 10--з
6 0 ,5 2 ,3 0 10—4 21 0 ,3 2 ,6 —9 10‘~2
7 0,5 2,1 —4 Ю“ 2 22 0,4 3,2 3,4 10-”2

- 8 0,2 ! ,8 - 1 0 10-з 23 0 , 3 3 —8 10"-з
9 0 ,3 2 ,2 3 10-з 24 - 0 , 2 2,1 — 10 10--з

10 0,4 1 ,9 1 1 0 - 2 25 0,1 2,8 - 1 4 10--4
11 0 1 ,6 —2 1 0 - 4 26 - 0 , 1 1,9 —5 10--4
12 -0 ,2 1,8 10 10“ з 27 0 , 4 2 ,2 10 10--3

13 1 2 ,8 8 Ю-з 28 0 ,3 2 ,3 8 10--3

14 0,4 3,2 10 10-2 29 0,1 2 ,6 8 10“ 3
15 0,3 3 ,2 - 5 Ю-з 30 - 0 , 2 2 4 ,4 10--4

2- топширик: К>уйидаги беш|[интегралдан вариантларда 
курсатилган учтаси Гаусс типидаги квадратур формулалардан 
фойдаланиб, туртта ишоичли ракамгача аникликда ечилсин
(я — тугунлар сони):
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4"о©
/ 3 =  | ха ё~х <7 (х) йх,

о

и  =  ( “ у - е” л2 гЬс (я =  1,0 +  0,256),
о

+ С0
С Н у

/ 5 =  — Ё =  (6 =  0,2 + 0 , 1т).
Л V  1+&х4

о ,  — 1

Вар.
Л г, I, Л I,

№
«1 Ьг а п ! (х) а ч (X) к т

1 0.1 2,1 -0 ,3 ' 6 х 3 1 ыпЗх
2 0 ,3 3 ,2 0 ,7 5 I /х 0 соз4х
3 1,8 2 ,8 1,1 5 1 / Х* 1 сзо4х
4 0 ,4 2 ,2 0 ,8 5 1/х3 0 1пх
5 —0 ,8 2,1 4 6 X 1 1/(1—Зх)*
6 0 ,3 1,8 3 ,2 6 X* 1
7 0 ,2 1,7 0 ,9 6 1—х2 2
8 0 ,4 1 ,9 2,1 6 **/(1 — х*) 3
9 - 0 , 4 1 ,5 -2 ,2 6 Х3 / ( \ — X*) 4

10 + 0 ,4 1 ,3 2 ,2 5 \ / ( х  (1-х*)) 5
11 0 ,3 2 ,2 — 1 5 1/(■**(!— х2)) 6
12 0 ,2 1 ,8 -4 ,2 5 1 /(х3(1—х 2)) 7
13 0 ,5 2 ,4 2 ,2 5 х* (1—х*) 8
14 - 0 , 9 1,7 1 ,4 6 х/(1—х*) 9 ■
15 - 0 , 5 1 ,9 1 ,8 5 х3 (1— х2) 10
16 - 0 , 7 2 ,4 2 ,2 6 (1—х2)2 0
17 0 ,8 2 ,8 2 ,8 5 х (1—х2)2 !
18 0 ,4 3 ,2 3 ,0 5 х2 (1— х2)2 2
19 0 ,4 3 ,6 2 ,4 5 хз (1—х2)2 3
20 0 ,3 2 ,4 2 ,6 5 (1 + х 3) - 1 4
21 0 ,7 2 ,8 2 ,8 5 (1 + х 2)-1 5
22 - 0 , 2 2 ,4 2 ,6 6 (1 + х 2)” 2 6
23 0,1 2 ,2 2 ,4 6 ( 1 + х 2)- 1/3 7
24 0 ,2 2 ,5 3 ,2 6 (1 + х * )-3 8
25 0 ,2 2 ,6 —4 5 езх 9
26 0 ,5 2 ,9 - 0 ,8 5 (1 + х 2)-* 10
27 0 ,4 3 ,2 3,1 5 (1+ х*)-* 11
28 0 ,3 2,8 2 5 (1 +  х 2) _ 2 / 3 12
29 - 0 , 5 2 ,2 2 ,2 5 (1 +  х2)—3/4 13
30 —0,8 2,4 3 ,2 5 1п2х

- -
14
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8 - боб. 0ДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН 
КОШИ МАСАЛАСИКИ СОНЛИ ЕЧИШ УСУЛЛАР

(1)
У (*о) =  Ус- У' (*о) =  Уо> ■ ■ ■ ’ У{п~ 1) (хо) =  Уа~} (2)

бошланрич масалада курсатилган тенглама учун Коши теоре- 
маси шартлари бажарилеа, яъни /  функция (х0, у 0, у 0, . . . , 
У(оп _1)) бошланрич ну^та атрофида аналитик булса, изланаёт- 
ган у  =  у  (х) ечим х =  х0 атрофида Тейлор к,атори курини­
шида берилади:

(3) тенгликда у 0, у'й, . . . , //0П_1) коэффициентларгина (бош­
ланрич шарт кийматлари) маълум. Крлган У(о \  У{о +1), ■ • ■ 
коэффициент ларни аниклаш учун берилган тенглама диффе- 
ренциалланиб, хрсил килинган тенгликда у хрсила урнига 
унинг /  ифодаси адйилади: =  Д (х, у , у' ,  у ’\  . . . ,
у{п-1)); энди бу тенглик дифференциалланади ва яна у {а) 
урнига /  куйилади: у <~п+2> =  /2 (х, у,  у ’, , у ^ л1) ва хо- 
казо; хрсил килинган г/(п+ !), у(га+2\  . . . тенгликларга
(2) бошланрич шартлар куйилиб, у § \  у (0п+ 1\  . . . хдкоблана- 
ди. Агар | х — х„.| катталик (3) каторнинг якинлашиш ра-

тацрибий ечим хатоси нолга интилади.
1 -мисол .  Ушбу у "  — х у у ' , у ' (0) =  */(0) =  1 бошлан­

рич масала ечими даражали катор куринишида топилсин. 
Ечимнинг у ( — 0,5) кийматини е =  0,001 аникликда хисоб- 
лаш учун к.атор неча хад билан олиниши керак?

Е ч и ш: Куйидагиларга эга буламиз:
1) У" (0) =  0 - у  (0) • у'  (0) -  0; 2) у '"  =  у у ’ -г хуу"  +  

+  х { у ' ) \  у " '  (0) =  1; 3) у «> =  2 (г/)2 +  2у у "  +  х у у "  +  
4- хуу"'  4 1 2ху', у<4)(0) =  2; 4) шу тартибда у  э ) (0) =  3, 
. . . , у {пЦ0) =  п — 2, . . . ; 5) изланаётган ечим;

(3)

диусйдан ошмаса, п-+- +  оо да у  (х) я* ^  у{ (х—х0у

119



V X36) бу цатор х  =  — 0,5 нуктада -1— хадидан бошлаб ишора-
3 !

си алмашинувчи сонли кдтордан иборат, унинг хадлари аб­
солют киймат буйича монотон камаяди:

>  1, | х | =  0,5,
п х п+ 2 . ( п +  1 ) х п+ 3 ! п {п +  3)
(п+2)!' (л+  3)1 1 (я +  1)*

. .  . , . . I « / т 3 
хамда иш \а„\  — игл.....  ....................  ,, , 0 | =  0. Бундай цаторда олдин-

о п - +  оо I ( п  1 )\

ги п та хадини крлдириш билан чегараланилса, ^олднц:

1К I =  1 $  -  К  ! ая+ 11 -  з ^ 31 , 1x1=0 ,5 .  Биз
| /?/г | <  е булиш шартидан фойдалгнамиз:

п — 1 да I =  2 0,5 =  0,0052 >  0,001 га, п =  2 да
4 !

зса | /?21 =  0,0004 <  0,001 га эга буламиз. Бунга Караганда 
у  (— 0,5) ^ийматини 0,001 гача аникликда олиш учун у {х )  
каторида олдинги 1 +  х га яна кккита хад к^ушилиши ки- 
с{юя кнлади:

/ \ < • , г 1 . 2 х 1у  (х) ~  1 -г х  + ----- 1----- .
31 4!

2 -мисол .  Ушбу
у '  (х) =  у  соз х — г  зш х,

г' (х) — у  51П х +  г  соз X,

х0 =  0» у 0 =  у  (0) = 1 ,  20 =  2 (0) =  0
бошлангич масала ечилсин ва [0; 0,2] ораликда к  =  0,05 
^адамда 1 • 10“ 3 аншушкдгги ечим кийматлари жадвали ту­
зилсин .

Ечиш:  Ечимни

У (х) =  У о +  —  х +  —  х2 +  . . .  +  Xй +V \ (| 2! к\

? ?” 7(к)
2 (х) =  20 Н— -  х 4----- X3 +  . . .  +  —  Xй +

4 '  ° 1! 2! - к\

(4)

даражали ^аторлар куринишида излаймиз. Номаълум у ’0, г'а, 
у'0', . . . ^ийматларни куйидагнча аниклаймиз:



1) берилган системага х0 — 0, у 0 =  1, г0 — О бошланрич 
'^иймагларни цуйсак, у 0 — 1, г ' — О хрсил булади;

2) системани х  буйича дифференциаллаймиз:
( у ”  (х) =  — (у +  г') зш х —  (г — у') соз х,
1 г"  (х) =  — (г — у') зш х { у  +  г') зщ х 1 '

ва бу ифодаларга маълум кийматларни цуйиб, у ” =  1, г'0’—
— 1 ни топамиз. Энди (5) системани дифференциаллаймиз 
ва шу тартибда кетма-кет дифференциаллашлар ва у"'  (х), 
г"' (х) ,  у1У(х), . . . ифодаларига маълум к;ийматларни куйиш 
нули билан у'0" =  — О, 20" == 3, у„1У =  — 6, 21У =  5, у <*> =  
=  — 23, 2(5) =  — 5, . . .  кийматларни аниклаймиз.

3) топилган кийматлар (4) тенгликларга куйилса, изла- 
наётган ечим ифодалари олинади:

4) ечимнинг [0; 0,2] ораликдаги цийматларини е =  1 • 10~3 
аникликда олиш учун хар ^айси у (х) ва г (х) функцияларни 
цаторларга ёйиб, уларда канчадан х,ад колдирилиши кифоя 
К.илади? Изланаётган п сони | Нп (х) | <  е тенгсизлик буйича 
аник;ланиши мумкин, бунда (х) — каторнинг колдик, хади. 
К^аторларнинг маълум хоссаларидан (хусусан, Вейерштрасс 
теоремасидан) фойдаланайлик. у  (х) ва г (х )  каторларн учун

кгатор мажоранта вазифасини бажара олади. у(х)  щ  г(х)  щ-  
торларнинг колдик, хадлари а нинг мос крлдик, ^адидан ки-

0 2” ~̂1чик. а  катор крлдик, хади га тенг. У холда | Нп (х) | <

0 2я _<  —— < 1 - 1 0  3. Бундан п >  3 булишини аниклаймиз. Д е­

мак, ечим туртинчи даражали купхадлар куринишида оли­
ниши мумкин:

у (х) =  1 +  X +  — X2 — — X4, 2 (х) =  — х 4- — х3 +  — х4. 
У ' 2 4 2 2 24

5) у ва 2 нинг талаб ^илинаётган к;ийматларини (7) фор­
мула буйича хисоблаймиз. Бунда оралик хисоблашлар 1 • 10” ® 
аникликда бажарилиши мумкин. Охнрги натижа 1 • 10~4 
аникликда яхлитланади:

у  (х) =  I +  х +  — х2 — — х4 — ^  х5 4- . . . , 
у  2 4 120

(6)

(7)

а -  1 4-0 ,2  4- 0,22 +  0,23 4- . • . (8)
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X 0 0,05 0,10 0,15 0,2

У ! 1,0518 1,1050 1,1611 1,2196

2 0 0,0251 0,0505 0,0767
■

0,1044

Аникмас козффициентлар усули. Агар бошланрич шарт­
лар билан берилган <р0 (х) у (п) (х) +  ф, (х) у(п_1) (х) +  . . . +  
+  Ф„ (х) у  (х) =  I (х), ф0 (х) ф  0 чизикли дифференциал тенг- 
ламаиинг фг- (х) узгарувчан коэффициентлари ва / (х) функ­
ция бирор сохдда х — х0 нинг даражалари буйича якннла- 
шувчи каторларга ёйилса, изланаётган у  (х) ечим шу со^ада 
якинлашувчи у  (х) = а 0 +  а { (х — х0) +  аг (х — х„)2 +  . . да­
ражали катер куринишида тасвирланади. Номаълум а,- коэф- 
фициентларни аникмас коэффициентлар усули буйича топиш 
мумкин. Масалан,

у " ^ - р ( х ) у ' + д ( х ) у = г ( х ) ,  х0~  0, у . ( 0 ) = у 0, у ' о ( 0 ) = у 0 (9)

бошланрич масалани ечиш тала б килиниб, р(х),  д {х) ,  г (х) 
коэффициентлар х3 =  0 нукта атрофида аналитик функцпя- 
лардан иборат булсин:

Р (х) =  2  Рп %п - я (*) =  У  яп хя , Г (х) =  V  гп хп (10)
л = 0  » п==0 п —0

оо

Ечим у  (х) =  2  гп х" ДаРажали катор куринишида из-
л = 0

ланади. коэффициеитларни топиш учун бу тенгликии ик­
ни марта дифференциаллаб, (9) тенгламага цуямиз:

у ' (х)  =  V  ПСп х п~ \  у "  (х) =  V  п  (п —  1) Сп Хп- \
П=1 п—-2

2  п (« “  1) сп х " -2 +  V  Рп хп ■ V  Псп хп~ х +
п = 2 п—0 п = 1

+  2 л х П ' 2  =  2  г » * “  ( п )
/1=0 п —0 я = 0

(II) тенгламадаги купайтиришлар бажарилиб, ухшаш хадлар 
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коэффициентлари тенглаштирилса, куйидаги система хрсил 
булади:
,х° 2с2 +  сгр 0 +  с0<70 =  г0,

3-2 с3 +  2 с.2р0 +  с1р 1 +  с2д „ +  с0̂  =  ги  (12)
4 ■ 3 с4+ЗсзР0+ 2сгр х +  схр2 +  сг70 +  схдх +  с0д.л=г. г,

(п +  2) (я +  1) сп+2 +  (} (сп+[, сп, . . . , с„ с0) =  гп,

бунда ^  ифода с0, сг  . . . , с ., аргументларнинг чизикли 
функцияси. с0 ва сх бошланрич шартлар буйича аншуганади: 
с0 =  У (0) =  у 0, с, =  у' (0) =  у'0. Крлган с1 коэффициентлар 

- ( 12) системадан топилади.
3 - м и с о л .  Ушбу у "  +  у '  +  х2у . =  — , г/(0) = 0, у ’(0) =

1 — х
=  1 бошланрич масала ечилсин.

Е ч и ш: р (х) =  1 ,■ <7 (х) =  ха, г (х) =  — — х +  х2 -\-
1 — х

+  . . . +  хп +  . . , , бундан \х \  < / ?  =  !. Ечимни у  — с0-(- 
+  С; х +  с2 х- +  . . .  4- сп хп 4- • • • куринишида излаймлз. 
Бу ифоданинг хосилалэршш тузамиз: 

у ’ =  с1 4- 2с2 х 4- 3с3 х2 4 - 4с4 х3 +  . . . +  псп хп~~1 4- . . . , 

у" — 2с24-3 • 2с3х-\-4 • 3с,х2 4- • • • +  п (п — 1) спхп~2 +  . . . .

у ,  у' ,  у" ,  г (х)  цагорларни берилган тенгламага ^уямиз 
ва аникмас коэффициентлар усулидак фойдаланиб, ушбу 
системани х.осил циламиз:

сх 4- 2с2 =  0,
2с3 +  3 • 2с3 =  1 ,

|  с0 +  Зс3 4" 4 • Зс4 =  1,
С] 4“ 4с4 4- 5 • 4с5 =  I ,

со — У (0) =  0, сх — у '  (0) =  1. Крлган коэффициеитларни 
системадан бирма- бир аншуюймиз: с2 = — ~ ,  с3— у ,  с4 — 0, 

с5 =  0, . . .  .

Натйжада: у  ж х ---- - х2 4- — х3. Ечим хатосини бахолаш2 3 ,
мак^садида у ,  у ’, у " ифодаларни берилган тенгламага к>уя-
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миз ва тенгликнинг иккала томонидаги ифодалар фарки е 
ии аницлаймиз:

е =  (— 1 +  2х) +  (1 — х  +  х2) +  ^х3 — х4 +  — х51 —

— — X +  X2 +  X3 ---- - X4 +  — X5 — (х  +  х2 +  ха г-

+  Г ^ Н Н  +  7 - ^ ) '  И < . .
Хусусан, х =  0,3 учун ечим ^иймати ва хато катталиги 

^уйидагича булади: у (0,3) »  0,3 — ~  0,09 +  ^  • 0 ,027= 

=  0,3047 л? 0,30, е =  0,015.
Итерация усули. Ушбу

у ' =  /(х,  у), у { х 0) =  у 0 (33)

Коши масаласини ечиш талаб килинсин. Агар бунда Пикар 
теоремаси шартлари бажарилган булса, чуноичи, /(х, у) функ­
ция бирор К { \ х  — х01 <  а,\ у  — у01 <  (?) со^ада аншуганган 
ва узлуксиз булиб, унга нисбатан |/(х, у ^ —/  (х, У2)\ < Ц У 1—Уъ\ 
Липшиц шарти бажарилган булса, у холда изланаётган 
у  =  у  (х) интеграл чизик, х0 <  х <  х0 4  Н ораликда у  — у0=  
=  —М  (х — х0) ва у  — у 0 = М  (х — х0) турри чизшугар ораси-
даги бурчакда ёгади, бунда Н ~ т \ п 1 а ,  —), /И = т а х  |/(х, у)].

м
х

(13) муносабатларни | у ' йх =  у  (х) — у (х0) ёки у (х)
А*С

=  Уо +  |  /  (х > У) йх куринишида кайтадан ёзамиз. Кейинги
х„

тенглик буйича у —у  (х) ечимга я^инлашувчи у —у [пЦх), п — 
=  1,2, . . . , функциялар кетма-кетлиги аникланади:

х /х_% \Л+1
у [п4 х )  =  Уо +  |  /  (X, у [п~^  (х)) йх, еп (х) <  V х М

X,

Бошланрич якинлашиш у т  (х) сифатида ихтиёрий функция 
жумладан, у =  у0 бошлангич киймат олиниши мумкин.

-■-> _^  ^ ^

Итерация усули буйича =  / (х, у ) ( у  (х0) =  у0) смсте-
с1х
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мани ечиш учун дастлаб бу система интеграл шаклда кай­
тадан ёзилади:

ча топилади.
Усулни «-тартибли дифференциал тенгламага нисбатан 

куллаш учун бу тенглама система куринишига келтирили- 
ши керак.

4- м и с о л. Ушбу у '  — х  +  у, у  (0) =  2 масала ечимининг 
/ ? { 0 < х — х0 < 1 ,  | у — у 0 \ <  1} со^ада 0,3 • 10 ~3 аншушк- 
даги кийматини берувчи я^инлашиши топилсин.

Е ч и ш .  Равшанки, [  (х, у) =  х +  у  функция Я сохада 
ани^ланган ва узлуксиз. Я соха чегаралари 0 — 0 <  1, 
\ у  — 2 1 <  1 дан ёки 0 <  х <  1,1 <  у 2 дан иборат. К,уйи- 
дагиларни топамиз:

М  — шах | / (х ,  у) I =  шах I х 4- У1—3, Ь =  шах | Т  (х, у )| —

—  У ^ " ‘ I 5=; О ■ 1 " ------------------ и ,О  • Ш  ” , О" • Я  I >  1 ■ Ш ‘ , П
11 !

> Ъ .  Демак, изланаётган и^инлашиш камида /г=5-тартибли 
булиши керак. Уни топамиз: у[0] =  у  (0) =  2, у141 =  2 -|-

Яцинлашишлар уш =  у0 4- | /  (х, у 1' - 1*) йх формула буйи-

4- [ (*  4- 2) йх ±= 2 +  2х 4- у[3] =  2 +  ( ( х  +  у ^ ) йх =

Рунге — Кутта усуллари. Юцорида биз Коши масаласи-
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ни ечишда кулланиладиган аналитик усуллардан айримлари- 
ни курсатиб утдик. Энди усулларнинг бошка тури — Рун-' 
ге — Кутта усуллари гуру^и х^ацида лЩьлумот берамиз. Б у  
усуллар кулланилганида у'  — / (х ,  у), у  (х3) =  у0 Коши ма- 
саласи у (х )  хусусий ечимининг к кадам билан тенг узок- 
ликда ётган х/+1 (/ == О, I, 2, . . . ) нукталарга мос у ;+1 
такрибий кийматлари

У/+1 — У} +  ^У\ (14)
формула буйича изланади, бунда А у .  орттирма К 1 (к) — 
=  А/ <%;, т](.) миедорларнинг ушбу чизикли комбииациялари- 
дан иборат:

ду/ =  2  'р( (15^
1=1

бунда
1—1

1{ =  х0 +  а сН, щ =  у а +  2  Рш К т (/г). «, =  О,
т=  1

А', (к) : А/ (х, у),
К 2 (к) =  А/ (х +  а 2к, у  +  р21 /<\ (/г),

К 3 (к) =  А/ (х +  а 8й, у  +  К  К ,  (к) +  р32 /С2 (/г)),

^  (А) =  Щ х  +  а ] 1, у  +  р?1 А, (/г) +  . . . +  р?> <?_ 1 /С„_, (А)),

(14) формула кулланилганда вужудга келадиган е(х) ха- 
то Рунге коидаси буйича бахоланиши мумкин. Унга муво- 
фиц х  нинг хар кайси кийматига мос у  (х) ^иймати к ва Н 
кадамлар билан кетма-кет хисобланади, сунг куйидаги с(х>р- 
муладан фойдаланилади (унда / /  =  кк):

е (х) <  ~Н (х) ~  У" (Х)1 ->г , (16)

бунда 5 — (14) формуланинг бир кадамда к га нисбатан аникг 
лик тартиби (ёки даражаси), унинг учун А у 1 яа у  (х . ,,) —
— у(х.) такрибий тенглик хатоси А5+1 тартибли катталикка 
эга; к — бирор сон.

У с у л н и н г  х у с у с и й  к у р и н и ш л а р и:
1) д — 1 булган хол (Эйлер усули):

УМ  =  У! +  А/,, //---=/(х, у ) .  (17>

326



Бу усул к,улланилаётган ораликда к цадам к марта кич- 
райтирилса, оралик буйича умумий хато х;ам /г марта кич- 
раяди (5=1) .  Агар Н  =  2 к  килиб олинса, у хрлда (16) 
буйича

е (х) <  \ун (х) — у н (х)|

га эга буламиз.
2) ^ =  2 булган хрл (Эйлер усулининг аниклиги яхши- 

ланган модификациялари):
У} 11 =  У; +  Р1К 1 (к) +  р2К г (к), (18)

бунда (к) =  Н}(х'., уу), К 2 (к) =  к[ (х)- +  а 2/г, г/;. +  р21/Сг (/г)).

Хусусан, р 1 =-0, р %— \ ,  « 2=^21 =  —  булганда,

. У/+1 г= У) +  М /+1  (19)

га эга буламиз. Бу формула цулланилаётган ораликда /г ^а- 
дам т  марта кичрайтирилса, игу оралик буйича усулнинг 
жамгарилган хатоси /п2 марта камаяди (5 =  2).

Ни^оят, <7 =  4 булган (Рунге — Кутта усули номи би­
лан аталидиган) холда:

А У =  —  (Кг (Л) +  2 /С2 (к) +  2 К ,  (к) +  К 4 (/г)), (20) 6
бунда

^  (/г) =  Щ (х, у), К 2 (/г) =  / г /  (* +  у , У +  ^ )  ,

Кз (А) —  Щ  +  у  - У  +  у  ^ 2  (Л )  ) .

К ,  (II) - - к П х  +  к, у  +  Кз т .
Бошланрич шартлар билан берилган

У' (*) =  /1 (х, У, 2), у  (дс0) =  у 0,
2' (х) =  /2 (л, у, г), г ( х 0) =  г0

система (20) формулага асосланиб ечилади:

=  /I/, Ц ,  у ,, г )  /<(̂  =  Щ2 (Х;, у , ,  2/.)

А А  ( +  у .  У ,  +  Й  =  А / 2 (  А', +  у  , У ,  +
Д'(/) _  иг / ,, . I л „ — м  ( V 4- А

Ь'(/> Д'(/) \  /<■(/) /<■№
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к 2=* / .(* ,  

г +

+ 1 +  А/, * / '+  2 . У; +

<  =  /г/1Ц. +  /г> У; +  ^ </>

,  , *2г 2 /+  —

(21)

г , .+ Я " )

*//+!

гг +  А'

у 1 + 4  (/с2 + 2Ж
г . +  2 (/(ш +  

+  2 ^  +  2 / ^  +  ^ )+  2 л 2 + 2 < ; + < ) .
Юкори тартибли дифференциал тенгламаларни ечиш учун 

дастлаб улар эквивалент тенгламалар системасига келтири- 
лиши керак. Жумладан, г/" == /  (лг, у, у'), у  (х0) =  у 0, 
у '  (*о) — Уо бошланрич маеаладаги тенглама у'  =  г, г' — 
— /(я;, у, г) тенгламалар системасига келтирилади. Рунге— 
Кутта усуллари буйича у  (х) ечим учун Нг =  Н ц адам би­
лан у;- киймат, И2 =  2 /г кадам билан Ку киймат аниклаиган 
булсин. У хрлда топилган натижанинг абсолют хатоси

Е 1 =  ' 1г4 =  Тб ~ ~ ^  бУлади (РУнге коидаси).
5-мне  о л. (20) формуладан фойдаланиб, Н — 0,2 цадам

билан у' у — х

У +  х
оралицдаги ечим кийматлари топилсин.

Е ч и ш:
5- м и с о л г а  к  =  0 , 2

у ( 0 ) = 1  бошланрич маелланннг [0; 1!

Рунге — Кутта усули

/ х) «Г
У—х

К ~ 0 ,2 -----у  1-х

рК 
, 2, 

2. 1
Х исоблаш лардаи иам уналар

0 0 1 0,1 0 ,2 гт 1 — ^
/С| = 0 , 2 - — — ==0, 2 

1 +  0

0,1 1,1 0,1667 0,3334 * +  —  = 0  +  6,1 = 0 , 1  
2

0,1 1,0833 0,1662 0,3324
/Л0] 0,1667 

</«+■——  — 1 +  2 ~   ̂ ,0833

0 ,2 1,1662 0,1414 0,1414 Уо-1-Я -т  -  1 4 -0 ,1 6 2 2 =  1,1662

0,1678
1

Д у 0= —  (0 ,2  +  0,3334 +  0,3324 +  
6

+  0,1414) =  0,1678
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давом и

1 Х1
1 и—х 

У)• К—0,2 —  | У~\~х

РК  
Р=1, 2, 

2, 1
Хисоблашлардан намуналар

1

■ :

0 , 2

0,3

0 ,3

0 ,4

,1678 

1,2386

1,2288 

1,2893

0,1415

0,1220

0,1215

0,1053

0,1415

0,2440

0,2430

0,1053

гП 1,1678 — 0 ,2
к у ] =  0 ,2  • — ------- — =  0,1415

1 ’ 1,1678 +  0 ,2
д-Ш

У\ +  ——̂ =  1,1678 +  0,0708 =  1 2386 
2

/Л>] 1,1220
( / ! + _ ! -  =  1 ,1 6 7 8 + -------- =  ] .2288

2 2

!/1 +  К [3, ] =  1,1678 +  0 ,1 2 1 5 =  1,2893

0,1223

1
Д у ,  ^  : (0,1415 +  0,2440 +  0,2430 +  

6
+  0,1053) =  0,1223

2. 0 ,4

0 ,5
0 ,5
0 ,6

1,2901

1 ,3428 
1,3359 
1,3812

0,1053

0,0915
0,0906
0,0789

0,1053

0,1829
0,1812
1,0789

уа.=  1)1 +  Д У\  =  1 .1678 +  0,1223 =  
=  1,2901

0,0913

1
д  » =  — (0,1053 +  0,1829 +  0,1812 +  

6
+  0 ,0 7 8 9 )=  0,0913

3 0 ,6
0,7
0,7
0 ,8

1,3815 
1 ,421 
1,4155 
1,4491

0,0790
0,0680
0,0676
0,0556

0,0790
0,1360
0,1352
0,0556

0,0678

I

д  Уа =  —  (0,0790 +  0,1360 +  0,1352*+
6

+  0,0556) =  0,0678

4. 0,8 
ОД 
0,1 
1 ,С

1,449С 
1,4785 
1 ,473( 
1 ,497(

0,0577
0,0486
0,0483
0,0398

0,057
0,097
0,096
0,039!

2

3

1 0,048б| Д ул =  0,0486

5 |1 ,0 |1 ,4979 |

Натижа: у =  ( 0 ) = 1 ,  у  (0,2) =  1,1678, у  (0,4) =  1,2901» 
у  ( 0 , 6 ) =  1,3815, у  (0,8) =  1,4493, у (  1) =  1,4979. Ечим ^ий* 
мтгларининг кандай аникликка эга эканини бнлиш макса
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дида хисоблашларнм к =  0,4 ^адам билан такрор бажарамиз 
ва уларни янги натижалар билан солиштирамиз:

5- м и с о л г а к  = 0 ,4  Рунге — Кутта усули

/ х, Щ
К А')/ 

(и л) РК. Р 1, 2. 2, I

0 1 1 0 ,4 0 ,4
0 ,2 1 ,2 0,2857 0,5714
0 ,2 1,1427 0,2809 0,5618
0 ,4 1,2809 0,2091 0,2091

2  / 6  =  0,2904

г 0 ,4 1,2904 0,2107 0,2107
0 ,6 1,3958 0,1640 0.3280
0 ,6 1,4778 0,1694 0,3388

■ 0 ,8 1,6472 0,1384 0,1384

| V  / 6  =  0 ,1593

2 0 ,8 1,4497 |

у  (0,4) ва у (0,8) нинг олднн ва хозир топилган кийматлари
1 • Ш~4 разряд ра^амлари билан фарк> ^илмо^да. Шунга 
кура, умуман, у  (х) учун топилган ^ийматларнинг чегаравий 
абсолют хатолари 0,5 • 10 3 га тенгдир.

6-ми со л. у (  2) =  1 ва у ' (2) =  0 бошлангич шартлар
билан берилган у " — —— ■ дифференциал тенглама ечи-

1 — х
мининг [2; 3] оралиадаги кийматлари жадвали к =  0,2 кла­
дам билан тузилсин.

Е ч и ш :  у '  —.г (белгилаш), г (2) =  0, ■2' =  —̂ — —  сис­

темани хрсил циламиз ва (21) схемадан фойдаланиб, з̂ исоб- 
лашларни у ва г га нисбатан параллел бажарамиз:

6-м  и с о л г а  I =  1; 4, рл== 1, 2,  2,  1 Рунге — Кутта усули

/ ч »! \ г/  | ^  1г \ РК 1У

0 2 1 1 0 - 0 , 2 0 —0 ,2
2,1 1 - 0 , 1 —0,02 —0,22 —0,04 - 0 , 4 4
2 1 0,99 —0,11 —0,022 —0,222 —0,044 —0,444
2 ,2 0,978 —0,222 —0,0444 —0,2444 —0,0444 —0,2444

1 | I | -0 ,0 2 1 4 —0,2214
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давоми

/ ! у> | г/ К1у К и  ( Р Ч у р ки

1 2 ,2
2 .3
2 .3
2 .4

0,9786
0,9564
0,9442
0,9074

—0,2214
—0,3436
—0,3558
—0,4926

—0,0443
-0 ,0 6 8 7
—0,0712
-0 ,0 9 8 5

—0,2443
—0,2688
—0,2712
-0 ,2 9 8 5

—0,0443
—0,1374
—0,1424
—0,0985

—0,2443
—0,5376
—0,5424
-0 ,2 9 8 5

1 —0,0705 —0,2705

2 2 .4
2 .5
2 .5
2 .6

0,9081
0,8589
0,8440
0,7769

—0,4919
—0,6411
—0,6560
—0,8231

—0,0984 
—0,1282 
—0,1312 
—0,1646

—0,2984 
— 0,3282 
—0,3312 
—0,3646

—0,0984 
—0,2564 
—0,2624 
—0,1646

—0,2984
—0,6564
-0 ,6 6 2 4
—0,3646

—0,1903 —0,3303

3 2 ,6
2 .7
2 .7
2 .8

0,7778
0,6956
0,6773
0,5733

-0 ,8 2 2 2
— 1 ,0044
— 1 ,0227
— 1 ,2267

—0,1644
—0,2009
—0,2045
—0,2453

—0,3644
—0,4009
—0,4045
—0,4453

—0,1644
—0,4018
—0,4090
—0,2453

—0,3644
—0,8018
—0,8090
—0,4453

—0,2034 —0,4034

4 2 ,8
2 .9
2 .9
3

0,5744
0,4519
0,429.6
0,2803

— 1 ,?25б
— 1 ,4482
— 1 ,4704 
— 1 ,7197

—0,2451 
—0,2896 
—0,2941 
—0,3939

—0,4451
—0,4896
—0,4941
—0,5439

—0,2451
—0,5792
—0,5882
—0,3939

—0,4451
—0,9792
—0,9882
- 0 ,5 4 3 9

- 1 1 —0,2928

5 1 3 0,2816 ! | 1
Агар хисоблашлар к =■- 0,4 1̂ адам билан бажарилса, нати- 

жада у  (2,4) =  0,8414, г (2,4) =  — 0,5651 кийматлар хосил 
булади. Умумий хато катталигини Рунге кридаси буйича 
бахрлаймиз:

Е„ =  —  • 10,9081 — 0,84141 =  0,0044 <  0,5 • 10~2,
и 15

Ег ~  |— 0,5651 +  0,4919| =  0,00488 <  0 ,5 -10~2.
1 о

Чекли— айирмали усуллар. Адамс усулининг турли ва-
т

риантларн у  — уу_, =  НУЛ Ъ / _4, у 0 =  у  (х0), х} — хи х  =  к
___I 0

муносабатда Ь_4- ( /=  0, т) коэффициеитларни турлича танлаш 
оркали олинади.

Адамснинг экстраполяция формуласи ( Ь0 =  О)1

У Н . =  У] +  Ж  <55 // -  59 //-1 +  37 //-2  “  9 / /-3 +  • • •) (22)
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еки

У/ +  Л/ +  —  А 11/_! +  —  А2 ц ,_2 +  —  А3 V , ,  ^

бунда 1 }[ =  Н[(х^ у с), А т)._й. — к- тартибли чекли айирма,

Адамснинг интерполяция формуласи 1Ь(
9_
24

УЖ У, +  ^  (9 //4 1 +  19 // -  5 //-.. +  //-2  :+•••) (2 4 )
еки

А3 Г)у—2У/+1 =  У/ +  ^+1 + - Т  А 1/ -  ^  ДЧ - 1  +  24
Л,-=  */(*»■. Уд (25)

^исоблаш у 0, у х, у г, Уз, , у п лардан иборат бошланрич 
кесмани (жадвалнинг кириш кисмини) аниклашдан бошланади. 
Бунда у 0 бошланрич шарт сифатида берилган, долган ций- 
матлар бирор ^адамли усул билан аницланади. Шу ма^- 
садда Рунге — Кутта усули цулланилганида к кадам кейин- 
ги хнсоблашлардагига нисбатан кичик олиниши керак. Сунг 
экстраполяция формуласи, кетидан коррекция (тузатиш) ма^- 
садида интерполяция формуласи ^улланилади.

7-ми с ол .  Адамс усули кулланилиб, у':—
1

'/(1) =у ‘ —  х
— О дифференциал тенглама ечимининг х =  1, 1; 1,2; . . . ; 2 
ну^талардаги кийматлари е =  1 • 10_3 аникликда топилсин.

Ечиш: 1) у 0, у } , у 2, у 3 бошланрич кесмани Рунге — Кут­
та усули буйича аншугаймнз (жадвалларда х  ва у  дан таш- 
^ари долган цийматлар 10е марта ошириб олинган):
7 - ми  с о л г а  Бошланрич кесмани аниклаш Рунге- Кутта усули

1 1

/ */ «! / -  2 
УГ Х!

0.1 / РК,
Р = 1, 2 , 2, 1 Изо к

1
1.05

1.05 

1,1

0
—0,05  

—0 ,047733 

—0,095445

— 100000 — 10000 — 10000
—954654 —95465 — 190931 0(1,05)=*

к ,
=  у {  1) +  ~

—954445 —95445 — 190890 (/ =  (1,05) =
, , ,  , ^2 =  ^(1) +  —

—91668-3 —91668 -9 1 6 6 8 г/(4,1) =
=  0(1) +  Д3

Д Уо = , ( 2  рК)16 =  — 0,095582
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давом I

I У]
> 1
/ -  о
1

К =0,1 ! РК,
Р—1, 2, 2, 1 Изох,

1 1,1

1 .15
1.15
1,2

—0,095582

—0,141418
—0,139830
—0,184043

— 916705

—884955 
—884605 
—857540

—91671

—88496
—88461
—85754

Д

—91671

— 176991
— 176921
—85754

Ух =  — 0

г/(1,1) =  //(!) +
+  д  Уо 

088556

2 1,2
1.25
1.25 
1,3

—0,184138
—0,227018
—0,225858
—0,267542

—857565
—834402
—834037
—814053

-8 5 7 5 7
—83440
—83404
—81405

Д у г =  -

—85757 
— 166880 
— 166807 
—81405

-  0,083475

3 1,3 —0,267613

2) (23) ва (25) формулалардан фойдаланамиз. Оралик натижа- 
лар ^уйидаги жадвалга киритиб борилади. Бошланрич кеема 
маълумотлари остидан синик чизик, утказилган, интерполяция 
буйича топилган кийматлар рамкалар ичига ёзилган; </■=«/.-_,+ 
+  А у , _ х, бунда А у  киймати (23) ва (25) буйича топилади:
7 - м и с о л г а  X 10 6 Н — 0,1_______________  Адамс усули

х; уУ А У п 0,1 / А г) Д2П Д“п

0 1 0 —95582 — 100000 8330 -2 4 1 6 850

1 1,1 -9 5 5 8 2 —88556 —91670 , 5914 — 1566 468

2 1,2 — 184138 —83475 —85756 4348 — 1098 261

3 1,3 —267613 —79570 —81408 3250 —837 161

4 1,4 —347183 —76815 —78158 2413 —676 95

| 4 | 1 ,4  |—347185|
5 | 1 ,5 —423998 —74789 —75745 1737 —581 46

| 5 |  1,5 —4258161
6 )  1,6 ] —498787 —73361 —74008 1156 —535 •9

I 6 I 1,6 -498 9 6 9 |
7

' * 7
—572148 —72480 —72852 621 ■ —526 — 34

1 7 1,7 |—572164|

8 1,8 —644628 —72126 —72230 95 —560
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давоми

/ | Ч 1 "/ | ^ и г|=0,17 Дт) Д2п |

81 1,8 |—6446451

9 ! 1,9 | —716754 —72304 —72136 —465

9 ( 1 , 9 I—716786]
101 2 | —789058 —-7260

[10| 2 |—78910б| I

Д3П

Жавоб:
X 1 1,1 1,2 1,3 ( 1,4 ' 1,5

У(х) 0 —0,09558■ ’
—0,18414 —0,26761 | —0,34718 —0,42400

1 ,6 1 ,7 1 ,8 1 ,9 2

- 0 , 4 9 8 8 0 — 0 ,5 7 2 1 5 — 0 ,6 4 4 6 3  ■ — 0 ,7 1 6 7 6 - 0 , 7 8 9 0 6

Мили усулининг мохияги изланаётган у  (х ) ечим кийма- 
тини олдин та^рибий ба^олаш (прогноз), сунг бу цийматни 
тузатишдан (коррекция цишшдан) иборат. ^исобла.щлар жа- 
раёнида у' = [ ( х ,  у), у ( х д) = у 0 бошлангич масала у  (х) ху- 
сусий еяимининг у ._3, г//_ 1 кийматлар буйича 
^ийматни топиш талаб ^илинади. Бунинг учун: 1) у 0, . .уи  
у 2, уя кийматлар (бошлангич кесма) анш<ланади, бунда у 0 
берилган, у к, у 2, у 3 лар Рунге — Кутта ёки бирор бэшка 
бир цадамли усул билан топилиши керак; 2) у  шшг 1-я^ин- 
лашиши ушбу

У ,  =  у , - 4 +  ( 2  « / / - 3  -  у ) - 2 +  2  { / /_ , ) .  ( 2 6 )  

(олдиндан айтиш) формуласи буйича топилади:

|/|13 =  у 0 +  (2 — У2 +  2 %);
3) у'} =  !{хг  у]1]) муносабат буйича ( у ^ ) '  =  / ( %  г/^) хи- 

собланади;
4) нинг 2- я^инлашиши

У/ =  У/_ 2: + | ( у ; _ 2Н -4г/;_1+ ^ )  (27)

коррекция формуласи буйича топилади:

У1423 =  У2 +  О/а +  4 Уз +  (У[44})');
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5) у№  такрибий киймат хатоси хисобланади:

Агар бунда е к.иймати тайинланган чегарадан орт и к, булса, 
1/4 кичрайтирилган к ^адам билан такрор хисобланади;
6) энди у \^  якинлашиш, сунг у121 яцинлашиш ва е5 аницла- 
нади ва хрказо.

8 -м и с о л .  Милн усули ^улланилиб, х' =  2 х  +  5 г ,  у '  =  
—— (] - - $ т / ) х  — у + З г ,  г' =  — - х + 2 г  дифференциал тенг- 
ламалар системасинннг х (0) — х0 =  2, у  (0) =  у 0 =  1, г  (0) — 
=  г0 — 1 бошланкич шартни каноатлантирувчи хусусий ечи- 
мининг 0 < / < 0 , 5  ораликдаги ^ийматлари к <  А / <  0,1 ка­
дям билан топилсин.

Е ч и ш. 1) Бошлангич кесмани Рунге — Кутта усули би­
лан топамиз (асосий жадвал); 2) /  —0, 1, 2, 3 учун топил-
ган кийматлар А вектор координаталарини ташкил зтсин:

х " 
у  . 
г

-  Р'1Бу и^ийматларни берилган системага куйиб, А' — У | ций-
I/]

матларни аниклаймиз; 3) у' тенглама кийматларини ^исоблаш 
учун алох,ида 2- ёрдамчи жадвал тузамиз. Жадвалиинг /  — 1,
2, 3- сатрларини тулдирамиз; 4) 1-ёрдамчи жадвалнинг
/ =  4 устунларининг 2у4/._3 дан Ап гача турган еттита сатр 

катакларини тулдирамиз. Бунда Ап — Лу_4 +  (2 /!' _3 —

— +  2 5) /  =  4 устунларининг долган катаклари-
— о 1 —К ~ 

ни тулдирамиз, бунда А /п=  А}_ 2 +  '-у- И у_ 2 +  4 А м  +

+  Лд). Топилган Лу[, яъни х4=  2,23152, у4 =  1,07268,

‘г4 =  0,92106 ва Л/п (*4 =  2,23153, у4 =  1,07270, г ± = 0 ,9  2106 
к^ийматларни асосий жадвалга утказамиз; 6) берилган тенгла- 
мага х4, у±, г4 ни ^уйиб, х[, у \  (2- ёрдамчи жадвалнинг) 
/ =  4 еатри) ва 24 ни топамиз ва уларни асосий жадвалга 
киритамиз; 7) хисоблашларни /  == 5 га нисбатан 4), 5), 6)
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/1'1
29

бандларда курсатилган тартибда бажарамиз; 8) е =

текширищ формуласи ёрдамида коррекциядан кейинги хато 
катшшгини ба^олаймиз (асосий жадвал).
8 - м и  с о  л г а  Асосий жадвал (3) — (6) устунлар х Ю _ь

■ц А г ~л, й4 »

" - ' К е =
а 1 —л п
. 29

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (?) ;

0 0

О
О

О
 

О
О

О
 

О
О

О
 

О
О

О
 

О
О

О
 

(М 
~ 

<
II 

II 
II

©
о

о
Ч 

5̂ ^

100000
0
0

1 0,'! х г =  208984 
у 1 =  100497 
гх =  99500

79532
9882

—9984

2 0 ,2 хг =  215880 
у -2 = 101953  
г2 =  98006

58270
19074

— 19868

3 0 ,3 х3 =  220619 
у3 =  104266 
г3 =  95533

36424
26911

—28553

4 0 ,4 223152
107268
92106

14226
32798

— 38940

XI =  223153 
</4 =  107270 
г4 =  92106

14224
32795

—38941

0
0

. .0.

5 0 ,5 223458
110740
87758

—8126
36209

— 47942

=  223459 
й , =.110742 
г 5 =  87758

0
0
0

8 - м н с о л г а  1 -ёрдамчи жадвал (2)—(7) устунларни Х Ю '

/—4 1. /=  5
а а  X- а  у ’ а  г' а х '  | а  У' | а  г’

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

2 -4/-3 159064 19764 —-19968 116540 38148 —39736
—р.

— ^ /—2 — 58277 — 19074 19868 —36427 —26911 29553

2 А (—\ 72854 53822 —59106 28448 76827 —88063
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давОми

( 1) (2) (3) (4) (5) | (6) (7)

173648 54512 —59206 108561 88064 —98246

0.4*
з

23152 7268 —7894 14474 10243 67647

^ / - 4 200000 100000 100000 208984 100497 99500

А  ]\ 223152 107268 92106 223458 110740 86401

А / - 2 58270 19074 — 19868 36427 26911 —29553

4 Л;._ , 145708 107644 — 118213 56896 131180 — 155760

14226 32798 —38940 -8 1 2 6 36209 —47942

2 П 218204 159516 — 177020 85197 194300 —233255

м ,
3  ~ п

7273 5317 —5900 2840 6476 —7775

Л / _  2 215880 101953 98006 220619 104266 95533

4 * . 223153 107270 92106 223459 110742 87758

3- м и с о л  г а 2- ёрдамчи жадвал зт< ж* —/®/б.4-/8/120

/ 1 ' IV 6 (>/120 5111 1 1 —  5111 1 (1 —  51П 1) X у '

I 0 , 1 0,000167 0,000000 0,099833 0,90017 1,88120 0,09882
2 0 ,2 0,001333 0,000003 0,198669 0,80133 1,72992 0,19074
3 0 ,3 0,0045 0,000020 0,295520 0,70448 1,55422 0,26911
4 0 ,4 0,010667 0,000085 0,389418 0,61058 1,36252 0,32798
5 0 ,5 0,020833 0,000260 0,479427 0,52057 1,16326 0,36209

Адамс— Штермер усули. Бу усул у" =  /  (х, у, у')  кури- 
ничтдаги тенглама билан берилган бошлангич масалани ечиш- 
да кулланилади. Бунинг учун олдин тенглама у' =  г  алмаш-
тириш ор^али ^  ^ ^система куринишига келтирилади.

Сунг тенгламалардан биринчиси Адамс экстраполяция форму­
лами, иккинчиси эса Штермер формуласи цулланилиб ечилади:

+  —  V 3 /8
25
720

V 4 /У /  /2
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»

(Адамс экстраполяцион формуласи),

4 -  у з  Г _}_ у 4 г
12 /п  240 ,п  

(Штермер формуласи).
Турлар усули. Бирор Б  =  \а, Ь] ораликда берилган оддий 

дифференциал тенглама ёки дифференциал тенгламалар сис- 
темасини ва шу ораликнинг учларидан бирига куйилган цу- 
шимча шартни (Коши масаласини) цаноатлантирувчи и(х)  
функцияни топиш талаб ^илинсин. Биз бу масалани Ь диф­
ференциал оператор ёрдамида куйидаги символик тенглик 
куринишида ёзамиз:

Ьи =  /, (28)
бунда /  — берилган унг к̂ исм. К,уйилаётган масалани ечишда 
купинча „турлар усули (айирмали. усул) кулланилади. [а, Ь] 
ораликдаги тур деб, шу оралицда кетма-кет олинган нукта- 
ларнинг (тугунларнинг) ихтиёрий чекли тупламига айтилади. 
Шундай килиб, турда ушбу шарт бажарилган булади:

а =  х0 <  Ху <  х2 <  . . .  <  Хд,_1 <  хл =  Ь.

Тугунлар орасидаги масофага тур радами дейилади. Барча 
кадамлар тенг булган холда текис (текис таксимланган) тур- 
га, акс ^олда текис таксимланмаган турга эга буламиз, Мак- 
симал кадамни к оркали белгилайлик. Бу холда турни Оь 
оркэли белгилаймиз. Тур тугунларида аникланган /(х) функ- 
цияга тур функцияси дейилади.

Каралаётган [а, Ь) ораликда аникланган, узлуксиз ва 
етарлича силликликка эга булган бирор и (х) функция хрси- 
лаларини такрибий хисоблаш масаласи устида тухталамиз. 
Ушбу ^

иТ,А (и1 1̂—0  I и х, I =  ( »̂+1 ’ 

и°Х, I =  К +1 — «1-1 )/(2 Й). Щ =  И (Хд  
айирмали нисбатларга мос тартибда и (х) функциянинг х  =  х1 
нуктадаги чап, унг ва марказий айирмали *хосилалари дейи­
лади. Дифференциал ифодани айирмали ифода билан алмаш- 
тиришда вужудга келадиган хатони топиш у кадар цийин 
эмас. Жумладан, х  =  х1 нуктага нисбатан чап айирмали хр- 
силани
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и (х) — и (х — к) 
иТ’1 ~  к '

куринишида ёзсак, Тейлор формуласи ёрдамида ^уйидагига 
эга буламиз:

и(х  — к) =  и ( х ) — ки(х)  +  и"(I), — к, х),

бундан

« П  (*<)—

Бунга Караганда аппроксимация хатоси а —,•— и'(х;) — 0 (к )  
дан ёки /г~> 0 даги О (/г) катталикдан иборат, яъни бич к га 
нисбатан бйрйнчи тартибли аппроксимацияга эга буламиз. 
Шу каби долган айирмали иисбатлар учун цуйидагилар урин- 
ли:

и х ,1 =  « '  (*») +  “7  Ы" Й ((! >)* ёкИ и х,1- =  «г +  0  Щ -

бунда Е<.!) € (*(, х(-+1), 

и° ( =  и' (х() +  “  и'" (^2)), ёки и%̂  =  « ’■ +  О (/г2),

бунда 5 ( | €(*/_,, х 1+1).

X; ^ В,л нуктада и"(х) иккинчи тартибли хрсилани

иг
1 , , и1+1 — 2ц; +  Ч - \

~  / г  (  м л : , ( 7  —

иккинчи айирмали ^осила оркали тацрибий алмаштириш мум- 
кин. Тейлор формуласинйнг ёйилмаси бу алмаштириш хатоси 
учун ^уйидаги ифодани беради:

/г2 ..IV ,
12

П / \ IV /?; \

яъни иккинчи тартибли аппроксимация уринли, Х^икатан,

Щ+1 =  ы (х{ Л-Н) — и (хс)  +  Ни' (х/) +  — и!' (хг) +  — и'" (х^)+
2 0

, Л4 IV / ч , к 5 V / ч , Г/16 VI ,  ч , а
Ч----- и (•К/) Ч- —  и (Х;) Ч~ —  и (х ,•) Ч-?. • •»

24 К 120 4 720 4 ‘ а
к2

=  «(*; — Л) =  «(**) — Ли' (%,) Ч- —  и." (*,) —
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2 щ  =  — 2 и (х •),

и 1+1 +  “ / - I  —  2 Щ =  Л2« " (*> +  “  “ 1У (*) +  ^  «У! (л) +  ......

ёки бундан:

=  =  «1У(*)+,0(Л<).

Энди (^аранг: (14), 260-бет) узгарувчан к (л) коэффи- 
циентли

и = М ш %) (29)
дифференциал ифодани ушбу

айирмали нисбат билан алмаштириш устида тухталамиз, бун­
да а =  а[х)  функция Он турда аникланган. 1{андай шартлар- 
да (аи-)х> { нисбат х1 ну^тада (к и )' дифференциал ифодани 
к буйича иккинчи тартиб билан аппроксимация к,шшшиви 
билиш ма^садида ушбу

иш  — «(• , к „ Л2
Ыл, I =  ------й-------  ~ иС ^~2 и1 +  Т  ЦГ  +  0

Ч ~  Ч- 1 , Л А2и-.- =*.« к

ёйилмаларни (30) муносабатга куямиз (и\ — и' (х ,•)). Натижа- 
да:

+  .* (ч + | - ° » )  , , -  +  0 (),.).

Иккинчи томондан:
Ьи — (ки) '  =  ки" +  к'и' .

У холда:

Ьни — /л/
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& («/4-1 —  а :  )
----- ^ ----  Мда~ 0 ( /1 2).

Бунга Караганда — Ьи =  0 (й2) булиши учун ушбу

=  к' (*,) -  О (/.«), *±! + “■ - = * ,  +  о (31)

шартларнинг бажарилиши етарли. Уларнинг чи^арилишида 
биз и[,/(х) косила узлуксиз ва /г(х) эса дифференциалланув- 
чи функция деб фараз цилдик.

к (х: ) +  к (х: , ,)
9-ми с о л. а1 =  --------- 2-----—  функция учун (30) айир­

мали нисбат (29) дифференциал ифодани иккинчи тартиб би­
лан аппроксимация ^илишини курсатамиз.

Бунинг учун берилган а1 да (31) шартларнинг бажарили- 
шини билиш етарли. К,уййдагиларга эга буламиз:

\(к1 + ^ 4.1) — (к[ +  %_ 1)№
Ьни  — Ь и =  I-

(1ц +  6г-+1) — (А,- +  к{_{ )  „ г 
‘ 4 и 1 "т-

(/г(й,- + й - +1 — — к{_ г) л / , , ч]  , ,  , ч
- ' -------------------------------- и { — 0 (/г2) — [кь и { +  ^  и,) =

/ йг+1 — й/-1 - , ( к1+ 1 +  2к1 +  ,,
=  1— ш ----------к‘ ! и‘+ Н * — т----------------Ч  “ < +

+  11 ' ^  ' ~ ' и'У +  0 (к*).
12 г

Иккинчи тартибли аппроксимацияга эга булишимиз учун

==^ + ° ^
та

к; 11 -н 2А/ 4- к: 1
- -+-1 4 =  /ег- +  0  (/12)

булиши керак. Бу муносабатлардан биринчисининг уринли 
экани юкорида (139-бет) курсатилган эди. Иккинчиси 
учун ^уйидагиларни оламиз:

, к2 А2
/,.+1 + 2 6 . +  + - й '^ ) + 2 /е ,+ ^  - %  )

4:
=  ^ + 0 ( й 2).
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1 0 -м и с о л .  Ушбу

и" (х) +  Ки (х) --= 0, % (Е [а, Ь], (х) Я^= ^

и (а) =  О, и' (а) — , к — 1 , 2 , . . .
Ь — а

дифференциал масала р  =  {х1 =  а +  Иг, / =  О, Л?} текис
1 урда

+  -Я(А) у . =  0 ,  / = 1 , 2 ,  . . .  , N - 1 ,

пШг №
Уи =  0, г/! =  ~-----, НК! =  Ь — а , у .  = у  (х Х  х , = а +  \к

Ъ — а ' 1 1

айирмали схема билан аппроксимацияланган. Курсатилган 
дифференциал ва айирмали масалаларнинг хос кийматлари 
буйича ечимлари топилсин ва аппроксимация хатоси бахр- 
лансин.

Е ч и ш :  1) Берилган (32) тенгламада Я ни доимий фарзз 
цилайлик. и =  еГХ алмаштириш киритсак, г2 +  Кг — 0 харак­
теристик тенглама хосил булади. Унинг дискриминанта ман- 
фий. Маълум алмаштиришлардан сунг, бошлангич маеала- 
нинг ечими олинади:

. /  лк  \  .. . яА (л: — а)
и =  81П I-------(х — а)\  еки и. =  $ш —--------

\Ь  — а ) к Ь - а

к = 1 , 2 ,  . . . , N  — 1.
2) (33) тенгламалар системасини

—  ! • / / ; _  1 г  2 ■ у ,  ■ •• 1 - У ш  =  К ^ к Ч у .  

куринишга келтирайлик, ёки
Ау  =  Я<л> у,

бунда А N — 1-тартибли симметрик матрица:
2 — 1 0 0 . . 0 0 0 “

— 1 2 — 1 0 . . 0 0 0
0 — 1 1 — 1 . . 0 0 0

0 0 0 0 . . .  —1 2 — 1
о 0 0 0 . . О — 1 2_

А матрица N  — 1 та к — 1, N  — 1 хакикий хос киймат- 
га эга. Уларни топиш максадида (33) айирмали тенгламани

\2

а)
(32)
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У1 - 1  — (2 — |А) У/ +  у 1+1 =  О, [X =  Ш н > (3 |>)
куринишида кайтадан ёзамиз ва унга мое 

ц1 — (2 — [л) ц +  1 =  О

характеристик тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг дискри­
минанта манфий. Унинг илдизлари::

1̂, 2 '

. В . ^ 1  < 1 ,
2 2 \ Ь  — а

Бу к$шма комплекс сонларыинг модули ва аргументини то- 
пайлик:

- 1 /  ( > - ! ) ' + ( /

V '-

1,

18 Ф =

‘- I
Кейинги тенгликка ва масаланинг шартларига Караганда 

соз ф =  1 — 0,5 ц,
бундам

[х =  2(1 — соз ф) =  4 з т 2 ~  =  4 з т 2 к —- 1, N — 1

ва (33) масаланинг хос сонлари учун ^уйидаги ифодани 
оламиз:

.«*) =  — з т 2 — , к =  1,2, . . . , N — 1, НМ =  Ь—а.
№ 2 N

(34) тенгламанинг умумйй ечими ушбу

У1 =  С 1 (?{ +  С гЯ[
куринишда изланади, унда Сх = — С2 булишини аниклаш 
и̂ ийин эмас, Умумий ечйм изланаётган у .  хос функциялар- 
ни беради:

у .  =  С 1 [д{ — ?/) =  С, (соз ф +  г  з т  ф — соз ф +  I з т  ф )  =  

=  Сх • 2I з т  Ф,
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-  — 0,5 I деб куйилса, энг охири куйидаги олинади:

у. =  з т  ср =  з т  к , /=1,2,  . . . , N — 1.
' л

-.ос функциялар у га боглик булмаган ихтиёрий доимийга- 
ча аникликда топилганини курами^.

и л  ш к л А Р

1— 8- маш^дарда бошлангич масалалар келтирилган. Улар- 
пинг ечими кетма-кет ' дифференциаллаш ва ани^мас коэф- 
фициеиглар усуллари кулланилиб, даражали ^атор курини- 
шида топилсин:

1- у '=  У2 +  *2> у ( 0) =  0,5. Ечим 0,001 гача аншрикка 
эга булиши учун изланаётган катор нечта х,ади билан оли- 
ниши керак? у (0,2) хисоблансин.

2. у"  +  уу '  — 2 =  0, у  (0) =  0, у'  (0) =  0; у  (х) ечимни 
ифодаловчи каторнинг дастлабки турт ^ади топилсин; у  (0,5)

X ч
киймат ва | у (х) йх интеграл 0,001 гача аниклик билан то- 

6
пилсии.

3. у "  =  уу ' -■- х 2, у  (0) =  1, у' (0) =  1; ечим дастлабки 
олтита хади билан даражали катор куринишида топилсин,

4. у ”  +  у ’ +  х*у =  у  (0) =  0, у ’ (0) =  1 (0 <  х <

< 0 , 2 ,  к — 0,05, е =  М 0 ^ 4).
5. у "  — ху'  — 2у  — е~х\  у  (0) =  1, у' (0) =  0,5; у  (х) ва 

у ' {х) пинг 0 <  х < 0 ,1 5  ораливдаги кийматлар и к =  0,05 
1̂ адам билан 0,00001 аникликда топилсин.

в. ху"  +  2у' +  ху  =  о; у  (0) = 1 ,  у ’ (0)=0, (0 <  х <0 ,2  
Н =  0,05, в =  М 0 Ч ).

Г  Ху ~ г '  У (0) =  °> 2 (°) =  1 ^  <  ° А  Н ==
=  0,05, е — Ы 0 " 4).

8' { ^ Г у / 2'2. У ( 0 ) = 1 ,  2(0) =  - 1  (0 <  х <  0,2, Н =

=  0,05, в =  Ы 0 “ 4).
9 — 14-маш^ларда итерация усули кулланилиб, курса- 

тилган бошлангич масалалар ечими учун бошлангич икки- 
уч якинлашиш топилсин:

9. у'  =  у 2 +  х2, у  (0) =  0. 10. у'  =  у2 +  ху  +  х2, у  (0) =
— 1- VI- у' =  ху  +  У х ,  у  (0) =  0.

12. у '  — у  51П х +  х, у  (0) =  0. 13. у' =  ху3 — 1, у ( 0 ) ~  
=  0; у (  1) нинг киймати 1 ■ 10~2 гача аникликда топилсин.
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14. у' — у  +  х, | / ( 0 ) =  I; у (  1) учун бошлангич бешта якин- 
лашиши топилсин ва уларнинг ани^лиги бахолансин.

15 — 24- маищларда Рунге— Кутта усулларидан бири 
кулланилиб, бошлангич шартлар билан берилган диффереи- 
циал тёнгламалар ва дифференциал тенгламалар системала- 
ри ечимининг [а, Ь] ораликдаги кийматлар жадвали к =  0,1 
^адам билан тузилсин:

15. у '  =  0,5ху,  у  (0) =  1, 10; 1]. 16. у ' = х2 +  у \  у ( 0)=

=  0, 10; 1). 17. у ' = \ + х у \  у ( 0) =  0, [0; 1]. 18. у'  =

=  - Ь - г / 2, У (0) --  1, [0; 1). 19. у '  =  х2 - у \  у ( 0) =  0,

[0; 1]. 20. у '  =  х + У у ,  у  (0 ,5 )=  0,7240, [0,5; 1,5]. 21. у ' =  

=  ех — у 2, у ( 0) =  0, [0; 0,4]. 22. у ’ =  х  1п у  — у  1п х,

У (Г) =  1; 11; 1,61.
23. ( |/'==—хг, у  (0) =  0, г  (0) “  1,

у  (0) =  г (0)' =  1, [0; 1].

=  Л  [0; 1].Л'
24. Гг/ =  (г — у) х, 

{ г' = ( г - + у )  х,

24 — 32- машкларда Адамс усули кулланилиб, диффе­
ренциал тенгламалар ва системаларнинг ]х0, хп] ораликдаги 
ечим кийматлари жадвали 1 ■ 10“ 4 аншушк билан тузилсин. 
Бошлангич кесмани топишда Рунге — Кутта усулидан фой- 
даланилсин:

24. у' =  2х — у, у  (0) =  !, [0; 0,5], к =  0,05.

25. г/' =  - ( х  +  2у), у ( 0) =  1, [0; 1], к =  0,1.

26. г /  =  2у 2 — 3, у  (0) =  1,. [0; 0,5], к =  0,05.

27. [ у /  =  — 2х т  у ,  у  (0) =  2, г (0) =  — 2, ]0;05], /г =
(2 * '4= х -|- 2;/ — Зг, =  0,05.

2В. у ' =  (х/,2 - 1 ) у ,  у  (0)=1, /г =  0,1.

29. у' =  у %е* +  2у ,  у ( 0) =  1, [0] ДА  =  0,1.

30. /  - - т 1— , «/(!) =  0, [1; 2 |, А =  0,1.
у % .
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31. у '  ■— а  — 1,0 +  0,2/г, Ь — 1,0 +  0,3/г,
а ~г У

п,к =  О, 1, 2, 3, 4, 5.
32. /  х' =  1л (Ь +  У~аН2 +  г/2), х (0) =  1, у  (0) =  0,5,

[ у ' =  У а Ч 2 +  х2 а =  2,0 0,5/г,
/г =  0;3, Ь =  2 ,0+ ‘0,5й, 

к =  0;5, /г =  0,1.
33 — 34- маищларда Милн усули кулланилиб, диффе 

ренциал тенгламаларнинг [а, Ь] оралиадаги ечимлари 10~4 
гача^антушк билан топилсин:

33. у ' - — у ( ±  +  Щ  1п X, У ( 1 ) = 1 ,  [1; 3], а  =  0 ,5 +
\2 х  а  }

+  0,25к, к =  0; 20.
34. у  = ---- -------— у  1§х, у ( 0 ) = 1 ,  а  =  0,4 +  0,026,

а  5111 X

* =  0, 20, [0; 1],
35. Узгарувчан к(х)  коэффициентли

' к (х) и" (х) +  к' (х) и' (х) =  / (х), 0 <  х <  I, 
и (0) =  1,

. и' (0) =  2
дифференциал масала ушбу

Уа =  ° п  =  { х ,= 1 К  / =  0, ±  1, ±  2, . . . },

Ул1 Г '  =  2’ Н== 11М’ а‘ =  к ^  ~~°’5/г)
айирмали масала билан аппроксимация ^илинган. Аппрокси­
мация тартибини аник^ланг.

36. 35- масала а/ — У  к Ц )  А функция учун ечил * 
син.

37. Ушбу
Г и' (х) +  2а =  0, х € [0; 11,
1«(0) =  1

дифференциал масаланинг [и]н аник ва уни аппроксимация, 
ловчи

] У/+’ ~ У/~ 1 +  2у, =  0, /  =  1; Л ' - 1, к =  ИМ,

[ У о =  1. =  1 — 2/х

146



айирмали масаланинг у (к} ечими топилсин ва шу ечимлар 
буйича )1 \й\к — у (,>) 1)̂  бахслансин, бунда || • || =
=  тах  ( \ и М  у 1 1).

8 -ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ

1-топширик: Ушбу ------ —
■*2, +  У2 +  Р

рич масала хусусий ечимининг [0; 0,5] ораликдаги киймат- 
лари к =  0,1 1̂ адам билан 1-10-8 аникликда топилсин:

1- ж а д в  а л

Вариант
№ а Р

Вариант
№ а !Р

Вариант
№ а Р

1 1,0 2 6 9 1,8 1 ,4 17 2 ,6 1,8
2 1 ,4 2 2 10 1,4 1 ,0 18 2 ,2 1,4
3 1,8 2 6 11 1 ,0 2 ,4 19 1,8 1,0
4 2 ,2 1 0 12 1 ,4 1 ,8 20 1 ,4 ■ 3 ,0
5 2 ,6 О 0 13 1 ,8 3 ,0 21 1 ,5 2 ,8
6 3 ,0 2 6 14 2 ,2 2 ,6 22 2 ,7 1 ,4
7 2,6- 2 2 15 2 ,6 1 .4 23 2 ,0 1,8
8 2 ,2 1 8 16 3 ,0 2 ,2 24 2 ,4 2 ,0

25 2 ,5 I ,9

2- топширнк: Ушбу
У ' =  С 05 ( р у )  +  2 ,

г' +  ] / х 2 +  уг3 +г/
у  (0) =  1, 2 (0 )  ==0,5

бошлангич масала хусусий ечимининг [0; 0,3] ораликдаги 
кийматлари к =  0,1 кадам билан топилсин ва уларнинг 
аниклиги Рунге коидаси буйича бахолансин:

2 - ж  а д в ал

Вариант
№ к ? !

Вариант
.V и ?

Вариант
№ м V

1 2 ,0 3 ,5 * 10 2 ,5 3 ,5 18 2 ,0 2 ,0
2 2 ,5 3 ,0  - 11 2 ,0 3 ,0 19 2 ,5 4 ,5
3 3 ,0 2 ,5  •! 12 2 ,0 4 ,5 20 3 ,0 3 ,0
4 3 ,5 ' 2 ,0 13 2 ,5  • 4 ,5 21 3 ,2 2 ,0
5 2 ,0 4 ,0 14 2 ,0 2 ,5 22 3 ,3 1 ,8
6 2 ,5 2 ,5 15 ' 2 ,5 2 ;0 23 2 ,4 1,8
7 3 ,0 2 ,0 16 3 ,0 3 ,5 24 2 2 2 ,4
8 3 ,5 4 ,5 ' 17, 3 ,5 3 ,0 25 2 ,4 3 ,0
9 3 ,0 4 ,0
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3- топширик: Куйидаги бошлангич масалалар ечйлсин 
{‘г, — 0,1, е =  М И ) :

Вариант
№

1. х * у " - 6 у  =  0, у  (1) — I, у ’ (1) =  0, [1; 2].
2. х*у" — 12у  == 0, у (2) =  11, у '  (2) =  9,6, [2; 3].
3 — 8. хгу "  +  ху '—у = т х 2, у {  1 )=3 , у' (1) —1,8, 11; 1,5], 

т  =  1; 6.
9 — 13. х у "  -г (% +  /г) у '  +  1у — О, [1; 1,5]:

Вар. № к 1 У (1) У  (1)

9 0 1 0,367879 0
10 0 —  1 I 1
11 $ ■ . - 1 0,367879 —0,367879
12 2 1 1 —  1
13 2 2 0,367879 -0 ,3 6 7 8 7 9

14. (л2 +  1) г/" -  2ху'  +  2у =  0, у (0) =  -  1, у ' (0) =  1,
[0; 0,5].

15. х 3у "  -  2ху '  +  (*2 +  2) у =  0, у  (0) =  0, у '  (0) =  1»
[0; 0,5].

16. х*у" — х у ' + у = 3 х \  у (1 )=  1,75, у '  <1)=4,25 [1; 1,5].

17. у "  +  ±  у  - 1 у  := 8х, у  (1), у ’ (1) =  0,8, [1; 1,5].
X X 2

18. у "  —  3у' =  х2 +  3х, у ( 0 ) =  1, у ' ( 0) =  0, [0; 1].

19. х у "  +  у'  +  ху  =  0, у (0) =  1, у '  (0) =  0, 10; 0,5].

20. х Ц х +  \ ) у ” - 2 у  =  0, у (1) — 2, г / ' ( 1 ) = - 1 ,  [1; 2].

21. у "  + ^  +  у = 0, г/ (Г)--0,77, у' (1 )=  - 0 ,4 4 ,  [1; 1,7].

22. у "  — Зг/' + . 2у =  х2 +  За-, у (0 )= 6 , у '  (0 )= 6 , [О; 0,5].

23. у "  — 3 /  =  х2 +  Зх, у (0) =  1, у ’ (0) =  3, 10; 05].

24. у "  +  у  сЬ х  =  0, у ( 0) =  0, у '  (0) =  1Г 10; 6,5]»'

25. х "  +  У - + у ^ о, у (  1 )=0 ,77 . у '  (1) = = -0 ,4 4 , Ц; 1,5]



9 - боб. 0ДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

Икки нухтали чегаравий масала. [а, Ъ) орали^нинг ичи-
да

Р{х, и, и', . . . , иМ) =  0 (1)
тенгламани, ораликнинг чекка нук>таларида

Ф,- [и (а), и ' (а), - . . , и^-'Ца)}  =  О, г =  1, 2, . . . , М,

ы » ,  . , и * -Ч (Ь ) ]= 0 , / = Л / + 1 , ^ + 2 ,  . . . .  л (2)

чегаравий шартларни каноатлантирувчи и =  и (х) функцияни 
топиш тала б цилинади. Агар (1) — (2) тенгламалар и( х) ,  
и'(х), , . . , и^Цх)  ларга нисбатан чизицли булса, биз чи- 
зикли чегаравий масалага эга буламиз. Кейииги муло^аза- 
ларда биз кискалшс учун асосан ушбу п =  2 булган хрл 
билан чегараланамиз:

|  и" +  р (х) и' +  ^ (х) и — /  (х), (3)
I а;0м (а) +  а 1и' (а) =  /1, ро« (6) +  рхи' (Ь)=В, (4)

бунда р(х) ,  д(х),  /(х) функциялар берилган ва улар [а, Ь] 
ораликда узлуксиз, а а, а и  р0) р2, Л, 5  — узгармас сонлар. 
А — В  =  0 булган холда (4) шартлар бир жинсли шартлар 
дейилади. Масала ягона и(х)  ечимга Э1а булиши ва и(х)  
нинг етарлича юкори тартибли хрсилалари мавжуд булиши 
учун I а 0 \ +  | а г \ ф  0, / ри | +  | ф  0 шартларнинг бажари- 
лиши зарурдир.

Чекли айирмалар усули. [а, Ъ] ораликда олинган х0= а ,  
хп =  Ь, х1 =  х0 +  1к, к — (а — Ъ) / п, I =  1; п — 1 тугунлар- 

да (3) тенгламанинг коэффициентлари р(х 1:)—р,:,
/(%,■)=/,■ кийматларни к(абул ^илсин. Агар и', и" хосилалармос

равишда каби айирмали нис-

батлар билан алмаштирилса, натижада (3), (4) ифодалар л +  
+  1 комаълумли п +  1 та чизикли алгебраик тенгламалар 
системасига келади:

У1 +1 —  2 У1 +  У { - 1 . 01+1 — щ .  г . 1 ------------г
— ----- ^ --------- - + Р г — ^ +  =  /;• *• =  1; л— 1,

«оУо +  “  =  Л, роУ1 +  р, -  5 . (5)
п п
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Системани ечиб, и (х^ ж у  (х;) цийматлар жадвалига эга бу­
ламиз.

1-мисол.  Чекли айирмалар усули кулланилиб, ушбу
и" — х3и' =  4,. и (  1) =  О, «(!,4) =  0,2492

чегаравий масала ечимининг «(1,1), и (  1,2) ва «(1,3) ^ий- 
матлари топилсин.

Ечиш :  и", и ^осилаларни айирмали ^осилалар билан 
алмаштириб, куйилагиларни оламиз:

! Н + 1 2 У1 +  У 1 - 1  __ з У 1+ 1  —  У 1— 1 ___ ,
Л* Х‘ 2 к ’

ёки
2 ^  + 1 -  Щ  +  Щ-Х -  Щ 'Ч ч  1 +  4 4 -1  =  8/12»

ёки
(2 +  х] И}ул_ х -  ,4у: +  (2 -  х? к) у .+1 =  8/г2. (6)

Бизда Н — 0,1. Уни ва хх =  1,1, х2 =  1,2, х3 =  1,3, у  ̂ =  0, 
у4 =  0,2492 ларни (6) тенгламгга куйиэ, ушбу системани 
тузамиз:

( ( 2 + 1 ,  I3• 0,1) г/, — 4у ,  +  ( 2 -  1,1»• Э, 1)у 2 =  8■ О,Г!,
( 2 +  1,2:! -0,1) у г — 4уг +  (2 — 1,23 • 0,1) у 3 =  8 -0 ,12,

[ (2 +  1,33 0,1) у 2 — 4 у 3 +  (2 — 1,33-0 ,1) г/4 =  8 - 0 ,12.

Системани ечиб, у, =  — 0,0093, у., -  0,0216, у 3 =  0,1029 
ларни топамиз. Улар и (х) ечимнинг изланаётган ^ийматла- 
рини 1 ■ 10”4 аникликда ифодалайди.

Агар (3) масалада изланаётган и =  и (х) функцияни гг 
етарлича силликликка эгалиги маълум булса, у хрлда и'(а )

— У % ~\~^У \—З у п / '-‘У п  ^Угг— 1 ~^~Уп— 2хосилани ‘—— ....———  оркали, и (Ь) ни э с а --------------------- -
2 к 2 к

оркали алмаштириш ани^рэк натижа беради. Алмаштириш- 
ларда дифференциаллаш ва интеграллаш ^исобннияг форму- 
лаларига чекли айирмали аналоглар ^ам ^улланилади. Жум- 
ладан,

а) (рха)' =  о'да +  т>' формуланинг аналоглари;
{РН)-_1 =  Р 1Н -л  +  Н1_1Р-л , (7)

(РН)Х , 1 = Р1НХ л -ЩхЛНь+1г (8)
ь ь

б) | V (х) ха' {х) с1х —  |  ы) (х) с/ (х) Л х-\-у (Ь ) ха (Ь)— у (а) ха (а)
а а
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(Р, Нх) =  -  (Н, Р - ) +  Р ын „  -  Р 0Н 0. (9)

п нинг катта ^ийматларида (5) системани ечиш орирла- 
шади. Бу холда (3) — (4) чегаравий масалани ечишни икки- 
та Коши масаласини ечишга келтириш маъкул. Ушбу оти- 
шув усулининг мох.ияти хам шундан иборат.

Отишув усули. Берилган масалада а 0 -ф 0 фараз кнлина- 
ди ва ечим и — Су  +  т куринишда изланади, бунда V ушбу

и" +  р (х) 0 +  <7 (*) о =  0, 10^
V (а) =  а 3, V' (а) =  — а 0.

Коши масаласининг ечими, да эса
да" +  р  (х) да' +  с\ (х) да =  /  (х),

А ' О 1)да (а) =  — , да' (а) =  0СХц

Кеши масаласининг ечимидан иборат. С доимий (4) чегара­
вий шартларга асосланиб ушбу формула буйича топилади:

С =  Д — 1М  (Ь) +  М ' (6)]
Роу (Ь) +  Р У  (Ь) - 

(10) Коши масаласини ушбу айирмали масалага алмаш- 
тирамиз:

формуланинг аналоги:

«1-1 -  2Щ +  У1+1 , -̂+1 -  Ч - Х  
№ ' р!- 2к

(13)
об1, - — -— а„.

2 Н

(13) системадан куйидагиларни оламиз:

«1 (1 +  Р\Ь) — ( 1 +  н

(2 ~  Щ И-к,- -  (1 -  —  Л I 0 ; ^

"/+1 =  ...................... р-------------------- • 4 =

> +  у - ‘

151



Шу тартибда (11) дифференциал масала ^ам алмаштирилади:

Хайдаш усули. Мо^иятига кура хайдаш усули номаълум- 
ларни кетма-кет чи^ариш усулининг вариаятларидан бири 
хисобланади. Шунга кура ундан айирмали схемаси таркиби- 
да уч диагонал матрицали чизшуш алгебраик тенгламалар 
системаси булган чегаравий масалаларни ечишда фэйдаланиш 
осон (уч диагонал матрицали айирмали схема хасида 8-боб- 
да келтирилган 10-мисолга к,аранг).

(3) — (4) чегаравий масала буйича ушбу

айирмали масала тузилган булсин. Бу масала икки бос^ич- 
да хал килинади.

1 -бос^ич .  Турри ^айдаш (юриш):
1) (15) тенглама

+  =  /(» 1=1; п— 1,
(14)

Бу системадан куйидагилар олинади:

1+РгЛ +  уЛ*

а’/_1 +  /( Л*
,  г =  1; п — 1,

ш (Ь ) =  т п , ш  (Ь ) =  ^

Энди (12) буйича С  аник;ланади, ва ни^оят: 

Щ =  +  щ  (г =  0,1, . . . .  %).

/ =  0; Л/—2, 
(15)

- = Я  (16)

У1+2 +  т / У/+ 1 +  к, Уу = /г'2 //• /г'  ^адам (17)
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куринишга келтирилади ва /  =  0; N —2 учун т г  к. коэф- 
фициентлар ва Н2}. унг к*исм ифодаеи кийматлари аникла- 
нйб, жадвалга киритилади (2-мнсол, жадвалнинг (1) — (5) 
устунлари, к;уйига ^аранг), бунда

т - 2  +  Нрг  к, =  \ — Нр{ +  Н \  / =  0; А'—2. (18)

2) (17) системанинг ушбу

У 2 +  то Ух +  ЬоУо =  Що 
биринчи (/ =  0 ^олидаги) тенгламасига (16) биринчи чегара­
вий шарт буйича олинадиган

— ”101 ~  НА 
0 а х — к а 0

ифода куйилиши натижасида

Уу =  а1 7 т ° :—  +  Н% -  */0т(а1—Ла0)-|-к0*1 — Ла1
тенгликка эга буламиз. Бундан ушбу ифода кийматлари то-

, пилади:
сс-1 •; к а п . кп1т Д I /С — ----------1-------о------ ) й( =  --- «---------1- ^ о>

т0 (ах — Аа0) +  60а х ах — На0
с0 ва (!0 1\ийматларини жадвалга кпритамиз ((6), (7) устун- 
лар). ______

Шу каби алмаштиришлар / =  1, N —2 учун ушбу рекур- 
рент формулаларни беради:

У1+1 =  с1 (4/ - у1+2), (19)

с. = ------- -----  , й. =  /.А2 — к, с с?._,. (20)
' /П;- — Йу Су_1 ' '

с  - ва с1] цийматлари ^ам жадвалга жойлаштирилади.
2 -бос  ^и  ч. Тескари з^айдаш (юриш):
1) Олдин ани^ланади. Шу ма^садда (16) иккинчи че­

гаравий шарт ва (19) системанинг / =  N — 2 булган ^олда- 
™ Ум- 1  “  сл'_2 (4лг_2 — У/у) тенгламаси буйича ^осил ^или- 
надиган ушбу

_  Р1 с<\’-2  ^ N -2  -Т В к 

Уы ~  ^  Й +  к * 
г/у ^илмати ((8) устуннинг пастдан энг охирги катаги) 
жадвалга киритилади.
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2) жадвалга олдин киритилган а,- ва у.  кийматлар- 
дан фойдаланиб (19) рекуррент формула буйича кетма-кет 
Ум-1> УN - 2' ■■■ ■> УI лаР 83 биринчи чегаравий шарт (16) 
буйича у 0 аникланади.

2- м и с о л. у" — 2х у ’ — 2у  =  — 4х, у  (0) — у' (0) =  
=  0, у  (1) =  3,71828 чегаравий масаланинг х1 =  0,1 / («== 1; 10} 
нукталардаги ечими хайдаш усули кулланилиб топилсин.

Е ч и ш :  Масалани тур масалага келтирамиз:

У/+ 2  ^У1 + 1 +  __. 2 х  ■ 1
к 2 А

2.'// -  ~  Ц ,
еки

У[+ 1 2 ( 1 — х1 к) у 1 , +  (1 +  2х1 к —2Я2) у. =  —4х,- й2,

Ус
г/1— 1/о 

/I
=  0, у 10 =  3,71828, к =0,1,

бунда а 0 =  1, ос* -1, А =  0, р0 =  -1, Р =  О, В =  3,71828,
т.- ■ 2 (1 +  0,1 *,), А, =0,98 +  0,2хг, Д- =  — 4 з д  =  0,1*

0 ; 10.

Тугри юриш: жадвалга 1 — 0; 8 учун х {, к{, Д- Ьг
цийматларини киритамиз. Хисоблаш схемаси: х1= х ь_ 1+  0,1; 
т{ =  т ^ —0,02; А* =  Аг_,; +  0,02; Д/г2 =  Я2 — 0,004 
(жадвалнинг 1 — 5 - устунлари); с0 ва ларни >;нсоблаймиз:

а 1 — ао к —1,1
т0 ( а х— а 0Л) +  к0а х

4  =

-2(— 1 ,! )—0,98
— 0,90164,

--------(- /  Н2= 0 .
— а0Н

Крлган й с,- (/ =  1; 8) кийматларни хисоблаш схемаси 
(6 — 7 -устунлар):

=  — V / -
С. =  1 Цп11— к1с1

^1—1

-1
ч-------

| . (1{
С: ,:~=С;1 — 1 1
1; ==:: 1 1
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2 - м и с о л г а Хайдаш усули

к; П нг
Турри юриш Т ес к а ­

ри
юриш

уь

Контроль 
у(х)  ани  К 
ций'мати

(I)

2
3
4
5
6
7
8
9

10

(2) ( 3) (*) (5) (6) (7) (8)

-2  I 
- 2 ,02; 
-2 ,04  
-2 ,06  
-2,08; 
-2,10 
- 2 , 12, 
-2 ,14; 
-2 ,1 6

0 ,98
1
1 ,02 
1,04 
1,06 
1 ,08 
1,10 
1,12 
1,14

1° |0 
■0,004—0 ,0 0 4  
-0 ,0 0 8 —0,01165' 
-0 ,0 1 2 —0,02274 
-0 ,0 1 6 —0,03718 
-0 ,720 —0,05496 
-0,024;—0,07613 
-0,028 —0,10079 
-0,032 —0,12905

-0,90164
-0,89413
-0,88653
-0,87873
-0,87067
-0,86231
-0,85364
-0,84465
-0,83535

1 , 1 1785
',22963
,36377
,52125
,70431
,91678
,16432
,45494'
,79972
,21387
,71828

( 9)  _

1,00000 
1 ,11005 
1,24081 
1,39417 
1,57351 
1,78403 
2,03333 
2,33232 
2,79648 
3,14791 
3,71828

ВН
Р0й

5=3,71828.Тескари юриш: и,г. — ------------------
Рг( 1 + св)4- та- ,

Долгам у 1 (I — 9,8, . . . , 1) кийматлар у- =  с(-_1(с?._1 — у [+1)

буйича, у 0 эса у 0 —  -1-™ 0 =  0 бошлангич шартдан фойдаланиб

топилади: (/„== 1,11785 (8-устун). Контрол мацсадида (9) 
устунда ани^ ечим у  =  х  +  ех‘ нинг ^ийматлари келтирил- 
ган.

Итерация усули иккинчи тартибли чизикли булмаган
и" '=  [(х,  и, и'). 
а 0 и (а) +  а х и' (а) А, р0 и(Ь) +  ^ и ' ( Ь ) ^ В

(22)
(23)

чегаравий масалани ечишда ^улланилади.
[а, Ь] ораликда К цадам билан тенг узо^лашган х0 =  а, 

х х0 --г /И (/ =  1; УУ— 1) тугунлар системасини оламиз. 
(22), (23) чегаравий масала N -{- 1 та номаълумли АН-1 та 
чизицли булмаган тенгламадан иборат

У/+Г
■2/1

Л> Ш  =  «о Уо +  «1

Г„[у] =  Ро Ум +  р1

У 1~У о

У ы ~  Уы— 1

А,

У/~ 1 ) , /  =  1;УУ_ 1, 

(24)

В
к

айирмали масалага келтирйлади. (24) система итерация усу­
ли буйича ушбу формулалар ёрдамида ечилади:
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/  И  „ И  \
у1г+ц _  2^+1] у1г+\] = Н 2[  ( х ; , у \ г1  У/+1 2/ ),

/ =  1; N - - 1 ,  (25)

Г0 |у [г+‘5] =  А, Гл,[уЕг+1} =  В, г — якинлашиш номери.

Изланаётган якинлашишлар куйндагчча ошкор ифодаланиши 
мумкин:

УУ+П — [ ̂ Ро {Ь — а) +  А{5Х+  а х В) + ~ ~  (а0 В-~Лро)+
! А ,1

.V—1
+  н^ ё ц Г [ К  (26)

г I
бунда а, Ь, А , В , а д,а х, ро, (Зг лар берилган, А ва лар 
к,уйидаги формулалар буйича ^исобланади:

А =  ~  Е«0 Ро ф — а) +  а 0 рх +  а  р0) (27) 
к

(28)

т ( /  СС° +  ^ “ ) ( ,:<30— Ро N.  —  » > / ,

3 - м и с о л .  у" == 2 +  у 2, у  (0) =  у  (1) ==■ 0 чегаравий ма­
саланинг х к — 0 , 1 к  (к =  1; 9) нукталардаги ечим киймат- 
лари итерация методи кулланилиб топилсин.

Ечиш:  я =  ф  — а)/Н =  (1 —- 0) /0,1 =  10, а 0 =  1, а* =  0, 
А =  0, =  1, ^  =  0, В = 0  / (х, у) =  2 +  у \  (27) ва (28) му- 
носабатлар буйича:

Д =  ~  [1-1-(1— 0) +  1 - 0 +  0 - 1 ] =  10,

0,1/ (6 — 10), 1 ^ к ,

0 ,1к{1— 10), I >  к,

у 1г+ц =  0 , 0 1 2 ^ / 1 ° .
/н= 1

коэффщиентлар: г =  1 булса, ^ 1к =  0,1 (6 — 10) бу- 
лади, масалан, =  -  0,9, §12 =  — 0,8, §13 =  — 0,7, . . . »
§19 =  — 0,1;
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2 кI =  2 булса

I =  3 булса, § зк

0,2 (к— Ю), 2 <  ^ ^  9, 
—0,8, к =  1;
0,3(6 — 10), А ;А '< 9  
—,0,7 к. к =  1; 2;

[ =  8 булса, = 

г =  9 булса, =

0,8 (6— 10), к =  8; 9,
—0,2 6, 1 <  к <  7;

—0,9, Л =  9,
—0,1 6, 1 <  к <  8.

Бошлангич якинлашиш сифатида чегаравий шартларни 
^аноатлантирувчи ва [0; 1] ораликда узлуксиз булган бирор 
функцияни, чунончи у1-03 (.х) — х (х — 1) функцияни оламиз 
(бу у"(х) — 2 тенгламанинг ечимидан иборат). х& =  ОД 6,

У й0] =  хк ( ч  — 1) (6 =  1; 9)> Д ] =  2 +  (уГ )2 цийматларни хи- 
соблаймиз (жадвалга ^.). Кейинги я^инлашишлар (26) му- 
носабат буйича (г га кетма-кет г =  0; 1; 2; . . . ^ийматлар- 
ни.цуйиш йули билан) х^исоблаб топилади:

г =  0 >да у ^  =  0,01 ( ё1к^ + ё 2̂ +  - ■ - + § дк№ ) ,  
хусусан, к == 1 да уИ ■-= — 0,01 ((0,9 +  0,1) -2,0081 +  (0 ,8+  
+  0,2) -2,0256 +  (0,7 +  0,3) 2,0441 +  (0,6 +  0,4) • 2,0576 +  
+  0,5-2,0625) =  — 0,916665, к =  2 да у.ПЗ =  — 0,01 ((0,8 -+ 
+  0 ,2 )-2,0081 +  (1,6 +  0,4) - 2,0256 +  (1,4 +  0,6) -2,0441 +  
+  (1,2 +  0,8) • 2 ,0576+  1-2,0625) =  — 0,163252, г  =  1 да
*42] =  0,01 (ехк /[•] +  ё а  /Ш +  8зк /У1 +  • • ■ +  в *  Я 13 +

9

+  ёт  л 1]), хусусан, к =  1 да у!>2] =  0,01 ^  ё ц  ?\1] =

— 0 ,1((0,8 +  0,2) ■ 2,0084028 +  (1,6+0,4) ■ 2,0266512+( 1,4+ 
+  0,6)-2,0460452+0,2 +  0,8)-2,0602555 +  1,0-2,064247) =  
= .— 0,16339732 ва хоказо.
3- м и с о л г а Итерация усули

[0],

'ч\ ^ 1 2 3 4 5

Г 0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5

9
уТ
№

—0,09
2,0081

—0, 16
2,0256

- 0 ,2 1
2,0441

—0,24
2,0576

—0,25
2,0625
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Ч 1 2 3 4 5

] А"
/У]

—0,0916665 
2,0084026

—0,163252 
2,0266512

-0 ,2 1 4 5 8 1 5
2,0460452

—0,24547
2,0602555

-0 ,2 5 5 7 8 2 5
2,0654247

2 у[Р
№

—0,0917404 —0,1633973 —0,214787 —0,245358 —0,255844

6 7 8 9

г 0,6 0,7 0,8 0,9

0-
№

—0,24
2,0576

—0,21
2,0441

—0,16
2,0256

—0,09
2,0081

1
№

—0,24547 
2,0602555

—0,2145815 
2 ,0460452

—0,163252 1—0,0916665 
2 ,0266512| 2,0084020

2 у\Р
№

. —0,245358 -0 ,2 1 4 7 8 7 —0,163397 —0,091748

Изланаётган ечим кийматининг хк ( к =  I ; 9) нукталарда- 
ги у \р  ва у \ р  якинлашишлари Ы 0 ~ 3 гача анирушкда уст- 
ма-уст тушаётганини курамиз. Бундан хам аннкрок натижа 
олишга зарурият булса, курсатилган йул билан у№ у ^ \  . .. 
якинлашишлар ^иеобланиши керак булади.

Галеркин усули (3), (4) чегаравий масала ечимини ана­
литик куринишда (фуикциялар йириндиси куринишида) олиш­
га имкон беради.

Ушбу

| ^  [у] =  /  (* ), И у \  =  у "  +  р ( х )  у '  +  д { х )  у , '  ( 9 о ь
}Г0 [у] =  а а у  (а) +  «! у' (а), Г ь [у] =-■ ра у  (Ь) +  р, у '  (Ь) и " 

чегаравий масалани ечиш талаб этйлсин. [а, Ь] ораликда

и0 (х), и^ х) ,  . . . , ип ( х \  . . . (30)

базис функциялар системаси берилган ва улар ушбу шарт- 
ларни ^аноатлантирсинлар:

1) (30) система ортогонал, яъни

158



и и

^ и 1(х)и/.(х)с1х =  0, 1ф } ,  | и 2. (х) 6.x Ф 0; (31)
а ’а

2) (30) туплам  тула системани ташкил этади, яъни барча 
и I (х) (I = 0 ,  1, 2, . . . ) функцияларга ортогонал буладиган 
нолдан фар^ли бошка функция мавжуд эмас;

2) чекли сондаги и1 (х) [I =  0; п ) базис функциялар сис- 
темаси шундай танланадики, и0 (х) функция бир жинсли бул­
маган

Га [и0] =  А, Г в \и0] =  В (32)

чегаравий шартларни, щ (х) (г =  1; п) функциялар эса

Г аЩ  =  Гь \щ\ =  0 (I =ТГп) (32')

чегаравий шартларни каноатлантирсинлар.
(29) чегаравий масаланинг изланаётган ечими

у  (х) =  и0 (х) +  2  С1 и 1 (*) (33)
*=1

куринишда топилади. с-ь коэффициентлар шундай танланиши 
керакки, богланмаслик кзадратидан олинган

ь
|  К2 (х, сг са, . . . , с„) сГх (34)
а

интегралнинг киймати энг кичик булсин, бунда
П

Я (х, сх, . . . ,сп) =: 1[ы0] 4- 2  [%] — /  (*)•
г

Ортогоналлик шартини
ь _____
| С̂ ) ^  1̂ » » ♦ • > 0 (к— 1} П.),
а

ь ь
2  С1 [ «А (*) 1  [«,-] ^  =  _[ ик (х) {[  (х) 1[и0] )йх,

еки

I— 1
еки

2  Ь“  (35)
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система куринишида ёзамиз, бунда
ь ь

а 1к =  С и.к { х ) Ь {щ ] й х ,Ь к=  |  ик (х){ [(х)  — I  [и0]}<1х. (36)
‘а а

(35) системадан цийматлар ашжлаб олинади.

4- м и с о л. у" +  2 х у ' — 2у =  2х2, у ’ (0) =  — 2, у ( \ )  +  
+  у '  (1) =  0 чегаравий масала Галеркин усули кулланилиб 
ечилсин.

Е ч и ш.  и0(х), и1 {х), . . . функциялар системасини I, х, 
х2, . . .  функциялар комбинациялари куринишида ханлаймиз. 
Бунда и0 (х) функция (32) шартларни каноатлантирсин, яъни 
мо(0) =  —2, и0 ( 1) +  «^(1) =  Обулсии, долган ик (х) лар (32') 
шартларни каноатлантирсин. иа (х) ни и0(х) =  Ь +  сх кури­
нишида излаймиз. и10 (х) =  с, иккинчи томондан шартга кура 
с =  — 2; «о(1) +  ы^(1) =  О1, ёки (& +  с - 1) +  с =  О, бундан 
Ъ — 4. Шундай килиб, «0( х ) = 4  —2х. (32') га кура Г0[ик] =  
=  0, Гг\ик\ = 0 ,  ёки и\ (0) =. О, ый(1)+гф.1) =  0. ик(х) фу: кция- 
ларни ик (х) =  Ьк+ х к А куринишида излаймиз. 14(0) — (к +  
+  1)х,г= 0 . Бун га Караганда Г0 [и,]= 0  шарт бажарилмокда. Ик­
кинчи шарт Г1 [ик} =  0 дан фойдаланиб, Ьк ни топамиз: (Ьк+  
1к+1) 4-. -(- 1) . 1* = 0 , бундан Ьк =  —( к + 2). Биз к — 1;2 бул­

ган хрллар билан чегараланамиз. ип(х) — 4 — 2х, ц, (х) == 
=  — 3 +  х2. (х)==—4 +  х3 базис функциялар системаси зф- 
сил булади. Ечимни у  (х) — и0 (х) +  м* (х) 4~ с2 ы2 (х) кури­
нишида излаймиз;

Ь [и0] == (4—2х) +  2х (4—2х)' =  2 (4 —2х) — — 8,
I  =  (х2 — 3)" 2х (х2 — 3)' — 2(х2—3) =  2х2+ 8 ,

Ь [и2] =  (х3 —- 4)" +  2х (х3—4)' — 2 (х3 — 4) =  4х3 +  6х +  3,
(36) буйича:

!_ 1 
ап  =  | (х) Ь [иу\ йх — | (х2 — 3)(2х2 + '8 ) с1х =

о ‘о
==— 22,93333,

1 1
ап  — ( п2{х) ь  \Их\йх — | (х3 — 4) (2х* +  8) й х =

"О "о "

=  —32,33333,
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V 3 
Щ,1 =  ]  щ (х) I  [и21 6х =  ( (х2 — 3) (4л'а +  6х +  8)йх =

0 о 
=  — 31,16667,

1 1
«га— \ щ (х )  Ь \ и 2] ё х  =  | (х2 — 4)(4х3 +  6 х + 8 ) Л  =

о о
=  — 44,22857,

, 1 , 1 
Ьг =  |  % (х) {/ (х) — I  [ы0]} с1х =  ^ (X2 — 3) (2х2 +  8)йх =• 

. о о
=  - -  22,93333,

■ 1 3
Ьг : [  щ  (х){ /  (х) - 1  К ] } ё х 4  [  (х3 -  4) (2х2 +  8 ) 0 х =

=  — 32,33333.
(35) системани тузамиз:

(̂ 1 Оц ~Ь С2^21 =  Ьу ,
(Сх о12 Ч~ с2й2 2 — Ь2

ёки
|  — 22,93333 сг -- 31,16667 с2.=  — 22,93333,
1 — 32,33333 сг —  44,22357 с, =  — 32,33333, 

бундан сг =  1, с2 •= 0 аникланади. Изланаётган ечим:

у  (х) =  щ  (х) 4* 1 ■ иг (х) +  О • и2 (х) =  х2 — 2 х +  1. X 
Коллокация усулида (29) чегаравий масала ечими

П
у  {х) =  и0 (х) +  2  С1 и1 (х) (37)

1 =  1

куринишида изланади. Бунда щ (х) (г — 0; п) чизиЦдй боглан- 
маган функциялар (32), (32') шартларни каноатлантиради.

Я  (х, с15 . . . , сп) =  I  \у) — /  (х) =  I  [и0] — / (х) +
П

+  ^ с { Ц и , ]  (38)
1=1

фар!  ̂ шундай олйнадики, у  [а, Ь\ ораликдаги коллокация 
ну^талари деб аталувчи х,. х2, . . . , хп ну^талар система- 
сида нолга айлансин. Бу ну^таларнинг сони (33) ифодадаги
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номаълум коэффициентлар сонига тенг булиши керак. 
сх, с2. . . . , сп коэффициентлар

Я  (Хх, с х, с2 , . . • > 0  =  0,
Я  (х2, Сх, С2 , . . • , О  =  0,

(39)

Я  (хп , сх, с2 , . • ,  О = о

системадан аницланади.
Коллокация усули чизикли булмаган дифференциал тенг- 

ламаларни ечишда хам ^улланиши мумкин. Жумладан, у " — 
=  /(.V , у ,  у ' )  тенгламанинг ечими чизикли чегаравий шартни 
каноатлантирсин. Бу х<олда богланмаганлик (фар^) Я{х) - - 
=  у " — /(х, у, у')> (З^эсас!, с2, , сп номаълумларга нисба- 
тан чизикли булмаган тенгламалар системасидан иборат бу- 
лади.

5 - м и с о л .  Коллокация усули кулланилиб, у" +  ( 14-
4 -  х2) у  4  1 = 0  тенгламанинг у  (— 1) - -  у  ( 1) == 0 чегаравий 
шартларни к,аноатлантирувчи ечими топилсин.

Е ч и ш: 'Генгламага ва чегаравий шартларга Караганда 
изланаётган ечим жуфт функция булиши керак. Базис функ­
циялар сифатида и„ (х) =  0, и1 (х) =  1 — х2, и2 (х) =  х2 (1—х2) 
купхадларни оламиз. Ечимни у  =  сх(1 — х2) 4- с2х2 (1 —х2) =  
=  (1 — х2)(сг 4- с2х2) куринишида излаймиз. Коллокация ну^- 
талари х0 =  0, х, =  0,5 булсин. Бизда /(х) =  — 1, Ь \у\ =  
=  (1 — х2) (сх +  с2х2)" +  (1 — х % с х 4- х2) =  -  (1 +  х4) сх +
4- (2— Их2 — х6) с2. Богланмаганлик: Я (х) — Ь[у] — / (х) == 
=  1 — (14- х4) с, 4- (2— Их2 — х6)с2. Бунга х0 =  0, хх =  0,5

17 49
кийматларни цуйиб, 1— сх +  2 с2 =  0 , 1 --------- сх -------- — с0 =

16 64
=  0 системани тузамиз. Бундан сх =  0,957, с2 =  — 0,022 
олинади. Изланаётган ечим: у  «  0,957 (1 — х2) — 0,022 х2(1 —
— х3).

М А Ш  К Л А Р

1 — 7- чегаравий масалаларнинг хк нукдалардаги ечим 
цийматлари чекли айирмалар усуллари (чизикли алгебраик 
тенгламалар системасига келтириш усули, хайдаш усули, 
отишув усули) кулланилиб топилсин:

1 • У" (*) =  -  У' (х) -  У (*) =  8, у ' {0,5) =  0,5, х  *2-}-2

у(1) +  у ' ( \ )  =  1, хк =  0, \к,  к =  5 П о , е. =  1 • 10~®.
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2. у" (х) •!- у '  (х) -  у  (х) =  у  (0,5) =  -  0 ,5 1п 2,
X X

У (1) =  0, хк =  0,1 к, к=  5; 10, е =  1 • 10~2.

3. 4у" +  1 6 у '-+  15 у =  4 е~х,Ък, у  (0) =  3, у(1)  =

= : 0,89252, хк =  0,2 к, к ==174, е =  1 • Ю ~3.

4. у"  — 4у '  +  4у =  /(х ) , е =  1 ■ 10 '3, бунда:

1) / (х) =  1, у (0) =  2,25, у (1) =  0,25, хк-= 0, \  к, 'к=  1; 9;

у (1, 2 )=24,284451, хк -2) [ ( х ) = е ~ х, у (0) =  1 ~  у (1, 2 )=24,284451, хк =  0,1А,

к =  1; 11,

3) /  (х) 3 е2'\  у (— 1) =  0,203003, у (0) =  1, х* = 0 ,26 ,

к =  1; 4;
4) /(х )  =  2(зш 2х +  х), у(0) =  1,75, у ( 1 )=  15,6741,

х к±= 0,1 к, к =  1; 9;

5) /(х) =  з т  х соз 2х, у  (0) =  1 -р—, у (1) =  109,20221,
169

хк =  0,1 к, к =  1; 9.

5. у" — 2у ' +  Юу =  10 х2 +  18х +  6, у' (0) =  3,2, у (1 )= 
=  3,7168365, хк =  0,16, к =179:

8. у" +  у =  — 31П 2х, у (л) =  1, у (1,5 л) =  хк =

, Л =1; 9.
20

7. Тенгламгларнинг [0; 1] ораликда у(0) =  у(1) =  0 че­
гаравий шартларни каноатлантирувчи ечим к^ийматларн то­
пилсин (х{ =  0,1 г, I =  1; 9, а  =  1 +  0,4к, к =  0; 3, |3 =

=  2,5 +  0,5 п, п — 0; 5):
1) у" +  (а +  х3)у' +  (1 — х2)у =  е1_|5 х2;

2) у" +  х2 у' +  (а —. х) у =  - 4 | ;
* 2 +  Р

____ 1
Р-)-51п2 ал:

163

3) у"  +  у '  з т а х - ь  у



8 -1 0 -  масалаларда чегара ^ийматлари билан берилган 
иккинчи тартибли чизшуш булмаган дифференциал тенгла- 
маларнинг [а, Ь] ораликнинг х к ну^талардаги ечим ^иймат- 
лари итерация усули кулланилиб топилсин (к — кладам, б — 
талаб килинган аниклик):

8. ху" +  х(у ')2 — у ' =  0, у (2) =  2, у  (4) =  3,386294, Н= 
=  0,2, к =  1 • 10~4.

9. 2 у " ~ 3 у %  у(—2) =  1, у (0)= 0,25, /г=0,2, е =  1 • 10~3.
10. 8у" +  9у '4 =  0, у ф )  — — 1, у  (7) =  2, к =  1, е =  

=  I • 10~3. ■
11 —15-чегаравий масалалар аналитик у су л лар (Га леркин, 

коллокация усуллари) кулланилиб ечилсин:

11. 2у" +  5у' =  /(х), бунда:
1) Дх) =  5х2 — 2л; — 1, у  (0) =  2, у '( 1) =  — 0,1252125;

2) /(х )= е х, у  (0) +  у' (0>= —0,21428571, */(1)=1,470411;
3) /(х) =  29 соз х, у ’ (0) =  2,5, у (1) +  у '  (I) =  8, 3880768.

12. у" (х) 4- ° ’° а у' (х) — У а  х  +  1 у (х) =  2 (а х -}- 1),
х а  +  1

у ' (0) =  — а, у (1 )= —'2 ] /а + 1 , а  =  0,3 т, т =  1; 10.

13. у" (х) +  ху' (х) — 2у (х) =  2 (а2 — 1), у(0) =  1, у (1) 

+ у ' (1) =  З а 1 +  1, а  =  0 ,5 т, т — 1; 10.
14. у" — 2ху' +  2у = ' /  (х), у (0) =  0, у ' (1) =  1, бунда; 
1) /(х) =  х; 2) /(х) =  Зх2 +  х — 1; 3) Дх) =  5х3— Зх2+х^

4) [ (х) =  0 ,5 (5х3 — Зх2 — 0,5 х +  1).
15. у " - у '  =  /(х), бунда:

1) / ( х ) =  , у (0) =  3,3862943, у (1) =1,5534866;
1+е*

2) /(х) =  е2*]/-1 — е** у  (— 1) =  1,5841668, у(0) =
=  2,2853981;

3) [(х) =  е х со5ех , у(0) =  1,4596977, у (1) =  4, 6300157.
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1- топширик: Чегаравий масалаларнинг хь {  [а, Ь], к =0:10, 
нукталардаги ечим ^ийматлари чекли—айирмали усуллардан 
бири кулланилиб, 1 • Ю '! аникликда топилсин:

Вариант:

1. у" +  х у ' + у = х + 1, у(0,5)+2у' (0,5) =  1, «/'(0,8) =  1,2.
2. у"  +  0,5 х у ’ +  (1 +  2л2 х2) у =  4х, у  (0) =  1, 

у (  1) =  1,367.
3. у"  +  (х —  1)у' +  3,125у =  Ах, у  (0) =  1, у( 1) =  1,367.

4. у " +  2х у ’ +  2у =  У (0) — 1, у  (1) =  1,367.
(2 — х)3

5. у" +  ( 1 + х 3) у '+ ' ( 1 - х 2)у =  е,- 2’5д\  у (0 )= у (1 )= 0 -

6. у " + х 2у '+ ( 1 - - х ) у  =  — у  (0) =  у  (1)=0.
Х г 2  , 0

7. (х2+ 1 ) у " ~ - 2 х у ' +  2у =  0, у (0) — —  у (  1)=1.

8. у" +  у '$ т х  +  у =  —  1 ; у (0) =  у (1) =  0.
2 , 5  +  81П2 л:

9. х2( х + 1 ) у " - 2 у  =  0, у  (1) =  2, у (2 )=  1,5.

10. у" +  ^ г- р - 5-  +  у =  х, у  (0) =  у (1) == 0.

11. у" — 2 (1 +  1§2х) у =  0, у (0), =  0, у (0,785) =  3,4938

12 (х2 +  1)у" +  5.\'у' +  4у =  0, у (0) =  0, у (1) =  0,3534.

13. у" +  х2у' -Ь(1,4 - х ) у =  -т^ - ,  у (0) =  у (1) =  0.
я5 +  3.

14. у"  — ху ' +  ху  =  0, у (0) =  0, у (1 )=  1,083.
15. (х2 +  1) у" +  5ху' +  Зу =  0, у (0) =  1, у(1) =  0,3534.
16. ху"  +  у' — ху =  0,. у (1) =  1,266059, у (2) =  2,277778

17. ху" +  2у' +  ху= 0, у (1) =  0,841471, у (2)= 0,841471.
18. 2х2 у" +  (Зх — 2х2) у' — (х +  1) у =  О, 

у (1) =  2,718182, у (2) =  3,69453.
19. 9х2у" — (х2 — 2) у =  О, у (0) =  0, у (1) =  1,033586. 
Эркин тебранишлар тснгламаси: у" +  ау' +  Ьу1 =  0.

е- ЛАБОРАТОРИЯ и ш и
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Вариант а * Чегаравий шарт:

20' 2 0 ,5 у(О) =  2, у  (2) =  1,602618
2! 2 1 ( / ( - 1 )  ~  0, .(/(0 )=  1
22 0 я*/ 4 ( / (0 )=  г/ (1) =  I

23. Зх2 у" -  х2 у ' +  (х -  2) у  =  0, у  (1) =  2,5, у (2) -  2,5.
24. /Л И л :Ч -  1 ) / / -  О, у (1) == 0,3149857, у(2)==

•=  — 0,4446632.
25. (х2 - М ) у " - у  =  0, у  (0) — 0, у (1) =  1.
2-топшириц. Чегаравий масалаларнинг ечими Галеркин 

ва коллокация усуллари кулланилиб топилсин.
Вариант:

1.  У

2. у
3. у

4. у
5. у
6.  у
7. у
8 .  у  

■3. у

1 0 . у

11.

12. у
13. у

14. у 
у ' (  1 )=  1

15. у

16. у

—  у' СОЗ X  +  у 5Ш  Л' =  СОЗ X, у  ( • л )  = у  ( л )  =  2 . 

+  х2 у ’ — ху —ех, у  (0) — у ( 1) =  0.
—  у' СОЗ X  +  у  51П X =  З Ш  X,  у  (  — я )  =  У ( л )  == 2 . 

+ х 2у '— ху  =  ё \  у  (0) =  у ( 1) =  0.
—  у '  СОЗ X ~ г  у  31П X =  СОЗ 2 х ,  у  ( — л )  —-: у  (я) == 2. 
+  х 2 у '  — х у  — 5 Ш X, у  (0 )  —‘У ( 1) =  0 .

—  у '  СОЗ х +  у  зш х =  зГп 2х, у  ( —  л )  =  у ( л )  =  2. 
+  х2 у '  — ху  =  соз х, у  (0) =  у  ( 1) =  0.
— 2ху' +  2у =  Зх2 +  х — 1, у  (0) =  0, у' ( .1 )1 .

+  У' * +  4 - ,  у (0) ==- 0, 1/ '( 1) =  1.

4- х 2 у

2ху' +  2у =  5ха, у (0), у ' (1) =  1. 
ху =  У (0) =  у (1) =  0.

— 2ху' +  2у =  5х3 — Зха +  х, у (0) =  0, у'(1) == \ .
—  2ху' +  2у =  0,5 (х3 — Зх2 — 0.5х +  1), у (0 )= 0 ,

-ху — у
2х

I, У (0) — 17 У'(1)

у' +  ■ % 0, у (0)
X2 +  1 " ■ л-2

" ху' +  у =  4х3, у (1) =  2, у (е) = 
18. (1 +  х2) у" +  2ху' — 2у =  4х2 +  2, у (1)
17. х2у"

1,297443.

- 1,  у '  ( I )  == 3 ,

25,5221.
-  1> У (2 )= -4 .



19. 1У - ( \  +  х*)у =  0, у  (0) == — 2, у'  (1) =
_7_
Т г '

20. у " — 2у  =  4ха е* , у  (0) =  3, у (1) =  7,07465. 
у" 4- сРу =  с!§ ах учун:

Вариант а- Чегаравий шарт

21 I у (л/4) =  0,5328401, у (я /2 ) =  1.
22 л 1/(0,6) =  0,6728232, у \ 0 ,8 )=  -0 ,1 5 4 8 1 5 .
23 2 ц (л /6) =  1 ,247097, у  (л /3 )=  0,4849537.
24 я /2 // (1) =  1, //(1 ,5 ) =  0,2525837,
25 л /6 у (\) — — 1 ,03745, у  (2) =  0,18623.

1 0 -боб. ХУСУСИЙ ^ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

Хусусий хрсилали дифференциал тенгламалар учун че- 
гаравий масалалар купинча сонли усуллар (чунончи, турлар 
усули) ва аналитик усуллар (чунончи, акад .. В. Г. Галеркин 
усули) кулланилиб ечилади. Биз ушб.у бобда асосан турлар 
усуллари (айирмали усуллар) устида тухталамиз.

Айирмали схемалар, уларни ^уриш ва дифференциал 
масалани аппррксимациялаш. Турлар усули ёки чекли айир- 
малар усулининг мохияти хосилаларни чекли—айирмали ифо- 
далар ор^али алмаштириш йули билан дифференциал тенг- 
ламани чекли — айирмали (алгебраик) тенгламага келтириш- 
дан иборат. Масалан, бирор курсатилган Г  контур билан 
чегараланган В  соханлнг ичида ушбу

+ ^  =  0  ( I )
дх2 ду°-

Лаплас тенгламасини, Г  чегарада эса маълум шартларни 1̂ ано- 
атлантирувчи и(х, у) функцияни топиш талаб этилсин (2- чиз- 
ма). Шу мацсадда ХОУ  текислигида узаро перпендикуляр х =  
= .х 0 +  Ш ва у =  у 0 +  к1 Ц,к =  0, ±  1, ±  2, . . .) турри 
чизиклар оилаларини О сохани крплайдиган цилиб чизайлик. 
Х,осил булган турдан Г эгри чизикли контурни_яхши ап- 
проксимацияловчи Г  турли контур ажратилади. Г  контур 
О  турли сохани чегаралайди. О  сох,анинг хар 1̂ айси (х1у ук),
I , к =  0, ±  1, ±  2, . . . нуцтаси учун айирмали тенглама 
ечимининг и.{к киймати- топилиши керак. Бу цийматлар (I)



2- чизма

ки тугун орасидан утадиган булсин, 
( 1) тенгламага ушбу

дифф е р е н ц иа л 
т е н г л а м а н и н г .  
так р и б и й ечим 
цийматла р и д а н 
иборатдир, Г кон­
тур шундай ясал- 
адики, берилган 
эгри чизикли Г 
контур Г  билан 
чегараланган тур- 
нинг икки ^уш- 
ни ички .тугуни 
оралигидан эмас, 
балки битта че- 
гара ва битта ич-

о (2)
айирмали тенглама мувофик келади, бунда:

и (х+ к, у) — и (лг, у) и (х, у) — и ( к  — к, у)
кк

к

/>.2
[и (х  +  И, у) — 2  и (х , у) +  и (х — к, у)},

■— д2 К + 1  ,к '

/2 К 6 + 1 ' 2 Ы}Й.+ {Ь

(3)

Дирихле масаласи (биринчи чегаравий масала) учун тур 
усули. Ш ундай и =  и (%, у) функция топилиши керакки, 
у О  со^анинг ичида

(4)а  д2и I д*и  г /  \
Д  “  =  +  Т Т  =  ^ ( г ’дх2 % 2

П уассон тенгламасини, Г  чегарада

и | Г  =  ф (х, у) . (5)
шартни каноатлантирсин, бунда ф (х, у) — берилган уалуксиз 
функция.

Ох  ва Оу уцлари буйича к  ва I кадам билан тур к;ура- 
миз. (4) тенгламадаги иккинчи тартибли ^осилаларни мос 
айирмали ифодалар билан алмаштирсак, ушбу
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м<+1 .6 “ё—1,6 , “(,6+1 “(,6—1 _  ^ ,0, 
^  /2 1к

айирмали тенглама хосил булади, бунда /,-й =  /  (х,-, у к) (/', & =

— О, ±  1, . . .)•
Хусусий хосилаларни чекли айирмалар ор^али ифодалаш:

№ Хосила Схема Такрнбнй формула

1 ди
дх

А к д и 1к “ ('+1,6 — 1Н - \ ,к
дх 2Н

9
• 6 « Ч ’б ^ ыГ+Ь*Ч-1. ~~ “ (-1.Й +1+ “ »+),*—1— “ (—1,6—
• О дх 4/1

3 ди
~дУ

1
/Г д “ (б “ (,6+1 ~~ “ (,6—1
/ ! 

« д у 21

4 в • д и 1к “4+1,6+1+“ ('_1,6+1~“ (+1.6—1 + “('-1,6—

• © д у

5 д2и
‘Ж 2"

<?2«(6 “ (+1,6 ~  2“(6 +  “ ('-1.6
дх2 Л2

,6 | & Ч к 1
12Ла ( “ (+2,6 4  16 “ (+1.6

— 30 и;л+  16 (//_ }  >6 — « 4-_ 2 ,6)

дх2

7 д2и © 1 • д2“ (6
дхду

• | О
дхду 4 Ы *-г*>к-{-1 —I 

— “ (—1,6+1 1, 6—1)

д4и
Ф 4 I

I
в
I
в

д%;ь 1 ,
----- --- =  —  (и

ду* I* 1,к+ 2 ™»,6+1

+  6 “ (',6 ~  4 “(,6—1 +  и1,к—2>



й —1, к)-

а м - 1 )  

'  о'. *)

(«. к -Г )

3- чизма

О соланинг барча 
тугунлари учун и1к 
функциянинг 1^ИЙ- 
матларини х,исоб- 

- (/+ /./? )  лашда тугунлар 
нечта булса, шун- 
ча тенгламадан ибо­
рат система тузи- 

_  лиши керак.
Квадрат турли 

(яъни 1 —-к  бул­
ган) сохада (6) 
тенглама соддала- 
шади: 

11+\,к+Щ-1,к+и1,к+\ +(«■+/,*+1)

+  и1,к- 1 ■ 4и;1к
=  К П к  (7)

ёки Лаплас тенглама- 
си учун:

и !1, = - ( щ +Кк+ и1 _ ]<к +*1к~

+  Щ,к-1 ' Ы*\6+1) (8)
(1 — 1 .к—1)

4- чизма

(3-чизма; тугунлар уз 
индекслари билан ишо- 
раланган), ёки 4-чиз- 
мада курсатилган схе- 

мадан фойдаланилса, Лаплас ва Пуассон тенгламалари учун 
чекли-—айирмали тенгламалар куйидаги куринишда булади:

1
1к ' 4 и1+\,к—\ Ы1-I ,6-]-] М/+1,6+])»

I 1
№ б — ^  (“ /-1,6-1 +  “(+1,6-1 +  “/-1,6+1 +  “(+1,6+ 1) +  ^

/12
2

Лаплас тенгламасини чекли — айирмали тенглама билан
/г2алмаштириш хатоси | ^ |  <  М4 тенгсизлик билан бахр-

ланади, бунда УИ4 тах
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Агар тур ячейкалари турри 
т^ртбурчак шаклида булса (яъни 
турри туртбурчакли тур, 5- чиз­

ма), —  +  -7 7 = /  Ы  Пуассон
дх2 ду2

генгламасини ечиш учун

а2 (и л +  ис  )+ * 2 ( и в + и 0 )— а2 63 /

\ €

Ь
О В

ш - ........... ^
М
ь

а
--------—Т-1)-----

2 (а2-(-Ь2)

айирмали тенгламани оламиз. 
Квадрат (а =  Ь) булган крл 
учун бу тенглама соддалашиб, 
(9) муносабатларнинг -иккин- 
чиси х,осил булади. Параллело­
грамм тур учун (6 - чизма):

—
/ 6

5- чизма

-  / 2 Г

■М
а /  
-г - / /V

/

1̂̂ 1 “К 2̂̂ 2 Ч~ ̂ 3̂ 3
^1+^2+Аз

!м 5‘п2 Ф

/ / 

/,'р л ___1 -
Г---------.4 / 1 Г

6- чизма

2(Х1+ Я 2+ ^ з)

-созф 1 
а о Ь"-

_ 1 соз ф . __соз ф
‘ “2 „ , * А за2 аЬ

иВ^~иЕ

аЬ 1 2 

__ — иР
53 — ~ •

Ф =  — да турри туртбурчакли

турга, а — Ь, ф =  — да тенг то- 
3

монли учбурчакли турга утила- 
ди (7- чизма). Кейинги холда:

3 4

иЛ ~Н* д~Н< с ~\гир \~иЕ':' иР Гм*2
7- чизма
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5000 10000 10000 10000 5000

. о

1-м и со л. Текис плас­
тинка томони 1 га тенг. 
квадрат шаклида булиб, 
ташки мухитдан изоля - 
цияланган, чекка нук;- 
талари эса 8-чизмада 
курсатилганидек доимий 
катталикдаги температу­
ра билан иеитилади. 
Пластинканинг ички нук- 
таларида температура 
кандай та^симлаииши 
аниклансин.

Еч иш:  Тем пература
д2и , д2итаксимотини------1— — =
дхг ду*

=  0 Лаплас тенгламаен- 
нинг и =  и (х , у) ечими 

беради. Координаталар бошини А (0; 0) иуктага жойлаш- 
тирайлик. Тувдизта (1; 1), (2; 1), . . (3; 3) ички нук,та- 
лардаги (тугунлардаги) ип , ии  , . . . , и33 цийматларни 
топишимиз керак. Чегаравий ^ийматлар симметрии (ип  —
— Ы31> и 12 — изъ’ Щз — Щэ) булганидан, тувдизта эмас, бал­
ки олти дугун учун (9) чекли—айирмали тенгламадан ибо­
рат система тузамиз:

--------- 1—------ »--------- ---------

(1,3) (2,3) (3,3)

(1,2) (2,2) (3,2)

(1,1)

---------

(2,1) 

»-------

(3,1) 

»--------- ---------

в- чизма

0 ~\- и2 1 +  11л о -)-0 — 4и
« п + 0 +  и 31 -4 -  и

0 +  и
4 и

II 22

21 >

!(13 =  4^1з ,

еки

и12~1гч.21'\~и32~\ и23 — 4м22> 
3-(-10000=4г/13, 

и^Н_ы22~Ь«зз~Ь10000 =  4г/2з,

21
2 и «22 — 4 '/2 ] ,

«п  «22+«13 ===4М|2,

«2г+  2и12-\-и23—4и22, 
ы12+?г2з+ Ю000=4ы]3, 
»]2+гг2-> +  «13“Ь Ш000=4и2з-

Системани Гаусс'усули билан ечиб, «п  =  « 31 =  714, и21 =
982, и12 *32 1875, м22 =  2500, и13— «зз ;4286, Ызз”  

— 5268 ^ийматларни топамиз.
Чекли — айирмали тенгламалар системасини итерация 

усули билан ечиш (Либман урталаш жараёни): -1 бош- 
ланрич як,инлашиш танланади; турли соханинг ички нукда- 
лари учун и[!0 якинлашишлар ушбу формула буйича топи­
лади:
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№
+

+  “ Й + 1  +

0 0 0 0

51 т & 0, 1,
(Ю )

15.45 

29,39

40.45 

47,56

50

50 47,56 40,45 29,39 15,45

9- чизма

»Г*+Ч =
Ч

+  « й -  
2, . . .

Бошлангич як;ин- 
лашишни топиш 
йулларн: 1) ички 
тугунларга мое бош- 
ланрич я^инлашиш- 
ни топиш учун че- 
гарадаги киймат­
лар га асосланган 
интерноляциядан 
фойдалаииш; 2) чек­
ли айирмали тенг- 
ламаларни каттарок 
кадам буйича ту- 
зиш. Лаплас тенг- 
ламаси та^рибий 
ечимининг хатоси 
Рунге принципидан 
фойдалаииб бах>ола- 
ниши мумкин.

л1- м и с о л . Че­
гаравий шартлар 
квадратда (9- чизма) 
берилган Лаплас 
тенгламаси ечил- 
син.

Е ч и ш: Маса­
лани ечиш учун 
10-чизмада тасвир- 
ланганидек хисоб­
лаш андазаси яса- 
лади (хар 1̂ айси ту­
гун квадратга алмаштирилган). Итерация ’ жараёнида чега­
равий к;ийматлар узгармай ^олади. Шунга кура кейинги 
андазалар бу ^ийматларсиз, 5 x 5  куринишидаги квадратлар 
шаклида тасвирлаиади. Андазаларни тулдириш тартиби:

1) Бошлангич яцинлашишларни ани^лаш: ички тугунлар- 
даги чегаравий цийматларни интерполяциялаймиз.

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

15,45 0,00

29,39 0,00

40,45 0,00

47,56 0,00

50,00 0,00

50,00 47,56 40,45 29,39 15,45

10- чизма
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1-ан д а з а

12,88 10,30 7 ,72 5,15 2,31

24,54 19,69 14,85 10,00 5,15

34,05 27,65 21,25 14,85 7 ,72

40,92 35,29 27,65 19,69 10,30

45,46 40,92 34,05 24,54 12,88

2- а н д а з а

12,57 10,07 7,58 5 ,08 2 ,58

24 ,00 19,34 14,66 10,00

33,39 27,32 21 ,25

40,34 34,28

45,46

и (х, у) функция 5-устун буйича (пастдан ю^орига то-
мон) 15,45 дан 0,00 гача чизшуш камаяди, деб цабул к;и-
линса, ы(-5 нинг бошланрич кийматлари сифатида иЦ] =

15 45 ------=  —^— (6 — /) (г =  1;5) кийматлар олиниши мумкин:

=  12,88, ц$°Ц: 10,30, иЦ-1 =  7,72, и $ ' =  5,15, =  2,33. 
Бунда булганидан, унг томондаги 5- уступ ва
юцоридан биринчи сатр катакларини симметрии тулдирамиз 
(1-андаза). Энди юцоридан иккинчи сатр (ва унгдан ик­
кинчи уступ) элементларини ^исоблашда и (х , у) функция 
29,39 дан 5,15 гача чизикли камаювчи деб олинади ва н[°1=

— .?!М*.!> (б — /) +  5,15 (г=2;5) муносабатдан фойда-
О'

ланилади. Шу тартибда 1-андазаниннг цолган катаклари 
тулдирилади; 2) 1-андазани асосий андазанинг (10-чиз­
ма) уртасига (буш катаклар устига) жойлаштирамиз ва (10) 
формуладан фойдаланиб, 1- яршлашишларни бирма-бир э̂ и- 
соблаймиз. Жумладан,

“ 115] =  7  ( 4 з ] +  4 °5 ] +  и №  +  =  7  (10,30+15,45+0,00 +  

+  24,54) =  12,57,
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+  34,05 +  12,88) =  24 ,00 .
Натижаларни 2-андазага ёзамиз (кийматлар симметрии бул­
ганидан, андазанинг фак а̂т ярми тулдирилган). Хисоблашлар 
кетма-кет келувчи иккита итерация (иккита андаза циймат- 
лари) бир-биридан тайинлаиган е ^адар (масалан, 0,05 гача 
аникликда) фарк килганида тухтатилади. Куйида намуна 
учун яна икки андаза келтирилган:

11- андаза

И ,89 9,18 6,94 4,60 2,32

22,84 17,81 13,42 9,06

32,07 25-, 58 19,58

39,24 32,47

44,64

1 6- а н д а з а

11 ,78 9 ,00 6,64 4,43 2,22

22,66 17,51 13,06 8,78

32,86 25,22 19,18

39,05 32,16

44,54

16-андаза ;^ийматлари 2 -мисолда берилган чегаравий 
масаланинг^ечимларидан иборат.

Параболик тур тенгламалар учун турлар усули. Ушбу

(Н)
ди — а“ д*и
д( " дх* 

тенгламани,
и (х, 0) =  /  (х) (0 <  х  <  х) 

бошлангич шартни ва
и (0, 0 =  Ф (0. «  (с. 0 =  Ф (0

(12)

(13)



I

1 Н

11 - чизма

• а ,1+1)

{1—1,1) 1,1) (1+1-1)

12- чизма

(1 -1 .  /)

чегаравии шартларни к,ано- 
атлантирувчи и (х, /) функ­
цияни топиш талаб цили- 
нади (иссиклик утказувчан- 
лик учун аралаш масала). 
Бунинг учун т =  аН ал­
маштириш оркалн (П)тенг-

- ди дгих; лама —  = ----  куринишга
дх дх2

келтирилади. Шуи га кура 
кейинги мулохазаларда а — 1 
деб цабул килиниши мум- 
кин.

Айтайликки, / >  О, 0 <  
<  х  <  5 ярим текисликда 
иккита х — Иг, I — /7 ( / , / =  
=  0, 1, 2, . . .) параллел 
турри чизщлар оиласи ку- 
рилган булсин (11-чизма). 

Биз X, =  Иг, I. =  /7,I. I '
и (х- ,/ )= ц 4. белгилашларни 
киритамиз ва х.ар кайси (х̂ , 
/у) ички тугун учун з̂ оси- 

(»',/) (1+1,1) лаларни мое айирмалар би­
лан алмаштирамиз:

а, 1 -1 )
д2и \ 
—  '  дх2 )Ц

'4+1,1 ^“«7 1,;
№■

(14)

13- чизма ди' 
д( Л,

к , - + \ - иа

еки
ди ~ 

дI И)
и1! и1,}~ I

I
(14')

а =  1 булган холда (11) тенглама ^уйидагича алмашти- 
рилиши мумкин:

и•1,1+1' -и; и'1+1,1 2иЦ+и 1—1,;
А2

и 1,1—1 _ и1+\

(15)

(15')



ёкп о — 1/й2 белгилаш киритилса:
“ *,/+1 =  (1 — 2а) Иц +  а (и/+1 у +  ы;_ !у) (16) (12-чизма),

(1 2 а) — о («гЧ1/ -!• = 0 ( 1 7 )  (13- чизма).

Кейин о шундай танлгниши лозимки, натижада айирмали 
тенглама туррун ва хатоси энг кичик булсин. (17) тенглама 
х,ар кандай а да, (16) тенглама эса 0 <  сг <  0,5 да тургуи- 
дир. а = 1 / 2  ва от = 1 / 6  да (16) тенглама и{ /+, =

=  . М/,/ + 1 =  ~  (щ_и} +  4ц,.. +  Щ+1,)} куриниши-
га келади. Бу тенгламалар ва (17) тенглама 0 <  х  <  5,
О <  I <  Т  сох,ада мос равишда

|и— Щ <  ~  М г \и—и\ <  ^  М±К\

хатога зга булади, бунда 

/И1 =  т а х  | | / (4) (х)[, |ф ' (0), №" (0 !Ь 0 < * < 7 \ 0 < х < 5 , 

Л12= т а х  (|/<6) (*)|, |ф(4) (/)!, [ф<4) (ОН. О <  Г, 0 < х < 5 .
Бир жинсли булмаган параболик тенглама учун аралаш

ди д2и . , ,чмасала турлар усули билан ечилганида. —  =  — • +  г  (х, /)
д( дх2

дифференциал тенглама ы4- /+1= (1 —2ст) и ^ + а  (м,-+1|/+ « г-_ь/)+  
+  ёки а =  1/2 ва а  =  1/6 булганда

'У

и и + \  =  °>5  («Й-М +  ( 16<)

И»,/+1 +  Ы1+1./) +  )

айирмали тенгламага алмаштирилади. Кейинги.икки айир- 
малп тенгламанинг хатоси цуйидагича ба^оланади:

| и — и  1 <  ^  { м % +  -  А2, | и — и | <

• = т И т  * • ; * * •
бунда

Жа =  тах ( Ц )  М3 -  шах { Ц }  , Л*. _  тах  { 0 ] ,  
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м . ■■ т ах а%
дх5

= 0,5 булган хрл учун (16) тенгламадан 
и (х, 0) =  51П л  х  (0 < х < 1 , и ( 0, /) =

3- м и с о л . сг
фойдаланиб, —  = 

д1
— и (1; 0 ==,0, (0 <  I <  0,025) масала ечилсин.

Ечиш:  х аргумент буйича ^адам зс. =  0 * 1 булсин. <т =
=  4  = 0 ,5 . Шунга кура  ̂ аргумент буйича ^адам /=0,5/г2 =  

А2
— 0,005 булади. Чегара цийматлари симметрик. Шу сабабли 
жадвалга л: =  0; 0,1; 0,2; . . .; 0,5 га мос ^ийматларни ки-

ритамиз. }\исоблашлар м(- /+1 =  —‘—--С. г‘+и > формула буйича 

бажарилади. Хисоблашлардан намуналар:
/ — 0 учун ии  =  0,5 (и20 +  ы00) =  0,5 (0,5878 +  0) =0,2939, 

ы21 =  0,5 (а30 +  и10) =  0,5 (0,8090 +  0,3090) =  0,5590.

3 - м и с о л г а Турлар усули

/'
X

1 ^
0 *' 0 ,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5

0 0 ■0 0,3090 0,5878 0,8090 0,9511 1,0000
[ 0,005 0 0,2939 0,5590 0,7699 0,9045 0,9511
2 0,010 0 0,3795 0,5316 0,7318 0,8602 0,9045
3 0,015 0 0,2658 0,5056 0,6959 0,8182 0,8602
4 0,020 0 0,2528 0,4808 0,6619 0,7780 0,8182
5 0,025 0 0,2404 0,4574 0,6294 0,7400 0,7780

и (х, () = 0,025 0 0,2414 0,4593 0,6321 0,7431 0,7813

\и —и\ 0,025 0 0,0010 0,0019 0,0027 0,0031 0,0033

Иссиклик утказиш тенгламаси учун з^айдаш усули. Бу
ерда 0 <Ос <  а, 0 <  I <  7’ ярим текисликда

( 18)
д( дх2

тенгламанинг и (х, 0) =  /  (х), и (0, /) =  ср (/), и (0, г*) =г^ (/), 
бошлангич ва чегаравий шартларни ^аноатлантирувчи ечи- 
мини топиш талаб ^илинади. Бунинг учун х ва I аргумент- 
лар буйича к ва I ^адамлар танланади, зфсилалар з̂ ар к,айси 
ички тугун га мос равишда чекли айирмали ифодалар билан
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алмаштирилади ва /' (х), ср (/), г|) (I) функцияларнинг чегара­
вий ну^таларда кийматлари хисобланади. 5 =  Н2/1 алмаштириш 
киритиб, ушбу системага эга буламиз:

Ы1—1./+1 ~ +  5) и1,1+ 1 +  Щ+\,)+\ +  8иЦ ~  (1^) 

(I =  1;«. /  =  0, 1 , 2 ,  . . .)

«/о =  /  (х4  (2°)"

« 0/ == СР (*/)• (21 )

-  ( 9 -  (2 2 )ы,л/
Бу системани ечиш учун дастлаб (19) тенглама

и1,;+1 ~  й1,1+1 (^,/+1 +  и(+1,/4 1) (23)
куринишига келтирилади, бунда ш  сонлар

аи,+\ =  1/(2 +  5), — ф (^+1) +  иу.& (24)

щ,! \ 1 Щ  1/,(2 +  5 ^ /,/+ 1  =  а /-1 ./ .:  ! 1,/+1 +

+  5и^. (I — 2; /г) (25)

формулалар буйича топилади. Сунг (22) чегаравий шартлар 
буйича ипНЛ =  г|? (г/+1), (23) формула буйича ы,->/+1 кетма-кет 
ани^ланади (бунда г =  /г — 1, л — 2, . . . , 1). Масалани ечиш 
тартиби:

Турри юриш: (21) чегаравий шартлар ва (24), (25) фор­
мулалар буйича а, ^  Ъи1+1, а,-./+1, &^+1 {I =  2\п) сонлар 
топилади.

Тескари юриш: (22) чегаравий шартлардан ып /+1 =^|) (//+1) 
аницланади. Сунг (23). формула буйича куйидагилар эутсоб- 
ланади:

11 п • 1,/ * 1 “  (^л ,/4-1 +  ;>п—1,7 - 1) йп-1,/4-1> . 

и п—2,1+1 =  ( и п - 1,/41 +  ^ п —2 ,1 + 0  а п —2,1+1’ ( ^ 6 )

и 1 ./4-1 Г- (“2./+1 +  г-;) а 1,/+г
, .. .. „ ди д2и4 - м и с о л .  Хайдаш усули кулланилиб, •—  =•- —  тенг-

д( Зл2
ламани ва и (х , 0) =  Ах (1 — х), и (0, 0  =  и (1, /) =  0 шарт­
ларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин.

Еч иш:  Айтайлик, к =  0,1, / =  0,01 булсин. Ун да
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8 =  к2/ 1 — 1 булади. и (х, I) функциянииг / =  0,01 катлаы - 
даги ^ийматини анк'уиймиз.

Турри юриш: Жадвал тузиб, унинг ы,-0-сатрига /  (хл
(/'=0; 10) бошланрич ^ийматларни тулдирамиз ва / =  0 учун
(24), (25) формулалар буйича куйидагиларки хисоблаймиз:

г10 =  0,36, а,, =  1/(3 — ап ) =  3/8 =  0,375,
0,12 +  0,64 =  0,76, а31 =  1/(3 — а21) =

=  1/2,625 =  0,381, Ь31 =  а21Ь21 +  и30 =  0,375 х
■ X 0,760 +  0 , 8 4 =  1,125.

11 1/3, Ъц —  и,

&21 =  «11̂ 11 "Ь «20

4 - м и с о л г а ^айдаш усули

0 1 2 3 4 5 6 7 8 10

0 0,360 0,640 0,840 0,960 1,000 0 ,96о|о ,840 0,640 0
а и 0,333 0,375 0,381 0,382 0,382 0,382 0,382 0,382
Ъп 0,360 0,760 1,125 1 ,389 1,530 1,544 1 ,430 1,186
11ц 0 0,310 0,572 0,764 0,882 0,921 0,882 0,764 0,571 0

Гескари юриш: Чегаравий шартлардан «!0 [ =  0, (26) 
формулалар буйича эса ип (г =  9,8, . . ., 1) к^ийматларни 
хисоблаймиз. Жумладаи, /  =  0 да:

и91 =  («10Д.+  &91) а91 — 0,813-0,382 =  0,310,

«81 =  («91 +  ьв1) а81 =  (0,310 +  1,186) -0,382 =  0,571,

«и =  («21 +  6ц) «п =  (0.572 +  0,360) -0,333 =  0,310.
Гиперболик тур тенгламалар учун турлар усули. Тор 

тебраниши учун аралаш масалада.

(27)ОК1
дх2

тенгламанинг
и (х, 0) =  /  (х), и{ (х, 0) =  ср (х), 0 <  

бошлангич хамда
и (0, /) =  ф (0, и (з, I) =  г|з (/)

(28)

(29)
чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи ечимини топиш та- 
лаб килинади. Бунинг учун янги т =  а1 узгарувчи киритиш 
ор^али (27) тенглама
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д*и 
д12 дх2

(30)

куринишга келтирила- 
ди (бош^а суз билан 
айтгапда а == 1 деб 
олинади). Энди 1 > 0 ,
0 <  х  <  5 (И - чиз­
ма) ярим текисликда 
х =  Иг, / =  ]1 (», /  — 
==0; п) параллел турри 
чизиклар оиласинй ^у- 
рамиз ва (30) тенгла- 
мани чекли айирмали

О

{1,1+1)

(1-1-1) (1+1'1)

(1,1)

{1,1-1)

1
!4- чизма

(31)

тенглама билан алмаштирамиз:
“«.;+1~2ц|'ГЬц«'./-1 _  Ы/-Ь1 ■/ 2ц//~Ь«г—1./

/2 Л2

Агар а  =  //А белгилаш киритилса, бу тенглама цуйидаги ку­
ринишга' келади:

и{,1+\ 7?  ' м » ,/— 1 +  а " ) , / ) •  ( ^ 2 )

) 32) тенглама а  <  1 да туррунликка эга, у а  =  1 да ^уйи- 
даги куринишга келади:

Ы1,/+!

(33) тенглама хатоси ^уйидагича ба^оланади:

|й -  и | <  [М >  +  2м 2) Т  ч- Т 2 М 4],

(33)

(34)

бунда и — аник ечим, М к =  тах

(32) тейгламани тузишда 14-чизмада курсатилган тугун- 
лардан фойдаланйлган. Бунга Караганда и (х, I) функдиянинг 
//+1 !\атламдаги ^ийматини х.исоблаш учун ундан олдинги 

икки катламдаги цийматларини билиш зарур. Шу мацсадда 
к,уйидаги усуллардан фойдаланилади.

1-усул:  (28) бошлангич шартда и1 (х, 0) хрсила ——— =

1 дии д*и 1
1 дхк 5 3/* 1

-- Ф (х,-) =  Ф{ айирмали ифода билан алмаштирилади. Нати- 
жада / =  0, /  =  1 ^атламларда и (х , I) функдиянинг ^иймат- 
лари учун ушбу

г,;С =  /;> Щу /. 1 ~г  ^
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формулалар хосил булади. Хато куиидагича бахолаиади:

м а, м 2 шах
Эр <5л-2

(35)

2- усул :  и( (х, 0) хосила (ип — _,)/(2/) айирмали ифо­
да билан алмаштирилади, бунда ифода и (х, I) функ- 
циянинг /  =  — 1 ^атламдаги ^иймати. (28) бошланрич шарт- 
дан фойдаланиб, «(-0 ==Д'> -I )/(2/) =  га эга була­
миз. /  =  0 ^атлам учун (33) тенгламани ёзамнз: и11~ и [ ]
+  и.

ш /г> \“'г1 “ч,—I'1 ‘ г
Н \~ ,:и.\.\Л +

ч _ 1>0 Кейинги икки тенгламЩан ни чш\а-
рамиз:

и ю И Ф , (37)
Хато:

Я "! - “/1! <  7 7  /И4 +  ~  -/И3. М к =  тах  

к =  3,4.

'и
д1а

дки I) 

Эх' !]’

5-мисолни ечишда бу усулдан фойдаланилган.
С 02и <За« , п о /  , \ •5- м и с о л. —  — — , и (х, 0) — 0,2х(1 — х) з т  я х,

с)/'1 дх2
и( (х, 0) =  0, и (0, /) =  и (1, () — 0 масала. турлар, усули цул- 
ланнлиб ечилсин.

Еч иш:  Н =  1 =  0,05 ^адам билан квадрат тур ясаймиз. 
Бошланрич шартдан фойдаланиб,

«/о =  Ь  «/1 =  0 .5  ( /, , + / , . _ , )  (* =  ОГГО) (38^

системани тузамиз. Жадвални тулдириш тартиби:
1) «(■(, =  !  (X;) цийматларни ^исоблаб, биринчи сатрга ёза- 

миз. Масалада берилган-маълумотлар симметрик булганидан 
жадвални 0 < х < 0 , 5  учун тулдириш етарли. Биринчи ус- 
тунга чегара кийматлари ёзилади.

2) Биринчи сатрдаги и{0 цнйматлардан фойдаланиб, (38) 
формула буйича ни хисоблаймиз ва иккинчи сатрга ёза- 
миз.

3) (33) формула буйича /  =  1 учун кийматларини хи­
соблаймиз:

пи  =  и21 +  мо1 — «ю =■- 0,0065 +  0 — 0,0015 Ф* 0,0050, 
и22 =  и:п +  йп  —  и2п =  0,0122 +  0,0028—0,0056^0,0094,
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«10,2 ~ «11,1 +  и ‘91 ы10 0 =  0,0478 +  0,0478 — 0,0500 
=  0,456.

Шу тартибда / 2,3, . . . , 10 учун хисоблашлар ба- 
жарилади. Солиштириш ма^садида энг охирги сатрда ечим- 
нннг аник кийматлари келтирилтан.

5- м и с о л г а и,-у кийматлари х  10 "4 Турлар усули

V * 0 0,05 0 ,10 0,15 0,20 0,25 0 ,30 0 ,35 0,40 0,45 0,50

0 0 15 56 116 186 265 340 405 457 489 500
0 ,05 0 28 65 122 190 264 335 398 447 478 489
0 ,10 0 50 9.4 139 198 260 322 377 419 447 456
0 ,15 0 66 ' 124 170 209 256 302 343 377 397 405
0,20 0 74 142 194 228 251 277 302 321 335 338
0,25 0 76 144 200 236 249 251 255 260 262 265
0 ,30 0 70 134 186 221 236 227 209 196 190 186
0,35 0 58 112 155 186 199 194 168 139 120 115
0 ,40 0 42 79 112 133 144 140 124 92 64 54
0,45 0 21 42 . 57 70 74 74 64 42 26 13
0,50 0 - 1 — 1 0 - 2 0 — 2 — 1 —2 —2 _2

0
I ° 0 ° 0 0 0 0 0 0 0

М А Ш К Л А Р 0

0

0

0

17,98а 38,250

29,05а 29,050

15- чизм л

50,00
1. Узгармас куч таъсири 

остида квадрат пластинканинг 
деформацияланишн А и =  — 1 
Пуассон тенгламасига келади, 
чегара кийматлари нолга тенг.
Тенглама турлар усули кул­
ланилиб ечилсин.

2. Турлар усули кулла­
нилиб, Лаплас тенгламаси- 
нинг р , д, г ,  з нукталардаги 
ечими топилсин, чегара шарт- 
лари 15- чизмада курсатилган 
(квадрат тур), а  =-0,9 -(- 0 ,\к
(к =  0,1,2), р =  1,01 +  0,01 п (я =  0,1,2,3,4).

3. Учлари /1(0; 0), 5(0; 1), С(1; 1), .0(1; 0) нукталарда 
жойлашган квадрат учун Лаплас тенгламасининг ечймини 
топинг. Чегара шартлари жадвалда келтирилган. Ечим кий- 
матларини Н =  0,25 цадам билан ^исобланг.

30,10

12,38

4,31
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3 -м а ш ^  у ч у н

н

8О, и\лв и \ ВС “ 1 со "1 до
га

1

2

Щ

Щ

30(1—х) 
пх30 соз —  
2

0
пи

30 соз —  
2

0

0

3
4
5
6

50</(1—у2) 
Щ  
0

' 30 31П пу

0
20

50дг( 1—х ) 
20х

0
20 у*

501/(1 — Г/2) 
2 Оу

50 3111 ЯХ 
50х(1— х) 
50х(1—х) 
30.«(1— х)

4. х  =  0,1 т (т  =  0,1............. 10), / =  0,02 турда — =
д(

— —-  -(- а(х2 — 2/) (0 <  х  <  1, 0 <  I <  0,02) тенгламанингОТ2
и(х, 0) =  0 (0 <  х  <  1), и{О, /) =  О, «(1, /) =  а /(0 <  / <  0,02) 
шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин, а  =  0,56, 
6 = 1 ;  6, /г =  0,1, / =  0,02.

5. х  — о,1т (т  =  0,1, - • - » Ю), ( =  0,02 тур учуы-^- =

=  —  —- (0 < * < 1, 0 <  / <  0,02), и(0,1) =  еа‘, и(\,1) =  
а  Эх2 

=  (0<  / <  0,02), и(х, 0)= г~ “к (0 <  * <  1), а  =  2 +
+  0,36, к =  — 4, — 3, — 2,— 1, 1, 2,3,4 масаланинг ечими
ТОПИЛСИН (/1 =  0,1),

6 _ д Н х ^  +  д Ч ф ;±У1 =  2(1 + а ) >  0 ) = х 2, и (0 , у ) =
Эл.8 д//2

=  аг/2, ( 0 < х ,  у  <  1), «|г =  (1 — сф;2 +  а  Пуассон тенгла- 
маси учун чегаравий масала (хт , у п), х т =  0,2т, у п=0,2п  
турда ечилсин, бунда Г  — айлананинг бир к^исми, х  >  0 ва 
у  >  0 да х2 +  у 2 — 1; а =  0,36 (6 =  1; 10).

«О-ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ

1 - т о п ш и р и ^ :  Учлари Л(0;'0), 6(0 ; 1), С(1; 1) 0(1;  0) 
ну^таларда жойлашган квадрат учуй Лаплас тешламаси 
Либман усули кулланиб ечилсин. Кладам к  =  0,125, чегара­
вий шартлар жадвалда берилган, е =  0,01.
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- 
-

В
ар

иа
нт

’

М| А В “ |в с и\со и\ло

1 24 у 24(1—л2) 0 0

2 Щ
я*

24 соз —2
пи

24 соз —
2

0

3 4%  ( 1 — У2) 0 0 48 31 п ях
4 Щ 20 20.ч2 48х( 1 — х)
5 0 48л;(1 — х) Щ (1  -« /* ) 4 8 x 0 — х)
6 24 81 п пу 20 _

•16 у 24х( 1 — х)
7 24(1 - у ) 16"|/х 16 у 24х( 1 — х)
8 24(1 — у) 20~\/ х 20 у 24(1—л:)
9 48 51 п пу 3 0 1 /х Щ 2 48 з т  ял:

10 Щ 2 30 30
тех

30 5!Г1 ——
2

И 24^(1  - У ) 42 31П ях 0 8л-2( 1 — х)
12 18 ц 18(1 — х 2) 2 7 У у (1 -у ) 0
13 20(1 — у2) 20л- 20 : 20
14 Щ 2 30 30</ 15л( 1 — х)
15 30// 30(1 — х2) 0 0
16 20у 20 соз (ях/2) 20 соз(я^/2) 30л-2
17 28л(1 - у 2) 0 0 28 з т  пх
18 48 51ПЯ(/ 24]/х 24 у2 48.з т  ял-
19 32 у» 32 40 32 51Я я х /2
20 30 51П я  у 10х Юу 30л- (1 — х)
21 3 0 * ^ 30(1 — л) 20</(1 - < / ) 0
22 48(/ 48(1 — х) 40 (64(1—х), 

0 ,5 < х < 1 ,  
1,64л:, О г^х^О  ,

23 40</2( 1 — у) 68 5111 ЯХ 0 12х2(1 — х)
24 50г/а 50 50 г/ 50х( 1 — х)

- 25 Ю У у 10(1 — х) 20(/( 1 - • </) 0

2 - т о п ш и р и ^ :  —  — — , и(х , 0) =  / (х), и [ 0 , 0 = = ф ( 0 >
Л  Эл:2

м(1, 0  =  1|з (/)(0 <  I <  Г) чегаравий масала ечилсин, х б у й и ­
ча кладам к  =  0,1:

а) /(х ) =  (а х 2 +  &) з'ш  я х ,  ф(/) =  0 , Г  =  0 ,0 2  у ч у н :

Вариант а Ь

1 1,1 1 ,2
2 1,3 ■ 1,1
3 1,5 1,3
4 1,3 1,4
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б) /(-*) — е Ьх &1 пах ,  <р(/) =  0, г|з(<)
учуй :

: е 51П а, Т  =  0,02

Вариант

я / 12 
я /4  
я /3  
я /6

0,1
0,2
0 ,3
0 ,4

в) ф(/) =  440 — 0 ва !  (х ) нинг^ушбу кийматлари учун:

X 0 0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6

/(*) 0 0,0266 0,0372—а 0,0388 0,0418 0 ,0 4 0 2 +  
+  2 а

0,0816

Вариант а Вариант «■

9 0,01 11 0,005
10 0,007 12 0,006

г) /(■*)' =  (ЙЛ'2+  ф(/) =  Ь, 4(0 =  (а+Ь)е К 7= 0 ,01

В
ар

иа
нт

а

В
ар

иа
нт

а О

В
ар

иа
нт

а Ь

13
14

1,1
1,3 •

2.1 15
2 .2  16

1 ,5 
1 Л

2 .3  17
2 .4  38

1,2
1 ,6

2 .5
2 .6

д) /  (.х) =  е а\  ф (/) =  еа/, ^  (0 =  еа(М), Г =  0,02

В
ар

иа
нт

Р

В
ар

иа
нт

Я

В
ар

иа
нт

а

В
ар

иа
нт

а

19 0 ,8  22 1 ,7 25 2 ,9  28 2 8
20 1,1 23 2 ,3  26 3 ,2  29 1 5
21 1,4 24 2 ,6  27 3 ,0  30 1,8

3- т о п из и р и д: Ушбу <Э2м Й2И—  тенгламанинг 0 <  / <  
31* ЙХ2

< 0 , 5 ,  0 < х < 1  текисликдаги ечими Л =  0,1 !\адам билан 
топилсин. Бошлангич ва чегара шартлар вариантларда кур- 
сати л гаи.
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Вариант:
1. и (х, 0) =  (1,2х2 + 1 ,1 )  зш ях, и1 (х, 0) =  0, и(0,1) =  0, 

,«(1,0 =  0.
2. и(х ,  0) — (1,1 х2 +  1) 3!П л х, и. (х, 0) =  й(0, /) =  0, 

ы =  (! , / )  == 1.
3. и (ж, 0) =  (1,3 х2 +  1,1) з т  пх, иа (х, 0) =  ы(0,7)- =  

=  ы(1, /) — 0.
4. ы(х, 0) =  (1,4 х2 +  1,1) з т  я х, и, (х, 0) =  и (0, /) — 

=  и(\ ,  /) =  0.
5. и(х, 0) =  (1,5х2 +  1 , 1 ) з т я х, и (х, 0) =  и (0, /) =  

=  и (1,/) =  0.
6. Н — 1 =  0 ,\  квадрат турда, м(х,0)==(1,5х2+ 1 , 2 ) з т л х  

щ(х, 0) =  0,1х, и(0, 0 =  и(1, /) =  0.
7. к  — I =  0,1 квадрат турда, щ(х, 0) — (1,5.x2 +  

+0,9) е~х, щ{х, 0) =  0, и (0, /) =  0, м(1, /) =  2,4 е~ 1.
8. и(х, 0) =  х(х+1), и, (х, 0) = со зх, и (О, /) = 0 , м (1,/)=

—.'2(1 +  1).
9. и(х, 0) =  х2—0,5х—0,5, ы,(х, 0 ) = з т  (х+0,2), и(0, /) — 

=  / — 0,5, и( 1, /) =  3/.
10. и(х, 0) =  — Зх2 +  Зх, ы (х, 0) =  соз (х +  0,5) ы(0,/) =

. 2/, ы(1, /) == 0.
11. ы(х, 0) =  0,5 (х2 +  1), «Дх, 0) == х з т  2х, ч ( 0 ,0  =  

=  0,5 +  3/, и(\, 0  =  1.
12. и(х, 0) =  х соз ях, м, (х, 0) (х +  I)2, ы(0, /), =  21, 

и( 1, 0 ~  0.
13. и(х, 0) =  (х +  1) з т  ях, и{х, 0) =  х2 +  х, «(О, /) =  О, 

и (1, 0 =  0,5/ .
14. и(х, 0) =  0,5х(х +  1), щ (х, 0) =  хзш  х, и (О, /) =  2/2,

и( 1 , 0 = 1 -
15. и (х,0) =  (х +  1) соз — , и, (х, 0) =  1 — х2, и (О, 0 =  

=  0,5/, и( 1 ,0  =  2.
16. и(х, 0) =  (1 — х2) 81П пх, и,(х, 0) =  2х +  0,8, и(0, 0== 

=  1 +  0,5/, «(1, 0  =  0.
17. и (х, 0) =- (х +  0,5)2, и((х, 0) =  (х +  1) созх, и ( 0 , 0 — . 

=  0,5(0,5 + / ) ,  и (I, I) =  3.
18. «(х, 0) =  х(2х — 0,5), и( (х, 0) =  зш 2х, и(0, /) =  /2, 

и( 1, /) =  1,8.
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19. и(х, 0) =  (х +  0,6) (х +  о,5), и,(х, 0) =  зш (х +  0,3), 
м(0,/) — 0,5, «(1, 0  =  3 — 2/.

20. и(х, 0) =  (2 — х) со8 пх, и{х,  0) =  (х +  0,8)2, и(0, 0 =
• =  0,5 /, и( 1, /) =- 0.

21. и(х, 0) =  (х +  0 , 6 ) з т ~ ,  и{х,  0)=0,3(х2+ 1), и(0,/)= 

=  0,5, и( 1, /) =  1,2/.

22. и(х, 0) =  (х +  0,1) (0,5л +  1), Щ (х, 0) =  2 зш 

*|(0, 0 = 2 ,  ы(1, /) =  4,5 — 3/.

23. и(х, 0) = ф  +  0,2) с о з у , щ (х, 0) =  1 +  х2, и (0, /) =

=  0,4/, и( 1, / ) =  1,2.
24. и(х, 0) =  (х2 +  1) (1 — х), щ (х, 0) =  1—соз х, и (0,/) =  

=  1, ы(1,/) =  0,5/.
25. и(х, 0) — (х2+0,6) 5ш пх, ис (х, 0) =  (х-Ь0,3)2, ы(0,/)= 

=  0,5, и(\,() =  2/ — 1.

11-б о б. ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ 
ЕЧИШ

Интеграл тенглама деб, номаълум у(х) функция инте­
грал ншораси остида булган

В(х)

у  (х) =  С ( х ) +  ] ?{х, /, у (/)) <и (1)
А  (л)

куринишдагн тенгламага айтилади,' бунда Р(х, I, у), А(х), 
В{х), С (х) функциялар берилган.

Оддий дифференциал тенгламалар учун Коши масаласи- 
ни ечишни мое интеграл тенгламани ечишга олиб келиш 
мумкин. Хусусаи,

|  у' =  1(х, у), / е  с (О), (х0, у0) ^ А  
I У(х«) =  у0

бошлангич масаланинг х0 ну^тани уз ичига олган бирор 
[а, Ь] ораликдаги у — у  (х) ечими

X
у(х) =  у 0+ 1  / {и у (0) мЛ'о

интеграл тенгламанннг хам ечимидан иборат ва, аксинча, 
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шу интеграл тенгламанинг [а, Ь] оралщда узлуксиз булган 
ечими берилган бошланрич масаланинг ечимидан иборат, 
бунда С (О) оркали О со^ада узлуксиз булган функциялар 
синфи белгиланган.

Эллиптик тенгламаларга (хусусан, Аи =  0 Лаплас ва 
Аи — с Пуассон тенгламаларга) дойр чегаравий масалаларни 
ечиш ^ам интеграл тенгламага келтирилиши мумкин. Бун- 
дай миеолларни куплаб келтириш мумкин.

Фредгольм ва Вольтерра чизшуш интеграл тенгламала-
ри. Бирор К (х ,  0  функция (х, () узгарувчилар текислигндаги

О == {(х, /); а <  х <  Ъ, а <  I <  Ь\ 
квадратда ани^лангаи булсин. Ушбу

У(х) =  I  к  (х, о  у ®<и +  !{х) ( 1)
а

куринишдагн тенгламага Фредгольм чизицли иккинчи жинс 
интеграл гпенгламаси, 

ь
I К  (х, () у(() (И — /  (х) (2)
а

тенгламага эса Фредгольм чизи^ли биринчи жинс ишпгграл  
пгенгламаси дейилади, бунда /(%) ва К (х ,1 )  функциялар 
берилган, /(х) — тенгламанинг озод щ т ,  К {х,  /) — ядрэси. 
Улар учун ушбу

ь ь
Ц \К { х ,1 )  [2ЛхИ <  оо, (3)
а а

Ь

11 /(х) |2 йх  <  оо (4)
а

тенгсизликларнинг бажарилиши шарт.
Куп хрлларда (1) тенгламага X сонли параметрни кирн- 

тиб, 1 га борлик; буладиган интеграл тенгламалар ойласини 
Х_осил !^иладилар:

ь
У(х) =  /(■*) +  1 1 К(х, /) у 00 й1 (5)

а

(Фредгольм параметрли иккинчи жинс интеграл тенгламасн) . 
Агар К  (х, /) ядро ушбу



махсус куринишга эга булса, у хрлда (1) ва (2) тенглама- 
лар

X
У (х) =  I .(К (х, {) у « № +  /  (х), (6)

а
х
.[ К(х, 1) у  (I) сИ =  /(*) (7)
а

куринишга келади. Бу ^олда улар мос тартибда Вольтерра 
иккинчи жинс ва биринчи жинс интеграл тенгламалари 
деб аталади. Бунда К  {х, /) функция Вольтерра интеграл 
тенгламасининг ядроси.

Ушбу х

]  0 < а <  Ь а  =  С0П5* (8)
а

Абель тенгламаси Вольтерра биринчи жинс тенгламасининг 
хусусий х.олидан иборат.

1-мисол.  К^уйидагилардан кайси бири Фредгольм тенг- 
ламасидан иборат?

а) У ( х ) = и ~ х1у(1)с1(=}{х), (*)

б) у(х) =  ^ е~х1 у  (() 01 =  /(%). (**)
о

Е ч и ш:  (3) тенгсизликдан фойдаланамиз:
Оо 00 00 СО 00

а) | | К(х, 1 ) ахсН == ^ Ох ё~ы  01 =  |
! 1 I I  1

00

<  |  О х =  ОО.

Демак, (*) тенглама— Фредгольм тенгламаси.
00 00 00

0 0 о
Бунга Караганда (**) тенглама Фредгольм тенгламаси 

эм ас.
Интеграл тенгламаларнинг ечими деб, шу тенгламаларга 

Цуйилганда уларни х (Е(а, Ъ) буйича айниятга айлантирувчи 
у(х) функдияга айтилади.
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■2- м и с о л. у(х) — 0,99984 ифода у  (х) = е х — х  —

— \ х(ек* —  I) у (()'<& интеграл тенгламани тгдрибан ^аноат- 
о

лантиришини текширинг.

Е ч и ш: у(х) =  ех — х  — х  1 (ех1 — 1) • 0,99984 й1 — ех —
о1

-х—0,99984 |* ех,сИ— ^ й1 -х—0 , 9 9 9 8 4 ‘
\ \  X

-I =0,00016 (ег—л')+0,99984«0,99984, Д = 0 ,00016 \е

■— х \ ,  Тенгламанинг аниц ечими у(х) =  1 дир.
(0; +  оо) интервалда (6) Вольтерра тенгламаси янги 

Щх, I),
Г Н{х, 0 , / <г х  ларда
{ 0, I >  х  ларда

ядро киритиш йули билан (1) Фредгольм тенгламасига кел- 
тирилиши мумкин. Шунингдек, (7) Вольтерра тенгламаси

дК (х, I) 4[(х)

Щх, 0 =  №  =  дхК(х. х) 1 > К(х, х)

дифференциаллашлар ор^али (6) куринишга келтириладц.
Агар берилган интеграл тенглама чегараланмаган ядрога 

эга булса, маълум алмаштиришлар ор^али уни чегаралан- 
ган ядроли тенгламага келтириш мумкин.

л:
3-м не о л. / ( х ) =  I — -— Ш (0 <  а  <  1) тенглама

О (х — I)
(А б е л  нин  г умумлашган тенгламаси) чегараланмаган яд­
рога эга булсин. Унинг ечими мавжуд, у ^уйидагича топя- 
лишн мумкин.

Тенгламадаги х  ни $ га алмаштирамиз, сунг досил бул-
С15гак тенгликнинг иккала кисмини -------г— га купайтирамиз

( Х —  В)

ва 5 буйича 0 дан X гача интеграллаймиз:

Г / ( ^  __ Г СЫ Г у{()
,] (х_ 5)1-« ,1 (^-/.)« ’ о о о

ёки унг 1\исмда интеграллаш тартибини узгартирсак:
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Л  Л

] у{()
с1з

(х-8)1- а ( 3 ^ ^
С 1(л)а*

сунг 5 =  I +  у  (х — /) алмацтфишни киритсак,
л

I (1$
(X  —  5 )‘ а  (8  —  ! )

Лу
уа ( \ - у ) \—а

51П « Я

У холда
л  л

Г /.ч ,, 51 п а я  ('
,) у( №  =  — - — )

/(«№

У(1)=
51 п  а я А .

„1—ос

( л Г - 5 ) > - а

[ - 4 ^ 4Л (х—5) ]

а 1 (х ) (г =  1, п)  узлуксиз коэффициентли

у (п\ х )  +  аЛ(х) у {п~ 1} (х) +  . . .  +  ап (х) у  ( х ) =  Г  (.*), 
у(0)  4= С0, у ' (0)  =  Ср . . . , у<" -1)(0) =  С„_1

чизик̂ ли дифференциал тенглама учун Коши масаласини 
ечиш (7) куринишдаги интеграл тенгламан.и ечишга (ва ак- 
синча) келтирилиши мумкин. Масалан,

' У" 0 )  +  (.х) У' (х) +  а г (х) у ( х ) = Р  (х),
У (0) =  С0, у '  (0) =  С1

X
тенгликларга у "  (х) =  ф (х) (ва бундан у ' =  [  ф ( / ) Л + С 3,

о

У ~  I ( х —О Ф(0 с//+С^х+Со лар топилиб), К  (х, 1 ) = —1а,(х)+
о

+  а2 (х) (х —  /)], [(х) — Г{х)  — С ^ х )  — Схуа2 (х) — С0а2 (х) 
алмаштиришлар киритилса, натижада

X
Ф (х) =  /  (х) +  ] К  (х, I) ср ({) ей 

о
Вольтерра тенгламаси олинади. Энди бундан ф [х) ани^ла- 
ниб, у  нинг ифодасига цуйилади ва шу билан бошланрич 
масала ечими (у ягона) хосил килинади.

Фредгольмнинг 2-жинс интеграл тенгламаларини таеди- 
бий ечиш у с у л л а р и:
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1. К(ж, I) ядрони ажралган ядрога алмаштириш усули. 
Агар (1) турдаги интеграл тенгламанинг Ь (х, I) ядроси

«Д*)Р*(0 (9)!
1=1

курииишида тасвирланиши мумкин булса, унга ажраладиган 
ядро дейилади. Бунда а {(х) ва (Зг- (?) (* =  1;п)лар [а,Ь] ора 
ликда узлуквиз ва чизикли богланмаган функциялар. Аж-- 
ралган ядроли тенглама ечимини излаш у кадар ыураккаб 
змас. Ш унга кура ихтиёрий К  (х, /) ядроли

ь
у(х) в= 1(х)1+ X |  К(х,  0  у  (0 <11 (!)

а

тенглама ядросини Ц х ,  1) ажралган ядрога такрнбан алмаш- 
тирадилар ва янги

ь
У (х) =  Ш )  +  Я | Ь (X, 0  у  (I) с11 (10);

а

тенгламанинг у ( х )  ечимини берилган (1) тенглама ечими деб 
к,абул киладилар. (1) тенглама ечими

П
у(х) =  /  {х) 4- К 2  с( а ((х) (11)

курииишида изланади, бунда
ь

=  1 (12) 
а

(11) ифодани (12) га к.уямиз. Натижада:
Ь Ь п

С1 =  1  РДО /  (О Л  +  я |  РДО 2  С; « /  (0  (1'==1Тя)
в а /~1

ёки
п

с1 - % ^ с А ц =  !1 а  =  ТТя)* (13)
/= 1

бунда

П =  I Л „ =  ( ':« / / )  р ,(/) Л .
а я
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Энди (13) тенгламалар системасидан с- лар ани^лациб, 
(И) га щййлиши керак.

Одатда ажралган ядро сифатида К  (х, I) функция Тейлор 
^аторининг олдинги бир неча хадини олиш билан чегарала- 
надилар.

(1) ва (10) муносабатларга асосланиб, изланаётган у(х) 
ва топилган у  (х) тащэибий ечим орасидаги 6 =  | у(х) —
— у(х) I ФаР^ катталигини куйидагича бщолаш мумкин: 

Щ % \(\+ \Х \к1 )к  
| Й | <  1 — | Я | /г(1+| А, | ) + т !» ( 14)

бунда N  мик;дор | /  (х) | нинг нжори чегараси, 
ь

к  >  Л  К(х, Г)— Ь (х, I) | й(, л >  | !{х )— !г {к) |.
а

Як  ва лар К  ва Ь ядроларнинг резольвенталари. Ре- 
зольвенталар ушбу муносабатлар буйича топилади: ,

■Я,

и

(х, С, X) =  К к >  |  [ ЯД*, Ц  | А1.

: ] а к(х) р (*) ах ва

0 (х ,  (, X)

0 ( 1 )  =

0 а х{х) 
(3(0 1— %ап - Ха1п

Р„(0 —Ц д 1—X.

1—Ха11 ■ Ха12
— Ха с.* 1 л а0<

пп

■Ха] 
■ Ха,

1—Ха„X ап1 Хап2

В(Х) нинг илдизлари 1{х, I) ядронинг хос к^ийматларидан 
нборат,

Узлуксиз функдияларнинг С (0; 1) фазосида куймдаги 
нормалар киритилади:

IIК\\ = Й пах |К(х, 0 1» 1|Л1 =  т а х ( / ( х ) | .
С [0 ,1 ]  а < д г , Ы Ь а<х<Ь

О { а <  х, I <  Ъ) со ха да квадрат билан жамланаднган функ- 
циялар тупламида эса норма куйидагича аншуганади:
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IIк  II = (11 щх, о лх<м)т, и / 1| = (I /■ и)'4*)1/2 • ‘а а 4 а
Киритилган норма тушунчасидан фойдаланкб, Я == 1 бол­

тан }\олда 6 ни ((14) тенгсизлик) куйидагича ба^олаш мум- 
кин: 1

,  Ч'и.||:< | [  лII(1 +  ||Ял ||)(1  +  | |Л И ) | | / | | ,  (15)

бунда: К  (х, !) ифода
Л (х, I) — К{х, 1) —  Ь (х, I)

муносабат буйича аникланади, унда I  (х, I) —  ажралган яд­
ро, || Л || >  |1К || — 1| 1 | |  (норманинг хоссаси). Кк  ва ре- 
зольЕенталар нормалари куйидагича бахрланади:

[I П II, ^  __II К || || п  ||  ̂__I) ̂  II__
' « I * ^  1 - ц м н | * | Г  1 1 — | 1 я ц - п ^ и '

1
4- м и с о л. у  (х) =  зш х  +  | (1 — х  соз х() у (I) й1 интег-

о
рал тенглама унинг ядросини ажралган ядрога алмаштириш 
билан ечилсин.

Е ч и ш :  К (х ,  / )= 1 —х созх/ =  1—х(1— -----, . Л
4 2 !  4 !  '

Ажралган Ц х ,  I) ядро сифатида каторнинг дастлабки учта
V8/ 2хдцини рламиз: Ь (х, /) =  1 — х  +  . Натижада янги

1
у  (х) == зш  х +  |   ̂1 — х +  у  (0 6.1 

о

тенгламага эга буламиз ва унинг унг томрнини] куйидаги 
куринишга келтирамиз:

у  (х) =  зш х +  сх (1 — х) 4- с2х3, (16)
бунда

1 1
С1 “  [ У (0 с4 =  0,5 [ /2 у  (/) (К. (17)

о о
(16) ни (17) тенгликларга ^уямиз:

сг =  1 — соз 1 +  0,5^ +  0,25сг,

с« =  — сл +  — с„ +  зш 1 — 1 +  — соз 1.
2 24 1 12 2 2
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Системадан сх =  1,0031, с2 =  0,1674 аникланади. Изланаёт- 
ган ечим

у  (х) =  1,0031(1— х) +  0,1674 х3 +  зш 1.

11М1 — \\У — У II ни (15) муносабатдан фэйдаланяб ба- 
ярлаймиз. [а, Ь] да квадрата ингегралланувчи функциялар 
учун ^уйидагиларга эга буламиз (навбатлашувчн ишэрали 
^ятор учун Лейбниц теоремасидан фэйдаланган х;олда):

Л (х) =  К (х) — Ь(х) =  | I - х  +  ~ -  +

Лейбниц \ _  
теоремаси I ~  
буйича '

хЧ* 
2 4 2  :

Г  ь ь

У Я
1 1

А2 (х, 1) Нх с1( —
у  !Г 
'  0 0

х1Ча
24*

Ах (И =

72 У  \ 1 238

1 * | | < 1 ' Ио о
(1 — х  соз х1)2 й х М  <  —,

( | Щ <

.1.1/11 =

1 1

0 0

1 I ХЧг \® Л л  31 — х -\-------йх с11 <  —,
2 5 ’

Г ■ о , У 2—51П 2 3\ 51П х  ах =  -----------  <  —
2 5

Резольвенталар нормаларини бахолаймиз:
3_

\ к \

11^11 < , ^ Г 7 7 * Г .  

И « Л < Т

1 - 1 . 1  ^
5

_  _3 
’ ' ‘ _  2 ‘

1 |6 | |> 4 - | '1  +  1')('1 + 4 )  - — =  0,01575 . . . < 0 ,016 .

Натижада:

■ ± (  .
238 V 2
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2. Кетма-кет якинлашишлар усули. Кетма-кет я^инла- 
шишлар

у М  (х) =  / (х) +  Я |  К  (х, I) г/Гп-1] до (II (18)
* а

рекуррент формула буйича тузилади; г/[С] (х) бошлангич як;ин- 
лашиш ихтиёрий танланади. (18) кетма-кетликнинг (1) тенг- 
лама ечими у (х )  га якинлашиш шарти:

(19)

п — яцинлашиш хатоси:

У(х)- 

бунда

у ( х ) - у 1 " Ц х ) \ < Р - С 1 - В - 1. - 1 ^ 1 -  + У С 1В - 1\ К В \ п , (20)
I — \ А о  \

Р =  ] / 1  Р (х) ах, У =  л [ |  у \ (х) йх,
а а

Сх— \ /  гпах С /(2(х, /) ей.
У а<х<Ь  ̂а

5-ми со л. Кетма-кет якинлашишлар усули кулланшшб,
1

У ( х ) =  1 +  |  х(2 у  (/) с11 
о

тенглама ечилсин.
Е ч иш:  Бизда Я =  1, К  (х, /) =  хР.  (19) шартнинг бажа- 

рилишини текширамиз:

Ц . . .  = 1  В =  у 1 ,  | Х | < 1 .

Демак, итерация усули цулланилиши мумкин. Унм цул- 
лаймиз.

у т  =  1 булсин. У зфлда:
I ,

1 +  ]  х Р  1 +  х • -  да 1 +  0,3333*,
0

у т =  1 +  ^  х Р{  \ +  - ^  Я  =  . . .  14- 1+0,41666*,
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1 +  0,4427л',
да 1 +  0,444х.

Бешинчи я^инлашищ хатосини ба^блаймиз:

1г ■ Ах — 1, У — 1а • Ах =  1,

С, =  Л /  т а х  Г х2/4 А1 =
1 V о«<1.; ^

4 =  - V 15-/ 5 1 • 4 =У 15
Ь ( 1

1 • -4=.
/1 5

=  . . . да 4,667-НГ4 .
3.. Квадратуралар усулинннг мохияти аник; интегрални 

бирор квадратур формула ёрдамида чекли йириндига алмаш- 
тиришдан иборат. (6) ва (7) генгламалар учун

У{ — 1 2 л / к и у 1=  =  1; я)* 
/ = 1

=  ^ я )
/=1

(21)

(22)

га эга.буламиз, бунда у 1 ^ у ( х 1), К ц  ==• /С •(*,•; лг#)#.Д- =  
=*/(**)•

У; лар мос равишда (2 1 ) ёкк (2 2 ) чизи^ли алгебраик 
тенгламалар системаларидан ани^ланиб олинади. Хусусан, (1) 
тенглама ечими

У (*) =  [(*) +  Я, 2  А 1К (х, Ж/)^/ ' (23)
/ = 1

курш иш да изланадн, Л . коэф^ищиентлар ва абсциссалар 
(21) ‘ёки (22) да к;айси квадратур формула одияраннга к^араб 
танланади:
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1) Трапециялар формуласи учун к — (Ь —  а)/п , А0= А п => 
=  к/2, А. =  к  (] =  1; п —  1), х] =  а +  //г (/ =  0; и); бу ^ол~ 
да квадратура к о л д и р и :

Пп {Ку) =
(Ь -  а)3 
12 (п—1)2 т

5= р ,  а < р < Ь

2) Симпсон формуласи учун я =  2т, Н =  (Ь —  а)!{2т),  
Л0 =  Л2т =  к/3, Л, =  Л3 =  . . . =  Л2от̂ _, =  4/г/З, Л2 =  Л4 =

• • • = ^ 2  (т-1) =  2/г/3- Х1 =  а +  1Н И *= 0; 2/П);

Лв ( ^ )  =  -
1 (& — а)5 

90 (2т)4 № /)
«=р

3) Гаусс формулалари учун А. — (Ь — а) А {р ,  — а 4- 
+  (Ь — а) х {р \  бунда х {п)— Гаусс абсцисса лари, Л|п>— (0; 1) 
интервал учун Гаусс коэффициентлари:

к т
(Ь—я)2п+1(п!)4 \ д2п+*
[(2п)!]»(2п+1) 1д%

!)4 Г а2я+! л
■ 1) I д12п+1 ( ^

ниб,
6 - ми с о л .  Симпсон квадратур формуласидан фойдала-

0,5

У(х)+ -\
о

тенглама ёчилсин.

5 +  соз (х  -г  I)
у  (0 И  =  зш пх

Е ч к ш: п — 2 булсин. У холда т  =  1, к  ■■
0,5

'в*—л 10Лю — ' 12
1-— * о ■ *— Л§ — » Хц — 0, х^ - 0,25, - 0,5,о

у  (х )  =  5Щ ПХ 

+

1 У о + г/2
12 \5  +  соз (х +  0) 5 +  соз (х +  0,5)

_____ 4̂ 1______ \
5 +  соз(х +  0,25) /

I У2

5ШЯХ — У»1
12 \5  003 х

+
5 4- соз (х+ 0 ,5 ) 5 +  соз (х +  0,25)

Тенгликка х  =  0; 0,25; 0,5 лар кетма-кет *$йилиб, сод- 
далаштиришлар бажарилса,



1,01388894г0 +  0,014178164^ +  0,0581562 14(/2 =  0,
0,013961225у0 + 0,014539053^, +  1,056712656», =
=  0,70710675,
0,014178164уо +  1,015041297^ +  0,0581562\Ауг =  1

система ^осил булади. Системадзн у0 да — 0,000004, у х да 
да 0,596, у 2 да 0,834 лар аншуганади ва у  (х ) учун ю^орида 
топклган тенгликка ^уйилади.

Тацрибий ечим хатосини ба^олаш учун Н{Ку)  ни ^исоб- 
лаш керак булади. Лекин ^йеоблашларни да бажариш
мацсадида ^уйидагича йул тутиш мумкин:

Ихтиёрий олинган п  =  р ва я — /? +  <7 (р, д ^ 2 +) учун 
(2 1 ) муносабат буйича иккита тенгламалар системаси тузила- 
ди ва бу системалардан у {[р), . . . , у р (р) ва у, (р+Я), . ■ . , 
Ур+Ч {р +  ч) ^ийматлар ани^ланади, сунг (23) буйича п ~ р  
ва д==р  +  9 учун ур {х) ва Ур+ч(р +  д) такрибий ечим ^ий- 
матлари топилади. Агар ушбу 

ь

■ ^  ] ^ § \ У р + ч М ~ У р М  \а х < е - ,  8 > 0 ,
а

б) шах \у р+Лх)  — у А х ) \ <  б, б >  0
а < х < Ь  4 *

икки шартдан бирортаси бажарилса, у холда ^исоблашлар 
тухтатилади ва у (х) да ур+С) (х) 1̂ абул ^илинади.

Вольтерра тенгламаларини такрибий ечиш:
Агар К  (х, I) ядро х <  Ь} сохада, [ (х )  эса

[а, Ъ\ орали^да узлуксиз булса, ихтиёрий х  да

У  (х) =  [ (х) +  л |  К  (х, I) у  {() <и (6)
а

тенглама ягона у (х) ечимга эга булади,
Бу ечим ушбу * '

У (*) »  У~п (х) =  2  Фь (*) : (24)
к=0

куринишда изланади, Ундаги фй (х) ифода

Фо (*) =  ! (х)> Фй+1 (х) =“  | к  (*> *) Ф* (0 &  , (25)
а • ■ ■ 

рекуррент формула буйича ашщланади. Агар



N  =  тах  | /  (х) |, М  =  шах [ К  (х , I) I
а<х<Ь К

булса, у ^олда

к\
Тацрибий ечим хатоси куйидагича бахоланади:

11\к Мк (Ь—а)к N
У {х) ~ У п (х) I =

г=Л+1 I к=п+1
еки

— гп+1 М 1
IУ (х) -  у п (х) | <  ------ Ц -  ( I  =  | Я | • М  (Ь -  а)).

. п +  2
(25) буйича хисоблашларни бажаришда тугунлари тенг 

узо^лашган квадратур формулалардан фойдаланиш мумкин;
а) умумлашган трапециялар формуласи ^улланилганида

к  — (Ь а)!т, хк =  а +  /г/г, /С (*., х(.) =  /С(7, ц п (хк) =  фи&,

Фц+1, к =  ~2 I * *  ф,,0 +  2 (/сй_ , фп1 +  фга2 +  . . . +

+  Кк. к - 1 ф«. й—I +  #„й ФА/;)] (А =  0; т),

й * в 2 ^ й .  (А =  0; т ) ; (26)
«=!

б) умумлашган Симпсон формуласи кулланилган ида 
к — (Ь — а)!(2т), хк =  а +  кк,

Фп+1, 2к =  7  {^2Й, о Фщ> +  4 (^2Й, 1 Ф«1 +  ^2Й,3 ФлЗ +  • • * +

^2й, 2/е—I Ф«,2й—1̂  2 (^2й, 2 Фц, 2 ^2й.4ФЛ,4 4* . . . +

^2й, 2Й-2 Фя, 2й-г) ^2й, 2Й Ф/г, 2*1
(га =  0, 1, 2, . . . ; к =  1; т).

к. тоК; булган ^олда фп+!> к ^ийматларини интерполяция, 
йули билан топишга турри келади.

(6)' Вольтерра иккинчи жинс тенгламасини та^рибий 
ечишнинг яна бир усули тенглама таркибидаги интегрални 
бирор квадратур формула ёрдамида чекли йиринди оркали
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ифодалашдир. Масалан, шу макрадда умумлашган трапеция­
лар формуласи цулланилганида аввал [а, Ь] орали^ хк =  а +
+  кк [к =  0; п, а  =  х0, Ъ =  хл) нукталар ёрдамида п кисм- 
га ажратилади. ук (к =  0; п) та^рибий ^ийматларни эса ушбу 
формула буйича кетма-кет ани^лаш мумкин:

У и = ------тг----- {(и +  ~  I  +  ^ 2  * *  %>• <28>
1=1

7 - мис ол .  Интеграл тенг'ламанинг ечими топилсин:
X

у  (х) =  ех +  |  г/ (/) сИ. 
о

Е ч и ш:  Биринчи усул. ■ Ечимни 

г/ (х) да у4 (х) =  у 0 (х) +  у г (х) +  у 2 (х) +  у 3 (х) +  </4 (х) 
куринишида излаймиз, бунда

X
У о (х) — /  (х) =  е* , г/,, (х) =  |* /С (х, 0  г/й_1 (0

О

г/! (х) =  |  е*-', е* а  =  ... . =  хе* *
О

У% (х) =  ^  * г* #  =  . . .  =  ■— х2 ,
о

л
«/э(х) == | ^  Ре* <Я— . . . =  ^  х3е* ,

•/.(*>= =  - ^ 7  * * ' ' •
о

г/ (х) да е* А  +  — +  — + ^ +  А- 1
Я '  \  1! 1! 3! 4! / ’

Тенгламанинг аник ечими !/ — е2х. Таодослаш ма^садида 
аник; ва тацрибий ечимларнинг х =  0 ва х =  1 даги кдймат- 
ларини келтирамиз:

у  (0) = 1 ,  |/(1) =  7,3890557» у  (0) =  1» у  (1) =  7,3620131. 
Й к т н ч и  усул. Тенгламадаги интегрални, умумлашган



трапеция формуласи ёрдамида алмаштиришдая фойдаланиб 
ечимнинг

х- =  0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1

нуцталардаги ^ийматини ^исоблаймиз (к =  0 , 2, К  — е%~К 
1 =  е*).

7 - м и с о л г а  К ц — К(х1, ху), /г =  ехС ^ийматлари жадвали

1 Кол К и *2.1 КэЛ К а К5л п

0 0 1,00000 1,22140 1,49182 1,82212 2,22554 2,71828 I
1 0 ,2 0,81873 1 ,С0000 1,22140 1,49182 1,82212 2,22554 1,22140
2 0 ,4 0,67032 0,81873 1,00000 1,22140 1,49182 1,82212 1,49182
3 0 ,6 0,54881 0,67032 6,81873 1,00000 1,22140 1,49182 1,82212
4 0 ,8 0.44933 0,54881 0,67032 0 81873 1,00000 1,22140 2,22554
5 1 0,36788 0,44933 0,54881 0,67032 0,81873 1,00000 2,71828

28) формула буйича:

у  (0) да у 0 =  /о 

у  (0,2) да ^  --------- --------

1,0000,
Х к

К11

у  (0,4) да у 2 =

у  (0,6) да уз

1

^ 1 +  ^0 

Хк

1,4928,

I

' |7г“Ь "̂гоУо "Ь ^ КпУ1 

2,2285,

/зН— т- КзоУо^кХ  (^81Уг_Ь
к

1 - 7  к».

+  ^ 32уа)] да 3,32679,

у  (0,8) да г/4 = 1
|"/4 +  ^  ^40^0 +

44

4- й X ( К ц у г 4-

У (1 ) & У ь =  —

+  К&зУз)1 ~  4,96632, 
и
2+  “ Г +

+  к К {К51у1 +  К ъгу% +  КжУъ 4 -  КмУ*>\ 7,41389.
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Таккослаш максадида аник ечим цийматларини ва та^ри- 
бий ечим кийматлари хатосини курсатамиз:

у  (0) =  1, е0 =  0,
у  (0 ,2 )=  1,4918, ех =  0,001,
у  (0,4) =  2,2255, е2 =  0,0029,

у  (0,6) =  3,3201, е3 =  0,0067,
у  (0,8) =  4,953, е4 =  0,01,
у  (1) =  7,389, е6 =  0,025.

М А Ш ^ Л А Р

1 — 3- машкларни ечишда ядрони Тейлор к.аторининг 
аввалги учта хади йириндисидан иборат булган ажралган яд- 
рога алмаштиришдан фойдаланилсин:

1 .
1. у  (х) =  ех — х — ^  х (ех — 1) у  (0 й1.

о1
2. у  (х) =  — 0,1 1 зш —  у  (I) (II =  1 + х 2, Х = —, р=5;10.

.) ■ Р р0 1
3. у  (х) =  ~  +  ~  31пх -г (1 — со&х(2) ху  (0 (II.

о
4 — 6- машкларни ечишда кетма- кет я^инлашишлар усули- 

дан фойдаланилсин:
1

4. у ( х )  =  1 +  |  х12 у  (/) (II.
6 I

5. |/(х) =  ~  Х +  —  ̂ х1у(() сII.
о

1
6 . у  (х) =  х2 +  I" х(2 у  ({) й.1.

6
7 — 13-машкларни ечишда курса тилган квадратур фор- 

мулалардан фойдаланилсин:
1

7. у  (х) +  ^ ^  сН =  1,5—а х 2 (трапециялар фор-
о

муласи, п =  4), а  — 1; 5.



8 . у  (х) — 0,3 ^  ^  у  (I) с11 =  1 +  ех (трапециялар
о

формуласи, а  =  2; 10, п =  4).
0,96

9. у  (х) — | й1 =  е- * (Симпсон форму-
0

ласи, п — 4, а =  1; 10).
1

10. у  (х) — ^  Г агс!§ у(*)Л =  , р =  ГУШ
3 л Р +  У 10

(Симпсон формуласи, п =  6).
I

11. у  (х) — ( 1 ..- ^ 1  =  \ — у  хг, X =  1; 10 (Гаусс ти-
^ 2 +  1х 
о

пидаги формулалардан бири, п =  4).
1

12. у  ( х ) +  ~  ^ соз 'У (О <И =  е ,  Т=1;Ю (Гаусс

формулалари, п =  4).

1
13. у  (х )---- - Г  ■ х ~  ( ■ у  (0 <Н =  —-— , 7=  10; 15 (Гаусс

у ’ 8 ,] +  т 1 +х-г
о

формулаларидан бири).
1 4—-16- машцларда келтирилган интеграл тенгламаларни 

ечишда хар хил усуллардан фойдаланилсин:
X ___

14. у (х) =  а +  х1а у  [I) с!(, а  — 0;10, а =  1; 10,
о

15. у  (х) =  е ~ а +  [  ех+р( у  (0  Л , а  =  ОПД р =  ЩО,
о

16. у (х) =  ха  +  [ хР у  ( 0  <2/, а  =  0 ; 1 0 , р =  1; 1 0 .
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а) Интеграл тенглама вариантда курсатилган квадратур 
формула цулланилиб 1 ■ 10"*3 гача аннкликда ечилсин:

0,5

1 . у ( х ) +  С - ^  ' - -'У 1 (1'' ■ (И =  1 +  а  зш  я  х,
-1 V ’ 2 51П Р Я (ДГ+0

о
0,8

2. у  (х) — I — 1.Р) сЦ — & сЬх;
о

б) Интеграл тенгламани ечишда ядрони Тейлор ^атори- 
нинг дастлабки уч ^ади йигиндисига алмаштириш усулидан 
фойдаланинг:

1
3. у  (х) -  С03 ^  х1)- у  (() с!( =  /  (х), ц =  0,5 +  0,1 -к.

о
1

4 . у ( х ) - \  ( 1 + 0  у  (0 Л  =  / ( л ) ,  |1 = 0 ,3  +
6

+  0,2 ш; р =  — 0,2 +  0,3 I.

11-ЛАБОРАТОРИЯ ИШИ

Вар. Ми сол 
№

Квадр.
формуласи а Р ? 6 к т 1

/ (*)

1
1 трапеция 1 0 ,3

3 ! (х) =  л;2 2

2
2 трапеция 0 ,2 1

4 /  (*) =  а:3
--------

1

3 ‘
1 Симпсон 2 0 ,5

4 г (х) = у 7 1

4
2 Симпсон 0 ,5 1

3 /(*)=\ / У Г 2

5
1 Гаусс 3 0,1

3 ! (*)~(1—х) 2

6
2 Гаусс 0 ,2 0 ,3

4 / (*) = 2

7
1 Симпсон 1 0 ,2

4 /  (*) = 1
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Вар. Мисол.
№

Квадр.форму.
а Р V 6 к т ;

1 (*)

8
2 Симпсон 0,1 0 ,2

3 /  (х) =  е ~ 2Х 3

9
1 трапеция 2 0 ,4

3 /  О) л: !

10
2 Гаусс 0,1 0 ,3

4

+II2

2

11
1 'Гаусс 2 0 ,3

3 1 (х) =  е~~х 1

12
2 трапеция 1 0 ,2

4 [ (х) — 1+2х 2

1Э>
1 СИМПСОН 3 0 ,2

3 /  (х )= — К Г 2

14
2 Гаусс 0 ,8 1

4 /  (х) =  1 /х* 1

15
1 трапеция 1 0 ,4

4 /  (х) =  х2 2

16
2 Симпсон 2 0,2
3 / ( х ) =  1/х* 3

17
1 Гаусс 2 2

4 / (х) = 2 ] /гх 1

18
2 трапеция 0 ,7 0 ,3
3 / ( * ) =  1 /2 ^ 7 1

19

20

1 Симпсон 1 0,1

4 /(д-).==1—УЗГ 1
2 Г аусс 1 3

3 /(х )= 1 + > " Г ------ 1

21
1 трапеция 2 0 ,2

4 <мII 1

22
2 „ Симпсон » 2 2

3 / (х) =  2x2 ! 2

23
1 Гаусс 3 0 ,3
4 /  (х) =  3x2 2



Вар. Мисол.
№

Квадр.форму.
а ■Р 7 8 к т г

! (х)

24
2 трапеция 3 1

3 / (х ) =  Зх3 3

25
1 Симпсон 1 0 ,2

4 }(х) =  1/х3 2



МАМЩЛАРНИНГ ЖАВОБЛАРИ ВА КУРСАТМАЛАР

1 - б о б

1. 17,0; 17; 17,007; | А | =  0,00675; 0,00675; 0,00025.
2. К у р е а т м а :  (/), Д (0=36,0-0 ,8%  = 36 ,0 -0 ,008=

=  0,288 см, /К,Ч =  / — А (/), ЛОЧ =  / +  А (/), 35,7 < / <
<  36,3 (см). 3 . Иккинчи кесма. 4. А (а*) =  0,034<со-10-1 
(0,5 <  со <  1). Шунга кура 8, 6 ,7  ракамлари ишончсиз. 
с* =  34,6, Аа* =  1,33-10-2 . 5. 2,718282; 2,718; Д =
— - 2 ,8 1 8 - 10~4; — 1,037-10_2%. 6. К у р е а т м а :  илдиз учун
А (а*) =  а а " ” 1 - А (а) ва 6 (а“) да а-б  (а) лардан фойдала- 
нинг.

У Д 6

51ПХ 
СО&Х
1%х
с1ех
ах
(а>0, а ф  1)

СОЗДГ-Д X
81Г«-Д X 
зе с^ х -Д  х 
СЗС2Х-Д X 
ах \г\а-&х

с!§дг-Д х  
{§л:-Д х

|  2сзсх2х-Ах
Д х-1па

К у р е а т м а :  х =  1,2 ± 0 , 0 4  учун А ( зтх)  =  соз л:-Ах =  
=  соз1,2-0,04 да 0,0145. з т х  нинг ^иймати иккита цийматли 
ра^ам билан олиниши мумкин: зш1,2 да 0,93. 8. 1) х = 67 ,66±  
±  0,22 да 68; 3) I =  19,25 ±  0,6325 да 19. 13. К у р ­
с а  т м а: Жумладан, у  =  1§х учун куйидагини оламиз:

н =  х  ——— =  —̂ —йх, бунда /И=]§еда0,4343. Бундан
х со&х З1п2х

йх  да 1,15 $ т 2 х й у ,  А хда 1 , 15з т 2х - Ау  (рад.). Шу каби 
Ах да 2,30 *§х■ А у  (рад.). Ах да 0,4343-10~* • А_дг. 14. А хда 
да 1,15 зш 2х-Д бунда з т 2 х  =  з1п120° =  "К3/2, А у  — 
=  0,5-10~~6 (турт хонали жадвалнинг аншушги). У х>олда:
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Д хда 1,15-——  -0,5-10 5 радда0,5-10 5. 15. К у р е а т м а :

У — } (х) функция учун аргументнинг А х* абсолют хатосини
Ах* =  -— ----- А у  (/' (х*) Ф  0) формула буйича ^исоблаш

I/ (**)1
мумкин. Логарифмларнинг турт хонали жадвалларида сон- 
ларнинг унли логарифмлари А у  =  0,5 • 10“ 5 гача аникликда
берилади. х — ±  Ах булсин. у  =  1§зтх буйича (1§зтх)' =

=  0,4343 с!§х, (1§зш =  0,75223, А х* =  • 0,5 X

Х10 - 5 =  6 ,6 -1 0 '6. 20. — =  0,8; — —  =  — 0 , 8 —  =
1! 3! 6

=  -8 ,5 3 3 3 3 2 8 -10~2, —  =  —  •—  =0,00273067, — — =
5! 3! 4-5 7!

=  — 0,000041610157, — = —•■ —  =  0,0000003699. Нати-
9! 7! 8-9

жалар кушилса, згп 0,8 да 0,7173561 да 0,7174. 21. Туртта. 
15-масалага берилган курсатмадан фойдаланинг.

V  з

2 -б о б

1. К у р е а т м а .  |х |  >  1 фараз к^илинса, | Р (х) | >  |а0хп| —
— (|а1хл- 1|) + \а ^ ) > \а а\ \х'\п— < с (|х1л_1-Ь \х\п~ 2+  . . .
+  1). Геометрик прогрессия ^адларини йириб, маълум алмашти-
ришлардан сунг I Р  (х) | >  ( \а0\ — •—с— ) 1x1” олинади. Энди

V 1*1 — .1/
х нинг к;андай цийматларида |Р(х)1 = 0  (ёки Р  (х)=0) були-
шини текширинг. Натижа | х) <  1 Ч-------га олиб келиши ке-

К!
рак. Сунг х =  — алмаштириш киритинг ва олдин чикарилган

у
хулосадан фойдаланинг. 2. К у р е а т м а .  Мусбат илдизлар 
сонини билишда Декарт теоремасидан фойдаланинг, сунг 
илдизнинг говори чегараси Я  ни ани^ланг. 9. А < 0 , 1 .  10. 
к;иймат х,-+1 ва х- я^инлашйшлар уртасидаги фар^ни курса-

тади. • • >  Я1 >  • • • Хак штатам хам, 1 1 2
к =  45

(х{_| - * ,_ 2) (4-1 + Н - \  Ч -2 + 4 -г )
45
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Лекин х =  зш 1 — 1 < х <  1.
? I _1_Л _Ц—2+ ^ 1—2 

?1_1 “  ^  —

Шунга кура шах (х2̂ ^  х1_ 1х{_ 2 +  х?_2) =  3,

Мисол учун, ?1 =  1,1798426 ■ 10“ ?,1* 92 =  2,3955555 .Ш-1*,
Тд^/д1 х 2 - Ю ~ 5. Умуман, ал-Коший жараёни — -■ <1

х3 +  т<  х <  ’' | / Г да яцинлашади: | ф' (х) | =

=  —  <  1 =ф- \х\ <  Л /  — . «Электроника. 32 ВТЦ 101» мони- 
к г 3

тори ёрдамида х учун олинган якинлашишлар: =  
=  0,017445318747716, " х2 §= 0,0174523978056, х3 =  
=  0,017452406337352, . . . ,  хп  =  0,017452406437352, . . .  
Мисолларнинг жавоблари: а) 0,79998; б) 0,03490482872567;
в) -0 ,3 2 4 6 1 7 . 11 . 1) 0,46557, 8 =  8 - 10-7; 2) — 2,3247, 
е =  1 ■ 10 4; 3) —  0,987; 4) 3,290161 < 1  <  3,2901915;
5) 0,091064455 <  К  0,091308595; 6) 0,90693973< х <
<  0,90724103 (рад.); 7) 1,195 (рад.), |е1 =  1,5-10~'э; 8) О, 
±  0,9286265 (рад.); 9) 0,34218504 (рад.); 10) 1,0885978(рад.);
11)0,8436547; 12)2,9262711; 13) — 1,491645; 1 4 ) К у р с а т м а .
х„=-^ •2*"~1 рекуррент муносабатдан фойдаланинг. /(0)/(1)<

<  0. Бошлангич якинлашишни (0; 1) ораликдан танлаб, МК 
нинг К§0 регистрига киритинг. Программадан фрагмент 
П X 0  2Рху 4 — С/П Х ->  П 0  Б П 0 Ш -  Натижа: х  =  
=0,30990712; 15) 1,4898239; 16) 1,3247145 <  1,3247183; 
17) К у р е а т м а .  Хисоблашларда/  (х )= х  (х (х— 1,5)4-0,58)— 
—0,057 деб олинг. 0,9553376<^<0,95535285; 25) 1,1123196< 
< ^ <  1,1123892, 1,6067378< | 2<  1,6068426 (рад); 32) 
0,21330566 <  2;< 0,21333007; 35) - 7 ,5 ° ;  36) 12°. 12.

а +  {п— 1) х’1
а) хк+1= —------ — ------. 13. Биринчи тартибли. 14лБириичи

пхк
тартибли.

З - боб
1. 1) х3 =  — 1, хг =  2, хх =  — 3, сН А  =  5,

- 1  0,8 0,6'
А ~ г =  1 — 0,6 — 0,2 ; 2) х4 =  — 1, х3 =  2, х3 =  0,

1 — 0,2 — 0 ,4 ] ху =  1, <ЗеЫ =  117,



0,05128 0,15385 0,17949 0,15384'
1 -1 =  0,11111 0 0,22222 —0,33334

0,00855 —0,30770 —0,13675 0,35898
-0,24786 — 0,07693 —0,03419 0,58974.

3) х3 — 3,85446, с!еМ =  426, 
х2 — 2,18075,

0,95070,

Л"
0,09859 

-0,02817 
—0,04225

0,04225
0,17840

-0,06573

11) х3 =  0,637596, М А  =  65,496, 
х, =  0,28655,
х,

Г—0,143825 
0,247243 
0,401245

0,199015
-0,162453
-0,004273

-0,00704']
-0,2582

0,12207

0,1630631
-0,025650
-0,263533

4- б о б
2. 1) х =  1,03817, г/ =  — 0,88734; 2) х  =  2, у =  1,5;

3) х  =  0,8, у  =1 , 2 ;  4) х =  2,3, у =1 , 9 ;  5) х =  0,9, г /= 0,7;
6) х =  0,32, у  =  — 0,8; 7) х = 1 ,  у  =  2,1415926; 8) х = 1 ,
у  =  3,5; 9) х =  2, у  =  2.

5. 1) /И (Л) = / г т а х  | а, ,  | функционал (бунда я  — нату­
ре! 1 
/>Я

рал сон) Л матрицанинг нормаси булади. Хак;ик;атан, 
/г >  0, | \ >  0 булгамндан М (Л) >  О (норма булиш- 
нинг 1-шарти, [7], 114-бет). Ихтиёрий а  сони учун 
М  (а Л) =  птах  |аа,-. | =  | а |  - М (А) (2-шарти). М  (А) =

1>1 ,/<п
=  гатах | а,-,. [, УИ (В) =  птах | Ьц \ (бир турли Л ва В матри-
е>1 ,/<л 
цалар булган

<  я  (тах |а- . |

хрлда) М  (А +  В) = 

+  т а х  | Ь1. |) =  М  (Л)
1>1,1<п

- п тах
К 1,/<п
Л4 (В) (3-шарти).

[а,-.] ■ [6А/] матрицалар купайтмаси маънога эга булган тавдир- 
да (жумладан, бир турли квадрат матрицалар ^олида) М  (АВ )

= «тах  ] а ц Ьы \ <  п тах  I а,- 
1> 1 
/< п

лэди (4-шарт); 2) т а х  |а
1 <1,1>п

| - птах  | Ъы [ =  М  (Л) М  (В) бу-
к> 1

функционал норма эмас. Ха^и-



катан, А ■

килайлик. У хрлда А 2 1И 2|1 — шах | ( / Ш|  =  2 ва

ва \\А\\ =  шах =  1 булсин деб фараз

2 2 '

2 2] " "  " “ —  
натижада ||Лг|| > ||Л ||- |И Н  булиб, матрица нормаси булишнинг
4-шарти бажарилмайди (!7], 114-бет); 3) Матрица нормаси- 
нинг вектор нормаси билан мосланганлиги таърифи ва тео- 
ремадан фойдаланинг ([7], 115-бет).

5 -боб .
1 -Я  4 1

1.Я(Я)= — 1 1 -Я  
1 2

3
—1—Я

=  0

ёки И (X) =  — X3 +  Я2 +  4Х— 2 =  0.
Тенгламанинг илдизларини ажратамиз. О ' (Я,) =  —3 X2 +  2Я+ 
+  4 =  0 тенглама илдизлари —0,8685 ва 1,5352; ишоралар 
жадвали:

X | —оо —0,8685 | 1,5352 ] +  оо

81 й  (Я) 1 + — +  |

И  (Я) учта ^акиций илдизга эга. 2- § да ^аралган усуллар- 
дан бирортасидан фойдаланиб илдизлардан бирнни, масалан, 
Я2 ни топамиз. Хг да 0,4707. Ях ва Я3 ни топиш максадида 
В  (Я) купх,адни X— Я2 икки хадга булишда х.осил буладиган 
квадрат' тенгламани ечамиз: X—-0,5293 X — 4,2491 =  0, Ягда 
д а — 1,8136, Я3 да 2,3429. Х4ар кайси X га мос хос вектор

(А — X Е)  х  =  0 тенгликдан топилади. Жумладан Ях буйича 
(2,8136 4 »  +  -44» +  4 ‘) =  0,
— *<» +  2,8136 Д» +  ЗД »= 0 биР жинсли тенгламалар сис-

' 4 » +  24» +  о ,8 136 4 » =  о ’ темаси олинади-

Г2,8136 4 » +  44» = — 4 »
(—4 '> +  2,81364» =  —34»

У холда бистемадан: х*» =  0,7709, — — 0,7923. Шундай

^илиб, х*1* =  (0,7709; — 0,7923; 1)'. Шу тартибда Я2 =
— 0,4707 ва Я3 =  2,3429 лар буйича тузилган бир жинсли
тенгламалар системаларидан х{2)—(1\ —0,2256; 0,3731)'. х<3) =  
=={1; 0,2842;.. 0,2061)' анюушнади. 2. В(Х)  =  X3 +  21Я +
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+  72. 3. Я* « 2 ,1 0 3 , Я2 да 10,083, Я3 =  — 5,187. 6. ^  =  
==—0,414, а2= 2 , Я3=2,414. 7. Леверрье усули куйидагилар- 
ни беради: % =  5р А  =  4,2, 5а =  8р Л2 =  49,82, 4  =  5р Л3=  
==262,068, з4 =  8р Л4 =  1841,3858, ^ = — 4,2 р2 =  —
— 122.214, /?3 =  153,4916, р , =  1175,8341, с!е1 ( 1 Е — А) =  
=  А,4 — 4,2 Я,3— 122,214 Я2 +  153,491Л- +  1175,8341. 17. Яда
да 4,46, ! (1) =  (0,90; 0,42; 0,12)'. 18. Ях да 3,61804, ~х{1) =
— (0,37; —-0,60; 0,60; —0,37)'. 21. К у р е а т м а :  Хос сон- 
ларнинг экстремал хоссасидан фойдаланинг.

6 -б об
1. 1) /  (0,43) =  1,5412, /(0,54) =  1,76415, /(0,57) =  

=  1,8491; 2) /(11,5) =  6,589, /(12,5) =  7,021, /(13,0) =  
=  7,348; 3) /(53) =  0,05107; /(60) =  0,05622; 4) /(4 ,2) =  
=  172,571, /(5,2) =  208,447, /(5,5) =  220,782; 5) /(170) =  
=  118,399, /(2 3 0 )=  128,801, /(340) =  146,047; 6) /(3,3) =  
=  1,3909, / ( 4 , 3 ) =  1,5372, /(4,8) =  1,6161; 7) /(0,65) =
— 0,5475, /(0,85) =  0,6285, /(0,95) =  0,6673; 8) /(49) =  
=  69,343, /(53) =  74,084, /  (64) =  81,999; 9 ) 1 / ( 1115)=  
=  12032,3. /(1 1 2 5 )=  12649,1, /(1135) =  13297,1; 10) 
/(33,00) =  58,803, /(40,00) =  60,425, /(53,00) =  ,81,594.
4. д) 0,660; е) — 0,674; ж) — 2,49; з) 0,826; и) 0,3222; й)
0,7854; к) 0,5236; л) 0,3491. 5. а) / я(д.+ .0 Ла; б )_1  ф  +

2 / 4
+  1)-(п +  2)(п +  3); в) - 5 - ;  г) — й) е ) (я +

: ' и + 1  З я + 1  2 ( 2 » + 4 )
+  1)1 — 1. 12. 1) 0,2964; 2) —2,825.'

7-б о б.
 ̂ 2. К у р е а т м а :  (3) куринишдаги система тузидсин. Жав,: 

[  т й х ъ ^ \ П а )  +  № 1. 3. [  / (х)йхда  Д = ^ [ /( й )+

+  4/ )+/№>]■ 4. К у р е а т м а :  /? (/)=  [ / ( х ) а ' х - ^ х

* 1 / («)+/(&)], / ( * ) € с (2) ёки Д(/г) =  | [  ( х ) й х - ~ - { [  (х0) +

+  /(*„ +  /г)]. Кейинги ифодани кетма-кет икки марта, диф- 
ферендиаллаш, алмаштиришларда Я  (0) =  0, Я' (0) =  0 ни 
эътиборга олиш, сунг к  буйича интеграллаш ва урта ^ий- 
мэт ^ и д а г и  теоремадан фоидаланиш керак. Натижада: Я =
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=  -  1€(х0, х„). в. т =  -  Г а ) ,  к к  ь].
7. К у р е а т м а .  8  (х) — иккинчи даражали купхад. Шун­
га кура п =  2 учун Ньютон—Котес ((4)—(5)) формулалари- 
дан фойдаланинг. 9. К у р е а т м а .  (3) куринишида система 
тузинг ёки бирор, жумладан (24) Эйлер—Маклорен форму- 
ласидан фойдаланинг. Кейинги холда п ■— 2, /  =  1 олиниши

мумкин. Шунга мувофик, /  (х) йх  да 0,5 ((/ (0) +  / (1))/2 +

+  /  (0,5)) — 0,02083333 (/' (1) — / ' (0)). 11. К у р е а т м а .
(х) <  е; е := 0,5-10 2 дан фойдаланинг. 12. 0,5731435. 13.

— 0,010555555. 14. 0,030907892. 15. 0,09426583. 16. 
—0,09106854. 17. 0,00967. 18. 0,31497152. 19. 0,0014328179.
20. 0,02651105. 21. 0,1066587. 22. 0,12256524.
2 3 . -  0,1102893. 2 4 . -  0,00156856.25. 1,376826. 26. 
0,3853359. 27.0,28538158. 28.0,21996378. 29. 0,27884185. 
30. 1,9687099. 31.0,6549504.32.0,9507247.33. 1,1251338. 
35. 0,96908105. 36. 0,27454882. 37. 0,93811371. 38. 
0,9156059. 39. 63917,483. 40. 1,462681, |Д10| <  0,12-10“ ». 
41. 0,74627. 42. 2,8687724. 43. 1,4458326. 46. 0,337. 
47. 1,209. 48. 0,251. 49. 0,272. 50. -1 ,8479 . 51. —Г,0413; 
52. 0,9525. 53. —0,086. 54. 1,351. 55. 1,686. 56. 0,507. 
57. 0,488. 58. 1,089. 59. 0,116. 66.0,598612. 67. 1) 51,04;
2) 4,84. 68. 3,82. 69. 0,822. 70. 4. 71. 0,189492. 72. 
1) 367,809; 2) 0,617. 73. 8,378. 74. К у р е а т м а :  Гульден 
теоремасидаи фойдаланинг. 1/=6708,82. 75. 23,7 м. 76. 1,5. 
81. 0,836582. 82. 1,463243. 84. 1,570796. 91. 0,249987. 
95. 0,272198. 96. 0,272203. 102. 0,9559. 111. 0,0001243. 
К у р е а т м а .  Булаклаб интеграллаш усулидан фойдаланиб,

(' ! йх яинтегралнн | —г— — у ~ -  куринишига келтиринг,
— 1 ' 

сунг Мелер квадратур формуласидан фощаланинг. 115. .1 =
С +00 +СО +СО , 1

=  X +  /  Сулсин. 1 +
0 в с с

Бундан с >  |  /  -----— 8,7358 . . .  да 9. с — 10 да /  да1/ 3 • 10 3
10 . 

да I булади. Жав.: Уда 1,111. 116. К у р е а т м а .

Функция |0; 1] ораливда ягона 1 махсусликка эга. }{х)~
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~  У с т  1 = 0 - х Г ' 12-х2(1 +  х)~хп =  (1 -  х Г 1/гф (х) (с =  
=  1(Е[0; 1], а —— 1 /2 > — 1), [0; 1] да ф(х) мавжуд. Канторович- 
нинг махсусликни ажратиш усули кулланилиши мумкин. 
с =  1 — узилиш нуцтаси. §(х)  ни х — 1 нинг даражалари буйи- 
ча Тейлор каторига ёямиз: §(х)  =  ,§■(!) +  ^'(1) (х — 1) +

( х —  I)2 -!- §1 (х). Бу ифодага §(1) =  § ' ( I )  =

7 _V/ 1 \ 19 __„ « О ^ г  ̂ Рл х 2
X

X

7 19 ‘ Г
4р т *  ^ (1 )= ТбрТ ^ийматларни к;уйиб, / = р | 1 ( 1 —х)

о
1

йх +  |'(1 —х) 2 • § 1 (х) йх =
1 1

1 + — (х — 1 ) + - -  (х — 1)2 
4 V 1 2,2 к ’

1
*= ^1 +  ни оламиз. Бунда / х =  - — (— 5 Г]/" 1— хйх+

о! ____  1 _____
+  18 [  х\/~\—х й х + 1 9  [' х?]/"1—х йх). Бирор квадратур 

О о
формуладан фойдаланамиз. Натижада: та 0,757305. —

1 1 I
7 , , 19

■1'
(1—х) “ 1x^(1+*)*

У  2 Л

булиб, ) ишораси остидаги функция л: =  1 нуцта атрофи- 
да узлуксиз (нолга тенг). ^2 ни хисоблаймиз. / 2 =  0,028003. 
Шундай цилиб, ^ =  0,757305 +  0,028003 =  0,785398. 
1,17. 0,306853. 118. 0,5. 119. 0,5. 120. 0,5. 121. 0,311203. 
122. 1,131972. 123. 1,570796. 124. 1,285398. 125. 1,570796. 
126. 2,666667. 127. 1. 128. 2. 129. 0,604600. 130,-4),73576. 
131. —0,2088. 132. — 1,645. 133. —0,1250. 134. — 1,089. 
135. 1,234. 136. 0,0524. 137. 0,231. 138. 3,1416. 146.
36 я  <  /  <  100л. 147. — 8 < / <  — . 148. 4 я < - / < 2 2 л .

_  3
149. 0,5. 150. 4 > / > 8 ( 5 —2 У  2).  151.28 л  У З  < / < 5 2 я 1 / ‘3. 
152. 2 4 < /< 7 2 .
8 - б о б

< / \ 1 , 1 , 1 * 2 , 3 х* , 27 х* .1. у  (х) — "тг'-Ь — х Н----------------- - —  -4----- — ■■ -т{- . . . ,
. У ■ 2 4 4 2! 8 3! 4 4!

туртта ?̂ ад, у  (0,2) =  0,57. 2. у  (х) =  х2 — 0 ,1х5 +  0,01250 х5— 
— 0,00159 хи +  . . . ; 0,96951; 0,318. 3. ^(х) =  1 + ‘л:+0,5х2+  
4-0,333333 х3 +  0,25 х4 +  0,116666 х5; 4. у(х) =  х  —  0,5 хг +  
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+  0,333333 х3 +  0,016666х6 +  0,013492х7. 5. у ( х )  =  1 +  
+  0,5 х — 0,25%4 +  0,25 х®. 6. у { х )  =  1 — 0,16666х2 — 
— 0,833333 х4. 7. у (х) =  х — 0,5х2 + 0,6666667 х3—0,25х4, 
г ( х ) =  1 — х +  х2—0,5х3+ 0 ,2 9 1 7 х 4. 8. у (х ) = 1 + х + 0 ,5 х 2— 
— 0,33333 х3 — 0,166667 х4, г (х)  =  — 1 +  0 ,5 х 2+ 0 ,З З З З х 3+  
+ 0 ,1 2 5 х 4. 9. / 3(х) =  0 ,ЗЗЗЗЗх3, у т  (х) =  0,3333х3 +  
+  0,015873х7, у щ {х)= 0 ,3333  х3+ 0 ,015873 х7 + 0 ,000962х1Х+  
+0,000017х15. 10. #С2]= 1 + х + 1 ,5 х 2+ 1 ,ЗЗЗЗх3+0,541667х4+  
+  0,25х5. 11. у и] =  0,66667 х3/2, у т  =  0,6667х3/2 +  
+  0,190476х7/2, г/[31=0,66667х3/2+ 0 , 190476х7/2+ 0 ,034632л:11/2. 
12. г/[2] = 0 ,5 х 2 +  х зшх — 0,5 х2 соз х +  соз х.

* | ОД 0 ,2 1 0 ,3 0 ,4 0 ,5  |. , | ! 1

у \  * 1,005000 1,010025 1,025175 1,045679 | . ' .) •!; 2417 94

х  | О ,1 | 0 ,2  I 0 ,3  | 0 ,4  | 0 ,5  ;| 0 ,6  

у  | 1 | 0,99091 | 0,97530 | 0,95520 | 0,93219 |  0 ,90754

0 ,7 0 ,8  [ 0 ,9  1
1 ■

0,88188 1 0,85598 | 0,83006 1 0,80502

у  (1,5) =  3,0042. 21. у  (0,4) =  0,4647. 22. у (1 ,6 )= 0 ,8032 .

X 0 ,4 0 ,6 0 ,8 1,0

23.
У
г

—0,07841
0,96040

—0,17202
0,91200

—0,29507
0,84629

—0,44005 
0,76520

X 0 ,4 0 ,6 0 ,8 1 ,0

24. - Т .....
У
г

1,0064 
1,1667

1,0826
1,3965

1,1042
1,7662

1 ,2606 
2,3460

35, 0(&2). 36. О (Я2). 37. ||[и]д — ысй)Ц уа<  с№,

9 -б о б.

X 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0 ,8 ' 0 ,9 1 ,0

У —3,94 —3,87 - 3 , 7 6 —3,59 —3,34; —3 ,0 0



т

X 1 °>5 ; о , б 0 ,7 0 ,8 | 0>9 1 1,0

У | —0,35 1 ~ 0-31 - 0 , 2 5 —0,18 |—0,09. 0 ,0

X 0 ,0 0 ,2  ] 0 ,4 0 ,6
! 0 ,8  1

1,0

У 1 3 ’°  1
2,371 | 1,366 1,464 [1,145 | 0 ,893

4. 1)

оон 0 ,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4  | 0 ,5 0 ,6 0 ,7  1 0 ,8

У | 2 ,25 2 ,45 2,64 2,80 2 ,92  | 2 ,97 2,91 2 ,68 | 2 ,23

0 ,9  | 3 ,0

1,461

24л/20

-------. у. --------- ]
0,25 у 

| 25л/20 | 26я/20

| I | К 

I 27я/20 1

,143 | 1 

28я/20 1

,250 | 1 

! 29 п/20

,312 

1 1 ,5л

1,322 | 1,276 | 1,74 | 1,021 | 0 ,822 0,589 1 0,333

л | 2 ,0  I 2 ,2  | 2 ,4  [ 2 ,6  I 2 ,8  | 3 ,0  ] 3 ,2  | 3 ,4
8.

у [2,0000[2,190б| 2,3646'2,524712,672э[2,8109(2,9400 [3,0613

3 ,6 \ 3 ,8  |1 4 ,0  х  1 
1 0 1 ~ 2 1|—1,8]Г 1 "61

|— 1,4]— 1,2]— 1,0

3,175б|з ,2837|э ,3863 * у
1 1

0 ,826|0,69410, 592|о, 510 '0 , ■444

—0,8 | - 0 , б | - 0 , 4 - О , 21 0 ,0  X \ 
1 А . ... . 1

0 ,0  1 1 ,0 ' | 2 ,0

0,391.0,346[о,30910,2771 0 ,2 5  *"* у
[ - 1

-0 ,433] 0,080

3 ,0 | 4 . 0  | 5 ,0 6 ,0 7 ,0

0 ,5 2 0 I| 0 ,924] 1,302 I 1,659 1 2
11. 1) у ( х ) = 1 + е  12+

+ ^ хЭ~ т х 2 + 'к К  2) у {х) =  1+ е2,5х+ т ё* ;



3) У (х) =  1 +  6 2">х +  5 зш х — 2соз х.

15. 1) у  (х) — ех(х +  1) — (ех +  1) 1п (ех +  1) +  1;

2) у  (х) = 0 ,5  ех [а с зш ех +  еху  1 —е2х +  1] +  0 ,3333х  

X ]/"(1—е2х)3 +  1; 3) у  (х) =  е — соз г х +  1.

10-б о б.
1. К у р с а т м а .  Изланаётган и ( х ,у )  функция симметрик, 

/  (х, у) функция эса узгармас, чегара шартлар нолга тенг, 
Шунга кура чекли—айирмали тенгламани квадратнинг (1; 1), 
(2; 1), (1; 2) (2; 2) тугунларга эга булган туртдан бир ^ис- 
ми буйича тузиш етарли. Жавоб: ип  =  0,0429, ы12 =  и21— 
=  0,0547, ы22 =  0,070'3. 4. К у р с а т м а .  от =  0,5 учун (1 ') 
формуладан фойдаланинг. Масаланинг аник ечими и(х, I) =
=  а. хЧ. 5, Курсатма. т == —  I алмаштириш киритинг. Ма-

саланинг ани^ ечими: и (х, I) =  еа{1~х) . 6. Масаланинг аник; 
ечими: и (х, у) =  х2 +  со/а.

11- б о б ,

3. Анш$ ечими: у  (х) =  —  +  —  зш х +  ( — — —  зш 1°— 
■' 2 2 V 9 .3

— ■ соз г | х 3. 4. у {п] (х) =  1 +  у  X, ут  (х)— 1. 5. ут {х)=

5 ч
-----14* а =  1, а  =  2да у(х)  «  1 +

+  —  х* +  —  х8 -{----- -— X12.
^ 3  „ 21 11-21 .

=  0, ум  (х) =  (1
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