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СУЗ БОШИ

Бу китоб урта махсус укУв юртлари учун матема- 
тикадан янги программага мослаб ёзилган .Геометрия“ 
курси б^йича дарсликнинг биринчи цисмидир. Автор- 
лар катта татбикий аз^амиятга эга булган энг му^им 
математик тушунчалар ва методлар билан Укувчиларни 
таништиришга *амда китобнинг мазмуни, терминоло- 
гияси ва символикаси саккиз йиллик мактаб математика 
курси билан изчил булишига ^аракат цилдилар. Наза- 
рий материални баён этиш масалалар ва машцларни 
та^лил цилиш билан ц^шиб олиб борилди. )^ар бир 
бобнинг охирида укувчиларнинг мустацил бажаришлари 
учун машклар келтирилди.

Авторлар СССР ПФА мухбир аъзоси проф. И. С. 
Боровиковга ва СССР олий ва махсус урта таълим 
министрлигининг методиста П. И. Самойленкога к^л- 
ёвмани диккат билан Укиб чиэданликлари ва катор 
цнмматли масла^ат берганликлари учун миннатдорчи- 
лик билдирадилар.

А вт орлар
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I - б о б

ТЕКИСЛИКДА ВА 
ФАЗОДА ВЕКТОРЛАР

1-§. Асосий туш унчалар ва таърифлар

VI—VIII синфлар геометрия курсида сиз текисликни 
Узига аксланишлари билан танишган эдингиз. Турли 
аксланишлар орасида текисликни узига масофани сак- 
ловчи аксланишлари ажратиб олинган эди. Бурилиш, 
УККа нисбатан симметрия, марказий симметрия ва парал- 
лел кучириш ана шундай аксланишлар булиб, улар 
силж иш лар  деб аталади. Бу силжишларнинг таъриф- 
ларини эслатиб утамиз.

О м арказ атрофида бурилиш  деб текисликни шун- 
* дай силжишига айтиладики, бунда: 1) О нуцта узига 

аксланади ва 2) ихтиёрий \Ох)  нур билан унга мос 
[Cbcj) нур орасидаги бурчак бир хил (узгармас) х  
катталикка эга. 0° га бурилишда текисликнинг барча 
нуь;талари уз урнида колади (*ар бир ну^та узига 
аксланади); бундай алмаштириш айний алмаштириш  
дейилади.

Агар О нукта M M i  кесманинг уртаси б^лса, М  ва 
M í нукталар О м а р ка зга  нисбатан симметрии  дей и­
лади (1-чизма). О марказ уз-узига симметрик д еб  
*исобланади.

Текисликни узига аксланишида *ар бир нуцта О  
марказга нисбатан узига симметрик нуцтага аксланса,

I

И

1-чизыа Й-чнэы»
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бундай аксланиш  м а р к а зи  О нуцт ада  б улга н  си м ­
м ет рия  дейилади.

Агар кесма I турри чизицца перпендикуляр ва
бу турри чизик билан тенг иккига булинса, М  ва M t 
нуцталар I турри яизицца  нисбат ан сим м ет рии  деб  
аталади. I турри чизицнинг исталган нуцтаси уз-узига 
симметрик деб хисобланади (2-чизма). Берилган I туг- 
ри чизицка нисбатан х>ар бир ну^та узига симметрик 
нуцтага аксланса, текисликнинг бундай силжиши I у ц л и  
уцца  нисбат ан сим м ет рия  деб аталади. I турри чизик 
сим м ет рия  у ц и  деб аталади.

П а р а л л е л  кучириш  деб текисликнинг узига шун- 
дай аксланйш ига айтиладики, бунда текисликнинг бар- 
ча нуцталари бир йуналишда бир хия масофага кучади.

VI—VIII синфлар геометрия курсида параллел кучи- 
риш силжиш булиши исботланган эди.

Ноль масофага параллел кучиришни текисликни 
узига айний алмаштириш деб цараш мумкинлигини 
кайд эти б утамиз. Текисликни узига айний аксланиш и 
бир вактнинг узида *ам бурилиш, ^ам параллел кучи- 
риш буладиган ягона силжиш дир.

Геометрия курсида параллел кучириш га янги ном: 
вектор  номи берилганлигини эслайлик. Вектор туш ун- 
часи математика, физика ва техниканинг турли со^а- 
ларида кенг татбиь; цилинадиган энг му^им математик 
туш унчалардан бири булганлиги сабабли бу туш унчани 
урганишга батафсил тухталиб утамиз. Д астлаб ф азони  
а лм а ш т и р и ш  туш унчасига таъриф  берамиз.

Т а ъ р и ф. Ф азони  алм а ш т и р и ш  деб, фазонинг узига 
шундай аксланиш ига айтиладики, бунда исталган турли 
икки нуцта турли образларга эга булади.

Фазони алмаштириш тушунчасининг маъноси текис­
ликни узига аксланиши тушунчасининг маъносига ух- 
шаш. Ф азода ^ам марказий симметрия, укка нисбатан 
симметрия ва параллел кучириш (вектор) худди текис- 
ликдаги каби аникланади.

Фазони ихтиёрий алмаштиришни /  орцали белгила- 
нади. /  (А) =  В  ёзув /  алмаштириш А  нуцтани В  нуц- 
тага акслантиришини билдиради.

Икки Ф 1 ва Ф 2 фигура берилган булсин. /  (Ф ^  =  Ф 2 
ёзув /  алмаштириш Ф г фигурани Ф 2 фигурага акслан­
тиришини билдиради.

Фазонинг ^ар бир нуктасини уша нуцтанинг узига
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акслантирадиган алмаштириш фазони а и н и и  а л м а ш - 
т ириш  дейилади ва Е  билан белгиланади'.

Ш ундай килиб, фазонинг ихтиёрий А  нуцтаси учун

/ х ва / 2 алмаш тириш ларни кетм а-кет бажариб, нати- 
жада f \ ва / 2 а л м а ш т и р и ш л а р н и н г  ко м п о зи ц и я си  деб 
аталувчи янги /  алмаштиришни ^осил киламиз. Алмаш­
тириш лар композицияси / 2° / \  билан белгиланади.

Ёзувнинг тартибига эътибор беринг. / 2о / 1 белгилаш да 
биринчи баж ариладиган алмаштириш унг томонда 
ёзилган.

ва / 2 алмаштириш лар композициясини бопщ ача 
белгилаш хам мумкин.

/ Х(А) =  В  ва / 2 (£)  =  С булсин, бунда Л —фазонинг 
ихтиёрий ну^таси. У холда ва / 2 алмаш тириш лар 
композицияси /•2 ( / \ (А ) )  =  С каби ёзилади.

А лмаш тириш лар композициясига иккита мисол кел- 
тирамиз:

а) уклари а катталикдаги бурчак остида кесиш увчи 
икк’и укка нисбатан симметриянинг композицияси (3- 
чизма) маркази О  нуктада ва бурилиш  бурчаги 2а 
булган бурилишдир;

б) уклаРи параллел булган икки укка нисбатан сим­
метриянинг композицияси (4-чизма) параллел кучириш - 
дир (вектордир).

Ф азода бирор /  алмаштириш берилган булсин. /  
алмаштириш га т ескари  а лм а ш т и р и ш  деб  шундам / ~1 
алмаштиришга айтиладики, бунда / _1о / = Е  булади.

Е  (А) =  А.

Ьги 0̂ Ц-о 
Щ ■ Мг

3-чизма 4-чизма

О
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Шундай цилиб, агар /  фазони бирор алмаштириш, 
/ - >  эса унга тескари алмаштириш булса, у ^олда фазо- 
нинг *ар бир А  нуцтаси учун / ~ 1 ( / { А ) )  — А  булади.

Масалан, агар /  алмаштириш маркази О нуктада 
ва коэффициента А булган текислик гомотетияси булса, 
уша марказли ва 1/А коэффициентли гомотетия берил- 
ган алмаштиришга тескари алмаштириш булади: ихти­

ёрий А  нуцта учун Н % ( / /£  (Л )) =  Л.

2 - § . Текисликда ва ф азода  параллел кучириш (вектор)

Параллел кучириш моделини куйидагича ясаймиз. 
Бизга икки пластинка берилган булсин, улардан бири 
албатта шаффоф (масалан, плексиглас) булиши керак; 
бу пластинкаларнинг *ар бири текислик модели булиб 
хизмат ^илиши мумкин, улар бир-бирининг устига 
кУйилганда ^ам текислик моделини беради. Энди плас- 
тинкаларни шундай жойлаштирамизки, шаффоф плас­
тинка устида булсин. Устки пластипкада ихтиёрий бир 
нечта нуктани белгилаймиз ва иккала пластинкани шу 
нукталарда тешамиз. ХаР бир тешикдан. ип тушириб, 
ипнинг юкори учини тугун килиб боглаймиз, ипнинг 
пастки учига эса кичикрок юк боглаб куямиз. Модель 
тайёр булди (5-чизма).

Энди устки пластинкани пастдаги пластинка устида 
ихтиёрий йУналиш буйича сурсак, тугунлар ипни тор- 
тади, бу иплар нукталар утган йулни курсатади; нук- 
талар конгруэнт ва бир хил йуналган кесмаларга куч- 
гани моделдан куриниб турибди.

Бу моделдан фазода параллел кучиришни кузатишда 
^ам фойдаланиш мумкин. Бунинг учун пастки плас­
тинкани ма^камлаш (ушлаб туриш) керак, устки плас­
тинкани эса у пастки пластинкага ^амма вакт параллел 
булиб коладиган килиб.кутариш ва ихтиёрий томонга 
суриш мумкин (б-чизма).

Т а ъ р и ф .  Устма-уст тушмайдиган А  ва В  нукталар 
жуфти (Л; В) билан аникланадиган вектор  (п а р а л л ел  
кучириш) деб , фазони мана бундай алмаштиришга айти- 
лади: бунда ^ар бир А х нукта В 1 нуктага шундай акс- 
ланадики, [Л, нур [А В ) нур билан бир хил йунал­
ган ва | Л! | масофа | А В  | масофага тенг булади. Бу

ю
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5-чизма 6-чизма

вектор АВ  символ ёки а, Ь, с  ва к. символлар би­
лан белгиланади.

а  =  АВ  вектор А  нуктани В  нуктага акслантирувчи 
фазони алмаштиришдир, шунинг учун а  (Л) =  5  д еб  
ёзилади.

[АВ) нур билан аникланадиган йуналиш А В  век-

торнинг йуналиши, \А В \  масофа зса А В  векторнанг

у зу н л и ги  деб  аталади. А В  векторнинг узунлиги | в | = »

| А В  | билан белгиланади.
Айний алмаштиришни берадиган вектор ноль вектор

дейилади ва А А , В В  ёки 0 билан белгиланади. Ноль 
векторнинг узунлиги нолга тенг. Ноль вектор учун 
йуналиш тушунчаси киритилмайди.

J âp бир а ф  О вектор Узининг йуналиши ва узун- 
лигн билан тулик аникланади.

Чизмада А В  векторни одатда боши А  нуктада в* 
охярн В  нуктада булган [А В \  кесма (турри чизик кво»

И
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маси) билан тасвирланади. Бундай кесма Щ налган  
кесм а  дейилади. Битта векторнинг узини тасвирлаш н 
мумкин булган чексиз куп йуналган кесмалар м авж уд- 
лиги равшан. М асалан, б-чизмада [.Л5], [A¡ В^\, [А^В^] 
ва к. йуналган кесмалар битта векторни тасвирлайди:

~АВ =  Л , в \ А 2 В 2 =  . .  .

А В  =  а  буладиган \А В ]  йуналган кесмани ясаш а  
векторни А  нуцт адан цу&иш дейилади.

Ф азо векторининг куйидаги хоссаларини исботсиз 
келтирамиз:

1) вектор бу силжиш дир;
2 ) вектор нурни-у билан бир хил йуналган нурга 

(ва, демак, тугри чизи^ни унга параллел тугри чизикка) 
акслантиради;

3) вектор текисликни унга параллел текисликка 
акслантиради.

Ф изикада турли й унал ган  ка т т али кл ар:  куч, тез- 
лик, тезланиш ва к. вектор (одатда йуналган кесма 
билан берилади) ёрдам ида яккол тасвирланади. Ш у 
билан бирга бундай йуналган катталик куп лолларда 
фазонинг маълум нуктаси билан узвий боглик булади. 
М асалан, куч узининг цуйилиш нуктаси билан узвий 
боглик. Кучни характерлаш  учун унинг кийматини, 
йуналишини ва куйилиш  нуктасини билиш керак. Ш у 
сабабли бундай катталикларни тасвирлаш  учун бог-  
л ан ган  векторлар  (боши тайин нуктада фиксирланган 
векторлар) деб  аталувчи векторлар кулланилади.

3- §. Векторлар йигиндиси

Д астлаб, куйидаги теорема билан таниш амиз ва бу 
теорем а асосида икки вектор йигиндиси туш унчасини 
таърифлаймиз.

' Г е о р  е м  а. И кки векторнинг композицияси век- 
тордир.

□  Икки а  ва & вектор берилган булсин. Ихтиёрий 
икки М  ва N  нуктани оламиз.

а  вектор М  нуи;тани a  нуцтага, N  нук*
тани эса a  (N) =  N l нуктага акслантиради. b  вектор 
Ж , нуктани b (M t) =  М 3 нуктага, нуь;тани*эса b 
=  7V2 нуктага акслантиради (7- чизма). У нда b  о а

12
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и
7-чиз.ча

композиция М  ва N  нук;таларни мос равишда М 2 ва 
N ¡  нукталарга акслантиради.

Вектор бу силжишдир, шунинг учун
|М А '| = | М , Л М  =  |УИ2М |.  ( 1)

Бундан тацщари, вектор нурни у билан бир хил йу- 
налганнурга акслантиради, шунинг учун íM N ) Т Т [Ai, N¡) 
ва [A í.t f ,)  И  [M 3N J .

Транзитивлик хоссасига кура
\M N )  11 [ M 2N 2). (2)

( 1) ва (2) дан [AW2] кесма [ М М 2\ кесмадан парал- 
лел кучириш билан ^осил булиши келиб чицади ва 
шунинг учун

| N N 21 =  | М М ,  |, [ N N 2) 1 1 [М М 2). (3)
М  ва N  фазонинг ихтиёрий нукталари булгани учун 

килинган исбот boa композиция вектор эканлигини бил- 
диради. В

Т а ъ р и ф. Икки а  ва b векторнинг композицияси 
а  ва b вект орларнинг  й и ги нд и си  дейилади ва а  +  Ь 
билан белгиланади.

Ш ундай килиб, таъриф га кура
а  +  b  =  boa.

Ихтиёрий учта А, В  ва С нукта берилган булсин 
(8- чизма). Икки вектор композицияси ^ацидаги теоре- 
мага кура

А В +  В С  -  А С  (4)
тенгликни ёзиш мумкин.
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8-чнзма 9-чизма

□  ^акикатан хам, А В  вектор А  нуктани В нуктага 

акслантиради. ВС  вектор В  нуктани С нуктага акслан-
> —►

тиради, бу векторларнинг ВСоАВ  композицияси эса А  
нуктани С нуктага акслантиради.

(4) тенгликни уч ну и; та цоидаси  ёки учбурчак цои> 
даси  дейилади. Учбурчак коидаси учала нукта бир t^ f-  
ри чизикда ётганда ,%ам ёки бу нукталар ^атто устма- 
уст тушганда *ам уринли булади (9- чизма).

Равшанки, а - { - 0  =  а .
Икки а  ва Ь векторнинг йигиндисини тасвирлаш 

учун ихтиёрий А  нуктани танлаш ва ундан А В  =  а  век- 

торни куйиш керак, с^нгра В  нуктадан ВС  =  Ь вектор- 

ни к^йиш керак. У *олда [АС] йуналган кесма А В  

ва ВС  векторлар йигиндисини тасвирлайди:

а - \ -Ъ  =  А В  +  ВС =  АС — с.
Т а ъ р и ф .  Уч а , Ь ва с векторнинг йигиндиеи  деб, 

икки а  ва & вектор йигиндисига с векторни кушищДан 
^осил булган векторга айтилади.

Шундай килиб,
d  "f* Ъ “f- с  =  (л -f- b ) -f- с .

Туртта вектор йигиндиси шунга ухшаш аникланади: 
л  "f* Ъ с d  — (о "Ь Ъ с) -f- d  ва ){. к.

10 ва 11- чизмаларда мос равишда учта ва туртта 
векторларнинг йигиндисини тасвирлайдиган йуналган 
кесмаларни кандай ясаш курсатилган.

М
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10-чизма

11 -чизма

Умуман, уч ва ундан ортиц векторларнинг йигиндиси- 
ни тасвирловчи йуналган кесмани ясаш талаб цилин- 
ганда „к;упбурчак коидаси“ деб аталувчи- цоида кулла- 
нилади.

Бу цоида куйидагича. а ,  Ь, с, й ,  е , /  векторлар  бе- 
рилган б^либ, уларнинг йигиндисини тасвирлаш  талаб  
Килинсин.

Фазонинг ихтиёрий О нуктаси танланади ва бу нуцта- 
дан а  векто'рни тасвирлайдиган [ОЛ] йуналган кесма 
Куйилади; А  нуктадан Ь векторни тасвирловчи [А В \  
кесма куйилади.

Ясашни барча вектор-цуш илувчилар тугагунга кадар  
давом эттирилади. Хосил булган синиц чизикни ёпиб 
турган [О /7] йуналган кесма вектор-йигиндини тасвир- 
лайди (12- чизма).

М а с а л а .  А В С О А х В хС хО х параллелепипед берил-

ган, А В , В^Сг, С С и В 1А 1, В 1В  векторлар йигиндисини 
топинг.

Д  К^пбурчак цоидасини кулланиб, куйидагини *о- 
сил циламиз (13- чизма):

а в  +  а д  + ~ с с 1 ч -" я Г а +  = А В  +  ВС +

Ч" СС-1 - |- С]£)х Е) £ ) ^ == АО.
16
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12-чизма 13-чнзма

4- §. В екторларни цуш иш нинг урин алм аш тириш  
(ком м утативлик) хоссаси

Т е о р е м а .  В ек т о р л а р н и  цуисиш, к о м м ут а т и вд и р , 
яъ н и  и хт и ёр и й  а  в а Ь  вект о р ла р  ук ун  цуйидаги  т енг - 
л и к  баж арилади:

л  Ъ =  Ъ а.  ( 1)
□  Бизга икки а  ва Ь вектор берилган булсин. И х ­

тиёрий А  нуктадан А В  =  а  векторни куямиз; сунгра Ь

нуктадан ВС  =  Ъ векторни куямиз. А, В  ва С нуцта- 
лар бир тугри чизикка тегишли булмасин, у х;олда икки 
вектор йириндисининг таърифига кура

а  +  Ъ =  А В  + В С  =  АС.  (2)

А В С  учбурчакни А В С О  параллелограммга шундай 
тулдирамизки, бунда учбурчакнинг [АС] томони бу 
параллелограммнинг диагонали булсин (14- чизма). У 
х;олда параллелограммнинг карама-карши томонлари 
булгани учун | А В  | =  | ОС  | ва (АВ)  ¡| (ОС), шунингдек, 
\ А О \  =  \В С \  ва (АВ)  |! (ВС), демак,

ОС  =  А В  =  а , А О  =  ВС =  Ъ.

Энди АС  векторни А О  =  Ь ва ОС  =  а  векторлар- 
нинг йириндиси’куриниш ида ифодалаш мумкин, яъни

АС =  А О  +  ОС =  Ь + а .  (3)

16
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14-чизма

(2) ва (3) тенгликлардан (1) тенглик келиб чи:;ади. ¡2
Теоремани учта А , В  ва С  ну^та бир тугри чизицда 

ётган *ол учун узингиз исботланг.
Векторларнинг куш иш нинг коммутативлиги учта ва 

ундан ортиц векторларни куш иш да *ам уринли.
Векторларни цушишнинг 

коммутативлиги икки вектор 
й иеи н д н си н и  берилган вектор­
ларни тасвирловчи ва умумий 
бош га эга булган йуналган 
кесмаларда ясалган паралле- 
лограммнинг диагонали сифа- 
тида тасвирлаш  имконини бе- 15-чизма
ради (15- чизма).

М а с а л а. К О  -|- Л\С О М  +  С К  йигиндини топинг.
Д  Векторларни кушишнинг коммутативлик хосса-

сини кулланиб, цуйидагини ^осил циламиз: К О  +  М С  4*

+  5м  +  с к —Р?Ь +  5м  +  МС-\- ск.
К упбурчак коидасини цулланиб, ь;уйидагини топамиз:

ко  +  ом +  мс +  ск =  а х = о .  а
5- §. Векторларни цушишнинг группалаш  

(ассоциативлик) хоссаси

Т е о р е м а .  В е к т о р л а р н и  цуиши* ассоциативдир,  
яъни и хт и ёр и й  уч т а  а, Ь ва с вектор уч ун  ц уйидаги  
т е н г л и к  баж арилади\

(а+ &) + «?=» а + (& + «?). (1)
□  Ихтиёрий А  нуктадан А В  =  а  векторни куямиз; 

В  нуцтадан ВС =  Ь векторни куямйз; б н зщ тад ан  СО*= с

www.ziyouz.com kutubxonasi



16-чизма

векторни куямиз (16- раем). Л, В, С  ва О  нуцталардан 
\еч  бир учтаси бир тутри чизицда ётмасин. А  ва О  
нукталарни [А й ]  кесма орцали ,туташтирамиз.

Векторларни куш иш таърифини ва учбурчак коида- 
сини ку^ланиб, (1) теигликнинг чап томонини куйидагича 
ифодалаймиз:

(а +  Ъ ) + с  =  (АВ +  ~ВС) +  С Ь  =  А С  +  С В  =  А О , (2)
V

(1) тенгликнинг унг томонини эса цуййдагича ифо­
далаймиз:

(Ь -р с) — А В  {ВС -|- СО) 
л>

А В  +  В О  =  А О .  (3)

(2) ва (3) дан исботланаётган (1) тенг- 
лик келиб чицади. 3  
. чЛ, В, С ва О  нуцталарнинг бош цача 
жойлаш иш  ^оллари учун  теоремани мус- 

Ь такил исботланг.
Теорема ихтиёрий сондаги цуш илувчи 

векторлар учун уринли.
М а е  а л а. А В С О  учбурчак ли пира­

мида берилган. А В  +  СО  +  В С  +  О  А  
йигиндини топинг.

Д  В екторларни цушишнинг коммутативлик ва ассо- 
циативлик хоссаларини цулланиб куйидагиларни ^осил 
циламиз (17- чизма).

17-чизма

А В  +  С й  +  ВС  +  О  А  =  А В  +  ВС +  СО  +  й А  — 

(А В +  ВС) +  (с Ь  +  £М) =  А С  +  С А - * А А - 0 .  А

18
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Равшанки, А В  ва В А  векторларнинг йигиндиси ноль 
векторга тенг. о

Т а ъ р и ф .  Йигиндиси ноль векторга тенг ихтиёрий 
икки вектор царама-царши. вект орлар  дейилади.

а  векторга карама-карши вектор — а билан белги- 
ланади. Демак, таърифга кура

а  +  (— а) =  0 .
Таърифдан карама-царши, векторлар бир хил узун- 

ликка ва карама-карши йуналишга эгалиги келиб чи- 
кади.

Т а ъ р и ф .  Икки а  ва & векторнинг айирмаси  деб  
шундай с векторга айтиладики, бунда с =  а  +  (— Ь) 
булади.

а  ва & векторлар айирмаси а — Ь билан белгилана- 
ди. Шундай килиб, таърифга кура а  — b =  а +  (— &). 

Равшанки, агар с =  а  — Ь булса, у холда с + Ь  =  а.
□  ^акицатан хам (18- чизма), векторлар айирмаси 

таърифидан ва векторлар йигиндиси хоссаларидан фой- 
¡ даланиб, куйидагини хосил циламиз: 

с +  Ь =  (а +  (— Ь)) +  Ъ =» а +  ((— tí) -f b) — а +  0 —а . 3  
Тескари даъво хам Уринли: агар

с +  b =  а  булса, у холда с =  а  — Ь. 
Ихтиёрий учта А, В  ва О нуктани карайлик. Век­

торлар айирмасининг таърифига асосан ОВ — ОА  айир» 

ма АЯ га тенг (19- чизма):

ОВ — ОА  =  АВ.

6- §. ^арама-царши векторлар. Векторларни айириш

»•

18гчизма 18-чизма

19
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Бу формулани к^пинча векторлар айирмаси форму­
л а м  дейилади. Бу формулани чизмага мурожаат кил- 
масдан кулланиш мумкинлигири пайцаш кийин эмас; 
бунинг учун берилган ва изланаётган векторларнинг 
ёзилишида ^арфларнинг келиш тартибини диккат билан 
кузатиш етарли. Месалан,

р Ъ — т — щ .
•)• ____I ф

М а с а л а .  А В С й  тУрт-

бурчак берилган. АО-=.АС—

— АВ. А В С й  параллелог­
рамм эканлигини исбот ки- 
линг.

Д  20- чизмани карайлик. 
Векторлар айирмаси форму-

1 ласига кура А С  — А В  — ВС

га эгамиз. Шартга кура АС  — А В = А й .  Демак, ВС=АЕ>.  
У холда \ В С \ = \ А Ъ  \ ва (ВС) || (А О )]А В С О  — парал­
лелограмм аломатига кУра параллелограммдир.^

7- §. Векторни сонга купайтириш

Энди векторлар устида яна бир амал — векторни 
сонга купайтириш амалини куриб чицамиз.

Т а ъ р и ф .  Ноль булмаган а  векторнинг х  Ф  О сонга 
купайт маси  деб,'узунлиги |л:| • | а |  га тенг, йуналиши 
эса х  >  0 булса, а  нинг йуналиши билан бир хил, д :< 0  
булса, унга карама-карши булган векторга айтилади..

Ноль векторнинг ихтиёрий х  сонга купайт м аси  
ва ихтиёрий векторнинг ноль сонига купайт маси  
деб  ноль векторга айтилади.

а  векторнинг х  сонга купайтмаси х - а  билан белги- 
этанади (сонли купайтувчи чап томонга ёзилади). Таъ- 
рифга кура исталган а  вектор ва исталган х  сон учун 
| х - а |  = | * |  • \ а\ .

21- чизмада а  векторнинг 2; — 2; 0 сонларига ку- 
пайтмаси курсатилган.

Векторни сонга купайтириш амали куйидаги хосса* 
ларга эга:
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1. Ассоциативлик (группалаш) хоссаси:
х ( у ‘а)  =  ( х- у ) - а .

2. Вектор купайтувчига нисбатан дистрибутивлик 
(тацсимот) хоссаси:

Х ’а - { - у ‘а  =  (х +  у ) а .
3. Сонли купайтувчига нисбатан дистрибутивлик 

(тацсимот) хоссаси:
х - а  +  х - Ь  =  х-  (а +  &).

Лектории сонга купайтириш хоссаларини исботсиз 
цабул киламиз (исбот планиметрия курсидаги тегиш ли 
хоссаларнинг исботларига ухш аш ).

М а с а л а .  А В С й  параллелограммда М  нукта диаго- 
налларнинг кесишиш нуктаси. Куйидаги холларнинг хар 
бирида А к^пайтувчини топинг:

1 Ж  =  к - & Ь ; 2 ) 1 Ю = к - Ш ; 3 ) А С = к - С Л { - , 4 ) £ В = ‘

=  £• ВО ;  5) А А  =  к • СС.
Д  Векторни сонга купайтириш таъриф ларига асосан 

куйидагиларга эгамиз (22- чизма).

1) СА ф О , М С ] [ СА,  | С А  | = 2 - |  М С  |, бундан 

к =  —

2) В М  =^0, В  М. 11 В О , \В О \  =  2* \ В М \ ,  бундан 2;

3) С М ^ 0, С М \ \ А С ,  | С Ж | = 1  | А С  |, бундан

4) В  В  =  0, В й  — 0, бундан И =  0;

5) А А  - 0, СС  =  0. бундан к — ихтиёрий с о н . ^

21-чизма 22-чнзма
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Т а ъ р и ф. Й^налиши бир хил ёки карама-карши бул- 
ган иккита нолмас вектор коллинеар  дейилади.

М а с а л а н, 1б-чизмада В С  ва А О , ВС  ва О  А  вектор­

лар коллинеар, А В  ва СО, А В  ва А С  векторлар нокол- 
линеардир.

Агар а  ва Ь векторлар коллинеар булса, а  вектор 
Ь векторга, Ъ вектор эса а  векторга коллинеар дейи­
лади.

Ноль вектор таърифга к^ра ихтиёрий векторга кол­
линеар булади.

Т е о р е м а ,  а вектор ноль булм аган  Ь векторга  
колли неар  булиши учун

а =  к.Ь (1)

шартни цаноат лант ирадиган  Л сон мавж уд булиши  
за р ур  ва ет арлидир.

□  Теореманинг етарлилик шарти равш ан. ^ ак и к а- 
тан хам, агар бирор £ да (1) тенглик баж арилса, у 
холда векторни сонга к^пайтириш таърифи хам да кол­
линеар векторларнинг таърифига кура а  ва & вектор­
лар коллинеардир.

З а р у р л и г и .  а  вектор ноль булмаган Ь векторга 
коллинеар булсин. Куйидаги уч хол булиш и мумкин:

а \ \ Ь ,  а [ \ Ь ,  а  =  0.

Агар а \ \ Ь  булса, у х о л д а  а  =  у щ - Ь ,  яъни ¿ =

Агар а  \ \ Ь булса, у холда а  =  — • Ь, яъни к =  —

_ 1£ ]
\ ь \
Агар а  =  0 булса, у холда а  =  0 & , яъни к =  0. 

Зарурлиги  и сб о т л ан д и .||
(1) формуладаги А сон ягоналигини курсатамиз.
□  Ш ундай ^ ва /г, мавжудки, а  =  && ва 

булсин дейлик. Унда к Ь — к^Ь—0 ва, демак, (£ —
=  0. Ь ф  0 булгани учун к =  к^ЦЦ

М а с а л а. А В  +  СВ  +  2В А  ва А С  векторлар кол­
линеар эканлигини исботланг.

8- §. Коллинеар векторлар
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Л  Векторлар устида амалларнинг хоссаларидан 

фойдаланиб, куйидагини *осил циламиз: А В  +  СВ  +  

+  =  ¡ Щ  +  ( В А - В С )  =  0 + С Л  =  СЛ = -

— АС. Ш ундай килиб, у  А С  =  к- (А В  +  СВ  +  2 В А)  бу-

ладиган £ =  -^сони топилди. Д ем ак, векторларнинг кол-
линеарлиги аломатига кура масала ш артида берилган 
векторлар коллинеардир.Д

9- §. В екторнинг у щ а  проекцияси

Узунлик улчов бирлиги танланган бирор I турри 
чизицни карайлик. А  ва В  нукталар I турри чизикнинг

\ А В \ = \  булган нукталари булсин. У *олда А В  ва В А  
векторлар I тугри чизицнинг бирлик векторлари д е й и ­
лади,

Турри чизицнинг бирлик векторлари унда йуналиш - 
ларни аниклайди. Бу йуналишлардан бири мусбат йу- 
налиш, иккинчиси эса манфий йунадиш дейилади.

Т а ъ р и ф .  М усбат йуналиш ва узунлик у^лчов бир­
лиги берилган тугри чизик уц  дейилади. Йуналишни 
аниклайдиган е  ( | £ | = 1) вектор уцнинг б и р л и к  век-  
т ори  дейилади.

т  бирор тугри чизик булсин. А  £ т  нуцтани оламиз 
ва (АВ) т  тугри чизик утказамиз. {АВ) Г) т  =  А х 
булсин. А х нукта А  нуцтанинг т  тугри чизицдаги п р о - 
ек ц и я си  дейилади (23- чизма).

Агар А  £ т  булса, у ^олда А  =  А х.

83-чизма 24-чизма
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Бундай т^гри чизик сифатида йуналишни берувчи в

бирлик векторли бирор I Укни Карайлик. а  *= А В  их* 
тиёрий вектор булсин (24- чизма).

А х ва В,  оркали А  ва В  нукталарнинг I Укдаги 
проекциясини белгилаймиз.

Йуналган [АХВ Х\ кесма билан тасвирланадиган век-

торни А В  векторнинг I укдаги вект ор п р о екц и яси  дей-

миз ва прг А В  символ билан белгилаймиз.

Агар {АВ) || I булса, у холда пр/ А В  =  А В \  агар

{АВ)  _|_ I булса, у холда npz А 5  =  0. Агар А В =  0б}м*

са, прi А В  =  0.

I ук, е унинг бирлик вектори булсин. А 1В Х*° npzA 5

булсин. Равшанки, е ва А ХВ Х векторлар коллинеар. У

холда шундай х  сон мавжудки, А ХВ Х «■“ х е  булади. х

сонни А В  векторнинг I укдаги с к а л я р  проекцияси  (ёки

оддийгина проекцияси)  деймиз ва прг A S  символи билан 
белгилаймиз.

Шундай килиб, пр/ А В  =  (пр  ̂А В ) ‘ е.
Векторнинг I укдаги проекциясининг баъзи хосса- 

ларини куриб чикамиз.
1- т е о р е м а .  И к к и  вект ор йигиндисининг  ( а й и р - 

м асининг)  и хт и ёр и й  уцдаги  п р о екц и яси  бу век т о р ла р  
п р о ек ц и я л а р и н и н г  й игиндисига  (айирм асига )  тенг.

□  а  — & =  а  +  (— Ь) булгани учун бу теоремани 
икки вектор йигиндиси учун исбот килсак етарли.

а  =  А В ,  Ъ =  ВС  булсин, у холда а  +  Ь =  А В  -\-ВС =

=  А С  (25- чизма). А , В , ва С, оркали А, В  ва С нук­
таларнинг I укдаги проекцияларини белгилаймиз. У 
Холда бундай ёзиш мумкин:

А ХВ Х =  х х е, В ХС Х =  х 2 е, А ХСХ =  х е ,  

бунда х , ' =  rip, а, х 2 =  пр, Ь, х  — пр, (a - f  b). Лекин биз 

х е  =  А ХСХ — А ХВ Х В ХС { =  х хе - ¡ -х 2е =  {хх +  х 2) е га 
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А/ А.

25-чизма

эгамиз. Ву ердан х  =  х 1 +  х 2 келиб чицади, яъ ни  
пр,(а +  Ъ) — пр, а +  пр, & .Д

2 - т е о р е м а ,  к а вект орнинг  и х т и ё р и й  I уцдагч  
пр о екц и яси  уш а а вект орнинг  п р о ек ц и я си н и  к со т а  
к у п а й т и р и л г а н и г а  т енг:

пр ¡(ка) =  £ п р ,а .
□  а векторни I Укда ётувчи О нуцтадан куйпб.

О А =  а векторни хосил циламиз (26- чизма). А, оркали 
А нуктанинг I турри чизиадаги проекциясини белгилай- 
миз. У холда (ААХ )_!_ I. О марказли ва ^  коэффициентли 
гомотетия А нуцтани В нуцтага, А, нуч'тани эса В1 
нуктага акслантирсин. У холда гомотетиянинг хоссаси- 
га кура (ВВХ) || (ААХ) ва (ВВХ)±_ I, Д емак, 5 ,  нуцта В 
нуктанинг I т^гри чизицдаги проекцияси экан. Гомотети ч

таърифига кура цуйидагига эгамиз: 0 5 = Ю А « = £ а ,  ОБ,=

=  к О А,.  Лекин ОА, * = х е ,  О В х ^ х х е, 
бунда х  =  пр, а, дг, =  пр ¡ ( к а ) .  Шун-

дай килиб, х , е — ОВх=  кОА1=к(хё)=
— (к х ) е , бундан х х =  кх,  яъни 
пр, (ка) =  £пр, а. Ц

.  9 \ »1
6 В, Аг

26-чизма 27-чпзма
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M a c a  л a. ABC  тугри бурчакли учбурчак берилган

(С =  90°, Á  =  30°). Йуналган 1А£] кесма бирлик вектор-

нн аниклайди. СВ  векторнинг АВ  вектор билан аник- 
ланадиган укдаги вектор ва скаляр проекцияларини 
топинг.

Д  С ва В нуцталарнинг {АВ) укдаги проекциясини 
топамиз. Улар мос равишда D  ва В  нукталардир

(27- чизма). У холда D B  = п р (АВ) СВ.

30°ли бурчакка эга тугри бурчакли учбурчак хосса- 
сига кура: \ СВ\  = - j |  А В\ ,  D B  =  j ( C B )  ни хосил кила-

миз, бундан \ D B \  =  ~ \ А В \ .

Шундай килиб, D B  — 4- А В  ва, демак, пр С 5 =
4 (АВ)  4

Векторнинг укдаги проекцияси таърифи ва проек- 
цияларнинг хоссалари текисликдаги векторлар учун 
хам, фазодаги векторлар учун хам уринлигини цайд 
этиб утамиз.

10- §. Икки вектор орасидаги бурчак

Фазода икки йуналиш орасидаги бурчак тушунчаси- 
ни караймиз. VI — VIII синфлар геометрия курсида те- 
кисликда йуналиш тушунчаси каралган эди.

Худди текисликдагидек, фазода хам йуналиш деб  
хар бирн берилган нур билан бир хил йуналган барча 
нурлар тупламига айтилади. Шундай килиб, йуналган 
нурлар тупламидан олинган исталган нур (йуналг.ан 
кесма узи тасвирлайдиган векторни тулик аниклагани- 
дек) шу йуналишни тулик аниклайди. Шунинг учун 
фазода йуналишни одатда факат битта нур ёрдамида 
берилади.

Томонлари мос равишда бир хил йуналган икки ка- 
варик бурчак бир хил катталикка эгалигини исботлаш 
мумкин.

Шу сабабли куйидаги таърифни кабул килишимиз 
табиий.

Т а ъ р и ф. И кки йуналиш орасидаги бурчак  деб бу  
йуналишларнинг умумий учга эга б^лган ихтиёрий икки 
нур и орасидаги бурчакнинг катталигига айтилади.
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Агар икки 1Х ва /2 нур берилган б^лса, у ,холда улар 
й^налишлари орасйдаги бурчак

® =  ( 1 ^  к)  
билан белгиланади, бу ерда

9 е  [0°; 180°].
Шундай килиб, йуналишлар орасидаги бурчак бу  

катталикдир (геометрик фигура эмас).
Т а ъ р и ф. Н о л ь  б у л м а г а н  и к к и  вект ор ор асидаги  

бурчак  деб, бу векторлар йуналишлари орасидаги бур- 
чакка айтилади.

а  ва & векторлар орасидаги бурчак
/Ч

(а, Ь) =  <р
билан белгиланади (28- чизма).

Агар а  ва & векторлар орасидаги бурчак 90° га тенг 
б^лса, у холда бу векторлар перпендикуляр дейилади  
ва цискача а _\_Ь деб ёзилади.

/Ч
Агар а \  \Ь б^лса, у *олда (а; Ь) =  0°, агар а \ \ Ь )

/ч
булса, у холда (а; &) =  180° булишини кайд этиб утамиз.

Агар тугри чизиклар кесишса, у холда улар ораси­
даги бурчак деб, бу тугри чизиклар хосил киладиган 
бурчаклардан кичигининг катталигига айтилади.

Агар тугри чизиклар айкаш булса, у холда улар 
орасидаги бурчак деб айкаш чизщл'арга параллел бул- 
ган кесишувчи тугри чизиклар орасидаги бурчакка ай­
тилади (29- чизма).

Т а ъ р и ф. В ек т о р  б и л а н  у ц  орасидаги буряак  деб  
Ук йуналиши билан вектор йуналнши орасидаги бур­
чакка айтилади.

28-чизма
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Энди проекцияларнинг яна бир хоссасини куриб 
чицамиз.

Т е о р е м а .  Векторнинг уцдаги проекцияси проек-  
цияланаётган вектор узунл иг и  'билан вектор ва 
орасидаги буряак косинуса купайтмасига тенг.

* □  А В  векторни тас- 
вирлайдиган \АВ)  кесма- 
нинг боши оркали I укка 
параллел [А В2] нур ут- 
казамиз (30- чизма). У

холда В А В 2=  <р -  вектор 
билан / уК орасидаги бур- 
чак (таърифга асосан) 
0<<р<90° булсин. Д В А В г 
ни цараймиз: | А В г | =»

Лекин \A B 2\.-=*\Ai B x\ ва, шундай цилиб, |Л , 5 , |  — 

=  | АВ  | • cos <р.

I А х В % | =  пр, | А В  ] б^лгани учун

прг А В  =  | А В  | • cos <р. (1)
Агар 90° <  <р <  180° булса, (1) тенглик cos (180°— <р) =  

=  — cos 9  га кура уз кучида колади . 0

11- §. Текисликда векторни икки
ноколлинеар вектор б^йича ёйиш
а  ва Ъ векторлар ноколлинеар булсин. У холда, агар 

х  ва у  сонлар
л - а  +  У-Ь =  0 (1)

шартни цаноатлантирса, х = » 0  ва у •= О булади.

29-чизма

28

30-чизма 

=  | АВ  | * cos ср.
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□  Хакикатан хам, масалан, х  ф  0  булса, у холда
( 1 ) дан

экани келиб чикади. Бу эса а  ва Ь векторларнинг но- 
коллинеарлигига зид. Шундай цилиб, х  =  0.

у =  0  экани хам худди шунга ухшаш курсатилади.Ц  
Т а ъ р и ф .  а ,, а>, а„ векторларнинг я и з и ц л и

ком б и н а ц и яс и  деб, бу векторларнинг бирор х и х 2.......
х„ сонларга купайтмаларининг йигиндисига айтилади.

Масалан, За — Ъ Ь  — ~  с ифода а, Ъ ва с векторлар­
нинг чизикли комбинациясидир.

Т е о р е м а .  Теки сли кд а ги  и х т и ё р и й  т  вектор и н к а  
а ва Ь н о к о л л и н е а р  векторнинг  я и з и ц л и  к о м б и н а ­
цияси к у р и н и ш и д а  т а сви р ла ни ш и  м у м к и н ,  шу б и л а н  
бирга бунда й тасвир ягонадир:

□  а, Ь ва т  векторлар битта О нуктада куйилган 
б^лсин (31- чизма). Агар бунда т  вектор а  ва & век- 
торлардан бирига коллинеар б^либ колса (масалан, а  
векторга), у холда бирор х  сон учун т  =  х-а =  х  а —
— 9-Ь га эгамиз. Шу билан т  вектор (2 ) куринишда 
тасвирланди.

Агар т вектор а векторга хам, Ь векторга хам кол­
линеар булмаса, у холда М  нуктадан [О В ) ва [О А ) га 
параллел тугри чизицлар утказиб (31- чизма), т  =»

=  ОЕ  4- ОР  га эга буламиз. Аммо бу холда вектор­
ларнинг коллинеар лик аломатига кура шундай х  ва у

т  =  х - а  — у-Ь. (2)

С

81-чизма 32-чизма
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сонлар мавжудки, ОЕ =  ха, ОР =  уЬ  б^лади, бундан 
эса (2) тенглик келиб чицади.

Бундай тасвирланишнинг ягоналигини курсатамиз. 
т — хх а +  ух Ь =  х2 а +  у2 Ь б^лсин. У холда (л:, — х2) 
а +  (У1 — Уг) Ь =  0. Лекин а ва Ь векторлар нокелли- 
неар булгани учун бу тенглик фацат х х = х 2 ва у, = у 2 
булганда Уринли булиши мумкин. Ягоналиги исботлан- 
ди. Щ

Агар вектор бирор векторларнинг чизицли комби- 
нацияси сифатида берилган б^лса, у .чолда бу вектор 
шу векторлар б^йнча ёйилган дейилади.

Т а ъ р и ф. Текасликдаги. базис деб маълум тартибда 
олинган икки ноколлинеар векторга айтилади.

ех ва е2 бирор базис булсин. У *олда агар а = х е х-Ь 
-\-уе2 булса, л: ва у сонлар а векторнинг шу базисдаги 
координаталари дейилади.

Шундай килиб, текисликдаги базис *ар бир а век- 
торга тартибланган сонлар жуфти х ва у ни бир цийматли 
мос куяди ва> аксинча, сонларнинг з̂ ар бир тартиблан­
ган жуфтига текисликда ягона вектор мос келади.

Текисликда узининг координаталари билан берилган 
вектор а(х;у)  оркали белгиланади.

М а с а л а. Берилган: Л АВС, 0£ [ВС). \ ВО | =  | ОС |, 
[ВМ] — учбурчак АВС нинг медианаси. Агар [ВА] ва 
[.£?£>] й^налган кесмалар базис векторларни акицласа,

ВМ векторнинг координаталарини топинг.
Д  АВС учбурчакни А£СМпараллелограммгача тул-

дирамиз (32- чизма). У з^олда ВЫ — 2 ВМ =  В А +  ВС; 
ВА =  еи ВО =  е2 деб белгилаб, 2ВМ =  \-е1 +  2-ег ни 

*осил килаыиз, бундан ВМ = у  • ех +  1 -е%.

Шундай цилиб, берилган базисда =  Д

12- §. Компланар векторлар

Саккиз йиллик мактаб геометрия курсидан маълум- 
ки, агар т^гри чизик текислик билан умумий нукталар- 
га эга булмаса ёки шу текисликда ётса, бу т^рри чизик 
текисликка параллел б^лади.
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33-чизма 34-чизма

Агар (ЛЯ) т^гри чизик текисликка параллел булса,

АВ векторни текисликка параллел деймиз. Ноль век­
тор исталгаи текисликка параллел ^исобланади.

. Фазонинг ихтиёрий векторлар тупламини векторлар 
системаси деймиз ва аи а2, ..  . , ап билан белгилаймиз.

Т а ъ р и ф. Агар векторлар системасининг барча век- 
торлари бир текисликка параллел б^лса, бу векторлар 
системаси компланар дейилади (33- чизма).

Шундай килиб, исталган икки вектор хар доим ком- 
планардир.

Равшанки, агар ОА, ОВ ва ОС векторлар компланар 
булса, у холда А, В ва С нуцталар битта текисликка 
тегишли б^лади. Шунинг учун баъзан компланар век- 
торларни битта текисликка утказиш мумкнн дейилади 
(34- чизма).

Учта нокомпланар векторни „параллелепипед цои- 
даси“ деб аталувчи коидэ буйича кушиш билан тани- 
шамиз.

а, Ь ва с векторлар нокомпланар булсин (35- чизма).

Ихтиёрий О нуктадан ОА =  а , ОВ =  Ь ва ОС =  с век- 
торларни куямиз ва [ОА], [0 5 ]  ва [ОС] кирралари 
б^лган параллелепипед ясаймиз. [ОМ] — бу п-аралле-

лепипеднинг диагонали булсин. 0В ,=  АС), ОС =  Е)М 
б^лгани учун

ОА +  ОВ +  ОС =  0А +  Ай +  1 т  =  0М  

б^лади, яъни а -+• Ь +  с =  ОМ,
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о

I

35-чнз.ма

С
36-чизма

Шундай цилиб, учта нокомпланар векторнинг йигин- 
диси уша векторларда ясалган параллелепипеднинг 
диагонали билан тасвирланадиган векторга тенг.

М а с а л а .  Учбурчакли А В С й  пирамиданинг цирра- 
ларидан кайсилари: а) икки коллинеар векторни: б) уч 
компланар векторни; в) уч нокомпланар векторни тас- 
вирлашини курсатинг.

Л  Пирамида тасвирини караймиз. (36- чизма). Кол­
линеар ва компланар векторларнинг таърифларидан 
фойдаланиб, куйидагиларни д;осил киламиз:

а) пирамиданинг >̂ еч цайси иккита турли кирраси 
коллинеар векторларпи тасвирламайди, чунки улар ора- 
сида узаро параллел булганлари йук;

б) [АС],  [СЯ], [ВА]  цирралар (ёки [АО], [/)С] ва 
[АС]) уч компланар векторни тасвирлайди (масалан,

АС,  А В  ва ВС  векторлар);
в) [ОА], [ОС] ва [Ьв] цирралар уч нокомпланар

векторни тасвирлайди (масалан, [ЛО]; [С.О]; [£>Я] век- 
торлар).^

13- §. Векторни учта нокомпланар вектор буйича 
ёйиш

Т е о р е м а .  И с т а л г а н  т  вектор яг о н а  равш ида  
у ч т а  а, Ь ва с но к о м п л а н а р  вект орларнинг  я и з и ц л и  
к о м б и н а ц и я с и  к у р и н и ш и д а  т а с ви р л а н и ш и  м у м к и н , шу  
б и л а н  бирга бундай т а с в и р л а н и ш  ягон ад ир:

(1)
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□  Аввзло а, Ь ва с векторлар системасининг хар 
цайсн икки вектори ноколлинеар эканлигини таъкид- 
лаб утамиз, акс холда а, Ь, е векторлар системаси 
компланар будар эди. Шунинг учун, агар т вектор 
берилган системанинг кандайдир икки вектори билан 
компланар булса, у холда т вектор чизикли комбина­
ция куринишида тасвирланиши мумкин [векторни икки 
ноколлинеар векторнинг чизикли 
комбинацияси куринишида тасвир- ц
ланиши хакидаги теоремага кура
( И - §)]-

т. вектор берилган системанинг. 
хеч канд'ай икки вектори билан 
компланар булмасин (37- чизма).
Барча векторларнн умумиЗ 0 учга

келткрамиз ва Л1 нукта (О М  =  т  N
векторни тасвирловчн [ОМ]  йунал- 
ган кесманинг охири) орцали с 
векторга параллел тугри чизик ут- 
казамиз. Бу тугри чизиц О А В  те- 37-чмзма
кисликни N  нуктада кесиб утади.

Равшанки, ОМ =  О М -I- ИМ.
Кол^инеар векторларнинг хоссасига ва векторни 

икки ноколлинеар вектор буйича ёйиш теоремасига

кура шундай х, у ва г сонлар мавжудки, Шг — ха +
- \ -уЬ  ва ЫМ =  гс  булади.

Шундай кнлиб,

О М  — ОМ  + М М  =  х а у Ь '+ г».
т векторни а, Ь ва с векторлар буйича ёйилмаси- 

нинг ягоналиги векторни иккита коллинеар вектор бу­
йича ёйиш теоремасида цилинган исботга ухшаш исбот- 

.ланади (11- §.) I I
Т а ъ р и ф .  Ф а з о н и н г  базиси  деб, маълум тартибда 

олинган уч нокомпланар векторга айтилади. 
еи ег ва е9 бирор базис булсин. Агар

а — хех +  уег +  ге3
булса, л:, у ва г  сонлар а векторнинг мазкур баэиедаги 
координаталари дейилади.
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Шундай килиб, фазонинг х;ар бир вектори тартиб- 
ланган сонлар учлити х, у  ва г билан бир цийматли 
аникланади. -Узининг координаталари билан берилган 
фазо вектори

а =  (х; у ;г)
каби белгиланади.

М а с а л а .  Мос йуналган кесмалари учбурчакли

АВСО пирамида цирралари билан тасвирланадиган ИВ,
ВС ва йА векторлар базис ташкил килсин. Бу базисда

АВ векторнинг координаталарини топинг. •
Д  36- ч т м а д а н  фойдаланамиз. Айирма формуласига

кура АВ =  б в  — И А га эгамиз. О А =  еи О В =  еъ
ОС =  е3 деб белгилаб, куйидагини хосил циламиз:

АВ — — ех +  е2 ёки АВ =  — I ■е1 +  1-е2 +  0 - е 3, бундан

АВ =  (— 1 .1,0).А

14- §. Узларининг координаталари билан берилган 
векторлар устида амаллар

Агар векторлар еи е ъ ег базисда узларининг коор­
динаталари билан берилган булса, у холда улар устида 
амаллар куйидаги коидалар буйича бажарилади:

1. Икки (ёки ундан ортик) векторларни кушишда 
уларнинг мос координаталари кушилади:

(*1 у,; г,) +  (л%; у,; г 2) =  (х, + •* ,; у , + у 2; г , +  г г).

□  }\ан;иь;атан ^ам, икки (лу, у х\ г {) ва (лу, у 2, г 2) в ек ­
тор учун куйидагига эгамиз:

(*1 У  и г \) +  (х2\ У ъ г*)  =  (*1 е * +  У  &  +  « 1^ 2)  +  (х2е х +  

+  У Л  +  *&)  =  (* 1  -г х2) е{ +  (У1 +  У2)*2 +  (^1 +  *2 ^ 8  — 
=  { х , + х 21у 1 + у 2; г 1 + г 2).

Учта ва ундан ортик векторлар б у л г а н д о л  ^ам шунга 
ухш аш  исботланади. Ц

2 . Векторларни айиришда уларнинг мос координа­
талари айирилади:

(Хи Уи *\) -  (*2;у2; *%) = (*1 ~  Ух ~  Уъ *1 -  *2)- -
84
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Бу цоидани мустацил асосланг.
3. Векторни сонга купайтиришда унинг барча коор- 

динаталари шу сонга купайтирилади.
□  ^ацикатан хам, (лг,; у х; г х) вектор ва Я сон учун 

куйидагига эгамиз:

* (*1; Уй =  Я (*,«, +  у1в2+г,в3) =
=  ( Ь х ^  +  (кух)е2 +  (Хг^е г = ( Х х х\ Яу4; >-2 ,). В

Масала, а  =  (— 4; 6 ; 0), & =  ( ] ; — 1 ; 7) векторларнинг 
координаталари буйича куйидаги векторларнинг коор- 
динаталарини топинг:

1) а  +  Ь\ 2) а  — Ь, 3) 5а.

Д  1 — 3- коидалардан фойдаланиб, цуйидагиларга эга 
б^ламиз:

& +  Ь — ( — 3; 5; 7); а  -  Ь =  ( -  5; 7; - 7 ) ;
5а  =  ( -  20; 30; 0). ±

15- § . Декарт координаталар системаси

Фазода ихтиёрий икки О  ва М  нукта берилган б$>л- 
син ва улардан бири, масалан, О нукта бошлангич нук-

та (уч) сифатида фиксирланган б^лсин. У холда О М  
вектор М  нуктанинг О нуктага нисбатан р а д и у с - в е к - 
т ори  дейилади (38- чизма).-

Фазода О нукта ва бирор е и е ъ е г базис берилган 
булсин. У холда О нуктадан ва бу базисдан иборат 
туплам Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р  системаси  дейилади. 
Бу холд§ О  нуцта к о о р д и н а т а л а р  боши  дейилади.

Агар О нукта оркали е и е г ва е 3 базис векторлар 
йуналишлари буйича т^рри чизиклар ^тказилса, у холда 
бундай йул билан хосил килинган т^гри чизиклар 
к о о р д и н а т а  у ц л а р и  (39- чизма), (Ох) тугри чизик 
аб сциссалар уци,  ( О у )  тугри чизик о р д и н а т а л а р  уци,  
(Ог) турри чизик эса а п п л и к а т а л а р  уц и  дейилади.

М  нуктанинг радиус-вектори координаталари мазкур 
координаталар системасида бу нуктанинг к о о р д и н а т а ­
л а р и  дейилади ( х — абсцисса, у  — ордината, г — аппли­
ката).

Текисликда Декарт координаталар системаси (ихтиё­
рий О нукта ва текисликдаги бирор е х ва е 2 базисдан 
иборат туплам) хам шунга ухшаш аникланади (40- чизма).
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38-чизма 89- чизма. 40-чмзма

М  нуктанинг координаталарини одатда уни белги- 
лайдиган харф ёнига ёзилади: текисликда М  (х ; у) ва 
фазода М  (я; у; г) .

Равшанки, фазода Декарт координаталар системаси 
фазонинг нукталари билан тартибланган сонлар учлик- 
лари орасида узаро бир кийматли мослик урнатади, 
текисликда эса нукталар билан тартибланган сонлар 
жуфтлари орасида узаро бир кийматли мослик урната­
ди. •

Масалан, А  нуктага (41- чизма) тартибланган сонлар 
жуфти (2 ; 3) мос келади; А  нуктага (42- чизма) эса
тартибланган сонлар учлиги 2̂ ; — 3 ; ^  мос келади.
Тартибланган сонлар жуфти (— 1 ; — 2) га текисликнинг 
ягона В нуктаси (41- чизма), тартибланган сонлар уч- 
лиги ( 1 ; 1 , 1 ) га эса фазонинг ягона 5 ,  нуктаси мос 
келади (42- чизма).

О, е и е 2, е 3 координаталар системасида бйрор А В  
вектор берилган булсин. (43- чичма). У холла вектор-

36

www.ziyouz.com kutubxonasi



лар айирмасининг таърифига кура А В  =  О Б  — ОА.  А  
ва В  нукталарнинг координаталари мос равишда ( х х; 
Уй-гД ва (х2',У2' , г2) га тенг б^лсин. Унда 14- § даги 
2 - хоссага кура

А В * = ( х 2 — х 1\ у 2 —  У | ; г ,  — г х) 
ни хосил киламиз.

Шундай килиб, бирор векторнинг координаталарини 
топиш учун унинг охири координаталаридан бошининг 
бир исмли координаталарини айириш етарли.
- 1- м а х а л а .  Агар Л (5; — 7; 0,5) ва В  (2; — 1; 2,5)

булса А В  векторнинг координаталарини топинг.

Д  А В  =  ( х \ у ; г )  булсин. У холда х  — 2  — 5 =  — 3; 
У =  — 1 — ( _  7) =  6 ; х — 2,5 — 0,5 — 2,

Шундай килиб, А В  — (— 3; 6 ; 2 ). ^
Агар базис- ташкил киладиган е и е 2, векторлар 

.жуфт-жуфти билан перпендикуляр бирлик векторлар 
б^лса, О, е х, е 2, е 3 координаталар системаси ф а з о д а т у р р и  
б у р ч а к л и  Д е к а р т  к о о р д и н а т а л а р  сисп^емаси  дейилади.

Шунга ухшаш, агар е х ва е 2 бирлик'базис векторлар 
Узаро перпендикуляр булса, О, е и е 2 координаталар 
системаси т е к и с л и к д а  т ур р и  б у р ч а к л и  Д е к а р т  к о о р ­
д и н а т а л а р  системаси  дейилади.

Т^гри бурчакли Декарт координаталар системаси- 
нинг бирлик базис векторларини одатда / , . /  ва к  сим- 
воллари билан белгиланади.

Фазо а  — О М  векторининг ¿, }  в а ( й векторлар 
буйича ёйилмаси

а  =  x i - \ - y j  гИ (44-чизма) 
кУринишда ёзилади.
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Бу *олда а  вектор фазонинг турри бурчакли Декарт 
базисида бирлик ректорлар (ортлар) буйича ёйилган 
дейилади.

а  векторни текисликнинг турри бурчакли Декарт 
базисида ]  ва / векторлар буйича ёйилмасини

а  — х1 +  у ]  (45- чизма)
куринишда ёзилади.

1 1 - § ва 13-§ да векторнинг бундай ёйилиши^амма 
вацт мумкинлиги ва ягоналиги исботланган эли.

2- м а с а л а .  46- чизмада тасвирланган турри бур­

чакли Декарт базисида О М х ва М ХМ  вёкторларнинг
ёйилмасини топинг,

г

Р(ъ;-7:б) ! \ .

| \
М(ЦЪ\7)
?
11

.  1

] *1У .  ! »
! У ®  
1 /

\ \  1 \ \  1 
1

46-чизма
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А  Дастлаб, Мл нуктанинг координаталарини топа- 
миз. М х нукта* М  нуктанинг х О у  текисликдаги проек- 
цияси булгани учун М х (4; 8; 0). У *олда

О М 1 =  4/ +  8 У +  0-* .

Энди берилган базисда M {N  векторнинг координа­

таларини топамиз. M XN  =  (— 3 — 4; — 7 — 8 ; 4 — 0) ва 

Л ^ = ( - 7 ;  ~  15; 4). У *олда M {N  =  7/ -  15У +4Л .А

16- §. Цутб координаталар системаси

Текисликда нуктанинг. вазиятини сонлар ёрдамида 
аниклашнинг *яна бир усули —кутб координаталар сис­
темаси билан танишамиз..

Текисликда бирор О нукта, (ОД ) нур (47- чизма) ва 
[CW) нур билан бир хил йу’налган е { бирлик вектор 
берилган булсин.

iVlf-0 нукта, О М  вектор ва / укнинг | ON) кури ора-

сидаги M O N  бурчак катталиги [ОАт) нурдан мусбат йуна- 
лиш буйича (соат стрелкаси >;аракатига карама-карши 
й;уналишда) караладиган ва градусларда \глчанадиган 
катталик булсин /

х  Ч  — ^
У *олда с? =  M O N  ва г = \ О М \  лар М  нуктанинг 

цут б  к о о р д и на т а л а р  и дейилади: г  — цутбий  р а д и у с , 
?  — цутбий  бур яа к .

М  нуктанинг кутб координаталари куйидагича ёзи-
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лади: М  (г; ср ) . 0  нукта цутб,  I у к эса цутбай, уц  деб  
аталади.

Агар М=* О булса, г =  0, <р нинг киймати эса аник- 
ланмаган. Текисликнинг ихтиёрий нуктаси г >  О га эга 
ва о нинг к;иймати 360° га каррали кУшилувчи аникли- 
гида аникланади. Боищача айтганда, масалан, (3; 45°) 
ва (3; 405°) жуфтлар биргина К  нуктанинг кутб коор- 
динаталари булади (48- чизма).

Шундай цилиб, агар г = 0 булса, (г; ®) сонлар жуф- 
тига О нукта—кутб тугри келади; агар г  >  О булса, (г,; 
<Р,) ва (г2: ср2) сонлар жуфтига г х=  г2 ва <р, — <р2 =360°А

булганда (бунда k£ Z )  биргина 
ну^та мос келади.

Текисликнинг битта М  нукта- 
сининг кутб ва Д екарт  коорди- 
наталари орасидаги богланишни 
анпклаймиз.

Текисликда (О; /; J)  Д екар т  
координаталар системасн берил- 
ган булсин. Координаталар бо- 
ш и— О нуктани кутб деб, абс- 
циссалар >к;ининг / Олт) нурини— 
цутб уки I деб кабул киламиз 

(49- чизма). У холда ординаталар укининг [Оу) нури I 
га 90° бурчак остида йуналган (агар бу бурчакни соат 
стрелкасига харакатига карама-карши хисобласак).

Равшанки, М  нуктанинг Д екарт координаталари 
унинг цутб координаталари орк;али куйидагича ифода- 
ланади:

X ■«= Г COS3 , у  == Г Slncp. (1)
(1) формулалар М  нуктанинг тугри бурчакли Д екар т  

координаталаридан k v t6 координаталарига утишга (ва 
аксинча утишга) имкон беради.

П х  ва у  лар М  нуктанинг турри^бурчакли Д екар т  
координаталари булсин. У холда х*= г  cos<p, y =  rsincp,

4 -  у 3 =  r Jcos2<? 4 -  /"2sin2«p =  r 2(cos2<p +  s ln 2cp) =  r* • 1 = r* .
Шундай цилиб, x 2 4 - =  г2, бундан

r -= 4- y 1. (2)
r > 0 булгани учун (2) формулада илдиз „ - f  “ ишора 

билан олинади.
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Агар г ф  О (М Ф  О) булса, у холда (1) ва (2) дан  
цуйидаги келиб ч щ ад и .

со$9 — . - Л . . . . . . в!п<р =  —= = = .  И  (Зу/лг2 +у» т у ха + у2 “

1- м а с а л а .  М  (— 1;у^3) нуктанинг кутб координа- 
таларини топинг. _______________

Д ( 2) формуладан г =  ] / ( — 1)2 +  ( /  3)2= 2  ни то п а-  
миз.

2 ^ 0  булгани учун (3) формулаларга кура

— 1 1 1 3
СОЭср =  = у . 61П® = ,  2 •

га эгамиз, бундан о =  120°. Шундай цилиб, М  (2; 1 20°) .^
2 -м  а с а л а .  М(4;  135°) нуцтанинг турри бурчакли. 

Д екар т  коордннаталарини топинг.
Д(1) формулага к^ра куйидагнга эгамиз;

х  =  4-соб 135° =  4 • ( — =  — 2 /~2,

у =  4 -81п 135°= 4- ^  = 2 / 2 :

Ш ундай цилнб, М (  — 2 / 2 ; 2 / 2) . ±

17- §. Кесманинг т^рри бурчакли  ко о р д и н атал ар д ап г  
узунлиги

С акк ю  йиллик мактаб геометрия курсидан маълум- 
ки, координата т^рри чизигида (уцида) жойлашган А  
ва В  нуцталар орасидаги й  масофа

й = \ А В \  =  \хв — х А \ ( 1 )
формула б^йича хисобланади, бу ерда х а ва х в —бу  
т^рри чизицдаги А  ва В  нукталарнинг координаталари.

Энди т ек и Л и к д а  ва фазода жойлашган [АВ\  кесма­
нинг узунлиги координаталар орк.али кандай ифодала- 
ниши масаласини куриб чицамиз.

Турри бурчакли О, /, /  координаталар системасида 
текисликнинг Л(лг,; ва В  (х2; у2) нуцталари берил- 
ган булсин. [АВ\  кесманинг узунлиги й  ни топиш талаб 
килинади.

А В  кесма координата укларига параллел булмаган 
холни цараймиз (50- чизма). А  ва В  нукталар оркали
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50-чизма 51-чизма

хоордйнаталар укларига параллел тугри чизиклар ут- 
казамиз: бу турри чизикларнинг уклар билан кесишиш 
нук;талари В и А 2, В 2 булсин.

Пифагор теоремасига кура А В С Х учбурчакдан |Л5[3=- 
=  | А С  |2 4- (С,/?!2 ни топамиз, лекин | А С Х | =  | А ХВ Х | —' 
=  | х 2 — х , | ва ] | = | АъВг \ =  |у 2 — у, | булгани учун

| АВ |2 =  и 2 — х ,  |2 4- |у. — у,!'2
за, демак,

л  =  /  (*2 — х х)г +  (у2 — у,)3. (2)

Агарда [АВ] кесма (0>с) абциссалар укига параллел 
булса, унда У \ = У 2 (51-чизма); [АВ] кесмангшг узун- 
-лиги [ Л ^ ]  кесманинг узунлигига тенг, демак,

\АЬ\ =  | А ХВ Х | =  | а*2 |.
Агар [Л5]6(Ол') булса ^ам шунинг узи ^осил була- 

ди, бу холда =  у 2 =  0 .
Агар [АВ\  кесма (Оу) ординаталар Укига параллел 

булса (52-чизма), у ^олда |Л 5 | =  |уа — у г\ булиши шун- 
га  ухшаш курсатилади.

62-чизма 63-чизма
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А, В,

я
*?/

Т 7

Шундай килиб, текисликдаги кесманинг узунлиги 
унннг учларининг бир исмли координаталари айирма- 
ларининг квадратлари йигиндисидан олинган квадрат 
илдизга тенг.

Агар А  ёки В  нукталардан бири координаталар бо- 
ши билан устма-уст тушса, у холда (2) формула сод- 
далаш ади ва куйидаги куринишни олади (53- чизма):

d — Y ' x \  +  y \  ёки d  =  У~х\  +  у \ .

А  ва С, нуцталар фа*
Зода жойлашган булсин;
Л (х „  у,; г х) ва С, (х2\ у2. 
г а).

Тугри бурчакли 
A B C D A XB XCXD X паралле- 
лепипедни ясаймиз; бунда 
А  ва С х нукталар унинг 
диагоналининг учлари 
булсин (54- чизма). У 
Холда & A D C  ва Д  АСС,  
дан Пифагор теорема- 
сига кура | А С Х | =•
=  / | Л О | Ч | О С | 2+ |С С ,|2 
келиб чикади. |Л/3|, |DC|ea / х  
|СС,| ларни координата­
лар орцали ифодалаб,

1Л г 0

Ot

£Га-й

54-чизма

d? =  |ACt|2 =  — х х\г +  |у2 — у , |2 +  | г 2 -  г,

ни ёки

d  =  / ( * 2 — х х)2 — (у2 -  у,)г -t- (z2 -  г ,)3 (3)
ни хосил киламиз. Равшанки, г , = г а= 0 да (3) формула
(2) формулага айланади; бу холла ]ЛС,] кесма х О у  
текисликка тегишли булади.

18-§. Векторнинг тугри бурчакли координаталар- 
даги узунлиги

А В  векторнинг узунлиги \ А В \  масофа си[)атида, 
яъни [А В \  кесманинг узунлиги сифатида аникланинини 
эслатиб утамиз.

Шунинг учун олдинги параграфнинг (2) ва (4) фор-
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мулаларидан фойдаланиб, текисликдаги вектор ва фа- 
зодаги вектор узунлигини мос равишда цуйидагича 
ифодалаш мумкин:

\ А В \  =  \ А В \  =  /  (х2 -  х ,)2 +  (у 2 — у ,)2* (1)

\ А В \  =  \ А В \  = / ( х 2 — лгО2 +  (у2 — уО* (г2 — г ,)2. (2) 
15- § да Декарт координаталар системасида берил-

ган Л 5  векторнинг бу векторни тасвирловчи й^налган 
[АВ]  кесма бэши ва охирининг координаталари орка- 
ли ифодаси хосил цилинган эди:

[АВ]  =  {хг -  у2 -  у 1; г 2 -  г ±)
х 2 — == х, у 2 — У1 =  у, г % — ^  =  г  деб белгилаб,

векторнинг координаталар оркали ифодасини ^осил ци-

ламиз: А В  =  (х\ у; г).
У .\’олда текислик вектори ва фазо векторининг 

узунлиги куйидагича ифодаланади:

| А В  | =  х 2 + у 2 (текислик учун), (3)

| А В  | ^ у ^ х 2 +  у 2 +  г 2 (фазо учун). (4)

1-м  а с а л а .  Агар А(  4; 1), В(  7; 5) булса, А В  в ек ­
торнинг узунлигини топинг.

д  | А В \  =  ; А В  | =  / ( 7  — 4)2 +  (5 -  I)2 =  б. А

2-м  а с а л а .  Агар А(  3; 5; 1), В(  5; 6 ; 3) булса, А В  
векторнинг узунлигини топинг.

Л  | ~АВ | *  | А В  | =  / ( 5  -  З)2 +  (6 -  5)2 +  (3 -  I)2 =  3. А  '

3 -м  а с а л а .  А В = (  2; 3 ;— 6) векторнинг узунлигини 
топинг.

Л  | А В \  =  >/ 22 +  З2 +  ( — 6)2 =  7. А

19-§. Икки векторнинг скаляр купайтмаси
Икки вектор устида янги амал —векторларни скаляр  

купайтириш амалини куриб чи^амиз.
Бу амалнинг хусусияти шундаки, векторлар устида
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бу амални бажариш натижасида вектор эмас, балки сон 
(скаляр) ^осил килинади.

Т а ъ р и ф .  Икки ноль булмаган векторнинг с к а л я р  
к у п а й т м а с и  деб, бу векторлар узунликлари билан улар 
орасидаги бурчак косинусининг купайтмасига тенг сон- 
га айтилади. Агар бу векторлардан камида бири ноль 
вектор булса, у холда уларнинг скаляр купайтмаси 
нолга тенг деб кабул килинади. а  ва b векторларнинг 
скаляр купайтмаси а Ъ  билан белгиланади.

Шундай килиб, таърифга
а-& =  |о |  • \b\ cos?, (1)

/ \
бу ерда ср —= (а\ Ь), 0  ^  о <  180°.

Агар а = Ь  булса, скаляр купдйтма а - а  куринишни 
олади ва а  векторнинг скаляр квадрата дейилади ^ам- 
да а 2 символ билан белгиланади.

cos (а; а ) =  cos 0° =  1 б^лгани учун (1) форму ладан 

а 2 =  | а  I2

келиб чи^ади, яъни а  векторнинг скаляр квадрати унинг 
узунлиги квадратига -тенг.

Баъзан векторларнинг скаляр купайтмасини проек­
ция терминларида ифодалаш кулай булади.

Икки ОЛ =* а  ва ОВ =  Ь вектор берилган булсин. 
Улар орасидаги бурчакни ср оркали белгилаймиз. b век ­
торнинг йуналиши а  векторнинг йуналиши билан бир 
хил булгаи Укдаги проекцияси

гтра Ь — | Ь | coscp (2 )

формула билан ифодаланади (9 ва 10-§ ларга царанг). 
Ш унга ухшаш,

пр6 а  =  | а  | cos-f. (3)

( 1) ва (2), (1) ва (3) формулалардан фойдаланиб, куйи- 
дагиларни ёзиш мумкин:

а - & = | а | - п р а & (4)

¿ки

а - & - = | & | - п р 6 а.
>

(5)
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Шундай килиб,- икки векторнинг скаляр купайтмаси 
улардан бирининг узунлиги билан иккинчи векторнинг 
биринчи вектор йуналиши буйича проекциясининг ку- 
пайтмасига тенг экан.

1-м  а с  а л а. Агар а  ва . Ь векторлар орасидаги ? 
бурчак 9 0 °< ср ^ 1 8 0 °  ораликда булса, уларнинг скаляр 
купайтмаси цандай ишорага эга б /лади?

i\a -&  = |e | - |& |c o s ! p

формулада | а |  ва \Ь\  сонлар манфий булмагани учун 
а-Ъ  нинг ишораси cos? га боглиц булади.] 90°; 180°] 
ораликда cos? < 0 , шунинг учун a  b <  0 . ^

2 - м а е  а л а. Агар а - Ь >  0 булса, а ва Ь векторлар 
орасидаги ? бурчакнинг катталиги цайси ораликда бу­
лади?

Д а  & >  0 булгани учун |al?i=0, \ Ь \ ф О  ва cos<p>0. 
Бундан ? £ [ 0 ° ;  90°1. Д

20-§ . Векторлар скаляр к^пайтмасининг хоссалари

1. Икки векторнинг узаро перпендикулярлиги.
Т е о р ' е м а .  И к к и  но л ь  б улмаган  векто р  пер п е н ­

д и к у л я р  б у л и ш и  у ч у н  у л а р н и н г  с к а л я р  к у п а й т м а с и  
н о л г а  тенг  б у л ш и и  за рур  ва ет арли :

{a i= 0 ,  Ь ф О , а-Ъ — 0) <=> a ± b ,  (1)

□  З а р у р  л и г и ,  a  J_ Ь булсин. У холда 

. / \
? =  (а; Ь) = 9 0 °  ва а -Ь  =  I а  |-| Ь \ -совЭС)0 =  0.

Етарлилиги. а - Ь = 0, а ф 0, Ь Ф 0 булсин. а ФЪ, Ь ф О  
булгани учун l a l ^ O ,  I&I Ф  0 ва | a l  \ b \  cos? =̂ =0 бол­
тани сабабли c o s ? = 0 ,  бундан ?= 9 0 ° ,  яъни а±_Ь.  Ш ун­
дай килиб, (а Ф  0, Ь Ф О ,  a b  =  0)=>а J_ b. Q

2. Векторларнинг скаляр купайтмаси коммутативлик 
хоссасига эга:

a - b  =  b - a (2)
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Агар а  =  О ё к и  6 =  0 булса, у холда скаляр к у -  
пайтма таърифига кура а - Ь =  0 ва Ь - а = 0, яъни о-& =  
-= 6  а . И

3. Векторларнинг скаляр купайтмаси векторни сон- 
га купайтиришга нисбатан ассоциативлик хоссасига эга:

( ka) - b =  k ( a - b ) .  (3)

□  (а; Ь) =  <р ва (ka\  &) =  ?, деб белгилапмиз.

а) МуО булсин; у холда (a; b) = (ka; b ), яъни <р -<р,. 
Шунинг учун (ka)-jb = \ k a \ - \ b \  eos <р,= k\ a \ - \ b  l'Cos ? =  
=  k  (a-b).

б) k > 0  булсин; у холда k a \ \ a  ва <0, ^ 180° — ср. 
Шунинг учун {ka) - b =  | ka\-\ b |-cos <p, =  | к |-1 а I • | b >X 
X eos (180° — <?)=—k-\  a l - |  b l -(—coscp)=A-| a \-\b \ eos? =  
•=k(a-b) .

в) Агар k — 0, ёки a = 0 ,  ё к и & = 0 б у л с а ,  (ka) -b  =  0 
ва k(a-b)  =  0, яъни (ká) -b  =  k{a-b).  Д

4. Векторларнинг скаляр купайтмаси векторларни 
кушиш операциясига нисбатан дистрибутив шк хоссасн- 
га эга:

a ( b - \ - c )  =  a b  + a c .  (4)
□  Бу хоссанинг исбэтини соддалаштириш учун ск а ­

ляр купайтманинг проекциялардаги ифодасинн кулла-  
намиз (19- §).

Агар а = 0  булса, (4) хосса уринлиги равшап.
a  =5^0 булсин. У холда а- (6  + .с)  =  1 a | - n p a (b -Ьс) =  

*= I°1 -(пра 6 i -npa c ) = | a |  npa b f | a | - n p a с = а - Ъ  +  а - с .
Исбэт китишда вэкторнинг укка прогкциясининг 

маълум хоссаларидан (9- §) ф эй д ал аи и л ди .Д
(2) ва (_4) дан

^a +  b)-c — а - с - \ -b - c  (5)
формула келиб чицишини эслатиб утамиз.

Векторларнинг скаляр купайтмаси хоссалари билан 
^акикий сонлар купайтмаси хоссалари орасидаги ух- 
шашлик скаляр купайтмалар билан алмаштиришлар ва 
Хисоблашлар олиб боришни енгиллаштиради.

М а с а л а .  Куйидаги айниятларни исботланг.
а) (a +  6)2 =  а 2 +  2 а - 6 +  Ь*\ (6)
в) ( а  — Ь)г ■=а 2 — 2 а - 6 +  &*. (7)
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Д  Скаляр купайтманинг (2) —(5) хоссаларидан фой- 
даланиб, куйидагиларга эга буламиз: а) (а-\- í>)a=(a-f-&)• 

( а +  Ь ) = ( а  +  Ь)-а-\-  ( а +  Ь)-Ь =  а а  + &  а + а - & +  Ь Ь=~ 
—  й "  4 "  6 •  а  -4- л ' Ь 4 “  Ь " 1 Л" -|" а • &  4 *  ^  4 "  ^  * *  4 *  
+  2 аЬ  =  Ь2.

б) а  — Ь =  а - \ - (  — Ь) булгани учун (7) айният юцо- 
ридагига ухш аш  исботланади.Д

21-§ . Уз координаталари билан берилган вектор- 
ларнинг скаляр купайтмаси

Текисликда бирор Д екар т  координаталар системаси 
бор хамда а  =  (х,; у,) ва Ь =  (х2; у 2) векторлар берил­
ган булсин.

а  =  х 1/  +  У1У. Ь = х 21 +  у Л  (1)

булгани учун скаляр купайтманинг тегишли хоссала- 
рини кулланиб,

а - Ь  =  Л-у,У) • (х2{ 4- У ,7) =
=  +  (х,у2)/-У +  0 ’Л )У  • /  +  (у.уД/ 1 (2)

'ни хосил киламиз.
Равшанки, Р =  У2 =  1 ва / У  =  у /  =  О (/_]_У) шу- 

нинг учун (2) тенглик куйидаги куринишни олади:

а-Ь  =  х 1х 2 4- У,У2- (3)

Фазонинг а  ва & векторлари тугри бурчакли Д екарт 
координаталар системасида берилган булсин:

а ~ { х г , у ^ ) ,  Ь =  (х2:у2;г2). •

Юкоридагига ухшаш

а-Ь  =  х 1х 2 +  у 1у 2 - \ - г хг 2

ни хосил циламиз.
Ш ундай килиб, икки векторнинг скаляр купайтмаси 

бу векторларнинг бир исмли координаталари купайт- 
маларининг йигиндисига тенг.

1 -м  а с а л а .  Агар а « = 2/  +  3у, Ь =— — 5 / + У булса, 
а -Ь  ни хисобланг.

Д  а-& =  (2/ +  ЗУ) ( - 5 /  +  У) =  2 -  ( - 5 ) +  3-1 = - 7 . Д
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2- м а с а л а .  Агар а  =  (2; — 3; 4), Ь =  (5; 7;— 1) булса, 
а-Ь  ни ^исобланг.

& а - Ь  = 2 - 5 + ( —3)-7 +  4 - ( —1) =  — 15.Д
3-м а с а л а. а  =  (х\у\г) векторнинг узунлигинитопинг. 
Л  (4) формулани кулланиб, куйидагини хосил кила-

миз: а - а  =  х х  - \ - уу  +  г г  ёки а 2 =  х 2 +  У2 +  г 2, бундан

22- §. Икки вектор  орасидаги  б урчакни  ^исоблаш .

Скаляр купайтманинг таърифига кура а-& =  |а |- |6 |Х

Хсов 9 га эгамиз, бу ерда ® =  (а; 6 ), бундан агар а ф О ,  
ЬФ О  булса,

Ноль булмаган а  ва Ь векторлар орасидаги бурчак 
косинуси.бу векторларнинг скаляр купайтмасини улар- 
нинг узунликлари купайтмасига булинганига тенг.

Фазода тугри бурчакли Д екарт  координаталар 
системаси бор булиб, а =  [ х ^ у ^ г ^  ва Ь =  (х2;у2;г2) век­
торлар берилган булсин.

21- §даги  (4) форму лага кура а-& =  д:)л:а +  у 1у а - 
га эгамиз:

формулани хосил циламиз. Бу формула а  ва & векторлар 
орасидаги бурчакни бу векторларнинг координаталари 
оркали хисоблаш имконини беради.

Агар а  ва Ь векторлар текисликнинг турри бурчак- 
ли Д екарт  координаталар системасида каралаётган б у л ­
са, (2) куйидаги куринишни олади:

\а\ =  / х 2 +  у* +  г 2. А

(О

1« 1= / л *  +  у \ + г \ ,  1&1 =  уг х [ + у ( Т г 1

(21- §, 3-масаланинг ечилишига царанг). 
Энди (1) тенгликдан фойдаланиб,

•*!*: + у,уа +  г,г2

-*1*8 +  У\Ъ
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1 - м  а с а  л а. Икки а=*(3;4) ва Ь «= (4;3) вектор бе­
рилган, Улар орасидаги бурчакни топинг.

А  Векторларнинг координаталарини (3) формулага 
Куйиб, куйвдагини ^осил циламиз:

/ч 3 • 4 +  4 • 3 24
COS (а \Ь) =  >/32 +  42 • /4 2  +  32 2ЁГ

бундан (жадвал буйича) (а; V) т  16о5 0 '.Д
2 - м а е  ала .  Куйидаги векторлар орасидаги бурчак 

к’осинусини топинг: а  =  2 /  +  У  — к, Ъ — i  — 2 j  +  2 к.
А  (2 ) фэрмуладан фэйдаланиб, куйидагини *о сил 

Киламиз:

cos (а\Ь) - ,  2 -l+ 2 -fc-2 ) +  (-D -2  _  _  4
/2- +'2-' + (—1 )-' • /  1-' + (—2)2 + 22 9 ’А

23- §. Кесмани берилган нисбатда булишту
Векторларнинг геометрик масалаларни ечиш да куп 

фойдаланиладиган баъзи хоссаларини куриб чицамиз.
Равшанки,

д т С п .
АС —- С В  (1)Л v

булганда ва факат шундагина 
С £[АВ\  ну^та [AB] кесмани бе­
рилган ~  нисбатда булади, яъни

]АС\ = т  
\СВ\ п

булади.
Агар А,  В  ва С нуцталар бирор О нуцтага нисбатан

О А , 0 5  ва ОС радиус-векторлари билан берилган бул- 
са, у *олда (1) тенгликдан

ОС  —• ОЛ =  ~  ( O B - О С )  

тенглик келиб читали, бундан

ОС =  _ ^ О Л +  - ^ - ~ 0 В  (2)
т +  п 1 т  -г п '

ни топамиз.
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(2) формула [А В \  кесмани нисбатда булувчи из-
ланаётган С нуцтанинг радиус-векторини берилган А  
ва В  нуцталарнинг радиус-векторлари оркали ифода- 
лайди.

Хусусан, агар С ну^та [АВ] кесманинг уртаси бул- 
са, у ^олда

ОС —  ^  (ОА  +  ОБ).  (3)

Фазода О, I, J, k  координаталар системаси ва шу 
координаталар системасида \АВ\  кесма А  ва В  нуцта- 
ларнинг координаталари билан берилган булсин: А ( х х; 
у ,; z x) ва В  (ха, у „  z t).

У з^олда [АВ\  кесмани ~  нисбатда булувчи С ( х ; у;
г) ну^танинг координаталари (2) га асосан куйидагича 
ифодаланади:

П . 772

Х = — п Х' + 1 ^ + - п Х*

+ (4) 
п , тг  =  — —  z.  4------ ¡—  г..т +  п 1 1 т-\- п ¿

Агар [Л£] кесма О, i, j  координаталар системаси 
киритилган текисликка тегишли б^лса, (4) формулалар 
куйидаги куринишга эга булади:

п . тх  = ----:— X, 4------ ¡— Х>,т +  п 1 1 т +  п 21
п . т  (5)

^  ** т +  т -f-
бу ерда (#,; у,) ва (хг; у,) лар А  ва В  нукталарнинг 
координаталари.

M a c a  л а. Ихтиёрий A B C  учбурчакнинг медиана- 
лари битта М  нуцтада шундай кесишадики, бунда:

1) М  нуктадан учбурчакнинг *ар бир учигача бул-
ган масофа мос медиана узунлигининг у  ¡^исмига тенг.

2) ихтиёрий О нуцта учун

O M — j  (ОА +  Ó B +  ÓC) 

муносабат уринли.
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Д  М  нукта \A D]  кесманингузунлигини А  нуктадан 
кессин дейлик (5 6 -чизма). .У *олда.

В

О М  =  ОА +  A M  =  О А  +  А О  =  ОА  +  (ÖD  — ОА)—

=  ÔA +  ( 0 5  +  ОС) -  Öa ) =  1  (ОА +  Ö ß  - f  ОС).

AÆC учбурчакнинг боцща 
ихтиёрий медианаси-учун худ-  
ди шундай натижа *осил ки- 
линади. Бу М  нуцта учала 
медиана учун умумий нукта 
эканлигини билдиради. Бу би- 
лан масаланинг иккала тасди- 
р и  з а̂м исбот бул ди .Д

Масала ечимидан келиб чи- 
цадики, агар М  нукта A B C  

учбурчак медианаларининг кесишиш нуктаси ва О  фа- 
зонинг ихтиёрий нуктаси булса, цуйидаги тенглик ÿpnu- 
ли булади:

о м  =  4- {ОА +  OB  +  ОС). (6)

24-§ , Учта нук.танинг бир xÿppH чи зщ ц а тегишлилиги

Масалаларни ечишда ва теоремаларни исботлашда 
купинча'берилган учта нукта бир Tÿppn чизикка тегиш- 
ли буладими деган савол турилади.

Равшанки, M tM 2 ва М , М 3 вектор коллинеар б$л-  
ганда, яъни

M tM 8 =  k M tM t (1)

Уринли буладиган k сон мавжуд булганда ва фацат 
шундагина М и М г ва M s нуцталар бир TÿppH чизицда 
ётади (57- чизма).

Агар М и М г ва М 3 нуцталар бирор О  нуктага нис- 
батан ÿ 3  радиус-векторлари билан берилган булса, у  
*олда ( 1 ) дан

Ö M S -  Ö M l =  k(OM2 -  ОМ[)  (2)
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о

57-чизма 58-чизма

ёки

0 М 3 =  Ю М 2 - f  (1  — k)OMt (2 ')

тенгликлар келиб чицади. (52- чизма).
Агар фазода О, I, j ,  к  координаталар системаси ва 

бу системада A íjta ; y t \ г,). Щ х г; у 2; z 2) 
ва М 3(х3; у 3; z 3) нуцталар берилган 
булса, (1 ) дан (ёки (2 ) дан)

буладиган^шундай k сон мавжуд булганда ва фацат 
щунда М х, М 2 ва М 3 нукталар бир нуктада ётиши ке­
либ чикади.

Хусусан, агар О, /, j  координаталар системаси ки- 
ритилган текисликда ётадиган учта ну^танинг бир туг- 
ри ч и зи ^ а  тегишлилиги каралаётган булса, у з^олда

буладиган k сон мавжуд булганда ва факат шундагина 
MdXt; y t), М 2(х2; у 2) ва М 3(х3; у 3) нуЦталар бир TÿrpH 
чизикда ётади.

М хф М 2 булганиучунё х г =5==д:г, ëKHyt ф у 2. Масалан, 
х хф х 2 булсин. У *олда (4) дан

х 3 — x t =  к(х2 — х г),
У з -У 1 = = ^ (у 2 - у , )
z 3—  z x =  k(z2 — z¡)

(3)

x 3 — x t = k ( x 2 — x i), 
У« — У» =  % з — У1).

ва

У з -У 1  =  ^ г ^  (Уа — Vi)
ни топамиз.
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Демак,
(х2 — х х) (Уз -  у,) =  (х3 -  * ,)(у2 -  у ,). (5)

У1ФУ 2 булганда *ам худди шу натижани *осил ки- 
ламиз.

Шундай цилиб, (5) тенглик бажарилганда ва фацат 
шундагина учта у,), М г(х2; у М 3(х3; у г) нуцта
бир тутри чизикда ётади.

Равшанки, агар х х ф х г ва у, Ф у 2 б^лса, (5) шарт
—  _  Уз — У1
— *1 Уз — У1 '  ^

шартга эквивалент булади.
М а е  а л а .  (Ж ,Ж 2) тугри чизиц М х (5; 0; 1) ва М 1 

(4; 1; —2) нуцталар билан берилган. х  ва у нинг цан- 
дай цийматларида М а (х , у, 4) нукта (М 1М 3) т^рри 
чизицка тегишли булади?

Д  (3) формуладан фойдаланиб,
х  — 5.— к( 4 — 5), 
у — 0 =  к(\  — 0),
4 -  1 = А (  — 2 -  1) 

га эга буламиз, бундан кетма-кет
£ =  — 1,
У - -  1, 
х  — 6

ни ^осил киламиз.
Шундай килиб, агар х  =  б, у =  — 1 б^лса, 

М 3аМ> М а) . А

2 5 -§ . Геометрик масалаларни вектор методи билан
ечишга дойр мисоллар

Геометрик масалаларни вектор методи билан (яъни 
векторлардан фойдаланиб) ечишда масаланинг геомет­
рик тавсифидан бу масаланинг вектор билан баён ци- 
лишга утиш керак. Сунгра векторларнинг тегишли хос- 
саларидан фойдаланиб, масала хулосаси келиб чикади- 
ган баъзи вектор муносабатларни топиш лозим. Амалда 
бу цандай бажарилишини мисоллар да курсатамиз.

1 - м а с а л а .  Трапеция диагоналларининг урталарини 
туташтирувчи кесма унинг асосларига параллеллигини . 
исбот дилинг.
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Д  59- чизмани караймиз. (РЛ')|КЛ£>) ва (РМ)\\(ВС) экан-

лигини исбот килиш учун РЫ векторнинг А О  ва В С  век- 
торларга коллинеарлигига ишонч *осил цилиш кифоя.

Р  ва N  лар \АС\  ва [ В й \  кесмаларнинг урталари 
булгани учун

у  ( Л Я +  135).

Шунинг учун

~Р$ = А Ь 1  - А & - \  (л Ъ  +  АО) -  ^  (А б  +  £ С ) «

=  \ ( а Ь - ~ В С ) .

ВС  вектор А О  векторга коллинеар, яъни ВС  —

— А О .  У *олда

РЛГ=  1  (АО -  кхА О )  =  1  (1 — к , ) А О  — кгА О .

Бу ердан РЫ вектор А О  векторга коллинеар ва 
демак, (РЫ) тугри чизик (АО)  тугри чизикка параллель.

Худди шунга ухшаш, P N  ва ВС  векторлар колли­
неарлигига ва шунинг учун (РЩ  || (ВС)  эканлигига ишонч 
*осил циламиз.Д

Ш ундай цилиб, бирор а  ва Ь тугри чизикларнинг

параллеллигига ишонч з^осил цилиш учун А В  =  £С£) 
эканини курсатиш етарли, бун­
да [А В ] £ а , [СО\£Ь, к — сон.

2- м а с а л а. А В С О  паралле- 
лограммнинг А О  томони ва 
А С  диагоналида Р  ва N  нуц-
талар \АР\ =  ¡г- \АЪ\  ва |АЛ/|=

\АС\ буладиган килиб
олинган (60- чизма). Р, N  ва В  
нуцталар бир т^гри чизицда 60-чизма
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ётишийи исбот дилинг. N  ну^та [РВ]  кесмани цандай 
нисбатда булади?

Д  Р, N  ва В  нукталар бир турри чизиада ётишига

ишонч килиш учун РЫ ва Р В  векторларнингколлине- 
арлигини исботлаш етарли (24- §, (1) формулага каранг). 

Ш артга кура куйидагига эгамиз:

~а р = ~ а Ь ,  лд^ =  { л с .
У *олда

РЫ  =  АЫ — А Р  =  ± А С - \~ А О  =  (А О  +  Б С ) -

- \ 1 Ь = у Ш с - А О ) .

Иккинчи томондан,

~РВ =  ~АВ — Т р  =  'а В - \ ' а В ^ ~ ( Ъ А В - ’а В).

А В  =  ОС  булгани учун з^осил ^нлинган тенгликлардан

РВ =  § Р М  эканлиги келнб чи^ади.
Бу эса Р,  N  ва В  нукталар бир тугри чизицда- ёти- 

шини билдиради.

Р В  =  6 РЛ1 тенгликдан
|Л ^1  _  с  
\РК |

келиб чи^ади, яъни N  ну^та [Р £ ]  кесманя 5 : 1  
нисбатда б у л а д и .Д

Бу масалани боцщача йул бнлан, чунончи 24-§, (2') 
формуладан ва 23-§, (2) формуладан фойдаланиб ечиш 
з^ам мумкин эди.

Д  О нуцта сифатида параллелограммнинг А  учини

олиш цулай. АМ =  £ А Я + (1 — к) А В  эканини курсатамиз. 
Шартга кура

~АО =  5АР,  АС  =  ЬАМ

га эгамиз. А О = В С  булгани учун ВС =  ЪАР.

Сунгра А С = А В + В С ~ ,  бундан
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1 5Бу ерда & =  -£-, 1 — & =  -£-. Шу билан биз Р, N  ва
В  нукталарнинг бир т^гри чизикда ётишини курсатдик.

Изланаётган | - ^ |  =  ~  нисбатни 23- §, (2) формуладан
фойдаланиб топиш мумкин.

Бу *олда у

АЫ  =  — 2 -  А В  +  - 4 —  ~АРт -\- п 1 т  +  п

куринишга эга.

Бу формулани аввал *осил цилинган Л А ^ = -~ -Л 5  +

+  —■ А Р  тенглик билан солиштириб курамизки, т -\ -п = 6 ,
' п== 1, т  =  5.

С |Л Ю | 5 .Бунда н =  - .  Д

3-м  а с а  л а. А В С О А хВ хС хО х куб берилган. А А хВ О  
учбурчак медианаларининг кесишиш нуктаси кубнинг 
АС, диагоналига тегишли ва уни 
1 : 2  нисбатда булишини исбот 
дилинг.

Л  Масалани ечиш учун

(61- чизма) А Р  = к А С х эканини 
курсатиш етарли (У з^олда 
Сь  Я,_А нукталар бир тугри чи- 
зицда ётади). Учбурчак медиа­
наларининг кесишищ формула-

__ у , _____________у 61-чизма
сидан А Р  =  -д- ( А В  +  А О  -ь АЛ,)

га эгамиз. „Пекин А В  4- АО-\-  Л / ,  =  АС,) параллелепи­

пед коидаси). Шундай ь;илнб, А Р  ~ ~  АС,, яъни С,6

(А С 1),Яб(АС1) ва Аб(АС,). АЯ =  у А С  тенглик бир 
вацтда | А Я | : |Я С , | =  1 : 2 эканини курсатади. Д
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Шундай килиб, учта Р и  Я2 ва Р 3 нуктанннг бир 
тугри чизиь;да ётишига ишонч ^осил килиш учун

Р р 3 =  кР^Р,  

эканини курсатиш ёки

ОР3 =  Ю Р г +  (1 -  ¿ДОЛ 

эканини курсатиш етарли, бу ерда О— ихтиёрий нукта.
С  нукта бирор \АВ\  кесмани буладигам ^  нисбатни 

аницлаш учун

ёки

ОС = О А  + овт-\- п
тенгликни аниклаш ва шу билан 
т ва п сонларнинг кийматларини 
аниклаш етарли, бу ерда О — их­
тиёрий нукта.

4- м а с а л а. А В С О  уч бурчакли 
лирамида берилган (62- чизма); 

/ Ч
А В \  =  \ А С \  =  а-, О А В  =  ОАС=<?.  

(АО)_]_(ВС) ни исбот килинг.

А  Агар А О  • ВС  — 0 булса

(АО )  1  (ВС) ■ А О - В С ^ А О - (А С - А В ) = а Ь - ~ А С - А О - ' А В  -  
=  | А О  ¡-асов?— | А О  |-а со 8 ср =  о, яъни (АО)±_(ВС).  Д  

Шундай килиб, бирор а  ва Ь тугри чизикларнинг

перпендикулярлигига ишонч з^осил килиш учун

А В - С О  =  0 эканини курсатиш етарли, бу ерда А  в а 5  
нукталар а  тутри чизикка, С  ва £) нукталар эса Ь тур- 
ри чизикк3  тегишли.

5 -м  а с а л а .  Тугри бурчакли параллелепипед берил­
ган (6 3 -чизма). Унда \ В хО \  =  (1, \ А В \  =  а, |Л£>| =  6 , 
\ А А 1\ =  с. й  =  а? +  Ь3 +  с2 ни исбот килинг.

А  А В ,  А О  ва ЛЛ, нокомпланар векторларни базис
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63-чизма 64-чизма

векторлар сифатида танлаймиз ва улар буйича В хО  век- 
торни ёямиз. Параллелепипед коидасига кура

В хО  =  В ХА Х “|” *4“ В ХВ  =  — А В  +  А О  — А А Х 
га эгамиз.

В хО  векторнинг скаляр квадратный топамиз: 

В ^ Ь ' = ( - А В  +~АО - А А ^  =~АВ'2 +  А 0 2 -\-~АА\—

—2А В  • А О + 2 А В -  А А Х- 2 Л Ь  ТАЛ ,.

А В ,  А О  ва А А Х векторлар ^заро перпендикуляр 
б$глгани учун

А В - А О ^ О ,  А В - А 4 ,  =  О, А О -А А , =  0.
Шунинг учун

В^Ь* =  а? +  Ь* +  с3 +  0 +  0 +  0.
Вундан | В хО  |а =  сР =  а? +  Ь3 +  с*. А
Шундай цилиб, кесманинг (векторнинг) узунлигини 

з^исоблаш учун узунликларива улар орасидаги бурчак- 
нннг катталиги маълум иккита ноколлинеар (учта но- 
компланар) базис векторни танлаш, сунгра узунлиги 
хисобланадиган векторни уларда ёйиш ва бу векторнинг 
скаляр квадратини а 4 =  а 2 формуладан фойдаланиб то- 
пиш етарли.

б- м а с а л а .  Кубнинг диагонали билан унинг ён ёги- 
нинг днагоналлари орасидаги бурчакларнинг катталиги- 
нн топинг.
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Д  [ 0 5 , ]  куб диагонали, [А 5 ,]  ва [5 .4 ,]  унинг ён 
ёклари . диаогоналлари булсин (64- чизма). А , /, у, к

координаталар системасини киритамизки, А О  =  а/,  
А В  =  а /  ва А А 1 = а к  булсин, бунда а  — куб кирраси- 
нинг узунлиги.

ЛВ,, 5 А , ва £>5, векторларни I, У ва к  векторлар 
орцали ифодалаймиз:

А 5, =  Ай"+ ЛЛ, == аУ+ аА=0/-|-ау+аА,

5Л, —  Л5  +  А А , =  —  аУ +  аА =  0/ —  аУ+аА,

Ш ,  =  0 5 + Л Л , = А В - А О + А 4 , = а у  - а / + а * .

Шундай цилиб, танланган координаталар система* 
сида:

Л 5 ,= ( 0; а; а), ВЛ, =  (0;— а; а), 05, = ( —  а; а; а) 
Энди 22- §, (2) формуладан фойдаланамиз:

^ О2 4- а- +  а- • у  (— а )2 +  а 2 +  а1' 

бундан

со , О й  Щ ) =

(Л 5 ,;  0 5 , )  нинг кийматини жадвалдан топиш цийин 
эмас.

со ,  ( 5 ? , ;  Щ -  0 - ( - « ) + ( - ^ ) - « + » -
у 0 2 + (  — а )2 +  а2- / ( — а)2 +  а 3 +  а«

« м с Й „ / > а д - ^ ± £ .

бундан

соэ (5Л ,;  0 5 , )  =  0 ва шунинг учун (5Л ,;  0 5 , )  =  90°. Д  
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Ву масалани бир оз боищачароц ечиш мумкин эди.

'Д  Базис векторлар сифатида А О , А В  ва А А Х век-

торларни танлаб, А В и В А Х ва О В х векторларни улар 
буйича ёйинг:

А В Х =  А В  А А Х)

В А Х =  А А Х — ~АВ%

О В х =  А А Х — АО.

\ О В х | =  а / 3 ,  | А В Х | =  | В А Х | =  а / 2 эканлигини* аник- 
лаб ва 23- §, (1) формуладан фойдаланиб, изланаётган 
бурчаклар косинусларини ^исоблашга утинг.А

Шундай килиб, бурчак катталигини хисоблаш учун 
узунликлари ва ораларидаги бурчак катталиги маълум 
учта нокомпланар (иккита ноколлинеар) базис векторни 
танлаш етарли. Сунгра изланаётган бурчакни беради- 
ган векторларни топиш ва уларни базис векторлар 
буйича ёйиш *амда агар а  ва & векторлар уз коорди- 
наталари орцали ифодаланган булса,

/ о • ь
008 ^  Ь ) = щ ь \

ёки

С08 ( а ;  Ь) =  ^
' V х  1 +  у21 +  г 1' V  Х2 +  У2 +  г \

формулалар буйича изланаётган бурчак косинусини то ­
пиш керак.

7 -м  а с а  л а. М х ва М 2 лар Д  А 1В хС1 ва Д  А гВ 2Сл 
лар медианаларининг кесишиш нукталари.

М ХМ 3 ■= -д- ( А ХА 2 -|- В ХВ 2 -1“ СХС^)

ни исбот килинг,
Д  Медианаларнинг кесишиш формуласидан фойда- 

ланамиз (23- §, (6) формулага каранг). О —фазонинг би- 
рор нуктаси б^лсин. У .^ о л д а
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0 %  =  1  (0А2 +  0В,  +  0С 2),

=  ом1 — ом, =
=  1 ( 0 4 ,  -  ОА,) + Хъ т * - 0 В 1 ) + ^ { 0 С * - 0 С х ) =  

=  1 ( 1 и 2 +  а д  +  с £ * ) . А

Эслатиб утамизки, к^лгина масалаларни вектор ме- 
тоди билан ечишда купинча чизмадан фойдаланиш ас- 
лида ортикча булади (бу 7- масаланинг ечилишидан ку- 
риниб турибди). Бирок к^пчилик лолларда масала шар- 
тига м’ос келувчи чизмани чизиб олиш фойдалидир.

26- §. Икки векторнинг вектор к^пайтмаси ва унинг 
хоссалари

Физикада Р  кучнинг О нуктага нисбатан моментини 
купинча боши О  нуктада булган ва О нукта билан Т7

куч ётадиган текисликка перпендикуляр О М  вектор би*

лан тасвирланади. Бу О М  век­
торнинг узунлигини вектор 
узунлигининг Л елкага купайт- 
маси каби аннкланади (/г - шу
О нуктадан У7 куч тасвирлан- 
ган турри чизиккача булган 
масофа, 65- чизма) ёки

65-чизма  
| ОЖ | =  | / 7| - | г  |-81п [Р\ г),

бунда г = О А  уш а Р  куч куйиладиган нуктанинг радиуе- 
вектори. Агар Р  векторни О нуктага кучирсак, у х;ол-

да учта г, Р  ва О М  вектор шу курсатилган тартибда 
/, У, Л бирлик базис векторлар учлигига ухшаш учлик 
(чап ёки унг) таш кил цилаяи,

Бирлик базис векторлар учлиги * берилган бул- 
син.Агар ¿  векторнинг охиридан каралганда /векто р д ан  
/  векторгача булган энг якин бурилиш соат стрелкаси- 
га  каршн булса (66- чизма) бу учлик $нг у ч л и к ,  агар
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к
к

С

66-чизма 67-чизма

бу энг яцин бурилиш соат стрелкаси буйича булса (67- 
чизма), бу учлик яап у ч л и к  деб аталади.

Т а  ъ р и ф  . а  векторнинг6 векторга вектор к у п а й т -  
маси  деб  цуйидаги учта шартни каноатлантирадиган с 
векторга айтилади:

1) с векторнинг узунлиги | с \ =  а - Ь • sin (а; Ь) :
2) с вектор а ва Ь вектор купайтувчиларга перпен­

дикуляр: с±_а ва £_]_&;
3) учта а , &, с вектор шу курсатилган тартибда бир- 

лик базис векторлар учлигидек учлик ташчил килади 
(унг ёки чап).

Икки векторнинг вектор

юзи нечта квадрат бирликдан
иборат булса, шунча (шундай исмли) узунлик бирли- 
гига эга (68- чизма).

Вектор купайтманинг баъзи хоссаларини куриб чи- 
камиз:

1. Агар ё вектор а = 0  ёки & = О, ёки а  ва & в ек ­
торлар коллинеар булса, вектор купайтма ноль вектор 
булади.

□ ^ацицатан ^ам, ^  ^
агар а = О, ёки & = О ёки (а ;& )= 0, яъни sin (а\Ь) =»0 

булса, биринчи шартга кура куйидагига эгамиз:
| с | = | а | ' - | & |  sin ( а; 6) =  0.

Биринчи шартни соф гео ­
метрик нуцтаи назардан таъ- 
рифлаш мумкин: с векторнинг 
узунлиги вектор купайтувчи- 
ларда ясалган параллелограмм

купайтмаси [ а\Ь J символ билан 
белгиланади.

68-чизма
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Бундан-икки векторнинг коллинеарлик шарти цуйида- 
ги шартдир:

[ а;Ь ] =  0.
2. Купайтувчиларнинг тартибини Узгартирилганда 

вектор купайтма узунлигини сацлайди, лекин уз йуна- 
лншини царама-^арши йуналишга узгартиради:

[ а;Ь ] =  — [ &;«]•

□  Хакикатан ^ам, вектор купайтма таърифининг 1) 
шартига кУра

[a\b] =  \ a \ - \ b  \ •siníajft),- 

[&;a] =  |& | • \ а \  sin(&;a).

(а\Ь) =  (Ь;а) булгани учун
I [о; Ь] | =  |]&; о] |.

[ а\Ь ] ва [ 6 ;  а] векторлар а  
ва Ь вектор купайтувчилар билан 
аникланадиган текисликка п ер­
пендикуляр булишн керак. 
а, Ь ва [а;Ь] векторлар (шунин- 
дек Ь , а  ва [Ь;а\ векторлар хам) 
унг (чап) учликлар ташкил кили- 
ши керак, лекин бунда [a ; Ь ] 
ва [&; о] векторлар царама-царши 
йуналган булиши керак (69- чиз- 
м а ) .Ц

3. Вектор купайтма учун ск а ­
ляр купайтувчига нисбатан груп- 
палаш хоссаси уринли:

[ та\Ь  ] =  [ a;mb  ] =  т  [ а;Ь ].

4. Вектор купайтманинг таксимот хоссаси куйидаги 
тенглик билан ифодаланади:

Вектор купайтманинг 3 ва 4-хоссаларини исботсиз ка* 
бул циламиз.

М а с а л а  a — S J  в а 6 = 2 А  векторларни тасвирланг.
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г -

[а\Ь ] ва [ Ъ\а ] вектор купайтмаларни топинг ва тас- 
вирланг.

Д  О; /, У, к тугри бурчакли координаталар системаси- 
ни карайлик (70- чизма). а = З У  вектор Оу укнинг [ ОМ,\ 
йуналган кесмаси билан тасвирланади; 6 =  2А вектор 
Ог  укнинг [ОЛ^] йуналган кесмаси билан тасвирлана­
ди. Вектор купайтма таърифининг 3 )  хоссаси буйича 
с =  \а,Ь\  вектор а  ва & векторлар билан биргаликда 
уша / , у, к  вектор базис каби (чап ёки ^нг) базис таш- 
кил цилиши керак. 70- чизмадан куриниб турибдики, 
/,У, к  векторлар чап вектор базис ташкил цилади. с в е к ­
тор I векторга ноколлинеар булиши кераклиги учун, 
равшанки, унинг йуналиши /  векторяннг йуналиши би­
лан устма-уст тушади. Энди с векторнинг узунлигини 
^исоблаймиз:

| с [ = | а |  • IЬ | э1п ( а ;  &),
| с | =  |ЗУ | • 12к  |з1п90° =  3-2-1 = 6 .

Шундай кнлиб с вектор с =  ОР =  б/,
Равшанки, [ Ь;а ] =  —  [ а;Ь ] — — с =  — 61,

[&; а]  =  0 1 . А
2 7 -§. Уз координаталари билан берилган икки 

векторнинг вектор к^пайтмаси

Ортлар буйича ёйилган икки вектор берилган булсин; 
а  =  х х1 +  у,У +  г хк,
& =  Х2/  +  УаУ +  22А.
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Вектор купайтмани координаталарда ёзамиз ва уни 
вектор купайтманинг 3 ва 4-хоссаларидан ф(}йдаланиб, 
алмаштирамиз:

[а; Ь\ =  [ д +  у  Л  +  г хк\ х 21 +  у2У +  г 2к] =
=  *,**[/; /] +  х ху г\1, У] +  х ,г 2[/; А] +

+  У ^ П У ; *] +  У .У 2[У; У] ‘ У ^ У ;  * ]  +  г 1л:2[А:; / ]  +
+  г {у 2[ к \ Д  +  г ,г 2[Лг; А]. (1)

Вектор купайтманинг биринчи хоссасига кура
| / ; / ]  =  1 У ; У ] ~ 1 * ; * ] - о .  (2>

Вектор купайтма таърифига кура

[/;У] =  *, Ъ/; * ] - * . [ * ; / ] - У .  (3)
Вектор купайтувчиларнинг урнини алмаштириш рГл - 

тижасида вектор купайтма ишораси карама-царшисига 
узгаради. Шунинг учун

| У; / } = - * ,  I*; У] =  - /  [/; к ] ------У- (4)
Ю к о р щ а курилган (2) — (4) тенгликларни ^исобга 

олиб, (1) вектор купайтмани куйидагича ёзиш мумкин:
[а; Ь\ =  х ,у 2* — x ^ z 2j  — у,л:2А +  у ,г2/  +  г хх ^  — г ,у 2г 

ёки
[а; ь \ = ( у , г 2 - г , у 2) I \  [ г , х , —г , х ,)]-]- (хху 2—у , х 2)к. (5)

(5) формула координаталари билан берилган икки век­
тор купайтмасининг ифодасидир.

М а е  а л а. Агар а= 2 /-^ .3 у —А ва 6 = / + 2 У + А  булса, 
[с; &] вектор купайтмани топинг.

д  [а; &] =  ( 3 - 1 - ( - 1 ) - 2 ) / + ( - М - Ь 2 ) У + ( 2 - 2 + 3 - 1 ) А  

[а; & ] = 5 / - З у + А .А
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I БОБГА ДОИР МАСАЛАЛАР

1. Айлана уч, турт ёки олти тенг булакка булинган (71- чиз- 
ма). Хар бир ^олда берилган векторларни топинг.

2. Жисмга икки ва Р2 куч таъсир килади, / =,1= 8 Н . /72= 6 Н . 
Агар бу кучлар орасидаги бурчакнинг катталиги 90° га тенг бул- 
са, уларнингденг  таъсир этувчисини топинг.

3. Сузувчининг тинч сувда сузиш тезлиги 4 км/соат, дарёнинг 
оцим тезлиги 3 км/соат. Дарёнииг карама-царши киргогидаги энг 
якии нуктага сузиб бориш учун кайси йуналишда сузиш керак- 
лигини аницланг. (Масалани график ёрдамида ечинг;)

4. Мунтазам олтибурчак марказига учта кетма-кет учларга то- 
мон йуналган учта куч куйилган. Агар берилган кучларнинг *ар 
бирининг катталиги 1 Н га тенг булса, тенг таъсир этувчининг 
катталигини ва йуналишини топинг.

5. Туртта a, Ь, с, d векторни шундай ясангки, уларнинг i i h f h h -  

дилари бу векторлардан бирига тенг булсин: а) а ;  б) Ь\ в) с\ г) d.

6. Ихтиёрий A B C D E  бешбурчак ясанг ва AB, В С , CD, D E  ,

71-чизма

5* 67

www.ziyouz.com kutubxonasi



Oj ê) à) 

72-чизма

EA  векторларнпнг ппгиидисини топинг. Кандай топганингизни ту- 
шунтириб беринг.

7. A B C S  тетраэдр берилгаи. Векторларнинг куйндаги  йирин-

диларини топинг: 1 ) А В  -Ь ВС  -f- C S ; 2) А С  4- C S  +  &4 +  АВ.
8. Турт бурчаклп муптазам A B C D S  ÇS — учи, О  — баландлик

асоси) пирамида гсрнлгап. OS, ВА, DS, ВС, SB, А О , S C  вектор-

лар йипшднси ВА, AS, AD, SC , АВ, D A  векторлар йигиндисига 
тепглигини исбот ь.илинг.

9. Текислпкда туртта поколлипеар а, Ь, с ва d вектор берил- 
ган а +  Ь =  с -г d экаплпгпии маълум. Бу векторлардан туртбур- 
чак тузпш мумкин-мумкинмаслппши аникланг.

10 Квадратда диагопаллар утказилган (72-чизма). Хар бир 
квадрат учун уч вскториииг йнгиидиси a  -f Ь -f с ни топинг.

1!. Мсталгап учбурчак медианаларидан учбурчак ясаш мум- 
кинлигини исбот кнлинг.

12. A B C D  — параллелограмм А В  = а ,  A D = b ,  О—диагоналлар-

нинг кесишиш нуцтаси. BD , ОВ, АС  ва СО  векторларни а  ва Ь 
векторлар оркали ифодаланг.

13. A B C D  TÿFpn тУртбурчакда А В  =  а, АС  =  Ь диагоналлар

Утказилган. ВС, СВ, B D , О В , A D  +  CD  векторларни а  ва Ь век­
торлар оркали ифодаланг.

14. A B C  у ч б у р ч а к д а  P N  У р т а  ч и з и к  у т к а з и л г а н  (Р £ А В ) .

P B  =  а, К С  =  Ь ва СА  -  с,  ̂А В  +  В С  f  P N , A P + . P N  +  NC;

А С  - f  РА  — B N  в е к т о р л а р н и  а, b ва с векторлар оркали ифода­
ланг.
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73-чизма

15. ABCS тетраэдр берилган. Куйпдагп векторларни топинг:

1) SA — SB; 2) SA — SC; 3) ïh —1?С.

16. а ва b векторлар берилган. Куйидаги векторларни ясаш  
талаб килинади: 1) а — Ь\ 2) —  а — Ь\ 3 ) —  а +  Ь.

17. Учта a, b ва с вектор берилган. Куйидаги векторларни 
ясаш талаЙГ килинади: 1) а +  b — с\ 2) — а +  b - f  с; 3) а  — Ъ+ с\

4) а — Ь — е\ 5) — а  +  6 — с\ 6) — a — b с-, 7) —  а — b — с.
18. Л, В, С ну^талар маркази О нуктада булган айланага пч- 

ки чизилган тенг томонли учбурчакнинг учлари. Л/ пуцтага куйил-

ган ва МАу MB , МС векторлар орцалн тасвирланадиган учта куч- 
нинг тенг таъсир этувчисини топинг (73- чизма).

19. а ва b векторлар орасидаги бурчакнннг катталиги 120° га- 
тенг. | а |= 5 ,  \Ь\ — 3. |а  — Ь\ ни топинг,

20. а  вектор kb га тенг (аф0). к нпнг кандай кийматларида: 
1) | а 1 =  I b |, 2) | а | >  I b |; 3) | а \ < \ Ь \ булади?

21. ABC учбурчакда AD  медиана утказилган. AD =~2 (АВ-\-АС)

эканини исбот кнлинг.
22. k нинг шундай кийматини топиигкп, ka  (бунда аф 0) век- 

торнинг узунлиги: 1) а векторнинг узунлигига тенг; 2) | З а  i дан  
катта; 3) | 5а | дан кичик булсин.

23. Г) | Ь \ =* 5 ва a t î6 ;  | b \ =  1 ва а\[Ь буладиган b вектор- 
ни *осил цилиш учун ноль булмаган а векторни купайтириш ло- 
зим булган сонни аникланг.

24. TÿFpn чизицда кетма-кет учта М , N  ва Р нукта олинган; 
А нукта [MN] кесманинг уртаси, В нукта [JVP] кесманинг Уртаси

АВ векторни РМ  вектор оркали ифодаланг.
25. а векторни купайтириш лозим булган шундай сонни аннц- 

лангки,-бунда b=*ka вектор:
1) узунлиги буйича 1 га тенг; 2) узунлиги буйича 5 га тенг 

ва а\\Ь булсин.
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26. Тугрп чизикда учта А, В , С  нукта шундай олинганки, бун­

да СА  =  3 СВ. А В  векторни СВ  вектор оркали ифодаланг.
27. ABC  учбурчак берилган. Бу учбурчак медианаларининг

кесишиш нуктасини М  оркали белгилайлик. М А +  М В -\ -М С = 0 ни 
исботланг.

28. A B C D  турри туртбурчакда диагоналлар Утказилган. А В  = а  

АС  =  Ь маълум.

В С , CD, D A  ва B D  векторларни а ва b векторлар. оркали 
ифодалаш талаб к-илинади.

29. а =  2 /  — 3y +  4Æ вектор берилган. Агар 1 а |  =  |& |  ва b 
векторнинг абсциссаси а векторнинг ординатасига тенг, b вектор- 
нннг ордмнатаси эса нолга тенг булса, b векторни топинг.

30. A B C S  учбурчакли пирамида . берилган. Куйидагн векторни 
ясанг (куйинг):

1) А&  -Ь S B  — SC; 2) — S A - j^ S C ;  3) SA  — SB.
31. Учларининг координаталари А (— 3; 1); В  (3; 6); С (2; 2) 

ва D  (— 4; — 3) булган туртбурчак параллелограммлигинн курса- 
тинг.

32. А В  вектор а =  (3; — 4) векторга коллпнеар. Агар А (8; 5) 
булса, В  нуктанинг координаталарини аникланг.

33. а вектор Ь =  (—2; 5) векторга коллпнеар. Агар а  векторнинг 
ординатаси 15 га тенг булса, унинг абсциссасини топинг.

34. а =  (—3; 7) вектор b векторга коллинеар. Агар b векторнинг 
абсциссаси 6 га тенг булса, унинг ординатасини топинг

35. Кубнинг биручидан чикувчн диагоналлари бплан ën i ора- 
сндаги бурчак катталигинн топинг.

36. Л<Г( в; —3; 6) нуктани ясанг ва бу н.укташшг радиус-вектори 
узунлигини топинг.

37. а =  / +  У ва b = k —2 j  векторларда ясалган параллелограмм- 
нинг диагоналларини аникланг.

38. а =  21 +  J  ва b =  j  ~{-2k векторларда ясалган параллело- 
граммнинг диагоналлари орасидаги бурчакни топинг.

39. Агар А  (2; — 1 ; 2) \ В =  (3; 0; 1 ) бу.:са АВ  векторнинг b =  /  +  J  
векторга скаляр купайтмасини ^исобланг.

40. а —(4; 5) вектор берилган. а  векторга коллинеар булган би- 
рор b векторнинг координаталарини топинг. Масала нечта ечимга 
эга?

41. Кубнинг кеспмн берилган (74- чизма). Чизмаиинг исталган
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74-чизма 75-чизма

кесмасини вектор деб олиш мумкин. Бпр нечта компланар векторлар 
учлиги ва бир нечта нокомпланар векторлар учлигини ёзжтг (ма-

салан, АВ, ВС  ва N P  векторлар компланар).
42. а  = ( — 1 ; 2; 2) вектор берилган. Шу йуналишли бпрлик век- 

торнинг координаталаршш топинг.

43. А ( 2 \ \ )  ва В(  10; 7) нукталар берилган. А В  векторни i ва j  
ортлар орь;али нфодаланг.

44. Текисликда мунтазам олтибурчак берилган, агар | ОБ  | =  4 
булса, 75- чизмада тасвирланган барча векторларни I ва j  с-ртлар 
буйича ёйинг.

45. Текисликда учта А (0;8), В  (6;8) ва С (6;0) нуцта берилган. 
Куйидаги векторларни I ва j  векторлар сркали ифодаланг:

1) 0 4 ;  2) Ô B ; 3) ОС; 4) /\В\ 5) ВА;

6) CÆ .
46. A B C D A ^ C . D ,  кубда М, К  Р, 

Q, R, S, Т нуцталар — цирралар>шнг

Урталари. Базис учун В А = а ,  В С=Ь\

В В г =  С векторлар кабул килингаи.
Куйидаги векторларни а, 6, с ба­

зис буйича ёйинг:

1) D T ; 2) Â B ù  3) NP;  4) PQ\  5) Q S ; 

6) 7) RM\ 8) R N  (76-чизма).
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47. А В С й Е Р  мунтазам олтибурчак берилган. Вазис учун АР  — 

—а  ва АС  =« Ь векторлар кабул килинган. Куйидаги векторларни а,Ь 

базис буйича ёйиш талаб килинади: 1) АВ;  2) ВС; 3) СО;  4) ОЕ\

5) ЁР\ 6) АО; 7) АЕ; 8) РС; 9) БЬ; 10) ЕЕ.

48. Агар М  (6; — 4; 3) ва =  (3; 2; 1) булса, М М  векторнн 
ясанг, унинг узунлигини ва координата у^ларидаги проекциялари- 
нн аницланг.

49. Агар \а\ *=2, \ Ь \  — 1, бу векторлар орасидаги бурчак эса 
120° га тенг булса, а  векторнинг Ь вектор йуналиши буйича ва Ь 
векторнинг а  вектор йуналиши буйича проекциясини топинг.

50. А В С О  А 1В 1С 1В 1 куб берилган. Куйидаги векторлар ораси­

даги бурчакни топинг. 1) А В  ва 2) А В  ва 3) А В Х ва О хС;

4) А В  ва А^й[; 5) АС  ва В хй ;  6) ВС  ва В хй .
51. Агар а  ва векторнинг скаляр купайтмаси: 1) а& *=  0;

2) а  Ь У  0; 3) а  Ъ < 0  булса, бу икки вектор орасидаги бурчакнннг 
катталиги т5трисида нима дейиш мумкин?

Куйидагиларнинг скаляр купайтмаларини топинг: 4) а  ва —а;
6) а  ва /г а.

52. Агар Л(—2; 3), В(0; 8) С(5; 3) ва />(10; 5) булса, а  =  Л В + с Ь  
вектор билаи абсциссалар уци орасидаги бурчакни аникланг.

53. Агар \ а  | -= 2, | Ь \ — I, улар орасидаги бурчакнннг катта­
лиги эса 60° га тенглиги маьлум булса, с =  4Ь — а  векторнинг узун- 
лигнни топинг.

54. а  «= (2 1/ 3; 2) вектор берилган. Агар а  ва Ь векторларнинг 
абсциссалар уцидаги проекциялари тенг, Ь векторнинг абсцисса- 
лари у^и билан ташки л цилган бурчагининг катталиги а  векторнинг 
абсциссалар у^и билан ташкил цилган бурчагининг катталигидан 
икки баравар ортпк булса, Ь векторнинг ординатасинп топинг.

55. Куйидаги векторлар орасидаги бурчакни аникланг: 1) I ва. 
( / } - * ) ;  2) у ва ( / — А); 3 ) к  ва {2 у — 3 А).

55. Учлари .4 (5; 0; 0), В (1; 1; 1) ва С (3; — 1; 2) булган уч- 
бурчакда бурчаклар катталигнпи топинг.

57. а  — (3; — 5) вектор берилган. а  векторга перпендикуляр 
бу/ган бирор икки векторнинг координаталарини топинг.

53. с =  (4; — 7) вектор берилган. с векторга перпендикуляр 
булган бирор Ъ векторнинг координаталарини топинг. Масала неч- 
та ечимга эга?

59. а — (1; 2; — 3) вектор берилган. Унга перпендикуляр бул-
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ган Ъ векторнинг абсциссаси 3 га, ординатаси 6 га тенглиги маъ- 
лум; Ь векторнинг аппликатасини топиш талаб килинади.

60. а =  (3; — 1; 2) вектор берилган. Ь±а.  Агар Ь векторнинг 
аппликатаси 5 га тенг б^лса, Ь векторнинг абсцисса ва ордината- 
сини топиш мумкинми? Масала нечта ечимга эга?

61. а — (3; — 4) вектор берилган. Унга перпендикуляр булган 
Ь векторнинг абсциссаси 8 га тенглиги маълум. Ь векторнинг ор- 
динатасини топинг.

62. а*=(5; 3) вектор берилган. Унга перпендикуляр булган Ь 
векторнинг ординатаси 10 га тенглиги маълум; Ь векторнинг абс- 
циссасини топинг.

63. а =  (3; 4) векторнинг абсциссалар уки билан ташкил кила- 
диган бурчаги катталигини топинг.

64. Ь =  (— 8; 6) векторнинг ордипаталар уки билан ташкил 
киладиган бурчаги катталигини топинг.

65.-Кавсларни очинг ва ифодаларни соддалаштиринг:
1) (Ь— с) а~тС• (и-\-Ь-\-с)- \-Ь• ( 2) /• ] ( 1 — к ) + 2/.
66 .а = ( 1 ;  —2; 3); Ь = (2; 2; — 1); с = (0; 1; - 2 ) ,  ¿  =  (2; — 1; 0> 

векторлар берилган. Куйидагиларни .\нсобланг:
1) [а; Ь}\ 2) [а; с]\ 3) [Ъ\ с]\ 4) [а; й]\ 5) [(а +  Ь)\ с)\
6) [(а  — *); с]; 7) [(а +  Ь)\ (й  —  с)\\ 8) [(а  +  2йГ); г];
9) [(2а — 36); ( с +  </)]; 10) [(а -  Ь)\ [Зс +  2й)].
67. Иккита а= 21  ва Ь = 3 к  вектор берилган. с — [а; 6] вектор- 

ни топинг ва ясанг.
68. Иккита а = 3 /—2к  ва Ь = 4к вектор берилган. с =  [а; 6] век- 

торни топинг ва ясанг.
69. Агар Р  = 3 1 +  к  куч Аг(2; 1; 4) нуктага куйилган булса, 

унинг М (2 ; — 1; 3) нуктага нисбатан моменти катталигини топинг.
70. / 7= 2 / — З у +  4к куч М( 1; 5; — 2) нуктага куйилган. Г  куч- 

нинг координаталар бошига нисбатан моменти катталигини топинг.
71. а  =  (3; 4) ва Ь =  (4; — 3) векторларда ясалган параллело- 

граммнинг юзини топинг.
72. Учларининг координаталари А  (0; 2; 6), Я  (4; 0; 0) ва 

С (8; — 2; 1) булган учбурчакнинг юзини топинг.
73. Л (1; —2), В  (—2; 2). С (4; 10) ва £>(7; 5) параллелограмм 

берилган. Унинг юзини ва баландлигини .\исобланг.
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I I  б о б

Т#ТРИ  ЧИЗИК

28- §. Икки узгарувчили тенглама 
ва унинг графиги

Биз биламизки, икки узгарувчили тенгламанинг ечими 
деб, узгарувчилар кийматларининг бу тенгламани тугри 
тенгликка айлантирадитан исталган тартибланган жуф- 
тига айтилади.

Масалан, бизга Зх +  2у — 2 =  О тенглама берилган- 
булсин. Тартибланган сонлар жуфти (4; — 5) (бунда 
биринчи у р инДа х  узгарувчининг киймати. иккинчи 
уринда эса у  узгарувчининг киймати ёзилган) тенглама­
нинг ечими булади, чунки 3-4  +  2• (— о) -  2 =  0, (5; 7) 
сонлар жуфти эса берилган тенгламанинг ечими эмас, 
чунки 3-5 +  2*7 — 2 Ф  0.

Агар л: нинг кийматларини ихтиёрий танласак ва у  
линг уларга мос кийматларини топсак, у холда бу тенг­
ламанинг ечими буладиган чексиз куп сонлар жуфтини 
*осил килиш мумкин:

х  ва у  узгарувчиларнинг мос цийматлари жуфтла- 
рини текисликдаги нуцталарнинг координаталари деб 
караш мумкин. Ясалган ну^талар (ечимлар) туплами 
тенгламанинг графиги  дейилади.

, Масалан, х 2 — 4у =  0 тенглама берилган. Унинг гра- 
фигини ясаш талаб цилинади.

Бунинг учун куйидаги жадвални тузамиз:

* - 5 — 4 — 3 — 2 — 1 0 1 2 2 3 4 5

У 6,25 4 2,25 1 0,25 0 0,25 0,25 1 2,25 4 6,25

Энди координаталари жадвалимизда ёзилган нуцта- 
ларни ясаймиз (77- чизма).
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77-чизма 78-чизм,а

Ясалган нукталарни силлик чизик билан туташтира- 
миз. х 2 — 4у =  0 тенгламанинг графигини ^осил килдик. 
Агар нукталар (ечимлар) купрок булса, график аникрок 
булишини кайд этиб утамиз (78- чизма).

Бош ^а мисол курамиз. + 3  тенгламанинг
графигини ясанг. х  ва у узгарувчиларнинг мос кий- 
матлари жадвалини тузамиз;

0 0 2 3 4 5 б 7
1

8 — 1 - 2 - 3 —4 - 5 —6 —7 —8

У 3 3,5 | 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 2,5 2 1,5 1 0,5 0 0,5 —  1

Координаталари жадвалда ёзилган нукталарни ясай- 
миз. Графикдан (79- чизма) куриниб турибдики, ясалган 
нукталар тугри чизиада ётади. Бу фактнинг исботи 
кейинрок берилади.
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Т а ъ р и ф .  Икки Узгарувчили тенгламанинг графиги 
координаталари бу тенгламани каноатлантирадиган бар-
ча^ нукталар тупламидир. Масалан, у  = - ^ + 3  тенгла­
ма бёрилган булсин; х  ва у  узгарувчиларнинг мос кий- 
матлари жадвалини тузамиз (юкорига каранг), биринчи 
уринда х  нинг киймати, иккинчи уринда эса у  нинг 
киймати турган (0;3), (1; 3,5), (2; 4), , (— 8; — 1)
сонлар жуфтларининг *ар бири у = - ^ -  +  3 тенглама­
нинг ечимидир.

Шундай килиб, / { х \ у )  =  0 тенгламанинг графиги 
текисликда бирор чизикдир.

29- §. Турри чизиц ва ун ин г  тенгламаси

Тугри чизиклар тугрисидаги турли масалаларни 
ечишда купинча бу тугри чизикларнинг тенгламалари- 
ни тузишга тугри ,келади, агар векторлардан фоЛда- 
ланилса, бу иш анча осонлашади. Бундан буён текис- 
ликдаги тугри чизикнинг вазиятини векторлар ва нук- 
талар ёрдамида характерлаймиз. Масалан: т^гри 
чизик -М| ва М 2 нукталар оркали утади, 2) тугри 
чизик а  векторга параллел булиб, УИ, нукта оркали 
утади, 3) /3 тугри чизик п  векторга перпендикуляр б у ­
либ, М  нукта орк.али утади, 4) тугри чизик М  нукта 
оркали утади ва I вектор билан да бурчак таш кил ки- 
лади. Равшанки, тугри чизикнинг бундай берилиши те­
кисликда унинг вазиятини тула анйклайди.

I тугри чизикка коллинеар булган исталган а  вектор 
бу тугри чизикнинг й у н а л т и р у в ш  векторы, дейилади.

Бу таърифдан ^ар бир тугри чизик исталганча йу- 
налтирувчи векторларга эгалиги ва уларнинг ^аммаси 
узаро коллинеар булиши келиб чикади.

I тугри чизикка перпендикуляр ихтиёрий п  вектор 
т^гри чизикнинг н о р м а л  ве кт ори  дейилади.

Бу .таърифдан, э^ар бир т ^ р и  чизик хо^лаганча нор­
мал векторларга эгалиги, тугри чизикнинг барча нор­
мал векторлари узаро коллинеар эканлиги келиб чи- 
кади.

Агар I тугри _чизикда кандайдир иккита фиксирлан-

ган ва М 2 нукталар олинган булса, М ХМ 2 в ек ­
тор (Ж , М 2) тугри чизикнинг йуналтирувчи векторн
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булади. Таъкидлаймизки, йуналтирувчи вектор сйфати- 

да М гМ х векторни *ам олиш мумкин, чунки — —

—  Д м , .
Чизик тенгламасинн тузиш деганда, бу т^плам нук* 

таларининг координаталари орасидаги, уларни аниклов- 
чи шартларни каноатлантирадиган богланишни ёзиш 
демакдир. V'

Буни мисолларда тушунтирамиз.
1- м а с а  л а. Биринчи ва учинчи координат б урчак- 

ларнинг биссектрисаси тенгламасинн тузинг.
Д £  тугри чизик — биринчи ва учинчи координат 

бурчакларнинг биссектрисаси булсин (80- чизма). I бис- 
сектрисанинг ихтиёрий N  (х\ у) нуктасини караймиз ва 
•унинг л: ва у координаталари орасидаги муносабатни 
аниклаймиз. Бунинг учун л: ва у координаталар ора- 
сида-биссектрисанинг (ва факат биссектрисанинг) ихтиё­
рий нуктаси учун уринли буладиган муносабатни 
топишимиз керак.

х О у  бурчак биссектрисаси I шу бурчак тбмонлари- 
дан тенг узокликда ётган нукталар туплами: |Л Л Г| =  
=  | ВМ\.  Бу тугри чи-икнинг барча нукталари (ва факат 
шу нукталар) учун умумий хоссадир. Бундан |ОЛг) нур- 
нинг исталган А'(х\  у) нуктасининг координаталари у = х  
тенгламани каноатлантириши келиб чикади (80- чизма).

[ОЛ?,) нурнинг исталган нуктасининг л: ва у коор­
динаталари *ам у  =  х  тенгламани каноатлантмради, 
чунки улар абсолют кийматлари буйича тенг ва икка- 
ласи ^ам манфий (8 1 -чизма). I тугри чизикда ётмайди-
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ган нукталарнинг координаталари у =  х  тенгламани 
каноатлантирм айди .^

Т а ъ  р и ф .  Чизикнинг тенгламаси деб, шундай
Р ( х , у )  =  0

тенгламага айтиладики, бу чизикнинг барча нукталари- 
нинг (ва факат шу нукталарининг) координаталари шу 
тенгламани каноатлантиради.

Чизикнинг тенгламаси таърифидан келиб чикадики, 
текисликнинг координаталари чизик тенгламасини ка ~ 
ноатлантирадиган ихтиёрий нуктаси шу чизикка тегишли 
ва аксинча, чизикнинг илталган нуктасининг координа­
талари унинг тенгламасини кяноатлантиради.

2- м а с а л а .  Иккинчи ва туртинчи координат бур- 
чакларнинг биссектрисаси тенгламасини тузинг.

А  Иккинчи ва туртинчи координат бурчаклар бис- 
сектрисасининг барча нукталари ва факат шулар коор- 
динаталар укидан бир хил узокликда жойлашган, лекин 
унинг ^ар бир нуктасининг ординатаси ва абсциссаси 
биринчи ва учинчи координат бурчаклар биссектрисаси- 
дан фаркли уларок ишора билан фарк килади. Бу 
хоссани алгебраик куринишда куйидагича тенглама 
Килиб ёзиш мумкин:

у  =  - х .
Бу тенглама иккинчи ва туртинчи координат бур- 

чакларнинг биссектрисаси тенгламаси булади. ▲
Эслатиб утамизки, тугри чизик узи утадиган икки 

нукта билан тула аниклангани учун бундан буён тугри 
чизикни ясаш учун иккитадан ортик нуктасини топмай- 
миз (82- чизма).

83-чизма

.М  /  
- 1 — ?

\ ьI X
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3- м а с а л а .  О х  Укка параллел ва Оу  Укни ордина- 
таси b га тенг булган нуктада кесиб утадиган турри 
чизик тенгламасини тузйнг.

д  / турри чизик О х  Укка параллел булиб, ундан b 
масофада ётсин (83- чизма). М  бу турри чизикнинг 
ихтиёрий нуктаси булсин. Изланаётган турри чизик 
координат текисликнинг хар бири b га тенг узгармас 
ординатага ва ихтиёрий абсциссага эга булган нукта- 
лари туплами.

Бу хоссага факат 1 турри чизикнинг нукталари эга, 
чунки бу TÿFpn чизикда ётмайдиган хар кандай иукта 
учун ё у  >  b га, ёки у <  b га эгамиз. Алгебраик кУри- 
нишда бу хоссани куйидагича ёзиш мумкин:

у  =  Ь.

Бу О х  Укка параллел турри чизик тенгламаси була- 
ди. Равшанки, b >  0 да I тугри чизик О х  укдан юко- 
рида, 6 <  0 да эса пастда жойлашади.' ^

Мисолдан куриниб.турибдики, чизик тенгламаси фа- 
кат битта координатани ÿ3 ичига олиши хам мумкии 
экан, буни таъкидлаш  мухим.

4- м а с а л а. О х  Укнинг тенгламасини тузинг.
Д  О х  ÿK O i j  текисликнинг исталган абсциссада ор- 

динатаси нолга тенг ёулган нукталари туплами. Алгеб­
раик куринишда бу хоссани куйидагича ёзиш мумкин:

у = 0 .
Бу эса О х  Ук тенгламасидир. О х  Укнинг тенгламаси 

О х  Укка параллел у  ~  b TÿFpH чизик тенгламасининг 
хусусий холи эканлигини куриш осон. ^акикатан  хам, 
Ь =  0 булганда О х  Ук тенгламасини хосил к и л а м и з .^

5- м а с а л а .  Оу Укка параллел 
ва О х  Укни а  га тенг абсциссали 
нуктада кесиб утадиган турри чи­
зик тенгламасини тузинг.

Д  I турри чизик ординаталар 
Укига параллел булиб, ундан а  ма­
софада жойлашган булсин (84- чиз­
ма). М  бу турри чизикнинг истал­
ган нуктаси булсин. Изланаётган 
турри чизик текисликнинг исталган 
ординатада а га тенг абсциссага 
эга булган нукталари тупламидир.
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Бундай хоссага факат I турри чизикнинг нукталари 
эга, чунки бу турри чизикда ётмайдиган *ар  кандай 
нуцта учун ё х  >  а, ёки х  <  а  га эгамиз. Алгебраик 
куринишда бу хоссани куйидаги тенглама оркали ёзиш 
мумкин:

х  =  а.

Бу эса турри чизщ нинг изланаётган тенгламасидир. 
Равшанки, а >  0 .булганда I турри чизик Оу  укдан 
унгда, а  <  О булганда эса чапда ё т а д и .Д

6- м а с а л а _ .  Оу  укнинг тенгламасини тузинг.
Д  Оу ук — текисликнинг абсц'иссаси нолга тенг бул- 

ган барча нукталари туплами. Алгебраик куринишда 
бу хоссани куйидаги тенглама оркали ёзиш мумкин:

х =  О.А

30- §. Турри чизицнинг параметрик тенгламалари

Турри бурчакли Д екар т  координаталар системасида
I т^три чизик, Л10 бошлаигйч пукта ва а  йуналтирувчи 
вектор билан берилган булсин (85- чизма). М  бу т^рри 
чизикнинг ихтиёрий нуктаси булсин, унинг радиус-век-

торини г  орцали бел ги л ай м т .  М 0А1 = г —г 0 векторнинг 
(унинг боши б\глган М 0 нукта турри чизикда ётади) 
охири б.^лган М  нукта ^ам шу турри чизикда ётганда 
ва факат шунда бу вектор турри чизикка параллел бу-

лади. Бу *олда М 0М  вектор а  векторга коллинеар. Куйи- 
дагига эгамиз:

М 0М : =  ta  ёки г  —  r n =  t а. (1)

Аксинча, (1) формуладаги t нинг ихтиёрий киймати- 
да бу формуладаги г  вектор I турри чизикнинг бирор 
нуятасининг радиус-вектори булади.

(1) формуладаги турли сон кийматларни кабул ки- 
лувчи t  узгарувчи па раметр,  (1) тенглама эса I турри 
чизикнинг вект о р -п а р а м ет р и к  т е н гла м а си  дейилади.

Агар М  ва М 0 нукталарнинг координаталарини (х \ у ) 
ра (х 0 у 0) оркали, а  векторнинг координаталарини (а4; а 2)
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оркали белгиласак, (1) тенгламани куйидаги курннишда 
ёзиш мумкин:

х  =  * 0+ а ,

У = Уо + а‘2 <-
(2)

Бу тенгламалар турри чн- 
зикнинг параметрик тенгла-ма- 
лари дейилади.

1- м а с а л а. уИ0(3; — 5) 
нуцта орь>али а  =  (4; 1) вектор- 
га параллел булиб утувчи тур- 
ри чизикнинг параметрик тенг- 
ламаларини тузинг.

Д  Л10 нуктанинг ва а в е к -  
торнинг координаталарини бе- 
восита (2) тенгламага куйиб, 
куйидагини ^осил киламиз:

( Х = 3  +  4Л 
\У  =  — 5 +  / . Д

2- м а е  а л а. /  турри чизик

х  =  5 — 21 ва у =  — 2 6 /

тенгламалар билан берилган.
Бу тугри чизикни ясаш талаб килиаади.
Д  Турри чизикни ясаш учун иккита нукта керак. Бу 

тугри чизикнинг М 0 бо:лланрич нуктасипинг координата-
лари унимг тенг лама ларида берил­
ган: УИ0 (5;—2). Турри чизикнинг 
бошка бирор нуктасининг коор­
динаталарини топиш учун  ̂ па- 
раметрга кандайдир циймат бе- 
риш ва бу цийматни тугри чизик 
тенгламасига куйиш керак. 1 
булсин, у ^олда М х (3; 4). Сунгра 
М 0 ва М х нукталарни ясаймиз ва 
чизгич ёрдамида изланаётган тур­
ри чизикни утказамиз (86- чиз- 

8о- ;,тзма ма). ^
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31- §. Берилган нуцтадан утувчи ва берилган век- 
торга перпендикуляр тугри чизиц тенглаиаси

Бирор М п нукта ва и вектор берилган б^лсин. М 0 
нукта оркалн п  векторга перпендикуляр килиб тугри 
чизиь; утказамиз (87- чиада).

М  нукта I тугри чизикнинг ихтиёрий нуктаси бул-

син. М 0М  вектор п векторга перпендикуляр б^лганда 
ва факат шундагина М  нукта I 
турри чизикда ётади, бунинг учун

эса п  векторнинг М вМ  векторга 
скаляр купайтмаси нолга тенг бу* 
лиши зарур ва етарли:

п - М пМ  =  0. (1)

87- чиз.ма

Бу-тенгликнн координаталарда 
ифодалаш учун тугри бурчакли 
Д екарт  координаталар системасинп 
киритамиз. М 0 ва М  нукталар (л:0; у 0) 
ва (х\ у) коордмнаталарга зга бул-

син. У .%олда М 0М  векторнинг 
координаталари (х  — х 0; у — у 0) булади. п  нормал 
векторнинг координаталарини (А; В) оркали белгилай* 
миз. Энди (I) тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:

А  (х — х 0) +  В  (у -  у 0) =  0. (2)

(2) тенглама берилган ~М0 нуцтадан утувчи ва б е ­
рилган п  -векторга перпендикуляр I турри чизик тенг- 
ламаси булади.

1 - м а с а л а. А  (2; — 3) нуцтадан у тУвчи ва п  34 
=  ( — 1; 5) векторга перпендикуляр турри чн?ик тенг- 
ламасини ту^инг (88- чизма).

А  (2) формуладан фойдаланиб, бу турри чизик тенг- 
ламасини

— 1 - (ж — 21 +  5  (У +  3) =  0 

куринишда ёзиш мумкин ёки узил-кесил 
х - Ь у -  17 « 0

ни *осил киламиз. Д
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88-чизма 89-чизма

2- м а с а л а. М х (2; — 1) ва М 3 (4; 5) нуцталар берил-

ган. М 1 нуктадан утувчи ва векторга перпенди­
куляр турри чизик тенгламасини тузинг.

Д  Т ^ р и  чизикнинг изланаётган п = * М хМ.2 нормал
вектори (2; 6) координаталарга эга (89- чизма). Нормал
вектор координаталарини (2) тенгламага цуйиб цуйида- 
гини *осил киламиз:

2 (х  — 2) +  6 (у +  1) =  0 ёки х  +  Зу -}- 1 =  0. Д

3- м а с а  л а. У ч л а р и Л ^  (— 5; 2), АГ2 (5; 6), УИ3 (1 ;— 2) 
нукталарда булган учбурчакда медиана утказил- 
ган. Л, нуктадан утувчи ва Ж ,Л , медианага перпен­
дикуляр турри чизик тенгламасини тузинг.

Д  п  =  М ХА { взкторни изланаётган турри чизикнинг 
нормал вектори деб кабул килиш мумкин. Унинг ко о р ­
дината ларими ан и р ай м и з .  Л, нуцта [ М 2 М 3] кесманинг 
уртаси, шунинг у ч у н ^ ^ у , )  унинг координата лари бул-
са, у *олда = 5 ^ 2  =  3, у = ^ - ^  =  2. У *олда п  =

нормал векторнинг кординаталари (8: 0) була- 
ди, яъни Л =  8, В  =>0. Изланаётган турри чизикнинг

Л , М  векторининг координаталари (х — 3; у — 2) була-

6* 33
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90-чизма

ди, изланаёгган турри чизикнинг тенгламасини эса (2) га
acocaн

8 (х  — 3) +  0 (у — 2) =  0 ёки х  == 3
куринишда ёзиш мумкин. Д

4- м а с а л а .  Учларининг координаталари А  (—3;— 1); 
В  (2; 7) ва С (5; 4) булган учбурчак берилган. С учдан 
утувчи ва А В  томонга перпендикуляр турри чизикнинг 
тенгламасини тузинг.

Д  Изланаётган турри чизикнинг нормал вектори

учун п =  А В  векторни олиш мумкин, унинг координа-- 
талари ' и =  {2 — 3); 7 — ( -  1)}, а =  (5; 8). М  изланаёт­
ган турри чизикнинг ихтиёрий нуктаси булсин, у з^олда

С М = (х  — 5; у — 4); шартга кура C M J _ A B ,  демак, 
—̂ —>-

С М  ■ А В  =  0 ёки координаталарда ёзсак: 5 (х — 5) +  
-t 8(у — 4) =  0 ёки, узи ч-кесил, 5 д: +  8у — 57 =  0 90- чиз- 

ма). Д

32- §. Турри чизикнинг умумий тенгламаси
Олдинги параграфларда ихтиёрий турри чизик турри 

бурчакли Д екарт  координаталар системасида биринчи 
дара жали алгебраик тенглама билан аникланишини 
к \рсатдик . Энди, бунга тескари даъвони, чунончи и х ­
тиёрий биринчи дара жали

А х  +  B y  +  С  =  0
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тенглама турри бурчакли Д екарт  координаталар систе- 
масида турри чизицни аниклашини, шу билан бирга 
ягона равишда анщланишини исботлаймиз.

□  Ханицатан *ам, (1) тенгликда А  ва В  коэффи- 
циентларнинг камнда бири нолдан фаркли, б^лмаса (1) 
тенглик тенглама була олмайди. В  Ф  0 булсин. У х;олда
(1) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Л ( х - 0) +  5 [ у - ( - - ^ - ) )  =  0. (2)

Олдинги параграфга кура (2) тенглама, ва демак,
(1) тенглама хам (0; — нуктадан <тувчи ва п=  (А-. В)
векторга перпендикуляр турри чизикни аниклайди хамда 
бу турри чизик я г о н а д и р .Д

А х  В у  +  С =  О, тенглама турри чизикнинг у м у  м ай  
т е н г л а м а с и  дейилади.

А х - \ - В у - { - С ^ =  0 тенгламада х  узгарувчи олдидаги 
А  коэффициент турри чизик нормал векторининг бирин- 
чи координатаси булишини, у узгарувчи олдидаги В  
коэффициент эса турри чизик нормал векторининг ик- 
кинчи координатаси булишини айтиб утамиз. Масалан, 
З х  — 4у +  5 =  0 тенгламада нормал вектор (3; — 4)

2
координаталарга эга, у =  х  +  17 тенгламада нормал

/ 2 •
вектор =  — 1), х  =  5 тенгламада эса нормал в ек ­
тор п =  (1; 0).

33- §• Турри чизикнинг умумий тенгламасини 
текшириш

Олдинги параграфларда биз ихтиёрий турри чизик 
турри бурчакли Д екарт  координаталар системасида би- 
ринчи даражали алгебраик тенглама билан аницлани- 
шини, ва акоинча, ихтиёрий биринчи дараж али

А х  -}- В у  -|~ С =  0

тенглама (А  ва В  коэффициентлар бир вактда нолга 
тенг эмас) турри бурчакли Д екарт  координаталар сис­
темасида турри чизикни аниклашини исбот килган эдик.

Турри чизикнинг умумий тенгламасидаги А , В  ва С 
нинг кийматларига боглик равишда турри чизик коор-
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91-чизма

динаталар системасига нисбатан кандай жойлашишини 
курнб чицамиз.

1. Агар TÿppH чизикнинг умумий тенгламасида ,4 =  0 
булса, унинг тенгламасини бундай куринишда ёзиш
мумкин: B y  - f  С =  0 ёки у  =  — ^ . Бу эса тугри чизи^-

нинг барча нукталари.бир хил ( - - § - )  ординатага эга
эканлигини билдиради. Демак, тугри чизик О х  ÿrçrça 
параллел (91- чизма).

2 .. Агар тугри чизи^нинг тенгламаси (1) да В  =  О 
булса, унинг тенгламасини бундай куринишда ёзиш

с
мумкин: А х  +  С =  0 ёки х  = — . Бу эса тугри чи-

Q
зщ н и нг  барча нуцталари бир хил [— j  ! абсциссага
эга эканлигини билдиради. Демак, тугри чизик Оу ÿrçrça 
параллел (92- чизма).

3. Агар С =  0 булса, (1) тугри чизик тенгламаси 
А х  +  By —  0 булади. Бу тенгламани О (0; 0) нуктанинг 
координаталари каноатлантиради, ва демак, бу тенгла-

J'h
& £ > 0

92-чизма
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93-чизма 94-1У1зма

ма билан аникланадиган турри чизик координаталар 
бошидан утади (93- чизма).

4. Агар А  =  0 ва С =  0 булса, (1) тенгламани £ у  «= О 
ёки у  =  0 куринишда ёзиш мумкин. А  =  0 булгани учун 
турри чизик О х  укка параллел, С =  О булгани учун 
т^рри чизик координаталар бэшидан ути ни керак. 
Д емак, у О х  ук билан устма-уст тушади (94- чизма'.

5. Агар В  — 0 ва С =  0 булса, тугри чи-ик тенгла- 
маси А х  =  0 ёки х  =  0 булади. Тенгламада В =  0 б у л ­
гани учун турри чизик; Оу  укка параллел, С =  0 бул­
гани сабабли эса турри чизик координаталар бошидан 
утиши керак. Демак, у Оу ук билан устма-уст тушади 
(95- чизма).

6 . Агар А  Ф  0, 5 ^ = 0  ва С ф  0 булса, турри чизик 
О х  укка параллел .эмас, Оу укка х;ам параллел 
эмас ва координата бошидан утмайди (96- чизма).

М а с а л а. Куйидаги турри чизиклар кандай жойлаш- 
ган: 1) х  — у  =  0; 2) х  +  у =  0; 3) Зл: — 12 =  0; 4) 5у +  
+  20 =  0; 5) З х  +  4у =  0? Бу турри чизикларни ясанг.

Д  1) бу тугри чизик тенгламасида озод хад булма- 
гани учун турри чизик. координаталар бошидан утади. 
Турри чизикнинг ихтиёрий нуктаси учун абсцисса ор-

э

X

95-чизма 96-чизма
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97-чизма 98-чиз\м

динатага тенг булгани учун турри чизик биринчи ва 
учинчи координат бурчакларнинг биссектрисаси булади 
(97- чизма).

2) бу тугри чизик тенгламаеи озод ^адни уз ичига 
олмайди, демак, турри чизик координаталар бошидан 
утади. ХаР бир нукта учун абсцисса ва ордината абсо­
лют киГ1матлари буйича тенг, лекин карама-карш и ишо- 
рали, шунинг учун бу турри чизик иккинчи ва учинчи 
координат бурчакларнинг биссектрисаси булади (98- чиз­
ма).

3) Бу тСрри чизикнинг тенгламаеи соддалаштирил- 
ганда сунг х  =  4 булади. Бу бир хил абсциссали ва 
турли ординатали нукталар туплами булиб, ординаталар 
укига параллел ва ундан турт масштаб бирлиги унгда 
турадиган турри чизицни ташкил килади (99- чизма).

4) бу турри чизик тенгламасини у  =  — 4 куринишда 
ёзиш мумкин. Бир хил ординатали ва турли абсциссали 
нукталар туплами абсциссалар укига параллел ва ундан

у
У

X
II 0 1

]> X
0 1
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т^рт масштаб бирлиги пастда 
жойлашган турри чизикда 
жойлашган ( 100- чизма).

5) тенгламада озод ^ад 
йуклиги сабабли турри чизик 
координаталар бошидан >та- 
ди. Турри чизицни ясаш учун 
биз яна бирор нуктанинг коор- 
динаталарини топншимиз ке- 
рак. Масалан, х=*=4 булсин, 
унда (5) тенгламадан бу нукта 
учун у =  — 3 булиши келиб 
чикади. Турри чизикни О (0; 0) 
координаталар бошидан ва 4; -  
( 101- чизма). Д

1 0 1 - ч и з м а

3, нуктадан утказамиз

34- §. Икки нуцтаор^али утувчи турри чизиц тенг- 
ламаси

Бизга икки Мл ва М 2 нуцта берилган булсин, бу 
нукталар орцали / турри чизик утказамиз. (М 1 М 2) турри 
чизик; ягонадир (аксиомага кура). Бу турри чизи^нинг 
исталган М. нуцтасини цараймиз. М , М х ва М 2 нуцталар

/ту р р и  чизивда ётади, шу сабабли, М ХМ 2 ва М ХМ  век- 
торлар коллинеар (102- чизма). Д ем ак ,

М ХМ  =  к М 1М 2. (1)
(1) тенгликни координаталарда ёзиш учун турри 

бурчакли Д ек а р т  координаталар системасини кирита-

У

/А У,

\
х=х,

О С

102-чизма 103-чмзма
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мпз. М , М 1 ва A í■2 нукталарнинг координаталари (х; у),

(■*ь У\) ва (л:2; у 2) булсин, у ^олда М М 1 ва УИ,/И3 век- 
торларнинг координаталари (л: — л-,; у — у,) ва (лг2 — л:,; 
Уг — У1) булади. Энди (1) тенгликни

Л- — Х 1 У — У\1ч1*

■ У\

кУринишда ёзиш ыумкин. (Векторлар коллинеар булга- 
ни учун уларнинг координаталари пропорционал б у ­
лади.)

Бу икки нукта оркали-утувчи тугри чизик тенглама- 
сидир.

Агар махражларидан бйри нолга тенг булса, (2) тенг- 
лама маъносини йукотади. Агар х 2 — х х =  0 булса, бу 
1 1| (Оу) эканлигини билдиради, бунда унинг тенгламаси 
х  =  х ,  булади. Агар у 2 — у! •= 0 булса, у *олда 1 1| (Ох), 
унинг тенгламаси у  =  у ,  булади (103- чизма).

1- м а с а л а .  Икки М 1 (3 ; — 2) ва Л42(5;1) нукта ор- 
кали утувчи турри чизик тенгламасини тузинг.

Д  ва нукталар- 
нинг координаталарини 
(2) тенгламага куйгандан 
сунг куйидагини *осил 
киламиз:

х  — 3 у  4 -  2 ..
5 -  3 =  Т + 2  еКН

З х - 2 у —  13 — 0. А
2- м а е  а л а .  Учлари- 

нинг координаталари 
А (— 3;2), £ (1 ;5 )  ва С 
^5; 7) булган А В С  учбур- 
чак берилган. А  учдан 
чикадиган медиана тенг- 
аамасинн тузинг.

Д  Агар А ,  нукта ВС  
томоннинг уртаси булса, 
у холда Л, (3; — 1). А  ва 
.4, нукталарнинг коорди­
наталарини (2) тенглама­
га куйгандан кейин куйи- 

104-чизма дагини ^осил киламиз:
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=  ^ \ 1 2 ёки «̂  +  2у — 1 =  0 (104- чизма). А

35- §. Турри чизицнинг кесмалардаги тенгламаси
Координата уцларида икки А  (а; 0) ва В  (0; Ь) нукта 

берилган булсин.
Бу нукталардан утувчи турри чизик тенгламасини 

тузамиз (105- чизма). 34- § даги (2) формулага кура
х  — а _  у.
— а ~~ Т  '

Бу тенгликни алмаштиришдан сунг А (а \  0) ва ^ (0; 6) 
нукталардан утувчи тугри чизикнинг тенгламаси

£ + Х = 1
а ' Ь

куринишда булади.
Бу тенглама турри чизицнинг к е с м а л а р д а ги  т е м -  

ла м а си  дейилади, чунки а  ва Ь сонлар тугри чизик 
координата укларидан кандай кесмаларни ажратишини 
курсатади.

Бундай форма турри чизикни ясашни осонлаштириш 
имконини беради.

Масалан, Зх  -+■ 4 у — 12 =  0 турри чизикни ясайлик. 
Бунинг учун озод ^адии унгга утказамиз ва тенглама- 
нинг иккала томонини унга буламиз. У х;олда бу турри 
чизик учун кесмалардаги тенгламани ^осил циламиз:

- + ^ = 1  4 3 Ав

105-чизма Юб-чнзма
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Энди координата укларида А ( 4; 0) ва В  (0; 3) нукта- 
ларни ясаймиз ва улар оркали изланаётган тугри чи- 
зи^ни утказамиз (106- чизма).

Агар тугри чизик координаталар бошидан утса, У 
*олда тугри чизикнинг кесмалардаги тенгламаси маъ- 
нога эга эмаслигини айтиб утамиз.

1- м а с а л а .  Л (4; — 3) нуктадан утувчи ва коорди­
ната укларидан юзи уч квадрат бирликка тенг учбурчак 
ажратадиган тугри чизик тенгламасини тузинг.

Д  Масалани ечиш учун тугри чизикнинг кесмалар­
даги тенгламаси

ни кул^анамиз. Масала шартига кура 5 Д =  3 бирл2. 
Тугри бурчакли учбурчакнинг шу юзини тугри чизик­
нинг координата ук-ларида ажратадиган кесмалариузун-
лиги оркали ифодалаш мумкин: =  Д емак, а Ь =  ± 6
(иккита ишора олинади, чунки а  ва Ь кесмалар турли 
ишорага эга булиши х;ам мумкин).

Изланаётган тугри чизик берилган А ( 4; — 3) нукта 
оркали утади, демак, унинг координаталари тугри чи-
зик тенгламасини каноатлантиради ва биз — — г =  1
деб  ёзишимиз мумкин, буэса а  ва Ь орасидаги яна бир 
богланишдир.

а  ва Ь ни аниклаш учун биз иккита системага эга- 
миз:

ни топамиз; иккннчи система ечимга эга эмас.
Демак, изланаётган тугри чизиклар куйидаги тенг 

ламаларга эга:

2- м а с а л а .  Агар квадратнинг томони а  га тенг, 
тугри бурчакли Д екар т  координаталар системасининг

у  +  у  =  1 ёки +  - ^ у  =  1 (107- чизма). Д

2
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Уклари сифатида эса унинг диагоналлари кабул килин- 
ган булса, бу квадрат томонларининг тенгламаларини 
ёзинг.

д  А В С О  — берилган квадрат, О эса диагоналлар- 
нинг кесиши.ы нуктаси булсин (бу нукта координата- 
лар боши билан устма-уст тушади) (108- чизм&).

| О А  | =  | О В  | =  | ОС | =  | ОО  | =  1-1- а

ни куриш осон. Энди квадрат томонининг кесмаларда- 
ги тенгламасини ёзамиз:

х  I у . .. , а УГ ~ 2  п
+  е к и д г + > ’ -------5-------

2 2

х  . у л ~ . а  л/ " 2  ~
+  ^  =  1 е к и х - у + - ^ - = 0 ;

2 2

х , У , - , , а 2
+  “ “  х  +  >  +  —  - ° :

2 2

(ЛО) «¿1 + 1 7 7 ?ёки * “  ^  А '
2 2
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36- §. Турри чизикнинг бурчак коэффициенти. Бе- 
рилган нуцта орцали утувчи ва берилган бурчак  
коэффициентли турри чизик тенгламаси

Турри бурчакли Д екарт  координаталар системаси 
киритилган текисликда I турри чизик йуналтирувчи а 
векторга параллел ^олда М 0 нукта оркали утсин 
(109- чизма). Агар I турри чизик О х  Укни (Ы нуктада) 
кесиб утса, у з^олда I турри чизикнинг О х  ук билан 
з^осил ки^здиган бурчаги деб О х  ук N  нукта атрофида 
I турри чизик билан устма-уст тушиши учун бу укни 
соат стрелкаси айланишига каРа ма-КаРши йуналиш да 
буриш керак булган а бурчакни тушунамиз (180° дан 
кичик бурчак кузда тутилади). Агар I турри чизик О х  
укка параллел булса, I турри чизикнинг О х  Ук билан 
ташкил киладиган бурчаги нолга тенг деб кабул кили- 
нади (110- чизма).

Тугри чизикнинг О х  укка о р и ш  бурчагининг танген- 
си т угр и  ш з и ц н и н г  бурчак  коэф ф ициент и  дейилади 
ва А з^арфи билан белгиланади:

Агар я =  0 булса ,■ к  з^ам 0 га тенг булади, бу э с а /  
турри чизик О х  укка параллеллигини, унинг бурчак 
коэффициенти нолга тенглигини билдиради.

Агар а =  90° булса, к =  маънога эга эмас (яъни 
з^еч кзндай сон оркали ифодаланмайди); бу эса О х  укка 
перпендикуляр турри чизик бурчак коэффициент™ эга

tg(^ =  k. (1)

I

109-чизма 110-чизма
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эмаслигини курсатади. Бошкача айтганда, Оу уь;ка 
параллел т^гри чизик бурчак коэффициент™ эга эмас.

Агар т^гри чизикнинг бирор икки нуктасининг коор- 
динаталари маълум булса, бу турри чизикнинг бурчак 
коэффициентини з^исоблаш гум ки н  (111- чизма). Турри 
чизикнинг иккита М, (л;,; у,) ва М 2 ( х 2; у 2) нукталари бе- 
рилган булсин, у з^олда

Уа— )'1 
х г—х 1 (2)

*г-Хг

Агар х 2 — х ,  =  0 булса,
(2) формула маъносини йу- 
котади, бу эса I турри чи­
зик О х  укка перпендикуляр 
деган суз (ёки ушанинг узи,
Оу га параллел).

1-м а с  а л а. Агар М 1 
(3 ;—5) ва М 2 (5; — 7) булса,
(М 1 М 2) турри чизикнинг бурчак коэффициентини аник- 
ланг.

д  М, ва Ж 2 нукталарнинг координаталарини (2) фор- 
мулага куйиб, куйидагини з^осил циламиз:

к--

Ш  -чизма

- 7  - ( — 5) .  ,еки к  =  — I.5—3
2- м а с а л а. Агар М х (3; 5) ва М 2 (3; — 2) булса, 

(А?! Л<Г2) тугри чизикнинг бурчак коэффициентини аниц- 
ланг.

Д  х 2 — х 1 *=0 (3 — 3 =  0) булганн учун (2) тенглик 
маъносини йукотади. Бу тугри чизикда бурчак коэф ­
фициент йук. (М^Мо) тугри ч ишк  О х  укка перпенди­
куляр ёки уша (М гМ 2) тугри чизик Оу укка параллел. А

3- м а с а  ла .  Координаталар бошидан ва М { (3; -  5) 
нукта оркали утувчи тугри чизикнинг бурчак коэф ф и­
циентини аникланг.

Д  Бу х.олда М 2 нукта ролини координаталар боши ба- 
жаради. (2) формулани кулланиб, куйидагини ^осил 
Киламиз:

л\,— хх 0 — 3 3’ 3*А
М { (х х\Уг) нукталан утувчи ва берилган А бурчак 

коэффициентли турри чизик тенгламасини тузамиз.
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(2) тенглама т^гри чизикнинг бурчак коэффициентини 
унинг берилгаи икки нуктаси буйича ифодалайди. Биз- 
нинг *олда УИ, нукта берилган, иккинчи нукта сифатида 
эса изланаётган тугри чизикнинг ихтиёрий М  (х , у) нук- 
тасини олиш мумкин.

Агар М  нуцта Ж, нуктадан утувчи ва к  бурчак 
коэффициентга эга булган тугри чизикда ётса, унда
(2) формулага кура цуйидагига эгамиз:

Агар М  нукта тугри чизикда ётмаса, (3) тенглик 
бажарилмайди. Д ем ак, (3) тенглик (л:,; у,) нуктадан 
>тувчи ва берилган к  бурчак коэффициентли т^гри 
чизик тенгламасидир; бу тенглама одатда куйидаги ку- 
ринишда ёзилади:

Бу тенгламага бошкача куриниш бериш мумкин. 
(4) тенглама Оу увда параллел эмас, демак, у Оу  укни 
бирор В  нуктада кесиб утади; бу нуктанинг координа- 
таларини (0; Ь) билан белгилаймиз. В  нукта (4) тугри 
чизикка тегишли, шунинг учун унинг координаталари 
М ,  нуктанинг координаталарини алмаштириши мумкин, 
у *олда (4) тенглама

куринишни олади.
Энди биз бундай айтишимиз мумкин: Оу ук^а  парал­

лел булмаган ^ар бир тугри чизик (5) куринишдаги 
тенглама билан аникланиши мумкин.

Аксинча, (5) куринишдаги хар бир тенглама & бур­
чак коэффициентга эга булган ва Оу  укда! | Ь | узун- 
ликдаги кесма ажратадиган тугри чизикни аниклайди. 
Хакикатан ^ам, агар у =  1гх  +  Ь тенглама берилган 
булса, у ^олда Ь. ва Ь нинг исталган кийматларида Оу  
укда берилган \ Ь\ узунликдаги \ОВ\  кесма аж ратади ­
ган ва берилган к  бурчак коэффициентга эга буладиган 
тугри чизикни ^ар доим ясаш мумкин.

у  — к х  +  Ь куринишдаги тенглама т ^ р р и ’ч и з щ н и н г  
бурчак  к о эф ф и ц и ен т ли  т е н гл а м а си  дейилади.

у  - у ^ к { х — х , ) . (4)

у =  кх Ь (5)
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1- м а с а  л а .  Р (3 ; — 4) нуктадан утувчи ва к  =  - |
бурчак коэффициентли тугри чизик тенгламасини ту- 
зинг.

д  Масалада берилган маълумотларни (4) тенгламага 
К^йиб, ь;уйидагини *осил киламиз:

у - ( - 4 )  =  | ( х - 3 )

ёки
2х — 5у — 26 =  0. ^

2- . ч а с а  л а .  <5 (— 3; 4) нуктадан утадиган ва О х  уц-  
нинг мусбат йуналиши билан 30° бурчак ^осил кила- 
диган турри чизик тенгламасини тузинг.

/"зд  Агар а =  30° булса, у *олда А =  *-д— . (4) тенг­
ламага х и у 1 ва /г нинг кийматларини куйиб, куйидаги- 
ни *осил киламиз:

у — 4 =  ^-^-(лг +  З) ёки /  3-л:—Зу +  1 2 + З / 3  =  0. ^

3- м а с а  л а. Тугри чизик- 
нинг у = - |-  х  +• 3 тенгламаси бу-
йича бу турри чизикни ясанг.

Д  Оу укда [ О В  Ь | О В \ = 2  
кесмани куямиз (112- чизма);
В  ну^та оркали О х  укка па- 
раллел  килиб „унг“ томонда 
[ВС], | В С | = 3  кесма утказа- 
миз ва С нукта оркали Оу ук 
йуналишида („юкорига“) [СМ\,
\ С М \ = 4  кесма утказамиз.
Сунгра В  ва М  нукталар ор- 112-чизма
Кали изланаётган тугри чизик­
ни у гказамиз. (Бу тугри чизик Оу укда 2 га теиг к е с ­
ма а.-кратади ва О х  ук билан тангенси га тенг бур­
чак ташкнл килади.) ^

37- §. Турри чизицлар орасидаги бурчакни х,исоблаш
Аналитик геометриянинг му^им масалаларидан бири 

турри чизиклар орасидаги бурчакни ^исоблаш масала- 
сидир.
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113-чиз 114-чизма

Икки кесишувчи 1Х ва /2 турри чизицлар берплган 
булсин. Бу турри чизикларнинг кесишиш нуктаси 5  дан 
чикувчи нурлар ушбу икки жуфт вертикал бурчаклар- 
нинг томонлари булади (113- чизма):

Улардан биттасини дисоблаш етарли, у *олда колган- 
лари маълум булади. Равшанки, шу бурчаклардан би- 
рини турри чизикларнинг луналтирувчи ва нормал 
векторлари орасидаги бурчак деб олиш мумкин 
(114- чизма).

Агар 1Х ва / 2 турри чизиклар узларининг умумий 
тенгламалари билаи берилган булса, у ^олда  улар ора­
сидаги бурчакни бу турри чизикларнинг нормал в ек ­
торлари орасидаги бурчак сифатида ^исоблаш осонрок 
булади.

Агар 1Х ва /2 турри чизиклар бурчак коэффициентли 
тенгламалар билан берилган булса, у ^олда улар о ра­
сидаги бурчакни бу турри чизикларнинг о р и ш  бурчак- 
лар тангенслари оркали ^исоблаш кулай.

Иккала ^олни ^ам куриб чикамиз:
1) текисликда турри бурчакли Д екарт  координаталар 

системаси танланган ва икки турли 1{ ва /2 турри чи- 
зикнинг умумий тенгламалари берилган булсин:

(1) тенгламадан куриш осонки, 1г турри чизик п х 
нормал векторининг координаталари (А х\ В х) булади,

А хх  +  В ху  +  Сх =  О, 
А^х -{- В^у ~Ь С*2 = 0.

(1)
(2)
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(2) тенгламадан /2 туг- 
ри чизик п 2 нормал 
векторининг координа- 
талари (Л2; В 2) ни то- 
памиз. 1Х ва / 2 тугри 
чизиклар орасидаги 
бурчаклардан бири бу 
турри чизикларнинг би- 
рор нормал векторлар 
орасидаги бурчакка 
тенг (115- чизма):

(Л» 1>) — (яи  # 2).
19- § га кура икки вектор орасидаги бурчак коси- 

нуси бу векторлар скаляр купайтмасининг уларнинг 
узунликлари купайтмаси нисбатига тенг, яъни

cos (а; Ь) -- a b
Д емак, [61-

cos (/,; / 2) =  cos (пх\ я 2) = А гАп В {В 2

/ Х \  + в \  /а %  + в '1 (3)

Масалан, Зх  -I- 4 у — 25 =  0 ва 4х  +  Зу — 25 =  0 турри 
чизиклар берилган. Улар орасидаги бурчакни ^исоб- 
лаймиз. (3) формулага кура цуйидагига эгамиз:

3 - 4 + 4 - 3  24
COS ( / , ; / , )  =  COS (Я, ;  И2) =  = -

2) текисликда турри бурчакли Д ек а р т  координата- 
лар системаси танланган булиб, l i ва 12 турри чизиклар

у =  к гх  +  Ьъ (4)
у =  h2x  -)- ¿>0 (5)

тенгламалар билаи бгрилган булсин. Бу турри чизик- 
лардан х;еч бири Оу  укка параллел эмас, чунки Оу 
УКК3 параллел турри чизикларда бурчак коэффициент 
б^лмайди (36- §).

(4) ва (5) турри чизиклар орасидаги бурчак деб, 
уларнинг- шу каралаётган тартибида l t (4) тугри чи- 
зикни / 2 (5) турри чизик билаи биринчи марта устма-уст
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тушгунига кадар соат стрелкаси айланишига тескари 
йуналишда буриш лозим булган ? бурчакни айтамиз.

Агар /! ва /2 турри чизиклар параллел булса, улар 
орасидаги бурчак нолга тенг деб ^исобланади.
Д емак,

О <  <р <  1 8 0 ° .

Айтайлик, а, бурчак 1Х 
(4) турри чизикнинг О х  
укка ориш бурчаги, а, 
эса /2 (5) турри чизикнинг 
О х  укка о р и ш  бурчаги 
ва ® иккинчи турри чи­
зикнинг биринчи турри 
чизикка о р и ш  бурчаги 
бул':ин(116- чизма).

У *олда а, +  <р =  аа 
ёки <р =  а2 — аи  

Демак,116-чизма

«р =  («а —  о , ) , Ч а 2 — tg 0-1 (6)

(7)

1 -ь в* tg а-2 •

* , = & , ,  t g a 2 =  ¿ 2 булгани учун (6) тенгликни

Ы - М .
купичишдя ёзиш мумкии.

Бу икки турри чизик орасидаги бурчакни ^исоблаш 
формуласидир.

Махраж нолга тенг б^лганда, яъни (4) ва (5) турри 
чизиклар перпендикуляр булганда (7) формула маъно- 
сини йукотади.

М а с а л а. х  +  7у — 5 =  0 ва Зх  — 4у +  20 =  0 турри 
чизиклар берилган. Улар орасидаги бурчакни топинг. 

Д  Биринчи турри чизикнинг бурчак коэффициента
£, =  — у ,  иккинчи турри чизикнинг бурчзк коэффици-

з
енти ¿2 =  -4 - Сунгра (7) формулага кура куйидагини 
ёзамиз:

4 V 7 ’ 25-28
28-25 =  1.

Демак, тугри чизиклар орасидаги бурчак 45° га тенг. А
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Д екар т  координаталар системасида бирлик нормал 
вектори п 0 =  (cos <р; slncp) ва координаталар бошидан 
масофаси р  билан бгрилган I турри чизик тенгламаси- 
ни тузамиз (117- чизма).

□  О нуктадан / турри чизикка перпендикуляр туши- 
рамиз ва унинг асосини N  билан белгилаймиз. Равшан- 

—>-
ки, О М — бу нуцтанинг ра- 
диус-вектори. Шартга кура

O N  =  рпц. г  берилган / тур­
ри чизин;нинг ихтиёрий (уз- 
гарувчи) М  нуктасининг 
радиус-вектори булсин. М 
нуь;та I турри чизичда ёти-

ши учун N M  вектор ва я 0 
вектор перпендикуляр, яъни

N M - n 0 =  0 булиш изарур ва етарли. Лекин N M  =  r  —

— ON  =  г  — р п 0, шунинг учун

(г — / я #) - я 0 =  0

ёки

г п 0 — /7 =  0.

-Агар М  нуктанинг координаталари {х\ у) булса, г  =— 
(•*;>')> У ^олда аввалги муносабатни куйидаги куриниш- 
да ёзиш мумкин:

38- §. Турри чизицнинг нормал куринишдаги тенг-
ламаси

л: cos ф +  у sin ср — р  =  0 .

Бундай тент лама L tnyFpu ш з щ ш н г  н о р м а л  т енг-  
л а м а си  дейилади. ¿3

Турри чизиь; тенгламаси бу формасининг турри чи­
зик тенгламаларининг боища формаларидан кулайлик 
томони шундакн, бунда барча коэффициентлар геом е­
трик маънога эга. х  ва у узгарувчилар олди^аги коэф- 
фнциентларда (cos ср ва sin с? да) о бурчак бирлик нормал 
векторнинг Ох  ук билан ташкил килган бурчаги, р  озод
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хад координаталар бошидан тугри чизи^кача булган 
масофа булиб, „манфий “ ишора би.чан олинади.

Турри чизикнинг нормал тенгламасидан куриш.осон- 
ки, тенглама нормал куринишда булиши учун х  ва у  
узгарувчилар олдидаги коэффициентларнинг квадрат- 
лари йигиндиси бирга тенг булиши зарур (чунки соэ2а-|-

3 4+  $ т 2 а =  1). Масалан, у  л: +  у  у  — 6 =  0 турри чизик
тенгламасидан бу турри чизик координаталар бошидан
6 масштаб бирликка тенг масофада ётиши, унинг п 0
нормал векториэса О х  укнинг мусбат йуналиши билан

3 о 4косинуси у  га, синуси эса —га тенг оурчак ^осил кили-
ши келиб чикади.

Турри чизикнинг А х  +  В х  +  С 0 умумий тенгла- 
масини нормал куринишга келтириш мумкин, бунинг 
учун унинг чап томонини

+  1 г*т 1
1 *1  />12 + 52

га купайтириш лозим.
а, =  ^  сон н о р м а лло вяи  к у п а й т у в ш  дейилади;

 ̂ пипг кшораск О нинг ишираснга карама-каршидир. 
Энди тугри чизик тенгламаси куйидаги куринишни 
олади:

+ А , ¿ 5  . +  С л
х  +  у - ^  ■■ у +  .. 7 -  . , = 0 ./ Л 1 +  В* \  А> +  В* / л а  +  Ва

Бу нормал тенглама булади, чунки 
/ А \а /  В \2 А 2 , В' - (  В.....У1, ____ =  !

[уГЖ+В»} А* + В* ^  А* +  Вз

Масалан, тугри чизикнинг умумий тенгламаси Зх  +  
Ч г4у — 15 =  0 берилган булсин. Унинг чап томонини

сонига купайтирамиз ва х  +  - ^ у  — 3 =  0

ни *осил киламиз. Энди куйидагига эгамиз: ( - | ) 2+
( 4 \ 2 3 4

+  (—) =  1. Демак, у  л: +  у  у  — 3 =  0 тугри чизикнинг
нормал вектори бирлик вектор экан.
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Бизга узининг нормал к;уринишдаги тенгламаси билан
I тугри чизик ва М х{ х х\ у х) нукта берилган булсин, бу 
нуктадан шу тутри чизиккача б;улган масофани аниклаш 
талаб килинади.

М х нуктадан / турри чизиккача булган d  масоф а  
деб [М 0 М \  кесма узунлигини тушунамиз, бун/ia 
М 0(х0; у о) нукта М х нуктадан /  Tÿrpn чизикка туширилган 
перпендикулярнинг асоси.

в а  м « м ' =  < х '  ~ х » ; у > ~  у ' >'  > А -  -Г I А л Н- £>-/

векторлар коллинеар, чунки п 0 _L / нормал вектор сифа-

тида, Л1(1 М л±_ I ясалишига Kÿpa, шунинг учун | М 0 М х I =  
=  \d n . , \ .

Равшанки,

39- §. Нуцтадан турри чизиццача булган масофа

\n0-M0M,\  =  \n0\ \ M 0M í \ ^ \ M 0M i \.
Охирги тенгликни координаталарда езамиз:

------ >- , Л и
I п0 ■ л у и , I = (х,— х0) +  (у 1 -  У о)

__ I Ах ; 4~ By,  — (Ах0-{- Вуд) I
_  / А 3 +  №

M 0 Çl булгани учун А х 0 +  В у 0 +  С =  0 ёки С ■■ 
=  -  ( А х 0 +  В у 0). Демак,

I Ах, — Иу, -Ь Cj I
d  - I М 0М А* +

1- м а с а л а. М  (3; 2) нуктадан 4х  — Зу +  14 =  0 TÿF- 
ри чизиккача булган масофани аникланг.

A d =  4- 3- ~ .3ё2- ± - 1±  =  4. А

X  V2- м а,с а л а. N  (5; 4) нуктадан —  ^  =  I турри чи­
зиккача булган масофани аникланг.

Д  Турри чизик тенгламасини нормал к$финишга 
келтирамиз:

- . 1 1 12
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.* 1.2 , у 12 12-_ л 4^ +  Зу— 12 л 
.3 • 5 +  4 ' 5 5 ’ 5 “  ■

4-5 + 3-4-12 . .
¿  = ---------5--------- =  4 . А

40- §. Икки турри чизицнинг кесишиш нуцтаси

Ушбу икки тугри чизик берилган булсин:

Агар тугри чизиклар кесишса, у ^олда бу тугри 
чизикларнинг координаталари (1), (2) тенгламаларнинг 
*ар бирини ка ноатлантирувчи умумий нуктаси мавжуд 
булади.

Демак, икки тугри чизикнинг умумий нуктаси коор- 
динаталарини топиш учун (1), (2) тенгламалар система- 
сини ечиш керак.

(1) ва (2) системани ечишда уч ^ол  булиши мумкин.
1) система битта („г,,; У о) ечимга эга. Бу д;олда тугри 
чизиклар битта М 0(х0; у) кесишиш нуктасига эга.
2) система биргаликда эмас (яъни ечимга эга эмас). Бу 
^олда ( 1) ва (2 ) тугри чизикларнинг • умумий нуктаси 
нук. (I) ьа (2) тугри чизиклар папаллел. 3) (1), (2) тенг- 
."амалар системаси аникмас (бу эса система чексиз к^п 
ечимга эга эканлигини билдиради); демак, (1) ва (2) тур- 
ри чизиклар чексиз куп умумий нукталарга эга, яъни 
улар устма-уст тушади.

1- м а с а л а . Зх  -  2у — 13 =  0; 4 х  +  у — 14 =  0 тур- 
ри чизикларнинг кесишиш нукталарини топинг.

Д  Бу тенгламаларни биргаликда ечиб, х  =  3, у =  2 
ни топамиз. Тугри чизиклар координаталари (3; 2) бул- 
ган нуктада кесишади. А

2- м а с а л а. 3*  +  5у — 12 =  0 ва в х  4- 10у 4- 25 =  0 
турри чизикларнинг кесишиш нукталарини топинг.

Д  Система биргаликда эмас. Ечимлар йук- Турри 
чизиклар кесишмайди. Д

3- да а с а л а. З х  — 7у 4- 11 =  0 ва 6х  —  14 у +  22 =  0 
турри чизикларнинг кесишиш нукталарини топинг.

Д  Система аникмас (чексиз куп ечимга эга). Демак, 
турри чизиклар чексиз куп умумий нукталарга эга; бу 
эса турри чизиклар устаа^уст тушишини билдиради. ^

А х х . 1- В ху  4“ С х =  0, 

А?х В^у 4~ Со ^  0 .
( 1)

(2)

104

www.ziyouz.com kutubxonasi



41- §. TÿppH чизицнинг цутб координаталардаги  
тенгламаси

Текисликда кутби О нуктада б^^лган кутб координа- 
талар системасини киритамиз. Бирор 7  TÿppH чизиц бе- 
рилган булсин (118- чизма). О кутбдан берилган TÿppH 
чизикка перпендикуляр туширамиз ва унинг асосини Р
^арфи билан белгилаймиз. 
рнни р  ва а билан, бе- 
рилган туррп чизик- 
нинг ÿ3rapyB4H М  нук- 
таси координаталарини I 
г ва ф билан белги­
лаймиз.

О Р М  учбурчакдан
\ОР\  =  I О М  I COS (ср—а)
ёки кос^динаталарда 
ёзилса,

Р  нуктанинг координатала-

118-чизма

(1)

келиб чикади.
Тескари даъво  *ам уринли: координаталари (1) тенг- 

ламани каноатлантирадиган ихтиёрий нукта бгрилган 
турри чизикка теги:плидир.

(1) тенглама mÿFpu ч и з щ н и н г  ц у т б  координат а-  
л а р д а ги  т е н гл а м а с и  дейилади.

TÿppH чизикнинг кутб координаталардаги тенглама- 
сини Tÿppn чизикнниг нормал тенгламаси

X cos a -f  у sin а — /7 =  0

дан X — г cos ср, у =  г sin ср алмаштириш ёрдамида осон 
хосил килиш мумкин. Бунга мустакил ишонч ^осил 
Килишни китобхоннинг узига тавсия киламиз.

II БОБГА ДО ИР МАСАЛАЛАР

1. А  (0; 3) нуктадан утувчи- ва а  =  (2; 1) векторга паралле.: 
тугри чизнцни ясанг.

2. (3; — 2) нуктадан утувчи ва а = » ( 1 ; 3 )  векторга паралле . 
TÿFpH чизикнинг параметрик тенгламаларини тузинг.
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3. С (3 ; — 2) нуктадан утувчи ва п  =  ( 1; 4) векторга перпен­
дикуляр тугри чизикни ясанг.

4. й  (2; — 3) нуктадан утувчи ва я  =  (4 ; — 1) векторга перпен­
дикуляр тугри чизик тенгламасини тузинг.

5. Е  (4; — 3) нуктадан утувчи ва / векторга параллел тугри 
чизикни ясанг.

6. Агар Т7 нукта О х  укка нисбатан/С (3; — 4) нуктага симмет- 
рик булса, Г  нуктадан утувчи ва п  =  (2; 5) векторга перпендику­
ляр тугри чизик тенгламасини тузинг.

7. АВ  кесма берилган. Агар А  (3; 2), В  (5; — 4) булса, А В  
кесманинг уртасидан уига перпендикуляр булнб утувчи тугри чи­
зик тенгламасини тузинг.

8. Координаталар бошидан утувчи ва п  =  (3; 4) векторга пер­
пендикуляр тугри чизикни ясанг.

9. А (3; — 2) нуктадан утувчи ва п  =  (3; — 2) векторга перпен­
дикуляр тугри чизик тенгламасини тузинг.

10. А (х  — 2) +  В  (у +  3) =  0 тугри чизиклар дастасидан 
л  =  (4; 1) векторга перпендикуляр тугри чизикни ажратинг.

11. С (0 ; 3) нуктадан утувчи в а у  векторга перпендикуляр туг­
ри чизикни ясанг.

12. Л' (3; 4) нукта оркали утувчи ва /  векторга перпендикуляр 
тугри чизик тенгламасини тузинг.

¿3. Икки А  (— 3; 2) ва В  (4; 3) нуктадан утувчи тугри чизикни 
ясанг.

14. Координаталар бошидан ва С (3; — 2) нуктадаи утувчи 
тугрч чизикни ясанг. Унинг тенгламасини тузинг.

15. А ( — 5; — 5). В  ( 1; 7) ва С (5; — 1) учбурчак берилган. Бу 
учбурчак томонларининг ва медианаларпнинг тенгламаларини ту ­
зинг.

16. N  (4; — 3) нуктадан утувчи ва координата укларига парал- 
лел тугри чизикларнинг тенгламаларини тузинг.

17. Р (5; — 2) нуктадан утувчи ва координата укларига пер­
пендикуляр тугри чизикларнинг тенгламаларини тузинг.

18. Зх  — 2у — 1 2 = 0  тугри чизикнинг координата уклари билан 
кесишиш нукталаринн аникланг ва бу тугри чизикни ясанг.

19. Тугри чизикларнинг тенгламалари умумий куринишда бе­
рилган. Уларнинг кесмалардаги тенгламасини ёзинг:

1) 2*  +  Зу — б =  0; 2) 2л: — Зу 4 -6  =  0 ;
3) Зу — 2* +  6 =  0 4) 2х +  Зу +  6 =  0.

20. Квадратнинг симметрия маркази координаталар бошида 
жойлашган. Унинг томонларидан бирининг тенгламаси х  4- Зу — 
-—5 =  0. Упннг колган учта томони тенгламасини тузинг.
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21.3л: — 4_у — 12 =  0 турри чизикнинг координат бурчакдан 
ажратадиган учбурчак юзини ^исоблаиг.

22. Турри чизикни шундай утказннгки, М  (2 ; 1) нукта бу турри 
чизикнинг координата уклари орасида жойлашган кесмасннинг ур- 
таси булсин.

23. Турри чизик биринчи чоракда координата укларида кон гру­
зит кесмалар ажратади. Агар турри чизик билан координата укла- 
ри хосил кнлган учбурчакнинг юзи 18 га тенг булса, турри чизик 
тенгламасини тузинг.

24. Агар В (0; 8 ) нуктадан утувчи тугри чизик билан коорди­
ната уклари ташкил килган учбурчакнинг юзи 16 га тенг булса, 
тугри чизик тенгламасини тузинг.

25. Ъх +  8>» —- 40 =  0 турри чизик билан координаталар уклари 
з^осил килган учбурчакнинг юзини аннкланг.

26. 2л: — Зу +  5 =  0 тенглама берилган. М  <4; — 5) нуктадан 
утувчи шундай тугри чизик тенгламасини тузингкн, у

1) берилгаи турри чизикка параллел булсин;
2) берилган тугри чизикка перпендикуляр булсин.
27. N (— 3; 4) нуктадан утувчи ва Оу укнинг мусбат йуналиши 

билан 60° бурчак ташкил килувчи тугри чизик тенгламасини тузинг-
28. М  (3; 5) нуктадан утувчи ва О х  укнинг мусбат йуналиши 

билан 45' бурчак ташкил килувчи турри чизик тенгламасини тузинг^
29. Зх  — 7у 2 =  0 турри чизикнинг бурчак коэффициентини 

топинг ва уни ясанг.
30. Р (3; — 5) нуктадан у тУвчи ва абсциссалар укининг мусбат 

йуналиши билан ушбу 4л: — З у -{-9 =  0 турри чизик бу йуналиш 
кандай бурчак *осил килса, шундай бурчак ташкил килувчи турри 
чизик тенгламасини тузинг.

31. 2х — Зу +  4 =  0 ва л- — у = 0 турри чизиклардан канси 
бири ординаталар укида- каттарок кесма ажратади?

32. Координаталар бошидан чиккан нукта абсциссалар укининг 
мусбат йуналиши буйича у х >= 3 м/с узгармас тезлик билап, орди­
наталар укининг мусбат йуналиши буйича =  2  м/с узгармас тез­
лик билан силжийди. Нуктанинг ^аракат траекториясинн топинг,

33. М  (4; — 3) нуктадан утувчи ва абсциссалар укининг мусбат
3

иуиалиши билан ушбу у = - ^ х  — 2  тугри чизик шу йуналиш би-

лан кандай бурчак ташкил килса, шундай бурчак ташкил килади- 
ган т>три чизик тенгламасини тузинг.

34. 2х  — Зу +  4 =  0 ва х  — у =  0 тугри чизиклардан кайси би­
ри ординаталар укининг мусбат йуналиши билан каттарок бурчак 
^осил килишини аникланг.
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35. Зх — 4у -Ц 1 3 = 0  т ^ р и  чизикнинг абсциссалар укининг мус­
бат йуналишига ориш бурчаги тангенсини топинг ва у  ординлталар 
Увидан кандай кесма ажратишини .аникланг.

36. Шундай икки турри чизик тенгламаларини тузингки, улар- 
дан бири абсциссалар укининг мусбат йуналиши билаи иккинчя 
тугри чизнцка Караганда икки марта катта бурчак ташкил кчлсин.

37. Зх  — 4у +  5 =  0 турри чизик берилган. Шундай турри ми- 
зикнинг к бурчак коэффициентини топингки: 1) бу турри чизик бе­
рилган турри чизикка параллел булсин;'2) перпендикуляр булсин

х У38. “д -г ^  =  1 турри чизик берилган. Бу турри чизикнинг 
абсциссалар укининг мусбат йуналиши билан ташкил килган бур­
чаги катталигини топинг.

39. А (2; 0) ва В  (4; — 2) нукталардан утувчи тутрп чизик 
абсциссалар укининг мусбат йуналиши билан кандай бурчак таш­
кил. килади?

40. Куйидаги тенглама билан берилган турри чизикнинг бурчак 
коэффициентини ва ординаталар укида ажратадиган кесмасиии 
аникланг:

I ) З х  -  2у  4- 8 =  0; 2) З х  — у +  3 =  0; 3) л: +  у  +  3 =  0.

41. Турри чизикнинг бурчак коэффициенти £ ни ва Оу укда 
ажратадиган кесмаси Ь ни билган ^олда бу турри чизик тенглама- 
сини тузинг:

1) к =  ^  Ь -  2; 2) к =  2, Ъ -  — 3;

3
3) к =  — 5, Ь -  -  3; 4) — тг. Ь =  5.

42. Икки А  (3; 5) ва В ( — 2; 4) нуктадан утувчи турри чизик­
нинг бурчак коэффициентини ^исобланг.

43. Турри чизик Р (— 1; 4) нуктадан утади ва абсциссалар 
укининг мусбат йуналиши билан М х ( 1; 3) ва М 2 (2; 8) нукталар­
дан утувчи турри чизик шу йуналиш билан ташкил киладиган бур- 
чакка тенг бурчак ташкил килади. Турри чизик тенгламасини ту­
зинг.

44. Турри чизиклар орасидаги бурчакни аникланг.

1) х  5 у -)~ 9 =  0 ва 2 х  — Зу —1~ 1 =  0̂
2) ¡¿х +  у — 5 =  0 ва Зл: — у  +  4 =  0;

3
3) у — — у  х  т  6 ва 2у +  З х  — 7 =  0;

4) 2х  — Зу 4-1 2 = 0  ва 'Зх — у +  5 =  0;
б) Зх  -|- 2у — 7 = 0  ва 2х  — Зу —}— 9 =  0.
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6) У =  ~з X  +  4 ва 4л- — 6у +  15 =  0;

7) З х  — Ъу +  15 = 0  ва Ъх +  Зу — 15 =  0;
2 X у

8) У =  — 7 ва 2 - + - 2  *=1;

2

45. Куйидаги TÿFpH чизиклар жуфтларининг параллеллигини
исботланг:

4) 4х  — 6 у +  9 =  0 тугри чизиклар орасидан параллелларини ва 
перпендикулярини курсатинг.

47. Куйидаги *олларн'инг \ар  бирида Tÿrpn чизикнинг умумий 
тенгламасини нормал куринншга келтиринг: .

48. TÿFpn. чизикларнинг куйидаги тенгламаларидан кайси бири 
нормал тенглама булади:

3) у — 3 =  0; 4) — у — 15 *= 0.
49. Параллел тугри чизиклар орасидаги d масофани аникланг:
1 ) 4х  — Зу +  25 =  0. 8 х  — 6 у +  25 =  0;
2) Ъх — 12у +  26 =  0, Ъх — 12у — 13 =  0;
3) Зх — 4у — 2 0 = 0, 6л: — 8у +  2 5 - 0 .
50. 4х  — З у — 15 =  0 тугри чизикка параллел ва ундан d  =- 3 

масофада ётадиган тугри чизиклар тенгламаларин*и тузинг.
51. Каварнк туртбурчакнинг кетма-кет А  (— 6; — 2), В (6 ; 7), 

С (9; 3) ва D  (1; — 3) учлари берилган. Унинг диагоналларининг 
кесишиш нуктасини аникланг.

52. о х  — 2у — 10 =  0 тугри чизикнинг координата уклари билан 
кесишиш нукталарида бу TÿFpn чизикка перпендикулярлар Утка- 
зилган. Уларнинг тенгламаларини ёзинг.

1 ) о х  +  Зу — 7 — О,
2) 2х  — 4у +  9 =  О,
3) 2х  +  7 =  О
4) у == 3,

10* +  6у +  15 =  0; 
X — 2у +  9 =  0;
4 х  — 9 =  0;
Зу — 25 =  0.

46. 1) 3* +  2у — 5 =  0. 2) у =  з  *  — -g, 3) 4х  +  6у —  5 =  0;
2 7

3 4
1) З х — 4у— 25=0. 2) -g X  — g- у +  20 =  0; 3) х  +  5 =* 0;

5 12
4) 5х  — 12у+ 2 6 = 0 ;  5) ^  х  +  у +  13 =  О,

3 4 4 3
1) -5 *  — -д у +  5 =  0; 2) -g *  — - 4  у — 7 =  0.
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х  у
53. -д- +  ^ 2  =  1 турри чизик берилган. Бу турри чизикнинг

координаталар бошидан масофасини аникланг.
54. Зх  +  2у — 13 =  0 ва Ъх —  Зу —  9 =  0 турри чизикларнннг 

кесишиш нуктасини топннг.
х  у

55. 4- -3- =  1 турри чизик берилган. Бу турри чизикнинг 
абсцнссалар уки билан кесишиш нуктасидан утувчи ва биринчи 
чорак координат бурчаги бпссектрисасига перпендикуляр турри 
чизик тенгламаспни тузиш талаб килинади.

56. Куйидаги тутри чизиклар жуфтларннинг узаро жойлашииш- 
ни текширннг. Агар улар кесишса, кесишиш нукталарини аннк- 
лапг.

_ а) х  +  у — 3 =  0 ва Зх  +  Зу — 9 =  0;
б) х  =  4 ва х  +  у =  0;
в) у  =  0 ва у  — 7 =  0;
г) 2х -]- у 4- 1 = 0  ва 2х  +  у  +  5 =  0
57. Параллелограмм икки томонининг тенгламалари х  — 4 у  +  

+  11 = 0  ва 2х  +  у — 5 =  0 ^амда унинг диагоналларидан бирининг
* теигламаси л: — у — 1 = 0  берилган. Бу параллелограмм учларининг 

координаталарипи аникланг.
58. Зх  +  2у — 13 =  0, х  +  З у —9 = 0  турри чизикларнннг кеси-

х  у
шиш нуктасидан +  -¿г =  1 турри чизикка параллел турри чизик

утказилган. Унинг тенгламаспни тузннг.
59. Учбурчакиикг Л (2; 1), В  (— 2; 3) ва С (— 10; — 13) учла- 

ри берилган. С иуктадан утказилган медианага В учдан туширилган 
перпендикулярнпнг узунлигиии д;исобланг.

60. 2 х  +  у  =  0 турри чизикка перпендикуляр ва координаталар 
бошидан 3 га тенг масофада ётадиган турри чизиклар тенгламалар- 
ни тузннг.

61. х  — у +  4 =  0 ва 4х  +  2 у — 19 =  0 турри чизикларнннг 
кесишиш нуктасидан 2х  — Зу +  6 =  0 турри чизикка параллел тут- 
ри чизик у тказинг.

62. 2х  +  Зу — 13 =  0 ва х  +  у  =* 5 турри чизикларнннг кеси­
шиш нукталарини топинг.

63. Учбурчак томонларининг
х  — у +  4 =  0, 4 х  +  2у — 19 =  0, Ъх +  бу +  9 =  0 

тенгламалари берилган. Унинг учларининг координаталарпни топиш 
талаб. килинади.

64. Параллелограмм икки томонининг тенгламалари
8*  +  Зу +  1 =  0, 2 х  +  у  -  1 « 0
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ва унинг днагоналларндан бирининг тенгламаси Зх +  2у 3 =  О 
берилган. Бу параллелограмм учларининг координаталарини топиш 
талаб килинади.

65. Куйидаги турри чизиклар жуфтларининг кесишиш нукта- 
сини топинг.

1) Зх  ~ 2 у  — 5 =  0, 5х 4- у — 17 =  0;
2) Ах — Зу — 7 =  0, 2х  -\-Зу  — 17 =  0;
3) 2х  +  5у — 29 =  0, 5х +  2у — 20 =  0.
66. Учлари М  (0; — 2), А’ (6; 2) ва Р  (2; 4) булган учбурчак 

берилган. М Р  томон, А?Е медиана ва N 0  баландликнинг тенглама- 
сини тузинг.

67. М К Р  учбурчак томонларининг тенгламалари берилган:
Зх  +  4у —  5 =  0 (М И 1 Зх  — у  — 10 =  0 (Агр) 

ва — у  — 2 =  0 (МР).

68. 4х +  2у  — 19 =  0 ва Ъх +  бу +  6 = 0  т^рри чизикларнннг 
кесишиш нуктасидан х  +  у  +  1 = 0  турри чизикка перпендикуляр 
турри чизик утказинг.
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'III б о б

ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЭГРИ ЧИЗИЦЛАР

II бобда биз х  ва у узгарувчиларга нисбатан бирин- 
чи дараж али тенгламанинг геометрик маъносини тек- 
111 ир дик ва куйидагиларни исбот килдик:

1) тугри чизикнинг барча нукталари тупламига уз- 
гарувчи координаталарга нисбатан биринчи дараж али 
тенглама мос келади;

2) текисликнинг координаталари х  ва у  узгарувчи­
ларга нисбатан биринчи даражали тенгламани каноат- 
лантирувчи барча нукталари туплами тугри чизик ^осил 
килади.

Бу бобда биз
Ах2 +  2Вху +  Су2+  2 Ох +  2£у  +  Т7 =  О

куринишдаги умумий тенгламани урганишни бошлай- 
миз.

л: ва у Узгарувчиларга нисбатан иккинчи дараж али 
тенгламала) билан аникланадиган чизиклар и кки нч и  
т а р т и б л и  чи зи ц ла р  дейилади.

Иккинчи тартибли чизицлар архитектура, астроно­
мия, механикада ^амда фан ва техниканинг боища 
булимларида ч<атта роль уйнайди. Бундай чизикларни 
кадимги Грецияда билар эдилар, бирок грек матема- 
тиклари координаталар методини ^ам, тенгламаларни 
*ам *али билмас эдилар. Бунинг урнига улар коник 
сиртнинг текислик ёрдамидаги турли кесимларини тек- 
ширган эдилар.

Доиравий коник сиртни текислик билан кесиш нати- 
жасида ^осил буладиган эгри чизицлар к о н и к  кеси м - 
л а р  ёки к о н и к л а р  дейилади. Бундай чизиклар жумла- 
сига эллипс, гипербола ва парабола киради.

Д о и р а ви й  ко ни к  сирт  ёки доиравий к о нус  деб, тугри
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чизикни уни кесувчи бошка 
бир тугри чизин; атрофида 
айлантириш натижасида >;о- 
сил цилинадиган сиртга ай- 
тилишини эслатиб утамиз.
Шундай цилиб, коник сирт 
иккк палладан иборат  ва 
тугри чизицлар (тугри чи- 
зицли ясовчилар) билан хо- 
сил цилинган.

Доиравий коник сиртни 
текислик билан кесилганда 
Куйидаги доллар булиш.и 
му м кин:

1) Агар текислик коник
сиртии айланиш \ кига перпендикуляр х;олда кесиб утса, 
у *олда кесимда айлана хосил булади. Агар текислик 
конуснинг учи оркали утса, у ^олда кесимда нукта 
х;осил булади, яъни айниган айлана ^осил булади 
(119- чизма).

2) Агар текислик коник сиртнинг фак;ат битта пал- 
ласини кесса ва унинг тугри чизицли ясовчиларидан 
биттасига ^ам параллел булмаса, у ^олда кесимда 
эллипс *осил булади (120- чизма).

3) Агар текислик коник сиртнинг бир палласини

119-чизма 120-чизма

121-чизма

8—411

122-чизма
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кесса ва ясовчилардан бирига параллел булса, кесимда 
парабола ^осил булади. Агар текислик коник сиртнинг 
учидан ва ясовчиларининг биридан утса, у ^олда кесим­
да тугри чизик, яъни айниган парабола булади 
( 121- чизма).

4) Агар текислик коник сиртнинг иккала палласини 
кесса ва коник сирт укига параллел булса, у ^олда 
кесимда гипербола булади. Агар кесувчи текислик 
конус учидан утса ва унинг иккала палласини ^ам кесса, 
кесимда иккита кесишувчи тугри чизик, яъни айниган 
гипербола булади (122- чизма).

Кейинги параграфларда биз бу ажойиб чизиклар 
билан батафсил танишамиз.

42- §. Айлана
Бу параграфда айлана тенгламаси аввал махсустан- 

ланган координаталар системаси булган ^олда, кейин 
эса умумий *олда келтириб чицарилади. Параграф сун- 
гида маркази координаталар бошида булган айлананинг 
параметрик тенгламаси келтириб чикарилади.

Текисликнипг м а р ка з  деб аталувчи берилган нуктадан 
бир хил узокликда ётган барча нукталари туплами а й ­
л а н а  дейилади.

Текисликда О нукта айлана маркази сифатида олин- 
ган булсин, у ^олда айлананинг таърифига кура бу 
тупламнинг исталган М  нуктасининг умумий хоссасини 
куйидагича ёзиш мумкин:

\ O M \ - R .  (Г)
(1') тенглик маркази О нуктада ва радиуси /? бу л ­

ган айлана тенгламасидир.
Агар текисликда координаталар системаси танланган 

булса, унда икки хол булиши мумкин:
1) айлана маркази координаталар боши билан устма- 

уст тушган энг содда х;ол;
2) айлана маркази гекисликнинг исталган нуктасида 

жойлашган хол.
Айлананинг энг содда тенгламасинн келтириб чица- 

риш учун унинг марказини координаталар боши 0 (0 ; 0 ) 
нуктага жойлаштирамиз ва айлананинг ихтиёрий М ( х ; у )  
нуктасидан О марказгача булган масофа, яъни \О М \  
масофа узгармас ва айлана радиуси /? га тенглигини 
ёзамиз.
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Икки нукта орасидаги масофа формуласи буйича 
j OAf I масофани 0 ( 0; 0) ва М  (х; у) нуцталарнинг коор- 
динаталари оркали ифодалаймиз. Куйидагига эгамиз:

\О М \  =  / ( х - 0)2+ ( у - 0)2 = / ^ 4 /  

ва шунинг учун

V X 2 4- f  =  R.

Бу тенгликнинг икки томонини квадратга кутариб

X2 +  у 2 =  R 2 (1)

ни ^осил киламиз.
(1) тенглама маркази координаталар бошида ва ра- 

диуси R  булган айлананинг энг содда генгламасини 
тасвирлайди. Масалан х 2 +  у 2 =  16 тенглама маркази 
координаталар бошида ва радиуси R  =  4 булган айлана 
тенгламаси, х 2 +  у 2 =  \ тенглама эса маркази коорди­
наталар бошида ва радиуси R  =  1 булган айлана тенг-

ламасидир.
Айлана тенгламасини 

Tÿrpn чизик тенгламаси- 
дан фарк киладиган му- 
ъум хусусиятини цайд 
этиб утамиз: айлананинг 
тенгламаси д: ва v узга- 
рувчиларга нисбатан ик- 
кинчи даражали тенгла- 
мадир, шунинг учун ай­
лана иккинчи тартибли 
чизиклар жумласига ки- 
ради.

Маркази исталган нук- 
тада булган айлана тенг­

ламасини келтириб чикарамиз. С (а\ Ь) нукта айлананинг 
маркази, R  айлананинг радиуси, М ( х ; у )  эса унинг х  
ва у  координатали ихтиёрий нуктаси булсин (123- чиз- 
ма). Айлананинг исталган нуктасидан С марказгача 
булган масофани бундай ифодалаш мумкин:

123-чизма

R  =  V ( x  ~  ay-f- (у -  b ) \
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Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кутар- 
гандан сунг цуйидагини *осил циламиз:

(X -  а ) 3 +  ( y - b ) 3=  R3. (2)

(2) тенглама маркази С нуктада ва радиуси R  Ç>ÿn- 
ган айлана тенгламасидир. Бу тенгламани айлананинг 
ихтиёрий нуктасининг координаталари каноатлантиради, 
бу айланада ётмайдиган нуцталарнинг координаталари 
эса цаноатлантирмайди.

Аксинча, координаталари (2’) тенгламани цаноатлан- 
тирадиган исталган Л\ (х; у) нуцта айланага тегишли, 
чунки унинг С нуцтадан булган масофаси R  га тенг. 
Масалан,

тенглама маркази С (о; — 3) нуктада ва радиуси /? — 4 
булган айлана тенгламасидир,

тенглама эса маркази С (— 6;0) нуктада вя радиуси 
R  =  5 булган айлана тенгламасидир.

Агар айлананипг умумий тенгламасида кавсларни 
очиб, *амма хадларини чап томонга >тказсак ва улар- 
ни X ва у  узгарувчиларнинг даражаларини пасайиб 
бориши буйича жойлаштирсак, у *олда айлана тенг- 
ламасини куйидагича ёзиш мумкин:

Виз исталгян айлананинг тенгламасини (5) куриниш- 
да ёзиш мумкинлигини исботладик, бу ерда р  <  а 3+ Ь 3. 
Энди тескарисини, яъни (5) тенглама айланани ифода- 
лашини исботлаймнз.

Хаки^атан хам.

(X  -  5)2 +  (у +  З )2 =  16

(X +  6)2 +  у 2 =  25

(5)

(4)

w  — а)а+  (у  — Ь)3—  (а3 +  Ь3 — р)  =  О (6)
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ёки

(X -  а)3 +  (у -  Ь)3 =  (■/ а3 +  Ь3 — р)3. (6)
Охирги тенглама чизицнинг ^ ар бнр М  (х; V) нукта- 

си С(а\ Ь)  нуктадан / а 2 +  Ь'2 — р  га тенг булган бир 
хил масофада ётишини билдиради ва, демак, (5) чизи^ 
маркази С (а; Ь) нуцтада ва радиуси R =  -/а?  +  b2— р 
булган айланани тасвирлайди.

Куриш осонки, (5) тенглама икки ;узгарувчили ик- 
кпнчм даражали

А х 2 +  2 В х у  +  С у2 +  2 ü x  +  2 Еу  +  F  =  О (7)
умумий тенгламанинг хусусий ^олидир.

Айлананинг тенгламаси (5) ни икки узгарувчили 
иккинчи даражали (7) умумий тенглама билан т а к к о о  
лаб, бундай даъво айтиш мумкин: агар А  =  С, 0  =  Сва
[)- Е2-j¡5 +  >  F булса, (7) тенглама айланани аниклайди. 

Масалан,
X3 +  у3 — Юх 4- 6у +  30 =  0

тенглама айлана тенгламасидир, чунки A j =  С —  1, 5 = 0 ,  
ва 5* 4- З2 >  30.

х 3 — У2 +  20л; — 12у — 15 — О

тенглама айлана тенгламаси була олмайди, чунки А — 1, 
С =  — 1. Куйидаги

X 2 +  у 2 +  блгу — 4 х  +  8у 4 -5 0  =  0

тенглама айлана тенгламаси эмас, чунки В  =  2> =?¿0.
1- м а с а л а .  Маркази координаталар бошида ва 

радиуси R  =  7 булган айлана тенгламасини тузинг.
А  Радиуснинг ^ийматини бевосита (1) тенгламага 

куйиш натижасида х 3 +  у 2 =  49 тенгламани ^осил цила- 
миз. А

2- м а с а л а .  Маркази С (3; — 6) нуцтада ва радиуси 
9 га тенг булган айлана тенгламасини тузинг.

Д  С нуктанинг координаталари цийматини ва радиус­
нинг цийматини (2) формулага куйиб куйидагини *осил 
Киламиз: (х  — З)2 +  (у — (— 6))2 =  81 ёки (х  — З)2 4 - 
4* (У +  6)2 =  81. ▲ .

3- м а с а л а .  (х  4- З)2 4- (у — 5)2 =  100 айлананинг 
марказини ва радиусини топинг.
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Д  Бу тенгламани айлананинг умумий тенгламаси
(2) билан таадослаб, курамизки, а== — 3, 6 =  5, 10. 
Д емак, С  (—*3; 5), /? =  10. А

4- м а с а л а. Чизицнинг берилган х 2 +  у2 +  4х  — 2у —
— 4 = 0  тенгламаси буйича унинг геометрик хоссала- 
рини аницланг.

/л Бу тенгламанинг чап томонини х  ва у узгарув- 
чиларнинг квадратларини ажратиб алмаштирамиз. Бу- 
нинг учун тенгламани бошцачароц ёзамиз:

х 2 +  4 х  +  У2 — 2у — 4 =  0

ёки
я 2 -)-4л:+  4 — 4 + у2 — 2у +  1 — 1 — 4 =  0

ёки
(х  +  2)2 +  (У — 1)2 =  9.

Бу тенглама маркази С ( = 2 ; 1 )  ва радиуси /? =  3 бул- 
ган айлана тенгламасидир. А

А й л а н а н и н г  
п а р а м е т р  и к 

т е н г л а м а л  а р  и

Тугри бурчакли коор­
дината лар системасида 
маркази координаталар 
бошида булган х 2+ у 2= А >'2 
айлана берилган булсин. 
Узгарувчи координатали 
ихтиёрий М  (х\ у) нуктани 
цараймиз (124- чизма). М

нуцтанинг О М  радиус- 
вектори О х  укнинг мус- 
бат йуналиши билан I 
катталикдаги бурчакташ - 

кил килсин, у ^олда М  нуцтанинг абсциссаси ва орди- 
натаси I катталикдаги бурчакка боглик; равишда уз- 
гаради. х  ва у ни / оркали ифодалаб.

(8)
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ни хосил киламиз. t катталик парам ет р  (0 дан 2 ъ гача 
узгаради) дейилади. (8) тенглама м а р к а зи  ко о р д и н а т а - 
л а р  бошида б улга н  а й л а н а н и н г  п а р а м ет р и к  т е н г л а - 
м а л а р и  дейилади. Агар (8) тенгламанинг ^ар бирини 
квадратга кутарсак ва хадма-^ад  цушсак, куйидагини 
х>оспл киламиз:

* 2 +  У2 =  R 2 (cos2 1 -f- sin21)

ёки узил-кесил

Бу бизга маълум айлана тенгламасидир.

43- §. Тугри бурчакли Декарт координаталар
системасини алмаштириш

Тугри бурчакли Д екарт координаталар системасини 
танланиши билан текисликнинг нукталари ва ^акикий 
сонларнинг тартибланган жуфтлари орасида узаро бир 
цийматли мослик урнатилади. Бу куйидагини англатади: 
текисликнинг ^ар бир нуктасига ягона сонлар жуфти 
мос келади ва х;ар бир тартибланган ^акикий сонлар 
жуфтига ягона нукта мос келади.

Координаталар системасини текисликда танланиши 
асосан ихтиёрийлигини кайд этиб утамиз. Агар бошка 
координаталар.системасини танланадиган булса, у ^олда 
текисликнинг битта нуктаси турли координаталар сис- 
темаларида турли координаталарга эга булади.

Нукталар туплами (чизик) турли координаталар сис- 
темасида турли хил тенгламалар билан ифодаланади.

Чизик; тенгламаси чизикни факат геометрик объект  
сифатида аниклабгина колмасдан, балки унинг текис­
ликда танчанган координаталар системасига нисбатан 
жойлашишини ^ам аниклайди.

Бирор тугри бурчакли Д екарт координаталар сис- 
темаси х О у , берилган булсин. буни „эски“ система деб 
атаймиз. Сунгра бошка „янги“ х 'О 'у '  система танлай- 
миз, у бошка координаталар бошига эга, лекин унинг 
уклари эски укларга параллел ^амда уша йуналишларга 
эга булсин. Энди янги координаталар системаси эски 
системадан параллел кучириш натижасида ^осил килиц- 
ди десак булади (125- чизма).
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125-чизма 126-чизма

х О у  координаталар системасини паралсел кучирищ 
мазкур хО у  координаталар системасидан янги х 'О 'у ' 
координаталар системасига утиш демакдир. Янги коор­
динаталар системасининг эски системага нисбатан жой- 
лашиши янги координаталар боши О' нннг эски к о о р ­
динаталар спстемасидаги (хОу  дзги) а ва Ь координа- 
талари билан аникланади.

Бирор М  нукта эски системада х  ва у  координата- 
ларга эга б/лсин, шу нукта янги системада х '  ва у' 
коордииа галярга эга булсин. М  нуктанинг яски коор- 
динаталари. яъни х  ва у  билан унинг янги х г ва у ' 
координата лари орасида богланишни аниклаш керак

О ва 0 \  О' ва М, О ва М нукталарни жуфт-жуфт 
Килиб туташтирамиз. 126- чизмадан

0М =  60' + 07М  ( 1)

ни куриш осон, Бу векторларнинг ^ар бирини коорди­
ната уклари буйича ёйилма куринишида ифодалаш 
мумкин:

О М  = х 1  +  уу,

0 0 ' - о / + > * У „

О М  =  х '1  +  у У .
Энди (1) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин: 

х1 4- y j  =  (а/ 4* Ь/) 4- (х ' 1 4" у' ] )
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еки

бундан
Х 1 + У у == (а +  х') / +  (Ь +  у  ' ) / ,

(2)

Янги координаталар боши О' ва М  нукта текислик- 
нинг исталган нукталари^булгани учун (2) формула улар 
ихтиёрий жойлашганда *ам уринли.'

Параллел кучиришда координаталарни алмаштириш- 
ни сузлар билан куйидагича ифодалаш мумкин.

Эски координат а  у б и ла н  бир н о м л и  ян ги  коор-  
динат ага  ян ги  ко о р д и на т а ла р  боисининг эски сист е - 
мадаги координат асининг  ц у т и л г а н и га  т е н г .

(2) формулани бошкача ёзиш мумкин:

(3)

(2) формулалар эски 
координаталарни янги 
координаталар буйича 
аниклаш учун хизмат ки- 
лади, (3) форму лалар эса 
янги координаталарни 
эски координаталар буйи­
ча аниклаш учун хизмат 
Килади.

Р К л а р  ни  б у р и ш .
Янги О х х ва О ух коорди­
ната уклари эски О х  ва 
Оу  координата укларинн
а бурчакка буриш билан х;осил ки«линган булсин. М  
нуктанинг эски системадаги координаталарини (х\ у) 
билан, уша А1 нуктанинг янги системадаги коорди ната­
ларини (х ' \ у ') билан белгилаб, эски х  ва у координата- 
ларнн янги координаталар оркали пфодалайдиган бу­
риш формулаларини досил килиш мумкин (127- чизма):

Х = Х '  СОБ а —  у '  $¡11 а, 
у =  X' БШ а +  у ' соъ а. (4)
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Агар (4) тенгликни янги д:' ва у ' координаталарга 
нисбатан ечсак,

X  = Х  СОБ а 4 -  у  БШ а, 
у ' =  — X БШ а +  У СОЭ Я ( 5 )

ни х;осил циламнз.
1- м а с а л а .  Янги координаталар бошииинг эски 

системадаги координаталари (2, 3), А  нуктанинг эски 
системадаги координаталари эса (4; — 1) булсин. А  нук­
танинг янги системадаги координаталарини топинг.

Д  (3) формулаларга кура х ' = 4  — 2 =  2, у'--= — 1*—
— 3 =  — 4. А  нукта янги системада (2 ; — 4) координа- 
таларга эга. Д

2- м а с а л а .  Янги координаталар бошининг эски 
системадаги координаталари (5; — 2) га, N  нуктанинг 
эски системадаги координаталари (6; 0) га тенг. тУнук- 
танинг янги системадаги координаталарини топинг.

Д  (3) формулаларга бевосита куйиш натижасида 
куйидагини ^осил киламиз: х '  =  х  — а  =  6 — 5 = 1 ,  
у ' = у  — 6 =  0 — ( — 2) =  2. N  нукта янги системада 
( 1; 2) координаталарга эга экан. ^

3- м а с а л а .  Р  нуктанинг координаталари янги сис­
темада (5; 3), эски системада эса (— 2; 1) булсин. Янги 
координаталар бошининг эски системадаги координата­
ларини топинг. .

Д  (2) формулаларни бопщача ёзамиз: а =  х  — х \  
6 =  у — у ' .  Бевосита урнига куйиш а  =  — 2 — 5 = — 7, 
¿7 =  1 — 3 =  — 2 ни беради. Демак, О' (— 7; — 2). Д

4- м а с а л а. Янги координаталар бошининг эски сис­
темадаги - координаталари (— 3; 4), С} нуктанинг янги 
системадаги координаталари эса (2; — 5) булсин. (3 нук­
танинг эски системадаги координаталарини топинг.

Д  (2) формулаларга кура х  =  а +  х '  =  — 3 +  2 =  — 1. 
у  =  Ь у '  =  4 — 5 =  — 1 га эгамиз. <3 нукта эски сис­
темада (— 1; — 1) координаталарга э г а . Д

5- м а с а л а .  Гипербола тенгламаси х у  =  2 берилган. 
Ш у гиперболанинг эски координаталар системасини соат 
стрелкасига карама-карши йуналишда 45е бурчакка бу- 
риш натижасида *осил килинган янги координаталар 
системасидаги тенгламасини топиш талаб килинади.

Д  Агар а =  45° маълум булса, у ^олда
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sin а sin 45° =  >

COS a =  COS 45° =  ;

демак, (4) формулалар бу холда куйидаги куринишга 
эга:

/ 2~ /  2 -ж/" "2
х  =  х '  cos a — у ' sin a =  х '  у '  - у — =  (х' — у'),

_/ с\ í  О Í  О
у =  х '  sin a -f  у '  cos a — а:' +  y ' l ^ '+ y ' ) -

Энди д; ва у узгарувчиларнинг цийматларини гипербо- 
ланинг д:у =  2 тенгламасига куйиб, куйидаги тенглама- 
ни ^осил киламиз:

(*'— у ' ) * х '  +  у') — 2
ёки

* /2 — у ' 2 =  4. А

44- §. Эллипс

Хар бир одам бу чиройли ва симметрии чизик; билан 
мактабгача таниш булади. Биз бу чизицни текисликда 
куриш укига перпендикуляр булмаган ^олда ётган 
айлананинг тасвири (цилиндрик ва коник жисмлар: да- 
рахт, колбаса, сабзи ва ^оказоларнинг огма кесимш 
сифатида тез-тез куриб турамиз. Биз эллипсни ^амма 
ерда учратамиз, лекин бу чизикии чизишни ^амма 
^ам билавермайди. Тегишли диаметрдаги думалок 
гулачани маълум бурчак остида арралаб, эллипсни чизиш 
учун унча катта булмаган нусха тайёрлаш мум- 
кин (128- чизма).

Bof6 oh гулхона (клумба) эллиптик контурини кандай 
чизишини, буёкчи шипни безатиш учун эллиптик кон- 
турни кандай чизишини ёки дурадгор ром ва столни 
тайёрлашда эллипсни кандай чизишини куриб чикайлик.

Соддалик учун улчамлари ва шаклига кизицмасдан 
эллиптик гулхонани чизамиз.

Ерга исталган масофада (масалан, 1 м) иккита козик 
кокамиз; сунгра узунлиги козиклар орасидаги масофа- 
дан тахминан уч марта катта булган ингичка арконни
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128-чизм а 129-чизма

^алка килиб боглаймиз ва бу аркон ^алкани иккала 
козикка кийгизамиз. Учинчи козик билан арконни тор- 
тиб, эллипс чизамиз (129- чизма).

Агар арконнинг уша узунлигини саклаб ва козиклар 
орасидаги масофани узгартириб яна эллипс чизилса, у 
х;олда унинг улчамлари ва шакли узгаради (эллипс 
чузилади ёки думалокланади). Эллипснинг бундай ясаш 
усулидан купчилик фойдаланади, лекин эллипснинг у л ­
чамлари ва шакли козиклар орасидаги масофага ва 
арконнинг узунлигига боглик булишини ^амма ^ам би.1а- 
вермайди; улар бу улчамларни ^ ар гал такрибий *йул 
билан танлашларига тугри келади. Биз эллипснинг 
таърифини бериб, унинг тенгламасини ке.лтириб чикар- 
ганимиздан сунг бу богланиш равшан булади.

Э л л и п с  деб текисликнинг барча шундай нукталари 
туплампга айтиладики, бу нукталарнинг х*ар биридан шу 
текисликнинг берилган икки нуктасигача булган масо- 
фалар йигиндиси тенг (бир хил, узгармас) булади.

Берилган нукталар эллипс ф окуслари ,  улар ораси­
даги масофа эса ф о к а л  масофа  дейилади. Фокусларни 
Р х ва Р 2 ^арфлари билан, улар орасидаги масофани 
з : а  | Р х Г 21 =  2 с билан белгилаймиз.

Текисликда ушбу уч нукта берилган булсин: Р х ва

дан Р х ва Р 2 фокусларгача

^2 — фокуслар, М  — эллипсга 
тегишли ихтиёрий (исталган) 
нукта (130- чизма). М  нукта-

булган масофалар ф о к а л  р а -  
д и ус л а р  дейилади ва мос ра-

Л  вишда г х ва г2 билан белгила- 
нади:

130-чизма г х =  | Р ХМ  | ва г 2 =  | АА | .
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Эллипс таърифига кура буларнипг йигиндиси | Р ХМ Ц- 
- \ - \Р 2М\  узгармас, уни 2а билан ифодалаймиз. демак,

\ Р ХМ  \ +  \ Р 2М \  =  2а,  ( Г )

(Г) тенглик эллипс тенгламасидир.
Энди бу тенгликни координаталарда ифодалайммз.
Координаталар системасини абсциссалар уки фокус- 

лар оркали утаДиган Ки̂ иб таилаймиз. ординаталар 
укини [Л ^2] кесманинг 
йртасидан унга перпенди­
куляр цилиб утказамчз.
У х;олда фокусларнинг 
координаталари Рх (—с ; 0) 
ва (с\ 0) булади (131- 
чизма).

М  (л*; V) эллипснинг 
ихтиёрий нуктаси булсин.
Икки нукта орасидаги 

• масофа формуласига асосан г1 = | Рх М\ ва г2 = \Р2М \  
фокал радиуслар куйидагича булади:

г х — / (х +  с)‘2+  у 2 ва /*2 =  1/ (х V2. (1)
Эллипснинг таърифига кура унинг х;ар бир нуктаси 

учун куйидагига эгамиз:
г, +  г2 =  2а. (2)

(2) тенглама Л1(х;у) нукта эллипсга тегишли були- 
шининг зарурий ва етарли шартидир.

□ (2) тенгликни (I) га асосан куйидагича ёзиш 
мумкин:

/ \ х  +  с)'2-\-у2 4- V (* — с)2+ у 2 =  2а. (3)
Хосил килинган (3) тенглама эллипснинг танланган 

координаталар системадаги тенгламасидир.
Ву тенгламани анча содда куринишга келтириш 

мумкин. Бунинг учун (3) тенгламанинг иккала томонини 
унинг чап томонида турган илдизлар аййрмасига купай* 
тирам из:

4 Сх = 2 а [ \ /Г (х +  с)2+ у 2 — (х — с)*+ у2)
ёки

/ (х +  с)2+  у 2 — - / { х  — с)2+  у 2 =  2 ^ х .  (4)
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(3) ва (4  ̂ тенгликларни кушамиз:

/  (х  +  с ) 2 +  у 2 — а  +  X. (5)

(5) генгликнинг иккала томонини квадратга кутарамиз:

Кавсларни очгандан сунг ва соддалаштиришдан сунг

ни *осил киламиз. 2 а > 2 с булгани учун а 2— с2 >  0; 
а 2 — с2 ни Ь2 оркали ифодалаймиз, у ^олда

Охирги тенгликнинг иккала томонини Ь2 ф  0 га булиб,

ни ^осил киламиз. .
Эллипснинг бундай тенгламаси унинг к а н о н и к  (энг 

содда) тенгламаси дейилади. Эллипснинг каноник тенг- 
ламасини купинча

куринишда хам ёзилади.
Биз *осил килган (6) тенглама (3) эллипс тенглама- 

сининг натижасидир. Шунинг учун (3) тенглама билан 
берилган эллипснинг исталган М  нуктасининг х  ва у  
координаталари (6) тенгламани каноатлантиради.

Энди тескарисини исбот киламиз. Агар М ( х %у) нук- 
танинг координаталари (6) тенгламани каноатлантирса, 
у *олда /V нукга эллипсга тегишли булади. N  нукта- 
нинг координаталари (6) тенгламани каноатлантирсин.

(6) тенгликдан у 2 нинг кийматини топиб, (1) тенглик­
нинг унг томонига куямиз ни аниклаш учун):

(6)

Ь2х 2 +  а 2у 2 =  а 2Ь2

г, =  /  (л +  <?)*+6* (1 - ^ )  =

=  +- 2сх  4 * с2 +  Ь2 — ^  х 1 =

=  | А :2 4 - ¿»*4- 2с х  +  х 2.
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а 2 — с2 =  № булгани учун

г , =  ] / а 2+ 2 с *  +  | - * 2‘ =  ] /  ( а +  -^-х)2= | а +  - £ * [ .

Худди шунга ^хшаш

г , =  1 / ( а - ^ х ) 2= | а - | х

ни топиш мумкин.
а >  с > 0  ва | х | < а  эканлигини ^исобга олсак,

а-Н  — х > 0  ва а — — х > 0
1 а а '

булишини курамиз.
Демак, каралаётган исталган N  нукта учун

г « = а + — х,  г2= а  — — х,1 1 а ’ 4 л ’
шунинг учун г, +  г 2 =  2а; демак, тУ нукта эллипсга те- 
гишли. о

45- §. Эллипснинг шаклини унинг тенгламаси  
буйича текшириш

Узининг каноник

— +  — =  1 (1)д2 ^¿,2 1 и ;

тенгламаси билан ани^ланган эллипс берилган булсин, 
бунда Ь2 =  а 1 — с2.

1) Эллипс координаталар системасининг бошидан 
утмайди, чунки О (0; 0) нуктанинг координаталари ( 1) 
тенгламани цаноатлантирмайди.

2) Эллипснинг Ох  ук билан кесишиш нуцталарини 
аниклаш учун уларнпнг

тенгламаларини биргаликда ечиш керак.
Эллипснинг Ох  ук билан 'кесишиш нуктаси у  =  0 

ординатага эга булиши ва шу билан бир вактда эллипс­
га тегишли булиши керак. у =  0 ни эллипс тенглама- 
сига куйнб, х  =  ±  а ни ^осил киламиз.

Шундай килиб, (1) эллипснинг О х  у к билан кесишиш 
нукталари А  (а; 0) ва С (— а\ 0) булади. Худди шунга у х .
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н а ш , эллипснинг Оу ук билан кесишиш нукталари 
В (О\Ь) ва £>(0; — Ь) ни топамиз (132- чизма).

А , В, С ва £) нуцталар эллипснинг у ч л а р и  дейилади.
Эллипснинг учлари орасидаги [А С ], | Л С |  =  2а к е с м а  

(унда ва фокуслар ётади) эллипснинг к а т т а  $щи 
дейилади. [ВО], \ВП)\ =  2 Ь кесма эллипснинг ки чи к  уи;и 
дейилади. а  ва Ь сонлар эллипснинг яр и м  у ц л а р и  дейи­

лади.
3) (1) тенгламага х  ва 

у  узгарувчилар фацат ик- 
кинчи дараж ада киради. 
Демак, агар /У(х;у) нук-
танинг координаталари 
(1) тенгламани каноатлан- 
тирса, у ^олда бу тенг­
ламани А^ (— х \ у ) ,  Д'2 
( х \ — у) ва ы 3 (— х; — у)  
нукталарнинг координа­
талари ^ам к'аноатланти- 
ради. Куриш осонки, А̂ , 

нуцта N  нуктага ординаталар укига нисбатан, Д 2̂ нуцта 
/V нуктага абсциссалар уцига нисбатан, Ы3 нукта эса N  
нуктага координаталар бошига нисбатан симметрии.

Ш ундай килиб, эллипс иккита симметрия укига эга 
булмб, бу уклар узаро перпендикуляр. Эллипс симме- 
| рмя у^ларининг кесишиш му^тасн укинг марко.зи  д е ­
йилади.

4) у узгарувчининг узгариш сох;асини аницлаш учун 
(1) эллипс тенгламасини х 2 га нисбатан ечамиз:

х 2=  — |-2 ). (2)

х 2 х;ар доим нолдан катта ёки тенг, яъни х 2 ! > 0, у
*олда 1 — >  0 ёки у 2 <  62, — Ь <  у <  Ь.

Охирги тенгсизликдан келиб чикадики, эллипснинг 
учларидан ташкари, унинг ну^талари текисликда у =  Ь 
ва у =  — Ь тугри чизиклар орасидаги полосада жой- 
лашади (133- чизма).

х узгарувчининг узгариш оох;асини аниь;лаш учун
(1) эллипс тенгламасини у 2 га нисбатан ечамиз:

<3>

У !
Ш&;Ь)

с{-а;0)
-о-

Р,(-с;0)  О
А(а’;С)

I £  (с;0)  Л

р(О 'Л)
У

32-чизма
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ßlO;b)

. F,(-c;0)
C M О

В  (Orb)

У -b

F2 (c;ty
-------О -

L

^ap доим нолдан 
катта ёки нолга тенг, яъни
У2 >  0, у холда 1 -  ~  > 0
ёки X2 <  а 1\ — а  <  х  <  а.

Охирги тенгсизликдав 
келиб чицадики, эллипс- 
нинг учларидан ташкари 
унинг нукталари текис- 
ликда X =  а  ва х  =  -  а 
Tÿppn чизицлар орасида- 
ги полосада жойлашади 
(134- чизма).

Шундай килиб, бундай 
айтиш мумкин: эллипс-
нинг барча нукталари х  =  а, л- =  — а, у =^6, у =  — b 
чизиклар билан чегараланган турри туртбурчяк 
жойлашади, эллилснинг учлари эса бу тугри

А (а ;0 ]

У---Ь

133-чизм а

TÿFpH
ичида 

чизицлар-
да ётади (135- чизма). Энди эгри чизиь; турри туртбур- 
чакда к;андай жойлашишили аниклаймиз.

134-чизма
i

х*-а ,г

в(-С:0)  j

С(-а;0) Û

В(0;Ь)
х = а

Я  !с;0)

ЫОгЬ)

Р -Щ к о )

I

135-чизма

У
'/ / / / / / / / / /А ( / / / / / / / / / / Ж /z.

1

C(-a;0) J. 1

Ш Ь )  1

L - j л------/*0>------ *

1

' %(-с;0)  0 i F2(c,0) К  

DiOrb) [ \
\ / / / / / / / / /7 z
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(2) ва (3) тенгликларни бошкача ёзамиз:

У =  ±  7 - /  а 1— х \ (4)

Бу тенгликлардан келиб чикадики, у  нинг у  =  0 дан 
у =  Ь гача усиши билан х  узгарувчн х  =  а  дан х  =  0  
гача камаяди (ва аксинча).

Эллипснинг текисликда кандай жойлашишини яна 
хам яккол  тасаввур этиш учун унинг бир нечта нукта- 
сини ясаш керак. Эллипсни ясаш учун нукталарни фа- 
кат биринчи чоракда (135- чизма) танлаш-мумкин, чунки 
бу эгри чизик координаталар \гкига нисбатан симметрии. 
Эллипс 137- чизмада тасвирланган.

1 - м а с а л а. Ярим уклари а =  5, =  3 булган эллипс­
нинг тенгламасини тузинг.

д  Ярим укларнинг кийматларини эллипснинг тенг- 
ламасига куйиб, куйидагини ^осил киламиз:

2- м а с а л а .  Эллипснинг бир уки ординаталар уки 
билан устма-уст тушади ва 12 га тенг, иккинчи уки эса 
абсциссалар укига тегишли булиб, 8 га тенг. Эллипснинг 
тенгламасини тузинг.

д  Масала шартига кура ¿ = 6, а =  4, демак,

3- м а с а л а .  Эллипснинг катта уки ординаталар уки 
билан устма-уст тушади ва 20 га тенг, фокуслари ора- 
сидаги масофа эса 16 га тенг. Эллипснинг тенгламаси­
ни тузинг.

ЗЮМ У

*-----о—&

в

\DlOrbj

А(а;С) ^

136-чизма 137-чизма
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Д  Эллипснинг изланаётган тенгламасини ^  ^  =  1

куринишда ёзиш мумкин. Масала шартига кура 2с — 16, 
2Ь =  20, у ^олда с = 8, Ь => 10, фокуслар Оу Укда жой- 
лашганлиги учун Ь2— а ? = с 2, яъни а 2 =  6а — с2 ёки, 
урнига куйишдан с^нг, а 2 =  100 — 64 =  36, 
бундан

л  =  6.

Узил-кесил эллипснинг изланган тенгламасини ^осил 
Киламиз:

-  + £ - 1  ▲36 “  100

4- м а с а л а .  25 л:2 -Н 1 б у 2 =  400 э л л и п с  у^ларининг 
узунлигини топинг ва унинг фокуслари координатала- 
рини ^исобланг.

д  Эллипснинг берилган тенгламасини б о и щ а ч а  ёза- 
миз:

£  +  £ - 1  
1 6 ^  25 *

бундан

а  — / Т б  =  4, Ь =  / 2 5  =  5, 2 а  =  8 , 2 Ь =  10, 
с =  /¿ ,2  _  а 2 =  / 2 5 - 1 6  — 3.

Натижада
(0; 3), (0; — 3). А

46- §. Эллипснинг эксцентриситети

Хар бири узининг каноник тенгламалари билан бе­
рилган ушбу

- + £ - 1  (1)«2 Т  ¿2 1
1

ва

а?

иккита эллипсни цараймиз.
(1) ва (2) эллипсларнинг катта Уклари тенг ва Ьху  Ьл 

(138- чи.зма).

9* . 131

www.ziyouz.com kutubxonasi



Куриш осонки, эллипсниннг шакли — нисбатнинг кий-
матига боглик, бу нисбат канча кичик булса, эллипс
шунча кисилган булаДи, ва аксинча, ~  нисбат канча
катта булса, эллипс шунча думалок булади.

Амалда эллипс шаклининг характеристикаси сифати-
да — нисбатдан эмас, балки ярим фокус масофа с нинг
катта ук а  га нисбатидан фойдаланиш кулайрок булади. 
Бу нисбат эллипснинг эксцентриситеты,  дейилади ва
е = ^  билан белгиланади. а

с <  а булгани учун 0 < е <  1. Эксцентриситет (фик- 
сирланган а  да) канча катта булса, ярим фокус масофа 
шунча катта булади, яъни эллипс сикилганрок булади. 
Эксцентриситет канча кичик булса, эллипс шунча „дума- 
локрок“ булади. Агар е =  0 булса, эллипс айланага 
айланади.

М а е  а л а .
1) 16л:2 +  2 5 у2 -  400 =  0;
2) 9 х 2 +  25у2 -  225 — О

эллипелар берилган. Уларнинг шаклинг* таккосланг.
Д  Эллипелар теигламаларини бошкача ёзамиз:

£1
25 16 (3)

ва
X е

25 (4)

139-чизма
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з
6 , = - ^ .  (4) тенгликдан . а 3 =  5, 6 2 =  3, демак, =  

*= 1 /25  — 9 =  4, е2 =  4-- ®з >  е1 , демак, (4) эллипс узи-О
нинг катта укига (3) эллипсга нисбатан купрок сикил- 
ган (139- чизма). ^

47- §. Эллипсни ясаш

Эллипс узининг

*1 . £  — 1 а а “Г Ь2 —  1

тенгламаси билан берилган булсин.
Координаталар укида эллипснинг А  (а; 0), В  (0; Ь) 9 

С ( — а; 0) ва 0 ( 0 ;  — Ь) учларини ясаймиз (140- чизма), 
сунгра кичик ярим укнинг В  охиридан а га тенг радиус

билан катта укда нукталар ясаймиз, к у р и т  осонки, 
бу эллипснинг фокуслари булади, чунки а 2 — с2 =  Ь'2.

Сунгра, катта укда фокуслар орасида ихтиёрий К  
нуктани белгилаймиз; бу нукта катта уцни иккита г х ва 
г 2 фокал радиусга ажратади: г1 + г 2 =  2а. Р х нуктани 
марказ килиб, г х радиусли айлана чизамиз; нукта 
оркали г 2 радиусли иккинчи айланани утказамиз; куриш 
осонки, бу айланалар М х ва М 2 нукталарда кесишади. 
Сунгра марказларни алмаштириб, Ж 3 ва М А симметрии 
нукталарни хосил киламиз.

Агар катта укда бошка Ь нуктани олсак, эллипснинг 
яна туртта А/ ,̂ АА2, Л 3̂ ва Л 4̂ нуктасини ясаш мумкин ва 
хоказо, эллипсиш^ канчалик куп нукталарини ясасак, 
эгри чизикни шунчалик аник чизиш мумкин (141- чизма).
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Эллипснинг нуктала- 
рини бошкача ясаш усу- 
лини келтирамиз. 

Тенгламаси
V2

— -4- — =  1/»2 Г £2 1í !
Л2

1 4 1 - ч и з м а

булган эллипсни ясаш та- 
лаб килинсин. Координа- 
талар бошини марказ ки- 
либ, радиуслари r t =  а ва 
г 2 =  й булган иккита кон- 
центрик айлана утказа- 
миз, булардан катта айла­
на абсциссалар у^ини 
А  (а; 0) ва С ( — а; 0) нук- 
таларда (учларда), кичик 
айлана эса ординаталар 
ÿKHHH В  (0; Ь) ва D  (0;—Ь) 
нукталарда (учларда) ке- 
сиб утади.

Координаталар боши- 
дан исталган 1Л T ÿ r p n  чи- 
зикни 5̂ тказамиз, у айла- 
наларни М и М 2 ва N u  Л 2 
нукталарда кесади. М у ва 
М 2 нукталардан О х (12 
ва / 3) ÿKKa перпендику- 
лярлар, ва N 2 нукта­
лардан эса .бу ÿKKa па- 

раллел  /4 ва /5 T ÿ r p n  чизикларни утказамиз.
Бу 4 » U ва h  тугри чизиклар узаро кесишишиб, 

К и  Къ  Á3 ва А4 нукталарви беради (142- чизма).
Координаталар бошидан исталганча тугри чизиклар 

Утказиш мумкин булгани учун шу йул билан эллипс­
нинг исталганча нукталарини ясаш мумкин.

Бу  нукталар эллипсга тегишли булишини мустакил 
исботланг.

48- §. Эллипснинг парам етрик тенгламалари  
Тугри бурчакли Д екарт  координаталар системасида

142-чизма

л~ + у1  =  i“  /»2 (1)
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эллипс берилган булсин (соддалик учун а  >  b деб  ке- 
лишамиз).

Эллипс марказидан бнрининг радиуси R  =  а, иккин- 
чисининг радиуси г  =  Ь булган иккита айлана утказа- 
миз. Эллипснипг О марказидан ихтиёрий нур утказамиз 
ва унинг кутб бурчагини t билан белгилаймиз (143- чиз- 
ма). Нурнинг кичик айлана 
билан кесишиш нуцтасини 
Р  билан, катта айлана би­
лан кесишиш нуктасини Q 
билан белгилаймиз. Я нукта 
оркали О х  уада параллел 
тугри чизик, Q нукта оркали 
эса Оу укка параллел тугри 
чизик утказамиз; М  — бу 
тугри чизикларнинг кеси­
шиш нуктаси булсин, Р  ва 
Q нукталарнинг абсциссалар 
укидаги проекцияларини эса 
Р х ва Q t оркали белгилай- 143-чизма
миз.

143- чизмадан куриш осонки, М  нуктанинг коорди- 
наталари t параметр оркали бундай ифодаланади:

х  =  | OQx | =  | OQ | . cos t =  a  cos 
У =  I Q iM  I =  I P \ P I =  I O P  I • sin t =  b sin t

ёки

л: =  a  cos t , 
у =  b sin t. (2)

Энди (2) формулалар (1) эллипснинг тенгламалари 
булишини исбот киламиз.

□  (2) формулалардаги *  ва у  координаталарни
/1Ч « о ^ (a e o s  Y)2 i (6  sin О 2 iэллипснинг (1) тенгламасига куииб, — — L +  1 L =  1

ни х;осил киламиз. Соддалаштиришдан сунг cos2¿ +  
+  sin2 ¿ s i  ни хосил киламиз. Демак, (2) тенгламалар 
эллипс тенгламалари булади. Бундай тенгламалар п а р а ­
м ет р и к  т е н г л а м а л а р  дейилади.

Параметрик тенгламалардан эллипсни ясашда фой- 
даланилади. Биз эллипснинг битта нуктасини кандай

135

www.ziyouz.com kutubxonasi



ясашни курсатдик. Эллипсни бундай усул билан ясаш 
учун айланани п та булакка булинади, мос равишда 
п та нур утказилади ва эллипснинг п та нуктаси х;осил 
Килинади. п сон тегишли лекалонинг борлигига ва эгри 
чизик; кандай аникликда ясалишига боглик равишда 
танланади.

1- м а с а л а .  9л:2 +  16 у 2 =  144 эллипс берилган. 
Унинг параметрик тенгламаларини ёзинг.

д  Эллипс тенгламасини бошкача ёзамиз:

а2 =  16, демак, а  =  4; Ь2 =  9, демак, b =  3. (2) тенг- 
ламалардан фойдаланиб, куйидагини х;осил киламиз:

х  =  4 cos 
у =  3 sin t. Д

2- м а с а л а .  Эллипснинг
л: =  5 eos 

у =  3 sin t

параметрик тенгламалари берилган. Унинг каноник 
тенгламасини топиш талаб килинади.

А  (2) формулаларга кура а  =  5, 6 =  3 ни *осил ки­
ламиз, у *олда эллипснинг каноник тенгламаси куйи- 
дагича булади:

X 2 V2

25 Т  =  ^  ^

49- §. Эллипс айлананинг текисликка проекцияси  
сифатида

Иккита кесишувчи а — огма,  Э — горизонтал текис- 
лик берилган булсин. Горизонтал текисликда турри 
бурчакли Д екарт координаталар системасини кирита- 
миз. а ва Э текисликларнинг кесишиш чизирини О х  ук 
сифатида кабул киламиз ва Оу ординаталар укини ут- 
казамиз. ос текисликда радиуси /?, маркази р текислпк- 
нинг координаталар боши билан устма-уст тушадиган
О нуктада булган к айланани утказамиз. k айлананинг 
нукталари тупламининг 3 текисликка ортогонал проек- 
циясини караймиз ва бу тупламни (проекцияларни) k! 
оркали белгилаймиз. Энди К  туплам эллипслигини ис-
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бот килиш керак. Энди а  оркали k  айлананинг радиу- 
сини, <р оркали эса а ва 3 текисликлар орасидаги уткир 
бурчакни ифодалаймиз

Р  нукта k  айлананинг ихчиёрий нуктаси, М  унинг 
Р текисликка проекцияси, Q — унинг О х  укка п р о ек­
ц и ям , t эса О Р  кесма ва О х  ук орасидаги бурчак кат- 
талиги булсин. Энди М  нуктанинг координаталарини t 
оркали ифодалаш мумкин. OPQ  ва P Q M  тугри бурчак- 
ли учбурчаклардан куйидаги келиб чикади:

х  =  | OQ | =  | O P I • cos t =  a  cos t\ 
у = \Q M \=\Q P\*  coscp =  |O P | • sin t • cos cp =  a cos cp • sin t. 
a  • cos cp узгармасни b ^арфи билан белгилаймиз, у *олда

; c = a c o s  
у =  b sin t

ни ^осил киламиз.
kf туплам учун биз эллипснинг параметрик тенгла- 

маларини ^осил килдик; демак, к' чизик катта уки а 
га, кичик уки эса b =  a cos ср га тенг булган эллипс 
экан.

50- §. Эллипс айлананинг у з  диам етри га  цисилиши 
си ф ати да
Текисликни кисиш натижасида гугри чизикка алмаш- 

тиришни куз олдимизда тасаввур килиш учун куйидаги 
тажрибани (хаёлан булса х;ам) бажарамиз. Текислик 
модели сифатида чузик резина лентани оламиз. Лентада 
тортиш йуналишига перпендикуляр ^олда I тугри чи­
зик утказамиз ва бирор Р  нуктани ясаймиз (144- чизма), 
сунгра лентани бушатптириб, Р  нуктанинг I тугри чи-

Р

I
Р'

144-чизма

с р

o n

L
р;

145-чизма
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зикка ннсбатан ^олати кандай узгаришини кузатамиз. 
Равшанки, Р  нукта I тугри чизикка якинрок булиб 
колади (145- чизма). I турри чизикни Ох  ук сифатида 
кабул килиб, бундай лентада турри бурчакли Д екарт 
координаталар системасини тасвирласак, у ^олда кисиш 
алмаштириши текислик нукталарининг факат ордината- 
ларини узгартиради, бу нукталарнинг абсциссалари эса 
уз* ^олича колади.

Текисликнинг исталган М ( Х ;  Y)  нуктасига А1(х;у)  
нуктани

К^либ мос куядиган текисликни алмаштириш т еки с - 
л и к  ни О х  у щ а  цисиш, дейилади.

айлана берилган булсин, унинг барча нукталарини (1)

Бундан, айланани унинг диаметрига кисиш алмаш ­
тириши натижасида айлана ярим уклари а ва b булган 
эллипсга алмашиши келиб чикади.

M a c a  л а. Агар X 2 +  У2 =  25 айланани О х у щ а  
кисиш алмаштириши натижасида

(i)

Ушбу
х 2 +  Г 2 =  а 2 (2)

формулалар буйича k  =  

У
I D

-у  да кисиш алмаштиришига
буйсундирамиз. Бизнинг *ол 
учун алмаштириш формулала- 
ри куйидагича ёзилади:

(3)

X  ва Книнг (З)формулалар- 
даги кийматларини айлананинг
(2) тенгламасига куйиб (146- 
чизма) куйидагини *осил ки- 
ламиз:

146-чизма
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эллипс ^осил килинган булса, бу айланани кисиш коэф- 
фициентини аникланг.

д  Эллипс тенгламасидан а  —  5, Ь =  4 ни ^осил ци-
ламиз, сунгра ¿  =  у *олда £ =  А

51- §. Гипербола

Гиперболани китобхон тескари пропорционаллик 
графиги сифатида бир оз .билади, шунингдек, у гипер­
болани иккинчи дараж али тенгсизликларни ечишда х,ам 
учратган. Ш ундай килиб, китобхон гиперболанинг энг
содда тенгламаси у =  — билан таниш экан. М ураккаб-
роц техник масалаларни ечиш учун бу тенглама етар- 
ли эмас; гиперболанинг таърифини берамиз ва унинг 
энг содда тенгламасини келтириб чицарамиз.

Г и п ер б о ла  деб, текисликнинг барча шундай нуцта- 
лари тупламига айтиладики, бу нуцталарнинг ^ар бири- 
дан шу текисликнинг берилган икки нуктасигача бул- 
ган масофалар айирмаларининг абсолют цийматлари 
тенг.

Берилган нуцталар гипер- 
боланинг ф о к у с л а р и , улар
орасидаги масофа эса ф о к а л  /
масофа  дейилади. Фокусларни /
Р х ва Р 2 ^арфлари билан бел- р  р
гилаймиз. #

Текисликда Р х ва Р 2  фо- 147-чизма
куслар ^амда гиперболага
тегишли ихтиёрий (исталган) М  нукта берилган булсин 
(147- чизма). М  нуктадан ва Р 2 фокусларгача булган 
масофалар ф о к а л  р а д и усла р  дейилади ва мос равишда 
г х ва г2 билан белгиланади:

г х =  | Р х М I ва г2 =  | Р 2 М  | .

Гиперболанинг таърифига кура булар айирмасининг аб- 
солют циймати узгармас, уни 2 а  оркали белгилаймиз* 
демак,

11Р I — I ^ ч /̂[ 11 =  2 а. (Г)

(Г) тенглик гиперболанинг тенгламасидир.
Бу тенгликни координаталарда ёзамиз.
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Координаталар систе- 
м(х-и) магини абсциссалар уки 

фокуслар оркали утади-
1 ган к;илиб танлаймиз,

/ 1 ординаталар уцини эса 
/  . X [Т7, ] кесаданинг уртаси-

-----1ГН 7 ^ 0 )  дан унга перпендикуляр
г,[<>и/  * килиб утказамиз. ва

I А, фокуслар орасидаги
масофани 2с оркали бел- 

148-чизма гилаймиз. У ^олда фокус-
ларнинг координаталари 

Т7, (— с;0) ва Р 2(с;0) булади (148- чизма).
М  (х !У )~гиперболанинг ихтиёрий нуктаси булсин. 

г1 =  | / г,Ж | ва г2 «= | М  | фокал радиуслар икки нук- 
та орасидаги масофа формуласига кура куйидагича бу ­
лади:

г х =  ■ / (х +  с)2 +  Уа ва г2 =  / ( *  — с)2 +  у 2. ( 1 )

Гиперболанинг таърифига кура булар айирмасининг 
абсолют катталиги узгармас, уни 2 а  билан белгилай- 
миз, демак,

\ гх— г2 | =  2а. (2)

Бу тенглик М ( х , у )  нукта гиперболага тегишли бу- 
лишининг зарурий ва етарли шартидир.

(2) тенгликни (1) га асосан куйидагича ёзиш мум- 
кин:

I / (х +  с у + у 2— / (х  — с)2+  у~ | =  2а. (3)

Хосил килинган бу тенглама гиперболанинг танлан- 
ган координаталар системасидаги тенгламасини ифода- 
лайди.

Бу тенгламани анча содда куринишга келтириш 
мумкин, бунинг учун уни куйидагича кайтадан ёзамиз:

/ (х +  с) 2 +  у 2 — / (х — с)-4 - у- =  ±  2а.  (4)

Агар (4) тенгликнинг иккала томонини унинг чап томо- 
нида турган илдизлар йигиндисига купайтирсак ва сод- 
далаштирсак, куйидагини ^осил ь;иламиз:

4 сх  =  ± 2  а  ( ] /  (х -т-с)2+ у 2 +  /  (х — с)2+  У2)
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ёки

V  (X +  с)*+у* +  \ / ( х -  с)2+ у2 -  ±  2 1  X  (5)

(4) ва (5) тенгликни кушсак, куйидагини хосил ки­
ла миз:

■ /(х+ с)2+ у2= ± (а 4- ^х) .  (6>
(6) тенгликнинг иккала томонини хам квадратга кута- 
рамиз:

(х  +  с) 2 +  у2 =  (а  +  ^ х ) \

Кавсларни очиб ва содлалаштириб,
я2 — с2 у , 0 2 -»А- +  у- =  а 2 -  с- (/)

ни х;осил киламиз.
Гипербола учун а <  с булгани сабабли а 2— с 2 <  0. 

Агар а2 — с2 ни — Ь2 оркали ифодаласак, у ^олда ¿?2 —
— а 2 =  62 ва шунинг учун (7) тенгликни куйидагича 
ёзиш мумкин:

-  —  1д2 &2 (8)

Гиперболанинг бундай тенгламаси унинг к а н о н и к  
т енгла м а си  дейилади. Уни купинча

Ь'2х 2 — а -у2 — а 2Ь2

куринишда ёаилади.
Виз хосил килган (8) тенглама гиперболанинг тенг­

ламаси (3) нинг натижасидир. Шунинг учун (3) тенгла­
ма билан берилган гиперболанинг ихтиерий М  нукта- 
сининг х ва V координаталари (8) тенгламани хам 
каноатлантирали.

Энди тескарисини, яъни координаталари (8) тенгла­
мани каноатлан гирадиган ихтиерий N  (х; у) нукта берил­
ган гиперболага тегишли булишини исботлаймиз.

(8) тенгликдан у 2 нинг кийматини (1) тенгликни унг 
томонига куямиз (г, ни ани^лаш учун):

г, =  / ( *  +  с)3 +  & * ( -§ -  1 ) =  ] /  с * - Р - \ - 2 с х +  5!+*?х \
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С^нгра с1 — а? =  63 б^лгани учун

Г\ =  У 2 С Х + ° ^Х 2 =  | /  ( а  + ^ - х ) 2= | а  +  4 х | .

Худди шунга ^хш аш  г2 =  | а  — ни топиш мумкин.
Агар г > а >  0 ва | х |^ - а  эканлигини ^исобга олсак, 
у  *олда х  >  0 да

а -\-  —  х  >  О ва а  — - х < 01 а  '  а

х  <  0 да

а +  ^ л : < 0  ва а — - ^ д : > 0 .

Демак, N  нукта учун куйидагига эгамиз: 
х  >  0 булганда

г, = а  +  -£ л , 

г 2 =  — а  +

х <  О булганда

демак, барча лолларда |г ,  — г 2| =  2а ва шу сабабли N  
нукта гиперболага тегишли булади..

1- м ' а с а л а .  Фокуслари орасидаги масофа 10 га тенг
ва булган ^амда координата укларига нисбатан
симметрик жойлашган гипербола тенгламасини тузинг.

Д  Изланаётган гиперболанинг тенгламасини ^  —

— ^  =^1 куринишда ёзиш мумкин. Ш артга кура 2 с = 1 0 ,
с 5 5 5

шунинг учун с =  5, шартга кура — =  -4 ёки -  =  -4 . 
бундан а  =  4; гиперболада с2 — а г =  №, демак, 52 — 42 =  
=  ё2 ёки Ь2 =  9, у *олда изланган тенглама ^  ^  =  1 
булади. Д
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52- §. Типерболанинг шаклини унинг тенгламаси 
буйича текшириш

Узининг

каноник тенгламаси билан аникланадигаи гипербола бе- 
рилган булсин, бунда Ь2 =  с2 — а 2. '

1) гипербола координаталар бошидан утмайди, чун- 
ки 0 (0 ; 0) нуктанинг координаталари (1) тенгламани 
К а н о ат л а н тир м а й д и.

2) (1) гиперболанинг О х  ук билан кесишиш нукта-
ларининг координаталарини топиш учун уларнинг ^ —

— ~ = 1  ва у =  0 тенгламаларини биргаликда ечиш 
керак.

Гиперболанинг О х  ук билан кесишиш нуктасиу =  0 
ординатага эга булиши ва шу билан бир вацтда гипер- 
болага тегишли булиши керак. у  =  0 ни гипербола тенг- 
ламасига куйиб, х  =  ±  а  ни ^осил киламиз.

Шундай килиб, (1) гиперболанинг О х  ук билан ке- 
сишиш нукталари А {а\  0) ва В ( — а;0) булади; улар ги­
перболанинг у я л а р и  дейилади.

(1) гиперболанинг Оу ук билан кесишиш нукталари-
нинг координаталарини топиш учун уларнинг ^  ^  =  1
ва а: =  0 тенгламаларини биргаликда ечиш керак.

х  =  0 ни гипербола тенгламасига куйиб, у 2 =  — Ь2 ни 
х;осил киламиз, бу эса система ^акикий ечимга эга эмас- 
лигини англатади — гипербола Оу  ординаталар укини 
кесмайди.

3) ( 1) тенгламага *  ва у узгарувчилар факат иккин- 
чи дараж ада киради. Демак, агар А^(д:;у) нуктанинг 
координаталари ( 1) тенгламани каноатлантирса, у ^ол- 
да шу тенгламани А/, (— х\  у),<М2 (х\ — у) ва (— х;  — у) 
нукталарнинг координаталари хам каноатлантиради.

Куриш осонки, нукта N  нуктага ординаталар 
укига нисбатан симметрик, уУ2 нукта N  нуктага абсцис- 
салар укига нисбатан симметрик. Д 3̂ нукта эса /V нук­
тага координаталар бошига нисбатан симметрик.

Ш ундай килиб, гипербола иккита симметрия укига
эга.
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Гиперболани кесадиган симметрия уци х а ц и ц и и  
сим м ет рия  уци  дейилади; гиперболани кесиб утмай' 
диган симмметрия уци мавх;ум си м м ет р и я  уц и  дейи­
лади.

Гиперболанинг ва Р 2 фокуслари унинг ^ацикий 
симметрия уцида жойлашган. Симметрия уцларининг 
кесишиш нуктаси гиперболанинг м а р к а зи  дейилади

Агар гипербола каноник тенгламаси билан берилган 
булса, унинг симметрия уклари координата уцлари 
билан устма-уст тушади.

Гиперболанинг учларини туташтирувчи \А В \,  \ А В \ =  
*= 2а кесма гиперболанинг ^ а ц и ц и й  уц и  дейилади. а 
сон гиперболанинг ^ а ц и ц и й  яр и м  у ц и , Ь сон эса унинг 
м а в ^ у м  яр и м  уци  дейилади.

4) гипербола нукталарининг жойлашиш сохасини 
ани^лаймиз. Гиперболанинг (I) тенгламасидан бевосита 
\ х  | >  а  эканлиги келиб чицади. Бу — а ^ х ,  х^>  а  экан- 
лигини англатади. Шунинг учун гиперболанинг учлари- 
дан таищари барча нуцталари х  =  а тугри чизицдан 
унгда ва х  =  — а тугри чизивдан чапда, учларининг 
узи эса шу тугри чизи^ларда жойлашган булади. Д е ­
мак, гипербола икки тармокка эга: х ^ > а  булган нук- 
талар учун битта булакка эгамиз, уни унг т а р м о ц  д е ­
йилади, х  <  — а  булган нуцталар учун иккинчи булакка 
эгамиз, уни яап т арм оц  дейилади.

Гипербола нуцталарининг жойлашишини аницлаш- 
тириш мацсадида цуйидаги икки тугри чизицни утказа- 
миз (149- чизма):

ъ Ьу — X'  а ва у -- ------ л:
7 а (2)

бу тугри чизицларни гиперболанинг а си м п т о т а л а р и  
деб атаймиз. Бу тугри чизиклар ва гиперболанинг узи 
^ам координата уцларига нисбатан симметрик булгани 
учун гипербола нуцталарининг асимптотага нисбатан 
жойлашишини факат биринчи чоракда куриш мумкин 
(150 чизма).

Асимптота билан гиперболанинг ординаталарини так- 
цослаш ку^ай булиши учун асимптотанинг ординатала­
рини У бош ^арф билан белгилаймиз.
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Энди асимптотанинг ва гипербола тенгламаларини 
ёзам^з:

уг ЬY  =  — х у
а

149-чизма 150-чизма

У = ° а  (3)

Гиперболанинг ихтиёрий М  (х, у) нуцтасидан О х  укка 
ва асимптотага перпендикуляр утказамиз.

Чизмадан куриниб турибдики, [MN]  кесма M P N  
учбурчакнинг гипотенузаси, [М Р ] катетнинг узунлиги 
эса М  (х, у) нуцтадан асимптотагача булган ыасофадир. 
демак, \ M N \  масофа \ М Р \  дан кичик эмас. Равшанки, 
\ M N \ = Y - y ,

У *олда

7 a a f а

Охирги тенгликнинг сурат ва махражини (х +  уг х 3— а 2) 
га к^пайтириб, суратдаги иррационалликдан кутуламиз:

У __ e  Ь (х  — х-—а2) (х  +  i f  х 2 — а2) _  b (х"— х- +  д-)
а (х+  у/~х2 — а2) а (х  +  х'~—а-)

ёки
abГ - у  =
у х 2—а-

х  -► оо да унг томондаги касрнинг махражи чексиз 
Усади, сурати эса узгармасдан колади. Демак,

l lm  ( у  _ у )  =  l i m -------аЬ .... =  о.
jr-^oo  д г -о о  х  +  у х 2— а1
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Энди бундай хулоса чицариш мумкин: гиперболада 
х  узгарувчи ортган сари у  Узгарувчи чексиз усади, 
бирок бунда гиперболанинг ихтиёрий нуктаси асимпто- 
тадан пастда колади.

\М Щ  масофа ва ^з-узидан | М Р \  масофа з^ам х  орт- 
гани сари чексиз камаяди.

Бошкача килиб айтганда, (1) гипербола х  узгарувчи 
ортгани сари асимптотага чексиз якинлашади.

Бу хулосалар симметрияга асосан барча чораклар 
учун ^ам Гринли булади.

X2 V21- м а с а л а .  ^  — ^ = 1  гипербола асимптоталари-
нинг тенгламаларини тузинг.

Биз биламизки, исталган гипербола учун асимптрта-
лар тенгламалари у  =  ±  — л: куринишда ифодаланади;
масала шартига кура а? =  36, Ь2 =  25, демак, а  =  6,
, г 1 бЬ = 5, у ^олда асимптоталар тенгламалари у =  ±  ^  х  
булади.

2 - м а с а л а .  Гипербола асимптоталаринингтенглама­
лари Зх  +  2у =  0 ва З х  — 2у = 0, унинг учлари ораси- 
даги масофа эса 2а =  4 булса, гипербола тенгламасини 
тузинг.

А Биз биламизки, гипербола асимптоталарининг тенг­
ламалари цуйидаги куринишга эга: у = ± ~ х ё к и Ь х  —
— ау  =  0 ва Ьх  +  а у  =  0. Масала шартига кура а =  2, 
Ь =  3 га эгамиз, демак, гипербола тенгламаси ^  —

3- м а с а л а .  Учлари ^  +  ^  =  1 эллипснинг фокус-
ларида, фокуслари эса шу эллипснинг учларида жой- 
лашган гиперболанинг тенгламасини тузинг. Чизма 
ясанг.

А  Гипербола тенгламасини тузиш учун дастлаб а г 
ва Ьт ни топиш керак.

Эллипс тенгламасидан:

а э =  25, а э =  5, 
ь \ -  16, ь,  =  4.
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Исталган эллипс учун а\ —  с\ =  Ь\ муносабат мав- 
жуд, бизнинг *олда 25 — — 16, ёки Сэ =  9, ёки сэ= 3 .

я» >  бУлгани учун эллипснинг фокал Уки абсцис- 
салар уки (Ох  Ук) билан устма-уст тушади ва, демак, 
гиперболанинг *акщ ий  уки ^ам абсциссалар уки (О х  
Ук) билан устма-уст тушади. У з^олда изланаётган ги­
перболанинг тенгламасини —г —  ^ у = 1  кури н иш даёзи ш

мумкин. Масала шар- 
тига кура

С1Г — 3 
сг =  а э =  5.

Ихтиёрий гипербола
учун с\ — а\  =  Ь\ му- 
носабатга эгамиз, биз­
нинг з^ол учун 25 —
— 9 =  ь1 ёки Ь\ =  16.

Д емак, изланаётган 
гипербола тенгламаси:
£ - £ - 1 .  (151- чиз-
ма) ±

53- §. Гипербола эксцентриситети

Бизга ^аки^ий уцлари тенг булган ушбу гипербола 
лар берилгап булсин:

&
О? (1)

ва

(2)

бу ерда Ьх >  Ь2 (152- чизма).
Куриш осонки, гипербола формаси-^ нисбатга бог-

лик; бу нисбат канчалик кичик булса, гипербола О х  
укка шунча купрок сикилган булади ва аксинча.

Бу нисбатнинг сурати Ь уз навбатида а  ва с га 
боглик булгани учун эллипсдагига ухш аш , гипербола
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шаклини >;ам ярим фокус 
масофасининг унинг *а- 
кикий уки а  га нисбати 
билан характерлаш  амал- 
да кулайрок. Бу  нисбат 
гиперболанинг  эк сц ен т ­
рисит ет а  дейилади ва
£ — ~  оркали белгилана-
ди.

Гиперболада с > а  
булгани учуй  е >  1. Ма- 

У3 iсалан, jg- — ^  =  1 гипер­
бола берилган, унинг экс- 
центриситетини аникланг.

Тенгламадан а  =  4, Ь =•• 3, с =  - /а ?  +  № =  j / 4 2 +  З2 =  5
5ни з^осил киламиз, шунинг учун е =  —.

54- §. Гиперболани ясаш

Б и р и н ч и у с у л. Гиперболани нукталар буйича 
ясаш мумкин. Координаталар системаси танланади. 
Тенглаыа буйича жадвал тузилади. Нукталар ясалади 
ва улар силлик чизик билан туташтирилади. Китобхон 
буни \ ' I —VIIÍ синф алгебра курсидан билади.

И к к и п ч и у с у л. Гиперболанинг айрим нуцтала-
X -  V-рини ясаш. — — ~  =  1 гиперболани ясаш талаб килин- 

син.
Тенгламадан гипер­

боланинг А{ а\  0), В  
(— а; 0) учларини то- 
памиз ва ясаймиз. 
с- — а 2 =  b - муносабат- 
дан фойдаланиб, F x 
(— С; 0), F 2 (с; 0) фокус- 
ларнинг координатала- 
рини топамиз ва улар- 
ни ясаймиз (153- чиз- 
ма).

F 3 фокусдан ихтиё- 153-чизма
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рий г2 радиусли айлана утказамиз, фокусдан ихтиё- 
рий г х =  г 2 +  2а радиусли иккинчи айланани утказамиз. 
Куриш осонки, айланаларнинг кесишиш нуцтаси гипер- 
болага тегишли булади, чунки \ гх — г2 | =  2а.

Агар айланалар марказларининг урнини алмаштир- 
сак ,у  ^олда биз гиперболанинг яна иккита нуцтасини 
^осил киламиз. Шундай килиб, г2 нинг ^ар бир янги 
киймати буйича гиперболанинг туртта нуцтасини ясаш 
мумкин. Ётарли сондаги нуцталарни ясаб, уларни сил: 
лик; чизик билан туташтирилади.

Намуна сифатида

гиперболани ясаймиз.
Тенгламадан а =  4, Ь =  3 эканлиги келиб чикади; 

с2 — а 2 =  Ь2 богланишга асосан с =  ]/"а 2+ Ь 2 =  >/ 16 т-9=5 
келиб чикади. Сунгра координаталар системасини ясай­
миз. Л (4 ;0 ) ,  5 ( — 4;0) учларни ва / 71(— 5;0), (5; 0) 
фокусларни белгилаймиз.

Сунгра г2 фокал радиуснинг ихтиёрий цийматини 
танлаймиз (масалан, г2 — 2) ва г 1= г 2 +  2а  фокал р а ­
диуснинг мос кийматини х;исоблаймиз (бизнинг *ол у ч \  н 
^ = = 2  +  2 - 4 = 1 0 ) .

)^ар бир фокус оркали радиуслари г х ва г 2 булган 
айланалар утказамиз. Айланаларнинг туртта кесишиш 
нуктаси ясалишига кура изланаётган гиперболага т е ­
гишли.

Агар бу ишни бир неча марта бажарсак, у ^олда 
гиперболанинг бир нечта туртлик нукталарини ^осил 
киламиз ва булар буйича уни чизамиз.

154-чизма
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Э с л а т м а .  Чизмага этибор беринг. Гипербола нук- 
талари асимптоталарга яцин жойлашган, гипербола п ук- 
таларини аниклашда кесишувчи айланалар ёйларининг 
асимптоталарга яцин жойлашган булаклари иштирок 
этади.

Демак, куп айланалар чизиб, чизмани мураккаблаш- 
тирмаслик мацсадида гипербола асимптоталари жойлаш ­
ган жойда унча катта булмаган ёйлар утказиш етарли 
(154- чизмада курсатилгани юаби).

55- §. Тенг томонли гипербола ва унинг тенгла- 
маси. Тенг томонли гиперболанинг уз асимпто- 
таларига келтирилган тенгламаси
Агар гипербола укларининг узунликлари узаро  тенг 

булса (а =  Ь), гипербола т енг ё н л и  ёки т енг т о м о н л и  
гипербола  дейилади. Бундай гиперболанинг тенгламаси 
куйидаги куринишда булади:

ёки

(1)

(1) тенгламадан тенг томонли гипербола битта а  
параметр билан аникланиши келиб чикади.

Тенг томонли гипербола асимптоталарининг тенгла- 
малари куйидагича булади:

У =  ± х . (2)

(2) тенгламадан, тенг томонли гиперболанинг асимпто­
талари координаталар бошидан утиши, Узарс» перпен­
дикуляр булиши ва координата бурчакларйнинг бис- 
сектрисалари билан устма-уст тушиши келиб чикади.

с2 =  а 2 4 - 62 богланиш тенг томонли гипербола учуй 
с1— 2а} ё к и с = а у л2 булади. Фокал масофа 2с =  2 а у ^ 2 
булади.

Тенг томонли гиперболанинг эксцентриситета

■ / 2 (3)

булади.
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Олтинчи синфда сиз гипербола билан y =  J - ( * y = ¿ )
функция сифатида (бу ерда к ф 0 ) танишган эдингиз. 
У ерда бу эгри чизик икки тармокдан иборатлиги ва 
& >0 булганда биринчи ва учинчи чоракларда, £ с 0 
б^лганда эса иккинчи ва туртинчи чоракларда жой- 
лашганлиги ^амда координата бурчакларининг бис­
сектриса ларига нисбатан симметриклиги курсатилган 
эди.

Эслатамизки, текисликдаги исталган нуктанинг вази- 
яти факат танланган координаталар системасига нис­
батан аникланади. Бошца исталган координаталар сис- 
темасида худди шу нуктанинг координаталари бэш кача 
булади.

Энди, агар янги координаталар системасининг ук- 
лари сифатида тенг ёнли гиперболанинг асимптоталари 
олинса, унинг тенгламаси кандай узгаришини (алмаши- 
шини) курамиз.

Бизга тенг томонли гипербола тенгламаси берилган 
булсин:

х* -  у* =  а \  (4)

Равшанки, янги Ох' ва Оу' уклар сифатида гипербола­
нинг асимптоталари у =  ±  х  ни кабул килиш учуй эски 
Ох ва Оу Укларни умумий координата боши атрофида 
( ±  45°) бурчаклардан бирига буриш керак. (— 45°) бур- 
чакка буришни бажарамиз.

Буришда ушбу
X =  х' COS а — у' sin а, Л 
у =  х' sin а +  у' COS а J ' '

алмаштириш формулалари (43- §) бизнинг *ол  учун 
Куйидагича булади:

X — х '  cos (— 45°) — у' sin (— 45°), 
у =  х '  sin (— 45°) +  у' cos (— 45°)

ёки sin (— 45°) =  — cos (— 45°) = - !у -  ни *исобга 
олсак,

* - ^ - 2̂ - у ' - ( - 2£ ) - 2т - ( * '  +  у').

х - х ' - ( - ^ г ) + У '  ' Я - ------ Я -
т
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х  ва у  нинг ^ийматларини тенг ёнли гиперболанинг 
берилган формуласига цуйиб куйидагига эга буламиз:

\  ( * '  +  У ' ?  -  \  ( * '  -  У ' У -  с ?

ёки соддалаштиришдан сунг

(6)

(5) тенглама тенг ё н л и  гиперболанинг  $з  асимп-  
т о т а л а р и га  к е л т и р и л г а н  т е н гл а м а си  дейилади. В

Агар 45° га буришни бажарсак, х ' у '  =  — тенг-
ламани ^осил киламмз. Бу ишни мустакил бажаринг.

Энди биз 1) ху *= к ва 2) х- — у - — а- гиперболалар орасида  
цандай фарк бор деган саволга жавоб бера оламиз.

Агар координаталар системаси битта (умумий) булса, у .\олда 
булар ^ар х и л  гнперболалардир. Булардан биринчиси биринчн ва

учинчи чоракларда жойлашган, 
координата бурчакларинннг 
биссектрисаларига нисбатан 
симметрик булиб, асимптота- 
лар!Г координата уклари бнлан 
устма-уст тушади. Иккинчи 
гипербола координата уклари- 
га нисбатан симметрик жой- 

_  X лашган булиб, асимптоталари
■-----------координата бурчакларинннг

биссектрисалари билан устма- 
уст тушади (155- чизма).

Агар координата система- 
; лари турли булса ( 1 ) ва (2) 

X  теигламалар битта гнпербола-
ни ифодалаши мумкин, бунинг 
учун: а) турли системаларнинг 
боши умумий булиши (0 '=0 );
б) О х  ва О ' х '  уцлар ораси- 

155-чизма даги бурчак 45° га тенг були­
ши керак.

1- м а с а л а . д г у  -  2 гилербэла берилган. Унинг тенг- 
ламасини каноник куринишга келтириш талаб цилинади. 

А  Координаталар бошини са^лаган ^олда
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формулалар буйича 45° га буришни бажарамиз:

^ ( х ' - у ' ) -  ^ ( х '  +  у') -  2

ёки соддалаштиришдан сунг
х ' 2 — у ' 2 =  4 ^

2- м а с а л а .  Тенг томонли гиперболанинг х 2— у2 =- 
-=18  каноник тенгламаси берилган. Унинг уз асимп- 
тоталарига келтирилган тенгламасини тузинг.

Л  Координаталар бошини сацлаган х;олда (5') ф ор­
мулалар буйича (— 45°) га буришни бажарамиз:

х ^ 1- ^ - ( х '  +  у'),

У =  -  М * (■*' — у').

Берилган тенгламага х  ва у нинг цийматларини цу-  
йиб, цуйидагини ^осил киламиз:

1 ( х '  + у У  - ± ( х ' - у У  =  \8 

ёки соддалаштиришдан сунг х ' у ' =  9. Д .

56- §. Парабола

П а р а б о ла  деб, текисликнинг шундай барча нуцта- 
лари тупламига айтиладики, бу нукталарнинг ^ар бири- 
дан берилган нуцтагача булган масофа шу берилган 
нуцтадан утмайдиган берилган тугри чизицкача булган 
масофага тенг.

Берилган нукта параболанинг ф окуси  дейилад'и ва 
Р  билан белгиланади, берилган тугри чкзи^ эса д и р е к ­
т риса  дейилади ва й  билан белгиланади. Фокусдан 
директрисагача булган масофа параболанинг ф о к а л  
па р а м ет р и  дейилади ва р  билан белгиланади.

Парабола тенгламасининг соддарок шаклини з^осил 
килиш учун координаталар системасини цуйидагича 
танлаймиз: абсциссалар укини (О х  ни) Р  фокус орк.али 
й  директрисага перпендикуляр цилиб утказамиз ва абс­
циссалар укининг директриса билан кесишиш нуцтасини 
£> оркали белгилаймиз.
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156-чизма

Координаталар бош и О си- 
фатида D F  кесманинг уртасини 
кабул килахмиз. Риг  координа­
талар системасини кабул ци- 
ламиз, О х  Укнинг мусбат йу- 
налиши сифатида [О /7) нур 
йуналишп.*и кабул киламиз 
(156-чизма). У ^олда танлан- 
ган координаталар системаси-
да F  фокус о] координа-
таларга эга булади, d  дирек- 
трисанинг тенгламаси эса х  +
+  - |  = 0  булади.

М  (х\ у) — изланаётган тупламнинг ихтиёрий нуктаси 
булсин. М  нуктадан d  директрисага перпендикуляр 
туширамиз. N  шу перпендикулярнинг асоси булсин, у 
*олда  \ M N \  каралаётган М  нуктадак директрисагача 
булган  масофадир; демак,

М  ва F  нукталарни туташтирамиз ва М  н у ктад ан /7 
нуктагача бÿлгaн масофани ани^лаймиз:

булганда ва факат шундагина изланаётган тупламга те- 
гишли бÿлaди.

Хосил килинган (2) тенглама танланган координата­
лар системасида параболанинг тенгламаси булади. (2) 
тенгламани соддалаштириш учун унинг иккала томони- 
ни квадратга кутарамиз:

\ M N \  =  U + f .

(1)
М  нуцта

I MF \  =  I M N \
ёки

(2)

ёки
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ёки узил-кесил

у2 ~  2рх. (3)

Параболанинг бундай тенгламаси унинг к а н о н и к  
т ен гла м а си  дейилади.

Биз параболанинг исталган нуктаси (3) тенгламани 
цаноатлантиришини курсатдик, лекин бундан ^али тес- 
кари даъво, яъни (3) тенглама параболанинг тенглама­
си булиши келиб чикмайди.

Биз М ( х \ у )  нуцтанинг координаталари (3) тенгла­
мани каноатлантирса, у х;олда бу нукта параболага 
тегишли булишини, яъни бу нукта F  нуктадан ва d  
тугри чизикдан (директрисадан) бир хил масофада ёти- 
шини курсатишимиз керак.

□  у 2 *= 2рх  (4)
булсин. М  нуктадан F  фокусгача булган масофани ^и- 
соблаймиз.

(4) дан у 2 нинг кийматини (1) тенгламанииг унг то- 
монига куйиб куйидагини ^осил киламиз:

V  [х ~ т ) 1 +  2рх== V  x i - P x +  т  + 2 р х = >

-  / ( * + ? / •
бундан

\ M F /== | *  +  y |
келиб чикади, яъни M F  каралаётган М  нуктадан  ди- 
ректрисагача булган масофага тенг, бу эса М  нукта 
параболага тегишли эканини к^рсатади. Н

57- §. Парабола тенгламасини текшириш
Параболанинг энг содда (каноник) тенгламасидан 

фойдаланиб, унинг шаклини, жойлаш иш ини аниклаймиз.
1) парабола тенгламаси уа =  2 р х  озод  ^адга эга 

эмас, демак, парабола координаталар бош идан ^тади 
(координаталар боши О (О; 0) нинг координаталари унинг 
тенгламасини каноатлантиради).

2 ) у узгарувчи тенгламага факат иккинчи даражада  
киради, демак, агар М  ( х ; у) нуктанинг координаталари 
парабола тенгламасини каноатлантирса, М ( х ' , ~ у )  нук­
танинг координаталари *ам уни каноатлантиради. Шу

155

www.ziyouz.com kutubxonasi



сабабли парабола абсциссалар У^ига ( О х  Ук)нисбатан 
симметрии жойлашади.

3) Парабола тенгламасини х  га нисбатан ечамиз:

Демак, параболанинг барча нуцталарининг абсцис- 
салари манфий эмас. Параболада параметр р  >  О, фокус
эса ^ ( у ; 0 ) координаталарга эга, шунинс учун пара­
боланинг учидан ташцари барча нукталари Оу  укнинг 
фокус ётадиган томонида (Оу уцдан у нгда) ётади.

4) парабола тенгламасидан, х  абсцисса нолдан чек- 
сизгача усганда у  ордината ^ам нолдан чексизгача 
усиши келиб чицади (157-чизма).^

5) агар паробола фокуси Оу  уадан чапроцда жой-
лашган булса, яъни / 7 ( — у ; 0) координаталарга эга
булса, парабола тенгламаси

¡58-чизм а

б у л а д и . . Агар (2) тенгламани х  узгарувчига нисбатан 
ечилса,

.  (3)
ни хосил киламиз. (3) тенгламадан параболанинг барча 
нуцталарининг абсциссалари мусбат эмаслиги келиб чи-
цади. Параболада параметр / ? > О, фокус эса
координаталарга эга булгани учун параболанинг учи­
дан тапщари барча нукталари Оу укнинг фокус жой* 
лашган томонида ( О у  укдан чапда) жойлаш ган булади 
(158-чизма).
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6) Агар парабола фокуси Оу  укда ^ ( о ;  — ) нуцтада
бтса, у ^олда парабола тенгламасн

х 2 =  2 р у
куринишда булади. Худди шунга ухшаш муло*азалар  
ёрдамида (4) параболанинг учидан ташцари барча нуц- 
талари О х  укдан ю^орида ётиши исботланади (159- 
-чизма).

7) агар параболанинг фокуси ординаталар укида 
-Р ^0; — ~^иуктада ётса, парабола тенгламаси

куринишда булади. Бу ^олда параболанинг учидан таш- 
Кари барча нуцталари О х  укдан пастда ётади (160- 
чизма).

х 2 =  — 2 р у ( 5 )

х

159-чизма 160-чизма

I/ и

X

161-чизма 162-чизма
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58- §. П араболани  ясаш

Агар параболанинг й  директрисаси ва Г  фокуси бе- 
рилган булса, унинг вазияти ва шакли тула аникланган 
булади.

Т7 фокус ва й  директриса берилган булсин. Фокус 
оркали директрисага перпендикуляр килиб парабола 
укини утказамиз (161- чизма). Парабола укининг дирек­
триса билан кесишиш нуктасини О  ^арфи билан бел- 
гилаймиз. Равшанки, [Д /7] кесманинг уртаси булган
О нукта параболага тегишли ва унинг учидир. [О /7) 
нурнинг исталган N  нуктасидан парабола укига пер­
пендикуляр килиб / турри чизик утказамиз. Бу турри 
чизицнинг маркази парабола фокуси билан устма-уст

тушадиган, радиуси эса 
й  директрисадан I турри 
чизиккача булган масо- 
фага тенг булган айлана 
билан кесишадиган икки- 
та нуктани топамиз. Хо- 
сил килинган М х ва М 2 
нукталар, равшанки, па­
раболага тегишли (162- 
чизма).

Агар биз парабола 
укига перпендикуляр п 
та тугри чизик* утказсак 
ва уларнинг марказлари 
парабола фокусида ётув- 
чи, радиуслари эса ди­

ректрисадан фокусгача булган масофага тенг булган 
айланалар билан кесишиш нукталарини ясасак (163- чиз­
ма), у ^олда яна параболанинг п жуфт нуктасини х;о- 
сил киламиз. Хосил булган нукталарни лекало ёрда- 
мида силлик чизик билан туташтирамиз.

59- §. П араболани  параллел кучириш
Параболанинг каноник тенгламаси берилган булсин: 

х* =  2ру.  (1)
Маълумки, бу з^олда парабола уки Оу  Ук б-илан 

устма-уст тушади, параболанинг учи координаталар
боши билан устма-уст тушади, фокуси эса Р  ^0; у )  НУК*
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тада жойлашади. Агар координаталар боши О' эскн 
системада (а; Ь) координаталарга эга, координата укла- 
ри эса эски система укларига параллел булган  янги 
системага утсак, (1) парабола тенгламаси кандай узга- 
ришини караймиз. Бунинг учун параллел кучириш фор- 
мулаларидан фойдаланамиз:

(2) формуладан х  ва у  узгарувчиларнинг цийматла- 
рини (1) формулага куйиб куйидагига эга буламиз:
(х' +  а)3 =  2 р  (у' +  Ь) ёки х' 3 +  2 ах '  а3 =  2ру'-\-2рЬ.

Бу тенгламани у '  га нисбатан ечиб,

куринишда ёзиш мумкин. Параболанинг бу тенгламаси 
китобхонга квадрат у ч ^ад  тенгламаси сифатида маълум. 

М а с а л а .  Параболанинг

тенгламаси берилган. Агар янги координаталар систе- 
масининг янги координаталар боши О ' (2; 5), О ' х '  ва 
О ' у '  уцлари эса эски системанинг О х  ва О у  Укларига 
параллел булса, бу парабола тенгламасини янги систе­
мада ёзинг.

Д  (2) формулалардан х  ва у Узгарувчиларнинг 
кийматларини а =  2 , 6 =  5 шартда (6) тенгламага куйиб, 
Куйидагини *осил киламиз:

( я '4 - 2)’== 3 (у' +  5), ёки х ' * +  4х' +  4  =  З у ' +  15, 
ёки узил-кесил

(2)

(3)

ни з^осил киламиз. Куйидагича белгилаймиз:

• И )

у *олда (3) тенгламани

у '  — т х '2 +  пх '- \-1 (5)

=  3у (6)
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Бу масалани бошкача ечиш мумкин. (4) формулалар 
буйича //г, /г, I ни ^исоблаймиз. т  =  у  (чунки 2/7= 3) 

а п 3  4  » й- . 2- -  11

7  : Т — Т  ва 2р ~ ь ~ Т ~ ~ ^ ~  з •
т ,  п  ва I нинг кийматларини бевосита (5) тенгламага 
КУйиб, куйидагини з^осил киламиз:

У ' = Т Х,1 +  1 Х ' - Т  А
Тескари масалани цуямиз. Икки узгарувчнли иккин- 

чи дараж али
у ' =  т х '2-\- п х ' +  I (7)

тенглама берилган. Бу параболанинг энг содда тенгла- 
масини тощ!ш талаб килинади. Бу уни

х 2=  2ру  (8)
куринишга келтириш деган суздир.

Бунинг учун р  параметрни ва янги координата боши 
О ' нинг (а; Ь) координаталарини аниклаш керак. (4) 
тенгликларнинг формулаларини а , Ь в а р  га нисбатан 
ечамиз:

1 п и п" .
Р =  тг~, о-=тг- ва Ь =  ------- /.г  2 т '  2 т  4  т (9)

М а е  а л а. Параболанинг тенгламаси берилган:
у '  =  2 х ,2+  6х  +  7.

Уни каноник куринишга келтириш ва янги координата- 
лар бошини аниклаш талаб килинади.

Д  Берилган парабола тёнгламасидан /я =  2, я «=6 
ва 1 =  7. Бу кийматларни (9) формулага куйиб, куйи- 
дагини ^осил киламиз:

=  =  6 _  3_
Р  2 т  4  2 т  2-2 ~  2 ’

А _  -  63 7 -  5  
4 т  4 ^ 2 ---------Т

Ш ундай килиб, параболанинг каноник тенгламаси

янги координаталар бошининг координаталари 0 ( 1, 5 ;
— 2,5) б у лади .А
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60- §. Иккинчи тартибли эгри чизицлар тенгламаси  
икки узгарувчили иккинчи даражали тенгламанинг 
хусусий з^оли сифатида

Икки узгарувчили иккинчи дараж али умумий тенг- 
лама берилган булсин:

Ах-  +  2Вху  +  С у 2 +  2 D x  +  2Еу  +  F  =  0, ( 1 )
бунда А  ва С бир вацтда нолга тенг эмас.

Куриш осонки, аввал курилган иккинчи тартибли 
эгри чизикларнинг каноник тенгламалари ( 1) тен глам а­
нинг хусусий з^оли булади.

1) А  =  1 , 5  =  0, С =  1, D =  0, £  =  0 , F = - / ? 2 да (1) 
теиглама х 2 +  у 2 =  р 2
куринишга эга булади ва демак, айлананинг тенглама- 
011 булади.

2 ) A  =  ^  =  0, C  =  i f l  =  01 £= 0  ва F = -  1
да ( 1) тенглама

куринишга эга булади, демак, эллипстенгламаси булади.
3) Л  =  -^, 5 = = 0 ,  с  =  - ^ ,  D  =  0 , E  =  0 ва F =  — 1 

да ( 1) тенглама

куринишга эга булади, ва демак, гипербола тенгламаси 
булади.

4) Л =  0, 5  =  0, С =  1, =  Е  =  0 ва Z7 =  0 да
( 1) тенглама у 1 ^=-2рх

куринишга эга булади, ва демак, парабола тенгламаси 
булади.

III БО БГА  Д О И Р  МАСАЛАЛАР
1. Мар казн координаталар боши билан устма-уст тушадиган,  

радиуси эса R =  4 булган айлана тенгламасини тузинг.
2. Маркази координаталар боши билан устма-уст  тушадиган ва 

х =  3 тутри чизш да урина^игаи айлана тенгламасини тузинг.
3. Маркази абсциссалар укида ётадиган ва х =  8, у =  3 ryFpn 

чизицларга уринадиган айлана тенгламасини тузинг.
4. Агар айлананинг абсциссалар уки ва х = — 1 ^амда * = 5 t v f  

ри чизикларга урнниши маълум булса, айлана тенгламасини тузинг.
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б. М (2; 1 ) нукта оркали утувчи ва координата Укларнга ури- 
нувчи айлана тенгламасини тузинг.

6. Маркази С (2; —  1) нуктада булган ва N ( 6; 2) нукта оркали 
утувчи айлана тенгламасини тузинг.

7. Учта Мх (0; 0), М2 (3; 0) ва Мг (0; 4) нуктадан утувчи айлана 
тенгламасини тузинг.

8. у — 7х — 12 0 тугри чизи^ ва (х  —  I )2 +  (у —  2 )2 25 ай- 
лананинг кесишиш нукталарининг координаталарини аникланг.

9. Маркази С (3; 7) нуктада булган айлананинг Ох Укка урини- 
ши маълум булса, унинг тенгламасини тузинг.

10. Маркази 2х +  Зу —  13 =  0,
х  У — 5 ** 0

тугри чизикларнинг кесишиш нуктасида булган айлананинг орди- 
наталар укига уриниши маълум булса, унинг тенгламасини тузинг.

11. Агар А(2;— I), В(— 1; 3) булса, маркази С ( — 1; — 1) нук­
тада ва (АВ) тугри чизикка уринувчи айланатенгламасини тузинг.

12. Куйидаги тенгламаларнинг *ар бири кандай фигурани иф о- 
далайди:

1) (лг — 3)з-Н‘(у + 5 )= —25; 4) ( * _ 3 ) 2+ у 2- 3 ;
2) (л с+ 5)а+ (у— 4)2—0; 5) х2+ (У~ 2)^=7;
3) л!2—2^с+4у+у2—20=0; 6) *2+ у 2+у=«0?
13. М (— 2; 1) нукта куйидаги айланаларнинг $ар бирига нис- 

батан кандай жойлашган (айлананинг ичидами, ташкарисидами ёки 
унинг узидами)?

1) х 2+ у2=2; 4) х 2+ у 2—8х— 4у*=5;
2) х 2-\-у2— 5 = 0 ;  5) х*+у2-\-6х—8 у - 0 ;
3) х2 ту2=2Ъ\ 6) * 2+ у 2= 0,01.

14. Л (8; — 6) нуктадан х 2+ у 2— 4 =  0 айланагача булган энг 
якин масо^анн ^исобланг.

15. х'--\-у2=2о айлананинг 4лг+3у— 2 5 = 0  тУгри чизикка перпен­
дикуляр булган*диаметрннинг тенгламасини тузинг.

16. (х — 2 )‘- + у 2= 1 б  вал : 2+ ( У —З)2 =  9 айланаларнинг марказ- 
лари чизиги теигламаснни топинг.

17. (х— 1)2+ ( у — 2)2 =  1 айланага у = х — 3 тугри чизикка нисба- 
тан симметрнк айлананинг тенгламасини топинг.

18. Л?! (2; 3) ва М2 (10; 9) нукталар берилган. [М1М2] кесма 
диаметри буладиган айлананинг тенгламасини ёзинг.

19. Айлана ординаталар Укига координаталар бош ида уринади 
ва А1Х{— 4; 0) нукта оркали утади. Айлана тенгламасини ёзинг ва 
унинг координата бурчаклари биссектрисалари билан кесишиш 
нукталарини топинг.
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20. Томонларининг тенгламалари х  — З у - И = 0 ,  9х— 2у— 41 =*0, 
7 * 4 -4 у -{-7 = 0  булган учбурчакка ташки чизилган айлана тенглама- 
сини тузинг.

21. М (4; 1) ва М (0 ;5 ) нукталардан уту.вчи айлана тенгламаси- 
ни тузинг. Айлананинг маркази я -Ь у 4 -3 = 0  турри чизикда ётиши 
маълум.

22. Агар турри чизик ва айлана куйидаги тенгламалар билан 
берилган булса, турри чизик айланага нисбатан кандай жойлаш- 
ганлигини аникланг (кесадими, уринадими ёки ундан ташкаридан 
Утадими)г

1) 2х— у— 3 = 0  ва х2+ у 2— 3 * 4 -2 у — 3 = 0 ;
2 ) * — 2у— 1 = 0  ва (* — 4)2-}-(у+ 1)2= 5 ;
3) х + З у + Ю - 0  ва х2+ у 2= 1.
23. Координата укларига нисбатан симметрии жойлашган ва 

фокусларн Ох укда булган эллипс тенгламасини тузинг:
1) эллипснинг ярим Уклари а =  7, Ь =  3;
2) эллипснинг катта ярим уки а =  4, кичик ярим уки эса 6 = 3 ;
3) эллипснинг катта ярим уки а = 5 ,  фокус масофаси эса  2с = 6;
4) эллипснинг кичик ярим у^и 6 = 4 ,  фокус масофаси эса  2с = 6;

3
5) эллипснинг катта ярим уки а=5> эксцентриситети э с а е = - £ .

24. Координата укларига симметрии жойлашган ва фокуслари  
Оу укда булган эллипс тенгламасини тузинг.

1) эллипснинг ярим уклари а =  3, 6 =  4;
2) эллипснинг катта ярим уки ¿ > = 6, кичик ярим уки ь>са ¿2= 3;
3) эллипснинг катта ярим уки 6 =  8, фокус масофаси эса 

2с = 12;
3

4) эллипснинг кичик ярим уки д = 4, эксцентриситеты эса е «

5) эллипснинг кичик ярим уки д = 6, фокус м асоф аси эса  
2с -  16.

25. Куйидаги эллипсларнинг з̂ ар бирининг ярим укларини, уч- 
ларининг координаталарини ва фокусларининг координаталарини 
аникланг:

1) 9х2+ 16у2 =  144; 3) Ах2+ у 2=9; 5) 4 * 2 + 9 у а — 1;
2) 16л:2 -Ь 9 у2— 144=0; 4) л:2+ 9 у 2= 4 ;  6) 0,25л;2+ у 2= 1.

26. .Агар айлананинг тенгламаси л:2+ у 2=* 100 ва а =  26 булса, 
айланага ички чизилган, айланага катта укларининг учи билан ури- 
надиган эллипс тенгламасини топинг.

х2 у2
27. 25 +  д“ ~  1 эллипс берилган. Унинг катта ярим укини. ки-

чик ярим укини, фокал масофасини, фокусларининг ва учларинипг 
координаталарини, эксцентриситетини топинг.
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ЛТ"
28. * 7̂ 4 - -р" =  1 эллипснинг ичида ётадиган *ар кандай Р (х х\ух) 

пуцта учун

*? у? ,
а2 +  ¿Г < 1

тенгсизлик, з;ар кандай ташци С? (х 2; у2) нукта учун

^  у 2

а -2 +  Ж  > 1 
тенгсизлик уринли эканини исботланг.

29. Ромбнинг томони 10 га тенг. Унинг карама-царши учлари 
оркали эллипс утади ва бу эллипснинг фокуслари ромбнинг колган 
икки учи билан устма-уст тушади. Агар диагоналларини координата 
уклари учун цабул килинганда, фокуснинг координаталари /^ ^ О )  
булса, ромб эллипс тенгламасини тузинг

*2 у2
30. т з  +  “9" =  1 эллипснинг уклари орасидаги бурчакни тенг-

иккига булувчи ватарининг узунлигини аникланг.
31. х2 +  У2 =  36 айлана берилган булиб, унинг ординаталари 

3 баравар кискартирилган. Хосил булган янги эгри чизикнинг тенг­
ламасини ёзиш талаб килинади.

32. Фокусидан катта ярим укининг учларигача булган масофа- 
лар 1 ва 9 га тенг булган эллипс тенгламасини тузинг.

33. 25х2-г49>,2= 1 2 2 5  эллипс берилган. Уь;ларнинг узунлигини, 
фокусларнинг координаталарини ва эксцентриситетни топинг.

34.-Ярим укларининг йигиндиси 8 га, фокуслари орасидаги ма- 
софа эса 8 га тенг эллипс тенгламасини тузинг. Фокуслар ордина- 
талар укида ётади.

35. 4х2-\-25у2— 1 0 0 = 0  эллипс берилган. Бу эллипснинг абсцис- 
салари —  3 га тенг нукталарининг ординаталарини топинг

36. Икки учи 9л:24-25у2— 225 = 0  эллипснинг фокусларида жой- 
лашган, бошка икки учи эса унинг кичик ярим укининг учлари би­
лан устм а-уст тушадиган туртбурчакнинг юзини ^исобланг.

37. Фокуслари абсциссалар укида, координаталар бошига нис- 
батан симметрик жойлашган эллипс тенгламасини тузинг. Бу эллипс 
Мх (2; — 2) нукта орцали ^тади, унинг катта ярим уци эса а =  4

38. 15л:2 4- 25у2— 3 7 5 = 0  эллипс берилган. Унинг фоку си ор- 
кали катта Укка перпендикуляр утказилган. Бу перпендикулярнинг 
эллипс билан кесишиш нукталаридан фокусларгача булган масофа- 
ни аникланг.

39. 16х24-7у2— 1 1 2 = 0  эллипс берилган. Бу эллипснинг фокусга- 
ча булган масофаси 2,5 га тенг булган нукталарининг координата« 
ларини аникланг.
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40. Ярим у к л а р и  а% ь ва маркази С (х 0; Уо) нуктада булган 
эллипснинг тенгламасини тузинг. Эллипснинг симметрия уцлари 
координата укларига параллел.

41. Абсциссалар уцига координаталар бошида уринадиган, мар­
кази (0; 5) нуцтада ва эксцентриситети 0,6 га тенг булган эллипс­
нинг тенгламасини тузинг.

42. Эллипс (5; 0) нуктада абсциссалар уцига уринади ва орди- 
наталар у цини (0; 5) ва (0; 11) нуцталарда кесиб утади. Бу эллипс­
нинг уцлари координата уцларига параллел булса, унинг тенглама­
сини тузинг.

43. Агар эллипснинг тенгламаси тугри бурчакли Декарт коор­
динаталар системасида 4д:2+ 9 у 2—36 =*0 булса, унинг тенгламасини 
параметрик куринишда ёзинг.

44. Агар эллипснинг тенгламаси 36л:2+ 1 2 у 2— 4 3 2 —0 булса, унга 
(3;—3) нуктада уринувчи уринманинг тенгламасини ёзинг.

45. 5л: — 2у — 3 0 = 0  т р р и  чизикнинг 75л:2-ь24у1’— 1 8 0 0 = 0  эллипс 
билан уриниш нуктасини топинг.

46. 25л:2-|-36у2— 9 0 0 = 0  эллипс ва х2-\-у2—^  аилана бернлган. 
Уларнинг кесишиш нукталарини аницланг ва радиуснинг цииматига 
цараб бундай нукталар нечта булишини ^амда улар цандай жойла- 
шишини текширинг.

47. (л:— 5 )2 +  (у—3)2= 4  айлана эллипсга уринади ва унинг фо- 
куслари орцали утади. Агар эллипснинг катта уци абсциссалар  
У^ига параллел булса, унинг тенгламасини тузинг.

48. Координата уклари симметрик жойлашган, фокуслари Ох 
да булган гипербола тенгламасини цуйидаги лолларда тузинп

5
1) а =  4, Ъ =  3; 4)' 2а =  16, е =

2) 2с =  16, 2Ь =  12; 5) асимптэталар тенгламалари: у =
3

=  ±  2л =  4;

5
3) £ =  1,5, 2с = 6; 6) 2Ъ =  6, е =

49. Координата у^ларига нисбатан симметрик жойлашган, фо­
куслари ордината у^ларида булган гипербола тенгламасини ^уйи- 
даги холларда тузинг:

1) а  =  3, Ь =  6; 4) 2Ь = 8, г =

5
2) 2с = 10, е = у ;

3) асимптоталар тенгламалари:

12
у =  ±  -¿г х , 2а  = 48.
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50. К уйидаги  гиперболаларнинг *ар бирининг ярим  укини аник- 
ланг:

П т ?  —  1 Г = 1: 3) х1 — 9у2 =  9; 5 )х*-у2 =  4;

2) 16л:2—у 2= 1 ;  4) 16л:2—9у2 =  1; 6) 9х2 -  ¡6у* -  144

51. 9х2— 1бу2 — 144 =  0 гиперболанинп 1) а ва Ь ярим уцла- 
рини, 2) фокусларининг координаталарини, 3) учларининг коорди- 
наталарини, 4) асимптоталари тенгламаларини топинг.

52. 9х2 —  16 у2 =  —  144 гиперболанинг; 1) а ва£  ярим уцлари- 
ни. 2) учларининг координаталарини, 3) фокусларининг координата­
ларини, 4) асимптоталари тенгламаларини топинг.

х2 у2 *
53. 25 — Те =   ̂ гипеР б°ла берилган. Циркуль ёрдамида бу ги-

перболаминг фокусларини ясанг.
X 2 V2

54. Фокуслари 54 +  з§ =  1 эллипснинг учларида, учлари эса бу

эллипснинг фокусларида жойлашган гиперболанинг тенгламасини 
тузинг.

X 2 V2
55. 25 — §б =  1 гипеРбола берилган; текисликнинг бу гипербо­

ла учларидан ташцари *еч кандай нуктасини уз ичига олмаган бу- 
лагини чегараловчи параллел т)три чизицлар тенгламаларини тузинг.

56. 9х2 — 16 у 2 =  144 гипербола берилган. Унинг фскуслари ва 
учларининг координаталарини, зксцентриситетиии ва асимптоталари 
тенгламаларини топинг. Масалага дойр чизма чизинг.

57. дакикий ярим и 5 га тенг, эксцентриситета эса е =  1,4 
га тенг булган гипербола тенгламасини тузинг.

58. Гиперболанинг чап учи А(— 3; 0) нуктада, чап фокуси эса  
— 5; 0) нуктада жойлашган. Гипербола тенгламасини тузинг.

59. Гиперболанинг асимптоталари у =* ±. 2х тенгламалар билан 
ифодаланишини ва фокус масофаси 2с 10 ни билган ,\олда унинг 
тенгламасини тузинг.

X2 у2
60. — £г •= 1 гиперболанинг асимптоталари кандай шартда

узар: перпендикуляр булишини аницланг.
х2 у2

^  Гб О- *" 1 гипербола берилган. Гиперболанинг куйидаги 

ту-ри чпзиклар билан кесишиш нуцталарини топиш талаб цилинадш

а) а — у -Ь 1 =  0;
б ) х — 4у — 8 =  0;
в) 5х — 4у — 16 — 0.

Масалага дойр чизма чизинг.
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X- у2
62. {х — а)2 н- у2 == 1 айлана ва -д -— у = 1  гипербола берил-

ган. Уларнинг кесишнш нукталарипи гопинг ва а параметрнинг 
кийматларига караб, бундай пуцталар сонинечта булишини ваулар  
Кандай жойлашишини текширинг.

63. Агар гиперболанинг учларидан бирининг фокусларгача бул- 
гаи масофаси 9 ва 1 га тенг булса, унинг каноник тенгламасини 
тузинг.

1
64. Асимптоталарининг тенгламаси у=±  у  х, фокуслари ора-

сидагн масофа 2с 10 булса, гипербола тенгламасиии тузинг.
65. 16л:2 — 9 у2 — 144 =  0 гипербола берилгаи. Бу гиперболаниш  

чап фокусгача булган масофаси 7 га тенг булган нукталарининг 
коордииаталарини аницланг.

*2 у 2
66. Гиперболанинг тенгламаси »  1 берилган. Циркул-

дан фойдаланиб (^исобламасдан). бу гиперболанинг бир нечта нук- 
тасипи ясаиг. ^

67. Тенгёнли гиперболанинг эксцентриситетини аникланг..
68. Г иперболанинг фокуслари 9х2 +  25у2 — 225 =  0 эллипснинг 

фокуслари билан устма-уст тушади. Агар гиперболанинг эксцентри­
с и т е т  £ =  2 булса, унинг тенгламасини тузиш талаб килинади.

69. Агар гиперболанинг ярим уклари а =■ 5, Ь =» 4, марказининг 
координаталари (3 ; 2), уки эса абсциссалар укига параллел булса. 
унинг тенгламасини тузиш талаб килинзди.

70. Учлари орасидаги масофа 24 га тенг, фокусларининг к оор­
динаталари эса ( — 10 ; 2), (16; 2) булган гиперболанинг тенглама* 
сини ёзипг.

71. Учи координаталар бошида булган параболанинг тенглама­
сини куйидаги лолларда тузинг:

1) парабола юкори ярим текисликда ординаталар укига нисбатан 
симметрик жойлашган ва р =  4;

2) парабола пастки ярим текисликда ординаталар уцига нис­
батан симметрик жойлашган ва р =* 6;

3) парабола унг ярим текисликда абсциссалар уцига нисбатан 
симметрик жойлашган ва р =  3;

4) парабола чап ярим текисликда абсциссалар укига нисбатан 
симметрик жойлашган ва р — Ь.

72. Ф окуси Г  (0 ; — 3), нуктада координаталар бошидан утувчи 
ва ординаталар укига нисбатан симметрик булган парабола тенгла­
масини тузинг.

73. Параболанинг фокуси 6 ; 0 )  кооринаталарга эга, дирек-

167

www.ziyouz.com kutubxonasi



трисасининг тенгламаси эса л: — 6 =  0. Парабола тенгламасини ту- 
зиыг.

74. Фокусининг координаталари (0 ;  4), директрисасининг тенг­
ламаси у +  4 =  0 булган парабола тенгламасини тузинг.

75. Агар парабола координаталар бошидан ва М (3 ; 6) нуцтадан 
утса, фокуси эса ординаталар ;уцида жойлашган булса, унинг 
тенгламасини тузинг.

76. Куйидаги параболаларнинг учлари ва фок\'сларининг коор- 
динаталарини аницланг:

1) у2= 20х; 3) 5) л:2=  — 4у;
2) *2 =  12у; 4) у*=х\ 6) л? -  у.

77. Куйидаги параболаларни битта чизмада чизинг: У» 

х2 =  у, х2 =  2у.

78. Парабола фокуси Г  ^0; нуктада ётади, директриса абсцис-

салар Укига параллел ва ординаталар укида га тенг кесма аж-

ратади, Парабола тенгламасини тузинг.
79. Парабола А (0; 6) ва В ( 0 ; —6) нукталар оркали утади. А бс- 

циссалар укига симметрии ва шу Уада 4 га тенг (координаталар  
бошидан бош лаб унг томонда) кесма ажратади. Парабола тенгла­
масини тузинг ва параболани ясанг.

80. Ф окуси 2х — 5у —  8 =  0 тугри чизиц билан абсциссалар  
укининг кесишиш нуцтасида жойлашган параболанинг энг содда  
тенгламасини тузинг. Бу параболани ясанг.

81. (0; 0) ва (5; 3) нуцталар орцали утувчи ва абсциссалар  
укига нисбатан симметрик парабола тенгламасини тузинг.

82. Текисликнинг (2; 0) нуцтадан ва *  +  2 = 0  тугри чизицдан 
бир хил узокликда жойлашган барча нуцталари туплами тенглама­
сини тузинг. Хо.сил килинган чизикнинг абсциссалар уки билан 
кесишиш нуцтасини топинг ва чизицни ясанг.

83. Текисликнинг координаталар бошидан ва * = 6  тугри чизицдан 
бир хил узоцликда жойлашган барча нуцталари тупламипи топинг. 
Хоснл 1\илинган чизи^нинг ординаталар У^и билан кесишиш нукта- 
сини топинг ва уни ясанг.

84. Учи координаталар бошида, абсциссалар уцига нисбатан 
симметрик ва N  (9; 6) нукта оркали утувчи парабола тенгламасини 
тузинг. N  нуктанинг фокал радиус-вектори билан абсциссалар уци 
орасидаги а бурчакни аникланг.*

85. Параболанинг учи А (— 4; 5) нуктада, фокуси эса В ( — 2; 5) 
нуктада жойлашганини билган золда унинг тенгламасини топинг. 
Унинг Уци ва директрисасининг тенгламасини ёзинг.
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86. Параболанинг фокуси (— 3; — 4) ва унинг директрисаси текг 
ламаси *  +  1 = 0  берилган. Парабола тенгламасини ёзинг ва пара­
боланинг координата уклари билан кесишиш нукталарини топинг

8?« У в  Т х2  паРабола билан куйидаги тугри чизиклариинг ке­

сишиш нукталарини топинг:
1) х  =  у; 3) *  — 2у+ 4  =  0;
2 ) *  = — у ; 4 ) 5 *  — 2у — 8 =  0.

Чизма чизинг.
88. Агар х 2 =  8у параболада ётадиган нуктадан директрисагача  

булган масофа 4 га тенг булса, бу нуктанинг координаталарини  
аникланг.

89. у2 =  5*  парабола берилган. Параболада фокал радиуси 4 га 
тенг булган нуктани топиш талаб килинади.

90. Агар парабола у =  х  тугри чизпк билан * 2 -г у2 — 10 у =  О 
айланаиинг кесишиш нуктаси оркали утса ва ордпнаталар укига 
симметрик булса, парабола тенгламасини тузинг ва унинг дирек­
трисаси тенгламасини ёзинг. Айланани, тугри чизнкни ва парабо- 
лани ясанг.

91. Параболанинг директрисаси у =  \ тугри чизик, фокуси эса  
(2; 9) нукта. Параболанинг фокал ватари охирларининг координата- 
ларинн топиш талаб килинади. Параболани ва унинг фокал вата- 
ринн чизинг.

92. у2 =  6х параболага Л7 (6; 6) нуктада утказилган уринма тенг­
ламасини ёзинг.

93. Осма куприк аркони парабола формасига эга (164- чизма). 
Агар арконнинг эгилиши | 0 . 4 |  =  Ю, куприк узунлиги ВС *= 60

булса, чизмада курсатилган координаталар спстемаспга нисбатан  
парабола тенгламасини тузиш талаб килинади.

94. Агар анлаианинг у2 =  8*  парабола директрисасига уриниши  
маълум булса, маркази шу парабола фокуси билан устм а-уст ту- 
шадиган аплапа тенгламасини тузинг. Парабола билан айлананинг 
кесишиш нукталари координаталарини аникланг ва чизма чизинг.
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Ж А ВО БЛА Р

- 1 БОБ

1. а) 0; б) 0; в) 0; д) 2b ёки 2d; е) 0; ж) b +  d  ёки — а  — Ь;
3) d ёки а .

2. Ю Н. 4. 2Н.
5. Масалан, 71- раем, з) га царанг.

6. 0. 7. 1) AS; 2) AB.
8. Купбурчак коидасидан фойдаланиб, ^ар бир йигиндинн 

ВС +  AB =  АС куринишга алмаштиринг.

9. Ха. 10. а) Л С =  Ь, б) СА; в)  0; г) 0.

12. Ь—a; y  (a—b); а + b; — у  (а + &).

1
43. а ;  а — ¿7—2а; а — y f r ;  2а.

14. 2а  +  2b — y  с; a+b  — у  £•; — ( а + ö - f c ) .

15. ЯЛ; СЛ; СВ. 19. 7.
20. 1) ± 1; 2) |Ä| >  1; 3) | Ä | < 1.
22. 1) ±  1 ; 2) | Ä | > 3 ;  3) I ä I <  5.

23, 2) — ¡1Гр 24, ~ T PiW'

25- 2) 1 ^ . 26» — 2СВ.

27. 23- § даги ОМ =  -3" (О Л  +  0 £  +  ОС) формуладан О =  М

булган *ол учун фойдаланиш мумкин.
28. & — а ; —  а ; а —Ъ\ Ь—2а.
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35. cos cp =  / I  • 36. 9.

37. i—j + k ,  -  l—3J+k.
38. 90°. 39. 2.
40. Чексиз туплам.

42- ( ~ T =  T ’ т )  43- 81+6 f-

44. ОЕ =  4 i; ОА =  — 21+2 /  3У; AB=*2l+2 /Zj-, OB = 4 /~3J; 

ё £ =  41; C D = 2 i— 2 /  3У; Ö £  =  — 2 /—2 / 3>; Ö& =  4 í + 4  /  3>;

о Ъ = ы -\-2 / з у .
45. 1) 8 /; 2) 6 / + 8У; 3) 6 /; 4) 6 /; 5)— 6/; 6) - 6Í + 8 /.

1 1 1 1
46. 1) — а  — b +  -J с; 2) —  а +  с; 3) у  а — Ь—с; 4) у  а  +

+  у  ft; 5) -  а; 6) а— с +£>; 7) —&+с; 8) — у  а— 64-с

47. 1 ) - j a +  у  (а + 6 ) ;3 ) a ; 4 ) ÿ  (я—í>); 5)— у  (a+í>);
3  1 3  1

6 ) d-\-b\ 7) у  о -f* 2 b—&\ 9) — 2 ú— ~2 b\ 10) 2d.

1
48. 7. 49. — 1; -  y .

50. 1) 0o; 2) 90°; 3) 90°; 4) 90°; 5) 90°; 6) cos<p=» J L
V 3

51. 1) 90“; 2) 0" <  <p <  90“; 3) 90° <  <f «  180“; 4) — a\ 5) ka\

52. 45°. 53. 2 /  3. 54. 6.

55. 1 ) 90°; 2) 90°; 3) eos 9 -------J L .
V  13

56. 90°, 45°, 45“. 59. 5. 61. 6. 62. — 6.
3 3

63. eos <p =  g-, 64. eos <p =  -g .

65. 1) (b +  c?+2a-b\ 2 ) 2 i.
66. 1) — 4;+7y+6£; 2) /+2y+ft; 3) — 3/+4y+2¿; 4) 3 /+ 6 У + 3 * ;

5) — 2í+6y'-r3Aí; 6) 4/—2j — k\ 1) 4t— 2y—6A; 8)5/+10y + 5A; 
9)' 20 ¿-+- 10/+20Ä; 10) 20/+10./+15A.

6 7 . - 6 j. 6b. — 12;. 69. 7 70. / 4 2 9 .

71. 25. 72. 7 у 5~ 73. 48, 4,8; 9,6.

32. 5 (1 1 ; 1), 33. — 6. 34. — 14.
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II БОБ

1. TÿrpH чизик A (0; 3) ва В (2; 4) нуцталардан утади.
2. х--=3+(; у = —2 + 3 1. 4. 4х—у— И = 0 .
6. 2х+5у— 2 6 = 0 . 7. х—у—7 =  0.
9. Зх— 2у— 1 3 = 0 . 10. 4х+ у —5 = 0 .
12. х=3. 14. 2 * + З у = 0 .
15. 2х—у + 5 = 0  (AB), 2 х + у —9 = 0  (ВС), 2х—5у—1 5 = 0  (АС), 

* _ у = 0 (АА'), Юх—у—3 = 0  (ВВ'), 2х+7у—3=0 (СС).
16. х=4, у——3. 17. х=5, у ------2.
18. (4; 0);.. (0: - 6).

X V  X  У X V
19. 1) -g +  1Г =  1; ^ 3 + " 2 = I ; 3) ' з + ^ 2 = 1 ;

X  у 
4>1=3 +  = 2  =  1-

20. X +  Зу 4- 5 =  0, Зл:—у + 5 = 0 ;  Зх— у —5 = 0 .
21. = 6. 22. * + 2 у —4 = 0 . 23. * + y - 6 = 0 . .

24. 2 х + у - 8 = 0 .  25. ¿>д = 2 0.

26. 1) 2х—Зу—2 3 = 0 ; 2) 3 * + 2 у — 2 = 0 .

27. / Т у + 3 + 4  / Т = 0 .  28. л:—у+2=0.
3 2

29. k =  у  ; 6 =  у .  30. 4 х — Зу — 27 =  0.

31. 2 х — З у + 4 = 0 .  32. 2jc— 3 у = 0 .
33. Зх— 5 у —2 7 = 0 . 37. Бирипчи TÿFpn чизиц.

3 13
35. tg  а =  j ,  Ù==J-

3 4
37. 1) ¿  =  T ; 2) ä — -3 .

5
38. Æ =  — -3-, а «  121°. 39. 135°.

3
40. 1) b =  J , Ь =  4; 2) ¿ = 3 ,  /;= 3; 3) 1, 6 = 3 .

41. 1) Зл:—4 у + 8 = 0 ;  2) у=2лг—3; 3) 5 л : + у + 3 = 0 ;
4) Зл:+2у— 10= 0 .

42. k =  -g*. 43. у = 5 х + 9 .

44. 1) 135°; 2) 45°; 3) 0°; 4) t g a  =  -§•; 5) 90°; 6) 0°; 7) 90°;

8) tg  а —  5; 9) tg  я -  46. h ± 1Ъ / 2 II / 4.

3 4 5 12
47. 1) y  * — *5 У — 5 = ° ;  4) уд X—  j 3 у +  2 =  0.
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49. 1) 2,5; 2) 3; 3) 6,5.
50. U 4jc—3у =  0; 2) 4 * — Зу— 30 =  0.
51. (—3; 1). 52. 1) 2 л : + 5 у - 4 = 0 ;  2) 2 л г + 5 у + 2 5 = 0 .

6
53. I d | =  -ZT-. 54. (3; 2). 55. х + у —4 = 0 .

S 13
56. a ) íj  1.2 билан устма-уст тушади; б) (4;— 4); ъ) l t || l 2', г) l¡ || h
57. (1; 3), (2; 1), (5; 4), Гб; 2).

58. 5 * + 4 y — 2 3 = 0 . 59. | d | =  J L .
/ 13

«0 y ±  3 = 0 .  61. 12*— 1 8 y + 8 3 = 0 .  62. (2; 3).
' /  5 У  5 

/ 11 3 5 \ / 3  5 \
63. ( 6 ; 6 )• 3: (9 7 ’ ~ '9 h )
64. ( - 2 ;  5), ( 1; - 3 ) ,  (5; - 9 ) ,  (8; - 1 7 ) .
65. 1) (3; 2); 2) (4; 3); 3) (2; 5).
66. Злг— y— 2 = 0  (MP)\ x —5y+4  =  0 (NE); x+ 3 y  — 1 2 = 0  (ND).

67. N  (3; - 1), - 2J, я ( 2 ~  - 2).

68. л:— y — 17,5= 0 .

Il l БОБ

1. ЛГ2+ у ! =  16. 2. * 2+ у 2= 9 .
3. ( л : -5 ) 2+ у 2 = 9 . 4. (х— 2)2+ ( у ± 3 ) 2= 9 .
5. (дг— ip -i-(y — 1)2= 1 , (х— 5)2+ ( у —5)2= 2 5 .
6. (X—2): + ( у + 1 ) 2= 2 5 .
7. (х— 1 ,5 )-+ (у—2)2= б ,2 5 .

8- ( - 21- 6 Й )  (-2 :  ~ 2)-
9. (х— 3)2+ ( у — 7)2=  49. 10. (дг-2)2-Ь (у— 3)2=4.

.11. ( * + 1 ) 2+  (у + 1  )2= 5 ,7 6 .
12. 1 Айлана, С (3; — 5) ва R =  5; 2) (—5; 4) нуцтани; 3) ай- 

лана, С (\\ — 2) ва # = 5 ;  4) айлана, С (3; 0) ва R =  у 3; 5) айлана

С (0; 2) ва R =  / 7 ;  6) айлана, С (о; — у )  ва R =  у .

13. 1) Айланадан ташцарида; 2) айланада; 3) айлана ичида; 
4) айланадан таищарида; 5) айлана ичида; 6) айланадан тацщарида;

14. 8. 15. 3 * —4 у = 0 . 16. Зл:+2у— 6 = 0 .
17. (лг — 5 )2+  (У+ 2)2= 1. 18. (х— 6)2+ ( у — 6 )2= 2 5 .
19. (д :+ 2 )2 + у 2 = 4 ; (0; 0), (— 2; 2), ( - 2 ;  — 2).
20. (х— 3,1)2+ ( у + 2 ,3 )2 =  22,1. 21. ( * + 2 ) 2+ ( у + 1 )2 = 4 0 .
22. 1) кесади; 2) уринади; 3) айланадан таищ аридан утади.
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<0:

■ i í p L ;  o j  ; 5) a » y ,  6 =  p  (0,5; 0), ( - 0 , 5 ;  0 ) .

X3 V2 X 3 V3 X 3 Va Л'3
23- !)  49 +  T  ”  1: 2) 16 +  IT =  1: 3) 25 +  Тб =  4) 25 +  

y3 x ¿ y2 
+  16 =  !¡ S) 25 +  1 6 “  L

v2  v2  jr2 V3 J t3 V3 jr2 y2

24. 1) -9+16=1; 2) "9+36=1! 3)28+‘64=1’ ^  Тб+25 “   ̂
K4 £ л . Л  ,
b> 3 6 ^  100 "  b _

25. 0 a=4, 6=3, (4; 0), (-4; 0), (0; 3), (0; -3), F1 (/7; 0), 
F3 (-/7; 0), 2) a=3, 6=4, (3; 0) (-3; 0), (0; 4), (0; -4),
Л(0; / 7 ), Fa (0; -  7̂); 3) a=-|, 6=3, (|; oj , f ;  oj,

; 3); (0; -3), Ft {o-, -Ц13) . Ft [о- ) ! 4) a ~ 2,

6 = -f. (2; 0), ( - 2; 0), (o; | ) ,  (о; -  § ) .  ( ^ !  ° )  

л ( '
(«• 4 ) • (°:  - l )  ■ r ' ( <T L’0) ■ Т П  ° ) : 6) " - 2- 6_1 -
(2; 0), (—2; 0), (0.1), (0;-l), Ft (/3; 0), F,(- /1; 0).

26. +fg = 1. 27. 2a=10, 26 = 6, 2c=8, /4 (4; 0), F, (—4;0),
4

e== 5 -
y2 __  y2

29* Ш - }- 3 6  = 1- 30- 4 »/ . 3- 3 1 - 3 6 +  4 - 1- 

3Z  £  +  j  =  L 33.' 2 a = 1 4 , 2 6 = 1 0 , F , (2 / 6 - 0 ) ,  /V, (— 2 / б Г  0), 

T _  2 ,/6~

34. | + |  = 1. 35. (-3; 4 ) * ( - 3 ;  —  f ) -

36. 5 = 24. 37. x¡>+3y¡— 16=0. 38. 3 и 7.

- * № * ) ■  ( - Í M -
* i b = ? E  + ! ï ^ - . .
41. Эллипснпнг катта ёки кичик уи;н Ох Укка ётишига боглиц  

>2 (у— 5)2 *2 (>, _ 5)2 
равишда ёки g  1.
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(*—5)2 (у—8)2 
42 Щ Г +  М - 1 44. 3* у 12= 0.

(X — 5)2 (у— З)245. (4; -  5) 47. -  1.
Xs у2 х ’2 у3 л:3 у2 X5 V2

48- *) Î 6 ~  "9 “  1: 2) 2 8 ~  36 =  3) Т  — Т “ 1’ 4) 64 36= ^

R4 £2 У1 , « х  í !  У !  i5) 4 — g — 1, 6) 1 б —  9 = 1

49 п ' £ ! _ £ ____ o') — — — = _______1 - Я ) — - ^ - - 1 -^  36 9 ~  *• ¿) 16 9 ’ JM00 576 ~  *•
у2 у2

4) Тб “9 =  -  L

60. 1) а =  4, 6 =  3; 2) а  — j ,  6 - 1 ;  3) ¡2= 3, 6 — 1; 4) a- = р .

Ь =  -̂ г; 5) а =  2, b ■* 2; 6) а =  4, b =» 3.

61. 1 ) л - 4 ,  ¿» =  3; 2) Z7! (5; 0), /=“* (—5; 0); 3) (4; 0), (—4;0);
3

4) у =  ± -ç X.
52. 1) 6 =  4, а - 3; 2) (0; 4), (0; — 4); 3) (0; 5). Ft (0; -  5);. 

3
4) у -  ± j  X.

X^
64. gg 20 *= 1, 55. X “  5j je ^  ■ 5.

Б6. Л  (5; 0), /* ,(-5 ;  0), (4; 0), ( -  4; 0), е =  j ,  у =  ±  |  X
^ 2  у  2 jç2 у  2

6 7 , 2 5 ~  2 4 “ 1* б8> Т - 16 "  Ь 
je2 у2 

69. "gf —  20 =  !• 60, а “  6-

61. 1) Йук; 2) 1 +  Ъ / Т ,  ~ 9 + 43>— j, 1 -  3 /3 ? .  

*~^ 3 3) J") (уриниш нуктаси.)
У2 у2

63. 1 6 - " 9"=  L 64* 20 ‘”  5 :
. * 2 V-

69.
( * — Í05 0° 1

- Т 2 = 1- 25
(У -2 )2

1.

71. 1) лг-=3у; 2) X 2------12у; 3) у 2= 6 * ;  4) у 2= — 10*.
72. * 2 = — 1 2 73. у ‘2= — 24*.
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74. *2 = 1 6 ) ’. 75. х'- =  у  )'•

76. 1) (0; 0), (5; 0), 2) (0; 0), (0;3), 3; (0;0), (— 2,5; 0);
4) (0;0), (0,25; 0): 5) (0; 0), (0; — 1); 6> (0; 0Л (0; 0,25).

78. * 2= у .  79. у 2 + 9 * —3 6 = 0 . 80. у?— 16*.
81. = 1 ,8 * . 82. у 2= 8*. 83. у 2,------12 ( * —3).
84. у= =  4*. 85. (у—5 / = 8  (х+4).

86. (>’-¡-4)2------4 ( * + 2 ) .  87. 1) (0; 0), (4; 4); 2) (0; 0), ( - 4 ;  4'
3 ) ( 4; 4), ( - 2 ;  1); 4) (2; 1Х_(8; 16). _

88. (4; 2). 8 9 . ( ^ ; _ ! ^ . ( ^ ; ^ ) .

90. х-—5у; у + 1 ,25=0 .
91. (* — 2)2=  16 (у - 5); (— 6; 9), (10; 9).
92. * —  2 у + 6 = 0 .  93. 9 0 \'= * - .
94. ( * — 2 )2 + )’2 =  16; (2; 4), (2; — 4).

3

ЦУЛЛАНИЛГАН СИЛ1ВОЛЛАР РУЙХАТИ

А, В, С, Л1, N — нукталар 
(А  ; В)— нукталарнинг тартиб- 

ланган жуфти  
1 М В )-  у к 
[АВ] — кесма 
[АВ) — нур
\АВ\ —А нуктадан В нуктагача 

булган масофа (АВ кесма- 
нинг узунлиги)

{АВ} — элементлари А ва В 
булган туплам

а , АВ — вектор

|а |, \АВ\ векторнинг узунлиги

0, АА —  ноль вектор 
— бир хил йуналган иурлар 
(векторлар)

* |  — карама-карши йуналган 
нурлар (векторлар)

/ — алмаштириш  
Е — айний алмаштириш  
/ - 1 — тескари алмаштириш  
/ 2э / !  —) х ва алмаштириш  

лар композицияси 
|| — параллел 
Ф — параллел эмас 
£ — тегишли 
£ — тегишли эмас 
_[_ — перпендикуляр  
^  — бурчак  
д  — бурчак катталиги 

А
1г- / 2) — ва 12 тугри чизик- 

лар орасидаги бурчак 
А

(а ; Ь) — а ва Ь векторлар 
орасидаги бурчак
— учбурчак юзи
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